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本书是为 “应用型工科” 控制类相关专业， 如自动化、 电气工程及其自动化等专业学生

和非控制类学科， 如机电、 信息、 计算机应用等硕士研究生学习 “现代控制技术和方法” 而
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色， 既方便教师教学也方便学生学习。
线性系统理论是现代控制理论的基础， 也是目前理论上最完善、 技术上最成熟、 工程应用

最广泛的一个分支。 本书可帮助读者正确理解和掌握其中最基础又最重要的概念、 原理和分

析、 综合系统的方法， 了解工程上的一些应用实例。
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（设计） 系统的方法； 第六章介绍 “最优控制” 的主要内容； 第七章为应用实例， 有利于学生

对全书内容的进一步理解和掌握。
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第 一 章

控制系统的状态空间描述

系统的 “数学模型”， 能反映系统固有的 “稳态、 动态特性”。
经典控制理论中， 系统的 “数学模型” 是用微分方程、 传递函数、 动态结构图等来描

述的， 这种描述又常称为系统的 “外部描述”； 控制对象主要是单输入 - 单输出的线性定常

系统； 采用的分析和综合方法， 主要是基于复数域的间接方法， 即频率特性法和根轨迹法。
这两种方法， 对性能要求不必太精准的系统来说， 已被全世界控制界和工程应用界证明是完

全合适而且是很有成效的。
由于控制系统是朝着复杂的大系统发展， 控制任务更加复杂， 其对控制的程度、 范围及

适应能力的要求越来越高、 性能要求越来越精准。 经典控制理论已难予信任和满足这类系统

的分析及设计要求， 因此便产生了现代控制理论并得到了迅速的发展。
现代控制理论中， 系统的 “数学模型” 通常是用状态空间表达式或状态变量图来描述

的， 这种描述又常称为系统的 “内部描述”； 控制对象可以是单输入 - 单输出， 可以是多输

入 -多输出， 可以是线性的也可以是非线性的， 可以是定常的也可以是时变的； 现代控制理

论采用的是时域的直接分析方法， 能对给定的性能或综合指标设计出最优控制系统。
目前， 现代控制理论主要包含 5 大方面内容或者说 5 个分支， 分别是线性系统理论、 系

统建模与参数辨识、 最优滤波、 最优控制和自适应控制。 其中， 线性系统理论是现代控制理

论的基础， 也是目前理论上最完善、 技术上最成熟、 工程应用最广泛的一个分支， 它是以微

分方程、 线性代数 （矩阵运算） 为主要的数学工具， 以状态空间为基础的分析、 综合系统

的方法。
本章只重点介绍和讨论建立单输入 -单输出线性定常系统状态空间描述的一些主要方法及

相关问题， 一是因为所讨论的方法具有代表性， 二是这类系统在工业中目前仍占有很大比例。

第一节　 状态空间描述的基本定义及一般形式

一、 基本定义与概念

1. 状态

控制系统状态的定义是， 能完全地描述或确定系统动态 （时域） 行为的个数最少的一

组变量。
定义中的 “完全描述或确定” 的含义是指， 如果给出了这组变量的各初值和 t≥0 时的

系统输入量， 那么， 系统在 t≥0 时的任何瞬间的行为都能被完全确定。
定义中 “个数最少” 的含义是指， 对于所选定的一组变量， 若减少了其中的一个， 则

无法确定系统的行为； 若再增加一个又没有必要， 因此， 要选择线性无关的变量作为状态。
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2. 状态变量

构成系统状态中的每一个变量。 常用 x1， x2， x3， …表示。
状态变量通常是物理量， 或是一些物理量的组合； 可以是能测量的， 也可以是不能测量

的。 但是， 从工程应用角度， 状态变量应选择容易测量的物理量为好， 这对系统的分析和实

施控制都会比较方便。
特别要注意的是， 状态变量的个数等于系统的阶数， 即系统中独立储能元件的数目。 所

以， n 阶系统仅可选 n 个状态变量， 但选取具有非唯一性。 例如， 三相异步电动机在两相同

步旋转坐标系中的数学模型是 5 阶微分方程， 系统中的独立变量有 9 个， 但考虑到转子电流

的两个分量不可测， 所以， 状态变量只在 7 个变量中， 选 5 个能检测的变量作为状态变量。
3. 状态矢量

状态矢量又称状态向量， 把状态变量 x1， x2， …， xn， 视为向量 x（ t） 的分量， 则称

x（ t）为状态矢量。 常简写为 x， 即

x =

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

　 或 xT = （x1， x2…， xn）

4. 状态空间

以状态变量 x1， x2， …， xn 为坐标轴所构成的 n 维空间。
n 维空间是一个抽象的概念， 但可以从几何学上的二维空间是一个平面、 三维空间是一

个立方体推广和联想。
5. 状态方程

状态变量的导数与状态变量和输入量之间关系的一阶微分方程组 （连续系统） 或一阶

差分方程组 （离散系统）。
6. 输出方程

系统输出量与状态变量和输入量之间关系的代数方程。 输出量常用英文的大小写字母

“Y” 或 “y” 表示。
7. 状态空间表达式

状态方程和输出方程， 总称为系统的状态空间表达式， 或称为动态方程式， 它构成了对

系统动态行为的完整描述。
8. 状态变量图

反映系统输出量与输入量及各状态变量之间传递关系的图形。
系统的状态空间描述， 是通过 “状态空间表达式” 或 （和） “状态变量图” 来表示的。
二、 状态空间表达式的一般形式

由定义可知， 系统的状态空间表达式， 应包含两个方程： 一个是状态方程； 另一个是输

出方程。
1. 单输入 - 单输出线性系统

（1） 定常连续系统

一单输入 -单输出线性定常连续系统， 设 u 为输入量， y 为输出量。 若系统有 n 个状态
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变量 x1， x2， …， xn， 则根据状态方程的定义， 它是由 n 个一阶微分方程式组成的一方程

组， 一般形式为

x·1 = a11x1 + a12x2 +… + a1nxn + b1u

x·2 = a21x1 + a22x2 +… + a2nxn + b2u
︙

x·n = an1x1 + an2x2 +… + annxn + bnu

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

（1-1）

式中的系数 aij （ i = 1， 2， …， n； j = 1， 2， …， n）， b1， b2， …， bn 与系统参数有关。
输出方程表达式的一般形式为

y = c1x1 + c2x2 +… + cnxn + du （1-2）
式中的系数 ci （ i = 1， 2， …， n） 和 d 与系统参数有关。

式 （1-1） 和式 （1-2） 构成了描述系统的状态空间表达式。 写成向量 -矩阵式为

x·1

x·2

︙

x·n

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

+

b1

b2

︙
bn

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

u 状态方程

y = （c1c2……cn）

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

+ du 输出方程

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

（1-3）

或简写成

x· = Ax + bu
y = cx + du〓 （1-4）

式中　 x =

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

； A =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

； b =

b1

b2

︙
bn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

； c = （c1c2……cn）

x 是 n × 1 维的状态向量； A 是 n × n 维矩阵， 称为系统矩阵； b 是 n × 1 维向量， 称为输

入向量或控制向量； c 是 1 × n 维向量， 称为输出向量； d 为标量， 称为直接传输系数。
状态空间表达式用向量矩阵方程表示， 能方便用计算机进行计算， 有利于对系统的分析

和综合。
（2） 定常离散系统

线性定常离散系统的状态空间表达式与线性定常连续系统的雷同， 只是定常离散系统的

状态方程由向量差分方程组成、 输出方程用离散信号表达而已， 简写形式如下：
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x（k + 1） = Ax（k） + bu（k） 状态方程

y（k） = cx（k） + du（k） 输出方程〓 （1-5）

式中， 相关矩阵的维数及名称与定常系统相同。
（3） 时变系统

对于一单输入 -单输出线性时变系统， 设输入量为 u， 输出量为 y。 若有 n 个状态变量

x1， x2， …， xn， 则其状态方程和输出方程的形式， 只要将定常系统的状态空间表达式 （1-3）
中的系数， 或式 （1-4） 中的 A、 b、 c 和 d 中的某些元素或全部元素改为时间 t 的函数， 就

是时变系统的状态空间表达式的一般形式。 简写为

x· = A（ t）x + b（ t）u 状态方程

y = c（ t）x + d（ t）u 输出方程〓 （1-6）

式中， 相关矩阵的维数和名称与定常系统相同。
2. 多输入 - 多输出线性系统

（1） 线性定常系统

一多输入 -多输出线性定常系统， 设有 r 个输入量 u1， u2， …ur， m 个输出量 y1， …，
ym。 若有 n 个状态变量 x1， x2， …， xn 则其状态方程的一般表达式为

x·1 = a11x1 + a12x2 +… + a1nxn + b11u1 + b12u2 +… + b1rur

x·2 = a21x1 + a22x2 +… + a2nxn + b21u1 + b22u2 +… + b2rur

︙

x·n = an1x1 + an2x2 +… + annxn + bn1u1 + bn2u2 +… + bnrur

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

（1-7）

输出方程的一般表达式为

y1 = c11x1 + c12x2 +… + c1nxn + d11u1 + d12u2 +… + d1rur

y2 = a21x1 + a22x2 +… + c2nxn + d21u1 + d22u2 +… + d2rur

︙
ym = cm1x1 + cm2x2 +… + cmnxn + dm1u1 + dm2u2 +… + dmrur

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓〓

（1-8）

式 （1-7） 和式 （1-8）， 构成了多输入 -多输出线性定常系统的状态空间描述。 写成矩

阵的形式为

X· = AX + BU
Y = CX +DU〓 　 　

状态方程

输出方程
（1-9）

式中　 X = （x1 　 x2 　 …　 xn） T， n × 1 维； Y = （y1 　 y2 　 …　 ym） T， m × 1 维

A =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

， n × n 维　 　 B =

b11 b12 … b1r

b21 b22 … b2r

︙ ︙ ︙
bn1 bn2 … bnr

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

， n × r 维
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C =

c11 c12 … c1n
c21 c22 … c2n
︙ ︙ ︙
cm1 cm2 … cmn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

， m × n 维　 　 D =

d11 d12 … d1r

d21 d22 … d2r

︙ ︙ ︙
dm1 dm2 … dmr

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

， m × r 维

U = （u1 　 u2 　 …　 ur） T， r × 1 维

（2） 线性时变系统

一多输入 - 多输出线性时变系统， 设有 r 个输入量 u1， u2， …， ur， m 个输出量 y1，
…， ym。 若有 n 个状态变量， 则其状态空间的一般表达式， 只要将式 （1-7） 和式 （1-8） 中

的参数或式 （1-9） 中矩阵 A、 B、 C 和 D 中的某些元素或全部元素改为时间 t 的函数， 就是

时变系统的状态空间描述的一般式， 简写形式为

x· = A（ t）x + B（ t）U 状态方程

Y = C（ t）x +D（ t）U 输出方程〓 （1-10）

3. 非线性系统

非线性系统的状态空间描述， 也是由状态方程和输出方程组成。 不同的是， 它们是由一

组非线性方程组成的。 例如， 有 r 个输入量， m 个输出量的 n 阶非线性系统 （定常或时变）
的状态方程， 是用 n 个一阶非线性微分方程式来表示：

x·1 = f1 （x1， x2， …， xn； u1， u2， …， ur）

x·2 = f2 （x1， x2， …， xn； u1， u2， …， ur）
︙

x·n = fn （x1， x2， …， u1， u2， …， ur）

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

　 　 状态方程 （1-11）

输出方程的一般表达式为

y1 = g1 （x1， x2， …， xn； u1， u2， …， ur）
y2 = g2 （x1， x2， …， xn； u1， u2， …， ur）
︙
ym = gm （x1， x2， …， u1， u2， …， ur）

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

　 　 输出方程 （1-12）

式 （1-11） 和式 （1-12） 也可写成矩阵方程形式：

x· = f（x， u， t）
y = g（x， u， t）〓

三、 状态变量图的一般形式

线性系统状态空间描述也可用状态变量图表示。 状态变量图由积分器、 比例器、 加

（减） 法器和信号线组成。 其中， 积分器是用一个方框， 方框内画一个积分符号 “ ∫ ” 或写

入积分的拉普拉斯变换 “ 1
s ”； 比例器也用一个方框， 方框内写入其比例系数值； 加 （减）

法器用小圆圈 （圈内可带 × ）， 如图 1-1 所示。
根据系统的状态方程和输出方程容易绘制出其图形。 例如， 系统的状态空间表达式为
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图 1-1　 构成变量图的基本单元

a） 积分器　 b） 比例器　 c） 加减法器

X· = AX + BU 状态方程

Y = CX +DU 输出方程〓
其状态变量图如图 1-2 所示。 依据状态方程容易画出 U→ X·→X 正向传输通道和反馈通道；
依据输出方程可画出直接传输通道 U→D→Y。

图 1-2　 系统的状态变量图

图中， 双线箭头表示信号传递的是向量信号， 但为了绘图方便， 今后都简化为单线箭头

表示。 具体的绘制方法和步骤， 将在后面的章节中结合实际系统详细介绍。

第二节　 根据系统机理建立状态空间表达式

一般的控制系统可根据系统内部信号所遵循的物理或化学定理或规律， 去建立其状态空

间表达式， 具体步骤如下：
1） 确定系统的输入量和输出量。
2） 根据系统内部信号所遵循的机理或物理、 化学定律， 列写出描述系统动态特性的微

分方程。
3） 选择状态变量， 把微分方程化为含状态变量的一阶微分方程组。
4） 表示成向量 -矩阵方程形式。
下面通过例子， 说明用机理方法建立环节 （或系统） 状态空间表达式的方法和过程。

图 1-3　 RLC 电路

例 1-1　 RLC 电路如图 1-3 所示， 试求其状态空间表达

式并绘制其状态变量图。
解　 1） 输入量为 u， 设输出量为电容电压 uC。
2） 根据电路理论中的相关定律有

L di
dt + Ri + uC = u （1-13）

C
duC

dt = i （1-14）



第一章　 控制系统的状态空间描述 7　　　　

3） 电路中有两个独立的储能元件： 电感和电容。 若选取电流 i 和电容电压 uC 为状态变

量， 即

x1 = i， 　 　 x2 = uC

将式 （1-13） 改写成为状态变量 i 的一阶微分方程式

x·1 = - R
L x1 - 1

L x2 + 1
L u （1-15）

将式 （1-14） 改写为状态变量 uC 的一阶微分方程式

x·2 = 1
C x1 （1-16）

式 （1-15） 和式 （1-16） 便构成了图 1-3 所示的 RLC 电路的状态方程

x·1 = - R
L x1 - 1

L x2 + 1
L u

x·2 = 1
C x1

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

（1-17）

输出量用 y 表示， 由状态变量可知， 输出方程为

y = uC = x2 （1-18）
式 （1-17） 和式 （1-18） 构成了图 1-3RLC 电路的状态空间表达式。

4） 用向量 -矩阵方程式表示

x·1

x·2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

- R
L - 1

L
1
C 0

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

x1

x2

+
1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u 状态方程

y = （0　 1）
x1

x2

输出方程

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

（1-19）

或简写成

x· = Ax + bu
y = cx〓 （1-20）

式中

x =
x1

x2

； 　 　 A =
- R

L - 1
L

1
C 0

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
； 　 　 b =

1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； 　 　 c = （0　 1）

状态变量图的绘制方法和步骤是， 首先画出两个积分器 （积分器的个数等于状态变量

的个数）， 并把它们画在适当的位置上； 把每个积分器的输出表示为某个状态变量； 然后，
根据状态方程式 （1-17） 和输出方程式 （1-18）， 画出相应的比例器和加法器； 最后用带箭

头的信号线按信号的流通方向将这些元件连接起来。 其状态变量图如图 1-4 所示。
在第一节中指出， 对于给定的系统， 状态变量的选取具有非唯一性。 由于选取的状态变

量不同， 因此， 状态空间表达式也就不同。
对于例 1-1 的 RLC 电路， 若选取电流和电流的积分为状态变量， 即

x1 = i， x2 = ∫idt，
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图 1-4　 例 1-1 电路的状态变量图

由式 （1-14）， 有

uC = 1
C ∫idt， （1-21）

将式 （1-21） 代入式 （1-13）， 消去中间变量 uC 后， 式 （1-13） 可改写为

x·1 = - R
L x1 - 1

LC x2 + 1
L u （1-22）

考虑两个状态变量有如下关系：

x·2 = x1 （1-23）
则由式 （1-22） 和式 （1-23）， 组成了又一组状态方程

x·1 = - R
L x1 - 1

LC x2 + 1
L u

x·2 = x1

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
（1-24）

输出量用 y 表示， 由式 （1-21） 可得输出方程

y = uC = 1
C x2 （1-25）

式 （1-24） 和式 （1-25） 构成另一状态空间表达式。 用矩阵式表示

x·1

x·2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
- R

L - 1
LC

1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

x1

x2

+
1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u 状态方程

y = 0 1
C

x1

x2

输出方程

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

（1-26）

简写成

x· = Ax + bu
y = cx〓 （1-27）

式中

x =
x1

x2

； 　 　 A =
- R

L - 1
LC

1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； 　 　 b =

1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； 　 　 c = 0 1

C

比较式 （1-19） 和式 （1-26）， 状态空间表达式是不同的。 要指出的是， 本章第六节

将证明， 在同一输入量作用下得到的系统或环节的输出量， 或传递函数， 却是完全相
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同的。

图 1-5　 电枢控制的直流电动机

例 1-2　 电枢控制的直流电动机如图 1-5 所示， 建

立其动态方程。
解　 电枢控制的直流电动机， 可视为是单输入

（电枢电压） 单输出 （速度） 的部件， 但要同时考虑电

枢电压和负载干扰时的数学模型， 可视为双输入单输

出的部件。
1） 输入量为电枢电压 Ua 和负载转矩 MZ， 输出量

为电动机轴上的角速度 ω。
2） 列写微分方程。 由 “电机学” 和 “电机拖动” 内容， 可列写出如下方程：

Ua = Ra ia + La
dia
dt + Eb （1-28）

Eb = Ceω （1-29）

Md =MZ + J dω
dt + fω （1-30）

Md = Cm ia （1-31）
式中， Eb 为电动机反电动势； Md 为电动机的驱动转矩； f 为电动机轴上粘性摩擦系数。

3） 选择状态变量。 有两个独立的储能元件： 一个是电枢电感 La， 另一个是电动机轴

上的转动惯量 J。 选储能元件上的物理量， 电枢电流 ia 和电动机轴上的角速度 ω 为状态

变量：
x1 = ia， x2 = ω

式 （1-28） 中， Eb 是中间变量。 将式 （1-29） 代入式 （1-28）， 消去式 （1-28） 中的中

间变量 Eb 后， 并改写成电枢电流 ia 为状态变量的一阶微分方程式， 有

x·1 = -
Ra

La
x1 -

Ce

La
x2 + 1

La
Ua （1-32）

将式 （1-31） 代入式 （1-30）， 消去式 （1-30） 的中间变量 Md， 并改写为角速度 ω 为状态变

量的一阶微分方程式， 有

x·2 =
Cm

J x1 - f
J x2 - 1

J MZ （1-33）

式 （1-32） 和式 （1-33） 构成了电枢控制的直流电动机的状态方程

x·1 = -
Ra

La
x1 -

Ce

La
x2 + 1

La
Ua

x·2 =
Cm

J x1 - f
J x2 - 1

J MZ

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

（1-34）

输出量为 ω， 用 y 表示， 输出方程为

y = ω = x2 （1-35）
式 （1-34） 和式 （1-35） 构成了电枢控制的直流电动机的状态空间表达式。

4） 用向量矩阵形式表示， 状态空间表达式为
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x·1

x·2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
-
Ra

La
-
Ce

La

Cm

J - f
J

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

x1

x2

+

1
La

0

0 - 1
J

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

Ua

MZ

y = （0　 1）
x1

x2

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓〓

（1-36）

简写成

x· = Ax + bu
y = cx〓 　 　 　 　 　

状态方程

输出方程

（1-37）
（1-38）

式中

x =
x1

x2

〓

 
〓

〓

〓
〓； A =

-
Ra

La
-
Ce

La

Cm

J - f
J

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

； b =

1
La

0

0 - 1
J

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

； c = （0　 1）

第三节　 由系统微分方程式转换为状态空间表达式

在经典控制理论中， 线性定常系统或环节的数学模型可采用微分方程来描述。 下面介绍

和讨论根据微分方程来建立状态空间表达式的方法及相关问题。
设描述系统的 n 阶微分方程式为

yn + an - 1yn - 1 +… + a1 y· + a0y = bnun + bn - 1un - 1 +… + b1 u· + b0u （1-39）
式中， y 为输出量； u 为输入量； ai（ i = 0， 1， 2， …， n - 1）， bj（ j = 0， 1， 2， …） 均为系统

的参数。
由第一节可知， 系统的状态空间表达式用矢量 -矩阵方程表示时为

x· = Ax + bu
y = cx + du〓 （1-40）

式中， x 为 n × 1 维状态向量； A 为 n × n 维的系统矩阵； b 为 n × 1 维的输入向量； c 为 1 × n
维的输出向量； d 是直接传输向量， 在单输入单输出系统中它是一个标量， 并称为直接传输

系数。
可见， 要将微分方程式转变为状态空间表达式的关键问题， 一是如何选择系统的状态变

量， 二是怎样由微分方程系数确定出矩阵 A、 向量 b、 c 及 d 中的元素值。 下面分两种情况

讨论。
一、 输入信号不含有导数项的情况

系统的微分方程为

y（n） + an - 1y（n - 1） +… + a1 y· + a0y = b0u （1-41）
（1） 状态变量

第一节指出， n 阶系统， 应选 n 个状态变量。 由 “高等数学” 可知， 当给定了输出 y 及

其各阶导数的初始值 y（0）， y·（0）， …， y（n - 1）（0） 和 t≥0 时的输入 u， 则系统在 t≥0 时的
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运动状态就可完全确定。 所以， 可选取输出及其各阶导数为状态变量， 即

x1 = y

x2 = y·

x3 = y··

　 ︙
xn = y（n - 1）

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

（1-42）

（2） 状态方程

对式 （1-42） 的状态变量求导数， 并考虑式 （1-41）， 可得

x·1 = y· = x2

x·2 = y·· = x3

　 ︙

x·n - 1 = y（n - 1） = xn

x·n = - a0y - a1 y· -… - an - 1yn - 1 + b0u
　 = - a0x1 - a1x2 -… - an - 1xn + b0u

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓〓

（1-43）

式 （1-43） 就是描述系统微分方程式 （1-41） 的状态方程。
根据 “线性代数”， 式 （1-43） 的状态方程组可用向量 -矩阵方程式表示

x·1

x·2
︙
x·n - 1

x·n

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

=

0 1 0 … 0

0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

+

0
0
︙
0
b0

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

u （1-44）

（3） 输出方程

由状态变量式 （1-42） 可知， 系统的输出方程为

y = x1 （1-45）
用矢量 -矩阵方程表示

y = （1　 0　 …　 0）

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

（1-46）

（4） 状态空间表达式

式 （1-43） 和式 （1-45） 构成了描述系统微分方程式 （1-41） 的状态空间表达式。 式

（1-44） 和式 （1-46） 构成了其矢量 -矩阵方程表达式。 状态空间表达式简写成

x· = Ax + bu
y = cx〓 （1-47）

式中
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x =

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； A =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； b =

0
0
︙
0
b0

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； c = （1　 0　 …　 0）

从状态空间表达式可看出， 系统矩阵 A 为 n × n 维， 最后一行的元素值， 由微分方程

式左边的系数值 a i （ i = 0， 1， 2， …， n - 1） 取负号后， 从左 （第一列） 至右 （第 n 列）
按顺序排列； 主对角线的上方元素值全为 1； 其余元素 （除最后 1 行外） 全为 0。 输入矩

阵 b 为 n 维列向量， 最后的元素值为 b0 （输入信号的系数即幅值） ， 其余元素为 0。 输

出矩阵 c 为 n 维行向量， 其第 1 行元素值为 1， 其余的元素值为零。 直接传输系数 d 值

为零。
（5） 状态变量图

积分器的个数有 n 个 （等于状态变量的个数）， 每个积分器的输出表示为状态变量； 根

据上面的状态方程和输出方程， 画出相应的比例器并填入对应的值， 画出加法器并加入符

号； 最后用带箭头的信号线按信号的流通方向将这些元件连接起来， 如图 1-6 所示。

图 1-6　 状态空间描述式 （1-47） 的状态变量图

例 1-3　 设一控制系统的动态过程用微分方程表示为

y··· +6 y·· +11 y· +5y = 2u
试写出其状态空间表达式， 并画出状态变量图。

解　 选取状态变量 x1 = y， x2 = y·， x3 = y··， 则由式 （1-43） 得状态方程为

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

x·1 = x2

x·2 = x3

x·3 = - 5x1 - 11x2 - 6x3 + 2u
系统的输出方程为

y = x1

所以， 系统的状态空间表达式用矢量 -矩阵方程表示为
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x·1

x·2

x·3

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=

0 1 0

0 0 1

- 5 - 11 - 6

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+

0

0

2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
u

y = （1　 0　 0） （x1 　 x2 　 x3） T

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓

状态变量图

图 1-7　 例 1-3 状态变量图

若系统微分方程式 （1-41） 选取另一组状态变量， 则具有另一种状态空间的表达式。
例如， 若选状态变量为

x1 = 1
b0
y

x2 = 1
b0

y·

x3 = 1
b0

y··

　 ︙

xn = 1
b0
y（n - 1）

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（1-48）

则状态方程为

x·1 = x2

x·2 = x3

　 ︙

x·n - 1 = xn

x·n = - a0x1 - a1x2 -… - an - 1xn + u

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓

（1-49）

输出方程， 由状态变量式 （1-48） 的第一式， 有

y = b0x1 （1-50）
式 （1-49） 和式 （1-50） 构成了另一状态空间表达式。 写成矩阵方程形式
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x·1

x·2

︙

x·n - 1

x·n

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

=

0 1 0 … 0

0 0 1 … 0

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 0 … 1

- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

x1

x2

︙

xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

+

0

0

︙

0

1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

u

y = （b0 　 0　 …　 0） （x1 　 x2 　 …　 xn） T

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（1-51）

比较状态空间表达式 （1-47） 和式 （1-51）， 系统矩阵 A 相同， 但输入向量和输出向量

不同。 式 （1-51） 对应的状态变量图如图 1-8 所示。

图 1-8　 状态空间表达式 （1-51） 的状态变量图

二、 输入信号含有导数项的情况

系统微分方程为

yn + an - 1yn - 1 +… + a1 y· + a0y = bnun + bn - 1un - 1 +… + b1 u· + b0u （1-52）
此种情况时， 不能采用上面的方法选状态变量。 因为化为一阶微分方程组后， 最后的

一阶方程式中会含有输入信号的各阶导数项， 这给方程的求解及系统的分析带来麻烦。
因此， 当方程中含有输入信号导数项时， 选择状态变量的原则是， 状态变量的表达式中

不要单独出现输入量的各阶导数项。 为此， 通常把状态变量取为输出和输入导数的某种

适当的组合。
（1） 状态变量

为避免在状态方程中出现输入量的导数项， 可选如下一组状态变量：
x1 = y - β0u

x2 = y· - β0 u· - β1u = x·1 - β1u

x3 = y·· - β0 u·· - β1 u· - β2u = x·2 - β2u
　 ︙

xn = y（n - 1） - β0u（n - 1） - β1u（n - 2） -… - βn - 1u = x·n - 1 - βn - 1u

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓

（1-53）

式中， β0， β1， β2， …， 由微分方程中的系数， 按下式计算：
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β0 = bn；
β1 = bn - 1 - an - 1β0；
β2 = bn - 2 - an - 2β0 - an - 1β1；
　 ︙
βn = b0 - an - 1βn - 1 - an - 2βn - 2 -… - a1β1 - a0β0

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓

（1-54）

（2） 状态方程

由状态变量式 （1-53） 第二行起， 可推演出其状态方程式如下：

x·1 = x2 + β1u

x·2 = x3 + β2u
　 ︙

x·n - 1 = xn + βn - 1u

x·n = - a0x1 - a1x2 -… - an - 1xn + βnu

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓〓

（1-55）

（3） 输出方程

由状态变量式 （1-53） 的第一行， 可得输出方程

y = x1 + β0u （1-56）
（4） 状态空间表达式

式 （1-55） 和式 （1-56） 构成了系统微分方程式 （1-52） 的状态空间表达式。 状态空间

表达式用矢量 -矩阵方程表示

x·1

x·2

︙

x·n - 1

x·n

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

0 1 0 … 0

0 0 1 … 0

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 0 … 1

- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

x1

x2

︙

xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

+

β1

β2

︙

βn - 1

βn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

u

y = （1　 0　 …　 0　 0） （x1 　 x2 　 …　 xn - 1 　 xn） T + β0u

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓
〓

（1-57）

简写为

x· = Ax + bu
y = cx + du〓 （1-58）

式中

x =

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； A =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； b =

β1

β2

︙
βn - 1

βn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； c = （1　 0　 …　 0）；

d = β0
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说明：
若输入量中仅含有 m 次导数， 而 n >m， 则可以把高于 m 次输入导数项的系数当作零来

处理， 上面公式仍适用。
例 1-4　 设系统的微分方程为

y… + 18ÿ + 192 y· +640y = 160 u· +640u
求系统的状态空间表达式。

解　 对应微分方程式 （1-52） 可知， 系统阶数 n = 3， m = 1； a0 = 640　 a1 = 192， a2 =
18； b0 = 640， b1 = 160， b2 = 0， b3 = 0。

状态变量， 由式 （1-53） 可得

x1 = y - β0u

x2 = y· - β0 u· - β1u

x3 = y·· - β0 u·· - β1 u· - β2u

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

系数 β， 由式 （1-54） 可得

β0 = b3 = 0， 　 β1 = b2 - a2β0 = 0， 　 β2 = b1 - a1β0 - a2β1 = 160，
β3 = b0 - a0β0 - a1β1 - a2β2 = 640 - 18 × 160 = - 2240

参照式 （1-55）， 其状态方程为

x·1 = x2 + β1u = x2

x·2 = x3 + β2u = x3 + 160u

x·3 = - a0x1 - a1x2 - a2x3 + β3u = - 640x1 - 192x2 - 18x3 - 2240u

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

参照式 （1-56）， 输出方程为

y = x1 + β0u = x1

状态空间表达式用矩阵表示为

x·1

x·2

x·3

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=

0 1 0

0 0 1

- 640 - 192 - 18

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

+

0

160

- 2240

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
u

y = （1　 0　 0） （x1 　 x2 　 x3） T

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

第四节　 由系统传递函数转变为状态空间表达式

当线性定常系统的数学模型用传递函数表示时， 主要有两种表达形式， 一种是其分子分

母均为 s 的多项式； 另一种是零 -极点形式。 本节介绍和讨论把它们转变为状态空间表达式

的方法。
一、 系统传递函数为 s 的多项式

设控制系统的传递函数为

W（ s） = Y（ s）
U（ s） =

bmsm + bm - 1 sm - 1 +… + b1 s + b0

sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0
　 n≥m （1-59）
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式中， Y（ s）是系统输出量的拉普拉斯变换式； U（ s）是系统输入量的拉普拉斯变换式； ai（ i =
0， 1， 2，…， n - 1）， b j（ j = 0， 1， 2， …，m）是系统参数； 且分子和分母不存在公因子相约。

由系统传递函数求状态空间表达式的问题是， 选择系统的某一组状态变量， 再由传递函

数中 s 的系数 ai（ i = 0， 1， 2，…）， b j（ j = 0， 1， 2， …）的数值， 确定出状态空间表达式

x· = Ax + bu　 　 　 　 状态方程

y = cx + du 输出方程〓 （1-60）

中的矩阵 A、 b、 c 和 d 中具体的元素值。
由于传递函数式 （1-59） 中， m = n 和 m < n 两种情况下的状态空间描述会有着不同的

形式， 所以， 下面分两种情况加以讨论。
1） 当 m = n， 即分子和分母 s 多项式的最高次方数相等时， 式 （1-59） 表示为

W（ s） = Y（ s）
U（ s） =

bnsn + bn - 1 sn - 1 +… + b1 s + b0

sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0
（1-61）

由于传递函数 W（ s）不是一个严格有理的真分式， 在建立这种传递函数的状态空间表达

式时， 其中一种方法是， 首先把其化为具有严格有理真分式的表达式。 为此， 可用长除法使

其变成

W（ s） = Y（ s）
U（ s） =

γn - 1 sn - 1 +… + γ1 s + γ0

sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0
+ bn =W1（ s） + bn （1-62）

式 （1-62） 中， bn 是商， 也是分子最高次 sn 的系数值， 而

W1（ s） =
Y1（ s）
U1（ s）

=
γn - 1 sn - 1 +… + γ1 s + γ0

sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0
（1-63）

是一个严格有理真分式， 其分子项系数 γ0、 γ1、 …、 γn - 1由下式求出

γ0 = b0 - a0bn

γ1 = b1 - a1bn

　 ︙
γn - 1 = bn - 1 - an - 1bn

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

（1-64）

由式 （1-62） 可得系统输出量的拉普拉斯变换式

Y（ s） =W1（ s）U（ s） + bnU（ s） （1-65）
对上式做拉普拉斯反变换， 并与状态空间表达式 （1-60） 中的输出方程相比较， 可得

输出方程中的直接传输系数值为

d = bn （1-66）
状态空间表达式 （1-60） 中矩阵 A、 b、 c 的元素值， 则由式 （1-63） W1（ s）的分母系数

a 和分子系数 γ 值求取。 为此， 在式 （1-63） 中引入一个中间变量 E（ s）

W1（ s） =
Y1（ s）
E（ s）

E（ s）
U1（ s）

=
γn - 1 sn - 1 +… + γ1 s + γ0

sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0
（1-67）

式（1-67）可写成

Y1（ s）
E（ s） = γn - 1 sn - 1 + γn - 2 sn - 2 +… + γ1 s + γ0

E（ s）
U1（ s）

= 1
sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓
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或写成

Y1（ s） = （γn - 1 sn - 1 + γn - 2 sn - 2 +… + γ1 s + γ0）E（ s） （1-68）
U1（ s） = （ sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0）E（ s） （1-69）

对式 （1-69） 两边取拉普拉斯反变换后的微分方程为

e（n） + an - 1en - 1 +… + a1 e· + a0e = u1 （1-70）
式中， e 是 E（ s）的拉普拉斯反变换。

式 （1-70） 是一个不含输入导数项的 n 阶微分方程， 若选取一组状态变量

x1 = e

x2 = e·

　 ︙
xn = en - 1

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓〓

参照第三节式 （1-47）， 其对应的状态方程写成矩阵形式为

x·1

x·2

︙

x·n - 1

x·n

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

=

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

+

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

u （1-71）

输出方程， 对式 （1-68） 取拉普拉斯反变换， 再考虑到状态变量的选取

y1 = γn - 1en - 1 + γn - 2en - 2 +… + γ1 e· + γ0e
= γn - 1xn + γn - 2xn - 1 +… + γ1x2 + γ0x1 （1-72）

式 （1-71） 和式 （1-72）， 构成了传递函数具有严格有理真分式 （1-63） 时的状态空间

表达式， 用矩阵方程式表示为

x· = Ax + bu1 　 　 　 　 状态方程

y1 = cx 输出方程〓 （1-73）

式中

x =

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； A =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； b =

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； cT =

γ0

γ1

︙
γn - 2

γn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

输出矩阵 c 中的元素 γ0、 γ1…γn - 1的值， 由传递函数式 （1-61） 中分母和分子 s 的系数值

ai（ i = 0， 1， 2， …）； b j（ j = 0， 1， 2， …）按式 （1-64） 求出。
综合式 （1-66） 和式 （1-73）， 当 m = n 时， 式 （1-61） 对应的状态空间表达式为

x· = Ax + bu　 　 　 　 状态方程

y = cx + du 输出方程〓 （1-74）
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式中

x =

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； A =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； b =

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； cT =

γ0

γ1

︙
γn - 2

γn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； d = bn

从状态空间表达式可看出， 系统矩阵 A 为 n × n 维， 最后一行的元素， 由传递函数

的分母 s 多项式从低阶到高阶的系数取负号后， 从左 （第一列） 至右 （第 n 列） 按顺

序排列； 主对角线的上方元素全为 1， 其余元素 （除最后一行外） 全为 0。 输入矩阵为

n 维列向量， 最后的元素为 1， 其余元素为 0。 输出矩阵为 n 维行向量， 其元素值由传

递函数的分子和分母的参数值决定。 直接传输系数值， 是传递函数分子项的最高次方

的系数值。
值得指出的是， 第三节中的式 （1-52） （微分方程 n = m 阶） 经拉普拉斯变换后所得到

的传递函数式， 实际上就是传递函数式 （1-61） 的表达式。 但是它们所对应的状态空间表

达式， 除系统矩阵 A 相同外， 其余均不同， 这是因为选取的状态变量不同的原因。
2） 当 m < n 时， 传递函数式 （1-59） 为

W（ s） = Y（ s）
U（ s） =

bmsm + bm - 1 sm - 1 +… + b1 s + b0

sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0
　 m < n （1-75）

式 （1-75） 已经是一个严格的有理真分式。 它与严格的有理真分式 （1-63） 相对比，
只是分子项的字母表达不同而已， 只要令： 参数 b 代替 γ， m = n - 1 代入其下标和因次， 则

两式完全相同。 因此， 传递函数式 （1-75） 对应的状态空间表达式， 参照式 （1-73） 为

x· = Ax + bu　 　 　 　 状态方程

y = cx 输出方程〓 （1-76）

式中

x =

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； A =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； b =

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； cT =

b0

b1

︙
bm - 1

bm

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

综合上面分析， 有如下结论：
1） 若系统传递函数的分子分母 “最高次方” 数相同

W（ s） = Y（ s）
U（ s） =

bnsn + bn - 1 sn - 1 +… + b1 s + b0

sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0
（1-77）

则系统的状态空间描述式为

x· = Ax + bu　 　 　 　 状态方程

y = cx + du 输出方程〓 （1-78）

式中
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x =

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； A =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； b =

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； cT =

γ0

γ1

︙
γn - 2

γn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； d = bn

其中， γ0、 γ1…γn - 1值由下式计算

γ0 = b0 - a0bn

γ1 = b1 - a1bn

︙
γn - 1 = bn - 1 - an - 1bn

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

（1-79）

2） 若系统传递函数的 “分母最高次方” 数大于 “分子最高次方” 数

W（ s） = Y（ s）
U（ s） =

bmsm + bm - 1 sm - 1 +… + b1 s + b0

sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0
　 　 n >m （1-80）

则系统的状态空间描述式为

x· = Ax + bu　 　 　 　 状态方程

y = cx 输出方程〓 （1-81）

式中　 x =

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； A =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； b =

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； cT =

b0

b1

︙
bm - 1

bm

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

例 1-5　 已知系统的传递函数

W（ s） = Y（ s）
U（ s） = s2 + 3s + 1

s2 + 5s + 6
求其对应的状态空间描述式。

解　 方法一

因为　 n =m （m = 2、 n = 2）， 应用式 （1-78）， 状态空间描述式为

x· = Ax + bu
y = cx + du〓

其中

x =
x1

x2

； A =
0 1
- a0 - a1

； b =
0
1
； c = （γ0 　 γ1）；d = bn

对照传递函数式 （1-77）， 各项系数为

a0 = 6、 a1 = 5； b0 = 1、 b1 = 3、 b2 = bn = 1。
按式 （1-79）， 计算 γ0、 γ1：

γ0 = b0 - a0b2 = 1 - 6 × 1 = - 5
γ1 = b1 - a1b2 = 3 - 5 × 1 = - 2
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相关参数值代入矩阵方程， 状态空间表达式为

x·1

x·2

=
0 1
- 6 - 5

x1

x2

+
0
1

u　 　 　 　 状态方程

y = （ - 5　 - 2）
x1

x2

+ u 输出方程

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓〓

方法二　 先用长除法， 传递函数变为

W（ s） = s2 + 3s + 1
s2 + 5s + 6

= 1 + - 2s - 5
s2 + 5s + 6

= 1 +W1（ s）

W1（ s）是一严格有理真分式， 对照式 （1-80）， a0 = 6， a1 = 5； b0 = - 5， b1 = - 2。
参照式 （1-81）， 其对应的状态方程为

x·1

x·2

=
0 1
- 6 - 5

x1

x2

+
0
1
u

输出方程中 c 的元素值对照式 （1-81）， 并考虑到直接传输系数值 d = 1， 有

y = （ - 5　 - 2）
x1

x2

+ u

于是， 状态空间表达式， 简写为

x· = Ax + bu
y = cx + du〓

式中

A =
0 1
- 6 - 5

； b =
0
1
； c = （ - 5　 - 2）； d = 1

可见， 两种方法的结果相同。
例 1-6　 已知系统的传递函数

W（ s） = Y（ s）
U（ s） = 5s + 2

s3 + 6s2 + 11s + 3
求其对应的状态空间表达式。

解　 因为 n >m （n = 3、 m = 1）； 对照传递函数式 （1-80）， 各项系数为

a0 = 3、 a1 = 11、 a2 = 6， b0 = 2、 b1 = 5
其对应的状态空间描述式， 根据式 （1-81） 有

x·1

x·2

x·3

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=
0 1 0
0 0 1
- 3 - 11 - 6

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y = （2　 5　 0）
x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓〓

简写成
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x· = Ax + bu
y = cx〓

其中

A =
0 1 0
0 0 1
- 3 - 11 - 6

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
； b =

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
； c = （2　 5　 0）

二、 传递函数为因子相乘

由于实际的控制系统通常分母的阶数都大于分子的阶数， 因此， 下面只讨论 n > m 的情

况。 当 m = n 时， 可先用长除法处理后再按 n > m 的情况分析和处理。 经典控制理论中， 系

统传递函数分母的根也就是特征方程的根， 或称系统极点。
1. 特征方程根互异

设 n 阶系统的传递函数为

W（ s） = Y（ s）
U（ s） =

bmsm + bm - 1 sm - 1 +… + b1 s + b0

（ s + 1）（ s + 2）…（ s + n） 　 　 n >m （1-82）

式中， - 1， - 2， …， - n 为 n 个互不相同的特征根， 且分子分母无因子相约。
将式 （1-82） 化为部分分式的形式

W（ s） = Y（ s）
U（ s） =

bmsm + bm - 1 sm - 1 +… + b1 s + b0

（ s + 1）（ s + 2）…（ s + n）

=
c1

（ s + 1） +
c2

（ s + 2） +… +
cn

（ s + n） （1-83）

式中， c1， c2， …， cn 为待定常数 （留数）， 其值可按下式计算：
ci = lim

s→ - i
W（ s）（ s + i）， i = 1，2，…，n （1-84）

系统输出的拉普拉斯变换式， 由式 （1-83） 可得

Y（ s） =
c1

（ s + 1）U（ s） +
c2

（ s + 2）U（ s） +… +
cn

（ s + n）U（ s） （1-85）

若选状态变量的拉普拉斯变换式为

X1（ s） = 1
s + 1

U（ s）

X2（ s） = 1
s + 2

U（ s）

　 ︙

Xn（ s） = 1
s + n

U（ s）

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓

（1-86）

式 （1-86） 中各拉普拉斯变换式去分母、 移项后， 又可写成

sX1（ s） = - 1X1（ s） + U（ s）
sX2（ s） = - 2X2（ s） + U（ s）
　 ︙
sXn（ s） = - nXn（ s） + U（ s）

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

（1-87）

对式 （1-87） 中各拉普拉斯变换式取拉普拉斯反变换， 可得状态方程
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x·1 = - 1x1 + u

x·2 = - 2x2 + u
　 ︙

x·n = - nxn + u

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

（1-88）

输出量的拉普拉斯变换式， 可由状态变量拉普拉斯变换式 （1-86） 代入式 （1-85） 得到

Y（ s） = c1X1（ s） + c2X2（ s） +… + cnXn（ s） （1-89）
对上式进行拉普拉斯反变换， 可得输出方程

y = c1x1 + c2x2 +… + cnxn （1-90）
由式 （1-88） 和式 （1-90）， 组成了系统的状态空间表达式。 写成矢量 -矩阵形式

x·1

x·2

︙

x·n

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

- 1 0 … 0
0 - 2 … 0
︙ ︙ ︙
0 0 … - n

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

+

1
1
︙
1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

u

y = （c1 　 c2 　 …　 cn）（x1 　 x2 　 …　 xn） T

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

（1-91）

从状态空间表达式可看出， 状态方程中的系统矩阵 A 为 n × n 维的对角矩阵， 主对角线

元素是传递函数分母的根， 即极点， 其余元素全为 0； 输入矩阵为 n 维列向量， 全部元素均

为 1； 输出方程中， 输出矩阵为 n 维行向量， 其元素值由传递函数表示为部分分式后的留数

值； 直接传输系数值为 0。
例 1-7　 设一控制系统的闭环传递函数为

W（ s） = s2 + s + 2
（ s + 1）（ s + 2）（ s + 3）

试求状态空间描述。
解　 对传递函数做部分分式展开

W（ s） = s2 + s + 2
（ s + 1）（ s + 2）（ s + 3） = 1

s + 1 + - 4
s + 2 + 4

s + 3
极点为　 - 1 = - 1， - 2 = - 2， - 3 = - 3。 留数值为 c1 = 1， c2 = - 4， c3 = 4。
对照式 （1-91）， 系统的状态空间表达式为

x·1

x·2

x·3

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=
- 1 0 0
0 - 2 0
0 0 - 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+

1
1
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y = （1　 - 4　 4） （x1 　 x2 　 x3） T

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

2. 特征方程有重根

设 n 阶系统的传递函数中有 q 个重根， 其余均为互异根， 即

W（ s） = Y（ s）
U（ s） =

bn - 1 sn - 1 +… + b1 s + b0

（ s + 1） q（ s + q + 1）（ s + q + 2）…（ s + n）
（1-92）

式中， - 1 为重根， 有 q 个； - q + 1， - q + 2， …， - n 为互异根。
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传递函数部分分式展开

W（ s） = Y（ s）
U（ s） =

bnsn + bn - 1 sn - 1 +… + b1 s + b0

（ s + 1） q（ s + q + 1）（ s + q + 2）…（ s + n）

=
c11

（ s + 1） q +
c12

（ s + 1） q - 1 +… +
c1q

（ s + 1）〓 〓

+ cq + 1

s + q + 1
+

cq + 2

s + q + 2
+… +

cn
s + n

〓 〓 （1-93）

对于重极点 - 1 的留数， c1i （ i = 1， 2， …， q） 按下式计算：

c1i = lim
s→ - 1

1
（ i - 1）！

di - 1

dsi - 1 [W（ s）（ s + 1） q] （1-94）

对于单极点 - j 的留数， cj （ j = q + 1； q + 2； …； n） 按下式计算：

cj = lim
s→ - i

W（ s）（ s + j） （1-95）

输出的拉普拉斯变换式， 由式 （1-93） 可得

Y（ s） =
c11

（ s + 1） qU（ s） +
c12

（ s + 1） q - 1U（ s） +… +
c1q

（ s + 1）U（ s）

+
cq + 1

s + q + 1
U（ s） +… +

cn
（ s + n）U（ s） （1-96）

若选状态变量的拉普拉斯变换式为

X1（ s） = 1
（ s + 1） qU（ s） Xq + 1（ s） = 1

（ s + q + 1）U（ s）

X2（ s） = 1
（ s + 1） q - 1U（ s） Xq + 2（ s） = 1

（ s + q + 2）U（ s）

　 　 ︙ 　 　 　 ︙

Xq（ s） = 1
（ s + 1）U（ s） Xn（ s） = 1

（ s + n）U（ s）

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓〓

（1-97）

式（1-97）又可写成

X1（ s） = 1
（ s + 1）X2（ s） Xq + 1（ s） = 1

（ s + q + 1）U（ s）

X2（ s） = 1
（ s + 1）X3（ s） Xq + 2（ s） = 1

（ s + q + 2）U（ s）

　 　 ︙ 　 　 　 ︙

Xq（ s） = 1
（ s + 1）U（ s） Xn（ s） = 1

（ s + n）U（ s）

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓〓

（1-98）

式 （1-98） 去分母及移项后有
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sX1（ s） = - 1X1（ s） + X2（ s）

sX2（ s） = - 1X2（ s） + X3（ s）

　 　 　 ︙
sXq（ s） = - 1Xq（ s） + U（ s）

sXq + 1（ s） = - q + 1Xq + 1（ s） + U（ s）

sXq + 2（ s） = - q + 2Xq + 2（ s） + U（ s）

　 　 　 ︙
sXn（ s） = - nXn（ s） + U（ s）

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（1-99）

对式（1-99）取拉普拉斯反变换， 可得状态方程为

x·1 = - 1x1 + x2

x·2 = - 1x2 + x3

　 ︙

x·q = - 1xq + u

x·q + 1 = - q + 1xq + 1 + u

x·q + 2 = - q + 2xq + 2 + u

　 　 ︙

x·n = - nxn + u

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（1-100）

状态方程写成矩阵形式

　 　

x·1

x·2

︙
xq - 1

x·q

x·q + 1

︙

x·n

┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

- 1 1 0 … 0 0 … 0
0 - 1 1 … 0 0 … 0
︙ ︙ ⋱ ⋱ ︙ ︙ ︙
0 0 0 - 1 1 0 … 0
0 0 0 … - 1 0 … 0
0 0 0 … 0 - q + 1 … 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 0 0 … - n

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄

┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

x1

x2

︙
xq - 1

xq

xq + 1

︙
xn

┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

+

0
0
︙
0
1
1
︙
1

┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

u （1-101）

输出方程对式 （1-96） 取拉普拉斯反变换， 可得

y = （c11 　 c12 　 …　 c1q 　 cq + 1 　 …　 cn）（x1 　 x2 　 …　 xq 　 xq + 1 　 …　 xn） T （1-102）
式 （1-101） 和式 （1-102）， 组成了系统的状态空间矩阵表达式， 简写为

x· = Ax + bu　 　 　 　 状态方程

y = cx 输出方程〓 （1-103）
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式中

x =

x1

x2

︙

xq - 1

xq

xq + 1

︙

xn

┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

； A =

- 1 1 0 … 0 0 … 0

0 - 1 1 … 0 0 … 0

︙ ︙ ⋱ ⋱ ︙ ︙ ︙

0 0 0 - 1 1 0 … 0

0 0 0 … - 1 0 … 0

0 0 0 … 0 - q + 1 … 0

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 0 … 0 0 … - n

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄

┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

； b =

0

0

︙

0

1

1

︙

1

┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

c = （c11 　 c12 　 …　 c1q 　 cq + 1…　 cn）

从式 （1-101） 可看出， 系统矩阵 A 为 n × n 矩阵， 对角线上的元素， 是特征根的值，
对角线下方的元素全为零。 对角线上方， 除了重极点的上方的元素为 1 外， 其余全部为零。
输入矩阵 b 是 n 维列向量， 其中， 除重极点对应的最后元素为 1 外， 其余均为零， 互异极点

对应的全为 1。 输出矩阵是 n 维行向量， 元素是部分分式中的留数值。
n 阶系统的传递函数中的 q 个重根， 其余均为互异根的状态变量图， 如图 1-9 所示。

图 1-9　 传递函数中有 q 个重根， 其余均为互异根的状态变量图

例 1-8　 已知系统传递函数

W（ s） = 5
（ s + 1） 2（ s + 2）

试求状态空间表达式。
解　 系统有两个重根， - 1 和 - 2。 系统传递函数化为部分分式

W（ s） = 5
（ s + 1） 2（ s + 2）

= 5
（ s + 1） 2 + - 5

s + 1 + 5
s + 2

参考式 （1-103）， 状态空间表达式为
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x·1

x·2

x·3

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=
- 1 1 0
0 - 1 0
0 0 - 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+

0
1
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y = （5　 - 5　 5）
x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓〓

第五节　 由系统结构图建立状态空间表达式

在经典控制理论中， 系统的数学模型也常用 （动态） 结构图表示。 由系统结构图建立

其状态空间表达式， 常用的有两种方法： 一种是， 用结构图的变换法则求出系统传递函数，
再按第四节的方法进行， 这种方法有时会比较繁琐， 特别是， 失去了状态变量与物理环节中

的实际变量之间关系； 另一种方法是， 直接由系统结构图变换成状态变量图， 再由状态变量

图求出系统状态空间表达式； 或者， 直接从系统结构图求出状态空间表达式。 这种方法对系

统的分析更有针对性和实用意义， 而且往往还会比较简单。
由于系统结构图通常都是由一些典型结构组成， 下面先介绍一些常见的典型结构图相对

应的状态变量图， 以及对应的状态空间表达式。
一、 典型结构图的状态变换图及状态空间表达式

1. 积分环节

积分环节的结构图和对应的状态变量图， 如图 1-10 所示。

　 图 1-10　 积分器的结构图及状态变量图

　 a） 结构图　 b） 状态变量图

令积分器的输出端为状态变量， 则积分器

的输入端为状态变量的导数， 由此可写出其状

态空间表达式

x· = ku　 　 　 　 状态方程

y = x 输出方程〓 （1-104）

2. 一阶环节

最基本、 最常见的一阶环节， 如图 1-11a 所示。 实际上是一个惯性部件， 或者就是一阶

系统模型。 转换成状态变量图时， 先把放大系数 k 和时间常数 T 提出， 视为一个比例器， 再

与一个正向通道为积分、 反馈系数为 1 / T 的负反馈环节相串联， 如图 1-11b 所示。

图 1-11　 惯性环节的结构图及状态变量图

a） 结构图　 b） 状态变量图

令积分器的输出端为状态变量， 则积分器的输入端为状态变量的导数， 由此可写出其状
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态空间表达式

x· = - 1
T x + k

T u　 　 　 　 状态方程

y = x 输出方程
〓 （1-105）

3. 带零点 - 极点环节

带零点 -极点环节的结构图如图 1-12a 所示。

图 1-12　 带零点 -极点环节的结构图及状态变量图

a） 结构图　 b） 状态变量图

改为状态变量图时， 把传递函数化为

s + b
s + a = 1 + b - a

s + a
由上式可画出其对应的状态变量图， 如图 1-12b 所示。 令积分器的输出端为状态变量，

则积分器的输入端为状态变量的导数， 由此可写出其状态方程和输出方程为

x· = - ax + （b - a）u　 　 　 　 状态方程

y = x + u 输出方程〓 （1-106）

4. 振荡环节

振荡环节结构图和状态变量图， 如图 1-13 所示。

图 1-13　 二阶振荡环节结构图和状态变量图

a） 结构图　 b） 状态变量图
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令两个积分器的输出端分别为状态变量 x1、 x2， 则积分器的输入端为状态变量的导数，
由状态变量图可写出其状态方程

x·1 = - 2ζ
T x1 + 1

T 2x2

x·2 = - x1 + u

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
　 　 　 　 状态方程 （1-107）

和输出方程为
y = x1 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 输出方程 （1-108）

5. 一般二阶环节

典型二阶环节的结构图及其对应的一种状态变量图， 如图 1-14 所示。

图 1-14　 二阶环节的结构图、 状态变量图

a） 结构图　 b） 状态变量图

令两个积分器的输出分别为状态变量 x1 和 x2， 则积分器的输入端分别为状态变量的导

数， 根据状态变量图容易写出其状态空间表达式为

x·1 = - a1x1 + x2

x·2 = - a0x1 + ku〓 　 　 　 　 状态方程 （1-109）

y = x1 　 　 　 　 　 　 　 　 　 输出方程 （1-110）
要注意的是， 上面环节的状态变量图并不是唯一的形式。
二、 由系统结构图建立状态空间表达式

把系统结构图中的各个环节， 按上面的方法分别改画成对应的状态变量图后便组成了系

统的状态变量图； 然后把含有积分器的输出端作为系统的一个状态变量， 积分器的输入端为

该状态变量的导数； 最后， 根据系统变量图的信号传递关系能容易地写出状态空间表达式。
例 1-9　 已知系统结构图如图 1-15 所示， 求系统状态空间表达式。

图 1-15　 例 1-9 系统结构图
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解　 该系统由 4 个环节组成， 分别是两个惯性， 一个积分和一个比例。 按上面的方法把

每个环节分别画出其对应的状态变量图后得到原系统的状态变量图， 如图 1-16 所示。

图 1-16　 例 1-9 系统结构图对应的系统状态变量图

3 个积分器的输出端分别设定为状态变量 x1， x2， x3， 积分器的输入端为该状态变量的

导数 x·1、 x·2、 x·3。 根据系统状态结构图列写出如下状态方程：

x·1 =
k3

T3
x2

x·2 = - 1
T2
x2 +

k2

T2
x3

x·3 = - k4
k1

T1
x1 - 1

T1
x3 +

k1

T1
u

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

输出方程
y = x1

写成矩阵形式

ẋ1

ẋ2

ẋ3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

0
k3

T3
0

0 - 1
T2

k2

T2

- k1k4

T1
0 - 1

T1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
+

0
0
k1

T1

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

u　 　 状态方程

y = （1　 0　 0） （x1 　 x2 　 x3） T 　 　 　 　 　 　 　 输出方程

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓

若系统中包含的环节不多而且较简单时， 也可以直接令各个环节的输出为状态变量的拉

普拉斯变换， 然后根据结构图列出相关方程， 再经拉普拉斯反变换的方法， 也能容易地求出

状态空间表达式。 下面通过例题说明其求解过程。
例 1-10　 已知系统结构图如图 1-17 所示， 试求状态空间表达式， 并画出状态变量图。

图 1-17　 例 1-10 系统结构图
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解　 在系统结构图中的相关环节后 （或前） 分别标注出状态变量 x1、 x2、 x3 的拉普拉

斯变换式 X1（ s）、 X2（ s）和 X3（ s）， 如图 1-17 所示。
由结构图可列出如下方程：

X1（ s） = 2
s（ s + 1）[X2（ s） - X3（ s）]

X2（ s） = 2
s + 3[U（ s） - X1（ s）]

X3（ s） = sX1（ s）

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

对上面的前两个方程去分母及移项

s2X1（ s） + sX1（ s） = 2X2（ s） - 2X3（ s）
sX2（ s） = - 2X1（ s） - 3X2（ s） + 2U（ s）
X3（ s） = sX1（ s）

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

对上面方程取拉普拉斯反变换有

x··1 + x·1 = 2x2 - 2x3

x·2 = - 2x1 - 3x2 + 2u

x·1 = x3

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

由上述 3 式， 可得状态空间表达式如下：

x·1

x·2

x·3

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=
0 0 1
- 2 - 3 0
0 2 - 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+

0
2
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y = x1 = （1　 0　 0）
x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓〓

对应的状态变量图如图 1-18 所示。

图 1-18　 例 1-10 系统状态变量图

第六节　 由状态空间描述转换成传递函数描述

前面讨论过由系统传递函数式转变为状态空间表达式的问题， 本节讨论由系统的状态空
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间表达式转变为传递函数的问题。
一、 单输入 -单输出系统

设 n 阶单输入 -单输出系统的状态空间描述为

x· = Ax + bu
y = cx + du〓 （1-111）

式中， x 为 n 维状态 （列） 向量； u， y 为输入和输出标量； A 为 n × n 维系统矩阵； b 为 n
维输入 （列） 向量； c 为 n 维输出 （行） 向量； d 为直接传输系数。

在零初始条件下， 对上式进行拉普拉斯变换可得

sX（ s） = AX（ s） + bU（ s）
Y（ s） = cX（ s） + dU（ s）〓 （1-112）

（1-113）
式 （1-112） 做移项、 合并和整理后， 可得状态变量的拉普拉斯变换式

X（ s） = （ sI - A） - 1bU（ s） （1-114）
式中， I 是 n × n 维的单位矩阵。
式 （1-114） 代入式 （1-113）， 可得输出量的拉普拉斯变换式

Y（ s） = c（ sI - A） - 1bU（ s） + dU（ s） （1-115）
根据传递函数的定义， 由式 （1-115） 可得系统的传递函数

W（ s） = Y（ s）
U（ s） = c（ sI - A） - 1b + d

= c adj（ sI - A）
sI - A b + d （1-116）

若直接传输系数 d 为零， 则传递函数为

W（ s） = Y（ s）
U（ s） = c adj（ sI - A）

sI - A b （1-117）

式中， （ sI - A） 为特征矩阵； （ sI - A） - 1为特征矩阵的逆阵； adj （ sI - A） 为特征矩阵的伴

随矩阵； sI - A 也可写成 det （ sI - A）， 为特征矩阵的行列式， 又称为系统矩阵 A 的特征

多项式。
例 1-11　 某系统的状态空间表达式为

x· = Ax + bu
y = cx〓

式中， A =
0 1
- 1 - 3

； b =
0
1
； cT =

1
0
。

求系统的传递函数。

解　 先求sI - A =
s 0
0 s

-
0 1
- 1 - 3

=
s - 1
1 s + 3

（ sI - A） - 1 = 1
s（ s + 3） + 1

s + 3 1
- 1 s

所以系统传递函数为

　 　 　 　 　 　 W（ s） = Y（ s）
U（ s） = c（ sI - A） - 1b
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= （1　 0）

s + 3
s（ s + 3） + 1

1
s（ s + 3） + 1

- 1
s（ s + 3） + 1

s
s（ s + 3） + 1

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

0
1

= 1
s（ s + 3） + 1

= 1
s2 + 3s + 1

二、 多输入 -多输出系统

多输入 -多输出系统的状态空间表达式的形式与单输入 -单输出系统的形式相同

X· = AX + BU
Y = CX +DU〓 （1-118）

只是表达式中的 B、 C 和 D 都是矩阵， 在单输入 -单输出系统中， 它们都是向量。
由状态空间表达式转换成传递函数的方法和过程， 都和单输入 -单输出系统的一样， 也

是先对式 （1-118） 取拉普拉斯变换、 移项、 代入及整理， 公式的形式也相同， 即

W（ s） = Y（ s）
U（ s） = C（ sI - A） - 1B +D （1-119）

由于 A、 B、 C 和 D 都是矩阵， 因此， 式 （1-119） 中的 W（ s）也是矩阵。 例如， 一个 n 阶系

统， 若有 r 个输入量， m 个输出量， 则 W（ s）是两个向量的比， 其一般的形式为

W（ s） =

w11（ s） w12（ s） … w1r（ s）
w21（ s） w22（ s） … w2r（ s）

… … …
wm1（ s） wm2（ s） … wmr（ s）

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

对于多输入 -多输出系统， 称 W（ s）为传递函数矩阵。 它的元素 w ij（ s）， i = 1， 2， …，
m， j = 1， 2， …， r， 通常都是 s 的有理分式， 表示系统的第 j 个输入量对第 i 个输出量的拉

普拉斯变换的比。
例 1-12　 已知一多输入 -多输出系统的状态空间描述

X· = AX + BU
Y = CX〓

式中 A =
0 1 0
0 0 1
- 6 - 11 - 6

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， B =

1 0
2 - 1
0 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， C =

1 - 1 0
2 1 - 1

求其传递矩阵。
解　 由传递函数公式 （1-119）， 并代入 A、 B、 C 和 D 的值， 其中 D = 0， 有

　 　 　 W（ s） = C（ sI - A） - 1B

=
1 - 1 0
2 1 - 1

s - 1 0
0 s - 1
6 11 s + 6

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 1 1 0
2 - 1
0 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

根据矩阵求逆公式
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（ sI - A） - 1 = adj（ sI - A）
det（ sI - A）

求出

s - 1 0
0 s - 1
6 11 s + 6

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 1

= 1
s3 + 6s2 + 11s + 6

s2 + 6s + 11 s + 6 1
- 6 s（ s + 6） s
- 6s - 11s - 6 s2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

于是， 传递函数矩阵为

　 　 W（ s） = C（ sI - A） - 1B

=
1 - 1 0
2 1 - 1

s - 1 0
0 s - 1
6 11 s + 6

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 1 1 0
2 - 1
0 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

=
1 - 1 0
2 1 - 1

1
s3 + 6s2 + 11s + 6

s2 + 6s + 11 s + 6 1
- 6 s（ s + 6） s
- 6s - 11s - 6 s2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

1 0
2 - 1
0 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

= 1
s3 + 6s2 + 11s + 6

- s2 - 4s + 29 s2 + 3s - 4
4s2 + 56s + 52 - 3s2 - 17s - 14

第二节曾指出， 对一个系统或环节而言， 由于状态变量的选取不同， 因此， 它的状态空间表

达式也是不同的， 但要注意， 系统的传递函数或传递函数矩阵却是相同的， 下面以例题说明。
例 1-13　 图 1-3 所示的 RLC 电路中， 输入量为 u， 输出量为电容电压 uC。 由例 1-1， 当

选择电流 i 和电容电压 uC 为状态变量 （x1 = i， x2 = uC） 时， 其状态空间表达式为

ẋ = Ax + bu
y = cx〓

式中 x =
x1

x2
； A =

- R
L - 1

L
1
C 0

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
； b =

1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； c = （0　 1）

当选取电流 i 和电流的积分为状态变量 （x1 = i， x2 = ∫idt ） 时， 其状态空间表达式为

ẋ = Ax + bu
y = cx〓

式中 x =
x1

x2
； A =

- R
L - 1

LC
1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； b =

1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； c = 0 1

C

试证明， 两种不同状态变量下的电路传递函数是相同的。
解　 （1） 当选取电流 i 和电容电压 uC 为状态变量时， 电路的传递函数。

先求

（sI - A） =
s 0
0 s

-
- R

L - 1
L

1
C 0

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

s + R
L

1
L

- 1
C s

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
； （s - A） - 1 =

s - 1
L

1
C s

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

s2 + R
L s + 1

LC
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由式 （1-117）， 系统传递函数为

w（ s） = u（ s）
uC（ s）

= c（sI - A） - 1b = （0　 1）

s - 1
L

1
C s

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

s2 + R
L s + 1

LC

1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

=

1
LC

s2 + R
L s + 1

LC

= 1
LCs2 + RCs + 1

（2） 当选取电流 i 和电流的积分为状态变量时， 电路的传递函数。

先求 （sI - A） =
s 0
0 s

-
- R

L - 1
LC

1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

s + R
L

1
LC

- 1 s

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； （s - A） - 1 =

s - 1
LC

1 - 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

s2 + R
L s + 1

LC
由式 （1-117） 知， 系统传递函数为

w（ s） = u（ s）
uC（ s）

= c（sI - A） - 1b = 0 1
C

s - 1
LC

1 - 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

s2 + R
L s + 1

LC

1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

=

1
LC

s2 + R
L s + 1

LC

= 1
LCs2 + RCs + 1

可见， 选取不同的两组状态变量， 得到两种不同的状态空间表达式， 但电路的传递函数

却是完全相同的。
三、 组合系统

组合系统是指由若干个子系统分别按串联、 并联或反馈连接而成的系统。 为了讨论方

便， 下面仅讨论由两个子系统主要按串联、 并联组成的组合系统。
1. 串联连接

两个子系统串联连接， 如图 1-19 所示。

图 1-19　 两个子系统串联连接

设子系统一的状态空间表达式和传递函数分别为

x·1 = A1x1 + b1u1

y1 = c1x1 + d1u1
〓 ；　 w1（ s） =

y1（ s）
u1（ s）

（1-120）

子系统二的状态空间表达式和传递函数分别为
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x·2 = A2x2 + b2u2

y2 = c2x2 + d2u2
〓 ；　 w2（ s） =

y2（ s）
u2（ s）

（1-121）

设组合系统的输入量为 u， 输出量为 y。 由图 1-19 可知， 第一个子系统的输入量为组合

系统的输入量， u = u1； 第一个子系统的输出量是第二个子系统的输入量， y1 = u2； 第二个

子系统的输出量， 作为组合系统的输出量， y = y2。 上述关系分别代入两个子系统的状态空

间表达式中， 有

x·1 = A1x1 + b1u1 = A1x1 + b1u
y1 = c1x1 + d1u1 = c1x1 + d1u

〓 （1-122）

x·2 = A2x2 + b2u2 = A2x2 + b2y1 = A2x2 + b2c1x1 + b2d1u
y = y2 = c2x2 + d2u2 = c2x2 + d2c1x1 + d2d1u

〓 （1-123）

组合系统的状态空间表达式， 写成矩阵方程为
x·1
…
x·2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

A1 ︙ 0
… … …
b2c1 ︙ A2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

x1
…
x2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 +
b1
…
b2d1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 u

y = （d2c1︙c2）
x1
…
x2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 + d2d1u

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

（1-124）

因为

w1（ s）w2（ s） =
y1（ s）
u1（ s）

y2（ s）
u2（ s）

=
y1（ s）
u（ s）

y（ s）
y1（ s）

= y（ s）
u（ s） = w（ s） （1-125）

式 （1-125） 表明， 当两个子系统相串联时， 组合系统的总传递函数是两个子系统传递

函数的乘积。 这一结论也可推广到 n 个子系统相串联， 即 n 个子系统相串联后的总传递函数

为 n 个子系统的传递函数之乘积。
2. 并联连接

　 图 1-20　 两个子系统并联连接

两个子系统并联连接， 如图 1-20 所示。
设组合系统的输入量为 u， 输出量为 y。 由

图 1-20 可知， 组合系统的输入量与第一个和第

二个子系统的输入量是相同的， 即 u = u1 = u2；
组合系统的输出量是两个子系统的输出量之和，
即 y = y1 + y2。 上述关系分别代入两个子系统的

状态空间表达式中， 并做一定处理后容易得到组

合系统的状态空间表达式

x·1

…

x·2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

A1 ︙ 0
… … …
0 ︙ A2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

x1

…
x2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
+

b1

…
b2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y = （c1 　 ︙　 c2）（x1 　 ︙　 x2） T + （d1 + d2）u

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓〓

（1-126）

由式 1-119， 组合系统的传递函数 （矩阵） 容易求得

　 　 　 w（ s） = c（ sI - A） - 1b + d
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= （c1┆c2）
sI - A1 0

0 sI - A2

┄
┄┄┄┄┄┄┄

- 1 b1
┄
b2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 + （d1 + d2）u

= c1（ sI - A1） - 1b1 + d1 + c2（ sI - A2） - 1b2 + d2

= w1（ s） + w2（ s） （1-127）
式 （1-127） 表明， 当两个子系统相并联时， 组合系统的总传递函数是两个子系统传递

函数之和。 这一结论也可推广到 n 个子系统相并联， 即 n 个子系统相并联后的总传递函数为

n 个子系统传递函数之和。

第七节　 离散控制系统的状态空间描述

在经典控制理论中， 离散控制系统的数学模型是 Z 域的差分方程和脉冲传递函数。 本

节介绍和讨论由差分方程和 （或） 脉冲传递函数转换成状态空间描述的方法。
一、 离散控制系统 Z 域的数学描述

n 阶离散定常系统差分方程的一般表达式为

　 　 　 　 　 　 y（k + n） + an - 1y（k + n - 1） +… + a1y（k + 1） + a0y（k）
= bnu（k + n） + bn - 1u（k + n - 1） +… + b1u（k + 1） + b0u（k） （1-128）

式中， k = 0， 1， 2， …， 表示系统运行过程中的第 k 个采样时刻； y（k）为第 k 个采样时刻系

统的输出量； u（k）为第 k 个采样时刻的输入量； ai， bi （ i = 0， 1， 2， …， n - 1） 是与系统

参数有关的系数。
当初始条件为零时， 对式 （1-128） 两边取 Z 变换， 容易求出输出量的 Z 变换式与输入

量的 Z 变换式的比， 即该系统的脉冲传递函数

w（ z） = y（ z）
u（ z） =

bnzn + bn - 1 zn - 1 +… + b1 z + b0

zn + an - 1 zn - 1 +… + a1 z + a0
（1-129）

二、 离散控制系统的状态空间描述

离散系统的差分方程或脉冲传递函数转换成状态空间描述的方法和过程与连续系统的微

分方程或传递函数转换成状态空间描述的方法和过程是完全雷同的。 下面只介绍和讨论由脉

冲传递函数转换成状态空间表达式的方法和过程。
设 n 阶线性离散定常系统的脉冲传递函数如式 （1-129） 所示。 它不是一个严格的有理

分式。 仿照第四节的传递函数具有无理分式形式， 即传递函数的分子和分母多项式的最高次

方数相同的情况， 去求取式 （1-129） 相应的状态空间描述， 为此， 先用长除法化式

（1-129） 为

w（ z） = y（ z）
u（ z） =

bnzn + bn - 1 zn - 1 +… + b1 z + b0

zn + an - 1 zn - 1 +… + a1 z + a0

=
βn - 1 zn - 1 +… + β1 z + β0

zn + an - 1 zn - 1 +… + a1 z + a0
+ bn = w1（ z） + bn （1-130）

式中， bn 是商， 是分子项最高次的系数值； 而第一项为余式

w1（ z） =
βn - 1 zn - 1 + βn - 2 zn - 2 +… + β1 z + β0

zn + an - 1 zn - 1 +… + a1 z + a0
=
y1（ z）
u1（ z）

（1-131）

式 （1-131） 是 z 的有理分式， 式中的系数 β 为
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β0 = b0 - a0bn

β1 = b1 - a1bn

　 　 ︙
βn - 1 = bn - 1 - an - 1bn

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

（1-132）

同样， 在式 （1-131） 中引入一个中间变量后经过第四节式 （1-63） 相似的处理， 可求

得式 （1-130） 的状态空间描述：
状态方程

x1（k + 1） = x2（k）
x2（k + 1） = x3（k）
　 　 　 ︙
xn - 1（k + 1） = xn（k）
xn（k + 1） = - an - 1xn（k） - an - 2xn - 1（k） -… - a0x1（k） + u（k）

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓

（1-133）

输出方程

y（k） = βn - 1xn（k） + βn - 2xn - 1（k） +… + β1x2（k） + β0x1（k） + bnu（k） （1-134）
用矩阵方程表示为

　 　

x1（k + 1）
x2（k + 1）
　 ︙
xn - 1（k + 1）
xn（k + 1）

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

x1（k）
x2（k）
　 ︙

xn - 1（k）
xn（k）

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

+

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

u（k）

y（k） = （β0 　 β1 　 …　 βn - 1）x（k） + bnu（k）

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓

（1-135）

简写为

x（k + 1） = Ax（k） + bu（k）
y（k） = cx（k） + du（k）〓 （1-136）

其中

x（k + 1） =

x1（k + 1）
x2（k + 1）
　 ︙

xn（k + 1）

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

；　 A =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

；　 b =

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

c = （β0 　 β1 　 …　 βn - 1）； 　 d = bn

与连续系统类似， 式中， x（k）为 n × 1 维向量， 称为系统的状态向量； A 为 n × n 维矩

阵， 称为系统矩阵； b 为 n × 1 维向量， 称为系统的输入 （控制） 状态向量； c 为 1 × n 维向

量， 称为系统的输出向量； d 为常数， 称为直接传输系数。
由式 （1-135） 可见， 离散系统状态方程描述了 （k + 1） 时刻的状态与 k 时刻的状态以

及 k 时刻的输入量之间的关系； 离散系统输出方程描述了 k 时刻的输出量与 k 时刻的状态、
k 时刻的输入量之间的关系。
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例 1-14　 离散系统的差分方程为

y（k + 3） + 2y（k + 2） + 5y（k + 1） + 6y（k） =
2u（k + 3） + 3u（k + 2） + 11u（k + 1） + 13u（k）

试求出该离散系统的一个状态空间描述。
解　 由差分方程写出相应的脉冲传递函数：

w（ z） = 2z3 + 3z2 + 11z + 13
z3 + 2z2 + 5z + 6

= 2 + - z2 + z + 1
z3 + 2z2 + 5z + 6

由式 （1-136） 和式 （1-131） 或式 （1-132）， 直接写出它的一个状态空间描述为

x（k + 1） =
0 1 0
0 0 1
- 6 - 5 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x（k） +

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u（k）

y（k） = （1　 1　 - 1）x（k） + 2u（k）
若系统的脉冲传递函数式以极点形式表示时， 其对应的状态空间描述式的转换方法也和

连续系统的方法完全雷同。 由于工程系统中， 脉冲传递函数大多数是有理分式的， 下面只考

虑有理分式且分子分母无因子相消的情况。
设 n 阶系统的脉冲传递函数为

w（ z） = y（ z）
u（ z） =

bmzm + bm - 1 zm - 1 +… + b1 z + b0

zn + an - 1 zn - 1 +… + a1 z + a0
　 n >m （1-137）

当脉冲传递函数为相异极点时， 先用部分分式法展开

w（ z） = y（ z）
u（ z） =

c1
z + z1

+
c2

z + z2
+… +

cn
z + zn

（1-138）

式中， - z1， - z2， …， - zn 为相异极点。
ci（ i = 1， 2， …， n） 为留数， 按下式计算：

ci = lim
z→ - zi

w（ z）（ z + zi） （1-139）

离散系统式 （1-137） 的一种状态空间表达式表示为

x（k + 1） = Ax（k） + bu（k）
y（k） = cx（k）〓 （1-140）

式中

A =

- z1 0 0 … 0
0 - z2 0 … 0
︙ ︙ ⋱ … ︙
0 0 0 - zn - 1 0
0 0 0 … - zn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

；　 b =

1
1
︙
1
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

；　 c = （c1 　 c2 　 …　 cn）

当脉冲传递函数具有 n 个重极点 （ - z1） 时， 先用部分分式法展开

w（ z） = y（ z）
u（ z） =

c11
（ z + z1） n +

c12
（ z + z1） n - 1 +… +

c1n
（ z + z1）

（1-141）

式中， c1i （ i = 1， 2， …， n） 为留数， 按下式计算：

c1i = lim
z→ - z1

1
（ i - 1）！

di - 1

dzi - 1{w（ z）（ z + z1） n}，　 i = 1，2，…，n （1-142）
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离散系统式 （1-137） 的一种状态空间表达式， 用矩阵方程式表示为

x1（k + 1）
x2（k + 1）

︙
xn - 1（k + 1）
xn（k + 1）

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

A =

- z1 1 0 … 0
0 - z1 1 … 0
︙ ︙ ⋱ ⋱ ︙
0 0 0 - z1 1
0 0 0 … - z1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

x1（k）
x2（k）
︙

xn - 1（k）
xn（k）

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

+

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

u（k）

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓

（1-143）

y（k） = （c11 　 c12 　 …　 c1n）x（k）
当系统具有相异极点又有重极点时， 把上面两种情况综合起来， 仿照连续系统的公式很

容易写出其对应的状态空间表达式。
三、 由状态空间表达式求脉冲传递函数

由上面内容可知， n 阶离散系统的状态空间通用的表达形式

x（k + 1） = Ax（k） + bu（k） 状态方程

y（k） = cx（k） + du（k） 输出方程〓 （1-144）

对式 （1-144） 两边取初始状态为零的 Z 变换

zx（ z） = Ax（ z） + bu（ z）
y（ z） = cx（ z） + du（ z）〓 （1-145）

对式 （1-145） 的第一个方程移项、 合并， 有

x（ z） = （ zI - A） - 1bu（ z） （1-146）
式 （1-146） 代入式 （1-145） 的第二个方程， 可得输出量 y 的 Z 变换式

y（ z） = cx（ z） + du（ z） = （c（ zI - A） - 1b + d）u（ z） = w（ z）u（ z） （1-147）

根据脉冲传递函数的定义， 由式 （1-147） 可得脉冲传递函数为

w（ z） = y（ z）
u（ z） = c（ zI - A） - 1b + d （1-148）

式中， A 是 n × n 维矩阵； I 是 n × n 单位阵； c、 b 均为 n 维向量， d 为标量。
若系统不存在直接传输， 则 d = 0， 脉冲传递函数为

w（ z） = y（ z）
u（ z） = c（ zI - A） - 1b （1-149）

若是多输入 -多输出系统， 脉冲传递函数矩阵为

W（ z） = Y（ z）
U（ z） = C（ zI - A） - 1B +D （1-150）

式中， A、 B、 C 和 D 均为矩阵。

习　 　 题

1-1　 求图 1-21 所示电路网络的状态空间表达式， 并画出状态变量图。
1-2　 图 1-22 所示为减振系统， 质量为 m 的物体， 受到 u（ t）的作用力下产生 y（ t）的位移。 求状态空间

表达式， 并画出状态变量图。
1-3　 设系统微分方程为
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图 1-21　 题 1-1 电路网络

图 1-22　 题 1-2 减振系统

（1） y··· + 8 y·· + 7 y· + 6y = 5u
（2） y··· + 7 y·· + 3y = u· + 2u

式中， u 和 y 分别为系统输入和输出量。 试列写其状态空间表达式， 并画出状

态变量图。
1-4　 已知系统传递函数为

（1） G（ s） = 3s + 1
s3 + 5s2 + 4s + 2

（2） G（ s） = s2 + 4s + 8
s2 + 5s + 3

（3） G（ s） = 5
（ s + 1） 2（ s + 2）（ s + 1）

试求动态方程式， 并画出状态变量图。
1-5　 已知系统结构图如图 1-23 所示， 试求动态方程， 并画出状态变量图。

图 1-23　 题 1-5 系统结构图

1-6　 已知系统动态方程为
x· =

0 1 0
- 2 - 3 0
- 1 1 3

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x +

0
1
2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u

y = （0　 0　 1）x

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

，试求传递函数 G（ s）。

1-7　 已知离散系统的运动方程为

y（k + 3） + 3y（k + 2） + 2y（k + 1） + y（k） = u（k + 2） + 2u（k + 1） + u（k）
试求状态空间表达式。

1-8　 已知离散系统的脉冲传递函数为

w（ z） = 4
（ z - 1） 2（ z + 2）

试写出系统状态空间表达式。
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线性系统的状态空间响应分析

系统分析， 包含 “定量分析” 和 “定性分析” 两个方面。 定量分析主要是对系统的运

动规律及过程进行准确的计算及研究； 定性分析则着重对决定系统的一些重要特性， 例如系

统的稳定性、 能控能观性等进行分析和研究。 本章涉及系统的定量分析， 定性分析则分别在

第三章和第四章进行讨论。
系统的状态空间响应分析， 就是在已知系统的状态空间描述基础上， 定量地分析和研究

系统在初始状态和外输入作用下的运动规律和基本特性。 第一章指出， 系统的状态空间描述

包含 “状态分程” 和 “输出方程”， 所以， 状态空间响应分析， 从数学角度看就是对这两个

方程式进行求解， 并分析解的性质。

第一节　 线性定常连续系统状态空间响应分析

单输入 -单输出线性定常连续系统， 状态空间描述的一般形式为

x
·

= Ax + bu　 　 状态方程

y = cx　 　 　 　 输出方程〓 （2-1）

式中， x 为 n × 1 维状态向量； A 为 n × n 维系统矩阵； b 为 n × 1 维输入 （控制） 向量； c 为

1 × n 维输出向量。
从式 （2-1） 可知， 求系统的输出响应， 要先求出状态响应。 即要先对状态方程进行求解，

求出状态 x 的解后， 代入输出方程中便可得到系统输出响应。 由于输出向量 c 是已知的， 求出状

态解后只要通过向量乘法， 就容易求得系统输出 y， 所以， 主要涉及求解状态方程的问题。
一、 状态方程的求解

状态方程， 是描述系统状态运动过程的一阶微分方程组。 状态方程的解， 本质上是反映

系统在初始状态值 x（0）和外输入 u 的共同作用下， 系统状态响应的过程及其基本特性。 其

中， 由初始状态值 x（0）引起的状态响应， 常称为系统的自由运动； 由外输入 u 引起的状态

响应， 常称为系统的强迫运动。 系统的自由运动， 相对应的是齐次状态方程的解。 下面先讨

论齐次状态方程的求解问题。
1. 齐次状态方程的求解

齐次状态方程， 也常称为系统的自治方程， 是在式 （2-1） 的状态方程中， 当输入作用

u = 0 时的状态方程， 即

x· = Ax （2-2）
求解式 （2-2） 常用两种方法， 即矩阵指数法和拉普拉斯变换法， 分述如下。
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方法一　 矩阵指数法

结论　 设初始时刻从 t = 0 开始， 状态初始值 x（ t）为 x（0）， 则式 （2-2） 的唯一确定

解是

x（ t） = eAtx（0）　 　 t≥0 （2-3）
证明　 设式 （2-2） 的解 x（ t）具有 t 的向量幂级数形式， 即

x（ t） = b0 + b1 t + b2 t2 +… + bk tk +… （2-4）
式 （2-4） 中， x（ t）， b0， b1， …， bk， …均为 n 维向量。 两边对 t 求导数， 有

x·（ t） = b1 + 2b2 t +… + kbk tk - 1 +… （2-5）
将式 （2-4） 和式 （2-5） 代入式 （2-2） 等式两边， 得

b1 + 2b2 t +… + kbk tk - 1 +… = A（b0 + b1 t + b2 t2 +… + bk tk +…） （2-6）
令式 （2-6） 等式两边 t 的同次幂项的系数相等， 有

b1 = Ab0； b2 = 1
2 Ab1 = 1

2！A
2b0；…； bk =

1
k Abk - 1 = 1

k！A
kb0，… （2-7）

将 t = 0 代入式 （2-4）， 可得

x（0） = b0 （2-8）
将式 （2-7）、 式 （2-8） 代入式 （2-4）， 可得齐次状态方程的解

x（ t） = （ I + At + 1
2！A

2 t2 +… + 1
k！A

k tk +…）x（0） （2-9）

式 （2-9） 等式右边括号内的展开式是 n × n 维矩阵。 由于其展开式从形式上类似于纯量

指数 eat的无穷级数， 故又称它为矩阵指数， 并记为

I + At + 1
2！A

2 t2 + 1
3！A

3 t3 +… + 1
k！A

k tk +… = eAt

这样， 用矩阵指数表示齐次状态方程的解时， 写成为

x（ t） = eAtx（0）
证毕。

若初始时刻 t≠0， 则 x（ t） = eA（ t - t0） x（ t0） （2-10）

例 2-1　 已知齐次状态方程

x·（ t） =
0 1
- 2 - 3

x（ t）

系统的初始状态值为 x （0）， 求状态响应。
解　 先求 eAt

　 　 　 eAt = I + At + 1
2！A

2 t2 + 1
3！A

3 t3 +…

=
1 0
0 1

+
0 1
- 2 - 3

t + 1
2！

0 1
- 2 - 3

2

t2 + 1
3！

0 1
- 2 - 3

3

t3 +…

=
1 - t2 + t3 +…， t - 3

2 t2 + 7
6 t3 +…

-2t + 3t2 - 7
3 t3 +…， 1 -3t + 7

2 t2 - 5
2 t3 +…

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
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所以

x（ t） = eAtx（0） =
1 - t2 + t3 +…， t - 3

2 t2 + 7
6 t3 +…

-2t + 3t2 - 7
3 t3 +…， 1 -3t + 7

2 t2 - 5
2 t3 +…

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
x（0）

方法二　 拉普拉斯变换法

结论　 设初始时刻从 t = 0 开始， 状态初始值 x（ t）为 x（0）， 则式 （2-2） 的唯一解为

x（ t） = L - 1[（ sI - A） - 1]x（0）　 　 t≥0 （2-11）
证明　 对式 （2-2） 等式两边取拉普拉斯变换

sX（ s） - X（0） = AX（ s）
整理上式

（ sI - A）X（ s） = X（0）
若 （ sI - A） - 1逆阵存在， 则有

X（ s） = （ sI - A） - 1X（0）
对上式进行拉普拉斯反变换

x（ t） = L - 1[（ sI - A） - 1]x（0）
证毕。

例 2-2　 已知系统的初始状态值为 x（0）， 求齐次状态方程

x· =
-1 0
0 1

x

的解。
解　 先求 （ sI - A）

（ sI - A） =
s 0
0 s

-
- 1 0
0 1

=
s + 1 0
0 s - 1

再求 （ sI - A） - 1

（ sI - A） - 1 =
s + 1 0
0 s - 1

- 1

=

1
s + 1 0

0 1
s - 1

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

对上式进行拉普拉斯反变换并代入式 （2-11）， 齐次状态方程的解为

x =
e - t 0
0 et x（0）

对比两种方法的状态解 x（ t）， 式 （2-3） 中含矩阵指数 eAt项， 式 （2-11） 中含矩阵 L - 1

（（ sI - A） - 1）项。 对于同一系统在相同的初始条件下， 其解是相同的， 于是必有

eAt = L - 1（（ sI - A） - 1） （2-12）
式 （2-12） 也可从矩阵理论得到证明， 这里从略。

式 （2-3） 和式 （2-11） 的物理上的含义是， 矩阵指数 eAt和矩阵 L - 1（（ sI - A） - 1）一样，
都是用来描述系统的状态向量 x（ t）由 t = 0 时刻向任一时刻 t 做状态转移的矩阵， 换言之，
系统在任意 t 时刻的状态 x（ t）， 可看成是初始状态 x（0）经 eAt或 L - 1（（ sI - A） - 1）变换及转移



第二章　 线性系统的状态空间响应分析 45　　　

的结果， 故又称它们为状态转移矩阵。 由于状态转移矩阵中每个元都是时间 t 的函数， 因

此， 常用符号 Φ（ t）表示， 即

Φ（ t） = eAt = L - 1（（ sI - A） - 1） （2-13）
于是， 当齐次状态方程解的表达式用状态转移矩阵表示时， 为

t = 0 时　 　 x（ t） =Φ（ t）x（0）
t≠0 时　 　 x（ t） =Φ（ t - t0）x（ t0）

可见， 系统的自由运动除了初始状态值外， 完全由状态转移矩阵唯一决定， 因此， 它包

含了系统自由运动的全部信息。
由于线性定常系统的分析结果和初始时间的选取无关， 不失一般性， 以后的讨论均认为

初始时刻从 t = 0 开始。
2. 非齐次状态方程的求解

非齐次状态方程， 是同时考虑初始状态 x（0）和外输入 u 共同作用下状态运动的表达式，
也就是式 （2-1） 中的状态方程式， 即

x· = Ax + bu
求解也有两种主要方法：一是普通方法；二是拉普拉斯变换方法。
方法一　 普通方法

结论　 设系统初始时刻 t = 0，状态初值为 x（0），则状态方程的唯一确定解为

x（ t） = eAtx（0） + ∫t0 eA（ t -τ）bu（τ）dτ　 　 t ≥0 （2-14）

证明　 将非齐次状态方程式改写为

x·（ t） - Ax（ t） = bu（ t）
上式等号两边左乘 e - At

e - At[x·（ t） - Ax（ t）] = e - Atbu（ t）
并写成

d
dt[e

- Atx（ t）] = e - Atbu（ t）

两边积分

∫t0 d
dt[e

-Atx（ t）] = ∫t0 e -Atbu（τ）dτ

即有

e -Atx（ t） - x（0） = ∫t0 e -Atbu（τ）dτ

将 x（0） 移至等号右边， 并在等号两边左乘 eAt， 有

x（ t） = eAtx（0） + ∫t0 eA（ t -τ）bu（τ）dτ

证毕。
方法二　 拉普拉斯变换方法

结论　 设系统初始时刻 t = 0， 状态初值为 x（0）， 则非齐次状态方程的唯一确定解为

x（ t） = L - 1（（ sI - A） - 1）x（0） + L - 1（ sI - A） - 1bU（ s）） （2-15）
证明　 对非齐次状态方程式两边取拉普拉斯变换
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sX（ s） - x（0） = Ax（ t） + bU（ s）
移项及合并

（ sI - A）X（ s） = x（0） + bU（ s）
若 （ sI - A） - 1逆阵存在， 则有

X（ s） = （ sI - A） - 1x（0） + （ sI - A） - 1bU（ s）
对上式两边取拉普拉斯反变换

x（ t） = L - 1[（ sI - A） - 1]x（0） + L - 1[（ sI - A） - 1bU（ s）]
证毕。

若解用状态转移矩阵表示， 式 （2-14） 和式 （2-15） 统一表示为

x（ t） = Φ（0）x（0） + ∫t0 Φ（ t - τ）bu（τ）dτ　 t ≥0 （2-16）

非齐次状态方程解表明： 其解由两部分组成： 一部分是齐次状态方程的解， 由初始状态

引起的， 常称它为系统状态的自由运动或称为零输入响应， 它只与初始状态和系统本身的结

构有关； 另一部分则与输入作用和结构特性有关， 常称它为系统的强迫运动。
状态方程解的物理上含义是， 第一项是初始状态的转移项， 第二项是控制输入作用下的

受控项。 表明了只要有受控项的存在， 就有可能通过选取合适的控制使系统状态的运动轨迹

满足期望的要求， 从而为改善系统的动态性能提供了可能性。
例 2-3　 线性定常系统的齐次状态方程为

x·1

x·2

=
　 0 　 1
- 2 - 3

x1

x2
+

0
1
u　 x（0） =

1
0

求单位阶跃输入作用下的状态响应。
解　 用拉普拉斯变换方法求解

sI - A =
s 0
0 s

-
　 0 　 1
- 2 - 3

=
s - 1
2 s + 3

（ sI - A） - 1 = 1
（ s + 1）（ s + 2）

s + 3 1
- 2 s

=

s + 3
（ s + 1）（ s + 2）

1
（ s + 1）（ s + 2）

- 2
（ s + 1）（ s + 2）

s
（ s + 1）（ s + 2）

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

拉普拉斯反变换

L - 1（ sI - A） =
2e - t - e - 2t e - t - e - 2t

- 2e - t + 2e - 2t - e - t + 2e - 2t

因此， 系统对单位阶跃输入的状态响应为

x（ t） = L -1（（ sI - A） -1）x（0） + L -1（（ sI - A） -1bU（ s））　 　 　 　 　 　

=
2e -t - e -2t e -t - e -2t

- 2e -t + 2e -2t - e -t + 2e -2t

x1（0）
x2（0）

+ ∫t0
2e -（ t -τ） - e -2（ t -τ） e -（ t -τ） - e -2（ t -τ）

- 2e -（ t -τ） + 2e -2（ t -τ） - e -（ t -τ） + 2e -2（ t -τ）

0
1
1（τ）dτ
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=
2e -t - e -2t e -t - e -2t

- 2e -t + 2e -2t - e -t + 2e -2t

x1（0）
x2（0）

+
1
2 - e -t + 1

2 e -2t

e -t - e -2t

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

若初始状态为零， x（0） = 0， 则单位阶跃输入下的状态响应， 即系统的强迫运动为

x（ t） =
1
2 - e -t + 1

2 e -2t

e -t - e -2t

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

二、 系统输出方程的求解

求出状态解 x（ t） 后， 代入输出方程

y（ t） = cx（ t）
由于 c 是已知的， 只要做简单的向量乘法的运算， 就容易求得系统输出 y（ t） 的响应。

例 2-4　 线性定常系统的状态空间表达式为

x·1

x·2

=
　 0　 　 1
- 2　 - 3

x1

x2

+
0
1

u

y（ t） = （1　 0）
x1

x2

试求系统在初始状态为零时， 单位阶跃输入下系统的输出响应。
解　 由例 2-3 的计算可知， 系统在单位阶跃输入下的状态解为

x（ t） = 2e -t - e -2t e -t - e -2t

- 2e -t + 2e -2t - e -t + 2e -2t

x1（0）
x2（0）

+
1
2 - e -t + 1

2 e -2t

e -t - e -2t

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

初始状态为零时， 状态解为

x（ t） =
1
2 - e -t + 1

2 e -2t

e -t - e -2t

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

把状态解代入输出方程， 输出响应为

y（ t） = （1　 0）
x1

x2

〓

 
〓

〓

〓
〓 = 1

2 - e -t + 1
2 e -2t

系统输出只与系统状态 x1 有关。 可见， 输出响应是稳定的。
三、 典型输入信号作用下的系统响应

在阶跃、 斜波、 脉冲典型输入信号作用下， 系统解的公式如下：
1. 阶跃响应

u（ t） = h × 1（ t）， h 为幅值， h = 1 为单位阶跃输入

x（ t） = eAtx（0） + A -1（eAt - I）bh （2-17）
y（ t） = c[eAtx（0） + A -1（eAt - I）bh] （2-18）

2. 斜波响应

u（ t） = ht（ t）， h 为幅值， h = 1 为单位斜波输入

x（ t） = eAtx（0） + [A -2（eAt - I） - A -1 t]bh （2-19）
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y（ t） = c{eAtx（0） + [A -2（eAt - I） - A -1 t]bh} （2-20）
3. 脉冲响应

u（ t） = δ（ t）， 单位脉冲输入

x（ t） = eAtx（0） + eAtb （2-21）
y（ t） = c[eAtx（0） + eAtb] （2-22）

第二节　 系统状态转移矩阵的性质及其计算

从第一节可知， 要获得线性定常系统状态空间方程的解， 首先应求出状态转移矩阵

Φ （ t） 。 求 Φ （ t） 不仅在整个计算过程中是关键的一步， 而且它对系统的分析研究也起着重

要的作用。 下面将对状态转移矩阵的一些重要性质及其计算方法做必要的介绍和讨论。
一、 状态转移矩阵的基本性质

下面不加证明地引用状态转移矩阵的一些性质， 相关证明可参阅 《线性代数》 的相关

内容。
1. 不变性

Φ（ t - t） =Φ（0） = I　 或　 eA（ t - t） = I
这意味着状态向量从时刻 t 又转移到时刻 t 时， 状态向量是不变的。

2. 组合性与分解性

Φ（ t）Φ（τ） =Φ（ t + τ）　 或　 eAteAτ = eA（ t + τ）

或表示为 Φ（ t - 0）Φ（0 - （ - τ）） =Φ[ t - （ - τ）] =Φ（ t + τ）
这意指状态向量从 - τ 转移到 0， 又从 0 转移到 t 的组合。

3. 倍时性

[Φ（ t）] k =Φ（kt）　 或　 （eAt） k = eAkt

状态转移矩阵的 k 次方， 等于其时间扩大 k 倍。
4. 可逆性

[Φ（ t）] - 1 =Φ（ - t）　 或　 （eAt） - 1 = e - At

表示状态转移矩阵是非奇异性的矩阵， 且其逆意味着时间的逆转。 也就是说， 在已知

x（ t） 的情况下可求出小于时刻 t 的 x（ t0）， t0 < 0。
5. 可导与交换性

Φ
·
（ t） = AΦ（ t） =Φ（ t）A　 或　 deAt

dt = AeAt = eAtA

状态转移矩阵与系统矩阵具有交换律。
注： 当 t = 0 时， 结合性质 1， 有

　 　 Φ
·
（ t） =Φ

·
（0） = AΦ（0） = A， 可用来判断某一矩阵是否是状态转移矩阵。

6. 当且仅当 AB = BA， 有

eAteBt = e（A + B） t

AB≠BA， 有

eAteBt≠e（A + B） t
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表明只有矩阵 A、 B 可交换时， 它们各自的矩阵指数函数之积才会与其和的矩阵指数

相等。
7. 传递性

Φ（ t2 - t1）Φ（ t1 - t0） =Φ（ t2 - t0）　 或　 eA（ t2 - t1） eA（ t1 - t0） = eA（ t2 - t0）

状态转移具有传递性， t0 ～ t2 的状态转移， 可分段为由 t0 ～ t1 段的转移与 t1 ～ t2 段的

转移。
二、 状态转移矩阵的计算

状态转移矩阵的计算方法有多种， 下面介绍几种常用的方法：
方法一　 矩阵指数的计算方法

Φ（ t） = eAt = I + At + 1
2！A

2 t2 + 1
3！A

3 t3 + … = ∑
∞

k = 0

1
k！A

k tk （2-23）

见例 2-1。 已知系统矩阵 A， 用乘法和加法可求出 eAt。 由于是无穷级数求和， 手工计算较麻

烦。 此种算法简单， 编程容易， 适合于计算机进行数值计算。
方法二　 拉普拉斯变换的计算方法

Φ（ t） = L - 1[（ sI - A） - 1] （2-24）
见例 2-2。 有定值解， 低阶系统手工计算方便， 常用。 由于涉及矩阵求逆， 高阶系统的矩阵

求逆困难。
方法三　 A 为标准型矩阵的计算方法

根据 《线性代数》 中矩阵理论， 当矩阵 A 具有如下一些典型形式时， 可直接用相应公

式计算 eAt。
（1） 若 A 为对角线矩阵， 则 eAt也是对角线矩阵。
对角线矩阵， 是对角线元素互不相同， 其余元素为 0 的矩阵。 即当 A 为

A =

　1 0
2

⋱

0 n

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

（2-25）

则状态转移矩阵

Φ（ t） = eAt =

e 1t 0
e 2t

⋱
0 e nt

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（2-26）

例 2-5　 已知系统状态方程

x· =
-1 0 0
0 - 2 0
0 0 - 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x

试求系统的状态转移矩阵和状态解， 初始条件为 x（0） 。
解　 因为系统矩阵为对角线矩阵， 由式 （2-26） 得系统的状态转移矩阵
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Φ（ t） =
e - t 0 0
0 e - 2t 0
0 0 e - 3t

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

状态解

x（ t） =Φ（ t）x（0） =
e - t 0 0
0 e - 2t 0
0 0 e - 3t

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
x（0）

（2） 若 A 为约当型矩阵， 则 eAt是一个右上三角形矩阵。
约当矩阵型， 是对角线元素相同， 对角线上方元素为 1， 其余元素为 0 的矩阵。 即当

A 为

A =

1 0
⋱
⋱ 1

0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
n × n

则状态转移矩阵

Φ（ t） = eAt =

e t te t t2
2 e t … tn-1

（n - 1）！e
t

e t te t … tn-2
（n - 2）！e

t

⋱ ⋱ ︙
te t

0 e t

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（2-27）

方法四　 线性变换的计算方法

实际工程控制中， 系统矩阵 A 往往不具备有对角线或约当型的形式。 根据 《线性代数》
的内容， 可通过一种坐标变换的方法， 先把任意形式的矩阵 A 变换为 “对角线” 或 “约当

型” 〓A 形式； 然后用 “方法三”， 即 “标准型矩阵的计算方法” 求出对应的 〓Φ（ t）； 最后，
将 〓Φ（ t）反变换回原坐标中去便得到原系统的 Φ（ t）。 这样可以大大减少计算工作量。

下面不加证明地先介绍有关线性变换的主要内容及涉及的一些相关问题。
1. 线性变换

线性变换， 又称为坐标变换或非奇异变换。 其基本含义， 是把系统在状态空间的一个坐

标系上的表征， 转变为另一个坐标系上的表征。
第一章指出， 同一个系统选择不同的状态变量， 得到的状态空间表达式也不相同。 但由

于它们都是描述同一个系统的动态特性， 因此， 它们之间必然存在某种关系， 其实这个关系

就是矩阵中的线性变换关系。
（1） 状态变量及状态空间表达式的线性变换

设一个 n 阶线性定常系统， 选取 x1， x2， …， xn 和 z1， z2， …， zn 两组不同的状态变

量， 其状态空间表达式分别表示为
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x· = Ax + bu
y = cx〓 　 和　

z· = A～ z + b～ u

y = c～ z〓
由矩阵理论知， 同一个系统的不同状态变量组之间总可以找到任意一个非奇异矩阵 T， 常称

T 为变换矩阵， 将状态向量 xi （ i = 1， 2， …， n） 做线性变换， 得到另一状态向量 zi （ i = 1，
2， …， n）， 用式子表示为

x = Tz　 或　 z = T - 1x （2-28）
并且， 两个状态空间表达式中相应的矩阵之间的变换关系， 有

A～ = T - 1AT； b～ = T - 1b； c～ = cT （2-29）

或　 A = T A～ T - 1； b = T b～ ； c = c～ T - 1 （2-30）
两个状态空间中相应的状态转移矩阵的关系， 有

Φ～ （ t） = T - 1Φ（ t）T 或 Φ（ t） = T Φ～ （ t）T - 1 （2-31）
证明很容易， 只要把状态向量关系式 （2-28） 代入相应的状态空间表达式和状态转移矩

阵中， 就可获证。 要注意的是， 式中的 T 是一个任意的非奇异矩阵， 故变换是非唯一的。
例 2-6　 某系统状态空间表达式为

x· = Ax + bu
y = cx〓

式中， A =
0 - 2
1 - 3

； b =
2
0
； c = （0　 3）

试用线性变换， 求新坐标系下的另一些状态空间表达式。
解　 设新坐标系下的状态变量为 z1、 z2

1） 若取变换矩阵 T =
6 2
2 0

， 则 T - 1 = 1
2

0 　 1
1 - 3

， 变换后的状态向量为

z = T - 1x = 1
2

0 　 1
1 - 3

x

即 z1 = 1
2 x2； z2 = 1

2 x1 - 3
2 x2

变换后的状态空间表达式为

z· = T - 1ATz + T - 1bu

= 1
2

0 　 1
1 - 3

0 - 2
1 - 3

6 2
2 0

z + 1
2

0 　 1
1 - 3

2
0

u =
　 0 　 1
- 2 - 3

z +
0
1

u

y = cTz = （0　 3）
6　 2
2　 0

z = （6　 0）z

2） 若取变换矩阵 T =
2 1
1 1

， 则 T - 1 =
　 1 - 1
- 1 　 2

， 变换后的状态向量为

z = T - 1x =
　 1 - 1
- 1 　 2

x
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变换后的状态空间表达式为

z· = A～ z + b～ u

y = c～ z〓
其中， A～ = T - 1AT =

- 1 　 0
　 0 - 2

； b～ = T - 1b =
　 2
- 2

； c～ = cT = （3　 3）

还可以再取其他的变换矩阵， 只要是非奇异的变换矩阵， 就会得到不同的状态空间表

达式。
（2） 系统的特征值

设 n 阶线性定常系统， 状态空间表达式为

x· = Ax + bu
y = cx〓

定义 det（ I - A） = | I - A | = 0 （2-32）
为系统的特征方程式， 其根 i （ i = 1， 2， …， n） 为系统特征值， 系统特征值也称为系数矩

阵 A 的特征值。
由第一章， 状态空间表达式对应的传递函数表达式为

G（ s） = c adj（ sI - A）
| sI - A | b

实际上， 式中分母项 | sI - A | = 0 就是系统特征方程式， 其根 1， 2， …， n 就是系统的特

征根 （值）， 也就是系数矩阵 A 的特征值。 因此， 若已知系统矩阵 A， 可直接用 | sI - A | = 0
便可求出系统矩阵 A 的特征值。

例 2-7　 已知系统状态方程

x·1

x·2

=
　 0 　 1
- 5 - 6

x1

x2

+
0
1

u

求系统的特征值。
解　 系统特征方程

| I - A | =
- 1

5 + 6
= 2 + 6 + 5 = 0

系统的特征值为 1 = - 1， 2 = - 5。
注意　 根据矩阵理论， 线性变换不会改变系统的特征值， 即系统的特征值具有不变性。

证明如下：

| T - A～ | = | I - T - 1AT | = | T - 1T - T - 1AT | = |T - 1 T - T - 1AT |
= |T - 1（ I - A）T | = |T - 1 | | I - A | |T | = |T - 1T | | I - A | = | I - A |

（3） 特征向量

设 i 是系统的一个特征值， 若存在一个 n 维非零向量 P i， 满足

AP i = iP i 　 或　 （ iI - A）P i = 0 （2-33）
则称 P i 为系统对应于特征值 i 的特征向量。
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　 　 例 2-8　 已知系统状态方程

x·1

x·2

=
　 0 　 1
- 5 - 6

x1

x2

+
0
1

u

求对应于系统特征值的特征向量。
解　 由例 2-7 可知， 系统有两个特征值， 分别是 1 = - 1， 2 = - 5。 设对应于 1 = - 1

的特征向量为 P1， 因为 A 为 2 × 2 矩阵， P1 应有两个分量， 设为 p11和 p12， 即

P1 =
p11

p12

根据式 （2-33）

（ 1I - A）P1 =
- 1　 - 1
　 5　 　 5

p11

p12

= 0

用矩阵乘法得方程组　 - p11 - p12 = 0； 5p11 + 5p12 = 0。
解方程组， 则对应于 1 = - 1 的特征向量为

P1 =
p11

p12

=
　 1
- 1

设对应于 2 = - 5 的特征向量为 P2， 根据式 （2-33） 有

（ 2I - A）P2 =
- 5 - 1
　 5 　 1

p21

p22

= 0

解上式， 则对应于 2 = - 5 的特征向量为

P2 =
p21

p22

=
　 1
- 5

2. 任意矩阵 A 变换为标准型 A～

用线性变换方法， 在一定条件下可以把任意形式的矩阵 A 变换成为 “对角线标准型”

或 “约当型标准型” 的 A～ 。 关键是构建一个变换矩阵 T， 下面介绍其变换的方法。
（1） 任意矩阵 A 化为对角线矩阵

在下列情况下， 可以将任意形式矩阵 A 化为对角线矩阵， 结论如下：
1） 若 n × n 矩阵 A 有 n 个各异的特征值 1， 2， …， n， 则可将矩阵 A 化为对角线矩阵

A～ = T - 1AT =

1 0
2

⋱
0 n

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

的变换矩阵 T， 可由矩阵 A 的特征向量来组成， 即

T = （P1 　 P2 　 …　 Pn） （2-34）
式中， P1， P2， …， Pn 为矩阵 A 的特征向量。

例 2-9　 已知系统状态方程

x· = Ax + bu
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式中 A =
- 2 　 1
　 1 - 2

， b =
0
1

试求变换矩阵使 A 化为对角线矩阵， 并求变换后的系统状态方程。
解　 求特征值， 由系统特征方程

| I - A | =
+ 2 - 1
- 1 + 2

= 2 + 4 + 3 = 0

两个相异特征值 1 = - 1， 2 = - 3
求特征值对应的特征向量 P1 和 P2， 根据

（ iI - A）P i = 0
对应 1 = - 1， 由（ 1I - A）P1 = 0， 有

（ 1I - A）P1 =
　 1　 - 1
- 1　 　 1

p11

p12

= 0

解方程得 P1 =
p11

p12

=
1
1

对应 2 = - 3， 由（ 2I - A）P2 = 0， 有

（ 2I - A）P2 =
- 1　 - 1
- 1　 - 1

p21

p22

= 0

解方程得 P2 =
p21

p22

=
　 1
- 1

构造变换矩阵

T = （P1 　 P2） =
1　 　 1
1　 - 1

， 逆阵为 T - 1 =

1
2 　 1

2
1
2 - 1

2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

变换后的系统矩阵 A～

A～ = T - 1AT =

1
2 　 1

2
1
2 - 1

2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

- 2 　 1
　 1 - 2

1　 　 1
1　 - 1

=
- 1　 　 0
　 0　 - 3

变换后的系统状态方程， 设新状态变量为 Z

Z
·

= = A～ Z + b～ u = （T - 1AT）Z + T - 1bu

=

1
2 　 1

2
1
2 - 1

2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

- 2 　 1
　 1 - 2

1 　 1
1 - 1

Z +

1
2 　 1

2
1
2 - 1

2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

0
1

u

=
- 1 　 0
　 0 - 3

Z +
　 1

2

- 1
2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
u
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2） 若 n × n 阶矩阵为 “友矩阵” （又称为 “能控规范” 形）， 即

A =

0 1 0
︙ ⋱
0 1
- a0 - a1 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

并且其特征根 1， 2， …， n 两两互异， 则可将矩阵 A 化为对角线矩阵

A～ = T - 1AT =

1 0
2

⋱
0 n

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

的变换矩阵 T， 为下面的范德蒙德 （Vandermond） 矩阵：

T =

1 1 … 1
1 2 … n

︙ ︙ ︙
n - 1
1

n - 1
2 … n - 1

n

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（2-35）

例 2-10　 试将系统矩阵

x·1

x·2

=
　 0 　 1
- 5 - 6

x1

x2

+
0
1

u

化成对角线矩阵。
解　 系统特征方程

| I - A | =
- 1

5 + 6
= 2 + 6 + 5 = 0

系统的特征值： 解特征方程， 系统的特征值为 1 = - 1， 2 = - 5。
构造变换矩阵 T： 由于矩阵 A 具有友矩阵的形式， 可直接按范德蒙德 （Vandermond）

矩阵得到变换矩阵

T = （P1 　 P2） =
p11 　 p21

p12 　 p22

=
　 1 　 1
- 1 - 5

变换后的系统矩阵

A～ = T - 1ATz =
- 1 　 0
　 0 - 5

对比， 原状态空间下的 A =
　 0 　 1
- 5 - 6

， 在新的状态空间下已化为对角线矩阵。 以 z 为

状态变量的新的状态方程为

z· = A～ z + b～ u = T - 1ATz + T - 1bu =
- 1 　 0
　 0 - 5

z +
　 0. 25
- 0. 25

u

（2） 任意矩阵 A 化为约当型矩阵

1） 若 n × n 矩阵 A 有 n 个 （重根）， 则可将矩阵 A 化为约当型矩阵
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A～ = T - 1AT =

1 0
⋱
⋱ 1

0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

的变换矩阵为

T = （P1 　 P2 　 …　 Pn） （2-36）
其中， P1 为 对应的特征向量， 其余的 P2， P3， …， Pn 则称为 的广义特征向量。
式中的矩阵分量 P1， P2， …， Pn 按下式计算：

P1 - AP1 = 0
P2 - AP2 = - P1

　 ︙
Pn - APn = - Pn - 1

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

（2-37）

2） 若 n × n 矩阵 A 有 q 个 1 （重根）， 其余 （n - q） 个为各异的特征根 n， 则把 A 变换

为约当标准型

A～ =

1 1 0

1 ⋱ 0
⋱ 1

0 1

q + 1

q + 2 0
0 ⋱

0 n

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

的变换矩阵 T 为

T = （P1， P2， …， Pq， Pq + 1， …， Pn） （2-38）
其中， 对应于 q 个 1 （重根） 的向量， P1， P2， …， Pq 按式 （2-37） 计算， 即

1P1 - AP1 = 0； 1P2 - AP2 = - P1； …； 1Pq - APq = - Pq - 1 （2-39）
而对应于 （n - q） 个互异根的向量 Pq + 1， Pq + 2， …， Pn， 按式 （2-33） 方法计算， 即

AP i = iP i 　 或　 （ iI - A）P i = 0 （2-40）
例 2-11　 试将下列系统矩阵

A =
4 1 - 2
1 0 2
1 - 1 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

化为约当标准型。
解　 求特征值

| I - A | =
- 4 - 1 2
- 1 - 2
- 1 1 - 3

= （ - 1）（ - 3） 2 = 0

特征值有 3 个， 其中 1 = 1， 两个重根 2，3 = 3。
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对应于 1 = 1 的特征向量 P1 为

P1 =
p11

p12

p13

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

根据式 （2-40）， 有

（ 1I - A）P1 =
1 - 4 - 1 2
- 1 1 - 2
- 1 1 1 - 3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

p11

p12

p13

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

- 3 - 1 2
- 1 1 - 2
- 1 1 - 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

p11

p12

p13

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0

解上面方程， 求得

P1 =
p11

p12

p13

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

0
2
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

对应于重根 2，3 = 3 的特征向量 P2、 P3 为

P2 =
p21

p22

p23

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
， P3 =

p31

p32

p33

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

根据式 （2-39）

（ 2I - A）P2 =
2 - 4 - 1 2
- 1 2 - 2
- 1 1 2 - 3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
P2 =

- 1 - 1 2
- 1 3 - 2
- 1 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

p21

p22

p23

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0

解上面方程， 求得

P2 =
p21

p22

p23

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

1
1
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

根据式 （2-39）

（ 2I - A）P3 =
2 - 4 - 1 2
- 1 2 - 2
- 1 1 2 - 3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
- P3 = -

p21

p22

p23

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

- 1
- 1
- 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

解上面方程， 求得

P3 =
p31

p32

p33

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

1
0
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

于是变换矩阵为

T = （P1 　 P2 　 P3） =
0　 1　 1
2　 1　 0
1　 1　 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

系统矩阵变换为
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A～ = T - 1AT =
1 0 0
0 3 1
0 0 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

可见， 是一个约当标准型。
3. 用线性变换求状态转移矩阵

把任意形式的矩阵 A 变换为 “对角线” 或 “约当型” 形式； 然后用 “方法三” 的公

式， 即 “标准型矩阵的计算方法” 求出状态转移矩阵 Φ～ （ t）； 最后， 利用式 （2-31）， 即

Φ（ t） = T Φ～ （ t）T -1 ， 将其反变换回原坐标中去便得到 Φ（ t） 。
例 2-12　 已知系统矩阵

A =
　 0 　 1
- 2 - 3

试用线性变换求状态转移矩阵。
解　 求矩阵 A 的特征值

| sI - A | =
s - 1
2 s + 3

= 0； s2 + 3s + 2 = 0

两个特征值为 1 = - 2， 2 = - 1。
由于矩阵 A 具有友矩阵的形式， 可直接按范德蒙德 （Vandermond） 矩阵得到变换矩阵

T =
1 1
1 2

=
　 1 　 1
- 2 - 1

； 逆阵为 T - 1 =
- 1 - 1
　 2 　 1

在新状态空间里

A～ = T - 1AT =
- 1 - 1
　 2 　 1

　 0 　 1
- 2 - 3

　 1 　 1
- 2 - 1

=
- 2 　 0
　 0 - 1

可见， 在新的状态空间下的系统矩阵是一个对角线矩阵。
根据方法三， 新状态空间下的状态转移矩阵为

Φ～ （ t） = e 1t 0
0 e 2t

= e -2t 0
0 e -t

则原状态空间下的状态转移矩阵， 即矩阵 A 的状态转移矩阵， 由式 （2-31） 得

Φ（ t） = T Φ～ T -1 = 　 1 　 1
- 2 - 1

e -2t 0
0 e -t

- 1 - 1
　 2 　 1

= 2e -t - e -2t e -t - e -2t

- 2e -t + 2e -2t - e -t + e -2t

方法五　 实数化的计算方法

本方法是针对具有复数特征值的， 也称为模式矩阵的计算方法。 当系统矩阵 A 的特征

值有共轭复数

1，2 = a ± jb （2-41）
时， 虽然可认为有两个相异的特征值， 按 “方法四” 的计算方法化为对角线标准型， 但是

在具体计算特征向量、 变换矩阵等过程中碰到复数的运算， 麻烦而且复杂。 因此， 常采用实

数化的方法。 值得指出的是， 使用这种方法不但避免了麻烦而且复杂的相关计算， 而且可以

证明所得的状态转移矩阵和用 “方法四” 计算出的完全相同。
实数化的计算方法是， 设系统矩阵 A 的特征值有共轭复数 1，2 = a ± jb。
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（1） 先求出 1，2 = a ± jb 相对应的矩阵 A 的特征向量 P
P1，2 = α ± jβ （2-42）

（2） 由特征向量 P 的实部和虚部组成变换矩阵 T
T = （P1 　 P2） = （α　 β） （2-43）

（3） 变换矩阵 T 将使系统矩阵 A 化为 “模式矩阵” M

M = T -1AT = a b
- b a

（2-44）

注意： “模式矩阵” M 是由特征值的实部和虚部组成的。
（4） “模式矩阵” M 对应的状态转移矩阵为

Φ～ （ s） = eMt = eatcosbt eatsinbt
- eatsinbt eatcosbt

= conbt sinbt
- sinbt conbt

eat （2-45）

（5） 反变换求出原系统矩阵 A 的状态转移矩阵

Φ（ s） = T Φ～ （ t）T -1 （2-46）
下面通过例子说明具体的计算方法和过程。
例 2-13　 已知系统矩阵

A =
- 2 　 1

- 17 - 4
试求系统状态转移矩阵。

解 （1） 求特征方程

| I - A | =
s + 2 - 1
17 s + 4

= s2 + 6s + 25 = 0

（2） 特征值

1 = - 3 + j4， 2 = - 3 - j4
（3） 特征向量

由式（ I - A）P = 0 求得一对特征向量

P1，2 =
1

- 1 ± j4
=

　 1
- 1

± j
0
4

= α ± jβ

（4） 变换矩阵

由特征向量的实部和虚部构成变换矩阵 T， 根据式 （2-43） 有

T = （α　 β） =
　 1 0
- 1 4

　 及 T - 1 =
　 1 0
- 1 4

- 1

=
1 0
1
4

1
4

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

（5） 求模式矩阵 M， 由式 （2-44）

M = T - 1AT =
1 0
1
4

1
4

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

- 2 1
- 17 - 4

　 1 0
- 1 4

=
- 3　 　 4
- 4　 - 3

（6） M 对应的状态转移矩阵 Φ～ （ t）， 由式 （2-45）

Φ～ （ t） = eMt =
conbt sinbt
- sinbt conbt

eat =
con4t sin4t
- sin4t con4t

e - 3t



60　　　 现代控制理论基础　 第 4 版

（7） 原系统矩阵 A 的状态转移矩阵， 由式 （2-46）

Φ（ t） = T Φ～ （ t）T - 1 =
　 1 0
- 1 4

con4t sin4t
- sin4t con4t

1 0
1
4

1
4

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
e - 3t

=
con4t + 1

4 sin4t 1
4 sin4t

- 17
4 sin4t con4t - 1

4 sin4t

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

e - 3t

若系统矩阵 A， 不但含有一对复数特征值 = a ± jb， 而且还含有实数特征值 i （ i = 1，
2， …， n - 2）， 则可以求出与 = a ± jb 相对应的特征向量 P1，2 = α ± jβ 以及与实数特征值 i

（ i = 1， 2， …， n - 2） 相对应的特征向量 P1， P2， …， Pn - 2； 如果以

T = （P1 　 P2 　 …　 Pn - 2 　 α　 β）
作为变换矩阵， 将可以使系统矩阵 A 化为如下对角线———模式矩阵

M =

1 0 … 0 0 0
0 2 … 0 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙
0 0 … n - 2 0 0
0 0 … 0 a b
0 0 … 0 - b a

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

方法六　 应用 “凯莱 -哈密顿” 定理的计算方法
Φ（ t） = eAt = α0（ t）I + α1（ t）A +… + αn - 1（ t）An - 1 （2-47）

其中， 系数 αi （ i = 0， 1， …， n - 1） 是时间 t 的函数， 这些系数由系统特征方程

f（ s） = | sI - A | = sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0 = 0
的根 1， 2， …， n （又称矩阵 A 的特征值） 的性质进行计算。

（1） 当矩阵 A 的特征值 1， 2， …， n 互异时

a0（ t）
a1（ t）
　 ︙
an - 1（ t）

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=

1 1
2
1 … n - 1

1

1 2
2
2 … n - 1

2

︙ ︙ ︙ ︙
1 n

2
n … n - 1

n

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

- 1
e 1t

e 2t

︙
e nt

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（2-48）

（2） 当矩阵 A 有 n 个相同的特征值 1 时

a0（ t）
a1（ t）
　 ︙
an - 3（ t）
an - 2（ t）
an - 1（ t）

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

=

0 0 0 0 … 0 1
0 0 0 0 … 1 （n - 1） 1

︙ ︙ ︙ 1 ︙ ︙

0 0 1 3 1 … n - 4
1

（n - 1）（n - 2）
2！

n - 3
1

0 1 2 1 3 2
1 … n - 3

1 （n - 1） n - 2
1

1 1
2
1

3
1 … n - 2

1
n - 1
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

- 1

1
（n - 1）！t

n - 1e 1t

1
（n - 2）！t

n - 2e 1t

︙
1
2！t

2e 1t

1
1！te

1t

e 1t

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（2-49）
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（3） 若矩阵 A 的特征值有相异根又有重根时， 待定系数分别用上面两种情况求出相应

的系数值。
注： 凯莱 -哈密顿定理是 n × n 矩阵 A 满足其自身的特征方程。
定理解释： n × n 矩阵 A 的特征方程

f（ s） = | sI - A | = sn + an - 1 sn - 1 +… + a1 s + a0 = 0
式中， an - 1， …， a1， a0 为系统参数。

根据 “凯莱 -哈密顿” 定理， 特征方程又可表示为

f（A） = | sI - A | = An + an - 1An - 1 +… + a1A + a0I = 0
上式改写为

An = - an - 1An - 1 -… - a1A - a0I （2-50）
由式 （2-50） 可看出， An 可表示为 An - 1， …， A， I 的线性组合。

式 （2-50） 两边同乘 A， 有

An + 1 = A × An = A（ - an - 1An - 1 -… - a1A - a0I）
= - an - 1An -… - a1A2 - a0A （2-51）

即 An + 1可表示为 An， …， A， I 的线性组合。
类推可知， An + 1， An + 2， …都可用 An - 1， An - 2， …， A， I 进行线性表示。 利用这些结

果， 即可将 eAt的无穷多项表达式表示为 An - 1， …， A， I 的有限项表达式。
例 2-14　 线性定常系统的齐次状态方程为

x·1

x·2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
　 0　 　 1
- 2　 - 3

〓

 
〓

〓

〓
〓

x1

x2

〓

 
〓

〓

〓
〓

用凯莱 -哈定理计算其状态转移矩阵。
解　 求矩阵 A 的特征方程

f（ s） = | sI - A | =
s - 1
2 s + 3

= （ s + 1）（ s + 2） = 0

特征根 1 = - 1， 2 = - 2， 两两相异。 由式 （2-48） 有

a0（ t）
a1（ t）

〓

 
〓

〓

〓
〓 =

1　 1

1　 2

〓

 
〓

〓

〓
〓

- 1 e 1t

e 2t

〓

 
〓

〓

〓
〓 =

1　 - 1
1　 - 2

〓

 
〓

〓

〓
〓

- 1 e - t

e - 2t

〓

 
〓

〓

〓
〓

=
2　 - 1
1　 - 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

e - t

e - 2t

〓

 
〓

〓

〓
〓 =

2e - t - e - 2t

e - t - e - 2t

〓

 
〓

〓

〓
〓

即

a0（ t） = 2e - t - e - 2t 　 a1（ t） = e - t - e - 2t

于是状态转移矩阵为

Φ（t） = eAt = a0（t）I + a1（t）A = （2e - t - e -2t）
1　 0
0　 1

+ （e - t - e -2t）
　 0　 　 1
-2　 -3

=
2e - t - e -2t 0

0 2e - t - e -2t +
0 e - t - e -2t

-2e - t +2e -2t -3e - t +3e -2t

=
2e - t - e -2t e - t - e -2t

-2e - t +2e -2t - e - t +2e -2t
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第三节　 线性定常离散系统状态空间响应分析

对线性定常离散系统， 状态空间描述的一般形式为
x（k + 1） = Gx（k） + Hu（k）　 　 　 　 状态方程

y（k） = Cx（k） 输出方程〓 （2-52）

对离散系统的状态空间响应分析， 从数学上看， 和对连续系统的状态空间响应分析一

样， 归结为对式 （2-52） 的求解， 而且主要的计算工作， 也是对状态方程的求解。
一、 状态方程的求解

求解状态方程， 一方面是为了得到系统的状态响应， 另一方面是通过状态解求出系统的

输出响应。 求解离散系统状态方程常有两种方法： 递推法和 Z 变换法， 分述如下。
1. 递推方法

结论　 式 （2-52） 中的状态方程， 当初始时刻 k = 0， 初始值为 x（0） 时， 唯一的状态

解为

x（k） = Gkx（0） + Gk - 1Hu（0） + Gk - 2Hu（1） +… + GHu（k - 2） + Hu（k - 1） （2-53）

或 x（k） = Gkx（0） + ∑
k-1

j = 0
Gk-j-1Hu（ j） （2-54）

式中， k = 0， 1， 2， …为采样时刻。
证明　 在给定了初始状态 x（0） 和输入信号 u（0）， u（1）， …， 分别取采样时间 k = 0，

1， 2， ……， 代入状态方程， 有

k = 0　 x（1） = Gx（0） + Hu（0） （2-55）
k = 1　 x（2） = Gx（1） + Hu（1） （2-56）
k = 2　 x（3） = Gx（2） + Hu （2） （2-57）

　 ︙ ︙
当采样时间为 k - 1 时， 有

x（k） = Gx（k - 1） + Hu（k - 1）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
= Gkx（0） + Gk - 1Hu（0） + Gk - 2Hu（1） +… + GHu（k - 2） + Hu（k - 1） （2-58）

将式 （2-55） 代入式 （2-56）， 再把式 （2-56） 代入式 （2-57）， 这样逐次代入直至式

（2-58）， 经整理便得到式 （2-53）。
证毕。
递推法， 适宜在计算机上求解， 但由于后一步的计算要依赖前一步的计算结果， 因此，

计算过程中产生的误差会造成累积误差。
当初始时刻 k = h， 初始值为 x（h）时， 式 （2-52） 中状态方程的唯一解为

x（k） = Gk-hx（h） + ∑
k-1

j = h
Gk-j-1Hu（ j） （2-59）

不失一般性， 下面的分析讨论， 均认为初始时刻 k = 0， 初始值为 x（0）。
例 2-15　 已知定常离散系统的状态方程为

x（k + 1） = Gx（k） + Hu（k）

式中　 G =
0 1

- 0. 16 - 1
〓

 
〓

〓

〓
〓， 　 H =

1
1

〓

 
〓

〓

〓
〓； 初始状态　 x（0） =

1
- 1

〓

 
〓

〓

〓
〓。
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求单位阶跃输入下状态方程的解。
解　 由于输入为单位阶跃函数， 所以， k = 0， 1， 2， …时， u （k） = 1。

当采样时刻：

　 　
k = 0 时　 x（1） = Gx（0） + Hu（0） =

0 1
- 0. 16 - 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

1
- 1

〓

 
〓

〓

〓
〓 +

1
1

〓

 
〓

〓

〓
〓 =

0
1. 84

〓

 
〓

〓

〓
〓

k = 1 时　 x（2） = Gx（1） + Hu（1） =
0 1

- 0. 16 - 1
〓

 
〓

〓

〓
〓

0
1. 84

〓

 
〓

〓

〓
〓 +

1
1

〓

 
〓

〓

〓
〓 =

2. 84
- 0. 84

〓

 
〓

〓

〓
〓

　 　 　 　 k = 2 时　 x（3） = Gx（2） + Hu（2） =
0 1

- 0. 16 - 1
〓

 
〓

〓

〓
〓

2. 84
- 0. 84

〓

 
〓

〓

〓
〓 +

1
1

〓

 
〓

〓

〓
〓 =

0. 16
1. 386

〓

 
〓

〓

〓
〓

︙　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ︙
于是， 状态的序列解

x（k） =
x1（k）
x2（k）

〓

 
〓

〓

〓
〓 =

1 0 2. 84 0. 16 …
-1 1. 84 - 0. 84 1. 386 …

〓

 
〓

〓

〓
〓

2. Z 变换方法

结论　 当初始时刻 k = 0， 初始值为 x （0） 时， 式 （2-52） 中状态方程的唯一解为

x（k） = Z - 1[（ zI -G） - 1 z]x（0） + Z - 1[（ zI -G） - 1Hu（ z）] （2-60）
　 　 证明　 当初始时刻 k = 0， 初始值为 x （0） 时， 对式 （2-52） 中的状态方程进行 Z 变

换， 得

zx（ z） - zx（0） = Gx（ z） + Hu（ z）
移项 zx（ z） - Gx（ z） = zx（0） + Hu（ z）
整理并等式两边乘逆阵 （ zI -G） - 1

x（ z） = （ zI -G） - 1 zx（0） + （ zI -G） - 1Hu（ z）
两边取 Z 反变换， 式 （2-60） 获证。

例 2-16　 线性定常离散系统状态方程

x（k + 1） =
0 1

- 0. 2 - 0. 9
〓

 
〓

〓

〓
〓x（k） +

1
1

〓

 
〓

〓

〓
〓u（k）；x（0） =

1
- 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

求单位阶跃输入下的状态解。

解 （ zI -G） =
z - 1

0. 2 z + 0. 9
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

（ zI -G） - 1 =
z - 1

0. 2 z + 0. 9

- 1

=

z + 0. 9
（ z + 0. 4）（ z + 0. 5）

1
（ z + 0. 4）（ z + 0. 5）

- 0. 2
（ z + 0. 4）（ z + 0. 5）

z
（ z + 0. 4）（ z + 0. 5）

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

对于单位阶跃输入， 有

u（k） = z
z - 1

由式 （2-60）
　 　 　 　 　 　 x（ z） = （ zI -G） - 1 zx（0） + （ zI -G） - 1Hu（ z）

= （ zI -G） - 1[Zx（0） + Hu（ z）]
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=

z + 0. 9
（ z + 0. 4）（ z + 0. 5）

1
（ z + 0. 4）（ z + 0. 5）

- 0. 2
（ z + 0. 4）（ z + 0. 5）

z
（ z + 0. 4）（ z + 0. 5）

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

z2
z - 1

- z2 + 2z
z - 1

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=

z3 - 0. 1z2 + 2z
（ z + 0. 4）（ z + 0. 5）（ z - 1）

- z3 + 1. 8z2
（ z + 0. 4）（ z + 0. 5）（ z - 1）

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=

- 110
7 z

z + 0. 4 +

46
3 z

z + 0. 5 +

29
21z

z - 1
44
7 z

z + 0. 4 +
- 23

3 z

z + 0. 5 +

8
21z

z - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

取 Z 反变换

x（k） =
- 110

7 （ - 0. 4） k + 46
3 （ - 0. 5） k + 29

21
44
7 （ - 0. 4） k - 23

3 （ - 0. 5） k + 8
21

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

对于线性定常离散系统的状态解式 （2-54） 和式 （2-60）， 做几点说明。
1） 和线性定常连续系统的状态解相似， 都由两部分组成： 一部分是由系统的初始状态

引起的零输入响应， 又称为系统的自由运动； 另一部分是系统输入信号作用引起的零状态响

应， 又称为系统的强迫运动。
2） 由系统输入信号作用引起的响应中， 第 k 个时刻的状态只与此采样时刻以前， 即

k - 1及之前的输入采样值有关， 而与第 k 个时刻的输入采样值无关， 说明控制有滞后。
3） 对于一个系统， 由于其解具有唯一性， 比对式 （2-53） 和式 （2-60）， 应有G（k） =

Z - 1[（ zI -G） - 1 z]， 仿照定常连续系统， 定义其为状态转移矩阵， 并用符号 Φ（k） 表示为

Φ（k） =G（k） = Z - 1[（ zI -G） - 1 z] （2-61）
4） 用状态转移矩阵 Φ （ k） 表示离散系统的状态解时， 式 （2-54） 和式 （2-59） 统

一为

x（k） = Φ（k）x（0） + ∑
k-1

i = 0
Φ（k - i - 1）Hu（ i） （2-62）

二、 状态转移矩阵的基本性质及计算

1. 基本性质

状态转移矩阵与线性定常系统状态转移矩阵有相似的性质， 主要有

（1） 满足自身的矩阵差分方程及初始条件

Φ（k + 1） =GΦ（k）　 Φ（0） = I
（2） 传递性 Φ（k2 - k0） =Φ（k2 - k1）Φ（k1 - k0）
（3） 可逆性 Φ - 1（k） =Φ（ - k）
2. 计算方法

线性定常离散系统状态转移矩阵的计算方法与线性定常连续系统的状态转移矩阵的计算
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方法极为相似， 下面介绍最主要的三种计算方法。
（1） 直接方法

直接根据状态转移矩阵的定义计算

Φ（k） = Gk （2-63）
（2） Z 变换方法

Φ（k） = Z - 1[（ zI -G） - 1 z] （2-64）
（3） 线性变换方法

用线性变换把系统矩阵 G 化为标准型。
1） 当离散系统的特征值均为相异单根

若离散系统特征方程

　I -G = 0
的值 　1， 　2， …， 　n两两相异， 经线性变换可使系统矩阵 G 变换为对角线标准型矩阵

Λ， 即

Λ = T - 1GT （2-65）
则离散系统状态转移矩阵为

Φ（k） =Gk = T Λ kT - 1 = T

　k1 0

　k2
⋱

0 　kn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

T - 1

式中， Λ 为对角线标准型矩阵； T 为变换矩阵； G 为对角线标准型矩阵 Λ 的变换矩阵。
2） 当离散系统的特征值有重根

若离散系统特征方程的根 　为重根， 经线性变换可使系统矩阵 G 变换为约当标准型矩阵

J， 即

J = T - 1GT
则离散系统状态转移矩阵为

Φ（k） =Gk = TJkT - 1

式中， J 为约当标准型矩阵； T 为变换矩阵； G 为约当标准型矩阵 J 的变换矩阵。
例 2-17　 线性定常离散系统状态方程

x（k + 1） =
0 1

- 0. 2 　 + 0. 9
〓

 
〓

〓

〓
〓x（k） +

1
1

〓

 
〓

〓

〓
〓u（k）；x（0） =

1
- 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

求状态转移矩阵 （利用线性变换方法）。
解　 求特征值

　I -G =
　 - 1

0. 2 　 + 0. 9
= 0

两个互异特征值 　1 = - 0. 4； 　2 = - 0. 5。
由于系统矩阵 G 具有友矩阵， 即能控标准型， 可应用式 （2-35） “范德蒙德” 变换矩阵

T， 即取变换矩阵

T =
1 1
　1 　2

=
1 1

- 0. 4 - 0. 5
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其逆阵

T - 1 =
1 1
　1 　2

- 1

=
5 10
- 4 - 10

得到新的系统矩阵为

G～ = T - 1GT =
5 10
- 4 - 10

　
0 1

- 0. 2 - 0. 9
1 1

- 0. 4 - 0. 5
=

- 0. 4 0
0 - 0. 5

于是， 新坐标系下的系统状态转移矩阵

Φ～ （k） = G～ k =
- 0. 4 0
0 - 0. 5

　
k

=
（0. 4） k 0

0 （ - 0. 5） k

则原坐标系下的系统状态转移矩阵

Φ（k） = TΦ～ （k）T - 1 =
1 1

- 0. 4 - 0. 5
　
（ - 0. 4） k 0

0 （ - 0. 5） k 　
5 10
- 4 - 10

=
5（ - 0. 4） k - 4（ - 0. 5） k 10（ - 0. 4） k - 10（ - 0. 5） k

- 2（ - 0. 4） k + 2（ - 0. 5） k - 4（ - 0. 4） k + 5（ - 0. 5） k

三、 系统输出响应

状态方程的解代入式 （2-52） 中的输出方程， 即

y（k） = Cx（k）
由于输出向量 C 是已知的， 所以， 极容易求出系统的输出响应。

例 2-18　 线性定常离散系统状态空间描述

x（k + 1） =Gx（k） +Hu（k）
y（k） = Cx（k）

G =
0. 99 0. 086
- 0. 172 0. 733

；　 H =
0. 0045
0. 086

；　 C = （1　 0）；　 x（0） = 0

求单位阶跃输入下的输出响应。
解　 先求状态解。
用递推方法求解状态方程

k = 0，
x1（1）
x2（1）

=
0. 99 0. 086
- 0. 172 0. 733

x1（0）
x2（0）

+
0. 0045
0. 086

u（0） =
0. 0045
0. 086

k = 1，
x1（2）
x2（2）

=
0. 99 0. 086
- 0. 172 0. 733

x1（1）
x2（1）

+
0. 0045
0. 086

u（0） =
0. 016
0. 148

k = 2，
x1（3）
x2（3）

=
0. 99 0. 086
- 0. 172 0. 733

x1（2）
x2（2）

+
0. 0045
0. 086

u（0） =
0. 033
0. 192

　 　 　 　 　 　 ︙　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ︙
状态解代入输出方程

y（k） = （1　 0）x（k） = x1（k）
系统在各采样时刻的输出

y（0） = 0；　 y（1） = 0. 0045；　 y（2） = 0. 016；　 y（3） = 0. 033，…
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　 　 例 2-19　 线性定常离散系统状态空间描述

x（k + 1） =
0 1

- 0. 2 - 0. 9
x（k） +

1
1
u（k）； x（0） =

1
- 1

y（k） = （1　 0）x（k）
求系统单位阶跃输入下的输出响应。

解　 先求系统的状态响应。
用状态转移矩阵求解

x（k） = Φ（k）x（0） + ∑
k-1

i = 0
Φ（k - i - 1）Hu（k）

由例 2-17 所求出的状态转移矩阵 Φ（k）代入

x（k） = 5（ - 0. 4）k - 4（ - 0. 5）k 10（ - 0. 4）k - 10（ - 0. 5）k

- 2（ - 0. 4）k + 2（ - 0. 5）k - 4（ - 0. 4）k + 5（ - 0. 5）k

1
- 1

　 + ∑
k-1

i =0

5（ - 0. 4）k-i-1 - 4（ - 0. 5）k-i-1 10（ - 0. 4）k - 10（ - 0. 5）k-i-1

- 2（ - 0. 4）k-i-1 + 2（ - 0. 5）k-i-1 - 4（ - 0. 4）k-i-1 + 5（ - 0. 5）k-i-1

1
1

= - 5（ - 0. 4）k + 6（ - 0. 5）k

2（ - 0. 4）k - 3（ - 0. 5）k
+ ∑

k-1

i =0

15（ - 0. 4）k-i-1 - 14（ - 0. 5）k-i-1

- 6（ - 0. 4）k-i-1 + 7（ - 0. 5）k-i-1

将状态解代入输出方程

y（k） = Cx（k） = - 5（ - 0. 4） k + 6（ - 0. 5） k + ∑
k-1

i = 0
15（ - 0. 4） k-i-1 - 14（ - 0. 5） k-i-1

令式中 k = 0， 1， 2， …， i = 0， 1， 2， …， k - 1， 便可得到各采样时刻的输出系列

y（0）， y（1）， y（2）， …。

习　 　 题

2-1　 系统的状态空间响应分析主要指什么？
2-2　 线性定常系统的运动由哪几部分组成？ 各有什么特点？
2-3　 状态转移矩阵的物理含义是什么？ 主要性质是什么？ 有多少种计算方法？
2-4　 已知系统矩阵， 求其特征值及特征向量

（1） A =
- 2 1
1 - 2

〓

 
〓

〓

〓
〓　 （2） A =

0 1 - 1
- 6 - 11 6
6 - 11 5

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

2-5　 已知系统矩阵， 至少用两种方法求其状态转移矩阵。

（1） A =
0 1
- 2 - 3

〓

 
〓

〓

〓
〓　 （2） A =

4 0 0
0 3 1
0 1 3

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

2-6　 判断下列矩阵是否是状态转移矩阵， 若不是， 说明理由。 若是， 求其对应的系统矩阵。

（1） Φ（ t） =
2e - t - e - 2t e - t - 3e - 2t

2e - t + 2e - 2t e - t + e - 2t

〓

 
〓

〓

〓
〓

（2） Φ （ t） =
2e - t - e - 2t 2e - t - 2e - 2t

- e - t + e - 2t - e - t + 2e - 2t

〓

 
〓

〓

〓
〓
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2-7　 求下列系统状态方程的解

（1） x· =
1 0
1 1

〓

 
〓

〓

〓
〓x +

1
1

〓

 
〓

〓

〓
〓u， 初始条件为 x1（0） = 1， x2（0） = 0

（2） x· =
1 0 0
0 1 0
0 1 2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
， 初始条件为 x1（0） = 1， x2（0） = 0， x3（0） = 1

2-8　 已知系统状态方程

x· =
0 - 3
1 - 4

〓

 
〓

〓

〓
〓x +

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓u， 　 　 x （0） =

0
0

〓

 
〓

〓

〓
〓

至少用两种方法求单位阶跃输入时状态方程的解。
2-9　 已知系统状态空间方程

x· =
0 1
- 5 - 6

〓

 
〓

〓

〓
〓x +

2
0

〓

 
〓

〓

〓
〓u， 　 y = 1 2〓 〓x， 　 x（0） = （0 1） T

求 u（ t） = e - t输入时系统的输出。
2-10　 已知离散系统状态方程 x（k + 1） = Gx

G =
0 1

- 0. 18 - 1
〓

 
〓

〓

〓
〓， 　 x（0） =

1
- 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

求状态方程的解。
2-11　 已知差分方程 y（k + 2） + 3y（k + 1） + 2y（k） = 2u（k + 1） + 3u（k）， 并且 y（0） = 0， y（1） = 1，

求 u（k） =
u（0）
u（1）

〓

 
〓

〓

〓
〓 =

1
1

〓

 
〓

〓

〓
〓时的系统响应。

提示： 对应离散状态空间式的相关矩阵。

G =
0 1
- 2 - 3

〓

 
〓

〓

〓
〓　 　 H =

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓　 　 C = （3 2）



第 三 章

线性系统的能控性与能观测性

系统的能控性与能观测性， 属于系统的定性分析问题。 能控性， 是研究和讨论系统中的

状态变量是否能被控制， 以便能对系统实施最优控制策略； 能观测性， 是要回答系统中的状

态变量能否从输出量中观测出来， 以便能对系统实施状态反馈。 因此， 在现代控制理论中，
它们是两个重要的概念， 也是设计最优控制系统和最优估计的理论基础。 这两个重要的概念

是由卡尔曼 （Kalman） 在 20 世纪 60 年代初提出的。
本章主要介绍线性系统能控性与能观测性的定义， 判别系统能控性与能观测性的准则及

两者之间的对偶关系； 然后介绍和讨论把一般的 “能控”、 “能观” 的状态空间描述变换成

“能控标准型” 和 “能观测标准型” 的方法； 最后， 介绍和分析把不完全能控和不完全能观

系统的状态空间表达式进行结构性分解以及系统传递函数最小实现的问题。

第一节　 能控性与能观测性的基本概念

一、 能控性的基本概念

系统能控性关心的核心问题是， 系统的状态变量能否被控制。

图 3-1　 RC 电桥电路

图 3-1 为电阻 -电容组成的桥式电路， 如果选取电容两端

的电压 uC 为状态变量， 即 x = uC。 由 “电路” 课程可知， 当

R1R4 = R2R3 时， 电桥平衡， 电容 C 两端电位相等， uC = 0。 而

且， 无论输入电压 u（ t）如何改变， 电容 C 两端电位始终不变，
即始终 uC = 0。 从控制的观点看， 就是状态变量 x 不受输入量

u（ t）的控制， 或者说， 该电路的状态 x 是不能控的。
当 R1R4≠R2R3， 电桥不平衡时， 电容 C 两端的电位不相

等， uC≠0， 而且， 电容电压 uC 始终跟着输入电压 u（ t）的变化而变化。 从控制的观点看，
就是状态变量 x 受输入量 u（ t）的控制， 或者说该电路的状态 x 是能控的。

系统状态不完全能控的模拟结构图， 如图 3-2 所示。 图中， 系统有两个状态变量 x1， x2，

　 图 3-2　 不完全能控系统的模拟结构图

其中， x1 受控于系统的输入量 u， 换句话

说， 输入量 u 的变化会引起 x1 的变化； x2

与系统的输入量无关， 或者说 x2 不受系统

的输入量的控制， 因此， 该系统状态是不完

全能控的。 状态不完全能控的系统通常简称

为状态不能控系统。
图 3-3 是能控系统的模拟结构图， 从图
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中可看出， 系统的两个状态变量 x1、 x2 都受控于系统的输入量 u， 因此， 该系统的状态都是

能控的。

图 3-3　 能控系统的模拟结构图

从上面的例子可看出， 系统的状态是否能控， 不但与系统的结构和参数有关， 而且还与

输入量的作用点也有关。
二、 能观测性的基本概念

系统能观测性关心的核心问题是， 状态变量 x 能否从输出量 y 中检测出来。

图 3-4　 RL 电路

图 3-4 的 RL 电路中， 若选取两个电感上的电流 i1
和 i2 分别作为状态变量 x1、 x2， u（ t） 为输入量， y（ t）
为输出量。

根据 “电路” 知识， 用第一章介绍的方法可求出

系统的状态空间描述方程为

x· =
-2 1
1 - 2

x +
1
0

u； y = （1　 - 1）x

用第二章介绍的方法可求出系统状态转移矩阵

eAt = 1
2

e - t + e - 3t e - t - e - 3t

e - t - e - 3t e - t + e - 3t

状态方程的解为

x = eAtx（0） + ∫t0 eA（ t -τ） bu（ t - τ）dτ

于是， 系统输出

y = cx = ceAtx（0） + c∫t0 eA（ t -τ） bu（ t - τ）dτ

设电路的初始状态为 x（0）。 为了便于讨论， 令输入 u 为零， 只考虑初始状态下系统的

输出量可得

图 3-5　 一种不完全能观测系统的模拟结构图

y = ceAtx（0） = [x1（0） - x2（0）]e - 3t

输出 y 表明， 它只是与状态间的误差值有

关， 也就是说， 并不能从系统的输出值中确定

出各个状态值， 因此， 电路是不能观测的。
图 3-5 为一种不完全能观测系统的模拟结构

图。 从图中看出， 系统的输出值完全与第 3 个

状态变量无关， 换句话说， 不能从系统的输出

值中检测出第 3 个状态变量。
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第二节　 线性定常系统的能控性及其判据

一、 状态能控性定义

线性定常系统的状态方程为

x· = Ax + bu
如果存在一个分段连续的输入 u（ t）， 能在有限时间 [ t0， tf] 内， 使系统由某一初始状态

x（ t0）转移到指定的任一终端状态 x（ tf）， 则称此状态是能控的。 如果系统的所有状态都是能

控的， 则称系统是状态完全能控的， 或简称系统是能控的。 若其中有一个状态不可控， 就称

系统是状态不完全能控的， 或简称系统是不能控的。
两点说明：
1） 对于初始状态， 定义中指的是状态空间中的任意坐标点。 若初始状态特指是坐标原

点， 控制的目标是状态空间中的任一终端状态， 常称系统是状态能达的。 要注意的是， 对于

连续定常系统， 系统的能控性和能达性是等价的， 就是说， 能控的系统一定是能达的， 能达

的系统一定是能控的， 因为， 连续系统的状态转移矩阵是非奇异的。
2） 为了计算和讨论的方便， 常假定初始时刻 t0 = 0， 初始状态的坐标点在状态空间中的

x（0）， 而终端状态指定为坐标的原点 x（ tf） = 0。 如果控制的终端目标不在坐标原点， 完全

可以通过坐标平移， 使其在新的坐标系下处在坐标原点上， 这不会影响结果的正确性。
二、 状态能控性判据

线性定常系统状态能控性判据， 有三种形式： 一种是按标准型状态方程的方法去判定； 一

种是通过线性变换的方法去判定； 第三种是根据 “能控性矩阵的秩” 方法去判定。 分述如下：
方法一　 具有标准型状态方程的判据

若系统矩阵具有标准型的状态方程， 则判定系统状态是否能控的方法比较简单。
判据一　 若系统矩阵 A 为对角线型 Λ 且特征值互不相同

Λ =

　1 0
　2

⋱
0 　n

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓
n × n

　 　 　 　 B =

B1

B2

︙
B l

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

n × r

则系统状态能控的充分必要条件是， 对于单输入 -单输出系统， 输入矩阵 b 没有零元素； 对

于多输入系统， 输入矩阵 B 无全零行。
判据的严格证明从略。 只通过如下例加于解释和说明。
若系统状态方程为

x· =
　1 0
0 　2

　x +
b1

b2

　u

写成微分方程组

x·1 = 　1x1 + b1u

x·2 = 　2x2 + b2u

若 b1、 b2 均不为 0， 从微分方程组可看出， x·1、 x·2 与输入 u 都有关， 即 x1、 x2 都能受到输
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入 u 的控制， 该系统是能控的。
若系统状态方程为

x· =
　1 0
0 　2

　x + 0
b2

　u

写成微分方程组

x·1 = 　1x1

x·2 = 　2x2 + b2u
若 b1 = 0， b2≠0， 从微分方程组可看出， x·1 与输入 u 无关， 即 x1 不能受输入 u 的控制， 该

系统是不完全能控的， 或系统是不能控的。
例 3-1　 有如下两个线性定常系统， 判断其能控性。

系统 1 系统 2

x· =
-7 0

- 5
0 - 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x +

2
0
9

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u x· =

-7 0
- 5

0 - 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x +

0 1
4 0
7 5

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

图 3-6　 例 3-1 系统 1 的模拟状态结构图

解　 根据判据一， 系统 1 不能控； 系统 2 能控。
系统 1 的模拟状态结构图如图 3-6 所示。

判据二　 若系统矩阵 A 为约当型 J 且一个特征值

只对应一个约当块

则系统状态能控的充分必要条件是：
1） 输入矩阵 B 中对应于互异的特征值的各行， 没

有一行的元素全为零。
2） 输入矩阵 B 中与每个约当块最后一行相对应的各行， 没有一行的元素全为零。 通过

例子予以说明。
若系统状态方程为

系统状态是能控的。 因为对应的 3 个一阶微分方程中， 都含有输入量 u。
若系统状态方程为

x· =

　1 1 0
　1 0

0 0 　2

┄
┄

┄
┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
x +

b11 b12

0 0
b31 0
┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
u
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输入矩阵 B 中出现全零行， 系统状态是不能控的。 实际上， 对应的 3 个一阶微分方程中，
有不含输入量 u 的。

判据三　 若系统的状态方程是能控标准型， 即

x·1

x·2

︙

x·n

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

0 1 0 0 … 0
0 0 1 0 … 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙
0 0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 - a3 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

x1

x2

︙
xn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

+

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

u

则系统一定是状态能控的。
方法二　 通过线性变换方法的判据

第二章指出， 线性变换不会改变系统特征值， 实际上也不会改变系统能控性的条件。 因

此， 对于一般的系统， 设状态方程为

x· = Ax + Bu （3-1）
若系统矩阵 A 的特征值互异， 则一定可以选取变换矩阵 T， 并令 x = Tz， 可使式 （3-1）

的系统矩阵 A 变换为对角线 Λ 型， 变换后的状态方程为

z· =Λz + T - 1Bu （3-2）
判据四　 若系统矩阵 A 的特征值互异， 通过线性变换变成式 （3-2） 的形式， 则系统状

态能控的充分必要条件是， 控制矩阵 T - 1B 的各行没有 0 元素。 对于多输入系统， 控制矩阵

T - 1B 的各行元素没有全为 0 的。
若系统矩阵 A 的特征值有相异也有相同的， 则一定可以选取一变换矩阵 T， 并令 x =

Tz， 可使式 （3-1） 系统矩阵 A 变换成约当 J 型， 变换后的状态方程为

z· = Jz + T - 1Bu （3-3）
判据五　 若系统矩阵 A 的特征值有相异也有相同时， 先通过线性变换变成式 （3-3） 的

形式， 则系统状态能控的充分必要条件是

1） 控制矩阵 T - 1B 中对应于互异特征值的部分， 它的各行元素， 没有全为 0 的。
2） 控制矩阵 T - 1B 中对应于相同特征值的部分， 它与每个约当块最后一行相对应的一

行的元素， 没有全为 0 的。
例 3-2　 有如下两个线性定常系统， 判断其能控性。

系统 1 系统 2

x· =
-4 1 0
0 - 4 0
0 0 - 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x +

0
4
3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u x· =

-4 1 0
0 - 4 0
0 0 - 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x +

4 2
0 0
3 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

　 　 解　 根据判据五， 系统 1 能控； 系统 2 不能控。
方法三　 “能控性矩阵秩” 判据

能控性矩阵秩判据， 是直接通过系统矩阵 A 和输入矩阵 b 构造一个新矩阵 M， 常称新

矩阵 M 为能控性矩阵
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M = （B，AB，A2B，…，An - 1B） （3-4）
判据六　 设 n 阶系统状态方程

x· = Ax + Bu
式中， x 为 n 维状态向量； A 为 n × n 系统矩阵； B 为 n × r 输入矩阵； u 为 r 维输入向量。

则系统状态能控的充分必要条件是， 由 A 和 B 构成的能控性矩阵式 （3-4）， 即

M = （B，AB，A2B，…，An - 1B）
为满秩， 即 rankM = n。 否则， rankM < n 时， 系统状态不能控， 简称系统不能控。

证明　 由第二章式 （2-14）， 状态方程的解为

x（ t） = eAtx（0） + ∫　t
0
eA（ t -τ）Bu（τ）dτ （3-5）

不失一般性， 假定系统由初始状态 x（0） 能被控制到坐标原点， 即 x（ tf） = 0。 式 （3-5） 可

写成

0 = eAtfx（0） + ∫　tf
0
eA（ tf-τ）Bu（τ）dτ

或 x（0） = - ∫　tf
0
e -AτBu（τ）dτ （3-6）

根据凯莱 -哈密顿定理有 eAτ = ∑
n-1

m = 0
αm（τ）Am （3-7）

把式 （3-7） 代入式 （3-6）

x（0） = - ∑
n-1

m = 0
AmB ∫　tf

0
αm（ - τ）u（τ）dτ （3-8）

由于 tf 是一个确定的时间， 所以式 （3-8） 中的积分是个定积分， 对于不同的 αm 总有一积

分值， 设积分值为

∫　tf
0
αm（ - τ）u（τ）dτ = um 　 　 m = 0，1，2，…，n - 1 （3-9）

因 u（τ） 为向量， 故 um 也为向量

um =

um1

um2

︙
ump

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（3-10）

于是， 式 （3-8） 可写成为

x（0） = - ∑
n-1

m = 0
AmBum

用矩阵形式表示：

x（0） = - （B AB A2B … An - 1B）

u0

u1

︙
un - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

= -Mu （3-11）

式 （3-11） 中， x（0） 是 n 维向量， 方程组中应有 n 个方程， 因此， 应有 n 个待求的未

知量 u。 若矩阵 M 中有 n 个线性无关的列向量， 即矩阵 M 的秩为满秩时， 则式 （3-11） 一
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定有解， 一定能找到 u0， u1， …， un - 1， 使系统在有限时间间隔 （ tf ～ 0） 内， 从初始状态

x（0）转移到 x（ tf） = 0。 所以， 系统完全能控的条件是能控性矩阵

M = （B AB A2B … An - 1B）
的秩为 n， 即 rankM = n。

证毕。
例 3-3　 判别如下系统的能控性：

x·1

x·2

x·3

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=
- 1 - 2 - 2
0 - 1 1
1 0 - 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+

2
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

解　 构造能控性矩阵：

b =
2
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， Ab =

- 1 - 2 - 2
0 - 1 1
1 0 - 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

2
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

- 4
1
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

A2b =
- 1 - 2 - 2
0 - 1 1
1 0 - 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 4
1
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

0
0
- 5

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

能控性矩阵的秩：

rankM = rank
2 - 4 0
0 1 0
1 1 - 5

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 3

因为 n = 3， 能控性矩阵的秩也等于 3， 满秩， 故系统的状态完全可控。
例 3-4　 设系统状态方程为

x· =
0 1
-1 a

　x +
1
b
　u

若要求系统状态可控， 试求 a、 b 的值。
解　 构造能控性矩阵

M = （b ︙ Ab） =
1 b
b ab - 1

令

M = ab - 1 - b2≠0
即可满足可控性条件， 于是有

a≠b + 1
b

通过上面的介绍和讨论， 有如下结论：
1） 系统的能控性， 是由状态方程中的系统矩阵 A 和输入矩阵 B 决定的。 由于系统矩阵

A 是由系统的结构和参数决定的， 而输入矩阵 B 是与控制信号的作用点有关， 所以， 换句

话说， 系统的能控性， 完全由系统的结构、 参数以及控制信号作用点来决定。
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2） 在系统矩阵 A 为对角线标准型时， 若输入矩阵 B 出现全 0 行， 则与之对应的是不含

输入量 u 的齐次微分方程， 这就意味着该状态变量不可能在有限时间内衰减到零状态， 系统

是不能控的。
3） 在系统矩阵 A 为约当标准型时， 由于前一个状态总是受下一个状态的控制， 所以，

只有当输入矩阵 B 中相应于约当块的最后一行的元素出现全 0 时， 则与之对应的是不含输

入 u 的一齐次微分程， 也就意味着该状态不受输入 u 的控制， 因此， 系统是不能控的。
三、 输出能控性及其判据

系统输出能控性所关心的问题是， 系统的输入量对系统输出量的控制能力如何。 对于线

性定常系统

x· = Ax + Bu
y = Cx

式中， x 为 n 维状态向量； A 为 n × n 系统矩阵； B 为 n × r 输入矩阵； u 为 r 维输入向量； y
为 m 维输出向量； C 为 m × n 维输出矩阵。

如果存在控制作用 u（ t）， 能在有限时 [ t0， tf] 内， 使给定的任一系统初始输出 y（ t0）
转移到指定的任一终端输出 y（ tf）， 则称系统输出是完全能控的。 简称系统输出能控。

可以证明， 当下面输出能控性矩阵

Q = （CB CAB CA2B … CAn - 1B） （3-12）
的秩等于 m， 即 rankQ =m 时， 系统输出是完全能控的。

例 3-5　 已知系统

x· =
-2 2
0 3

　x +
1
0
　u

y = （1　 - 0）x
分析系统的状态能控性和输出能控性。

解　 系统的状态能控性矩阵

M = （b　 Ab） =
1 - 2
0 0

因为 n = 2， rankM = 1 < 2， 所以， 系统的状态不完全能控。
系统的输出能控性矩阵

Q = （cb　 cAb） = （1　 - 2）
因为 m = 1， rankQ = 1， 所以， 系统的输出完全能控。

第三节　 线性定常系统的能观测性及其判据

控制系统大多采用反馈控制方式， 在现代控制理论中， 其反馈信息是由系统的状态变量

组合而成。 但并非所有的系统的状态变量在物理上都能测取到， 于是提出能否通过对输出的

测量获得全部状态变量的信息， 这便是系统的能观测问题。
能观测性是研究状态和输出量的关系， 即通过对输出量在有限时间内的测量， 能否把系

统的状态识别出来。 实质上， 可归结为对初始状态的识别问题。
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一、 能观测性的定义

设线性定常系统的状态空间描述为

x· = Ax + Bu
y = Cx

　 　
x∈Rn， u∈Rr

y∈Rm

如果对任意给定的输入 u（ t）存在一有限观测时间 tf > t0， 使得根据 t0， tf〓 〓期间的输出 y（ t），
能惟一地确定系统在初始时刻 t0 的初始状态 x（ t0）， 则称初始状态 x（ t0） 是能观测的。 因而

状态 x（ t） 也就是能观测的， 若系统的每一状态都是能观测的， 则称系统是状态完全能观测

的， 或简称系统是能观测的。
现对上述定义作如下几点说明：
1） 在定义中之所以把能观测性规定为对初始状态的观测， 是因为一旦确定了初始状

态， 便可根据给定控制输入， 利用状态转移方程

x（ t） = ϕ（ t - t0）x（ t0） + ∫tt0ϕ（ t - τ）Bu（τ）dτ

求出各个瞬时的状态。
2） 能观测性表示的是 y（ t） 反映状态向量 x（ t） 的能力， 与控制作用没有直接的关系，

所以在分析能观测问题时， 不妨令 u≡0， 这样只需从齐次状态方程和输出方程出发进行分

析， 也可用符号∑（A， C）表示。
3） 从输出方程可以看出， 如果输出 y 的维数等于状态 x 的维数， 即 m = n， 并且 C 阵是

非奇异的， 则求解状态是十分简单的， 只需将输出方程

y（ t） = Cx（ t）
两边左乘以 C - 1， 即得任意时刻 t 的状态

x（ t） = C - 1y（ t）
显然， 这是不需要观测时间的。 可是在一般情况下， 输出量的维数总是小于状态变量的个

数， 即 m < n， 为了能惟一地求出 n 个状态变量， 不得不在不同的时刻测量几组输出数据

y（ t0）， y（ t1）， …， y（ tf）， 使之能构成 n 个方程式。 倘若 t0， t1， …， tf 相隔太近， 则 y（ t0），
y（ t1）， …， y（ tf） 的数值可能相差无几， 上述 n 个方程即使在结构上是独立的， 其独立性也会

被破坏。 因此， 在能观测性定义中， 需要观测时间 tf≥t0。
二、 能观测性判据

能观测判据也有两种方法： 一种是对系统进行坐标变换， 将系统的状态空间描述变换为

约当标准型， 然后根据标准型下的 C 阵， 判别其能观测性； 另一种方法是直接根据 A 阵和

C 阵进行判据。
1. 约当标准型判据

现分两种情况叙述如下：
（1） A 为对角线矩阵

状态方程

x· =

　1
　2

⋱
　n

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

x
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y = Cx
系统完全能观测的充分必要条件是 C 阵不包含元素全为零的列。

（2） A 为约当标准型矩阵

状态方程为

x· = Jx
y = Cx

　 　
x∈Rn

y∈Rm

A 的特征根 　1（σ1 重）， 　2（σ2 重）， …， 　l（σl 重）
且 σ1 + σ2 +… + σl = n

J
（n × n）

=

J1

J2

⋱
Jl

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

，　 C
（m × n）

= C1 　 C2 　 …　 Cl〓 〓

上式中

Ji =

　i 1
　i ⋱

⋱ 1
　i

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

，　 Ci
（m × σi）

= Ci1 　 Ci2 　 …　 Ciσi
〓 〓

（ i = 1， 2， …， l）
系统完全能观测的充分必要条件是 Ci1（ i = 1， 2， …， l） 不包含元素全为零的列。 即在 C 阵

中， 对应于每个约当块的第 1 列的元素不全为零。
对一般形式的系统， 与能控性一样， 可先变换成约当标准型， 再作判别。
这里要指出的是， 与能控性判别的情况一样， 当相重特征根不对应单一约当块时， 对多

输出系统， 若与相重特征根的每个约当块相对应的 C 阵中那些 首列均为列线性无关时， 该

特征根所对应的状态为能观测的。
2. 秩判据

线性定常系统

x· = Ax　 　 　 x（ t0） = x0

y = Cx〓 （3-13）

其能观测的充分必要条件是由 A、 C 构成的能观测性判别矩阵

N =

C
CA
︙

CAn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

满秩， 即 rankN = n
证明　 由式 （3-13） 解得

x（ t） =ϕ（ t - t0）x0
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从式（3-8）， 有

ϕ（ t - t0） = ∑
n-1

j = 0
β j（ t - t0）A j

其中 β j（ t - t0） = ∑
∞

R = 0
α jk

1
k！（ t - t0） k

于是　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 y（ t） = Cx（ t） = ∑
n-1

j = 0
β j（ t - t0）CA jx0

= β0 I　 β0 I　 …　 βn - 1 I〓 〓

C
CA
︙

CAn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

x0 （3-14）

因此， 根据在时间区间 t0≤t≤tf 测量到的 y（ t）， 要能从式（3-14）唯一地确定 x0， 即完全能观

测的充分必要条件是 nm × n 矩阵

N =

C
CA
︙

CAn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

的秩为 n。 判据得证。
能观测性判别矩阵 N 或称为（A， C）对， 当 N 满秩时， 则称（A， C）为能观测性矩阵对，

也可写成

NT = CT 　 ATCT 　 …　 （AT） n - 1CT〓 〓

例 3-6　 判别下列系统的能观测性

（1）
x· =

-7 0 0
0 - 2 0
0 0 1

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
x

y =
4 0 7

0 3 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x

（2）

x· =

-2 1

┄
┄

0 - 2

┄
┄

3 1
┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

┄

┄
┄

0 3

┄
┄

┄
┄

- 4
┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

x

y =
0 1 2 0 0
0 0 1 0 3
0 0 3 0 0

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x
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解　 （1）系统为能观测；（2）系统为不能观测。
例 3-7　 给定系统的动态方程为

x· =
4 1

0 - 5

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 x

y = 0　 - 6〓 〓x
试判别它的能观测性。

解　 系统的能观测性判别矩阵为

N =
c

cA

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 =

0 - 6

0 30

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

显然，rankN = 1 < n = 2，故系统不能观测。
例 3-8　 试以三阶能观测标准型的系统为例，说明它必定是能观测的。
解　 三阶能观测标准型

x· =

0 0 - a0

1 0 - a1

0 1 - a2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
x

由 y = 0　 0　 1〓 〓x
cA = 0　 1　 - a2〓 〓

cA2 = 1　 - a2 　 - a1 + a2
2〓 〓

得

N =
c
cA
cA2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

0 0 1
0 1 - a2

1 - a2 - a1 + a2
2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

显然， 三角形矩阵 N， 不管 a1、 a2 为何值， 其秩均为 3， 故系统总是能观测的。

第四节　 离散系统的能控性与能观测性

一、 离散系统的能控性

1. 离散系统的能控性定义

对于 n 阶线性定常离散系统

x（k + 1） =Gx（k） +Hu（k）　 　 u∈Rr （3-15）
若存在一控制作用序列 u（0）， u（1）， …， u（ l）（ l≤n） 能将某个任意初始状态 x（0） = x0 在第

l 步上到达零状态， 即 x（ l） = 0， 则称此状态是能控的。 若系统所有状态都是能控的， 则称此

系统是状态完全能控的， 或简称系统是能控的。
2. 离散系统的能控性判据

线性定常离散系统（3-15）为完全能控的充分必要条件是其能控性判别矩阵

M = H　 GH　 G2H　 …　 Gn - 1H〓 〓 （3-16）
满秩，即 rankM = n

证明　 离散系统状态方程求解公式为
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x（k） =Gkx（0） + ∑
k-1

j = 0
Gk-j-1Hu（ j） （3-17）

设在第 l 步上能使初始状态 x（0）转移到零， 于是式（3-17）便可写成

0 =Glx（0） + ∑
l -1

j = 0
Gl -j-1Hu（ j）

即　 　 　 　 Glx（0） = - ∑
l -1

j = 0
Gl -j-1Hu（ j） = - Hu（ l - 1） +GHu（ l - 2） +… +Gl - 1Hu（0）〓 〓

写成矩阵形式

H　 GH　 …　 Gl - 1H〓 〓

u（ l - 1）
u（ l - 2）

︙
u（0）

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

= -Glx（0） （3-18）

这是一个非齐次线性方程， 由线性方程解的存在性定理知， 欲从式（3-18）中解出控制矢量序

列 u（0），u（1），…，u（ l）的充分必要条件是该方程的矩阵 H　 GH　〓 …　 Gl - 1H 〓的秩等于

n， 即

rankM = rank H　 GH　 …　 Gl - 1H〓 〓 = n （3-19）
上面推导表明， 欲使系统的任意初始状态 x（0）在第 l 步上转移到零状态，其状态方程的

G、H 阵满足式（3-19）的条件。
对于单输入系统， H 是 n × 1 矩阵， 故使式（3-19）成立的 l 值必须大于或等于 n。 但是可

以证明， 对于单输入离散系统， 若不能使初始状态在第 n 步上转移到零， 则在第 n 步以后的

各步上也不能转移到零。 于是， 式（3-19）中的 l 应等于 n。
对于输入多系统， 其能控判别矩阵 M 是一个 n × rl 矩阵， 使此 n × rl 维矩阵的秩等于 n，

其 l 值将取决于 H 阵的秩： 若 rankH = 1， 则多输入系统和单输入系统一样， l = n； 若

rankH > 1， 使满足式（3-19）的 l 值可以小于 n。 考虑到上述两种情况，统一规定 l = n。
例 3-9　 已知离散系统状态方程为

x（k + 1） =
1 0 0
0 2 - 2
- 1 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x（k） +

1
2
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u（k）

试判别其能控性。
解　 按式（3-16）构造能控性判别矩阵

M = h　 Gh　 G2h〓 〓 =
1 1 1
2 2 2
1 1 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

显然， rankM = 1 < n = 3， 所有系统是不能控的。
例 3-10　 已知离散系统的（G，H）阵为

G =
1 2 - 1
0 1 0
1 0 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，　 H =

1 0
0 1
0 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

试判别其能控性。
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解　 首先计算

GH =
1 2 - 1
0 1 0
1 0 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

1 0
0 1
0 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

1 2
0 1
1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

G2H =G·GH =
1 2 - 1
0 1 0
1 0 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

1 2
0 1
1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

0 4
0 1
4 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

于是 M = H　 GH　 G2H〓 〓 =
1 0 1 2 0 4
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 4 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

rankM = 3　 满秩， 故系统是能控的。
在多输入系统中， 能控性判别矩阵M 是一个 n × nr 矩阵， 有时并不需要对整个M 阵检验

其秩， 可以对 G　 GH〓 〓， G　 GH　 G2H〓 〓， …， 按顺序逐步检查其秩， 一旦其秩达到 n， 即可

停止， 且步数可以作为能控性的一种指标。 对于本例， 只取前两步就够了。
二、 离散系统的能观测性

1. 离散系统的能观测性定义

对于线性定常离散系统

x（k + 1） =Gx（k）
y（k） = Cx（k）　 　 　 　 y∈Rm〓 （3-20）

若能够根据在有限个采样瞬间上量测到的 y（k）， 即 y（0）， y（1）， …， y（ l）， 可以唯一确定出

系统的任意初始状态 x（0）， 则称系统是状态能观测的。
2. 离散系统的能观测性判别

线性定常离散系统式（3-20）完全能观测的充分必要条件是能观测判别矩阵

N =

C
CG
CG2

︙
CGn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

（3-21）

的秩为 n，即 rankN = n
证明　 根据状态方程的求解公式， 从 0 ～ n - 1 各采样瞬时的观测值为

y（0） = Cx（0）
y（1） = Cx（1） = CGx（0）
y（2） = Cx（2） = CG2x（0）
　 　 ︙
y（n - 1） = Cx（n - 1） = CGn - 1x（0）

写成矩阵形式
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C
CG
CG2

︙
CGn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

x（0） =

y（0）
y（1）
y（2）
︙

y（n - 1）

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

或写成 Nx（0） = y
这是一个含有 n 个未知数的 mn 个方程的线性方程组， x（0）有唯一解的充分必要条件是其系

数矩阵的秩等于 n， 于是定理得证。
比较连续系统的能控性与能观测性判别可知， 只要把连续系统中的 A、 B 分别换成 G、

H 即为离散系统的判别准则。 但需要指出的是， 连续系统的能控性与能达性是完全一致的，
而离散系统则只在 G 为非奇异时， 其能控性才与能达性一致。 一般情况下把连续系统的能

控性结论推广到离散时间系统时得到的是能达性结论。
例 3-11　 设离散系统的 （G， C） 阵为

G =
2 0 3
- 1 - 2 0
0 1 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 　 C =

1 　 0 　 0 　
0 　 1 　 0 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

试判别其能观测性。
解　 由式 （3-21） 得

rankN = rank

1 0 0
0 1 0
2 0 3
- 1 - 2 0
4 3 12
0 4 - 3

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

= 3

故系统完全能观测。
三、 采样周期对离散化系统能控性和能观测性的影响

一个线性连续系统在其离散化后的能控性和能观测性是否发生改变， 这是在设计计算机

控制系统时所需考虑的一个基本问题。 下面将通过一个具体例子的分析， 引出离散系统能控

性和能观测性的一些结论。
设连续系统的状态空间描述为

x·1

x·2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

0 1
- ω2 0

〓

 
〓

〓

〓
〓

x1

x2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 +

0

1

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓u

y = 1　 0〓 〓x
其能控判别矩阵 M 和能观测判别矩阵 N 分别为

M =
0 1

1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓， 　 N =

1 0

0 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

显然， 该连续系统是能控且能观测的。
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取采样周期为 T， 将系统离散， 计算

G = eAT = L - 1 （ sI - A） - 1〓 〓 = L - 1

s
s2 + ω2

1
s2 + ω2

- ω2

s2 + ω2
s

s2 + ω2

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=
cosωT sinωT

ω
- ωsinωT cosωT

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

h = ∫T0 eAtBdt = ∫T0 cosωT sinωT
ω

- ωsinωT cosωT

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

0

1

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓dt

=

1 - cosωT
ω2

sinωT
ω

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

于是， 离散系统的能控性判别矩阵

M = h　 Gh〓 〓 =

1 - cosωT
ω2

cosωT - cos2ωT + sin2ωT
ω2

sinωT
ω

2sinωTcosωT - sinωT
ω

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

而能观测性判别矩阵

N =
c

cG

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 =

1 0

cosωT sinωT
ω

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

det M = 2
ω3 sinωT （cosωT - 1）

det N = sinωT
ω

当　 　 T = kπ
ω

（k = 1， 2， …）， 则有

det M = 0， 　 det N = 0
可见， 欲使离散系统是能控及能观测的， 其采样周期应满足

T≠kπ
ω

　 　 （k = 1， 2， …）

由此可知， 将原来是完全能控能观测的连续系统离散化后， 如采样周期选择不当， 也可能使

离散化的系统变成不能控和不能观测的。
在上面分析的基础上， 可得出如下结论：
1） 如果连续系统∑（A， B， C） 是不能控 （不能观测） 的， 则其离散后的系统

∑T（G， H， C）也必是不能控 （不能观测） 的。
2） 如果连续系统∑（A， B， C） 是能控 （能观测） 的， 则其离散后的系统∑T（G， H， C）
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不一定能控 （能观测） 的。
3） 离散后的系统∑T（G， H， C） 是否保持能控 （能观测） 性， 将取决于采样周期。 保

持能控 （能观测） 性的一个充分条件是一切满足 Re（ 　i - 　j） = 0 的特征值， 均使

T≠ 2kπ
Im（ 　i - 　j）

　 　 （k = ± 1， ± 2， …）

成立。 其中 　i和 　j表示 A 的全部特征值中两个实部相等的特征值。 例如若 A 有 （ - 1 ± j），
（ - 1 ± j2）， 这样 4 个实部相等的特征值， 则 T 的选择应满足

T≠ 2kπ
1 - （ - 1）

，　 T≠ 2kπ
1 - （ - 2）

T≠2kπ
1 -2

无意义

即 T≠kπ，　 T≠2
3 kπ　 　 （k = 1， 2， …）

这里需要说明， 当 　i和 　j是实根， 不论它们相等与否， T 的选择不受此限制 （当然要满

足香农定理）， 只有当特征值中有共轭复根时， T 的选择才受上式限制。
例 3-12　 试分析下列系统离散前后的能控能观测性。

x· =
0 1

-1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓x +

1

0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓u

y = 0　 1〓 〓x
解　 利用判据可知， 原系统是能控能观测的。

特征根 　1 = j　 　 　2 = - j

当 T≠ 2kπ
Im（ 　i - 　j）

= 2kπ
2

= kπ　 　 k = 1， 2， …

时， 其离散化系统

x （k + 1） =
cosT sinT

- sinT cosT

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 x （k） +

sinT

cosT - 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 u（k）

y （k） = 0　 1〓 〓x （k）
必保持其能控、 能观测性。可以用离散系统的能控判别矩阵 M 和能观测判别矩阵 N 来验证之。

第五节　 能控性与能观测性的对偶关系

线性系统的能控性与能观测性之间存在着一种内在联系， 它就是系统的对偶关系。 这一

联系由 Kalman （卡尔曼） 提出并得到了论证。
一、 对偶系统定义

给定两个线性定常连续系统

系统 1　
x·1 = A1x1 + B1u1

y1 = C1x1
〓 　 系统 2　

x·2 = A2x2 + B2u2

y2 = C2x2
〓
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　 图 3-7　 对偶系统的结构图

　 a） 系统 1　 b） 系统 2

若满足下列关系

A2 = AT
1；　 B2 = CT

1；　 C2 = BT
1

（3-22）
则称这两个系统为互为对偶系统。

对偶 系 统 的 结 构 示 意 图 如 图 3-7
所示。

由图 3-7 可见， 互为对偶的两个系

统， 输入端与输出端的位置互换， 信号

传递方向相反， 信号引出点和综合点互

换， 对应矩阵互为转置。
二、 对偶系统原理

互为对偶的两个系统， 它们的能控

性和能观测性也是对偶的， 即系统 1 的能

控性等价于系统 2 的能观测性， 系统 1 的

能观测性等价于系统 2 的能控性。

证明　 设系统 2 为 n 维线性定常连续系统， 若能控性判别矩阵

M2 = （b Ab … An - 1b） （3-23）
的秩

rankM2 = rank（b Ab … An - 1b） = n
即满秩， 则系统 2 为状态能控系统。

若系统 1 与系统 2 是对偶系统， 将式 （3-22） 代入式 （3-23）， 有

M2 = （cT
1 AT

1 cT
1 … （AT

1） n - 1cT
1） =NT

1 （3-24）
式 （3-24） 说明， 系统 2 的能控性判别矩阵就是系统 1 的能观测判别矩阵。 因此， 系统

1 是能观测的， 即系统 2 的能控性等价于系统 1 的能观测性。
同理可证， 系统 2 的能观测性等价于系统 1 的能控性。
三、 对偶系统的基本特性

（1） 对偶的两个系统， 传递函数 （矩阵） 互为转置

G1（ s） = C[ sI - A] - 1B
G2（ s） = BT[ sI - AT] - 1CT = [C（ sI - A） - 1B] T =GT

1（ s） （3-25）
（2） 互为对偶系统的特征方程和特征值相同

det[ sI - A] = det[ sI - AT] （3-26）
有了对偶原理， 研究一个系统的能控性问题可以通过它的对偶系统的能观测性问题去研

究； 而系统的能观测性问题可以通过它的对偶系统的能控性问题去研究。 这在控制理论的研

究上有一定的意义。
例 3-13　 线性定常系统

x· = Ax + bu
y = cx〓
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式中 A =
0 0 1
1 0 0
0 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 　 b =

1
0
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 　 c = （0 0 1）

判别系统的能观测性。
解　 （1） 对偶系统的分析方法

原系统的对偶系统为

x·2 = ATx2 + cTu2 =
0 1 0
0 0 1
1 0 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x2 +

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u2

y2 = bTx2 = （1 0 0）x2

〓
判定对偶系统的能控性。 原系统为三维， 能控性判别矩阵及其秩为

M = （b Ab A2b） =
0 1 0
0 0 1
1 0 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
； 　 rankM = rank

0 1 0
0 0 1
1 0 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 3

对偶系统能控。 根据对偶原理， 原系统能观测。
（2） 原系统的能观测性分析方法

原系统的能观测性判别矩阵为

rankN = rank
c
cA
cA2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= rank

0 0 1
0 1 0
1 0 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 3

原系统能观测。

第六节　 能控标准型和能观测标准型

第一章指出， 同一物理系统由于状态变量的选择不同， 其状态空间表达式也不同。 由于

在采用状态空间法分析与综合系统时， 若将状态空间表达式变换为某种特定的 “标准型”
或称为 “规范型”， 往往可简化系统的分析与综合。 例如， 采用 “能控标准型”， 可方便对

系统实施状态反馈； 采用 “能观测标准型”， 能方便进行系统状态观测器的设计以及系统参

数的辩识。 所以有必要介绍和讨论有关系统能控标准型和能观测标准型的问题。
把非标准型的状态空间描述转变为标准型的前题是， 只有状态完全能控 （或完全能观

测） 的系统才能转化为能控标准型 （或能观测标准型）。 主要的方法是， 系统的非奇异线性

变换； 理论的依据是， 非奇异线性变换， 系统的特征值、 传递函数 （矩阵）、 能控性、 能观

测性等重要性质均保持不变。
单输入 -单输出线性定常系统的能控标准型和能观测标准型， 具有唯一型式。 多输入 -

多输出系统的能控标准型和能观测标准型， 型式不唯一。 本节只讨论单输入 -单输出线性定

常系统标准型的相关内容， 有关多输入 -多输出系统的相关内容， 请参阅有关文献。
一、 能控标准型

1. 能控标准型的表达式

本章第二节已提及过 “能控标准型”。 单输入 - 单输出线性定常系统， 状态空间表达
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式为

x·c = Acxc + bcu
yc = ccxc

〓 （3-27）

若状态方程的系统矩阵 Ac 和输入矩阵 bc 具有如下型式：

Ac =

0 1 … 0
︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 … 1
- an - an - 1 … - a1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

，　 bc =

0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（3-28）

则称式 （3-27） 为系统的能控标准型， 且该系统一定具有完全能控性。
可见， 能控标准型只针对状态方程的参数矩阵 A 和输入矩阵 b 有要求， 而对输出矩阵 C

无要求， 为任意的 1 × n 矩阵。
2. 转化为能控标准型方法

设 n 阶线性定常系统， 状态空间表达式

x· = Ax + bu
y = cx〓 （3-29）

若系统能控性矩阵

M = （b Ab … An - 1b）
的秩为满秩， 即

rankM = rank（b Ab … An - 1b） = n
则一定存在非奇异线性变换， x = Tcxc 或 xc = T - 1

c x， Tc 为变换矩阵， 能将式 （3-29） 系统变

换成能控标准型式 （3-27）， 即

x·c = Acxc + bcu
yc = ccxc

〓
式中

Ac = Tc
- 1ATc；　 bc = T - 1

c b；　 cc = cTc （3-30）
如何寻找变换矩阵 Tc？ 常常采用先构建其逆矩阵 T - 1

c ， 然后对其求逆的方法得到 Tc。
T - 1

c 的构建为

T - 1
c =

tc
tcA
︙

tcAn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

（3-31）

式 （3-31） 中的行向量 tc， 为系统能控性判别矩阵的逆矩阵 M - 1的最后一行， 即

tc = （0 … 0 1）（b Ab … An - 1b） - 1 = （0 … 0 1）M - 1 （3-32）
证明略。

因此， 通过线性非奇异变换把一般能控型转变为标准型时， 可先根据式 （3-31） 确定出

变换矩阵的逆矩阵， 再对其求逆得到。
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例 3-14　 把下面系统的状态空间方程， 转换为能控标准型。

x· = Ax + bu
y = cx〓

式中

A =
0 2 - 2
1 1 - 2
2 - 2 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，　 b =

2
1
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，　 c =

1
1
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

T

解　 （1） 判别系统能控性

M = （b Ab A2b） =
2 0 - 4
1 1 - 5
1 3 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

rankM = rank
2 0 - 4
1 1 - 5
1 3 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 3

系统为三维， 具有能控性， 能转换为能控标准型。
（2） 求变换矩阵

tc = （0 0 1）M - 1 = （0 0 1）
2 0 - 4
1 1 - 5
1 3 1

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

- 1

= 1
12 - 1

4
1
12

〓

 
〓

〓

〓
〓

T - 1
c =

tc
tcA

tcA2

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=

1
12 - 1

4
1
12

- 1
12 - 1

4
5
12

7
12 - 15

12
13
12

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

；　 Tc =
- 6 - 4 2
- 8 - 1 1
- 6 1 1

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（3） 求能控标准型的相关矩阵

Ac = T - 1
c ATc =

0 1 0
0 0 1
- 2 1 2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
；　 bc = T - 1

c b =
0
0
1

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
；　 cc = cTc = （ - 20 - 4 4）

（4） 系统的能控标准型

xc
· =

0 1 0
0 0 1
- 2 1 2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
xc +

0
0
1

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
u

y = （ - 20 - 4 4）xc

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓〓

二、 能观测标准型

1. 能观测标准型的表达式

单输入-单输出系统， 状态空间表达式为
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x·o = Aoxo + bou
yo = coxo

〓 （3-33）

若系统矩阵 Ao 和输出矩阵 co 具有如下型式：

Ao =

0 … 0 - an

1 … 0 - an - 1

︙ ⋱ ︙ ︙
0 … 1 - a1

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

，　 co = （0 … 0 1）

则称式 （3-33） 为系统的能观测标准型， 且该系统具有完全能观测性。
可见， 能观测标准型只对状态方程的参数矩阵 A 和输出矩阵 c 有要求， 而对输入矩阵 b

无要求。
2. 转化为能观测标准型方法

设 n 阶线性定常系统状态空间表达式

x· = Ax + bu
y = cx〓 （3-34）

若系统能观测矩阵

N =

c
cA
︙

cAn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

满秩， 即

rankN = rank

c
cA
︙

cAn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

= n

则一定存在非奇异线性变换， x = Toxo， To 为变换矩阵， 能将式 （3-34） 具有能观测性

系统， 变换成能观测标准型

x·o = Aoxo + bou
yo = coxo

〓
式中

Ao = T - 1
o ATo；　 bo = T - 1

o b；　 co = cTo （3-35）
变换矩阵 To 的构建为

To = （ to Ato … An - 1 to） （3-36）
式 （3-36） 中的列向量 to， 为系统能观测判别矩阵 N 的逆矩阵 N - 1的最后一列， 即

to =

c
cA
︙

cAn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

- 1 0
0
︙
1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

= （N） - 1

0
0
︙
1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（3-37）
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因此， 在通过非奇异线性变换把状态完全能观测系统， 转变为能观测标准型时， 应先根

据式 （3-36） 确定出变换矩阵 To。
例 3-15　 系统状态空间方程

x· = Ax + bu
y = cx〓

其中

A =
1 2 0
3 - 1 1
0 2 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
；　 b =

2
1
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
；　 c =

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

T

判别系统能观测性； 若能观测， 转换为能观测标准型。
解　 （1） 判别系统能观测性

N =
c
cA
cA2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

0 0 1
0 2 0
6 - 2 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

rankN = rank
c
cA
cA2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= rank

0 0 1
0 2 0
6 - 2 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 3

n = 3， 系统具有能观测性， 能转换为能观测标准型。
（2） 计算变换矩阵

to =
c
cA
cA2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 1 0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

0 0 1
0 2 0
6 - 2 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 1 0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

- 1
3

1
6

1
6

0 1
2 0

1 0 0

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

1
6
0
0

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

To = （ to Ato A2 to） = 1
6

1 1 7
0 3 0
0 0 6

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
；　 T - 1

o =
6 - 2 - 7
0 2 0
0 0 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

（3） 能观测标准型的相关矩阵

Ao = T - 1
o ATo =

0 0 - 2
1 0 9
0 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
；　 bo = T - 1

o b =
3
2
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
；　 co = cTo = （0 0 1）

（4） 系统的能观测标准型

xo =
0 0 - 2
1 0 9
0 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
xo +

3
2
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y = （0 0 1）xo

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓



92　　　 现代控制理论基础　 第 4 版

第七节　 系统的结构分解

系统的结构分解是状态空间分析中的一个重要内容。 结构分解就是针对不完全能控和

（或） 不完全能观测的系统， 把能控和 （或） 能观测的状态作为子系统分解出来。
结构分解的基本方法， 也是通过引入合适的非奇异线性变换。
一、 按能控性分解

状态不完全能控的线性定常系统， 其状态空间表达式

x· = Ax + bu
y = cx

（3-38）

式中， x 为 n 维向量； A 为 n × n 维向量； b 为 n × r 维向量； u 为 r 维向量； y 为 m 维向量； c
为 m × n 维向量。

若其能控性判别矩阵

M = （b Ab … An - 1b） （3-39）

的秩 rankM = n1 < n， 则存在非奇异变换矩阵 Pc， x = Pc x
～ ， 对式 （3-38） 系统进行非奇异变

换， 将式 （3-38） 进行能控性结构分解

x～
·

= A～ x～ + b～ u

y = c～ x～

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
（3-40）

式中

（1） x～ =
x～ c

…

x～ c

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

， 其中， x～ c 为 n1 维状态能控向量； x～ c 为 （ n - n1 ） 维状态不能控

向量。

（2） A～ = P - 1
c APc =

A～ 11 A～ 12

┄┄┄┄┄┄┄

0 A～ 22

┄
┄

┄
┄

┄

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

， b～ = P - 1
c b =

b～ 1

┄
0

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
， c～ = cPc = （ c～ 1 c～ 2

┄

）， 其中，

A～ 11， A～ 12， A～ 22分别为 n1 × n1， n1 × （n - n1）， （n - n1） × （n - n1）维子矩阵； b～ 为 n1 × r 维

子矩阵； c～ 1， c～ 2 分别为 m × n1， m × （n - n1）维子矩阵。
变换矩阵 Pc 的构成如下：

Pc = （p1 p2 … pn1 pn1 + 1 pn + 2 … pn

┄

） （3-41）

式中， Pc 的 n 维列向量中， p1 ～ pn1常由式 （3-38） 能控性判别矩阵 M 中选取 n1 个线性无关

的列构成， 另外的 pn + 1 ～ pn 个 （n - n1） 列向量， 在确保 Pc 为非奇异矩阵的条件下任意



第三章　 线性系统的能控性与能观测性 93　　　

选取。
可以看出， 系统状态空间式 （3-38） 变换为式 （3-40） 后， 就被分解成能控和不能控

两部分了， 其中能控的 n1 维子系统状态空间表达式为

　 图 3-8　 能控性结构分解

x～
·

c = A～ 11 x
～

c + A～ 12 x
～

c + b～ 1u

y1 = c～ 1 x
～

c

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

（3-42）

而不能控的 （ n - n1 ） 维子系统状态空间表达

式为

x～
·

c = A～ 22 x
～

c

y2 = c～ 2 x
～

c

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

（3-43）

能控性结构分解示意图， 如图 3-8 所示。
例 3-16　 系统方程如下：

x· =
1 2 -1
0 1 0
1 - 4 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x +

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u，　 y = （1 - 1 1）x

要求进行能控性结构分解。
解　 （1） 判别系统的能控性

rankM = rank（b Ab A2b） = rank
0 - 1 - 4
0 0 0
1 3 8

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 2 < 3 = n

系统为三维。 由于秩为 2， 系统不 （完全） 能控。
（2） 构造非奇异变换矩阵 Pc

从能控性判别矩阵 M 选择

p1 =
0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，　 p2 =

- 1
0
3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

再补充一个列向量， 且与其线性无关

p3 =
0
1
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

于是非奇异变换矩阵 Pc 为

Pc =
0 - 1 0
0 0 1
1 3 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，　 P - 1

c =
3 0 1
- 1 0 0
0 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

（3） 对原系统线性变换
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x～
·

c

x～
·

c

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= P - 1

c APc

x～ c

x～ c

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
+ P - 1

c u

=
3 0 1
- 1 0 0
0 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

1 2 - 1
0 1 0
1 - 4 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

0 - 1 0
0 0 1
1 3 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x～ c

x～ c

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
+

3 0 1
- 1 0 0
0 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

=
0 - 4 2
1 4 - 2
0 0 1

┄
┄

┄
┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x～ c

x～ c

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
+

1
0
┄
0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

u

y = cPc x
～ = 1 2 　 - 1

┄

〓 〓
x～ c

x～ c

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

于是， 能控的二维子系统状态空间表达式为

x·
～

c =
0 - 4
1 4

〓

 
〓

〓

〓
〓 x～ c +

2
- 2

〓

 
〓

〓

〓
〓 x～ c +

1
0

〓

 
〓

〓

〓
〓u

y1 = （1 2） x～ c

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

不能控的 n1 维子系统状态空间表达式为

x·
～

c = - x～ c

y2 = - x～ c
〓

二、 按能观测性分解

设线性定常系统方程

x· = Ax + bu
y = cx〓 （3-44）

式中， x 为 n 维向量； A 为 n × n 维向量； b 为 n × r 维向量； u 为 r 维向量； y 为 m 维向量； c
为 m × n 维向量。

若其能观测判别矩阵

N =

c
cA
︙

cAn - 1

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

的秩 rankN = n1 < n， 则存在非奇异变换矩阵 P0， 对式 （3-44） 系统进行线性非奇异变换x =

P0 x
～ ， 将式 （3-44） 系统做能观测性结构分解
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x～
·

= A～ x～ + b～ u

y = c～ x～

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
（3-45）

式中

（1） x～ =
x～ 0

┄

x～ 0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

， 其中， x～ 0 为 n1 维状态能观测向量； x～ 0 为 （n - n1） 维状态不能观测向量。

（2） A～ = P - 1
0 AP0 =

A～ 11 0

A～ 21 A～ 22

┄
┄

┄
┄

┄┄┄┄
〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
； b～ = P - 1

0 b =
b～ 1

┄

b～ 2

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

； c～ = cP0 = （ c～ 1 0

┄

） （3-46）

其中， A～ 11， A～ 12， A～ 22分别为 n1 × n1， （n - n1） × n1，（n - n1） × （n - n1）维子矩阵； b～ 1， b～ 2

分别为 n1 × r， （n - n1） × r 维子矩阵； c～ 1 为 m × n1 维子矩阵。
非奇异变换矩阵 P0， 通常是先求其逆矩阵 P - 1

0 后， 再求逆获得。 而 P0 的逆矩阵 P - 1
0 构

造是， 在能观性判别矩阵 N 中选取 n1 个线性无关行， 记为 t1、 t2…tn1； 另外的 （n - n1） 个

行向量， 在确保 P - 1
0 为非奇异矩阵的条件下， 完全可任意选取， 即

P - 1
0 =

t1
︙
tn1
┄
tn1 + 1

︙
tn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（3-47）

可以看出， 系统状态空间式 （3-44） 变换为式 （3-45） 后， 就被分解成能观测和不能

观测两部分了。 其中能观测的 n1 维子系统状态空间表达式为

x～
·

0 = A～ 11 x
～

0 + b～ 1u

y1 = c～ 1 x
～

0

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

而不能观测 （n - n1） 维子系统状态空间表达式为

x～
·

0 = A～ 22 x
～

0 + A～ 21 x
～

0 + b～ 2u
y2 = 0

〓
能观测性结构分解示意图， 如图 3-9 所示。



96　　　 现代控制理论基础　 第 4 版

图 3-9　 能观测性分解

例 3-17　 已知系统方程

x· =
0 1 0
0 0 1
- 2 - 4 - 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x +

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y = （1 1 0）x

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

能观测性判别， 若不能观测， 要求按能观测性进行结构分解。
解　 （1） 判别能观性

rankN = rank
c
cA
cA2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= rank

1 1 0
0 1 1
- 2 - 4 - 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 2 < 3 = n

系统为三维。 由于秩为 2， 说明系统中线性独立的行向量只有 2 行， 系统不 （完全） 能

观测。
（2） 构造非奇异变换矩阵 P0

先构建其逆矩阵。 从能观测性判别矩阵 N 中任选两个行向量， 例如

1 1 0
0 1 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

再补充一个与之线性无关的行向量， 非奇异变换矩阵 P0 的逆矩阵 P - 1
0 及 P0 为

P - 1
0 =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，　 P0 =

1 - 1 0
0 1 - 1
0 0 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

（3） 相关矩阵代入　 A～ = P - 1
0 AP0， b～ = P - 1

0 b， c～ = cP0。 于是， 能观测性结构分解为

x～
·

0

x～
·

0

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

0 1 0
- 2 - 2 0
- 2 - 2 1

┄
┄

┄
┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x～ 0

x～ 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
+

0
1
┄
1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

u

y = 1 0 0

┄

〓 〓 x～

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
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　 图 3-10　 系统结构分解图

三、 按能控性和能观测性分解

设 n 维线性定常系统

x· = Ax + bu
y = cx〓

是状态不完全能控和不完全能观测的。 对于这种系统

可采用如下逐步分解的方法进行。 系统结构分解图如

图 3-10 所示。
1） 先将系统按能控性进行分解。
2） 将能控的子系统按能观测性进行分解。
3） 将不能控的子系统按能观测性进行分解。
例 3-18　 已知系统方程

x· =
0 0 -1
1 0 - 3
0 1 - 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x +

1
1
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y = （0 1 - 2）x

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

进行系统结构分解。
解　 （1） 能控、 能观测性判别

rankM = rank（b Ab A2B） = rank
1 0 - 1
1 1 - 3
0 1 - 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 2 < 3 = n

rankN = rank
c
cA
cA2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= rank

0 - 1 - 2
1 - 2 3
- 2 3 - 4

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 2 < 3 = n

系统为三维。 由于秩均为 2， 说明系统不 （完全） 能控不 （完全） 能观测。
（2） 按能控性结构分解

按上面方法构造非奇异变换矩阵 Pc， 选取

Pc =
1 0 0
1 1 0
0 1 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

对原系统线性变换

　 　 　 　
x～
·

c

x～
·

c

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= P - 1

c APc

x～ c

x～ c

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
+ P - 1

c u

=
1 0 0
1 1 0
0 1 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 1 0 0 - 1
1 0 - 3
0 1 - 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

1 0 0
1 1 0
0 1 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x～ c

x～ c

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
+

1 0 0
1 1 0
0 1 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 1 1
1
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u
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=
0 - 1 - 1
1 - 2 - 2
0 0 - 1

┄
┄

┄
┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x～ c

x～ c

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
+

1
0
┄
0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

u

y = cPc x
～ = （1 - 1 - 2

┄

）
x～ c

x～ c

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

于是， 能控的二维子系统状态空间表达式为

x·
～

c =
0 - 1
1 - 2

〓

 
〓

〓

〓
〓 x～ c +

- 1
- 2

〓

 
〓

〓

〓
〓 x～ c +

1
0

〓

 
〓

〓

〓
〓u

y1 = （1 - 1） x～ c

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

（3） 对能控的二维子系统再做能观测结构分解

能观测判别矩阵

rankNc = rank
cc

ccAc

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 = rank

1 - 1
- 1 1

〓

 
〓

〓

〓
〓 = 1 < 2

表明能控的二维子系统中有一状态是能观测的， 有一状态是不能观测的。
按上面方法构造非奇异变换矩阵 P0 的逆矩阵， 选取

P - 1
c0 =

1 - 1
0 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

能控的子系统按能观测结构分解的状态空间表达式为

x～
·

c0

x～
·

c0

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

1 - 1
0 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

0 - 1
1 2

〓

 
〓

〓

〓
〓

1 - 1
0 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

- 1 x～ 0

x～ 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
+

1 - 1
0 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

- 1
- 2

〓

 
〓

〓

〓
〓xc0 +

1 - 1
0 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

1
0

〓

 
〓

〓

〓
〓u

=
- 1 0
1 - 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

x～ c0

x～ c0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 +

1
- 2

〓

 
〓

〓

〓
〓xc0 +

1
0

〓

 
〓

〓

〓
〓u

y = cP0 x
～ = （1 - 1）

1 - 1
0 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

- 1 x～ c0

x～ c0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= （1 0）

x～ c0

x～ c0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

（4） 不能控的子系统做能观测结构分解

由系统能控性分解可知， 不能控的子系统

x·
～

c = - x～ c

y2 = - 2 x～ c
〓

可见， 不能控的子系统只有一维， 输出是能观测的， 无需再对其做能观测结构分解。 于是不
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能控的子系统做能观测结构分解状态空间表达式为

x～
·

c0 = - x～ c0

y2 = - 2 x～ c0

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

结合上面分析， 原系统结构分解后的状态空间表达式为

x～
·

c0

x～
·

c0

x～
·

c0

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

=
- 1 0 1
1 - 1 - 2
0 0 - 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x～ c0

x～ c0

x～ c0

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

+
1
0
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y = y1 + y2 = （1 0 - 2）

x～ c0

x～ c0

x～ c0

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

第八节　 传递函数阵的实现问题

如第一章第四节中所述， 所谓实现问题， 就是根据给定的传递函数阵 W（ s）， 求其相应的

状态空间描述∑（A， B， C） 的问题。 也就是， 对于给定的传递函数阵 W（ s）， 寻求一个状态

空间描述， 使分式

C（ sI - A） - 1B +D =W（ s）
成立， 则称该状态空间描述∑（A， B， C） 为传递函数阵 W（ s）的一个实现。 显然， 实现就是

在状态空间法的领域内寻找一个假想结构， 使之与真实系统具有相同的传递特性。 因此， 实

现问题也可看作识别问题， 即通过输入和输出端直接测得的信息来识别系统的内部结构。 通

过研究实现问题， 有助于比较深刻地揭示系统的一些结构性质及其在不同描述下的反映， 也

便于采用各种类型的分析技术去研究系统的运动过程或对其进行计算机模拟。
一、 实现的基本属性

1. 实现的存在性

并不是任意一个传递函数阵 W（ s）都可找到其实现。 通常， 它必须满足物理可实现的条

件， 即

1） W（ s）中的每一个元素 w ij（ s）（ i = 1， 2， …， m； j = 1， 2， …， r）的分子分母多项式的系

数均为实常数；
2） w ij（ s）应当是真有理分式， 即其分子多项式的次数必须低于或等于分母多项式的

次数。
2. 实现的形式

当 W（ s）为严格真有理分式矩阵， 即其所有元素 w ij（ s）的分子多项式的次数低于分母多
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项式的次数时， 其实现具有 （A， B， C） 的形式； 而当 w ij（ s）的分子多项式的次数等于分母

多项式的次数时， 其实现具有 （A， B， C， D） 的形式， 并且有

D = lim
s→∞

W（ s） （3-48）

对于其元素不是严格真分式的传递函数阵， 应首先按式 （3- 48） 计算出 D 阵， 则

W（ s） -D为严格真有理分式函数的矩阵， 即
C（ sI - A） - 1B =W（ s） -D （3-49）

然后根据 W（ s） -D 寻求形式为 （A， B， C） 的实现。
3. 实现的非唯一性

由于传递函数阵只能反映系统中能控且能观测的子系统的动力学行为， 因此对于某一给

定的 W（ s）， 会有任意维数的状态空间描述与之对应。 另外， 由于状态变量选择的非唯一性，
选择不同的状态变量时， 其状态空间描述也随之不同。 所以， 对于某一 W（ s）将有无限多个

实现与之对应。 即一个传递函数阵描述着无穷多个内部不同结构的系统。
二、 能控性实现和能观测性实现

由第三章第六节可知， 对于一个单输入单输出系统， 一旦给出系统的传递函数， 便可直

接写出其能控标准型实现和能观测标准型实现。 本节介绍如何将这些标准型实现推广到多输

入多输出系统。 为此， 应首先把 m × r 维的传递函数阵写成和单输入单输出系统的传递函数

相类似的形式， 即

W（ s） =
βn - 1 sn - 1 + βn - 2 sn - 2 +… + β1 s + β0

sn + αn - 1 sn - 1 +… + α1 s + α0

（3-50）

式中， βn - 1、 βn - 2、 …、 β1、 β0 为 m × r 维常数阵。
显然， W（ s）是一个严格真有理分式的矩阵， 且当 m = r = 1 时， W（ s）就是单输入单输出

系统的传递函数。
对于式 （3-50） 形式的传递函数阵的能控标准型实现为

Ac =

0 r Ir … 0 r

0 r 0 r … 0 r

︙ ︙ ⋱ ︙
0 r 0 r … Ir

- α0Ir - α1Ir … - αn - 1Ir

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

Bc =

0 r

0 r

︙
0 r

Ir

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

Cc = （β0 　 β1 　 …　 βn - 1）

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（3-51）

式中， 0 r 和 Ir 为 r × r 维零矩阵和单位矩阵； r 为输入向量的维数。
必须注意， 这个实现的维数是 nr 维， n 是式 （3-50） 分母多项式的维数， 当 m = r = 1 时， 即

可简化为单变量系统时 n 维的形式。
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依此类推， 其能观测标准型实现为

Ao =

0m 0m … 0m - α0Im
Im 0m … 0m - α1Im
0m Im … 0m - α2Im
︙ ⋱ ︙ ︙
0m 0m … Im - αn - 1Im

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

Bo =

β0

β1

︙
βn - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

Co = （0m 　 …　 0m 　 Im）

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

（3-52）

式中， 0m 和 Im 为 m ×m 维零矩阵和单位矩阵； m 为输出向量的维数。
从式 （3-51） 和式 （3-52） 可以看出， 能控标准型实现的维数是 n × r， 能观测标准型实

现的维数是 n ×m。 显然， 若 m > r， 最好采用能控性实现； 若 m < r， 最好采用能观测性实现。
需要提醒注意的是多输入多输出系统的能控标准型和能观测标准型并不是简单的转置关系。

例 3-19　 试求下列传递函数阵的能控标准型实现和能观测标准型实现。

W（ s） =

s + 2
s + 1

1
s + 3

s
s + 1

s + 1
s + 2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

解　 首先将 W（ s）化成严格真有理分式， 为此利用式 （3-48） 求得

D = lim
s→∞

W（ s） =
1 0

1 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

再由式 （3-49） 得

C （ sI - A） - 1B =W （ s） -D =
　 1

s + 1 　 1
s + 3

- 1
s + 1 - 1

s + 2

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

然后将 C （ sI - A） - 1B 写成如式 （3-50） 的按 s 降幂排列的标准格式

　 1
s + 1 　 1

s + 3

- 1
s + 1 - 1

s + 2

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

= 1
（ s + 1） （ s + 2） （ s + 3）

　 （ s + 2） （ s + 3） 　 （ s + 1） （ s + 2）

- （ s + 2） （ s + 3） - （ s + 1） （ s + 3）

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

= 1
s3 + 6s2 + 11s + 6

　 1 　 1

- 1 - 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
s2 +

　 5 　 3

- 5 - 4

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
s +

　 6 2

- 6 3

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓〓 〓

对照式 （3-50）， 可得

α0 = 6， α1 = 11， α2 = 6
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β0 =
　 6 　 2

- 6 - 3

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
， β1 =

　 5 　 3

- 5 - 4

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
， β2 =

　 1 　 1

- 1 - 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

将上述系数及矩阵代入式 （3-51）， 便可得到 n × r = 3 × 2 = 6 维的能控标准型实现， 其各

系数矩阵为

Ac =

02 I2 02

02 02 I2
- α0I2 - α1I2 - α2I2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

　 0 　 0 1 0 　 0 　 0
　 0 　 0 0 1 　 0 　 0
　 0 　 0 0 0 　 1 　 0
　 0 　 0 0 0 　 0 　 1
- 6 　 0 - 11 0 - 6 　 0
　 0 - 6 0 - 11 　 0 - 6

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

Bc =

02

02

I2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

Cc = （β0 　 β1 　 β2） =
　 6 　 2 　 5 　 3 　 1 　 1

- 6 - 3 - 5 - 4 - 1 - 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

D =
1 0

1 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

类似地， 将 αi 及 β i （ i = 0， 1， 2） 代入式 （3-52）， 可得能观测标准型实现。

Ao =

02 02 - α0I2
I2 02 - α1I2
02 I2 - α2I2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

0 0 0 0 - 6 0
0 0 0 0 0 - 6
1 0 0 0 - 11 0
0 1 0 0 0 - 11
0 0 1 0 - 6 0
0 0 0 1 0 - 6

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

Bo =

β0

β1

β2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

　 6 2
- 6 - 3
　 5 　 3
- 5 - 4
　 1 　 1
- 1 - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

Co = （02 　 02 　 I2） =
0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓



第三章　 线性系统的能控性与能观测性 103　　

从所得结果也可看出， 多变量系统的能控型实现和能观测型实现之间并不是一个简单的

转置关系。
三、 最小实现

前已述及， 对于一个可实现的传递函数阵来说， 将有无穷多个状态空间描述与之对应，
其中维数最低的实现叫作最小实现， 最小实现又称为不可约实现。 最小实现反映了具有给定

传递函数阵的假定结构的最简形式， 因此， 从工程角度而言， 如何寻求维数最小的一类实现，
具有重要的现实意义。

1. 最小实现的定义

传递函数 W （ s） 的一个实现

x· = Ax + Bu
y = Cx〓 （3-53）

如果 W（ s）其他实现

〓x
· 　

= A～ x～ + B～ u

y = C～ x～

状态向量 〓x 的维数均大于 x 的维数， 则称式 （3-53） 的实现为最小实现。
当传递函数 W（ s）的实现∑（A， B， C） 是完全能控且能观测时， 则∑（A， B， C） 就是

W（ s）的一个最小维数实现。 反之， 当∑（A， B， C） 是最小实现时， 则它一定是完全能控和

完全能观测的。 不是完全能控和不是完全能观测的实现不会是最小实现， 把系统中不能控或

不能观测的状态分量消去， 将不会影响系统的传递函数阵。 根据以上分析， 将有如下的判别

最小实现的方法。
2. 寻求最小实现的方法

传递函数 W （ s） 的一个实现∑

x· = Ax + Bu
y = Cx

为最小实现的必要充分条件是∑（A， B， C） 既是能控的又是能观测的。
这个定理的证明从略。 根据这个定理可以方便地确定任何一个具有严格的真有理分式的

传递函数 W（ s）的最小实现。 一般可以按照如下步骤来进行。
1） 对给定传递函数阵 W（ s）， 先初选出一种能控标准型实现或能观测标准型实现， 若

r <m， 则采用能控标准型实现； 若 r =m， 则任选其中一种。
2） 对上面初选的实现， 进行能观测性或能控性分解， 所得的能控、 能观测子系统即为

W（ s）的最小实现。
例 3-20　 试求传递函数阵

W（ s） = 1
（ s + 1）（ s + 2）

1
（ s + 2）（ s + 3）

〓

 
〓

〓

〓
〓

的最小实现。
解　 把 W（ s）写成标准的形式

W（ s） = s + 3
（ s + 1）（ s + 2）（ s + 3）

s + 1
（ s + 1）（ s + 2）（ s + 3）

〓

 
〓

〓

〓
〓
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= 1
（ s + 1）（ s + 2）（ s + 3）[ s + 3　 s + 1]

= 1
s3 + 6s2 + 11s + 6

{（1　 1） s + （3　 1）}

可知 α0 = 6， α1 = 11， α2 = 6　 　 　 　 　
β0 = （3　 1）， β1 = （1　 1）， β2 = （0　 0）

由 W（ s）知　 　 m = 1， r = 2
因为 m < r， 故采用能观测标准型实现

Ao
nm × nm

=

0m 0m - α0Im
Im 0m - α1Im
0m Im - αn - 1Im

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

0 0 - 6
1 0 - 11
0 1 - 6

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

Bo
nm × r

=

β0

β1

β2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

3 1
1 1
0 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

Co
m × nm

= （0m 　 0m 　 Im） = （0　 0　 1）

检测所求能观测标准型∑o（Ao， Bo， Co）是否能控。 能控判别矩阵

M = （Bo 　 AoBo 　 A2
oBo） =

3 1 0 0 - 6 - 6
1 1 3 1 - 11 - 11
0 0 1 1 - 3 - 5

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

其秩， rankM = 3 = n。 所以∑o（Ao， Bo， Co）是能控且能观测的， 为最小实现。
例 3-21　 求下列系统的最小实现。

W （ s） =

s + 2
s + 1

1
s + 3

s
s + 1

s + 1
s + 2

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

解　 由于 m = r = 2， 故可任选能控和能观测标准型中的一种为初选实现。 例 3-20 中已经

求出能控标准型实现的系数矩阵为

A =

　 0 　 0 1 0 　 0 　 0
　 0 　 0 0 1 　 0 　 0
　 0 　 0 0 0 　 1 　 0
　 0 　 0 0 0 　 0 　 1
- 6 　 0 - 11 0 - 6 　 0
　 0 - 6 0 - 11 　 0 - 6

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

， B =

0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

C =
　 6 　 2 　 5 　 3 　 1 　 1

- 6 - 3 - 5 - 4 - 1 - 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 ， D =

1 0

1 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

判别该能控标准型实现是否为完全能观测
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N =
C
CA
CA2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

　 6 2 　 5 3 　 1 　 1
- 6 3 - 5 - 4 - 1 - 1
- 6 - 6 - 5 - 9 - 1 - 3
　 6 6 　 5 8 　 1 　 2
　 6 18 　 5 27 　 1 　 9
- 6 - 12 - 5 - 16 - 1 - 4

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

因 rankN = 3 < n = 6， 所以该实现不是最小实现， 必须将其按能观测性进行结构分解。
根据式 （3-41） 构造变换矩阵 R - 1

o ， 将系统按能观测性进行分解。
取

R - 1
o =

　 6 　 2 　 5 　 3 　 1 　 1
- 6 - 3 - 5 - 4 - 1 - 1
- 6 - 6 - 5 - 9 - 1 - 3
　 1 　 0 　 0 　 0 　 0 　 0
　 0 　 1 　 0 　 0 　 0 　 0
　 0 　 0 　 1 　 0 　 0 　 0

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

利用分块矩阵求逆公式， 把矩阵 R 表示为分块矩阵

R =
R11 R12

R21 R22

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

并令

R - 1 =
S11 S12

S21 S22

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

则

R - 1R =
S11 S12

S21 S22

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

R11 R12

R21 R22

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

I 0

0 I

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

即

S11R11 + S12R21 = I
S11R12 + S12R22 = 0
S21R11 + S22R21 = 0
S21R12 + S22R22 = I

本例中， R21 = I， R22 = 0。
于是有

S11R11 + S12 = I
S11R12 = 0
S21R11 + S22 = 0
S21R12 = I

得 S11 = 0， S12 = I， S21 = R - 1
12 ， S22 = - R - 1

12 R11
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故求得

Ro =

　 0 　 0 　 0 　 1 　 0 　 0
　 0 　 0 　 0 　 0 　 1 　 0
　 0 　 0 　 0 　 0 　 0 　 1
- 1 - 1 　 0 　 0 - 1 　 0

　 3
2 　 0 　 1

2 - 6 　 0 - 5

　 5
2 　 3 - 1

2 　 0 　 1 　 0

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄

┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

于是能观测性分解的状态空间描述为

Â = R - 1
o ARo =

　 0 　 0 　 1 　 0 　 0 　 0

- 3
2 - 2 - 1

2 　 0 　 0 　 0

- 3 　 0 - 4 　 0 　 0 　 0
　 0 　 0 　 0 　 0 　 0 　 1
- 1 - 1 　 0 　 0 - 1 　 0

　 3
2 　 0 　 1

2 - 6 　 0 - 5

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄

┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

=
Aco 0

A21 Ac〓o

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

B̂ = R - 1
o B =

　 1 　 1
- 1 - 1
- 1 - 3
　 0 　 0
　 0 　 0
　 0 　 0

┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=
Bco

0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

Ĉ = CRo =
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

┄
┄〓

 
〓

〓

〓
〓 = （Cco 　 0）

其中， ∑co（Aco， Bco， Cco）是能控且能观测的子系统， 因此， W（ s）的最小实现为

Am = Aco =

　 0 　 0 　 1

- 3
2 - 2 - 1

2
- 3 　 0 - 4

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

； Bm = Bco =
　 1 　 1
- 1 - 1
- 1 - 3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

Cm = Cco =
1 0 0

0 1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； 　 　 D =

1 0

1 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

若根据上例 Am、 Bm、 Cm、 D 求系统传递函数， 则可检验所得结果。

Cm（ sI - Am） - 1Bm +D =
1 0 0

0 1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

s 0 - 1
3
2 s + 2 1

2
3 0 s + 4

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

- 1

　 1 　 1
- 1 - 1
- 1 - 3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+
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1 0

1 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

s + 2
s + 1

1
s + 3

s
s + 1

s + 1
s + 2

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

上面为了进行能观测性分解， 必须对六维矩阵 R - 1
o 求逆， 而利用分块矩阵求逆方法， 计

算繁杂， 如用下面方法计算， 则较为简便。
由 rankN = 3， 可知在能控性实现中， 按能观测性分解得到的能观测部分是三维的， 即给

定 W（ s）的最小实现是三维的。 在 N 阵中取三个线性无关的行， 构成矩阵 S

S =
　 6 　 2 　 5 　 3 　 1 　 1
- 6 - 3 - 5 - 4 - 1 - 1
- 6 - 6 - 5 - 9 - 1 - 3

┄
┄

┄
┄

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
⧋（S1 　 S2）

利用 SU = I3
计算

U =
0

S - 1
2

┄ =

　 0 　 0 　 0
　 0 　 0 　 0
　 0 　 0 　 0
- 1 - 1 　 0

　 3
2 　 0 　 1

2

　 5
2 　 3 - 1

2

┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

将 S、 U 作为最小实现的变换矩阵

则

　 　 　 Am = SAU =
　 6 　 2 　 5 　 3 　 1 　 1
- 6 - 3 - 5 - 4 - 1 - 1
- 6 - 6 - 5 - 9 - 1 - 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
×

　

　 0 　 0 1 0 　 0 　 0
　 0 　 0 0 1 　 0 　 0
　 0 　 0 0 0 　 1 　 0
　 0 　 0 0 0 　 0 　 1
- 6 　 0 - 11 0 - 6 　 0
　 0 - 6 0 - 11 0 - 6

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

　 0 　 0 　 0
　 0 　 0 　 0
　 0 　 0 　 0
- 1 - 1 　 0

　 3
2 　 0 　 1

2

　 5
2 　 3 - 1

2

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

=

　 0 　 0 　 1

- 3
2 - 2 - 1

2
- 3 　 0 - 4

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓
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　 　 　 Bm = SB =
　 6 　 2 　 5 　 3 　 1 　 1
- 6 - 3 - 5 - 4 - 1 - 1
- 6 - 6 - 5 - 9 - 1 - 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=
　 1 　 1
- 1 - 1
- 1 - 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

　 　 　 Cm = CU =
　 6 　 2 　 5 　 3 　 1 　 1

- 6 - 3 - 5 - 4 - 1 - 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

　 0 　 0 　 0
　 0 　 0 　 0
　 0 　 0 　 0
- 1 - 1 　 0

　 3
2 　 0 　 1

2

　 5
2 　 3 - 1

2

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

=
1 0 0

0 1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

结果与上述计算所得一致。
若初选 W（ s）的能观测标准型实现， 然后进行能控性结构分解， 也可得最小实现， 其表达

式为

x·oc =
1 0 　 0
0 0 - 6
0 1 　 5

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
xoc +

1 0
0 1
0 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y =
　 1 　 1 - 3
- 1 - 1 　 2

xoc +
1 0
1 1

u

对此以上两种不同的最小实现， 可进一步说明传递函数阵的实现不是唯一的， 最小实现也不

是唯一的， 只有最小实现的维数才是唯一的。 但是可以证明， 如果∑（Am， Bm， Cm ） 和

∑（ A～ m， B～ m， C～ m）是同一传递函数阵 W（ s）的两个最小实现， 那么它们之间必存在一状态变

换 x = Px～ ， 使得

A～ m = P - 1AmP，　 B～ m = P - 1Bm，　 C～ m = CmP
也就是说， 同一传递函数阵的最小实现是代数等价的。

第九节　 能控性和能观测性与传递函数零极点的关系

能控性和能观测性与传递函数是两个不同范畴的基本概念。 从第三章第八节中的讨论可

知， 系统的能控且能观测性与其传递函数阵的最小实现是同义的， 那么， 能否通过系统传递

函数阵的特征来判别其状态的能控性和能观测性呢？ 答案是肯定的， 本节只讨论单输入单输

出系统的情况。
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对于一个单输入单输出系统∑（A， b， C）

x· = Ax + bu
y = cx

其能控且能观测的充分必要条件是传递函数

W（ s） = c（ sI - A） - 1b
的分子分母间没有零极点对消。

证明： 先证必要性

如果∑（A， B， C）不是 W（ s）的最小实现， 则必存在另一系统∑（ A～ ， B～ ， C～ ）

〓x
·　

= A～ 〓x +〓bu
y = 〓c〓x

有更少的维数， 使得

〓c（ sI - A～ ） - 1〓b = c（ sI - A） - 1b =W（ s）

由于 A～ 的阶次比 A 低， 于是多项式 det（ sI - A～ ）的阶次也一定比 det（ sI - A）的阶次低。 但是

欲使上式成立， 必然是 c（ sI - A） - 1b 的分子分母间出现零极点对消。 于是反假设不成立。 必

要性得证。
再证充分性

如果 c （ sI - A） - 1 b 的分子分母不出现零极点对消， ∑（A， B， C） 一定是能控并能

观测的。
反假设 c（ sI - A） - 1b 的分子分母出现零极点对消， 那么 c（ sI - A） - 1b 将退化为一个降阶

的传递函数。 根据这个降阶的没有零极点对消的传递函数， 可以找到一个更小维数的实现。
现假设 c（ sI - A） - 1b 的分子分母不出现零极点对消， 于是对应的∑（A， B， C）一定是最小实

现， 即∑（A， B， C）是能控并能观测的。 充分性得证。
利用这个关系可以根据传递函数的分子和分母是否出现零极点对消，方便地判别相应的

实现是否能控且能观测。 但是， 如果传递函数出现了零极点对消现象， 则还不能确定系统是不

图 3-11　 系统的结构

能控的还是不能观测的， 或是既不能控又不能观测的。
要解这个问题还需辅以传递函数实现的具体结构。

例如某系统的结构如图 3-11 所示。
由图可见， 组合系统的传递函数

W（ s） =W1（ s）W2（ s） = 1
s + α　

s + γ
s + β

图 3-12　 系统状态结构图

当 γ = α 时， 系统的传递函数发生零

极点对消， 系统不是能控能观测的。 但是

不能确定它究竟是不能控的， 还是不能观

测的， 或者既不能控又不能观测。 该系统

的状态结构图如图 3-12 所示。 系统的状

态空间描述为
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x·1

x·2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

- α 1

0 - β

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

x1

x2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
+

1

γ - β

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 u

y = （1　 0）
x1

x2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

其能控性判别阵 M 和能观测性判别阵 N 为

M =
1 - α - β + γ

γ - β - β（γ - β）

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓， N =

1 0

- α - β

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

当 γ = α 时， rankM = 1 < n； rankN = 2 = n， 故系统是不能控但能观测的。
如果将图 3-11 系统中 W1（ s）和W2（ s）位置互换一下， 并也画出其对应的状态结构图， 那

么由状态空间描述可知， 此时的 rankM = 2 = n； rankN = 1 < n， 因此系统是能控不能观测的。
对此上述两种情况， 可以发现， 若把两个串联子系统的位置次序前后互换一下， 在发生

零极点对消时， 其能控性和能观测性的结论也将互换。 即

1） 若串联排列的次序是被消去的零点在前面一个传递函数中 （即上面第一种情况），
则系统将是状态不能控但能观测的。

2） 若串联的次序是被消去的零点在后面的一个传递函数中， 则系统是状态能控但不能

观测。
对于上面的第一种情况， 倘若被消去的这个零点 （即后面一个串联子系统的极点） 是

不稳定的， 那么它将严重地影响系统的品质， 甚至使系统成为不稳定。 然而在古典控制理论

中， 有时仍采用零极点对消法， 在这样做的时候应充分考虑相消因子对系统动态性能的破坏

性影响。

习　 　 题

3-1　 判定下列系统的能控性。

（1） x· =
1 0
- 1 2

〓

 
〓

〓

〓
〓x +

1
0

〓

 
〓

〓

〓
〓u　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3） x· =

3 0 0
0 - 1 0
0 0 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x +

2
1
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u

（2） x· =
- 3 1 0
0 - 3 0
0 0 - 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x +

1
0
2

- 1
0
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u （4） x· =

- 3 1 0
0 - 3 0
0 0 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x +

0
2
0

0
- 1
3

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u

3-2　 判定下列系统的能观测性。

（1） x· =
- 2 0
0 5

〓

 
〓

〓

〓
〓 x， 　 y = （1 3） x

（2） x· =
2 1 0
0 2 0
0 0 - 3

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x， 　 y = （0 1 1） x
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　 　 3-3　 要求下列系统具有能控性

x· =
a 1
- 1 0

〓

 
〓

〓

〓
〓 x +

b
- 1

〓

 
〓

〓

〓
〓 u

试确定 a， b 间的关系。
3-4　 要求下列系统具有能控性与能观测性

x· =
a 1
0 b

〓

 
〓

〓

〓
〓 x +

1
1

〓

 
〓

〓

〓
〓 u，　 y = （1 - 1） x

试确定 a， b 间的关系。
3-5　 已知系统方程

（1） x· =
1 - 1
1 1

〓

 
〓

〓

〓
〓 x +

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓 u， 　 y = （0 1） x

（2） x· =
0 1 0
0 2 0
0 0 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x +

1
0
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
， 　 y = （0 1 1） x

分别求出对应的对偶系统方程。
3-6　 已知系统方程

x· =
1 - 1
1 1

〓

 
〓

〓

〓
〓 x +

1
1

〓

 
〓

〓

〓
〓 u，　 y = （1 0） x

判定系统的能控性， 若能控， 变换成能控标准型。
3-7　 已知系统方程

x· =
1 - 1
1 1

〓

 
〓

〓

〓
〓 x +

2
1

〓

 
〓

〓

〓
〓 u，　 y = （ - 1 1） x

判定系统的能观测性， 若能观测， 变换成能观测标准型。
3-8　 已知系统方程

x· =
1 2 - 1
0 1 0
1 - 4 3

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x +

0
0
1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u，　 y = （1 - 1 1） x

判定系统的能控性， 若不能控， 按能控性结构分解。
3-9　 已知系统方程

x· =
- 2 2 - 1
0 - 2 0
1 - 4 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x +

0
0
1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u，　 y = （1 - 1 1） x

判定系统的能观测性， 若不能观测， 按能观测性结构分解。
3-10　 已知系统方程

x· =
0 0 - 1
2 0 - 2
0 1 - 3

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x +

1
1
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u，　 y = （0 1 - 1） x

判定系统的能控能观测性， 若不能能控不能观测， 按能控能观测性结构分解。
3-11　 已知系统传递函数

G（ s） = s - 1
s2 + s - 2

试分析系统的能控能观测性。
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　 　 3-12　 已知系统传递函数

G（ s） = s + a
s3 + 7s2 + 14s + 8

（1） a 为何值时， 系统将不能控或不能观测。
（2） a = 1 时， 最小实现的阶数是多少？ 写出 G（ s）此时的能控或能观测的一个最小实现。



第 四 章

控制系统的稳定性分析

稳定性是控制系统能否正常工作的前提条件。 对系统稳定性的分析和研究是控制理论的

重要课题。
控制系统的稳定性， 通常有两种定义方式： 一种是指系统在零初始条件下通过其外部状

态， 即由系统的输入和输出两者关系所定义的外部稳定性； 另一种是指系统在零输入条件下

通过其内部状态变化所定义的内部稳定性。 外部稳定性只适用于线性系统， 内部稳定性不但

适用于线性系统， 而且也适用于非线性系统。 对于同一个线性系统， 只有在满足一定的条件

下两种定义才具有等价性。
判定系统的稳定性， 在经典控制理论中常采用代数判据， 例如， 劳斯稳定判据， 赫尔维

茨判据， 或者频率分析法中的奈魁斯特稳定判据。 但是， 这些方法只适用于线性系统和一些

特殊的非线性系统。 在现代控制理论中常采用李雅普诺夫方法， 它不仅适用于线性系统， 而

且也适用于非线性系统。
本章介绍稳定性的两种定义方式， 重点叙述李雅普诺夫稳定性的基本概念， 给出李雅普

诺夫判别系统稳定性的判据、 方法及其在线性系统中的应用。

第一节　 动态系统的外部稳定性

控制系统的外部稳定性， 常称为有界输入有界输出稳定性。 在讨论系统的外部稳定性

时， 一般只适用于线性动态系统， 而且必须假定系统的初始条件为零。
外部稳定性的定义是， 初始条件为零的线性系统， 在任何一个有界的输入作用下若系统

所产生的相应输出也是有界的， 就称该动态系统是外部稳定的， 又简称为 BIBO 稳定。
定义中的 “有界” 涵义， 可做如下解释：
对于单输入 -单输出系统来说， 输入 u（ t） 和输出 y（ t） 的有界性， 是通过它们各自的

模的有界性来表征的。 即对于任何一个输入 u（ t） 的有界性， 用

| u（ t） |≤m1 　 　 0 <m1 < ∞ ， t≥0
表示。 系统相应输出 y（ t） 的有界性， 用

| y（ t） |≤m2 　 　 0 <m2 < ∞ ， t≥0
表示。

对于单输入 -多输出系统来说， 其输出可用向量

y（ t） = （y1（ t）， y2（ t）， …， yn（ t）） T

表示。 这时， 输出量 y（ t） 的有界性可按输出向量的范数来定义。 也可以等效地按 y（ t） 的

每个分量 yi（ t）， i = 1， 2， …， n， 值的模有界性来定义， 即
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| yi（ t） |≤mi 　 　 i = 1， 2， …， n， 0 <mi < ∞ ， t≥0
表示。

对于多输入 -多输出系统来说， 输入量 u（ t） 和输出量 y（ t） 的有界涵义， 可以等效地

按其每个分量值的模的有界性来表征， 若

u（ t） = （u1（ t）， u2（ t）， …， un（ t）） T

y（ t） = （y1（ t）， y2（ t）， …， yn（ t）） T

则有界的涵义为

| ui（ t） |≤mi 　 　 i = 1， 2， …， n， 0 <mi < ∞ ， t≥0
| y j（ t） |≤m j 　 　 j = 1， 2， …， n， 0 <m j < ∞ ， t≥0

为了进一步理解系统外部稳定性的定义， 下面以单输入 -单输出系统为例加以说明。
例 4-1 　 设单输入 -单输出系统的状态空间描述为

x· = Ax + bu
y = cx

初始状态为 x0， 试分析系统的外部稳定性。
解　 线性定常系统， 在系统输入 u 的作用下系统的输出响应为

y = cϕ（ t）x0 + ∫t
0
cϕ（ t - τ）bu（τ）dτ = y1 + y2

式中， y1 为零输入响应， y1 = cϕ（ t）x0； y2 为零状态响应， y2 = ∫t
0
cϕ（ t - τ）bu（τ）dτ。

根据外部稳定性的定义， 令 x0 = 0。 若系统对任何有界输入

|u |≤m1 　 　 0 <m1 < ∞ ， t≥0
系统的输出响应 y 的值为

| y | = | y2 | = ∫t
0
cϕ（ t - τ）bdτ ≤ m2 　 　 0 < m2 < ∞， t ≥0

就称该系统是有界输入有界输出稳定的， 即具有外部稳定性。
特别指出， 对于单输入 -单输出线性定常系统而言， 在经典控制理论中定义的传递函数正

是表征了系统在零初始条件下， 输出量与输入量两者间的关系。 因此， 对于线性定常系统

x· = Ax + bu
y = cx

具有外部稳定性的充分必要条件等价于其传递函数

W（ s） = c（ sI - A） - 1b
的所有极点都位于 s 平面的左半边。

第二节　 动态系统的内部稳定性

一般情况而言， 动态系统的内部稳定性是指系统零输入时内部状态自由运动的稳定性，
通常是采用俄国数学家李雅普诺夫所提出的定义。 李雅普诺夫关于稳定性的定义是针对系统

的平衡状态而言。 它不仅适用于单变量、 线性、 定常系统， 而且也适用于多变量、 非线性和

时变系统。 先介绍与定义有关的两个概念。
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一、 系统的平衡状态

设不受外部作用的系统 （又称为自治系统）， 其状态方程为

x· = f（x， t） （4-1）
式中， x 为 n 维状态向量， x = （x1， x2， …， xn） T； f（x， t） 为 n 维向量函数， f（x， t） =
（ f1（x，t），f2（x，t），…，fn（x，t）） T。

若式 （4-1） 系统存在一状态 xe， 对任意的时间 t 都有

x· = f（xe， t） = 0
则称 xe 为式 （4-1） 系统的平衡状态。

由上面的定义可知， 若已知系统的状态方程， 则令状态方程为零时所求出的解 x， 就是

该系统的平衡状态。 故平衡状态又常称为系统的零解。

如果式 （4-1） 系统是线性定常系统， 即 x· = f（x， t） = Ax， A 为常系数矩阵， 则 n 维

状态空间的坐标原点一定是它的一个平衡状态。 而当 A 为非奇异矩阵时， 坐标原点是唯一

的平衡点； 当 A 为奇异矩阵时， 该系统除了坐标原点是平衡状态外， 还会有其他的平衡状

态存在。
如果式 （4-1） 系统是非线性系统， 可有一个或多个平衡状态。 平衡状态的确定可通过

求解系统方程得到。
二、 状态向量范数

状态向量 x 与平衡状态 xe 之间的距离， 常用范数‖x - xe‖来表示。 对于 n 维状态空

间， 其范数表示为

‖x - xe‖ = （x1 - xe1） 2 + （x2 - xe2） 2 +… + （xn - xen） 2 （4-2）
若平衡状态为状态空间的原点， 即 xe = 0， 则式 （4-2） 变为

‖x‖ = x2
1 + x2

2 +… + x2
n = （x1， x2， …， xn） （x1， x2， …， xn） T （4-3）

1） 当 n = 1 时， 由式 （4-3） 有

‖x‖ = x2
1 = x1

它表示在一维坐标轴上， 向量端点至坐标原点的长度。
2） 当 n = 2 时， 由式 （4-3） 有

‖x‖ = x2
1 + x2

2

它表示在二维坐标平面中， 向量端点至坐标原点的长度。
3） 当 n = 3 时， 由式 （4-3） 有

‖x‖ = x2
1 + x2

2 + x2
3

它表示在三维坐标空间中， 向量端点至原点的长度。
三、 李雅普诺夫意义下稳定性定义

李雅普诺夫提出 4 个有关稳定性的定义， 它们是： 稳定、 渐近稳定、 大范围渐近稳定和

不稳定。
1. 稳定

设系统的初始状态 x0 位于以平衡状态 xe 为球心， 半径为 δ 的闭球域 S（δ） 内， 用数学
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表达式可表示为

‖x0 - xe‖≤δ　 　 t = t0
若式 （4-1） 系统方程的解 x（ t； x0， t0） 在 t→∞ 的过程中都位于以平衡状态 xe 为球

心， 任意规定半径为 ε 的闭球域 S（ε） 内， 用数学表达式可表示为

‖x（ t；x0，t0） - xe‖≤ε　 　 t≥t0
则称该系统的平衡状态 xe 是稳定的。 或称系统有李雅普诺夫意义下的稳定性。

2. 渐近稳定

若系统平衡状态 xe 不仅具有李雅普诺夫意义下的稳定， 而且从闭球域 S（ δ） 内出发的

任意解， 当 t→∞的过程中， 不但不会超出闭球域 S（ε）， 而且最终收敛于平衡状态 xe 或其

邻域， 用数学表达式可表示为

lim
t→∞

‖x（ t；x0，t0） - xe‖→0

则称该系统的平衡状态 xe 是渐近稳定的。
3. 大范围渐近稳定

若式 （4-1） 系统方程在任意初始条件下的解， 当 t→∞ 的过程中都收敛于平衡状态 xe

或其邻域， 则称系统的平衡状态 xe 为大范围渐近稳定， 或称全局渐近稳定的平衡状态。
4. 不稳定

若半径 δ 的值无论选得多么小， 换句话说， 初始值 x0 非常接近平衡状态 xe， 而由闭球

域 S（δ） 内出发的任意解， 只要有一条轨迹线离开 S（ε） 闭球域， 就称系统的这种平衡状态

xe 为不稳定的。

图 4-1　 李雅普诺夫意义下稳定性的几何解释

a） 稳定　 b） 渐近稳定　 c） 不稳定

对二阶系统， 李雅普诺夫意义下

的稳定、 渐近稳定和不稳定， 可分别

通过图 4-1 的 a、 b 和 c 做几何解释。
图中， xe 表示系统的平衡状态， x0

表示系统的初始状态， 带箭头的线表

示系统的运动 x（ t； x0， t0） 的轨迹。
其中， 图 4-1a 表示平衡状态 xe 是稳

定的， 因为系统运动 x （ t； x0， t0 ）
的轨迹始终在 S（ε） 内， 但并不趋于

xe； 图 4-1b 表示平衡状态 xe 是渐近稳定的， 因为当 t 趋向无限大时， 系统运动 x（ t； x0， t0）
无限趋近于平衡状态 xe； 图 4-1c 则表示平衡状态 xe 是不稳定的。

对上述定义， 须注意如下几点：
1） 对于线性系统来说， 任意一个孤立的平衡状态 （在状态空间中， 表现为彼此分开的

点）， 都可以通过坐标变换移到状态空间的原点。 所以， 分析原点的稳定性就具有代表性。
2） 对于非线性系统来说， 若具有多个平衡状态， 因为各平衡状态一般表现出不同的稳

定性， 所以， 在分析稳定性时需对各个平衡状态的情况进行讨论。
3） 稳定和渐近稳定， 两者有很大的不同。 对于稳定而言， 只要求状态轨迹永远不会跑

出闭球域 S（ε）， 至于在闭球域 S（ε） 内如何变化不做任何规定。 而对渐近稳定， 不仅要求

状态的运动轨迹不能跑出闭球域 S（ε）， 而且还要求最终收敛或无限趋近平衡状态 xe。
4） 在实际的工程控制系统中， 通常认为渐近稳定性质比稳定性质更重要。 因此， 总是
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希望系统的平衡状态是 （大范围） 渐近稳定的。
5） 对于线性系统而言， 如果平衡状态是渐近稳定的， 那么它一定是大范围渐近稳定的。
例 4-2 　 设系统的状态方程为

x· = Ax + bu

而 A =
0 0 0
0 - 1 0
0 0 - 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， b =

0
0
2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， x（0） = x0 　 　 t≥0

试用李雅普诺夫稳定性定义， 判别系统的稳定性。

解　 令输入作用 u = 0。 系统的平衡状态 xe， 由状态方程， 令 x·1 = 0， x·2 = 0， x·3 = 0 解

出， 有

xe =

xe1

xe2

xe3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

0
0
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

线性定常系统， 输入为零时状态方程的解为

x（ t， xe， t0） = eAtx0 =
e0t 0 0
0 e - t 0
0 0 e - 2t

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

x01

x02

x03

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

x01

x02e - t

x03e - 2t

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
　 　 t≥0， 　 t0 = 0

求范数

‖x - xe‖ =‖x‖ = （x01） 2 + （x02e - t） 2 + （x03e - 2t） 2 　 　 t≥0
于是有

lim
t→∞

‖x‖ = x01

上式表明， 当时间 t→∞时， 状态的运动轨迹趋近于初始状态 x0 的分量值 x01， 而不是

收敛于平衡状态 xe = 0 的点。 根据李雅普诺夫稳定性的有关定义可知， 系统是稳定的， 但不

是渐近稳定的。
对于同一系统而言， 其外部稳定性与其内部稳定性之间的关系如何？ 为说明同一系统的

这两种稳定性之间的关系， 下面只对单输入 -单输出线性定常系统的情况进行讨论。
由第一章知道， 对于同一个线性定常系统可有两种数学模型来表达： 一是传递函数； 二

是状态空间描述。 设某一线性定常系统， 用传递函数表达时， 有

W（ s） =
y（ s）
R（ s）

=
bmsm + bm - 1 sm - 1 +… + b1 s + b0

sn + an - 1 sn - 1 + a1 s + a0

=
N（ s）
D（ s）

　 　 m≤n （4-4）

式中，y（ s）为系统输出量的拉普拉斯变换式；R（ s）为系统输入量的拉普拉斯变换式。
并假设传递函数 W（ s）的分子 N（ s）和分母 D（ s）没有公因子存在。 当用状态空间描述时，有

x· = Ax + bu
y = cx

两种数学模型之间可以相互转换。 例如，可由状态方程求出传递函数

W（ s） = c（ sI - A） - 1b =
cadj（ sI - A）b
det（ sI - A）

（4-5）
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式中，det（ sI - A） = | sI - A |为矩阵 A 的特征多项式。
系统特征值就是系统矩阵 A 的特征值， 也即是特征方程

| sI - A | = 0
的根。

若该系统具有能控性和能观性， 换句话说， 如果式 （4-5） 的分子和分母不存在公因子

相消， 那么， 比较式 （4-4） 和式 （4-5）， 一定会有

D（ s） = det（ sI - A） （4-6）
式 （4-6） 表明， 该系统的传递函数极点与系统的特征值是完全相同的。 由于外部稳定

性可由传递函数极点的性质决定， 而状态稳定性由状态解的运动轨迹来决定， 状态的运动轨

迹实际上是通过 “状态转移矩阵” 来描述的， 而状态转移矩阵又与系统的特征值有关。 所

以， 在这种情况下， 若该系统具有内部稳定性， 也一定具有外部稳定性。
若该系统不具有能控性和能观性， 换句话说， 如果式 （4-5） 的分子和分母存在有相同

的公因子， 那么， 必有

D（ s）≠det（ sI - A） （4-7）
式 （4-7） 表明， 该系统的传递函数极点数只是系统特征值的一部分。 在这种情况下，

如果系统具有外部稳定性， 就不一定具有内部稳定性。 因为， 当式 （4-5） 的分子和分母多

项式含有正根的公因子项时， 与正特征值相对应的状态变量是不稳定的； 而在传递函数中，
由于零、 极点对消后没有出现该正极点， 故系统具有外部稳定性。

由以上分析， 可得出如下结论：
1） 若线性定常系统是 “内部稳定” 的， 则一定是 “外部稳定” 的。
2） 若线性定常系统是 “外部稳定” 的， 则不能保证其是 “内部稳定” 的。
3） 若线性定常系统具有能控性和能观性， 则其内部稳定性和外部稳定性是等价的。
由此可见， 动态系统的内部稳定性的定义要比外部稳定性的定义严格。 只用传递函数的

极点性质来判定该系统的稳定性并不一定能真正反映出系统稳定的性能， 甚至有可能导致错

误。 一个具有外部稳定的系统， 完全有可能由于内部状态的不稳定性造成系统中某些元部件

的饱和， 甚至损坏而使系统无法正常工作。
例 4-3 　 线性定常系统状态空间描述为

x· = Ax + bu
y = cx

而 A =
- 2 0 　
0 - 3 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓， b =
0 　
1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓， c = （2　 1）

试分析系统的状态稳定性和输出稳定性。
解　 令 u = 0。 系统的平衡状态 xe = 0。
零输入时的状态解为

x（ t） = exp（At）x（0）
x（0）为初始状态

exp（At） = exp
- 2 0 　
0 - 3 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 t
〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
exp（ - 2t） 0 　

0 　 exp（ - 3t）
〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓
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所以有　 x1（ t） = exp（ - 2t）x1（0）
　 　 　 　 x2（ t） = exp（ - 3t）x2（0）
当 t→∞时

x1（ t）→0， x2（ t）→0
所以系统的状态是稳定的。

系统的输出为

y（ t） = cx = （2　 1）x = 2x1 + x2

当 t→∞， y（ t）→0（等于输入）。 输出是稳定的， 而状态也是稳定的。
例 4-4 　 线性定常系统状态空间描述为

x· = Ax + bu
y = cx

A =
2 0 　
0 - 3 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓，b =
1 　
1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓，c = （0　 1）

试分析系统的稳定性。
解　 零输入时的状态解为

x（ t） = exp（At）x（0） =
exp（2t） 0 　

0 　 exp（ - 3t）
〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

x1（0） 　
x2（0） 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

所以有

x1（ t） = exp（2t）x1（0）
x2（ t） = exp（ - 3t）x2（0）

当 t→∞时

x1（ t）→∞， 所以状态 x1 是不稳定的。
x2（ t）→0， 所以状态 x2 是稳定的。

系统的输出　 y（ t） = （0　 1）x = x2（ t）
当 t→∞时， 输出 y（ t） = x2（ t）→0。

输出是稳定的， 而状态是不稳定的。

第三节　 李雅普诺夫判稳第一方法

对于式 （4-1） 系统的稳定性， 李雅普诺夫提出了两种判别稳定性的方法， 分别称为

“李雅普诺夫第一方法” 和 “李雅普诺夫第二方法”。 本节先介绍第一方法。
李雅普诺夫第一方法又常称为 “间接法”。 它的基本思路是， 对于非线性系统， 必须先

将系统的方程线性化， 然后用线性化方程的特征值来判别原系统的稳定性。 对于线性定常系

统只需求出其特征值就可判别其稳定性。
一、 非线性系统

设非线性系统的方程为

x· = f（x） （4-8）
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式中， x 为 n 维状态向量； f（x）为 n 维向量函数， 且对 x 有连续的偏导数存在。
系统的平衡状态为 xe。 将非线性向量函数 f（x）在平衡状态 xe 附近展开成泰勒级数， 表

达式为

x· = f（x） = Ax + Δ（x） （4-9）
式中，Ax 为方程式 （4-8） 的一次近似式； 即

x· = Ax （4-10）

A =
∂f
∂xT xe

=

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

…
∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

…
∂f2
∂xn

︙ ︙ ︙
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

…
∂fn
∂xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓
n × n

Δ（x）为表示含有二次以上的高阶导数项。
用李雅普诺夫判别系统方程式 （4-8） 稳定性的方法如下：
用一次近似式 （4-10） 代替原系统方程式 （4-8）， 即忽略式 （4-9） 中的二次以上的高阶

导数项 Δ（x）， 得出的非线性系统一次近似的线性化数学模型式 （4-10）， 进行判定其稳定性。
1） 若系数矩阵 A 的所有特征值都具有负实部， 则原式 （4-8） 系统在平衡状态 xe 处是

渐近稳定的， 系统的稳定性与被忽略的二次以上的高阶导数项 Δ（x）无关。
2） 若系数矩阵 A 的所有特征值中， 只要有一个实部为正的， 那么原式 （4-8） 系统在

平衡状态 xe 处是不稳定的， 系统的稳定性与被忽略的二次以上的高阶导数项 Δ（x）无关。
3） 若系数矩阵 A 的所有特征值中， 只要有一个特征值的实部为零， 其余的都具有负实部，

那么原式 （4-8） 系统是否稳定， 与被忽略的二次以上的高阶导数项 Δ（x）有关， 不能由 A 的

特征值性质来判别原系统的稳定性。 这时， 要用李雅普诺夫第二方法来判别系统的稳定性。
例 4-5 　 非线性弹簧-线性阻尼系统，其状态方程为

x·1 = x2

x·2 = - αsinx1 - βx2 + γu〓
其中， 系数 α、 β 和 γ 均大于零。 设输入 u 为常数， 试判别系统在其平衡状态的稳定性。

解　 令 x·1 = 0， x·2 = 0，求出平衡状态 xe 为

xe =
xe1

xe2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 =

arcsin
γ
α
u

0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

对原系统方程做偏差向量置换， 令

y1 = x1 - xe1 = x1 - arcsin
γ
α
u

y2 = x2 - xe2 = x2

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

新状态方程为
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y·1 = y2

y·2 = - αsin 〓 y1 + arcsin
γ
α
u 〓 - βy2 + γu

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

将上式做线性化处理， 有

A =

∂ f1
∂ y1

∂ f1
∂ y2

∂ f2
∂ y1

∂ f2
∂ y2

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓
y1 = 0

y2 = 0

=
0 1

- αcos 〓 y1 + arcsin
γ
α
u 〓 - β

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

0 1

- αcos 〓 arcsin -
γ
α
u 〓 - β

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

则系统的线性化方程为

y·1 = y2

y·2 = - αcos 〓 arcsin γ
α
u 〓 y1 - βy2

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

特征方程为

det（ I - A） = 2 + β + αcos 〓 arcsin γ
α
u 〓 = 0

因为 α、 β、 γ 均大于零， 当 u > 0 时， cos 〓 arcsin γ
α
u 〓 > 0， 线性化系统的两个特征值均具有

负的实部， 所以原系统在平衡状态是渐近稳定的。 当 u < 0 时， cos 〓 arcsin γ
α
u 〓 < 0， 特征值

具有正的实部， 所以原系统在平衡状态 xe 处是不稳定的。
二、 线性定常连续系统

线性定常系统， 其状态空间描述

x· = Ax + bu
y = cx

平衡状态为 xe。 李雅普诺夫判稳的第一方法是， 对上式的系统， 平衡状态 xe 渐近稳定的充

分必要条件是， 矩阵 A 的所有特征值都具有负实部。
例 4-6 　 已知系统方程

x· = Ax + bu
y = cx

而 A =
0 6 　
1 - 1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓， b =
- 2 　
1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓，c = （0　 1）

试分析系统的外部稳定性和内部稳定性。
解　 （1） 外部稳定性分析

系统的传递函数为

W（ s） = c（ sI - A） - 1b = （0　 1）
s - 6 　
- 1 s + 1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

- 1 - 2 　
1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
s - 2

（ s + 3）（ s - 2）
=

1
s + 3
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由于传递函数的极点为 “ - 3”， 位于 s 左半平面， 故系统具有外部稳定性。
（2） 内部稳定性分析

矩阵 A 的特征方程为

det（ I - A） = （ + 1） - 6 = （ - 2）（ + 3） = 0
由于矩阵 A 的特征值有一个为正， 故系统不具有渐近稳定性。

两种结果不同， 是因为具有正实部的极点 “2” 在传递函数中被零点 “2” 相对消， 因

此在零初始状态的输入输出特性中没有表现出来。

第四节　 李雅普诺夫判稳第二方法

李雅普诺夫判别系统稳定性的第二方法又称为李雅普诺夫直接法。 它不仅适用于判别线

性系统的渐近稳定性， 而且也是确定非线性系统、 时变系统稳定性的更为一般的方法。 在使

用这种方法时， 对线性定常系统不必去求系数矩阵 A 的特征值。 对于非线性系统， 也不必

进行线性化的近似处理。 所以， 这种方法具有很大的优越性。
李雅普诺夫第二方法， 是从系统能量的观点出发对系统进行稳定性分析。 它的基本思想

是， 如果一个系统， 它的总能量连续地减小， 直到平衡状态时会衰减到最小值， 那么这个系

统就是渐近稳定的。 为了表征系统的这一 “总能量”， 李雅普诺夫引出了一个虚构的能量函

数， 并称为李雅普诺夫函数， 简称为 “李氏函数”。 李氏函数一般与状态变量和时间有关，
记为 V（x，t）。 若不显含 t， 则记为 V（x）。 V（x）函数是一个标量函数， 李雅普诺夫就是用

V（x）和其导数 V·（x）的正负来判别系统的稳定性。
因此， 应用李雅普诺夫第二方法来判别系统稳定性时最关键的问题是， 要找到李氏函

数 V（x）。 过去要想找到李氏函数主要是靠人的经验和技巧进行试探， 这曾经严重地阻碍

着李雅普诺夫第二方法的推广应用。 现在， 由于计算机技术的发展和数字计算机的普及

应用为寻找到所需要的李雅普诺夫函数变得较容易。 另外， 近年来随着现代控制理论的

兴起和发展， 李雅普诺夫第二方法又重新引起工程控制界的重视， 并且正在继续得到研

究和发展。
先介绍标量函数 V（x）的符号性质， 然后不加证明地给出李雅普诺夫判稳第二方法的有

关判据。
一、 标量函数 V（x）的符号性质

设 V（x）是在域 Ω 中的 n 维状态 x 所定义的一个标量函数， 且在 x = 0 处， 有 V（x） = 0。
如果对在域 Ω 中的非零状态， 即当 x≠0 时， 有

1） V（x） > 0， 则称 V（x）为正定的。 例如， V（x） = x2
1 + x2

2， 是正定的。
2） V（x）≥0， 则称 V（x）为半正定的。 例如， V（x） = （x1 + x2） 2， 是半正定的。
3） V（x） < 0， 则称 V（x）为负定的。 例如， V（x） = - （x2

1 + x2
2）， 是负定的。

4） V（x）≤0， 则称 V（x）为半负定的。 例如， V（x） = - （x1 + x2） 2， 是半负定的。
5） V（x）既可能为正， 也可能为负， 则称 V（x）为不定的。 例如， V（x） = x1x2 + x2

2。
二、 二次型标量函数的符号性质

二次型函数是一类重要的标量函数， 在李雅普诺夫判别系统稳定性的第二方法中常取它



第四章　 控制系统的稳定性分析 123　　

为李雅普诺夫函数。
设 n 个状态变量为 x1、 x2， …， xn， 矩阵 P 为实对称矩阵 （P ij = P ji）， 则

V（x） = xTPx = （x1 　 x2 　 …　 xn）

p11 p12 … p1n

p21 p22 … p2n

︙ ︙ ︙
pn1 pn2 … pnn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

称为二次型函数。
对于 P 为实对称矩阵的二次型 V（x）的符号性质可以用塞尔维斯特准则来判断。
塞尔维斯特判据如下：
设实对称矩阵 P 为

P =

p11 p12 … p1n

p21 p22 … p2n

︙ ︙ ︙
pn1 pn2 … pnn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

， pij = p ji

Δ i （ i = 1， 2， …， n） 为其各阶主子行列式：

Δ1 = p11， Δ2 =
p11 p12

p21 p22
， …， Δn = P

1） 二次型 V （x） 为正定的充分必要条件是， 矩阵 P 的所有主子行列式为正。 即

Δ1 = p11 > 0， Δ2 =
p11 p12

p21 p22
> 0， …， Δn = P > 0

2） 二次型 V （x） 为负定的充分必要条件是， 矩阵 P 的各阶主子行列式满足

Δ i
> 0　 　 i 为偶数

< 0　 　 i 为奇数〓
3） 二次型 V （x） 为半正定 （非负定） 的充分必要条件是， 矩阵 P 的各阶主子行列式满

足

Δ i
≥0　 　 i = 1， 2， …， n - 1
= 0　 　 i = n〓

4） 二次型 V （x） 为半负定 （非正定） 的充分必要条件是， 矩阵 P 的各阶主子行列式满

足

Δ i

≥0　 　 i 为偶数

≤0　 　 i 为奇数

= 0　 　 i = n

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

三、 稳定性判据

下面不加证明地介绍李雅普诺夫判别系统稳定性第二方法的三个判据。
设系统的状态方程为

x· = f（x） （4-11）
平衡状态 xe = 0。 不失一般性， 把状态空间的原点作为系统的平衡状态。 若平衡状态不在原
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点， 则可通过坐标的变换来达到。
若可以找到一个单值标量函数 V（x）， 而且它对 x 的每个分量 xi， i = 1， 2， …， n， 均

有连续的一阶偏导数 V·（x）存在。

判据一　 若 V（x）和 V·（x）满足下列条件

1） V（x） > 0， 即 V（x）是正定的。

2） V·（x） < 0， 即 V·（x） 是负定的。
则称式 （4-11） 系统在原点处的平衡状态是渐近稳定的。
3） 如果又满足随着‖x‖→∞， 有 V（x）→∞， 则称式 （4-11） 系统在原点处的平衡状

态是全局一致 （或称为大范围） 渐近稳定的。

判据二　 若 V（x）和 V·（x）满足下列条件

1） V（x） > 0， 即 V （x） 是正定的。

2） V·（x）≤0， 即 V·（ x）是半负定的， 则称式 （4-11） 系统在原点处的平衡状态是稳

定的。
3） 如果又满足对于任意的初始时刻 t0 时的任意状态 x0≠0， 在 t≥t0 时除了在 x = 0时有

V·（x） = 0 外， V·（x）不恒等于零。 则称式 （4-11） 系统在原点处的平衡状态是渐近稳定的。

判据三　 若 V（x）和 V·（x）满足下列条件

1） V（x） > 0， 即 V（x）是正定的。

2） V·（x） > 0， 即 V·（x）是正定的， 则称式 （4-11） 系统在原点处的平衡状态是不稳

定的。
例 4-7 　 设系统的运动方程为

x·1 = x2 - ax1（x
2
1 + x2

2）

x·2 = - x1 - ax2（x
2
1 + x2

2）
〓 　 　 a > 0

试判别平衡状态处的稳定性。
解　 （1） 确定系统的平衡状态 xe

令原方程 x·1 = 0， x·2 = 0， 可求出 x1 = 0， x2 = 0。 所以， 平衡状态为 xe = （0　 0） T

（2） 寻找一个正定的李雅普诺夫函数 V（x）， 选取 V（x）为正定的二次型

V（x） = xT
1 0 　
0 1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 x = x2
1 + x2

2 > 0

（3） 求 V（x）对时间 t 的导数

V·（x） =
∂V（x）
∂x1

x·1 +
∂V（x）
∂x2

x·2 = 2x1 x·1 + 2x2 x·2 = - 2a（x2
1 + x2

2）
2

由于 a > 0， 可见 V·（x） < 0， 是负定的

由判据一可知， 系统在平衡状态 xe = （0　 0） T 处是渐近稳定的。 又因为当‖x‖→∞时，
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有 V（x）→∞。 所以， 系统在平衡状态处是大范围渐近稳定的。
例 4-8 　 考察下列系统在平衡状态处的稳定性。

x·1 = x2

x·2 = - β（1 + x2） 2x2 - x1 　 　 　 β > 0〓
解　 （1） 系统的平衡状态为 xe = （0　 0） T

（2） 选择李雅普诺夫函数 V（x）， 并求其导数

V（x） = x2
1 + x2

2 > 0

V·（x） = 2x1 x·1 + 2x2 x·2 = - 2β（1 + x2） 2x2
2

考察 V·（x）：

当 x2 = 0， x1≠0 时， 有 V·（x） = 0。

当 x2 = - 1， x1≠0 时， 有 V·（x） = 0。

其余情况下， V·（x） < 0。

所以， V·（x）≤0， 即 V·（x）是半负定的。 由判据二可知， 系统在平衡状态处是稳定的。

（3） 进一步考察 V·（x）在系统方程的非零状态运动轨迹线上是否恒为零。

反设 V·（x）≡0。 这时存在两种情况： x2（ t）≡0 及 x1 任意； x2（ t）≡ -1 及 x1 任意。

先看第一种情况。 x2（ t）≡0 意味着 x2 （ t） = 0 和 x·2 （ t） = 0， 将其代入原状态方程得出

x1（ t） = 0和 x·1（ t） = 0。 所以在这种情况下， 只有平衡状态 x1 = x2 = 0 才满足 V·（x）≡0。

再看第二种情况。 x2（ t）≡ -1 意味着 x2（ t）≡ -1 和 x·2（ t）≡0。 将其代入原状态方程得

出 x1（ t）≡0 和 x·1（ t）≡ -1。 这个结果是矛盾的。 所以这种情况不会发生在方程的解运动轨

线上。
因此， 系统在原点处的平衡状态是渐近稳定的。
例 4-9 　 设系统状态方程为

x· = Ax， A =
1 1 　
- 1 1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

试判别系统在平衡状态处的稳定性。
解　 （1） 求平衡状态 xe。

令方程 x· = 0， 则 xe = 0， 即 xe1 = xe2 = 0。
（2） 选取李雅普诺夫函数 V（x）， 并求其对 t 的导数

V（x） = x2
1 + x2

2 > 0

V·（x） = 2x1 x·1 + 2x2 x·2 = 2（x2
1 + x2

2） > 0
由判据三知， 系统在平衡状态 xe = 0处是不稳定的。

应用上面判据去判别系统稳定性时， 需注意以下两点：



126　　 现代控制理论基础　 第 4 版

1） 由判据看出， 在应用李雅普诺夫第二方法分析系统稳定性的关键， 在于如何找到李

雅普诺夫函数 V（x）。 然而判据本身并没有提供构造李雅普诺夫函数的一般方法。 目前， 找

这个函数主要靠试探， 因此需要一定的经验和技巧。 许多情况下常取李雅普诺夫函数为二次

型， 即 V（x） = xTPx， P 为实对称方阵， 它的元素可以是定常的或时变的。 至于构造李雅普

诺夫函数的一些方法， 例如 “克拉索夫斯基方法”， “变量梯度法”， 可参阅有关文献。
2） 上述判据只给出了判别系统稳定性的充分条件， 并不是必要条件。 就是说， 对于给

定的系统， 如果所选取的正定标量函数其导数不是负定的， 并不能就断言该系统是不稳定

的， 因为很可能还没有找到合适的函数。 请看下面例子。
例 4-10 　 设系统的状态方程为

x· =
0 1 　
- 1 - 1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 x

试判别系统在平衡状态处的稳定性。
解　 （1） 确定平衡状态 xe。

令

x· =
0 1 　
- 1 - 1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

x1

x2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 =

x2

- x1 - x2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 =

0 　
0 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

所以， 平衡状态 xe = （0　 0） T

（2） 选正定的一个二次型函数 V（x） = 2x2
1 + x2

2 > 0， 求 V（x）对 t 导数 V·（x） = 4x1 x·1 +

2x2 x·2 = 2x1x2 - 2x2
2。

由 V·（x）可知， 其符号是不定的。 所以， 不能提供系统是否稳定的信息。

若选另一个正定的二次型函数 V（x） = x2
1 + x2

2 > 0， 求 V（x）对 t 导数， V·（x） = 2x1 x·1 +

2x2 x·2 = - 2x2
2≤0。

可见， V·（x）是负半定的。 因此， 系统在平衡状态处是稳定的。
再选另一个正定的二次型函数

V（x） = （x1 　 x2）
3 1 　
1 2 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

x1

x2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 = （x1 + x2） 2 + 2x2

1 + x2
2 > 0

求 V（x）对 t 导数　 V·（x） = 2（x1 + x2）（ x·1 + x·2） + 4x1 x·1 + 2x2 x·2 = - 2（x2
1 + x2

2） < 0

可见， V·（x）是负定的。 而且， 当‖x‖→∞时， 有 V（x）→∞。 所以， 系统在平衡状态

处是大范围渐近稳定的。 或者说， 系统具有全局的稳定性。

第五节　 李雅普诺夫判稳方法在线性系统中的应用

李雅普诺夫第一方法用于判别线性定常系统的稳定性时， 必须求出系数矩阵 A 的全部

特征值。 这对于高阶系统来说， 常常是困难的。 李雅普诺夫第二方法不仅用于分析线性定常
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系统的稳定性， 而且对线性时变系统以及线性离散系统也能容易地判别其稳定性。 本节只介

绍第二方法在线性定常连续系统及离散系统中的具体应用。
一、 线性定常连续系统的稳定性分析

线性定常连续系统的状态方程为

x· = Ax （4-12）

若 A 为非奇异矩阵， 则系统的唯一平衡状态是状态空间的原点， 即 xe = 0。
选取的李雅普诺夫函数 V（x） 为下列二次型

V（x） = xTPx > 0
式中， P 为 n × n 维实对称正定矩阵。
对 V（x） 取时间导数

V·（x） = x·TPx + xTP x·

将状态方程式 （4-12） 代入， 有

V·（x） = （Ax） TPx + xTPAx = xTATPx + xTPAx = xT（ATP + PA）x

根据判据一， 要使系统在原点是渐近稳定的， 则要求 V·（x） 是负定的， 即

V·（x） = - xTQx

Q = - （ATP + PA）

为正定的， 或写成

ATP + PA = -Q

上面的分析， 可归纳成下面的判别线性定常连续系统稳定性的判据。
判据四

线性定常连续系统

x· = Ax

在平衡状态 xe = 0处渐近稳定的充分必要条件是， 对任意给定一个正定对称矩阵 Q， 必存在

一个正定实对称矩阵 P， 使得

ATP + PA = -Q （4-13）

成立。 而且标量函数 xTPx 也是系统的一个李雅普诺夫函数。 式（4-13）又称为李雅普诺夫方

程式。
对判据四， 应注意如下几点：
1） 判据阐述的条件， 是充分必要的。

2） 若 V·（x）沿任一轨迹不恒等于零， 那么 Q 可取为半正定矩阵。
3） 对正定对称矩阵 Q， 可任意给定其型式， 但最终的判别结果将与 Q 的型式选择无关。

因此， 为了计算方便， 常取 Q = I， 即取 Q 为单位矩阵。
4） 判别系统稳定性时， 通常采取先选取矩阵 Q， 然后代入李雅普诺夫方程式 （4-13），

求解出矩阵 P， 依 P 的符号性质进行判别。 这种方法， 计算比较简单、 方便。
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　 　 例 4-11 　 设系统的状态方程为

x·1

x·2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

0 1 　
- 1 - 1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

x1

x2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

试确定系统在平衡状态处的稳定性。
解　 状态空间的原点是系统的平衡状态。
设选取的李雅普诺夫函数为

V（x） = xTPx， P =
P11 P12

P12 P22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

式中的 P 由李雅普诺夫方程

ATP + PA = -Q
确定。 为了方便起见， 取 Q = I， 于是有

0 - 1 　
1 - 1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 +

p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

0 1 　
- 1 - 1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
- 1 0 　
0 - 1 　

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

展开上面的矩阵方程， 令等式两边对应元素相等， 有

- 2p12 = - 1
p11 - p12 - p22 = 0
2p12 - 2p22 = - 1

解联立方程组， 得

p11 =
3
2
， p12 = p21 =

1
2
， p12 = 1

P =
p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 =

3
2

1
2

1
2

1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

利用塞尔维斯特判据检验矩阵 P 的各主子行列式符号性质

Δ1 = P11 =
3
2

> 0， Δ2 = | P | =

3
2

1
2

1
2

1
=

5
4

> 0

P 是正定的。 因此， 系统在原点处是 （大范围） 渐近稳定的。
李雅普诺夫函数为

V（x） = xTPx =
1
2
（3x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2）

例 4-12 　 控制系统框图如图 4-2 所示。 要求系统渐近稳定， 试确定放大系数 K 的取值

范围。
解　 由系统框图可求出系统的状态方程
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图 4-2　 例 4-12 的控制系统框图

x·1

x·2

x·3

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
0 1 0
0 - 2 1
- K 0 - 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+

0
0
K

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
r

分析系统稳定性时， 可令输入 r = 0。 状态空间的原点为系统的平衡状态， 即 xe = 0。
选取 Q 为半正定实对称矩阵

Q =
0 0 0
0 0 0
0 0 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

没有选 Q 为正定实对称矩阵， 是因为 V·（x）沿任意轨迹不恒等于零的原因， 分析如下：

V·（x） = - xTQx = - x2
3

显然， V·（x）≡0 的条件是 x3 = 0。 由状态方程可看出， 若 x3 = 0， x·3 = 0， 则 x1 和 x2 也必须

为零。 因此， V·（x）恒为零的情况， 只有在原点处才成立。 所以， Q 可取正半定阵。 这样选

Q 的目的是可使计算简化。
设 P 为实对称矩阵， 具有如下形式

P =

p11 p12 p13

p12 p22 p23

p13 p23 p33

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

由 ATP + PA = -Q， 求解出

p11 =
K2 + 12K
12 - 2K

， p12 =
6K

12 - 2K
， p13 = 0

p22 =
3K

12 - 2K
， p23 =

K
12 - 2K

， p33 =
6

12 - 2K
为了使矩阵 P 为正定， 由赛尔维斯特判据有

12 - 2K > 0　 　 K > 0
从而求出

0 < K < 6
所以， 在 0 ～ 6 范围内取 K 值时， 系统在原点处的平衡状态是大范围渐近稳定的。

二、 线性定常离散系统的稳定性分析

与线性定常连续系统的情况相类似， 线性定常离散系统的李雅普诺夫稳定性分析， 有如

下判据：
判据五　 线性定常离散系统的状态方程为
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x（k + 1） =Gx（k） （4-14）
系统在其平衡状态 xe = 0处渐近稳定的充分必要条件是， 给定任一正定的实对称矩阵 Q， 存

在一个正定的实对称矩阵 P， 使得

GTPG - P = -Q （4-15）
成立。 标量函数

V[x（k）] = xT（k）Px（k）
是系统的一个李雅普诺夫函数。

证明　 设系统的一个李雅普诺夫函数为

V[x（k）] = xT（k）Px（k）
式中，P 为正定的实对称矩阵。

对于离散系统， 采用 V[x（k + 1）]和 V[x（k）]之差来代替连续系统中的 V·（x）即
ΔV[x（k）] = V[x（k + 1）] - V[x（k）] = xT（k + 1）Px（k + 1） - xT（k）Px（k）

将状态方程式 （4-14） 代入上式， 有

ΔV[x（k）] = [Gx（k）] TP[Gx（k）] - xT（k）Px（k）
= xT（k）[GTPG - P]x（k） = - xT（k）Qx（k）

式中， GTPG - P = -Q。
由于 V[x（k）]是正定的， 根据渐近稳定的条件， 要满足系统在平衡状态处是大范围渐

近稳定的条件， Q 必须是正定对称矩阵。
证毕。
为计算方便， 在应用上面判据时， 仿照连续系统的做法， 先给定一个正定的对称矩阵

Q， 然后代入式 （4-15）， 即 GTPG - P = - Q， 解出矩阵 P， 最后再按 P 是否具有正定性来

判别系统的稳定性。
例 4-13 　 设离散系统的状态方程为

x（k + 1） =Gx（k）

而 G =
0 1 0
0 0 1
0 K / 2 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，K > 0

试求系统在平衡状态 xe = 0 为渐近稳定的 K 值范围。
解　 选取 Q = I

P =

p11 p12 p13

p12 p22 p23

p13 p23 p33

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

代入式 （4-15）， 有

0 0 0
1 0 K / 2
0 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

p11 p12 p13

p12 p22 p23

p13 p23 p33

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

0 1 0
0 0 1
0 K / 2 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
-

p11 p12 p13

p12 p22 p23

p13 p23 p33

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

- 1 0 0
0 - 1 0
0 0 - 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

展开上面矩阵方程并整理， 有
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- p11 - p12 - p13

- p12 p11 - p12 + Kp13 + 〓 K2 〓
2
p33 p12 - 〓1 -

K
2 〓 p23

- p13 p12 - 〓1 -
K
2 〓 p23 p22 - p23

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

=
- 1 0 0
0 - 1 0
0 0 - 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

解上面方程， 得

P =

1 0 0

0
2 + 〓 K2 〓

2

1 - 〓 K2 〓
2

0

0 0
3

1 - 〓 K2 〓
2

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

由判据五知， 系统稳定的充分必要条件是 P 必须正定， 即

1 - 〓 K2 〓
2
> 0

亦即 0 < K < 2。

习　 　 题

4-1　 已知系统传递函数

G（ s） = s + a
s2 + 3s + 2

试分析 a 值如何影响系统的外部稳定性 （BIBO， 即有界输入 -有界输出） 和内部稳定性。
4-2　 试确定下列二次型函数的符号 （正定性）。
（1） V（x） = x2

1 + 4x2
2 + x2

3 + 2x1x2 - 6x2x3 - 2x1x3

（2） V（x） = x2
1 + 4x1x2 + 5x2

2 - 2x2x3 + x2
3

（3） V（x） = - x2
1 + 6x1x2 - 10x2

2 + 2x2x3 - 4x2
3

4-3　 试确定下列二次型函数为正定时的 a 和 b 值。
V（x） = x2

1 + ax2
2 + bx2

3 + 2x1x2 - 4x2x3 - 2x1x2

4-4　 已知系统方程

x·1 = - x1 + 2u，　 x·2 = x1 + 2x2 + 3u2

求系统的平衡状态。

4-5　 用李雅普诺夫第二法判断线性系统 x·1 = - x1 + x2， 　 x·2 = 2x1 - 3x2 平衡状态的稳定性。
4-6　 已知线性系统方程

x· =
0 1
2 - 1

〓

 
〓

〓

〓
〓x

平衡状态在坐标原点， 用李雅普诺夫第二法判断系统平衡状态稳定性。
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　 　 4-7　 已知非线性系统方程

x·1 = x2 - x1（x2
1 + x2

2），　 x·2 = - x1 - x2（x2
1 + x2

2）
求平衡状态， 并用李雅普诺夫第二法判断系统稳定性。

4-8　 线性定常离散系统状态方程为

x（k + 1） =
0 1

0. 5 0
〓

 
〓

〓

〓
〓x（k）

求系统的平衡状态， 并分析平衡状态的稳定性。
4-9　 设线性定常离散系统状态方程为

x（k + 1） =
0 1 0
0 0 1
0 0. 2K 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x（k），　 K > 0

试求使系统渐近稳定的 K 值范围。



第 五 章

线性定常系统的综合

控制系统的综合是指对于给定的受控对象， 根据规定的性能指标， 确定出系统的控制结

构， 寻求出控制的策略 （控制器的型式和参数）， 使系统的控制过程能满足生产工艺所规定

的性能指标要求。
在现代控制理论中， 由于采用了状态空间来描述系统， 所以在综合系统时， 除了采用输

出反馈方式外， 更多的是采用状态变量进行反馈。 综合的算法主要是极点配置。
本章主要介绍现代控制理论基础中在综合系统时通常采用的一些基本结构， 讨论综合问

题中有关的极点配置、 状态观测、 镇定和解耦等问题。

第一节　 线性反馈控制系统的基本结构

现代控制理论中， 线性反馈控制系统的基本结构与经典控制理论中的基本相同， 由受控对

象、 控制器和检测装置三大部分组成。 不同的是， 在经典控制理论中， 讨论的只是单输入 -单

输出系统， 采用的是输出量的反馈方式。 而在现代控制理论基础中， 讨论的除了单输入 -单输

出系统外， 还有多输入 -多输出系统。 采用的反馈方式除了输出反馈外， 还采用状态反馈。

图 5-1　 多输入 -多输出系统输出反馈结构Ⅰ示意图

一、 带输出反馈结构的控制系统

输出反馈， 就是将系统的输出量通过

反馈网络后回馈到系统的输入端， 与参考

输入一起， 对受控对象进行控制作用。 在

现代控制理论中， 带输出反馈结构的控制

系统， 根据反馈信号回馈点的位置不同，
有两种基本结构。 一种是反馈信号回馈至

输入矩阵 B 的后端， 或者说， 回馈点在状态微分处。 图 5-1 示出了多输入 -多输出系统输出

反馈的这种结构型式。 另一种是反馈信号回馈至输入矩阵 B 的前端， 或者说， 回馈点在参

考信号的入口处。 图 5-2 示出了多输入 -多输出系统输出反馈的这种结构型式。
值得注意的是， 从结构图看， 这两种结构之间可通过等效变换进行相互转换。 例如， 可将

图 5-2　 多输入 -多输出系统输出

反馈结构Ⅱ示意图

图 5-1 中的反馈信号回馈点移到输入矩阵 B 的前

端， 如图 5-3 所示。 这样， 图 5-2 和图5-3具有相

同的结构型式。 只是， 在图 5-3 中的反馈矩阵为

H/ B， 而在图 5-2 中的为 H。 但是， 由于多输

入 -多输出系统中， B 和 H 均是矩阵， 而二个

矩阵相除 （或相乘） 不一定有解。 因此， 在实
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际的工程系统中， 图 5-1 所表示的系统与图 5-3 所表示的系统就不一定具有等效性。
二、 带状态反馈结构的控制系统

状态反馈， 就是将受控对象的所有状态变量， 各自通过反馈网络后回馈到系统参考信号

的入口处， 与参考输入量一起对受控对象进行控制作用。 带状态反馈的多输入 -多输出的系

统结构， 如图 5-4 所示。

图 5-3　 输出反馈结构Ⅰ的等效变换图 图 5-4　 多输入 -多输出系统状态反馈

结构示意图

　 　 输出反馈和状态反馈， 是控制系统中最基本， 也是最重要的两种结构方式。 从系统的信

息观点角度看， 状态信号完全表征了受控对象内部的信息， 而输出信号只仅仅表征了受控对

象外部的信息。 因此， 从系统的性能来看， 带状态反馈的控制系统的性能会比带输出反馈系

统的好。 但从工程实施角度看， 状态反馈的实施要比输出反馈困难、 复杂， 而且费用增加。
三、 带状态观测器结构的控制系统

状态反馈， 必须回馈受控对象的全部状态变量信息。 然而， 在实际的工程控制系统中，

图 5-5　 带状态观测器多输入 -
多输出控制系统结构示意图

有些状态变量往往无法直接地或通过传感器间接

地获得。 这时候就要采用所谓 “状态观测器”， 把

不能获得的状态重构出来， 再组成状态反馈。 带

状态观测器的多输入 - 多输出控制系统结构， 如

图 5-5 所示。
四、 解耦控制系统

在现代化的工业生产中， 不断地出现一些较

复杂的设备或装置。 这些设备 （或装置） 的本身

所要求的被控制参数往往较多。 因此， 必须设置

多个控制回路对该种设备进行控制。 由于控制回路的增加， 往往会在它们之间造成相互影响

的耦合作用。 即是说， 系统中每一个控制回路的输入信号对所有回路的输出都会有影响， 而

每一个回路的输出又会受到所有输入的作用。 要想一个输入只去控制一个输出几乎不可能，
这就构成了 “耦合” 系统。 由于 “耦合” 关系， 往往使系统难于控制、 性能变差。

所谓解耦控制系统， 就是采用某种结构、 寻找合适的控制规律来消除系统中各控制回路

之间的相互耦合关系， 使每一个输入只控制相应的一个输出， 每一个输出又只受到一个控制

的作用。 典型的解耦控制系统结构示意图， 如图 5-6 所示。

图 5-6　 解耦控制系统结构示意图
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第二节　 带输出反馈系统的综合

上节指出， 输出反馈控制系统有两种结构。 本节分别讨论它们的综合方法。
一、 反馈至输入矩阵 B 后端的系统

1. 系统的数学描述

以多输入单输出的受控对象为例， 其状态空间描述为

x· = Ax + Bu
y = Cx +Du

式中的 x∈Rn； u∈Rr； y∈R1； An × n； Bn × r； C1 × n； D1 × r。
一般情况下 D = 0， 则变成

x· = Ax + Bu
y = Cx

简记为 Σ0（A， B， C）。
输出量 y， 通过 （n × 1） 维的输出反馈矩阵 H 后回馈至输入矩阵 B 的后端， 系统的结

构图如图 5-7 所示。

图 5-7　 输出反馈控制系统结构Ⅰ示意图

由图 5-7 可列写出方程

x· = Ax + Bu -Hy （5-1）
y = Cx （5-2）

将式 （5-2） 代入式 （5-1）， 整理后可求出

闭环系统的状态空间描述为

x· = （A -HC）x + Bu
y = Cx〓 （5-3）

简记闭环系统为 ΣH[（A -HC）， B， C]。
从闭环系统的状态空间描述可看出， 引入这种输出反馈方式后， 系统矩阵发生了变化，

状态方程不同了， 而输出方程不变。
若用传递函数矩阵形式表示， 则闭环系统的数学模型为

WH（ s） = C（ sI - （A -HC）） - 1B
闭环系统的特征多项式为

f（ ） = det（ I - （A -HC）） （5-4）
由式 （5-4） 可看出， 选择不同的反馈系数阵 H 可改变闭环系统的特征值。

2. 极点配置

闭环系统的性能， 主要取决于闭环极点在根平面上的位置， 即闭环系统的特征值。
极点配置， 就是首先根据生产工艺对控制系统提出的性能指标要求， 给出一组与性能相

对应的期望极点值； 然后选择反馈矩阵 H 的元素值， 使闭环系统的极点与期望极点相等，
从而使系统获得所希望的性能要求。

用极点配置方法综合系统时提出两个最主要的问题： 一是系统能否进行任意期望极点的配

置， 即是否满足任意极点配置的条件； 二是若任意极点配置的条件满足， 配置的算法如何。
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（1） 闭环极点任意配置的条件

定理 5-1　 受控对象 Σ0 （A， B， C）， 采用输出反馈至输入矩阵 B 的后端时， 能任意配

置闭环极点的充分必要条件是受控对象 Σ0 完全能观测。
证明　 以单输入 - 单输出系统作证明。 由第三章第六节， 当受控对象系统完全能观测

时， 一定可以通过线性非奇异变换化为能观标准见式 （3-35）， 即

A0 =

0 0 … 0 - an

1 0 … 0 - an -1

0 1 … 0 - an -2

︙ ︙ ︙ ︙
0 0 … 1 - a1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

b0 =T -1
0 b =

β0

β1

β2

︙
βn -1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

，　 c0 = cT0 = （0　 0　 …　 0　 1）

其中 T0 为化系统为能观标准型的变换矩阵。
若在变换后的状态空间中引入（n ×1）维反馈矩阵H = （h0 　 h1 　 h2 　 …　 hn -1）T，则由式（5-3），

闭环系统的状态方程为

x
·

= （A -H c） x + bu
式中

A -H c =

0 0 … 0 - （an + h0）

1 0 … 0 - （an -1 + h1）

0 1 … 0 - （an -2 + h2）
︙ ︙ ︙ ︙
0 0 … 1 - （a1 + hn -1）

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

可见， 系统的可观测性没有改变。
而闭环特征多项式

　 　 f（ ） = det（ I - （A -H c））
　 　 = n + （a1 + hn -1） n -1 + （a2 + hn -2） n -2 +… +（an -1 + h1） + （an + h0） （5-5）
考察式 （5-5）， 闭环特征多项式的系数均由受控对象参数 ai（i =0， 1， …， n -1）和反馈系数

hi 组成。 当反馈系数 h0， h1， …， hn -1的值变化时， 特征多项式的各项系数也会相应地变化， 特

征根的值也就改变。 由于 hi（i =0， 1， …， n -1）的值可任意选择， 故特征值可以任意配置。 证毕。
（2） 极点配置算法

给定受控对象 Σ（A， B， C）。 根据生产工艺对控制系统提出的性能要求， 给出一组与性能要

求值相对应的期望闭环特征值 ∗0 ， ∗1 ， …， ∗n -1。
第一步　 判别受控对象 Σ0 的完全能观测性。 若完全能观测， 化 Σ 为能观标准型。 也说明了



第五章　 线性定常系统的综合 137　　

可通过选择输出反馈矩阵H = （h0 　 h1 　 …　 hn -1）T 的元素值， 实现系统闭环极点的任意配置。
第二步　 按式 （5-5） 求出闭环特征多项式

f（ ） = det（ I - （A -H C）） =
n + （a1 + hn -1） n -1 + （a2 + hn -2） n -2 +… +（an -1 + h1） + （an + h0） （5-6）

第三步　 根据期望闭环特征值 （极点）， 求出期望闭环特征多项式

f（ ∗） = （ + ∗0 ）（ + ∗1 ）…（ + ∗n -1）
= n +α∗

n -1
n -1 +α∗

n -2
n -2 +… +α∗

1 +α∗
0 （5-7）

第四步　 令 f（ ） = f（ ∗）。 即令式 （5-6） 和式 （5-7） 中 同次幂的系数相等

a1 + hn -1 = α∗
n -1

a2 + hn -2 = α∗
n -2

︙ ︙ ︙
an -1 + h1 = α∗

1

an + h0 = α∗
0

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

（5-8）

式中， a i（ i = 0， 1， …， n - 1）为系统矩阵A的元素值； α∗
j （ j = 0， 1， …， n - 1）由期望极

点值 算 出。 求 解 式 （ 5 - 8 ） ， 便 可 得 出 对 于 状 态 x 下 的 反 馈 矩 阵 H 的 元 素 值 h0，
h1， …，hn - 1

H = （h0 　 h1 　 …　 hn - 1）
第五步　 把对应于 x 的H， 通过式 （5-9） 变换， 得到对应原状态 x 下的输出反馈矩

阵 H
H = T0 H （5-9）

式中， T0 为化系统为能观标准Ⅱ型的变换矩阵。
几点说明：
1） 定理 5-1 同样适用于单输入或多输入系统。
2） 当系统的维数较低时， 只要具有完全能观测性， 可以不必化成能观标准型， 而通

过直接比较闭环特征多项式和闭环期望特征多项式的同次幂系数去确定 H 反馈矩阵的元

素值。
例 5-1　 已知双输入 -单输出受控对象的状态空间描述

x· = Ax + Bu
y = cx

而 A =
　 0 ω2

- 1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓， B =

1 0

0 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓， c = （1　 0）

采用输出反馈。
试选择反馈矩阵 H， 使闭环系统的极点配置为 - 5， - 8。

解　 （1） 检验受控对象的完全能观测性

因为

rankN = rank
c

cA

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 =

1 0

0 ω2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 = 2
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所以具有完全能观性。
（2） 求闭环特征方程式

设反馈矩阵 H = （h0 　 h1） T， 则闭环特征多项式为

f（ ） = det（ I - （A -Hc）） = 2 + h0 + ω2（1 + h1）
（3） 求期望的闭环特征多项式

f（ ∗） = （ + 5）（ + 8） = 2 + 13 + 40
（4） 比较 f（ ）和 f（ ∗）的同次幂系数

得 h0 = 13， h1 = 40
ω2 - 1

所以 H = 13　 40
ω2 - 1〓

 
〓

〓

〓
〓

T

闭环系统的结构图如图 5-8 所示。

图 5-8　 例 5-1 的闭环系统结构图 图 5-9　 输出反馈控制系统结构Ⅱ示意图

二、 反馈至输入矩阵 B 前端的系统

以多输入 -单输出受控对象为例， 输出反馈至输入矩阵 B 的前端， 或者说， 输出反馈

至参考信号 v 入口处的系统结构， 如图 5-9 所示。
由图 5-9 可列写出方程

x· = Ax + B （v -Hy） （5-10）
y = Cx （5-11）

式 （5-11） 代入式 （5-10）， 整理后可求出闭环系统的状态空间描述为

x· = （A - BHC）x + Bv
y = Cx

简记闭环系统为 ΣH[（A - BHC），B，C]。
对于这种系统结构的闭环极点配置问题， 有如下定理：
定理 5-2　 对完全能控的受控对象， 不能采用输出反馈至参考信号入口处的结构去实现

闭环极点的任意配置。
证明从略。 有兴趣的读者可参阅有关文献。 这里， 只以单输入 -单输出系统为例， 对本

定理做解释说明。 对于这种系统来说， 输出反馈矩阵 H 是一个标量， 即相当于经典控制中

的反馈放大系数。 由根轨迹分析法知道， 改变反馈放大系数时闭环极点在根平面上的变化轨

迹， 只能局限于以开环极点为起点， 开环零点 （包括无限零点） 为终点的一组根轨迹上，
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而不能在其他位置上出现。 这就表明， 在根平面上不能任意选择极点去配置闭环系统的

极点。
有文献指出， 对于完全能控能观测的受控对象 Σ0 （A， B， C）， 设系统的维数为 n，

rankB = r， rankC = m， 当采用这种输出反馈方式时， 可以任意配置的闭环特征值的数目

n∗为

n∗ = min {n， r +m - 1}
但是， 若在图 5-9 结构的基础上， 再在主通道上引入一 “补偿器”， 如图 5-10 所示， 那

么， 通过适当选取和综合 “补偿器” 的结构和参数， 也可以做到对闭环系统极点进行任意

配置。

图 5-10　 带补偿器的输出反馈系统结构示意图

对于单输入 -单输出系统， 有如下定理：
定理 5-3　 状态完全能控能观测的 n 阶单变量系统， 采用带 （n - 1） 阶的补偿器的输出

反馈， 可以任意配置闭环系统的 n 个特征值。
值得指出， 图 5-10 结构本质上就是经典控制中采用串联校正网络的方法。

第三节　 带状态反馈系统的综合

现代控制理论利用状态变量揭示出系统内部的特性， 建立了利用状态反馈的一种新的控

制结构和方法。 这种结构比输出反馈显示出更多的优越性， 并能综合出性能更好的控制

系统。
一、 系统的数学描述

以单输入 -单输出受控对象为例， 其状态空间描述为

x· = Ax + bu
y = cx + du

式中的 x∈Rn； An × n； bn × 1； b1 × n； d1 × 1。
通常情况下 d = 0， 上式变为

x· = Ax + bu
y = cx〓 （5-12）

简记受控对象为 Σ0（A，b，c）。
采用状态反馈。 引出 n 个状态变量的信息 xi（ i = 1，2，…，n）， 通过 （1 × n） 维反馈行向

量 K = （k0 　 k1 　 …　 kn - 1）回馈至系统参考输入v 端， 结构图如图 5-11 所示。
状态线性反馈控制律 u 为
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图 5-11　 单输入 -单输出系统的状态

反馈结构示意图

u = v - Kx
上式代入式（5-12）， 整理后可得状态反馈的闭

环系统状态空间描述为

x· = （A - bK）x + b v
y = cx〓 （5-13）

从式 （5-13） 看出， 采用状态反馈后， 改变了

原状态方程， 而输出方程不变。
简记闭环系统为 Σk = （（A - bK），b，c）。

若用传递函数表示， 则状态反馈后闭环系统的传递函数为

Wk（ s） = c（ sI - （A - bK）） - 1b
闭环特征多项式

f（ ） = det（ I - （A - bK）） （5-14）
式 （5-14） 表明， 可通过选择反馈向量 K 的元素值去改变闭环特征多项式的系数， 从

而改变闭环特征值。
二、 极点配置

1. 闭环极点任意配置的条件

定理 5- 4 　 采用状态反馈使闭环极点配置在任意位置上的充分必要条件是受控对象

Σ0（A，b，c）完全能控。
证明　 若受控对象 Σ0 = （A， b， c）完全能控， 则一定可以通过矩阵变换化 Σ0 为能控标

准型。

x
·

= A x + bu
y = c x

A = T - 1
c1 ATc1 =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

b = T - 1
c1 b =

0
0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

，　 　 c = cTc1 = （β0 　 β1 　 …βn - 1）

矩阵 Tc1为化 Σ0 为能控标准型的变换矩阵。
在变换后的状态空间中引入（1 × n）维的状态反馈向量K = （ k0 　 k1 　 …　 kn - 1 ），由式

（5-13）可得到对状态变量 x 的闭环状态空间描述为

x
·

= （A - b K）x + bv
y = c x
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（A - bK） =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ︙
0 0 0 … 1

- （a0 + k0） - （a1 + k1） - （a2 + k2） … - （an - 1 + kn - 1）

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

可见， 仍为可控标准型。
闭环系统的特征多项式为

f（ ） = det（ I - （A - b K））
= n + （an - 1 + kn - 1） n - 1 +… + （a2 + k2） 2 + （a1 + k1） + （a0 + k0） （5-15）

由闭环特征多项式可看出， 当反馈阵的元素值 ki （ i = 0， 1， 2， …， n - 1） 改变时， 多

项式的各项系数均发生变化， 因此， 特征值亦改变。 这说明闭环系统的极点可以任意配置。
证毕。

2. 极点配置算法

实现状态反馈极点任意配置的算法有好几种， 这里只介绍最基本、 最常用的方法。 具体

过程和输出反馈的相似。
第一步　 判断受控对象 Σ0 的能控性。 若完全能控， 化 Σ0 为能控标准型 Σ；
第二步　 按式 （5-15） 求出状态反馈闭环系统的特征多项式， 即

f（ ） = det（ I - （A - b K）） = n + αn - 1
n - 1 + αn - 2

n - 1 +… + α1 + α0 （5-16）
式中 αn - 1 = an - 1 + kn - 1

αn - 2 = an - 2 + kn - 2

︙ ︙ ︙
α1 = a1 + k1

α0 = a0 + k0

第三步　 由期望闭环极点 　∗1 ， 　∗2 ， …， 　∗n 求出期望闭环特征多项式

f（ 　∗） = （ 　 - 　∗1 ）（ 　 - 　∗2 ）…（ 　 - 　∗n ） = 　n + α∗
n - 1 　n - 1 + α∗

n - 2 　n - 2 +… + α∗
1 　 + α∗

0

（5-17）
第四步　 令 f（ 　） = f（ 　∗）， 即系统闭环特征多项式与期望的相等。 通过比较式 （5-16）

和 （5-17） 的 　同次幂的系数， 便可求得状态反馈阵各系数对应于 x 的ki （ i = 0， 1， …，
n - 1） 值， 则

K = （k0　 k1 　 …　 kn - 1）
第五步　 把对应于 x 的 K， 通过

K = KT - 1
c1

的变换， 得到对应于原状态 x 的反馈阵 K。 式中 T - 1
c1 为化 Σ0 为能控标准型Σ—0 的变换矩阵的

逆阵。
例 5-2　 某受控对象的传递函数为

W（ s） = 10
s（ s + 1）（ s + 2）



142　　 现代控制理论基础　 第 4 版

试设计状态反馈控制器， 使闭环系统的极点为 -2， -1 ± j1， 闭环系统结构图如图 5-12 所示。

图 5-12　 例 5-2 闭环系统结构图

解　 （1）因为传递函数没有零， 极点对消现象， 所以受控系统是能控能观测的。 由传递

函数直接写出它的能控标准Ⅰ型

x· =
0 1 0
0 0 1
0 - 2 - 3

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x +

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

y = （10　 0　 0） x
（2） 加入状态反馈阵 K = （k0 　 k1 　 k2）， 按式 （5-15） 求闭环系统特征多项式为

f（ 　） = det[ 　I - （A - bK）] = 　3 + （3 + k2） 　2 + （2 + k1） 　 + k0

（3） 根据给定极点， 求期望特征多项式

f（ 　∗） = （ 　 + 2）（ 　 + 1 - j）（ 　 + 1 + j） = 　3 + 4 　2 + 6 　 + 4
（4） 比较 f （ 　） 与 f （ 　∗） 各对应项系数， 可解出 k0 = 4， k1 = 4， k2 = 1

图 5-13　 例 5-3 系统结构图

所以 K = （4　 4　 1）
例 5-3　 试设计图 5-13 所示系统中的反

馈矩阵 K = （ k1 　 k2 　 k3 ）， 使闭环系统满

足下列动态指标

（1） 输出超调量 σ%≤5%
（2） 调整时间 t≤0. 5s
解　 （1） 求出受控系统的状态空间方

程 Σ0 （A， b， c）

x· = Ax + bu
y = cx

而 A =
0 1 0
0 - 12 1
0 0 - 6

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， b =

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， c = （1　 0　 0）

Σ0 （A， b， c） 是能控的。 化 Σ0 为能控标准型 Σ—0 （A， b， c）

x
·

= A x + bu
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y = c x

而 A =
0 1 0
0 0 1
0 - 72 - 18

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， b =

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， c = （1　 0　 0）

变换矩阵 Tc1的逆

T - 1
c1 =

1 0 0
0 1 0
0 - 12 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

（2） 状态x反馈闭环系统的特征多项式， 按式 （5-15） 求出为

f（ 　） = det[ 　I - （A - b K）] = 　3 + （18 + k2） 　2 + （72 + k1） 　 + k0

（3） 确定闭环系统的期望极点。 由于对象为 3 阶系统， 因此， 期望的极点数为 3。 选其

中一对为主导极点 　∗1 、 　∗2 ， 另一个为远极点 　∗3 ， 并且认为系统的性能主要由主导极点 　∗1 、
　∗2 决定， 远极点的影响可忽略。

根据二阶系统性能指标公式， 由 σ%≤5% ， ts≤0. 5s， 求出 ζ≥0. 707， ζωn≥8， ζ 为二

阶系统的阻尼系数， ωn 为自振频率。 为计算方便选 ζ = 0. 707， ωn = 10， 由此可得主导极

点为

　∗1，2 = - ζωn ± jωn 1 - ζ2 = - 7. 07 ± j7. 07
远极点 　∗3 应选择得使其和原点距离大于 5 　∗1 ， 取 　∗3 = - 100。 从而期望特征多项式为

f（ 　∗） = （ 　 + 100）（ 　2 + 14. 1 　 + 100） = 　3 + 114. 1 　2 + 1510 　 + 10000
（4） 求状态x下的反馈矩阵K。 令

f（ 　） = f（ 　∗）， 求出k0 = 10000， k1 = 1438， k2 = 96. 1 ，
K = （10000　 1438　 96. 1）

（5） 把 K 化成对于原状态 x 的反馈矩阵 K

K = KT - 1
c1 = （10000　 1438　 96. 1）

1 0 0
0 1 0
0 - 12 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= （10000　 284. 8　 96. 1）

说明几点：
1） 定理 5-4 不仅适用于单输入 - 单输出系统， 而且也适用于单输入 - 多输出、 多输

入 -单输出和多输入 -多输出系统。
2） 对于单输入量系统的状态反馈矩阵 K 是一个 n 维行向量， 且有唯一解。 而对于多输

入系统的状态反馈矩阵 K 是一个 （ r × n） 维矩阵， r 为输入量的个数， 且解不是唯一的。 因

此， 对于多输入 -多输出系统采用状态反馈综合变得较复杂。
3） 单输入 -单输出系统由状态反馈进行闭环极点配置时， 不会改变传递函数的零点

（除非有意制造零、 极点对消）。 而对于多输入 - 多输出系统由状态反馈进行闭环极点配置

时， 传递矩阵各元素的零点则可能会改变。
三、 状态反馈下闭环系统的镇定问题

系统镇定指的是， 对于受控系统 Σ0（A， B， C）， 如果能通过反馈使闭环系统的极点全部

具有负实部， 从而保证系统是渐近稳定的， 就称此系统是反馈能镇定的。 若采用的反馈方式
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是状态反馈， 则称该系统是状态反馈能镇定的， 或称状态可镇定。
从上面定义可看出， 系统的镇定只要求把闭环极点配置在根平面左半边的任何地方均

可， 而不是要求把闭环极点配置到期望的位置上。 所以， 对于 “镇定” 的设计要求要比

“配置” 的要求宽松得多。
判别一个受控系统是否能镇定的， 有如下定理：
定理 5-5　 对受控系统 Σ0（A， B， C）， 采用状态反馈能镇定的充分必要条件是， 其不能

控子系统是渐近稳定的。
证明从略。 容易解释， 因为状态反馈只能对能控的受控系统进行任意极点的配置。 当一受

控系统含有不能控的子系统时， 状态反馈不能影响不能控子系统的极点， 只能影响能控子系统

的极点。 所以， 欲使闭环极点全部具有负实部， 就要求不能控的子系统的极点应具有负实部。
例 5-4　 已知系统的状态方程为

x· = Ax + bu

A =
1 0 - 1
0 - 2 0

- 1 0 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， b =

0
0
1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

试判别系统是否为可镇定的， 若是可镇定的， 试用状态反馈使闭环系统为渐近稳定。
解　 （1） 判别系统的可控性

M = （b　 Ab　 A2b） =
0 - 1 - 3
0 0 0
1 2 5

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

rankM = 2 < 3
因此系统为不完全能控。

（2） 能控性结构分解

非奇异变换阵为

R =
0 - 1 0
0 0 1
1 2 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， R - 1 =

2 0 1
- 1 0 0
0 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

变换后系统的状态方程

x
·

=
0 -1 0
1 3 0
0 0 - 2

┄
┄

┄
┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x1
x2
┄
x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+

1
0
0
┄

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u

显然不能控的子系统为

x· c = - 2 x3
子系统是稳定的。 所以原系统是可镇定的。

（3） 使系统成为渐近稳定

对能控子系统引入状态反馈， 反馈矩阵

K = （k1 　 k2）
能控子系统的闭环特征多项式为
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f（ 　） = det[ 　I - （A1 - B1K）] = 　2 + （k1 - 3） 　 + 1 + k2 - 3k1

根据劳斯稳定判据， 要使系统稳定， 应有

k1 > 3， k2 > 8
（4） 求原系统状态反馈阵 K

K = KR - 1 = （k1 　 k2 　 0）
2 0 1

- 1 0 0
0 1 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= （ （2 k1 - k2） 　 0　 k1） = （k1 　 k2 　 k3）

即 k1 = 2 k1 - k2， k2 = 0， k3 = k1

顺便指出， 若保证系统渐近稳定而采用的反馈方式是输出反馈， 则称该系统是输出反馈

能镇定的。 对受控系统 Σ0， 采用输出反馈能镇定的充要条件是其能控能观子系统以外的各

子系统为渐近稳定的。 实际上， 对输出反馈至参考输入信号入口处的这类系统是不能保证一

定具有能镇定的。 因为对一个能控能观测的系统是不能通过这类输出线性反馈达到任意极点

配置的。

第四节　 状态重构与状态观测器的设计

为了实现状态反馈， 必须获取系统的全部状态的信息。 但是在实际的工程系统中并不是

所有的状态信息都能检测到； 或者， 虽有些可以检测， 但可能由于检测装置昂贵或安装上的

困难造成实际上难于获取， 从而使状态反馈在实际中难于实现， 甚至不可能实现。
状态重构， 实际上就是重新构造一个新的系统。 这新系统是利用原系统中能直接量测到

的信号作为输入， 而它的输出状态 （通常用 x
∧

表示） 在一定条件下能与原系统的状态 x 保

持相等。 通常称 x
∧

为 x 的重构状态， 或者称状态估计。 而称这个用以实现重构状态的新系

统为状态观测器。
一、 全维状态观测器的设计

若观测器重构的状态变量维数与原系统的状态变量维数相同， 称这种观测器为全维观测器。

图 5-14　 开环式的全维状态观测器

最简单的全维状态观测器可以

根据原系统的动态方程用计算机，
或用物理元件进行模拟， 然后加入

相同的控制信号， 如图 5-14 所示。
这种型式的观测器称为开环式的观

测器。
其实， 这种开环式的状态观测

器没有实用的价值。 因为有很多因

素会影响模拟系统与原系统的 “等效” 关系， 例如， 模型参数的准确程度， 两系统的初始

状态， 外界或内部的噪声干扰影响……。 这样， 就不可能使估计的状态准确， 或者说， 会存

在估计误差 x～

x～ = x
∧

- x
为了提高状态估值 x∧ 的精度， 通常在图 5-14 的基础上将原系统可以量测到的输出量 y 与状
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图 5-15　 闭环式的全维状态观测器

态观测器的输出量 y∧ 相比较， 求出

输出误差信号 y～

y～ = y∧ - y

再利用这输出误差信号 y～ ， 通过一

线性反馈网络对状态观测器进行校

正， 构成一闭环式的状态观测器，
如图 5-15 所示。

考虑 n 维的完全能观测的受控系

统， 设其状态空间方程式为

x· = Ax + Bu， x（0） = x0， t≥0 （5-18）
y = Cx （5-19）

式中， 状态 x 不能直接量测， 输入 u 和输出 y 均可直接量测； A、 B 和 C 分别为 （n × n）、
（n × r） 和 （m × n） 维的实常数矩阵。

开环状态观测器的状态空间方程式为

x∧
·

= A x∧ + Bu， x∧（0） = x∧0，t≥0
y∧ = C x∧ （5-20）

由式 （5-20）、 式 （5-19） 知， 输出量之间的误差 y～ = y∧ - y = C （ x∧ - x）。 利用输出误

差 y～ ， 通过一个 （n ×m） 维的反馈矩阵 G 对观测器进行校正， 构成闭环式的状态观测器。
由图 5-15 可写出这种观测器的状态方程为

x∧
·

= A x∧ + Bu -G y～ = A x∧ + Bu -GC （ x∧ - x） = （A -GC） x∧ + Bu +Gy （5-21）
为简单起见， 今后就称式 （5-21） 为状态观测器的状态方程， 而略去 “闭环” 两字。

而特征多项式为

f （ 　） = det （ 　I - （A -GC）） （5-22）
状态误差方程， 可由式 （5-21） 和式 （5-18）， 求出

　 x～
·

= x∧
·

- x· = A x∧ -GC x∧ + Bu +GCx - Ax - Bu

= A （ x∧ - x） -GC （ x∧ - x） = （A -GC） （ x∧ - x） = （A -GC） x～ （5-23）
式 （5-23） 是关于状态误差的齐次线性微分方程式， 其解为

x～ = e（A - GC） t x～0， x～ 0 = x∧0 - x0， t0 = 0 （5-24）
x∧0 为观测器的初始状态， x0 为原系统的初始状态。

式 （5-24） 表明：

1） 当观测器与原系统的初始状态相同时， 即 x～ 0 = 0时， 状态估计误差 x～ = 0， 即x∧ = x。

2） 当两者间的初始状态不同时， 且无论初始状态误差 x～ 有多大， 只要 （A - GC） 的特

征值均具有负实部时， 一定可以做到使

lim
t→∞

x～ = 0　 或　 lim
t→∞

x∧ = lim
t→∞

x
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即实现状态的渐近相等。
3） 若 （A -GC） 的特征值可以任意配置， 那么， 状态估计误差趋于零的速度也就可以

任意选择。 这就意味着能使状态估计x∧的值以任意希望快的速度跟上原系统的状态 x。
问题是， 是否总存在一个反馈矩阵 G， 能使 （A - GC） 的特征值任意配置呢？ 下面的

定理回答了此问题。
定理 5-6　 若 n 维线性定常系统是完全能观测的， 则可用图 5-15 所示的全维状态观测器

重构出其所有的状态。 反馈矩阵 G 可以按任意给定的极点位置来选择， 所给定的极点位置

将决定状态误差向量衰减到零的速度。
证明　 只要注意到闭环观测器其实是采用输出反馈至输入矩阵 B 后端的输出反馈系统，

根据定理 5-1， 如果系统是完全能观的， 就可以任意配置矩阵 （A - GC） 的极点。 由于

（A -GC） 又是状态误差方程的参数矩阵， 由式 （5-23） 可看出， 其特征值将直接影响到状

态误差衰减到零的速率。
几点说明；
1） 若原系统不完全能观测， 可将其分解为能观和不能观子系统。 只有当不能观的子系

统为渐近稳定时， 设计的观测器才能稳定， 否则观测器不能稳定。
2） 反馈矩阵 G 的选取可完全按极点配置算法进行。 应注意的是观测器的极点选取问

题。 若选得离虚轴越远， 状态误差趋于零的速度就越快。 但是， 如果极点配置过于远离虚

轴， 系统的频带变宽， 易受各种干扰噪声的影响。 因此， 实际设计中， 一般选观测器的极点

稍小于系统的极点。 或视情况而定。
3） 本观测器的设计主要考虑克服初始条件不同的影响， 因此， 在物理实现时应尽可能使

两系统的参数相同并用精度高的元器件。 至于有噪声的随机系统的状态设计， 要用到滤波理

论、 卡尔曼滤波器。 这方面的内容已超出本书范围， 有兴趣的读者可参阅有关文献或书籍。
例 5-5　 已知受控对象传递函数为

W（ s） = y（ s）
u（ s）

= 2
（ s + 1）（ s + 2）

试设计状态观测器， 极点配置在 - 10， - 10。
解　 传递函数无零、 极点相消， 受控系统完全能观测。
将传递函数转化为状态空间描述， 并写成能控形实现， 有

x· = Ax + bu
y = cx

而 A =
0 1

- 2 - 3

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓， b =

0

1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓， c = （2　 0）

由于是单输入 -单输出系统， 设反馈矩阵 G = （g1 　 g2） T， 则观测器的特征方程， 由式

（5-22） 有

f（ 　） = det（ 　I - （A -Gc）） =
　 + 2g1 - 1

2 + 2g2 　 + 3

= 　2 + （2g1 + 3） 　 + （6g1 + 2g2 + 2）
根据给定的期望极点， 求出期望的观测器特征方程为
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f （ 　∗） = （ 　 + 10） 2 = 　2 + 20 　 + 100
比较 f （ 　）、 f （ 　∗） 两式中 　的同次项的系数相等， 得

g1 = 8. 5， g2 = 23. 5
即 G = （g1 　 g2） T = （8. 5　 23. 5） T

闭环全维状态观测器的系统结构图如图 5-16 所示。

　 图 5-16　 例 5-5 闭环全维状态观测器的系统结构图

二、 降维观测器

全维状态观测器， 其维数与受

控系统的维数相同， 可以重构出原

系统的全部状态变量。 其实， 通常

在原系统中， 都会有一部分状态变

量可以直接地或间接通过传感器获

取到， 无需再做估计。 因而， 需要

重构的状态变量数可以减少， 使状

态观测器的维数可以降低， 观测器

的实现也就比较容易和简单。
观测器的维数比原系统的要少

时， 这种观测器称为降维观测器。
可以证明， 若 n 维受控系统具

有完全能观性， 输出矩阵 C 的秩为

m， 则系统的 m 个状态分量可由输出 y 直接获得， 只有其余 （n - m） 个状态变量才需要通

过一个 （n -m） 维的观测器去重构。
降维观测器的设计方法有几种， 下面只介绍其中一种方法， 其设计步骤如下：
1） 把原系统的所有状态分为两部分： 一部分是能测量获得的； 另一部分是不能测量获

得的。 系统的状态空间描述以这两部分的状态向量的分块形式表示。
设 n 维的完全能观的受控系统中， 有 m 个状态变量完全可测量获得， 用 x2 表示。 其余

（n -m） 个状态变量不能测量获得， 需借助状态观测器来重构， 用 x1 表示。 把受控系统的

状态空间表达式表示成如下的形式

x·1

x·2

┄
〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

A11 A12

A21 A22

┄
┄┄┄┄

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

x1
┄
x2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 +

B1

B2
┄

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 u （5-25）

y = 0 I

┄

〓 〓
x1
┄
x2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 = x2 （5-26）

由式 （5-26） 可看出， x2 可由输出 y 直接检测得到。
受控系统状态空间描述式 （5-25）、 式 （5-26） 的形式， 也可以通过某种非奇异线性变

换从原系统的一般表达式按能观测性分解得到。
展开式 （5-25） 并考虑式 （5-26）， 有

x·1 = A11x1 + A12x2 + B1u （5-27）

x·2 = A21x1 + A22x2 + B2u （5-28）
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y = x2

在式 （5-27） 中， 由于 u 是已知的输入量， x2 是可以直接测量获得的， 把这两项合并

在一起， 并用 M 表示

M = A12x2 + B1u = A12y + B1u （5-29）
则式 （5-27） 变为

x·1 = A11x1 +M （5-30）
令 Z = A21x1 （5-31）

注意到式 （5-30） 和式 （5-31） 中， x1 是状态向量， M 是已知的。 若把 A11看作系统矩

阵， M 看作输入量， Z 看成输出量， A21看成输出矩阵， 则式 （5-30） 和式 （5-31） 就可视

为是原 n 维受控系统的一个子系统的状态空间描述。 其中， 状态向量 x1 为 （n - m） 维， 且

其全部状态均不能量测获得， 需采用一个 （n - m） 维的观测器， 对子系统来说就是 “全
维” 观测器， 对这 （n -m） 个状态重构。

简记由式 （5-30）、 式 （5-31） 构成的子系统为 Σ1 （A11， M， A21）。
将式 （5-31） 代入式 （5-28）， 又可有

Z = x·2 - A22x2 - B2u = y· - A22y - B2u （5-32）
2） 仿照全维观测器的设计方法， 设计出降维观测器。
由于原 n 维系统是完全能观测的， 所以其 （n - m） 维的子系统 Σ1 （A11， M， A21） 也

是能观测的。 因此可通过一个 （n -m） 维的状态观测器重构出 （n -m） 维的状态 x1。
由全维观测器设计， 若受控系统的状态空间描述为

x· = Ax + Bu （5-33）
y = Cx （5-34）

则状态观测器的状态方程由式 （5-21） 给出， 重新列写如下：

x∧
·

= （A -GC） x∧ + Bu +Gy （5-35）
式中， G 为反馈矩阵。

将状态空间描述式 （5-33）、 式 （5-34） 与子系统 Σ1 的式 （5-30）、 式 （5-31） 相对比， 有如

下关系：
x = x1， A = A11， Bu =M， y = Z， C = A21 （5-36）

把式 （5-36） 的对应关系代入式 （5-35）， 便可求出子系统 Σ1 的状态观测器的状态方

程为

x∧
·

1 = （A11 -GA21） x
∧

1 +M +GZ （5-37）
同样， 可通过选择反馈矩阵 G 将系统矩阵 （A11 - GA21） 的特征值配置在任意期望极点位

置上。
为了在原系统中实现状态观测器， 应消去式 （5-37） 中的中间变量 M 和 Z。 用式

（5-29） 和式 （5-32） 代入式 （5-37）， 状态观测器的状态方程为

x∧
·

1 = （A11 -GA21） x
∧

1 + （A12y + B1u） +G（ y· - A22y - B2u） （5-38）

式 （5-38） 中出现了导数项 y·， 在物理上难于实现， 应设法将它消去。 为此， 引入一变
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量 w
w = x∧1 -Gy 或x∧1 = w +Gy （5-39）

对变量 w 求导数， 有

w· = x∧
·

1 -G y·或 x∧
·

1 = w· +G y· （5-40）
将式（5-39）、 式 （5-40） 代入式 （5-38）， 经整理后可得状态观测器的状态方程为

w· = （A11 -GA21）w + （B1 -GB2）u + （A11G -GA21G + A12 -GA22）y （5-41）

记 G～ = （A11G -GA21G + A12 -GA22）
那么， 式 （5-41） 可简写为

w· = （A11 -GA21）w + （B1 -GB2）u +G～ y （5-42）
式 （5-42） 与式 （5-38） 是完全等价的。 由式 （5-42） 可画出带降维观测器的系统状

态结构图如图 5-17 所示。

图 5-17　 带降维观测器的系统状态结构图

由式 （5-39） 知， 观测器重构的状态 x∧1 为

x∧1 = w +Gy = w +Gx2 （5-43）
现分析状态估计 x1 的误差与观测器状态方程系统矩阵 （A11 -GA11） 的关系。

设状态向量 x1 与其估计值 x∧1 之间的误差为 x～ 1

x～ 1 = x1 - x∧1， x～
·

1 = x·1 - x∧
·

1

将 x·1 和 x∧
·

1 的表达式， 即式 （5-27） 和式 （5-38）， 代入上式， 并整理后有

x～
·

1 = x·1 - x∧
·

1 = A11x1 - （A11 -GA21） x
∧

1 -G（ y· - A22y - B2u）
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将式 （5-32）、 式 （5-31） 关系代入， 有

　 　 　 　 x～
·

1 = A11x1 - （A11 -GA21） x
∧

1 -GA21x1

= （A11 -GA21）x1 - （A11 -GA21） x
∧

1 = （A11 -GA21） x～ 1 （5-44）
微分方程式 （5-44） 的解为

x～ 1 = x～ 0e（A11 - GA21） t

x～ 0 为初始误差。
由于子系统 Σ1 是能观测的， 故一定可以通过选择 G 使矩阵 （A11 - GA21） 的特征值任

意配置， 保证估值误差 x～ 1 能按设计者的要求尽快衰减到零。 反馈矩阵 G 的选择考虑与全维

观测器的相同。
例 5-6　 给定受控系统的状态空间描述

x·1

x·2

x·3

x·4

┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

0 - 1 0 0
0 0 1 0
0 11 0 0
1 0 0 0

┄
┄

┄
┄

┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

x1

x2

x3

x4
┄

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

+

1
0

- 1
0

┄

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

u

y = 0 0 0 1

┄

〓 〓 x1 x2 x3 x4

┄

〓 〓T

设计一降维观测器， 其极点为 - 3， - 2 ± j。
解　 由系统的输出方程可看出， 状态变量 x4 可由输出直接测量到， 而 x1， x2 和 x3 需用

一个三维状态观测器重构其状态x∧1， x∧2 和x∧3。
原系统状态空间描述已具有式 （5-25）、 式 （5-26） 所示的标准形式， 经比较有如下对

应关系：

A11 =
0 - 1 0
0 0 1
0 11 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， A12 =

0
0
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， A21 =

1
0
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

T

， A22 = 0　 B1 =
　 1
　 0
- 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， B2 = 0

引入反馈矩阵 G = （g1 　 g2 　 g3） T， 由式 （5-37） 得观测器的特征多项式

f（ 　） = det（ 　I - （A11 -GA21）） = 　3 + g1 　2 - （11 + g2） 　 - （11g1 + g3）
由期望特征值 - 3， - 2 ± j， 期望的特征多项式为

f（ 　∗） = （ 　 + 3）（ 　 + 2 - j）（ 　 + 2 + j） = 　3 + 7 　2 + 17 　 + 15
比较 f（ 　）和 f（ 　∗）的系数关系， 得

G = （g1 　 g2 　 g3） T = （7　 - 28　 - 92） T

按照式 （5-41） 得降维观测器的状态方程为

　 　 　 　 ẇ = （A11 -GA21）w + （B1 -GB2）u + （A11G -GA21G + A12 -GA22）y
= （A11 -GA21）w + B1u + （A11G -GA21G）y

=
- 7 - 1 0
28 0 1
92 11 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
w +

　 1
　 0
- 1

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
u +

- 21
104
336

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
y



152　　 现代控制理论基础　 第 4 版

由式 （5-43） 得重构的状态变量为

x∧1

x∧2

x∧3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

w1

w2

w3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+

　 7
- 28
- 92

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
y

或写成

x∧1 = w1 + 7y = w1 + 7x4

x∧2 = w2 - 28y = w2 - 28x4

x∧3 = w3 - 92y = w3 - 92x4

从上面的例子可看出， 若受控系统的状态空间表达式在结构上已具有式 （5-25）、 式

（5-26） 的形式， 那么其设计是简单的， 计算是容易的。 但是， 当受控系统的状态空间描述

在结构上不具有式 （5-25）、 式 （5-26） 形式时， 就必须先求出一个变换矩阵 T， 使系统经

过状态变换 x = T x后， 其状态空间描述， 成为式 （5-25）、 式 （5-26） 的形式。 对于多输出

系统其设计过程可按下面的步骤进行。
第一步　 检验受控系统 Σ0 （A， B， C） 的完全能观测性。 若完全能观测， 存在状态观

测器。
第二步　 先对 C 阵的列作重新分块。 设 rankC = m， 把 C 阵分块成

C = 　 c1 　 　 c2 　

┄

〓 〓} m　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　〓

n -m
　 　 　 　〓

m
式中， c2 为 m ×m 非奇异阵。

再将 A 阵和 B 也做相应的分块， 使之成为如下的形式：

A =
　 A11 A12 　
　 A21 A22 　

┄
┄┄┄┄┄┄

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓
} n -m
} m

　 　 B =
B1

B2
┄

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓
} n -m
} m　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　〓

n -m
　 　〓

m
　 　 　 　 　 　 　 　 　〓

r
第三步　 构造变换矩阵 T 和逆阵 T - 1

T =
　 I 0

- c - 1
2 c1 c - 1

2 　

┄
┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓
} n -m
} m

　 　 T - 1 =
　 I　 　 0　
　 c1 　 　 c2 　

┄
┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓
} n -m
} m　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 〓〓 〓〓 〓

n -m
　 　 　〓

m
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　〓

n -m
　 　〓

m
第四步　 对 A、 B、 C 做线性非奇异变换得

A = T - 1AT =
I 0
c1 c2

┄
┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓

A11 A12

A21 A22

┄
┄┄┄┄

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

I 0
- c - 1

2 c1 c - 1
2

┄
┄┄┄┄┄┄〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

=
A11 - A12c - 1

2 c1 A12c - 1
2

（c1A11 + c2A21） - （c1A12 + c2A22） c - 1
2 c1 （c1A12 + c2A22） c - 1

2

┄
┄

┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄
〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
A11 A12

A21 A22

┄
┄

┄┄┄┄
〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

B = T - 1B =
I 0
c1 c2

┄
┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓

B1

B2
┄

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 =

B1

c1B1 + c2B2
┄┄┄┄

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 =

B
┄
B

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

C = CT = （c1 c2

┄

）
I 0

- c - 1
2 c1 c - 1

2

┄
┄┄┄┄┄┄〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 = （0 I

┄

）

显然， 上面的A、 B和C已具有式 （5-25）、 式 （5-26） 的标准形式。
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第五步　 按标准形式的方法和步骤， 设计出降维状态观测器。
例 5-7　 已知系统 Σ0 （A， b， c）

其中 A =
4 4 4

- 11 - 12 - 12
13 14 13

┄
┄

┄
┄┄┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， b =

　 1
- 1
　 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， c = （1 1 1

┄

）

试设计降维观测器， 其极点为 - 3 和 - 4。
解　 经检验系统 Σ0 完全能观测， 故存在状态观测器。 且 rankc = 1。 由于 c 阵的最后一

个元素不是 0， 所以不必再重新排列， 只要按虚线所示方式进行分块。
构造变换矩阵 T 和 T - 1

T =
I 0

- c -1
2 c1 c -1

2

┄
┄

┄┄┄┄┄┄
〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =

1 0 0

0 1 0

- 1 - 1 1

┄
┄

┄
┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

T - 1 =
I 0

c1 c2

┄
┄

┄┄┄
〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =

1 0 0

0 1 0

1 1 1

┄
┄

┄
┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

计算A， B和c

A = T - 1AT =
0 0 4
1 0 - 12
1 1 5

┄
┄

┄
┄

┄┄┄┄┄〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 　 b = T - 1b =

　 1
- 1
- 0
┄

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 　 c = cT = 0 0 1

┄

〓 〓

由c可看出， 状态分量x3 可由y直接检测， 故只需设计二维状态观测器。
引入反馈矩阵G = （g1 　 g2） T。 由式（5-37）得观测器的特征多项式

f（ 　） = det（ 　I - （A11 -G A21）） = det
　 0

0 　
〓

 
〓

〓

〓
〓 -

0 0
1 0

〓

 
〓

〓

〓
〓 +

g1

g2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓（1　 1）〓 〓

= det
　 + g1 g1

- 1 + g2 　 + g2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 = 　2 + （g1 + g2） 　 + g1

由要求的极点， 求出期望特征多项式

f（ 　∗） = （ 　 + 3）（ 　 + 4） = 　2 + 7 　 + 12
比较 f（ 　）和 f（ 　∗）各相应项系数， 得

g1 = 12， g2 = - 5

即 G =
g1

g2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 =

12
- 5

〓

 
〓

〓

〓
〓

求降维观测的状态方程。 由式 （5-42） 有

w
·

=
-12 - 12

6 5
〓

 
〓

〓

〓
〓w +

　 1
- 1

〓

 
〓

〓

〓
〓 u +

- 140
　 60

〓

 
〓

〓

〓
〓 y

由式 （5-39） 有
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x∧1 = w +G y = w +
12
- 5

〓

 
〓

〓

〓
〓y

经线性变换后的状态估值为

x∧1 =
x∧1

x3

┄〓
 
〓

〓

〓
〓 =

w +G y
y

┄┄┄
〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 =

w1 + 12 y

w2 - 5 y

y

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

为了得到原系统的状态估计， 还要做如下变换：

x∧ = T x∧ =
1 0 0
0 1 0

- 1 - 1 1

┄
┄

┄
┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

w1 + 12 y

w2 - 5 y

y
┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

w1 + 12 y

w2 - 5 y

- w1 - w2 - 6 y

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

读者可根据所得结果作出结构图。

第五节　 带观测器状态反馈系统的综合

对具有能控、 能观测性， 但状态不可量测的受控系统， 状态观测器解决了其状态重构的

问题。 这样， 便可使这类受控系统实施状态反馈变成可能。 本节讨论带状态观测器实现状态

反馈综合的有关问题。
一、 系统的结构与数学模型

设受控系统为能控、 能观测的 n 阶系统， 其状态空间描述为

x· = Ax + Bu （5-45）
y = Cx （5-46）

n 维状态观测器系统的状态空间描述由式 （5-21） 及式 （5-20） 有

x∧
·

= （A -GC） x∧ + Bu +Gy （5-47）
y = C x∧

现采用由观测器重构的状态x∧， 通过反馈矩阵 K， 负回馈至系统参考信号的入口处， 则

反馈控制律为

u = v - K x∧ （5-48）
带全维状态观测器的状态反馈闭环系统， 如图 5-18 所示。

将式 （5-48） 代入式 （5-45）， 得

x· = Ax + B （v - K x∧） = Ax - BK x∧ + Bv （5-49）
将式 （5-48） 及式 （5-46） 代入式 （5-47）， 得

x∧
·

= （A -GC） x∧ + B（v - K x∧） +GCx = （A -GC - BK） x∧ +GCx + Bv （5-50）
将式 （5-49） 和式 （5-50） 合并， 则闭环系统的状态空间描述为

x·

x∧
·
┄

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

A - BK
GC A -GC - BK

┄
┄┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓

x
x∧
┄〓

 
〓

〓

〓
〓 +

B
B
┄〓

 
〓

〓

〓
〓v （5-51）
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图 5-18　 带全维状态观测器的状态反馈闭环系统

y = C 0
┄

〓 〓
x
x∧
┄〓

 
〓

〓

〓
〓 （5-52）

式 （5-52） 表明， 系统的维数变为 2n， 是原受控系统的两倍。
简记闭环系统为 Σb （Ab， Bb， Cb）。

二、 闭环系统的基本特性

下面分析， 在引入了重构状态x∧的状态反馈后， 是否会改变状态观测器的极点配置， 从

而影响到状态估计误差 x～的衰减特性， 或者说， 会影响到状态估计x∧的精度。 另一方面， 如

何设计反馈矩阵 G 和 K， 使系统满足性能指标要求。

设状态估计误差 x～为

x～ = x - x∧

x 为原系统的状态变量真值， x∧为状态观测器重构的状态变量估值。
对闭环系统方程式 （5-51） 和式 （5-52） 进行等效的坐标变换

x

x～
┄〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
　 I　 　 0　

I - I

┄
┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓

x
x∧
┄〓

 
〓

〓

〓
〓 =

x
x - x∧
┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓

坐标变换矩阵为

P =
　 I　 　 0　

I - I

┄
┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓， P - 1 =

　 I　 　 0　
I - I

┄
┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓 = P

设经过坐标变换后的系统状态空间描述为

x = Ab x + Bbv
y = Cb x

Ab = P - 1AbP =
　 I　 　 0　

I - I

┄
┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓

A -BK
GC A -GC - BK

┄
┄┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓

　 I　 　 0　
I - I

┄
┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓 =

A - BK BK
0 A -GC

┄
┄┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓

Bb = P - 1Bb =
　 I　 　 0　

I - I

┄
┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓

B

B

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
B
0

〓

 
〓

〓

〓
〓

Cb = CbP = （C　 0）
　 I　 　 0　

I - I

┄
┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓 = （C　 0）
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x =
x

x～
〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

简记为Σ—b = （Ab， Bb， Cb）。
由于等效变换不会改变系统的特征值， 所以Σb 和 Σb 的特征值相同。 系统闭环特征多项

式为

f（ 　） = det[ 　I - Ab] = det[ 　I - Ab]

=
　I - （A - BK） - BK

0 　I - （A -GC）

┄
┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄〓

 
〓

〓

〓
〓

= | 　I - （A - BK） | | 　I - （A -GC） | = f1（ 　） f2（ 　） （5-53）
而状态估值误差方程为

x～
·

= （A -GC） x～

上式的解， 即状态估值误差为

x～ = x～ 0e（A - GC） t （5-54）

x～ 0 为初始状态误差值。
由式 （5-53） 可看出， 由状态观测器构成的状态反馈系统， 其特征多项式是矩阵

（A -BK） 和 （A - GC） 的特征多项式的乘积， 或者说， 闭环系统的极点等于状态反馈

（A -BK） 的极点和状态观测器 （A -GC） 的极点之和， 而且两者相互独立、 彼此互不影响。
由式 （5-54） 可看出， 状态估计误差的衰减特征与是否引入状态反馈完全无关， 即引入

状态反馈后不会影响到状态估计值x
∧

的精度。
由以上分析， 引出如下定理：
定理 5-7　 只要受控系统具有能观测、 能控性， 则可先按极点配置的需要设计出状态反

馈控制矩阵 K， 然后按观测器动态特性的要求设计出反馈矩阵 G。 G 的选择并不会影响配置

好的极点。
上面的定理告诉我们， 系统的极点配置和观测器的设计完全可分开进行。 所以， 定理 5-7

又称为分离定理。
通常把状态反馈阵 K 和观测器统称为控制器。
例 5-8　 设受控系统的状态空间描述为

x·1

x·2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
0 1
0 - 1

〓

 
〓

〓

〓
〓

x1

x2

〓

 
〓

〓

〓
〓 +

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓 u　 　 y = （10　 0） （x1 　 x2） T

试采用状态观测器实现状态反馈， 使闭环系统的特征值为 　1，2 = - 2 ± j。
解　 受控系统是能控能观测的。
根据分离定理， 分别单独地计算状态反馈矩阵 K 和观测器反馈矩阵 G。
矩阵 K 的计算： 由于是单输入 -单输出系统， K = （k1 　 k2）。
特征多项式

f（ 　） = det（ 　I - （A - BK）） = 　2 + （1 + k2） 　 + k1

期望特征多项式
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f（ 　∗） = （ 　 + 2 + j）（ 　 + 2 - j） = 　2 + 4 　 + 5
比较 f（ 　）和 f（ 　∗）的系数关系可得

k1 = 5， k2 = 3， 即 K = （k1 　 k2） = （5　 3）。
矩阵 G 的计算： G = （g1 　 g2） T。
特征多项式 f（ 　） = det（ 　I - （A -GC）） = 　2 + （1 + 10g1） 　 + 10g1 + 10g2

选择观测器特征值为 - 15， - 15， 则期望特征多项式

f（ 　∗） = （ 　 + 15） 2 = 　2 + 30 　 + 225
比较 f（ 　）和 f（ 　∗）的系数关系可得

g1 = 2. 9， g2 = 19. 6， 即 G = （g1 　 g2） T = （2. 9　 19. 6） T

第六节　 解耦控制系统的综合

现代化的工业生产装置， 往往要求被控制的参数较多， 这就要求设置多个控制回路去控

制这些参数。 然而， 在这些回路间常常会发生相互耦合、 相互影响的作用， 构成一个互相关

联耦合的多变量系统。 由于这种互相耦合、 影响的结果， 通常使系统的性能变差， 难于控

制， 甚至系统无法正常运行。
解耦控制， 简单来说， 就是对一个互相关联耦合的受控系统， 采用某种方法使其变成

“一对一” 的控制关系， 即一个受控量只受一个控制量控制而与其他的控制量无关。 目前，
实现解耦控制的方法有多种。 本节只介绍较常用的两种综合方法， 一是串联补偿器方法， 二

是状态反馈方法。
一、 多变量系统的耦合关系

多输入 -多输出受控系统的状态空间描述为

x· = Ax + Bu
y = Cx

设输入向量 u 和输出向量 y 有相同的维数 m。 在初始条件 x（0） = 0 时， 输出与输入之间

关系可用传递矩阵表示：

W（ s） = Y（ s）
U（ s） = C （sI - A） - 1B =

w11（ s） w12（ s） … w1m（ s）
w21（ s） w22（ s） … w2m（ s）

︙ ︙ ︙
wm1（ s） wm2（ s） … wmm（ s）

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

或写成 Y（ s） =W（ s）U（ s） （5-55）
展开式 （5-55） 有

y1（ s） = w11（ s）u1（ s） + w12（ s）u2（ s） +… + w1m（ s）um（ s）
y2（ s） = w21（ s）u1（ s） + w22（ s）u2（ s） +… + w2m（ s）um（ s）
　 　 ︙ ︙
ym（ s） = wm1（ s）u1（ s） + wm2（ s）u2（ s） +… + wmm（ s）um（ s）

由展开式看出， 每一个输出量都受到所有输入量的作用， 每一个输入量都影响所有的输

出量。 若想调节某个输出量而又希望其他输出都不变， 十分困难， 甚至不可能。 像这样的关
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联耦合作用便使系统难于获得良好的控制性能。
多输入 -多输出系统的耦合关系也可用图 5-19 表示。
二、 解耦控制的基本原理

分析多变量系统的耦合关系， 容易看出， 控制回路之间的耦合关系是由于对象特性中的

子传递函数 w ij， i≠j， （ i， j = 1， 2， …， m） 造成的， 使得 yi 不仅受到 ui 的作用， 而且也

受到其他输入的作用。
所谓解耦控制， 就是在系统中引入某种补偿回路， 或采用某种控制结构去消除这种耦合

关系， 使其变成具有如图 5-20 所示的型式。

图 5-19　 多输入 -多输出系统耦合关系示意图 图 5-20　 解耦系统示意图

从信号观点看解耦后的系统， 一个被控量只受一个控制量的控制， 与其他控制量无关；
从结构看解耦后的系统， 原耦合的多变量系统变成彼此相互独立的单输入 -单输出系统。

三、 解耦控制系统的综合方法

解耦控制系统的综合问题， 就是确定解耦系统的基本结构， 求解解耦控制律， 使相互关

联耦合的系统变成为相互独立的系统， 并具有良好的控制品质。 目前， 较常用的方法有串联

补偿器法和状态反馈法。
1. 串联补偿器解耦综合方法

设 m 个输入 m 个输出耦合的受控系统 Σ0 （A， B， C）， 其传递矩阵为 Wp（ s）。 采用串

联补偿器解耦方法， 系统结构图如图 5-21 所示。

　 图 5-21　 串联补偿器解耦系统结构图

图中， Wc（ s）为待设计的 （m ×m） 解耦补偿器。 要求解耦后的系统， 其 m 个输入和 m
个输出是互相独立的。

由图 5-21， 可求出闭环系统的传递矩阵

W（ s） =
Y（ s）
U（ s）

= [1 +Wo（ s）] - 1Wo（ s）

式中的 Wo（ s） =Wp（ s）Wc（ s）为系统的开环传递矩阵。
若引入 Wc（ s）后系统的闭环传递矩阵是一个对角线矩阵 Λ 即

W（ s） =
Y（ s）
U（ s）

= [1 +Wo（ s）] - 1Wo（ s） =Λ （5-56）
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式中

Λ =

w∗
11（ s） 0

w∗
22（ s）

⋱
0 w∗

mm（ s）

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

即 Y（ s） =ΛU（ s） （5-57）
展开式 （5-57）， 有

y1（ s） = w∗
11（ s）u1（ s）

y2（ s） = w∗
22（ s）u2（ s）

︙　 　 　 　 　 ︙
ym（ s） = w∗

mm（ s）um（ s）
可见， 一个输出仅受一个输入的控制作用而与其他输入无关。 这便达到了解耦控制目的。

重写式 （5-56）
[I +Wo（ s）] - 1Wo（ s） =W（ s）

用[I +Wo（ s）]左乘上式， 整理后有

Wo（ s） =W（ s）[I -W（ s）] - 1 （5-58）
考虑到 Wo（ s） =Wp（ s）Wc（ s）， W（ s） =Λ， 由式 （5-58） 可求出解耦补偿器的传递矩阵为

Wc（ s） =W - 1
p （ s）Wo（ s） =W - 1

p （ s）W（ s）[I -W（ s）] - 1 =W - 1
p （ s）Λ[I -Λ] - 1 （5-59）

由上面分析可归纳出求串联解耦补偿器 Wc（ s）的方法如下：
1） 判别受控系统 Σ0 传递矩阵 Wp（ s）的秩。 若满秩， 说明可采用图 5-21 结构实现串联

解耦控制。
2） 根据性能要求， 给定一个对角线型的闭环传递矩阵 W（ s） =Λ。
3） 按式 （5-58） 计算 Wo（ s）。
4） 按式 （5-59） 求解出串联解耦补偿器 Wc（ s）。
例 5-9 　 有一多输入多输出系统， 其传递矩阵为

Wp（ s） =

1
2s + 1

0

1
1

s + 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

试用图 5-21 串联补偿器解耦系统结构， 确定补偿器的传递矩阵 Wc（ s）， 使闭环系统的传递

矩阵为

W（ s） =

1
s + 1

0

0
1

5s + 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

解　 由于 Wp（ s）满秩， 即 W - 1
p （ s）存在， 能实现串联补偿解耦控制。

根据式 （5-58） 有
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Wo（ s） =W（ s）[I -W（ s）] - 1 =

1
s + 1

0

0
1

5s + 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

s + 1
s

0

0
5s + 1
5s

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=

1
s

0

0
1
5s

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

由式 （5-59）， 得解耦补偿器的传递矩阵为

Wc（ s） =W - 1
p （ s）Wo（ s） =

1
2s + 1

0

1
1

s + 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

- 1 1
s

0

0
1
5s

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=

2s + 1
s

0

-
（2s + 1）（ s + 1）

s
s + 1
5s

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

图 5-22　 例 5-9 串联补偿解耦系统结构图

由 Wc（ s）可看出， 补偿器是由比例加积分

和比例加积分加微分这些控制器所组成的。 其

系统结构图如图 5-22 所示。
2. 状态反馈解耦综合方法

状态反馈解耦系统的结构图如图 5-23 所示。
图中点画线框内为待解耦的受控系统 Σ0（A，B，C），
具有能控性。 K 是一个 （m × n） 实常数状态反

馈矩阵， F 是一个 （m × n） 实常数非奇异变换

矩阵， v 是（m × 1） 的输入矢量。
由图 5-23 可写出闭环系统控制律为

u = F v - Kx
现在要研究的问题是， 如何设计反馈矩阵 K 和变换矩阵 F， 使系统从输入v 到输出 y 的

传递函数阵是解耦的。 下面将讨论这个问题， 由于证明较复杂， 仅介绍其主要的结论和具体

的应用。
（1） 状态反馈解耦中的特征量

1） di， 它是一个满足下列不等式

ci AlB≠0，l = 0，1，2…，m （5-60）
的一个最小整数 l。

式中 ci 是系统输出矩阵 C 中的第 i 行行向量 （ i = 1， 2， …， m）。 显然， di 中的下标 i
表示行数。

图 5-23　 状态反馈解耦系统结构图
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例 5-10 　 已知系统 Σ0（A， B， C）

A =

0 1 0 0
3 0 0 2
0 0 0 1
0 - 2 0 0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

，B =

0 0
1 0
0 0
0 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

，C =
1 0 0 0

0 0 1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

试计算 di（ i = 1， 2）。
解　 先算 d1， 将 c1A0B 代入式 （5-60） 得

c1A0B = c1B = （0　 0）
c1A1B = （1　 0）

使 c1AlB≠0 的最小 l 是 1， 所以

d1 = 1
再算 d2， 将 c2A0B 代入式 （5-60） 得

c2A0B = （0　 0）
c2A1B = （0　 1）

使 c2AlB≠0 的最小 l 值是 1， 所以

d2 = 1
2） 根据 di 值定义下列矩阵

D⧋

c1Ad1

c2Ad2

︙　 　
cmAdm

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

　 E⧋DB =

c1Ad1B

c2Ad2B
︙　 　
cmAdmB

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

　 L⧋DA =

c1A（d1 + 1）

c2A（d2 + 1）

︙　 　
cmA（dm + 1）

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

例 5-11 　 试计算例 5-10 的 D、 E 和 L。
解　

D =
c1Ad1

c2Ad2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

c1A

c2A

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

0　 1　 0　 0

0　 0　 0　 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

E =
c1Ad1B

c2Ad2B

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

c1AB

c2AB

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

1　 0

0　 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

L =
c1A（d1 + 1）

c2A（d2 + 1）

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

c1A2

c2A2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

3 0 0 2

0 - 2 0 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

（2） 有关解耦控制的两个主要定理

定理 5-8 　 能解耦性判据。 受控系统 Σ0 = （A， B， C） 采用状态反馈能解耦的充分必要

条件是 （m ×m） 维矩阵 E 为非奇异的。 即

detE = det

c1Ad1B

c2Ad2B
︙

cmAdmB

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

≠0



162　　 现代控制理论基础　 第 4 版

定理 5-9 　 若受控系统 Σ0 满足定理 5-8 中的条件时， 即 Σ0 是可以采用状态反馈实现解

耦的， 当选择状态反馈矩阵为

K = E - 1L （5-61）
输入变换阵为

F = E - 1 （5-62）
则其闭环系统是一个积分型解耦系统。

其中闭环系统状态空间描述为

x
　 · = （A - BK）x + BF v = （A - BE - 1L）x + BE - 1v
y = Cx

闭环系统的传递函数阵为

W（ s） = C[ sI - （A - BK）] - 1BF =

1
s（d1 + 1）

0

1
s（d2 + 1）

⋱

0
1

s（dm + 1）

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

（5-63）

由式 （5-63） 可看出， 根据定理 5-9 所得到的解耦系统其每个子系统相当于一个 （di +1）
阶的积分器， 所以称这种解耦系统为积分器型解耦系统。

例 5-12 　 判别例 5-10 受控系统 Σ0 采用状态反馈解耦的可能性。
解　 由例 5-11 的计算可知， 由于

E =
1 0

0 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

是一个非奇异的矩阵， 依定理 5-8， 该系统可以采用状态反馈实现解耦。
例 5-13 　 试求例 5-10 受控系统的状态反馈解耦矩阵 K 和输入变换阵 F。
解　 例 5-10 和例 5-11 已经算得

d1 = 1，d2 = 1，E =
1　 0

0　 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

按照式 （5-61） 和式 （5-62） 有

K = E - 1L =
3 0 0 2

0 - 2 0 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

F = E - 1 =
1 0

0 1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
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闭环系统为

ẋ = （A - BE - 1L）x + BE - 1v =

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

x +

0　 0
1　 0
0　 0
0　 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

v （5-64）

y = Cx =
1　 0　 0　 0

0　 0　 1　 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓 x （5-65）

闭环系统的传递函数阵为

W（ s） =

1
s（d1 + 1）

0

0
1

s（d2 + 1）

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=

1
s2

0

0
1
s2

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（5-66）

闭环系统状态反馈解耦系统示意图如图 5-24 所示。

图 5-24　 例 5-13 的解耦系统示意图

a） 状态结构图　 b） 输入输出信息传递图

从图 5-24 解耦系统图看出， 状态反馈解耦矩阵中的每个元素作用是消去相应状态变量

间的交连影响， 使解耦后的系统变为一些单输入 -单输出的子系统。 由于分解出的单输入 -
单输出子系统， 其信号传递关系都是多重积分关系， 所以这些子系统由于所有的极点都处于

原点， 其动态性能是不会满意的。
3. 解耦后子系统的附加综合

实际中， 积分型的解耦方法由于动态性能不能令人满意而只是作为耦合系统综合时的一

个中间性的步骤。 解耦后， 对相互独立的各子系统还要再通过附加的综合方法， 例如经典控

制中的超前校正、 滞后超前校正， PID 校正、 状态空间方法中的极点配置等综合方法， 使各

个子系统都具有满意的性能指标。
下面只讨论在解耦后的各子系统中再施加附加的状态反馈达到极点配置的方法。
首先必须回答的问题是， 在每一个已经解耦的子系统中再引入附加的状态反馈是否会破

坏已经建立起来的解耦关系呢？
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回答是否定的。 有文献证明， 只要把每个独立的子系统中的不能观测的状态分解出来，
使每个独立的子系统成为能控能观测的， 那么就可以对每一个独立的能控能观测的子系统分

别采用状态反馈进行极点的任意配置。
如何对各独立子系统实施状态反馈进行极点的任意配置？
这里只讨论积分型解耦系统是能控能观测的情况。 首先必须把积分型解耦系统的闭环状

态空间方程化成 “标准解耦形式”。 一旦化成了标准解耦形式后， 便可对每个独立的能控能

观测的子系统 Σi （A
∧

i， B
∧

i， C
∧

i）， i = 1， 2， …， m 采用状态反馈

v i = Kixi + wi， i = 1，2，…，m （5-67）
再按照设计状态反馈阵的方法和步骤求出 Ki 值。

关于标准解耦形式有如下定义：

如果 Σ （A
∧

， B
∧

， C
∧

） 具有如下形式：

A
∧

=

A1 0

⋱

0 Am

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

p1

︙

pm

　 　 　 p1 　 …　 pm

B
∧

=

b1 0

⋱

0 bm

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

p1

︙

pm

C
∧

=

c1 0

⋱

0 cm

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

1

︙

1

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

（5-68）

而 pi = di + 1，（ i = 1，2，…，m）；p1 + p2 +… + pm = n

Ai =

0 1 0
⋱

⋱ 1
0 0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=

　 0　 Idi

　0　 0
　 　

〓
┄

┄
┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

}　 di

1
　 1　 di

bi =

0
︙
0
1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
di

1　

ci =
1　 0…0〓〓 〓　 1

1　 di

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

则称 Σ（A
∧

， B
∧

， C
∧

） 为标准解耦形式。
例 5-14 　 试对例 5-13 的积分型解耦系统设计附加状态反馈， 使闭环解耦系统的极点配

置为 - 1， - 1， - 1， - 1。



第五章　 线性定常系统的综合 165　　

解　 考虑到例 5-13 所得的积分型解耦系统

A =

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

┄
┄

┄
┄

┄

┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=
A1 0

0 A2

┄
┄

┄┄┄┄
〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

B =

0 0
1 0
0 0
0 1

┄
┄

┄
┄

┄

┄┄

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=
b1 0

0 b2

┄
┄

┄┄┄┄
〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

C =
1 0 0 0

0 0 1 0

┄
┄┄┄┄┄┄

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 =

c1 0

0 c2

┄
┄

┄┄┄
〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

A， B， C 已具有式 （5-68） 的解耦标准型。 所以可分别对各独立子系统进行状态反馈。

对于 Σ1（A1，b1，c1）， 有

v 1 = （k1 　 k2）
x1

x2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 + w1

对于 Σ2（A2，b1，c2）， 有

v 2 = （k3 　 k4）
x3

x4

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 + w2

将v 1、 v 2分别代入式 （5-64）， 整理得

x· =

0 1 0 0
k1 k2 0 0
0 0 0 1
0 0 k3 k4

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

x +

0 0
1 0
0 0
0 1

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

w1

w2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓

由式 （5-65） 有

y =
1 0 0 0

0 0 1 0

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 x

　 图 5-25　 例 5-14 系统结构图

　 　 为使闭环系统极点配置在 - 1， - 1， - 1，
- 1 位置上， 按照求解状态反馈矩阵的方法和

步骤可得出

k1 = - 1，k2 = - 2，k3 = - 1，k4 = - 2
例 5-14 的系统结构图如图 5-25 所示。
综上所述， 采用状态反馈实现系统解耦的

综合方法及其步骤如下：
1） 检验受控系统 Σ0 是否满足能解耦的充

要条件。
2） 按照式 （5-61） 和式 （5-62） 计算状

态反馈矩阵 K 和输入变换阵 F。 把系统化成标

准解耦形式。
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3） 对独立的子系统按 （5-67） 用附加状态反馈， 把极点配置为期望值。
如果在积分型解耦系统中存在不能控不能观测的状态， 则在采用附加状态反馈时， 必须

通过非奇异变换， 使其化成能解耦标准形， 这部分内容由于计算烦琐而没做介绍， 有兴趣的

读者可参阅有关文献或书籍。
最后还应该说明， 对不满足状态反馈解耦充要条件的受控系统， 只要其传递函数矩阵是

非奇异的， 除可以采用串联补偿器解耦外， 还可以采用状态反馈加串联补偿器的办法进行解

耦， 如图 5-26 所示。

图 5-26　 用状态反馈加串联补偿器进行解耦示意图

习　 　 题

5-1　 为什么采用状态反馈系统的性能比采用输出反馈系统的性能要好？
5-2　 利用状态反馈实现极点任意配置的条件是什么？ 基本思路？
5-3　 什么情况下要采用观测器？ 有几种观测器？ 观测器的基本设计方法？
5-4　 设计配置观测器极点时要注意什么原则？
5-5　 已知系统状态方程为

x· =
- 1 0
1 - 2

〓

 
〓

〓

〓
〓x +

1
- 1

〓

 
〓

〓

〓
〓u

用状态反馈， 使闭环极点为 - 3 ± j5。
5-6　 已知系统传递函数

G（ s） = 10
s（ s + 1）（ s + 2）

用状态反馈， 使闭环极点为 - 2 和 - 1 ± j。
5-7　 设系统状态方程为

x· =
0 0 0
1 - 6 0
0 1 - 12

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x +

1
0
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u

（1） 说明是否可用状态反馈任意配置闭环极点。
（2） 若可以， 求状态反馈矩阵， 使闭环极点位于 - 2 和 - 1 ± j， 并画出状态变量图。
5-8　 设系统状态方程为

x· =
1 3
0 - 1

〓

 
〓

〓

〓
〓x +

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓u，　 y = （1 1）x

试设计全维状态观测器， 使其极点位于 - 2 和 - 2， 并画出状态变量图。
5-9　 已知系统状态方程

x· =
1 2 0
3 - 1 1
0 2 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
x +

2
1
1

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u，　 y = （0 0 1）x

试设计状态观测器， 使其极点位于 - 3， - 4 和 - 5， 并画出状态变量图。



第 六 章

线性系统的最优控制

最优控制是现代控制理论的核心内容， 是控制系统的一种设计方法。
最优控制研究的核心问题是， 已知被控对象的数学模型， 在控制量约束范围内设计出控

制器 （又称为 “控制率或控制策略”）， 使控制系统的性能在某种意义上达到最优。
线性系统二次型的最优化控制， 因为其性能指标具有明确的物理意义， 在大量的工程实

际中具有代表性， 而且最优控制率的求解较简单， 并具有统一的解析表达式， 构成的最优控

制系统具有简单的线性状态反馈的型式， 易于工程实现， 所以在国内外实际的工程中已得到

广泛应用。 本章主要介绍最优控制的基本概念、 基本原理和设计方法。

第一节　 最优控制的数学表达

已知系统的数学模型

x·（ t） = f[x（ t），u（ t），t] （6-1）
初始状态为

x（ t0） = x0 （6-2）
式中， x（ t）为 n 维状态向量； u（ t）为 r 维控制向量； f 为 n 维向量函数， 是 x（ t） 、 u（ t）和 t
的连续函数， 可以是线性定常函数， 也可以是非线性时变函数， 并且对 x（ t）、 t 连续可微。

若存在某种控制率 u（ t）， 能使性能指标函数

J = Φ[x（ t），tf] + ∫tf
t0
L[x（ t），u（ t），t]dt （6-3）

取极值 （最大值或最小值）， 则称该控制率为最优控制率 u∗； 该系统为最优控制系统； 对

应系统的运动状态轨迹线， 称为最优轨线 x∗。

第二节　 求解最优控制率的方法

目前求解最优控制率， 主要有 “变分法”、 “极大 （小） 值原理”、 “动态规划” 和 “线
性二次型” 等方法。

1. 变分法

由于性能指标 J 是控制量 u 的函数， 这种以函数为自变量的函数， 即函数的函数， 从数

学角度看， 就是一个 “泛函”。 要从泛函性能指标 J 中求解出一个未知控制函数 u（ t）， 使性

能指标 J 值为极值 J∗ （最大值或最小值）， 这种泛函求极值的方法， 实际上就是数学上的

“变分” 问题， 需采用数学中的 “变分法”。
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采用直接变分法求解最优控制率， 难以甚至无法解决容许控制属于闭集的最优控制问

题， 所以受到实际工程应用上的限制。 例如， 每台电动机都有最大功率的限制； 船舶或飞机

的操纵舵面也有最大偏转角的限制。 况且采用直接变分法设计出的系统， 其抗参数变化的能

力， 即系统的鲁棒性也不强。 因此， 工程上的实用价值较小。
2. 极大 （小） 值原理

20 世纪 50 年代末， 苏联学者 Pontryagin （庞特里亚金） 提出了极值原理。 虽然这种方

法可以解决 “变分法” 无法解决的一些问题， 即 “容许控制属于闭集” 的最优控制问题，
但对于非线性系统， 甚至有些线性系统， 在某些情况下要得到最优控制的解析表达式， 仍是

十分困难的。
3. 动态规划

美国学者 Bellman （别尔曼） 在 1953—1957 年间提出 “动态规划” 方法， 这种方法也可

以解决 “容许控制属于闭集” 的最优控制问题。 虽然该方法推导还算简单， 但求解也不易，
甚至会有些困难。

4. 线性二次型

美国学者 R. E. Kalman （卡尔曼）， 基于线性系统的状态方程、 能控能观测性， 提出线

性系统若用 “二次型性能指标”， 将使最优控制器的求解变得简单容易。 按这种方法求解最

优控制器， 主要归结为求解一个称为 “Riccati （黎卡提） 矩阵微分方程或代数方程”， 再通

过简单的矩阵运算就可得出状态反馈控制率的解析式。 而且， 其结果也适用于小信号下运行

的非线性系统。
5. 各方法的比较

总的来说， 当控制量无约束时， 采用 “变分法”； 当控制量有约束时， 采用 “极大

（小） 值原理” 或 “动态规划”； 如果系统是线性的， 采用 “线性二次型” 方法最好， 因为，
一方面， 二次型性能指标反映了大量实际的工程性能指标的要求； 另一方面， 理论上的分析

及求解较简单、 方便、 规范， 而且还有标准的计算机程序可供使用； 其次， 得到的控制器易

于通过状态反馈实现闭环最优控制， 工程实现方便。 在实际的工程控制中， 目前线性二次型

最优控制已得到了广泛的应用。
下面只介绍线性二次型最优控制的基本概念、 求解原理及设计中的一些主要结论。

第三节　 线性二次型最优控制

一、 控制对象数学模型

线性系统的状态空间表达式

x·（ t） = A（ t）x（ t） + B（ t）u（ t），　 x（ t0） = x0

y（ t） = C（ t）x（ t）〓 （6-4）

式中， x（ t）为 n 维状态向量； A（ t）为 n × n 维系统矩阵； B（ t）为 n × r 维控制矩阵； u（ t）为 r
维控制向量； C（ t）为 m × n 维输出矩阵； y（ t）为 m 维输出向量。

二、 性能指标

采用二次型
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J = 1
2 xT（ tf）Sx（ tf） + 1

2 ∫
tf

t0
[xT（ t）Q（ t）x（ t） + uT（ t）R（ t）u（ t）]dt

= J1 + J2

（6-5）

式 （6-5） 中， S 为 n × n 维正定 （或半正定） 常值对称矩阵； Q（ t）为 n × n 维正定 （或
半正定） 对称矩阵； R（ t）为 r × r 维正定对称矩阵； 性能指标 J 是一个标量。

性能指标的物理意义说明：

1） 式 （6-5） 中的
1
2 是为了运算方便引入的。

2） 式 （6-5） 中等号右端的第一项
1
2 xT （ tf） Sx（ tf）， 强调状态的终值， 表示在给定的

控制终端时刻 tf 到来时， 系统的终态 x（ tf）接近预定终态的程度。
当对系统的终端误差要求严格时， 此项不能缺少， 而且特别重要。 例如， 两个航天器的

交会对接， 控制大气层外导弹的拦截等， 终端状态的一致性就显得非常重要。
加权矩阵 S， 表示对各个对应分量的重视程度可有不同。

xT（ tf）Sx（ tf） = （x1 x2 … xn）

s11 0
s12

⋱
0 snn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

= s11x2
1 + s22x2

2 +… + snnx2
n

3） 式 （6-5） 中等号右端第二项的积分是一个综合指标。 其中， 积分项中的第一项代表

状态的暂态误差， 表示在 t0 ～ tf 整个控制期间， 系统的实际状态与给定状态之间综合误差的

总和， 体现系统对动态过程的要求。 加权矩阵 Q（ t）是对各个对应分量的重视程度可有不同，
可为常值也可时变， 若是时变则意味着在暂态过程中不同的时刻对各个分量的重视程度可有

不同。 积分项的第二项体现对控制信号能量的限制， 加权矩阵 R（ t）要求大于 0， 可为常值

也可时变。
值得注意的是， 性能指标中的加权矩阵 S、 Q（ t）和 R（ t）对系统暂态过程的影响很大。

设计控制器时， 可预先选若干组 S、 Q 和 R 值， 对每组离线求出各组对应的最优控制器， 再

通过系统仿真后选择其中性能最好的那一组作为加权矩阵 S、 Q（ t）和 R（ t）。
三、 最优控制率 u∗

最优控制率 u∗ 的含义是， 对于线性系统式 （6- 4）， 确定出的控制率 u（ t）， 能使式

（6-5） 的 J 值为最小。
相关的最优控制理论严格的推导证明， 使式 （6-5） 的 J 值为最小的最优控制率为

u∗（ t） = - R - 1（ t）BT（ t）S（ t）x（ t）
= - K（ t）x（ t）

（6-6）

式中， K（ t） = R - 1 （ t）BT（ t）S（ t）。 其中， S（ t）为 n × n 维对称非负定矩阵， 被称为黎卡提

（Riccati） 矩阵方程式

S·（ t） = P（ t）B（ t）R - 1（ t）BT（ t）S（ t） - S（ t）A（ t） - AT（ t）S（ t） -Q（ t） （6-7）
的解。
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为了帮助读者更好地理解最优控制的原理， 下面从矩阵理论角度介绍其求解思路。
由高等数学， 有

∫tf
t0

d
dtx

TSx〓 〓dt = xTSx（ tf） - xTSx（ t0） （6-8）

或

　 　 　 　 ∫tf
t0

d
dtx

TSx〓 〓dt = ∫tf
t0

xT S·x + x·TSx + xTS x·〓 〓dt +

　 　 　 　 ∫tf
t0

xT Qx + uTRu〓 〓dt - ∫tf
t0

xT Qx + uTRu〓 〓dt

　 　 　 　 = ∫tf
t0

xT S·x + x·TSx + xTS x·+ xT Qx + uTRu〓 〓dt - ∫tf
t0

xT Qx + uTRu〓 〓dt （6-9）

由式 （6-8） 和式 （6-9）， 有

xTSx（ tf） - xTSx（ t0）

= ∫tf
t0
（xT S·x + x·TSx + xTS x·+ xT Qx + uTRu）dt - ∫tf

t0
（xT Qx + uTRu）dt

上式移项整理

xTSx（ tf） + ∫t
t0
（xT Qx + uTRu）dt = xTSx（ t0） +

∫tf
t0

xT S·x + x·TSx + xTS x·+ xT Qx + uTRu〓 〓dt
（6-10）

式 （6-10） 等号左边项， 实际上就是性能指标式 （6-5）。 令等号右边积分项为

F = xT S·x + x·TSx + xTS x· + xT Qx + uTRu （6-11）
则式 （6-10） 可简写为

J = xTSx（ t0） + ∫tf
t0
Fdt （6-12）

分析式 （6-12）， 由于等号右边第一项只与起始时间有关而与控制量无关， 不受 u 的控

制， 因此只要能找到一个控制量 u， 在 t0 < t < tf， 能使被积函数为零或接近零， 即

lim ∫t
t0
Fdt = 0

那么， 性能指标 J 就有最小值， 而且为

J∗ = xTSx（ t0）
为此， 把状态方程式 （6-1）， 代入式 （6-11）， 有

F = xT S·x + x·TSx + xTS x· + xT Qx + uTRu

= xT S·x + （Ax + Bu） TSx + xTS（Ax + Bu） + xT Qx + uTRu
（6-13）

由矩阵的转置运算， 有

（Ax + Bu） TSx = （Ax） TSx + （Bu） TSx = xTATSx + uTBTSx （6-14）
式 （6-14） 代入式 （6-13）

F = （xT S·x + xTATSx + xTSAx + xT Qx） + （uTBTSx + xTSBu） + uTRu

= xT（ S· + ATS + SA +Q）x + （uTBTSx + xTSBu） + uTRu
（6-15）
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式 （6-15） 可写成典型的二次型的形式

F = （kx + u） TR（kx + u）
= {（kx） T + uT}R{kx + u}
= xTkTR（kx + u） + uTR（kx + u）
= （xTkTRkx） + （uTRkx + xTkTRu） + uTRu

（6-16）

比较式 （6-15） 和式 （6-16） 的右边系数， 有

kTRk = S· + ATS + SA +Q （6-17）
Rk = BTS （6-18）

式 （6-18） 两边左乘 R - 1， 有

k = R - 1BTS （6-19）
又由式 （6-16） 可知， 当

u = - kx = - R - 1BTSx （6-20）
并且满足式 （6-17） 、 式 （6-18） 时， 积分项的被积函数 F 为零。 于是只要确定了 S， 最优

控制率 u∗就可由式 （6-20） 求出， 即

u∗ = - R - 1BTSx （6-21）
从式 （6-17） 和式 （6-18） 消去 k， 有

（R - 1BTS） TR（R - 1BTS） = S· + ATS + SA +Q
化简及移项后有

S· = SBR - 1BTS - ATS - SA -Q （6-22）
注意， 式 （6-22） 就是 《最优控制理论》 中提到的黎卡提 （Riccati） 矩阵方程式。 为

了求解出式 （6-21） 的最优控制律 u∗， 必须先求解式 （6-22） 黎卡提 （Riccati） 矩阵方程

中的 S。

第四节　 线性二次型最优控制系统的设计

常见的线性二次型最优控制分为两类， 即调节器和伺服器。 它们已在实际中得到了广泛

的应用。 下面不加证明地给出三种最常用的典型系统最优控制的设计方法。
一、 最优状态调节器

状态调节器的最优控制， 只对系统的状态提出性能要求。 当系统受到干扰， 状态偏离了

原来的平衡位置时， 要求产生一控制作用使系统的状态回到原来的状态或原状态附近， 并使

要求的性能指标有极小值。 例如， 电动机转速控制系统， 电动机原运行在 1000rad / min。 当

增加负载后其转速下降至 980rad / min， 应如何设计控制器使电动机的转速从 t0 时刻起到 tf
时刻止， 又回到 1000rad / min， 并满足某种目标为最优。

状态调节器又分为 “有限时间” 和 “无限时间” 调节器两种。
1. 有限时间状态调节器

若被控对象是线性时变， 当性能指标式 （6-5） 中的终值时间 tf 为有限值时， 这种状态

调节器称为有限时间状态调节器。
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有限时间的状态调节器， 要求系统在有限时间内稳态误差、 暂态误差和消耗的控制能量

都要小， 其最优解有如下结论。
（1） 线性时变系统状态方程

x·（ t） = A（ t）x（ t） + B（ t）u（ t）；　 x（ t0） = x0 （6-23）
式中， 相关矩阵的定义及维数与式 （6-4） 相同。

（2） 二次型性能指标

J = 1
2 xT（ tf）Sx（ tf） + 1

2 ∫
tf

t0
[xT（ t）Q（ t）x（ t） + uT（ t）R（ t）u（ t）]dt （6-24）

（3） 最优控制率

u∗（ t） = - R - 1（ t）BT（ t）P（ t）x（ t）
= - K（ t）x（ t）

（6-25）

式中， K（ t） = R - 1（ t）BT（ t）P（ t）； P（ t）为 n × n 维对称非负定矩阵， 是下式黎卡提 （Riccati）
矩阵微分方程式

P·（ t） = P（ t）B（ t）R - 1（ t）BT（ t）P（ t） - P（ t）A（ t） - AT（ t）P（ t） -Q（ t） （6-26）
和边界条件

P（ tf） = S （6-27）
的解。

（4） 最优性能

J∗ = 1
2 xT（ t0）P（ t0）x（ t0） （6-28）

（5） 最优状态轨迹曲线 x∗（ t）
x∗（ t）是下式线性向量微分方程

x·（ t） = [A（ t） - B（ t）R - 1（ t）BT（ t）P（ t）]x（ t）；　 x（ t0） = x0 （6-29）
的解。

图 6-1 为有限时间最优状态调节器的结构图。

图 6-1　 有限时间最优状态系统图

说明：
（1） 最优控制器是状态反馈形式， 具有时变性。 应用时， 先离线计算出 K（ t） = R - 1（ t）

BT（ t）P（ t）值， 并存储在计算机中。 系统运行过程中， 从存储器取出， 并与同一时刻测量到

的 x（ t）相乘， 构成控制量。 可见， 当系统较复杂时， 需要的存储量大， 不利于工程应用。
（2） 若系统是线性定常时， 有限时间状态调节器的有关结论可以仿照上面线性时变系

统的相关结论得出。 即对于线性定常系统
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x·（ t） = Ax（ t） + Bu（ t）；　 x（ t0） = x0 （6-30）
使性能指标式 （6-23） 最小的最优控制率为

u∗（ t） = - R - 1BTP（ t）x（ t）
= - K（ t）x（ t）

（6-31）

式中， K（ t） = R - 1BTP（ t）。 其中， P（ t）是黎卡提 （Riccati） 方程式

P·（ t） = P（ t）BR - 1BTP（ t） - P（ t）A - ATP（ t） -Q （6-32）
和终端条件式

P（ tf） = S （6-33）
的解。 可见， 对于被控对象是线性定常的有限时间状态调节器， 其最优反馈控制率仍是时

变的。
系统的最优性能

J∗ = 1
2 xT（ t0）P（ t0）x（ t0） （6-34）

2. 无限时间状态调节器

当终端时刻为无穷， tf→∞， 系统及性能指标中的各矩阵均为常值矩阵时， 则这种状态

调节器称为无限时间状态调节器。
无限时间状态调节器的最优解， 是一状态反馈形式， 而且增益矩阵是常数矩阵， 要注意

的是， 系统必须完全能控。 有如下一些主要结果。
（1） 完全能控的线性定常系统

x·（ t） = Ax（ t） + Bu（ t），　 x（ t0） = x0 （6-35）
（2） 性能指标

由于这种情况下， 系统的终端状态总是被要求达到某一平衡状态， 所以， 式 （6-5） 性

能指标中的第一项为 “0”， 即

J = 1
2 ∫

∞

t0
[xT（ t）Qx（ t） + uT（ t）Ru（ t）]dt （6-36）

（3） 最优控制率

u∗（ t） = - R - 1BTPx（ t）
= - Kx（ t）

（6-37）

式中， K = R - 1BTP； P 是 n × n 维正定对称的常数矩阵， 是黎卡提 （Riccati） 代数方程

PBR - 1BTP - PA - ATP -Q = 0 （6-38）
的解。

（4） 最优性能指标

J∗ = 1
2 （x0） TPx0 （6-39）

（5） 最优状态轨迹

最优状态轨迹 x∗（ t）是下式线性向量微分方程

x·（ t） = [A - BR - 1BTP]x（ t），　 x（ t0） = x0 （6-40）
的解。
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例 6-1　 已知系统

x·（ t） = Ax（ t） + bu（ t），　 x（0） =
0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓

式中， x（ t） =
x1

x2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓； A =

0 1
0 0

〓

 
〓

〓

〓
〓； b =

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓

性能指标

J = 1
2 ∫

∞

0

（x2
1 + 2bx1x2 + ax2

2 + u2）dt

求最优控制率 u∗（ t）和最优性能 J∗。
解　 本例题属线性定常系统无限时间最优状态调节器的问题。
（1） 判断系统的能控性

rank[B AB] = rank
0 1
1 0

〓

 
〓

〓

〓
〓 = 2 = n

系统完全能控， 最优控制存在且唯一。
（2） 由性能指标， 求出加权矩阵

J = 1
2 ∫

∞

0

（x2
1 + 2bx1x2 + ax2

2 + u2）dt = 1
2 ∫

∞

0

x1 x2〓 〓
1 b
b a

〓

 
〓

〓

〓
〓

x1

x2

〓

 
〓

〓

〓
〓+ u2〓 〓dt

加权矩阵为

Q =
1 b
b a

〓

 
〓

〓

〓
〓；　 R = 1

当 a > b2 时， Q 正定。
（3） 解黎卡提 （Riccati） 代数方程， 求矩阵 P

令 P =
p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓， 代入黎卡提 （Riccati） 代数方程

PBR - 1BTP - PA - ATP -Q = 0
p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓1 1 0〓 〓

p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 -

p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

0 1
0 0

〓

 
〓

〓

〓
〓 -

0 0
1 0

〓

 
〓

〓

〓
〓

p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 -

1 b
b a

〓

 
〓

〓

〓
〓 =

0 0
0 0

〓

 
〓

〓

〓
〓

展开上式， 可得代数方程组

p2
12 = 1
- p11 + p11p12 - b = 0

- 2p12 + p2
22 - a = 0

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

求解代数方程组， 并取正解

p12 = 1，　 p22 = a + 2p12，　 p11 = a + 2 - b
于是有

P = 1
2

1 1
1 2

〓

 
〓

〓

〓
〓

（4） 最优控制率
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由式 （6-38）， 最优控制率

u∗ = - R - 1BTPx = - 1（0 1）
p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

x1

x2

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

= - p12x1 - p22x2

= x1 - a + 2x2

（5） 最优性能

J∗ = 1
2 xT（0）Px（0） = 1

2 （0 1）
p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓 = 0. 5p22

（6） 最优系统结构图如图 6-2 所示。

图 6-2　 例 6-1 最优系统结构图

二、 最优输出调节器

输出调节器的最优控制问题， 只考虑对系统的输出提出性能要求， 即当系统受到干扰偏

离了原来的平衡状态时， 要求产生一控制量使系统的输出回到原来的状态或原状态附近， 并

使性能指标有极值。 同样， 输出调节器也分为 “有限时间” 和 “无限时间” 两种。 实际上，
所有对状态调节器的相关结论都可以推广到输出调节器。

1. 有限时间输出调节器

（1） 被控对象数学模型

完全能控能观测的线性时变系统

x·（ t） = A（ t）x（ t） + B（ t）u（ t），　 x（ t0） = x0

y（ t） = C（ t）x（ t）〓 （6-41）

式中， 相关矩阵的定义及维数与式 （6-4） 相同。
（2） 性能指标

J = 1
2 yT（ tf）Sy（ tf） + 1

2 ∫
tf

t0
[yT（ t）Q（ t）y（ t） + uT（ t）R（ t）u（ t）]dt （6-42）

（3） 最优控制 u∗（ t）
为了利用前述状态调节器的结论求最优控制 u∗ （ t）， 输出方程代入性能指标式

（6-42）， 有

J = 1
2 xT（ tf）CT（ tf）SC（ tf）x（ tf） +

1
2 ∫

tf

t0
[xT（ t）CT（ t）Q（ t）C（ t）x（ t） + uT（ t）R（ t）u（ t）]dt

（6-43）

观察式 （6-43） 可见， 与有限时间状态调节器的性能指标相比， 式 （6- 43） 只是用
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“CT（ tf）SC（ tf）” 代替式 （6-23） 中的 “S”， “CT （ t）Q（ t）C（ t）” 代替式 （6-24） 中的

“Q（ t）”。
所以， 只要 CT（ tf）SC（ tf）和 CT（ t）Q（ t）C（ t）是正定对称矩阵， 输出调节器的问题实际

上就是状态调节器的问题。 上面关于最优状态调节器的相关结论就可以方便地 “移植” 过

来。 所以， 使性能指标式 （6-43） 最小的输出调节器最优控制率为

u∗（ t） = - R - 1（ t）BT（ t）P（ t）x（ t）
= - K（ t）x（ t）

（6-44）

式中， K（ t） = R - 1（ t）BT（ t）P（ t）； P（ t）是黎卡提 （Riccati） 矩阵微分方程

P·（ t） = P（ t）B（ t）R - 1（ t）BT（ t）P（ t） - P（ t）A（ t） - AT（ t）P（ t） - CT（ t）Q（ t）C（ t）
（6-45）

及边界条件

P（ tf） = CT（ tf）SC（ tf） （6-46）
的解。

（4） 性能指标

J∗ = 1
2 xT（ t0）P（ t0）x（ t0） （6-47）

（5） 最优状态轨迹 x∗（ t）
x∗（ t）是下式线性向量微分方程

x·（ t） = [A（ t） - B（ t）R - 1（ t）BT（ t）P（ t）]x（ t），　 x（ t0） = x0 （6-48）
的解。

2. 无限时间输出调节器

如果终端时刻为无穷， tf→∞， 系统及性能指标中的各矩阵均为常值矩阵， 则称为无限

时间输出调节器。
（1） 能控能观测的线性定常系统

x·（ t） = Ax（ t） + Bu（ t）， x（ t0） = x0

y（ t） = Cx（ t）〓 （6-49）

式中， 相关矩阵的维数与式 （6-4） 相同。
（2） 性能指标

J = 1
2 ∫

∞

0
[yT（ t）Qy（ t） + uT（ t）Ru（ t）]dt （6-50）

式中， Q > 0， R > 0， 且均为常值对称矩阵。
（3） 最优控制

类似地， 上面关于无限时间状态调节器的相关结论 “移植” 过来， 就可得到无限时间

输出调节器的相关结论

u∗（ t） = - R - 1BTPx（ t） （6-51）
式中， P 是如下黎卡提 （Riccati） 代数方程

PBR - 1BTP - PA - ATP - CTQC = 0 （6-52）
的解。
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（4） 最优性能指标

J∗ = 1
2 xT（ t0）Px（ t0） （6-53）

（5） 最优状态轨迹 x∗（ t）
x∗（ t）是下式线性向量微分方程

x·（ t） = [A - BR - 1BTP]x（ t），　 x（ t0） = x0 （6-54）
的解。

例 6-2　 已知系统状态空间式及性能指标

x·（ t） =
0 1
0 0

〓

 
〓

〓

〓
〓x（ t） +

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓u（ t）

y（ t） = （1 0）x（ t）

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

J = 1
4 ∫

∞

0

[y（ t） + u2（ t）]dt

求最优输出调节器。
解　 （1） 判定系统能控能观测性

rank（b Ab） = rank
0 1
1 0

〓

 
〓

〓

〓
〓 = 2

rank
c
cA

〓

 
〓

〓

〓
〓 = rank

1 0
0 1

〓

 
〓

〓

〓
〓 = 2

系统具有能控能观测性， 无限时间输出调节器存在且唯一。
（2） 由性能指标有

Q = 1
（3） 解黎卡提 （Riccati） 代数方程

令 P =
p11 p12

p12 p22

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓

由黎卡提 （Riccati） 代数方程

PA + ATP - PbR - 1bTP + cTQc = 0

得 P =
2 1

1 2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 > 0

（4） 最优控制 u∗（ t）
由式 （6-51） 有

u∗（ t） = - R - 1bTPx（ t） = - x1（ t） - 2x2（ t） = - y（ t） - 2x2（ t）
三、 最优输出跟踪器

最优输出跟踪的控制问题是， 寻求最优控制率 u∗（ t）， 使系统的实际输出 y（ t）在给定

的时间内跟踪某个指定的 y∗（ t）或未知的输入函数， 并使性能指标最小。
最优输出跟踪的控制问题同样可分为有限时间最优输出跟踪和无限时间最优输出跟踪的

问题。
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1. 有限时间输出跟踪问题

（1） 能观测的线性时变系统

x·（ t） = A（ t）x（ t） + B（ t）u（ t），　 x（ t0） = x0

y（ t） = C（ t）x（ t）〓 （6-55）

设 m 维的 y∗（ t）为系统的期望跟踪输出， 定义误差向量

e（ t） = y∗（ t） - y（ t） （6-56）
（2） 性能指标

J = 1
2 eT（ tf）Se（ tf） + 1

2 ∫
tf

t0
（eT（ t）Q（ t）e（ t） + uT（ t）R（ t）u（ t））dt （6-57）

式中， S、 Q（ t）和 R（ t）均为相对应的正定对称矩阵。
（3） 最优控制率 u∗（ t）
终端时间 t = tf 时， 使性能指标式 （6-57） 为最小值的最优控制率

u∗（ t） = - R - 1（ t）BT（ t）[P（ t）x（ t） - g（ t）] （6-58）
式 （6-58） 中， P（ t）是如下黎卡提 （Riccati） 矩阵微分方程

P·（ t） = P（ t）B（ t）R - 1（ t）BT（ t）P（ t） - P（ t）A（ t） - AT（ t）P（ t） - CT（ t）Q（ t）C（ t）
（6-59）

及终端边界条件

P（ tf） = CT（ tf）SC（ tf） （6-60）
的解。

式 （6-58） 中， g（ t）为 n 维向量， 是如下向量微分方程

g·（ t） = [B（ t）R - 1（ t）BT（ t）P（ t） - A（ t）] Tg（ t） - CT（ t）Q（ t）y∗（ t） （6-61）
及边界条件

g（ tf） = CT（ tf）Sy∗（ tf） （6-62）
的解。

（4） 最优性能指标

J∗ = 1
2 xT（ t0）P（ t0）x（ t0） - gT（ t0）x（ t0） + φ（ t0） （6-63）

式中， φ（ t）是如下方程

φ·（ t） = - 1
2 [y∗T（ t）Qy（ t）φ（ t） - gT（ t）B（ t）R - 1（ t）BT（ t）g（ t）] （6-64）

及边界条件

φ（ tf） = （y∗（ tf）） TSy∗（ tf） （6-65）
的解。

（5） 最优状态轨迹线 x∗（ t）
x∗（ t）是下式线性向量微分方程

x·（ t） = [A（ t） - B（ t）R - 1（ t）BT（ t）P（ t）]x（ t） + B（ t）R - 1（ t）B（ t）g（ t），　 x（ t0） = x0

（6-66）
的解。
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2. 无限时间跟踪器问题

当终端时刻为无穷 （ tf→∞）， 系统及性能指标中的各矩阵均为常值矩阵， 则这种输出

跟踪器称为无限时间跟踪器问题。
这类跟踪器问题， 目前还没有严格的求解方法。 有关文献指出， 当理想输出为常值向量

时， 工程上可应用下面的近似结果。
（1） 能控能观测的线性定常系统

x·（ t） = Ax（ t） + Bu（ t），　 x（ t0） = x0 （6-67）
y（ t） = Cx（ t）

（2） 性能指标

J = 1
2 ∫

∞

t0
[eT（ t）Qe（ t） + uT（ t）Ru（ t）]dt （6-68）

式中， e（ t） = y∗（ t） - y（ t）； Q、 R 为对称正定常值矩阵。
（3） 使性能指标式 （6-68） 最小的最优控制为

u∗（ t） = - R - 1BTPx（ t） + R - 1BTg （6-69）
式中， P 是黎卡提 （Riccati） 代数方程

PBR - 1BTP - PA - ATP - CTQC = 0 （6-70）
的解。

g（ t）为 n 维向量， 是如下向量微分方程

g（ t） = [PBR - 1BT - AT] - 1CTQy∗（ t） （6-71）
的解。

（4） 近似最优状态轨迹线 x∗（ t）
x∗（ t）是下式线性向量微分方程

x·（ t） = [A - BR - 1BTP]x（ t） + BR - 1Bg （6-72）
及初始条件

x（ t0） = x0 （6-73）
的解。

习　 　 题

6-1　 什么是最优控制？ 目前处理最优控制的方法有几种？ 它们之间有什么不同？
6-2　 线性系统的二次型最优控制的基本原理是什么？
6-3　 二次型性能指标有何工程含义？ 指标中的加权矩阵有何物理意义？
6-4　 线性系统的二次型最优控制问题分为几种类型？ 是根据什么划分的？
6-5　 为什么说二次型最优控制最具有工程实用性？
6-6　 已知系统状态方程

x· =
0 1
0 0

〓

 
〓

〓

〓
〓x +

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓u

性能指标

J = ∫∞
0

1
2 [（x2

1（ t） + u2（ t）]dt
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设计状态调节器， 使性能指标具有最小值。
6-7　 已知系统方程

x· =
0 1
0 0

〓

 
〓

〓

〓
〓x +

0
1

〓

 
〓

〓

〓
〓u

y = 1 0〓 〓x
性能指标

J = 1
4 ∫

∞

0
[y（ t） + u2（ t）]dt

设计输出调节器， 使性能指标具有最小值。
6-8　 已知系统方程

x·1 = x2（ t）

x·2 = 4u（ t）

y（ t） = （1 0）x
性能指标

J = ∫∞
0
[（y∗（ t） - y（ t）） 2 + u2（ t）]dt

设计输出跟踪器， 使性能指标具有最小值。



第 七 章

工程应用实例

工程设计中应用现代控制理论最广泛的是线性系统的状态空间综合方法， 也就是状态反

馈与状态观测器的方法。 本章通过三个工程实例予以说明状态空间分析方法的具体应用。

第一节　 单倒立摆控制系统的状态空间设计

许多工业工程和军事工程中的运动控制系统， 其控制思路和方法均来自于倒立摆的控制

机理。 例如， 工业机器人行走的平衡控制、 海洋钻井平台的稳定控制、 火箭发射器的垂直控

制和飞行器飞行的姿态控制等。
单倒立摆系统的原理图， 如图 7-1 所示。 设摆的长度为 L、 质量为 m， 用铰链安装在质

量为 M 的小车上。 小车由一台直流电动机拖动， 在水平方向对小车施加控制力 u， 相对参考

图 7-1　 单倒立摆系统的原理图

系产生位移 z。 若不给小车施加控制力， 则倒立摆会向左或

向右倾倒， 因此， 它是一个不稳定系统。 控制的目的是， 当

倒立摆无论出现向左或向右倾倒时， 通过控制直流电动机，
使小车在水平方向运动， 将倒立摆保持在垂直位置上。

一、 倒立摆的状态空间方程

为简化问题， 工程上往往忽略一些次要因素。 本例中，
忽略摆杆质量、 执行电动机惯性以及摆轴、 轮轴、 轮与接触

面之间的摩擦及风力。 设小车瞬时位置为 z， 倒立摆出现的

偏角为 θ， 则摆心瞬时位置为 （ z + lsinθ）。 在控制力 u 的作用下， 小车及摆均产生加速运

动， 根据牛顿第二定律， 在水平直线运动方向的惯性力应与控制力 u 平衡， 则有

M
d2 z
dt2

+m
d2

dt2
（ z + lsinθ） = u

即

（M +m） z̈ +ml θ̈cosθ -ml θ
·2sinθ = u （7-1）

由于绕摆轴旋转运动的惯性力矩应与重力矩平衡， 因而有

m
d2

dt2
（ z + lsinθ） 

〓
 
 

〓

〓
〓
〓lcosθ =mglsinθ

即

z̈cosθ + l θ̈cos2θ - l θ
·2sinθcosθ = gsinθ （7-2）

式 （7-1）、 式 （7-2） 两个方程都是非线性方程， 需作线性化处理。 由于控制的目的是



182　　 现代控制理论基础　 第 4 版

保持倒立摆直立， 因此， 在施加合适 u 的条件下， 可认为 θ、 θ
·

均接近零， 此时 sinθ≈θ，

cosθ≈1， 且可忽略 θ
·2θ 项， 于是有

（M +m） z̈ +ml θ̈ = u （7-3）

z̈ + l θ̈ = gθ （7-4）
联立求解式 （7-3）、 式 （7-4）， 可得

z̈ = -
mg
M

θ +
1
M
u （7-5）

θ̈ =
（M +m）

Ml
gθ -

1
Ml

u （7-6）

消去中间变量 θ， 可得到输入量为 u、 输出量为 z 的系统微分方程为

z（4） -
（M +m）g

Ml
z̈ =

1
M
ü -

g
Ml

u （7-7）

选取小车的位移 z 及其速度 z
·

、 摆的角位置 θ 及其角速度 θ
·

作为状态变量， z 为输出变

量， 并考虑恒等式
d
dt
z = z·，

d
dt
θ = θ

·
及式 （7-5）、 式 （7-6）， 可列出系统的状态空间表达

式为

x· =

0 1 0 0

0 0 -
mg
M

0

0 0 0 1

0 0
（M +m）g

Ml
0

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

x +

0
1
M
0

-
1
Ml

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

u （7-8a）

y = （1　 0　 0　 0）x （7-8b）
式中

x = （ z　 z·　 θ　 θ
·

） T

假定系统参数 M = 1kg， m = 0. 1kg， l = 1m， g = 9. 81m / s2， 则状态方程中参数矩阵为

A =

0 1 0 0
0 0 - 1 0
0 0 0 1
0 0 11 0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

，b =

0
1
0
- 1

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

，c = （1　 0　 0　 0） （7-9）

二、 被控对象特性分析

作为被控制的倒立摆， 当它向左或向右倾倒时， 能否通过控制作用使它回复到原直立位

置？ 这须首先进行其能控性的分析。
1. 能控性分析

根据能控性的秩判据， 并把式 （7-9） 的有关数值代入该判据， 可得

rankM = rank（b　 Ab　 A2b　 A3b） = 4 （7-10）
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因此， 单倒立摆的运动状态是可控的。 换句话说， 这意味着总存在一控制作用 u， 将非零状

态 x 转移至零。
2. 稳定性分析

由单倒立摆系统的状态方程， 可求出其特征方程

| I - A | = 2（ 2 - 11） = 0 （7-11）

解得特征值为 0， 0， 11， - 11。 4 个特征值中存在一个正根， 两个零根， 这说明单倒立

摆系统， 即被控系统是不稳定的， 须对被控系统进行反馈综合， 使 4 个特征值全部位于根平

面 s 左半边的适当位置， 以满足系统的稳定工作并达到良好动、 静态性能的要求。
三、 单倒立摆系统的综合

采用全状态反馈。 取状态变量 z、 z·、 θ、 θ
·

为反馈信号， 状态反馈控制规律为

u = v - kx （7-12）
设 k = （k0 　 k1 　 k2 　 k3）

式中， k0 ～ k3 分别为 z， z·， θ， θ
·

反馈至参考输入 v 的增益。 则闭环控制系统的状态方程为

x· = （A - bk）x + b v （7-13）
其特征多项式为

| I - （A - bk） | = 4 + （k1 - k3） 3 + （k0 - k2 - 11） 2 - 10k1 - 10k0 （7-14）
采用极点配置的综合方法。 设希望闭环极点位置为 - 1， - 2， - 1 ± j， 则闭环控制系统的期

望特征多项式为

（ + 1）（ + 2）（ + 1 - j）（ + 1 + j） = 4 + 5 3 + 10 2 + 10 + 4 （7-15）
令式 （7-14） 与式 （7-15） 右边同次项的系数相等， 可求得

k0 = - 0. 4，k1 = - 1，k2 = - 21. 4，k3 = - 6
状态反馈系统结构如图 7-2 所示。

图 7-2　 单倒立摆全状态反馈系统结构图

全状态反馈为稳定闭环系统， 当参考输入 v 为零时， 状态向量在初始扰动下的响应将渐

近地衰减至零， 这时摆杆和小车都会回到它的初始位置， 即 θ = 0， z = 0。 如果不把 4 个状态

变量全用作反馈， 该系统则不能稳定， 例如令 k0 ～ k3 的任何一个系数为零时， 式 （7-14）
所示特征多项式或是缺项， 或是系数值小于零， 由稳定的代数判据可以看出， 不满足系统稳

定的必要条件。
四、 全维状态观测器设计

为实现单倒立摆控制系统的全状态反馈， 必须获取系统的全部状态， 即 θ、 θ
·

、 z、 z· 的
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信息。 因此， 需要设置测量 θ、 θ
·

、 z、 z· 的 4 个传感器。 正如第五章第四节所指出的， 往往在

一实际的工程系统中并不是所有的状态信息都能检测到， 或者， 虽有些可以检则， 但也可能由于

检测装置昂贵或安装上的困难造成实际上难于获取信号， 从而使状态反馈在实际中难于实现， 甚

至不可能实现。 在这种情况下可设计全维状态观测器， 解决全状态反馈的实现问题。
状态观测器设计前， 先要对被控对象的状态作能观测性的判定。 由能观测秩判据， 并把

式 （7-9） 的有关数值代入该判据， 得

rankN = rank（cT 　 ATcT 　 （AT） 2cT 　 （AT） 3cT） = 4 （7-16）
故被控系统的 4 个状态均是可观测的。 这意味着， 其状态可由一全维 （四维） 状态观测器

给出估值。
由第五章全维状态观测器的动态方程为

x∧
·

= （A -GC） x∧ + Bu +Gy （7-17）
式中

G = （g0 　 g1 　 g2 　 g3） T

全维状态观测器以 G 配置极点， 决定状态向量估计误差衰减的速率。
全维状态观测器的特征多项式为

| I - （A -GC） | = 4 + g0
3 + （g1 - 11） 2 + （ - 11g0 - g2） + （ - 11g1 - g3） （7-18）

设状态观测器的希望闭环极点为 - 2， - 3， - 2 ± j1 （比状态反馈系统的希望闭环极点

离虚轴较远）， 则期望特征多项式为

（ + 2）（ + 3）（ + 2 + j）（ + 2 - j） = 4 + 9 3 + 31 2 + 49 + 30 （7-19）
令式 （7-18） 与式 （7-19） 同次项的系数相等， 可求得

g0 = 9，g1 = 42，g2 = - 148，g3 = - 492
用全维状态观测器实现状态反馈的结构图如图 7-3 所示。 由于最靠近虚轴的希望闭环极

点为 - 2， 这意味着任一状态变量估值误差至少以 e - 2t规律衰减。

图 7-3　 全维状态观测器实现状态反馈的结构图
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五、 降维观测器设计

由于本系统中的小车位移 z， 可由输出传感器测量， 因而实际中无需估计， 可以设计降

维 （三维） 状态观测器。 通过重新排列被控系统状态变量的次序， 把需由降维状态观测器

估计变量与输出传感器测得的状态变量分离开， 也就是说， 将 z 作为第四个状态变量， 则被

控系统的状态方程和输出方程变换为

d
dt

z·

θ

θ
·

z

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

0 - 1 0 0

0 0 1 0

0
　

11 0 0

1 0 0 0
┄

┄
┄

┄
┄

┄
┄

┄┄┄┄┄┄┄

〓
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〓〓

u （7-20a）

y = （0 0 0 1

┄

）
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θ

θ
·

︙
z

〓
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〓
〓〓

（7-20b）

简记为

x-·1

x-·2
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〓
〓
=
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〓
u （7-21a）

式中 y = y = （0　 I1）
x1

x2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

（7-21b）
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θ

θ
·

〓
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〓

x2 = z = y，A21 = [1　 0　 0]，A22 = 0，b2 = 0，I1 = 1

被控系统的 （n - q） 维子系统的动态方程一般形式为

x-·1 = A11x1 + v， z′ = A21x1 （7-22）

式中

v = A12y + b1u = b1u， z′ = y-· - A22y - b2u = y-· = z·

z′为子系统输出量。 故单倒立摆三维子系统动态方程为
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d
dt
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u （7-23a）

z′ = （1　 0　 0）

z·

θ

θ
·
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〓
〓
〓
〓

（7-23b）

对该子系统的可观测性进行检查， 结果仍可观测。
降维状态观测器动态方程的一般形式为

w
·

= （A11 - h A21）w + （b1 - h b2）u + [（A11 - h A21）h + A12 - h A22]y （7-24）

x-
∧

1 = w + h y （7-25）
式中， h = （h0 　 h1 　 h2） T。 考虑被控对象参数， 单倒立摆降维观测器动态方程的一般形

式为

w
·

=

- h0 - 1 0
- h1 0 1
- h2 11 0
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y （7-26）

x∧1 = w +
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〓
〓
〓
y （7-27）

降维状态观测器特征多项式为

| I - （A11 - h A21） | = 3 + h0
2 + （ - 11 - h1） + （ - 11h0 - h2） （7-28）

设希望的观测器闭环极点为 - 3， - 2 ± j， 则期望特征多项式为

（ + 3）（ + 2 + j）（ + 2 - j） = 3 + 7 2 + 17 + 15 （7-29）
令式 （7-28） 与式 （7-29） 同次项的系数相等， 可求得

h0 = 7，h1 = - 28，h2 = - 92
故所求的降维状态观测器的动态方程为

w· =
-7 -1 0
28 0 1
92 11 0
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y （7-31）

用降维状态观测器实现状态反馈的单倒立摆系统结构图如图 7-4 所示。 该降维状态观测

器将连续地提供状态向量估值， 其估值误差至少以 e - 2t规律衰减。
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图 7-4　 用降维观测器实现状态反馈的单倒立摆系统结构图

第二节　 大型桥式起重机行车控制系统的状态空间设计

在工厂企业中， 桥式起重机是一种普遍使用的起重、 运输设备。 图 7-5 为大型工厂中使

图 7-5　 桥式起重机工作示意图

用的桥式起重机 （又称行车） 工作示意图。 在车间

的两边墙体上， 架设有一桥架 （轨道）， 桥架可在车

间上方的两边前后运动。 桥架上有一起重机， 该起

重机在直流电动机的驱动下可在桥架上作水平运动，
起重机上系有一钢绳， 绳索下端有一承吊重物的吊

钩， 吊钩 （含重物） 可作上下运动。 一般情况下，
起重机首先将重物从地面上吊至一个预先规定的位

置 （高度）， 然后再送至某个对象的上方， 最后将负

载在一个确定的位置上卸下， 在实际中， 上述三步

并不总是分开进行的。
一、 起重机系统的状态空间方程

起重机系统的状态空间运动方程， 包括起重机 -吊钩装置和驱动起重机装置的动力学方

程。 为了分析方便， 起重机的工作过程均在由 s 轴与 y 轴构成的平面和由 s 轴与 z 轴构成的

平面中进行讨论。
这种情况下， 将重物从地面上吊至一个预先规定的位置， 视为改变 zB， 然后再送至某个

对象的上方视为改变 sA， 将负载在一个确定的位置上卸下， 视为再次改变 zB。
图 7-5 中， 点 A 表示运行在桥架上的起重机， 其中， sA 为起重机在 s 轴上的坐标 （sA≠0，

zA = 0）； mA 为小车质量； FA 为作用在小车上由驱动电动机产生的水平驱动力； p 为由吊钩

与负载 （下简称吊钩） 产生并作用在小车上的绳索拉力。
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点 B 表示吊钩， sB、 zB 分别为吊钩在 s 轴、 z 轴上的坐标， mB 为吊钩的质量； l 为绳索

长度、 θ 为绳索同垂直方向之间的夹角 （摆角）。
实现起重机的上述动作控制时， 常常会遇到这样一些问题： 由于起重机在 s 轴方向上的

起动与制动， 会使吊钩出现不希望的摆动 （这种摆动系通过 θ 角的变化与大小来反映）； 由

于系统阻尼通常很小， 将使这种摆动的衰减变得十分缓慢， 从而增加负载上吊与下卸时的困

难与时间。 由于起重机的传送能力， 即工作效率在很大程度上是同上吊与下卸速度有关的，
并且起重机过程的自动化又将同此速度构成一个有机的整体。 因此， 如何借助于调节手段来

避免减弱 θ 角的这种不希望的摆动， 或者至少将其限制在允许的范围内， 这就是在控制系统

设计时需要解决的问题。
为简化分析又不失一般性， 下面将起重机工作过程的自动调节的设计任务仅限于： 对驱

动起重机的电动机加以这样的控制， 使起重机在 s 轴上 （y = 0） 能从一个起始位置变化至另

一个事先规定的位置， 并最后在那里准确地停下来 （届时， 负载的重量与绳索长度均保持

不变， 即系统参数可视为常数）， 同时要求整个工作过程中有良好的动态特性。
1. 起重机—吊钩（机械） 系统的动力学方程

由图 7-5 可知， 起重机与吊钩在平面上的坐标分别为 （sA， 0） 和 （sB， zB）。 在不计起重

机与桥架 （轨道） 之间摩擦力的情况下， 起重机在水平 （s 轴） 方向上的作用力平衡方程式为

mA s̈A = FA + psinθ （7-32）
对于吊钩， 则在水平与垂直 （ z 轴） 方向上的作用力平衡方程式为

mB s̈B = - psinθ （7-33）

mB z̈B =mBg - pcosθ （7-34）
式中， g = 9. 8m / s2， 为重力加速度。

与上述三个作用力平衡方程相对应， 在假定绳索长度 l 不变条件下， 由图 7-5 还可得出

下面两个运动学方程

sB = sA + lsinθ （7-35）
zB = lcosθ （7-36）

为消去式 （7-32） ～ 式 （7-34） 中的中间变量 （绳索拉力 p）， 可将式 （7-32）、 式

（7-33） 两边相加得

mA s̈A +mB s̈B = FA （7-37）
与此同时， 将式 （7-33）、 式 （7-34） 两边分别乘以 cosθ 和 （ - sinθ） 后再相加又有

mB s̈Bcosθ +mB z̈ B（ - sinθ） = - psinθcosθ +mBg（ - sinθ） - pcosθ（ - sinθ）
= -mBgsinθ （7-38）

由此， 式 （7-37）、 式 （7-38） 中不再含参数 p， 进一步由式 （7-35）、 式 （7-36） 又可分

别得

s̈B = （ sA + lsinθ̈） = s̈A + l（ - sinθ × θ
·2 + θ̈ cosθ） （7-39）

z̈B = （ lcosθ
¨
） = l（ - cosθ × θ

·2 - θ
¨
sinθ） （7-40）

最后， 将式 （7-39）、 式 （7-40） 代入式 （7-37）、 式 （7-38） 后可得



第七章　 工程应用实例 189　　

（mA +mB） s̈A +mB l θ
¨
cosθ -mB l θ

·2sinθ = FA （7-41）

mA（ s̈A + l θ̈cosθ - l θ
·2sinθ）cosθ +mB（ l θ

·2cosθ + l θ̈sinθ）sinθ = -mBgsinθ

→s̈Acosθ + l θ̈ + gsinθ = 0 （7-42）
至此， 起重机—吊钩 （机械） 系统可由式 （7-41）、 式 （7-42） 两个二阶非线性微分方

程给予描述， 显然， 这是一个四阶动力学 （子） 系统。
注： 从数学角度讲， 式 （7-42） 可视为图 7-6 “机械摆” 对应的二阶非线性微分方程来描述， 这是因

为在式 （7-42） 中， 当假定 sA 的位置固定不变 （即可令 s̈A = 0） 时可得

l θ̈ + gsinθ = 0 （7-43）
另一方面， 对于图 7-6 的 “机械摆”， 在不计铰链摩擦力情况下， 可得如下转矩平衡方程

ml2 θ̈ + （mgsinθ） l = 0→θ̈ +
g
l
sinθ = 0 （7-44）

图 7-6　 “机械摆” 示意图

显然， 此式与式 （7-43） 相同。
由于式 （7- 44） 对于任何一个 θ 值都适用，

因此， 式 （7-41）、 式 （7-42） 同样适用于描述任

意的 θ 值， 然而， 要解析求解式 （ 7- 41 ）、 式

（7-42） 是困难的， 且也没有必要。 从调节技术角

度来说， 常可采用某种调节手段， 使 θ 角的变化

（相对于稳态值的偏差量） 控制在一个很小的范围

内， 例如≤3°， 在此前提下， 就可进行如下近似

处理， 即可令 sinθ≈θ， cosθ≈1 和 θ
·2sinθ≈0。 由

此， 式 （7-41）、 式 （7-42） 就可分别写为

（mA +mB） s̈A +mB l θ̈ = FA （7-45）

s̈A + l θ̈ + gθ = 0 （7-46）
上述近似处理， 亦可理解为此系统在稳定工作点附近进行线性化处理， 由此得到的式

（7-45）、 式 （7-46） 便可以认为是非线性方程式 （7-41）、 式 （7-42） 相对应的二阶线性微

分 （偏差量） 方程。 其中， sA 可理解为相对于稳态工作点的位置偏差量， 而 θ 则可理解为

相对垂直方向的摆角偏差量， FA 亦应理解为起重机驱动力的偏差量。
2. 起重机驱动装置的运动方程

为简化分析， 起重机驱动装置的运动方程， 可认为是一阶定常线性微分方程， 即

TA F
·

A + FA = KAuA （7-47）
式中　 KA———放大倍数 （kN / s）；

TA———时间常数 （s）；
uA———驱动直流电动机的控制电压 （V）。

3. 起重机系统的状态空间方程

式 （7-45）、 式 （7-46） 和式 （7-47） 为描述整个起重机系统的三个线性定常动力学方
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程。 为将其写成状态空间形式， 由式 （7-45）、 式 （7-46） 联解可得

s̈A =
mBg
mA

θ +
1
mA

FA （7-48）

θ̈ = -
（mA +mB）g

mA l
θ -

1
mA l

FA （7-49）

另外， 由式 （7-47） 又可得

F
·

A = -
1
TA

FA +
KA

TA

uA （7-50）

若选择如下状态变量 x1 （单位为 m）、 x2 （单位为 m/ s）、 x3 （单位为 rad）、 x4 （单位为 rad / s）、
x5 （单位为 kN）

x1 = sA，x2 = s·A，x3 = θ

x4 = θ
·

，x5 = FA （7-51）
和选择控制量 u （单位为 V） 和输出量 y1 （单位为 m）、 y2 （单位为 rad）

u = uA，y1 = sA，y2 = θ （7-52）
则由式 （7-48） ～式 （7-50） 和式 （7-51）、 式 （7-52） 可得状态方程描述式

x·1 = x2 （7-53a）

x·2 =
mBg
mA

x3 +
1
mA

x5 （7-53b）

x·3 = x4 （7-53c）

x·4 = -
（mA +mB）g

mA l
x3 -

1
mA l

x5 （7-53d）

x·5 = -
1
TA

x5 +
KA

TA

u （7-53e）

以及由式 （7-52）、 式 （7-53） 可得输出方程描述式

y1 = x1，y2 = x3 （7-54）
用矩阵形式表示， 即

x· = Ax + bu （7-55a）
y = Cx （7-55b）

式中

A =

0 1 0 0 0
0 0 a23 0 a25

0 0 0 1 0
0 0 - a43 0 - a45

0 0 0 0 - a55

┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

小车

　
吊钩

　
驱动装置

┄┄┄┄

┄┄┄┄

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

（7-56）

其中

a23 =
mBg
mA

，a25 =
1
mA

，a43 =
（mA +mB）g

mA l
，a45 =

1
mA l

，a55 =
1
TA

（7-56a）
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和

b = （0 0 0 0 b5

┄ ┄

） T （7-56b）

　 　 小车　 吊钩　 驱动
装置

其中

b5 =
KA

TA

（7-56c）

以及

C =
c11 0 0 0 0
0 0 c23 0 0

〓

 
〓〓

〓

〓
〓〓 （7-56d）

其中

c11 = c23 = 1 （7-56e）
从状态方程可看出， 这是一个单输入多输出量系统。 另外， 在 A、 b 中， 小车、 吊钩和驱动

装置对应的由各有关参数构成的子系统可由虚线加以区分。
4. 起重机系统对应的状态结构图

将式 （7-53）、 式 （7-54） 拉普拉斯变换后， 可绘出图 7-7 所示的桥式起重机系统状态

结构图 （为完整性起见， 图中给出了阻尼系数 Kd， 在此题中可令 Kd = 0）。 在此基础上又可

得图 7-8 所示简化后的状态结构图。 将图 7-7 与式 （7-56） 结合起来分析可知， a25与 a45分

别体现了驱动装置对小车与吊钩的作用， a43则体现了吊钩自身的负反馈作用， 而吊钩对小

车的反作用则是通过 a23来体现的。

图 7-7　 桥式起重机系统状态结构图

为便于后续分析与计算， 假定系统中的具体参数为： KA = 0. 1kN / V、 TA = 1s、 mA =
1000kg、 mB = 4000kg、 l = 10m。 将上述有关数值代入式 （7-56a）、 式 （7-56c） 后进一步

可得
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图 7-8　 桥式起重机系统简化后的状态结构图

a23 = 39. 2m / s2

a25 = 10 - 3kg

a43 = 4. 9m - 2

a45 = 10 - 4 / kg·m

a55 = 1s - 1

b5 = 0. 1kV / V·s
c11 = c23 = 1

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓
〓

（7-57）

5. 被控对象的动态分析

（1） 被控对象的特征值

作为被控对象的起重机系统， 其对应的 （开环） 特征值， 可将式 （7-56） 代入对应的

（开环） 特征方程 det（ I - A） = 0 求出， 即
2（ 2 + a43）（ + a55） = 0

2 2 +
（mA +mB）g

mA l
 

〓
 
 

〓

〓
〓
〓 -

1
TA

〓

 
〓

〓

〓
〓 = 0

（7-58）

求解式 （7-58）， 得 （开环） 特征值

1，2 = 0， 3，4 = ± j
（mA +mB）g

mA l
， 5 = - a55 = -

1
TA

（7-59）

代入式 （7-57） 的实际参数后， 求得其特征值为

1，2 = 0， 3，4 = ± j2. 21s - 1， 5 = - 1s - 1 （7-60）
（2） 调节对象 （起重机系统） 自身动态特性分析

由式 （7-59） 知， 此调节对象 5 个 （开环） 特征值中， 有两个位于坐标原点， 两个位

于虚轴， 一个位于负实轴， 将这 5 个 （开环） 特征值的分布与图 7-7 或图 7-8 所示系统结构

图结合起来分析可知：

5 = -
1
TA

描述的是驱动装置的特性， 由于该装置系一串联接入的一阶惯性环节， 因此其

对应的特性值将为负实数并可单独给予分析。

1，2 = 0 描述的是小车的动力学特性， 这是因为在图 7-7 中 x1 和 x·2 之间， 也就是在 sA

与 s̈A之间相当于存在两个相互串联的积分环节， 且无反馈支路存在， 显然， 两个位于坐标原
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点的特征值将是与此相对应的。

3，4 = ± j a43 = ± j
（mA +mB） g

mA l
这样一对共轭虚数特征值描述的将是吊钩的无阻尼

（Kd = 0） 振荡 （摆动） 的动力学特征。 这是因为在图 7-7 下方的闭环负反馈子系统对应的

传递函数为
（1 / s2）

（1 + （1 / s2）a43）
=

1
s2 + a43

， 显然， 其对应的一对极点 （也就是特征值） 即

为 3，4。 　

　 图 7-9　 起重机系统 （开环）
　 仿真响应曲线

利用式 （7-57） 参数， 在初始条件为 x1 （0） =
x2（0） = x3（0） = x4（0） = x5（0） = 0 （相对起重机静止

地位于 s-z 平面的原点）， 且在直流电动机控制电压

由 0V 阶跃变化至 10V 时， 得系统的仿真响应曲线如

图 7-9 所示， 响应曲线也表明起重机系统是不稳定。
现分析图 7-9 所示的响应曲线内含的物理概念。

由于此时尚未采用闭环反馈调节， 因此， 在 FA 的作

用下， 由于 1，2 = 0 的存在， 将导致 sA 和 s
·

， 也就是

图 7-9 中的小车位置与速度两条曲线随时间的变化而

不断增加， 而 3，4 = ± j a43 的存在， 又将导致在不

计空气阻力和绳索悬吊点铰链处摩擦力矩的情况下

（Kd = 0） 吊钩摆角 θ 的无阻尼振荡， 由图 7-7 知， θ

角的这种无阻尼振荡又将通过 a23 =
mBg
mA

对小车的运

动 （即加速度 s̈A） 产生反作用， 且吊钩质量 mB 越

大， 这种反作用也越强， 行车的工作实践也可充分

证明这一点。 另外， 由图 7-9 知， 在 t > 0 以及小车

被加速后， 由于吊钩出现一个平均值为 - 0. 02rad
（注意到负号表示摆方向与小车前行方向相反）、 周

期为 T = 2. 84s 的无阻尼振荡 （摆动）， 这种摆动，
也就是 θ 角的变化， 又将通过 a23的作用， 使小车速度不断上升的程度减弱， 这就是为什么

s
·

A 曲线中会出现小波动的原因。 然而， 由于在 s
·

A 与 sA 之间存在一个能起平波作用的积分

环节， 因此， 吊钩的这种无阻尼摆动虽会对 s
·

A 产生影响， 但对 sA 却影响不大， 这就是为

什么 sA 曲线中几乎不出现小波动的原因。 应该指出， 当需考虑上述摩擦阻尼作用时， 可通

过参数 Kd 的引入加以分析。 在这种情况下， 吊钩摆角 θ 的变化将会呈衰减振荡特性。
由上可见， 调节对象， 即起重机系统 （开环） 本身是不稳定的调节对象。
6. 起重机系统状态空间方程的简化（降价） 式

由图 7-8 知， 驱动装置对应的极点， 即特征值有 s5 = 5 = - 1 / TA。 由于该装置系与小

车—吊钩子系统相串联， 其动力学特征易于分析， 因此， 对于行车系统， 就可将重点放在小
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车—吊钩子系统上。 此时， 其对应的动力学矩阵 A 就可在式 （7-56） 基础上， 删去与 x·5 对

应的第 5 行和与 x5 对应的第 5 列后获得， 即有

A′ =

0 1 0 0
0 0 a23 0
0 0 0 1
0 0 - a43 0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（7-61）

以及进一步由

det（ ′I - A） = ′2（ ′2 + a43） = 0 （7-62）
可解得

1，2′ = 0， 3，4′ = ± j a43 = ± j
（mA +mB）g

mA l
（7-63）

可见， 求得的 4 个 （开环） 特征值与式 （7-59） 完全相同。 显然， 若计及 5， 则式（7-63）
即为式 （7-59）。 由此， 整个行车系统就可简化为小车—吊钩子系统 （以下简称简化系统或

降阶系统） 进行分析了。
二、 起重机系统的能控性分析

这里， 只对简化 （降价） 系统进行能控性分析。
由能控性矩阵

M′ = （b′　 A′b′　 A′2b′　 A′3b′）对起重机系统作能控性判定。 当用式 （7-61） 的四阶系

统动力学矩阵 A′进行分析时， 可使系统能控性判断得到一定程度的简化， 与此相对应， 此

时系统的控制量 u 不再是 uA， 而应该是 FA， 即 x5。 由此， 利用式 （7-53） 可得

x· = A′x + b′u （7-64）
式中　 x = （x1 　 x2 　 x3 　 x4） T， u = FA

b′ = 0　
1
mA

　 -
1
mA l

〓

 
〓

〓

〓
〓

T

= （0　 a25 　 0　 - a45） T

进一步考虑到式 （7-61） 可得

A′b′ =

a25

0
- a45

0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

，　 A′2b′ =

0
- a23a45

0
a43a45

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

，　 A′3b′ =

- a23a45

0
a43a45

0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

则能控性矩阵为

M′ = （b′　 A′b′　 A′2b′　 A′3b′） =

0 a25 0 - a23a45

a25 0 - a23a45 0
0 - a45 0 a43a45

- a45 0 a43，45 0

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

（7-65）

以及对应有

|M′ | = - a25（a23a43a3
45 - a25a2

43a2
45） + a45（ - a23a25a43a2

45 + a2
23a2

45）
= a2

45（a2
23a2

45 + a2
25a2

43 - 2a23a25a43a45） （7-66）
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将有关参数代入上式有

|M′ | =
g

m2
A l2

〓

 
〓

〓

〓
〓

2

（7-67）

由此可见， 只要 mA 与 l 为有限值， 即可确保小车—吊钩子系统完全可控。
三、 利用极点配置法设计状态反馈调节器

极点配置法设计状态反馈调节器， 主要涉及两个问题： 一是根据什么原则来配置闭环特

征值 （极点）； 二是如何利用极点配置法来设计调节器参数并完成闭环反馈调节。 本例中，
由于不存在着零、 极点相对消， 因此， 为便于叙述， 以后均称特征值为极点， 且对应坐标用

s （复） 平面描述。
1. 闭环极点配置

从行车系统对应的 4 个 （开环） 极点可知道， 调节对象是一个不稳定系统， 需通过闭

环调节， 使其由不稳定变为稳定并满足有关动、 静态特性方面提出的要求， 即： 在与起重机

位置相对应的给定值发生变化时， 使 sA 能快速并具有良好阻尼特性地变化至与新给定值对

应之值， 同时还应使稳态 （位置） 误差为零 （准确）， 这些要求在 s 平面上就意味着： 4 个

（开环） 极点中数值为零的两个极点 s1，2和一对共轭虚数极点 s3，4应移至 s 平面左半开平面合

适的位置上， 或者说， 加入调节器后， 与其相对应的 4 个闭环极点应均具有负实部的合

适值。
（1） 闭环极点分布的确定

由经典控制理论分析知， 一个被控对象采用闭环调节， 对其响应的快速性、 良好的阻尼

特性以及稳态误差三者之间的要求往往不易同时满足， 需折中解决。 而对于本例题就要求闭

环极点之配置有一个合理的分布形态。 为此， 可在配置的 4 个闭环极点中事先考虑一对主导

极点， 并由这对主导极点基本确定闭环系统的动态运行特性， 而剩下的两个闭环极点则可配

置在这对主导极点左侧较远的地方， 这样， 这两个 （闭环） 极点的影响就可略去不计。 采

用一对主导极点后， 四阶闭环系统就可以近似地用两阶系统进行分析， 并可在此基础上进一

图 7-10　 闭环极点分布图

步由其特征参数 ζ 和 ωn 来确定这对主导极点在 s
平面上的位置。

（2） 系统闭环极点的配置

设配置的 4 个闭环极点 （特征值） ∗
1 、 ∗

2 、
∗
3 、 ∗

4 为
∗
1 = - 0. 172 + j0. 172
∗
2 = - 0. 172 - j0. 172
∗
3 = - 1
∗
4 = - 1

闭环极点分布图如图 7-10 所示。

由期望闭环极点 ∗
1 、 ∗

2 、 ∗
3 、 ∗

4 ， 求得期望闭环特征多项式为

f（ ∗） = （ - ∗
1 ）（ s - ∗

2 ）（ s - ∗
3 ）（ s - ∗

4 ）
= （ 2 + 0. 344 + 0. 059）（ + 1） 2

= 4 + p3′ 3 + p2′ 2 + p1′ + p0′ （7-68）
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式中

p3′ = 2. 344s - 1，p2′ = 1. 747s - 2

p1′ = 0. 462s - 3，p0′ = 0. 059s - 4 （7-69）
2. 系统调节器与前置装置参数的设计

（1） 调节器参数的确定

在期望闭环特征多项式系数 p3′、 p2′、 p1′、 p0′求出后， 根据参考文献 [8]， 可以由下式

确定调节器参数：
r′T =ms

′ T（p0′I + p1′A′ + p2′A′2 + p3′A′3 + A′4）
= （ r1′　 r2′　 r3′　 r4′） （7-70）

式中， r′ T为调节器的参数； m′ T
s 为能控性矩阵式 （7-65） M′的逆阵中的最后一行元素。

① 确定 m′ T
s 。 因 m′ T

s = （0 　 0 　 0 　 1）M′ - 1， 故有 m′ T
s M′ = （0 　 0 　 0 　 1）， 式中若设

m′T
s = （q1′　 q2′　 q3′　 q4′）， 并进一步将式 （7-65） 代入， 则有

a25q2′ - a45q4′ = 0
a25q1′ - a45q3′ = 0

- a23a45q2′ + a43a45q4′ = 0
- a23a45q1′ + a43a45q3′ = 1

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓〓

并可解得
→

q′ =
1

a25a43 - a23a45

q2′ = 0

q3′ =
a25

a45

q1′

q4′ = 0

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓

（7-71）

其中， 进一步将式 （7-56a） 代入式 （7-71） 中， 又有

q1′
1

（mA +mB）g
mA l

1
mA

-
mBg
mA

1
mA l

=
mA l
g

，q3′ =

1
mA

1
mA l

mA l
g

=mA
l2

g

最后可得

m′T
s = （q1′　 0　 q3′　 0） =

mA l
g

　 0　
mA l2

g
　 0

〓

 
〓

〓

〓
〓 （7-72）

② 计算 m′T
s A′v （v = 1， 2， 3， 4）。 利用式 （7-72） 和式 （7-61）， 可分别得

m′T
s A′ = （q1′　 0　 q3′　 0）

0 1 0 0
0 0 a23 0
0 0 0 1
0 0 - a43 0

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

= （0　 q1′　 0　 q3′） （7-73a）

m′T
s A′2 = （q′T

s A′）A′ = （0　 0　 （a23q1′ - a43q3′）　 0） （7-73b）
m′T

s A′3 = （q′T
s A′2）A′ = （0　 0　 0　 （a23q1′ - a43q3′）） （7-73c）

m′T
s A′4 = （q′T

s A′3）A′ = （0　 0　 - a43（a23q1′ - a43q3′）　 0） （7-73d）
③ 确定 r′T。 将式 （7-72）、 式 （7-73） 和式 （7-69） 代入式 （7-70）， 并经中间运算后可得

r′T = （r1′　 r2′　 r3′　 r4′） = （p0′q1′　 p1′q1′　 p0′q3′ + （p2′ - a43）（a23q1′ - a43q3′）　 p1′q3′ + p3′（a23q1′ - a43q3′））
进一步将式 （7-56a） 和式 （7-57） 代入， 又可得
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r1′ = p0′q1′ = p0′
mA l
g

= 0. 059 ×
1000 × 10

9. 8
kN / m = 0. 06kN / m　 　 　 　 　 　 （7-74a）

r2′ = p1′q1′ = p1′
mA l
g

= 0. 462 ×
1000 × 10

9. 8
kN·s·m - 1 = 0. 472kN·s·m - 1 （7-74b）

r3′ = p0′q3′ + （p2′ - a43）（a23q1′ - a43q3′）

= p0′
mA l2

g
+ p2′ -

（mA +mB）g
mA l

 

〓
 
 

〓

〓
〓
〓

mBg
mA

mA l
g

-
（mA +mB）g

mA l
mA

g
l2 

〓
 
 

〓

〓
〓
〓

=
mA l
g

（p0′l - p2′g） + （mA +mB）g

= 〓1000 × 10
9. 8

（0. 059 × 10 - 1. 747 × 9. 8） +

　 （10000 + 4000） × 9. 8 〓kN =32. 133kN （7-74c）

r4′ = p1′q3′ + p3′（a23q1′ - a43q3′） = p1′
mA l2

g
+ p3′（ -mA l） =

mA l
g

（p1′l - p3′g）

=
1000 × 10

9. 8
（0. 462 × 10 - 2. 344 × 9. 8）kN·s = -18. 726kN·s （7-74d）

实际上， 对于四阶以上的单输入量的系统， 通常都是利用计算机编程进行计算 r′T、 m′T
s

的值。 图 7-11 为计算 r′T、 mT
s 的计算机程序框图。

图 7-11　 计算 mT
s 、 r′T的计算机程序框图
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④ 闭环调节系统 （不计驱动装置时的） 框图。 确定出 r′T后即可绘得如图 7-12 所示的闭

环调节系统框图 （不计驱动装置的）， 由于是分析 （四阶） 简化系统。 因此， 反馈用的全部

4 个状态变量分别为 sA、 s
·

A、 θ、 θ
·

， 经调节器 r1′ ～ r4′后得到的， 输出量 （控制量） 均为作

用力 （千牛顿）。
（2） 前置装置的引入

对于多输入 -多输出系统， 在利用全状态反馈调节器 R 构成闭环后， 若给定值矢量 W
的维数与输出量 Y 相等， 而 Y 的维数 q 与 u 的维数 p 通常并不相等， 因此， 应如图 7-13 那

样加入前置装置 M （p × q） 阵， 以使 uw （ = Mw） 能与 uR 的维数相等， 并在两者代数相加

后能得到 u。 即使是维数 p = q， 考虑到 w 与 u 的量纲通常不一样， 也应加入前置装置。

图 7-12　 闭环调节系统框图 （不计驱动装置的） 图 7-13　 加入前置装置的系统框图

　 　 为简化分析， 假设 p = q， 根据参考文献 [8]， 前置装置 M 为

M = [C（BR - A） - 1B] - 1 （7-75）
对于单输入 -单输出系统， 因 B→b， C→cT， R→rT， M→m （为标量）， 故对应 M 有

m =
1

cT（brT - A） - 1b
（7-76）

（3） 计及驱动器装置后的闭环调节系统框图

由于实际系统的控制量为 uA， 而非 FA。 因此， 在确定前置装置之前， 需对图 7-12 进行

变换， 即应将图中的信号相加点移至驱动装置输入端。 由式 （7-60） 知， 在整个起重机系

统的 5 个 （开环） 极点中， 5 从左侧离虚轴最远。 或者说， 系统的 5 个等效时间常数中，
TA 相对为最小。 因此， 为简化分析， 可将驱动装置 （即一阶惯性环节） 近似视为一个放大

倍数为 KA = 0. 1kN / V 的比例环节。 由此， 就可将图 7-12 改画成图 7-14。 此时， 图中的r1″ ～

r4″可利用式 ri″ =
ri′
KA

（ i = 1， 2， 3， 4） 分别计算得

r1″ = 0. 06 ×
1

0. 1
V / m = 0. 6V / m，r2″ = 0. 472 ×

1
0. 1

V·s·m - 1 = 4. 72V·s·m - 1

r3″ = 32. 133 ×
1

0. 1
V = 321. 33V，r4″ = - 18. 726 ×

1
0. 1

V·s = -187. 26V·s （7-77）

根据式 （7-76） 前置装置参数的计算， 此时图 7-14 中的 m = r1″ = 0. 6V / m。 同样， 在要

求 sA 由 2m 变化至 10m 时， 控制量 u = uA， 在 t = 0 + 时， 其阶跃变化量应为 Δu（0 + ） = m ×



第七章　 工程应用实例 199　　

（10 - 2）m =0. 6 × 8V =4. 8V。 与此相对应， 驱动力 FA 的阶跃变化量则应为 ΔFA（0 + ） = KA ×
Δu（0 + ） = 0. 1 × 4. 8kN =0. 48kN。

图 7-14　 带驱动装置及前置装置的闭环系统框图

第三节　 液压伺服电动机最优控制系统

液压伺服电动机和交、 直流电动机一样， 是组成运动控制系统中最常用的执行部件， 其

控制系统广泛应用于工业生产、 机械制造业、 国防武器装备等行业。 现代控制理论问世以

来， 控制工程界的技术人员不断地采用各种先进的控制策略和算法应用于这类系统的设计，
其中， 采用二次型最优化控制理论设计就是最常用且最成功的一种方法之一。 许多实例表

明， 采用二次型最优化控制理论设计的系统， 有效地提高了系统的动、 静态性能指标。
一、 液压伺服最优系统的组成

液压伺服系统由液压电动机、 油泵、 伺服器、 传感器、 控制器等部件组成， 如图 7-15 所示。

图 7-15　 液压伺服控制系统框图

二、 系统的数学模型

由参考文献 ， 系统的传递函数

G（ s） =
θm

u = k

s 1
ω2

n
s2 +

2ζn
ωn

s + 1〓

 
〓

〓

〓
〓

相应的状态空间表达式

x· =
0 1 0
0 0 1
0 - ω2

n - 2ζnωn

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

x1

x2

x3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+

0
0
kω2

n

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
u

y = （1 0 0）x
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相关参教

k = kqk2k3 / （D2
mk1） = 120；　 ζn =

V1B2

4βJD2
m
= 0. 4；　 ωn =

βD2
m

V1J
= 200

式中， k1 为液压缸位移与柱塞泵斜盘角的比例系数； k2 为滑阀位移与输入电压的比例系数；
k3 为液压缸位移与伺服阀位移的比例系数； kq 为变量泵的流量与柱塞泵斜盘角的比例系数；
Dm 为电动机弧排量； V1 为电动机高压腔侧容积； B 为活塞和负载的黏性阻尼系数； β 为液

体体积弹性模量； J 为电动机与负载折算至电动机轴上的总转动惯量。
三、 性能指标

采用二次型指标

J = 1
2 ∫

∞

0
[xT（ t）Qx（ t） + uT（ t）Ru（ t）]dt

式中， Q =

q1 0 0
0 q2 0
0 0 q3

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
， 且取 q1 = 10， q2 = q3 = 0； R = 1。

四、 最化控制率

由第六章第三节， 使二次型性能指标最小的最优控制

u∗ = - R - 1bTPx = - Kx = （3. 1623 0. 0182 0. 0001）x
式中， P 是黎卡提 （Riccati） 代数方程式 （6-38） 的解。

五、 系统性能

当二次型性能指标中的加权矩阵取值为

Q =
10 0 0
0 0 0
0 0 0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，　 R = I

时， 系统单位阶跃响应如图 7-16 所示。

图 7-16　 系统单位阶跃响应曲线

系统性能： 上升时间 tp = 0. 02s； 调节时间 ts = 0. 04s； 最大超调量 δ% = 4. 7% 。 精度高，
稳态误差为零。

可见， 系统具有优良的性能， 响应快， 超调小， 精度高。



附录　 部分习题参考答案

第一章

1-1　 根据 《电路》， 可列出如下方程

i1 = i2 + i3 = C2
du0

dt + C1
du
dt，　 R1 C2

du0

dt + C1
du
dt

〓

 
〓

〓

〓
〓 + u = ui，　 u = R2C2

du0

dt + u0

注： 所选状态变量不同， 状态空间表达式有不同。
1-2　 设位移 v = x1 和速度 y = x2 为状态变量

dx1

dt = - b
m x1 - k

m x2 + 1
mu，　

dx2

dt = x1

1-5　 参考例 1-10 设置状态变量

x· = Ax + bu；y = cx

式中　 A =
- 1 0 1
- 1 - 3 0
0 2 - 2

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 　 b =

0
2
0

〓

 

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， c = （1 0 0）

1-6　 G（ s） = c[（sI - A） - 1]b = 2s2 + 7s + 3
s3 - 7s - 6

1-8　 提示： 先部分分式展开， w（ z） = 4 / 3
（ z - 1） 2 - 4 / 9

（ z - 1） + 4 / 9
（ z + 2）

第二章

2-4　 特征值： （1） λ1 = - 1， λ2 = - 3　 （2） λ1 = - 1 ， λ2 = - 2， λ3 = - 3。

2-5　 （1） eAt =
2e - t - e - 2t e - t - e - 2t

- 2e - t + 2e - 2t - e - t + 2e - 2t

〓

 
〓

〓

〓
〓 ； （2） eAt = 1

2

2e4t 0 0
0 e2t + e4t e4t - e2t

0 e4t - e2t e2t + e4t

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

2-6　 注： 根据状态转移矩阵的性质考虑， （1） 不是； （2） 是。 A =
0 2
- 1 - 3

〓

 
〓

〓

〓
〓

2-7　 （1） x（ t） = （ - 1 + 2et 2tet） T

（2） x（ t） = （et 0 e2t） T

2-8　 x（ t） =
- 1 + 1. 5et - 0. 5e - 3t

0. 5 （e - t - e - 3t）
〓

 
〓

〓

〓
〓

2-9　 y（ t） = - 5
2 te - t + 7

8 e - t - 9
8 e - 5t

第三章

3-1　 （1） 能控； （2） 不能控； （3） 不能控； （4） 能控。
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3-2　 （1） 能观测； （2） 不能观测。
3-3　 b2 - ab + 1 = 0
3-4　 b - a≠1
3-6　 能控

3-7　 能观测

3-8　 不能控

3-9　 不能观测

3-10　 不能控不能观测

3-12　 a 为 1， 2， 3 不能控或不能观测。

第四章

4-1　 a = 1 或 2。
4-2　 （1） 不定； （2） 正定； （3） 负定。

4-3　 a > 1； b > b
b - 1

4-4　 xe = （0 0） T

4-5　 大范围一致渐近稳定。
4-6　 非渐近稳定； 本方法不能确定。
4-7　 xe = （0 0） T； 大范围一致渐近稳定的

4-8　 xe = （0 0） T； 大范围一致渐近稳定的

4-9　 0 < K < 2。

第五章

5-5　 状态反馈 k = （16 13）。
5-6　 状态反馈 k = （4 4 1）。
5-7　 状态反馈 k = （ - 14 186 - 1220）。
5-8　 反馈系数 g0 = 3； g1 = 1
5-9　 g0 = 35； g1 = 41； g2 = 14

第六章

6-6　 u∗（ t） = - x1（ t） - 2x2（ t）

6-7　 u∗（ t） = - y（ t） - 2x2

6-8　 u∗（ t） = - y（ t） - 2
2 x2 + y∗（ t）
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