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　 　 本书对应用于电力系统各种计算问题的数值计算方法进行了总结，内
容包括线性方程组的解法、 非线性方程组的解法、 稀疏矩阵求解技术、 微

分方程数值解法、 数值优化方法和特征值问题。
本书适合于电力系统专业的本科生、 研究生、 教师以及从事电力系统

规划、 设计、 运行和控制的技术人员阅读。



译　 者　 序

大规模电力系统的规划、 设计、 运行和控制涉及大量的计算问题。 本书对应

用于电力系统的各种数值计算方法进行了总结， 是目前国际上少有的一本专门讲

述电力系统计算方法的书。 译者从事电力系统领域的教学和科研工作多年， 承担

过 “计算方法” 和多门电力系统领域课程的讲授， 深深感到， 一方面， 透彻掌

握电力系统规划、 设计、 运行和控制的相关理论， 开发或熟练应用电力系统分析

软件， 需要对相应的数值计算方法有比较深入的了解； 另一方面， 目前本科生或

研究生的 “计算方法” 课程， 缺乏针对性的教材， 一般性的适用于工科的 “计
算方法” 教材， 只包括了电力系统领域应用到的计算方法的一部分内容， 还不

够充分。 译者认为， 阅读本书， 可以帮助学生对 “电力系统稳态分析” “电力系

统暂态分析” “电力系统运行与控制” 等课程有更加深入的理解， 因此推荐采用

本书作为上述课程的教学参考书； 同时， 译者也推荐采用本书作为电力系统专业

本科生或研究生 “计算方法” 课程的教材。
翻译过程中， 徐雨哲、 许哲铃、 刘开愚、 卢星辉做了大量工作， 在此深表谢

意。 原书中一些明显的笔误或印刷错误， 在翻译过程中直接改正并未加以说明。
限于译者水平， 书中难免存在错误和不妥之处， 恳请广大读者批评指正。 译者联

系方式： 电话 （0571） 87952074， 电子信箱 hvdc@ zju. edu. cn。

徐　 政
于浙江大学求是园



原书第 2 版前言

此版在第 1 版基础上添加了新的内容， 特别地， 新版关于如下内容增加了新

的章节：
（1） 广义最小残差 （GMRES） 法

（2） 数值差分

（3） 割线法

（4） 同伦连续法

（5） 计算主导特征值的幂法

（6） 奇异值分解和伪逆

（7） 矩阵束法

并且对优化方法那一章 （第 6 章） 进行了较多的修改， 新增加了线性规划方法

和二次规划方法。
典型的课程结构应依次包括第 1 章、 第 2 章和第 3 章， 接着讲后面的任意一

章都是可以的， 不会破坏课程的连贯性和一致性。 对于每章所讲述的方法， 我试

图通过特色鲜明的例子使读者有一个总体的把握。 但在很多情况下， 不可能对所

涉内容做详尽的阐述； 特别是很多主题本身的发展经历了几十年的工作积累。
本书所阐述的很多方法已经有商业化的软件包， 由于这些软件包具有很多防

失效功能， 诸如考虑病态问题等， 通过这些软件包可以很严格地得到问题的解。
我的目标不是使学生成为某个主题的专家， 而是培养他们理解并欣赏这些商业化

软件包后面的算法。 很多商业化软件包为使用者提供了默认设置或参数选择， 通

过更好地理解驱动计算的算法， 知情的使用者可以做得更好， 并且对算法失效的

情况有更深刻的了解。 如果本书能为读者在使用商业化软件包时提供更多的自

信， 我已经成功地实现了我的目标。
和以前一样， 我要感谢很多人： 我的丈夫 Jim 及我的孩子 David 和 Jacob， 他

们让我每一天都快乐； 我的父母 Lowell 和 Sondra， 感谢他们一直以来的支持； 以

及 Frieda Adams， 感谢她帮助我完成本书所做的一切。

Mariesa L. Crow
于美国密苏里州罗拉城



原书第 1 版前言

本书是我过去十多年里在密苏里大学罗拉分校讲授一门研究生课程的副产

品。 在那些年里， 我已使用了多本该课程的优秀教科书， 但每本教科书总是缺少

我希望在课堂上讲授的某些主题。 在使用了多年的讲义以后， 我的好朋友 Leo
Grigsby 鼓励我 （如果施加压力可以被称为鼓励的话……） 将它们整理成一本书。
在我的研究生 （他们是每一章的试用者） 的支持下， 本书慢慢地成形了。 我希

望本书的读者会像我已经发现的那样， 发现这个领域是那么地令人兴奋。
除了要感谢 Leo 和 CRC 出版社严谨的人们， 我还要感谢密苏里大学罗拉分

校的管理部门和电气与计算机工程系， 为我提供了从事教学和科研的环境以及追

求我在此领域个人兴趣的自由度。
最后， 我要借此难得的机会当众感谢在我的职业发展中给予我指导和帮助的

人们。 我要感谢 Marija Ilic， 最初的时候带我入门； Peter Sauer， 一路上一直鼓励

我； Jerry Heydt， 启迪我的灵感； Frieda Adams， 所做的减轻我生活负担的所有

工作； Steve Pekarek， 容忍我的牢骚和抱怨； 以及 Lowell 和 Sondra Crow， 使这所

有的一切成为可能。

Mariesa L. Crow
于美国密苏里州罗拉城
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第 1 章　 引　 　 论

在今天放松管制的大环境下， 本国电网已不能按照当初设计时设想好的方式

运行。 因此， 系统分析和计算对于预测并不断地更新电网的运行状态就显得非常

重要。 系统分析和计算的内容包括估算当前的潮流和电压 （潮流分析和状态估

计）， 确定系统的稳定极限 （连续潮流、 用于暂态稳定计算的数值积分和特征值

分析）， 以及费用最小化计算 （最优潮流） 等。 本书讲述各种计算方法的入门知

识， 这些计算方法构成了电力系统及其他工程和科学领域很多分析计算的基础，
也是无数商业软件所使用算法的基础。 通过了解支撑这些算法的理论， 读者可以

更好地使用那些商业软件并做出更明智的决策 （即在仿真软件中选择更好的数

值积分方法和确定更合适的积分步长等）。
由于电网的规模巨大， 电力系统分析计算依靠手工几乎是不可能的， 计算机

是唯一真正可行的手段。 电力工业界是计算机技术的最大用户之一， 也是在大型

计算机出现后最早接受计算机分析的工业部门之一。 虽然电力系统分析的第一批

算法是在 20 世纪 40 年代开发出来的， 但直到 60 年代计算机才在电力工业界得

到广泛使用。 今天用于大系统仿真和分析的很多技术和算法起初是为电力系统应

用而开发的。
随着电力系统更多地运行在重载状态下， 计算机仿真将会在电力系统的控制

和安全性评估方面发挥更大的作用。 将商业化软件包用于仿真重载的电力系统

时， 往往不能运行或者给出错误的结果。 为了正确理解和解释商业化软件包的仿

真结果， 必须了解其内在的数值计算方法。 例如， 是系统确实呈现出了仿真得到

的行为特征， 还是仅仅因为数值计算不精确而导致的伪结果？ 如何弥补商业化软

件包存在的算法缺陷？ 是通过选择更好的仿真参数， 还是通过将问题描述成更适

合于数值计算的形式？ 对诸如此类的问题， 受过数值计算训练的用户可以做出更

好的判断。 本书将给出多种广泛使用的数值计算方法的背景知识， 这些计算方法

构成了众多电力系统分析和设计商业化软件包的基础。
本书是为研究生计算方法课程而写的教材， 课程长度是一个学期。 尽管本书

中的大多数例子是基于电力系统应用的， 但数值计算的理论是按照一般性的方式

阐述的， 因而可应用于大范围的工程系统。 虽然完全领会本书中某些内容的微妙

之处需要具有电力系统工程的一些知识， 但这些知识对理解算法本身并不是前提

条件。 相对于内容广泛的计算方法领域， 本书的叙述和例子仅仅是一个入门的导

引， 并不能包罗万象。 本书阐述的很多算法一直存在着众多的改进算法， 并且仍



然是当前研究的目标； 由于本书的意图是打基础， 因此很多新的进展并没有明确

地包含在叙述中， 而是作为参考文献列出， 以方便感兴趣的读者进一步学习。 为

了让读者能够容易地将书中的算例复现出来， 本书特意挑选了简单而足够完整的

问题作为算例。 很多 “真实世界” 的问题其规模和范围要大得多， 然而本书给

出的处理问题的方法， 应该可以为读者提供足够的工具， 以应对其所遇到的困

难。
本书中的大部分算例是通过 Matlab 编程实现的， 虽然这是本书作者所采用

的平台， 但实际上， 任何计算机语言都可用来实现本书中的算法， 没有理由偏好

某个特定的平台或语言。

2　 电力系统分析中的计算方法 （原书第 2 版）



第 2 章　 线性方程组的解法

在很多工程和科学领域， 希望根据一组物理学上的关系式， 能够用数学的方

法来确定系统的状态。 这些物理学上的关系式可以是描述诸如电路拓扑、 质量、
重量、 力等物理特性的方程， 例如， 电路系统中针对每个节点的由注入电流、 网

络拓扑和支路阻抗构成的约束方程。 在很多情况下， 描述已知量 （即输入） 与

未知状态 （即输出） 之间的关系式是线性的。 因此， 一般性地可以将线性系统

描述为

Ax = b （2. 1）
式中， b 是一个 n ×1 向量， 为已知量； x 是一个 n ×1 的未知状态向量； 而 A 是

将 x 与 b 联系起来的 n ×n 阶矩阵。 暂时我们假定矩阵 A 是可逆的， 即非奇异的，
这样， 每个向量 b 将对应一个唯一的向量 x∗。 也就是矩阵 A - 1存在， 且

x∗ = A - 1b （2. 2）
是式 （2. 1） 的唯一解。

对式 （2. 1） 进行求解的自然方法是直接计算矩阵 A 的逆， 并将它与向量 b
相乘。 计算 A - 1的方法之一是采用 Cramer 法则：

A - 1（ i，j） = 1
det（A）（Aij） T 　 　 对于 i = 1，…，n，　 j = 1，…，n （2. 3）

式中， A - 1（ i，j）是 A - 1的第 i 行、 第 j 列元素， 而 Aij是矩阵 A 的元素 aij的余子式。
这种方法需要计算 （n + 1） 个行列式， 从而需要 2（n + 1）！ 次乘法运算。 当 n
值较大时， 计算量爆炸式增长， 不可控制。 因此， 必须开发替代的算法。

一般地说， 求解式 （2. 1） 有两种基本的方法：
1） 直接法， 也称为消去法。 该方法通过有限次算术运算找到上述方程的精

确解 （指在计算机的精度内）。 如果不计计算机的舍入误差， 采用直接法得到的

解 x 将是完全精确的。
2） 迭代法。 这种方法的每次计算都基于相同的计算过程， 试图产生一系列

不断逼近真解的近似解。 当所获得的近似解达到预先设定的精度指标或者已确定

迭代过程不再对精度有改进时， 终止迭代。
求解方法的选择通常取决于所研究系统的结构， 某些系统更适合于采用特定

的方法进行求解。 一般地， 直接法更适合于满矩阵， 而迭代法更适合于稀疏矩

阵。 但是， 正像对于大多数一般性结论一样， 上述经验法则存在很多的例外。



2. 1　 Gauss 消去法

Gauss 消去法是一种不需要显式计算 A - 1而对式 （2. 1） 进行求解的方法。 因

为 x 是直接求出的， 因此 Gauss 消去法是一种求解线性方程组的直接法， 并且是

一种常用的直接法。 Gauss 消去法的基本思路是利用第 1 个方程消去其余方程中

的第 1 个未知量， 依次重复这个过程就能消去第 2 个未知量、 第 3 个未知量……
直到整个消去过程完成， 此时， 第 n 个未知量可以直接从输入向量 b 中求出。 然

后， 对上述方程进行递归回代就能求出所有的未知量。
Gauss 消去法是这样一个过程， 它通过一系列初等行变换运算， 将 n ×（n + 1）

阶的增广矩阵

[A | b]
变换为 n ×（n + 1）阶的矩阵

[ I | b∗]
其中，

Ax = b
A - 1Ax = A - 1b

Ix = A - 1b = b∗

x∗ = b∗

这样， 如果存在一系列初等行变换运算可以将矩阵 A 变换成一个单位矩阵 I， 那

么， 对向量 b 进行相同系列的初等行变换运算就能将向量 b 变换为方程组的解 x∗。
初等行变换运算包括如下 3 种矩阵运算：
1） 交换矩阵中的任意两行。
2） 用一个常数乘任意一行。
3） 将任意行的线性组合加到另一行上。
选择一系列初等行变换运算将矩阵 A 变换成一个上三角矩阵， 该上三角矩

阵的对角元为 1， 而所有下三角元素为零。 这个过程被称为 “向前消去过程”。
向前消去过程的每一步可以通过对矩阵 A 乘以一个初等矩阵 ξ 来获得， 这里的初

等矩阵 ξ 指的是通过对单位矩阵进行初等行变换运算就能得到的矩阵。
例 2. 1　 寻找一系列初等矩阵将如下矩阵变换成上三角矩阵。

A =

1 3 4 8
2 1 2 3
4 3 5 8
9 2 7 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

解 2. 1　 为了使上述矩阵上三角化， 所采用的行变换运算应能使此矩阵对角
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线以下每一列的元素为零。 这可以通过如下的行变换运算来实现： 将对角线以下

的每一行用其本身减去一个常数乘对角线行来代替， 该常数的选择应使此列中对

角线以下的元素为零。 因此， A 的第 2 行应该用 （行 2 - 2 ×行 1） 来代替， 而对

应此初等行变换运算的初等矩阵是

ξ1 =

　 1 0 0 0
- 2 1 0 0
　 0 0 1 0
　 0 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

和

ξ1A =

1 　 3 　 4 　 8
0 - 5 - 6 - 13
4 　 3 　 5 　 8
9 　 2 　 7 　 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

注意除了第 2 行其他的行没有变化， 而第 2 行在第 1 个对角元下的元素变为了

零。 类似地， 完成消去第 1 列任务的另外 2 个初等矩阵是

ξ2 =

　 1 0 0 0
　 0 1 0 0
- 4 0 1 0
　 0 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

ξ3 =

　 1 0 0 0
　 0 1 0 0
　 0 0 1 0
- 9 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

并且有

ξ3ξ2ξ1A =

1 　 3 　 4 　 8
0 - 5 - 6 - 13
0 - 9 - 11 - 24
0 - 25 - 29 - 68

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 4）

现在向前消去过程将针对第 2 列展开， 首先是将第 2 个对角元下面的元素全部消

去， 然后将第 2 个对角元变换为 1。 具体过程是

ξ4 =

1 0 0 0
0 1 0 0

0 - 9
5 1 0

0 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
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ξ5 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 - 25
5 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

ξ6 =

1 0 0 0

0 - 1
5 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

并且有

ξ6ξ5ξ4ξ3ξ2ξ1A =

1 3 4 8

0 1 6
5

13
5

0 0 - 1
5 - 3

5
0 0 1 - 3

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（2. 5）

继续向前消去过程， 有

ξ7 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 5 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

ξ8 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 - 5 0
0 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

从而有

ξ8ξ7ξ6ξ5ξ4ξ3ξ2ξ1A =

1 3 4 8

0 1 6
5

13
5

0 0 1 3
0 0 0 - 6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（2. 6）

最后有

ξ9 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 - 1
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
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和

ξ9ξ8ξ7ξ6ξ5ξ4ξ3ξ2ξ1A =

1 3 4 8

0 1 6
5

13
5

0 0 1 3
0 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（2. 7）

从而完成了向前消去过程， 将矩阵变换成了上三角矩阵。
一旦将矩阵变换成了上三角矩阵， 式 （2. 1） 的解向量 x∗就可以通过状态量

的逐次代换 （也称为 “回代”） 而求得。
例 2. 2　 利用例 2. 1 的上三角矩阵， 求如下方程的解。

1 3 4 8
2 1 2 3
4 3 5 8
9 2 7 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

x1

x2

x3

x4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

1
1
1
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

解 2. 2　 注意一系列下三角矩阵的乘积仍然是下三角矩阵。 因此， 矩阵乘积
W = ξ9ξ8ξ7ξ6ξ5ξ4ξ3ξ2ξ1 （2. 8）

是一个下三角矩阵。 将 W 与矩阵 A 相乘将得到一个上三角矩阵，
WA = U （2. 9）

即 U 是一个通过向前消去过程而得到的上三角矩阵。 在式 （2. 1） 的两边同时左
乘 W， 可以得到

WAx =Wb （2. 10）
Ux =Wb （2. 11）

= b′ （2. 12）
式中， Wb = b′。

根据例 2. 1

W =

1 0 0 0
2
5 - 1

5 0 0

2 9 - 5 0
1
6

14
6 - 5

6 - 1
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

且

b′ =W

1

1

1

1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

1
1
5
6
3
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
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这样，

1 3 4 8

0 1 6
5

13
5

0 0 1 3
0 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

x1

x2

x3

x4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

1
1
5
6
3
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（2. 13）

通过观察， x4 = 3 / 2。 由第 3 行可得

x3 = 6 - 3x4 （2. 14）
将 x4的值代入到式 （2. 14） 中， 得到 x3 = 3 / 2。 类似地，

x2 = 1
5 - 6

5 x3 - 13
5 x4 （2. 15）

将 x3和 x4的值代入到式 （2. 15） 中， 得到 x2 = - 11 / 2。 以类似的方法求解 x1，
x1 = 1 - 3x2 - 4x3 - 8x4 （2. 16）

= - 1
2 （2. 17）

从而得到

x1

x2

x3

x4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

= 1
2

- 1
- 11

3
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

逐次将已求得的 x 值代回到方程中进行求解的步骤， 在 Gauss 消去法的求解

过程中被称为 “回代”。 因此， Gauss 消去法包括两个主要步骤： “向前消去” 过

程和 “回代” 过程。 向前消去过程是将矩阵 A 变换成其三角因子， 而回代过程

则根据输入向量 b 和 A 的矩阵因子求解未知向量 x。 Gauss 消去法同时也为 LU 因

子分解过程提供了框架。

2. 2　 LU 分解法

Gauss 消去法的向前消去过程产生了一系列与矩阵 A 相关的上三角矩阵和下

三角矩阵， 如式 （2. 9） 所示。 其中， 矩阵 W 是一个下三角矩阵， 而矩阵 U 是

一个对角元为 1 的上三角矩阵。 考虑到下三角矩阵的逆仍然是一个下三角矩阵，
因此如果定义

L =≜W - 1

那么
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A = LU
正是基于矩阵 L 和矩阵 U， 将矩阵的因子分解或消去算法命名为矩阵的 “LU 分

解”。 事实上， 对于任何非奇异的矩阵 A， 存在一些置换矩阵 P （有可能 P = I），
使得

LU = PA （2. 18）
式中， U 是对角元为 1 的上三角矩阵， L 是对角元为非零的下三角矩阵， 而 P 是

由单位矩阵 I 通过行交换或列交换而形成的元素仅为 0 或 1 的矩阵。 一旦选定一

个合适的矩阵 P， 那么上述的 LU 分解就是唯一的[6]。 如果 P、 L 和 U 已经确定，
那么方程组

Ax = b （2. 19）
就可以迅速得到求解。 在式 （2. 19） 两边同时左乘矩阵 P 得

PAx = Pb = b′ （2. 20）
LUx = b′ （2. 21）

式中， b′仅仅是对向量 b 的一个重新排列。 如果引入一个 “哑” 向量 y， 使得

Ux = y （2. 22）
那么

Ly = b′ （2. 23）
考虑到式 （2. 23） 的结构为

l11 0 0 … 0
l21 l22 0 … 0
l31 l32 l33 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
ln1 ln2 ln3 … lnn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

y1

y2

y3

︙
yn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

b′1
b′2
b′3
︙
b′n

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

向量 y 的元素可以通过直接代换得到：

y1 =
b′1
l11

y2 = 1
l22

（b′2 - l21y1）

y3 = 1
l33

（b′3 - l31y1 - l32y2）

　 　 ︙

yn = 1
lnn

（ b′n - ∑
n-1

j = 1
lnjy j ）

求出 y 以后， x 就可以很容易根据如下方程求得：
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1 u12 u13 … u1n

0 1 u23 … u2n

0 0 1 … u3n

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 ︙ 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

x1

x2

x3

︙
xn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

y1

y2

y3

︙
yn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

类似地， 解向量 x 可以通过回代得到：
xn = yn

xn-1 = yn-1 - un-1，nxn

xn-2 = yn-2 - un-2，nxn - un-2，n-1xn-1

︙

x1 = y1 - ∑
n

j = 2
u1jx j

LU 分解的价值在于， 一旦矩阵 A 被分解成上三角矩阵和下三角矩阵， 那么寻找

解向量 x 就是一件直截了当的事了。 注意上述求解过程并没有显式地对矩阵 A 求

逆。
存在多种方法对矩阵进行 LU 因子分解， 每种方法具有各自的优缺点。 一种

常用的 LU 分解方法被称为 Croutb 算法[6]。 定义矩阵 Q 为

Q≜L + U - I =

l11 u12 u13 … u1n

l21 l22 u23 … u2n

l31 l32 l33 … u3n

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
ln1 ln2 ln3 … lnn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（2. 24）

图 2. 1　 矩阵 Q 列和行元素的计算次序

Crout 算法逐列逐行地计算 Q 的元素， 首先

计算 Q 的列元素， 然后计算 Q 的行元素， 如

图 2. 1 所示。 Q 中的每个元素 qij只依赖于 A
的元素 aij和前面已经计算得到的 Q 的元素。

对矩阵 A 进行 LU 分解的 Crout 算法

（1） 对矩阵 Q 进行初始化， 即清零， 并

令 j = 1；
（2） 根据下式计算 Q 的第 j 列 （即矩阵

L 的第 j 列）：

qkj = akj - ∑
j -1

i = 1
qkiqij 　 　 对 k = j，…，n （2. 25）

（3） 如果 j = n， 则停止；
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（4） 假定 q jj≠0， 根据下式计算 Q 的第 j 行 （即矩阵 U 的第 j 行）：

q jk = 1
q jj

（a jk - ∑
j -1

i = 1
q jiqik ） 　 　 对 k = j + 1，…，n （2. 26）

（5） 令 j = j + 1， 转到步骤 （2）。
一旦完成 LU 分解， 通过 “前代” 就能得到哑向量 y：

yk = 1
qkk

（ bk - ∑
k-1

j = 1
qkjy j ） 　 　 对 k = 1，…，n （2. 27）

类似地， 通过 “回代” 就能得到解向量 x：

xk = yk - ∑
n

j = k+1
qkjx j 　 　 对 k = n，n - 1，…，1 （2. 28）

衡量 LU 分解过程计算量的一种指标是， 获得解向量所需要的乘法和除法运

算次数， 因为两者都是浮点数运算。 计算 Q 的第 j 列 （L 的第 j 列） 需要的乘法

和除法次数为

∑
n

j = 1
∑

n

k = j
（ j - 1）

类似地， 计算 Q 的第 j 行 （U 的第 j 行） 需要的乘法和除法次数为

∑
n-1

j = 1
∑

n

k = j+1
j

前代所需要的乘法和除法次数为

∑
n

j = 1
j

回代所需要的乘法和除法次数为

∑
n

j = 1
（n - j）

这样， 可以算出 LU 分解所需要的乘法和除法次数为

1
3 （n3 - n）

而前代和回代所需要的乘法和除法次数为 n2。 因此， 求解式 （2. 1） 线性方程组

所需要的总的乘法和除法次数为

1
3 （n3 - n） + n2 （2. 29）

将这个乘除法次数与采用 Cramer 法则所需要的 2（n + 1）！ 次乘除法相比， 对于任

何较大阶数的矩阵， 显然采用 LU 分解和前代 /回代方法的计算效率要高得多。
例 2. 3　 采用 LU 分解和前代 /回代算法， 求解例 2. 2 中方程的解。
解 2. 3　 第 1 步是求矩阵 A 的 LU 因子：
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A =

1 3 4 8
2 1 2 3
4 3 5 8
9 2 7 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

从 j = 1 开始， 式 （2. 25） 表示 Q 的第 1 列与 A 的第 1 列完全相同。 类似地， 根

据式 （2. 26）， Q 的第 1 行变为

q12 =
a12

q11
= 3

1 = 3

q13 =
a13

q11
= 4

1 = 4

q14 =
a14

q11
= 8

1 = 8

这样， 对于 j = 1， 矩阵 Q 变为

Q =

1 3 4 8
2
4
9

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

对于 j = 2， 将分别计算矩阵 Q 主对角元下面的列元素和右面的行元素。 对

于 Q 的第 2 列有

q22 = q22 - q21q12 = 1 - （2）（3） = - 5
q32 = a32 - q31q12 = 3 - （4）（3） = - 9
q42 = a42 - q41q12 = 2 - （9）（3） = - 25

Q 中的每个元素通过 A 中的对应元素和 Q 中已经求得的元素得到。 注意乘积的

第 2 个下标总是相同的， 而第 1 个下标与正要计算的元素下标相同。 这个规则对

于列计算和行计算都是成立的。 Q 的第 2 行计算如下：

q23 = 1
q22

（a23 - q21q13） = 1
- 5（2 - （2）（4）） = 6

5

q24 = 1
q22

（a24 - q21q14） = 1
- 5（3 - （2）（8）） = 13

5
对 j = 2 处理完以后， 矩阵 Q 变为

Q =

1 3 4 8

2 - 5 6
5

13
5

4 - 9
9 - 25

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
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继续计算 j = 3， Q 的第 3 列计算如下：

q33 = a33 - （q31q13 + q32q23） = 5 - （4）（4） + （ - 9） 6
5

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - 1

5

q43 = a43 - （q41q13 + q42q23） = 7 - （9）（4） + （ - 25） 6
5

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1

而 Q 的第 3 行变为

q34 = 1
q33

（a34 - （q31q14 + q32q24））

= （ - 5） 8 - （4）（8） + （ - 9） 13
5

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 3

得到

Q =

1 3 4 8

2 - 5 6
5

13
5

4 - 9 - 1
5 3

9 - 25 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

最后， 计算 j = 4， 最后一个对角元为

q44 = a44 - （q41q14 + q42q24 + q43q34）

= 4 - （9）（8） + （ - 25） 13
5

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + （3）（1）〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - 6

这样，

Q =

1 3 4 8

2 - 5 6
5

13
5

4 - 9 - 1
5 3

9 - 25 1 - 6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

L =

1 0 0 0
2 - 5 0 0

4 - 9 - 1
5 0

9 - 25 1 - 6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

U =

1 3 4 8

0 1 6
5

13
5

0 0 1 3
0 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
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检查上述计算是否正确的一种方法是验证 LU 是否等于 A， 对于本例， 结果

是成立的。
一旦求得了矩阵 LU， 下一步就是基于矩阵 L 和向量 b 通过前代来计算哑向

量 y， 采用前代解方程 Ly = b 得到 y 为

y1 =
b1

L11
= 1

1 = 1

y2 =
（b2 - L21y1）

L22
= （1 - （2）（1））

- 5 = 1
5

y3 =
（b3 - （L31y1 + L32y2））

L33
= （ - 5） 1 - （4）（1） + （ - 9） 1

5
〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 6

y4 =
（b4 - （L41y1 + L42y2 + L43y3））

L44

=
1 - （9）（1） + （ - 25） 1

5
〓

〓
〓

〓

〓
〓 + （1）（6）〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓

- 6 = 3
2

这样

y =

1
1
5
6
3
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

类似地， 采用回代解方程 Ux = y， 可以得到解向量 x 为

x4 = y4 = 3
2

x3 = y3 - U34x4 = 6 - （3） 3
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 3

2

x2 = y2 - （U24x4 + U23x3） = 1
5 - 13

5
〓

〓
〓

〓

〓
〓

3
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + 6

5
〓

〓
〓

〓

〓
〓

3
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - 11

2
x1 = y1 - （U14x4 + U13x3 + U12x2）

= 1 - （8） 3
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + （4） 3

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓 + （3） - 11

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - 1

2
最终得到解向量

x = 1
2

- 1
- 11

3
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
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此解与例 2. 2 中采用 Gauss 消去法和回代方法所得到的解是一样的。 检查所得到

的解是否正确的一种快速方法是将解向量 x 代回到线性方程组 Ax = b 中， 看是否

成立。

2. 2. 1　 采用部分选主元的 LU 分解法

上述的 LU 分解过程假定了对角元是非零的。 实际上不但要求对角元是非零

的， 还要求对角元与其他非零元具有相同的数量级。 考察如下线性方程组的解：
10 - 10 1
2 1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

x1

x2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

1
5

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （2. 30）

通过观察， 很容易得出此线性方程组的解为
x1≈2
x2≈1

而 A 的 LU 分解因子为

L =
10 - 10 0
2 （1 - 2 × 1010）

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

U = 1 1010

0 1
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

采用前代方法求解哑向量 y 得到：
y1 = 1010

y2 = （5 - 2 × 1010）
（1 - 2 × 1010）

≈1

采用回代方法求解 Uy = x 得到
x2 = y2≈1
x1 = 1010 - 1010x2≈0

这里， x2的解是正确的， 而 x1的解是完全不对的。 为什么会发生这种情况呢？ 问

题是式 （2. 30） 中的 10 - 10对大多数计算机来说是太接近于零了。 但是， 如果将
式 （2. 30） 进行整理， 变为

2 1
10 - 10 1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

x1

x2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

5
1[ ] （2. 31）

然后， 再进行 LU 分解， 则得到

L =
2 0

10 - 10 1 - 1
2 × 10 - 10〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

U =
1 1

2
0 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
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哑向量 y 变为

y1 = 5
2

y2 =
1 - 5

2 × 10 - 10〓

〓
〓

〓

〓
〓

1 - 1
2 × 10 - 10〓

〓
〓

〓

〓
〓

≈1

通过回代， 得到 x 为

x2≈1

x1≈
5
2 - 1

2 （1） = 2

这与通过观察得到的解相同。 因此， 即使对角元不是精确等于零， 将方程组的次

序进行重新排列以使最大数值的元素位于对角元上， 仍然是一种好的做法。 这种

做法被称为 “选主元”， 并导致了式 （2. 18） 中的置换矩阵 P。
由于 Crout 算法从第 1 列和第 1 行开始逐列和逐行计算矩阵 Q， 因此只能实

施 “部分选主元”， 也就是只有 Q （对应地 A） 的行可以相互交换， 而列必须保

持不变。 为了选择最好的主元， 需要在第 j 个对角元 （在 LU 分解的第 j 步） 下

面的列元素中选择绝对值最大的元素， 然后将该元素所在行与第 j 行相互交换。
上述选主元策略可以简洁地表述为

部分选主元策略

（1） 在 LU 分解的第 j 步， 选择第 k 行作为交换行， k 的选择满足如下条件：
| q jj | = max | qkj | 　 　 对 k = j，…，n （2. 32）

图 2. 2　 初等置换矩阵 P　j，k

（2） 将第 j 行与第 k 行进行交换， 同时更新 A、 P 和 Q。
置换矩阵 P 是由 0 和 1 构成

的矩阵， 它等于一系列初等置换

矩阵 P j，k的乘积， 这里 P j，k表示第

j 行与第 k 行相交换的初等置换矩

阵。 初等置换矩阵 P j，k如图 2. 2 所

示， 它由单位矩阵通过交换第 j
行和第 k 行得到。 通过左乘合适

的 P j，k 就能实现选主元的目的。
因为这仅仅是行的交换， 未知向

量中的元素次序没有变化。
例 2. 4 　 采用部分选主元方

法重做例 2. 3。
解 2. 4 　 为方便起见将 A 重
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写如下：

A =

1 3 4 8
2 1 2 3
4 3 5 8
9 2 7 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

对于 j = 1， Q 的第 1 列就是 A 的第 1 列， 利用式 （2. 32） 的选主元策略， 第 1 列

中 q41的绝对值最大， 因此将第 4 行和第 1 行交换。 对应的初等置换矩阵 P1，4为

P1，4 =

0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

对应的矩阵 A 变为

A =

9 2 7 4
2 1 2 3
4 3 5 8
1 3 4 8

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

而 j = 1 时的矩阵 Q 为

Q =

9 2
9

7
9

4
9

2
4
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

当 j = 2 时， 计算 Q 第 2 列得到的结果是

Q =

9 2
9

7
9

4
9

2 5
9

4 19
9

1 25
9

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

对第 j 列主对角元下面的元素进行最大值搜索， 第 j 列 （这里为第 2 列） 的第 4
行元素绝对值最大， 因此第 2 行与第 4 行交换， 产生的初等置换矩阵 P2，4为

P2，4 =

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
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类似地， 更新后的 A 为

9 2 7 4
1 3 4 8
4 3 5 8
2 1 2 3

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

而产生的矩阵 Q 为

Q =

9 2
9

7
9

4
9

1 25
9

29
25

68
25

4 19
9

2 5
9

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

当 j = 3 时， 计算 Q 第 3 列得到的结果是

Q =

9 2
9

7
9

4
9

1 25
9

29
25

68
25

4 19
9 - 14

25

2 5
9 - 1

5

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

这种情况下， 主对角元具有最大的绝对值， 因此不用再选主元。 继续计算 Q 的

第 3 行得到

Q =

9 2
9

7
9

4
9

1 25
9

29
25

68
25

4 19
9 - 14

25 - 12
14

2 5
9 - 1

5

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

最后， 计算 q44得到最终的矩阵 Q 为
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Q =

9 2
9

7
9

4
9

1 25
9

29
25

68
25

4 19
9 - 14

25 - 12
14

2 5
9 - 1

5
3
7

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

置换矩阵 P 等于上述 2 个初等置换矩阵的乘积：
P = P2，4P1，4 I

=

0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

上述结果可以通过检查 PA = LU 而得到验证。 而前代和回代计算将对修正过的向

量 b′ = Pb 进行。

2. 2. 2　 采用完全选主元的 LU 分解法

采用完全选主元的另一种 LU 分解方法是 Gauss 方法。 这种方法将产生 2 个

置换矩阵： 一个用于行交换， 如在部分选主元中那样； 另一个用于列交换。 采用

这种方法， LU 因子满足

P1AP2 = LU （2. 33）
因此， 为了对线性方程组 Ax = b 进行求解， 需要采用略微不同的方法。 与部分选

主元情况相同， 置换矩阵 P1左乘线性方程组得

P1Ax = P1b = b′ （2. 34）
现在， 定义一个新的向量 z 为

x = P2 z （2. 35）
然后， 将式 （2. 35） 代入到式 （2. 34） 中得

P1AP2 z = P1b = b′
LUz = b′

（2. 36）

其中， 式 （2. 36） 可以通过前代和回代求解出 z。 一旦求出 z， 解向量 x 就可以

根据式 （2. 35） 求出。
在全主元方法中， LU 分解的每一步， 都会对行和列进行交换以使绝对值最

大的元素交换到对角元位置。 主元从余下的矩阵元素中搜索， 包括对角元下面的

元素和对角元右面的元素。
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全主元策略

（1） 在 LU 分解的第 j 步， 按如下条件选择主元：
| q jj | = max | qkl | 　 　 对 k = j，…，n 和 l = j，…，n （2. 37）

（2） 交换对应的行并相应地更新 A、 P 和 Q。
对 A 进行 LU 分解的 Gauss 算法

（1） 将矩阵 Q 初始化为零矩阵， 令 j = 1；
（2） 设令矩阵 Q 的第 j 列 （矩阵 L 的第 j 列）， 使之等于残余矩阵 A（ j） 的第 j

列， 其中 A（1） = A， 即

qkj = a（ j）
kj 　 　 对 k = j，…，n （2. 38）

（3） 如果 j = n， 则停止。
（4） 假定 q jj≠0， 设令 Q 的第 j 行 （U 的第 j 行） 为

q jk =
a（ j）
jk

q jj
　 　 对 k = j + 1，…，n （2. 39）

（5） 根据 A（ j）产生 A（ j + 1）， 即

a（ j + 1）
ik = a（ j）

ik - qijq jk 　 　 对 i = j + 1，…，n 和 k = j + 1，…，n （2. 40）
（6） 设令 j = j + 1， 转到步骤 （2）。
Gauss 矩阵 LU 分解算法的乘除法次数与 Crout 的 LU 分解算法相同。 Crout 算

法对矩阵 A 的每个元素只计算 1 次， 而 Gauss 算法的每一步都要对矩阵 A 的元素

进行更新。 Crout 算法相比于 Gauss 算法的一个优点是矩阵 A 的每个元素只使用

一次。 由于每个 q jk是 a jk的函数， 而 a jk以后再也不会被使用， 因此元素 q jk可以覆

盖掉元素 a jk。 这样， 就不需要在内存中存储 2 个 n ×n 阶矩阵 （A 和 Q）， 只要存

储一个矩阵就够了。
Crout 算法和 Gauss 算法只是众多的 LU 分解算法中的两种。 其他算法还包括

Doolittle 算法和双因子算法[20，26，49]等。 这些算法中的大多数具有相同的乘除法次

数， 当在传统的串行计算机上实现时， 其性能只有微小的差别。 但是， 当考虑开

放内存、 存储量和并行计算时， 这些算法会有巨大差别。 因此， 应当明智地选择

LU 分解的算法， 使其适合所应用的场合和所采用的计算机结构。

2. 3　 条件数与误差传播

Gauss 消去法和 LU 分解法被认为是直接法， 因为它们通过有限步就能够计

算出解向量 x∗ = A - 1b， 并不需要迭代过程。 在具有无限精度的计算机上， 直接

法会得出精确解 x∗。 但是， 由于计算机是有限精度的， 因而所获得的解也只有

有限精度。 矩阵的 “条件数” 是一种用来衡量解的精确程度的有用指标。 矩阵 A
的条件数一般定义为
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κ（A） =
λmax

λmin
（2. 41）

式中， λmax和 λmin表示矩阵 ATA 的最大和最小特征值。 不管矩阵 A 本身的特征值

是实数还是复数， ATA 的特征值是实数并且非负。
矩阵的条件数是该矩阵特征向量线性独立性的一种度量。 奇异矩阵至少有一

个零特征值， 并且包含至少一个退化行 （即该行可以通过其他行的线性组合来

表示）。 单位矩阵的所有特征值为 1， 其特征向量是最线性独立的， 它的条件数

为 1。 如果一个矩阵的条件数大大超过 1， 那么就称该矩阵是 “病态的”。 条件

数越大， 求解过程相对于 A 的元素的微小变化就越敏感， 解向量包含数值误差

的可能性就越大。
由于在求解过程中引入的数值误差， 计算得到的式 （2. 1） 的解 x 将不同于

其精确解 x∗， 设两者存在的误差为 Δx。 其他误差， 如近似误差、 测量误差和舍

入误差等， 也会引入到矩阵 A 和向量 b 中。 Gauss 消去法产生的解大致具有下式

描述的十进制正确位数：
tlog10β - log10κ（A） （2. 42）

式中， t 是尾数的位长 （对于典型的 32 位二进制字， t = 24）， β 是基 （对二进制

运算， β = 2）， 而 κ 是矩阵 A 的条件数。 式 （2. 42） 的一种解释是， 在 Gauss 消

去过程 （因此也是 LU 分解过程） 中， 方程的解将会损失大约 log10 κ 的精确位

数。 基于矩阵元素的已知精度、 条件数和机器精度， 可以对数值解 x 的精度做

出预测[35]。

2. 4　 松弛法

松弛法本质上是迭代法， 它产生一系列向量， 理想条件下会收敛于解 x∗ =
A - 1b。 松弛法可以以多种方式应用于求解式 （2. 1）。 在所有情况下， 采用松弛

法的一个主要优势来自于不需要对一个大型线性方程组进行直接求解， 并且可以

有效地利用该方程组的一些潜在特性 （这些特性目前是相对不变的）。 此外， 随

着并行处理技术的出现， 松弛法比直接法更容易实现并行计算。 最常用的两种松

弛法是 Jacobi 法和 Gauss - Seidel 法[56]。
这些松弛法可以应用于求解线性方程组：

Ax = b （2. 43）
松弛法的一种通用做法是定义一个 “分裂矩阵” M， 使得式 （2. 43） 可以重写

成如下的等价形式：
Mx = （M - A）x + b （2. 44）
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这种分裂方法可以导出如下的迭代过程：
Mxk + 1 = （M - A）xk + b　 　 k = 1，…，∞ （2. 45）

式中， k 是迭代指标。 对于一个初始的猜想值 x0， 此迭代过程产生一系列向量

x1、 x2、 …。 通过选择不同的矩阵 M， 可以导出不同的迭代方法。 松弛法的目标

是选择一个分裂矩阵 M 使得上述向量序列容易计算， 并且能够快速收敛到解。
设 A 被分裂成 L + D + U， 其中 L 是严格下三角矩阵， D 是对角矩阵， 而 U

是严格上三角矩阵。 注意， 这些矩阵是不同于 LU 分解时所得到的 L 和 U 的。 那

么采用 Jacobi 松弛法求解向量 x 的迭代式为

xk + 1 = - D - 1（（L + U）xk - b） （2. 46）
或等价地写成标量形式：

xk+1
i = - ∑

n

j≠i

aij

aii

〓
〓
〓

〓
〓
〓xk

j +
bi

aii
　 　 1 ≤ i ≤ n，k ≥0 （2. 47）

在 Jacobi 松弛法中， 向量 xk + 1所有元素的更新只用向量 xk的元素。 因此这种方法

有时也称为同时替换法。
Gauss - Seidel 松弛法是类似的：

xk + 1 = - （L + D） - 1（Uxk - b） （2. 48）
或用标量形式：

xk+1
i = - ∑

i -1

j -1

aij

aii

〓
〓
〓

〓
〓
〓xk+1

j - ∑
n

j = i+1

aij

aii

〓
〓
〓

〓
〓
〓xk

j +
bi

aii
　 　 1 ≤ i ≤ n，k ≥0 （2. 49）

Gauss - Seidel 法的优势是每个新的更新 xk + 1
i 仅依赖于前面迭代已计算得到的值

xk + 1
1 、 xk + 1

2 、 …、 xk + 1
i - 1 。 由于状态是一个接一个被更新的， 新数值可以存储在老数

值所占的位置上， 从而减小了存储的需求。
由于松弛法是迭代的， 确定在什么条件下能保证收敛到如下的精确解是必须

的：
x∗ = A - 1b （2. 50）

众所周知， 对于任意的初始猜想值 x0， Jacobi 松弛法收敛的充分必要条件是如下

矩阵的所有特征值落在复平面的单位圆内[56]。
MJ≜ - D - 1（L + U） （2. 51）

类似地， 对于 Gauss - Seidel 松弛法， 相应的收敛条件是如下矩阵的所有特

征值落在复平面的单位圆内。
MGS≜ - （L + D） - 1U （2. 52）

实际上， 这些条件是难以确认的。 但存在几个容易确认的更一般性的条件，
可以保证收敛。 特别地， 如果 A 是严格对角占优的， 那么不管是 Jacobi 松弛法还

是 Gauss - Seidel 松弛法， 都能保证收敛到精确解。
初始向量 x0可以是任意的， 但是， 如果存在解的更好的猜想值， 就应该使
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用之， 这样能够更快速地收敛到指定精度下的精确解。
一般地对大多数问题， Gauss - Seidel 法比 Jacobi 法收敛速度快。 如果 A 是一

个下三角矩阵， Gauss - Seidel 法可以通过 1 次迭代收敛到精确解， 而 Jacobi 法则

需要 n 次迭代才能收敛到精确解。 但 Jacobi 法也有其优点， 即每次迭代计算时，
xk + 1
i 是独立于所有其他的 xk + 1

j （ j ≠i） 的； 这样， 所有 xk + 1
i 的计算可以并行处理。

因此， 这种方法非常适合于并行处理[36]。
不管是 Jacobi 法还是 Gauss - Seidel 法， 都可以被一般化为分块 Jacobi 法和

分块 Gauss - Seidel 法。 即 A 被分裂成分块矩阵 L + D + U， 其中， D 是分块对角

矩阵， L 和 U 分别是分块下三角矩阵和分块上三角矩阵。 分块情况与标量情况相

同， 也存在收敛的充分必要条件， 即 MJ和 MGS的特征值必须落在复平面的单位

圆内。
例 2. 5　 采用 （1） Gauss - Seidel 法和 （2） Jacobi 法求解如下方程。

- 10 　 2 　 3 　 6
　 0 - 9 　 1 　 4
　 2 　 6 - 12 　 2
　 3 　 1 　 0 - 8

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

x =

1
2
3
4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 53）

解 2. 5　 采用由式 （2. 49） 给出的 Gauss - Seidel 法， 当初始向量 x = [0 0 0 0]T

时得到如下的迭代序列：
k x1 x2 x3 x4
1 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000
2 - 0. 1000 - 0. 2222 - 0. 3778 - 0. 5653
3 - 0. 5969 - 0. 5154 - 0. 7014 - 0. 7883
4 - 0. 8865 - 0. 6505 - 0. 8544 - 0. 9137
5 - 1. 0347 - 0. 7233 - 0. 9364 - 0. 9784
6 - 1. 1126 - 0. 7611 - 0. 9791 - 1. 0124
7 - 1. 1534 - 0. 7809 - 1. 0014 - 1. 0301
8 - 1. 1747 - 0. 7913 - 1. 0131 - 1. 0394
9 - 1. 1859 - 0. 7968 - 1. 0193 - 1. 0443
10 - 1. 1917 - 0. 7996 - 1. 0225 - 1. 0468
11 - 1. 1948 - 0. 8011 - 1. 0241 - 1. 0482
12 - 1. 1964 - 0. 8019 - 1. 0250 - 1. 0489
13 - 1. 1972 - 0. 8023 - 1. 0225 - 1. 0492
14 - 1. 1976 - 0. 8025 - 1. 0257 - 1. 0494
15 - 1. 1979 - 0. 8026 - 1. 0259 - 1. 0495
16 - 1. 1980 - 0. 8027 - 1. 0259 - 1. 0496

Gauss - Seidel 法已收敛到解

x = [ - 1. 1980　 - 0. 8027　 - 1. 0259　 - 1. 0496] T

采用由式 （2. 47） 给出的 Jacobi 法， 当初始向量 x = [0 0 0 0] T时得到如下

的迭代序列：
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k x1 x2 x3 x4
1 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000
2 - 0. 1000 - 0. 2222 - 0. 2500 - 0. 5000
3 - 0. 5194 - 0. 4722 - 0. 4611 - 0. 5653
4 - 0. 6719 - 0. 5217 - 0. 6669 - 0. 7538
5 - 0. 8573 - 0. 6314 - 0. 7500 - 0. 8176
6 - 0. 9418 - 0. 6689 - 0. 8448 - 0. 9004
7 - 1. 0275 - 0. 7163 - 0. 8915 - 0. 9368
8 - 1. 0728 - 0. 7376 - 0. 9355 - 0. 9748
9 - 1. 1131 - 0. 7594 - 0. 9601 - 0. 9945
10 - 1. 1366 - 0. 7709 - 0. 9810 - 1. 0123
11 - 1. 1559 - 0. 7811 - 0. 9936 - 1. 0226
12 - 1. 1679 - 0. 7871 - 1. 0037 - 1. 0311
13 - 1. 1772 - 0. 7920 - 1. 0100 - 1. 0363
14 - 1. 1832 - 0. 7950 - 1. 0149 - 1. 0404
15 - 1. 1877 - 0. 7974 - 1. 0181 - 1. 0431
16 - 1. 1908 - 0. 7989 - 1. 0205 - 1. 0451
17 - 1. 1930 - 0. 8001 - 1. 0221 - 1. 0464
18 - 1. 1945 - 0. 8009 - 1. 0233 - 1. 0474
19 - 1. 1956 - 0. 8014 - 1. 0241 - 1. 0480
20 - 1. 1963 - 0. 8018 - 1. 0247 - 1. 0485
21 - 1. 1969 - 0. 8021 - 1. 0250 - 1. 0489
22 - 1. 1972 - 0. 8023 - 1. 0253 - 1. 0491
23 - 1. 1975 - 0. 8024 - 1. 0255 - 1. 0492
24 - 1. 1977 - 0. 8025 - 1. 0257 - 1. 0494
25 - 1. 1978 - 0. 8026 - 1. 0258 - 1. 0494

Jacobi 法所收敛到的解与 Gauss - Seidel 法相同。 迭代过程中的误差如图 2. 3
所示， 该图采用半对数刻度， 而误差定义为 （xk

i - x∗
i ） （ i = 1，…，4）的最大值。

Gauss - Seidel 法和 Jacobi 法都呈现出线性收敛特性， 但 Gauss - Seidel 法的斜率

更陡， 因而在相同的初始值下能更快地收敛到误差限内。

图 2. 3　 Gauss - Seidel 法和 Jacobi 法的收敛速度
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例 2. 6　 采用 Jacobi 迭代法重做例 2. 2。
解 2. 6　 再次采用例 2. 5 中的迭代过程， 得到如下的 Jacobi 迭代序列：

k x1 x2 x3 x4
1 0 0 0 0
2 1. 0000 1. 0000 0. 2000 0. 2500
3 - 4. 8000 - 2. 1500 - 1. 6000 - 2. 8500
4 36. 6500 22. 3500 9. 8900 14. 9250
5 - 225. 0100 - 136. 8550 - 66. 4100 - 110. 6950

显然， 上述迭代序列是不收敛的。 为了理解为什么它们是发散的， 考察 Ja-
cobi 迭代矩阵：

MJ = - D - 1（L + U）

　 =

　 0. 00 - 3. 00 - 4. 00 - 8. 00
- 2. 00 　 0. 00 - 2. 00 - 3. 00
- 0. 80 - 0. 60 　 0. 00 - 1. 60
- 2. 25 - 0. 50 - 1. 75 　 0. 00

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

MJ的特征值为

- 6. 6212
　 4. 3574
　 1. 2072
　 1. 0566

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

都大于 1 并落在单位圆外。 因此， 不管取什么初始值， Jacobi 法都不能收敛， 因

而不能用来求解例 2. 2 的方程组。
如果迭代矩阵 MJ和 MGS的最大特征值小于 1 但几乎等于 1， 那么收敛过程将

非常慢。 这种情况下， 希望引入一个加权因子 ω 来改善收敛的速度。 根据

xk + 1 = - （L + D） - 1（Uxk - b） （2. 54）
得到

xk + 1 = xk - D - 1（Lxk + 1 + （D + U）xk - b） （2. 55）
带有加权因子 ω 的一种新的迭代方法为

xk + 1 = xk - ωD - 1（Lxk + 1 + （D + U）xk - b） （2. 56）
这种方法被称为 “逐次超松弛 （SOR）” 法， 其中松弛系数 ω > 0。 注意， 如果松

弛迭代收敛， 它们会收敛到解 x∗ = A - 1b。 SOR 法收敛的一个必要条件是 0 < ω <
2[27]。 除了很少的简单情况外， 计算 ω 的最优值是困难的。 通常通过试错的方法

确定最优值， 但是分析表明， 对于 n > 30 的线性方程组， 最优的 SOR 方法可以

比 Jacobi 方法快 40 倍[27]。 随着 n 的增大， 对收敛速度的改进将更加明显。
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2. 5　 共轭梯度法

另一种求解方程组 Ax = b 的常用迭代法是 “共轭梯度” 法。 这种方法可以

认为是对如下函数逐次沿射线方向进行最小化的方法。
E（x） =‖Ax - b‖2 （2. 57）

这种方法的一个有吸引力的特点是， 如果矩阵 A 是正定的， 那么可以保证

至多在 n 步内收敛 （忽略舍入误差）。 如果矩阵 A 非常大且是稀疏的， 共轭梯度

法比 Gauss 消去法要常用得多， 这种情况下可以在不到 n 步内得到解， 特别是当

矩阵 A 的性态很好时。 如果矩阵 A 是病态的， 那么舍入误差可能会导致 n 步迭代

后仍然得不到足够精确的解。

图 2. 4　 共轭梯度法

在共轭梯度法中， 每次迭代需要确定搜

索方向 ρk和参数 αk， 以使函数 f（xk - αk ρk）
沿着 ρk方向最小化。 一旦设定 xk + 1等于 xk -
αkρk， 新的搜索方向就确定了。 随着共轭梯

度迭代的进展， 每个误差函数都与一个特定

的射线即正交扩展相关。 因此， 共轭梯度法

可简化为产生正交向量并寻找合适系数来表

示所期望解的过程。 共轭梯度法可以用

图 2. 4来说明， 设 x∗ 表示精确解 （但未

知）， xk是一个近似解， 而 Δxk = xk - x∗， 给

定任何搜索方向 ρk， 从此直线到 x∗的最小距离可以通过构建垂直于此直线而连

接 x∗的 Δxk + 1来实现。 由于精确解是未知的， 因而构造的残差须与 ρk垂直。 不管

新的搜索方向怎样选择， 此残差的范数将不会增加。
所有求解 Ax = b 的迭代法都定义一个如下的迭代过程：

xk + 1 = xk + αk + 1ρk + 1 （2. 58）
式中， xk + 1是需要更新的值， αk是步长， ρk定义一个在 Rn空间的方向， 算法沿着

此方向更新估计值。
设第 k 步的残差向量为

rk = Axk - b （2. 59）
而误差函数由下式给出：

Ek（xk） =‖Axk - b‖2 （2. 60）
那么在 k + 1 步使误差函数最小化的系数为

ak + 1 =
‖ATrk‖2

‖Aρk + 1‖2 （2. 61）
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上式的几何解释是沿着 ρk + 1定义的射线方向使 Ek + 1最小化。 更进一步， 一种改进

的算法是在由两个向量张成的平面内寻找 Ek + 1的最小值， 即

xk + 1 = xk + αk + 1（ρk + 1 + βk + 1σk + 1） （2. 62）
式中， 射线 ρk + 1和 σk + 1在 Rn空间张成一个平面。 当所选择的向量正交， 即满足

<Aρk + 1，Aσk + 1> = 0 （2. 63）
时， 为了使误差函数 Ek + 1最小化而选择的方向向量和系数是最优的。 式 （2. 63）
中的 < · >表示内积。 满足式 （2. 63） 正交条件的向量被称为关于算子 ATA 相互

共轭， 其中 AT是 A 的共轭转置。 选择合适向量的一种方法是选择 σk + 1与 ρk正交，
这样就不需要在每一步中确定两个正交向量。 虽然这简化了迭代过程， 但在产生

向量 ρ 时存在隐性的递归依赖性。
求解 Ax = b 的共轭梯度算法

初始化： 令 k = 0， 和

r0 = Ax0 - b （2. 64）
ρ0 = - ATr0 （2. 65）

如果‖rk‖≥ε， 则

αk + 1 =
‖ATrk‖2

‖Aρk‖2 （2. 66）

xk + 1 = xk + αk + 1ρk （2. 67）
rk + 1 = Axk + 1 - b （2. 68）

Bk + 1 =
‖ATrk + 1‖2

‖ATrk‖2 （2. 69）

ρk + 1 = - ATrk + 1 + Bk + 1ρk （2. 70）
k = k + 1 （2. 71）

对于任意的非奇异正定矩阵 A， 共轭梯度法至多在 n 步内得到解 （忽略舍入

误差）。 这是由 n 个方向向量 ρ0、 ρ1、 …必定会张成一个解空间而得出的直接结

果。 有限步终止是共轭梯度法相对于诸如松弛法等其他迭代法的一个巨大优势。
例 2. 7　 用共轭梯度法重新计算例 2. 5。
解 2. 7　 为方便起见将例 2. 5 的问题重写如下：

- 10 2 3 6
0 - 9 1 4
2 6 - 12 2
3 1 0 - 8

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

x =

1
2
3
4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 72）

并且 x0 = [0 0 0 0] T

初始化： 令 k = 1， 并且
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r0 = Ax0 - b =

- 1
- 2
- 3
- 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 73）

ρ0 = - ATr0 =

8
6

- 31
- 12

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 74）

初始的误差为

E0 =‖r0‖2 = （5. 4772） 2 = 30 （2. 75）
第 1 次迭代

α1 =
‖ATr0‖2

‖Aρ0‖2 = 0. 0049 （2. 76）

x1 = x0 + α1ρ0 =

　 0. 0389
　 0. 0292
- 0. 1507
- 0. 0583

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 77）

r1 = Ax1 - b =

- 2. 1328
- 2. 6466
- 1. 0553
- 3. 3874

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 78）

B1 =
‖ATr1‖2

‖ATr0‖2 = 0. 1613 （2. 79）

ρ1 = - ATr1 + B1ρ0 =

- 7. 7644
- 8. 8668
- 8. 6195
- 3. 5414

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 80）

对应的误差为

E1 =‖r1‖2 = （4. 9134） 2 = 24. 1416 （2. 81）
类似地， 第 2 ～ 4 次迭代如下：

k αk xk rk Bk ρk ‖rk‖

2 0. 0464

- 0. 3211
- 0. 3820
- 0. 5504
- 0. 2225

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

- 1. 5391
- 0. 0030
　 0. 2254
- 3. 5649

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

2. 5562

- 24. 9948
- 17. 4017
- 14. 7079
- 28. 7765

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

3. 8895
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（续）

k αk xk rk Bk ρk ‖rk‖

3 0. 0237

- 0. 9133
- 0. 7942
- 0. 8988
- 0. 9043

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

- 1. 5779
- 0. 6320
- 0. 6146
- 0. 2998

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

0. 7949

- 33. 5195
- 1. 0021

- 14. 9648
- 17. 1040

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

1. 8322

4 0. 0085

- 1. 1981
- 0. 8027
- 1. 0260
- 1. 0496

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

0. 0000
0. 0000
0. 0000
0. 0000

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

0. 0000

0. 0000
0. 0000
0. 0000
0. 0000

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

0. 0000

正如该算法所保证的， 迭代在第 4 步收敛。
不幸的是， 对于一般性的线性方程组， 共轭梯度法所需要的乘除法次数大大

超过 LU 分解法。 共轭梯度法在如下两种情况下更有竞争力： 第 1 种情况是矩阵

非常大并且很稀疏； 第 2 种情况是矩阵具有特殊结构， LU 分解不容易处理。 在

有些情况下， 共轭梯度法的收敛速度可以通过 “预处理” 而得到改进。
正如在 Gauss - Seidel 和 Jacobi 迭代中所看到的， 迭代算法的收敛速度与迭

代矩阵的特征值频谱紧密相关。 因此， 采用重新定标或矩阵变换的方法将原始方

程组变换成具有更好矩阵特征值频谱的方程组， 将能够大大提高收敛的速度。 这

个过程被称为预处理。 已开发出了针对稀疏矩阵的多个系统性的预处理方法， 其

中最基本的做法是将方程组

Ax = b
变换成等价的方程组

M - 1Ax =M - 1b
式中， M - 1用来近似 A - 1。 例如， 此种方法可用于非完整的 LU 分解， 即使用 LU
分解但所有的填入被忽略。 如果矩阵 A 是对角占优的， M - 1的一个简单近似是

M - 1 =

1
A（1，1）

1
A（2，2）

⋱
1

A（n，n）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（2. 82）

这种预处理策略将线性方程组重新定标， 使得对角线上的元素全部相等。 这种处

理可以补偿元素大小上的数量级的差别。 注意， 重新定标对矩阵固有的病态特性

并没有任何作用。
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例 2. 8　 采用预处理的方法重做例 2. 7。
解 2. 8　 设 M -1采用式 （2. 82） 的形式， 因此有

M -1 =

- 1
10

- 1
9

- 1
12

- 1
8

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（2. 83）

A′ =M -1A =

1. 0000 - 0. 2000 - 0. 3000 - 0. 6000
0. 0000 1. 0000 - 0. 1111 - 0. 4444

- 0. 1667 - 0. 5000 1. 0000 - 0. 1667
- 0. 3750 - 0. 1250 0. 0000 1. 0000

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 84）

b′ =M -1b =

- 0. 1000
- 0. 2222
- 0. 2500
- 0. 5000

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 85）

求解 A′x = b′， 采用共轭梯度法得到如下的误差序列：
k E2

k

0 0. 6098

1 0. 5500

2 0. 3559

3 0. 1131

4 0. 0000

虽然也要用 4 步迭代才收敛， 但注意在 k < 4 时， 其误差与例 2. 7 的情况相

比要小很多。 对于大型线性方程组， 可以想象误差将会足够快速地下降， 以至于

在第 n 步迭代之前就可以终止。 如果只需要 x 的一个近似解， 这种方法也是很有

用的。

2. 6　 广义最小残差法

如果矩阵 A 既不是对称的， 也不是正定的， 那么就不能保证下式

<Aρk +1， Aσk +1>
为零， 从而搜索向量不是相互正交的。 为了构成解空间的基， 相互正交是必须
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的。 因此， 这个基必须采用显式方法构造。 共轭梯度方法的扩展， 被称为广义最

小残差法 （GMRES）， 在如下向量张成的子空间中使残差的范数最小化：
r0， Ar0， A2 r0， …， Ak -1 r0

式中， 向量 r0是初始残差 r0 =‖b - Ax0‖， 而解的第 k 次近似就是从这个空间中

选择的。 这个子空间是一个 “Krylov 子空间”， 通过著名的 Gram - Schmidt 方法

将其正交化； 当应用于 Krylov 子空间时， 这个正交化的过程被称为 Arnoldi 算
法[37] 。 在第 k 步， GMRES 方法将 Arnoldi 算法应用于构成第 k 个 Krylov 子空间

的 k 个正交基向量上， 以产生下一个基向量。 Arnoldi 算法将在 7. 3 节更详细地

描述。 每步计算时， 用矩阵 A 乘前面已求出的 Arnoldi 向量 vj， 然后， 将所得到

的向量 w j对所有前面已求出的向量 vi正交化。 列向量集 V = [ v1， v2， …， vk] 构

成了 Krylov 子空间的正交基， 而 H 是矩阵 A 在此子空间上的正交投影。
像 Arnoldi 算法那样的正交矩阵三角化需要确定一个 n × n 正交矩阵 Q， 使得

QT =
R
0

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （2. 86）

式中， R 是一个 m ×m 上三角矩阵。 这样， 求解过程就简化为求解三角矩阵方程

Rx = Py， 这里的 P 由 Q 的前 m 行组成。
为了将矩阵化为上三角矩阵， 可以应用 Givens 旋转变换一次清除一个元素。

Givens 旋转变换是基于如下矩阵的变换：
1 … 0 … 0 … 0
︙ ⋱ ︙ ︙
0 … cs … sn … 0
︙ ︙ ⋱ ︙
0 … - sn … cs … 0
︙ ︙ ⋱ ︙
0 … 0 … 0 … 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（2. 87）

式中， cs = cos（ϕ）， sn = sin（ϕ）， ϕ 为经过适当选择的旋转角。 采用 Givens 旋转

变换可以将元素 Aki变为零。
GMRES 方法的困难之一是随着 k 的增加， 需要存储的向量个数增加， 而乘

法次数等于 k2n / 2 （对于 n × n 矩阵）。 为了克服这个困难， 此算法可以按照迭代

的方式应用， 即可以每隔 m 步重启动一次， 其中 m 是某个固定的整数。 这种方

法通常被称为 GMRES（m） 算法。
用于求解 Ax = b 的 GMRES（m） 算法

初始化： 令 k = 0， 并且

r0 = Ax0 - b

e1 = [1　 0　 0　 …　 0] T
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当‖rk‖≥ε 和 k≤kmax时， 设置

j = 1
v1 = r /‖r‖
s =‖r‖e1

cs = [0 0 0…0] T

sn = [0 0 0…0] T

当 j <m 时

（1） Arnoldi 过程

（a） 构成矩阵 H， 使得 H（ i，j） = （Avj） Tvi， i = 1， …， j

（b） 令 w = Avj - ∑ j
i = 1

H（ i，j）vi
（c） 令 H（ j + 1，j） = ‖w‖
（d） 令 vj +1 = w /‖w‖
（2） Givens 旋转

（a） 计算

H（ i，j）
H（ i + 1，j）

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

cs（ i） sn（ i）
- sn（ i） cs（ i）

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

H（ i，j）
H（ i + 1，j）

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓　 i = 1，…，j - 1

（b） 令

cs（ j） = H（ j，j）
H（ j + 1，j）2 + H（ j，j）2

sn（ j） = H（ j + 1，j）
H（ j + 1，j）2 + H（ j，j）2

（c） 求残差范数的近似值

α = cs（ j） s（ j）
s（ j + 1） = - sn（ j） s（ j）

s（ j） = α
误差 = | s（ j + 1） |

（d） 令

H（ j，j） = cs（ j）H（ j，j） + sn（ j）H（ j + 1，j）
H（ j + 1，j） = 0

（3） 如果误差≤ε， 则

（a） 求解方程 Hy = s， 求出 y
（b） 作近似值更新

x = x - Vy
（c） 此过程已收敛， 返回。
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（4） 令 j = j + 1
（5） 如果 j =m 并且误差 > ε （重新启动 GMRES）
（a） 令 s = [1 0 0 … 0]
（b） 解 Hy = s 求 y
（c） 计算 x = x - Vy
（d） 计算 r = Ax - b
（e） 令 k = k + 1
例 2. 9　 采用 GMRES 方法重做例 2. 5。
解 2. 9　 为了方便起见将例 2. 5 重写如下：
求解方程

- 10 2 3 6
0 - 9 1 4
2 6 - 12 2
3 1 0 - 8

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

　 x =

1
2
3
4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 88）

并且 x0 = [0 0 0 0] T， ε = 10 -3

j =1　 采用 Arnoldi 算法得到

H =

- 4. 0333 0 0 0
6. 2369 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

V =

- 0. 1826 - 0. 9084 0 0
- 0. 3651 - 0. 2654 0 0
- 0. 5477 0. 0556 0 0
- 0. 7303 0. 3181 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

应用 Givens 旋转变换得到

cs = [ - 0. 5430　 0　 0　 0]
sn = [0. 8397　 0　 0　 0]

H =

7. 4274 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

s = [ - 2. 9743　 - 4. 5993　 0　 0] T

由于误差（ = | s（2） | = 4. 5993）大于 ε， j = j + 1 再重复。
j =2　 采用 Arnoldi 算法得到
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H =

7. 4274 2. 6293 0 0
0 - 12. 5947 0 0
0 1. 9321 0 0
0 0 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

V =

- 0. 1826 - 0. 9084 - 0. 1721 0
- 0. 3651 - 0. 2654 0. 6905 0
- 0. 5477 0. 0556 - 0. 6728 0
- 0. 7303 0. 3181 0. 2024 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

应用 Givens 旋转变换得到

cs = [ - 0. 5430　 0. 9229　 0　 0]
sn = [0. 8397　 0. 3850　 0　 0]

H =

7. 4274 - 12. 0037 0 0
0 5. 0183 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

s = [ - 2. 9743　 - 4. 2447　 1. 7708　 0] T

由于误差（ = | s（3） | = 1. 7708）大于 ε， j = j + 1 再重复。
j =3　 采用 Arnoldi 算法得到

H =

7. 4274 - 12. 0037 - 3. 8697 0
0 5. 0183 - 0. 2507 0
0 0 - 13. 1444 0
0 0 2. 6872 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

V =

- 0. 1826 - 0. 9084 - 0. 1721 - 0. 3343
- 0. 3651 - 0. 2654 0. 6905 0. 5652
- 0. 5477 0. 0556 - 0. 6728 0. 4942
- 0. 7303 0. 3181 0. 2024 - 0. 5697

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

应用 Givens 旋转变换得到

cs = [ - 0. 5430　 0. 9229　 - 0. 9806　 0]
sn = [0. 8397　 0. 3850　 0. 1961　 0]

H =

7. 4274 - 12. 0037 1. 8908 0
0 5. 0183 - 1. 9362 0
0 0 13. 7007 0
0 0 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

s = [ - 2. 9743　 - 4. 2447　 - 1. 7364　 - 0. 3473] T

由于误差（ = | s（4） | = 0. 3473）大于 ε， j = j + 1 再重复。
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j =4　 采用 Arnoldi 算法得到

H =

7. 4274 - 12. 0037 1. 8908 1. 4182
0 5. 0183 - 1. 9362 0. 5863
0 0 13. 7007 - 1. 4228
0 0 0 - 9. 2276

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

V =

- 0. 1826 - 0. 9084 - 0. 1721 - 0. 3343 0. 7404
- 0. 3651 - 0. 2654 0. 6905 0. 5652 0. 2468
- 0. 5477 0. 0556 - 0. 6728 0. 4942 0. 6032
- 0. 7303 0. 3181 0. 2024 - 0. 5697 0. 1645

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

应用 Givens 旋转变换得到

cs = [ - 0. 5430　 0. 9229　 - 0. 9806　 1. 0000]
sn = [0. 8397　 0. 3850　 0. 1961　 0. 0000]

H =

7. 4274 - 12. 0037 1. 8908 - 0. 2778
0 5. 0183 - 1. 9362 - 1. 9407
0 0 13. 7007 - 1. 0920
0 0 0 9. 1919

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

s = [ - 2. 9743　 - 4. 2447　 - 1. 7364　 - 0. 3473　 0. 0000] T

由于误差（ = | s（5） | = 0）， 迭代已收敛。
根据 Hy = s 求解 y， 得

y =

- 1. 8404
- 0. 9105
- 0. 1297
- 0. 0378

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 89）

根据下式求 x
x = x - Vy （2. 90）

得

x =

- 1. 1981
- 0. 8027
- 1. 0260
- 1. 0496

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（2. 91）

这与前面的例子结果一样。

2. 7　 问题

1. 证明对于 n × n 方阵， 其 LU 分解所需要的乘除法次数为 n（n2 - 1） / 3。

53第 2 章　 线性方程组的解法 　



2. 考察线性方程组 Ax = b， 其中

aij =
1

i + j - 1　 i， j = 1， …， 4

和

bi = 1
3 ∑

4

j = 1
aij

采用只有 4 位十进制数的精度， 用 LU 分解法求解该方程组。
（a） 不选主元

（b） 部分选主元

如果有差别的话， 对两者的差别进行评论。
3. 证明如下矩阵不存在 LU 分解

A =
0　 1
1　 1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

4. 假设 A 的 LU 分解是已知的， 写一个算法求解方程 xTA = bT。
5. 对如下矩阵， 求 A = LU （不选主元） 和 PA = LU （部分选主元）
（a）

A =

6 - 2 2 4
12 - 8 4 10
3 - 13 3 3

- 6 4 2 - 18

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（b）

A =

- 2 1 2 5
2 - 1 4 1
1 4 - 3 2
8 2 3 - 6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

6. 写一个基于 LU 分解的算法来求任意非奇异矩阵 A 的逆。
7. 求解问题 5 （b） 中的方程组， 其中

b =

1
1
1
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（a） 采用 LU 分解和前代 /回代算法。
（b） 采用 Gauss - Jacobi 迭代法， 需要几次迭代？
（c） 采用 Gauss - Seidel 迭代法， 需要几次迭代？
（d） 采用共轭梯度法， 需要几次迭代？
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（e） 采用 GMRES 方法， 需要几次迭代？
设初始解

x =

0
0
0
0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

迭代算法的收敛误差指标为 10 -5。
8. 应用 Gauss - Seidel 迭代于如下方程

A =
0. 96326 0. 81321
0. 81321 0. 68654

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

b =
0. 88824
0. 74988

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

设 x0 = [0. 33116　 0. 70000] T， 并解释发生了什么。
9. 采用共轭梯度法求解问题 2 中的方程。
10. 采用 GMRES 方法求解问题 2 中的方程。
11. 考察如下的 n × n 三对角矩阵

Ta =

a - 1
- 1 a - 1

- 1 a - 1
- 1 a - 1

- 1 a - 1
- 1 a

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

式中， a 是实数。
（a） 验证 Ta的特征值由下式给出

λ j = a - 2cos （ jθ） 　 j = 1， …， n

式中 θ = π
n + 1

（b） 令 a = 2
i. 对这个矩阵， Jacobi 迭代收敛吗？
ii. 对这个矩阵， Gauss - Seidel 迭代收敛吗？
12. 求解 Ax = b 的共轭梯度法的另一种形式可以基于误差函数 Ek （ xk ） =

<xk - x， xk - x>， 其中 <·> 表示内积。 其解为

xk +1 = xk + αkσk

应用 σ1 = - AT r0 和 σk +1 = - AT rk + βkσk， 推导这种共轭梯度算法。 系数 αk和 βk

可以表示为
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αk +1 =
‖rk‖2

‖σk +1‖2

βk +1 =
‖rk +1‖2

‖rk‖2

利用这种共轭梯度法求解例 2. 7。
13. 写一个具有 2 个输入 （A， flag） 的子程序， 对任意非奇异矩阵 A， 将输

出 （Q， P）， 使得

• flag = 0， A = LU， P + I
• flag = 1， PA = LU

其中

L =

l11 0 0 … 0
l21 l22 0 … 0
l31 l32 l33 … 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙
ln1 ln2 ln3 … lnn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

　 U =

1 u12 u13 … u1n

0 1 u23 … u2n

0 0 1 … u3n

︙ ︙ ︙ ︙ ︙
0 0 0 … 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

Q = L + U - I
14. 对于如下的非奇异矩阵， 采用问题 13 中的子程序， 求出 P 和 Q：
（a）

0 0 1
3 1 4
2 1 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（b）
10 -10 0 0 1

0 0 1 4
0 2 1 0
1 0 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

15. 写一个具有 2 个输入 （A， b） 的子程序， 对任意非奇异矩阵 A， 该子程

序输出方程 Ax = b 的解 x。 采用前代和回代方法。 此子程序应当与问题 13 中所开

发的子程序合并。
16. 采用问题 13 和问题 15 中的子程序， 求解如下线性方程组

2 5 6 11
4 6 8 2
4 3 7 0
1 26 3 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

x1
x2
x3
x4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

1
1
1
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
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第 3 章　 非线性方程组的解法

很多系统可以被一般性地描述为

F（x） = 0 （3. 1）
式中， x 是一个 n 维向量， F 是一个非线性映射， 其源域和值域都在 n 维实线性

空间 Rn 中。 映射 F 也可以表述为一个 n 维的函数向量：

F（x） =

f1（x1，x2，…，xn）
f2（x1，x2，…，xn）

︙
fn（x1，x2，…，xn）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

= 0 （3. 2）

式中至少有一个函数是非线性的， 且每个函数不一定包含所有 n 个状态变量 xi， 但每

个状态变量至少出现在其中的一个函数中。 一般地， 上述非线性方程组的解 x∗无法

用解析式来表达。 因此， 非线性方程组通常用数值方法来求解。 在很多情况下， 通过

不断地改进近似解， 可以找到一个任意逼近其真实解 x∗的近似解 x̂， 使得

F（ x̂）≈0
此类方法通常是迭代性质的。 所谓迭代解法是这样一种方法， 采用一个初始的猜

想解 x0 以构造出一个解的序列 x0、 x1、 x2、 …， 而希望该序列能够任意逼近所
期望的解 x∗。

采用迭代法时存在三个主要的问题， 即

1） 迭代过程的定义是否合适？ 即迭代过程能够执行下去而不发生数值计算

上的困难。
2） 迭代值 （即更新值的序列） 能否收敛到式 （3. 1） 的一个解？ 该解是所

期望的解吗？
3） 整个求解过程的效率如何？
为了完全 （或部分） 回答这些问题， 可以写好几本书， 因此这些问题不可

能在本章中进行完整的论述。 但是， 这些问题又是求解非线性方程组的核心问

题， 不能完全被忽略掉。 因此本章将尽量提供足够的细节， 以使读者理解不同种

类的迭代方法的优点和缺点。

3. 1　 不动点迭代法

求解非线性方程组是一个复杂的问题， 为了更好地理解大型方程组的机理，



首先考虑一个一维的 （即标量的） 非线性方程是有启发意义的。 该方程为

f（x） = 0 （3. 3）
求解任何非线性方程的一种做法是试错法， 大多数的理工科学生在其学习生涯中

可能早已用过这种方法。
例 3. 1　 求解如下方程的解

f（x） = x2 - 5x + 4 = 0 （3. 4）
解 3. 1　 这是一个二次方程， 其解可以用解析式表达。 该方程的 2 个解为

x∗1 ，x∗2 = 5 ± （ - 5）2 - （4）（4）
2 = 1，4

但是， 如果解的解析式不存在的话， 一种做法就是采用试错法。 因为所求的解满

足 f（x） = 0， 因此可以通过监视 f（x）的值来使真解 x∗的估计值精确化。

k x f（x）

0 0 0 - 0 + 4 = 4 > 0

1 2 4 - 10 + 4 = - 2 < 0

2 0. 5 0. 25 - 2. 5 + 4 = 1. 75 > 0

3 1. 5 2. 25 - 7. 5 + 4 = - 1. 25 < 0

通过注意函数的符号以及是否变号， 可以逐次收缩解存在的区间。 如果函数

f（x）是连续的， 并且 f（a）·f（b） < 0， 那么在区间（a，b）内方程 f（x） = 0 至少存

在 1 个解。 因为 f（0. 5） > 0 而 f（1. 5） < 0， 可以推出有一个解位于区间 （0. 5，
1. 5） 内。

但是， 根据 f（x）符号的变化来寻找解的过程是冗长而乏味的， 除了确定解

的边界之外并不能指导如何确定下一个猜想值。 一种更好的方法是根据前一次的

猜想值构造一个不断更新的序列， 可以定义一个迭代格式如下：
I： xk +1 = g（xk）， k = 1，…，∞ （3. 5）

这种迭代被称为不动点迭代， 因为在解上存在

x∗ = g（x∗） （3. 6）
例 3. 2　 采用不动点迭代法求式 （3. 4） 的解。
解 3. 2　 式 （3. 4） 可以被改写为

x = x2 + 4
5 （3. 7）

采用式 （3. 5） 的符号， 迭代格式变为

xk +1 = g（xk） = （xk）2 + 4
5 （3. 8）

利用这个迭代格式， x∗的估计值为
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k xk g（xk）

0 0 0 + 4
5 = 0. 8

1 0. 8 0. 64 + 4
5 = 0. 928

2 0. 928 0. 856 + 4
5 = 0. 971

3 0. 971 0. 943 + 4
5 = 0. 989

显然， 这个序列将收敛于解 x∗ = 1。
现在考察同一个例子， 但初始的猜想值不同， 结果为

k xk g（xk）

0 5 25 + 4
5 = 5. 8

1 5. 8 33. 64 + 4
5 = 7. 528

2 7. 528 56. 67 + 4
5 = 12. 134

这种情况下， 迭代值增加很快， 不用几次迭代， 其值就趋近于无穷大。 因

此， 称这种情况为迭代 “发散”。

图 3. 1　 不动点迭代的图形解释

这个例子引出了两个非常

重要的问题： ①迭代值序列是

否会收敛？ ②如果收敛的话，
将会收敛到什么解？ 为了回答

这些问题， 首先给出例 3. 2 的

图形解释。 将式 （3. 7） 两边的

函数同时画出， 得到如图 3. 1
所示的一条曲线和一条直线。

这两条线的 2 个交点与原

始方程 f（x） = 0 的两个根相同。
不动点迭代就是要寻找这个交

点。 考察图 3. 1 中的初始猜想

值 x0， 函数 g（x）基于 x0进行计

算得到更新的迭代值 x1。 这个

过程在图形上的解释是， 从 x0

点投射一条垂直线到 g（x0）， 然后从 g（x0）投射一条水平线到 x1。
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g（x1）的投射产生 x2。 类似的垂直和水平投射将最终直接到达两条线的交

点。 以这种方式， 就能得到原始方程 f（x） = 0 的解。
在本例中， 解 x∗ = 1 是不动点迭代的 “吸引点”。 点 x∗被称作迭代格式 I

的吸引点， 指的是如果存在一个 x∗的开邻域 S0， 使得对所有属于 S0 （S0 ∈S）的
初始猜想值 x0， 其迭代值仍然属于 S， 并且

lim
k→∞

xk = x∗ （3. 9）

图 3. 2　 x∗的吸引域

邻域 S0被称作 x∗的 “吸引域” [34] 。 这个概

念可以用图 3. 2 来进行说明， 该图表明迭代

格式 I 将收敛于 x∗， 只要 x0 足够靠近 x∗。
在例 3. 2 中， 不动点 x∗ = 1 是如下迭代格式

的吸引点：

I： xk +1 = （xk）2 + 4
5

而 x∗ = 4 则不是上述迭代格式的吸引点。
x∗ = 1 的吸引域是位于区间 - ∞ < x < 4 中的

所有 x。
事先确定某种迭代格式是否会收敛通常

是困难的。 在有些情况下， 一系列的迭代值看起来会收敛， 但即使迭代次数 k →

∞也不会趋近于 x∗。 但是， 存在几个定理， 可以对迭代格式 x = g（x）是否会收

敛给出判断的依据。
中值定理[47] ： 设函数 g（x）及其导数 g′（x）在区间 a≤x≤b 上都是连续的，

那么至少存在一个 ξ， a < ξ < b， 使得

g′（ξ） = g（b） - g（a）
b - a （3. 10）

这个定理的意义如图 3. 3 所示。 如果函数 g（x）定义在 x = a 和 x = b 之间的

区间内， 并且既是连续的又是可微 （光滑） 的， 那么在点 A 和 A′之间就可以画

一条割线， 这条割线的斜率是

g（b） - g（a）
b - a

中值定理说的是在曲线上至少存在一个点 x = ξ， 该点上曲线的切线与割线 AA′的
斜率相同。

改写中值定理的公式为

g（b） - g（a） = g′（ξ）（b - a）
那么对于连续的两次迭代值 xk +1 = b 和 xk = a， 有

g（xk +1） - g（xk） = g′（ξk）（xk +1 - xk） （3. 11）
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图 3. 3　 中值定理的意义

或者取绝对值：
| g（xk +1） - g（xk） | = | g′（ξk） | | （xk +1 - xk） | （3. 12）

只要采用合适的 ξk， 中值定理可以相继使用在每次迭代中。 如果在包含 x∗和所

有 xk的区间上导数 g′（x）是有界的。 即对于任意的 k，
| g′（ξk） |≤M （3. 13）

式中， M 是正上限。 那么， 从初始猜想值 x0开始， 有

| x2 - x1 |≤M | x1 - x0 | （3. 14）
| x3 - x2 |≤M | x2 - x1 | （3. 15）

︙ （3. 16）
| xk +1 - xk |≤M | xk - xk -1 | （3. 17）

将上面各式合并得到

| xk +1 - xk |≤Mk | x1 - x0 | （3. 18）
这样， 对于任何的初始猜想值 x0， 只要

| g′（x） |≤M < 1 （3. 19）
那么， 迭代就是收敛的。

另外一种类似但稍微有些不同的判断迭代过程是否收敛的定理是 Ostrowski
定理[34] 。 该定理的表述为： 如果迭代格式

I： xk +1 = g（xk），k = 1，…，∞

具有不动点 x∗， 并且在 x∗点上是连续和可微的， 那么如果
∂g（x∗）

∂x < 1， x∗

就是 I 的吸引点。
例 3. 3　 确定 x∗ = 1 和 x∗ = 4 是否为迭代格式 （3. 8） 的吸引点。
解 3. 3　 与式 （3. 8） 对应的迭代格式 I 的导数为
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∂g（x）
∂x = 2

5 x

因此， 对于 x∗ = 1， 2
5 x∗ = 2

5 < 1， 因此 x∗ = 1 是 I 的吸引点。 而对于 x∗ =

4， 2
5 x∗ = 2

5 （4） = 8
5 > 1， 因此 x∗ = 4 不是 I 的吸引点。

对于不动点迭代， 存在 4 种可能的收敛类型， 如图 3. 4 所示。 图 3. 4a 展示

了 g′（x）在 0 和 1 之间的情况， 即使初始猜想值 x0远离 x∗， 相继的 xk的值也会

从一侧趋近于解， 这种情况被定义为 “单调收敛”。 图 3. 4b 展示了 g′（x）在 - 1
和 0 之间的情况， 即使初始猜想值 x0远离 x∗， 相继的 xk的值会首先从一侧然后

从另一侧振荡地趋近于解， 这种情况被定义为 “振荡收敛”。 图 3. 4c 展示了

g′（x）大于 1 的情况， 此时会导致 “单调发散”。 图 3. 4d 展示了 g′（x） < - 1 和

| g′（x） | > 1的情况， 此时会导致 “振荡发散”。

图 3. 4　 迭代 x = g（x）的 4 种可能收敛类型
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3. 2　 Newton - Raphson 迭代法

与上节描述的简单的不动点迭代法相比， 存在多种迭代法具有更好的鲁棒收

敛性。 其中得到最广泛应用的迭代法是 Newton - Raphson 迭代法。 这种方法的迭

代格式也可以描述成：
I： xk +1 = g（xk）， k = 1，…，∞

但通常会比不动点迭代法具有更好的收敛性。
再次考察标量非线性方程

f（x∗） = 0 （3. 20）
以 Taylor 级数展开的方式将此函数在点 xk展开， 得到

f（x∗） = f（xk） + ∂f
∂x xk

（x∗ - xk） + 1
2！

∂2 f
∂x2 xk

（x∗ - xk）2 +… =0 （3. 21）

如果假定当 k →∞时迭代过程会收敛到 x∗， 那么更新后的猜想值 xk +1可以用来

替代 x∗， 从而有

f（xk +1） = f（xk） + ∂f
∂x xk

（xk +1 - xk） + 1
2！

∂2 f
∂x2 xk

（xk +1 - xk）2 +… =0

（3. 22）
如果初始猜想值与 x∗ “足够靠近” 并位于 x∗的吸引域内， 那么展开式的高次

项可以被忽略， 得到

f（xk +1） = f（xk） + ∂f
∂x xk

（xk +1 - xk）≈0 （3. 23）

直接求解 xk +1， 将其表示为 xk的函数， 可得到如下的迭代格式：

图 3. 5　 Newton - Raphson 法的图形解释

I： xk +1 = xk - ∂f
∂x xk

[ ]
-1
f（xk）

（3. 24）
这就是著名的 Newton - Raphson 迭代

法。
Newton - Raphson 迭代法也有一

个图形解释。 考察例 3. 2 中的同一个

函数， 将其画于图 3. 5 中。 在此方法

中， 当前迭代点处计算出的函数的斜

率被用于产生下一个猜想值。 对任意

猜想值 xk， 在函数上存在一个对应点

f（xk）， 其斜率为
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∂f
∂x x = xk

因此， 下一个猜想值仅仅是据此斜率所作的直线与 x 轴的交点。 这个过程不断重

复直到所得到的猜想值足够靠近解 x∗。 一个迭代过程被认为已经收敛于 xk， 如

果

| f（xk） | < ε
式中， ε 是某个事先确定的容许误差。

例 3. 4　 用 Newton - Raphson 法重新做例 3. 2。
解 3. 4　 利用式 （3. 24） 的 Newton - Raphson 迭代格式得到：

I： xk +1 = xk - （xk）2 - 5xk + 4
2xk - 5

（3. 25）

基于此迭代格式， 从初始猜想值 x0 = 3 开始， 得到的 x∗的估计值为

k xk g（xk）

0 3 3 - 9 - 15 + 4
6 - 5 = 5

1 5 5 - 25 - 25 + 4
10 - 5 = 4. 2

2 4. 2 4. 2 - 17. 64 - 21 + 4
8. 4 - 5 = 4. 012

类似地， 从初始猜想值 x0 = 2 开始， 得到的 x∗的估计值为

k xk g（xk）

0 2 2 - 4 - 10 + 4
4 - 5 = 0

1 0 0 - 0 - 0 + 4
0 - 5 = 0. 8

2 0. 8 0. 8 - 0. 64 - 4 + 4
1. 6 - 5 = 0. 988

在这个例子中， 两个解都是 Newton - Raphson 迭代格式的吸引点。
但是， 在某些情况下 Newton - Raphson 法将不能收敛。 考察如图 3. 6 所示的

函数。 图 3. 6a 中， 函数没有实根。 图 3. 6b 中， 函数关于 x∗是对称的并且二阶

导数等于零。 图 3. 6c 中， 一个初始猜想值 x0a 会收敛到解 x∗a ， 一个初始猜想值

x0b 会收敛到解 x∗b ； 但是， 另一个初始猜想值 x0c 会使迭代锁定在虚线框内不断振

荡， 再也不能收敛到解。 这张图支持如下的断言： 如果初始值离真解太远， 迭代

将不会收敛； 或者反过来说， 初始值必须足够靠近真解， Newton - Raphson 法迭

代才能收敛。 这一点也印证了在推导 Newton - Raphson 法时所做的初始假定：
“如果迭代值足够靠近真解， Taylor 级数展开式中的高次项可以忽略”。 如果迭代
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值不是足够靠近真解， 这些高次项是很大的， Newton - Raphson 法所基于的假设

条件就不再成立。

图 3. 6　 Newton - Raphson 法的收敛域

3. 2. 1　 收敛性

注意例 3. 4 中收敛到解的速度大大高于例 3. 2。 这是因为 Newton - Raphson
法具有平方收敛性， 而不动点迭代法只有线性收敛性。 线性收敛性指的是一旦迭

代值 xk与真解足够靠近， 那么误差

εk = | xk - x∗ | （3. 26）
将以线性的方式趋近于零。 例 3. 2 和例 3. 4 的收敛性如图 3. 7 所示， 该图以对数

刻度画出， 不动点迭代的误差是明显线性的， 而 Newton - Raphson 法的误差呈现

出平方收敛性， 直到变得太小无法画出。 已经提出了很多方法来预测迭代法的收

敛速度。 设迭代格式的误差如式 （3. 26） 所定义的那样， 如果存在一个数 p 和

一个常数 C≠0， 使得

lim
k→∞

| εk +1 |
| εk | p

= C （3. 27）

那么， p 被称为迭代序列的 “收敛阶”， 而 C 被称为 “渐近误差常数”。 如果 p =
1， 收敛阶被称为是线性的； 如果 p = 2， 收敛阶被称为是平方的； 而如果 p = 3，
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图 3. 7　 不动点迭代法与 Newton - Raphson 迭代法的收敛性比较

收敛阶被称为是立方的。 Newton - Raphson 法满足式 （3. 27） 的条件， 并且

p = 2， 而

C = 1
2

d2 f（x∗）
dx2

df（x∗）
dx

只要
d2 f（x∗）

dx2
≠0， C≠0。 这样， 对于大多数函数， Newton - Raphson 法呈现出平

方收敛性。

3. 2. 2　 用于求解非线性方程组的 Newton - Raphson 法

在科学和工程中， 很多领域会产生如式 （3. 2） 所示的方程组。 只要少量的

改变， 上节导出的 Newton - Raphson 法可以扩展到非线性方程组。 方程组可以类

似地用 Taylor 级数展开来表示。 通过再次假设初始猜想值与精确解足够靠近， 多

元的高次项可以被忽略， 从而得到 n 元方程组的 Newton - Raphson 法：
xk +1 = xk - [J（xk）] -1F（xk） （3. 28）

式中，

x =

x1
x2
x3
︙
xn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
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F（xk） =

f1（xk）

f2（xk）

f3（xk）
︙

fn（xk）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

而 Jacobi 矩阵[J（xk）]为

[J（xk）] =

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f1
∂x3

…
∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

∂f2
∂x3

…
∂f2
∂xn

∂f3
∂x1

∂f3
∂x2

∂f3
∂x3

…
∂f3
∂xn

︙ ︙ ︙ ︙ ︙
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

∂fn
∂x3

…
∂fn
∂xn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

通常不直接求 Jacobi 矩阵[J（xk）]的逆， 而是将 Newton - Raphson 法变形为

如下形式后再用 LU 分解求解：
[J（xk）]（xk +1 - xk） = - F（xk） （3. 29）

上式即为 Ax = b 的形式， 其中矩阵 A 就是 Jacobi 矩阵， 函数 - F（xk） 就是向量

b， 而未知向量 x 就是向量差 （xk +1 - xk）。 通常通过计算 F（xk） 的范数来评估

收敛性， 即评估

‖F（xk）‖ < ε （3. 30）
注意 Jacobi 矩阵是 xk的函数， 因此每步迭代时与 F（xk） 一起更新。
例 3. 5　 求如下方程组的解

0 = x21 + x22 - 5x1 + 1 = f1（x1，x2） （3. 31）
0 = x21 - x22 - 3x2 - 3 = f2（x1，x2） （3. 32）

设初始猜想值为

x（0） =
3
3

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

解 3. 5　 此方程组的 Jacobi 矩阵为

J（x1，x2） =

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=
2x1 - 5 2x2
2x1 - 2x2 - 3

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓
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第 1 次迭代

在初始值上计算 f1和 f2以及 Jacobi 矩阵

1 　 6
6 - 9

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

x（1）1 - 3

x（1）2 - 3
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

- 4
12

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （3. 33）

求解上述线性方程组得

x（1）1 - 3

x（1）2 - 3
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

　 0. 8
- 0. 8

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （3. 34）

这样，
x（1）1 = 0. 8 + x（0）1 = 0. 8 + 3 = 3. 8 （3. 35）

x（1）2 = - 0. 8 + x（0）2 = - 0. 8 + 3 = 2. 2 （3. 36）
第 1 次迭代的误差为

　
f1（x（0）1 ，x（0）2 ）

f2（x（0）1 ，x（0）2 ）
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 　

∞

= 12

第 2 次迭代

在 x（1）上计算 f1和 f2以及 Jacobi 矩阵

2. 6 　 4. 4
7. 6 - 7. 4

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

x（2）1 - 3. 8

x（2）2 - 2. 2
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

- 1. 28
0. 00

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （3. 37）

求解上述线性方程组得

x（2）1 - 3. 8

x（2）2 - 2. 2
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

- 0. 1798
- 0. 1847

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （3. 38）

这样，
x（2）1 = - 0. 1798 + x（1）1 = - 0. 1798 + 3. 8 = 3. 6202 （3. 39）
x（2）2 = - 0. 1847 + x（1）2 = - 0. 1847 + 2. 2 = 2. 0153 （3. 40）

第 2 次迭代的误差为

　
f1（x（1）1 ，x（1）2 ）

f2（x（1）1 ，x（1）2 ）
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 　

∞

= 1. 28

第 3 次迭代

在 x（2）上计算 f1和 f2以及 Jacobi 矩阵

2. 2404 4. 0307
7. 2404 - 7. 0307

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

x（3）1 - 3. 6202

x（3）2 - 2. 0153
〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

- 0. 0664
0. 0018

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （3. 41）

求解上述线性方程组得

x（3）1 - 3. 6202

x（3）2 - 2. 0153
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

- 0. 0102
- 0. 0108

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （3. 42）
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这样，
x（3）1 = - 0. 0102 + x（2）1 = - 0. 0102 + 3. 6202 = 3. 6100 （3. 43）
x（3）2 = - 0. 0108 + x（2）2 = - 0. 0108 + 2. 0153 = 2. 0045 （3. 44）

第 3 次迭代的误差为

　
f1（x（2）1 ，x（2）2 ）

f2（x（2）1 ，x（2）2 ）
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 　

∞

= 0. 0664

在第 4 次迭代时， 函数 f1和 f2在 x（3）上进行计算并得到：
f1（x（3）1 ，x（3）2 ）

f2（x（3）1 ，x（3）2 ）
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

- 0. 221 × 10 -3

　 0. 012 × 10 -3
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

由于此向量的范数已很小， 可以认为迭代已经收敛， 并且

x（3）1

x（3）2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

3. 6100
2. 0045

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

已经在真解的 10 -3的误差数量级之内。
在求解例 3. 5 时， 每次迭代的误差如下：

迭代次数 误差

0 12. 0000

1 1. 2800

2 0. 0664

3 0. 0002

注意， 一旦迭代解已足够靠近真解， 每次迭代的误差将会快速减小。 如果迭

代的次数已很多， 每次迭代的误差大致上为前次迭代误差的平方。 这种收敛特性

正是 Newton - Raphson 法平方收敛性的反映。

3. 2. 3　 Newton - Raphson 法的改进

虽然完整的 Newton - Raphson 法具有平方收敛性和最小的迭代次数， 但每次

迭代需要很大的计算量。 例如， 构造完整的 Jacobi 矩阵需要 n2次计算， 如果 Ja-
cobi 矩阵是满矩阵， 每次迭代对其进行 LU 分解所需要的运算次数为 n3数量级。
因此， 对 Newton - Raphson 法的大多数改进着眼在减少构造 Jacobi 矩阵的计算量

或者减少进行 LU 分解的计算量。
再次考察 Newton - Raphson 法的迭代格式：

I： xk +1 = xk - [J（xk）] -1 f（xk）
这个迭代格式可以被写成更为一般性的格式：

I： xk +1 = xk - [M（xk）] -1 f（xk） （3. 45）

15第 3 章　 非线性方程组的解法 　



式中， M 是一个 n × n 矩阵， 它可以是也可以不是 xk的函数。 注意， 即使 M ≠J，
如果迭代过程将 f（x） 驱动到零， 这种迭代格式仍然会收敛到正确解。 因此， 对

Newton - Raphson 法进行简化的一种做法是， 寻找一个比 Jacobi 矩阵更容易计算

的合适的替代矩阵 M。 一种常用的简化方法是将每个偏导数元素
∂fi
∂x j

用差商来近

似。 例如， 一种可能的简单近似式为

∂fi
∂x j

≈1
hij

[ fi（x + hijej） - fi（x）] （3. 46）

式中， ej是第 j 个单位向量：

ej =

0
0
︙
0
1
0
︙
0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

式中， 1 出现在此单位向量的第 j 行上， 而其他元素都为零。 标量 hij的选择可以

有无数种方法， 但一种常用的选择是令 hk
ij = xkj - xk -1

j 。 这种 hij的选择方法可以

达到收敛阶为 1. 62 的收敛速度， 它居于平方收敛和线性收敛之间。
另一种对 Newton - Raphson 法的常用改进是令 M 隔一定的迭代次数等于 Ja-

cobi 矩阵。 例如， 每当收敛速度慢下来时对 M 重新计算一次， 或者相隔的迭代

次数更加规则， 诸如每隔 1 次或每隔 2 次等。 这种改进被称为 “不诚实 Newton
法”。 这种方法的一种极端的推广是令 M 等于初始的 Jacobi 矩阵， 并在余下的迭

代过程中始终保持不变。 这种方法通常被称为 “极不诚实 Newton 法”。 除了减

少与构造矩阵相关的计算量外， 这种方法还具有的优势是矩阵 M 只要被 LU 分解

一次， 因为矩阵 M 是恒定的。 这样就可以省去用于 LU 分解的大量计算时间。 类

似地， 不诚实 Newton 法也仅仅在矩阵 M 被重新计算时才需要再进行 LU 分解。

3. 3　 连续法

到目前为止所讲述的很多迭代法， 一般地只有当初始值足够靠近真解 x∗时，
才会收敛到 f（x） = 0 的一个解 x∗。 连续法可以认为是一种试图扩大某种给定方

法的收敛区域的方法。 在很多物理系统中， 用数学方程 f（x） = 0 描述的问题可能

以某种自然方式依赖于系统的某个参数 λ。 当这个参数被设置为零时， 系统
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f0（x） = 0 具有一个已知的解 x0。 但是， 当 λ 变化时， 存在一族函数 H（ x， λ），
满足：

H（x，0） = f0（x），H（x，1） = f（x） （3. 47）
式中， H（x， 0） = 0 的一个解 x0是已知的， 而方程 H（x， 1） = 0 是希望求解的

问题。
即使 f（x）不是自然地依赖于某个合适的参数 λ， 满足式 （3. 47） 的一族问

题也可以用下式来定义：
H（x，λ） = λf（x） + （1 - λ） f0（x），λ∈[0，1] （3. 48）

式中， f0（x） = 0 的解 x0已知的。 当 λ 从 0 变到 1 时， 上式的映射族从 f0 （x） = 0
变到 f1（x） = 0， 而方程 f1（x） = f（x） = 0 的解是希望求出的解 x1 = x∗。

作为获得 x1 = x∗的第 1 种方法， 区间 [0， 1] 可以被分割成

0 = λ0 < λ1 < λ2 <… < λN = 1
并考虑求解如下问题：

H（x，λi） = 0，i = 1，…，N （3. 49）
再假定采用 Newton - Raphson 法来求解式 （3. 49） 中的每一个问题 i， 并假定第 i
个问题的初始值取 H（x， λi -1） = 0 的解。 当 i 和 i + 1 之间的间隔足够小时， 这

种做法就解决了确定好的初始值的问题。
式 （3. 48） 给出的关系是一个 “同伦” 的例子， 所谓同伦， 就是两个函数

f（x）和 f0（x）嵌入在单个连续函数中。 正规地描述， 任何两个函数之间的同伦是

一个连续映射 f， f0： X →Y：
H：[0，1] × X→Y （3. 50）

使得式 （3. 47） 成立。 如果这样的映射存在， 就说 f 与 f0同伦。
同伦函数被用来定义一条解的路径， 从一个相对简单的问题 （ f0 （ x） = 0）

的解到一个比较复杂的问题的解 （ f（x） = 0）， 而后者正是希望得到的。 这条路

径由一族问题的解构成， 它反映了从简单问题的解到所希望问题的解之间的连续

形变。 连续法是一种跟踪此形变路径的数值方法。
同伦连续法可以被构造成穷尽性的且全局收敛， 即对于一个给定的非线性方

程组， 不管初始值如何选择， 都能求出其所有的解并且是收敛的[58] 。 由于沿着

解的路径， 对于 λ ∈[0， 1] 的每一点， 同伦问题等于 0。 因此对于路径上连续

的两点 λ = λk和 λ = λk +1时它也为 0， 从而有

0 = H（xk，λk） = λk f（xk） + （1 - λk） f0（xk） （3. 51）
0 = H（xk +1，λk +1） = λk +1 f（xk +1） + （1 - λk +1） f0（xk +1） （3. 52）

在解的路径上， 同伦参数 λk +1与参数集

xk +1 = xk + Δx
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相关。 如果参数变化很小， 函数 f0（xk +1）和 f（xk +1）就可以用在 xk处的 Taylor 级
数展开来线性近似， 忽略二次及以上的高次项。 对式 （3. 52） 应用此技术得

（λk + Δλ）[ f（xk） + Fx（xk）Δx] + （1 - λk - Δλ）[ f0（xk） + F0x（xk）Δx] = 0
（3. 53）

式中， Fx和 F0x分别是 f（x）和 f0（x）关于 x 的 Jacobi 矩阵。 从式 （3. 53） 减去式

（3. 51） 得

0 = [λk +1Fx（xk） + （1 - λk +1）F0x（xk）]Δx + [ f（xk） - f0（xk）]Δλ （3. 54）
利用 xk +1 = xk + Δx， 式 （3. 54） 可以用同伦函数进行改写， 并得到如下的更新

方程：

xk +1 = xk - ΔλHx（xk，λk +1） -1 ∂
∂λH（xk，λk +1） （3. 55）

式中，
λk +1 = λk + Δλ

而 Hx（x， λ） 是 H（x， λ） 关于 x 的 Jacobi 矩阵。
例 3. 6　 使用同伦映射求解如下方程组

0 = f1（x1，x2） = x21 - 3x22 + 3 （3. 56）
0 = f2（x1，x2） = x1x2 + 6 （3. 57）

其中起点方程组为

0 = f01（x1，x2） = x21 - 4 （3. 58）
0 = f02（x1，x2） = x22 - 9 （3. 59）

解 3. 6　 构造同伦函数如下：
H（x，λ） = λf（x） + （1 - λ） f0（x），λ∈[0，1] （3. 60）

0 = λ（x21 - 3x22 + 3） + （1 - λ）（x21 - 4） （3. 61）
0 = λ（x1x2 + 6） + （1 - λ）（x22 - 9） （3. 62）

采用连续法根据式 （3. 55） 将解向前推进：
λk +1 = λk + Δλ （3. 63）

xk +1
1

xk +1
2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

xk1
xk2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 - Δλ λk +1

2xk1 - 6xk2
xk2 xk1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
+ （1 - λk +1）

2xk1 0

0 2xk2

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

-1

×

（xk1）2 - 3（xk2）2 + 3 - （（xk1）2 - 4）

xk1xk2 + 6 - （（xk2）2 - 9）
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （3. 64）

采用 Newton - Raphson 法直接求解如下的同伦方程使解精确化：
0 = λk +1（（xk +1

1 ）2 - 3（xk +1
2 ）2 + 3） + （1 - λk +1）（（xk +1

1 ）2 - 4） （3. 65）
0 = λk +1（xk +1

1 xk +1
2 + 6） + （1 - λk +1）（（xk +1

2 ）2 - 9） （3. 66）
取 Δλ = 0. 1， 从 λ0 = 0 开始计算， 很容易得到初始值为
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x01 = 2
x02 = 3

根据式 （3. 63） 和式 （3. 64） 预测 k = 1 时的解得到：
x11 = 2. 3941
x12 = 2. 7646

以此为初始值对式 （3. 65） 和式 （3. 66） 应用 Newton - Raphson 法使解精确化，
得到：

x11 = 2. 3628
x12 = 2. 7585

重复这个过程直到 λ = 1， 可得到所求问题的正确解为 x1 = - 3 和 x2 = 2。
如果取初始解为 x01 = - 2 和 x02 = - 3， 也可以进行同样的求解过程。 这种情

况下， 所求问题的解将为 x1 = 3 和 x2 = - 2， 是原方程组的另一组解。

3. 4　 割线法

Newton - Raphson 法基于函数 y = f（x）的切线， 利用切线的斜率来计算新的

迭代值。 这种方法所遇到的困难是需要计算函数的导数， 即 f　′（x）。 一种计算切

线斜率的替代方法如图 3. 8 所示， 取所求根附近的两点进行内插并计算斜率。

图 3. 8　 割线法的说明

这样就得到一个线性函数

q（x） = a0 + a1x （3. 67）
式中， q（x0） = f（x0）和 q（x1） = f（x1）。 这条直线是一条割线， 并可表示为
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q（x） = （x1 - x） f（x0） + （x - x0） f（x1）
x1 - x0

（3. 68）

求解方程并令 x2 = x 得

x2 = x1 - f（x1） f（x1） - f（x0）
x1 - x0[ ]

-1
（3. 69）

现在， 通过使用 x2和 x1构造另一条割线， 这个过程可以重复。 通过不断地

更新割线， 可得到一般性的公式为

xk +1 = xk - f（xk） f（xk） - f（xk -1）
xk - xk -1[ ]

-1
（3. 70）

注意， 割线法可以看作是 Newton - Raphson 法

xk +1 = xk - f（xk）
f　′（xk）

（3. 71）

的一种近似， 即在求导时进行了近似：

f　′（xk） = f（xk） - f（xk -1）
xk - xk -1 （3. 72）

割线法通常比 Newton - Raphson 法快， 尽管它需要更多次数的迭代才能收敛

到相同精度的解。 这是因为 Newton - Raphson 法需要计算 2 个函数 （ f（ xk ）和

f　′（xk））， 而割线法只需要计算一个函数 f（xk）， 因为 f（xk -1）可以从前次迭代中

继承。
割线法具有 “超线性” 收敛性， 它比线性收敛快， 但是不如平方收敛

（Newton - Raphson 法） 快。 令第 k 次迭代时的误差为

ek = xk - x∗ （3. 73）
式中， x∗是精确解。 利用 Taylor 级数展开：

f（xk） = f（x∗ + （xk - x∗）） （3. 74）
= f（x∗ + ek） （3. 75）

= f（x∗） + f　′（x∗）ek + 1
2 f″（x∗）（ek）2 +… （3. 76）

类似地

f（xk -1） = f（x∗） + f　′（x∗）ek -1 + 1
2 f″（x∗）（ek -1）2 +… （3. 77）

此外有

xk - xk -1 = （xk - x∗） - （xk -1 - x∗） = ek - ek -1

在式 （3. 70） 两边同时减去 x∗并应用 f（x∗） = 0 得到

ek +1 = ek -
f　′（x∗）ek + 1

2 f″（x∗）（ek）2

f　′（x∗） + 1
2 f″（x∗）（ek + ek -1）

（3. 78）
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即

ek +1 = 1
2

f″（x∗）
f　′（x∗）

ekek -1 + O（e3） （3. 79）

令

ek = Ck（ek） r

式中， r 是收敛阶。 如果 r > 1， 那么收敛速度就是超线性的。 如果式 （3. 79） 余

下的项可以忽略， 那么式 （3. 79） 可以被重写为

ek +1

ekek -1 = 1
2

f″（x∗）
f　′（x∗）

（3. 80）

取极限

lim
k→∞

ek +1

ekek -1 = C′ （3. 81）

对于很大的 k，
ek = C（ek -1） r

并且

ek +1 = C（ek） r = C（C（ek -1） r） r = Cr +1（ek -1） r2

将此代入到式 （3. 81） 中得

lim
k→∞

Cr（ek +1） r2 - r -1 = C′ （3. 82）

因为 lim
k→∞

ek = 0， 这个关系只能在 r2 - r - 1 = 0 时成立， 从而得到

r = 1 + 5
2 > 1 （3. 83）

因此是超线性收敛的。
例 3. 7　 使用割线法求解如下方程的解， 初始值为 x0 = 1. 5、 x1 = 1. 4。

0 = ex2 -2 - 3ln （x）
解 3. 7　 使用式 （3. 70）， 可得到如下的结果：

k xk + 1 xk xk - 1 f（xk） f（xk + 1）

1 1. 4418 1. 4000 1. 5000 - 0. 0486 0. 0676

2 1. 4617 1. 4418 1. 4000 - 0. 0157 - 0. 0486

3 1. 4552 1. 4617 1. 4418 0. 0076 - 0. 0157

4 1. 4557 1. 4552 1. 4617 - 0. 0006 0. 0076

5 1. 4557 1. 4557 1. 4552 - 0. 0000 - 0. 0006

3. 5　 数值微分法

使用 Newton - Raphson 法或任何其改进方法需要计算大量的偏导数。 在很多
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情况下， 用解析方法求偏导数可能是极其困难的或者计算代价极其高昂。 在这些

图 3. 9　 差分逼近 f（a）斜率的图形解释

情况下， 希望通过函数 f（x）直
接用数值方法来求偏导数， 而

不需要显式知道
∂f
∂x。

考察标量函数 f（x）， 导数

f 　′在 x = a 的值等于函数在

f（a）处的斜率。 对 f（a）处斜率

的一个合理近似是用附近的点

a + h 来计算一个 “差分逼

近”， 如图 3. 9 所示。
这种做法具有数学上的依

据， 可以对 f（a + h）进行 Tay-
lor 级数展开导出：

f（a + h） = f（a） + h ∂f
∂x（a） + h2

2！
∂2 f
∂x2

（a） + h3

3！
∂3 f
∂x3

（a） +… （3. 84）

重新整理得

f（a + h） - f（a）
h = ∂f

∂x（a） + h
2！

∂2 f
∂x2

（a） +… （3. 85）

将高次项忽略得

∂f
∂x（a）≈

f（a + h） - f（a）
h （3. 86）

这个近似在 h 变得越来越小时精度会越来越高 （极限情况下 h →0， 它就是精确

的）。 这种近似方法是单边差分逼近， 被称为对函数 f 导数的 “向前差分” 逼

近。 类似的做法可以在 a - h 处进行级数展开， 并得到

∂f
∂x（a）≈

f（a） - f（a - h）
h （3. 87）

这种近似被称为 “向后差分” 逼近

现在考察两种方法的结合：
∂f
∂x（a）≈

f（a + h） - f（a - h）
2h （3. 88）

这种结合通常被称为 “中心差分” 逼近。 其图形解释如图 3. 10 所示。 向前差分

和向后差分逼近两者都具有 O（h） 数量级的误差， 而中心差分逼近的误差数量

级为 O（h2）， 一般地会比向前差分和向后差分逼近具有更高的精度。
例 3. 8　 考察多项式

f（x） = x3 + x2 - 5
4 x - 3

4
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图 3. 10　 中心差分逼近 f（a） 斜率的图形解释

使用向前、 向后和中心差分逼近求此多项式在 [ - 2， 1. 5] 区间的导数近似值，
步长 h = 0. 2。

解 3. 8　 此函数的精确导数表达式为

f　′（x） = 3x2 + 2x - 5
4

计算结果如下：
x f（x - h） f（x） f（x + h） f　′（x）向后 f　′（x）向前 f　′（x）中心 f　′（x）精确

- 2. 0 - 3. 808 - 2. 250 - 1. 092 7. 79 5. 79 6. 79 6. 75
- 1. 8 - 2. 250 - 1. 092 - 0. 286 5. 79 4. 03 4. 91 4. 87
- 1. 6 - 1. 092 - 0. 286 0. 216 4. 03 2. 51 3. 27 3. 23
- 1. 4 - 0. 286 0. 216 0. 462 2. 51 1. 23 1. 87 1. 83
- 1. 2 0. 216 0. 462 0. 500 1. 23 0. 19 0. 71 0. 67
- 1. 0 0. 462 0. 500 0. 378 0. 19 - 0. 61 - 0. 21 - 0. 25
- 0. 8 0. 500 0. 378 0. 144 - 0. 61 - 1. 17 - 0. 89 - 0. 93
- 0. 6 0. 378 0. 144 - 0. 154 - 1. 17 - 1. 49 - 1. 33 - 1. 37
- 0. 4 0. 144 - 0. 154 - 0. 468 - 1. 49 - 1. 57 - 1. 53 - 1. 57
- 0. 2 - 0. 154 - 0. 468 - 0. 750 - 1. 57 - 1. 41 - 1. 49 - 1. 53
- 0. 0 - 0. 468 - 0. 750 - 0. 952 - 1. 41 - 1. 01 - 1. 21 - 1. 25
0. 2 - 0. 750 - 0. 952 - 1. 026 - 1. 01 - 0. 37 - 0. 69 - 0. 73
0. 4 - 0. 952 - 1. 026 - 0. 924 - 0. 37 0. 51 0. 07 0. 03
0. 6 - 1. 026 - 0. 924 - 0. 598 0. 51 1. 63 1. 07 1. 03
0. 8 - 0. 924 - 0. 598 - 0. 000 1. 63 2. 99 2. 31 2. 27
1. 0 - 0. 598 - 0. 000 0. 918 2. 99 4. 59 3. 79 3. 75
1. 2 - 0. 000 - 0. 918 2. 204 4. 59 6. 43 5. 51 5. 47
1. 4 0. 918 2. 204 3. 906 6. 43 8. 51 7. 47 7. 43

图 3. 11 清楚地给出了不同导数近似方法的精确度。
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图 3. 11　 精确与近似导数比较

通过继续应用 Taylor 级数展开方法并包括附加的信息， 可以导出更高精度的

近似式。 一种广泛应用的此种近似式是 Richardson 近似：

f　′（x）≈f（x - 2h） - 8f（x - h） + 8f（x + h） - f（x + 2h）
12h （3. 89）

此近似式的误差数量级为 O（h4）。
再次考察 Newton - Raphson 法， 它需要计算 Jacobi 矩阵。 上述近似方法可用

来计算 Jacobi 矩阵中的偏导数， 而不需要采用解析法进行直接计算。 例如， 考察

如下的非线性方程组：
f1（x1，x2，…，xn） = 0
f2（x1，x2，…，xn） = 0

︙
fn（x1，x2，…，xn） = 0

此方程组的 Jacobi 矩阵由形如
∂fi
∂x j

的偏导数组成， 此偏导数现在可以应用上述的

任意一种近似方法进行计算。 例如， 采用中心差分法：
∂fi
∂x j

=
fi（x j + Δx j） - fi（x j - Δx j）

2Δx j
式中， Δx j通常选择一个小增量 （1%左右）。

3. 6　 在电力系统中的应用

本章给出的分析和求解方法构成了可应用于电力系统分析的众多有力工具的

基础。 电力系统的一个最突出特点是其可以用超大型的非线性方程组来描述。 北
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美的输电网是最大型的非线性工程系统之一。 大多数类型的电力系统分析问题需

要求解这种或那种形式的非线性方程组。 以下将介绍的应用实例是比较常见的小

部分应用， 显然不能包括电力系统分析中遇到的所有非线性问题。

3. 6. 1　 潮流计算

很多电力系统问题归结为一组非线性方程组的求解。 可能电力系统中最常见

的非线性问题是潮流计算问题。 潮流计算问题的基本原理是， 给定系统负荷、 发

电出力和网络结构， 就能根据非线性的潮流方程求解母线电压和线路潮流。 建立

潮流方程的典型方法是对整个系统中的每一个母线应用 Kirchoff 定律。 在此情景

下， Kirchoff 定律可以理解为 “进入一个母线的功率之和必须等于零”， 即每个

母线上的功率是守恒的。 由于功率由有功功率和无功功率两个分量组成， 每个母

线就对应两个方程， 一个对应于有功功率， 另一个对应于无功功率。 这些方程被

称为 “潮流方程”：

0 = ΔPi = Pinj
i - Vi∑

Nbus

j = 1
VjYijcos（θi - θj - ϕij） （3. 90）

0 = ΔQi = Qinj
i - Vi∑

Nbus

j = 1
VjYijsin（θi - θj - ϕij）

i = 1，…，Nbus （3. 91）
式中， Pinj

i 、 Qinj
i 分别是注入母线 i 的有功功率和无功功率， 负荷被模拟成负的功

率注入； Vi和 Vj分别表示母线 i 和母线 j 的电压模值； θi和 θj分别表示母线 i 和母

线 j 的电压相角； Yij∠ϕij是网络导纳矩阵 Y 位于第 i 行、 第 j 列位置上的元素；
常数 Nbus是整个系统的母线个数； 式 （3. 90） 和式 （3. 91） 中的 ΔPi和 ΔQi被称

为偏差项， 它们给出了根据电压模值和相角计算得出的功率值与实际注入功率之

间的偏差。 随着 Newton - Raphson 法迭代的继续， 上述偏差值将被驱动到零， 使

根据电压模值和相角计算得到的离开母线的功率等于注入母线的功率。 此时， 已

收敛的电压模值和相角被用来计算线路潮流、 发电机母线的注入无功功率以及平

衡母线的功率等。
式 （3. 90） 和式 （3. 91） 被称为是潮流方程的 “极坐标” 形式， 如果将 Yij

∠ϕij用直角坐标复数 gij + jbij表示， 那么潮流方程可以写成 “直角坐标” 形式：

0 = Pinj
i - Vi∑

Nbus

j = 1
Vj（gijcos（θi - θj） + bijsin（θi - θj）） （3. 92）

0 = Qinj
i - Vi∑

Nbus

j = 1
Vj（gijsin（θi - θj） - bijcos（θi - θj））

i = 1，…，Nbus （3. 93）
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在上述任何一种情况下， 潮流方程都是一组非线性方程组， 它们在电压和相角

两方面都是非线性的。 这组方程最多有 2Nbus个方程。 对于每个已知电压的母线 （电
压控制母线） 可以除去一个潮流方程； 而对于平衡母线， 因相角已知， 也可以除去

一个潮流方程； 因此， 潮流方程组中的方程个数可以减少。 这种方程数的减少是必要

的， 因为对于完全确定的方程组， 方程的个数必须与未知量的个数相等。 一旦建立起

非线性的潮流方程组， 就可以直接应用 Newton -Raphson 法进行求解。
采用 Newton - Raphson 法求解潮流方程的最常见做法是， 将方程整理成先电

压相角后电压模值的形式， 即

J1 　 J2
J3 　 J4

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

Δδ1
Δδ2
Δδ3
︙

ΔδNbus

ΔV1

ΔV2

ΔV3

︙
ΔVNbus

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

= -

ΔP1

ΔP2

ΔP3

︙
ΔPNbus

ΔQ1

ΔQ2

ΔQ3

︙
ΔQNbus

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（3. 94）

式中，
Δδi = δk +1

i - δki
ΔVi = Vk +1

i - Vk
i

这些方程然后通过 LU 分解和前代 /回代进行求解。 而 Jacobi 矩阵通常被分为 4 个

分块， 为

J1 　 J2
J3 　 J4

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

∂ΔP
∂δ

∂ΔP
∂V

∂ΔQ
∂δ

∂ΔQ
∂V

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（3. 95）

每个分块表示一种偏差方程相对于一种未知量的偏导数。 这些偏导数具有 8 种类

型， 即每种偏差方程对应 2 种偏导数， 其中一个对应对角元， 而另一个对应非对

角元。 这些偏导数总结如下：

∂ΔPi
∂δi

= Vi∑
Nbus

j = 1
VjYijsin（δi - δ j - ϕij） + V2

i Yiisinϕii （3. 96）

∂ΔPi
∂δ j

= - ViVjYijsin（δi - δ j - ϕij） （3. 97）
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∂ΔPi
∂Vi

= - ∑
Nbus

i = 1
VjYijcos（δi - δ j - ϕij） - ViYiicosϕii （3. 98）

∂ΔPi
∂Vj

= - ViYijcos（δi - δ j - ϕij） （3. 99）

∂ΔQi
∂δi

= - Vi∑
Nbus

j = 1
VjYijcos（δi - δ j - ϕij） + V2

i Yiicosϕii （3. 100）

∂ΔQi
∂δ j

= ViVjYijcos（δi - δ j - ϕij） （3. 101）

∂ΔQi
∂Vi

= - ∑
Nbus

j = 1
VjYijsin（δi - δ j - ϕij） + ViYiisinϕii （3. 102）

∂ΔQi
∂Vj

= - ViYijsin（δi - δ j - ϕij） （3. 103）

对潮流方程求解的一种常见改进是将未知增量 ΔVi用标幺值
ΔVi
Vi

来代替。 这

种改变将产生一个更加对称的 Jacobi 矩阵， 因为现在 Jacobi 矩阵的分块 J2和 J4需
要乘上 Vi以补偿对 ΔVi除以 Vi标度的改变。 这样， 分块中的所有偏导数都变成了

电压模值的二次式。
用于求解潮流方程的 Newton - Raphson 法编程实现是相对简单的， 因为函数

值计算和偏导数计算使用的是相同的表达式。 因此， 一旦计算出偏差方程， 计算

Jacobi 矩阵的附加计算量是很小的。
例 3. 9　 对图 3. 12 所示的小型电力系统求电压模值、 相角和线路潮流， 系

统的标幺值参数如下：

图 3. 12　 算例电力系统

母线 类型 V Pgen Qgen Pload Qload

1 平衡 1. 02 — — 0. 0 0. 0

2 PV 1. 00 0. 5 — 0. 0 0. 0

3 PQ — 0. 0 0. 0 1. 2 0. 5
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i j Rij Xij Bij

1 2 0. 02 0. 3 0. 15

1 3 0. 01 0. 1 0. 1

2 3 0. 01 0. 1 0. 1

解 3. 9　 潮流计算的第一步是计算系统的导纳矩阵 Y。 计算导纳矩阵元素的

一种简单方法是

Y（ i， j） 母线 i 和 j 之间导纳的负值；
Y（ i， i） 连接到母线 i 的所有导纳之和。
计算此系统的导纳矩阵得

Y =
13. 1505∠ -84. 7148° 3. 3260∠93. 8141° 9. 9504∠95. 7106°
3. 3260∠95. 7106° 13. 1505∠ -84. 7148° 9. 9504∠95. 7106°
9. 9504∠95. 7106° 9. 9504∠95. 7106° 19. 8012∠ -84. 2606°

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（3. 104）
通过观察， 此系统有 3 个未知量： δ2、 δ3和 V3， 因此需要 3 个潮流方程。 这些潮

流方程为

0 = ΔP2 = 0. 5 - V2∑
3

j = 1
VjYijcos（δ2 - δ j - θij） （3. 105）

0 = ΔP3 = - 1. 2 - V3∑
3

j = 1
VjYijcos（δ3 - δ j - θij） （3. 106）

0 = ΔQ3 = - 0. 5 - V3∑
3

j = 1
VjYijsin（δ3 - δ j - θij） （3. 107）

将已知量 V1 = 1. 02、 V2 = 1. 00 和 δ1 = 0 以及导纳矩阵的元素代入上述方程， 得

到

ΔP2 = 0. 5 - （1. 00）（（1. 02）（3. 3260）cos（δ2 - 0 - 93. 8141°）
+ （1. 00）（13. 1505）cos（δ2 - δ2 + 84. 7148°）
+ （V3）（9. 9504）cos（δ2 - δ3 - 95. 7106°）） （3. 108）

ΔP3 = - 1. 2 - （V3）（（1. 02）（9. 9504）cos（δ3 - 0 - 95. 7106°）
+ （1. 00）（9. 9504）cos（δ3 - δ2 - 95. 7106°）
+ （V3）（19. 8012）cos（δ3 - δ3 + 84. 2606°）） （3. 109）

ΔQ3 = - 0. 5 - （V3）（（1. 02）（9. 9504）sin（δ3 - 0 - 95. 7106°）
+ （1. 00）（9. 9504）sin（δ3 - δ2 - 95. 7106°）
+ （（V3）（19. 8012）sin（δ3 - δ3 + 84. 2606°）） （3. 110）

这样， 此系统的 Newton - Raphson 法迭代式为

46　 电力系统分析中的计算方法 （原书第 2 版）



∂ΔP2
∂δ2

∂ΔP2
∂δ3

∂ΔP2
∂V3

∂ΔP3
∂δ2

∂ΔP3
∂δ3

∂ΔP3
∂V3

∂ΔQ3
∂δ2

∂ΔQ3
∂δ3

∂ΔQ3
∂V3

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

Δδ2
Δδ3
ΔV3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= -

ΔP2

ΔP3

ΔQ3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（3. 111）

式中，
∂ΔP2
∂δ2

= 3. 3925sin（δ2 - 93. 8141°）

　 + 9. 9504V3 sin（δ2 - δ3 - 95. 7106°）
∂ΔP2
∂δ3

= - 9. 9504V3 sin（δ2 - δ3 - 95. 7106°）

∂ΔP2
∂V3

= - 9. 9504cos（δ2 - δ3 - 95. 7106°）

∂ΔP3
∂δ2

= - 9. 9504V3 sin（δ3 - δ2 - 95. 7106°）

∂ΔP3
∂δ3

= 10. 1494V3 sin（δ3 - 95. 7106°）

+ 9. 9504V3 sin（δ3 - δ2 - 95. 7106°）
∂ΔP3
∂V3

= - 10. 1494cos（δ3 - 95. 7106°）

- 9. 9504cos（δ3 - δ2 - 95. 7106°）
- 39. 6024V3cos（84. 2606°）

∂ΔQ3
∂δ2

= 9. 9504V3cos（δ3 - δ2 - 95. 7106°）

∂ΔQ3
∂δ3

= - 10. 1494V3cos（δ3 - 95. 7106°）

- 9. 9504V3cos（δ3 - δ2 - 95. 7106°）
∂ΔQ3
∂V3

= - 10. 1494sin（δ3 - 95. 7106°）

- 9. 9504sin（δ3 - δ2 - 95. 7106°）
- 39. 6024V3 sin（84. 2606°）

回想一下， Newton - Raphson 迭代法的一个基本假设是， 只有当方程组的初

始解足够靠近真解时， Taylor 级数展开的高次项才可以忽略。 在大多数运行状态

下， 系统中所有母线的电压在±10% 额定电压范围内， 因此标幺值电压 0. 9pu≤
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Vi≤1. 1pu。 类似地， 在大多数运行状态下， 系统中相邻母线的相角差通常是很

小的。 这样， 如果将平衡母线的相角设为 0， 那么系统中所有母线的相角都接近

于 0。 因此， 对潮流计算的初始化通常选择 “平启动” 的初始条件， 即所有母线

的电压模值等于 1. 0pu， 而所有母线的电压相角等于 0。
第 1 次迭代

在平启动初始条件下计算 Jacobi 矩阵和偏差方程得到

[J0] =
- 13. 2859 9. 9010 0. 9901

9. 9010 - 20. 0000 - 1. 9604
- 0. 9901 2. 0000 - 19. 4040

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

ΔP0
2

ΔP0
3

ΔQ0
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
0. 5044

- 1. 1802
- 0. 2020

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

求解

[J0]

Δδ12
Δδ13
ΔV1

3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

= -

ΔP0
2

ΔP0
3

ΔQ0
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

通过 LU 分解求出方程的解为

Δδ12
Δδ13
ΔV1

3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
- 0. 0096
- 0. 0621
- 0. 0163

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

因此，
δ12 = δ02 + Δδ12 = 0 - 0. 0096 = - 0. 0096
δ13 = δ03 + Δδ13 = 0 - 0. 0621 = - 0. 0621
V1
3 = V0

3 + ΔV1
3 = 1 - 0. 0163 = 0. 9837

注意， 求出的相角是弧度而不是度。 第 1 次迭代的误差取最大的偏差方程绝对

值， 其值为

ε1 = 1. 1802
对此过程的一种快速检查法是注意电压更新值 V1

3 略小于 1. 0pu， 对于本例

的系统结构这是意料中的。 还请注意 Jacobi 矩阵的对角元在绝对值上都大于或等

于非对角元， 这是因为对角元是各项之和， 而非对角元则是单独一项。
第 2 次迭代

以更新后的值 δ12、 δ13 和 V1
3 计算 Jacobi 矩阵和偏差方程得到
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[J1] =
- 13. 1597 9. 7771 0. 4684

9. 6747 - 19. 5280 - 0. 7515
- 1. 4845 3. 0929 - 18. 9086

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

ΔP1
2

ΔP1
3

ΔQ1
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
0. 0074

- 0. 0232
- 0. 0359

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

求解更新值得到

Δδ22
Δδ23
ΔV2

3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
- 0. 0005
- 0. 0014
- 0. 0021

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

和

δ22
δ23
V2
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
- 0. 0101
- 0. 0635
　 0. 9816

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

其中，
ε2 = 0. 0359

第 3 次迭代

以更新后的值 δ22、 δ23 和 V2
3 计算 Jacobi 矩阵和偏差方程得到

[J2] =
- 13. 1392 9. 7567 0. 4600

9. 6530 - 19. 4831 - 0. 7213
- 1. 4894 3. 1079 - 18. 8300

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

ΔP0
2

ΔP0
3

ΔQ0
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
　 0. 1717
- 0. 5639
- 0. 9084

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
× 10 -4

求解更新值得到

Δδ22
Δδ23
ΔV2

3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
- 0. 1396
- 0. 3390
- 0. 5273

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
× 10 -5

和

δ32
δ33
V3
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
- 0. 0101
- 0. 0635
　 0. 9816

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
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其中，
ε3 = 0. 9084 × 10 -4

到此， 迭代已经收敛， 因为偏差量已足够小， 而且更新值的变化已不大。
潮流计算的最后一个任务是计算发出的无功功率、 平衡母线的有功功率以及

线路潮流。 发出的功率可直接通过潮流方程进行计算：

Pinj
i = Vi∑

Nbus

j = 1
VjYijcos（θi - θj - ϕij）

Qinj
i = Vi∑

Nbus

j = 1
VjYijsin（θi - θj - ϕij）

因此，
Pgen，1 = Pinj

1 = 0. 7087
Qgen，1 = Qinj

1 = 0. 2806
Qgen，2 = Qinj

2 = - 0. 0446
系统中的有功损耗等于发出的有功功率之和减去负荷的有功功率之和， 对于本例

为

Ploss = ∑Pgen - ∑Pload = 0. 7087 + 0. 5 - 1. 2 = 0. 0087pu （3. 112）

线路 i - j 上的损耗需要同时计算线路送端和受端的功率， 从母线 i 送出到母线 j
的功率为

Sij = Vi∠δiI∗ij （3. 113）
母线 j 从母线 i 得到的功率为

S ji = Vj∠δ jI∗ji （3. 114）
因此，

Pij = ViVjYijcos（δi - δ j - ϕij） - V2
i Yijcos（ϕij） （3. 115）

Qij = ViVjYijsin（δi - δ j - ϕij） + V2
i Yijsin（ϕij） （3. 116）

类似地， 可以得到 P ji和 Qji的表达式。 在特定线路上的有功功率损耗是从 i 送出

的有功功率与从 j 受入的有功功率之差。 无功功率损耗的计算比较复杂， 因为必

须考虑线路本身的充电无功 （并联电容）。

3. 6. 2　 调节变压器

电力网络中最常见的控制器之一是 “调节变压器”。 这是一种响应于负荷侧

电压变化而改变匝数比 （分接头档位） 的变压器。 如果二次侧 （负荷侧） 电压

低于期望的电压 （例如在重载情况下）， 分接头将会改变， 在保持一次侧电压的

条件下提高二次侧电压。 调节变压器经常也被称为有载分接头变化 （ULTC） 变

压器。 分接头档位 t 可以是实数也可以是复数， 在标幺制下， 匝数比被定义为
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1∶ t， 其中 t 的典型值在 1. 0 的 10%范围内。 通过将 t 定义为具有模值和相角的复

数， 就可以实现对移相变压器的模拟。

图 3. 13　 调节变压器模型

调节变压器的作用通过导纳矩

阵而纳入到潮流计算中。 为了将调

节变压器归入到导纳矩阵中， 将调

节变压器看作为一个两端口网络，
端口电流为 Ii和 I j， 端口电压为 Vi和

Vj， 如图 3. 13 所示。
受端电流为

I j = （Vj - tVi）Y （3. 117）
注意， 电流也可以通过功率传输方程获得

Si = ViI∗i = - tViI∗j （3. 118）
因此，

Ii = - t∗I j （3. 119）
= - t∗（Vj - tVi）Y （3. 120）
= tt∗YVi - t∗YVj （3. 121）
= | t | 2YVi - t∗YVj （3. 122）

因此， 导纳矩阵中的非对角元为

Y（ i，j） = - t∗Y
Y（ j，i） = - tY

而 Y（ i， i） 上需要加上 | t | 2Y， Y（ j， j） 上需要加上 Y。
因为调节变压器是作为电压控制装置使用的， 计算上的一种常用做法是求分

接头档位 t 使得二次侧母线的电压模值 Vj 为一个特定值 V̂。 这可以理解为在系统

方程中增加一个附加变量 t 和一个附加约束 Vj = V̂。 由于附加约束刚好由附加的

自由度平衡， 因此未知量与方程个数保持相同。 存在两种主要的方法来求解分接

头档位 t 使之满足 Vj = V̂。 一种方法是迭代法， 另一种方法直接从潮流方程计算

t。
迭代法可以总结为如下步骤：
（1） 令 t = t0
（2） 求解一次潮流以求出 Vj

（3） 判断 Vj > V̂？， 如果是， 那么 t = t - Δt， 转第 （2） 步

（4） 判断 Vj < V̂？， 如果是， 那么 t = t + Δt， 转第 （2） 步

（5） 结束

这种方法概念上是简单的， 并且不需要改变潮流算法。 但是， 如果 t0远离所
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求的档位， 这种方法可能需要计算很多次潮流。
直接法将 Newton - Raphson 法直接应用到包含分接头档位 t 的新的潮流方程

上。 其步骤为

（1） 令 Vj = V̂， 并设 t 为一个未知状态量

（2） 改变 Newton - Raphson 法的 Jacobi 矩阵， 将相对于 Vj求偏导数的行用相

对于 t 求偏导数的行代替

（3） 改变状态向量 x 为

x =

δ2
δ3
︙
δn
V2

V3

︙
Vj -1

t
Vj +1

︙
Vn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

注意， 状态 Vj已用 t 代替。
（4） 用 Newton - Raphson 法求解

在这种情况下， 潮流方程只计算一次， 但是由于系统的 Jacobi 矩阵改变了，
不能使用标准的潮流计算程序。

由于分接头不能沿着变压器绕组连续移动， 而是垂直地从一个绕组移动到相

邻绕组， 实际的档位是一个非连续状态量。 因此， 在上述两种情况下， 计算得到

的分接头档位必须舍入到可能的最接近的物理档位。
例 3. 10　 对于图 3. 12 中的系统， 在母线 3 和负荷之间引入一个新的母线 4，

在母线 3 和母线 4 之间加入一个变压器， 其电抗为 X， 分接头为实数 t。 求新的

导纳矩阵和相应的 Jacobi 元素。
解 3. 10　 令包含母线 1 - 3 的子系统的导纳矩阵为

Ybus =

Y11∠θ11 Y12∠θ12 Y13∠θ13
Y21∠θ21 Y22∠θ22 Y23∠θ23
Y31∠θ31 Y32∠θ32 Y33∠θ33

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（3. 123）
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在母线 3 和 4 之间加入变压器后产生的新的导纳矩阵为

Ybus =

Y11∠θ11 Y12∠θ12 Y13∠θ13 0
Y21∠θ21 Y22∠θ22 Y23∠θ23 0

Y31∠θ31 Y32∠θ32 Y33∠θ33 + t2
jX

- t
jX

0 0 - t
jX

1
jX

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（3. 124）

母线 3 上的潮流方程变为

0 = P3 - V3V1Y31cos（δ3 - δ1 - θ31） - V3V2Y32cos（δ3 - δ2 - θ32）

- V3V4
t
X

〓

〓
〓

〓

〓
〓cos（δ3 - δ4 - 90°） - V2

3Y33cos（ - θ33） - V2
3

t2
X

〓

〓
〓

〓

〓
〓cos（90°）

0 = Q3 - V3V1Y31 sin（δ3 - δ1 - θ31） - V3V2Y32 sin（δ3 - δ2 - θ32）

- V3V4
t
X

〓

〓
〓

〓

〓
〓sin（δ3 - δ4 - 90°） - V2

3Y33 sin（ - θ33） - V2
3

t2
X

〓

〓
〓

〓

〓
〓sin（90°）

由于 V4 是固定的， 因此没有偏导数
∂ΔP3
∂V4

， 相反， 有一个相对于 t 的偏导数：

∂ΔP3
∂t = -

V3V4
X cos（δ3 - δ4 - 90°） （3. 125）

类似地， 偏导数
∂ΔQ3
∂t 为

∂ΔQ3
∂t = -

V3V4
X sin（δ3 - δ4 - 90°） + 2V2

3
t
X （3. 126）

相对于 δ1、 δ2、 V1和 V2的偏导数没有变化， 但相对于 δ3、 δ4和 V3的偏导数变为

∂ΔP3
∂δ3

= V3V1Y31 sin（δ3 - δ1 - θ31） + V3V2Y32 sin（δ3 - δ2 - θ32）

+ V3V4
t
X sin（δ3 - δ4 - 90°）

∂ΔP3
∂δ4

= - V3V4
t
X sin（δ3 - δ4 - 90°）

∂ΔP3
∂V3

= - V1Y31cos（δ3 - δ1 - θ31） - V2Y32cos（δ3 - δ2 - θ32）

- V4
t
X cos（δ3 - δ4 - 90°） - 2V3Y33cos（ - θ33）

∂ΔQ3
∂δ3

= - V3V1Y31cos（δ3 - δ1 - θ31） - V3V2Y32cos（δ3 - δ2 - θ32）

- V3V4
t
X cos（δ3 - δ4 - 90°）
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∂ΔQ3
∂δ4

= V3V4
t
X cos（δ3 - δ4 - 90°）

∂ΔQ3
∂V3

= - V1Y31 sin（δ3 - δ1 - θ31） - V2Y32 sin（δ3 - δ2 - θ32）

　 - V4
t
X sin（δ3 - δ4 - 90°） - 2V3Y33 sin（ - θ33） - 2V3

t2
X

这些偏导数用于建立 Newton - Raphson 法的 Jacobi 矩阵， 并用于求解潮流方程。

3. 6. 3　 解耦潮流算法

潮流计算是电力系统分析中使用最为广泛的计算工具之一， 既可用以解决单

机系统的问题， 也可用以解决包含成千上万节点的大规模电力系统的问题。 对于

大规模电力系统， 完整的潮流计算需要大量的计算资源用以计算、 存储和分解

Jacobi 矩阵。 然而， 正如前面已讨论过的那样， 可以用一个容易计算和分解并仍

然具有较好收敛特性的矩阵 M 来替代 Jacobi 矩阵。 根据系统 Jacobi 矩阵的构成

方法， 潮流方程天然地具有多种适合于迭代计算的矩阵形式。 回顾一下， 系统

Jacobi 矩阵具有如下形式：

J1 　 J2
J3 　 J4

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

∂ΔP
∂δ

∂ΔP
∂V

∂ΔQ
∂δ

∂ΔQ
∂V

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（3. 127）

式中， 子矩阵 P 的一般性形式为

∂ΔPi
∂δ j

= - ViVjYijsin（δi - δ j - ϕij） （3. 128）

∂ΔPi
∂Vj

= ViYijcos（δi - δ j - ϕij） （3. 129）

对于大多数输电线路， 线路电阻对整个线路阻抗的值没有实质性的作用。 因此，
导纳矩阵元素中的相角 ϕij接近 ± 90°。 此外， 在正常运行条件下， 相邻母线之间

的相角差通常是很小的， 因此有

cos（δi - δ j - ϕij）≈0 （3. 130）
从而有

∂ΔPi
∂Vj

≈0 （3. 131）

根据类似的理由， 可以得到

∂ΔQi
∂δ j

≈0 （3. 132）

利用式 （3. 131） 和式 （3. 132） 的近似关系， Jacobi 矩阵的一种可能的替代
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矩阵是

M =

∂ΔP
∂δ 0

0 ∂ΔQ
∂V

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（3. 133）

采用这个矩阵 M 来替代系统的 Jacobi 矩阵， 可以得到解耦的潮流迭代过程：

δk +1 = δk - ∂ΔP
∂δ[ ]

-1
ΔP （3. 134）

Vk +1 = Vk - ∂ΔQ
∂V[ ]

-1
ΔQ （3. 135）

式中， ΔP 迭代和 ΔQ 迭代可以独立完成。 这种解耦潮流算法的主要优势是可以

大大减少 LU 分解的计算量。 每次迭代 LU 分解全 Jacobi 矩阵所需要的浮点运算

次数是 （2n）3 = 8n3； 而采用解耦算法后， 单次迭代所需要的浮点运算次数仅仅

为 2n3。
例 3. 11　 采用解耦潮流算法重新做例 3. 9。
解 3. 11　 对于例 3. 9， 在初始条件下得到的 Jacobi 矩阵为

[J0] =
- 13. 2859 9. 9010 0. 9901

9. 9010 - 20. 0000 - 1. 9604
- 0. 9901 2. 0000 - 19. 4040

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（3. 136）

注意， 非对角位置上的子矩阵比主对角位置上的子矩阵其模值要小得多。 例如，

‖[J2]‖ =
　 0. 9901
- 1. 9604

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 <<‖[J1]‖ =

-13. 2859 9. 9010
9. 9010 - 20. 000

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

以及

‖[J3]‖ =‖[ -0. 9901　 2. 0000]‖ <<‖[J4]‖ =‖[ -19. 4040]‖
这样， 忽略非对角位置上的子矩阵 J2和 J3是合理的。 因此， 解耦潮流算法的第 1
次迭代变为

Δδ12
Δδ13

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 = [J1] -1

ΔP2

ΔP3

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （3. 137）

=
13. 2859 9. 9010
9. 9010 - 20. 000

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

-1 0. 5044
- 1. 1802

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （3. 138）

[ΔV1
3] = [J4] -1ΔQ3 （3. 139）

= - 19. 40401（ - 0. 2020） （3. 140）
从而得到更新值为
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δ12
δ13
V1
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
- 0. 0095
- 0. 0637
　 0. 9896

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

与完整的 Newton - Raphson 迭代法类似， 上述迭代过程可以通过不断更新 Jacobi
子矩阵 J1和 J4以及偏差方程而进行下去。 当偏差方程 ΔP 和 ΔQ 的偏差都小于收

敛容差时上述迭代收敛。 注意， 一组偏差方程先于另一组偏差方程收敛的情况是

可能的， 因此 “P” 迭代达到收敛的次数与 “Q” 迭代达到收敛的次数可能是不

同的。

3. 6. 4　 快速解耦潮流算法

　 在例 3. 11 中， 每个解耦的 Jacobi 子矩阵在每次迭代时都是要更新的。 然

而， 正如前面已讨论过的， 为了使函数值计算和 LU 分解的次数最小化， 期望采

用常数矩阵进行迭代。 我们将这种采用常数矩阵迭代的潮流算法称为快速解耦潮

流算法。 该算法的公式为

[ΔPk] = [B′][Δδk +1] （3. 141）
ΔQk

V[ ] = [B″][ΔVk +1] （3. 142）

式中， B′和 B″为常数矩阵[48] 。 为了从潮流 Jacobi 矩阵中推导上述矩阵， 考察

Newton - Raphson 法中的解耦潮流算法关系：
[ΔP] = - [J1][Δδ] （3. 143）
ΔQ
V[ ] = - [J4][ΔV] （3. 144）

其中在直角坐标下 Jacobi 子矩阵的元素为

J1（ i，i） = Vi∑
j≠i

Vj（gijsinδij - bijcosδij） （3. 145）

J1（ i，j） = - ViVj（gijsinδij - bijcosδij） （3. 146）
J4（ i，i） = 2Vibii - ∑

j≠i
Vj（gijsinδij - bijcosδij） （3. 147）

J4（ i，j） = - Vi（gijsinδij - bijcosδij） （3. 148）
式中， bij = |Yijsinϕij |是导纳矩阵的元素虚部， 而 gij = | Yijcosϕij |是导纳矩阵的元

素实部。 注意到 ϕij≈90°， 因此 cosϕij≈0， 这也意味着 gij≈0。 通过进一步将所

有母线的电压模值近似为 1pu， 可以得到

J1（ i，i） = - ∑
j≠i

bij （3. 149）

J1（ i，j） = bij （3. 150）

J4（ i，i） = 2bii - ∑
j≠i

bij （3. 151）
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J4（ i， j） = bij （3. 152）
由于子矩阵 J1反映了有功功率的变化与功角变化之间的关系， 因此主要影响无

功潮流的元素可以从此矩阵中忽略掉， 而不会对收敛性态产生影响。 这样， 并联

电容 （包括线路充电电容） 和外部电抗以及用于描述非移相变压器在非标准变

比情况下产生的并联阻抗都可以忽略。 因此， 导纳矩阵中的对角元素中是不包含

这些并联阻抗的。 此外， 输电线路的集总串联电阻也被忽略掉。 这样， 得到的用

于近似替代子矩阵 J1的矩阵 B′的表达式为

B′ij = 1
xij

（3. 153）

B′ii = - ∑
j≠i

B′ij （3. 154）

类似地， 子矩阵 J4 反映了无功功率的变化与电压模值变化之间的关系， 因

此主要影响有功潮流的元素可以从此矩阵中忽略掉。 这样， 忽略所有移相变压器

后， 得到

B″ij = bij （3. 155）

B″ii = 2bi - ∑
j≠i

B″ij （3. 156）

式中， bi是母线 i 的并联电纳， 即与母线 i 相连的所有支路的电纳之和。
这种方法产生了一组常数矩阵， 可用来近似表示 Newton - Raphson 迭代中的

潮流 Jacobi 矩阵。 这种方法通常被称为快速解耦潮流算法中的 XB 版本。 B′和 B″
都是实的稀疏矩阵， 且只含有网络元件即导纳矩阵中的元素。 在 Newton - Raph-
son 法整个迭代求解中， 上述矩阵只要进行 1 次 LU 分解， 然后就存储起来供每

次迭代使用。 上述矩阵是基于一定的假设条件导出的， 如果这些假设条件不成

立， 即电压模值偏离 1. 0pu 很远， 或网络具有很高的 R / X 比， 或相邻母线之间

的相角差较大， 那么这种快速解耦潮流算法的收敛性就可能会有问题。 如何对

XB 版本进行改进以提高收敛性， 这方面的工作仍在继续[32，33，38] 。
例 3. 12　 采用快速解耦潮流算法重新做例 3. 9。
解 3. 12　 方便起见将算例系统的线路数据重新列出如下：

i j Rij Xij Bij

1 2 0. 02 0. 3 0. 15

1 3 0. 01 0. 1 0. 1

2 3 0. 01 0. 1 0. 1

可以得到如下的导纳矩阵：
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Ybus =
13. 1505∠ -84. 7148° 3. 3260∠93. 8141° 9. 9504∠95. 7106°
3. 3260∠95. 7106° 13. 1505∠ -84. 7148° 9. 9504∠95. 7106°
9. 9504∠95. 7106° 9. 9504∠95. 7106° 19. 8012∠ -84. 2606°

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（3. 157）
取上述矩阵的虚部得到如下的矩阵 B：

B =
- 13. 0946 3. 3186 9. 9010

3. 3186 - 13. 0946 9. 9010
9. 9010 9. 9010 - 19. 7020

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（3. 158）

根据线路数据和对应的矩阵 B， 可以得到如下的矩阵 B′和矩阵 B″：

B′ =
- 1
x21

- 1
x23

1
x23

1
x23

- 1
x31

- 1
x32

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

= - 13. 3333 10
10 - 20[ ] （3. 159）

　 　 　 B″ = [2b3 - （B31 + B32）]
= [2（0. 05 + 0. 05） - （9. 9010 + 9. 9010）] = - 19. 6020 （3. 160）

将上述矩阵与例 3. 9 中在初始条件下计算得到的子矩阵 J1和 J4做比较：

J1 =
- 13. 2859 9. 9010

9. 9010 - 20. 000
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

J4 = [ - 19. 4040]
根据快速解耦算法的假设条件， 两者之间的相似性是可以预计到的。
迭代 1：
在初始条件为 “平启动” 的情况下， 更新值可以通过求解下面的线性方程

组得到

ΔP0
2

ΔP0
3

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

0. 5044
- 1. 1802

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 = -

- 13. 3333 10
10 - 20

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

Δδ12
Δδ13

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

[ΔQ0
3] = [ - 0. 2020] = - 19. 6020ΔV1

3

式中， Δδ12 = δ（1）2 - δ（0）2 ， Δδ13 = δ（1）3 - δ（1）3 ΔV1
3 = V（1）

3 - V（0）
3 。

解得更新值为

δ12
δ13
V1
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
- 0. 0103
- 0. 0642
0. 9897

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

式中， 相角的单位是 rad。 这个过程可以一直进行下去， 直到 “P” 迭代和 “Q”
迭代都收敛为止。

注意， 在上述的 2 种解耦潮流算法中， 迭代的目标是与完整的 Newton -
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Raphson 潮流算法相同的。 该目标是驱动偏差方程 ΔP 和 ΔQ 到某个容差之内。
因此， 不管达到收敛的迭代次数是多少， 解的精度与完整的 Newton - Raphson 法

是一样的。 换句话说， 只要迭代是收敛的， 解耦算法得到的电压值和相角值与采

用完整的 Newton - Raphson 法得到的是完全一致的。

3. 6. 5　 PV 曲线与连续潮流计算

图 3. 14　 PV 曲线

潮流计算是用于监视系统电压随

负荷变化的一个有力工具。 一种常见

的用法是画出某个特定母线的电压随

负荷从基准值增长到极限点 （通常被

称为最大负荷点） 时的变化曲线。 如

果负荷首先从基准值增大到极限负荷

点， 然后又从极限负荷点逐步减小到

基准值， 就可以画出完整的功率 - 电

压关系曲线， 即 PV 曲线。 这条曲线，
如图 3. 14 所示， 有时因其形状特征

而被称为 “鼻子曲线”。
在极限负荷点， 即鼻子曲线的顶

点上， 系统潮流方程的 Jacobi 矩阵将变为奇异， 因为鼻子曲线的斜率将变为无穷

大。 因此， 用于求解潮流的传统 Newton - Raphson 法将会失效。 这种情况下， 需

要采用一种被称为 “连续法” 的改进 Newton - Raphson 法。 连续法在基本潮流方

程中引入了一个附加方程和一个未知量。 该附加方程是特别选择的， 以保证增广

的 Jacobi 矩阵在负荷极限点不再奇异。 附加的未知量通常被称为连续参数。
连续法通常依赖于预测 - 校正方案以及必要时改变连续参数的规则。 跟踪

PV 曲线的基本做法是选择一个新的连续参数值 （功率或电压）， 然后预测此参

数值下的潮流解。 这通常可以用切线 （即线性） 逼近来完成。 将此预测值作为

初始值进行非线性迭代， 然后求出增广潮流方程的解 （即校正）。 所以此方案是

先预测后校正。 这种预测 -校正方案如图 3. 15 所示。
令潮流方程组用下式来表达

λK - f（δ， V） = 0 （3. 161）
或者

F（δ， V， λ） = 0 （3. 162）
式中， K 是可变负荷分布特性 （即基准状态下 P 与 Q 的关系）， λ 是负荷参数，
从 1 （基准点） 变化到负荷极限点时的值。 式 （3. 162） 可以进行线性化， 得
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图 3. 15　 预测 -校正方案

∂F
∂δdδ + ∂F

∂VdV + ∂F
∂λdλ = 0

（3. 163）
式 （3. 163） 未知量比方程个数

多 1 个 （多了未知量 λ）， 因此

需要增加 1 个方程：

ek

dδ
dV
dλ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 1 （3. 164）

式中， ek是一个行向量， 除了被

选作连续参数的未知量的位置为

+ 1 或者 - 1 外， 其他元素都为

0。 而 + 1 或者 - 1 的选择取决于

连续参数是增加还是减小。 当连续参数 λ 表示功率时， 正号表示负荷是增加的。
当连续参数表示电压时， 负号表示电压模值减小。

未知量按如下方式预测：

δ
V
λ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

预测

=
δ0
V0

λ0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+ σ

dδ
dV
dλ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（3. 165）

式中，

dδ
dV
dλ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

︙
JLF ︙ K

︙
… … … …

[ek]

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

-1

0
︙
0
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

而 σ 是本次预测的步长。 注意， 连续参数对应的状态 dxk = 1， 所以

x预测
k = xk0 + σ

因此， σ 作为步长应基于连续参数所表示的量 （通常是功率或电压） 进行合理

的选择。
校正环节涉及求解如下方程组：

F（δ， V， λ） = 0 （3. 166）
xk - x预测

k = 0 （3. 167）
式中， xk是选择的连续参数。 一般地， 连续参数被选择为呈现最大变化率的

状态。
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图 3. 16　 例 3. 13 的系统图

例 3. 13　 应用连续潮流法画出图

3. 16 所示系统的 PV 曲线， 设负荷从 0
变化到最大负荷点。

解 3. 13　 图 3. 16 所示系统的潮流

方程为

　 0 = - P - 0. 995Vcos（δ - 95. 7°）
　 - 0. 995V2cos（84. 3°） （3. 168）

　 0 = - 0. 995Vsin（δ - 95. 7°）
　 - 0. 995V2 sin（84. 3°） （3. 169）

在连续潮流法求解过程中， 注入有功

功率和无功功率向量将用向量 λK 代替。 负荷向量 λK 为

λK = λ
- 1
0

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

式中， λ 将从 0 变化到最大负荷值。 一般地， 向量 K 将包含系统中所有注入有功

功率和无功功率的基准值。 在本例中， 负荷 P 对应位置的元素是负的， 表示注

入的功率是负的 （即是负荷）。
上述潮流方程组的 Jacobi 矩阵为

JLF =
0. 995Vsin（δ - 95. 7°） - 0. 995cos（δ - 95. 7°） - 1. 99cos（84. 3°）V
- 0. 995Vcos（δ - 95. 7°） - 0. 995sin（δ - 95. 7°） - 1. 99sin（84. 3°）V

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

第 1 次迭代

初始时， 连续参数选择 λ， 因为在远离鼻子曲线顶点的地方， 负荷比电压变

化得更快。 在 λ = 0 点， 电路处于空载状态， 初始的电压模值和相角为 1∠0°。
取 σ = 0. 1pu， 预测环节为

　 　 　
δ
V
λ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

预测

=
δ0
V0

λ0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+ σ

︙
JLF ︙ K

︙
… … … …

[ek]

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

-1

0
︙
0
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（3. 170）

=
0
1
0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+ σ

- 0. 9901 - 0. 0988 - 1
0. 0988 - 0. 9901 0

0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

-1 0
0
1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（3. 171）

=
- 0. 1000
0. 9900
0. 1000

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（3. 172）

式中， δ 的单位是 rad。 注意， λ 的预测值是 0. 1pu。
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校正环节求解方程组：
0 = - λ - 0. 995Vcos（δ - 95. 7°） - 0. 995V2cos（84. 3°） （3. 173）

0 = - 0. 995Vsin（δ - 95. 7°） - 0. 995V2 sin（84. 3°） （3. 174）
式中， 取负荷参数 λ 为 0. 1pu。 注意， 这是一个常规的潮流计算问题， 不需要改

变程序就能够求解。
第 1 次校正后得到

δ
V
λ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

- 0. 1017
0. 9847
0. 1000

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

注意， 这个过程与图 3. 15 所展示的是一致的。 预测环节的步长 σ 是沿着该

点 PV 曲线的切线的。 校正环节将会沿着垂直路径， 因为功率 （λK） 在校正过

程中保持恒定。
第 2 次迭代

第 2 次迭代类似于第 1 次迭代。 预测环节产生如下的猜想值：
δ
V
λ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

- 0. 2060
0. 9637
0. 2000

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

式中， λ 按照步长 σ = 0. 1pu 增加。
对上述猜想值进行校正得到第 2 组更新值为

δ
V
λ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

- 0. 2105
0. 9570
0. 2000

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

第 3 次和第 4 次迭代

第 3 次和第 4 次迭代与前面的迭代是类似的， 到此为止的结果总结如下：
λ V δ σ

0. 1000 0. 9847 - 0. 1017 0. 1000
0. 2000 0. 9570 - 0. 2105 0. 1000
0. 3000 0. 9113 - 0. 3354 0. 1000
0. 4000 0. 8268 - 0. 5050 0. 1000

超过这个点后， 对于 σ = 0. 1 的步长， 潮流不收敛。 此方法已经接近最大功

率点 （鼻子曲线的顶点）， 这可以从 λ 相对小的变化就会引起电压快速下降看

出。 在这点上， 为了保证校正环节的收敛， 连续参数将从 λ 切换到 V。 因此， 预

测环节改变为

dδ
dV
dλ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

dδ0
dV0

dλ0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+ σ

- λ
[JLF] 0

0 - 1 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

-1 0
0
1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
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式中， 最后一行 （行向量 ek） 的 - 1 对应于 V 而不是 λ， 负号表示预测环节将减

小电压模值一个步长 σ。 对应于电压模值的改变， σ 改变为 0. 025 是更合适的。
当连续参数切换到电压模值后， 校正环节也需要改变， 新的增广方程组变为

　 　 0 = f1（δ， V， λ） = - λ - 0. 995V（cos（δ - 95. 7°） + Vcos（84. 3°）） （3. 175）
　 　 0 = f2（δ， V， λ） = - 0. 995Vsin（δ - 95. 7°） - 0. 995V2 sin（84. 3°） （3. 176）

0 = f3（δ， V， λ） = V - V预测 （3. 177）
这组方程因最后一个方程的原因， 不能用传统的潮流计算程序求解， 但最后一个

方程对保证用 Newton - Raphson 法迭代非奇异是必要的。 幸运的是， Newton -
Raphson 法所用的迭代矩阵与预测矩阵是相同的：

- λ
[JLF] 0

0 - 1 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

-1 0
0
1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

δ
V
λ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（k +1）

-
δ
V
λ

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（k）
〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= -

f1
f2
f3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（3. 178）

从而能使计算量最小化。
注意， 现在的校正环节是在水平方向上的校正， 因为电压模值已固定， 而需

要对 λ 和 δ 进行校正。 相应的迭代值如下：
预　 　 测 校　 　 正

λ V δ σ λ V δ
0. 4196 0. 8019 - 0. 5487 0. 0250 0. 4174 0. 8019 - 0. 5474
0. 4326 0. 7769 - 0. 5887 0. 0250 0. 4307 0. 7769 - 0. 5876
0. 4422 0. 7519 - 0. 6268 0. 0250 0. 4405 0. 7519 - 0. 6260
0. 4487 0. 7269 - 0. 6635 0. 0250 0. 4472 0. 7269 - 0. 6627
0. 4525 0. 7019 - 0. 6987 0. 0250 0. 4511 0. 7019 - 0. 6981
0. 4538 0. 6769 - 0. 7328 0. 0250 0. 4525 0. 6769 - 0. 7323
0. 4528 0. 6519 - 0. 7659 0. 0250 0. 4517 0. 6519 - 0. 7654

注意， 最后一个迭代值， 负荷参数 λ 已经开始随着电压的下降而下降。 这

表示连续潮流计算已经开始画出鼻子曲线的下半支。 但是， 由于迭代还是在鼻子

曲线的顶点附近， Jacobi 矩阵将仍然是病态的， 因此在将连续参数从电压模值切

换回 λ 之前， 再继续进行几步迭代是一种好的思路。 继续迭代的结果为

预　 　 测 校　 　 正

λ V δ σ λ V δ
0. 4497 0. 6269 - 0. 7981 0. 0250 0. 4487 0. 6269 - 0. 7977
0. 4447 0. 6019 - 0. 8295 0. 0250 0. 4438 0. 6019 - 0. 8291
0. 4380 0. 5769 - 0. 8602 0. 0250 0. 4371 0. 5769 - 0. 8598
0. 4296 0. 5519 - 0. 8902 0. 0250 0. 4288 0. 5519 - 0. 8899
0. 4197 0. 5269 - 0. 9197 0. 0250 0. 4190 0. 5269 - 0. 9194

将连续参数切换回 λ 后， 向量 ek变为
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ek = [0　 0　 - 1]
式中， - 1 表示连续参数 λ 将减小 （即功率减小到基准值）。 预测校正过程与前

面的一样， 所得结果如下：
预　 　 测 校　 　 正

λ V δ σ λ V δ
0. 3190 0. 2899 - 1. 1964 0. 1000 0. 3190 0. 3564 - 1. 1088
0. 2190 0. 2187 - 1. 2554 0. 1000 0. 2190 0. 2317 - 1. 2387
0. 1190 0. 1165 - 1. 3565 0. 1000 0. 1190 0. 1220 - 1. 3496
0. 0190 0. 0166 - 1. 4553 0. 1000 0. 0190 0. 0191 - 1. 4523

这些结果合并在一起构成了如图 3. 17 所示的 PV 曲线。 注意在 PV 曲线顶点

附近当连续参数从 λ 切换到电压时的步长改变。 如何选择合适的步长是与问题

相关的， 为了提高计算效率可以自适应地改变。

图 3. 17　 例 3. 13 系统的 PV 曲线

3. 6. 6　 三相潮流计算

潮流计算的另一种特殊应用是三相潮流分析。 虽然大多数的电力系统分析是

采用单相等效电路来分析平衡的三相系统， 但仍然存在一些场景需要采用三相分

析。 特别地， 当输电线路没有换位或者负荷很不平衡而引起输电系统不平衡时，
可能需要进行完整的三相潮流计算， 以确定对单根线路潮流和母线电压的影响。
三相潮流算法的建立与单相潮流算法的建立类似， 但必须考虑线路的耦合。 相应

地导纳矩阵变为 3n ×3n 的矩阵， 包含的元素为 Ypq
ij ， 其中下标 ij 表示母线号

（1≤ （ i， j） ≤n）， 而上标 pq 表示相（p， q∈[a， b， c]）。
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将各相单独考虑后， 可得到与单相潮流方程类似但稍复杂的三相潮流方程

如下：

0 = ΔPp
i = Pinj，p

i - Vp
i ∑
q∈（a，b，c）

∑
Nbus

j = 1
Vq
j Ypq

ij cos（θpi - θqj - ϕpq
ij ） （3. 179）

0 = ΔQp
i = Qinj，p

i - Vp
i ∑
q∈（a，b，c）

∑
Nbus

j = 1
Vq
j Ypq

ij sin（θpi - θqj - ϕpq
ij ） （3. 180）

i = 1，…，Nbus 且 p ∈ （a， b， c）
三相潮流方程数是单相潮流算法对应方程数的 3 倍。 发电机母线 （PV） 的

处理方式是类似的， 但下面几点是不同的：
1） 对平衡母线， θa = 0°， θb = - 120°， θc = 120°。
2） 对所有发电机， 各相的电压模值和有功功率是相等的， 因为假定发电机

是平衡运行的。
三相潮流计算的 “平启动” 方式下设置的各相电压为

Va
i = 1. 0∠0°

Vb
i = 1. 0∠ -120°
Vc
i = 1. 0∠120°

采用 Newton - Raphson 法求解潮流方程时系统 Jacobi 矩阵可能具有（3（2n） ×
3（2n））即 36n2 个元素。 Jacobi 矩阵中的偏导数与单相潮流计算类似， 但必须考

虑不同的相， 例如

∂ΔPa
i

∂θbj
= Va

i Vb
j Yab

ij sin（θai - θbj - ϕab
ij ） （3. 181）

这与单相潮流计算是类似的。 类似地有

∂ΔPa
i

∂θai
= - Va

i ∑
q∈（a，b，c）

∑
Nbus

j = 1
Vq
j Ypq

ij sin（θpi - θqj - ϕpq
ij ） + （Va

i ）2Ypp
ii cos（ϕpp

ii ）

（3. 182）
其余的偏导数计算与单相潮流计算类似， 而三相潮流计算的过程与 3. 6. 1 节

列出的过程相同。

3. 7　 问题

1. 证明对于如下的函数， 不管初始条件如何选择， Newton - Raphson 迭代都

是发散的。
（a） f（x） = x2 + 1
（b） f（x） = 7x4 + 3x2 + π
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2. 设计一个迭代算法用于计算任何正实数的 5 次方根。
3. 用 Newton - Raphson 求解如下方程， 设初始值为 [x0 　 y0] T = [1　 1] T：

0 = 4y2 + 4y + 52x - 19
0 = 169x2 + 3y2 + 111x - 10y - 10

4. 用 Newton - Raphson 求解如下方程， 设初始值为 [x0 　 y0] T = [1　 1] T：
0 = x - 2y + y2 + y3 - 4

0 = - xy + 2y2 - 1
5. 采用数值微分方法求 Jacobi 矩阵， 重新做问题 3 和问题 4， 数值微分的步

长对每个变量都是 1% 。
6. 采用割线方法重新做问题 3 和问题 4。
7. 采用同伦映射法重新做问题 3 和问题 4， 设 0 = f01 = x21 - 2 和 0 =

f02 = x22 - 4。
8. 编写一个一般性的潮流计算程序 （适用于任何系统）， 该程序须满足：
（a） 读入负荷、 电压和发电数据， 可以假定#1 母线对应平衡节点。
（b） 读入线路和变压器数据， 构建导纳矩阵 Ybus。
（c） 采 用 Newton - Raphson 法 求 解 潮 流 方 程， 迭 代 终 止 的 准 则 是

‖f（xk）‖≤∈ = 0. 0005。
（d） 计算相关未知量： 线路潮流和线路损耗。
该程序的 Newton - Raphson 法迭代部分应调用 LU 分解子程序和节点最优排

序子程序。 该程序的迭代初始值确定方式应提供 “平启动” 和 “先前值” 2 个

选项， 完成这个功能的最简单方法是将其读写到同一个数据文件。 注意第 1 次运

行时必须采用 “平启动” 方式。
9. 系统接线如图 3. 18 所示， 系统数据如下所示。 对此系统进行潮流计算，

并计算相关的未知量， 包括线路潮流和线路损耗。

图 3. 18　 Ward - Hale 6 母线系统
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母线 类型 | V | θ Pgen Qgen Pload Qload

1 0 1. 05 0 0 0 0. 25 0. 1
2 1 1. 05 0 0. 5 0 0. 15 0. 05
3 2 1. 00 0 0 0 0. 275 0. 11
4 2 1. 00 0 0 0 0 0
5 2 1. 00 0 0 0 0. 15 0. 09
6 2 1. 00 0 0 0 0. 25 0. 15

序号 去往母线 来自母线 R. X B
1 1 4 0. 020 0. 185 0. 009
2 1 6 0. 031 0. 259 0. 010
3 2 3 0. 006 0. 025 0. 000
4 2 5 0. 071 0. 320 0. 015
5 4 6 0. 024 0. 204 0. 010
6 3 4 0. 075 0. 067 0. 000
7 5 6 0. 025 0. 150 0. 017

10. 修改你的潮流计算程序， 使之变为解耦潮流程序， 即假定
∂ΔP
∂V[ ] = 0 和

∂ΔQ
∂θ[ ] = 0。 重新做问题 9， 探讨解耦潮流算法与完整 Newton - Raphson 法潮流算

法在收敛特性上的差别。
11. 将线路电阻增加 75% ， 即所有电阻乘 1. 75， 重新做问题 9 和问题 10，

讨论你的发现。
12. 采用连续潮流算法， 针对母线 6 的负荷画出图 3. 18 系统在原始参数下

的 “PV” 曲线， 从 P = 0 到最大功率输送点， 保持 P / Q 比例不变， 增大和减小

负荷。
13. 根据如下的假设条件， 推导出适合于快速解耦三相潮流算法的常值解耦

Jacobi 矩阵。
（1） 对所有的 i 和 p， Vp

i ≈1. 0pu
（2） θppij ≈0
（3） θpmij ≈ ±120°， p≠m
（4） gpm

ij << bpmij
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第 4 章　 稀疏矩阵求解技术

稀疏矩阵指的是非零元非常少的矩阵； 而稀疏系统指的是其数学描述最终生

成稀疏矩阵的系统。 任何可以用耦合节点描述的大系统， 如果该系统中的大多数

节点只有很少的连接就可能生成稀疏矩阵。 很多工程和科学中的系统可以用稀疏

矩阵来描述。 每个节点只与其他几个节点相连的大系统包括有限元分析中的网格

点、 电子电路中的节点以及电力网络中的母线。 例如， 电力网络可能包含数千个

节点 （母线）， 但每个节点的平均连通度为 3， 即每个节点平均与 3 个其他节点

相连。 这意味着具有 1000 个节点的系统， 其描述矩阵中的非零元的比例为

（4 个非零元 /行） × 1000 行
1000 × 1000 个矩阵单元

× 100% = 0. 4% 。 这样， 如果只将非零元保存在内存

中， 那么对内存的需求仅仅为 1000 × 1000 满矩阵存储的 0. 4% 。 如果按满矩阵

存储的话， n × n 阶系统矩阵的存储空间将按照 n2增长； 而如果按稀疏矩阵存储

的话， 同样的系统矩阵其存储空间只大致随 n 线性增长。 因此， 通过采用稀疏存

储和求解技术， 可以大大减少存储空间。 另一个采用稀疏矩阵求解技术的激励因

素是可以大大减少求解含大比例零元素矩阵时所需的计算量。 考虑求解如下的线

性问题

Ax = b
式中， A 为稀疏矩阵。 将 A 进行 LU 分解时需要大量的乘法运算， 而这些乘法运

算中可能一个元素甚至两个元素都为零。 如果事先知道零元素在矩阵中的位置，
这些乘法运算是可以避免的 （因为它们的乘积为零）， 从而可以大大减少计算

量。 这里的突出优势是这些运算可以全部跳过。 手工进行 LU 分解时人们会注意

到哪些元素为零， 从而跳过这些特定的运算。 但是， 计算机没有 “看到” 零元

素的能力。 因此， 稀疏求解技术必须按照如下方式来组织， 避免所有的零元素运

算， 只对非零元素进行运算。
本章中， 我们将讨论稀疏矩阵求解技术的存储问题和计算问题。 将给出数种

存储技术， 同时导出使计算量最小化的几种排序技术。

4. 1　 存储方法

在稀疏存储方法中， 只存储 n × n 阶矩阵 A 的非零元素及其索引信息， 这些

索引信息在逐个元素遍历矩阵时是需要的。 这样， 每个元素必须存储其真实值



图 4. 1　 aij的基本存储单元

（aij） 及其在矩阵中的位置信息 （行号和列号）。
基本的存储单元可以形象化为如图 4. 1 所示的

对象。
除了基本信息外， 对象中还必须包含索引信

息， 诸如同一行中的下一个元素的链接信息或者同

一列中下一个元素的链接信息等， 如图 4. 2 所示。

图 4. 2　 元素 aij以链接表示的存储单元

不管是按行还是按列完全遍历一个矩阵， 所需要的唯一额外信息是每行或每

列第一个元素的位置信息。 这是单独的一个链接信息集合， 标示了每行或每列第

一个元素的位置。
例 4. 1　 确定描述如下稀疏矩阵的链表。

A =

- 1 0 - 2 0 0
2 8 0 1 0
0 0 3 0 - 2
0 - 3 2 0 0
1 2 0 0 - 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

解 4. 1　 描述此矩阵的链表如图 4. 3 所示。 每列和每行的最后一个元素都被

链接到一个零点。 注意， 矩阵中每个非零元都按列和按行被链接到与它相邻的非

零元上。 这样， 通过从第一个元素开始并按照链接关系直到想要的元素， 就可以

从任何方向遍历整个矩阵。
如果一个指令需要一个特定的矩阵元素， 那么不管采用按列搜索还是按行搜

索， 沿着链接方向前进就能定位该元素。 如果在搜索过程中到达了零点， 那么说

明该想要的元素是不存在的， 并返回一个零值。 此外， 如果矩阵元素是通过递增

的指标来链接的话， 当到达一个元素其指标已大于想要的元素的指标值时， 那么
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图 4. 3　 例 4. 1 的链表

就终止前进的过程并返回一个零值。
稀疏矩阵的链表描述法不是唯一的， 并且元素间并不必须按照指标递增的方

式来链接。 但是， 通过采用指标递增的方式来对元素进行排序可以简化搜索过

程， 因为一旦链接的对象的指标值超过了想要元素的指标值， 就可以在到达零点

前终止搜索的过程。 如果矩阵元素不是按照顺序链接的， 就必须遍历整行或者整

列以确定想要的元素是否为非零元。 有序表的缺点是在矩阵中插入新的非零元时

需要对行和列的链接都进行更新。
例 4. 2　 在例 4. 1 的链表中插入矩阵元素 A（4， 5） = 10。
解 4. 2　 新元素插入后的链表如图 4. 4 所示。 该元素的插入需要对矩阵遍历

两次并更新链接； 一次按行遍历， 一次按列遍历。 从链表第 4 行的第一个元素

（值为 - 3） 开始搜索， 按照链接关系前进并监视列指标， 可以发现列指标为 3
的元素 （值为 2） 是该行的最后一个元素， 因为它指向零点。 由于新元素的列指

标为 5， 它应被插入在该元素 （值为 2） 和该行链表的零点之间。 类似地， 从链

表第 5 列的第一个元素 （值为 - 2） 开始搜索， 遍历该列并且在行指标为 3 （值
为 - 2） 和 5 （值为 - 4） 的两个元素之间插入新元素， 再更新该列的链接以反映

插入情况。
如果该矩阵的链表不是按照指标值排序的， 那么不需要遍历行和列就可以添
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图 4. 4　 插入矩阵元素 A （4， 5） = 10

加新元素。 通过将新元素插入到第一个元素的前面并更新该行或该列第一个元素

的指针， 一个新元素可以插入到每一行或者每一列中。
然而， 很多软件语言并不支持使用对象、 指针和链表。 这种情况下， 有必要

开发一个程序， 通过使用向量来模拟链表结构。 表示一个非零元对象需要三个向

量： 一个包含行号的向量 （NROW）， 一个包含列号的向量 （NCOL） 以及一个

包含非零元数值的向量 （VALUE）。 这些向量的长度都为 nnz， 这里 nnz 为非零

元的个数。 还需要 2 个长度也为 nnz 的向量， 用来表示行中下一个元素的链接关

系 （NIR） 和列中下一个元素的链接关系 （NIC）。 如果一个元素是该行或者该

列的最后一个元素， 那么对应这个元素的 NIR 或者 NIC 的值为 0。 最后， 还需要

2 个长度为 n 的向量， 包含各行第一个元素 （FIR） 和各列第一个元素 （FIC）
的链接关系。

矩阵的元素根据它们在 NROW、 NCOL、 VALUE、 NIR 和 NIC 向量中的排序

被赋予一个 （可能是任意的） 编号。 这个排序方案对这五个向量的每一个都是

一样的。 FIR 与 FIC 向量则根据上述编号方案而定。
例 4. 3　 求例 4. 1 中稀疏矩阵的 NROW、 NCOL、 VALUE、 NIR、 NIC、 FIR

和 FIC 向量。
解 4. 3　 例 4. 1 的矩阵重新给出如下， 所采用的编号方案见每个非零元左边
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的括号。 此编号方案是按行连续编号的， 从 1 到 nnz = 12。

A =

（1） - 1 0 （2） - 2 0 0
（3）2 （4）8 0 （5）1 0
0 0 （6）3 0 （7） - 2
0 （8） - 3 （9）2 0 0

（10）1 （11）2 0 0 （12） - 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

上述编号方案产生以下长度为 nnz 的向量：
k VALUE NROW NCOL NIR NIC
1 - 1 1 1 2 3
2 - 2 1 3 0 6
3 2 2 1 4 10
4 8 2 2 5 8
5 1 2 4 0 0
6 3 3 3 7 9
7 - 2 3 5 0 12
8 - 3 4 2 9 11
9 2 4 3 0 0
10 1 5 1 11 0
11 2 5 2 12 0
12 - 4 5 5 0 0

和以下长度为 n 的向量：
FIR FIC

1 1 1
2 3 4
3 6 2
4 8 5
5 10 7

考察矩阵元素 A（2， 2） = 8， 这是此编号方案中的第 4 个元素， 因此它的信

息被存储在向量 VALUE、 NROW、 NCOL、 NIR 和 NIC 的第 4 个位置。 这样，
VALUE（4） = 8， NROW（4） = 2， NCOL（4） = 2。 第 2 行的下一个元素是 A（2，
4） = 1， 它在此编号方案中是第 5 个元素。 因此 NIR（4） = 5， 意味着第 5 个元素

与第 4 个元素处在同一行中且紧随第 4 个元素之后 （但请注意这里并没有标示出

是在哪一行）。 类似地， 第 2 列中的下一个元素是 A（4， 2） = - 3， 它在此编号方

案中是第 8 个元素。 因此 NIC（4） = 8。

4. 2　 稀疏矩阵的表示方法

稀疏矩阵是稀疏系统数学建模的结果。 很多时候， 该系统可以用自然生成的

物理网络来表示或具有物理上的直观表示。 在这些情况下， 采用图形工具将系统

的连接特性可视化是有益的。 在图形表示中， 图中的每个节点与所表示系统的一
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个节点相对应； 图中的每条边与所表示系统的一条支路相对应。 就一个网络来

说， 由顶点和边组成的图通常可以用平面上一系列的点和连接点的线来表示， 其

中每条线代表了网络的一条边。 当网络通过图形方式来表示时， 其数学模型所对

应的矩阵是结构对称的。 换句话说， 如果矩阵元素 aij是非零的， 那么矩阵元素

a ji也是非零的。 这意味着如果节点 i 与节点 j 相连， 那么节点 j 也与节点 i 相连。
结构不对称的矩阵可以通过在矩阵中适当的位置增加值为零的元素使其变为结构

对称矩阵。
除了图形表示外， 将稀疏矩阵可视化的另一种常用方法是将该矩阵中的非零

元位置用一个标识符 （如×、 ·、 *或其他符号） 来表示， 而将该矩阵中的零元位

置全部留空。 对应图 4. 5a 所示的梯形有限元网络， 其生成的稀疏矩阵结构如图

4. 5b 所示。 注意节点的排序方式不是唯一的， 不同的节点编号方案会得到不同

的矩阵结构。

图　 4. 5
a） 一个有限元网络模型　 b） 对应的矩阵
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4. 3　 排序方案

节点排序方案对减少 LU 分解和前代 /回代过程中的乘除法次数具有重要作

用。 一个好的排序方案在 LU 分解中产生的非零元注入会很少， 非零元注入的定

义是原始矩阵 A 中为零的元素在矩阵 L 或 U 中不再为零元素。 如果 A 是一个满

阵， 那么 LU 分解过程需要的乘除法次数为 α = n3 - n
3 ， 而前代 /回代过程需要

的乘除法次数为 β = n2。 如果采用合适的节点排序方案， 求解稀疏矩阵所需要的

乘除法次数可以大大减少。
例 4. 4　 确定求解如图 4. 6 所示系统所需的乘除法次数以及非零元注入

数目。

图 4. 6　 例 4. 4 的图与矩阵

解 4. 4　 LU 分解的步骤如下：
　 　 　 　 　 q11 = a11

q21 = a21

q31 = a31

q41 = a41

q51 = a51

q12 = a12 / q11
q13 = a13 / q11
q14 = a14 / q11
q15 = a15 / q11

29　 电力系统分析中的计算方法 （原书第 2 版）



q22 = a22 - q21q12
q32 = a32 - q31q12
q42 = a42 - q41q12
q52 = a52 - q51q12
q23 = （a23 - q21q13） / q22
q24 = （a24 - q21q14） / q22
q25 = （a25 - q21q15） / q22
q33 = a33 - q31q13 - q32q23
q43 = a43 - q41q13 - q42q23
q53 = a53 - q51q13 - q52q23
q34 = （a34 - q31q14 - q32q24） / q33
q35 = （a35 - q31q15 - q32q25） / q33
q44 = a44 - q41q14 - q42q24 - q43q34
q54 = a54 - q51q14 - q52q24 - q53q34
q45 = （a45 - q41q15 - q42q25 - q43q35） / q44
q55 = a55 - q51q15 - q52q25 - q53q35 - q54q45

LU 分解所需的乘除法次数按行和列归纳如下：
行 列 乘　 　 法 除　 　 法 非零元注入

1 0 0
1 0 4

2 4 0 a32， a42， a52

2 3 3 a23， a23， a25

3 6 0 a43， a53

3 4 2 a34， a35

4 6 0 a54

4 3 1 a45

5 4 0

因此 LU 分解中乘除法次数 α = 40。 前代 （Ly = b） 和回代 （Ux = y） 步骤

如下：
　 　 　 　 　 y1 = b1 / q11

y2 = （b2 - q21y1） / q22
y3 = （b3 - q31y1 - q32y2） / q33
y4 = （b4 - q41y1 - q42y2 - q43y3） / q44
y5 = （b5 - q51y1 - q52y2 - q53y3 - q54y4） / q55
x5 = y5
x4 = y4 - q45x5
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x3 = y3 - q35x5 - q34x4
x2 = y2 - q25x5 - q24x4 - q23x3
x1 = y1 - q15x5 - q14x4 - q13x3 - q12x2

行
前　 　 代 回　 　 代

乘　 　 法 除　 　 法 乘　 　 法 除　 　 法

1 0 1 4 0
2 1 1 3 0
3 2 1 2 0
4 3 1 1 0
5 4 1 0 0

因此前代和回代步骤中的乘除法次数 β = 25。 求解 Ax = b 所需的乘除法总数

为 α + β = 65。
当原始矩阵中的零元素在 LU 分解过程中变为非零元素时就产生了非零元注

入。 此现象可以用图形方法形象化地模拟。 将例 4. 4 的图重新画于图 4. 7。
在此编号方案中， 与节点 1 对应的行和列最先进行三角分解。 这相当于把节

点 1 从该图中移除。 当节点 1 被移除时， 所有与它相连的节点必须被连接起来。
而每增加一条边相当于矩阵 Q 中增加两个非零元注入 （qij和 q ji）， 因为矩阵 Q 是

对称的。 节点 1 移除后的新图如图 4. 8 所示， 其中的虚线表示会产生 6 个非零元

注入： q23、 q24、 q25、 q34、 q35和 q45。 这 6 个非零元注入也同样在该例的求解过

程中列出。

图 4. 7　 例 4. 4 的图 图 4. 8　 移除节点 1 后产生的非零元注入

例 4. 5　 确定图 4. 9 所示的系统求解过程所需的乘除法次数和非零元注入

数目。
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图 4. 9　 例 4. 5 的图与矩阵

解 4. 5　 LU 分解的步骤如下：
　 　 　 　 　 　 　 q11 = a11

q51 = a51

q15 = a15 / q11
q22 = a22

q25 = a25 / q22
q52 = a52

q33 = a33

q53 = a53

q35 = a35 / q33
q44 = a44

q54 = a54

q45 = a45 / q44
q55 = a55 - q51q15 - q52q25 - q53q35 - q54q45

LU 分解所需的乘除法次数按行和列归纳如下：
行 列 乘　 　 法 除　 　 法 非零元注入

1 0 0
1 0 1

2 0 0
2 0 1

3 0 0
3 0 1

4 0 0
4 0 1

5 4 0
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因此 LU 分解中乘除法次数 α = 8。 前代 （ Ly = b） 和回代 （Ux = y） 步骤

如下：
　 　 　 　 　 　 　 　 　 y1 = b1 / q11

y2 = b2 / q22
y3 = b3 / q33
y4 = b4 / q44
y5 = （b5 - q51y1 - q52y2 - q53y3 - q54y4） / q55
x5 = y5
x4 = y4 - q45x5
x3 = y3 - q35x5
x2 = y2 - q25x5
x1 = y1 - q15x5

行
前　 　 代 回　 　 代

乘　 　 法 除　 　 法 乘　 　 法 除　 　 法

1 0 1 4 0
2 1 1 3 0
3 2 1 2 0
4 3 1 1 0
5 4 1 0 0

因此前代和回代过程中的乘除法次数 β = 13。 求解 Ax = b 所需的乘除法总数

为 α + β = 21。
尽管两个原始矩阵有相同数目的非零元， 但简单地重新编号矩阵图的顶点就

可以使乘除法次数大大减少。 产生这种结果的部分原因是 LU 分解时产生的非零

元注入数目减少。 例 4. 4 中的矩阵 Q 变成了满阵， 而例 4. 5 中的矩阵 Q 仍然保

持了与原始矩阵 A 同样的稀疏结构。 从这两个例子可以看出， 尽管不同的节点

排序方案不会影响线性方程求解的精度， 但不同的节点排序方案会对求解的速度

有很大的影响。 一个好的排序方案可以让生成的矩阵 Q 具有类似于原始矩阵 A
的稀疏结构， 这意味着非零元注入的数目已被最小化。 这个目标构成了各种最优

排序方案的基础。 最优排序问题是一个 NP 完全问题[54] ， 然而已开发出了几种

方案可以达到近似最优的结果。
例 4. 6　 确定图 4. 10 在当前排序方案下的 α、 β 和非零元注入数目。
解 4. 6　 第一步是确定 LU 分解中哪儿会产生非零元注入。 通过观察， 发现

非零元注入会出现在如图 4. 11 所示矩阵中用△标示的位置。 根据图 4. 11， 非零

元注入的数目为 24。
可以依据包含非零元注入的矩阵， 用一种简单的方法直接计算出 α 和 β， 而

不采用常规方法计算 LU 分解和前代 /回代过程中所需的乘除法次数。
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图 4. 10　 例 4. 6 的矩阵

图 4. 11　 加入非零元注入后例 4. 6 的矩阵

α = ∑
n

i = 1
（第 i 列 qii 下方的 nnz + 1） × （第 i 行 qii 右方的 nnz） （4. 1）

β =矩阵 Q 的 nnz 值 （4. 2）
利用式 （4. 1） 和式 （4. 2）， 对于图 4. 11 所示的矩阵 Q，
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α = （3 × 4） + （4 × 5） + （5 × 6） + （4 × 5） + （4 × 5） + （3 × 4） +
+ （3 × 4） + （2 × 3） + （1 × 2） + （0 × 1） = 134

而

β = nnz = 68
因此

α + β = 202
请将此结果与 α + β = 430 做对比。

即使没有最优排序， 稀疏矩阵求解也会减少超过 50%的计算量。 最优排序

方案的目标之一是使分解后的矩阵 Q 具有最少的非零元注入， 从而使乘除法次

数 α 最小。 最优排序方案的第 2 个目标是使前代 /回代过程中的乘除法次数 β 最

小化。 根据这个双重目标已提出了几种最优排序方案。

4. 3. 1　 方案 0

从例 4. 4 和例 4. 5 可以归纳出一个一般性的结论， 如果节点排序方案可以生

成一个指向右下方的 “箭头” 形式的矩阵结构， 那么这个节点排序方案就是好

的。 达到这种效果的一个快速排序方案是根据节点的度来进行排序， 这里节点的

度被定义为与它相连的边的数目。 在此排序方案中， 节点按照度从最小到最大进

行排序。
方案 0
1. 计算所有节点的度。
2. 选择度值最小的节点， 对其进行编号。
3. 如果出现度值相同的情况， 原节点号小的节点优先排序。
4. 返回步骤 2。
例 4. 7　 利用方案 0 对例 4. 6 的矩阵重新排序并计算该排序下 α、 β 的值以

及非零元注入的数目。
解 4. 7　 每个节点的度如下所示：

节点 度

1 3
2 3
3 5
4 3
5 5
6 2
7 6
8 3
9 1
10 3
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根据方案 0， 新的排序为

排序 0 = [9 6 1 2 4 8 10 3 5 7]
采用此排序后例 4. 6 中的矩阵变成了如图 4. 12 所示的矩阵 （已包含非零元

注入）。 注意， 非零元的排列是如何形成所期望的指向右下方的箭头形的。 方案

0 的排序产生了 16 个非零元注入， 而原始排序则产生 24 个非零元注入。 通过此

矩阵与式 （4. 1） 和式 （4. 2）， 可得到 α = 110 和 β = 60， 因此 α + β = 170， 这

相对于原始的 α + β = 202 已有相当大的减小。

图 4. 12　 加入非零元注入后例 4. 7 的矩阵

4. 3. 2　 方案Ⅰ

方案 0 提供了简单而快速的排序方案， 但没有直接考虑非零元注入对排序过

程的影响。 为了做到这一点， 必须考虑排序过程中消去节点的影响。 方案Ⅰ就是

在此基础上的改进方案。
方案Ⅰ
1. 计算所有节点的度。
2. 选择度值最小的节点， 对其进行编号； 消去此节点并重新计算各节点

的度。
3. 如果出现度值相同的情况， 原节点号小的节点优先排序。
4. 返回步骤 1。
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方案Ⅰ具有多种名称， 包括 Markowitz 算法[31] ， Tinney Ⅰ算法[50] ， 或者最

普遍地被称为最小度算法。
例 4. 8　 利用方案Ⅰ对例 4. 6 的矩阵重新排序并计算该排序下 α、 β 的值以

及非零元注入的数目。
解 4. 8　 方案Ⅰ的排序考虑了当节点被消去后非零元注入对排序的影响。 采

用矩阵的图形表示可以最形象地表达这个算法。 图 4. 10 中未排序的原始矩阵所

对应的图如图 4. 13 所示。

图 4. 13　 图 4. 10 中矩阵所对应的图

各个节点的度如下所示：
节点 度

1 3
2 3
3 5
4 3
5 5
6 2
7 6
8 3
9 1
10 3
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根据以上度的信息， 具有最小度的节点优先排序。 节点 9 只有一个连接， 度

值最小； 消去节点 9 不产生任何非零元注入。 更新后的图如图 4. 14 所示。

图 4. 14　 消去节点 9 后更新的图

更新后各个节点的度如下所示：

节点 度

1 3
2 3
3 5
4 3
5 5
6 2
7 5
8 3
10 3

现在节点 7 的度少了 1。 再次采用方案Ⅰ的算法， 发现下一个被选中的节点

是度为 2 的节点 6。 节点 6 同时连接节点 5 和节点 7。 因为节点 5 与节点 7 之间

已经有连接， 消去节点 6 不会在节点 5 和节点 6 之间产生非零元注入。 消去节点

6 后如图 4. 15 所示。
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图 4. 15　 消去节点 6 后的更新图

各节点的新的度如下所示：
节点 度
1 3
2 3
3 5
4 3
5 4
7 4
8 3
10 3

由于消去了节点 6， 节点 5 和节点 7 的度减小 1。 再次利用方案Ⅰ的算法，
表明具有最小度的节点是 [1 2 4 8 10]。 因为这些节点的度相等， 选择原节点号

小的节点优先排序， 即选择节点 1 消去。 节点 1 与节点 2、 4、 8 相连接， 而节点

2、 4、 8 之间不存在任何连接； 因此消去节点 1 后产生 3 个非零元注入， 即

4 - 8、 4 - 2 和 2 - 8。 这些非零元注入如图 4. 16 中的虚线所示。
消去节点 1 后各节点的新的度如下所示：

节点 度
2 4
3 5
4 4
5 4
7 4
8 4
10 3
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增加 3 个非零元注入后节点 2、 4、 8 的度上升了。 再次利用方案Ⅰ的算法，
表明具有最小度的节点是 10， 这次没有出现度值相等的情况。 节点 10 被选中并

消去。 消去节点 10 在节点 2 - 5 和 2 - 3 之间产生了 2 个非零元注入， 这些非零

元注入如图 4. 17 中的虚线所示。

图 4. 16　 消去节点 1 后更新的图 图 4. 17　 消去节点 10 后更新的图

继续不断地使用方案Ⅰ算法直到所有节点都被选中并消去， 可以得到最终的

排序如下：
排序Ⅰ = [9 6 1 10 4 2 3 5 7 8]

根据上述排序重新排列例 4. 8 中的矩阵， 可以得到如图 4. 18 所示 （带非零

元注入） 的矩阵。 注意， 矩阵中的非零元排列构成了期望的指向右下方的箭头

形状。 方案Ⅰ排序产生了 12 个非零元注入， 方案 0 排序产生了 16 个非零元注

入， 而原始排序产生的非零元注入是 24 个。 针对此矩阵利用式 （4. 1） 和式

（4. 2）， 可得到 α = 92 和 β = 56， 因此 α + β = 148， 这相对于方案 0 的 α + β =
170 和原始方案的 α + β = 202 已有了相当大的减小。
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图 4. 18　 加入非零元注入后例 4. 8 的矩阵

4. 3. 3　 方案Ⅱ

方案 0 给出了一种节点排序的快速算法， 该算法只对矩阵进行一次快速浏

览， 除了计算矩阵每个节点的度之外不需要其他计算， 所得到的结果大致合理。
方案Ⅰ在方案 0 的基础上进行了改进， 它仍然基于最小度算法， 但它对 LU 分解

过程进行了模拟， 在 LU 分解的每一步重新计算节点的度。 对方案Ⅰ的进一步改

进是开发一种算法， 使 LU 分解的每一步的非零元注入数目最小化， 这种算法本

书称为方案Ⅱ。 对于方案Ⅱ， 在 LU 分解的每一步， 需要考虑消去不同节点时所

产生的非零元注入的数目。 方案Ⅱ也被称作 Berry 算法或者 Tinney Ⅱ算法。 方案

Ⅱ的计算步骤归纳如下：
方案Ⅱ
1. 对每个节点， 计算消去此节点后产生的非零元注入数目。
2. 选择产生非零元注入最少的节点。
3. 如果出现非零元注入数目相等的情况， 选择度值最小的节点。
4. 如果出现度值相等的情况， 选择原节点号小的节点。
5. 将选中的节点列入排序表中， 然后消去该节点并相应地更新非零元注入

和度的信息。
6. 返回步骤 1。
例 4. 9　 利用方案Ⅱ重新排序例 4. 6 中的矩阵。 计算此排序下 α、 β 的值以
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及非零元注入的数目。
解 4. 9　 方案Ⅱ的排序算法考虑了当节点进入排序表并被消去后产生的非零

元注入对整个排序过程的影响。 原始矩阵各节点的度和相应的非零元注入信息如

下所示：

节点 度 消去时产生的非零元注入数目 引入的边

1 3 3 2 - 4， 2 - 8， 4 - 8
2 3 3 1 - 7， 1 - 10， 7 - 10
3 5 6 4 - 7， 4 - 8， 4 - 10， 5 - 8， 7 - 10， 8 - 10
4 3 2 1 - 3， 1 - 5
5 5 6 3 - 6， 4 - 6， 4 - 7， 4 - 10， 6 - 10， 7 - 10
6 2 0 无

7 6 12
2 - 3， 2 - 5， 2 - 6， 2 - 8， 2 - 9， 3 - 6，
3 - 9， 5 - 8， 5 - 9， 6 - 8， 6 - 9， 8 - 9

8 3 2 1 - 3， 1 - 7
9 1 0 无

10 3 2 2 - 3， 2 - 5

从上表可以看出， 消去节点 6 或 9 都不会产生额外的边， 即非零元注入。 因

为出现了非零元注入数目相等的情况， 因此具有最小度的节点被选中。 这样， 节

点 9 被选中并消去。 再次使用方案Ⅱ的算法， 更新后的非零元注入数目和度的信

息如下所示：

节点 度 消去时产生的非零元注入数目 引入的边

1 3 3 2 - 4， 2 - 8， 4 - 8
2 3 3 1 - 7， 1 - 10， 7 - 10
3 5 6 4 - 7， 4 - 8， 4 - 10， 5 - 8， 7 - 10， 8 - 10
4 3 2 1 - 3， 1 - 5
5 5 6 3 - 6， 4 - 6， 4 - 7， 4 - 10， 6 - 10， 7 - 10
6 2 0 无
7 6 7 2 - 3， 2 - 5， 2 - 6， 2 - 8， 3 - 6， 5 - 8， 6 - 8
8 3 2 1 - 3， 1 - 7
10 3 2 2 - 3， 2 - 5

下一个被消去的节点是节点 6， 因为它被消去时产生的非零元注入最少。 消

去节点 6 后， 更新的非零元注入数目和度的信息如下所示：

节点 度 消去时产生的非零元注入数目 引入的边

1 3 3 2 - 4， 2 - 8， 4 - 8
2 3 3 1 - 7， 1 - 10， 7 - 10
3 5 6 4 - 7， 4 - 8， 4 - 10， 5 - 8， 7 - 10， 8 - 10
4 3 2 1 - 3， 1 - 5
5 5 3 4 - 7， 4 - 10， 7 - 10
7 6 4 2 - 3， 2 - 5， 2 - 8， 5 - 8
8 3 2 1 - 3， 1 - 7
10 3 2 2 - 3， 2 - 5
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可见， 引入非零元注入最少的两个节点为节点 4 和节点 8， 但两个节点的度

值相同， 因此按照自然排序节点 4 被选中并消去。
继续使用方案Ⅱ的算法直到所有节点都被编号并消去， 可以得到如下的排序

结果。
排序Ⅱ = [9 6 4 8 2 1 3 5 7 10]

图 4. 19　 加入非零元注入后例 4. 9 的矩阵

基于方案Ⅱ算法得到的排序

结果重新对例 4. 6 中的矩阵进行

排序， 所产生的非零元注入如图

4. 19 所示。 该排序仅产生 10 个

非零元注入， 使得 α = 84， β =
54， 从而 α + β = 138。 这意味着

计算 量 仅 为 原 始 未 排 序 矩 阵

的 68% 。
方案Ⅰ致力于减少 LU 分解

中的乘法和除法次数， 而方案Ⅱ
聚焦于减少前代 /回代过程中的

乘法和除法次数， 而方案 0 则提

供了简单快速的排序方法。 方案

Ⅰ在计算性能上的改进抵偿了其

算法上的复杂度[50] ， 而方案Ⅱ
在计算性能上的改进常常无法抵偿其在实现上的复杂度。 采用哪个方案更好视具

体问题而定， 最好是由使用者自己决定。

4. 3. 4　 其他方案

针对上述算法， 已提出了一些改进算法以进一步减少计算量， 下面将对这些

改进算法进行总结[18] 。 受不可区分节点概念[17] 的启发， 对最小度算法的第一

个改进是采用大规模消去算法， 该算法一次可以消去一个子集的节点。 如果两个

节点 x 和 y 满足

Adj（y）∪{y} = Adj（x）∪{x} （4. 3）
式中， Adj （y） 代表与 y 相连节点的集合。 这样， 节点 x 和节点 y 就被称为不可

区分节点， 在排序中可以连续编号。 这种做法减少了排序过程中需考虑的节点数

目， 因为对于不可区分节点集合， 只要考虑其中的一个代表性节点就可以了。 另

外， 这种做法可以加速最小度算法中度信息更新步的计算速度， 而该步是最小度

算法中计算量最大的。 采用大规模消去算法， 度信息更新只需对代表性节点的度

进行更新就可以了。
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不完全度信息更新的想法避免了对非最小度节点的度信息更新。 在两个节点

u 和 v 之间， 如果下式成立， 则称节点 u 优先于节点 v[11]

Adj（u）∪{u}⊆Adj（v）∪{v} （4. 4）
这样， 如果在消去过程中节点 u 优先于节点 v， 则在最小度排序算法中节点 u 先

于节点 v 被消去。 因此可以推出， 节点 v 的度信息更新可以在节点 u 被消去后再

进行， 这就进一步简化了耗时的度信息更新步。
另一种对最小度算法的改进是在度信息更新步之前消去所有可能的最小度节

点。 在消去过程中的一个特定步， 消去节点 y 并不会对 Adj （y） 之外的节点结

构产生影响。 多重最小度 （MMD） 算法推迟了消去节点 y 后的度信息更新， 而

是在消去所有与节点 y 度相同的节点后再进行度信息更新。 就非零元注入数目来

说， 这个算法被发现与最小度算法一样好[30] 。 此外， 还发现 MMD 算法执行得

更快， 这是因为能够更早地确认不可区分节点和优先节点， 并减少了度信息更新

的次数。
在排序算法中， 对于给定的指标 （度或者非零元注入）， 经常会出现数值相

同的情况， 而处理方法通常回归到原始矩阵的自然排序。 已经确认， 自然排序会

对 LU 分解过程的非零元注入数目和计算时间产生很大影响。 因此， 在使用排序

算法前进行一次快速的预排序是非常可取的。 方案 0 提供了这种预排序的算法，
但迄今为止， 并没有一种预排序算法适合于所有类型的问题。

4. 4　 在电力系统中的应用

在电力系统应用中， 经常会出现大型稀疏矩阵， 包括状态估计、 潮流计算、
暂态和动态稳定性仿真等。 这些应用的计算效率与问题本身的描述方式和稀疏矩

阵求解技术的使用方式密切相关。 为了更好地理解稀疏性对电力系统问题的影

响， 我们来考察如图 4. 20 所示的 IEEE 118 母线系统的潮流 Jacobi 矩阵。
该系统的 Jacobi 矩阵具有 1051 个非零元， 其结构如图 4. 21a 所示。 注意，

非零元主要集中在主对角线和两个次对角线上， 其中两个次对角线上的非零元是

由
∂ΔQ
∂Δδ和

∂ΔP
∂ΔV产生的。 对该 Jacobi 矩阵进行 LU 分解， 分解后的结构如图 4. 21b

所示， 该矩阵有 14849 个非零元。 注意， 两个次对角线上的非零元产生了大量处

于次对角线与主对角线之间的非零元注入。
图 4. 22a 给出了根据方案 0 对节点重新排序后的潮流 Jacobi 矩阵结构。 通过

此种重新排序， 次对角线上的非零元已不再存在。 对此新的潮流 Jacobi 矩阵进行

LU 分解， 分解后的矩阵结构如图 4. 22b 所示。 该矩阵只有 1869 个非零元， 与没

有排序的原始 Jacobi 矩阵相比， 非零元注入减少了差不多一个数量级。

701第 4 章　 稀疏矩阵求解技术 　



图 4. 20　 IEEE 118 母线系统

图 4. 21　 IEEE 118 母线系统

a） Jacobi 行列式　 b） LU 分解的结果

图 4. 23a 给出了根据方案Ⅰ对节点重新排序后的潮流 Jacobi 矩阵结构。 注

意， 非零元是如何缓慢地向主对角线靠拢的， 这会减少 LU 分解过程中的非零元

注入数目。 该矩阵 LU 分解的结构如图 4. 23b 所示， 具有 1455 个非零元。
最后， 图 4. 24a 给出了根据方案Ⅱ对节点重新排序后的潮流 Jacobi 矩阵结

构， 其 LU 分解后的矩阵结构如图 4. 24b 所示。 此排序方案只产生了 1421 个非零

元， 非零元注入减少了一个数量级以上。 稀疏矩阵的 LU 分解时间近似为 n2次乘

法和除法。 未进行节点排序的潮流计算每次迭代大致需要 220. 5 × 106次乘法和
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图 4. 22　 IEEE 118 母线系统方案 0
a） Jacobi 行列式　 b） LU 分解的结果

图 4. 23　 IEEE 118 母线系统方案Ⅰ
a） Jacobi 行列式　 b） LU 分解的结果

除法， 而按方案Ⅱ对节点进行重新排序后的潮流计算每次迭代只需要 2. 02 × 106

次乘法和除法。 因此， 节点重新排序后的系统其潮流计算比原始系统快 100 多

倍！ 考虑将此求解时间乘以 Newton - Raphson 法潮流计算的迭代次数或时域积

分中的时间步数后， 不使用节点重新排序就直接进行计算显然是一种愚蠢的

算法。
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图 4. 24　 IEEE 118 母线系统方案Ⅱ
a） Jacobi 行列式　 b） LU 分解的结果

4. 5　 问题

1. 证明用以计算 α 和 β 的式 （4. 1） 和式 （4. 2）。
2. 令 A 和 B 为两个阶数相同的稀疏 （方） 阵。 如何根据 A 与 B 的图来确定

C = A + B 的图。
3. 考虑如下矩阵

A =

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（a） 画出矩阵 A 的图。 A 的 LU 分解需要多少次乘法和除法？
（b） 用新的节点编号 ϕ = [1， 3， 4， 2， 5， 6] 重新排序矩阵。 画出重排后

矩阵的图。 重排后矩阵的 LU 分解需要多少次乘法和除法？
4. 对于图 4. 25 所示的矩阵：
（a） 使用给定的排序， 计算 α + β。
（b） 用方案 0 重新排序网络中的节点。 计算该排序的 α + β。
（c） 用方案Ⅰ重新排序网络中的节点。 计算该排序的 α + β。
（d） 用方案Ⅱ重新排序网络中的节点。 计算该排序的 α + β。
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（e） 对图 4. 26 所示的矩阵重复问题 4 的步骤。

图 4. 25　 稀疏测试系统Ⅰ 图 4. 26　 稀疏测试系统Ⅱ

5. 为稀疏矩阵的存储写一个子程序 sparmat， 程序满足

• 一行一行以以下形式读取数据：
i　 j　 aij

其中以第一列中的 0 表示数据的结束。
• 连续创建前面定义的 FIR、 FIC、 NIR、 NIC、 NROW、 NCOL 以及 Value

向量。 不要明确地创建矩阵 A。
6. 为稀疏向量存储写一个子程序 sparvec， 程序满足

• 一行一行以以下形式读取数据：
i　 bi

其中以第一列中的 0 表示数据的结束。
• 连续创建 index、 next 以及 Value 向量。 不要明确地创建向量 b。
7. 对于以下给出的数据， 使用 sparmat 和 sparvec 来创建稀疏存储向量。

矩　 阵　 A 向　 量　 b
i j aij i bi
7 10 2. 0 2 5
2 6 1. 5 9 2
9 1 4. 7 3 - 1
5 5 - 18. 5
8 7 2. 8
1 1 - 15. 0
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（续）

矩　 阵　 A 向　 量　 b
i j aij i bi
4 3 3. 8
6 7 6. 1
8 3 3. 3
5 7 4. 4
10 6 2. 5
6 5 1. 1
3 2 5. 2
7 8 2. 9
9 9 - 12. 1
3 4 3. 0
7 6 5. 6
10 9 4. 7
8 8 - 10. 8
1 9 4. 5
7 5 3. 9
5 6 7. 2
9 10 4. 9
5 4 0. 8
8 1 3. 4
5 10 4. 5
2 3 5. 0
6 6 - 9. 8
7 9 1. 8
4 5 0. 7
7 7 - 21. 2
1 2 4. 4
10 5 5. 4
3 8 3. 1
9 7 1. 6
4 4 - 5. 1
6 10 2. 7
10 10 - 16. 9
2 1 4. 7
3 3 - 17. 7
1 8 3. 5
10 7 2. 1
2 2 - 13. 0
6 2 1. 2

211　 电力系统分析中的计算方法 （原书第 2 版）



8. 写一个子程序 sparLU 用于修正你的 LU 分解程序， 并将问题 5 的稀疏向

量存储技术结合进去， 并应用于问题 7 来计算 LU 分解的结果 （以稀疏向量的形

式）。
9. 写一个子程序 sparsub 用于修正你的前代 /回代子程序 sub， 并将问题 2 的

稀疏向量存储技术结合进去， 并应用于问题 7 来求解稀疏线性系统

Ax = b
10. 写一个子程序 scheme0， 其输入为稀疏向量 FIR、 FIC、 NIR、 NIC、

NROW、 NCOL 以及 Value， 其输出为根据方案 0 重新排序后的同名向量， 还能计

算 α + β。
11. 写一个子程序 scheme1， 其输入为稀疏向量 FIR、 FIC、 NIR、 NIC、

NROW、 NCOL 以及 Value， 其输出为根据方案Ⅰ重新排序后的同名向量， 还能

计算 α + β。
12. 写一个子程序 scheme2， 其输入为稀疏向量 FIR、 FIC、 NIR、 NIC、

NROW、 NCOL 以及 Value， 其输出为根据方案Ⅱ重新排序后的同名向量， 还能

计算 α + β。
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第 5 章　 数 值 积 分

动态系统通常可以用如下形式的常微分方程组 （ODE） 来描述

x（ t） = f（x，t）　 x（ t0） = x0 （5. 1）
式中， x（ t）∈Rn， 是一个依赖于初始条件 x0 的时变函数。 此类问题通常被称为

“初值问题”。 非线性微分方程组通常不能用解析方法进行求解， 换句话说， 我

们无法直接得到式 （5. 1） 解 x（ t）的解析表达式， 而只能通过数值计算的方法对

式 （5. 1） 进行求解。
对式 （5. 1） 进行数值求解， 就是在一系列时间节点 t0， t1， t2…上用数值

计算方法得到近似值 x0， x1， x2…来逼近其真实值。 其中相邻时间节点之间的时

间间隔称为 “时间步长”， 而每应用一次数值积分算法就将式 （5. 1） 的解向前

推进一步。 时间步长 hn +1 = tn +1 - tn， 可以在整个积分区间 t∈ [ t0， tN] 中保持

不变， 也可以每一步都变化。
基本的数值积分算法基于之前已算得的 xn， xn -1， …以及函数 f（ xn， tn），

f（xn -1， tn -1）， …， 以积分步长 hn +1从 tn 时刻推进到 tn +1时刻。 每个实用的数

值积分算法必须在如下方面满足一定的准则。
（1） 数值精度；
（2） 数值稳定性；
（3） 数值效率。
数值精度确保每一步积分计算产生的数值误差是有界的。 积分误差的全局误

差指的是在某给定时间区间内数值积分积累的总误差。 在 tn 时刻的全局误差可

用下式表达

global error =‖x（ tn） - xn‖
式中， x（ tn）为式 （5. 1） 在 tn 时刻的精确解， xn 为 tn 时刻的数值解。 当然， 如

果不能给出 x（ t）的解析式， 就不可能精确确定全局误差； 然而确定数值积分算

法每一步积分计算的误差边界是可能的。
数值积分算法的数值稳定性指的是每一步计算产生的误差不会传播到后面的

计算步中。 数值效率与每一步的计算量以及时间步长的大小有关。 本章将首先介

绍几种不同的数值积分算法， 然后对上述准则中的每一个进行更详细的讨论。



5. 1　 单步法

数值积分算法的基本形式是只使用当前已知的信息， 由 xn 计算出 xn +1。 此

类算法被称为单步法， 因为只使用了一步的信息。 单步法的优势是节省存储空

间， 因为仅需保存上一步解的结果。 多种著名的数值积分算法都属于单步法的

范畴。

5. 1. 1　 基于 Taylor 级数的算法

一类重要的数值积分算法是通过对式 （5. 1） 进行 Taylor 级数展开导出的。
用 x（ t）表示式 （5. 1） 的精确解， 在 t = tn 处对 x（ t）作 Taylor 级数展开， 并用此

展开式估算 t = tn +1处的值， 可以得到 x（ tn +1）的 Taylor 级数展开式如下：

x（ tn +1） = x（ tn） + x（ tn）（ tn +1 - tn） + 1
2！x（ tn）（ tn +1 - tn）2 +… +

1
p！x

（p） （ tn）（ tn +1 - tn） p + h. o. t.

式中， h. o. t. 表示 Taylor 级数的高次项。 定义时间步长 h = tn +1 - tn， 则有

x（ tn +1） = x（ tn） + h x（ tn） + h2

2！x（ tn） +… + hp

p！x
（p） （ tn） + h. o. t.

由式 （5. 1）， 有 x（ t） = f（x， t）， 故有

x（ tn +1） - h. o. t. = x（ tn） + hf（xn（ tn），tn） + h2

2！ f ′（xn（ tn），tn） +… +

hp

p！ f （p -1） （xn（ tn），tn） （5. 2）

若高次项很小， 那么 x（ tn +1）的一个很好的近似值 xn +1可由式 （5. 2） 等号右边

的式子给出。
一般地， 基于 Taylor 级数的数值积分算法可用下式表示

xn +1 = xn + hTp（xn） （5. 3）
式中，

Tp（xn） = f（xn（ tn），tn） + h2

2！ f ′（xn（ tn），tn） +… + hp

p！ f （p -1） （xn（ tn），tn）

这里整数 p 称为数值积分算法的阶。 当 p 很大时， 这种数值积分算法将十分精

确， 但计算效率不高， 因为它需要进行大量的求导计算和估值计算。

5. 1. 2　 向前 Euler 法

当 p = 1 时， 基于 Taylor 级数的数值积分算法为
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xn +1 = xn + hf（xn， tn） （5. 4）
这也是著名的 Euler 法即向前 Euler 法公式。

5. 1. 3　 Runge -Kutta 法

当 p = 2 时， 可以推导出二阶 Taylor 级数算法

xn +1 = xn + hT2（xn，tn）

= xn + hf（xn，tn） + h2

2 f′（xn，tn）

随着 Taylor 级数算法的阶数上升， 所需计算的导数和偏导数的阶数也上升。
很多情况下， 导数的解析推导可以用数值计算来替代。 其中最著名的一种高阶

Taylor 级数展开数值积分算法是 Runge - Kutta 法， 计算时各导数用其近似值替

代。 四阶 Runge - Kutta 法可用下式表示

xn +1 = xn + hK4（xn，tn） （5. 5）
式中， K4 为 T4 的近似值：

K4 = 1
6 [k1 + 2k2 + 2k3 + k4]

k1 = f（xn，tn）

k2 = f xn + h
2 k1，tn + h

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

k3 = f xn + h
2 k2，tn + h

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

k4 = f（xn + hk3，tn + h）

这里 ki 代表函数在四个不同点处的斜率 （导数）。 这些斜率用 [ 1
6 　 2

6 　 2
6 　 1

6 ]

加权平均后作为 T4 的近似值。
基于 Taylor 级数的数值积分算法的优势在于， 程序实现直截了当， 每一步的

计算仅依赖于前一步的计算结果。 但是， 这种算法 （特别是 Runge - Kutta 法）
的缺点是进行误差分析十分困难， 因为在计算过程中各导数取的是近似值而非解

析式。 因此， 这种算法在积分步长的选择上一般比较保守 （一般将步长取得比

较小）， 从而在计算效率上有损失。

5. 2　 多步法

另一种求解式 （5. 1） 的方法是用一个 k 次多项式来逼近非线性函数 x（ t），

x（ t） = α0 + α1 t + α2 t2 +… + αk tk （5. 6）
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式中， 系数 α0， α1， …， αk 为常数。 可以证明， 任何函数都能在有限区间

[ t0， tN] 上用一个足够高次的多项式进行逼近 （误差小于事先给定的 ε）。 引入

多步法后， 式 （5. 1） 的求解就与多项式逼近联系起来了。 在多步法中， xn +1依

赖于前面若干节点处的 xn， xn -1， …及相对应的 f（xn， tn）， f（xn -1， tn -1）， …；
而单步法 （比如 Runge - Kutta 法） 只依赖于前一步的信息。 一般地，

xn+1 = a0xn + a1xn-1 + … + apxn-p + h[b -1 f（xn+1，tn+1） + b0 f（xn，tn）
　 + b1 f（xn-1，tn-1） + … + bp f（xn-p，tn-p）] （5. 7）

= ∑
p

i = 0
aixn-i + h∑

p

i = -1
bi f（xn-i，tn-i） （5. 8）

为了将数值积分算法与多项式逼近联系起来， 必须建立两套系数之间的关

系。 一个 k 次多项式由 k + 1 个系数 （α0， …， αk） 唯一确定。 而上述数值积分

算法有 2p + 3 个系数， 因此 p 和 k 之间必须满足如下关系：
2p + 3≥k + 1 （5. 9）

数值积分算法的阶数等于以 t 为变量的多项式的最高次数 k， 对此多项式， 数值解与

精确解完全重合。 这些系数可以通过选择一系列基函数[ϕ1（t）　 ϕ2（t）　 …　 ϕk（t）]
来确定， 基函数的表达式为

ϕj（ t） = tj 　 j = 0， 1， …， k
将这些基函数代入到多步法式 （5. 8） 中， 得到

ϕj（ tn+1） = ∑
p

i = 0
aiϕj（ tn-i） + hn+1 [ ∑

p

i = -1
biϕj（ tn-i） ]

式中， j = 0， 1， …， k。
用上述方法可以推导出几个一阶数值积分算法。 考虑 p = 0 和 k = 1 的情形，

这种情形满足式 （5. 9） 的限制， 因此可以使用上述方法来确定多步法的系数，
使得对次数为 1 的多项式， 多步法公式是精确成立的。 当 k = 1 时， 基函数集

合为

ϕ0（ t） = 1 （5. 10）
ϕ1（ t） = t （5. 11）

基函数的导数为

ϕ0（ t） = 0 （5. 12）
ϕ1（ t） = 1 （5. 13）

多步法方程为

xn +1 = a0xn + b -1hn +1 f（xn +1，tn +1） + b0hn +1 f（xn，tn） （5. 14）
将基函数代入多步法式 （5. 14）， 得到如下两个方程

ϕ0（ tn +1） = a0ϕ0（ tn） + b -1hn +1ϕ0（ tn +1） + b0hn +1ϕ0（ tn） （5. 15）
ϕ1（ tn +1） = a0ϕ1（ tn） + b -1hn +1ϕ1（ tn +1） + b0hn +1ϕ1（ tn） （5. 16）
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将式 （5. 10） 和式 （5. 11） 代入式 （5. 15） 和式 （5. 16）， 得到

1 = a0（1） + b -1hn +1（0） + b0hn +1（0） （5. 17）
tn +1 = a0 tn + b -1hn +1（1） + b0hn +1（1） （5. 18）

由式 （5. 17）， 可得 a0 = 1。 由 tn +1 - tn = hn +1和式 （5. 18）， 可得

b -1 + b0 = 1 （5. 19）
阶数 p 和次数 k 的选择导致了具有 3 个未知数的 2 个方程， 因此， 其中一个

未知数可以取任意值。 当选择 a0 = 1， b -1 = 0， b0 = 1 时， 可以得到 Euler 法：
xn +1 = xn + hn +1 f（xn， tn）

而当选择 a0 = 1， b -1 = 1， b0 = 0 时， 可以得到另一种数值积分算法：
xn +1 = xn + hn +1 f（xn +1， tn +1） （5. 20）

这种特殊的数值积分算法通常被称为后退 Euler 法。 注意， 在这种算法中， 系数

b -1不为零， 因此 xn +1的表达式隐式地依赖于函数 f（xn +1， tn +1）。 对于 b -1≠0
的数值积分算法， 通常被称为隐式算法， 否则就称为显式算法。 因为 f（ xn +1，
tn +1）隐式地 （且通常是非线性地） 依赖于 xn +1， 所以隐式算法一般需要在每个

时间节点上进行迭代求解。
现在考察 p = 0， k = 2 的情形， 此时 2p + 3 = k + 1， 因此所有系数可以被唯一

确定。 采用与前面一样的基函数取法， 且取 ϕ2 （ t） = t2， ϕ2 （ t） = 2t， 可得如下 3
个方程：

1 = a0（1） + b -1hn +1（0） + b0hn +1（0） （5. 21）
tn +1 = a0 tn + b -1hn +1（1） + b0hn +1（1） （5. 22）

t2n +1 = a0 t2n + hn +1（b -1（2tn +1） + b0（2tn）） （5. 23）
如果 tn = 0， 那么有 tn +1 = hn +1。 由式 （5. 21） ～ 式 （5. 23）， 可得 a0 = 1，

b -1 = 1
2 ， b0 = 1

2 ， 故有

xn +1 = xn + 1
2 hn +1[ f（xn +1，tn +1） + f（xn，tn）] （5. 24）

这个二阶数值积分算法被称为梯形法， 它也是一种隐式算法。 上述公式之所以被

称为梯形法， 是因为式 （5. 24） 的右边第二项可以被理解为一个梯形的面积。
由于在计算 xn +1时使用了 tn 和 tn +1时的信息， 因此梯形法可以被看作为两步法。

例 5. 1 　 采用不同的固定步长， 基于 Euler 法、 后退 Euler 法、 梯形法和

Runge - Kutta 法数值求解如下微分方程。
x（ t） = - x（ t）　 x（0） = 1 （5. 25）

解 5. 1　 这个二阶微分方程必须首先转化为常微分方程组的形式， 令 x1 = x，
x2 = x， 有

x1 = x2 = f1（x1，x2）　 x1（0） = 1 （5. 26）
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x2 = - x1 = f2（x1，x2） （5. 27）
通过观察， 可知该方程组的解析解为

x1（ t） = cost （5. 28）
x2（ t） = - sint （5. 29）

通常难以找到常微分方程的精确解， 但在本例中， 该精确解将被用来与数值解作

比较。
（1） 向前 Euler 法
使用向前 Euler 法解上述常微分方程组， 可得

x1，n +1 = x1，n + hf1（x1，n，x2，n） （5. 30）
= x1，n + hx2，n （5. 31）

x2，n +1 = x2，n + hf2（x1，n，x2，n） （5. 32）
= x2，n - hx1，n （5. 33）

用矩阵形式表示

x1，n +1

x2，n +1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

1 h
- h 1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

x1，n
x2，n

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （5. 34）

（2） 后退 Euler 法
使用后退 Euler 法解上述常微分方程组， 可得

x1，n +1 = x1，n + hf1（x1，n +1，x2，n +1） （5. 35）
= x1，n + hx2，n +1 （5. 36）

x2，n +1 = x2，n + hf2（x1，n +1，x2，n +1） （5. 37）
= x2，n - hx1，n +1 （5. 38）

用矩阵形式表示

x1，n +1

x2，n +1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

1 - h
h 1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

-1 x1，n
x2，n

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （5. 39）

在求解式 （5. 39） 时， 矩阵的逆实际上不是显式给出的， 而是采用 LU 分解的方

法来求解此方程的。
（3） 梯形法

使用梯形法解上述常微分方程组， 可得

x1，n +1 = x1，n + 1
2 h[ f1（x1，n，x2，n） + f1（x1，n +1，x2，n +1）] （5. 40）

= x1，n + 1
2 h[x2，n + x2，n +1] （5. 41）

x2，n +1 = x2，n + 1
2 h[ f2（x1，n，x2，n） + f2（x1，n +1，x2，n +1）] （5. 42）

= x2，n - 1
2 h[x1，n + x1，n +1] （5. 43）
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用矩阵形式表示

x1，n +1

x2，n +1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

1 - 1
2 h

1
2 h 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

-1
1 1

2 h

- 1
2 h 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

x1，n
x2，n

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （5. 44）

（4） Runge - Kutta 法

使用 Runge - Kutta 法解上述常微分方程组， 可得

k11 = x2，n k21 = - x1，n

k12 = x2，n + h
2 k11 k22 = - x1，n - h

2 k21

k13 = x2，n + h
2 k12 k23 = - x1，n - h

2 k22

k14 = x2，n + hk13 k24 = - x1，n - hk23
及

x1，n +1 = x1，n + h
6 （k11 + 2k12 + 2k13 + k14） （5. 45）

x2，n +1 = x2，n + h
6 （k21 + 2k22 + 2k23 + k24） （5. 46）

采用不同的数值积分算法求解式 （5. 25） 的结果如图 5. 1 所示， 图中也给

出了精确解 cost。 注意， 梯形法和 Runge - Kutta 法所得的结果与精确解几乎不可

区分。 由于向前 Euler 法和后退 Euler 法是一阶算法， 其精度不如高阶的梯形法

和 Runge - Kutta 法。 注意， 向前 Euler 法所得的结果比精确解的幅值稍大， 且幅值

图 5. 1　 例 5. 1 的各种数值解
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随着时间的推移越来越大。 相反地， 后退 Euler 法所得的结果比精确解的幅值稍

小， 且幅值随着时间的推移越来越小。 两者都是由算法的局部截断误差引起的。
向前 Euler 法倾向于产生随时间增加的数值解 （欠阻尼）， 而采用后退 Euler 法得

到的数值解倾向于过阻尼。 因此， 在使用这些一阶数值积分算法时必须谨慎。
图 5. 2 给出上述几种数值积分算法的全局误差随时间变化的曲线。 注意， 向

前 Euler 法和后退 Euler 法其误差具有相同的幅值但符号相反， 这个特性将在本

章后面做进一步讨论。 放大后的梯形算法和 Runge - Kutta 算法误差曲线重新画

于图 5. 3 中， 尽管梯形法是一个二阶的多项式逼近算法， 而 Runge - Kutta 法是

一个四阶的 Taylor 级数展开算法， 两者之间的误差仍然是可比的。 5. 3 节将进一

步探讨各种数值积分算法误差评估表达式的推导问题。

图 5. 2　 例 5. 1 各种数值解的误差

图 5. 3　 例 5. 1 梯形法和 Runge - Kutta 法的误差
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当使用诸如梯形法的隐式算法来求解非线性微分方程组时， 每个时步上都必

须采用迭代算法进行求解。 例如， 考察如下的非线性微分方程组：
x（ t） = f（x（ t），t）　 x0 = x（ t0） （5. 47）

采用梯形法对上述方程进行数值积分， 得到如下的离散化方程：

xn +1 = xn + h
2 [ f（xn，tn） + f（xn +1，tn +1）] （5. 48）

由于此非线性表达式中隐含了 xn +1， 必须用数值算法进行求解：

xk +1
n + 1

= xk
n + 1

- I - h
2

∂f
∂x[ ]

-1

xkn + 1

xk
n + 1

- xn - h
2 [ f（xn） + f（xk

n + 1
）]〓

〓
〓

〓

〓
〓 （5. 49）

式中， k 是 Newton - Raphson 迭代指数， I 是单位矩阵， xn 是上一步所得的收

敛值。

5. 2. 1　 Adams 算法

前面已讲过多步法的一般性表达式为

xn+1 = ∑
p

i = 0
aixn-i + h∑

p

i = -1
bi f（xn-i，tn-i） （5. 50）

如果满足如式 （5. 51） 和式 （5. 52） 的精确性约束条件， 那么对于次数小于或

等于 k 的多项式 x（ t）， 上述多步数值积分算法就能够给出 xn +1的精确值。

∑
p

i = 0
ai = 1 （5. 51）

∑
p

i = 1
（ - i） pai + j∑

p

i = -1
（ - i） j -1bi = 1　 j = 1，2，…，k （5. 52）

式 （5. 51） 的精确性约束条件通常被称为一致性约束条件， 满足式 （5. 51） 的

多步数值积分算法被认为是 “具有一致性的”。 对于一个期望的次数为 k 的多项

式， 这些约束条件可以通过很多种方式来得到满足。 通过预先定义一些系数之间

的关系， 可以导出几种不同类别的方法。 Adams 算法就是设定系数 a1 =
a2 =… = ap = 0 而导出的。 在此条件下， 由一致性约束条件可得系数 a0 = 1。 因

此， Adams 算法可简化为

xn+1 = xn + h∑
p

i = -1
bi f（xn-i，tn-i） （5. 53）

式中， p = k - 1。 Adams 算法可进一步划分为显式算法和隐式算法。 显式算法，
通常被称为 Adams - Bashforth 算法， 首先设定系数 b -1 = 0， 然后应用第 2 个精

确性约束条件式 （5. 52） 得到

∑
k-1

i = 0
（ - i） j -1bi = 1

j j = 1，…，k （5. 54）
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用矩阵形式表示式 （5. 54） 可得

1 1 1 … 1
0 - 1 - 2 … - （k - 1）
0 1 4 … （ - （k - 1））2

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 （ -1） （k -1） （ - 2） （k -1） … （ - （k - 1）） （k -1）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

b0
b1
b2
︙
bk -1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

1
1
2
1
3
︙
1
k

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（5. 55）
当选定要求的 k 值后 （相应地就选定了阶数 p）， 通过式 （5. 55） 可以求得剩下

的系数 bi。
例 5. 2　 推导三阶 Adams - Bashforth 数值积分公式。
解 5. 2　 令 k = 3， 得到如下线性方程组：

1 1 1
0 - 1 - 2
0 1 4

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

b0
b1
b2

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=

1
1
2
1
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

解得

b0 = 23
12

b1 = - 16
12

b2 = 5
12

故三阶 Adams - Bashforth 数值积分公式为

xn +1 = xn + 1
12h[23f（xn，tn） - 16f（xn -1，tn -1） + 5f（xn -2，tn -2）] （5. 56）

当使用上述算法时， xn， xn -1， xn -2必须存储在内存中。
Adams 法的隐式形式被称为 Adams - Moulton 法， 其中 b -1≠0， p = （k - 2），

其一般性表达式为

xn+1 = xn + h∑
k-2

i = -1
bi f（xn-i，tn-i） （5. 57）

根据第 2 个精确性约束条件式 （5. 52） 有

∑
k-2

i = 0
（ - i） j -1bi = 1

j j = 1，…，k （5. 58）
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写成矩阵形式为

1
1
1
︙
1

1 1 1 … 1
0 - 1 - 2 … - （k - 1）
0 1 4 … （ - （k - 1））2

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 （ - 1） （k-2） （ - 2） （k-2） … （ - （k - 1）） （k-2）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

b -1

b0
b1
︙
bk-2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

1
1
2
1
3
︙
1
k

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（5. 59）
例 5. 3　 推导三阶 Adams - Moulton 法。
解 5. 3　 令 k = 3， 得到如下方程：

1 1 1
1 0 - 1
1 0 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

b -1

b0
b1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=

1
1
2
1
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

可解得

b -1 = 5
12

b0 = 8
12

b1 = - 1
12

故三阶 Adams - Moulton 法可用下式表示：

xn +1 = xn + 1
12h[5f（xn +1，tn +1） + 8f（xn，tn） - f（xn -1，tn -1）] （5. 60）

实现此算法时， xn， xn -1必须存储在内存中， 且当 f（x）为非线性时， 式 （5. 60）
需通过迭代求解。

Adams - Moulton 法是隐式的， 必须采用 Newton - Raphson 法或其他类似的迭

代方法进行求解， 式 （5. 49） 给出了 Newton - Raphson 法迭代的格式。 迭代算法

需要设置合适的初始值以减少迭代次数， 而显式 Adams - Bashforth 法常用来为隐

式 Adams - Moulton 法提供初始值。 如果采用了足够高阶的预测算法， 那么 Ad-
ams - Moulton 法通常只需要一次迭代即可收敛。 这个过程通常称为 “预测 - 校

正” 法， Adams - Bashforth 法用于预测， Adams - Moulton 法用于校正。
实施多步法的另一个问题是最开始如何启动计算过程， 因为高阶算法需要多

个先值。 通常的解决方法是使用高阶单步法， 或随着已知先值的增加， 增加多步
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法的阶数， 直到产生的先值满足所采用的多步法的要求为止。

5. 2. 2　 Gear 法

多步法中的另一个著名算法是 Gear 法[14] 。 Gear 法特别适合于数值求解刚性

系统问题。 与 Adams 法中除了 a0 外其他 ai 系数皆为零相反， Gear 法中除了 b -1

外其他 bi 系数皆为零。 显然， 由于 b -1≠0， 所有 Gear 法都是隐式法。 通过设定

p = k - 1， b0 = b1 =… =0， k 阶 Gear 法一般性表达式为

xn +1 = a0xn + a1xn -1 +… + ak -1xn - k +1 + hb -1 f（xn +1，tn +1） （5. 61）
与推导 Adams 法的过程一样， 通过应用精确约束条件， 上式中的 k + 1 个系数可

以显式表达为

1 1 1 … 1
0 - 1 - 2 … - （k - 1）
0 1 4 … （ - （k - 1））2

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 （ -1） k （ - 2） k … （ - （k - 1）） （k -1）

0
1
2
︙
k

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

a0

a1

a2

︙
b -1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

1
1
1
︙
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（5. 62）

式 （5. 62） 的解唯一地确定了 k 阶 Gear 法的 k + 1 个系数。
例 5. 4　 推导三阶 Gear 法。
解 5. 4　 令 k = 3， 可以得到如下方程：

1 1 1 0
0 - 1 - 2 1
0 1 4 2
0 - 1 - 8 3

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

a0

a1

a2

b -1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

1
1
1
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

解得

b -1 = 6
11

a0 = 18
11

a1 = - 9
11

a2 = 2
11

故三阶 Gear 法可用下式表示：

xn +1 = 18
11xn - 9

11xn -1 + 2
11xn -2 + 6

11hf（xn +1，tn +1） （5. 63）

实现上述算法时， xn， xn -1， xn -2必须存储在内存中， 且当 f（x）为非线性函数
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时， 式 （5. 63） 需迭代求解。

5. 3　 精度与误差分析

数值积分算法的精度受如下两个主要因素的影响： 计算机舍入误差和截断误

差。 计算机舍入误差是由于执行计算的计算机精度有限而产生的， 该误差很难减

小， 除非使用计算精度更高的计算机。 科学计算时一般使用双精度字长。 精确解

和数值解之间的差别主要是由截断误差决定的， 截断误差来自于 Taylor 级数展开

或多项式逼近时产生的误差。
在数值积分算法中， 最有效的是那些计算量最小而能产生最精确结果的算

法。 一般而言， 越高阶的算法能产生越精确的结果， 但需要的计算量也更大。 因

此， 希望采用最大的时间步长以减少计算的频率。 对时间步长大小有影响的因素

有多个， 其中一个因素是每一步计算中算法自身引入的误差。 这个误差就是局部

截断误差 （LTE） ， 它来自于 Taylor 级数展开或多项式逼近产生的误差， 取决于

所使用的数值积分算法。 术语 “局部” 强调了该误差来自于每一步计算本身，
而不是前面各步计算的残余全局误差。 由数值积分算法单步产生的误差可表示为

εT≜x（ tn +1） - xn +1 （5. 64）

图 5. 4　 局部截断误差的图形化描述

式中， x（ tn +1 ） 为 tn +1 时刻的精确

解， 而 xn +1为其数值近似解。 上述

定义中假定了 x（ tn） = xn， 以表示

该误差是单步计算引入的。 局部截

断误差可以用图 5. 4 进行说明。
为了推导局部截断误差的表达

式， 将 x（ tn - i）在 tn +1处展开：
xn-i = x（ tn-i） =

∑
∞

j = 0

（ tn-i - tn+1） j

j！
d（ j）

dt x（ tn+1）

（5. 65）
另有

f（xn-i，tn-i） = x（ tn-i） = ∑
∞

j = 0

（ tn-i - tn+1） j

j！
d（ j +1）

dt x（ tn+1） （5. 66）

求解 x（ tn +1） - xn +1可得

εT = C0x（ tn） + C1x（ tn -1） + C2x（ tn -2） +… + Ckx（ tn - k） + Ck +1x（ tn - k -1） +…
（5. 67）
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若算法的阶数为 k， 则前面的 k 个系数为零， 故局部截断误差可表示为

εT = Ck +1hk +1x（k +1） （ tn +1） + O（hk +2） （5. 68）
式中， O（hk +2）表示与 hk +2等阶的误差。

例 5. 5　 推导向前 Euler 法、 后退 Euler 法和梯形法的局部截断误差表达式。
解 5. 5
（1） 向前 Euler 法
前面已讲述过向前 Euler 法的表达式为

xn +1 = xn + hf（xn， tn）
由局部截断误差的定义有 xn = x（ tn）， 将其 Taylor 级数展开有

xn = x（ tn +1） - h x（ tn +1） + 1
2！h

2x（ tn +1） +… （5. 69）

另外，
f（xn，tn） = x（ tn） = x（ tn +1） - h x（ tn +1） +… （5. 70）

故有

　 　 　 　 εT = x（ tn +1） - xn +1 （5. 71）
= x（ tn +1） - xn - hf（xn，tn） （5. 72）

= x（ tn +1） - x（ tn +1） - h x（ tn +1） + 1
2！h

2x（ tn +1） +…[ ] -

　 h [ x（ tn +1） - h x（ tn +1） +… ] （5. 73）

= h2

2 x（ tn +1） + O（h3） （5. 74）

（2） 后退 Euler 法
后退 Euler 法的表达式如下：

xn +1 = xn + hf（xn +1，tn +1）
采用与向前 Euler 法相同的方法进行推导， 但这里采用

f（xn +1， tn +1） = x（ tn +1） （5. 75）
可得

　 εT = x（ tn +1） - xn +1 （5. 76）
= x（ tn +1） - xn - hf（xn +1，tn +1） （5. 77）

= x（ tn +1） - x（ tn +1） - h x（ tn +1） + 1
2！h

2 x（ tn +1） +…[ ] - h x（ tn +1） （5. 78）

= - h2

2 x（ tn +1） - O（h3） （5. 79）

注意， 向前 Euler 法和后退 Euler 法的局部截断误差是相等的， 但符号不同； 这

个特性与例 5. 1 的结果 （见图 5. 2） 是一致的， 两种方法的误差相等只是符号
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相反。
（3） 梯形法

二阶梯形法的表达式为

xn +1 = xn + 1
2 h[ f（xn +1， tn +1） + f（xn， tn）]

采用与前面相同的方法进行推导， 有

　 εT = x（ tn +1） - xn +1 （5. 80）

= x（ tn +1） - xn - 1
2 hf（xn，tn） - 1

2 hf（xn +1，tn +1） （5. 81）

= x（ tn +1） - x（ tn +1） - h x（ tn +1） + h2

2！x（ tn +1） - h3

3！x
（3） （ tn +1）…[ ] -

　 h
2 x（ tn +1） - h x（ tn +1） + h2

2 x（3） （ tn +1） +…[ ] - h
2 x（ tn +1） （5. 82）

= h3

6 x（3） （ tn +1） - h3

4 x（3） （ tn +1） + O（h4） （5. 83）

= - 1
12h

3x（3） （ tn +1） + O（h4） （5. 84）

两种一阶 Euler 法的局部截断误差都是 h2 阶的， 但二阶梯形法的局部截断误

差是 h3 阶的。 梯形法和后退 Euler 法都是隐式法， 每一步都需要迭代求解。 考察

梯形法的迭代求解式 （5. 49）：

xk+1n+1 = xk
n+1

- I - h
2

∂f
∂x[ ]

-1

xkn+1
xk

n+1
- xn - h

2 [ f（xn） + f（xk
n+1

）]（ ） （5. 85）

同样地， 后退 Euler 法的迭代式为

xk +1
n +1 = xk

n + 1
- I - h ∂f

∂x[ ]
-1

xkn + 1

（xk
n + 1

- xn - hf（xk
n + 1

）） （5. 86）

注意， 这两种方法所需要的函数值估算量和计算量是相当的， 但对于相同的

时间步长 h， 梯形法的局部截断误差要比后退 Euler 法小得多。 因此， 相比后退

Euler 法， 梯形法是一种使用更为广泛的通用隐式数值积分算法。
对于多步法， 已推导出了局部截断误差的一般性表达式[6] 。 对于如下的一

般性多步法计算公式：

xn+1 = ∑
p

i = 0
aixn-i + h∑

p

i = -1
bi f（xn-i，tn-i） （5. 87）

其对于次数小于或等于 k 的多项式解是完全精确的； 其局部截断误差可用下式

表示：
εT = Ckx（k +1） （τ）hk +1 = O（hk +1） （5. 88）

式中， - ph≤τ≤h，
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Ck ≜ 1
（k + 1）！ { （p + 1） （k+1） - [∑

p-1

i = 0
ai （p - i） （k+1） + （k + 1）∑

p-1

i = -1
bi （p - i） k ] }

（5. 89）
上述表达式提供了一个近似计算每一步局部截断误差 （以 x 和 h 为变量的函数）
的方法。

5. 4　 数值稳定性分析

从前面的讨论中可以发现， 积分步长的选择直接影响算法的精度； 但积分步

长的选择对数值稳定性的影响还没有给出明确的结果。 数值稳定性保证了算法的

全局截断误差保持在边界之内； 也就是说， 数值稳定性保证了每一步计算产生的

误差不会随着时间的增长而累积起来， 即每一步的误差随着时间的增长是衰减

的。 这样， 对于数值稳定的算法， 在积分步长选择时只需要考虑局部截断误差就

可以了。 为了分析步长对算法数值稳定性的影响， 考察如下简单的标量微分

方程：
x = f（x） = λx（ t）　 x0 = x（ t0） （5. 90）

通过观察， 可以得到上述方程的解为

x（ t） = x0e（λt） （5. 91）
若 λ < 0， 当 t→∞， x（ t）→0； 相反， 若 λ > 0， 当 t→∞， x（ t）→∞。 数值稳定性

保证了计算过程的全局行为与实际系统的真实行为相匹配。 考察将向前 Euler 法
应用于式 （5. 90） 所示的标量系统：

xn +1 = xn + hλxn
= （1 + hλ）xn

故有

x1 = （1 + hλ）x0
x2 = （1 + hλ）x1 = （1 + hλ）2x0

︙
xn = （1 + hλ） nx0

若 λ < 0， 应有 t→∞时， x（ t）→0； 对照上述求解过程， 应满足如下条件：
1 + hλ < 1 （5. 92）

因此， 对于 λ < 0 的系统， 要使求解过程数值稳定， hλ 的值必须落在以 （ - 1，
0） 为圆心的单位圆内， 如图 5. 5 所示。 故 λ 的绝对值越大， 积分步长 h 就

越小。
同样地， 考察将后退 Euler 法应用于同一个标量系统：
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图 5. 5　 向前 Euler 法的绝对稳定域

xn +1 = xn + hλxn +1

=
xn

（1 - hλ）
故有

x1 =
x0

（1 - hλ）

x2 =
x1

（1 - hλ） =
x0

（1 - hλ）2

︙

xn =
x0

（1 - hλ） n

若 λ < 0， 应有 t→∞ 时， x（ t）→
0； 对照上述求解过程， 应满足如

下条件：
1 - hλ > 1 （5. 93）

因此， 对于 λ < 0 的系统， 要使求解过程数值稳定， hλ 的值必须落在以 （1， 0）
为圆心的单位圆之外的区域中， 如图 5. 6 所示。 这意味着对于所有的 λ < 0， 后

退 Euler 法都是数值稳定的。 因此， 如果实际系统是稳定的 （即满足 λ < 0）， 那

么积分步长可以取任意大， 而不会影响算法的数值稳定性。 这样， 积分步长的选

择就只依赖于局部截断误差。 注意， 如果 hλ 的值很大， xn 将快速趋向零。 这个

特性本身显示了后退 Euler 法具有过阻尼的倾向， 这在图 5. 1 中已能够看到。

图 5. 6　 后退 Euler 法的绝对稳定域
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将上述分析方法应用于一般形式的多步法， 得到

xn+1 = ∑
p

i = 0
aixn-i + hλ∑

p

i = -1
bixn-i （5. 94）

重新排列多步法的各项， 得到

xn +1 =
（a0 + hλb0）
（1 - hλb -1）

xn +
（a1 + hλb1）
（1 - hλb -1）

xn -1 +… +
（ap + hλbp）
（1 - hλb -1）

xn - p （5. 95）

= γ0xn + γ1xn -1 +… + γpxn - p （5. 96）
上述关系确定的特征方程为

P（ z， hλ） = zp +1 + γ0 zp +… + γp = 0 （5. 97）
式中， z1， z2， …， zp +1为式 （5. 97） 的 （复） 根， 故有

xn+1 = ∑
p+1

i = 1
Cizn+1i

（5. 98）

若 λ < 0， 要使得 n→∞， xn +1→0， 必须对所有的 j = 1， 2， …， p + 1 有 z j < 1。
因此， 只有当给定的 hλ 能使特征方程 P（ z， hλ） = 0 的根均满足 zi < 1 （ i =
1， …，k） 时， 多步法才是绝对稳定的。 绝对稳定性意味着全局误差将随着 n 的

增大而减小。 在 hλ 复平面上， 能使特征方程 P（ z， hλ） = 0 的根均满足 zi < 1
（ i = 1， …， k） 的区域被定义为绝对稳定域。 令

P（ z， hλ） = Pa（ z） - hλPb（ z） = 0
式中，

Pa（ z）≜zp +1 - a0 zp - a1 zp -1 -… - ap

Pb（ z）≜b -1 zp +1 + b0 zp + b1 zp -1 +… + bp
这样

hλ =
Pa（ z）
Pb（ z）

（5. 99）

由于 z 为复数， 它也可以被表示为以下形式

z = e（jθ）

该区域的边界可以通过在复平面上画出 hλ 的轨迹得到 （令 θ 在 [0， 2π] 范围

内改变）， 其中

hλ（θ） =
ej（p +1）θ - a0ejpθ - a1ej（p -1）θ -… - ap -1ejθ - ap

b -1ej（p +1）θ + b0ejpθ + b1ej（p -1）θ +… + bp -1ejθ + bp
（5. 100）

例 5. 6　 画出三阶 Gear 法和三阶 Adams 法 （包括隐式法和显式法） 的绝对

稳定域。
解 5. 6
（1） Gear 法
令 p = k - 1 和 b0， b1， … = 0， 在 hλ 复平面上根据式 （5. 100） 画出 hλ 的
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轨迹 （令 θ 在 [0， 2π] 范围内改变）， 可以得到 Gear 法的绝对稳定域

hλ（θ） =
ejkθ - a0ej（k -1）θ -… - ak -1

b -1ejkθ （5. 101）

代入三阶 Gear 法的各系数的值， 得到

hλ（θ） =
ej3θ - 18

11e
j（k -1）θ + 9

11e
jθ - 2

11
6
11e

j3θ
（5. 102）

图 5. 7　 三阶 Gear 法的绝对稳定域

令 θ 在[0， 2π]范围内改变，
可以画出三阶 Gear 法的绝对稳

定域， 如 图 5. 7 中 阴 影 区 域

所示。
（ 2 ） Adams - Moulton 法

（隐式法）
令 p = k - 1 和 a1， a2， … =

0， 在 hλ 复 平 面 上 根 据 式

（5. 100） 画出 hλ 的轨迹 （令 θ
在 [0， 2π] 范围内改变）， 可

以得到 Adams - Moulton 法的绝

对稳定域：

hλ（θ） =
ejkθ - a0ej（k -1）θ

b -1ejkθ + b0ej（k -1）θ + b1ej（k -2）θ +… + bk -2ejθ （5. 103）

代入三阶 Adams - Moulton 法各系数的值， 得到

hλ（θ） = ej3θ - ej2θ

5
12e

j3θ + 8
12e

j2θ - 1
12e

jθ
（5. 104）

三阶 Adams - Moulton 法的绝对稳定域如图 5. 8 的阴影部分所示。
（3） Adams - Bashforth 法 （显式法）
令 p = k - 1， b -1 = 0 和 a1， a2， … =0， 在 hλ 复平面上根据式 （5. 100） 画

出 hλ 的轨迹 （令 θ 在 [0， 2π] 范围内改变）， 可以得到 Adams - Bashforth 法的

绝对稳定域：

hλ（θ） =
ejkθ - a0ej（k -1）θ

b0ej（k -1）θ + b1ej（k -2）θ +… + bk -1
（5. 105）

代入三阶 Adams - Bashforth 法各系数的值， 得到
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图 5. 8　 三阶 Adams - Moulton 法的绝对稳定域

hλ（θ） = ej3θ - ej2θ

23
12e

j2θ - 16
12e

jθ + 5
12

（5. 106）

图 5. 9　 三阶 Adams - Bashforth 法的绝对稳定域

三阶 Adams - Bashforth 法的绝

对稳定域如图 5. 9 的阴影部分所示。
这个例子说明了隐式法和显式

法的一个主要区别。 在阶数相同的

情况下， 两种隐式法 （ Gear 法和

Adams - Moulton 法） 的绝对稳定域

都比显式法 （Adams - Bashforth 法）
大得多。 Gear 法的绝对稳定域几乎

包含了 hλ 复平面的左半平面； 因

此， 对于任意一个稳定的动态系统，
其积分步长可以取得任意大而不需

要考虑步长对数值稳定性的影响。
Adams - Moulton 法的绝对稳定域也比 Adams - Bashforth 法大得多。 一般地， 显式

法的稳定域比同阶的隐式法的绝对稳定域小得多。 因此， 隐式法常被应用于商业

化的微分方程求解算法包中， 而且积分步长完全根据局部截断误差准则来选择。
随着算法阶数的增加， 绝对稳定域将缩小， 但精度将提高。 因此数值积分算法需

要折中考虑精度、 稳定性和数值计算效率三者的关系。

5. 5　 刚性系统

Gear 法最初是用来求解刚性常微分方程组的。 所谓刚性系统指的是同时具
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有 “非常快” 与 “非常慢” 时间动态的宽时间范围动态系统。 线性刚性系统的

特征值大小常常会跨越好几个数量级。 对于非线性系统， 若与待研究工作点相对

应的 Jacobi 矩阵具有大范围分散的特征值， 那么该非线性系统就是刚性系统。 为

了高效并精确地求解刚性微分方程， 期望所采用的多步算法是 “刚性稳定” 的。
合适的数值积分算法应能允许步长在一个较宽的范围内变化而仍然保持数值稳

定。 一个刚性稳定算法具有如图 5. 10 所示的三个稳定域：

图 5. 10　 刚性稳定所要求的稳定域

1. 区域Ⅰ是绝对稳定域

2. 区域Ⅱ是精确与稳定域

3. 区域Ⅲ是精确与相对稳定域

大模值负特征值仅仅在常微分方程解的初始阶段会对解有显著的影响， 然

而， 在整个求解过程中， 必须考虑它的作用。 大模值负特征值 （λ < 0） 将会在

1 / λ 时间内按 1 / e 的速率迅速衰减。 如果 hλ = γ + jβ， 那么每一步中幅值的变

化均为 eγ。 如果 γ ≤δ≤0， 这里 δ 为区域Ⅰ与区域Ⅱ的分隔线所对应的实部值，
那么在每一步中该分量都会至少减少 eδ。 在有限步之后， 快变分量的影响可以

忽略不计， 且它们的数值精度也不再重要。 因此要求数值积分算法在区域Ⅰ中保

证绝对稳定。
在原点附近， 数值精度变得更加重要， 同时也需要保证算法相对或绝对稳

定。 所谓的相对稳定域， 指的是这样一个域， 满足式 （5. 97） 的特征多项式的

外部特征值小于主特征值的所有 hλ 的值。 所谓主特征值指的是能够最准确地确

定系统响应的特征值。 如果算法在区域Ⅲ中是相对稳定的， 那么在这一区域中系

统的响应将由主特征值主导。 如果 γ > α >0， 系统响应中有一个分量每一步将至少

431　 电力系统分析中的计算方法 （原书第 2 版）



会增加 eα。 必须选择足够小的步长来限制这一增量， 从而能够追踪数值的变化。
如果‖β‖ > θ， 每一步中至少存在 θ / 2π 个完整的振荡周期。 除了响应迅速

衰减的区域Ⅰ与没有用到 γ > α 条件的区域， 其余区域中必须捕捉到振荡响应。
实际上， 为了精确地捕捉到振荡的幅值与频率， 惯用的做法是每个振荡周期具有

8 个或更多个时间节点； 因此， 在区域Ⅱ中， θ 的边界选取为 π / 4。
检查 Adams - Bashforth 类算法表明， 它们不满足刚性稳定的准则， 因此并不

适合用于求解刚性系统。 只有一阶和二阶 Adams - Moulton 算法 （分别为后退

Euler 法和梯形法） 满足刚性稳定的准则。 另一方面， Gear 法是专门开发出来用

于求解刚性系统的[14] 。 直到六阶的 Gear 法都满足刚性条件且具有如下的

δ 值[6] ：
阶 δ
1 0
2 0
3 0. 1
4 0. 7
5 2. 4
6 6. 1

例 5. 7　 采用三阶 Adams - Bashforth、 Adams - Moulton 与 Gear 法求解如下系

统， 并进行比较。
x1 = 48x1 + 98x2 　 x1（0） = 1 （5. 107）

x2 = - 49x1 - 99x2 　 x2（0） = 0 （5. 108）
解 5. 7　 例 5. 7 的精确解为

x1（ t） = 2e -t - e -50t （5. 109）
x2（ t） = - e -t + e -50t （5. 110）

该精确解如图 5. 11 所示。 两个状态量都包含了快变分量与慢变分量， 其中快变

分量主导了初始响应， 而慢变分量主导了长期的动态响应。 由于 Gear 法、
Adams - Bashforth 法与 Adams - Moulton 法是多步法， 因此采用绝对稳定的梯形法

来进行初始化， 前两步或前三步采用梯形法和较小的步长。
步长为 0. 0111s 的 Adams - Bashforth 法结果如图 5. 12 所示。 注意， 即使步

长小到 0. 0111s， 该算法的固有误差也最终导致系统的响应呈现出数值不稳定

性。 可以通过减小步长来增加系统的数值稳定性， 但在积分区间（ t∈[0， 2]）内
就需要更多的计算步数， 从而使计算效率低下。

采用步长为 0. 15s 的 Adams - Moulton 法求解此刚性系统， 结果如图 5. 13 所

示。 尽管与 Adams - Bashforth 法相比， Adams - Moulton 法可以使用大得多的积分

步长， 但 Adams - Moulton 法并不具有数值的绝对稳定性。 当积分步长 h = 0. 15s
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时， Adams - Moulton 法已呈现出数值不稳定性。 注意， 采用 Adams - Moulton 法

所得出的结果是在精确解附近随时间增幅振荡的。
采用步长为 0. 15s 的 Gear 法求解此刚性系统， 结果如图 5. 14 所示， 注意，

所采用的步长与图 5. 13 所示的 Adams - Moulton 法相同。 Gear 法是数值稳定的，
其全局误差随着时间的增长而减小。

比较三种积分算法的结果， 说明采用专门开发的积分算法来处理刚性系统是

必要的。 尽管三阶 Adams - Bashforth 法与 Adams - Moulton 法具有绝对稳定的区

域， 但这些区域不足以确保对刚性系统进行精确的求解。

图 5. 11　 刚性系统的响应

图 5. 12　 步长为 0. 0111s 时 Adams - Bashforth 法求解刚性系统的结果
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图 5. 13　 步长为 0. 15s 时 Adams - Moulton 法求解刚性系统的结果

图 5. 14　 步长为 0. 15s 时 Gear 法求解刚性系统的结果

5. 6　 步长选择

为了提高计算效率， 在满足预设精度的条件下， 希望选择尽可能大的积分步

长。 如果所选的数值积分算法是数值稳定的， 那么通过时刻关注该算法的局部截

断误差就能保证精度水平。 当函数 x（ t）快速变化时， 步长就应该选得足够小，
以能捕捉到函数的主导性动态特征。 相反地， 当函数 x（ t）在一个有限时间段内
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变化不大 （接近线性） 时， 步长就可以选得较大， 且仍然能保持精度水平。 对

数值积分算法真正构成挑战的是， x（ t）的动态响应既包含了快速变化的时间段，
也包含了慢速变化的时间段。 在这种情况下， 期望在整个仿真时间段内积分步长

可以伸缩， 实现上述目标的途径是基于局部截断误差边界来确定积分步长。
考察梯形法的绝对局部截断误差：

εT = 1
12h

3x（3） （τ） （5. 111）

该局部截断误差依赖于积分步长 h 和函数 x（ t）的三阶导数 x（3） （τ）。 如果选择局

部截断误差在如下范围内：
BL ≤ ε ≤ BU （5. 112）

式中， BL和 BU分别表示预先设定的上边界和下边界。 那么积分步长的范围就是

h ≤
3 12BU

x（3） （τ）
（5. 113）

如果 x（ t）是快速变化的， 那么 x（3） （τ）将会变大， 这时 h 就要选小以满足 ε≤
BU； 而如果 x（ t）变化不快， 那么 x（3） （τ）就会变小， 从而选择比较大的步长 h 也

能满足 ε≤BU。 因此可以导出如下的计算积分步长的步骤。
积分步长选择算法：
先尝试用一个积分步长 hn +1来从 xn， xn -1， …计算 xn +1。
1. 用 xn +1计算出局部截断误差 εT。
2. 假如 BL≤ εT≤ BU， 那么说明步长 hn +1是可以的， 令 hnext = hn +1， 然后

继续。
3. 假如 ε > BU， 说明 hn +1太大， 那么令 hn +1 = αhn +1， 返回第 1 步， 重复以

上操作。
4. 假如 ε≤BU， 那么通过， hn +1可行， 令 hnext = αhn +1， 然后继续。

其中

α = Bavg
ε[ ]

1
k+1

（5. 114）

式中， BL≤Bavg≤BU， k 是算法的阶数。
一些微分方程求解的商业软件包对积分步长的选择与上述方法稍有不同。 在

这些软件包中， 如果局部截断误差小于下边界 BL， 则尝试的积分步长也失败，
并重新尝试一个更大的积分步长。 同样地， 这里也存在一个折中问题， 一方面采

用较大的时间步长重新计算 xn +1需要花费计算量， 但计算步长大了； 而另一方

面直接采用已经得到的结果， 没有新增计算量， 但计算步长小。
实现上述确定计算步长算法的难度在于需要计算 x（ t）的高阶导数。 因为

x（ t）的解析式是不知道的， 其高阶导数必须通过数值计算来求得。 一种常用的方
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法是用差分方法来近似求导计算。 x（τ）的第（k + 1）阶导数可以近似为

x（k +1） （τ）≈（k + 1）！ k +1xn +1 （5. 115）
式中， k +1xn +1的计算是递归的：

1xn +1 =
xn +1 - xn
tn +1 - tn

（5. 116）

1xn =
xn - xn -1
tn - tn -1

（5. 117）

︙ （5. 118）

2xn +1 =
1xn +1 - 1xn
tn +1 - tn -1

（5. 119）

2xn =
1xn - 1xn -1
tn - tn -2

（5. 120）

︙ （5. 121）

k +1xn +1 =
kxn +1 - kxn
tn +1 - tn - k

（5. 122）

例 5. 8　 推导梯形法的积分步长选择公式， 假定局部截断误差的上边界

为 10 -3。
解 5. 8　 梯形法的局部截断误差表达式为

h ≤
3 12BU

x（3） （τ）
（5. 123）

第一步我们先求出三阶导数的表达式：
x（3） （τ）≈3！ 3xn +1 （5. 124）

　 　 　 　 3xn +1 =
2xn +1 - 2xn
tn +1 - tn -2

（5. 125）

=
2xn +1 - 2xn

hn +1 + hn + hn -1
（5. 126）

= 1
hn +1 + hn + hn -1

1
hn +1 + hn

xn +1 - xn
hn +1

-
xn - xn -1

hn
[ ] -{

　 1
hn + hn -1

xn - xn -1
hn

-
xn -1 - xn -2

hn -1
[ ]} （5. 127）

将 BU和三阶导数的近似式代入式 （5. 123） 中， 得到 h 的取值范围为

hn+1 ≤ 1
10

3 2
3xn+1

（5. 128）

式中， 3xn +1在式 （5. 127） 中给出。
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5. 7　 微分代数方程

许多类型的系统可以一般性地描述成如下形式：
F（ t， y（ t）， y′（ t）） = 0 （5. 129）

式中， F 和 y∈Rm。 在某些情况下， 式 （5. 129） 可以重新写为如下形式：
F（ t， x（ t）， x′（ t）， y（ t）） = 0 （5. 130）

g（ t， x（ t）， y（ t）） = 0 （5. 131）
这种形式的方程一般地被称为微分代数方程组 （DAE） [5] 。 此种形式的 DAE 也

可认为是一组微分方程， 即受代数流形 [式 （5. 131）] 约束的微分方程组 [式
（5. 130）]。 通常， 代数方程组式 （5. 131） 是可逆的， 即 y（ t）可以用 y（ t） = g -1

（ t， x（ t））来表达， 从而式 （5. 130） 可重新写成常微分方程的形式：
F（ t， x（ t）， x′（ t）， g -1（ t， x（ t））） = f（ t， x（ t）， x′（ t）） = 0 （5. 132）

尽管常微分方程组 （ODE） 在概念上是比较容易求解的， 但存在多个难以

抗拒的原因， 要求保留系统方程为原来的 DAE 形式。 因为很多 DAE 模型是从物

理问题导出的， 在这些模型中， 每个变量都有其各自的特性和物理意义； 将

DAE 转化成 ODE 会导致方程解的物理信息丢失。 此外， 求解 ODE 形式的方程可

能计算量更大， 因为在转化成 ODE 时会失去系统固有的稀疏性。 而直接求解原

始的 DAE 将得到更多系统行为的信息。
DAE 的一种特殊形式是半显式 DAE， 其形式如下：

x = f（x， y， t）　 x ∈ Rn （5. 133）
0 = g（x， y， t）　 y ∈ Rm （5. 134）

式中， y 和 g 有同样的维度。 能写成半显式形式的 DAE 通常被称为是指标 1 的微

分代数方程组[5] 。 求解半显式 DAE 的最早的成果发表于参考文献 [15]， 并在

参考文献 [16] 中得到了改进， 其做法是将x（ t）用 k 阶后退差分方程 （BDF）
来近似替代：

x（ t） ≈
ρnxn
hn

= 1
hn
∑
k

i = 0
αixn-i （5. 135）

然后求解如下新的方程组以得到近似的 xn、 yn：
ρnxn = hn f（xn， yn， tn） （5. 136）

0 = g（xn， yn， tn） （5. 137）
将不同的数值积分算法应用于求解微分代数方程， 已进行过很多研究。 参考

文献 [44] 提出了变步长但固定公式代码的求解方法。 特别地， 采用经典的四

阶 Runge - Kutta 法来求解 x， 而用三阶 BDF 法来求解 y。
然而一般情况下， 很多 DAE 可以用任何多步数值积分算法进行求解[21] ， 但

041　 电力系统分析中的计算方法 （原书第 2 版）



要求这些多步数值积分算法在求解 ODE 时是收敛的。 将多步数值积分算法应用

于求解 DAE 是直截了当的。 通用的多步法公式如式 （5. 8） 所示， 将其应用于

式 （5. 133） 和式 （5. 134） 得到

xn+1 = ∑
p

i = 0
aixn-i + h∑

p

i = -1
bi f（xn-i，yn-i，tn-i） （5. 138）

0 = g（xn+1， yn+1， tn+1） （5. 139）
多步法应用于求解半显式的指标 1DAE 时是稳定和收敛的， 其精度与求解同阶非

刚性 ODE 相当[5] 。
对于式 （5. 138） 和式 （5. 139） 的求解， 有两种基本方法。 一种是迭代法，

首先求解式 （5. 139） 得到 yn +1， 然后将其代入到式 （5. 138） 求出 xn +1。 这个

过程在 tn +1处不断重复， 直到 xn +1和 yn +1的值收敛， 然后再在下一个时间点处

进行求解。
另一种方法是同时求解法， 即采用诸如 Newton - Raphson 法等非线性求解

器， 同时对上述两个方程组进行求解以得到 xn +1和 yn +1。 在这种情况下， 上述

方程组被改写为

　 　 　 0 = F（xn+1， yn+1， tn+1）

= xn+1 - ∑
p

i = 0
aixn-i - h∑

p

i = -1
bi f（xn-1， yn-i， tn-i） （5. 140）

0 = g（xn+1， yn+1， tn+1） （5. 141）
Newton - Raphson 法的 Jacobi 矩阵变为

Jxy =
In - hb1

∂f
∂x - hb1

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

（5. 142）

通过求解这个完整的 n +m 阶方程， 就能同时得到 xn +1和 yn +1。
与 ODE 对于任何初始值都有唯一解不同， DAE 不一定有唯一解。 DAE 的可

解性指的是， 对于充分不同的输入和相容的初始条件存在一个唯一的解。 就

DAE 来说， 对于非状态变量 （代数变量） 只存在一组初始条件。 与系统输入相

容的初始条件被称为容许初始条件， 容许初始条件满足如下方程：
y0 = g -1（x0， t0） （5. 143）

5. 8　 在电力系统中的应用

电力系统一般认为是大规模的， 为了描述故障期间和故障后互联电力系统的

行为， 通常涉及成百上千个方程。 随着电力系统运行的日益复杂， 对电压状态和
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系统稳定性进行分析就变得十分必要了。 一个为 200 万到 300 万城市和农村人口

供电的中等规模的电力公司， 所运行的电网一般包含成百的母线和数千条输电线

路， 这还不包括配电系统在内[12] 。 在某些假设条件下， 例如忽略输电线路的暂

态过程， 互联电力系统通常可以用微分代数方程来描述， 且微分方程个数超过

1000， 代数约束方程个数超过 10000。 求解此类大规模系统的一种传统方法是，
将全系统模型用降阶的状态空间模型来代替。

5. 8. 1　 暂态稳定性分析

同步电机的 “经典模型” 经常被用来研究电力系统在如下时间段的暂态稳

定性， 该时间段内， 系统的动态主要取决于存储在旋转质量块中的动能。 该时间

段的长度通常在 1 ～ 2s。 经典模型是在多个简化假设下导出的[1] ：
1. 机械功率输入 Pm， 是恒定的。
2. 阻尼可忽略。
3. 同步电机的暂态电抗后恒定电势模型是有效的。
4. 同步电机的转子角与暂态电抗后恒定电势的相位角重合。
5. 负荷用恒定阻抗表示。

运动方程为

ωi = 1
Mi

（Pmi - E2
i Gii - Ei∑

n

j≠i
E j（Bijsinδij + Gijcosδij） ） （5. 144）

δi = ωi - ωs 　 i = 1，…，n （5. 145）

式中， n 是电机台数， ωs 是同步角频率， δij = δi - δ j， Mi =
2Hi
ωs

， 而 Hi是惯性参

数 （s）。 Bij和 Gij是归算到电机内部节点的导纳矩阵 Y 的元素。 负荷用恒定阻抗

模拟并已归算到导纳矩阵中。 经典模型适合于在输电系统故障后的第一摆和第二

摆 （发电机功角） 期间对系统频率响应进行分析。 开展暂态稳定性分析的过程

如下。
暂态稳定性分析

1. 进行潮流计算以获取系统的电压和相角以及有功功率和无功功率。
2. 对系统中的每一台发电机 i （1， …， n）， 计算内部电势和初始转子角

E∠δ0：

I∗gen =
（Pgen + jQgen）

VT∠θT
（5. 146）

E∠δ0 = jx′dIgen + VT∠θT （5. 147）
式中， Pgen + jQgen是通过潮流计算获得的有功和无功功率， VT∠θT 是发电机的端

口电压。
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3. 对系统中的每个负荷 1， …， m， 将有功功率和无功功率转换成导纳：

YL = GL + jBL =
IL

VL∠θL
（5. 148）

=
S∗
L

V2
L

（5. 149）

=
PL - jQL

V2
L

（5. 150）

并将并联导纳 YL加到导纳矩阵相应的对角线上。

图 5. 15　 暂态电抗后恒定电势模型

4. 对系统中的每台发电机， 如图 5. 15 所

示的那样， 增加一条内部母线来增广系统的导

纳矩阵， 内部母线与发电机端口之间用暂态电

抗 x′d来连接。
然后令

Ynn =

jx′d1 0 0 … 0

0 jx′d2 0 … 0

0 0 jx′d3 … 0

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … jx′dn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

以及

Ynm = [[ - Ynn][0n×m]]
Ymn = YT

nm

式中， [0n ×m]是一个 n ×m 阶的零矩阵。
之后再令

Ymm = Yoriginal +
Ynn 0n × （m - n）

0（m - n） × n 0（m - n） × （m - n）

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

这个矩阵的结构是建立在如下假设条件上的： 发电机母线按照 1， …， n 编号，
而余下的负荷母线按照 n + 1， …， m 编号。

5. 只保留发电机内部母线的 “降阶导纳矩阵” Yred由下式给出：
Yred = [Ynn - YnmY -1

mmYmn] （5. 151）
= Gred + jBred （5. 152）

该导纳矩阵是一个 n × n 阶矩阵， 其中 n 是发电机台数， 而原始的导纳矩阵

是 m ×m 阶的。
6. 重复步骤 4 和 5， 以计算故障期间的降阶导纳矩阵以及故障后的降阶导纳

矩阵 （如果故障前后该矩阵是不同的）。
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7. 在 0 < t≤tapply时间段， 采用所选择的数值积分方法基于故障前的降阶导

纳矩阵求解暂态稳定性方程式 （5. 144） 和式 （5. 145）， 这里 tapply是故障发生的

时刻， 在很多应用中 tapply是取 0。
8. 在 tapply < t≤tclear时间段， 采用所选择的数值积分方法基于故障中的降阶

导纳矩阵求解暂态稳定性方程式 （5. 144） 和式 （5. 145）， 这里 tclear是故障被清

除的时刻。
9. 在 tclear < t≤tmax时间段， 采用所选择的数值积分方法基于故障后的降阶导

纳矩阵求解暂态稳定性方程式 （5. 144） 和式 （5. 145）， 这里 tmax是仿真时段的

结束点。
仿真结束后， 可以画出每台发电机的状态量 （ δi， ωi） 随时间变化的曲线。

转子角的响应特性可以用弧度给出， 需要的话也可以换算成电角度。 转子角频率

的单位为 rad / s， 需要的话也可能换算成 Hz （周 / s）。 对这些波形进行分析就能

判断系统的稳定性是否得到了保持。 如果系统响应相互之间是逐渐分离的或者呈

现出增幅振荡， 那么系统很有可能是不稳定的。
例 5. 9　 对如图 5. 16 所示的三机九母线系统， 0. 1s 时在母线 8 上发生金属

性三相短路故障， 该故障通过跳开线路 8 - 9 来清除。 如果故障发生后经过 0. 12s
清除， 判断该系统能否保持稳定。

图 5. 16　 例 5. 9 的三机九母线系统
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解 5. 9　 根据前述的暂态稳定性分析步骤， 第一步是对该系统进行潮流计

算。 线路和母线数据如图 5. 16 所示。 潮流计算结果如下：

i V θ Pgen Qgen

1 1. 0400 0 0. 7164 0. 2685

2 1. 0253 9. 2715 1. 6300 0. 0669

3 1. 0254 4. 6587 0. 8500 - 0. 1080

4 1. 0259 - 2. 2165

5 1. 0128 - 3. 6873

6 1. 0327 1. 9625

7 1. 0162 0. 7242

8 1. 0261 3. 7147

9 0. 9958 - 3. 9885

其中母线电压相角的单位是 （°）， 其他数据的单位都是 pu。 该系统的导纳

矩阵如图 5. 17 所示。

图 5. 17　 例 5. 9 的导纳矩阵

该系统的发电机数据为

i x′d H

1 0. 0608 23. 64

2 0. 1198 6. 40

3 0. 1813 3. 01

根据潮流计算得到的发电机有功功率、 无功功率、 电压模值和电压相角， 可

以计算出每台发电机的内电势和转子角：
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I∗1 = （0. 7164 + j0. 2685）
1. 0400∠0° = 0. 6888 + j0. 2582

E1∠δ1 = （j0. 0608）（0. 6888 - j0. 2582） + 1. 0400∠0° = 1. 0565∠2. 2718°

I∗2 = （1. 6300 + j0. 0669）
1. 0253∠9. 2715° = 1. 5795 - j0. 1918

E2∠δ2 = （j0. 1198）（1. 5795 + j0. 1918） + 1. 0253∠9. 2715° = 1. 0505∠19. 7162°

I∗3 = （0. 8500 - j0. 1080）
1. 0254∠4. 6587° = 0. 8177 - j0. 1723

E3∠δ3 = （j0. 1813）（0. 8177 + j0. 1723） + 1. 0254∠4. 6587° = 1. 0174∠13. 1535°
下一步是将负荷转换成等效导纳：

G5 + jB5 = （0. 90 - j0. 30）
1. 01282 = 0. 8773 - j0. 2924

G7 + jB7 = （1. 00 - j0. 35）
1. 01622 = 0. 9684 - j0. 3389

G9 + jB9 = （1. 25 - j0. 50）
0. 99582 = 1. 2605 - j0. 5042

这些导纳被加到原始导纳矩阵的对角线元素上。
现在按照前述的步骤 4 和步骤 5 可以计算出降阶的导纳矩阵。 故障前的降阶

导纳矩阵为

Ypre - fault
red =

0. 8453 - j2. 9881 0. 2870 + j1. 5131 0. 2095 + j1. 2257
0. 2870 + j1. 5131 0. 4199 - j2. 7238 0. 2132 + j1. 0880
0. 2095 + j1. 2257 0. 2132 + j1. 0880 0. 2769 - j2. 3681

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

故障中的降阶导纳矩阵可以采用类似的方法得到， 但需要改变 Ymm以反映母

线 8 上的故障。 三相金属性短路用母线到地短路来模拟， 在导纳矩阵中， 删除与

母线 8 对应的行与列； 因母线 8 与相邻的母线之间的输电线路现在是直接接地

了， 因此， 它们仍然会在原始导纳矩阵的对角线上出现。 Ynm中对应母线 8 的列

和 Ymn中对应母线 8 的行必须被删除； 而矩阵 Ynn保持不变。 故障期间的降阶导

纳矩阵为

Yfault - on
red =

0. 6567 - j3. 8159 0 0. 0701 + j0. 6306
0 0 - j5. 4855 0

0. 0701 + j0. 6306 0 0. 1740 - j2. 7959

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

故障后的降阶导纳矩阵也是采用类似方法计算， 但需要将线路 8 - 9 在矩阵
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Ymm中删除。 在 Ymm删除线路 8 - 9 的操作如下：
Ymm（8， 8） = Ymm（8， 8） + Ymm（8，9）
Ymm（8， 9） = Ymm（9， 9） + Ymm（8，9）

Ymm（8， 9） = 0
Ymm（9， 8） = 0

注意， 先要对对角线元素进行更新， 然后再对非对角线元素置零。 这样可以得到

故障后的降阶导纳矩阵为

Ypost - fault
red =

1. 1811 - j2. 2285 0. 1375 + j0. 7265 0. 1909 + j1. 0795
0. 1375 + j0. 7265 0. 3885 - j1. 9525 0. 1987 + j1. 2294
0. 1909 + j1. 0795 0. 1987 + j1. 2294 0. 2727 - j2. 3423

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

到此为止， 已准备好了不同时间段的降阶导纳矩阵， 在合适的仿真时间代入到暂

态稳定方程中就可以了。
对暂态稳定方程组采用梯形法进行离散化， 可以得到如下的方程组：

δ1（n + 1） = δ1（n） + h
2 [ω1（n + 1） - ωs + ω1（n） - ωs] （5. 153）

ω1（n + 1） = ω1（n） + h
2 [ f1（n + 1） + f1（n）] （5. 154）

δ2（n + 1） = δ2（n） + h
2 [ω2（n + 1） - ωs + ω2（n） - ωs] （5. 155）

ω2（n + 1） = ω2（n） + h
2 [ f2（n + 1） + f2（n）] （5. 156）

δ3（n + 1） = δ3（n） + h
2 [ω3（n + 1） - ωs + ω3（n） - ωs] （5. 157）

ω3（n + 1） = ω3（n） + h
2 [ f3（n + 1） + f3（n）] （5. 158）

式中，

fi（n + 1） = 1
Mi

Pmi - E2
i Gii - Ei∑

n

j≠i
E j（Bijsinδij（n + 1） + Gijcosδij（n + 1））（ ）

（5. 159）
由于暂态稳定方程是非线性的， 而梯形法是隐式法， 上述方程必须采用

Newton - Raphson 法在每一个时间点进行迭代求解。 迭代方程为
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I - h
2 [J（n + 1） k][ ]

δ1（n + 1） k +1 - δ1（n + 1） k

ω1（n + 1） k +1 - ω1（n + 1） k

δ2（n + 1） k +1 - δ2（n + 1） k

ω2（n + 1） k +1 - ω2（n + 1） k

δ3（n + 1） k +1 - δ3（n + 1） k

ω3（n + 1） k +1 - ω3（n + 1） k

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

-

δk1（n + 1）

ωk
1（n + 1）

δk2（n + 1）

ωk
2（n + 1）

δk3（n + 1）

ωk
3（n + 1）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

-

δ1（n）

ω1（n）

δ2（n）

ω2（n）

δ3（n）

ω3（n）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

- h
2

ωk
1（n + 1） + ω1（n） - 2ωs

f k1 （n + 1） + f1（n）

ωk
2（n + 1） + ω2（n） - 2ωs

f k2 （n + 1） + f2（n）

ωk
1（n + 1） + ω1（n） - 2ωs

f k3 （n + 1） + f3（n）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（5. 160）

式中，

[J] =

0 1 0 0 0 0

∂f1
∂δ1

0
∂f1
∂δ2

0
∂f1
∂δ3

0

0 0 0 1 0 0

∂f2
∂δ1

0
∂f2
∂δ2

0
∂f2
∂δ3

0

0 0 0 0 0 1

∂f3
∂δ1

0
∂f3
∂δ2

0
∂f3
∂δ3

0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（5. 161）

注意， 在求解离散化方程时必须使用 LU 分解。 在每一个时间点必须采用迭

代计算直到 Newton - Raphson 法收敛。 故障中和故障后的降阶导纳矩阵应在仿真

进行到合适的时间点时代入。 转子角和角频率的仿真结果分别如图 5. 18 和图

5. 19 所示。 从这些图中的曲线可以看出， 系统能够保持稳定， 因为在仿真时间
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段内各曲线没有分离。

图 5. 18　 例 5. 9 中的转子角响应

图 5. 19　 例 5. 9 中的角频率响应

5. 8. 2　 中期稳定性分析

降阶过程经常会破坏全阶系统的自然物理结构和稀疏性。 利用结构和稀疏性

来达到高效数值计算的方法在降阶系统上表现很差。 即使降阶， 系统本身的规模

仍然很大。 在电力系统受到扰动后的前几秒之后， 由于自动电压调节器、 原动机

和调速系统、 变压器的带负载分接头调节器的作用以及某些系统负荷的动态特
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性， 采用经典模型描述电力系统已不再有效了。 对于中期稳定性分析， 需要更加

详细的模型以在更广的范围内获取系统的行为特性。 由于负荷的行为会对系统稳

定性产生显著影响， 因此期望在仿真过程中保留各负荷母线。 这种类型的模型通

常被称为 “结构保留” 模型， 因为电力系统的物理结构被保留下来了。 包含负

荷母线后， 就需要求解电力网络的潮流方程。 这一限制导致了将描述潮流分布的

代数方程与描述状态变化的微分方程联合起来一起求解。 下面给出一个结构保留

的代数微分方程实例。
Td0 i

E′q i = - E′q i - （xd i - x′d i） Id i + Efd i （5. 162）
Tq0 i

E′d i = - E′d i + （xq i - x′q i） Iq i （5. 163）
δi = ωi - ωs （5. 164）

2Hi
ωs

ωi = Tm i
- E′d iId i - E′q iIq i - （x′q i - x′d i） Id iIq i （5. 165）

TE i
Efd i = - （KE i

+ SE i
（Efd i））Efd i + VR i

（5. 166）

TF i
RF i

= - RF i
+
KF i

TF i

Efd i （5. 167）

TA i
VR i

= - VR i
+ KA i

RF i
-
KA i

KF i

TF i

Efd i + KA i
（Vrefi - VT i

） （5. 168）

TRH i
TM i

= - TM i
+ 1 -

KHP i
TRH i

TCH i

〓

〓
〓

〓

〓
〓PCH i

+
KHP i

TRH i

TCH i

PSV i
（5. 169）

TCH i
PCH i

= - PCH i
+ PSV i

（5. 170）

TSV i
PSV i

= - PSV i
+ PC i

- 1
R

ωi
ωs

（5. 171）

0 = Viejθ i + （ rs + jx′d i） （ Id i + jIq i） ej（δ i -
π
2 ）

- [E′d i + （x′q i - x′d i） Iq i + jE′q i] ej（δ i -
π
2 ） （5. 172）

0 = Viejθ i（ Id i - jIq i）e
-j（δ i-

π
2 ） - ∑

N

k = 1
ViVkYikej（θ i-θk-ϕ ik） （5. 173）

0 = Pi + jQi - ∑
N

k = 1
ViVkYikej（θ i-θk-ϕ ik） （5. 174）

这些方程描述了一个双轴发电机模型、 一个简单的自动调压器和励磁机模

型、 一个简单的原动机和调速器模型以及恒定功率负荷模型。 列出这组动态方程

的目的只是为了给个示例， 并不打算包含所有可能的描述。 这些方程的详细导出

过程可见参考文献 [42]。
这些方程可以采用更一般的形式来描述：

x = f（x， y） （5. 175）
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0 = g（x， y） （5. 176）
式中， 状态向量 x 包含了发电机的动态状态变量； 向量 y 一般情况下是维数比 x
大很多的向量， 包含所有的网络变量， 包括母线电压模值和相角， 以及发电机的

固有非动态状态量， 如电流等。 有两种典型的方法来求解上述微分代数方程。 第

一种方法是由 Gear 提出的同时求解法； 第二种方法是分别求解微分方程和代数

方程， 然后在两者之间迭代。
考察基于梯形法将第一种解法应用于上述代数微分方程：

x（n + 1） = x（n） + h
2 [ f（x（n + 1）， y（n + 1）） + f（x（n）， y（n））] （5. 177）

0 = g（x（n + 1）， y（n + 1）） （5. 178）
上述非线性方程组的未知量是组合状态向量[x（n + 1）y（n + 1）] T， 该方程组只能

采用 Newton - Raphson 等迭代法来求解：

I - h
2

∂f
∂x - h

2
∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

x（n + 1） k +1 - x（n + 1） k

y（n + 1） k +1 - y（n + 1） k
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

=
x（n + 1） k - x（n） - h

2 [ f（x（n + 1） k，y（n + 1） k） + f（x（n），y（n））]

g（x（n + 1） k， y（n + 1） k）

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（5. 179）
上述解法的优势是， 因为采用了全系统的方程， 系统矩阵是相当稀疏的， 可以高

效地运用稀疏矩阵求解技术。 另外， 由于整个方程是被同时求解的， 迭代更容易

收敛， 因为所涉及的迭代只有 Newton - Raphson 法一种。 然而需要注意的是， 在

常微分方程组中， 左手边的矩阵 （也就是需要进行 LU 分解的矩阵） 是能够通过

减小步长 h 来变成对角占优的 （所以是良态的）； 但在微分代数方程组中， 左手

边的矩阵在某些运行点上可能是病态的， 因为
∂g
∂y可能是病态的， 这会导致方程

求解非常困难。 病态情况可能会在仿真电压崩溃时出现， 此时状态出现了分岔。
分岔与电压崩溃这一主题很复杂， 超出了本书的范围； 然而， 已出版了多种优秀

的文献[25，42，55] ， 对这些现象进行详细的研究。
第二种求解微分代数方程组的方法是独立并迭代地求解每个子系统。 首先在

y（n + 1）保持为常数的条件下求解微分方程组得到 x（n + 1）； 然后将 x（n + 1）作
为输入来求解代数方程组得到新的 y（n + 1）； 然后再将新的 y（n + 1）值代回到微

分方程中， 重新计算 x（n + 1）。 重复这个交替迭代过程直到 x（n + 1）和 y（n + 1）
收敛。 然后再计算下一个时间点。 此方法的优势是编程的简便， 因为每一个子系
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统都是独立求解的， 因而没有用到 Jacobi 矩阵的元素
∂f
∂y和

∂g
∂x。 在某些情况下， 有

可能会加快计算进程， 尽管每一步达到收敛需要更多次迭代。

5. 9　 问题

1. 在 x^ = 0 附近确定一个 Taylor 级数展开式 （即 McClaurin 级数展开） 以求

解如下方程：
x = x2 　 x（0） = 1

采用这个近似式来计算当 x^ = 0. 2 和 x^ = 1. 2 时的 x 的值。 将计算值与精确解

进行比较并解释结果。
2. 采用如下算法求解初值问题

x1 = - 2x2 + 2t2 　 x1（0） = - 4

x2 = 1
2 x1 + 2t　 x2（0） = 0

其中 0≤t≤5， 积分步长为 0. 25s。
（a） 后退 Euler 法
（b） 向前 Euler 法
（c） 梯形法

（d） 四阶 Runge - Kutta 法

将计算结果与如下的精确解做比较

x1（ t） = - 4cost
x2（ t） = - 2sint + t2

3. 考察如下的简单生态系统， 其包含了拥有无限食物供应的兔子和以兔子

作为食物的狐狸。 由 Volterra 提出的经典的 “捕食者 - 食饵” 数学模型可以描述

这个生态系统。 该模型由一对非线性的一阶微分方程构成：
r = αr + βrf　 r（0） = r0
f = γf + δrf　 f（0） = f0

式中， r = r（ t）是兔子的数量， f = f（ t）是狐狸的数量。 当 β = 0 时， 两个种群没有

相互作用， 因而兔子数量变多， 而狐狸由于饥饿而死光。 研究当 α = - 1， β =
0. 01， γ = 0. 25， δ = - 0. 01 时此系统的行为。 使用梯形积分法， 并令 h = 0. 1，
T = 50， 设定初始条件 r0 = 30 ± 10， f0 = 80 ± 10。 对于每种情况绘制： （1） r 和 f
随 t 变化的曲线； （2） r 与 f 的关系图。

4. 考察如下的线性多步法公式：
xn +1 = a0xn + a1xn -1 + a2xn -2 + a3xn -3 + hb -1 f（xn +1， tn +1）
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（a） 上述公式的步数是多少？
（b） 能确定上述公式所有系数的最大阶数是多少？
（c） 假定步长 h 是相同的， 并且阶数取 （b） 中的最大阶数， 求上述公式中

的所有系数。
（d） 上述公式是隐式的还是显式的？
（e） 假定步长 h 是相同的， 求上述公式的局部截断误差表达式。
（f） 上述公式是绝对稳定的吗？
（g） 上述公式是刚性稳定的吗？
5. 考察如下初值问题：

x = 100（sin（ t） - x）， x（0） = 0
上式的精确解为

x（ t） = sin（ t） - 0. 01cos（ t） + 0. 01e -100t

1. 0001
令 h = 0. 02s， 使用如下数值积分算法求解上述初值问题。 对 t∈[0， 3. 0] s

画出数值解与精确解的曲线， 对 t∈[0， 3. 0] s 画出每一种算法的全局误差， 并

对计算结果进行讨论。
（a） 后退 Euler 法
（b） 向前 Euler 法
（c） 梯形法

（d） 四阶 Runge - Kutta 法

（e） 令步长 h = 0. 03s， 重复（a） ～ （d）
6. 如下的方程组被称为 Lorenz 方程组：

x = σ（y - x）
y = ρx - y - xz
z = xy - βz

令 σ = 10， ρ = 28， β = 2. 67。 取固定步长 h = 0. 005s， 采用梯形法画出上述

方程在时间段 0≤ t≤10 上的响应曲线， 取 Newton - Raphson 法的收敛误差为

10 -5。 同时绘制 x - y 的二维关系图与 x - y - z 的三维关系图。
（a） 取[x（0）y（0） z（0）] T = [20 20 20] T。
（b） 取[x（0）y（0） z（0）] T = [21 20 20] T， 解释 （a） 与 （b） 的区别。
7. 考察如下的 “刚性” 方程组：

x1 = - 2x1 + x2 + 100　 x1（0） = 0
x2 = 104x1 - 104x2 + 50　 x2（0） = 0

（a） 确定向前 Euler 法保持数值稳定的最大步长 hmax。
（b） 基于向前 Euler 法， 采用步长 h =1 / 2hmax， 计算当 t >0 时的 x1（t）与 x2（t）。
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（c） 取步长 h = 2hmax， 重复 （b）。
（d） 采用后退 Euler 法求解上述刚性方程， 并用如下几种步长进行计算。
i. h = 10hmax

ii. h = 100hmax

iii. h = 1000hmax

iv. h = 10000hmax

（e） 使用多步算法 （Gear 法） 重新计算 （d）。
8. 考察如下形式的多步法：

xn +2 - xn -2 + α（xn +1 - xn -1） = h[β（ fn +1 + fn -1） + γfn]
（a） 证明可以选择唯一参数 α、 β 与 γ 使得算法阶数 p = 6。
（b） 讨论此多步法的数值稳定性。 在哪个区域此方法是绝对稳定的？ 在哪

个区域此方法是刚性稳定的？
9. 一个电力系统可以由如下常微分方程来描述：

δi = ωi - ωs

Miωi = Pi - Ei∑
n

k = 1
EkYiksin（δi - δk - ϕik）

使用步长 h = 0. 01s 的梯形法， 确定当切除时间为 4 个周波时该系统是否

稳定。
令

E1 = 1. 0566∠2. 2717°
E2 = 1. 0502∠19. 7315°
E3 = 1. 0170∠13. 1752°
P1 = 0. 716
P2 = 1. 630
P3 = 0. 850

和以下导纳矩阵：
故障前：

0. 846 - j2. 988　 0. 287 + j1. 513　 0. 210 + j1. 226
0. 287 + j1. 513　 0. 420 - j2. 724　 0. 213 + j1. 088
0. 210 + j1. 226　 0. 213 + j1. 088　 0. 277 - j2. 368

故障中：
0. 657 - j3. 816　 0. 000 + j0. 000　 0. 070 + j0. 631
0. 000 + j0. 000　 0. 000 - j5. 486　 0. 000 + j0. 000
0. 070 + j0. 631　 0. 000 + j0. 000　 0. 174 - j2. 796

故障后：
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1. 181 - j2. 229　 0. 138 + j0. 726　 0. 191 + j1. 079
0. 138 + j0. 726　 0. 389 - j1. 953　 0. 199 + j1. 229
0. 191 + j1. 079　 0. 199 + j1. 229　 0. 273 - j2. 342

10. 一个双摆系统如图 5. 20 所示。 质量块 m1与 m2由长度为 r1和 r2的无质量

细杆连接。 由角度 θ1和 θ2描述的两个质量块运动方程如下：

- （m1 +m2）gr1 sinθ1 = （m1 +m2） r21θ1 +m2 r1 r2θ2cos（θ1 - θ2）

+m2 r1 r2θ22 sin（θ1 - θ2）

-m2gr2 sinθ2 =m2 r22θ2 +m2 r1 r2θ1cos（θ1 - θ2）

-m2 r1 r2θ21 sin（θ1 - θ2）

图 5. 20　 双摆系统

（a） 令 x1 = θ1， x2 = θ1， x3 = θ2， x4 = θ2， 证明 [0； 0； 0； 0] 是该系统的

平衡点。
（b） 证明二阶 Adams - Bashforth 法由下式给出：

xn +1 = xn + h 3
2 f（xn， tn） - 1

2 f（xn -1， tn -1）{ }
且

∈T = 5
12x

^ （3） （τ）h3

（c） 证明三阶 Adams - Bashforth 法由下式给出：
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xn +1 = xn + h 23
12 f（xn， tn） - 16

12 f（xn -1， tn -1） + 5
12 f（xn -2， tn -2）{ }

且

∈T = 3
8 x^ （4） （τ）h4

（d） 令 r1 = 1， r2 = 0. 5， g = 10。 使用 h = 0. 005 的二阶 Adams - Bashforth
法， 对 T∈[0，10]绘制初始位置为 θ1 = 25°和 θ2 = 10°的系统行为。 分如下 3 种情

况进行计算：
i. m1 = 10， m2 = 10。
ii. m1 = 10， m2 = 5。
iii. m1 = 10， m2 = 1。
（e） 采用变步长算法重复 （d）， 设局部截断误差上边界为 0. 001 且 Bavg =

0. 1BU。 对应每种情况绘制 h - t 的关系曲线并讨论结果。
（f） 使用三阶 Adams - Bashforth 算法重复 （d） 与 （e）。
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第 6 章　 优 化 方 法

任何优化方法的基本目标都是， 寻找系统的状态变量或参数的值， 使系统的

某个费用函数最小化。 费用函数的类型取决于系统并随应用的不同而有很大的变

化， 并不一定严格按照金钱来定义。 工程优化的例子很多， 下面列出一些最小化

问题：
（1） 一组测量数据与计算数据之间的误差

（2） 有功功率损耗

（3） 构成系统的一组部件的重量

（4） 微粒输出 （排放）
（5） 系统能量

（6） 实际运行点与期望运行点之间的距离

任何优化问题的基本形式都可以表示为最小化一个有明确定义的费用函数，
该费用函数受到物理约束或系统运行条件的约束：

最小化 f（x， u）x∈Rn

u∈Rm （6. 1）
约束条件：

g（x， u） = 0 等式约束 （6. 2）
h（x， u） = 0 不等式约束 （6. 3）

式中， x 是系统的状态向量， u 是系统的参数向量。 优化的基本方法是找到一个

系统参数向量， 将它代入到系统模型时， 产生的系统状态向量 x 会使得费用函数

f（x， u）最小化。

6. 1　 最小二乘状态估计

在很多物理系统中， 系统的运行状态不能通过已知方程在已知条件下的解析

解直接确定。 更普遍的情况是， 系统的运行状态是由遍布系统各处的系统状态量

的量测量确定的。 在很多系统中， 量测量的数目多于唯一确定运行点所要求的量

测量数目。 这种冗余性通常是有意设计的， 以抵消测量误差或由仪器故障造成的

数据缺失所造成的影响。 相反地， 并非所有状态量都可以通过量测获得。 高温、
移动部件或者不适合居住的环境会使得测量某些系统状态量变得困难、 危险和昂

贵。 在这种情况下， 缺失的状态量必须通过系统其他的测量信息估计出来。 这个



过程通常被称为 “状态估计”， 即从量测量估计未知的状态量。 状态估计在测量

数据存在不确定性、 冗余或相互冲突的条件下给出了系统状态的 “最优估计”。
好的状态估计会平滑掉测量数据中的随机小误差， 检测并识别出大的测量误差，
并弥补缺失的测量数据。 这个过程试图使系统的真实运行状态 （未知） 与测量

状态之间的误差最小化。
量测量的集合可以用一个向量 z 来表示， z 的组成包含系统状态的量测量

（如电压和电流） 或系统状态函数的量测量 （如潮流）。 这样

ztrue = Ax （6. 4）
式中， x 是系统状态的集合， 而 A 通常不是方阵。 误差向量是量测量 z 和真值之

间的差：
e = z - ztrue = z - Ax （6. 5）

一般地， 为了消除量测量与真值之间误差的符号的影响， 通常要求误差的平方取

最小值。 这样， 状态估计器的目标就是寻找误差平方的最小值， 即所谓的最小二

乘优化法。

最小化 ‖e‖2 = eT·e = ∑
m

i = 1
[ zi - ∑

m

j = 1
aijx j ]

2
（6. 6）

误差平方用函数 U（x）来表示， 有

U（x） = eT·e = （ z - Ax） T（ z - Ax） （6. 7）
= （ zT - xTAT）（ z - Ax） （6. 8）
= zT z - zTAx - xTAT z + xTATAx （6. 9）

注意， 乘积 zTAx 是一个标量， 因此可以改写为

zTAx = （ zTAx） T = xTAT z
这样， 误差平方函数可以表示为

U（x） = zT z - 2xTAT z + xTATAx （6. 10）
误差平方函数的最小值可以通过无约束最优化求得， 根据最优化的条件， 令该函

数关于状态变量 x 的导数等于零， 得到

∂U（x）
∂x = 0 = - 2AT z + 2ATAx （6. 11）

这样有

ATAx = AT z （6. 12）

若令 b = AT z 和 A^ = ATA， 就有

A^ x = b （6. 13）
该方程可以用 LU 分解法求解。 所求得的状态向量 x 就是当前系统的运行状态

（量测量 z 在此运行状态下测得） 的最优估计 （误差平方意义上）。 测量误差可

以表达为
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e = zmeas - Ax （6. 14）
例 6. 1　 如图 6. 1 所示电路的一组量测量如下：

电流表 1 z1 4. 27A

电流表 2 z2 - 1. 71A

电压表 1 z3 3. 47V

电压表 2 z4 2. 50V

其中， R1 = R3 = R5 = 1. 5Ω， R2 = R4 = 1. 0Ω， 求电压源 V1 和 V2 的大小。

图 6. 1　 例 6. 1 的电路图

解 6. 1　 根据 Kirchoff 电压定律和电流定律， 此系统的电压方程和电流方程

可以分别写为

- V1 + R1 z1 + z3 = 0
- V2 - R5 z2 + z4 = 0

z3 / R2 - z1 + （ z3 - z4） / R3 = 0
z4 / R4 + z2 + （ z4 - z3） / R3 = 0

上述方程可以写成矩阵形式：
R1 0 1 0
0 - R5 0 1

1 0 - 1
R2

+ 1
R3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
R3

0 1 - 1
R3

1
R3

+ 1
R4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

z1
z2
z3
z4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

1 0
0 1
0 0
0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

V1

V2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 15）

为了得到量测量 z 和状态量 x 之间的关系， 上述方程必须改写成 z = Ax 的形式。
注意到如果独立考虑 A 的每一列， 上述方程可以很容易用 LU 分解法求解。 这

样有
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R1 0 1 0
0 - R5 0 1

1 0 - 1
R2

+ 1
R3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
R3

0 1 - 1
R3

1
R3

+ 1
R4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

[A（：，1）] =

1
0
0
0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（6. 16）

类似地有

R1 0 1 0
0 - R5 0 1

1 0 - 1
R2

+ 1
R3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
R3

0 1 - 1
R3

1
R3

+ 1
R4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

[A（：，2）] =

0
1
0
0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（6. 17）

从而得到

z1
z2
z3
z4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

0. 4593 - 0. 0593
0. 0593 - 0. 4593
0. 3111 　 0. 0889
0. 0889 　 0. 3111

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

V1

V2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 18）

这样

b = AT z =
　 0. 4593 　 0. 0593 0. 3111 0. 0889
- 0. 0593 - 0. 4593 0. 0889 0. 3111

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

4. 27
1. 71
3. 47
2. 50

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=
3. 1615
1. 6185

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

而

A^ = ATA =
0. 3191 0. 0009
0. 0009 0. 3191

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

得到

0. 3191 0. 0009
0. 0009 0. 3191

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

V1

V2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

3. 1615
1. 6185

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 19）

解此方程得到

V1 = 9. 8929
V2 = 5. 0446
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此系统量测值与估计值之间的误差为

e = z - Ax

=

　 4. 27
- 1. 71
　 3. 47
　 2. 50

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

-

0. 4593 - 0. 0593
0. 0593 - 0. 4593
0. 3111　 0. 0889
0. 0889　 0. 3111

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

9. 8929
5. 0446

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

=

　 0. 0255
　 0. 0205
- 0. 0562
- 0. 0512

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（6. 20）

6. 1. 1　 加权最小二乘状态估计

如果所有测量数据在最小二乘估计中同等看待， 那么精度较差的测量数据对

状态估计结果的影响与精度较好的测量数据是一样的。 这样， 由于低精度测量数

据的影响， 最终的估计结果可能包含很大的误差。 通过引入加权矩阵以使精度高

的测量数据比精度低的测量数据具有更大的权重， 可以促使估计结果与精度高的

测量数据更加吻合。 这就导致了所谓的加权最小二乘估计。

最小化 ‖e‖2 = eT·e = ∑
m

i = 1
wi [ zi - ∑

m

j = 1
aijx j ]

2
（6. 21）

式中， wi是加权系数， 反映量测量 zi的置信水平。
例 6. 2　 假定已知电流表在近期进行过校准而电压表没有， 从而认为电流量

测量的置信水平高于电压量测量。 使用如下的加权矩阵， 求解节点电压 V1

和 V2。

W =

100 0 0 0
0 100 0 0
0 0 50 0
0 0 0 50

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

解 6. 2　 引入加权矩阵后， 新的最小化问题为

ATWAx = ATWz （6. 22）
矩阵 ATWA 也被称为增益矩阵。 使用与前面相同的步骤， 加权后的节点电压

估计值为

V1

V2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

9. 9153
5. 0263

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 23）

而误差向量为
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e =

　 0. 0141

　 0. 0108

- 0. 0616

　 0. 0549

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（6. 24）

注意， 对电流量测量增加的置信水平减小了对电流的估计误差， 但电压的估

计误差几乎不变。
例 6. 2 说明了置信权重对估计精度的影响。 所有测量仪表都会给测量值带来

一定的误差， 问题是如何量化这些误差并在估计过程中考虑它们的作用。 一般

地， 可以假设误差服从均值为零的正态 （高斯） 分布， 并且量测量之间相互独

立。 这意味着测量误差大于真值的概率与小于真值的概率相等。 均值为零的正态

分布有几个性质： 记 σ 为标准差， 则所有量测量中有 68%会落在期望值 0 （已
假设了均值为零的正态分布） 的 ± σ 区间内； 更进一步， 所有量测量中有 95%
会落在期望值 0 的 ± 2σ 区间内以及 99%会落在期望值 0 的 ± 3σ 区间内。 量测量

分布的方差等于 σ2， 这意味着若量测量的方差相对较小， 那么大多数的量测量

将接近于均值。 上述性质的一种解释是， 测量越精确导致的方差越小。
这种精度与方差之间的关系直接引出了构造加权矩阵的一种方法。 考察误差

平方矩阵， 可以表示为

e·eT =

e1

e2

e3

︙

em

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

[e1 　 e2 　 e3 　 …　 em] （6. 25）

=

e21 e2 e2 e1 e3 … e1 em
e2 e1 e22 e2 e3 … e2 em
︙ ︙ ︙ ︙ ︙
eme1 eme2 eme3 … e2m

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（6. 26）

式中， 每个 ei表示第 i 个量测量的误差。 每个误差乘积的期望值即均值用 E[·]
表示。 第 i 个对角线元素的期望值就是第 i 个量测量误差分布的方差 σ2

i 。 各非对

角元素的期望值， 即协方差， 等于零， 因为假定了各量测量之间是相互独立的。
因此， 误差平方矩阵的期望值 （也称为协方差矩阵） 是
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E[e·eT] =

E[e21] E[e1 e2] … E[e1 em]

E[e2 e1] E[e22] … E[e2 em]
︙ ︙ ︙ ︙

E[eme1] E[eme2] … E[e2m]

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（6. 27）

=

σ2
1 0 … 0

0 σ2
2 … 0

︙ ︙ ︙ ︙
0 0 … σ2

m

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（6. 28）

= R （6. 29）
对于从特定仪表采集的数据， 方差越小 （即这组数据一致性较好）， 该组数

据的置信水平越高。 具有较高置信水平的一组数据应比具有较大方差 （即置信

水平低） 的一组数据有更高的权重。 因此， 一个合理的能反映每个数据置信水

平的加权矩阵可以构造成协方差矩阵的逆矩阵 W = R -1。 这样， 来自于具有较高

一致性 （方差小） 仪表的量测量就比来自于具有较低一致性 （方差大） 仪表的

量测量有更大的权重。 因此， 一种可能的加权矩阵可表示为

W = R -1 =

1
σ2

1
0 … 0

0 1
σ2

2
… 0

︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 1
σ2

m

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（6. 30）

6. 1. 2　 坏数据的检测

在一组量测量中经常会包含一个或多个来自于故障仪表或精度很差仪表的量

测量。 遥测数据会存在由测量和通信引起的误差。 这些 “坏” 数据通常会落在

量测量的标准偏差之外， 并会影响状态估计过程的可靠性。 在严重情况下， 坏数

据会导致完全不准确的结果。 由于 “涂污效应”， 坏数据会导致估计精度的恶

化， 因为坏数据会将估计值拖离真值。 因此， 期望开发一种对数据 “好坏” 进

行度量的方法， 从而使状态估计只基于好的数据进行。 如果所用的数据导致一个

好的状态估计， 那么测量值与计算值之间的误差在某种意义上会很小。 如果这个

误差很大， 那么所用数据中必然包含至少一个坏数据。 值得采用的一个误差是估

计的测量误差 e^， 这个误差是真实测量值 z 与估计测量值 z^ 之间的差。 回顾一下
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式 （6. 14） 中的误差向量 e = z - Ax， 因此， 估计的测量误差可以表达为

e^ = z - z^ （6. 31）

= z - A x^ （6. 32）
= z - A （ATWA） -1ATWz （6. 33）
= （ I - A（ATWA） -1ATW） z （6. 34）
= （ I - A（ATWA） -1ATW）（e + Ax） （6. 35）
= （ I - A（ATWA） -1ATW）e + A（ I - （ATWA） -1ATWA）x （6. 36）
= （ I - A（ATWA） -1ATW）e （6. 37）

这样， e^ 的方差可以表达为

e^ e^ T = （ z - z^）（ z - z^） T （6. 38）
= [ I - A（ATWA） -1ATW]eeT[ I -WA（ATWA） -1AT] （6. 39）

e^ e^ T 的期望值即均值可以表达为

E[e^ e^ T] = [ I - A（ATWA） -1ATW]E[eeT][ I -WA（ATWA） -1AT] （6. 40）
回顾一下 E[e·eT]正是协方差矩阵 R =W -1， 且是一个对角矩阵。 因此

E[ee^ T] = [ I - A（ATWA） -1ATW][ I - A（ATWA） -1ATW]R （6. 41）
矩阵

[ I - A（ATWA） -1ATW]
具有一个非同寻常的性质， 它是一个幂等矩阵。 一个幂等矩阵 M 具有如下性质：
M2 =M。 因此不管 M 自乘多少次， 结果仍然是 M。 这样，

E[e^ e^ T] = [ I - A（ATWA） -1ATW][ I - A（ATWA） -1ATW]R （6. 42）
= [ I - A （ATWA） -1ATW] R （6. 43）

R - A（ATWA） -1AT （6. 44）
= R′ （6. 45）

为了判断估计值与测量值之间是否有显著的差别， 一个有用的统计测度是

χ2 （chi 方） 不等式检验。 这个测度基于 χ2 概率分布， 其形状随自由度 k 的不同

而不同， 而自由度 k 等于量测量的数目与状态量的数目之差。 通过比较误差的加

权和与特定自由度和显著性水平下的 χ2 值， 可以判定误差是否超过了由随机误

差决定的边界。 显著性水平表示量测量出现错误的概率值。 显著性水平为 0. 05
表示出现坏数据的可能性为 5% ， 或者反过来说是好数据的置信水平为 95% 。 例

如， 当 k = 2 和显著性水平 α = 0. 05 时， 如果误差的加权和不超过 χ2 值 5. 99， 那

么就有 95%的信心确认此组测量数据是好数据； 否则， 此组数据中至少含有一

个坏数据， 不能被采纳。 虽然 χ2 检验用于确定坏数据是否存在是有效的， 但它

不能对坏数据进行定位。 对坏数据进行定位依然是一个需要研究的主题。
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χ2 值

α

k 0. 10 0. 05 0. 01 0. 001

1 2. 71 3. 84 6. 64 10. 83

2 4. 61 5. 99 9. 21 13. 82

3 6. 25 7. 82 11. 35 16. 27

4 7. 78 9. 49 13. 23 18. 47

5 9. 24 11. 07 15. 09 20. 52

6 10. 65 12. 59 16. 81 22. 46

7 12. 02 14. 07 18. 48 24. 32

8 13. 36 15. 51 20. 09 26. 13

9 14. 68 16. 92 21. 67 27. 88

10 15. 99 18. 31 23. 21 29. 59

11 17. 28 19. 68 24. 73 31. 26

12 18. 55 21. 03 26. 22 32. 91

13 19. 81 22. 36 27. 69 34. 53

14 21. 06 23. 69 29. 14 36. 12

15 22. 31 25. 00 30. 68 37. 70

16 23. 54 26. 30 32. 00 39. 25

17 24. 77 27. 59 33. 41 40. 79

18 25. 99 28. 87 34. 81 42. 31

19 27. 20 30. 14 36. 19 43. 82

20 28. 41 31. 41 37. 67 45. 32

21 29. 62 32. 67 38. 93 46. 80

22 30. 81 33. 92 40. 29 48. 27

23 32. 00 35. 17 41. 64 49. 73

24 33. 20 36. 42 42. 98 51. 18

25 34. 38 37. 65 44. 31 52. 62

26 35. 56 38. 89 45. 64 54. 05

27 36. 74 40. 11 46. 96 55. 48

28 37. 92 41. 34 48. 28 56. 89

29 39. 09 42. 56 49. 59 58. 30

30 40. 26 43. 77 50. 89 59. 70
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用于检测是否存在坏数据的过程如下：
坏数据检测步骤

1. 使用 z 估计 x
2. 计算误差

e = z - Ax
3. 计算误差的平方加权和

f = ∑
m

i = 1

1
σi

2
e2i

4. 对 k =m - n 和设定的概率 α， 若 f < χ2k，α， 则表示数据良好； 否则， 至少

存在一个坏数据。
例 6. 3　 使用 χ2 不等式检验， 设定 α = 0. 01， 检查例 6. 1 的测量数据中是否

存在坏数据。
解 6. 3　 例 6. 1 中的状态量个数是 2， 量测量个数是 4， 因此 k = 4 - 2 = 2。

误差平方的加权和为

f = ∑
m = 4

i = 1

1
σi
c2i

= 100（0. 0141）2 + 100（0. 0108）2 + 50（ - 0. 0616）2 + 50（0. 0549）
= 0. 3720

从 χ2 值表可以查到， 对应本例子的 χ2 值为 9. 21。 最小二乘平方误差小于 χ2

值， 因此， 有 99%的置信水平认为量测量是好的。

6. 1. 3　 非线性最小二乘状态估计

与线性最小二乘估计相似， 非线性最小二乘估计的目标是使一组已知的量测

量与一组加权非线性函数之间的误差平方最小化：

最小化 f = ‖e‖2 = eT·e = ∑
m

i = 1

1
σ2[ zi - hi（x）]2 （6. 46）

式中， x∈Rn是需要估计的未知状态向量， z∈Rm是量测量向量， σ2
i 是第 i 个量测

量的方差， h（x）是描述 x 与 z 之间关系的函数向量。 而量测量向量 z 可以是一组

具有地理分布特性的量测量， 如电压和潮流等。
在状态估计中， 非线性方程中的未知量是系统的状态变量。 通过设置误差函

数的导数为零， 可以求得使误差最小的状态量的值。
F（x） = HT

xR -1[ z - h（x）] = 0 （6. 47）
式中，
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Hx =

∂h1
∂x1

∂h1
∂x2

…
∂h1
∂xn

∂h2
∂x1

∂h2
∂x2

…
∂h2
∂xn

︙ ︙ ︙ ︙
∂hm
∂x1

∂hm
∂x2

…
∂hm
∂xn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（6. 48）

R 是量测量的方差矩阵。 注意， 式 （6. 47） 是一组非线性方程， 必须通过 New-
ton - Raphson 法或其他迭代算法求解。 这种情况下， F（x）的 Jacobi 矩阵为

JF（x） = HT
x （x）R -1 ∂

∂x[ z - h（x）] （6. 49）

= - HT
x （x）R -1Hx（x） （6. 50）

而 Newton - Raphson 迭代方程为

[HT
x （xk）R -1Hx（xk）][xk -1 - xk] = HT

x （xk）R -1[ z - h（xk）] （6. 51）
此方程可以通过 LU 分解法求解。 收敛时， xk +1就是使式 （6. 46） 误差函数 f 最
小化的一组状态变量的值。 坏数据的检测过程与线性状态估计时相同。

6. 2　 线性规划

线性规划是最成功的优化型式之一。 当问题可以被表示为线性目标 （即费

用） 函数在线性等式或线性不等式约束下的最大化 （或最小化） 问题时， 就可

以使用线性规划求解。 一般化的线性规划问题能被表示为

最小化　 f（x） = cTx （6. 52）
约束条件　 Ax≤b （6. 53）

x≥0 （6. 54）
注意， 只要通过如下几种变换中的一种， 几乎所有的线性优化问题都可以被表示

为上述形式：
1. 最大化 cTx 与最小化 - cTx 等价。
2. 形如 aTx≥β 的约束与 - aTx≤ - β 等价。
3. 形如 aTx = β 的约束与 aTx≤β 和 - aTx≤ - β 等价。
4. 如果一个问题不要求 xi 是非负的， 那么 xi 可以被两个变量之差 xi = ui -

vi 替换， 其中 ui 和 vi 是非负的。
任何用 （A， b， c） 表达的线性规划问题， 都存在一个等价问题， 即对偶问

题 （ - AT， - c， - b）， 如果一个线性规划问题以及它的对偶问题都存在可行解

（即满足 Ax≤b， x≥0， 或者满足对偶问题 - ATy≤ - c， y≥0）， 那么， 两个问题
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都有解， 且一个问题的解是另一个问题解的负数。

6. 2. 1　 单纯形法

求解线性规划问题的最常用方法之一是著名的单纯形法。 单纯形法是一种迭

代方法， 它将向量 x 从一个可行基本向量移至另一个， 移动方向总是朝着 f（x）
减小的方向。 经过一定步数的迭代后， 它能给出精确解， 迭代步数通常大大小于

组合数 （ n -
n
m ）， 一般至多需要 2m ～ 3m 次迭代 （这里 m 是等式约束的个

数） [7] 。 然而， 单纯形法在最坏情况下的复杂度是指数式增长的， 这可以通过精

心构造的案例展示出来。
在运用单纯形法的过程中， 通常将问题表示成表格的形式， 此表格在后续步

中按照给定的规则修改。 单纯形法的每一步都从一个表格开始。 表格的第一行包

含有与目标函数 f（x）有关的系数。 f（x）的当前值显示在表格的右上方。 表格中

接下来的 m 行表示等式约束， 最后一行包含当前的向量 x。 表格中与等式约束相

关的行可以通过基本行变换进行改变， 而不会对解产生影响。
表格必须满足的规则有：
1. 向量 x 必须满足等式约束 Ax = b。
2. 向量 x 必须满足不等式 x≥0。
3. x 中有 n 个元素是零元 （指定为非基变量）， 剩余的 m 个元素通常为非零

元， 并指定为基变量。
4. 在定义约束的矩阵中， 一个基变量只能出现在一行中。
5. 目标函数 f（x）只能由非基变量表达。
6. 为得到初始解， 需在一个或多个约束中加入人工变量。
单纯形算法可以总结如下：
单纯形算法

1. 若 f（x）的所有系数 （即表格的第一行） 均大于或等于零， 那么当前的向

量 x 即为所求的解。
2. 在非基变量中挑选其系数在 f（x）中负的最大的， 将此变量设置为新的基

变量 x j。
3. 对于每一行 i， 用新的基变量的系数 （aij） 去除该行的 bi。 新的基变量的

取值是这些比例中的最小值 （例如， 第 k 行的比例最小， 则取第 k 行的比例为 x j
的值， x j = bk / akj）。

4. 使用主元 akj通过 Gauss 消元法将第 j 列消去。 返回步骤 1。
式 （6. 53） 中的所有不等式放在一起就形成一个相交的超平面。 可行域在

这个 n 维多面体的内部， 而 f（x）的最小值一定在这个多面体的顶点上。 单纯形

861　 电力系统分析中的计算方法 （原书第 2 版）



图 6. 2　 单纯形法搜索的例子

法通过沿着此多面体最陡峭的边界移动，
有规律地搜索这些顶点， 直到获得 x∗， 如

图 6. 2 所示。
例 6. 4　 最小化

f（x）： - 6x1 - 14x2
约束条件为

2x1 + x2≤12
2x1 + 3x2≤15
x1 + 7x2≤21
x1≥0， x2≥0

解 6. 4　 引入松弛变量 x3、 x4和 x5， 使

问题变为

最小化

f（x）： - 6x1 - 14x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5
约束条件为

x1≥0， x2≥0， x3≥0， x4≥0， x5≥0
构造求解的表格：

- 6 - 14 0 0 0 0
2 1 1 0 0 12
2 3 0 1 0 15
1 7 0 0 1 21

0 0 12 15 21

起始向量是 x = [0　 0　 12　 15　 21] T。 f（x）的当前值显示在表格的右上角。 下

一步， 将检查函数 f（x）以确定哪个变量会导致 f（x）的值有最大的下降。 由于 -
14 比 - 6 绝对值大， x2的单位增量引起的 f（x）值的下降比 x1的单位增量大。 因

此， 保持 x1为 0 不变， 而让 x2尽可能地增大 （即横跨多面体的一条边到下一个

顶点）。 为了确定 x2的新值， 考虑如下的约束条件：
0≤x3 = 12 - x2
0≤x4 = 15 - 3x2
0≤x5 = 21 - 7x2

根据此约束条件， 可以得到 x2的可能值为 x2≤12， x2≤5， x2≤3。 最严厉的约束

是 x2≤3， 因此， x2可以增大到 3， 这样有
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x3 = 12 - x2 = 9
x4 = 15 - 3x2 = 6
x5 = 21 - 7x2 = 0

从而产生一个新的向量 x = [0　 3　 9　 6　 0] T 和 f（x） = - 42。
新的基变量 （非零） 是 x2、 x3和 x4， 因此 f（x）必须用 x1和 x5来表达。 通过

变量替换，

x2 =
（21 - x5）

7
有

f（x） = - 6x1 - 14x2 = - 6x1 - 14
（21 - x5）

7 = - 6x1 + 2x5 - 42

为了满足一个基变量只能出现在一行中的规则， 采用 Gauss 消去法从每一行

（有一行除外） 中消去 x2， 采用的主元按前面所述的算法第 3 步确定。
Gauss 消去后的新的表格为

- 6 0 0 0 2 - 42

13
7 0 1 0 1

7 9

11
7 0 0 1 - 3

7 6

1 7 0 0 1 21

0 3 9 6 0

计算步骤重新开始。 x5增大时 f（ x）将会增大， 因此， x1被选作基变量。 因
此， 保持 x5为 0 不变， 而让 x1尽可能地增大。 新的约束条件为

0≤x3 = 9 - 13
7 x1

0≤x4 = 6 - 11
7 x1

0≤7x2 = 21 - x1

即 x1≤
63
13， x1≤

42
11， x1≤21。 严厉的约束是 x1≤

42
11， 因此， 设置 x1为

42
11， 然后

计算 x2、 x3和 x4的新值。 得到新的向量 x = 42
11　

27
11　

21
11　 0　 0[ ]

T
， 而 f（x）要用

x4和 x5来表达：

x1 = 7
11（6 - x4）

f（x） = - 6x1 + 2x5 - 42

= 42
11x4 + 2x5 - 714

11
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由于 f（x）的所有系数都是正的， 意味着 x4和 x5的任何增大都会使 f（x）增大， 因

此单纯形法结束。 这表示当前的向量 x 就是问题的解， 且 f （ x） 的最终值是

f 42
11，

27
11

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - 630

11 。

6. 2. 2　 内点法

求解线性规划问题的另一种方法是内点法 （也称为 Karmarkar 法）， 其复杂

度不管是在平均情况下还是在最坏情况下都是多项式级的。 单纯形法存在潜在的

最坏情况， 其复杂度是指数级的， 这种最坏情况发生在到达最优解前经过了可行

域的每一个顶点。 因此， 内点法在过去的几十年中得到了相当的重视。 内点法构

造一系列严格可行点 （即位于多面体的内部而不在其边界上）， 最终收敛到问题

的解。

图 6. 3　 可行域内两个不同点的比较

内点法构造一系列可行点 x0，
x1， …， 它们必须满足 Axi = b。 因

为 x0满足 Ax0 = b， 且下一个点必定

满足 Ax1 = b， 因此两个点之差必然

满足 AΔx = 0。 换句话说， 每一步都

必须在 A 的零空间中， 即 A 的零空

间就是可行域。 将 - c 投影到零空

间， 就给出了最快变化的方向。 然

而， 如果迭代点 xk很靠近边界 （例
如图 6. 3 中的 x^ k）， 那么改进的量就

很小。 相反地， 如果目前的迭代点

很靠近中心 （例如图 6. 3 中的 xk）， 改进的量就很大。 内点法的一个关键特性是

采用变换的方法使当前的可行点移动到可行域的中心。 然后计算新的方向并将内

点变换回原始空间。
这个变化的方向被称为投影梯度方向， 即 pk， 而可行点更新为

xk +1 = xk + αpk （6. 55）

式中， α > 0 是步长。 因为可行点必须在 A 的零空间内， 每个 pk必须与 A 的行正

交。 投影矩阵 P 的表达式为

P = I - AT（AAT） -1A （6. 56）

投影矩阵 P 将任意向量 v 变换为 Pv = p， 而 p 将位于 A 的零空间中， 因为 AP
是零矩阵。

171第 6 章　 优 化 方 法 　



因为将 - c 投影到零空间给出了最快变化的方向， 而为了保证在可行域内，
新的迭代必须满足 pk = - Pc。 为使迭代点留在可行域的内部， 在每步选择步长 α
时应保证非负约束得到满足。 为保证更新后的迭代点留在可行域的内部， 选择步

长 α 小于到达边界的全长， 通常取 0. 5≤α≤0. 98。
最后要说明的是将迭代点移动到可行域中心的变换。 这是通过比例缩放来完

成的， 其目标是使迭代点在变换后的可行域中离约束边界等距离。 因此进行缩放

后， xk = e， 其中 e = [1　 1　 …　 1] T。 令 D = diag（xk）为对角矩阵， D 的对角元

素为目前迭代点 xk的元素。 这可以通过令 x = D x^ ， x^ k = e 来实现。 需求解的新问

题变为

最小化　 c^ Tx^ = z （6. 57）

约束条件　 A^ x^≤b （6. 58）

x^≥0 （6. 59）

式中， c^ = Dc， A^ = AD。 缩放后， 投影矩阵变为

P^ = I - A^ T（A^A^ T） -1A^ （6. 60）

因此， 第 k 次迭代时， 迭代点 xk被缩放为 x^ k = e， 而更新方程变为

x^ k +1 = e - αP^ c^ （6. 61）
随后， 将更新后的迭代点重新变换回原始空间

xk +1 - Dx^ k +1 （6. 62）
这一过程不断重复直至‖xk +1 - xk‖ < ε。 这一过程经常被称为原始仿射内点

法[8] 。 此方法的步骤可以总结如下：
原始仿射内点法

1. 令 k = 0。
2. 令 D = diag（xk）。

3. 计算 A^ = AD， c^ = Dc。

4. 根据式 （6. 60） 计算 P^ 。

5. 令 pk = P^ c^。
6. 令 θ = - min jpkj 。 参数 θ 用于确定不超出可行域的最大步长。

7. 计算 x^ k +1 = e + α
θ pk。

8. 计算 xk +1 = Dx^ k +1。
9. 若‖xk +1 - xk‖ < ε， 则结束计算。 否则令 k = k + 1， 返回第 2 步。
例 6. 5　 用原始仿射内点法重新求解例 6. 4。
解 6. 5　 为方便起见将问题重新描述如下 （包含了松弛变量）：
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最小化

f（x）： - 6x1 - 14x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 = z
约束条件为

x1≥0， x2≥0， x3≥0， x4≥0， x5≥0
一个可行的初始点为

x0 = [1　 1　 9　 10　 13]
而 z0 = cTx0 = - 20。

第 1 个比例缩放矩阵为

D =

1
1

9
10

13

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

改变比例后的矩阵 A^ 和目标函数向量 C^ 计算如下：

A^ = AD =
2 1 1 0 0
2 3 0 1 0
1 7 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

1
1

9
10

13

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

=
2 1 9 0 0
2 3 0 10 0
1 7 0 0 13

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

c^ = Dc =

1
1

9
10

13

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

- 6
- 14
　 0
　 0
　 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

- 6
- 14
　 0
　 0
　 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

投影矩阵 P^ 为

P^ = I - A^ T（A^A^ T） -1A^

=

1
1

1
1

1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

-

2 2 1
1 3 7
9 0 0
0 10 0
0 0 13

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

2 1 9 0 0
2 3 0 10 0
1 7 0 0 13

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

2 2 1
1 3 7
9 0 0
0 10 0
0 0 13

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

-1
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2 1 9 0 0
2 3 0 10 0
1 7 0 0 13

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

=

　 0. 9226 - 0. 0836 - 0. 1957 - 0. 1595 - 0. 0260
- 0. 0836 　 0. 7258 - 0. 0621 - 0. 2010 - 0. 3844
- 0. 1957 - 0. 0621 　 0. 0504 　 0. 0578 　 0. 0485
- 0. 1595 - 0. 2010 　 0. 0578 　 0. 0922 　 0. 1205
- 0. 0260 - 0. 3844 　 0. 0485 　 0. 1205 　 0. 2090

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

投影梯度为

p0 = - P^ c^ = -

　 0. 9226 - 0. 0836 - 0. 1957 　 0. 1595 - 0. 0260
- 0. 0836 　 0. 7258 - 0. 0621 - 0. 2010 - 0. 3844
- 0. 1957 - 0. 0621 　 0. 0504 　 0. 0578 　 0. 0485
- 0. 1595 - 0. 2010 　 0. 0578 　 0. 0922 　 0. 1205
- 0. 0260 - 0. 3844 　 0. 0485 　 0. 1205 　 0. 2090

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

- 6
- 14
　 0
　 0
　 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

=

　 4. 3657
　 9. 6600
- 2. 0435
- 3. 7711
- 5. 5373

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

计算 θ = - min jp0j = 5. 5373。 改变比例后的当前迭代点为 x^ 0 = D -1 x0 = e， 用

α = 0. 9 在改变比例后的空间中移动到 x^ 1：

x^ 1 =

1
1
1
1
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

+ αp0 =

1. 7096
2. 5701
0. 6679
0. 3871
0. 1000

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

将此点变换回原始空间：

x1 = D x^ 1 =

1. 7096
2. 5701
6. 0108
3. 8707
1. 3000

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

得到更新后的费用函数为 cTx1 = - 46. 2383。
再进行一次迭代得到 （略去相关说明）
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A^ =
3. 4191 2. 5701 6. 0108 　 　 0 　 　 0
3. 4191 7. 7102 　 　 0 3. 8707 　 　 0
1. 7096 17. 9904 　 　 0 　 　 0 1. 3000

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

c^ =

- 10. 2574
- 35. 9809

0
0
0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

P^ =

　 0. 5688 - 0. 0584 - 0. 2986 - 0. 3861 　 0. 0606
- 0. 0584 　 0. 0111 　 0. 0285 　 0. 0295 - 0. 0766
- 0. 2986 　 0. 0285 　 0. 1577 　 0. 2070 - 0. 0017
- 0. 3861 　 0. 0295 　 0. 2070 　 0. 2822 　 0. 0991
　 0. 0606 - 0. 0766 - 0. 0017 　 0. 0991 　 0. 9803

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

p1 =

　 3. 7321
- 0. 2004
- 2. 0373
- 2. 8975
- 2. 1345

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

x^ 1 =

2. 1592
0. 9378
0. 3672
0. 1000
0. 3370

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

x1 =

3. 6914
2. 4101
2. 2072
0. 3871
0. 4381

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

更新后的费用函数是 cTx1 = - 55. 8892。
这个过程不断继续直到‖xk +1 - xk‖ < ε， 此时问题的解为

x =

3. 8182
2. 4545
1. 9091
0. 0000
0. 0000

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
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更新后的费用函数是 cTx = - 57. 2727， 两者都与单纯形法的结果一致。

6. 3　 非线性规划

连续非线性优化问题的典型形式为

最小化 f（x）　 x∈RR n （6. 63）
约束条件为

ci（x） = 0， i∈ξ （6. 64）
hi（x）≥0， i∈Ξ （6. 65）

式中， [c（x）　 h（x）]是非线性约束函数的 m 维向量， 而 ξ 和 Ξ 是不相交的指标

集。 函数 f（x）有时又被称为 “费用” 函数。 本书自始至终假定 f、 c 和 h 都是二

阶连续可微的。 满足式 （6. 64） 和式 （6. 65） 约束条件的任何点 x 称为可行点，
而所有这些点的集合称为可行域。 此类问题一般地被称为非线性规划问题

（NLP）。
在优化问题中， 很多场景下参考 “Karush - Kuhn - Tucker” （KKT） 条件是

方便的。 对于不等式约束问题， 在点 x 处， 满足一阶 KKT 条件的要求是， 如果

存在一个 m 维向量 λ ， 被称为 Lagrange 乘子向量， 使得下面的式子成立[3] 。
c（x ）≥0（可行性条件） （6. 66）

g（x ） = J（x ） Tλ （平稳性条件） （6. 67）
λ ≥0（乘子的非负性） （6. 68）
c（x ）·λ = 0（互补性） （6. 69）

平稳性条件式 （6. 67） 可表示为

xL（x ， λ ） = 0，　 　 其中 L（x， λ）≜f（x） - λTc（x） （6. 70）
式中， λ 一般被称为 Lagrange 乘子， 而式 （6. 70） 称为 Lagrange 方程。 Karush -
Kuhn - Tucker 条件是非线性规划问题有最优解的必要条件。

6. 3. 1　 二次规划

非线性规划问题中的一个特殊子类是二次规划问题， 其一般性表达式为

最小化 f（x） = 1
2 xTQx + cTx　 x∈RRn （6. 71）

约束条件为 Ax≤b （6. 72）

x≥0 （6. 73）
如果 Q 是半正定矩阵， 那么 f（x）是凸函数。 如果 Q 为零， 那么此问题就变

为线性规划问题。 对此二次规划问题， Lagrange 函数为
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L（x， λ） = cTx + 1
2 xTQx + λ（Ax - b） （6. 74）

式中， λ 是 m 维的行向量。 对应局部最优点的 KKT 条件为

cT + xTQ + λA≥0 （6. 75）
Ax - b≤0 （6. 76）

xT（c + Qx + ATλ） = 0 （6. 77）
λ（Ax - b） = 0 （6. 78）

x≥0 （6. 79）
λ≥0 （6. 80）

为了将这些方程改写为更易处理的形式， 在式 （6. 75） 中引入松弛变量 y∈
RR n， 在式 （6. 76） 中引入松弛变量 v∈RRm， 得

c + Qx + ATλT - y = 0 （6. 81）
Ax - b + v = 0 （6. 82）

而 KKT 方程为

Qx + ATλT - y = - cT （6. 83）
Ax + v = b （6. 84）
x≥0 （6. 85）
y≥0 （6. 86）
v≥0 （6. 87）
λ≥0 （6. 88）
yTx = 0 （6. 89）
λv = 0 （6. 90）

现在通过采用受限制的基元规则， 隐式地处理互补松弛条件 [式 （6. 89）
和式 （6. 90）]， 就可以运用任何线性规划方法来求解这组方程。 这里的目标是

找到线性规划问题的解， 而附加的要求是在每次迭代时满足互补松弛条件。 通过

对每个方程加入人工变量并使人工变量之和最小化， 可以达到目标函数最小化的

目的。
例 6. 6　 最小化

f（x）： - 10x1 - 8x2 + x21 + 2x22
约束条件为

x1 + x2≤10
x2≤5

x1≥0， x2≥0
解 6. 6　 重新将问题表述为

最小化
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f（x）：[ - 10　 - 8]
x1
x2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 + 1

2 [x1 　 x2]
2　 0
0　 4

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

x1
x2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

约束条件为

1 1
0 1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

x1
x2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓≤

10
5

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

设人工变量为 a1 - a4， 对应的线性规划问题为

最小化 a1 + a2 + a3 + a4

约束条件为

此问题可以通过单纯形法或内点法求解。 得到的解为

x =
5. 0000
2. 0000

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

λ =
0. 6882
0. 7439

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

y =
0. 6736
1. 3354

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

v =
3. 0315
3. 0242

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

a = [0　 0　 0　 0]
而对应的费用函数值 f（x） = - 33。

6. 3. 2　 最速下降法

在工程应用中， 一般性的非线性规划问题通常采用两类方法进行求解：
1. 梯度法， 如最速下降法。
2. 迭代法， 如逐次二次规划法。
在无约束系统中， 通常求解函数 f（x）最小化问题的方法是令函数的导数为

零， 然后根据导数方程求解出系统的状态。 然而， 对于大多数应用， 在无约束最

小化条件下得到的系统状态将不能满足约束方程。 因此， 需要寻找一种替代的方

法来求解带约束的最小化问题。 其中的一种方法是引入附加的参数集 λ， 通常被

称为 Lagrange 乘子， 将约束条件加入到费用函数中。 这样， 增广后的费用函数变

为

871　 电力系统分析中的计算方法 （原书第 2 版）



最小化 f（x） - λc（x） （6. 91）
式 （6. 91） 的增广函数最小化问题， 可以通过令增广函数的导数为零进行

求解。 注意， 式 （6. 91） 关于 λ 的导数， 所得到的就是式 （6. 64） 的等式约束。
例 6. 7　 最小化

C： 1
2 （x2 + y2） （6. 92）

约束条件为

2x - y = 5
解 6. 7　 注意， 要使其最小化的函数是一个圆的方程。 此函数的无约束最小值

在原点 x =0 和 y =0 上取到， 意味着此圆的半径为零。 然而， 加上约束条件后， 此

圆必须与给定的直线相交， 因此， 此圆的半径不能为零。 增广的费用函数变为

C∗： 1
2 （x2 + y2） - λ（2x - y - 5） （6. 93）

式中， λ 表示 Lagrange 乘子。 令增广费用函数的导数为零， 得到如下方程组：

0 = ∂C∗

∂x = x - 2λ

0 = ∂C∗

∂y = y + λ

0 = ∂C∗

∂λ = 2x - y - 5

求解此方程组得到[x　 y　 λ] T = [2　 - 1　 1] T。 在增广费用函数取到最小值的

点上， 费用函数式 （6. 92） 的值为

C： 1
2 （（2）2 + （ - 1）2） = 5

2
费用函数 f 和约束方程 c 也可能是某个外部输入 u 的函数， 在最小化函数

f（x）的过程中， u 是可变的。 在这种情况下， 式 （6. 91） 可以更一般地表示为

最小化 f（x， u） - λc（x， u） （6. 94）
如果等式约束超过一个， 那么 λ 就变为一个乘子向量， 增广费用函数变为

C∗：f（x） - [λ] Tc（x） （6. 95）
式中， C∗的导数变为

∂C∗

∂λ[ ] = 0 = c（x） （6. 96）

∂C∗

∂x[ ] = 0 = ∂f
∂x[ ] - ∂c

∂x[ ]
T
[λ] （6. 97）

∂C∗

∂u[ ] = 0 = ∂f
∂u[ ] - ∂c

∂u[ ]
T
[λ] （6. 98）

注意， 对任何满足等式约束的可行解， 都满足式 （6. 96）； 但可行解不一定

是使费用函数最小化的最优解。 在这种情况下， [λ]可以从式 （6. 97） 中得到，

971第 6 章　 优 化 方 法 　



且只有

∂C∗

∂u[ ]≠0

这个向量可以被用作梯度向量 [ C]， 它和费用函数 C 的等值线正交。 这样

[λ] = ∂c
∂x[ ]

T

[ ]
-1 ∂f

∂x[ ] （6. 99）

而

C = ∂C∗

∂u[ ] = ∂f
∂u[ ] - ∂c

∂u[ ]
T
[λ] （6. 100）

= ∂f
∂u[ ] - ∂c

∂u[ ]
T ∂c

∂x[ ]
T

[ ]
-1 ∂f

∂x[ ] （6. 101）

上述方法给出了此优化算法的基础， 此优化算法被称为最速下降法。
最速下降法的步骤

1. 令 k = 0。 给定一个初始向量 uk = u0。
2. 求解式 （6. 96） （可能是非线性的）， 得到可行解 x。
3. 根据式 （6. 101） 计算 Ck +1和 Ck +1。 若‖Ck +1 - Ck‖小于事先设定的误

差， 则停止。
4. 计算新的向量 uk +1 = uk - γ C， 其中 γ 是用户设定的大于零的算法步长。
5. k = k + 1。 返回步骤 2。
在最速下降法中， 每一步都要确定向量 u 的移动方向， 该方向就是增广费用

函数 C∗变化最快的方向。 例如， 考虑一个人从山顶滑雪至山脚， 如图 6. 4 所

示。 滑雪者会在某一段路径上直线前进。 在此点上， 他也许并不是直指山下滑行

的。 因此。 他会不断调整， 以使自己朝着最速下降的方向前进。 最速下降的方向

与等高线 （即费用） 的切线垂直。 滑雪者每次调整方向间的移动距离与算法中

图 6. 4　 最速下降法的例子
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的步长 γ 是类似的。 当 γ 较小时， 滑雪者会频繁地改变方向， 这样， 他的下降速

度不高。 而当 γ 较大时， 他可能会越过山脚重新上坡。 因此， 最速下降法的关键

在于 γ 的选择。 如果 γ 选得小， 算法更容易收敛到最小值， 但需要更多的迭代次

数。 相反地， 大的 γ 会导致在最小值附近振荡。
例 6. 8　 最小化

C：x21 + 2x22 + u2 = f（x1， x2， u） （6. 102）
约束条件为

0 = x21 - 3x2 + u - 3 （6. 103）
0 = x1 + x2 - 4u + 2 （6. 104）

解 6. 8　 为了求解式 （6. 101） 的 C， 需要如下的偏导数：
∂f
∂u[ ] = 2u

∂f
∂x[ ] =

2x1
4x2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

∂c
∂u[ ]

T
= [1 - 4]

∂c
∂x[ ] =

2x1 - 3
1 1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

可以得到

C = ∂f
∂u[ ] - ∂c

∂u[ ]
T ∂c

∂x[ ]
T

[ ]
-1 ∂f

∂x[ ]

= 2u - [1 - 4]
2x1 - 3
1 1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

T
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

-1 2x1
4x2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

迭代 1
令 u = 1， γ = 0. 05， 选择停止迭代的准则为 ∈ = 0. 0001。 求解 x1和 x2， 得到

两组解及其对应的费用函数：
x1 = 1. 7016　 x2 = 0. 2984　 f = 4. 0734

x1 = - 4. 7016　 x2 = 6. 7016　 f = 23. 2828
第 1 组解得到了费用函数的极小值， 因此被选择为工作解。 将 x1 = 1. 7016， x2 =
0. 2984 代入到梯度函数中， 得到 C = 10. 5705， u 的新值变为

u（2） = u（1） - γ C
= 1 - （0. 05）（10. 5705）
= 0. 4715

迭代 2
取 u = 0. 4715， 再次求解 x1和 x2， 得到两组解及其对应的费用函数：
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x1 = 0. 6062　 x2 = - 0. 7203　 f = 1. 6276
x1 = - 3. 6062　 x2 = 3. 4921　 f = 14. 2650

第 1 组解再次得到了费用函数的极小值， 因此被选择为工作解。 费用函数的差为

C（1） - C（2） = 4. 0734 - 1. 6276 = 2. 4458
大于迭代停止准则。 将这些值代入到梯度函数中， 得到 C = 0. 1077， u 的新值

变为

u（3） = u（2） - γ C
= 0. 4715 - （0. 05）（0. 1077）
= 0. 4661

迭代 3
取 u = 0. 4661， 再次求解 x1和 x2， 得到两组解及其对应的费用函数：

x1 = 0. 5921　 x2 = - 0. 7278　 f = 1. 6271
x1 = - 3. 5921　 x2 = 3. 4565　 f = 14. 1799

第 1 组解再次得到了费用函数的极小值， 因此被选择为工作解。 费用函数的差为

C（2） - C（3） = 1. 6276 - 1. 6271 = 0. 0005
大于迭代停止准则。 将这些值代入到梯度函数中， 得到 C = 0. 0541， u 的新值

变为

u（4） = u（3） - γ C
= 0. 4661 - （0. 05）（0. 0541）
= 0. 4634

迭代 4
取 u = 0. 4634， 再次求解 x1和 x2， 得到两组解及其对应的费用函数：

x1 = 0. 5850　 x2 = - 0. 7315　 f = 1. 6270
x1 = - 3. 5850　 x2 = 3. 4385　 f = 14. 1370

第 1 组解再次得到了费用函数的极小值， 因此被选择为工作解。 费用函数的差为

C（3） - C（4） = 1. 6271 - 1. 6270 = 0. 0001
满足迭代停止准则。 因此， 问题的解为 x1 = 0. 5850， x2 = - 0. 7315， u = 0. 4634，
而费用函数的最小值为 f = 1. 6270。

6. 3. 3　 序贯二次规划法

梯度下降法在小型非线性系统中很有效， 但在搜索空间维数上升时效率降

低。 非线性序贯二次规划 （SQP） 法计算高效， 且已证明在凸搜索空间中表现出

超线性收敛特性[4] 。 SQP 方法用于求解如下问题：
最小化

f（x）　 x∈RRn （6. 105）
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约束条件为

ci（x） = 0， i∈ξ （6. 106）
hi（x）≥0， i∈Ξ （6. 107）

与前文类似， 求解该优化问题的常规方法是利用 Lagrange 乘子， 使如下混合

系统最小化：
L（x， λ） - f（x） + λTc（x） + πTh（x）　 i = 1， …， m （6. 108）

KKT 条件为

f（x） + CTλ + HTπ = 0
c（x） = 0

h（x） + s = 0
πT s = 0
π，s≥0

式中， λ 是等式约束的 Lagrange 乘子向量， π 是不等式约束的 Lagrange 乘子向

量， s 是松弛变量向量， 而

C = ∂c（x）
∂x （6. 109）

H = ∂h（x）
∂x （6. 110）

这组非线性方程可以通过 Newton - Raphson 法求得 x、 λ、 π 和 s。 考虑只有

x 和 λ 的情况， 利用 Newton - Raphson 法求解 y = [x　 λ] T， 有

F（y） = 0 =
f（x） + CTλ

c（x）
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

Newton - Raphson 法的向量 y 更新为

yk +1 = yk - αk[ Fk] -1F（yk）
用原变量表达为

xk +1

λk +1
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

xk

λk
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 - αk

2L cT

cT 0
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

-1

k

L
c

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓
k

（6. 111）

式中， αk是步长， 大于零， 通常取小于或等于 1 的值。
例 6. 9　 用 SQP 法重新做例 6. 8。
解 6. 9　 将问题重新写出如下：

最小化

C： x21 + 2x22 + u2 = f（x1， x2， u） （6. 112）
约束条件为

0 = x21 - 3x2 + u - 3 （6. 113）
0 = x1 + x2 - 4u + 2 （6. 114）
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运用 KKT 条件， 得到如下的非线性方程组：
0 = 2x1 + 2λ1x1 + λ2

0 = 4x2 - 3λ1 + λ2

0 = 2u + λ1 - 4λ2

0 = x21 - 3x2 + u - 3
0 = x1 + x2 - 4u + 2

Newton - Raphson 迭代式为

x1
x2
u
λ1

λ2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

k +1

=

x1
x2
u
λ1

λ2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

k

-

2 + 2λk
1 　 0 　 0 2xk1 　 1

　 0 　 4 　 0 - 3 　 1
　 0 　 0 　 2 　 1 - 4
2xk1 - 3 　 1 　 0 　 0
　 1 　 1 - 4 　 0 　 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

-1 2xk1 + 2λk
1xk1 + λk

2

4xk2 - 3λk
1 + λk

2

2uk + λk
1 - 4λk

2

（xk1）2 - 3xk2 + uk - 3

xk1 + xk2 - 4uk + 2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（6. 115）
从初始解 [x1 　 x2 　 u　 λ1 　 λ2] T = [1　 1　 1　 1　 1] T 开始， 得到后续的更新

解为

k x1 x2 u λ1 λ2 f（x）

0 1. 0000 　 1. 0000 1. 0000 　 1. 0000 　 1. 0000 4. 0000

1 0. 5774 - 0. 7354 0. 4605 - 0. 9859 - 0. 0162 1. 6270

2 0. 8462 - 0. 5804 0. 5664 - 0. 7413 　 0. 0979 1. 7106

3 0. 6508 - 0. 7098 0. 4853 - 0. 9442 　 0. 0066 1. 6666

4 0. 5838 - 0. 7337 0. 4625 - 0. 9831 - 0. 0145 1. 6314

5 0. 5774 - 0. 7354 0. 4605 - 0. 9859 - 0. 0162 1. 6270

这与前面已得到的结果是一致的。

6. 4　 在电力系统中的应用

6. 4. 1　 最优潮流

在诸如潮流计算的很多电力系统应用中， 只能给出电力系统运行的一个时间

断面上的信息。 而系统规划人员和运行人员经常更关注系统参数调整对流过线路

的潮流以及对系统损耗的影响。 对系统参数的调整不是随意的， 通常根据某个目

标函数对系统参数进行最优调整。 这些目标函数可以是发电费用最小， 水库水位

最小， 或者系统损耗最小， 等等。 最优潮流问题就是在目标函数的框架下建立潮
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流计算问题以求解系统电压和发电功率。 在此应用中， 潮流计算的输入参数会被

系统性地进行调整， 以最大化或最小化某个由潮流状态变量表示的标量函数。 最

常见的两个目标函数是最小化发电费用和最小化有功损耗。
最优潮流的时间尺度为分钟级到 1h， 因此其基本假设是只针对当前在线的

机组进行优化。 确定机组是否应该投入、 何时投入、 投入多长时间的机组组合问

题， 不在这里进行考虑。 使输电系统有功损耗最小化， 不但可以节省发电费用，
还能增加系统的备用容量。

通常发电费用曲线 （发电机发出的功率与发电费用之间的关系曲线） 是由

一段一段线性的增量费用曲线表示的。 这是为了简化凹的费用函数所得到的结

果， 分段线性的增量费用曲线的断点与凹曲线的阀点重合[19] 。 通过对增量费用

曲线进行积分， 可以将分段线性的增量费用曲线变为分段二次费用曲线。 这种类

型的目标函数使其很容易用于经济调度问题， 即在优化过程中只考虑发电单元的

λ -调度问题。 在这种优化过程中， 系统损耗以及电压约束和线路潮流约束都被

忽略。 这个经济调度方法将在下面的例子中具体说明。
例 6. 10　 三台发电机具有如下的费用函数， 供电给 952MW 的负荷， 假定系

统无损耗， 计算最优的发电分配方案。
C1：P1 + 0. 0625P2

1 　 美元 / h
C2：P2 + 0. 0125P2

2 　 美元 / h
C3：P3 + 0. 0250P2

3 　 美元 / h
解 6. 10　 确定最优发电分配方案的第一步是将此问题构造成一般性的形式。

因此， 本问题的数学描述为

最小化 C： P1 + 0. 0625P2
1 + P2 + 0. 0125P2

2 + P3 + 0. 0250P2
3

约束条件： P1 + P2 + P3 - 952 = 0
根据上述数学描述， 受约束的费用函数变为

C∗：P1 + 0. 0625P2
1 + P2 + 0. 0125P2

2 + P3 + 0. 0250P2
3 - λ（P1 + P2 + P3 - 952）

（6. 116）
令 C∗的导数为零， 得到如下线性方程组：

0. 125 0 0 - 1
0 0. 025 0 - 1
0 0 0. 050 - 1
1 1 1 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

P1

P2

P3

λ

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

- 1
- 1
- 1
952

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（6. 117）

求解上述方程组得到

P1 = 112MW
P2 = 560MW
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P3 = 280MW
λ = 15 美元 / MWh

受约束的费用为 7616 美元 / h。
这是一个使每小时发电费用最小化的发电分配方案。 λ 的值是发电费用的增

量费用， 即等价费用， 也是公司买电或卖电的截止价格： 如果公司能以低于 λ
的价格买电， 那么公司的总费用将下降。 同样地， 如果公司能以高于 λ 的价格

卖电， 公司的总费用也将下降。 同时请注意在最优分配方案下：
λ = 1 + 0. 125P1 = 1 + 0. 025P2 = 1 + 0. 050P3 （6. 118）

因为 λ 是系统的增量费用， 该点也被称作 “等增量费用点”， 而该发电分配方案

被说成是满足 “等微增量费用准则”。 任何偏离等微增量费用准则的发电分配方

案都会导致发电费用 C 的上升。
例 6. 11　 若用户愿意支付 16 美元 /MWh 买电， 有多少超额电量可以生产和

销售？ 此交易的利润是多少？
解 6. 11　 从例 6. 10 知道， 通过对增广费用函数求导， 可以得到发电量与 λ

之间的关系为

P1 = 8（λ - 1）
P2 = 40（λ - 1）
P3 = 20（λ - 1）

因此根据等式约束条件有

8（λ - 1） + 40（λ - 1） + 20（λ - 1） - 952 = 0 （6. 119）
为了确定超额电量， 需对式 （6. 119） 进行增广， 并计算 λ = 16 美元 /MWh 时

的值：
8（16 - 1） + 40（16 - 1） + 20（16 - 1） - （952 +超额量） = 0 （6. 120）

求解式 （6. 120） 得超额电量为 68MW， 且 P1 = 120MW， P2 = 600MW， P3 =
300MW。 发电总费用变为

C： P1 + 0. 0625P2
1 + P2 + 0. 0125P2

2 + P3 + 0. 0250P2
3 = 8670 美元 / h

（6. 121）
卖出超额电量所得到的收入等于超额电量乘增量费用 λ，

68MW ×16 美元 /MWh =1088 美元 / h
因此， 总的费用为 8670 美元 / h - 1088 美元 / h = 7582 美元 / h。 比上例中的费用

7616 美元 / h 减少 36 美元 / h， 因此这 36 美元 / h 是通过以 16 美元 /MWh 价格卖出

超额电量所获得的利润。
图 6. 5 展示了一个中等规模电力公司的发电增量费用表。 发电机的增量费用

从上到下列在表格的左边； 不同发电机单元列在表格的顶部， 由最便宜的左边到

最贵的右边依次排列。 核电机组运行费用最低， 最左端的核电机组 Washington
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能够以 7 美元 /MWh 的增量费用提供至多 1222MW 的功率； 它的增量费用只有第

二便宜的燃煤机组 Adams （14 美元 / MWh） 的一半。 随着启用的机组变得越来越

贵， 增量费用也相应提高。

图 6. 5　 增量费用表

例 6. 12　 生产 4500MW 电力， 上述电力公司的增量费用是多少？
解 6. 12　 为了从图 6. 5 的增量费用表中找到对应 4500MW 时的增量费用，

需要对各台发电机的最大出力进行累加直到等于 4500MW。 经过计算可知， 当累

加到燃气机组 Monroe1 - 2 时可以达到 4500MW 的出力， 而所对应的增量费用是

28 美元 /MWh。 这是发电 4500MW 时的平衡点价格。
如果购电价格可以低于 28 美元 /MWh， 该电力公司就应该买电。
等增量费用发电分配方案的主要缺陷是忽略了系统的损耗。 其唯一的约束是

一个等式约束， 即发电总量必须等于负荷总量。 但实际上， 发电总量总是等于负

荷总量加系统损耗。 考虑损耗后， 等式约束必须包括潮流方程， 而优化过程必须

采用最速下降法或类似的方法等[10] 。
例 6. 13　 考察如图 6. 6 所示的三机系统。 该系统与例 3. 9 的三机系统具有相

同的参数， 除了母线 3 已转化为发电机母线且其电压模值等于 1. 0pu。 总负荷和
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图 6. 6　 例 6. 13 的系统图

发电机的费用函数与例 6. 10 相

同。 采用等增量费用准则作为起

始点， 求解考虑损耗后此系统的

最优发电分配方案。
解 6. 13 　 采用 6. 3. 2 节描述

的最速下降法， 第一步是求梯度

C 的表达式， 本例中，

C = ∂f
∂u[ ] - ∂g

∂u[ ]
T ∂g

∂x[ ]
T

[ ]
-1 ∂f

∂x[ ] （6. 122）

式中， f 是发电机费用之和

f： C1 + C2 + C3 = P1 + 0. 0625P2
1 + P2 + 0. 0125P2

2 + P3 + 0. 0250P2
3

g 是潮流方程组：

g1：0 = P2 - PL2 - V2∑
3

i = 1
ViY2icos（δ2 - δi - ϕ2i）

g2：0 = P3 - PL3 - V3∑
3

i = 1
ViY3icos（δ3 - δi - ϕ3i）

式中， PLi表示母线 i 的有功负荷， 输入变量 u 是独立的发电机出力：

u =
P2

P3

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

而 x 是未知的状态变量

x =
δ2
δ3

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

发电机出力 P1不是输入变量， 因为母线 1 是平衡母线， 其发电出力不是独立变

量。 根据上述描述， 可以导出用于 C 计算的各个偏导数为

∂g
∂u[ ] =

1　 0
0　 1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 123）

∂g
∂x[ ] =

∂g1
∂δ2

∂g1
∂δ3

∂g2
∂δ2

∂g2
∂δ3

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（6. 124）

式中，
∂g1
∂δ2

= V2（V1Y12 sin（δ2 - δ1 - ϕ21） + V3Y13 sin（δ2 - δ3 - ϕ23）） （6. 125）
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∂g1
∂δ3

= - V2V3Y32 sin（δ2 - δ3 - ϕ23） （6. 126）

∂g2
∂δ2

= - V3V2Y23 sin（δ3 - δ2 - ϕ32） （6. 127）

∂g2
∂δ3

= V3（V1Y13 sin（δ3 - δ1 - ϕ31） + V2Y23 sin（δ3 - δ2 - ϕ32）） （6. 128）

且

∂f
∂u[ ] =

1 + 0. 025P2

1 + 0. 050P3

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 129）

求偏导数
∂f
∂x[ ]较为复杂， 因为费用函数并没有直接写成 x 的函数。 但是， 回

想一下， P1不是输入变量， 实际上是一个依赖于 x 的变量， 即

P1 = V1（V1Y11cos（δ1 - δ1 - ϕ11）
+ V2Y12cos（δ1 - δ2 - ϕ12） + V3Y13cos（δ1 - δ3 - ϕ13）） （6. 130）

因此， 根据链式法则，
∂f
∂x[ ] = ∂f

∂P1
[ ] ∂P1

∂x[ ] （6. 131）

= （1 + 0. 125P1）
V1V2Y12 sin（δ1 - δ2 - ϕ12）

V1V3Y13 sin（δ1 - δ3 - ϕ13）
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 132）

根据前面的算例， 由等增量费用准则得到的初始值为 P2 = 0. 56pu 和 P3 =
0. 28pu。 采用 P2 = 0. 56pu 和 P3 = 0. 28pu 作为输入求解潮流方程， 得到如下状态

量： [δ2 　 δ3] = [0. 0286　 - 0. 0185]， P1 = 0. 1152。 将发电出力转换为 MW，
再将其数值代入到偏导数中得到

∂g
∂u[ ] =

1　 0
0　 1

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 133）

∂g
∂x[ ] =

- 13. 3267　 　 9. 9366

　 9. 8434　 - 19. 9219

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

（6. 134）

∂f
∂u[ ] =

15. 0000

15. 0000

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

（6. 135）

∂f
∂x[ ] = 15. 4018

- 52. 0136

- 155. 8040

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

（6. 136）

从而得到

981第 6 章　 优 化 方 法 　



C =
- 0. 3256
- 0. 4648

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 137）

这样， 输入量 （发电出力） 的新值为

P2

P3

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

560
280

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 - γ

- 0. 3256
- 0. 4648

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 138）

取 γ = 1 时， 更新后的发电出力为 P2 = 560. 3MW 和 P3 = 280. 5MW。
这里梯度 C 已经很小了， 表示根据等增量费用准则得到的发电出力即使在

考虑了损耗后也已相当接近于最优值。 再经过一次迭代， 得到三台发电机最终出

力值为

P1

P2

P3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

112. 6
560. 0
282. 7

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
　 MW

此条件下的发电费用为 7664 美元 / MWh。 注意， 这个发电费用高于用等增量费

用准则计算得到的发电费用， 其原因是需要增加额外发电出力以补偿系统的

损耗。
最速下降法有时会使系统状态或输入超出物理约束， 例如使用该算法会导致

发电出力超出机组的最大物理出力。 类似地， 所得到的母线电压也可能超出期望

的变化范围 （通常为额定值的 ± 10%范围）。 这些情况都属于违反了此问题的不

等式约束。 在这些情况下， 必须对最速下降法进行修正以反映这些物理约束。 已

存在数种方法来考虑上述约束， 可以将这些方法分为取决于输入的约束 （独立

变量） 和取决于状态的约束 （非独立变量）。
6. 4. 1. 1　 对独立变量的约束

如果应用最速下降法得到输入变量的更新值超出了设定的极限， 那么最直接

的解决方法是将越限的输入变量值设置成等于其极限值， 然后继续往下计算， 只

是减少了一个自由度。
例 6. 14　 重复例 6. 13， 但发电机必须满足如下限制条件：

80MW≤P1≤1200MW
450MW≤P2≤750MW
150MW≤P3≤250MW

解 6. 14　 根据例 6. 13 的结果， 发电机 3 的输出超出了其极限值 0. 25pu。 因

此在例 6. 13 的第 1 次迭代以后， P3被设置为 0. 25pu， 则新的偏导数为

��g
��u[ ] =

1
0

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 139）

��g
��x[ ] =与前面的相同 （6. 140）
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��f
��u[ ] = [1 + 0. 025P2] （6. 141）

��f
��x[ ] =与前面的相同 （6. 142）

根据带约束的最速下降法， 新的发电机出力为

P1

P2

P3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
117. 1
588. 3
250. 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
　 MW

此时发电费用为 7703 美元 /MWh， 高于无约束的发电费用 7664 美元 /MWh。 随

着更多的约束被加入进来， 系统会离最优工作点越来越远， 从而增加了发电

费用。
6. 4. 1. 2　 对非独立变量的约束

在很多情况下， 系统的物理约束是施加在状态变量上的， 而状态变量在系统

描述中是因变量。 这种情况下， 不等式约束是状态变量 x 的函数， 并且必须加入

到费用函数中去。 对因变量有约束的例子包括最大线路潮流和母线电压水平。 在

这些情况下， 状态变量的值是不能独立设定的， 而必须间接确定。 执行不等式约

束的一种方法是在费用函数中引入惩罚函数。 惩罚函数是这样一种函数， 当状态

变量离极限值很远时很小， 但当状态变量接近极限值时会变得很大。 典型的惩罚

函数包括：
p（h） = ekh 　 k > 0 （6. 143）

p（h） = x2nekh 　 n，k > 0 （6. 144）
p（h） = ax2nekh + bekh 　 n，k，a，b > 0 （6. 145）

而费用函数变为

C∗： C（u，x） + λTg（u，x） + p（h（u，x） - hmax） （6. 146）
上述费用函数可以通过一般的导数为零的方法得到其最小值。 这种方法的优势是

实现简单， 但也存在几个缺陷。 第 1 个缺陷是惩罚函数的选择经常是启发式的，
随不同的问题而不同。 第 2 个缺陷是此种方法不能实施对状态变量的硬约束， 即

如果超出极限值， 费用函数会变得很大， 但状态变量是允许超出极限值的。 在很

多应用中， 上述问题不算很严重的缺陷。 如果输电线路上的潮流略微超出其极

限， 可以认为电力系统仍然能够继续运行， 至少在一个有限的时间段内。 然而，
若物理约束是一架飞机高于地面的高度， 那么即使是很小的高度负偏差， 也会造

成可怕的后果。 因此， 使用惩罚函数来实施约束时一定要小心， 并不是对所有系

统都适用。
例 6. 15 　 重新计算例 6. 13， 但需通过惩罚函数限制线路 2 - 3 的潮流
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至 0. 4pu。
解 6. 15　 例 6. 13 中流过线路 2 - 3 的潮流为

P23 = V2V3Y23cos（δ2 - δ3 - ϕ23） - V2
2Y23cosϕ23 = 0. 467 （6. 147）

若 P23超过 0. 4pu， 则惩罚函数

p（h） = （1000V2V3Y23cos（δ2 - δ3 - ϕ23） - 1000V2
2Y23cosϕ23 - 400）2

（6. 148）

将加到费用函数中去。 除了
��f
��x[ ]， 其余偏导数保持不变。 ��f

��x[ ]的表达式为

��f
��x[ ] = ��f

��P1
[ ] ��P1

��x[ ] + ��f
��P23

[ ] ��P23
��x[ ]　 　 　 （6. 149）

= （1 + 0. 125P1）
V1V2Y12 sin（δ1 - δ2 - ϕ1，2）
V1V3Y13 sin（δ1 - δ3 - ϕ1，3）

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

　 + 2（P23 - 400）
- V2V3Y23 sin（δ2 - δ3 - ϕ23）
V2V3Y23 sin（δ2 - δ3 - ϕ23）

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （6. 150）

采用最速下降法进行计算， 得到受约束下的最优发电方案为

P1

P2

P3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

128. 5
476. 2
349. 9

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
MW

而 P23 = 400MW。 该受约束最优发电方案下的发电费用为 7882 美元 /MWh， 略微

高于无约束的最优方案。
对于必须施加硬约束的情况， 须采用替代方法来执行不等式约束。 在本方法

中， 不等式约束是作为额外的等式约束加入到费用函数中的， 即把不等式约束转

化为等于上限或下限的 2 个等式约束。 这本质上是引入了额外的一组 Lagrange 乘

子。 因此本方法经常被称为对偶变量法， 因为每个不等式约束都可能引出两个等

式约束， 一个对应上限约束， 另一个对应下限约束。 然而， 不可能同时违反上限

约束和下限约束， 因此对于任何给定的工作点， 在 2 个额外的 Lagrange 乘子中只

要取其中一个就可以了， 即对偶约束是相互排斥的。
例 6. 16　 采用对偶变量法重新计算例 6. 15。
解 6. 16　 通过引入额外的等式方程

P23 = V2V3Y23cos（δ2 - δ3 - ϕ23） - V2
2Y23cosϕ23 = 0. 400 （6. 151）

也就是在等式约束方程组 g（x） 中额外增加了一个方程， 因此， 在状态向量 x 中

必须增加一个额外的未知量， 以构造一个可以求解的方程组 （三个方程三个未

知数）。 PG2和 PG3中任何一个都可以被选作新的未知量。 本例中， 选择 PG3作为

新的未知量。 新系统 Jacobi 矩阵为
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��g
��x[ ] =

��g1
��x1

��g1
��x2

��g1
��x3

��g2
��x1

��g2
��x2

��g2
��x3

��g3
��x1

��g3
��x2

��g3
��x3

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（6. 152）

式中，
��g1
��x1

= V2（V1Y12 sin（δ2 - δ1 - ϕ21） + V3Y13 sin（δ2 - δ3 - ϕ23））

��g1
��x2

= - V2V3Y32 sin（δ2 - δ3 - ϕ23）

��g1
��x3

= 0

��g2
��x1

= - V3V2Y23 sin（δ3 - δ2 - ϕ32）

��g2
��x2

= -V3V1Y13sin（δ3 - δ1 -ϕ31） +V2Y23sin（δ3 - δ2 -ϕ32）

��g2
��x3

= 1

��g3
��x1

= - V3V3Y23 sin（δ2 - δ3 - ϕ23）

��g3
��x2

= V2V3Y23 sin（δ2 - δ3 - ϕ23）

��g3
��x3

= 0

且

��g
��u[ ] =

1
0
0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
；　 ��f

��u[ ] = [1 + 0. 025PG2]

与例 6. 13 类似， 通过链式法则计算
��f
��x[ ]：

��f
��x[ ] = ��C

��PG1
[ ] ��PG1

��x[ ] + ��C
��PG3

[ ] ��PG3
��x[ ] （6. 153）
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= （1 + 0. 125PG1）
V1V2Y12 sin（δ1 - δ2 - ϕ12）
V1V3Y13 sin（δ1 - δ3 - ϕ13）

0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+ （1 + 0. 050PG3） ×

　
V3V2Y32 sin（δ3 - δ2 - ϕ32）

- V3（V1Y13 sin（δ3 - δ1 - ϕ31） + V2Y23 sin（δ3 - δ2 - ϕ32））
0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

（6. 154）

将这些偏导数代入到 C 的式 （6. 122） 中， 可以得到与例 6. 15 相同的发电分配

方案。

6. 4. 2　 状态估计

在电力系统状态估计中， 估计的变量是系统中的母线电压模值和母线电压相

角。 状态估计器的输入是实测的有功功率和无功功率， 可以是注入母线的有功功

率和无功功率， 也可以是输电线路上的有功功率和无功功率。 状态估计器的设计

目标是得到母线电压模值和相角的最优估计值， 使测量误差的影响最小化。 状态

估计器需要考虑的另一个因素是量测量是否足够用来完整地估计出系统的状态，
即系统的可观察性问题。

如果由电力系统所有母线电压模值和相角构成的状态向量可以通过一组特定的

量测量估计出来， 那么这组特定的量测量被称为是可观察的。 一个不可观察的系统意

味着量测量的集合不能张满整个状态空间。 如果式 （6. 47） 中矩阵 Hx 的秩是 n （满
秩的）， 那么此电力系统是可观察的， 这里量测量的个数 m 大于或等于系统状态量的

个数 n。 所谓的冗余量测量指的是增加这些量测量后并不提高矩阵 Hx 的秩。
电力系统的可观察性可以通过检查量测量集合和电力系统结构来确定。 树是

一个可以覆盖整个电力系统母线的量测量集合 （节点或支路）。 换句话说， 通过

在图上连接母线和支路， 系统的所有母线被连接在一个连通图中。 通过在能连接

分离的树的支路上增加量测量， 可以将电力系统变为可观察的。
例 6. 17　 图 6. 7 所示电力网络的 SCADA 系统具有如下的量测量和方差， 试

估计系统的状态， 并用显著性水平为 α = 0. 01 的 χ2 检验检测量测量中是否存在

坏数据。

图 6. 7　 电力系统图
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zi 状态 量测量 方差 （σ2）

1 V3 0. 975 0. 010

2 P13 0. 668 0. 050

3 Q21 - 0. 082 0. 075

4 P3 - 1. 181 0. 050

5 Q2 - 0. 086 0. 075

解 6. 17　 状态估计过程的第一步是确定并列举未知状态量。 在本例中， 未

知状态量是 [x1 x2 x3] T = [δ2 δ3 V3] T。 确定状态量以后， 下一步就是确定与每

个量测量对应的函数 h （x）。 为了使加权误差最小化， 需要将如下的非线性函数

驱动到零：
F（x） = HT

xR -1[ z - h（x）] = 0 （6. 155）
式中， z - h（x） 的集合是

z1 -h1（x） =V3 -x3
z2 -h2（x） =P13 -（V1x3Y13cos（ -x2 -ϕ13） -V2

1Y13cosϕ13）

z3 -h3（x） =Q21 -（V2V1Y21sin（x1 -ϕ21） +V2
2Y21sinϕ21）

z4 -h4（x） =P3 -（x3V1Y31cos（x2 -ϕ31） +x3V2Y32cos（x2 -x1 -ϕ32）

+x23Y33cosϕ33）

z5 -h5（x） =Q2 -（V2V1Y21sin（x1 -ϕ21） -V2
2Y22sinϕ22

+V2x3Y23sin（x1 -x2 -ϕ23））
与式 （6. 155） 对应的偏导数矩阵 Hx 为

0 0 1
0 V1 x3Y13 sin（ - x2 - ϕ13） V1Y13 cos（ - x2 - ϕ13）

V1V2Y21 cos（x1 - ϕ21） 0 0
x3V2Y32 sin（x2 - x1 - ϕ32） - x3V1Y31 sin（x2 - ϕ31） V1Y31 cos（x2 - ϕ31）

- x3V2Y32 sin（x2 - x1 - ϕ32） + V2Y32 cos（x2 - x1 - ϕ32）
+ 2x3Y33 cosϕ33

V1V2Y21 cos（x1 - ϕ21） - V2 x3Y23 cos（x1 - x2 - ϕ23） V2Y23 sin（x1 - x2 - ϕ23）
+ V2 x3Y23 cos（x1 - x2 - ϕ23）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（6. 156）
这个矩阵的秩为 3， 因此这组量测量张满了此电力系统的状态空间。
量测量的协方差矩阵为
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R =

1
0. 0102

1
0. 0502

1
0. 0752

1
0. 0502

1
0. 0752

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（6. 157）

使加权误差最小化的求解状态 x 的 Newton - Raphson 迭代式为

[HT
x （xk）R -1Hx（xk）][xk -1 - xk] = HT

x （xk）R -1[ z - h（xk）] （6. 158）
迭代 1：

求解状态估计问题的初始条件与求解潮流方程相同， 即平启动方式， 也就是

设置电压的模值为 1， 相角为 0。 在初始条件下测量函数 h（x） 的值为

h（x0） =

1. 0000
0. 0202

- 0. 0664
- 0. 0198
- 0. 1914

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

在初始条件下偏导数矩阵 Hx 的值为

H0
x =

0 0 1. 0000
0 - 10. 0990 - 1. 0099

- 0. 2257 0 0
- 9. 9010 20. 0000 1. 9604
- 1. 2158 0. 9901 - 9. 9010

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

式 （6. 155） 的非线性函数为

F（x0） =
0. 5655

- 1. 4805
- 0. 2250

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

状态量的增量更新值为

Δx1 =
- 0. 0119
- 0. 0625
- 0. 0154

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

状态量的更新值为
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δ12
δ13
V1
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
- 0. 0119
- 0. 0625
0. 9846

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

式中， δ2和 δ3的单位是 rad。 首次迭代的误差为

ε0 = 1. 4805
迭代 2：

使用更新后的值重新计算 Newton - Raphson 迭代：

h（x1） =

0. 9846
0. 6585

- 0. 0634
- 1. 1599
- 0. 0724

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

偏导数矩阵 Hx 为

H1
x =

0 0 1. 0000
0 - 9. 9858 - 0. 3774

- 0. 2660 0 0
- 9. 6864 19. 5480 0. 7715
- 0. 7468 0. 4809 - 9. 9384

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

采用更新后的值计算非线性函数得

F（x1） =
0. 0113

- 0. 0258
0. 0091

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

状态量的更新值为

Δx2 =
0. 0007

- 0. 0008
0. 0013

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

得第 2 次迭代的状态量为

δ22
δ23
V2
3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
- 0. 0113
- 0. 0633
0. 9858

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

第 2 次迭代的误差为

ε1 = 0. 0258
此次迭代显然已收敛。 收敛后使加权测量误差最小化的状态量为
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x =
- 0. 0113
- 0. 0633
0. 9858

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

为了检查是否存在坏数据， 将测量误差平方的加权和与自由度 k = 2 和显著

性水平 α = 0. 01 的 χ2 分布进行对比。 测量误差平方的加权和为

f = ∑
5

i = 1

1
σ2

i
（ zi - hi（x））2

= （ -0. 0108）2

0. 0102 + （0. 0015）2

0. 0502 + （ -0. 0184）2

0. 0752 + （0. 0008）2

0. 0502 + （ -0. 0001）2

0. 0752

= 1. 2335
此值小于 χ2，0. 01 = 9. 21， 故有理由相信数据良好， 不存在任何虚假的量测量。

6. 5　 问题

图 6. 8　 问题 1 的负荷曲线

1. 一个三机电厂的燃料费用如下：
F1：173. 61 + 8. 670P1 + 0. 00230P2

1 　 美元 /MWh

F2：180. 68 + 9. 039P2 + 0. 00238P2
2 　 美元 /MWh

F3：182. 62 + 9. 190P3 + 0. 00235P2
3 　 美元 /MWh

该电厂的热负荷曲线如图 6. 8 所示。 计算并

画出每台机组的最优出力和整个电厂的增量

费用 （λ）。
2. 采用最小二乘法根据下面的测量数据

求如下函数的最优系数 c0和 c1。
f（x） = c0 + c1x

x f （x）

1 - 2. 1

3 - 0. 9

4 - 0. 6

6 0. 6

7 0. 9

3. 采用最小二乘法根据下面的测量数据求如下函数的最优系数 a0、 a1和 a2。
此函数描述了潮汐在 12h 间隔内的运动。
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f（ t） = a0 + a1 sin
2πt
12 + a2cos

2πt
12

t f （ t）

0 1. 0

2 1. 6

4 1. 4

6 0. 6

8 0. 2

10 0. 8

4. 最小化 - 7x1 - 3x2 + x3， 约束条件为

x1 + x2 + x3≤15
2x1 - 3x2 + x3≤10
x1 - 5x2 - x3≤0
x1，x2，x3≥0

（a） 使用单纯形法。
（b） 使用原始仿射方法， 取 α = 0. 9。

两种方法都用松弛变量 x4， x5， x6 进行增广， 并采用初始可行解向量 x0 =
[1　 1　 1　 12　 10　 5] T 启动。

5. 采用最速下降法， 最小化 x21 + x22， 约束条件为

x21 + 2x1x2 + 3x22 - 1 = 0
6. 求目标函数 C： x21 + x22 + u1x1 + u2x2 + 1 最小值。 约束条件为

（a） x1cos（x2） + x22 - u1cos（x1） = 1
x1 - x2 + 3u2 = - 3

（b） x1cos（x2） + x22 - u1cos（x1） = 1
x1 - x2 + 3u2 = - 3

u2≥ -0. 8
（c） x1cos（x2） + x22 - u1cos（x1） = 1

x1 - x2 + 3u2 = - 3
x2≤0. 30

使用惩罚函数 f（ x2 ） = aeb（x2 - c） ， 其中 a 和 b 是正的常数， c 是函数的偏

移量。
初始值为 x0 = [0 0] ′， u0 = [0 0] ′， 取 γ = 0. 05。 也可以取其他的 γ 值进

行试验。 停止计算的准则是‖ C‖≤0. 01。
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7. 用 SQP 方法重新做问题 6。
8. 考虑如图 6. 9 所示的系统， 母线和线路数据如下：

图 6. 9　 三母线系统

线路 R X B

1 - 2 0. 01 0. 1 0. 050

1 - 3 0. 05 0. 1 0. 025

2 - 3 0. 05 0. 1 0. 025

母线 | V | PL QL

1 1. 00 0. 35 0. 10

2 1. 02 0. 40 0. 25

3 1. 02 0. 25 0. 10

发电机的燃料费用如下：
F1：PG1

+ 1. 5P2
G1

F2：2PG2
+ P2

G2

F3：2. 5PG3
+ 0. 5P2

G3

（a） 采用等增量费用准则， 求发电机组的最优功率分配方案， 记住这种方

法是忽略系统损耗的。
（b） 采用 （a） 的解作为初始控制向量， 并采用最速下降法求解考虑系统损

耗后的发电机组的最优功率分配方案。
（c） 现在假定发电机出力具有如下的约束条件， 重新做一遍 （b）：

F1：PG1
+ 1. 5P2

G1
　 0≤PG1

≤0. 6

F2：2PG2
+ P2

G2
　 0≤PG2

≤0. 4

F3：2. 5PG3
+ 0. 5P2

G3
　 0≤PG3

≤0. 1
（d） 将发电机出力与费用函数联系起来， 解释你的结果。
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9. 对于如图 6. 9 所示的系统， 具有如下的量测数据：
V2 1. 04

V3 0. 98

PG1 0. 58

PG2 0. 30

PG3 0. 14

P12 0. 12

P32 - 0. 04

P13 0. 10

其中 σ2
V = （0. 01）2， σ2

PG
= （0. 015）2， σ2

P ij
= （0. 02）2。

根据系统的状态， 求误差， 并用显著性水平 α = 0. 01 的 χ2 检验检测是否存

在坏数据。
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第 7 章　 特征值问题

小信号稳定性指的是一个系统在受到小扰动时保持稳定的能力。 小信号分析

能够提供有关系统内在动态特性的有用信息， 有助于系统的设计、 运行和控制。
时域仿真和特征值分析是研究系统稳定性的两种主要途径。

特征值分析被广泛用于小信号稳定性研究。 一个系统在小扰动下的动态行为

可以通过计算系统矩阵的特征值和特征向量来确定。 特征值的位置可以用来分析

系统的性能。 此外， 特征向量可用来估计不同状态参与不同扰动模式的相对

程度。
如果存在一个非零的 n × 1 向量 v 满足

Av = λv （7. 1）
则定义标量 λ 为 n × n 矩阵 A 的特征值， 而 v 便是 λ 对应的右特征向量。 如果

存在一个非零向量 w 满足

wTA = λwT （7. 2）
则 w 便是一个左特征向量。 A 的所有特征值构成的集合被称为 A 的谱。 除非另有

说明， 通常术语 “特征向量” 指的是右特征向量。 式 （7. 1） 的特征值问题被称

为标准特征值问题。 式 （7. 1） 可以被写成

（A - λI）v = 0 （7. 3）
从而可以看作是关于 x 的齐次方程组。 这个方程组具有非平凡解的条件是行列式

det（A - λI） = 0
上述行列式方程也被称为 A 的特征方程， 是一个 λ 的 n 次多项式。 n × n 矩阵 A
的特征值是其特征方程的根

λn + cn -1λn -1 + cn -2λn -2 +… + c0 = 0 （7. 4）
因此， 特征方程存在 n 个根 （可以是实数或复数）。 每个根同时又是矩阵 A 的一

个特征值。

7. 1　 幂法

幂法是求 n × n 矩阵 A 的主特征值的最常见方法之一。 主特征值指的是绝

对值最大的特征值。 因此， 如果 λ1， λ2， …， λn是 A 的特征值， 那么 λ1是 A 的

主特征值， 意味着对于所有的 i = 2， …， n， 有

|λ1 | > |λi | （7. 5）



幂法实际上是一种求与矩阵 A 的主特征值对应的特征向量 v1的方法。 一旦

特征向量确定， 则对应的特征值便可以通过 Rayleigh 商提取出来：

λ = <Av，v>
<v，v> （7. 6）

求特征向量 v1的途径是采用迭代法。 首先确定一个初始猜测向量 v0， 然后

构造一系列的近似向量 vk， 期望当 k 趋向于无穷时该序列能够收敛。 幂法的迭代

步骤是直接明了的。
幂法的迭代步骤：
1. 令 k = 0 并选择一个非零的 n × 1 向量作为 v0

2. wk +1 = Avk

3. αk +1 =‖wk +1‖

4. vk +1 = wk +1

αk +1

5. 当满足‖vk +1 - vk‖ < ε 时迭代结束。 否则， k = k + 1 ， 跳到第 2 步

第 4 步中除以范数的运算并不是一个必需的步骤， 但它保证了特征向量值的

范围接近于 1。 考虑到一个标量乘上矩阵 A 的特征向量后仍然是矩阵 A 的特征向

量， 因此规格化并没有不良后果。 然而， 如果没有第 4 步使对所有的 k 都有

αk = 1， 那么更新后的向量的值可能会增加或减小到影响计算机精度的程度。
例 7. 1　 使用幂法求如下矩阵与主特征值对应的特征向量：

A =
6 - 2
- 8 3

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

解 7. 1　 令初始猜测向量 v0 = [1　 1] T， 则

w1 = A∗v0 =
4

- 5
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

α1 =‖w1‖ =6. 4031

v1 =
0. 6247

- 0. 7809
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

第 2 次迭代为

w2 = A∗v1 =
　 5. 3099
- 7. 3402

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

α2 =‖w2‖ =9. 0594

v2 =
　 0. 5861
- 0. 8102

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

继续迭代得到收敛的特征向量：

v∗ =
　 0. 5851
- 0. 8110

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓
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根据此特征向量， 可以计算出相应的特征值：

λ =
[0. 5851　 - 0. 8110]

6 - 2
- 8 3

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

　 0. 5851
- 0. 8110

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

[0. 5851　 - 0. 8110]
　 0. 5851
- 0. 8110

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

= 8. 7720
1 = 8. 7720

这正是矩阵 A 的最大特征值 （最小特征值为 0. 2280）。
为了说明为什么幂法能够收敛到主特征向量， 可以将初始猜测向量 v0 表示

为如下的线性组合形式：

v0 = ∑
n

i = 1
βivi （7. 7）

式中， vi 是 A 的实际特征向量， βi 是使式 （7. 7） 成立的系数。 然后使用幂法

（不失一般性可以认为对所有 k， αk = 1 都成立） 得到

vk +1 = Avk = A2 vk -1 =… = Ak +1 v0

= ∑
n

i = 1
λk+1
i βivi = λk+1

1 β1 v1 + ∑
n

i = 2

λi
λ1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

k+1
βivi〓

〓
〓

〓

〓
〓

因为

λi
λ1

< 1　 i = 2，…，n

当 k 不断增大时， 这些项会趋于 0， 只有与 v1 对应的部分被保留下来。
当存在两个具有相同绝对值的最大特征值时， 幂法就会失败。 考虑到实矩阵

A 的特征值一般为复数并且以共轭对的形式存在 （两者必然有相等的绝对值）。
因此， 如果 A 的最大特征值不是实数， 那么幂法必然无法收敛。 由于这个原因，
只对已知其特征值为实数的矩阵使用幂法是明智的。 在其特征值为实数的所有矩

阵中， 对称矩阵是其中的一类。
还存在一种情况， 使用幂法无法收敛到主特征值对应的特征向量。 这种情况

会在 β1 = 0 时发生。 这意味着初始向量 v0 不包含特征向量 v1。 在这种情况下，
幂法会收敛到与绝对值第二大的特征值所对应的特征向量， 当然这里假定了 v0

包含此特征向量。

幂法的收敛速度取决于比值
λ2
λ1

。 因此如果 | λ2 |只比 | λ1 |小一点， 那么幂

法会收敛得很慢， 需要很多次的迭代才能得到符合精度要求的结果。
存在几种幂法的扩展方法。 例如， 如果需要求的是绝对值最小的特征值而不

是主特征值， 那么可以将幂法应用于 A -1。 因为 A -1的特征值是
1
λn

， …， 1
λ1

， 反
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幂法的收敛结果将会是
1
λn

。

另一种扩展方法是频谱移位。 这个方法利用了 A - aI 的特征值是 λ1 - a，
…， λn - a 这个性质。 这样， 在计算出了第一个特征值 λ1 后， 可以将幂法再次

应用于移位矩阵 A - λ1 I 上。 这将会使得第一个特征值减小到 0， 此时幂法将会

向 λ2 - λ1， …， λn - λ1 中绝对值最大的那一个收敛。

7. 2　 QR 法

求解特征值问题的很多方法都是基于一系列正交相似变换。 因为如果 P 是

任意非奇异矩阵， 那么矩阵 A 和 PAP -1具有相同的特征值。 更进一步， 如果 v 是
A 的一个特征向量， 那么 Pv 便是 PAP -1的一个特征向量。 这样， 如果 P 是正交

矩阵， 特征值问题的条件数就不会受到影响。 这便是相似变换法的基础。
QR 法[20，52，53]是矩阵特征值计算中得到最广泛应用的分解法之一。 它使用

一系列正交相似变换[13，28] ， 按如下公式

Ai = QiRi

Ai +1 = RiQi
{ 　 i = 0，1，2，…

构造矩阵迭代系列 A = A0， A1， A2， … （译者注： 一般情况下， 此矩阵序列 “基
本” 收敛于一个上三角阵或分块上三角阵， 即主对角线或主对角线子块以下元

素均收敛于 0， 从而可以直接读取矩阵的特征值）。
与 LU 分解法类似， 矩阵 A 也可以被分解为两个矩阵：

A = QR （7. 8）
式中， Q 是一个酉矩阵， R 是一个上三角矩阵。 酋矩阵 Q 为满足下式的矩阵：

QQ∗ = Q∗Q = I （7. 9）
式中， （∗） 表示共轭转置。

酋矩阵的例子有

Q1 =
0　 1
1　 0

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓　 　 Q2 =

cosθ - sinθ
sinθ cosθ

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

同时， 酋矩阵的逆就是其共轭转置矩阵

Q -1 = Q∗

这个分解导致 A 的列向量 [a1， a2， …， an] 与 Q 的列向量 [q1， q2， …， qn]
存在如下关系：
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ak = ∑
k

i = 1
rikqi，k = 1，…，n （7. 10）

列向量 a1， a2， …， an 必须从左到右依次正交归一化为一组标准正交基 q1， q2，
…， qn。

QR 法在具体实施时， 常见的做法是先将矩阵 A 变换为一个具有相同特征值

的 Hessenberg 矩阵 H， 然后对矩阵 H 使用 QR 法。 这样， 矩阵 H 最终被变换为一

个 “基本” 上三角矩阵， 特征值就可以从其对角线上读出。 Hessenberg 矩阵大致

上是一个上三角矩阵， 只是其主对角线下方的次对角线元素非零。 将矩阵 A 先

约简为 Hessenberg 矩阵， 再对 Hessenberg 矩阵实施 QR 算法的原因是， 这样做比

直接对矩阵 A 实施 QR 算法计算量要小得多。
将矩阵 A 约简为 Hessenberg 矩阵的方法之一是 Householder 法。 可以证明，

对每个 n × n 矩阵 A， 存在 n - 2 个 Householder 矩阵 H1， H2， …， Hn -2， 使得

Q = Hn -2…H2H1

且

P = Q∗AQ
是一个 Hessenberg 矩阵[27] 。 矩阵 H 是一个 Householder 矩阵， 如果满足

H = I - 2 vv∗
v∗v

注意， Householder 矩阵同样也是酋矩阵。 选择向量 v 使其满足

vi = ai ± ei‖ai‖2 （7. 11）
式中， 符号的正负选择应该使得‖v‖2 不会太小， ei 是 I 的第 i 列， ai 是 A 的第

i 列。
例 7. 2　 对矩阵 A 进行 QR 分解

A =

1 3 4 8
2 1 2 3
4 3 5 8
9 2 7 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

解 7. 2　 施加第 1 次变换的目的是使矩阵 A 的第 1 列在主对角线以下的元素

变为 0， 因此根据上面的公式有

v1 = a1 + e1‖a1‖2

=

1
2
4
9

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

+ 10. 0995

1
0
0
0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
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=

11. 0995
2. 0000
4. 0000
9. 0000

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

从而有

　 　 H1 = I - 2
v1 v∗1

（v∗1 v1）

=

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

- 2
224. 1990

11. 0995
2. 0000
4. 0000
9. 0000

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

[11. 0995 2. 0000 4. 0000 9. 0000]

=

- 0. 0990 - 0. 1980 - 0. 3961 - 0. 8911
- 0. 1980 0. 9643 - 0. 0714 - 0. 1606
- 0. 3961 - 0. 0714 0. 8573 - 0. 3211
- 0. 8911 - 0. 1606 - 0. 3211 0. 2774

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

H1A =

- 10. 0995 - 3. 4655 - 9. 0103 - 8. 1192
0 - 0. 1650 - 0. 3443 0. 0955
0 0. 6700 0. 3114 2. 1910
0 - 3. 2425 - 3. 5494 - 9. 0702

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

第 2 次变换将针对上述约简后的矩阵中去除了第 1 行和第 1 列的部分进行，
因此

v2 = a2 + e2‖a2‖2

=
- 0. 1650
0. 6700

- 3. 2425

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
+ 3. 3151

1
0
0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

=
3. 1501
0. 6700

- 3. 2425

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

从而得到

H2 = I - 2
v2 v∗2

（v∗2 v2）
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=

1 0 0 0
0 0. 0498 - 0. 2021 0. 9781
0 - 0. 2021 0. 9570 0. 2080
0 0. 9781 0. 2080 - 0. 0068

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

H2H1A =

- 10. 0995 - 3. 4655 - 9. 0103 - 8. 1192
0 - 3. 3151 - 3. 5517 - 9. 3096
0 0 - 0. 3708 0. 1907
0 0 - 0. 2479 0. 6108

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

继续这个过程得到

v3 =
0. 0752

- 0. 2479
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

H3 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0. 8313 0. 5558
0 0 0. 5558 - 0. 8313

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

从而得到

R = H3H2H1A =

- 10. 0995 - 3. 4655 - 9. 0103 - 8. 1192
0 - 3. 3151 - 3. 5517 - 9. 3096
0 0 - 0. 4460 0. 4980
0 0 0 - 0. 4018

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

Q = H1H2H3 =

- 0. 0990 - 0. 8014 - 0. 5860 - 0. 0670
- 0. 1980 - 0. 0946 0. 2700 - 0. 9375
- 0. 3961 - 0. 4909 0. 7000 0. 3348
- 0. 8911 0. 3283 - 0. 3060 0. 0670

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

可以证明 A = QR， 并且 Q∗ = Q -1。
QR 分解中的消去运算可以认为是 Gauss 消去法的一种替代算法。 然而， 其

所需的乘法和除法次数是 Gauss 消去法的两倍。 因此， QR 分解很少被用来求解

线性方程组， 但它在特征值计算中发挥了重要的作用。
尽管特征值问题归结为一组简单代数方程的求解问题，

det（A - λI） = 0
但实际上求解这组代数方程是困难的。 计算特征方程的根或一个矩阵的零空间并

不很适合于计算机。 事实上， 不存在一般性的直接方法可以在有限步内求出特征
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值。 因此必须通过迭代计算的方法来产生一系列逐渐逼近矩阵特征值的近似值。
QR 法通常被用来计算满矩阵的特征值和特征向量。 如 Francis 所提出的那

样[13] ， QR 法构造一系列相似变换

Ak = Q∗
k Ak -1Qk 　 Q∗

k Qk = I （7. 12）
式中， Ak 与矩阵 A 相似。 对 A 重复进行 QR 分解使得副对角线上的元素逐渐变

为 0。 在最终的收敛结果中， 特征值按照模值降序出现在 Ak 的对角线上。
例 7. 3　 求例 7. 2 中的矩阵的特征值和特征向量。
解 7. 3　 第 1 个目标是要通过 QR 法求出矩阵 A 的特征值。 根据例 7. 2 已有

的结果， 得到第 1 次 QR 分解产生的矩阵 Q0 为

Q0 =

- 0. 0990 0. 8014 0. 5860 - 0. 0670
- 0. 1980 0. 0946 - 0. 2700 - 0. 9375
- 0. 3961 0. 4909 - 0. 7000 0. 3348
- 0. 8911 - 0. 3283 0. 3060 0. 0670

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

将给定矩阵 A 标为 A0， 第 1 次更新的矩阵 A1 由下式计算得到

A1 = Q∗
0 A0Q0

=

12. 4902 - 10. 1801 - 1. 1599 0. 3647
- 10. 3593 - 0. 9987 - 0. 5326 - 1. 2954

0. 2672 0. 3824 - 0. 4646 0. 1160
0. 3580 0. 1319 - 0. 1230 - 0. 0269

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

对 A1 进行 QR 分解得到 Q1

Q1 =

- 0. 7694 - 0. 6379 - 0. 0324 - 0. 0006
0. 6382 - 0. 7660 - 0. 0733 0. 0252

- 0. 0165 0. 0687 - 0. 9570 - 0. 2812
- 0. 0221 0. 0398 - 0. 2786 0. 9593

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

矩阵 A2 为

A2 = Q∗
1 A1Q1

=

17. 0913 4. 8455 - 0. 2315 - 1. 0310
4. 6173 - 5. 4778 - 1. 8116 0. 6064

- 0. 0087 0. 0373 - 0. 5260 - 0. 1757
0. 0020 - 0. 0036 0. 0254 - 0. 0875

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

注意， 在对角线下的元素逐渐减小到 0。 这个过程一直进行下去， 最终得到的矩

阵 A∗ 为
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A∗ =

18. 0425 0. 2133 - 0. 5180 - 0. 9293
0 - 6. 4172 - 1. 8164 0. 6903
0 0 - 0. 5269 - 0. 1972
0 0 0 - 0. 0983

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（7. 13）

特征值在 A∗的对角线上， 并且是按模值降序排列的。 因此特征值是

λ1，…，4 =

18. 0425
- 6. 4172
- 0. 5269
- 0. 0983

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

下一步是求出对应于每个特征值的特征向量。 考虑到对每个特征值及其对应

的特征向量有

Avi = λivi 　 　 i = 1，…，n （7. 14）
式 （7. 14） 也可以被写成

Avi - λivi = 0
也就是说， 矩阵 A - λiI 是奇异矩阵。 因此， 它只有 3 行 （或列） 是独立的。 根

据这个事实， 一旦求出特征值， 就可以确定特征向量。 既然 A - λiI 不是满秩的，
则特征向量 vi 的元素之一可以任意选择。 因此第 1 步， 将 A - λiI 进行分块：

A - λiI =
a11 a1，2n

a2n，1 a2n，2n

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

式中， a11是一个标量， a1，2n是一个 1 × （n -1） 的向量， a2n，1是一个 （n -1） ×1 的

向量， a2n，2n是一个 （n - 1） × （n - 1） 的秩为 （n - 1） 的矩阵。 然后令 vi（1） =
1， 并求解特征向量的剩余部分。

vi（2）

vi（3）

︙
vi（n）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

= - a -1
2n，2na2n，1 vi（1） （7. 15）

现在更新 vi（1） 为

vi（1） = - 1
a11

a2n，1∗

vi（2）

vi（3）

︙
vi（n）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

012　 电力系统分析中的计算方法 （原书第 2 版）



这样对应于 λi 的特征向量为

vi =

vi（1）

vi（2）

︙
vi（n）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

最后一步是对特征向量进行归一化， 因此

vi =
vi

‖vi‖
因此， 对应于特征值构成的向量

Λ = [18. 0425 - 6. 4172 - 0. 5269 - 0. 0983]
相对应的特征向量为

0. 4698
0. 2329
0. 5800
0. 6234

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

，

0. 6158
0. 0539
0. 2837

- 0. 7330

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

，

0. 3673
- 0. 5644
- 0. 5949
0. 4390

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

，

0. 0932
0. 9344

- 0. 2463
- 0. 2400

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

7. 2. 1　 移位 QR 法

在很多情况下， QR 迭代法收敛很慢。 然而， 如果事先知道一个或多个特征

值的部分信息， 那么有很多技术可以用来加速迭代的收敛过程。 其中的一种便是

移位 QR 法， 该方法在每一次迭代时引入了一个移位系数 σ， 使得第 k 次 QR 分

解对如下矩阵进行：
Ak - σI = QkRk

Ak +1 = Q∗
k （Ak - σI）Qk + σI

如果 σ 是某个特征值的良好估计值， 那么 Ak 矩阵的 （n， n - 1） 元素会很快地

收敛至 0， Ak 矩阵的 （n， n） 元素会收敛到接近 σk 的特征值。 一旦这种情况发

生， 便可以进一步使用新的移位系数。
例 7. 4　 利用移位 QR 法重做例 7. 3。
解 7. 4 　 开始时令移位系数 σ = 15， 它接近于特征值 18. 0425。 这样， 收敛

到此特征值的过程将会加快。 将给定的矩阵 A 作为 A0， 对 A0 - σI 进行 QR 分解

可以得到
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Q0 =

- 0. 8124 0. 0764 0. 2230 0. 5334
0. 1161 - 0. 9417 - 0. 0098 0. 3158
0. 2321 0. 2427 - 0. 7122 0. 6164
0. 5222 0. 2203 0. 6655 0. 4856

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

代入公式

A1 = Q∗
0 （A0 - σI）Q0 + σI

A1 =

- 4. 9024 0. 8831 - 1. 6174 2. 5476
- 0. 2869 0. 0780 - 0. 1823 1. 7775
- 2. 9457 0. 5894 - 1. 5086 2. 3300
2. 5090 1. 0584 3. 1975 17. 3330

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

目标特征值 （λ =18. 0425） 会出现在右下角， 因为随着迭代的发展， Ak +1（n， n） -σ
将是对角线上模值最小的。 考虑到特征值在对角线上是从大到小排列的， 而最大

的特征值被 σ 移位了， 因此现在变成了模值最小的了。 收敛过程可以通过在每

一步迭代中更新 σ 来进一步加速， 比如取 σk +1 = Ak +1（n， n）。 进一步的迭代与

例 7. 3 一样。

7. 2. 2　 缩减法

QR 法计算特征值的收敛速度在很大程度上取决于特征值彼此之间的相对位

置。 矩阵 A - σI 的特征值为 λi - σ， i = 1， …， n 。 如果 σ 取最小的特征值 λn 的

近似值， 那么 λn - σ 就会很小。 这会加速矩阵最后一行的收敛过程。 因为

|λn - σ |
|λn -1 - σ | << 1

一旦最后一行的元素变为 0， 矩阵的最后一行和最后一列可以被忽略。 这意味着

最小的特征值通过移走最后一行和最后一列被缩减掉了。 通过将 σ 取接近于

λn -1的值， 这个过程可以继续在余下的 （n - 1） × （n - 1） 矩阵上重复。 联合使

用移位和缩减两种方法可以大大提高收敛速度。 此外， 如果只需要求某特定模值

的特征值， 这个特征值可以通过移位法隔离出来。 在最后一行变为 0 之后， 该特

征值就已求得， 因而不再需要继续剩余的 QR 迭代。

7. 3　 Arnoldi 法

对于大型互联系统， 受计算机内存和计算速度的限制， 求出系统状态矩阵的

所有特征值， 要么不可能， 要么极其困难。 Arnoldi 法是用迭代方法计算 n × n 矩
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阵 k 个特征值的算法， 这里的 k 比 n 小得多。 因此这个方法绕过了很多大型矩阵

运算所构成的障碍， 而这些大型矩阵运算在诸如 QR 分解那样的算法中是不可避

免的。 如果 k 个特征值是经过挑选的， 就可以提供丰富的关于待研系统的信息，
而不一定需要得到所有的特征值。 Arnoldi 法最早是由参考文献 [2] 提出的， 但

存在诸如失去正交性和收敛速度慢等不良数值计算特性。 对 Arnoldi 法的多种改

进已克服了这些缺点。 改进的 Arnoldi 法 （MAM） 已在电力系统相关的特征值计

算中经常得到应用[29，51] 。 这个方法引入了预处理和显式重启动技术来保持正交

性。 然而不幸的是， 显式重启动经常会丢失有用信息。 通过引入隐式移位 QR 分

解过程， 隐式重启动 Arnoldi （ IRA） 法[45] 解决了上述显式重启动所存在的问

题。 围绕 IRA 法已开发出了多种商业软件包， 其中包括著名的 ARPACK 软件包

和 Matlab 的 speig 程序。
Arnoldi 法的基本思路是通过迭代不断更新一个低阶的矩阵 H， 使 H 的特征

值逐次逼近高阶矩阵 A 中已选定的特征值：
AV = VH；V∗V = I （7. 16）

式中， V 是一个 n × k 矩阵； H 是一个 k × k 的 Hessenberg 矩阵。 随着此方法的展

开， 矩阵 H 的对角元将逼近 A 的特征值， 有

HVi = ViD （7. 17）
式中， Vi 是一个 k × k 矩阵， 它的列是矩阵 H 的特征向量 （逼近 A 的特征向量），
D 是一个 k × k 矩阵， 其对角元是矩阵 H 的特征值 （逼近 A 的特征值）。 Arnoldi
法是一种正交投影到 Krylov 子空间上的方法。

Arnoldi 法的计算过程是一种构造 Krylov 子空间正交基的过程。 其中的一种

做法如下：
k 步 Arnoldi 分解算法

开始设定一个单位范数的向量 v1， 对于 j = 1， …， k 进行计算：

1. H（ i， j） = vTi AVj， i = 1， …， j

2. w j = Avj - ∑
j

i = 1
H（ i，j）vi

3. H（ j + 1， j） =‖w j‖2

4. 当 H（ j + 1， j） = 0 时， 停止计算

5. vj +1 =
w j

H（ j + 1， j）
每一步， 算法都用先前的 Arnoldi 向量 vj 乘以 A， 然后对得到的向量 w j 进行
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相对于先前所有 vi 的正交归一化。 k 步 Arnoldi 分解的结果如图 7. 1 所示， 并可

用下式表示：
AVk = VkHk + wkeTk （7. 18）

式中， V = [v1， v2， …， vk] 的各列构成了 Krylov 子空间的一个正交归一化基，
而 H 是 A 在这个子空间上的正交投影。 期望‖wk‖尽量小， 因为这意味着 H 的

特征值已精确逼近 A 的特征值。 然而， 这个收敛过程是以对 V 进行数值正交化

为代价的。 因此， k 步 Arnoldi 分解需重新启动， 以保持正交性。

图 7. 1　 k 步 Arnoldi 分解的结果

隐式重启动过程提供了一种从很大的 Krylov 子空间中提取丰富信息的方法，
并避免了标准方法中存在的存储问题和不良数值特性。 这是通过使用移位 QR 法

不停地将信息压缩到一个固定维数的 k 维子空间中来实现的。 隐式重启动过程将

（k + p） 步 Arnoldi 分解

AVk + p = Vk + pHk + p + wk + peTk + p （7. 19）
中的感兴趣的特征值信息压缩到长度为 k 的 Arnoldi 分解中。 这是基于 QR 法并

采用 p 次移位来实现的， 其结果为

A Vk + p = Vk + pHk + p + wk + p （7. 20）
式中， Vk + p = Vk + p Q， Hk + p = Q∗ Hk + p Q， wk + p = wk + p eTk + p Q。 可以证明， 向量

eTk + pQ 的前 k - 1 个元素为 0[46] 。 令上述等式两侧前面的 k 列相等， 就得到一个

更新了的 k 步 Arnoldi 分解， 从而提供了将 k 步 Arnoldi 分解扩展为 （k + p） 步

Arnoldi 分解的重启动向量集。 （k + p） 步 Arnoldi 分解的结果如图 7. 2 所示。

图 7. 2　 （k + p） 步 Arnoldi 分解的结果
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隐式重启动 Arnoldi 法主要由三步组成： 初始化； 迭代和精细化； 最终计算

特征值和特征向量。
隐式重启动 Arnoldi 法
1. 初始化

使用向量 v1 作为启动向量， 构造一个 k 步的 Arnoldi 分解。 在此 k 步 Arnoldi
分解的每一步中， 矩阵 V 都通过新求出的向量 v 扩展 1 列， 但相互之间必须满足

式 （7. 18）。 注意， Hk 是一个 Hessenberg 矩阵。 图 7. 1 中的阴影部分代表了非零

元素， wkeTk 的非阴影部分是一个具有 （k - 1） 列的零矩阵， wkeTk 的最后一列是

wk。 此 Arnoldi 分解完全取决于初始向量 v1 的选择。
2. 迭代和精细化

（a） 将 k 步 Arnoldi 分解扩展 p 步

新增的 p 个元素中的每一个都代表了在迭代结束后可以丢弃的特征值和特征

向量， 如果它不满足入选的标准的话。 一般来说， p 值的选择是在可容忍的分解

长度与收敛速度之间进行折中。 对于大多数问题， p 值的选择通过实验性计算确

定。 对 p 的唯一要求是 1≤p≤n - k。
（b） 计算 Hk + p的特征值

在完成了 Arnoldi 分解的 p 步扩展后， Hk + p的特征值可以通过 QR 法来计算，
并根据预先确定的排序标准 S 从最好到最差进行排序。 最差的 p 个特征值 （σ1，
σ2， …， σp） 被用作移位值以实现 p 次移位 QR 分解。 由于在 Arnoldi 分解式

AVk + p = Vk + pHk + p + wk + peTk + p （7. 21）
中， 矩阵 Hk + p的阶数是相对较小的， 因此可以高效地利用移位 QR 分解来计算 H
的特征值。

（c） 更新 Arnoldi 矩阵

Vk + p = Vk + pQ
Hk + p = Q∗Hk + pQ
wk + p = wk + peTk + pQ

注意， 更新后的矩阵Vk + p具有正交的列， 因为它是 V 与正交矩阵 Q 的乘积。
（d） 获取新的 k 步 Arnoldi 分解

令式 （7. 20） 两边的前 k 列相等并丢弃最后面的 p 个方程， 就得到了一个新

的 k 步 Arnoldi 分解式：
A Vk = VkHk + wkeTk

式中， 向量w是一个新的残差向量， 会随着迭代和精细化步骤的不断重复而逐渐

趋向于 0。
（e） 判断迭代和精细化步骤是否完成
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如果

‖AVk - VkHk‖≤ε
式中， ε 是一个预先设定的收敛阈值， 那么迭代和精细化步骤完成。 否则， 根据

（d） 的结果重新开始迭代和精细化步骤直到上式成立。
3. 特征值和特征向量计算

Arnoldi 法的最后一步是根据下式计算约简矩阵 Hk 的特征值和特征向量：
HkVk + VhDk （7. 22）

然后计算 A 的特征向量为

Vk = VkVh （7. 23）
所需的 A 的特征值可以从 Dk 的对角线元中获得

AVk = VkDk （7. 24）
例 7. 5　 使用一个 3 步 Arnoldi 分解， 求例 7. 2 矩阵的 2 个最小模特征值及对

应的特征向量。
解 7. 5　 因为所求的是 2 个最小模特征值， 所以 k 的值是 2。 在初始化步骤

之后， 此 2 步 Arnoldi 法将扩展成 3 步 Arnoldi 法； 因此， p 等于 1。 因此， 对于

每一次迭代， 将计算 3 个特征值， 而最差的那个特征值将会被丢弃掉。
分解过程可以由任意一个非零向量启动。 在很多软件中， 启动向量是随机选

取的， 只要保证每个元素的绝对值小于 0. 5。 本例的启动向量选为

v0 =

0. 2500
0. 2500
0. 2500
0. 2500

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

为了满足初始向量模值为 1 的要求， 对启动向量进行归一化处理并产生初始

向量 v1 ：

v1 =
Av0

‖Av0‖
=

0. 4611
0. 2306
0. 5764
0. 6340

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

在初始向量选择完毕后， 执行 k 步 Arnoldi 分解； 因此，
h2，1 v2 = Av1 - h1，1 v1 （7. 25）

式中， v2 组成了 Vk 的第 2 列， h1，1通过下式计算：
h1，1 = <v1，Av1> = vT1 Av1 （7. 26）

式中， <· >表示内积。 这样， 由式 （7. 26） 可得 h1，1 = 180. 399。 使用 Arnoldi
分解算法求 w1 得

w1 = h2，1 v2 = Av1 - h1，1 v1
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=

1 3 4 8
2 1 2 3
4 3 5 8
9 2 7 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

0. 4611
0. 2306
0. 5764
0. 6340

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

- （18. 0399）

0. 4611
0. 2306
0. 5764
0. 6340

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

0. 2122
0. 0484
0. 0923

- 0. 2558

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

用 h2，1将 v2 归一化， 而 h2，1 = 0. 3483， 因此

v2 =

0. 6091
0. 1391
0. 2650

- 0. 7345

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

计算 Hessenberg 矩阵的剩余元素， 可以得到

h1，2 = v∗1 Av2 = 0. 1671
h2，2 = v∗2 Av2 = - 6. 2370

继续使用 Arnoldi 分解算法求 w2 得

w2 = h3，2 v3 = Av2 - h1，2 v1 - h2，2 v2 =

- 0. 0674
0. 5128

- 0. 1407
- 0. 0095

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

可以检查这些值， 看是否满足 k = 2 时的式 （7. 18）：
AV2 = V2H2 + w2[0　 1]

式中，

V2 = [v1 　 v2] =

0. 4611 0. 6091
0. 2306 0. 1391
0. 5764 0. 2650
0. 6340 - 0. 7345

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

H2 =
h1，1 h1，2

h2，1 h2，2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

18. 0399 0. 1671
0. 3483 - 6. 2370

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

到此初始化步骤完成。
在完成初始的 k 步 Arnoldi 分解后， 可以进一步扩展到 k + p 步 Arnoldi 分解。

对于本例， p = 1； 所以只要扩展一步就可以了。 在初始化过程中已经得到 w2 =
h3，2 v3， 据此可以提取出 h3，2和 v3 （考虑到 ‖v3‖ = 1. 0 ）， 得到 h3，2 = 0. 5361 和

712第 7 章　 特征值问题 　



v3 =

- 0. 1257
0. 9565

- 0. 2625
- 0. 0178

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

Hessenberg 矩阵 H3 为

H3 =

h1，1 h1，2 h1，3

h2，1 h2，2 h2，3

0 h3，2 h3，3

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=
18. 0399 0. 1671 0. 5560
0. 3483 - 6. 2370 2. 0320

0 0. 5361 - 0. 2931

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

式中，
h1，3 = vT1 Av3
h2，3 = vT2 Av3
h3，3 = vT3 Av3

继续使用 Arnoldi 分解算法求 w3 得

w3 = Av3 - h1，3 v1 - h2，3 v2 - h3，3 v3 =

0. 0207
- 0. 0037
- 0. 0238
0. 0079

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

下一步是使用 QR 分解法计算小矩阵 H3 的特征值 （和特征向量）， 并对其进行排

序。 H3 的特征值为

σ =
18. 0425
- 6. 4166
- 0. 1161

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

因为想求的是模最小的 2 个特征值， 故特征值的排序方式是模最小的特征值排在

最底部 （上式已经是这么排了）。 不想要的特征值的估计值是 σ1 = 18. 0425。 对

H3 - σ1 I 使用移位 QR 分解得到

H3 - σ1 I =
- 0. 0026 0. 1671 0. 5560
0. 3483 - 24. 2795 2. 0320

0 0. 5361 - 18. 3356

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

而

QR =
- 0. 0076 - 0. 0311 0. 9995
1. 0000 - 0. 0002 0. 0076

0 0. 9995 0. 0311

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

0. 3483 - 24. 2801 2. 0277
0 0. 5364 - 18. 3445
0 0 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

利用 Q 可以得到更新后的H为
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H3 = Q∗H3Q　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

=
- 6. 2395 2. 0216 0. 2276
0. 5264 - 0. 2932 - 0. 5673

0 0 18. 0425

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

注意， 现在H（3， 2） 已为 0。 继续计算过程得到更新的V为

V = V3Q =

0. 6056 - 0. 1401 0. 4616
0. 1373 0. 9489 0. 2613
0. 2606 - 0. 2804 0. 5699

- 0. 7392 - 0. 0374 0. 6276

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

式中， V3 = [v1 　 v2 　 v3]， 而

w3 eT = w3 eT3Q =

0 0. 0207 0. 0006
0 - 0. 0037 - 0. 0001
0 - 0. 0238 - 0. 0007
0 0. 0079 0. 0002

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

注意， weT 的第 1 列为 0， 所以一个新的 2 步 Arnoldi 分解可以通过使上式左右两

边的前 2 列相等得到， 即

A V2 = V2H2 + w2 eT2 （7. 27）
而V和H的第 3 列被丢弃掉。

这个迭代与精细化过程直到满足下式时结束：
‖AV - VH‖ =‖weT‖ < ε

此时， 计算得到的特征值将具有 ε 精度。

7. 4　 奇异值分解

奇异值分解 （SVD） 产生 3 个矩阵， 这 3 个矩阵的乘积等于矩阵 A （可以不

是方阵）， 即

A = UΣVT （7. 28）
式中， U 满足 UTU = I， 且 U 的列是 AAT 的正交归一化特征向量； V 满足 VTV = I，
且 V 的列是 ATA 的正交归一化特征向量； 而 Σ 是一个对角矩阵， 对角线元素包

含了与 U （或 V） 相对应的特征值的平方根， 且按降序排列。
SVD 既可以用 QR 法也可以用 Arnoldi 法实现， 目的是求矩阵 ATA 和 AAT 的

特征值和特征向量。 一旦求出特征值， 奇异值便是对应的平方根。 矩阵的条件数

是度量矩阵可逆性程度的一个指标， 定义为该矩阵的最大奇异值与最小奇异值之

比。 条件数大意味着矩阵接近奇异。
例 7. 6　 对 A 进行奇异值分解
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A =

1 2 4 9 3
3 1 3 2 6
4 2 5 7 7
8 3 8 4 10

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

解 7. 6　 矩阵 A 是一个 4 × 5 矩阵， 因此 U 是一个 4 × 4 矩阵， Σ 是一个对角

线上有 4 个奇异值且最后一列为 0 的 4 × 5 矩阵， 而 V 是一个 5 × 5 矩阵。
首先令

A = ATA
得到

A =

90 37 97 75 129
37 18 45 46 56
97 45 114 109 145
75 46 109 150 128

129 56 145 128 194

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

再用 QR 法计算A的特征值和特征向量， 得到

D =

507. 6670 0 0 0 0
0 55. 1644 0 0 0
0 0 3. 0171 0 0
0 0 0 0. 1516 0
0 0 0 0 0. 0000

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

VT =

- 0. 3970 0. 4140 - 0. 3861 - 0. 7189 0. 0707
- 0. 1865 - 0. 0387 - 0. 2838 0. 3200 0. 8836
- 0. 4716 0. 0610 - 0. 5273 0. 5336 - 0. 4595
- 0. 4676 - 0. 8404 0. 0688 - 0. 2645 - 0. 0177
- 0. 6054 0. 3421 0. 6983 0. 1615 0. 0530

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

矩阵 Σ 的对角线元素是奇异值， 等于A的特征值的平方根， 而且维度必然和 A 一

样， 因此有

Σ =

22. 5315 0 0 0 0
0 7. 4273 0 0 0
0 0 1. 7370 0 0
0 0 0 0. 3893 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

类似地， 令A = AAT 重复上面步骤， 可以得到 U：
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U =

- 0. 3853 - 0. 8021 - 0. 2009 0. 4097
- 0. 3267 0. 2367 0. 7502 0. 5239
- 0. 5251 - 0. 2161 0. 3574 - 0. 7415
- 0. 6850 0. 5039 - 0. 5188 0. 0881

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

奇异值分解除了应用于条件数计算外， 另一种常见的应用是求非方阵 A 的

伪逆矩阵 A + 。 最常见的伪逆矩阵是 Moore - Penrose 伪逆矩阵， 这是一种被称为

1 -逆矩阵的一般性意义上的伪逆矩阵的一个特例。 伪逆矩阵通常被用来求解最

小二乘问题 Ax = b， 其中 A 是奇异矩阵或非方阵。 根据 6. 1 节的结果， 最小二乘

问题的解为

x = （ATA） -1Ab
= A + b

矩阵 A + 可以通过 LU 分解得到， 但更常用的方法是采用奇异值分解得到。 若采

用奇异值分解方法， 伪逆矩阵由下式给出：
A + = VΣ + UT （7. 29）

式中， Σ + 是一个和 AT 具有相同维度的对角阵， 且其对角线元素为奇异值的

倒数。
例 7. 7　 使用伪逆矩阵法求解例 6. 1。
解 7. 7　 为方便起见， 将该方程重新写出如下：

4. 27
- 1. 71
3. 47
2. 50

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

0. 4593 - 0. 0593
0. 0593 - 0. 4593
0. 3111 0. 0889
0. 0889 0. 3111

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

V1

V2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 （7. 30）

采用伪逆矩阵法求解

V1

V2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

使用奇异值分解得

U =

- 0. 5000 - 0. 6500 - 0. 5505 - 0. 1567
0. 5000 - 0. 6500 0. 1566 0. 5505

- 0. 5000 - 0. 2785 0. 8132 - 0. 1059
- 0. 5000 0. 2785 - 0. 1061 0. 8131

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

Σ =

0. 5657 0
0 0. 5642
0 0
0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
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V =
- 0. 7071 - 0. 7071
- 0. 7071 0. 7071

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

矩阵 Σ + 为

Σ + =
1. 7677 0 0 0

0 1. 7724 0 0
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

从而得到 A +

A + =
1. 4396 0. 1896 0. 9740 0. 2760

- 0. 1896 - 1. 4396 0. 2760 0. 9740
〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

V1

V2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

1. 4396 0. 1896 0. 9740 0. 2760
- 0. 1896 - 1. 4396 0. 2760 0. 9740

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

4. 27
- 1. 71
3. 47
2. 50

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=
9. 8927
5. 0448

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

结果与例 6. 1 相同。

7. 5　 模态辨识

尽管很多系统本质上是非线性的， 但在某些情况下它们可能受控于设计精良

的线性控制系统。 为了实现线性反馈控制， 系统设计师必须有一个足够低阶的精

确模型来进行控制设计。 现已开发出了数种方法来构建这种低阶模型， 包括动态

等值、 特征值分析和零极点对消等。 然而， 经常会碰到这样的情况， 原始系统过

于复杂或者已知参数不够精确， 使得难以得到一个合适的降阶模型。 实际应用

中， 系统可能存在部分参数会随时间或运行条件而漂移， 从而损害了数学模型的

精度。 针对这些情况， 期望直接从系统对扰动的响应中提取模态信息。 采用这种

方法， 有可能实现如下目标， 用根据系统输出波形估计出的线性模型来代替实际

的动态模型。 电力系统在受到扰动后的时变动态响应可能是由多种振荡模式构成

的， 这些振荡模式必须被辨识出来。 现已提出了多种方法用来从时变响应中提取

相关的模态信息。 而一个合适的方法必须考虑如下几个因素： 包含非线性特性；
模型规模合适， 可以有效应用； 所得结果可靠。

直接用于非线性系统仿真或现场测量的方法包括了非线性的影响。 在全状态

特征值分析中， 系统模型的规模由于计算能力限制， 其典型值为数百个状态变

量。 这意味着包含了数千节点的典型系统必须应用动态等值的方法进行降阶。 直

接根据系统输出进行运算的模态分析技术不受系统规模的限制， 意味着可以直接
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使用标准的时域分析结果。 这消除了由于降阶而丢失系统模态信息的可能性。 估

计出的线性模型既可以用于控制设计， 也可以为其他线性分析技术提供模型。 估

计出的模型通常会比原始模型阶数低， 但仍保留了主导模式的特征。
辨识问题也许可以这样陈述： 给定一组随时间变化的测量值， 要求用一组预

先设定的时变波形来拟合此测量波形， 使实际测量波形与所求得的波形之间的误

差为最小。 预先设定的波形的系数决定了所辨识出的线性系统的主导模式特征。
考察如下的线性系统：

x（ t） = Ax（ t）　 x（ t0） = x0 （7. 31）
式中，

xi（ t） = ∑
n

k = 1
ake（bkt） cos（ωk t + θk） （7. 32）

是 n 个状态中的一个。 参数 ak 和 θk 是根据初始状态导出的， 而参数 bk 和 ωk 是

由矩阵 A 的特征值导出的。 对这些响应进行辨识而得到的系统模态信息， 可用

来预测可能的不稳定行为， 进行控制器设计， 分析参数对阻尼的影响， 研究模态

交互作用等。
任何时变函数在有限时间段内都可以用一系列复指数函数来拟合。 然而， 拟

合函数中包含很多项是不实际的。 因此， 问题就转化为通过估计拟合函数的幅

值、 相位和阻尼参数以使得实际的时变函数与拟合函数之间的误差最小化。 对于

用一系列函数来拟合一个非线性波形的问题， 需要最小化的目标函数 f 可以用下

式给出：

minf = ∑
N

i = 1
[∑

n

k = 1
[ake（bkti） cos（ωk ti + θk）] - yi ]

2
（7. 33）

式中， n 是期望拟合函数应包含的振荡模式数目， N 是采样数据的数目， yi 是采

样波形的值， 而

[a1 b1 ω1 θ1，…，an bn ωn θn] T

是需要估计的参数。
可用于估计时变波形模态成分的方法有多种。 其中 Prony 法是一种著名的方

法， 并已在电力系统中得到广泛应用； 矩阵束 （matrix pencil） 法本来是用于提

取天线电磁暂态响应中的极点的； 而 Levenberg - Marquardt 法采用解析优化模型

使拟合波形与输入数据之间的误差最小化， 并通过迭代计算不断更新模态参数。

7. 5. 1　 Prony 法

Prony 法是用来估计上述不同参数的一种方法[23] ， 即直接估计拟合函数的

各指数项参数， 拟合函数的表达式为
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y（ t） = ∑
n

i = 1
Aieσ itcos（ωi t + ϕi） （7. 34）

被拟合的测量波形是 y（ t）， 由 N 个采样值构成

y（ tk） = y（k），k = 0，1，…，N - 1
这些采样值是等时间间隔分布的， 时间间隔为 Δt。 由于测量信号 y（ t） 可能包含

噪声或直流偏置， 因此可能需要在拟合过程开始前进行预处理。
基本的 Prony 法归纳如下。
Prony 法

1. 根据测量数据集构建一个离散的线性预测模型。
2. 求出模型特征多项式的根。
3. 使用这些根作为信号的复模态频率， 确定每个振荡模式的振幅和相位。
上述步骤在 z 域中执行， 并在最后一步将特征值转换到 s 域中。
注意， 式 （7. 34） 可以重新写成复指数形式：

y（ t） = ∑
n

i = 1
Bieλ it （7. 35）

上式可以转换成

y（k） = ∑
n

i = 1
Bizi k （7. 36）

式中，
zi = e（λ iΔt） （7. 37）

系统特征值 λ 可以通过下式从离散模式中得到：

λi =
ln（ zi）
Δt

（7. 38）

而 zi 是如下 n 次多项式的根：
zn - （a1 zn -1 + a2 zn -2 +… + anz0） = 0 （7. 39）

式中， 系数 ai 是未知的， 必须通过测量数据向量计算得到：
y（n - 1） y（n - 2） … y（0）
y（n - 0） y（n - 1） … y（1）

︙ ︙ ︙ ︙
y（N - 2） y（N - 3） … y（N - n - 1）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

a1

a2

︙
an

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

y（n）
y（n + 1）

︙
y（N - 1）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（7. 40）

注意， 这是一个具有 n 个未知数和 N 个方程的方程组， 因此必须通过最小二乘

法进行求解。
一旦 zi 作为式 （7. 39） 的根已求出， 特征值 λi 就可以根据式 （7. 38） 进行

计算。 下一步就是求解 Bi， 使其满足对所有的 k 都有y（k） = y（k）。 因而可以得

到下面的关系式：
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z01 z02 … z0n
z11 z12 … z1n
︙ ︙ ︙ ︙
zN -1
1 zN -1

2 … zN -1
n

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

B1

B2

︙
Bn

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

=

y（0）
y（1）
︙

y（N - 1）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（7. 41）

上式可以简洁地写成：
ZB = Y （7. 42）

注意， 矩阵 B 是 N × n 的； 因此式 （7. 42） 也必须采用最小二乘法求解。 然后，
根据式 （7. 35） 就能计算出估计的波形y（ t）。 重构的信号y（ t） 通常不会与y（ t）
精确重合。 对此种拟合质量的一种合适的度量是 “信号噪声比 （SNR）”， 由下式

给出：

SNR =20log
‖y - y‖
‖y‖

（7. 43）

式中， SNR 的单位为分贝 （dB）。
因为此种方法的拟合可能不够精确， 通常希望控制拟合函数与原始波形之间

的误差水平。 在这种情况下， 非线性最小二乘法可以给出更好的结果。

7. 5. 2　 矩阵束法

上节阐述的 Prony 法是一种多项式方法， 其求解过程包括了求特征多项式的

根 zi 的步骤。 本节介绍的矩阵束 （MP） 法， 则通过构造一个矩阵进行计算， 该

矩阵的特征值就是 zi， 此特征值是一个广义特征值问题的解[24 - 41] 。 矩阵束由下

式给出：
[Y2] - λ[Y1] = [Z1][B]{[Z0] - λ[ I]}[Z2] （7. 44）

式中，

[Y] =

y（0） y（1） … y（L）
y（1） y（2） … y（L + 1）
︙ ︙ ︙

y（N - L） y（N - L + 1） … y（N）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（7. 45）

[Z0] = diag[ z1，z2，…，zn] （7. 46）

[Z1] =

1 1 … 1
z1 z2 … zn
︙ ︙ ︙

z（N - L -1）
1 z（N - L -2）

2 … z（N - L -1）
n

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

（7. 47）
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[Z2] =

1 z1 … zL -1
1

1 z2 … zL -1
2

︙ ︙ ︙
1 zn … zL -1

n

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

（7. 48）

[B] =残差矩阵

[ I] = n × n 单位矩阵

n =希望的特征值个数

L =束参数， 满足 n≤L≤N - n
矩阵束法步骤

1. 选择 L， 满足 n≤L≤N - n。
2. 构建矩阵 [Y]。
3. 对 [Y] 进行奇异值分解

[Y] = [U][S][V] T （7. 49）
式中， [U] 和 [V] 为酋矩阵， 分别包含 [Y][Y] T 和 [Y] T[Y] 的特征向量。

4. 构建矩阵 [V1] 和 [V2] 满足

V1 = [v1 　 v2 　 v3 　 …　 vn -1] （7. 50）
V2 = [v2 　 v3 　 v4 　 …　 vn] （7. 51）

式中， vi 是 V 的第 i 个右奇异向量。
5. 构建 [Y1] 和 [Y2]

[Y1] = [V1] T[V1]

[Y2] = [V2] T[V1]
6. 要求的极点 zi 可以作为矩阵对{[Y1]；[Y2]}的广义特征值求出。
从这里开始， 算法的剩余部分与 Prony 法一样， 即计算特征值 λ 和残余矩阵

B 的过程与 Prony 法相同。
如果束参数 L 选为 L = N / 2， 那么此方法的性能已接近最优边界的性能[24] 。
已经证明， 在存在噪声的情况下， 采用矩阵束法得到的极点的统计方差总是

小于 Prony 法[24] 。

7. 5. 3　 Levenberg -Marquardt 法

用于数据拟合的非线性最小二乘问题的一般形式为

minimize f（x） = ∑
N

k = 1
[y（x，ti） - yi]2 （7. 52）

式中， yi 是系统在 ti 时刻的输出， x 是式 （7. 34） 中的振幅、 相位、 角频率和阻

尼系数组成的向量， 它取决于系统状态矩阵的特征值。
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为了求出 f（x） 的最小值， 可以采用 Newton - Raphson 迭代法的相同步骤。
函数 f（x） 在某个 x0 附近做 Taylor 级数展开：

f（x）≈f（x0） + （x - x0） T f′（x0） + 1
2 （x - x0） T f″（x0）（x - x0） +… （7. 53）

式中，

f′（x） = ��f
��x j

（x）　 j = 1，2，…，n

f″（x） = ��2 f
��x j��xk

（x）　 j，k = 1，2，…，n

如果忽略 Taylor 级数展开式中的高次项， 并对式 （7. 53） 右边的二次函数进行

最小化， 可以得到

x1 = x0 - [ f″（x0）] -1 f′（x0） （7. 54）
由此得到了求解函数 f（x） 最小值的一个近似公式。 上式实际上是求解

f′（x） = 0
的 Newton - Raphson 迭代更新式， 而 f′（ x） = 0 是使 f（ x） 最小化的必要条件

方程。
Newton - Raphson 迭代式 （7. 54） 可以改写成如下的线性迭代形式

A（xk）（xk +1 - xk） = g（xk） （7. 55）
式中，

g j（x） = - ��f
��x j

（x）

a jk（x） = ��2 f
��x j��xk

（x）

这里的矩阵 A 是系统的 Jacobi 矩阵 （或类似的迭代矩阵）。
式 （7. 52） 的导数为

��f
��x j

（x） = 2∑
N

k = 1
[yk - yk]

�� yi
��x j

（x）

而

��2 f
��x j��xk

（x） = 2∑
N

k = 1

�� yk
��x j

（x）
�� yi
��xk

（x） + [yk - yk]
��2 yk
��x j��xk

（x）{ }
在这种情况中， 矩阵元素 a j，k 包含了函数 yi 的二阶导数。 这些导数乘上系数

[yi（x） - yi]后， 在 f 的最小化过程中会变得越来越小。 因此可以这么认为， 在

整个最小化过程中这些项可以忽略。 注意， 如果此方法收敛， 那么不管迭代过程

中 Jacobi 矩阵是否精确， 都会收敛到同一个结果。 因此迭代矩阵 A 可以简化为

a jk = 2∑
N

i = 1

�� yi
��x j

（x）
�� yi
��xk

（x） （7. 56）
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且注意其中的 a jj（x） > 0。
Levenberg - Marquardt 法通过引入矩阵A来修改式 （7. 55）， 矩阵A的元素为

a jj = （1 + γ）a jj

a jk = a jk j≠k
式中， γ 是某个正的参数。 这样式 （7. 55） 变为

A（x0）（x1 - x0） = g （7. 57）
对于较大的 γ， 矩阵A会变成对角占优矩阵。 如果 γ 接近于 0， 式 （7. 57） 会变

成 Newton - Raphson 法。 Levenberg - Marquardt 法的基本特性就是通过选择不同

的 γ 来获得最优的迭代特性。 基本 Levenberg - Marquardt 法可以概括为

Levenberg - Marquardt 法
1. 令 k = 0。 选择一个初始的 x0、 γ 和系数 α。
2. 求解式 （7. 57） 中的线性方程组， 获得 xk +1。
3. 如果 f（xk +1） > f（xk）， xk +1不能作为新的近似值， 因此舍弃， 并将 γ 用

αγ 替代， 重复步骤 2。

4. 如果 f（xk +1） < f（xk）， 接受 xk +1作为新的近似值， 将 γ 用
γ
α
替代， 令 k =

k + 1， 重复步骤 2。
5. 当下式满足时结束迭代

‖xk +1 - xk‖ < ε
针对非线性波形通过一系列函数进行拟合的问题， 相应的最小化函数可用下

式给出：

最小化 f = ∑
N

i = 1
∑
m

k = 1
[ake（bkti） cos（ωk ti + θk）] - yi[ ]2 （7. 58）

式中， m 是待拟合波形的振荡模式个数， x = [a1， b1， ω1， θ1， …， am， bm，
ωm， θm] T。

与所有的非线性迭代法一样， Levenberg - Marquardt 法能否收敛取决于初始

值的选择。 在这种情况下， 采用矩阵束法或 Prony 法的结果作为初始值是明

智的。

7. 5. 4　 Hilbert 变换

包络线是指包围快速振荡分量的波形， 该波形本身随时间而缓慢变化。 通过

使用 Hilbert 变化， 可以去除信号中的快速振荡， 获得信号的包络线。
函数 x（ t） 的 Hilbert 变换是

XH（ t） = - 1
πtx（ t） = f（ t）x（ t） = F -1{F（jω）X（jω）} （7. 59）
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（ - πt） -1的 Fourier 变换是 isgnω ， 其中正的 ω 对应 + i， 负的 ω 对应 - i。 Hilbert
变换相当于一个滤波器， 通过该滤波器后， 各频谱分量的幅值保持不变， 但各频

谱分量的相位移动 π / 2， 移动的方向由 ω 的符号决定。 Hilbert 变换将偶函数变为

奇函数， 将奇函数变为偶函数； 余弦分量被变换成负的正弦分量， 正弦分量被变

换成余弦分量。 关于 Hilbert 变换更深入的讨论可见参考文献[22]。
单自由度系统的脉冲响应函数是一个指数衰减的正弦函数。 Hilbert 变换根

据原始时间信号计算新的时间信号。 两个信号结合在一起形成解析信号

x（ t） = x（ t） - iXH（ t） （7. 60）
解析信号的幅值就是原始时间信号的包络线。 当包络线按照 dB 刻度绘制时， 图

形为一条直线， 而直线的斜率与阻尼比有关。 单自由度系统的脉冲响应函数可以

用下面的方程描述：

x（ t） = Ae - ξωntsin（ωn（ 1 - ξ2） t） （7. 61）

式中， ωn 是自然频率， ξ 是阻尼比， A 是残余值。 式 （7. 61） 的 Hilbert 变换为

XH（ t） = Ae - ξωntcos（ωn（ 1 - ξ2） t） （7. 62）

解析信号为

x（ t） = Ae - ξωnt（sin（ωn 1 - ξ2） t） + icos（ωn 1 - ξ2） t））
解析信号的幅值消除了振荡分量， 给出的包络线为

x（ t） = （Ae - ξωnt）2（sin2（ωn（ 1 - ξ2） t） + cos2（ωn（ 1 - ξ2） t）） = Ae - ξωnt

（7. 63）
对两边取自然对数得到

ln | x（ t） | = ln（Ae - ξωnt）
= lnA - ξωn t

这是一个关于 t 的直线方程。 如果已知直线的斜率 （slope）， 则阻尼比可以这样

估计：

ξ = - slope
ωn

（7. 64）

当一个波形所含的振荡模式数未知时， Hilbert 变换提供了一种估计波形所

含振荡模式数的方法。

7. 5. 5　 举例

上述这些方法的有效性将通过几个实例来进行展示， 这些例子从简单的三模

式线性系统到一个实际的电力系统。
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　 　 1. 简单例子

上述方法的应用将首先考察图 7. 3 所示的波形， 它是由下式得到的：

x（ t） = ∑
3

i = 1
aieb it（cosωi t + θi）

式中，
模式 ai bi ωi θi

1 1. 0 - 0. 01 8. 0 0. 0

2 0. 6 - 0. 03 17. 0 π

3 0. 5 0. 04 4. 7 π / 4

如果将此问题转化为只知道图 7. 3 所示的波形， 而不知道上述的解析表达

式， 那么应用 Hilbert 变换的第一步就是来估计此系统的振荡模式数。 由 Hilbert
变换得到的频域响应如图 7. 4 所示。 从图 7. 4 可以明显地看出， 存在 3 个主导模

式， 分别位于 4. 7rad、 8. 0rad 和 17rad 处， 这与所给出的数据吻合得很好。
更进一步， 3 个模式的振幅分别为 0. 48、 0. 9 和 0. 51， 同样与所给出的数据

能够较好吻合。 如果每个振荡模式的自然振荡频率是分离的， 并且脉冲响应频率

是单独计算的， 那么就可以确定每个振荡模式的阻尼。 脉冲响应包络线的斜率可

以用来估计各个振荡模式的阻尼比。 在估计出每个模式的阻尼比后， 就能计算出

特征值。
下面将前面所述的 3 种方法中的任意一种用来估计图 7. 3 信号的参数并重构

波形。

图 7. 3　 3 个振荡模式的波形
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图 7. 4　 图 7. 3 的频域响应

　 　 Prony 法：

模式 ai bi ωi θi

1 0. 9927 - 0. 0098 7. 9874 0. 0617

2 0. 6009 - 0. 0304 17. 0000 3. 1402

3 0. 5511 0. 0217 4. 6600 0. 9969

矩阵束法：

模式 ai bi ωi θi

1 1. 0121 - 0. 0130 8. 0000 0. 0008

2 0. 6162 - 0. 0361 16. 9988 3. 1449

3 0. 5092 0. 0364 4. 6953 0. 7989

Levenberg - Marquardt 法：

模式 ai bi ωi θi

1 1. 0028 - 0. 0110 7. 9998 0. 0014

2 0. 6010 - 0. 0305 16. 9994 3. 1426

3 0. 5051 0. 0378 4. 6967 0. 7989

波形重构的误差 （error） 用下式计算：

error = ∑
N

i = 1
∑
m

k = 1
[ake（bkti） cos（ωk ti + θk）] - yi[ ]2 （7. 65）

这样得到每种方法的重构误差为
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方法 误差

矩阵束 0. 1411

Levenberg - Marquardt 0. 0373

Prony 3. 9749

果然 Levenberg - Marquardt 法得到了最好的结果， 因为它是一种迭代方法，
而其他的估计方法是线性非迭代方法。
　 　 2. 电力系统例子

在这个例子中， 将对前述几种方法的精度进行比较， 所采用的动态响应曲线

是基于 PSS / E 仿真美国中西部电网得到的， 如图 7. 5 所示。 该系统包含了数百

个状态， 具有很宽频率范围的动态响应。 该系统的主导振荡模式的个数是未

知的。

图 7. 5　 PSS / E 波形

首先使用 Hilbert 变换法来确定可能的振荡模式数， 所得到的 FFT 结果如图

7. 6 所示。 从图中可以看出， 似乎存在 5 个主导模式， 对原始波形具有最大的贡

献， 且其中的几个集中在低频段。 因此， 前面讲述的几种估计方法将被用来提取

5 个振荡模式。
提取的 5 个振荡模式的结果如图 7. 7 所示， 3 种方法的结果归纳如下：
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图 7. 6　 PSS / E 波形的 FFT 结果

图 7. 7　 使用不同方法得到的重构波形

Prony 法：
模式 ai bi ωi θi

1 1. 7406 - 0. 5020 3. 7835 - 1. 4870

2 1. 5723 - 0. 1143 4. 8723 - 1. 1219

3 1. 0504 - 0. 0156 6. 2899 - 0. 0331

4 2. 1710 - 0. 2455 7. 7078 2. 2011

5 0. 9488 - 0. 3515 8. 3854 - 1. 6184

矩阵束法：
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模式 ai bi ωi θi

1 2. 0317 - 0. 5610 3. 7357 - 1. 5158

2 1. 3204 - 0. 0774 4. 8860 - 1. 3607

3 0. 7035 0. 0527 6. 3030 - 0. 3093

4 1. 2935 - 0. 2400 7. 4175 2. 9957

5 0. 6718 - 0. 0826 8. 0117 0. 3790

Levenberg - Marquardt 法：
模式 ai bi ωi θi

1 1. 8604 - 0. 5297 3. 6774 - 1. 3042

2 1. 1953 - 0. 0578 4. 8771 - 1. 3405

3 0. 8164 0. 0242 6. 2904 - 0. 2537

4 1. 9255 - 0. 2285 7. 6294 2. 1993

5 0. 6527 - 0. 2114 8. 3617 - 1. 5187

每种方法的误差由式 （7. 65） 计算， 3 种方法的误差和计算时间如下表

所示：
方　 　 法 CPU 时间 误差

Prony 0. 068 228. 16

矩阵束 39. 98 74. 81

Levenberg - Marquardt 42. 82① 59. 74

　 ① 根据初始条件。

注意， Prony 法是计算效率最高的， 因为它只需要 2 次最小二乘法求解。 矩

阵束法计算量较大， 因为它需要对一个较大的矩阵进行 1 次奇异值分解； 同时还

需要对一个较小的矩阵 （其阶数等于所求的模式数） 进行特征值求解， 不过这

个计算并不过于繁重。 毫不奇怪， Levenberg - Marquardt 法是计算量最大的， 因

为它是一个迭代方法。 该方法的计算量直接与初始值有关： 初始值越好， 收敛得

越快。 将 Prony 法或矩阵束法得到的参数作为 Levenberg - Marquardt 法的初始值

是非常明智的做法。
类似地， 每种方法的误差水平也随着方法的复杂程度而改变。 Levenberg -

Marquardt 法能够得到最好的结果， 但需要最长的计算时间。 Prony 法的误差最

大， 但计算速度最快。
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7. 6　 在电力系统中的应用

参与因子

在分析大规模电力系统时， 有时期望度量某个特定状态量对所选振荡模式

（即特征值） 的影响。 有些情况下， 需要知道一组物理状态量是否对某个振荡模

式有影响， 从而通过对特定系统部件的控制来缓解振荡。 另一种应用是确定哪个

系统部件对某个不稳定振荡模式有贡献。 用于确定哪个状态量显著地参与了特定

振荡模式的一种工具是参与因子法[57] 。 在大规模电力系统中， 参与因子法也可

以被用来区分区域间振荡模式和局部振荡模式 （区域内振荡模式）。
参与因子可用来度量每个状态量对特定振荡模式 （即特征值） 的影响。 考

虑一个线性系统

x = Ax （7. 66）
参与因子 pki用来度量第 i 个特征值相对于矩阵 A 的第 k 个对角元的灵敏度， 定义

为

pki =
��λi
��akk

（7. 67）

式中， λi 是第 i 个特征值， akk是 A 的第 k 个对角元。 参与因子 pki将第 k 个状态

变量与第 i 个特征值联系起来。 关于参与因子的一个等价的但更通用的表达

式是：

pki =
wkivik
wT
i vi

（7. 68）

式中， wki和 vik分别是与 λi 对应的左特征向量和右特征向量的第 k 个元素。 与特

征向量一样， 参与因子通常也被归一化， 使其满足：

∑
n

k = 1
pki = 1 （7. 69）

当参与因子被归一化后， 就直接给出了每个状态变量对特定振荡模式的影响

百分数。 复特征值 （和特征向量） 的参与因子被定义为模值而不是复数值； 对

于复特征值， 参与因子被定义为

pki =
| vik | | wki |

∑ n
i = 1

| vik | | wki |
（7. 70）

在某些应用中， 可能更倾向于保留参与因子的复数性质， 以同时得到相位和模值

信息[29] 。
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7. 7　 问题

1. 计算如下矩阵的特征值和特征向量

A1 =

5 4 1 1
4 5 1 1
1 1 4 2
1 1 2 4

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

A2 =
2 3 4
7 - 1 3
1 - 1 5

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

2. 使用移位 QR 法计算如下矩阵的特征值

A =
0 0 1
1 0 0
0 1 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

3. 根据下式产生如图 7. 8 所示的波形， 时间段 t∈ [0， 10]， 时间间隔

为 0. 01s

x（ t） = ∑
3

i = 1
aieb it（cosci t + di）

式中，
模式 ai bi ci di

1 1. 0 - 0. 01 8. 0 0. 0
2 0. 6 - 0. 03 17. 0 π
3 0. 5 0. 04 4. 7 π / 4

图 7. 8　 问题 3 的波形

632　 电力系统分析中的计算方法 （原书第 2 版）



（a） 使用区间 [0， 10] 内 100 个等间隔点， 使用 Prony 法估计 6 个系统特

征值。 它们与实际特征值相比又如何？
（b） 使用区间 [0， 10] 内 100 个等间隔点， 使用 Levenberg - Marquardt 法

估计 6 个系统特征值。 它们与实际特征值相比又如何？ 与 Prony 法得到特征值相

比又如何？
（c） 使用区间 [0， 10] 内 100 个等间隔点， 使用矩阵束法估计 6 个系统特

征值。 它们与实际特征值相比又如何？ 与 Prony 法得到特征值相比又如何？
（d） 用上所有点， 使用 Prony 法估计 6 个系统特征值。 它们与实际特征值相

比又如何？
（e） 用上所有点， 使用 Levenberg - Marquardt 法估计 6 个系统特征值。 它们

与实际特征值相比又如何？
（f） 用上所有点， 使用矩阵束法估计 6 个系统特征值。 它们与实际特征值相

比又如何？
（g） 用上所有点， 使用矩阵束法估计系统响应的两个主导模式 （两个复数

特征值对）。 将估计得到的参数代入

x（ t） = ∑
2

i = 1
aieb it（cosci t + di）

并画图对比此响应曲线与三模式响应曲线， 讨论两者之间的差别和相似点。
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