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　 　 在目前的能源市场中， 高温固体氧化物燃料电池 （SOFC） 被认为是主

要的燃料电池技术的竞争者之一。 然而， 为了操控一个高效的发电系统，
SOFC 需要一个适当的控制系统， 还需要一个详细的建模过程动态。 为了

能够论述最先进的动态建模、 估计和 SOFC 系统的控制， 本书介绍了原始

建模方法以及由作者开发的全新的成果。 本书通过采用基于动态建模和基

于数据的方法， 并考虑控制的各个方面， 包括建模、 系统辨识、 状态估计、
传统和先进的控制， 全面覆盖和 SOFC 技术的许多方面。

本书介绍的方法适合学习化学工程的基本原理、 系统辨识、 状态估计

和过程控制， 因此， 它适用于化工、 机械、 电力、 电气工程， 特别是在过

程控制、 过程系统工程、 控制系统、 燃料电池方面的研究生与教师以及研

究和工程技术人员参阅。 本书还能帮助研究人员了解相关的基础知识以及

当前在 SOFC 动态建模和控制技术方面的概述。



译　 者　 序

为了缓解当今日益加重的能源危机与环境压力， 开发和利用新能源和可再生能

源是当今国际一大研究热点。 燃料电池作为一种清洁能源受到了人们的极大关注。
燃料电池是一种直接将化学能转化为电能的电化学装置。 在各种燃料电池中， 低温

质子交换膜燃料电池 （PEMFC） 和高温固体氧化物燃料电池 （SOFC） 已被确认为

有前途的燃料电池技术， 并将在未来市场中占有很大份额。 为了达到操作和控制

SOFC 系统的目的， 对 SOFC 动态特性的建模和仿真研究是十分必要的。
建模和控制器设计是两个必要的先进过程控制策略的组成部分， 两者错综复

杂、 相互依存。 从过程控制的角度来看， 模型应该可以用来设计控制器， 但也要足

够详细地提供系统动态真实模型解释。
动态模型可以用来研究在不同操作条件下燃料电池的响应， 以便说明与设计和

材料选择有关的缺陷。 通过最优化控制， 可以引导操作条件朝向有利于提高燃料电池

耐用性和效率的方向进行。 因此， 动态建模和控制在燃料电池的发展中是十分必要

的。 随着廉价计算机的出现， 工业上也采用复杂控制器， 如非线性模型预测控制器。
在本书中， 诸位作者参考了大量的期刊论文、 会议论文集资料以及作者研发的

全新科研成果， 概述了最先进的动态建模、 估计和 SOFC 系统的控制的最新发展。
我国是一个能源消费大国， 能源紧张问题尤为突出， 更迫切需要开发高效利用

燃料的相关技术和方法。 尽管我国在 SOFC 方面已经取得了一些成绩， 但是与发达

国家相比， 该领域相关研究起步晚、 资金投入不够、 技术积累不多， 所以在此领域

技术明显落后。 在此背景下， 翻译本书的目的是向国内读者系统介绍基于动态建模

和基于数据的方法， 考虑控制的各个方面， 包括建模、 系统辨识、 状态估计、 传统

和先进的控制， 以及当前在 SOFC 动态建模和控制技术方面的概述， 为研究人员在

过程系统工程与控制系统工程方面探索新的控制理论和算法提供良好的参考。
我们期望本书的出版对国内相关领域的发展有所帮助。 如果能做到这一点， 我

们将非常欣慰和鼓舞。
本书的翻译人员有： 孙玉绣 （第 1 ～ 6 章）、 汪浩 （第 7 ～ 12 章）。 田晓萌、

张欣、 赵博文、 沈强、 付丛丛、 邓思旭、 吴春卉、 王先明、 曹以靓、 靳晴、 郭超、
郭振玺、 王鲁、 刘炳毅、 古悦、 邵可然、 邬浩等人参与了本书部分翻译工作， 全书

由孙玉绣统稿。 机械工业出版社顾谦老师为本书的翻译、 编辑、 加工、 出版付出了

辛勤的劳动， 在此深表谢意。 由于时间仓促以及我们的知识面有限， 译文中肯定有

疏漏或欠妥之处， 诚冀读者批评指正。
译　 者



原 书 前 言

为了缓解当今日益加重的能源危机与环境压力， 开发和利用新能源和可再生能

源是当今国际一大研究热点。 严禁排放温室气体、 含硫氧化物和含氮氧化物气体相关

环境法规的颁布， 很大程度上缩短了寻找一种清洁能源的进程。 燃料电池作为一种清

洁能源可替换来源受到了人们的极大关注。 燃料电池是一种直接将化学能转化为电能

的电化学装置。 由于其不涉及任何的转动或热组件， 燃料电池没有任何摩擦和燃烧损

失。 此外， 电池中未使用的燃料可以用来产生更多的能量， 使其达到高的总效率。
在各种燃料电池中， 低温质子交换膜燃料电池 （PEMFC） 和高温固体氧化物

燃料电池 （SOFC） 已被确认为有前途的燃料电池技术， 并将在未来市场中占有很

大份额。
为了达到操作和控制 SOFC 系统的目的， 对 SOFC 动态特性的建模和仿真研究

是十分必要的。 建模和控制器设计是两个必要的先进过程控制策略的组成部分， 两

者错综复杂、 相互依存。 从过程控制的角度来看， 模型应该可以用来设计控制器，
但也要足够详细地提供系统动态真实模型解释。

本书着重介绍两种模型用于 SOFC 研究， 分别为第一性原理和数据基模型。 第一

性原理模型考虑电化学、 化学和热力学方面， 并提供一组非线性常微分方程

（ODE）。 用于燃料电池系统组件 （如换热器、 重整装置和燃烧器） 的零维热模型也

提供了燃料电池系统的仿真和控制。 同时， 数据基模型是通过系统辨识方法研发的。
动态模型用来研究在不同操作条件下燃料电池的响应， 以便说明与设计和材料

选择有关的缺陷。 通过最优化控制， 可以引导操作条件朝向对有利于提高燃料电池耐

用性和效率的方向进行。 因此， 动态建模和控制在燃料电池的发展中是十分必要的。
随着廉价计算机的出现， 工业上也采用复杂控制器如非线性模型预测控制器。

在本书中， 常规控制器和先进的模型预测控制器均应用在燃料电池系统中。
本书试图将作者在过去八年里发展或出版的成果完整地整合在一本书中， 就这

一点来说， 本书将适合作为研究生及科研人员的教科书或专题著作， 为寻找与动态

模型和控制及应用相关的基础知识以及先进的技术提供帮助。 本书介绍了几个独立

的燃料电池模型， 并附有详细的参数和解释， 为研究人员在过程系统工程与控制系

统工程方面寻找具有挑战性的问题来测试新的控制理论和算法提供良好的参考。 本

书适合从事化学工程、 机械工程、 电气工程等相关的过程控制、 燃料电池、 过程系

统工程或控制系统等专业的研究生和科研人员阅读， 还可以用作教材或者作为参

考， 有助于学习化学工程的基本原理、 系统辨识、 状态估计和过程控制。 另外， 本

书附有燃料电池应用实例的生动图示。
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第 1 章　 绪　 　 论

燃料电池是直接将化学能转化为电能的电化学装置。 由于燃料电池中能量的产

生不涉及任何移动部件及其不同于热引擎的工作原理， 所以由这些燃料电池产生的

能量既不产生任何机械摩擦损失也不受卡诺循环效率的限制。 而且， 电池中未反应

的燃料可以用来产生更多的电力。 增加电池的总效率还可以通过从废气中重新产生

热量的方式实现。
解决当前能源危机的效率路径是寻找一个替代能源以便代替现有的不断消耗的

常规能源。 严格的环境法规已限制 SOx 和 NOx 等温室气体的排放， 因此缩小了寻

找清洁能源的范围。 以上是燃料电池作为一种清洁能源的替代来源， 其开发利用正

日益受到人们关注的主要原因。
然而， 燃料电池作为主要能源在商业化应用方面存在许多障碍， 主要的障碍来

自于高的生产成本。 大量的研究集中在设计和操作燃料电池以便降低生产成本， 将

这些设备变成可行且有竞争力的能源上。 电解质、 催化剂以及电极材料的选择也会

影响到燃料电池的成本。 许多研究人员致力于研究这个领域。 在不同操作条件下模

拟燃料电池系统以便弥补与设计和材料选择相关的所有缺陷是十分有必要的。 从不

同的角度来看， 模型和模拟范围可以达到从微观到系统的水平。 本书着重从安全、
高效运行的燃料电池系统的过程控制分析固体燃料电池作为一种动力来源， 主要包

括相关模型控制、 状态评估和控制器设计。

1. 1　 燃料电池技术概述

一个燃料电池结构单元是由三部分组成的： 电解液、 阴极和阳极。 燃料不断地

被送入燃料电池的阳极， 合适的氧化剂， 通常是空气， 被送入到阴极。 电解液的主

要作用是防止与阳极和阴极同时相连接的氧化剂与燃料直接接触。 电解液也能够保

证氧化剂或还原剂离子到达另一边参与电化学反应。
1. 1. 1　 燃料电池种类

基于电解质和燃料的选择不同， 将燃料电池进行分类如下：
● 固体氧化物燃料电池 （SOFC）： SOFC 使用固体陶瓷型氧化物， 因此这样命

名。 Y2O3 稳定型 ZrO2 （YSZ） 是一种常见的使用在 SOFC 中的电解质， 操作温度

通常较高 （600 ～ 1000℃）。 由于电解质和电极都是固态的， 所以 SOFC 的设计和制

造采用最通用的方式， 包括板式和管式设计。
● 熔融碳酸盐燃料电池 （MCFC）： MCFC 采用不同种类碳酸盐相结合作为电



解质， 这些碳酸盐通常是陶瓷基材料， 其操作温度也比较高， 通常在 600 ～ 700℃。
● 质子交换膜燃料电池 （PEMFC）： 在此类电池中， 高分子离子交换膜被用作

电解质， 操作温度通常较低， 40 ～ 80℃。
● 磷酸燃料电池 （PAFC）： 在 PAFC 中的电解质为 100%磷酸， 其保存在碳化

硅结构中。 操作温度大约为 150 ～ 220℃， 该操作温度使这种燃料电池具有一定的

优势， 操作温度有利于灵活设计燃料电池和设备平衡 （BOP）。
其他种类的燃料电池包括： 碱性燃料电池 （AFC）、 直接甲醇燃料电池 （DM￣

FC）、 再生燃料电池 （RFC）、 金属空气燃料电池 （MAFC）。 燃料 （2004） 为不同

类型的燃料电池存在的主要差异进行了总结。 操作温度低的 PEMFC 和温度高的

SOFC 被认定为有前景的燃料电池技术， 它们将成为未来市场的重要角色。 图 1. 1
所示为典型的氢固体氧化物燃料电池的基本原理， 电池内部进行的化学反应， 直接

参与电力的产生， 如下所示：
在阳极三相界面 （tpb）： H2 + O2 - →H2O +2e -

在阴极三相界面 （tpb）： 1 / 2 O2 + 2e - →O2 -
（1. 1）

图 1. 1　 固体燃料电池原理

在 SOFC 的阳极， 氢气与通过电解质迁移的氧离子反应， 生成水并释放电子。 在

阴极， 氧气和电子反应生成氧离子， O2 - 通过电解质运送到阳极。 电子在阳极产生，
流经外部电路， 然后到达阴极。 因此， 这些反应持续进行流经外部电路， 供应电力。
通常燃料电池工作温度较高， 在 600 ～1000℃， 以满足电解质离子电导率的要求。

氢被用作燃料电池的燃料， 通常由天然气的蒸气重整产生。 对于操作温度较高

的燃料电池， 在电池阳极内的重整反应可以在内部进行。
1. 1. 2　 板式和管式设计

为了满足大部分应用程序的电压需求， 燃料电池必须由成堆的单个电池连接。
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一个 SOFC 堆栈由许多 SOFC 电池组成， 以产生高的电压输出。 在设计 SOFC 堆栈

和电池的时候， 一些因素必须考虑： 如气体输送、 热应力、 机械力、 固有电和离子

阻力以及密封材料的选择。 燃料电池可被制成各种几何形状， 最常见的有板式和管

式两种设计， 如图 1. 2 和图 1. 3 所示。

图 1. 2　 SOFC 堆的板式设计和电池

图 1. 3　 SOFC 堆的管式设计和电池

管式设计的主要优点在于其不需要密封来分离燃料和空气流。 另一个优点在于

管式的形状能够提高电池的强度。 管式的形状还能提高气体输送性能。 这种管式设

计适合于固定的大规模发电应用领域。
另一方面， 板式 SOFC 设计的主要优点在于它的电阻率低， 板式 SOFC 更加适

用于移动和低功耗应用领域。
1. 1. 3　 燃料电池体系

在理想的燃料电池中， 氢气被用作燃料， 空气被用作氧化剂。 这样工作的燃料
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电池可作为最清洁的可能能源， 其副产物为水。 然而， 氢气在自然界中含量不高，
实际上作为燃料电池的氢气燃料需要从其他物质中产生。 富氢燃料通常被用来生产

氢气， 无论在内部还是尾部的燃料电池。 因此， 燃料电池装置通常包括预处理和后

处理反应物和生成物。 也可被称作 BOP 的组件， 可包括压缩机、 涡轮机、 用于重

整燃料的热交换器以及 DC￣ AC 变换器或连接现有电网和燃料电池的逆变器。
压缩机或者鼓风机可保证建立必要的压力使得反应物和产物通过不同的组件，

燃料电池中未反应的燃料可通过一个燃气轮机产生更多的电力。 压缩机因此提供了

一个净功和燃料电池本身产生的直接电力。 在住宅建筑物应用领域， 热排出的气体

可以用来供应热水， 为家庭提供热量。
燃料电池直接把化学能转化为电能， 输出的是直流电压， 适用于小设备的运

转。 对于燃料电池发电厂， 直流电源需要变换成交流电， 以满足电网需求， 因此，
电池平衡设备还包括功率调节装置 （PCU）。
1. 1. 4　 燃料电池的优、 缺点

与传统的发电系统 （如电池和发电机） 相比， 燃料电池具有很多优势。 与其

他能源一样， 燃料电池也有一些优点和缺点， 如下所述：
优点：
● 不像涡轮机， 燃料电池系统没有任何移动的零件， 因此没有任何机械摩擦

及相关联的损失。 操作环境安静， 且维护少。
● 与热力发动机相比， 燃料电池将化学能直接转化为电能。 因此其不受卡诺

循环效率限制。
● 燃料电池中的排气 （未反应的燃料） 气体可以用来产生超额电力与热机耦

合， 因此， 增加其效率。
● 燃料电池的效率并不受尺寸的限制， 因此， 小型燃料电池可驱动一台笔记

本电脑或个人电子产品， 可产生能源的效率相当于一个 10MW 燃料电池发电厂。
● 燃料电池的燃料取材广泛。
● 反应限制在一个燃料电池内部， 只有离子之间反应， 其限制了 NOx 和 SOx

气体释放到环境中。
缺点：
● 时至今日， 燃料电池相比于其他能源的生产技术， 价格昂贵。
● 大多数燃料电池使用氢作为燃料， 由于成本和与生产、 存储、 氢运输相关

的复杂性， 这阻碍了这些设备的商业化进程。
● 与电池相比， 燃料电池功率密度较低， 具有较短的寿命。
● 燃料气体的杂质可能毒害催化剂电极。

1. 2　 建模、 状态估计和控制

建模、 状态估计和控制器的设计， 构成了先进的流程控制技术， 它们复杂地相
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互依赖。 例如， 建模 （无论采用第一性原理还是基于数据的， 线性或非线性， 零

维或三维模型） 影响设计的控制器和状态估计技术。 因此， 一个过程的模型应该

是基于客观的。 为了达到控制的目的所设计的简单模型或许比复杂的三维模型更

好， 另一方面， 或许适合过程的设计和性能分析。 简言之， 本书建模的目标是寻找

适合控制设计的模型设计。
同样， 控制器设计和状态估计技术应有目标性。 一个复杂模型表达的过程可能

足够稳定来控制一个常规比例积分微分 （PID） 控制器。 另外， 一个简单过程可能

有很多环境和经济约束， 需要一个多变量控制器来维持系统的最优性能。
SOFC 系统展现出高度的非线性特征， 需要研究各种建模、 估计和控制技术。

本书涵盖了所有这三个相互关联的方面， 即建模、 状态估计和控制。

1. 3　 本书覆盖范围

本书由三部分组成。 第 1 部分提供了一个基本原则的教程， 该教程在后续章节

中将会应用到。 具体来说， 化学工程原理、 系统辨识、 状态估计和模型预测控制均

应用到燃料电池系统， 因此它们的原理也将在第 1 部分中加以介绍。
第 2 部分着重详细简化介绍管式 SOFC 动态模型。 第一性原理建模设计考虑所

有气流动力学， 包括质量、 能量和力矩平衡。
第 2 部分的基于数据的建模基于系统辨识的方法， 该方法已在第 1 部分详细介

绍过。 系统辨识的各个方面阐述了通过燃料电池造型的应用。 作为辨识系统的自然

结果， 模型辨识用于反馈控制设计包括 PID 和 IMC。
燃料电池的最近研究进展和日益增加的关注， 大大促进了对燃料电池的模型以

及系统组件的研究。 这些模型范围从零维模型到复杂的三维模型， 还包括性能评价

的区域和燃料电池的优化设计。 然而， 很少涉及发展系统水平相关模型的控制， 只

是充分描述燃料电池系统动力学， 是足够简单的控制设计。 这促使我们在第 3 部分

内容中， 开发燃料电池的集总模型和形成燃料电池系统的平衡组件。 为了达到多元

化的叙述， 本书第 3 部分致力于介绍板式 SOFC。
广泛的线性和非线性控制技术已经成功应用在各种行业， 特别是在过去的十年

里， 随着廉价计算力的出现， 传统的 PID 控制器已向先前非可实现的控制器转变，
如非线性模型预测控制器 （NMPC）， 这促使我们去尝试 SOFC 系统的 NMPC， 优化

SOFC 系统电能最大化。

1. 4　 本书大纲

本书编写布局如下：
第 2 章介绍了化学工程基本原理， 这个原理是随后几章中模型第一性原理的
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基础。
第 3 章介绍系统辨识的基础知识， 包括过程的离散时间表示、 信号、 输入信号

和数据基模型的结构。
第 4 章介绍系统辨识的先进主题， 包括误差预报法、 非线性辨识、 模型验证、

实践问题研究、 闭环辨识和子空间辨识。
第 5 章介绍状态估计方法以及参数估计。 本章的重点是无迹卡尔曼滤波 （Un￣

scented Kalman Filter）， 在随后的几章中将应用无迹卡尔曼滤波在 SOFC 的模型预测

控制研究中。
第 6 章提供在两个线性和非线性模型预测控制 （MPC） 上的教程概述。 按照

现有的 MPC 在工业实践上的应用， 也讨论了经济优化策略。
第 7 章介绍了详细的第一性原理方法应用在管式 SOFC 动力学模型建立上。 这

一章详细说明了在第 2 章讨论的关于如何将化工原理应用到解决燃料电池过程中的

模型问题。
第 8 章应用化学工程原理得到用于控制设计的降阶动态模型。 这一章也可以作

为独立的章用来介绍 SOFC 操作原则和简化的建模过程。
第 9 章详细说明为什么系统辨识方法可以应用于解决数据基 SOFC 的建模问

题， 以确定的模型为基础， 设计传统的反馈控制器以及模拟管式 SOFC。
第 10 章详细介绍第一性原理方法在板式 SOFC 动态模型中的建立应用。
第 11 章介绍考虑到整个燃料电池系统 （包括 BOP） 的第一性原理模型， 以及

组件如何组成一个系统。
第 12 章说明了 SOFC 系统的模型预测控制设计， 包括状态估计、 线性和非线

性 MPC。
根据读者的背景和兴趣， 读者可以根据章节的序列阅读整本书， 也可以选择性

地阅读一些章节。 在后一种情况下， 基于读者的知识背景， 建议阅读材料的线路

如下：
1. 对第一性原理为基础的建模感兴趣的读者， 阅读序列如下：

第 2 章→第 7、 8 章→第 10、 11 章

2. 对第一性原理为基础的建模和控制内容感兴趣的读者， 阅读序列如下：
第 2 章→第 5 ～ 8 章→第 10 ～ 12 章

3. 对数据基系统辨识方法内容感兴趣的读者， 阅读序列如下：
第 3 ～ 5 章→第 9 章

对于其他补充材料， 参考 本 书 的 官 方 首 页： http： / / www. ualberta. ca / ～
bhuang / SOFCbook / 。
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第 1 部分　 基本原理

第 2 章　 化学反应的第一性原理建模

2. 1　 热力学

热力学一词源自希腊语 “therme” （热） 和 “dynamics” （动力）， 早期用于描

述研究热转化为功。 直到第一次成功解释了大气蒸汽机， 热力学才成为一门科学。
现在， 它被广义为包括能量与能量转换的所有方面。

自然界中最基本的法则之一是能量守恒。 能量既不能被创造也不能被消灭。 它

只能从一种形式转换成另一种或从一个地方运输到另一个地方。 热力学第一定律解

释了能量守恒， 并且强调能量是热力学性能。 热力学第二定律强调能量有数量特

性， 且实际过程的发生方向是能量数量减少的方向。
2. 1. 1　 能量的形态

能量以多种形态存在， 如热能、 机械能、 动能、 势能、 电能、 磁能、 化学能和

核能。 通常， 各种形态的能量可以分为两类： 宏观和微观。 系统拥有的能量形态作

为一个整体与外部参照物被归结为宏观能量， 如动能和势能。 另一方面， 能量的形

态与系统的分子结构和分子运动相关的是微观能量， 如热能、 化学能和核能。 一个

系统所有微观能量的总和称为该系统的内能， U。
一部分内能与分子动能和分子间引力结合的归类为热或热能。 内能与分子中的

原子键结合的称为化学 （或键） 能。 内能与原子核的键相结合的称为核能。
不被包含在系统中的能量形态有化学能和核能， 可以被认为是能量的动力形

态。 能量的动力形态通常在系统的边界出现， 它们代表在过程中系统能量的获得或

失去。 系统可通过质量转移而进行质量交换， 因为有时质量会转入或转出系统； 能

量包含在质量中并随之转移。 即使没有质量转移， 能量的相互作用也会通过热转移

和功发生。 在一个密闭系统中， 热转移和功是能量相互作用的仅有的两种形式。
2. 1. 2　 第一定律

一般， 热力学第一定律解释了能量守恒定律， 它提供了一个学习各种形态的能

量和能量相互作用关系的基础。 在 19 世纪上半叶以焦耳的实验为基础， 第一定律

指出能量既不能被创造也不能被消灭， 它只能转换形式。 在没有热转移的情况下，



一个系统从一个特定状态到另一个特定状态经历一系列的绝热过程， 所做的净功与

不管自然过程的封闭系统相同， 并且过程的细节相似。 同样的， 在系统和周围环境

不做功的情况下， 经热传递的数量与封闭系统全部能量的改变量相等。 所以密闭系

统的第一定律可以表达为

Q -W = ΔU + ΔKE + ΔPE （2. 1）
式中， Q 是周围环境传递给系统的净热； W 是系统所做的净功； ΔU 是内能的改变

值； ΔKE 和 ΔPE 分别是动能和势能。
内能通过物质的强度性质表示了它的宏观性能、 温度和压强。 温度是物质的物

理性质， 定量地表达了与冷和热相同的概念。 强度性质阐释了物质的组成颗粒无规

则运动的活动并且是颗粒运动的结果。 压力是通过气体和液体组成颗粒的运动来衡

量力的存在的。
材料内能的改变与它的温度相关的材料性能称为比热， C。 比热的定义是单位

质量的某种物质， 温度升高 1℃所吸收的热量。 需要区分两种比热： 恒容比热 Cv

和恒压比热 Cp。 气态物质的这些性质会有很大不同。
恒容比热的定义是

Cv =
ƏU
ƏT

 

 
 

 

 
 

v
（2. 2）

恒压比热的定义是

Cp = ƏH
ƏT

 

 
 

 

 
 

p
（2. 3）

另一个重要性质是焓， H， 定义是

H = U + PV （2. 4）
焓是两个性质的组合： 内能 U 和 PV 的乘积， 即通过媒介从环境交换能量并确

定体积与压强。 焓是衡量动力学系统的全部能量， 并广泛应用于工程实际。
对于理想气体， 温度、 压强和容积与理想气体方程有关：

PV = nRT （2. 5）
式中， n 是摩尔数； R 是气体常数。
2. 1. 3　 第二定律

一个常识是一杯热咖啡放在房间里就凉了， 咖啡不可能自发地从冷的房间吸收

热并给自己加热。 这一例子说明发生过程有一个必然的方向。 热力学第一定律对发

生过程的方向没有限制， 并且不能确定此过程是否会发生。 而热力学第二定律可以

确定过程是否会发生。
凯尔文￣普朗克 （Kelvin￣ Planck） 对热力学第二定律的表述如下：
对任意的循环运转装置， 不可能从单一热源取出热使之完全变成功， 而不发生

其他变化。
这意味着一个热机循环必须与低温槽交换热， 同时一个高温源使其能连续
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运转。
Clausius 关于热力学第二定律的表述如下：
对任意的循环运转装置， 不可能使热从低温物体传给高温物体， 而不引起其他

变化。
可以等同理解为热没有自己的意志， 从低温媒介流动到高温媒介。 Clausius 的

表述证明这一过程不是不可能的， 如果将外电源引入到此过程， 作为冷却器的一个

条件， 则可证明冷却机只有在压缩机被外接电源驱动的情况下才能工作。

2. 2　 热传递

热传递是由空间温差引起的热能传递。 当温差存在于媒介或介质之间时， 热传

递便会发生。
热传递有 3 种不同的模式。 静止的固体或液体媒介中存在温度梯度， 这样的热

传递称为传导。 如果热传递发生在存在温差的流动液体及其表面之间， 被称为对

流。 热传递的第 3 种模式是热辐射或简单辐射， 指的是不同温度的无介质的两个界

面发生热传递。
2. 2. 1　 传导

传导指的是由于温度梯度的存在能量在介质中转移。 原子和分子活动促进传导

过程。 也可看成能量从物质中活泼的原子或分子中转移到相邻相对不活泼的原子或

分子中。
认为物质中存在温度梯度并假设无大量或宏观运动。 物质任意一点的温度与在

相似温度下原子或分子的能量相关。 这种能量分子和原子的无规则位移运动， 与内

旋转和振动运动有关。 高温意味着高能量。 当相邻原子或分子发生碰撞时， 能量就

会从活泼的转移到相对不活泼的原子或分子上。 此外， 由于无规则运动， 电子、 原

子或分子从上到下通过一个假设平面， 上部比下部的颗粒有更高的能量。 净能量是

从高温地方向低温地方转移， 如图 2. 1 所示。 颗粒间碰撞提高能量传递。
对于热传导过程， 传热速率取决于傅里叶定律。 傅里叶定律阐述了某一方向上

的传热速率与该方向上的温度梯度、 吸热方向上的横截面积区域的热流量成正比。
对于一维的传热模式， 傅里叶定律可以表述为

qx = - k dT
dx （2. 6）

式中， qx 是在 x 方向上垂直于单位横截面积的传热速率 （Wm - 2）， 称为热通量，
热通量正比于其对应方向上的温度梯度 dT / dx； k 是热导率 （Wm - 1·K）， 描述基

体材料的性质； 负号表示传热方向与温度下降方向一致。
已知横截面积为 A， 傅里叶定律也可以写成

Qx = - kA dT
dx （2. 7）
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式中， Qx 是热通量 （W）， 表示在 x 方向上通过横截面积 A 的热流量的传热速率。
热是一种能量， 单位是焦耳 （J）。 因此， 传热量是焦耳每秒 （Js - 1）。 这可以

更直接地表示热传递这个概念。 一些文献也用瓦特作为传热速率的单位来描述功率

这个概念。 功率就是做功的速率或能量转换速率。 采用这个概念可以与热力学第一

定律更紧密地联系起来。

图 2. 1　 传导传热机制

傅里叶定律定量地描述了热通量或热流量。 热流的方向垂直于传热的横截面。
换言之， 热流的方向总是垂直于恒定的温度表面。 因此， 热流也可以认为是一种矢

量。 对傅里叶定律更为概括地陈述的传导方程如下：

qx = - k i ƏTƏx + j ƏTƏy + k ƏT
Əz

 

 
 

 

 
 （2. 8）

傅里叶定律是现象的或经验的。 它不是从第一定律而是从观察现象发展出来

的。 热传导是材料重要的性质， 傅里叶定律被认为是热传导的基石。 它适用于所有

材料、 所有形态， 不管是固态、 液态还是气态。
2. 2. 2　 对流

能量传递除了通过原子或分子水平的无规则运动之外， 也可以通过流体大量或

宏观运动传递能量。 在存在温度梯度时， 这种运动有助于热传递。 总的热传递速率

是分子的无规则运动及大量流体运动导致热传递的总和。 我们通常用对流来描述这

类热传递。 另一个术语平流指的是仅因为大量流体运动导致的热传递。
在化学工程中， 当流体和固体表面温度不同且流体流过固体表面时就会发生对

流热传递。 如果流体流动是由外力引起， 如泵或风扇促使流体流过固体表面， 这种

热传递被称为强制对流。 相反， 如果流体流动是因为温差、 浓度差引起的浮力导致

的， 这类热传递称为自由对流。
由于固体—流体相互作用导致流体流过固体表面， 出现表面流速从零变到限定

流速的大量流体的区域， 该区域称为流体动力层或流速边界层。 同样， 如果在固体
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表面和流体间存在温差， 该区域称为热边界层， 其存在于流体中。 流体表面和内部

的温差的变化发生在热边界层。
如图 2. 2 所示， 在固体表面和流体间的界面上， 流体流速为零则热只能通过分

子运动传递。 在接近固体表面的边界层流体流速低， 分子无规则运动限制了热传

递。 边界层随流体沿流动方向推移而增大， 因此， 流体运动的传热速率也随之增

大。 该层会发生热传递并沿着流动的方向传输， 最终流出边界层， 流到体相流

体中。

图 2. 2　 对流热传递和边界层

热对流是一个相对复杂的过程。 在对流过程中， 流体扮演了非常重要的角色。
温度为 Tw 的固体表面及温度为 Tf 的流体流过其表面产生的对流热传递可以表述为

q = h（Tf - Tw） （2. 9）
式中， q 为对流热通量 （Wm - 2）， 与固体表面和流体的温差成比例； h 是对流热传

递系数 （Wm - 2·K）。
式 （2. 9） 就是牛顿冷却定律。
对流热传递系数 h 取决于边界层的条件。 它随流动类型的不同 （即片层流动

或扰动）、 固体结构的几何形态、 流体的物理性质、 温度和固体表面所处位置的不

同而发生改变， 其也取决于强制对流或自由对流的类型。 在工程应用中， h 在固体

表面的位置的变化， 考虑的就是平均值 hm 而不是局部值 h。 流体流过物体会形成

几何图形， 如平盘或圆形管道， 热传递系数可以测定分析。 对于复杂的几何图形，
实验方法常被用于测定分析平均热传递系数 hm。

㊀　 绝对零度， 0K 或 - 273. 15℃。

2. 2. 3　 辐射

如图 2. 3 所示， 由于所有物质都不是处于绝对零度㊀， 所以它们会持续不断地
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放出能量。 所发射的能量称为热辐射， 其来自于物质表面所弹出的热能。 其放射的

辐射能通过电磁波传递。 通过辐射进行的能量传递不需要表面存在介质， 但是传导

和对流需要。 物体上任意一点都可以发射或吸收所有方向的辐射。

图 2. 3　 辐射热交换

单位面积释放出的辐射能的速率称为表面发射功率。 斯特藩￣波尔兹曼 （Ste￣
fan￣ Boltzmann） 定律影响所发射的最大辐射通量：

Eb = σT4
s （2. 10）

式中， Ts 是物体表面绝对温度 （K）； σ 是斯特藩￣波尔兹曼常数 （σ = 5. 6697 ×
10 - 8W （m2·K4） - 1）； Eb 是黑体辐射功率。 只有理想辐射体或所谓黑体才能发射

最大辐射通量。
真实表面发射的辐射通量小于黑体发射功率， Eb 由下式得到：

q = εσT4
s （2. 11）

式中， ε 是表面的辐射特性， 正如放射率变化范围是从零到单位值。
这一性质显示表面放射能效率与黑体有关。 材料表面粗糙度对放射率有很大

影响。
当辐射通量 qinc入射到黑体内时， 它会完全被黑体吸收。 但是， 如果辐射通量

qinc被非黑体吸收， 如果它是半透明的， 则一部分被表面反射， 一部分被吸收， 一

部分被发射。 每一部分的比率分别被称为反射率、 吸收率和发射率。 能量被物体吸
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收的关系式为

qabs = αqinc （2. 12）
根据基尔霍夫定律的辐射状态可知吸收率与发射率相等。
当不同温度的两个物体相互可 “见” 时， 可通过辐射而互相交换热。 众所周

知， 只有一部分辐射能离开一个表面到达另外一个， 剩下的损失在周围环境中。 形

态系数的概念用来描述一部分辐射能离开一个表面直接冲到另一个表面。 两表面间

的净热传递可写成

Q = A1FA1 - A2
σT4

1 - A2FA2 - A1
σT4

2 （2. 13）
式中， FA1 - A2

和 FA2 - A1
分别是从 A1 到 A2 表面的形态系数和从 A2 到 A1 表面的形态

系数。

2. 3　 质量传递

质量传递指的是由浓度梯度引起的混合物中的扩散运动。
如果混合物是不均匀的， 一定区域内某一成分的分子数高于其他成分。 分子由

于无规则运动碰撞几率增大， 这种碰撞会逐渐扩散到整个混合物。 这种扩散称为常

扩散。 另外， 压力梯度、 热梯度和外力也会引起物质运动。 这些附加效应也被称为

扩散。
不同种物质的浓度也有多种表示方法。 通常， 成分用质量浓度表示，

ρi（kgm - 3）， 每单位体积溶液中 i 种物质的质量； 以及摩尔浓度， ci（molm - 3）， 每

单位体积溶液中 i 种物质的摩尔数。 我们也利用质量分数， ωi = ρi / ρ， 定义为溶液

的总质量密度除以质量浓度； 摩尔分数， xi = ci / c， 溶液的总摩尔密度除以 i 种物

质的摩尔浓度。
扩散质量传递的速率可由菲克 （Fick） 第一定律说明， 这一过程可由图 2. 4 所

示。 菲克定律指出给定方向上的质量传递速率与该方向上的浓度梯度成比例， 是一

维传递， 菲克定律是

jAx = - DAB
dcA
dx （2. 14）

式中， jAx表示 A 物质在 x 方向的摩尔质量通量除以垂直于传递方向的摩尔质量通

量 （mol （s·m2 ） - 1 ）； DAB 是扩散系数或 A 和 B 二元溶液中 A 物质的扩散率

（m2s - 1）， 扩散率是组成与周围环境的一种特性， 可应用于气体、 液体和固溶体；
负号强调扩散的方向是浓度减小的方向。

知道横截面积 A， 菲克定律也可表示为

JAx = - DABA
dcA
dx （2. 15）

式中， JAx是扩散质量流 （mols - 1）。

31第 2 章　 化学反应的第一性原理建模 　



图 2. 4　 扩散质量传递

质量扩散率， DAB， 在二元系统中是温度、 压力和组成成分的函数。 大多数二

元混合物中 DAB数据的有效性在范围和准确度上很有限。 与 DAB相关的限定范围基

于理论比试验多。
二元混合气体在低压下， DAB与压强成反比， 随温度升高而增大， 并且几乎与

气体偶的组成无关。 二元气体混合物低压扩散率可通过结合动力理论和对应状态论

证估量。 把混合气体设想为理想气体， 扩散率可由下式表示：

DAB = 0. 0018583
T 3 1

MA
+ 1
MB

 

 
 

 

 
 

Pσ2
ABΩD，AB

（2. 16）

㊀　 1atm = 101. 325kPa。 ———译者注

式中， T 是温度 （K）； P 是总压力 （atm）㊀； M 是 A 和 B 的摩尔质量 （gmol - 1）；
σAB是 Lennard￣ Jones 参数 （Ångström）； ΩD，AB是温度的无量纲参数与 A 和 B 分子间

势场。
富勒 （Fuller） 方程也被用来估量扩散率：

DAB =
1. 013 × 10 - 2T1. 75 1

MA
+ 1
MB

 

 
 

 

 
 

0. 5

P[（∑νi）
1
3
A + （∑νi）

1
3
B ] 2

（2. 17）

式中， （∑νi） A 和 （∑νi） B 分别是 A 和 B 的扩散体积， 富勒相关式有较好的准
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确性。

2. 4　 流体力学

流体定义为一个物质遭受一定数值的剪切应力而发生连续变形。 术语中连续变

形通常被认为是流动的。 导致变形的力是剪切应力， 它是通过具有流动特性的称之

为黏度的传递。 这类流动机制如图 2. 5 所示。 流体是物相的支组， 包括气体、 液

体、 离子体和塑胶固体。
流动也可把物质从一个地方运输到另一个地方， 其运输机理是通过扩散质量传

递而区分开， 这是应力导致的宏观运动。

图 2. 5　 牛顿流体机制

2. 4. 1　 黏性流

剪切力使每单位面积流体保持运动， 如牛顿黏度定律， 它与局部速度梯度的负

数成比例：

τyx = - μ
dvx
dy （2. 18）

式中， τyx是 y 方向上的应力 （kg （m·s2） - 1）， 且力的方向平行于 x 方向； vx 是朝

x 方向的速度 （ms - 1）； μ 是流体黏度 （kg （m·s） - 1）。
黏度是描述流体内部电阻的流动并可作为衡量流体摩擦的手段。 黏度， 分子结

构角度认为， 其来源于分子间的凝聚力。 流体的黏度易于测试， 可通过常用设备检

测并且它的温度和压力的关系可通过手册和书中的注解及参考文献查到。
剪切力也可解释为动量， mv （kg·ms - 1）， 是运动物体的重要性质， 它是物体

运动的内在推动力， 是运动的量度。 如图设 y = 0， 在运动表面的相邻层， 运动流

体获得一定量的 x 动量， 即在 x 方向上的动量， 然后流体一部分动量分给相邻层使

其运动仍保持在 x 方向。 依次的， x 动量通过在 y 方向上的流体传递。 因此， τyx也

许可以理解为在 y 方向上的黏性 x 动量通量， 或沿 y 方向的 x 动量传递通量。 这个
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解释更好地结合了动量运输过程的分子本性， 并常用于分析流体机理。
2. 4. 2　 速度分布

一个流动系统的速度剖面图可通过结合动量平衡方程和式 （2. 18） 说明力影

响液体黏度。 困难在于通过控制流体体积建立动量平衡。 流动的流体在稳态下的动

量平衡方程式如下：
[流入动量速率] - [流出动量速率] + [总的作用在系统上的力] = 0 （2. 19）

这个方程可用于通过限制体积而改进溶液剪切力 τ。 式 （2. 18） 可用于替换

τ。 解决了给定边界条件产物不同的方程就会解决不同位置的 v。
2. 4. 3　 伯努利方程

先前的探索者例如丹尼尔￣伯努利 （Daniel Bernoulli） 展开相关描述流动流体

的能量、 速度和压力的宏观关系。 相关式广为流传并被广泛应用于伯努利原理。
伯努利原理指出对于无黏性流动， 流体流动的速度增加与压力的减小或流动的

势能减小同时发生。 大部分液体和气体在低马赫数 （Mach number） 有低黏度并可

近似认为是零黏度或无黏性流动， 若其中只有宏观或明显的性质， 如压力、 温度和

能量， 则被考虑。 对于不可压缩的流动， 单看伯努利原理， 在沿流线的任意一点都

有效， 可通下式表达：

P + 1
2 ρv2 + ρgh =常数 （2. 20）

或

PA + 1
2 ρv2A + ρghA = PB + 1

2 ρv2B + ρghB （2. 21）

式中， P 是压强 （Pa）； v 是流体速度 （ms - 1）； ρ 是流体密度 （kgm - 3）； g 是重力

常数 （kgs - 2）； h 是参考面上的点到参考面的距离 （m）； 下标 A 和 B 代表在流线

上的任意两点。
实质上， 伯努利原理结合了能量守恒和流体动量。 它说明， 在稳流中， 在流线

上所有流体机械能相等。 例如， 如果流体从蓄水池中向外流， 在流线上所有形式的

能量都相等， 因为在一个蓄水池中， 每单位质量的能量 （压强和重力势 ρgh 总和）
在每一点都是常数。

除了速度和压力分布， 性能研究或课题， 例如层流或乱流， 压力作用和外力，
液压， 在导管中的黏流， 在明渠中流动， 通过潜水体流动， 压缩流动， 空气动力和

多相流动， 对于应用有重要影响。 先前的课题大部分已经研究得很深入了， 无论是

实验上还是理论上。 尤其， 有了计算流体动力学 （CFD） 的帮助， 这是基于牛顿黏

度第一定律， 改变方程式和数字计算， 这一先进课题使研究更为容易。

2. 5　 变化方程式

有关热传导的傅里叶定律、 质量扩散的菲克定律以及动量传递的牛顿定律描述
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了 3 种基本传输过程的能量来源。 许多稳态性质都来自于这些基本方程， 如稳态温

度分布、 浓度分布和速度分布等情况。 但是， 仅通过公式计算不能完全描述出稳态

的传输过程， 还需要了解这些传输过程的动力学情况和转变速率。 根据质量守恒定

律、 动量守恒定律和能量守恒定律可以分析这些动力学问题。
质量守恒方程和动量守恒方程可以描述热能和热传输不受周围环境影响 （恒

温） 下纯流体的黏度流动问题。 单一流体的流动会和周围环境交换能量， 复合流

体的混合物则需要通过能量守恒和质量守恒方程来弄清所包含的化学品种类。 这些

守恒方程有时也称为变化方程， 正如它们所描述的在系统中不同时间、 位置的速度

变化、 温度变化和浓度变化。
2. 5. 1　 连续性方程

连续性方程是通过质量守恒定律来计算流动的流体中小体积元素而发展出来

的。 在稳态下， 小体积元素的质量平衡公式为

[质量聚集速率] = [流入质量速率] - [流出质量速率] （2. 22）

质量聚集速率是 ΔV Əρ
Ət， 在可控容积中质量流入或流出速率分别为 ΔAxρvx、

ΔAyρvy 和 ΔAz ρvz， 这里 V 和 A 分别是不同元素的体积和面积。
如果 ΔV 接近于 0， 式 （2. 22） 变为

Əρ
Ət = - Ə

Əx ρvx +
Ə
Əy ρvy +

Ə
Əz ρvz 

 
 

 

 
 （2. 23）

该方程描述了质量速度矢量 ρv 的固定点的密度改变速率。
2. 5. 2　 运动方程

运动方程是从小体积物质的能量守恒发展而来的：
[动量聚集速率] = [动量流入速率] - [动量流出速率]

　 + [总的作用在系统上的力]
（2. 24）

因为动量是一个矢量， 可以直接将其放入一个正交坐标系中， 即 x 轴、 y 轴和

z 轴， 再分别考虑 x 方向、 y 方向和 z 方向的动量平衡。

在 x、 y 和 z 三个方向上的动量聚集速度分别是 ΔV ∂
∂t ρvx、 ΔV ∂

∂t ρvy和ΔV ∂
∂t ρvz。

动量流出和动量流入包括两部分： 一部分来自流体流动； 另一部分来自速度梯

度。 需要注意的是， 在某一方向上的动量成分， 如 x 动量， 可以从 3 个方向参与到

可控 容 积 内。 x 方 向 上， 动 量 流 入 和 流 出 速 率 分 别 是 ΔAxρvxvx、 ΔAyρvyvx
和 ΔAzρvzvx。

同样， 由于速率梯度引起可控或不可控的容积内， x 方向动量速率为 ΔAxτxx、
ΔAyτyx和 ΔAzτzx。

大多数情况下， 最重要的力是由流体压力 p 和单位质量所受重力 g 引起的。 所

以 x 方向的受力总和为 ΔAxΔpx + ΔVρgx。
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　 　 除上述动量平衡方程外， 我们得到了 3 个方面的动量成分的 3 个运动方程。
x 成分的运动方程：

∂
∂t ρvx = - ∂

∂xρvxvx +
∂
∂yρvyvx +

∂
∂zρvzvx

 

 
 

 

 
 

　 - ∂
∂xτxx +

∂
∂yτyx +

∂
∂zτzx

 

 
 

 

 
 - ∂p

∂x + ρgx

（2. 25）

y 成分的运动方程：
∂
∂t ρvy = - ∂

∂xρvxvy +
∂
∂yρvyvy +

∂
∂zρvzvy

 

 
 

 

 
 

　 - ∂
∂xτxy +

∂
∂yτyy +

∂
∂zτzy

 

 
 

 

 
 - ∂p

∂y + ρgy

（2. 26）

z 成分的运动方程：
∂
∂t ρvz = - ∂

∂xρvxvz +
∂
∂yρvyvz +

∂
∂zρvzvz

 

 
 

 

 
 

　 - ∂
∂xτxz +

∂
∂yτyz +

∂
∂zτzz

 

 
 

 

 
 - ∂p

∂z + ρgz

（2. 27）

根据速度梯度和流体性质所得到的不同压力下的运动方程， 连同连续方程、 状

态方程 p = p（ρ）、 黏度随密度发生改变的方程 μ = μ（ρ） 及边界和初始条件决定了

等温条件下的流体流动的压力、 密度和不同成分的流速。
对于常数 ρ 和 μ， 这些运动方程可以综合在一起简化为

ρ Dυ
Dt = - p + μ 2υ + ρg （2. 28）

该方程是 Navier- Stokes 方程。
2. 5. 3　 能量平衡方程

流体带有能量。 在确定条件下， 一种形式的能量会转换成其他形式。 比如， 流

体的潜能会转变为动能。 流体也可能会与周围环境交换能量。 想要完整地描述流体

的性质， 需要利用能量平衡方程、 连续性方程以及运动方程来计算流体的能量

守恒。
小体积流体的能量平衡可以描述为

[内能和动能的聚集速率] = [内能和动能的转入速率] - [内能和动能的转出速率]
　 + [热能交换速率] - [系统对环境做功的速率]

（2. 29）

小体积的内能和动能的聚集速率为 ΔV ∂
∂t ρU + 1

2 ρv2 

 
 

 

 
 。 这里， U 是单位质量

流体内能， v 是局部流体速度。

内能和动能的转入与转出速率是 ΔAxvx ρU + 1
2 ρv2 

 
 

 

 
 、 ΔAyvy ρU + 1

2 ρv2 

 
 

 

 
 和
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ΔAzvz ρU + 1
2 ρv2 

 
 

 

 
 。

热能转入或转出速率是 ΔAxqx、 ΔAyqy 和 ΔAzqz。
克服重力做功速率是 - ρΔVvxgx、 - ρΔVvygy 和 - ρΔVvzgz。
针对静态压力做功的速率是 ΔAxpvx、 ΔAypvy 和 ΔAzpvz。
最后， 为补偿黏滞力做功速率是 ΔAx（τxxvx + τxy vy + τxz vz）、 ΔAy（τyx vx + τyy vy +

τyzvz） 和 ΔAz（τzxvx + τzyvy + τzzvz）。
因此， 能量平衡方程的基本形式是

∂
∂t（ρU + 1

2 ρv2） = - ∂
∂xvx（ρU + 1

2 ρv2） + ∂
∂yvy（ρU + 1

2 ρv2） + ∂
∂zvz（ρU + 1

2 ρv2） 

 
 

 

 
 

- ∂qx

∂x +
∂qy

∂y +
∂qz

∂z
 

 
 

 

 
 + ρ（vxgx + vygy + vzgz）

- ∂
∂xpvx +

∂
∂ypvy +

∂
∂zpvz

 

 
 

 

 
 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2. 30）

- ∂
∂x（τxxvx + τxyvy + τxzvz） + ∂

∂y（τyxvx + τyyvy + τyzvz） 

 
 

+ ∂
∂z（τzxvx + τzyvy + τzzvz）  

 
 

正如式 （2. 30） 所示， 能量平衡方程可以分为两部分： 热能和动能。 分离成

分与式 （2. 30） 的动能相关得到热能方程如下：

ρ DU
Dt = - （ ·q） - p（ ·v ） - （τ： v ） （2. 31）

动能方程是

ρ D
Dt

1
2 v2 

 
 

 

 
 = - p（ ·v ） - （ ·p v ） + p（v ·g） - （ ·[τ·v ]） + （τ： v ）

（2. 32）
对于大部分工程应用， 用热能方程分析流体温度和热熔比内能更方便：

ρCv
DT
Dt = - （ ·q） - T ∂p

∂T
 

 
 

 

 
 

V
（ ·v ） - （τ： v ） （2. 33）

此方程是分析流体温度 T 的能量方程， 可用于计算反应温度及其温度分布

情况。
2. 5. 4　 连续性方程的种类

对于多组分流体， 通过反应， 每种连续性方程都可能以相似的途径被改进而形

成通用的连续性方程：
∂cA
∂t = - ∂

∂xcAvx +
∂
∂ycAvy +

∂
∂zcAvz

 

 
 

 

 
 + rA （2. 34）

式中， rA 是依据浓度进行的化学反应产生 A 的速率， 这是物质 A 的连续性方程。

91第 2 章　 化学反应的第一性原理建模 　



同样的， 如果化学反应吸收或释放热， 能量方程也需要包括在热反应等方面的

更新。

2. 6　 化学反应

化学反应是一个过程， 在一种或多种化学种类中检测分子数恒等式无意义并假

设一个新形式， 通过改变化学组成的种类或原子数或通过改变这些原子的结构或形

态。 单化学种类的恒等式决定于这些原子的种类、 数量和形态。 众所周知， 一个化

学反应发生的地方， 所有参与反应的物质的总质量保持不变。 但是， 当考虑到独立

物质涉入反应中， 特定种类的质量消失速率或形成速率可以被考虑进来。
2. 6. 1　 反应速率

化学反应进行的速率可以表示为反应物的消失速率或产物的形成速率。 显而易
见的是， 反应速率 r j（mol（m3·s） - 1） 被定义为物质 j 在单位时间单位体积消失的

摩尔数。
考虑一个反应：

aA + bB→cC + dD
每种物质的反应速率定义为

- rA = - 1
ΔV

dNA

dt

- rB = - 1
ΔV

dNB

dt

rC = - 1
ΔV

dNC

dt

rD = - 1
ΔV

dND

dt

（2. 35）

式中， Ni 是物质 i 在控制体积的摩尔数及 ΔV 时控制体积中的体积。
在一个反应中， 理想比系数 a、 b、 c 和 d 不是必须相等的， 并且每种物质的反

应速率也不相等， 但它们需要满足以下关系：
arA = brB = crC = drD （2. 36）

为避免意思模糊， 速率被普遍定义为

r = 1
vjΔV

dN j

dt （2. 37）

式中， vj 是物质 j 的化学计量系数。
当反应不发生体积变化时， 例如， 反应发生在液相中， 反应速率可依浓度

而定：

- r j =
dC j

dt （2. 38）

02　 固体氧化物燃料电池的动态建模与预测控制



学习反应速率的两个主要目的是确定需要的反应器尺寸和计算反应器中反应物

的成分。 大部分工业反应器可用以下 4 个很理想的反应器模型： 批式反应器、 连续

搅拌槽反应器 （CSTR）、 活塞流反应器 （PFR） 和填充床反应器。 知道了反应速率

和反应器模型， 反应器尺寸就可以确定了。 转换率参数 x j 的引入可方便地计算在

反应器中反应物组分及反应进行的程度。 转换率参数 x j 是物质 j 已经参加反应的摩

尔数除以物质 j 投入系统的摩尔数：

X j =
物质 j 已经参加反应的摩尔数

物质 j 投入系统的摩尔数
（2. 39）

所以， 可以根据转换率表示反应速率 X j：

- r j =
1
ΔV·N j 0

dX j

dt （2. 40）

式中， N j 0是 j 进料的初始摩尔数。
反应速度取决于浓度和温度。 反应动力学实验结果显示， 反应速度与反应物的

浓度函数成比例。 例如， 物质 A 的反应速率可表达为

- rA = kACα
ACβ

B （2. 41）
式中， kA 是速率常数； α 和 β 是反应级数。

这些参数可通过实验得到。
2. 6. 2　 可逆反应

理论上， 几乎所有的反应皆可逆， 反应表达为

aA + bB ����═ cC + dD
当 A 与 B 反应产生 C 和 D 的速率与 C 与 D 反应产生 A 和 B 的速率相等时， 则反应

达到平衡。 在平衡状态下， 物质的浓度不再变化且看起来反应停止了。
对于可逆反应， 速率可表达为

r = kCα
ACβ

B - k′Cγ
CCδ

D （2. 42）
式 （2. 42） 右边首项是正反应速率， 其中 k 是正速率常数。 右边第二项是逆

反应常数， k′是逆反应速率常数。
在反应初期， 当产物浓度低时， 逆反应通常无足轻重。 随着产物浓度增加， 逆

反应速率逐渐增加直到反应达到平衡。 然后每种物质的浓度停止变化。
在平衡状态下， 正向和逆向反应速率相等：

kCα
ACβ

B = k′Cγ
CCδ

D （2. 43）
因此， 通过以下方程可以推导出反应平衡常数：

Kc =
k
k′ =

Cγ
CCδ

D

Cα
ACβ

B
（2. 44）

平衡常数取决于温度并可通过热力学和物理化学计算出来。 对于放热反应， 平

衡常数随温度升高而减小， 吸热反应中， 其随温度升高而增大。
2. 6. 3　 反应热

每种化合物涉及化学反应都会生成焓。 每种物质的形成都要求能量与生成焓相
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等， 然而每种物质消耗和释放出的能量数值相等。 这意味着在化学反应发生过程

中， 热会被释放或吸收， 所有产物的生成焓与反应物的不总是一致。
生成焓 H（Jmol - 1）， 是一个元素或化合物在参考状态下的基本性质， 它可被看

成物质由化学组成在特定状态下的焓。
因此， 反应热是

Q = cHC + dHD - aHA - bHB （2. 45）
负结果表示产物的生成焓比反应物的少， 并且额外的化学能作为反应热被释放

到周围环境中， 这种反应被称为放热反应。 正结果意味着反应从周围吸收热量来保

证反应进行， 这种反应被称为吸热反应。
反应热在计算流动的反应流能量中扮演重要角色。 如果在系统中进行质量守恒

计算， 由浓度决定物种可用于计算涉及反应的热与式 （2. 45） 计算反应热相似。

2. 7　 注解和参考文献

本章节提供了关于热力学、 热和质量传递、 流体力学和反应动力学的一些观

点， 主要基于以下文献：
Cengel and Boles （1994） and Smith and Ness （1987a） for thermodynamics； In-

cropera et al. （2006） and OziSik （1985） for heat transfer； Treybal （1980） for mass
transfer； Munson et al. （2009） for fluid mechanics； Bird et al. （1960） and Welty et
al. （1984） for transport process； and Fogler （1999）， Levenspiel （1999） and Ulrich
（1993） for chemical reaction.

若想更深入、 更宽泛地讨论关于本章的内容， 读者可以参考原始教科书了解更

多知识。
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第 3 章　 系统辨识Ⅰ

3. 1　 离散时间系统

系统辨识是一种有着广泛应用的技术， 通常作为一种方法用于控制系统设计以

获得动态模型。 系统辨识是一种最具挑战性和耗时的任务， 这通常是被有经验的工

程师在加工工业的控制系统的实施工作中认可的。 本章的目标和接下来要讲的是让

读者对系统辨识的基本原则和先进原理有所了解， 这将在本书后面的章节中用到。
在前面的章节中， 动态建模被认为是源自第一性原理的。 第一性原理模型通常

表示为非线性和 /或偏常微分方程。 这些模型对于高保真动态模拟和过程分析是有

用的。 简化第一性原理模型， 例如通常包含了集中的非线性常微分方程， 经常用于

控制器的设计是典型的非线性控制器设计。 进一步简化模型， 如那些由线性常微分

方程组成， 使当初非线性的形式线性化， 是最常见的动态模型， 用于传统控制策略

的设计， 例如 PID 和 MPC。 由于在实践中最常用到的是线性动态模型， 一个非常

现实的问题是这些线性模型是否可以直接从实验数据的分析中开发出来。 这个问题

会在本章和后面的章节得到解释。 本章主要介绍系统辨识的一些基本知识， 包括系

统的离散时间表示、 信号的获得或设计， 这些都是为了系统辨识的实验和模型结构

且将会用于系统辨识。 通过从第一性原理推导出常微分方程来开始本章， 正如在前

面的章节中介绍的开发离散时间模型那样。
解决常微分方程数值的最简单的方法是通过有限差分法， 其中倒数运算经由一

个差分近似操作：
dy（ t）
dt ≈

yt - yt - 1

Ts
（3. 1）

式中， Ts 为采样间隔； yt 为 y（ t） 的采样数量。
同样， 一个二阶导数的近似值可表示为

d2y（ t）
dt2

≈
yt - 2yt - 1 + yt - 2

T 2
s

一阶差分方程具有以下形式：
dy（ t）
dt = f（y（ t），u（ t）） （3. 2）

把式 （3. 1） 带入式 （3. 2） 估算函数 f（y（ t）， u（ t））， y 和 u 的值在 t - 1 时刻

（即 yt - 1和 ut - 1） 得到：



yt - yt - 1

Ts
≈f（yt - 1，ut - 1） （3. 3）

式 （3. 3） 可以写为

yt≈yt - 1 + Ts f（yt - 1，ut - 1） （3. 4）
由于差分操作已被用于近似式 （3. 2）， 所得式 （3. 4） 被称为差分方程。 差分方程

的阶数是由 y 的最高指数减去最低指数确定的。 在这种情况下， 该命令可以被确定

为 t - （ t - 1） = 1， 因此， 式 （3. 4） 是一阶差分方程。 差分方程可以用来预测 t 时
刻 y 的响应， 根据易得到的前一时刻 t - 1 的信息， 例如 yt - 1和 f（yt - 1， ut - 1）。 同样

的， 用所预测的 yt 和给定的 ut， yt + 1也可以预测。 因此， 这种类型的表达也就是所

谓的递推关系。 但是， 由于差分方程是原微分方程的近似， 所以所得到的预测

{yt， t = 1， 2， 3， …} 变得不太准确， 这是由于 Ts 的增加。 为了更好地逼近， 选

择更小的 Ts。 但是， 对于极小的 Ts 值， 计算机舍入误差可能是错误的主要来源。
对于由线性微分方程描述的系统， 另一个离散时间模型可以基于一个分段常数

输入的解析解得到。 如果相邻的时刻之间的输入变量实际上是恒定的， 这种方法产

生一个精确的离散时间模型。 因此， 这种分析方法消除了离散误差， 固有的有限差

分近似为重要的实际情况， 数字计算机输出 （过程输入） 保持恒定的采样间隔。
如果 D- A 转换设备作为一个零阶保持， 确实是这样的。 下面是确切的离散化的一

个例子。
考虑到一个连续时间状态空间模型：

x·（ t） = Ax（ t） + Bu（ t） （3. 5）
y（ t） = Cx（ t）　 　 　 （3. 6）

式中， A、 B 和 C 是常数矩阵。 仔细考虑系统采样的离散时间 ti（ i = 1， 2， …，） 和

ti + 1 - ti = Ts， 输入是一个分段常数， 即 u（ t） = u （ ti）， ti≤t < ti + 1。 积分式 （3. 5）
在 t = ti + 1时解得 x （ t）：

x（ ti + 1） = eA（ ti + 1 - ti） x（ ti） + ∫ti+1
ti

eA（ ti+1-ξ）Bdξ  u（ ti）

= eATsx（ ti） + ∫ti+1
ti

eA（ ti+1-ξ）Bdξ  u（ ti）
定义 γ = ti + 1 - ξ， 然后

x（ ti + 1） = eATsx（ ti） + ∫0ti+1-tie
AγBd（ - γ）  u（ ti）

= eATsx（ ti） + ∫Ts
0
eAγBdγ  u（ ti）

其结果是， 在离散时间状态空间模型可以表示为

x（ ti + 1） = eATsx（ ti） + ∫Ts
0
eAγBdγ  u（ ti）
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y（ ti） = Cx（ ti）
使用速记符号 （例如 x （ ti） 被 xi 取代）， 离散时间状态空间模型可以简化为

xi + 1 = eATsxi + ∫Ts
0
eAγBdγ  ui

yi = Cxi

在本书中， 我们用离散时间为 t 的下角。 所以我们用 t 替换 i 给出

xt + 1 = eATsxt + ∫Ts
0
eAγBdγ  ut （3. 7）

yt = Cxt 　 　 　 　 　 　 　 （3. 8）
式 （3. 8） 的推导没有近似被得出， 这离散时间状态空间模型的解决方案是完

全一样的连续时间状态空间模型的解， 即式 （3. 5） 和式 （3. 6）， 在采样时刻。 出

于这个原因， 离散的这种做法被称为确切的离散。
同样， 可以通过一个连续时间传递函数得到离散时间表示。 考虑一阶传递函

数， 例如：
y（ s）
u（ s） = k

τs + 1
式中， u（ t） 是分段恒定信号， 它可以被转换为一个差分等式：

dy（ t）
dt = - 1

τ y（ t） + k
τ u（ t）

式中， u（ t） 是分段恒定信号。 定义一个状态变量为 x（ t） = y（ t）， 空间状态表示可

以被写为

x·（ t） = - 1
τ x（ t） + k

τ u（ t） （3. 9）

y（ t） = x（ t） （3. 10）
根据式 （3. 7） 和式 （3. 8）， 确切地离散化得

xt + 1 = e - Ts / τxt + k（1 - e - Ts / τ）ut （3. 11）
yt = xt 　 　 　 　 　 　 　 　 （3. 12）

式 （3. 11） 代入式 （3. 12）， 然后将采样时间减 1 得

yt = e - Ts / τyt - 1 + k（1 - e - Ts / τ）ut - 1 （3. 13）
由一个离散时间传递函数表达差分方程更方便。 可以引入一个逆变换算子 z - 1

实现， 这样有 z - 1yt = yt - 1、 z - 2ut = ut - 2等。 使用逆变换算子， 离散时间传递函数由

式 （3. 13） 所表示的差分方程可以表示为

yt = e - Ts / τz - 1yt + k（1 - e - Ts / τ） z - 1ut （3. 14）
整理这个方程可得

Gp（ z - 1） =
yt

ut
= k（1 - e - Ts / τ） z - 1

1 - e - Ts / τz - 1 （3. 15）

式中， Gp（ z - 1） 表示离散时间传递函数。
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该过程的时间延迟可以通过逆变换算子很容易地表示， 特别是时间延迟是采样

间隔 Ts 的整数倍时。 例如， 如果一个进程拥有 dTs 的时间延迟， 那么离散时间延

迟可以通过一个简单的传递函数表示为 z - d。 要判断一个进程是否有时间延迟， 建
议先写过程中的传递函数 Gp（ z - 1） 然后检查是否 Gp（ z - 1 = 0） = 0。 如果是， 则该过

程有时间延迟。 例如， 根据式 （3. 15）， Gp（ z - 1 = 0） = 0， 所以在这个过程有时间

延迟。 如果去掉分子的 z - 1， 则剩下的传递函数是

G～ p（ z - 1） = k（1 - e - Ts / τ）
1 - e - Ts / τz - 1

和

G～ p（ z - 1 = 0） = k（1 - e - Ts / τ）≠0

因此， 可以说 G～ p（ z - 1） 没有时间延迟， 所以 G～ p（ z - 1） 是所谓的传递函数 Gp（ z - 1）

过程中的无延迟部分。 G～ p（ z - 1） 和 Gp（ z - 1） 的不同是系数 z - 1， Gp（ z - 1） 过程有

一个采样时间延迟。 如果不同的是 z - d， Gp（ z - 1） 过程会有 d 个采样时间延迟。
随着离散时间函数的引入， 一阶系统的准确的离散结果可以归纳为以下变

换对：
y（ s）
u（ s） = k

τs + 1⇔
yt

ut
= k（1 - e - Ts / τ）
1 - e - Ts / τz - 1 （3. 16）

通过部分分式展开， 高阶连续时间传递函数可以写为一阶传递函数的总和。 准

确的离散然后就可以依据一阶离散结果运行。 例如， 给定一个二阶传递函数

y（ s）
u（ s） =

k（τ0 s + 1）
（τ1 s + 1）（τ2 s + 1）

部分分式展开得

y（ s）
u（ s） =

k（τ1 - τ0）
τ1 - τ2

1
τ1 s + 1 +

k（τ0 - τ2）
τ1 - τ2

1
τ2 s + 1 （3. 17）

首先， 式 （3. 16） 应用于式 （3. 17） 右侧的每一项， 采样周期为 Ts。 然后， 将得

到的一阶离散传递函数加到一起得出

yt

ut
=

k（τ1 - τ0）
τ1 - τ2

（1 - e - Ts / τ1）

1 - e - Ts / τ1 z - 1 +

k（τ0 - τ2）
τ1 - τ2

（1 - e - Ts / τ2）

1 - e - Ts / τ2 z - 1

将其转换为差分方程得出以下结果：
yt + a1yt - 1 + a2yt - 2 = b1ut - 1 + b2ut - 2

式中

a1 = - e - Ts / τ1 - e - Ts / τ2

a2 = e - Ts / τ1e - Ts / τ2

b1 = k 1 +
τ0 - τ1

τ1 - τ2
e - Ts / τ1 +

τ2 - τ0

τ1 - τ2
e - Ts / τ2 
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b2 = k e - Ts（1 / τ1 + 1 / τ2） +
τ0 - τ1

τ1 - τ2
e - Ts / τ2 +

τ2 - τ0

τ1 - τ2
e - Ts / τ1 

 
 

 

 
 

请注意， 如果传递函数的分母中有重复的根的话， 部分分式展开和随后的离散

化将比上面给出的例子更加复杂。
例如 3. 1. 1 考虑一阶微分方程

10 dy（ t）
dt + 2y（ t） = 3u（ t）

式中， u（ t） 是分段常数。
用 Ts = 1 为这个常微分方程开发一个差分方程和

1） 有限差分；
2） 准确的离散；
3） 通过离散时间传递函数推导出 1 和 2 来表述离散化模型。
1. 通过有限差分解决

dy （ t）
dt ≈

yt - yt - 1

Ts

因此， 原来的差分方程可以写为

10
yt - yt - 1

Ts
+ 2yt - 1 = 3ut - 1 （3. 18）

令 Ts = 1， 式 （3. 18） 得

yt = 0. 8yt - 1 + 0. 3ut - 1 （3. 19）
2. 通过准确的离散解决

原来的差分方程可以改写为连续的时间传递函数形式：
y（ s）
u（ s） = 3

10s + 2 = 1. 5
5s + 1 （3. 20）

另外， k = 1. 5， τ = 5。
把式 （3. 13） 应用到准确的离散式 （3. 20）， 可以得到

yt = 1. 5（1 - e - 0. 2Ts）ut - 1 + e - 0. 2Tsyt - 1 （3. 21）
令 Ts = 1， 式 （3. 21） 变为

yt = 0. 8187yt - 1 + 0. 2719ut - 1 （3. 22）
3. 离散时间传递函数

若差分方程源自有限差分法， 离散时间传递函数是

Gp（ z - 1） = 0. 3z - 1

1 - 0. 8z - 1

若差分方程源自准确的离散， 离散时间传递函数是

Gp（ z - 1） = 0. 2719z - 1

1 - 0. 8187z - 1

可以验证的是， 它们都有一个样本时间延迟。
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3. 2　 信号

3. 2. 1　 输入信号

线性系统辨识常用的输入信号包括阶跃函数、 伪随机或随机二进制序列

（RBS）， 自回归移动平均数序列和正弦曲线的总和。
一个阶跃函数由下式给出：

ut =
0　 　 t < 0
u0 　 t≥0 

它通常用于识别实验， 如果信噪比 （SNR） 足够大。 阶跃响应包含有关进程动

态的信息， 例如增益、 时间常数和时间延迟， 如果噪声可以忽略不计， 这些参数可

以轻松地根据响应读取。 任何一个一阶过程的阶跃响应呈现在图 3. 1 中， 其中 τd

是该过程的时间延迟， τ 为时间常数。

图 3. 1　 一阶过程的阶跃回应

当在阶跃实验过程中存在显著的噪声时， 从阶跃响应提取模型参数比较困难，
如图 3. 2 所示。 在这种情况下输入信号的替代者应被考虑。 为了达到了解 RBS 的

目的， 我们考虑以下情形。
如果由于噪声的响应使得对参数估计的一阶测试不够好， 可以考虑重复几个

试验步骤， 使噪声的影响被平均出来。 一个完整阶跃测试通常会持续下去直到响

应平息， 结果是重复完整的测试步骤会比较冗长且费时。 接下来的问题是， 它是

否需要进行一个完整步骤的测试。 我们要考虑一下， 通过一步测试我们要估计什

么。 举一个简单的一阶动态系统为例。 一阶模型由 3 个参数来估算： 增益、 延迟

时间和时间常数。 估算增益， 测试步骤的长度应当至少是相同过程的稳定时间。
时间延迟的影响， 只能出现在该步测试的初步响应， 同时一个完整的阶跃响应不

利于更好地确定时间延迟。 另一方面， 只有当响应达到最终值的 63. 2% 时时间
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图 3. 2　 噪声一阶过程的阶跃响应

常数的影响才会显现出来。 考虑到估算这些参数需要不同长度的测试步骤， 所以

有必要进行一个如图 3. 3 所示的涵盖 3 个不同时间尺度的实验。 考虑到实际的输

入设计， 该序列不应遵循增益—时间延迟—时间常数， 否则它有可能对其中一个

比其他的有利。 这些序列应该是随机的， 以避免实验过程中的任何系统误差， 例

如， 该传感器的性能可能会随着温度的变化而变化， 这反过来会随着时间的变化

而变化。 随机化可以减少系统误差。 另外， 不同长度的步骤测试应该进行数次，
以减少随机噪声的影响， 而且该序列必须被完全随机化。 这代表了所谓的伪随机

或随机二进制信号。

图 3. 3　 3 个尺度参数的输入设计

正式地说， 一个伪随机二进制序列 （PRBS） 或随机二进制序列 （RBS） 是一

个以某种方式在两者之间变化的信号。 伪随机二进制信号是周期性的二进制信号，
而随机二进制信号是 “非周期” 二进制信号， 如图 3. 4 所示。 RBS 是最常用到的

对线性系统进行识别实验的输入信号。
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时间序列是另一种类型的输入信号。 让 et 是具有以下属性的白噪声序列：
Eet = 0

图 3. 4　 RBS

Eetet - j =
λ2 　 如果 j = 0
0　 如果 j≠0 

式中， E 为期望因子。
然后， 下面的模型被称为 ARMA （nd， nc） （自回归移动平均模型） 随机信号

ut 的模型， 它会生成自回归移动平均序列：
ut + d1ut - 1 +… + dndut - nd = et + c1et - 1 +… + cncet - nc

式中， nd 和 nc 是 ARMA 模型的阶。
这个模型 （差分方程） 可以变换为一个离散时间传递函数：

ut

et
=

1 + c1 z - 1 +… + cncz - nc

1 + d1 z - 1 +… + dndz - nd

一个更普遍的 ARIMA （nd， nc） 的模型 （一个集成的 ARMA） 可以写成

ut

et
=

1 + c1 z - 1 +… + cncz - nc

Δ（1 + d1 z - 1 +… + dndz - nd）
其中， Δ = （1 - z - 1）， 操作 1 / Δ 也被称为积分器。 时间序列模型考虑由下式给出：

ut

et
= 1
Δ （3. 23）

对积分长除得

ut

et
= 1
Δ = 1

1 - z - 1 = 1 + z - 1 + z - 2 + z - 3 +…

因此， 式 （3. 23） 可转化为

ut = et + et - 1 + et - 2 + et - 3 +…
这实际上是对 et 积分。 式 （3. 23） 也可以替代表示为

（1 - z - 1）ut = et
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已经给出：
ut = ut - 1 + et

也就是说， 电流信号 ut 是以前的值的总和和一个随机的白噪声。 这类似于一个喝

醉酒的人随机地从当前位置走开。 因此， 由式 （3. 23） 得到的信号 ut 也被称为随

机游动信号。
ARMA 模型的一种特殊情况是

ut

et
= 1
1 + d1 z - 1 +… + dndz - nd

被称为第二阶的自回归模型， 记为 AR （nd）， 然而

ut

et
= 1 + c1 z - 1 +… + cncz - nc

被称为阶 nc 的移动平均模型， 记为 MA （nc） （移动平均线）。 AR 模型能够直接利

用最小二乘法， 而另一个被估计时间序列模型涉及更复杂的评估程序。
时间序列序 ut 可以看作白噪声 et 的滤波输出。 在一般情况下， 时间序列 ut 可

以通过下式获得：

ut =
C（ z - 1）
D（ z - 1）

et

式中

C（ z - 1） = 1 + c1 z - 1 +… + cncq - nc

D（ z - 1） = 1 + d1 z - 1 +… + dndq - nd

这个过滤 ut 也称为有色噪声。 这是相对于白噪声 et 和类似于过滤白色光束产

生的彩色光束。 对于过滤光的稳定性， 对 z - 1而言， D（ z - 1） 的根必须在单位圆外

或对 z 而言 D（ z） 的根必须在单位圆内。 图 3. 5 显示了白噪声的轨迹。 图 3. 6 所示

的是过滤白噪声的轨迹， 其中过滤由下式给出：

ut =
1 - 0. 5z - 1

1 - 0. 98z - 1 et

可以看出， 经过滤的白噪声是比白噪声平滑的。 白噪声和过滤白噪声相对于其

光谱特性而言已经近似形成数学表达式 （将在后面详述）， 但是它们作为识别信号

用于识别实验很难实现。 因此， 它们的理论价值超过了实际应用。
这里介绍的最后一种输入信号的类型是周期性的输入序列。 在混合类正弦信号

中， ut 由下式给出：

ut = ∑
m

i = 1
aisin（ωi t + φi）

式中， 角频率 {ω j} 是不同的。 为了正弦曲线的和， 用户必须选择振幅 {ai}、 频

率 {ωi} 和相位 {φi}。 图 3. 7 所示为这种类型信号的一个例子。
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图 3. 5　 白噪声序列

图 3. 6　 过滤白噪声序列

图 3. 7　 正弦序列总和

3. 2. 2　 信号的光谱特性

对于一个平稳随机过程 ut， 均值 m 和均方差函数 ru（τ） 被定义为

m = Eut
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ru（τ） = E（ut + τ -m）（ut -m） T

对于一个确定的信号， 相应的定义是通过代入 E 和标准化总和极限获得的：

m = lim
N→∞

1
N ∑

N

t = 1
ut

ru（τ） = lim
N→∞

1
N ∑

N

t = 1
[ut +τ - m][ut - m] τ

对于许多随机过程， 这两种定义是等价的。 这样的随机过程被称为遍历进程。
一个随机或确定性信号 ut 的频谱密度 φu（ω）， 可以定义为协方差函数的离散

傅里叶变换：

ϕu（ω） = 1
2π ∑

∞

τ = -∞
ru（τ）e - iτω

ru（τ） 也可以通过 φu（ω） 的逆变换计算

ru（τ） = ∫π-πϕu（ω）eiτωdω （3. 24）

输入信号的频谱密度的形状在识别实验的设计中起重要作用。 当设计一个输入

过程， 它对于考虑估计识别一个动作过程的频率响应是很重要的。 一个过程的频率

响应可以通过博德图来表示。 如图 3. 8 所示， 两个方框是等价的。 确定的传递函数

模型 （上图） 等效于识别的博德图 （下图）。 在原则上， 精心设计的输入序列应该

图 3. 8　 博德图和传递函数的等价性

使其频谱覆盖所有博德图中的频率范围， 过程

如图 3. 9 所示。 不难发现， 一个白噪声序列，
et， 在所有频率中具有平坦的频谱。 因此，
“白” 噪声源自于这样一个事实， 从白光类推，
对于所有的频率它具有相同的幅度。 白噪声序

列， 因此是在理论上用于系统识别的最好的输

入信号， 但它不是 “用户有好的”， 因为在实

践中难以落实。

图 3. 9　 覆盖响应频率的理想输入谱图

当 τ = 0、 ru（0） = Var（ut） 时， 它遵循式 （3. 24） 有

Var（ut） = ∫π-πϕu（ω）dω
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这种关系被称为 Parseval 关系。 Parseval 关系为时域方差和频域频谱之间提供了一

个连接， 也就是说， 在该地区一个信号的频谱是信号的方差。
对于协方差的伪随机二进制信号 ut 以及周期 M 和 a 的大小， 其协方差函数和

谱密度是由 Söderström 和 Stoica （1989） 给出的：

ru（τ） =
a2 　 　 　 　 τ = 0， ±M， ± 2M，…
- a2 / M 其他 

和

ϕu（ω） = a2

M2 δ（ω） + （M + 1） ∑
M-1

k = 1
δ ω - 2π k

M
 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

当 M 趋近于无穷大时， ϕu （ω） 收敛到一个平坦的频谱， 类似于白噪声的

频谱。
一个 ARMA 过程 ut 的谱密度由下式给出：

ϕu（ω） = λ2

2π
C（e - iω）
D（e - iω）

2

式中， λ2 是白噪声 et 的方差。 显然， 谱密度的形状取决于 ARMA 模型的参数。
ARMA 模型也可以被看做是过滤器。 因此， 人们可以通过适当形状 ut 的频谱为一

个所需的输入调谐滤波器参数。
例 3. 2. 1　 时间序列模型由下式给出：

vt - 0. 9vt - 1 = et - 0. 5et - 1

式中， vt 是时间序列信号； et 是驱动白噪声 λ2 = 2π 的方差。 推导出信号 vt 的频谱

密度。
差分方程

vt - 0. 9vt - 1 = et - 0. 5et - 1 （3. 25）
可改写为

vt =
1 - 0. 5z - 1

1 - 0. 9z - 1 et （3. 26）

得到的信号 v（ t） 的频谱密度如下：

Φv（ω） = 1 - 0. 5e - jω

1 - 0. 9e - jω

2 λ2

2π （3. 27）

为了得到 1 - 0. 5e - jω 2 和 1 - 0. 9e - jω 2， 这个复数的下列属性被用到：
A + Bejω 2 = （A + Bejω）（A + Be - jω）

= A2 + B2 + AB（ejω + e - jω）
= A2 + B2 + 2ABcosω

（3. 28）

若 λ2 = 2π 已知， 式 （3. 27） 因而可简化为

Φv（ω） = 1. 25 - cosω
1. 81 - 1. 80cosω （3. 29）
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3. 2. 3　 输入信号的持续激励

为了说明这个概念， 我们以一个简单的例子开始本节。 考虑一个二阶与扰动差

分方程：
yt = - a1yt - 1 - a2yt - 2 + b1ut - 1 + b2ut - 2 + et

从 t = 3 开始， 一组方程可以写为

y3 = - a1y2 - a2y1 + b1u2 + b2u1 + e3
y4 = - a1y3 - a2y2 + b1u3 + b2u2 + e4

⋮
yN - 1 = - a1yN - 2 - a2yN - 3 + b1uN - 2 + b2uN - 3 + eN - 1

yN = - a1yN - 1 - a2yN - 2 + b1uN - 1 + b2uN - 2 + eN

将这些等式以矩阵形式给出：
y3

y4

⋮
yN - 1

yN

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

=

- y2 - y1 u2 u1

- y3 - y2 u3 u2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
- yN - 2 - yN - 3 uN - 2 uN - 3

- yN - 1 - yN - 2 uN - 1 uN - 2

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

a1

a2

b1

b2

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

+

e3
e4
…
eN - 1

eN

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

以一个紧凑的形式可得

Y = Xθ + ϵ
众所周知的最小二乘解得

θ̂ = （XTX） - 1XTY

θ̂ 存在的唯一的解依赖于 （XTX） - 1的存在。 如果矩阵 X 的秩小于 4， 就不可能有

解。 这可能会发生， 例如， 当 X 矩阵的列线性相关时因为输入 ut 设计不良， 就有

可能发生。 即使任何两列之间的相关性是不完全线性的， 一个强大的相关性可能仍

然膨胀 （ XTX） - 1， 因此， 膨胀变换协方差估计是因为 Cov （ θ̂） = Var （ et ）
（XTX） - 1。 在这种情况下， 我们说的输入序列不是持续激励。 换言之， 因为输入信

号的设计不周， 估计误差可能会无限大。 一个可避免 （XTX） - 1不良状况的输入信

号称为持续激励信号。
通常， 一个 n 阶信号 ut 被说成是持续激励 （pe）， 如果 （Söderström 和 Stoica，

1989）：
1） 存在以下极限：

ru（τ） = lim
N→∞

1
N ∑

N

t = 1
ut +τuT

t （3. 30）

和

2） 矩阵
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Ru（n） =

ru（0） ru（1） … ru（n - 1）
ru（ - 1） ru（0） … ru（n - 2）

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
ru（1 - n） … … ru（0）

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

（3. 31）

是正定的。
对 n 阶线性系统一致估计的一个必要条件是输入信号应该是 2n 阶持续激励的，

除了外源性输入 （ARX） 模型的自回归。 要检查这个例外， 让我们来看一个简单

的 ARX 模型：
yt = ayt - 1 + but - 1 + et

式中， ut 和 et 是相互独立的， et 是白噪声， 方差为 λ2。
在一般情况下我们可以发现， 一阶的持续激励输入信号 ut 足以实现一个一致

的估计 a 和 b。
令

Y～ =

y1

y2

⋮
yN

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

， U～ =

u1

u2

⋮
uN

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

， Φ = （ Y～ U～ ）

Y =

y2

y3

⋮
yN + 1

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

， ϵ =

e2
e3
⋮
eN + 1

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

， θ =
a
b

 

 
 

 

 
 ， θ̂ =

â

b̂

 

 
  

 

 
  

式中， Y =Φθ + ϵ。
如果 ΦTΦ是可逆的， 那么我们有

θ̂ = （ΦTΦ） - 1ΦTY = （ΦTΦ） - 1ΦT（Φθ + ϵ）

= θ + （ΦTΦ） - 1ΦTϵ = θ + 1
NΦTΦ 

 
 

 

 
 

- 1 1
NΦTϵ

鉴于一阶持续激励， 可以证明如下：
1） ΦTΦ是可逆的；
2） lim

N→∞
（ΦTΦ） - 1ΦTϵ = 0。

证明： 证明 1）， 从线性代数理论可以知道， ΦTΦ 的可逆等价于左侧的可逆，

当且仅当 （i） U～ ≠0 及 （ii） 对于任意标量的 α， Y～ 不等于 αU～ 。 可以知道， ut 是

一阶持续激励的， 即对于足够大的 N ，∑
N

t = 1
u2
t ≠ 0 。 这意味着 U～ ≠0。 条件 （ii） 也

是如此， 因为由于外部白噪声的干扰， Y～ = αU～ 几乎是不可能的。
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另一种解释 1） 的真实情况如下：

det （ΦTΦ） = det
∑
N

t = 1
y2
t 　 　 ∑

N

t = 1
ytut

∑
N

t = 1
ytut 　 　 ∑

N

t = 1
u2
t

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

= ∑
N

t = 1
y2
t∑

N

t = 1
u2
t - ∑

N

t = 1
ytut

 

 
 

 

 
 

2

众所周知的事实是， 当且仅当 （ΦTΦ） 不等于 0 时， ΦTΦ 是可逆的。 根据柯

西 （Canchy- Schwarz） 不等式：

∑
N

t = 1
y2
t∑

N

t = 1
u2
t ≥ ∑

N

t = 1
ytut  

2

并且当且仅当条件 （i） 和 （ii） 同时满足等号成立。 因此 ΦTΦ是可逆的。
为了证明 2）， 我们注意到

lim
N→∞

1
NΦTϵ  = lim

N→∞

1
N∑

N

t = 1
ytet +1

1
N∑

N

t = 1
utet +1

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  

= 0
0

 

 
 

 

 
 

最后一个等式成立， 因为 ut 和 et 被称为是相互独立的， yt 可以不依赖于未来

的白噪声 et + 1， 因此

lim
N→∞

θ̂ = lim
N→∞

θ + （ΦTΦ） -1ΦTϵ  

= θ + lim
N→∞

1
NΦTΦ  

-1
lim
N→∞

1
NΦTϵ  = θ

式中

lim
N→∞

1
NΦTΦ  = lim

N→∞

1
N∑

N

t = 1
y2
t 　 　 1

N∑
N

t = 1
ytut

1
N∑

N

t = 1
ytut 　 　 1

N∑
N

t = 1
u2
t

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  

=
ry（0）　 ryu（0）
ruy（0）　 ru（0）

 

 
 

 

 
 

已被证明是可逆的。
例 3. 2. 2　 考虑一个设计输入实验过滤白噪声通过下面的滤波：

ut = （1 + cz - 1）et
其中， et 为白噪声， 方差为 λ2。 讨论这个输入 ut 是什么样的持续激励顺序。

改写

ut = （1 + cz - 1）et = et + cet - 1 （3. 32）
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由于 et 是白噪声， 下列性质成立：
E[ut] = 0

E[et + ieTt + i] = λ2

E[et + ieTt + j] = 0　 i≠j
如果式 （3. 30） 和式 （3. 31） 都满足信号 ut 是持续激励的 n 阶微分方程。 为此，
我们要评估的协方差函数 ru（τ） 为 τ 的不同的值：

ru（0） = lim
N→∞

1
N∑

N

t = 1
utuT

t

= E[utuT
t ]

= E[（et + cet -1）（et + cet -1） T]

= E[eteTt ] + 2cE[eteTt-1] + c2E[et -1eTt-1]

= λ2（1 + c2）

（3. 33）

　 　

ru（1） = ru（ - 1） = lim
N→∞

1
N∑

N

t = 1
ut +1uT

t

= E[ut +1uT
t ]

= E[（et +1 + cet）（et + cet -1） T]

= E[et +1eTt ] + cE[et +1eTt-1] + cE[eteTt ] + c2E[eteTt-1]

= λ2c

（3. 34）

另外， 对于 τ 大于等于 2：

ru（τ） = ru（ - τ） = lim
N→∞

1
N∑

N

t = 1
ut +τuT

t

= E[ut +τuT
t ]

= E[（et +τ + cet +τ-1）（et + cet -1） T]

= E[et +τeTt ] + cE[et +τeTt-1]

　 + cE[et +τ-1eTt ] + c2E[et +τ-1eTt-1]
= 0

（3. 35）

因此， Ru（n） 的矩阵， 可以构造如下：

Ru（n） = λ2

1 + c2 c
c 1 + c2 c

c ⋱ ⋱
⋱ ⋱ c

c 1 + c2

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

（3. 36）

显然， Ru（n） 是一个对称三角矩阵。 其中， 描述三角矩阵的正定性的最基本的方

法是基于矩阵的正定性， 被称为希尔维斯特的绕圈 （Sylvester’s Criterium）。
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实对称三角矩阵 Ru（n） 只有当最主要的小数 Ru（ k） 对于 k = 1， …， n 是正

定的：
detRu（1） = λ2（1 + c2） > 0 （3. 37）

detRu（2） = λ4 1 + c2 c
c 1 + c2

= λ4（（1 + c2） 2 - c2）
= λ4（1 + c2 + c4） > 0

（3. 38）

detRu（3） = λ6

1 + c2 c 0
c 1 + c2 c
0 c 1 + c2

= λ6（（1 + c2）（1 + c2 + c4） - c2（1 + c2））
= λ6（1 + c2 + c4 + c6） > 0

（3. 39）

此外， 它可以证明

detRu（n） = λ2n（1 + c2 + c4 +… + c2n） > 0 （3. 40）
因此， 可以得出结论， 该信号 ut 对于任意阶是持续激励的。
3. 2. 4　 输入设计

理论上理想的输入是白噪声， 因为在所有的频率它都能够激发， 这相当于在所

有阶都是持续激励的。 然而， 实际过程中宽度总是有限的， 没必要激发所有的频

率。 实际上， 输入信号有太宽的频率范围不仅会过度损耗而且会激发一些不必要的

动因。 因此， 在动态实验中设计恰当的输入信号非常关键。 考虑一阶过程：

G（ s） = K
τs + 1

它的宽度可以确定为 1 / τ。 所以设计输入信号的宽度应该大于 1 / τ， 表示为 k / τ， 其

中 k 大于 1。 MATLABTM的系统识别工具箱有一个功能称为 id 输入可以用来在给定

的宽度设计一个输入信号。 要使用此功能， 必须通过奈奎斯特频率对频率归一化，
它是采样频率的一半， 即 π / Ts。 这样， 输入信号的宽度对频率归一化后表示应为

ωmax =
kTs

πτ
一般情况下， 一个过程中往往有有益的低频动态变化， 因此对于一阶动态输入

信号的频率范围应为 0≤ω≤kTs / πτ。 作为一个经验法则， 它通常要求 k 取 2 ～ 3 的

任意值。

3. 3　 模型

3. 3. 1　 线性模型

动态过程模型可被大致分为线性和非线性模型。 线性模型可以进一步分为参数
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和非参数化模型。
一般参数模型由下式给出 Ljung （1999）：

yt = Gp（ z - 1；θ）ut + G l（ z - 1；θ）et （3. 41）
式中， Gp（ z - 1； θ） 是过程模型； G l（ z - 1； θ） 是扰动模型。 假设以下内容：

● G l
- 1（ z - 1； θ） 和 G l

- 1（ z - 1； θ） Gp（ z - 1； θ） 是渐进稳定的；
● Gp（0； θ） = 0， G l（0； θ） = I
然而， G l（ z - 1； θ） 在实践中不仅是渐进稳定的。 正如下面将要讨论的， 临界

稳定的 G l（ z - 1； θ） 可用于描述数据中的扰动漂移。 某些广泛使用的机型都在下面

讨论。
此类最普遍的模式由式 （3. 41） 所示， 模型是预测误差 （PE） 的模型， 通过

下式描述：

A（ z - 1）yt =
B（ z - 1）
F（ z - 1）

ut +
C（ z - 1）
D（ z - 1）

et

式中

A（ z - 1） = 1 + a1 z - 1 +… + anaz - na

B（ z - 1） = b1 z - 1 +… + bnbz - nb

C（ z - 1） = 1 + c1 z - 1 +… + cncz - nc

D（ z - 1） = 1 + d1 z - 1 +… + dndz - nd

F（ z - 1） = 1 + f1 z - 1 +… + fnfz - nf

要估计的参数是

θ = [a1， …， ana， b1， …， bnb， c1， …， cnc， d1， …， dnd， f1， …， fnf] T

该模型可以进一步写为

yt =
B（ z - 1）

A（ z - 1）F（ z - 1）
ut +

C（ z - 1）
A（ z - 1）D（ z - 1）

et

一个 PE 模型可以分别在传递和干扰函数中灵活指定任何多项式的分子和分

母， 此外对于在分母中一个共同的因子 A（ z - 1）， 具有传递和干扰传输功能。
通过让 C（ z - 1） = D（ z - 1） = F（ z - 1） = 1 在 PE 模型中， 得到一个 ARX 模型为

A（ z - 1）yt = B（ z - 1）ut + et
以传递函数的形式， 一个 ARX 模型可以写成

yt =
B（ z - 1）
A（ z - 1）

ut +
1

A（ z - 1）
et

因此， ARX 模型的结构受限制， 低阶 ARX 模型动态过程难以捕捉。 然而， 高

阶 ARX 模型可用于近似大多数其他模型结构。 事实上， ARX 模型可以估计出， 通

过紧密型最小二乘解使一个 ARX 结构有吸引力地实践， 除了它的高阶。 它经常被

用来快速或初始解决模型识别问题。
例如， 考虑一个 Box- Jenkins （BJ） 模型 （稍后给出） 所描述的系统：
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yt =
B（ z - 1）
F（ z - 1）

ut +
C（ z - 1）
D（ z - 1）

et （3. 42）

重写模型：
F（ z - 1）D（ z - 1）yt = B（ z - 1）D（ z - 1）ut + C（ z - 1）F（ z - 1）et

= B（ z - 1）D（ z - 1）ut +
1
1

C（ z - 1）F（ z - 1）

et （3. 43）

如果
1

C（ z - 1）F（ z - 1）
是稳定的， 也就是说， C（ z - 1）F（ z - 1） 的根是在单位圆外， 它可

以展开如下：
1

C（ z - 1）F（ z - 1）
= g0 + g1 z - 1 + g1 z - 2 +… = ∑

∞

i = 0
giz - i （3. 44）

gm 足够接近为 0 时， 可以截断求和：
1

C（ z - 1）F（ z - 1）
≈ ∑

m

i = 0
giz - i （3. 45）

定义 E（ z - 1） = ∑
m

i = 0
giz - i， 式 （3. 43） 的 BJ 模型可以近似为

F（ z - 1）D（ z - 1）E（ z - 1）yt = B（ z - 1）D（ z - 1）E（ z - 1）ut + et （3. 46）
这是一个 ARX 模型。

ARX 扰动模型的分子行松弛， 也就是说， 用多项式 C（ z - 1） 替换 1， 产生自回

归移动平均线与外源性输入 （ARMAX） 模型。 一个 ARMAX 模型由下式给出：

yt =
B（ z - 1）
A（ z - 1）

ut +
C（ z - 1）
A（ z - 1）

et

ARMAX 模型的差分方程形式为

A（ z - 1）yt = B（ z - 1）ut + C（ z - 1）et
因此， 一个 ARMAX 模型强制过程和干扰模型有一个共同的特征， 但其分子是

灵活的。 一个 ARMAX 模型相当于一个状态空间模型， 便于卡尔曼滤波器的设计。
在 ARMAX 模型中稍微更一般的形式是集成 ARMAX 模型， 即 ARIMAX。

一个 ARIMAX 模型由下式给出：

A（ z - 1）yt = B（ z - 1）ut - 1 + C（ z - 1）
Δ et （3. 47）

式中
Δ = 1 - z - 1

这个模型通常用于预测控制的设计中。 卡尔曼预测可以直接来自于所识别的

ARIMAX 模型， 如以下内容所述。
该 ARIMAX 模型中相同的阶数 （n） 的所有多项式可写为

（1 - z - 1）（yt + a1yt - 1 +… + anyt - n）
= b1Δut - 1 +… + bnΔut - n + et + c1et - 1 +… + cnet - n
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或

yt + a′1yt - 1 +… + a′nyt - n + a′n + 1yt - n - 1

　 = b1Δut - 1 +… + bnΔut - n + et + c1et - 1 +… + cnet - n

式中

a′1 = a1 - 1
a′2 = a2 - a1

⋮
a′n = an - an - 1

a′n + 1 = - an

状态空间创新形式的实现可以写成 （Astrom 和 Wittenmark， 1990）
xt + 1 = Axt + BΔut + Let （3. 48）

yt = Cxt + et （3. 49）
式中

A =

- a′1 1 0 … 0
- a′2 0 1 … 0
⋮
- a′n 0 0 … 1
- a′n + 1 0 0 … 0

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

B =

b1

b2

⋮
bn

0

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

　 　 　 L =

c1 - a′1
c2 - a′2
⋮
cn - a′n
- a′n + 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

C = （1　 0　 …　 0）
式中， L 是被称为卡尔曼滤波增益。

从式 （3. 49） 求解 et， 把它带入式 （3. 48） 中， 结果是卡尔曼预测为

xt + 1 = Axt + BΔut + L（yt - Cxt）
式中， xt 被视为预测的状态。

过程和干扰模型在 ARMAX 模型中分母是相同的。 删除此约束产生一个更灵活

的模型结构， 称为 BJ 模型：

yt =
B（ z - 1）
F（ z - 1）

ut +
C（ z - 1）
D（ z - 1）

et

这是在实践中一个相当普遍的模型， 其中从其过程来看， 扰动可以有一个完全不同

的模型。 BJ 模型结构是最常见的， 如果同时有兴趣使用过程和干扰模型。
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PE 模式的一个特殊情况是输出误差 （OE） 模型， 它由下式给出：

yt =
B（ z - 1）
F（ z - 1）

ut + et

虽然 OE 模型使用 et 或白噪声作为干扰， 在其他干扰的存在的情况下， OE 模

型结构可以用来估计过程模型。 因为在 OE 模型中被估计的参数是相对较少的， 如

果对估计的扰动模型不感兴趣的话， 在实践中它通常是一个好的模型结构的选择。
线性 l 输入和 m 输出或多重输入和多输出 （MIMO） 模式， 可被分离成 m 个多

输入单输出 （MISO） 模型：

Ai（ z - 1）yi，t =
B i1（ z - 1）
F i1（ z - 1）

u1，t +… +
B il（ z - 1）
F il（ z - 1）

ul，t

　 +
C i（ z - 1）
Di（ z - 1）

ei，t 　 i = 1，…，m

按照相同的程序， 作为单输入单输出 （SISO） 模式的结构， 可以构造 MISO
ARX、 ARMAX MISO、 MISO BJ 和 MISO OE。

对于 MIMO 模型， 最方便的模型结构是状态空间模型结构。 对于系统辨识， 状

态空间模型通常通过创新或卡尔曼预测的形式确定：
xt + 1 = A（θ）xt + B（θ）ut + K（θ）et （3. 50）

yt = C（θ）xt + et （3. 51）
式中， A、 B 和 C 是系统矩阵； et 在这里也被称为创新顺序； K 是卡尔曼预测增

益。 由于零阶保持采样， 二维矩阵通常省略 （因此， 引入一个采样延时）。
状态空间模型， 即式 （3. 50） 和式 （3. 51）， 给出也可以转入的传递函数模型：

yt = Gp（ z - 1；θ）ut + G l（ z - 1；θ）et
式中

Gp（ z - 1；θ） = C（θ）[ zI - A（θ）] - 1B（θ）
G l（ z - 1；θ） = I + C（θ）[ zI - A（θ）] - 1K（θ）

可以看到， Gp（ z - 1， θ） 和 G l（ z - 1，θ）具有相同的分母， 表明这是一个 ARMAX
模型。 因此， 该状态模型相当于一个 ARMAX 模型。

因此， 状态空间模型和传递函数模型 （或差分方程模型） 彼此之间很容易变换。
3. 3. 2　 非线性模型

非线性动态模型通常是由非线性状态空间模型来表示的， 如果模型是从第一原

理推导：
dx（ t）
dt = f（x（ t），u（ t））

y = h（x（ t））
有限差分法常被用来分离连续时间状态空间模型， 使其变为离散时间状态空间

模型， 例如
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xt + 1 = xt + Ts f（xt，ut）
yt = h（xt）

其他离散的方法包括， 例如， 正交配置法、 Galerikin 方法和以平整度为基础的

方法。 其中一些将在下面的内容进一步讨论。
系统识别流行的输入输出的非线性模型都是非线性 ARMAX （ NARMAX）

系列：
yt = f（yt - 1，…，yt - p，ut，…，et - q，et - 1，…，et - r） + et

这些模型构成了广泛的一类， 包括特殊情况下很多其他类非线性离散时间的模

型， 诸如非线性 ARX 模型 （NARX）。 NARX 模型由以下结构给出：
yt = f（yt - 1，…，yt - p，ut，…，ut - q） + et

非线性 AARX 模型与外部输入被定义为

yt = ∑
p

i = 1
αi fi（yt -i） + ∑

q

j = 0
β jg j（ut -j） + et

式中， 函数 { fi （. ）} 和 {gi （. ）} 是非线性函数。
该 NAARX 模型可以使用回归分析方法来估计， 因为它是一个线性的参数

模型。
一类特殊 NAARX 模型广泛使用 Hammerstein 模型：

yt = ∑
p

i = 1
aiyt -i + ∑

q

j = 1
b j f（uk-j） + et

Hammerstein 模型常被用来表示静态非线性输入， 如非线性执行器。
更普遍的 Hammerstein 模型被称为面向块的 Hammerstein 模型：

yt = ∑
p

i = 1
aiyt -i + ∑

r

l = 0
∑
qt

j = 1
bl，j fl（uk-j） + et

另一种常用的静态非线性模型是 Wiener 模型：

zt = ∑
p

i = 1
aizt -i + ∑

q

j = 0
b juk-j + et

yt = f（ zt）
即输出是非线性的 （例如， 传感器的非线性）。
线性脉冲响应模型对应是的 Volterra 模型：

yt = y0 + ∑
∞

j = 0
a jut -j + ∑

∞

i = 0
∑
∞

j = 0
bi，jut -iut -j + ∑

∞

l = 0
∑
∞

i = 0
∑
∞

j = 0
cl，i，jut -lut -iut -j + …

实际应用中需要， 这一系列被截断为数量有限的项， 这些截断级数被称

为有限的 Volterra 模型。 一个衰退的记忆系统可以用有限的 Volterra 模型来很

好地近似。 “衰退记忆的条件” 意味着 “遥远的过去对现在的影响可以忽略

不计” 。
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3. 4　 注解和参考文献

用于将连续时间系统变换为离散时间表示的主要参考是 Kwakernaak 和 Sivan
（1972）、 Seborg 等人 （1989） 以及 Huang 和 Kadali （2008） （施普林格出版社）。

输入信号和时间序列的主要参考是 Söderström 和 Stoica （1989）。 时间序列分析

的经典理论可以在 Box 和 Jenkins （1976） 的研究中找到。
对于线性动态模型结构的引用是 Huang 和 Kadali （2008） （施普林格出版社）、

Söderström 和 Stoica （1989） 以及 Ljung 的 （1999） 的研究。 非线性动态模型结构

最初被 Pearson 和 Ogunnaike （1997） 讨论。
本章介绍的例子基于第一作者在阿尔伯塔大学提供的系统识别过程 CHE662 的

讲义， 有的实例的解决方案来源于 Khatibisepehr 等人的研究 （2009-2011）。
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第 4 章　 系统辨识Ⅱ

4. 1　 回归分析

系统辨识是一个从实验数据出发对动态系统进行建模的领域， 通常使用如第 3
章介绍的离散时间模型或差分方程。 然而， 在系统辨识中， 离散时间模型不是从原

始的微分方程变换而来。 相反， 该离散时间模型是直接通过实验数据建立的。 通常

是通过最小二乘法进行线性参数模型的参数估计， 而对于非线性估计的问题， 采用

数值优化法。 我们通过举例说明如何用最小二乘法估计一个简单动态模型的参数来

展开本章。
4. 1. 1　 利用外生输入模型的移动平均自动回归

考虑受噪声影响的差分方程：
yt = - a1yt - 1 - a2yt - 2 -… - anayt - na + b1ut - 1 + b2ut - 2 +… + bnbut - nb + et （4. 1）

回想一下， 白噪声具有如下性质：
E （et） = 0

Eetet - j =
λ2 　 j = 0
0　 j≠0 

结果中， et表示除额外说明白噪声具有上述性质。 本书中， 我们规定多项式的

阶数： 一个多项式 A （ z - 1） 的阶数记为 na 和 B （ z - 1） 的阶数记为 nb， 依此类推。
例如， 式 （4. 1） 可以整理为

yt + a1yt - 1 + a2yt - 2 +… + anayt - na = b1ut - 1 + b2ut - 2 +… + bnbut - nb + et
方程可以进一步简化为

A（ z - 1）yt = B（ z - 1）ut + et
式中

A（ z - 1） = 1 + a1 z - 1 +… + anaz - na

B（ z - 1） = b1 z - 1 +… + bnbz - nb

这就是第 3 章所介绍的 ARX 模型。
系统辨识的任务就是用植入的输入和输出数据 { u1， u2， …， uN} 和 { y1，

y2， …， yN} 估计参数 {a1， …， ana} 和 {b1， …， bnb}， 其中 N 表示采样数据的

数目。
再考虑一个二阶 ARX 模型：

yt = - a1yt - 1 - a2yt - 2 + b1ut - 1 + b2ut - 2 + et （4. 2）



简化， 记为

φ（ t） =

- yt - 1

- yt - 2

ut - 1

ut - 2

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

　 θ =

a1

a2

b1

b2

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

式 （4. 2） 可写作

yt = φT（ t）θ + et （4. 3）
假设经输入数列 { u1， u2， …， uN - 1， uN} 激发后的系统， 则处理响应数据

{y1， y2， …， yN - 1， yN} 可以求出。 式 （4. 3） 从 n = 3 开始， 可以写作：
y3 = φT（3）θ + e3
y4 = φT（4）θ + e4

　 　 　 　 ⋮
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 yN - 1 = φT（N - 1）θ + eN - 1

yN = φT（N）θ + eN
以矩阵形式记录代数方程， 得到

y3

y4

⋮
yN - 1

yN

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

=

φT（3）
φT（4）
⋮
φT（N - 1）
φT（N）

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

a1

a2

b1

b2

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

+

e3
e4
⋮
eN - 1

eN

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

可以写成紧凑的形式：
Y =Φθ + ϵ

θ 的估计可以通过线性回归方法得出。
4. 1. 2　 线性回归

考虑一个带参数 θ 的一般线性回归模型：
yt = φT（ t）θ + et （4. 4）

式中， yt 是被测量； φ （ t） 为已知大小的矢量； θ 是矢量参数； et 是白噪声。
线性回归问题是从测量 y1， φ （1）， …， yN， φ （N） 中找到参数矢量 θ 的估

计值 θ^。 给出这些分量， 得到线性方程系统为

y1 = φT（1）θ + e1
y2 = φT（2）θ + e2
⋮　 　 　 　 　 　
yN = φT（N）θ + eN

这可以写成矩阵形式为

Y =Φθ + ϵ
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式中

Y =
y1

⋮
yN

 

 

 
  

 

 

 
  
　 Φ =

φT（1）
⋮
φT（N）

 

 

 
  

 

 

 
  
　 ϵ =

e1
⋮
eN

 

 

 
  

 

 

 
  

并且

E [ϵ] = 0　 Cov [ϵ] = E [ϵϵT] = λ2I

最小二乘估计的 θ被定义为矢量 θ^， 最大限度地减少损失函数。 损失函数可写为

J（θ） = 1
N （Y -Φθ） T（Y -Φθ） （4. 5）

关于 θ 求导， 然后使导数等于零， 解由下式给出：

θ^ = （ΦTΦ） - 1ΦTY （4. 6）
V （θ） 的相应的最小值是

min
θ
J（θ） = J（θ^） = 1

N [YTY - YTΦ（ΦTΦ） - 1ΦTY]

最小二乘估计的 θ^ 也可写作

θ^ = ∑
N

t = 1
φ（ t）φT（ t）  

-1

∑
N

t = 1
φ（ t）yt  

4. 1. 3　 线性回归分析

使数据满足给定的一个真实模型：
yt = φT（ t）θ0 + et

基于假设模型的回归方程为

yt = φT（ t）θ + et
其矩阵形式为

Y =Φθ + ϵ

最小二乘估计的 θ^ 通过式 （4. 6） 计算。 残差定义为实际输出与预计输出之差：

ε = Y - Y^ = Y -Φθ^

计算预测的均方误差 （MSE） 为

MSE = εTε
N - p （4. 7）

式中， p 为估计参数或 θ^ 的维数。
然后， 满足下面的性质：

1） θ^ 为 θ0 的无偏估计。

2） θ^ 的协方差矩阵由下式给出：

Cov（θ^） = λ2（ΦTΦ） - 1
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λ2 的无偏估计是由 MSE 通过式 （4. 7） 计算给出的， 将在后面讨论这些性质。

已知 Cov （θ^） 对于计算估计的标准差是必要的， 以及参数的置信区间。 每个估计

参数的标准差是由 Cov （θ^） 的对角元素的二次方根给出的。 即 C = （ΦTΦ） - 1。 利

用 MATLAB®， θ^ 的标准差由下式给出：

SE（θ^） = λ diag（C）
由于 λ2 通常是未知的， 它可以通过 MSE 来近似。 每个独立元素 θ 上的 （1 -

α）%置信区间可以由下式确定：

θ^ - tα / 2，N - pSE（θ
^）≤θ≤θ^ + tα / 2，N - pSE（θ

^）
式中， tα / 2，N - p可以从统计教材中的 t 表中查到； α 是用户确定的显著性水平 （通常

α = 0. 05 或 α = 0. 01）。
4. 1. 4　 加权最小二乘法

到目前为止， 已假设干扰 et 为白噪声。 现在， 考虑当它为有色噪声的情况。
也就是说在回归方程中 et 用有色噪声 vt 替换， 定义如下：

v =
v1
⋮
vN

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

式中

E[v ] = 0　 E[vv T] = R≠λ2I

式中， 协方差矩阵 R 是正定矩阵； I 是单位矩阵。 然后最小二乘法估计 θ^ 具有以下

性质：

1） θ^ 为 θ0 的无偏估计。

2） θ^ 的协方差矩阵由下式给出：

Cov（θ^） = （ΦTΦ） - 1ΦTRΦ（ΦTΦ） - 1

证明： 对于估计 θ^ 是无偏的， 它必须满足

E[θ^] = θ0 （4. 8）
式中， θ0 是真参数。

通过采用期望

　 　 　 　 　 　 E[θ^] = E[（ΦTΦ） - 1ΦTY]
= E[（ΦTΦ） - 1ΦT（Φ θ0 + v ）]
= E[（ΦTΦ） - 1（ΦTΦ）θ0] + E[（ΦTΦ） - 1ΦTv ]
= E[θ0] + （ΦTΦ） - 1ΦTE[v ]
= θ0 （4. 9）

计算出 θ^ 为 θ0 的无偏估计。
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θ^ 的协方差矩阵由下式确定：

Cov（θ^） = E[（θ^ - E[θ^]）（θ^ - E[θ^]） T] （4. 10）

式中， θ^ = （ΦTΦ） - 1ΦTY 由式 （4. 9） 和式 （4. 10） 可写作

Cov（θ^） = E[（（ΦTΦ） - 1ΦTY - θ0）（（ΦTΦ） - 1ΦTY - θ0） T]
= E[（（ΦTΦ） - 1ΦT（Φθ0 + v ） - θ0）（（ΦTΦ） - 1ΦT（Φθ0 + v ） - θ0） T]
=E[（（ΦTΦ） -1ΦTv ）（（ΦTΦ） -1ΦTv ）T]
= E[（ΦTΦ） - 1ΦTvv TΦ（ΦTΦ） - 1]
= （ΦTΦ） - 1ΦTE[vv T]Φ（ΦTΦ） - 1

= （ΦTΦ） - 1ΦTRΦ（ΦTΦ） - 1 （4. 11）
证毕。

给出估算：

θ^ w = （ΦTR - 1Φ） - 1ΦTR - 1Y
被称为 θ 的最佳线性无偏估计。 它也被称为加权最小二乘估计， 并具有下列性质：

1） θ^ w 是 θ 的无偏估计。

2） θ^ w 的协方差矩阵由下式给出：

Cov（θ^ w） = （ΦTR - 1Φ） - 1

3） θ^ w 是定义为 θ^ linear = ZTY 的线性估计中的最小方差估计， 其中 Z 是一个 N ×
n 的常数矩阵。

详细的证明由 Söderström 和 Stoica （1989） 给出。
在这里， 将在下面的方程式中给出通过等效 “白化” 步骤导出最佳线性无偏

估计。
回归模型由下式给出：

Y =Φθ + v （4. 12）
式中， Cov（v ） = R 不是对角矩阵。

等式两边乘以 R - 1 / 2得出

R - 1 / 2Y 

Y f
=
R - 1 / 2Φθ 

Φf
+
R - 1 / 2v 

v f

vf 的协方差矩阵可表示如下：
Cov（vf ） = Cov（R - 1 / 2v ）

= E[（R - 1 / 2v ）（R - 1 / 2v ） T]
= E[R - 1 / 2vv TR - 1 / 2]
= R - 1 / 2E[vv T]R - 1 / 2

= R - 1 / 2RR - 1 / 2 = I （4. 13）
式 （4. 13） 表明vf 由白噪声组成， 所以上述过程等效于白化噪声vt 。 由于vf 现
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在由白噪声组成， 可以应用普通最小二乘法来估计模型参数 θ， 即

θ^ w = （ΦT
f Φf） - 1ΦT

f Y f

= （ΦTR - 1Φ） - 1ΦTR - 1Y

在普通最小二乘估计得出的基础结果上， 协方差矩阵 θ^ w 由下式给出：

Cov（θ^ w） = （ΦT
f Φf） - 1

= （（R - 1 / 2Φ） TR - 1 / 2Φ） - 1

= （ΦTR - 1 / 2R - 1 / 2Φ） - 1

= （ΦTR - 1Φ） - 1 （4. 14）
例 4. 1. 1　 离散时间传递函数模型由下式给出：

yt =
b10 + b20 z - 1

1 + a10 z - 1 ut - d + （1 + c10 z - 1）et （4. 15）

如果我们用加权最小二乘法来解决估计问题， 求得到的加权矩阵。
离散时间传递函数模型可以被变换为

（1 + a10 z - 1）yt = （b10 + b20 z - 1）ut - d + （1 + a10 z - 1）（1 + c10 z - 1）et （4. 16）
变形为

yt = - a10yt - 1 + b10ut - d + b20ut - d - 1 + vt （4. 17）
式中

vt = et + （a10 + c10）et - 1 + a10c10et - 2 （4. 18）
令

v =
v1
⋮
vN

 

 

 
  

 

 

 
  

（4. 19）

构造对应的协方差矩阵：

R =

rv（0） rv（1） … rv（n - 1）
rv（ - 1） rv（0） … rv（n - 2）

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
rv（1 - n） rv（2 - n） … rv（0）

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

（4. 20）

接下来， 我们需要评估当 τ 取不同值时的协方差函数 rv （τ）。
rv（0） = E[vtvt]

= E[（et + （a10 + c10）et - 1 + a10c10et - 2）（et + （a10 + c10）et - 1 + a10c10et - 2）]
= λ2（1 + （a10 + c10） 2 + a2

10c210） （4. 21）
rv（1） = E[vt + 1vt]

= E[（et + 1 + （a10 + c10）et + a10c10et - 1）（et + （a10 + c10）et - 1 + a10c10et - 2）]
= λ2（a10 + c10 + a10c10（a10 + c10）） （4. 22）

rv（2） = E[vt + 2vt]
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= E[（et + 2 + （a10 + c10）et + 1 + a10c10et）（et + （a10 + c10）et - 1 + a10c10et - 2）]
= λ2a10c10 （4. 23）

同时， rv（τ） = 0， τ≥3。 令 α = a10 + c10和 β = a10c10使

R = λ2

1 + α2 + β2 α（1 + β） β
α（1 + β） 1 + α2 + β2 α（1 + β） ⋱

β α（1 + β） ⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ ⋱ ⋱ β

⋱ ⋱ ⋱ α（1 + β）
β α（1 + β） 1 + α2 + β2

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

（4. 24）

4. 2　 预测误差方法

显然， 并不是所有的参数估计问题都可以通过线性回归方法来解决。 下面的例

子说明， 需要比线性回归先进的辨识方法。
例 4. 2. 1　 再考虑例 4. 1. 1。 讨论普通最小二乘回归是否以这种模型能否提供

一致估计。
原方程变形得到另一种形式

（1 + a10 z - 1）yt = （b10 + b20 z - 1）ut - d + （1 + a10 z - 1）（1 + c10 z - 1）et （4. 25）
模型可变形得到

yt = - a10yt - 1 + b10ut - d + b20ut - d - 1 + vt （4. 26）
式中

vt = et + （a10 + c10）et - 1 + a10c10et - 2 （4. 27）
定义下列矢量

φt =
- yt - 1

ut - d

ut - d - 1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
　 　 θ0 =

a10

b10

b20

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

（4. 28）

然后， 回归模型对于式 （4. 26） 变为

yt = φT（ t）θ + vt （4. 29）
而实际过程模型是

yt = φT（ t）θ0 + vt （4. 30）
对于普通最小二乘回归 θ = （ΦTΦ） - 1ΦTY， 有

Φ =

φT（1）
φT（2）
⋮
φT（N）

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

（4. 31）
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从而

　 　 　 　 　 　 　 　 θ^ = ∑
N

t = 1
φ（ t）φT（ t）  

-1 ∑
N

t = 1
φ（ t）yt  

= 1
N∑

N

t = 1
φ（ t）φT（ t）  

-1 1
N∑

N

t = 1
φ（ t）yt  （4. 32）

由式 （4. 30） 替换 yt 得

θ^ = 1
N∑

N

t = 1
φ（ t）φT（ t）  

-1 1
N∑

N

t = 1
φ（ t）（φT（ t）θ0 + vt ）  

= θ0 + 1
N∑

N

t = 1
φ（ t）φT（ t）  

-1 1
N∑

N

t = 1
φ（ t） vt  （4. 33）

证明 1
N∑

N

t = 1
φ（ t）φT（ t）  - 1存在， 也就是说， 在足够的阶数输入持续地激励。

当 N→∞时有

1
N∑

N

t = 1
φ（ t）φT（ t） → E[φ（ t）φT（ t）] （4. 34）

1
N∑

N

t = 1
φ（ t） vt → E[φ（ t） vt ] （4. 35）

从而

θ^ = θ0 + E[φ（ t）φT（ t）]  - 1E[φ（ t）vt ] （4. 36）

θ^ 的一致性取决于是否 E [φ （ t） vt ] = 0。 可以证明：

E[φ（ t）vt ] = E
- yt - 1vt
ut - dvt
ut - d - 1vt

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
≠0 （4. 37）

它是 直 接 表 明 E [ ut - d vt ] = 0 且 E [ ut - d - 1 vt ] = 0。 然 而， 可 以 验 证

E[ - yt - 1vt]≠0。 最后， 可以得出结论， 如果应用普通最小二乘法， 此估计不具

有一致性。
4. 2. 1　 最优预测

当普通最小二乘回归不能提供一致的估计时， 为了找到合适的辨识算法， 需要

回顾辨识的目的和过程。
辨识是要找到一组基于在给定的输入和输出中预测与实际测量值尽可能接近的

参数。 该预测是由根据预示变量来的之前数据确定的。 该预测是从模型中得出的。
辨识过程的第一步是得出一个最佳预示变量， 可以最大限度地减少预测误差。

预测误差由下式确定：
ε（ t，θ） = yt - ŷ（ t t - 1）

式中， ŷ （ t t - 1） 表示对 yt 的预测， 其中给定所有的数据采样及时刻 t - 1 （如
yt - 1， ut - 1， yt - 2， ut - 2， …）。
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为了说明这一点， 考虑 ARX 模型：
yt = - a1yt - 1 - a2yt - 2 -… - anayt - na + b1ut - 1 + b2ut - 2 +… + bnbut - nb + et

选择以下预示变量作为提前预测的 yt， 基于所有在时间上的已知信息 t - 1， 即

yt - 1， …， yt - na， 和 ut - 1， …， ut - nb：
ŷ（ t t - 1） = - a1yt - 1 -… - anayt - na + b1ut - 1 +… + bnbut - nb

显然， 这个预示变量也是回归方程， 被用于估计 ARX 模型， 也就是

ŷ（ t t - 1） = φT（ t）θ
如果已知具体模型参数， 那么预测误差为

yt - ŷ（ t t - 1） = et
即白噪声。 直观地看， 如果一个预测， 有白噪声作为其预测误差应该是最优的预测

因子， 然而白噪声不能被进一步预测， 将在这个案例中马上看出。
回想一下， 损失函数为 ARX 模型由下式给出：

J（θ） = 1
N （Y -Φθ） T（Y -Φθ）

可进一步写为

J（θ） = 1
N∑

N

t = 1
（yt - φT（ t）θ） 2 = 1

N∑
N

t = 1
（yt - ŷ（ t t - 1）） 2

这表明普通最小二乘回归的 ARX 模型的目标是使预测误差最小化， 只有当预

测器是最佳时才能实现。 现在， 一个有趣的问题是， 是否可以得到最优的预测进

程， 这不能由一个 ARX 模型进行说明。 考虑到一般线性模型：
yt = Gp（ z - 1；θ）ut + G l（ z - 1；θ）et （4. 38）

假设 Gp（0； θ） = 0。 请注意， 所有之前的线性模型， 如 ARX、 ARMAX、 BJ
（Box- Jenkins）、 OE （输出误差） 和 PEM （预测误差法） 这是一般线性模型的特殊

情况。 一般线性的之前一步预测已经由 Söderström 和 Stoica （1989） 描述， 即

ŷ（ t t - 1） = L1（ z - 1；θ）yt + L2（ z - 1；θ）ut （4. 39）
作为预测必须依靠过去的输出数据， 该滤波器由下式限制

L1（0；θ） = 0 （4. 40）
从式 （4. 38） 减去式 （4. 39） 得出以下预测误差：
ε（ t，θ） = Gp（ z - 1；θ）ut + G l（ z - 1；θ）et - L1（ z - 1；θ）yt - L2（ z - 1；θ）ut

= Gp（ z - 1；θ）ut + （G l（ z - 1；θ） - I）et + et - L1（ z - 1；θ）yt - L2（ z - 1；θ）ut

= （Gp（ z - 1；θ） - L2（ z - 1；θ））ut + （G l（ z - 1；θ） - I）et - L1（ z - 1；θ）yt + et
从式 （4. 38）， et 可以推导为

et = G - 1
l （ z - 1；θ）（yt - Gp（ z - 1；θ）ut）

利用该关系， 可以进一步写出预测误差的表达式为

　 ε（ t，θ） = （Gp（ z - 1； θ） - L2（ z - 1；θ））ut + （G l（ z - 1；θ） - I）
× G - 1

l （ z - 1；θ）（yt - Gp（ z - 1；θ）ut） - L1（ z - 1；θ）yt + et
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=
（G - 1

l （ z - 1；θ）Gp（ z - 1；θ） - L2（ z - 1；θ））                  ut

Ψu（ z - 1；θ）
+

（ I - G - 1
l （ z - 1；θ） - L1（ z - 1；θ））               yt + et

Ψy（ z - 1；θ）
=Ψu（ z - 1；θ）ut +Ψy（ z - 1；θ）yt + et

给出条件 G l（0； θ） = I 和 L1（0； θ） = 0， 可以验证

Ψy（0；θ） = 0
即 Ψy （ z - 1； θ） 具有至少一个样本时间延迟。 因此， 通过扩大传递函数变换

为脉冲响应的形式， 将有

Ψy（ z - 1；θ）yt = ψy1yt - 1 + ψy2yt - 2 +…
注意到 ut 是独立于 et 的， 并作为关于 Ψy（ z - 1； θ）yt 的未来白噪声干扰， et 是

独立于 Ψu（ z - 1； θ）和 Ψy（ z - 1； θ）yt 的， 所以

Cov（ε（ t，θ）） = Cov[Ψu（ z - 1；θ）ut +Ψy（ z - 1；θ）yt] + Cov[et]≥Cov（et）
或者

trace[Cov（ε（ t，θ））]≥trace[Cov（et）]
显然， [Cov（ε（ t， θ））] 轨迹的下限即 [Cov（ et）] 的轨迹， 也就是说， 白噪

声方差的轨迹是 et， 它被定义为Σe 因此， 最佳的前一步预测应该给这个下限作为

其预测误差。 这通过下式实现：
Ψu （ z - 1； θ） = 0
Ψy （ z - 1； θ） = 0

分别解出这两个方程：
L2（ z - 1；θ） = G - 1

l （ z - 1；θ）Gp（ z - 1；θ）
L1（ z - 1；θ） = I - G - 1

l （ z - 1；θ）
结果得到最佳预测。 最佳预测误差是 ε（ t， θ） = et， 即白噪声。 这个结果并不

令人惊讶， 因为白噪声不包含任何可预见的内容。 如果预测能够给白噪声作为其预

测误差， 已经应该实现了最好的预测。 因此， 确定一个单步向前预测器是否已达到

其最佳， 可以检查其预测误差是否是白噪声。 概括地说， 对于一般的线性模型

yt = Gp（ z - 1；θ）ut + G l（ z - 1；θ）et （4. 41）
最佳的预测是

　 　 　 ŷ（ t t - 1） = L1（ z - 1；θ）yt + L2（ z - 1；θ）ut

= G - 1
l （ z - 1；θ）Gp（ z - 1；θ）ut + [ I - G - 1

l （ z - 1；θ）]yt （4. 42）
与最佳单步向前预测， 将预测误差表示为

ε（ t，θ） = G - 1
l （ z - 1；θ）[yt - Gp（ z - 1；θ）ut] （4. 43）

当模型 Gp（ z - 1； θ）和 G l（ z - 1； θ）为最佳时， 预测误差就是白噪声 et。
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对于状态空间模型：
xt + 1 = A（θ）xt + B（θ）ut + w t

yt = C（θ）xt + et
式中， w t 和 et 是具有零期望和协方差矩阵 R1（θ）和 R2（θ）相互不相关的白噪声序

列， 最优的预测值是卡尔曼预测器：
x̂（ t + 1 t） = A（θ） x̂（ t t - 1） + B（θ）ut + K（θ）[yt - C（θ） x̂（ t t - 1）]

ŷ（ t t - 1） = C（θ） x̂（ t t - 1）
卡尔曼增益由下式给出：

K（θ） = A（θ）P（θ）CT（θ）[C（θ）P（θ）CT（θ） + R2（θ）] - 1

式中， P （θ） 是下列 Riccati 代数方程的解：
P（θ） = A（θ）P（θ）AT（θ） + R1（θ） - K（θ）C（θ）P（θ）AT（θ）

其结果是， 卡尔曼滤波器形式 （也称为创新形式） 的状态空间模型通常用于

系统识别的状态空间模型结构。
例 4. 2. 2　 再考虑例 4. 1. 1。
1） 得出最优的一步超前预测。 讨论为什么它是最优的。
2） 得出最优的两步超前预测， 并讨论为什么它给出了一个最优的两步超前预测。
白噪声项 et 可由式 （4. 25） 推导出：

et =
1

1 + c10 z - 1yt -
（b10 + b20 z - 1） z - d

（1 + a10 z - 1）（1 + c10 z - 1）
ut （4. 44）

同时， 式 （4. 25） 可以改写为

yt =
（b10 + b20 z - 1） z - d

1 + a10 z - 1 ut + c10 z - 1et + et （4. 45）

用式 （4. 44） 展开式代替式 （4. 45） 的倒数第二项 et：

　 　 　 　yt =
（b10 + b20 z - 1） z - d

1 + a10 z - 1 ut + c10 z - 1 1
1 + c10 z - 1yt -

（b10 + b20 z - 1） z - d

（1 + a10 z - 1）（1 + c10 z - 1）
ut  + et

=
c10 z - 1

1 + c10 z - 1yt +
（b10 + b20 z - 1） z - d

1 + a10 z - 1 1 -
c10 z - 1

1 + c10 z - 1  ut + et

=
c10 z - 1

1 + c10 z - 1yt +
（b10 + b20 z - 1） z - d

（1 + a10 z - 1）（1 + c10 z - 1）
ut + et （4. 46）

使一步超前预测为

ŷ（ t t - 1） =
c10 z - 1

1 + c10 z - 1yt +
（b10 + b20 z - 1） z - d

（1 + a10 z - 1）（1 + c10 z - 1）
ut

= L1（ z - 1；θ）yt + L2（ z - 1；θ）ut （4. 47）
满足 L1（0； θ） = 0。

对此预测， 将预测误差由下式给出：
ε（ t，θ） = yt - ŷ（ t t - 1） = et （4. 48）
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由于这是白噪声， 因而， 此一步超前预测以式 （4. 47） 表示是最优的。
一般线性两步超前预测可描述为

ŷ（ t t - 2） = L1（ z - 1；θ）yt + L2（ z - 1；θ）ut （4. 49）
式中， L1 （ z - 1； θ） 具有至少两个样本延迟才成为一个两步超前预测。

预测误差表示为

ε（ t，θ） = yt - ŷ（ t t - 2）

=
（b10 + b20 z - 1） z - d

1 + a10 z - 1 ut + c10 z - 1et + et - L1（ z - 1；θ）yt - L2（ z - 1；θ）ut

= - L1（ z - 1；θ）yt +
（b10 + b20 z - 1） z - d

1 + a10 z - 1 - L2（ z - 1；θ） 

 
 

 

 
 ut + c10 z - 1et + et

（4. 50）
L1（ z - 1； θ） 具有至少两个采样的延迟， 预测误差的方差为

Var（ε（ t，θ）） = Var - L1（ z - 1；θ）yt +
（b10 + b20 z - 1） z - d

1 + a10 z - 1 - L2（ z - 1；θ） 

 
 

 

 
 ut

 

 
 

 

 
 

+ Var（c10 z - 1et + et）
≥Var（c10 z - 1et + et） = λ2（c10 2 + 1） （4. 51）

鉴于式 （4. 51） 和式 （4. 49）， 最小方差 λ2 （c210 + 1） 实现了与以下两步超前

最优预测：

ŷ（ t t - 2） =
（b10 + b20 z - 1） z - d

1 + a10 z - 1 ut （4. 52）

因此， 预测误差给定为

ε（ t，θ） = yt - ŷ（ t t - 2） = c10 z - 1et + et = et + c10et - 1 （4. 53）
4. 2. 2　 预测误差方法

预测误差的方法是为了找到 θ^， 使得预测误差 ε （1， θ）， ε （2， θ）， …，
ε（N， θ）最小化。 不像设计不同的最佳预测指标， 其中精确的模型参数被假定为已

知的， 在系统辨识的模型中参数是未知的。 因此， 预测将是未知参数的函数。 为限

定预测对于系统辨识是有用的， 预测值和模型之间的关系应该是唯一的。 当预测值

被修正后， 模型参数应该唯一确定。 所选择的预测器是最优的预测， 因为只有最佳

预测器可以给预测误差最小。 作为结果， 识别问题可以转化为一个优化问题， 并且

参数估计可以继承某些最优性。
考虑以下预测误差的目标函数：

JN（θ） = trace[ΣN（θ）] ≜ trace 1
N∑

N

t = 1
ε（ t，θ）εT（ t，θ）  

考虑到实际系统由下式给出：
yt = Gp（ z - 1；θ0）ut + G l（ z - 1；θ0）et （4. 54）
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式 （4. 43） 代入式 （4. 54） 得出

　 ε（ t，θ） = G - 1
l （ z - 1；θ）[yt - Gp（ z - 1；θ）ut]

= G - 1
l （ z - 1；θ） [Gp （ z - 1；θ0 ） - Gp （ z - 1；θ0 ）] ut + G - 1

l （ z - 1；θ） G l （ z - 1；
θ0）et

≜Φu（ z - 1；θ，θ0）ut +Φe（ z - 1；θ，θ0）et
=Φu（ z - 1；θ，θ0）ut + （Φe（ z - 1；θ，θ0） - I）et + et （4. 55）

式中

Φu（ z - 1；θ，θ0） = G - 1
l （ z - 1；θ）[Gp（ z - 1；θ0） - Gp（ z - 1；θ）] （4. 56）

Φe（ z - 1；θ，θ0） = G - 1
l （ z - 1；θ）G l（ z - 1；θ0） （4. 57）

通过对整个过程和干扰模型的假设， Gp（0； θ） = 0、 Gl（0； θ） = I、 Gp（0； θ0） = 0
和 Gl （0； θ0） = I， 它可以从式 （4. 56） 和式 （4. 57） 进行验证：

Φu（0；θ，θ0） = 0 （4. 58）
Φe（0；θ，θ0） - I = 0 （4. 59）

式 （4. 58） 和式 （4. 59） 意味着Φu（0， θ， θ0） 及 （Φe（0； θ， θ0） - I） 应

至少有一个样本的时间延迟。 需要注意的是， ut 和 et 是独立的， 因此

Cov[ε（t，θ）] =Cov[Φu（z -1；θ，θ0）ut] +Cov[Φe（z -1；θ，θ0） - I）et] +Cov[et]≥Cov[et]
这得到

trace[Cov（ε（ t，θ））]≥trace[Cov（et）]
再一次， 缩小范围是白噪声 Σe 协方差的轨迹。 当为如下时其为最小值：

Φu（ z - 1；θ，θ0） = 0 （4. 60）
Φe（ z - 1；θ，θ0） = I （4. 61）

比较式 （4. 60） 和式 （4. 61） 与式 （4. 56） 和式 （4. 57）， 达到下界意味着

估计的一致性， 即

Gp（ z - 1；θ） = Gp（ z - 1；θ0） （4. 62）
G l（ z - 1；θ） = G l（ z - 1；θ0） （4. 63）

PEM 的算法可概述如下：
1） 选择一个模型结构：

yt = Gp（ z - 1；θ）ut + G l（ z - 1；θ）et
并写出相应的最优预测：

ŷ（ t t - 1） = G - 1
l （ z - 1；θ）Gp（ z - 1；θ）ut + [ I - G - 1

l （ z - 1；θ）]yt

2） 替代实验数据， u1， u2， …， uN 和 y1， y2， …， yN， 最佳预测得到单步向

前预测 ŷ（1 0）， ŷ（2 1）， …， ŷ（N N - 1）， 均为 θ 的函数。 对应的预测误差然后

可以由测得的输出和预测 ε（1， θ）， ε（2， θ）， …， ε（N， θ） 确定。
3） 确定的预测误差的采样协方差为：

ΣN（θ） = 1
N - p∑

N

t = 1
ε（ t，θ）εT（ t，θ）
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式中， p 为估计参数的数值。

通过迹减少ΣN （θ） 来求 θ^。 最小二乘问题一般是非线性的和数值解， 这通常

是必要的。
当 N→∞时， ΣN （θ） →Cov [ε （ t， θ）]。 如果上述优化过程实现了全局最

优解， 将得到白色噪声的预测误差， 然后将估计的参数会收敛到真实参数。 因此，

该预测对一般线性模型误差方法能够实现一致估计， 即 θ^
N→∞→θ0。

例 4. 2. 3　 考虑再次给出前面例子中的真正离散时间模型：

yt =
b10 + b20 z - 1

1 + a10 z - 1 ut - d + （1 + c10 z - 1）et

1） 如果模型被选择为具有相同的结构作为该真正模型， 表明该 PEM 算法给出

了这两种过程和扰动模型的一致估计。
2） 如果模型被选择为具有相同的结构作为该真正模型， 讨论最佳两步向前预

测误差的最小化是否会提供该过程的一致性估计和噪声模型。
最优单步向前预测和相应的预测误差可以推导如下：
　 　 　 　 　 ŷ（ t t - 1） = G - 1

l （ z - 1；θ）Gp（ z - 1；θ）ut + [ I - G - 1
l （ z - 1；θ）]yt

=
c1 z - 1

1 + c1 z - 1yt +
z - d（b1 + b2 z - 1）

（1 + a1 z - 1）（1 + c1 z - 1）
ut （4. 64）

　 ε（ t，θ） = G - 1
l （ z - 1；θ）[yt - Gp（ z - 1；θ）ut]

= 1
1 + c1 z - 1 yt -

z - d（b1 + b2 z - 1）
1 + a1 z - 1 ut  

= 1
1 + c1 z - 1

z - d（b10 + b20 z - 1）
1 + a10 z - 1 ut + （1 + c10 z - 1）et -

z - d（b1 + b2 z - 1）
1 + a1 z - 1 ut  

=
z - d（b10 + b20 z - 1）

（1 + c1 z - 1）（1 + a10 z - 1）
-

z - d（b1 + b2 z - 1）
（1 + c1 z - 1）（1 + a1 z - 1）  ut +

1 + c10 z - 1

1 + c1 z - 1 et

=Φu（ z - 1；θ，θ0）ut +Φe（ z - 1；θ，θ0）et
=Φu（ z - 1；θ，θ0）ut + （Φe（ z - 1；θ，θ0） - I）et + et （4. 65）

Φu （z -1； θ， θ0） 和Φe （z -1； θ， θ0） 至少一个具有采样时间延迟， 它可以验证：
Φu（0；θ，θ0） = 0

Φe（0；θ，θ0） - I = 0
如果 ut 和 et 是独立的， 它可以证明：
　 　 Var[ε（ t，θ）] = Var[Φu（ z - 1；θ，θ0）ut] + Var[（Φe（ z - 1；θ，θ0） - I）et]

+ Var[et]≥Var[et] （4. 66）
达到最小时， 当

Φu（ z - 1；θ，θ0） = 0 （4. 67）
Φe（ z - 1；θ，θ0） = I （4. 68）
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实现最小值意味着

z - d（b10 + b20 z - 1）
（1 + c1 z - 1）（1 + a10 z - 1）

=
z - d（b1 + b2 z - 1）

（1 + c1 z - 1）（1 + a1 z - 1）
（4. 69）

1 + c10 z - 1 = 1 + c1 z - 1 （4. 70）
也就是说， 一致性的实现。

类似于式 （4. 52） 的推导， 两个向前一步最优预测可以推导出：

ŷ（ t t - 2） =
z - d（b1 + b2 z - 1）

1 + a1 z - 1 ut （4. 71）

因此， 预测误差由下式得出：
　 　 　 ε（ t，θ） = yt - ŷ（ t t - 2）

=
z - d（b10 + b20 z - 1）

1 + a10 z - 1 ut + （1 + c10 z - 1）et -
z - d（b1 + b2 z - 1）

1 + a1 z - 1 ut

=
z - d（b10 + b20 z - 1）

1 + a10 z - 1 -
z - d（b1 + b2 z - 1）

1 + a1 z - 1  ut + （1 + c10 z - 1）et

=Φu（ z - 1；θ，θ0）ut + （1 + c10 z - 1）et （4. 72）
当 ut 和 et 独立时， 表示如下：
　 　 　 　 　 　 Var[ε（ t，θ）] = Var[Φu（ z - 1；θ，θ0）ut] + Var[（1 + c10 z - 1）et]

≥Var[（1 + c10 z - 1）et] （4. 73）
达到最小时当

Φu（ z - 1；θ，θ0） = 0 （4. 74）
实现最小值意味着

z - d（b10 + b20 z - 1）
1 + a10 z - 1 =

z - d（b1 + b2 z - 1）
1 + a1 z - 1 （4. 75）

也就是说， 这是一致性实现的过程模型， 但对噪声模型没有什么影响。
4. 2. 3　 独立参数预测误差法

考虑过程和干扰模型被独立参数化的一般线性模型：
yt = Gp（ z - 1，θ1）ut + G l（ z - 1，θ2）et （4. 76）

而真正的模型由下式给出：
yt = Gp（ z - 1，θ10）ut + G l（ z - 1，θ20）et （4. 77）

最优单步向前预测是与上述同源， 除了对于不同的参数设置：
ŷ（ t t - 1） = G - 1

l （ z - 1，θ2）Gp（ z - 1，θ1）ut + [ I - G - 1
l （ z - 1，θ2）]yt （4. 78）

预测误差由下式给出：
　 　 　 　 　 ε（ t，θ1，θ2） = G - 1

l （ z - 1；θ2）[yt - Gp（ z - 1；θ2）ut]
= G - 1

l （ z - 1；θ2）[Gp（ z - 1；θ10） - Gp（ z - 1；θ1）]ut

　 + G - 1
l （ z - 1；θ2）G l（ z - 1；θ20）et
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≜Φu（ z - 1，θ1，θ10，θ2）ut +Φe（ z - 1；θ2，θ20）et （4. 79）
由于 ut 和 et 是独立的， 对式 （4. 79） 两边同时进行操作得出

Cov[ε（ t，θ1，θ2）] = Cov[Φu（ z - 1；θ1，θ10，θ2）ut] + Cov[Φe（ z - 1；θ2，θ20）et]
（4. 80）

式 （4. 80） 中尽量减少关于 θ1 的量得到以下关系式：
argminθ1Cov[ε（ t，θ1，θ2）] = argminθ1Cov[Φu（ z - 1；θ1，θ10，θ2）ut]

当 Φu（ z - 1； θ1， θ10， θ2） = 0 时， 得到最小值。 这意味着 Gp （ z - 1， θ1） = Gp

（ z - 1， θ10）。 因此一个全局最小值从 Cov （ε （ t， θ1， θ2）） 中得到， 即使 θ2 为任

何固定值， 它也可能与 θ20完全不同。 直接应用这个属性设置 G l （ z - 1， θ2） = 1，
实际上一个参考模型和过程模型的一致性是可以实现的。
4. 2. 4　 PEM 渐近方差属性

一旦对系统模型的参数进行估计， 确定估计的参数的不确定性就很必要。 在线

性回归的情况下， 参数估计的协方差可以简单地确定为如前面所讨论 σ2 （ΦTΦ） - 1

在涉及非线性优化的 PEM 中， 协方差是通过预测误差的梯度来确定的。 推导的细

节参考 Söderström 和 Stoica （1989） 的研究， 结果概要如下。
假设

1） {ut， yt}， t = 1， 2， …， N 这些数据是平稳过程。
2） 输入为持续激励。
3） Hessian J″ （θ） 是非奇异 （非单数）。 在周围 J （θ） 其中， J （θ） 的损失

函数最小点局部最小。
4） Gp （ z - 1； θ） G l （ z - 1； θ） 是参数矢量 θ 的微分函数。
5） 该系统是可辨识的。
然后， 将得到 PEM 的以下属性：
● ∑∞ = limN→∞ ∑N（θ） = Eε（ t，θ）εTε（ t，θ）。
● 渐近参数估计 θ^ N 遵循正态分布：

N（θ
^
N - θ0） ～ N（0，P） （4. 81）

式中

P = λ2[Eψ（ t，θ0）ψT（ t，θ0）] - 1

式中

ψ（ t，θ） = - Əε（ t，θ）
Əθ

 

 
 

 

 
 

T

P 的近似估计可为

P^ = λ2 1
N∑

N

t = 1
ψ（ t，θ^ N）ψT（ t，θ^ N）  

- 1

作为例子， 将证明， 作为 PEM 的特殊情况， 估计 ARX 模型参数的协方差， 根

16第 4 章　 系统辨识Ⅱ 　



据 PEM 的渐近方差表达式派生是相同的， 直接从线性回归推导。
考虑表示回归方程的形式 ARX 模型：

yt = φT（ t）θ + et
由给出的从 t = 1 ～ N 的数据可估计参数 θ 的协方差计算如下：

Cov（θ^） = λ2（ΦTΦ） - 1 （4. 82）
式中

Φ =
φT（1）
⋮
φT（N）

 

 

 
  

 

 

 
  

结合这两个方程得出：

Cov（θ^） = λ2 ∑
N

t = 1
φ（ t）φT（ t）  

-1 （4. 83）

现在， 我们应用 PEM 渐近协方差估计最小二乘估计的 ARX 模型和直接来自最

小二乘回归验证的结果是相同的。 应用 PEM 的渐近协方差到 ARX 模型， 最优预测

首先推导为

ŷ（ t t - 1） = φT（ t）θ
这被认为是最佳预测， 因为如果模型是最优的它会提供白噪声作为其预测误

差。 现在， 预测误差可表示为

ε（ t，θ） = yt - ŷt = yt - φT（ t）θ
结果是

ψ（ t，θ） = - Əε（ t，θ）
Əθ

 

 
 

 

 
 

T

= φ（ t）

因此

P^ = λ2 1
N∑

N

t = 1
ψ（ t，θ^ N）ψT（ t，θ^ N）  

-1
= λ2 1

N∑
N

t = 1
φ（ t）φ（ t）  

-1

当 N→∞时， P^ = P。 根据式 （4. 81） 有

Cov（θ^） = 1
N P = 1

N λ2 1
N∑

N

t = 1
φ（ t）φ（ t）  

-1
= λ2 ∑

N

t = 1
φ（ t）φ（ t）  

-1

这同式 （4. 83） 所示的线性回归得到的结果是一样的。
4. 2. 5　 非线性辨识

这个类别中的最后一部分内容介绍了非线性模型结构的范围。 本节将专注

PEM 应用于特定的结构。 这是非线性 ARX 模型或 NARX， 其中噪声是附加白噪声。
回想 NARX 模型：

yt = f（yt - 1，…，yt - p，ut，…，ut - q） + et
式中， f （yt - 1， …， yt - p， ut， …， ut - q） 没有特殊的结构， 除非非线性模型来源

于第一性原理。
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f （yt - 1， …， yt - p， ut， …， ut - q） 通常是未知的， 不能写出它的一般表达式。
绕过这个问题的一个常用的方法是使用基函数， 通过级数展开来近似 f （yt - 1， …，
yt - p， ut， …， ut - q）。

4. 2. 5. 1　 基函数

定义：
Z t = {yt，yt - 1，…，ut，ut - 1，…}

类似于 PEM 的线性系统， 需要找到最佳的一步超前预测：
ŷ（ t t - 1） = f（Z t - 1，θ）

类似于线性回归， 定义一个回归， 使得

φ（ t） = φ（Z t - 1）
然后， 预测为

f（Z t - 1，θ） = f（φ（ t），θ）
由于没有一般形式的非线性函数 f （φ （ t）， θ）， 很自然地通过级数展开以参

数化非线性函数：

f（φ（ t），θ） = ∑
n

k = 1
αk fk（φ（ t）），　 θ = α1…αn

  T

式中， fk 被称为一个基函数。
fk 一般是从一个 “母基函数” 得到的， 记为 κ （x）：

fk（φ（ t）） = fk（φ（ t），βk，γk） = κ（βk（φ（ t） - γk））
有些基函数示例如下：
● 泰勒级数 κ （x） = xk。
● 傅里叶级数 κ （x） = cos （x）。
● 分段常数函数：

κ（x） =
1　 0≤x < 1
0　 其他 

或分段常数函数的平滑版本， 即钟形 （高斯） 函数：

κ（x） = 1
2π

e - x2 / 2

● 阶跃函数：

κ（x） =
0　 x < 0
1　 x≥0 

或阶梯函数的平滑版本， 即 （S 形） 函数：

κ（x） = σ（x） = 1
1 + e - x

这些母基函数可以近似地认为是结构材料的 “砖”。 一个非线性函数可以类似

地认为这是从砖建造的建筑物。 各种形状和尺寸的砖块将必须被移动到施工现场和
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被组装以形成一个建筑物。 这也适用于用母基函数表达非线性函数。
4. 2. 5. 2　 非线性预测构造

要表示的非线性函数， 必须用适当的形状和比例的基础功能进行构造， 然后重

新定位。 这通过以下结构式完成：

f（φ（ t），θ） = ∑
n

k = 1
αkκ（βk（φ（ t） - γk））

现在 θ 的参数化的特征在于 3 种类型的参数：
● 坐标， αk；
● 缩放参数， βk；
● 位置参数， γk。
其中坐标参数 αk 分配权重贡献给每个单独的基函数的非线性函数 f （φ （t）， θ）。
现在， 问题是， 能否在基函数级数逼近真实的非线性函数 f （φ （t）， θ）。 “对于

κ （x） 几乎任何选择除了对一个多项式， 扩展可以逼近任何合理的函数 g0 （φ （ t））
以及对足够大的 n” （Ljung， 1999）。 然而， 潜在的问题是非线性函数的过度拟合。
由于基函数的数量增加， 因此没有参数确定。 系统辨识中的简约性原则， 后面将简短

介绍， 决定了该模型的预测性将会恶化。
4. 2. 5. 3　 多层网络

在非线性系统辨识中， 通常通过以捕捉复杂的非线性增加额外层来扩大基础功

能。 基函数的输出是

φ（2）
k （ t） = fk（φ（ t）） = κ（φ（ t），βk，γk）

将它们集中到一个矢量中：
φ（2）

t （ t） = φ（2）
1 （ t），φ（2）

2 （ t），…，φ（2）
n （ t）  T

而非采取 φ（2）
k （ t） 的线性组合作为预测， 可以把它们作为新的回归， 并把它

们插入到基函数的另一层：

f（φ（ t），θ） = ∑
l
α（2）

l κ（φ（2）（ t），β（2）
l ，γ（2）

l ）

在神经网络的文献中， 上述结构近似的预测被称为双隐层网络。 同样， 人们可

以获得更多的层。 虽然包括额外的层将提供更好的拟合数据， 但它通常会增加过度

参数化问题的可能性。

4. 3　 模型验证

当遇到系统辨识问题时， 基础模型结构的先验知识可能是有限的。 当从数据中

搜索 “正确” 的模型结构时， 人们可能不得不面对以下问题： 哪些候选模型结构

应该选择？ 选择的模型是否过于复杂？
4. 3. 1　 模型结构选择

对于线性系统识别， 各模型的结构都可以考虑， 例如 ARX、 ARMAX、 OE、 BJ、
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PE 和状态空间模型。 对于相同的模型结构， 有不同的模型命令。 一些统计测试可以

用来确定基于预测误差 ε （ t， θ^N） 适当的模型结构或顺序。 参数估计 θ^ N 计算预测

误差称为残差。 回想一下式 （4. 56） 和式 （4. 57） 及最优预测误差表达式：
ε（ t，θ） =Φu（ z - 1；θ，θ0）ut + （Φe（ z - 1；θ，θ0） - I）et + et
Φu（ z - 1；θ，θ0） = G - 1

l （ z - 1；θ）[Gp（ z - 1；θ0） - Gp（ z - 1；θ）] （4. 84）
Φe（ z - 1；θ，θ0） = G - 1

l （ z - 1；θ）G l（ z - 1；θ0）
基于上面的方程可以看成两个测试：
1. 自相关测试

从式 （4. 84） 中可知， 如果估计模型等于真实值， 前两个方面的预测误差将

变为零。 因此， 如果两个过程和干扰模型是完美的， 那么预测误差必须是白噪声。
在实践中， 不会拒绝一个信号是白噪声的假设， 如果除了在滞后 0 超过 99% 的自

相关点落入 - 3
N
， 3

N  范围内。 自相关是归一化的自相关， 它可以计算如下：

ρε（τ） =
rε（τ）
rε（0）

（4. 85）

式中 rε （τ） 代表与 τ 滞后的预测误差自协方差。 如果超过 1% 的 ρε （ τ） 满足

ρε （τ） > 3
N
， 预测误差是不被认为是白噪声并且估计的模型是无效的。

2. 互相关测试

由式 （4. 84） 可知， 如果该进程模型估计是完美的， Φu （q - 1， θ） 将成为零，
而且会预测误差和输入之间没有交叉相关。 互相关是归一化的互协方差， 其可以被

计算为

ρεu（τ） =
rεu（τ）

rε（0） ru（0）
（4. 86）

式中， rεu （τ） 表示预测误差和输入之间的互协方差与 τ 滞后。 ρεu （ τ） 满足

ρεu （τ） > 3
N
时， 估计过程模型是无效的。

作为一个经验法则， 互相关测试用于过程模型失效， 而自相关测试用于无效的

进程和扰动模型。
如果估计的模型失效， 选择不同的模型结构或顺序， 并且重复上述过程。 在实

践中， 这两项测试都必须对所有模型结构进行除 OE 模型结构， 因为自相关测试并

不适用于 OE 模型的失效。 仅仅互相关测试可以应用到 OE 模型。
4. 3. 2　 简约原则

简约原则说的是两个或两个以上相互竞争的模型， 这一切能很好地解释数据，
该模型具有最小数量的独立参数选择。 这样的选择会带给预测方面最佳精度。
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假定 θ^ N 表示使用 PEM 从过去的数据估计出的参数矢量。 进一步假设该系统属

于所考虑的模型结构。 这意味着存在一个真实参数矢量 θ0。

一个适当的标量量度可用于评估该模型与 θ^ N 相关联的优度。 例如， 这项测量

可以是

W（θ^ N） = EεT（ t，θ^ N）ε（ t，θ
^
N）

其中预测误差基于未来数据， 并且期望是关于从过去的数据估计的参数的未来噪声

的条件。
然后， 其表示如下 （Söderström 和 Stoica， 1989）：

EW（θ^N）≈λ2（1 + p / N）

式中， p 是 θ^N 的维数； N 是用于估计模型和 λ2 = Ee2t 数据点的数量。

期望是相对于过去的数据或 θ^N 的分布， 这是从过去的数据估计得到的。 这个

结果表示， p / N 的相对量随预期误差方差增大。 因此， 存在于使用不利模型不必要

的许多参数。 这可以被看作简约原则的声明。
4. 3. 3　 模型结构比较

4. 3. 3. 1　 χ2 测试

让 μ1 和 μ2 为两个模型结构， 这样， μ1⊂μ2。 此外， 让损失函数 J（ i） 表示结构

中 μi （ i = 1， 2） 的最小 J （θ^N）， 并让 μi 有参数 pi。 损失函数已经被定义为

J（θ^N） = 1
N εT（ t，θ^N）ε（ t，θ

^
N）

如果 μ1 足够大以包括在真实系统中， 那么

x = N J（1） - J（2）

J（2） ～ χ2（p2 - p1）

这个结果可以用于模型结构选择的统计测试。 在显著性水平 α 中， 较小的模

型结构 μ1 被选中， 如果

x≤χ2α（p2 - p1）
式中， χ2α 为 α 的 χ2分布的显著水平。

4. 3. 3. 2　 AIC
赤池信息标准 （Akaike’s Information Criterion， AIC） 由下式给出：

AIC = NlogJ（θ^N） + 2p

式中， NlogJ （θ^N） 是模型参数 （p） 的数量逐渐增加而普遍下降； 2p 随 p 的数量

增加线性增加。

例如在某些方面标准处罚损失函数 J （θ^N） 随着模型尺寸的增加而减小。 该模

型的结构赋予这一标准的最小值被选中。
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4. 3. 3. 3　 FPE 准则

最终预报误差 （FPE） 准则由下式给出：

FPE = J（θ^N）
1 + p / N
1 - p / N

如下面的内容中所展示的， FPE 可以来自简约性原则：

EW（θ^N）≈λ2（1 + p / N） （4. 87）
按照单输出系统， λ2 的估计：

λ^ 2 = 1
N - p∑

N

t = 1
ε2（ t，θ^N）

= N
N - p

1
N∑

N

t = 1
ε2（ t，θ^N）

= 1
1 - p / NJ（θ

^
N）

代换式 （4. 87） 的 λ^ 2可得

EW（θ^N）≈λ2（1 + p / N）≈J（θ^N）
1 + p / N
1 - p / N

这就是所谓的 FPE。

4. 4　 经验法

知识系统辨识的过程和经验对于一个成功的系统识辨程序是必不可少的， 应始

终考虑经验。 例如， 知道该过程是否具有非线性、 随时间变化的特性、 漂流紊乱

等， 可以在系统辨识过程起到重要的作用。 以下是一些可以被认为是进行系统辨识

时的实际问题。
4. 4. 1　 非零处理

由于在系统识别中使用模型结构， 所有变量的性质鉴定应该具有零均值。 这可

以很容易地理解， 因为在模型中， 式 （4. 38） 没有使用常数项， 计算非零均值，
白噪声项 et 等被假定为具有零均值。 然而， 如果不减去输入和输出数据的均值，
则所识别的模型将比通过一个因数 （1 - z - 1） 的实际模型的值要高。 例如， 考虑一

个真实的模型， 可以产生非零均值数据：
A1（ z - 1）yt = B1（a - 1）ut + C1（ z - 1）et +m

通过辨识算法承认该模型只采用以下形式：
A（ z - 1）yt = B（a - 1）ut + C（ z - 1）et

通过乘以真实模型 （1 - z - 1） 得出：
（1 - z - 1）A1（ z - 1）y（ t） = （1 - z - 1）B1（a - 1）ut + （1 - z - 1）C1（ z - 1）et

常数项消失， 所得到的模型具有一个辨识算法中使用的形式。 然而， 模型阶数
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已增加。 在实践中， 不去除均值会有不利的影响。
4. 4. 2　 漂移干扰处理

漂移的干扰往往体现在输出数据 yt 为平均值的漂移。 漂移干扰可能由随机游

走干扰， 这是建模实践中最常见的干扰：

vt =
H（ z - 1）
1 - z - 1 et

模型结构应为

yt = G（ z - 1）ut +
H（ z - 1）
1 - z - 1 et

或者

Δyt = G（ z - 1）Δut + H（ z - 1）et
式中， Δ = （1 - z - 1）， 也就是说， 如果该数据具有漂移均值， 人们可以在应用

辨识算法之前运用差分运算。 然而， 差分数据是相当于施加极端的高通滤子， 可以

显著增加噪声对识别的影响。
4. 4. 3　 鲁棒性

当记录实验数据时， 可能偶尔会出现大的测量误差。 这种错误可以通过干扰、
传感器故障等被引入。 所得到的异常数据点被称为离群值。 如果不采取具体行动， 离

群值将大大影响估计模型。 异常值趋向于出现在序列中的尖峰预测误差， 并会因此对

损失函数有很大的贡献。 这是很难直接从动态数据中检测离群值的。 事实上， 如果输

出 yt 被视为离群值是相当误导的， 作为尖峰可能已经引起在输入方面的根本变化。
异常值应该用残差来确定， 它始终是绘制残差来检查是否有从零到任何大型漂移残差

的一个好办法。 如果被检测到异常， 它不应该被简单地删除， 因为删除可能会改变数

据的动态信息。 通常， 异常值被替换为它的预测输出， 但是这样做也将面临一个 “抓
22 （catch 22）” 的局面。 计算残差或预测误差， 需要有模型。 有异常值的存在， 从原始

数据中确定的模型不会好。 解决的办法是采用迭代过程进行异常检测和模型建立。
4. 4. 4　 额外的模型验证

模型验证是关注所获得的模型是否足够。 另外如前面所讨论的模型验证， 它也

是重要的检查先验假设。
● 线性度的测试： 如果可能的话， 实验应重复输入信号的另一个幅度， 以验证

对哪些操作范围内的线性模型是足够的。 作为一个简单的测试， 用户应尽量兼顾正

的和负的步骤来检查响应的对称或步骤输入的大小不同， 以检查是否响应正比于输

入的幅度的变化。
● 时不变的测试： 这是与交叉验证非常相似的测试。 一个典型的数据被分离成

两部分， 适合模型中的每个部分的数据， 然后比较这两个模型。 如果这个过程是时

不变的， 那么这两个模型应该是相似的。 另外， 也可以适用于一些参数变化检测算

法来验证模型参数的时变。
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● 测试反馈的存在： 如果在数据中没有反馈， 模型拟合数据良好， 那么残差应

该是过去和未来的输入独立。 然而， 如果有一个反馈， 那么残差将与未来的输入相

关， 就是说对于 τ≤0 rεu（τ） = Eεtut - τ≠0。

4. 5　 闭环辨识

闭环辨识的主要挑战是干扰和输入之间相关性的存在。 由 θ0 来替换图 4. 1 中

的 θ， 就可以得到下面两个方程来描述的闭环响应：
yt = Gp（ z - 1，θ0）ut + G l（ z - 1，θ0）et
ut = - Gc（ z - 1）yt + Gc（ z - 1） rt

这些方程可以变换为

yt = Gp（ z - 1，θ0）ut + G l（ z - 1，θ0）et （4. 88）
yt = - G - 1

c （ z - 1）ut + rt （4. 89）
给定一组输入和输出数据 u1， y1， …， uN， yN， 通过 PEM 估算出模型的参数

最小的预测误差。 回答由式 （4. 88） 和式 （4. 89） 给出的扰动项哪两个模型拟合

数据较好， 则应是两个方程的右边第二项。 很明显， 如果 rt = 0 （没有外部激励），
所选模型结构与 G - 1

c （ z - 1） 是相同的， 式 （4. 89） 将完全适合数据。 这种情况导致

了辨识过程模型 Gp （ z - 1， θ0） 的彻底失败。 另一方面， 如果 et = 0 或者 rt 的大小

比 G l（ z - 1， θ0）et 中的大很多， 那么它的大小就可以被测量， 例如， 通过方差， 那

么式 （4. 88） 将更好地拟合数据。 其结果是， PEM 会收敛到由式 （4. 88） 给出的

模型。 后一种情况下， 使得过程模型 Gp（ z - 1， θ0）辨识。

图 4. 1　 闭环系统

除了前面讨论过的两个明显的情况， 还有其他的情况可以对过程进行辨识。
例如， 在无 r t 情况下， 如果模型结构选择的与 G - 1

c （ z - 1）足够不同和与 Gp（ z - 1，
θ0） 足够接近， 接下来， 通过模型不匹配引入的 “干扰” 可能会取代由 G l（ z - 1，
θ0） et 造成的干扰。 其结果是， 式 （4. 88） 将更好地适合数据。 有几种方法来产

生这种情况。 例如， 对于 G c（ z - 1）的模型阶数比 Gp（ z - 1， θ0）的更高， 而用于辨

识的模型阶数被选择对于 Gp（ z - 1， θ0）是相同的。 另外， G c（ z - 1）是非线性的或时

变的， 而 Gp（ z - 1， θ0）是线性的或时不变的， 并且模型结构辨识选择为线性的或

时不变的。
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前面讨论的情况可能使得在没有外部激励 rt 的情况下 Gp（ z - 1， θ0） 辨识。 然

而， 最可靠的条件下仍然会存在外部激励。 以下内容侧重于讨论后者的条件。
4. 5. 1　 直接闭环辨识

当输入和输出数据的 ut 和 yt 从闭环系统中采样被直接用于辨识时， 闭环辨识

问题被视为一个 “开环” 辨识问题。 辨识采用闭环数据这种方法被称为直接闭环

辨识法或简称直接辨识法。 如果 Gp（ z - 1， θ）中有至少一个样本的时间延迟， 并且 rt
是持续激励的全阶， 则当 N→∞ 时， Gp（ z - 1， θ）和 G l（ z - 1， θ）将直接应用到 PEM
的输入和输出数据 ut、 yt 收敛到其真实值。

为了便于说明， 考虑一个单输入单输出系统， 其中真正的过程模型和干扰模型

分别是 Gp（ z - 1， θ）和 G l（ z - 1， θ）。 根据图 4. 1 所示， 输入可表示为

ut =
Gc（ z - 1）

1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ0）
rt +

- G l（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1）
1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ0）

et （4. 90）

将式 （4. 88） 中描述的真实系统代入到式 （4. 43） 中描述的预测误差得出：

　 　 　 ε（ t，θ） = 1
G l（ z - 1；θ）

[yt - Gp（ z - 1；θ）ut]

= 1
G l（ z - 1；θ）

[Gp（ z - 1；θ0） - Gp（ z - 1；θ0）]ut +
G l（ z - 1；θ0）
G l（ z - 1；θ）

et

的确， 因为采用直接鉴定法， 这与最优预测和预测误差的表达式计算开环辨识

相同。 将上面方程中的结果代入式 （4. 90） 得到

ε（ t，θ） = 1
G l（ z - 1；θ）

[Gp（ z - 1；θ0） - Gp（ z - 1；θ）]
Gc（ z - 1）

1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ0）
rt 

+
- G l（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1）

1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ0）
et  +

G l（ z - 1；θ0）
G l（ z - 1；θ）

et （4. 91）

定义灵敏度函数：

S（ z - 1，θ）≜ 1
1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ）

S（ z - 1，θ0）≜
1

1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ0）
式 （4. 91） 可以简化为

　 　 　 ε（ t，θ） = 1
G l（ z - 1；θ）

Gp（ z - 1；θ0） - Gp（ z - 1；θ）  S（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1） rt

+
S（ z - 1，θ0）
S（ z - 1，θ）

G l（ z - 1；θ0）
G l（ z - 1；θ）

et （4. 92）

如下恒等式：
Gp（ z - 1 = 0，θ） = Gp（ z - 1 = 0，θ0） = 0

意味着
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S（ z - 1 = 0，θ） = S（ z - 1 = 0，θ0） = 1
回顾

G l（ z - 1 = 0，θ） = G l（ z - 1 = 0，θ0） = 1
扩展式 （4. 92） 的右边的第二项脉冲形式将得到

　 　 　 　
S（ z - 1，θ0）
S（ z - 1，θ）

G l（ z - 1；θ0）
G l（ z - 1；θ）

et = （1 +与 z - 1，z - 2，…相关项）et

= et +与 et - 1，et - 2，…相关项

由于 rt 和 et 是独立的， et 是白噪声， 运用方差作用式 （4. 92） 得出

Var（ε（ t，θ）） = Var 1
G l（ z - 1；θ）

[Gp（ z - 1；θ0） - Gp（ z - 1；θ）]S（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1） rt 

 
 

 

 
 

　 + Var（et +与 et - 1，et - 2…相关项）
≥Var（et）

这表明， Var （et） 是 Var （ε （ t， θ）） 的最小值。
显然， 人们可以从式 （4. 92） 看出， 如果 Gp （ z - 1， θ） = Gp （ z - 1， θ0 ） 并且

G l（ z - 1， θ） = G l（ z - 1， θ0）， 那么

Var（ε（ t，θ）） = Var（et）
也就是说， 得到 Var（ε （ t， θ））下界。 另一方面， 如果得到了下界， 然后式

（4. 92） 右侧的第一项必须为零， 这意味着 Gp （ z - 1； θ） = Gp （ z - 1； θ0 ）， 因此，
S（ z - 1； θ） = S（ z - 1； θ0）。 结果是， 必须有 G l （ z - 1； θ） = G l （ z - 1； θ0）， 使 Var （ε
（ t， θ）） = Var（et）。 因此， 得到 Var （ε （ t， θ）） 的下界对于辨识的一致性是一个

充分必要条件。
从上面讨论的推导可以得出结论， 对于直接的一致性闭环识别相当于在进程和

扰动模型的同时一致性。 如果它们中的一个不能达到一致， 另外一个可能也失败。
例如， 在式 （4. 92） 中， 如果 G l（ z - 1； θ）≠G l （ z - 1； θ0）， 则对于最小化的 ε （ t，
θ）， S （ z - 1， θ） 不一定等于 S （ z - 1， θ0 ）。 因此， Gp （ z - 1； θ） 不一定等于

Gp（ z - 1； θ0）。 出于这个原因， 当选择模型结构直接闭环辨识时， 必须确保这两个

过程和干扰模型的结构应该是相同或跟一般比真实的。 实际上， 这意味着， 对于线

性模型， 如果实际模型结构并不之前已知， 只有 PEM 和 BJ 模型结构可考虑。
4. 5. 2　 间接闭环辨识

最直观解决闭环识别问题的方法是首先确定闭环模式， 并从该过程模型提取。
这个方法也被称为间接闭环辨识方法。

根据图 4. 1， 闭环响应设定点由下式给出：

　 　 　 　 　 　 yt =
Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ）

1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ）
rt +

G l（ z - 1，θ）
1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ）

et

≜M（ z - 1，θ） rt + N（ z - 1，θ）et
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使用设定点 rt 和输出数据 yt 辨识是一个开环的识别问题， rt 和 et 是独立的。 那

么 M（z -1， θ） 和 N（z -1， θ） 可以被首先确定， 然后 Gp（ z -1， θ） 和 Gl（ z -1， θ） 可

以分别从 M（z -1， θ） 和 N（z -1， θ） 中获得即

Gp（ z - 1，θ） = 1
Gc（ z - 1）
M（ z - 1，θ）

- Gc（ z - 1）

G l（ z - 1，θ） = N（ z - 1，θ）（1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ））
从这种方法估计的 Gp （ z - 1， θ） 和 G l （ z - 1， θ） 可能是相对高的阶。 进行进

一步的模型降阶是必要的。
例 4. 5. 1　 考虑如图 4. 1 所示的闭环系统， 其中真实过程和干扰如下式所示：

yt =
b0 z - 2

1 + a0 z - 1ut +
1 + c0 z - 1

1 + d0 z - 1 et （4. 93）

控制器的传递函数由下式给出：

Gc（ z - 1） = k
1 - z - 1

式中， rt 是设定点足够阶数的持续激励。 闭环辨识方法应用于具有相同模型的结

构， 为那些真正的过程和干扰。
1） 通过应用直接 PEM， 什么将是对提前一步预测误差的方差下界？ 如果这个

下界是可实现的， 那么估计过程模型和干扰模型会是它们的真实值吗？
2） 现在假设 rt = et + δt， 其中 δt 也是一个白噪声序列且 et 是独立的。 如果间

接辨识方法应用于一个适当的预测误差的方法， 过程和干扰模型 （如 Gp 和 G l） 的

估计会是一致的吗？
回想一下， 一个线性预测器的形式为

yt = L1（ z - 1，θ）yt + L2（ z - 1，θ）ut （4. 94）
注意， Gp（ z - 1， θ）和 G l （ z - 1， θ） 模型是在预测可以推导的基础上， 但 Gp

（ z - 1， θ） 和 G l（ z - 1， θ） 是真实的， 但是未知模型。 同理， 在开环的情况下， 最

优的预测是

L1（ z - 1，θ） = I - G - 1
l （ z - 1，θ） = 1 - 1 + dz - 1

1 + cz - 1  （4. 95）

L2（ z - 1，θ） = G - 1
l （ z - 1，θ）Gp（ z - 1，θ） = 1 + dz - 1

1 + cz - 1  bz - 1

1 + az - 1  （4. 96）

因此， 该预测误差由下式给出：
　 　 　 　 　 ε（ t，θ） = yt - ŷ（ t t - 1）

= yt - （ I - G - 1
l （ z - 1，θ））yt - G - 1

l （ z - 1，θ）Gp（ z - 1，θ）ut

= 1 + dz - 1

1 + cz - 1  yt -
1 + dz - 1

1 + cz - 1  bz - 1

1 + az - 1  ut
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= 1 + dz - 1

1 + cz - 1  
b0 z - 2

1 + a0 z - 1ut +
1 + c0 z - 1

1 + d0 z - 1 et  

- 1 + dz - 1

1 + cz - 1  bz - 1

1 + az - 2  ut

这使

　 ε（ t，θ） = 1 + dz - 1

1 + cz - 1  
b0

1 + a0 z - 1 - bz - 1

1 + az - 1 z
- 2  ut +

1 + dz - 1

1 + cz - 1  
1 + c0 z - 1

1 + d0 z - 1  et （4. 97）

这个预测误差表现在 ut 上， 它需要被变换成实际的外生扰动， rt 与 et 是独立的。
用 Gp （ z - 1， θ） 和 G l （ z - 1， θ） 的真实值 Gp （ z - 1， θ0） 和 G l （ z - 1， θ0） 分

别来代替， 输入 ut 可以从图 4. 1 这样得到：

　 ut =
Gc（ z - 1）

1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ0）
rt +

- G l（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1）
1 + Gc（ z - 1）Gp（ z - 1，θ0）

et

= S（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1） rt - S（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1）G l（ z - 1，θ0）et （4. 98）
式 （4. 97） 代入式 （4. 98） 得到

　 　 ε（ t，θ） = 1 + dz - 1

1 + cz - 1  
b0

1 + a0 z - 1 - bz - 1

1 + az - 1  S（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1） rt

+ 1 + dz - 1

1 + cz - 1  
1 + c0 z - 1

1 + d0 z - 1  
S（ z - 1，θ0）
S（ z - 1，θ）

et （4. 99）

通过脉冲响应的形式写式 （4. 99）， 可以看到下面的表达式：
ε（ t，θ） = et +与 et - 1，et - 2，…相关项 +与 rt 相关项

其结果是

Var（ε（ t，θ））≥Var（et）
rt 和 et 是独立的， 闭环的预测误差方差表达式从式 （4. 99） 推导为

Var（ε（ t，θ）） = Var 1 + dz - 1

1 + cz - 1  
b0

1 + a0 z - 1 - bz - 1

1 + az - 1  S（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1） rt
 

 
 

 

 
 

+ Var 1 + dz - 1

1 + cz - 1  
1 + c0 z - 1

1 + d0 z - 1  
S（ z - 1，θ0）
S（ z - 1，θ）

et
 

 
 

 

 
 （4. 100）

可以看出， 通过让 b = b0 和 a = a0， 式 （4. 100） 的第一项将是零， 因此

Var（ε（ t，θ）） = Var 1 + dz - 1

1 + cz - 1  
1 + c0 z - 1

1 + d0 z - 1  
S（ z - 1，θ0）
S（ z - 1，θ）

et
 

 
 

 

 
 （4. 101）

如果进一步令 d = d0 和 c = c0， 则式 （4. 101） 简化为

Var（ε（ t，θ）） = Var（et）
这是 Var（ε （T， θ）） 的下界。 它也可以被类似地证实当下界是可实现时， 的

确 Gp（ z - 1， θ） = Gp （ z - 1， θ0） 并且 G l（ z - 1， θ） = G l （ z - 1， θ0）。
现在， 考虑间接闭环辨识方法 rt = et + δt， 其中 δt 也是白噪声且 et 是独立的项。

对于闭环形式， 用真实的过程和干扰模型， 根据 rt 表达 yt：

37第 4 章　 系统辨识Ⅱ 　



yt =
Gp（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1）

1 + Gp（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1）
rt +

G l（ z - 1，θ0）
1 + Gp（ z - 1，θ0）Gc（ z - 1）

et

≜M（ z - 1，θ0） rt + N（ z - 1，θ0）et （4. 102）
表达 yt 关于 rt 与假定过程和扰动模型的闭环形式：

yt =
Gp（ z - 1，θ）Gc（ z - 1）

1 + Gp（ z - 1，θ）Gc（ z - 1）
rt +

G l（ z - 1，θ）
1 + Gp（ z - 1，θ）Gc（ z - 1）

et

≜M（ z - 1，θ） rt + N（ z - 1，θ）et （4. 103）
单步向前最佳预测是基于假设的模型设计的， 并且与开环系统是相同的 （除

了它现在 rt 中表示， 因此是间接的）：
ŷ（ t t - 1） = （ I - N - 1（ z - 1，θ））yt + N - 1（ z - 1，θ）M（ z - 1，θ） rt （4. 104）

预测误差是

ε（ t，θ） = yt - ŷ（ t t - 1）
= yt - [（ I - N - 1（ z - 1，θ））yt + N - 1（ z - 1，θ）M（ z - 1，θ） rt]
= N - 1（ z - 1，θ）yt - N - 1（ z - 1，θ0）M（ z - 1，θ） rt
= N - 1（ z - 1，θ）[M（ z - 1，θ0） rt + N（ z - 1，θ0）et]

- N - 1（ z - 1，θ）M（ z - 1，θ） rt
= N - 1（ z - 1，θ）[M（ z - 1，θ0） -M（ z - 1，θ）] rt

+ N - 1（ z - 1，θ）N（ z - 1，θ0）et
= N - 1（ z - 1，θ）[M（ z - 1，θ0） -M（ z - 1，θ）]（et + δt）

+ N - 1（ z - 1，θ）N（ z - 1，θ0）et
　 　 因此

　 　 　 ε（ t，θ） = N - 1（ z - 1，θ）[M（ z - 1，θ0） -M（ z - 1，θ）]δt
+ N - 1（ z - 1，θ）[N（ z - 1，θ0） + （M（ z - 1，θ0） -M（ z - 1，θ））]et

　 　 由于 δt 和 et 是独立的， 所以有

Var（ε（ t，θ）） = Var（N - 1（ z - 1，θ）[M（ z - 1，θ0） -M（ z - 1，θ）]δt）
+ Var（N - 1（ z - 1，θ）[N（ z - 1，θ0） + （M（ z - 1，θ0） -M（Z - 1，θ））]et）

（4. 105）
此外， 当 a = a0、 b = b0 时， 使 Gp （ z - 1， θ） = Gp （ z - 1， θ0）， 从而使M （ z - 1，

θ） =M （ z - 1， θ0）。 其结果是， 关于 δt 的方差项式 （4. 105） 右侧是等于零的，
因此

Var（ε（ t，θ）） = Var（N - 1（ z - 1，θ）[N（ z - 1，θ0）
+ （M （ z - 1， θ0） -M （ z - 1， θ））] et） （4. 106）

　 　 可以很容易地从给定的传递函数得到如下关系：

Gp（ z - 1 = 0，θ） = bz - 2

1 + az - 1 = 0
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Gp（ z - 1 = 0，θ0） =
b0 z - 2

1 + a0 z - 1 = 0

G l（ z - 1 = 0，θ） = 1 + cz - 1

1 + dz - 1 = 1

G l（ z - 1 = 0，θ0） =
1 + c0 z - 1

1 + d0 z - 1 = 1

C（ z - 1 = 0） = k
1 - z - 1 = k

因此

M（ z - 1 = 0，θ0） =
Gp（ z - 1 = 0，θ0）Gc（ z - 1 = 0）

1 + Gp（ z - 1 = 0，θ0）Gc（ z - 1 = 0）
= 0

M（ z - 1 = 0，θ） =
Gp（ z - 1 = 0，θ）Gc（ z - 1 = 0）

1 + Gp（ z - 1 = 0，θ）Gc（ z - 1 = 0）
= 0

N（ z - 1 = 0，θ0） =
G l（ z - 1 = 0，θ0）

1 + Gp（ z - 1 = 0，θ0）Gc（ z - 1 = 0）
= 1

N（ z - 1 = 0，θ） =
G l（ z - 1 = 0，θ）

1 + Gp（ z - 1 = 0，θ）Gc（ z - 1 = 0）
= 1

　 　 当 z - 1 = 0 时， 其结果是

lim
z - 1→0

N - 1（ z - 1，θ）[N（ z - 1，θ0） + （M（ z - 1，θ0） -M（ z - 1，θ））]et = et
因此， 写作脉冲响应的形式， 它可以很容易地证明：

N - 1（ z - 1，θ）[N（ z - 1，θ0） + （M（ z - 1，θ0） -M（ z - 1，θ））]et
= et +与 et - 1， et - 2， …相关项

由于 et 是独立于它过去的， 从式 （4. 106） 得出

Var（ε（ t，θ）） = Var（N - 1（ z - 1，θ）[N（ z - 1，θ0）
+ （M（ z - 1，θ0） -M（ z - 1，θ））]et）
≥Var（et）

已经证明当 a = a0、 b = b0 时， M （z -1， θ） =M （z -1， θ0）。 当 N （z -1， θ） =
N （z -1， θ0） 时， 该值达到下界。 因此， 已经验证了在这些条件下用间接法估计过

程和干扰模型的一致性。

4. 6　 子空间辨识

由于 PEM 是一种基于优化数值的辨识方法， 它自然存在可能的局部最优问题。
其计算尤其对多输入多输出系统相对复杂。 另一方面， 子空间识别法提供基于计算

工具的替代解决方案， 例如作为 QR 因子分解和 SVD （奇异值分解）， 这使得它们

从一个数值点本质增强。 子空间辨识法也是非迭代并避免局部极小， 且没有任何收
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敛问题。 如它是基于状态空间模型的结构， 子空间辨识方法本质上适合于多变量系

统辨识。 不过， 这些方法的表现通常不如 PEM， 因为它们不能达到如 PEM 求出的

最大似然估计一样。
4. 6. 1　 符号

考虑对于线性系统的状态空间表示法的创新形式， 其输入 l 且输出 m 如下：
xt + 1 = Axt + But + Ket
yt = Cxt + Dut + et

 （4. 107）

式中， xt∈ℝ n； ut∈ℝ l； yt∈ℝ m； et∈ℝ m。
子空间识别的第一步是形成为一个有限时间范围状态空间方程表示的矩阵的状

态 /输出轨迹。 出于这个原因， 需要在有限的时间范围解式 （4. 107）。
根据式 （4. 107）， 当 t = N 时有

xN + 1 = AxN + BuN + KeN （4. 108）
当 t = N + 1 时有

xN + 2 = AxN + 1 + BuN + 1 + KeN + 1

= A2xN + （AB　 A）
uN

uN + 1

 

 
 

 

 
 + （AK　 K）

eN
eN + 1

 

 
 

 

 
 

这个步骤继续到 t = 2N - 2：

x2N - 1 = AN - 1xN + （AN - 2B　 AN - 3B　 …B）

uN

uN + 1

⋮
u2N - 2

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

+ （AN - 2K　 AN - 3K　 …K）

eN
eN + 1

⋮
e2N - 2

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

（4. 109）

考虑输出式 （4. 107）， 可以得出以下关系：

y2N - 1 = CAN - 1xN + （CAN - 2B　 CAN - 3B …D）

uN

uN + 1

⋮
u2N - 1

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

+ （CAN - 2K　 CAN - 3K　 …I）

eN
eN + 1

⋮
e2N - 1

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

（4. 110）

把 t = N， N + 1， …， 2N - 1 结果放在一起得出状态空间方程的矩阵解， 如下：
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yN

yN + 1

yN + 2

⋮
y2N - 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

=

C
CA
CA2

⋮
CAN - 1

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

xN

+

D 0 0 … 0
CB D 0 … 0
CAB CB D … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

CAN - 2B CAN - 3B CAN - 4B … D

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

　

uN

uN + 1

uN + 2

⋮
u2N - 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

+

I 0 0 … 0
CK I 0 … 0
CAK CK I … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

CAN - 2K CAN - 3K CAN - 4K … I

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

　

eN
eN + 1

eN + 2

⋮
e2N - 1

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

（4. 111）

　 　 增加时间指数到 1， 式 （4. 111） 变为

yN + 1

yN + 2

yN + 3

⋮
y2N

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

=

C
CA
CA2

⋮
CAN - 1

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

xN + 1

　 +

D 0 0 … 0
CB D 0 … 0
CAB CB D … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

CAN - 2B CAN - 3B CAN - 4B … D

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

uN + 1

uN + 2

uN + 3

⋮
u2 N

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

　 +

I 0 0 … 0
CK I 0 … 00
CAK CK I … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

CAN - 2K CAN - 3K CAN - 4K … I

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

eN + 1

eN + 2

eN + 3

⋮
e2 N

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

（4. 112）

继续这个过程， 添加时间指数 2 和 3 直到 j - 1 并把结果方程放到一起以矩阵

形式给出：
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yN yN + 1 … yN + j - 1

yN + 1 yN + 2 … yN + j

yN + 2 yN + 3 … yN + j + 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮⋮
y2N - 1 y2N … y2N + j - 2

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

　 　 =

C
CA
CA2

⋮
CAN - 1

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

（xN 　 xN + 1…xN + j - 1）

+

D 0 … 0
CB D … 0
CAB CB … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

CAN - 2B CAN - 3B … D

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

　

uN uN + 1 … uN + j - 1

uN + 1 uN + 2 … uN + j

uN + 2 uN + 3 … uN + j + 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
u2N - 1 u2N … u2N + j - 2

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

+

I 0 … 0
CK I … 0
CAK CK … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

CAN - 2K CAN - 3K … I

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

　

eN eN + 1 … eN + j - 1

eN + 1 eN + 2 … eN + j

eN + 2 eN + 3 … eN + j + 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
e2N - 1 e2N … e2N + j - 2

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

（4. 113）

式 （4. 113） 为系统提供输出的子空间方程。 在状态方程执行类似的程序， 对

系统状态给出了下面的子空间方程：
（xN 　 xN + 1…　 xN + j - 1） = AN（x0 x1…x j - 1）

+ （AN - 1B　 AN - 2B…B）

u0 u1 … u j - 1

u1 u2 … u j

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
uN - 1 uN … uN + j - 2

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

+ （AN - 1K　 AN - 2K…K）

e0 e1 … ej - 1

e1 e2 … ej
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
eN - 1 eN … eN + j - 2

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

（4. 114）

表示式 （4. 113） 用简单的记法：
Y f =ΓNXf + LuUf + LeEf

记式 （4. 114） 为
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Xf = ANXp + ΔdUp + ΔsEp

现在， 如果从 t = 0 开始并以相同的方法推导式 （4. 113）， 可得出下面的子空

间方程：
y0 y1 … y j - 1

y1 y2 … y j

y2 y3 … y j + 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
yN - 1 yN … yN + j - 2

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

=

C
CA
CA2

CAN - 1

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

（x0 x1…x j - 1）

　 +

D 0 … 0
CB D … 0
CAB CB … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

CAN - 2B CAN - 3B … D

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

　

u0 u1 … u j - 1

u1 u2 … u j

u2 u3 … u j + 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
uN - 1 uN … uN + j - 2

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

　 　 　 +

I 0 … 0
CK I … 0
CAK CK … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

CAN - 2K CAN - 3K … I

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

　

e0 e1 … ej - 1

e1 e2 … ej
e2 e3 … ej + 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
eN - 1 eN … eN + j - 2

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

（4. 115）

　 　 式 （4. 115） 表示为

Yp =ΓNXp + LnUp + LeEp

把下面 3 个简写子空间方程放在一起给出：
Y f =ΓNXf + LuUf + LeEf （4. 116）
Yp =ΓNXp + LuUp + LeEp （4. 117）
Xf = ANXp + ΔdUp + ΔsEp （4. 118）

式中， 下标 “p” 代表 “过去”； “ f ” 代表 “未来”。
比较式 （4. 116） 与式 （4. 113） 定义子空间矩阵 ΓN、 Lu 和 Le 为

ΓN =

C
CA
CA2

⋮
CAN - 1

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

（4. 119）
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Lu =

D 0 0 … 0
CB D 0 … 0
CAB CB D … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

CAN - 2B CAN - 3B CAN - 4B … D

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

（4. 120）

Le =

I 0 0 … 0
CK I 0 … 0
CAK CK I … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

CAN - 2K CAN - 3K CAN - 4K … I

 

 

 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
  

（4. 121）

式中， ΓN∈ℝ mN × n为扩展可观性矩阵 ； Lu∈ℝ mN × lN和 Le∈ℝ mN × mN分别为包含过程

和扰动模型马尔科夫 （Markov） 参数。
数据 Hanlke 矩阵 Up、 Uf∈ℝ lN × j、 Yp、 Y f∈ℝ mN × j和 Ep、 Ef∈ℝ mN × j可以通过

比较式 （4. 116） 和式 （4. 113）、 式 （4. 117） 和式 （4. 115） 来定义。 例如， Up

和 Uf 定义如下：

Up =

u0 u1 … u j - 1

u1 u2 … u j

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
uN - 1 uN … uN + j - 2

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

Uf =

uN uN + 1 … uN + j - 1

uN + 1 uN + 2 … uN + j

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
u2N - 1 u2N … u2N + j - 2

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

其他矩阵也可以类似地建立。 一般地， j 要比 max （mN， lN） 大， 以减少对噪

声的敏感度 （Overschee 和 Moor， 1996）。 在所有的子空间辨识方法中， 有一些常

见的假设， 如数对 （A， C） 是可观察到的与数对 （A， BKR1 / 2） 应该是可控的， 其

中 R 是白噪声在输入过程的协方差矩阵。
4. 6. 2　 回归分析法子空间辨识

下列推导来自 Knudsen （2001） 的步骤。 再次考虑在式 （4. 107） 中的空间模

型状态。 通过转化时间指数得到：
xt = Axt - 1 + But - 1 + Ket - 1

yt - 1 = Cxt - 1 + Dut - 1 + et - 1

合并以上方程得到

xt = （A - KC）xt - 1 + Kyt - 1 + （B - KD）ut - 1

递归相同替换得到
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　 　 　 　 xt = （A - KC） Nxt - N + （A - KC） N - 1（Kyt - N + （B - KD）ut - N）
　 +… + （A - KC） （Kyt - 2 + （B - KD） ut - 2）
　 + Kyt - 1 + （B - KD） ut - 1 （4. 122）

式 （4. 122） 的时间指数可以通过 t = N， N + 1， …， N + j - 1 替换。 综合所有

结论方程以矩阵形式给出一个子空间方程， 如下：
Xf =ΦyYp +ΦuUp +ΦxXp （4. 123）

式中

Φx = （A - KC） N

Φy = C（A - KC，K）
Φu = C（A - KC，B - KD）

并且将 C 操作定义为

C（A，B）≜（AN - 1B　 AN - 2B　 …　 AB　 B） （4. 124）
Φx 代表卡尔曼滤子的误差动态。 当 N→∞ 时， 有 Φx→0， 因为卡尔曼滤子的

稳定性， 结果得到大 N：
Xf =ΦyYp +ΦuUp （4. 125）

用式 （4. 116） 代替式 （4. 125） 得到

Y f = LwWp + LuUf + LeEf （4. 126）
其中超越数据矩阵 Wp 定义为

Wp =
Yp

Up

 

 
 

 

 
 （4. 127）

Lw 可以表示为

Lw =ΓN（Φy 　 Φy） （4. 128）
在式 （4. 126） 的基础上， 子空间矩阵可以通过最小二乘法估计：

（L^ w 　 L^ u） = Y f

Wp

Uf

 

 
 

 

 
 

= Y f（WT
P 　 UT

f ）（
Wp

Uf

 

 
 

 

 
 （WT

P 　 UT
f ）） - 1

（4. 129）
这个伪逆操作可以用 QR 因式分解跟数字化鲁棒法完成。 这个最小二乘法估计

的残差给出如下：

Vf = Y f - Y^ f （4. 130）

= LeE
^
f （4. 131）

它的协方差可以估计为

P^ v =
1
j VfVT

f （4. 132）
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进一步， 创新项 ef 可从 Vf 第一行估计为如下：
êf = Vf（1∶ m，∶ ） （4. 133）

为了检索系统矩阵， 需要进行如下 SVD：

W1L
^
wW2 = （U1 　 U2）

S1 　 0
0　 S2

 

 
 

 

 
 

V1

V2

 

 
 

 

 
 （4. 134）

式中， W1 和 W2 是真加权矩阵。
Knudsen （2001） 给出了加权矩阵：

W1 = I （4. 135）
W2 = （WpWT

p ） 1 / 2 （4. 136）
理论上， 对于一个有限维数的状态空间模型， 存在 S2 = 0， 并且 S1 的维数决

定了状态空间矩阵 A 的维数。 从这个分解， ΓN 可以通过以下方式得到：

Γ^ N =U1S1 / 2
1 （4. 137）

系统矩阵现在可以检索如下 （基于 MATLAB ®注释）：

Γ^ 1
N =Γ^ N（1∶ （N - 1）m，∶ ） （4. 138）

Γ^ 2
N =Γ^ N（m + 1∶ Nm，∶ ） （4. 139）

C^ =Γ^ N（1∶ m，1∶ n） （4. 140）

A^ = （Γ^ 1
N） Γ^ 2

N （4. 141）

B^ = （Γ 1
N） L^ u（m + 1∶ Nm，1∶ l） （4. 142）

D^ = L^ u（1∶ m，1∶ l） （4. 143）

K^ = （Γ^ 1
N） P^ v（m + 1∶ Nm，1∶ m）R^ - 1 （4. 144）

在子空间辨识中， 还有一些基于其他的方法， 例如基于投影的方法 （例如数

值算法用于子空间状态空间系统辨识或 N4SID） 或统计方法 （如典型变量分析或

CVA） 和多变量输出误差状态空间 （MOESP） 方法。 这些方法的概述可以在

Huang 和 Kadali （2008） 的文章和其中的参考文献中找到。
许多方法也已经被开发为基于闭环系统辨识子空间的方法。 改进 N4SID、

ARX 的预测方法、 创新估算法、 正交投影方法和联合输入输出辨识是一些例

子。 闭环子空间辨识方法的概述可以在 Huang 和 Kadali （2008） 的文章和其中

的参考文献中找到。
为了说明这一点， 实施回归分析的一个简单的算例方法子空间辨识在下面的内

容中给出。
4. 6. 3　 范例

考虑下面的状态空间模型：
x（ t + 1） = - 0. 1x（ t） + u（ t） + 0. 2e（ t） （4. 145）

y（ t） = 0. 5x（ t） + e（ t） （4. 146）

28　 固体氧化物燃料电池的动态建模与预测控制



噪声方差设定为 0. 01。 为了便于说明， 一个小的组输入输出数据见表 4. 1， 是

在的这个过程中产生的。

表 4. 1　 验证数据

u （ t） 1 - 1 1 - 1 - 1 1

y （ t） 0. 0021 0. 5002 - 0. 5479 0. 5562 - 0. 5536 - 0. 4435

选择 N = 2 且 j = 3， 数据 Hankel 矩阵可以构造如下：

Up =
1 - 1 1
- 1 1 - 1

 

 
 

 

 
 （4. 147）

Uf =
1 - 1 - 1
- 1 - 1 1

 

 
 

 

 
 （4. 148）

Yp =
0. 0021 0. 5002 - 0. 5479
0. 5002 - 0. 5479 0. 5562

 

 
 

 

 
 （4. 149）

Y f =
- 0. 5479 0. 5562 - 0. 5536
0. 5562 - 0. 5536 - 0. 4435

 

 
 

 

 
 （4. 150）

然后， Wp 由下式给出：

Wp =

0. 0021 0. 5002 - 0. 5479
0. 5002 - 0. 5479 0. 5562

1 - 1 1
- 1 1 - 1

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

（4. 151）

用式 （4. 129） 可以估计 Lw 和 Lu 如下：

（L^ wL
^
u） =

- 0. 5479 0. 5562 - 0. 5536
0. 5562 - 0. 5536 - 0. 4435

 

 
 

 

 
 

　 ×

0. 0021 0. 5002 -0. 5479
0. 5002 -0. 5479 0. 5562

1 -1 1
-1 1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

=
-0. 5479 0. 5562 -0. 5536
0. 5562 -0. 5536 -0. 4435

 

 
 

 

 
 

　 ×
0. 0021 0. 5002 1 - 1 1 - 1
0. 5002 - 0. 5479 - 1 1 - 1 - 1
- 0. 5479 0. 5562 1 - 1 - 1 1
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　 × （

0. 0021 0. 5002 - 0. 5479
0. 5002 - 0. 5479 0. 5562

1 - 1 1
- 1 1 - 1
1 - 1 - 1
- 1 - 1 1

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

×
0. 0021 0. 5002 1 - 1 1 - 1
0. 5002 - 0. 5479 - 1 1 - 1 - 1
- 0. 5479 0. 5562 1 - 1 - 1 1

 

 

 
  

 

 

 
  
·） - 1

=
0. 0604 -0. 1235 -0. 2345 0. 2345 -0. 0032 0. 0140
0. 0049 0. 0116 0. 0258 -0. 0258 0. 4985 -0. 0003

 

 
 

 

 
 （4. 152）

得出：

L^ w =
0. 0604 - 0. 1235 - 0. 2345 0. 2345
0. 0049 0. 0116 0. 0258 - 0. 0258

 

 
 

 

 
 

L^ u =
- 0. 0032 0. 0140
0. 4985 - 0. 0003

 

 
 

 

 
 （4. 153）

式 （4. 130） 能用来估计 Vf 为

Vf =
0. 0142 - 0. 0172 0. 0126
- 0. 1524 0. 0186 0. 2112

 

 
 

 

 
 （4. 154）

得出：

P^ v =
0. 0002 0. 00006
0. 00006 0. 0226

 

 
 

 

 
 

êf = Vf （1， ∶ ） = （0. 0142　 - 0. 0172　 0. 0126）

R^ = cov（ef） = 0. 0003 （4. 155）

SVD 在 L^ w 下得出：

L^ w =
0. 9948 - 0. 1022
- 0. 1022 0. 9948

 

 
 

 

 
 　

0. 3609 0
0 0. 0114

 

 
 

 

 
 　

- 0. 1651 0. 9727
0. 3437 - 0. 0982

 

 
 

 

 
 

使用式 （4. 137）， ΓN 可以估计如下：

Γ^ N =
0. 9948
- 0. 1022

 

 
 

 

 
 （0. 3609） 1 / 2 =

0. 5976
- 0. 0614

 

 
 

 

 
 （4. 156）

现在， 该系统参数 {a， b， c， d， k} 可利用式 （4. 140） ～式 （4. 144） 来估计：

ĉ =Γ^ N（1，1） = 0. 5976 （4. 157）

â = （Γu
N） Γ y

N = （ ĉ） - 1Γ^ N（2，1） = （0. 5976） - 1（ - 0. 0614） = - 0. 1228 （4. 158）

b^ = （Γ u
N ） L^ u（2，1） = （c^） - 1L û（2，1） = （0. 5976） - 1（0. 4995） = 0. 9969 （4. 159）
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d^ = L^ u（1，1） = - 0. 0032 （4. 160）

k^ = （Γ u
N ） P^ （2，1）（R^ ） - 1 = （0. 5976） - 1（0. 00006）（0. 0003） - 1 = 0. 3347 （4. 161）

R^ = 0. 0003 （4. 162）
式 （4. 161） 和式 （4. 162） 显示噪声动态和噪声方差较差的估计， 它可以作

为使用小数目输入输出数据的结果。

4. 7　 注解和参考文献

系统辨识的经典理论已由 Söderström 和 Stoica （1989） 以及 Ljung （1999） 进

行了详细讨论。 近来， 在应用方面 Huang 和 Kadali （ 2008 ） 做出了一定贡献

（Springer-Verlag）。 本章为系统辨识理论和应用的教程。 本章的主要参考资料为

Söderström 和 Stoica （ 1989 ）、 Ljung （ 1999 ）、 Huang 和 Kadali （ 2008 ） 的研究

（Springer-Verlag）。 PEM 是在实践中应用最广泛的辨识方法， 其他受欢迎的辨识方

法包括工具变量法， 工具变量法的详细讨论可以在 Söderström 和 Stoica （1989） 的

研究中找到。 对于本章中介绍的子空间法主要参考是 Daneshpour （2009） 和

Huang、 Kadali （2008） 的研究 （ Springer-Verlag）。 深入讨论子空间法可在 Over-
schee、 Moor （1996） 和 Katayama （2005） 的研究中找到。

本章介绍的例题是阿尔伯塔大学系统辨识课程提供的第一作者讲义， 一些例题

的解是出于 Khatibisepehr 等人的解答 （2009-2011）。
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第 5 章　 状 态 估 计

5. 1　 随机动态系统过滤技术进展

一旦一个过程模型是有效的， 无论它是以基本原理为基础的模型还是以数据为

基础的模型， 它都被应用于多方面， 例如仿真模拟、 状态估计和控制。 本章重点关

注的是状态估计问题。
状态估计与作为最具代表性的卡尔曼滤波 （KF） （kalman， 1960） 对于线性随

机动态系统已经成为一个相对成熟的项目。 然而， 状态估计对于非线性随机动态系

统在最近几年以前一直惊人地被限制。 多年以来， 扩展卡尔曼滤波 （ EKF）
（Jazwinski， 1970） 似乎是唯一的选择。 在 20 世纪 90 年代， 多种多样的滤波和状

态估计技术发展起来。 最近几年中， 新兴的贝叶斯方法因其计算能力容量的增加受

到越来越多的注意。 在最近的发展中， 最值得注意的是无味卡尔曼滤波 （UKF）
（Julier 和 Uhlmann， 1997， 2004； Norgaard 等人， 2000； Wan 和 van der Merwe，
2001； Wan 等人， 2000）， 集合卡尔曼滤波 （EnKF） （Evensen， 1994， 2009） 和粒

子滤波 （Doucet 等人， 2001； Gordon 等人， 1993）。 UKF 的成功应用被报道， 甚至

用于混乱系统 （Sitz 等人， 2002）。
贝叶斯状态估计方法的目标是用所有可用的测量估计一种状态后面的概率密度

函数 （pdf）。 用字母 p （状态 /证据） 表示， 运算符 p 或者概率代表了根据现有证

据确定状态的不确定性。 由于更多的证据变得容易获得， 不确定性普遍降低。 基于

这些， 贝叶斯方法通常被用于在线状态估计来利用当前所有证据和递归当前继续进

行的状态估计过程作为新证据成为可能。 一旦 p （状态 /证据） 被计算， 根据确定

的优化标准， 例如最小方差误差或者最大后验概率 （MAP） 原理， 一个状态的具

体点估计能够达到。
贝叶斯解决方案提供了一个完整的概率密度函数， 而且能够处理多模态、 非对

称和不连续 （Julier 和 Uhlmann， 2004）。 这与通常采取高斯概率和线性参数的经典

估值形成对比。 然而并不是所有的概率密度函数可以用有限数量的参数来描述

（高斯概率仅需要两个参数， 即平均值和方差）。 因而， 对于一般的贝叶斯推理问

题的解决方案必须依赖概率密度函数的近似值， 因为高计算负荷是普遍预期的。
一些概率密度函数的近似值在相关文献中被提出。 不幸的是， 它们中的大多数

要么计算难以管理， 要么需要在实践中不容易满足过程的形式和观察模型的特殊假

设。 需要均值和方差作为充足矩量的 KF 来代替概率密度函数依然是最受欢迎的方



法。 EKF （Jazwinski， 1970） 对于非线性系统大概是应用最广泛的估算方法。 在

Julier 和合作者的一系列论文中已经表明常规 EKF 在估算均值和协方差时仅仅精确

到一阶， 并且需要 Jacobian 行列式的计算。 作为一个进步， 二阶 EKF 已经被提出，
但是由于对 Hessian 矩阵的需要， 它的应用仍需要大量的时间努力。

过滤的另外一种直观的方法是直接由一组典型采样来估计概率密度函数。 对这

些采样应用状态空间方程以产生新的预测样本， 从中所需要的统计， 如平均值和协

方差， 可估计并用于 KF 更新方程 （ Sitz 等人， 2002）。 沿着这个思路， Julier 和

Uhlmann 对非线性系统提出了一种新的扩展的 KF， 称为 EKF。 这个程序属于其中

的概率密度函数被截断 （Sitz 等人， 2002） 的统计线性化方案类别。 密度函数的高

阶矩被忽视， 也就是说只有平均值和协方差被使用。 一组具有相同平均值和协方差

的采样点产生并且通过充分的状态空间模型传播。 与 EKF 相比， UKF 处理非线性

问题用一种更为简单但是优雅的方式， 严格意义上来说， 即一种相似的或者与

EKF 相比不增加计算量来达到更好的估计。 它还表明了 UKF 对平均值和协方差的

估计精确到二阶 （ Julier 和 Uhlmann， 2004）。 不依赖于 Jacobian 行列式的导数，
UKF 能够处理不连续问题。 由于 UKF 的特殊结构， 停止在一个局部最小值的成本

函数的概率减小， 并且它也可以被应用到不均匀采样数据。
然而， 一个趋近概率密度函数的更全面的方法是通过颗粒过滤 （Doucet 等人，

2001； Gordon 等人， 1993）。 颗粒是从概率密度函数中提取的随机采样。 一个颗粒

过滤本质上是一个蒙特卡罗模拟 （Monte Carlo Simulator）， 目的是通过递归的趋近

完整的概率分布函数直接完成贝叶斯估计 （van der Merwe， 2004）。 后验概率密度

函数是由一组对其形式不做明确假设的加权采样粗略估计的， 因此可以在一般的非

线性 /非高斯系统中使用。 详细点评和颗粒过滤的工程应用的讨论可在最近的许多

参考文献中找到， 例如 Chen 等人 （2004） 和 Shao 等人 （2011） 的研究。
状态估计问题的解决方案可以超越传统的 “状态”。 众所周知的是， 参数估

计问题可以表述为状态估计问题 （Nelson， 2000）。 这种相同的方法继续存在在

UKF 中 （Gustafsson 和 Hriljac， 2003； van der Merwe， 2004； Wan 和 van der Mer-
we， 2000）。 本章考虑状态估计以及在一个统一的框架下随机非线性动态系统的

参数估计。 在第 3 章和第 4 章中， 模型参数是通过黑箱方法估计的。 在本章中，
参数被估计为具有已知模型结构模型。 因此， 本章中介绍的参数估计方法将用来

估计第一性原理模型的未知参数或者给定模型的未知参数。 为了这个目的， 本章

首先讨论了在状态估计的框架下， 参数估计问题是如何表达的。 然后， 介绍了序

列贝叶斯推理方法， 这提供了一个对状态估计问题通用的解决方案。 检查了 KF
和 EKF 的贝叶斯解释以后， 专注于 UKF 对状态和参数的估计。 在本章中， 竭力

用简单的语言去解释数学概念， 并提供了一些例子来阐明 UKF 对非线性系统状

态和参数估计的应用。
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5. 2　 问题界定

动态系统的参数估计的最根本的方法是黑盒方法。 除了黑盒方法， 也有白盒方

法和灰盒方法。 按照 Lindskog （1996） 的说法， 白盒模型被定义为反映真实系统所

有特性的一种模型。 它们仅仅是由原有的知识和物理原理构建， 而没有系统中任何

有效的测量。 这种类型的模型技术也被称为在前面的章节中介绍的第一性原理

模型。
然而， 如果一个人追求白盒模型， 但是调整某些或者全部物理参量， 那么他实

际上是在做参数估计。 这种类型的建模也通常称为灰盒模型， 也就是说， 底层系统

的确定模型结构是根据第一性原理得出的， 但是参数却是未知的。 灰盒非线性动态

系统模型就系统的动态未知而受到挑战。 从时间序列估计参数化模型的问题的一般

方法产生状态空间描述 （Sitz 等人， 2002）。 但即使是线性状态空间模型， 模型参

数的估计成为一个非线性估计问题， 因为这两个状态和参数都是未知的。
下面通过开始一个静态非线性模型开始对灰盒模型的参数估计进行讨论：

yt = g （ut， θ， et）
式中， ut 是输入； yt 是输出， θ 是一组未知参数。

给出一组 ut 和 yt 的数据， 参数估计的目的是估计出最小化残留的 θ 值：
εt = yt - ĝ（ut，θ） （5. 1）

在一个特定的最佳方式。
这个问题可以用一个状态估计问题表达为

θt + 1 = θt

yt = g （ut， θ， et）
这一公式假设参数 θ 的值是恒定的， 如果 θ 也是随时间变化的， 那么问题可以

用公式表达成：
θt + 1 = θt + w t

yt = g （ut， θ， et）
式中， w t 的分布决定了参数随着时间变化。

但是， 即使参数是恒定的， 但仍然需要添加的噪声项。 要启动参数估计， 初始

猜测值总是与实际不相同的。 在无噪声项的情况下， 参数估计会得到与初始猜测值

同样的数值。 因而， w t 的分布可以被用来作为参数分布的调谐旋钮。 例如， w t 的

大方差的选择导致了参数的快速跟踪但是导致参数估计更多的差异。 w t 的微小差

异会是估计顺利， 但是减慢可变参数的跟踪。 这一提法的实质是要考虑 θt 作为状

态， 这样的话参数估计问题成为一个状态估计问题。 现在， 考虑一个非线性状态空

间表示的非线性动态系统：
zt + 1 = f（ zt，ut，θt） + vzt （5. 2）
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yt = h（ zt，ut，θt） + et （5. 3）
式中， zt∈ℝ n是状态； θt∈ℝ d是参量； vzt∈ℝ n是干扰； ut∈ℝ q是输入； yt∈ℝ m是

输出。
按照和静态模型参数估计同样的方法， 状态和非线性动态模型的参数估计问题

可归结为

zt + 1

θt + 1

 

 
 
 

 

 
 
 =

f（ zt，ut，θt）
θt

 

 
 
 

 

 
 
 +

vzt
vθt

 

 
 
 

 

 
 
 （5. 4）

yt = h（ zt，ut，θt） + et （5. 5）
令

xt =
zt
θt

 

 
 
 

 

 
 
 

然后参数和状态的估计可归结为 xt 的估计与附加噪声下非线性动态模型：
xt + 1 = f （xt， ut） + vt
yt = h （xt， ut） + et

Gustafsson 和 Hriljac （2003） 提出了另一个可供选择的构想， 其中增广状态空

间模型可以写成：
zt + 1

θt + 1

 

 
 
 

 

 
 
 =

f（ zt，ut，θt）
θt

 

 
 
 

 

 
 
 +

vzt + wz
t

vθt + wθ
t

 

 
 
 

 

 
 
 （5. 6）

yt = h（ zt，ut，θt） + et （5. 7）
式中， 噪声项包括物理状态的噪声； vzt 代表参数的不确定性的噪声项； vθt 、 wz

t 是状

态粗化噪声； wθ
t 是参数粗化噪声， 粗化噪声是第二级的调谐参数。

例如， 在时不变系统的系统辨识下， 其中 vθt = 0， wθ
t 应选择具有方差衰减至

零， 以保证参数估计的收敛性。

5. 3　 状态估计的序贯贝叶斯推理

现在， 参数估计问题已经被表达成状态估计问题， 聚焦于结果上的状态估计。
设想一般状态模型代表非线性动态系统：

xt + 1 = f（xt，vt） （5. 8）
yt = h（xt，et） （5. 9）

式中， 正如前一节所讨论的， x∈ℝ n是包括未知参数的状态， 并且 y∈ℝ m是输出。
我们没有把外源输入项 ut 列入到简单的方程式中， 因为 ut 也是作为问题估计

中的一项， 从评估的观点来说和 yt 起了同样的作用。 这种简化并不意味着在实验

中外援输入是不重要的。 从实验设计的角度来看， 它明显地被认为是一种重要的

变量。
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Yt = {y0， …， yt}， 在一般情况下， 状态估计被明确地表达为条件分布函数

p （xt Yt）的解决方案， 也就是说， 给出观察的状态的分布决定于当前时间。 一旦

条件分布函数是已知的， 状态估计 （点估计） 可以计算为

x̂t = Θ （p （xt Yt））
式中， Θ 是一个非线性函数符。

为清楚起见， 在结果中我们用 xt t代替 x̂t 这意味着 xt 的估计是鉴于所有可用的

观测， 包括时间。 鉴于 p （xt Yt）， 人们可以根据特定的优化标准计算 xt 的点值估

计。 xt 的平均值估计可以写成

xt t = ∫ xtp （xt Yt） dxt

最大后验估计 （MAP） 是

MAP （xt t） = argmax {p （xt Yt）}
图 5. 1 举例阐明了平均值和 MAP 估计。

图 5. 1　 直观点值估计例子

因为分布是已知的， 估计值的方差或者其他统计也可以被计算出来。 这是整个

概率分布函数估计的重要优点。
动态系统状态估计的通解一般由下式给出 （Bergman， 1999）：

p（xt Yt - 1） = ∫ p（xt xt - 1）p（xt - 1 Yt - 1）dxt （5. 10）

p（xt Yt） =
p（yt xt）p（xt Yt - 1）

p（yt Yt - 1）
（5. 11）

其中， 式 （5. 10） 也被称为 Chapman - Kolmogorov 方程。
式 （5. 10） 和式 （5. 11） 为状态估计提供了一个递归方程。 根据状态评估

[式 （5. 8）]， 式 （5. 10） 可以计算出来， 这个过程称为预测步骤。 图 5. 2 所示的

过程， 这里人们可以发现高斯概率分布函数会被曲解， 是因为系统的非线性或者 vt
的非高斯分布。

由于 p （yt xt） 是一个考虑到观察时间 t 的常数， 它可以被看作归一化常数。
因而， 式 （5. 11） 可以写为

p（xt Yt） = αp（yt xt）p（xt Yt - 1） （5. 12）
式中， p （yt xt） 是 yt 的概率函数， 可以通过式 （5. 9） 计算出来。

这被认为是由新观察值 yt 得到的更新步骤。 这个过程如图 5. 3 所示。
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总之， 序贯贝叶斯推理的状态估计由两个步骤组成：
1） 预测步骤： p （xt Yt - 1） 根据状态函数 f （xt - 1， vt - 1） 通过 Chapman - Kol-

mogorov 方程预测概率分布函数。
2） 更新步骤： p （xt Yt - 1） 通过 p （yt xt） 的似然估计乘法更新为 p （xt Yt）。

图 5. 2　 概率分布函数预测

　 　

图 5. 3　 概率分布函数更新

连续的贝叶斯推理过程对状态估计是从 0 时开始的， 这从图 5. 4 中可以看出。

图 5. 4　 序贯贝叶斯推断法

如果认为 p （xt Yt - 1 ） 是在前的 （也就是在最新的观察 yt 更新之前），
p （xt Yt）是在后的 （也就是更新以后的）， 这样式 （5. 12） 意味着

在后的∝可能性 ×在前的 （5. 13）
这条规则可以应用于任意具有任何分布的非线性系统的过滤。 之前的计算也被

称为预算， 然而在传统的 KF 术语中这种后的计算称为更新。
例 5. 3. 1　 作为应用贝叶斯推理规则的一个例子， 考虑一个简单的模型：

y = x + e （5. 14）
这里

p（x） =
0. 6 x = - 1
0. 2 x = 0
0. 2 x = 1

 

 

 

  

  
（5. 15）

并且

p（e） =
0. 2 e = - 1
0. 8 e = 1 （5. 16）
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可以得出 y = 0 是求出的， 现在的问题是要找到状态 x 的贝叶斯估计。
根据贝叶斯推理规则， 式 （5. 13）， 结果可以写成

p（x y = 0） = αp（y = 0 x）p（x）
考虑到式 （5. 14） 和式 （5. 16）， 很容易看到 p （y = 0 x） 可能性的结果：
p（y = 0 x = - 1） = 0. 8 也就是说， 如果 y = 0， x = - 1，那么 e 必须为 1
p（y = 0 x = 0） = 0 也就是说， y = 0 与 x = 0 是不可能复合的

p（y = 0 x = 1） = 0. 2 也就是说， y = 0， x = 1， e 必须为 - 1
与之前的式 （5. 15） 给出的结果相比， 可以得出下面的推论：
p（x = - 1 y = 0） = αp（y = 0 x = - 1）p（x = - 1） = α × 0. 8 × 0. 6 = 0. 48α
p（x = 0 y = 0） = αp（y = 0 x = 0）p（x = 0） = α × 0 × 0. 2 = 0
p（x = 1 y = 0） = αp（y = 0 x = 1）p（x = 1） = α × 0. 2 × 0. 2 = 0. 04α
作为概率之和必须为 1， 也就是说

1 = p（x = - 1 y = 0） + p（x = 0 y = 0） + p（x = 1 y = 0）
= 0. 48α + 0. 04α = 0. 52α

α = 1 / 0. 52 = 1. 92
状态 x 的贝叶斯推理收益的概率分布函数为

p（x y = 0） =
0. 92 x = - 1
0　 x = 0
0. 08 x = 1

 

 

 

  

  

因此， 平均值估计和最大后验概率分别可以被计算为

x = - 1 × p（x = - 1 y = 0） + 0 × p（x = 0 y = 0） + 1 × p（x = 1 y = 0） = - 0. 84
MAP（x） = - 1

这就完成了算例分析。
一般状态估计问题的解决方案会相当复杂。 例如， 如果部分或者所有的参数都

是未知的， 即使是一个简单的线性状态空间模型也会转换为一个非线性估计问题。
作为一个非线性状态空间模型的特例， 一个线性非时变状态空间模型可以通过下式

得出：
xt + 1 = Axt + vt （5. 17）
yt = Cxt + et （5. 18）

式中， vt 和 et 服从高斯分布。
著名的 KF 在所有的参数是已知的条件下解决了状态估计问题。 但是， 如果所

有或者部分 A 和 C 的参数是未知的， 它们作为增强状态必须被估计和明确地表达，
例如对于未知参数的 θt + 1 = θt。 这种线性系统的估计现在变成了非线性状态估计

问题。
5. 3. 1　 KF 和 EKF

顺序贝叶斯推理是一个概率分布函数的增值。 如果概率分布函数是高斯函数，
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概率分布函数中的传播可以被简化为均值矢量和协方差矩阵之间的传播， 因为这两

个统计数据完全确定高斯概率分布函数。
如果基础系统 （underlying system） 是线性的噪声污染是高斯函数， KF 是最佳

的。 即使噪声不是高斯函数， KF 是最佳的决定于在线性估计类别里的最初两个

时刻。
作为连续的贝叶斯推理的特例， KF 包括两个步骤： 一个预测步骤， 紧随其后

的是一个更新的步骤。 在预测步骤中， 先前时间步骤的估计传播到当前的时间步

骤。 鉴于过去更新估计 xt - 1 t - 1， 预测步骤可以用如下的置换解决：
xt t - 1 = E[ f（xt - 1 t - 1，ut - 1）]

P t t - 1 = E[（xt - xt t - 1）（xt - xt t - 1） T]
式中， xt t - 1表示 xt 的预测决定于基于 t - 1 所有的观察； P 是状态估计的协方差。

更新步骤可以从下列方程计算：
xt t = xt t - 1 + L tεt

εt = yt - yt t - 1

yt t - 1 = E[h（xt t - 1，et）]
P t t = E[（xt - xt t）（xt - xt t） T]

权重矩阵 L t 是选择最小化的跟踪更新后的协方差矩阵 P t t， 也就是说， 来得到

最小方差估计， 结果可以通过下式得出：
L t =∑xy

t ∑ - 1
t

式中

∑xy
t = Cov（xt t - 1，εt）
∑t = Cov（εt）

式中， xt t - 1是状态预测误差。 因此， 更新后的协方差通过下式计算：
P t t = P t t - 1 - L t∑tLT

t

因此， 如果下述的预期是可用的： 预测的状态 （预测均值） 和它的误差协方

差（xt t - 1， P t t - 1）、 输出预测误差的协方差、 状态预测误差和输出预测误差之间的

互协方差， KF 更新过程可以被计算出来。
如果系统是非线性的， 这些数量的趋近方法必须应用。 在 EKF 中， 非线

性函数 f（ x t， u t） 和 h（ x t， e t） 通过泰勒级数展开线性化， 并且二阶和高阶项

被忽略。 这个过程导致了一阶 EKF。 该方法存在线性化误差、 对 Jacobian 矩阵

的必要性， 而且还存在实现的困难。 如果非线性化不能被线性化很好地近似，
EKF 会产生偏差并且不一致。 在这个案例中， 高阶近似， 二阶或者更高阶可能

会被应用。 然而， 由于对 Hessian 矩阵的需求， 一个二阶 EKF 需要广泛的努力

实现 （ Sitz 等人， 2002） 。
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5. 3. 2　 UKF
与趋近非线性函数 f（xt， vt） 和 h（xt， et） 不同， UKF 考虑了概率分布函数的

近似。
直观地， 均值和方差的集合和协方差或者概率分布函数可以通过直接蒙特卡洛

模拟估算出来。 例如， 如果 x 遵循 p（x） 分布， 并且对 y 的概率分布函数的确定感

兴趣。 在第一阶段， x 的 n 个采样根据 p（x） 产生， 这样 y 的 n 个采样可以通过映

射 y = f（x） 的直接取代计算出来。 y 的分布可以通过 y 的映射采样估算出来。 经过

确定 y 的分布， 接下来的步骤是确定 y 的均值和协方差。 y 和 x 的互协方差也许可

以通过采样数据计算出来。 有足够大的 n， 均值和方差可以被精确地估计出来。 然

而， 这种方法的计算负荷是巨大的。 这种蒙特卡洛方法非常直观， 并且可以通过图

5. 5 说明， 图中星号代表通过 p（x） 得出和通过 f（x） 传播的采样。 作为一种选择，
蒙特卡洛模拟过程通过可以通过图 5. 6 表示， 图中星号代表采样， 而箭头代表相应

的权重。
不是通过随机采样 x 的蒙特卡洛模拟， 控制的采样可以被选择用来大大提高工

作效率。 Julier 和 Uhlmann （2004） 和 van der Merwe （2004） 介绍的无迹象转换是

一种有效的采样方法。 控制采样， 被称为采样点的最小集合， 不是随机得到的； 它

们被确定地选择， 这样它们能表现出特定的特殊属性。 结果是， 高阶分布的信息可

以被认为是固定的小数量的点。 然而， 确定采样 x 通过 p（x） 被看作与反应分布的

特点一样重要。
考虑非线性函数 y = f（x）。 经过严格的通过扩展 pdf 和近似匹配的一阶和二阶

力矩的数学推导项， 无迹采样过程可以确定 （ Julier 和 Uhlmann， 2004； van der
Merwe， 2004）。 这个将在下面给出。

图 5. 5　 蒙特卡洛估计， 这里星号代表根据分布绘制的采样

图 5. 6　 蒙特卡洛估计， 这里星号代表采样， 箭头代表近似分布的权重

一组 sigma 点包含 p + 1 个点， x（ i）， 每个点都有它相应的重量， w（ i）。 提供一

组无偏差估计， 它们必须遵守下面的条件：

∑
p

i = 0
w（ i） = 1
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有了这些点， 平均值 y 和协方差∑y 可以计算如下：
1） 举例说明每个点通过函数得到一组转变 sigma 点：

y（ i） = f （x（ i））
2） 均值通过加权平均的转变点得到：

y = ∑
p

i = 0
w（ i） y（ i）

3） 协方差是转变点的加权矢量积：

∑y = ∑
p

i = 0
w（ i） （y（ i） - y） （y（ i） - y） T

4） 互协方差是原来的点和转变后的点的加权乘积：

∑xy = ∑
p

i = 0
w（ i） （x（ i） - x） （y（ i） - y） T

满足上述条件的一组 sigma 点包括一组对称的 2n 点， 落在 n的协方差区域里

（Julier 和 Uhlmann， 2004）：
x（ i） = x + n∑x 　  i

w（ i） = 1
2 n

x（ i + n） = x + n∑x 　  i

w（ i + n） = 1
2 n

式中， n 是 x 的维数； n∑x 　  i 是 i 行或者 n∑x 列矩阵的二次方根。 无迹转

换的两个特点值得注意： （i） 无迹转换的计算负荷不大于 EKF， 但是没有必要计算

Jacobian 矩阵； （ii） 无迹转换计算预测均值和协方差准确到二阶。
例 5. 3. 2　 为了说明上述过程， 考虑一个均值 /方差估计的 sigma 点的简单例子。
对于具有正态分布的变量 x， 两个 sigma 点可以选择为在图 5. 7 中所示的 μx -

图 5. 7　 sigma
点说明实例

σx 和 μx + σx， 这里 μx 和 σx 是均值和标准变量的随机方

差。 如果 x ～ N （2， 1）， 这样两个 sigma 点分别是 x（1） = 1
和 x（2） = 3。 这两个 sigma 点的相应权重为 1 / 2。 考虑一个映

射 y = 5x + 1， 这里理论均值和 y 的方差可以被容易地推导

出 μv = 11 和 σ2
y = 25。 y 和 x 的协方差可以被推导为 σxy =

5。 现在， 使用 sigma 点为数值计算， 可以得到以下的

结果：

μ̂x = 1 / 2x（1） + 1 / 2x（2） = 1
2 （1 + 3） = 2

σ̂2
x = 1 / 2（x（1） - μ̂x） 2 + 1 / 2（x（1） - μ̂x） 2 = 1 / 2（1 - 2） 2 + 1 / 2（3 - 2） 2 = 1

这与理论结果完全一致。 与这两个 sigma 点一起， 相应的映射到 y 分别为
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y（1） = 5x（1） + 1 = 5 × 1 + 1 = 6
y（2） = 5x（2） + 1 = 5 × 3 + 1 = 16
以下数据可以通过无迹计算算法计算出来：

μ̂y = 1 / 2y（1） + 1 / 2y（2） = 1
2 （6 + 16） = 11

σ̂2
y = 1 / 2（y（1） - μ̂y） 2 + 1 / 2（y（2） - μ̂y） 2 = 1 / 2（6 - 11） 2 + 1 / 2（16 - 11） 2 = 25

σ̂xy = 1 / 2（（x（1） - μ̂x）（y（1） - μ̂y） + 1 / 2（x（2） - μ̂x）（y（2） - μ̂y）
= 1 / 2 （1 - 2） （6 - 11） + 1 / 2 （3 - 2） （16 - 11） = 5

这些数学结果与理论值完全一致。 对于线性映射， 这些统计资料可以精确到二

阶 （Julier 和 Uhlmann， 2004； van der Merwe， 2004）。
很清楚， 这些 sigma 点的选择不是唯一的。 Julier 和 Uhlmann （2004） 通过引

入许多额外的扩展因素， 提出了许多 sigma 点的不同选择来继续适应不同的概率分

布函数。 sigma 点也可能是扩大化的， 并且这会对匹配高阶力矩有更多的自由， 例

如偏差。 van der Merwe 实施了更多的无迹采样程序， 并表现出 sigma 点的方法与传

统加权最小方差的相似性， 指出无迹转变的优越性。
小结本节， 可以得出 UKF 的下列程序：
1） 用式 （5. 8） 和式 （5. 9） 包括 vt 和 et 状态扩充， 称为

Xt =
xt

vt
et

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

新的状态空间方程可以写为

Xt + 1 = f（Xt）
yt = h（Xt）

2） 一组 sigma 点的选择可以通过实施一个 sigma 点的选择算法到增强状态得到

sigma 点 X（ i）
t - 1， i = 1， …， p + 1 和相应的权重 w（ i）。

3） sigma 点在 Xt 和 yt 之内的映射通过非线性状态空间方程得出：
X（ i）

t = f（X（ i）
t - 1）

y（ i）
t = h（X（ i）

t - 1）
4） 预测状态和输出的均值可以被计算为

Xt t - 1 = ∑
p

i = 0
w（ i）X（ i）

t

yt t - 1 = ∑
p

i = 0
w（ i） y（ i）

t

5） 方差和协方差可以计算为

P t t - 1 = ∑
p

i = 0
w（ i）（X（ i）

t - Xt t - 1）（X（ i）
t - Xt t - 1） T
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∑t = ∑
p

i = 0
w（ i） （y（ i）

t - yt t - 1） （y（ i）
t - yt t - 1） T

∑xy
t = ∑

p

i = 0
w（ i） （X（ i）

t - Xt t - 1） （y（ i）
t - yt t - 1） T

6） 更新步骤可以通过下式得出：
Xt t = Xt t - 1 + L tεt

εt = yt - yt t - 1

P t t = P t t - 1 - L t∑tLT
t

式中

L t =∑xy
t ∑ - 1

t

在图 5. 8 中， 类比蒙特卡洛模拟， UKF 的过程为一个标量状态推理。 本质上

是 UKF 的 “几个” sigma 点来近似整个概率分布函数的传播。 UKF 和 EKF 的主要

区别是近似方法。 EKF 接近非线性映射， UKF 接近概率分布函数。

图 5. 8　 UKF 的推理过程实例， 这里星号代表 sigma 点， 箭头代表相应的权重

5. 4　 范例

使用 UKF 的几个实例的状态和参数估计在本节叙述。
例 5. 4. 1　 考虑一个二阶放热反应 （Muske 和 Edgar， 1997）：

dCA

dt = - k0exp（ - Ea / RT）C2
A

dT
dt = - ΔH

ρC k0exp（ - Ea / RT）C2
A + UA

VρC（Tc - T）

式中， Tc 是一个被控变量， 相关的参数有

par1 = - ΔH
ρC k0 = - 30

par2 = UA
VρC = 0. 001
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温度 T 是基于测量的， 现在的问题是如何估计状态和两个参数。
一组 600 个数据点是通过采样时间 0. 05s 仿真的。 Tc 是一个随机输入序列。 初

始浓度为 5mol / L， 初始温度为 20℃。 应用 UKF， 状态和参数的初始猜测为 C0 =
2mol / L、 T0 = 30℃、 par1 = - 20 和 par2 = 0. 5。 估计的结果在图 5. 9 中表示出来。

图 5. 9　 二阶放热反应

这里， 所有状态和参数的收敛是可观察到的。 UKF 已经被应用到上述模型的

估计， 它是高度非线性的， 但是结果不收敛。 原因可能是系统参数的敏感性 （参
数的低识别性） 或者 UKF 很强的非线性的存在的限制。

例 5. 4. 2　 这是 Gordon 等人 （1993） 讨论的一个已知的高度非线性系统：

xt = 0. 5xt - 1 +
25xt - 1

1 + x2
t - 1

+ ut - 1 + vt - 1

yt =
x2
t

20 + et

ut = 8 cos （1. 2 （ t - 1））
vt ～ N （0， 10）
et ～ N （1， 1）

这里相关的 3 个参数是上述方程中的 3 个系数：
par1 = 0. 5
par2 = 25
par3 = 20

一组 2000 个数据点与 ut = 8 cos （1. 2 （ t - 1）） 和最初状态 x0 = 0. 1 一起进行

仿真。 应用 UKF， 状态和参数最初的猜测选择为 x0 = 0. 15、 par1 = 1、 par2 = 20 和

par3 = 25。 状态和 3 个参数的估计结果在图 5. 10 中给出， 其中的状态与前两个参
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数的收敛被观测到， 而第 3 个参数有一个偏置误差。

图 5. 10　 高度非线性系统的参数和状态估计

例 5. 4. 3　 Nowak （2001） 提出了病毒动态模型。 动态模型由下式给出：
x·（ t） = λ - dx（ t） - βx（ t）v（ t） + e1（ t）

y·（ t） = βx（ t）v（ t） - ay（ t） + e2（ t）

v·（ t） = ky（ t） - u（ t）v（ t） + e3（ t）
式中， e1（ t）、 e2（ t） 和 e3（ t） 是动态分布 N （0， 1012） 的干扰； x（ t） 代表健康细

胞的数量； y（ t） 是感染细胞的数量； v 表示许多游离的病毒， 如图 5. 11 所示。
y（ t）和 v（ t） 都测量了， 相关的参数为

k = 100
u = 5

图 5. 11　 细胞动态模型的参数和状态估计
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一组 500 个数据点在初始状态 x（0） = 105、 y（0） = 102和 v（0） = 103下仿真。
采样时间为 0. 1s。 状态和参数的最初猜测选择为 x（0） = 104、 y（0） = 0、 v（0） =
0、 k = 50 和 u = 10。 估计的结果如图 5. 11 所示， 其中状态和参数都收敛到真值。

例 5. 4. 4　 下面的模型是由细胞毒性过程派生的机理模型 （Huang 和 Xing，
2006）：

dci
dt = k3 k1ce +

k2ce
K i + ce

- ci
 

 
 

 

 
 + v1

dN
dt = （a0 + a1ci + a2ce）N + v2

式中， v1和 v2是具有高斯分布 N（0， 0. 01） 的干扰； ci是细胞内的毒物浓度； N 是

细胞群体。
被测变量是具有测量噪声 e ～ N（0， 0. 01） 的细胞群体。 相关参数为细胞增殖

速率 a0、 细胞凋亡率 a1和坏死系数 a2， 下面为真实数值：
a0 = 0. 031
a1 = 1

a2 = - 0. 381
一组 1000 个数据点在随机多层外部扰动在细胞外浓度 ce下模拟。 初始状态为

ci（0） = 1 和 N（0） = 1。 离散时间为 Δt = 1 / 3600h = 1s。 最初的状态猜测和参数选择

为 ci（0） = 0. 5、 N（0） = 0. 3、 a0 = 0、 a1 = 0 和 a2 = 0。 结果估计如图 5. 12 所示， 所

有状态和参数收敛到真值。

图 5. 12　 细胞毒性动态模型参数和状态估计

5. 5　 注解和参考文献

本章集中于 UKF， 它会应用于本书中的 SOFC 的状态估计。 它基于第一作者的
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陈述 （Huang 和 Wang， 2006）， 并且主要参考文献作者为 Gustafsson 和 Hriljac
（2003）、 Julier 和 Uhlmann （1997 和 2004 ）、 Norgaard 等人 （ 2000 ）、 Sitz 等人

（2000）、 van der Merwe （2004）、 Wan 和 van der Merwe （2000 和 2001）、 Wan 等人

（2000）。 对于 EnKF 的介绍， 参考 Evensen （1994 和 2009） 的研究。 对于对粒子滤

波器感兴趣的读者， 参考 Doucet 等人 （2001）、 Gordon 等人 （1993）、 van der Mer-
we （2004） 的研究进一步阅读。 一个非线性状态评估算法的详细概述， 与它们的

一些实际应用可以在 Ristic 等人 （2004） 的文献中找到。
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第 6 章　 模型预测控制

6. 1　 最先进的模型预测控制

在过去数十年中， 线性模型预测控制 （MPC） 及其变型已成为使用最广泛的

先进控制技术。 在许多情况下， 先进的控制就是指 MPC。 大多数工业应用中使用

线性模型和线性约束。 通过在最佳条件下控制设备， 可以体现 MPC 的优势。 在大

多数情况下， 最佳条件在边界条件之外或就在边界上， 因此， 通过在约束条件上控

制设备能够实现最大收益。 由于大多数流程在本质上是非线性的， 采用线性模型和

约束条件可能不会找到最大收益点。 在这样的情况下， 线性模型无法提供正确的动

态系统， 因此， 设计的 MPC 需要非线性模型。
MPC 中， 一系列未来控制指令， 其中包括当前的控制指令， 都是基于系统模

型上进行计算的。 所以称它为基于模型的预测控制。 该模型可以是线性或非线性

的。 其主要目的是尽量简化对于模型方程和一些物理限制的目标函数 （通常是一

个关于状态和输入的二次函数）。 对于线性时不变模型， 这个问题是可以通过给出

函数的输入和输出作为控制指令来解决的。 对于非线性的情况， 对于优化问题， 通

常没有明确的解决方案， 只能在数值上被迫来解决它。
在过去的几十年中， 线性 MPC 已经成功地应用到不同的行业中来解决问题，

特别是化学和碳氢化合物行业。 应用范围包括锅炉涡轮调节、 氮气纯化柱、 蒸汽温

度控制、 蒸馏塔控制、 燃烧控制和优化等。
另一方面， 非线性对应的 MPC， 由于其固有的复杂性所以并没有达到同样的

成功。 除了复杂的非线性模型的要求外， 非线性 MPC 应用的主要缺点就是大量的

计算负荷。 一些研究人员正在为发展高效和强大的非线性 MPC 努力着， 特别是其

在工业应用中。
最近， 人们对非线性 MPC 的兴趣持续增长。 这是因为， 今天的工艺过程中需

要在制约附近进行操作， 以改善企业的盈利能力， 以满足更严格的环保和安全法规

要求。 如果固有的非线性过程近似替换线性模型， 那么满足这些要求更严格， 广义

的延伸 MPC 的非线性 MPC 非常适合于这种情况。
MPC 的主要特点和特性可以归纳如下：
模型。 即使机理模型需要被离散化， 以适应 MPC 结构， 但它允许直接利用模

型进行预测。
约束处理能力。 MPC 的最大的优势或许是， 它可以处理输入、 输出和状态约束。



输出预测。 其进行在线优化， 找出未来的控制指令与可预测的输出来实现控制

目标， 因其在预测时域 （PH） 中进行， 所以故名预测控制。
滚动时域反馈控制。 只实施第一个计算控制命令， 在线优化就会在每个采样间

隔重复。 为了更新基于模型的预测， 测量在每个实例中都得到使用， 这对控制律提

供了连续的反馈。
状态估计。 在状态空间公式化下， 状态可以被控制， 但并非所有状态都可以直

接测量。 对于不可测状态需要估计。

6. 2　 基本原理

MPC 可以被描述为， 考虑到约束条件， 有限域中的开环最优控制问题。 在当

前时间对状态测量或估计的基础上， 可以预测未来状态和所需的控制指令， 使得在

预期域中定义的目标函数最小化。 然后， 它应用第一个计算控制指令， 然后进入到

下一个时间步长， 并重复整个过程。 由于 MPC 目标函数是使用的当前状态， 所以

该解决方案实际上利用的是在每一个时间步长下的反馈数据。 因此， MPC 算法收

敛于一个封闭的回路策略。 MPC 的滚动时域功能， 区别于原来的控制器， 其如

图 6. 1 所示。

图 6. 1　 通常 MPC 的滚动时域概念
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6. 2. 1　 MPC 模型

不同策略的 MPC， 可以使用多种方法来表示输出和可测输入的关系， 其中

一些是操纵变量被认为是可测的扰动。 为了描述没有被工艺模型反应的行为，
需要考虑干扰模型， 包括不可测量的输入、 噪声和模型误差的影响。 因此， 该

模型可以被分成两部分： 实际过程模型和扰动模型。 以下是 MPC 常用模型的

例子。
脉冲响应模型由下式得出：

yt = ∑
∞

k = 1
hkut - k

式中， hk在单一脉冲扰动下的过程的采样输出。
其总和被截断为一个稳定的过程， 通常是在其稳定时间 Ns内， 并且只考虑 Ns

值。 所以有

yt = ∑
Ns

k = 1
hkut - k = H（ z - 1）ut

式中， H（ z - 1） = h1 z - 1 + h2 z - 2 +… + hNs
z - Ns。

脉冲响应模型是直观的， 并且识别需要无先前的信息 （如有关过程模型的顺

序）。 然而， 没有积分器的稳定的过程可以由一个有限脉冲响应的模型表示。 此

外， 还需要大量的参数。
或者， 一阶响应模型可以被认为是

yt = ∑
∞

k = 1
gkΔut - k = G（ z - 1）（1 - z - 1）ut （6. 1）

式中， gk是对于单位阶跃输入而言的采样输出值； Δut = ut - ut - 1。 在阶跃响应系数

中脉冲不同， 因此得到

hk = gk - gk - 1

gk = ∑
k

j = 1
h j

阶跃响应模型常用做 PID 控制调节， 并且是在 MPC 设计中最流行的。
另一种常用的模型是传递函数模型， 传递函数模型由下式给出：

yt =
B（ z - 1）
A（ z - 1）

ut

它是有效的不稳定的过程， 需要更少的参数来描述模型。 然而， 由于在模型中

的参数的数量有限， 它有一定捕获复杂动态过程的局限性。 此外， 该模型的阶必须

在要估计的模型参数之前确定。
另一种流行的模式是状态空间模型， 状态空间模型如

xt + 1 = Axt + But

yt = Cxt
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其通常用于模拟线性多变量过程。 然而， 它可能会因为未知的测量状态而复杂

化， 从而需要进行额外增加观察。
扰动模型原则上可以采取与上面讨论的过程模型相同的形式， 其中输入的 ut被

替换为噪声 et。 然而， 最常用的扰动模型是随机变动的， 其表示为

vt =
1

1 - z - 1 et

式中， vt是过程扰动影响； et 是白噪声。
当用状态空间模型来表示过程时， 动态扰动便自然地融入到状态空间模型。 例

如， 创新模式：
xt + 1 = Axt + But + Ket

yt = Cxt + et
它们都包含了过程和动态扰动。
6. 2. 2　 自由和强迫响应

设计 MPC 时， 常用自由和强迫响应的概念。 这里的想法是将过程响应变为两

个信号的总和：
yt = yf（ t） + yc（ t）

如果操作变量在通过 PH 值时， 保持恒定自由响应的， 则 y f（ t） 对应于输

出的预测。 另一方面， 由于未来的增量控制， 强制响应， yc（ t） 对应于输出的

预测。
为了理解概念， 控制序列可表示为两个项的和：

ut = uf（ t） + uc（ t）
在未来时刻， 信号 uf （ t） 保持恒定且等于操纵变量的最后一个值， 也就是说：

uf（ t - j） = ut - j 　 j = 1，2，…
uf（ t + j） = ut - 1 　 j = 0，1，2，…

信号的 uc（ t） 在过去等于零， 在未来等于增量控制移动：
uc（ t - j） = 0　 j = 1，2，…

uc（ t + j） = ut + j - ut - 1 　 j = 0，1，2，…
这样， 自由响应源于 uf， 因为其目前的状态， 它对应于过程的进展。 强迫响应

源于 uc， 并且它的响应与未来控制移动相关。
6. 2. 3　 目标函数

各种 MPC 算法提出了不同的成本函数。 总的目标是 （Camacho 和 Bordons，
1999）：

● 未来的输出应该在考虑视野上遵循一个确定的参考信号；
● 在目标函数中， 这样做的控制工作的必要性应加以考虑。
这样的目标函数的例子是
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J =∑
N2

j = N1

[yref
t + j - ŷ（ t + j t）] TQ[yref

t + j - ŷ（ t + j t）]

+ ∑
M

j = 1
[Δut + j - 1] TR[Δut + j - 1]

（6. 2）

当预测和控制的视野设定为相同且 N1 = 1 时， 目标函数可写为

J = ∑
N2

j = 1
[‖yref

t + j - ŷ（ t + j t）‖2
Q +‖Δut + j - 1‖2

R]

式中， Q 和 R 分别是加权矩阵； yref
t 为输出或设置点的参考信号； ŷ （ t + j t） 是在

时刻 t 根据所有可用的历史输出和所有输入的值 yt + j预测； Δut = ut - ut - 1是增量控

制动作或转换速率。
预测开始于 N1 或 1 时， N2是最大的 PH 值， M 是控制时域。 N2 - N1 + 1 决定

了预测窗口， 其中根据设定点预测输出是理想的。 因此， 采用 N1 的一个较大的

值意味着如果在最初的几个瞬间有错误使其达到 N1， 它也不会有太大影响。 然

而， 采用 N2 - N1 + 1 的较大值， 意味着需要在一个较长的时间跨度中关注输出

误差。
6. 2. 4　 限制条件

在实践中， 所有的进程都受到限制。 执行机构具有有限的动作领域以及有限

的转换速率， 如在有阀的情况下， 受限于完全打开或关闭的位置以及应答率。 推

测其原因， 是安全或环境， 甚至在传感器、 示波器本身都可引起的过程变量中的

限制， 例如在罐中的水平、 管中的流动、 温度或压力。 运作上的限制由市场而

定。 例如， 如果对于某个产品没有需求， 最大约束可能需要将该产品放入高级过

程控制 （APC） 中。 所有这些使得在函数中引入的限制能被最小化。 通常情况

下， 振幅的边界、 在控制信号转化率的边界和输出的边界都要考虑到， 如下

所示：
umin≤ut≤umax

Δumin≤Δut≤Δumax

ymin≤yt≤ymax

6. 2. 5　 MPC 规则

为了获得受控制的输入， ut + p必须使目标函数最小化。 要做到这一点， ŷ （ t +
j t） 的预测输出值被当作过去的输入、 输出的函数来计算。 未来的控制信号使用

所选择的模型， 然后在成本函数中替换它们。 它们的最小化给出寻找值的表达式。
如果该模型是线性的， 并且没有限制， 分析方案可以通过二次判据来获得， 否则应

采用数值方法。
对于任何方法， 得到解决是不容易的， 因为有许多变量， 其数量可以很

高。 为了减少自由度， 一定的结构可能施加在控制规则上。 此外， 已经发现，
这种结构的控制规则提高了系统的鲁棒性和总体表现， 基本上是因为允许操纵
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变量的自由演化可能导致不愿得到的高频控制信号处于最差的、 不稳定的

状态。
所述控制时域可用于在控制规则上施加一个结构。 这样的理念， 可以认为， 在

一定间隔 M < N2 后， 该信号变为恒定， 即

Δut + j - 1 = 0　 　 j >M

6. 3　 DMC

动态矩阵控制 （DMC） 最初是由壳牌石油公司的 Cutler 和 Ramaker 开发的，
它是最有名的、 最实用的 MPC 算法。 本节将简要介绍 DMC， 包括预测的发展、 控

制算法的推导和扰动处理的推导。
6. 3. 1　 预测

从工业过程起源来讲， 其中阶跃响应模型通常用于调整控制器， DMC 还采用

了阶跃响应模型来描述过程动态。 阶跃响应模型既可以被转换成其他参数模型， 也

可以直接从阶跃响应测试估计。 阶跃响应模型已引入式 （6. 1）， 其可以进一步分

离成两项：

yt = ∑
∞

k = 1
gkΔut - k = ∑

Ns

k = 1
gkΔut - k + ∑

∞

k = Ns+1
gkΔut - k （6. 3）

式中， Ns 被定义为设定时间或有限脉冲响应模型的截断点。
式 （6. 3） 的第一项是有限的阶跃响应模型。 第二项表示累计响应， 因为控制

行为是从无限的过去一直到时间点 t - Ns - 1。 用 Z t 表示：

Z t = ∑
∞

k = Ns+1
gkΔut - k （6. 4）

式 （6. 3） 可写为

yt = ∑
Ns

k = 1
gkΔut - k + Z t （6. 5）

在式 （6. 5） 中通过 p 采样来改变时间参数得到：

yt + p = ∑
Ns

k = 1
gkΔut + p - k + Z t + p （6. 6）

式 （6. 6） 可进一步扩展：

yt + p = ∑
p

k = 1
gkΔut + p - k + ∑

Ns

k = p+1
gkΔut + p - k + Z t + p （6. 7）

这里基准时间设定为 t， 式 （6. 7） 的第一项包含未来的控制动作 （ Δut，
Δut + 1， …）， 其被称为强迫响应， 第二项和第三项包含过去的控制动作 （Δut - 1，
Δut - 2， …）， 其为已知的自由响应。 自由响应表示为
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y∗
t + p = ∑

Ns

k = p+1
gkΔut + p - k + Z t + p （6. 8）

式 （6. 7） 可进一步写成

yt + p = ∑
p

k = 1
gkΔut + p - k + y∗

t + p （6. 9）

正如前面已经在 MPC 的设计框架下讨论的， MPC 的预测响应由两部分组成：
自由响应项和强迫响应。 因此， 式 （6. 9） 是对 MPC 的预测。 作为相对于时间点 t
的第一项由未来控制动作组成， 式 （6. 9） 提供超前 y 预测的 p 阶。 为了反映预测

性质， 用 ŷ （ t + p t） 替换 yt + pp 阶超前预测可以写成

ŷ（ t + p t） = ∑
p

k = 1
gkΔut + p - k + y∗

t + p （6. 10）

MPC 目标函数表明， 用式 （6. 2） 设计 MPC， 对于在有限的时域 y 值的预测是

必要的。 使用式 （6. 10）， 从一阶到 N 阶的预测 [即相当于在式 （6. 2） 中 N1 = 1
和 N2 = N] 可以得出

ŷ（ t + 1 t） = g1Δut + y∗
t + 1

ŷ（ t + 2 t） = g2Δut + g1Δut + 1 + y∗
t + 2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ⋮
ŷ（ t +M t） = gMΔut + gM - 1Δut + 1 +… + g1Δut +M - 1 + y∗

t +M

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ⋮
ŷ（ t + N t） = gNΔut + gN - 1Δut + 1 +… + g1Δut + N - 1 + y∗

t + N

需要注意的是， 当控制时域设置为 M 时， Δut +M = Δut +M + 1 =… = Δut + N - 1 = 0。
这些预测可以写在一个更紧凑的矢量 /矩阵方程中：

ŷ = y∗ +GΔu （6. 11）
式中， G 为

G =

g1 0 0 … 0
g2 g1 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
gM gM - 1 gM - 2 … g1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
gN gN - 1 gN - 2 … gN -M + 1

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

其被称为动态矩阵， 另外：

ŷ =

ŷ（ t + 1 t）
ŷ（ t + 2 t）
　 　 ⋮
ŷ（ t + N t）
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y∗ =

y∗
t + 1

y∗
t + 2

　 ⋮
y∗
t + N

 

 

 

 
  

 
  

 

 

 
 
 
 
 

Δu =

Δut

Δut + 1

　 ⋮
Δut +M - 1

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

6. 3. 2　 无变形控制移动的 DMC
根据预测的情况， 准备推导出 DMC 算法。 首先， 考虑一个 MPC 算法， 其仅减

少了由式 （6. 2） 所定义的 MPC 目标函数的第一项。 固定点轨迹 PH 值通过以下

确定：

yref =

yref
t + 1

yref
t + 2

⋮
yref
t + N

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

然后， DMC 算法可以通过下列优化问题导出：
minimise

Δu
　 J （Δu） = （yref - ŷ） TQ （yref - ŷ）

限制条件： ŷ = y∗ +GΔu
式中， Q 是通过 PH 的输出值的加权矩阵， 它通常是一个块对角矩阵， 其由式

（6. 2） 中定义的各个权重矩阵 Q 组成。
目标函数中取代 ŷ 的表达式得到：

minimise
Δu

　 J（Δu） = （yref - y∗ -GΔu） TQ（yref - y∗ -GΔu）

求 J （Δu） 对 Δu 的偏导然后将其归 0 得

ƏJ
ƏΔu = - 2GTQT（yref - y∗ -GΔu） = 0

控制动作 （也称为压摆率） 的最优序列可以从下式得到：
Δu = （GTQTG） - 1GTQT（yref - y∗）

6. 3. 3　 变形控制移动的 DMC
当考虑式 （6. 2） 中 MPC 的目标函数的第二项时， 控制转移将被抑制或惩罚

来实现由式 （6. 2） 中第一项测量的控制性能和第二项测量的控制成本之间的转

换。 所以需要解决下面的优化问题：
minimise

Δu
　 J（Δu） = （yref - ŷ） TQ（yref - ŷ） + ΔuTRΔu
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限制条件：
ŷ = y∗ +GΔu

式中， R 和 Q 的定义一样， 定义为控制动作的块加权矩阵。
在目标函数中代替 ŷ 的表达。 求 J （Δu） 对 Δu 的偏导然后将其归 0 得

ƏJ
ƏΔu = - 2GTQT（yref - y∗ -GΔu） + 2RTΔu = 0

最优控制算法为

Δu = （GTQTG +R） - 1GTQT（yref - y∗） （6. 12）
式中， R 反映了控制动作的权重和花费。 我们可以看到控制成本越高， 控制动作

的针对越少。
6. 3. 4　 DMC 算法反馈

除了上述预测功能外， 反馈校正也是必要的， 其能起到补偿干扰的作用， 这通

常由包括控制规则中的当前程序输出。 在 DMC 中， 常假定存在干扰， 但在沿着整

个 PH 中当前值保持恒定， 即如果该干扰是 vt 在当前时间 t 下， 然后在 t + p 下， 如

果 p 与 PH 相联系， 则 vt + p = vt。
当考虑扰动时， 自由响应由式 （6. 8） 表示， 其包括扰动 vt + p：

y∗
t + p = Z t + p + ∑

Ns

k = p+1
gkΔut + p - k + vt + p （6. 13）

由于扰动， 预测的输出不再与实际输出相同， 并且差额是由扰动造成的。 根据

定义， y 的超前一阶预测可以直接从阶跃响应模型推导：

ŷ（ t t - 1） = ∑
∞

k = 1
gkΔut - k

因此， 扰动可由下式决定：

vt + p = vt = yt - ŷ（ t t - 1） = yt - ∑
∞

k = 1
gkΔut - k （6. 14）

根据式 （6. 4）， 可以得出：

Z t + p = ∑
∞

i = Ns+1
gkΔut + p - k （6. 15）

由式 （6. 15）、 式 （6. 14） 和式 （6. 13） 得

y∗
t + p = ∑

∞

i = Ns+1
gkΔut + p - k + ∑

Ns

k = p+1
gkΔut + p - k + yt - ∑

∞

k = 1
gkΔut - k

= yt + ∑
Ns

k = p+1
gkΔut + p - k + ∑

∞

k = Ns+1
gkΔut + p - k - ∑

∞

k = 1
gkΔut - k

= yt + ∑
∞

k = p+1
gkΔut + p - k - ∑

∞

k = 1
gkΔut - k

用 j = k - p 代换变量中的第二项得
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y∗
t + p = yt + ∑

∞

j = 1
g j + pΔut - j - ∑

∞

k = 1
gkΔut - k （6. 16）

式 （6. 16） 中变量从 j 变化到 k 得

y∗
t + p = yt - ∑

∞

k = 1
（gk - gk + p）Δut - k

Ns 为设定时间得

gNs + 1 = gNs + 2 =… = gNs + ∞
根据上述关系， DMC 自由响应一般表达式为

y∗
t + p = yt - ∑

Ns

k = 1
（gk - gk + p）Δut - k （6. 17）

现在自由响应包含当前过程输出 yt， 而这也包括在 DMC 控制算法内， 见式

（6. 12）。
例 6. 3. 1　 考虑下面的一阶过程的 DMC 设计：

G（ z - 1） = 0. 3z - 1

1 - 0. 4z - 1

选择 Ns = 3， PH， N = 2， 控制动作数 M = 1， 输出加权矩阵 Q = I， 控制权重

R = I。
● 得到控制动作 Δut。
● 导出离散控制器转换为函数 ut / ϵt，其中 ϵt = rt - yt， 假定设置点为一阶的， 即

rt = rt + 1 = rt + 2 =…。
● 模拟单位阶跃设定点变化的闭环响应。

已知： G（ z - 1） = 0. 3z - 1

1 - 0. 4z - 1、 Ns = 3、 N = 2、 M = 1、 Q = I2 × 2和 R = 1， 希望由

此得到 Δut。
解决方案的第一步是要计算阶跃响应系数， 它可以由下面的表达式确定：

y（ z - 1） = G（ z - 1） 1
1 - z - 1 = 0. 3z - 1

1 - 0. 4z - 1
1

1 - z - 1

= 0. 3z - 1 1. 667
1 - z - 1 - 0. 667

1 - 0. 4z - 1  
将 y（ z - 1） 变成时域响应得到

yn = 0. 3[1. 667（1） n - 1 - 0. 667（0. 4） n - 1]　 　 n≥1
考虑采样时间延迟得到

yn =
0　 　 n < 1
0. 5001 - 0. 2001（0. 4） n - 1 　 　 n≥1 

阶跃响应系数， 现在可以通过代入 n 的整数值而计算出：
n = 0　 yn = 0
n = 1　 yn = g1 = 0. 3
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n = 2　 yn = g2 = 0. 4201
n = 3　 yn = g3 = 0. 4681
n = 4　 yn = g4 = 0. 4873
n = 5　 yn = g5 = 0. 4950
⋮
由阶跃响应系数可将动态矩阵写为

G =
0. 3
0. 4201

 

 
 
 

 

 
 
 

计算得到控制增益矩阵：
kc = （GTQ G + R ） - 1GTQ T = [0. 2369　 0. 3316]

由调节时间 Ns = 3 得

y∗
t + p = yt - ∑

3

i = 1
（ai - ai + p）Δut - i 　 p = 1，2

即

y∗
t + 1 = yt + 0. 1201Δut - 1 + 0. 048Δut - 2 + 0. 0192Δut - 3

y∗
t + 2 = yt + 0. 1681Δut - 1 + 0. 0672Δut - 2 + 0. 0269Δut - 3

 
最后导出控制增量行动：

Δut = ∑
2

i = 1
k1i（ rt + i - y∗

t + i） = k11（ rt + 1 - y∗
t + 1） + k12（ rt + 2 - y∗

t + 2）

代入数值并注明 rt = rt + 1 = rt + 2以及 ϵ = rt - y， 得到

Δut = 0. 2369（ rt - yt - 0. 1201Δut - 1 - 0. 048Δut - 2 - 0. 0192Δut - 3）
　 + 0. 3316（ rt - yt - 0. 1681Δut - 1 - 0. 0672Δut - 2 - 0. 0269Δut - 3）

= 0. 2369ϵt - 0. 0284Δut - 1 - 0. 0114Δut - 2 - 4. 55 × 10 - 3Δut - 3

　 + 0. 3316ϵt - 0. 0557Δut - 1 - 0. 0223Δut - 2 - 8. 92 × 10 - 3Δut - 3

使用逆变换 z - 1， 并重排方程得

（1 - z - 1）ut = 0. 5685ϵt - 0. 0841（1 - z - 1） z - 1ut - 0. 0337（1 - z - 1） z - 2ut

- 0. 0135（1 - z - 1） z - 3ut

控制规则用传递函数形式最终表示为

ut

ϵt
= 0. 5685
1 + 0. 0841z - 1 + 0. 0337z - 2 + 0. 0135z - 3

当在设定点上发生单位阶跃变 化 时， 闭 环 响 应 的 仿 真 结 果 由 图 6. 2
给出。
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图 6. 2　 仿真 DMC 闭环响应， 上图是输出， 下图是控制动作

6. 4　 NMPC

在过去的几十年中， 线性 MPC 由于其易于实施和对工艺过程限制的可控性，
一直深受学术界和工业广泛研究。 另一方面， 由于非线性 MPC （NMPC） 计算负荷

繁重， 实践中相对于线性 MPC 的关注较少。 此外， 非线性模型的可用性小、 非离

散化的复杂性高和状态的估计难， 这都局限了 NMPC 的应用。 但是， 廉价的计算

能力有新的进展， 这逐步削弱了其局限性， 并在 NMPC 中的应用中产生了广泛的

兴趣。 该过程在数学上可叙述如下。
阶跃响应模型或传递函数模型通常用于线性 MPC， NMPC 的自然模型是状态空

间模型。 其模型表示为

xt + 1 = f（xt，ut，w t） （6. 18）
yt = g（xt，vt） （6. 19）

式中， x、 u 和 w 分别是状态、 输入和扰动； 状态和输出函数 f 和 g 可以采取线性

和非线性的形式。
MPC 的公式化可以写成一组用未来的控制动作 ut， ut + 1， …， ut +M - 1来求解以

下优化问题：

min
ut，ut + 1，…，ut +M - 1

J = ∑
N

i = 1
[‖x̂（ t + i t） - xref

t + i‖2
Q +‖ut + i - uref

t + i‖2
R +‖Δut + i‖2

S]

（6. 20）
约束条件为

xmin≤x̂（ t + i t）≤xmax （6. 21）
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umin≤ut + i≤umax （6. 22）
Δumin≤Δut + i≤Δumax （6. 23）

式中， x̂（ t + i | t） 为预测状态； xref
t + i为状态的参考量； uref

t + i为输入的参考量； N 代表

PH， 其中未来状态被测量， 目标函数得到最小化； M 为控制域且其控制行动得到

最优化。
为了其具有可行性， M≤N， 控制动作为常数， 即 Δut + i = 0 （ i≥M）。 需要注

明的是需要考虑控制信号‖ut + i - uref
t + i‖2

R以及回转率‖Δut + i‖2
S的限制， 这是在实

际应用中 MPC 包括线性 MPC 的情况。 然而为了方便数学推导， 如先前讨论过的

DMC 示例中， ‖ut + i - uref
t + i‖2

R通常需要下调。 现在一旦控制动作已知， 只有 ut 得

到应用， 在时间 t + 1 时重复上述步骤。
在上述 MPC 公式中， 目标函数表达了其状态变化和本征二次方程。 MPC 公式

可以直接表示输出变量并写为

min
ut，ut + 1，…，ut +M - 1

J = ∑
N

i = 1
[‖g（ x̂（ t + i t），w t） - yref

t + i‖2
Q +‖ut + i - uref

t + i‖2
R +‖Δut + i‖2

S]

（6. 24）
为了实现上述 NMPC 算法， 需要解决非凸最优化问题。 但由于约束条件的存

在， 有时这很难实现， 特别是对于更复杂的系统来说实现起来更为困难。 这个困难

是因为解决方法必须与已选择的采样时间都准备好。 获得非线性离散模型后， （如
6. 6 节将叙述的） 标准 NMPC 工作流程可总结如下：

1） 从系统中获取当前测量数据。
2） 使用非线性离散模型估计系统的不可测状态。
3） 计算一组当前和未来的最佳输入， 通过 PH 在没有反约束的条件下， 使目

标函数最小化。
4） 实现最佳输入的步骤 1。
5） 重复在每个采样间隔步骤 1 ～ 4。
在系统的复杂性的基础上， 线性 KF、 EKF、 UKF 或不同变体的粒子过滤器，

可以根据步骤 2， 估算不可测状态。 对于复杂的非线性系统， 如 SOFC （固体氧化

物燃料电池） 系统， EKF 的实现可能变得繁琐， 也可能不会达到预期的性能。 另

一方面， 该 UKF 提供了不可测状态的更合适的估计， 但是需要做一些调整。 如果

没有适当的调整， 它可能无法收敛。
从理论上讲， 人们想在凸优化方案中进行无限地预测和控制时域以实现稳

定。 然而， 这将导致更高的计算负荷和计算量， 这可能在下一个采样的实例进

入之前来不及实现最优控制输入。 出于这个原因， 需要选择适当长度的有限预

测和控制时域。
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6. 5　 NMPC 通用优化准则

NMPC 的调整是影响控制系统强劲性能的最重要因素之一。 在式 （6. 24） 的描

述中， NMPC 目标函数有 3 个主要参数： 输出权重矩阵 Q、 输入权重矩阵 R 和在偏

差输出对操纵变量中的限制矩阵 S。 根据这些矩阵的权重， 在目标函数中的某些项

可能会得到更多的关注。 此外， 采样时间、 离散化方法的选择和状态估计技术都在

NMPC 的表现中起主要作用。 适当地调整参数可以确保其稳定性。 另一方面， 错误

的选择可能会导致其不稳定、 更高的计算负荷和不可行的解决方案。
有关线性 MPC 调整准则的文献报道有很多， 然而由于非线性系统分类广泛，

所以对于 MPC 非线性调整没有硬性和约束规则。 在线性 MPC 准则的基础上， 可以

考虑下面的规则调整 NMPC：
● 采样间隔： 采样间隔应足够小， 以充分捕获系统的动态。 作为一般的经验

法则， 采样周期应在 0. 05 ～ 0. 1s。 对于多变量系统， 采样间隔应根据所有过程变

量的快速动态计算。
● 预测域： 作为一般的经验法则， PH 应该能够反应这个过程的稳态点。 PH

小于临界长度可能会导致一个不稳定的闭环系统。 而另一方面， 较大的 PH 可能会

产生更快响应， 以及更积极的控制动作和超调量。 具有较长预测时域的 MPC 的实

现也受到计算能力的限制。 对于多变量系统， PH 应基于所有过程变量的慢速动

态， 对于复杂的非线性系统， 诸如对流回路反应器中表现的混乱行为， PH 的选择

是特别困难的。 对于这种情况， PH 的选择应根据经验和严格的过程模拟来确定。
● 控制时域： 一般情况下， 相对于 PH 的小控制域导致其对干扰不敏感， 产生

更少的激烈的响应。 3 ～ 5 个控制时域通常足以满足大多数情况。 对于多变量的情

况， 所述控制域应反映最慢的子系统的动态。
● 加权： 控制的变量权重和操纵变量限制应根据变量的大小顺序和客观性来

选择。 例如， 对于同样重要的过程输出变量， 权重应选择来衡量过程变量扩展到了

类似的幅度。 一旦幅值被设置为相同的比例， 更多的权重可以根据变量目标的重要

性进行应用。

6. 6　 离散模型： 正交配置法

作为第一性原理非线性模型是本质上连续的， 应用线性和非线性 MPC 到非线

性系统需要额外的步骤。 对于线性 MPC， 连续模型表达为

dx
dt = f（x，u，w） （6. 25）

在工作点的周围， 其可以被转换成离散的线性模型， 这样它采用以下形式：
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xt + 1 = Axt + Buut + Bww t （6. 26）
yt = Cxt + Dww t （6. 27）

虽然离散线性模型往往足以达到预期的控制效果， 但是重要信息往往在线性化

的过程中丢失。 例如， 设计一定容量的蒸馏塔， 通常是围绕它的设计运行条件， 最

大限度提高效益。 因此， 一个简单的线性模型， 是通过工厂测试或线性化第一性原

理模型来识别的， 这为基于模型控制的成功实施提供了足够的信息。 因此， 对于这

样的系统， 第一种方法是优选的， 而不是更详细的非线性模型。 但是， 对于某些非

线性系统， 情况并非如此。 一个混沌系统， 如对流回路反应器， 在没有任何外界干

扰的存在下可以表现出线性或混沌行为。 在另一方面， SOFC 表现出电压突降， 以

及对电流负载的变化需求。 这些系统模型进行线性化， 周围额定工作条件下不会提

供设计控制器的代表模型。 因此， 这些模型的离散化需要特殊的技术， 以保持该过

程的非线性属性。
几种数值方法可用来使非线性模型离散化， 如正交配置法、 Galerkin 法或以平

坦度为基础的技术。 在本节中， 对正交配置， 其可用于转换的非线性连续模型进行

了讨论。 然而， 转换后的模型， 不采取明确的离散非线性状态空间形式， 但仍然可

以与 NMPC 架构轻松集成。 以下内容提供了正交配置方法的详细描述。
6. 6. 1　 预测时域 1 的正交配置方法

在正交配置方法中， 任何功能可以由一个内插多项式与位于一组正交多项式的

根节点来近似 （Finlayson， 1980a）， 也就是

y（x） = ∑
N+2

i = 1
biP i - 1（x） （6. 28）

式中

Pm（x） = ∑
m

j = 0
cjx j （6. 29）

第 m 个多项式如下：

∫ba W（x）Pk（x）Pm（x）dx = 0　 　 k = 0，1，2，…，m - 1

式中， W（x） 是加权函数， 见表 6. 1。
这里， 多项式 Pm 在区间 [a， b] 上时具有 m 个根， 因此， 如图 6. 3 所示， 用

户不需要随意选择配置点。 这优于传统的配置方法， 因为对于没有经验的用户， 传

统的配置方法很容易选择不当节点， 会得到错误近似函数。 典型地， 积分范围取为

0 ～ 1 来归纳问题。 式 （6. 28） 和式 （6. 29） 合并后得

y（x j） = ∑
N+2

i = 1
dixi - 1

j （6. 30）

倒数也可以通过正交多项式来近似， 最后， 得到了以下形式：
dy
dx（x j） = ∑

N+2

i = 1
di（ i - 1）xi - 2

j （6. 31）
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表 6. 1　 多项式的根 xj 和 m 个配置点的加权函数 Wj

m x j W j

1 0. 50000 00000 0. 66666 66667

2
0. 2133248654
0. 7886751346  0. 5000000000

0. 5000000000  

3
0. 1127016654
0. 5000000000
0. 8872983346

 

 

 
 

 

 

 
 

0. 2777777778
0. 4444444444
0. 2777777778

 

 

 
 

 

 

 
 

图 6. 3　 在超前预测中通过由 3 个配置点得到的近似函数

d2y
dx2（x j） = ∑

N+2

i = 1
di（ i - 1）（ i - 2）xi - 3

j （6. 32）

用矩阵表示法得

y =Qd　 　 dy
dx = Cd　 　 d2y

dx2 =Dd

式中

Q ji = xi - 1
j

C ji = （ i - 1）xi - 2
j

D ji = （ i - 1）（ i - 2）xi - 3
j （6. 33）

因此

dy
dx = CQ - 1y≡Ay （6. 34）

d2y
dx2 =DQ - 1y≡By （6. 35）

利用具有 3 个配置点的多项式导数的趋近式， 其一阶连续模型表示为

dx
dt = f（x，u） （6. 36）

可以通过下面的非线性代数方程来表示：
A0X = F（X，u） （6. 37）

式中
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X =

x1，1 x1，2 … x1，n

x2，1 x2，2 … x2，n

x3，1 x3，2 … x3，n

x4，1 x4，2 … x4，n

x5，1 x5，2 … x5，n

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

　 　 F（X，u） =

　 　 xT
init

f T（xT
2，∗，u，t2）

f T（xT
3，∗，u，t3）

f T（xT
4，∗，u，t4）

f T（xT
5，∗，u，t5）

 

 

 
 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
 
  

（6. 38）

式中， xi，j的第一个下标表示该配置点的采样时间间隔， 第二下标指状态； xinit是状

态的初始条件； u 在时间间隔内是恒定的； t 是时间变模型需要的时间变量， 但是，
对于时不变模型可以省略。

配置点和 A 矩阵列于表 6. 2。 矩阵 A0 可以考虑初始条件情况下， 通过已知的

节点 x j 的位置和通过 （1 0 0 0 0） 替换 A 的第一行来计算。
表 6. 2 给出了不同配置点 [0， 1] 区间的矩阵。 考虑到采样间隔不止是 1， 下

列更改到动态约束转换成代数约束：
A0X = Δt′F（X，u） （6. 39）

表 6. 2　 从式 （6. 33） 得出的 m 点正交配置矩阵

m A

1
- 3 4 - 1
- 1 0 1
1 - 4 3

 

 

 
 

 

 

 
 

2

- 7 8. 196 - 2. 196 1
- 2. 732 1. 732 1. 732 - 0. 7321
0. 7321 - 1. 732 - 1. 732 2. 732

- 1 2. 196 - 8. 196 7

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

3

- 13 14. 79 - 2. 67 1. 88 - 1
- 5. 32 3. 87 2. 07 - 1. 29 0. 68
1. 5 - 3. 23 0 3. 23 - 1. 5

- 0. 68 1. 29 - 2. 07 - 3. 87 5. 32
1 - 1. 88 2. 67 - 14. 79 13

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

6. 6. 2　 预测时域 N 的正交配置方法

由式 （6. 39） 中给出的公式可以用于将非线性连续时间动态方程转变为非线

性代数方程， 从而其可作为 PH 为 1 的等式约束条件用于 MPC。 对于 PH 为 N， 正

交配置的近似扩展可以通过采用下式实现 （见图 6. 4）：
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图 6. 4　 采用三点式配置法和预测时域的函数多项式趋近结果， 其中 PH = N

A
～
X
～

= F
～
（ X
～
，U） （6. 40）

式中

X
～

=

x1，1 x1，2 … x1，n

x2，1 x2，2 … x2，n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
x4N，1 x4N，2 … x4N，n

x4N + 1，1 x4N + 1，2 … x4N + 1，n

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

F
～
（ X
～
，U） =

xT
init

fT（xT
2，∗，u，t2）
⋮

fT（xT
4N，∗，u，t4N）

fT（xT
4N + 1，∗，u，t4N + 1）

 

 

 
 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
 
  

式中， X i，j的第一个下标表示配置点， 第二下标指状态； u 沿各 PH 不变； A
～

由 A
和 A0 被定义如下：

A
～

=

A0

A

A

⋱

A

A

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

（6. 41）

现在， 该模型已被从连续时间的非线性常微分方程 （ODE） 转换为一组离散

的代数方程组， 它可以作为等式约束用于 MPC 公式中：

min
ut，ut + 1，…，ut +M - 1

J = ∑
N

i = 1
[‖x̂（ t + i t） - xref

t + i‖2
Q +‖ut + i - uref

t + i‖2
R +‖Δut + i‖2

S]

（6. 42）
这归因于
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A
～
X
～

= F
～
（ X
～
，U） （6. 43）

xmin≤x（ t + i t）≤xmax （6. 44）
umin≤ut + i≤umax （6. 45）

Δumin≤Δut + i≤Δumax （6. 46）
正交配置方法的主要优点是， 它不需要选择节点， 从而不容易出现人为错误。

另外， 如上所述， 离散模型可以直接在非线性优化 MPC 方案中使用。 另一方面，
若干内部配置点的选择， 对真系统的近似产生深远的影响， 该系统再次变化从系统

到系统的近似。 每个采样间隔之间的节点的数目增加， 状态的数量也增加。 这反过

来又增加了 NMPC 计算量。 从混乱系统， 连续搅拌釜式反应器到 SOFC 系统， 对那

些非线性系统进行了广泛仿真模拟， 可以发现， 在大多数情况下， 3 个内部配置点

可能就足够接近系统行为。

6. 7　 MPC 的优、 缺点

尽管 NMPC 比线性 MPC 具有优越的性能， NMPC 的实施却不是简单的。 首先，
它通常需要一个非线性第一性原理模型， 其开发和维护需要很多时间和精力。 此

外， 在设备中的任何显著改变也需要校正模型， 这可能会需要持续的努力。 另一方

面， 从长远来看线性模型， 可以通过执行简单的设备测试来进行更新。
此外， 根据不同的模型的复杂性、 采样时间、 使用非线性状态估计器和控制器

的执行周期可以来估计其不可测状态。 NMPC 的计算时间比线性 MPC 要长得多。
因为实现平台必须能够预先在指定的期限内解决约束优化问题， 所以这对 NMPC
的实现造成了困难。 这个执行时间依赖于系统的动态特性， 并减慢了系统速度。 如

果控制动作的计算速度不够快， 效果就会很差。 但随着廉价计算能力的出现， 这个

问题应该会得到缓解。
总体而言， 无论线性还是非线性， MPC 的应用都会有利弊。 以下是一些 MPC

的主要优点和缺点：
优点：
● 它可以轻松地处理多变量问题。
● 它可以处理限制， 并允许更多的紧密合作过程中的制约因素。 其实， 这是

MPC 或 NMPC 如何实现其大部分收益的问题。
● 算法的反馈性质可以利用该模型精度中的不确定性来达到某种程度。
● 无需解耦或延迟补偿。 它可以用于较慢的系统。 然而， 对于快速系统，

NMPC 受到该平台的计算限制而无法进行。
● 自由度的有效利用。 它允许设计非方形系统 （输出多于输入）， 并且根据所

分配的优先级和权重， 只有一些变量可由 MPC 控制。
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缺点：
● 对于较大的系统中， 计算负荷可能会很重， 这是特别适用于 NMPC 的情况。
● 在结构的复杂性和调优参数的数量的基础上， 调整是很困难的。
● 它需要一个明确的模型。 控制器取决于如何准确地确定模型， 这造成了一

定性能的限制。 而且， 随着这个过程中的结构变化， 该模型可能会变得无效， 并且

需要被重新识别。

6. 8　 最优化

无论在汽车行业、 石油天然气部门还是污水处理厂， 业务受经济驱动。 企业的

主要目标是提高产量， 在不断增长的全球竞争中降低运营成本生存下来也是很重要

的。 设计合理的优化器可以通过降低成本、 实现利润最大化来实现经济目标。 在不

违反约束条件下， 它可以提供最佳的最优解决方案， 帮助实现经济目标。 由于工艺

设备的可靠性和完整性的限制， 真正的最优经济的解决方案往往超出约束的限制。
因此， 对于大多数的情况， 优化器的工作原理类似于一个约束推进器， 并帮助找到

定位在哪里， 这样可以使大部分的利润 （或成本） 最小化。
线性 MPC 或 NMPC 还可以作为优化方案， 其在原有的控制目标中为经济损失

函数 L （x， u）， 如式 （6. 20） 所示， 即

min
ut，ut + 1，…，ut +M - 1

J = ∑
N

i = 1
[‖x̂（ t + i t） - xref

t + i‖2
Q +‖ut + i - uref

t + i‖2
R +‖Δut + i‖2

S]

　 +W∑
i

L（ x̂（ t + i t），ut + i）

（6. 47）
式中， L（ x̂ （ t + i t）， ut + i） 是经济损失； W 是该损失的权重； Q、 R、 S 和 W 为

目标函数中的加权矩阵， 将决定系统是否是动态控制或进行了优化的稳定状态。
这个构想有几个问题： 首先， 在每个实例中， 都存在经济优化， 即使系统大多

数情况在稳定状态下工作； 第二， 从控制和优化得到的方案可产生冲突的目标。
另一方面， 如果该方案在分层结构处于分离状态， 这两个目标在其中任何一方

的情况下， 不可能实现。 那么 NMPC 可以通过优化器来驱动该工厂计算出最优的

运行状态 [即提供 xref给式 （6. 20）]。 总之， 高级别优化如下所示：

min
xref

J = ∑
N

i = 1
L（x，u） （6. 48）

fs（x，u，w） = 0 （6. 49）
xmin≤x̂≤xmax （6. 50）
umin≤u≤umax （6. 51）

Δumin≤Δu≤Δumax （6. 52）
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式中， fs （x， u， w） 是该系统的非线性稳态模型。
优化器可以在很慢的频率下运行， 或根据需要运行。 NMPC 可以在更高频率下

运行， 它可以在不违反约束条件下动态地推动工厂向稳态优化目标运行。 总体方案

由图 6. 5 来描述。 在第 12 章将给出分层优化的例子。

图 6. 5　 控制层次结构

6. 9　 范例： 混沌系统

在物理系统中混沌是常见的， 减少混乱可以使系统性能得以改善。 化学加工工

业热的环流反应器对流， 可以通过一个相对简单的非线性动态模型来表示。 根据不

同的加热速率， 它可以显示稳定的、 永久的振荡或混沌行为。 该反应器描述的常微

分方程为

x·1 = α（ - x1 + x2） （6. 53）
x·2 = - x2 - x1x3 （6. 54）
x·3 = x1x2 - x3 - β （6. 55）

式中， α 类似于普朗克数； β 为升温速率， 它直接与温度差 ΔT 成正比， 并等价于

瑞利数； 状态 x1， x2 和 x3 正比于平均截面循环内速度、 沿水平方向和沿垂直方向

的温度差。
基于升温速率 （β）， 对流回路反应器可以显示稳定或混乱的行为。
对流环管反应器的复杂的动态性质 （混沌行为） 有利于测试 NMPC。 应用在对

流循环 NMPC 呈现混沌行为， 其中 UKF 作为状态估计。 对于该仿真， 已经假设对

流循环仅在水平温差来测量， 其他两种状态利用 UKF 估计 （垂直温差和管内流

量）。 测量噪声也被添加到水平温差中。 来自 UKF 估计的输出被用于计算 NMPC 的

未来控制动作。 必须指出， 设备是利用第一性原理连续模型在 MATLAB ®下仿真

的， 而正交配置方法被用在 NMPC 公式中来呈现离散模型。 因此， 控制方案中提

供了设备模型不匹配情况。 其结果示于图 6. 6 中。 从仿真结果看， NMPC 可以使混

沌系统稳定。 时间的稳定在很大程度上取决于限制功能、 采样率和不同模仿真实生
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活的场景的约束条件。

图 6. 6　 由 MPC 连同 UKF 作为状态估计量实现对流环流反应器的控制

a） 横向温差 （测量输出） 　 b） 升温速率

6. 10　 注解和参考文献

近些年， MPC 成为非常成功的控制技术。 Garcia 等人 （1989）、 Morari 和 Lee
（1999） 对 MPC 都有详细的研究评论。 2000 年， Rawlings 提供了理论和 MPC 应用

的一个不错的入门教程。 研究发现， Allgower 等人 （2004 ）、 Kouvaritakis 等人

（2000）、 Rao 和 Rawlings （2000） 分别对非线性模型预测控制和滚动时域状态估计

进行了更深一步的讨论。
众所周知， 线性 MPC 也被广泛地引用。 动态矩阵控制的 DMC 的理论部分都是

以 Huang 和 Kadali （2008） （施普林格出版社） 为基础的。 线性MPC 调整准则在相

关文献上非常常见， 如 Lee 和 Yu （1994） 和 Oshima 等人 （1991） 所述。 Shridhar
和 Cooper （1998） 也提供了一个非常好的 DMC 调整准则， 它可以很容易地应用到

线性 MPC 或 NMPC。
对于一个非线性连续时间模型， 一个重要步骤是近似一个离散的模型从而达到

最佳服务的目的。 6. 6 节提供了关于正交配置方法的简要说明。 详细的结论参见

Finlayson （1980b）、 Henson 和 Seborg （1997）、 Murshed 等人 （2003）、 Villadsen 和

Michelsen （1978） 的研究。
由于处于范围之外， 优化技术没有在书中详细探讨。 相反， NMPC 优化的整合

已经从控件层次结构的角度开始讨论。 Rao （2009） 为探索不同的优化技术提供了

一个良好的开端。
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第 2 部分　 管式 SOFC

第 7 章　 管式 SOFC 动态模型： 第一性原理方法

7. 1　 SOFC 堆栈的设计

一个典型的单一燃料电池只能产生大约 0. 7V 的电动势， 所以许多电池必须堆

放在一起得到一个更高的输出电压。 那么设计一个 SOFC 堆栈就需要解决叠加引起

的问题， 如电导率、 气密封和热应力。 因此， 一个 SOFC 堆栈的配置已成为主要的

研究和开发工作。
SOFC 堆栈配置可以分为两类： 平板式和管式。 材料的强度和耐久性限制了

SOFC 组件的力学性能。 在兆瓦级的应用中， 管式 SOFC 堆栈更有前景， 因为相对

于一个大的平板来说， 热能与机械应力对管的强度的影响更小。 因此， 管式设计大

大降低了所需要的 SOFC 电解质材料的强度要求。 它也可以避免使用气体密封， 从

而保持阳极和阴极燃料通道分开。 另一方面， 平面设计中必须采用气体密封， 而气

体密封在高温下是一个挑战。
堆栈设计如图 7. 1 所示， 是一个典型的管式设计。 这个设计包含大量相似

的电池管组合。 每个组合包括两个管： 电池管和注入管。 外管是 SOFC 单元。
它是一个空气电极支撑管， 电解液沉积在上面， 紧随其后的是阳极。 内管是空

气注入和引导管， 由氧化铝制成， 预热空气可以由此注入电池管的底部， 然后

从注入管和电池管的间隙中流过阴极表面。 燃气通过电池之间的空隙流到阳极

表面。
在本章， 以一个单独的电池管为模型进行详解。 主要的目标是通过模型了解

SOFC 的过程， 同时， 阐明了第 2 章中所介绍的化学工程原理是如何应用于开发

SOFC 详细的动态模型中的。 以电化学转换过程开始， 然后是扩散过程， 扩散过程

把反应物由反应体传输到反应位点。 然后考虑反应体在流动通道中的传输过程。 另

外， 对详细的动态现象， 如副反应和温度的影响， 进行了研究。 SOFC 过程所涉及

的物理过程的第一性原理模型将被转换为一个状态空间模型。 最后， 这个模型通过

模拟用于研究动态性能中。



图 7. 1　 管式 SOFC 的例子

7. 2　 转换过程

在做 SOFC 模型的过程中， 首先要考虑的是转换过程。 这个转换过程指的是外

部负载的电化学反应， 它建立了电池阴极和阳极的电势差， 供应持续的电子流， 称

为电流。 因此， 转换过程是 SOFC 过程的核心步骤。 图 7. 2 在微观范围内说明了转

换过程的原理。
7. 2. 1　 电化学反应

在电池产生电流的过程中， 直接涉及的电化学反应如下：
阳极　 H2 + O2 - →H2O +2 e -

阴极　 1
2 O2 + 2 e - →O2 - （7. 1）

阳极　 CO + O2 - →CO2 + 2 e -

阴极　 1
2 O2 + 2 e - →O2 - （7. 2）

大量的研究表明， 阳极反应是很快的。 在合适的催化剂下， 阴极反应是相对快

的， 并不是一个限制步骤。 事实表明， 这些电化学反应是相当快的， 足以把到达反

应位点的所有反应物反应掉。 在这些观察结果的基础上， 可以做这样一个假设， 产

生电动势 （EMF） 和电流的这些电化学反应是瞬间的。 这样就可以忽略掉电化学

反应动态， 只考虑稳态。
电化学反应的结果， 即 EMF， 是受几种因素影响的， 主要因素是反应物的分
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图 7. 2　 SOFC 原理

压， 其关系可以用 Nernst 方程来表示 （Larminie 和 Dicks， 2003a）：

E = E° + RT
2Fln

aH2
·a0. 5

O2

aH2O

 

 
 

 

 
 （7. 3）

式中， aH2
、 aO2

和 aH2O是相应物质的活性。 在多数低压状况下， 可以合理地假设气

体是理想气体， 那么活性可以表示为

aH2
=
pH2

p°

aO2
=
pO2

p°

aH2O =
pH2O

p°H2O

式中， pH2
、 pO2

和 pH2O 是反应物分压； P°是标准压力； P°H2O 是某温度下的蒸汽

压力。
E 也称为 Nernst 电压。 如果 P° = P°H2O = 1atm， 那么 Nernst 方程可以化简为

E = E° + RT
2Fln

pH2
p1 / 2
O2

pH2O

 

 
 

 

 
 （7. 4）

电化学反应出现在三相反应界面， 在三相反应界面附近影响 EMF 的是分压。
Nernst 方程更合适的表达方式为

E = E° + RT
2Fln

ptpb
H2
ptpb1 / 2
O2

ptpb
H2O

 

 
 

 

 
 （7. 5）
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式中， ptpb
H2
、 ptpb

O2
和 ptpb

H2O是三相反应界面附近的分压。
在电化学反应过程中， 反应产生的一部分电势能用来克服活化能来维持反应，

这就降低了电化学反应所产生的电势。 这部分势能的下降称为活化能损失。 活化能

损失和输出电流的关系可以用 Butler- Volmer 方程来表示：

I = I0 exp β
nFηact

RT
 

 
 

 

 
 - exp - （1 - β）

nFηact

RT    （7. 6）

式中， β 是传导系数； I0 是交流电流。
在燃料电池中， 传导系数通常为 0. 5 （Chan 等人， 2001）。
当 β = 0. 5 时， 活化能损失可以由式 （7. 6） 算出

ηact，a =
2RT
nF sinh - 1 I

2I0，a
 

 
 

 

 
 

ηact，c =
2RT
nF sinh - 1 I

2I0，c
 

 
 

 

 
 

（7. 7）

交流电流指的是不流经外部电路， 但是为了保持内部最低反应， 而通过内部电

极的电流。 这取决于活化能、 温度、 局部分压， 可以由下式计算：

I0，a = 7 × 109A（ptpb
H2
ptpb
H2O）exp -

Eact，a

RT
 

 
 

 

 
 

I0，c = 7 × 109A（ptpb
O2
） 0. 25exp -

Eact，c

RT
 

 
 

 

 
 

（7. 8）

式中， Eact，a和 Eact，c分别是阳极和阴极的活化能。
如果考虑活化损失， 不可逆电压可以定义如下：

E = E° + RT
2Fln

ptpb
H2
ptpb1 / 2
O2

ptpb
H2O

 

 
 

 

 
 - ηact，a - ηact，c （7. 9）

式中， E°是源于 Gibb’s 自由能的电动势， Gibb’s 自由能就是在理想条件下， 电化

学反应所释放的能量。
通常， E°用一个有关 T （Campanari 和 Iora， 2004） 的一次多项式表示如下：

E° = 1. 273 - 2. 7645 × 10 - 4T （7. 10）
因为电化学速率比较快， 所以产生电流的速度由相对较慢的反应物供应率来决

定。 根据第 2 章所介绍的质量平衡原理， 通过考虑电子和反应物之间的物料平衡，
可以把电流和反应物提供利率之间的关系确定为

I = 2FJr
H2

= 2FJr
H2O = 4FJr

O2
（7. 11）

式中， 上角 r 代表在三相反应界面燃料消耗或水蒸气产量。
电流主要由外部负载所决定， 在正常操作条件下， 一个外部负载需要或者吸收

多少电流， 反过来， 燃料电池也会通过电化学反应产生同样的电流。 结果， 反应物

消耗速率会自动调节， 这反过来就会影响传导过程以及反应位点的局部分压。 因

此， 电流是一个连接阳极反应和阴极反应的协调变量， 这样就形成了一个连续的燃
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料电池反应过程。 它也决定了有多少反应会发生， 这些过程的动态模型将会在

7. 2. 2 节中讲到。
7. 2. 2　 电流动态

产生的电流需要从三相反应界面传输到内部负载。 双层电容和燃料电池的内阻

影响着供应到外部负载的电压和电流。
7. 2. 2. 1　 内阻

燃料电池的电阻由三部分组成： ①电极， 阴极和阳极， 它们都是纯欧姆电阻；
②电解液的离子电阻， 可以看作电子电阻； ③从电解液到电极的电阻， 其中包括电

荷转移和晶界电阻。 虽然这些电阻的机制不同， 但是它们对电压和电流的最终影响

是类似的， 并且都可以视为欧姆电阻。 因为阳极和电解液之间、 阴极和电解液之间

双层电容的存在， 这些电阻的综合效应可以更准确地称作阻抗。 这个术语不仅表示

了对电路中电流流动的抵抗， 也表示了对交流电起阻碍作用。 当电流流经固有阻抗

时， 电压只会减小并不会延迟。
如前所述， SOFC 的内阻包括三个电阻和两个电荷电容。 因为它们对电压和电

流的影响类似于一个 RC 电路， 所以固有阻抗经常以等效 RC 电路为模型。 等效 RC
电路如图 7. 3 所示。 在这里， Re 是电解液的离子电阻， Ra 和 Rc 分别代表阴极和阳

极的欧姆和晶界电阻， Rcta和 Rctc代表了电荷转移电阻， Cdla和 Cdlc代表了阴极、 阳

极和电解液之间的电荷双层电容。

图 7. 3　 内阻的等效电路

电化学阻抗谱 （EIS） 方法是研究 SOFC 固有阻抗的一个非常有效的方法， EIS
广泛应用于研究动态电化学， 包括电力学。 从本质上讲， 它是一个频域识别法。 在

不同频率下， 用小的交流电刺激燃料电池， 看到输出电压， 就可以识别内部电化学

和电力学参数。
7. 2. 2. 2　 等效电路

SOFC 内阻的组件如图 7. 3 所示。 从理论上讲， 阻抗谱图应该显示两个半圆图

形 （Macdonald， 1987）。 忽略反应物扩散过程中引起的阻抗效应， 因为阳极和阴极

反应动态相似， 这两个半圆图形可以合并成一个 “歪曲” 的半圆 （Wagner 等人，
1998）。 因此， 整个固有阻抗可以用一个 RC 单元来模拟。

电压是在两个电极层之间产生的， 在三相反应界面， 电极的欧姆电阻会降低电

压 （见图 7. 2）。 双电容层可以平滑 EMF 电势改变引起的输出电压的波动。 图 7. 4
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所示是一个更合适的 SOFC 等效电路， 其中， Ro 是固有阻抗的总欧姆电阻， Rct是

电荷转移电阻， Cct是电荷转移电容。 这 3 个参数可以从一个阻抗谱图来确定。
这个等效电路不同于 Larminie 和 Dicks （2003a） 所说的那个， 理想电池与一个

RC 对串联。 那个等效电路对电池电势的变化显示出衍生效应。 这意味着， 如果一

图 7. 4　 单燃料电池的等效电路

个理想电池的电势跳跃到一个高的

水平， 输出电压将会有一个激增。
这种响应还没有被发现和报道， 对

于它在燃料电池中的出现， 似乎没

有清晰的物理解释。 因此在这里使

用的模型是一种改进的等效电路

（见图 7. 4）。 它平滑了输出电压，
同时可以模拟电池内部和外部的运

行情况。 通过这个简单的等效电

路， 使 用 电 路 原 理 可 以 使 问 题

简化。
外部负载是决定燃料电池可以提供多大电流的主要因素。 因为双电容层的存

在， 电流也会受到输出电压动态的影响。 在这一点上， 暂时可以假设反应物的

供应率不是限制因素。 那么， 电压和电流的关系就可以通过基尔霍夫定律来

表征：

V
·

ct =
1

RctCct
E - 1

RctCct
Vct -

1
Cct

I

Vout = Vct - IRo

I =
Vct

Ro + R load

（7. 12）

7. 3　 扩散动态

现在， 来考虑反应物提供过程以及对传输过程的限制。 尽管实际的反应过程

发生在三相反应界面， 但是反应物必须从供应流体， 通过多孔电极， 到反应位

点。 因为多孔电极的膜很薄， 所以在研究 SOFC 的静态性能时， 大多数研究者都

忽略了扩散的影响。 然而 EIS 研究证明在 SOFC 的动态响应中， 扩散过程起着重

要的作用。
为了保证输出电流的连续性， 从反应物源到反应位点的反应物的连续供应是一

个必要条件。 这是一个相对简单的传导过程。 传导过程包括两个阶段： 首先， 从流

体源到电池表层； 然后， 通过多孔电极到反应位点 （Campanari 和 Iora， 2004）。 在

第一阶段， 物质流必须经过界面层到达电池表层。 在第二阶段， 物质流通过多孔电
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极扩散到反应位点。 在这两个阶段， 扩散都是主要的传输方式。
扩散的驱动力是浓度梯度， 见第 2 章说明。 描述扩散， 最广泛使用的是菲克定

律 （Fick’s law）：

j = - D dC
dx （7. 13）

由于人们也很关注扩散动态， 所以必须把时间考虑进去， 如第 2 章所讲的， 通

过把菲克定律应用到连续方程中， 动态扩散方程可以写为

∂C
∂t = - D ∂2C

∂x2 （7. 14）

式中， C 是质量浓度； D 是扩散系数； x 是扩散深度的坐标， 如图 7. 2 所示。
菲克定律表明， 浓度与扩散路径中的位置 x 有关。 为了获得三相反应界面的浓

度， 多数人采用特定元素的方法来测定路径上的浓度分布， 然后计算出终端边界的

浓度。 这里很关注三相反应界面和物质流这两个边界层的关系。 在下面的部分， 可

以用一个更简单的方法解决这个问题。
7. 3. 1　 扩散传递函数

如式 （7. 14） 所示， 扩散的动态模型不仅随时间变化， 还随空间变化， 这就

很难用于控制应用领域。 在这样的特殊的扩散研究过程中， 不关注在整个扩散路径

中浓度的动态分布， 关注的是在两个边界之间浓度的动态关系。 拉普拉斯变换可以

解决这个问题。 通过拉普拉斯变换， 这种动态关系可以用不含空间变量的函数来

表示。
对式 （7. 14） 做拉普拉斯变换， 可以将偏微分方程变换为关于位置 x 的二阶

常微分方程：
d2C（ s）
dx2 + s

D C（ s） = 0 （7. 15）

临界条件是

jr（ s） = - D dC（ s）
dx x = 0

Cb（ s） = C（ s） x = l （7. 16）
解式 （7. 15） 得

C（ s）（x） =
Cb（ s） + jr（ s）

Ds
exp - s

D l 

 
 

 

 
 

exp s
D l 

 
 

 

 
 + exp - s

D l 

 
 

 

 
 

exp s
D x 

 
 

 

 
 

+
Cb（ s） - jr（ s）

Ds
exp s

D l 

 
 

 

 
 

exp s
D l 

 
 

 

 
 + exp - s

D l 

 
 

 

 
 

exp - s
D x 

 
 

 

 
 （7. 17）
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假设气体是理想气体， 流动面积是 A， 在 x = 0 的三相反应界面， 整理方程后，
可以得到三相反应界面附近的局部分压：

　 　 　 　 ptpb（ s） = -
exp s

D l 

 
 

 

 
 - exp - s

D l 

 
 

 

 
 

exp s
D l 

 
 

 

 
 + exp - s

D l 

 
 

 

 
 

　 1
Ds

　RTA Jr（ s）

+ 2

exp s
D l 

 
 

 

 
 + exp - s

D l 

 
 

 

 
 

pb（ s） （7. 18）

扩散层的表面， 流量是Js = AD dC
dx x = l

。 利用浓度 C， 可以得到下面的方程：

　 　 　 　 Js（ s） = 2

exp s
D l 

 
 

 

 
 + exp - s

D l 

 
 

 

 
 

Jr（ s）

+
exp s

D l 

 
 

 

 
 - exp - s

D l 

 
 

 

 
 

exp s
D l 

 
 

 

 
 + exp - s

D l 

 
 

 

 
 

Ds ART pb（ s） （7. 19）

7. 3. 2　 简化的扩散传递函数

在实际应用中， 前面部分所讲的函数过于复杂， 可以通过省略高阶项进行进一

步简化。

exp s
D l 

 
 

 

 
 和 exp - s

D l 

 
 

 

 
 在零点关于

s
D l 和 - s

D l 的泰勒级数展开式

如下：

exp s
D l 

 
 

 

 
 = 1 + s

D l + 1
2 　 sD l2 + 1

6 　 s
3
2

D
3
2
l3 + 1

24　
s2

D2 l
4 + O s

D l 

 
 

 

 
 

exp - s
D l 

 
 

 

 
 = 1 - s

D l + 1
2 　 sD l2 - 1

6 　 s
3
2

D
3
2
l3 + 1

24　
s2

D2 l
4 + O s

D l 

 
 

 

 
 

把它们带入式 （7. 18） 和式 （7. 19）， 忽略高阶项， 得到

ptpb（ s） = GJpJr（ s） + Gpppb（ s）
Js（ s） = GJJJr（ s） + GpJpb（ s） （7. 20）

式中

GJp =
- l
D - l3

6D2 s

1 + l2
2Ds +

l4

24D2 s
2
　RTA
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Gpp = 1

1 + l2
2Ds +

l4

24D2 s
2

GJJ =
1

1 + l2
2Ds +

l4

24D2 s
2

GpJ =
ls

1 + l2
2Ds +

l4

24D2 s
2
　 ART

在式 （7. 20） 中， ptpb代表三相反应界面附近的局部分压， pb 是气体膨胀中的

分压， Js 是多孔材料表面的气流量， Jr 是气体消耗量或产水量， l 是层的厚度， A
是单位面积， D 是有效扩散系数， R 是气体常数， T 是温度。

式 （7. 20） 正是需要得到的关系式。 它可以表明， 反应物消耗率 Jr 和局部分

压 pb， 是如何确定反应位点处的不可测的分压 ptpb， 以及电极表面的质量通量 Js

的。 反应物的消耗速率和局部分压是很容易测到的。
因此， 三相反应界面的动态分压以及电极表面的气流量， 可以通过气体消耗率

和局部分压来确定， 并不依赖于沿扩散路径的浓度分布剖面图。
在动态描述中， 只与两个参数有关： 第一个是扩散层的厚度 l； 第二个是扩散

系数 D， 可以由相关方程计算出来。
7. 3. 3　 扩散动态模型

前面所讲的传递函数可以很容易地转化为常微分方程， 常微分方程通常用于模

拟和控制。
下面这个模型描述了流入阳极的氢气流：

J··s
H2

= - h1Js
H2

- h2 J
·s

H2
+ h1Jr

H2
+ h3

A
RT p

·b
H2

（7. 21）

三相反应界面附近的氢气分压为

p··tpb
H2

= - h1ptpb
H2

- h2 p
·tpb

H2
- h4

RT
A Jr

H2
- 4
la
　RTA J·r

H2
+ h1pb

H2
（7. 22）

式中，

h1 =
24D2

H2

l4a
， h2 =

12DH2

l2a
， h3 =

24D2
H2

l3a
， h4 =

24DH2

l3a
流入阴极的氧气通量为

J··s
O2

= - o1Js
O2

- o2 J
·s

O2
+ o1Jr

O2
+ o3

A
RT p

·b
O2

（7. 23）

三相反应界面附近的氧分压为

p··tpb
O2

= - o1ptpb
O2

- o2 p
·tpb

O2
- o4

RT
A Jr

O2
- 4
lc
　RTA J·r

O2
+ o1pb

O2
（7. 24）
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式中

o1 =
24D2

O2

l4c
， o2 =

12DO2

l2c
， o3 =

24D2
O2

l3c
， o4 =

24DO2

l3c
在阳极会产生水蒸气， 并且会流回燃料流里。 水蒸气的动态方程为

J··s
H2O = - w1Js

H2O - w2 J
·s

H2O + w1Jr
H2O + w3

A
RT p

·b
H2O （7. 25）

阳极附近的水蒸气分压为

p··tpb
H2O = - w1ptpb

H2O - w2 p
·tpb

H2O - w4
RT
A Jr

H2O - 4
la
　RTA J·r

H2O + w1pb
H2O （7. 26）

式中

w1 =
24D2

H2O

l4a
， w2 =

12DH2O

l2a
， w3 =

24D2
H2O

l3a
， w4 =

24DH2O

l3a
在这些模型中， 为了确定 ptpb和 Js， 必须知道 pb 和 Jr 的一阶导数， 但是 pb 和

Jr 都是参数不能直接测定的物理量。
通过引入一个物理变量 ν， 输入变量的一阶导数可以近似表示为

sU（ s）≈K 1 - 1
1
K s + 1

 

 

 
 

 

 

 
 
U（ s） （7. 27）

或者用微分方程的形式：

u· = Ku - ν

ν· = K2u - Kν （7. 28）
式中， K 是一个大于 10 的近似因子。

利用这个方法， 可以在上述模型中， 用可测的变量， 求出输入变量的相关

变量。
7. 3. 4　 扩散系数

扩散系数可以表示扩散速度的快慢。 在燃料电池里， 如果有两种不同的材料互

相扩散到另一种材料里， 此时的系数称为二进制扩散系数。
二进制扩散系数 D12可以由 Fuller 相关 （Welty 等人， 1984） 来定义：

D12 =
1. 013 × 10 - 2T1. 75 1

M1
+ 1
M2

 

 
 

 

 
 

0. 5

P[（∑νi） 1 / 3
1 + （∑νi） 1 / 3

2 ] 2 （7. 29）

式中， T 是温度； M1 和 M2 分别是气体 1 和气体 2 的摩尔质量； （∑νi）1 和 （∑νi）2

分别是气体 1 和气体 2 的扩散体积； P 是总压力。
Solheim （1992） 曾经报道了 Fuller 相关和测量值之间的关系。
由于燃料电池电极的孔径很小， 所以气体分子会频繁地与孔壁碰撞。 因此， 就

需要考虑 Knudsen 扩散机制。 总扩散系数为
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1
D = 1

D12
+ 1
Dk

（7. 30）

式中， D12是二进制扩散系数； Dk 是 Knudsen 扩散系数。
如果孔径足够大， Knudsen 扩散可以忽略不计。
有效扩散系数受孔隙率和材料弯曲度因素的影响， 如下式所示：

Deff =
ε
τ D （7. 31）

式中， ε 是孔隙率； τ 是多孔材料的弯曲度； D 是总扩散系数。
在动态模型中， 用到的是有效扩散系数。

7. 4　 燃料输送过程

正如前面所讨论的， 扩散过程受两个因素的影响： 一个是反应速率， 这在前面

已讲过， 它由外部电流需求和内部负载需求所决定； 另一个是在主要反应渠道中各

种反应物的分压， 它受多种因素的影响， 如质量转移、 流体输送和热交换。 下面将

模拟一下燃料和空气的输送渠道， 从燃料渠道开始， 如图 7. 5 所示。

图 7. 5　 燃料流量部分的质量和能量守恒

7. 4. 1　 重整 /转移反应

燃料输送是一个复杂的过程。 SOFC 所用的燃料一般是 CH4、 水蒸气、 H2、 CO
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和 CO2 的混合物。 当这些混合物输送到燃料电池渠道的时候， 会发生重整和转移

两个反应， 从而由 CH4 和水蒸气产生 H2 和 CO。
重整：CH4 + H2O⇌3H2 + CO
转移：CO + H2O⇌H2 + CO2 （7. 32）

两个反应对燃料流量通道里各种组分的浓度影响很大， 所以需要研究。 要做到

这一点， 首先需要知道反应速率和平衡常数。 反应平衡的定义和解释在第 2 章中已

讲到过。
通过 CH4 消耗速率， 由实验定义并确定了转换速率：

rr = - rCH4
= Krpα

CH4
pβ
H2Oexp -

Er

RTfuel

 

 
 

 

 
 （7. 33）

式中， Kr 是速率系数； Er 是活化能； α 和 β 分别是 CH4 和水蒸气的级数。
与重整反应相比， 水-气转换反应更快。 它可以很快达到平衡， 以至于它的瞬

态动态都观察不到。 所以在大多数的研究中， 只关注平衡常数。 转换反应的平衡常

数与温度有关， 是燃料温度的一个指数函数， 定义如下：

Keq =
pCO2

pH2

pCOpH2O
= exp 4276

Tfuel
- 3. 961 

 
 

 

 
 （7. 34）

根据反应速率的定义， 这种转移反应速率方程可以写成

rs = K +
s pCOpH2O - K -

s pCO2
pH2

（7. 35）
式中， K +

s 和 K -
s 分别是正向和逆向反应速率常数。

当反应达到平衡时， 正向和逆向反应速率是相同的， rs = 0， 所以得到

Keq =
K +

s

K -
s

（7. 36）

因此反应速率可以推导为

rs = K -
s KeqpCOpH2O - K -

s pCO2
pH2

（7. 37）
因为转移反应比其他反应快得多， 可以给反应速率系数 Ks 定一个较大的值。

将它与已知的平衡常数结合， 转移反应速率可以写成

rs = Ks（KeqpCOpH2O - pCO2
pH2

） （7. 38）
选择 Ks = 100， 数字仿真显示转移反应速率几乎是转换反应速率的 10 倍。 在

式 （7. 38） 中， 用 100 取代 Ks， 水-气转换速率的模型可以用于写质量平衡方程。
7. 4. 2　 传质过程

燃料流是 CH4、 水蒸气、 H2、 CO 和 CO2 的混合物， 其中一些是直接参与电化

学反应的， 一些不直接参与但是通过反应影响其他反应物。 很有必要做一下混合物

中各种物质的动态模拟。
在本节中， 主要研究各物质的分压。 针对式 （7. 20）， 本节的重点是确定 pb，

通过质量守恒定律， 可以得到分压。 压力是表述一定量的分子的一个参数， 它们有

如下的关系：
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P = N RT
V （7. 39）

式中， P 是压力； N 是气体的摩尔数， 它代表了气体量； V 是气体的体积； T 是温

度； R 是气体常数。
为了方便起见， 主要用摩尔数来模拟传质动态。 对于混合物， 有些参数是很容

易测定的， 如总压和温度。 分压不用直接测定， 可以通过公式 pi = Pχ i 算出摩尔分

数。 一种物质的摩尔分数是指该物质的摩尔数占混合物的总摩尔数的比率。
基于摩尔数， 将质量守恒定律应用到燃料量上， 各物质的连续性方程可以写为

dNi

dt = n·in
i - n·out

i + n·gen
i （7. 40）

式中， n·in
i 和 n·out

i 分别代表第 i 种物质进入和流出控制设备的流量； n·gen
i 是控制设备

中第 i 种物质摩尔数的变化速率。
物质沿着主要流量轴流入控制设备的速率可以用显示气体参数来表示：

n·in
i = Aa

P in
fuel

RTin
fuel
uin

fuel χ in
i （7. 41）

式中， Aa 是阳极燃料通道的横截面积； P in
fuel、 Tin

fuel和 uin
fuel分别是进口压力、 温度和

燃料流体的速率； χ i 是第 i 种物质的摩尔分数。
物质沿着主要流量轴的流出速率是

n·out
i = Aa

Ni

dVa
ufuel （7. 42）

式中， Ni 是第 i 种物质的摩尔数； dVa 是阳极侧控制量。
除了内部反应的消耗或产生， 物质的变化速率还包括其通过正交方向进入主要

流向时所产生的扩散， 比如 Js
H2
、 Js

O2
和 Js

H2O， 这些都包含在电化学反应中。
基于以上讨论， CH4 的积累速率可以写为

dNCH4

dt = Aa
P in

fuel

RTin
fuel
uin

fuel χ in
CH4

- Aa

NCH4

dVa
ufuel - Arr （7. 43）

式中， Arr 是通过反应， 甲烷的消耗速率， 如式 （7. 33） 所示。
考虑到燃料流中的水蒸气成分， 在燃料气流方向会有水蒸气的流入和流出。 由

于转移或转换反应会有水蒸气的消耗， SOFC 的电化学反应会产生水蒸气， 水蒸气

以 Js
H2O速率扩散到控制流中。 因此， 动态模型如下：

dNH2O

dt = Aa
P in

fuel

RTin
fuel
uin

fuel χ in
H2O - Aa

NH2O

dVa
ufuel - Js

H2O - Arr - rs （7. 44）

式中， - Js
H2O是离开阳极表面， 进入控制流的水蒸气； rs 是通过转移反应水蒸气的

消耗速率。
燃料流向上， 转移或转换反应分别以 3rs 和 rs 的速率产生 H2。 电化学反应会

消耗 H2 来产生电力：
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dNH2

dt = Aa
P in

fuel

RTin
fuel
uin

fuel χ in
H2

- Aa

NH2

dVa
ufuel - Js

H2
+ 3Arr + rs （7. 45）

重整反应也会产生 CO， 一部分 CO 会由转移反应消耗掉。 它也可能扩散到三

相反应界面， 并参与电化学反应。 然而， 在三相反应界面， H2 和 CO 竞相参与电

化学反应的机理还不明确， CO 扩散到电极的速率也不清楚。 如果不考虑 CO 的电

化学反应， 方程可以写为

dNCO

dt = Aa
P in

fuel

RTin
fuel
uin

fuel χ in
CO - Aa

NCO

dVa
ufuel + Arr - rs （7. 46）

CO2 的产生是相对简单的， 只有在转移反应中燃气流向上时会产生 CO2：
dNCO2

dt = Aa
P in

fuel

RTin
fuel
uin

fuel χ in
CO2

- Aa

NCO2

dVa
ufuel + rs （7. 47）

如果确实要考虑电化学反应中的 CO， 可以对基于成分的摩尔通量做合理的

假设：

Js
CO =

χCO

χCO + χH2

Js

Js
H2

=
χH2

χCO + χH2

Js

（7. 48）

式中， Js 是输出电流 I 所需要的反应物流量， 根据这种假设， H2、 CO 和 CO2 的传

质过程模型可以修改为包括电化学反应中的 CO。
7. 4. 3　 动量传递

如前所述， 如果想知道物质的摩尔数和摩尔分数， 必须知道燃料的流速。 通过

反应， 燃料流的组分会发生变化， 如从 H2 到 H2O， 从 CO 到 CO2， 沿着流动方向，
燃料流的密度也会发生变化。 所以， 燃料流速也会发生变化。

燃料流速决定了燃料留在通道里的时间， 这样也就影响了燃料的使用。 它还会

影响热传导系数 [之后将在式 （7. 67） 中介绍]， 反过来， 影响电池的温度。 更重

要的是， 流速可以直接被控制， 可以看做是控制 SOFC 性能的一个变量。 所以， 知

道速度动态是有价值的， 将动量守恒定律运用到运动方程中， 速度可以这样定义，
如第 2 章所示：

d（∑（NiMi）ufuel）
dt =∑m·in

i uin
fuel -∑m·out

i uout
fuel - Js

H2
MH2

ufuel +∑Fa （7. 49）

式中

∑m·in
i uin

fuel = Aa
P in

fuel

RTin
fuel

∑（χ in
i Mi）uin2

fuel

∑m·out
i uout

fuel = Aa
∑（NiMi）

dVa
u2

fuel

式 （7. 49） 右边的前两项分别是在主流方向上流入和流出的动量速率。 第三
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项是流出控制流量沿着正交氢气流的动量速率。 电化学反应会产生 H2O， H2O 会

扩散到控制流中， 假设 H2O 的轴向速度是零。 因此， 从正交方向到主流向的动量

应该是零。 最后一项代表作用于燃料流的力的总和。
在燃料的流动方向上有两种力作用于燃料流： 一是上游压力梯度， 它是燃料流

移动的动力； 二是沿着通道壁的剪应力， 它在相反方向上有影响。 所以作用于燃料

流的力的总和为

∑Fa = AaΔPa - Aτw，a （7. 50）
压力梯度 ΔPa 可以由 Poiseuille 定律确定， 剪应力 τw 可以由摩擦系数 f 计算

出来：

f =
τw

1
2 ρu2

（7. 51）

系数 fRe 是特殊通道的常数， 适用于流动是层流型时， 它的具体值可以由 Perry
等人 （1997a） 的相关文献中查到。 对于一个动荡的燃料流， 表面粗糙度影响着 f
的值， 可以由表面粗糙度和雷诺数求出来。

当在有限的体积模型里考虑无边界条件时， 假定作用于燃料流的力是平衡的，
即∑Fa = 0。
7. 4. 4　 能量转移和热交换

温度几乎影响其他所有的变量， 它由多个因素决定。 例如， 燃气温度受多重因

素的影响、 转换反应热、 流体带来的内能还有周围环境中的热传递。 可以合理地假

设， 只有很少量的动能转化成内能。 所设计的燃料电池不是在高流速下运行， 因此

可以忽略转换。
在编写气相能量平衡中， 使用了焓的概念， 如第 2 章所述， 焓不仅包括内能，

还包括体积功。 因此， 反应热可以简单地只考虑参加反映的反应物焓变。
燃料流量的温度变化主要受反应热和热交换的影响。 考虑到燃料流控制体积的

能量平衡， 温度动态可以像第 2 章中那样推导：

　 　
d（∑（NiCv，i）Tfuel）

dt =∑（ n·in
i Hin

i ） -∑（ n·out
i Hi）

- Js
H2
HH2

- Js
H2OHH2O - haA（Tfuel - Tcell） + qref

（7. 52）

式中

∑（ n·in
i Hin

i ） = Aa
P in

fuel

RTin
fuel
uin

fuel∑（χ in
i Hin

i ）

∑（ n·out
i Hi） = Aa

∑（NiHi）
dVa

ufuel

式 （7. 52） 右边的前四项是燃气流入和流出时所携带的能量， 不包含参与转

换反应的那部分燃料流。 第五项是当燃料通过电池管道壁的时候产生的对流传热。
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最后一项代表由于转换反应产生的热量。 如 Qi 等人 （2008） 的具体阐述， 转换反

应可能被认为发生在阳极表面， 因为阳极的 Ni 元素可以作为反应的催化剂。 因此，
这一项可以表示从反应物到生成物的净焓变。 可以表示如下：

qref = ArrΔH |T
fuel

（7. 53）
式中， rr 是转换反应速率； ΔH = （3HH2

+ HCO - HCH4
- HH2O） 是反应热。

式 （7. 52） 右边的前四项没有直接包括水-气转换反应的热量， 相反， 它已经

隐含在这四项里面了。 因为转换反应是发生在燃料流内部的， 焓变已经包含了反应

带来的能量变化。 在前一节中已经确定了各物质的流量。 转换反应是放热的， 这就

导致燃料内能的增加。

7. 5　 空气输送过程

空气被吹到阴极侧， 作为氧气的来源。 没有外部反应伴随燃料流。 但是， 氧气

的消耗会影响整个燃料电池的动态系统， 需要定义一下流过通道的气流。
如图 7. 6 所示， 空气流经两个部分： 从入口到电池管的底部， 然后在管底部转

动起来， 通过阴极通道向相反的方向流动。 第一部分是一个简单的引导部分， 没有

反应， 没有传质。 只需要确定第二部分空气输送质量的模型。

图 7. 6　 气流部分的质量和能量守恒

7. 5. 1　 阴极通道传质

研究阴极通道里传质动态的控制体积不包括阴极侧通道的气流 （见图 7. 6）。

931第 7 章　 管式 SOFC 动态模型： 第一性原理方法 　



在这个控制体积里， O2 离开气流扩散到阴极， 在三相反应界面参与电化学反应，
在这里， O2 与电子结合， 被还原成 O2 - 。 然后这些阳离子通过电解液到达阳极侧

的三相反应界面， 参与电化学反应。 不会有反应产物扩散回阴极侧的气流中。
可以合理地忽略气流中其他次要的成分， 假设气流中只包括 N2 和 O2， N2 不

参与电化学反应， 它的变化率只受气流的影响， 可以定义如下：
dNN2

dt = Ac
P in

air

RTin
air
（1 - χ in

O2
）uin

air - Ac

NN2

dVc
uair （7. 54）

式中， Ac 是阴极通道的横截面积； dVc 是体积； （1 - χ in
O2
） 是 N2 的进气摩尔分数。

O2 的动态质量平衡方程可以定义如下：
dNO2

dt = Ac
P in

air

RTin
air

χ in
O2
uin

air - Ac

NO2

dVc
uair - Js

O2
（7. 55）

式中， Js
O2
代表电化学反应中消耗的 O2 成分。

7. 5. 2　 阴极通道动量传递

与阳极一侧相似， 使用与前一节中提出的相同的方法， 阴极侧流速的动态方程

如下：
d（∑（N jM j）uair）

dt = Ac
P in

air

RTin
air
∑（χ in

j Min
j ）uin2

air - Ac
∑（N jM j）

dVc
u2

air - Js
O2
MO2

uair +∑Fc

（7. 56）
式中， M j 是 N2 或 O2 的摩尔质量； ∑Fc = AcΔPc - （A1 + A2）τw，a是作用于气流的力

的总和。
7. 5. 3　 阴极通道能量传递

空气与电池管和注入管进行热交换， 因此有两个热对流过程。 空气的加热和能

量传递过程可以用如下方程表示：

　
d（∑（N jCv，j）Tair）

dt = Ac
P in

air

RTin
air
uin

airHin
air - Ac

∑N jHair

dVc
uair

- Js
O2
HO2

- hcA2（Tair - Tcell） - hcA1（Tair - Ttube）
（7. 57）

式中， hc 是阴极侧的热传递系数； A1 和 A2 分别是电池管的内表面积和注入管的外

表面积。
N2 和 O2 没有单独出现， 因为空气的焓这一项会自动根据组分而改变。

7. 5. 4　 注入通道空气

注入通道里的空气流动过程如图 7. 7 所示。 这个通道的气流在热交换过程中起

着重要的作用。 在这个控制设备中， 不会有反应和传质过程发生。 但是， 气流可以

加热或冷却注入管， 从而影响整个电池温度。
考虑控制设备中的能量守恒， 温度动态可以通过能量变化的方程定义如下：
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图 7. 7　 气流在注入管中的质量和能量守恒

NairCv，air
dTinj

dt = At
P in

inj

RTin
inj
（Hin

inj - Hinj）uin
air - htA0（Tinj - Ttube） （7. 58）

式中， At 是注入管通道的内部横截面积。

7. 6　 SOFC 温度

针对前面部分提出的不同的动态方程， 可以注意到， 在目前所研究的所有的

动态方程中， 包括电化学反应、 气流的热传递， 转换和转移反应等， 温度都会是

一个常见的因素。 为了描述温度， 需要应用第 2 章中所介绍的热力学和热传递

原理。
所有 3 个传热机制， 以及由于反应产生的能量变化， 在 SOFC 中都会有

（见图 7. 8）。 SOFC 的所有组成部分都参与热交换， 并且影响电池的温度。
7. 6. 1　 动态能量交换过程

通过电化学反应， Gibbs 自由能转化为电能， 以释放反应热的方式维持焓平

衡。 大部分电能释放到外部负载上， SOFC 的内阻也会消耗掉一部分能量。 由于电

池和周围环境存在温度差异， 所以会通过强制对流、 辐射和传导的方式发生热

交换。
根据热力学第一定律， 控制设备中内能积累的速率方程可以这样写：

mcellCp，cell
dT
dt =∑Js

iHi - Ee - qconv，a - qconv，c - qrad - qref （7. 59）

式中， ∑Js
iHi 是焓变的总和； Ee 是供应到外部负载的电力； qconv，a和 qconv，c分别是通
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图 7. 8　 SOFC 管中的能量交换

过热对流与阳极和阴极发生热交换的热气流； qrad是热交换和热辐射的热流； qref是

转换反应产生的热 （这在 7. 4. 4 节中讲到过）。
7. 6. 1. 1　 焓

焓或生成焓是一种更好的用来描述气体能量的概念。 它是物质内能与体积和压

力乘积的总和， 在本节中， 焓广泛地用于能量动态中。
温度对生成焓有显著的影响。 SOFC 中， 物质的温度和焓之间的关系可以用一

个有关温度的多项式来表示， 在附录中可以找到。
如果只有氢参与阳极电化学反应， 生成焓变可以这样定义：

∑Js
iHi = Js

H2
HH2 Tfuel + Js

O2
HO2 Tair + Js

H2OHH2O Tcell （7. 60）
式中， Js

H2
、 Js

O2
和 Js

H2O是流入控制设备的流通率。
7. 6. 1. 2　 电力

SOFC 的电力输出是外部负载的唯一的能量来源：

Ee = VoutI =
V2

out

R load
（7. 61）

在接下来的三节中， 会有对热交换过程， 包括热传导、 对流和辐射的详细

研究。
7. 6. 2　 热传导

热传导的概念已经在第 2 章中讲到过， SOFC 的热传导主要发生在固相上。 沿

轴向的热传导可以这样定义：

qcond = - kcellAcross
dTcell

dz （7. 62）
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式中， kcell是电池片的导热系数； Across是横截面积； Tcell是温度。
对于管式的 SOFC， 热传导由沿着轴向的 kcell∗Across决定， 远小于径向的强制对

流和辐射传热。 因此 qcond很小， 可以忽略。
沿径向方向电池非常薄， 温差很小， 因此可以合理地假设沿径向方向没有温度

变化。
7. 6. 3　 对流

当燃料和气流经 SOFC 的表面时， 强制对流是一个重要的传热方式， 它使得电

池管和气流之间发生热交换：
qconv = hA（Tw - Tf） （7. 63）

式中， h 是热传导系数； A 是 SOFC 的面积； Tw 是固体壁的温度； Tf 是流体的

温度。
从第 2 章已经了解到， 对流是几个不同机制的组合， 因此热传导系数 h 受到一

些流体性质的影响。 可以通过一个经验公式， 由无量纲的努赛尔数 Nu、 雷诺数 Re
和普朗克数 Pr 确定对流传热系数。 文献中经常采用这几个无量纲数来描述流体

性质。
努赛尔数定义如下：

Nu =
hDf

kf
（7. 64）

式中， Df 是流体直径； kf 是流体的热导率； h 是传热系数。
那么， 传热系数可以表示为

h = Nu
kf

Df
（7. 65）

努赛尔数 Nu 可以表示为雷诺数 Re 和普朗克数 Pr 的函数 （Welty 等人，
1984）：

层流：Nu = 0. 332Pr1 / 3Re1 / 2

紊乱流：Nu = 0. 023Pr1 / 3Re0. 8
（7. 66）

对于所研究的 SOFC， 阳极和阴极侧流的雷诺数可以分别定为 66 和 287， 它们

都属于层流式， 我们可以利用层流的相关性。
对于层流式流体， 可以利用用雷诺数 Re 和普朗克数 Pr 的相关性， 传热系数可

以确定为

h = 0. 332
kf

Df

Cv，fμf

kf

 

 
 

 

 
 

1 / 3 DfMf

μf

 

 
 

 

 
 

1 / 2 ufP f

RTf

 

 
 

 

 
 

1 / 2

（7. 67）

因此， 强制对流热传递可以表示为

qconv，a = fa
ufuelP fuel

RTfuel

 

 
 

 

 
 

1 / 2

A（Tcell - Tfuel）

qconv，c = fc
uairPair

RTair

 

 
 

 

 
 

1 / 2

A2（Tcell - Tair）

（7. 68）
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式中

fa = 0. 332
kfuel

Da

Cv，fuelμfuel

kfuel

 

 
 

 

 
 

1 / 3 DaMfuel

μfuel

 

 
 

 

 
 

1 / 2

fc = 0. 332
kair

Dc

Cv，airμair

kair

 

 
 

 

 
 

1 / 3 DcMair

μair

 

 
 

 

 
 

1 / 2

随着反应进行， 燃料混合物的组成会发生变化， 所以组分性能的加权平均能更

准确地表示流特性：
kfuel =∑χ iki

Cv，fuel =∑χ iCv，i

μfuel =∑χ iμi

Mfuel =∑χ iMi

（7. 69）

式中， χ 代表摩尔分数； i 代表物质种类， 包括 H2、 H2O、 CH4、 CO 和 CO2。
7. 6. 4　 辐射

燃料电池运行在一个较高的温度下， 辐射就成为了一种不可忽视的传热机制。
在绝对温度 T 下， 辐射通量为

q = εEb = εσT4 （7. 70）
式中， ε 是辐射系数， 介于 0 和 1 之间； σ 是 Stefan- Boltzmann 常数。

一个 SOFC 堆栈由多个 SOFC 管组成。 每一个管都有相同的尺寸、 排布和运行

环境。 因此可以假定管的表面温度是相同的， 管的外表面 （阳极侧） 的净辐射传

热量接近于零。
燃料 /空气吸收的辐射热量也可以被认为是微不足道的。
辐射传热主要出现在电池管的内表面和注入管的外表面之间。 两者间净辐射

热为

qrad = σ
Rrad

A2（T4
cell - T4

tube） （7. 71）

式中， Rrad是传热阻力。
类似于电路电阻， 它可以这样计算：

Rrad =
1 - εcell

εcell
+ 1
Fc- t

+
1 - εtube

εtube
　
A2

A1
（7. 72）

式中， εcell和 εtube分别是电池和注入管的辐射率； Fc- t是从电池到注入管的视角系

数； A1 和 A2 分别是注入管的外表面积和电池管的内表面积。
一般从 A1 面到 A2 面的视角系数表示为

FA1-A2 = 1
A1
∫A1∫A2

cosθ1cosθ2

πr2
dA2dA1 （7. 73）

式中， A1 和 A2 分别是 A1 面和 A2 面的面积， 其他参数如图 7. 9 所示。
对于管式 SOFC， A1 面到 A2 面的视角系数表示为
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Fc - t =
rt，outer
rc，inner

　 长度
rc，inner

→∞ （7. 74）

图 7. 9　 视角系数的定义

7. 6. 5　 电池温度模型

将式 （7. 60）、 式 （7. 61）、 式 （7. 68） 和式 （7. 71） 带入式 （7. 59）， 推导

出如下方程来描述电池温度：

　

mcellCp，cell
dT
dt = Js

H2
HH2 Tfuel + Js

O2
HO2 Tair + Js

H2OHH2O Tcell -
V2

out

R load
- qref

- fa
ufuelP fuel

RTfuel

 

 
 

 

 
 

1 / 2

A（Tcell - Tfuel） - fc
uairPair

RTair

 

 
 

 

 
 

1 / 2

A2（Tcell - Tair）

- σ
Rrad

A2（T4
cell - T4

tube）

（7. 75）

7. 6. 6　 注入管温度模型

作为导管， 氧化铝注入管在热传递过程中起着很大的作用， 如图 7. 10 所示。
管与阴极侧气流及管内的气流发生热交换， 管还通过辐射与电池内壁发生热交

换。 注入管的温度动态模型如下：

mtubeCp，tube
dTtube

dt = σ
Rrad

A1（T4
cell - T4

tube） - hcA1（Ttube - Tair） - htA0（Ttube - Tinj）

（7. 76）
式中， ht 是注入管内部的对流传热系数， 可以表示如下：

ht = ft
uinjP inj

RTinj

 

 
 

 

 
 

1 / 2

式中

ft = 0. 332
kair

Dt

Cv，airμair

kair

 

 
 

 

 
 

1 / 3 DtMair

μair
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图 7. 10　 注入管部分能量守恒

7. 7　 最终动态模型

以状态空间模型为基础， 可以用推导出来的一些微分方程描述 SOFC 的动态行

为， 这对于控制应用程序很方便， 也可以进一步开发。 状态空间模型是用一组状态

变量的常微分方程描述一个动态的过程。 状态变量是一组对于描述过程内部关系相

当重要的变量。 空间状态模型组成一个著名的描述动态系统的模型， 尤其是对于多

输入和多输出系统。 它广泛应用在建模、 控制和仿真中。 在本节中， SOFC 的开发

动态微分方程将被转换为一个状态空间模型。
7. 7. 1　 I / O 变量

将开发的微分方程转换为状态空间模型， 第一步就是确定输入和输出变量。 通

常， 选择可以物理性操作或繁杂的变量作为模型的输入变量， 物理输出和感兴趣的

状态变量作为模型的输出变量。
第一个输入变量是外部负载阻抗。 在正常操作环境下， 外部负载决定电流， 电

流又反过来决定了电化学反应以及质量和热量转移。 为了简化解决方案， 外部负载

可以假定为一个纯电阻 R load。
下一组的输入变量代表入口处的燃料状态， 包括压力 P in

fuel、 温度 Tin
fuel和流速

uin
fuel。 虽然燃料流中每种物质的进气摩尔分数不能操作， 但这些变量的变化会影响

SOFC 的性能。 因此， 由于是障碍， 进气摩尔分数也定义为输入变量。
第三组输入变量是阴极侧通道里进气气流性质， 包括压力 P in

air、 温度 Tin
air、 流

速 uin
air以及氧气的摩尔分数 χO2

。
最后一组输入变量是空气注入压力 P in

inj、 温度 Tin
inj和流速 uin

inj。
输出变量是电压 Vout、 电流 I 以及与出口流的物理性质相关的变量， 见表 7. 1。
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尽管电池温度 Tcell是一个状态变量， 但它可以很容易地转换为一个输出变量， 其他任

何状态变量也一样。

表 7. 1　 输入和输出变量

输 入 变 量 输 出 变 量

Rload Vout， I
Pin

fuel， Tin
fuel， uin

fuel Pfuel， Tfuel， uair

χinCH4， χinH2O， χinH2， χinCO， χinCO2
χCH4， χH2O， χH2， χCO， χCO2

Pin
air， Tin

air， uin
air， χinO2

Pair， Tair， uair， χO2

Pin
inj， Tin

inj， uin
inj Pinj， Tinj， uinj

7. 7. 2　 状态空间模型

定义输入矢量 u 和输出矢量 y 如下：

　 　 　
u = （R load 　 P in

fuel 　 Tin
fuel 　 uin

fuel 　 χ in
CH4

　 χ in
H2O 　 χ in

H2
　 χ in

CO 　 χ in
CO2

P in
air 　 Tin

air 　 uin
air 　 χ in

O2
　 P in

inj 　 Tin
inj 　 uin

inj） T （7. 77）

　 　 　 　 　
y = （Vout 　 I　 P fuel 　 Tfuel 　 ufuel 　 χCH4

　 χH2O 　 χH2
　 χCO 　 χCO2

Pair 　 Tair 　 uair 　 χO2
　 P inj 　 Tinj 　 uinj） T （7. 78）

定义状态矢量如下：
x = （Vct 　 Js

H2
　 J·s

H2
　 Js

O2
　 J·s

O2
　 Js

H2O 　 J·s
H2O 　 ptpb

H2
　 p·tpb

H2
　 ptpb

O2

　 　 p·tpb
O2
　 ptpb

H2O 　 p·tpb
H2O 　 νR 　 Tcell 　 Ttube 　 Tfuel 　 Tair 　 Tinj

　 　 NCH4
　 NH2O 　 NH2

　 NCO 　 NCO2
　 NN2

　 NO2
　 ufuel 　 uair） T

（7. 79）

将式 （7. 33） 和式 （7. 38） 代入式 （7. 43） 和式 （7. 47）， 将式 （7. 33） 和

式 （7. 53） 代入式 （7. 75） 和式 （7. 52）， 结合 7. 2. 2 节中所讲的电力变换的动态

方程和重新整理的式 （7. 75）、 式 （7. 43） ～ 式 （7. 47）、 式 （7. 52）、 式 （7. 49）
以及式 （7. 54） ～式 （7. 58）， 可以导出如下状态空间模型：

状态：

x·1 = 1

RctCct
E - 1

RctCct
x1 - 1

Cct
　

x1

u1 + Ro

x·2 = x3

x·3 = - h1x2 - h2x3 + h1
1
2F　

x1

u1 + Ro
+ h3

A
dVa

x·22 +
x22

x17
x·17  

x·4 = x5

x·5 = - o1x4 - o2x5 + o1
1
4F　

x1

u1 + Ro
+ o3

A
dVc

x·26 +
x26

x18
x·18  

x·6 = x7

x·7 = - w1x6 - w2x7 + w1
1
2F

- x1

u1 + Ro
  + w3

A
dVa

x·21 +
x21

x17
x·17  

x·8 = x9
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x·9 = - h1x8 - h2x9 - h4
Rx15

A 　 12F　
x1

u1 + Ro
+ h1

R
dVa

x22x17

-
Rx15

A 　 4la 　 12F
x·1

u1 + Ro
-

x1

（u1 + Ro） 2（Ku1 - x14）  
x·10 = x11

x·11 = - o1x10 - o2x11 - o4
Rx15

A 　 14F　
x1

u1 + Ro
+ o1

R
dVc

x26x18

-
Rx15

A 　 4lc 　
1
4F

x·1

u1 + Ro
-

x1

（u1 + Ro） 2（Ku1 - x14）  
x·12 = x13

x·13 = - w1x12 - w2x13 - w4
Rx15

A 　 12F　
- x1

u1 + Ro
+ w1

R
dVa

x21x17

-
Rx15

A 　 4la 　 12F -
x·1

u1 + Ro
+

x1

（u1 + Ro） 2（Ku1 - x14）  
x·14 = K2u1 - Kx14

x·15 = 1
mcellCp，cell

x2HH2 + x4HO2 + x6HH2O -
u1

（u1 + Ro） 2 x
2
1 - fa x27

∑24
20xi

dVa
  

1
2
A（x15 - x17） 

- fc x28
x25 + x26

dVc
  

1
2
A2（x15 - x18） - σ

Rrad
A2（x4

15 - x4
16）

- AKr
x20Rx17

dVa
  

α x21Rx17

dVa
  

β

exp -
Er

Rx17
  ΔHr  

x·16 = 1
mtubeCp，tube

σ
Rrad

A2（x4
15 - x4

16） - fc x28
x25 + x26

dVc
  

1
2
A1（x16 - x18） 

- ft u16
u14

Rx19
  

1
2
A0（x16 - x19）  

x·17 = 1
∑24

20（xiCv，i）
Aa

u2

Ru3
u4∑9

5（uiHin
i ） - Aax27

∑24
20（xiHi）
dVa

- fa x27
∑24

20xi
dVa

  
1
2
A（x17 - x15） 

- x2HH2 - x6HH2O + AKr
x20Rx17

dVa
  

α x21Rx17

dVa
  

β

exp -
Er

Rx17
  ΔHr - x17∑24

20（ x·iCv，i）  

x·18 = 1
∑26

25（x jCv，j）
Ac

u10

Ru11
u12Hin

air - Acx28
∑26

25x j
dVc

Hair - x4HO2 - fc x28
∑26

24x j
dVc

  
1
2
（A2（x18 - x15） 

+ A1（x18 - x16）） - x18∑26
25（ x·jCv，j）  

x·19 = 1
u14dVt

Ru15
Cv，air

At
u14

Ru15
u16（Hin

air - Hair） - ft u16
u14

Rx19
  

1
2
A0（x19 - x16）  

x·20 = Aa
u2

Ru3
u4u5 - Aax27

x20

dVa
- AKr

x20Rx17

dVa
  

α x21Rx17

dVa
  

β

exp -
Er

Rx17
  

x·21 = Aa
u2

Ru3
u4u6 - Aax27

x21

dVa
- AKr

x20Rx17

dVa
  

α x21Rx17

dVa
  

β

exp -
Er

Rx17
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- AKs exp 4276
x17

- 3. 961  x23Rx17

dVa
　
x21Rx17

dVa
-
x24Rx17

dVa
　
x22Rx17

dVa
  - x6

x·22 = Aa
u2

Ru3
u4u7 - Aax27

x22

dVa
+ 3AKr

x20Rx17

dVa
  

α x21Rx17

dVa
  

β

exp -
Er

Rx17
  

+ AKs exp 4276
x17

- 3. 961  x23Rx17

dVa
　
x21Rx17

dVa
-
x24Rx17

dVa
　
x22Rx17

dVa
  - x2

x·23 = Aa
u2

Ru3
u4u8 - Aax27

x23

dVa
+ AKr

x20Rx17

dVa
  

α x21Rx17

dVa
  

β

exp -
Er

Rx17
  

- AKs exp 4276
x17

- 3. 961  x23Rx17

dVa
　
x21Rx17

dVa
-
x24Rx17

dVa
　
x22Rx17

dVa
  

x·24 = Aa
u2

Ru3
u4u9 - Aax27

x24

dVa
+ AKs exp 4276

x17
- 3. 961  x23Rx17

dVa
　
x21Rx17

dVa
-
x24Rx17

dVa
　
x22Rx17

dVa
  

x·25 = Ac
u10

Ru11
u12（1 - u13） - Acx28

x25

dVc

x·26 = Ac
u10

Ru11
u12u13 - Acx28

x26

dVc
- x4

x·27 = 1
∑24

20（xiMi）
Aa

u2

Ru3
∑9

5（uiMi）u2
4 - Aa

∑24
20（xiMi）
dVa

x2
27 - 

x2MH2x27 + AaΔPa - Aτw，a - x27∑24
20（ x·iMi）  

x·28 = 1
∑26

25（x jM j）
Ac

u10

Ru11
（（1 - u13）MN2 + u13MO2）u

2
12 - Ac

∑26
25（x jM j）
dVc

x2
28 

- x4MO2x28 + AcΔPc - （A1 + A2）τw，c - x28∑26
25（ x·iMi）  

输出：

y1 =
u1

u1 + Ro
x1

y2 =
x1

u1 + Ro

y3 =
∑24

20xiRx17

dVa

y4 = x17

y5 = x27

y6 =
x20

∑24
20xi

y7 =
x22

∑24
20xi

y8 =
x22

∑24
20xi

y9 =
x23

∑24
20xi

y10 =
x24

∑24
20xi
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y11 =
∑25

26x jRx18

dVc

y12 = x18

y13 = x28

y14 =
x26

∑25
26x j

y15 = u14
x19

u15

y16 = x19

y17 = u16

用一个紧凑的结构，状态空间模型可以表示为
x·= f（x，u）
y = g（x，u）

（7. 80）

7. 7. 3　 模型验证

建模过程的重要步骤之一是验证模型。 因为文献中没有完整的动态实验数据，
将通过两个步骤来验证模型： 第一步是通过 Wagner 等人 （1998） 以及 Tsai 和 Bar-
nett （1997） 提供的静态 V- I 实验结果的比较验证转换和扩散过程； 第二步是用已

出版的其他研究者的仿真结果比较电压的模拟动态响应。
Wagneret 等人 （1998） 研究了扩散的影响， 以及通过 EIS 博德图观察到的动态

实验属性。 在湿度为 3%的 H2、 纯 O2 和无限大负载电阻 R load下， 在 1223K 的温度

下， 模拟稳态开路电压 （OCV） 是 1117mV。 这与 Wagner 等人 （1998） 给出的相

同条件下的测量结果 1114mV 很吻合。 因为 Wagner 等人 （1998） 没有透露扩散层

的厚度， 所以他们实验所得到的 V- I 图不能用于验证模型。
将用开发的模型模拟稳态 V- I 输出与 Tsai 和 Barnett （1997） 给出的实验结果

进行比较， 如图 7. 11 所示。
尽管 Tsai 和 Barnett （1997） 没有直接提供扩散层的厚度， 但可以间接推断出这些

信息。 当 I 到达极限电流密度 I1， 天然气供应率最大， 扩散层的厚度可以由下式计算：

I1 = 4FJr
O2

= 4FADO2

Cb - 0
lc

（7. 81）

根据式 （7. 81）， 计算扩散层的厚度 lc = 1. 26 × 10 - 3m。
在阳极侧， 扩散不是整个运输过程的限制因素， 因为阳极的厚度也没有提供，

简单地假设 la 与 lc 相同。
内阻可以由 Tsai 和 Barnett （1997） 的 EIS 图直接读取。 弧和实轴之间的第一

个交点是固有阻力。 从 EIS 图可以看出， 在 1123K 下 Ro = 0. 16Ω， Rct = 0. 16Ω。
V- I 图显示， 与预期的一样， 模拟结果总体与实验数据一致， 有些许差异。 造

成差异的主要原因是用于模拟的模型参数误差， 或者是存在没有考虑进模拟的某些

过程。 这些数据来源不同， 大范围地分布于不同的文献。
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图 7. 11　 模拟和实验 V- I 图对比

图 7. 12 比较了不同研究人员开发的不同模型中， 模拟电压瞬变响应负载的阶

图 7. 12　 负载阶跃电压响应比较

跃响应试验。 这里比较的只是那些考虑了电池温度的模型。 在本章中可以看到， 模

型的整体动态趋势与其他人的是一致的。 在这里的模型中， 不仅考虑质量 /热 /动量
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转移、 内部转换和转移反应， 还考虑了转换反应所吸收的热量。 因此， 模型中的模

拟稳态电压比别人的要低， 电池温度也要低。

7. 8　 模拟动态属性研究

有些性质很难用物理实验来研究， 可以用这个模型来研究。 在下面的几节中，
模拟了输入变化对 SOFC 的影响。

阶跃响应测试广泛应用于过程动态的研究， 它们可以揭示关键过程动态参数， 如时

间常数、 增益和时间延迟。 仿真结果显示了各种变量对电池的性能有什么样的影响， 包

括动态的和静态的。 从仿真获得的知识在 SOFC 的过程和控制设计中是很有用的。
7. 8. 1　 扩散动态

为了研究过程的动态性质， 可以选择模拟条件来揭示感兴趣的特定的动态。 在

本节中， 研究扩散过程和扩散层的影响。
在气体中， 分压是一个干扰， 会导致输出电压的波动， 同时也影响反应速率。

图 7. 13 显示了由于氢气压力变化导致的阶跃响应。 仿真结果表明， 气体膨胀带来

的压力变化对电压和电流影响相对较小。

图 7. 13　 当氢气压力变化时 SOFC 的阶跃响应
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当负载电阻下降到一个更小的值时， 将从 SOFC 中带走更多的电流。 因此， 在

三相反应界面反应物的消耗速率将会大大提高。 由于扩散层的存在， 三相反应界面

处， 反应物的分压显著减少， 产生更高的浓度梯度， 这样会有更多的反应物扩散到

三相反应界面。 如此低的分压会影响电压， 以至于电池在主要浓度损失区运行。
V- I图中， 在高电流区域主要浓度损失区会下降， 电压明显低于直线电阻损失 V- I
区域。 由图 7. 14 可见， 主要电阻损失区域和主要浓度损失区的动态也有明显的不

同， 似乎是高阶动态。

图 7. 14　 当进入浓度损失区域时 SOFC 的阶跃响应

通过仿真， 可以发现浓度损失主要源于氧气供应过程， 由于氧的扩散系数比氢

和水要小， 所以氧气扩散在 SOFC 的动态过程中起主要作用。
扩散层的厚度对 SOFC 的动态属性有强烈影响。 随着扩散层厚度的增加， 动态

响应的时间常数也会增加， 扩散阻力也增加。 图 7. 15 显示了影响。 燃料电池的扩

散层不仅包括电极层还包括边界层。 边界层的厚度受到流体状态， 尤其是流速的影

响。 所以扩散层的厚度可能相差很大。
总的来说， 通过仿真可以得到这样的结论， 扩散对燃料电池的静态行为有影

响， 但对动态行为影响还是较小的。 扩散过程导致的时间常数大约只有几百毫秒，
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图 7. 15　 SOFC 阶跃响应的扩散层厚度效应

而静态效应主导着浓度损失。
7. 8. 2　 燃料输送过程动态

燃料输送对动态响应的影响是分析中的主要焦点之一。 对于进气口处 P fuel、

Tfuel和 ufuel大约 5%的变化的阶跃响应， 在图 7. 16 和图 7. 17 中做了仿真和比较。
随着燃料入口处的压力 P fuel的增加， CH4 和 H2O 在入口处的浓度也立即增加。

因此， 转换反应会更快， 从电池吸收更多的热量， 从而逐渐降低了电池的温度， 如

图 7. 16c 所示。 燃料进气口压力越大， 意味着 H2 的浓度越大， 同时， 转换反应越

快， 产生 H2 速率也越快。 较高的 H2 浓度会导致输出电压增加。 因为电池温度逐

渐降低， 电压也会略有下降， 如图 7. 16a 所示。 因为外部负载没有变化， 电流随着

输出电压而变化， 如图 7. 16b 所示。
当入口燃料的温度增加时， 放热转换反应的平衡点向相反方向 CO 和 H2O

移动。 H2 和 CO2 的浓度会减小， 这就导致输出电压和电流降低， 如图 7. 16a
和图 7. 16b所示。 内部电阻消耗的电能会更少， 产生的热量也会更少。 转换反

应的平衡点的变化也导致了总压强的轻微变化。 另一方面， 很高的燃料温度会

加快转换反应的进行， 反应从电池吸收热量也会更快， 因此电池温度就会
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图 7. 16　 增加入口燃料流的压力、 温度和速度时 SOFC 的阶跃响应

降低。
燃料流速 ufuel的改变也会影响 SOFC 的性能。 燃料流速越快， 传热系数 ha 越

大， 因此会有更多的流量从电池转移到燃料流。 燃料温度就会增加， 而电池温度就

会降低。 电池温度的下降会略微影响输出电压和电流。 ufuel对其他变量的影响相对

较小。
由于电池具有相对大的热容， 电池温度的反应要比其他变量的反应慢得

多。 电池温度的时间常数大约在几百秒左右， 而其他变量大约在不到 1 / 10s。
电池温度是一个重要的变量， 它几乎影响到电池动态的每一个方面， 它较慢的

动态特性出现在对其他变量的反应中。 从控制应用程序的角度看， 由于快和慢

之间区别很大， 更快的动态可以视为一个即时的变化， 在动态分析中只需要考

虑慢动态。
一般来说， 入口压力 P fuel和燃料温度 Tfuel对输出功率有很大的影响。 流速 ufuel

扰动的影响相对较小。 入口燃料温度的增加会降低输出电压， 会出现反方向的转移

反应。 这就导致氢分压的减小， 从而减小输出电压。 此外， 入口燃料温度的增加也

加快了转换反应， 反过来这会吸收更多的热量， 导致温度和电压的降低。 因此， 为
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图 7. 17　 增加入口燃料流的压力、 温度和速度时摩尔分数的阶跃响应

了达到最佳性能， 优化 Tfuel很重要。
7. 8. 3　 空气输送过程动态

通过 Pair、 Tair和 uair逐级测试， 研究空气运行条件对燃料电池性能的影响。

当阴极侧气流入口压力 Pair从 1atm 增加到 1. 05atm 的时候， 阴极侧流动管道内

CO2 的浓度相应地增长， 三相反应界面 CO2 的浓度也会增加。 反应物浓度增加，
输出电压 Vout和电流 I 就会增加。 由于空气中氧气的摩尔分数大约为 21% ， 所以输

出电压和电流的增加并不明显， 如图 7. 18a 和图 7. 18b 所示。 因此固有阻力产生的

热量较少， 对阳极侧燃料特性几乎没有影响。
为了加热电池， 通过设计， 电池中空气的温度比电池温度高。 入口处空气的温

度直接影响电池的温度。 空气流与电池的温差越大， 就会有越多的热量转移给电

池， 最终电池温度会增加到一个很大的值， 如图 7. 18c 所示。 电池温度的增加会导

致阳极侧一系列状态的改变。 会有更多的热量从电池传递到燃料， 从而增加了燃料

的温度 Tfuel和压力 P fuel。 此外， 转移反应的平衡点向反方向移动， 因此 H2 和 CO2

的浓度就会降低。 但是输出电压仍将增大， 因为电池温度对电压的影响比转变反应

变化的影响大。 可以看到空气流的温度对动态响应有很大的影响， 如图 7. 18 和
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图 7. 18　 增加进气空气流的压力、 温度和速度时 SOFC 的阶跃响应

图 7. 19所示。
空气流速的阶跃变化主要影响热传递系数 hc， 从空气传到电池的热量也会增

加。 因此电池温度略有增加， 但是对其他变量几乎没有影响。
与其他操作条件相比， 入口处空气的温度对阴极侧固相温度有很大的影响， 这

样就会影响电池的性能， 包括静态的和动态的。
7. 8. 4　 外部负载动态

在正常操作条件下， 外部负载是一个外部变量， 与电池没有关系。 因为它的波

动对电池的动态有最直接和最重大的影响， 所以需要研究其影响。
图 7. 20 和图 7. 21 描述了 Vload、 I、 Tcell、 P fuel、 Tfuel、 ufuel的阶跃响应和物质的

摩尔分数对外部负载 R load的阶跃变化。
当内阻从 4Ω 降低到 2Ω 时， 电流 I 立即增大， 随后略有下降， 然后约 0. 2s 的

时间常数会有一个缓慢变化， 如图 7. 20b 所示。 电流的激增来源于存储在双层电容

器中的电子， 激增之后相对缓慢的反应主要源于扩散过程， 这个已在前面内容中

讲过。
前面讨论的两个快速响应， 所有过程变量中， 还有一个响应要慢得多， 大

约为 200s。 这么慢的响应主要是由于温度动态反应缓慢。 当负载 R load减小时，
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图 7. 19　 当增加入口空气流的压力、 温度和速度时的摩尔分数的阶跃响应

图 7. 20　 当 Rload改变时 SOFC 片的阶跃响应
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电流会增加， 内阻消耗的电能也增加。 这部分能量转化为热量， 直接让电池升

温。 然而， 由于固态电池材料有很大的热容， 电池响应相对较慢， 如图 7. 20c
所示。

如图 7. 20d ～ f 所示， 负载的阶跃变化对燃料流量也有影响。 当需要的电流

增大时， 就需要有更多的反应物 Js
H2
和 Js

H2O流入通道。 这就改变了燃料流中每种

物质的摩尔分数， 反过来影响重整和转换反应。 放热的转移反应会向反方向进

行， 这就导致燃料温度快速下降。 然而， 当热的 H2O 进入燃料通道时， 温度又

会上升， 如图 7. 20e 所示。 温度和 H2O 浓度的变化会带来总压强和 CH4 浓度的

变化， 分 别 如 图 7. 20d 和 图 7. 21a 所 示。 其 他 物 质 的 摩 尔 分 数 的 响 应 如

图 7. 21b ～ e 所示。

图 7. 21　 当 Rload改变时物质摩尔分数的阶跃响应

当负载减小时， 会需要更大的电流， 燃料流中 H2O 会取代 H2， 这导致燃料流

量的密度的增加。 根据动量平衡， 流速会增加， 如图 7. 20f 所示。
仿真结果表明， 外部负载的波动对 SOFC 的快速和慢速动态响应都有很大的影

响。 较慢的动态可以通过适当的控制措施来调整， 但是快速动态可能必须通过适当

的外源设备或过程的设计来调整。
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7. 9　 注解和参考文献

如果读者想进一步了解 SOFC， 推荐阅读 Achenbach （1994， 1995）、 Padullés
等人 （2000b）、 Zhu 和 Tomsovic （2001）、 Sedghisigarchi 和 Feliachi （2004a）、 Xue
等人 （2005）、 Gemmen 和 Johnson （2005） 以及 Iora 等人 （2005） 的文献。 这些方

法通常是从集总参数模型开始， 通过能量守恒定律， 然后通过流动过程引起的传质

动态， 最后是有内部反应引起的各物质动态。 本章总共考虑了流体动态、 能量和质

量转移、 扩散和内阻和重整 /转移反应。 本章主要参考了 Qi 等人 （2005） and Qi 等
人 （2006） 的文献。

生成焓的更详细的知识可以在 “Thermodynamics” （Smith 和 Ness， 1987b） 一

书中查到。 热传递的知识如传导、 对流、 辐射可以在 “Heat Transfer” （Welty 等

人， 1984） 一书中查到。 改革和改变反应的主要参考文献是 Ahmed 和 Foger
（2000） 以及 Campanari 和 Iora （2004） 的文献。 有关流体压力梯度的知识可以在

Blackburn 等人 （1960） 的文献中找到。 流体通道的摩擦系数以及视图因素是根据

“Chemical Engineering Handbook” （Perry 等人， 1997a） 确定的。
模拟中所用的输入条件和力学参数是参考了 Campanari 和 Iora （2004） 的文

献； 这些参数都在附件表 A-1 和表 A-2 中做了总结。 固相材料的特性参数主要是

基于 Hall （1997） 和 Bessette （1994） 的文献。 改革和转变反应的反应动态参数是

基于 Ahmed 和 Foger （2000） 的文献。 所有的这些参数在表 A-2 中做了总结。
CH4、 H2O、 H2、 CO、 CO2、 O2、 N2 和空气的性质与温度有很大的关系， 这些

关系不能忽视。 在附录中， 这些气体性质用温度的多项式表示了一下。 属性参数和

温度的相关性参考了 “ Chemical Engineering Handbook” （ Perry 等人， 1997a）
一书。
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第 8 章　 管式 SOFC 动态模型：
简化的第一性原理方法

8. 1　 简介

与用于仿真和分析的模型不一样， 用于控制的模型不仅需要接近于系统的整

体动态， 还要有明确的输入 /输出的关系。 与此同时， 令人满意的是该系统的要

求相对较低， 便于控制的设计。 在过去出现了几种通过减少模型的技术来简化复

杂动态模型的方法， 可是利用单纯的模型简化方法很有可能漏掉重要的物理信

息， 所以从第一性原理中直接提出一种更简化的模型可以更好地解决这个

问题。
在前几章化学工程第一性原理的基础上， 本章将要介绍一个关于管式固体氧化

物燃料电池 （SOFC） 堆栈的低阶模型。 像气相混合、 能量转换的快速过程被称为

稳态模型， 像固相对温度的缓慢过程被称作动态模型。 因此， 导出的这个用来解释

SOFC 中物理过程的低阶动态模型， 并不是简单地从前面章节中通过模型减少技术

而建立的高阶模型中简化的， 而是通过考虑所有机制直接利用第一性原理得到的

模型。
本章将阐述如何在第一性原理基础上发展建立一个简化或集总参数的动态模

型。 通过模拟将简化的模型与第 7 章中的复杂模型进行比较。 本章简单回顾一下指

导简化模型发展的 SOFC 原理。
8. 1. 1　 过程变量的关系

从燃料和空气的输入到电的输出， 燃料电池中的能量转换是一个复杂的化学和

电化学过程。 正如第 7 章中阐述的质量、 能量和动量的转换过程和化学反应都同时

发生。 这些过程中， 包括它们的物理特性， 例如， 压力、 温度和它们的相互影响关

系。 在第 7 章中介绍的 SOFC 原理的基础上， 过程变量关系的 SOFC 原理总结在

图 8. 1中， 它可以用作将来发展简化第一性原理模型的一个指导原则。
在燃料和空气流动通道中， 入口和出口的压力决定着流速。 这些流被称为主体

流， 它们影响着堆栈中的热交换过程， 例如电池的温度， 这些在图 8. 1 中有描述。
在另一方面， SOFC 产生的电流由外部负载决定， 因此也通过电化学反应决定着反

应物的消耗速率。 总压和各物质的分压由主体流的速率和反应物的消耗速率共同决

定。 SOFC 能够输出的电压受反应物的分压和温度影响， 因此反过来看， 同样影响

着输出的电流。



图 8. 1　 SOFC 的原理逻辑关联流程变量

8. 1. 2　 功率输出限制

正如第 7 章讨论的， 一个 SOFC 的功率受多个限制影响。 第一个限制因素就是

反应物供应率。 在液流通道里的反应物必须穿过多孔电极到达反应点。 这个过程受

tpb 和主要气流体积的浓度梯度控制。 在电流需求增加的时候， 在 tpb 中的氢气和

氧气的浓度减少而形成更大的浓度梯度。 一旦其中一个减少到零， 则反应物供应率

达到最大值。 此时， 电流不能进一步增加， 这就是燃料电池能够提供的最大电流

值。 在这种条件下， 正如 Nernst 方程描述的， 电压降低至零。
第二， 当反应物供应率足够时， 反应速率和反应中得到的可用的反应点将会限

制电流的产生速率。 在大多数例子中， 在阳极的反应是相当快的。 但是， 在阴极上

产生离子的反应相对较慢 （Mitterdorfer 和 Gauckler， 1999）， 所以输出电流也受最

大产出离子速率的限制。
第三， 最常见的情况就是当燃料电池在工作时反应物供应率和反应速率都充

足， 输出电流受外部负载的阻抗限制。 在这个例子中， 电流是决定电化学反应和扩

散的共同因素。
第四， 电流也受电解液的离子电导率和本征电阻的限制。 它们服从欧姆定律，

而且通常被共同看作内阻。 当电压低于内阻跟燃料电池产生的电位相等时， 输出电

压减少到零。 在常规的操作环境下， 反应不能到达之前提到的限制条件。 因此， 电

流主要受欧姆定律的控制。

8. 2　 SOFC 堆栈的低阶状态空间模型

跟其他许多过程一样， 一个 SOFC 堆栈的操作应该考虑几个安全因素： 第一，
当在一个相对较高的温度下操作时， 在阳极和阴极之间的温度和分压差别必须维持

在能够保证其完整结构的设计范围内； 第二， 燃料电池的输出电压为了持续使用必
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须稳定； 第三， 燃料电池在使用时必须达到一个最佳的效益成本比。
8. 2. 1　 物理过程

SOFC 的物理过程总结成一个结构图， 如图 8. 2 所示。
燃料引入和空气流动的特性用几个状态描述， 例如压力、 温度、 速率、 焓变和

组成。 通过在通道的界面条件， 主要的质量流动速率由堆栈的进气性能和几何形状

决定。 二次流沿着流动通道发生是因为从主流体流向的反应位点的反应物消耗减

少。 如果用合成气作燃料， 重整和转移反应一样能够在阳极流道发生。 这些反应改

变了燃料气体的组成。 所有这些因素共同决定着所有燃料的压力和在流通通道里各

组分的分压。 这个过程在图 8. 2 中的堆栈和通道部分。
主要流体的分压和输出电流决定着扩散过程， 同时决定反应位点邻近的分压。

它们之间的关系表示在图 8. 2 中的电池部分。 扩散过程形成了二次流。 反应位点邻

近的分压决定着电动势 （EMF） 和电化学反应速率。
能量也通过流道进行转移， 同时伴随着质量流和化学反应。 由质量流所携带的

主要能量形式是焓。 反应物扩散进入电池参与电化学反应， 然后释放能量。 吉布斯

自由能转化成电能， 剩余的生成焓以反应热的形式释放。 该电能的一部分被供给到

外部负载， 另一部分由本征电阻消耗， 并且被转换为热量。
由于温差， 使电池用燃料和空气进行热交换， 并由电池中输送热到燃料和空气

流。 燃料和空气流的温度影响传热过程和电池的温度， 电池也给转化反应提供热。
能量流和转换过程都显示在图 8. 2 中， 在堆栈 /通道区段。
8. 2. 2　 建模假设

要开发一个简化的低阶 SOFC 堆栈模型， 必须通过进行以下假设忽略一些快速

的或微不足道的物理过程：
1） 供给到 SOFC 堆栈的燃料是预重整甲烷和空气；
2） SOFC 堆栈的出口是开放的， 因此， 出口压力为 1atm；
3） 燃料的温度、 压力和流速在流动通道中是均匀的；
4） 堆栈的所有单元具有相同的温度；
5） 每一个电池单体的电压是相同的；
6） 电池在堆栈以串联的方式连接；
7） CO 不会参与在电化学反应中；
8） 堆栈和周围环境之间没有热传递发生。

8. 2. 3　 I / O 变量

本节的主要目的是开发一种用于控制应用的 SOFC 堆栈简化动态模型。 因此，
只有确切的、 可测量的或可操作的物理变量被指定为 I / O 变量。

8. 2. 3. 1　 输入变量

从物理的角度看， SOFC 堆栈的输入是燃料 /空气流。 入口流量的属性由它们

的压力、 温度、 流率和组成共同决定着。
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图 8.2 燃料电池的物理过程框图
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SOFC 堆栈的输出是电， 它是由电压和电流决定的。 电压与燃料的压力有关， 电流

与燃料流率有关。 为了满足当前的负载需求， 需要调节燃料和空气流的压力和速率。
因为假设堆栈的出口是打开的， 所以出口处的压力是固定的。 因此， 堆栈的压

力和燃料 /空气流的流速都是由入口的压力、 P in
fuel和 P in

air、 流阻共同决定的。 因此

P in
fuel和 P in

air被作为输入变量的选择。
由 Padullés 等人 （2000b） 提出的， SOFC 堆栈的出口也可以用来调节电池堆栈

的压力和流速。 但是这种方法有两个缺点： 第一， 废气的压力会有波动， 这是不适

合输送到涡轮发动机进一步利用的； 第二， 这将需要更高的进气流的压力， 以保证

足够的工作范围。
8. 2. 3. 2　 输出变量

燃料电池的输出电压 Vout是一个必须控制在一定范围内并且需要稳定的重要变

量。 它被认为是输出变量中的一个。
由于内阻， 电池温度 Tcell比周围的温度高。 它可以显著影响 SOFC 堆栈的性能。

Tcell过高会引发堆栈的故障。 因此， Tcell也必须密切监控， 并加以控制。 这是本章

中考虑的第 2 个输出变量。
8. 2. 3. 3　 扰动变量

电流 I 是由电压和负载阻抗确定的， 它反过来又决定了电化学反应速率和堆栈

的总体性能。 电能分配网络中的负载阻抗可能不被控制， 可以看作一个干扰。 然

而， 由于电压 V， 电流和负载阻抗都不是独立的变量， 所以任何一个都可以被视为

一个扰动变量。 如果负载阻抗被认为是一个扰动变量， 电流 I 可以被视为一个输出

量， 跟在第 7 章处理的那样。 但是， 在本章中， I 被看作一个扰动变量。
入口温度的波动， 即 T in

fuel和 T in
air影响堆栈的性能表现。 它们不能被控制， 因此，

它们被指定为扰动变量。 其余的变量， 燃料成分 χ in， 被视为系统参数。
I / O 变量被总结在表 8. 1 中。

表 8. 1　 模型 I / O 输出变量

输入 输出 扰动
Pin

fuel （atm） V （V） I （A）
Pin

air （atm） Tcell （K） T in
fuel （K）

T in
air （K）

8. 2. 4　 电压

燃料电池在阳极和阴极之间会产生电动势， 这是由式 （7. 1） 所示的电化学反

应所致， 而且这也是燃料电池的电压输出来源。 在正常操作范围内， 启动损耗和浓

度亏损要比欧姆损耗小得多， 可以忽略不计， 而 SOFC 堆栈的电压输出可以表示为

Vout = N E0 +
RTcell

2F ln
pH2

p
1
2
O2

pH2O

 

 
 

 

 
 - R inI

 

 
 
 

 

 
 
 （8. 1）

式中， N 是电池堆栈中的电池数量， 可以认为在没有损耗的情况下 N = 1； 在标准
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状态下的燃料电池电动势是 E0 = 1. 273 - 2. 7645 × 10 - 4Tcell； pH2
、 pO2

和 pH2O是反应

物的分压； 而 R in是燃料电池的内阻。
输出电压 Vout的动态反应会受到电流 I， 温度 Tcell和 pH2

、 pO2
、 pH2O反应物分压

的影响。
输出电压 Vout也会在扩散过程中受到动态影响和双电层电容的影响， 正如第 7

章所讨论的那样。 欧姆损耗和浓度亏损分别可以反映双电层电容和扩散过程对输出

电压的影响情况。 扩散过程和双电层电容对输出电压的影响时间非常短， 大约在

10 - 2 ～ 10 - 1s。 因此， 这两种情况对电压的动态影响可以忽略不计， 只有在稳态下

需要特别考虑。
8. 2. 5　 分压

反应物的分压直接影响输出电压。 反过来， 分压又受温度、 流体输送过程和重

整、 转移以及电化学反应的影响。 模拟结果表明， 由流体动态、 重整 /转移和电化

学反应引起的分压， 反应速度快 （在 10 - 2 ～ 100s 的数量级）， 如第 7 章所述。 因

此， 可以忽略这些动态变化， 而只考虑它们的稳态行为。
重整和水煤气转移反应对燃料气体的组成起到了重要决定性作用。 它们从甲烷

和蒸汽中产生 H2 和 CO：
重整： CH4 + H2O ����═ 3H2 + CO （8. 2）
转移： CO + H2O ����═ H2 + CO2

当燃料进入到阳极通道， 在阳极的催化剂 （镍） 和电池中的热量的条件下，
发生重整和转移反应。 沿流动方向， 甲烷被逐渐消耗， 此过程中产生氢。 Cam-
panari 和 Iora （2004） 发现了稳态组成的曲线。

重整反应速率取决于燃料温度 （Ahmed 和 Foger， 2000）， 并且通常比流动速

率的动态特性快。 这意味着， 甲烷是在堆栈内完全反应。 蒸汽被重整和转移反应所

消耗。 同时， 该电化学反应产生蒸汽。 重整及转移反应产生氢。 然后通过电化学反

应消耗。 消耗速率是由需求电流 I 确定的， 如式 （7. 11） 所示。
可以在质量守恒定律的基础上计算各组分的分压。 详细推导过程已在第 7 章中

给出。 在稳态下， 残留在流动通道各成分的摩尔数可以通过减去初始供给的摩尔消

耗数来计算。 各物质的分压， 由留在流动通道的摩尔数来确定 （见表 8. 2）。

在表 8. 2 中， Δ 是由转换反应所消耗的摩尔数， Q
·

fuel和 Q
·

air分别为燃料和空气

的体积流动速率。
最终组成是由转移反应 （认为是迅速达到平衡） 确定的。 平衡常数取决于燃

料温度， 其定义如下：

Keq =
pCO2

pH2

pCOpH2O
= exp 4276

Tfuel
- 3. 961 

 
 

 

 
 （8. 3）

由转换反应消耗的摩尔数 Δ 可以由式 （8. 3） 来求得：
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表 8. 2　 在 SOFC 堆栈中从进口到出口的物质变化

初始 整合 变化 回应 残余

CH4 Pin
fuelχinCH4 - Pin

fuelχinCH4 - 0 - 0 0

H2O Pin
fuelχinH2O - Pin

fuelχinCH4 - Δ + I
2FRTfuel

1

Q·fuel

pH2O

H2 Pin
fuelχinH2 + 3Pin

fuelχinCH4 + Δ - I
2FRTfuel

1

Q·fuel

pH2

CO Pin
fuelχinCO + Pin

fuelχinCH4 - Δ - 0 pCO
CO2 Pin

fuelχinCO2 - 0 + Δ - 0 pCO2

O2 Pbot
air χinO2 - 0 - 0 - I

4FRTair
1

Q·air

pO2

Δ =
Keq（a1 + a3） + a2 + a4

2（Keq - 1） -
[Keq（a1 + a3） + a2 + a4] 2 - 4（Keq - 1）（Keqa1a3 - a2a4）

2（Keq - 1）
（8. 4）

式中

a1 = P in
fuel χ in

H2O - P in
fuel χ in

CH4
+ I
2F

RTfuel

Q·fuel

a2 = P in
fuel χ in

H2
+ 3P in

fuel χ in
CH4

- I
2F

RTfuel

Q·fuel

a3 = P in
fuel χ in

CO + P in
fuel χ in

CH4

a4 = P in
fuel χ in

CO2

使用上述方程， 分压 pH2O、 pH2
、 pCO和 pCO2

可由输入变量 pin
fuel、 I 以及初始组成

χ in
CH4

、 χ in
H2O、 χ in

H2
、 χ in

CO和 χ in
CO2

来计算。
8. 2. 6　 流速

如第 7 章所述， 燃料和气体流速也决定着反应物的组成， 并且燃料和空气流速

主要受 3 个因素影响： 上游压力、 下游压力和流动阻力。 当出口压力固定在 1atm
时， 此时流速由进气压力和流动阻力决定。

8. 2. 6. 1　 燃料流动速率

通常， 燃料的流速在 1 ～ 10m / s 的范围。 所以电池堆栈的停留时间为 0. 1 ～ 1s。
与缓慢的固相温度响应相比， 快速流动的动态响应是很快的。 此外， 由于燃料和空

气是可压缩流体， 任何影响流体的干扰都可以导致高速度的短波移动。 因此， 有待

开发一种流动过程的稳态模型。
在如图 8. 3 所示的燃料流量通道中， 关于燃料流体的稳态力平衡由以下公式

表示：
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τw，fuel2πr3L = （P in
fuel - Pexit

fuel）（4 - π） r23 （8. 5）

图 8. 3　 管式 SOFC 堆栈中燃料和空气的流动通道

式中， τw，fuel是壁面切应力； r3 是电池外管的半径； L 是流道的长度。
因此

τw，fuel =
（4 - π） r3

2π
101325（P in

fuel - Pexit
fuel）

L （8. 6）

对于在特定通道的层流， 摩擦系数 f 和雷诺数 Re 的数量是固定的。 一个形状

如图 8. 3 所示的燃料通道， 可以近似看成一个方管， 因此其 fRe = 56. 91 （ John 和

Haberman， 1988）。
由 f 和 Re 的定义可以得到：

fRe =
τw，fuel

1
8 ρ u2

·
ρ uDh

μ = 56. 91 （8. 7）

式中， Dh =
4（4 - π） r23

2πr3
表示燃料通道的水力直径。

处理式 （8. 7） 中的燃料流速 ufuel并替换式 （8. 6） 中的结果， 可以得到体积

流速的表达式是

Q·fuel = Aa ufuel = （4 - π） r23·
8

56. 91·
τw，fuelDh

μ ufuel

= 101325·
8（4 - π） 3 r43
56. 91π2L

· 1
μfuel

·（P in
fuel - Pexit

fuel）

（8. 8）
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8. 2. 6. 2　 气体流速

与燃料流速不同， 空气通过氧化铝注入管注入 SOFC 管底部。 然后， 燃料通过

如图 8. 3 所示的电池注入管和管之间的间隙进入阴极流道， 并在其中进行流动。
气流速度可以达到 10m / s。 因此， 只需要考虑稳定状态。
从模型实验得到的仿真结果表明， 如第 7 章所述， 无论是在注入管还是阴极流

道内， 流动即层流 （Qi 等人， 2006）。 因此， 在注入管内， 可以得到 fRe = 64。 以

此类推， 注入管内空气的流速为

Q·inj
air = 101325·

πr40
8L · 1

μair
·（P in

air - Pbot
air ） （8. 9）

式中， Pbot
air 是电池管底部的空气压力， 这也是阴极流道的入口压力； r0 为注入管的

内半径。
阴极流道是一个环通道。 空气流速由下式计算得到：

Q·air = 101325·πr∗
8L · 1

μair
·（Pbot

air - Pexit
air ） （8. 10）

式中

r∗ = r42 - r41 -
（ r22 - r21） 2

ln（ r2 / r1）
（8. 11）

式中， r2 和 r1 分别是电池管的内半径和注入管的外半径。
注入管内的空气继续流向阴极通道， 因此流速保持不变：

Q·air = Q·inj
air （8. 12）

把式 （8. 9） 和式 （8. 10） 代入式 （8. 12）， 分析计算可得， 电池管底部的空

气压力是

Pbot
air =

r40·P in
air + r∗·Pexit

air

r40 + r∗
（8. 13）

8. 2. 7　 温度

正如第 7 章所介绍的， 温度在 SOFC 动态中起着重要作用。 有 5 个不同的温度

影响着电池， 它们是气相燃料温度 Tfuel、 注入管的空气温度 Tinj
air、 阴极的环境温度

Tair、 固相电池的温度 Tcell、 注入管的温度 Ttube。
8. 2. 7. 1　 气相温度

燃料和空气都以 1 ～ 10m / s 的速度流动。 它们的温度不会随着负荷、 速度波动

和固相温度的变化而有显著的反应。 燃料和空气的比热相对比较小， 响应速度非常

快， 响应时间在 10 - 1s 左右。 所以假定管内气体温度和入口温度相同：
Tfuel = Tin

fuel

Tair = Tinj
air = Tin

air （8. 14）
以第 7 章提出的详细模型为基础做的仿真验证了这个近似值。
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8. 2. 7. 2　 固相温度

由于大的比热， 温度对固体电池管和注入管的响应大约为 102s， 正如第 7 章介

绍的那样。 详细的分析显示固相温度 （特别是电池的温度 Tcell） 控制着 SOFC 的传

递响应。 因此电池和注入管的温度需要做动态的仿真。
把电池管作为一个控制量。 下面几项总结了能量在控制量中的输入和输出：
1） 反应物释放化学能， JH， J 是进入电池的质量流， H 是生成焓；
2） 电能用于供给外部负载 VoutI；
3） 热的交换是通过电池管和周围的对流， hA （Tw - Tf）， 这里 h 是传热系数；

4） 热交换网络通过电池和注入管辐射交换， σ
Rrad

A（T 4
cell - T 4

tube）， 这里 Rrad是辐

射热阻；
5） 热流被重整反应吸收， rrefΔH， 这里 rref是重整反应速率， ΔH 是反应热。
根据能量守恒定律， 内能的改变在控制量范围内由下式给出：

mcellCp，cell
dTcell

dt = I
2F·HH2 Tfuel +

I
4F·HO2 Tair -

I
2F·HH2O Tcell -

Vout·I - ha·2πr3L·（Tcell - Tfuel） - hc·2πr2L·（Tcell - Tair） -
σ
Rrad

·2πr2L·（T 4
cell - T 4

inj） -

ArKrpα
CH4

pβ
H2O·exp -

Er

RTfuel

 

 
 

 

 
 ·ΔH Tfuel

（8. 15）
注入管在热传导过程中是一个内部环境。 然而， 由于它的高比热， 所以它影响

着电池的温度。 注入管吸收的热是通过电池管的辐射和用强对流与周围环境进行的

热交换：

minjCp，inj
dTinj

dt = σ
Rrad

·2πr2L·（T 4
cell - T 4

inj） - hc·2πr1L·（Tinj - Tair） -

ht·2πr0L·（Tinj - Tair）
（8. 16）

8. 3　 非线性状态空间模型

定义输入矢量 u：
u = u1 　 u2  T = P in

fuel 　 P in
air  T （8. 17）

干扰矢量 d：
d = d1 　 d2 　 d3  T = I　 Tin

fuel 　 Tin
air  T （8. 18）

输出矢量 y：
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y = y1 　 y2  T = Vout 　 Tcell  T （8. 19）
状态矢量 x：

x = x1 　 x2  T = Tcell 　 Tinj  T （8. 20）
在表 8. 2 的表达式中代入式 （8. 8）、 式 （8. 10） 和式 （8. 13）， 然后将表 8. 2

的分压替换到式 （8. 1） 的电压表达式中， SOFC 的非线性状态空间模型可以描述

如下：
　 　 状态：

x·1 = 1
mcellCp，cell

1
2F HH2 + 1

2 HO2 - HH2O  d1 -

E0 + R
2F x1 ln

pH2p
0. 5
O2

pH2O

 

 
 

 

 
 - Rind1  d1 -

ha·2πr3L·（x1 - d2） - hc·2πr2L·（x1 - d3） -

ArKrx（α + β）
1 ·χin

CH4
αχin

H2O
β·exp -

Er

R·d2
  ·ΔH 

x·2 = 1
minjCp，inj

σ
Rrad

·2πr2L·（x4
1 - x4

2） - 
- 2πL·（hc r1 + ht r0）·（x2 - d3） 

　 　 输出：

y1 = E0 + R
2F x1 ln

pH2p
0. 5
O2

pH2O

 

 
 

 

 
 - Rind1

y2 = x1

式中

HH2 = - 0. 9959 × 104 + 30. 73d2

HO2 = - 1. 2290 × 104 + 35. 12d3

HH2O = - 25. 790 × 104 + 42. 47d2

E0 = 1. 273 - 2. 7645 - 4x1

pH2 = u1（χin
H2 + 3χin

CH4） + Δ - 1. 0955 × 10 - 3 R
2F·

μfuelL
r43

·
d1d2

u1 - Pexit
fuel

pH2O = u1（χin
H2O - χin

CH4） - Δ + 1. 0955 × 10 - 3 R
2F·

μfuelL
r43

·
d1d2

u1 - Pexit
fuel

pO2 =
0. 21r40
r40 + r∗

u2 +
0. 21r∗Pexit

air

r40 + r∗

- 2. 5132 × 10 - 5 R
4F·

μairL
r40

·
r40 + r∗

r∗
·

d1d3

u1 - Pexit
air

ΔH = - 20. 73 × 104 - 19. 41d2

Rin = 2. 94 × 10 - 5exp 10350
x1

  ·0. 12 × 10 - 3

2πr3
或者用一个简写形式：

171第 8 章　 管式 SOFC 动态模型： 简化的第一性原理方法 　



x = f（x， u， d）
y = g（x， u， d） （8. 21）

8. 4　 仿真

8. 4. 1　 验证

动态模型探讨了能够影响 SOFC 动态性能的物质机理， 以便设计出控制方案。
因为 SOFC 技术正在发展过程中， 实验数据， 特别是动态实验数据非常少， 并且这

些数据的可重复性差。 因此， 并不打算从实验数据入手直接修改模型。 作为一个简

化的模型， 本章中的低阶状态空间模型是通过和其他基于文献中可以获得的详细模

型仿真结果模拟验证的。
所给出方程中 SOFC 堆栈参数见表 8. 3。 由于电池是以串联的形式简单排列形

成堆栈， 因此只需在方程中研究一个电池单元即可。

表 8. 3　 SOFC 堆栈设计参数

符　 　 号 描述

几何参数

L = 1. 5m 电池长度

r3 = 11 × 10 - 3m 外部电池管半径

r2 = 8. 66 × 10 - 3m 内部电池管半径

r1 = 6 × 10 - 3m 外部注入管半径

r0 = 5 × 10 - 3m 内部注入管半径

固体材料性质

ρcell = 4592kg / m3 SOFC 整体密度

Cp，cell = 740J / （kgK） SOFC 整体比热

ρe = 2. 94 × 10 - 5 exp 10350
Tcell

  Ωm 电解质电阻率

ρtube = 3900kg / m3 注入管密度

Cp，tube = 976. 8 + 0. 2409T J / （kgK） 注入管比热

重整于转化

Kr = 8542 重整反应速率系数

Er = 95kJ / mol 重整反应活化能

α = 0. 85 重整阶数

β = - 0. 35 重整阶数

Ar = 1 × 10 - 4m2 重整反应面积

热传递

ha = 8. 744Wm2 / K 阳极处对流传热系数

hc = 63. 83Wm2 / K 阴极处对流传热系数

ht = 79. 57Wm2 / K 注入管对流传热系数
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（续）

符　 　 号 描述

Rrad = 4. 69 辐射传热阻力

注入成分

χinCH4 = 0. 173 注入 CH4 摩尔分数

χinH2O = 0. 284 注入 H2O 摩尔分数

χinH2 = 0. 258 注入 H2 摩尔分数

χinCO = 0. 057 注入 CO 摩尔分数

χinCO2 = 0. 228 注入 CO2 摩尔分数

在图 8. 4 中模拟电压动态响应从 300A 的电流阶跃变化到 500A， 与文献中其他

可用的仿真结果进行了比较。 在它们的模拟中， Hall 和 Colclaser （1999） 只考虑了

堆栈的温度动态。 Padullés 等人 （2000） 在假设温度保持不变的情况下模拟了阻流

压力的影响。 在 Padullés 等人工作的基础上， Sedghisigarchi 和 Feliachi （2004a） 总

结了温度动态的影响。 Iora 等人 （2005） 建立了一个更详细的模型， 通过考虑流体

动态， 重整反应和热转换等因素。 现有结果已经表明基于本章中建立的阶跃响应模

型和文献中相关模型一致。

图 8. 4　 当前需求阶跃改变响应的电压堆栈比较

阶跃模型和实验室中纽扣电池装置测试结果性质相似。 尽管实验数据不能完全

比较， 因为纽扣电池的构造和管结构不同。 实验结果反映了 SOFC 模型阶跃响应的整

体发展趋势： 当电流增大， 由于本身电阻的存在， 电压迅速降低； 电流因为电阻消耗

而加热电池， 使电池温度逐渐升高。 如式 （7. 4） 所示， EMF 取决于电池温度， 因此

输出电压逐渐升高直到终值， 如图 8. 4 所示。 模型的趋势和实验的结果一致。
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由于文献中缺少实验数据和对燃料 /空气入口流动波动动态反应的模型结果，
模拟电压响应的趋势与第 7 章中建立的详细模型的模拟结果相比较， 已经证明由于

入口波动引起的动态响应和第 7 章模拟的详细模型的动态响应一致。
8. 4. 2　 输入阶跃响应

如图 8. 5 所示， 当燃料的上游压力 P in
fuel从 1. 0008atm 增加到 1. 0016atm， 合成

气燃料的流动速率迅速增加一倍。 这意味着更多的 CH4 在堆栈内转化成了 H2。 相

应的， 氢气的分压力 pH2
增加， 同时输出电压 Vout迅速增加。 更多的热量被从电池

释放以维持重整反应的进行， 因此， 电池温度 Tcell轻微但逐渐下降， 因为它本身具

有很大的热容量。 这个结果使 Vout略微增加， 与 Tcell的反应同步。

图 8. 5　 由于 u1， 上游燃料气压从 1. 0008atm 增加到 1. 0016atm 时的输出阶跃响应

和燃料输入压力增加的影响类似， 当上游空气压力 P in
air 从 1. 01atm 增加到

1. 02atm 时， 电池堆栈内氧气分压 pO2
、 管内的空气流动速率和输出电压同时增加。

阶跃响应如图 8. 6 所示。
传真图直接揭示了入口燃料压力 pin

fuel阶跃变化， 同样对输出电压 Vout有重要影

响。 它对电池温度 Tcell的影响是微小、 缓慢的， 和慢一阶反应相似， 时间恒定在

150s 左右。 空气入口压力 P in
air的影响和燃料入口压力的影响类似。

8. 4. 3　 干扰阶跃响应

堆栈的阶跃对干扰的影响来源于电源需求、 入口燃料和空气温度， 已经通过仿

真研究过。
当外部电流 I 需求从 300A 增加到 500A， 堆积的反应如图 8. 7 所示。 可以明显

看出， 输出电压 Vout对电流 I 阶跃变化的响应是迅速和明显的。 所需电流 I 对电池

温度 Tcell也有巨大的影响。 由于电池管巨大的热容量， 电池温度的阶跃响应和一阶
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图 8. 6　 由于 u2， 上游空气气压从 1. 01atm 增加到 1. 02atm 时的输出阶跃响应

图 8. 7　 由于 d1， 当前电流 I 从 300A 增加到 500A 时的输出阶跃响应

响应保持时间在 150s 左右。
由于电流 I 的增加， 电压由于电池的内阻而迅速降低， 同时更多的氢气和氧气

被消耗。 所以氢气分压 pH2
和氧气分压 pO2

降低， 水的分压 pH2O增大。 结果就是输出

电压 Vout在短时间内下降。 内阻消耗的能量随电流 I 的增加而增大。 这部分能量使

电池升温， 相应的 Tcell增加。 所以输出电压 Vout在最初的迅速下降之后随着电池温

度 Tcell的升高慢慢恢复。
当燃料入口温度 T in

fuel从 823K 增加到 873K 时， 转移反应平衡被破坏， 氢气分压
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pH2
降低， 所以输出电压 Vout迅速降低。 同时， T in

fuel的升高降低了燃料和电池的温差。
然后 Tcell增加保持时间在 150s 左右。 输出电压 Vout和电池温度 Tcell对燃料入口温度

Tin
fuel的阶跃变化的阶跃响应如图 8. 8 所示。

图 8. 8　 由于 d2， 燃料入口温度 T in
fuel从 823K 增加到 873K 时的输出阶跃响应

空气入口温度 T in
air干扰的影响更直接、 更显著， 当 T in

air从 1104K 增加到 1154K
时， 这使得电池加热， 所以 Tcell逐渐增加。 与此同时， 随着 Tcell逐渐增加， 输出电

压 Vout也增加， 如图 8. 9 所示。

图 8. 9　 由于 d3， 空气入口温度 T in
air从 1104K 增加到 1154K 时的输出阶跃响应
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仿真图显示 Vout和 Tcell对于 T in
air的阶跃变化响应明显， 该响应类似于具有大约

150s 时间常数的一阶响应。
所有前面所述动态仿真对输入和干扰变化的反应和第 7 章中建立的详细 28 阶

SOFC 仿真结果一致。 这表明二阶模型可以近似获得 SOFC 堆栈的主要动态特征。

8. 5　 注解和参考文献

降低复杂的集总参数动态模型对控制和监控设计是有用的， 也是广大读者对控

制领域所关心的。 读者可以在下面找到关于集总参数模型的资料： Achenbach
（1994， 1995）、 Padullés 等人 （2000b）、 Zhu 和 Tomsovic （2001）、 Sedghisigarchi
和 Feliachi （2004a）、 Xue 等人 （2005）、 Gemmen 和 Johnson （2005） 以及 Iora 等

人 （2005） 的文献。
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第 9 章　 管式 SOFC 的动态建模与控制：
系统辨识方法

9. 1　 简介

当第一性原理建模为 SOFC 过程中的短暂的行为提供了详细的细节时， 这些模

型的主要的缺点是它们的复杂性。 这种复杂性使得实时控制的应用显得很困难。 另

一方面， 利用数据驱动系统辨识是一种与控制相关的方法， 并且能够大大降低模型

的复杂度， 但是也只能得到一种经验性的过程的输入和输出的关系。 这种从系统辨

识中得到的模型应当具有比第一性原理更少的参数， 而且具有更简单的模型结构。
这些模型的缺点是较差的推断能力。 然而， 为了得到在控制和监视方面的实时应

用， 经验模型一直是最常用的。
本章的主要目的是证明在第 3 章和第 4 章中系统辨识方法在第 7 章中用一种详细

的第一性原理模型代表的 SOFC 中的应用。 第 7 章中得到了几种简单的经验模型， 在

本章中将会比较各种经验模型和得到非线性的系统辨识方法。 在这些被辨识的模型的

基础上， 商用的 PID 控制器在最初的第一性原理模型的环境中进行设计和测试。

9. 2　 系统辨识

9. 2. 1　 变量选择

第一性原理模型的状态空间表示具有 16 个输入、 28 个状态和 17 个输出。 在

这项研究中， 电池的温度仅作为一个状态， 并被指定作为一个输出。 各个输入和输

出的变量见表 9. 1。 在这项研究中， 感兴趣的输出变量是电池的输出电压和电池温

度。 并不是所有的输入都能够用于系统的控制。 例如， 负载的电阻、 混合物和燃

料 /空气的入口温度是不能或者不易被操纵的。 这些变量可以被认为是扰动变量。
剩下的输入变量是入口的燃料气体和喷入的空气的压力和速度。 压力和速度是容易

通过阀门和泵来控制的。 因此， 这 4 个变量被选为可操纵变量的可能的候选变量。

表 9. 1　 输入和输出变量

输 入 变 量 输 出 变 量

Rload Vout， Iout， Tcell

Pin
fuel， T in

fuel， uin
fuel Pfuel， Tfuel， uair



（续）

输 入 变 量 输 出 变 量

χinCH4， χinH2O， χinH2， χinCO， χinCO2
χCH4， χH2O， χH2， χCO， χCO2

Pin
air， T in

air， uin
air， χinO2

Pair， Tair， uair， χO2

Pin
inj， Tin

inj， uin
inj Pinj， Tinj， uinj

9. 2. 2　 阶跃响应测试

作为系统辨识的第一步， 执行阶跃响应测试通常用来得到近似的过程的参数。
增益的大小用来提供对于输出的稳态影响的输入变化信息。 如果影响变为可以忽略

的话， 这个变量可能不能作为有效的可操纵的变量。 虽然这种说法不完全正确， 但

是这种方法却经常被用来快速筛选潜在的调节变量。 第二个在阶跃测试中可以被快

速确定的变量是过程的时间常数。 这个信息提供了过程动态的深入信息， 并且可以

帮助设计输入信号和决定可操纵变量的有效性。 在一个最简单的阶跃测试过程中，
每一个阶跃变化都被当成一个输入变量， 其他的所有输入都保持常数。 所有输出变

量的响应都被记录下来。 在一个典型的过阻尼线性系统中， 输出响应如图 9. 1 所

示。 输入变量的阶跃变化在时间 1 时从 0 变化到 1， 输出的响应如图 9. 1 中的实线

所示。 这个过程中的增益可以从输出变化和输入变化的比值来确定， 其中， 输出变

化指的是新的和最初的稳态值的区别值。 一阶系统的死区时间可以从阶跃响应上输

入信号变化开始的时间和输出信号变化开始的时间的差值直接得到。

图 9. 1　 从阶跃响应中计算增益、 时间延迟和时间常数
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一个高阶系统的死区时间是由一个近似得到的。 死区时间的起点是当输入变化

开始的时候。 然后， 输出响应的拐点首次被发现， 然后通过这个点可以画出切线。
在这个切线上可以发现一个点， 这个点的 y 轴的值是初始的稳态值， 响应的 x 轴的

值是时间延迟的终点。 在本例中， 死区时间是 （ t1 - 1）。 时间常数是整个输出改变

值的 63. 2% 。 在本例中， 时间常数是 （ t2 - t1）。
由于 SOFC 是一个非线性的过程， 所以线性模型辨识只能应用在围绕选定的工

作点的局部动态。 在本测试中， 考虑 3 个分别围绕工作点 R load = 2Ω、 4Ω、 8Ω 的负

载的线性动态模型的辨识。 这三个工作条件分别被归类为低负载 （LL）、 额定负载

（NL） 和高负载 （HL）。
图 9. 2 说明了在工作点 R load = 2Ω 的电池温度的阶跃响应， 此时输入变量， 燃

料入口气体的压力从 1atm 变到 1. 3atm， 采样时间为 1000s。 从图 9. 2 中可以看出，
初始的稳态值是 1080. 8K。 新的稳态值大约为 1076. 2K。 因此， 增益 k 是

k = 1076. 2K - 1080. 8K
1. 3atm - 1atm = - 15. 3Katm - 1

图 9. 2　 当燃料气压从 1 ～ 1. 3atm / 1000s 时电池温度的阶跃响应

这个过程的死区时间可以忽略， 因为输出的变化正好在 1000s。 确定输出的

63. 2%的变化可以找到这个过程的时间常数。 具体方法是： 首先得到 0. 632 ×
（1076. 2K - 1080. 8K） = - 2. 91K。 然 后， 在 这 个 点 的 输 出 值 是 1080. 8K +
（ - 2. 91K） = 1077. 9K。 最后， 通过找到输出值为 1077. 9K 的点， 得到时间常数为 91s。

采用同样的方法， 每一个感兴趣的输入和输出对在 3 个不同的工作点的增益、
死区时间和时间常数都可以确定。 表 9. 2 显示了时间常数。 在一些有 “—” 标记

的位置表示相应的过程不能近似为一种一阶加时间延迟模型。 这种类型的过程将在

后面讨论。
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表 9. 2　 对测试流程中 3 个不同操作方式下的时间常数 （单位： s）

Tcell 电压

LL （2Ω） HL （8Ω） NL （4Ω） LL （2Ω） HL （8Ω） NL （4Ω）
Ufuel 93 97 110 — — —
Uinj 104 104 110 93 105 100
Pfuel 91 93 92 — — —
Pinj 103 105 114 98 113 110

表 9. 3 和表 9. 4 给出了所有对的增益和死区时间 （时间延迟）， 从中可以看

出， 所有对的时间延迟比时间常数要小得多。 而增益的大小是为系统辨识方法选择

目标变量的一个重要的因素。 对于使用电池温度作为输出变量的那些 I / O 对来说，
入口燃料气体的速度和压力是更显著的输入变量。 当电压为输出变量时， 只有入口

燃料气体的压力对输出有很大的影响。 在本章的剩余部分， 两个 I / O 对 （一个是

入口燃料气体的速度和电池温度； 另一个是入口燃料气体的压力和电池电压） 被

用来说明系统辨识的运用。 这两对被标记为模型 1 和模型 2。

表 9. 3　 3 个不同操作模式下测试流程增益

Tcell / K 电压 / V

LL （2Ω） HL （8Ω） NL （4Ω） LL （2Ω） HL （8Ω） NL （4Ω）

Ufuel - 13. 38 12. 8 - 413. 02 - 9. 72 × 10 - 3 1. 5 × 10 - 3 - 5. 48 × 10 - 3

Uinj 0. 0390 0. 0983 0. 0784 2. 74 × 10 - 5 1. 12 × 10 - 5 3. 42 × 10 - 5

Pfuel - 15. 89 14. 7 - 15. 15 0. 0554 0. 027 0. 0418
Pinj 0. 463 1. 17 0. 874 3. 33 × 10 - 4 1. 67 × 10 - 4 3. 6 × 10 - 4

表 9. 4　 在 3 个不同操作模式下测试过程的时间延迟 （单位： s）

Tcell 电压

LL （2Ω） HL （8Ω） NL （4Ω） LL （2Ω） HL （8Ω） NL （4Ω）

Ufuel 0 0 0 0 0 0
Uinj 8 10 12 9 10 13
Pfuel 0 0 0 0 0 0
Pinj 9 9 8 10 8 8

9. 2. 3　 非典型性阶跃响应

入口燃料气体的速度和压力阶跃变化时的电压响应不能近似为一阶加时间延迟

模型。 图 9. 3 显示了当入口燃料气体的压力从 1atm 变化到 1. 3atm 时的电压的阶跃

响应。 可以看出， 当输入变化时， 电压在很短的时间内有一个非常快速的动态变

化， 使得所有的动态被压缩成一条直线， 接着是一个典型的一阶阶跃响应。
这个快速的动态放大了之后如图 9. 4 所示。 从图 9. 3 可以看出， 垂直线首先扩

大到一个逆响应后随后有一个过冲现象， 电压首先降到 0. 0147V。 如果通过输入阶
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跃变化的量进行划分， 这种 “反增益” 是 - 0. 049V atm - 1。 注意到， 从阶跃响应测

试的总的增益是 0. 0418V atm - 1， 这个较大的逆响应是非常明显的。 之后的过冲是

6. 4% ， 是没有逆响应显著的。 最初的动态的整个持续时间是 0. 02s。 为了捕捉这

个动态， 采样的时间应当小于 0. 002s。 然而， 接下来的慢的动态不需要这么快的

采样速度。 因此， 使用一般的采样速度的辨识方法的话， 这个过程并不能被完全辨

识。 不过， 用一个慢速动态过程的采样速度去应用于系统辨识的时候， 这种慢速的

动态过程可以被捕捉， 但是快速的动态过程则不可以。

图 9. 3　 当燃料气压从 1 变化到 1. 3atm / 1000s 时电压的阶跃响应

图 9. 4　 图 9. 3 中的放大阶跃响应
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9. 2. 4　 输入设计

线性系统辨识将开展两个选择的 I / O 对。 对于这两个模型的输入和输出信息显

示在表 9. 5 中。

表 9. 5　 考虑系统辨识的过程

输　 　 入 输　 　 出

模型 1 Ufuel Tcell

模型 2 Pfuel 电压

该系统应被充分地由输入以执行系统身份激发。 在本研究中使用的输入序列是

随机二进制信号 （RBS）， 其确定局部线性模型。 在 MATLAB® 中的 RBS 生成命

令是

input = idinput （N，′rbs′， band， level）
式中， input 是输入变量的名称； N 表示将生成的输入采样的系数； band 表示输入

信号频带的； level 包括在输入信号的两个开关电平之间。
频带通常由归一化频率指定。 下限通常为零， 而上限是最大的期望的频率的奈

奎斯特 （Nyquist） 频率的一部分。 上限的频带可以计算为

upper bound =
kTs

τπ
式中， k 是一个常数， 通常为 2 和 3 （可以更大）； Ts 是数据采集系统的采样时间；
τ 是该过程的时间常数。

在本研究中使用的 k 值是 2。 采样时间被选择为 1 / 10 的每个进程主时间常数。
根据表 9. 2， 所有进程的主时间常数大约为 100s， 因此， 在本研究的采样时间设定

为 10s。 以模型 2 为例， 输入信号的频率的上限频带是

upper bound = 2 × 10s
100s × π =0. 064

根据表 9. 2 可知， 感兴趣的所有过程具有相似的时间常数， 频带固定所有的输

入信号， 这是 0 ～ 0. 064。 二进制输入激励为 Ufuel的幅度是 0. 89ms - 1和 0. 96ms - 1，
P fuel为 0. 95atm 和 1. 05atm。 所产生的总的 10s 采样间隔的输入的 1000 点和相应的

RBS 输入序列生成命令是

U_fuel_rbs = idinput（1000，′rbs′，[00. 064]，[0. 890. 96]）
P_fuel_rbs = idinput（1000，′rbs′，[00. 064]，[0. 951. 05]）

　 　 使用第一性原理的动态模型进行仿真。 4 个干扰源被添加到仿真中。 第 1 个干

扰来自燃料入口温度， 这个是以 5℃标准偏差的白噪声通过一阶滤波器
1

10s + 1产生

的干扰。 第 2 个干扰来自注入的空气温度， 以 2℃标准偏差的白噪声通过一阶滤波

器
1

10s + 1产生的干扰。 第 3 个干扰来自注入空气压力， 这个是通过以 0. 1atm 标准
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偏差的白噪声到一阶滤波器
1

s + 1产生的。 第 4 个干扰来自电池温度输出测量， 是以

0. 1℃标准偏差的白噪声通过一阶滤波器
1

s + 1产生的。 零阶保持器被用于前面的仿

真操纵变量。
9. 2. 5　 线性系统辨识

9. 2. 5. 1　 数据预处理

设计输入序列之后， 仿真运行 10000s。 如前面所描述的输入和输出数据被每

10s 记录一次。 系统辨识程序， 对输入和输出数据进行处理。 系统辨识模型 1 的例

子将在后面详细说明。
输入和输出数据绘制在图 9. 5 中。 总仿真时间为 10000s， 采样时间间隔为

10s， 采集样本的总数为 1000。 使用 MATLAB®系统辨识工具箱， 一个数据对象构

成如下：
zT = iddata （T，U_fuel，1）

式中， T 是电池温度响应； 数据矢量 U_fuel 是燃料速度输入， 这是通过零阶保持

U_fuel_rbs 后获得的； zT 值是数据对象； 1 表示该时间单元以采样为单位。

图 9. 5　 输入和输出数据 （模型 1）

总数据集分为两部分： 辨识数据集和验证数据集。 辨识数据集用来估计模型中

的参数， 验证数据集用于交叉验证所辨识的模型。 在这项研究中， 通过下面的命令

700 个输入和输出数据用于辨识， 剩余的 300 个样本用于交叉验证：
zTe = zT （1∶ 700）
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zTv = zT （701∶ end）
zTe 中的数据将被用于辨识， zTv 中的数据用于交叉验证。
输入和输出变量都在执行任何系统辨识之前使用 MATLAB®命令 dtrend：

zTe = dtrend （ zTe）
zTv = dtrend （ zTv）

初审估算可以是互相关函数分析， 可以从快速粗糙的脉冲响应估算和时间延迟

得到。 脉冲响应系数可以估算如下：
cra （ zTe）

如图 9. 6 所示， 点画线包络代表在零处置信区间为 99%， 即在包络区内任意处

可视为零。 估算给出过程中时间延迟的信息。 从图中可看出， 在置信区间以外的第一个

脉冲响应点是采样时间 1。 这意味着系统有一个样本延迟， 主要是由零阶保持引起的。

图 9. 6　 脉冲响应估算 （模型 1）

9. 2. 5. 2　 ARX 模型

因为它们很简单， 人们尝试了 ARX 模型的辨识。 延时期限固定为 1。 分母的不

同次序和分子方面被认为是从 1 开始并且取决于交叉验证的结果逐渐增大。
例如， 要确定一阶 ARX 模型， 下面的 MATLAB®功能会被执行：

ARX111 = arx （ zTe， [1 1 1]）
为了检验 ARX111， 一个基于使用交叉验证数据集 zTv 的辨识模型的模拟响应，

与实际响应相比较， 下面的 MATLAB®功能：
compare （ARX111， zTv）

的比较如图 9. 7 所示， 这表明一个差的预测性能的 ARX111。 ARX111 的质量还通
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过残差检验反映出来：
resid （ARX111， zTv）

图 9. 7　 ARX111 预测与来自验证数据集的实际温度响应 （模型 1）

残差的试验结果示于图 9. 8， 其中上图显示的是自相关检测结果， 而下图显示

的是互相关测试结果。 两面的包络区显示在零处的置信区间为 99% 。 ARX111 模型

互相关测试明显是失败的。 超过 1%以上的点位于置信区间之外。 自相关测试也出

现了问题或有可能出现问题。

图 9. 8　 基于验证数据集的 ARX111 残差测试 （模型 1）
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因此， 交叉验证结果表明， 该一阶 ARX 模型在残留测试中是失败的。 通过逐

渐增加的次序， 其性能得到了改善。 例如， 一个三阶 ARX 模型可以通过如下估算：
ARX331 = arx （ zTe， [3 3 1]）

或者， 可先尝试估算：
ARX321 = arx （ zTe， [3 2 1]）

如果没有显著改善的话， 就将分子增加一阶， 然后增加分母的阶数。 作为分母的确

定模型阶， 增加分母阶数是为了使系统阶数更高。
为了验证数据集， 从第 3 阶 ARX 得到的预测响应模型与图 9. 9 的实际响应相

比较。 图 9. 10 显示了残差测试明确地传递。 这些结果验证了该结论， 即高阶 ARX
模型可以适当地与其他结构的模型近似。

图 9. 9　 ARX331 预测与来自验证数据集的实际温度响应 （模型 1）

对于三阶 ARX 模型的估算差分方程给定为

（1 - 0. 2775（ ± . 03662） z - 1 - 0. 261（ ± . 03585） z - 2 - 0. 2363（ ± . 03354） z - 3）yt

= （ - 1. 63（ ± . 313） z - 1 - 0. 4484（ ± . 4361） z - 2 - 0. 6938（ ± . 3418） z - 3）ut + et
其中括号括起来的是估算模型参数的标准偏差。 在传递函数的形式下， 所辨识的模式是

yt

ut
= - 1. 63z - 1 - 0. 4484z - 2 - 0. 6938z - 3

1 - 0. 2775z - 1 - 0. 261z - 2 - 0. 2363z - 3ut

+ 1
1 - 0. 2775z - 1 - 0. 261z - 2 - 0. 2363z - 3 et

经验传递函数的博德图可以直接从数据以及通过以下功能先前确定的 ARX 模

型估计：
mspa = spa （ zTe）
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图 9. 10　 基于验证数据集的 ARX331 残差测试 （模型 1）

bodeplot （marx331， mspa）
其结果示于图 9. 11。 可以看出， 该 ARX331 模型从数据的总体趋势中直接估

算出来的博德图捕获博德图。 一般情况下， 从数据直接估计博德图嘈杂较高， 但往

往偏差较少， 而博德图从估计的参数化模型转换是平滑的， 但更趋于偏颇。 因此，
这是一个比较好的方式来验证是否估计的参数化模型有偏差。

图 9. 11　 ARX331 模型博德图和基于频谱分析的经验传递函数估计 （模型 1）
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9. 2. 5. 3　 ARMAX 模型

该 ARMAX 模型在考虑之列。 一阶 ARMAX 模型的辨识第一次尝试型号：

ARMAX1111 = armax （ zTe， [1 1 1 1]）

这给出了确定模型的差分方程：

（1 - 0. 9012z - 1）yt = - 1. 343z - 1ut + （1 - 0. 7008z - 1）et
传递函数形式为

yt

ut
= - 1. 343z - 1

1 - 0. 9012z - 1ut +
1 - 0. 7008z - 1

1 - 0. 9012z - 1 et

使用交叉验证数据集模拟的和实际的响应的比较如图 9. 12 所示， 残差测试都

显示在图 9. 13 中。 与 ARX 模型残差测试类似 ARMAX 模型残差测试中还应该注意

自相关和互相关测试。 可以看到， 在该测试中模型是成功的 （在图 9. 9 中示出

59. 16% ）， 一阶 ARMAX 模型略优于三阶 ARX 模型， 虽然改善的效果在统计学中

可能不是很显著。

图 9. 12　 ARMAX1111 预测与来自验证数据集的实际温度响应 （模型 1）

9. 2. 5. 4　 OE 模型

一阶 OE （输出误差） 模型也试图通过如下辨识：

OE111 = OE （ zTe， [1 1 1]）

估计模型的离散时间传递函数是

yt =
- 1. 296z - 1

1 - 0. 9071z - 1ut + et
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图 9. 13　 基于验证数据集的 ARMAX1111 残差测试 （模型 1）

使用交叉验证数据集模拟和实际响应的比较示于图 9. 14， 残余的测试都显示

在图 9. 15。 对于 OE 模型， 自相关不必通过由于 OE 模型辨识算法的独立参数化性

质的测试。 唯一的互相关测试应予以考虑。 可以看出， 在残留测试中一阶 OE 模型

是成功的。 比较第一阶 OE 模型 （见图 9. 14 的 60. 49% ） 与一阶 ARMAX 模型， 它

们有一个非常相似的性能， 但参考模型给出了一个稀疏的模型结构。

图 9. 14　 OE111 预测与来自验证数据集的实际温度响应 （模型 1）
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图 9. 15　 基于验证数据集的 OE111 残差测试 （模型 1）

9. 2. 5. 5　 BJ 模型

一阶 BJ （Box - Jenkins） 模型也已考虑使用以下函数：
估计 BJ 模型的传递函数是

yt =
- 1. 341z - 1

1 - 0. 9014z - 1ut +
1 - 0. 6947z - 1

1 - 0. 8969z - 1 et

使用交叉验证数据模拟的和实际的响应的比较如图 9. 16 所示， 残差测试都显

示在图 9. 17。 对于一个 BJ 模型残差测试， 应该看双方的自相关和互相关测试。 人

们可以看到， 这个一阶 BJ 模型在任何残差测试中都是成功的。 比较一阶 BJ 模型的

拟合百分比 （60. 51% ， 见图 9. 16） 与一阶 ARMAX 模型和 OE 模型， 它们有非常

相似的性能， 但 BJ 模型提供了完整的过程和干扰模型。
9. 2. 5. 6　 状态空间模型

通过子空间辨识一阶状态空间模型还通过以下功能考虑：
SS1 = n4sid （ zTe， 1）

估计状态空间模型是

xt + 1 = 0. 8962xt - 0. 1981ut + 0. 0325et
yt = 6. 9266zt + et

使用交叉验证数据模拟的和实际的响应的比较如图 9. 18 所示， 残差测试都显

示在图 9. 19。 对于状态空间模型的残差测试， 应再次检查两个自相关和互相关测

试。 人们可以看到， 这个一阶状态空间模型在任何残差测试中都是成功的。 比较一
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图 9. 16　 BJ11111 预测与来自验证数据集的实际温度响应 （模型 1）

图 9. 17　 基于验证数据集的 BJ11111 残差测试 （模型 1）

阶状态空间模型 （60. 3% ， 见图 9. 18） 与一阶 BJ 模型， ARMAX 模型和 OE 模型

是比例合适的， 它们又有着非常相似的性能， 但是一种状态空间模型可以方便用于

一些现代控制设计方法。
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图 9. 18　 SS1 预测与来自验证数据集的实际温度响应 （模型 1）

图 9. 19　 基于验证数据集的 SS1 残差测试 （模型 1）

9. 2. 5. 7　 从输入燃料压力模型辨识电压输出

按照相同的程序， 人们能够辨识线性模型 （模型 2） 与所述入口的燃料压力
P fuel作为输入而电压作为输出。 输入和输出数据如图 9. 20 所示。 首先， 时间延迟

可以通过相关分析估计从脉冲来确定反应， 如图 9. 21 所示。 一个采样的时间延迟
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可以从脉冲响应中清楚地看到。 这种延迟是由于引入零阶保持而引起的。

图 9. 20　 输入和输出数据 （模型 2）

图 9. 21　 脉冲响应估计 （模型 2）

类似的情况已经在模型 1 中出现过了， 人们一直尝试采用一阶 ARX 的辨识，
ARMAX、 OE、 BJ 和 N4SID 模型也有尝试， 但它们都没有通过残差测试。 举一个

例子， 使用交叉验证的数据集的模拟和实际的比较使用所确定的参考模型的响应如
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图 9. 22 所示。 虽然合适的比例是高的 （91. 39% ）， 但它未能捕捉每次跳跃后的动

态。 残差测试结果为参考模型如图 9. 23 所示， 在那里它可以清楚地看出， 该模型

中的互相关测试是失败的。

图 9. 22　 OE111 预测与来自验证数据集的实际温度响应 （模型 2）

图 9. 23　 基于验证数据集的 OE111 残差测试 （模型 2）
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类似的结果为 BJ 模型得到， 如图 9. 24 和图 9. 25 所示， 其中据观察， 一阶 BJ
模型也会失败。

图 9. 24　 BJ11111 预测与来自验证数据集的实际温度响应 （模型 2）

图 9. 25　 基于验证数据集的 BJ11111 残差测试 （模型 2）

接着， 人们对二阶模型的辨识进行了尝试。 不复述细节， 估算 BJ 模型呈现在

下面的传递函数中：

yt =
0. 0648z - 1 - 0. 05901z - 2

1 - 0. 8976z - 1 - 0. 00373z - 2ut +
1 - 0. 9354z - 1 + 0. 05099z - 2

1 - 1. 25z - 1 + 0. 3602z - 2 et

691　 固体氧化物燃料电池的动态建模与预测控制



验证结果为 BJ 模型， 如图 9. 26 和图 9. 27 所示， 其中一个可以看出， 该模型

能够捕捉到完整的动态。 该模型在任何残差测试中都是成功的。 所确定的二阶 BJ
博德图模型与经验传递函数估计的博德图相比， 基于频谱分析的方法， 并且将结果

显示在图 9. 28， 这表明良好的一致性。 所辨识的 BJ 模型的阶跃响应示于图 9. 29。
比较图 9. 29 与图 9. 30 所示的原始步骤的测试可以看到所确定的模型捕捉的整体变

化， 但没能把握住速率逆响应。 这是预期的， 如 1s 用于辨识采样速率太慢， 不足

以捕获 0. 02s 内完成的逆反应。

图 9. 26　 BJ22221 预测与来自验证数据集的实际温度响应 （模型 2）

图 9. 27　 基于验证数据集的 BJ22221 残差测试 （模型 2）
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图 9. 28　 BJ22221 模型博德图和基于频谱分析的经验传递函数估计 （模型 2）

图 9. 29　 BJ22221 模型阶跃响应 （模型 2）

作为比较， 所辨识的 BJ 模型为模型 1 和模型 2 在 3 个不同的操作模式分别总

结于表 9. 6。
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表 9. 6　 3 种不同操作模式的 BJ 模型

　 　 模　 型　 1 模　 型　 2

LL
yt =

- 1. 399z - 1

1 - 0. 8979z - 1 ut

+ 1 - 0. 783z - 1

1 - 0. 9908z - 1 et

yt =
0. 08725z - 1 - 0. 07938z - 2

1 - 0. 8956z - 1 - 0. 001105z - 2 ut

+ 1 + 0. 8493z - 1 + 0. 01498z - 2

1 + 0. 5083z - 1 - 0. 2532z - 2 et

NL
yt =

- 1. 341z - 1

1 - 0. 9014z - 1 ut

+ 1 - 0. 6947z - 1

1 - 0. 8969z - 1 et

yt =
0. 0648z - 1 - 0. 05901z - 2

1 - 0. 8976z - 1 - 0. 00373z - 2 ut

+ 1 - 0. 9354z - 1 + 0. 05099z - 2

1 - 1. 25z - 1 + 0. 3602z - 2 et

HL
yt =

- 1. 305z - 1

1 - 0. 9011z - 1 ut

+ 1 - 0. 7593z - 1

1 - 0. 9676z - 1 et

yt =
0. 04006z - 1 - 0. 03878z - 2

1 - 0. 9571z - 1 - 0. 008635z - 2 ut

+ 1 + 0. 9048z - 1 - 0. 00262z - 2

1 + 0. 5577z - 1 - 0. 3024z - 2 et

9. 2. 6　 非线性系统辨识

非线性系统辨识中也试图为燃料流量和电池的温度 （模型 1） 的过程提供帮

助。 一个多层次的输入序列是专为非线性系统辨识而定的。 输入—输出数据显示在

图 9. 30。

图 9. 30　 非线性系统辨识的输入—输出数据

作为第一步， 开始线性建模。 为了便于说明， 专注于 BJ 模型。 二阶 BJ 模型的

交叉验证的结果如图 9. 31 和图 9. 32 所示。 虽然在残差测试中该模型是成功的， 并
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且百分比也比较高的， 图 9. 31 清楚地显示了预测一些一致的不匹配的反应， 特别

是围绕采样 825 ～ 850 的瞬间。 阶数增加 1 使三阶 BJ 模型可尝试。 交叉验证结果如

图 9. 33 和图 9. 34 所示， 从而可以得到二阶 BJ 模型类似的结论。 因此， 现在看来，
增加模型阶数不会造成系统不匹配。

图 9. 31　 BJ22221 预测与来自验证数据集的实际电压响应 （模型 1）

图 9. 32　 基于验证数据集的 BJ22221 残差测试 （模型 1）
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图 9. 33　 BJ33331 预测与来自验证数据集的实际电压响应 （模型 1）

图 9. 34　 基于验证数据集的 BJ33331 残差测试 （模型 1）

三阶非线性 ARX 模型通过以下函数辨识：
mnlarx331 = nlarx （ zTe， [3 3 1]）

resid （mnlarx331， zTv）
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compare （mnlarx331， zTv）
没有必要去除数据对象 zTe 和 zTv 做非线性系统辨识。 交叉验证的结果示于

图 9. 35 和图 9. 36。 当与线性辨识结果比较时， 可以从图 9. 35 看出， 系统的不匹

配已经由非线性模型中移除。 也可以从图 9. 36 看出， 残差测试中的模型是成功的。

图 9. 35　 NLARX331 预测与来自验证数据集的实际电压响应 （模型 1）

图 9. 36　 基于验证数据集的 NLARX331 残差测试 （模型 1）
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9. 3　 PID 控制

所辨识的模型 1 是用来设计 PID 控制操作闭环过程的。 闭环的结构示于

图 9. 37 中。 该过程的输出被反馈， 并与用于输出的设定点进行比较。 实际的输出

和设定点的误差传送到控制器。 该控制器是一个典型的 PI （比例积分） 控制器。
IMC （内部模型控制） 调整方法用于确定基于所述传递函数的控制器， 整定参数由

系统辨识估计。 干扰也加入到这个过程。 在这种研究中， 过程输出是电池温度。 初

始稳态值约为 1081 K， 设定点再改为 1085 K。

图 9. 37　 闭环控制框图

对于一阶加纯滞后模型：

G（ s） = K
τs + 1e

- τds

IMC 调整方法给出了 PID 控制器参数：

Kc =
τ +

τd

2

K τc +
τd

2
 

 
 

 

 
 

τI = τ +
τd

2

τD =
ττd

2τ + τd

式中， τc 是一个用户定义的闭环时间常数。
基本上没有时间延迟 （1 个采样延迟是由于零阶保持）， 因此调整参数成为

Kc =
τ
Kτc

τI = τ
τD = 0

IMC 调整方法是在连续时间域的一阶加纯滞后传递函数。 然而， 由系统辨识得
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到的差分方程是离散时间形式。 在这种情况下， 由离散时间形式到连续时间形式的

转换是必需的。 对于离散传递函数：

G（ z） = az - 1

1 - bz - 1

在一个连续的时间域其相应的传递函数可以近似为 （假设存在零阶保持）

G（ s） =

a
1 - b

 

 
 

 

 
 

-
τs

ln（b） s + 1

考虑从 OE111 确定的过程模型， 它由下式给出：
yt

ut
= - 1. 296z - 1

1 - 0. 9071z - 1

将其转换为连续时间传递函数得

G（ s） = - 13. 95
102. 56s + 1

根据连续的时间传递函数， 选择所需的闭环时间常数为 2 / 3 的开环时间常数，
即 τc = 68s。 然后， PID 控制被设计成

Kc = - 0. 1081
τI = 102. 56

τD = 0
这是一个 PI 控制器， 因此 PI 控制可以写成

Gc（ s） = - 0. 1081 1 + 1
102. 56s

 

 
 

 

 
 

9. 3. 1　 设定点跟踪

图 9. 38 示出了在额定负载下的闭环响应。 设定点的电池温度的变化为 t =
1000s 时 1081 ～ 1085K。 整个闭环时间常数大约是 60s， 它接近设计的闭环时间常数

规范。 因此， 控制器调整看来是令人满意的， 这间接表明了从系统中辨识该模型与

实际过程的一个良好近似。
图 9. 39 示出了在所有 3 个负载上的闭环响应。 闭环时间的低负荷常数约为

95s， 用于高负荷约为 43s， 而对于额定负载大约是 60s。 人们可以看到， PI 控制器

的设计在额定负载产生闭环时间常数是最接近所设计的 68s 的闭环时间常数。
9. 3. 2　 抗干扰

同时， 进行了抗干扰测试。 首先， 该过程从设置在 1081K 的相同 PI 控制器开

始。 图 9. 40 显示了不同操作负载的温度分布。 作为干扰， 在 1000s 时间内燃料气

温度从 823K 升到了 853K。 正如预期， PI 控制器仿真表明最好的抗干扰性能可在

额定负载时实现。 这并不令人惊讶， 因为这是根据额定负载确定的模型设计出的控

制器。
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图 9. 38　 闭环温度和对在额定负载设置点变化的燃料流量响应

图 9. 39　 闭环温度和对在不同负载设置点变化的燃料流量响应

502第 9 章　 管式 SOFC 的动态建模与控制： 系统辨识方法 　



图 9. 40　 闭环温度和对在不同负载干扰下的燃料流量响应

9. 3. 3　 离散时间过程 IMC
9. 3. 3. 1　 完美的控制

在本节中， 从辨识的离散时间模型直接考虑控制器的合成。 要做到这一点， 需

要回顾离散时间 IMC。
考虑图 9. 41 所示的常规反馈控制系统。
假设设计一个控制器， 给出了一个输入信号：

u = 1
G [ r - v] （9. 1）

输出响应为

y = G 1
G [ r - v]  + v

= [ r - v] + v
= r

图 9. 41　 常规反馈控制
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这是一个完美的控制， 这个完美的控制要求如下：
1） 有过程模型的精确知识；
2） 过程噪声已测量；
3） 过程模型是可逆的。
一般情况下， 不能有过程和噪声动态这样的完美的知识。 此外， 离散时间过

程模型永远不能因为时间完全可逆延迟。 否则， 将有一个非因果项在这样的控制

器传递函数中， 这违反了因果关系 （不是物理可实现的）。 尽管存在这些的问

题， 但已经看到了如何结合现有的工艺知识 （以模型的形式） 到控制器可以提

高性能。
妨碍实现完美控制的一些问题可以归纳如下：
1） 不可测干扰；
2） 时间延迟；
3） 不稳定零点；
4） 植物模型不匹配；
5） 过多的控制动作。
在本节中， 将讨论如何通过引入控制来处理所有这些问题设计框架被称为

IMC。 一旦这 5 个问题都解决了， IMC 控制器的设计也完成了。
9. 3. 3. 2　 基本 IMC
在许多基于模型的控制方法中， 该过程模型被用于从给定的操作变量的值

（u） 预测输出 （y）。 传统的反馈控制器配置可以稍微进行修改以适应过程模型，
Gm 如图 9. 42 所示。

图 9. 42　 基本 IMC

这是完全等同于标准的反馈配置。 大体上相加和相减过程模型的输出， 然后可

以将控制动作分成几个分量的动作， 如图 9. 43 所示。
图 9. 43 所示的结构可进一步简化成基本 IMC 形式， 如图 9. 44 所示， 其中

C =
Gc

1 + GcGm
（9. 2）
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图 9. 43　 分离成几个组件动作的控制作用

图 9. 44　 基本 IMC 组件

上述 IMC 控制等效于传统的反馈控制， 如图 9. 45 所示， 其中

Gc =
C

1 - CGm
（9. 3）

请注意， 在 IMC 中， 而不是反馈的输出 （ y） 之间的差值测量和预测输出

（y - ym） 反馈。 然后考虑当模型精确时， 也就是在 Gm = G 时， 反馈仅仅关于过程

噪声 （v）， 如图 9. 46 所示。
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在图 9. 46 的基础上， 响应可以很容易地计算为

y = GC[ r - v] + v
= GCr + （1 - GC）v

图 9. 45　 常规反馈控制 IMC 等价

图 9. 46　 设计完美控制 IMC 变换

利用这一办法， 在 “完美” 的控制设计中尝试其中一个重要的问题， 即不可

测量的扰动已根据 IMC 框架 “测量” 间接的影响。
现在可以设计一个完美的控制器：

C = 1
Gm

（9. 4）

得到

y = r + 0v = r
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然后将该 IMC 控制器传送回 Gc。 但是， 如果有时的时间延迟了 Gm， 则控制器不是

按规律实现的。 在这种情况下， 可以分解模型为两部分： Gm -
不包含的时间延迟和

Gm +
延迟部分。 例如， 如果一个过程模型可以写成

Gm = z - 2（1 - 0. 5z - 1）
1 - 0. 9z - 1

则有

Gm +
= z - 2

Gm -
= 1 - 0. 5z - 1

1 - 0. 9z - 1

作为一个结果， IMC 控制器可设计成

C = 1
Gm -

= 1 - 0. 9z - 1

1 - 0. 5z - 1

因此， 在一般情况下， 如果该方法具有时间延迟， 则首先需要分解出这样的

延迟：
Gm = z - dGm -

式中， Gm -
不包含任何时间延迟。

然后 IMC 控制器可设计成

C = 1
Gm -

输出响应现在由下式给出：
yt = z - drt + （1 - z - d）vt = rt - d + （vt - vt - d）

它被称为有限拍控制， 这是在时间延迟的存在下可能的最佳控制。
正如前面讨论的那样， 并不是所有的模型动态是可逆的。 模型可以含有非最小

相位零点 （非可逆零点）。 作为控制器， C 必须是稳定和可实现的， 该过程模型将

估算为非可逆和可逆部分的结果：
Gm = Gm +

Gm -
（9. 5）

非可逆的动态和时间延迟相结合， 形成了 Gm +
， 而使所有在 Gm -

可逆动态。
q 个非最小相位零点加上延迟的因式分解由 Garcia 和 Morari （1982） 提出：

Gm +
= z -d∏

q

i = 1

1 - ξiz -1

1 - 1
ξi
z -1

×
1 - 1

ξi
1 - ξi

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

式中， ξi 为位于单位圆在 z 以外的非最小相位零点。
这等同于用它们在单位圆内的映像来替换所有的非最小相位零点。
然后， 控制器被定义为

C = 1
Gm -
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最后， 为了保证统一的闭环增益， 稳态控制增益必须是稳态模型增益的倒数，
因此需要检查：

C（1） = 1
Gm（1）

综上所述， 基本 IMC 设计包括以下内容：
1） 模型为可逆和不可逆部分；
2） 定义控制器作为模型的一部分可逆的逆；
3） 检查稳态控制增益。
9. 3. 3. 3　 抗振铃基本 IMC
每当一个控制器有一个极点接近值 - 1， 控制器振铃可发生。 例如， 考虑一个

控制器传递函数为

ut =
1

1 + 0. 9z - 1 et

有一个极点 - 0. 9 接近 1。 假设 et 只是一个脉冲， 即 et = δt， 则 yt 的响应可用

长除法计算

ut

δt
= 1
1 + 0. 9z - 1 = 1 - 0. 9z - 1 + 0. 81z - 2 - 0. 729z - 3 +… +

即

u0 = 1
u1 = - 0. 9
u2 = 0. 81
u3 = - 0. 729
⋮

 

 

 

 
 
  

 
 
 

请注意， 该控制器的输出在每个采样间隔改变它的轨迹。 这类控制器输出被视

为控制振铃， 控制器振铃会严重磨损出阀门， 应当在设计阶段避免。
这是必要的， 以避免在设计中考虑到 IMC 控制器铃声控制器。 解决的办法很

简单： 不反转是接近 - 1 的过程零。 例如， 考虑一个过程传递函数为

Gm = z + 0. 9
z2 - 0. 8z

这个传递函数可以写成

Gm = z - 1（1 + 0. 9z - 1）
1 - 0. 8z - 1

有一个时间延迟， 但没有不可逆的零点。 然而， 传递的零功能， - 0. 9， 接

近 - 1， 不应该被反转。 因此， 不得不将时间延迟， 连同 “振铃” 因子 （1 +
0. 9z - 1） 相结合， 形成不可逆的该过程传递函数 （GM +

） 的一部分， 也就是

Gm +
= z - 1（1 + 0. 9z - 1） 1

1 + 0. 9
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因此

Gm -
= Gm / Gm +

= 1. 9
1 - 0. 8z - 1

并且 （抗振铃） 基本 IMC 控制器为

C = 1 / Gm -
= 1 - 0. 8z - 1

1. 9
检查是否

lim
Z - 1→1

CGm = 1

值得重申的是， 非可逆零的因式分解与零点之间的不同， 这一值是接近 - 1
的。 为了说明这一点， 考虑一个例子：

Gm = z - 1（1 - 1. 25z - 1）（1 + 0. 9z - 1）
1 - 0. 9z - 1

这其中有一个时间延迟， 一个非可逆零是接近 - 1 的。 Gm +
应该是

Gm +
= z - 1（1 + 0. 9z - 1） 1

（1 + 0. 9） × （1 - 0. 25z - 1）
（1 - （1 / 1. 25） z - 1）

× （1 - 1 / 1. 25）
（1 - 1. 25）

因此， 可以计算出过程传递函数的可逆部分， 然后设计的基本 IMC 控制器是

稳定的、 物理可实现的和不振铃的。
9. 3. 3. 4　 强大的 IMC 设计

IMC 的主要优点是反馈信号中包含明确的关于植物模型不匹配的信息， 这使

IMC 直接解决 “鲁棒性” 问题。
已经看到， 在一些模型反演控制器 （例如无差拍）， 所需要的控制作用可以是积

极的。 此外， 使用基本 IMC 设计的产品， 植物模型不匹配可能会导致控制器的不稳

定。 Garcia 和 Morari （1982， 1985） 建议在控制回路中引入过滤器， 如图 9. 47 所示。

图 9. 47　 IMC 滤波器
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设定点滤波器 FS 是选择提供一个参考轨， 这与工艺操作的目标一致。 它经常

被选择为

1） FS = 1 （使设定点通过）

2） FS = 1 - λ
1 - λz - 1 （低通过过滤设定点）

这是增益 = 1 的一阶传递函数。 λ（0 < λ < 1）可以从采样时间和时间常数定义

如下：
λ = exp（ - TS / τ）

式中， TS 是采样时间； τ 是滤波器的时间常数。
Morari 和 Zafiriou （1989） 详细讨论了 “鲁棒性” 过滤器 FR 的设计。 然而， 在

一般情况下， 对于具有至多一个积分项 （即至多有一个极点位于 z = 1） 的过程中，
推荐的形式是低通滤波器：

FR = 1 - α
1 - αz - 1 　 0 < α < 1

被选择的滤波器常数 α 以确保闭环系统在稳定预期范围植物模型不匹配。 注

意， 当 α 趋近于零时， 信号被反馈不用过滤； 而当 α 趋近于 1 时， 很少有反馈。 然

后， 滤波器的设计是性能和鲁棒性之间的折衷。
在简单的情况下， G = Gm， 过滤的 IMC 控制可被简化， 如图 9. 48 所示。

图 9. 48　 简化 IMC 滤波器

闭环过程响应可表示为

y = FSCGmr + （1 - FRCGm）v
当且仅当传输函数 Gm、 C、 FS 和 FR 稳定时， 该闭环系统是稳定的。
闭环动态可以通过调整设置点滤波器和 “鲁棒性” 滤波器进行调谐。 事实上，

这两个过滤器发挥在这种情况下相同的作用， 这是为了减小的响应速度和控制动作

的幅度。
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例如， 闭环响应于设定点的改变取决于设定点过滤器。 如果希望闭环响应为 τ
的时间常数， 则该设定点滤波器可以通过如下计算：

FS = 1 - λ
1 - λz - 1

式中 λ = exp（ - TS / τ）
一般来说， 较大的 λ， 则较慢的响应， 同时， 较小的控制动作。
在大多数应用中， “鲁棒性” 滤波器被选择为相同的设定点滤波器。 对于这种

情况下的框图变得进一步简化， 如图 9. 49 所示。

图 9. 49　 进一步简化 IMC 滤波器

那么这个新的 C′被定义为一个鲁棒 IMC 控制器。 它可以被传递到传统的反馈

控制的关系中：

Gc =
C′

1 - C′Gm

9. 3. 4　 多环控制 SOFC 离散时间 IMC 应用

在本节中， 设计了多回路的离散时间 SOFC 模型验证前面的章节。 考虑表 9. 6
（中排） 所示的标识额定负载 BJ 模型。 与燃料流量相关的电池温度的模型由下式

给出：
yt

ut
= Gp1（ z - 1） = - 1. 341z - 1

1 - 0. 9014z - 1

与燃料流量的压力相关的电压模型由下式给出：
yt

ut
= Gp2（ z - 1） = 0. 0648z - 1 - 0. 05901z - 2

1 - 0. 8976z - 1 - 0. 00373z - 2

这两种模式的无延迟部分可以写成

Gp1 - （ z - 1） = - 1. 341
1 - 0. 9014z - 1

Gp2 - （ z - 1） = 0. 0648 - 0. 05901z - 1

1 - 0. 8976z - 1 - 0. 00373z - 2

再考虑到所需的闭环时间常数 τc = 68s。 与采样时间 Ts = 10s， “鲁棒性” 过滤

器对于 IMC 可设计成
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FR = 1 - α
1 - αz - 1

其中， 基于期望闭环时间常数和采样时间， 滤波器参数 α 可以被确定为

α = exp（ - Ts / τc） = exp（ - 10 / 68） = 0. 8623

从而得到

FR = 0. 1368
1 - 0. 8623z - 1

离散时间 IMC 因此可以被确定为

C′1 = FR
1

Gp1 - （ z - 1）
= - 0. 1020 + 0. 0919z - 1

1 - 0. 8623z - 1

C′2 = FR
1

Gp2 - （ z - 1）
= 0. 1368 - 0. 1228z - 1 - 0. 00051z - 2

0. 0648 - 0. 1149z - 1 + 0. 05088z - 2

最后， 将离散时间 IMC 表示为传统的反馈控制可以确定

Gc =
C′

1 - C′Gp

例如， 对于模型 1 传统的反馈控制：

Gc1（ z - 1） = - 0. 102 + 0. 1838z - 1 - 0. 08284z - 2

1 - 1. 9013z - 1 + 0. 9013z - 2

为了测试控制性能， 首先， 这两个 IMC 要单独实施。 对于一对燃料流率输入

和温度输出， 初始标称设定点 1081K 被设置为启动程序。 同时在 t = 1000s 时， 设

置点由 1081K 变为 1083K。 图 9. 50 所示为 3 个不同的负载闭合响应， 这与之前较

早的研究连续时间型 PI 控制性能非常相似。 对于一对燃料流量压力的输入输出电

压， 0. 83V 的初始标称设置点设置为程序启动， 并在 t = 500s， 设定点从 0. 83 变化

到 0. 84， 图 9. 51 所示是额定负载闭环响应。 其中所述设定点被正确跟踪， 闭环稳

定时间也满足所需 τc≈68s。 尽管事实是基于不完善模型所设计的控制器， 所辨别

的模型不能捕获快速初始逆响应如图 9. 3 所示， 然而却满足设计规范。 然而， 不受

控制的初始逆响应行为仍存在于闭环响应， 如图 9. 51 所示。 放大的视图显示在

图 9. 52中， 其中， 可以清楚地看到逆反应。
最后， 这两个 IMC 同时实现测试多回路闭环反应。 对电池电压的设定点变成

在 t = 1100s 0. 83 ～ 0. 84V， 而对于电池温度的设定点变成在 t = 800s 1081 ～ 1083K。
多回路闭环响应示于图 9. 53 中， 其中图 9. 53a 和 c 示出了电池的电压响应及其相

应的控制器响应 （燃料流压力）， 而图 9. 53b 和 d 示出了电池的温度响应及其相应

的控制器响应 （燃料流率）。 由于相互作用， 电池电压的峰值与混乱度可以清楚地

看出在 t = 800s 时存在于电池温度的设定点的变化。
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图 9. 50　 闭环温度和对不同负荷设置点变化的燃料流量响应 （离散 IMC 控制）

图 9. 51　 闭环电压和对设定点变化的燃料流量压力响应 （离散 IMC 控制）

类似地， 在 t = 1100s 时， 电池温度也扰乱了电池电压在设定点的变化。 总的

来说， 多回路闭环响应是令人满意的。 这是由于可能在双方控制量小的设定点的改

变， 使得该过程可以用线性模型来近似。
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图 9. 52　 闭环电压的放大视图和对设定点变化的燃料流量压力响应 （离散 IMC 控制）

图 9. 53　 设定点变化的闭环响应 （离散多环 IMC 控制）
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9. 4　 闭环辨识

在本节中， 当离散时间温度循环 IMC 很到位， 以及模型 2 的闭环辨识当离散

时间电压回路 IMC 到位时， 考虑模型 1 的闭环辨识。 由于两个 IMC 控制器产量大

致相同的所需的闭环时间常数， 约为 68s， 输入信号的带宽可被设计成

上限 = 2 × 10s
60s × π =0. 1061

首先考虑离散时间 IMC 温度循环。 设计的输入和输出数据对应的外部激励如

图 9. 54 所示。 与燃料流量相关的电池温度的 BJ11111 模型是通过直接闭环辨识方

法辨别的。 预测和验证数据集的实际响应示于图 9. 55 中。 残差的测试显示在

图 9. 56中， 从中可以看出， 所辨别的模型中的自相关检测失败。 即使适合对验证

数据集的百分比是 86. 54% ， 如图 9. 55 所示， 但这种模式可能仍然是值得商榷的，
因为它没有通过残差检验。 进一步调查是必要的。

图 9. 54　 闭环辨识的温度响应数据

BJ11111 在过程和扰动上具有一阶模型结构。 既然它未能通过自相关测试， 下

一步将是将干扰模型的阶数增加 1， 使 BJ12211 模型成为下一个候选。 从燃料流量

的 BJ 模型到电池温度是通过直接闭环辨识的：

yt =
- 1. 492z - 1

1 - 0. 8926z - 1ut +
1 + 0. 6638z - 1 + 0. 07625z - 2

1 - 1. 594z - 1 + 0. 63z - 2 et
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图 9. 55　 BJ11111 预测与对验证数据集的闭环温度响应

图 9. 56　 基于闭环验证数据集的 BJ11111 残差测试

该过程模型部分有相似的表 9. 6 对应 （NL 行与模型 1 列）。 预测的响应和对验

证数据集的实际响应示于图 9. 57 中。 图 9. 58 显示了这个模型残差测试成功。
现在考虑离散时间 IMC 电压回路。 输入和输出数据设计的外部激励示于

图 9. 59中。 从 BJ11111 模型的燃料流量到电池电压通过直接闭环辨识标识。 该残
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差测试都显示在图 9. 60 中， 可以得出结论， 该模型中的互相关测试失败。

图 9. 57　 BJ12211 预测与验证数据集闭环温度响应

图 9. 58　 基于闭环验证数据集的 BJ12211 残差测试

现在， 过程和干扰模型均增加一阶， 使 BJ22221 模型成为下一个候选。 从燃料

流的压力到电池电压， BJ 模型被辨识为
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yt =
0. 08544z - 1 - 0. 07905z - 2

1 - 0. 8784z - 1 - 0. 03649z - 2ut +
1 + 0. 8246z - 1 - 0. 03466z - 2

1 + 0. 3451z - 1 - 0. 4343z - 2

预测并获得在验证数据集的实际响应如图 9. 61 所示。 图 9. 62 显示了这个模型

残差测试成功。 该过程模型部分有相似的表 9. 6 对应 （NL 行和模型 2 列）。

图 9. 59　 闭环辨识电压响应数据

图 9. 60　 闭环验证数据集 BJ11111 残差测试
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图 9. 61　 BJ22221 预测与对验证数据集的闭环电压响应

图 9. 62　 闭环验证数据集 BJ22221 残差测试
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9. 5　 注解和参考文献

系统辨识理论在第 3 章和第 4 章中已有介绍。 本章详细示出了 SOFC 建模辨识

的应用。 输入选择、 输入信号设计和初步的步测试， 均基于内部技术报告 （Wang
和 Huang， 2011）。 对于离散时间过程内模控制的理论部分是基于阿尔伯塔大学任

教时的讲义， “中间过程控制” （Huang 和 Forbes， 1997- 2008）。
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第 3 部分　 板式 SOFC

第 10 章　 板式 SOFC 动态建模： 第一性原理方法

10. 1　 简介

在第 7 章已经介绍了 SOFC 的第一性原理建模。 管式 SOFC 以超越其他电池的

优势而闻名， 板式由于高温应用下优异的结构完整性而闻名。 然而， 同时， 它的几

何结构在堆叠设计方面提出了挑战， 因为相比板式设计， 它固有高电阻。 在另一个

方面， SOFC 电池板很容易构造， 而且越来越容易吸引商业关注。
在本章， 板式 SOFC 的动态模型， 是在第一性原理建模技术的基础上发展起来

的。 由于模型的复杂性取决于其预定用途， 它的范围可以从代数方程组呈现出的简

单的线性稳态模型到偏微分方程呈现出的复杂的 3D 动态模型。 虽然第一种类型的

模型相对于不同的设计之间的性能比较来说可用于模拟稳态响应， 但它不能被用于

模拟的瞬态响应， 或设计一个控制器。 另一方面， 后一种类型， 可用于模拟在空间

方向上的瞬态响应， 从而可以在任何给定的时间提供深入洞察电池的内部的工艺条

件。 然而， 开发和维护一个复杂的模型需要大量的时间和劳动。 基于这种复杂的模

型的控制器设计是很复杂的， 因此， 在多数情况下， 这个模型被减少到一个简单的

低阶动态模型。 由于主要目标是开发一个动态模型， 这个模型可以相对容易地设计

一个基于模型的控制器， 还应该包括以下特点：
1） 该模型应该包括一组线性或非线性常微分方程， 它可以预测燃料电池的瞬

态行为；
2） 该模型在基于模型的控制器的设计上应该足够简单， 如一个线性或非线性

模型预测控制器；
3） 它应该能够预测所有重要的工艺条件， 包括终端电压、 压力和温度；
4） 模型对于广泛运营区域应该是有效的， 这是建立第一性原理模型的主要驱

动因素。
在这些建模目标的基础上， 下面的部分将要列出两种类型。 首先， 一个简单的

模型是由假设电池整体温度分布均匀 （包括固相和气相） 推导出来的。 这个模型

将被命名为 “集中模式”。 虽然这种假设在较小的电流， 负载电极、 互连器和未反



应的气体的温度不会有太大差别的情况下是相当有效的， 在大电流负载下是没有任

何差别的。 因此， 第二个名为 “细节模型” 的模型是通过假设不同组件间不同温

度分布开发出来的， 这些组件分别为电极、 互连器、 燃料和空气通道。 需要注意的

是， 用于这项工作的长期细节模型被创造了， 由于其相对于集总模型来说具有更详

细的结构。 然而， 简化地假设， 本章介绍的两种模型没有第 7 章介绍的管式 SOFC
详细。 本章介绍的模型将要用来和 Padullés 等人研究的单一物质模型比较 （2000）。

10. 2　 几何学

不同种类的平板型 SOFC 是基于形状、 流量设定或歧管结构进行设计的。 在大

多数情况下， SOFC 被构建成矩形形状， 气流方向有并流、 逆流或横向流。 电池阵

列可以被串联、 并联或基于要求的两种组合下连接。 除了结构， 燃料电池也可以根

据阳极和阴极的气流来分类， 即并流或逆流。 在结构支撑的基础上， 燃料电池主要

可分为阳极、 阴极或电解质支撑组装。 歧管， 在另一方面， 可以是内部或外部的。
一个典型的 SOFC 的安装范围可以从几千瓦的便携式电子产品到几兆瓦的大型公用

事业规模的电站。 Fuel Cell Hand book （燃料电池手册） （2004） 提供了一个 SOFC
系统的世界范围制造商列表。

如前面所述， 板式燃料电池的主要组成部分包括阳极、 阴极和电解质。 电解质

被夹在阳极和阴极之间， 作为反应物之间的直接接触， 防止直接气化反应的一个障

碍。 反应的燃料和空气在电极的两侧流动。 几个这样的单个电池被堆叠在一起， 通

过互连器串联连接完成电路。 更简单的设计和短路电流路径产生的结果将导致减少

对电流流动的阻碍。 这样的一个安排如图 10. 1 所示。

图 10. 1　 横向流式布置的板式 SOFC 堆栈的一个燃料电池单元视图

10. 3　 堆栈电压

在一个氢操作的燃料电池中， 氢在阳极表面释放电子， 这些电子穿过外电路，
并与氧结合而产生氧离子。 氧离子通过电解质到达阳极表面， 在那里与氢离子结
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合， 形成水。 该反应可概括如下：
阳极： H2 + O2 - →H2O +2e - （10. 1）

阴极： 1
2 O2 + 2e - →O2 - （10. 2）

电极的电位差 E 使得反应发生， 通过电路的离子流 Nernst 方程可以表示为

E = Eo +
RTe

2F ln
pH2

p0. 5
O2

pH2O
（10. 3）

式中， Eo 是标准电池电动势； pH2
、 pO2

和 pH2O分别为氢、 氧和蒸汽的分压； Te 是电

极在发生反应处的温度； R 和 F 分别是通用气体常数和法拉第常数。
继上述的法则， 并考虑电阻、 活化和浓度损失， N0 串联堆叠的燃料电池堆栈

电压可表示为

Vs = V0 - ηohm - ηact - ηcon （10. 4）
开路电压 V0 为

V0 = N0E = N0 E0 +
RTe

2F ln
pH2

p0. 5
O2

pH2O

 

 
 
 

 

 
 
 （10. 5）

在这里， 标准电池电动势 Eo 展示了电池温度的线性关系， 可以从 Fuel Cell
Hand book （2004） 的表 2-3 中的实验数据中近似得出

Eo = 1. 2586 - 0. 000252Te （10. 6）
由于通过电池材料的不同组成部分的离子流的电阻产生欧姆极化， 损失可以表

示为

ηohm = r（Te） I （10. 7）
电池电阻， r（Te） 是电池电极温度的函数， 可以用 Steinhart- Hart 二阶方程

表示：

r（Te） = r0exp α 1
Te

- 1
T0

 

 
 

 

 
   （10. 8）

式中， r0 是在 T0 温度 （K） 时的内阻 （Ω）； α 是常数。
由下式可以计算出活化和浓差极化 （Braun， 2002； Larminie 和 Dicks， 2003；

Sedghisigarchi 和 Feliachi， 2004）：
ηact = a + blogI （10. 9）

ηcon =
RTe

2F ln 1 - I
IL

 

 
 

 

 
 （10. 10）

式中， a 和 b 是 Tafel 常数及 Tafel 斜率； 相应的， IL 是极限电流。
使用上述模型， 如果部分压力和电极温度是已知的， 那么给定一个电流负载，

就可以计算燃料电池的输出电压。 指定 pH2
、 pO2

、 pH2O和 Te 为 x1、 x2、 x3 和 x4， 堆

栈电压 Vs 为 y， 该模型可以由下面的非线性代数方程表示：

　 y = Vs = N0 1. 2586 - 0. 000252x4 +
Rx4

2F ln
x1x0. 5

2

x3
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- r0exp α 1
x4

- 1
T0

 

 
 

 

 
   ud - [a + blogud] -

Rx4

2F ln 1 -
ud

IL
  （10. 11）

因此， 堆栈电压的模型是 y = f（x，ud）， 电流负载 I 是干扰变量由 ud 表示， 其

他参数是恒定的。 以下各节提供了一个通过电池建模预测操作工艺条件 xi 的详细

内容。

10. 4　 质量守恒

下面是 Padulles 等人 （2000） 的方法， 质量平衡方程在本部分描述。
燃料电池堆栈周围氢的组分平衡可以表示为

dpH2

dt =
RTe

Van
（ n·in

H2
- n·out

H2
- n·r

H2
） （10. 12）

式中， Van是阳极室的体积 （m3）； n·in
H2
、 n·out

H2
和 n·r

H2
分别是入口、 出口和 H2 的反应

摩尔流率 （mol s - 1）。
通过假定气体流路内的压力恒定， 内部和外部的压力比足够大， 以至于孔淤塞

了， 反应和出口氢气的流量可以表示为

n·r
H2

= 2KrI （10. 13）

n·out
H2

= KH2
pH2

（10. 14）

式中， Kr =
N0

4F； I 是堆叠电流 （A）； N0 是串联在堆栈里面的电池数； KH2
是氢原子

的阀摩尔常数。

定义 τH2
=

Van

KH2
RTe

， 式 （10. 12） 可以写成

d
dt pH2

= 1
τH2

KH2

（ n·in
H2

- KH2
pH2

- 2KrI） （10. 15）

式中， KH2
是常数； τH2

仅是电池温度的函数， 可以表示成 τH2
=
τ0

H2
T0

Te
， 其中 τ0

H2
=

τH2 Te = T0。
因此， 式 （10. 15） 可以写为

dpH2

dt =
Te

KH2
τ0

H2
T0（ n

·in
H2

- KH2
pH2

- 2KrI） （10. 16）

类似的， 燃料电池组分 O2 和 H2O 的质量平衡， 导致了下面的一组方程：
dpO2

dt =
Te

KO2
τ0

O2
T0（ n

·in
O2

- KO2
pO2

- KrI） （10. 17）

dpH2O

dt =
Te

KH2Oτ
0
H2OT

0（ n
·in

H2O - KH2OpH2O + 2KrI） （10. 18）
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同样， 根据相同的状态空间模型表示法， 上述方程可以概括为

x·1 =
x4

KH2
τ0

H2
T0（u1 - KH2

x1 - 2Krud） （10. 19）

x·2 =
x4

KO2
τ0

O2
T0（u2 - KO2

x2 - Krud） （10. 20）

x·3 =
x4

KH2Oτ
0
H2OT

0（u3 - KH2Ox3 + 2Krud） （10. 21）

其中反应物的流速n·in
H2
、 n·in

O2
和 n·in

H2O， 在设计一个控制器时， 可以根据可用性，
指定为输入变量。

10. 5　 能量守恒

如前面提到的， 集中和详细模型的主要区别是温度动态模型已经开发的方式。
燃料电池不同组件的温度分布在详细模型中被假定为不同的， 不同组件表现出的能

量平衡在图 10. 2 中表示出来。 然而， 在集中模型中， 假定整个燃料电池堆栈的温

度是均匀分布的， 因此， 围绕整个电池堆栈， 可以计算一个整体能量平衡表。

图 10. 2　 集中和详细模型的能量平衡边界层

除了温度分布以外， 以下常见的假设是针对集中和详细模型的：
1） 理想气体定律适用于两种反应物和排放物；
2） 反应物和流出物的气体的热容量可以忽略不计；
3） 散失到周围环境的热量可以忽略不计。

10. 5. 1　 集中模型

在集中堆叠模型中， 假定不存在燃料电池内部的温度变化， 这意味着燃料电池
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用电极、 互连器和通道内气体的所有组件， 在任何情况下， 具有相同的温度。 电池

温度的动态模型和电极温度是相同的 Te， 可以通过假设围绕整个燃料电池堆栈进

行能量平衡的计算得到：

me Cp =
dTe

dt =∑n·in
i ∫ T in

TrefCp，i（T）dT -∑n·out
i ∫ T e

TrefCp，i（T）dT

- n·r
H2
Δ H^ o

r - VsI （10. 22）
式中， me 和Cp 是燃料电池材料除气体外， 即电极和互连器的质量和平均比热；

Cp，i是第 i 个燃料或系统中气体的比热； Δ H^ o
r 是反应的比热容； Vs 是堆叠电压。

考虑工作温度范围内的气体比热容是恒定的， 上述等式可以简化为

me Cp
dTe

dt =∑n·in
i C in

p，i（Tin - Tref） -∑n·out
i Cout

p，i（Te - Tref） - 2KrIΔ H^ o
r - VsI

（10. 23）
考虑到状态变量， 式 （10. 23） 可以写成

x·4 = 1
me Cp

∑n·in
i Cin

p，i（Tin -Tref） -∑n·out
i Cout

p，i（x4 -Tref） -2KrΔ H^ o
r ud - f（xi，ud）ud  

（10. 24）
根据不同燃料电池系统的设计， 作为一种可能的操作变量和控制器配置的可用

性变量， 式 （10. 24） 中反应物的入口温度 Tin是可操作的或可干扰变量。
10. 5. 2　 详细模型

因为它会在后面部分显示， 在更高的电流负载的集中模型中， 燃料电池中温度

分布均匀的假设是不合理的。 因此， 本节将介绍一个更详细的模型， 假设不同的电

池组件有不同的温度分布， 因此， 相对于 “集中” 模型来说是 “详细的”。 主要假

设使它区别于集中模型的是：
1） 电极、 互连器、 燃料和空气侧的气体之间的温度不同；
2） 燃料电池内部通道的气体处于理想混合的状态， 使得燃料和空气的出口温

度与燃料和空气管道的温度相同；
3） 在轴向方向没有温度变化。
基于这些假设， 电极、 互连器、 燃料气体通道里质量和流量平衡， 燃料电池中

的空气通道在图 10. 2 中描绘。 在这个模型中， 只有温度分布被假定为是不同的。
电池周围的各种平衡和在 10. 4 节描述的一样， 电池电压的计算也和 10. 3 节一样。

10. 5. 2. 1　 电极周围的能量平衡

电极控制体积由阳极、 电解质和阴极组成。 尽管电化学反应发生在电解质表面

附近的阳极和阴极， 因此， 在表面区域的垂直方向有温度的变化， 由于电极厚度非

常小， 温度可以假定是恒定的。 沿流动方向的温度变化也假定为恒定的， 因此， 电

极温度 Te 的动态变化， 可以表示成扩散、 对流、 辐射和反应传热的函数：
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ρeAcΔwe Cpe
dTe

dt = （Qin
dF - Qout

dF ） + （Qin
dA - Qout

dA）

- （QhFe + QrF + QhAe + QrA） - Qr -W
·

（10. 25）
式中， Ac、 Δwe、 ρe 和Cpe 分别为电化学表面积、 厚度、 密度和电极材料的平均

比热。
式 （10. 25） 燃料侧扩散热可以表示为

Qin
dF = n·r

H2∫
TF

Tref
Cp，H2

（T）dT = 2KrICp，H2
（TF - Tref） （10. 26）

Qout
dF = n·r

H2O∫
TF

Tref
Cp，H2O（T）dT = 2KrICp，H2O（TF - Tref） （10. 27）

式中， n·r
H2

= n·r
H2O = 2KrI； TF 是耗尽燃料的出口温度。

式 （10. 25） 中， 电极内、 外部的空气侧传热可以表述为

Qin
dA = n·r

O2∫
TA

Tref
Cp，O2

（T）dT = KrICp，O2
（TA - Tref） （10. 28）

Qout
dA = 0 （10. 29）

式中， n·r
O2

= KrI； TA 是耗尽空气的出口温度。
式 （10. 25） 中， 电极和燃料 /空气气体之间的对流热转移可以写成

QhFe = hFeAc（Te - TF） （10. 30）
QhAe = hAeAc（Te - TA） （10. 31）

燃料侧和空气侧的传热系数 hFe和 hAe也是 TF 和 TA 的函数， 通过每个实例经验

性评估。
燃料侧电极和互连器之间的辐射传热方面， 式 （10. 25） 中空气侧可以表示为

QrF =
σAc（T 4

e - T 4
i ）

1 / ϵa + 1 / ϵi - 1 （10. 32）

QrA =
σAc（T 4

e - T 4
i ）

1 / ϵc + 1 / ϵi - 1 （10. 33）

式中， σ = 5. 6704 × 10 - 8 Wm - 2 K - 4， 是玻尔兹曼常数； Ti 是互连器的温度 （K）；
ϵa、 ϵc 和 ϵi 是阳极、 阴极和互连器的材料的发射率常数。

在这种情况下， 辐射的几何因子假定为 1。
最后， 产生的热量和燃料电池所产生的电力可以表示为

Qr = - n·r
H2
Δ Ĥo

r = - 2KrIΔ Ĥo
r （10. 34）

W
·

= VsI
考虑到状态空间变量， 模型可以表示为

x·4 = 1
ρeAcΔwe Cpe

2Kr（Cp，H2
- Cp，H2O）（x6 - Tref）ud + KrCp，O2

 

（x7 - Tref）ud - Ac（hFe（x4 - x6） + hAe（x4 - x7））
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- σAc
1

1 / ϵa + 1 / ϵi - 1 + 1
1 / ϵc + 1 / ϵi - 1

 

 
 

 

 
 

（x4
4 - x4

5） + 2KrΔ Ĥo
r ud - f（xi，ud）ud  （10. 35）

这里电极温度 Te、 互连器温度 Ti、 燃料出口温度 TF、 空气出口温度 TA 分别记

做 x4、 x5、 x6 和 x7。
10. 5. 2. 2　 互连器的能量平衡

互连器的动态温度 Ti 可以表示为以下等式：

ρiAiΔw i Cpi
dTi

dt = QhFi + QrF + QhAi + QrA （10. 36）

式中， ρi、 Ai、 Δw i、 Cpi和 Ti 分别为互连器材料的密度、 面积、 厚度、 比热容和

温度。
互连器和燃料 /空气之间的对流热转移表示如下：

QhFi = hFiAi（TF - Ti） （10. 37）
QhAi = hAiAi（TA - Ti） （10. 38）

式中， hFi和 hAi分别为毗邻互连器表面的燃料侧和空气侧的对流传热系数， 这是在

每个实例经验中估计出来的。
式 （10. 36） 中辐射传热方面表示在式 （10. 32） 和式 （10. 33） 中。 对于板式

SOFC， 区域 Ai 可以近似为电化学表面积 Ac。
考虑到状态变量， 模型可以表示为

x·5 = 1
ρiAiΔw i Cpi

hFiAi（x6 - x5） + hAiAi（x7 - x5） + σAc 

1
1 / ϵa + 1 / ϵi - 1 + 1

1 / ϵc + 1 / ϵi - 1
 

 
 

 

 
 （x4

4 - x4
5）  （10. 39）

10. 5. 2. 3　 燃料侧的能量平衡

出口燃油温度的动态模型， TF 可以表示为

∑
piVchannelCout

pi

RTF

dTF

dt = （Qin
F - Qout

F ） + （Qout
dF - Qin

dF） + （QhFe - QhFi） （10. 40）

燃料电池的吸热 Qin
F 和放热 Qout

F 可以表示为

Qin
F = ∑ n·in

i ∫T
in
F

Tref
CP，i（T）dT = ∑ n·in

i CP，i（Tin
F - Tref） （10. 41）

Qout
F = ∑ n·out

i ∫TF
Tref
CP，i（T）dT = ∑ n·out

i CP，i（TF - Tref） （10. 42）

式中， Tin
F 是进入 SOFC 的燃料的温度。

式 （10. 40） 中扩散和对流的传热 Qin
dF、 Qout

dF 、 QhFe和 QhFi分别在式 （10. 26）、
式 （10. 27）、 式 （10. 30） 和式 （10. 37） 中表示。
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考虑到状态变量， 这个模型可以概括为

x·6 = 1

∑
piVchannelCout

pi

Rx6

∑n·in
i CP，i（T in

F - Tref）ui -∑n·out
i CP，i（x6 - Tref） - 

2Kr（Cp，H2
- Cp，H2O）（x6 - Tref）ud + hFeAc（x4 - x6） - hFiAi（x6 - x5）  

（10. 43）
类似于集总模型， 根据在燃料电池系统的配置和控制器的设计， 燃料入口温度

TF 可能被设计为可调节或干扰的变量。
10. 5. 2. 4　 空气侧周围的能量平衡

空气出口温度 TA 的动态模型可以表示为

　 　 ∑
piVchannelCout

pi

RTA

dTA

dt = （Qin
A - Qout

A ） + （Qout
dA - Qin

dA） + （QhAe - QhAi） （10. 44）

式中， Qin
A 和 Qout

A 分别为通过空气流的燃料电池的流入和流出的热量， 它们可以表

示为

Qin
A = ∑ n·in

i ∫T
in
A

Tref
CP，i（T）dT = ∑ n·in

i CP，i（T in
A - Tref） （10. 45）

Qout
A = ∑ n·out

i ∫TA
Tref
CP，i（T）dT = ∑ n·out

i CP，i（TA - Tref） （10. 46）

式 （10. 44） 中的扩散和对流的传热 Qin
dA、 Qout

dA、 QhAe和 QhAi分别在式 （10. 28）、
式 （10. 29）、 式 （10. 31） 和式 （10. 38） 中表示。

考虑到状态变量， 模型可以写成

x·7 = 1

∑
piVchannelCout

pi

Rx7

∑n·in
i CP，i（T in

A - Tref）ui -∑n·out
i CP，i（x7 - Tref） - KrCp，O2

 

（x7 - Tref）ud + hAeAc（x4 - x7） - hAiAi（x7 - x5）  （10. 47）

类似于燃料入口温度， 空气入口温度 T in
A 是一个可以调节的或是干扰的变量。

10. 6　 仿真

在上一节衍生出来的模型已经被列作一组非线性常微分方程， 这种模式适合于

仿真燃料电池在不同的操作条件下的行为。 然而， 这个模型参数需要从实验和 /或
文献数据仿真和控制器的设计中得出。 这些数据大部分都摘录自 Braun （2002）、
Padullés 等人 （2000）、 Perry （1997）、 Sedghisigarchi 和 Feliachi （2004） 以及 Fuel
Cell Hand book （2004）。 有些模型参数不可用， 但已在合理的范围内得出。 表 10. 1
包含了由串联的 384 个电池堆栈而成的板式 SOFC 的参数。 这些模型现在可以用来

仿真不同操作条件下的稳态和动态行为。
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表 10. 1　 模型参数

参　 　 数 值 单　 　 位

电池数量， N0 384

电池面积， Ac 100 cm2

KH2 8. 43 × 10 - 4 kmol atm. s - 1

KH2O 2. 81 × 10 - 4 kmol atm. s - 1

KO2 2. 52 × 10 - 3 kmol atm. s - 1

τ∗
H2 26. 1 s

τ∗
H2O 78. 3 s

τ∗
O2 2. 91 s

T∗ 1000 ℃

电阻常量， r0 0. 126 Ω

电阻梯度， α - 2870

电极厚度， he 0. 25 mm

互连器厚度， hi 1. 5 mm

电极密度， ρe 6. 6 g cm - 3

互连器密度， ρi 6. 11 g cm - 3

比热， Cpe、 Cpi、 Cps 0. 4 J g. K - 1

反应热， Δ Ĥ°r - 0. 2418 × 109 J kmol - 1

辐射率， ϵa、 ϵc、 ϵi 0. 9

10. 6. 1　 稳态响应

和文献相比， 燃料电池的稳态响应被用来模拟细节和集中模型。 该模型被用于

产生功率、 电压以及当保持燃料、 空气的速度和温度保持恒定条件下的响应电流负

载的电池温度。 在这个模拟中， 只有欧姆损耗被视为与单一物质模型的结果相比较

（Padullés 等人， 2000）。
图 10. 3a、 b 显示了详细、 集中和单一物质模型下的板式 SOFC 的稳态功率和

电压输出， 单一物质模型引自 Padullés 等人 （2000） 的模型。 从图中可以看出， 显

而易见的是， 从提出的模型中得出的功率和电压是相符的。 然而单一物质动态模型

预测较高的电池终端的功率和电压。 事实上， 根据基于电池工作温度的单一物质模

型预测的堆栈电压和功率不是恒定的， 它随操作条件不同而变化。
从图 10. 3 中还可以看出， 即使所有的模型预测中的分压几乎是相同的， 但不

同模型之间的电池温度有很大的差异。 因此， 导致了不同的电压和功率， 堆栈电压

是电池温度的函数。 在更大的电流负载条件下， 温度的影响更为突出。 因此， 重要

的是根据目标， 选择一个合适的模型。 例如， 在计算能力有限的条件下， 在设计控
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图 10. 3　 详细、 集中和单一物质模型下的板式 SOFC 的稳态曲线

a） 功率-电流　 b） 电压-电流　 c） 温度-电流　 d） 局部压力-电流

制器时， 集中模型可以运用， 但可能不适合用于评价其性能， 特别是在一个燃料电

池系统。
10. 6. 2　 动态响应

通过改变负载、 燃料和空气的速率和温度， 也对这两种模型进行了动态模拟。
在保持燃料和空气速度不变的条件下， 当前需求电流变化的影响如图 10. 4 所示。
在这种情况下， 反应物的入口温度也被保持恒定。 因为模型是在开环状态下进行的

仿真， 也就是说， 没有任何控制行为， 燃料利用率一直保持在一个相对较低的值，
以保障燃料电池对抗燃料不足。 在所有条件下， 与需求电流变化相关联， 堆栈电压

也有一个突降。 这个突然的电压降来自式 （10. 4） 中堆栈电压的欧姆损耗 r（T） I。
这种逆反应是一种独特的燃料电池的特征， 需要特别注意的是， 燃料电池操作期间

需要保持电压的稳定。
图 10. 5 和图 10. 6 说明， 当保持其他输入变量恒定的条件下， 燃料和空气的速

度和入口温度变化时， 燃料电池的瞬间变化。 在这些特殊情况下， 燃料利用率一直

保持 0. 85 左右。 由于电极温度是负载电流的函数， 当负载增加时， 电极温度也增

加。 电池温度的增加和内部电阻的欧姆损耗以及式 （10. 8）、 式 （10. 6） 中的标准

电极电位相关。 因此， 根据欧姆损耗的幅度和标准电极电位， 堆栈电压有收益或

损失。
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图 10. 4　 负载变化对功率、 电压和电池温度变化的影响

图 10. 5　 燃料和空气速度的变化对功率、 电压和电池温度的影响
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图 10. 6　 燃料和空气温度的变化对功率、 电压和电池温度的影响

10. 7　 注解和参考文献

在本章， 运用两个模型， 集中和详细模型来代表 SOFC 的动态模型。 零维模型

可以很容易地用来预测稳态和动态响应， 以及基于模型的控制器设计， 如线性和非

线性 MPC。 此外， 由于不是所有的状态都是可以衡量的， 使用状态估计器， 如扩

展卡尔曼滤波 （EKF） 或无迹卡尔曼滤波 （UKF）， 相同的模型可以用于估算状态。
根据第 2 章中介绍的原则， 使用燃料电池周围的质量和能量平衡， 这些模型已制定

了。 化学过程， 特别是板式 SOFC 的动态模型的详细理论可以在 Felder 和 Rousseau
（1986）、 Lienhard Ⅳ 和 Ⅴ （2005 ） 和 Perry 等人 （ 1997 ） 以及 Murshed 等人

（2007） 的文献中找到。
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第 11 章　 板式 SOFC 系统动态建模

11. 1　 简介

在前面的章节中， 独立的燃料电池已经被描述和建模。 最终的模型由一组非线

性微分方程组成， 它可以很容易地用于仿真开环瞬态特性或设计基于模型的控制。
SOFC 通常是被馈以氢气为燃料和空气作为氧的来源。 这种单机燃料电池可以用于

驱动小型设备， 但可能不适合于大的功率生产设备。 在后一种情况下， 燃料电池与

预处理和后处理单元相关联， 以使其供给天然气或其他富含氢气的燃料而不是纯氢

气。 同样重要的是， 从流出物中回收废气以增加燃料电池的整体效率。 一个这样的

SOFC 系统如图 11. 1 所示， 其中包括一个重整器， 热交换器用于在燃料和空气加入

之前对它们预加热， 再分别送入重整器和燃料电池堆栈， 燃烧器用于燃烧排放物。
通常， 燃料电池系统包括利用废气产生辅助动力的涡轮机、 燃料处理装置以及功率

调节装置。 这些组件是燃料电池系统的完整组成部分， 并被称作 BOP。
在本章中， 上述各部件的集总模型都会呈现出， 然后与燃料电池模型集成来模

拟燃料电池系统的动态行为。 类似于独立的燃料电池， 该燃料电池系统的组件模型

是由一组可用于模拟系统的常微分方程描述的。 该模型也可以用来设计整个系统的

控制器， 在后面的内容中会讨论。

11. 2　 燃料电池系统

在如图 11. 1 所示的例子中， 用甲烷作为燃料电池系统的燃料。 天然气或富烃

气体也可以被用作燃料电池系统的燃料， 这需要设计相关燃料预处理器。
为简单起见， 甲烷被作为燃料， 它可以通过重整和水煤气变换反应很容易地转

化为氢。 在进入重整装置前， 通过从燃料电池流出物中的热量， 首先将燃料预热至

所需的温度。 产物气体通过气体转换器进入燃料电池堆栈的阳极室。 压缩空气也要

通过另一个热交换器对其进行预加热， 通过燃料热交换器的热出口， 最后被送到燃

料电池堆栈的阴极室。 阳极室的氢和阴极室的氧在电极处参与电化学反应来产生能

量， 正如前面的章节所讨论的那样。
耗尽的燃料和燃料电池堆栈中的空气被送入一个燃烧器， 从燃料电池的流出

物中产生热量。 燃烧器的排气的一部分被送到燃料和空气预热器， 其余部分用来

产生蒸汽， 蒸汽可以用于转化反应。 可供选择的， 流出物可以直接用于在锅炉中



图 11. 1　 SOFC 系统的热交换器、 重整装置、 燃烧器和压缩机

产生蒸汽， 这可以作为产生能量的蒸汽的来源通过蒸汽涡轮机。 为保持简单模

型， 本章不包括蒸汽锅炉模型。 然而， 利用相同的概念， 锅炉和涡轮机可以建

模， 模拟燃料电池的动态行为。 以下各节会对燃料电池系统的各个组成部分的造

型进行简要说明。
11. 2. 1　 燃料和空气热交换

在这个例子中， 两个热交换器被认为是用于对燃料电池系统的燃料和空气预加

热。 这两个热交换器被假定为逆流双管换热器。 燃烧器产生的废气的一部分热流被

供给到外管， 冷流被送入内管逆流。 假定热交换器以恒定的压力工作 （一个温和

的假设）， 则热交换器的总体热模型可表示如下：

ρCpA
∂T
∂t = - ρCpvA

∂T
∂z + πDQ （11. 1）

式中， ρ 是气体密度； Cp 是气体的定压比热容； A 是横截面面积； Q 是每单位面积

的热传导率基于热转移面积 πD。
如式 （11. 1） 所示， 热交换器模型是一个偏微分方程， 所以很难设计、 控制

或仿真与其他组分相结合的动态响应。 因此， 通过将沿流动方向上的热交换器送入

n 个节点， 该模型被转换成一组常微分方程， 如图 11. 2 所示。 假定每个节点作为

一个连续搅拌釜式加热器， 以便每个节点内出口的气体的温度是相同的。 然后， 第

i 个节点的能量平衡为管 （冷气体） 和壳 （热气体） 可以写为
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图 11. 2　 热交换器沿长度分成 n 个节点

管：

ρcCpcAcx
dTc（ i）

dt

= - ρcCpcvcAcx
Tc（ i） - Tc（ i - 1）

Δz + πD0U0（Th（ i） - Tc（ i））

（11. 2）

壳：

ρhCphAhx
dTh（ i）

dt

= - ρhCphvhAhx
Th（ i + 1） - Th（ i）

Δz - πD0U0（Th（ i） - Tc（ i））

（11. 3）

式中， 下角 c 和 h 分别代表冷侧和热侧的能量平衡； Acx和 Ahx分别代表冷侧和热侧

的流动横截面积； Δz 是每个节点的长度； D0 是管的外径； U0 为整体散热传热系

数， 表示为

U0 = r0
rihi

+
r0 ln（ r0 / ri）

kw
+ 1
hi

 

 
 

 

 
 

- 1

（11. 4）

常微分方程的集中换热器模型的总数在此示例中为 2n。
11. 2. 2　 重整装置

来自燃料热交换器预热的甲烷和单独流动的蒸汽被送到重整装置， 其中接下来

的吸热反应在甲烷和 H2O 之间发生：
重整反应：

CH4 + H2O→CO +3H2， ΔĤo
R = 206. 1kJ mol - 1 （11. 5）

如果重整反应速率由 r·R表示， 那么大规模的反应物和结余产品如下：

n·out
CH4

= n·in
CH4

- r·R （11. 6）

n·H2O = n·in
H2O - r·R （11. 7）

n·CO = r·R （11. 8）

n·H2
= 3 r·R （11. 9）

式中

r·R = k0PCH4
exp -

EA

RTR

 

 
 

 

 
 ·ARXmol s - 1 （11. 10）
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k0 = 4274mol m - 2 s bar （11. 11）

EA = 82kJ mol - 1 （11. 12）
将 CO 和 H2O 混合， 然后取一部分参与可逆放热变换反应来产生更多的氢。
水煤气变换反应：

CO + H2O ����═ CO2 + H2 　 ΔĤo
S = - 41. 15kJ mol - 1 （11. 13）

如果上述反应的反应和平衡常数的范围分别由 ξ 和 KS 表示， 那么对反应物和

产物组分的质量平衡如下：
n·out

H2
= n·H2

+ ξ （11. 14）

n·out
CO2

= ξ （11. 15）

n·out
CO = n·CO - ξ （11. 16）

n·out
H2O = n·H2O - ξ （11. 17）

式中

KS（TR） =
ξ（ n·H2

+ ξ）

（ n·CO - ξ）（ n·H2O - ξ）
（11. 18）

平衡常数 KS 可以表示为温度的函数 （Bove 等人， 2005）：

KS（TR） = exp 5693. 5
TR

+ 1. 077ln TR + 5. 44 × 10 - 4TR
 

 
 

　 　 - 1. 125 × 10 - 7T2
R - 49170

T2
R

- 13. 148  

 
 （11. 19）

现在 KS 是已知的， 反应的程度可以通过求解式 （11. 18） 计算。 围绕上述重

整的能量平衡可以被写为

ρVRCp
dTR

dt = n·in
CH4∫

T in
CH4

Tref
Cp，CH4

（T）dT + n· in
H2O∫

T in
H2O

Tref
Cp，H2O（T）dT

- ∑n·out
i ∫TR

Tref
Cp，i（T）dT + rRΔĤo

R + ξΔĤo
S （11. 20）

式中， TR 是重整装置的操作温度。 因此， 被送至燃料电池的流出物可以使用上面

设置的常微分方程模拟重整。
11. 2. 3　 燃烧器

最后， 将燃料电池的未反应的燃料和空气一起燃烧用于热恢复。 在这个阶段，
为它提供额外的氧气是很重要的， 以使燃料电池中未反应的燃料被消耗掉。 这是通

过用另一个气流进入燃烧器进行的。 假设燃烧器工作在恒定的压力且有理想气体在

腔室内部混合， 以便使燃烧器的出口和内部有相同的温度， 燃烧器周围的能量平衡

可表示为
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ρVBCp
dTB

dt = ∑n· in
iF∫TF

Tref
Cp，i（T）dT + ∑n· in

iA∫TA
Tref
Cp，i（T）dT

- ∑n·out
iB ∫TB

Tref
Cp，i（T）dT - n· in

H2
ΔĤo

r，H2

- n· in
CH4

ΔĤo
r，CH4

- n· in
COΔĤo

r，CO （11. 21）

式中， TB 是燃烧器温度； 下标 F、 A 和 B 分别代表燃料、 空气和燃烧器； 比热 Cp

和密度 ρ 也被根据每一个计算实例通过经验计算出来。

11. 3　 连同电容器的 SOFC

如前面所述， 一个独立的燃料电池的模型可以简要地表示为

x· = f（x，n·i， Id，Vs） （11. 22）
Vs = V0（x） - r（x） Id （11. 23）

式中， x 包含描述的分压和 SOFC 的状态模型的温度； ni 代表燃料或空气的吸入流

速； Id 是穿过燃料电池需求的电流负载； Vs 是燃料电池产生的堆栈电压。
为简单起见， 在上述输出方程中只考虑欧姆损耗。 对于一个独立的燃料电池，

燃料电池电流 Ifc等于需求电流 Id。 从输出方程显而易见的是， 需求电流的突然变

化与瞬态响应所表现出的瞬时电压相关联 （见图 10. 4）。 堆栈电压的瞬时变化是不

可避免的， 无论用多么先进的类型控制， 这是因为在入口的燃料和空气流速等操纵

变量的制约。 为了避免突然地电压损失和电气设备的损坏， 足够容量的电容器可以

和燃料电池并联使用作为辅助电源， 这被描绘在图 11. 3 中。 电容器的优点可以直

图 11. 3　 与电容器并联的 SOFC
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观地看出： 在有需求电流突然变化的时候， 该电容将分担负载并提供额外的电源。 因

此， 堆栈电压不会突然下降， 它取决于超级电容器的电容。 在正常操作中， 电容器作

为辅助电源将为下一次负载变化自动充电。 这给了连接到 SOFC 系统的控制器一个附

加的电压， 以保持电压在它的参考值内。 通过使用一个电容器避免电压突然下降， 该

控制器可以更容易地将操作变量的电压达到目标值。 这个概念随后会被描述。
假设流过电容器和燃料电池的电流分别是 Iuc和 Ifc。 然后， Ifc可以根据需求电

流表示为

Ifc = Id - Iuc （11. 24）
从电容的定义可知， 流过电容器的电流与直流电压源并联可表示为

Iuc = - C
dVs

dt （11. 25）

式中， C 是法拉电容； Vs 是电容器两端的端电压； DC 是直流电压源。
然后， 通过燃料电池的电流可以被改写为

Ifc = Id + C
dVs

dt （11. 26）

燃料电池的堆栈电压， 如式 （11. 23） 中所示， 可以被写为

Vs = V0 - rIfc

⇒Vs = V0 - r Id + C
dVs

dt
 

 
 

 

 
 

⇒rC
dVs

dt = V0 - rId - Vs （11. 27）

从式 （11. 27） 中可以看出， 该组电压采取一阶常微分方程的形式， 而不是一

个静态的非线性输出方程。 因此， 逐步增加的需求电流取代了突降的电压， 电压下

降的减慢取决于 rC， 这将在 11. 4. 2 节被证明。

11. 4　 仿真结果

现在， 该燃料电池系统的所有部件的模型已经建立， 它们可以被用来模拟在稳

态和瞬态响应。 上一节中描述的是在不同的操作条件下对燃料电池系统进行仿真。
在仿真中使用的 BOP 参数， 见表 11. 1。 以下各节包含在该模型基础上的仿真中。
11. 4. 1　 燃料电池系统仿真

燃料电池系统的不同堆栈电压和组件温度下的动态响应如图 11. 4 所示。 燃料

电池系统的堆栈电压依赖于入口的流速和温度， 电压的预测并不简单。 例如， 增加

的需求电流与燃料电池的燃料和空气的入口温度相关联， 以及氢气生产速度的增加

和重整装置整齐地下降。 由于局部压力不仅局限于一个流速功能而且有温度的功

能， H2 和 H2O 的分压的分别减小和增大会导致堆栈电压的附加损耗。
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表 11. 1　 设备 （BOP） 参数的平衡

空气热交换器：
Di，tube = 0. 20m， Do，tube = 0. 205m， Di，shell = 0. 40m， L = 10m

燃料热交换器：
Di，tube = 0. 05m， Do，tube = 0. 055m， Di，shell = 0. 10m， L = 200m

重整装置： 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 重整装置容积：
反应面积， ARX = 1000m2； 　 　 　 　 　 　 　 　 VR = 10m3

燃烧器：
燃烧器容积， VB = 1m3

图 11. 4　 由于负载变化引起的燃料电池系统瞬态响应
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对于增加甲烷的流速， 燃料电池的堆栈电压的增加是因为氢气的增加和水蒸气

的分压减小。 重整装置产氢的增加， 同样的重整装置的温度、 燃料电池入口的温度

和燃烧器的排气温度也增加。 氢气流速的增加增加了局部压力， 最终导致堆栈电压

增加， 如图 11. 5 所示。

图 11. 5 　 由于机械流动速率和空气变化引起的燃料电池系统瞬态响应

按照相同的方式， 该系统模型可以模拟不同输入工艺条件和流速的响应。 因

此， 这些模拟可以用于经营模式发生重大变化前， 进行预期调查燃料电池系统的

响应。 它可以用于设计和验证控制器， 用于燃料电池系统， 这将在 12 章进行

说明。
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11. 4. 2　 超级电容器 SOFC 堆栈

对于一个独立的 SOFC， 由于需求电流的改变输出电压会存在瞬间变化， 如

图 10. 4所示。 然而， 当燃料电池与超级电容器并联时， 合并的系统表现为一阶动

态。 当电容器的电容增加时， 电容的负载能力也在同一时间增加， 电压会急剧下降

直至平滑 （见图 11. 6b）。 换言之， 电容器的工作原理类似过滤器的需求电流。 最

终的稳态堆栈电压在所有情况下是相同的， 从式 （11. 27） 看更明显。

图 11. 6　 燃料电池与电容器动态响应

a） 电源　 b） 电压　 c） 燃料电池电流负载　 d） 电容器的电流负载

11. 5　 注解和参考文献

这项工作的目的是制备具有 BOP 模型的 SOFC 模型， 形成系统级控制相关的

动态模型。 合成并不简单的是现有模型的一个简单的组装。 例如， 为了使该系统可

控， 相关联的差分方程的附加组分是必要的， 由于负载的阶跃变化要避免电压突

降。 此外， 为了使该系统模型与控制有关， 许多组件模型， 包括电池模型必须重新

建立。
燃料电池系统的组件的简化动态模型已经被开发出来， 模拟燃料电池系统的动

态行为。 这些详细的推导模型可以在 Murshed 等人 （2007） 的结果中发现。 其他实

例的 SOFC 系统的工艺流程可以在 Braun （2002） 的结果中发现。
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第 12 章　 板式 SOFC 系统的模型预测控制

12. 1　 简介

在前面的章节中， 燃料电池系统已经建立。 燃料电池系统包括很多组成部

分， 除了燃料电池本身外， 还包括可实现高效操作这些组成部分的理想操作系

统。 因此， 需要设计一个系统控制器并要求处理多元目标和满足设置组件的安全

运行极限的限制。 燃料电池的非线性动态使得这比设计一个调节控制器更具挑

战性。
在操作燃料电池系统时， 由于受燃料电池物理和操作的限制， 并为了满足目标

负载和功率要求的需要， 需要满足一些约束条件。 单回路和多回路的 PID 控制器，
往往足以满足额定工作条件下的要求， 但它们无法处理极限约束状况， 在这种情况

下容易发生故障。 此外， 模型的非线性和约束的非线性， 需要考虑到控制器的设计

中去。 非线性模型预测控制 （ NMPC） 是一个行之有效的线性模型预测控制

（LMPC） 的延伸， 可以为这种应用而设计。

图 12. 1　 层级控制



由于计算的要求， 通常通过诸如 LMPC 或 NMPC 等多变量的控制器计算控

制动作， 每分钟或更长的时间间隔计算一次。 所计算的控制动作被发送到设定

值的基极层控制器上， 作为模型预测控制 （MPC） 的操作变量 （MV）。 像流

量、 压力或温度控制器等基材层控制器， 大多数情况下， 在控制阀上做出动

作， 以达到 MPC 系统的控制目标。 在一般情况下， 基材层控制器采用 PID 或

类似的单变量控制器设计， 这是当今分布式控制系统 （ DCS） 的一个不可分割

部分。 根据不同的控制目标， 基材层控制器可以在模型预测控制系统的内部和

外部建模。 在大多数情况下， 它们被放置在模型预测控制系统的外面， 使得这

些调节器在下一个循环周期来临前正确地到达其设定点。 在某些情况下， 在稳

态优化的高级层顶部的一些多变量控制器上实现的最佳平面的操作。 图 12. 1
显示了控制层级的概况。

12. 2　 控制目标

任何设备的主要制约因素源于其设计容量。 因此， 对于 SOFC， 主要目标是

为所需的功率提供最佳效能， 最重要的是在一定的范围内运转燃料电池。 SOFC
的工作温度高于其他燃料电池， 由于温度分布在阳极、 阴极和电解质等组件的不

同造成热应力的不同， 这会对燃料电池的完整性造成伤害。 因此， 保证电池最高

温度低于某一阈值变得尤为重要， 另外， 阳极和阴极之间的燃料和空气的局部压

力差也是值得关注的问题， 想要保证压力差低于一定值， 这取决于设计。 除了燃

料电池本身外， 来自辅助设施的设计引起的燃料利用率、 燃料和空气对流速度的

局限也是影响燃料电池系统的重要因素之一。 例如， 下限值施加于蒸汽和碳比率

的预重整装置的入口处， 以避免碳沉积， 这也是一个操作燃料电池系统的限制

因素。
因此， 设计一个燃料电池系统的控制器用于解决以下问题： ①处理瞬态操作引

起燃料电池的性质急剧变化的情况； ②有效地达到目标负载； ③满足不同组件安全

操作极限的约束条件。 第一个问题， 可以通过外加的电容器处理瞬时电压变化引起

负载。
另外两个问题可以通过具有处理约束能力的多变量控制器来解决， 通常

使用 NMPC。
操作燃料电池的控制变量 （CV） 的公共控制目标可以定义如下： ①维持其所

需的功率输出水平； ②保持电池的最大温度低于临界值； ③保持所有电源输出的燃

料利用率在最佳工作范围内 （ Aguiar 等人， 2005； Fue， 2004； Padullés 等人，
2000； Zhang 等人， 2008； Zhu 和 Tomsovic， 2002）。 燃料和空气流速可以通过改变

操作变量 （MV） 以达到上述目的。 此外， 根据不同的目标、 电流密度、 燃料入口

温度和空气可以被定义为一个操作变量或干扰变量 （DV）。 对于单变量控制的情
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况， 可通过使用燃料比作为操作变量， 可以使用的空气流量可以用于控制燃料利用

率或电池温度。 如果燃料利用率可以通过正在移动的空气流量控制， 温度控制装置

可用于保证电池温度低于其最大极限值。 在这种情况下， 当电池温度超过其可接受

的上限时， 过热控制将增加移动的空气流量。 此外， 为辅助温度控制设置一个预热

交换器， 可用于帮助调节所需的燃料和空气的入口温度。 可以设计一个过压控制

器， 以保证阳极和阴极之间的压力差低于其设定容量。 燃料比和空气利用率可作为

不同压力过载控制器的操作变量。
由于控制目标是提高负荷跟踪系统的性能， 堆栈电压可以被认为是一个控制变

量， 而燃料比， 蒸汽和空气 （或氧气） 的流速可作为燃料电池和燃烧器的控制器

的操作变量。 流速可以通过使用适当的压缩机、 鼓风机、 阀门来控制， 也可以用

ODE 模型在数学上表现。 在这个特殊的情况下， 废气热回收单元和热交换器分流

比也可以作为一个操作变量。 负载和流动的温度作为干扰系统的因素。 图 12. 2显
示的是通过 LMPC 和 NMPC 研究控制系统性能的概略图。

图 12. 2　 多变量控制和优化器的 SOFC 系统

12. 3　 状态估计： UKF

LMPC 可通过使用 MATLAB®的 MPC 工具箱的内置检测器评价其不可测量的状
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态。 模拟 NMPC 做一个合适的编码以适应燃料电池系统是不容易的， 作者使用

MATLAB®模拟 SOFC 系统， 并设计相应的 NMPC 系统。 在实际情况下， 状态是不

可检测的， 在这项工作中 UKF 被应用到所述燃料电池系统状态的评估中。 UKF 已

在第 5 章中描述。 MATLAB®的 ODE 求解器被用于 UKF 生成离散数据的一个离散

模型。 UKF 算法测试通常是用于 NMPC 之前， 用来评估单机燃料电池和整个燃料

电池系统的不可测状态的表现， 后面将给出仿真结果。
图 12. 3 表示了由燃料电池的集总模型描述的一个独立的燃料电池的预估的局

部压力， 只测量燃料电池的气体出口温度 （其被假定为相同的电池温度） 和堆栈

电压。 估计的状态与真实状态比较表明， 即使状态的初始条件是不完全已知的， 估

计的状态也可以迅速地收敛到真实状态。

图 12. 3　 UKF 通过假设只有电池温度和电压是可测的条件下独立 SOFC 状态估计

（实线 =估计状态； 虚线 =实际状态）

图 12. 4 显示了 UKF 作为一个估计值用于整个燃料电池系统的表现。 在这里，
我们认为只有流动的温度和电池组电压是可测量的。 其他燃料电池组件的温度和氢

气、 氧气、 水蒸气的分压是估计的。 很明显， 从仿真估计的状态也迅速收敛到真实

状态。
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图 12. 4 　 UKF 通过假设只有燃料流温度和堆栈电压是可测的条件下独立 SOFC 状态估计

（实线 =估计状态； 虚线 =实际状态）

12. 4　 稳态经济优化

燃料电池将燃料的化学能直接转化为电能， 从而能有高的效率。 未反应的燃料

可以被燃烧产生额外的能量。 燃料电池系统中的高温废气可通过使用燃气轮机， 以

进一步产生用于家庭和工业用途的电力或简单地产生热水和蒸汽。 从燃料电池系统

产生的能量可分为两部分： ①直接能源； ②间接能源。 通过燃料电池本身所产生的

能量被命名为直接能源， 因为它将化学能直接转化为电能， 而通过来自燃料电池未

反应的燃料气体所产生的能量被命名为间接能源。
尽管间接能源为燃料电池系统提供了很大一部分的功率， 但用燃料电池系统的

主要目标是产生尽可能多的直接能源， 尽可能地避免系统由于卡诺循环而损耗效

率。 换句话说， 从燃料电池系统排气的能量含量越小越好。
由于排气能量主要来自燃烧反应的燃料， 最大限度地减少未反应的燃料成本或

热值最大化的直接能量输出是必要的。 然而， 未反应的燃料被烧掉， 然后用预先加

热系统中的燃料。 通过最大限度地减少可从排气中提取的能量来替代最小化成本或

未反应燃料的热值是比较合适的。 这反过来相当于在指定的电压产生电力减少燃料

的使用。 因此， 目标是使得燃料电池系统处于一个最佳的稳定状态， 在一个给定的
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电流和电压下， 所述排气的损耗能量是最小的。 在图 11. 1 中显示了在燃料电池系

统中经济优化的数学公式：

min
Us
∑n·i，E∫TAE

Tref
Cp，i（T）dT + n·i，E

1 - r
r ∫TB

Tref
Cp，i（T）dT （12. 1）

f（Xs，Us，Ws） = 0　 　 　 　 　 [稳态模型]
Vs = Vref

Xmin < X̂s < Xmax 　 　 　 　 　 　 [NMPC 约束]

式中， Us 是稳态输入 （流速和分流比， r） 的燃料电池系统； n·i，E是空气热交换器

的废气的流速； TAE和 TB 分别为空气热交换器和燃烧器出口温度； Tref为参考温度。
以上描述的最优输入可作为处于稳定状态且排气能量最小的 NMPC 的一个参

考输入。 这种稳态优化器可在 MPC 的顶部被使用， 在需要时可以被调用， 如

图 12. 2所示。
直接能源最小化也可以动态地执行在每个 NMPC 步骤上， 而不是如前所述的

稳态优化。 在这种情况下， 上面的目标函数可以被合并以 NMPC 与 Q、 R、 S 和

Windirect间接的适当权重描述的目标函数：

min
u（ t| t），u（ t +1| t），…，u（ t +M-1| t）

J = ∑
N

i = 1
[‖x̂（ t + i | t） - xref‖2

Q

+‖u（ t + i | t） - uref‖2
R +‖Δu（ t + i | t）‖2

S ]

+ Windirect ∑n·i，E∫TAE

Tref
Cp，i（T）dT 

+ n·i，E
1 - r
r ∫TB

Tref
Cp，i（T）dT  （12. 2）

x̂（ t + 1） = f（ x̂（ t），u（ t），w（ t））
ymin≤ŷi≤ymax

umin≤ ui≤umax

Δumin≤Δui≤Δumax

但是， 这个公式有两个缺点： 首先， 计算负担太高， 该系统主要在电流偶尔改

变的稳定状态起作用； 其次， 加权矩阵 Q、 R、 S 和 Windirect在目标函数将确定系统

是否是动态控制或稳定状态时进行了优化。 另一方面， 如果该方案处于离散状态，
那么这两个目标可以是确定的， 且不会使任何一个目标有牺牲。 因此， SOFC 系统

将被优化并以最低的能量在稳定状态下如式 （12. 1） 所描述的目标函数运行。 通

过参考输入的 NMPC 仿真结果将在 12. 5. 3 节给出。

12. 5　 控制和仿真

在本节中， 通过模拟研究模 LMPC 和 NMPC 的性能。 LMPC 和 NMPC 应用于单机型
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燃料电池和燃料电池系统， 以及连接在与燃料电池并联的电容器。 结果如下节所述。
12. 5. 1　 LMPC

MPC 的理论已经在第 6 章中讨论过。 在本节中， MATLAB®的 MPC 工具箱被用

于 LMPC 燃料电池系统。 在燃料电池系统中， 在这种情况下， 使用 MATLAB®线性

系统的分析工具箱对标称工作点进行线性化。 不可测状态的估计已经被集成到

MPC 公式中。 因此， 无外部状态的估计量是需要的。
图 12. 5 显示了燃料电池系统和通过 LMPC 从 500A 到 450A 变化的较低负荷干

扰下执行控制动作的瞬态响应。 该 LMPC 的预测和控制的视野有 10 个和 3 个， 采

样间隔为 1s。 在这种情况下， LMPC 能正确调节系统目标。

图 12. 5　 负载变化从 500A 到 450A 的响应， PH = 10， CH = 3， Ts = 1s

LMPC 成功地抑制住小负荷的干扰， 将几种不同程度变化的负载应用到系统

中， 以测试不同的预测和控制。 但是， 可以从图 12. 6 看出， LMPC 不能够通过调

节电流从 500A 到 300A 来控制电压， 相同的变量下最终显示的结果不稳定。
LMPC 预测范围有限， 所以这种类型的不稳定性并不难预见。 应该记住的是，

非线性模型线性化首先围绕初始稳态运行条件再对应到 500A 负载。 该线性化模型

通过采取采样间隔 Ts = 1s 离散化。 这种线性化和离散化模型能够很好地处理 LMPC
其标称工作状态。 由于非线性的燃料电池系统模型的建立时间约 500s， 但仅 10s 的
预测范围的线性化模型来控制该系统的局限性太大。

LMPC 通过增加预测范围和采样的时间间隔分别为 30s 和 10s 再应用到燃料电

池系统。 在 300s 的较长的预测时间状况下， 可以使系统更稳定， 如图 12. 7 所示。
但根据资料发现， 它需要更长的时间和更多的控制使系统在 LMPC 的控制之下。
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图 12. 6　 负载变化从 500A 到 300A 的响应， PH = 10， CH = 3， Ts = 1s

图 12. 7　 负载变化从 500A 到 300A 的响应， PH = 30， CH = 3， Ts = 10s

尽管 LMPC 可以稳定小负荷干扰系统， 但它无法控制具有更高负载干扰的系

统， 除非适当地调整负荷。 对于更频繁和更高的负载变化， 这可能会成为一个问

题， 因为它需要持续关注它调整到不同的操作条件。 这促使人们更积极地采用不受

操作区间限制的 NMPC。 NMPC 的仿真结果见 12. 5. 2 节。
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12. 5. 2　 NMPC
仿真也常通过在两个独立的燃料电池和燃料电池系统中应用 NMPC 来表现不

同的负载引起的变化， 并与 LMPC 比较。 如前面提到的， 非线性的连续时间模型的

离散化可以通过正交方法来完成， 不可测状态通过使用 UKF 估计。 在所有情况下，
NMPC 比 LMPC 更有优势。 采用 NMPC， 采样间隔 Ts = 1s 的预测和控制区域分别为

5 和 2， 就已经足够用于所有情景的控制系统。 更高的预测和控制区域需要更大的

计算能力和时间， 这是 NMPC 的固有缺点。
图 12. 8 显示了 NMPC 连接了给定电压值的电容器的独立燃料电池的响应信息。

从响应信息看， NMPC 可在很短的时间内使系统进入新的目标。

图 12. 8　 独立燃料电池目标电压变化的响应

图 12. 9 显示了电压的响应， 以及由 NMPC 针对燃料电池系统需求电流变化而

采取的一系列动作。 输出电压和控制操作在任何情况下都可在 10s 内做出最优反

应。 在这种情况下， 电容器被连接在与上述燃料电池上以查看效果。 已经发现， 即

使没有电容器， NMPC 能在相当短的系统内稳定下来， 而 LMPC 需要更长的预测时

间和设置时间来稳定系统。
12. 5. 3　 优化

运行燃料电池系统以产生最大直接能源的想法已在 12. 4 节研究了。 该仿真将

被用来找出一组针对不同载荷分布的最优输入， 这可以作为在 NMPC 目标函数的

参考输入。 其结果见表 12. 1。

表 12. 1　 最小间接能源的最优燃料流

电流

I / A

最优流速 / （mol s - 1）

n·CH4 n·O2 n·H2O n·O2，burner

分流比
排气能量

/ （kJ A - 1）

200 0. 2272 0. 7197 0. 3327 0. 2272 0. 3365 1. 1597

300 0. 3579 1. 1181 0. 4165 0. 3579 0. 3298 1. 2127

400 0. 5465 1. 8736 0. 5111 0. 5465 0. 3411 1. 4057

500 0. 9322 4. 1958 0. 5863 0. 9322 0. 3990 2. 0100

600 1. 6756 14. 9550 0. 6690 1. 6756 0. 8165 4. 1428
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图 12. 9　 燃料电池系统负载变化响应

图 12. 10 描述了当需求电流从 500A 变化到 700A 时， NMPC 参考输入同时发生

变化， 具体变化见表 12. 1。 该系统输出迅速达到其目标。 然而， 不像以前的响应，
所采取的 NMPC 动作按照最佳的稳定状态设置。

图 12. 10　 能量最小化的最优稳态输入目标负载变化从 500A 到 700A 的响应

从表 12. 1 和图 12. 10 可明显看出， 在最小的间接能源操作， 产生 500A 电流所
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需的甲烷要比在未优化系统 5kmol s - 1 的流速下 （见图 12. 9d） 的消耗量低很多。
但是， 也注意到， 在较高电流需求条件下， 燃料流率要比低电流条件下高得多， 从

最优化的效率看这是显而易见的， 定义排气能量为每安培电流负载千焦耳。 由于重

整装置和热交换的限制， 燃料电池系统在较高的负载下工作效率较低。 这些系统组

件被设计成在 200 ～ 300A 的电流负载下工作。 随着负载的增加， 甲烷与氢气在重

整装置中的转换率降低。 依次将未反应甲烷的温度和废气的能量含量增加。 更高容

量的重整装置将降低在较高负载条件下的效率。

12. 6　 结果与讨论

本章的主要目的是开发出在第 10 章和第 11 章描述过的适用于独立 SOFC 和 SOFC
系统的控制器， 其中两套模型以及 BOP 和一个电容并联， 公式化地运行燃料电池。

所有描述的模型是通过第一性原理的知识开发的， 从而具备典型的非线性和第

一性原理模型连续时间特性。 LMPC 和 NMPC 已经应用到系统中， 以比较它们的性

能。 对于 LMPC， 通过使用 MATLAB 的 MPC 工具箱， 因此没有明确要求输入 /输出

数据的不可测状态和半离散化的模型。 NMPC 的实施需要离散化， 这是通过使用正

交方法完成的。 而另一方面， 不可测状态通过 UKF 估计。
从模拟中显而易见的是， 简单非线性系统的 LMPC 工程在接近额定工作条件下与

线性模型进行近似。 在这项工作中， LMPC 适用于小负载干扰。 当负荷变化达到

50A， 更高的预测和控制时域是必需的， 它可以简单地通过增加时间间隔来减少计算

量。 然而， 对于更高的负载变化， LMPC 调节电压失败并最终表现出不稳定的行为。
另一方面， NMPC 可以控制较大负载干扰的系统， 只要它不超过该燃料电池系

统的设计容量。 NMPC 的预测和控制区间可以是小的， 而这又减少了计算量。
稳态优化的解决方案不是唯一的。 根据不同的初始猜测， 稳态化可收敛到不同

的点， 所有这些都满足约束条件和工艺操作条件。 表 12. 2 提供了在相同的目标负

载和不同初始猜测值下的稳态解。

表 12. 2　 适用在不同初始条件下的不同稳态解

需要电流 I / A 解
最优流速 / （mol s - 1）

n·CH4 n·O2 n·H2O n·O2，burner

最优分流率

200 解 1 6. 0679 65. 2014 8. 1841 6. 0679 0. 5851

解 2 0. 2272 0. 7197 0. 3327 0. 2272 0. 3365

300 解 1 2. 4745 22. 7990 3. 3505 2. 4745 0. 5406

解 2 0. 3579 1. 1181 0. 4165 0. 3579 0. 3298

400 解 1 1. 0942 6. 3157 1. 4062 1. 0942 0. 4316

解 2 0. 5465 1. 8736 0. 5111 0. 5465 0. 3411
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这不能简单地决定这些解决方案哪个是最优的， 哪一个是次优的。 最佳的解决

方案可以选取两种方式： 首先， 比较目标函数的最终值和选择的解决方案是最小

的； 其次， 设定目标的 MV 是最经济可行的， 例如， 燃料流率， 选择具有最小燃料

流量的溶液。 这也可以通过引入燃料流率的罚因子来完成稳态目标函数。 数学公式

可以写作：

min
Us
∑n·i，E∫TAE

Tref
Cp，i（T）dT + n·i，E

1 - r
r ∫TB

Tref
Cp，i（T）dT + ‖n·CH4

‖Q
2

f（Xs，Us，Ws） = 0　 　 　 　 　 [稳态模型]
Vs = Vref

Xmin < X̂s < Xmax 　 　 　 　 　 　 [NMPC 约束]
选择最小流速有一个固有的缺点。 如果负载与最小流速在运行过程中突然增

加， 电压会下降很多， 造成电池的损坏。 一种解决这个问题的方法是使用电容器作

为辅助动力源， 这已经深入讨论。

12. 7　 注解和参考文献

在过程控制的世界里， 一个宽范围的线性和非线性控制技术已被开发， 并在工

业上应用。 特别是在过去的十年中， 廉价计算能力的出现， 从传统 PID 控制器转移

到以前难以实现的控制器， 如非线性模型预测控制器的趋势正在被发掘。 相同的趋

势是， 为燃料电池设计的控制器正被发掘。 一些燃料电池系统的控制研究已经发

表。 大多数论文处理不同类型的燃料电池包括 PEMFC、 MCFC 和 SOFC， 通过采用

局部或多回路控制器 （ Inui 等人， 2006； Kandepu 等人， 2006； Li 等人， 2005；
Stiller 等人， 2006； Zhu 和 Tomsovic， 2002）。 不同的单变量和多变量控制策略的详

细讨论可以在 Huang 等人 （2011） 的文章中找到。
一些研究者最近将他们的注意力集中在 SOFC 的 MPC 应用上 （Murshed 等人，

2010； Wang 等人， 2007； Zhang 等人， 2008）。 在前人的工作基础上， 他们开发了

一个将 NMPC 应用到板式 SOFC 的闭环反馈控制策略。 主要控制目标是通过操纵电

流密度、 燃料和空气流速来控制输出功率、 燃料利用率和温度。 一些作者使用模糊

模型替代第一性模型来构建模型预测控制系统 （SOFC） （Jurado 和 Ortega， 2006；
Wu 等人， 2008； Yang 等人， 2009）。

LMPC 或 NMPC 的实施也可能需要不可测状态的连续模型和估算离散。 参见

Burns （1992）、 Finlayson （1980b）、 Lapidus 和 Seinfeld （1971）、 Henson 和 Seborg
（1997）、 Stephens （1984） 以及 Villadsen 和 Michelsen （1978） 的文献并进一步阅

读不同的离散化方法。 Julier （2002）、 Julier 等人 （1997）、 Lee （2005）、 Rui 和
Chen （2005）、 Haykin （2001） 以及 Wan 和 Merwe （2000， 2001） 提供了 UKF， 已

在本章中就估算不可测状态做了很好的回顾。
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附录　 性质和参数

A. 1　 参数

仿真和模型参数的输入条件选择依据 Campanari 和 Iora （2004） 的文献， 见

表 A. 1和表 A. 2。

表 A. 1　 仿真输入条件

　 　 　 符　 　 号 　 　 描　 　 述

Rload = 4（Ω） 外部载荷电阻

Pin
fuel = 1（atm） 燃料流进入压力

T in
fuel = 823（K） 燃料流进入温度

uin
fuel = 0. 927（m s - 1） 燃料流进入速率

χinCH4 = 0. 173 CH4 输入摩尔分数

χinH2O = 0. 284 H2O 输入摩尔分数

χinH2 = 0. 258 H2 输入摩尔分数

χinCO = 0. 057 CO 输入摩尔分数

χinCO2 = 0. 228 CO2 输入摩尔分数

Pin
air = 1（atm） 阴极处空气流输入压力

T in
air = 1104（K） 阴极处空气流输入温度

uin
air = 7. 79（m s - 1） 阴极处空气流输入速率

χinO2 = 0. 21 O2 输入摩尔分数

Pin
inj = 1（atm） 注入空气流输入压力

T in
inj = 1104（K） 注入空气流输入温度

uin
inj = 12. 08（m s - 1） 注入空气流输入速率



表 A. 2　 模型参数

　 　 　 符　 　 号 　 　 描　 　 述

几何参数

　 A = 1（cm2） 电池面积

　 r3 = 11 × 10 - 3（m） 外部电池管半径

　 r2 = 8. 66 × 10 - 3（m） 内部电池管半径

　 r1 = 6 × 10 - 3（m） 外部注入管半径

　 r0 = 5 × 10 - 3（m） 内部注入管半径

　 La = 0. 1 × 10 - 3（m） 阳极厚度

　 Lc = 2. 21 × 10 - 3（m） 阴极厚度

　 Le = 0. 04 × 10 - 3（m） 电解质厚度

　 Fc - t = 0. 69 视觉因子：电池到注入管

固体材料性质

　 ρcell = 4592（kg m - 3） SOFC 电池整体密度

　 Cp，cell = 740（J（kgK） - 1） SOFC 电池整体比热

　 kcell = 2. 0（W（mK） - 1） 阳极整体电导率

　 εcell = 0. 9 电池内表面辐射率

　 ρa = 2. 98 × 10 - 5 exp - 1392
Tcell

  （Ωm） 阳极电阻率

　 ρe = 2. 94 × 10 - 5 exp 10350
Tcell

  （Ωm） 电解质电阻率

　 ρc = 8. 11 × 10 - 5 exp 600
Tcell

  （Ωm） 阴极电阻率

　 ρtube = 3900（kg m - 3） 注入管密度

　 Cp，tube = 976. 8 + 0. 2409T（J（kgK） - 1） 注入管比热

　 ktube = 31. 86 - 0. 03706T + 1. 317 × 10 - 5T 2（W（mK） - 1） 注入管电导率

　 εcell = 0. 4 电池内表面辐射率

重整和置换

　 Kr = 8542 重整反应速率系数

　 Ks = 100 替换反应速率系数

　 Er = 95（kJ mol - 1） 重整反应活化能

　 α = 0. 85 重整阶数

　 β = - 0. 35 重整阶数

A. 2　 气体性质

燃料气由多种气体组成， 每一种气体都有各自的性质。 组分的不同配比导致燃

料气体具有不同的组成性质。 因为在 SOFC 燃料通道， 燃料流的摩尔分数随着重组
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和置换反应的进行而变化， 气体组成是时间的参数。 因此， 有必要知道如表 A. 3
所示的每一种组成的性质， 进而利用平均重量性质参数计算燃料气流的性质。

每一种组分的比热数据 Cp 参考 Chemical Engineering Handbook （ Perry 等人，
1997b）。 在 SOFC 应用中， 考虑燃料气和空气流为混合体积， 因此只关注在恒定体

积下的比热参数 Cv：
Cv = Cp - R （A. 1）

式中， R 是气体摩尔常数。

表 A. 3　 气体组分的固有特性参数

气　 　 体 摩尔质量 M / （kg kmol - 1） 临界温度 Tc / K 临界压力 Pc / Pa

CH4 16 191 4. 59 × 106

H2O 18 647 21. 94 × 106

H2 2 33 1. 32 × 106

CO 28 133 3. 49 × 106

CO2 44 304 7. 39 × 106

N2 28 126. 7 3. 39 × 106

O2 32 155 5. 02 × 106

空气 29 132 3. 79 × 106

SOFC 的工作温度范围在 700 ～ 1500K， 每一种气体组分的比热可通过一阶或二

阶温度多项式进行估计， 见表 A. 4。 估计值的最大误差也列在表中。
低压下气体黏度值根据 Reichenberg 方法进行估算 （Perry 等人， 1997b）：

μ =
ATr

[1 + 0. 36Tr（Tr - 1）] 1 / 6 （A. 2）

表 A. 4　 不同气体的近似比热 （Cv） （温度在 700 ～ 1500K）

气　 　 体 近　 似　 值 单　 　 位 最大误差 （% ）

CH4 Cv，CH4 = 1515 + 83. 47T - 0. 02053 T 2 J （kmol K） - 1 0. 08

H2O Cv，H2O = 2. 075 × 104 + 12. 15T J （kmol K） - 1 0. 48

H2 Cv，H2 = 1. 829 × 104 + 3. 719T J （kmol K） - 1 0. 9

CO Cv，CO = 1. 966 × 104 + 5. 019T J （kmol K） - 1 1. 35

CO2 Cv，CO2 = 23690 + 31. 01T - 8. 875 × 10 - 3T 2 J （kmol K） - 1 0. 16

N2 Cv，N2 = 1. 910 × 104 + 5. 126T J （kmol K） - 1 1. 11

O2 Cv，H2 = 2. 201 × 104 + 4. 936T J （kmol K） - 1 1. 49

空气 Cv，air = 1. 948 × 104 + 4. 936T J （kmol K） - 1 1. 12

对于无机气体：

A = 1. 6104 × 10 - 10 M1 / 2P2 / 3
c

T1 / 6
c

  （A. 3）
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式中， Tr =
T
Tc

、 Pr =
P
Pc

是对比温度和对比压力； Tc 和 Pc 是临界温度和临界压力；

M 为摩尔质量， 见表 A . 3。
在 700 ～ 1500K 范围内， 气体黏度由一阶温度多项式进行估算， 见表 A. 5。

表 A. 5　 气体温度在 700 ～ 1500K 时的近似黏度

气　 　 体 近　 似　 值 单　 　 位 最大误差 （% ）

CH4 μCH4 = 9. 177 × 10 - 6 + 1. 755 × 10 - 8T Pa·s 1. 56

H2O μH2O = 4. 567 × 10 - 6 + 2. 209 × 10 - 8T Pa·s 2. 22

H2 μH2 = 6. 162 × 10 - 6 + 1. 145 × 10 - 8T Pa·s 1. 26

CO μCO = 1. 399 × 10 - 5 + 2. 582 × 10 - 8T Pa·s 1. 39

CO2 μCO2 = 1. 273 × 10 - 5 + 2. 822 × 10 - 8T Pa·s 1. 98

N2 μN2 = 1. 435 × 10 - 5 + 2. 642 × 10 - 8T Pa·s 1. 36

O2 μH2 = 1. 668 × 10 - 5 + 3. 108 × 10 - 8T Pa·s 1. 45

空气 μair = 1. 514 × 10 - 5 + 2. 793 × 10 - 8T Pa·s 1. 39

一般来说， 一种气体的热导率可通过下式同时进行估算：

k = μ
M

1. 30Cv + 14644. 0 - 2928. 8
Tr

 

 
 

 

 
 （A. 4）

甲烷的热导率在很大程度上依赖于温度， 通常根据下式同时进行估算：

k = 10 - 7（14. 52Tr - 5. 14） 2 / 3 Cp

λ
 

 
 

 

 
 （A. 5）

式中

λ = T1 / 6
c M1 / 2 101325

Pc

 

 
 

 

 
 

2 / 3

（A. 6）

在 700 ～ 1500K， 热导率由一阶温度估算， 见表 A. 6。

表 A. 6　 温度在 700 ～ 1500K 的气体近似热导率

气　 　 体 近　 似　 值 单　 　 位 最大误差 （% ）

CH4 kCH4 = - 0. 04446 + 2. 093 × 10 - 4T W（mK） - 1 0. 41

H2O kH2O = - 0. 01450 + 9. 782 × 10 - 5T W（mK） - 1 0. 61

H2 kH2 = 0. 08525 + 2. 964 × 10 - 4T W（mK） - 1 0. 22

CO kCO = 0. 01275 + 5. 384 × 10 - 5T W（mK） - 1 1. 42

CO2 kCO2 = 0. 005485 + 6. 272 × 10 - 5T W（mK） - 1 2. 36

N2 kN2 = 0. 01258 + 5. 444 × 10 - 5T W（mK） - 1 1. 18

O2 kH2 = 0. 01569 + 5. 690 × 10 - 4T W（mK） - 1 0. 79

空气 kair = 0. 01329 + 5. 539 × 10 - 5T W（mK） - 1 1. 25
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不同温度时的生成焓由下式进行计算：

H T = H 298. 15 + ∫T298. 15CpdT （A. 7）

式中， HH2 298. 15 =0（J mol -1）； HO2 298. 15 =0（J mol -1）； HH2O 298. 15 = -241827（J mol -1）。
生成焓的估算值见表 A. 7。

表 A. 7　 温度在 700 ～ 1500K 的气体近似生成焓

气　 　 体 近　 似　 值 单　 　 位 最大误差 （% ）

CH4 HCH4 = - 10. 081 × 104 + 62. 12T J mol - 1 17. 3

H2O HH2O = - 25. 790 × 104 + 42. 47T J mol - 1 0. 26

H2 HH2 = - 0. 9959 × 104 + 30. 73T J mol - 1 1. 48

CO HCO = - 12. 150 × 104 + 31. 81T J mol - 1 0. 37

CO2 HCO2 = - 41. 700 × 104 + 50. 89T J mol - 1 0. 25

N2 HN2 = - 1. 059 × 104 + 31. 40T J mol - 1 1. 73

O2 HO2 = - 1. 2290 × 104 + 35. 12T J mol - 1 2. 17

空气 Hair = - 1. 0947 × 104 + 32. 50T J mol - 1 2. 43
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