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衍射现象是光学及电磁学中的主要现象， 成像在现代科学技术领域中

应用广泛， 而傅里叶分析方法作为一种有效工具， 在衍射及成像中均具有

广泛应用。 本书将衍射、 成像与傅里叶分析结合起来， 系统而全面地介绍

了光学中的衍射现象、 成像系统和成像方法， 以及傅里叶分析方法及其在

多种衍射和成像领域中的应用。 本书针对有一定理论基础和实践经验的读

者， 他们对物理光学有一定了解， 并熟练掌握了傅里叶分析方法。 本书可

用作高等院校有关专业的研究生教材， 也可作为相关领域研究人员或工程

师的参考书。
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译 者 序

人类社会已经由工业时代进入信息时代， 信息正在以系统的方式改变整个社会， 信

息的获取、 处理及分析的作用越来越重要， 而成像是实现信息获取与处理的一种最主要

的方式之一， 被广泛应用于工业、 军事、 医学、 科学研究等各行各业， 深刻地影响着人

类的日常生活与社会发展。
本书以傅里叶分析作为桥梁， 将光学衍射现象和成像技术连接起来， 系统地介绍了

与成像有关的相关衍射光学现象和傅里叶分析方法。 本书以原作者 30 多年的教学、 科

研为基础， 包含了作者对于衍射与成像的独特理解， 并融入了原作者在相关方面的原创

性理论和应用实例。 对于那些具有一定的光学基础， 并渴望学习成像技术及其分析方法

的读者来说， 本书是实现快速入门的理想选择。 本书注重理论与实际的结合， 具有如下

特点。
首先， 对衍射现象的介绍深入浅出。 对于波动传播和标量衍射理论的介绍， 可以使

读者快速掌握与衍射相关的物理基础理论； 而对于衍射近似方法 （菲涅耳衍射、 夫琅禾

费衍射） 以及逆向波动理论的介绍及相关光学器件的介绍， 可以让读者对衍射现象的认

识与理解进一步加深。
其次， 对成像技术的介绍细致全面。 针对透镜成像， 介绍了几何光学下的薄透镜与

厚透镜成像原理， 以傅里叶分析方法为工具， 分别介绍了均匀介质与非均匀介质、 相干

与非相干条件下的波动传播方法及透镜成像特性， 并介绍了相关成像技术的应用实例，
如相衬显微成像与扫描共焦显微成像、 电子束刻蚀、 定向耦合器等。

此外， 本书还对与衍射和成像相关的一些应用领域做了深入浅出的介绍。 这些领域

涵盖了全息及其编码， 衍射光学器件及其编码， 计算成像技术如合成孔径雷达及计算机

断层扫描、 阵列波导光栅等， 并对孔径尺寸小于入射光波长时的衍射分析方法， 如光束

传播法、 时域有限差分法和傅里叶模式法做了介绍。
本书的第 1 ～ 第 10 章等由裴闯、 闫兴鹏、 程长青、 蒋晓瑜翻译， 第 11 ～ 第 20 章与

附录等由赵锴、 严志强、 赵哲、 丛彬翻译， 并由蒋晓瑜完成校正工作， 蒋晓瑜与闫兴鹏

共同完成全文定稿。
感谢 Okan K. Ersoy 教授对本书中文版出版给予的大力支持。 感谢机械工业出版社

吉玲编辑在本书翻译过程中给予的帮助与合作。 由于译校者水平有限， 不妥和疏误之处

在所难免， 欢迎广大读者批评指正。

译 者
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前  言

衍射与成像是许多现代科学领域中的核心课题之一， 而傅里叶分析和合成技术又是

贯穿这一课题的统一主线。 例如， 通过对傅里叶方法的研究与发展而衍生出了诸多现代

成像技术。
本书具有显著的原创性， 这源于作者长达 30 多年的教学、 研究与项目开发经历。

回顾本书涉及的内容在近年来取得的进展， 并且随着技术的进步这些内容显得越来越重

要， 这本身就是一件令人快慰的经历。 这些内容涉及的主题为数众多， 且包含诸多

学科。
即使傅里叶理论是最核心的， 其也需要许多其他的主题来进行补充， 例如， 线性系

统理论、 优化理论、 数值方法、 成像理论以及信号与图像处理理论； 并且， 理论也需要

与问题的具体实施和材料的制备相结合。 因此很难对这一领域进行简单的描述。 技术的

日益进步使得该领域至关重要， 从而需要开设一些课程以涵盖该科学与技术领域的主要

议题； 同时， 也需要帮助学生理解这些课程的重要性， 使他们为现代技术的学习做好

储备。
本书可作为大学高年级和研究生阶段涉及领域的相关课程的教科书。 以本书涵盖的

议题为基础， 可以设计开设 1 / 4 学期或者半学期的课程。
本书共包含 20 章和 3 个附录。 前三章可认为是基础知识的导论性讨论。
第 1 章给出了衍射、 傅里叶光学和成像的简要介绍， 并给出了一些现代技术中正在

出现的技术实例。
第 2 章综述了本书其他部分所需要的线性系统理论和变换理论。 具体描述了连续空

间的傅里叶变换、 实傅里叶变换及其性质， 并包含一些例题。 其他涉及的主题包含在附

录中： 附录 A 介绍了脉冲函数， 附录 B 介绍了线性矢量空间， 附录 C 介绍了离散时间傅

里叶变换、 离散傅里叶变换和快速傅里叶变换 （FFT）。
第 3 章为波传播的基础知识。 先给出了波的一般描述， 并介绍了各种类型的波。 接

下来主要介绍了电磁波及其性质， 并特别强调了平面波。
第 4 章为标量衍射理论的基础知识。 介绍了亥姆霍兹方程、 平面波角谱、 衍射的菲

涅耳-基尔霍夫和瑞利-索末菲理论。 这些理论将波的传播描述为与傅里叶变换密切相关

的线性积分变换。
第 5 章讨论了菲涅耳近似和夫琅禾费近似， 其允许衍射可用傅里叶变换的方式进行

描述。 作为这些近似的特殊应用领域， 还介绍了具有诸多用途的衍射光栅。
衍射通常是采用前向波动传播的方式来进行讨论的， 本书第 6 章反其道而行之， 引

入了逆向波动理论来讨论衍射现象， 这在一些特定类型的成像方法和光学元器件设计的

迭代优化算法中有重要应用。 本章中， 着重介绍了逆向菲涅耳衍射、 逆向夫琅禾费衍射

和逆向角谱表述。
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前述章节介绍的方法主要对靠近波动传播方向 z 轴的波动成立。 换言之， 这些方法

的结果仅在波动方向与 z 轴夹角很小的时候精确。 而且当距离衍射面很近的时候， 菲涅

耳衍射和夫琅禾费衍射也不再有效。 在第 7 章中， 采用了一种新方法使这些问题得到了

很大程度的解决， 这种新方法被称为近场-远场近似 （NFFA） 方法。 该方法主要包含两

方面内容： 第一个是包含泰勒级数展开中二次方以上的项， 第二个是推导了一种在输出

面上确定半规则采样位置的方程， 从而使 FFT 仍能被用来计算波动传播。 因此， NFFA
方法的计算速度快， 并在宽角度衍射、 近场和远场波动计算等应用中仍然适用。

第 8 章讨论当衍射孔径远大于波长时适用的几何光学。 透镜的设计经常采用几何光

学来进行， 本章给出了薄透镜和厚透镜的光线方程及其传播方程， 并给出了几何光学理

论与波动光学理论的关系。
透镜成像是最典型的成像方式。 第 9 章和第 10 章主要介绍均匀媒质中的透镜成像，

并将此成像过程转化为线性系统。 第 9 章讨论了利用二维傅里叶变换描述的相干光成

像。 同时还讨论了相衬显微成像与扫描共焦显微成像这两种重要应用， 以此体现本章介

绍的理论是如何在实际中应用的。
第 10 章是第 9 章的延续， 主要介绍了准单色波的透镜成像。 阐述了相干成像和非

相干成像， 详细讨论了包括希尔伯特变换和解析信号在内的一些理论基础。 同时还介绍

了光学畸变及利用泽尔尼克多项式进行的畸变估计。
前述章节介绍的均为成像理论。 第 11 章介绍具体应用中的问题。 实际应用中有诸

多的方法， 本章主要介绍其中的两种， 分别是照相薄膜和胶片， 以及用于衍射光学的电

子束刻蚀。
在第 9 章和第 10 章中， 传播介质被假设为均匀媒质 （具有常数折射率）。 第 12 章

讨论非均匀媒质中的波传播问题， 此时波传播的数值求解变得更加困难。 本章给出了非

均匀媒质中的广义亥姆霍兹方程和傍轴波动方程。 同时引入光束传播法 （BPM）， 这是

一种用来求解非均匀媒质中波动传播的强有力的数值方法。 本章还给出这种方法的应用

实例： 一种允许光从一个波导转移到另一个波导的定向耦合器。
第 13 章讨论了一种最重要的三维成像技术———全息术。 本章描述了用来分析全息

成像、 放大率、 畸变等的最基本的全息方法。
第 14 章主要介绍了衍射光学器件 （DOE）、 新型成像方法和亚波长尺度的衍射现

象。 同时还讨论与信号或图像处理和迭代优化技术相关的内容。 这些技术对前述章节也

具有非常重要的意义， 特别是当光学图像被进一步进行数字处理的时候。
接下来的两章讨论了衍射光学， 包括利用数字计算机制作全息图 （常称为 DOE），

以及采用物理的方法即采用记录系统生成 DOE。 在一些约束条件下进行 DOE 设计及实

现， 涉及对入射波的幅值和相位进行编码， 这是一种从通信工程中引入的思路。 这种方

法非常多， 第 15 章首先介绍了罗曼法， 这是历史上第一种此类编码方法。 接下来介绍

了在许多成像中 （如三维成像） 非常有用的两种方法， 一种是单幅图像全息术， 通过对

幅值和相位的采样以及非线性编码， 其可以仅产生所需要的图像， 而将高阶衍射图像抑

制掉。 本章最后一节介绍了 DOE 用作平面透镜的二元光学器件———二元菲涅耳波带片。
第 16 章是第 15 章的延续。 本章介绍了 DOE 编码的新方法及其改进。 第 14 章中讨



衍射、 傅里叶光学及成像

Ⅵ    

论过的凸集投影法 （POCS） 在本章中被用来进行 DOE 编码。 此外还讨论了一些其他方

法， 包括实施更为简单的虚拟全息术， 利用 POCS 来进行子全息图优化的交叉迭代技术

（ IIT）， 利用 FFT 的频率抽取特性对 IIT 进行改进的 ODIFIIT， 以及可得到更高精度的混

合罗曼-ODIFIIT 法。
第 17 章和第 18 章主要介绍计算成像技术的。 第 17 章介绍了第一种计算成像技术

———合成孔径雷达 （SAR）。 在某些方面， 原始 SAR 图像与 DOE 图像类似， 也涉及光学

和衍射原理， 例如菲涅耳近似的利用， 只有经过进一步处理， 或者更确切的说法是解

码， 才能重构地面地形的图像。 利用 SAR 得到的图像在地球遥感中非常有用。
第 18 章涵盖了计算成像的第二部分———计算机断层扫描 （CT）。 CT 的理论基础是

与傅里叶变换具有 “近亲” 关系的拉冬变换。 投影切片理论给出了如何利用投影的一维

傅里叶变换来在二维傅里叶变换平面上产生图像谱的切片。 CT 是高度数值化的， 在本

章的剩余部分中将给出它的一些图像重构的算法。
光学傅里叶变换技术在光通信和光网络中已变得非常重要。 第 19 章介绍了用于密

集波分复用 （DWDM） 的阵列波导光栅 （AWG）。 AWG 也被叫作相控阵 （PHASAR），
它是一种采用阵列波导制成的成像器件。 波导尺寸是不同的， 且差别为中心波长的整数

m 倍， 这样可以从相邻波导间得到大的相位差。 整数m 相当大， 例如可达到 30， 这对高

分辨能力的相控阵器件是合理的， 意味着波长的微小变化也可以在输出面上被分辨出

来。 这就是采用波导而不是采用自由空间的原因。 然而， 由于这些波长之间不会发生干

涉， 通过波导在输出平面上生成不同波长的点的像， 利用的正是衍射， 这与 DOE 类似，
是一种被采样的器件。 并且这些点的像以一定的间隔重复， 这限制了用于成像的波长

数。 接下来本章还讨论了一种解决上述问题的方法———不规则采样零交叉法 （MISZC）。
MISZC 方法源于第 15 章所讨论的单图全息术。

当孔径尺寸比入射光的波长小时， 标量衍射理论给出的结果将不再精确。 此时需要

对麦克斯韦方程组进行数值求解， 目前已经有了一些求解方法， 如有限差分、 傅里叶模

式分析和有限元法。 前两种方法在第 20 章中进行了讨论。 首先采用克尼二氏法， 把第

12. 4 节讨论的傍轴 BPM 写成有限差分形式， 然后讨论利用帕德近似得到的宽角度 BPM。
最后一节重点介绍了时域有限差分法和傅里叶模式法。

作者在世界各地的诸多同事、 秘书、 朋友和学生为本书底稿的准备做出了有益帮

助。 我特别要感谢他们无论在何种境况下， 都给予我持续的激励。 我也非常幸运能够与

John Wiley & Sons 在此书的出版项目中一起合作。 他们对我付出了惊人的耐心。 没有这

些耐心， 我将完不成该出版项目。 特别感谢 George Telecki 编辑在整个项目进行中给予

的耐心和支持。
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第 1 章 衍射、 傅里叶光学与成像

1. 1 本章引论

当光场通过 “障碍物” 时， 光场的表现不能简单地用一些光线来描述。 例如， 当一束

平面波穿过某个孔径时， 一些光波偏离了原来的传播方向， 传播的光场在尺寸和形状上都不

同于最初透过该孔径的光场分布。 这种光偏离直线传播的现象被称之为衍射。
波的传播过程包含衍射。 衍射发生于任何一种波的传播过程中， 例如， 电磁波、 声波、

无线电波、 超声波以及海浪等。 本书主要研究的是电磁波， 研究结果也可以直接应用于其他

类型的波。
由于成像系统的光学分辨率取决于衍射效应， 因此在过去的光学设计中， 衍射通常被认

为是一种干扰。 模拟全息技术 （在 20 世纪 40 年代得到演示、 20 世纪 60 年代得到实用）、
合成孔径雷达 （20 世纪 60 年代）、 计算全息与相息图， 以及更具一般意义的衍射光学元件

（20 世纪 60 年代后期） 的大力发展， 标志着基于衍射的光学器件发展的开端。 近年来， 衍

射与折射光学器件的结合， 例如， 采用衍射光学校正的折射透镜， 显示出光学设计达到了一

个新的阶段。
傅里叶光学研究包括连续空间与离散空间的傅里叶变换相关的光学课题及其应用。 因

此， 标量衍射理论是傅里叶光学的一部分。 在傅里叶光学的其他重要课题中， 我们分析论证

了透镜的傅里叶变换和成像特征、 光学成像系统的频率分析、 空间滤波与光信息处理、 模拟

与计算全息、 衍射光学器件 （Diffractive Optical Element， DOE） 的分析与设计以及最新的成

像技术。
现代衍射、 成像理论， 特别是依赖于傅里叶分析与合成技术的相关理论， 已成为理解、

分析与合成现代成像、 光通信与网络、 微 / 纳设备与系统必不可少的工具。 一些典型的应用

包括断层摄影术、 核磁共振成像、 合成孔径雷达 （ Synthetic Aperture Radar， SAR）、 干涉合

成孔径雷达、 共焦显微镜， 另外包括应用在通信与网络设备中的器件， 例如， 光纤与集成光

路中的定向耦合器、 超短光脉冲分析技术、 计算全息技术、 模拟全息、 衍射光学器件、 光

栅、 波带片、 光学与微波相控阵以及利用电磁波的无线系统。
微纳光学在许多方向上处于飞速发展并产生新成果的阶段。 在该领域中， 衍射变得越来

越重要。 当感兴趣的波长与衍射源的尺寸相当甚至小于衍射源的尺寸时， 所有的波动现象都

受衍射的制约。 显然， 技术的发展会越来越注重尺寸更加微小的设备和系统。 由于系统的复

杂度增加， 采用衍射来检测和分析这些系统将成为一种主要的方法。
在更先进的计算机技术中， 在极端高速的情况下， 采用传统的基于电子线路的时钟与同

步通信方法的设计将难以继续发展。 逐渐增加的复杂度使采用光互联的需求进一步增加， 当

前这种情况已经在具有非常复杂的集成电路的计算机工业中出现了， 看来只有光学技术才能

满足日渐复杂的微处理器需求的时代已经来临。 原因很简单， 相对电子传输， 光子不需要受
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传统电路中铜线的限制。
一些微电子实验仪器设备， 例如， 扫描电子显微镜、 反应离子刻蚀设备等， 对于现代微

纳制̀造与测试将变得越来越重要。 而采用衍射的方法测试这些技术获得的器件是一种非常

有益的应用。 与其他光学与数字信号处理设备相结合， 使相机拍摄图像数字化并进一步进行

图像处理变成了现实， 从而能够处理不同种类的复杂微纳系统产生的衍射图像。 同时， 这种

技术在实现衍射光学器件方面也最有竞争力。
综上所述， 傅里叶及相关变换与衍射技术在科学技术的诸多不同领域中都具有广阔的应

用， 特别是在成像、 通信与网络等相关领域中。 由于系统经常被视为线性系统， 线性系统理

论在分析中变得十分重要。 可利用卷积技术， 采用傅里叶变换来进行系统分析。

1. 2 日益重要的应用举例

随着上述技术的成熟与系统尺寸的缩小， 这些技术产生了很多日益重要的应用。 下面详

细介绍近期出现的一些特例。

1. 2. 1 密集波分复用 （DWDM） / 解复用

多频谱通信、 网络与计算等现代技术已经被越来越多地光学化。 例如， 在通信与联网的

新近进展中， 由于对频道 （波长） 需求的增长， 密集波分复用 （ Dense Wavelength Division
Multiplexing， DWDM） / 解复用技术变得更加重要。

DWDM 技术为解决通信与网络的容量与灵活性问题提供了一个新的方向。 该技术提供

了非常大的传输容量和新的网络体系结构。 DWDM 系统的主要组件包括波长多路复用器和

解复用器。 商业上可用的光学器件是基于光纤和微光学技术的。 对于集成光学多路复用器

（解复用器） 的研究越来越多地集中在基于光栅与基于相控阵 （ Phased-array， PHASAR）
（也是所谓的阵列波导光栅） 的器件上。 它们都是成像设备， 即将输入波导的场分布用色散

的方法成像在一个输出波导阵列上。 在基于光栅的器件中， 一个垂直蚀刻的反射光栅为解复

用提供聚焦与色散特性； 在基于相控阵的器件中， 这种特性由波导阵列提供， 根据所需要的

成像与色散特性选择合适的波导阵列长度。 由于相控阵器件采用传统的波导技术实现， 不需

要基于光栅器件中的垂直蚀刻步骤， 因此其具有更好的鲁棒性和制造中的容错性。 这些设备

在很大程度上都是基于衍射的。

1. 2. 2 光学与微波 DWDM 系统

对于光学与无线微波相控阵密集波分复用系统的技术研究也正在迅速发展， 由微波阵列

天线提供复用 / 解复用在无线通信中变得越来越普遍。 光学器件的应用， 则能够产生更大的

带宽， 更小的尺寸和重量， 以及对电磁干扰和串扰的高免疫性。

1. 2. 3 衍射与亚波长光学元件

传统的光学器件如透镜、 反射镜及棱镜等都是基于光的反射与折射特性的。 相反地， 采

用浮雕形式存在的衍射光学器件， 是基于光的衍射原理工作的。 这种器件在许多应用中变得

越来越重要。
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20 世纪 70 年代集成电路的革命性发展， 导致光波长级别的衍射器件得以实际应用。 光

学与电子束光刻技术的发展， 允许在抗蚀材料上生成高分辨率的复杂条纹。 干法刻蚀技术使

得通过具有精细线条纹与尖锐边缘的表面浮雕来控制相位成为可能。 金刚石切削机器与激光

写入技术的进展为构造高精度的衍射光学器件提供了新的途径。
近年来， 商业化的基于晶片的纳米加工技术， 为一种新的光学器件的产生提供了可

能———亚波长光学器件 （Subwavelength Optical Element， SOE）。 由于具有比光的波长小很多

的结构， 光与具有如此精细表面结构的器件的相互作用的物理过程， 产生了一种新的光处理

函数的重组编排 （分布）。 与现有的许多技术相比， 这种新的分布具有更高的密度、 更好的

鲁棒性、 更高层次的整合性， 能够从根本上改变现有的光学系统设计。

1. 2. 4 纳米尺度衍射器件与严格衍射理论

这种器件物理学上需严格地应用麦克斯韦方程的边界条件来描述光与该结构的相互作

用。 例如， 在电信使用的 980 ～ 1800nm 的光波上， 要求这种器件结构尺寸在几十到几百纳

米的级别。 在这种尺度的低端， 将会发现单电子或者量子效应。 在许多实际应用中， 亚波长

结构作为纳米衍射光栅， 其与入射光产生互作用可以利用严格的衍射光栅理论和前面提到的

麦克斯韦边界条件来建模。
尽管这种光学效应近年来已有研究， 但是这种光学器件昂贵的工业制造尚难以实现。 在

实验环境中构建亚波长光栅结构需要高能技术， 例如， 电子束 （ E-beam） 平版印刷术。
E-beam设备现在能够产生直径 5 ～ 10nm 的点， 因此， 能够曝光线宽在 0. 1μm 或 100nm 的

条纹。
“全光系统” 的出现很大程度上依赖于新技术。 这些新的技术将系统从数据率、 带宽、

反应时间、 信息损失、 成本以及协议 （带有光电转换的光学系统协议） 中解放出来。 另外，
新的技术， 如基于微电机械系统 （Microelectro Mechanical System， MEMS） 的微镜， 允许在

光路外进行光学开关控制， 由此电子与光学参数才能够独立地进行调整以实现全局最优。 针

对这些器件衍射的研究对于新系统、 新技术的发展也将同样重要。

1. 2. 5 现代成像技术

如果一个成像系统的源场 （光场、 电磁场） 具有空间相干的特性， 则该源场被称为相

干场， 同时可以被描述为复振幅的空间分布。 例如， 全息就是一种相干成像技术。 如果源场

不具有空间相干性， 则被称为非相干场， 可以被描述为实数亮度值的空间分布。 激光与微波

通常代表相干成像的源场， 因此， 傅里叶变换与衍射对于理解成像非常重要。 太阳光通常代

表非相干光源， 非相干成像同样可以用傅里叶技术进行分析。
许多现代计算机成像技术在图像重构过程中严重依赖傅里叶变换及相关的计算算法， 如

合成孔径雷达、 投影重构图像 （包括 CT、 磁共振成像、 共焦显微镜、 共焦扫描显微术等），
都属于此类技术。
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第 2 章 线性系统与变换

2. 1 本章引论

衍射与成像过程经常被建模为线性系统。 首先， 一个系统是一个输入-输出的映射。 也

就是说， 给系统一个输入， 系统会生成一个输出。 例如， 在一个衍射和成像问题中， 输入和

输出分别是一个在输入平面的波和另一个与距输入平面有一定距离的对应的衍射波。
光学系统与通信系统是非常相似的。 两种系统的首要目的是采集和处理信息。 通信系统

处理的语言是一维信号 （1-D）， 而图像是二维信号 （2-D）。 一维信号是典型的时间信号，
而二维信号是典型的空间信号。 例如， 一个采用了激光光束的光学系统具有空间相干性。 这

样， 信号可以被描述为 2-D 或者 3-D 复值幅度场。 空间相干性对于观察衍射是十分必要的。
普通照明 （例如白昼） 信号不具有空间相干性， 因此普通照明信号被描述为 2-D 空间的实

值的亮度。
对线性的时间不变与空间不变的通信与光学系统， 经常采用傅里叶变换来进行频率分

析。 非线性光学元件如照相胶片与非线性电子元件如二极管， 也具有相似的输入—输出

特性。
在两种系统中， 傅里叶技术同样可用于系统的合成。 一个典型的例子是二维滤波。 理论

上， 光学匹配滤波器、 光学图像处理技术与通信和信号处理系统中的匹配滤波器、 图像处理

技术是相似的。
本章讨论了与衍射、 光学成像有关的线性系统理论和傅里叶变换理论， 以及相关领域。

本章包含 8 个小节。 在 2. 2 节中强调了线性系统的特性， 特别是卷积与平移不变性。 在 2. 3
节中介绍了 1-D 傅里叶变换和连续空间傅里叶变换 （在本书的其他部分中简称为傅里叶变

换 （FT））。 2. 4 节给出了傅里叶变换存在的条件。 在 2. 5 节， 对傅里叶变换的特性进行

了总结。
到目前为止， 讨论的傅里叶变换都具有复指数变换核。 我们可以把傅里叶变换定义为一

个利用余弦和正弦核函数的实变换， 实傅里叶变换有时更加具有实用性。 在 2. 6 节讨论了

1-D 实傅里叶变换。 在 2. 7 节定义了 1-D 傅里叶变换的振幅谱和相位谱。
2-D 信号经常具有圆对称特性， 特别是在光学与波的传播应用中。 在这种情况下， 傅里

叶变换变成了柱面坐标下的汉克尔变换。 在本章的 2. 8 节中， 将讨论汉克尔变换。

2. 2 线性系统与平移不变性

线性系统允许将复杂信号分解成许多基本信号的组合， 这些基本信号称为基元信号。 在

傅里叶分析中， 基元信号或函数是正弦函数。
在一个线性系统中， 一个给定的输入对应一个唯一的输出。 但是， 多个不同的输入可以
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对应相同的输出。 因此， 这种对应关系可以是一对一， 也可以是多对一。

 图 2. 1 系统结构图

图 2. 1 给出了一个二维系统， 其中， u（ x，y） 是输入

信号， g（x，y） 是输出信号， 数学上， 系统可以被表示为

g（x，y） = O[u（x，y）] （2. 2⁃1）
在连续空间， O[·]是一个算符， 将输入映射成输出。

在离散空间， 点 （x，y） 被采样为 [Δx·m，Δy·n]， 其中

Δx 和 Δy 是在两个方向上的采样间隔。 [Δx·m，Δy·n] 可以被简单地表示为[m，n]， 系统

可以写为

g[m，n] = O[u[m，n]] （2. 2⁃2）
接下来， 考虑连续空间的情况。 对于一个线性系统， 如果以两个输入 u1 （ x， y） 和

u2 （x，y）的任意线性组合作为输入， 系统将把它们各自的输出 g1 （x，y） 和 g2 （x，y） 同样进行

线性组合输出。 该特性称为叠加原理， 写为

O[a1u1 （x，y） + a2u2 （x，y）] = a1O[u1 （x，y）] + a2O[u2 （x，y）] （2. 2⁃3）
其中， a1 和 a2 是标量。 在离散线性系统中， 上面的 （x，y） 被 （m，n） 代替。

假设在 （x1 ，y1 ） 处的输入为 δ 函数 δ（x1 ，y1 ） （参考附录 A 中关于 δ 函数的讨论）， 在

（x，y） 处的输出定义为

h（x，y；x1 ，y1 ） = O[δ（x - x1 ，y - y1 ）] （2. 2⁃4）
h（x，y；x1 ，y1 ） 被称为系统的脉冲响应 （点扩散函数）。

δ 函数的筛选性质允许任意的输入 u（x，y） 表示为

u（x，y） = ∬+∞

-∞
u（x1 ，y1 ）δ（x - x1 ，y - y1 ）dx1 dy1 （2. 2⁃5）

此时， 输出函数可以表示为

g（x，y） = O[u（x，y）]             

= ∬+∞

-∞
u（x1 ，y1 ）O[δ（x - x1 ，y - y1 ）]dxdy1

= ∫+∞

-∞
u（x1 ，y1 ）h（x，y；x1 ，y1 ）dx1 dy1

（2. 2⁃6）

这个结果被称为 “叠加积分”。 物理上， δ 函数对应于一个点源。 叠加积分告诉我们，
我们要描述系统， 就需要知道系统在感兴趣平面上对所有点源的响应。

如果一个系统输入的平移会产生相同的输出平移， 则称之为空间不变或者是平移不变的

线性成像系统， 对于在原点的一个点源， 一个平移不变系统的输出可以写为

h（x，y；0，0） = O[δ（x，y）] （2. 2⁃7）
如果输入平移为 δ（ - x1 ， - y1 ）， 该平移不变系统的输出一定是 h（ x - x1 ，y - y1 ；0，0），

这种现象经常被简写为

h（x，y；x1 ，y1 ） = h（x - x1 ，y - y1 ） （2. 2⁃8）
此时， 叠加积分变成

g（x，y） = ∬+∞

-∞
u（x1 ，y1 ）h（x - x1 ，y - y1 ）dx1 dy1 （2. 2⁃9）

采用变量代换， 上式可以表示为

g（x，y） = ∬+∞

-∞
h（x1 ，y1 ）u（x - x1 ，y - y1 ）dx1 dy1 （2. 2⁃10）
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这和 h（x，y） 与 u（x，y） 卷积生成 g（x，y） 是一致的。 其可以被写成

g（x，y） = h（x，y）∗u（x，y） （2. 2⁃11）
这个结果的重要意义在于， 一个线性平移不变 （Linear Shift-invariant， LSI） 系统可以通

过卷积进行运算。 这样， 卷积定理可以用于表示系统的输入输出关系

G（ fx， fy） = H（ fx， fy） = U（ fx， fy） （2. 2⁃12）
其中， G（ fx，fy）， H（ fx，fy） 和 U（ fx，fy） 分别是 g（x，y）， h（x，y） 和 u（x，y） 的傅里叶变换。
傅里叶变换将在下节中进行讨论。 H（ fx，fy） 由下式给出

H（ fx， fy） = ∬+∞

-∞
h（x，y）e - j2π（ fxx+fyy） dxdy （2. 2⁃13）

上式被称为系统的传递函数。
在离散空间系统中， 叠加积分变成了叠加求和， 表示为

g[m，n] = ∑
∞

m1 = -∞
∑

∞

n1 = -∞
u[m1 ，n1 ]h[m，n；m1 ，n1 ] （2. 2⁃14）

在离散空间线性平移不变系统中， 卷积积分变成了卷积求和， 即

g[m，n] = ∑
∞

m1 = -∞
∑

∞

n1 = -∞
u[m1 ，n1 ]h[m - m1 ，n - n1 ] （2. 2⁃15）

上式同样可以表示为

g[m，n] = ∑
∞

m1 = -∞
∑

∞

n1 = -∞
h[m1 ，n1 ]u[m - m1 ，n - n1 ] （2. 2⁃16）

离散空间线性平移不变系统的传递函数是脉冲响应的离散空间傅里叶变换， 表示为

H（ fx， fy） = ∑
∞

m1 = -∞
∑

∞

n1 = -∞
h[m1 ，n1 ]e - j2π（ fxm1Δx+fyn1Δy） （2. 2⁃17）

其中， 卷积定理同样在公式 （2. 2⁃12） 中给出。

2. 3 连续空间傅里叶变换

线性性质的特征是允许复杂信号被分解成为许多基本信号的组合， 这些基本信号经常被

称为基元信号， 在傅里叶分析中， 基元信号或函数是正弦函数。
对于信号 u（ t）， - ∞ ≤t≤∞ ， 其 1⁃D 傅里叶变换定义为

Uc（ f） = ∫+∞

-∞
u（ t）e - j2πftdf （2. 3⁃1）

傅里叶逆变换是从基元函数 ej2πft的角度来表示 u（ t） 的， 定义为

u（ t） = ∫+∞

-∞
Uc（ f）ej2πftdf （2. 3⁃2）

公式 （2. 3⁃1） 被称为分析方程， 而公式 （2. 3⁃2） 被称为合成方程。
多维 （Multidimensional， MD） 傅里叶变换可变成一组可分离的一维变换， 因为其傅里

叶变换核在每个方向上是可分离的。 例如， 二维傅里叶变换核 b（x，y， fx， fy） 可以表示为

b（x，y， fx， fy） = b1 （x， fx）b2 （y， fy） （2. 3⁃3）
bi（·，·） 中的 i 为 1 或者 2， 是一维傅里叶变换核。

信号 u（x，y）， - ∞ ≤x， y≤∞ ， 其二维傅里叶变换定义为
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U（ fx， fy） = ∬+∞

-∞
u（x，y）e - j2π（xfx+yfy） dxdy （2. 3⁃4）

其中， fx 和 fy 分别对应于 x 与 y 方向上的空间频率。
二维傅里叶逆变换定义为

u（x，y） = ∬+∞

-∞
U（ fx， fy）ej2π（xfx+yfy） dfxdfy （2. 3⁃5）

2. 4 傅里叶变换的存在条件

傅里叶变换存在的充分条件总结如下：
A. 在无穷空间内， 信号必须是绝对可积的；
B. 在任意有限的子空间内， 信号必须只有有限个间断点和有限个极大值点和极小值点。
C. 信号必须没有无穷大 （小） 的间断点。
如果需要， 这三个条件中的任意一个条件都可以减弱。 例如， 通常用二维狄拉克 δ 函数

表示强而窄的脉冲， 其表示式如下：
δ（x，y） = lim

N→∞
N2 e - N2π（x2 + y2） （2. 4⁃1）

这个函数不满足条件 C。 下面另外两个函数不满足条件 A：
u（x，y） = 1

u（x，y） = cos2πfxx （2. 4⁃2）
对于这些函数， 其傅里叶变换仍然可以用上述非协作广义函数如 δ 函数、 以极限方式来

定义， 这通常被称为广义傅里叶变换。

例 2. 1 根据 2D δ 函数定义， 计算其傅里叶变换。
解： 令

u（x，y） = N2 e - N2π（x2 + y2）

这样

δ（x，y） = lim
N→∞

u（x，y）

我们可以写成

U（ fx， fy） = e - π（ f 2x + f 2y） / N2

定义 Δ（ fx， fy） 为在 N→∞ 极限上的傅里叶变换， 得到

Δ（ fx， fy） = lim
N→∞

U（ fx， fy） = 1

2. 5 傅里叶变换的性质

2⁃D 傅里叶变换的性质是一维傅里叶变换的扩展。 需要定义在二维空间的奇函数和偶函数。
如果一个信号 u（x，y） 满足

u（x，y） = u（ - x， - y） （2. 5⁃1）
那么这个函数为偶函数。 如果 u（x，y） 满足

u（x，y） = - u（ - x， - y） （2. 5⁃2）
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那么这个函数是奇函数。
如上的定义显示其具有二重对称性， 可以将其扩展到二维空间的四重对称。
下面列出傅里叶变换的性质。
性质 1： 线性性质

如果 g（x，y） = au1 （x，y） + bu2 （x，y）， 那么

G（ fx， fy） = aU1 （ fx， fy） + bU2 （ fx， fy） （2. 5⁃3）
性质 2： 卷积定理

如果 g（x，y） = u1 （x，y）∗u2 （x，y）， 那么

G（ fx， fy） = U1 （ fx， fy）U2 （ fx， fy） （2. 5⁃4）
性质 3： 相关性质

相关与卷积是相似的， u1 （x，y） 与 u2 （x，y） 的相关定义为

g（x，y） = ∬∞
u1 （x1 ，y1 ）u2 （x + x1 ，y + y1 ）dx1 dy1 （2. 5⁃5）

如果 g（x，y） = u1 （x，y） 。 u2 （x，y）， 其中。 代表 2⁃D 相关， 那么

U（ fx， fy） = U1 （ fx， fy）U∗
2 （ fx， fy） （2. 5⁃6）

性质 4： 调制性质

如果 g（x，y） = u1 （x，y）u2 （x，y）， 那么

G（ fx， fy） = F1 （ fx， fy）∗F2 （ fx， fy） （2. 5⁃7）
性质 5： 可分离性质

如果 g（x，y） = u1 （x）u2 （y）， 那么

G（ fx， fy） = U1 （ fx）U2 （ fy） （2. 5⁃8）
性质 6： 平移性质

如果 g（x，y） = u1 （x - x0 ，y - y0 ）， 那么

G（ fx， fy） = e - j2π（ fxx0 + fyy0） ·U（ fx， fy） （2. 5⁃9）
性质 7： 频移性质

如果 g（x，y） = ej2π（ fx0x + fy0y） ·u（x，y）， 那么

G（ fx， fy） = U（ fx - fx0 ， fy - fy0 ） （2. 5⁃10）
性质 8： 空间域微分运算

如果 g（x，y） = （〓k / 〓xk）（〓 l / 〓yl）u（x，y）， 那么

G（ fx， fy） = （2πjfx） k（2πjfy） lU（ fx， fy） （2. 5⁃11）
性质 9： 频域微分运算

如果 g （x， y） = （ - j2πx） k （ - j2πy） lu （x， y）， 那么

G（ fx， fy） = 〓k

〓fkx
〓 l

〓fly
U（ fx， fy） （2. 5⁃12）

性质 10： 帕塞瓦尔 （Parseval） 定理

∬+∞

-∞
u（x，y）g∗（x，y）dxdy = ∬+∞

-∞
U（ fx， fy）G∗（ fx， fy）dfxdfy （2. 5⁃13）

性质 11： 对实函数 u（x，y）
U（ fx， fy） = U∗（ - fx， - fy） （2. 5⁃14）
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性质 12： 对实偶函数 u（x，y）
U（ fx， fy）同样是实偶数

性质 13： 对实奇函数 u（x，y）
U（ fx， fy）是虚奇数

性质 14： 空间域拉普拉斯算子

如果 g（x，y） = 〓
〓x2 + 〓

〓y2
〓

〓
〓

〓

〓
〓u（x，y）， 那么

G（ fx， fy） = - 4π2 （ f 2
x + f 2

y）U（ fx， fy） （2. 5⁃15）
性质 15： 频域拉普拉斯算子

如果 g（x，y） = - 4π2 （x2 + y2 ）u（x，y）， 那么

G（ fx， fy） = 〓2

〓f 2
x

+ 〓2

〓f 2
y

〓

〓
〓

〓

〓
〓U（ fx， fy） （2. 5⁃16）

性质 16： 信号的二次方

如果 g（x，y） = | u（x，y） | 2 ， 那么

G（ fx， fy） = U（ fx， fy）∗U∗（ fx， fy） （2. 5⁃17）
性质 17： 频谱的二次方

如果 g（x，y） = u（x，y）∗u∗（x，y）， 那么

G（ fx， fy） = |U（ fx， fy） | 2 （2. 5⁃18）
性质 18： 坐标轴旋转

如果 g（x，y） = u（ ± x， ± y）， 那么

G（ fx， fy） = U（ ± fx， ± fy） （2. 5⁃19）
傅里叶变换的重要性质总结如表 2⁃1 所示。

表 2-1 傅里叶变换的性质 （其中， a、 b、 fx0和 fy0为非零实常数， k 和 l 是非负整数）

性  质 g（x，y） G（ fx， fy）

线性 au1 （x，y） + bu2 （x，y） aU1 （ fx， fy） + bU2 （ fx， fy）
卷积性 u1 （x，y）∗u2 （x，y） U1 （ fx， fy）U2 （ fx， fy）
相关性 u1 （x，y）·u2 （x，y） U1 （ fx， fy）U∗

2 （ fx， fy）
调制性 u1 （x，y）u2 （x，y） U1 （ fx， fy）∗U2 （ fx， fy）

可分离性 u1 （x）u2 （y） U1 （ fx）U2 （ fy）
平移性 u（x - x0 ，y - y0 ） e - j2π（ fxx0 + fyy0） ·U（ fx， fy）
频移性 g（x，y） = ej2π（ fx0x + fy0y） ·u（x，y） G（ fx， fy） = U（ fx - fx0 ， f2 - fy0 ）

空间域微分运算
〓k

〓xk
〓l

〓yl
u（x，y） （2πjfx） k（2πjfy） lU（ fx， fy）

频域微分运算 （ - j2πx） k（ - j2πy） lu（x，y）
〓k

〓fkx
〓l

〓fly
U（ fx， fy）

空间域拉普拉斯算子
〓2

〓x2 + 〓2

〓y2（ ）u（x，y） - 4π2 （ f 2
x + f 2

y）U（ fx， fy）

频域拉普拉斯算子 - 4π2 （x2 + y2 ）u（x，y）
〓2

〓f 2
x

+ 〓2

〓f 2
y

（ ）U（ fx， fy）

信号的二次方 | u（x，y） | 2 U（ fx， fy）∗U∗ （ fx， fy）

频谱的二次方 x（x，y）∗u∗ （x，y） |U（ fx， fy） | 2
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（续）

性  质 g（x，y） G（ fx， fy）

坐标轴旋转 u（ ± x， ± y） U（ ± fx， ± fy）

帕塞瓦尔定理 ∬+∞

-∞
v（x，y）g∗ （x，y）dxdy = ∬+∞

-∞
U（ fx， fy）G∗ （ fx， fy）dfxdfy

实函数 u（x，y） U（ fx， fy） = U∗ （ - fx， - fy）
实偶函数 u（x，y） U（ fx， fy）是实偶函数

实奇函数 u（x，y） U（ fx， fy）是虚奇函数

例 2. 2 计算如下函数 g（x） 的 1⁃D 傅里叶变换， 表示成 u（x，y） 傅里叶变换的函数形式。

g（x） = ∫+∞

-∞
u（x，y）dy

解： 分别设 g（x） 和 δ（x） 为 2⁃D 函数 g （x） ·1 和 δ（x）·1， g（x） 可以被表示为

g（x）·1 = u（x，y）∗[δ（x）·1]

= ∬+∞

∞
u（x1 ，y1 ）δ（x1 - x）dx1 dy1

= ∫+∞

-∞
u（x，y）dy

（2. 5⁃20）

计算式 （2. 5⁃20） 两边的傅里叶变换， 根据卷积定理和傅里叶变换性质 5 （可分离函

数）， 得到

G（ fx）δ（ fy） = U（ fx， fy）δ（ fy）
或者

G（ fx） = U（ fx，0）

例 2. 3 计算 g（x，y） 的傅里叶变换

g（x，y） = u（a1x + b1y + c1 ，a2x + b2y + c2 ）
表示成 u（x，y） 傅里叶变换的函数形式。
解：

G（ fx， fy） = ∬+∞

-∞
u（a1x + b1y + c1 ，a2x + b2y + c2 ）e - j2π（ f1x， f2y） dxdy

令 x1 = a1x + b1y + c1 ， 得到

G（ fx， fy） = ∬+∞

-∞
u x1 ，a2

x1 - b1y - c1

a1

〓
〓
〓

〓
〓
〓+ b2y + c2[ ]e - j2π fx

x1-a1y-c1
a1

+fyy（ ）[ ] dxdy
| a1 |

令 y1 = a2
x1 - b1y - c1

a1

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + b2y + c2 ， 得到

G（ fx， fy） = 1
| D | ∬

+∞

-∞
u（x1 ，y1 ）e - j2π（x1f ′x+y1f ′y+T1fx+T2fy） dx1 dy1 （2. 5⁃21）

其中

D = a2b1 - a1b2

f ′x = 1
D （ - a1 fx + a2 fy）
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f ′y = 1
D （b1 fx - a1 fy）

T1 =
b1c2 - b2c1

D

T2 =
a2c1 - a1c2

D
式 （2. 5⁃21） 等同于

G（ fx， fy） = 1
|D | ej2π（T1fx + T2fy）U（ f ′x， f ′y）

因此得到， 如果输入信号是比例的、 平移的和偏移的， 那么其变换也是比例的、 偏移的， 同

时发生相位平移， 而不是空间平移。

例 2. 4 计算如下 “0⁃1” 函数的傅里叶变换：

u（x，y） =
1 h1 （x） < y < h2 （x）
0 其他{

其中， h1 （x） 和 h2 （x） 是给定的 x 的单值函数。 计算 U（ fx， fy） 和 U（ fx，0）。

 图 2. 2 一个典型的 0⁃1 函数

解： 图 2. 2 给出了 u（x，y） 的定义。 它的傅里

叶变换为

U（ fx， fy） = ∬+∞

-∞
u（x，y）e - j2π（ fxx+fyy） dxdy

= ∫+∞

-∞
e - j2πfxxdx∫h2（x）

h1（x）
e -j2πfyydy

当 fy = 0 时

U（ fx，0） = ∫+∞

-∞
[h2 （x） - h1 （x）]e - j2πfxxdx

= H2 （ fx） - H1 （ fx）
因此， U（ fx，0） 是函数 h2 （x） 和 h1 （x） 的 1⁃
D 傅里叶变换的差值。

2. 6 实傅里叶变换

有些情况下， 采用实正弦函数和余弦函数为基函数来表示傅里叶变换会更加有效。 这种

表示方法被称为实傅里叶变换 （ Real Fourier Transform， RFT）。 直到 1994 年 （ Ersoy，
1994）， 傅里叶变换的讨论才变成复数傅里叶变换 （CRF）。 例如， 在本书 9. 4 节中， 非单色

波场可以用 RFT 进行更加有效的推导。 在本节和下一节中， 将只讨论 1⁃D 的 RFT。
信号 u（x） 的 RFT 定义为

U（ f） = 2w（ f）∫+∞

-∞
u（ t）cos（2πft + θ（ f））dx （2. 6⁃1）

其中
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w（ f） =
1 f≠0
1 / 2 f = 0{ （2. 6⁃2）

θ（ f） =
0 f≥0
π / 2 f < 0{ （2. 6⁃3）

RFT 逆变换定义为

u（ t） = ∫+∞

-∞
U（ f）cos（2πft + θ（ f））df （2. 6⁃4）

可以看到， 当 f = 0 时， cos（2πft + θ（ f）） 等于 cos（2πft）， 而当 f < 0 时， 其等价于

sin（2π | f | t）。 这是采用一个积分来涵盖正弦和余弦基本信号的 “技巧”。 为了达到这个目

的， 函数中使用了负频率。 有趣的是， 由于式 （2. 6⁃4） 是实数， 因此对于变量 f 而言， 2
cos（2πft + θ（ f）） 是正交的。 因此，

2∫+∞

0
cos（2πft + θ（ f））cos（2πfτ + θ（ f））df = δ（ t - τ） （2. 6⁃5）

其中， δ（·） 是狄拉克脉冲函数。

 图 2. 3 当 t = 0. 25 和 - 10 < f < 10 时，

 基函数 2cos（2πft + θ（ f）） 的变化情况

图 2. 3 绘出了 t = 0. 25 和 - 10 < f < 10 时，

基函数 2cos（2πft + θ（ f）） 的变化情况。
当 f = 0 时， 式 （2. 6⁃1 ） 和式 （2. 6⁃ 4 ）

可以被写为

U1 （ f） = 2w（ f）∫+∞

-∞
u（ t）cos（2πft）dt

（2. 6⁃6）

U0 （ f） = 2∫+∞

-∞
u（ t）sin（2πft）dt

（2. 6⁃7）
及

u（t） = ∫∞

0
[U1（f）cos（2πft） + U0（f）sin（2πft）]df

（2. 6⁃8）
其中， 当 f = 0 时， U（ f） 等于 U1 （ f）， 而当 f < 0 时， U（ f） 等于 U0 （ | f | ）。 U1 （ f） 和 U0 （ f）
被分别称为余弦和正弦部分。 式 （2. 6⁃1）、 式 （2. 6⁃6） 和式 （2. 6⁃7） 被称为分解方程， 而

式 （2. 6⁃4） 和式 （2. 6⁃8） 对应于合成方程。
当 f≥0 时， CFT 和 RFT 之间的关系可以表示为

Uc（0） = U（0） f = 0
Uc（ f）

Uc（ - f）
〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓 = 1

2
1 - j
1 j

〓

〓
〓

〓

〓
〓

U1 （ f）
U0 （ f）

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓  f > 0 （2. 6⁃9）

式 （2. 6⁃9） 表明了 U1 （ f） 和 U0 （ f） 分别是偶函数与奇函数。
当 f≥0 时， 式 （2. 6⁃9） 的逆向形式为

U1 （0） = Uc（0） f = 0
U1 （ f）
U0 （ f）

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓 =

1 1
j - j

〓

〓
〓

〓

〓
〓

Uc（ f）
Uc（ - f）

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓 f > 0 （2. 6⁃10）
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式 （2. 6⁃9） 和式 （2. 6⁃10） 用来将一种表现形式转换为另一种表现形式。 当 x（ t） 是实数

时， U1（f） 和 U0（f） 同样是实数。 这样， 式 （2. 6⁃9） 表示 Uc（f） 和 Uc（ - f） 是彼此的复共轭。

2. 7 幅度谱和相位谱

Uc（ f） 可以表示为

Uc（ f） = Ua（ f）ejϕ（ f） （2. 7⁃1）
其中， 信号 x（ t） 的幅度谱 Ua（ f） 和相位谱 ϕ（ f） 分别定义为

Ua（ f） = |Uc（ f） | = 1
2 [ |U1 （ f） | 2 + |U0 （ f） | 2 ] 1 / 2 （2. 7⁃2）

ϕ（ f） = arctan Im[Uc（ f）]
Re[Uc（ f）]{ } （2. 7⁃3）

Ua（ f） 是一个偶函数。 对于实数信号， ϕ（ f） 是一个奇函数， 可以表示为

ϕ（ f） = arctan[ - U0 （ f） / U1 （ f）] （2. 7-4）
对于式 （2. 3-2） 中的逆 CFT， 可以写成幅度谱和相位谱的形式

u（ t） = ∫+∞

-∞
Ua（ f）ej[2πft +ϕ（ f）] df （2. 7-5）

当 u（ t） 是实数时， 式 （2. 3-2） 可以简写成：

u（ t） = 2∫+∞

0
Ua（ f）cos[2πft + ϕ（ f）]df （2. 7-6）

因为 Uc（ f） = U∗
c （ - f）， 在公式

j∫+∞

-∞
Ua（ f）sin[2πft + ϕ（ f）]df

中的被积函数是一个奇函数， 则积分值为 0。
式 （2. 7-6） 将在 9. 4 节中用来表示非单色光波场。

2. 8 汉克尔变换

具有径向对称特征的函数在极坐标空间更加易于表示。 这种情况是经常存在的， 例如，
光学中的透镜、 孔径光阑等器件都是圆形的。

 图 2. 4 直角坐标和极坐标

首先考虑极坐标系的傅里叶变换。 图 2. 4 表示了直角坐

标和极坐标。 从直角坐标到极坐标的变换表示为

r = （x2 + y2 ） 1 / 2

θ = arctan y
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

ρ = （ f 2
x + f 2

y） 1 / 2

ϕ = arctan fy
fx

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （2. 8⁃1）

函数 u（x，y） 的傅里叶变换 （FT） 定义为

U（ fx， fy） = ∬+∞

-∞
u（x，y）e - j2π（ fxx+fyy） dxdy （2. 8⁃2）
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f（x，y） 在极坐标系中表示为 f（ r，θ）， F（ fx， fy） 在极坐标系中表示为 F（ρ，ϕ）， 因此，

U（ρ，ϕ） = ∫2π

0
dθ∫+∞

0
u（ r，θ）e - j2πrρ（cosθcosϕ+sinθsinϕ） rdr （2. 8⁃3）

当 u（x，y） 是圆对称形时， 可以表示为

u（ r，θ） = u（ r） （2. 8⁃4）
这样， 式 （2. 8⁃3） 变成

U（ρ，ϕ） = ∫+∞

0
u（ r） rdr∫2π

0
e - j2πρrcos（θ-ϕ） dθ （2. 8⁃5）

因此， 第一类零阶贝塞尔函数为

J0 （ t） = 1
2π∫2π

0
e - jtcos（θ-ϕ） dθ （2. 8⁃6）

可以看出， 对于 ϕ 的所有值， J0 （ t） 都是相同的。 将该等式代入式 （2. 8⁃5）， 并加入额外因

子 2π， 得到

U（ρ，ϕ） = U（ρ） = 2π∫+∞

0
u（ r）J0 （2πrρ） rdr （2. 8⁃7）

因此， 一个圆对称 2⁃D 函数的傅里叶变换是自身圆对称的， 由式 （2. 8⁃7） 表示。 这种关系

被称为零阶汉克尔变换， 或者傅里叶-贝塞尔变换。
零阶逆汉克尔变换可以用同样的积分形式给出

u（ r） = 2π∫+∞

0
U（ρ）J 0 （2πrρ）ρdρ （2. 8-8）

例 2. 5 推导式 （2. 8-5）。
解： x， y 和 fx， fy 表示为

x = rcosθ  y = rsinθ
fx = ρcosϕ  fy = ρsinϕ

式 （2. 8⁃2） 变成

U（ρ，ϕ） = ∫2π

0
dθ∫+∞

0
u（ r，θ）e - j2πrρ（cosθcosϕ+sinθsinϕ） Jdr （2. 8⁃9）

其中 J 为雅克比行列式， 为

J =

〓x
〓r

〓x
〓θ

〓y
〓r

〓y
〓θ

=
cosθ - rsinθ
sinθ rcosθ

= r （2. 8⁃10）

其中 | · | 代表行列式。 将 J = r 代入式 （2. 8⁃9）， 得到结果。

例 2. 6 （a） 给出如下圆柱函数 cyl（ r） 的汉克尔变换。

cyl（ r）

1 0≤r < 1
2

1
2 r = 1

2

0 r > 1
2

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓

（2. 8⁃11）
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（b） 给出 cyl （ r / D） 的汉克尔变换。
解： （a） 令

u（ r） = cyl（ r）
这样

U（ρ） = 2π∫∞

0
u（ r）J0 （2πrρ） rdr

= 2π∫1 / 2

0
J0 （2πrρ） rdr

第一类一阶贝塞尔函数由 [Erdelyi] 给出

J1 （πρ） = 4πρ∫1 / 2

0
J0 （2πrρ） rdr （2. 8⁃12）

于是

U（ρ） =
J1 （πρ）

2ρ
宽边帽函数 somb（ r） 定义为

somb（ r） =
2J1 （πr）

πr （2. 8⁃13）

U（ρ） 表示为由 somb（ r） 来表示

U（ρ） = π
4 somb（ρ）

（b） 由于

U′（ρ） = 2π∫D/ 2

0
J0 （2πrρ） rdr

令 r′ = r / D， 于是 dr = Ddr′， 得到：

U′（ρ） = 2πD2∫1 / 2

0
r′J0 （2πrDρ）dr′

= D2U（ρ） = D2 π
4 somb（Dρ）
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第 3 章 波传播基本定理

3. 1 本章引论

在本章及第 4 章中， 波在一般意义上被认为是存在于 3-D 空间的。 然而， 在某些应用中

（例如集成光学）， 光被认为在一个 2-D 的平面上传播。 例如， 在第 19 章中的密集波分复用

（DWDM） 中， 由于空间变量 y 被从方程中去掉， 因此方程变成了更加简单的二维方程。 于

是， 在以下 3-D 空间中讨论的结果可以容易地降维到 2-D 空间。
对于电磁波 （EM）， 它由时变电场 E（r，t） 产生时变的磁场 H（ r，t） 而生成， 并在自由

空间或空气等非波导介质、 光纤等波导介质、 陆地表面与电离层之间的各种介质中传播。 在

本章中， 将主要考虑无边界介质的情况。

 图 3. 1 一个天线源产生球面波的情况

 a） 由一个点源产生的球面波 b） 在传播方向上具有一致特性的平面波

图 3. 1a 所示的是一个天线源

产生球面波的情况。 当距离发射

源很远时， 波前上所有点都近似

地具有同样的特性， 球面波看起

来像平面波， 如图 3. 1b 所示。 另

一个例子是指向 z 轴方向的一个电

偶极子， 在原点处以角频率 ω 振

荡。 它产生的电磁场是非常复杂

的， 但是距离原点很远时， 该电磁波也可以视为平面波。 一个完美的平面波在物理上是不存

在的， 但是它对各种波的分析建模则非常有用。
波在介质中传播， 对于光波来说， 光学特性由折射率 n 来表示， 其定义为自由空间光传

播速度与光在介质中传播速度的比值。 如果 n 是常数， 那么该介质是均匀的， 否则该介质是

非均匀的。 在本章中， 假设介质是均匀的。
本章包含七个部分。 3. 2 节介绍了波是如何产生的及波的一些基本特性。 在 3. 3 节中，

对电磁波的基本特性及基尔霍夫方程进行了介绍。 在 3. 4 节中， 对相量表示进行了回顾。 在

3. 5 节中， 介绍了波动方程、 在无源介质中的波动方程、 基于波数与方向余弦的平面波解。
3. 6 节介绍了非电介质中波动方程的相量表示。 平面波是电磁波的基本组成， 在 3. 7 节中对

平面波及其偏振特性进行了详细介绍。

3. 2 波

自然界有很多种波动形式， 如电磁波、 声波、 水波及脑电波等。 波可以被认为是一种以

固定的速度和形式从一点到另一点传播的振动。
用 u（x，t） 表示一个在均匀介质中沿 x 方向传播的一维波。 如果其速度为 v， 且向右传



第 3 章 波传播基本定理

17   

播， 则 u（x，t） 满足

u（x，t） = u（x - vt，t） （3. 2⁃1）
相反， 若波向左传播， 则 u （x， t） 满足

u（x，t） = u（x + vt，t） （3. 2⁃2）
假设波是向左传播的， s 定义为

s = x + vt （3. 2⁃3）
这样， 可以做以下计算：

〓u
〓x = 〓u

〓s
〓2u
〓x2 = 〓2u

〓s2

〓u
〓t = 〓s

〓t
〓u
〓s = v 〓u〓s

〓2u
〓t2

= v2 〓2u
〓s2 （3. 2⁃4）

因此

〓2u（x，t）
〓x2 = 1

v2
〓2u（x，t）

〓t2
（3. 2⁃5）

这个方程被称为非色散波动方程。 上述方程的一个特解， 同时也是所有其他波动方程的

解， 是一个简单的调和解

Ψ（x，t） = Acos（k（x + vt）） = Acos（kx + ωt） = Acos 2π x
λ + ft〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （3. 2⁃6）

式中， ω = 2πf； k = 2π / λ； λ 是波长； f 是时间频率； 1 / λ 是空间频率； ω 和 k 是对应的角

频率。
k 也被称为波数。 式 （3. 2⁃6） 给出的 Ψ（x，t）， 也被称之为 1⁃D 平面波。
为了数学上的简便性， 式 （3. 2⁃6） 可以写成

u（x，t） = Re[Aej（kx + ωt） ] （3. 2⁃7）
或者简化为

u（x，t） = Aej（kx + ωt） （3. 2⁃8）
需要再次强调的是波数 k 是 x 方向上的弧度空间频率， 也可以写成

k = 2πfx （3. 2⁃9）
式中， fx 是 x 方向上以周期 /单位长度为单位的空间频率。

将式 （3. 2⁃8） 代入式 （3. 2⁃5）， 得到

v = ω
k （3. 2⁃10）

式中， v 为相位速度。
对于光波而言， 相位速度可以高于真空中的光速。
更一般地， 除式 （3. 2⁃5） 之外， 式 （3. 2⁃8） 给出的一维波可以满足另一个对 x 和 t 的

偏微分方程。 一个具有简单调和解的一般波动方程可以写为

f 〓
〓x， 〓

〓t
〓

〓
〓

〓

〓
〓u（x，t） = 0 （3. 2⁃11）
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其中， f 是 〓
〓x和

〓
〓t的多项式函数， 例如

〓3u
〓x3 + α 〓3u

〓x2〓t
- 〓u

〓t = 0 （3. 2⁃12）

利用式 （3. 2⁃8） 获得上述简单调和解， 用
〓
〓t→jω， 式 （3. 2⁃12） 变成

k3 - αk2ω - βω = 0 （3. 2⁃13）
这个关于 ω 和 k 的方程被称为色散方程。 在这种情况下， 相位速度 v 表示为

v = ω
k = k2

αk2 + β
（3. 2⁃14）

不同于式 （3. 2⁃10）， 一个具有相位速度的波， 且其相位速度是波数和波长的函数， 这

样的波被称为色散波。 这样， 式 （3. 2⁃14） 即为色散波动方程。
下面是一些波的例子：
A. 机械波， 如在可压缩流体中的纵向声波， 其波动方程为

〓2u（x，t）
〓x2 = ρ

Kc

〓2u（x，t）
〓t2

（3. 2⁃15）

式中， ρ 是流体密度； Kc 是可压缩性参数。
因此其相位速度为

v =
Kc

ρ （3. 2⁃16）

B. 在稳态条件下的热扩散， 根据波动方程

Kh

s
〓2u（x，t）

〓x2 = 〓u（x，t）
〓t （3. 2⁃17）

式中， Kh 是传热系数； s 是单位体积的热容； u（x，t） 是局部温度。
C. 量子力学中的薛定谔波动方程为

- h2

4π2m
〓2u（x，t）

〓x2 + V（x）u（x，t） = - j h
2π

〓u（x，t）
〓t （3. 2⁃18）

式中， m 是质量； V（x） 是粒子的势能； h 是普朗克常数； u（x，t） 是粒子的态。
色散关系可以表示为

hω = h2k2

2m + V（x） （3. 2⁃19）

其中， h 等于 h / 2π。
D. 随时间变化的成像可以看成是一个三维函数 g（x，y，t）， 它的三维傅里叶变换表示可

以写成

g（x，y，t） = ∭+∞

-∞
G（ fx， fy， f）ej2π（ fxx+fyy+ft） dfxdfydf （3. 2⁃20）

其中

G（ fx， fy， f） = ∭+∞

-∞
g（x，y，t）e - j2π（ fxx+fyy+ft） dxdydt

= A（ fx， fy， f）ejΘ（ fx， fy， f）

（3. 2⁃21）
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对于实数 g（x，y，t）， G（ fx， fy， f） = G∗（ - fx， - fy， - f）， 所以式 （3. 2⁃21） 可以写成

g（x，y，t） = 2∫+∞

0 ∫+∞

-∞ ∫+∞

-∞
A（ fx， fy， f）cos（2π（ fxx + fyy + ft） + Θ（ fx， fy， f））dfxdfy[ ]df

（3. 2⁃22）
A（ fx， fy， f） cos（2π（ fxx + fyy + ft） + Θ（ fx， fy， f））是一个二维的平面波， 其幅值为 A（ fx， fy，
f）， 相位为 Θ（ fx， fy， f）， 空间频率为 fx 和 fy， 时间频率为 f， 这样， 波矢量 k 表示为

k = 2π（ fxex + fyey） = kxex + kyey （3. 2⁃23）
式中， ex 和 ey 分别是 x 方向和 y 方向上的单位向量； kx 和 ky 分别是 x 方向和 y 方向的弧度

空间频率； fx 和 fy 是对应的空间频率。
二维平面波可以写成

u（r，t） = A（k，ω）cos（k·r + ωt + Θ（k，ω）） （3. 2⁃24）
其中

r = xex + yey （3. 2⁃25）
如果假设 u（r，t） 以速度 v 在 k 方向上运动， u（r，t） 可以作为二维非色散波动方程的一

个解

Δ2u（r，t） = 1
v2

〓2u（r，t）
〓t2

（3. 2⁃26）

其中

Δ2 = 〓2

〓x2 + 〓2

〓y2 （3. 2⁃27）

综上所述， 随时间变化的成像可以表示为一系列二维平面波的叠加。 这个结论可以被推

广到任意的多维信号， 其中的一个维度被设定为时间。
式 （3. 2⁃26） 是式 （3. 2⁃5） 在两个空间轴 x 和 y 上的推广， 如果用同样的波的特性考

虑三维空间轴 x、 y 和 z， 式 （3. 2⁃23） 和式 （3. 2⁃25） 保持不变， 其中 r 和 Δ2定义如下：
r = xex + yey + zez （3. 2⁃28）

其中， ez 是增加的 z 方向上的单位向量， 并且

Δ2 = 〓2

〓x2 + 〓2

〓y2 + 〓2

〓z2 （3. 2⁃29）

运算符

Δ2为拉普拉斯算子。 式 （3. 2⁃24） 中的三维波矢量为

k = 2π（ fxex + fyey + fzez） = kxex + kyey + kzez （3. 2⁃30）
式中， kz 是增加的 z 方向上的弧度空间频率； fz 是对应的空间频率。

使 u（r，t） 为常数的面称为波前， 它沿着 k 方向以速度 v 运动， 在 3. 5 小节中， 将会深

入地讨论波前理论。
接下来， 除非在有特别说明的情况下， 后面将假设介质是线性、 均匀的及各向同性的。

同样假设采用十进制单位。

例 3. 1 考虑一个向右传播的波 u（x1 ，t1 ） = u（x2 ，t2 ）， 说明 x1 和 x2 需满足何种关系。
解： u（x1 ，t1 ） 可以被设定为以速度 v 向右运动， 令 Δt = t2 - t1 ， 当

x2 - x1 = vΔt
时， u（x1 ，t1 ） 和 u（x2 ，t2 ） 将是相同的。
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3. 3 电磁波

电磁波是三维波， 具有三个空间维度和一个时间维度， 有 D、 B、 H 和 E 四个空间坐标

矢量， 是 x、 y、 z 和 t 的函数， 即 D、 B、 H 和 E 在空间上具有方向性。 D 是电位移矢量，
单位为 C / m2 ； E 是电场强度， 单位为 V / m； B 是磁感应强度， 单位为 Wb / m2 ； H 是磁场强

度， 单位为 A / m； ρ 是电荷密度， 单位为 C / m3 ； J 是电流密度， 单位为 A / m2 。
电磁波满足麦克斯韦方程， 在公制单位下， 其形式为

Δ·D = ρ （3. 3⁃1）

Δ·B = 0 （3. 3⁃2）

Δ× H = 〓D
〓t + J （3. 3⁃3）

Δ× E = - 〓B
〓t （3. 3⁃4）

  矢量 A 包含成分 Ax、 Ay 和 Az， 其散度和旋度为

Δ·A =
〓Ax

〓x +
〓Ay

〓y +
〓Az

〓z （3. 3⁃5）

Δ× A =

ex ey ez

〓
〓x

〓
〓y

〓
〓z

Ax Ay Az

= 〓Az

〓y -
〓Ay

〓z
〓

〓
〓

〓

〓
〓ex + 〓Ax

〓z -
〓Az

〓x
〓

〓
〓

〓

〓
〓ey + 〓Ay

〓x -
〓Ax

〓y
〓

〓
〓

〓

〓
〓ez

（3. 3⁃6）

另外还有

D = εE （3. 3⁃7）
B = μH （3. 3⁃8）

式中， ε 是介电常数； μ 是磁导率。
在自由空间或者真空， 它们的值为

ε0 = 10 - 9

36π F / m（注 ε0 = 8. 854188 × 10 - 12 F / m）

μ0 = 4π × 10 - 7 H / m
在电介质中， ε 和 μ 的值分别都比 ε0 和 μ0 大。 在这样的介质中， 我们同样考虑电偶极

矩密度 P （单位为 C / m2 ）， 其与电场强度 E 的关系为

P = χε0E （3. 3⁃9）
式中， χ 称为电极化率， 电极化率可以用来评价介质中电偶极子沿电场排列的能力。

同样， 有

D = ε0E + P = ε0 （1 + χ）E = εE （3. 3⁃10）
其中

ε = ε0 （1 + χ） （3. 3⁃11）



第 3 章 波传播基本定理

21   

在均匀的各向同性介质中， 空间电荷 ρ 和电流密度 J 为零， 麦克斯韦方程变为

Δ·D = ε Δ·E = 0 （3. 3⁃12）

Δ·B = μ Δ·H = 0 （3. 3⁃13）

Δ× H = 〓D
〓t = ε 〓E

〓t （3. 3⁃14）

Δ× E = - 〓B
〓t = - μ 〓H

〓t （3. 3⁃15）

3. 4 相量表示法

我们考虑的电场和磁场， 通常用随时间变化的正弦函数来表示

u（r，t） = A（r）cos（k·r ± ωt） （3. 4⁃1）
可以将 u （r， t） 表示为

u（r，t） = Re[A′（r）ejωt] （3. 4⁃2）
其中

A′（r） = A（r）ejk·r （3. 4⁃3）
式中， A′（r） 为 u（r，t） 的相量表示， 与时间无关。

我们发现：
d
dtA′（r）ejωt = jωA′（r）ejωt （3. 4⁃4）

∫A′（r）ejωtdt = 1
jωA′（r）ejωt （3. 4⁃5）

这样， 微分和积分分别等价于 A′（r） 与 jω 和
1
jω相乘。

电场和磁场的相量表示为

E（r，t） = Re[ E～ （r）ejωt] （3. 4⁃6）

H（r，t） = Re[ H～ （r）ejωt] （3. 4⁃7）

式中， E～ （r） 和 H～ （r） 是相量。
对于 D， B 和 J， 其对应的相量采用同样的方法来定义。

以 E～ （r） 和 H～ （r） 来表示麦克斯韦方程为

Δ·D～ = ρ （3. 4⁃8）

Δ·B～ = 0 （3. 4⁃9）

Δ× H～ = jωεE～ + J～ （3. 4⁃10）

Δ× E～ = - jωB～ （3. 4⁃11）

3. 5 非电介质中的波动方程

对式 （3. 3⁃3） 两边取旋度， 得到
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Δ× Δ× H = ε 〓
〓t

Δ× E = - εμ 〓2H
〓t2

（3. 5⁃1）

Δ× Δ× H 可以被展开为

Δ× Δ× H = Δ（ Δ·H） - Δ· ΔH （3. 5⁃2）
式中， ΔH 是 H 的梯度。

这意味着， ΔHi（ i = x，y，z） 为

ΔHi =
〓Hi

〓x ex +
〓Hi

〓y ey +
〓Hi

〓z ez （3. 5⁃3）

Δ· ΔHi = Δ2Hi 由下式给出

Δ2Hi =
〓2Hi

〓x2 ex +
〓2Hi

〓y2 ey +
〓2Hi

〓z2 ez （3. 5⁃4）

这样， Δ· ΔH 沿三个方向的分量为

Δ2Hi（ i = x，y，z）的矢量。
可以看到， Δ（ Δ·H） 是

Δ·H 的梯度矢量， 等于零。 这样，

Δ× Δ× H = - Δ· ΔH = - Δ2H （3. 5⁃5）
将该结果代入式 （3. 5⁃1）， 得到

Δ2H = εμ 〓2H
〓t2

（3. 5⁃6）

同样地， 可以得到

Δ2E = εμ 〓2E
〓t2

（3. 5⁃7）

式 （3. 5⁃6） 和式 （3. 5⁃7） 分别称为 E 和 H 的齐次波动方程。
综上所述， 电场和磁场矢量的每一个分量满足非色散波动方程， 其相量速度 v 等于

1 / εμ， 在自由空间

c = v = 1
ε0μ0

≅3 × 108 m / s （3. 5⁃8）

下面我们考虑这样一个场 u（r，t）， 它满足

Δ2u（r，t） = 〓2

〓x2 + 〓2

〓y2 + 〓2

〓z2
〓

〓
〓

〓

〓
〓u（r，t） = 1

c2
〓2u（r，t）

〓t2
（3. 5⁃9）

这个方程的一个三维的平面波解为

u（r，t） = A（k，ω）cos（k·r - ωt） （3. 5⁃10）
其中的波矢量 k 给定为

k = kxex + kyey + kzez （3. 5⁃11）
相位速度 v 与 k 和 ω 的关系如下：

v = ω
| k | （3. 5⁃12）

波前定义为

k·r - ωt = 常量 （3. 5⁃13）
这是一个平面， 其法向为矢量 k 的方向。 当 ωt 改变时， 这个平面发生变化， 波沿着 k 方

向以速度 c 传播。 需要指出 cos（k·r - ωt） 也可以被选择为 cos（k·r + ωt）， 这时波的传播方
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向为 - k。
波矢量 k 的分量可以写成

ki = 2π
λ αi = kαi  i = x，y，z （3. 5⁃14）

式中， k = | k | ； αi 是第 i 个方向的方向余弦。
如果用 fi 表示沿着第 i 个方向的空间频率， 其等于 ki / 2π， 这样方向余弦可以写为

αx = λfx （3. 5⁃15）
αy = λfy （3. 5⁃16）

αz = 1 - λ2 f 2
x - λ2 f 2

y （3. 5⁃17）
且

α2
x + α2

y + α2
z = 1 （3. 5⁃18）

3. 6 非电介质中的波动方程的相量表示

首先， 计算式 （3. 4⁃11） 的旋度

Δ× Δ× E～ = - jωH～ （3. 6⁃1）

其中， B～ = μH～ ， 利用式 （3. 4⁃10） 中的 J～ = 0 及式 （3. 6⁃1） 获得

Δ× Δ× E～ = ω2μεE～ （3. 6⁃2）
在 3. 4 节中， 知道

Δ× Δ× E～ = Δ（ Δ·E～ ） - Δ· ΔE～ （3. 6⁃3）

根据式 （3. 4⁃8） 中

Δ·E～ = 0， 得到

Δ2 E～ + ω2μεE～ = 0 （3. 6⁃4）
定义波数 k 为

k = ω με （3. 6⁃5）
这样， 式 （3. 6⁃4） 变成

Δ2 E～ + k2 E～ = 0 （3. 6⁃6）

这被称为 E～ 的齐次波动方程。 H～ 的齐次波动方程可以采用相同的方法从下式中获得

Δ2 H～ + k2 H～ = 0 （3. 6⁃7）

将 E～ 表示成

E～ = E～ xex + E～ yey + E～ zez （3. 6⁃8）

现在， 式 （3. 6⁃6） 可以写成关于 E～ 中分量 E～ i 的形式

〓2

〓x2 + 〓2

〓y2 + 〓2

〓z2 + k2〓

〓
〓

〓

〓
〓 E～ i = 0 （3. 6⁃9）
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例 3. 2 （a） 对于一个沿 z 方向传播的均匀平面波， 简化式 （3. 6⁃9）。 （b） 采用相量表示

法， 说明一个均匀平面波中 E～ 和 H～ 的 z 分量为 0。 （c） 采用麦克斯韦方程说明 （b）。
解： （a） 一个均匀平面波的特征为

δ E～ i

δx =
δ E～ i

δy =
δ H～ i

δx =
δ H～ i

δy = 0

这样， 式 （3. 6⁃9） 可以简化为

〓2

〓z2 + k2〓

〓
〓

〓

〓
〓 E～ i = 0

（b） 考虑式 （3. 4⁃10） 中的 z 分量

δ H～ y

δx -
δ H～ x

δy = jωεE～ z

由于
δ H～ y

δx =
δ H～ x

δy = 0， E～ z = 0， 同样能够用式 （3. 4⁃11） 得到 H～ z = 0。

（c） 有

E = Exej（kz + ωt） ex + Eyej（kz + ωt） ey + Ezej（kz + ωt） ez

取代

Δ·E = 0 中的 E， 得到

〓
〓zEzej（kz + ωt） = 0

这表明 Ez = 0。 可以用同样的方法考察磁场 H
H = Hxej（kz + ωt） ex + Hyej（kz + ωt） ey + Hzej（kz + ωt） ez

取代

Δ·H = 0 中的 H， 得到

〓
〓zHzej（kz + ωt） = 0

这表明 Hz = 0。

3. 7 平面电磁波

考虑一束沿 z 方向传播的平面波， 电磁场可以表示为

E = Exej（kz + ωt） êx + Eyej（kz + ωt） êy
H = Hxej（kz + ωt） êx + Hyej（kz + ωt） êy （3. 7⁃1）

其中的实数部分是真正意义上的物理解。 它们可以写成更一般的形式

E（r，t） = E0 cos（k·r + ωt）
H（r，t） = H0 cos（k·r + ωt） （3. 7⁃2）

其中， E0 和 H0 具有分量（Ex，Ey）， （Hx，Hy）。 此时， k， r 分别是 k = 2π / λ 和 z。

将式 （3. 7⁃1） 代入

Δ× E = - μ 〓H
〓t ， 得到
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kEy êx - kEx êy = - μω（Hx êx + Hy êy） （3. 7⁃3）
因此

Hx = - 1
η Ey

Hy = 1
η Ex （3. 7⁃4）

式中， η 为介质的特征阻抗。
η 定义为

η = w
k μ = vμ = μ / ε （3. 7⁃5）

知道

E·H = （ExHx + EyHy）ej（kz + ωt） = 0 （3. 7⁃6）
因此， 电场和磁场之间是相互正交的。

坡印廷矢量 S 定义为

S = E × H （3. 7⁃7）
其单位为 W / m2 ， 代表传播方向上每单位面积的功率。

偏振表示电场强度矢量如何随时间变化。 再次假设波沿 z 方向传播， 包含与时间相关的

电场强度矢量可以写成

E = Re[（Exex + Eyey）ej（kz + ωt） ] （3. 7⁃8）
Ex 和 Ey 可以相对于彼此选择

Ex = Ex0
（3. 7⁃9）

Ey = Ey0
ejϕ （3. 7⁃10）

式中， Ex0
和 Ey0

是正的标量； ϕ 是相对相位， 决定电场强度的方向。
当 ϕ = 0 或者 π 时， 为线偏振， 得到

E = （Ex0
ex ± Ey0

ey）cos（kz + ωt） （3. 7⁃11）
此时， Ex0

ex ± Ey0
ey 被认为是一个方向不随时间和传播距离改变的矢量。

当 ϕ = ± π / 2， 且 E0 = Ex0
= Ey0

时， 为圆偏振， 得到

E = E0 cos（kz + ωt）ex ± E0 sin（kz + ωt）ey （3. 7⁃12）
我们注意到 | E | = E0 。 对于 ϕ = - π / 2， E 为在传播过程中顺时针旋转的圆； 对于 ϕ

= + π / 2， E 为在传播过程中逆时针旋转的圆。
椭圆偏振对应于任意的 ϕ， 对于电场强度， 式 （3. 7⁃1） 可以写成

E = Exex + Eyey （3. 7⁃13）
其中

Ex = Ex0
cos（kz + ωt）

Ey = Ey0
cos（kz + ωt - ϕ） （3. 7⁃14）

式 （3. 7⁃14） 可以写成

Ey

Ey0

= cos（kz + ωt）cosϕ + sin（kz + ωt）sinϕ

=
Ex

Ex0

cosϕ + 1 - Ex

Ex0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

[ ]sinϕ

（3. 7⁃15）
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进一步， 可以得到

E′2
x - 2E′xE′ycosϕ + E′2

y = sin2ϕ （3. 7⁃16）
其中

E′x =
Ex

Ex0

， E′y =
Ey

Ey0

（3. 7⁃17）

式 （3. 7⁃17） 是椭圆方程。
假设场是线偏振的， 同时 E 沿 x 方向传播， 有

E = E0 ej（kz + ωt） ex

H = -
E0

η ej（kz + ωt） ey （3. 7⁃18）

其中， Re[·] 是根据情况假定的。 强度或者辐照度 I 定义为能量的时间平均值

I = ω
2π∫2π / ω

0
| S | dt = εμ

E2
0

2 （3. 7⁃19）

式中， S 是坡印廷矢量。
可以看到， 亮度正比于电场强度的二次方。 除非特殊声明， 该定理在一般情况下是成

立的。
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第 4 章 标量衍射理论

4. 1 本章引论

当光波的波长小于控制光场的衍射器件的孔径尺寸时， 可以应用标量衍射理论。 即使该

 图 4. 1 双缝衍射条纹

条件不满足， 标量衍射理论在一定程度上也是十分准确的

[Mellin and Nordin， 2001]。 标量衍射理论涉及波动方程从

偏微分方程到积分方程的转化， 在其有效范围内， 标量衍

射理论可以用来分析大多数的衍射现象和成像系统。 例

如， 图 4. 1 显示了采用单色平面波照明的双缝衍射条纹，
其波的传播可以采用标量衍射理论精确地描述。

在本章中， 将首先引入具有单一波长的单色波的标量

衍射理论， 然后， 在时间维度应用傅里叶分析和合成方法， 将其推广到非单色波场。
本章包含八个小节。 在 4. 2 节中将介绍亥姆霍兹方程， 该方程将时间变化作为复指数因

子。 在 4. 3 节中， 采用平面波角谱的形式给出了均匀介质中亥姆霍兹方程的解， 该方程也将

均匀介质中的波动方程视为线性系统。 在 4. 4 节中讨论了平面波角谱的快速傅里叶变换

（FFT）。
衍射同样可以先通过亥姆霍兹方程， 然后通过格林定理将其转换到积分方程来进行研

究。 本章其余部分讨论这个问题。 在 4. 5 节中， 这种方法中衍射的基尔霍夫理论被描述成一

个公式。 4. 6 节介绍了衍射中的瑞利⁃索末菲理论， 而 4. 7 节是该理论的另一种形式。 在 4. 8
节中给出了非单色波衍射的瑞利⁃索末菲理论。

4. 2 亥姆霍兹方程

单色波具有单一的时间频率 f， 由于

k = ω
c = 2πf

c （4. 2⁃1）

波长 λ 同样是确定的。 对于这样的波， 在 3. 7 节中讨论的平面波解可以写成

u（r，t） = A（r）cos（ωt + Θ（r）） （4. 2⁃2）

式中， A（r） 是振幅； Θ（r） 是在 r 处的相位。
在相量表示中， 它变成了

u（r，t） = Re[U（r）ejωt] （4. 2⁃3）

其中， 相量 U（r） 同样被称为复振幅， 等价于 A（ r） ejΘ（ r） 。 在下面的方程中， 由于书写和计

算简单的考虑， 式 （4. 2⁃3） 不会被强调是 “实数部分”。
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在波动方程式 （3. 5⁃7） 中代入 u（r，t）， 得到

（ Δ2 + k2 ）U（r） = 0 （4. 2⁃4）
其中， k = ω / c。 该方程被称为亥姆霍兹方程。 它与式 （3. 6⁃9） 是相同的。 因此， 正如第 3
章所讨论的那样， 对于平面电磁波而言， U（r） 代表了电场或磁场相矢量中的一个分量。 亥

姆霍兹方程对于满足非色散波动方程的所有波都是成立的。 例如， 对于声波或者超声波， U
（r） 是压强或者电势。

如果 U（r，t） 是非单色的， 它可以表示为时间傅里叶变换的形式

U（r，t） = ∫+∞

-∞
Uf（r， f）ej2πftdf （4. 2⁃5）

其中

Uf（r， f） = ∫+∞

-∞
U（r，t）e - j2πftdt （4. 2⁃6）

在波动方程式 （3. 5⁃7） 中代入式 （4. 2⁃6）， 同样得到 Uf（r， f） 的亥姆霍兹方程。

例 4. 1 对于一个球面波， 定义为 e ± jkr / r， 其中 r = x2 + y2 + z2 ， 证明其为亥姆霍兹方程的

一个解。
解： 球面坐标中

Δ2给定为

Δ2 = 〓2

〓r2 + 1
r

〓
〓r + 1

r2
〓2

〓ϕ2 + 〓2

〓θ2

e ± jkr / r 是球面对称的。 因此， 极坐标中的

Δ2简化为
Δ2 = 1

r2
〓
〓r r2 〓

〓r
〓

〓
〓

〓

〓
〓

球面对称波动函数 U（ r） 的亥姆霍兹方程变成

1
r

〓
〓r r2 〓

〓r
〓

〓
〓

〓

〓
〓U（ r） + k2U（ r） = 0

将 U（ r） 表示为 f（ r） / r， 微分方程为

1
r2

〓
〓r r2 〓

〓r
〓

〓
〓

〓

〓
〓
f（ r）
r = 1

r2
〓2 f（ r）
〓r2

亥姆霍兹方程变成了

1
r2

〓2 f（ r）
〓r2 + k2 f（ r）

r = 0

方程的解为

f（ r） = e ± jkr

因此， U（ r） = e ± jkr / r。

例 4. 2 在柱面坐标下找到一个相似的解。
解： 在柱面坐标下， Δ2为

Δ2 = 〓2

〓r2 + 1
r

〓
〓r + 1

r2
〓2

〓ϕ2 + 〓2

〓z2

假设一个解具有圆柱对称性， U（ r，ϕ，z） 变成了 U（ r，z）。 圆柱对称意味着对于常量 z， 波前

是圆。 这样， 方程没有简单解。 精确解具有基于 r 的贝塞尔函数形式。 表示为
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U（ r，z）≅ C
r

e ± jkr

近似满足于波动方程， 这样的波称为柱面波。

4. 3 平面波角谱

考虑沿着 z 方向传播的波 U（x，y，z）， 假设波的波长为 λ， 则 k = 2π / λ， 假设初始时 z =
0。 U（x，y，0） 的 2⁃D 傅里叶表示为它的傅里叶变换形式 A（ fx， fy，0）

U（x，y，0） = ∬+∞

-∞
A（ fx， fy，0）ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy （4. 3⁃1）

其中

A（ fx， fy，0） = ∬+∞

-∞
U（x，y，0）e - j2π（ fxx+fyy） dxdy （4. 3⁃2）

包含时间变化， A（ fx， fy，0） ej2π（ fxx + fyy + ft） 为在 z = 0 处的平面波， 并且沿着由式 （3. 5⁃15） ～
式 （3. 5⁃17）给出的方向余弦 αi 传播。 A（ fx， fy，0） 被称为 U（x，y，0） 的角谱。

下面考虑波场 U（x，y，z）， 它的角谱 A（ fx， fy，z） 给定为

A（ fx， fy，z） = ∬+∞

-∞
U（x，y，z）e - j2π（ fxx+fyy） dxdy （4. 3⁃3）

其角谱形式的傅里叶表示为

U（x，y，z） = ∬+∞

-∞
A（ fx， fy，z）ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy （4. 3⁃4）

在所有无源点上， U（x，y，z） 满足亥姆霍兹方程， 也就是

Δ2U（x，y，z） + k2U（x，y，z） = 0 （4. 3⁃5）
将式 （4. 3⁃4） 中的 U（x，y，z） 代入式 （4. 3⁃5）， 得到

∬+∞

-∞

d2

dz2A（ fx， fy，z） + （k2 - 4π2 （ f 2
x + f 2

y））A（ fx， fy，z）[ ]ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy = 0 （4. 3⁃6）

仅当积分函数为 0 时， 式 （4. 3⁃6） 对所有波都满足， 即

d2

dz2A（ fx， fy，z） + （k2 - 4π2 （ f 2
x + f 2

y））A（ fx， fy，z） = 0 （4. 3⁃7）

该微分方程式具有如下解：
A（ fx， fy，z） = A（ fx， fy，0）ejμz （4. 3⁃8）

其中
μ = k2 - 4π2 （ f 2

x + f 2
y） = kz （4. 3⁃9）

如果 4π2 （ f 2
x + f 2

y） < k2 ， 则 μ 是实数， 并且每一个角谱成分仅仅被相位因子 ejμz调制， 那

么满足这种条件的平面波成分称之为均匀波。
如果 4π2 （ f 2

x + f 2
y） > k2 ， μ 可以写成

μ = j 4π2 （ f 2
x + f 2

y） - k2 （4. 3⁃10）
式 （4. 3⁃8） 变成了

A（ fx， fy，z） = A（ fx， fy，0）e - μz （4. 3⁃11）
这个结果显示这些平面波成分的振幅在沿着 z 方向传播的过程中强烈地减弱， 这种波称
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为隐失波。
如果 4π2 （ f 2

x + f 2
y） = k2 ， A（ fx， fy，z） 与 A（ fx， fy，0） 是相同的， 那么这些成分对应于传播

方向与 z 垂直的平面波。
在式 （4. 3⁃4） 中代入式 （4. 3⁃11）， 可以得到以 A（ fx， fy，0） 表示的 A（ fx， fy，z）， 从而

获得在 （x，y，z） 处的波场

U（x，y，z） = ∬+∞

-∞
A（ fx， fy，0）ejz k2-4π2（ f 2x+f 2y） ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy （4. 3⁃12）

这样， 如果 U（x，y，0） 是已知的， 可以计算 A（ fx， fy，0）， 然后计算 U（ x，y， z）。 式

（4. 3⁃12） 中的积分限制在一个圆形区域， 给定为

4π2 （ f 2
x + f 2

y）≤k2 （4. 3⁃13）
该式表明传播距离 z 至少大于若干个波长， 隐失波才可以被忽略。

在这种情况下， 式 （4. 3⁃8） 表明波在均匀介质中传播可以视为一个 2⁃D 的线性空间滤

波过程， 其传递函数为

H（ fx， fy） = ejz k2 - 4π2（ f 2x + f 2y） 4π2 （ f 2
x + f 2

y） < k2

0 其他
{ （4. 3⁃14）

正如图 4. 1 所示的那样。 传递函数的逆傅里叶变换， 即冲击响应， 将在例 4. 6 中进行讨论。
无论在近场还是远场， 在无源空间中沿 z 方向传播的波场都可以由角谱传播理论正确地

描述。 其他两种描述波场传播的方法是菲涅耳和夫琅禾费近似， 将在本书的第 5 章加以讨

论。 但是， 它们仅仅在某些特定的条件下成立。
令 F[·] 和 F - 1 [·] 分别代表傅里叶变换和傅里叶逆变换的变换算符。 用这些运算

符， 式 （4. 3⁃12） 可以表示为

U（x，y，z） = F - 1 [F[U（x，y，0）]ejkz 1 - α2x - α2y ] （4. 3⁃15）

对于具有特定值的 fx 和 fy， A（ fx， fy，0） = F[U（x，y，0）] 是平面波的复振幅， 其传播方

向的方向余弦为 αx = 2πfx， αy = 2πfy， αz = 2πfz， 其中 fz = 1
2π [1 - α2

x - α2
y ] 1 / 2 。 波传播的效

应是不改变振幅， 只是以 ejkz 1 - α2x - α2y改变对应平面波的相位。

例 4. 3 一个平面波 Bejkx0xejkz0z通过位于 z = 0、 直径为 d 的圆形孔径， 计算其在 z = a （常数）
处的角谱。
解： 在 z = 0 处的波可以写成

U（x，y，0） = Bejkx0xcyl r
d

〓

〓
〓

〓

〓
〓

= Bej2πfx0xcyl x2 + y2

d
〓

〓
〓

〓

〓
〓

上面两个因式的傅里叶变换为

Bej2πfx0x↔Bδ（ fx - fx0
， fy）

cyl r
d

〓

〓
〓

〓

〓
〓↔d2 π

4 somb（dρ）

根据卷积理论， U（x，y，0） 的角谱为
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A（ fx， fy，0） = Bδ（ fx - fx0
， fy）∗d2 π

4 somb（dρ）

= Bδ（ fx - fx0
， fy）∗d2 π

4 somb （d f 2
x + f 2

y ）

= d2 πB
4 somb （d （ fx - fx0

） 2 + f 2
y ）

可以看到， 在圆形孔径之前是单一的平面波成分， 在经过孔径之后变成了具有无限个这

种成分的频谱。 它们大部分沿着入射波场的方向传播， 并以一个边帽函数扩散。 此扩散与孔

径的直径 d 具有反比关系。
在距离 z 角谱变成了

A（ fx， fy，z） = d2 πB
4 somb d （ fx - fx0

） 2 + f 2
y（ ）ejz k2 - 4π2（ f 2x + f 2y）

4. 4 平面波角谱的快速傅里叶变换 （FFT）

将空间变量和空间频率变量离散化和截断后， 关联 U（x，y，z） 与 U（x，y，0） 的平面波角

谱， 可以采用快速傅里叶变换 （Fast Fourier Transform， FFT） 来计算 [ Brigham， 1974]。 对

于离散傅里叶变换和 FFT 的讨论， 可以参阅附录 B。 在空域和频域对变量的离散化和截断给

定为

x = Δx·n1

y = Δy·n2

fx = Δfx·m1

fy = Δfy·m2 （4. 4⁃1）
其中， Δx， Δy， Δfx 和 Δfy 是采样间隔； n1 ， m1 和 n2 ， m2 是整数且满足

- M1 ≤n1 ， m1 ≤M1

- M2 ≤n2 ， m2 ≤M2 （4. 4⁃2）
将 U（Δxn1 ，Δyn2 ，z） 和 A（Δfxm1 ，Δfym2 ，z） 分别写成 U[n1 ，n2 ，z] 和 A[m1 ，m2 ，z]。 采用离散

的空间和频率变量， 式 （4. 3⁃2） 和式 （4. 3⁃8） 可以近似为

A[m1 ，m2 ，0] = ΔxΔy∑
n1

∑
n2

U[n1 ，n2 ，0]e - j2π（ΔfxΔxn1m1+ΔfyΔyn2m2） （4. 4⁃3）

U[n1 ，n2 ，z] = ΔfxΔfy∑
m1

∑
m2

A[m1 ，m2 ，0]ejz k2-4π2（Δf 2xm21+Δf 2ym2
2） e - j2π（ΔfxΔxn1m1+ΔfyΔyn2m2）

（4. 4⁃4）
M1 和 M2 应该选择使不等式 （4. 3⁃13） 满足的值， 这样隐失波才可以被忽略。 一种近似的方

法是在傅里叶空间选择一个矩形的空间， 例如

| kx | = 2π | fx | ≤k （4. 4⁃5）
| ky | = 2π | fy | ≤k （4. 4⁃6）

这样， 要满足以下条件：

| fxmax
| = | fymax

| = 1
λ （4. 4⁃7）
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选择 M = M1 = M2 ， Δf = Δfx = Δfy， 得出

fmax = ΔfM = 1
λ （4. 4⁃8）

这样

M = 1
Δfλ （4. 4⁃9）

在实际应用中， fxmax
和 fymax

一般小于 1 / λ。 如果它们是已知的， 那么式 （4. 4⁃8） 在 x 方向上

变成了

M1 =
fxmax

Δfx
（4. 4⁃10）

在 y 方向上

M2 =
fymax

Δfy
（4. 4⁃11）

假设 fxmax
= fymax

， Δfx = Δfy = Δf， 则得出 M = Mx = My。
假设 FFT 的长度 N 沿着两个方向， 这样 Δ = Δx = Δy， Δf = Δfx = Δfy。 下面讨论 N 与 M

之间的关系。 为了能够使用快速傅里叶变换， 下面的式子必须成立：

ΔfΔ = 1
N （4. 4⁃12）

对于任意的 z 值， U[n1 ，n2 ，z] 和 A[m1 ，m2 ，z] 假设为周期的， 其周期为 N。 这样， 对于 m1 ，
m2 ， n1 ， n2 ， 它们满足

 图 4. 2 将负数坐标区域映射到正数

 坐标区域示意图， 以便于采用 FFT

U[ - n1 ，n2 ，z] = U[N - n1 ，n2 ，z]
U[n1 ， - n2 ，z] = U[n1 ，N - n2 ，z]

U[ - n1 ， - n2 ，z] = U[N - n1 ，N - n2 ，z]
A[ - m1 ，m2 ，z] = A[N - m1 ，m2 ，z]
A[m1 ， - m2 ，z] = A[m1 ，N - m2 ，z]

A[ - m1 ， - m2 ，z] = A[N - m1 ，N - m2 ，z] （4. 4⁃13）
将负数坐标区域映射到正数坐标区域， 如图 4. 2 所示。
根据式 （4. 4⁃13）， 式 （4. 4⁃3） 和式 （4. 4⁃ 4） 可以写成

如下形式：

A[m1 ，m2 ，0] = Δ2∑
N-1

n1 = 0
∑
N-1

n2 = 0
U[n1 ，n2 ，0]e - j2π

N （n1m1+n2m2）

（4. 4⁃14）

U[n1 ，n2 ，z] = （Δf） 2∑
N-1

m1 = 0
∑
N-1

m2 = 0
A[m1 ，m2 ，z]ej2π

N （m1n1+m2n2） （4. 4⁃15）

其中

A[m1 ，m2 ，z] = A[m1 ，m2 ，0]ejz k2 - 4π2（Δfx）2（m2
1 + m2

2） （4. 4⁃16）
其中， m1 和 m2 满足条件式 （4. 4⁃2）。 同样假设 A[m1 ，m2 ，z] 是周期的， 且其周期为 N。

A[ - m1 ，m2 ，z] = A[N - m1 ，m2 ，z]
A[m1 ， - m2 ，z] = A[m1 ，N - m2 ，z]
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A[ - m1 ， - m2 ，z] = A[N - m1 ，N - m2 ，z] （4. 4⁃17）
可以看到， 由于使用了循环卷积而不是线性卷积， 在使用 FFT 时因其周期性条件导致

了混淆现象的产生， 为了减少混淆现象， 输入和输出孔径可以用零填充到一个尺寸， 即 M′ =
2M。 这样， N 可以做如下选择：

N =
2M′ N 为偶数

2M′ + 1 N 为奇数{ （4. 4⁃18）

另外， 当 N 是 2 的乘方的时候， FFT 通常具有更高的效率。 这样， N 实际选择为大于上面计

算获得的值， 使其为 2 的乘方。
式 （4. 4⁃15） 和式 （4. 4⁃16） 现在可以写成

U[n1 ，n2 ，z] = （Δf） 2∑
N-1

m1 = 0
∑
N-1

m2 = 0
[A[m1 ，m2 ，0]ejz k2-4π2（Δf 2x）（m2

1+m2
2） ] ej2π

N （n1m1+n2m2） （4. 4⁃19）

去掉一个规范化因子， 式 （4. 4⁃19） 就是 2⁃D 离散傅里叶逆变换 （DFT） 的形式。

由于 （ΔfΔ） 2 = 1
N2 ， 式 （4. 4⁃14） 和式 （4. 4⁃15） 中的 Δ2 和 （Δf） 2 可以被忽略， 只需

其中的一个式 （4. 4⁃14） 乘以
1
N2 。

总结起来， 采用角谱理论和 FFT 方法从 U（x，y，0） 获得 U（x，y，z） 的步骤如下：
1. 采用上述方法生成 U[n1 ，n2 ，0]。
2. 根据式 （4. 4⁃14） 采用 FFT 计算 A[m1 ，m2 ，0]。
3. 根据式 （4. 4⁃16） 计算 A[m1 ，m2 ，z]。
4. 根据式 （4. 4⁃19） 采用 FFT 计算 U[n1 ，n2 ，z]。
5. 根据式 （4. 4⁃13） 调整 U[n1 ，n2 ，z]， 使负数坐标空间重新映射到正数坐标空间。
上述讨论的结果可以容易地推广到沿 x 和 y 方向不同数量的数据点。

例 4. 4 假设做出如下定义：
fftshift： 由式 （4. 4. 13） 和式 （4. 4. 17） 定义的操作。
fft2， ifft2： 分别为 2⁃D FFT 和 2-D 逆 FFT。
H： 式 （4. 3. 14） 给出的传递函数。
u， U： 分别为输入和输出场。
根据该定义， 一段 ASM 程序为：

u1 = fftshift（ fft2（fftshift（u）））
u2 = H·u1

U = fftshift（ ifft2（fftshift（u2）））
说明该程序可以被缩减到

u1 = fftshift（ fft2（u））
u2 = H·u1

U = ifft2（fftshift（u2））
解： 两段程序的不同之处在于， 在第一步和第三步程序中， 减少了 fftshift。 这样做是可能

的， 因为 1⁃D DFT 具有以下性质：
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  如果 u′[n] = u n - N
2[ ]， 那么 U′[k] = U[k]e - jπk。 当第一步中的 fftshift 被去掉后， 其结

果具有相移 e - jπk。 当第三步程序中的 fftshift 被去掉后， 同样的相移产生正确的输出 U。

 图 4. 3 输入高斯场的亮度

例 4. 5 假设给定如下参数：
输入尺寸： 32 × 32  N = 512
λ = 0. 0005 z = 1000

上式中的单位为 mm。 一个输入的高斯场为

U（x，y，0） = exp[ - 0. 01π（x2 + y2 ）]
输入高斯场的亮度如图 4. 3 所示。 对应的输出场的亮度由上

述 ASM 程序计算， 如图 4. 4 所示。 如果距离 z 变成 100， 对

应的输出场如图 4. 5 所示。 因此， ASM 程序可以被应用于任

何距离 z。 正如期望的那样， 如果输入场是高斯分布， 输出

场同样是高斯分布。

图 4. 4 当距离 z = 1000 时， 输出高斯场的亮度

  

图 4. 5 当距离 z = 100 时， 输出高斯场的亮度

例 4. 6 给出式 （4. 3. 14） 中传递函数的冲击响应函数。
解： 冲击响应是传递函数的逆傅里叶变换

h（x，y） = ∫+∞

-∞ ∫+∞

-∞
ejkz[1 - λ2 f 2

x - λ2 f 2
y] 1 / 2 ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy （4. 4⁃20）

我们发现 H（ fx， fy） 具有圆柱对称性。 因此， 采用柱面坐标， 令

x = rcosθ， y = rsinθ， fx = ρcosϕ， fy = ρsinϕ
在柱面坐标下， 式 （4. 4⁃20） 变成了 [Stark， 1982]

h（ r） = 1
2π∫+∞

0
e -z（ t2-k2）1 / 2 J0 （2πrρ）ρdρ

式中， J0 （·） 是第一类零阶贝塞尔函数。
上述的积分可以进一步计算为

h（ r） = ejk[ z2 + r2]1 / 2

jλ[ z2 + r2 ] 1 / 2
z

[ z2 + r2 ] 1 / 2 [1 + 1
jk[ z2 + r2 ] 1 / 2 ] （4. 4⁃21）
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例 4. 7 给出点源 U（x，y，0） = δ（x - 3）δ（y - 4） 的波场。
解： 输出的波场为

U（x，y，z） = U（x，y，0）∗h（x，y，z）

≃δ（x - 3）δ（y - 4）∗ 1
jλze

jk[ z2 + x2 + y2]1 / 2

≃ 1
jλze

jk[ z2 + （x - 3）2 + （y - 4）2]1 / 2

4. 5 基尔霍夫衍射理论

4. 3 节中讨论的平面波角谱的传播描述了衍射。 然而， 衍射同样可以先用亥姆霍兹方

程， 然后采用格林定理把它转化为一个积分方程来处理。

 图 4. 6 格林公式中使用

 的体积及其表面

格林定理引入两个复值函数 U（ r） 和 G（ r） （格林函数）。 如

图 4. 6 所示， 令 S 为包围体积为 V 的某空间的封闭曲面。
若在 S 面内和 S 面上， U 和 G 具有单值连续的一阶和二阶导数，

没有任何的奇点， 格林公式表明

∭
V
（G Δ2U - U Δ2G）dv = ∬S

G 〓U
〓n - U 〓G

〓n（ ）ds （4. 5⁃1）

式中， 〓 / 〓n 表示 S 上每一点沿向外的法线方向上的偏导数。
在我们的分析中， U 对应于波场。

 图 4. 7 基尔霍夫衍射

 公式中的几何关系

考虑一个任意传播的波场， 产生于初始平面 z = 0， 传播到某一个

z 值的观察平面。 图 4. 7 显示了该几何关系。 在图 4. 7 中， P0 是观察

平面上的一个点。 P1 可以视为是空间中的任意点， 在图中位于初始平

面上。 封闭曲面是平面 S0 和 S1 的和。 此处用有效积分表示衍射的格

林函数有两种选择， 下面将加以讨论。

4. 5. 1 基尔霍夫衍射理论

基尔霍夫选择的格林函数是一个球面波， 给定为

G（r） = ejkr01

r01
（4. 5⁃2）

式中， r 是从 P0 到 P1 方向的位置矢量； r01是对应的距离， 给出为

r01 = [（x0 - x） 2 + （y0 - y） 2 + z2 ] 1 / 2 （4. 5⁃3）
U（r） 满足亥姆霍兹方程， 由于 G（r） 是一个扩展的球面波， 同样满足亥姆霍兹方程

Δ2G（r） + k2G（r） = 0 （4. 5⁃4）
式 （4. 5⁃1） 的左边可以写成

∭
V
[G Δ2U - U Δ2G]dv = ∭

V
k2 [UG - UG]dv = 0

这样， 式 （4. 5⁃1） 变成了
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∬S
G 〓U
〓n - U 〓G

〓n[ ]ds = 0 （4. 5⁃5）

在图 4. 7 中的表面 S0 上， 有

G（r） = ejkR

R
〓G（r）
〓n = jk - 1

R
〓

〓
〓

〓

〓
〓
ejkR

R
〓U
〓n - jkU〓

〓
〓

〓

〓
〓

在表面 S0 上， 式 （4. 5⁃1） 后面的积分部分变成了

IS2
= ∫S0

G（r） 〓U
〓n - jkU（ ）ds

= ∫ΩG（r） 〓U
〓n - jkU（ ）R2 dw

= ∫ΩejkR R 〓U
〓n - jkU（ ）（ ）dw

式中， Ω 是 S0 对 P0 点所成的立体角。
当 R→∞ 时， 当满足下式条件后， 最后的积分项趋近于 0：

lim
R→∞

R 〓U
〓n - jkU〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 0 （4. 5⁃6）

这个条件被称为索末菲辐射条件。 我们已经通过实验进行了验证。
接下来考虑的是 S1 上的积分。 除了标示为 A 的孔径之外， 其他部分是一个不透明的无

穷平面。 平面上孔径衍射的边界条件通常有两种近似： 德拜近似和基尔霍夫近似 [ Good-
man， 2004]。 在德拜近似中， 入射光场的角谱有一个突然的截断， 从而只能得到沿特定方

向穿过孔径的平面波。 例如， 从孔径穿过的方向平面波可能聚焦在一个点。 在聚焦区域的光

场是穿过的所有平面波的叠加， 这些平面波在一个圆锥体中传播， 圆锥的顶点是聚焦点， 底

是平面上的孔径。
基尔霍夫近似更加常用。 如果孔径 A 在平面 z = 0 上， 如图 4. 7 所示， 则在平面 z = 0 + 上

的基尔霍夫近似条件为

U（x，y，0 + ） =
U（x，y，0） A 内

0 A 外{ （4. 5⁃7）

〓
〓zU（x，y，z）

z = 0 +
=

〓
〓zU（x，y，z）

z = 0 +
A 内

0 A 外
{ （4. 5⁃8）

可以看到， 根据基尔霍夫近似条件， U（x，y，z） 和它在 z 方向上的偏导数， 当 z = 0 时，
在孔径外是不连续的， 而在孔径内是连续的。 这种条件称为基尔霍夫边界条件。 于是得到

U（P0 ）的解

U（P0 ） = 1
4π∬A

G 〓U
〓n - U 〓G

〓n[ ]ds （4. 5⁃9）

4. 5. 2 菲涅耳-基尔霍夫衍射公式

假设 r01远大于光的波长， 可以得到以下的近似条件：
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〓G（P1 ）
〓n = 〓

〓n [ ejkr01

r01
] = cos（θ） [ jk - 1

r01
]G（P1 ）≅jkcos（θ）G（P1 ） （4. 5⁃10）

这样， 式 （4. 5⁃9） 变成了

U（P0 ） = 1
4π∬A

ejkr01

r01

〓U
〓n - jkcos（θ）U[ ]ds

 图 4. 8 球面波照明下

 的一个平面孔径

把该式应用于从点 P2 发出的球面波 U（P1 ）， 如图 4. 8 所示。
定义 P1 与 P2 之间的距离为 r21 ， n 与 r21之间的夹角为 θ2 ， 得到

U（P1 ） = G（ r21 ）ejkr21

r21

〓U（P1 ）
〓n ≅jkcos（θ2 ）G（ r21 ）

得到

U（P0 ）= 1
jλ∬A

ejk（ r21+r01）

r21 r01
[ cos（θ） - cos（θ2 ）

2 ] ds （4. 5⁃11）

式 （4. 5⁃11） 为菲涅耳⁃基尔霍夫衍射公式， 它对球面波通过平面孔径的衍射是有效的。

4. 6 瑞利-索末菲衍射理论

在前面的分析中， 利用式 （4. 5⁃2） 所示的格林函数， 以及一系列的简化近似， 得到了

菲涅耳⁃基尔霍夫公式。 然而， 在该公式中具有一些内在矛盾。 这些矛盾将被索末菲利用如

下的格林函数加以解决：

G2 （r） = ejkr01

r01
- ejkr01

r01
（4. 6⁃1）

其中， r01是从点P0 到 P1 的距离； P0 是 P0 相对于初始平面的镜像。
利用上述第二格林函数， 得到了第一瑞利⁃索末菲衍射公式， 为

U（x0 ，y0 ，z） = 1
jλ∬

+∞

-∞
U（x，y，0） z

r01

ejkr01

r01
dxdy （4. 6⁃2）

基于卷积理论的该方程的另一种形式将在下一节加以介绍。
平面孔径的瑞利⁃索末菲衍射模型如图 4. 9 所示。

 图 4. 9 平面孔径的

 瑞利⁃索末菲衍射模型

式 （4. 6⁃2） 表明 U（x0 ，y0 ，z） 可以被视为发散球面波的线性组

合， 每一个球面波从点 （x，y，0） 发出， 权重为
1
jλ

z
r01

， 这在数学上

称为惠更斯⁃菲涅耳定律。
可以看到， 式 （4. 6⁃2） 是一个在 x， y 上的 2⁃D 线性卷积

U（x0 ，y0 ，z） = U（x，y，0）∗h（x，y，z） （4. 6⁃3）
其冲击响应 h（x，y，z） 为

h（x，y，z） = 1
jλz

ejkz 1 + x2 + y2
z2[ ]

1 / 2

1 + x2 + y2

z2[ ]
（4. 6⁃4）

传递函数 H（ fx， fy，z） 是 h（x，y，z） 的 2⁃D 傅里叶变换， 为
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H（ fx， fy，z） = ejz[k2 - 4π2（ f 2x + fy）]1 / 2 （4. 6⁃5）
这与在 4. 3 节中讨论的平面波角谱传播的传递函数是相同的。 因此， 瑞利⁃索末菲衍射理论

和平面波角谱理论是完全等价的。

4. 6. 1 基尔霍夫近似

将基尔霍夫近似合并入第一瑞利⁃索末菲积分式得到

U（x，y，z） = 1
jλ∬A

U（x，y，0） z
r01

ejkr01

r01
dxdy （4. 6⁃6）

z / r01经常被写成 cos（n，r01 ）， 表示图 4. 9 中 z 轴与 r01之间夹角的余弦。

4. 6. 2 第二瑞利-索末菲公式

可以用另一种同样成立的格林函数来代替 G2 （r）， 函数为

G3 （r） = ejkr01

r01
+ ejkr′01

r′01
（4. 6⁃7）

U2 （x，y，z） = 1
2π∬A

δU（x，y，0）
δn

ejkr01

r01
dxdy （4. 6⁃8）

式中， δU（x，y，0）
δn 是 U（x，y，0） 在法向 （ z 方向） 上的偏导数。

可以看到， 4. 5 节中讨论的基尔霍夫解是第一和第二瑞利⁃索末菲解的算术平均 [ Good-
man， 2004]。

4. 7 第一瑞利-索末菲衍射积分的另一种推导

假设场 U（r） 源自半空间 z0， 该空间位于 z = 0 平面上。 我们需要得到 z0 的 U（ r）。
U（x，y，0）用角谱形式表示为

U（x，y，0） = ∬+∞

-∞
A（ fx， fy，0）ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy （4. 7⁃1）

从卷积的理论分析， 这个方程可以理解为找到一个具有归一化传递函数的 LSI 系统的输

出。 该系统的冲击响应为

h（x，y，0） = ∬∞

-∞
ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy （4. 7⁃2）

如果 z≠0 会怎样呢？ 基于式 （4. 7⁃1） 以及 4. 6 节中衍射积分的其他推导， h（ x，y，0） 表

示为

h（x，y，z） = 1
4π2∬+∞

-∞
ejk·rdkxdky （4. 7⁃3）

其中， r 和 k 分别在式 （3. 2⁃28） 和式 （3. 2⁃30） 中给出。 式 （4. 7⁃3） 可以写成

h（x，y，z） = - 1
2π

〓
〓z

j
2π∬+∞

-∞

ejk·r

kz
dkxdky（ ） （4. 7⁃4）

括号内的量可以看成是球面波的平面波展开 [Weyl]
ejkr

r = j
2π∬+∞

-∞

ejk·r

kz
dkxdky （4. 7⁃5）
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将结果代入式 （4. 7⁃4）， 得到

h（x，y，z） = 1
2π

〓
〓z

ejkr

r
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （4. 7⁃6）

式 （4. 7⁃6） 等价于

h（x，y，z） = 1
jλ

z
r

ejkr

r （4. 7⁃7）

衍射场 U（x，y，z） 可以表示为 U（x，y，0） 与 h（x，y，z） 的卷积， 于是

U（x，y，z） = 1
jλ∬

+∞

-∞
U（x，y，0） z

r01

ejkr01

r01
dxdy （4. 7⁃8）

利用式 （4. 7⁃6）， 该结果经常写成

U（x，y，z） = 1
2π∫+∞

-∞ ∫+∞

-∞
U（x，y，0） 〓

〓z
ejkr01

r01
（ ）dxdy （4. 7⁃9）

4. 8 非单色波的瑞利-索末菲衍射积分

在非单色波的情况下， 如式 （4. 2⁃5） 中那样， U（ r，t） 用其傅里叶变换形式表示， 即

Uf（r， f） = Uf（x，y，z， f）。 代入 f ′ = - f， 该式可以写成

U（x，y，z，t） = ∫+∞

-∞
Uf（x，y，z， - f ′）e - j2πf ′tdf ′ （4. 8⁃1）

Uf（x，y，z， - f ′） 满足单孔径下的瑞利⁃索末菲积分

Uf（x，y，z， - f ′） = 1
jλ∬A

Uf（x，y，0， f ′） z
r01

ejkr01

r01
dxdy （4. 8⁃2）

将结果代入式 （4. 8⁃1）， 得到

U（x，y，z，t） = ∫+∞

-∞
[ 1

jλ∬A
Uf（x，y，0， - f ′） z

r01

ejkr01

r01
dxdy ] e - j2πf ′tdf ′ （4. 8⁃3）

有

λf = c （4. 8⁃4）
式中， c 是波的相位速度。

利用这种关系并改变式 （4. 8⁃3） 中的积分顺序， 得到

U（x，y，z，t） = ∬A

z
2πcr2

01
∫+∞

-∞
- j2πf ′Uf（x，y，0， - f ′）e - j2πf ′（ t - r01

c ） df ′[ ]dxdy （4. 8⁃5）

由于

d
dtU（x，y，0，t） = d

dt∫
+∞

-∞
Uf（x，y，0， - f ′）e - j2πf ′tdf ′

= ∫+∞

-∞
- j2πf ′Uf（x，y，0， - f ′）e - j2πf ′tdf ′

式 （4. 8⁃5） 同样可以写成

U（x，y，z，t） = z
2πc∬A

1
r2

01

d
dt U x，y，0，t -

r01

c
〓
〓
〓

〓
〓
〓[ ]dxdy （4. 8⁃6）

可以看到， 在 （x，y，z）， z0 处的波依赖于 （x，y，0） 处的波对时间的导数， 该波被延迟r01 / c，
这个时间正是波从 P1 传播到 P0 需要的时间。
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第 5 章 菲涅耳与夫琅禾费近似

5. 1 本章引论

在标量衍射积分的菲涅耳近似与夫琅禾费近似情况下， 可以利用简单的傅里叶积分来计

 图 5. 1 三个衍射区的划分

算光波的传播， 而且允许衍射输入面和输出面具有不同的窗口

尺寸。 但是， 这种近似仅在特定区域成立， 当输出面非常靠近

衍射输入面孔径时， 近似不再成立。 瑞利⁃索末菲积分、 菲涅耳

近似和夫琅禾费近似各自成立的区域如图 5. 1 所示。
衍射输入面右边的整个半区为瑞利⁃索末菲区， 菲涅耳区和

夫琅禾费区均为瑞利⁃索末菲区的一部分。 菲涅耳近似区的开始

边界可以从本章的方程式 （5. 2⁃5） 和式 （5. 2⁃7） 推导出， 而夫琅禾费近似区的开始边界可

以从方程式 （5. 5⁃1） 导出。 但是， 对于这些区域边界的理解要非常谨慎， 在第 7 章中给出

进一步解释。
通常来说， 远场一般指夫琅禾费区， 而近场可以认为是介于衍射输入面和夫琅禾费衍射

区之间的区域。
本章共分 10 节。 其中， 5. 2 节给出菲涅耳区内光波的传播； 5. 3 节推导了菲涅耳区波动

传播的快速傅里叶变换方法； 5. 4 节推导出菲涅耳近似实质上为傍轴波动方程的解； 5. 5 节

讨论了夫琅禾费区的波动传播。
衍射光栅是一类具有周期性结构的光学器件， 具有非常重要的应用。 对如何分析由

光栅发出的光在菲涅耳区和夫琅禾费区的衍射分布， 本章也给出了经典的例子。 本章

第 5. 6 节讨论了衍射光栅的基本结构。 第 5. 7 节、 5. 8 节和 5. 9 节分别重点讨论了正弦

幅值型光栅的夫琅禾费衍射、 正弦幅值型光栅的菲涅耳衍射和正弦相位型光栅的夫琅

禾费衍射。

5. 2 菲涅耳衍射

仅考虑径向尺度为 L1的范围内的输入波

U（x，y，0） = 0， x2 + y2 > L1 （5. 2⁃1）
类似地， 在输出观察面上仅关注径向尺度为 L2的范围内的场分布

U（x0 ，y0 ，z0 ） = 0， x2
0 + y2

0 > L2 （5. 2⁃2）
式 （4. 6⁃3） 中的 r01由下式给出：

r01 = z [1 +
（x0 - x） 2 + （y0 - y） 2

z2 ]
1 / 2

（5. 2⁃3）
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其中， （x，y，0） 为输入面上点的坐标； （x0 ，y0 ，0） 为观察面上点的坐标。 在上述两个限制条

件下， 可以得到

[（x0 - x） 2 + （y0 - y） 2 ] max≤（L1 + L2 ） 2 （5. 2⁃4）
上述不等式的上界将在后面讨论中用到。 如果

| z | ≫L1 + L2 （5. 2⁃5）
则方程式 （4. 7⁃6） 中的 （1 / jλ）（ z / r2

01 ） 可以近似为 1 / jλ。 但是， 在处理相位项时需要特别

谨慎。 kr01可展开成如下的二项式：

kr01 = kz + k
2z[（x0 - x） 2 + （y0 - y） 2 ] - k

8z3 [（x0 - x） 2 + （y0 - y） 2 ] 2 + … （5. 2⁃6）

其中第三项的绝对值最大为 k（L1 + L2 ） 4 / （8 | z | 3 ）。 当满足如下条件时， 此项将远小于 1rad

| z | 3 ≫
k（L1 + L2 ） 2

8 （5. 2⁃7）

在上述对 | z | 的约束下， 相位项可以做如下近似：

kr01 ≅kz + k
2z[（x0 - x） 2 + （y0 - y） 2 ] （5. 2⁃8）

上述所做的近似就是所谓的菲涅耳近似。 由式 （5. 2⁃5） 和式 （5. 2⁃7） 所限定的区域称

为菲涅耳区。 在这个区域内， 式 （4. 7⁃8） 可写为

U（x0 ，y0 ，z） = ejkz

jλz∬
+∞

-∞
U（x，y，0）ej π

λz[（x0-x）2+（y0-y）2] dxdy （5. 2⁃9）

式 （5. 2⁃9） 是对变量 x 和 y 的二维卷积， 可以进一步写作

U（x0 ，y0 ，z） = U（x，y，0）∗h（x，y，z） （5. 2⁃10）
式中的脉冲响应函数由下式给出：

h（x，y，z） = ejkz

jλze
j π
λz（x2 + y2） （5. 2⁃11）

对应的传递函数为

H（ fx， fy，z） = ejkze - jπλz（ f 2x + f 2y ） （5. 2⁃12）
式 （5. 2⁃9） 中的二次方项可展开， 因此式 （5. 2⁃9） 可化简为

U（x0 ，y0 ，z） = ejkz

jλze
j k2z（x

2
0+y

2
0）∬∞

-∞
U′（x，y，0）e - j2π

λz（xx0+yy0） dxdy （5. 2⁃13）

其中

U′（x，y，0） = U（x，y，0）ej k2z（x2 + y2） （5. 2⁃14）
式 （5. 2⁃13） 表明， 暂不考虑相乘的幅值和相位因子， U（x0 ，y0 ，z） 恰好是 U′（x，y，0） 的二

维傅里叶变换， 对应的空间频率分别为 fx = x0 / （λz）， fy = y0 / （λz）。

例 5. 1 利用式 （4. 4⁃21） 和角谱法， 求菲涅耳衍射的脉冲响应函数。
解： 对式 （4. 4⁃21）， 当满足 z≫r 时， 式 （4. 4⁃21） 右边的第二项及第三项均可以近似为 1。
将 [ z2 + r2 ] 1 / 2展成泰勒级数， 并保留前两项， 则式 （4. 4⁃21） 变为

h（x，y，z） = ejkz

jλze
j π
λz（x2 + y2）

其与式 （5. 2⁃11） 完全一致。
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例 5. 2 已知点光源可用 U（x，y，0） = δ（x - 3）δ（y - 4）模拟， 求其菲涅耳区的衍射场分布。
解： 输出面的衍射场可表示为

U（x，y，z） = U（x，y，0）∗h（x，y，z）

≃[δ（x - 3）δ（y - 4）]∗ 1
jλze

jkz 1 + x2 + y2
2z2（ ）

≃ 1
jλze

jkz 1 + （x - 3）2 + （y - 4）2
2z2[ ]

例 5. 3 采用波长为 0. 5μm 的平面波垂直入射， 波照明半径为 2mm 的圆形孔径。 如果观察

区的半径限制为 10cm 以内， 求当 z 满足什么条件才能得到菲涅耳衍射。
解： 由 L1 = 0. 2cm， L2 = 10cm， 根据式 （5. 2⁃4）， 有

z≫10. 2cm
为了使不等式成立， 可考虑乘以 10 倍放大因子， 则有

z≥1. 02m
同时， 由式 （5. 2⁃7）， 可知 z 需满足的第二个限制条件为

z3 ≫2π × 0. 1024

4 × 10 - 6 m3

即

z≫5. 4m
采用 10 倍的放大因子， 可最后得到 z 需满足

z≥54m

可见， 由式 （5. 2⁃7） 确定的第二个限制条件给出的 z 值要更大一些。 虽然如此， 这个

条件对于有效的菲涅耳近似并不是必要的 [Goodman]。 一般来说， kr01的值非常大， 这导致

二次相位因子 ejkr01产生快速振荡。 因此， 对衍射积分起主要贡献的点来自于那些接近 （x0 ，
y0 ） 的点 （x ～ x0 ， y ～ y0 ）， 这些点称为稳相点 [ Stammnes， 1986]。 所以， 对一个区域， 当

其最小 z 值处于由式 （5. 2⁃4） 和式 （5. 2⁃7） 给出的两个值之间时， 可以认为此时菲涅耳近

似成立。 事实上， 在近场区域菲涅耳近似经常被用来分析许多光学现象， 关于这种近似有效

的原因将在第 7 章介绍。

例 5. 4 若正方形孔径的边长为 D， 采用振幅为 1 的平面波照明， 求其菲涅耳衍射的条纹。
解： 输入波可写为

U（x，y，0） = rect x
D

〓

〓
〓

〓

〓
〓rect y

D
〓

〓
〓

〓

〓
〓

菲涅耳衍射可以写成卷积形式

U（x0 ，y0 ，z） = ejkz

jλz∬
D/ 2

-D / 2
ej π

λz[（x-x0）2+（y-y0）2] dxdy

= ejkz

j
1
λz∫

D/ 2

-D / 2
ej π

λz（x-x0）2 dx[ ] 1
λz∫

D/ 2

-D / 2
ej π

λz（y-y0）2 dy[ ]
（5. 2⁃15）

考虑如下积分：
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Ix = 1
λz∫

D/ 2

-D / 2
ej π

λz（x-x0）2 dx

令

v = 2
λz（x - x0 ）

则 Ix变为

Ix = 1
2∫

xc

xb

ej π
2 v2 dv （5. 2⁃16）

其中 xe和 xb分别为

xb = - 2
λz

D
2 + x0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

xe = 2
λz

D
2 + x0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

于是式 （5. 2⁃15） 可改写为

Ix = 1
2∫

xc

0
ej π

2 v2 dv - 1
2∫

xb

0
ej π

2 v2 dv （5. 2⁃17）

菲涅耳积分 C（ z） 和 S（ z） 定义为

C（ z） = ∫ z

0
cos πv2

2（ ）dv （5. 2⁃18）

S（ z） = ∫ z

0
sin πv2

2（ ）dv （5. 2⁃19）

利用 C（ z） 和 S（ z）， 式 （5. 2⁃17） 可写为

Ix = 1
2

{[C（xe） - C（xb）] + j[S（xe） - S（xb）]} （5. 2⁃20）

类似地， 对式 （5. 2⁃15） 中关于 y 的积分部分也可以利用上述积分， 并记为 Iy：

Iy = 1
2∫

ye

yb

ej π
2 v2 dv

= 1
2

{[C（ye） - C（yb）] + j[S（ye） - S（yb）]}

（5. 2⁃21）

其中

yb = - 2
λz

D
2 + y0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

ye = 2
λz

D
2 - y0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

对于 U（x0 ，y0 ，z）， 方程式 （5. 2⁃15） 可写为

U（x0 ，y0 ，z） = ejkz

j IxIy （5. 2⁃22）

于是发光强度 I（x0 ，y0 ，z） = |U（x0 ，y0 ，z） | 2 可写为
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I（x0 ，y0 ，z） = 1
4 {[C（xe） - C（xb）] 2 + [S（xe） - S（xb）] 2 } ×

{[C（ye） - C（yb）] 2 + [S（ye） - S（yb）] 2 }

（5. 2⁃23）

 图 5. 2 研究衍射所用的输入面处的方形孔径

菲涅耳数 NF定义为

NF = D2

4λz （5. 2⁃24）

当 D 和 λ 为常数时， 菲涅耳数 NF随着 z 的增加而

减小。
方孔的菲涅耳衍射的强度分布分别如图 5. 2 ～

图 5. 5 所示。 随着 z 不断减小， 衍射光强分布开

始变得与输入面处的正方形孔径相似， 这在例

5. 5 中得到了进一步的例证。 图 5. 2 给出了所用

的方孔图像， 图 5. 3 是方孔的菲涅耳衍射条纹，
图 5. 4 为图 5. 3 中衍射条纹的三维图像。

图 5. 3 方孔在菲涅耳区的衍射条纹强度分布

 

图 5. 4 与图 5. 3 相同的方孔在菲涅耳区

的衍射条纹的三维空间强度分布

例 5. 5 利用菲涅耳近似， 验证对于较小的 z， 矩形孔径的衍射条纹强度分布与矩形孔径

相似。
解： 矩形孔径的衍射条纹强度分布由式 （5. 2⁃23） 给出， 其中 Dx和 Dy分别表示 x 和 y 方向

的孔径尺寸 D。 对于非常小的 z， 各变量可写为

xb = - 2
λz

D
2 + x0

〓

〓
〓

〓

〓
〓→

- ∞ ，x0 > - Dx / 2
+ ∞ ，x0 < - Dx / 2

{
xe = 2

λz
D
2 - x0

〓

〓
〓

〓

〓
〓→

+ ∞ ，x0 < Dx / 2
- ∞ ，x0 > Dx / 2

{
yb = - 2

λz
D
2 + y0

〓

〓
〓

〓

〓
〓→

- ∞ ，y0 > - Dy / 2
+ ∞ ，y0 < - Dy / 2

{
ye = 2

λz
D
2 - y0

〓

〓
〓

〓

〓
〓→

+ ∞ ，y0 < Dy / 2
- ∞ ，y0 > Dy / 2

{
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而余弦积分和正弦积分的渐进极限分别为

C（ + ∞ ） = S（ + ∞ ） = 0. 5， C（ - ∞ ） = S（ - ∞ ） = - 0. 5
于是， 对于非常小的 z， 式 （5. 2⁃22） 变为

I（x0 ，y0 ，z）≃rect x0

D
〓

〓
〓

〓

〓
〓rect y0

D
〓

〓
〓

〓

〓
〓

例 5. 6 试给出使角谱法近似变为菲涅耳近似的条件。
解： 角谱法的传递函数由下式给出：

HA（ fx， fy） =
ejz k2 - 4π2（ f 2x + f 2y） f 2

x + f 2
y < 1

λ
0 其他

{
而菲涅耳近似的传递函数由下式给出：

HF（ fx， fy） = ejkze - jπλz（ f 2x + f 2y）

如果有

k2 - 4π2 （ f 2
x + f 2

y）≅k -
4π2 （ f 2

x + f 2
y）

2k
这就是说， 如果保留 HA（ fx， fy） 的泰勒展开的前两项， 则 HA （ fx， fy） 变为 HF （ fx， fy）。

当 |λfx | 、 |λfy | ≪1 时， 这样的近似成立。 因此， 当衍射角度较小时， 菲涅耳近似和角谱法近

似等价。

5. 3 菲涅耳衍射的快速傅里叶变换的实现

菲涅耳衍射既可以通过由式 （5. 2⁃10 ） 所给出的卷积来实现， 也可以直接由对式

（5. 2⁃13） 进行离散并利用离散傅里叶变换 （Discrete Fourier Transform， DFT） 来实现。 利用

卷积法实现时， 与利用平面波的角谱法来实现类似， 这里不再讨论。 下面讨论第二种方法。
令 U（m1 ，m2 ，0） = U（ Δxm1 ，Δym2 ，0） 为 u（x，y，0） 的离散化表示， x 和 y 分别离散为

Δxm1 和 Δym2 。 类似地， x0和 y0分别离散为 Δx0n1 和 Δy0n2 。 于是

U′（m1 ，m2 ，0） = U（m1 ，m2 ，0）ej k2z[（Δxm1）2 + （Δym2）2] （5. 3⁃1）
为了采用快速傅里叶变换， 式 （5. 2⁃13） 的傅里叶变换核需表示成如下形式：

e - j2π
λz（x0x + y0y） = e - j2π

λz（ΔxΔx0m1n1 + ΔyΔy0m2n2） = e - j2π m1n1
N1

+
m2n2
N2（ ） （5. 3⁃2）

式中， N1 、 N2 为快速傅里叶变换的数据大小。
进一步， 由式 （5. 3⁃2） 可知

2π
λz x0x = 2π

λzΔxΔx0m1n1 = 2π
m1n1

N1

于是有

ΔxΔx0 = λz
N1

（5. 3⁃3）

类似地， 有
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ΔyΔy0 = λz
N2

（5. 3⁃4）

这就是说， 较小的 Δx 或 Δy 分别对应于较大的 Δx0 或 Δy0 ， 反之亦然。 将方程式

（5. 3⁃3） 与式 （5. 3⁃4） 和式 （4. 4⁃12） 所给出的角谱法对比， 由于 fx = x0 / λz， fy = y0 / λz，
所以这几个方程式是等价的。 不过现在输出可以直接由式 （5. 2⁃3） 给出， 而不需要通过逆

变换的计算， 所以此时输入和输出面的窗函数可以具有不同的尺寸。
为了使用快速傅里叶变换， 如第 4. 4 节中所讨论的， U′ （ m1 ， m2 ， 0 ） 被平移了

N1

2 ，
N2

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓。 用 U″（m1 ，m2 ，0） 表示变换的结果， 于是离散的输出波 U（n1 ，n2 ，z） = U（ Δx0n1 ，

Δy0n2 ，z） 可表示如下：

U（n1 ，n2 ，z） = ejkz

jλze
j k2z[（Δx0n1）2+（Δy0n2）2] ΔxΔy∑

N1-1

m1 = 0
∑
N2-1

m2 = 0
U″（m1 ，m2 ，0）e - j2π m1n1

N1
+
m2n2
N2

（ ） （5. 3⁃5）

将 U（n1 ，n2 ，z） 再次平移
N1

2 ，
N2

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓以对应于实际的场分布。

例 5. 7 对例 4. 4， 采用该例题中相同的定义， 菲涅耳衍射的伪代码可写成如下形式：

u1 = u∗exp j k
2z（x2 + y2 ）[ ]

u2 = fftshift（u1）

u3 = ejkz

jλze
j k2z（x

2
0 + y2

0） ∗u2

U = fftshift（u3）

5. 4 傍轴波动方程

菲涅耳近似实质上是下面将要推导的傍轴波动方程的一个解。 考虑亥姆霍兹方程， 如果

假设场主要沿着 z 向传播， 其可以表达为

U（x，y，z） = U′（x，y，z）ejkz （5. 4⁃1）
其中假设 U′（x，y，z） 是关于 z 的缓变函数。 将式 （5. 4⁃1） 代入亥姆霍兹方程， 有

Δ2U′ + 2jk δ
δzU′ = 0 （5. 4⁃2）

由于 U′（x，y，z） 是关于 z 的缓变函数， 因此方程式 （5. 4⁃2） 可近似为

δ2U′
δx2 + δ2U′

δy2 + 2jk δ
δzU′ = 0 （5. 4⁃3）

方程式 （5. 4⁃3） 被称为傍轴波动方程。
若考虑

U1 （x，y） = 1
jλze

jk（x2 + y2）
2z （5. 4⁃4）

显然 U1 为方程式 （5. 4⁃3） 的一个解。 因为方程式 （5. 4⁃3） 是线性的， 且是平移不变的，
所以对于任意的 x1和 y1 ， U1 （x - x1 ，y - y1 ） 也是方程的解。 叠加所有这些解， 可以得到方程
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式 （5. 4⁃3） 的通解为

U（x，y，z） = 1
jλz∬g（x1 ，y1 ）e

jk[（x-x1）2+（y-y1）2]
2z dx1 dy1 （5. 4⁃5）

考虑菲涅耳近似

U（x0 ，y0 ，z） = 1
jλz∬U（x，y，0）e

jk[（x0-x）2+（y0-y）2]
2z dxdy （5. 4⁃6）

当选择 g（x，y） = U（x，y，0）时， 显然式 （5. 4⁃5） 和式 （5. 4⁃6） 就完全一致。 因此， 菲涅耳

近似是傍轴波动方程的一个解。

5. 5 夫琅禾费衍射

对于式 （5. 2⁃14）， 如果有

z≫ k
2 （x2 + y2 ） max =

kL2
1

2 （5. 5⁃1）

则 U′（x，y，0） 近似等于 U（ x，y，0）。 如果以上条件满足， 则夫琅禾费近似有效， 于是式

（5. 2⁃13） 变为

U（x0 ，y0 ，z） = ejkz

jλze
j k2z（x

2
0+y

2
0）∬+∞

-∞
U（x，y，0）e - j2π

λz（xx0+yy0） dxdy （5. 5⁃2）

如果不考虑前边乘上去的幅值和相位因子， U（x0 ，y0 ，z） 恰好是 U（x，y，0） 的二维傅里叶变

换， 且对应的空间频率分别为 fx = x0 / λz， fy = y0 / λz。 同时可以看到， 夫琅禾费区的衍射没有

卷积形式。

例 5. 8 求位于 z = 0、 直径为 D 的圆孔发出的光在夫琅禾费区的衍射场分布。
解： 圆孔直径为 D 意味着

U（x，y，0） = cyl（ r / D）

其中， r = x2 + y2 。
由例 2. 6， U（x，y，0） 的二维傅里叶变换由下式给出：

图 5. 5 夫琅禾费区的方孔衍射条纹强度分布

 

图 5. 6 方孔夫琅禾费衍射条纹强度的三维空间分布
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  U（x，y，0）↔D2 π
4 somb （D f 2

x + f 2
y ）

其中空间频率分别为 fx = x0 / λz， fy = y0 / λz。 由式 （5. 5⁃2） 可得

U（x0 ，y0 ，z） = ejkz

jλze
j k2z（x

2
0 + y2

0）D2 π
4 somb （D f 2

x + f 2
y ）

条纹强度分布正比于 U2 （x0 ，y0 ，z）， 称之为爱里斑， 其为

I（x0 ，y0 ，z） = kD2

8z
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

[ somb （D f 2
x + f 2

y ） ]
2

对图 5. 2 所示的方孔， 其夫琅禾费衍射的强度如图 5. 5 和图 5. 6 所示。 图 5. 5 是方孔夫

琅禾费衍射条纹的强度分布， 图 5. 6 是衍射条纹强度的三维空间分布。

例 5. 9 设孔径宽度为 2. 5cm， 入射光波长为 0. 6μm （红光）， 求当满足夫琅禾费衍射时需

要的条件。
解：

z≫
kL2

1

2 =
πL2

1

λ
πL2

1

λ = π（1. 25 × 10 - 2 ） - 2

0. 6 × 10 - 6 m = 830m

可见要实现夫琅禾费衍射， 衍射距离应很长。 当使用透镜时， 衍射距离会极大地缩短， 这将

在第 8 章讨论。

例 5. 10 对例 5. 7， 保持条件不变， 如果计算其夫琅禾费衍射， 其伪代码如下：
u1 = fftshift（u1）
u2 = fft（u1）

u3 = ejkz

jλze
j k2z（x2 + y2） ∗u2

U = fftshift（u3）

5. 6 衍射光栅

菲涅耳近似和夫琅禾费近似经常被用来分析和设计衍射光栅。 衍射光栅主要被用在光谱

分析、 光谱成像、 光通信和光网络等领域。
衍射光栅是一种光学器件， 可对入射波产生周期性的幅值或相位调制， 或同时对幅值和

相位调制。 由交替的不透明和透明区域构成的周期性阵列称为透射式幅值光栅。 图 5. 7 和

图 5. 8 给出了一种透射式幅值光栅。
如果整个光栅均是透明的， 仅是光栅的厚度做周期性变化， 这种光栅称为透射式相位光

栅。 对于具有周期性起伏表面的反射材料， 其对波的反射也可以产生显著的相位调制， 这种

光栅称为反射式相位光栅。 反射式衍射光栅还可以通过在玻璃基底上沉积周期性的平行铝膜

来制作。
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 图 5. 7 透射式幅值光栅的平面视图

    

图 5. 8 周期幅值光栅

衍射光栅是一种非常有效地将入射波进行高分辨率波长分光的光学元件。 以最简单的情

况为例， 光栅可以看作是许多平行的、 互相紧邻的间隔狭缝组成的。 不考虑狭缝的数目， 衍

射光的峰值强度通常出现在一些特定的角度， 而这些角度由下述的光栅方程给出：
dsinϕm = mλ （5. 6⁃1）

其中， d 是相邻狭缝之间的间隔； m 是整数， 称为衍射阶次； ϕ 为衍射角。
方程式 （5. 6⁃1） 表明， 不同波长的入射光， 通过光栅后将沿着不同方向传播。 各波长

下衍射光的峰值强度依赖于光栅的狭缝数目。
光栅的透射函数定义为

t（x，y） =
U（x，y，0 + ）
U（x，y，0 - ） （5. 6⁃2）

式中， U（x，y，0 - ） 和 U（x，y，0 + ） 分别是入射到光栅上的波函数和刚通过光栅后的波函数。
如果光栅是反射式的， 则透射函数变成了反射函数。
一般来说， t（x，y） 是复函数。 如果 t（x，y） 的辐角为 0， 则光栅仅对入射波的幅值产生

调制。 如果 t（x，y） 的模为常数， 则光栅仅改变入射光的相位。
光栅有时被制造成用来反射光的元件， 例如， 通过对光栅的表面金属化即可实现。 此

时， 透射函数即变为反射函数。
厚度周期性变化的透明薄片， 或者折射率周期性变化的透明薄片， 都可以用来对入射光

的相位进行调制。 反射式衍射光栅可以通过在玻璃基底上沉积周期性的铝膜来制作。

5. 7 正弦幅值光栅的夫琅禾费衍射

设单位幅值的平面波垂直入射到光栅上， 且光栅的透射函数与函数 U（x，y，0） 相同

U（x，y，0） = 1
2 + m

2 cos（2πf0x）[ ]rect x
D

〓

〓
〓

〓

〓
〓rect y

D
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （5. 7⁃1）

其中， 假设衍射光栅外边界是边长为 D 的正方形。 U（x，y，0） 可改写为

U（x，y，0） = f（x，y）g（x，y） （5. 7⁃2）
其中
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f（x，y） = 1
2 + m

2 cos（2πf0x） （5. 7⁃3）

g（x，y） = rect x
D

〓

〓
〓

〓

〓
〓rect y

D
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （5. 7⁃4）

f（x，y） 和 g（x，y） 的傅里叶变换分别为

F（ fx， fy） = 1
2 δ（ fx， fy） + m

4 [δ（ fx + f0 ， fy） + δ（ fx - f0 ， fy）] （5. 7⁃5）

G（ fx， fy） = D2 sinc（Dfx）sinc（Dfy） （5. 7⁃6）
而 U（x，y，0） 的傅里叶变换为 F（ fx， fy） 和 G（ fx， fy） 的卷积

U（x，y，0）↔F（ fx， fy）∗G（ fx， fy） （5. 7⁃7）
其中

     F（ fx， fy）∗G（ fx， fy）

= D2

2 sinc（Dfy） sinc（Dfx） + m
2 {sinc[D（ fx + f0 ）] + sinc[D（ fx - f0 ）]}[ ] （5. 7⁃8）

于是， z 处的场分布可由下式给出：

U（x0 ，y0 ，z） = ejkz

jλze
j k2z（x2

0 + y2
0）F（ fx， fy）∗G（ fx， fy） （5. 7⁃9）

式中， fx = x0 / λz， fy = y0 / λz。

5. 8 正弦幅值光栅的菲涅耳衍射

为了计算正弦幅值光栅的菲涅耳衍射， 可以利用式 （5. 2⁃9） 所给出的衍射积分的卷积

形式。 系统的传递函数为

H（ fx， fy） = ejkze - jπλz（ f 2
x + f 2

y） （5. 8⁃1）
式中， ejkz为常数相位因子。

透射函数的傅里叶变换由式 （5. 7⁃7） 给出。 为简化计算， 可假设衍射光栅的口径足够

大， 因此衍射光栅的透射函数的傅里叶变换可近似为式 （5. 7⁃5）。 于是， 有贡献的空间频

率为

（ fx， fy） = （0，0），（ - f0 ，0），（ f0 ，0）
传播的波动场具有如下的傅里叶变换形式：

U（x0 ，y0 ，z）↔ 1
2 δ（ fx， fy） + m

4 [e - jπλzf 2
0 δ（ fx - f0 ， fy） + e - jπλzf 2

0 δ（ fx + f0 ， fy）] （5. 8⁃2）

由逆傅里叶变化可得到

U（x0 ，y0 ，z） = 1
2 + m

4 e - jπλzf 2
0 （e - j2πf0x0 + ej2πf0x0 ）

= 1
2 [1 + me - jπλzf 2

0 cos（2πf0x0 ）]

（5. 8⁃3）

场的强度分布为

I（x0 ，y0 ，z） = 1
4 [1 + 2mcos（πλzf 2

0 ）cos（2πf0x0 ） + m2 cos2 （2πf0x0 ）] （5. 8⁃4）
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例 5. 11 求距离 z 处衍射条纹的强度分布， z 满足下述条件：

z = 2n
λf 2

0
（n 为整数）

解：
I（x0 ，y0 ，z） 可表示为

I（x0 ，y0 ，z） = 1
4 [1 + mcos（2πf0x0 ）] 2

这恰好与光栅的形状完全一致， 这种成像称为光栅的自成像， 又称泰伯像。

例 5. 12 重复上例， 但 z 满足下述条件

z = 2n + 1
λf 2

0
（n 为整数）

解：
I（x0 ，y0 ，z） 可表示为

I（x0 ，y0 ，z） = 1
4 [1 - mcos（2πf0x0 ）] 2

可见， 上述强度分布也是光栅的像， 但是产生了 180°的相移， 也就是所谓的对比度反

转。 这些位置的像也称为泰伯像。

例 5. 13 重复上例， 但 z 满足下述条件：

z = 2n - 1
2λf 2

0
（n 为整数）

解： I（x0 ，y0 ，z） 可表示为

I（x0 ，y0 ，z） = 1
4 1 + m2

2 + m2

2 cos（4πf0x0 ）[ ]
该图像强度分布的变化频率是光栅频率的两倍， 即 2f0 ， 这些位置的成像称为泰伯子像。

5. 9 正弦相位光栅的夫琅禾费衍射

如同正弦幅值光栅， 对垂直入射到光栅上的平面波， 正弦相位光栅的透射函数为

U（x，y，0） = ejm2 sin（2πf0x） rect x
D

〓

〓
〓

〓

〓
〓rect y

D
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （5. 9⁃1）

且 U（x，y，0） 可改写为

U（x，y，0） = f（x，y）g（x，y） （5. 9⁃2）
其中

f（x，y） = ejm2 sin（2πf0x） （5. 9⁃3）

g（x，y） = rect x
D

〓

〓
〓

〓

〓
〓rect y

D
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （5. 9⁃4）

利用以下恒等式可简化分析：
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ejm2 sin（2πf0x） = ∑
∞

k = -∞
Jk

m
2（ ）ej2πf0kx （5. 9⁃5）

式中， Jk（·） 为 k 阶的第一类贝塞尔函数。
利用上述恒等式， f（x，y） 的傅里叶变换可写成如下形式：

F（ fx， fy） = ∑
∞

k = -∞
Jk

m
2（ ）δ（ fx - kf0 ， fy） （5. 9⁃6）

于是， U（x，y，0） 的傅里叶变换可表示为

U（x，y，0）↔F（ fx， fy）∗G（ fx， fy） （5. 9⁃7）
其中

F（ fx， fy）∗G（ fx， fy） = D2 ∑
∞

k = -∞
Jk

m
2（ ）sinc[D（ fx - kf0 ）]sinc（Dfy） （5. 9⁃8）

因此

U（x0 ，y0 ，z） = ejkz

jλze
j k2z（x

2
0 + y2

0）F（ fx， fy）∗G（ fx， fy） （5. 9⁃9）

可见， 第 5. 7 节中的正弦幅值光栅有三个能量比较集中衍射阶次， 这主要是因为有三个 sinc
函数， 当光栅的频率远大于 2 / D 时， 这些函数之间不会相互重叠。 相反， 正弦相位光栅有

许多能量集中的衍射阶次。 幅值光栅的中心阶次占有主要的能量， 但当 J0
m
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 0 时， 相位

光栅的中心阶次将会趋近于消失。

5. 10 狭缝衍射光栅

衍射光栅也经常做成狭缝状。 图 5. 9 给出了一个双缝衍射光栅， 其中， b 是狭缝的宽

度， ϕ 为衍射角， d 为两个狭缝之间的中心距离。

 图 5. 9 双缝衍射光栅

通过上述光栅后， 夫琅禾费区的衍射场的强度分布由下

式给出：

I（ϕ） = 2I0
sin（kbϕ / 2）

kbϕ / 2[ ]
2

[1 + cos（kΔ + kdϕ）]

（5. 10⁃1）
式中， Δ 为来自相邻两个狭缝的光束之间在衍射面上的光程

差； I0为入射到光栅前的平面波发光强度。
如果光栅有 N 个平行的狭缝， 则夫琅禾费区的衍射条纹

分布为

I（ϕ） = 2I0
sin（kbϕ / 2）

kbϕ / 2[ ]
2 sin（Nkdϕ / 2）

sin（kdϕ / 2）[ ]
2

（5. 10⁃2）

当光栅方程 dsinϕm = mλ 满足时， 上式第二个因子等于 Ncos（πNm） / cos（πm）。
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第 6 章 逆 衍 射

6. 1 本章引论

逆衍射是指利用测量到的物体的衍射图样来复原原物体的图像， 测量到的衍射图样可以

是在一个平面上测得的。 在菲涅耳及夫琅禾费近似的情况下， 逆衍射可以直接得到。 在近场

情况下， 可以利用角谱分析来计算逆衍射， 但是有一些技术细节需要进行讨论。

 图 6. 1 逆衍射的几何结构

本章后续各节需要用到的几何模型如图 6. 1 所示。 假设观

察平面和测量平面分别位于z = z0 和 z = zr 处， 场从左至右传

播。 事先假定 zr 等于 0， 则上述两个平面间的距离用 z0r来表

示。 假设光场于均匀媒质中传播， 于是需要解决的问题就是，
假设知道 z = zr 处的场分布， 反求 z = z0 处的场分布。

类似于所有逆问题， 当把隐失波引入逆问题的解的情况

下， 逆衍射问题实际上是非常困难的 [Vesperinas， 1991]， 这时逆衍射问题包含了一个奇异

核 [Shewell， Wolf， 1968]。 如果像后述章节那样不考虑隐失波， 则逆衍射问题将变得比较

容易处理。
本章共包含四节。 6. 2 节介绍菲涅耳和夫琅禾费近似的逆衍射， 6. 3 节介绍角谱表述下

的逆衍射问题， 6. 4 节对 6. 3 节的结果进行进一步的分析。

6. 2 菲涅耳和夫琅禾费近似的逆衍射问题

菲涅耳衍射由式 （5. 2⁃13） 给出。 由于该积分是菲涅耳变换， 因此其逆衍射由下述公式

给出：

U（x，y，zr） = je - jkz0r

λz0r
e - j k

2z0r
（x2+y2）∬∞

U（x0 ，y0 ，z0 ）e - j k
2z0r

（x2
0+y

2
0） ej 2π

λz0r
（xx0+yy0） dx0 dy0 （6. 2⁃1）

式中， zr 和 z0 分别为输入和输出面的位置变量， 并有 z0r = z0 - zr。
夫琅禾费衍射由式 （5. 5⁃2） 给出， 其逆衍射由下式给出：

U（x，y，zr） = je - jkz0r

λz0r
∬∞

U（x0 ，y0 ，z0 ）e - j k
2z0r

（x2
0+y

2
0） ej 2π

λz0r
（xx0+yy0） dx0 dy0 （6. 2⁃2）

6. 3 角谱表述下的逆衍射

为简单起见， 先讨论二维的情况， 然后推广到三维情形。
二维情况下式 （4. 3⁃12） 可写为

U（x0 ，z0 ） = ∫+∞

-∞
A（ fx，zr）ejz0r k2-4π2f 2xej2πfxx0 dfx （6. 3⁃1）
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由于这是一个傅里叶积分， 对 A（ fx，zr） 的复原就是计算 U（x0 ，z0 ） 的傅里叶变换

A（ fx，zr） = e - jz0r k2-4π2f 2x∫∞

-∞
U（x0 ，z0 ）e - j2πfxx0 dx0 （6. 3⁃2）

U（x，zr） 是 A（ fx，zr） 的逆傅里叶变换

U（x，zr） = ∫+∞

-∞ ∫+∞

-∞
U（x0 ，z0 ）e - j2πfxx0 dx0[ ]e - jz0r k2-4π2f 2xej2πfxxdfx （6. 3⁃3）

用 F[·] 和 F - 1 [·] 表示傅里叶变换和逆傅里叶变换， 则式 （6. 3⁃3） 可表示为

U（x，zr） = F - 1 {F[U（x0 ，z0 ）]ejz0r k2 - 4π2f 2x} （6. 3⁃4）
在三维情形下， 对应的公式变为

U（x，y，zr） = F - 1 {F[U（x0 ，y0 ，z0 ）]e - jz0r k2 - 4π2（ f 2x + f 2y） } （6. 3⁃5）
注意到变量 zr 可不断变化， 从而可以重构出不同深度的场分布。 这样， 就得到了三维

情形下场的重构。
如果测量使用的是非单色波， 这将产生随时间 t 变化的场 U（x0 ，y0 ，z0 ，t）， 这时可以采用

含有时间频率分量的 U（x0 ，y0 ，z0 ， f）， 其计算如下：

U（x0 ，y0 ，z0 ， f） = ∫+∞

-∞
U（x0 ，y0 ，z0 ，t）e - j2πftdt （6. 3⁃6）

将上述公式中的变量 f 利用如下的关系进行替换：

k = 2π
λ = 2π f

v （6. 3⁃7）

式中， v 为相位速度。
上述讨论的技术已经被用在超声和地震波的像重构中 [Boyer， 1971； Boyer et al. ， 1970；

Ljunggren， 1980]。 特别是当 z0r太小以至于其他的衍射积分的近似失效时， 例如， 第 5 章中

讨论的菲涅耳和夫琅禾费近似， 上述方法就显得特别有用。

6. 4 分析

改变式 （6. 3⁃3） 中的积分顺序， 可以得到

U（x，zr） = ∫+∞

-∞
U（x0 ，z0 ）B（x，x0 ）dx0 （6. 4⁃1）

其中

B（x，x0 ） = ∫∞

-∞
e - jz0r k2-4π2f 2xe - j2πfx（x-x0） dfx （6. 4⁃2）

当 2πfx > k 时， 后一个积分的传播子变为 ekz0r 4π2f 2x - k2 ， 且式 （6. 4⁃2） 中的积分发散。
这主要是由于引入了隐失波。 实际上， 当积分区间被限制在 k > 2πfx 的区域时， 即可以得到

足够精确的结果 [Lalor， 1968]。 于是， fx 被限制在如下范围：

| fx | ≤ 1
λ （6. 4⁃3）

假设 z = zr 处的精确场分布为 T（x，zr）。 如何对 T（x，zr） 和上述计算得到的 U（x，zr） 进

行比较？ 为回答这个问题， 可以首先由衍射求出利用 T（x，zr） 表示的 U（x0 ，z0 ）， 其由下式

给出：
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U（x0 ，z0 ） = ∫M

-M ∫+∞

-∞
T（x，zr）e - j2πfxxdx[ ]ejz0r k2-4π2f 2xej2πfxx0 dfx （6. 4⁃4）

其中用到了 | fx | ≤M， 且积分上界 M 是 1 / λ。
把以上结果代入式 （6. 4⁃3）， 并把 fx 限制在 | fx | ≤Q 范围内， 则有

U（x，zr） = ∫Q

-Q ∫M

-M ∫∞

-∞
T（x，zr）e - j2πf ′xxdx[ ]ejz0r k2-4π2f ′2xej2πfxx0 df ′x{ }·

e - jz0r k2-4π2f 2xej2πfxxdfx

（6. 4⁃5）

交换积分顺序， 式 （6. 4⁃5） 可写为 [Van Rooy， 1971]

U（x，zr） = ∫+∞

-∞
[∫M

-M
df ′xe - j2πf ′xxejz0r k2-4π2f ′2x·

∫Q

-Q
dfxe - j2πfxxe - jz0r k2-4π2f 2x ∫∞

-∞
dx′ej2πx′（ f ′x-fx）[ ]（ ） ]T（x，zr）dx

由于

δ（ fx - f ′x） = ∫∞

-∞
ej2πx（ f ′x-fx） dx

于是式 （6. 4⁃5） 变为

U（x，zr） = ∫+∞

-∞ ∫M

-M
e - j2πf ′xxejz0r k2-4π2f ′2xdf ′x∫Q

-Q
δ（ fx - f ′x）e - j2πfxxe - jz0r k2-4π2f 2xdfx[ ]T（x，zr）dx

（6. 4⁃6）
依赖于 M 和 Q 值的大小， 以上积分结果有两种可能的情况， 分别讨论如下。
情况 I： Q≥M
此时， 式 （6. 4⁃6） 退化为

U（x，zr） = ∫+∞

-∞ ∫M

-M
ej2πf ′x（x-x0） df ′xT（x，zr）dx

= T（x，zr）∗sinc 2Mx
λ（ ）

= T（x，zr）

（6. 4⁃7）

因为 T（x，zr） 是带限的。
情况 II： Q < M
此时， 式 （6. 4⁃6） 退化为

U（x，zr） = T（x，zr）∗sinc 2Qx
λ

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （6. 4⁃8）

式 （6. 4⁃8） 表明 U（x，zr） 为 T（x，zr） 的低通滤波， 因为 sinc 函数的傅里叶变换是矩形函

数。 换言之， 频率大于 Q / λ 的分量将被滤掉。 重构像可能具有光滑的边缘， 从而损失掉细

节信息。
由于实际中 Q 通常被限制在 Q≤1 / λ， 因此重构像可能得到的分辨率是 λ。 这和经典理

论的结果一致， 经典理论认为线性成像系统不能实现小于一个波长分辨率的成像。

例 6. 1 当 U（x′，z0 ） 在孔径 | x′ | ≤R 处测量得到时， 求 U（x，zr）。
解： 在这种情况下， 式 （6. 4⁃6） 变为
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U（x，zr） = ∫Q

-Q
{ e - jkz0r k2-4π2f 2x∫R

-R
dx0 e - j2πfxx0 ·

∫M

-M
df ′xej2πf ′xx0 ∫+∞

-∞
dxT（x，zr）e - j2πf ′xx[ ][ ]ej2πfxx（ ） } dfx

交换积分顺序， 上式可改写为

U（x，zr） = ∫+∞

-∞ ∫M

-M
df ′x e-j2πf ′xxe-jz0r k2-4π2f2x × ∫Q

-Q
dfx[ej2πfxxe-jz0r k2-4π2f2x2Rsinc（2Rfx）]（ ][ ）T（x，zr）dx

由上式可见， sinc 函数混叠到原始物光波的平面波分量中。 这意味着原始物光波中的每

个平面波分量被孔径 （ - R， R） 截断， 因此其由于衍射的作用 “扩散” 开来。

例 6. 2 令 M = Q = 1 / λ， 试证明此时可以利用 U∗ （x0 ，z0 ） 的前向传播代替逆向传播， 从 U
（x0 ，z0 ） 精确地复原 T∗（x，zr）。
解：

假设从平面 z = z0 到平面 z = 2z0 - zr 的前向传播已经被计算出来， 由于

2z0 - zr - z0 = z0r

则前向传播公式由下式给出：

U（x，2z0 - zr） = ∫Q

-Q
dfx∫+∞

-∞
U∗（x0 ，z0 ）e -j2πfxx0 ejz0r k2-4π2f 2xej2πfxxdx0

重排积分的次序， 可以得到

U（x，2z0 - zr） = ∫Q

-Q ∫+∞

-∞
U（x0 ，z0 ）ej2πfxx0 e - jz0r k2-4π2f 2xe - j2πfxxdx0[ ]

∗
dfx = T∗（x，0）

换言之， 可以用记录的场分布的逆向传播来重构原始像， 也可以用记录的场分布的复共

轭的正向传播来重构原始像。
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第 7 章 宽角度下标量衍射理论
的近场和远场近似

7. 1 本章引论

在涉及波动传播的许多领域， 正向或逆向衍射积分的近似计算是至关重要的。 如第 4 章

和第 5 章所讨论的， 一些近似方法， 如菲涅耳近似、 夫琅禾费近似和严格的角谱法 （Angular
Spectrum Method， ASM）， 均用到了傅里叶变换、 离散傅里叶变换和快速傅里叶变换

（FFT）。
当离输入面的距离合适时， 菲涅耳近似有效， 而夫琅禾费近似在远场有效。 角谱法是亥

姆霍兹方程的严格解， 其数值计算经常采用 FFT 来实现， 也可以利用其他的相应近似下的

数字信号处理算法进行数值计算 [Mellin and Nordin， 2001； Shen and Wang， 2006]。
当衍射孔径的尺度小于波长时， 利用标量衍射理论将导致不可忽视的误差， 而需要采用

其他的数值方法， 例如， 时域有限差分法 （Finite Difference Time Domain， FDTD） 和有限元

法 （Finite Element Method， FEM） [Kunz， 1993； Taflove and Hagness， 2005]。 但是， 和 FFT
方法相比， 上述方法在大尺度模拟时不再适用。 在近场条件下， 当衍射孔径的尺度是波长的

几个数量级时， ASM 法可以给出满意的结果 [Mellin and Nordin， 2001]。 ASM 法的一个缺点

是输出面和输入面的尺寸必须是一样的。 在许多应用中， 输出面的尺寸一般比输入面的尺寸

要大许多， 此时就需要在短距离上重复地利用 ASM 法， 并且利用滤波方法来使得输出面尺

寸不断增大。
实际中， 可以认为菲涅耳近似、 夫琅禾费近似和角谱法在小角度衍射下是有效的。 对于

近场的宽角度衍射和远场衍射， 非常需要一种有效的近似方法， 而且这种方法最好也是基于

傅里叶积分， 这样就可以在合理的时间和存储要求下利用 FFT 来进行大尺度的计算。 即使

空间频率的采样使得 FFT 不能应用， 傅里叶积分表述仍然是有意义的， 因为傅里叶积分的

两个积分变量是可分离的， 它可以将四维的张量运算降为二维的矩阵运算。
本章将讨论一套具有上述特点的近似方法。 这些近似方法主要基于输出面上的点离原点

的径向距离进行泰勒展开。 利用这些近似， 使输出面上的半不规则采样可以采用 FFT 来计

算。 半不规则采样是指首先得到规则的采样阵列点， 然后对阵列点加入扰动， 使得其满足

FFT 条件。
即使我们提出的近似方法在近场和宽角度的条件下有效， 菲涅耳近似在这些条件下仍是

无效的， 但是我们可以得到一些有趣的结果， 这些结果显示出我们提出的近似方法和菲涅耳

近似具有某些相似性。 这就是为什么菲涅耳近似经常在许多近场应用中被采用的原因之一。
从这些研究中得到的结果， 实际上对于输出采样点的位置紊乱的情况也是有效的。

本章包含 8 节。 7. 2 节是对第 5 章讨论过的菲涅耳近似和夫琅禾费近似的回顾。 7. 3 节

介绍了一种径向近似的新方法。 7. 4 节中对提出的方法进行了进一步的改进和误差分析。
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7. 5 节指出如何将提出的方法应用于逆衍射和迭代优化的应用中。 7. 6 节给出二维和三维情

形下的数值模拟算例。 7. 7 节介绍了通过将输出平面和输出平面的孔径置于特定中心坐标系

的中心， 以及通过在大尺度模拟中可能采用的更小的子区域， 来提高计算精度的方法。 7. 8
节对本章进行总结。

7. 2 菲涅耳和夫琅禾费近似的回顾

瑞利-索末菲衍射积分可以写为

U（x0 ，y0 ，z） = 1
jλ∬∞

U（x，y，0） z
r2 ejkrdxdy （7. 2⁃1）

式中， U（x，y，0） 是输入场； U（x0 ，y0 ，z） 是输出场； k 是波数， 且 k = 2π / λ； λ 为波长； r
为从点 （x，y，0） 到点 （x0 ，y0 ，z） 的矢量长度。

一般来说， z 通常足够大， 因此可以用 1 / z 来近似 z / r2 。 式 （7. 2⁃1） 可变为

U（x0 ，y0 ，z） = 1
jλz∬∞

U（x，y，0）ejkrdxdy （7. 2⁃2）

常数项 1 / jλz 在本章后续部分将忽略掉。
对于在衍射问题中常用的菲涅耳近似， 两点之间的距离 r 可利用泰勒展开的前两项来近

似 [Mezouari and Harvery， 2003； Southwell， 1981； Steane and Rutt， 1989]

r = z2 + （x0 - x） 2 + （y0 - y） 2 ≅z 1 + g
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （7. 2⁃3）

其中

g =
（x0 - x） 2 + （y0 - y） 2

z2 （7. 2⁃4）

由 r 的近似引入的最大相位误差 Emax的大小 （以弧度表示） 可由泰勒展开级数的第三项来

估计

Emax≤ 1
8 zg2k （7. 2⁃5）

一般来说， 当最大相位误差 Emax的值大于 1rad 时， 对于衍射问题采用菲涅耳近似将不

能得到足够好的结果。 但是， 对于各种实际问题， 上述条件一般不能达到， 因此采用菲涅耳

近似一般可以得到较好的结果。 其原因可以部分地用稳相法来解释 [Goodman]。 本章将给

出上述结果的另一种解释。
菲涅耳近似的优点是可以实现变量的分离， 因此式 （7. 2⁃2） 中的积分可以写为傅里叶

积分的形式。 例如， 式 （7. 2⁃4） 可改写为

g = v
z2 + w

z2 -
2（x0x + y0y）

z2 （7. 2⁃6）

其中

v = x2
0 + y2

0 （7. 2⁃7）
w = x2 + y2 （7. 2⁃8）

于是， 利用式 （7. 2⁃3）， 式 （7. 2⁃2） 可近似改为下列傅里叶积分：
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U（x0 ，y0 ，z） = ejk v
2z∬∞

u′（x，y）e - jk
z （x0x+y0y） dxdy （7. 2⁃9）

其中

u′（x，y） = u（x，y）ejk w2z （7. 2⁃10）
式 （7. 2⁃9） 可进一步写成下列傅里叶积分的形式：

U（x0 ，y0 ，z） = ejk v
2z∬∞

u′（x，y）e - j2π（ fxx+fyy） dxdy （7. 2⁃11）

其中空间频率 fx 和 fy 定义为

fx =
xs

λz （7. 2⁃12）

fy =
ys

λz （7. 2⁃13）

其中对点 （x0 ，y0 ，z）， 有 xs = x0 ， ys = y0 。
在夫琅禾费近似中， 由 z > > w 可得到 u′（x，y）≈u（x，y）， 于是式 （7. 2⁃9） 变为

U（x0 ，y0 ，z） = ejk v
2z∬∞

u（x，y）e - jk
z （x0x+y0y） dxdy （7. 2⁃14）

式 （7. 2⁃14） 可利用快速傅里叶变换来估算 [Brigham， 1974]， 令

xs = mxΔ0x， mx = 整数 （7. 2⁃15）
ys = myΔ0y， my = 整数 （7. 2⁃16）
x = nxΔx， nx = 整数 （7. 2⁃17）
y = nyΔy， ny = 整数 （7. 2⁃18）

Δ0xΔx = λz
Mx

（7. 2⁃19）

Δ0yΔy = λz
My

（7. 2⁃20）

式中， Mx 和 My 分别为 x 和 y 方向的采样数。
在其他的所有近似中， 如果需要使用 FFT， 则需要保证满足式 （7. 2⁃19） 和式 （7. 2⁃20）。

7. 3 径向近似

在许多实际应用中， 例如， 涉及数字全息和衍射光学器件的应用中， 坐标 （x，y，0） 通

常要远小于物体坐标 （x0 ，y0 ，z）。 于是， 式 （7. 2⁃3） 可改写为

r = r0 1 + h （7. 3⁃1）
其中

r0 = z2 + x2
0 + y2

0 （7. 3⁃2）

h = w
r2

0
-

2（x0x + y0y）
r2

0
（7. 3⁃3）

为了能利用傅里叶变换， 式 （7. 3⁃3） 可近似为
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h = w
z2 -

2（x0x + y0y）
r2

0
（7. 3⁃4）

最简单的径向近似可由下边的径向距离 r 的近似得到：

r≈r0 + w2

2z -
xx0 + yy0

r0
（7. 3⁃5）

当 x、 y、 x0 和 y0 充分小于 z 时 （充分条件将在后面详细介绍）， 式 （7. 3⁃4） 和式 （7. 3⁃5）
的近似均是有效的。 在下一节将给出式 （7. 3⁃5） 的进一步改进。 为了由式 （7. 2⁃9） 给出的

衍射积分得到傅里叶变换关系， 可定义如下关系：

x0 =
xs

z r0 （7. 3⁃6）

y0 =
ys

z r0 （7. 3⁃7）

其中 （xs，ys） 是规则的输出采样点。 联立式 （7. 3⁃6） 和式 （7. 3⁃7）， 有

x0 = C（xs，ys）xs （7. 3⁃8）
y0 = C（xs，ys）ys （7. 3⁃9）

其中

C（xs，ys） = 1 -
x2
s + y2

s

z2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

- 1
2

（7. 3⁃10）

如夫琅禾费近似， 当 z≫w 时， 式 （7. 3⁃5） 中包含 w2 的项可以忽略掉。 这样得到的近似称

之为近场近似 （NFA）， 下面要讲到的近似称之为远场近似 （FFA）。 一般将 NFA 和 FFA 统

称为 NFFA。
利用上述新近似， 式 （7. 2⁃11） 可由下式替换：

U（x0 ，y0 ，z） = ejkr0∬∞
u′（x，y）e - j2π（ fxx+fyy） dxdy （7. 3⁃11）

其中， 根据式 （7. 3⁃6） 和式 （7. 3⁃7）， 空间频率仍然由式 （7. 2⁃12） 和式 （7. 2⁃13） 给出。
根据远场近似， u′（x，y） 等于 u（x，y）。

注意到式 （7. 3⁃11） 与菲涅耳近似下的式 （7. 2⁃11） 形式上类似， 但是积分符号外的相

位因子和输出面的采样点是不同的。 当采样点由式 （7. 3⁃ 8） 和式 （7. 3⁃9） 定义时， 式

（7. 3⁃11） 可直接用 FFT 计算， 且得到的结果是有效的。 空间频率也可写成如下形式：

fx =
x0

λr0
（7. 3⁃12）

fy =
y0

λr0
（7. 3⁃13）

可见， 对规则采样点 （xs，ys）， 空间频率仍然由式 （7. 2⁃12） 和式 （7. 2⁃13） 给出， 而对实

际采样点 （x0 ，y0 ）， 则由式 （7. 3⁃12） 和式 （7. 3⁃13） 给出。

7. 4 高阶改进与分析

将式 （7. 3⁃1） 中的 r 展开成泰勒级数形式
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r = r0 1 + h
2 - h2

8 + h3

16 - … + （ - 1） n - 11 × 3 × 5 × … × （2n - 1）
2 × 4 × 6 × … × 2n h2m - 1 + …[ ] （7. 4⁃1）

式 （7. 4⁃1） 中给出了为提高精度而可取的项。 为能利用傅里叶变换， 我们只保留泰勒级数

中那些不含因子 （x0x） n 的项 （x0x 除外）。
定义

an = （ - 1） n - 11 × 3 × 5 × … × （2n - 1）
2 × 4 × 6 × … × 2n

1
z2n （7. 4⁃2）

于是 r 由下式近似：

r≈r0 -
xx0 + yy0

r0
+ p（w） （7. 4⁃3）

其中

p（w） = p（x，y） = ∑
∞

n = 1

an

z2n-1w
n （7. 4⁃4）

式 （7. 3⁃8） 和式 （7. 3⁃9） 保持不变， 这主要是含有 xx0 和 yy0 的项没有发生改变。 当满足

类似于夫琅禾费近似中的 z≫w 时， 式 （7. 4⁃3） 中的 p（w） 项可直接忽略。 利用这个新的近

似， 式 （7. 3⁃11） 可由下式代替：

U（x0 ，y0 ，z） = ejkr0∬∞
u″（x，y）e - j2π（ fxx+fyy） dxdy （7. 4⁃5）

其中

u″（x，y） = u（x，y）ejkp（w） （7. 4⁃6）
对于给定的 z， 菲涅耳近似给出的误差正比于 （x2

0 + y2
0 ） 2 ， 而在 NFFA 中， 近似误差由下式

给出：

E = - v（x2 + y2 ）
4z3 -

（x0x + y0y）
2z3 （7. 4⁃7）

此误差对应于泰勒展开中第二个分量 - u2 / 2 中被忽略的项。
注意到式 （7. 3⁃8） 和式 （7. 3⁃9） 中， 仅对物体坐标系做了改变。 否则， 式 （7. 4⁃5）

的积分则与式 （7. 2⁃9） 或式 （7. 2⁃14） 的积分一样。 根据式 （7. 2⁃15） 和式 （7. 2⁃16） 给

出的坐标 （xs，ys）， 输出点坐标 （x0 ，y0 ）由式 （7. 3⁃8） 和式 （7. 3⁃9） 给出。
一个有意思的现象是， 在式 （7. 3⁃8） 和式 （7. 3⁃9） 给出的近场点 （x0 ，y0 ） 上， 文献

中给出的菲涅耳近似的例子是正确的， 而对于点 （xs，ys） 则不再正确。 因此， 上述结果在

近场和远场都适用， 是真正的 NFFA 结果。
为使用 FFT， 需要满足式 （7. 2⁃19） 和式 （7. 2⁃20）。 mxΔ0x与 myΔ0y是做了修正后的输

出采样点。 因此有可能考虑其他的采样策略， 将 mxΔ0x与 myΔ0y用一些其他的采样点 xs 和 ys

替代。 上述结果在所有情况中都是有效的。

7. 5 逆衍射与迭代优化

正如第 6 章所讨论的， 逆衍射主要涉及利用 U（x0 ，y0 ，z） 来复原 u（x，y）。 在菲涅耳衍射

的情况下， 式 （7. 2⁃9） 是一个傅里叶变换， 其逆变换为
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u′（x，y） = ∬∞
Û（x0 ，y0 ，z）ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy （7. 5⁃1）

其中 u′（ x，y） 由式 （7. 2⁃10） 给出， 空间频率 fx， fy 由式 （7. 2⁃12） 和式 （7. 2⁃13） 给

出， 且

Û（x0 ，y0 ，z） = U（x0 ，y0 ，z）e - jk v
2z （7. 5⁃2）

类似地， 式 （7. 3⁃11） 和式 （7. 4⁃5） 中的积分也是傅里叶变换。 式 （7. 3⁃11） 的傅里叶逆

变换为

u′（x，y） = ∬∞
U′（x0 ，y0 ，z）ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy （7. 5⁃3）

其中

U′（x0 ，y0 ，z） = U（x0 ，y0 ，z）e - jkr0 （7. 5⁃4）
类似地， 式 （7. 4⁃5） 的傅里叶逆变换为

u″（x，y） = ∬∞
U′（x0 ，y0 ，z）ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy （7. 5⁃5）

迭代优化技术经常被用来设计诸如衍射光学器件 （ DOE） 等光学元器件 [ Lee， 1970，
1975， 1979； Zhuang and Ersoy， 1995]， 这些将会在第 15 章和第 16 章讨论。 为此， 已开发出

许多在输出面和输入面之间进行迭代计算的迭代方法。 式 （7. 3⁃11） 和式 （7. 5⁃3） 以及式

（7. 4⁃5） 和式 （7. 5⁃5） 为傅里叶变换对。 利用这些公式可执行精确的迭代优化。

7. 6 数值算例

不失一般性， 下面首先忽略 y 变量， 而只考虑二维的情形。 在初始计算模拟时， 相应的

参数选择如下：
λ = 0. 6328μm， x = 1mm， N = 256， Δx / λ = 7

 图 7. 1 当 x = 1 时， 使近似有效的最小

 距离 z 随输出面的坐标 x0 的变化

对于使近似有效的最短距离 z， 其与输出面

上的坐标偏离 x0 有关， 可由令 k（ r - rappro） 小于

1rad 来计算得到。 当坐标偏离 x 等于 1mm 时， 得

到的结果如图 7. 1 所示。 由图 7. 1 可见， 对于非

常小的 （x0 - x）， 两种近似的特性基本一致， 但

是随着偏离 （x0 - x） 的增大， 差距也变大。
图 7. 2 给出了比值 z / x0 随输出面的偏离坐标

x0 的变化。 随着 x0 的增大， 对于本章新提出的

近似， 这个比值接近于 2， 而对菲涅耳近似， 其

接近于 36。 注意到利用 FFT， 最大的输出偏离等

于 z / （ Δx / λ）， Δx 为输入面上的采样间隔。 因

此， 对于输出面上所有满足 Δx / λ 大于 2 的采样

点， 新的近似均具有足够的精度。 图 7. 3 给出了

当 z = 10cm 时， 随着 x0 的增大， 利用式 （7. 3⁃6） 计算得到的 x0 和 xs 之间的关系， 可见其

差距也不断增大。
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图 7. 2 比值 z / x0 随 x0 的变化

  
图 7. 3 x0 的改变量随着输出面上的 x0

的变化 （ z = 10cm， x = 1mm）

式 （7. 3⁃8） 和式 （7. 3⁃9） 给出了菲涅耳近似或夫琅禾费近似中的规则采样输出点与

NFFA 中半规则采样输出点之间的关系。 表 7. 1 至表 7. 3 给出了这些关系的具体计算实例。
这些表中的 （x，y） 采样坐标值用复数 x + jy 来显示。 表 7. 1 给出了规则采样值的例子，
表 7. 2给出了对应的半规则采样值的例子。 表 7. 3 是表 7. 1 和表 7. 2 之间的差值。

表 7. 1 FFT 和菲涅耳近似下的输出面位置坐标 （单位： mm）
-8. 0998 -8. 0998j -8. 0682 -8. 0998j -8. 0366 -8. 0998j -8. 0049 -8. 0998j -7. 9733 -8. 0998j -7. 9416 -8. 0998j -7. 9100 -8. 0998j
-8. 0998 -8. 0682j -8. 0682 -8. 0682j -8. 0366 -8. 0682j -8. 0049 -8. 0682j -7. 9733 -8. 0682j -7. 9416 -8. 0682j -7. 9100 -8. 0682j
-8. 0998 -8. 0366j -8. 0682 -8. 0366j -8. 0366 -8. 0366j -8. 0049 -8. 0366j -7. 9733 -8. 0366j -7. 9416 -8. 0366j -7. 9100 -8. 0366j
-8. 0998 -8. 0049j -8. 0682 -8. 0049j -8. 0366 -8. 0049j -8. 0049 -8. 0049j -7. 9733 -8. 0049j -7. 9416 -8. 0049j -7. 9100 -8. 0049j
-8. 0998 -7. 9733j -8. 0682 -7. 9733j -8. 0366 -7. 9733j -8. 0049 -7. 9733j -7. 9733 -7. 9733j -7. 9416 -7. 9733j -7. 9100 -7. 9733j
-8. 0998 -7. 9416j -8. 0682 -7. 9416j -8. 0366 -7. 9416j -8. 0049 -7. 9416j -7. 9733 -7. 9416j -7. 9416 -7. 9416j -7. 9100 -7. 9416j
-8. 0998 -7. 9100j -8. 0682 -7. 9100j -8. 0366 -7. 9100j -8. 0049 -7. 9100j -7. 9733 -7. 9100j -7. 9416 -7. 9100j -7. 9100 -7. 9100j

表 7. 2 FFT 和 NFFA 下的输出面位置坐标 （单位： mm）
-8. 1535 -8. 1535j -8. 1214 -8. 1533j -8. 0894 -8. 1531j -8. 0573 -8. 1529j -8. 0253 -8. 1527j -7. 9932 -8. 1525j -7. 9612 -8. 1523j
-8. 1533 -8. 1214j -8. 1212 -8. 1212j -8. 0892 -8. 1210j -8. 0571 -8. 1208j -8. 0251 -8. 1206j -7. 9930 -8. 1204j -7. 9610 -8. 1202j
-8. 1531 -8. 0894j -8. 1210 -8. 0892j -8. 0890 -8. 0890j -8. 0569 -8. 0888j -8. 0249 -8. 0886j -7. 9928 -8. 0884j -7. 9608 -8. 0881j
-8. 1529 -8. 0573j -8. 1208 -8. 0571j -8. 0888 -8. 0569j -8. 0567 -8. 0567j -8. 0247 -8. 0565j -7. 9926 -8. 0563j -7. 9606 -8. 0561j
-8. 1527 -8. 0253j -8. 1206 -8. 0251j -8. 0886 -8. 0249j -8. 0565 -8. 0247j -8. 0245 -8. 0245j -7. 9924 -8. 0243j -7. 9604 -8. 0240j
-8. 1525 -7. 9932j -8. 1204 -7. 9930j -8. 0884 -7. 9928j -8. 0563 -7. 9926j -8. 0243 -7. 9924j -7. 9922 -7. 9922j -7. 9602 -7. 9920j
-8. 1523 -7. 9612j -8. 1202 -7. 9610j -8. 0881 -7. 9608j -8. 0561 -7. 9606j -8. 0240 -7. 9604j -7. 9920 -7. 9602j -7. 9600 -7. 9600j

表 7. 3 输出面位置坐标误差 （表 7. 1 和表 7. 2 之间的差） （单位： mm）
-0. 0537 -0. 0537j -0. 0532 -0. 0535j -0. 0528 -0. 0532j -0. 0524 -0. 0530j -0. 0520 -0. 0528j -0. 0516 -0. 0526j -0. 0512 -0. 0524j
-0. 0535 -0. 0532j -0. 0530 -0. 0530j -0. 0526 -0. 0528j -0. 0522 -0. 0526j -0. 0518 -0. 0524j -0. 0514 -0. 0522j -0. 0510 -0. 0520j
-0. 0532 -0. 0528j -0. 0528 -0. 0526j -0. 0524 -0. 0524j -0. 0520 -0. 0522j -0. 0516 -0. 0520j -0. 0512 -0. 0518j -0. 0508 -0. 0516j
-0. 0530 -0. 0524j -0. 0526 -0. 0522j -0. 0522 -0. 0520j -0. 0518 -0. 0518j -0. 0514 -0. 0516j -0. 0510 -0. 0514j -0. 0506 -0. 0512j
-0. 0528 -0. 0520j -0. 0524 -0. 0518j -0. 0520 -0. 0516j -0. 0516 -0. 0514j -0. 0512 -0. 0512j -0. 0508 -0. 0510j -0. 0504 -0. 0508j
-0. 0526 -0. 0516j -0. 0522 -0. 0514j -0. 0518 -0. 0512j -0. 0514 -0. 0510j -0. 0510 -0. 0508j -0. 0506 -0. 0506j -0. 0502 -0. 0504j
-0. 0524 -0. 0512j -0. 0520 -0. 0510j -0. 0516 -0. 0508j -0. 0512 -0. 0506j -0. 0508 -0. 0504j -0. 0504 -0. 0502j -0. 0500 -0. 0500j

  在下一组二维数值实验中， 对通过一个给定衍射孔径的会聚球面波， 给出了精确解和菲

涅耳近似积分、 NFFA 近似积分之间的对比。 实验参数如下：
衍射孔径尺寸 Dl = 30μm， 聚焦距离 z = 5mm， N = 512， λ = 0. 6328μm
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数值积分是采用自适应辛普森积分计算得到的 [ Garner]。 根据 FFT 条件， 对输出孔径

上的点进行采样。 于是， 整个输出孔径的尺寸由下式给出：

DO = Nλz
Dl

（7. 6⁃1）

虽然如此， 最后只有输出孔径中心部分的 64 个采样点和大约 6. 7mm 尺寸范围内的结果是精

确计算的。 由于 z = 5mm， 这表明输出结果是一个宽角度输出场。
由图 7. 4 可知， 由精确计算和利用 NFFA 方法分别得到的输出面衍射条纹强度几乎完美

地重合在一起。 图 7. 5 给出了由下式定义的归一化强度误差：

Error =
IExact - INFFA

IExact
（7. 6⁃2）

式中， IExact和 INFFA分别为由精确计算得到的强度和利用 NFFA 近似得到的强度。

图 7. 4 由精确计算及利用 NFFA 近似的

衍射积分得到的孔径衍射强度

  
图 7. 5 由精确计算与 NFFA 近似的衍射积分

得到的输出面强度误差

从图 7. 6 可知， 利用精确计算方法与 NFFA 近似积分方法分别计算得到的输出相角几乎

完美地重合在一起。
图 7. 7 给出了利用菲涅耳近似与精确计算方法分别计算得到的输出衍射积分条纹强度的

对比。 图 7. 8 给出了利用菲涅耳近似与精确计算方法分别计算得到的输出面相角的对比。 可

见， 菲涅耳近似引入的误差几乎可以忽略不计。

图 7. 6 精确计算与 NFFA 近似衍射积分

计算得到的输出面相角

   
图 7. 7 利用菲涅耳近似与精确计算得到的

输出衍射积分条纹强度的对比
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  在下一组实验中， 主要讨论了三维情况下的结果。 图 7. 9 给出了模拟计算中采用的输入

面方形孔径。 实验中使用了两组参数， 其中第一组的参数如下：
z = 50mm， DI（输入面孔径边长） = 0. 2mm， N = 512， λ = 0. 6328μm

图 7. 8 利用菲涅耳近似利用精确计算方法

分别计算得到的输出面相角的对比

   

图 7. 9 模拟计算中采用的输入面方形孔径

根据 FFT 条件， 在以上参数条件下， 输出面的孔径尺寸为 0. 081mm。 图 7. 10 显示了采

用 NFFA 计算得到的衍射输出强度三维图， 图 7. 11 给出了相应的利用菲涅耳近似计算得到

的衍射输出强度三维分布。
图 7. 12 给出了衍射强度的计算误差 （图 7. 11 和图 7. 12 对应数据的绝对值差）。 可见，

在这种实验条件下， 菲涅耳衍射使观察平面的特定区域的衍射强度误差可以忽略。

图 7. 10 利用 NFFA 计算得到的衍射

输出强度三维分布

 

图 7. 11 利用菲涅耳近似计算

得到的衍射输出强度

第二组实验参数选择如下：
z = 100mm， DI（输入面孔径边长） = 2mm， N = 512， λ = 0. 6328μm

在以上参数下， 利用 FFT 条件， 输出面孔径尺寸变为 16. 2mm。 图 7. 13 给出了利用 NF-
FA 计算得到的三维衍射输出强度分布。 对应的由菲涅耳衍射计算得到的三维衍射输出强度

分布如图 7. 14 所示。 图 7. 15 给出以上两种近似方法得到的结果之差 （图 7. 13 和图 7. 14 的

绝对值差）。 由计算结果可见， 在这组参数下， 对观察平面上特定区域的菲涅耳衍射， 其误
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差变得更小， 这主要是由于距离 z 变得更大， 而输出面孔径尺寸变得更小。

图 7. 12 衍射强度的误差 （图 7. 11 和图 7. 12
对应数据的绝对值差）

   
图 7. 13 利用 NFFA 计算得到的

三维衍射输出强度分布

图 7. 14 利用菲涅耳近似衍射计算

得到的三维衍射输出强度分布

   
图 7. 15 衍射强度的误差 （图 7. 14 和

图 7. 15 对应数据的绝对值差）

最后一组实验采用如图 7. 16 所示的棋盘图像作为所需要的输出面衍射强度条纹。 实验

参数选择如下：

图 7. 16 棋盘图像和其利用逆 NFFA 重构计算得到的图像

（ z = 80mm， 输入面尺寸 = 0. 8mm × 0. 8mm， 输出面尺寸 = 16. 2mm × 16. 2mm）
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z = 80mm， DI（输入面孔径边长） = 0. 8mm， N = 256， λ = 0. 6328μm
利用 FFT 条件， 在上述参数下输出面孔径尺寸变为 16. 2mm。 采用两种方式计算输入面

衍射条纹。 第一种是采用由式 （7. 5⁃1） 和式 （7. 5⁃2） 给出的逆菲涅耳近似。 第二种是采用

由式 （7. 5⁃3） 和式 （7. 5⁃4） 给出的逆 NFFA 近似。 图 7. 16 同时也给出了半规则输出面采

样的 NFFA 重构衍射强度， 由图可见， 重构图像与原始图像是基本一样的。 图 7. 17 给出了

规则采样条件下利用 NFFA 计算得到的输出面衍射强度， 其中所需要的输入面衍射条纹利用

逆菲涅耳近似得到。 由于 NFFA 的结果可认为是精确的， 因此， 在规则采样下， 实际物理实

现中的输出衍射强度与图 7. 17 看起来相似。

图 7. 17 以利用逆菲涅耳衍射得到的场作为输入场， 再利用 NFFA 重构得到的棋盘图像

（ z = 80mm， 输入面尺寸 = 0. 8mm × 0. 8mm， 输出面尺寸 = 16. 2mm × 16. 2mm）

7. 7 更高精度近似

如果输出空间的坐标中心在 （xc，yc）， 且输入空间的坐标中心在 （xI，yI ）， 则可通过如

下的定义得到更高的近似精度：
x0 = x′0 + xc （7. 7⁃1）
y0 = y′0 + yc （7. 7⁃2）
x = x′ + xI （7. 7⁃3）
y = y′ + yI （7. 7⁃4）

q = （xc - xI） 2 + （yc - yI） 2 （7. 7⁃5）
rc = （ z2 + q） 1 / 2 （7. 7⁃6）

进一步定义

xcI = xc - xI （7. 7⁃7）
ycI = yc - yI （7. 7⁃8）

v′ = x′2
0 + y′2

0 + 2（xcIx′0 + ycIy′0 ） （7. 7⁃9）
w′ = x′2 + y′2 - 2[xcIx′ + ycIy′] （7. 7⁃10）

g′ = v′ + w′
2r2

c
-
x′0x + y′0y

r2
c

（7. 7⁃11）
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如果将 z 替换为 rc， 将 g、 v、 w 分别替换为 g′、 v′、 w′， 则之前的分析仍然有效。 此时

的误差近似地由下式给出：

E≃ - v′（x2 + y2 ）
4r3

c
-

（x0x + y0y） 2

2r3
c

（7. 7⁃12）

上述近似在用于大尺度模拟时会特别有用， 届时将输入面和 /或输出面划分成更小的子

区域， 然后在这些子区域上应用 NFFA 即可。 利用并行计算系统， 可以得到接近实时的大尺

度模拟分析。

7. 8 小结

本章介绍了利用 NFFA 可相当程度地改进菲涅耳和夫琅禾费近似， 特别是当更高精度的

输出采样时仍采用 FFT 来进行宽角度衍射计算的情况， 改进精度更高。
菲涅耳 /夫琅禾费近似与 NFFA 之间的最主要差别， 在于其不同的采样点。 除非常宽角

度的衍射外， 式 （7. 2⁃11） 和式 （7. 3⁃11） 积分外的不同相位因子是可比较的， 且不影响输

出面上的衍射条纹强度。 因此当正常利用菲涅耳近似计算时， 如果利用由式 （7. 3⁃8） 和式

（7. 3⁃9） 所决定的新的采样点， 则结果仍具有足够的精度， 不过此时的结果是新采样点的

NFFA 结果。 利用 NFFA 近似所允许的 z 距离要小于菲涅耳近似所允许的 z 距离， 后者大约

是前者的 18 倍。
只要半规则输出采样是可接受的， 则 NFFA 方法就与角谱法具有同样的精度， 且 NFFA

对实际情况中的绝大多数宽角度衍射都是有效的。
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第 8 章 几 何 光 学

8. 1 本章引论

几何光学 （或称射线光学） 讨论光波传播的一种近似， 即把光波长 λ 看成是无限小的，
在实际应用层面， 这意味着把它看成远小于影响光波场振幅和相位的干扰的空间尺寸。 例

如， 如果相移孔径是波长的好多倍， 例如， 相移 2π 弧度， 此时几何光学是非常适用的。 又

如在纤芯较大的多模光纤中就使用射线光学。
在几何光学中， 通常用光线来描述光波场， 这些光线按一系列的规则在不同的光介质中

传播。 程函方程 （或称几何光学方程） 形成了几何光学的基本原理， 它是亥姆霍兹方程在

波长趋于零时的特殊形式。
本章共分 8 节。 8. 2 节介绍了光线传播的物理基础； 8. 3 节介绍了光线方程， 当光线传

播接近光轴时的傍轴光线方程是简化的光线方程。
8. 4 节介绍了程函方程； 8. 5 节通过举例描述了局部空间频率和光线； 8. 6 节以 2 × 2 阶

的矩阵代数描述了子午面光线， 它是一种在单平面上传播的光线， 包含光轴和另一种正交

轴， 如 y 轴； 8. 7 节概括了适合厚透镜的理论。 8. 8 节对复杂光学系统的入瞳和出瞳做了

介绍。

8. 2 光线的传播

几何光学中光线的位置和方向是首要考虑的对象， 例如， 光学成像系统把从物体各点发

出的光线会聚后重新调整其方向， 对应到图像的相应像素。
以光轴为中心的光学器件通常很小， 因而光线以非常小的角度传播， 这样的光线称为傍

轴光线， 它是傍轴光学的基础。
几何光学成立的基本假设如下：
1. 光波场以光线的形式传播。
2. 在不同的光学介质中， 光线以不同的速度传播： 光学介质的折射率 n≥1。 如果当n =

1 时， 传播速度等于 c， 则当 n≠1 时， 传播速度为 c / n。 在普通的光学介质中， 折射率 n 是

关于位置的函数 n（ r）。

 图 8. 1 A、 B 两点之间的光程

3. 费马原理： 光沿着所需时间最短的路径传播。 为了更好

地理解这种说法， 考虑图 8. 1。 图 8. 1 中光线沿传播路径在微分

光程 ds 上的无限小传播时间可由下式得到

ds
c / n（ r） = n（ r）ds

c （8. 2⁃1）

定义 AB 两点之间的光程 Lp 为
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Lp = ∫B

A
n（ r）ds （8. 2⁃2）

从 A 到 B 的传播时间为 Lp / c。
费马原理表明光程Lp是关于邻近路径的极值

δLp = 0 （8. 2⁃3）
等式两边都除以 v， 传播时间的变化也满足下式：

Lp

v = 0 （8. 2⁃4）

此极值是最小值， 故证实光沿着所需时间最短的路径传播。
折射率 n 在均匀介质中是常数。 两点之间光程的最短路径是这两点之间的一条直线， 这

通常描述为 “光线是沿直线传播的”。
费马原理可证明光的平面镜反射现象以及光在两种光学介质边界上的反射和折射现象，

如下例诠释。

例 8. 1 证明： 当光线在平面镜上发生反射时， 反射角等于入射角。 介质折射率为常数 n。
解： 相关的示意图如图 8. 2 所示。 θ1 和 θ2 分别是入射角和反射角， 光经平面镜反射后 AC 之

间的路径应该是光程最小值。

 图 8. 2 经过平面镜反射后

 AC 之间的最短路径

光程可由下式计算得到

Lp = n（AB + BC）
上式可写成

Lp = n{[h2
1 + （d1 - d2 ） 2 ] 1 / 2 + （h2

2 + d2
2 ） 1 / 2 }

Lp取决于独立变量 d2 。 设 δLp / δd2 = 0， 则

d1 - d2

[h2
1 + （d1 - d2 ） 2 ] 1 / 2 =

d2

（h2
2 + d2

2 ） 1 / 2

即

sinθ1 = sinθ2

或者

θ1 = θ2

例 8. 2 （a） 入射光线在折射率分别为 n1 、 n2 的介质边界上分成两束光线， 如图 8. 3
所示。

 图 8. 3 两种介质边界的反射和折射

证明：
n1 sinθ1 = n2 sinθ2 （8. 2⁃5）

这就是斯乃尔定律。
（b） 光线近光轴传播， 证明：

n1θ1 ≅n2θ2 （8. 2⁃6）
这就是几何光学中的傍轴近似。
解： （a） A、 C 两点之间的光程如下：

Lp = n1AB + n2BC
由费马原理知， 光程 Lp是最小值。 Lp可写为
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Lp = n1 （h2
1 + d2

1 ） 1 / 2 + n2 [h2
2 + （d - d1 ） 2 ] 1 / 2

d1 是独立变量， 设 δLp / δd1 = 0， 则

n1d1

（h2
1 + d2

1 ） 1 / 2 =
n2 （d - d1 ）

[h2
2 + （d - d1 ） 2 ] 1 / 2

上式可写为

n1 sinθ1 = n2 sinθ2

（b） 当光线靠近光轴传播时， sinθ1 ≅θ1 ， sinθ2 ≅θ2 ， 所以

n1θ≅n2θ2

例 8. 3 一薄透镜有如图 8. 4 所示的性质。
一束以角度 θ1 入射的光线又以角度 θ2 射出薄透镜， θ2 可由下式得到：

θ2 = θ1 - y
f （8. 2⁃7）

式中， y 是入射点到光轴的距离； f 是透镜的焦距。
焦距 f 可由下式得到：

1
f = （n - 1） 1

R1
- 1
R2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （8. 2⁃8）

式中， n 是透镜材料的折射率； R1 和 R2 是透镜两表面的曲率半径。
根据上面已给的信息， 证明透镜成像定律。

解： 考虑图 8. 4b。 由方程式 （8. 2⁃7） 和傍轴近似 sinθ≈θ 可知， 当入射角 θ1 = 0 时， 从 P1

点发出且平行于光轴的光线穿过透镜后到达焦点 F； 当 y = 0 时， 从 P1 点出发， 沿着光轴通

过透镜中心点的光线穿过透镜时方向不变。 两条光线相交于 P2 点， P2 即为像。

图 8. 4 薄透镜的性质

a） 经薄透镜改变方向的光线 b） 薄透镜成像

8. 3 光线方程

在梯度折射率介质 （ graded-index material， GRIN） 中， 折射率是位置 r 的函数， 即

n（ r）。 光线在这种介质里沿着曲线路径传播并遵循费马原理。
光线的轨迹可以用坐标函数 x（ s）、 y（ s）、 z（ s） 表示， 变量 s 表示轨迹的长度， 如

图 8. 5 所示。 A、 B 两点之间的轨迹满足费马原理

δ∫B

A
n（r）ds = 0 （8. 3⁃1）
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 图 8. 5 梯度折射率

 介质中光线的轨迹

r 是位置矢量， 使用变分法， 方程式 （8. 3⁃1） 可以转换为如下的光线方程：
d
ds n（r） dr

ds
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = Δn（r） （8. 3⁃2）

式中， Δ

是梯度算符。
在 8. 4 节里将通过程函方程严格地推导出光线方程。
上面是以矢量的形式给出了光线方程， 在笛卡儿坐标系中， 各分

量的方程可以写成如下形式：
d
ds n dx

ds
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 〓n

〓x
d
ds n dy

ds
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 〓n

〓y
d
ds n dx

ds
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 〓n

〓z
方程式 （8. 3⁃2） 的解并不简单， 在这里假设光线接近光轴传播， 即 ds≅dz， 则可通过傍轴

近似大大简化该方程， 简化后原方程可以写为如下形式：
d
dz n dx

dz
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 〓n

〓x （8. 3⁃3）

d
dz n dy

dz
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 〓n

〓y （8. 3⁃4）

方程式 （8. 3⁃3） 和方程式 （8. 3⁃4） 就是傍轴光线方程。

例 8. 4 证明光线在均匀介质中沿直线传播。
解： 在均匀介质中折射率 n 为常数， 故方程式 （8. 3⁃3） 和式 （8. 3⁃4） 可写为

d2x
dz2 = d2y

dz2 = 0

所以

x = Az + B
y = Cz + D （8. 3⁃5）

方程式 （8. 3⁃5） 表示直线。

例 8. 5 若 n = n（y）， 说明怎样运用傍轴光线方程。
解： 由于 n 不是 x 的函数， 所以沿 x 轴方向仍然是方程式 （8. 3⁃5）， 在 y 轴方向， 方程式

（8. 3⁃4） 可以写为

d2y
dz2 = 1

n
dn
dy

给定 n（y） 以及初值条件 y（0） 和
dy
dz z = 0

， 则可解出 y（ z）。

8. 4 程函方程

当光在折射率相对于波长缓慢变化的介质中传播时， 单色波有可如下近似表示的复振幅



第 8 章 几 何 光 学

73   

U（r） = A（r）e - jk0S（r） （8. 4⁃1）
式中， k0 等于自由空间的波数 2π / λ0 ； λ0 是自由空间的波长； k0S（ r） 是波相位； S（ r） 为

程函方程， 是折射率 n（r） 的函数。
常数相位的表面定义为

S（r） = 常量 （8. 4⁃2）
这些表面称作波前。 能量沿着垂直于 r 位置处波前的 k 方向传播， 光线传播的轨迹上的每一

点都垂直于波前， 换句话说， 光线传播的方向与能量流动的方向一致。
方程式 （8. 4⁃1） 可以用亥姆霍兹方程代换

（ Δ2 + k2 ）U（r） = 0 （8. 4⁃3）
得到

k2
0 （n2 - | ΔS | 2 ）A + Δ2A = 0 （8. 4⁃4）

和

k0 （2 ΔS· ΔA + A Δ2S） = 0 （8. 4⁃5）

 图 8. 6 三种波前

 a） 平面波 b） 球面波 c） 普通波

  方程式 （8. 4⁃4） 可写为

| ΔS | 2 = n2 +
λ2

0

2π2

Δ2A
A （8. 4⁃6）

当 λ0 →0 时， 方程式 （8. 4⁃6） 右边的第二项趋近于 0， 故有

| ΔS（r） | 2 ≅n2 （r） （8. 4⁃7）
该方程即为熟知的程函方程， 它可以被用来确定波前。

由于光线轨迹垂直于波前， 故可由波前确定光线轨迹，
图 8. 6 呈现了三种波前。

程函方程可以解释为亥姆霍兹方程在波长趋于 0 时的极限。
只要由方程式 （8. 4⁃7） 求得 S （ r）， 就可通过方程式

（8. 4⁃5） 确定 A（r）， 进而可知波场 U（r）。
方程式 （8. 4⁃7） 也可表示为

〓S
〓x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

+ 〓S
〓y

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

+ 〓S
〓z

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

= n2 （r） （8. 4⁃8）

那么， 折射率可由下式给出：
n（r） = | ΔS（r） | （8. 4⁃9）

例 8. 6 证明 A、 B 两点之间的光程等于 S（rB） - S（rA）。
解： 因为 n（r） = | ΔS（r） | ， 由下式可得光程：

Lp = ∫B

A
n（r）dr = ∫B

A
| ΔS（r） | dr = S（rB） - S（rA）

注意： 光程类似于电势差， 相位 S（r） 类似于点电势。

8. 5 局部空间频率和光线

在前面章节里， 采用具有方向余弦的平面波分量分析了任意波， 光线同样与方向余弦相



衍射、 傅里叶光学及成像

74   

关， 为此， 有必要分析波场的非稳态特性。
一般而言， 非稳态信号 h（ t） 是一种信号频率随时间 t 变化的函数， 这样的信号不能单

独地由傅里叶变换表示其特征， 但可以通过计算 h（ t）ω（ t） 的短时傅里叶变换， 其中 ω（ t）
是范围有限的窗口函数。

针对非稳态二维信号， 可以把上面的一维情况推广到与波场有关的二维情况， 因此， 我

们可以写出 z 为常数时的波场

h（x，y） = A（x，y）ejϕ（x，y） （8. 5⁃1）
这里 z 被约束， 假设 A（x，y） 缓慢变化。

定义局部空间频率为

f ′x = 1
2π

〓
〓xϕ（x，y） （8. 5⁃2）

f ′y = 1
2π

〓
〓yϕ（x，y） （8. 5⁃3）

在 h（x，y） 为 0 的区域， 局部空间频率 f ′x 和 f ′y 也被定义为 0。
一般情况下， f ′x 和 f ′y与前面章节中讨论的傅里叶空间频率并不相同， 特别地， 仅当在以

下情况时， 上述两种频率是一致的； 当相位 ϕ（ x，y） 在 x - y 平面内缓慢变化时， ϕ（ x，y）
近似等于在点 （x0 ，y0 ） 附近展开的三级泰勒级数， 此三级泰勒级数即为

ϕ（x0 ，y0 ）， 〓
〓xϕ（x，y）

x = x0
y = y0

， 〓
〓yϕ（x，y）

x = x0
y = y0

局部方向余弦定义为

α′ = λf ′x （8. 5⁃4）
β′ = λf ′y （8. 5⁃5）

γ′ = 1 - α′2 - β′2 （8. 5⁃6）
它表明这些方向余弦和光线在点 （x，y） 处的方向余弦完全相同， 其中点 （x，y） 为常

数 z 确定的平面内的点。

例 8. 7 确定平面波场的局部空间频率。
解： 平面波场的空域部分可以表示为

h（x，y） = ej2π（ fxx + fyy）

然后， 根据 ϕ（x，y） = 2π（ fxx + fyy） 得

f ′x = 1
2π

〓
〓xϕ（x，y） = fx

f ′y = 1
2π

〓
〓yϕ（x，y） = fy

在此情况下， 局部空间频率和傅里叶变换空间的频率是相同的。

例 8. 8 定义有限截断函数如下：

h（x，y） = ejπα（x2 + y2） rect x
2Dx

〓

〓
〓

〓

〓
〓rect y

2Dy

〓

〓
〓

〓

〓
〓

（a） 求局部空间频率。
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（b） 试比较局部频率和 g（x，y） 的傅里叶变换的特性。
解： （a） 在原点附近， 尺寸在 2Dx和 2Dy之间的矩形区域内， 相位如下：

ϕ（x，y） = πα（x2 + y2 ）
在该矩形区域内， 局部空间频率为

f ′x = 1
2π

〓
〓xϕ（x，y） = αx

f ′y = 1
2π

〓
〓yϕ（x，y） = αy

在该矩形区域外， 定义 f ′x和 f ′y为 0， 因此， 它们可表示为

f ′x = αxrect x
2Dx

〓

〓
〓

〓

〓
〓

f ′y = αyrect y
2Dy

〓

〓
〓

〓

〓
〓

需注意， 在已给的矩形区域内， f ′x和 f ′y分别随 x 和 y 线性变化。
（b） h（x，y） 是可分离函数

h（x，y） = h1 （x）h2 （y） = ejπαx2 rect x
2Dx

〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ] ejπαy2 rect y

2Dy

〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ]

所以， h（x，y） 的傅里叶变换等于 H1 （ fx）∗H2 （ fy）。
h1 （x） 的傅里叶变换如下：

H1 （ fx） = ∫Dx

-Dx

ejπαx2 e - j2πfxxdx （8. 5⁃7）

使 v = 2α[x - （ fx / α）]， 替换变量， 方程式 （8. 5⁃7） 则可表示为

H1 （ fx） = 1
2α

e - j
πf2x
α ∫L2

-L1

ejπv
2

2 dv = 1
2α

e - j
πf2x
α [C（L2 ） - C（L1 ） + jS（L2 ） - jS（L1 ）]

（8. 5⁃8）
式中， C（·） 和 S（·） 分别是方程式 （5. 2⁃18） 和方程式 （5. 2⁃19） 给出的菲涅耳余弦和

正弦积分。
定义 L1 和 L2 如下：

L1 = 2α Dx +
fx
α

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （8. 5⁃9）

L2 = 2α Dx -
fx
α

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （8. 5⁃10）

同理可得 H2 （ fy ）。 这表明在矩形区域外， H1 （ fx ） 的振幅快速趋近于 0 [ Goodman，
2004]， 简言之， 离开矩形区域的频率分量可以忽略不计， 实际上在矩形区域外的局部空间

频率为 0 也说明了这个结果。 然而， 局部频率和傅里叶频率之间的相似性在复杂问题中不容

易得到。

8. 6 子午面光线的矩阵表示

子午面光线是在一个含有 z 轴 （称为光轴） 的单平面内传播的光线， 横轴称为 y 轴。 在



衍射、 傅里叶光学及成像

76   

傍轴近似 （sinθ≅θ） 下， 在这个平面内传播的光线可以用 2 × 2 阶的矩阵表示， 称该矩阵为

光线传递矩阵。
在傍轴近似下 z = zi处的一子午面光线可以用它的位置yi和角度θi表示， 如图 8. 7 所示，

用一对 （yi，θi） 变量表示子午面光线。 考虑光线在从 z = z1到 z = z2的光学系统中传播， 如

图 8. 8 所示。

图 8. 7 在 z = zi 处用 （yi，θi） 表示的光线

  

图 8. 8 光线在从 z = z1 到 z = z2 的光学系统中传播

在傍轴近似下， 点 （y1 ，θ1 ） 和点 （y2 ，θ2 ） 的关系如下：
y2

θ2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

A B
C D

〓

〓
〓

〓

〓
〓

y1

θ1

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （8. 6⁃1）

这里以 A、 B、 C、 D 为元素的矩阵称为光线传递矩阵。
下面讨论基本光学系统的光线传递矩阵。
1. 在折射率 n 为常数的介质中传播： 如图 8. 9 所示。
矩阵 M 为

M =
1 d
0 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （8. 6⁃2）

2. 平面镜反射： 如图 8. 10 所示。
矩阵 M 为

M =
1 0
0 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （8. 6⁃3）

图 8. 9 在折射率 n 为常数的介质中传播

  

图 8. 10 平面镜反射

3. 平面边界折射： 如图 8. 11 所示。
矩阵 M 为

M =
1 0

0
n1

n2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

（8. 6⁃4）

4. 球面镜反射： 如图 8. 12 所示。
矩阵 M 为

M =
1 0
2
R 1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

（8. 6⁃5）
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图 8. 11 平面边界折射

     

图 8. 12 球面镜反射

5. 球面边界折射： 如图 8. 13 所示。
矩阵 M 为

M =
1 0

n1 - n2

n2R
n1

n2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

（8. 6⁃6）

6. 通过薄透镜传播： 如图 8. 14 所示。
矩阵 M 为

M =
1 0

- 1
f 1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

（8. 6⁃7）

图 8. 13 球面边界折射

   

图 8. 14 薄透镜传播

7. 串联的光学元件： 假设 N 个光学元件串联在一起， 如图 8. 15 所示。

图 8. 15 光线通过 N 个光学元件的传播

该串联光学系统的光线传递矩阵 M 为

M = MNMN - 1 …M1 （8. 6⁃8）

例 8. 9 证明薄透镜的光线传递矩阵可由方程式 （8. 6⁃7） 求得。
解： 折射率为n2的薄透镜有两个半径分别为R1 和R2 的球面， 假设透镜外的介质折射率等于

n1 。 通过透镜传播涉及透镜两个球面上的折射， 所以， 总的光线传递矩阵为

M = M2M1 =
1 0

n2 - n1

n1R2

n2

n1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

1 0
n1 - n2

n2R1

n1

n2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

=
1 0

- 1
f 1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

上式中， 焦距 f 可由下式确定：
1
f =

n2 - n1

n
1
R1

- 1
R2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

例 8. 10 确定下面系统的光线传递矩阵， 如图 8. 16 所示。
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 图 8. 16 例 8. 10 的光学系统

解： 这个系统是距离为 d 的自由空间传播的串联系统， 光线

通过焦距为 f 的薄透镜， 所以， 光线传递矩阵为

M = M2M1 =
1 0

- 1
f 1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

1 d
0 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

1 d

- 1
f 1 - d

f

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

例 8. 11 （a） 导出焦距为 f 的单薄透镜的成像方程； （b） 确定其

放大率。

 图 8. 17 单透镜成像

解： 假设在距薄透镜 d1 处有一物体， 则在距薄透镜 d2 处成像， 如

图 8. 17 所示。
为了成像， 从 A 点发出的光线一定会会聚于 B 点。 总的光线

传递矩阵如下：

M =
1 d2

0 1
〓

〓
〓

〓

〓
〓

1 0

- 1
f 1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

1 d1

0 1
〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

1 -
d2

f d1 + d2 -
d1d2

f

- 1
f 1 -

d1

f

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

y1 与 y2 有如下关系：

y2 = 1 -
d2

f
〓

〓
〓

〓

〓
〓y1 + d1 + d2 -

d1d2

f
〓

〓
〓

〓

〓
〓θ1

y2 不随 θ1 变化， 所以

d1 + d2 -
d1d2

f = 0

或者

1
f = 1

d1
+ 1
d2

（b） 当成像发生时， 有

y2 = 1 -
d2

f
〓

〓
〓

〓

〓
〓y1

所以， 放大率 A 为

A =
y2

y1
= 1 -

d2

f

例 8. 12 在光学系统中， 如果一个面上的发光强度分布是另一个面上发光强度分布的像

（指两个面上的发光强度分布除了被放大或者缩小外， 其分布是相同的）， 则把这两个面称

作共轭面。 （a） 求共轭面之间的光线传递矩阵。 （b） 确定共轭面上角 θ1 和 θ2 的关系。
解： （a） 在之前的问题中， 光线传递矩阵 M 是在一般情况下计算得到的， 故在成像条件下，
传递矩阵 M 变为

M =
my 0

- 1
f mθ

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
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其中， my = （1 - d2 / f）； mθ = （1 - d1 / f）。
（b） θ1 和 θ2 的关系如下：

θ2 = -
y1

f + mθθ1

当 y1 = 0 时， 得到

θ2 = mθθ1

所以， mθ 即为光线的起始角度与光线会聚于光轴时的角度之间的放大因子。

例 8. 13 考虑正透镜， 一束平行光线穿过正透镜并会聚于透镜后面的焦点， 这个焦点称作

后焦点或第二焦点， 穿过后焦点且垂直于光轴的平面称作后焦面或第二焦面。
考虑从正透镜前的一点发出的光线通过正透镜后变为平行光束， 这个点称作透镜的前焦

点或第一焦点。 前后焦点和焦平面如图 8. 18 和图 8. 19 所示。 确定正透镜前后焦平面之间的

光线传递矩阵。

图 8. 18 正透镜的前焦点及前焦平面

  

图 8. 19 正透镜的后焦点及后焦平面

解： 在这种情况下， d1 和 d2 等于焦距 f ， 所以光线传递矩阵 M 可变为

M =
1 -

d2

f d1 + d2 -
d1d2

f

- 1
f 1 -

d1

f

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

=
0 f

- 1
f 0

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

（8. 6⁃9）

例 8. 14 类似正透镜， 可定义负透镜的焦点和焦平面， 如图 8. 20 和图 8. 21 所示。

图 8. 20 负透镜的后焦点及后焦平面

   

图 8. 21 负透镜的前焦点及前焦平面

注意， 负透镜的前后焦点及其前后焦平面与正透镜的相反。 负透镜前后焦平面之间的光

线传递矩阵可由方程式 （8. 6⁃9） 给出。

8. 7 厚透镜

厚透镜可以像薄透镜一样， 通过定义两个主平面来分析。 厚透镜的前焦点如图 8. 22 所

示， 由定义可知， 从前焦点发出的光线经厚透镜后变为平行光束射出。 厚透镜上的入射光线
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（源自前焦点） 和后向投射的出射光线 （平行光） 相交于透镜上的某一点， 穿过这点且垂直

于光轴的平面称作第一主平面。

图 8. 22 厚透镜的前焦点

a） P1 ： 第一主平面 b） P2 ： 第二主平面

由定义可知， 一束平行光线穿过厚透镜后会聚于厚透镜的第二焦点。 入射光线 （平行

光） 向后投射， 与会聚到第二焦点的出射光线相交于某一点， 穿过这点且垂直于光轴的平

面称作第二主平面。
厚透镜的两个主平面之间的光线传递矩阵与正透镜的光线传递矩阵相同， 即

M =
1 0

- 1
f 1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

所以， 得到厚透镜的焦点、 焦距以及成像距离如图 8. 23 所示， 定义主平面和相应焦点之间

的距离为焦距， 两个焦距是相同的。

图 8. 23 在厚透镜中的物、 像、 主平面、 焦平面、 焦距以及物与像的距离

例 8. 15 证明两个共轭面间的距离 d1 、 d2 满足透镜成像定律。
解： 两共轭面间的光线变换矩阵如下：

M =
1 d2

0 1
〓

〓
〓

〓

〓
〓

1 0

- 1
f 1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

1 d1

0 1
〓

〓
〓

〓

〓
〓

上式和例 8. 11 中讨论的光线变换矩阵相同， 所以， 成像条件为

1
f = 1

d1
+ 1
d2

8. 8 光学系统的入瞳和出瞳

一般的光学系统含有很多物理孔径， 其中只有一种孔径给系统造成了最严重的限制， 称

它为有效物理孔径。
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光学系统的入瞳是从物空间观察的有效物理孔径的像， 而出瞳是从像空间观察的有效物

理孔径的像。
为了阐述这个概念， 分析图 8. 24。 在图 a 中， 有效物理孔径在透镜面上， 因而入瞳和

出瞳重合， 且等于有效物理孔径。 在图 b 中， 有效物理孔径与出瞳相同， 物空间的像是虚

像， 为入瞳。 在图 c 中， 有效物理孔径与入瞳相同， 像空间的像是虚像， 为出瞳。

图 8. 24 光学系统的入瞳和出瞳

a） 入瞳等于出瞳 b） 出瞳等于物理孔径 c） 入瞳等于物理孔径

考虑到衍射效应， 正是出瞳有效地限制了通过光学系统的波场。 就衍射而言， 把透镜系

统的出瞳作为它的孔径， 在像平面上可以用夫琅禾费衍射来研究衍射效应， 为此， 光轴上的

衍射距离即为出瞳到像平面的距离。
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第 9 章 傅里叶变换和相干光学系统成像

9. 1 本章引论

在本章里将讨论透镜的傅里叶变换和相干波成像， 这两个问题都从衍射的角度进行

讨论。
成像也可以从几何光学的观点出发， 运用第 8 章中讲到的光线加以分析讨论， 通过衍射

与通过几何光学获得的结果是完全一致的。
本章共分 7 节。 其中， 9. 2 节应用物理几何讨论了薄透镜的相变； 9. 3 节运用相函数阐

明了透镜是怎样形成输出场的， 它与各种几何形式的输入场的傅里叶变换有关； 由此引出

9. 4 节的关于成像的线性滤波的诠释。
9. 5 节和 9. 6 节分别通过相衬显微术和共焦扫描显微术来说明上述理论， 最后一部分

9. 7 节强调了复杂光学系统的代数算符。

9. 2 薄透镜的相变

透镜由光学密质材料制成， 这种材料中的相位速度小于空气中的相位速度。 由于可以调

整透镜的厚度， 所以在透镜孔径处可以实现所需的相位调制。

 图 9. 1 薄透镜的三个组成部分

薄透镜有三个非常重要的参数： 材料的折射率 n， 通

过这个参数可以减小相位速度； R1 和 R2 ， 它们是透镜两

个曲面的半径， 如图 9. 1 所示。 如果透镜是玻璃材质的，
折射率 n 大约为 1. 5。 按照惯例， 随着光线从左到右传

播， 光线遇到的每个凸面都有正的曲率半径， 每个凹面都

有负的曲率半径。 薄透镜有一个性质： 光线入射、 出射薄透镜都有相同的 （x，y） 坐标系。
上面讨论的薄透镜的三个参数可以由单独的一个参数 f 结合起来， f 为焦距， 即

f = （n - 1） 1
R1

- 1
R2

〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ]

- 1

（9. 2⁃1）

焦距 f 的正负取决于 R1 和 R2 。 例如， 一个双凸透镜的焦距 f 为正， 而双凹透镜的焦距 f 为
负。 在后面的讨论中， 假设 f 为正值。

理想透镜的相位变换可以表示为

t（x，y） = ejkt0 e - j k2f（x2 + y2） （9. 2⁃2）
式中， t0 是透镜的最大厚度， 由于 ejkt0为常数相位改变， 故可忽略。

对公式 （9. 2⁃2） 进行如下推导。 通过定义一个瞳孔函数 P（x，y） 来考虑透镜的孔径

P（x，y） =
1 在透镜孔径之内

0 其他{ （9. 2⁃3）
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为了推导公式 （9. 2⁃2）， 把透镜分为三部分来考虑， 如图 9. 1 所示。 在 （ x，y） 处的厚度

Δ（x，y）可以表示为 [Goodman， 2004]；

Δ（x，y） = t0 - R1 1 - 1 - x2 + y2

R2
1

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + R2 1 - x2 + y2

R2
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （9. 2⁃4）

式中， t0 是透镜的总厚度。
式 （9. 2⁃4） 可以通过如下的傍轴近似简化：

1 - x2 + y2

R2
i

≅1 - x2 + y2

2R2
i

（9. 2⁃5）

式中， R i 即为 R1 和 R2 。
所以， 厚度函数可变为

Δ（x，y） = t0 - x2 + y2

2
1
R1

- 1
R2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （9. 2⁃6）

透镜的相位变化函数 θ（x，y） 为

θ（x，y） = knΔ（x，y） + k[ t0 - Δ（x，y）]
= kt0 + k（n - 1）Δ（x，y）

（9. 2⁃7）

通过公式 （9. 2⁃1） 和公式 （9. 2⁃6）， 公式 （9. 2⁃7） 可化为

θ（x，y） = kt0 - k
2f（x

2 + y2 ） （9. 2⁃8）

再由公式 （9. 2⁃8） 可得公式 （9. 2⁃2）。

9. 3 透镜的傅里叶变换

在 5. 4 节里， 夫琅禾费区处于距离适当大小孔径的初始平面很远的区域， 利用透镜可以

消除这一限制。 下面根据初始入射波场在透镜上、 透镜前和透镜后三种不同情况进行讨论。

9. 3. 1 波场入射在透镜上

这种几何关系如图 9. 2 所示。

 图 9. 2 入射面在透镜

 上的几何关系

假设入射到透镜上的波场为 U（x，y，0）， 则透镜后的波场变为

U′（x，y，0） = U（x，y，0）P（x，y）e - j k2f（x2 + y2） （9. 3⁃1）
这个复振幅在式 （5. 2⁃13） 中可用菲涅耳衍射公式代替， 从而找到 z

= f 即焦平面上的波场。 如果焦平面坐标系为 （xf，yf， f）， 则结果如下：

U（xf，yf， f） = ej k2f（x
2
f +y

2
f ）∬∞

-∞
U′（x，y，0）P（x，y）e - j2π（ fxx+fyy） dxdy

（9. 3⁃2）
这里常数项被忽略， 空间频率 fx = xf / λf， fy = yf / λf。 式 （9. 3⁃2） 说

明输出复振幅是透镜瞳孔函数定义区域中的输入复振幅的夫琅禾费衍射条纹。

9. 3. 2 初始波场在透镜左侧

这种几何关系如图 9. 3 所示。
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 图 9. 3 初始入射波场在

 透镜左侧的几何关系

我们认为平面 z = - d1 （d1 > 0） 处的波场为 U（x1 ，y1 ， - d1 ），
其角谱 A（ fx， fy， - d1 ） 和 A（ fx， fy，0 - ） 的关系为

A（ fx， fy，0 - ） = A（ fx， fy， - d1 ）e - jπλd1（ f 2x + f 2y） （9. 3⁃3）
如果 U（x，y，0） 的范围小于 P（x，y）， 则式 （9. 3⁃2） 可以写为

U（xf，yf， f） = A（ fx， fy，0）ej k2f（x
2
f + y2

f ） （9. 3⁃4）
或者， 利用式 （9. 3⁃3）

U（xf，yf， f） = A（ fx， fy， - d1 ）ej k2f 1 -
d1
f（ ）（x2

f + y2
f ） （9. 3⁃5）

当 d1 = f > 0 时， 相位因子变成 1， 则

U（xf，yf， f） = A（ fx， fy， - f） （9. 3⁃6）
因此， 忽略 P（x，y） 的影响后， 在 z = - f 处的波场的二维傅里叶变换就是透镜焦平面上

的波场。
由透镜有限孔径造成的这种限制被称为渐晕， 可以通过选择较小的d1避免它。 为了包含

透镜有限孔径的影响， 可以使用几何光学近似法 [Goodman] 来实现。 用这种方法， 初始波

场是一近似值， 透镜的有限瞳孔函数等于 P（x + （d1 / f）xf，y + （d1 / f）yf）， 用该瞳孔函数可以

计算 A（ fx， fy， - d1 ）， 其中 fx = xf / λf， fy = yf / λf。 z = f 处的波场变为

U（xf，yf， f） = ej k2f 1-
d1
f（ ）（x2

f +y
2
f ）∬+∞

-∞
U（x，y， - d1 ）P x +

d1

f xf，y +
d1

f yf
〓
〓
〓

〓
〓
〓e - j2π

λf（xxf+yyf） dxdy

（9. 3⁃7）

9. 3. 3 初始波场在透镜右侧

第三种可能性就是考虑初始波场在透镜后面， 其到透镜焦平面的距离为 d。 当用一个垂

 图 9. 4 初始入射波场在

 透镜右侧的几何关系图

直平面波场照射透镜， 且透明物体位于 z = f - d 处时才会出现这个

情况， 如图 9. 4 所示。
由几何光学可知， 在这个平面上球面波振幅正比于 f / d， 且可

作为常数被忽略。 如果 （x2 ，y2 ， f - d） 是该平面上的一点， 且由于

它是球面波会聚， 则该点对应的物面上的等效瞳孔函数为 P（x2 （ f /
d），y2 （ f / d））。 如果 U（x2 ，y2 ， f - d） 基于透明物体的波场， 则物面

内的总体波场为

U′（x2 ，y2 ， f - d） = e - j k2d（x2
2 + y2

2）P x2
f
d ，y2

f
d

〓

〓
〓

〓

〓
〓U（x2 ，y2 ， f - d） （9. 3⁃8）

令 A′（ fx， fy， f - d） 为 U′（x2 ，y2 ， f - d） 的角谱， 假如菲涅耳近似在距离 d 内有效， 则

焦平面上波场的角谱为

A（xf，yf， f） = A′（ fx， fy， f - d）ej k2d（x2
f + y2

f ） （9. 3⁃9）
这里常数项被忽略， 式中 fx 和 fy 分别是 xf / λd 和 yf / λd。 基于该几何关系， 可以通过调

节 d 的大小改变傅里叶变换的范围， 变换的尺寸随着 d 的减小而变小， 在空间光滤波器中，
这是一个非常有用的特征， 因为傅里叶变换的尺寸和焦平面上空间滤波器的尺寸必须是相

同的。



第 9 章 傅里叶变换和相干光学系统成像

85   

9. 4 基于二维线性滤波的成像

透镜是众所周知的成像设备， 下面讨论无像差正薄透镜的单色波的像。

 图 9. 5 成像的几何图

在图 9. 5 中， 用一平面波照明位于平面 z = - d1 上的透明

物体， 则这个面上的波场为 U（x1 ，y1 ， - d1 ）。 首先确定平面 z =
d0 上的波场 U（x0 ，y0 ，d0 ）， 然后讨论成像的条件。 由于波的传

播是一种线性现象， 所以在 （x0 ，y0 ，d0 ） 和 （ x1 ，y1 ， - d1 ） 处

的波场总可以通过叠加积分联系起来

U（x0 ，y0 ，d0 ） = ∬+∞

+∞
h（x0 ，y0 ；x1 ，y1 ）U（x1 ，y1 ， - d1 ）dx1 dy1 （9. 4⁃1）

式中， h（x0 ，y0 ，x1 ，y1 ） 是系统的脉冲响应。
为了求 h， 假设波场 U（x1 ，y1 ， - d1 ） 为 （x1 ，y1 ， - d1 ） 处的 δ 函数， 这在物理上等效于

起始于这一点的球面波。 假设透镜在 z = 0 处有正的焦距 f， 忽略波传播中的所有常数项， 在

傍轴近似下透镜的入射场如下：

U（x，y，0） = ej[ k
2d1

（（x - x1）2 + （y - y1）2）] （9. 4⁃2）
透镜后的波场为

U′（x，y，0） = U（x，y，0）P（x，y）e - j k2f（x2 + y2） （9. 4⁃3）
根据菲涅耳衍射式 （5. 2⁃13）， 有

U（x0 ，y0 ，d0 ） = h（x0 ，y0 ，x1 ，y1 ）∬∞

-∞
U′（x，y，0）ej[ k

2d0
（（x0-x）2+（y0-y）2）] dxdy （9. 4⁃4）

在实际的成像应用中， 最终的图像被一个只对发光强度敏感的检测系统检测到， 所以，
如果式 （9. 4⁃4） 中的 ejθ形式的相位项是独立的， 则该相位项可以忽略不计， 则式 （9. 4⁃4）
可以简化为

h（x0 ，y0 ；x1 ，y1 ） = ∬+∞

-∞
P（x，y）ejkD2 （x2+y2） e - jk[ x0

d0
+
x1
d1

（ ） x+ y0
d0

+
y1
d1

（ ） y] dxdy （9. 4⁃5）

式中

D = 1
d1

+ 1
d0

- 1
f （9. 4⁃6）

在 D = 0 的情况下， 式 （9. 4⁃5） 变为

h（x0 ，y0 ；x1 ，y1 ） = ∬+∞

-∞
P（x，y）e - j 2π

λd0
[（x0+Mx1） x+（y0+My1） y] dxdy （9. 4⁃7）

这里

M =
d0

d1
（9. 4⁃8）

如果可以忽略 P（x，y）， 则式 （9. 4⁃7） 等同于

h（x0 ，y0 ，x1 ，y1 ） = ∬+∞

-∞
e - j2π[（x1+

x0
M） x′+（y1+

y0
M） y′] dx′dy′ （9. 4⁃9）

这里 x′ = x / λd0 ； y′ = y / λd0 ， 常数项被舍弃。
式 （9. 4⁃9） 等价于
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h（x0 ，y0 ；x1 ，y1 ） = δ x1 +
x0

M， y1 +
y0

M
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （9. 4⁃10）

把式 （9. 4⁃10） 代入式 （9. 4⁃1） 得

U（x0 ，y0 ，d0 ） = U -
x0

M， -
y0

M， - d1
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （9. 4⁃11）

断定 U（x0 ，y0 ，d0 ） 是 z = d1 处波场的放大倒立像， M 是式 （9. 4⁃6） 中 D = 0 时的放大率， 所

以， d0 和 d1 的关系为

1
d0

= 1
f - 1

d1
（9. 4⁃12）

这就是人们熟知的透镜成像定律。

9. 4. 1 有限透镜孔径的影响

上述讨论中， 忽略了有限尺寸瞳孔函数 P（x，y） 的影响。 令

x′1 = - Mx1 （9. 4⁃13）
y′1 = - My1 （9. 4⁃14）

则式 （9. 4⁃7） 可写为

h（x0 ，y0 ；x′1 ，y′1 ） = ∬+∞

-∞
P（λd0x，λd0y）e - j2π[（x0-x′1）x+（y0-y′1）y] dxdy

= h（x0 - x′1 ，y0 - y′1 ）

（9. 4⁃15）

所以， 式 （9. 4⁃1） 可写为

U（x0 ，y0 ，d0 ） = ∬+∞

-∞
h（x0 - x′1 ，y0 - y′1 ）U（x′1 ，y′1 ， - d1 ）dx′1 dy′1 （9. 4⁃16）

式 （9. 4⁃16） 中忽略常数项。 式 （9. 4⁃16） 是一个二维卷积

U（x0 ，y0 ，d0 ） = h（x0 ，y0 ）∗U -
x0

M， -
y0

M， - d1
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （9. 4⁃17）

这里 U（（ - x0 / M）， （ - y0 / M）， - d1 ） 是理想图像， 且

h（x0 ，y0 ） = ∬+∞

-∞
P（λd0x，λd0y）e - j2π（x0x+y0y） dxdy （9. 4⁃18）

我们发现脉冲响应是透镜的变尺度瞳孔函数的二维傅里叶变换， 最终成像是理想图像和

系统脉冲响应的卷积。 平滑操作能强烈地衰减图像的细节。
在多透镜的一般成像系统中， 式 （9. 4⁃17） 和式 （9. 4⁃18） 仍然有效， 假设 P（ ·，·）

表示衍射受限系统的有限等效出瞳， 如果入射到入瞳的发散球面波在出瞳处映射为会聚球面

波， 则这个光学系统就是衍射受限的。

9. 5 相衬显微术

本小节和下一节的内容， 是用两种先进的成像技术阐述前面几节中讨论的理论。 相衬显

微术是一种对透明物体生成高对比度图像的技术， 如活细胞培养物、 薄的组织切片、 微生

物、 光刻图案、 纤维等。 该技术是通过把小的相位变化转换为可以高对比度观察的振幅变化

来实现的， 在这个过程中， 标本不会受到不良干扰和破坏。
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工业相衬显微镜的原理图如图 9. 6 所示。

 图 9. 6 工业相衬显微镜的原理图 [Nikon]

当光穿过透明物体时， 它每点的相位都发生了

变化， 所以， 相干照明的样本的传输函数可写为

t（x，y） = ej[θ0 + θ（x，y）] （9. 5⁃1）
式中， θ0 为平均相位； 相移函数 θ （ x， y） 远小

于 2π。
所以， t（x，y） 可近似为

t（x，y） = ejθ0 [1 + jθ（x，y）] （9. 5⁃2）
式 （9. 5⁃2） 中的最后一个因子是函数 ejθ（x，y） 泰勒展

开式的开始两项。
显微镜对发光强度的敏感性可表示为

I（x，y） = |1 + jθ（x，y） | 2 ≈1 （9. 5⁃3）
所以， 图像不清晰。 式 （9. 5⁃3） 是正确的， 因为它是由非衍射光引起的前一项单位 1 与由

衍射产生的 jθ（ x，y） 一起求二次积。 为了绕开这个问题， 可以使用非衍射光发生 π / 2 或

3π / 2 相移的相平面， 这可通过透明电介质点的玻璃基板来实现， 通常通过控制成像系统的

焦点处的厚度给出 π / 2 或 3π / 2 相移。 该非衍射光通过焦点， 而来自样本的衍射光由于具有

高空间频率， 它在焦点处扩散开。 在像平面上， 发光强度可以表示为

I（x，y） = | ejπ / 2 + jθ（x，y） | 2 ≈1 + 2θ（x，y） （9. 5⁃4）
式 （9. 5⁃4） 的相位移动是 π / 2， 还有

I（x，y） = | ej3π / 2 + jθ（x，y） | 2 ≈1 - 2θ（x，y） （9. 5⁃5）
相位移动是 3π / 2。 式 （9. 5⁃4） 和式 （9. 5⁃5） 分别为正相衬和负相衬， 在任一情况下， 相

位变化 θ（x，y） 可以作为图像来观察， 因为它已被转换为发光强度。 常规显微镜与相衬显微

镜成像的相互比较如图 9. 7 所示。

图 9. 7 常规显微镜与相衬显微镜成像的相互比较

a） 常规显微镜下标本的图像 b） 相衬显微镜下相同标本的图像 [Nikon]

通过设计更加复杂的相盘有可能进一步改进此方法。 例如， 对比度可通过改变相盘的特

性来调整， 诸如改变吸收率、 折射率和厚度等。 切趾相衬物镜也可用来进行系统改进。
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9. 6 共焦扫描显微术

传统显微镜是一个将整个目标场同时成像的设备， 而在扫描显微镜中， 一次只能产生一

个目标点的像， 这需要扫描目标来产生整个场的像。 反射式共焦扫描光学显微镜的原理图如

图 9. 8 所示， 这样的系统也可以在透射模式下运行。 系统把图像信息传给计算机， 进行数字

后处理和图像处理。
在共焦扫描显微镜中， 点光源发出的光只能探照目标的极小区域， 另一个点探测器确保

只能探测到来自相同目标区域的光。 共焦扫描显微镜的一种特定配置如图 9. 8 所示。 在这个

系统中， 图像是通过同步地扫描源和探测器生成的。 另一种配置如图 9. 9 所示， 在这种模式

下， 共焦显微镜具有优良的深度辨别特性， 利用这个特性， 厚的半透明物体的平行截面可以

在高分辨率下成像。

图 9. 8 反射式共焦扫描显微镜的原理图

   

图 9. 9 共焦光学显微镜系统

9. 6. 1 图像形成

式 （9. 4⁃16） 可写为

U（x0 ，y0 ） = ∫+∞

-∞ ∫+∞

-∞
h x1 +

x0

M， y1 +
y0

M
〓
〓
〓

〓
〓
〓U（x1 ，y1 ）dx1 dy1 （9. 6⁃1）

可以看到， 式中 d0 和 d1 已从输入输出的复振幅中去掉。 式 （9. 4⁃18） 给出的脉冲响应函数

可以写为

h（x，y） = ∫+∞

-∞ ∫+∞

-∞
P（λd0x1 ，λd0y1 ）e -2πj（x1x+y1y） dx1 dy1 （9. 6⁃2）

式中， P 是透镜系统的孔径函数。
在共焦显微镜中， 由于一次只能对一个目标点成像， U（x1 ，y1 ） 可以写为

U（x1 ，y1 ） = δ（x1 ）δ（y1 ） （9. 6⁃3）
所以

U（x0 ，y0 ） = ∫+∞

-∞ ∫+∞

-∞
h x1 +

x0

M， y1 +
y0

M
〓
〓
〓

〓
〓
〓δ（x1 ）δ（y1 ）dx1 dy1

= h x0

M，
y0

M
〓
〓
〓

〓
〓
〓

（9. 6⁃4）

点图像的强度变为

I（x0 ，y0 ） = h x0

M，
y0

M
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

（9. 6⁃5）
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对于一个半径为 α 的圆对称孔径， 则 P（x1 ，y1 ） 可写为

（x1 ，y1 ） = P（ρ） =
1 ρ≤1 / 2
0 其他{ （9. 6⁃6）

其中

ρ =
x2

1 + y2
1

2α （9. 6⁃7）

P（ρ） 为例 2. 6 中讨论过的柱函数。 脉冲响应函数变为 P（ρ） 的汉克尔变换， 由下式给出：

h（x0 ，y0 ） = h（ r0 ） = π
4 somb（ r0 ） （9. 6⁃8）

其中

r0 = x2
0 + y2

0 （9. 6⁃9）

somb（ r0 ） =
2J1 （πr0 ）

πr0
（9. 6⁃10）

该点图像的强度变为

I（x0 ，y0 ） = MJ1 （πr0 / M）
2r0

2

（9. 6⁃11）

实际中通常使用两种透镜， 如图 9. 9 所示， 称它们为物镜和会聚透镜。 假设这两个透

镜的脉冲响应函数分别为 h1 和 h2 ， 通过重复应用方程式 （9. 6⁃1） ， 图形强度可以表示

如下：
I（x0 ，y0 ） = | ht∗U（x1 ，y1 ） | 2 （9. 6⁃12）

这里

ht = h1h2 （9. 6⁃13）
如果两透镜相同， 即脉冲响应函数 h 由方程式 （9. 6⁃8） 给出， 则图像的输出强度为

I（x0 ，y0 ） = MJ1 （πr0 / M）
2r0

4

（9. 6⁃14）

例 9. 1 确定共焦扫描显微镜两透镜的传递函数。
解： 由 ht = h1h2 可知

Ht（ fx， fy） = H1 （ fx， fy）∗H2 （ fx， fy）
这里由于两透镜相同， 故

H1 （ fx， fy） = H2 （ fx， fy） = P（λd0x1 ，λd0y1 ）
如果孔径函数 P 是圆对称的， 则 Ht（ fx， fy） 也是对称的， 它可表示为

Ht（ fx， fy） = Ht（ρ）
这里

ρ = f 2
x + f 2

y

所以

Ht（ρ） = H1 （ρ）∗H2 （ρ）
这个卷积可由下式给出：
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Ht（ρ） = 2
π arccos ρ

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓 - ρ

2 1 - ρ
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

这里

P（ρ） =
1 0≤ρ≤1
0 其他{

9. 7 复杂光学系统的算子代数

用算子代数把 9. 1 节到 9. 5 节的内容结合起来， 就可分析相干照明下的复杂光学系统

[Goodman]。 为了简化得到的结果， 假设通过傍轴近似讨论菲涅耳衍射和几何光学所得到的

结论是有效的。
下面讨论一种代数算符。 假设孔径在矩形坐标中是可分离的， 因此可用一维系统的方式

讨论二维系统。 该算子包括复杂光学系统中用到的基本运算。 如果当前的光场为 U（x）， 则

O（μ）[U1 （x）] 表示 U1 （x） 通过算子 O（μ） 的变换， 该算符以 μ 为变量。 下面介绍一些重

要的运算符。
1. 傅里叶变换

U2 （ν） = F（ν）[U1 （x）] = ∫+∞

-∞
U1 （x）e - j2πνxdx （9. 7⁃1）

式中， ν 表示频率。
2. 自由空间传播

U2 （x2 ） = P（ z）[U1 （x1 ）] = 1
jλz∫

+∞

-∞
U1 （x1 ）ej k2z（x2-x1）2 dx1 （9. 7⁃2）

式中， k = 2π / λ； λ 为波长； z 为传播距离。
由于波的传播距离小于菲涅耳区， 故可用角谱法代替菲涅耳衍射。
3. 常数缩放变换

U2 （x） = S（α）[U1 （x）] = |α |U1 （αx） （9. 7⁃3）
式中， α 为缩放常数。

4. 乘以二次相位因子

U2 （x） = Q（b）[U1 （x）] = ej k2 bx2U1 （x） （9. 7⁃4）
式中， b 为二次相位因子的控制参数。

以上每一个运算都可以进行逆运算， 见表 9. 1。

表 9. 1 逆算符

F（ν） P（ z） S（a） Q（b）

逆 算 符 F（ - ν） P（ - z） S 1
a（ ） Q（ - b）

为了有效地使用算子代数， 有必要知道两种连续运算是如何相关的， 表 9. 2 中总结了这

些关系。
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表 9. 2 算符和运算

F（ν） P（ z） S（a） Q（b）

F（ν） S（ - 1） Q（ - λ2
z ）F（ν） S 1

a（ ）F（ν） P - b
λ2（ ）F（ν）

P（ z） F（ν）Q（ - λ2 z）
P（ z2 ）P（ z1 ）
= P（ z1 + z2 ）

S（a）P（a2
2 ）

Q 1
b + z（ ）

- 1

[ ]·
S[（1 + bz） - 1 ]·
P[（ z - 1 + b） - 1 ]

S（a） F（ν）S 1
a（ ） P z

a2（ ）S（a）
S（a2 ）S（a1 ）
= S（a1 + a2 ）

Q（a2 b）S（a）

Q（b） F（ν）P - b
λ2（ ）

P[（ z - 1 + b） - 1 ]·
S（1 + bz）·

Q[（b - 1 + z） - 1 ]
S（a）Q b

a2（ ）
Q（b2 ）Q（b1 ）
= Q（b1 + b2 ）

在这个表里， 每一个单元 E 等于一组连续运算操作， 包括行算符 R（ν1 ） 然后是列算符

C（ν2 ）
E = C（ν2 ）R（ν1 ） （9. 7⁃5）

另外， 常用下面的关系式来简化结果：

P（ z） = Q 1
z

〓

〓
〓

〓

〓
〓S 1

λz
〓

〓
〓

〓

〓
〓F（ν）Q 1

z
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （9. 7⁃6）

S 1
λf

〓

〓
〓

〓

〓
〓F（ν） = P（ f）Q 1

f
〓

〓
〓

〓

〓
〓P（ f） （9. 7⁃7）

方程式 （9. 7⁃6） 对应于菲涅耳衍射， 方程式 （9. 7⁃7） 表明透镜前后焦平面通过傅里叶变换

相关。

例 9. 2 （a） 简化下面算符方程：

O = Q - 1
f

〓

〓
〓

〓

〓
〓P（ f）Q - 1

f
〓

〓
〓

〓

〓
〓P（ f）Q - 1

f
〓

〓
〓

〓

〓
〓P（ f）

（b） 该算符对应于哪个光学系统？
（c） 确定初始场 U1 的最后输出场 Uend。

 图 9. 10 例 9. 2 的光学系统

解： （ a） 右边的前三个算符根据方程式 （9. 7⁃7） 符合

S 1
λf

〓

〓
〓

〓

〓
〓F（ν）。 下一个 P （ f） 根据方程式 （ 9. 7⁃ 6 ） 被

Q 1
f

〓

〓
〓

〓

〓
〓S 1

λf
〓

〓
〓

〓

〓
〓F（ν2 ）Q 1

f
〓

〓
〓

〓

〓
〓代替。 得到

O = S 1
λf

〓

〓
〓

〓

〓
〓F（ν2 ）S 1

λf
〓

〓
〓

〓

〓
〓F（ν1 ）

（b） 该算符与图 9. 10 中所示的光学系统相符合。
（c） 把每一个算符化为积分方程

U2 （ν1 ） = F（ν1 ）[U1 （x）] = ∫∞

-∞
U1 （x）e - j2πν1xdx
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U3 （ν1 ） = S 1
λf（ ）[U2 （ν1 ）] = 1

λf∫
+∞

-∞
U1 （x）e - j2π

ν1
λf xdx

U4 （ν2 ） = F（ν2 ）[U3 （ν1 ）] = ∫+∞

-∞
U3 （ν1 ）e - j2πν2ν1 dr1

U5 （ν2 ） = S 1
λf（ ）[U4 （ν2 ）] = 1

λf∫
+∞

-∞
U3 （ν1 ）e - j2π

ν2
λf ν1 dν1

对 U3 （ν1 ） 使用积分方程， 则最后一个方程可写为

U5 （ν2 ） = 1
λf∬

+∞

-∞
U1 （x）e - j2π

ν1
λf xe - j2π

ν2
λf ν1 dxdν1

= 1
λf∫

+∞

-∞
U1 （x）dx ∫+∞

-∞
e - j2π x+ν2

λf（ ）ν1 dν1[ ]

= 1
λf∫

+∞

-∞
U1 （x）δ x + ν2

λf
〓
〓
〓

〓
〓
〓dx

= ∫+∞

-∞
U1 （x）δ（x + ν2 ）dx

= U1 （ - ν2 ）

例 9. 3 证明如下的光学系统可以对空间频率进行傅里叶变换， 通过改变 z 可调整空间频率。

 图 9. 11 例 9. 3 的光学系统

解： 连接输入和输出的算符 O 由下式求得：

O = P（ z2 ）Q - 1
f

〓

〓
〓

〓

〓
〓P（ z）Q 1

z1 - z
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （9. 7⁃8）

通过运用透镜定律， 即
1
f = 1

z1
+ 1
z2

， 则 Q - 1
f

〓

〓
〓

〓

〓
〓可写为

Q - 1
f

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = Q - 1

z1
- 1
z2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （9. 7⁃9）

根据表 9. 2， 可运用下列关系：

P（ z2 ）Q - 1
z1

- 1
z2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = Q

z1 + z2

z2
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓S -

z1

z2

〓

〓
〓

〓

〓
〓P（ - z1 ） （9. 7⁃10）

P（ z - z1 ） = Q 1
z - z1

〓

〓
〓

〓

〓
〓S -

z1

z2

〓

〓
〓

〓

〓
〓Q 1

z - z1

〓

〓
〓

〓

〓
〓S 1

λ（ z - z1 ）
〓

〓
〓

〓

〓
〓F（ r） （9. 7⁃11）

由以上方程可得到

O = Q
z1 + z2

z2
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓S -

z1

z2

〓

〓
〓

〓

〓
〓Q 1

z - z1

〓

〓
〓

〓

〓
〓S 1

λ（ z - z1 ）
〓

〓
〓

〓

〓
〓F（ r）

用表 9. 2 中的

Q（b）S（a） = S（a）Q b
a2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

得

S -
z1

z2

〓

〓
〓

〓

〓
〓Q 1

z - z1

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = Q

z1 + z2

z2
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓S -

z1

z2

〓

〓
〓

〓

〓
〓



第 9 章 傅里叶变换和相干光学系统成像

93   

从而得到

O = Q
z1 + z2

z2
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓Q

z1 + z2

z2
1

〓

〓
〓

〓

〓
〓S -

z1

z2

〓

〓
〓

〓

〓
〓S 1

λ（ z - z2 ）
〓

〓
〓

〓

〓
〓F（ r）

相继将 Q 算符、 S 算符合并有

O = Q
（ z1 + z2 ） z - z1 z2

z2
2 （ z - z1 ）

〓

〓
〓

〓

〓
〓S z1

λz2 （ z1 - z）
〓

〓
〓

〓

〓
〓F（ r）

作为积分方程， O 对应于

U2 （x2 ） = ej k2
（ z1+z2） z-z1z2

z22（ z-z1）
x2

0∫+∞

-∞
U1 （x）e - j

2πz1x0
λz2（ z1-z） dx

可以通过改变 z 值， 调整空间频率
z1x0

z2 （ z1 - z）。
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第 10 章 准单色波成像

10. 1 本章引论

在前几章里， 讨论了相干和单色波场的传播与成像， 而在本章中， 这些内容扩展为准单

色或非相干波场的传播与成像。
单色波场只有一个时间频率 f， 而非单色波场则有许多。 准单色波场有一个时间频率范

围为 Δf， 它远小于平均时间频率fc。 在实际的成像应用中， 通常假定波场为准单色波场。
本章分 10 个小节， 前几个小节我们做了相关理论的准备工作， 这些理论可以恰当地分

析准单色波。 10. 2 小节介绍了一种与傅里叶变换紧密相关的希尔伯特变换。 它的主要特性

是交换了余弦和正弦频率组分。 它是一种工具， 用来定义 10. 3 节介绍的解析信号。 解析信

号是一个复数， 它的实部等于真实的信号， 而它的虚部等于相同真实信号的希尔伯特变换。
希尔伯特变换除了用在分析准单色波， 它还被广泛地用于分析通信中的单边带调制。

10. 4 节介绍了怎样用解析信号来表示准单色波。 10. 5 节通过空间相干和时间相干的概

念进一步研究了准单色、 相干和非相干。
面向简单光学系统的上述理论的研究， 在 10. 6 节被扩展到更加复杂的成像系统。 准单

色波成像是 10. 7 节的主要内容， 在这节中， 我们可以更加清楚地区别相干成像和非相干成

像。 10. 8 节中衍射受限成像系统被认为是线性系统， 通过相干成像和非相干成像导出了该

线性系统的特性， 光学传递函数就是其中之一。 10. 9 节主要介绍了光学传递函数的计算方

法。 所有成像系统都有像差， 10. 10 节对此进行了介绍， 尤其是泽尔尼克多项式 （ Zernike
polynomials）。

10. 2 希尔伯特变换

希尔伯特变换和在 10. 3 节里讨论的解析信号在描述准单色光场和成像等的性质方面非

常有用， 它们还广泛使用在其他领域， 如通信中的单边带调制。 定义实数信号的希尔伯特变

换为

ν（ t） = 1
π ∫+∞

-∞

u（τ）
t - τdτ （10. 2⁃1）

它是 u（ t） 和函数 1 / πt 的卷积。
用卷积理论， 方程式 （10. 2⁃1） 的傅里叶变换为

V（ f） = U（ f）H（ f） （10. 2⁃2）
式中， H（ f） 是函数 1 / πt 的傅里叶变换。
即

H（ f） = - j sgn（ f） （10. 2⁃3）
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定义符号函数 sgn（ f） 为

sgn（ f） =
1 f > 0
0 f = 0
- 1 f < 0

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
（10. 2⁃4）

由帕塞瓦尔 （Parseval） 定理和方程式 （10. 2⁃2） 可得， v（ t） 和 u（ t） 的能量相等

∫+∞

-∞
v2 （ t）dt = ∫+∞

-∞
u2 （ t）dt （10. 2⁃5）

方程式 （10. 2⁃3） 表明通过希尔伯特变换， 频谱组分相位移动了 π / 2， 所以又称希尔伯特变

换为正交滤波器。
希尔伯特变换的逆变换为

u（ t） = - 1
π ∫+∞

-∞

v（τ）
t - τdτ （10. 2⁃6）

希尔伯特变换中的这个积分为反常积分， 它实际上是下式的缩写：

∫+∞

-∞

u（τ）
t - τdτ = lim

ε→0 ∫ t -ε

-∞

u（τ）
t - τdτ + ∫+∞

t +ε

u（τ）
t - τdτ[ ] （10. 2⁃7）

它又可表示为

∫+∞

-∞

u（τ）
t - τdτ = ∫+∞

-∞

u（ t + τ）
- τ dτ （10. 2⁃8）

例 10. 1 求函数 u（ t） = cos（2πf0 t + ϕ（ f0 ）） 的希尔伯特变换。
解：

v（t） = 1
π ∫+∞

-∞

cos（2πf0（τ） + ϕ（f0））
t - τ dτ = 1

π ∫+∞

-∞

cos（2πf0（t + τ） + ϕ（f0））
τ dτ

= 1
π ∫+∞

-∞

cos（2πf0t + ϕ（f0））cos（2πf0τ + ϕ（f0））
- τ -

sin（2πf0t + ϕ（f0））sin（2πf0τ + ϕ（f0））
- τ[ ]dτ

（10. 2⁃9）
第一项是 τ 的奇函数， 积分为 0， 所以有

v（ t） =
sin（2πf0 t + ϕ（ f0 ））

π ∫+∞

-∞

sin（2πf0τ + ϕ（ f0 ））
τ dτ = sin（2πf0 t + ϕ（ f0 ））

（10. 2⁃10）

例 10. 2 证明实数信号 u（ t） 和它的希尔伯特变换 v（ t） 相互正交。
解： 由帕塞瓦尔定理可得

∫+∞

-∞
u（ t）v（ t）dt = ∫+∞

-∞
U（ f）V∗（ f）df

= j∫+∞

0
| U（ f） | 2 df - j∫0

-∞
| U（ f） | 2 df = 0

（10. 2⁃11）

其中 U（ - f） = V∗（ f）。

例 10. 3 u（ t） 的傅里叶变换可写为

U（ f） = U1 （ f） - jU0 （ f） （10. 2⁃12）
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这里 U1 （ f） 和 U0 （ f） 分别是 u（ t） 傅里叶变换的余弦和正弦部分。
证明当 u（t） 是因果信号 （当 t <0 时 u（t） =0） 时， U1（f） 和 U0（f） 是希尔伯特变换对。
证明： u（ t） 的奇偶部分可表示为

u1 （ t） = 1
2 [u（ t） + u（ - t）]

u0 （ t） = 1
2 [u（ t） - u（ - t）]

（10. 2⁃13）

当 u（ t） 为因果信号时， 显然有

u1 （ t） = u0 （ t）sgn（ t）
u0 （ t） = u1 （ t）sgn（ t） （10. 2⁃14）

所以

U1 （ f） = ∫+∞

-∞
u1 （ t）e - j2πftdt

= ∫+∞

-∞
u0 （ t）sgn（ t）e - j2πftdt

（10. 2⁃15）

通过傅里叶变换的调制性质， U1 （ f） 等于 u0 （ t） 的傅里叶变换 （即 - jU0 （ f）） 和 sgn（ t） 的

傅里叶变换 （即 1
jπf ）的卷积。

U1 （ f） = ∫+∞

-∞
- jU0 （ν） 1

jπ（ f - ν）dν （10. 2⁃16）

所以

U1 （ f） = - 1
π ∫+∞

-∞

U0 （ν）
f - ν dν （10. 2⁃17）

类似地有

U0 （ f） = 1
π ∫+∞

-∞

U1 （ν）
f - ν dν （10. 2⁃18）

式 （10. 2⁃16） ～ 式 （10. 2⁃18） 中的 ν 为频率。 方程式 （10. 2⁃17） 和方程式 （10. 2⁃18） 也

被称为电磁学中的克拉茂⁃克朗尼希 （Kramers-KrÖnig） 关系。

10. 3 解析信号

解析信号对理解窄带波形、 波传播和图像结构的性质非常有用。 定义

s（ t） = u（ t） + jv（ t） （10. 3⁃1）
式中， u（ t） 是实数信号； v（ t）是 u（ t）的希尔伯特变换。

所以， 解析信号是一种把实数信号转换为复数信号的方法。 对方程式 （10. 3⁃1） 的两边

分别进行傅里叶变换得

S（ f） = U（ f） + jV（ f） （10. 3⁃2）
当 V（ f） = - j sgn（ f）U（ f）时， 得

S（ f） =
U（ f） f = 0
2U（ f） f > 0
0 f < 0

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
（10. 3⁃3）
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所以， 解析信号为

s（ t） = 2∫+∞

0
U（ f）ej2πftdf （10. 3⁃4）

解析信号可以进一步写为

s（ t） = | s（ t） | ejϕ（ t） （10. 3⁃5）
其中

| s（ t） | 2 = u2 （ t） + v2 （ t） （10. 3⁃6）

ϕ（ t） = arctan v（ t）
u（ t） （10. 3⁃7）

解析信号常被用于窄带波形， 比如中央频率为 fc 的准单色波场， 故 ϕ（ t） 可以表示为

ϕ（ t） = 2πfc t + ϕ′（ t） （10. 3⁃8）
方程式 （10. 3⁃5） 可以表示为

s（ t） = μ（ t）ej2πfct （10. 3⁃9）
其中

μ（ t） = | s（ t） | ejϕ′（ t） （10. 3⁃10）
式中， μ（ t） 为复包络， 在光学中， 它也被称为相量幅值 （plasor amplitude）。

例 10. 4 求与 u（ t） = cos（2πft + ϕ（ f）） 对应的解析信号。
解： 在例 10. 1 中， 得到

v（ t） = sin（2πft + ϕ（ f）） （10. 3⁃11）
所以

s（ t） = cos（2πft） + j sin（2πft） = ej2πft （10. 3⁃12）

例 10. 5 求解析信号的能量。
解： 解析信号的能量为

∫+∞

-∞
| s（ t） | 2 dt = ∫+∞

-∞
u2 （ t）dt + ∫+∞

-∞
v2 （ t）dt = 2∫+∞

-∞
u2 （ t）dt = 2∫+∞

-∞
| U（ f） | 2 df

（10. 3⁃13）
可以发现， 相应实信号的解析信号拥有双倍的能量。

 图 10. 1 低通信号的频谱

例 10. 6 低通信号 u（ t） 的振幅谱如图 10. 1 所示。 用 cos（2πf0 t）
调制产生 g（ t） = u（ t）cos（2πf0 t）。

（a） 求 g（ t） 的振幅谱并画图；
（b） 画出从 u（ t） 产生的解析信号的振幅谱；
（c） 求 p（ t） = u（ t）cos（2πf0 t） - v（ t）sin（2πf0 t）的振幅谱， 并

画图。
解： （a） g（ t） 可以表示为

g（ t） = u（ t）
2 ej2πf0t + u（ t）

2 e - j2πf0t （10. 3⁃14）

g（ t） 的傅里叶变换为
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G（ f） = 1
2 U（ f - f0 ） + 1

2 U（ f + f0 ） （10. 3⁃15）
则振幅频谱为

|G（ f） | = 1
2 |U（ f - f0 ） + U（ f + f0 ） | （10. 3⁃16）

|G（ f） | 如图 10. 2 所示。

 图 10. 2 |G（ f） |的振幅频谱

在 f0 ≤f≤f0 + fmax和 （ - f0 - fmax） ≤f≤ - f0范围内的频率组分就是大家非常熟知的上边

带， 在 - f0 ≤f≤ （ - f0 + fmax） 和 f0 - fmax≤f≤f0 范围内的频率组分即为下边带。
（b） 由 u（ t） 产生的解析信号为

s（ t） = u（ t） + jv（ t） （10. 3⁃17）
它的傅里叶变换为

S（ f） = U（ f） + jV（ f）
= U（ f）[1 + jH（ f）]

=
2U（ f） f≥0
0 f≤0{

（10. 3⁃18）

 图 10. 3 解析信号 s（ t） 的振幅频谱

s（ t） 的振幅频谱如图 10. 3 所示。
（c） p（ t） = u（ t）cos（2πf0 t） - v（ t）sin（2πf0 t） 可写为

p（ t） = Re[（u（ t） + jv（ t））ej2πf0t]
= Re[ s（ t）ej2πf0t]

= 1
2 [ s（ t）ej2πf0t + s∗（ t）e - j2πf0t]

（10. 3⁃19）

p（ t） 的傅里叶变换为

P（ f） = 1
2 S（ f - f0 ） + 1

2 S∗（ - f - f0 ）

=

U（ f - f0 ） f0 ≤f≤f0 + fmax

U∗（ - f - f0 ） - f0 - fmax≤f≤ - f0
0 其他

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

（10. 3⁃20）

 图 10. 4 单边带信号 p（ t） 的振幅频谱

p（ t） 的振幅频谱如图 10. 4 所示。
由于 p（t） 只含有 u（t） 上边带， 故它即为大家

熟知的单边带信号。 如果它被 u（t）cos（2πf0 t） + v（t）
sin（2πf0 t） 代替， 则它就只含有下边带， 用这种方

法， 在信道上传播信号所需的频带宽度可以减半。
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10. 4 非单色波场的解析信号表示

用 u（ r，t） 代表一个非单色波场的实部。 正如在 2. 7 节中讨论的， u（ r，t） 的傅里叶表

示为

u（ r，t） = 2∫+∞

0
U（ r， f）cos（2πft + ϕ（ f））df （10. 4⁃1）

式中， U（ r， f） 和 ϕ（ f） 分别是 u（ r，t） 关于 t 的振幅谱和相位谱。
u（ r，t） 相应的解析信号为

uA（ r，t） = u（ r，t） + jv（ r，t） （10. 4⁃2）
式中， v（ r，t） 是 u（ r，t） 的希尔伯特变换。

由例 10. 1 可知， cos（2πft + ϕ（ f）） 的希尔伯特变换等于 sin（2πft + ϕ（ f））， 故 v（ r，t）
可表示为

v（ r，t） = 2∫+∞

0
U（ r， f）sin（2πft + ϕ（ f））df （10. 4⁃3）

所以， 解析信号 uA（ r，t） 为

uA（ r，t） = 2∫+∞

0
U（ r， f）ej（2πft +ϕ（ f）） df （10. 4⁃4）

注意， Uc（ r， f） = 1
2 U（ r， f）ejϕ（ f）是 u（ r，t） 关于 t 的傅里叶变换。 方程式 （10. 4⁃4） 表明解

析信号是通过对原始信号只在正频率上积分得到的。 u（ r，t） 也可以表示为

u（ r，t） = 1
2 [ s（ r，t） + s∗（ r，t）] （10. 4⁃5）

在波的相关理论中， 解析信号通常指复波函数。

10. 5 准单色波、 相干和非相干波

当一个波场的时间频率范围 Δf 满足下列条件：
Δf
fc

≪1 （10. 5⁃1）

时， 称该波场为准单色波场。 式中， fc 为波场的平均时域频率。
在这种情况下， uA（ r，t） 可以表示为

uA（ r，t） = UA（ r，t）ej2πfct （10. 5⁃2）
式中， UA（ r，t） 是解析信号的复包络。

单色波场是完全相干的， 波场相干的问题非常广泛， 如可参阅参考文献 [ Born and
Worf， 1969] 和 [Marathay]。 相干波场的特征就是当相干波场的不同部分在同一点上相加

时， 它能在一个平均时间基础上产生干涉加强和干涉减弱。
通常讨论相干波的空间相干性和时间相干性， 令波场的解析信号为 uA（ r，t）， 当 uA（ r1 ，

t） 与 uA（ r2 ，t） 通过一个复常数因子在 r1 和 r2 各点上关联， 且与时间无关时， 则称这样的

波场为空间相干的。 在下文中， 空间相干波都简称为相干波。
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如果 uA（ r1 ，t） 和 uA（ r2 ，t） 之间的关系仅仅取决于时间差 t2 - t1 ， 则称该波场为时间相

干波。

10. 6 一般成像系统中的衍射效应

在 9. 4 节中， 讨论了用单透镜作为二维线性滤波器的成像。 可以将已获得的结果推广到

更加普通的成像系统， 也可以是空间相干或空间不相干照明的准单色光源的成像系统。

 图 10. 5 光学成像系统模型

一个普通的成像系统由许多透镜组成， 这样

的成像系统能够用系统的出瞳和入瞳来表征， 实

际上它们就是系统有效孔径的像 [ Goodman]， 如

图 10. 5 所示。 衍射效应可以通过出瞳函数以及出

瞳处和像平面之间的距离表示。
当一发散的球面波入射到入瞳处后， 在出瞳

处形成会聚的球面波， 则称这样的光学系统为衍

射受限系统。 在真实成像系统中， 这一性质最好地体现在物平面和像平面中的有限的局部区

域内。 像差是改变球面波性质的畸变， 将在 10. 10 节讨论。
在带有许多透镜的成像系统中， 如果采用 P（·，·） 表示系统的有限等效出瞳函数， 并

采用系统的等效焦距以及出瞳处到像平面的距离， 且系统为衍射受限系统， 则方程式

（9. 4⁃17） 和方程式 （9. 4⁃18） 仍然是有效的 [Goodman]。
定义方程式 （9. 4⁃17） 中的理想像为

Ug（x，y） = U - x
M， - y

M
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （10. 6⁃1）

式中， U（x，y） 为原始像 （波场）。
方程式 （9. 4⁃16） 可重新写为

U（x0 ，y0 ） = ∫+∞

-∞ ∫+∞

-∞
h（x0 - x，y0 - y）Ug（x，y）dxdy （10. 6⁃2）

式中

h（x，y） = ∫+∞

-∞ ∫+∞

-∞
P（x1 ，y1 ）e - j 2π

λd0
（xx0+yy0） dxdy （10. 6⁃3）

10. 7 准单色波场成像

在实际成像系统中， 准单色波场成像条件通常是满足的， 例如， 在普通照片中， 胶片对

电磁波谱上的可见光很敏感。 所以， 解析信号的复包络满足之前得到的成像方程， 故方程式

（10. 6⁃2） 可写为

UA（x0 ，y0 ，d0 ，t） = h（x0 ，y0 ）∗UG（x0 ，y0 ，t - τ）

= ∬+∞

-∞
h（x0 - x，y0 - y）UG（x，y，t - τ）dxdy

（10. 7⁃1）

式中， h（x0 ，y0 ） 由方程式 （10. 6⁃3） 用 λc 代替 λ 后给出； UG（x0 ，y0 ，t） 是几何光学理想像
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U -
x0

M， -
y0

M， t〓

〓
〓

〓

〓
〓相应的解析信号的复包络； τ 是对应传播到像平面的时间延迟。

振幅传递函数 H（ fx，fy） 是 h（x，y） 的傅里叶变换

H（ fx， fy） = P（λd0 fx，λd0 fy） （10. 7⁃2）
探测系统对波场的强度敏感， 它可以表示为

I（x0 ，y0 ，d0 ） = < |UA（x0 ，y0 ，d0 ，t） | 2 > （10. 7⁃3）
式中， < … > 表示一个无限时间均值。

利用方程式 （10. 7⁃1）， I（x0 ，y0 ，d0 ） 可写为

I（x0 ，y0 ，d0 ） = ∬+∞

-∞
h（x0 - x，y0 - y） ∬+∞

-∞
h∗（x0 - x′，y0 - y′） IG（x，y；x′，y′）dx′dy′[ ]dxdy

（10. 7⁃4）
其中

IG（x，y；x′，y′） = <UG（x，y，t - τ1 ）U∗
G （x′，y′，t - τ2 ）> （10. 7⁃5）

式中， IG 为互强度 （mutual intensity）。
在方程式 （10. 7⁃5） 中， τ1 和 τ2 近似相等， 因为脉冲响应 h 被限制在图像点周围很小

的区域内， 故可忽略不计。

10. 7. 1 干涉成像

对完全相干波场， 可写为

UG（x，y，t） = UG（x，y）UG（0，0，t） （10. 7⁃6）
式中， UG（x，y） 为与原点处波场有关的 UG（x，y，t） 的相量幅值。 写为

<UG（x，y，t）UG（x，y，t）> = KUG（x，y）U∗
G （x′，y′） （10. 7⁃7）

其中， 常数 K 为

K = < |UG（0，0，t） | 2 > （10. 7⁃8）
忽略 K， 强度可写为

I（x0 ，y0 ，d0 ） = |U1 （x0 ，y0 ） | 2 （10. 7⁃9）
式中

U1 （x0 ，y0 ） = h（x0 ，y0 ）∗UG（x0 ，y0 ） = ∬+∞

-∞
h（x0 - x，y0 - y）UG（x，y）dxdy

（10. 7⁃10）
因此， 相干成像系统与一个和原点处波场相关的解析信号的复振幅成线性关系。

例 10. 7 衍射受限相干成像系统的圆形有效的半径为 R， 假设像到系统的距离为 d0 ， 求该

系统的截止频率。
解： 该情况下的函数为

P（x，y） = circ x2 + y2

R
〓

〓
〓

〓

〓
〓

振幅传递函数为

H（ fx， fy） = P（λd0 fx，λd0 fy） = circ f 2
x + f 2

y

R / λd0

〓

〓
〓

〓

〓
〓
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因此， 截止频率为

fc = R
λd0

10. 7. 2 非相干成像

当波场 UG（x，y，t） 为完全非相干时， 该波场为空间无关的 （此时相当于白噪声）。 所

以， 时间平均可写为

<UG（x，y，t）UG（x′，y′，t）> = KIG（x，y）δ（x - x′，y - y′） （10. 7⁃11）
式中， IG（x，y） = < |UG（x，y，t） | 2 >。

忽略 K， 方程式 （10. 7⁃4） 变为

I（x0 ，y0 ，d0 ） = ∬+∞

-∞
| h（x0 - x，y0 - y） | 2 IG（x，y）dxdy （10. 7⁃12）

因此， 当波场为非相干时， 成像系统与强度成线性关系。 通过脉冲响应函数 | h（x，y） | 2 滤波

得到理想成像强度。

10. 8 衍射受限成像系统的频率响应

 图 10. 6 相干和非相干线

 性成像系统示意图

在前面章节中， 若相干和非相干成像系统的输入是理想像的

振幅或强度， 输出为实像， 且该输出为输入和系统脉冲响应函数

的卷积， 则认为该成像系统为线性系统， 如图 10. 6 所示。 在这节

中， 我们进一步详细地研究相干和非相干成像系统的特性。

10. 8. 1 相干成像系统

相干成像系统与振幅成线性映射。 令输出图像U1 和理想图像UG的二维傅里叶变换分别

为V1和VG。 通过卷积定理有

V1 （ fx， fy） = H（ fx， fy）VG（ fx， fy） （10. 8⁃1）
式中， H（ fx，fy） 是脉冲响应的二维傅里叶变换。

H（ fx， fy） = ∬+∞

-∞
h（x，y）e - j2π（ fxx+fyy） dxdy = P（λd0 fx，λd0 fy） （10. 8⁃2）

式中， H（ fx， fy） 即为相干传递函数。
可以看出， 相干成像系统等价于一个理想的低通滤波器， 在瞳孔函数 “1” 区内的所有

频率都能通过， 而截掉该区外的所有频率。

10. 8. 2 非相干成像系统

非相干成像系统与强度是线性关系， 像的视觉效果很大程度上取决于图像细节信息与背景

之间相对强度的对比。 输出像和输入理想像可通过相对于像总能量的归一化来反映这一特性。

I′（x0 ，y0 ，d0 ） =
I（x0 ，y0 ，d0 ）

∬+∞

-∞
I（x0 ，y0 ，d0 ）dx0 dy0

（10. 8⁃3）
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I′G（x，y） =
IG（x，y）

∬+∞

-∞
IG（x，y）dxdy

令 I′（x0 ，y0 ，d0 ） 和 I′G（x，y） 的二维傅里叶变换分别为 J（ fx， fy） 和 JG（ fx， fy）。 通过卷积定

理， 方程式 （10. 7⁃12） 可写为

J（ fx， fy） = HI（ fx， fy）JG（ fx， fy） （10. 8⁃4）
其中

HI（ fx， fy） =
∬+∞

-∞
| h（x，y） | 2 e - j2π（ fxx+fyy） dxdy

∬+∞

-∞
| h（x，y） | 2 dxdy

（10. 8⁃5）

式中， HI（ fx， fy） 为光学传递函数 （OTF）。
定义调制传递函数 （MTF） 为 |HI（ fx， fy） | 。
可以看到， HI（ fx， fy） 是 | h（x，y） | 2傅里叶变换的归一化， 即为一个非负函数。 通过在

2. 5 节中讨论的傅里叶变换的性质 15 和帕塞瓦尔定理， 可知 HI（ fx， fy） 是 H（ fx， fy） 自相关

的归一化。

HI（ fx， fy） =
∬+∞

-∞
H（ f ′x， f ′y）H∗（ fx + f ′x， fy + f ′y）df ′xdf ′y

∬+∞

-∞
| H（ fx， fy） | 2 dfxdfy

（10. 8⁃6）

OTF 最重要的性质如下：
A. HI（0，0） = 1
B. HI（ - fx， - fy） = HI（ fx， fy）
C. |HI（ fx， fy） | ≤HI（0，0）
最后一条性质是施瓦茨 （Schwarz） 不等式的结果， 对于任意两个复值函数 f 和 g

∬fgdA
2

≤ ∬ | f | 2 dA∬ | g | 2 dA （10. 8⁃7）

当且仅当 g = K f∗时上式取等号， 其中 K 为复常数。
令 f 和 g 分别等于 H（f ′x， f ′y） 和 H∗（fx + f ′x， fy + f ′y）， 利用方程式 （10. 8⁃7） 得出上面性质 C。
方程式 （10. 8⁃2） 给出了相干传递函数 H（ fx， fy）， 在方程式 （10. 8⁃7） 中运用这个结

果可得

HI（ fx， fy） =
∬+∞

-∞
P（λd0 f ′x，λd0 f ′y）P（λd0 （ fx + f ′x），λd0 （ fy + f ′y））df ′xdf ′y

∬+∞

-∞
| P（λd0 fx，λd0 fy） | 2 dfxdfy

（10. 8⁃8）

利用变量替换， 方程式 （10. 8⁃8） 可写为

HI（ fx， fy） =
∬+∞

-∞
P f ′x +

λd0 fx
2 ， f ′y +

λd0 fy
2

〓
〓
〓

〓
〓
〓P f ′x -

λd0 fx
2 ， f ′y -

λd0 fy
2

〓
〓
〓

〓
〓
〓df ′xdf ′y

∬+∞

-∞
P（λd0 f ′x，λd0 f ′y）df ′xdf ′y

（10. 8⁃9）

上面式子分子中的两个瞳孔函数通过 （λd0 | fx | ，λd0 | fy | ） 相互代替， 其积分等于两个瞳孔函

数重叠部分的面积， 所以， HI（ fx，fy） 可以写为
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HI（ fx， fy） = 重叠部分面积
总面积

（10. 8⁃10）

式 （10. 8⁃10） 通过变尺度瞳孔函数计算面积， OTF 一直为非负实函数。
注意， 非相干脉冲响应函数 | h（ x，y） | 2 与稳态 2⁃D 随机场的功率谱相似， 同理可得，

HI（ fx， fy）与稳态 2⁃D 随机场的自相关函数相似 [Besag， 1974]。

例 10. 8 （a） 确定一个出瞳宽度是 2W 的正方形衍射受限光学系统的 OTF （光学传递函

数）； （b） 确定该系统的截止频率 fc。

 图 10. 7 正方形光孔的 OTF
 计算中的重叠部分面积

解： （ a） 瞳孔函数的面积为 4W2 ， 重叠部分的面积如图 10. 7
所示。

从图 10. 7 中计算重叠部分的面积如下：

A（ fx， fy） =
（2W - λd0 | fx | ）（2W - λd0 | fy | ）

| fx | ≤2W / λd0

| fy | ≤2W / λd0

0 其他

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

当 A（ fx， fy） 通过 4W2 归一化， 则 OTF 如下：

HI（ fx， fy） = tri fx
2f ′c

〓

〓
〓

〓

〓
〓tri fy

2f ′c
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （10. 8⁃11）

式中， tri（·）是三角函数； f ′c为相干照明的截止频率， 其等于 W / λd0 。
（b） 很明显， 截止频率 fc 为

fc = 2f ′c

例 10. 9 出瞳函数由两个正方形组成， 如图 10. 8 所示。 求：

 图 10. 8 例 10. 9 中的孔径函数

（a） 相干传递函数；
（b） 相干截止频率；
（c） 振幅脉冲响应；
（d） 光学传递函数。

解： （ a） 相干传递函数与变尺度瞳孔函数相同。 瞳孔函数可

写为

P（x，y） = rect x - 2s
2s ， y

2s
〓

〓
〓

〓

〓
〓 + rect x + 2s

2s ， y
2s

〓

〓
〓

〓

〓
〓

H（ fx， fy） 由下式给出

H（ fx， fy） = P（λd0 fx，λd0 fy）

= rect λd0 fx + 2s
2s ，

λd0 fy
2s

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + rect λd0 fx - 2s

2s ，
λd0 fy

2s
〓

〓
〓

〓

〓
〓

（b） 两个方向的截止频率分量为

fxc = 3s
λd0

， fyc = s
λd0

（c） 振 幅 脉 冲 响 应 h （ x， y） 是 H （ fx， fy ） 的 逆 傅 里 叶 变 换。 令 α = λd0 s， 则

h（ x，y）为
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h（x，y） = ∬+∞

-∞
H（ fx， fy）ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy

= 2∫3s

0
cos（2πfxx）dfx[ ] 2∫s

0
cos（2πfyy）dfy[ ]

= 1
π2

sin（6πsx）
x

sin（6πsy）
y

（d） H（ fx， fy） 下的总面积 A 等于 8 s2 ， OTF 如下：

HI（ fx， fy） =
∬+∞

-∞
H（ f ′x， f ′y）H∗（ f ′x - fx， f ′y - fy）df ′xdf ′y

A
上式积分为非简单计算， 最好通过计算机求解。

10. 9 光学传递函数的计算机计算

计算离散 OTF 的最简单方法就是运用快速傅里叶变换 （FFT）， 这要求 h（x，y）、 H（fx， fy）
和 HI（ fx， fy） 都是离散的， 离散坐标可写为

x = Δxn1 （10. 9⁃1）
y = Δyn2 （10. 9⁃2）
fx = Δfxk1 （10. 9⁃3）
fy = Δfyk2 （10. 9⁃4）

则 h（Δxn1 ，Δyn2 ）、 H（Δfxk1 ，Δfyk2 ） 和 HI （Δfxk1 ，Δfyk2 ） 分别写为 h（n1 ，n2 ）、 H（k1 ，k2 ） 和

HI（k1 ，k2 ）。 假设涉及的矩阵大小为N1 、 N2 ， 为了运用 FFT， 必须满足下列条件：

ΔxΔfx = 1
N1

（10. 9⁃5）

ΔyΔfy = 1
N2

（10. 9⁃6）

下式给出近似 h（n1 ， n2 ）

h（n1 ，n2 ） = 1
K h′（n1 ，n2 ） （10. 9⁃7）

其中

h′（n1 ，n2 ） = ∑
N1
2 -1

k1 = -
N1
2

∑
N2
2 -1

k2 = -
N2
2

H（k1 ，k2 ）ej2π n1k1
N1

+
n2k2
N2

（ ） （10. 9⁃8）

和

K = ΔxΔyN1N2 （10. 9⁃9）
H（k1 ，k2 ） 等于 P（ - λd0 Δfxk1 ， - λd0 Δfyk2 ）， 为了充分描述瞳孔函数， 应当选择适当的 N1 和

N2 ， 例如， 一定要完全覆盖瞳孔函数的非零部分。 为了最小化 FFT 带来的周期性效应， N1

和 N2 也应该至少是描述瞳孔函数非零部分的最小值的两倍大。
只要选择了适当的 N1 和 N2 ， H（k1 ，k2 ） 就如同在 4. 4 节中讨论的一样， k1 和 k2 分别满

足 0≤k1 ≤N1 ， 0≤k2 ≤N2 。
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HI（k1 ，k2 ） 近似为

HI（k1 ，k2 ） =

ΔxΔy
K2 ∑

N1-1

n1 = 0
∑
N2-1

n2 = 0
| h′（n1 ，n2 ） | 2 e - j2π n1k1

N1
+
n2k2
N2

（ ）

1
K ∑

N1-1

k1 = 0
∑
N2-1

k2 = 0
| H（k1 ，k2 ） | 2

（10. 9⁃10）

或者

HI（k1 ，k2 ） =

1
N1N2

∑
N1-1

n1 = 0
∑
N2-1

n2 = 0
| h′（n1 ，n2 ） | 2 e - j2π n1k1

N1
+
n2k2
N2

（ ）

∑
N1-1

k1 = 0
∑
N2-1

k2 = 0
| H（k1 ，k2 ） | 2

（10. 9⁃11）

式 （10. 9⁃11） 分子是 | h′（n1 ，n2 ） | 2 的 2⁃D 离散傅里叶变换 （DFT）， 由于内在的周期性， 在

计算时实际上已把 HI（k1 ，k2 ） 变换为正频率。 但为了包括负频率， 最后还应该把它再次变

换回来。
总之， H（k1 ，k2 ） 是通过瞳孔函数来确定的。 根据方程式 （10. 9⁃8）， 对 H（k1 ，k2 ） 作逆

DFT 可得到 h′（n1 ，n2 ）。 用 | H（ k1 ，k2 ） | 2 下的面积对 | h′（n1 ，n2 ） | 2 归一化， 然后对其进行

DFT 可得到 HI（k1 ，k2 ）。
要注意， 为了运用方程式 （10. 9⁃8） 计算 h′（n1 ，n2 ） 时不出现混叠， Δfx 和 Δfy 应该要

选择得足够小， 只要选择了 Δfx 和 Δfy， 就可根据上面讨论的瞳孔函数来确定 N1 和 N2 。
实际考虑

在研究 OTF 和 MTF 时， 经常取 λ d0 的值为 1， 并且， 为了将 H（ fx， fy） 简写为 P（ fx，
fy）， 经常省掉了瞳孔函数中的负号， 也省略了基于瞳孔函数面积的归一化。

另一种得出 OTF 的方法就是对瞳孔函数和它本身进行自相关运算。

10. 10 像差

衍射受限系统意味着出瞳处我们所关心的波场是完美的， 唯一的缺点就是有限的孔径尺

寸。 该波场是典型的球面波。 像差是出瞳处的实际波前和它的理想形状之间的偏差， 这些都

是典型的相位误差。
为了在出瞳瞳孔函数中包含像差， 出瞳瞳孔函数可变为

PA（x，y） = P（x，y）ejkϕA（x，y） （10. 10⁃1）
式中， P（x，y） 是无像差的出瞳瞳孔函数， ϕA（x，y） 是由于像差而产生的相位误差。

当用 PA（x，y） 替代 P（x，y） 后， 前几节相干和非相干成像理论仍然适用。 例如， 振幅

传递函数变为

H（ fx， fy） = PA（ - λd0 fx， - λd0 fy）

= P（ - λd0 fx， - λd0 fy）ejkϕA（ - λd0fx， - λd0fy）
（10. 10⁃2）

类似地， 光学传递函数可简写为

HI（ fx， fy） =
A（ fx， fy）

∬+∞

-∞
| P（λd0 fx，λd0 fy） | 2 dfxdfy

（10. 10⁃3）
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其中

A（ fx， fy） = ∬+∞

-∞
PA f ′x +

λd0 fx
2 ， f ′y +

λd0 fy
2

〓
〓
〓

〓
〓
〓P∗

A f ′x -
λd0 fx

2 ， f ′y -
λd0 fy

2
〓
〓
〓

〓
〓
〓df ′xdf ′y

（10. 10⁃4）
我们注意到， 利用两个相对平移了的瞳孔函数的重叠面积可计算 A（ fx， fy）， 在这个区

域中一般的瞳孔函数都等于 1， 通过重叠区域上的积分， 则 A（ fx， fy） 可写为

A（ fx， fy） = ∬
重叠区

P1P2 df ′xdf ′y （10. 10⁃5）

其中

P1 = ejkϕA f ′x +
λd0fx

2 ， f ′y +
λd0fy

2（ ） （10. 10⁃6）

P2 = e - jkϕA f ′x -
λd0fx

2 ， f ′y -
λd0fy

2（ ） （10. 10⁃7）

例 10. 10 证明像差不会增大调制传递函数 MTF。
解： MTF 是 OTF 的系数 （模）， 根据施瓦茨不等式有

| A（ fx， fy） | 2 ≤ ∬
重叠区

| P1 | 2 df ′xdf ′y∬
重叠区

| P2 | 2 df ′xdf ′y （10. 10⁃8）

注意到， 在重叠区域有

|P1 | 2 = |P2 | 2 = 1 （10. 10⁃9）
因此， |A（ fx， fy） | 2 ≤重叠面积， 且有

|HI（ fx， fy） | 2 ≤ |H′I（ fx， fy） | 2 （10. 10⁃10）
式中， H′I（ fx， fy） 是无像差的光学传递函数。

相位函数 ϕA（x，y） 常写为极坐标的形式 ϕA（ r，θ）。 赛德尔像差 （Seidel aberration） 是

ϕA（ r，θ） 关于 r 的多项式表示， 例如

ϕA（ r，θ） = a40 r4 + a31 r3 cosθ + a20 r2 + a22 r2 cos2θ + a11 rcosθ （10. 10⁃11）
在这个函数中可以增加高阶的项。 方程式 （10. 10⁃11） 右边各项的含义：

a40 r4 ： 球差

a31 r3 cosθ： 彗差

a20 r2 ： 像散

a22 r2 cos2θ： 场曲

a11 rcosθ： 畸变

10. 10. 1 泽尔尼克 （Zernike） 多项式

当光学系统的出瞳为一个圆时， 在光学系统中表现出的像差可以用泽尔尼克多项式表

示， 它们在单位圆内是规范正交的 [ Kim and Shannon， 1987 ]。 在处理时， 相位函数

ϕA（x，y）是用泽尔尼克多项式 zk（ρ，θ） 的展开形式来表示的， 其中， ρ 为单位圆内的径向坐

标； θ 为极角。
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表 10. 1 给出了 1≤k≤37 的泽尔尼克多项式。 注意， 每个多项式的形式都为

zk（ρ，θ） = Rm
n （ρ）cosmθ （10. 10⁃12）

式中， n 和 m 都为非负整数； Rm
n （ρ） 是 n 次多项式， 且 ρ 的幂不会小于 m。

表 10. 1 泽尔尼克多项式

序  号 多 项 式

1 1
2 2ρ cos（θ）
3 2ρ sin（θ）

3（2ρ2 - 1）
4 3（2ρ2 - 1）
5 6ρ2 cos （2θ）
6 6ρ2 sin（2θ）
7 8（3ρ2 - 2）ρ cos （θ）
8 8（3ρ2 - 2）ρ sin（θ）
9 5（6ρ4 - 6ρ2 + 1）

10 8ρ3 cos （3θ）
11 8ρ3 sin（3θ）
12 10（4ρ2 - 3）ρ2 cos （2θ）
13 10（4ρ2 - 3）ρ2 sin（2θ）
14 12（10ρ4 - 12ρ2 + 3）ρ cos （θ）
15 12（10ρ4 - 12ρ2 + 3）ρ sin（θ）
16 7（20ρ6 - 30ρ4 + 12ρ2 - 1）
17 10ρ4 cos （4θ）
18 10ρ4 sin（4θ）
19 12（5ρ2 - 4）ρ3 cos （3θ）
20 12（5ρ2 - 4）ρ3 sin（3θ）
21 14（15ρ4 - 20ρ2 + 6）ρ2 cos （2θ）
22 14（15ρ4 - 20ρ2 + 6）ρ2 sin（2θ）
23 4（35ρ6 - 60ρ4 + 30ρ2 - 4）ρ cos （θ）
24 4（35ρ6 - 60ρ4 + 30ρ2 - 4）ρ sin（θ）
25 3（70ρ8 - 140ρ6 + 90ρ4 - 20ρ2 + 1）
26 12ρ5 cos（5θ）
27 12ρ5 sin（5θ）
28 14（6ρ2 - 5）ρ4 cos（4θ）
29 14（6ρ2 - 5）ρ4 sin（4θ）
30 4（21ρ4 - 30ρ2 + 10）ρ3 cos（3θ）
31 4（21ρ4 - 30ρ2 + 10）ρ3 sin（3θ）
32 18（56ρ6 - 105ρ4 + 60ρ2 - 10）ρ2 cos（2θ）
33 18（56ρ6 - 105ρ4 + 60ρ2 - 10）ρ2 sin（2θ）
34 20（126ρ8 - 280ρ6 + 210ρ4 - 60ρ2 + 5）ρcos（θ）
35 20（126ρ8 - 280ρ6 + 210ρ4 - 60ρ2 + 5）ρsin（θ）
36 11（252ρ10 - 630ρ8 + 560ρ6 - 210ρ4 + 30ρ2 - 1）
37 13（924ρ12 - 2772ρ10 + 3150ρ8 - 1680ρ6 + 420ρ4 - 42ρ2 + 1）

另外， 当 m 为奇数时， Rm
n （ρ） 为奇函数， 当 m 为偶数时， Rm

n （ρ） 也为偶函数。 ϕA（x，y） =
ϕA（ρ，θ） 的表示可写为
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ϕA（ρ，θ） = A00 + 1
2
∑

∞

n = 2
An0R0

n（ρ） + ∑
∞

n = 1
∑

∞

m = 1
AnmRm

n （ρ）cosmθ （10. 10⁃13）

可通过有限值 n 和 m 的最小二乘法确定系数 Anm， 相应地， ϕA（ρ， θ） 也可以写为

ϕA（ρ，θ） = ∑
K

k = 1
wkzk（ρ，θ） （10. 10⁃14）

式中， K 是一个整数， 如 37。
系数 wk 可通过最小二乘法求得。 由于每个相邻的泽尔尼克项是关于它前面的每一项的

归一化， 所以， 每一项都独立地影响方均像差， 这意味着像差的方均根误差ϕA可写为

ϕA = [ ∑
∞

k = K+1
w2

k ]
1
2

（10. 10⁃15）

注意， 当出瞳为圆时， 像差的泽尔尼克表示是有效的， 否则， 泽尔尼克多项式不是正交

的。 在一些情况下， 如由于大气对相位的扰乱， 有限项的泽尔尼克多项式不容易给出令人满

意的像差表示。
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第 11 章 基于波调制的光学器件

11. 1 本章引论

应用波调制算法， 光波的记录和生成可以通过许多技术实现。 最早得到广泛应用的是照

相胶片。 最近， 空间光调制器能够应用光电信号实时合成或控制波前。
另一个方法是应用固体和类似的技术来制作衍射光学元件， 这些元件是通过衍射而非折

射来控制光。 还有令人振奋的发展是在一个设备中同时结合了折射和衍射光学元件， 从而获

得许多新的性质， 例如， 可以减小误差。
本章包含 7 个小节。 照相胶片和照相干板是最为人熟知的记录器件， 11. 2 节和 11. 3 节

介绍了这些设备的性质， 特别是相干记录方面。 11. 4 节介绍了这些媒质的调制传递函数的

物理机制。 应用照相胶片和照相干板进行相位调制时， 漂白是最重要的技术手段， 11. 5 节

介绍了漂白的相关内容。
衍射光学器件的应用将在第 15 和 16 章详细探讨， 这往往需要应用到其他一些技术， 特

别是超大规模集成电路和集成光学技术， 11. 6 节介绍了这些设备的基础知识。 电子束曝光

和反应离子刻蚀是典型的应用技术， 这将在 11. 7 节中介绍。

11. 2 照相胶片和干板

照相底片是价格非常低廉的光学器件， 它可以探测光辐射， 保存图像和控制空间光

[Goodman]。 它由一种乳胶组成， 这种乳胶含有感光的卤化银晶粒。 这种乳胶夹在保护层和

基底层之间， 照相胶片由醋酸酯或聚酯薄膜组成， 照相干板的基底层由玻璃组成。 黑白照相

胶片中， 仅有一层银盐晶粒； 而彩色照相底片中至少有三层这样的银盐晶粒。 添加染料后的

银盐晶粒能够使晶体对不同的色彩敏感。
光调制的过程如下：
（1） 如果卤化银晶粒吸收了一个光子， 那么在这个晶粒中将生成一个电子空穴对。
（2） 生成的电子存在于导带中， 在晶体中移动时， 可能会在晶体位错中被俘获。
（3） 一个俘获的电子吸引一个自由运动的银离子， 这将产生一个寿命为数秒的金属银

原子。
（4） 在相同的位置可能生成若干个另外的银原子。 这个反应过程至少需要 4 个由银原

子构成的所谓的银斑点。
这个过程是在化学药液中进行的。 显影剂作用于银斑点， 使吸收了足够光能量的区域的

晶体变成金属银。 而那些没有变成金属银的区域也最终必须通过定影过程将其去除。 定影则

是将胶片浸入第二种化学药液 （定影剂） 中。
下面讨论一些与照相胶片及其定义相关的专业术语。
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曝光量 E（x，y）
E（x，y） = Ie（x，y）T （11. 2⁃1）

式中， Ie（x，y） 表示曝光时入射到照相底片上的光的强度； T 表示曝光时间； E（x，y） 的单

位是 mJ / cm2 。
光强透过率 α（x，y）

α（x，y） = local average I（x，y）
Ie（x，y）

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （11. 2⁃2）

式中， I（x，y） 表示显影定影后的透射强度； Ie（x，y） 表示入射强度。
感光密度

D = log10
1
α （11. 2⁃3）

单位面积银的数量近似与感光密度 D 成比例， D 即为以 10 为底的显影定影后胶片强度

透过率的倒数的对数。 因此， D 定义为胶片的复振幅透过率。 也可用下式描述：
α = 10 - D （11. 2⁃4）

赫特尔-德雷菲尔德 （H&D） 曲线

 图 11. 1 感光乳胶的赫特尔⁃德雷

 菲尔德 （H&D） 曲线

H&D 曲线描述照片感光密度 D 与曝光量对数 logE 的关

系。 图 11. 1 为负片的典型 H&D 曲线。 曝光量极小或很大

时， 感光密度基本为定值。 中间部分为线性区域， 该区域通

常被应用于照相。
伽马 （Gamma） 值

感光乳胶的伽马 （γ） 值是 H&D 曲线在线性区域的斜

率。 伽马值较大 （通常为 2 或 3） 的胶片， 称为高反差胶

片， 伽马值较小 （1 或更小） 的则称为低反差胶片。 负片的

γ 值为正， 而正片的 γ 值为负。

11. 3 胶片的透光率

在非相干和相干光学系统中， 胶片通常被用来调节透光率。 如何达到这种效果， 取决于

相干光或非相干光的使用。 下面将分别讨论这两种情况。
相干光

假设胶片工作在 H&D 曲线的线性区域， 感光密度 D 可以表示为

D = γlog10 （E） - D0 = log10
1
α

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （11. 3⁃1）

或者

log10 （α） = - γlog10 （E） + D0 （11. 3⁃2）
由于 E 等于 IeT， 可以得到

α = KI - γ （11. 3⁃3）
式中， K = 10D0T - γ， 是正常数。

式 （11. 3⁃3） 表示透过率与曝光强度之间的关系是非线性的， 而且透过率会随着 γ 的增
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加而减小。

例 11. 1 证明两个负片串联可以使透过率 α 随着入射光强的增强而变大。
解： 第一张负片的发光强度透过率为

α1 = K1 I - γ1
1

式中， I1 为照射光的光强。
假设第一张负片紧贴在另一张未曝光的胶片上， 用发光强度为 I2 的非相干光照射。 第

二张胶片上的曝光强度为 α1 I2 ， 它的光强透过率为

α2 = K2 （α1 I2 ） - γ2 = KIγ1γ2 - γ2
1

式中， K = K1
- γ2K2 。

可见， 总的光强透过率 α2 与曝光光强成正比。

在相干光学系统中， 相位调制也同样重要。 相位调制是通过照相底片或照相干板的厚度

变化来实现的。 照相胶片的振幅透过率可表示为

αc（x，y） = α（x，y）ejϕ（x，y） （11. 3⁃4）
式中， ϕ（x，y） 是由于照相底片厚度的变化而引起的相位起伏。

 图 11. 2 消除厚度变化的液门

相位项 ejϕ（x，y） 常常是不希望存在的， 可以利用液门

来将其消除， 如图 11. 2 所示。
液门包含两片玻璃， 而且外部为光学平面。 其中的

透明物质是填充于两片玻璃之间的折射率匹配液 （通常

为油）。 经过适当的调节， 相位调制将被去除， 振幅透

过率可表示为

αc（x，y） = α（x，y） = KI - γ
2

e （11. 3⁃5）
若 Ie = A2

e ， Ae 即为曝光时相干光源的振幅。 式

（11. 3⁃5） 可表示为

αc（x，y） = KA - γ
e （11. 3⁃6）

基于相干光， 有时更容易得到振幅透过率 αc 与曝光量 E 之间的关系曲线， 如图 11. 3 所示。

 图 11. 3 振幅透过率与曝光量关系曲线

在一般情况下， 常常在曝光量 E0 附近使用照相底

片。 在线性区域内， 振幅透过率 αc 相对于曝光量 E 之间

的关系可表示为

αc = αc0 + β（E - E0 ） = αc0 + β′（ΔA2
c ） （11. 3⁃7）

式中， β 为曲线的斜率； ΔA2
c 为曝光时振幅二次方的

变化。
β 和 β′对于负 （正） 片分别为负 （正）。

11. 4 调制传递函数

H&D 曲线表示了一个连续的非线性函数， 入射到乳胶上每个点的光都按照该非线性曲

线进行变换。 另外， 还有其他的一些因素会限制感光乳胶的空间频率响应。
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两个主要的因素分别是曝光时的光散射和显影时的化学扩散。 这两个因素都可以看作是

线性模型。 但是， 光散射与曝光量是线性关系， 化学扩散与密度是线性关系。 因此， 整个感

光过程用图 11. 4 所示模型表示， 该模型称为凯利模型。 为了简化该模型， 忽略化学扩散造

成的线性变化。 图 11. 5 表示简化后的模型。

图 11. 4 感光过程的完整的凯利模型

    

图 11. 5 简化的凯利感光过程模型

为测量照相胶片的特性， 采用一种正弦曝光模式， 如下式所示：
E = E0 + E1 cos（2πfx） （11. 4⁃1）

上述模式很容易采用全息技术把两束相干平面波在感光乳胶上进行相干曝光来实现。 照相底

 图 11. 6 调制传递函数的例子

片上的有效曝光可以用下式表示 [Goodman]：
E′ = E0 + M（ f）cos（2πfx） （11. 4⁃2）

式中， M（ f） 为调制传递函数 （MTF）。
调制传递函数有近似的圆对称性。 因此， f 可以看作是

径向频率。 一个典型的 MTF 曲线如图 11. 6 所示。 不同的感

光乳胶的截止频率是不同的， 如粗糙的感光乳胶的频率只

有 50 线对 / mm， 而精细的感光乳胶的频率可以达到 2000
线对 / mm。

11. 5 漂白

正常的显影过程会生成金属银， 会吸收光。 若希望调制光的相位， 由此得到较大的衍射

效率， 则可以通过漂白来达到这个目的。
漂白过程替换了乳胶中的金属银， 会使乳胶的厚度变化， 或者使乳胶的折射率改变。 鞣

化漂白可以改变乳胶的厚度， 而非鞣化漂白可以改变乳胶的折射率。
鞣化漂白导致照相底片表面起伏， 如图 11. 7 所示。 这种表面起伏与光密度的空间频率

 图 11. 7 用硬化漂白生成的表面起伏的例子

成分相关， 因而可作为带通滤波器。 换言之， 在很

低或很高频率时不会产生表面起伏。 对于 15μm 厚

的乳胶， 在频率为 10 线对 / mm 时的最大厚度变化

约为 1 ～ 2μm [Goodman]。

非鞣化漂白可以导致乳胶内部折射率的改变。 最终的透过率代表了这种通过折射率变化

实现的相位的空间调制。

11. 6 衍射光学、 二元光学和数字光学

传统的光学元件， 如透镜、 平面镜和棱镜， 都是基于光的折射或者反射原理。 相比之

下， 衍射光学元件 （Diffractive Optical Elements， DOE）， 例如， 相位浮雕型器件， 则基于光

的衍射原理。 衍射光学元件的重要优势如下：
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（1） 一个衍射光学元件可有多种功能， 例如， 有多个焦点， 相当于在一个元件上有多

个透镜。 它也可以设计成在多波段均能使用的元件。
（2） 衍射光学元件更轻便， 相比于折射和反射光学元件占据更小的体积。
（3） 大量制造时， 将会更廉价。
由于衍射光学元件基于衍射原理， 具有高色散性， 也就是说， 其性质与波长相关。 因此

衍射光学元件更多地用于单色光系统中。 然而， 其色散性也可以加以利用。 例如， 某一波长

的光会聚于一点， 而另一波长的光会聚于空间中的另一点。 另外， 通过某种方式， 可将折射

和衍射光学元件结合起来消除波长色散， 达到消除球差的目的。 衍射光学的主要内容和衍射

光学元件的设计将在第 15 和 16 章中详细介绍。
衍射光学、 二元光学和数字光学通常指的是相同的调制技术和实现技术。 对于不同应用

的新设备， 光刻技术和微机械技术最为重要， 这些也是超大规模集成电路和集成光学以及其

他纳米 / 微米应用中的关键技术。 另一方面， 激光打印可以用于低分辨率的文本设计

[Asakura， Nagashima， 1976]。

 图 11. 8 闪耀光栅相位等级约为 N = 2M

虽然使用 “二元” 一词， 但是相位的量

化可以用一系列的量化等级， 如 2、 4 或 8
等。 一般在相位量化时， 通过调节衍射光学

元件的厚度来实现相应的量化等级。 常用 2N

对相位进行离散， 例如， 考虑如图 11. 8 中

的闪耀光栅， 其衍射效率为 100% ， 这意味

着如果能够保证连续的厚度调制并生成理想

的相位轮廓， 那么全部光波将进入第一级衍

射。 在二元光学中， 相位以 N = 2M 等级来近似， 例如， 当 M = 2 时， 如图 11. 8 所示， 相位

离散为 4 个等级。 制造此类元件的电子束刻蚀和反应离子刻蚀技术将于下部分介绍。
近年来， 另一种微机械技术被用于制造衍射光学元件， 即采用飞秒激光脉冲加工透明材

料， 如硅玻璃 [Watanebe et al. ， 2002]。 飞秒激光脉冲在聚焦区域的强度足够高， 可以使

聚焦区域的折射率发生改变而其他区域不受影响。 这种现象可以用来在玻璃上制作各种各样

的衍射和光子元件。 这里采用了飞秒激光， 可以比较容易地引导光束聚焦在一个特定区域。

11. 7 电子束刻蚀

刻蚀是指在基底上打印图纹的一类技术。 最常见的应用是在半导体基底上打印集成电

路。 先进的刻蚀技术包括光刻蚀、 电子束刻蚀、 强紫外线刻蚀、 X 射线刻蚀等 [ Bowden et
al. ， 1983]。

刻蚀包括两个基本的步骤。 第一步是生成想要的图纹。 第二步是把该图纹转移到基底

上。 衡量光刻蚀质量的首要方法是测量其分辨率。 这里所谓分辨率是可以得到的最小条纹的

尺寸。 分辨率不仅由刻蚀方法决定， 也与阻碍图像重构的因素相关。
电子束刻蚀是定制衍射光学元件的高分辨率技术， 它采用小尺寸、 高稳定性和长寿命的

高强度、 均匀电子源。 电子束刻蚀技术的主要特点是： ①分辨率高； ②可以使用多种不同的

材料和图纹； ③速度比光学刻蚀慢； ④比较贵。 结合反应离子刻蚀 （ Reactive Ion Etching，
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RIE）， 有可能获得更加精细分辨率和更高效率的制造衍射光学元件的方法。
例如， 考虑一个二元相位衍射光学元件， 其由二维小孔阵列构成， 这些小孔径可以看作

是一些采样点。 在每一个采样点， 相位可以变化 0°或 180°。 在那些相位需要变化 180°的点，
基底被刻蚀到相应的深度。 采用电子束将一个图纹曝光在电子束敏感的材料上， 来指示需要

刻蚀的位置， 然后用反应离子刻蚀来加工到相应的厚度。 也可以通过化学方法达到此目的，
但是反应离子刻蚀是高精度技术， 该方法可以推广应用到任意的 2 进量化等级。

一个典型的电子束刻蚀机可以生成斑点大小约 10nm 的电子束。 因此， 对于线宽小于

0. 1μm 或 100nm 的图纹都可以用其曝光。 对于二元相位衍射光学元件， 每一个方孔的尺度

约为 1μm × 1μm， 采用这样尺度的特征， 可以获得尺寸为 1mm × 1mm 的图纹， 且保持了高

的分辨率。 更大的图形可以采用干涉测量控制方法拼接大量的小图得到。
干法刻蚀系统可以生成非常精细的表面起伏。 例如， 180°相位变化需要二元相位衍射光

学元件产生约半个波长的距离， 对于可见光， 相当于半微米数量级的长度。 反应离子刻蚀可

以高精度地生成如此小尺寸的表面浮雕。

11. 7. 1 衍射光学元件的应用

用电子束刻蚀生成一个二元相位全息图的基本过程如图 11. 9 所示。 首先， 在硅基片上

旋转涂抹电子敏感的防蚀层。 然后， 用电子束刻蚀将需要的图形写在防蚀层上。 如果防蚀剂

是聚甲基丙烯酸甲酯一类的正型防蚀剂， 则可以接着采用定影去除样本上被电子束 “曝光”
的防蚀剂。 一旦 “曝光” 的防蚀剂被去除了， 就可以用反应离子刻蚀使 “曝光” 的孔达到

相应的深度。 最后， 用化学方法去除防蚀剂。 重复该过程 M 次可以生成 2M 级的二元衍射光

学元件。 每一次重复， 都要高精度地排列晶片， 使位置偏差最小， 可采用干涉测量控制来达

到此目的。 电子束也必须精确控制使其直径在样本表面最小。 电子束的散射也应该最小， 因

为这是提高其性能的首要因素。 一旦获得了最优的对准和聚焦， 就可用 CAD 程序来实现图

形写入了。

图 11. 9 用电子束刻蚀和反应离子刻蚀系统生成衍射光学元件的实验过程
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第 12 章 光在非均匀介质中传播

12. 1 本章引论

在之前的章节里， 折射率 n（x，y，z）被假设为与位置无关的定值。 在许多应用中， 如光

在光纤、 体衍射光栅、 光折变介质等中传播时， 折射率 n（x，y，z）实际上不是固定的， 致使

分析变得更加困难， 因此常用数字方法来分析波在这些介质中的传播情况。 一些所谓的

“伪谱法” 得到了应用， 如 12. 4 节和 12. 5 节讨论的光束传播法 （ Beam Propogation Method，
BPM）， 而其他方法经常是基于有限差分或有限元的方法。

本章讨论的光束传播法 （BPM） 是基于非均匀介质的傍轴波动方程， 该方法对靠近 z 轴
的传播是有效的， 而且有一些其他约束。 其主要优势在于， 可以采用傅里叶变换来快速计

算， 并在大量的应用中足够精确。 对于广角传播， 存在其他的波束传播法， 它们一般基于有

限元法。 这将在第 19 章阐述光的通信与网络的密集波分复用 / 解复用时有进一步的讨论。
本章包含 5 部分。 12. 2 节讨论了非均匀介质条件下的亥姆霍兹方程。 12. 3 节将 5. 4 节

讨论的均匀介质条件下的傍轴波动方程推广到非均匀介质。 在 12. 4 节介绍了应用傅里叶变

换来研究波传播的光束传播法， 这种方法是一种杰出的数字方法。 12. 5 节以定向耦合器为

例介绍了光束传播法的实际应用。 它是一种包含有两个放置于一起的绝缘波导的光学器件，
可以使进入其中一个波导的光波耦合进入另一个波导。 这些仪器常用于光通信和光网络。 光

束传播法的结果相比于严格耦合模理论具有更加高的精度。 耦合模理论不适用于复杂的设

计， 光束传播法是分析和综合复杂器件的非均匀介质波传播问题的常用方法。

12. 2 非均匀介质的亥姆霍兹方程

在 4. 2 节推导了折射率是定值的均匀介质的亥姆霍兹方程。 在本节， 将其扩展到非均匀

介质条件。 u（x，y，z，t） 表示在折射率为 n（x，y，z） 的介质中， 点（x，y，z） 处 t 时刻的光场，
光场的波长为 λ， 角频率为 ω。 根据麦克斯韦方程， 其必然满足标量波动方程

Δ2u（x，y，z，t） + n2 （x，y，z）k2u（x，y，z，t） = 0 （12. 2⁃1）
式中， k = ω / c = 2π / λ。

标量波动方程的一个通解可以写成如下形式：
u（x，y，z，t） = U（x，y，z）cos（ωt + Θ（x，y，z）） （12. 2⁃2）

式中， U（x，y，z） 是振幅； Θ（x，y，z） 是相位。
式 （12. 2⁃2） 的复数形式为

u（x，y，z，t） = Re[U（x，y，z）exp（ - jωt）] （12. 2⁃3）
式中， U（x，y，z） 是复振幅， 其值等于 |U（x，y，z） | exp（ - jΘ（x，y，z））。

把式 （12. 2⁃3） 中的 u（x，y，z，t） 代入式 （12. 2⁃1） 中得到非均匀介质的亥姆霍兹方程
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（ Δ2 + k2 （x，y，z））U（x，y，z） = 0 （12. 2⁃4）
式中与位置相关的波数 k（x，y，z） 为

k（x，y，z） = n（x，y，z）k0 （12. 2⁃5）

12. 3 非均匀介质的傍轴波动方程

在 5. 4 节中讨论了均匀介质的傍轴波动方程。 本节将其推广到非均匀介质中。 假设折射

率的变化用下式表示：
n（x，y，z） = n + Δn（x，y，z） （12. 3⁃1）

式中， n 是平均折射率。
亥姆霍兹方程式 （12. 2⁃4） 变为

（ Δ2 + n2k2
0 + 2nΔnk2

0 ）U = 0 （12. 3⁃2）
式中已经忽略了 （Δn） 2k2

0 。
假设光场沿 z 轴传播， 则可表示为

U（x，y，z） = U′（x，y，z）ejkz （12. 3⁃3）
假设 U′（x，y，z） 随 z 缓慢变化， 且 k 等于 nk0 。 式 （12. 3⁃3） 代入亥姆霍兹方程得

Δ2U′ + 2jk δ
δzU′ + （k2 - k2 ）U′ = 0 （12. 3⁃4）

由于 U′（x，y，z） 是随 z 缓慢变化的， 式 （12. 3⁃3） 可以近似为

δ
δzU′ = j

2k [ δ2U′
δx2 + δ2U′

δy2 + （k2 - k2 ）U′ ] （12. 3⁃5）

式 （12. 3⁃5） 即为非均匀介质的傍轴波动方程。
式 （12. 3⁃3） 允许不考虑关于 z 的快速相位变化因素。 由此， 在许多问题中， 光场在 z

方向的缓慢变化， 可以在数值上用比波长更加粗略的 z 来表示。 消去式 （12. 3⁃5） 中的关于

z 的二阶导数， 会将需要采用迭代或特征值分析方法来求解的二阶边值问题， 变成沿 z 轴简

单积分就可以解决的一阶初值问题。 这意味着可以减少计算时间， 计算时间的减少量至少为

纵向点数量级。
该方法的缺点在于， 仅限于考虑沿着 z 轴 （即傍轴） 传播的光场， 并也限制了折射率的

变化， 特别是折射率随着 z 轴改变。 消去关于 z 的二阶导数也排除了反方向传播解的可能

性。 这也意味着， 不能很好地对以反射为主的器件进行建模。

12. 4 光束传播法 （BPM）

光束传播法是模拟光波在非均匀介质中传播的数字方法， 它有多种不同形式， 本节讨论

的内容包含以下限制条件： 反射光可以被忽略， 同时所有折射率的差异比较小 [Marcuse]。
光束传播法可以从 4. 3 节讨论的角谱法中导出， 角谱法中的折射率为定值， 即 n。 光束

传播法可以设想为这样一个模型， 其包含的是被虚拟透镜分割的均匀介质， 如图 12. 1 所示。
光束传播法的推导是基于以下假设的， 即光波被控制在宽度为 Δz， 折射率为 n 的均匀

介质片段中， 但是由虚透镜生成的不同片段具有不同的相位变化， 由此模型化了非均匀介质
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 图 12. 1 在非均匀介质中的光束传播法模型

的折 射 率。 附 加 的 相 位 变 化 可 以 认 为 缘 于

[n（x，y，z） - n]。 若 Δz 比较小， 则该方法由两步

生成： ①波在折射率为 n 的均匀介质中传播， 当

前的区域的平均折射率为 n， 用角谱法 （ ASM）
计算； ②虚透镜的作用。 下面将对此进行讨论。

该方法的有效性取决于每一步 Δz 的选择，
Δz 要足够小， 使其在合理的时间内可以得到理

想的精确度。

12. 4. 1 波在折射率为 n 的均匀介质中传播

在每一区域内， 最初认为介质是均匀的， 其折射率为 n； 那么， k 也等于 k。 假设波传

播的最初的输入位置是 z - Δz， 用 4. 3 节的角谱法计算。
为了排除隐失波， 设 k2 ≥4π2 （ f 2

x + f 2
y）， 那么 U（x，y，z） 可表示为

U（x，y，z） = ∬+∞

-∞
A（ fx， fy，z - Δz）exp（ + j k 2 - 4π2 （ f 2

x + f 2
y） z）·

exp（j2π（ fxx + fyy））dfxdfy

（12. 4⁃1）

式中， A（ fx， fy，z - Δz） 是式 （4. 3⁃2） 给出的最初的平面波的频谱。
完整的过程可描述为

U（x，y，z） = F - 1 {F{U（x，y，0）}exp（jμz）} （12. 4⁃2）
式中， F 和 F - 1分别表示傅里叶变换和逆变换。

μ 为

μ = n2k2
0 - 4π2 （ f 2

x + f 2
y） （12. 4⁃3）

为了分离较大 μ 引起的 z 的快速变化， 写为如下等价的形式：

μ = k -
4π2 （ f 2

x + f 2
y）

k + k 2 - 4π2 （ f 2
x + f 2

y）
（12. 4⁃4）

因此， 式 （12. 4⁃2） 变为

U（x，y，z） = F - 1 F{U（x，y，z - Δz）}exp - jΔz
4π2 （ f 2

x + f 2
y）

k + k 2 - 4π2 （ f 2
x + f 2

y）
〓

〓
〓

〓

〓
〓{ }exp（jkΔz）

（12. 4⁃5）

12. 4. 2 虚透镜效应

这个过程相当于在每个区域之后用一个相位函数校正复振幅 U（x，y，z） 的相位， 该相位

函数选如下函数：
G（ z） = exp[jk（x，y，z）Δz] （12. 4⁃6）

G（ z） 满足

（ Δ2 + k2 （x，y，z））G（ z） = 0 （12. 4⁃7）
在波近似沿着 z 轴传播时， 选择这样的 G（ z） 会产生一个十分精确的相位变化。
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由于式 （12. 4⁃5） 已经包含了 n（x，y，z） = n + Δn（x，y，z） 和均匀介质的贡献 exp（ jkΔz），
相位校正因子 G（ z） 可写为

G（ z） = exp（j[k（x，y，z） - k]Δz） （12. 4⁃8）
最后， 在 z 处的光场可表示为

U（x，y，z） = F - 1 F{U（x，y，z - Δz）}exp - jΔz
4π2 （ f 2

x + f 2
y）

k + k 2 - 4π2 （ f 2
x + f 2

y）
〓

〓
〓

〓

〓
〓{ }G（ z） （12. 4⁃9）

在一些应用中， 如集成光学， 需要二维光束传播法， 可以简单地跳过与 y 相关的项

得到。
可以看出， 式 （12. 4⁃9） 与角谱法方程式 （12. 4⁃5） 除了相位因子 G（ z） 之外是相似

的。 因此， 它可以如 4. 4 节讨论的一样， 采用快速傅里叶变换 （FFT） 进行快速计算。
可见， 推导式 （12. 4⁃9） 时所用的近似相当于使用 12. 3 节推导的傍轴方程式 （12. 3⁃5）

[Feit and Fleck， 1978]。

12. 5 波在定向耦合器中的传播

 图 12. 2 定向耦合器的结构示意图

作为一个采用光束传播法 （BPM） 模拟

波传播的例子， 本节讨论定向耦合器。 定向

耦合器是光通信中常用的设备， 其包含两个

相邻平行放置的绝缘波导， 这样可以使发射

进入一个波导的光波耦合进入另一个波导。
定向耦合器的结构示意图如图 12. 2 所示。

12. 5. 1 耦合模理论概述

为了描述波在定向耦合器中的形式， 需要采用耦合模理论方程 [ Saleh and Teich，
1991]。 本节给出了这个理论的简要概括， 这样可以将耦合模理论的分析结果和光束传播法

的模拟结果进行对比。
在波导 i 中， 沿 z 轴的峰值振幅变化定义为 ai（ z）， i = 1， 2。 光强为 | ai | 2 。 耦合模方程

反映了两个波导由于相互靠近而发生的能量交换。 如下式所示：
〓a1

〓z = - jC21 exp（jΔβz）a2 （ z）

〓a2

〓z = - jC12 exp（ - jΔβz）a1 （ z） （12. 5⁃1）

式中， Δβ = β1 - β2 ， β1 ， β2 表示非耦合传播常数， 它们由每个波导中的折射率决定； C12 和

C21是耦合系数， 定义为

C12 = 1
2 （n2

1 - n2 ）
k2

0

β2
∫
波导2

u2 （x）u1 （x）dx （12. 5⁃2）

C21 = 1
2 （n2

2 - n2 ）
k2

0

β1
∫
波导1

u1 （x）u2 （x）dx （12. 5⁃3）

方程式 （12. 5-1） 的通解可以由以下式子得到 [Saleh and Teich， 1991]：
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a1 （ z） = A1 cos（γz） - j Δβ
2γsin（γz）[ ] - A2

C21

jγ sin（γz）[ ]{ }exp + j Δβ
2 z〓

〓
〓

〓

〓
〓 （12. 5⁃4）

a2 （ z） = A1
C21

jγ sin（γz）[ ] + A2 cos（γz） + j Δβ
2γsin（γz）[ ]{ }exp - j Δβ

2 z〓

〓
〓

〓

〓
〓 （12. 5⁃5）

式中， Ai 是波导的初始峰值振幅， 而且

γ2 = Δβ
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

+ C2 （12. 5⁃6）

C = C12C21 （12. 5⁃7）

12. 5. 2 耦合模理论和光束传播法 （BPM） 的计算对比

为了表现光束传播法模拟具有足够的精确度， 下面用光束传播法计算两个不同结构的定

向耦合器的光强， 并与耦合模理论得到的分析结果进行对比 [Pojanasomboon， Ersoy， 2001]。
由式 （12. 5⁃4） 和式 （12. 5⁃5） 知， 当波导 2 的最初强度为 0 时 （A2 = 0）， 分析结果可表示

为

| a1 （ z） | 2 = |A1 | 2 cos2 （γz） - Δβ
2γ

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

sin2 （γz）[ ] （12. 5⁃8）

| a2 （ z） | 2 = |A1 | 2 |C21 |
γ

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

sin2 （γz）[ ] （12. 5⁃9）

式中

Δβ = β1 - β2 ， γ2 = Δβ
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

+ C2 （12. 5⁃10）

C = C12C21 （12. 5⁃11）
情况 1： 同步波导。 在这种情况下， 定向耦合器在两个波导中有相同的折射率， 也就是

n1 = n2 。 因为 β1 和 β2 由波导中的折射率决定， 这种情况下使得 β1 = β2 或 Δβ = 0。 波导中的

光强为

 图 12. 3 同步波导间功率交换的分析结果

| a1 （ z） | 2 = |A1 | 2 cos2 （γz） （12. 5⁃12）

| a2 （ z） | 2 = |A1 | 2 |C21 |
γ

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

sin2 （γz）

（12. 5⁃13）
在模拟中参数设置为 A1 = 1， n1 = n2 = 1. 1，
d1 = d2 = s = 1。 由解析表达式确定的功率交换，
如图 12. 3 所 示。 根 据 式 （ 12. 5⁃12 ） 和 式

（12. 5⁃13）， 在 z = π / 2γ 处， 可以得到完全的功

率交换。
在光束传播法 （ BPM） 模拟中， 在每个波

导中的任意 z 处的能量由下式计算：

∫
波导

| U（x，z） | 2 dx

结果如图 12. 4 所示。 可以看到， 相同参数条件下， 光束传播法的仿真结果与图 12. 3 总体上
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 图 12. 4 在同步波导定向耦合器中

 功率交换的光束传播法模拟

完全相同。
情况 2： 非同步波导。 在非同步波导情况

下， 不匹配的 n1 ≠n2 使得 Δβ = β1 - β2 ≠0。 在

波导 2 中传播的波的能量为

| a2 （ z） | 2 = |A1 | 2 |C21 |
γ

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

sin2 （γz）[ ]
（12. 5⁃14）

γ = （Δβ / 2） 2 + C2 项不允许括号中的值等于

1。 因此， 在任意 z 处都不能完成两个波导之

间完全的功率交换， 如图 12. 5 所示。 相应的

光束传播法模拟也给出了相同的结果， 如

图 12. 6 所示。

图 12. 5 在非同步波导间功率交换的分析结果 图 12. 6 非同步波导间功率交换的光束传播法模拟

这些结果表明， 在上述应用中， 光束传播法比耦合模态理论得到的结果更准确。 在比较

复杂的设计中， 例如， 非周期光栅辅助定向耦合器， 不能采用耦合模理论， 而光束传播法则

是可靠分析与后续设计的可选之法。
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第 13 章 全  息

13. 1 本章引论

全息术涉及以调制形式记录所需 （物体） 光波， 也称为波前重建。 产生的结果称为全

息图。 全息的主要类型有两种， 分别是模拟全息和数字全息。 模拟全息处理的是连续空间波

[Farhat， 1975]， [Stroke， 1975]。 数字全息在第 15 和 16 章中讨论， 在光场经过采样、 光波

的振幅和 （或） 相位信息经特定的算法编码后， 即生成了数字全息图。 数字全息更多地被

称为衍射光学。 衍射光学的其他一些术语还有计算机制全息图、 衍射光学元件 （ DOE） 和

二元光学。
全息最早由丹尼斯·加博尔 （ Dennis Gabor） 在 1948 年发现， 早于激光的发明 [ Ga-

bor]。 作为一个通信工程师， 他发现， 目标波 （物光波） 和参考波叠加的强度携带有物光

波的振幅和相位信息。 在激光作为一个相干光源出现之后， 加博尔的想法变成了现实。
本章包含 6 小节。 全息图的基本原理也称为相干波前记录， 第一种成功用激光装置生成

的全息图是利思-厄帕尼斯克斯 （Leith-Upatnieks） 全息图， 这些将在 13. 2 节介绍。 13. 3 节

将介绍其他多种不同类型的全息图。
由于全息可以用精确的数学方法定义， 所以可以在计算机上进行模拟， 而且全息重建结

果可以用图形显示出来， 13. 4 节将详细介绍相关内容。 全息成像与许多参数相关， 如波长和

尺度。 如果这些参数变化， 会使再现像的性质也产生变化， 在 13. 5 节中将讨论全息成像和

放大与这些参数的关系。 作为光学成像系统， 误差限制全息成像质量， 13. 6 节将讨论全息

成像中不同类型的误差。

13. 2 相干波前记录

假设物光波以下式表示：
U（x，y） = A（x，y）ejϕ（x，y） （13. 2⁃1）

另外， 参考光波 Rr（x，y） 为

Rr（x，y） = B（x，y）ejψ（x，y） （13. 2⁃2）
两束波入射在记录介质上， 记录介质对发光强度敏感， 如图 13. 1 或图 13. 2 所示。

需要强调的是， 两束波以一定的夹角传播。 两束波叠加后的强度为

I（x，y） = |A（x，y） | 2 + |B（x，y） | 2 + 2A（x，y）B（x，y）cos（ψ（x，y） - ϕ（x，y）） （13. 2⁃3）
式中， 最后一项等于 AB∗ + A∗B， 而且包含 A（x，y） 和 ϕ（x，y）。

包括全息胶片在内的光学记录器件的透过率函数是对发光强度敏感的。 我们假设敏感度

与发光强度之间是线性关系。 假设 B（x，y） 是定值， 等于 B， 也就是说， 平面波垂直照射全

息图， 如图 13. 2 所示， 相当于是点光源发出的、 传播了很远的球面波。 这样的器件的透过
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率函数可以表示为

t（x，y） = C + β[ |U | 2 + UR∗
r + U∗Rr] （13. 2⁃4）

式中， C 和 β 是定值； t（x，y） 表示存储的信息。

图 13. 1 全息图记录的几何模型 1

   

图 13. 2 全息图记录的几何模型 2

现在设想用另外的参考光波 R 照射生成的全息图。 从全息图发出的光波可以写为

Rt = U1 + U2 + U3 + U4 （13. 2⁃5）
式中

U1 = CR （13. 2⁃6）
U2 = β |U | 2R （13. 2⁃7）
U3 = βR∗

r RU （13. 2⁃8）
U4 = βRrRU∗ （13. 2⁃9）

 图 13. 3 虚像和实像的形成

可以看到： 除了乘数因子之外， U3 与 U 相同， 因此 U3 看起来

像原来的物体， 称为虚像； 同样 U4 与 U∗ 也仅仅相差了一个乘

数项， U4 相对于 U3 会在全息图的另一侧会聚成像， 如图 13. 3
所示。 U3 和 U4 被称为孪生像。 通常， U3 在全息图的左侧成像，
而 U4 在全息图的右侧成像， 这些图像分别被称为虚像和实像。
然而， 实际上哪个是实像， 哪个是虚像是由记录和重现时参考

光的性质决定的。 这些问题在 13. 6 节中讨论。
假设 Rr 和 R 相同， 是定值， 如垂直于传播方向的平面波。 那么， U3 与 U 成比例， U4

与 U∗成比例。 这种情况下， U 和 U∗ 会在空间中重合。 观察者看到的不会只有 U 的原像。
这由加博尔在他的全息方法中首次提到。

13. 2. 1 利思-厄帕尼斯克斯 （Leith-Upatnieks） 全息图

简单的垂直平面参考光波 R 可写为

R（x，y） = De - j2παy （13. 2⁃10）
现在 U4 可以写成

U4 （x，y） = βDe - j4παyU∗（x，y） （13. 2⁃11）
如果角 α 足够大， e - j4παy会使 U4 的传播方向与 U1 、 U2 和 U3 的传播方向不重合。

另外可以选择使用图 13. 2 所示的几何模型。 在这种情况下， 参考光波垂直入射在全息

图上， 但是从物体发出的物光波与 z 轴的平均夹角为 2θ。 参考光波等于 D， 是定值， 而物光

波可以写为

U（x，y） = A（x，y）e - j2παy （13. 2⁃12）
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式中， A（x，y） 是复数， 包含 U（x，y） 的相位信息。
进一步分析得到了与式 （13. 2⁃6） 至式 （13. 2⁃9） 一致的结果， U3 与 A（x，y） e - j2παy成

正比而 U4 与 A∗（x，y）ej2παy成正比， 因此， 它们必然在不同方向传播。

例 13. 1 求最小角度 2θmin， 使得该角度下所有的波成分在距离全息图足够远的位置处都能

够分离。
解： 在距离全息图足够远的距离， 如， 在夫琅禾费衍射区， 波成分与傅里叶谱相似。 用 FT
表示傅里叶变换， 于是有

FT[U1 ] = C1 δ（ fx， fy）
FT[U2 ] = β1AF∗AF

FT[U3 ] = β2AF（ fx， fy - α）
FT[U4 ] = β3AF（ - fx， - fy - α）

式中， C1 、 β1 、 β2 、 β3 是定值； ∗表示自相关； AF 是 A（x，y） 的傅里叶变换。
假设 A（x，y） 的带宽为 fmax （周 / mm）。 FT[U1 ] 是原点处的简单 δ 函数。 FT[U2 ] 的带

宽为 2fmax， 因为它与 AF 的自相关函数成比例。 U3 以 α 为中心， 而 U4 沿着 fy 方向以 - α 为

中心。 图 13. 4 表示它们之间的关系。 为了使这些项之间不会相互重合， 必须满足条件

α≥3fmax

2θmin = arcsin（3λfmax）

图 13. 4 无透镜傅里叶变换全息图的两种几何模型

13. 3 全息图的类型

有许多种类型的全息图。 透射全息图可以透过光， 通过透射的光看到信息。 对于反射全

息图， 信息是通过全息图的反射而被看到的。 以下讨论的全息图大部分是透射全息图。

13. 3. 1 菲涅耳和夫琅禾费全息图

在第 5 章中讨论了菲涅耳和夫琅禾费近似。 如果物体相对于全息图是在菲涅耳区域重建

的， 则为菲涅耳全息图。 如果物体相对于全息图在夫琅禾费区域再现， 则为夫琅禾费全

息图。
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13. 3. 2 像面全息图和傅里叶全息图

在像面全息图中， 再现物体的中心聚焦在成像器件面上。 在傅里叶全息图中， 成像平面

与物体透过率函数的傅里叶变换面重合。 傅里叶全息图看起来像一个被调制了的衍射光栅，
这种典型的全息图相对不需要高分辨率的记录设备。

傅里叶全息图的一种变形是无透镜傅里叶变换全息图。 有两种可能的几何模型来记录这

种全息图， 如图 13. 4 所示。 这种全息图的主要特征是球面参考光的焦点与物像在同一个平

面上， 无论是虚像 （图 13. 4a） 还是实像 （图 13. 4b）。 假设物光波和参考光波都是球面波

而且其波源在同一平面内， 在全息面， 强度条纹与实傅里叶全息图具有相同类型的条纹， 因

此称其为无透镜傅里叶变换全息图。
相对于傅里叶和无透镜傅里叶变换全息图， 菲涅耳全息图的条纹密度更大， 故需要更高

分辨率的记录设备。 因此， 在使用电子记录设备记录时， 更多的是采用傅里叶全息图。

13. 3. 3 体全息图

体全息图记录在一个厚的介质中。 这样的一个好处是， 全息图对波长具有了选择性， 可

以用白光再现。 这种全息图还具有很高的衍射效率。
为了解释体全息图是如何生成的， 讨论两个平面波在厚介质中干涉的简单情况。 设物光

波的波矢量是 ko， 参考光波的波矢量是 kr。 它们记为

Uo（r） = Aoe - jko·r （13. 3⁃1）
Ur（r） = Are - jkr·r （13. 3⁃2）

两个波在介质中的干涉强度可记为

I（r） = |Uo（r） + Ur（r） | 2

= Io + Ir + 2AoArcos（ks·r）
（13. 3⁃3）

式中

Io = |Ao | 2 （13. 3⁃4）
Ir = |Ar | 2 （13. 3⁃5）

ks = ko - kr （13. 3⁃6）

式 （13. 3⁃3） 表示一个周期为 p = 2π / | ks |的正弦条纹。

 图 13. 5 两束平面波在厚感光乳胶

 中生成体光栅的相干模式

假设 kr 指向 z 轴方向， ko 与 z 轴夹角为 θ， 如

图 13. 5 所示。 于是， 周期为

p = λ
2sin（θ / 2） （13. 3⁃7）

在厚乳胶中记录条纹时则产生体光栅。 如果在

重现时采用相同的参考光， 即再现光和全息图的夹

角与记录时一样， 再现光的波长也与记录时参考光

的波长一样， 那么物光波可以得到完美重现 [ Saleh
and Teich， 1991]。 如果再现光波长变化了， 则不能

再现出物光波。
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如果用白光重现， 白光中与记录时参考光波长相同的成分会使物光波重现。 这是一个很

有用的特征， 因为由此白光可以用来进行全息重现了。

13. 3. 4 模压全息图

模压是在复制激光唱片 （CD） 和数字化激光视频光盘 （DVD） 时使用的工艺， 具有波

长量级精度。 可以采用相同的工艺来制作和复制表面浮雕式全息图。 用这种方法， 可以把表

面浮雕式全息图记录在光刻胶或光导热塑料上。 价格低廉， 以及大规模生产， 使其在市场上

大量应用， 例如， 在信用卡或商品的防伪方面。
模压全息图制作过程的第一步是用光刻胶或光导热塑料制作全息图。 然后用电铸法把光刻

胶全息图制作成一个金属主全息图。 首先， 在光刻胶全息图上面生成一个薄镍层； 接着， 该镍

层从光刻胶主全息图分离， 生成金属第二级主全息图， 其可以被简单地多次复制， 在模压过程

中， 把金属全息图加热到很高的温度， 然后盖压在如聚酯纤维一类的胶片上。 当胶片冷却、 移

开压力后， 条纹形状保留了下来。 常在模压全息图上镀铝来生成最后的反射全息图。

13. 4 用计算机模拟全息图的再现

通过计算全息过程方程， 可以把存储在计算机里的全息图进行再现。 如， 采用在第 7 章讨

 图 13. 6 再现的物体

论的近远场近似 （NFFA） 方法。 考虑方程式 （13. 2-3）
中最重要的几项， 全息图可以表示为如下模型：

h（x，y） = u（x，y） + u∗（x，y） + c （13. 4⁃1）
式中， u（x，y） 是物光波； c 是定值。

方程式 （13. 4⁃1） 包含孪生像和导致中心峰值的常数项。
图 13. 6 表示一个物体的图像， 其全息图是用逆 NFFA

传播法生成 u（x，y）， 相关物理参数设置如下：
z = 80mm， λ = 0. 6328μm， 全息图的尺寸为 400μm ×

400μm， 输出尺寸为 64. 8mm × 64. 8mm。
生成的全息图如图 13. 7 所示。 采用前向 NFFA 传播

法获得的全息图的再现， 结果如图 13. 8 所示。

图 13. 7 物体的全息图

 

图 13. 8 全息图再现的双像
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13. 5 全息成像的放大和分析

成像的重要项分别是式 （13. 2⁃8） 和式 （13. 2⁃9） 中的 U3 和 U4 。 有以下假设：
· 物光波和参考光波分别是从点 （xo，yo，zo） 和 （xr，yr，zr） 发出的球面波。
· 球面再现波与记录波可能不同， 它的起点在 （xc，yc，zc）。
· 记录和再现波长分别是 λ1 和 λ2 ， λ1 与 λ2 可能不相等。
· 最终生成的全息图与通过记录生成的全息图可能有不同的尺寸。 于是， 最初全息图

上在 z = 0 处的一点 （x，y）， 在最终的全息图上可能相应地变为 （x′，y′）。
物光波在全息图上点 （x，y） 处产生的相位， 可由相对原物点的关系表示为

ϕo（x，y） = 2π
λ1

{[（x - xo） 2 + （y - yo） 2 + （ z - zo） 2 ] 1 / 2 - （x2
o + y2

o + z2
o） 1 / 2 } （13. 5⁃1）

保留泰勒展开的前两项， 最终的方程可以写成如下的非常数项：

ϕo（x，y） = 2π
λ1

1
2zo

（x2 + y2 - 2xxo - 2yyo + z2
o） + β（x，y）[ ] （13. 5⁃2）

式中， β（x，y） 项可以写为

β（x，y） = - 1
8z3

x4 + y4 + 2x2y2 - 4x3xo

- 4y3yo - 4x2yyo - 4xy2xo

+ 6x2x2
o + 6y2y2

o + 2x2y2
o

+ 2y2x2
o + 8xyxoyo - 4xx3

o

- 4yy3
o - 4xxoy2

o - 4xx2
oyo

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

（13. 5⁃3）

β（x， y） 与 13. 6 节中讨论的像差有关。 下面可以类似地写出全息面上点 （ x，y） 的方程，
其中涉及再现光波在波长 λ2 产生的相位 ϕc （x，y）， 以及记录参考光在波长 λ1 产生的相位

ϕr（x，y）。 关于式 （13. 2⁃8） 和式 （13. 2⁃9）， U3 和 U4 中重要的相位项可以写为

ϕ3 = ϕc + ϕo - ϕr （13. 5⁃4）
ϕ4 = ϕc + ϕo + ϕr （13. 5⁃5）

就此， 对 1 / z 或 1 / zc 或 1 / zo， 忽略高于一阶的项。 用 ϕI 表示 ϕ3 或 ϕ4 ， 得到

ϕI（x，y） = 2π
λ2

1
2zc

（x′2 + y′2 ± 2x′xr ± 2y′yr） + 2π
λ1

1
2zo

（x2 + y2 - 2xxo - 2yyo） -

2π
λ1

1
2zr

（x2 + y2 ± 2xxr ± 2yyr）

（13. 5⁃6）
式中， + 对应 ϕ3 ； - 对应 ϕ4 。

定义全息图放大率 Mh 为

Mh = x′
x = y′

y （13. 5⁃7）

波长比为

μ =
λ2

λ1
（13. 5⁃8）
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那么， 式 （13. 5⁃6） 可写为

ϕI（x，y） = π
λ2

（x′2 + y′2 ） 1
zc

+ μ
M2

hzo
- μ
M2

hzr
〓

〓
〓

〓

〓
〓

- 2x xc

zc
+

uxo

Mhzo
±

uxr

Mhzr
〓

〓
〓

〓

〓
〓

- 2y yc

zc
+

uyo

Mhzo
±

uyr

Mhzr
〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（13. 5⁃9）

式 （13. 5⁃9） 可以看作从点 （xI，yI，zI） 发出的球面波对应的相位。 在菲涅耳近似条件下，
相关的相位可以表示为

ϕ′I = π
λ2 zI

（x′2 + y′2 - 2x′xI - 2y′yI） （13. 5⁃10）

设 ϕ′I = ϕI， 则有

zI =
M2

hzczozr
M2

hzozr + μzczr - μzczo
（13. 5⁃11）

xI =
M2

hxczozr + Mhxozczr ± μMhxrzczo
M2

hxczozr + μzczr - μzczo
（13. 5⁃12）

yI =
M2

hyczozr + μMhyozczr ± μMhyrzczo
M2

hyczozr + μzczr - μzczo
（13. 5⁃13）

哪个图像是虚像， 哪个图像是实像分别由 zr 和 zc 的符号决定。 横向放大率为

Mt =
〓xI

〓xo
=

Mh

1 +
M2

hzo
μzc

-
zo
zr

〓

〓
〓

〓

〓
〓

（13. 5⁃14）

Ma =
〓zI
〓zo

= -
M2

h

μ
d

dzo

zo

1 - zo
M2

h

μzc
+ 1
zr

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

= - 1
μ

M2
h

[1 +
M2

hzo
μzc

-
zo
zr

]
2

= - 1
μ M2

t

（13. 5⁃15）

例 13. 2 求使放大率 Ma = Mt 的 μ 值。
解： 设

|Ma | = 1
μ M2

t = Mt

因此

μ = Mt （13. 5⁃16）
这表明全息图尺寸和参考光起点的变化， 可以通过选择一个新的满足式 （13. 5⁃16） 的波长

来补偿。 由此类推， 如果波长变化了， 则可以改变全息图的尺寸或者参考光的起点， 使两种

类型的放大率尽可能相等。
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13. 6 像差

为了方便， 讨论像差时， 把直角坐标系 x、 y 换成极坐标系 r、 θ。 定义源点在 （xI，yI，

zI） 处的理想球面波前与实际的波前之间的相位差 ϕA（ r，θ） 为波前像差。
考虑式 （13. 5⁃3） 中三阶项引起的图像 U3 的像差。 三阶项中 ϕc、 ϕo、 ϕr 一起贡献于实

际的波前。 波像差方程为

ϕ（ r，θ） = 2π
λ2

- 1
8 r4S + 1

2 r3 （Cxcosθ + Cysinθ）

- 1
2 r2 （Axcos2θ + Aysin2θ + 2AxAycosθsinθ）

- 1
4 r2F + 1

2 r（Dxcosθ + Dysinθ）

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（13. 6⁃1）

式中的各参数分别属于如下像差：
S： 球差；
Cx， Cy： 彗差；
Ax， Ay： 像散；
F： 场曲；
Dx， Dy： 畸变。

它们用如下方程表示：

S = 1
z3
c

- μ
M4

hz3
o

+ μ
M4

hz3
r

- 1
z3
I

（13. 6⁃2）

Cx =
xc

z3
c

-
μxo

M3
hz3

o
+

μxr

M3
hz3

r
-
xI

z3
I

（13. 6⁃3）

Cy =
yc

z3
c

-
μyo

M3
hz3

o
+

μyr

M3
hz3

r
-
yI

z3
I

（13. 6⁃4）

Ax =
x2
c

z3
c

-
μx2

o

M2
hz3

o
+

μx2
r

M2
hz3

r
-
x2
I

z3
I

（13. 6⁃5）

Ay =
y2
c

z3
c

-
μy2

o

M2
hz3

o
+

μy2
r

M2
hz3

r
-
y2
I

z3
I

（13. 6⁃6）

F =
x2
c + y2

c

z3
c

-
μ（x2

o + y2
o）

M2
hz3

o
+
μ（x2

r + y2
r ）

M2
hz3

r
-
x2
I + y2

I

z3
I

（13. 6⁃7）

Dx =
x3
c + xcy2

c

z3
c

-
μ（x3

o + xoy2
o）

Mhz3
o

+
μ（x3

r + xry2
r ）

Mhz3
r

-
x3
I + xIy2

I

z3
I

（13. 6⁃8）

Dy =
y3
c + ycx2

c

z3
c

-
μ（y3

o + yox2
o）

Mhz3
o

+
μ（y3

r + yrx2
r ）

Mhz3
r

-
y3
I + yIx2

I

z3
I

（13. 6⁃9）

例 13. 3 当记录和再现波都是平面波时， 求 S、 Cx 和 Ax。
解： 此时， zr 和 zc 是无限的， 因此， S、 Cx 和 Ax 成为
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S = μ
M4

hz3
o

u2

M2
h

- 1[ ]

Cx = μ
M3

hz2
o

xc

zc
μ
Mh

-
xo

zo
μ2

M2
h

- 1〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

xr

zr
μ2

M2
h

[ ]

Ax = μ
M2

hzo
x2
o

z2
o

μ2

M2
h

- 1〓

〓
〓

〓

〓
〓 - 2μ

Mh

xo

zo
xc

zc
+

μxr

Mhzr
〓

〓
〓

〓

〓
〓 + xc

zc
+

μxr

Mhzr
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

[ ]

例 13. 4 当 zr = zo 时， 求 Cx 和 Ax。
解： 通过代数运算之后， 有

Cx = μ
Mh

-
xo

zo
1

M2
hz2

o
- 1
z2
c

〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

xr

zr
1

M2
hz2

o
- 1
z2
c

〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ]

Ax = μ
Mh

-
x2
o

z2
o

1
Mhzo

+ μ
Mhzc

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + 2

zc
xo

zo
xc

zc
+

μxr

Mhzr
〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

x2
r

z2
r

1
Mhzo

- μ
Mhzc

〓

〓
〓

〓

〓
〓 - 2

zc
xc

zc
xr

zr[ ]
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第 14 章 切趾， 超分辨率和缺失信息恢复

14. 1 本章引论

光学成像时， 衍射是限制系统分辨率的主要现象， 例如， 利用望远镜对距离遥远的恒

星成像。 因为恒星的距离非常遥远， 理论上应该在焦平面上成像， 理想条件下会是一个

点。 相反， 图像强度与望远镜的出瞳函数的傅里叶变换的二次方成正比。 结果， 图像中

包含一个中心主极大， 同时在辐向围绕一些次极大或极小强度条纹， 这些次极大或者极

小条纹会被误认为是其他恒星的像。 同样的原因， 附近第二个相对比较暗的恒星会一起

消失。
切趾和超分辨率技术的目的是最大程度减小有限尺寸孔径的影响。 超分辨率与缺失信息

恢复紧密相关。
本章讨论的算法主要是处理离散数字信号， 因此能够直接在计算机中应用。 如果需要的

话， 这些算法也能够方便地转化为模拟表示法。
本章包含 18 节。 14. 2 节是关于切趾或加窗技术的。 本节着重介绍各种不同类型的窗口

函数。 两点分辨率在光学图像设备中是固有的。 14. 3 节介绍了光学成像器件固有的两点分

辨率以及信号恢复的一般原则。
在随后的章节， 首先介绍了开发信号恢复算法所需要的基本理论。 14. 4 节介绍了收缩

的基本理论， 给出了在线性空间用矢量的投影变换生成一个不动点的条件。 在 14. 5 节介绍

被称为约束迭代信号恢复法的收缩迭代方法， 14. 6 节继续讨论这一问题， 此时的情况是反

卷积， 称为约束迭代反卷积法。
14. 7 节介绍了一个收缩子集的投影。 有许多不同的投影类型， 投影到凸集的方法是相

对容易处理的方法之一， 其在 14. 8 节中介绍。 随后的章节对这个方法进行了进一步的讨论，
它是设计衍射光学元件和其他衍射光学设备的工具。 盖师贝格-帕普里斯 （Gerchberg-Papoulis）
算法是凸集投影算法的特例， 在该方法中， 信号和傅里叶域在特定的凸集里得到了一并应

用， 这些内容在 14. 9 节中讨论。 14. 10 节给出了凸集投影算法的其他例子。
两个令人感兴趣的应用分别是基于相位的恢复和基于幅值的恢复， 后者比前者更难处

理。 一种相位恢复的迭代优化算法在 14. 11 节中讨论。 14. 12 节的主要内容是用离散傅里叶

变换从离散相位函数中恢复信号。
一个更难的投影类型是广义投影， 此时没有凸集的限制。 这种情况下， 迭代可能有也可

能没有最优的解， 这部分内容将在 14. 13 节中介绍。 幅值恢复， 也称为相位恢复 （phase re-
trivial）， 常可表示为一个广义投影问题。 因此， 14. 14 节讨论了一个特别的迭代优化方法。

剩下的章节讨论了用于信号和图像复原的其他类型的算法。 14. 15 节重点描述了用于图

像恢复的最小二乘法和广义逆法。 14. 16 节介绍了计算广义逆的奇异值分解问题。 最速下降

法和共轭梯度法分别在 14. 17 节和 14. 18 节中进行了介绍， 它们同样是为了计算广义逆。
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14. 2 切趾

切趾与加窗类似， 是信号处理中的一个主要问题。 不失一般性， 下面在一维空间讨论。
出瞳函数的主要作用是截断输入波场。 在信号理论中， 这相当于对输入信号进行截断。

当输入信号被截断时， 会产生吉布斯现象， 也称为振铃。 这意味着不连续点附近会产生振

荡。 当频谱被截断时也会有这样的现象， 此时振铃在信号重构时出现。
为了能够分析被截断波场的特性， 先对信号进行采样， 并对得到的数据序列进行数字处

理。 令 z[n] 是被出瞳函数截断的信号序列， Z[ f] 是 z[n] 的离散时间傅里叶变换。
令 u[n] 的采样间隔是 Ts。 截断等于 u[n] 乘以矩形序列 ω[n]， 即为

u′[n] = u[n]ω[n] （14. 2⁃1）
式中

ω[n] =
1 | n | ≤N
0 其他{ （14. 2⁃2）

ω[n] 的离散时间傅里叶变换 （见附录 B 中对离散时间傅里叶变换的讨论） 为

W（ f） = ∑
N

n = -N
e - j2πfnTs

=
sin（πfTs（2N + 1））

sin（πfTs）

（14. 2⁃3）

 图 14. 1 长度 N = 6， 8， 15 和 25 的

 矩形窗函数的离散时间傅里叶变换

当 Ts 等于 1， N 分别等于 6， 8， 15 和 25 时，
W（ f） / N在图 14. 1 中给出。 可以看到， W（ f） / N
具有相当大幅值的主瓣和旁瓣。 随着 N 增加，
主瓣的宽度和旁瓣下面积不断减小， 但是主瓣

的高度一直不变。
由卷积定理知， 式 （14. 2⁃1） 在离散时间

傅里叶变换域等价于

U′（ f） = U（ f）∗W（ f） （14. 2⁃4）
因此需要寻找一个具有最小旁瓣和最窄主瓣宽

度的最优 W （ f）， 来使 Z′ （ k） 尽可能地接近

U（ f）。 显然， 最优的 W（ f） 是 δ（ f）， 意味着没有加窗。 需要找到一个折中的方法， 在 | n | ≤
N 时， 窗口是非零的， 并且它的 W（ f） 与 δ（ f） 尽可能相似。 在寻找这个折中方案的过程

中， 无免费的午餐这条定律再次得到应验。 消除旁瓣的代价是加宽了主瓣， 反之亦然。 加宽

主瓣相当于低通滤波， 使 U（ f） 的快速变化部分变得平滑。
以往发表的文献中讨论了许多窗函数。 历史上首次报道的是费耶尔算术平均法和兰措什

σ 因子 [Lanczos]。 在模拟域， 窗函数也是模拟的。 对其采样可以得到离散时间窗。 下面回

顾一些常用的离散时间窗。

14. 2. 1 离散时间窗

下面讨论的这些窗函数是非因果的。 因果窗函数可以用 ω[n - N] 替换 ω[n] 得到。
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1. 巴特利特三角窗

ω[n] =

1 - n
N 0≤n≤N

1 + n
N - N≤n≤0

0 其他

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

（14. 2⁃5）

2. 广义余弦窗

ω[n] =
a + bcos πn

N
〓

〓
〓

〓

〓
〓 + ccos 2πn

N
〓

〓
〓

〓

〓
〓 - N≤n≤N

0 其他
{ （14. 2⁃6）

式中， 常数 a， b， c 取下面的一系列值可以得到以下 3 种特定的窗。
窗 （Window） a b c

汉宁窗 （Hanning） 0. 5 0. 5 0

海明窗 （Hamming） 0. 54 0. 46 0

布莱克曼窗 （Blackman） 0. 42 0. 5 0. 08

3. 高斯窗

ω[n] = exp - 1
2

αn
N[ ]

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （14. 2⁃7）

式中， α 是使用者选择的参数。
4. 道尔夫-契比雪夫窗

这个窗通过在给定的旁瓣水平条件下， 最小化主瓣宽度来获取。 它们的离散傅里叶变

换是

W[k] = W[ - k] = （ - 1） n
cos Narccos βcos πk

N
〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ][ ]

cosh（Narcosh（β）） （0≤n≤N - 1） （14. 2⁃8）

式中

β = cosh 1
N arcosh（10α）[ ] （14. 2⁃9）

对应的时间窗 ω[n] 可通过计算 W[n] 的逆离散傅里叶变换和峰值振幅的单位化缩放

来获取。 参数 α 表示主瓣水平与旁瓣水平比值的对数值。 例如， α 等于 3 的意思是旁瓣在主

瓣 3 个数量级以下， 或者， 旁瓣在主瓣 60dB 以下。
在目前已经讨论的这些窗中， 矩形窗是最简单的窗。 巴特利特窗减少了不连续点的超调

量， 但是引起了过度的平滑。 汉宁窗、 海明窗和布莱克曼窗可以得到平滑截断的 u[n]， 且

只有很小的旁瓣， 其中布莱克曼窗具有最好的性能。 海明窗和高斯窗在 | n | = N 时不等于 0。
接下来将讨论一般使用中性能最好的凯瑟窗。
5. 凯瑟窗

ω[n] =
I0 α 1 - n

N
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

[ ]
1 / 2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

I0 （a） 0≤ | n | ≤N

0 其他

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

（14. 2⁃10）
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式中， I0 （x） 是 0 阶修正的第一类贝塞尔函数， 为

 图 14. 2 N = 20 的凯瑟窗， α = 2， 4， 8， 20

I0 （x） = ∑
+∞

m = 0

x
2（ ）

m

m！

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

2

（14. 2⁃11）

式中， α 是形状参数， 通过选择合适的 α 使主瓣

和旁瓣的宽度取得一个折中。
当 α = 0 时， 凯瑟窗和矩形窗相同。 在

图 14. 2 中给出了当 N = 20， α = 2， 4， 8 和 20
时的 ω[n] 中。 保持 N 不变， 增大 α 则旁瓣会

减少， 但同时也增加了主瓣的宽度。 保持 α 不

变， 增大 N， 则减小了主瓣宽度而旁瓣没有明显

变化。

例 14. 1 针对例 5. 8 用汉宁窗沿 x 方向切趾。 比较 x 方向和 y 方向的结果。
解： 当采用相同孔径的汉宁窗沿着 x 方向切趾时， 得到夫琅禾费衍射结果， 如图 14. 3 所示。
可以看到 x 方向的第二主极大比 y 方向的第二主极大要小很多。 这是由沿 x 方向的切趾造

成的。

图 14. 3 在 x 方向上用汉宁窗切趾的矩形孔的夫琅禾费衍射图样

14. 3 两点分辨率和信号恢复

考虑一个半径为 R 的圆孔的夫琅禾费衍射图样。 如例 5. 8 中讨论的， 平面波入射在圆孔

上产生的衍射条纹强度分布中有一个中心斑， 它的半径为

δ =
0. 61λd0

R （14. 3⁃1）

式中， d0 是条纹中心和圆孔间的距离； δ 被称为瑞利长度， 是衡量能够分辨的两个点的限

度， δ 是由光学系统有限孔径的出瞳导致的。
有限孔径同样意味着信息缺失， 这是因为孔径外的波场被截断了。 因为讨论的主题与信
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号处理中的信号恢复相同， 所以后述的波场指的是信号。 另外， 窗函数被推广为畸变或变换

算符 D， 与文献中的信号恢复常用表示方法相同。 不失一般性， 还是讨论一维的情况。
对于一个空间有限信号， 理论上是可以精确恢复的， 这是因为这类信号的傅里叶变换是

一个解析函数 [Stark， 1987]。 如果在任意小的区域内确知一个解析函数， 则完整的函数可

以通过解析延拓得到。 因此， 如果可以精确获知这类信号频谱的一小部分， 则该信号的所有

频谱和信号本身将能够恢复。
不幸的是， 精确获知信号的部分频谱往往是不可能的， 尤其当测量噪声存在的时候。 对

信号的非精确测量和一些先验信息， 如正性、 有限长度等， 反而是可以获取的信息。
实测信号 v 可以写为理想信号 u 的如下形式：

v = Du （14. 3⁃2）
式中， D 是畸变算符或变换算符。

已知 D， 问题变为恢复 z （对于系统识别， 问题是在已知 v 和 u 的条件下， 估算 D）。
直接求解 u 的方法是找到 D - 1使得

u = D - 1v， v = Du （14. 3⁃3）
不幸的是， 变换算符 D 往往难以得到。 例如， 当同一个 v 对应多个 u 时， 将不存在 D - 1 ， 例

如， 当 D 相当于低通滤波器时就是这种情况。 即使可以估计 D - 1 ， 但是它常常是病态的，
D - 1较小的误差就会引起估计 u 时较大的误差。 在这样的条件下恢复 u 的问题常被叫作逆问

题。 在接下来的章节部分， 利用收缩和投影的信号复原将会作为解决逆问题的潜在方法并加

以研究。 这些方法的实现经常要利用到信号本身及其频谱域的先验信息。

14. 4 收缩

在下面要讨论的内容里， 假设信号是在完全线性赋范矢量空间的矢量。 附录 B 讨论了

线性矢量空间。 赋范矢量在 B. 3 部分做了介绍。 将要用到的欧几里得范数定义如下：
连续信号

| u | = [∫∞

-∞
| z（ t） | 2 dt ]

1 / 2
（14. 4⁃1）

离散信号

| u | = [ ∑
∞

n = -∞
| u[n] | 2 ]

1 / 2
（14. 4⁃2）

接下来， 假设信号 u 是离散的， 属于一个有限维的矢量空间 S， S 可以认为是实空间 Rn 或者

复空间 Cn 的子集。 n 是空间的维数。
令 S0 为 S 的子空间。 通过算符 A 对空间 S0 中的矢量进行映射， 如果该映射满足下述条

件， 则可定义为非扩张映射

|Au - Av | ≤ | u - v | （14. 4⁃3）
式 （14. 4⁃3） 对于属于 S0 的每一个 u 和 v 都成立。 如果式 （14. 4⁃3） 对所有 u≠v 总成立，
则映射为严格非扩张映射。

作用于 u 的线性算符常用矩阵表示。 矩阵的范数可以用多种方式定义。 例如， 线性算符

A 的谱范数由下式给出：
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|A | = |R（AHA） | 1 / 2 （14. 4⁃4）
式中， AH 表示 A 转置的复共轭 （即厄米特共轭矩阵）； R（B） 是 B 的谱半径， 其定义为 B
的特征值的绝对值中的最大值。

如果满足下式， 则矩阵的范数与矢量的范数是一致的

|Au | ≤ |A | | x | （14. 4⁃5）
例如， 式 （14. 4⁃4） 给出的谱范数就是一致的。 对于一个非扩张映射， 由不等式 （14. 4⁃3），
A 必须满足

|A | ≤1 （14. 4⁃6）
另一个重要的方面是线性算符 A 的不动点。 考虑

|Au | = u （14. 4⁃7）
任意满足式 （14. 4⁃7） 的矢量 u∗称为 A 的一个不动点。

如果 A 是严格非扩张映射， 且假设其有两个不动点 u∗和 v∗， 那么

| u∗ - v∗ | = |Au∗ - Av∗ | < | u∗ - v∗ | （14. 4⁃8）
显然， 式 （14. 4⁃8） 是自相矛盾的。 因此， 对于严格非扩张收缩， 其不动点不多于一个。

14. 4. 1 收缩映射定理

当 A 为严格非扩张映射， 并且满足

|Au - Av | < α | u - v | （14. 4⁃9）
时， 式中， 0 < α < 1， 则 A 在 S0 上有唯一的不动点。

证明： 令 u0 是 S0 上任意一点。 序列 uk = Auk - 1 ， k = 1， 2， …。 序列 [uk] 属于 S0 。 于是有

| uk + 1 - uk | = |Auk - Auk - 1 | ≤α | uk - uk - 1 | （14. 4⁃10）
反复利用施瓦茨不等式， 有

| uk+p - uk | = | uk+p - uk+p-1 + uk+p-1 - uk+p-2 + uk+p+2 - … - uk |

≤ ∑
p

i = 1
| uk+i - uk+i-1 | ≤ （α p-1 + α p-2 + … + 1）∑

p

i = 1
| uk+1 - uk |

（14. 4⁃11）
因为

| uk + 1 - uk | < αk | u1 - u0 | （14. 4⁃12）
且

α p - 1 + α p - 2 + … + 1 = 1 - α p

1 - α < 1
1 - α （14. 4⁃13）

式 （14. 4⁃11） 可写为

| uk + p - uk | ≤ αk

1 - α | u1 - u0 | （14. 4⁃14）

对于任意的 ε > 0， 都有正整数 N（ε） 满足 n， m > N（ε）， 有

| an - am | < ε （14. 4⁃15）
则序列 [an] 称为柯西序列。

利用数学分析的基本理论， 如果一个序列是柯西序列， 那么它会收敛到一个不动点。 式
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（14. 4⁃14） 表明， [uk] 是柯西序列， 因此它满足

lim
k→∞

Auk = Au∗ = u∗ （14. 4⁃16）

式中， u∗即是不动点。
因此， 如果 A 是严格非扩张映射， 则 uk + 1 = Auk 产生的序列收敛于唯一的不动点 u∗。

14. 5 用于信号恢复的收缩迭代方法

假设一实测信号 v， 以某种方式产生了畸变。 从 v 开始， 希望通过迭代算法获取一个更

精确的信号。 迭代 k 次后的信号为 uk， k 是表示迭代次数的整数。 随着 k 的增加， uk 逐渐接

近要恢复的信号。
能达到上述目的的著名方法是约束迭代信号恢复方法 [Schafer]。 该方法基于以下迭代

方程：
uk + 1 = Fuk （14. 5⁃1）

式中， 序列 uk 是逐步接近于需要恢复信号的序列； F 是一个可从某种约束形式的畸变算符

和先验知识获取的算符。
一般情况下， F 不唯一。 下面给出了一个简单估计 F 的方法。
先验知识可以表达为一个约束算符

Cu→u （14. 5⁃2）
例如， 对于多维信号 u， C[u] 可以表示为

Cu[n] =
u[n] 0≤u[n]≤a
0 u[n] < 0
a u[n] > a

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
（14. 5⁃3）

又例如， 若 u（ t） 是一个模拟信号， 信号带宽被系统限制在频率 fc 以下。 Cu（ t） 可以

写为

Cu（ t） = ∫+∞

-∞
u（ t）

sin2πfc（ t - τ）
π（ t - τ） dτ （14. 5⁃4）

u 的每个估计 uk 应该被 C 约束。 Cuk 可被理解为 uk + 1的近似。 得到的 Cuk 可用一个畸变算符

D 进一步处理， 生成 DCuk。 DCuk 可理解为 v 的近似估计， 输出误差 Δv 定义为

Δv = v - DCuk （14. 5⁃5）
在 （k + 1） 次和 k 次迭代之间的恢复信号误差可以定义为

Δu = uk + 1 - Cuk （14. 5⁃6）
Δu 和 Δv 之间的关系是什么呢？ 最简单的假设是它们成比例， 也就是说， Δu = λΔv， 则

Fuk = uk + 1 = Cuk + Δu = Cuk + λ（v - DCuk） （14. 5⁃7）
式 （14. 5⁃7） 可进一步写为

Fuk = λv + Guk （14. 5⁃8）
式中

G = （ I - λD）C （14. 5⁃9）
I 是归一化算符。 u 初始近似可选为 u0 = λv。
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如果 F 被选择为收缩的， 则 uk 收敛于一个不动点 u∗。
式 （14. 5⁃8） 表示为

|Fuk - Fun | = |Guk - Gun | （14. 5⁃10）
因此， 如果 F 是收缩的， 那么 G 也是收缩的。 由 u0 = λv， 式 （14. 5⁃8） 变为

Fuk = uk + 1 = u0 + Guk （14. 5⁃11）
根据式 （14. 5⁃11）， 第 k 次迭代的过程为

  （1） 对 uk 应用约束算符 C， 得到 u′k。
  （2） 对 u′k应用畸变算符 D， 得到 u″k。
  （3） 由 u0 + λ（uk - u″k） 计算 uk + 1 。

下面给出上述方法应用于反卷积的一个例子。

14. 6 约束迭代反卷积

给定 v 和 h， 反卷积即是当已知 v 是 u 和 h 的卷积时， 确定 u， 即

v = h∗u （14. 6⁃1）
当迭代从 u0 = λv 开始时， 式 （14. 5⁃8） 可写为

uk + 1 = λv + （δ - λh）∗Cuk （14. 6⁃2）
式中， 约束算符暂且简化为归一化算符。

对式 （14. 6⁃2） 进行傅里叶变换可得

Uk + 1 = λV + Uk - λHUk （14. 6⁃3）
式中， 大写字母表示式 （14. 6⁃2） 中对应小写字母变量的傅里叶变换。

式 （14. 6⁃3） 是序号为 k 时 U 的一阶差分方程。 它可以写为

Uk + 1 - （1 - λH）Uk = λV （14. 6⁃4）
其解为

Uk = V
H [1 - λH] k + 1u[k] （14. 6⁃5）

式中， u[k] 是一维单位步长序列。
当 k→∞ 时， 如果满足

| 1 - λH | < 1 （14. 6⁃6）
其解变为

U∞ = V
H （14. 6⁃7）

式 （14. 6⁃7） 与用逆滤波获得的结果相同。 这种交互迭代的好处是在迭代有限的次数之

后就可以得到一个比实际逆滤波好的结果。
由式 （14. 6⁃6） 可知， 如果在一些频率点 H 等于 0， 程序便会终止。 式 （14. 6⁃6） 也可

写为

Re[H] > 0 （14. 6⁃8）
为了避免在所有的频率上测试式 （14. 6⁃8） 的有效性， 一个较好的办法是用反 h∗ （一

维离散信号用 h∗[ - m]， 二维离散信号则用 h∗ [ - m， - n]） 在式 （14. 6⁃1） 的两边卷积。
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那么， 得到

v′ = x∗h′ （14. 6⁃9）
式中， h′是新的脉冲响应序列。

其传递函数为

H′ = |H | 2 （14. 6⁃10）
v′是 v 与 h∗的卷积。

通过迭代方法求解式 （14. 6⁃9） 时， 式 （14. 6⁃8）， 即 Re[H′] > 0， 自动使 H≠0 在任

何频率上都成立。
由于迭代解向逆滤波解收敛， 因此迭代过程可能得不到理想的结果。 例如， 如果 H→0，

可能得不到唯一的结果。 采用约束算符可以避免这个问题。 例如， 在有限条件下， u 可假设

为正值。 在二维情况下， 为达到此目的的约束算符为

Cuk[m，n] =
uk[m，n] M1 ≤m < M2 ， N1 ≤n < N2

且 uk[m，n]≥0
0 其他

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
（14. 6⁃11）

令 u′k = Cuk， 在离散时间傅里叶变换域中， 式 （14. 6⁃2） 变为

U′k + 1 = λV + U′k - λHU′k （14. 6⁃12）
式 （14. 6⁃12） 定义的迭代可以用离散傅里叶变换完成。 然而， u′k = Cuk 应在信号域进行。
迭代的结构框图如图 14. 4 所示。

 图 14. 4 傅里叶变换约束迭代反卷积算法框图

在许多应用中， 脉冲响应是平移变化的。 也可以在时域或空域应用上面讨论的迭代方

法， 但是在变换域中， 上述讨论的代数方程不再有效。

例 14. 2 一个二维高斯模糊脉冲响应序列为

h[m，n] = exp - m2 + n2

100[ ]
假设图像序列为

u[m，n] = [δ（m - 24）δ（n - 32） + δ（m - 34）δ（n - 32）]
（a） 确定模糊图像 v = u∗h， 并给出 h 和 v 的分布。
（b） 在正约束条件下用 λ = 2. 65 迭代计算反卷积图像。

解： （a） u 与 v 的卷积为

v[m，n] = exp - （m - 24） 2 + （n - 32） 2

100[ ] + exp - （m - 34） 2 + （n - 32） 2

100[ ]
h 和 v 的分布分别如图 14. 5a 和 b 所示。
（b） 图 14. 5c 表示 65 次迭代后的反卷积结果。
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图 14. 5 二维模糊信号的反卷积

a） 高斯模糊函数 b） 模糊函数 c） 通过反卷积恢复的信号 [Courtesy of Schafer， Mersereau， Richards]

14. 7 投影方法

收缩的子集是一种投影。 如果映射 Pu 满足下式， 则算符 P 称为投影算符或投影。
|Pu - u | = inf

v∈S0
| v - u | （14. 7⁃1）

式中， u∈S； S0 是 S 的子集。
在信号恢复方面， S0 是理想信号所归属的子集， g = Pu 称为 u 在 S0 上的投影。 这可理

解为投影算符 P 生成了一个接近 u∈S 的向量 g∈S0 。 如果 S0 是一个凸集， 那么 G 是唯一

的。 下面给出了凸集的简要回顾。

 图 14. 6 凸集和非凸集的例子

令 u1 和 u2 属于 S0 ， 如果对于所有的 λ（0≤λ≤1）， 均有

λu1 + （1 - λ）u2 也属于 S0 ， 则 S0 是凸集。 图 14. 6 给出了一个

凸集和一个非凸集。
可见， 如果 S0 是凸集， 那么投影 P 是收缩的 [ Youla]。

这就需要 S0 是凸集。 若满足这个条件， 则上述的方法可称为

凸集投影。 我们将先考虑这样的情况。

例 14. 3 考虑所有的实非负函数 u（x，y） 的集合 S3 （如光场振幅）， 其满足能量约束

| u | 2 = ∬ | u（x，y） | 2 dxdy ≤ E

证明 S3 是凸集。
解： 考虑 u1 ， u2 ∈S3 。 对于 0≤λ≤1， 利用柯西⁃施瓦兹不等式

|λu1 + （1 - λ）u2 | ≤λ | u1 | + （1 - λ） | u2 | ≤λE1 / 2

因此， 集合 S3 是凸的。

例 14. 4 考虑 S 上的所有振幅在闭区间 [a， b] 中的实函数集合 S4 ， a < b， 且 a≥0， b > 0。
证明 S4 是凸集。
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解： 对于 0≤λ≤1， 当取到闭区间下界时， 有

u3 = λu1 + （1 - λ）u2 ≥λa + （1 - λ）a = a
当取到闭区间上界时， 有

u3 = λu1 + （1 - λ）u2 ≤λb + （1 - λ）b = b
因此， u3 ∈S0 ， S4 是凸集。

14. 8 凸集投影方法 （POCS）

凸集投影方法已经成功地应用于信号和图像恢复。 该方法认为， 一个未知信号 u 的已知

性质可以认为是限制信号成为闭集 Si 的元素的约束。 对于 M 个已知性质， 便有 M 个这样的

集合。 对于属于 S0 的信号， 这些集合的交集即为

S0 = ∩
M

i = 1
Si （14. 8⁃1）

信号恢复问题定义为将 u 的受损的版本 v 投影到集合 S0 上。
令 P i 表示集合 Si 上的投影算符， 并定义算符 Ti 为

Ti = 1 + λ i（P i - 1） （14. 8⁃2）
如果 u∗

i 是在集合 Si 上算符 P i 的不动点， 则有

Tiu∗
i = u∗

i + λ i（P iu∗
i - u∗

i ） = u∗
i （14. 8⁃3）

因此， u∗
i 也是 Ti 的不动点。 同时可知， 如果 0 < λ i < 2， 则 Ti 是收缩的。 λ i 称为松弛参数。

注意 λ i = 1 时 Ti 等于 P i。 因此， Ti 是比 P i 更广义的算符。 选择合适的 λ i 常常会加速迭代的

收敛速度。
令 T 定义如下：

T = TmTm - 1 …T1 （14. 8⁃4）
则可得到下述结论：

（1） 定义迭代为

初值 u0 是任意的，
则迭代 uk + 1 = Tuk

在 S0 上弱收敛于一个不动点。 弱收敛的意思是 lim
k→∞

| uk - w | = （u∗， w）， ∀w∈S0 ，

其中 （a，b） 是向量 a 和 b 的内积。 在一定条件下， 强收敛的意思是 lim
k→∞

| un - u∗ | = 0。

（2） λ i 在每次迭代时可以改变。 λ ik代表第 k 次迭代时 λ i 的值。 对于每一个选择的 λ ik，
有 0 < λ ik < 2， 迭代定义为

 图 14. 7 在变换域和信号域的凸集投影算法

初值 u0 是任意的，
uk + 1 = Tuk

弱收敛到一个不动点 u∗。
通常来说， 当 M = 2 时， 采用凸集投影算

法， 特别是一个投影在信号域， 另一个投影在

变换域。 这种情况如图 14. 7 所示。
有两种可能的方法可用来估计最快收敛的
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λ1k和 λ2k的最优值。 第一种情况下， λ1k首先被最优化， 然后采用 T1 ， 接着是 λ2k的最优化，
再采用 T2 。 一般情况下， 对线性投影算符有 λ ik = 1， 否则取 λ ik≥0。 第二种情况下， 为了使

T = T2T1 有最小的误差， 可以同时优化 λ1k和 λ2k [Stark]。

14. 9 盖师贝格-帕普里斯算法 （GP 算法）

原始的盖师贝格⁃帕普里斯算法 （GP 算法） 是凸集投影算法的一个特殊形式， 在信号域

和傅里叶域中分别用投影算符 P1 和 P2 表示 [Gerchberg]。 因此

uk + 1 = P2P1uk （14. 9⁃1）
式中， P1 和 P2 的定义如下：

令 A 是 R2 上的一个区域， S1 是 S 上所有函数的集合， 这些函数在 A 之外的区域都为 0
（特别地， 除了测度可能为 0 的点集）。 P1 定义为

P1u =
u （x，y）∈A
0 其他{ （14. 9⁃2）

令 S2 是一些函数的集合， 在傅里叶平面上一闭区域 B 中， 这些函数的傅里叶变换为

V（ fx， fy）。 P2 定义为

P2u↔
U（ fx， fy） （ fx， fy）∈B
V（ fx， fy） （ fx， fy）∉B{ （14. 9⁃3）

可知 S1 和 S2 都是凸集。

14. 10 其他的凸集投影算法

在盖师贝格⁃帕普里斯算法 （GP） 中， 两个投影算符 P1 和 P2 分别对应于上述讨论的凸

集 S1 和 S2 。 这里， 将介绍另外三个利用凸集的投影算符。
考虑例 14. 3 中的集合 S3 。 假设 u 是复数。 它可写为

u = uR + juI （14. 10⁃1）
式中， uR， uI 分别代表 u 的实部和虚部。

u +
R 定义为

u +
R =

uR uR > 0
0 其他{ （14. 10⁃2）

投影算符 P3 定义为

P3u =

0 uR < 0

u +
R uR > 0， E +

R ≤E

E / E +
R u +

R uR > 0， E +
R > E

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

（14. 10⁃3）

式中， E +
R 由下式给出：

E +
R = ∬[u +

R （x，y）] 2 dxdy （14. 10⁃4）

且 E 是理想图像的估计或已知能量值。 E +
R 是有界的。
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考虑例 14. 4 中定义的集合 S4 。 投影算符 P4 定义为

P4u =
a u（x，y） < a
u（x，y） a≤u（x，y）≤b
b u（x，y） > b

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
（14. 10⁃5）

最后， 考虑 S 上所有非负实函数的子集 S5 。 易知 S5 是凸集。 投影算符 P5 定义为

P5u =
uR uR≥0
0 其他{ （14. 10⁃6）

如前文， 式中 u = uR + juI。
上面介绍的理论的应用实例将在后述章节部分给出。

14. 11 从相位恢复信号

为了简化问题， 下面将讨论一维情况。 假设信号 u（x） 有一个紧支集 [ - a，a]。 已知

u（x）的傅里叶变换的相位为 ϕ（ f）， 需要估计信号的振幅。 可以证明， u（x） 可以被 ϕ （ f）
完全确定的必要条件是不存在关于 x0 的对称点， 使得

u（x0 + x） = ± u（x0 - x） （14. 11⁃1）
两个投影可写为

P1u =
u（x） | u（x） | ≤a
0 其他{ （14. 11⁃2）

P2u↔
A（ f）cos[ϕ（ f） - ψ（ f）]ejϕ（ f） |ϕ（ f） - ψ（ f） | ≤ π

2
0 其他

{ （14. 11⁃3）

式中， A （ f） 是傅里叶变换的振幅； ψ（ f） 是傅里叶变换的相位。
可以看到 A（ f）cos[ϕ（ f） - ψ（ f）] 是 U（ f） 在由 ϕ（ f） 给定的方向上的投影。 许多文献

中， 没有考虑由 ϕ（ f） 和 ψ（ f） 给定的方向， 将 P2 表示为

P2u↔A（ f）ejϕ（ f） （14. 11⁃4）
ϕ（ f） 可能对于所有的 f 不都是已知的。 假设 ϕ（ f） 在集合 S 上对 f 已知， 那么 P2 可以表

示为

P2u↔
A（ f）cos[ϕ（ f） - ψ（ f）]ejϕ（ f） |ϕ（ f） - ψ（ f） | < π

2 且 f∈S

0 其他， f∈S
U（ f） f∉S

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

（14. 11⁃5）

式中， U（ f） 是 u（ t） 的傅里叶变换。
可以看到 P1 是线性算符， 于是最优的 λ1k 是 1。 λ2k 的一个下界可以由下式得到

[Stark]：

λ2k≥λL = 1 +
|P2uk - P1P2uk | 2

|P1P2uk - uk | 2 （14. 11⁃6）

λL 可以作为 λ2k的一个估计。 然而， λL 可能比 2 大。 在随后的迭代中， 有必要限制 λ2k小于

2， 以保证迭代的收敛。 例如， 可以选择 λ2k为 min（λL，1. 99）。
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因为 λ1k等于 1， 一个迭代周期可写为

uk + 1 = P1 [1 + λ2k（P2 - 1）]uk

= （1 - λ2k）uk + λ2kP1P2uk

（14. 11⁃7）

式中， 用 uk 代替了 P1uk， 这是由于 uk = P1T2uk - 1 ， 因此 uk∈D1 。

14. 12 用离散傅里叶变换从离散相位函数中重构信号

用 u[n] 代表长度为 N 的离散信号。 假设已知 u[n] 的离散傅里叶变换的相位和 u[n]
的支集。 u[n] 的支集定义为

u[n] = 0 当 n 在 0≤n < M 外， 且 u[0]≠0
易知， 重构算法应该满足 N≥2M [Haye et al. ， 1980]。 u[n] 的离散傅里叶变换为

U[k] = A[k]ejφ[k] （14. 12⁃1）
假设 φ[k] 已知。

算法的程序流程如下：
  （1） 用 A1 [k] 表示 A[k] 初始的一个猜测值。 然后， 初始的 U1 [k] 为

U1 [k] = A1 [k]ejφ[k] （14. 12⁃2）
  （2） 计算 U1 [k] 的逆离散傅里叶变换， 生成第一个估计 u1 [n]。 令 i 等于 1。
  （3） 定义一个新的序列 vi[n] 为

vi[n] =
ui[n] 0≤n < M
0 M≤n < N{ （14. 12⁃3）

  （4） 计算 vi[n] 的离散傅里叶变换 Vi[k]。 Vi[k] 可以写为

Vi[k] = Ai[k]ejψi[k] （14. 12⁃4）
程序剩余的流程部分可以分别采用以下两种不同的算法来进行。
算法 1 [Levi and Stark]

  （5） 将 Vi[k] 进行如下投影：

Ui + 1 [k] =
Ai[k]cos（φ[k] - ψi[k]）ejφ[k] |φ[k] - ψi[k] | < π

2
0 其他

{ （14. 12⁃5）

这个运算对应于算符 P2 。 这个方程可以被进一步修改， 以便应用 T2

Ui + 1 [k] = [1 + λ2i（P2 - 1）][Vi[k]] （14. 12⁃6）
其中用关系式 （14. 11⁃6） 计算 λ2i。
  （6） 通过计算 Ui + 1 [k] 的逆离散傅里叶变换， 生成一个 un + 1 [n] 的新的估计。
  （7） 重复步骤 （2） ～ （6）， 直到收敛。

算法 2 [Haye et al. ]
与算法 1 仅有如下步骤不同：
  （8） 投影 Vi[k] 如下：

Ui + 1 [k] = Ai[k]ejφ[k] （14. 12⁃7）
其他步骤与算法 1 相同。
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例 14. 5 定义第 （ i + 1） 次的迭代误差为 E i：

E i +1 = ∑
N-1

n = 0
| u[n] - ui +1 [n] | 2

式中， u[n] 是需要再现的信号。
证明 E i 不随着 i 增加而增加。

解： 根据帕塞瓦尔定理， 得到下式：

E i = 1
N∑

N-1

k = 0
| U[k] - Ui[k] | 2

由于 Z（k） 和 Z i（k） 的相位相同， 上式可以写为

E i +1 = 1
N∑

N-1

k = 0
| U[k] - Ui +1 [k] | 2

同时定义

E′i =
1
N∑

N-1

k = 0
| U[k] - Vi[k] | 2

利用向量差的三角方程， 可得到如下表达式：
E i + 1 ≤E′i

当 Ui + 1 [k] = Vi[k] 时， 上式取等号。 上式取不等号是因为 Ui + 1 [k] 与 U[k] 的相位相同，
而 Vi[k] 的相位与它们不同。

再次对这个不等式用帕塞瓦尔定理， 得到

E′i≤
1
N∑

N-1

k = 0
| U[k] - Vi[k] | 2

因为 vi[n] 在生成 ui + 1 [n] 的投影之前， 由上面的方程表明， 投影过程减小了误差。

14. 13 广义投影

有许多关于非凸集约束的信号恢复问题。 例如， 数字化一个信号， 而且约束这个信号或

其傅里叶变换到特定的幅值， 这就是一个非凸集投影。
若 Si 是一个非凸集， 则有多于一个点满足投影算符 P i 的定义。 这个差异性可以通过附

加额外的约束来消除。 另一关于非凸集的问题是还没有发现这种投影存在性的证明。
在下面的讨论中， 投影 M 的数量将被限制为 2。 这种情况下， 下面的误差度量是有用的：

E（uk） = |P1uk - uk | + |P2uk - uk | （14. 13⁃1）
以下的定理证明了 m = 2 时广义投影的收敛性质 [Levi-Stark]。
定理： 由下式给出的递推式：

uk + 1 = T1T2uk， u0 是任意值 （14. 13⁃2）
具有性质： E（uk + 1） ≤E（uk） （14. 13⁃3）

该性质对于每一个满足式 （14. 3⁃4 ～ 14. 3⁃8） 的 λ1 和 λ2

0≤λ i≤
A2

i + Ai

A2
i + Ai - 1

2 （Ai + B i）
（14. 13⁃4）
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A1 =
|P1T2uk - T2uk |
|P2T2uk - T2uk | （14. 13⁃5）

A2 =
|P2uk - uk |
|P1uk - uk | （14. 13⁃6）

B1 =
（P2T2uk - T2uk，P1T2uk - T2uk）

|P2T2uk - T2uk | 2 （14. 13⁃7）

B2 =
（P1uk - uk，P2uk - uk）

|P1uk - uk | 2 （14. 13⁃8）

可以看出式 （14. 13⁃4） 的上限包含 1。 因此， 定理用 P1 、 P2 代替了 T1 、 T2 。
投影 P1 和 P2 可包含多个约束。 通常， 一个约束集在信号域， 而另一个约束集在变

换域。

例 14. 6 一个投影算符 P 映射一个函数 u（x） 到函数 g（x）， 使得 g（x） 满足

g（x） =
s（x） x∈D⊂D0

0 x∉D{
式中， s（x） 包含所有 x。 试确定 P。
解： P 满足

|Pu - u | = inf
v

| v - u |

因为 g（x） = Pu（x）， 有

| Pu - u | = | g - u | = ∫x∉D0
| g（x） - u（x） | 2 dx + ∫x∈D0∩Dc

| g（x） - u（x） | 2 dx +

∫x∈D，s（x） > 0
| g（x） - u（x） | 2 dx + ∫x∈D，s（x） < 0

| g（x） - u（x） | 2 dx

当选择 g（x） 为如下形式时， | g - u | 为最小

P1u =

0 x∉D0

u（x） x∈D0 ∩Dc

s（x） x∈D，x（ t） > 0
- s（x） x∈D，x（ t）≤0

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓〓

14. 14 从幅值恢复信号

这个问题也称为相位恢复 （phase retrieval）。 这种问题出现在许多领域中， 如天文、 光

学和 X 射线晶体学等。 在这些领域， 在每一个测量点仅强度 （振幅的二次方） 是可以得到

的， 而相位是待确定的。
相位恢复比从相位恢复信息更困难。 在二维情况下， 所有的方程 u（ x，y）、 - u（x，y）、

u（x - x0 ，y - y0 ）和 u（ - x， - y） 具有相同的傅里叶变换振幅。 除了这四种情况， 如果一个时
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间或空间有限序列的 z 变换不可约 （不能写为 z 或 z - 1的一阶多项式形式）， 那么该序列能够

从它的傅里叶幅值唯一确定 [Hayes et al. ]。 这个结论对于一维的情况是没有意义的， 因为

根据函数代数定理， 所有的多项式都可以分解为一阶多项式形式。 然而， 在二维情况下， 很

多多项式是不可约的。 因此， 从傅里叶幅值信息恢复图像是可行的。
设已知的傅里叶变换幅值是 |U（ f） | 。 这两个投影可以写为

P1u =
u | u | < a
0 其他{ （14. 14⁃1）

P2u↔ |U（ f） | ejϕ（ f） （14. 14⁃2）
式中， ϕ（ f） 是当前已知的傅里叶相位。

可知 P1 是凸的， 而 P2 不是。 P1 也可以包括其他的约束。
广义恢复算法可以写为

uk + 1 + T1T2uk， u0 是任意的 （14. 14⁃3）
式中， Ti = 1 + λ i（P i - 1）， 而且 T1 可以选择等于 P1 ， 因为 P1 是线性的。

当 λ i 都选择等于 1， 这个算法即为盖师贝格⁃撒克斯通 （ Gerchberg-Saxton） 算法， 正如

14. 9 节所讨论的。
当 uk = P1T2uk - 1 时， uk 属于投影算符为 P1 的空间 D1 。 因此， P1uk = uk， 而且式

（14. 13⁃1） 的 E（uk） 化简为

E（uk） = |P2uk + 1 - uk + 1 | （14. 14⁃4）
式 （14. 13⁃2） 也化简为

uk + 1 = （1 - λ2k）uk + λ2kP1P2uk （14. 14⁃5）
计算这个方程的傅里叶变换， 用算符 F（·） 表示傅里叶变换， 可得

Uk + 1 = （1 - λ2k）Uk + λ2kF（P1P2uk） （14. 14⁃6）
根据帕塞瓦尔定理， 式 （14. 14⁃4） 可以写为

E（uk+1 ） = ∫+∞

-∞
| U（ f） - Uk+1 | 2 df （14. 14⁃7）

为了使 E（uk + 1 ） 最小化， λ2k可以通过在范围 0 < λ2k < a 内进行简单的搜索来估计 （a 通常

是数字， 如 3）。

14. 14. 1 陷阱和隧道

当至少有一个非凸的映射时， 则可能在这样的点发生收敛， 该点不是每一个单一 Ti 的

一个不动点。 这样的点 um 称为一个陷阱。 xt 不能满足一个或多个先验约束， 但是却满足

下式：
um = T1T2um （14. 14⁃8）

凸集不存在陷阱。 另一方面， 隧道可能发生在箱凸集 （box convex） 和非凸集上。 当 uk

从一次迭代到下一次迭代的变化很小的时候， 会产生隧道。
陷阱可以在从一次迭代到下一次迭代 E（uk） 不变 （E（uk） > 0） 时探测到。 如果 P1 是

线性的且 P1T2uk = uk， 可知正确的解 u∗位于垂直于 P2uk - uk 的超平面内 [Stark]。



衍射、 傅里叶光学及成像

148  

14. 15 用最小二乘法和广义逆法恢复图像

这里讨论的方法是关于迭代的优化的。 另一个图像恢复的有效途径是利用最小二乘法。
对于这种方法， 测量的图像为

v = Hu + n （14. 15⁃1）
式中， H 是一个 N1 × N2 的矩阵； u 是期望的图像； n 是噪声图像。

在式 （14. 15⁃1） 中， 图像按行或列的次序排列。
u 的无约束最小二乘估计可以通过最小化下式来获取：

E = | v - Hu | 2 = （v - Hu） t∗（v - Hu） （14. 15⁃2）
式中， | · | 2 表示 L2 范数。 （注： 式中的 t 为转置符号， ∗号为共轭符号， t∗为先转置再

共轭）。
计算 E 关于 u 的偏导数， 令其等于 0， 结果为

H tv = H tHu （14. 15⁃3）
如果大小为 N2 × N2 的 HtH 是非奇异的， 则最小二乘解为

û = H + v （14. 15⁃4）
式中， H + 为 H 的广义逆 （伪逆）， 其表示为

H + = （H tH） - 1Ht （14. 15⁃5）
H + 的大小为 N2 × N1 。 H + 满足

H + H = I （14. 15⁃6）
然而， H + H 是不等于 I 的。 H + H 非奇异的一个必要条件是 N1 ≥N2 ， 且 H 的秩 r 是 N2 。

如果 N1 < N2 ， 且 H 的秩是 N1 ， 则 H + 定义为

HH + = I （14. 15⁃7）
满足式 （14. 15⁃7） 的 H + 不是唯一的。 唯一性是通过约束式 （14. 15⁃4）， 使其有最小

范数而获得的。 换言之， 在所有可能的解中， 选择了最小的 | û | 2 的解作为最优解。 于是

伪逆为

H + = H t（HH t） - 1 （14. 15⁃8）
总之， 如上讨论的， H + 通常是唯一存在的， 而且最小二乘解为 H + v。
H + 还有如下的一些性质：
（1） HH + = （HH + ） t， 换言之， HH + 是对称的。
（2） H + H = （H + H） t， 换言之， H + H 是对称的。
（3） HH + H = H
（4） H + HHt = Ht

14. 16 通过奇异值分解计算 H +

矩阵 H 的大小为 N1 × N2 ， 秩为 r， 它的奇异值分解 （ Singular Value Decomposition，
SVD） 可表示为
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H = ∑
r

m = 1
λ

1
2
mψmϕt

m （14. 16⁃1）

式中， ψm 和 ϕm 分别是 HH t 和 H tH 的特征向量； λm 是奇异值， 1≤m≤r。
伪逆 H + 的奇异值分解形式为

H + = ∑
r

m = 1
λ

1
2
mϕmψt

m （14. 16⁃2）

将式 （14. 16⁃2） 代入式 （14. 15⁃4）， 伪逆解可以写为

û = ∑
r

m = 1
λ - 1

2
m ϕmψt

mv （14. 16⁃3）

式 （14. 16⁃3） 与下式相同：

û = ∑
r

m = 1
ωmϕm （14. 16⁃4）

式中

ωm =
ψt

mv
λ1 / 2

m
（14. 16⁃5）

式 （14. 16⁃4） 表明： û 处在由 H tH 的特征值张成的向量空间中。
对于小尺度矩阵问题， 用式 （14. 16⁃4） 和式 （14. 16⁃5） 相对简单。 但是， 对于大尺度

矩阵问题， 这样做会变得很困难。 N1 = N2 = 256 时， H 的大小是 65 536 × 65 536。 这种情况

下采用奇异值分解变得不再可行。
退化的点扩散函数 （Point Spread Function， PSF） 是可分离的， v = H1uH2 ， 那么广义逆

也是可分离的， 且

û = H +
1 vH +

2 （14. 16⁃6）

例 14. 7 用伪逆求下式的最小二乘解：
1 2
2 1
1 3

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

x1

x2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

1
2
3

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

解： H 和 A = H tH 为

H =
1 2
2 1
1 3

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， A =

6 7
7 14

〓

〓
〓

〓

〓
〓

A 的特征值为 λ1 = 10 + 65， λ2 = 10 - 65。 因为 A 是非奇异的， H + 为

H + = A - 1H t = 1
35

14 - 7
- 7 6

〓

〓
〓

〓

〓
〓

1 2 1
2 1 3

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1

35
0 21 - 7
5 - 8 11

〓

〓
〓

〓

〓
〓

最小二乘解为

û = H + γ =
0. 6

0. 628
〓

〓
〓

〓

〓
〓

例 14. 8 假设在信号域上， 解受到某种程度的约束， 而且约束以矩阵形式作用于 û。 例如，
这样的算符可能在一定的区域内限制图像非零。 在这种情况下， 求其最小二乘解。
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解： 最小化误差量度可以写为

E = | v - HTu | 2

式中， T 是矩阵形式的约束算符。
在有界情况下， T 是对角矩阵， 且其对角元素为 1 或 0。 得到

E = （v - HTu） t（v - HTu）
= vtv - 2utT tH tv + utT tH tHTu

E 的梯度为

g = - 2T tHtv + 2T tHtHTu
令 g 等于 0， 假定矩阵的逆存在， 得到

û = [T tH tHT] - 1T tHtv

14. 17 最速下降法

当为了获取 û 而不是 H + 时， 可以用迭代梯度法。 这个方法基于以下事实： E = | v -
Hu | 2 的最速下降方向为 E 对 u 的负梯度方向。

假设 uk 是向量 u 的第 k 次迭代。 E 对 uk 的梯度是

gk = - 2H t（v - Huk） （14. 17⁃1）
迭代梯度法由下式给出：

uk + 1 = uk - αkgk， u0 = 0 （14. 17⁃2）
式中， αk 是标量。

把式 （14. 17⁃2） 代入式 （14. 17⁃1）， gk 可写为

gk = gk - 1 - αk - 1H tHgk - 1 （14. 17⁃3）
可以看出， 如果满足下式， 则 uk 收敛于 û：

0≤αk≤
2

λmax
（14. 17⁃4）

式中， λmax是 A = H tH 的最大特征值。
如果 αk 为常数， 这个方法称为一步梯度法。 最快收敛的最优 α 值为

α最优≤ 2
λmax + λmin

（14. 17⁃5）

式中， λmin是 A 的最小特征值。
如果 A 是高度病态的， A 的条件数 （λmax / λmin） 会很大， 而且收敛得很慢。
如果 αk 在每一次迭代中都进行最优化， 则这个方法称为最速下降法。 αk 的最优值为

αk =
gt
kgk

gt
kAgk

（14. 17⁃6）

当 λmax / λmin很大时， 即使使用 αk， 收敛可能还是很慢。

例 14. 9 用两种方法求解例 14. 7 的近似最小二乘解： （ a） 用 12 次迭代的一步梯度算法；
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（b） 用 3 次迭代的最速下降法。
解： （a） 在一步梯度法中， α最优为

α最优 = 2
λ1 + λ2

= 0. 1

在第一次迭代中， 有

g0 = -
- 8
- 13

〓

〓
〓

〓

〓
〓， u1 =

0. 8
1. 3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

误差 E1 = | v - Hu1 | 2 等于 9. 46。
这样迭代 12 次之后， 有

u11 =
0. 685
1. 253

〓

〓
〓

〓

〓
〓， u12 =

0. 555
0. 581

〓

〓
〓

〓

〓
〓

误差为 E12 = | v - Hu12 | 2 = 1. 101。
（b） 用最速下降法， 通过式 （14. 17⁃6） 在每一次迭代时优化 αk。 3 次迭代后的结果为

u3 =
0. 5592
0. 629

〓

〓
〓

〓

〓
〓

其误差 E3 = | v - Hu3 | 2 = 1. 0285。

14. 18 共轭梯度法

在共轭梯度法中， 标量 αk 和校正向量在每次迭代时均被优化。 这样可以更快地得到收

敛。 为了这个目的， 将式 （14. 17⁃2） 替换为

uk + 1 = uk + αkrk （14. 18⁃1）
式中， 校正向量 rk 代替了梯度向量 gk。

校正向量 rk 有如下性质：
gt
k + 1rk = 0 （14. 18⁃2）

[Hrk] t[Hrm] = rt
kArm = 0， k≠m， 0≤k， m < N （14. 18⁃3）

式中， N 是 A 的秩。
因为这些性质， 算法在 N 次迭代后收敛。 迭代方程除了式 （14. 18⁃1） 外， 还有如下

方程：
rk = - gk + βkrk - 1 ， r0 = - g0 （14. 18⁃4）

βk =
gt
kArk - 1

rt
k - 1Ark - 1

（14. 18⁃5）

αk =
gt
krk

rt
kArk

（14. 18⁃6）

gk = - Htv + Auk = gk - 1 + αk - 1Arr - 1 （14. 18⁃7）
最终的解 û 可写为

û = ∑
N-1

m = 0
αmrm （14. 18⁃8）
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当 N 是一个大数时， 算法能在 N 次迭代之前结束。 如果 H 的秩 M < N， 则算法迭代 M
次即可收敛。

例 14. 10 用共轭梯度法解例 14. 7 的最小二乘问题。
解： 最小二乘解满足

T tH tHTu = T tH tv
这与之前用 H t = HT 代替 H 具有相同的形式。 唯一需要改变的迭代方程是梯度方程， 变为

gk = gk - 1 - αk - 1T tH tHrk - 1

通过选择满足约束 T 的初始图像 u0

Tu0 = u0

g0 和 r0 为

g0 = r0 = T tH t（v - Hu0 ）
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第 15 章 衍射光学Ⅰ

15. 1 本章引论

衍射光学包括利用计算机计算生成全息图， 并由记录系统实际实现， 之后通常会进行光

还原。 记录系统有激光胶片打印机、 扫描电子束打印机和高分辨率打印机等。 由于任何类型

的波都可以在计算机中计算， 因此衍射光学的应用非常广泛。 用这种技术生成的数字全息图

一般称为衍射光学元件 （Diffractive Optical Element， DOE）。 DOE 又可称为计算机制全息图

（或计算全息图， Computer-Generated Hologram， CGH）。 由于这些术语等价， 因此本章中涉

及全息图、 DOE 和 CGH 时其含义是相同的。
众所周知， 在通信工程中， 复信号在经过单一信道传输之前需进行某种形式的编码。 可

以通过用复信号的幅度调制载波的幅度或用复信号的相位调制载波的相位来实现。 被调制的

载波的实部能被传输， 通过适当的解调过程， 复信号在接收端可被恢复。 全息术和衍射光学

均基于这样的调制与解调原理。
DOE 在波形整形、 激光加工、 3D 显示 [ Yatagai， 1975]、 光学模式识别、 光互联、 安

全设备 [Dittman， et al. ， 2001]、 光通信 / 网络、 光谱学等许多领域都得到了应用。 DOE 的

一些重要优势如下：
· 一个 DOE 能完成不止一项功能， 如在一个单一元件上拥有对应多个透镜的多个焦

点。 它也能被设计成适用于多波长。
· 与折射和反射光学元件相比， DOE 通常更轻薄， 体积更小。
· 对于给定的任务， 在大规模制造中， 它们制造成本更低。
由于 DOE 基于衍射， 因此它们高度色散， 即其性质依赖于波长。 因此它们更常用于单

色光。 然而， 色散性质也能被用作有利的一面。 如某一波长的光会聚于空间中的一点， 另一

波长的光会聚于空间中的另一点。 在用于光通信和网络的光学相控阵这样的器件中， 色散可

以用来实现不同焦点处不同波长光的分离。 此外， 折射和衍射光学元件联合起来能消除波长

色散， 也可以用来实现消除球差等目的。
生成 DOE 需要几个步骤， 包括波采样、 波传播的计算 （通常用 FFT）、 在全息图上对复

波前信息编码， 如全息平面上的一幅正实值图像， 以及最终 DOE 的记录。
在 3-D 波前编码中， 通常相位的正确表示比幅值更重要。 因此， 相位受到更多的关注。

在输出图像强度的应用中， 将输出图像与一随机相位因子 （扩散器） 相乘能显著降低输出

振幅的动态范围， 而并不改变图像的强度 [Burckhardt， 1970]。
本章包含 11 节内容。 首先介绍的几种方法是利用透镜的傅里叶变换性质生成傅里叶变

换全息的 DOE。 首个此类方法是 15. 2 节讨论的罗曼 （Lohmann） 法。 该方法中， 通过控制

孔径的尺寸实现幅值调制， 通过控制孔径的位置实现相位调制。 15. 3 节讨论基于罗曼法实

现 DOE 中所涉及的近似， 这些近似可对第 16. 6 节讨论的 Lohmann-ODIFIIT 法进行补偿。



衍射、 傅里叶光学及成像

154  

15. 4 节通过选用固定尺寸的孔径来简化罗曼法， 这意味着幅度是固定的； 并用第 14 章中讨

论的迭代优化法补偿产生的误差。 15. 6 节描述了采用罗曼法进行的计算机实验。 15. 7 节讨

论了另一基于硬限幅全息传输函数生成二值全息图的傅里叶方法。
之前讨论的方法假定重构图像在一个输出平面上。 15. 8 节中讨论的方法能在三维空间

中的任意位置生成输出像点。 该方法使用简单。 它是首次用来展示如何用扫描电子显微镜系

统制作 DOE 的方法。 15. 9 节扩展了 15. 8 节的方法， 使之能在三维空间中生成许多物点。
所有 DOE 方法本质上都涉及幅值和相位的非线性编码。 因此， 这将产生谐波图像。 使

用 FFT 时， 隐含的假设是物体是周期的。 这也会造成图像在重构平面以周期性方式重复。
15. 10 节介绍用半不规则采样和原点靠近全息平面的球面参考波来生成仅有一个图像的单幅

图像全息法。 该方法在第 19 章中将会用于密集波分复用相控阵的设计， 以便在光通信和网

络中得到比现有相控阵设计方法更多的波段通道。
最后一节介绍一种经典的 DOE， 其具有平面透镜功能， 称作二元菲涅耳波带片。

15. 2 罗曼法

罗曼法与其他许多 DOE 方法是为实现如图 15. 1 所示的傅里叶变换而设计的。
罗曼法 （也称作迂回相位法）， 全息平面被分成小长方形， 每个长方形包含一个孔径

[Lomann， 1970]。 图 15. 2 给出了罗曼单元的一个示例。 孔径的尺寸用来控制幅值， 而孔径

位置的变化用来调整相位， 这将形成一种二元透射条纹。

图 15. 1 应用于 DOE 设计的傅里叶变换系统

 

图 15. 2 罗曼全息图的第 （n，m） 阶单元

令 h（x，y） 为全息图 H（vx，vy） 的输出幅值， 它应与理想图像 f（x，y） 成比例。 全息图的

二元透过率函数可写为

H（vx，vy） = ∑
n

∑
m

rect vx - （n + Pnm）δv
cδv[ ]rect vy - mδv

Wnmδv[ ] （15. 2-1）

当倾斜平面波 exp（2πjx0vx ） 入射到二元全息图上时， 全息图后的复幅值为 H（ vx，vy ） exp
（2πjx0vx）。 像平面的复幅值为 H（vx，vy）exp（2πjx0vx） 的傅里叶变换

∬H（vx，vy）e2πj[（x+x0）vx+yvy] dvxdvy

= c（δv）2sinc[cδv（x + x0）]∑
n

∑
m
Wnmsinc（yWnmδv）·exp{2πj[δv（（x + x0）（n + Pnm） + ym）]}

（15. 2-2）
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选择参量 Wnm、 Pnm和常量 x0 、 c 以使得像平面复幅值与理想图像 f（x，y） 匹配。
为了便于式 （15. 2-2） 与目标图像 f （x， y） 比较， f （x， y） 写成如下形式：

f（x，y） = ∬F（vx，vy）e2πj（xvx+yvy） dvxdvy = ∑
n

∑
m
F（nδv，mδv）e2πj[δv（xn+ym）] （15. 2-3）

两个 sinc 函数与式 （15. 2-2） 中因子 exp[2πj（Pnmδv）]可认为接近 1。 这种假设的有效性将

在 15. 3 节中讨论。 令式 （15. 2-2） 与式 （15. 2-3） 中的傅里叶系数相等， 则有

c （δv） 2Wnmexp{2πj[x0 δv（n + Pnm）]}∝F（nδv，mδv）
F（nδv，mδv）∝c （δv） 2Anmexp[2πj（ϕnm / 2π）]

Wnm≈Anm； Pnm + n≈ϕnm / 2πx0 δv （15. 2-4）
选取 x0 δv 等于整数 M， 得到

Pnm≈ϕnm / 2πM （15. 2-5）
式 （15. 2-4） 和式 （15. 2-5） 表明， 每个单元中的孔径的高度 W 和位置 P， 可选择为

分别正比于该单元上的复幅值 F 的幅值 A 和相位 ϕ。

15. 3 罗曼法中的近似

上一节中， 为简单起见作了三个近似： （a） sinc[cδv（x + x0 ）]≈常量， （b） sinc（yWnmδv）≈
1， （c） exp[2πj（xPnmδv）]≈1。 这些近似对重构图像的影响取决于几个因素， 并且通过适当

设计能够使影响最小化 [Lohmann， 1970]。
sinc 函数 sinc[cδv（x + x0 ）] 造成 x 方向上强度的陡降， 其与像平面中心距离成比例。 近

似 （a） 认为在图像区域内 sinc 因子近似为常数。 如果图像区域尺寸为 ΔxΔy， 则在影响最

严重的边缘 x = ± （Δx / 2） 有 sinc[cM ± c / 2]。 这表明孔径尺寸 c 越小， 造成强度上的陡降越

小。 然而， 这也会造成图像亮度降低。 当 cM = 1 / 2 时， 中心与边缘的强度之比为 9 ∶ 1。 当

cM = 1 / 3 时， 强度之比降到 2 ∶ 1。 因此， 牺牲强度能换取重构图像边缘强度陡降的减小。
sinc 函数 sinc（yWnmδv）≈1 表明在 y 方向存在与 （ a） 类似的强度陡降。 由于 Δxδv = 1，

则 | yWδv | < 1 / 2， 该近似更合理。 众所周知， 相干成像系统孔径的幅度误差对图像几乎无影

响， 因为它们不会像相位误差一样使光线偏离。 为减小该近似的影响， 每个 W 可简化为一

常量， 然而这样会对强度造成一定的影响。
解决 x 方向的 sinc 函数陡降的一种可行方法， 是目标图像除以 sinc[ cδv（x + x0 ）]， 目标

图像 f（x，y） 变为

f（x，y）

sinc[cδv（x + x0 ）]
对 y 方向不能进行同样的处理， 因为 sinc（yWnmδv） 由待定的孔径参数 Wnm决定。 幸好， 这

个 sinc 因子较 x 方向的 sinc 影响小， 通过调整全息图的设计能减小这种影响。
相移 exp[2πj（xPnmδv）] 在像平面产生随 x 变化的相位误差。 误差的范围取决于 x 和 P。

由于 | x | ≤Δx / 2 = 1 / 2δv， |P | ≤1 / 2M， 相位误差范围为 0 至 π / 2M。 当相位误差取最大值时，
相位误差对应的光程为 λ / 4M。 当 M = 1 时， 这个误差处于波相差的 λ / 4 瑞利准则内。

当成像区域受限时， 这些近似的不良影响会小些。 重构误差随偏离像平面中心的距离增

长而增大。 重构图像区域越小， 误差也越小。



衍射、 傅里叶光学及成像

156  

15. 4 常幅值罗曼法

从上节可知， 由孔径尺寸引起的 sinc 振荡很难做近似处理。 因此， 需要使每个孔径的

高度变为常量， 以有利于更简单的实现。 这将使目标图像能像在 x 方向上一样， 在 y 方向除

以与 y 相关的 sinc 陡降， 因为 sinc 因子与孔径的常量宽度有关。
逻辑上， 如果每个孔径大小一致， 则输出仅受孔径的位置影响。 这意味着将所有的信息

包含到了相位中。 下面讨论的方法用于将全息平面的信息从幅值中转至相位中。
如仅考虑目标图像的幅值， 则观察平面中每一采样点的相位为一自由变量。 那么， 可用

第 14 章中的迭代方法来减小高度 Wnm的取值范围。 假设已采样的理想图像幅值为 anm， 相应

的不确定相位为 θnm。 图像的离散傅里叶变换为{Wmnexp（j2πPnm）} nm， {…} nm表示所有点 n，
m 构成的序列。 减小 Wnm的取值范围的第一步， 是将 θnm的值赋给初始理想图像， 这些相位

采样相互独立且都均匀分布于 （ - π， π） [Gallagher and Sweeney， 1979]。 得到的图像采样

的 DFT 记为 DFT[{anmexp（jθnm）} nm] = {Anmexp（jψnm）} nm。 接着， 将幅值谱 Anm设为任意正常

数 A。 修改幅值后的谱的逆 DFT 为 DFT[{Aexp（ jψnm）}] = { a～nmexp（ j θ～nm）}。 原始图像幅度

anm与新的相位值 θ～nm结合形成一个新的目标图像采样。 按照预先给定的迭代次数重复进行

该过程。 最近一次迭代获得的图像相位作为新图像的相位。 最终的图像相位值与原始图像幅

值结合在一起生成用于设计全息图的 Wnmexp（j2πPnm）。
通过全息图域中约束幅值和迭代操作， 全息平面的信息由幅值转移到相位中。 因此， 减

小了由所有孔径均为同一高度所造成的负面影响。 于是 15. 3 节中的近似 （ b） 也能以近似

（a） 同样的方式处理。 该方法的进一步归纳将在 16. 6 节中讨论。

15. 5 量化罗曼法

15. 2 节中讨论的罗曼法中允许有无穷多的孔径尺寸和位置， 这对许多实现方法是不实

际的。 为克服这种障碍， 可以用离散方法来量化单元中孔径的尺寸和位置。 在改进的方法

中， 仍然利用每个孔径的尺寸来控制幅值， 用孔径位置的改变来控制相位， 只不过幅值与相

位的可能值被量化了。
在量化的罗曼法中， 每个全息图单元被分成 N × N 的阵列， 记为 N 级量化。 这限制了每

个孔径可能的中心位置和高度。 这样， 每个单元的相位和幅值得到了量化。 特别的是， 孔径

中心有 N 个可能位置 （相位）， 因为单元在 y 方向上是对称的， 所以共有包括 0 幅值在内的

N / 2 + 1 个潜在高度值 （幅值）。 N 较大时能生成接近真实全息图的编码图样。
例如， 我们考虑一个被分成 4 × 4 小方块的罗曼单元， 在罗曼算法中， 若 c = 1 / 2， 意味

着孔径宽度限定为整个单元宽度的一半， 则该单元允许三个归一化幅值 （0， 1 / 2 和 1） 及

四个相位值 （ - π， - π / 2， 0， π / 2）， 总共有 12 种组合。 量化意味着在对幅值和相位进行

量化时会产生误差。 因此， 引入如凸集投影法 （ POCS） 这样的优化算法并设计子全息图循

环计算方法直至满足收敛条件， 将是有意义的。 这将在第 16 章中进一步讨论。
量化孔径位置对于实际实现是很有用的。 比如， 空间光调制器 （SLM） 可被用来对全息
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图每一点的幅值与相位调制进行实时控制， 但不幸的是， SLM 却不能生成精确的罗曼单元，
若要使实现成为可能， 则必须进行量化。 同样的， 如 11. 6、 11. 7 节所讨论的， 制作集成电

路的技术可被用来实现 DOE 的制造。 由于精确连续的表面浮雕非常难以实现， 相位与幅值

的量化在所有这样的技术中也都是必要的。

15. 6 罗曼法的计算机仿真

由罗曼法获得的二元透过率图样可用以下两种方法之一来显示：
方法 1： 要显示精确罗曼全息图 （如孔径尺寸和位置已严格确定）， 将图样画在计算机

辅助设计布局图上， 比如用 AutoCAD 软件。
方法 2： 与量化罗曼法相同。
利用参量 c = 1 / 2， M = 1， 设计所有全息图 [Kuhl， Ersoy]， 设定 c = 1 / 2 意味着每个孔

径宽度为单元宽度的一半。 同时也可看到选定此 c 值使图像亮度最大 [ Gallagher， 1979]。
选取 c = 1 / 2 后， M 必须取为 1 [Lohmann， 1970]。 并且， 假定 15. 3 节讨论的近似都有效。

图 15. 3 给出了尺寸为 64 像素 × 64 像素的二元图像 E， 它完全放置在像平面的一边。
由于全息面的场是实值的， 因此图像傅里叶变换具有厄米对称性

U[n，m] = U∗[N - n，M - m] （15. 6-1）
图 15. 4 给出了图 15. 3 中图像的 DFT 的幅值。

图 15. 3 用于生成罗曼全息图的图像 E

  

图 15. 4 图 15. 3 中图像的 DFT 的幅度

 图 15. 5 图 15. 3 中图像的罗曼全息图

图 15. 5 为由上面讨论到的方法 2 生成的罗曼全息图，
量化阶数为 16。

图 15. 6 为仿真得到的重构图像。 孪生像清晰可见。
对图 15. 7 中的 Lena 的 512 像素 × 512 像素灰度图像

也进行了实验。
图 15. 8 为由灰度图像的罗曼全息图得到的计算机重构

图像。
利用迭代优化方法， 对上述两幅图像也可使用第 15. 4 节

讨论的等幅罗曼法进行实验研究。 图像 E 的等幅罗曼全息图

如图 15. 9 所示， 由它得到的计算机重构图像如图 15. 10 所示。
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类似地， 由图 15. 7 中所示灰度图像的等幅罗曼全息图的计算机重构图像如图 15. 11 所示。

图 15. 6 图 15. 5 中全息图的计算机重构图像 图 15. 7 Lena 的大小为 512 像素 × 512 像素的灰度图像

对比图 15. 6 和图 15. 10， 可以看出在常幅值的情况下， 目标图像 E 更亮， 但是图像 E
的锐度稍微降低了一些。 常幅值全息图在像平面边角产生的噪声也更少。

对比图 15. 8 和图 15. 11， 常幅值全息图方法与原始方法相比， 目标图像依然更亮且在像平面

边角的噪声更少。

图 15. 8 由灰度图像的罗曼全息图得到的计算机重构图像 图 15. 9 图 15. 3 中所示图像的等幅罗曼全息图

图 15. 10 由图 15. 9 中所示全息图得到

的计算机重构图像

  

图 15. 11 由图 15. 7 中所示灰度图像的等幅罗曼

全息图的计算机重构图像
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15. 7 基于硬限幅的傅里叶法

通过对相位函数硬限幅可生成二元傅里叶变换 DOE。 在此过程中， 幅值信息被忽略了。
为简单起见， 我们在一维情形下进行分析。 考虑复函数

A（ f）ejϕ（ f）

被平面参考波

ejαf

 图 15. 12 硬限幅透过率函数

调制得到

A（ f）ej（αf + ϕ（ f））

信号的实部经过硬限幅透过率函数， 如图 15. 12
所示。

将函数加上 0. 5 进行修正， 使其在 0 至 1 间

变化， 这相当于在 DFT 中相应增加了直流分量。
采用双极透过率函数的硬限幅信号由下式给出：

h（ f） = 1
2 1 + A（ f）cos（αf + ϕ（ f））

|A（ f）cos（αf + ϕ（ f）） |[ ] （15. 7-1）

h（ f） 以傅里叶级数的形式可表示为 [Kozma and Kelly， 1965]

h（ f） = 1
2 + ∑

∞

m（奇） = 1

2 （ - 1）
m-1

2

mπ cos（mαf + mϕ（ f）） （15. 7-2）

式 （15. 7-2） 表示随散射角增大的无穷多图像。 这些图像中最重要的是由等号右边的

1 / 2 这项产生的零阶像， 以及由 m = 1 项产生的角度为 ± α 的孪生像。
图 15. 13 为硬限幅法实验中用到的图像， 该图像的逆离散傅里叶变换 （DFT） 经过了硬

限幅滤波器编码， 图 15. 14 为得到的 DOE。 图 15. 15 为 DOE 的前向 DFT 经零阶滤波后的图

像， 孪生像清晰可见。 为减小幅值变化的影响， 将图 15. 13 乘以漫反射器 （随机相位扩散

器）， 再将上述过程重复进行。 重构结果显示在图 15. 16 中。 可以看到， 结果较之前更令人

满意， 这显示了利用漫反射器的相位编码法的重要性。

图 15. 13 硬限幅法实验中用到的原始图像

   

图 15. 14 硬限幅法生成的全息图
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图 15. 15 不带随机相位漫反射器的 DOE 重构

  

图 15. 16 带随机相位漫反射器的 DOE 重构

15. 8 一种 3-D 点图像重构的简单算法

有时， 用一种简单但具有较好鲁棒性的算法来检验新结果、 新实验等是更好的选择。 下

面给出的算法对达到这种目的很有用， 并首次展示了用扫描电子显微镜实现 DOE 算法的可

行性 [Ersoy， 76]。 尽管开始很简单， 该算法随后发展得更加复杂， 以便在空间中任意位置

生成 3-D 图像 [Bubb， Ersoy]。 这种方法与其他方法很不一样， 因为它没有明显地依赖傅里

叶变换， 它也可产生将在 15. 10 节中讨论的单幅图像全息术， 并且它在第 18 章中的光学相

控阵中会得到进一步应用。
如果 （xo，yo，zo） 表示被重构物点的位置， （xi，yi，zi） 表示全息图中相移孔径的位置，

对平面 N 个孔径集应用惠更斯-菲涅耳原理， 有

U（xo，yo，zo） = ∑
N

i
∬U（xi，yi，zi）

1
jλ

exp（jkroi）
roi

cosδdxidyi （15. 8-1）

其中， δ 是 z 轴与由孔径中心到物点的向量之间的夹角； roi为该向量的长度； λ 为波长； k 是

波数。
假定 U（xi，yi，zi） 为单位复振幅平面波， 对于小尺寸的全息图， 可以认为 cosδ 为常数。

如果全息面的相位变化与 exp（jkroi） 相比也很小的话， 上面的等式可近似为

U（xo，yo，zo） = cosδ
jλRdxdy∑

N

i
∬ exp（jkroi）

roi
dxidyi （15. 8-2）

式中， θi = kroi为第 i 个孔径处参考光波的相移。
假设每个孔径都是 x⁃y 平面内尺寸为 dx × dy 的长方形， 中心点为 （xsi，ysi，0）， 观察点的

径向距离 roi满足

kroi = 2πn + θi， n 为整数 （15. 8-3）
利用夫琅禾费近似， 孔径处的源场可看作由窄 sinc 函数近似的点源。 因此， 式 （15. 8-2）
的积分变为二重求和：

U（xo，yo，zo） = cosδ
jλRdxdy∑∑exp（jθi）sinc X idx

λroi
〓
〓
〓

〓
〓
〓sinc Yidy

λroi
〓
〓
〓

〓
〓
〓 （15. 8-4）
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式中

X i = xo - xsi

Yi = yo - ysi

R = roi的均值

（15. 8-5）

如果将所有的 θi 设为 θ， 且 xi， yi < < roi， sinc 函数可用 1 代替， 并有

U（xo，yo，zo） = cosδ
jλRdxdyNejθ （15. 8-6）

因此， 场的幅值正比于 dxdyN， 当平面波以直角入射到全息图上时， 其相位为 θ， 即为

轴上平面波。 如果入射波在全息面上有相位变化， 则在每个全息点上的相位为 Φi， 则式

（15. 8-3） 应写为

kroi + Φi = 2πn + θi， n 为整数 （15. 8-7）
可选择孔径位置 （xi，yi） 使得 θi 为常数。 全息图孔径生成的所有波前在特定物点位置

相位相加， 由此获得一个物点。 因此， 场的幅值正比于 dxdyN， 并且当平面波垂直入射到全

息面上时， 其相位为 0。 如果在空间中不同地点存在满足式 （15. 8-6） 的孔径组， 则本质上

就产生了在每一物点具有确定幅值与相位的采样波前。 注意， 式 （15. 8-6） 的调制很简单，
改变 dx 和 （或） N 可调制幅值， 改变 θ 可调制相位。 事实上， N 通常是一个很大的数值，
这意味着它几乎可以连续变化， 于是幅值调制能达到很高的精度。

如果幅值调制精度不需要很高， 这种方法在近场也很有效， 因为在每一物点 roi都被精

确计算。 如果孔径是圆形的， 则用一阶贝塞尔函数取代 sinc 函数， 但式 （15. 8-6） 本质上

保持不变。
实际应用中， 首先随机选取全息面上的每一个点孔径， 然后沿 x 或 y 方向细微移动使得

其中心坐标满足式 （15. 8-7）， 且 θ 为常数。 可以忽略孔径的重叠以节省内存。

15. 8. 1 实验

用以上描述的方法测试采用扫描电子显微镜实现的 DOE [Ersoy， 1976]。 连续曝光的工

作区域为 2mm × 2mm。 点孔径的数目为 4096 × 4096， 最小可达到的直径为 1μm。 实验中，
使用的全息图材料为 KPR 负性光刻胶或者 PMMA 正性光刻胶。

图 15. 17 和图 15. 18 为由两幅生成的全息图重构得到的图像。 计算时使用波长为

0. 6328μm 的 He-Ne 激光。 图 15. 17 中， 在物平面中 3cm 长的线上选取 11 个点， 满足 z =
60cm， x = 40cm， 0≤y≤3cm。 使用的全息图孔径数目为 120 000， 每个上面有 8 × 8 个相邻

点。 图像中的点选取为等强度。 相片拍摄于距全息图约 60cm 处 （即焦平面）。 阻挡主波束

使胶片不过度曝光， 可以看到存在实像和共轭像。
为显示三维效果， 利用图 15. 18 中的物体。 四个字母每个都选取在空间中的不同平面

上， 四个平面距全息图分别为 60cm、 70cm、 80cm 和 90cm。 如果所有的字母都在同一个平

面上， 则它们在 x 方向上的间距为 1cm。 从图片中可以看出， 由于深度的影响， 从第一个字

母到最后一个字母间距逐渐减小。 由于在距全息图约 90cm 的平面即字母 E 所在的焦平面拍

照， 所以 E 最亮， L 最暗。 所用全息图孔径的数目为 100 000， 每个孔径有 4 × 4 个相邻点。
图像上的点的强度相同。
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图 15. 17 由扫描电子显微镜生成的 DOE 重构

空间中 3cm 长直线上的 11 个点

  

图 15. 18 3-D 空间中单词 LOVE 的重构，
每个字母处于空间中不同的平面上

15. 9 快速加权零交叉算法

15. 8 节中讨论的算法， 相当于在全息图上选取许多随机位置的球面波的相位零交叉点。
这种方法的一个缺点是当物点增加时， 全息图快速饱和。 此外， 计算量也很大。 为解决这些

问题， 可采用快速加权零交叉算法 （FWZC） [Bubb， Ersoy]。

 图 15. 19 最邻近原点的零交叉点

对坐标为 （ x0 ， y0 ， z0 ） 的每一需要生成的物点，
FWZC 的步骤如下。

（1） 分别计算 x 轴、 y 轴上最邻近原点的相位零交叉

点 Δx1 、 Δy1 ， 如图 15. 19 所示。
令 （Δx1 ，0，0） 为 x 轴上零交叉点的位置， 则

roi = （xo - Δx1 ） 2 + y2
o + z2

o = nλ （15. 9-1）

r′oi = x2
o + y2

o + z2
o = nλ + B （15. 9-2）

解上述方程得 Δx1 为

Δx1 = xo ± x2
o + （B2 - 2Br′oi） （15. 9-3）

可以推导出 Δy1 具有完全相似的表达式。
（2） 利用海伦表示 [Ralston]， 计算这些零交叉点与物点的距离 rx、 ry。 例如， 经推导

rx 为

rx = z1 3 + x2
1 + y2

1 - 1
（x2

1 + y2
1 + 1）[ ] （15. 9-4）

z1 =
z0

2 （15. 9-5）

z2 = 1
2z0

（15. 9-6）

x1 = （xo - Δx1 ） z2 （15. 9-7）
y1 = yozo （15. 9-8）

（3） 确定 x 轴上所有的零交叉点。 从 x 轴上任意一零交叉点开始计算， 如从 x = a 点，
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要计算下一零交叉点， 如 x = b 点。 取距离函数 rx = （x - x0 ） 2 + y2
0 + z2

0 的泰勒级数的前两

项， 结果为

Δx = b - a = r（a）λ
xo - a + 1

2（xo - a）
r（a）λ
xo - a

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

- λ2[ ] （15. 9-9）

当在 x 轴负方向采用相同步骤时， r（b） - r（a） = λ， 相似的分析表明式 （15. 9-9） 中右边第

一项应改变符号。
（4） 对 y 轴正负方向采用相同的步骤可以找出所有零交叉点。
（5） 对任意 x = x11 ， y = y11 ， 如果 （x11 ，0）， （0，y11 ） 是零交叉点， 在菲涅耳近似有效

的情况下 （x11 ，y11 ） 也是零交叉点。
利用 x 轴、 y 轴上所有 “快速” 零交叉点， 在全息面上形成零交叉点网格。 也可以通过

在 “快速” 零交叉点间插值来生成其余的零交叉点。
（6） 生成的零交叉点网格如图 15. 20 所示， 其指示了孔径位置的中心， 这些孔径在记

录介质上生成所需的全息图。
每一物点的零交叉点一旦生成， 便指定 “击中” 符号 （比如， 1） 来标记它们在网格上

的位置。 计算所有物点的零交叉点以后， 每一孔径位置将积累许多 “击中”， 其个数范围为

0 到物点的数目。 图 15. 21 给出了这一过程。

图 15. 20 生成的零交叉点网格

  

图 15. 21 全息图上零交叉点的积累

对于复杂的物场景， 绝大部分孔径位置将积累一个 “击中”。 接着， 可设置一个 “击

中” 数目的阈值， 并只对 “击中” 数目超过指定阈值的孔径进行编码。 这样， 我们选取了

那些最重要的零交叉点， 比如， 选择了那些对重构物体贡献最大的零交叉点。 实际中效果很

好的一种设计方案为， 设定阈值使得生成的孔径大约覆盖全息面的一半。
阈值设计方案存在一个问题。 考虑式 （15. 9-9） 给出的 x 轴上零交叉点之间的间隔。 当

x0 增大时， 零交叉点之间的间隔减小。 这将造成离物体中心较远的物点有更大数目的零交

叉点。 为尝试改变这一现象， 可为每一零交叉点指定不同的 “击中” 数目， 使得每一物点

的总 “击中” 数目为常数。 实现这一方法的一种可行方案是

每一零交叉点的未击中次数 = A
当前物点的非零交叉点数

（15. 9-10）
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式中， A 为一适当大的常数。

15. 9. 1 离轴平面参考波

与 x 轴倾斜的离轴平面波可写为

U（x，y） = e - j2παx （15. 9-11）
其中

α = sinθ
λ （15. 9-12）

式中， θ 为平面波与光轴的夹角。
利用该表达式， 式 （15. 9-1） 变为

roi = nλ + xsinθ （15. 9-13）
其余的步骤和同轴平面波法的步骤相同。

15. 9. 2 实验

我们用前述方法 [Bubb， Ersoy] 生成了许多全息图。 图 15. 22 为 FWZC 方法生成的一

幅全息图。 用 He-Ne 激光器照射缩小尺寸的该全息图胶片以重构物体， 如图 15. 23 所示。

图 15. 22 FWZC 方法生成的一幅全息图

  

图 15. 23 由图 15. 22 中全息图重构得到的同心圆

图 15. 23 的重构图像为半径从 0. 08 ～ 0. 15m 的七个同心圆， 这些同心圆处于空间中不同

的 z 平面中： 最小的位于 0. 75m 处， 最大的位于 0. 6m 处。 这些同心圆在 z 轴上的间隔清晰

可见， 因为视差和透视缩短的效应很明显。 在所有进行的实验中， 没发现对物点数目的实际

限制。

15. 10 单图全息术

对于垂直照射全息图的参考平面波， 很容易明白， 用不同编码方法都会产生孪生像， 这

是因为平面全息图的两面在物理空间是对称的。 如果我们将物光波看作从单个物点发出的球

面波的叠加， 则相对全息面互为镜像的点， 对应全息图上幅值相同、 相位相反的物光波。 因

此， 当我们选择对应虚像相位 ϕi 的全息图孔径 i 时， 相位为 - ϕi 的实像也对应相同的全息

图孔径。
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结论是要分离出一个像， 全息图两边的两个物理空间的对称性需要尽可能地被消除。 全

息面不为平面或者参考波为非垂直入射平面波时就能改变这种对称性。 然而， 选择另一种简

单的几何结构如离轴平面波能消除对称性， 使得两个像处在与以前不同的位置。

 图 15. 24 单图全息术的装置

球面参考波是个不错的选择， 因为它用一个透镜

便可很容易获得 [ Ersoy， 1979]。 如果只重构实像，
透镜的焦点可选择为穿过全息图使得主波束和零级光

能被焦点处的挡板滤掉。 在下节中， 将验证这个想

法， 如图 15. 24 所示。
在 15. 7 节中讨论到的编码技术中， 每一个全息

孔径依下式选择：
ϕ（xi，yi） + kroi = 2nπ + ϕ0 （15. 10-1）

在这种情况下， ϕ（xi，yi） 是波从参考波前初始点 （xc，yc，zc） 传播到全息孔径 （xi，yi）
时产生的相移； kroi是波从全息图上的孔径 （xi，yi） 传播到物点 （xo，yo，zo） 时产生的相移。
半径 roi由下式给出：

roi = ± （xo - xi） 2 + （yo - yi） 2 + z2
o （15. 10-2）

+ （ - ） 号用来表示物体的实 （虚）。
对于焦点在 （xc，yc，zc） 处的球面参考波， 参考波的相位 ϕ（xi，yi） 可写为

ϕ（xi，yi） = krci （15. 10-3）
式中

rci = ± （xc - xi） 2 + （yc - yi） 2 + z2
c （15. 10-4）

+ （ - ） 号用来表示透镜焦距在全息图的前面 （后面）。
等式 （15. 10-1） 可写为

rci + roi = nλ +
ϕ0λ
2π （15. 10-5）

假设孔径的位置沿预定的方向， 如 x 方向， 移动距离 Δ， 以满足等式 （15. 10-5）。 那

么， 半径矢量 r′oi和 r′ci的长度为

r′oi = r2
oi - 2Δ（x0 - xi） + Δ2 （15. 10-6）

r′ci = r2
ci - 2Δ（xc - xi） + Δ2 （15. 10-7）

r′ci + r′oi满足

r′ci + r′oi = rci + roi - B （15. 10-8）
解方程式 （15. 10-8） 得 Δ 为

Δ = C1 [1 - 1 - C2 / C1 ] （15. 10-9）
式中

C1 =
F1

F2
（15. 10-10）

C2 =
F3

F1
（15. 10-11）

F1 = F4 （X + Xc） + Xr2
ci + Xcr2

oi （15. 10-12）
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F2 = （ rci + roi） 2 - （X - Xc） 2 - 2F5 （15. 10-13）
F3 = 2F5 roirci - F2

5 （15. 10-14）
F4 = roirci - F5 （15. 10-15）

F5 = - B2

2 + B（ rci + roi） （15. 10-16）

注意， 可以通过改变每一物点对应的全息孔径的数目来实现物点的幅值调制， 而这一数

目与该点的理想幅值成比例。 尽管球面波的幅值在全息图上缓慢变化， 孔径随机分布造成的

平均效果可以使我们认为幅值是恒定的。

15. 10. 1 成像分析

为了分析这种方法， 半径的长度可以扩展到傍轴近似 [Meier， 1966]。 假设不用球面参

考波， 而用如下的平面参考波：
Ur = Aejk（αx + βy + γz） （15. 10-17）

则等式 （15. 10-5） 在傍轴近似下可写为

xi α -
x0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + yi β -

y0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

x2
i + y2

i

2z0
= nλ +

ϕ0λ
2π （15. 10-18）

式中， z0 符号的选取应与式 （15. 10-2） 中一致。
如果选用式 （15. 10-4） 所描述的球面参考波， 式 （15. 10-5） 可写为

- xi
xc

zc
+
x0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 - yi

yc

zc
+
y0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + x2

i + y2
i

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
z0

+ 1
zc

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = nλ +

ϕ0λ
2π - F0c （15. 10-19）

式中

F0c = z0 +
x2

0 + y2
0

2z0
+ zc +

x2
c + y2

c

2zc
（15. 10-20）

上述各式中 z0 和 zc 符号的选取应与式 （15. 10-2） 和式 （15. 10-3） 中一致。

忽略常数项
ϕ0λ
2π 、 F0c， 对任意 n， 只要式 （15. 10-18） 或式 （15. 10-19） 成立， 图像便

可形成。 可知， 若式 （15. 10-18） 对物点 （x0 ，y0 ，z0 ）、 方向余弦为 （α，β，γ） 的参考波和波

长 λ 成立， 则其对物点 （ x′0 ，y′0 ，z′0 ）、 方向余弦为 （α′，β′，γ′） 的参考波和波长 λ′亦成立，
因此

z′0 = λ
λ′

z0

m （15. 10-21）

x′0 = λ
λ′

α′ - mα
m z0 + x0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （15. 10-22）

y′0 = λ
λ′

β′ - mβ
m z0 + y0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （15. 10-23）

式中， m 为整数， m 取值为 1 和 - 1 分别对应实像和虚像， m 取值为 0 对应零级波， 即一个

与原始参考波传播方向相同的平面波， m 取其他值时对应高阶像。
同样， 如果式 （15. 10-19） 对物点 （x0 ，y0 ，z0 ）、 焦点为 （xc，yc，zc） 以及波长为 λ 的参

考波成立， 则对物点 （x′0 ，y′0 ，z′0 ）、 焦点为 （x′c，y′c，z′c） 以及波长为 λ′的参考波也成立， 于是
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1
z′0

= λ′
λ m 1

z0
+ 1
zc

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （15. 10-24）

x′0 = z′0
λ
λ′m

xc

zc
+
x0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 -

x′c
z′c

[ ] （15. 10-25）

y′0 = z′0
λ
λ′m

yc

zc
+
y0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 -

y′c
z′c

[ ] （15. 10-26）

式中， m 为整数。
注意， m 取为 0 时对应于与参考波相同、 在焦点会聚的波。 如果 z0 > > zc， 并且假设初

始参考波和最终参考波相同， 且 m≠1 时， 像的位置由下式近似给出：

z′0 ≃
zc

m - 1 （15. 10-27）

x′0 ≃xc + m
z′0
z0
x0 （15. 10-28）

y′0 ≃yc + m
z′0
z0
y0 （15. 10-29）

换言之， 如果透镜焦点离全息图足够近， 则除 m = 1 对应的像外， 其他所有的像必须离

全息图足够近， 以至于在目标图像所处的较远位置处完全离焦。
然而， 可以一次只聚焦某一阶的衍射光。 如果第 m 阶衍射光的位置为 （x′0 ，y′0 ，z′0 ）， 很

容易找到相应的 （x′c，y′c，z′c）， 使得式 （15. 10-24）、 式 （15. 10-25） 和式 （15. 10-26） 成立。
那么， 所有其他的像在目标像所处的较远位置处完全离焦， 因而不可见， 因为它们处在离全

息图很近的位置。
以上分析不总是合理的， 因为当球面参考波接近全息图时， 傍轴近似便很难成立。 因

此， 除所需目标像外， 其他像可能不好定义。 同样所用的编码技术在离全息图很近的距离时

可能会失效， 特别是由于全息孔径配准误差的影响。
为了支持上述讨论， 考虑式 （15. 10-24）、 式 （15. 10-26） 中当 z′c→∞ 的情况； 换言之，

利用平面波来实现重构。 同样设 z0 > > zc， λ 等于 λ′， 得到

z′0 ≃
zc
m （15. 10-30）

x′0 ≃xc +
zc
z0
x0 （15. 10-31）

y′0 ≃yc +
zc
z0
y0 （15. 10-32）

上述等式表明像必须聚焦在靠近全息图的位置。 感兴趣的空间中不存在成像， 表明谐波

像和所需目标像之间的干涉达到了最小化。
当 zc 更小时， 观察高阶图像的位置变化也很有趣。 由式 （15. 10-24）， 对于相同波

长， 有

z′0 ≃
zcz′c

mz′c - zc
（15. 10-33）

随着 m 增大， z′0趋近 zc / m。 这表明全息图离透镜焦点越近， 将越难观察到高阶像。
式 （15. 10-33） 的一个重要推论是存在可变的聚焦距离； 通过微调透镜的位置可以任意
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改变 z′0 。

15. 10. 2 实验

 图 15. 25 利用 He-Ne 激光重构

 物点得到的不同阶像

为了从实验上验证上述猜想， 用 15. 8 节讨论

的扫描电子显微镜系统生成全息图。 对于所有全

息图， 全息图的尺寸均为 2mm × 2mm， 孔径的尺

寸在 1μm 量级。
图 15. 25 所示为用 He-Ne 激光器发出的垂直

平面参考波对某一物点的全息图重构。 在中心处，
可以观察到过度曝光的主光束； 主光束的右边是

 图 15. 26 由 5cm 全息图不经滤波

 得到的单个可见图像

轻微过度曝光的物点的实像和高阶实像。 主光束的

左边是虚像和高阶虚像。
用球面参考波生成某一物点的三个全息图， 使

透镜焦点在全息平面左侧 1cm、 3cm、 5cm 处， 其

x、 y 坐标与全息图中心点的相同。 图 15. 26 为焦

点位置在全息平面左侧 5cm 的全息图的再现结果。
图中只有一个可见物点； 较暗的方块是扩大的全息

图的像； 主光束覆盖了整幅画面。 图 15. 27 为相同

物点但在透镜焦点处用挡板滤掉主光束和零级像后

的重构图像。 焦点在全息平面左侧 1cm 和 3cm 的

全息图给出了相同的结果， 从而支持了上述讨论

[Ersoy， 1979]。
图 15. 28 给出了对更复杂物体的重构。 全息图

离透镜焦点 3cm， x、 y 坐标与全息图中心点的相同。
在实验过程中， 可观察到很容易在不同距离上聚焦

图像， 因此也很容易通过对透镜位置的细微调整控

制图像的尺寸， 这进一步验证了式 （15. 10-33） 是

正确的。

图 15. 27 由 5cm 全息图经滤波得到的单个可见图像

  

图 15. 28 数字 3 的单重构图像
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15. 11 菲涅耳波带片

在讨论 DOE 更复杂的设计之后， 我们回到从前， 讨论一种经典的 DOE， 即菲涅耳波带

片 （Fresnel Zone Plate， FZP）。 这样的 DOE 可被用作平面透镜， 能被大量制造， 常用于高

架投影仪等技术应用中。 本节将讨论二元 FZP， 其包含不透明和透明的圆环形区域。
图 15. 29 给出了一个例子。 图 15. 30 是 FZP 的侧视图。

图 15. 29 二元菲涅耳波带片

   

图 15. 30 FZP 的侧视图

在图 15. 30 中， 光线经由 SOP 和 SAP 传播的光程差为

Δ（ r） = （ρ0 + ρ） - （ z0 + z） = r2 + z2
0 + r2 + z2 - （ z0 + z） （15. 11-1）

定义菲涅耳波带片的参数 n， 使得光程差为半波长的整数倍 [Hecht]：

n λ
2 = Δ（ r） （15. 11-2）

第 n 级菲涅耳带为半径为 rn -1、 rn 的圆之间的环形区域。 注意， 半径为 rn 的圆对 P 点的场的

贡献与半径为 rn ±1的圆对 P 点的场的贡献相差半个波长。 据此易知， 相邻波带的场相互抵消。 因

此， 如果所有的偶数波带或者奇数波带被遮挡， P 点处的场将增强， 余下的菲涅耳波带相互增强，
在距离 z 处产生聚焦点。 假设波带片被平面波照射， z0≈∞ ， 并令 z = f0， 式 （15. 11-1） 变为

rn
λ =

f0
λ n - 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓 + （2n - 1） 2

16 （15. 11-3）

式中， f0 为焦距。
FZP 可看作焦距为 f0 的透镜。 显然在 f0 / 3、 f0 / 5、 f0 / 7 等处还存在着其他焦点 [Hecht]。
令 Rn 为 FZP 上第 n 级圆的半径， 且满足

R2
n = f0 + nλ

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

- f 2
0 （15. 11-4）

利用式 （15. 11-3）， 式 （15. 11-4） 写为

R2
n = f 2

0
nλ
f0

+ 1
4

nλ
f0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

[ ] （15. 11-5）

当 n 很大时， 式 （15. 11-5） 等号右边第二项可以忽略， 因此

Rn≃ nλf0 （15. 11-6）
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16. 1 本章引论

本章是第 15 章的延续， 涵盖更多有关衍射光学的方法。 本章包含 7 节。 第 16. 2 节讲述

虚拟全息术的方法， 通过改善制造技术， 使 DOE 更容易处理。 它也拉近了全息术与传统光

学的距离。
16. 3 节讨论了 14. 8 节中谈到的用于设计二元 DOE 的凸集投影方法 （POCS）。 16. 4 节讨论

了一种合并 POCS 的新方法———交叉迭代技术 （IIT）。 在该方法中， 子全息图 （subholograms）
被创建， 并且子全息图的迭代设计是基于最小化每一迭代过程中的残余重构误差来实现的。

16. 5 节结合 IIT 与 FFT 算法中用到的频率抽选性质， 提出一种更好、 更快的设计子全息

图的策略， 称作最优频率抽取交叉迭代技术 （ODIFIIT）。 16. 6 节进一步推广了 15. 4 节中用

于每一罗曼单元中幅值与相位量化的等幅罗曼法。 POCS 法被用于子全息图的优化。 16. 6 节

结合了罗曼法与 ODIFIIT 法， 通过减小所需目标图像区域的方均差来获得可观的精度。

16. 2 虚拟全息

我们知道大多数的全息图是信息冗余的， 仅仅用全息图的一小部分就足以获得想要的信

息。 如果想要裸眼观察全息图， 图像点的分辨率取决于瞳孔的尺寸， 其为几个毫米数量级

[Born and Wolf， 1969]。 我们期望从这般尺寸的全息图中获得尽可能多的信息。
当用某一类型的波， 如声波或微波， 记录全息图； 用另一种波， 如可见光， 进行重构

时， 为避免图像失真， 必须按照两种波长的比例改变全息图尺寸 [Smith， 1975]。 然而， 这

是一个耗时且易出错的操作。

 图 16. 1 虚拟全息的系统框图

虚全息图定义为这样一种全息图， 其为存在

于空间中的另一被记录的全息图 （实全息图）
的像， 而不是记录在介质上的全息图 [ Ersoy，
August 79]。 虚全息图包含的信息为想要得到的

信息， 而实全息图包含的是变换信息。 实全息图

与虚全息图之间的转换可由图 16. 1 所示的光学

系统完成。
可以说实全息图和虚全息图都不与常规全息图完全相像。 如果观察重构的实全息图， 看

到的是变换后的信息， 则其可能不可辨认。 虚全息图更像常规的全息图， 但它并不记录在物

理介质上。

16. 2. 1 相位的确定

如图 16. 1 所示， 从实全息图发出的平行于光轴的光线， 汇聚到 Ο 点。 由于实全息图上
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的点与对应的虚全息图上的点之间的光程是相同的， 因此在虚全息图上某点相对于另一点的

相位取决于 Ο 点与该点之间的半径向量的长度 rc， 如图 16. 1 所示。
连接系统输入输出的传输矩阵 S 的形式为 [Gerrard and Burch， 1975]

x2

v2

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓 = S

x1

v1

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓 （16. 2-1）

S 可被定义为

S =
A′ B′
C′ D′

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （16. 2-2）

式中

A′ = A + CT2 （16. 2-3）
B′ = （A + CT2 ）T1 + B + DT2 （16. 2-4）

C′ = C （16. 2-5）
D′ = CT1 + D （16. 2-6）

光学系统矩阵由 A， B， C， D 决定； T1 ， T2 是图 16. 1 中所示的距离。 为了生成图像， B′ =
0， 于是

M =
x2

x1
= A′ = 1

D′ （16. 2-7）

以 v1 角度入射到光学系统的平面波聚焦在

f = - A
C （16. 2-8）

平面处， 横坐标 x2 为

x2 = （B + Df）v1 （16. 2-9）
利用这些方程， 可以直接计算图 16. 1 中所示的 rc。

rc 决定虚全息图上参考波的类型。 实全息图上参考波的相位也传输到虚全息图上。 因

此， 分别讨论实参考波和虚参考波是有意义的。 该途径可以变化扩展为用数个光学系统产生

数个虚全息图和参考波。 最终的结果是将所有的参考波在最终的虚全息图上叠加。 然而， 每

一参考波的相位取决于其在相应全息图上的位置。
考察三个例子。 第一个为单透镜的情况。 这种情况对应于

A = 1， B = 0， C = - 1
f ， D = 1 （16. 2-10）

 图 16. 2 望远系统

于是
1
T1

+ 1
T2

= 1
f （16. 2-11）

M = -
T2

T1
（16. 2-12）

第二个例子如图 16. 2 所示的望远系统。 这里

f 等于∞ ， 于是虚参考波为平面波。 利用焦距为

f1 、 f2 的两个透镜得到

A′ = - 1
F = -

f2
f1

（16. 2-13）
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B′ = f1 + f2 （16. 2-14）
C′ = 0 （16. 2-15）

D′ = - F （16. 2-16）
于是

M = - 1
F = -

f2
f1

（16. 2-17）

T2 =
f1 + f2
F -

T1

F2 （16. 2-18）

可见 M 与实全息图坐标无关， 且如果 F 很大， T2 将对 T1 很敏感。
第三个例子是 13. 3 节中谈到的无透镜傅里叶结构。 当图 16. 1 中的Ο 点在像平面上时便

可得到这种结构。 如果 z0 为虚全息图到像平面的距离， 则有

A
C = - （T2 + z0 ） （16. 2-19）

16. 2. 2 孔径效应

为了从虚全息图获得有效的衍射， 虚全息图孔径中传播的波越多越好。 有趣的是， 在这

种情况下孔径尺寸似乎没那么重要， 因为虚全息图不是被记录在物理介质上的。 换言之， 若

虚全息图孔径相互重叠， 那么远处的衍射效应可以解释为虚全息图上的点源发出的波在感兴

趣的空间的相互干涉。
波的扩散可以用光线与两个参考平面的夹角 v1 和 v2 来讨论。 由式 （16. 2-2） 有

v2 = C′x1 + D′v1 （16. 2-20）
在像平面有

C′ = - 1
f （16. 2-21）

D′ = 1
M （16. 2-22）

随着 f 和 M 的减小， 波的扩散增强。 在望远系统中， C′ = 0， 从一个孔径产生的波的扩

散在输出时增加了 1 / M。
为了确定虚全息图孔径的尺寸， 需要考虑放大效应和衍射效应。 虚全息图孔径的尺寸

dv 可写为

dv = Mdr + D （16. 2-23）
式中， dr 是实全息图孔径的尺寸； D 是由于光学系统的有限尺寸造成的衍射而带来的额外

尺寸。
比如， 在望远系统中， D 可由下式估计 [Gerrard and Burch， 1975]：

D = 2. 44fλ
dA

（16. 2-24）

式中， dA 是望远镜物镜的直径； f 是其焦距。

16. 2. 3 成像分析

成像分析可以用与 15. 10 节单幅图像全息术相同的方式完成。 假设不同参考波的贡献为
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一个从点 （xc，yc，zc） 发出的有效参考波。 这常可利用傍轴近似来处理。 如果 （xi，yi，0） 是

虚全息图上某一采样点的坐标， （x0 ，y0 ，z0 ） 是某一物点的坐标， 则下式确定了不同谐波图

像位置：

- xi
xc

rc
+
x0

r0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 - yi

yc

rc
+
y0

r0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + x2

i + y2
i

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
rc

+ 1
r0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = nλ + ϕλ

2π - F0c （16. 2-25）

式中， ϕ 是常数相位。
且

F0c = rc + r0 （16. 2-26）

r0 = ± （x2
0 + y2

0 + z2
0 ）

1
2 （16. 2-27）

式中， + 、 - 号用作区分物点相对于虚全息图的实、 虚， 且

rc = ± （x2
c + y2

c + z2
c ）

1
2 （16. 2-28）

式中， + 、 - 号用作区分参考波的焦点来自虚全息图之前、 后。
将式 （16. 2-25） 除以 M， 我们发现实全息图对应的物体的坐标为

r′0 =
r0

M （16. 2-29）

x′0 =
x0

M （16. 2-30）

y′0 =
y0

M （16. 2-31）

z′0 = （ r′2
0 - x′2

0 - y′2
0 ） （16. 2-32）

且参考波来源于

r′c =
rc
M （16. 2-33）

x′c =
xc

M （16. 2-34）

y′c =
yc

M （16. 2-35）

z′c = （ r′2
c - x′2

c - y′2
c ） （16. 2-36）

且波长

λ′ = λ
M （16. 2-37）

如果采用源于点 （ x″c，y″c，z″c）、 波长为 λ 的重构波， 不采用光学系统， 第 m 阶谐波将重构

于点

1
r″0

= m
M2

1
r0

+ 1
rc[ ] - 1

r″c
（16. 2-38）

x″0 = r″0 mM x0

r0
+
xc

rc
[ ] -

x″c
r″c }{ （16. 2-39）

y″0 = r″0 mM y0

r0
+
yc

rc
[ ] -

y″c
r″c }{ （16. 2-40）
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式 （16. 2-38） ～ 式 （16. 2-40） 表明还存在着另一个相对于预期物体的失真物体。 与虚

全息图的概念相似， 称其为虚物。 这意味着我们可以从虚全息图生成实物， 或者从实全息图

生成虚物。 在大多数情况下利用虚全息图的概念看起来会更简单。 然而， 在有些情况下用虚

物的概念会有更大的优势。
假设用垂直平面波 （xc = yc = 0） 重构， 对于一阶谐波， 式 （16. 2-38） ～ 式 （16. 2-40）

可简化为

r″0 = R
Mr0 （16. 2-41）

x″0 = Rx0 （16. 2-42）
y″0 = Ry0 （16. 2-43）

R =
rc

M（ z0 + rc）
（16. 2-44）

从最后的四个式子能看出计算上的优势， 即可采用卷积来计算全息图。 在数字全息中，

 图 16. 3 虚实全息图和物体

通常全息图比图像要小得多。 而卷积计

算要求图像与全息图有相同的尺寸。 用

这种方法， 可以通过选择合适的 R 获得

相同的尺寸。 对于单透镜的情况， 可通

过满足下式来实现：

R = f
r0 + rc

（16. 2-45）

图 16. 3 为这种情况下的不同全息图和

物体。

16. 2. 4 信息容量， 分辨率， 带宽及冗余

考虑虚全息图， 根据分辨率要求设定了其尺寸的下限。 对于矩形孔径， 依据瑞利准则，
物点间的最小可分辨距离为 [Born and Wolf]：

h =
z0λ
Lv

（16. 2-46）

式中， Lv 是虚全息图的尺寸。
相应地， 虚全息图的尺寸应该足够大以获得理想的 h。
同样需要考虑记录介质的空间频率限制。 x 方向的条纹间距可由下式估计：

ΔF = λ
|M |

xi - xc

rc
+
xi - xo

ro
[ ]

- 1

（16. 2-47）

式 （16. 2-46） 和式 （16. 2-47） 表明， 如果 | M | 取得足够小， 当 ΔF 增加到足够大时， 几

乎所有记录介质都能用来制作全息图。 然而， h 也会随之增大。 相反地， 为了提高图像分辨

率， 虚全息图能做得比实全息图大， 假设这时没有超过记录介质的频率限制。
对于某一特定的全息图尺寸， 有必要将冗余减小到期望的程度来记录信息， 特别是对于

复用。 以条纹的数目来讨论冗余似乎是有利的。 如果获取想要的图像分辨率需要 N 个条纹，
则虚全息图尺寸可以选择为能覆盖 N 个条纹的大小。 实全息图也包含 N 个条纹。 这样， 记
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录介质能达到所希望的有效利用。 如果记录介质有如下空间带宽积 [ Caulfield and Lu，
1970]：

SB = 全息图面积
最小分辨单元的面积

（16. 2-48）

且每一信号用到的平均空间带宽积为 SBs， 则能记录的信号的数目为介质记录线性可加信号

能力的 SB / SBs 倍量级。 直接记录全息图使得 SB / SBs 量级为 1。 因此， 实全息图的记录能力

能通过这种以牺牲分辨率的方式得到有效利用。 然而， 这需要诸如硬限幅之类的非线性记录

技术。 如果 SBs 对于某一信号很小， 则可用像激光打印机这样的非精密设备制作数字全息

图。 这样做的另外一个优点是由于条纹较少， 计算尺寸缩小的虚全息图会快得多。

16. 2. 5 体积效应

式 （16. 2-17） 和式 （16. 2-18） 描述了望远系统中的变换。 横向放大率与实全息坐标无

关， 而 T2 相对 T1 的变化率为 1 / F2 。 如果 F 相对较大， 并且几个实全息面之间分开， 则分

开的距离在虚全息图空间会减小 F2 倍。 因此， 对于实全息图的定位误差， 在虚全息图空间

该误差的横向会减小 F 倍， 纵向会减小 F2 倍。 这意味着使用虚全息术概念与望远系统， 能

在不同全息图之间、 光学单元之间很容易地获得干涉。

 图 16. 4 从相距 d 的两点发出的球面波之间的干涉

作为一个简单的例子， 如图 16. 4 所示，
两平面相距为 d， 考虑从点 x1 和 x2 发出的球

面波在点 O 处的干涉。
由于 d 足够小时， 二次项总可以通过使

用透镜来去掉， 因此可假定夫琅禾费近似是

有效的。 则基于垂直平面参考波， 两个光路

的光程差可估计为

Δ =
x0 （x2 - x1 ）

z0
+ d

2
x0 - x2

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

（16. 2-49）

如果 x0 比 x2 大得多， 式 （16. 2-49） 可简化为

Δ =
x0 （x2 - x1 ）

z0
+ d

2
x0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

（16. 2-50）

若 d = 0， 则式 （16. 2-50） 中第二项消失， 就得到了罗曼用于确定合成孔径位置的表达式

[Lohmann， 1970]。 对不同的物点， 需要假设 x0 / z0 近似为常数。 但是， 这种假设可以通过

找到 Δ 相对于 x0 / z0 的稳态点而放宽到更大的范围， 即

x2 - x1 = -
x0

z0
d （16. 2-51）

Δ = - d
2

x0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

（16. 2-52）

可以进一步扩展该方法来制作数字体全息图。 例如， 可用相距为 d 的几个全息面来量化

相位， d 由式 （16. 2-52） 确定。 这样共轭像问题也得到解决。 由于 d 和 x2 - x1 能通过实全

息图空间的调整来轻易控制， 实全息图空间的误差在虚全息图空间被极大地降低， 因此这样

做是实际的。
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16. 2. 6 波长变化和 / 或构建及重构中全息图尺寸的变化引起的失真

我们知道在全息显微术和声学全息术中， 当波长变化和 / 或构建及重构中全息图尺寸不

以相同的比率变化时， 会造成横向和纵向放大率的不同。 为解决这个问题提出了不同的方

法， 如像平面法 [Firth， 1972]。 对于虚全息图， 实际上能够不用匹配物理全息图尺寸， 就

可达到全息图尺寸与波长的匹配。 然而， 当用于虚全息图或实全息图重构的参考球面波与构

建全息图所用参考球面波不同时， 则即使不用匹配， 也能减小失真。
如果 N 为全息图尺寸在构建与重构过程中改变的倍数， k1 、 k2 分别是构建与重构过程

中的波数， 与式 （16. 2-25） 相似， 成像方程可写为

k1 -
x01

r01
Nx -

y01

r01
Ny + N2 （x2 + y2 ）

2r01
[ ] = k2 - x x02

r02
-
xc

rc
〓

〓
〓

〓

〓
〓 - y y02

r02
-
yc

rc
〓

〓
〓

〓

〓
〓 + x2 + y2

2
1
r02

- 1
rc

〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ]

（16. 2-53）
式中， x01 、 y01和 z01是物坐标； x02 、 y02和 z02是像坐标。

且

r01 = [x2
01 + y2

01 + z2
01 ]

1
2 （16. 2-54）

r02 = [x2
02 + y2

02 + z2
02 ]

1
2 （16. 2-55）

令对应的项相等， 得到

1
r02

= k1N2

r01
+ 1
rc

〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
k2

（16. 2-56）

x02 = r02
k1Nx01

r01
+
xc

rc
〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
k2

（16. 2-57）

y02 = r02
k1Ny01

r01
+
yc

rc
〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
k2

（16. 2-58）

如果满足

r =
r01

N （16. 2-59）

x02 =
x01

N （16. 2-60）

y02 =
y01

N （16. 2-61）

z02 =
z01

N （16. 2-62）

则各种放大倍数相等。
正如 16. 2. 3 节中讨论的， 也可以采用由许多对应于不同全息图的参考波叠加而生成的

有效虚拟参考波， 来减小失真以及扫描像场的不同部分。

16. 2. 7 实验

采用上述方法的第一组数字全息图是用第 15 章中讨论到的扫描电子显微镜制作的。 对

虚全息图做了编码全息图的所有计算。 然后， 利用生成物理实全息图的光学系统参数， 将虚
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全息图转换到计算机中。 单图全息技术被用来编码全息图。 此处， 每个全息图孔径的位置的

选取依据下式：
ϕ（xi，yi） + kroi = 2πn + ϕ0 （16. 2-63）

式中， ϕ（xi，yi） 是虚拟孔径 （xi，yi，0） 处参考波的相位； n 为整数； ϕ0 是物点 （x0 ，y0 ，z0 ）
的所需的相位。

且

roi = [（x0 - xi） 2 + （y0 - yi） 2 + z2
0 ]

1
2 （16. 2-64）

其中 ϕ（xi，yi，0） 由下式给出

ϕ（xi，yi，0） = krci （16. 2-65）

rci = [（xc - xi） 2 + （yc - yi） 2 + z2
c ]

1
2 （16. 2-66）

式中， （xc，yc，zc） 是图 16. 1 中点 O 的坐标。
例如， 对于单透镜轴上的光， 坐标可选为

xc = 0 （16. 2-67）
yc = 0 （16. 2-68）

zc = - fM （16. 2-69）
式中， M 是所需放大率； f 是透镜系统的焦距。 实全息图上的孔径位置为 xi / M， yi / M。

 图 16. 5 第一组虚全息图的重构图像

图 16. 5 为按这种方法生成的第一组全息图的重构

图像。 选择的物体为倾斜于 z 方向的圆。 这就是为什

么它看起来像椭圆———这表明物点的三维本质。 实全

息图尺寸为 2mm × 2mm。 利用焦距为 20mm 的透镜将

其缩小 1 / 4 生成虚全息图。 图 16. 1 中的距离 T2 - f 选
为 5mm。

可以用 SEM 系统生成大小为 2mm × 2mm 的单个

全息图， 单个全息图按边沿拼接起来形成总尺寸达

7. 4cm × 7. 4cm 的全息图。 每次移动定位都会有 ± 5μm
的误差。 因为每个全息图自身就是一个窗口， 与非散射照明的问题类似， 从每个独立全息图

发出的光被导向不同的方向。 即使可以忽略定位误差， 且可以制成一幅大的单独的全息图，
这也不会增加信息密度， 因为每次人眼可见的仅仅是从 2mm × 2mm 大小的区域发出信息的

一小部分。
用这种方法， 尽管会牺牲图像分辨率， 但可以将整个虚全息图阵列减小到几毫米的尺

寸， 使得来自不同小全息图的所有信息都对人眼可见。
为了展示这种方法的效果， 16 个相邻的全息图组成 4 × 4 的阵列。 通过用 50mm 物镜

将实全息图阵列缩小 1 / 4， 得到尺寸为 2mm × 2mm 的虚全息图阵列。 选取图 16. 1 中的距

离 T2 - f 为 12. 5mm。 每个全息图生成三维立方体的一条边， 或一条对角线， 或所有的角

点以及中间点。 图 16. 6 为这样一幅全息图的输出。 照明所有的全息图就获得了整个图

像， 如图 16. 7 所示。 图 16. 7 中， 由于所有的全息图都对角点和中心点有贡献， 这些物点

比其他物点显得更加密集。 透过虚全息图阵列所在的区域， 可以看到空间中完整的立

方体。
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图 16. 6 重构第二组虚全息图生成的部分三维立方体

  

图 16. 7 重构全息图集生成的三维立方体

16. 3 用于二元 DOE 设计的 POCS 方法

在讨论本节的方法以及本章接下来的几节中， 会用到图 15. 1 所示的傅里叶变换系统。
经抽样的全息图由离散点阵列组成。 由 M × N 个尺寸为 Δvx × Δvy 的像素构成的全息图的传

递函数可用累加的方式表示：

G（vx，vy） = ∑
M-1

k = 0
∑
N-1

l = 0
H（k，l）rect vx - kΔvx

Δvx
〓
〓
〓

〓
〓
〓rect vy - lΔvy

Δvy
〓
〓
〓

〓
〓
〓 （16. 3-1）

式中， H（k，l） 是点 （k，l） 的二元透过率。
在观察平面， 重构的图像由透过率函数的傅里叶变换给出

g（x，y） = ∬G（vx，vy）e2πj[xvx+yvy] dvxdvy

= ΔvxΔvysinc[Δvxx]sinc[Δvyy]∑∑H（k，l）exp[2πj（kxΔvx + lyΔvy）]
（16. 3-2）

忽略求和外的两个常数以及两个 sinc 因子， 重构的图像可近似为透过率的二维逆离散傅里

叶变换 （2D-IDFT）。
利用第 14. 8 节中讨论的 POCS 法优化全息图的设计。 设观察平面和计算机制全息图

（ CGH） 平面均为M × N 维， 观察平面 h（m，n） 与 CGH 平面 H（k，l） 的关系可由下列离散傅

里叶变换对给出

h（m，n） = 1
MN∑

M-1

k = 0
∑
N-1

l = 0
H（k，l）Wmk

M Wnl
N （16. 3-3）

式中， 0≤m≤M - 1， 0≤n≤N - 1， 且

H（k，l） = ∑
M-1

m = 0
∑
N-1

n = 0
h（m，n）W -mk

M W -nl
N （16. 3-4）

式中， 0≤k≤M - 1， 0≤l≤N - 1， 且

Wu = exp（j2π / u） （16. 3-5）
POCS 法的目的是生成 CGH， 使得其重构图像与所需目标图像最相像。
对位于观察平面上区域 R 内给定的理想图像 f（m，n）， POCS 法步骤为：

（1） 利用式 （16. 3-4）， 由 f（m，n） 计算 F（m，n）。
（2） 按下式由 F（k，l） 生成二元透过率值 H（k，l）：

H（k，l） =
1 若 Re[F（k，l）]≥0
0 其他{ （16. 3-6）

（3） 利用式 （16. 3-2）， 找到重构图像 h（m，n）。 重构图像的精确度由 R 区域内 f（m，n）
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与h（m，n）之间的方均差 （MSE） 衡量。 方均差定义为 [Seldowitz]

MSE = 1
MN ∑

（m，n）∈R
∑ | f（m，n） - λh（m，n） |

2
（16. 3-7）

式中， λ 是缩放因子。
如果 λ 满足下式， h（m，n） 有最小 MSE，

λ =
∑

（m，n）∈R
∑ f（m，n）h∗（m，n）

∑
（m，n）∈R

∑ | h（m，n） | 2
（16. 3-8）

（4） 定义一个新的输入图像 f ′（m，n）， 使得

（a） 在区域 R 之外， f ′（m，n） 与 h（m，n） 相等。
（b） 在区域 R 之内， f ′（m，n） 有原始图像 f（m，n） 的幅度和 h（m，n） 的相位。
（5） 令 f（m，n） = f ′（m，n）， 回到第 （1） 步。
（6） 重复 （1） ～ （5） 步， 直到 MSE 收敛或满足特定条件。

16. 4 交叉迭代技术 （IIT）

本节讨论的交叉迭代技术 （IIT） 可被应用到现存的任意 DOE 制备方法中， 以提高其性

能 [Ersoy， Zhuang， Brede]。 首先引入交叉技术 （Interlacing Technique， IT）， 然后将它推广

到 IIT。 IT 将整个全息平面分成一组子全息图。 一个子全息图由一组单元 （或点， 称作

“块”） 组成。 所有的子全息图均分开设计， 然后交叉， 生成一幅全息图。 图 16. 8 和图 16. 9
为两个子全息图交叉方案的两个例子。

图 16. 8 两个子全息图的交叉方案 1

   

图 16. 9 两个子全息图的交叉方案 2

IT 法中， 一旦整个全息图被分成更小的子全息图， 首个子全息图就用于重构所需的图

像 f（m，n）， 而实际重构图像为 h1 （m，n）。 由于子全息图不能完美重构所需目标图像， 因此

存在误差， 误差图像可定义为

e1 （m，n） = f（m，n） - λ1h1 （m，n） （16. 4-1）
为了消除该误差， 第二个子全息图被设计为 e1 （m，n） / λ1 。 由于傅里叶变换是线性运算， 对

两个子图的总的重构仅仅是两个单独重构之和。 如果第二个子全息图完美， 且缩放因子与

λ1 匹配， 两重构图像之和即为 f（m，n）。 然而， 与首个子全息图类似， 第二个子全息图也会

有误差。 于是， 第三个子全息图用于减小前两个子全息图的剩余误差。 因此， 每个子全息图

被设计用于减小所需目标图像与所有之前重构模块叠加后的图像之间的误差。 重复本过程直
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到设计完所有的子全息图。
每个子全息图由 POCS 算法 （也可以用其他方法） 次优化 （非最优） 生成。 然而， 即

使一次性用到了所有子全息图， 总的 CGH 也许还是没有达到最优结果。 要解决这个问题，
可采用 IT 方法的推广———交叉迭代 （IIT） 方法。

IIT 是 IT 的迭代形式， 用于获得最小 MSE [Ersoy， Zhuang and Brede， 1992]。 第 j 次迭

代中的第 i 个子全息图的重构图像可记为 h j
i（m，n）。 在用 IT 法设计完每个子全息图后， 整幅

全息图 hf（m，n） 的重构图像有最终误差 ef（m，n）。 为应用交叉迭代技术 （ IIT）， 需要生成

对子全息图的一次新的推扫。 在新的推扫中， 首个子全息图对应的新的理想图像 f ′（m，n）
可选为

f ′（m，n） = h1
1 （m，n） -

ef（m，n）
λ f

（16. 4-2）

式中

ef（m，n） = f（m，n） - λ fhf（m，n） （16. 4-3）
λ f 是生成最后的子全息图之后用到的缩放因子。 一旦首个全息图被重建， 就能算出整幅全

息图的误差图像， 包括由首个子全息图生成的新的重构图像。 类似地， 第二个子全息图被设

计为重构

h1
2 （m，n） -

e′f（m，n）
λ′f

e′f（m，n） 为更新的误差。 本过程一直持续到达到收敛为止， 即前后重构图像之间的绝对

误差

Δ j = ∑
M-1

m = 0
∑
N-1

n = 0
| h j

i（m，n） - h j -1
b （m，n） | （16. 4-4）

达到可以忽略的值， 或者对所有子全息图保持不变。 通过采用 IIT 法， 收敛趋向于从局部最

小 MSE 向全局最小 MSE 转变， 至少是更高阶的最小 MSE。

16. 4. 1 IIT 算法实验

在用 IIT 实施的所有实验中， 可以看到 IIT 与另一算法 （如 POCS 算法） 结合使用时，
可以提高重构结果的质量。 用图 16. 10 所示的图像进行一组特定实验。

图 16. 10 用于 IIT 实验的猫脑图像
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POCS 被用作相应的迭代优化算法。 表 16. 1 显示了随着子全息图数量的增加， 重构的

MSE 是如何减小的。

表 16. 1 重构的 MSE 与子全息图数目的函数关系

k MSE 改善率 / %
0 3230. 70 0
1 2838. 76 12. 13
2 2064. 35 36. 10
3 1935. 00 40. 11

图 16. 11 为用 IIT 法生成的猫脑图像的二元全息图。 图 16. 12 显示了误差是如何随着迭

代次数的增加而减小的。 图 16. 13 为相应的 He-Ne 激光光束重构猫脑图像。

图 16. 11 用 IIT 法生成的猫脑图像的二元全息图

 

图 16. 12 IIT 设计中误差与迭代次数的函数关系

图 16. 13 He-Ne 激光光束重构猫脑图像

16. 5 最优频率抽取交叉迭代技术 （ODIFIIT）

最优频率抽取交叉迭代技术 （ ODIFIIT） 是为优化 IIT 过程而发展起来的 [ Zhuang and
Ersoy， 1995]。 ODIFIIT 利用了将全息图分成子全息图时快速傅里叶变换 （FFT） 的频率抽取

性质， 较 IIT 具有两大优势。 它通过减少傅里叶变换及其逆变换的维数来降低计算时间。 直

接考察所需目标图像区域 R 内的图像， 这样能更有效地设计每个子全息图， 因为只有感兴

趣的数据的贡献才会被考虑。
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图 16. 14 为 ODIFIIT 法的重构平面的模型结构。 所需的幅度 f0 （m，n） 是尺寸为 A × B 的

实值阵列。 优化过程中任意时刻的目标图像 f（m，n） 是 f0 （m，n） 乘以一个浮动相位， 该相

位由区域 R 内当前的重构图像的相位决定。 f （m， n） 置于区域 R 内， 起点为 （M1 ，N1 ）。
由于 CGH 的透过率是实值的， 重构图像的厄米共轭处于 R + 区域内。 由于二元 CGH 的单元

振幅值等于 1， 有必要对目标图像进行像素值的缩放， 这样就归一化其 DFT， 使它能够直接

与重构图像 h（m，n） 进行对比。
整个的 CGH 被分成 μ × v 个子全息图 （或块）， μ = M / A， v = N / B。 如果 M、 N、 A、 B

均为 2 的幂， 则 μ、 v 必须均为整数。 利用频率抽取 [Brigham， 1974]， 这些块都是交错的， 这

样第 （α，β） 个块由单元 （αμ + k，βv + l） 组成， 此处 0≤k≤A - 1， 0≤l≤B - 1， 0≤α≤μ - 1，
0≤β≤v - 1。 图 16. 15 为 μ = v = 2 时的一个例子。

图 16. 14 ODIFIIT 法的重构平面的模型结构

 

图 16. 15 ODIFIIT 法中子全息图的交错扫描， μ = v = 2

定义 H（k，l） 为所有子全息图的累加， 重构图像的表达式变为

h（m，n） = 1
MN∑

M-1

k = 0
∑
N-1

l = 0
H（k，l）Wmk

M Wnl
N

= 1
μv∑

μ-1

α = 0
∑
v-1

β = 0

1
AB∑

A-1

k = 0
∑
B-1

l = 0
H（αμ + k，βv + l）Wmk

A Wnl
B[ ]Wmα

M Wnβ
N

（16. 5-1）

式中， 0≤m≤M； 0≤n≤N。
用 m +M1、 n +N1 分别取代 m、 n 来计算区域 R 内的重构图像， 设 m、 n 仅在图像区域取值：

h（m + M1 ，n + N1 ）

= 1
μv∑

μ-1

α = 0
∑
v-1

β = 0

1
AB∑

A-1

k = 0
∑
B-1

l = 0
H（αμ + k，βv + l）W（m+M1）k

A W （n+N1） l
B[ ]W （m+M1）α

M W （n+N1）β
N

（16. 5-2）
式中， 0≤m≤A - 1； 0≤n≤B - 1。

设第 （α，β） 个子全息图的尺寸为 A × B 的逆离散傅里叶变换

hα，β（m，n） = IDFTAB[H（αμ + k，βv + l）]m，n

= 1
AB∑

A-1

k = 0
∑
B-1

l = 0
H（αμ + k，βv + l）W mk

A W nl
B

（16. 5-3）



第 16 章 衍射光学Ⅱ

183  

式中， 0≤α≤μ - 1； 0≤β≤v - 1； 0≤m≤A - 1； 0≤n≤B - 1。
利用大小为 A × B 的 IDFT， 区域 R 内的重构图像变为

h（m + M1 ，n + N1 ） = 1
μv∑

μ-1

α = 0
∑
v-1

β = 0
hα， β（m + M1 ，n + N1 ）W（m+M1）

M
αW（n+N1）β

N （16. 5-4）

式中， 0≤m≤A - 1， 0≤n≤B - 1。
式 （16. 5-4） 隐含假定 hα，β（m + M1 ，n + N1 ） 中的 m + M1 和 n + N1 分别能整除 A 和 B。

式 （16. 5-4） 以所有子全息图的大小为 A × B 的 IDFT 的形式， 给出了区域 R 的重构图像的

表达式。 从式中可以看出， 由第 （α，β） 个子全息图生成的区域 R 内的重构图像由下式

给出：

h′α，β（m + M1 ，n + N1 ） = 1
μvhα，β（m + M1 ，n + N1 ）W（m + M1）α

M W（n + N1）β
N （16. 5-5）

式 （16. 5-5） 是第 （α，β） 个块的 IDFT 乘以合适的相位因子， 并除以 μv。
定义一个稍后将用到的阵列：

h
～
α，β（m + M1 ，n + N1 ） = h（m + M1 ，n + N1 ） - h′α，β（m + M1 ，n + N1 ） （16. 5-6）

此为除第 （α，β） 个子全息图外的所有子全息图在区域 R 内的重构图像。
反过来， 给定区域 R 的目标图像， 可以算出透过率。 从式 （16. 5-2） 有

H（k，l） = ∑
A-1

m = 0
∑
B-1

n = 0
h（m + M1 ，n + N1 ）W -（m+M1）k

M W -（n+N1） l
N （16. 5-7）

式中， 0≤k≤M - 1； 0≤l≤N - 1。
与之前一样， 将 H（k，l） 分成 μ × v 个块得

H（μk + α，vl + β）

= ∑
μ-1

α = 0
∑
v-1

β = 0

〓

〓

〓
〓∑

A-1

m = 0
∑
B-1

n = 0
h（m + M1 ，n + N1 ）W -（m+M1）α

M W -（n+N1）β
N W -（m+M1）k

A W -（n+N1） l
B

〓

〓

〓
〓

= W -M1k
A W -N1l

B ∑
μ-1

α = 0
∑
v-1

β = 0
DFTAB [h（m + M1 ，n + N1 ）W -（m+M1）α

M W -（n+N1）β
N ] k，l

（16. 5-8）
式中， 0≤k≤A - 1； 0≤l≤B - 1； 0≤α≤μ - 1； 0≤β≤v - 1。

因此， 生成区域 R 中图像 h（m + M1 ，n + N1 ） 的子全息图 （α，β） 的透过率由下式给出：
H（μk + α，vl + β） = W - M1k

A W - N1l
B DFTAB[h（m + M1 ，n + N1 ）W - （m + M1）α

M W - （n + N1）β
N ] k，l

（16. 5-9）
式中， 0≤k≤A - 1， 0≤l≤B - 1。

利用式 （16. 5-5） 和式 （16. 5-9）， 可以计算每一单独子全息图在区域 R 内的重构图像，
或者给出区域 R 内的目标图像， 就能确定重构目标图像所需的透过率。 因此， 现在便可用

IIT 设计 CGH 了。
设 f0 （m + M1 ，n + N1 ） 为大小为 A × B 的目标图像， 0≤m≤A - 1， 0≤n≤B - 1， ODIFIIT

算法可总结如下：
（1） 定义参量M、 N、 A、 B、 M1和 N1 ， 求出 μ、 v。 然后将整幅全息图分成 μ × v 个交错

的子全息图。
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（2） 生成在 0、 1 之间随机取值的 M × N 初始全息图。
（3） 计算整幅全息图的 M × N IDFT。 区域 R 内的重构图像是区域 R 内的点， 即 h（m +

M1 ，n + N1 ）， 0≤m≤A - 1， 0≤n≤B - 1。
（4） 按照 POCS 法， 将每一点 h（m + M1 ，n + N1 ） 的相位赋予 f0 （m + M1 ，n + N1 ） 的幅

值， 就得到了理想图像 f（m + M1 ，n + N1 ）。 于是

f（m + M1 ，n + N1 ） = f0 （m + M1 ，n + N1 ）exp（jϕm + M1，n + N1
） （16. 5-10）

式中， ϕm + M1，n + N1
= arg{h（m + M1 ，n + N1 ）}。

（5） 用式 （16. 3-5） 找到最优参数 λ。

（6） 用式 （16. 5-3）、 式 （16. 5-5） 和式 （16. 5-6）， 找到 h
～
α，β（m + M1 ，n + N1 ）。 这是

除第 （α，β） 个子全息图外所有子全息图在区域 R 内的重构图像。
（7） 求出第 （α，β） 个子全息图用于重构时的误差图像为

e（m + M1 ，n + N1 ） =
f（m + M1 ，n + N1 ）

λ - h
～
α，β（m + M1 ，n + N1 ） （16. 5-11）

它等于 IIT 法中的误差图像。
（8） 利用式 （16. 5-9）， 找到重构误差图像的当前块的透过率 E（uk + α，vl + β）。
（9） 当前块的二元透过率设计为

H（uk + α，vl + β） =
1 Re[E（uk + α，vl + β）]≥0
0 其他{ （16. 5-12）

（10） 找到当前块在区域 R 内的新的重构图像 h
～
α，β（m + M1 ，n + N1 ）。

（11） 将 h′α，β（m + M1 ，n + N1 ） 与 h
～
α，β（m + M1 ，n + N1 ） 相加得到新的重构图像 h（m +

M1 ，n + N1 ）。
（12） 根据式 （16. 5-10）， 用 h（m + M1 ，n + N1 ） 更新 f（m + M1 ，n + N1 ）。
（13） 重复 （7） ～ （12） 步， 直到当前块的每一点的透过率收敛。
（14） 用新得到的透过率更新整幅全息图。
（15） 保持 λ 一致， 对所有子全息图重复 （3） ～ （14） 步 [第 （5） 步除外]。
（16） 设计完所有的块之后， 从式 （16. 3-7） 中计算 MSE。
（17） 重复 （3） ～ （16 ） 步直到 MSE 收敛， MSE 收敛表明对于当前 λ 已设计出最

佳 CGH。

16. 5. 1 ODIFIIT 法的实验

用 ODIFIIT 法设计黑白字母 E 及 Lena 图的 DOE， 所用到的两幅图像也曾用于测试罗曼

法。 两幅图像分别如图 15. 3 和图 15. 8 所示。 同时也用到了更高分辨率的 256 像素 × 256 像

素的灰度图， 如图 16. 16 所示。
图 16. 17 ～ 图 16. 19 是 ODIFIIT 全息图的计算机重构图像。
用 ODIFIIT 设计的所有全息图都使用了图 16. 15 所示的交叉模式。 对子全息图进行交叉

处理有多种不同的方法， 但是， 根据实验观察到， 这种交叉方法能最小化 MSE， 因此能得

到最佳结果。 在该方案中， 每个全息图被分成 4 × 4 的子全息图。 这样在整幅图像之中， 第
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一幅图、 第二幅图、 第三幅图分别包含 16 像素 × 16 像素、 128 像素 × 128 像素、 256 像素 ×
256 像素的理想图像区域。

图 16. 16 ODIFIIT 测试实验中用到的第三幅图像

  

图 16. 17 从 ODIFIIT 全息图得到的第一幅

图像的重构图像

图 16. 18 从 ODIFIIT 全息图得到的

第二幅图像的重构图像

  

图 16. 19 从 ODIFIIT 全息图得到的

第三幅图像的重构图像

这些结果显示了对理想图像非常精确的重构。 与第 15. 6 节中讨论到的罗曼法的结果相

比， ODIFIIT 法对高分辨率灰度图像的重构质量有了很大的提高。 与用罗曼法设计的 DOE 类

似， 用 ODIFIIT 法设计的透过率函数也可以编码为 （ - 1，1）， 以制作二元相位全息图。 这可

以进一步推广到用多级相位量化编码全息图。 这对应多级相位单元。 例如， 可以用四级相位

量化编码全息图。 于是， 全息图中的每一点将有 0、 π / 2、 π 或 3π / 2 的相移。 由于全息图函

数对每一点的实际理想相位有更接近的估计， 因此生成的重构图像有更小的 MSE。

16. 6 复合的罗曼-ODIFIIT 法

由于在实际应用中， 二元罗曼法中用到的迂回相位法不能精确编码幅度和相位， 在重构

过程中总会存在一些固有的误差。 因此， IIT 和 ODIFIIT 中的迭代优化应该能有效减小最终

的重构误差。 出于这个原因， 联合罗曼编码方案和交叉技术可以创建一种设计 DOE 的更好
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方法 [Kuhl， Ersoy]。 称这种组合方法为 Lohmann-ODIFIIT 法， 或者 LM-ODIFIIT 法。 在本方

法中， 用罗曼单元编码每一子全息图的所需的幅度和相位， 但将全息图分成与 ODIFIIT 法类

似的交叉子全息图。
如第 15. 3 节中所讨论， 为简化罗曼全息图的设计做了三个近似： （ a） sinc[ cδv（x +

x0 ）]≈常量， （b） sinc（yWnmδv） ≈1， （ c） exp[2πj（xPnmδv）] ≈1。 这些近似对重构图像的

影响取决于几个因素。
sinc[cδv（x + x0 ）]产生一个 x 方向上正比于图像平面中心的距离的强度而骤降。 近似

（a） 认为 sinc 因子在图像区域内几乎为常数。 小的孔径尺寸 c 产生的强度骤降更小。 但是，
这也会降低图像的亮度。

sinc（yWnmδv） 表明会产生一个与 （a） 类似的强度骤降， 但是在 y 方向， sinc（yWnmδv）
会引起幅值透过率的轻微降低。

相移 exp[2πj（xPnmδv）] 会造成图像平面随 x 变化的相位误差， 它取决于 x 和 P， 取值

在 0 ～ π / （2M） 之间。 忽略掉相位因子 exp[2πj（xPnmδv）] 会造成图像质量恶化， 就好像存

在因不恰当孔径移位而造成相位误差一样 [Lohmann， 1970]。
用于补偿 sinc 在 x 方向上骤降的方法是将所需目标图像除以 sinc[cδv（x + x0 ）]。 这样目

标图像 f（x，y） 变为

f（x，y）
sinc[cδv（x + x0 ）]

在 y 方向不能进行同样的操作， 因为 sinc（ yWnm δv） 依赖于基于目标图像的孔径参数

Wnm。 在 Lohmann-ODIFIIT 法和量化的 LM-ODIFIIT 法中， sinc 因子按如下方式补偿： 目标图

像首先除以影响 x 方向的 sinc 因子， 设计全息图。 然后， 计算所有孔径 y 方向的 sinc 因子，
累加以确定对输出图像的影响。 接着， 目标图像除以 y 方向的 sinc 因子。 下一步， 再次设计

全息图， 计算新孔径高度对输出的影响因子， 原始目标图像除以这个新的因子。 重复该过程

直到重构图像不再改变或者满足收敛条件。
设计全息图时， 相移 exp[2πj（xPnmδv）] 由逐次迭代补偿。

16. 6. 1 LM-ODIFIIT 法的计算机实验

图 16. 20 是由图 15. 3 的黑白 E 图的 LM-ODIFIIT 全息图经计算机重构后的图像 [Kuhl，

 图 16. 20 基于 LM-ODIFIIT 法的重构图像

Ersoy]。 图 16. 21 为从 E 图的四级相位量化 LM-
ODIFIIT 法的重构图像。 图 16. 22 为 Lena 图的基于

LM-ODIFIIT 法的重构图像。 用 16 × 16 灰度阶图，
对比了罗曼法、 ODIFIIT 法及 LM-ODIFIIT 法的输

出结果如图 16. 23 所示。
接下来要讨论的是基于黑白 E 图的重构结果

的一张表。 表 16. 2 显示了计算机实验二元 DOE 的

方均差和衍射效率结果。 方均差表示在理想图像

区域内理想图像与重构图像之间的差异， 衍射效

率度量了衍射到理想图像区域的光占入射光的比

例。 这张表包括多种方法的对比结果， 包括 OD-
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IFIIT 法、 罗曼法 （LM）、 对每一单元运用等幅罗曼法 （ LMCA）、 采用罗曼编码的 ODIFIIT
法 （LM-ODIFIIT） 和单元等幅的 LM-ODIFIIT 法 （LMCA-ODIFIIT）。 所有结果都是针对二元

幅值全息图的。 罗曼法的整个过程中， c = 1 / 2， M = 1。 为了做对比， 将罗曼法中的 MSE 归

一化到 1， 这样所有其他的 MSE 值都是相对罗曼法的。

图 16. 21 四级相位量化 LM-ODIFIIT 法的重构图像

  

图 16. 22 基于 LM-ODIFIIT 法的重构图像

图 16. 23 对比了罗曼法、 ODIFIIT 法及 LM-ODIFIIT 法的输出结果

a） 原图 b） 罗曼法重构图 c） ODIFIIT 重构图 d） LM-ODIFIIT 重构图

表 16. 2 二元 DOE 的方均差 MSE 和衍射效率

方  法 MSE 衍射效率 / %

LM 1 1. 2
ODIFIIT 0. 33 5. 7
LMCA 2. 03 5. 9

LM-ODIFIIT 5. 9 × 10 - 31 1. 2
LMCA-ODIFIIT 1 2. 1

表 16. 3 为计算机实验的结果， 实验中， 每一单元的幅度和相位为量化后的值， 并应用

了 ODIFIIT。 每一罗曼单元被分成 N × N 个更小的 N 阶量化方块。 幅值与相位的量化按照

16. 6 节中讨论的方法进行， MSE 依然为相对于罗曼法中的 MSE。

表 16. 3 LM-ODIFIIT 法和 LMCA-ODIFIIT 法中， MSE 和衍射效率与量化阶数的函数关系

量化阶数 N MSE 衍射效率 / %

2 2. 33 0. 6
2-CA 0. 42 1. 4

4 0. 19 1. 1
4-CA 0. 93 1. 1
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实验结果表明， 就 MSE 和效率而言， ODIFIIT 法均比罗曼法好。 在等幅罗曼法中， 图像

区域的误差增加， 但效率显著提高。 基本上， 这意味着重构得到较亮的图像， 但精度较低。
这个结果是合理的， 有以下原因： LMCA 法中使用较少的信息， 这增加了误差， 但由于孔径

总是尽可能的大， 所以整个全息图的幅度值更大， 使得亮度增加。 输出结果给出了目标图像

的重构图， 其亮度更高， 但边缘模糊。 目标图像区域之外的重构更少， 这进一步表明效率的

提高。 事实上， LMCA 法的效率超过了 ODIFIIT 法的效率， 但 MSE 的显著增加是其劣势。
结果表明， LM-ODIFIIT 法的结果与目标图像最相像 （最小的 MSE）， 而效率与原始罗

曼法 （LM） 一样。 仿真实验表明， 从质量上看， LM-ODIFIIT 法在图像区域内生成了一幅锐

利且均一的图像。 对 Lena 图的仿真重构结果更加表明 LM-ODIFIIT 法的精确性， 这与 LM 法

和 ODIFIIT 法的结果相当。
LMCA-ODIFIIT 法的 MSE 与 LM 法的相等， 比 LM-ODIFIIT 法的大， 比 LMCA 法的小。

将 ODIFIIT 法合并于 LMCA 法中能减小误差， 就像 ODIFIIT 法合并于 LM 法中一样。 然而意

外的是， 考虑到 LM-ODIFIIT 法的极小 MSE， LMCA-ODIFIIT 法的 MSE 并不是更小。 就像预

期的那样， LMCA-ODIFIIT 法的效率比 LM-ODIFIIT 法的效率高。
在所有方法中， 量化阶 N = 2 的 LM-ODIFIIT 法有最大的 MSE 和最低的效率。 使用如此

少的量化阶数， 编码后保留的允许良好重构的信息不足。 当归一化的幅度小于 1 / 2 时， 幅度

量化为 0， 相位信息丢失。 这解释了高误差与低效率的原因。 利用恒定幅值技术， 更多的相

位信息得以保留， 这能得到更好的 MSE 和效率。
对于 N = 4， MSE 显著下降， 能生成对目标图像很好的重构。 该方法具有低的 MSE， 仅

次于原始 LM-ODIFIIT 法的极小 MSE 值。 同时， 其效率与除 ODIFIIT 法和 LMCA 法以外的其

他所有方法都有可比性。 恒定的幅值保证了效率， 但增加了误差。
如图 16. 23 所示， 128 像素 × 128 像素 LM 法和 LM-ODIFIIT 法的图像具有周期性的点

阵。 LM 法图像中的水平阵列是由全息图的周期特性产生的。 这是由于孔径高度被调整时，
其像素是对称的。 LM-ODIFIIT 法图像中的水平阵列也由同样的原因产生。 然而， 在 LM-OD-
IFIIT 法全息图中， 可观察到， 子全息图的每一点处的相位都收敛到相同的值。 除第一个子

全息图外， 每个子全息图都能观察到这种情况。 这使得全息图的其他方向具有周期特性， 这

 图 16. 24 使用 sinc “陡降” 矫正前后的

 灰度图的计算机重构图像

 a） LM-ODIFIIT 法全息图生成的灰度图

 b） 对算法做近似补偿后的图像

种特性产生了垂直点阵。
到现在为止， 所有的仿真忽略了 sinc

函数的 “陡降” 特性， 而这在二元 CGH
的物理重构中是实际存在的。 在仿真中进

一步用到了本节开始时讨论的补偿方法来

校正这些误差。 计算机重构显示了 x 方向

的良好的一致性， 表明依赖于 x 的 sinc 因

子已被精确补偿。 在 y 方向有微小的变

化， 但可以通过连续迭代减小到一个所需

的水平。 图 16. 24 显示了使用 sinc “陡

降” 矫正前后的灰度图的计算机重构

图像。
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第 17 章 计算机成像技术Ⅰ： 合成孔径雷达

17. 1 本章简介

许多的现代成像技术在进行图像重构时都依赖于傅里叶变换及相关的计算机算法。 例

如， 合成孔径雷达 （Synthetic Aperture Radar， SAR）， 利用投影的图像重构， 包括计算机断

层扫描、 磁共振成像 （Magnetic Resonance Imaging， MRI） 以及在第 5 章讨论的共焦显微镜

都属于这种技术。
在本章中， 对合成孔径雷达 （SAR） 原理进行了讨论。 1958 年密歇根大学根据 SAR 在

本质上与全息类似的特性， 用相干光处理方法制作了第一张 SAR 图像 [Cutrona]。 在 20 世

纪 70 年代初， 数字信号处理方法开始用在计算机 SAR 图像处理领域 [ Bennett] [ Ulaby]。
目前， 计算机 SAR 图像处理已在实际中得到应用。

本章共分 10 节。 17. 2 节概括性地描述了合成孔径雷达。 17. 3 节介绍了合成孔径雷达的

距离分辨率。 为了实现高分辨率的成像， 我们有必要认真地选择所使用的脉冲波形。 该内容

将在 17. 4 节介绍。 17. 5 节讨论匹配滤波， 它用于信噪比 （SNR） 最大化和实现尖脉冲。 在

17. 6 节将讨论采用匹配滤波生成具有足够能量的尖脉冲。 17. 7 节介绍了合成孔径雷达的横

向分辨率。
上述章节主要讨论了 SAR 成像的一些基础问题。 17. 8 节讨论了 SAR 成像的简单理论。

17. 9 节重点讨论了利用菲涅耳近似进行图像重构。 17. 10 节给出了另一种数字 SAR 图像重

构的算法。

17. 2 合成孔径雷达

雷达 （Radar） 这个词是无线电 （Radio） 探测 （Detection） 和 （ And） 测距 （ Ranging）
中的部分字母组合而成的。 合成孔径雷达是一种实现高分辨率成像的技术， 这可以在地形地

貌、 专题制图、 海洋、 林业、 农业、 城市规划、 环境科学和自然灾害预报评估等诸多领域得

到很好的运用。
合成孔径雷达是一种相干成像技术， 它是利用安装在运载平台上的运动雷达系统来实现

成像功能的， 如安装在飞机上 （机载合成孔径雷达） 或卫星上 （天基合成孔径雷达）。 当运

载平台处于运动状态时， 目标区域被雷达的辐射所照射， 因而产生一个回波信号的集合。 这

些回波信号集合在一起， 采用特殊算法， 即可得到目标区域的高分辨率图像。
合成孔径雷达成像的系统示意图如图 17. 1 所示。 微波频率的电磁脉冲由发射器发送后

被目标区域反射， 并由接收器接收。 为了合成一个大型的人工天线， 通常使用直线方向的飞

行路径。 以这种方式得到的有效天线长度可以达到几千米。 方位角 （或横向距离） 是沿飞

行路径的方向。 测距 （或斜距） 是在垂直于方位角的方向进行的。
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 图 17. 1 一个合成孔径雷达成像的系统示意图

利用回波或反射脉冲信息来获取目标区域

的图像信息。 通过多次周期性发射脉冲波照射

目标区域， 从而获得高分辨率 （小像素尺寸）
和高信噪比。 这等同于每个信号都是从一个较

大的天线阵列的单元天线发出的。 因此， 这种

雷达命名为合成孔径雷达。
如 17. 7 节介绍的， 在距离 R 处， 尺寸为 L

的天线的方位角分辨率约为 λR / L。 如果没有合

成孔径， 在微波频率下达到较大的 L 尺寸是不

可能实现的。 合成孔径相当于一个沿着航路分布众多单元天线的天线阵列。
SAR 成像往往利用卫星系统来完成。 例如， 1978 年 6 月， 美国航空航天局喷气推进实

验室将一颗海洋资源卫星发射入轨道， 该系统用于完成地球表面大区域的 SAR 图像的任务。

 图 17. 2 生成于 2006 年 2 月份的 SAR 图像

基于航天飞机的航天成像雷达系统 （SIR） 执行与

SAR 系统类似的任务。 也有由飞机作为搭载平台

的机载 SAR 系统， 例如 E-3 AWACS （ E-3 飞机机

载预警控制系统）， 其被用在对波斯湾地区海上和

空中目标的探测和跟踪， 并在 E-8C 联合监视目标

攻击雷达系统中得以应用， 该系统在海湾战争中

用来探测和定位地面目标。
图 17. 2 给出了一个 SAR 图像的例子 [远程成

像， 遥感与加工中心， 新加坡国立大学 （CRISP）]。
该张南格陵兰岛图像由 Envisat 卫星的中分辨率成

像光谱仪 （MERIS） [ESA， 欧洲航天局] 于 2006
年 2 月 16 日获取。

17. 3 测距分辨率

SAR 及其他类型的雷达的测距分辨率都是利用脉冲电磁波获取的。 测距分辨率需要处

理所接收信号的不确定性， 这些不确定性是由于从接收到的紧邻的相邻物体所发出的脉冲的

重叠造成的。
除了相邻物体， 还存在噪声问题， 例如， 由于电磁干扰信号造成的随机涨落、 大气效应

以及电子元器件中的热变化等。 因此， 有必要增加信噪比 （ SNR） 以达到更高的测距分

辨率。
对于距离为 R 的单个物体， 对应脉冲反射距离为 tc / 2， 其中 t 是发送与接收脉冲之间的

时间间隔， c 是光速， c = 3 × 108 m / s。 假设脉冲持续时间为 T（s）。 那么两个物体之间的脉冲

延迟时间至少需要 T 秒， 以使得两个脉冲回波之间没有重叠。 这意味着物体必须至少分隔

cT / 2 米 （如果使用米-千克-秒单位制）。 减小 T 可以获取更高的测距分辨率。 但是， 为了得

到更好的检测效果， 也需要高脉冲能量， 而实际中短脉冲意味着更低的能量。 为了避免这个

问题， 17. 5 节将讨论匹配滤波， 通常在接收端利用匹配滤波将长持续时间脉冲转换为短持
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续时间脉冲。 在这种方式下， 接收的回波被锐化， 并且整体系统具有短脉冲的测距分辨率。
同时， 在发射平均功率恒定的条件下， 峰值发射功率也大大降低。 在这样的系统中， 匹配滤

波既被用来进行脉冲压缩， 同时也被用来优化信噪比以提高探测精度。 这将在 17. 5 节中进

一步讨论。

17. 4 脉冲波形的选择

脉冲的形状对于区分邻近的物体很重要。 假设 p（ t） 是持续时间为 T 的脉冲信号， 该信

号在 T > 0 时非零。 对一个物体而言返回的脉冲可以写为

p1 （ t） = σ1p（ t - τ1 ） （17. 4-1）
式中， σ1为衰减常数； τ1是延迟时间。

从另一物体返回的脉冲可以写成

p2 （ t） = σ2p（ t - τ2 ） （17. 4-2）
脉冲的形状应进行优化， 使得 τ1 ≠τ2的情况下 p1 （ t） 和 p2 （ t） 尽可能不相似。
最常用于量度两个波形 p1 （ t） 和 p2 （ t） 之间相似性的， 是下式给出的欧几里得距离：

D2 = ∫[p1 （ t） - p2 （ t）]
2
dt （17. 4-3）

D2也可以写为

D2 = σ2
1∫p2 （ t - τ1 ）dt + σ2

2∫p2 （ t - τ2 ）dt - 2σ1σ2∫p（ t - τ1 ）p（ t - τ2 ）dt （17. 4-4）

式 （17. 4-4） 等号右侧前两项正比于脉冲能量， 其可以通过缩放单独控制。 因此， 只有最

后一项对于优化最为重要。 在 τ1 ≠τ2条件下， 应使最后一项最小化以达到 D2最大化。 最后

一项的积分可重写为

R（τ1 ，τ2 ） = ∫p（ t - τ1 ）p（ t - τ2 ）dt （17. 4-5）

其等同于下式

R（τ） = ∫p（ t）p（ t + τ）dt （17. 4-6）

式中， τ = τ1 - τ2或者 τ = τ2 - τ1 ， 可以看出 R（τ） 是 p（ t） 的自相关函数。
线性频率调制 （线性调频） 信号， 也称为啁啾信号， 具有非常尖锐的自相关特性， 其

自相关函数在 τ≠0 时接近零， 它可以写成

x（ t） = Acos（2π（ ft + γt2 ）） （17. 4-7）
更一般地可写为

x（ t） = ej2π（ ft + γt2） （17. 4-8）
较大的 γ 表示较大的瞬时频率 fi的变化， 也就是相位的导数

fi = f + 2γt （17. 4-9）
可见， fi与 t 呈线性关系。 x（ t） 的自相关函数可以表示为

R（τ） = ej2πτ（ f +γt）∫ej4πγτtdt （17. 4-10）

假设脉冲波形中心在 T0处， 持续时间 T 可以表示为
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p（ t） = rect t - T0

T
〓

〓
〓

〓

〓
〓x（ t） （17. 4-11）

P（ t）的自相关函数可写为

R（τ） = ej2π∫ f + γ
2 T0+

T
2（ ）[ ]tri （T -| τ | ）sinc πγτ

2 （T -| τ | ）（ ）（ ） （17. 4-12）

此函数的主瓣宽度约等于 1 / γT。 通常用更平滑的函数如高斯函数代替矩形窗函数， 这

在 14. 2 节中有所讨论。 基于上面所讨论的特性， 为了得到较高的测距分辨率， 一般采用有

限宽度窗口内的啁啾信号作为测距脉冲波形。

17. 5 匹配滤波器

匹配滤波的一个基本问题是要判断噪声中是否存在给定形式的信号。 在经典情况下， 该

滤波器也被限定为线性时不变 （LTI） 系统。 匹配滤波器也有很多其他的应用， 诸如下节将

要讨论的脉冲压缩， 以及 17. 8 ～ 17. 10 节中要讨论的图像重构。

 图 17. 3 作为 LTI 滤波器的匹配滤波器

   可最有效地降低噪声

假设输入信号由给定信号 x（ t） 加噪声 N（ t） 组成。
令线性系统相应的输出分别取 x0 （ t）和 N0 （ t）， 如图 17. 3
所示。 用来确定是否存在 x（ t） 的最优准则， 是系统输

出有最大的信噪比。 下面将要给出， 使得信噪比最大化

的 LTI 滤波器， 即匹配滤波器。
如果 N0 （ t） 被假定为一个广义平稳 （ WSS） 过程的采样函数， T0 时刻的信噪比可定

义为

SNR =
| x0 （T0 ） | 2

E[N2
0 （T0 ）]

（17. 5-1）

输出信号 x0 （ t） 可由下式求得：

x0 （T） = ∫+∞

-∞
X（ f）H（ f）ej2πfT0 df （17. 5-2）

平均输出噪声功率由下式求得：

E[N2
0 （ t）] = ∫+∞

-∞
| H（ f） | 2SN（ f）df （17. 5-3）

式中， SN（ f） 是 N（ t） 的频谱密度函数。
此时信噪比可以写为

SNR =
∫+∞

-∞
X（ f）H（ f）ej2πfT0 df

2

∫+∞

-∞
| H（ f） | 2SN（ f）df

（17. 5-4）

为了优化信噪比， 可以运用施瓦兹不等式。 如果 A（ f） 和 B（ f） 为 f 的两个可能的复函

数， 由施瓦兹不等式可得

∫+∞

-∞
A（ f）B（ f）df

2
≤ ∫+∞

-∞
| A（ f） | 2 df∫+∞

-∞
| B（ f） | 2 df （17. 5-5）

当满足下式时取等号

A（ f） = CB∗（ f） （17. 5-6）
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C 为任意实常数。 令

A（ f） = SN（ f）H（ f）

B（ f） = X（ f）ej2πfT0

SN（ f）
（17. 5-7）

于是由施瓦兹不等式可得

∫+∞

-∞
X（ f）H（ f）ej2πfT0 df

2
≤ ∫+∞

-∞
SN（ f） | H（ f） | 2 df[ ] ∫+∞

-∞

X（ f） 2

SN（ f） df[ ] （17. 5-8）

或者

SNR ≤ ∫+∞

-∞

X（ f） 2

SN（ f） df （17. 5-9）

根据式 （17. 5-6）， 信噪比可被最大化并且使其等于方程式 （17. 5-9） 右侧的值， 换言

之， 此时有

H（ f） = Hopt（ f） = C X∗（ f）
SN（ f） e - j2πfT0 （17. 5-10）

传递函数由公式 （17. 5-10） 给出的滤波器称为匹配滤波器。 可见， Hopt（ f） 正比于输入

信号的傅里叶变换的复共轭， 反比于输入噪声的频谱密度函数， 其系数 e - j2πfT0用于调节该最

大信噪比产生的时间 T0 。

例 17. 1 若输入噪声为白色噪声， 频谱密度为 N0 ， 试求匹配滤波器的传递函数和脉冲响应，
并给出在时域中采用匹配滤波器的卷积运算。
解： 在式 （17. 5-10） 中， 用 N 代替 SN（ f）

Hopt（ f） = KX∗（ f）e - j2πfT0

对输入信号以 Hopt（ f） 进行卷积得到输出信号。 于是

y（ t） = ∫+∞

-∞
x（τ）hopt（ t - τ）dτ = K∫+∞

-∞
x（τ）x（T0 - t + τ）dτ

在 t = T0处存在峰值， 该值由下式给出：

y（T0 ） = K∫+∞

-∞
x2 （τ）dτ

其与输入信号能量成正比。

17. 6 运用匹配滤波进行脉冲压缩

在脉冲雷达和声呐等应用中， 要获取良好的距离分辨率， 短的脉冲持续时间尤为重要。
然而， 良好的探测效果却需要脉冲具有较高的能量， 而短脉冲持续时间实际上意味着较低的

脉冲能量。 为了避免这个问题， 匹配滤波通常用来在接收端将宽持续时间的脉冲转换为短持

续时间的脉冲。 通过这种方式， 接收到的回波变得更尖锐， 整个系统具有短脉冲的距离分辨

率。 当平均功率恒定时， 峰值发射功率也大大减小。 在这样的系统中， 匹配滤波可用来进行

脉冲压缩以及优化探测的信噪比。
通过选择输入脉冲的波形， 可得到较短持续时间的输出脉冲。 例如， 可以选择如下形式
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的线性调频输入脉冲：
x（ t） = et2 / T2 ej（2πf0t + γt2） （17. 6-1）

式中， T 为脉冲持续时间。
在实际中， | γ |T 比 2πf0要小得多。 脉冲的频谱由下式给出：

X（ f） = FB m / πe - 4π2（ f - f0）2 / F 2
Bej γT 2（ f - f0）2 / F 2

B - 1
2 arctanγT 2[ ] （17. 6-2）

式中

m = [1 + γ2T 4 ]
1
2 （17. 6-3）

FB = m
πT （17. 6-4）

FB是频谱的有效带宽， 因为频谱也是中心频率为 f0 的高斯分布。
不计常数项， 信号 x（ t） 的匹配滤波器 （假设噪声是白噪声， T0 = 1） 由下式给出：

H（ f） = e - 4π2（ f - f0）2 / F 2
Bej γT 2（ f - f0）2 / F 2

B - 1
2 arctanγT 2[ ] （17. 6-5）

在实际中， 式 （17. 6-5） 中 H（ f） 的作用减小了最终结果的幅值。 这可以通过使用纯相

位滤波器来防止

H（ f） = ej γT 2（ f - f0）2 / F 2
B - 1

2 arctanγT 2[ ] （17. 6-6）
于是， 匹配滤波器的输出为

y（ t） = ∫+∞

-∞
X（ f）H（ f）ej2πftdf

= me -t2 / （T / m）2 ej2πf0t

（17. 6-7）

再次可见， 输出信号是一个除去了频率调制的高斯脉冲， 脉冲持续时间压缩因子为 m。 同

时， 为保持脉冲的能量不变， 其振幅乘以因子 m。

如用式 （17. 6-5） 来代替式 （17. 6- 6）， 可以得到相同的结果， 此时需要用 m / 2 替

换 m。
在脉冲雷达和声呐中， 测距精度和分辨率与脉冲持续时间密切相关。 近距离物体反射的

长持续时间信号与目标信号融合在一起， 降低了分辨率。 最大测量范围也与信噪比和脉冲能

量关系密切。 因此， 利用上面所述的技术， 无论是高精确度、 高分辨率， 还是长距离测量，
都可以得到实现。

上面所讨论的脉冲压缩是普遍适用的， 而并非依赖于某种特定信号。 下面的讨论是针对

T0 = 0 的一般脉冲信号的。 由式 （17. 6-5）， 此时该匹配滤波器产生的频谱具有零相位， 由

方程 （17. 6-5） 可求得其振幅 |X（ f） | 2 。 t = 0 时的输出信号由下式给出：

y（0） = ∫+∞

-∞
| X（ f） | 2 df = E

该信号具有较大的值。
为了定义压缩的程度， 有必要对时间和频率宽度的量度进行定义。 令脉冲具有能量 E

和最大振幅 Amax。 输入脉冲的持续时间可以定义为

Tx = E
A2

max
（17. 6-8）

同样， 谱宽度 F 可定义为
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F = E
B2

max
（17. 6-9）

式中， Bmax是频谱的最大振幅。
输入信号能量和输出信号 y（0） 相同。 则输出信号能量为

Ey = ∫+∞

-∞
| X（ f） | 4 df （17. 6-10）

压缩比 m 由下式给出：

m =
Tx

Ty
（17. 6-11）

式中， Ty是输出的脉冲宽度。
其可由下式得出：

C2
maxTy = Ey

Cmax是输出信号 y（0） 的最大振幅。 因为 y（0） 和 E 相同， 方程式 （17. 6-11） 可以写成

m =
TxE2

Ey
= αTxF （17. 6-12）

其中

α = E
Ey

B2
max = B2

max

∫+∞

-∞
| X（ f） | 2 df

∫+∞

-∞
| X（ f） | 4 df

（17. 6-13）

α 同时也可以写成

α =
∫+∞

-∞
D2 （ f）df

∫+∞

-∞
D4 （ f）df

（17. 6-14）

其中

D（ f） = |X（ f） |
Bmax

（17. 6-15）

因为 D（ f） 小于或等于 1， 故 α 大于或等于 1。 例如， 三种类型的谱及对应的 α 见表 17. 1。

表 17. 1 三种类型的谱及对应的 α值

谱 矩  形 三 角 形 高 斯 型

α 1 1. 67 2. 22

可以看出， 高斯谱具有最佳的脉冲压缩特性。 方程式 （17. 6-12） 表明压缩比正比于信

号的持续时间 Tx和谱宽度 F 的乘积。 这通常被称为时间-带宽积。

17. 7 方位角分辨率

为了理解图 17. 4 所示长度为 L 的天线的方位角 （横向） 分辨率特性， 假定目标处于很

远的位置， 回波信号以某一角度 ϕ 入射到天线的任意位置。
假设天线可对入射能量连续积分， 天线的积分响应可表示为
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 图 17. 4 几何估算方位角分辨率

E（ϕ） = A∫L / 2

-L / 2
ejψ（y） dy （17. 7-1）

式中， A 是入射信号振幅， 假定其为常数， 并有

ψ（y） = 2π
λ ysinϕ （17. 7-2）

式 （17. 7-2） 为由 δ = ysinϕ 引起的相移， E（ϕ） 的虚数

部分积分为零， 并且实部由下式给出：

E（ϕ） =
sin π

λ Lsinϕ〓

〓
〓

〓

〓
〓

π
λ Lsinϕ〓

〓
〓

〓

〓
〓

L （17. 7-3）

在 ϕ = 0 处进行归一化处理， 天线功率增益变成

G（ϕ） = E（ϕ）
E（0）

2

=
sin2 π

λ Lsinϕ〓

〓
〓

〓

〓
〓

π
λ Lsinϕ〓

〓
〓

〓

〓
〓

2 （17. 7-4）

令半功率点的增益 G（ϕ） = 1 / 2， 经过简单的计算， 有

ϕ | 3dB≃ ± 0. 44 λ
L （17. 7-5）

对于距离为 R 的目标， 这相当于下列方位角分辨率：

Δ≃0. 88 Rλ
L （17. 7-6）

因此， 采用短波长和长的天线长度可以提高方位角分辨率。

17. 8 简化的 SAR 成像理论

成像几何关系如图 17. 5 所示。 为简单起见， 用二维几何关系来进行分析。 对于现实中

的三维几何关系， 用 x2 + z2替换 x 即可得到， 其中 z 为高度。

 图 17. 5 SAR 成像几何 [由 Soumekh 提供， 1999]

在讨论 SAR 成像时， 通常讨论以下

两种模式中的一种。 在斜视模式下， 目

标区域的中心在 （xc， yc） 处， 其中 yc非

零， 如图 17. 5 所示。 在聚束模式下， yc

等于零， 此时目标区域在垂直于飞行方

向上出现。
假设目标区域由反射率为 σn， 坐标

为由 （xn， yn） （n = 1，2，3，…） 的稳定反

射点组成， 脉冲信号 p（·）用来照亮目标

区域。 雷达接收机在 （0，y） 处接收经目

标反射回来的回波信号 s（ t，y）

s（ t，y） = ∑
n
σnp（ t - tn） （17. 8-1）
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式中， tn是从雷达到第 n 个目标的来回双程延迟时间， 由下式给出：

tn =
2rn
c （17. 8-2）

rn为雷达到第 n 个目标的距离

rn = [x2
n + （yn - y） 2 ]

1
2 （17. 8-3）

要重构的图像可以表示为

u（x，y） = ∑
n
σnδ（x - xn，y - yn） （17. 8-4）

所以， 问题转变为如何由测量信号 s（ t，y） 获取 u（x，y） 的一个近似。 u（x，y） 的二维傅

里叶变换由下式给出：

U（ fx， fy） = ∑
n
σnexp[ - j2π（ fxxn + fyyn）] （17. 8-5）

s（ t，y） 对时间变量 t 的一维傅里叶变换由下式给出：

S（ f，y） = P（ f）∑σnexp[ - j2πftn] = P（ f）∑σnexp[ - j2krn] （17. 8-6）

式中， k = 2πf / c 表示波数； P（ f）为 p（ t）的傅里叶变换。
对于随两个变量 t， y 变化的函数 s（ t，y） 的二维傅里叶变换， 现在可利用 S（ f，y） 对变

量 y 的一维傅里叶变换来计算

S（ f， fy） = P（ f）∑
n
σnexp[ - j（kxxn + kyyn）] （17. 8-7）

式中

ky = 2πfy

kx = [4k2 - k2
y]

1
2 = 2πfx

（17. 8-8）

注意， U（ fx， fy） 可以从 S（ f， fy） 中得出

U（ fx， fy） =
S（ f， fy）
P（ f） （17. 8-9）

这个运算被称为源反卷积， 其源是 P（ f）。 但是， 使用方程式 （17. 8-9） 通常会产生错误结

果， 因为它是一个病态运算， 特别是有噪声存在的情况下。 替换地采用匹配滤波后的形式

如下：
U′（ fx， fy） = S（ f， fy）P∗（ f）

= | P（ f） | 2∑
n
σnexp[ - j2π（ fxx + fyy）]

（17. 8-10）

可见， 在时空域中， 这个操作相当于 s（ t，y） 与 p∗（ - t）的卷积运算

u′（ t，y） = s（ t，y）∗p∗（ - t）

= ∑
n
σnh t -

2rn
c

〓
〓
〓

〓
〓
〓

（17. 8-11）

其中 h（·） 是由下式给出的点扩散函数：
h（ t） = F - 1 [ |P（ f） | 2 ] （17. 8-12）

与式 （17. 8-4） 相比， 式 （17. 8-10） 表示重构信号的频谱与期望信号的频谱相差一个

|P（ f） | 2因子。 这是因为典型的零相位缓变振幅函数 f， 在噪声存在情况下通过匹配滤波重构

时， 它能获取比源反卷积更好的结果。
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17. 9 用菲涅耳近似进行图像重构

可以采用菲涅耳近似简化重构算法。 假设目标区域的中心在 （xc，0）； 将 rn在 rn = xc + xn

下围绕点 （xc，0） 进行泰勒级数展开

rn = xc + xn +
（yn - y） 2

2xc
+ … （17. 9-1）

菲涅耳近似对应于将 rn近似为上述等号右边给出的项。 方程式 （17. 8-6） 中的 S（ f，y）
现在可以写成

S（ f，y） ≃ P（ f）exp（ - 2jkxc）∑
n
σnexp - j2k xn +

（yn - y） 2

2xc

〓
〓
〓

〓
〓
〓[ ] （17. 9-2）

考虑由公式 （17. 8-4） 得出的理想目标函数对坐标 x 的一维傅里叶变换

U（kx，y） = ∑
n
σnexp（ - jkxxn）δ（y - yn） （17. 9-3）

式中， kx = 2πfx； δ（x - xn，y - yn） = δ（x - xn）δ（y - yn）。

令 kx = 2k = 2ω
c ， 对比方程式 （ 17. 9-2 ） 和式 （ 17. 9-3 ）， 可见 S （ f， y） 约等于

P（ f）U（2k，y）与 exp（ - jky2 / xc） 对坐标 y 进行的卷积

S（ f，y）≃P（ f）U（2k，y）∗exp（ - jky2 / xc） （17. 9-4）
为了恢复 u（x，y）， 对信号 P（ f） 和啁啾信号 exp（ - jky2 / xc） 进行匹配滤波。 重构信号的频

谱可表示为

U′（ fx，y） = P∗（ f）S（ f，y）∗exp（jky2 / xc） （17. 9-5）
在一般情况下， 雷达带宽比它的载波频率 kc 小得多， 因此 | k - kc | < < kc 通常成立， 这

被称为窄带， 另外， y 值通常比目标距离小得多， 这称为波束锐化。 于是， exp（ jky2 / xc） 可

以通过 exp（jkcy2 / xc） 近似， 式 （17. 9-5） 变成

U′（ fx，y） = P∗（ f）S（ f，y）∗exp（jkcy2 / xc） （17. 9-6）
其中

fx = k
π = ω

πc （17. 9-7）

注意， 上述过程有两种滤波运算。 第一个是用滤波传递函数 P∗（ f）， 其对应于时域中的

p∗（ - t）。 第二个用滤波冲激函数 exp（jkcy2 / xc）。
时间变量 t 和距离变量 x 之间的近似对应关系由下式给出：

x = ct
2 （17. 9-8）

总之， 当窄带和波束锐化的假设有效时， 图像重建可按如下步骤进行：
（1） 用脉冲响应 p∗（ - t） 在时间方向进行滤波。
（2） 用脉冲响应 exp（jkcy2 / xc） 在 y 方向进行滤波。
（3） 利用 x = ct / 2 得到 x， 或者 t = 2x / c 得到 t。
该算法的框图如图 17. 6 所示。 当上面讨论的近似不成立时， 可以使用更复杂的图像重

构算法， 这将在下节讨论。
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图 17. 6 运用菲涅耳近似进行 SAR 重构的框图 [由 Soumekh 提供， 1999]

17. 10 数字图像重构算法

SAR 成像的目标就是从所测量的信号 s（ t，y） 中获取目标区域的反射率函数 u（x，y）。 目

前已经开发了几种用于此目的的数字重构算法， 如空间频率插值算法、 距离层叠算法、 时域

相关算法和反投影算法 [Soumekh 提供]。 下面将简要讨论空间频率插值算法。
空间频率插值

s（t，y） 的二维傅里叶变换为 S（f， fy）， 其可以写成 S（k， ky）， 其中 k = 2πf / c， ky = 2πfy。
在匹配滤波后， 有必要使 k 映射为 kx， 这样经过二维逆傅里叶变换后就可以获取重构图

 图 17. 7 SAR 空间频率采样离散数据

 [由 Soumekh 提供， 1999]

像。 kx、 k 和 ky的关系由下式得出：
k2
x = 4k2 - k2

y （17. 10-1）
当要使用离散傅里叶变换 （DFT） 时， 需在相等

的时间间隔内对 k 和 ky 采样， kx 采样是非等间隔的，
如图 17. 7 所示。 因此有必要使用插值法， 以便对矩

形网格内的 kx 和 ky 进行采样。 只有当 kx≈2k 时， 才

没有必要使用插值法， 就像 17. 9 节对窄带和波束锐

化的近似情况一样。
插值法应用于低通信号。 需要注意的是， 雷达测

距范围是 x∈[xc - x0 ，xc + x0 ]， y∈[yc - y0 ，yc + y0 ]，
其中 （xc，yc） 是目标区域的中心。 因为 （xc，yc） 不

是 （0，0）， 所以 S（kx，ky） 是一个快速变化的带通信

号。 为了将它转换为一个低通信号， 进行如下运算：
S′（kx，ky） = S（kx，ky）ej（kxxc + kyyc） （17. 10-2）

下一步对 S′（ kx，ky） 插值， 以保证 kx 的采样值

位于规则间隔中。 对内插后的 S′（kx，ky） 进行逆傅里

叶变换， 用来得到重构的图像。 该算法的框图如

图 17. 8 所示。
在 kx 方向上插值时， 采样间隔是不均匀的。 ky、 k 的采样为

ky = mΔky = kym

k = nΔk = kn
（17. 10-3）
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 图 17. 8 用空间频域插值来数字重建 SAR 图像的算法框图 [由 Soumekh 提供， 1999]

然后 kx 的采样值由下式给出：

kxmn = [4n2 （Δk） 2 - m2 （Δky） 2 ]
1
2 （17. 10-4）

函数 S′（kx，ky） 需要利用规则采样的 kx 值进行插值， 由下式来实现 [Soumekh， 1988]：

S′（kx，kym） = ∑
n
JmnS′（kxmn，kym）h（kx - kxmn） kx - kxmn ≤ NΔkx （17. 10-5）

式中， N 是沿 kx 正反两方向上采样点的数量； Δkx 是在 kx 方向上所需的采样间隔。
插值函数 h（·） 将在下面讨论， 雅可比行列式 Jmn由下式给出：

Jmn = d
dw[4k2 - k2

ym]
1
2 =

4kn

c[4k2
n - k2

ym]
（17. 10-6）

式中， k = ω / c。
kx 为

kx = jΔkx = kxi （17. 10-7）
插值函数 h（·） 的选择是由数字信号处理和通信中的采样定理所决定的。 如果信号 V

（kx，ky） 采用 V（nΔkx，mΔky） 采样， 则可进行如下插值：

V（kx，ky） = ∑
n
V（nΔkx，nΔky）sinc kx

Δkx
- n〓

〓
〓

〓
〓
〓 （17. 10-8）

其中

sinc（v） = sinπv
πv （17. 10-9）

sinc 函数有着无限长的尾巴。 现实中为了避免这个问题， 通常利用窗函数 ω（kx） 进行

截断来替换 sinc 函数

h（kx） = sinc kx

Δkx

〓

〓
〓

〓

〓
〓ω（kx） （17. 10-10）

ω（kx） 可以选择 14. 2 节中讨论的一些形式。 例如， 可选择由下式给出的海明窗：

ω（kx） =
0. 54 + 0. 46cos πkx

NΔkx

〓

〓
〓

〓

〓
〓 | kx | ≤NΔkx

0 其他

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
（17. 10-11）
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第 18 章 计算机成像技术Ⅱ： 图像投影重构

18. 1 本章引论

在涉及傅里叶相关变换的计算机成像技术第二部分中， 将讨论包括断层扫描的图像投影重

构技术。 拉冬 （Radon） 变换是用于此目的的一种基本变换。 在本章中， 首先对 Radon 变换及

其逆变换进行了详细的描述， 然后介绍用于断层扫描和其他相关领域中所使用的成像算法。

 图 18. 1 显示小脑、 颞叶和鼻窦的

 头部 CT 图像 [由维基百科提供]

计算机断层扫描 （Computed Tomography， CT） 是一种

医学成像技术， 该技术主要用来研究被检体从外部不可见

的区域。 物体的三维图像可从大量序列的二维 X 射线测量

数据获得。 图 18. 1 给出了一个 CT 图像的示例。 CT 也可用

于其他领域， 如非破坏性材料测试。
本章分为 9 个小节。 18. 2 节介绍 Radon 变换。 18. 3 节

讨论投影切片定理， 该节给出了投影的一维傅里叶变换如

何相当于二维傅里叶变换平面的切片图像。 逆 Radon 变换

（Inverse Radon Transform， IRT） 在 18. 4 节中进行讨论。
18. 5 节描述了 Radon 变换的性质。

其余的小节都是关于重构算法的。 18. 6 节介绍了从投

影重构二维信号所涉及的一些采样方面的问题。 18. 7 节涵

盖了傅里叶重构算法， 18. 8 节介绍了滤波-反投影 （ back-
projection） 算法。

18. 2 Radon 变换

如图 18. 2 所示。 x⁃y 坐标系经 θ 角旋转得到 u⁃v 坐标系， （x，y）和（u，v） 的关系可通过

 图 18. 2 沿 v 轴线积分的

 直角坐标系旋转

平面旋转角 θ 来给出

x
y

〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

cosθ - sinθ
sinθ cosθ

〓

〓
〓

〓

〓
〓

u
v

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （18. 2-1）

如图 18. 2 所示， 信号 g（x，y） 的 Radon 变换 p（u，θ）， 是 g（x，y）
平行于 v 轴、 距离 u 轴为 u 的线积分， u 轴与 x 轴的夹角为 0≤θ < π

p（u，θ） = ∫+∞

-∞
g（x，y）dv

= ∫+∞

-∞
g（ucosθ - vsinθ，usinθ + vcosθ）dv

（18. 2-2）
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p（u，θ） 也称为射线求和或在角度 θ 处的 g（x，y） 的射线积分。 一组射线积分形成了一

个投影。 以下角 θ 作隐式处理， 将 p（u，θ） 写为 p（u）。
如图 18. 2 所示， 将沿一组平行射线获取的投影称为平行投影。 如果该组射线从一个点

光源发出， 则将产生的投影称为扇形束投影。 本章只考虑平行投影的情况。
Radon 变换也可以由狄拉克 δ 函数来表示。 u 可以写成 αtr， 其中 α = [cosθ sinθ] t， r =

[x y] t。 于是， 公式 （18. 2-2） 和下式相同

p（u，θ） = ∫g（ r）δ（u - αtr）dr

= ∬+∞

-∞
g（x，y）δ（u - cosθx - sinθy）dxdy

（18. 2-3）

Radon 变换在计算机断层扫描、 地球物理和多维信号处理等众多领域均有应用。 最普遍

的问题就是从有限数量的 θ 下的投影重构 g（x，y）。 如果已知所有 θ 下的投影值， 则重构是

精确的， 这将由下节给出的定理来证明。

18. 3 投影切片定理

p（u） 的一维傅里叶变换记为 P（ f）， 它等于 g（ x，y） 的二维傅里叶变换 （记为 G（ fx，
fy）） 在角 θ 处的中心切片

 图 18. 3 在投影切片定理

 中使用的频率切片

P（ f） = G（ fcosθ， fsinθ） （18. 3-1）
在二维频率平面上的频率分量切片， 如图 18. 3 所示。

证明：

P（ f） = ∫p（u）e - j2πfudu

= ∬+∞

-∞
g（ucosθ - vsinθ，ucosθ + vsinθ）e -j2πfudvdu

在未旋转的坐标系中， 上式等价于

P（ f） = ∬+∞

-∞
g（x，y）e -j2π（ fxcosθ+fysinθ） dxdy

= G（ fcosθ， fsinθ）

例 18. 1 求 g（x，y） = e - x2 - y2
的 Radon 变换。

解：
p（u，θ） = ∫+∞

-∞ ∫e -x2-y2 δ（u - xcosθ - ysinθ）dxdy

因为由式 （18. 2-1） 给出的变换（x，y）→（u，v）是正交的， 故有 x2 + y2 = u2 + v2 ， 因此

p（u，θ） = ∫+∞

-∞
e -u2 e -v2 dv

= πe -u2

例 18. 2 求 g（x，y） 的 Radon 变换。

g（x，y） =
（1 - x2 - y2 ） λ - 1 x2 + y2 < 1
0 其他{
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解： g（x，y） 在单位圆内不为零， 由于 x2 + y2 = u2 + v2 ， 因此对 u 的积分极限为 ± 1 - u2 。
因此

p（u，θ） = ∫ 1-u2

- 1-u2
[1 - u2 - v2 ] λ-1 dv

又有如下的定积分 [Erdelyi]

∫a

-a
（a2 - t2 ） λ-1 dt = a2λ-1 πΓ（λ）

Γ λ + 1
2（ ）

利用上式结果可得

p（u，θ） =

πΓ（λ）

Γ（λ + 1
2 ）

（1 - u2 ） λ - 1 / 2 - 1 < u < 1

0 其他

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

18. 4 逆 Radon 变换

g（x， y） 的二维逆傅里叶变换式如下式所示：

g（x，y） = ∫+∞

-∞ ∫G（ fx， fy）ej2π（ fxx+fyy） dfxdfy （18. 4-1）

将（ fx， fy） 转换成极坐标形式 （ f， θ） 得

g（x，y） = ∫π

0 ∫+∞

-∞
G（ fcosθ， fsinθ）ej2πf（xcosθ+ysinθ） | f | dfdθ （18. 4-2）

由于 P（ f） = G（ fcosθ， fsinθ）， 因此有

g（x，y） = ∫π

0 ∫+∞

-∞
fP（ f）sgn（ f）ej2πf（xcosθ+ysinθ） dfdθ （18. 4-3）

由卷积定理， 利用 u = xcosθ + ysinθ， 可得

∫+∞

-∞
fP（ f）sgn（ f）ej2πfudf = 1

2jπ
∂

∂up（u）∗ - 1
jπu（ ）

= 1
2π2∫∞

-∞

∂p（τ）
∂τ

1
u - τdτ

（18. 4-4）

最后的结果为
1

2π
∂
∂up（u）的希尔伯特变换式， 令

p̂（u） = 1
2π2∫∞

-∞

∂p（τ）
∂τ

1
u - τdτ （18. 4-5）

p̂（u） 称为滤波投影。 于是， 逆 Radon 变换为

g（x，y） = ∫π

0
p̂（u）dθ

= ∫π

0
p̂（xcosθ + ysinθ）dθ

（18. 4-6）

这等价于 p̂（u） 沿角 θ 方向的反向投影， 这意味着当 g（x，y） 不是带限信号时， 如需要

完美重构 g（x，y）， 则所有 θ 角的投影都需要是已知的。
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18. 5 Radon 变换的性质

在实际应用中， Radon 变换有许多非常有用的性质。 一些最重要的性质总结如下。 必要

时， p（u） 可写为 pg（u）， 以表明对应于信号 g（x，y）。
特性 1： 线性

若 h（x，y） = g1 （x，y） + g2 （x，y）， 则

ph（u） = pg1
（u） + pg2

（u） （18. 5-1）
特性 2： 周期性

p（u，θ） = p（u，θ + 2πk）， k 是整数 （18. 5-2）
特性 3： 质量守恒

∫∫+∞

-∞
g（x，y）dxdy = ∫+∞

-∞
p（u）du （18. 5-3）

特性 4： 对称性

p（u，θ） = p（ - u，θ ± π） （18. 5-4）
特性 5： 有界信号

如果对 | x | ， | y | > D
2 ， 有 g （x， y） = 0， 则

p（u） = 0 且 | u | > D
2

（18. 5-5）

特性 6： 平移

如果 h（x，y） = g（x - x0 ，y - y0 ），
ph（u，θ） = pg（u - u0 ，θ） （18. 5-6）

其中 u0 = x0 cosθ + y0 sinθ。
特性 7： 旋转

在极坐标中 g（x，y） 表示为 g（ r，ϕ）， 如果 h（ r，ϕ） = g（ r，ϕ + ϕ0 ）， 则

ph（u，θ） = pg（u，θ + ϕ0 ） （18. 5-7）
特性 8： 缩放

若 h（x，y） = g（ax，ay）， a≠0， 则

ph（u） = 1
| a | pg（au） （18. 5-8）

特性 9： 卷积

若 h（x，y） = g1 （x，y）∗g2 （x，y） （其中∗代表二维卷积）
ph（u） = pg1

（u）∗pg2
（u）

= ∫+∞

-∞
pg1

（τ）pg2
（u - τ）dτ

= ∫+∞

-∞
pg1

（u - τ）pg2
（τ）dτ

（18. 5-9）

此性质用于由一维线性滤波器实现二维线性滤波器。
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18. 6 利用投影重构信号

信号由其 Radon 逆变换给出。 对于计算机重构， 必须使 θ 和 u 离散化， 此时主要的考虑

因素是需要的采样数。
假设投影在角 θ0 ， θ1 ， θ2 ， …， θN - 1可用。 为了估计投影数 N 的值， 信号假定为空间有

限和带限 （尽管这在理论上是不可能的， 但在实际中有良好的近似结果）。 因此假设 g（x，y）
为带限的， 即 f 2

x + f 2
y≥F2

0 时 G（ fx，fy） = 0。 当 Δx≤1 / 2F0 且 Δy≤1 / 2F0 时， 由二维采样定理，
g（x，y） 可以用 g（Δxm，Δyn） 方式采样而不会造成信息丢失。

同样， 假设 g（ x，y） 是空间有限的， 即 x2 + y2 ≥T2
0 时 g（ x，y） = 0。 当 Δfx ≤1 / 2T0 且

Δfy≤1 / 2T0 时， 由二维采样定理， G（ fx，fy） 可以以 G（Δfxm，Δfyn） 方式采样而不会造成信

息丢失。

 图 18. 4 在傅里叶域采样时， 在相同的

 采样频率下对所有的投影进行采样

考虑图 18. 4 中极坐标中的栅格状采样 [ Dudgeon]。
在最外面有 N 个投影的圆上， 采样点之间的距离可估算

为 πF0 / N。 假设这个距离采用与 Δfx 和 Δfy 相同的采样

准则。 则

πF0

N ≤ 1
2T0

（18. 6-1）

信号域内采样间隔近似为 Δ = Δx = Δy≈1 / 2F0 ， 投

影数 N 需满足

N≥
πT0

Δ （18. 6-2）

式 （18. 6-2） 应考虑作为经验法则。

18. 7 傅里叶重构法

在此假设有 N 个投影， 对每个投影采样， 每个投影的采样数为 M。 计算每个投影采样

 图 18. 5 进行插值的

 极性栅格的采样点

的 DFT 变换。 在周期性极坐标栅格中， 这些 DFT 值被视为 g（x，y） 的

FT 变换的采样， 如图 18. 5 所示 [Dudgeon 提供]。 对这些采样进行插

值估计， 以得到矩形栅格上的采样数据。 最后， 计算二维逆 DFT 得到

g（m，n）。 通常， 逆 DFT 的数据大小选择为 g（m，n） 每个维的 2 ～
3 倍。

在进行逆 DFT 变换之前， 如之前 14. 2 节讨论的那样， 选择适当

的窗函数以使傅里叶域截断的影响最小化。
最简单的插值方法是零阶或线性插值。 每个理想的矩形采样点

（ fx， fy） 包围着四个极坐标采样点。 在零阶插值中， 对矩形采样点分

配与其最接近的极坐标采样点的采样值。 在线性插值中， 对四个最接近的极坐标采样点的值

加权平均， 并分配给矩形采样点。 加权因子可以从与两点之间的欧几里得距离成反比获得。
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一种简单的方法是在极坐标形式下使用双线性内插法： 让 （ f，θ） 为理想的内插采样点

坐标； 令 （ fi，θ j），i，j = 1，2 分别表示四个最接近的极坐标采样点的坐标。 然后， 双线性插值

可以写成

G（ f，θ） = ∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
G（ fi，θ j）h1 （ f - fi）h2 （θ - θ j） （18. 7-1）

其中

h1 （ f ′） = 1 - | f ′ |
Δf | f ′ | ≤Δf

h2 （θ′） = 1 - | θ′ |
Δθ | θ′ | ≤Δθ

（18. 7-2）

式中， Δf， Δθ 是极坐标中的采样间隔。
由于极坐标采样点的密度在高频时小于低频时， 因此高频时内插的精度要低一些。 这会

导致在重构图像时产生一些重构质量的退化。

18. 8 滤波-反投影算法

逆 Radon 变换可以写成

g（x，y） = ∫π

0
p̂（xcosθ + ysinθ）dθ （18. 8-1）

其中

p̂（u） = ∫+∞

-∞
| f | P（ f）ej2πfudf （18. 8-2）

P（ f） 在区间 [ - F0 ，F0 ] 外等于零。 它的采样间隔大约为 Δf = 2F0 / N。 p（u） 的采样间

隔为 Δ≤1 / 2F0 。 选择 ΔfΔ = 1 / N， P（Δfk） 可通过大小为 N 的 DFT 变换来近似

P（k） = P（Δfk） = Δ ∑
N/ 2

n = -N / 2+1
p（Δn）e -j2πnk / N， - N

2 ≤ k ≤ N
2 （18. 8-3）

或者

P（k） = 1
2F0

∑
N-1

n = 0
p（n）e -j2πnk / N， k = 0，1，…，（N - 1） （18. 8-4）

这是因为可以选择 p（ - | l | ） 和 P（ - |m | ） 分别等于 P（N - | l | ） 和 P（N - |m | ）。
式 （18. 8-2） 可以写为

p̂（u） = ∫F0

-F0

| f | P（ f）ej2πfudf （18. 8-5）

p̂（u） 可通过采用相同采样间隔 Δ 的逆 DFT 变换近似得到

p̂（u） = p̂（nΔ） = Δf ∑
N/ 2

k = -N / 2+1
P（Δfk） | kΔf | ej2πnk / N （18. 8-6）

或者

p̂（n） = Δf∑
N-1

k = 0
P′（k）ej2πnk / N， n = 0，1，…，（N - 1） （18. 8-7）

其中
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P′（k） =
P（k） | kΔf | 0≤k≤N

2

P（k） | （N - k）Δf | N
2 < k < N

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

（18. 8-8）

如果对 P（k） 乘以 14. 2 节中讨论过的窗函数， 就能获得更好的重构结果。 窗函数减小

了高频时严重的测量噪声。
最后， 通过式 （18. 8-1） 的数值积分即可获得重构图像。 如果有 M 个投影， g（x，y） 可

以近似为 g′（x，y）

g′（x，y） = π
M∑

M

k = 1
p̂（xcosθk + ysinθk） （18. 8-9）

u = （xcosθk + ysinθk） 可能与式 （18. 8-3） 中的 p（ Δn） 不一致。 因此有必要再次插值以从 p
（Δn） 得到 p（u）， n = 0， 1， 2， …， （N - 1）。 线性插值通常能够满足此目的。

上述算法有一些不足。 对 N 个点使用 DFT 变换意味着式 （18. 8-5） 的线性卷积被 “局

部” 圆周卷积所取代。 使用 “局部” 这个词， 是因为 | f | 的离散化。 如果大小为 N 的 DFT
变换由通过补零、 大小为 2N 的 DFT 变换取代， 会改善重构结果， 因为圆周卷积按输出的要

求变为了线性卷积。
然而， 如果首先在时域内写出如式 （18. 8-5） 的变换域的卷积形式， 然后整个过程用零

填充值进行 DFT， 可以得到最好的结果。
式 （18. 8-5） 的变换函数由下式给出：

H（ f） =
| f | | f | ≤F0

0 其他{ （18. 8-10）

相应的脉冲响应由下式给出：

h（ t） = ∫F0

-F0

H（ f）ej2πftdf

= 2F2
0

sin2πtF0

2πtF0
- F2

0
sinπtF0

πtF0

〓
〓
〓

〓
〓
〓

2
（18. 8-11）

在 t = nΔt 时， 离散的脉冲响应如下：

h（nΔt） =

F2
0 n = 0

0 n 是偶数

-
4F2

0

n2 π2 n 是奇数

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

（18. 8-12）

式 （18. 4-5） 作为时域卷积如下：

p̂（u） = ∫+∞

-∞
p（τ）h（u - τ）dτ （18. 8-13）

它的离散形式由下式给出：

p̂（nΔt） ≃ Δt ∑
∞

m = -∞
p（Δtm）h（（n - m）Δt） （18. 8-14）

由于当 |m | > N / 2 时 p（Δtm） 为零， 因此

p̂（nΔt） ≃ Δt ∑
N/ 2

m = -N / 2
p（Δtm）h（（n - m）Δt） （18. 8-15）
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这种线性卷积现在可以通过对 p（·）和 h（·）补零后， 进行大小为 2N 的 DFT 获得。 通过对

频域结果适当加窗， 可能得到更好的结果。 整个过程如下所示：
（1） 对 p（·） 和 h（·） 进行如下形式的补零：

p（n） =

p（n） 0≤n≤N
2

0 N
2 < n < 3N

2

p（n - 2N） n≥3N
2

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓

（18. 8-16）

（2） 计算 p（·）和 h（·）的大小为 2N 的 DFT。
（3） 进行变换域运算。
（4） 用一个适当的窗函数对步骤 （3） 的结果加窗。
（5） 计算大小为 2N 的逆 DFT。
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第 19 章 密集波分复用

19. 1 本章引论

近年来， 光学傅里叶技术已在光通信和网络领域得到广泛应用。 其中一个应用领域就是

在密集波分复用 （ DWDM） 系统中得到应用的阵列波导光栅 （ Arrayed Waveguide Grating，
AWG） 技术。 DWDM 提供了光通信和网络的容量与灵活性问题的新的解决方向。 它提供了

非常大的传输容量和新颖的网络架构 [ Brackett， 1990] [ Brackett， 1993]。 DWDM 系统的

主要组成部分是波长复用器和解复用器。 市场上可以买到的组件均采用了光纤光学或微光学

技术 [Pennings， 1995] [Pennings， 1996]。
对集成光学 （解） 复用器的研究越来越集中于基于光栅和相控阵 （ PHASAR） 的器件

（也称为阵列波导光栅） [Laude， 1993] [Smit， 1988]。 这两种器件均为成像器件， 它们将

输入波导的场图像以色散方式成像到输出波导阵列。 基于光栅的器件中， 垂直蚀刻的反射光

栅可以提供解复用所需的聚焦和色散特性。 基于相控阵的器件中， 上述特性由波导阵列来提

供， 可以选择适当的波导阵列长度以满足所要求的成像和色散特性。
由于利用传统的波导技术即可制作相控阵器件， 不需要基于光栅的设备中所需的垂直蚀

刻工序， 因此相控阵器件具有更好的鲁棒性和加工容错性。 第一台工作在短波长下的相控阵

器件由 Vellekoop 和 Smit 报道 [1989] [Verbeek 和 Smit， 1995]。 Takahashi 等 [1990] 报道了

第一个工作在约 1. 6μm 的长波长窗口下的相控阵器件。 Franco Dragone [1991] 将相控阵的

概念从 1 × N 扩展到 N × N。
本章共分 6 节。 在 19. 2 节中讨论阵列波导光栅原理， 主要讨论可用信道数目是受限制

的情况， 因为特定波长的聚焦光束在周期性位置上重复。 19. 3 节讨论了一种称为不规则采

样的零交叉法 （MISZC）， 该方法可以显著减少信道数受限的问题。 19. 4 节对 MISZC 的性能

进行了分析。 19. 5 节中介绍了二维和三维情况下利用上述方法的计算机仿真。 二维和三维

实施过程中需要注意的问题将在 19. 6 节阐述。

19. 2 阵列波导光栅

基于 AWG 的复用器和解复用器在本质上是相同的。 根据互易性原理， 并且依赖于波的

传播方向， 该器件可用作复用器或解复用器。 为简单起见， 在这里讨论解复用器的工作

原理。
AWG 由输入 / 输出两个波导阵列、 两个聚焦平板区以及阵列波导组成， 如图 19. 1 所示。

单一光纤连接到输入波导阵列作为多波长输入端。 多波长输入信号在输入波导间被均匀地分

割， 并且信号通过该输入波导传播到输入聚焦平板区。 光波穿过聚焦板， 并耦合到阵列波

导。 光波通过每个阵列波导时会发生线性相移， 这是由于阵列波导之间的光程存在差异。
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 图 19. 1 阵列波导光栅装置示意图 [由 Okamoto 提供]

随后光波耦合到输出聚焦板， 由于衍

射与色散， 其中的多波长输入信号按波长

不同分成不同光束。 通过选择阵列波导的

长度和两个相邻波导之间的光程差 ΔL，
使中心波长的光波穿过每一个阵列波导的

相位延迟都是 2πm， 其中 m 是衍射阶数，
为整数。 中心波长以外的光波与中心波长

的光波相位延迟是不同的。 因此， 每个波

长分量都有自己的波阵面， 并被聚焦到输

出聚焦板区域上输出侧的不同位置。 然后

各个波长分量分别输入一个输出波导。
下面给出解复用的一个粗略分析。 在输入和输出聚焦板区域的定义如下：

输入聚焦板区域：
D1 ： 相邻波导末端之间的距离；
d1 ： 输出侧相邻波导末端之间的距离；
x1 ： 距离输入侧中心的测量距离；
f1 ： 输入侧曲面的曲率半径。

输出聚焦板区域：
d： 连接到阵列波导的相邻波段末端的间距；
D： 连接到输出波导的相邻波段末端的间距；
f： 输出曲面的曲率半径。
需要重申的是， 两个相邻波导之间的光程差为 ΔL， 相应的对应于中心波长的相位延迟

是 2πm。
考虑光束穿过第 i 个和第 （i -1） 个阵列波导。 为了使两个光束有效地干涉， 当它们都到达

聚焦板区域的输出侧时， 它们的相位差应为 2π 的整数倍。 相长干涉的条件由下式给出：

βs（λ0 ） f1 -
d1x1

2f1
[ ] + βc（λ0 ）[Lc + （ i - 1）ΔL] + βs（λ0 ） f + dx

2f[ ]

= βs（λ0 ） f1 +
d1x1

2f1
[ ] + βc（λ0 ）[Lc + iΔL] + βs（λ0 ） f - dx

2f[ ] - 2πm
（19. 2-1）

式中， βs和 βc分别表示平板区和阵列波导的传播常数 （波数）； m 为衍射阶数； λ0是多波长

输入的中心波长； Lc为最小的阵列波导长度。
从式 （19. 2⁃1） 中减去公共项， 得到

βs（λ0 ）
d1x1

f1
- βs（λ0 ）dxf + βc（λ0 ）ΔL = 2πm （19. 2-2）

当条件

βc（λ0 ）ΔL = 2πm （19. 2-3）
对波长 λ0满足时， 光输入位置 x1和输出位置 x 满足如下条件：

d1x1

f1
= dx

f （19. 2-4）
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上述方程表明， 当光耦合到输入位置 x1时， 输出位置 x 由方程式 （19. 2-4） 确定。
光程差 ΔL 可以表示为

ΔL =
nsdDλ0

nc fΔλ （19. 2-5）

对相同波长光的第 m 阶和第 （m + 1） 阶聚焦光束的空间分离间隔 （自由光谱范围） 可

从式 （19. 2-2） 推导出 [Okamoto]：

XFSR = xm - xm + 1 =
λ0 f
nsd

（19. 2-6）

可用的波长信道数 Nch可由 XFSR除以输出波导间距 D 获得

Nch =
XFSR

D =
λ0 f
nsdD

（19. 2-7）

 图 19. 2 常用的 180 信道 AWG 布局设计，
 由 BeamPROP 设计 [Lu， Ersoy 等， 2003]

在实际中， 实现平面上的波导布局应

能保证两个波导之间的长度差为 mλ， 这并

不是一项简单的任务。 常用专业的计算机

辅助设计程序实现这一目的。 图 19. 2 给出

了一个实例， 它使用了 Rsoft 公司的 Beam-
PROP 软件包来实现该设计 [Lu， Ersoy]。

图 19. 3 和图 19. 4 给出了在 1. 55μm
的中心波长和 0. 8μm 的信道间隔条件下，
利用 PHASAR 模拟得到的结果， 它们显示

出为什么信道的数量是受限的 [ Lu， Er-
soy 等， 2003]。 在图 19. 3 中， 共有 16 个

信道， 并且在中心信道任一侧的第二信道

不与中心信道重叠。 而在图 19. 4 中， 有

64 个信道， 在中心信道任一侧的第二信

道开始与中心信道重叠。 在这种特殊情况

下， 信道的数目不能再继续增加。 目前， 市售 PHASAR 器件有 40 个左右的信道。

图 19. 3 在 1. 55μm 的中心波长， 0. 8μm 信道间隔的情况下， 16 信道 PHASAR 的输出 [Lu， Ersoy]
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图 19. 4 在 1. 55μm 的中心波长， 0. 8μm 信道间隔下， 一个 64 信道 PHASAR 的输出 [Lu， Ersoy]

19. 3 不规则采样的零交叉法 （MISZC）

在该方法中， DWDM 器件的设计保证每个波长都只有一幅图像， 于是， 由上述方程

 图 19. 5 MISZC 涉及两种波长时

 参考波的可视化几何模型

（19. 2-7） 给出的相邻两个衍射阶之间的间隔所

限制的信道数将不再受限 [ Lu， Ersoy] [ Ersoy，
2005]。 在焦点的光束称为图像。 下面将特别讨

论在相位调制的情况下， 也就是在平面和球面参

考波的情况下， 如何实现该设计。 图 19. 5 示出

了参考波和涉及两种不同波长时的模型。
一旦所需相位计算出来， 在使用 AWG 的情

况下就可通过选择每个波导的长度， 来实现所需

要的相位。 在共焦或罗兰结构中， 这种方法仅由

线性光栅相位调制的常规 PHASAR 器件来实现。
在下面将首先讨论该方法用于一个平面结构的例

子， 也就是说相控阵孔径将放置在一个平面上 （对二维情况将是相控阵线）。 在后面的章节

将给出共焦、 罗兰和三维结构的结果。
在该方法中， 首先随机选择辐射孔径的中心位置， 然后在选定的位置创建波阵面的负相

位 （可能需要加一个常数）， 使整体的相位是零 （或恒定）， 或略微调整辐射孔的中心位置，
使总相移从该中心点到期望图像点移动并等于一个常数， 换言之， 使模除 2π 为零。 在这两

种方法中， 这样的点称为零交叉。 在第二种方法中， 它们被称为自动零交叉。 在实际应用

中， 将采用如下所述的半不规则采样点。
零交叉的总数可以是一个非常大的数字， 特别是存在平面和球面相位调制的情况下。 实

际设计中只允许有少量的孔径， 例如， 典型 PHASAR 的数量是 300 个。 为避免过多孔径的

问题和因规则采样产生的谐波问题 [Ishimaru， 1962] [Lao， 1964]， 这里选择不规则采样

的稀疏数量的孔径。 一种确定零交叉位置的方法， 由下列的步骤给出。
步骤 1： 沿相控阵面每次随机选择一个孔径点来进行孔径点的初始化操作。 为了系统地
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在整个相控阵表面上实现孔径点的初始化， 可以使用下面的方法：
初始点的位置 = 均匀分布的点位 + 小的随机平移

步骤 2 （a）： 如果在选定的位置需要创建负相位， 则此相位可以在物理上实现， 例如，
对 PHASAR 器件正确地选择波导的长度。

步骤 2 （b）： 如果使用自动零交叉的方法， 则计算步骤 1 生成的每个初始点值的修正

值， 以找到最近的零交叉点：
零交叉点的最终位置 = 第 1 步开始的初始点位置 + 校正项

这两种方法原理很相似。 下面讨论一种计算自动零交叉法的修正项的算法。

19. 3. 1 修正项的计算方法

包含用于成像的线性光栅的相控阵方程由下式给出：
δxi + ϕi（xi） + kroi = 2πn + ϕ0 （19. 3-1）

其中

ϕi（xi） = krci （19. 3-2）

roi = （x0 - xi） 2 + z2
0 （19. 3-3）

rci = （xc - xi） 2 + z2
c （19. 3-4）

式 （19. 3-1） 可以写成

δxi + rci + roi = nλ + ϕ0λ / 2π （19. 3-5）
对于相控阵上的任意位置 xi， 式 （19. 3-5） 变为

δxi + rci + roi = nλ + ϕ0λ / 2π + B （19. 3-6）
式中， B 代表误差。

假定该孔径的位置沿 x 方向上移动 Δ 距离， 使其满足所述相控阵方程式 （19. 3-5），
则有

δx′i + r′ci + r′oi = δxi + rci + roi - B （19. 3-7）
其中 roi和 rci由式 （19. 3⁃3） 和式 （19. 3⁃4） 给出。 由于 x′i = xi + Δ， 可得

r′oi = r2
oi - 2Δ（x0 - xi） + Δ2 （19. 3-8）

r′ci = r2
ci - 2Δ（xc - xi） + Δ2 （19. 3-9）

使用这些方程推导出 Δ 的四阶多项式方程

Δ4F4 + Δ3F3 + Δ2F2 + ΔF1 + F0 = 0 （19. 3-10）
其中

F4 = G2
1 - 1 （19. 3-11）

F3 = 2G1G2 + 2Xc + 2Xo （19. 3-12）
F2 = G2

2 + 2G1G3 - 4XcXo - r2
oi - r2

ci （19. 3-13）
F1 = 2G2G3 + 2Xcr2

oi + 2Xor2
ci （19. 3-14）

F0 = G2
3 - r2

oir2
ci （19. 3-15）

G1 = δ2

2 - 1 （19. 3-16）

G2 = - （ rci + roi - B）δ + Xc + Xo （19. 3-17）



衍射、 傅里叶光学及成像

214  

G3 = rciroi + B2

2 - B（ rci + roi） （19. 3-18）

Δ 可由求解四阶多项式 （19. 3-10） 的根来得到。 有意思的是， 如 19. 2 节所讨论的， 在

没有因光栅而产生的线性相位调制的情况下， 这个方程可以简化为一个二阶多项式方程。 对

PHASAR 器件， 选择的零交叉采样点位置即对应于相控阵表面上的波导孔径的位置。

19. 3. 2 推广 MISZC 到三维结构

因为在其他技术中也需要用到不规则采样的零交叉法， 所以有必要将讨论扩展到 3-D 几

何形状。 例如， 可以将阵列波导布置在一个二维平面或一个二维弧面， 而不是像上面讨论的

那样， 沿着一维直线布置。 其他的一些技术， 如扫描电子显微镜 [ Ersoy， 1979] 和用于制

造衍射光学元件的反应离子蚀刻等都是潜在的应用方向。 三维情形下的基本方法从概念上与

之前的讨论相同。 换句话说， 首先 （半） 随机地选择辐射孔径的中心位置； 其次， 在物理

上赋予选定位置以一个负相位 （可能加一个常数）， 使整体的相位为零 （或常数）， 或略微

调整辐射孔径的中心的位置， 使从该中心到期望图像点的总相移等于一个恒定值， 例如， 取

模除 2π 为零的值。
选择自动零交叉时， 如果只沿 x 方向进行调整， 则方程式 （19. 3-3） 和方程式 （19. 3-14）

仍然是有效的， 只需要做如下替换：
z2

0 →z2
0 + （y0 - yi） 2

z2
c →z2

c + （yc - yi） 2 （19. 3-19）

19. 4 对 MISZC 的分析

在上面讨论的方法中， 更高阶谐波图像问题得到了最小化， 在本节中， 将给出三维情形

下的分析来对此进行解释。 在如光学 PHASAR 等平面器件中， 需要使用二维的分析。 这些

分析可以由忽略一个维度来简单地实现， 也就是说， 可简单地从该方程中去除变量 y 来

实现。
MISZC 是一种非线性的编码方法。 在一般情况下， 使用这样的编码技术， 谐波图像由以

下两种机制产生： ①规则采样和②非线性编码。 在 MISZC 中， 规则采样导致的谐波图像转

化为可容忍的背景噪声 [Doles， 1988]。 存在相位调制的情况下， 采用零交叉的非线性编码

导致的谐波图像也可以被消除， 原因分析如下。
更一般的是， 式 （19. 3-1） 可写为

φ（xi，yi） + θ（xi，yi） + kroi = 2nπ + ϕ0 （19. 4-1）
式中， φ（xi，yi） 表示由波的传播产生的相移， 该相移是从球面参考波 （xc，yc，zc） 的起点到

相控阵列表面上第 i 个耦合孔径 （ xi，yi） 之间的相移； θ（ xi，yi） 是另一相移， 例如， 式

（19. 3-1） 中的线性相移； kroi表示由波的传播产生的相移， 是相控阵列表面上的孔径 （xi，
yi） 到位于 （xo，yo，zo） 的图像点 （物点） 之间的相移。

在 PHASAR 器件中， θ（xi，yi） 可以表示为 ncαkxi， 其中， nc 为波导内的有效折射率。
对中心波长 λ， 式 （19. 4-1） 可写为

krci + nkxiα + kroi = 2nπ + ϕ0 （19. 4-2）
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根据傍轴近似， 有

roi = （x0 - xi） 2 + （y0 - yi） 2 + z2
0 ≅z0 +

x2
0 + y2

0 + x2
i + y2

i

2zc
-
x0xi + y0yi

z0

rci = （xc - xi） 2 + （yc - yi） 2 + z2
c ≅zc +

x2
c + y2

c + x2
i + y2

i

2zc
-
xcxi + ycyi

zc

（19. 4-3）

将式 （19. 4-3） 代入式 （19. 4-2）， 并忽略常数相位项， 得到

xiδ - xi
xc

zc
+
x0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

x2
i

2
1
z0

+ 1
zc

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = nλ （19. 4-4）

式中， δ = ncα。
假设波长由 λ 变成 λ′， 式 （19. 4-4） 对另一图像点 （x′0 ，z′0 ） 仍然有效。 关于 λ 和 λ′的

两个方程相比， 可得

xiδ - xi
xc

zc
+
x0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

x2
i

2
1
z0

+ 1
zc

〓

〓
〓

〓

〓
〓

xiδ - xi
xc

zc
+
x′0
z′0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

x2
i

2
1
z′0

+ 1
zc

〓

〓
〓

〓

〓
〓

= λ
λ′ = R （19. 4-5）

令含 xi项的系数相等， 则可得到新的焦点 （x′0 ，z′0 ）：

z′0 = R
1 - R
zc

+ 1
z0

≈Rz0 （19. 4-6）

x′0 =

x0

z0
- （1 - R） δ -

xc

zc
〓

〓
〓

〓

〓
〓

1 - R
zc

+ 1
z0

≈x0 - z0 （1 - R） δ -
xc

zc
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （19. 4-7）

其中近似的条件是 1 - R < < 1 且 zc < < z0 。
从上面的推导可以看到， 焦点的位置 z′0非常接近原始点 z0 。 沿 x 方向， 色散关系由下式

给出：

Δx0 = x′0 - x0 = - z0 （1 - R） δ -
xc

zc
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （19. 4-8）

Δx0

Δλ ≈
z0

λ δ -
xc

zc
（19. 4-9）

成像方程满足下述条件时， 采用零交叉的非线性编码， 可产生更高阶谐波图像点

xiδ - xi
xc

zc
+
x′0
z′0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

x2
i

2
1
z′0

+ 1
zc

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = nmλ′ （19. 4-10）

以傍轴近似， 求式 （19. 4-4） 和式 （19. 4-10） 的比值， 有

xiδ - xi
xc

zc
+
x0

z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

x2
i

2
1
z0

+ 1
zc

〓

〓
〓

〓

〓
〓

xiδ - xi
xc

zc
+
x′0
z′0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

x2
i

2
1
z′0

+ 1
zc

〓

〓
〓

〓

〓
〓

= λ
mλ′ = R

m （19. 4-11）

x′0 ， z′0也用同样的方法求解， 更高阶的谐波图像点位置由下式获得：
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z′0 = R
m - R
zc

+ m
z0

（19. 4-12）

x′0 =

mx0

z0
- （m - R） δ -

xc

zc
〓

〓
〓

〓

〓
〓

m - R
zc

+ m
z0

（19. 4-13）

从上面的公式可知， 当谐波阶数增加时 z0变小， 此时 z 方向的成像位置发生显著移动。
这意味着高阶谐波在向非常接近相控阵的位置移动。 然而， 与相控阵的距离太近时， 傍轴近

似将失效。 因此， 此时不再有任何有效的成像方程。 于是， 高阶谐波变为噪声。 当然可以这

样认为， 即使傍轴近似无效， 可能仍有一些成像公式成立。 然而， 在 19. 4 节中的模拟分析

结果表明， 不存在这样有效的成像方程， 并且高阶谐波图像可变成噪声的结论是有效的。 即

使它们在非常接近相控阵列的位置成像， 也在那些相对较远的图像点位置表现得像背景噪

声。 19. 4 节的模拟结果表明， 在这种噪声情况下， 信噪比是符合要求的， 而且随着信道的

增加仍然符合要求。

19. 4. 1 色散分析

本小节的分析基于上一小节的式 （19. 4-6）、 式 （19. 4-7）、 式 （19. 4-12） 和式 （19. 4-
13） 的模拟结果。

情况 1： 球面波情况 （0. 1 < z0 / zc < 10）
对于一阶谐波 （m = 1）， 波长 λ′下的焦点期望位置为 （x′0 ，z′0 ）， 其与波长 λ′具有线性关

系。 这种线性关系的斜率随比值 z0 / zc 的减小而减小。 对于更高阶谐波 （m≥2）， x′0 比 x0 = 0
大得多， z′0 比 z0要小很多。 因此， 可得到以下结论， 如上一小节中讨论的那样， 此时高次谐

波变成背景噪声。
情况 2： 平面波情况 （ z0 / zc > > 1）
在这种情况下， 式 （19. 4- 6）、 式 （19. 4-7）、 式 （19. 4-12） 和式 （19. 4-13） 可以简

化为

z′0 = R
m - R
zc

+ m
z0

≈ R
m z0 ≈ 1

m z0 （19. 4-14）

x′0 =

mx0

z0
- （m - R） δ -

xc

zc
〓

〓
〓

〓

〓
〓

m - R
zc

+ m
z0

≈x0 - z0 1 - R
m

〓

〓
〓

〓

〓
〓 δ -

xc

zc
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （19. 4-15）

于是， 推导可得第一阶 （m = 1） 的色散关系如下：
Δz
Δλ ≈

z0

λ （19. 4-16）

Δx
Δλ ≈

z0

λ δ -
xc

zc
（19. 4-17）

三维色散。 三维情况下色散的数学推导， 与之前讨论过的二维情况非常类似 [ Hu，
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Ersoy]。 但是， 在二维情况中是把 y 变量视为常量， 在推导中忽略它们， 三维情况下需要同

时研究 x 变量和 y 变量， 然后分别由 x 方向和 y 方向上独立的色散关系导出独立的方程。 因

此， 如果独立选择各点的 x 坐标和 y 坐标， 则该色散关系由下式给出：
Δx
Δλ ≈

z0

λ δx -
xc

zc
（19. 4-18）

Δy
Δλ ≈

z0

λ δy -
yc

zc
（19. 4-19）

19. 4. 2 有限尺寸孔径

到目前为止的理论讨论中， 相控阵的孔径均假设为点光源。 在一般情况下， 每个孔中的

相位变化不大， 这是一种较好的假设。 另外， 由于选择零交叉点作为孔径的中心点， 故相位

变化有最大容限， 例如， 在范围 [ - π / 2， π / 2] 内。 在本节中， 将考虑 PHASAR 型的器

件， 其相位调制是通过截断相控阵表面的波导来控制的。
使用圆柱坐标系 （ r，ϕ，z） 来表示孔径上的一点， 用球坐标系 （R，Θ，Φ） 来表示孔径之

外的点。 利用定义的这些变量， 在夫琅禾费区， 辐射场的菲涅耳-基尔霍夫衍射公式为 [Lu，
Ersoy， 1993]

EFF（R，Θ，Φ） = jk e -jkR

2πR
1 + cosΘ

2 ∫SE（ r，ϕ，0）ejkrsinΘcos（Φ-ϕ） rdrdϕ （19. 4-20）

LP01模的横向电场可精确地近似为高斯函数

EGB（ r，ϕ，0） = E0 e - r2 / w2 （19. 4-21）
式中， w 是高斯光束的束腰半径。

将式 （19. 4-21） 代入式 （19. 4-20） 中， 可得到高斯辐射场在夫琅禾费区的场分布， 其

结果为

EGBFF（R，Θ，Φ） = jkE0
e - jkR

R
w2

2 e - （kwsinΘ）2 / 4 （19. 4-22）

当孔径尺寸非常小时远场近似成立。 在 19. 5. 2 节中， 将利用式 （19. 4-22） 对有限尺寸

孔径的相控阵进行仿真设计。

19. 5 计算实验

首先定义用来说明结果的参数如下：
M： 相控阵的孔径数 （等于 PHASAR 的波导管数）；
L： 信道数 （需要解复用的波长数）；
Δλ： 通道间的波长间隔；
r： 在范围 [0，1] 间的随机系数， 定义为均匀间距长度 Δ 的小数部分 （因此随机位移的

范围是 [ - rΔ，rΔ]）。
仿真结果如图 19. 6 ～ 图 19. 12 所示。 每个图的标题同时包含所用参数的值。 除非特别

说明， r 假设为 1。 在 19. 5. 1 节中， 相控阵孔径假设为点光源。 在 19. 5. 3 节中， 将考虑有

限尺寸孔径的情况。
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19. 5. 1 点源孔径

图 19. 6 显示了当相控阵的中心波长为 1550nm、 信道数为 16、 相邻信道之间的波长间隔

为 0. 4nm 时， 图像平面上的强度分布和零交叉位置分布。 与 19. 3 节所声明的一致， 输出面

上没有观察到谐波图像。

图 19. 6 焦平面上的输出强度 （参数为 M = 100， L = 16， δ = 15， Δλ = 0. 4nm）

为了验证式 （19. 4. 17） 得出的色散关系， 考察 Δx 相对于 Δλ、 δ 和不同的 z0值的线性

关系。 模拟结果如图 19. 7 所示， 得到的直线斜率分别为 1. 18 × 106 ， 0. 78 × 106 ， 0. 40 ×
106 ， 这些值与使用式 （19. 4-17） （参数为 δ = 30； λ = 1550nm） 的理论计算值非常吻合， 理

论计算值分别为 1. 16 × 106 ， 0. 77 × 106 和 0. 39 × 106 。

图 19. 7 线性色散关系的实验验证 （M = 100， L = 16， δ = 30）

在 MISZC 中， 随机采样和实现零交叉对得到良好的结果都是至关重要的。 在下文中，
将给出比较结果来讨论较少随机抽样对结果影响的重要性。 图 19. 8 和图 19. 9 给出了在不使

用整体随机抽样的情况下的结果。 除了参数 r 分别为 0、 1 / 4 和 1 / 2， 其余参数都与图 19. 6
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中相同。 可见， 当 r 小于 1 时， 即不是完全随机性时， 不同阶次的谐波开始出现。 相比较而

言， 如图 19. 6 所示， 在 r = 1 的情况下， 并没有出现谐波， 因为在这种情况下采用的是完全

随机采样。

图 19. 8 非随机采样的谐波 （M = 100，
L = 16， δ = 15， Δλ = 0. 4nm， r = 0）

 

图 19. 9 部分随机采样的谐波 （M = 100，
L = 16， δ = 15， Δλ = 0. 4nm， r = 0. 5）

19. 5. 2 多信道

去除谐波图像的主要益处是可尽可能地提高增多信道数目的能力。 许多情况下， 通常设

计 64、 128 和 256 信道来研究大信道下的特性。 在下面的图中， 相控阵孔径数、 信道数和波

长间隔分别用 M、 L 和 Δλ 表示。 图 19. 10 给出了 M = 200， L = 128 和 Δλ = 0. 2nm 时的结

果。 该图由两部分组成。 图 19. 10a 显示同时多通道运行时的解复用特性。 在该图中， 可以

看到所有信道之间的不均匀性在 0 ～ 2dB 范围内。 在关于 WDM （波分复用） 器件的文献中，
通常会采用指定的单一信道最坏情况下的串扰图来表征串扰性能。 图 19. 10b 显示的是对中

心输出端口各波长的归一化透射谱。 串扰值估计为 20dB。 可见， 当采用更多孔径 （对

PHASAR 中的波导） 时， 可改善串扰值。

图 19. 10 大信道数下的结果 （M = 200， L = 128， Δλ = 0. 2nm）

19. 5. 3 有限尺寸孔径

在 19. 4. 2 节已讨论过有限尺寸孔径条件下产生高斯截面光束的理论。 用式 （19. 4-22），



衍射、 傅里叶光学及成像

220  

分别进行多次模拟。 采用 128 个信道的结果如图 19. 11 所示。 可见， 该结果是完全可以接

受的。

图 19. 11 高斯光束的结果 （M = 150， L = 128， δ = 15， Δλ = 0. 2nm）

19. 5. 4 生成负相位的方法

到目前为止， 实验结果都是运用自动零交叉方法得到的。 图 19. 12 给出了一个例子， 在

16 信道下， 在整个波阵面的相位中生成了具有负相位的信道 [ Hu， Ersoy]。 由图可见， 与

之前的情况一样， 该结果同样有效。

图 19. 12 运用生成波阵面负相位的方法设计的 16 信道

19. 5. 5 误差容限

 图 19. 13 使用相位误差设计的

 16 信道 （ERR = 0. 25π）

在器件加工制造过程中常产生可预见的相

位误差。 通过对每个阵列孔径施加随机相位误

差可进行相位误差容限的研究。 随机相位误差

可由 [ - ERR，ERR] 范围内的均匀分布来近

似得到， 其中 ERR 是选定的最大误差。 只要

每个相近方向的相量点的最大误差满足

| ERR | ≤π / 2 （19. 5-1）
这样对每个孔径来说就是有益的， 因而可以

得到满意的结果。 仿真实验也证实了这一点。
图19. 13 给出了一个示例， 相应的ERR =0. 25π。
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19. 5. 6 3-D 仿真

通过类似的模拟方式可进行三维情形下的仿真 [ Hu 和 Ersoy， 2002]。 图 19. 14 所示的

是像平面 （x⁃y 平面， z = z0 ） 上的聚焦和解复用的一个例子。 所使用的四个波长分别为

1549. 2nm、 1549. 6nm、 1550nm 和 1550. 4nm， 间隔 0. 4nm （50 GHz）。 在 2mm × 2mm 的平面

上生成 50 × 50 的孔径阵列。 设置 x 方向上衍射阶 δx 为 5， 而在 y 方向上， 设定 δy 为零。
图 19. 14a 给出在像平面上的解复用， 图 19. 14b 表示在同一平面上输出线 （x 方向） 上

对应的插入损耗。

图 19. 14 具有四种波长和精确相位的 3-D 设计示例

可见， 取合理大小的衍射级 （δ ～ 5） 值都足以产生满意的结果。 此结果意义重大， 因

为它表明， 制造三维相控阵确实可以使用现有的技术来实现。 三维相控阵的一个主要优点

是， 相对于二维情形， 其孔径的数目可以大得多。

19. 5. 7 相位量化

在实际制造中， 通常对相位进行量化。 所采用的技术决定了量化阶的数目。 图 19. 15 给
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出了四个量化级的解复用结果， 其余参数同图 19. 14 中的一致。 可见该结果是令人满意的。

图 19. 15 具有四种波长和四级相位量化的 3-D 设计实例

19. 6 实现过程中的问题

比较实际实施过程中的不同方法， 可以得到比较有趣的结果。 例如， 在平面波导的

PHASAR 器件中， 波导的长度应根据下面的公式来选择：
（a） 只有平面参考波， 自动零交叉

Li = αxi （19. 6-1）
（b） 只有平面参考波， 实现负相位

Li = αxi - θi / k （19. 6-2）
式中， θi是期望相位； k 是波数。

（c） 平面和球面参考波， 自动零交叉

Li = α（xi + rci） （19. 6-3）
（d） 平面和球面参考波， 实现负相位

Li = α（xi + rci） - θi / k （19. 6-4）
上述公式表明， 实际中， 负相位的物理产生方法似乎比采用控制波导长度的零交叉点法
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更难以实现。 然而， 在零交叉点法中， 必须仔细调整孔的位置。 因为孔的初始位置是随机选

择的， 这不可预期地会产生更多附加的困难， 这是由于在调整后其结果将为另一个随机数。
三维构型的缺点是， 它可能难以实现更大的级数 δ。 其一大优点就是用来设计多孔径衍

射光学元件， 也可以用于 DWDM 的相控阵器件设计。 由模拟结果可见， 级数 δ 取 5， 就可得

到满意的解决方案。
这可通过多种方式来实现。 一种可能的方法就是通过使用如图 19. 16a 所示的装置， 并

与 16. 2 节中讨论的虚拟全息术方法相结合。 为了得到更大的 δ， 可以制造比通常尺寸大 5 倍

的阵列， 如图 19. 16b 所示的倾斜排列， 使图中所示的 ΔL 更大。 然后， 该阵列 （现在称为

实阵列） 具有必要的相位调制， 并且成像到如图 19. 17 所示的虚拟阵列， 该虚拟阵列可以通

过虚拟全息的方法产生。 如果设 M 为横向方向上的缩小倍率， 则在 z 方向上的缩小倍率为

M2 。 于是， 在虚拟阵列 z 方向上的倾斜可忽略不计。 如上述讨论， 为了使虚拟阵列运行在期

望状态下， 并将不同的波长聚焦在不同的位置， 虚拟阵列要有必要的尺寸和相位调制能力。

图 19. 16 一个可能的 MISZC 3-D 实现的可视化结构模型

图 19. 17 与图 19. 16 连接， 以实现期望相位调制和尺寸的虚拟全息装置
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第 20 章 严格衍射理论的数值方法

20. 1 本章引论

当衍射孔径的尺寸与入射波波长相差不大时， 标量衍射理论是成立的。 通常这种条件下

的模型也比较简单。 生产越来越小的设备在目前已呈上升趋势， 这时利用折射光学元件变得

不切实际， 同时随着越来越复杂的几何构型和材料属性的需求， 需要尺寸具有一个波长或小

于一个波长量级的衍射光学元件。 然而， 在这个尺寸范围内， 标量衍射理论可能不够精确，
通常很难得到解析的结果。 复杂的模型也需要新的计算方法。

利用数值方法求解麦克斯韦方程是一个实用的途径。 为此发展出了一些新的方法。 其中

一种是基于有限差分的数值方法， 另一种方法是基于傅里叶级数的傅里叶模式分析法， 第三

种是利用有限元方法求解有边界条件的麦克斯韦方程。
本章共分为 8 节。 20. 2 节利用克 （兰克， CranK） 尼 （克森， Nicholson） 二氏法的有限

差分形式介绍了本书在 12. 4 节中讨论过的傍轴光束传播 （BPM） 公式。 20. 3 节讨论了利用

帕德 （Pâdé） 近似的宽角度光束传播法。 这种方法通常应用于角度变化范围较大的问题，
比如波导问题。 20. 4 节介绍有限差分方法， 作为下一节学习的基础。 20. 5 节介绍了时域有

限差分法 （Finite Difference Time Domain， FDTD）， 这种方法目前应用比较广泛。 20. 6 节介

绍了时域有限差分法的一些实验。 20. 7 节提出了另一种有竞争力的方法， 称为傅里叶模式

法 （Fourier Modal Method， FMM）。

20. 2 基于有限差分法的 BPM

考虑式 （12. 2-4） 所示的非均匀介质中的亥姆霍兹方程。 为方便起见， 再次给出该方

程如下：
（ Δ2 + k2 （x，y，z））U（x，y，z） = 0 （20. 2-1）

其中

U（x，y，z） = u（x，y，z）e - jωt （20. 2-2）
该位置相关的波数 k（x，y，z） 满足

k（x，y，z） = n（x，y，z）k0 （20. 2-3）
式中， k0是自由空间的波数； n（x，y，z） 是非均匀介质的折射率。

如 12. 3 节所述， n（x，y，z） 可以表示为

n（x，y，z） = n + Δn（x，y，z） （20. 2-4）
式中， n 为平均折射率。

这样亥姆霍兹方程可化为

[ Δ2 + nk2
0 + 2nΔnk2

0 ]U = 0 （20. 2-5）
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其中（Δn） 2k2
0项已忽略不计。 进一步， 光场可假设按如下规律变化：

U′（x，y，z） = U（x，y，z）ejkz （20. 2-6）
其中的 U（x，y，z） 被假定为 z 的缓变函数， k 与 nk0 相等。 将式 （20. 2-6） 代入亥姆霍兹方

程， 得到

Δ2U + 2jk δ
δzU + （k2 - k2 ）U = 0 （20. 2-7）

方程式 （20. 2-7） 被用在光束传输法中的有限差分公式中。
如 12. 3 节中讨论的那样， 当傍轴亥姆霍兹方程成立时， 式 （20. 2-7） 可化为

δ
δzU = j

2k
[δ2U

δx2 + δ2U
δy2 + （k2 - k2 ）U] （20. 2-8）

这是三维情况下 BPM 算法应用的基本傍轴方程。 通过省略公式中与变量 y 相关的项可以得

到二维傍轴方程。 这种形式的傍轴近似有两个优点。 首先， 由于与 z 相关的快速相位变化被

提取出来， 使得近似不变的场可以沿着纵向网格进行数值表示， 网格的间隔可比波长大许多

个数量级。 这就使得 BPM 算法相比于传统有限差分法效率更高， 因为传统有限差分法的网

格间距是十分之一个波长量级。 其次， 消除了 z 的二阶导数项， 使得原本是二阶边界值的问

题转变成了一个一阶初值问题。 二阶边界值问题通常需要迭代或特征值分析来求解， 而一阶

初值问题则可以通过沿 z 方向的简单积分来求解。 这种方法相对于亥姆霍兹方程的完全数值

解法来说， 在很大程度上降低了计算的复杂度。
然而， 计算复杂度的降低也需要付出代价。 缓变的包络近似假定了场的传播主要是沿 z

轴 （即傍轴方向）， 而且它也限制了折射率变化的大小。 在近似中去除二阶导数的同时也消

除了后向的行波解。 因此， 此方法对基于反射的器件不适用。 然而， 这些问题可以通过重新

推导近似来解决。 为解决这些问题， 一些改进方法， 例如， 宽角度 BPM 和双向 BPM 算法，
将在后续的章节中讨论。

在 12. 4 节中讨论了基于 FFT 求解方程式 （12. 3-5） 的数值方法。 另一种基于有限差分

方法的算法被称为 FD-BPM 算法， 特别是它运用了克尼二氏法 （C-N 法） [ Yevick， 1989]。
有时， 采用有限差分法能得出更精确的结果 [ Yevick， 1989]， [ Yevick， 1990]。 它同样可

以利用较大的纵向步长， 在不影响精度的情况下降低计算复杂度 [Scarmozzino]。
在有限差分方法中， 场可由一些横向平面内的离散网格点来表示， 这些平面垂直于 z 轴

方向， 且沿着 z 轴方向等间隔分布。 一旦输入场是已知的， 即在 z = 0 的场已知， 即可求得

下一个横向平面的场。 采用这种方法， 沿 z 轴方向传播的波可逐步地计算得出。 我们将给出

 图 20. 1 克尼二氏法的采样点

二维情形下的算法， 并可直接扩展到三维情形。
令 un

i 表示场在某格点的值， 其中 i 表示该点在横向网格的

索引， n 表示纵向的索引。 同时假定横向平面中的格点等间隔

分布， 间隔为 Δx， 各个横向面亦等间隔分布， 间隔为 Δz。 在

克尼二氏法中， 式 （12. 3-5） 表示的是一个虚构的中间平面，
该平面介于已知的平面 n 和未知的平面 n + 1 之间， 如图 20. 1
所示。

在克尼二氏法中， 中间平面的一阶和二阶导数可由以下公

式表示：
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δui

δz z = Δz（n + 1 / 2）
=
un + 1
i - un

i

Δz （20. 2-9）

δ2ui

δz2
z = Δz（n + 1 / 2）

=
δ2un + 1

i - δ2un
i

2Δz2 （20. 2-10）

式中， zn + 1 / 2 = zn + Δz / 2； δ2 表示二阶差分算子， 其由下式给出。
δ2ui = ui + 1 + ui - 1 - 2ui （20. 2-11）

利用上述近似， 式 （20. 2-8） 可转化为

un + 1
i - un

i

Δz = j
2k

δ2

Δx2 + （k（xi，zn + 1 / 2 ） - k2 ）〓

〓
〓

〓

〓
〓

un + 1
i + un

i

2 （20. 2-12）

式 （20. 2-12） 可写成一个三对角矩阵方程 [Scarmozzino]
aiun + 1

i - 1 + biun + 1
i + ciun + 1

i + 1 = di （20. 2-13）
求解该公式， 可得到沿 z 轴方向第 （n + 1） 层的未知的 un + 1

i 。 由于其具有三对角性质， 该方

程可通过 O（N） 步运算迅速求解， 其中 N 为沿 x 轴方向网格结点的个数。
在边界点 i = 0， N 中， 必须使用合适的边界条件， 通常首选透明边界条件 [ Hadley，

1990]， [Hadley， 1992]。

20. 3 宽角度 BPM

上述傍轴近似允许 BPM 算法在傍轴波和折射率微小变化的情况下使用。 为了扩展该方

法， 有必要把之前忽略过的二阶导数项重新引入， 并代入式 （20. 2-8）， 则从式 （20. 2-7）
开始， 其可以表示为

∂2U
∂z2 + 2jk ∂U

∂z + ∂2U
∂x2 + ∂2U

∂y2 + （k2 - k2 ）U = 0 （20. 3-1）

令 D 表示
∂
∂ z， D2 表示

∂2

∂2 z
。 式 （20. 3-1） 可写为

D2U + 2jkDU + ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + （k2 - k2 ）〓

〓
〓

〓

〓
〓U = 0 （20. 3-2）

可将上述公式看作是 D 的一个代数方程。 将 D 作为未知量求解， 可得

D = jk[ 1 + P - 1] （20. 3-3）
其中

P = 1
k2

∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + （k2 - k2 ）〓

〓
〓

〓

〓
〓 （20. 3-4）

P 和 D 是作用于 U 的算符。 于是， 式 （20. 3-2） 可化为 [Hadley]
∂U
∂z = jk（ 1 + P - 1）U （20. 3-5）

该式只给出了光沿前向传播的解。 光沿反方向传播的问题可以通过改变二次方根项的符

号推导得到。 这两种解法都是正确的。

为了求解式 （20. 3-5） 中的 U， 有必要将 1 + P展开。 用帕德法展开该式， 可在得到最

高精度的同时得到最少的展开项 [ Hadley]。 阶数为 （m，n） 的帕德近似是具有如下形式的
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有理函数：

R（x） =
∑
M

k = 0
akxk

1 + ∑
N

k = 1
bkxk

（20. 3-6）

表 20. 1 给出了项 k（ 1 + P - 1） 的低阶帕德近似。

表 20. 1 项 k（ 1 + P - 1） 的低阶帕德近似

阶  数 k（ 1 + P - 1）

（1， 0） P
2k

（1， 1）

P
2k

1 + P
4k2

（2， 2）

P
2k

+ P2

4k3

1 + 3P
4k2 + P2

16k4

（3， 3）

P
2k

+ P2

2k3 + 3P2

32k5

1 + 5P
4k2 + 3P2

8k4 + P3

64k6

通过帕德近似可将式 （20. 3-5） 变为

∂U
∂z = jk

Nm（P）
Dn（P）U （20. 3-7）

式中， Nm（P） 和 Dn（P） 是 P 的多项式， 对应于 （m，n） 阶的帕德近似。

 图 20. 2 一个设计为 200 信道的相控阵输出强度

 特写图， 它由宽角度光束传播法计算得到

随着帕德近似式的阶数增加， 解

的精准度也随之提高。 对式 （20. 3-5）
中的二次方根， （1，1） 阶帕德近似对

高达 30°的角也足够精确， 而 （3， 3）
阶帕德近似同其 15 阶泰勒展开具有

相同的近似精度。
宽角度光束传播法常用于一些必

须涉及宽角度的应用中， 如在第 19
章中讨论的 AWG 的设计实验中。 举

个例子， 为了适应长度变化， 图 19. 2
展示了弯曲宽角度波导的布局。 图

20. 2 给出了一个设计为 200 信道的

AWG 输出强度分布， 该结果采用宽

角度光束传播法计算得到， 计算中使用了一款名为 BeamPROP 的 RSoft 软件。
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20. 4 有限差分

本节将进行时域有限差分方法的讨论。 这种方法是基于第一和第二导数的有限差分近

似。 这些将在下面讨论。
对 u（x，tn）， 固定时间 tn， 其在 xi + Δx 点关于 xi 的泰勒级数展开式由下式给出 [Kuhl，

Ersoy]：

u（xi + Δx，tn） tn = u xi，tn + Δx ∂u
∂x xi，tn

+ Δx2

2
∂2u
∂x2 xi，tn

+ Δx3

6
∂3u
∂x3 xi，tn

+ Δx4

24
∂4u
∂x4 ξ1，tn

（20. 4-1）
最后一项是误差项， ξ1 为区间 （xi，xi + Δx） 内的点。 对于固定时间 tn， 其在点 xi - Δx 的展

开式同理可得

u（xi - Δx，tn） tn = u xi，tn - Δx ∂u
∂x xi，tn

+ Δx2

2
∂2u
∂x2 xi，tn

- Δx3

6
∂3u
∂x3 xi，tn

+ Δx4

24
∂4u
∂x4 ξ2，tn

（20. 4-2）
式中， ξ2 是区间 （xi - Δx，xi） 内的点。

将上述两个展开项相加， 得到

u（xi + Δx） + u（xi - Δx） = 2u xi，tn + Δx2 ∂2u
∂x2 xi，tn

+ Δx4

12
∂4u
∂x4 ξ3，tn

（20. 4-3）

式中， ξ3 是区间 （xi - Δx，xi + Δx） 内的点。
重新整理式 （20. 4-3） 可得

∂2u
∂x2 xi，tn

=
u（xi + Δx） - 2u（xi） + u（xi - Δx）

（Δx） 2[ ]
tn

+ O[（Δx） 2 ] （20. 4-4）

式 （20. 4-4） 可写为

∂2u
∂x2 xi，tn

=
un
i + 1 - 2un

i + un
i - 1

（Δx） 2 + O[（Δx） 2 ] （20. 4-5）

u 相对于时间的二阶偏导数同样由下式给出：
∂2u
∂t2 xi，tn

=
un + 1
i - 2un

i + un - 1
i

（Δt） 2 + O[（Δt） 2 ] （20. 4-6）

20. 5 时域有限差分法

时域有限差分法是一种逐渐得到广泛应用的有效的数值方法。 在该方法中， 麦克斯韦方

程被表示成中心差分方程的形式。 由此产生的方程可由蛙跳式方法求解。 换言之， 在给定的

瞬时求解电场， 在下一个瞬时求解磁场， 并重复该过程多次。
为方便起见， 将第 3 章的式 （3. 3-3） 和式 （3. 3-4） 在无源场 （无电场或磁场源） 中

改写为如下形式：

Δ× H = ∂D
∂t = ε ∂E

∂t （20. 5-1）
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Δ× E = - ∂B
∂t = - μ ∂H

∂t （20. 5-2）

式 （20. 5⁃1） 说明， 电场 E 的时间导数与磁场 H 的旋度成正比。 这就意味着， 空间中

某点新一时刻的电场值 E， 可以从前一刻的电场值 E 以及所在空间点两侧的前一时刻磁场值

H 的差分来得到。
以下是式 （3. 3-14） 和式 （3. 3-15） 写成分量的形式：

∂Hx

∂t = 1
μ

∂Ey

∂z -
∂Ez

∂y - ρ′Hx
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （20. 5-3）

∂Hy

∂t = 1
μ

∂Ez

∂x -
∂Ex

∂z - ρ′Hy
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （20. 5-4）

∂Hz

∂t = 1
μ

∂Ex

∂y -
∂Ey

∂x - ρ′Hz
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （20. 5-5）

∂Ex

∂t = 1
ε

∂Hz

∂y -
∂Hy

∂z - σEx
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （20. 5-6）

∂Ey

∂t = 1
ε

∂Hx

∂z -
∂Hz

∂x - σEy
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （20. 5-7）

∂Ez

∂t = 1
ε

∂Hy

∂x -
∂Hx

∂y - σEz
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （20. 5-8）

接下来， 上述方程采用将要介绍的 Yee 算法， 写成有限差分形式来求解。
Yee 算法

Yee 算法是通过使用一组有限差分方程来求解麦克斯韦旋度方程的 [Yee]。 使用有限差

 图 20. 3 Yee 元胞的电场及

 磁场分量分布 [Yee]

分时， 在三维场中的每个电场分量周围都环绕着四个磁场分

量， 同样地， 每一个磁场分量的周围都环绕着四个电场分

量， 如图 20. 3 所示。 电场分量和磁场分量以时间为中心，
以蛙跳方式排列。 这就意味着特定时间的所有电场分量都可以

由预先存储的磁场分量计算得出并存储。 然后， 所有的磁场分

量都可由先前计算得到的电场分量来求出 [Kuhl， Ersoy]。
对于 Yee 元胞， 离散化过程如下：
· [ i，j，k] = （ iΔx，jΔy，kΔz）， 其中 Δx、 Δy 和 Δz 分别是

在 x、 y 和 z 方向上的空间增量， i， j， k 为整数；
· tn = nΔt；
· u（ iΔx，jΔy，kΔz，nΔt） = un

i，j，k。
对 x 轴方向关于 u 的一阶空间偏微分， 在时间 tn = nΔt 的 Yee 中心有限差分由下式给出：

∂u
∂x（ iΔx，jΔy，kΔz，nΔt） =

un
i + 1 / 2，j，k - un

i - 1 / 2，j，k

Δx + O[（Δx） 2 ] （20. 5-9）

可见， 为求点 （ iΔx， jΔy，kΔz） 的场， 需要用到距离该点 Δx / 2 远处的点的未知数据，
这与克尼二氏法类似。 对于空间某一点， u 对时间的一阶偏微分由下式给出：

∂u
∂t（ iΔx，jΔy，kΔz，nΔt） =

un + 1 / 2
i，j，k - un - 1 / 2

i，j，k

Δt + O[（Δt） 2 ] （20. 5-10）
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将时间为 n 时的点 （ i，j，k） 的时间、 空间导数代入式 （20. 5-6）， 可得

Ex
n + 1 / 2
i，j，k + Ex

n - 1 / 2
i，j，k

Δt = 1
εi，j，k

Hz
n
i，j + 1 / 2，k - Hz

n
i，j - 1 / 2，k

Δy -
Hy

n
i，j，k + 1 / 2 - Hy

n
i，j，k - 1 / 2

Δz - σi，j，kEx
n
i，j，k

〓

〓
〓

〓

〓
〓

（20. 5-11）
该式右边的所有项都是在时间为 n 时计算出的。 所有在时间点 n 时所需的磁场分量都是已知

的。 只有 Ex 在时间点 n - 1 / 2 时被存储了。 对于无损耗区域， 该项为 0。 如果 σi，j，k不为零，
则 Ex 可以由下式估计 [Yee]：

Ex
n
i，j，k =

Ex
n + 1 / 2
i，j，k + Ex

n - 1 / 2
i，j，k

2 （20. 5-12）

式 （20. 5-12） 表示的是一个在时间 n - 1 / 2 的已知量 Ex 和一个在时间 n + 1 / 2 的未知量的平

均值。 将式 （20. 5-12） 代入式 （20. 5-11）， 可得

Ex
n +1 / 2
i， j，k +Ex

n -1 / 2
i， j，k = Δt

εi， j，k

Hz
n
i， j +1 / 2，k -Hz

n
i， j -1 / 2，k

Δy -
Hy

n
i， j，k +1 / 2 -Hy

n
i， j，k -1 / 2

Δz -σi， j，k
Ex

n +1 / 2
i， j，k +Ex

n -1 / 2
i， j，k

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

（20. 5-13）
合并同类项， 并求解 Ex

n + 1 / 2
i， j，k 的值， 可得

Ex
n +1 / 2
i， j，k =

1 -
σi， j，kΔt
2εi， j，k

1 +
σi， j，kΔt
2εi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

Ex
n -1 / 2
i， j，k +

Δt
εi， j，k

1 +
σi， j，kΔt
2εi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

Hz
n
i， j +1 / 2，k -Hz

n
i， j -1 / 2，k

Δy -
Hy

n
i， j，k +1 / 2 -Hy

n
i， j，k -1 / 2

Δz
〓

〓
〓

〓

〓
〓

（20. 5-14）
所有其他未知的场分量可由下式进行类似的推导：

Ey
n +1 / 2
i， j，k =

1 -
σi， j，kΔt
2εi， j，k

1 +
σi， j，kΔt
2εi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

Ey
n -1 / 2
i， j，k +

Δt
εi， j，k

1 +
σi， j，kΔt
2εi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

Hx
n
i， j，k +1 / 2 -Hx

n
i， j，k -1 / 2

Δz -
Hz

n
i +1 / 2，j，k -Hz

n
i， -1 / 2j，k

Δx
〓

〓
〓

〓

〓
〓

（20. 5-15）

Ez
n +1 / 2
i， j，k =

1 -
σi， j，kΔt
2εi， j，k

1 +
σi， j，kΔt
2εi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

Ez
n -1 / 2
i， j，k +

Δt
εi， j，k

1 +
σi， j，kΔt
2εi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

Hy
n
i +1 / 2，j，k -Hy

n
i -1 / 2，j，k

Δx -
Hx

n
i， j +1 / 2，k -Hx

n
i， j -1 / 2，k

Δy
〓

〓
〓

〓

〓
〓

（20. 5-16）

Hx
n + 1
i， j，k =

1 -
ρ′i， j，kΔt
2μi， j，k

1 +
ρ′i， j，kΔt
2μi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

Hx
n
i， j，k +

Δt
μi， j，k

1 +
ρ′i， j，kΔt
2μi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

Ey
n + 1 / 2
i， j，k + 1 / 2 - Ey

n + 1 / 2
i， j，k - 1 / 2

Δz -
Ez

n + 1 / 2
i， j + 1 / 2，k - Ez

n + 1 / 2
i， j - 1 / 2，k

Δy
〓

〓
〓

〓

〓
〓

（20. 5-17）

Hy
n + 1
i， j，k =

1 -
ρ′i， j，kΔt
2μi， j，k

1 +
ρ′i， j，kΔt
2μi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

Hy
n
i， j，k +

Δt
μi， j，k

1 +
ρ′i， j，kΔt
2μi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

Ez
n + 1 / 2
i + 1 / 2， j，k - Ez

n + 1 / 2
i - 1 / 2，j，k

Δx -
Ex

n + 1 / 2
i， j，k + 1 / 2 - Ex

n + 1 / 2
i， j，k - 1 / 2

Δz
〓

〓
〓

〓

〓
〓

（20. 5-18）
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Hz
n + 1
i， j，k =

1 -
ρ′i， j，kΔt
2μi， j，k

1 +
ρ′i， j，kΔt
2μi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

Hz
n
i， j，k +

Δt
μi， j，k

1 +
ρ′i， j，kΔt
2μi， j，k

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

Ex
n + 1 / 2
i， j + 1 / 2，k - Ex

n + 1 / 2
i， j - 1 / 2，k

Δy -
Ey

n + 1 / 2
i + 1 / 2， j，k - Ey

n + 1 / 2
i - 1 / 2， j，k

Δx
〓

〓
〓

〓

〓
〓

（20. 5-19）

20. 6 计算机实验

我们在计算机实验中使用 Remcom 出品的电磁场仿真软件 XFDTD [Kuhl， Ersoy]。 在这

个软件环境下， 所关注的区域是一个立方体网格， 为了使其能够模拟特定的模型， 每个网格

的边可以赋予不同的材料特性。 对于每个元胞， 材料可以是理想导体或自由空间， 也可以以

其他方式来定义。 空间采样的间隔在亚波长量级， 通常在一个波长的 1 / 30 ～ 1 / 10 的范围内。
关注区域是由一个平面波或多个电压源激励的。 激励信号可以是脉冲信号或正弦信号。 仿真

的持续时间是由设定的所需时间步数决定的。
当模拟的区域延伸到无穷远时， 网格的边界采用的是吸收边界条件 （ ABC） 。 这使

得所有从该区域传出的波几乎都没有反射。 此时关注区域也可以通过一个理想电导体

包围。
一旦按照设定的时间步骤数计算该场， 近区瞬态和稳态场就可以彩色强度图像进行可视

化， 或者可以绘出某点场分量随时间的变化曲线。 当需要稳态输出时， 观察在特定点的场随

时间的变化有助于显示是否达到稳定。
在计算机实验的执行中， 使用了 λ / 20 大小的元胞尺寸 [Kuhl， Ersoy]。 激励源是沿 z 方

向传播的 y 偏振正弦平面波。 全部衍射结构都是由理想的导体构成的。 衍射结构的所有边缘

均平行于 x 轴， 以避免消掉 y 方向偏振的电场。
一维菲涅耳波带片 （FZP） 同 15. 11 节所讨论的没有 x 变量的 FZP 是相同的。 其模 m 定

义为一些不透明的偶数或奇数区域的个数。
图 20. 4 给出了三个不透明区域 （m = 3） 的例子。

 图 20. 4 m = 3 的一维 FZP

利用 XFDTD， 对厚度为 0. 1λ、 焦距为 3λ 的一维

FZP 进行了模拟， 并对前三个模的结果进行了分析。
图 20. 5 给出了穿过 FZP 中心沿 z 轴方向的强度值随距

离 FZP 的距离变化。 该曲线图表明， 在距离波片 3λ
位置处达到强度峰值， 并且随着模数的增加， 峰值在

该处会变得更高， 宽度更窄。
在焦线上沿 y 轴的强度曲线如图 20. 6 所示。 该图

显示， 光点尺寸随着模数的上升而减小， 同时旁瓣强

度也由于模数增高而降低。
上述实验表明， 时域有限差分法在生成所需的几何模型和指定材料参数方面提供了相当

大的自由度。 特别是当受限于复杂的几何模型或衍射的小孔尺寸比波长小得多等原因， 标量

衍射理论不足以满足精度要求时， 时域有限差分法的优势就尤为明显了。
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图 20. 5 应用时域有限差分法得到的沿 z 轴方向的强度分布

图 20. 6 应用时域有限差分法得到的在焦线上沿 y 轴的强度曲线

20. 7 傅里叶模式法

傅里叶模式法是几种分析浮雕型衍射光学元件的方法中最通用、 最严谨的方法。 这方面

的最初工作被称为严格耦合波分析 （ Rigorous Coupled-Wave Analysis， RCWA） [ Moharam，
1982]。 它最初主要应用在衍射光栅分析中， 后来也被推广到非周期结构的分析中

[Lalanne-Silberstein]。 在本节的简要介绍中， 将假定一种光栅结构进行讨论。
傅里叶模式法是一种频域方法， 它涉及将光栅模式作为特征矢量的计算， 以及介电常数

的傅里叶展开、 光栅区域内部电磁场的傅里叶展开。 光栅内部场的傅里叶展开可生成一种差

分方程系统。 在求出该系统的特征值和特征向量之后， 我们发现在光栅表面的边界条件适合

于计算衍射效率。 [Lalagne and Morris， 1996]。
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图 20. 7 给出了二维情形下用来解释该方法的几何模型。

图 20. 7 傅里叶模式法的几何模型 [Lalanne and Morris， 1996]

沿 x 轴方向的周期性光栅， 其周期为 Λ， 介电常数为函数 ε（x）。 考虑磁场的偏振沿 y
轴方向且没有变化， 这样的磁场模称为横磁场模 （ TM 模）。 入射平面波与 z 轴方向成 θ 夹

角。 同时， 定义如下的傅里叶级数：
ε（x）
ε0

= ∑
∞

k = -∞
εkejKkx （20. 7-1）

ε0

ε（x） = ∑
∞

k = -∞
akejKkx （20. 7-2）

式中， K = 2π / Λ。
各场分量可写为 [Lalanne and Morris， 1996]

Ex = ∑Sm（ z）ej（Km+β）x （20. 7-3）

Ez = ∑ fm（ z）ej（Km+β）x （20. 7-4）

Hy = ∑Um（ z）ej（Km+β）x （20. 7-5）

式中， β = ksinθ = 2π
λ θ。

在这种情况下， 麦克斯韦旋度方程由下式给出：

-
δEz

δx +
δEx

δx = - jωμ0Hy （20. 7-6）

δHy

δz = - jωεEx （20. 7-7）

1
ε

δHy

δx = jωEz （20. 7-8）

对于变量 z 的一阶和二阶偏导数可用素数和双素数的数量来表示。 将式 （20. 7-3） ～ 式

（20. 7-5） 对应代入式 （20. 7-6） ～ 式 （20. 7-8）， 结果如下：
- j（Km + β） fm + S′m = - jk0Um （20. 7-9）

U′m = - jk0∑
p
εm-pSp （20. 7-10）

fm = 1
k0

∑
p

（pK + β）am-pUp （20. 7-11）
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将式 （20. 7-11） 代入式 （20. 7-9） 可得

S′m = - jk0Um + j
k0

（Km + β）∑
p

（pK + β）am-pUp （20. 7-12）

实际上， 上述所有求和式都由 | p | ≤M 来截断。 式 （20. 7-10） 和式 （20. 7-12） 构成了

大小为 2（2M + 1） 的特征值问题。 然而， 利用式 （20. 7-10） 求解 Um的二阶偏微分将更容易

计算 [Caylord， Moharam， 1985]， [Peng]：

U″m = - k2
0 ∑

p
εm-p Up - 1

k0
（pK + β）[ ]{ } ∑

r

1
k0

（ rK + β）ap-rUr{ } （20. 7-13）

方程式 （20. 7-13） 可以写成矩阵形式， 具体如下式：
1
k2

0
U″ = E（Kx E - 1Kx - I）U （20. 7-14）

式中， 黑体大写字母代表矩阵； I 为单位矩阵； E 为介电谐波系数矩阵； Kx 是一个对角矩

阵， 其第 i 个对角元素等于 （ iK + β） / k0 。
方程式 （20. 7-14） 的一个更有效的计算形式如下 [Lalanne， 1996]：

1
k2

0
U″ = E（E Kx E - 1Kx - I）U （20. 7-15）

作为示例， 图 20. 8 给出了 TM 偏振光入射到金属光栅时， 在保持傅里叶系数不变的情

况下， 透射 0 级衍射光的衍射效率。 [Lalanne and Morris， 1996]。 实线和圆圈曲线分别由方

程式 （20. 7-14） 和式 （20. 7-15） 得到。
以上的介绍是导引性的。 目前已经有针对许多不同应用的傅里叶模式法的改进， 而且该

方法还将得到进一步的改进。

图 20. 8 TM 偏振光入射到金属光栅时， 透射 0 级衍射光的衍射效率 [Lalanne and Morris， 1996]
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附  录

附录 A 脉 冲 函 数

脉冲 （δ 或狄拉克 δ） 函数 δ（ t） 可以看作具有单位面积的窄脉冲的理想化描述。 考虑

 图 A. 1 单位面积的有限脉冲

如图 A. 1 所示的有限脉冲。 它被定义为

x（ t） =
1
a - a

2 < t < a
2

0 其他
{ （A. 1-1）

对于所有的 a 值， 脉冲下的面积均保持为 1。 脉冲

函数可定义为

δ（ t） = lim
a→0

x（ t） （A. 1-2）

δ（ t） 满足

∫+∞

-∞
δ（ t）dt = 1

δ（ t） = 0 t ≠ 0 （A. 1-3）
在数学上， 我们认为 δ（ t） 不是一个常规的函数， 而是一个广义的函数或分布， 将在后

述进行讨论。 δ（ t） 具有如下采样性质：

∫ t2

t1
δ（ t - τ）h（τ）dt = ∫ t2

t1
δ（τ - t）h（τ）dt = h（ t） （A. 1-4）

式中， h（ t） 是一个已知函数， 它在 τ = t 时是连续的， 且在 t1 < t < t2 上也是。
显然， 如果 h（ t） 是线性时不变系统的脉冲响应， 对系统利用 δ（ t） 作为输入即可得到

h（ t）。
脉冲函数也可以写为单位阶跃函数的导数

δ（ t） = d
dt u（ t） （A. 1-5）

脉冲函数可以通过多个积分值为 1 的函数取极限运算来获得。 下面是一些例子：

δ（ t） =

lim
a→∞

[ae - atu（ t）]

lim
a→∞

1
2 e - a t

lim
a→0 +

1
2πa

e - t2 / 2a2

lim
a→∞

sin（at）
πt

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓〓

（A. 1-6）

显然， 上述函数在 t≠0 时的极限趋近于 0， 在 t = 0 时的极限是∞ 。 在最后一个例子中，
在 t≠0 处的极限不趋近于 0， 但是该函数振荡得非常快， 式 （A. 1-6） 仍然成立。



衍射、 傅里叶光学及成像

236  

另一种构造脉冲函数的方式是通过图 A. 2 中所示的三角形脉冲。 它的面积为 1。 当 a 趋

近于 0 时， 其面积仍然为常数 1， 同时三角形的底边长趋近于 0， 它的高趋近于正无穷。 即

 图 A. 2 三角形脉冲及其导数

 a） 三角形脉冲 b） 导数

δ（ t） = lim
a→∞

1
a tri 2t

a ， - 1，1〓

〓
〓

〓

〓
〓 （A. 1-7）

上述脉冲函数的导数可以被定义为

δ′（ t） = d
dt lim

a→∞

1
a tri 2t

a ， - 1，1〓

〓
〓

〓

〓
〓

= lim
a→∞

1
a

d
dt tri

2t
a ， - 1，1〓

〓
〓

〓

〓
〓

（A. 1-8）
三角形脉冲的导数如图 A. 2b 所示。 δ′（ t）

被称为二阶阶跃函数。
脉冲函数的导数可以由下面的积分来

定义：

∫ t2

t1
f（ t）δk（ t - t0 ）dt = （ - 1） k fk（ t0 ） （A. 1-9）

式中， t1 < t0 < t2 ； δk（ t） 和 f k（ t） 是 δ（ t） 和 f（ t） 的第 k 阶导数。
脉冲函数的一些常用性质如下：
性质 1 时域缩放

δ（at - t0 ） = 1
| a | δ t -

t0
a

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （A. 1-10）

性质 2 与函数相乘

f（ t）δ（ t - t0 ） = f（ t0 ）δ（ t - t0 ）， f（ t） 在 t = t0 点连续 （A. 1-11）
性质 3 δ[ f（ t）]

∫+∞

-∞
δ[ f（ t）]dt = ∑

k

1
| f ′（ tk） | ， f ′（ tk） ≠ 0 （A. 1-12）

式中， f ′（ t） = df（ t）
dt ， tk 为 f（ tk） = 0 时的值。

性质 4 平移脉冲函数的求和

| T | ∑
∞

k = -∞
δ t - k

T（ ） = ∑
+∞

k = -∞
ej2πkt / T = 1 + 2∑

∞

k = 1
cos（2πkt / T） （A. 1-13）

例 A. 1 计算积分

∫∞

-∞
δ t

3 - 1（ ）cos（10t）dt

解：

δ t
3 - 1〓

〓
〓

〓

〓
〓 = δ 1

3 （ t - 3）〓

〓
〓

〓

〓
〓

= 3δ（ t - 3）
即
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∫+∞

-∞
δ t

3 - 1（ ）cos（10t）dt = 3∫+∞

-∞
δ（ t - 3）cos（10t）dt

= 3cos（30）

= 3 3 / 2

例 A. 2 用脉冲函数表示：

lim
a→∞

1
2πa

e - t2 / 32a2

解：
1
2πa

e - t2 / 32a2 = 1
2πa

e - （ t / 4）2 / 2a2

因为

lim
a→∞

1
2πa

e - t2 / 2a2 = δ（ t）

所以

lim
a→∞

1
2πa

e - t2 / 32a2 = δ t
4

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 4δ（ t）

例 A. 3 用脉冲函数表示

lim
a→∞

1
π ∫a

0
cos（ tx）dx

解： 已知

1
π ∫a

0
cos（ tx）dx = sin（at）

πt ， a > 0

因为

lim
a→∞

sin（at）
πt = δ（ t）

所以

δ（ t） = lim
a→∞

1
π ∫a

0
cos（ tx）dx （A. 1-14）

结果通常写为

δ（ t） = lim
a→∞

1
2π∫a

-a
ejtxdx

附录 B 线性矢量空间

B. 1 本章引论

在非常多的应用中， 通常利用基于一组基函数的傅里叶相关的级数和离散变换来对信号

进行表示。 更一般地讲， 这是线性矢量空间的内容， 在线性矢量空间里这些基函数被称为基
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矢量。 利用离散傅里叶相关变换对信号进行表示， 可被看作是在有限和无限维希尔伯特空间

中用基矢量对信号进行表示。
矢量空间最常见的例子就是我们熟知的三维空间 R3 。 在一般情况下， 矢量空间的概念

是比较宽泛的。 每一个矢量空间都对应属于域 F 的标量集。 通过对 F 中的元素进行加法和

乘法运算， 可生成 F 的新元素。 一些常见的域有实数域 R、 复数域 C、 由 [0， 1] 给出的

二元域和有理多项式域。
F 域上的一个矢量空间 S， 是由一系列被称为矢量的元素构成的集合， 且在其上可进行

加法运算 （ + ） 和乘法运算 （·）。 令 u， v， w 是 S 的元素 （矢量）， 且 α、 β 是标量， 且

为属于上式 F 的元素。 S 满足以下公理：
（1） u + v = v + u∈S；
（2） α（u + v） = αu + αv∈S；
（3） （α + β）u = αu + βu；
（4） （u + v） + w = u + （v + w）；
（5） （αβ）u = α（βu）；
（6） 存在一个零矢量 θ， 满足 θ + u = u。 θ 经常简写为 0；
（7） 对于标量 0 和 1， 满足 0u = 0， 1u = 1；
（8） 对于每一个 u 矢量都存在一个负矢量 - u， 且满足

u + （ - u） = θ
- u 等于 - 1·u。

下面给出了一些重要的矢量空间。
Fn 是具有 n 个分量 （每个分量均属于域 F） 的列矢量空间。 两种特殊情况分别是 R3

（它是实域 R 的子域） 以及 Cn （它是复数域 C 的子域。 Fm × n是所有 m × n 大小矩阵的空间，
它属于 F 的子域。

下面是一些其他矢量空间的例子。

例 B. 1 令 V、 W 为同一个 F 域上的矢量空间。 笛卡儿积 V × W 由一组有序的矢量对 { v，
w} 构成的集合组成， 其中 v∈V， w∈W。 V × W 是一个矢量空间。 V × W 上的矢量加法和乘

法定义如下：
{v，w} + {p，q} = {v + p，w + q}

α{v，w} = {αv，αw}
θ = {θν，θω}

式中， α∈F； v， p∈V； w， q∈W； θν 和θω 分别是 V 和 W 上的零矢量。
笛卡儿积矢量空间可被拓展为包含任意数目元素的矢量空间。

例 B. 2 实区间 [a，b] 上的变量 t 的所有复连续函数构成一个矢量空间， 记为 C[a，b]。 令

u 和 v 是该空间上的矢量， 且 α∈F。 则矢量加法和标量乘法法则如下：
（u + v）（ t） = u（ t） + v（ t）

（αu）（ t） = αu（ t）
零矢量 θ 是在区间 [a， b] 上恒等于零的函数。
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B. 2 矢量空间的性质

本节将讨论矢量空间的一般性质， 而不是某一个特定的矢量空间的性质。
子空间

对非空矢量空间 L， 如果 L 的元素同时也是 S 的元素， 且 S 可能有更多数目的元素， 则

L 是空间 S 的一个子空间。 令 M 和 N 为 S 的子集， 则其满足如下两条性质：
（1） 其交集 M∩N 是 S 的子集。
（2） 其直和 M〓N 是 S 的子集。 直和定义如下：
直和

对于每一个 s∈S 都存在唯一的 s1 ∈S1 和 s2 ∈S2 ， 其满足 s = s1 + s2 ， 则 S 为 S1 和 S2 的直

和， 记为

S = S1 〓S2 （B. 2-1）

例 B. 3 令例 B. 2 中的（a，b） = （ - ∞ ，∞ ）， 考虑由下式给出的奇函数和偶函数：
ue（ t） = ue（ - t）

uo（ t） = - uo（ - t）
这些奇函数和偶函数分别构成了子集 So 和 Se。 在集合 S 中的任何函数 x（ t） 都可以分解成由

一个奇函数和一个偶函数构成的形式：

ue（ t） = u（ t） + u（ - t）
2 （B. 2-2）

uo（ t） = u（ t） - u（ - t）
2 （B. 2-3）

且

u（ t） = ue（ t） + uo（ t） （B. 2-4）
显然， So、 Se 的直和是 S。

凸性

若矢量空间 S 的子空间 Sc 是凸的， 则对于任意的 so 和 s1 ∈Sc， 由下式给出的矢量 s2 ：
s2 = λso + （1 - λ）s1 ， 0≤λ≤1 （B. 2-5）

s2 同样属于 Sc。
在凸子空间中， 子空间中任意两个点 （矢量） 之间的线段同样属于该子空间。
线性无关性

如果 u 可被写为如下所示的 S 中矢量的线性组合， 则称 u 在相对于矢量 vi 构成的集合 S
上线性相关。

u = ∑
k
ck vk （B. 2-6）

式中， ck∈F。
如果 u 不满足式 （B. 2-6）， 称 u 相对于 S 空间内的矢量线性无关。 如果一组矢量构成

的集合中， 每个矢量都相对于其他矢量线性无关， 称该矢量集为线性无关组。
以下给出线性无关矢量的两个性质， 而不作证明：
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（1） 一组矢量u0 ， u1 ， …线性无关， 若要满足 ∑ k
ck uk = 0 ， 则对所有 k， 均有ck = 0。

（2） 一组矢量u0 ， u1 ， …线性无关， 若∑ k
ck uk = ∑ k

bk uk 成立， 则对每个 k， 均有ck =

bk。
张成空间

如果矢量 u 满足式 （B. 2-6） 中所述的 S 中矢量的线性组合， 则称 u 属于由 S 的子集张

成的子空间矢量， 由 S 中的矢量张成的子空间定义为 span（S） （S 的张成空间）。
基和维度

矢量空间 S 的基 （或坐标系） 是由一组线性相关的矢量构成的集合 B， 使得 S 中的每一

个矢量是 B 中元素的线性组合。
矢量空间 S 的维数 M 等于集合 B 的元素的数目。 若 M 是有限的， 则 S 是一个有限维矢

量空间。 否则， 则它是无限维的。
如果 B 中的元素为 b0 ， b1 ， b2 ， …， bM - 1 ， 则 S 中的任意矢量 x 可以表示为

x = ∑
M-1

k = 0
wkbk （B. 2⁃7）

式中， wk 是属于域 F 的标量。
对于有限维矢量空间 S， 其一组基中元素的个数与其他任意一组基中元素的个数相等。
在一组正交基中， 其中的任一矢量 bm 与其他矢量正交。 如果 B 是一组正交基， 取 x 与

bm 的内积代入式 （B. 2-7）， 可得

（u，bm） = ∑
M-1

k = 0
wk（bk，bm） = wm（bm，bm）

所以

wm =
（x，bm）

（bm，bm） （B. 2-8）

例 B. 4 若矢量空间为 Fn， 则 n × n 的单位矩阵 I 的列向量是线性无关的， 同时也张成空间

Fn。 因此， 它们形成 Fn 的一组基。 这样的基称为标准基。

B. 3 内积矢量空间

实际感兴趣的矢量空间通常是结构化的， 其存在一个范数来表示矢量的长度或大小； 存

在两个矢量间的方向的测度， 称之为内积； 存在任意两个矢量之间的距离的测度。 这样的矢

量空间被称为内积矢量空间。 本章其余部分的讨论都将限定在这样的矢量空间。 它们的性质

将讨论如下。
内积矢量空间 S 中的两个矢量 u 和 v 的内积记为 （u，v）， 其为一个从 S × S→D 的映射，

满足下述性质：
（1） （u，v） = （v，u） ∗

（2） （αu，v） = α（u，v）， α 是一个标量

（3） （u + v，w） = （u，w） + （v，w）
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（4） 当 u≠0 时， （u，u） > 0， 当 u = 0 时， （u，u） = 0
当 u 和 v 是 N 元组时

u = [u0 u1 … uN - 1 ] t

v = [v0 v1 … vN - 1 ] t

（u，v） 可被定义为

（u，v） = ∑
N-1

k = 0
uk v∗

k （B. 3-1）

当具有逐点加法和标量乘法的矢量空间 C[a，b] 内的函数 f（ t） 与 g（ t） 为连续函数时，
其内积 （ f，g） 可以表示为

（ f，g） = ∫b

a
f（ t）∗g（ t）dt （B. 3-2）

矢量 u 的欧几里得范数为 （u，u）， 将其记为 | u | 。 如果矢量 v 和矢量 u 满足 （u，v） =
0， 则称两个矢量是正交的。 在矢量空间 Fn 中， 定义了一个更常用的范数

| u | p = [∑
N-1

k = 0
| uk | p ]

1 / p
（B. 3-3）

式中， 1≤p≤∞ 。 当 p = 2 时， 该范数为欧几里得范数。
下面将讨论内积矢量空间的常见重要性质， 特别是一些典型内积矢量空间的性质。
距离测度

两个矢量 u 和 v 的距离 d（u，v） 表示这两个矢量的相似程度。 内积矢量空间也是测度为

d（u，v） 的量度空间。 距离 d（u，v） 可以通过多种方式定义， 只要其满足以下性质：
（1） d（u，v）≥0
（2） d（u，u） = 0
（3） d（u，v） = d（v，u）
（4） d2 （u，v）≤d2 （u，w） + d2 （w，v）

最后一条性质通常被称为施瓦兹不等式或者三角不等式。
矢量 u 和 v 的欧几里得距离如下式所示：

d（u，v） = |u - v | = [（u - v，u - v）] 1 / 2 （B. 3-4）
可见， 矢量 u 的范数就是 d（u，θ）， 其中 θ 是零矢量。

即使矢量的欧几里得距离可以表征矢量 u 和 v 的相似度， 但是它的大小取决于 u 和 v 的

范数。 为了消除这种依赖性， 可以通过将它除以 |u | | v |来进行归一化。
内积矢量空间的例子

两种最常见的内积空间是实数集合 R 和复数集合 C， 这里将矢量 u 和 v 的自然测度 d
（u，v） 作为其欧几里得距离。

Cn 和 Rn 分别是 C 和 R 上的 n 维矢量空间。 Cn 和 Rn 的元素都可以表示成 n 元组。
2 代表 C 上的 n = 1， 2， …， ∞ ， 所有的复序列 u = [un]（n = 1，2，…，∞ ） 构成的矢量

空间满足

∑
∞

n = 1
| un | 2 < ∞ （B. 3-5）

且满足分量加法与标量乘法， 内积由下式给出：
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（u，v） = ∑
∞

n = 1
un v∗

n （B. 3-6）

式中， v = [vn]。
分量加法的定义是：
如果满足 w = u + v， 则对于所有的 n， 有

wn = un + vn （B. 3-7）
标量乘法的定义为：
如果满足 w = λu， λ 是标量， 则对于所有的 n， 有

wn = λ un （B. 3-8）
L2 （a，b）是在 C[a，b] （从复值区间 a 到 b） 上的连续函数的矢量空间， 其内积为

（u，v） = ∫b

a
u（ t） v∗（ t）dt （B. 3-9）

角度

两个矢量 u 和 v 之间的夹角 θ 定义如下：

cosθ = （u，v）
|u | | v | （B. 3-10）

θ 也表示两个矢量 u 和 v 之间的相似度。 当 θ 等于 0 时代表矢量 u 和 v 是相同的矢量。 θ 等

于 π / 2 代表矢量 u 和 v 是正交的。
柯西-施瓦兹不等式

两个矢量 u 和 v 的内积满足

| （u，v） | ≤ |u | | v | （B. 3-11）
只有当矢量 u 和 v 线性相关时等号成立 （u = αv， α 是标量）。
三角不等式

矢量 u 和 v 满足

|u + v | ≤ |u | + | v | （B. 3-12）
三角不等式也常被称为施瓦兹不等式。
正交性

令 U = [u0 ，u1 ，…，uN - 1 ] 为内积空间 S 中的一个矢量集合 （序列）。 当 k≠ 时 （uk，
u ） = 0， 则 U 是正交集。 如果 （uk， u ） = δk ， U 具有正交性。

例 B. 5 令内积空间为 L2 （0，1）。 则此空间上的函数序列

uk（ t） = cos（2πkt）
构成了一个正交序列。

B. 4 希尔伯特空间

希尔伯特空间理论是非常有用的理论， 并且是将有限维内积矢量空间理论很好地推广到

无穷维内积矢量空间的理论。 为讨论希尔伯特空间， 需要完备性的概念。
考虑一个测度为 d 的量度空间M。 对于M 中的矢量序列 [uk]， 对任意 ε > 0， 都存在一

个整数 k0 ， 使得对于任意 k， 都有 d（uk，x ） < ε， > k0 ， 则 [uk] 是柯西序列。 若 M 中每个
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柯西序列都收敛， 且极限在 M 中， 则 M 是一个完备的量度空间， 一个柯西序列的例子就是

N 维傅里叶展开式的第 N 个部分和 （详见例 B. 6）。
希尔伯特空间是一个有完备量度的内积空间。 例如， Cn 和 Rn 是希尔伯特空间， 因为它

们是完备的。
不需要完备性要求的内积空间有时也称为准希尔伯特空间。

例 B. 6 考虑一个周期为 T 的周期信号 u（ t）。 其基本周期可设为 - T / 2≤t≤T / 2。 u（ t） ∈L2

（ - T / 2，T / 2） 的傅里叶级数表示式为

u（ t） = 2 / T∑
∞

k = 0
[U1 [k]q[k]cos（2πkFs t） + U0 [k]sin（2πkFs t）] （B. 4-1）

式中， Fs = 1 / T。 且

q[k] = 1 / 2 k = 0
1 其他{

其基础函数为 2 / Tcos（2πkFs t） 和 2 / Tsin（2πkFs t）， 且个数是可数的， 但是有无穷多个。
这些基函数形成基函数的正交集， 该序列的系数 U1 [k] 和 U0 [k] 如下：

U1 [k] = （u（ t）， 2 / Tq（k）cos（2πkFs t））

= 2 / Tq（k） ∫
T / 2

-T / 2

u（ t）cos（2πkFs t）dt

U0 [k] = （u（ t）， 2 / Tsin（2πkFs t））

= 2 / T ∫
T / 2

-T / 2

u（ t）sin（2πkFs t）dt

在这种情况下， 希尔伯特空间是周期函数， 且在一个周期内二次方可积。 这些矢量包含

所有这样的周期函数。 对应的柯西序列是式 （B. 4⁃1） 中第 N 个部分的和。 所有这种序列的

极限是 x（t）。

附录 C 离散时间傅里叶变换、 离散傅里叶变换与快速傅里叶变换

C. 1 离散时间傅里叶变换

信号序列 u[n] 的离散时间傅里叶变化 （DTFT） 定义如下：

U（ f） = 1
F ∑

∞

n = -∞
u[n]e - j2πfnTs （C. 1⁃1）

u[n] 通常对应于一个采样信号 u[nTs]， Ts 为采样间隔， 且 F = 1 / Ts。 在本章中 Ts 和 F
通常假定为 1。

逆 DTFT 变换为

u[n] = ∫F / 2

-F / 2
U（ f）ej2πfnTsdf （C. 1⁃2）
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DTFT 的存在条件是

E1 = ‖u‖1 = ∑
∞

n = -∞
| u[n] | < ∞ （C. 1⁃3）

如果 u[n] 满足式 （C. 1⁃3）， 则下式亦成立：

E1 ≥ E2 = ‖u‖2 = ∑
∞

n = -∞
| u[n] | 2 < ∞ （C. 1⁃4）

DTFT 的性质同我们在第 2 章讨论的傅里叶变换的性质十分相似。

 图 C. 1 N = 12 的矩形脉冲信号及其 DTFT
 a） N = 12 的矩形脉冲信号 b） DTFT

例 C. 1 求解下述信号的 DTFT：

u[n] =
1 | n | ≤N
0 其他{

其中， Ts = 1。
解： u[n] 信号如图 C. 1a 所示， 其中

N = 12。
根据定义有

U（ f） = ∑
N

k = -N
e - j2πfk = ∑

N

k = -N
（e - j2πf） k

令 = k + N， 则该式化简为

U（ f） = ej2πfN∑
2N

i = 0
（e - j2πf）

等式右边的求和是一个等比数列的前

（2N + 1） 项的和， 该等比数列的和为

（1 - r2N + 1 ） / （ 1 - r）， 这里的 r 等于

e - j2πf。 即

U（ f） = e - j2πfN[1 - e - j2πf（2N + 1） ]
1 - e - j2πf

= sin（2πf（N + 1 / 2））
sin（πf）

图 C. 1b 给出了 N = 12 时的频谱

U（ f）。 可见， 当 f 较小时， U（ f） 与 sin
函数比较相似， 但是当 f 趋近于 1 时，
U（ f） 与 sin 函数则变得完全不同。

C. 2 离散时间傅里叶变换和傅里叶变换之间的联系

根据式 （1. 2. 2）， 考虑模拟信号 u（ t） 的傅里叶表征

u（ t） = ∫+∞

-∞
U′（ f）ej2πftdf （C. 2-1）

其中 U′（ f） 是 u（ t） 的傅里叶变换。
序列 u[n] 是信号 u（ t） 以采样间隔 Ts 采样时生成的序列， 即 u[n] = u（nTs）。 比较式

（C. 2-1） 和式 （C. 1-2） 可以得到 u[n] 的离散时间傅里叶变换 U（ f） 和 U′（ f） 的关系满足
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∫F / 2

-F / 2
U（ f）ej2πfnTsdf = ∫+∞

-∞
U′（ f）ej2πfnTsdf （C. 2-2）

将右侧的积分表示成一系列积分的和， 对于每一个 F， 式 （C. 2-2） 可以写成

∫F / 2

-F / 2
U′（ f）ej2πfnTsdf = ∫F / 2

-F / 2
[ ∑

∞

= -∞
U′（ f + F） ] ej2πfnTsdf （C. 2-3）

令被积函数相等

U（ f） = ∑
∞

= -∞
U′（ f + F） （C. 2-4）

如果 U′（ f） 的带宽小于 F， 则

U（ f） = U′（ f） （C. 2-5）
为方便起见， Ts 通常取为 1。 这样 u（ t） 实际上可用 u（ tTs） 替代。 根据 2. 5 节中讨论的

FT 的性质， u（ tTs） 的傅里叶变换为 1 / TsU′（ f / Ts）。 于是， 式 （C. 2-4） 可写为

U（ f） = 1
Ts

∑
∞

= -∞
U′ f +

Ts
（ ） （C. 2-6）

式中， U（ f） 是采样频率为 1 时从 u（ tTs） 中所得到的采样信号的离散时间傅里叶变换。
式 （C. 2-4） 和式 （C. 2-6） 说明非带限信号的离散时间傅里叶变换是连续时间信号傅

里叶变换的一个偏离版本。 当 f 接近 F 时， 所产生的误差变得比较显著， 因为这时 U（F） 等

于 U（0）， 且 U（0） 通常很大。

C. 3 离散傅里叶变换

长度为 N 的周期序列 u[n] 的正交归一化离散傅里叶变换定义为

U[k] = 1
N
∑
N-1

n = 0
u[n]e -2πjnk / N （C. 3-1）

其逆离散傅里叶变换为

u[n] = 1
N
∑
N-1

n = 0
U[k]e2πjnk / N （C. 3-2）

上述定义的离散傅里叶变换是正交的。 当不需要归一化时， 该方程可以进一步简化

U[k] = ∑
N-1

n = 0
u[n]e - j2πnk / N （C. 3-3）

u[n] = 1
N∑

N-1

k = 0
U[k]ej2πnk / N （C. 3-4）

对于二维信号， 通过先对信号矩阵的行应用一维离散傅里叶变换， 然后再对其列应用一

维离散傅里叶变换， 或者先列后行， 这样就可以得到二维离散傅里叶变换。 若二维周期性序

列为 u[n1 ，n2 ]， 0≤n1 ≤N1 ， 0≤n2 ≤N2 ， 则其二维离散傅里叶变换为

U[k1 ，k2 ] = ∑
N1-1

n1 = 0
∑
N2-1

n2 = 0
u[n1 ，n2 ]e -2πj n1k1

N1
+
n2k2
N2

[ ] （C. 3-5）

逆二维 DFT 变换为

u[n1 ，n2 ] = 1
N1N2

∑
N1-1

k1 = 0
∑
N2-1

k2 = 0
U[k1 ，k2 ]e2πj n1k1

N1
+
n2k2
N2

[ ] （C. 3-6）
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C. 4 快速傅里叶变换

快速傅里叶变换 （FFT） 是指一组用于快速计算 DFT 的算法。 FFT 算法将 N 个点的傅里

叶变换计算复杂度从 O（2N2 ） 减少到 O（2NlogN）。
FFT 是一种基于分治法的算法。 当数据点个数 N 为合数， 且可被写为 N = r1 r2 …rm 时，

FFT 算法效率最高。 当 y′0 = c0 + c1 ， y′1 = c0 + c2 ， N 等于 rm 时， r 称为 FFT 算法的基。 这种情

况下， FFT 算法具有规则的结构。
分治法通常由时分算法 （DIT） 或频分算法 （DIF） 完成。 为了理解这两个概念， 令 N =

2m。 在时分算法中， 可将数据 u（n） 分解为两个序列

u1 [n] = u[2n]
u2 [n] = u[2n + 1] }n = 0，1，…，N2 - 1 （C. 4-1）

在频分算法中， 频率部分可以分为两部分， 即 U[2k] 和 U[2k + 1]， k = 0，1，…，N2 - 1。

进一步考虑时分算法。 式 （C. 1-1） 可化为

U[k] = U1 [k] + e - j2πk
N U2 [k] （C. 4-2）

U1 [k] = ∑
N2-1

m = 0
u[2m]e -j2πkm

N2 （C. 4-3）

U2 [k] = ∑
N2-1

m = 0
u[2m + 1]e -j2πkm

N2 （C. 4-4）

式中， N2 = N / 2。
显然， U1 [k] 和 U2 [k] 是由长度为 N / 2、 分别由原信号中偶数和奇数数据点经 DFT 变

换得到的。
上面描述的是一种连续迭代的过程， 直到达到长度为 2 的 DFT 变换为止， 其中仅包括

两个点的加法和减法。
基 - 2 的频分算法可以通过类似的推导得出。 然而， 其实际操作会更加复杂。
二维离散傅里叶变换是通过对信号矩阵的行先进行一维 DFT， 然后对信号矩阵的列再进

行一维 DFT 得到的， 或者先列后行。
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