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译者的话

1951 年， 费曼 （后来于 1965 年获得诺贝尔物理学奖） 访问巴西， 并进行了

为期 10 个月的教学， 为当地学生讲授麦克斯韦方程。 他观察到， 这里的学生把

书本背得都很熟， 但却完全不理解自己在背些什么， 他们不会举一反三， 也不

会问问题， 他们学习的目的只有一个———应对考试。
费曼说：
这好比一个深爱希腊文的希腊学者……跑到别的国家， 发现那里的人都在

研究希腊文， 甚至小学生也在读……他问学生： “苏格拉底对真理与美的关系有

何见解？” 学生答不出来。 学者又问： “苏格拉底在第三次对话录中跟柏拉图说

过些什么？” 学生立刻一字不漏地把苏格拉底说过的话背了出来。 可是苏格拉底

在第三次对话录里所说的， 正是真理和美的关系！ ……实在看不出在这种不断

重复的体制中， 谁能受到任何教育。 大家都在努力考试， 然后教下一代如何会

考试， 大家什么都不懂。
费曼对巴西做出这样的观察是在 20 世纪 50 年代初， 不过如果他来到几十年

后的中国， 会发现这个问题依然存在。 我们不断地呼吁素质教育， 却看到越来

越多疲于应付各级考试的学生， 越来越多焦虑地为孩子报名各类考试辅导班的

家长， 考试辅导书在书店书架上占据着显眼的位置， 而那些能够发自内心喜欢

和欣赏科学和艺术之美的学生却越来越罕见。
作为电气信息类专业的高校老师， 译者在为学生讲解麦克斯韦方程时也常

有这样的困惑。 在技术进步日新月异的今天， 麦克斯韦方程的应用随处可见，
其重要性不言而喻， 然而它往往又是相关科目中最艰深的部分， 让许多学生望

而却步， 只求考试通过就万事大吉， 考试过后都还给老师， 谈不上理解和掌握，
更谈不上欣赏和喜欢。

带着这样的困惑， 译者偶然遇到了读者手中的这本书， 顿时有相见恨晚之

感。 这是一本难得的从直观角度讲解麦克斯韦方程的小书， 篇幅短小， 却透彻

地讲述了麦克斯韦方程的思想以及相关的背景知识。 读者只需不多的微积分知

识， 就可以毫无障碍地阅读这本书。 在教学中对这本书的应用也收到了良好的

反馈， 很多学生反映阅读这本书后再学习课本上的相关内容有事半功倍的效果，
深受鼓舞的译者决定将这本书引介到国内， 以造福更多学生。

打开这本书的读者可能正在学习相关课程， 却又受困于课本上繁杂的公式，
不知该如何着手；也可能早已参加工作，却仍然对学习电磁理论感兴趣，遗憾当年



上课时的一知半解。那么这本书就是为你而写的，它不会花费你太多的时

间和精力， 也不会让你迷失在公式丛林中， 你收获的将是对电磁学的直观理解，
以及对麦克斯韦方程的简洁而强大之美的欣赏。

本书的排版方式比较特别， 是采用 “一一对应” （即本书一页对应英文原版

一页） 的方式进行的。 这样的好处是对翻译有疑惑的读者可以很方便地通过页

码找到英文原版中对应的内容。 这种排版方式在有的地方不太符合阅读习惯，
比如： 很多页都没有排满就转页了， 有的页从逗号断开进入下一页， 有的页因

为图片位置的调整显得内容非常少等。 希望这种对美观的影响能为读者带来切

实的便利。 书后的索引是在原书索引的基础上重新整理并按照拼音顺序排序的，
以便读者查阅。

本书的翻译得到了教育部卓越工程师计划湖南大学仪器学科项目的资助。
机械工业出版社的编辑们以及许多工作人员为本书的引进、 翻译和出版奉献了

大量心力， 在此深表谢意。
作为译者， 希望在忠实于作者原意的同时也能体现出作者文字的优美， 然

而毕竟水平有限， 翻译过程中也难免出现错误和不妥之处， 恳请广大读者批评

指正。

湖南大学　 唐璐
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前 言

这本书的目的是帮助你理解科学中最重要的 4 个方程。 如果你对麦克斯韦

方程组的力量还有所怀疑， 看看你周围———广播、 电视、 雷达、 无线上网和蓝

牙， 无数的现代技术都是建立在电磁场理论基础之上的。 毫不奇怪 《物理世界》
（Physics World） 的读者会将麦克斯韦方程组选为 “历史上最重要的方程组”。

这本书与其他不计其数的电学和磁学课本又有何区别呢？ 首先， 这本书专

注于麦克斯韦方程组， 这意味着你在学到根本性概念之前不用费时学习数百页

相关的内容。 这样就为深入解释最重要的特性留下了空间， 比如基于电荷的电

场与感生电场之间的差别、 散度和旋度的物理意义， 以及各方程的积分和微分

形式的用途。
你会发现这本书的风格与其他书很不一样。 每一章都以一个麦克斯韦方程

的 “展开图” 作为开始， 透彻地解释每一项的意义。 如果你曾学习过麦克斯韦

方程组， 希望快速回顾一下， 这些展开图也许就是你所需的一切。 如果你对麦

克斯韦方程组的某些方面不是很清楚， 在展开图后面的各节中会有对每个符号

（包括数学运算符） 的详细解释。 因此， 如果你对高斯定律中 E·n 的意义不清

楚， 或者不知道为什么环路上的磁场只由闭合曲线内的电流决定， 你就需要看

后面的内容。
这本书还有英文互动网站和音频可以帮助你理解和应用麦克斯韦方程。 网

站上以互动方式给出了书中每个问题的详细解答， 你可以直接查看完整的答案，
也可以在一步一步的提示的帮助下解答。 如果你觉得听比看更适合你， 也可以

利用音频。 这些 MP3 文件贯穿全书， 给出了重要的细节， 并对关键概念给出了

更深入的解释。
这本书是否适合你？ 如果你是理工科的学生， 在课本中遇到过麦克斯韦方

程组， 却又不清楚它们到底是什么意思以及如何使用它们， 这本书就适合你。
你可以在参加 GRE 等标准化考试之前读这本书， 或是听 MP3， 做例题和习题。
如果你是正在复习准备考试的研究生， 这本书也可以帮助你。

你也许既不是大学生也不是研究生， 但你是一个想求知的年轻人， 或是还

有学习热情， 想学一些关于电和磁的知识， 这本书也能为你解释这 4 个作为许

多现代技术的基础的方程。
书中的叙述风格是非形式化的， 数学上的严格只有在不影响对麦克斯韦方

程组物理意义的理解时才会兼顾。 你会看到大量物理类比———例如， 将电场和

和磁场的变化与流体的流动对比。麦克斯韦本人尤其擅长这种思维方式，他还曾特地指



出 ， 类 比 之 所 以 有 用 ，不仅是因为量的相似， 而 是 因 为 量 之 间 的 关 系 的
对应。 因此， 虽然在静电场中并不是有什么东西真的在流动， 但你还是会发现

水龙头 （作为流体的源头） 与正电荷 （作为电场线的源头） 的类比非常有助于

理解静电场的本质。

对于这本书中的 4 个麦克斯韦方程还有一点需要说明： 你也许不知道麦克

斯韦在提出电磁理论时， 给出的描述电场和磁场特性的方程并不是 4 个而是 20
个。 麦克斯韦去世 20 年后， 才由英国的赫维赛德 （Oliver Heaviside） 和德国的

赫兹 （Heinrich Hertz） 将麦克斯韦方程组简化为 4 个方程。 今天我们将这 4 个

方程分别称为高斯电场定律、 高斯磁场定律、 法拉第定律和安培-麦克斯韦定律。
这四条定律就是今天所公认的麦克斯韦方程组， 也是本书将阐释的内容。

Ⅵ 麦克斯韦方程直观



目　 　 录

译者的话

前言

第 1 章　 高斯电场定律 1………………………………………………………………………

　 1. 1　 高斯电场定律的积分形式 1…………………………………………………………………

　 　 E 电场 3…………………………………………………………………………………………

　 　 · 点乘 6………………………………………………………………………………………

　 　 n 单位法向量 7…………………………………………………………………………………

　 　 E·n E 垂直于曲面的分量 8…………………………………………………………………

　 　 ∫
S
（ ）da 面积分 9………………………………………………………………………………

　 　 ∫
S
A·nda 矢量场的通量 10……………………………………………………………………

　 　 ∮
S
E·nda 通过闭合曲面的电通量 13…………………………………………………………

　 　 qenc 包围的电荷 16………………………………………………………………………………

　 　 ε0 真空电容率 18………………………………………………………………………………

　 　 ∮
S
E·nda = qenc / ε0 应用高斯电场定律 （积分形式） 20…………………………………

　 1. 2　 高斯电场定律的微分形式 28………………………………………………………………

　 　 ΔNabla———del 算子 30………………………………………………………………………

　 　 Δ· del 点———散度 31………………………………………………………………………

　 　 Δ·E 电场的散度 35…………………………………………………………………………

　 　

Δ·E = ρ / ε0 应用高斯电场定律 （微分形式） 37…………………………………………

　 习题 39………………………………………………………………………………………………

第 2 章　 高斯磁场定律 42………………………………………………………………………

　 2. 1　 高斯磁场定律的积分形式 42………………………………………………………………

　 　 B 磁场 44………………………………………………………………………………………



　 　 ∮
S
B·nda 通过闭合曲面的磁通量 47…………………………………………………………

　 　 ∮
S
B·nda = 0 应用高斯磁场定律 （积分形式） 49…………………………………………

　 2. 2　 高斯磁场定律的微分形式 52………………………………………………………………

　 　 Δ·B 磁场的散度 53…………………………………………………………………………

　 　 Δ·B = 0 应用高斯磁场定律 （微分形式） 54………………………………………………

　 习题 55………………………………………………………………………………………………

第 3 章　 法拉第定律 57…………………………………………………………………………

　 3. 1　 法拉第定律的积分形式 57…………………………………………………………………

　 　 E 感生电场 61…………………………………………………………………………………

　 　 ∮
C
（ ）dl 线积分 63………………………………………………………………………………

　 　 ∮
C
A·dl 矢量场的环流 64………………………………………………………………………

　 　 ∮
C
E·dl 电场环流 67……………………………………………………………………………

　 　 d
dt ∫SB·nda 磁通量的变化率 68……………………………………………………………

　 　 - 楞次定律 70…………………………………………………………………………………

　 　 ∮
C
E·dl = - d

dt ∫SB·nda 应用法拉第定律 （积分形式） 71………………………………

　 3. 2　 法拉第定律微分形式 74……………………………………………………………………

　 　 Δ× Del 叉乘———旋度 75……………………………………………………………………

　 　 Δ× E 电场的旋度 78…………………………………………………………………………

　 　 Δ× E = - ∂B
∂t 应用法拉第定律 （微分形式） 79……………………………………………

　 习题 80………………………………………………………………………………………………

第 4 章　 安培-麦克斯韦定律 82………………………………………………………………

　 4. 1　 安培-麦克斯韦定律的积分形式 82…………………………………………………………

　 　 ∮
C
B·dl 磁场环流 84……………………………………………………………………………

　 　 μ0 真空磁导率 86………………………………………………………………………………

　 　 I enc 包围的电流 88……………………………………………………………………………

Ⅷ 麦克斯韦方程直观



　 　 d
dt ∫SE·nda 电通量的变化率 90……………………………………………………………

　 　 ∮
C
B·dl = μ0 Ienc + ε0

d
dt ∫SE·nda（ ） 应用安培-麦克斯韦定律 （积分形式） 95………

　 4. 2　 安培-麦克斯韦定律微分形式 101…………………………………………………………

　 　 Δ× B 磁场的旋度 102…………………………………………………………………………

　 　 J 电流密度 105…………………………………………………………………………………

　 　 ε0
∂E
∂t 位移电流密度 107………………………………………………………………………

　 　 Δ× B = μ0 J + ε0
∂E
∂t（ ） 应用安培-麦克斯韦定律 （微分形式） 108………………………

　 习题 110……………………………………………………………………………………………

第 5 章　 从麦克斯韦方程到波动方程 112……………………………………………………

　 　 ∮
S
A·nda = ∫

V
（ Δ·A）dV 散度定理 114………………………………………………………

　 　 ∮
C
A·dl = ∫

S
（ Δ× A）·nda 斯托克斯定理 116………………………………………………

　 　 Δ（ ） 梯度 119…………………………………………………………………………………

　 　 Δ， Δ·， Δ× 一些有用的恒等式 120………………………………………………………

　 　 Δ2A = 1
ν2

∂2A
∂t2

波动方程 122…………………………………………………………………

附录　 物质中的麦克斯韦方程 125……………………………………………………………

深度阅读 131………………………………………………………………………………………

索引 132………………………………………………………………………………………………

Ⅸ目　 　 录





第 1 章　 高斯电场定律

在麦克斯韦方程组中， 你会遇到两类电场： 由电荷产生的静电场和由变化

磁场产生的感生电场。 高斯电场定律处理的是静电场， 你会发现它是一个有力

的工具， 因为它将静电场的空间特性与产生电场的电荷分布关联起来。

1. 1　 高斯电场定律的积分形式

高斯定律有许多表现形式， 在不同教科书中记法可能不一样， 但积分形式

通常表示为：

∮
S
E·nda =

qenc

ε0
高斯电场定律 （积分形式）。

方程左边就是通过闭合曲面 S 的电通量 （电场线的数量） 的数学描述， 而右边

则是曲面包围的电荷总量除以真空电容率。
如果你不清楚 “场线” 或 “电通量” 的确切意义， 不要着急———这一章会

详细阐释这些概念。 还有一些例子向你展示怎样利用高斯定律解决与静电场有

关的问题。 对于初学者， 请掌握高斯定律的主要思想：

电荷产生电场， 场通过任意闭合曲面的通量正比于曲面所包围的电荷总量。



　 　 也就是说， 如果有一个真实的或想象的任意大小和形状的闭合曲面， 在曲

面内部没有电荷， 通过曲面的电通量就必定为零。 如果在曲面内部放入一些正

电荷， 通过曲面的电通量就为正。 如果在曲面内部又放入等量的负电荷 （使得

包围的电荷总量为零）， 通量就又变成零。 高斯定律说的是曲面所包围的净电

荷。
为了帮助读者理解高斯电场定律积分形式中每个符号的意义， 下面给出了

展开图：

高斯定律有什么用呢？ 下面是可以用这个方程解决的两类基本问题：
（1） 给定电荷分布， 可以算出包围电荷的曲面的电通量。
（2） 给定通过闭合曲面的电通量， 可以算出曲面包围的电荷总量。
高斯定律最大的好处是， 对于一些非常对称的电荷分布， 可以推断出电场

本身， 而不仅仅是通过曲面的电通量。
虽然高斯定律的积分形式看上去有些复杂， 但还是完全可以逐项来理解的。

这就是本章后面的内容， 首先是 E， 电场。

2 麦克斯韦方程直观



E 电场

要理解高斯定律， 首先要理解电场的概念。 在一些物理和工程书籍中， 没

有直接给出电场的定义； 一般， 你读到的是这样的陈述， 有电作用力的地方

“就认为存在” 电场。 那到底什么是电场呢？
这个问题有深层的哲学意义， 但不容易回答。 法拉第 （Michael Faraday） 第

一个提出电的 “力场”， 麦克斯韦则提出这个场在带电物体的周围———电荷力作

用到的地方。
在大部分定义电场的尝试中， 一条共同的线索是场与力密切相关。 因此有

一个实用主义的定义： 单位电场是单位电荷施加在单位带电物体上的电排斥力。
虽然哲学家对电场的真实含义有争议， 你只需将任意位置的电场大小视为在那

个位置上的每库仑 （C） 电量受到的以牛顿 （N） 为单位的电排斥力的大小， 就

可以解决许多实际问题。 因此， 电场可以用以下关系定义：

E≡
Fe

q0
。 （1. 1）

式中， Fe 是对一个小㊀电荷 q0 的电场力。 这个定义凸显了电场的两个重要性质：

㊀　 为什么物理学家和工程师喜欢讨论小的测试电荷？ 因为这个电荷的作用是测试某个位置的电场，
而非再去叠加一个电场 （虽然你无法避免这种情况）。 让测试电荷无穷小可以最小化测试电荷本

身电场的作用。

（1） E 是矢量， 大小正比于力， 方向为正测试电荷的受力方向。
（2） E 的单位是牛顿 /库仑 （N / C）， 等同于伏特 /米 （V / m）， 因为伏特 =

牛顿 ×米 /库仑。
在应用高斯定律时， 将带电物体周围的电场描绘出来会有助于分析。 常用

的方法是用箭头或 “场线” 构造电场的图形， 方向指向空间中各点场的方向。
如果用箭头描绘， 则箭头长度表示场的强弱，
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如果用场线描述， 则线的疏密表示场的强弱 （线越密则场强越强）， 在你看用线

或箭头描绘电场时， 请记住在线与线之间同样存在电场。
图 1. 1 是一些与高斯定律应用有关的电场的例子。

图 1. 1　 电场的例子

注意： 这些电场都是 3 维的； 在本书的网站上有这些图的完整的 3 维可视化

效果。
下面是一些可以帮助你描绘电荷产生的电场的经验法则㊀：

㊀　 在第 3 章， 读者将会认识到不是由电荷而是由变化磁场所产生的电场。 这一类场会绕回其自身，
它所遵循的法则不同于由电荷产生的电场。

●　 电场线必须从正电荷出发， 终止于负电荷。
●　 任何一点的净电场等于这一点存在的所有电场的矢量和。
●　 电场线不相交， 因为这意味着电场在一个位置上有两个不同的方向 （如

果在一个位置上有多个不同的电场作用， 则总电场为各电场的矢量之和， 电场

线则总是指向唯一的总电场方向）。
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●　 当导体处于平衡时， 电场线总是垂直于导体的表面。
表 1. 1 中有一些简单物体的周围电场的公式。

表 1. 1　 简单物体的电场公式

点电荷 （电荷量 = q） E = 1
4πε0

q
r2

r （ r 为与电荷的距离）

导电球体 （电荷量 = Q）
E = 1

4πε0

Q
r2

r （外部， r 为与球心的距离）

E = 0 （内部）

均匀的带电绝缘球体

（电荷量 = Q， 半径 = r0）

E = 1
4πε0

Q
r2

r （外部， r 为与球心的距离）

E = 1
4πε0

Qr
r30

r （内部， r 为与球心的距离）

无穷长带电直线

（电荷线密度 = λ）
E = 1

2πε0

λ
r r

无穷大带电平面

（电荷面密度 = σ）
E = σ

2ε0
n

那么高斯定律中的 E 究竟表示的是什么呢？ 它表示的是所考虑的曲面上各

点的总电场。 曲面可以是真实的也可以是假想的， 后面讲到高斯定律的面积分

的意义时你将了解到这一点。 但首先你应当认识积分中的点乘和单位法向量。
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· 点 乘

当你在处理带有乘号 （圆点或叉） 的方程时， 最好是检查一下符号两边的

项。 如果是粗体字或是上面有矢量箭头标记 （例如高斯定律中的 E 和 n）， 方程

进行的就是矢量乘法， 矢量是有大小和方向的量， 它有几种不同的相乘方式。
在高斯定律中， E 和 n 之间的圆点表示的是电场矢量 E 和单位法向量 n

（下一节讨论） 之间的点乘 （或 “内积”）。 如果你知道各矢量的笛卡儿分量，
你就能用下面的式子计算：

A·B = AxBx + AyBy + AzBz。 （1. 2）
如果知道矢量之间的夹角， 也可以用

A·B = A B cosθ， （1. 3）
式中， A 和 B 表示矢量的大小 （长度）。 请注意两个矢量的点乘得到的结

果是一个标量。
为了理解点乘的物理意义， 通常考虑夹角为 θ 的两个矢量 A 和 B， 如图

1. 2a 所示。
矢量 A 在矢量 B 上的投影为 A cosθ， 如图 1. 2b 所示。 将投影与矢量 B 的

长度相乘得到 A B cosθ。 因此点乘 A·B 表示的是 A 在 B 的方向上的投影

乘以 B 的长度㊀。 等你理解了矢量 n 的意义后就会很容易理解这个运算在高斯定

律中的作用。

㊀　 用 B 在 A 的方向上的投影乘以 A 的长度可以得到相同的结果。

图 1. 2　 点乘的意义
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n单位法向量

单位法向量的概念很直观； 在曲面上任何一点作垂直于曲面的单位长度的

矢量。 这个矢量记为 n， “单位” 意指其长度为 1， “法向” 意指其垂直于曲面。
平面的单位法向量如图 1. 3a 所示。

当然， 在图 1. 3a 中你也可以用方向相反的矢量表示单位法向量， 在一个开

放曲面的两面之间没有本质区别 （开放曲面意思是说从曲面的一面到另一面可

以不用穿过曲面）。
对于闭合曲面 （曲面将空间分为 “内部” 和 “外部”）， 单位法向量的方向

没有歧义。 通常将闭合曲面的单位法向量指向外面———离开曲面包围的空腔。
图 1. 3b 是球面上的一些单位法向量； 如果将地球假设成完美的球体， 那么地球

南极和北极的单位法向量将指向相反的方向。
有些书用的记号不是 nda 而是 da。 这种记法是将单位法向量与单位面积元

da 结合在一起， 其大小等于面积 da， 方向则指向曲面法向量 n。 因此 nda 和 da
的意义是一样的。

图 1. 3　 平面和球面的单位法向量
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E·n E 垂直于曲面的分量

理解了点乘和单位法向量的含义， E·n 的意义就清楚了； 这个式子表示的

是电场矢量垂直于所考虑的曲面的分量。
如果你觉得还不明白这是如何推导出来的， 回想一下两个矢量比如 E 和 n

之间的点乘就是前者在后者上的投影再乘以后者的长度。 而单位法向量的长度

为 1 （ n = 1）， 因此

E·n = E n cosθ = E cosθ （1. 4）
式中， θ 是单位法向量 n 与 E 之间的夹角。 这就是电场垂直于曲面的分量， 如图

1. 4 所示。
因此， 当 θ = 90°时， E 垂直于 n， 即电场平行于曲面， E·n = E cos90°

= 0。 这时 E 垂直于曲面的分量等于 0。
而当 θ = 0°时， E 平行于 n， 即电场垂直于曲面， E·n = E cos0° = E 。

这时 E 垂直于曲面的分量就是 E 的整个长度。
在你考虑电通量时， 电场垂直于曲面的分量的重要性就显而易见了。 在此

之前， 还要先理解高斯定律中曲面积分的意义。

图 1. 4　 E 在 n̂ 上的投影
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∫
S
（ ）da 面积分

许多物理和工程方程 （包括高斯定律） 都涉及特定曲面上标量函数或矢量

场的面积积分 （这类积分也称为 “面积分”）。 你在理解这个重要的数学运算上

所花的时间将在今后处理力学、 流体力学、 电学和磁学中的问题时将得到数倍

回报。
面积分的意义可以通过考虑图 1. 5 中的薄曲面来理解。 假设这个曲面的面

密度 （单位面积的质量） 随 x 和 y 变化， 你想得到曲面的总质量。 你可以将曲

面划分为 2 维格子， 格子中的面密度大致为常数。
如果单个格子的面密度为 σi， 面积为 dAi， 则格子的质量为 σidAi， 整个曲

面上 N 个格子的质量为 Σ
N

i = 1
σidAi 。 随着格子划分得越来越小， 结果就越来越接

近真实质量， 因为格子越小 σ 越精确。 随着 dA 趋近 0， N 趋近无穷大， 求和就

变成了积分， 你将得到

质量 = ∫
S
σ（x，y）dA。

这就是标量函数 σ （ x， y） 在曲面 S 上的面积积分。 它就是将一个函数

（这个例子中是密度） 在每一小格子上的作用相加以得到总量。 要理解高斯定律

的积分形式， 还要将面积分的概念扩展到矢量场， 而下一节将对此进行讨论。

图 1. 5　 计算密度变化的曲面的质量
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∫
S
A·nda 矢量场的通量

在高斯定律中， 面积分不是用于标量函数 （例如曲面的密度）， 而是用于矢

量场。 矢量场是什么？ 顾名思义， 矢量场是某些量在空间 （场） 中的分布， 而

这些量是有大小和方向的， 即矢量。 房间里的温度分布是标量场， 而水流中每

一点的流速和方向则是矢量场。
用水流打比方非常有助于理解矢量场的 “通量” 的意义， 虽然矢量场是静

态的， 并非有什么东西真的在流动。 你可以将一个矢量场在某个曲面上的通量

视为这个场 “流过” 曲面的 “数量”， 如图 1. 6 所示。
假设最简单的情形， 均匀矢量场 A 和垂直于场方向的曲面 S， 通量 Ф 定义

为场的大小与曲面面积的乘积：
Φ = A ×曲面面积。 （1. 5）

这个例子如图 1. 6a 所示。 注意如果 A 垂直于曲面， 则平行于单位法向量 n。
如果矢量场是均匀的， 但不垂直于曲面， 如图 1. 6b 所示， 则通量取决于 A

垂直于曲面的分量与曲面面积的乘积：
Φ = A·n × （曲面面积）。 （1. 6）

均匀场和平面有助于理解通量的概念， 但许多电磁问题都涉及不均匀的场

和弯曲的曲面。 要解决这类问题， 你需要理解如何将面积分的概念扩展到矢量

场。

图 1. 6　 矢量场通过曲面的通量
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　 　 考虑如图 1. 7a 所示曲面和矢量场 A。 假设 A 表示真实流体的流动， 而 S 表

示渗透膜； 稍后您将理解这种想法如何应用于电场通过曲面 （该曲面可能是真

实的或完全虚构的） 的通量。

图 1. 7　 A 垂直于曲面的分量

在继续之前， 请思考一下怎样才能算出物质流经曲面 S 的流速。 你可以用

多种方法定义流速， 但用以下方式会有助于理解问题， “每秒有多少粒子通过

膜？”
要回答这个问题， 首先将 A 定义为流体的密度 （粒子数 / m3 ） 乘以流速

（m / s）。 作为密度 （标量） 和速度 （矢量） 的乘积， A 必须是与速度同方向的

矢量， 单位是粒子数 / （m2·s）。 你要求的是每秒通过曲面的粒子数， 对单位进

行分析可知有可能是用 A 与曲面面积相乘。
但再看一下图 1. 7a。 箭头的不同长度表明物质的流速不是均匀的， 流体中

不同位置的流速或高或低。 这会使得通过曲面不同部位的物质流速不一样， 而

且你还必须考虑曲面相对于流动方向的夹角。 如果曲面的某部分正好平行于流

体的流动方向， 则单位时间通过的粒子数量必定为零， 因为流线必须穿过曲面

才能将粒子从一面输送到另一面。 因此， 你不仅要考虑流速和曲面各部分的面

积， 还要考虑流速垂直于曲面的分量。
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　 　 当然， 你已经知道了怎样求 A 垂直于曲面的分量； A 和曲面的单位法向量 n
进行点乘就可以。 但曲面是弯曲的， n 的方向取决于在曲面上的位置。 为了解决

各点处 n 和 A 不同的问题， 将曲面分成小块， 如图 1. 7b 所示。 如果你划分得足

够小， 就可以认为块中的 n 和 A 不变。
用 ni 表示第 i 块 （面积 dai） 的单位法向量； 通过块 i 的流为 （A·ni ）

dai， 总量为

通过整个曲面的流 = Σ
i
Ai·nidai。

显然如果让小块的大小趋近于 0， 求和就变成了积分。

通过整个曲面的流 = ∫
S
A·nda。 （1. 7）

对于闭合曲面， 积分符号上还有一个圆圈：

∮
S
A·nda 。 （1. 8）

这个流是通过闭合曲面 S 的粒子通量， 它与高斯定律的左边很像。 你只需用电

场 E 替换矢量场 A 就能让两个式子变成一样。
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∮
S
E·nda 通过闭合曲面的电通量

根据前面的结果， 可知矢量场 E 通过曲面 S 的通量 ФE 可以用以下式子计

算：
当 E 是均匀的并且垂直于 S， ΦE = E × （曲面面积）， （1. 9）
当 E 是均匀的并且与 S 有一定的夹角， ΦE = E·n × （曲面面积）， （1. 10）

当 E 不是均匀的并且与 S 的夹角是变动的， ΦE = ∫
S
E·nda。 （1. 11）

这些关系式表明电通量是标量， 单位为电场乘以面积 （V·m）。 但根据前

面的粒子类比， 是否就意味着电通量应当视为粒子流， 而电场则是其密度与流

速的乘积呢？
答案当然是 “否”。 当你采用物理类比时， 你希望得到的是量之间的关系，

而不是量本身。 也就是说， 你可以通过累积电场在曲面上的法向量分量得到电

通量， 但你不能认为电通量是某种粒子的物理运动。
那又应当如何认识电通量呢？ 有一个办法是直接利用表示电场的场线。 前

面讲过任意一点的电场的强度是由这一点所处场线的间距表示的。 即电场强度

正比于在该点处垂直于电场的平面上的场线密度 （每平方米的场线数量）。 整个

平面上的密度的累积就是穿过平面的场线数量， 而这正是电通量。 因此可以得

到电通量的另一种定义：
电通量 （ФE） ≡穿过曲面的电场线的数量。

当你将电通量视为穿过曲面的电场线的数量时要避免两个误解。 一是场线

只是电场的简略表示， 在实际空间中电场是连续的。 画多少条场线来表示一个

电场取决于你， 只要保持不同场强之间的一致性就可以———意思是说如果场强

是两倍， 表示场强的单位面积中的场线也应该是两倍。

31第 1 章　 高斯电场定律



　 　 二是对曲面的穿透是双向的； 一旦曲面法向量 n 的方向确定了， 平行于法

向量并且方向相同的场线分量就为正通量， 而 （平行于 n） 方向相反的分量就

为负通量。 如果有 5 条场线从一个方向穿过曲面 （例如从上方穿到下方）， 又有

5 条场线从相反方向穿过 （从下方穿到上方）， 则通量为零， 因为两组场线的作

用相互抵消了。 因此， 应当考虑穿透的方向， 将电通量视为穿过曲面的场线的

净数量。
如果仔细想想这一点， 就可以得出一个关于闭合曲面的重要结论。 以图 1. 8

中的三个盒子为例。 图 1. 8a 中的盒子只被起始于盒子外部同时也终止于盒子外

部的电场线穿过。 因此穿进的场线必定会穿出， 盒子的通量也就必然为零。

图 1. 8　 穿过闭合曲面的流线

闭合曲面的单位法向量指向外部， 因此穿进的通量 （进入盒子的场线） 的

E 和 n 之间的角度大于 90°时， E·n 结果为负。 而穿出的通量 （离开盒子的场

线） 的 E 和 n 之间的角度小于 90°时， E·n 结果为正， 正好与穿进的通量相互

抵消。
再来看图 1. 8b 所示盒子。 盒子不仅被源自外部的场线穿过， 还有一部分场

线是源自盒子内部。 在这种情形下， 场线净数量显然不为零， 因为源自盒子内

部的场线产生的正通量没有被进入的 （负） 通量抵消。 因此如果穿过任何封闭

曲面的通量为正， 则曲面必定包围了场线的源 （source）。
最后看图 1. 8c 所示盒子。 在这种情形中， 一部分场线终止于盒子内部。 这

些场线在所穿进的曲面上产生负通量， 由于它们没有穿出， 因此导致净通量没

有被正通量抵消。 显然， 如果穿过闭合曲面的通量为负， 则曲面必定包围了场

线的汇 （sink）。
现在回想一下绘制电荷产生的电场线的经验法则的第一条； 场线必须起始

于正电荷并终止于负电荷。 因此图 1. 8b 中场线出发散开的点有一些正电荷， 而

图 1. 8c 中场线终止收拢的点则存在一些负电荷。
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如果这些位置上的电荷越多， 则起始和终止于这些位置的场线也越多。 如

果盒子中的正负电荷一样多， 则正电荷产生的正 （向外） 通量会正好与负电荷

产生的负 （向内） 通量相互抵消。 这时通量将为零， 就像盒子内部的净电荷为

零一样。
现在高斯定律背后的物理原理讲清楚了： 穿过任意闭合曲面的电通量， 即

穿过曲面的电场线的数量， 必定正比于曲面所包围的总电荷量。 在应用它之前，
我们还要先看看高斯定律的右边。
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qenc 包围的电荷

理解了通量的概念之后， 就很容易理解为什么高斯定律右边只与包围的电

荷有关， 即闭合曲面内部的电荷决定了电通量。 简单说就是曲面外部的电荷产

生的向内 （负） 通量与向外 （正） 通量相等， 因此对通过曲面的通量的净效应

为零。
如何确定曲面包围的电荷呢？ 在一些问题中， 你可以自由选择一个包围的

电荷量为已知的曲面， 如图 1. 9 所示。 每种情形中， 所选择的曲面包围的总电

荷数很容易从几何的角度来确定。

图 1. 9　 包围电荷量已知的曲面

对于任意形状曲面包围的离散电荷， 计算总电荷只需将各个电荷相加即可。
总电荷 = Σ

i
qi。

在物理和工程问题中可能会遇到少量离散电荷的情形， 但在真实世界中更

有可能遇到的是带有大量电荷的物体， 电荷可能沿线分布， 或是散布在表面，
或是充满一个体。 在这些情形中， 统计电荷数量不太可行———但如果知道电荷

密度， 你就可以确定总电荷。 电荷密度 （见下表） 可以是 1 维、 2 维或 3 维 （1-
D、 2-D 或 3-D）。

维数 术语 符号 单位

1 电荷线密度 λ C / m

2 电荷面密度 σ C / m2

3 电荷体密度 ρ C / m3

如果电荷密度沿线、 面和体保持不变， 则计算包围的电荷只需用简单的乘

法：
1-D： qenc = λL （L =包围的带电荷线的长度）， （1. 12）
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2-D： qenc = σA （A =包围的带电荷面的面积）， （1. 13）
3-D： qenc = ρV （V =包围的带电荷体的体积）。 （1. 14）

你也有可能遇到电荷密度沿线、 面和体变化的情形。 这时就需要用到 “面
积分” 一节中所介绍的方法：

　 　 　 　 1-D：qenc = ∫
L
λdl（其中 λ 沿线变化）， （1. 15）

　 　 　 　 2-D：qenc = ∫
S
σda（其中 σ 沿面变化）， （1. 16）

　 　 　 　 3-D：qenc = ∫
V
ρdV（其中 ρ 沿体变化）。 （1. 17）

请注意高斯电场定律中包围的电荷是总电荷， 既包括自由电荷也包括束缚

电荷， 下一节会讲束缚电荷， 在附录中还有只依赖于自由电荷的高斯定律版本。
对于任意大小和形状的曲面， 一旦确定了包围的电荷， 就很容易得到穿过

曲面的电通量； 只需用包围的电荷除以真空电容率 ε0。 下一节会介绍这个参数

的物理意义。
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ε0 真空电容率

高斯定律左边的电通量与右边包围的电荷之间的比例系数是真空电容率 ε0。
材料的电容率决定其对所施加的电场的反应———对于非导体（称为“绝缘体”或

“电介质”）， 电荷不能自由移动， 但有可能稍微改变它们的平衡位置。 与高斯电

场定律有关的电容率是真空电容率（或“自由空间电容率”）， 这也是它为什么带

有下标 0 的原因。
根据国际单位制（SI）， 真空电容率的值为 8. 85 × 10 - 12库仑 / （伏特·米）[C /

（V·m）]， 有时候电容率的单位也会用法拉第 /米（F / m）， 或用更基本的 C2s2 /
（kg·m3）。 更高精度的真空电容率值为

ε0 = 8. 8541878176 × 10 -12C / （V·m） 。
这个量意味着高斯定律只对真空成立吗？ 不是， 高斯定律是通用的， 既可

以用于真空也可以用于电介质中的电场， 只要你考虑包围的所有电荷， 包括材

料中原子所束缚的电荷。
束缚电荷的作用可以通过位于外部电场中的电介质中的情况来理解。 在绝

缘体内部， 总电场的大小一般要小于所施加电场的大小。
这是因为电介质在电场中会发生“极化”， 即正电荷和负电荷会离开原来的

位置。 正电荷会顺着所施加的电场移动， 负电荷则逆着所施加的电场移动。 移

动后的电荷会产生与外界电场方向相反的电场， 如图 1. 10 所示。 这会使得电介

质内部的净电场要小于外电场。

图 1. 10　 电介质中的感生电场

这种降低电场强度的特性使得电介质材料有一种很常见的用途： 增加电容

量和最大化电容的工作电压。 平行平板电容器的电容量（存储电荷的能力）是：
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C = εA
d ，

式中， A 是平板面积； d 是板间距； ε 是板间材料的电容率。 电容率高的材料在

平板面积或板间距相同的条件下能提供更大的电容。
电介质的电容率通常表示为相对电容率， 表明材料电容率相对于真空电容

率的比率：
相对电容率 εr = ε / ε0。

一些教科书将相对电容率称为“介电常数”， 但是电容率随频率变化， 因此

“常数”用在这里并不合适。 例如， 冰的相对电容量， 当频率低于 1kHz 时大约为

81， 当频率高于 1MHz 时则会降到 5 以下。 通常是将低频时的电容率作为介电常

数。
关于电容率还有一点需要注意； 在第 5 章你将看到， 介质的电容率还是确

定电磁波在介质中的传播速度的基本参数。
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∮
S
E·nda = qenc / ε0 应用高斯电场定律（积分形式）

检验你是否理解了高斯定律方程的最好方式是看看你能否用它来解决相关

的问题。 现在， 你应当已经知道了高斯定律可以将穿过闭合曲面的电通量与曲

面包围的电荷联系起来。 下面是一些高斯定律的应用的例子。
例 1. 1　 给定电荷分布， 求穿过包围电荷的闭合曲面的电通量。
问题　 圆柱形曲面包围了 5 个点电荷， 电荷量分别为 q1 = + 3nC， q2 =

- 2nC，q3 = + 2nC， q4 = + 4nC， q5 = - 1nC， 求穿过 S 的总电通量。

解　 根据高斯定律，

ΦE = ∮
S
E·nda =

qenc

ε0
。

对于离散电荷， 总电荷等于各电荷之和。 因此，
　 　 　 　 　 　 　 　 qenc = 总电荷

= Σ
5

i = 1
qi

= （3 - 2 + 2 + 4 - 1） × 10 -9C
= 6 × 10 -9C

得到

ΦE =
qenc

ε0
= 6 × 10 -9C

8. 85 × 10 -12C / （V·m）
= 678V·m。

这就是包围这些电荷的任意闭合曲面的总电通量。
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例 1. 2　 给定穿过闭合曲面的电通量， 求包围的电荷量。
问题　 一条带电荷的线穿过球体的中心， 电荷线密度为 λ = 10 - 12C / m。 如果

球面的电通量为 1. 13 × 10 - 3Vm， 球的半径 R 是多少？

解　 长为 L 的带电荷的线所带电荷量为 q = λL。 因此

ΦE =
qenc

ε0
= λL

ε0

得到

L =
ΦEε0

λ 。

由于 L 是球壳半径的两倍， 因此

2R =
ΦEε0

λ 　 或 　 R =
ΦEε0

2λ ，

代入 ФE、 ε0 和 λ， 得到 R = 5 × 10 - 3m。
例 1. 3　 求穿过闭合曲面一部分的电通量。
问题　 将一个点电荷源置于部分球面的曲率中心， 球面角分别从 θ1 到 θ2 和

ϕ1 到 ϕ2。 求穿过这部分球面的电通量。
解　 由于曲面是开放的， 因此必须通过对穿过曲面的电场的法向分量进行

积分来得到电通量。 你可以通过高斯定律分析包围点电荷的完整球面来检查自

己的答案。
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电通量 ФE 为 ∫
S
E·nda， 其中 S 是要研究的球面部分， E 是位于曲率中心的

点电荷在曲面上产生的电场， 电荷与曲面的距离为 r。 根据表 1. 1， 可知距点电

荷为 r 处的电场为

E = 1
4πε0

q
r2
r。

在对曲面进行积分之前， 还要考虑 E·n（即求出电场垂直于曲面的分量）。 在这

个例子中就很容易， 因为球面上各点的单位法向量 n 是沿半径方向向外（ r 方

向）， 如图 1. 11 所示。 这意味着 E 和 n 是平行的， 电通量为

图 1. 11　 球面部分的几何表示

ΦE = ∫
S
E·nda = ∫

S
E · n cos0°da = ∫

S
E da = ∫

S

1
4πε0

q
r2
da。

由于这里是对球面进行积分， 用球面坐标系更方便。 这时面积元为 r2sinθdθdϕ，
面积分变成

ΦE = ∫
θ
∫
ϕ

1
4πε0

q
r2
sinθdθdϕ = q

4πε0
∫
θ
sinθdθ∫

ϕ
dϕ，

容易积分得到

ΦE = q
4πε0

（cosθ1 - cosθ2）（ϕ2 - ϕ1），

用完整球面（θ1 = 0， θ2 = 2π， ϕ1 = 0， ϕ2 = 2π）验证一下结果。 得到

ΦE = q
4πε0

[1 - （ - 1）]（2π - 0） = q
ε0

，

正好验证了高斯定律的推论。
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例 1. 4　 给定曲面上的 E， 求穿过曲面的电通量和曲面包围的电荷量。
问题　 根据表 1. 1， 无穷长带电直线的电荷线密度为 λ， 距离直线 r 处的电

场为

E = 1
2πε0

λ
r r。

半径为 r 高度为 h 的圆柱面围绕部分直线， 用上面的公式求穿过该圆柱面的

电通量， 并用高斯定律验证包围的电荷量为 λh。
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解　 这类问题最好是分别考虑圆柱的三个面的电通量： 顶面、 底面和侧面。
穿过任意曲面的电通量的一般表达式为

ΦE = ∫
S
E·nda，

在这个例子中是

ΦE = ∫
S

1
2πε0

λ
r r·nda。

考虑三个面的单位法向量： 由于电场是从圆柱的轴向外沿半径方向辐射的， 因

此 E 垂直于顶面和底面的法向量， 平行于圆柱侧面的法向量。 可得

ΦE，top = ∫
S

1
2πε0

λ
r r·ntopda = 0，

ΦE，bottom = ∫
S

1
2πε0

λ
r r·nbottomda = 0，

ΦE，side = ∫
S

1
2πε0

λ
r r·nsideda = 1

2πε0

λ
r ∫Sda，
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圆柱曲面的侧面积为 2πrh， 代入得到

ΦE，side = 1
2πε0

λ
r （2πrh） = λh

ε0
。

根据高斯定律可知其必须等于 qenc / ε0， 正好验证了包围的电荷量为 qenc = λh。
例 1. 5　 给定对称的电荷分布， 求 E。
用高斯定律求电场似乎是不可能的任务。 虽然方程中出现了电场， 但只是

通过点乘得到法向分量， 并且只是整个曲面上法向分量的积分正比于所包围的

电荷。 有没有哪种实际情形可以从中推出嵌在高斯定律中的电场呢？
让人高兴的是， 答案是有。 你的确可以用高斯定律得出电场， 不过是在高

度对称的情形下。 如果你可以设计出真实或假想的包围已知数量电荷的“特定的

高斯曲面”， 你就可以确定电场。 特定的高斯曲面符合以下条件：
（1） 电场要么平行要么垂直于曲面法向量（这样点乘就能转化成代数乘法）；
（2） 电场在曲面的各部分要么是常数要么是零（这样就可以将电场从积分式

中提取出来）。
当然， 如果电荷是随意分布的， 则围绕电荷的任何曲面都无法满足以上条

件中的一条。 但是在有些情形中电荷的分布是对称的， 可以构造特定的高斯曲

面。 尤其是， 球形电荷分布、 无穷长带电荷的直线以及无穷大带电荷平面周围

的电场， 都有可能直接应用高斯定律的积分形式来确定。 几何上接近这些理想

条件， 或是可以通过对它们进行组合来逼近， 也有可能用高斯定律来解决。
下面的问题展示了如何应用高斯定律计算电荷球形分布的电场； 还有一些

例子在习题中（网站上有习题答案）。
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问题　 已知电荷分布均匀的球体， 其电荷体密度为 ρ， 半径为 a， 用高斯定

律计算距球心 r 处的电场。
解　 首先， 考虑球外部的电场。 由于电荷分布是球对称的， 因此有理由推

测电场是完全放射状的（即指向外或远离球体）。 如果不是很明白， 可以设想一

下如果电场有非放射分量（比如沿 θ 或 φ 方向）会怎么样； 沿任意轴旋转球体，
就会改变电场的方向。 然而电荷在球体上是均匀分布的， 各方向都是一样的（旋
转球体只是将一块换成另一块， 每块都是一样的）因此不会改变电场。 面对这样

的难题时， 你能得出的结论只能是， 球对称分布的电荷的电场必定是完全放射

状的。
要用高斯定律得出这种放射电场的值， 你必须构想一个曲面， 让其满足特

定的高斯曲面的条件； E 在所有位置上都必须要么平行要么垂直于曲面法向量，
并且 E 在曲面上必须处处一样。 对于放射状电场， 只有一种形状； 高斯曲面必

须是以带电球体为中心的球面， 如图 1. 12 所示。 请注意并不需要有一个真实的

曲面， 特定的高斯曲面可以是完全虚构的———它只是一个构造物， 让你能计算

点乘并将电场从高斯定律的面积分中提取出来。
由于放射状电场处处都平行于曲面法向量， 高斯定律积分中的 E·n 就变成

了 E · n cos0°， 穿过高斯曲面 S 的电通量为

ΦE = ∮
S
E·nda = ∮

S
E da。

由于 E 与 θ 和 φ 无关， 因此在曲面 S 上必定为常数， 可以从积分中提取出来：

ΦE = ∮
S

E da = E ∮
S
da = E （4πr2），

其中， r 是特定的高斯曲面的半径。 现在可以用高斯定律得出电场的值：

ΦE = E （4πr2） =
qenc

ε0
，
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图 1. 12　 包围带电球体的特定的高斯曲面

得到

E =
qenc

4πε0 r2
，

其中， qenc为高斯曲面包围的电荷量。 这个公式对球体内部和外部的电场都适用。
在计算球体外部电场时， 构造半径 r > a 的高斯曲面， 将整个带电球体都包

围在高斯曲面中。 这样所包围的电荷量就是电荷量密度乘以带电球体的整个体

积： qenc = （4 / 3）πa3ρ。 因此，

E = （4 / 3）πa3ρ
4πε0 r2

= ρa3

3ε0 r2
（球体外部）。
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要计算带电球体内部的电场， 可以构造 r < a 的高斯曲面。 这时， 包围的电

荷量为电荷密度乘以高斯曲面的体积： qenc = （4 / 3）πr3ρ。 因此，

E = （4 / 3）πr3ρ
4πε0 r2

= ρr
3ε0

（球体内部）。

成功利用特定的高斯曲面的关键是找到合适的曲面形状， 然后调整其大小

让其经过所求电场的点。

1. 2　 高斯电场定律的微分形式

高斯电场定律的积分形式在穿过曲面的电通量与曲面所包围的电荷之间建

立了关联———但是同所有麦克斯韦方程一样， 高斯定律可以表示为微分形式。
微分形式通常记作

Δ·E = ρ
ε0

　 　 高斯电场定律（微分形式）。

方程的左边是电场散度的数学表示（场的散度是场从特定区域往外“流”的趋势），
而右边则是电荷密度除以真空电容率。

如果不熟悉矢量微分算子（ Δ， del 算子）或是散度的概念， 也不用担心（后
面会对其进行讨论）。 现在先理解高斯定律微分形式的主要思想：

电荷产生的电场从正电荷散开， 汇聚到负电荷。

换句话说， 电场散度不为零的地方就存在电荷。 如果有正电荷， 散度就为

正， 表明电场有从这里“流”出的趋势。 如果有负电荷， 则散度为负， 场线倾向

于“流”向这个点。
请注意高斯定律的微分形式和积分形式之间有一个根本区别； 微分形式处

理的是空间中一点处电场的散度与电荷密度的关系， 而积分形式处理的则是电

场在整个曲面上的法向分量的积分。 熟悉了这两种形式就能知道在解决问题时

哪种形式更适合。
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为了帮助理解高斯电场定律的微分形式中每个符号的意义， 下面给出了展

开图：

高斯定律的微分形式有什么用呢？ 如果知道了电场矢量场在特定位置的空

间变化， 就可以用其算出在该位置上的电荷体密度。 而如果知道了电荷体密度，
就可以确定电场的散度。
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ΔNabla———del 算子

颠倒过来的大写希腊字母 Δ 在四个麦克斯韦方程的微分形式中都有出现。
这个符号表示矢量微分算子， 读作“nabla”或“del”， 它的出现是告诉你取算子所

作用的量的微分。 微分的具体形式取决于 del 算子后面跟着的符号， “ Δ·”表示

散度， “ Δ× ”表示旋度， “ Δ”表示梯度。 后面会讨论这些运算； 现在我们只要

知道算子是什么以及如何在笛卡儿坐标系中表示 del 算子。
同所有好的数学算符一样， del 算子也是一个等待执行的行为。 就好比

“ 　 ”是告诉我们对它下方的数取平方根， Δ

表示的则是在三个方向上取导数。
即，

Δ≡ i ∂
∂x + j ∂

∂y + k ∂
∂z， （1. 18）

其中， i、 j 和 k 分别是笛卡儿坐标 x、 y 和 z 轴方向的单位矢量。 这个表达式显

得有点奇怪， 因为少了要运算的对象。 在高斯电场定律中， del 算子是点乘电场

向量， 得到 E 的散度。 下一节会介绍这个运算及其结果。
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Δ· del 点———散度

散度的概念在许多物理学和工程领域中都很重要， 尤其是在关注矢量场特

性的领域。 麦克斯韦用“汇聚”一词描述对电场线“流”向负电荷的速度的度量

（正的汇聚与负电荷相关联）。 后来， 海维赛德（Oliver Heaviside）建议用“散度”
描述同一个量的负值。 这样， 正的散度就与电场线从正电荷“流”开关联了起来。

通量和散度处理的都是矢量场的“流”， 但有一个重要区别； 通量是在面积

上定义的， 而散度则是针对每个点。 如果是流体， 一个点的散度度量的是流向

量从这个点散开的趋势（即带走的东西多于带来的东西）。 因此散度为正的点是

源（在流体中是水龙头， 在静电场中就是正电荷）， 而散度为负的点就是汇（在流

体中是出水口， 在静电场中就是负电荷）。
散度的数学定义可以理解为穿过围绕着点的无穷小曲面的通量。 当曲面 S

包围的体积趋近于 0 时， 矢量场 A 穿过曲面 S 的通量与曲面包围的体积的比值

就是 A 的散度：

div（A） = Δ·A ≡ lim
ΔV→0

1
ΔV∮SA·nda （1. 19）

这个公式阐释了散度与通量之间的关系， 但在计算给定矢量场的散度时不是很

有用。 在这一节后面你会看到关于散度的更好用的数学公式， 但请你先看看图

1. 13 中的矢量场。
要找出这些场中散度为正的位置， 只需找出哪些点的矢量流在散开或是主

要指向外较少指向内。 一些书建议你想象流水中散布的锯屑来理解散度； 如果

锯屑被驱散， 就是散度为正的点， 如果变得集中， 就是散度为负的地方。
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　 　 根据这个原则， 很显然像图 1. 13a 中的 1 和 2 以及图 1. 13b 中的 3 都是散度

为正的点， 而点 4 的散度则为负。

图 1. 13　 有各种散度值的矢量场

图 1. 13c 中各点的散度不太明显。 5 显然是正散度点， 但 6 和 7 呢？ 这些地

方的流线显然在散开， 但它们在离开中心的时候也变得越来越短。 散开能抵得

上流的减缓吗？
要回答这些问题， 不仅需要关于矢量场如何变化的描述， 还要有可用的数

学形式。 对矢量场 A 来说， 其散度的数学操作的微分形式或“del 点”（ Δ·）在笛

卡儿坐标系中是

Δ·A = i ∂
∂x + j ∂

∂y + k ∂
∂z（ ）·（ iAx + jAy + kAz），

由于 i·i = j·j = k·k = 1， 可得

Δ·A = ∂Ax

∂x +
∂Ay

∂y +
∂Az

∂z
〓
〓
〓

〓
〓
〓 （1. 20）

因此矢量场 A 的散度就是其 x 分量沿 x 轴的变化加上 y 分量沿 y 轴的变化加上 z
分量沿 z 轴的变化。 请注意矢量场的散度是标量， 有大小但没有方向。
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现在你可以将其应用于图 1. 13 中的矢量场。 在图 1. 13a 中， 假定矢量场的

幅值沿 x 轴正弦变化（这里的 x 轴是垂直的）， A = sin（πx） i， 沿 y 和 z 轴则不变。
因此， Ay 和 Az 等于零， 得到

Δ·A =
∂Ax

∂x = πcos（πx），

上式当 0 < x < 1 / 2 时为正； 当 x = 1 / 2 时为 0； 当 1 / 2 < x < 1 / 3 时为负， 同直观上

看到的一样。
再来看看图 1. 13b， 这是一个放射状对称矢量场的截面， 幅值正比于与原点

距离的平方， A = r2r。 由于 r2 = （x2 + y2 + z2）且

r = xi + yj + zk
x2 + y2 + z2

因此有

A = r2r = （x2 + y2 + z2） xi + yj + zk
x2 + y2 + z2

，

而

∂Ax

∂x = （x2 + y2 + z2） （1 / 2） + x 1
2（ ）（x2 + y2 + z2） -（1 / 2）（2x），

对 y 分量和 z 分量进行同样操作， 加在一起可得

Δ·A = 3（x2 + y2 + z2） （1 / 2） + x2 + y2 + z2

x2 + y2 + z2
= 4（x2 + y2 + z2） （1 / 2） = 4r，

因此， 图 1. 13b 中矢量场的散度随着与原点的距离线性增加。
最后来看图 1. 13c 中的矢量场， 它与前面的例子相似， 但矢量场的幅值反比

于与原点距离的平方。 流线同图 1. 13b 一样散开， 但你可能会怀疑矢量场幅值

的减小会影响散度的值。 由于 A = （1 / r2）r，

A = 1
x2 + y2 + z2

xi + yj + zk
x2 + y2 + z2

= xi + yj + zk
（x2 + y2 + z2） （3 / 2） ，
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以及

∂Ax

∂x = 1
（x2 + y2 + z2） （3 / 2） - x 3

2（ ）（x2 + y2 + z2） -（5 / 2）（2x），

加上 x 分量和 y 分量的导数， 得到

Δ·A = 3
（x2 + y2 + z2） （3 / 2） - 3（x2 + y2 + z2）

（x2 + y2 + z2） （5 / 2） = 0。

这证实了前面的怀疑， 矢量场幅值随着与原点的距离的增加而减小并且抵

消了流线的散开。 请注意这是在矢量场的幅值以 1 / r2 降低的条件下才成立（在下

一节你会看到， 这种情形尤其是与电场有关）。
在考虑电场的散度时， 应当记住有些问题在非笛卡儿坐标系中更容易解决。

在圆柱和球坐标系中， 散度的计算公式为

Δ·A = 1
r

∂
∂r（ rAr） + 1

r
∂Aϕ

∂ϕ +
∂Az

∂z ，　 （圆柱坐标） （1. 21）

Δ·A = 1
r2

∂
∂r（ r

2Ar） + 1
rsinθ

∂
∂θ（Aθsinθ） + 1

rsinθ
∂Aϕ

∂ϕ 。 　 （球坐标） （1. 22）

如果你怀疑选择合适的坐标系能否带来便利， 那么可以试试用球坐标系解

决本节中最后面的两个例子。
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Δ·E电场的散度

这个表达式是高斯定律微分形式的整个左边， 表示的是电场的散度。 在静

电场中， 所有电场线都是从正电荷开始到负电荷结束， 因此可以理解这个公式

正比于各点的电荷密度。
考虑正电荷的电场； 电场线源自正电荷， 根据表 1. 1 可知电场是放射状的，

以 1 / r2 的速率减小：

E = 1
4πε0

q
r2
r，

这种情况类似于图 1. 13c 的矢量场， 其散度为零。 因此电场线的散开正好抵

消了电场幅值的 1 / r2 减小， 电场的散度在原点外的所有点都为零。
分析中将原点（ r = 0）排除是因为散度公式中有分母含 r 的项， 随着 r 趋近于

零， 这些项会有问题。 要计算原点的散度， 需要用到散度的定义：

Δ·E ≡ lim
ΔV→0

1
ΔV∮SE·nda。

考虑包围点电荷 q 的特定高斯曲面， 有

　 　 　 　 Δ·E ≡ lim
ΔV→0

1
ΔV

q
4πε0 r2

∮
S
da（ ） = lim

ΔV→0

1
ΔV

q
4πε0 r2

（4πr2）[ ]

= lim
ΔV→0

1
ΔV

q
ε0

（ ），

而 q / ΔV 正是 ΔV 体积中的电荷平均密度， 随着 ΔV 趋近 0， 它会趋近于原点处的

电荷密度 ρ。 因此原点的散度为

Δ·E = ρ
ε0

，

同高斯定律一致。
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花点时间确保自己理解了最后一点的意义是十分值得的。 粗略一看点电荷

附近的电场， 似乎是处处“散开”（相互离得越来越远）。 但就像你看到的， 幅值

以 1 / r2 的速率减小的放射状矢量场除了原点外实际上处处散度为零。 决定散度

的关键因素不是场线是否散开， 而是在那一点周围的无穷小体积中穿出的通量

是大于、 等于还是小于穿入的通量。 如果穿出的通量超过穿入的通量， 则这一

点的散度为正。 如果穿出的通量小于穿入的通量， 则散度为负， 如果出入通量

相等， 则散度为零。
在原点处为点电荷的例子中， 当且仅当无穷小曲面包围了点电荷， 曲面的

通量才不为零。 而在其他点， 穿入和穿出小曲面的通量必定为零（因为没有包围

电荷）， 电场的散度也就必定为零。
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Δ·E = ρ / ε0 应用高斯电场定律（微分形式）
你最有可能遇到的高斯定律微分形式的应用问题是计算电场的散度并根据

结果判断特定位置的电荷密度。
下面的例子将会帮助你理解如何解决这类问题。
例 1. 6　 给定矢量电场的公式， 求特定位置电场的散度。
问题　 如果图 1. 13a 的矢量场改为

A = sin π
2 y（ ）i - sin π

2 x（ ）j，

区间为 - 0. 5 < x < + 0. 5 和 - 0. 5 < y < + 0. 5， 则电场线与图 1. 13a 会有什么不

同呢？ 散度又是什么样的呢？
解　 当面对这类问题时， 你可以尝试直接求导确定场的散度。 更好的办法

是观察一下场， 尝试将场线可视化———在有些情形中这个工作可能很难。 幸运

的是， 有许多计算工具可以极为方便地展示矢量场的细节， 例如 MATLAB 和免

费的 Octave。 利用 MATLAB 的“quiver”命令可以看到图 1. 14 中那样的场。
如果你对场的方向感到惊讶， 注意场的 x 分量取决于 y（因此场在 x 轴上方

指向右边， 在 x 轴下方指向左边）， 而场的 y 分量取决于 x（因此场在 y 轴左方指

向上边， 在 y 轴右方指向下边）。 结合以上特点就得到了图 1. 14 所描绘的场。
仔细观察这个场可以发现场线既不聚拢也不散开， 只是简单地绕圈。 计算

散度可以确认这一点，

Δ·A = ∂
∂x sin π

2 y（ ）[ ] - ∂
∂y sin π

2 x（ ）[ ] = 0。
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图 1. 14　 矢量场 A = sin π
2 y（ ）i - sin π

2 x（ ）j

绕回到自身的电场不是电荷产生的， 而是变化的磁场产生的。 第 3 章中将会讨

论这类螺旋场。
例 1. 7　 给定特定区域的矢量电场， 求区域中某个位置上的电荷密度。
问题　 电场如下式所示

E = ax2 i V
m，　 x = 0 ～ 3m，

E = bi V
m，　 x > 3m。

求 x = 2m 和 x = 5m 处的电荷密度。
解　 根据高斯定律， 在 x = 0 ～ 3m，

Δ·E = ρ
ε0

= i ∂
∂x + j ∂

∂y + k ∂
∂k（ ）·（ax2 i），
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ρ
ε0

= ∂（ax2）
∂x = 2xa，

ρ = 2xaε0，
因此当 x = 2m 时， ρ = 4aε0。

在 x > 3m 区域，

Δ·E = ρ
ε0

= i ∂
∂x + j ∂

∂y + k ∂
∂k（ ）·（bi） = 0，

因此当 x = 5m 时， ρ = 0。

习题

下面的题目将检验你对高斯电场定律的理解。 本书的网站上有完整解答。
1. 1　 一个球面包围了 15 个质子和 10 个电子， 求穿过球面的电通量。 球面

的大小有影响吗？
1. 2　 变长为 L 的立方体包围了一个平面， 平面上的电荷密度为 σ = - 3xy。

如果平面范围从 x = 0 到 x = L， y = 0 到 y = L， 则穿过立方体表面的电通量是多

少？

1. 3　 闭合圆柱体包围一条沿轴的电荷线， 电荷线密度为 λ = λ0（1 - x / h）C /
m， 圆柱和线的范围从 x = 0 到 x = h， 求穿过圆柱体的总电通量。
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1. 4　 半径为 a0 的带电球体， 电荷体密度为 ρ = ρ0 （ r / a0）， 其中 r 是与球中

心的距离， 求包围球体的任意闭合曲面的电通量。
1. 5　 电荷面密度为 2 × 10 - 10C / m2 的圆盘被半径为 1m 的球包围。 如果穿过

球面的电通量为 5. 2 × 10 - 2V·m， 圆盘半径是多大？
1. 6　 10cm ×10cm 的平板距 10 - 8C 的点电荷 5cm。 求点电荷产生的电场穿过

平板的电通量。

1. 7　 高为 h 的半圆柱， 轴线上有一条无穷长的线电荷， 电荷密度为 λ， 求

穿过半圆柱的电通量。
1. 8　 一个质子位于半径为 R 的半球面的边缘中心。 求穿过半球面的电通

量。

1. 9　 用特定的高斯曲面包围一条无穷长线电荷以求出线电荷的电场关于距

离的函数。
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1. 10　 无穷大平面的面电荷密度为 σ， 用特定的高斯曲面证明电场幅值为

E = σ / 2ε0。
1. 11　 球坐标系中给定矢量场 A = （1 / r）r， 求散度。
1. 12　 球坐标系中给定矢量场 A = rr， 求散度。
1. 13　 给定矢量场

A = cos πy - π
2（ ）i + sin（πx） j，

描出场线并求场的散度。
1. 14　 圆柱坐标系中给定电场

E = az
r r + brϕ + cr2 z2z，

求电荷密度。
1. 15　 球坐标系中给定电场

E = ar2r + bcos（θ）
r θ + cϕ，

求电荷密度。
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第 2 章　 高斯磁场定律

高斯磁场定律与高斯电场定律形式相似而内容不同。 无论是电场还是磁场，
高斯定律的积分形式都关注场穿过闭合曲面的通量， 而微分形式则关注场在一

点的散度。
高斯电场定律和磁场定律之所以不同， 关键在于相反的电荷（“正电荷”和

“负电荷”）可以相互分离， 而相反的磁极（“北极”和“南极”）则总是成对出现。
可以想见， 自然界不存在磁单极子这个事实对磁通量的特性和磁场的散度会有

深刻影响。

2. 1　 高斯磁场定律的积分形式

高斯定律有许多表现形式， 但积分形式通常是这样：

∮
S
B·nda = 0　 高斯磁场定律（积分形式）。

同上一章一样， 方程左边是场穿过闭合曲面的通量的数学描述。 不过这里

是穿过闭合曲面 S 的磁通量（磁力线的数量）， 而右边则等于零。
这一章你将看到为什么这条定律与电场定律不一样， 同时还有用磁场定律

解题的一些例子———不过首先你要理解高斯磁场定律的主要思想：



穿过任意闭合曲面的总磁通量为零。

也就是说， 如果有一个真实的或想象的任意大小和形状的闭合曲面， 穿过

这个曲面的总磁通量必定为零。 请注意这并不是说没有磁力线穿过曲面———而

是说对每条进入曲面内部的磁力线都相应有从内部穿出的磁力线。 从而向内的

（负）磁通量正好与向外的（正）磁通量抵消。
高斯磁场定律中许多符号与上一章都一样， 因此这一章只列出磁场定律中

特有的符号。 下面是展开图：

高斯磁场定律成立是因为自然界没有单独的磁极（“磁单极”）。 如果存在单

独的磁极， 它们就会成为磁力线的源和汇， 就像电荷产生电场线一样。 如果是

这样， 包围单个磁极的闭合曲面的磁通量就不会为零（就像包围电荷导致电通量

不为零一样）。 到目前为止， 还没有发现磁单极， 所有磁极都是南北极成对出

现。 因此高斯磁场定律的右边等于零。
利用穿过闭合曲面的总磁通量等于零可以解决许多涉及复杂曲面的问题，

尤其是当曲面的一部分的磁通量可以通过积分得到时。
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B 磁场

电场可以通过考虑一个小的检验电荷受到的电力界定， 与之类似， 磁场也

可以用移动带电粒子受到的磁力来界定。 你可能还记得， 带电粒子只有在相对

于磁场运动时才会受到磁力作用， 洛仑兹磁力方程表示的就是这个：
FB = q v × B （2. 1）

式中， FB 是磁力； q 是粒子电荷量； v 是粒子速度（相对于 B）； B 是磁场。
根据矢量的叉乘定义， a × b = a b sinθ， 其中 θ 是 a 和 b 之间的夹

角， 可以得到磁场的幅值

B =
FB

q v sinθ （2. 2）

式中， θ 是速度矢量v 和磁场 B 之间的夹角。 磁场量的术语不像电场量那样标

准， 你在教科书中可能见到将 B 称为“磁感应强度”或“磁通密度”。 无论什么叫

法， B 的单位包括 V·s / m2、 N / （A·m）、 kg / （C·s）和特斯拉（T）， 都等价于

N / （C·m / s）。
将方程（2. 2）与电场的相关方程（1. 1）比较， 可以发现磁场和电场有几个重

要差别：
●　 与电场类似， 磁场直接正比于磁力。 但 E 的方向平行于电力， 而 B 的方

向则垂直于磁力。
●　 与 E 类似， 磁场可以用小的检验电荷的受力界定， 但与 E 不同的是， 在

分析磁力和磁场的关系时必须考虑检验电荷的速度和方向。
●　 由于磁力总是垂直于瞬时速度， 因此磁力沿运动方向的分量总是等于零，

因此磁场做的功也总是等于零。
●　 静电场由电荷产生， 磁场则是由电流产生。
磁场可以用场线表示， 垂直于场线方向的平面上的场线密度正比于场强。

图 2. 1 给出了几个与高斯定律应用有关的磁场例子。
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图 2. 1　 磁场例子

　 　 下面是一些可以帮助你描绘电流产生的磁场的经验法则：
●　 磁力线不是源自或终止于电荷； 它们形成封闭的环。
●　 磁铁产生的磁场看似源自北极终止于南极， 实际上是连续的环（在磁铁内

部， 场线继续在两极之间延伸）。
●　 任何一点的净磁场等于这一点存在的所有磁场的矢量和。
●　 磁力线不相交， 因为这意味着磁场在一个位置上有两个不同的方向———

如果有多个不同的磁场在一个位置上重叠， 它们会（矢量）叠加产生唯一的总场。

54第 2 章　 高斯磁场定律



　 　 所有的静态磁场都是由运动的电荷产生。 一段微电流元在特定的位置 P 产

生的磁场 dB 可以根据毕奥-萨伐尔定律求得：

dB =
μ0

4π
Idl × r
r2

式中， μ0 是真空磁导率； I 是微元电流； dl 是有长度的电流元矢量， 指向电流方

向； r 是从电流元指向要计算磁场的点 P 的单位矢量； r 是电流元与 P 的距离；
如图 2. 2 所示。

图 2. 2　 毕奥-萨伐尔定律示意图

表 2. 1 列出了一些简单物体附近的磁场公式。
表 2. 1　 简单物体的磁场公式

电流为 I 的无穷长导线（距离 r 处） B =
μ0 I
2πrφ

电流为 I 的一段导线（距离 r 处） dB =
μ0

4π
Idl × r
r2

电流为 I 半径为 R 的环路电流

（环位于 yz 平面， 与 x 轴的距离为 x）
B =

μ0 IR2

2（x2 + R2） 3 / 2 x

螺线管， 圈数为 N， 长为 l， 电流为 I B =
μ0NI
l x（内部）

面包圈， 圈数为 N， 半径为 r， 电流为 I B =
μ0NI
2πr φ

（内部）
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∮
S
B·nda 通过闭合曲面的磁通量

类似于电通量 ФE， 磁通量 ФB 也可以视为“流”过曲面的磁场“总量”。 这个

量的计算依情况而定：
ΦB = B × （曲面面积）， 当 B 是均匀的并且垂直于 S 时， （2. 3）

ΦB = B·n × （曲面面积）， 当 B 是均匀的并且与 S 有一定的夹角时，（2. 4）

ΦB = ∮
S
B·nda， 当 B 不是均匀的并且与 S 的夹角是可变的时。 （2. 5）

类似于电通量， 磁通量也是标量， 磁通量的单位有专门的名称“韦伯”（缩写

为 Wb， 根据上面的公式， 等价于 T·m2）。
同电通量一样， 穿过曲面的磁通量可以视为穿过曲面的磁力线的数量。 在

考虑磁力线的数量时， 不要忘了磁场同电场一样， 在空间中实际是连续的。 只

有在你所画的场线数量和场强之间建立关联之后， “场线的数量”才有意义。
在考虑穿过闭合曲面的磁通量时， 一定要记住对曲面的穿透是双向的， 穿

出的通量和穿入的通量符号相反。 因此穿出的（正）通量与穿入的（负）通量相互

抵消了， 使得净通量为零。
考虑位于图 2. 1 中的任何电场中的小闭合曲面， 就能理解穿出和穿入通量

的符号是相反的。 无论选择怎样的曲面形状， 也无论将曲面放在磁场中什么地

方， 你都会发现进入曲面内部的场线数量正好等于离开曲面内部的场线数量。
如果这对于所有磁场都成立， 这就意味着穿过任意闭合曲面的净磁通量必定总

是等于零。
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　 　 当然， 这肯定成立， 因为进入曲面内部的场线如果不离开就只能终止于曲

面内部， 而从曲面内部离开却没有进入的场线则必定源自曲面内部。 但与电场

不同的是， 磁力线既不源自也不终止于电荷———它们绕回自身， 形成连续的环。
如果环的一部分穿过闭合曲面， 则必定有环的另一部分以相反的方向穿回曲面。
从而穿出与穿入任何闭合曲面的磁通量必定相等而符号相反。

仔细看看图 2. 3 中由条形磁铁产生的磁场。 不管闭合曲面的形状和在磁场

中的位置如何， 所有进入闭合曲面的场线都会被等量的离开闭合曲面的场线抵

消。

图 2. 3　 穿过闭合曲面的磁通线

高斯定律背后的物理意义现在清楚了： 因为磁力线总是形成完整的环， 所

以穿过任意闭合曲面的净磁通量必定为零。 下一节将介绍如何用这个原理解决

与闭合曲面和磁场有关的问题。
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∮
S
B·nda = 0 应用高斯磁场定律（积分形式）

当涉及复杂曲面和场时， 求磁场在特定曲面上法向量的积分会很困难。 这

时， 如果知道穿过闭合曲面的总磁通量为零也许能将问题简化， 如下面的例子

所示。
例 2. 1　 给定磁场和几何曲面的表达式， 求穿过曲面某一部分的磁通量。
问题　 高为 h、 半径为 r 的闭合圆柱形曲面置于磁场中， B = B0（ j - k）。 如

果圆柱的对称轴在 z 轴上， （a）求穿过圆柱顶面和底面的磁通量； （b）求穿过圆

柱侧面的磁通量。
解　 根据高斯定理， 穿过整个曲面的磁通量必定为零， 因此如果能得到穿

过曲面一部分的磁通量， 就能得到穿过其他部分的磁通量。 这里， 穿过圆柱顶

面和底面的磁通量相对容易计算； 根据总磁通量等于零就能得到圆柱侧面的磁

通量。 即

ΦB，顶面 +ΦB，底面 +ΦB，侧面 = 0。
穿过任意曲面的磁通量为

ΦB = ∫
s
B·nda。

对于顶面， n = k， 因此

B·n = （B0 j - B0k）·k̂ = - B0。
从而

ΦB，顶面 = ∫
s
B·nda = - B0 ∫

s
da = - B0（πR2）。

对底面（n = - k）进行类似分析得到

ΦB，底面 = ∫
s
B·nda = + B0 ∫

s
da = + B0（πR2）。

由于 ΦB，顶面 = -ΦB，底面， 可知 ΦB，侧面 = 0。
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　 　 例 2. 2　 给定长导线的电流， 求穿过附近曲面的磁通量。
问题　 长导线电流为 I， 求穿过导线附近的半圆柱曲面的磁通量。

解　 距离通电导线 r 处的磁场为

B =
μ0 I
2πr φ，

这意味着磁力线是围绕导线的圆， 从圆柱平面穿入， 从圆柱曲面穿出。 根据高

斯定律， 穿过半圆柱整个曲面的总磁通量必须为零， 因此穿入平面的（负）磁通

量必定等于穿出曲面的（正）磁通量。 穿过平面的磁通量为

ΦB = ∫
S

B·nda。

在这里， n = - φ， 因此

B·n = μ0 I
2πrφ

〓

〓
〓

〓

〓
〓·（ - φ） = -

μ0 I
2πr。

对半圆柱的平面进行积分， 注意到平面位于 yz 平面， 因此面积元为 da =
dydz。 另外在平面上距离微元 dr = dy， 因此 da = drdz， 从而磁通量的积分为

ΦB，平面 = ∫
S

B·nda = - ∫
S

μ0 I
2πrdrdz =

μ0 I
2π ∫

h

z = 0
∫y1+2R
r = y1

dr
r dz。
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从而

ΦB，平面 = -
μ0 I
2πln y1 + 2R

y1

〓
〓
〓

〓
〓
〓（h） = -

μ0 Ih
2π ln 1 + 2R

y1
（ ）。

由于穿过闭合曲面的总磁通量为零， 因此可以得到穿过半圆柱曲面的磁通

量为

ΦB，曲面 =
μ0 Ih
2π ln 1 + 2R

y1
（ ）。
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2. 2　 高斯磁场定律的微分形式

磁力线的连续性使得高斯磁场定律的微分形式很简单。 其微分形式如下

Δ·B = 0　 高斯磁场定律（微分形式）
方程的左边是磁场散度的数学表示（磁场在一点处“流”出强于“流”入的趋势）而
右边则是零。

磁场的散度在下一节详细讨论。 现在先理解高斯定律微分形式的主要思想：

磁场的散度处处为零。

理解这一点的一个途径是与电场类比， 电场在任意一点的散度都正比于该

点的电荷密度。 由于不存在单独的磁极， 也就不可能只有北极没有南极， 因此

“磁荷密度”必定处处为零。 这也意味着磁场散度必定处处为零。
为了帮助理解高斯磁场定律的微分形式中每个符号的意义， 下面给出了展

开图：
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Δ·B 磁场的散度

这个表达式是高斯磁场定律微分形式的整个左边， 它表示的是磁场的散度。
由于散度定义的是场在一点的“流”出强于“流”入的趋势， 而在磁场中又从未发

现过源或汇， 在每一点处“进来”的场的量正好等于“出去”的场的量。 因此毫无

疑问 B 的散度总是为零。
为了证实这一点对于通电长导线的磁场也成立， 现用表 2. 1 给出的导线磁

场公式求散度：

div（B） = Δ·B = Δ· μ0 I
2πrφ

〓

〓
〓

〓

〓
〓。 （2. 6）

用圆柱坐标系来计算最方便：

Δ·B = 1
r

∂
∂r（ rBr） + 1

r
∂Bφ

∂φ +
∂Bz

∂z 。 （2. 7）

其中， 由于 B 只有 φ 分量， 因此

Δ·B = 1
r

∂（μ0 I / 2πr）
∂φ = 0。 （2. 8）

结果可以这样理解： 由于磁场围着导线绕圈， 因此没有径向或 z 向分量。 又

由于 φ 分量不依赖于 φ（即磁场幅值沿任何以导线为圆心的圆环为常数）， 因此

从任意一点离开的通量必定等于进入那一点的通量。 这意味着磁场散度处处为

零。
散度为零的矢量场称为“螺线管”场， 所有磁场都是螺线管场。
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Δ·B = 0 应用高斯磁场定律（微分形式）
利用磁场散度必定为零可以解决磁场分量随空间变化的问题， 并确定特定

的矢量场是否为磁场。 这一节给出了这类问题的一些例子。
例 2. 3　 给定磁场分量的不完整信息， 利用高斯定律建立分量之间的关系。
问题　 磁场为

B = axzi + byzj + ck，
则 a 与 b 有什么关系？

解　 根据高斯定理可知磁场散度必定为零。 因此

Δ·B =
∂Bx

∂x +
∂By

∂y +
∂Bz

∂z = 0。

因此得到

∂（axz）
∂x + ∂（byz）

∂y + ∂c
∂z = 0，

az + bz + 0 = 0，
可得 a = - b。

例 2. 4　 给定矢量场的表达式， 确定这个场是否为磁场。
问题　 矢量场如下式

A（x， y） = acos（bx） i + abysin（bx） j，
这个场可以表示磁场吗？

解　 根据高斯定律， 所有磁场的散度都为零， 检查这个矢量场的散度
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Δ·A = ∂
∂x[acos（bx）] + ∂

∂y[abysin（bx）]

= - absin（bx） + absin（bx） = 0，
表明 A 可以表示磁场。

习题

下面的题目将检验你对高斯磁场定律的理解。 本书的网站上有完整解答。
2. 1　 如下图所示漏斗形圆柱， 求磁场 B = 5i - 3j + 4knT 穿过其顶面、 底面

和侧面的磁通量。

2. 2　 10cm × 10cm 的正方形距长导线 20cm， 假设导线与正方形共面， 并且

平行于最近的边， 导线电流从 5mA 增加到 15mA， 求正方形中磁通量的变化。
2. 3　 磁场为 B = 0. 002i + 0. 003jT， 求穿过图中楔形体的所有 5 个面的磁通

量， 并证明穿过楔形体的总磁通量为零。
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　 　 2. 4　 求地球磁场穿过边长为 1m 的立方体的各面的磁通量， 并确认穿过立

方体的总磁通量为零。 假设立方体所处地球磁场的强度为 4 × 10 - 5T， 方向相对

水平面呈 30°角。 你可以随意选择立方体的方向。
2. 5　 半径为 r0、 高度为 h 的圆柱体位于理想螺线管的内部， 圆柱的轴与螺

线管的轴重合。 求穿过圆柱顶面、 底面和侧曲面的磁通量， 并证明穿过圆柱的

总磁通量为零。
2. 6　 确定下面在圆柱坐标系中给出的矢量场是否可以是磁场：

（a） A（ r， φ， z） = a
r cos2（φ）r，

（b） A（ r， φ， z） = a
r2
cos2（φ）r。
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第 3 章　 法拉第定律

1831 年， 法拉第（Michael Faraday）设计了一系列划时代的试验， 证明了回

路围绕的磁通量变化会产生电流。 这个发现被扩展成更一般化的形式后（变化的

磁场产生电场）产生了更大的影响。 这种“感生的”电场与净电荷产生的电场很不

一样， 法拉第定律则是理解其特性的关键。

3. 1　 法拉第定律的积分形式

在许多课本中， 法拉第定律的积分形式通常是这样的：

∮
C
E·dl = - d

dt ∫SB·nda　 法拉第定律（积分形式）。

一些学者认为这种形式有误导性， 因为其混淆了两个不同的现象： 即磁感

应（与变化的磁场有关）和动生电动势（emf）（与带电粒子在磁场中的运动有关）。
在两种情形中， 都产生 emf， 但只有磁感应才在实验室的静止坐标系中产生出环

绕电场。 这意味着法拉第定律的常用形式只有在 E 表示的是积分路径上每段 dl
的静止坐标系中的电场时才是严格正确的。



　 　 法拉第定律的另一个版本对这两个效应进行了区分， 并在电场环绕和变化

磁场之间建立了清晰的联系：

emf = - d
dt ∫SB·nda（通量法则），

∮
C
E·dl = - ∫

S

∂B
∂t·nda　 法拉第定律（替代形式）。

请注意在这个版本的法拉第定律中， 对时间的导数只针对磁场而不是磁通

量， 并且 E 和 B 都是在实验室的参照坐标系中测量的。
如果你不知道电动势到底是什么以及它与电场有什么关系， 不用担心， 这

一章会解释。 另外还有利用通量法则和法拉第定律解决与感生有关的问题的例

子———不过首先你要理解法拉第定律的主要思想：

穿过一个曲面的磁通量的变化会在该曲面的任意边界路径上感生出电动势，
并且变化的磁场会感生出环绕的电场。

也就是说， 如果穿过一个曲面的磁通量发生了变化， 就会沿该曲面的边界

感生出电场。 如果在边界上存在导体， 则感生电场提供的电动势会驱动通过导

体的电流。 因此将一条磁铁在导线回路中快速穿过会在导线中产生电场， 但如

果磁铁相对回路保持不动就不会感生出电场。
法拉第定律中的负号又有什么意义呢？ 简单来说就是感生电动势与磁通量

的变化相反， 即其趋向于保持磁通量不变。 这被称为楞次定律， 在这一章后面

会讨论。
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　 　 下面是法拉第定律标准形式的展开图：

请注意公式中路径 C 的每段 dl 处的感生电场 E 都是在各段静止的参照坐标

系中进行测量的。
下面是法拉第定律替代形式的展开图：
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式中， E 表示的是实验室参照坐标系中的电场（与 B 的坐标系一样）。
法拉第定律和通量法则能用来解决各种涉及变化的磁通量和感生电场的问

题， 尤其是以下两类问题：
（1）给定磁通量变化的信息， 求感生电动势。
（2）给定具体路径下的感生电动势， 确定磁场强度或方向或被路径包围的面

积的变化率。
在高度对称的情形下， 除了可以求感生电动势之外， 如果知道磁场的变化

率， 还能求感生电场。
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E 感生电场

法拉第定律中的电场对电荷的作用类似于静电场， 但结构上很不一样。 两

种电场都能让电荷加速， 都有单位 N / C 或 V / m， 而且也都可以用场线表示。 但

是电荷产生的电场场线源自正电荷， 终止于负电荷（因此在这些点的散度不为

零）， 而变化的磁场产生的感生电场场线则形成环路， 没有起点和终点（因此散

度为零）。
重要的是要认识到， 出现在法拉第定律常规形式中的（该形式右边为整个磁

通量的导数）电场是在计算环路路径的每一段 dl 时的参照坐标系中测量的电场。
强调这个区别的原因是只有在这个坐标系中， 电场线才是确实绕回其本身。

电荷产生的电场和感生电场的例子如图 3. 1 所示。

图 3. 1　 电荷产生的电场和感生电场

注： 值得注意的是， 这些场都是 3 维的， 在本书的网站上有其 3-D 视图。
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　 　 图 3. 1b 中感生电场驱动的电流产生的磁通量与磁场变化导致的磁通量变化

相反。 在这个例子中， 磁铁向右移动意味着向左的磁通量在减少， 因此感生电

流会产生向左的磁通量。
下面这些经验法则会有助于你描绘出由变化磁场产生的电场：
●　 变化磁场产生的感生电场的场线必须形成完整的环。
●　 任意一点的净电场为该点处存在的所有电场的矢量和。
●　 电场线从不相交， 因为这意味着在一个位置上有两个不同的电场方向。
总的来说， 法拉第定律中的电场表示路径 C 上各点的感生电场， 而 C 则是

磁通量随时间变化的曲面边界。 无论路径是沿着空间还是沿着物理材料， 感生

电场都存在。
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∮
C
（）dl 线积分

要理解法拉第定律， 关键是理解线积分的意义。 这种积分在物理和工程中

很常见， 你以前可能遇到过， 也许是在面对这样的问题时： 求密度沿长度变化

的线的总质量。 这个问题可以很好地解释线积分。
如图 3. 2a 所示变密度的线。 要求线的总质量， 想象将线分为许多小段， 各

段的线密度 λ（单位长度的质量）大致不变， 如图 3. 2b 所示。 各段的质量是各段

的线密度与段长 dxi 的乘积， 总质量为各段质量之和。
如果分为 N 段， 则

质量 = Σ
N

i = 1
λ idxi， （3. 1）

当段长趋于 0 时， 段质量之和就变成了线积分：

质量 = ∫L
0
λ（x）dx。 （3. 2）

上式即为标量函数 λ（x）的线积分。 要全面理解法拉第定律的左边， 还要理解如

何将这个概念扩展到矢量场的路径积分， 下一节将对此进行阐释。

图 3. 2　 标量函数的线积分
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∮
C
A·dl 矢量场的环流

矢量场沿闭合路径的线积分称为场的环流。 理解这个运算的一个好办法是

考虑沿一条路径移动物体所做的功。
你可能记得， 当物体受力移动时会做功。 如果力（F）的大小不变， 并且与位

移（dl）的方向一致， 则力做的功（W）就是力的大小与位移的乘积：
W = F dl 。 （3. 3）

这种情形如图 3. 3a 所示。 在许多情形中， 位移与力的方向不一致， 这时就

必须求出力沿位移方向的分量， 如图 3. 3b 所示。

图 3. 3　 物体受力移动

这时， 力做的功等于力沿位移方向的分量乘以位移量。 这用第 1 章介绍的

点乘最容易表示：
W = F·dl = F dl cosθ， （3. 4）

式中， θ 是力与位移之间的夹角。
在最一般的情形中， 力 F 以及力与位移之间的夹角可能都是变化的， 这意

味着力在各段上的投影可能不一样（也有可能力的大小沿路径变化）。 这个一般

情形如图 3. 4 所示。 注意随着路径从起点向终点蜿蜒， 力沿位移方向的分量有

明显变化。
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图 3. 4　 力沿物体路径的分量

　 　 在这种情形下要求所做的功， 可以将路径视为许多小段组成的， 每一段上

力的分量保持不变。 在各段做的增量功（dWi）就是各段上力沿路径的分量乘以段

长（dli）———这正好就是点乘。 因此，
dWi = F·dli， （3. 5）

而沿整条路径做的功就是在各段做的功的和， 即

W = Σ
N

i = 1
dWi = Σ

N

i = 1
F·dli。 （3. 6）

你可能已经知道了， 让段长趋于 0， 求和就变成了沿路径的积分：

W = ∫
P

F·dl。 （3. 7）

因此， 在这种情形下做的功等于矢量 F 沿路径 P 的线积分。 这个积分类似

于求变密度线的质量的线积分， 但是这里被积函数不再是标量函数 λ， 而是两个

矢量的点积。
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　 　 虽然在这个例子中力是不变的， 但是在力的大小和方向随路径变化的矢量

场中， 这个分析同样成立。 式（3. 7）右边的积分可以针对任何矢量场 A 和任何路

径 C。 如果路径是闭合的， 则积分就是矢量场沿路径的环流：

环流 ≡ ∮
C

A·dl。 （3. 8）

下一节将看到， 电场的环流是法拉第定律的重要组成部分。
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∮
C
E·dl 电场环流

感生电场的场线形成闭合的环， 因此这种电场可以沿回路驱动带电粒子。
电荷沿回路的运动恰好就是电流的定义， 因此感生电场可以作为电流的发电机。
这就是为什么电场沿回路的环流被称为“电动势”：

电动势（emf） = ∮
C
E·dl。 （3. 9）

当然， 电场沿路径的积分不是力（力的单位是牛顿）， 而是单位电荷在力的

作用下沿距离的累加（单位为牛顿 / （库仑 ×米）， 同伏特一样）。 不过这个现在已

经成了标准术语， “电动势源”经常既用于感生电场也用于电池等电能源。
那感生电场沿路径的环流到底是什么呢？ 它就是电场对沿这条路径移动的

单位电荷所做的功， 用 F / q 替换环路积分中的 E 就能看出这一点：

∮
C
E·dl = ∮

C

F
q ·dl =

∮
C
F·dl

q = W
q ， （3. 10）

因此， 感生电场的环流是分配给沿回路运动的每库仑电荷的能量。
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d
dt ∫SB·nda 磁通量的变化率

法拉第定律常规形式的右边看上去可能有点眼熟， 仔细观察就会发现其主

要部分就是磁通量（ΦB）：

ΦB = ∫
S
B·nda。

如果你认为根据高斯磁场定律结果应该等于零， 那么请看仔细点。 这个积

分中的表达式是针对曲面 S 的， 而高斯定律的积分是专门针对闭合曲面的。 穿

过一个开放曲面的磁通量（正比于磁力线）是有可能不为零的———只有当曲面是

闭合的， 穿入曲面的磁力线数量才会一定等于穿出曲面的磁力线数量。
因此法拉第定律常规形式的右边与穿过曲面 S 的磁通量有关———确切地说，

就是磁通量随时间的变化率。 如果你对穿过曲面的磁通量会怎样变化感兴趣，
只需观察方程然后问自己公式中的什么会随时间变化。 有三种可能， 如图 3. 5
所示：

●　 B 的幅值可能变化： 磁场强度可能变大或变小， 导致穿过曲面的场线数

量变化。
●　 B 与曲面法向量的夹角可能变化： 改变 B 或是曲面法向量的方向会导致

B·n 变化。
●　 曲面的面积可能变化： 即使 B 的幅值以及 B 和曲面法向量的方向都不变，

改变曲面的面积也会改变穿过曲面的磁通量。
其中每一种变化， 或是它们的组合， 都会导致法拉第定律右边的结果不能

为零。 而由于法拉第定律的左边是感生电动势， 因此就可以理解感生电动势与

变化的磁通量的关系。
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图 3. 5　 磁通量与感生电流

　 　 为了将法拉第定律的数学陈述与物理效应联想到一起， 考虑图 3. 5 所示磁

场和导电线圈。 根据法拉第的发现， 有磁通量穿过回路并不会在回路中产生电

流。 因此， 在静止的导电线圈附近放置一条静止的磁铁并不会感生出电流（在这

种情形中， 磁通量不随时间变化， 因此对时间的导数为零， 感生电动势也必定

为零）。
当然， 法拉第定律告诉我们改变穿过曲面的磁通量就会在曲面边界上的任

何回路中感生出电动势。 因此， 如图 3. 5a 所示， 让磁铁向环移动或是远离环，
就会导致穿过环围绕的曲面的磁通量变化， 从而产生沿着回路的感生电动势㊀。

㊀　 为了简单起见， 你可以想象张开在环上的平面， 不过法拉第定律对被环围绕的所有曲面都成立。

在图 3. 5b 中， 磁通量的变化不是由磁铁运动产生的， 而是由于环的旋转产

生的。 这会改变磁场与曲面法向量的夹角， 从而改变 B·n， 在图 3. 5c 中， 环包

围的面积随时间变化， 从而改变曲面的磁通量。 在这些情形中， 请注意感生电

动势的大小并不取决于穿过圆环的磁通量的总量———它取决于磁通量的变化有

多快。
在了解怎样用法拉第定律解题之前， 还应当考虑感生电场的方向， 这可以

根据楞次定律判断。
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- 楞次定律

法拉第定律右边的减号包含了许多物理内容， 因此它有个名副其实的名字：
楞次定律。 这个名字源于德国物理学家楞次（Heinrich Lenz）， 正是他提出了关于

变化磁场感生的电流方向的重要见解。
楞次的见解是： 变化磁场感生的电流方向总是对抗磁通量的变化。 如果穿

过回路的磁通量增加， 则感生电流会产生相反方向的磁通量以补偿磁通量的增

加。 这种情形如图 3. 6a 所示， 图中磁铁向圆环移动， 使得来自磁铁的往左边的

磁通量增加， 产生方向如图所示的感生电流， 电流产生向右的磁通量， 以对抗

来自磁铁的磁通量的增加。
另一种情形如图 3. 6b 所示， 磁铁远离圆环， 穿过回路的左向磁通量减少。

在这种情形下， 感生电流以相反的方向流动， 产生左向磁通量以补偿来自磁铁

的磁通量的减少。
重要的是要认识到， 无论是否存在能让电流流通的导体回路， 变化的磁通

量都会感生出电场。 因此， 即使没有传导电流真地沿路径流动， 楞次定律还是

会告诉你沿特定路径的感生电场的环绕方向。

图 3. 6　 感生电流的方向
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∮
C
E·dl = - d

dt ∫SB·nda 应用法拉第定律（积分形式）

下面的例子展示了怎样用法拉第定律解决涉及变化的磁通量和感生电动势

的问题。
例 3. 1　 给定磁场随时间变化的表达式， 确定在特定大小的环中感生的电动

势。
问题　 给定磁场如下

B（y， t） = B0
t
t0

〓

〓
〓

〓

〓
〓
y
y0
z。

求 xy 平面上一个角在原点的边长为 L 的矩形环中感生的电动势。 同时确定环中

的电流方向。
解　 根据法拉第通量法则，

电动势 = - d
dt ∫SB·nda。

对 xy 平面上的环， n = z， da = dxdy， 因此

电动势 = - d
dt ∫

L

y = 0
∫L
x = 0

B0
t
t0

（ ） yy0
z·zdxdy，

电动势 = - d
dt L ∫L

y = 0
B0

t
t0

（ ） yy0
dy[ ] = - d

dt B0
t
t0

（ ） L
3

2y0
[ ]。

对时间取导数， 得

电动势 = - B0
L3

2t0y0
。

由于向上的磁通量随时间增加， 电流将产生向下（ - z）的磁通量。 这意味着电流

将以从上往下看的顺时针方向流动。
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　 　 例 3. 2　 给定在不变磁场中导体圆环方向变化的表达式， 求圆环中的感生电

动势。
问题　 如图所示半径为 r0 的圆环在不变磁场中以角速度 ω 旋转。

（a） 求圆环中感生电动势的表达式。
（b） 如果磁场的幅值是 25μT， 圆环半径为 1cm， 电阻为 25Ω， 旋转角速度

ω 为 3rad / s， 求圆环中的最大电流。
解　 （a）根据法拉第通量法则， 电动势为

emf = d
dt ∫SB·nda。

由于磁场和环的面积不变， 因此

emf = - ∫
S

d
dt（B·n）da = - ∫

S
B d

dt（cosθ）da。

利用 θ = ωt， 得到

emf = - ∫
S

B d
dt（cosωt）da = - B d

dt（cosωt） ∫Sda。
对时间求导数并积分， 得

emf = B ω（sinωt）（πr20）。
（b） 根据欧姆定理， 电流等于电动势除以回路电阻， 即

I = emf
R =

B ω（sinωt）（πr20）
R 。

当 sin（ωt） = 1 时， 电流最大， 因此最大电流为

I = （25 × 10 - 6）（3）[π（0. 012）]
25 = 9. 4 × 10 - 10A。
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　 　 例 3. 3　 给定不变磁场中导体环尺寸变化的表达式， 求环的感生电动势。
问题　 垂直于不变磁场的圆环尺寸随时间变小。 如果圆环半径为 r（ t） = r0（1

- t / t0）， 求环中的感生电动势。
解　 由于圆环垂直于磁场， 环的法向量平行于 B， 根据法拉第通量法则有

emf = - d
dt ∫SB·nda = - B d

dt ∫Sda = - B d
dt（πr

2）。

代入 r（ t）并对时间求导数， 得

emf = - B d
dt πr20 1 - t

t0
（ ）

2

[ ] = - B πr20（2） 1 - t
t0

（ ） - 1
t0

（ ）[ ]，

或

emf =
2 B πr20

t0
1 - t

t0
〓

〓
〓

〓

〓
〓。
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3. 2　 法拉第定律微分形式

法拉第定律的微分形式通常写为

Δ× E = - ∂B
∂t 　 法拉第定律。

方程的左边是电场旋度的数学描述———场线围绕一点旋转的趋势。 右边表示磁

场随时间的变化率。
电场旋度在下一节会详细讨论。 现在请先理解法拉第定律微分形式的主要

思想：

随时间变化的磁场会产生环绕的电场。

为了有助于理解法拉第定律微分形式中各符号的意义， 下面给出展开图：
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Δ× Del 叉乘———旋度

矢量场的旋度是对场绕一点旋转的趋势的度量（类似于散度是对场从一点流

开的趋势的度量）。 这个术语也是麦克斯韦提出的； 他考虑了几个候选词汇， 包

括“转度”和“扭度”（他认为有些过于随意）， 最后选定了“旋度”。
散度是通过考虑穿过包围关注的点的无穷小曲面的通量得出的， 而特定点

的旋度则是通过考虑围绕这一点的无穷小路径的每单位面积的环流得出的。 矢

量场 A 的旋度的数学定义是

n·curl（A） = （ Δ× A）·n = lim
ΔS→0

1
ΔS ∮

C

A·dl， （3. 11）

式中， C 是围绕关注点的路径； ΔS 是路径包围的曲面面积。 在这个定义中， 旋

度的方向为环流最大的曲面的法向量方向。
这个表达式对于定义旋度有用， 但对实际计算特定场的旋度用处不大。 在

这一节后面你会看到旋度的其他公式， 但让我们先考虑一下图 3. 7 所示的矢量

场。

图 3. 7　 有各种旋度值的矢量场

想象场线表示的是液体的流线， 就会容易找出各个场中旋度大的位置。 然

后寻找在点的两边流矢量（幅值、 方向或两者都满足）明显不同的点。
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　 　 为了辅助这个思维实验， 想象在流体中的每一点放置一个小螺旋桨， 如果

流动会导致螺旋桨旋转， 则桨轮的中心就是旋度不为零的点。 旋度的方向沿着

螺旋桨的轴（旋度是矢量， 必须具有幅值和方向）。 根据惯例， 正旋度方向是用

右手法则确定： 如果你沿环绕方向弯曲右手手指， 大拇指指向的就是正旋度方

向。
利用螺旋桨测试， 你可以发现图 3. 7a 中的点 1、 2 和 3 以及图 3. 7b 中的点 4

和 5 是高旋度的点。 图 3. 7b 中点 6 周围的均匀流和图 3. 7c 中点 7 周围的发散流

线不会使小螺旋桨旋转， 表明这些点的旋度很低或为零。
你可以用旋度或“del 叉乘” （ Δ× ）算子对笛卡儿坐标的微分形式来进行量

化：

Δ× A = i ∂
∂x + j ∂

∂y + k ∂
∂z

〓

〓
〓

〓

〓
〓 × （ iAx + jAy + kAz）。 （3. 12）

矢量叉乘可写为行列式：

Δ× A =

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

， （3. 13）

或展开为
Δ× A = ∂Az

∂y -
∂Ay

∂z
〓

〓
〓

〓

〓
〓i + ∂Ax

∂z -
∂Az

∂x
〓

〓
〓

〓

〓
〓j + ∂Ay

∂x -
∂Ax

∂y
〓

〓
〓

〓

〓
〓k。 （3. 14）

请注意 A 的旋度的各个分量表示的是场在一个坐标平面上旋转的趋势。 如

果场在某个点的旋度的 x 分量大， 则表明在 y - z 平面上场环绕这一点有显著的

旋转。 旋度的总体方向代表围绕这个方向旋转最显著， 旋转的方向则根据右手

法则判断。
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　 　 如果你对这个方程中的项是如何度量旋转感兴趣， 可以考虑图 3. 8 所示矢

量场。 首先， 看图 3. 8a 中的场和方程中的 x 分量： 这一项与 Az 随 y 的变化和 Ay

随 z 的变化有关。 沿 y 轴从关注的点的左边到右边， Az 明显增加（在点的左边为

负， 右边为正）， 因此∂Az / ∂y 项为正。 再来看 Ay， 可以发现在点的下面为正， 上

面为负， 因此沿 z 轴减小。 因此∂Ay / ∂z 为负， 从而∂Az / ∂y 的减少会使旋度的值增

加。 因此所关注的点的旋度值很大， 与从 A 环绕这一点的旋转得出的结论一致。

图 3. 8　 ∂Ay / ∂z 和∂Az / ∂y 对旋度值的影响

图 3. 8b 中的情形很不一样。 在这个例子中， ∂Az / ∂y 和∂Ay / ∂z 都为正， 用

∂Az / ∂y减去∂Ay / ∂z 会得到较小的结果， 因此旋度的 x 分量会很小。 旋度处处为零

的矢量场称为“无旋场”。
下面是圆柱坐标和球坐标系中旋度的表达式：

Δ× A≡ 1
r

∂Az

∂φ -
∂Aφ

∂z
〓

〓
〓

〓

〓
〓r + ∂Ar

∂z -
∂Az

∂r
〓

〓
〓

〓

〓
〓φ + 1

r
∂（ rAφ）

∂r -
∂Ar

∂φ
〓

〓
〓

〓

〓
〓z

（圆柱坐标）， （3. 15）

Δ× A≡ 1
rsinθ

∂（Aφsinθ）
∂θ -

∂Aθ

∂φ
〓

〓
〓

〓

〓
〓r + 1

r
1

sinθ
∂Ar

∂φ -
∂（ rAφ）

∂r
〓

〓
〓

〓

〓
〓θ

+ 1
r

∂（ rAθ）
∂r -

∂Ar

∂θ
〓

〓
〓

〓

〓
〓φ（球坐标）。 （3. 16）
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Δ× E 电场的旋度

电荷产生的电场从正电荷所在的点散开， 汇聚到负电荷所在的点， 这样的

场不会绕回它们自身。 从图 3. 9a 所示电偶极子的场线可以理解这一点。 假设一

条闭合路径沿着从正电荷散开的电场线前进， 如图中虚线所示。 要将路径闭合

并回到正电荷， 路径的一部分必须逆着电场线。 在这一段， E·dl 为负， 这部分

路径的作用会抵消 E 和 dl 同向的那部分路径的 E·dl 的正值。 一旦你沿路径走

完一圈， E·dl 的积分刚好等于零。

图 3. 9　 电荷产生电场与感生电场中的闭合路径

因此， 电偶极子的场同所有静电场一样， 没有旋度。
变化磁场感生的电场则很不一样， 如图 3. 9b 所示。 存在变化磁场的地方，

就会感生出环绕的电场。 与电荷产生的电场不同， 感生电场没有起始和终止

点———它们不断循环并环绕回自身。 如果穿过任何曲面的 B 在变化， 则沿曲面

边界对 E·dl 积分得到的结果就不为零， 这意味着感生电场有旋度。 B 变得越

快， 则感生电场旋度的幅值越大。
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Δ× E = - ∂B
∂t 应用法拉第定律（微分形式）

法拉第定律的微分形式在推导电磁波方程时极为有用， 这在第 5 章会介绍。
你可能还会遇到两类可以用这个方程解决的问题。 一种是给定磁场随时间变化

的函数， 要求感生电场的旋度。 另一种则是给定感生电场的表达式， 要求确定

磁场随时间的变化率。 下面是这两类问题的例子。
例 3. 4　 给定磁场随时间变化的函数， 求电场的旋度。
问题　 给定某位置的磁场随时间变化的函数 B（ t） = B0cos（kz - ωt） j，
（a） 求此位置的感生电场的旋度。
（b） 若已知 Ez 为零， 求 Ex。
解　 （a）根据法拉第定律， 电场旋度为矢量磁场对时间求导数再取负数。 因

此

Δ× E = - ∂B
∂t = -

∂[B0cos（kz - ωt）] j
∂t ，

或

Δ× E = - ωB0sin（kz - ωt） j。
（b） 旋度的分量表示为

∂Ez

∂y -
∂Ey

∂z
〓

〓
〓

〓

〓
〓i + ∂Ex

∂z -
∂Ez

∂x
〓

〓
〓

〓

〓
〓j + ∂Ey

∂x -
∂Ex

∂y
〓

〓
〓

〓

〓
〓k = - ωB0sin（kz - ωt） j。

让 j 分量相等， 并让 Ez = 0，得到

∂Ex

∂z
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - ωB0sin（kz - ωt）。

对 z 积分，得

Ex = ∫ - ωB0sin（kz - ωt）dz = ω
k B0cos（kz - ωt），

此处省略积分常数。
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　 　 例 3. 5　 给定感生电场的表达式， 求磁场随时间的变化率。
问题　 给定感生电场如下，

E（x， y， z） = E0
z
z0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

i + x
x0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

j + y
y0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

k[ ]，
求磁场随时间的变化率。

解　 根据法拉第定律， 感生电场的旋度等于磁场随时间变化率的负数。 因

此

∂B
∂t = - Δ× E，

依题意可得

∂B
∂t = - ∂Ez

∂y -
∂Ey

∂z
〓

〓
〓

〓

〓
〓i - ∂Ex

∂z -
∂Ez

∂x
〓

〓
〓

〓

〓
〓j - ∂Ey

∂x -
∂Ex

∂y
〓

〓
〓

〓

〓
〓k，

∂B
∂t = - E0

2y
y0

〓

〓
〓

〓

〓
〓i + 2z

z0
〓

〓
〓

〓

〓
〓j + x

x0

〓

〓
〓

〓

〓
〓k[ ]。

习题

下面的题目将强化你对法拉第定律的理解。 本书的网站上有完整答案。
3. 1　 磁场随时间变化， B（ t） = B0e - 5t / t0 i， 边为 a 的正方形环路位于 yz 平

面， 求环的感生电动势。
3. 2　 边长为 L 的正方形导体回路旋转， 环路平面法向量与一个固定磁场 B

的夹角变化为 θ（ t） = θ0（ t / t0）； 求环的感生电动势。
3. 3　 如图所示， 在指向纸面的不变均匀磁场中， 导体长条以速度 v 沿导体

轨道下降。
（a）求环路中感生电动势的表达式。
（b）判断环路中的电流方向。
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　 　 3. 4　 如图所示， 边长为 a 的正方形环路以速度 v 进入垂直于环路平面且幅

值为 B0 的磁场。 画出环路进入磁场、 在磁场中和离开磁场时的感生电动势图。

3. 5　 如图所示， 半径为 20cm、 电阻为 12Ω 的导线圈环绕在长为 38cm、 半

径为 10cm 的 5 圈螺线管上。 如果螺线管的电流在 2s 内从 80mA 线性增长到

300mA， 求线圈中的最大电流。

3. 6　 边长分别为 25cm 和 40cm 的 125 圈矩形导线圈在 3. 5mT 的垂直磁场中

绕水平轴旋转。 要使线圈的感生电动势达到 5V， 旋转速度应为多大？
3. 7　 长直螺线管中的电流变化为 I（ t） = I0sin（ωt）。 用法拉第定律求螺线管

内部和外部感生电场随 r 变化的函数， 其中 r 为与螺线管轴线的距离。
3. 8　 长直导线的电流以 I（ t） = I0e - t / τ减小。 求如图所示与导线共面、 距离

为 d、 边长为 s 的正方形导线圈中的感生电动势。
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第 4 章　 安培-麦克斯韦定律

几千年来， 人类只知道某些铁矿石和被偶然或有意磁化的其他材料能产生

磁场。 1820 年， 法国物理学家安培（Andre-Marie Ampere）在得知丹麦的奥斯特

（Hans Christian Oersted）发现了电流可以让指南针偏转的几天后就开始着手将电

流和磁场的关系进行量化。
在 18 世纪 50 年代， 当麦克斯韦开始他的研究的时候， 将恒定电流和环形磁

场关联到一起的“安培”定律已经广为人知。 不过， 当时安培定律被认为只适用

于恒定电流的静态情形。 而麦克斯韦则是将另一种情形（变化的电通量）加了进

来， 从而将安培定律扩展到了时变情形。 更重要的是， 正是安培-麦克斯韦方程

中这一项的出现使得麦克斯韦认识到了光的电磁本质， 并发展出了电磁的综合

理论。

4. 1　 安培-麦克斯韦定律的积分形式

安培-麦克斯韦定律的积分形式通常是如下：

∮
C
B·dl = μ0 Ienc + ε0

d
dt∫SE·nda（ ）安培 - 麦克斯韦定律（积分形式）。

方程左边是沿着闭合路径 C 的环绕磁场的数学描述。 右边则包括了磁场的两个

来源； 静态导体电流和穿过 C 围绕的任意曲面 S 的变化电通量。



这一章将讨论磁场的环绕， 描述在计算磁场 B 时要考虑哪些电流， 并解释

为何变化的电通量会被称为“位移电流”。 后面也有用安培-麦克斯韦定律解决涉

及电流和磁场问题的例子。 同往常一样， 首先你要理解安培-麦克斯韦定律的主

要思想：

　 穿过曲面的电流或变化的电通量会产生沿曲面边界的环绕磁场。 　

也就是说， 如果一条路径中包围了电流， 或者以路径为边界的曲面中穿过

的电通量随时间变化， 就会沿路径产生磁场。
重要的是要认识到这条路径既可以是真实的也可以是想象的， 无论路径存

在与否， 都会产生电流。
下面是安培-麦克斯韦定律的展开图：

安培-麦克斯韦定律有什么用呢？ 如果知道包围的电流或电通量的变化， 你

可以用它来确定环绕的磁场。 另外， 在高度对称的场合， 你可以将 B 从点积和

积分中提取出来， 从而确定磁场的幅值。
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∮
C
B·dl 磁场环流

围着一条电流恒定的长直导线移动磁性指南针， 你会发现： 导线中的电流

会产生环绕导线的磁场， 并且离导线越远磁场越弱。
如果用更复杂一点的设备和无穷长导线， 你会发现磁场强度以 1 / r 降低， 其

中 r 是与导线的距离。 因此如果你让测量设备在移动时与导线的距离保持不变，
比如如图 4. 1 所示围着导线转圈， 磁场强度不会变化。 如果留意围着导线转圈

时磁场的方向， 你会发现它总是沿着路径方向， 垂直于导线的径向。

图 4. 1　 围绕通电导线的磁场

现在假想围着导线移动时每移动一小段就测量磁场的幅值和方向。 每一步，
得到磁场 B 沿路径增量 dl 的分量， 就可以得到 B·dl。 跟踪分析所有的 B·dl，
然后将整条路径的结果累加， 就得到了安培-麦克斯韦方程左边的离散形式。 让

路径增量不断缩短趋近于 0， 就变成了连续形式， 即磁场的环流：

磁场环流 = ∮
C
B·dl （4. 1）
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安培-麦克斯韦定律告诉我们， 这个量正比于积分路径（C）包围的电流和以

此路径为边界的任意曲面的电通量的变化率。 但如果你想用它来确定磁场的值，
则还需要将 B 从点积和积分中提取出来。 这意味着你在选择围绕导线的路径时

要很小心———正如将电场从高斯定律中提取出来时需要选择“特定的高斯曲面”
一样， 在确定磁场时也要选择“特定的安培环路”。

后面三节会讨论安培-麦克斯韦定律右边的各项， 然后会给出一些如何选择

路径的例子。
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μ0 真空磁导率

安培-麦克斯韦定律中左边磁场环流与右边包围电流和电通量变化率之间的

比例常数是 μ0， 真空磁导率。 就像电容率刻画的是电介质对所施加的电场的响

应一样， 磁导率刻画的是材料对所施加的磁场的响应。 安培-麦克斯韦定律中的

磁导率是真空磁导率（或“自由空间磁导率”）， 因此带有下标 0。
真空磁导率以国际标准单位计量时刚好是 4π × 10 - 7V·s / （A·m）； 这个单

位有时候也叫作 N / A2 或基本单位（m·kg / C2）。 因此， 当你使用安培-麦克斯韦

定律时， 要记得右边每项都乘以

μ0 = 4π × 10 -7V·s / （A·m）。
同高斯电场定律中的电导率一样， 这个量的存在并不意味着安培-麦克斯韦

定律只能应用于真空中的源和场。 安培-麦克斯韦定律的这种形式是通用的， 对

于所有电流都适用（无论是导体中还是真空中）。 在附录中有这个定律的另一个

版本， 对于处理磁性材料中的电流和场会更有用。
电介质对电场的作用和磁性物质对磁场的作用有一个有趣的区别， 许多磁

性材料中的磁场实际上要比所施加的磁场更强。 这是因为这些材料在处于外界

磁场中时会被磁化， 而且感生磁场与所施加的磁场方向相同， 如图 4. 2 所示。

图 4. 2　 螺旋线中磁心的作用

磁性材料的磁导率通常表

示为相对磁导率， 它是材料磁

导率与真空磁导率的比值：
相对磁导率 μr = μ / μ0。

（4. 2）
相对磁导率， 按材料可分为抗

磁性、 顺磁性或铁磁性。 抗磁

性材料的 μr 稍小于 1. 0， 因为

其有与施加磁场相反的微弱感

生磁场。 抗磁性材料包括金和

银， μr 约为 0. 99997。 顺磁性

材料产生的感生磁场略微加强施加磁场， 因此这类材料的 μr 稍大于 1. 0。 顺磁

性材料的一个例子就是铝， μr 为 1. 00002。
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铁磁性材料的情况更复杂， 其磁导率依赖于施加磁场。 一般， 该类材料磁

导率的最大值， 范围可以从镍和钴的几百到高纯度铁的 5000。
你可能还记得， 长直螺线管的电感表达式为

L = μN2A
l ， （4. 3）

式中， μ 为螺线管中材料的磁导率； N 为绕组圈数； A 为横截面积； l 为线圈长

度。
这个公式说明， 在螺线管中加入铁心能将电感增大 5000 倍以上。
同电容率类似， 任何介质的磁导率是确定电磁波在介质中传播速度的重要

参数。 只需用电感和电容测量 μ0 和 ε0 就能确定真空中的光速； 在这个实验中，
用麦克斯韦的话来说， 光在其中唯一的作用就是用来看仪器。
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Ienc 包围的电流

“包围的电流”听起来简单， 但安培-麦克斯韦定律的右边具体要包括哪些电

流还需仔细思考。
“包围”是通过路径 C 完成的， 对磁场的积分就是沿着它进行的， 这一点在

本章开头就应该清楚（如果你觉得想象包围什么的路径有困难， 也许“环绕”这个

词更好理解）。 不过； 思考一下如图 4. 3 所示路径和电流； 哪些电流被路径 C1、
C2 和 C3 包围， 哪些又没有被包围呢？

图 4. 3　 路径包围（和没有包围）的电流

回答这个问题最简单的办法就是想象一块张在路径上的薄膜， 如图 4. 4 所

示。 这样包围的电流就是穿过薄膜的净电流。

图 4. 4　 张在路径上的薄膜

之所以说“净”电流是因为必须考虑电流相对于积分方向的方向。 通常用右

手法则确定电流为正还是负： 依积分方向沿路径卷起右手手指， 大拇指指向的

就是正向电流的方向。 因此， 图 4. 4a 中， 如果沿 C1 的积分方向沿箭头所指， 则

包围的电流为 + I1； 如果积分方向反过来则为 - I1。
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利用薄膜方法和右手法则， 可以看出图 4. 4b、 c 中包围的电流都为零。 图

4. 4b 中没有包围净电流， 因为电流和为 I2 + （ - I2） = 0， 而图 4. 4c 中则没有电

流穿过薄膜。
这里需要理解的一个重要概念， 就是无论曲面是什么形状， 只要曲面是以

积分路径为边界， 包围的电流就都一样。 图 4. 4 所示曲面是最简单的， 但你也

可以选择如图 4. 5 那样的曲面， 包围的电流仍然一样。

图 4. 5　 以 C1、 C2 和 C3 为边界的其他曲面

请注意图 4. 5a 中电流 I1 只在一点穿过曲面， 因此包围的电流为 + I1， 这同

图 4. 4a 中平面薄膜的情形是一样的。 在图 4. 5b 中， 电流 I2 没有穿过“绒线帽”
曲面， 因此包围电流为 0， 这同图 4. 4b 中平面薄膜的情形也是一样的。 图 4. 5c
中的曲面 I3 被电流穿过了两次， 一次方向为正， 一次方向为负， 因此穿过曲面

的净电流仍然为 0， 同图 4. 4c 中的情形（电流完全避开了薄膜）还是一样。
选择曲面和确定包围的电流不仅仅是智力消遣。 在下一节我们会看到， 麦

克斯韦加到安培定律中的磁通量变化项的必要性， 通过练习对这一点会理解得

更为清楚。
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d
dt∫SE·nda 电通量的变化率

电通量的变化率这一项类似于法拉第定律中磁通量的变化率， 这在第 3 章

中曾介绍过。 在那种情形中， 穿过任何曲面的磁通量变化会沿曲面的边界路径

感生环绕电场。
纯粹出于对称的想法， 你可能会认为穿过曲面的电通量的变化会沿曲面的

边界路径感生环绕磁场。 毕竟磁场是环绕的———安培定律说的就是任何电流都

会产生这样的环绕磁场。 那为什么几十年过去了， 都没有人根据法拉第的磁感

应定律对应地提出“电感应”定律呢？
有一个原因， 电通量变化感生的磁场极为微弱， 很难被测量到， 因此在 19

世纪没有实验证据支持这样的定律。 另外， 电和磁之间的对称性并不总是成立；
宇宙中充斥着单独的电荷， 却明显缺乏相应的磁子。

麦克斯韦和其同时代的物理学家确实意识到了安培定律只能应用于恒定电

流， 因为其只有在静态情形中才符合电荷守恒原理。 为了更好地理解磁场与电

流的关系， 麦克斯韦设计了一个详细的概念模型， 在模型中磁场用机械涡轮表

示， 电场则用沿涡轮旋转方向被推动的微小粒子运动表示。 当麦克斯韦在模型

中加入了弹性的概念并允许磁涡轮受到压力时变形后， 他认识到在他的安培定

律机械版本中需要加入额外的一项。 理解了这一点， 麦克斯韦就能抛开机械模

型， 用额外的磁场来源重写安培定律。 这就是安培-麦克斯韦定律中电通量变化

的来源。
大部分教科书用以下三个方法之一来证明安培-麦克斯韦定律中变化电通量

这一项的必要性： 电荷守恒、 狭义相对论或者当安培定律应用于充电电容时导

致的不一致。 最后这个方法是最常见的， 这一节采用的也正是这个方法。
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考虑如图 4. 6 所示电路。 当开关闭合时， 电流 I 会从电池流向电容为其充

图 4. 6　 充电的电容

电。 电流产生环绕导线的磁场， 场的环流由安

培定律给出

∮
C
B·dl = μ0（ Ienc）。

在确定包围电流时会出现一个严重的问题。
根据安培定律， 包围的电流包括穿过以闭合路

径 C 为边界的任何曲面的所有电流。 然而当你

选择如图 4. 7a 所示的平面薄膜或图 4. 7b 所示

帽形曲面时， 得到的包围电流的结果却完全不

同。

图 4. 7　 确定包围电流的不同曲面

当电容充电时电流 I 穿过了平面薄膜， 却没有电流穿过帽形曲面（因为电荷

在电容板上累积）。 然而两者却都是以安培环路为边界， 因此无论曲面为什么形

状， 磁场沿环路的积分必定一样。
你可能注意到了这种不一致只有在电容充电时才会发生。 在开关闭合前电
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流为 0， 电容充满电后电流又会回到 0。 在这两种情形中， 穿过你想象的任何曲

面的包围电流都为 0。 因此当将安培定律扩展到充电电容和其他时变情形时， 对

其所做的任何修改都必须保证其在静态情形中的正确性。
认识到这些， 我们可以将问题这样表述： 既然在电容板之间没有传导电流，

那么这片区域磁场的来源是什么？
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由于电容充电时电荷在板上累积， 可知板间电场必定随时间变化。 这意味

着穿过介于板间的这部分帽形曲面的电通量也会变化， 因此可以用高斯电场定

律确定电通量的变化。
如图 4. 8 所示， 仔细调整曲面形状， 你可以将其变成“特定的高斯曲面”，

曲面上处处与电场垂直， 并且电场要么一样要么为 0。 忽略边缘效应， 两个带电

导体板之间的电场为 E = （σ / ε0）n， 其中 σ 是板上的电荷密度（Q / A）， 穿过曲面

的电通量为

ΦE = ∫
S
E·nda = ∫

S

σ
ε0

da = Q
Aε0
∫
S
da = Q

ε0
。 （4. 4）

图 4. 8　 电容板之间变化的电通量
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因此电通量随时间的变化为

d
dt ∫SE·nda（ ） = d

dt
Q
ε0

（ ） = 1
ε0

dQ
dt 。 （4. 5）

乘以真空电容率， 得

ε0
d
dt ∫SE·nda（ ） = dQ

dt 。 （4. 6）

因此， 电通量随时间的变化率乘以电容率得到的单位是电荷量除以时间（即
C / s， 国际标准单位 A）， 也就是电流的单位。 而类似电流的量正是我们所期望

的环绕曲面边界的磁场的额外来源。 虽然没有电流真的穿过曲面， 但是由于历

史原因， 电容率与穿过曲面的电通量变化的乘积还是被称为“位移电流”。 位移

电流的定义为

Id ≡ ε0
d
dt ∫SE·nda（ ）。 （4. 7）

无论怎么称呼， 麦克斯韦加入到安培定律中的这一项展现了他在物理学方

面深刻的洞察力， 同时也为他日后发现光的电磁本质奠定了基础。
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∮
C
B·dl = μ0 Ienc + ε0

d
dt∫SE·nda〓

〓
〓

〓

〓
〓

应用安培-麦克斯韦定律（积分形式）

类似于高斯电场定律， 安培-麦克斯韦定律中的磁场被积分号包围， 并且通

过点积同其他矢量耦合在一起。 可想而知， 只有高度对称的情形才能用这个定

律确定磁场。 幸运的是， 几个有趣的和真实的几何对象具有所需的对称性， 包

括长直通电导线和平行板电容器。
对这类问题， 挑战在于找出安培环路， 在环路上 B 均匀并且与环路夹角不

变。 然而， 问题还没有解决又怎么知道 B 是什么样的呢？
在许多情况下， 根据过去的经验或实验证据， 我们已经对磁场的特性有了

一定的认识。 但如果不是这样， 又怎么才能画出安培环路呢？
对这个问题并没有标准答案， 但最好的办法是通过逻辑推理得到有用的结

果。 即使是复杂的几何对象， 也可能用毕奥-萨伐尔定律， 根据对称性考虑消除

一些分量， 判断出场的方向。 另外， 可以通过假设 B 的各种特征， 然后看从中

是否能推导出合理的结果。
例如， 对于涉及长直导线的问题， 可以这样推理： 离导线越远， B 的幅值

肯定越小； 否则奥斯特在丹麦进行演示时肯定会误导世界各地的指南针， 而这

显然是不可能的。 另外， 由于导线是圆的， 没理由认为导线一边的磁场会与另

一边的磁场不同。 因此如果 B 随着与导线距离的增加而减小， 那围着导线肯定

都是一样的， 可以有把握地认为 B 为常数的路径应当是以导线为中心的圆并且

垂直于电流方向。
然而， 要解决安培定律中 B 与 dl 的点积， 还需要让路径与磁场的夹角保持

不变（最好是 0°）。 如果 B 的径向和横向分量都随距离变化， 则路径与磁场之间

的夹角就有可能取决于与导线的距离。
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如果你理解了毕奥-萨伐尔定律中 dl 和 r 的叉乘， 可能会怀疑这里不是这

样。 为了证实这一点， 假设 B 有直接指向导线的分量。 如果你顺着电流的方向

沿着导线向前看， 你会看到电流离你而去并且磁场指向导线。 而如果在同一时

间你的朋友朝着与你相反的方向看， 她会看到电流向着她流去并且磁场也是指

向导线。
现在想一想， 如果将电流反向会有什么结果。 根据毕奥-萨伐尔定律， 磁场

正比于电流（B∝I）， 让电流反向必定也会让磁场反向， B 应当从导线向外指。
现在再沿原来的方向看， 你会发现电流流向你（开始是远离你， 现在反向了），
磁场则从导线往外指。 你的朋友也沿着原来的方向看， 她会看到电流远离她，
磁场则指向导线。

同你朋友的观察进行比较， 你会发现逻辑不一致。 你会说“远离我的电流会

产生指向导线的磁场， 流向我的电流会产生从导线往外指的磁场”。 而你朋友观

察到的则与之相反。 另外， 如果你们交换位置后重复实验， 你们会发现原来的

结论不再成立。
如果磁场环绕导线， 没有径向分量， 就不会有这种不一致。 如果 B 只有 φ

分量㊀， 则所有观察者都会同意远离观察者的电流产生顺时针磁场， 而流向观察

者的电流则产生逆时针磁场。

　 　 ㊀　 本书的网站上有关于柱面坐标系和球面坐标系的回顾内容。

在缺乏外部证据时， 这类逻辑推理是你在设计合适的安培环路时最好的引

导。 因此， 对于涉及直导线的问题， 对环路的合乎逻辑的选择就是以导线为中

心的圆圈。 环路应当选多大呢？ 取决于你设计安培环路的初衷（如求某些位置磁

场的值）。 因此让你的安培环路通过那个位置。 换句话说， 环路半径应当等于导

线与你要求磁场值的目标点的距离。 后面的例子展示了具体做法。
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例 4. 1　 给定导线中的电流， 求导线内部和外部的磁场。
问题　 半径为 r0 的长直导线通有恒定电流 I， 电流在导线截面上均匀分布。

求半径 r 处的磁场幅值， r 为到导线中心的距离， 包括 r > r0 和 r < r0。
解　 由于电流恒定， 因此可以利用安培定律的原始形式，

∮
C
B·dl = μ0（ Ienc）。

要求导线外部（ r > r0）的 B， 可利用前面的逻辑推理画出导线外部的环路， 如图

4. 9 所示安培环路#1。 由于 B 和 dl 都只有 φ 分量， 如果根据右手法则确定积分

方向， 两者方向也一样， 因此点积 B·dl 变成 B dl cos 0°。 又由于 B 沿

着环不变， 得到积分为

∮
C
B·dl = ∮

C
B dl = B∮

C
dl = B（2πr），

图 4. 9　 半径为 r0 的长直通电导线的安培环路
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其中， r 为安培环路的半径㊀。 根据安培定律， 沿着环路对 B 的积分等于包围的

电流乘以真空磁导率， 而这里包围的电流就是 I， 因此

B（2πr） = μ0（ Ienc） = μ0 I，
由于 B 的方向为 φ， 因此

B =
μ0 I
2πrφ，

同表 2. 1 中的式子一致。 这表明在导线外部磁场以 1 / r 减小， 等同于电流集中在

导线的中心。
要求导线内部的磁场， 可以用同样的逻辑推理画出更小的环路， 如图 4. 9

所示的安培环路#2。 这里唯一的区别在于不是所有的电流都包围在环路中； 因

为电流在导线整个截面上均匀分布， 电流密度㊁为 I / （πr20）， 通过环路的电流就

是电流密度乘以环的面积。 因此

包围的电流 =电流密度 ×环路面积

或

Ienc =
I

πr20
πr2 = I r

2

r20
。

将其代入安培定律， 得

∮
C
B·dl = B（2πr） = μ0 Ienc = μ0 I

r2

r20
，

或

B =
μ0 Ir
2πr20

。

因此， 导线内部的磁场随着与导线中心的距离呈线性递增， 在导线表面处达到

最大。

㊀　 理解这一点的另一种方式是将 B 记为 Bφφ， 将 dl 记为（ rdφ） φ， 这样就有 B·dl = Bφ rdφ 和

∫2π
0

Bφ rdφ = Bφ（2πr）。

㊁　 如果你不是很理解导线密度， 这一章后面会有一节讲到这个问题。
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　 　 例 4. 2　 给定电容电荷随时间的变化， 求板间电通量的变化率和特定位置产

生的磁场的幅值。
问题　 电势差为 ΔV 的电池， 通过电阻为 R 的导线， 对半径为 r0、 电容为 C

的圆形平行板电容器充电。 求板间电通量的变化率关于时间的函数以及距板中

心 r 处的磁场。
解　 根据式（4. 5）， 板间电通量的变化率为

dΦE

dt = d
dt ∫SE·nda（ ） = 1

ε0

dQ
dt ，

其中， Q 为每个板上的总电荷。 因此首先要确定电容器在充电时板上电荷随时

间的变化。 如果你学习过 RC 串联电路， 可能还记得相关的公式为

Q（ t） = CΔV（1 - e - t
RC），

其中， ΔV、 R 和 C 分别表示电势差、 串联电阻和电容。 因此，
dΦE

dt = 1
ε0

d
dt CΔV（1 - e - t

RC）[ ] = 1
ε0

CΔV 1
RCe

- t
RC〓

〓
〓

〓

〓
〓 = ΔV

ε0R
e - t

RC。

这就是板间总电通量的变化率。 要求距离板中心 r 处的磁场， 还要构造安培环路

来帮助你将磁场从安培-麦克斯韦定律的积分中提取出来：

∮
C
B·dl = μ0 Ienc + ε0

d
dt∫SE·nda（ ），

由于电容板间没有电流， 即 Ienc = 0， 故

∮
C
B·dl = μ0 ε0

d
dt∫SE·nda（ ）。
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　 　 同前面的例子一样， 你需要设计出特定的安培环路， 使得其在环路上的磁

场幅值不变， 方向与积分方向一致。 根据与直导线类似的逻辑， 你会发现最好

的选择是构造平行于板的环， 如图 4. 10 所示。

图 4. 10　 电容板间的安培环路

环路的半径为 r， 也等于是在求磁场的目标点与板中心的距离。 当然， 不是

所有的板间电通量都穿过环， 因此还需要修正电通量变化的公式。 穿过半径为 r
的环的电通量占总电通量的比例就是环的面积与板的面积之比， 即 πr2 / πr20， 因

此穿过环路的电通量的变化率为

dΦE

dt
〓

〓
〓

〓

〓
〓

环

= ΔV
ε0R

e - t
RC

r2

r20
〓

〓
〓

〓

〓
〓，

将其代入安培-麦克斯韦定律得到

∮
C
B·dl = μ0 ε0

ΔV
ε0R

e - t
RC r2

r20
（ ）[ ] =

μ0ΔV
R e - t

RC r2

r20
（ ），

又根据与例 4. 1 相同的对称性推理， 选择的安培环路允许将 B 从点积和积分中

提取出来， 即

∮
C
B·dl = B（2πr） =

μ0ΔV
R e - t

RC r2

r20
（ ），

可得

B =
μ0ΔV
2πrRe

- t
RC

r2

r20
〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

μ0ΔV
2πR e - t

RC
r
r20

〓

〓
〓

〓

〓
〓，

表明磁场随着与电容板中心的距离呈线性递增， 随着时间呈指数减小， 当 t = RC
时降为初始值的 1 / e。
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4. 2　 安培-麦克斯韦定律微分形式

安培-麦克斯韦定律的微分形式通常写为

Δ× B = μ0 J + ε0
∂E
∂ t

〓

〓
〓

〓

〓
〓安培-麦克斯韦定律。

方程的左边是磁场旋度的数学描述———场线围绕一点旋转的趋势。 右边的

两项表示电流密度和电场随时间的变化率。
这些项会在后面各节详细讨论。 现在请先理解安培-麦克斯韦定律微分形式

的主要思想：

电流和随时间变化的电场会产生环绕的电场。

为了有助于理解安培-麦克斯韦定律微分形式中各符号的意义， 下面给出展

开图：
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Δ× B磁场的旋度

安培-麦克斯韦定律微分形式的左边表示的是磁场的旋度。 所有磁场， 无论

是由电流还是变化的电场产生的， 都会绕回其自身形成连续的环路。 而所有绕

回其自身的场都至少有一处的场的路径积分不为零。 对于磁场， 旋度不为零的

位置位于有电流流动或是电场变化的地方。
重要的是要认识到正是由于磁场的环绕， 才不能得出场中旋度处处不为零

的结论。 一个常见的错误是认为矢量场中弯曲的地方旋度就不为零。
要理解这为什么不对， 考虑如图 2. 1 所示无穷长直线电流的磁场。 磁场线

环绕电流， 根据表 2. 1 可知磁场的方向为 φ并且以 1 / r 递减

B =
μ0 I
2πrφ。

通过圆柱坐标系可以直接求出这个场的旋度

Δ× B = 1
r

∂Bz

∂ φ -
∂Bφ

∂ z
〓

〓
〓

〓

〓
〓r + ∂Br

∂ z -
∂Bz

∂ r
〓

〓
〓

〓

〓
〓φ + 1

r
∂ （ rBφ）

∂ r -
∂Br

∂ φ[ ]z。
由于 Br 和 Bz 都为零， 因此

Δ× B = ∂Bφ

∂ z
〓

〓
〓

〓

〓
〓r + 1

r
∂ （ rBφ）

∂ r[ ]z = -
∂ （μ0 I / 2πr）

∂ z r + 1
r

∂ （ rμ0 I / 2πr）
∂ r z = 0。

但是， 安培-麦克斯韦定律的微分形式不是说磁场的旋度在电流或变化的电

场附近不为零吗？
不是的。 它说的是 B 的旋度在有电流流动或电场变化的位置不为零。 在这

个位置以外， 场肯定会弯曲， 但旋度正好为零， 就像刚才从无穷长直线电流的

磁场公式中得出的结论那样。
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　 　 弯曲的场怎么会有零旋度呢？ 奥秘在于除了磁场的方向还有幅值， 如图

4. 11 所示。 用液流和小桨轮来类比， 想象桨轮在场中的受力， 如图 4. 11a 所示。
曲率的中心在图的正下方， 箭头的分布表明距中心越远场越弱。 初看上去， 桨

轮似乎会因为场的曲率而顺时针旋转， 因为左边桨叶处的流线稍稍向上而右边

则稍稍向下。 然而考虑到桨轮轴上方的场变弱的影响： 上面的桨叶受到的推力

弱于下面的桨叶受到的推力， 如图 4. 11b 所示。 下面的桨叶受到的更强的力会

试图让桨轮逆时针旋转。 这样， 向下的曲率就被离中心越远场越弱的作用抵消

了。 如果场以 1 / r 减小， 则左右桨叶的上下推力正好被上下桨叶的弱-强推力抵

消。 顺时针和逆时针的力平衡， 桨叶不会转动———虽然场线是弯曲的， 但这个

位置上的旋度却为零。

图 4. 11　 B 的旋度的各分量抵消

在这个解释中关键概念是磁场可能在很多位置弯曲， 但只有有电流流动（或
电通量变化）的点， B 的旋度才不为零。 这类似于点电荷的电场幅值以 1 / r2 减小

导致电荷位置以外的点的电场散度保持为零。
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　 　 同电场的例子一样， 我们之前的分析之所以没有包括原点（ r = 0）， 是因为

旋度公式的分母中包含 r 项， 在原点这些项会趋于无穷大。 要估计原点的旋度，
可以用第 3 章给出的旋度的形式化定义：

Δ× B ≡ lim
ΔS→0

1
ΔS∮CB·dl。

考虑环绕电流的特定安培环路， 得到

Δ× B ≡ lim
ΔS→0

1
ΔS∮CB·dl = lim

ΔS→0

1
ΔS

μ0I
2πr（2πr）[ ] = lim

ΔS→0

1
ΔS μ0I（ ）。

而 I / ΔS 正好就是曲面 ΔS 上的平均电流密度， 当 ΔS 趋近于 0， 就趋近于 J， 即

原点处的电流密度。 因此， 在原点

Δ× B = μ0J，
这个结论与安培定律一致。

因此就像你可能因为电荷产生的电场矢量相互远离而误认为其处处有“散
度”一样， 你也可能因为磁场围绕中心点旋转而误认为其处处有“旋度”。 然而决

定一个点的旋度的关键因素并不是场线的曲率， 而是这一点的场左右两边和上

下两边的变化的比较。 如果空间导数正好相等， 则这一点的旋度就为零。
在通电导线的例子中， 距导线越远磁场幅值越小刚好抵消了场线的曲率。

因此除了有电流流过的导线本身之外， 磁场的旋度处处为零。
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J电流密度

安培-麦克斯韦定律微分形式的右边包含环绕磁场的两个来源项； 第一个涉

及电流密度矢量。 有时也称为“体电流密度”， 有点容易与“体密度”相混淆， 后

者指的是单位体积中的某种量， 例如质量密度 kg / m3 或电荷密度 C / m3。
而电流密度与此不同， 它的定义是流过与电流方向垂直的单位横截面积中

的电流矢量。 因此， 电流密度的单位不是安培每立方米（A / m3）， 而是安培每平

方米（A / m2）。
为了理解电流密度的概念， 回想一下第 1 章对通量的讨论， 量 A 定义为流

的数量密度（粒子 / m3）乘以流速（m / s）。 作为数量密度（标量）和速度（矢量）乘
积的 A 是与速度方向相同的矢量， 单位为粒子 / （m2·s）。 要求最简单情形下（A
均匀并且垂直于曲面）每秒穿过曲面的粒子数量， 只需用 A 乘以面积。

电流密度的概念与此是一样的， 只是需要考虑的是穿过曲面的电荷数量而

不是原子数量。 如果电荷载体的数量密度为 n， 每个载体的电荷量为 q， 则每秒

穿过垂直于流的单位面积的电荷量为

J = nqvd[C / （m2·s）或 A / m2]。 （4. 8）
其中， vd 为电荷载体的平均移动速度。 因此电流密度的方向就是电流的方向，
幅值为单位面积内的电流， 如图 4. 12 所示。
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图 4. 12　 电荷流和电流密度

　 　 穿过曲面的总电流 I 与电流密度 J 之间关系的复杂程度取决于具体的几何情

形。 如果曲面 S 上的电流密度 J 均匀并且处处垂直于曲面， 则关系为

I = | J | × （曲面面积）　 J 均匀并且垂直于 S。 （4. 9）
如果 J 在曲面 S 上均匀但不一定垂直于 S， 要求通过 S 的总电流 I 就需要求

出电流密度垂直于曲面的分量。 这时 I 与 J 之间的关系为

I = J·n × （曲面面积）　 J 均匀并且与 S 有固定夹角。 （4. 10）
而如果 J 既不均匀也不垂直于曲面， 则

I = ∫
S

J·nda　 J 不均匀并且与曲面夹角变化。 （4. 11）

　 　 这个公式解释了为什么有些课本将电流称为“电流密度通量”。
安培-麦克斯韦定律中的电流密度包括所有电流， 包括磁性材料中的束缚电

流在内。 在附录中会有更多关于麦克斯韦方程的内容。
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ε0
∂E
∂t 位移电流密度

安培-麦克斯韦定律中磁场的第二个来源项与电场随时间的变化率有关。 将

其乘上真空电容率， 就得到了这一项的国际标准单位安培每平方米（A / m2）。 单

位与同样出现在安培-麦克斯韦定律微分形式右边的传导电流密度 J 一样。 麦克

斯韦最初将这一项归为磁涡流的弹性变形所导致的带电粒子的物理位移， 其他

人就用“位移电流”描述这个作用。
但位移电流密度表示的是真实的电流吗？ 这里指的当然不是这个词的传统

意义， 因为电流定义为电荷的物理位移。 但很容易理解这一项为什么会以 A / m2

为单位并且作为磁场的一个来源多年来一直保留了这个称谓。 而且位移电流密

度也是矢量， 它与磁场的关系同传导电流密度 J 一样。
这里关键的概念是变化的电场产生变化的磁场， 即使不存在电荷和物理电

流。 利用这个机制， 电磁波即使在真空中也可以传播， 变化的磁场感生电场，
变化的电场又感生磁场。

位移电流项最初来自麦克斯韦的机械模型， 它的重要性毋庸置疑。 将变化

的电场加进来作为磁场的来源消除了安培定律与电荷守恒原理的不一致性， 将

安培定律的范围扩展到了时变场。 更重要的是， 麦克斯韦从此可以建立起综合

性的电磁理论， 这是第一个真正的场论， 成为了 20 世纪许多物理学的基础。
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Δ× B = μ0 J + ε0
∂E
∂t

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓 应用安培-麦克斯韦定律（微分形式）

安培-麦克斯韦定律微分形式最常见的应用是给定矢量磁场的表达式， 求电

流密度或位移电流。 下面是这类问题的两个例子。
例 4. 3　 给定磁场， 求特定位置的电流密度。
问题　 用表 2. 1 中的磁场表达式求半径为 r0、 电流为 I 的长直导线的内部和

外部电流密度， 电流在 z 轴正方向的整个体积中均匀分布。
解　 根据表 2. 1 和例 4. 1， 长直导线内部的磁场为

B =
μ0 Ir
2πr20

φ，

其中， I 为导线中的电流； r0 为导线半径。 在圆柱坐标系中， B 的旋度为

Δ× B≡ 1
r

∂Bz

∂φ -
∂Bφ

∂z
〓

〓
〓

〓

〓
〓r + ∂Br

∂z -
∂Bz

∂ r
〓

〓
〓

〓

〓
〓φ + 1

r
∂ （ rBφ）

∂r -
∂Br

∂φ[ ]z。
由于 B 只有 φ向分量， 因此

　 　 Δ× B≡ -
∂Bφ

∂z
〓

〓
〓

〓

〓
〓r + 1

r
∂（ rBφ）

∂r[ ]z = 1
r

∂{ r[μ0 Ir / （2πr20）]}
∂r z

= 1
r 2r

μ0 I
2πr20

〓

〓
〓

〓

〓
〓z =

μ0 I
πr20

〓

〓
〓

〓

〓
〓z。

利用安培-麦克斯韦定律的静态版本（因为电流恒定）， 可以从 B 的旋度求出

J：

Δ× B = μ0（J），
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可得

J = 1
μ0

μ0 I
πr20

〓

〓
〓

〓

〓
〓z = I

πr20
z，

即导线内部的电流密度。 求出导线外部 B 的旋度公式， 可以发现 J = 0， 同预想

的结果一致。
例 4. 4　 给定磁场， 求位移电流密度。
问题　 根据例 4. 2， 圆形平行板电容器的磁场公式为

B =
μ0ΔV
2πR e - t

RC
r
r20

〓

〓
〓

〓

〓
〓φ。

用这个结果求板间的位移电流密度。
解　 这里又可以利用圆柱坐标系中 B 的旋度：

Δ× B≡ 1
r

∂Bz

∂φ -
∂Bφ

∂z
〓

〓
〓

〓

〓
〓r + ∂Br

∂z -
∂Bz

∂r
〓

〓
〓

〓

〓
〓φ + 1

r
∂（ rBφ）

∂r -
∂Br

∂φ[ ]z。
同样， B 只有 φ向分量：

　 　 Δ× B = -
∂Bφ

∂z
〓

〓
〓

〓

〓
〓r + 1

r
∂（ rBφ）

∂r[ ]z = 1
r

∂ rμ0ΔV
2πR

〓

〓
〓

〓

〓
〓e - t

RC（ r / r20）[ ]
∂r z

= 1
r 2r

μ0ΔV
2πR e - t

RC
1
r20

〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ]z = μ0ΔV

πR e - t
RC

1
r20

〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ]z。

由于板间没有传导电流， J = 0， 安培-麦克斯韦定律为

Δ× B = μ0 ε0
∂E
∂t

〓

〓
〓

〓

〓
〓，

从中可得位移电流密度，

ε0
∂E
∂t =

Δ× B
μ0

= 1
μ0

μ0ΔV
πR e - t

RC
1
r20

〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ]z = ΔV

R e - t
RC

1
πr20

〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ]z。
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习题

下面的问题将测试你对安培-麦克斯韦定律的理解。 本书的网站上有完整的

答案。
4. 1　 两条平行导线以相反方向通过电流 I1 和 2I1。 用安培定律求导线之间

一点的磁场。
4. 2　 求螺线管中的磁场（提示： 用图中所示安培环路， 磁场平行于螺线管

的轴并且外部磁场可忽略）。

4. 3　 利用图中安培环路求圆环螺线管内的磁场。

4. 4　 同轴电缆的内部导体通过方向如图所示电流 I1， 外部导体通过反向电

流 I2。 设 I1 和 I2 大小相等， 求导体之间和电缆外部的磁场。

011 麦克斯韦方程直观



　 　 4. 5　 充电的电容器的电荷量变化满足

Q（ t） = Q0e - t
RC，

其中， Q0 为初始电荷量； C 为电容值； R 为充电电路的电阻。 求电容板间

的位移电流密度。
4. 6　 电流产生磁场 B = asin（by）ebxz， 则电流密度是多少？
4. 7　 磁场的圆柱坐标系的表达式为 B = B0（e - 2r sinφ） z， 求产生磁场的电流

密度。
4. 8　 磁场的圆柱坐标系的表达式为 B = [a / r + b / （ re - t） + ce - r]φ， 求产生

磁场的电流密度。
4. 9　 这一章中讲到了长直导线的磁场为

B =
μ0 I
2πrφ，

除了导线本身以外处处旋度为零。 请证明当磁场随距离呈 1 / r2 减小时， 这

个结论不成立。
4. 10　 为了直接测量位移电流， 研究者使用时变电压对圆形平行板电容器

进行充放电。 发现产生的磁场为

B = rωΔVcos（ωt）
2d（c2）

φ，

其中， r 为与电容器中心的距离； ω 为施加电压 ΔV 的角频率； d 为板间距； c 为

光速。 求产生此磁场的位移电流密度和电场关于时间的函数。
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第 5 章　 从麦克斯韦方程到波动方程

前面 4 个方程统称为麦克斯韦方程， 每一个都体现了电磁场理论的一个重

要方面， 各有用处。 然而麦克斯韦的成就不仅在于对这些定理进行了综合或是

在安培定理中加入了位移电流———通过将这些方程联系到一起， 他实现了发展

完整的电磁理论的目标。 这个理论厘清了光的本质， 并让人们认识了电磁辐射

完整的谱系。
在这一章中， 你将看到从麦克斯韦方程只需几步就能直接推导出波动方程。

要做到这一点， 首先要理解两个重要的矢量微积分的定理： 散度定理和斯托克

斯定理。 这两个定理使得从麦克斯韦方程的积分形式到微分形式的转换变得非

常直接。
高斯电场定律：

∮
s
E·nda =

qenc

ε0

散度

定理
→ Δ·E = ρ

ε0
。

　 　 高斯磁场定律：

∮
s
B·nda = 0

散度

定理
→ Δ·B = 0。

　 　 法拉第定律：

∮
C
E·dl = - d

dt ∫SB·nda
斯托克斯

定理
→ Δ× E = - ∂B

∂t 。

　 　 安培-麦克斯韦定律：

∮
C
B·dl = μ0 Ienc + ε0

d
dt ∫SE·nda（ ）

斯托克斯

定理
→ Δ× B = μ0 J + ε0

∂E
∂t（ ）。

　 　 在讨论散度定理和斯托克斯定理的同时， 也会讨论梯度算子和在这一章中

有用的一些矢量恒等式。 另外， 因为目标是导出波动方程， 所以下面给出了电

磁场波动方程的展开图：
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∮
S
A·nda = ∫

V
（ Δ·A）dV 散度定理

散度定理是矢量微积分关系， 说的是矢量场的通量等于场的散度的体积分。
18 和 19 世纪的几位杰出数学家对线、 面与体积分之间的关系进行了研究， 其中

包括意大利的拉格朗日 （ J. L. LaGrange）、 俄国的奥斯特罗格拉茨基 （M. V.
Ostrogradsky）、 英国的格林 （G. Green） 和德国的高斯 （C. F. Gauss）。 在一些

教科书中， 你会看到散度定理被称为 “高斯定理” （不要与高斯定律混淆）。
散度定理可以陈述如下：

矢量场穿过闭合曲面 S 的通量等于 S 所包围的体积 V 中场的散度的积分。

这个定理适用于连续并且连续可导的 “平滑的” 矢量场。
为了理解散度定理的物理意义， 回想一下任意一点的散度可以定义为当曲

面包围的体积趋近于 0 时， 穿过曲面的通量与曲面所包围的体积的比值。 思考

如图 5. 1 所示体积 V 中穿过小立方胞体的通量。
对于内部胞体 （没有与 V 的表面接触）， 会与 6 个相邻胞体共面 （为了清晰

起见， 图 5. 1 中只画出了部分）。 在共用的面上， 一个胞体的正 （外） 向通量与

共面的相邻胞体的负 （内） 向通量大小相等、 符号相反。 由于所有内部胞体都

与相邻胞体共面， 因此只有位于 V 的边界曲面 S 上的那些面才对穿过 S 的通量

有贡献。

图 5. 1　 曲面 S 包围的体积 V 中的立方胞体
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　 　 这意味着如果将体积 V 中所有胞体的通量相加， 得到的就是穿过边界曲面 S
的通量。 另外， 根据散度的定义， 当胞体趋于无穷小成为一个点时， 这一点的

外向通量就是矢量场在这一点的散度。 因此， 对所有胞体通量的累加就等于整

个体积的散度积分。 从而，

∮
S
A·nda = ∫

V
（ Δ·A）dV。 （5. 1）

这就是散度定理———对 V 中矢量场散度的积分等于穿过 S 的通量。 这有什么用

处呢？ 首先， 用它可以从高斯定律的积分形式推出微分形式。 对于电场， 高斯

定律的积分形式为

∮
s
E·nda =

qenc

ε0
。

而包围的电荷量是电荷密度 ρ 的体积分，

∮
s
E·nda = 1

ε0
∫
V
ρdV。

对高斯定律的左边应用散度定理，

∮
s
E·nda = ∫

V

Δ·EdV = 1
ε0
∫
V
ρdV = ∫

V

ρ
ε0

dV。

上式对于任何体积都成立， 因此积分元必定相等。 从而有
Δ·E = ρ / ε0，

即高斯电场定律的微分形式。 对高斯磁场定律应用同样的方法可以得到

Δ·B = 0。
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∮
C
A·dl = ∫

S
（ Δ× A）·nda 斯托克斯定理

散度定理在曲面积分和体积分之间建立联系。 斯托克斯定理则是在线积分

和曲面积分之间建立联系。 1850 年， 威廉·汤姆森 （William Thompson， 开尔文

男爵） 在信中给出了这个关系， 让其广为人知的则是斯托克斯 （G. G. Stokes），
他将自己的证明作为考试题出给剑桥大学的学生。 你可能学过斯托克斯定理的

一般陈述， 但与麦克斯韦方程相关的形式 （有时候也称为 “开尔文-斯托克斯定

理”） 可以陈述如下：

　 　 矢量场在闭合路径 C 上的环流等于矢量场的旋度在以 C 为边界的曲面 S 上

的法向分量积分。

这个定理适用于连续并且连续可导的 “平滑的” 矢量场。
为了理解斯托克斯定理的物理意义， 回想一下任意一点的旋度可以定义为

围绕这一点的无穷小路径上的环流与路径所包围的曲面面积的比值。 思考如图

5. 2 所示围绕曲面 S 上小方块的环流。
对于内部方块 （没有与 S 的边界接触）， 每条边都为相邻的方块所共有。 而

对于每条共有的边， 一个方块的环流与共边的相邻方块的环流大小相等、 符号

相反。 只有位于 S 的边界上的那些边不是两个相邻方块共有的， 因此才对沿 C
的环流有贡献。

图 5. 2　 以路径 C 为边界的曲面 S 上的方块
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　 　 因此， 如果将曲面 S 上所有方块的环流累加， 得到的就是沿边界 C 的环流。
当方块趋于无穷小时， 根据旋度的定义， 将所有方块的环流累加就等于矢量场

的旋度在曲面 S 上的法向分量的积分。 从而有

∮
C
A·dl = ∫

S
（ Δ× A）·nda。 （5. 2）

　 　 就像散度定理将曲面积分和散度联系起来一样， 斯托克斯定理将线积分和

旋度联系起来。 根据定理， 曲面 S 上旋度的法向分量的积分等于沿 C 的环流。
另外， 就像散度定理可以从高斯定律的积分形式推出微分形式一样， 斯托克斯

定理也可以应用于法拉第定律和安培-麦克斯韦定律的积分形式。
法拉第定律的积分形式将电场沿路径 C 的环流与以 C 为边界的曲面 S 的磁

通量变化联系起来，

∮
C
E·dl = - d

dt ∫SB·nda，

对左边的环流应用斯托克斯定理得到

∮
C
E·dl = ∫

S
（ Δ× E）·nda，

从而法拉第定律变为

∫
S
（ Δ× E）·nda = - d

dt ∫SB·nda，

由于几何不变性， 对时间的导数可以移到积分号内部， 从而有

∫
S
（ Δ× E）·nda = ∫

S
- ∂B

∂t·n（ ）da，

式中， 偏导表明磁场可能既随时间也随空间变化。 由于等式对于所有曲面都成

立， 因此积分元必定相等， 得到
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Δ× E = - ∂B
∂t ，

即法拉第定律的微分形式， 将一点处电场的旋度与磁场在这一点随时间的变化

率联系起来。
斯托克斯定理也可以用于推导安培-麦克斯韦定律的微分形式。 回想一下积

分形式是将磁场沿路径 C 的环流与路径包围的电流以及以路径 C 为边界的曲面 S
的电通量随时间的变化率关联起来：

∮
C
B·dl = μ0 Ienc + ε0

d
dt ∫SE·nda（ ），

对环流应用斯托克斯定理得到

∮
C
B·dl = ∫

S
（ Δ× B）·nda，

安培-麦克斯韦定律变为

∫
S
（ Δ× B）·nda = μ0 Ienc + ε0

d
dt ∫SE·nda（ ），

包围的电流可以表示成对电流密度的法向分量的积分

Ienc = ∫
S
J·nda，

代入安培-麦克斯韦定律得到

∫
S
（ Δ× B）·nda = μ0 ∫

S
J·nda + ∫

S
ε0

∂E
∂t·nda（ ），

这个等式同样对所有曲面都成立，因此积分元必定相等，所以

Δ× B = μ0 J + ε0
∂E
∂t（ ），

这就是安培-麦克斯韦定律的微分形式， 将一点处磁场的旋度与这一点的电流密

度以及电场随时间的变化率关联起来。
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Δ（ 　 ） 梯度

要理解由麦克斯韦方程如何推出波动方程， 首先必须理解矢量微积分中用

到的一种三次微分运算———梯度。 与散度和旋度类似， 梯度涉及对 3 个正交方

向上进行的偏导。 不过， 散度度量的是矢量场从一点流出的趋势， 旋度表示的

是矢量场围绕一点的环流， 而梯度针对的则是标量场。 与矢量场不同， 标量场

完全由其在不同位置的大小决定： 标量场的一个例子是地势的海拔高度。
梯度能告诉我们标量场的什么呢？ 两个重要的事情： 梯度的大小表示了标

量场在空间中的变化有多快， 而梯度的方向则是场随距离变化最快的方向。
因此， 虽然梯度是应用于标量场， 但梯度运算的结果却是矢量， 既有大小

又有方向。 如果标量场表示的是海拔高度， 梯度的大小告诉我们的就是地势有

多陡峭， 而梯度的方向则指向坡度最陡峭的上坡方向。
标量场 ψ 的梯度定义为

grad（ψ） = Δψ ≡ i ∂ψ∂x + j ∂ψ∂y + k ∂ψ
∂z 　 （笛卡儿坐标系）。 （5. 3）

式中， ψ 的梯度的 x 分量表示标量场在 x 方向上的坡度； y 分量表示 y 方向上的

坡度； z 分量表示 z 方向上的坡度。 各分量平方和的方根就是在求取梯度的这一

点的坡度的总陡峭度。
在圆柱和球坐标系中， 梯度可以分别表示为

Δψ ≡ r ∂ψ∂r + φ ∂ψ
∂φ + z ∂ψ∂z 　 （圆柱坐标系） （5. 4）

和

Δψ ≡ r ∂ψ∂r + θ 1
r

∂ψ
∂θ + φ 1

rsinθ
∂ψ
∂φ　 （球坐标系）。 （5. 5）
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Δ， Δ·， Δ× 一些有用的恒等式

下面对 del 微分算子及其与麦克斯韦方程相关的三个应用进行了简要总结：
Del：

Δ≡ i ∂
∂x + j ∂

∂y + k ∂
∂z

Del（nabla）表示多用途的微分算子，能应用于标量或矢量场，得到的结果为标量

或矢量。

梯度：

Δψ ≡ i ∂ψ∂x + j ∂ψ∂y + k ∂ψ
∂z

梯度运算应用于标量场，得到的结果为矢量，表示一点处场随空间的变化率以及

这一点最陡峭的增加方向。

散度：

Δ·A ≡ ∂Ax

∂x +
∂Ay

∂y +
∂Az

∂z
〓
〓
〓

〓
〓
〓

散度运算应用于矢量场，得到的结果为标量，表示场从一点流出的趋势。

旋度：

Δ× A = ∂Az

∂y -
∂Ay

∂z
〓
〓
〓

〓
〓
〓i + ∂Ax

∂z -
∂Az

∂x
〓
〓
〓

〓
〓
〓j + ∂Ay

∂x -
∂Ax

∂y
〓
〓
〓

〓
〓
〓k

旋度运算应用于矢量场，得到的结果为矢量，表示场围绕一点环流的趋势，以及

最大环流的轴向。
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　 　 一旦你熟悉了这些算子的意义， 你就会发现它们之间存在一些有用的关系

（请注意下面的关系式适用于连续和连续可导的场）。
任意标量场的梯度的旋度为零，

Δ× Δψ = 0。 （5. 6）
这可以通过适当的求导证明。

另一个有用的关系式与标量场的梯度的散度有关， 称为场的拉普拉斯算子：

Δ· Δψ = Δ2ψ = ∂2ψ
∂x2 + ∂2ψ

∂y2 + ∂2ψ
∂z2

　 （笛卡儿坐标系）。 （5. 7）

像麦克斯韦方程中那样， 将这些关系式应用于电场， 可以揭示它们的用处。 例

如， 静电场的旋度为零 （因为电场线从正电荷发出， 终止于负电荷， 不会绕回

其自身）。 而式 （5. 6） 表明， 在旋度为零的 （无旋） 场中， 静电场 E 可以视为

另一个量 （标量电势 V） 的梯度：
E = - ΔV， （5. 8）

其中， 取负号是因为梯度指向标量场最大的增加方向， 而通常电场对正电荷的

作用力是指向低电势。 然后应用高斯电场定律的微分形式：

Δ·E = ρ
ε0

，

结合式 （5. 8） 得到
Δ2V = - ρ
ε0

。 （5. 9）

上式称为泊松方程， 当你无法构建特定的高斯曲面时， 该式通常是求静电场最

好的办法。 这时， 有可能解出电势 V 的泊松方程， 然后通过求电势的梯度确定

E。
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Δ2A = 1
ν2

∂2A
∂t2

波动方程

有了麦克斯韦方程的微分形式和几个矢量算子恒等式， 很快就能推出波动

方程。 首先， 从法拉第定律微分形式两边的旋度开始

Δ× （ Δ× E） = Δ× - ∂B
∂t（ ） = - ∂（ Δ× B）

∂t 。 （5. 10）

请注意最后一项的旋度和对时间的导数换了位置；同前面一样，假设场足够平滑，
以满足要求。

另一个有用的矢量算子恒等式说的是任意矢量场的旋度的旋度等于场的散

度的梯度减去场的拉普拉斯运算：

Δ× （ Δ× A） = Δ（ Δ·A） - Δ2A。 （5. 11）
这个关系式中利用了拉普拉斯算子的矢量形式，而且它是通过将拉普拉斯算子应

用于矢量场的分量构建而成的：

Δ2A = Δ2Ax i +

Δ2Ay j +

Δ2Azk　 （笛卡儿坐标系）。 （5. 12）
从而，

Δ× （ Δ× E） = Δ（ Δ·E） - Δ2E = - ∂（ Δ× B）
∂t 。 （5. 13）

而根据安培-麦克斯韦定律的微分形式，我们知道磁场的旋度为

Δ× B = μ0 J + ε0
∂E
∂t（ ）。

因此，

Δ× （ Δ× E） = Δ（ Δ·E） - Δ2E = -
∂{μ0[J + ε0（∂E / ∂t）]}

∂t 。
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　 　 这看起来很难，但是利用高斯电场定律可以将其简化为

Δ·E = ρ
ε0

，

代入得到

Δ× （ Δ× E） = Δρ
ε0

（ ） - Δ2E = -
∂{μ0[J + ε0（∂E / ∂t）]}

∂t

= - μ0
∂J
∂t - μ0ε0

∂2E
∂t2

。

将式中含有的项移到左边得到

Δ2E - μ0ε0
∂2E
∂t2

= Δρ
ε0

（ ） + μ0
∂J
∂t。

在没有电荷和电流的区域，ρ = 0，J = 0，因此

Δ2E = μ0ε0
∂2E
∂t2

。 （5. 14）

这是一个二阶线性齐次偏微分方程， 它描述了电场在空间中的传播。 下面简要

解释一下波动方程各种特性的意义：
线性： （E 的） 波动方程对时间和空间的导数其指数都为 1， 且没有相乘项。
二阶： 最高阶的导数为二阶导数。
齐次： 所有项都包含波动方程或其导数， 没有迫动项或来源项。
偏微分： 波动方程是多变量函数 （空间和时间）。

对安培-麦克斯韦定律两边的旋度进行类似分析可以得到

Δ2B = μ0ε0
∂2B
∂t2

。 （5. 15）

它在形式上与电场波动方程一样。
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　 　 波动方程的这种形式不仅告诉我们存在波， 而且还给出了波传播的速度。
它就在与时间导数相乘的常数之中， 因为波动方程的一般形式为

Δ2A = 1
v2

∂2A
∂t2

。 （5. 16）

式中，v 是波的传播速度。 因此对于电磁场

1
v2

= μ0ε0，

或

v = 1
μ0ε0

。 （5. 17）

代入真空电容量和磁导率，

v = 1
（4π × 10 -7m·kg / C2）[8. 8541878 × 10 -12C2·s2 / （kg·m3）]

，

或

v = 8. 987552 × 1016m2 / s2 = 2. 9979 × 108m / s。
　 　 正是因为计算出的传播速度与测量出的光速相一致，使得麦克斯韦写道“光
是一种按照电磁定律在场中传播的电磁扰动”。
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附录　 物质中的麦克斯韦方程

1 ～ 4 章中讨论的麦克斯韦方程既可应用于真空也可应用于物质中的电磁场。
不过在处理物质中的场时， 要记住以下几点：

●　 高斯电场定律积分形式中包围的电荷 （以及微分形式中的电流密度） 包

括所有电荷———既包括自由电荷也包括束缚电荷。
●　 安培-麦克斯韦定律积分形式中包围的电流 （以及微分形式中的体电流密

度） 包括所有电流———既包括自由电流也包括束缚和极化电流。
由于束缚电荷可能难以确定， 在附录中你会看到只依赖自由电荷的高斯电

场定律的微分和积分形式。 同样也会有只依赖自由电流的安培-麦克斯韦定律的

微分和积分形式。
那么高斯磁场定律和法拉第定律呢？ 由于它们不直接涉及电荷或电流， 因

此也不需要推导它们 “适用物质” 的版本。
高斯电场定律： 在电介质材料中， 当施加电场时， 正电荷和负电荷可能会

有微弱位移。 当正电荷 Q 与负电荷 - Q 相距距离 s 时， 电偶极矩为

p = Qs。 （A. 1）



式中， s 是从负电荷指向正电荷的矢量， 其幅值等于电荷之间的距离。 对于每单

位体积中含 N 个分子的电介质材料， 每单位体积的偶极矩为

P = Np， （A. 2）
这个量也称为材料的 “电极化强度”。 如果极化强度均匀， 束缚电荷就只出现在

材料的表面。 但如果电介质中不同位置的极化强度不同， 则材料内部的电荷会

累积， 体电荷密度为

ρb = - Δ·P， （A. 3）
其中， ρb 表示束缚电荷的体密度 （被电场移动但不能在材料内部自由移动的电

荷）。
这与高斯电场定律有什么关系？ 回想一下在高斯定律的微分形式中， 电场

的散度为

Δ·E = ρ
ε0

，

其中， ρ 为总电荷密度。 在物质内部， 总电荷密度既包括自由电荷也包括束缚电

荷密度：
ρ = ρf + ρb。 （A. 4）

式中， ρ 为总电荷密度； ρf 为自由电荷密度； ρb 为束缚电荷密度。 因此， 高斯定

律可以写为
Δ·E = ρ

ε0
=
ρf + ρb

ε0
。 （A. 5）

将束缚电荷的极化强度的负散度代入上式， 两边再同时乘以真空电容率， 得到

Δ·ε0E = ρf + ρb = ρf -

Δ·P， （A. 6）
或

Δ·ε0E + Δ·P = ρf， （A. 7）
将散度算子提取出来得到

Δ· （ε0E + P） = ρf， （A. 8）
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在高斯定律的这种形式中， 括号中的项通常记为 “位移” 矢量， 其定义为

D = ε0E + P。 （A. 9）
代入式 （A. 8） 中得到

Δ·D = ρf， （A. 10）
这是仅依赖于自由电荷密度的高斯定律的微分形式版本。

利用散度定理得到用位移通量和包围的自由电荷表示的高斯电场定律的积

分形式：

∮
S
D·nda = qfree，enc。 （A. 11）

位移矢量 D 的物理意义是什么呢？ 在真空中， 位移矢量是正比于电场的矢

量场———与 E 的方向相同， 比值为真空电容率。 但是在极化物质中， 位移场可

能与电场有明显差别。 应当注意到， 例如， 位移场不一定是无旋的———如果极

化强度有旋度它就会有旋度， 对式 （A. 9） 两边取旋度就能看出这一点。
D 的作用在于， 当自由电荷已知， 并且对称的情况使得位移矢量能从式

（A. 11） 中的积分中提取出来时， 就有可能确定线性电介质材料中的电场。 首先

根据自由电荷求出 D， 然后除以介质电容率得到电场。
安培-麦克斯韦定律： 就像对电介质施加电场会感生出极化强度 （每单位体

积的电偶极矩） 一样， 对磁材料施加磁场也会感生出 “磁化强度” （每单位体积

的磁偶极矩）。 而类似于束缚电荷会在材料内部产生额外的电场， 磁化强度的旋

度也会产生束缚电流密度：
Jb = Δ×M。 （A. 12）

式中， Jb 为束缚电流密度； M 表示材料的磁化强度。
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物质内部的电流密度的另一个来源是极化强度随时间的变化率， 因为电荷

的任何运动都会形成电流。 极化电流密度为

JP = ∂P
∂t 。 （A. 13）

因此，总电流密度不仅包括自由电流密度，还包括束缚和极化电流密度：
J = Jf + Jb + JP。 （A. 14）

因此，安培-麦克斯韦定律的微分形式可以写为

Δ× B = μ0 Jf + Jb + JP + ε0
∂E
∂t（ ）， （A. 15）

代入束缚和极化电流的表达式，并除以真空磁导率

1
μ0

Δ× B = Jf + Δ× M + ∂P
∂t + ε0

∂E
∂t 。 （A. 16）

将旋度项和导数算子项分别移到一起得到

Δ× B
μ0

- Δ× M = Jf + ∂P
∂t +

∂（ε0E）
∂t 。 （A. 17）

合并旋度和导数算子中的同类项变成

Δ× B
μ0

- M（ ） = Jf +
∂（ε0E + P）

∂t 。 （A. 18）

在安培-麦克斯韦定律的这种形式中，左边括号中的项记为“磁场强度”矢量，定义

为

H = B
μ0

-M。 （A. 19）

因此，用 H、D 和自由电流密度表示的安培-麦克斯韦定律微分形式为
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Δ× H = Jfree + ∂D
∂t 。 （A. 20）

应用斯托克斯定理得到安培-麦克斯韦定律的积分形式：

∮
C
H·dl = Ifree，enc + d

dt∫SD·nda。 （A. 21）

磁场强度 H 的物理意义是什么呢？ 在真空中，磁场强度是正比于磁场的矢量

场———方向与 B 相同，比例为真空磁导率。 但是就像在电介质材料中 D 不同于 E
一样，在磁材料中 H 也可能与 B 有显著差别。 例如，磁场强度不一定是无散

的———如果磁化强度有散度它就有散度，对式（A. 19）两边取散度就能看出这一

点。
同电位移的情形一样，H 的作用在于，当自由电流已知，并且对称情况使得磁

强度能从式（A. 21）中的积分中提取出来时，就有可能确定线性磁材料中的磁场。
首先根据自由电流求出 H，然后除以介质磁导率得到磁场。
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下面是物质中所有麦克斯韦方程积分和微分形式的汇总。
高斯电场定律：

　 　 　 　 　 　 　 　 ∮
S
D·nda = qfree，enc 　 　 　 　 　 　 （积分形式），

Δ·D = ρfree 　 　 　 （微分形式）。
高斯磁场定律：

∮
S
B·nda = 0 　 　 　 　 （积分形式），

Δ·B = 0　 　 　 （微分形式）。
法拉第定律：

∮
C
E·dl = - d

dt∫SB·nda 　 　 　 　 （积分形式），

Δ× E = - ∂B
∂t 　 　 　 　 （微分形式）。

安培-麦克斯韦定律：

∮
C
H·dl = Ifree，enc + d

dt∫SD·nda 　 　 　 　（积分形式），

Δ× H = Jfree + ∂D
∂t 　 　 　 　 （微分形式）。
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深 度 阅 读

如果你想全面了解电磁学， 有一些优秀的教科书可以选择。 下面是其中一

部分：

Cottingham W N， Greenwood D A. Electricity and Magnetism [M] . Cambridge
University Press， 1991.

对电磁学中众多概念的简要概览。

Griffiths D J. Introduction to Electrodynamics [ M] . New Jersey： Prentice-
Hall， 1989.

中级水平的标准本科生教材， 叙述清晰易懂。

Jackson J D. Classical Electrodynamics [M] . New York： Wiley & Sons， 1998.
标准研究生教材， 不过在着手之前要打好基础。

Lorrain P， Corson， D， Lorrain F. Electromagnetic Fields and Waves [M] . New
York： Freeman， 1988.

另一本优秀的中级水平教材， 用图表进行了详细阐释。

Purcell E M. Electricity and Magnetism Berkeley Physics Course [M]， Vol. 2.
New York： McGraw-Hill， 1965.

可能是最好的入门教材； 文字优雅， 阐释细致。

Wangsness R K. Electromagnetic Fields [M] . New York： Wiley， 1986.
也是一本优秀的中级水平教材， 还可以为阅读 Jackson 的书做准备。

对于矢量算子的全面介绍， 以及许多静电学例子， 参见：
Schey H M. Div， Grad， Curl， and All That [M] . New York： Norton， 1997.
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