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前　 　 言

深入地读完我们编写的 2016 全国硕士研究生入学统一考试备考用书（包括认真地推演了

其中的每道例题和练习题）的考生， 已经具有了较强的分析问题和解决问题的能力， 具有了

能够从容面对即将来临的研究生考试的实力 . 但是为了把准备工作做得更充分， 为了践行

“战前多流汗， 战时少流血”， 应在考试前进行 10 场“实战演习”———认真、 独立地做完 10
套模拟试题（各套模拟试题的难度稍高于考研真题）， 作为最后的冲刺 .

书中的 10 套试题是根据考研的数学大纲和编者的教学经验精心设计的， 它既涵盖性强，
又重点突出， 其中的问题新颖， 既有较强的针对性， 又有明显的前瞻性 . 书中给出了这 10
套试题的详细、 规范的解答， 每题之后都加有附注， 用简明的语言指明了与本题有关的概

念、 方法等值得注意之点 . 当然， 在“实战演习”时， 不应一遇到困难就翻看详解， 一定要

认真、 反复地思索， 这样才能达到使用本书冲刺的目的———进一步提高应试能力， 向着高分

进发 . 使用本书的实践证明： 弄通模拟试题， 不想拿高分都难 .
衷心祝愿考生们取得骄人的成绩， 并欢迎读者对本书提出宝贵意见， 可发邮件到 cqhs-

huxue@ gmail. com， 非常感谢！

北京邮电大学教授　 陈启浩
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模拟试题（一）

一、 选择题： 1 ～ 8 小题， 每小题 4 分， 共 32 分 . 每小题给出的四个选项中， 只有一个

选项是符合题目要求的， 请将选项前的字母填在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（1） 设 y =
1

x（x - 1）（x + 1）
， 则 y（10） =

（A）
1

2（x - 1） 11
-

1
x11

+
1

2（x + 1） 11
. 　 　 　 （B）

10！
2（x - 1） 11

+
10！
x11

+
10！

2（x + 1） 11
.

（C）
10！

2（x - 1） 11
-
10！
x11

+
10！

2（x - 1） 11
. （D）

1
2（x - 1） 11

+
1
x11

+
1

2（x + 1） 11
.

[　 　 ]

（2） 设函数 y = y（x）的参数方程为
x = ln2（1 + t），

y = （et - 1） 2，{ 且
dy
dx

在 t = 0 处连续， 则
d
dt

dy
dx

〓

〓
〓

〓

〓
〓

t = 0
为

（A） 0. 　 　 　 　 　 　 （B） 1. 　 　 　 　 　 　 （C） 2. 　 　 　 　 　 　 （D） 3.

[　 　 ]

（3） 定积分 ∫ππ
4

sinx 1 - sin2xdx =

（A）
3
4
. （B） -

1
4
. （C） -

3
4
. （D）

1
4
.

[　 　 ]

（4） 设 D = {（x， y） | x2 + y2 ≤1， y≥0}， D1 = {（ x， y） | x2 + y2 ≤1， x≥0， y≥0}，

f（x）是连续函数， 则以下等式正确的是

（A） ∬
D

[ f（x） + f（ - x）]dσ = 4 ∬
D1

f（x）dσ . 　 　

（B） ∬
D

[ f（x） - f（ - x）]dσ = 4 ∬
D1

[ f（x） - f（ - x）]dσ .

（C） ∬
D

f（x）dσ = 2 ∬
D1

f（x）dσ. 　 　

（D） ∬
D

f（x2）dσ = 2 ∬
D1

f（x2）dσ.

[　 　 ]

（5） 设 A 是 n（n > 2）阶可逆矩阵， 则（A∗）∗等于

（A） A. （B） A∗ . （C） | A | n - 2A. （D） | A | n - 1A.



[　 　 ]

（6） 设 A， B 都是 n 阶正定矩阵， 则下列选项中为正定矩阵的是

（A） A∗ + 2B∗ . （B） A∗ - B∗ . （C） A∗B∗ . （D）
AB O

O A + B
〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓 .

[　 　 ]

（7） 设随机变量 X ～ N （ μ， σ2 ）， Y ～ N 2μ，
σ2

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓 . 记 p1 = P （ X≥ μ - σ）， p2 =

P Y≤2μ +
σ

2
〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓，则

（A） p1 < p2 <
1
2
. （B）

1
2

< p1 < p2 .

（C） p2 <
1
2

< p1 . （D） p1 = p2 >
1
2
.

[　 　 ]

（8） 设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X ～ N（0， σ2 ）的简单随机样本， 则统计量 Y =

1
n∑

n

i = 1
X2

i 的数学期望与方差分别为

（A）
1
n
σ2，

2
n
σ4 . （B）

1
n
σ2，

4
n
σ4 . （C） σ2，

2
n
σ4 . （D） σ2，

4
n
σ4 .

[　 　 ]

二、 填空题： 9 ～ 14 小题， 每小题 4 分， 共 24 分， 请将答案写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（9） 极限lim
x→0

（sinx - x）arctan
1
x

ln（1 + x2）
　 　 　 　 　 .

（10） 定积分 ∫
1

0

arctan
1 + x
1 - x

dx = 　 　 　 　 　 .

（11） 设函数 f（x， y） =
y
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

lnx

， x≥1， - ∞ < y < + ∞ ，

ln（xln2） + y2 - 3，x < 1， - ∞ < y < + ∞ ，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

则
∂z
∂x （1，2）

= 　 　 .

（12） 差分方程 2yt + 1 + 10yt - 5t = 0 的通解为　 　 　 　 　 .

（13） 设矩阵 A =

0 0 1 - 2

0 0 - 2 4

1 2 - 1 1

- 3 2 2 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

， 则 r（（A2）∗） = 　 　 　 　 　 .
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（14） 设随机变量 X 的概率密度为 f（x） =

x， 0 < x≤1，

2 - x， 1 < x≤2，

0， 其他，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

， 则随机变量 Y = X2 的分布

函数 FY（y） = 　 　 　 　 　 .

三、 解答题： 15 ～ 23 小题， 共 94 分 . 请将解答写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 . 解答应写出文

字说明、 证明过程或演算步骤 .
（15） （本题满分 10 分）

设函数 f（x）满足 f（0） = 0， f ′（0） = 1. 记 g（ t） = lim
x➝0

[1 + 3 sintf（x）]
3 t2

ln（1 + x）， 求 g′（0） .

（16） （本题满分 10 分）

（Ⅰ） 求级数
3
2

- e
1
2 + ∑

∞

n = 0

n2 -
1
4

2n·（n + 1）！
的和， 记为 a；

（Ⅱ） 求微分方程 y′ = ey -
2
x
的满足 y（1） = a 的解 y = y（x）（x > 0） .

·3·模拟试题（一）



（17） （本题满分 10 分）
设函数 f（x）在[0， 1]上 3 阶可导， 且 f（0） = 0， f（1） = 1， f ′（0） = f ′（1） = 1. 证明. 存

在 ξ∈（0， 1）， 使得 f（3）（ξ） = 0.

（18） （本题满分 10 分）
设二元函数 z = z（ x， y）由方程 2x2 + 2y2 + z2 - 8z + 8 = 0 确定， 求 z = z（ x， y）在 D =

{（x， y） | x≥0， y≥0， x + y≤1}上的最大值与最小值.

·4· 2016 考研数学（三）名师精选



（19） （本题满分 10 分）

设二元连续函数 f（x，y） 满足 f（x，y） = xy + ∬
D

f（x，y）cosxdσ，其中 D = {（x，y） | 0 ≤ x ≤

π，0 ≤ y ≤ sinx}，求 f（x，y） 在 D1 = {（x，y） | 0 ≤ x ≤1，0 ≤ y ≤ x2} 上的平均值.

（20） （本题满分 11 分）

设 A =
1 1 2
- 1 1 0
1 0 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， B =

1 4 0
- 1 0 - 2
a b c

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 求使矩阵方程 AX = B 有解的常数 a， b， c，

并求该方程的所有解.

·5·模拟试题（一）



（21） （本题满分 11 分）

设 A 是 3 阶实对称矩阵， r（A） = 2， 且 A
1 1
0 0
- 1 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

- 1 2
0 2
1 2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
. 求正交变换 x = Qy（其

中 x = （x1， x2， x3） T， y = （ y1， y2， y3） T， Q 是正交矩阵）， 使得二次型 f（ x1， x2， x3 ） =
xTAx 在此正交变换下化为标准形， 并求此标准形.

（22） （本题满分 11 分）
设二维随机变量（X， Y）的概率密度为

f（x， y） =
x2 +

1
3
xy， 0≤x≤1， 0≤y≤2，

0， 其他，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

求（Ⅰ） DX； （Ⅱ） P X2 + Y2≤1 Y≥
1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 .
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（23） （本题满分 11 分）
设 Z = lnX ～ N（μ， σ2）， 其中 μ， σ2 是未知参数. 又设 Z1， Z2， …， Zn 是来自总体 Z

的简单随机样本. 求 EX 的最大似然估计量.

·7·模拟试题（一）



模拟试题（二）

一、 选择题： 1 ～ 8 小题， 每小题 4 分， 共 32 分 . 每小题给出的四个选项中， 只有一个

选项是符合题目要求的， 请将选项前的字母填在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（1） 函数 f（x） =

sin2x

（ecosx - 1）ln 1 +
1
4
x〓

〓
〓

〓

〓
〓

， - π < x < 0，

x2 + x， 0≤x <
π
2

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

的可去间断点个数为

（A） 0. （B） 1. （C） 2. （D） 3.
[　 　 ]

（2） 设函数 f（x） = xln（x + a） -
1
e
仅有单调减少区间 0，

1
e

〓

〓
〓

〓

〓
〓
〓， 则常数 a 等于

（A） - 2. （B） - 1. （C） 0. （D） 1.
[　 　 ]

（3） 设函数 f（x）连续， 且 f（0） = f ′（0） = 0，

F（x） =
∫x0 （∫u0 f（ t）dt ）du， x ≤0，

∫0-x ln（1 + f（x + t））dt， x > 0，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

则 F″（0）为

（A） 1. （B）
1
2
. （C）

1
3
. （D） 0.

[　 　 ]

（4） 设 D 是由曲线 x2 - y2 = 1 与直线 x = 2 围成的平面图形， 则二重积分 ∬
D

（x + y）dσ 为

（A） 3. （B） 2 3. （C） 3 3. （D） 0.
[　 　 ]

（5） 设 A 是 n（n≥2）阶反对称矩阵， A∗≠O， 则 A∗为对称矩阵是 n 为奇数的

（A） 充分而非必要条件. （B） 必要而非充分条件.
（C） 充分必要条件. （D） 既非充分又非必要条件.

[　 　 ]

（6） 设矩阵 A 与 B =
0 0 1
1 1 0
1 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
相似， 则 r（A - 2E3） + r（A - E3）为

（A） 2. （B） 3. （C） 4. （D） 5.



[　 　 ]
（7） 设二维连续型随机变量（X， Y）的分布函数为

F（x， y） = （1 - e - x）（1 - e -
1
2 y）， x > 0， y > 0，

0， 其他，{
则以下结论不正确

〓〓〓
的是

（A） X 与 Y 相互独立. 　
（B） EY = 2.
（C） X 在 Y = y > 0 条件下的条件概率密度 fX | Y（x | y） = e - x .

（D） 关于 X 的边缘分布函数 Fx（x） =
1 - e - x， x > 0，

0， x≤0.{ .

[　 　 ]
（8） 设 X1， X2， X3， X4 是来自总体 X ～ N（0， 22 ） 的简单随机样本， 则统计量 Z =

1
20

（X1 - 2X2） 2 +
1

100
（3X2 - 4X4） 2 的方差 D（Z）为

（A） 4. （B） 3. （C） 2. （D） 1.
[　 　 ]

二、 填空题： 9 ～ 14 小题， 每小题 4 分， 共 24 分， 请将答案写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（9） 极限 lim
n→∞

1 +
1
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓

（ - 1） nsin
π
n

　 　 　 　 　 .

（10） 函数 φ（x） =
1 - x， x≤1，
xlnx， x > 1，{ ψ（x） =

（x - 1） 2， | x | ≤1
lnx， x > 1，{ 则定积分 ∫1-1 φ（ψ（x））dx

= 　 　 　 　 　 .
（11） 设函数 f（u， v）具有连续偏导数， 且在点（1， 0）的充分小邻域内，

f（u， v） = 1 - u - v + o（ （u - 1） 2 + v2） .
记　 g（x， y） = f（ey， x + y）， 则 dg（x， y） （0，0） = 　 　 　 　 　 .

（12） 设 f（x， y）是二元连续函数， 则二次积分 ∫
π
2

0
dθ∫-sinθ+ 3+sin2θ

1
f（ rcosθ，rsinθ） rdr 在直角

坐标系中先 x 后 y 的二次积分为　 　 　 　 　 .

（13） 设矩阵 A =
1 2

1 1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
， B =

- 1 　 1

　 1 - 1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
， C =

1 1

0 1

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
， 则矩阵

A - 1 O

B C∗

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

- 1

　 　 　 　 　 .

（14） 设随机变量 X， Y 的概率密度同为 f（ t） =
3
8
t2， 0 < t < 2，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
已知事件 A = {X > a}，

B = {Y > a}相互独立， 且 P（A∪B） =
3
4
， 则常数 a = 　 　 　 　 　 .

三、 解答题： 15 ～ 23 小题， 共 94 分 . 请将解答写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 . 解答应写出文

·9·模拟试题（二）



字说明、 证明过程或演算步骤 .
（15） （本题满分 10 分）

求极限lim
x→0

2e
1
x

1 + e
4
x

+
sinx - | x |

| x |
〓

〓

〓〓

〓

〓

〓〓arctan
1
x
.
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（16） （本题满分 10 分）
求由直线 y = x 及曲线 y = x2 围成的平面图形分别绕直线 y = 1 和 y 轴旋转一周而成的旋

转体体积.

（17） （本题满分 10 分）
求 a = 1 与 a = 2 时微分方程 y ″ + a2y = sinx + 2cos2x 的通解.

·11·模拟试题（二）



（18） （本题满分 10 分）
（Ⅰ） 证明： 当 | x | 充分小时， 有 0≤tan2x - x2≤x4；

（Ⅱ） 设 xn = ∑
n

k = 1
tan2 1

n + k
（n = 1，2，…），求极限lim

n→∞
xn .

（19） （本题满分 10 分）

设 f（x， y）是二重积分 I = ∬
D

r2sinθ 1 - r2cos2θdrdθ 在直角坐标系中的被积函数， 其中

D = （ r， θ） 0≤r≤secθ， 0≤θ≤
π
4{ }.

（Ⅰ） 求 f（x， y）的表达式与 I 的值；

（Ⅱ） 记 g（x， y） = f（x + y， 2xy）， 求
∂2g
∂x∂y

.
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（20） （本题满分 11 分）
设向量组（A）： α1 = （1， 0， 1） T， α2 = （0， 1， 1） T， α3 = （1， 3， 5） T 与向量组（B）： β1

= （1， 1， 1） T， β2 = （1， 2， 3） T， β3 = （3， 4， a） T 等价， 求

（Ⅰ） 常数 a；
（Ⅱ） （A）由（B）的线性表示式.

（21） （本题满分 11 分）

设矩 阵 A =
0 - 1 4
- 1 3 a
4 a 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 正 交 变 换 x = Qy （ 其 中 x = （ x1， x2， x3 ） T， y =

（y1， y2， y3） T），将二次 f（ x1， x2， x3 ） = xTAx 化为标准形， 其中正交矩阵 Q 的第 1 列为

1

6
（1， 2， 1） T，求

（Ⅰ） 常数 a 及 f 的标准形；
（Ⅱ） A∗能否正交相似对角化？ 如果能写出使 PTA∗P = Λ 的正交矩阵 P 及对角矩阵 Λ；

如果不能， 说明理由.
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（22） （本题满分 11 分）
设二维随机变量（X， Y）的概率密度为

f（x， y） =
Ax2y， （x， y）∈G = {（x， y） | - 1≤x≤1， x2≤y≤1}，
0， 其他，{

求常数 A 及方差 D（2X + 3Y） .

（23） （本题满分 11 分）
设随机变量 X 的分布函数为

f（x； α） =
1 -

α
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

， x > α > 0，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

记 Z = X2， Z1， Z2， …， Zn 是来自总体 Z 的简单随机样本. 求未知参数 α 的最大似然估计

量.
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模拟试题（三）

一、 选择题： 1 ～ 8 小题， 每小题 4 分， 共 32 分 . 每小题给出的四个选项中， 只有一个

选项是符合题目要求的， 请将选项前的字母填在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（1） 设函数 f（x） = lim
n→∞

n
1 + | x | 3n， 则 f（x）在（ - ∞ ， + ∞ ）上

（A） 处处可导. （B） 恰好有一个不可导点.
（C） 恰好有两个不可导点. （D） 至少有三个不可导点.

[　 　 ]

（2） 记 F（x） = ∫2x0
cos2（2x - t）dt ， 则 F″（x）为

（A） 4sin4x. （B） - 4sin4x.
（C） 4cos4x. （D） - 4cos4x.

[　 　 ]

（3） 方程 lnx =
x
e

- ∫
π
2

0

1
1 + tan3x

dx 的正根个数为

（A） 0. （B） 1. （C） 2. （D） 3.
[　 　 ]

（4） 设二元函数 f （ x， y） 在点 （ x0， y0 ） 的某个邻域内具有 2 阶连续偏导数， 且

f ′x（x0， y0） = f ′y（x0， y0） = 0. 记 A = f ″xx（x0， y0）， B = f ″xy（x0， y0）， C = f ″yy（x0， y0）， 则以

下结论不正确
〓〓〓

的是

（A） 当 A > 0， AC - B2 > 0 时， f（x0， y0）是极小值.
（B） 当 C > 0， AC - B2 > 0 时， f（x0， y0）是极小值.
（C） 当 AC - B2 = 0 时， f（x0， y0）不是极值.
（D） 当 AC - B2 < 0 时， f（x0， y0）不是极值.

[　 　 ]
（5） 设 A 是 2 阶 矩 阵， B 是 3 阶 可 逆 矩 阵， 且 | A | = 2， 则 分 块 矩 阵

O （2A）∗

（3B） - 1 O
〓

〓
〓

〓

〓
〓的逆矩阵为

（A）
O

1
4
A

3B O

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
. （B）

O 3B
1
4
A O

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
.

（C）
O

1
4
B

3A O

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
. （D）

3B O

O
1
4
A

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
.

[　 　 ]



（6） 已知矩阵 Q =
1 2 3
2 4 t
3 6 9

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
及 3 阶非零矩阵 P 满足 PQ =O， 则

（A） t = 6 时， r（P） = 1. （B） t = 6 时， r（P） = 2.
（C） t≠6 时， r（P） = 1. （D） t≠6 时， r（P） = 2.

[　 　 ]
（7） 已知 10 件产品中有 4 件一等品， 6 件二等品. 现从中任取两次， 每次取一件， 取

后不放回. 已知其中至少有 1 件是一等品， 则两件都是一等品的概率 p 为

（A）
1
5
. （B）

2
5
. （C）

3
5
. （D）

4
5
.

[　 　 ]
（8） 设随机变量序列 X1， X2， …， Xn， …相互独立且同服从参数为 λ（λ > 0）的指数分

布， 即它们的概率密度同为 f（x） =
λe - λx， x > 0，

0， x≤0，{ 记 Φ（x）为标准正态分布函数， 则对任意

实数 x， 下列结论中正确的为

（A） lim
n→∞

P
λ∑

n

i = 1
X i - n

n
≤ x

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
= Φ（x） . （B） lim

n→∞
P
∑

n

i = 1
X i - n

n
≤ x

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
= Φ（x） .

（C） lim
n→∞

P
λ∑

n

i = 1
X i - n

nλ
≤ x

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
= Φ（x） . （D） lim

n→∞
P
∑

n

i = 1
X i - n

nλ
≤ x

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
= Φ（x） .

[　 　 ]
二、 填空题： 9 ～ 14 小题， 每小题 4 分， 共 24 分， 请将答案写在答题纸

〓〓〓
指定位置上 .

（9） 极限 lim
n→∞

1
n
[（n + 1）（n + 2）…（n + n）]

1
n 　 　 　 　 　 .

（10） 设函数 f（x）连续， 且满足 f（x） = x + 2∫
π
2

0
f（x）cosxdx ， 则定积分 ∫10 f（x）dx = 　 　

　 　 　 .
（11） 设 z = f（ex， x2 + y2）， 其中二元函数 f（u， v）可微， 且 y = y（x）是由方程 ex + siny =

x 确定的隐函数， 则
dz
dx

= 　 　 　 　 　 .

（12） 二重积分 ∬
D

f（x，y）dσ （其中， D 是曲线 y = x2（≥0）， 直线 x + y = 2 以及 x 轴围成

的平面图形）在极坐标系下， 先 r 后 θ 的二次积分为　 　 　 　 　 .
（13） 设 A， B 都是 4 阶矩阵， 它们相似， 且 A 的特征值为 - 2， 1， 1， 2， 则行列式

| B∗ - E4 | = 　 　 　 　 　 .

（14） 设随机变量 X 的概率密度为 f（x） =
2e - 2x， x > 0，
0， x≤0，{ Y 的概率分布为 P（Y = 0） =

1
3
，
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P（Y = 1） =
2
3
， 则 E（X3 + 2Y2） = 　 　 　 　 　 .

三、 解答题： 15 ～ 23 小题， 共 94 分 . 请将解答写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 . 解答应写出文

字说明、 证明过程或演算步骤 .
（15） （本题满分 10 分）
已知函数 f（u）在点 u = 1 处可导， f ′（u） = 1. 求极限

lim
x→0

f（ln（1 + x2） + ex - x） - f（1）

tanx·（ 1 + x - 1）
.

·71·模拟试题（三）



（16） （本题满分 10 分）
求微分方程 y″ + y = 5e2x + 2sinx 的通解.

（17） （本题满分 10 分）

设数列{an}由递推式 a1 = 2， an + 1 =
1
3

2an +
1
a2
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓（n = 1， 2， …）确定， 求

（Ⅰ） 极限 lim
n→∞

an（记为 a）；

（Ⅱ） 幂级数 ∑
∞

n = 0

an

2n
xn 的收敛域.
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（18） （本题满分 10 分）
设函数 f（x）在[0， 1]上可导， 且 0 < f（x） < 1， 以及 f ′（x）≠1（0 < x < 1）， 则存唯一的

ξ∈（0， 1），使得 f（ξ） = ξ.

（19） （本题满分 10 分）

设二元函数 f（x， y） =

xlnx， x + y≤1， x≥0， y≥0，
1

（x2 + y2）
3
2

， 1 < x + y≤2， x≥0， y≥0，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

求二重积分 ∬
D

f（x，y）dσ ， 其中 D = {（x， y） | x + y≤2， x≥0， y≥0} .

·91·模拟试题（三）



（20） （本题满分 11 分）

已知线性方程组（Ⅰ）
x1 + x2 - 2x3 = 1，
x1 - 2x2 + x3 = 2，
ax1 + bx2 + cx3 = 0

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
有两个不同的解， 且 a 为系数矩阵的秩， 求其

通解及向量 ξ = （ a， b， c） T 关于向量组 η1 = （1， 0， - 1） T， η2 = （ - 1， 1， 1） T， η3 =
（1， 1， 0） T的线性表示式.

（21） （本题满分 11 分）
已知 f（x1， x2， x3） = x2

1 + x2
2 + cx2

3 + 2x1x3 + 2x2x3（ c≥2）与 g（x1， x2， x3） = x2
1 - 2x1x2 +

4x2
2 + x2

3 中有且仅有一个是正定二次型， 求常数 c， 及由可逆线性变换将正定二次型化为的规

范形， 用正交变换将非正定二次型化为的标准形（需分别求出可逆线性变换与正交变换） .
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（22） （本题满分 11 分）

设有随机变量 X， Y， 其中 Y 的概率密度为 fY（ y） =
5y4， 0 < y < 1，
0， 其他.{ 且在 Y = y 的条件

下， X 的条件概率密度为 fX | Y（x | y） =
3x2

y3
， 0 < x < y，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
求 D（X）及 Cov（X， Y） .

（23） （本题满分 11 分）
设总体 Z = XY， 其 中 随 机 变 量 X， Y 相 互 独 立， 且 X 的 概 率 密 度 fX （ x ）

=
λe - λx， x≥0，

0， x < 0{ （λ > 0），Y 的概率分 为

Y - 1 1

P
1
2

1
2

， 又设 z1， z2， …， zn 是来自 Z 的一

个简单随机样本的观察值， 求未知参数 λ 的最大似然估计值.

·12·模拟试题（三）



模拟试题（四）

一、 选择题： 1 ～ 8 小题， 每小题 4 分， 共 32 分 . 每小题给出的四个选项中， 只有一个

选项是符合题目要求的， 请将选项前的字母填在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .
（1） 设函数 g（x）满足 g（1） = 0， g′（1） = - 1. 记

f（x） =
g（x）sin

π
2x

， x≠1，

0， x = 1，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

则 f ′（1）为
（A） 0. （B） 1. （C） - 1. （D） 不存在.

[　 　 ]

（2） 函数 f（x） = lim
n→∞

xn + 1 - （x2 - 1）sinπx
xn + x2 - 1

的极大值与极小值分别为

（A） 1， - 1. （B） - 1， 1. （C） 不存在， - 1. （D） 1， 不存在.
[　 　 ]

（3） 设二元函数 φ（x，y） = ∫
y2

x2

0
du∫u0 1

y2
f v

y
〓

〓
〓

〓

〓
〓dv（其中 f 是连续函数） ， 则

∂ 2φ
∂ y2

为

（A）
1
x2
f

y
x2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 . （B）

1
x2
f
x2

y
〓

〓
〓

〓

〓
〓 .

（C）
1
x4
f

y
x2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 . （D）

1
x4
f
x2

y
〓

〓
〓

〓

〓
〓 .

[　 　 ]

（4） 设曲线 y = y（x）在点M（0， 1）处的切线斜率为
1
2
， 且 y（x）满足微分方程 yy″ + （y′） 2

= 0， 则 y（x）为

（A） 1 + x （x≥ -1） . （B） 1 + x （x≥0） .
（C） y2 = x + 1 （x≥ -1） . （D） y2 = x + 1 （x≥0） .

[　 　 ]

（5） 设 A 是 n 阶矩阵， α 是 n 维非零列向量， 记 B =
A α

αT 0

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
， 且 r（A） = r（B）， 则线

性方程组

（A） Ax = α有无穷多解. （B） Ax = α有唯一解.
（C） By = 0 有非零解. （D） By = 0 只有零解.

[　 　 ]



（6） 设矩阵 A =
1 0 　 0
0 2 　 0
0 0 - 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 则下列矩阵中与 A 合同且相似的是

（A）
- 1 0 0
　 0 1 2
　 0 2 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
. （B）

- 1 0 0

　 0
3
2

1
2

　 0
1
2

3
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

.

（C）
- 1 0 0
0 1 - 2
0 - 2 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
. （D）

1 0 0

0 -
3
2

1
2

0
1
2

-
3
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

.

[　 　 ]
（7） 设随机变量 X 服从指数分布， 它的概率密度为

f（x） =
2e - 2x， x > 0，
0， 其他，{

则随机变量 Y = max X， X2，
1
2{ }的分布函数

（A） 是连续的. （B） 只有一个间断点.
（C） 只有两个间断点. （D） 多于两个间断点.

[　 　 ]
（8） 设 X1， X2， …， X8 是来自总体 X ～ N（0， σ2 ）的一个简单随机样本， 则统计量

（X1 + X2 + X5 + X6） 2

（X3 + X4 - X7 - X8） 2
服从

（A） F（4， 2） . （B） F（4， 4） . （C） F（1， 1） . （D） F（2， 4） .
[　 　 ]

二、 填空题： 9 ～ 14 小题， 每小题 4 分， 共 24 分， 请将答案写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（9） 设函数 f（x）在点 x = 0 处二阶可导， 且lim
x→0

[ f（x） + 1]x2

x - sinx
= 2， 则曲线 y = f（x）在点（0，

f（0））处的切线方程为　 　 　 　 　 .
（10） 由拉格朗日中值定理知， 对任意 x∈（0， 1）， 对应地存在唯一的 ξ（x）∈（0， x），

使得 acrsinx =
x

1 - ξ2（x）
， 则极限 lim

x→0 +

ξ（x）
x

= 　 　 　 　 　 .

（11） 设函数 f（x） =
cosx， x≤1，
lnx， x > 1，{ 则定积分 ∫π-1e2f（x） sinxdx = 　 　 　 　 　 .

（12） 设二元函数 z = sin（xy） + φ x，
x
y

〓

〓
〓

〓

〓
〓， 其中 φ（u， v）具有 2 阶偏导数， 且满足 φ″uv +
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1
y
φ″vv = 0， 则 z″xy = 　 　 　 　 　 .

（13） 设 A 是 m × n 矩阵， 且其列向量组线性无关； B 是 n 阶矩阵， 满足 AB = A， 则

r（B∗） = 　 　 　 　 　 .

（14） 设二维随机变量 （X， Y） 的概率密度为 f （ x， y） =
2e - （x + 2y）， x > 0， y > 0

0， 其他，{ 则

D（X + Y2） = 　 　 　 　 　 .
三、 解答题： 15 ～ 23 小题， 共 94 分 . 请将解答写在答题纸

〓〓〓
指定位置上 . 解答应写出文

字说明、 证明过程或演算步骤 .
（15） （本题满分 10 分）

求不定积分 ∫f（x）dx， 其中函数 f（x） = | x + 1 | + 2x.
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（16） （本题满分 10 分）

设函数 f（ t） =
2t2 + sint， t < 0，
y（ t）， t≥0，{ 其中 y = y（ t）是微分方程

dy
dt

+ 2y = e - t满足 y（0） = 0 的

解. 求 f ″（ t） .

（17） （本题满分 10 分）

设 f（x）是连续函数， 且满足 ∫x0 f（x - t）dt = sinx· f（x）， 以及 f
π
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 2. 求 f（ x）在

π
3
，

π
2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓上的平均值.
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（18） （本题满分 10 分）

求二元函数 f（x， y） = x2 + 2y2 - x2y2 在闭区域 D = {（x， y） | x2 + y2≤1， x≥
1
2
， y≥0}

上的最大值与最小值.

（19） （本题满分 10 分）
设二元函数 u = u （ x， y） 具有 2 阶连续偏导数， 且满足 u″xx = u″yy， u （ x， 2x） = x，

ux′（x， 2x） = x2 . 又设 D 是由半圆 x2 + z2 = 1（ z≥0）， 曲线 z = u″xx（x， 2x）， z = u″xy（x， 2x）围成

的平面图形， 求 D 的面积.
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（20） （本题满分 11 分）

设向量 α = （1， 2， 1） T， β = 1，
1
2
， 0〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

， γ = （0， 0， 8） T . 记 A = αβT， b = βTα， 求

线性方程组 2b2A2x = A4x + b4x + γ的通解.

（21） （本题满分 11 分）

设实对称矩阵 A =
0 - 1 4

- 1 3 - 1
4 - 1 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 求使二次型 f1 （ x1， x2， x3） = xTAx 与 f2 （ x1， x2，

x3） = xTA∗x（其中 x = （ x1， x2， x3） T）都化为标准形的正交变换 x = Qy（其中 y = （ y1， y2，
y3） T， Q 是正交矩阵）， 并写出它们的标准形.

·72·模拟试题（四）



（22） （本题满分 11 分）

设随机变量 X 的概率密度为 f（x） =
1
3
， - 2 < x < 1，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
， 求

（Ⅰ） 随机变量 Y = X2 的概率密度 φ（y）；
（Ⅱ） 求 E（ | Y - X4 | ） .

（23） （本题满分 11 分）
设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X 的简单随机样本， 其中 X 的概率密度为 f（ x； θ）

=
1
θ
e -

x
θ ， x > 0，

0， 其他，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
θ > 0. 求当 n 无限增加时， 未知参数 θ 的最大似然估计量 θ

∧

所近似服从的

分布.
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模拟试题（五）

一、 选择题： 1 ～ 8 小题， 每小题 4 分， 共 32 分 . 每小题给出的四个选项中， 只有一个

选项是符合题目要求的， 请将选项前的字母填在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .
（1） 设函数 f（x）可导，

（A） 若 f（x）只有一个零点， 则 f ′（x）至少有两个零点.

（B） 若 f ′（x）只有一个零点， 则 f（x）至少有两个零点.

（C） 若 f（x）没有零点， 则 f ′（x）至少有一个零点.

（D） 若 f ′（x）没有零点， 则 f（x）至多有一个零点.

[　 　 ]

（2） 对于定积分 I1 = ∫
π
2

0
sin（sinx）dx，I2 = ∫

π
2

0
sin（cosx）dx，I3 = ∫

π
2

0
cos（sinx）dx 有

（A） I1 < I2 . （B） I1 < I3 . （C） I3 < I2 . （D） I3 < 1.

[　 　 ]

（3） 设二元函数 f（x， y） =
x3y - xy3

x2 + y2
， （x， y）≠（0， 0），

0， （x， y） = （0， 0），

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

则

（A） f ″xy（0， 0） = f ″yx（0， 0） .

（B） f ″xy（0， 0） > f ″yx（0， 0） .

（C） f ″xy（0， 0） < f ″yx（0， 0） .

（D） f ″xy（0， 0）与 f ″yx（0， 0）中至少有一个不存在.

[　 　 ]

（4） 设二元函数 f（x， y）连续， 记二次积分 ∫10 dy∫
1

1-y
f（x，y）dx + ∫21 dx∫

1

x-1
f（x，y）dy 对应

的二重积分的积分区域为 D， 则 D 的边界上与直线 y = x - 1 平行的切线方程为

（A） y = x -
3
4
. （B） y = x +

3
4
. （C） y = x -

1
2
. （D） y = x +

1
2
.

[　 　 ]

（5） 设向量组 α1 = （1， 2， 3， 3） T， α2 = （ - 1， - 4， 1， 1） T， α3 = （3， 5， 4， t + 2） T，

α4 = （ - 2， - 8， 2， t） T 有以下结论：

①t = 2 时， α1， α2， α3， α4 线性相关. ②t = 2 时， α1， α2， α3， α4 线性无关.

③t = 3 时， α1， α2， α3， α4 线性相关. ④t = 3 时， α1， α2， α3， α4 线性无关.

则正确结论为



（A） ①③. （B） ②③. （C） ①④. （D） ②④.

[　 　 ]

（6） 设 3 阶矩阵 A =

0 0 1

a 1 b

1 0 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
， B =

0 0 　 1

a 1 - b - 1

0 0 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
都可相似对角化， 则

（A） a =
1
2
， b = -

1
2
. （B） a = b =

1
2
.

（C） a = -
1
2
， b =

1
2
. （D） a = b = -

1
2
.

[　 　 ]

（7） 设连续型随机变量 X， Y 满足 P（X≥0， Y≥0） =
3
7
， P（X≥0） = P（Y≥0） =

4
7
， 则

P（max{X， Y}·X≥0）为

（A）
6
7
. （B）

4
7
. （C）

3
7
. （D）

2
7
.

[　 　 ]

（8） 设总体 X ～ N（0， σ2）， X1， X2， …， X9 是来自 X 的简单随机样本， 它的均值记为

X， 则使得 P（1 < X < 3）为最大的 σ 值是

（A）
2

ln3
. （B）

4

ln3
. （C）

6

ln3
. （D）

8

ln3
.

[　 　 ]

二、 填空题： 9 ～ 14 小题， 每小题 4 分， 共 24 分， 请将答案写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（9） 曲线 y =
x3

（x - 1） 2
+ x2（e

1
x - 1）的非铅直渐近线方程为　 　 　 　 　 .

（10） 设函数 f（x） = （sinx3） 3 + lncosx， 则 f（4）（0） = 　 　 　 　 　 .

（11） 定积分 ∫1-1（ | x | e -x + sinx3 + 1 - x2）dx = 　 　 　 　 　 .

（12） 设二重积分 ∬
D

（x + 4y + xy）dσ =
π
8

（其中， D = {（x， y） | x2 + y2≤ax}， a > 0），

则常数 a = 　 　 　 　 　 .

（13） 设 A 是 3 阶矩阵， α1， α2， α3 是 3 维线性无关列向量组， 已知

Aα1 = α2 + α3， Aα2 = α1 + α3， Aα3 = α1 + α2，

则 A 的最大特征值为　 　 　 　 　 .
（14） 已知甲、 乙两箱中装有同种产品， 其中甲箱中装有 3 件合格品和 3 件次品， 乙箱

中仅有 3 件合格品. 从甲箱中任取 3 件放入乙箱后， 从乙箱中任取 3 件， 则其中的次品数的
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平均值为　 　 　 　 　 .
三、 解答题： 15 ～ 23 小题， 共 94 分 . 请将解答写在答题纸

〓〓〓
指定位置上 . 解答应写出文

字说明、 证明过程或演算步骤 .
（15） （本题满分 10 分）

求极限lim
x→0

2cosx + x

2 1 + x
〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓

1
x2

.

（16） （本题满分 10 分）
设函数 f（x）满足 ex f（x） + 2eπ - x f（π - x） = 3sinx， 求 f（x）（x > 0）的极值.

·13·模拟试题（五）



（17） （本题满分 10 分）
设二元函数 f（u， v）在点（1， 1）处可微， 且 f（1， 1） = 1， fu′（1， 1） = 2， fv′（1， 1） = 3，

以及 φ（x） = f（x， f（x， x））是单调函数， 求
d
dx∫

φ（x）

0
φ -1（ t）dt

x = 1
（其中 φ - 1是 φ 的反函数） .

（18） （本题满分 10 分）

设幂级数 ∑
∞

n = 0
（ - 1） n 1

2n·（2n + 1）！
x2n+1 的和函数为 s（x）， 求反常积分 ∫+∞

0
e -xs2（x）dx.
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（19） （本题满分 10 分）
设函数 f（u）在[1， + ∞ ）上具有 2 阶连续偏导数， 且 f（1） = 0， f ′（1） = 1. 又设函数 z

= （x2 + y2） f（x2 + y2）满足
∂ 2 z
∂ x2

+
∂ 2 z
∂ y2

= 0. 求

（Ⅰ） f（u）的表达式；

（Ⅱ） 二重积分 ∬
D

x2 + y2 f（x2 + y2）
ln（x2 + y2）

dσ， 其中 D 是 D1 = {（x， y） | x2 + y2≥1}与 D2 =

{（x， y） | （x - 1） 2 + y2≤1}的公共部分.

（20） （本题满分 11 分）

设矩阵 A =
　 1 0 2
　 2 1 5
- 1 0 a - 3

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
有零特征值， 且存在矩阵 B =

2 2 　 3
3 4 　 8

b + 1 c - 2 - 3

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 使得矩

阵方程 AX = B 有解， 求常数 a， b， c 及该矩阵方程的所有解.

·33·模拟试题（五）



（21） （本题满分 11 分）
设向量 β = （1， 1， - 2） T 可由向量组 α1 = （1， 1， a） T， α2 = （1， a， 1） T， α3 =

（a， 1， 1） T线性表示， 但表示式不是唯一的.
（Ⅰ） 求常数 a 及线性表示式的一般形式；
（Ⅱ） 对矩阵 A = （α1， α2， α3）及上述算得 a， 求正交变换 x = Qy（其中 x = （ x1， x2，

x3） T， y = （y1， y2， y3） T， Q 是正交矩阵）， 使得二次型 f（x1， x2， x3） = xTAx 化为标准形，
并求此标准形.

（22） （本题满分 11 分）
设二维随机变量（X， Y）的概率密度为

f（x， y） =
3
2
x， 0 < x < 1， 0 < y < 2x，

0， 其他，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

记 Z = 2X - Y， 求 DZ 和 Z 的概率密度 fZ（ z） .
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（23） （本题满分 11 分）

设总体 Z = X2 + Y， 其中 X ～ N（0， σ2）， Y 的概率分布为

Y - 1 1

P
1
3

2
3

.

又设 Z1， Z2， …， Zn 是来自总体 Z 的简单随机样本， 求未知参数 σ2 的矩估计量.

·53·模拟试题（五）



模拟试题（六）

一、 选择题： 1 ～ 8 小题， 每小题 4 分， 共 32 分 . 每小题给出的四个选项中， 只有一个

选项是符合题目要求的， 请将选项前的字母填在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（1） 方程 2x - x2 - 1 = 0 的不同实根个数为

（A） 1. 　 　 　 　 　 　 （B） 2. 　 　 　 　 　 　 （C） 3. 　 　 　 　 　 　 （D） 4.

[ 　 　 ]

（2） 设 M = ∫
π
2

- π
2

sin x
1 + x2cos

2 xdx，N = ∫
π
2

- π
2
（sin3 x + cos4 x）dx，P = ∫

π
2

- π
2
（x2sin3 x - cos7 x）dx，

则它们的大小次序为

（A） M < N < P. （B） N <M < P. （C） P <M < N. （D） P < N <M.

[ 　 　 ]

（3） 收敛半径 R = 1 是幂级数 Σ
∞

n = 0
anxn 在点 x = - 1 处条件收敛的

（A） 充分而非必要条件. （B） 必要而非充分条件.

（C） 充分必要条件. （D） 既非必要又非充分条件 .

[ 　 　 ]

（4） 微分方程 y″ + y = 2sin x 应有的特解形式为

（A） acos x + bsin x. （B） x（acos x + bsin x） .

（C） axcos x. （D） bxsin x.

[ 　 　 ]

（5） 设 A 是 n 阶可逆矩阵， α 是 A 的对应特征值 λ 的特征向量， 且存在 n 阶可逆矩阵

P， 使得 P - 1AP = B， 则

（A） B - 1有特征值 1
λ及对应的特征向量 P - 1α.

（B） B - 1有特征值 1
λ及对应的特征向量 Pα.

（C） B - 1有特征值 λ 及对应的特征向量 P - 1α.

（D） B - 1有特征值 λ 及对应的特征向量 Pα.

[ 　 　 ]

（6） 设 n 维向量组（Ⅰ）： α1， α2， …， αm 和（Ⅱ）： β1， β2， …， βm（m≤n）， 记矩阵

A = （α1，α2， …， αm）和 B = （β1， β2， …， βm）， 则下列命题不正确
〓〓〓

的是



（A） 当（Ⅰ）与（Ⅱ）等价时， （Ⅰ）与（Ⅱ）等秩.

（B） 当（Ⅰ）与（Ⅱ）等秩时， （Ⅰ）与（Ⅱ）等价.

（C） 当 A 与 B 等价时， A 与 B 等秩.

（D） 当 A 与 B 等秩时， A 与 B 等价 .

[ 　 　 ]

（7） 设随机变量 X 的概率密度 f（x） =

1
2 ， - 1 < x < 0，

1
4 ， 0≤x≤2，

0， 其他，

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

记 Y = X2 和二维随机变量（X，

Y）的分布函数为 F（x， y）， 则 F（1， 4）等于

（A） 1
4 . （B） 1

2 . （C） 3
4 . （D） 1.

[ 　 　 ]

（8） 设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X ～ N（0， σ2 ）的简单随机样本， 则统计量 Y =

1
nΣ

n

i = 1
X2

i（ ）
2
的数学期望为

（A） 4
n σ4. （B） 2

n σ4.

（C） 1 + n
n σ4. （D）2 + n

n σ4. [ 　 　 ]

二、 填空题： 9 ～ 14 小题， 每小题 4 分， 共 24 分， 请将答案写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（9） 设函数 f（x） =
（ex + sin x）

1
x ， x > 0，

a， x≤0{ 连续， 则常数 a = 　 　 　 　 　 .

（10） 设二元函数 f（u， v）可微， 则 ∂
∂xf exy， cos 1

x
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 　 　 　 　 　 .

（11） 级数 Σ
∞

n = 1

1
n（n + 1） + （ - 1） cosnπ2 1

2n[ ]的和为　 　 　 　 　 .

（12） 设某商品的收益函数为 R（p）， 收益弹性为 1 + p + pln p（其中 p 是价格）， 且R（1）

= 1， 则 R（p） = .

（13） 设 4 阶矩阵

A =

0 0 1 2

0 0 1 1

1 0 0 0

0 - 1 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

，

则 A∗ = 　 　 　 　 　 .
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（14） 某人向同一目标独立重复射击， 每次射击命中目标的概率为 p（0 < p < 1）， 记 A 为

“此人第 4 次射击恰好第 2 次命中目标”这一事件， 又记 X 为服从参数为 P（A）的 0 - 1 分布

的随机变量， 则 E（X2） = 　 　 　 　 　 .

三、 解答题： 15 ～ 23 小题， 共 94 分 . 请将解答写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 . 解答应写出文

字说明、 证明过程或演算步骤 .

（15）（本题满分 10 分）

求不定积分 ∫ 1 + sin x
1 + cos x·exdx.

（16）（本题满分 10 分）

已知 fn（x）满足 f ′n（x） = fn（x） + 1
（n - 1）！x

n - 1ex， 且 fn（1） = e
n！， 记 s（x） = Σ

∞

n = 1
fn（x）， 求

s（x）的表达式并画出函数 y = s（x）的简图 .
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（17） （本题满分 10 分）

求二元函数 f（x， y） = 2x2 + y2 - 2x2y2 在闭区域 D = {（x， y） | x2 + 2y2≤1， y≥0}上的最

大值与最小值 .

（18） （本题满分 10 分）

设函数 f（x， y） =
xy， （x， y）∈D1，

1 - x - y， （x， y）∈D2，
{ 其中 D1， D2 是△OAB 被曲线 xy + x + y = 1

划分成的两部分（见图 6-18）， 求二重积分 ∬
△OAB

f（x，y）dσ.

图　 6-18
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（19） （本题满分 10 分）
设函数 f（x）在[a， b]上连续， 在（a， b）内 2 阶可导， 且 f ′+ （a） > 0， f（b） = 0. 此外存

在 c∈（a， b）， 使得 f（c） = 0， f ′（c） < 0. 证明： 存在 ξ∈（a， b）， 使得 f ″（ξ） = 0.

（20） （本题满分 11 分）
设向量组 α1 = （1， 0， a） T， α2 = （0， 1， 1） T， α3 = （ b， 3， 5） T 不能由向量组 β1 =

（1， 1， 1） T，β2 = （1， 2， 3） T， β3 = （3， 4， b） T 线性表示， 但 β1， β2， β3 可由向量组 α1，
α1 + α2， α1 + α2 + α3 线性表示， 求常数 a， b.
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（21） （本题满分 11 分）

设二次型 f（x1， x2， x3） = xTAx（其中 A 是 3 阶实对称矩阵， x = （x1， x2， x3） T）在正交

变换 x =Qy（其中 y = （y1， y2， y3） T 以及 Q 是正交矩阵）下的标准形为 y2
1 + y2

2 - y2
3， 且 Q 的

第 3 列为 2
2 ， 0， 2

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

， 求 A 的伴随矩阵 A∗.

（22） （本题满分 11 分）

设二维随机变量（X， Y）的概率密度为

f（x， y） =
1
4 （1 - x3y - xy3）， x < 1， y < 1，

0， 其他 .

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

（Ⅰ） 求随机变量 Z = X2 的概率密度 fZ（ z）；

（Ⅱ） 求随机变量 W = （X - Y） 2 的数学期望 .

·14·模拟试题（六）



（23） （本题满分 11 分）

设总体 X 的概率密度为 f（x） =
θx θ - 1， 0 < x < 1，

0， 其他，{ 其中 θ > 0 是未知参数， x1， x2， …，

xn 是来自总体 X 的一个简单随机样本的观察值， 求 θ 的矩估计值与最大似然估计值 .

·24· 2016 考研数学（三）名师精选



模拟试题（七）

一、 选择题： 1 ～ 8 小题， 每小题 4 分， 共 32 分 . 每小题给出的四个选项中， 只有一个

选项是符合题目要求的， 请将选项前的字母填在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（1） 设函数 f（x） = （x - 2） | x（x - 2） | ， 则

（A） f（x）在点 x = 0， 2 处都不可导 .

（B） f（x）在点 x = 0， 2 处都可导 .

（C） f（x）在点 x = 0 处可导， 而在点 x = 2 处不可导 .

（D） f（x）在点 x = 0 处不可导， 而在点 x = 2 处可导 .

[ 　 　 ]

（2） 下列等式中不正确的是

（A） ∫10 x2dx = lim
n→∞

1
nΣ

n

i = 1

i
n（ ）

2
. 　 　 　 　 （B） ∫10 x2dx = lim

n→∞

1
2nΣ

2n

i = 1

i
2n（ ）

2
.

（C） ∫10 x2dx = lim
n→∞

1
nΣ

n

i = 1

2i - 1
2n（ ）

2
. （D） ∫10 x2dx = lim

n→∞

1
3nΣ

n

i = 1

3i - 1
3n（ ）

2
.

[ 　 　 ]

（3） 设二元函数 f（x， y） =
（x + y） 3

x2 + y2 ， x2 + y2≠0，

0， x = y = 0，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
则

（A） f（x， y）在点（0， 0）处不连续 .

（B） f（x， y）在点（0， 0）处的两个偏导数都为零 .

（C） f（x， y）在点（0， 0）处的两个偏导数存在但都不为零 .

（D） f（x， y）在点（0， 0）处可微 .

[ 　 　 ]

（4） 设{an}是单调减少收敛于零的正项数列， 则当级数 Σ
∞

n = 1
an 发散时，下列结论正确的

是

（A） 级数Σ
∞

n = 1
a2n-1 收敛，而级数Σ

∞

n = 1
a2n 发散 .

（B） 级数Σ
∞

n = 1
a2n-1 发散，而级数Σ

∞

n = 1
a2n 收敛 .

（C） 级数Σ
∞

n = 1
（a2n-1 + a2n） 收敛 .



（D） 级数Σ
∞

n = 1
（a2n-1 - a2n） 收敛 .

[ 　 　 ]

（5） 设向量组 α， β， γ线性无关， 向量组 α， β， δ 线性相关， 则

（A） α不可由 β， γ， δ 线性表示 . 　 　 　 　 （B） δ 可由 α， β， γ线性表示 .

（C） β 不可由 α， γ， δ 线性表示 . （D） δ 不可由 α， β， γ线性表示 .

[ 　 　 ]

（6） 设 A 是 n 阶矩阵且有以下命题：

①　 A 有 n 个不同的特征值；

②　 A 有 n 个线性无关的特征向量；

③　 A 是实对称矩阵；

④　 A 的每个 ni 重特征值 λ i 的特征矩阵 λ iEn - A 都满足 r（λ iEn - A） = n - ni，

则 A 可相似对角化的充分必要条件有两类， 它们是

（A） ①②. 　 　 　 　 （B） ②③. 　 　 　 　 （C） ②④. 　 　 　 　 （D） ①④.

[　 　 ]

（7） 下列命题不正确的是

（A） 设二维随机变量（X， Y）在矩形区域{（ x， y） | a≤x≤b， c≤y≤d}上服从均匀分

布， 则 X 与 Y 相互独立 .

（B） 设二维随机变量（X， Y）的概率密度

f（x， y） =
abe - （ax + by）， x > 0， y > 0，

0， 其他{ （其中 a， b 都是正数），

则 X 与 Y 相互独立 .

（C） 设二维随机变量（X， Y）在圆域{（x， y） | x2 + y2≤R2}上服从均匀分布（其中 R 是

正数）， 则 X 与 Y 相互独立 .

（D） 设 X1， X2， X3， X4 是来自同一总体的简单随机样本， 则随机变量 X = f1（X1， X2）

与 Y = f2（X3， X4）（其中 f1， f2 都是连续函数）相互独立 .

[ 　 　 ]

（8） 设随机变量 t ～ t（n）， 对 α∈（0， 1）， tα（n）为满足 P（ t > tα（n）） = α 的实数， 则满

足 P（ | t | ≤b） = α 的 b 等于

（A） t α
2
（n）. （B） t1 - α

2
（n）. （C） t1 - α

2
（n）. （D） t1 + α

2
（n）.

[ 　 　 ]

二、 填空题： 9 ～ 14 小题， 每小题 4 分， 共 24 分， 请将答案写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（9） 函数 y = y（x）由微分方程 x2y′ + y + x2e
1
x = 0 及 y（1） = 0 确定， 则曲线 y = y（x）的非
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铅直渐近线方程为　 　 　 　 .

（10） 设 a 是常数， 则 I = ∫+∞

0

1
（1 + xa）（1 + x2）

dx = 　 　 　 　 .

（11） 设二元函数 f（x， y）在点（0， 0）处可微， 且

f ′x（0，0） = 1，　 f ′y（0，0） = - 1，

则极限lim
t→0

　f（2t， 0） + f（0， sin t） - 2f（ t， t）
t = 　 　 　 　 .

（12） 函数 f（x） = xex + 1 + 1
2 在（ - ∞ ， + ∞ ）上的零点个数为　 　 　 　 .

（13 ） 已 知 3 阶 矩 阵 A =

1 1 0

0 1 1

1 1 2

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
， 记 它 的 伴 随 矩 阵 为 A∗， 则 行 列 式

1
2 A2〓

〓
〓

〓

〓
〓

- 1

- 3A∗ = 　 　 　 　 .

（14） 设 X 是离散型随机变量， 其分布函数为

F（x） =

0， x < 0，

1
4 ， 0 ≤ x < 1，

1
2 ， 1 ≤ x < 2，

1， x ≥2.

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓〓

　 　 又设 Y 是连续型随机变量， 其概率密度为 φ（ t） =
e - t， t > 0，

0， 其他 .{ 记 a = P（X = 1）， 则概率

P（Y≥a） = 　 　 　 　 .

三、 解答题： 15 ～ 23 小题， 共 94 分 . 请将解答写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 . 解答应写出文

字说明、 证明过程或演算步骤 .

（15）（本题满分 10 分）

求极限lim
x→0

（ex + sin x）
sin x

ln（1 + x2） .

·54·模拟试题（七）



（16）（本题满分 10 分）

设 D = {（x， y） | 0≤x≤2， 2x - x2≤y≤ 4 - x2}， 分别求 D 绕 x 轴和 y 轴旋转一周

而成的旋转体体积 Vx 和 Vy.

（17） （本题满分 10 分）

计算二次积分 ∫10 dy∫
1

y

sin x
x dx + ∫ 2

1
dr∫arccos

1
r

0
rsin2 θdθ.
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（18） （本题满分 10 分）

求微分方程 y″ + 2y′ + y = e - x + sin 2xcos x 的通解 .

（19） （本题满分 10 分）

求幂级数 Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n（2n - 1）x
2n 的收敛域与和函数 .

·74·模拟试题（七）



（20） （本题满分 11 分）

设方程组 Ax = β 有解（1， 2， 2， 1） T 和（1， - 2， 4， 0） T， 其中矩阵 A = （α1， α2， α3，

α4）的秩为 3， 且 α1， α2， α3， α4， β 都是 4 维列向量， 求方程组 By = α1 + 2α2 的通解， 其

中矩阵 B = （α3， α2， α1， β - α4）.

（21） （本题满分 11 分）

设 f（x1， x2， x3） = xTAx， 其中 x = （x1， x2， x3） T， A =
1 2b 0

0 a 1

2 1 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
. 求二次型 f（x1， x2，

x3） = xTBx（其中 B 是实对称矩阵）的矩阵 B， 并计算 B 有特征值 λ = 0， 1 时 a， b 的值及可

逆线性变换 y = Cx（其中 y = （ y1， y2， y3 ） T， C 是可逆矩阵）， 它将 f（ x1， x2， x3 ）化为规

范形.
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（22） （本题满分 11 分）

设二维随机变量（X， Y）的概率密度为 f（x， y） =
e - y， 0 < x < y，

0， 其他 .{
（Ⅰ） 求关于 X 与 Y 的边缘概率密度；

（Ⅱ） 求概率 P（Y≥EX）和条件概率 P（X > 2 Y < 4）.

（23） （本题满分 11 分）

设总体 X 的概率分布为

X 0 1 2 3

P θ2 2θ（1 - θ） θ2 1 - 2θ
　 （0 < θ < 1

2 ） .

（Ⅰ） 试用总体 X 的简单随机样本值 3， 1， 3， 0， 3， 1， 2， 3， 求 θ 的矩估计值 θ
∧
.

（Ⅱ） 设 X1， X2， …， Xn 是来自 X（其未知参数 θ 为（Ⅰ）中确定的 θ
∧
）的简单随机样本，

则由中心极限定理知， 当 n 充分大时取值为 2 的样本个数 Y 近似地服从正态分布N（μ， σ2），

求它的两个参数 μ， σ2.

·94·模拟试题（七）



模拟试题（八）

一、 选择题： 1 ～ 8 小题， 每小题 4 分， 共 32 分 . 每小题给出的四个选项中， 只有一个

选项是符合题目要求的， 请将选项前的字母填在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（1） 函数 f（x） = x | （ex - 1）（x - 1） | 的不可导点个数为

（A） 0. 　 　 　 　 　 　 （B） 1. 　 　 　 　 　 　 （C） 2. 　 　 　 　 　 　 （D） 3.

[ 　 　 ]

（2） 设 F（x） = ∫x0 max{e -t，et}dt， 则

（A） F（x） =
1 - e - x， x < 0，

ex - 1， x≥0.{ （B） F（x） =
e - x - 1， x < 0，

ex - 1， x≥0.{
（C） F（x） =

1 - e - x， x < 0，

1 - ex， x≥0.{ （D） F（x） =
e - x - 1， x < 0，

1 - ex， x≥0.{
[　 　 ]

（3） 已知幂级数 Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n （x - a） n 在 x > 0 时发散， 在点 x = 0 处收敛， 则

（A） a = 1. （B） a = - 1.

（C） - 1≤a < 1. （D） - 1 < a≤1.

[　 　 ]

（4） 设 y1 = ex - e - xsin x， y2 = ex + e - xcos x 是 2 阶常系数非齐次线性微分方程 y″ + py′ +

qy = f（x）的两个解， 则 f（x）为

（A） e5x. （B） e3x. （C） ex. （D） e - x.

[ 　 　 ]

（5） 设 A， B 都是 n 阶实矩阵， 且齐次线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 有相同的基础解系

ξ1， ξ2， 则方程组①（A + B）x = 0， ②ATAx = 0， ③B∗x = 0 以及④
A

B
〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓x = 0 中仍以 ξ1， ξ2 为

基础解系的是

（A） ①②. （B） ②④. （C） ③④. （D） ①③.

[　 　 ]

（6） 矩阵 A =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

3 1 0 0

0 4 0

0 0 3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

1 0 0

0 0 1

0 1 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

4

的最小特征值为



（A） - 1. （B） - 2. （C） 1. （D） 2.

[ 　 　 ]

（7） 袋内有 7 个球， 其中 4 个红球， 3 个白球 . 现不放回地取球， 每次取 1 个 . 记

A = {第二次取球才取到白球}， B = {第二次取球取到的是白球}，

则它们的概率为

（A） P（A） = P（B） = 4
7 . （B） P（A） = 2

7 ， P（B） = 3
7 .

（C） P（A） = P（B） = 3
7 . （D） P（A） = P（B） = 2

7 .

[ 　 　 ]

（8） 设总体 X 的概率密度为 f（x） = 1
2 e - | x | （ - ∞ < x < + ∞ ）， X1， X2， …， Xn 为来自

X 的简单随机样本， 记其均值为 X = 1
nΣ

n

i = 1
X i，方差为 S2 = 1

n - 1Σ
n

i = 1
（X i - X） 2，则 E（X + S2）

为

（A） 1. （B） 2. （C） 3. （D） 4.

[ 　 　 ]

二、 填空题： 9 ～ 14 小题， 每小题 4 分， 共 24 分， 请将答案写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（9） 设函数 f（x） =
e

ln（1 + x） - x + 1
2 x2 - 1

3 x3

x3 -2， x≠0，

a， x = 0{ 在点 x = 0 处连续， 则常数 a = .

（10） 设函数 f（x） = 1
（x - 1）（x + 2）， 则 f （5）（0） = .

（11） 设二元函数 z = z（x， y）由方程 ln z + sin（xy） + xz = 0 确定， 且 xz + 1≠0， 则∂z
∂x =

.

（12） 设某产品的需求函数为 Q = Q（P）， 其对价格 P 的弹性 εP = 0. 2， 则当需求量为

100 000件时， 价格增加 1 元会使产品收益增加 元 .

（13） 设 A， B 分别为 2 阶与 4 阶矩阵， 且 r（A） = 1， r（B） = 2， A∗， B∗分别是 A 与 B

的伴随矩阵， 则

r
O A∗

B∗ O

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = .

（14） 设随机变量 X 与 Y 相互独立， 都服从参数为 1 的指数分布， 即它们的概率密度为

f（ t） =
e - t， t > 0，

0， 其他，{ 则 P（max{X， Y}≤1） = .
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三、 解答题： 15 ～ 23 小题， 共 94 分 . 请将解答写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 . 解答应写出文

字说明、 证明过程或演算步骤 .
（15）（本题满分 10 分）

求不定积分 ∫ 1
sin xcos x sin4 x + cos4 x

dx.

（16）（本题满分 10 分）

求函数 f（x） =

2
x2 （1 - cos x）， - π

2 < x < 0，

1， x = 0，

1
x ∫

x

0
cos t2dt， 0 < x < π

2

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

的极值 .
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（17）（本题满分 10 分）
求函数 f（x， y） = x2 + y2 在圆域 D = {（x， y） | （x - 1） 2 + （y - 1） 2≤2}上的最大值与最

小值 .

（18） （本题满分 10 分）

设 α = lim
x→0

x2 tan2 x
2

1 - （1 + x） sin3x， 求级数 Σ
∞

n = 1

1
n（n + 1）sin

n+1α 的和 .
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（19） （本题满分 10 分）

设二元函数 f（x， y） =
xy， （x， y）∈D1，
2y

x2 + y2 + 1
， （x， y）∈D2，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
其中 D1， D2 是 D = {（x， y） | x2 + y2

≤4， x≥0， y≥0}被圆（ x - 1） 2 + y2 = 1 划分成的两部分， 如图 8-19 所示 . 求二重积分

∬
D

f（x，y）dσ.

图　 8-19

（20） （本题满分 11 分）

已知线性方程组（A）：

x1 + 2x2 + x3 = 3，
2x1 + （a + 4）x2 - 5x3 = 6，
- x1 - 2x2 + ax3 = - 3

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

有无穷多解.

（Ⅰ） 求常数 a（a≠0）的值；

（Ⅱ） 对上述算得的 a 值， 求方程组（A）与（B）：
x1 + x2 + x3 = 0，

2x1 + λx2 = 1{ 有公共解时的 λ 值

及公共解 .
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（21）（本题满分 11 分）
设 A 是 3 阶实对称矩阵， A∗是它的伴随矩阵， 其满足

A∗
1 1
0 0

- 1 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

- 1 1
0 0
1 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，

且二次型 f（x1， x2， x3） = xTAx 在正交变换 x = Qy（其中， x = （x1， x2， x3） T， y = （y1， y2，
y3） T， Q 是正交矩阵）下的标准形为 y2

1 + y2
2 - y3

3， 求 Q 及 A∗.

（22） （本题满分 11 分）
设二维随机变量（U， V）的概率密度为

f（u，v） = 1， 0 < u < 1，0 < v < 2u，
0， 其他 .{

又设 X 与 Y 都是离散型随机变量， 其中 X 只取 - 1， 0， 1 三个值， Y 只取 - 1， 1 两个值， 且

EX = 0. 2， EY = 0. 4， P （X = - 1， Y = 1） = P （ X = 1， Y = - 1） = P （ X = 0， Y = 1） =
1
3 P V≤1

2 U≤1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓. 求

（Ⅰ） （X， Y）的概率分布；
（Ⅱ） Cov（X， Y） .
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（23） （本题满分 11 分）
设二维随机变量（X， Y）的概率密度为

f（x，y） =
3
θ3 x

2e -（y-θ），0 < x < θ，y > θ，

0， 其他，
{

其中 θ 是未知参数 . 设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X 的简单随机样本 . 求 θ 的矩估计量 θ
∧

和它的方差 D（ θ
∧
）.
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模拟试题（九）

一、 选择题： 1 ～ 8 小题， 每小题 4 分， 共 32 分 . 每小题给出的四个选项中， 只有一个

选项是符合题目要求的， 请将选项前的字母填写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（1） 设函数 y = 1
（x + 1） 2， 则 y（n）为

（A） （ - 1） n n！
（x + 1） n. 　 　 　 　 　 　 　 　 （B） （ - 1） n n！

（x + 1） n + 1.

（C） （ - 1） n （n + 1）！
（x + 1） n + 1. （D） （ - 1） n （n + 1）！

（x + 1） n + 2.

[ 　 　 ]
（2） 设二元函数 f（ x， y）在点（ x0， y0 ）处的三个 2 阶偏导数 f ″　xx （ x， y）， f ″　xy （ x， y），

f ″　yx（x， y）存在， 则必有

（A） f ″　xy（x0， y0） = f ″　yx（x0， y0）. （B） f ′　x（x， y）在点（x0， y0）处可微 .
（C） f ′　x（x， y）在点（x0， y0）处连续 . （D） f ′　x（x， y0）在点 x0 处可微 .

[ 　 　 ]

（3） 级数 Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 ∫

1
n

0

xα

1 + x2
dx （ - 1 < α < 0）

（A） 绝对收敛 . （B） 条件收敛 .
（C） 发散 . （D） 收敛或发散与 α 取值有关 .

[ 　 　 ]
（4） 设 y1， y2 是非齐次线性微分方程 y′ + p（x）y = q（x）的两个特解， 若常数 λ， μ 使 λy1

+ μy2 是该方程的解， λy1 - μy2 是该方程对应的齐次方程的解， 则

（A） λ = 1
2 ， μ = 1

2 . （B） λ = 1
2 ， μ = - 1

2 .

（C） λ = 2
3 ， μ = 1

3 . （D） λ = 1
3 ， μ = 2

3 .

[ 　 　 ]
（5） 设矩阵方程 AX = B（其中 A 是 m × n 矩阵， B 是 m × l 矩阵， X 是 n × l 未知矩阵），

则该方程有无穷多解的充分必要条件为

（A） r（A︙B） = r（A） = n. （B） r（A︙B） = r（A） < n.
（C） r（A︙B） > r（A）. （D） r（A︙B） = r（A）.

[ 　 　 ]
（6） 设 A， B 都是 n 阶实对称矩阵， 则 A 与 B 合同的充分必要条件为

（A） r（A） = r（B）.
（B） | A | = | B | .
（C） A， B 的特征值相同 .



（D） 分别以 A， B 为矩阵的二次型有相同的规范形 .
[ 　 　 ]

（7） 设 X， Y 是随机变量， 其中 X ～ N（1， 1）， 概率密度为 f1 （ x）， Y 的概率密度为

f2（x） =
e - （x - 1）， x≥1，
0， x < 1.{ 记 f（x） =

af1（x）， x < 0，

bf2（x）， x≥0，{ 则当 f（x）是概率密度时， a， b 应满足

（A） a + 1
2 b = 1. （B） 1

2 a + b = 1.

（C） a + 1
2 b = 0. （D） 1

2 a + b = 0.

[　 　 ]
（8） 设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X 的简单随机样本， 其中 X 服从参数 λ 的指数分

布. 记样本均值为X， 方差为 S2， 则当（4 - a）S2 - 2a X2 为 1
λ2的无偏估计量时， 常数 a 为

（A） 3. 　 　 　 　 　 （B） 3n
3n + 1. 　 　 　 　 　 （C） 3n

3n + 2. 　 　 　 　 　 （D） n
n + 1.

[　 　 ]
二、 填空题： 9 ～ 14 小题， 每小题 4 分， 共 24 分 . 请将答案写在答题纸

〓〓〓
指定位置上 .

（9） lim
n→∞

1
1 + enx + （1 + 1 + n - n） 2 + n[ ] = 　 　 　 　 　 　 .

（10） ∫ 1
x 4x2 - 1

dx = 　 　 　 　 　 　 .

（11） 设二元函数 f（u， v）可微， 则 ∂
∂x f（exy， sinx2） = 　 　 　 　 　 　 .

（12） 幂级数 Σ
∞

n = 1

nn

（n + 1） n+1x
2n 的收敛域为　 　 　 　 　 　 .

（13） 设矩阵 A =
1 0 - 1
2 λ 　 1
1 2 　 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
及 3 阶矩阵 B， 它们满足 r（B） = 2， r（AB） = 1， 则 λ =

　 　 　 　 　 　 .
（14） 设 A， B， C 是相互独立事件， 且 P （ A） = 0. 4， P （B） = P （C） = 0. 5， 则概率

P（A - C | AB∪C） = 　 　 　 　 　 　 .
三、 解答题： 15 ～ 23 小题， 共 94 分 . 请将解答写在答题纸

〓〓〓
指定位置上 . 解答应写出文

字说明、 证明过程或演算步骤 .
（15） （本题满分 10 分）

设函 数 y = φ （ ψ （ x ））， 其 中 φ （ x ） =
x， x≤0，
sin x， x > 0，{ ψ （ x ） =

x2 + x， x≤0，
xex， x > 0，{ 求

φ′（ψ（x））
x = 0

与[φ（ψ（x））] ′
x = 0

.
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（16） （本题满分 10 分）

已知二元连续函数 f（x， y）满足 f（x，y） = y + ∫x
0
f（x - t，y）dt，求二重积分∬

D

xf（x，y2）dσ，

其中 D 是由曲线 x = y2 和直线 x = 1 围成的区域 .

（17） （本题满分 10 分）
某厂家生产的一种产品同时在 A， B 两个市场销售， 每件产品售价分别为 p1 和 p2， 需求

函数分别为 q1 = 3 - 0. 5p1 和 q2 = 2 - 3p2， 总成本函数为 C = 5 + 2 q1 + 41
12q2

〓

〓
〓

〓

〓
〓. 如果 A 市场的

价格对 B 市场的价格弹性为 2， 且 p2 = 1 时， p1 = 3
16. 试问： 厂家如何确定两个市场的售价，

能使其获得的总利润最大？
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（18） （本题满分 10 分）
设 f（x）是[0， 1]上非负、 单调减少的连续函数， 证明：

∫a
0
f（x）dx > a

b ∫
b

a
f（x）dx（其中 0 < a < b < 1）.

（19） （本题满分 10 分）

设幂级数 Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n x2n+1，求

（Ⅰ） 该幂级数的和函数 s（x）及其定义域；

（Ⅱ） 方程 s（x） = 1
2 的实根个数 .
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（20） （本题满分 11 分）
设 A 是三阶矩阵， α1， α2， α3 是线性无关的三维列向量组 . 已知

Aα1 = α2 + α3，
Aα2 = α1 + aα3，
Aα3 = α1 + α2，

问： a 为何值时， A 不能相似对角化？

（21） （本题满分 11 分）
设二次型 f（x1， x2， x3） = xTAx（其中 x = （x1， x2， x3） T， A 是 3 阶实对称矩阵）经正交

变换 x =Qy（其中 y = （y1， y2， y3） T， Q 是正交矩阵）化为标准形 2y2
1 - y2

2 - y2
3. 又设 A∗α = α

（其中 A∗是 A 的伴随矩阵， α = （1， 1， - 1） T）. 求

（Ⅰ） Q 及 A；
（Ⅱ） 可逆线性变换 x = Cz（其中 z = （ z1， z2， z3） T， C 是可逆矩阵）， 它将 f（x1， x2， x3）

化为规范形 .

·16·模拟试题（九）



（22） （本题满分 11 分）

设随机变量 X 是连续型的， 它的概率密度为 fX（x） =
e - x， x > 0，
0， x≤0；{ 随机变量 Y 是离散型

的， 它的概率分布为

Y - 1 0 1

P 1
3

1
3

1
3

（Ⅰ） 当 X 与 Y 相互独立时， 求 Z = XY 的分布函数 FZ（ z）；
（Ⅱ） 求 Cov（X， X2）.

（23） （本题满分 11 分）
设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X ～ N（0， 1）的简单随机样本， X， S2 分别是它的均值与

方差， 求

（Ⅰ） E（X2S4）；
（Ⅱ） D（X2）.
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模拟试题（十）

一、 选择题： 1 ～ 8 小题， 每小题 4 分， 共 32 分 . 每小题给出的四个选项中， 只有一个

选项是符合题目要求的， 请将选项前的字母填在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .

（1） 已知函数 f（x）在（ - ∞ ， + ∞ ）上二阶可导， 且f ″（x） > 0， lim
x→1

f（x）
x - 1 = 0， 则当 x > 1

时， f（x）
（A） 单调减少且大于零 . 　 　 　 　 　 　 　 　 （B） 单调减少且小于零 .
（C） 单调增加且大于零 . （D） 单调增加且小于零 .

[ 　 　 ]

（2） 设二元函数 z = z（x，y）满足 ∂2 z
∂x∂y = x + y， 且 z（x， 0） = x2， z（0， y） = y， 则 z（x， y）

为

（A） 1
2 x2y + 1

2 xy2 + x2 + y. （B） 1
2 x2y + 1

2 xy2 - x2 + y.

（C） 1
2 x2y - 1

2 xy2 + x2. （D） 1
2 x2y + 1

2 xy2 + x2.

[ 　 　 ]
（3） 设 φ（x）是[0， 1]上的正值连续函数， a， b 为常数， 则当区域 D = {（x， y） | x2 +

y2≤1}时， ∬
D

aφ（x） + bφ（y）
φ（x） + φ（y） dσ =

（A） πa. 　 　 　 　 （B） πb. 　 　 　 　 （C） π（a + b）. 　 　 　 　 （D） π
2 （a + b）.

[ 　 　 ]

（4） 设级数 Σ
∞

n = 1
an 和Σ

∞

n = 1
bn，则

（A） 如果lim
n→∞

anbn = 0，则Σ
∞

n = 1
an 和Σ

∞

n = 1
bn 中至少有一收敛 .

（B） 如果lim
n→∞

anbn = 1，则Σ
∞

n = 1
an 和Σ

∞

n = 1
bn 中至少有一发散 .

（C） 如果lim
n→∞

an

bn
= 0，则由Σ

∞

n = 1
an 收敛可推得Σ

∞

n = 1
bn 收敛 .

（D） 如果lim
n→∞

an

bn
= ∞，则由Σ

∞

n = 1
bn 发散可推得Σ

∞

n = 1
an 发散 .

[ 　 　 ]
（5） 设 A 是 n 阶实矩阵， 则方程组 Ax = 0 有解是方程组 ATAx = 0 有解的

（A） 必要而非充分条件 . （B） 充分而非必要条件 .
（C） 充分必要条件 . （D） 既非充分又非必要条件 .



[　 　 ]
（6） 设 A = （α1， α2， α3， α4）是 4 阶实对称矩阵， A∗是它的伴随矩阵 . 如果（1， 1， 0，

0） T， （1， 0， 1， 0） T 和（0， 0， 1， 1） T 是方程组 A∗ z = 0 的一个基础解系， 则二次型 f（x1，
x2， x3， x4） = xTAx（其中 x = （x1， x2， x3， x4） T 的标准形应形如

（A） a1y2
1 + a2y2

2 + a3y2
3. （B） b1y2

1 + b2y2
2.

（C） c1y2
1. （D） d1y2

1 + d2y2
2 + d3y2

3 + d4y2
4.

（其中 a1， a2， a3， b1， b2， c1， d1， d2， d3， d4 都是非零常数）.
[ 　 　 ]

（7） 设随机变量 X 与 Y 相互独立， 都在（0， a） 上服从均匀分布， 则随机变量 Z =
max{X， Y}的概率密度为

（A） f（ z） =
2z
a2 ， 0 < z < a，

0， 其他 .
{ （B） f（ z） =

2
a 1 - z

a
〓

〓
〓

〓

〓
〓， 0 < z < a，

0， 其他 .
{

（C） f（ z） =

0， z≤0，
z
a

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

， 0 < z < a，

1， z≥a.

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

（D） f（ z） =

0， z≤0，

1 - 1 - z
a

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

， 0 < z < a，

1， z≥a.

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

[　 　 ]
（8） 设 X ～ N（a， σ2）， Y ～ N（b， σ2）， 且相互独立 . 现分别从总体 X 和 Y 中各抽取容

量为 9 和 11 的简单随机样本， 记它们的方差分别为 S2
X 和 S2

Y， 并记 S2
12 = 1

2 （S2
X + S2

Y）， S2
XY =

1
18（8S

2
X + 10S2

Y）， 则上述四个统计量 S2
X， S2

Y， S2
12和 S2

XY中方差最小者为

（A） S2
X. 　 　 　 　 （B） S2

Y. 　 　 　 　 （C） S2
12. 　 　 　 　 （D） S2

XY.
[ 　 　 ]

二、 填空题： 9 ～ 14 小题， 每小题 4 分， 共 24 分 . 请将答案写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 .
（9） 已知 f（x）是连续函数， 且满足

∫x
0
[5f（ t） - 2]dt = f（x） - e5x，

则 f ″（0） = 　 　 　 　 .

（10） 设二元可微函数 z = z（ x， y）由方程 ∫z
y
et2dt + xy + yz = 0 确定， 则

∂2 z
∂x∂y x = 0

y = 0
=

　 　 　 　 .

（11） lim
n→∞

1
n2 + n + 1

+ 2
n2 + n + 2

+… + n
n2 + n + n

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 　 　 　 　 .

（12） 设 2 阶常系数齐次线性微分方程 y″ + py′ + qy = 0 有特解 y1 = excos x， y2 = exsin x，
则 2 阶常系数非齐次线性微分方程 y″ + py′ + qy = cos x 的通解为　 　 　 　 .

（13） 设 n 阶矩阵 A 满足 AAT = En， | A | < 0， 则 | A + En | = 　 　 　 　 .
（14） 设存在常数 a， b（b≠0）， 使得 P（Y = a + bX） = 1， 则随机变量 X 与 Y 的相关系数

ρ = 　 　 　 　 .
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三、 解答题： 15 ～ 23 小题， 共 94 分 . 请将解答写在答题纸
〓〓〓

指定位置上 . 解答应写出文

字说明、 证明过程或演算步骤 .
（15） （本题满分 10 分）
设函数 y = f（x）在[0， + ∞ ）上有连续的导数， 且满足

y（x） = 1 + x + 2 ∫x
0
（x - t）y（ t）y′（ t）dt，

求 y（n）（x）.

（16） （本题满分 10 分）

设二元函数 f（x， y） =
x + 2x2y， 0≤x≤a， | y | ≤a，
0， 其他 .{

求二重积分 I（a） = ∬
D

f（x，y）dσ， 其中 D：x2 + y2 ≥ ax（a > 0）.
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（17） （本题满分 10 分）

设 a0 = 1，a1 = - 2，a2 = 7
2 ，an+1 = - 1 + 1

n + 1（ ）an（n ≥2），求幂级数Σ
∞

n = 0
anxn 的收敛域

与和函数 s（x）.

（18） （本题满分 10 分）
设函数 f（x）在[0， 1]上连续， 证明：

（Ⅰ） 存在 ξ ∈ （0，1），使得 f（ξ）（1 - ξ） = ∫ξ
0
f（x）dx；

（Ⅱ） 当 f（x）在（0， 1）内可导且满足（1 - x） f ′（x） > 2f（x）时， （Ⅰ）中的 ξ 是唯一的 .
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（19） （本题满分 10 分）
某厂制造某种电器， 固定成本为 400 万元， 每生产一件产品成本增加 0. 8 万元， 总收益

R（单元： 万元）是月产量 x（单位： 件）的函数

R（x） =
30x - 1

4 x2， 0≤x≤60，

900， x > 60，
{

并且总纳税金 T（单位： 万元）是 x 的函数

T（x） =
0. 2x， 0≤x≤60，

900·1% + 1
20x， x > 60.{

求该厂月产量 x 为多大时总利润最大， 并求最大总利润 .

（20） （本题满分 11 分）
设 α1， α2， α3， α4 为 4 维列向量组， 其中 α1， α2， α3 线性无关， α4 = α1 + α2 + 2α3. 已

知方程组

（α1 - α2， α2 + α3， - α1 + aα2 + α3）x = α4

有无穷多解 .
（Ⅰ） 求常数 a 的值；
（Ⅱ） 对（Ⅰ）中求得的 a 值， 计算方程组的通解 .

·76·模拟试题（十）



（21） （本题满分 11 分）

已知矩阵 A =
2 2 0
8 2 0
0 a 6

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
可相似对角化 .

（Ⅰ） 求常数 a 的值；
（Ⅱ） 对（Ⅰ）中求得的 a 值， 求正交变换 x = Qy（其中 x = （x1， x2， x3） T， y = （y1， y2，

y3） T， Q 是正交矩阵）， 将二次型 f（x1， x2， x3） = xTAx 化为标准形 .

（22） （本题满分 11 分）
设二维随机变量（X， Y）的概率密度为

f（x， y） =
xe - y， 0 < x < y，
0， 其他 .{

记 Z = min{X， Y}， 求 Z2 的数学期望 E（Z2）.
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（23） （本题满分 11 分）

设总体 X 的概率密度为 f（ x） =
（1 + θ）xθ， 0 < x < 1，
0， 其他，{ 其中 θ > - 1 为未知参数， X1，

X2， …， Xn 为来自 X 的一个简单随机样本 . 求

（Ⅰ） θ 的矩估计量；
（Ⅱ） θ 的最大似然估计量 .
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模拟试题（一）解答

一、 选择题

答案　
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8）

C D A D B A D C

（1） 由于　 y = 1
2x

1
x - 1

- 1
x + 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1

2
1

x（x - 1）
- 1
x（x + 1）[ ]

= 1
2

1
x - 1

- 1
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓 -

1
x

- 1
x + 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓[ ] = 1

2
1

x - 1
+ 1
x + 1

- 2
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓，

所以， y（10） = 1
2

（ - 1） 10 10！
（x - 1） 11 + （ - 1） 10 10！

（x + 1） 11 - 2（ - 1） 1010！
x11

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

= 10！
2（x - 1） 11 + 10！

2（x + 1） 11 - 10！
x11 . 　 　 因此选 （C） .

附注　 应记住公式对： 对于 a≠0，
1

ax + b
〓

〓
〓

〓

〓
〓

（n）

= （ - 1） n an·n！
（ax + b） n + 1 .

（2） 由于dy
dx =

dy
dt
dx
dt

= 2et（et - 1）
2

1 + tln（1 + t）
= et（1 + t）（et - 1）

ln（1 + t） ， 并且由题设知

dy
dx t = 0

= lim
t→0

dy
dx = lim

t→0

et（1 + t）（et - 1）
ln（1 + t） = lim

t→0

et - 1
t = 1，

所以， d
dt

dy
dx

〓

〓
〓

〓

〓
〓

t = 0
= lim

x→0

dy
dx - dy

dx t = 0

t = lim
t→0

et（1 + t）（et - 1）
ln（1 + t） - 1

t

= lim
t→0

et（1 + t）（et - 1） - ln（1 + t）
t2

= lim
t→0

[e2t - et - ln（1 + t）] + et t（et - 1）
t2

= lim
t→0

e2t - et - ln（1 + t）
t2

+ 1
洛必达法则

═════lim
t→0

2e2t - et - 1
1 + t

2t + 1

= lim
t→0

2（e2t - 1） - （et - 1） - 1
1 + t - 1〓

〓
〓

〓

〓
〓

2t + 1 = 3.

因此选（D） .

附注　 由于在点 x = 0 的某个邻域内dy
dx =

et（1 + t）（et - 1）
ln（1 + t） ， t≠0，

1， t = 0
{ 是分段函数， 所以用



导数定义计算 d
dt

dy
dx

〓

〓
〓

〓

〓
〓

t = 0
.

（3） ∫ππ
4

sinx 1 - sin2xdx = ∫ππ
4

sinx | cosx | dx = ∫
π
2

π
4

sinxcosxdx - ∫ππ
2

sinxcosxdx

= 1
2
sin2x

π
2

π
4

- 1
2
sin2x

π

π
2

= 3
4
. 因此选 （A） .

附注　 题解中应注意的是： 在
π
4
， π[ ]上， 1 - sin2x≠cosx， 而应 1 - sin2x = | cosx | .

（4） 由于 D 关于 y 轴对称， 而 f（ x2 ） 在对称点处的值彼此相等， 所以 ∬
D

f（x2）dσ =

2 ∬
D1

f（x2）dσ. 因此选（D） .

附注　 在计算二重积分时， 应充分利用积分区域的对称性， 适当地化简二重积分.
（5） 对于 n > 2 有

（A∗）∗ = （ | A | A - 1）∗ = | A | n - 1（A - 1）∗ = | A | n - 1（A∗） - 1

= | A | n - 1（ | A | A - 1） - 1 = | A | n - 1· 1
| A | A = | A | n - 2A.

因此选（B） .
附注　 当 A 不可逆时， 本题结论仍成立. 这是因为， 当 A 不可逆， 即 | A | = 0 时，

| A | n - 2A =O. 另一方面， 当 | A | = 0 时， r（A∗ ） = 1， 或 0， 即 r（A∗ ） < n - 1. 从而
r（（A∗）∗） = 0，由此得到（A∗）∗ =O.

故仍有（A∗）∗ = | A | n - 2 | A | .
（6）由 A 是正定矩阵知 A 是实对称矩阵， 故 A∗也是实矩阵， 并且， 由 AT = A 得（A∗） T

= （AT）∗ = A∗， 所以 A∗也是对称的， 从而 A∗也是实对称矩阵. 此外由 A 的特征值 λ1，

λ2， …， λn 全为正的知， A∗的特征值
| A |
λ1

， | A |
λ2

， …， | A |
λn

也全为正的. 因此 A∗是

正定矩阵. 同样可得 B∗是正定矩阵.
于是， 对于任意 x （ n 维非零列向量）， 有 xTA∗ x > 0， xTB∗ x > 0， 由此 可 知

xT（A∗ + 2B∗）x > 0，即 A∗ + 2B∗是正定矩阵， 因此选 （A） .
附注　 应记住以下结论：
设 A， B 都是 n 阶正定矩阵， 则 A + B， AT + BT， A - 1 + B - 1， A∗ + B∗都是正定矩阵，

但 A - B， AB， ATBT， A - 1B - 1， A∗B∗等未必是正定矩阵.

（7） 由题设知
X - μ
σ

～ N（0， 1）， Y - 2μ
σ
2

～ N（0， 1）， 所以

p1 = P（X≥μ - σ） = P
X - μ
σ

≥ -1〓

〓
〓

〓

〓
〓 = P

X - μ
σ

≤1〓

〓
〓

〓

〓
〓 =Φ（1） > 1

2
，

p2 = P Y≤2μ + σ
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = P

　
Y - 2μ
σ
2

≤1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

= Φ（1）， （其中 Φ（ x）是标准正态分布函
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数）

所以 p2 = p2 > 1
2
. 因此选 （D） .

附注　 由
X - μ
σ

～ N（0， 1）知　 P
X - μ
σ

≤0〓

〓
〓

〓

〓
〓 =Φ（0） = 1

2
， 所以有 P

X - μ
σ

≤1〓

〓
〓

〓

〓
〓 > 1

2
.

（8） 由于 Y = σ2

n
·∑

n

i = 1

X i

σ
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

，

其中由 X1， X2， …， Yn 相互独立， 且
X i

σ
～ N （0， 1） （ i = 1， 2， …， n） 知， ∑

n

i = 1

X i

σ
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

～

χ2（n）， 所以

EY = σ2

n
·n = σ2， 　 DY = σ4

n2 ·2n = 2σ4

n
.

因此选 （C） .
附注　 应记住以下结论：

设 ξ1， ξ2， …， ξn 相互独立且都服从 N（0， 1）的随机变量， 则 η = ∑
n

i = 1
ξ2
i ～ χ2（n）， 且

Eη = n，Dη = 2n.
二、 题空题

（9） lim
x→0

（sinx - x）arctan 1
x

ln（1 + x2）
= lim

x→0

（sinx - x）arctan 1
x

x2 = lim
x→0

sinx - x
x3 ·lim

x→0
xarctan 1

x
，

其中， lim
x→0

sinx - x
x3

洛必达法则
═════lim

x→0

cosx - 1
3x2 = lim

x→0

- 1
2
x2

3x2 = - 1
6
， lim

x→0
xarctan 1

x
= 0. 所以，

lim
x→0

（sinx - x）arctan 1
x

ln（1 + x2）
= - 1

6
× 0 = 0.

附注　 由 x→0 时， x 是无穷小， arctan 1
x

< π
2
， 所以 lim

x→0
xarctan 1

x
= 0. 类似地有

lim
x→0

xsinx 1
x

= 0.

（10） ∫1
0
arctan 1 - x

1 + x
dx = ∫1

0
（arctan1 - arctan）dx = π

4
- ∫1

0
arctanxdx

= π
4

- xarctanx
1

0
- ∫1

0

x
1 + x2dx

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1

2
ln（1 + x2）

1

0
= 1

2
ln2.

附注　 应记住初等数学公式：

arctan a + x
1 - ax

= arctana + arctanx，

arctan a - x
1 + ay

= arctana - arctanx.
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（11） 由于 lim
x→1 +

z（x， 2） - z（1， 2）
x - 1 = lim

x→1 +

2
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

lnx

- 1

x - 1

= lim
x→1 +

elnx（ln2 - lnx） - 1
x - 1 = lim

x→1 +

lnx
x - 1·（ln2 - lnx）[ ] = ln2 lim

x→1 +

lnx
x - 1 = ln2，

lim
x→1 -

z（x， 2） - z（1， 2）
x - 1 = lim

x→1 -

[ln（xln2） + 1] - 1
x - 1 = ln2 lim

x→1 -

lnx
x - 1 = ln2，

所以∂z
∂x （1，2）

= ln2.

附注　 由于∂z
∂x （1， 2）

= dz（x， 2）
dx x = 1

， 而 z（x， 2）是分段点为 x = 1 的分段函数， 所以按定

义计算dz（x， 2）
dx x = 1

.

（12） 所给差分方程可改写成

yt + 1 + 5yx =
5
2
t. （1）

式（1）对应的齐次线性差分方程的通解为 yc （ t） = c（ - 5） t . 此外， 式（1）有特解 y∗
t =

at + b. 将它代入式（1）得 a =
5
12

， b = -
5
72

， 所以 y∗
t =

5
12

t -
1
6

〓

〓
〓

〓

〓
〓 .

因此式（1）， 即所给的差分方程的通解为

yt = c（ - 5） t +
5
12

t -
1
6

〓

〓
〓

〓

〓
〓（ t = 1， 2， …， c 是任意常数） .

附注　 常系数线性差分方程 yt + 1 + ayt = f（ t）的通解可按以下步骤计算
（Ⅰ） 算出对应的齐次差分方程 yt + 1 + ayt = 0 通解 yc（ t），
（Ⅱ） 计算所给差分方程 yt + 1 + ayt = f（ t）的一个特解 y∗

t ， 则所求的通解为 yt = yc（ t） +
y∗
t .

（13） 由于

A2 =

0 0 1 - 2
0 0 - 2 4
1 2 - 1 1

- 3 2 2 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

0 0 1 - 2
0 0 - 2 4
1 2 - 1 1

- 3 2 2 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=

7 - 2 - 5 - 1
- 14 4 10 2
- 4 0 0 6
- 1 6 - 7 17

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

初等行变换
→

7 -2 -5 - 1
0 0 0 0
4 0 0 6

- 1 6 - 7 17

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

，

所以 4 阶矩阵 A2 的秩 r（A2） = 3， 从而 r（（A2）∗） = 1
附注　 本题是利用以下公式（应记住）计算的：
设 A 是 n 阶矩阵， 则

r（A∗） =
n， r（A） = n，
1， r（A） = n - 1，
0， r（A） < n - 1.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
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（14） FY（y） = P（Y≤y） = P（X2≤y）， 其中，
y ≤0 时，P（X2 ≤ y） = 0；
y > 0 时，P（x2 ≤ y） = P（ - y ≤ X ≤ y） = P（0 ≤ X ≤ y）

=

∫ y

0
xdx， 0 < y ≤1，

∫1
0
xdx + ∫ y

1
（2 - 2）dx， 1 < y ≤4，

∫1
0
xdx + ∫2

1
（2 - x）dx， y > 4

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓

=

1
2
y， 0 < y ≤1，

- 1 + 2 y - 1
2
y， 1 < y ≤4，

1， y > 4.

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

所以 FY（y） =

0， y ≤0，
1
2
y， 0 < y ≤1，

- 1 + 2 y - 1
2
y， 1 < y ≤4，

1， y > 4.

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

附注　 Fy（y）也可以按以下方法计算.
记 g（x） = x2， 则 g（ x）在{ x | f（ x）≠0} = （0， 2）内单调增加， 记它的反函数为 x =

h（y），则 h（y） = y， h′（y） = 1
2 y

（0 < y < 4） . 所以

Y 的概率密度 fY（y） =
f（h（y））

1
2 y

， 0 < y < 4，

0， 其他

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

=

y· 1
2 y

， 0 < y ≤1，

（2 - y）· 1
2 y

1 < y < 4，

0， 其他

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

=

1
2
， 0 < y ≤1，

1
y
- 1

2
， 1 < y < 4，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

因此 FY（y） = ∫y
-∞

fY（u）du =

0， y ≤0，

∫y
0

1
2
du， 0 < y ≤1，

∫1
0

1
2
du + ∫y

1

1
u
- 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓du， 1 < y ≤4，

∫+∞

-∞
f（u）du， y > 4

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓
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=

0， y ≤0，
1
2
y， 0 < y ≤1，

- 1 + 2 y - 1
2
y， 1 < y ≤4，

1， y > 4.

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

三、 解答题

（15） 由于 g（ t） = lim
x→0

[1 + 3 sintf（x）]
3 t2

ln（1 + x） = e lim
x→0

3 t2·ln[1 + 3 sintf（x）]
ln（1 + x） ，

其中 lim
x→0

3
t2·ln[1 + 3 sintf（x）]

ln（1 + x） =
3
t2sintlim

x→0

f（x）
x

=
3
t2sintlim

x→0

f（x） - f（0）
x =

3
t2sintf ′（0） =

3
t2sint.

所以， g（ t） = e
3 t2sint . 因此

g′（0） = lim
t→0

g（x） - g（0）
x = lim

x→0

e
3 t2sint - 1

t = lim
t→0

3
t2sint
t = 1.

附注　 题解中有两点值得注意：

（Ⅰ） 由于 f（x）仅在点 x = 0 处可导， 所以极限lim
x→0

f（x）
x 必须按导数定义计算.

（Ⅱ） g′（0）也可以按以下方法计算：

由于 t≠0 时， g′（ t） = e
3 t2sint 2

3 t - 1
3 sin

1
3 t + 1

3 t
2
3 sin - 2

3 tcost〓

〓
〓

〓

〓
〓，

且 lim
x→0

g′（ t） = lim
t→0

e
3 t2sint·lim

t→0

2
3

sint
t

〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
3
+ 1

3
t

sint
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2
3
cost[ ] = 2

3 + 1
3 = 1，

所以， g′（0） = lim
t→0

g′（ t） = 1.

（16） （Ⅰ） a =
3
2

- e
1
2 + ∑

∞

n = 0

n（n + 1） - （n + 1） +
3
4

2n·（n + 1）！

=
3
2

- e
1
2 +

1
2 ∑

∞

n = 1

1
（n - 1）！

1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

n-1

- ∑
∞

n = 0

1
n！

1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

n

+

3
4
·2∑

∞

n = 0

1
（n + 1）！

1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

n+1

=
3
2

- e
1
2 +

1
2
e

1
2 - e

1
2 +

3
2 [∑

∞

n = 0

1
n！

1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

n

- 1 ]

=
3
2

-
3
2
e

1
2 +

3
2
（e

1
2 - 1） = 0.

（Ⅱ） 所给微分方程可以改写成

e - ydy
dx

+
2
x
e - y = 1， 即

de - y

dx
-

2
x
e - y = - 1，
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所以 e -y = e∫
2
x dx （C + ∫（ - 1）·e -∫2x dxdx ） = x2 C - ∫ 1

x2
dx〓

〓
〓

〓

〓
〓

= x2 C +
1
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = Cx2 + x. （1）

将 y（1） = a = 0 代入式（1）得 C = 0， 所以 e - y = x， 从而

y = y（x） = - lnx（x > 0） .
附注　 题解中有两点值得注意：

（Ⅰ） 利用公式 ex = ∑
∞

n = 0

1
n！

xn（ - ∞ < x < + ∞） 计算题中所给级数之和.

（Ⅱ） 将所给微分方程改写成

e - ydy
dx

+
2
x
e - y = 1， 即

de - y

dx
-

2
x
e - y = - 1，

得到以 e - y为未知函数的线性微分方程， 由此算出 y = y（x） .
（17） 记 F（x） = f（x） - x， 则 F（x）在[0， 1]上可导， 且 F（0） = F（1）（ = 0）， 所以由罗

尔定理知， 存在 η∈（0， 1）， 使得 F′（η） = 0. 于是由 F′（x）在[0， η]上可导， 且 F′（0） =
F′（η），所以由罗尔定理知， 存在 η1∈（0， η）， 使得 F″（η1） = 0. 同样可知， 存在 η2∈（η，
1）， 使得 F″（η2） = 0.

由此可知， F″（x）在[η1， η2]上满足罗尔定理条件， 因此存在 ξ∈（η1， η2）⊂（0， 1），
使得 F（3）（ξ） = 0， 即 f（3）（ξ） = ξ.

附注　 罗尔定理的高阶导数形式有各种叙述， 例如，
设 f（x）在[a， b]上 2 阶可导， 且 f（a） = f（ c） = f（ b） （其中 c∈（a， b））， 则存在 ξ∈

（a， b），使得 f ″（ξ） = 0.
设 f（x）在[a， b]上 3 阶可导， 且 f（a） = f（x1） = f（x2） = f（b）（其中 a < x1 < x2 < b）， 或

f ′（a） = f ′（η） = f ′（b）（其中 η∈（a， b））， 则存在 ξ∈（a， b）， 使得 f（3）（ξ） = 0.
（18） 所给方程两边对 x 求偏导数得

2x + z ∂z
∂x - 4 ∂z

∂x = 0， 即∂z
∂x = 2x

4 - z .

同样可得∂z
∂y = 2y

4 - z . 由于方程组

∂z
∂x = 0，

∂z
∂y = 0，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

即

2x
4 - z = 0，

2y
4 - z = 0

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

在 D 内部无解， 所以 z = z（x， y）在 D

内无可能极值点.
D 有边界Ⅰ： y = 0（0≤x≤1）， Ⅱ： x = 0（0≤y≤1）以及Ⅲ： x + y = 1（0≤x≤1） .
在Ⅰ上， 所给方程式为 2x2 + z2 - 8z + 8 = 0， 即

z = 4 ± 8 - 2x2 　 （0≤x≤1） .

它有最大值 4 + 2 2， 最小值 4 - 2 2. 同样可以算出 z 在Ⅱ上有最大值 4 + 2 2， 最小值 4 -

2 2.
在Ⅲ上， 所给方程成为

2x2 + 2（1 - x2） + z2 - 8z + 8 = 0，
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即 z = 4 ± 7 - 4 x - 1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

（0≤x≤1） .

它有最大值 4 + 7， 最小值 4 - 7.
综上所述， z = z（x， y）在 D 上的

最大值 = max{4 + 2 2， 4 + 7} = 4 + 2 2，

最小值 = min{4 - 2 2， 4 - 7} = 4 - 2 2.
附注　 在 D 上 z≠4（这是因为 z = 4 时， 所给方程成为 x2 + y2 = 4， 这在 D 上是不可能

的）， 所以 z = z（x， y）在 D 的内部的可能极值点仅来自方程组

∂z
∂x = 0，

∂z
∂y = 0

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

的解. 因此当它在 D

内无解时， z = z（x， y）在 D 的内部无可能极值点.

（19） 记 A = ∬
D

f（x，y）cosxdσ，则

f（x， y） = xy + A. （1）

从而　 A = ∬
D

f（x，y）cosxdσ = ∬
D

（xy + A）cosxdx.

= ∫π
0
dx ∫sinx

0
（xy + A）dy = ∫π

0

1
2
xsin2x + Asinx〓

〓
〓

〓

〓
〓dx

= ∫π
0

1
4
x（1 - cos2x）dx + 2A

=
1
4 ∫

π

0
xd x -

1
2
sin2x〓

〓
〓

〓

〓
〓+ 2A

=
1
4

x x -
1
2
sin2x〓

〓
〓

〓

〓
〓

π

0
- ∫π

0
x -

1
2
sin2x〓

〓
〓

〓

〓
〓dx[ ] + 2A

=
π2

4
-

1
4

1
2
x2 +

1
4
cos2x〓

〓
〓

〓

〓
〓

π

0
+ 2A =

π2

8
+ 2A，

即　 A =
π2

8
+ 2A. 所以　 A = -

π2

8
. 将它代入式（1）得 f（x， y） = xy -

π2

8
. 因此

f（x，y） 在 D1 上的平均值 B =
1

D1 的面积 ∬
D1

f（x，y）dσ，

其中， D1 的面积 = ∫1
0
x2dx =

1
3
，

∬
D1

f（x，y）dσ = ∬
D1

xy -
π2

8
〓

〓
〓

〓

〓
〓dσ = ∫1

0
dx ∫x

2

0
xy -

π2

8
〓

〓
〓

〓

〓
〓dy　 　 　

= ∫1
0

1
2
x5 -

π2

8
x2〓

〓
〓

〓

〓
〓dx =

2 - π2

24
.
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因此 B =

2 - π2

24
1
3

=
2 - π2

8
.

附注　 函数 f（x）在[a， b]上的平均值为
1

b - a ∫
b

a
f（x）dx，其中 f（x） 是连续函数.

二元函数 f（x， y）在 D 上的平均值为
1

D 的面积 ∬
D

f（x，y）dσ， 其中， f（x， y）是连续函数，

D 是平面区域， 它的面积不为零.
（20） 使矩阵方程 AX = B 有解， 必须

r（A） = r（A B
┈

） .

由于 （A B

┈

） =
1 1 2 1 4 0

- 1 1 0 - 1 0 - 2
1 0 1 a b c

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换

（以下同）
→

1 1 2 1 4 0
0 2 2 0 4 - 2
0 - 1 - 1 a - 1 b - 4 c

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→
1 1 2 1 4 0
0 1 1 0 2 - 1
0 - 1 - 1 a - 1 b - 4 c

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→
1 1 2 1 4 0
0 1 1 0 2 - 1
0 0 0 a - 1 b - 2 c - 1

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→
1 0 1 1 2 1
0 1 1 0 2 - 1
0 0 0 a - 1 b - 2 c - 1

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，

所以， 使式（1）成立的 a， b， c 满足

a - 1 = 0，
b - 2 = 0，
c - 1 = 0，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
即 a = 1， b = 2， c = 1.

当 a = 1， b = 2， c = 1 时， 所给的矩阵方程与

1 1 01
0 1 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓X =

1 2 　 1
0 2 - 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （2）

同解. 记 X =

x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
， 则式（1）等价于以下三个线性方程组

1 0 1
0 1 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x11

x21

x31

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

1
0

〓

〓
〓

〓

〓
〓， （3）
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1 0 1
0 1 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x12

x22

x32

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

2
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓， （4）

1 0 1
0 1 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x13

x23

x33

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

　 1
- 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓 . （5）

式 （ 3 ） 的 通 解 为 （ x11， x21， x31 ） T = C1 （ - 1， - 1， 1 ） T + （ 1， 0， 0 ） T =
（ - C1 + 1， - C1， C1） T，

式 （ 4 ） 的 通 解 为 （ x12， x22， x32 ） T = C2 （ - 1， - 1， 1 ） T + （ 2， 2， 0 ） T =
（ - C2 + 2， - C2 + 2， C2） T，

式（ 5 ） 的 通 解 为 （ x13， x23， x33 ） T = C3 （ - 1， - 1， 1 ） T + （ 1， - 1， 0 ） T =
（ - C3 + 1， - C3 - 1， C3） T .
所以， 式（2）， 即所给矩阵方程的所有解为

X =

- C1 + 1 - C2 + 2 - C3 + 1
- C1 - C2 + 2 - C3 - 1
C1 C2 C3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
　 （其中 C1， C2， C3 为任意常数） .

附注　 （Ⅰ）设矩阵方程 AX = B（其中 A， B 分别为 m × n， m × l 矩阵）， 则

AX = B 有解的充分必要条件为 r（A B

┈

） = r（A） .
特别， AX = B 有唯一解的充分必要条件为 r（A B

┈

） = r（A） = n； AX = B 有无穷多解的充分

必要条件为 r（A B
┈

） = r（A） < n.
（Ⅱ） 当矩阵方程 AX = B 有解时， 可按以下方法求解：
如果 A 可逆（此时 m = n）， 则 X = A - 1B；
如果 A 不可逆， 则如题解中那样， 将 AX = B 表示成若干个线性方程组， 然后逐一计算

各个方程组的通解， 即可得到 X.

（21） 由　 A
　 1 1
　 0 1
- 1 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

- 1 2
　 0 2
　 1 2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
得

A
　 1
　 0
- 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= -

　 1
　 0
- 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， A

1
0
1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 2

1
1
1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
.

所以， A 有特征值 - 1， 2， 它们对应的特征向量分别为 ξ1 = （ 1， 0， - 1 ） T， ξ2 =
（1， 1， 1） T . 由于 r（A） = 2， 所以 A 还有特征值 0， 设它对应的特征向量为 ξ3 = （a， b， c） T，
则由 A 是实对称矩阵知 ξ3 满足

（ξ3， ξ1） = 0，
（ξ3， ξ2） = 0，{ 　 即

a　 　 - c = 0，
a + b + c = 0.{

取它的基础解系数 ξ3， 即 ξ3 = （1， - 2， 1） T .
显然， ξ1， ξ2， ξ3 是正交向量组， 现将它们单位化：
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η1 =
ξ1

ξ1
=

1
2
， 0， - 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

η2 =
ξ2

ξ2
=

1
3
， 1

3
， 1

3
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

η3 =
ξ3

ξ3
=

1
6
， - 2

6
， 1

6
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

.

记 Q = （ η1， η2， η3 ） =

1
2

1
3

1
6

0 1
3

- 2
6

- 1
2

1
3

1
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

（正交矩阵）， 则正交变换 y = Cx 将

f（x1， x2， x3）化为标准形 - y2
1 + 2y2

2 .
附注　 应熟练掌握用正交变换或可逆线性变换（即配平方方法）将二次型化为标准形的

方法.
（22） 记（X， Y）关于 X 与 Y 的边缘概率密度分别为 fX（x）与 fY（y）， 则

fX（x） = ∫+∞

-∞
f（x，y）dy = ∫2

0
x2 + 1

3
xy〓

〓
〓

〓

〓
〓dy， 0 ≤ x ≤1，

0， 其他
{

= 2x2 + 2
3
x， 0 ≤ x ≤1，

0， 其他；
{

fY（y） = ∫+∞

-∞
f（x，y）dx = ∫1

0
x2 + 1

3
xy〓

〓
〓

〓

〓
〓dx， 0 ≤ y ≤2

0， 其他
{

=
1
3

+ 1
6
y， 0 ≤ y ≤2.

0， 其他.
{

（Ⅰ） 由 EX = ∫+∞

-∞
xfX（x）dx = ∫1

0
x 2x2 + 2

3
x〓

〓
〓

〓

〓
〓dx = 13

18
得

DX = E（x2） - （EX） 2 = ∫+∞

-∞
x2 fX（x）dx - 13

18
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

　 　 　

= ∫1
0
x2 2x2 + 2

3
x〓

〓
〓

〓

〓
〓dx - 13

18
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

= 17
30

- 13
18

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

= 73
1620

.

（Ⅱ） P（X2 + Y2 ≤1 | Y ≥ 1
2
） =

P X2 + Y2 ≤1，Y ≥ 1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

P Y ≥ 1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

， （1）
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其中 　 P（X2 + Y2 ≤1，Y ≥ 1
2
） = ∬

D

x2 + 1
3
xy〓

〓
〓

〓

〓
〓dσ D = （x，y） | x2 + y2 ≤1，y ≥ 1

2{ }〓

〓
〓

〓

〓
〓

= ∫
3
2

0
dx ∫ 1-x2

1
2

（x2 + 1
3
xy〓

〓
〓

〓

〓
〓dy = ∫

3
2

0
x2 1 - x2 + 1

6
x（1 - x2） - 1

2
x2 - 1

24
x[ ]dx

= ∫
3
2

0
x2 1 - x2dx + 3

128
- 3
16

令 x = sinθ
═════ ∫

π
3

0

1
8
（1 - cos4θ）dθ + 3

128
- 3
16

= π
24

- 5 3
64

+ 3
128

， （2）

P y ≥
1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = ∫+∞

1
2

fy（y）dy = ∫21
2

1
3

+
1
6
y〓

〓
〓

〓

〓
〓dy =

13
16

. （3）

将式（2）， 式（3）代入式（1）得

P x2 + y2≤1 y≥
1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

π
24

-
5 3
64

+
3

128
13
16

=
2π
39

-
5 3
52

+
3

104
.

附注　 题解中需注意的是

∫+∞

-∞
f（x，y）dy = ∫2

0
x2 + 1

3
xy〓

〓
〓

〓

〓
〓dy， 0 ≤ x ≤1，

0， 其他，
{

而不是∫+∞

-∞
f（x，y）dy = ∫2

0
x2 + 1

3
xy〓

〓
〓

〓

〓
〓dy（0 ≤ x ≤1） . 对∫+∞

-∞
f（x，y）dx 也有同样的说法.

（23） 设 Z 的简单随机样本 Z1， Z2， …， Zn 的观察值为 z1， z2， …， zn， 则似然函数为

L（μ，σ2） = 1
2πσ

e -
（ z1-μ）2

2σ2 … 1
2πσ

e -
（ zn-μ）2

2σ2

=
1
2π

〓

〓
〓

〓

〓
〓

n

（σ2） - n
2 e - 1

2σ2∑
n

i = 1
（ zi-μ）2，

取对数得

lnL = ln
1
2π

〓

〓
〓

〓

〓
〓

n

- n
2
lnσ2 - 1

2σ2∑
n

i = 1
（ zi - μ） 2 .

所以有
∂lnL
∂μ

= 1
σ2∑

n

i = 1
（ zi - μ），

∂lnL
∂σ2 = - n

2σ2 + 1
2σ4∑

n

i = 1
（ zi - μ） 2 .

由最大似然估计法， 令

∂lnL
∂μ

= 0，

∂lnL
∂σ2 = 0.

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

解此方程组得 μ = 1
n∑

n

i = 1
zi

记
══ z，σ2 = 1

n∑
n

i = 1
（ zi - z） 2，

所以 μ，σ2 的最大似然估计量分别为
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μ
∧

= 1
n∑

n

i = 1
Z i

记
══ Z，　 σ

∧2 = 1
n∑

n

i = 1
（Z i - Z） 2 .

由于 EX = E（eZ） = ∫+∞

-∞
ezσ 2πe -（ z-μ）2

2σ2 dz

令 t = z - μ
σ

═════ eμ ∫+∞

-∞

1
2π

eσt- t2
2 dt

= eμ+ 1
2 σ

2 ∫+∞

-∞

1
2π

e -（ t-σ）2
2 dt = eμ+ 1

2 σ
2，

所以，由最大似然估计量的不变性得 EX 的最大似然估计量为

EX
∧

= e μ
∧

+ 1
2 σ

2
∧

= eZ+ 1
n∑

n

i = 1
（Zi-Z）2 .

附注 　 （Ⅰ） 应记住，设总体 X ～ N（μ，σ2），X1，X2，…，Xn 是来自 X 的简单随机样本，则

μ 的矩估计量 = μ 的最大似然估计量 μ
∧

= 1
n∑

n

i = 1
X i

记
══ X，

σ2 的矩估计量 = μ 的最大似然估计量σ2
∧

= 1
n∑

n

i = 1
（X i - X） 2 .

（Ⅱ） 最大似然估计量的不变性是：

设 θ 是未知参数， θ 的函数 u = u（θ）有单值反函数， 则当 θ
∧

是 θ 的最大似然估计量时，

u
∧

= u（ θ
∧

）是 u（θ）的最大似然估计量.
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模拟试题（二）解答

一、 选择题

答案　
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8）

B C D B C D C A

（1） 在（ - π， 0）内 f（x）仅有间断点 x = - π
2
. 由于

lim
x→ - π

2

f（x） = lim
x→ - π

2

sin2x

（ecosx - 1）ln 1 + 1
4
x〓

〓
〓

〓

〓
〓

　 　 　 　

= 1

ln 1 - π
8

〓

〓
〓

〓

〓
〓

lim
x→ - π

2

sin2x
cosx

= - 2

ln 1 - π
8

〓

〓
〓

〓

〓
〓

，

所以 x = - π
2
是 f（x）的可去间断点.

在 0， π
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓内 f（x）无间断点. 此外， 由于

lim
x→0 -

f（x） = lim
x→0 -

sin2x

（ecosx - 1）ln 1 + 1
4
x〓

〓
〓

〓

〓
〓

= 1
e - 1

lim
x→0 -

2x
1
4
x

= 8
e - 1

≠0 = lim
x→0 +

f（x），

所以 x = 0 不是 f（x）的可去间断点.
由此可知， f（x）的可去间断点个数为 1. 因此选 （B） .
附注　 寻找分段函数的间断点， 除各个分段区间内的间断点外， 还应通过考虑函数在分

段点处的连续性， 确定它是否为间断点.

（2） a = - 2， - 1 时， f（x）在 0， 1
e

〓

〓
〓 ]上无定义， 所以选项（A）， （B）应排除. 当 a = 0

时， f（x） = xlnx - 1
e
， 且由

f ′（x） = lnx + 1

< 0， 0 < x < 1
e
，

= 0， x = 1
e
，

> 0， x > 1
e

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓



知， f（x）的单调减少区间仅为 0， 1
e

〓

〓
〓 ] . 因此选（C） .

附注　 本题是对选项逐一检验， 直到得到正确的选项为止. 这是求解单项选择题的常用

方法之一.

（3） 当 x < 0 时， F′（x） = d
dx ∫

x

0 ∫
u

0
f（ t）dt（ ）du = ∫x

0
f（ t）dt.

当 x > 0 时， 由 F（x） = ∫0
-x
ln（1 + f（x + t））dt

令 u = x + t
══════ ∫x

0
ln（1 + f（u））du

得　 F′（x） = ln（1 + f（x）） . 此外， 由

F -′（0） = lim
x→0 -

F′（x） = lim
x→0 -∫

x

0
f（ t）dt = 0，

F +′（0） = lim
x→0 +

F′（x） = lim
x→0 -

ln（1 + f（u）） = ln（1 + f（0）） = 0

知 F′（0） = 0. 所以由

F -″（0） = lim
x→0 -

F′（x） - F′（0）
x

= lim
x→0 -

∫x
0
f（ t）dt

x
洛必达法则

═════ lim
x→0 -

f（x） = f（0） = 0，

F +″（0） = lim
x→0 +

F′（x） - F′（0）
x

= lim
x→0 +

ln（1 + f（x））
x

= lim
x→0 +

f（x）
x

= lim
x→0 +

f（x） - f（0）
x

= f ′（0） = 0

得 F″（0） = 0. 因此选 （D） .
附注　 题解中 F -′（0） = lim

x→0 -
F′（x）与 F +′（0） = lim

x→0 +
F′（x）是根据以下结论：

设函数 φ（ x）在点 x = 0 处连续， 在（ - δ， 0） （ δ > 0）内可导， 且 lim
x→0 -

φ′（ x）存在， 则

φ -′（0） = lim
x→0 -

φ′（x）；

设函数 ψ（x）在点 x = 0 处连续， 在（0， δ）（δ > 0）内可导， 且 lim
x→0 +

ψ（x）存在， 则 ψ + 1′（0）

= lim
x→0 +

ψ′（x） .

第二个结论是 2009 年考研真题， 第一个结论的证明与第二个相似. 因此上述这些结论

都可作为定理用于解题.

（4） ∬
D

（x + y）dσ = ∬
D1

2xdσ 由于 D关于 x轴对称，y在对称点处的值互为相反数，x在对称点处

的值彼此相等. D1 是 D 的第一象限部分

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

= ∫2
1
dx ∫ x2-1

0
2xdy = ∫2

1
2x x2 - 1dx

= 2
3 （x2 - 1）

3
2

2

1
= 2 3. 因此选（B） .
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附注　 计算二重积分应充分利用积分区域的对称性： 当 D 具有某种对称性时，

∬
D

f（x，y）dσ =
0， 当 f（x，y） 在对称点处的值互为相反数，

2 ∬
D1

f（x，y）dσ， 当 f（x，y） 在对称点处的值彼此相等，{
其中 D1 是 D 按这种对称性划分成的两部分之一.

（5） 由（A∗） T = （AT）∗ = （ - A）∗ = （ - 1） n - 1A∗知， n 为奇数时， 有（A∗） T = A∗ . 即

A∗是对称矩阵. 反之， 当 A∗是对称矩阵， 即（A∗） T = A∗时， 由以上计算得（ - 1） n - 1 = 1，
即 n 为奇数.

所以 A∗为对称矩阵是 n 为奇数的充分必要条件， 因此选（C） .
附注　 对于 n（n≥2）阶矩阵 A， A∗ = O 的充分必要条件是 r（A） < n - 1. 因此 A∗≠O

的充分必要条件是 r（A） = n 或 n - 1.
（6） 由于 A ～ B， 所以存在 3 阶可逆矩阵 P， 使得

P - 1AP = B.

于是， r（A - 2E3） = r（P - 1（A - 2E3）P） = r（B - 2E3） . 由于

| B - 2E3 | =

- 2 0 1

1 - 1 0

1 0 - 2

= - 3≠0，

所以 r（A - 2E3） = r（B - 2E3） = 3.

同样有 r（A - E3） = r（B - E3） . 由于

| B - E3 | =

- 1 0 1

1 0 0

1 0 - 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0， 但 B - E3 的 2 阶子式

- 1 1

1 0
= - 1≠0，

所以， r（A - E3） = r（B - E3） = 2.

从而 r（A - 2E3） + r（A - E3） = 5. 因此选 （D） .

附注　 本题也可按以下方法计算：

r（A - 2E3） + r（A - E3） = r（B - 2E3） + r（B - E3） = r
B - 2E3 O

O B - E3

┈
┈

┈┈┈┈┈┈┈┈
〓

〓

〓〓

〓

〓

〓〓，

其中　
B - 2E3 O

O B - E3

┈
┈

┈┈┈┈┈┈┈┈
〓

〓

〓〓

〓

〓

〓〓 =

- 2 0 1 0 0 0

1 - 1 0 0 0 0

1 0 - 2 0 0 0

0 0 0 - 1 0 1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 - 1

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

·58·模拟试题（二）解答



　
所以， r（A - 2E3） + r（A - E3） = 5.

（7） 由关于 X 的边缘分布函数 FX（x） = lim
y→ +∞

F（x， y） =
1 - e - x， x > 0，
0， 其他；{ 关于 Y 的边缘

分布函 数 FY （ y ） = lim
x→ +∞

F （ x， y ） = 1 - e - 1
2 y， y > 0，

0， 其他{ 知 F （ x， y ） = FX （ x ） FY （ y ）

（ - ∞ < x < + ∞ ， - ∞ < y < + ∞ ），所以 X 与 Y 相互独立， 从而

fX | Y（x | y） = fX（x） = d
dx

FX（x） =
e - x， x > 0，
0， 其他.{

由此可知选项 （C） 不正确. 因此选 （C） .
附注　 题解中， 实际上已给出选项 （A）， （D）都正确. 选项（B）也是正确的， 这是因为

关于 Y 的边缘概率密度 fY（y） =
dFY（y）

dy

1
2
e - 1

2 y， y > 0，

0， 其他.
{ 所以 EY = 2.

（8） 由题设知， X1， X2， X3， X4 相互独立， 因此

E（X1 - 2X2） = 0， 　 D（X1 - 2X2） = D（X1） + 4D（X2） = 20，
E（3X3 - 4X4） = 0， D（3X3 - 4X4） = 9D（X3） + 16D（X4） = 100.

于是
1
20

（X1 - 2X2） ～ N（0， 1）， 1
100

（3X3 - 4X4） ～ N（0， 1）， 且它们相互独立， 所以，

1
20

（X1 - 2X2） 2 + 1
100

（3X3 - 4X4） 2 ～ χ2（2） . 从而 D（Z） = 4. 因此选 （A） .

附注　 设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X ～ N（μ， σ2）的简单随机样本， 则

Y = ∑
n

i = 1

X i - μ
σ

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

～ χ2（n），且 EY = n，DY = 2n；　 　 　 　 　

Z = ∑
n

i = 1

X i - X
σ

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

～ χ2（n - 1），且 EZ = n - 1，DY = 2（n - 1），

其中 X = 1
n∑

n

i = 1
X i .

二、 填空题

（9） 由于 lim
n→∞

1 + 1
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓

（ - 1） nsinn

= e lim
n→∞

（ - 1） nsinn·ln 1 + 1
n（ ），
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其中， | （ - 1） nsinn | < 1（n = 1， 2， …）， lim
n→∞

ln 1 + 1
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 0， 所以

lim
n→∞

1 + 1
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓

（ - 1） nsinn

= e0 = 1.

附注　 设 α（x）是有界函数， β（x）是某个极限过程中的无穷小， 则在这个极限过程中有

limα（x）β（x） = 0.

（10） 由于 x∈[ - 1， 1]时， ψ（ x） = （ x - 1） 2， 显然 x∈[ - 1， 0）时， ψ（ x） > 1； x∈

[0， 1]时，ψ（x）≤1， 所以

φ（ψ（x）） =
ψ（x）lnψ（x）， x∈[ -1， 0），

1 - ψ（x）， x∈[0， 1]{ =
（1 - x） 2 ln（1 - x） 2， x∈[ -1， 0），

1 - （x - 1） 2， x∈[0， 1] .{
于是 ∫1

-1
φ（ψ（x））dx = ∫0

-1
（1 - x） 2 ln（1 - x） 2dx + ∫1

0
[1 - （x - 1） 2]dx，其中

∫0
-1
（1 - x） 2 ln（1 - x） 2dx = - 2

3 （1 - x） 3 ln（1 - x）
0

-1
+ ∫0

-1
（1 - x） 2dx[ ] =

16
3
ln2 - 14

9
，

∫1
0
[1 - （x - 1） 2]dx = 1 - 1

3
（x - 1） 3

1

0
= 2

3
，

所以 ∫1
-1
φ（ψ（x））dx = 16

3
ln2 - 14

9
〓

〓
〓

〓

〓
〓+ 2

3
= 16

3
ln2 - 8

9
.

附注　 平时应练习分段函数的复合运算.

（11） 由题设 f（u， v） = 1 - u - 2v + o

（ （u - 1） 2 + v2） = - （u - 1） - 2（v - 0） + o（ （u - 1） 2 + （v - 0） 2）知

f（1， 0） = 0， fu′（1， 0） = - 1， fv′（1， 0） = - 2.

记 u = ey， v = x + y， 则 g（x， y） = f（u， v）， 且

gx′（x， y） = fv′（u， v）， gy′（x， y） = fu′（u， v）ey + fv′（u， v） .

所以 dg（x， y） （0，0） = gx′（0， 0） dx + gy′（0， 0） dy = fv′（1， 0） dx + [ fu′（1， 0） + fv′（1， 0）] dy

= - 2dx - 3dy.

附注　 本题获解的关键是由 f（u， v） = 1 - u - 2v + o（ （u - 1） 2 + （v - 0） 2）得到 fu′（1，

0） = - 1，fv′（1， 0） = - 2.

（12） ∫
π
2

0
dθ ∫-sinθ+ 3+sin2θ

1
f（ rcosθ，rsinθ） rdr = ∬

D

f（x，y）dσ，其中

D = （ r， θ） | 1≤r≤ - sinθ + 3 + sin2θ， 0≤θ≤π
2{ }.

它是由曲线Ⅰ： r = 1 0≤θ≤π
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓， Ⅱ： r = - sinθ1 + 3 + sin2θ 0≤θ≤π

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓及Ⅲ： θ = 0 围成.
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显然Ⅰ的方程为 x = 1 - y2（0≤y≤1） . 由于Ⅱ的方程可改写成

图答　 2-12

r2 = - rsinθ + 3r2 + r2sin2θ， 即 x2 + y2 + y =

3x2 + 4y2， 或者， x2 + y2 + 2y - y = 3x2 + 4y2， 两边

平方后得

（x2 + y2 + 2y） 2 - （2y + 3）（x2 + y2 + 2y） + 3·2y = 0，
即（x2 + y2）（x2 + y2 + 2y - 3） = 0.

由此得到 Ⅱ 的方程为 x2 + y2 + 2y = 3， 即 x =

4 - （y + 1） 2（0≤y≤1） . Ⅲ的方程为 y = 0. 于是 D 如

图答 2-12 阴影部分所示， 所以有

∬
D

f（x，y）dσ = ∫1
0
dy ∫ 4-（y+1）2

1-y2
f（x，y）dx，

上式右边即为所求的先 x 后 y 的二次积分.
附注　 对某个二次积分 I， 要改变它的积分次序或积分坐标系， 总是先写出与 I 相对应

的二重积分（实际上， 只要写出它的积分区域即可）， 然后再将这个二重积分转化为所要求

的二次积分.

（13）
A -1 O
B C∗

〓

〓
〓

〓

〓
〓

-1

=
（A -1） -1 O

- （C∗） -1B（A -1） -1 （C∗） -1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

=
A O

- 1
| C |

CBA 1
| C |

C

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

1 2
1 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

0 0
0 0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

-
1 1
0 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

-1 　 1
　 1 -1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

1 2
1 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

1 1
0 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

┈
┈

┈
┈

┈

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

=

1 2 0 0
1 1 0 0
0 0 1 1
0 - 1 0 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

.

附注　 这里利用了分块矩阵的求逆公式：
设 A， D 都是可逆矩阵， 则

A O

C D
〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓

- 1

=
A - 1 O

-D - 1CA - 1 D - 1

〓

〓

〓〓

〓

〓

〓〓.

A B

0 D
〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓

- 1

=
A - 1 - A - 1BD - 1

O D - 1

〓

〓

〓〓

〓

〓

〓〓 .

（14） 由题设知 P（A） = P（B）， 于是由 P（A∪B） = 3
4
得

2P（A） - [P（A）] 2 = 3
4
， 即 P（A） = 1

2
舍去了 P（A） = 3

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓 （1）

由此可知 0 < a < 2 （这是因为， 如果 a≤0， 则 P（A） = 1， 这与 P（A） = 1
2
矛盾； 如果 a≥2，
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则 P（A） = 0， 这也与 P（A） = 1
2
矛盾 ） . 于是由式（1）得

1
2

= P（A） = ∫2
a

3
8
t2dt = 1 - 1

8
a3，即 a = 34.

附注　 根据题设推出 P（A） = P（B）以及 0 < a < 2 是本题获解的关键.
三、 解答题

（15） 由于 lim
x→0 -

2 + e
1
x

1 + e
4
x
+ sinx - | x |

| x |
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = lim

x→0 -

2 + e
1
x

1 + e
4
x
- sinx

x - 1〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 2 + 0

1 + 0 - 1 - 1 = 0，

lim
x→0 +

2 + e
1
x

1 + e
4
x
+ sin - | x |

| x |
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = lim

x→0 +

2e - 4
x + e - 3

x

e - 4
x + 1

+ sinx
x - 1〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 0 + 0

0 + 1 + 1 - 1 = 0，

所以lim
x→0

2 + e
1
x

1 + e
4
x
+ sinx - | x |

| x |
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 0. 此外 arctan 1

2 < π
2 ， 因此

lim
x→0

2 + e
1
x

1 + e
4
x
+ sinx - | x |

| x |
〓

〓
〓

〓

〓
〓arctan 1

2 = 0.

附注　 由于2 + e
1
x

1 + e
4
x
+ sinx - | x |

| x | 是以 x = 0 为分段点的分段函数， 所以计算 x→0 的极限

时， 应从计算左、 右极限入手. 在计算时还应注意到 lim
x→0 +

e
1
x = + ∞ ， lim

x→0 -
e

1
x = 0.

（16） 记 D 绕直线 y = 1 旋转一周而成的旋转体体积为 V， 则

V = π ∫1
0
（1 - x2） 2dx - ∫1

0
（1 - x） 2dx[ ]

= π ∫1
0
（x4 - 3x2 + 2x）dx = π

5 .

记 D 绕 y 轴旋转一周而成的旋转体体积为 Vy， 则

Vy = 2π ∫1
0
x·xdx - ∫1

0
x·x2dx（ ）

= 2π ∫1
0
（x2 - x3）dx = π

6 .

附注　 应记住以下公式：
设平面图形 D1 = {（x， y） | a≤x≤b， f1（x）≤y≤f2（x）≤k}绕直线 y = k 旋转一周而成的

旋转体体积

Vk = π ∫b
a
[k - f1（x）] 2dx - ∫b

a
[k - f2（x）] 2dx{ }.

设平面图形 D2 = {（x， y） | c≤a≤x≤b， f1（x）≤y≤f2（x）}绕直线 x = c 旋转一周而成的

旋转体体积

Vc = 2π ∫b
a
（x - c） f2（x）dx - ∫b

a
（x - c） f1（x）dx[ ].

（17） 所给微分方程 y″ + a2y = sinx + 2cos2x （1）
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对应的齐次方程的通解为

Y = C1cosax + C2sinax（其中， C1， C2 是任意常数） .
当 a = 1 时， 式（1）有特解

y∗ = x（A1sinx + B1cosx） + （A2sinx + B2cos2x） .
将它代入 a = 1 时的式（1）得

2A1cosx - 2B1sinx - 3A2sin2x - 3B2cos2x = sinx + 2cos2x.

由此得到 A1 = 0， B1 = - 1
2
， A2 = 0， B2 = - 2

3
. 故

y∗ = - 1
2
xcosx - 2

3
cos2x.

因此， 当 a = 1 时， 式（1）的通解为

y = Y + y∗ = C1cosx + C2sinx - 1
2
xcosx - 2

3
cos2x.

当 a = 2 时， 式（1）有特解

y∗ = A1sinx + B1cosx + x（A2cosx + B2sin2x） .
将它代入 a = 2 时的式（1）得

3A1sinx + 3B1cosx - 4A2sin2x + 4B2cos2x = sinx + 2cos2x.

由此得到 A1 = 1
3
， B1 = 0， A2 = 0， B2 = 1

2
. 故

y∗ = 1
3
sinx + 1

2
xsin2x.

因此， 当 a = 2 时， 式（1）的通解为

y = Y + y∗ = C1cos2x + C2sin2x + 1
3
sinx + 1

2
xsin2x.

附注　 设有 2 阶线线微方程

y″ + ay′ + by = eαx（a1cosβx + b1sinβx） （∗）
（其中 a， b， a， b， α， β 都是常数）， 则式（∗）有特解

y∗ = xkeαx（Acosβx + Bsinβx），

其中 k =
0， 当 α + iβ 是方程 λ2 + aλ + b = 0 的 0 重根，
1， 当 α + iβ 是方程 λ2 + aλ + b = 0 的 1 重根，{ 常数 A， B 可由 y∗代入式（∗）确定.

（18） （Ⅰ） 由于lim
x→0

tan2x - x2

x4 = lim
x→0

tanx + x
x ·lim

x→0

tanx - x
x3 = 2 lim

x→0

tanx - x
x3

洛必达法则
═════2·lim

x→0

sec2x - 1
3x2 = 2

3 lim
x→0

tan2x
x2 = 2

3 ，

所以， 在点 x = 0 的充分小去心邻域内有

0 < tan2x - x2

x4 < 1.

由此证得， 当 | x | 充分小时， x2≤tan2x≤x2 + x4 .
（Ⅱ） 由（Ⅰ）知， 当 n 充分大时，
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1
n + k =

1
n + k

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

≤tan2 1
n + k

≤
1
n + k

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

+
1
n + k

〓

〓
〓

〓

〓
〓

4

= 1
n + k + 1

（n + k） 2，

所以　 ∑
n

k = 1

1
n + k ≤ ∑

n

k = 1
tan2 1

n + k
≤ ∑

n

k = 1

1
n + k + ∑

n

k = 1

1
（n + k） 2 　 （n = 1，2，…） .

由于　 lim
n→∞

∑
n

k = 1

1
n + k = lim

n→∞

1
n∑

n

k = 1

1

1 + k
n

= ∫1
0

1
1 + xdx = ln2，

　 　 　 lim
n→∞

∑
n

k = 1

1
n + k + ∑

n

k = 1

1
（n + k） 2[ ] = ln2 + lim

n→∞

〓

〓

〓
〓

1
n ·1

n∑
n

k = 1

1

1 + k
n（ ）

2

〓

〓

〓
〓

= ln2 + 0·∫1
0

1
（1 + x） 2dx = ln2，

所以，由数列极限存在准则 Ⅰ 知lim
n→∞

xn = lim
n→∞

∑
n

k = 1
tan2 1

n + k
= ln2.

附注　 数列极限存在准则有两个：
准则Ⅰ　 设有数列{xn}， {yn}及{ zn}， 如果它们满足

yn≤xn≤zn（n = 1， 2， …），
且 lim

n→∞
yn = lim

n→∞
zn = A， 则 lim

n→∞
xn = A.

准则Ⅱ　 设数列{xn}单调不减有上界， 或单调不增有下界， 则 lim
n→∞

xn 存在.

（19） （Ⅰ） 由于∬
D

r2sinθ 1 - r2cos2θdrdθ = ∬
D

rsinθ 1 - r2（cos2θ - sin2θ）·rdrdθ

= ∬
D

y 1 - x2 + y2dσ，

图答　 2-19

所以， f（x， y） = y 1 - x2 + y2， 此外，

D = （ r， θ） 0≤r≤secθ， 0≤θ≤
π
4{ } =

{（x， y） | 0≤x≤1， 0≤y≤x} 如图 答 2-19
阴影部分所示， 所以

I = ∫1
0
dx ∫x

0
y 1 - x2 + y2dy

= ∫1
0

1
3
（1 - x2 + y2）

3
2

y = x

y = 0
dx

=
1
3 ∫

1

0
[1 - （1 - x2）

3
2 ]dx =

1
3

-
1
3 ∫

1

0
（1 - x2）

3
2 dx

令 x = sint
═════

1
3

-
1
3 ∫

π
2

0
cos4 tdt =

1
3

-
1
3 ∫

π
2

0

3
8

+
1
2
cos2t +

1
8
cos4t〓

〓
〓

〓

〓
〓dt

=
1
3

-
1
3

×
3
8

×
π
2

=
1
3

-
π
16

.
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（Ⅱ） 由于 g（ x， y） = f（ x + y， 2xy） = 2xy 1 - x2 - y2 = 2（xy - x3y - xy3）， 所以

∂g
∂x

=
y - 3x2y - y3

2 xy - x3y - xy3
，从而

∂2y
∂x∂y

=

（1 - 3x2 - 3y2） xy - x3y - xy3 -
（y - 3x2y - y3）（x - x3 - 3xy2）

2 xy - x3y - xy3

2（xy - x3y - xy3）

=
xy - 4x3y - 4xy3 + 3x5y + 2x3y3 + 3xy5

2 2（xy - x3y - xy3）
3
2

=
x - 4x3 - 4xy2 + 3x5 + 2x3y2 + 3xy4

2 2 y（x - x3 - xy2）
3
2

附注　 如题解中那样， 在直角坐标系中计算二重积分 I， 比直接在极坐标系中计算 I 简
捷得多.

（20） （Ⅰ） 由（A）与（B）等价知， r（β1， β2， β3） = r（α1， α2， α3） . 由于

| （α1， α2， α3） | =

1 0 1

0 1 3

1 1 5

=

1 0 1

0 1 3

0 1 4

≠0， 即 r（α1， α2， α3） = 3，

所以 r（β1， β2， β3） = 3， 即 0≠ | （β1， β2， β3） | =

1 1 3

1 2 4

1 3 a

=

1 1 3

0 1 1

0 2 a - 3

= a - 5. 由

此得到 a≠5.

（Ⅱ） 当 a≠5 时， 由

（β1， β2， β2 α1， α2， α3）

┈

=
1 1 3 1 0 1
1 2 4 0 1 3
1 3 a 1 1 5

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换

（以下同）
→

1 1 3 1 0 1
0 1 1 - 1 1 2
0 2 a - 3 0 1 4

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→
1 0 2 2 - 1 - 1
0 1 1 - 1 1 2
0 0 a - 5 2 - 1 0

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→

1 0 2 2 - 1 - 1
0 1 1 - 1 1 2

0 0 1 2
a - 5

- 1
a - 5

0

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
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→

1 0 0 2a - 14
a - 5

- a + 7
a - 5

- 1

0 1 0 - a + 3
a - 5

a - 4
a - 5

2

0 0 1 2
a - 5

- 1
a - 5

0

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

知， （A）由（B）的线性表示式为

α1 = 2a - 14
a - 5

β1 + - a + 3
a - 5

β2 + 2
a - 5

β3，

α2 = - a + 7
a - 5

β1 + a - 4
a - 5

β2 - 1
a - 5

β3，

α3 = - β1 + 2β2 .

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

（1）

附注　 将初等行变换后的矩阵

1 0 0 2a - 14
a - 5

- a + 7
a - 5

- 1

0 1 0 - a + 3
a - 5

a - 4
a - 5

2

0 0 1 2
a - 5

- 1
a - 5

0

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

的列向量由左至右顺序记为 β1′， β2′， β3′； α1′， α2′， α3′， 容易看到

α1′ =
2a - 14
a - 5

β1′ +
- a + 3
a - 5

β2′ +
2

a - 5
β3′，

α2′ =
- a + 7
a - 5

β1′ +
a - 4
a - 5

β2′ -
1

a - 5
β3′，

α3′ = - β1′ + 2β2′.

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

（2）

由于“初等行变换不改变列向量之间的线性表示关系”（记住这一结论）， 因此由式（2）直
接得到式（1）， 即（A）由（B）的线性表示式.

附注　 （A）由（B）的线性表示式也可以用以下方法计算：
记　 e1 = （1， 0， 0） T， e2 = （0， 1， 0） T， e3 = （0， 0， 1） T，

则　 由（β1， β2， β3） = （e1， e2， e3）
1 1 3
1 2 4
1 3 a

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
得

　 　 　 （e1， e2， e3） = （β1， β2， β3）
1 1 3
1 2 4
1 3 a

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 1

= （β1， β2， β3）

2 - 2
a - 5

- 1 + 4
a - 5

- 2
a - 5

- 1 - 1
a - 5

1 + 2
a - 5

- 1
a - 5

1
a - 5

- 2
a - 5

1
a - 5

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

.
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于是　 （α1， α2， α3） = （e1， e2， e3）

1 0 1

0 1 3

1 1 5

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

= （β1， β2， β3）

2 - 2
a - 5

- 1 + 4
a - 5

- 2
a - 5

- 1 - 1
a - 5

1 + 2
a - 5

- 1
a - 5

1
a - 5

- 2
a - 5

1
a - 5

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

1 0 1

0 1 3

1 1 5

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

= （β1， β2， β3）

2a - 14
a - 5

- a + 7
a - 5

- 1

- a + 3
a - 5

a - 4
a - 5

2

2
a - 5

- 1
a - 5

0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

，

它即为式（1） .

（21） （Ⅰ）由于
1
6
（1， 2， 1） T 是 A 的一个特征向量， 记它对应的特征值为 λ1， 则有

λ1 1 - 4

1 λ1 - 3 - a

- 4 - a λ1

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

1

2

1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0， 即

λ1 - 2 = 0，

1 + 2（λ1 - 3） - a = 0，

- 4 - 2a + λ1 = 0.

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

解此方程组得 λ1 = 2， a = - 1
将 a = - 1 代入 A， 得 A 的特征方程

λ 1 - 4
1 λ - 3 1
- 4 1 λ

=
λ - 3 1 - 4
λ - 1 λ - 3 1
λ - 3 1 λ

=
λ - 3 1 - 4
λ - 1 λ - 3 1
0 0 λ + 4

= （λ - 2）（λ - 5）（λ + 4），

它的根除 λ1 = 2 外， 还有 λ2 = 5， λ3 = - 4， 所以， f（x1， x2， x3）的标准形为 2y2
1 + 5y2

2 - 4y2
3 .

（Ⅱ）由于 A∗是实对称矩阵， 所以它能正交对角化为对角形矩阵 Λ. 由于 A∗的特征值

为 μ1 = | A |
λ1

= - 20， μ2 = | A |
λ2

= - 8， μ3 = | A |
λ3

= 10， 所以

Λ =
- 20

- 8
10

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
.

下面计算使得 PTA∗P =Λ 的正交矩阵 P.
由题设知， A 的对应 λ1 = 2 的特征向量为 ξ1 = （1， 2， 1） T .
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设对应 λ2 = 5 的特征向量为 ξ2 = （u1， u2， u3） T， 则 ξ2 满足

5 1 - 4
1 2 1

- 4 1 5

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

u1

u2

u3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0. （1）

由于　
5 1 - 4
1 2 1

- 4 1 5

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换

（以下同）
→

5 1 -4
1 2 1
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→
0 -9 -9
1 2 1
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→
0 1 1
1 2 1
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→
0 1 1
1 1 0
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，

所以， 式（1）与
u2 + u3 = 0，

u1 + u2 = 0{ 同解， 它的基础解系为（1， - 1， 1） T， 故取 ξ2 = （1， - 1， 1） T .

设对应 λ3 = - 4 的特征向量为 ξ3 = （v1， v2， v3） T， 则由 A 是实对称矩阵知，

（ξ3， ξ1） = 0，

（ξ3， ξ2） = 0，{ 即
v1 + 2v2 + v3 = 0，

v1 - v2 + v3 = 0，{
它的基础解系为（1， 0， - 1） T， 故取 ξ3 = （1， 0， - 1） T .

显然， ξ1， ξ2， ξ3 是正交向量组. 现将它的单位化得

ξ0
1 =

ξ1

ξ1
=

1
6
， 2

6
， 1

6
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

， ξ0
2 =

ξ2

ξ2
=

1
3
， - 1

3
， 1

3
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

， ξ0
3 =

ξ3

ξ3
=

1
2
， 0， - 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

.

记 P = （ξ0
1， ξ0

2， ξ0
3）， 则 P 即为所求的正交矩阵.

附注　 设 A 是可逆实对称矩阵， 且有特征值 λ 及与之对应的特征向量 ξ， 则 A∗有特征

值 μ = | A |
λ

及对应的特征向量 ξ. 所以当 PTAP（P 是正交矩阵）为对角矩阵时， PTA∗P 也

是对角矩阵， 且对角线上的元素都是 A∗的特征值.

（22） 由 ∬
xOy平面

f（x，y）dσ = 1，即∬
G

Ax2ydσ = 1 得

A = 1

∬
G

x2ydσ
= 1

∫1
-1
dx ∫1

x2
x2ydy

= 1

∫1
-1

1
2
x2（1 - x4）dx

= 21
4
，

所以， f（x， y） =
21
4
x2y， （x， y）∈G，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

D（2X + 3Y） = E[（2X + 3Y） 2] - [E（2X + 3Y）] 2，

其中　 E[（2X + 3Y） 2] = ∬
xOy平面

（2x + 3y） 2 f（x，y）dσ
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= ∬
G

（2x + 3y） 2·21
4
x2ydσ = 21

4 ∬G （4x
4y + 12x3y2 + 9x2y3）dσ

= 21
4
·2 ∬

G1

（4x4y + 9x2y3）dσ （由于 G 关于 y 轴对称，4x4y + 9x2y3 在对

称点处的值彼此相等，而 12x3y2 的值互

为相反数，D1 是 D 的第一象限部分）

= 21
2 ∫

1

0
（2x4y2 + 9

4
x2y4）

y = 1

y = x2
dx

= 21
2 ∫

1

0

9
4
x2 + 2x4 - 2x8 - 9

4
x10〓

〓
〓

〓

〓
〓dx = 2506

165
，

　 　 　 E（2X + 3Y） = ∬
xOy平面

（2x + 3y） f（x，y）dσ = ∬
G

（2x + 3y）·21
4
x2ydσ

= 21
2 ∬G1

3x2y2dσ = 21
2 ∫

1

0
dx ∫1

x2
3x2y2dy

= 21
2 ∫

1

0
（x2 - x8）dx = 7

3
.

于是， D（2X + 3Y） = 2506
165

-
7
3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

= 4921
477

.

附注　 应记住随机变量 X 的方差计算公式：
DX = E（X2） - （EX） 2 .

（23） 由于 X 的概率密度 f（ x） =
2α2

x3 ， x > α，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
记 z = x2， 则它在 f（ x）≠0 的区间（α，

+ ∞ ）上单调增加， 反函数 x = h（ z） = z（ z > α2）， 于是 Z 的概率密度为

fZ（ z） =
f（h（ z）） | h′（y） | ， z > α2，
0， 其他{ =

α2

z2
， z > α2，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

记样本观察值为 z1， z2， …， zn（由于现在是计算最大似然估计量， 可认为它们都大于

α2）， 故有似然函数为

L（α2） = α2

z21
·α2

z22
…α2

z23
= （α2） n

z21 z22…z2n
.

由于　 dL（α2）
dα2 = n（α2） n - 1

z21 z22…z2n
> 0， 所以 α2 的最大似然估计值为 min{ z1， z2， …， zn} . 从

而 α2 的最大似然计量为α2
∧

= min{Z1， Z2， …， Zn} .
由最大似然值估计量的不变性得 α 的最大似然估计量为

α
∧

= α2
∧

= min{Z1， Z2， …， Zn} .
附注　 本题也可计算如下：
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由于 X 的概率密度 f（x； α） =
2α2

x3 ， x > α，

0， 其他，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
且 X 有简单随机样本观察值 z1， z2， …，

zn（它们都大于 α）， 所以有似然函数

L（α） = 2α2

z
3
2
1

·2α2

z
3
2
2

…2α2

z
3
2
n

= 2n

（ z1 z2…zn）
3
2

α2n（ z1 > α， z2 > α， …， zn > α）

于是由
dL（α）
dα

= 2n·2n

（ z1 z2…zn）
3
2

α2n - 1 > 0 知， α 的最大似然估计值为 min{ z1， z2， …， zn} =

min{ z1， z2， …， zn} . 所以 α 的最大似然估计量 α
∧

= min{Z1， Z2， …， Zn} .
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模拟试题（三）解答

一、 选择题

答案　
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8）

C B C C B C A A

（1） 当 x ≤1 时， 由 1≤
n
1 + x 3n≤n2（n = 1， 2， …）知， f（x） = lim

n→∞

n
1 + x 3n = 1；

当 x > 1 时， f（x） = x 3 lim
n→∞

n

1 +
1
x

3n

= x 3，

所以　 f（x） =
1， x ≤1，

x 3 x > 1.{
显然 f（x）在（ - ∞ ， -1）∪（ -1， 1）∪（1， + ∞ ）上可导， 但由

lim
x→1 -

f（x） - f（1）
x - 1

= 0， lim
x→1 +

f（x） - f（1）
x - 1

= lim
x→1 +

x3 - 1
x - 1

= 3

知， f（x）在点 x = 1 处不可导. 此外， 由 f（x）是偶函数知 f（x）在点 x = - 1 处也不可导.
因此选 （C） .

附注　 由于 f（x）是由数列极限确定的， 所以要讨论它的可导性， 首先要通过数列极限

计算， 确定 f（x）的解析表达式.

（2） 由于 F（x） = ∫2x
0
cos2（2x - t）dt

令 u = 2x - t
══════ ∫2x

0
cos2udu，所以

F′（x） = 2cos22x， F″（x） = - 4sin4x.

因此选 （B） .

附注　 要计算
d
dx ∫

φ（x）

a
f（ t，x）dt 时，首先应将被积函数中的 x 移到积分号外，或移到积分限

中去.

（3） 记 f（x） = lnx - x
e + ∫

π
2

0

1
1 + tan2x

dx， 则由

f ′（x） = 1
x - 1

e

> 0， 0 < x < e，

= 0， x = e，

< 0， x > e，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

知 f（x） 的最大值 f（e） = ∫
π
2

0

1
1 + tan3x

dx > 0，以及 lim
x→0 +

f（x） = - ∞， lim
x→+∞

f（x） = - ∞，所以方程

f（x） = 0，即方程 lnx = x
e - ∫

π
2

0

1
1 + tan3x

dx 的正根个数为 2. 因此选（C）



附注　 由于曲线 y = f（x）的概图如图答 3-3 所示， 所以方程 f（x） = 0 有两个正根.

图答　 3-3

（4） 由于当 AC - B2 = 0 时， f（x0， y0）可能是极值， 也可

能不是极值， 所以选项（C）不正确. 因此选（C）
附注　 （C） 的不正确性可用下列例子以明之：
设 f1（x， y） = x3 + y3， 记（x0， y0） = （0， 0）， 则

fx′（x0， y0） = fy′ = （x0， y0） = 0，
且　 AC - B2 = 0. 此时， f（x0， y0） = 0 不是 f（x， y）的极值.

设 f2（x， y） = x4 + y4， 记（x0， y0） = （0， 0）， 则

fx′（x0， y0） = fy′（x0， y0） = 0，
且　 AC - B2 = 0. 此时， f（x0， y0） = 0 是 f（x， y）的极值.

（5） 由于
O （2A）∗

（3B） - 1 O
〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

O 2A （2A） - 1

（3B） - 1 O
〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

O 8（2A） - 1

（3B） - 1 O
〓

〓
〓

〓

〓
〓，

所以，
O （2A）∗

（3B） - 1 O
〓

〓
〓

〓

〓
〓

- 1

=
O （（3B） - 1） - 1

（8（2A） - 1） - 1 O
〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

O 3B
1
4
A O

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
. 因此选 （B）

附注　 题解中应用了以下公式 （应记住）：
设 A 是 n 阶矩阵， 则 A∗ = A n - 1（n≥2）， kA = kn A （k 是常数） .
设 A 是 n 阶可逆矩阵， 则 A∗ = A A - 1 .

设 A， B 分别是 m， n 阶可逆矩阵， 则
O A
B O

〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

O B - 1

A - 1 O
〓

〓
〓

〓

〓
〓 .

（6） 由题设知 r（P） + r（Q）≤3. 由于当 t≠6 时， r（Q） = 2， 所以此时 r（P）≤1. 此外，
由 P 是非零矩阵知， r（P）≥1. 从而 r（P） = 1. 因此选 （C） .

附注　 本题也可按以下方法计算.
当 t≠6 时， r（QT） = 2， 所以齐次线性方程组 QTx = 0 的基础解系中包含 3 - 2 = 1 个线性

无关的解向量. 从而由 QTPT =O 知， 非零矩阵 PT 的线性无关列向量个数为 1， 即得 r（P） =
r（PT） = 1.

（7） 记A1 = {第一次取到的是一等品}，
A2 = {第二次取到的是一等品}，

则　 p = P（A1A2 A1∪A2） =
P（A1A2（A1∪A2））

P（A1∪A2）
， 其中

P（A1A2（A1∪A2）） = P（A1A2） = P（A1）P（A2 A1） = 4
10

× 3
9

= 2
15

，

P（A1∪A2） = 1 - P（A1A2） = 1 - P（A1）P（A2 A1） = 1 - 6
10

× 5
9

= 2
3
，

所以 p =

2
15
2
3

= 1
5
　 　 因此选 （A） .
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附注　 题解中的 P（A1∪A2）也可按加法公式计算：
P（A1∪A2） = P（A1） + P（A2） - P（A1A2） = P（A1） + P（A1A2）

= P（A1） + P（A1）P（A2 A1） = 4
10

+ 6
10

× 4
9

= 2
3
.

显然， 它没有题解中的计算简捷.

（8） 由于 E 1
n∑

n

i = 1
X i

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1

λ
，D 1

n∑
n

i = 1
X i

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1

nλ2，所以由列维 — 林德柏格中心极限定理得

lim
n→∞

P
λ∑

n

i = 1
X i - n

n
≤ x

　

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= lim

n→∞
P

1
n∑

n

i = 1
X i -

1
λ

1
nλ2

≤ x

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

= Φ（x） .

因此选 （A） .
附注　 列维—林德伯格中心极限定理是：
设 X1， X2， …， Xn， …是相互独立同分布的随机变量序列， 它们的数学期望都为 μ， 方

差都为 σ2， 则对任意实数 x， 有

lim
n→∞

P

1
n∑

n

i = 1
X i - μ

σ / n
≤ x

　

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

= Φ（x），

其中， Φ（x）是标准正态分布函数.
二、 填空题

（9） 由于lim
n→∞

1
n [（n + 1）（n + 2）…（n + n）]

1
n

= lim
n→∞

1 + 1
n（ ） 1 + 2

n（ ）… 1 + n
n（ ）[ ]

1
n

= e lim
n→∞

1
n∑

n

i = 1
ln 1+ i

n（ ），

其中， lim
n→∞

1
n∑

n

i = 1
ln 1 + i

n（ ） = ∫1
0
ln（1 + x）dx = xln（1 + x）

1

0
- ∫1

0

x
1 + xdx

= ln2 - ∫1
0

1 - 1
1 + x（ ）dx = ln2 - [x - ln（1 + x）]

1

0
= 2ln - 1.

所以　 lim
n→∞

1
n [（n + 1）（n + 2）…（n + n）]

1
n = e2ln2 - 1 = 4

e .

附注　 ln（1 + x） 是[0，1] 上的连续函数，而 1
n∑

n

i = 1
ln 1 + i

n（ ）是它的一个积分和式， 所以

有

lim
n→∞

1
n∑

n

i = 1
ln 1 + i

n（ ） = ∫1
0
ln（1 + x）dx.

（10） 记 A = ∫
π
2

0
f（x）cosxdx， 则 f（x） = x + 2A，于是
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∫
π
2

0
f（x）cosxdx = ∫

π
2

0
xcosxdx + 2A ∫

π
2

0
cosxdx，

即 A = ∫
π
2

0
xcosxdx + 2A. 所以

A = - ∫
π
2

0
xcosxdx = - ∫

π
2

0
xdsinx = - xsinx

π
2

0
- ∫

π
2

0
sinxdx（ ） = 1 - π

2
.

于是　 f（x） = x + 2 - π， 从而

∫1
0
f（x）dx = ∫1

0
（x + 2 - π）dx = 5

2
- π.

附注　 本题获解的关键， 是注意到 ∫
π
2

0
f（x）cosxdx 是常数 A.

（11） 由 ex + siny = x 得
dy
dx

= 1 - ex

cosy
， 所以

dz
dx

= fu′ex + fv′ 2x + 2y dy
dx

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = ex fu′ +

2（xcosy + y - yex）
cosy

fv′.

附注　 计算
dy
dx

时， 要注意 y 是 x 的函数， 而
dy
dx

可由方程 ex + siny = x 两边对 x 求导得到.

图答　 3-12

（12） D 如图答 3-12 阴影部分所示. 它的极坐表示为

D = （ r， θ）
sinθ
cos2θ

≤r≤
2

cosθ + sinθ
， 0≤θ≤

π
4{ }， 所 以，

∬
D

f（x，y）dσ 的先 r 后 θ 的二次积分为

∬
D

f（x，y）dσ = ∫
π
4

0
dθ ∫

2
cosθsinθ

sinθ
cos2θ

f（ rcosθ，rsinθ） rdr.

附注　 顺便写出所给二重积分的先 y 后 x 与先 x 后 y
的二次积分：

∬
D

f（x，y）dσ = ∫1
0
dx ∫x

2

0
f（x，y）dy + ∫2

1
dx ∫2-x

0
f（x，y）dy（先 y 后 x 的二次积分）

= ∫1
0
dy ∫2-y

y
f（x，y）dx（先 x 后 y 的二次积分） .

（13） 由于 A ～ B， 所以 B 有特征值 - 2， - 1， 1， 2， 从而 B∗有特征值

B
- 2

= - 2， B
- 1

= - 4， B
1

= 4， B
2

= 2， 由此可知 B∗ ～

- 2
- 4

4
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

.

所以 B∗ - E4 =

- 2
- 4

4
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

-

1
1

1
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

= 45.
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附注　 题解有两点值得注意：

（Ⅰ） 设 A 是可逆矩阵， 有特征值 λ， 则 A∗对应有特征值
A
λ

.

（Ⅱ） 设 A， B 是相似的 n 阶矩阵， 则 A - En = B - En .
（14） 由于 E（X3 + 2Y2） = E（X3） + 2E（Y2）， 其中

E（X3） = ∫+∞

∞
x3 f（x）dx = ∫+∞

0
x3·2e -2xdx = - ∫+∞

0
x3de -2x

= - x3e -2x
+∞

0
- 3

2 ∫
+∞

0
x2·2e -2xdx〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 3

2
E（X2）

= 3
2
[DX + （EX） 2] = 3

2
1
4

+ 1
4

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 3

4
，

E（Y2） = 02 × 1
3

+ 12 × 2
3

= 2
3
.

所以， E（X3 + 2Y2） = 3
4

+ 2
3

= 17
12

.

附注　 在 E（X3）的计算中， 对于 ∫+∞

0
x2·2e -2xdx 不必再作积分计算， 这是因为它可按

∫+∞

0
x2·2e -2xdx = ∫+∞

-∞
x2 f（x）dx = E（X2） = DX + （EX） 2，直接得到.

三、 解答题

（15） lim
x→0

f（ln（1 + x2） + ex - x） - f（1）
tanx·（ 1 + x - 1）

= lim
x→0

f（ln（1 + x2） + ex - x） - f（1）
1
2 x2

= lim
x→0

f（1 + （ln（1 + x2） + ex - x - 1）） - f（1）
ln（1 + x2） + ex - x - 1

·ln（1 + x2） + ex - x - 1
1
2 x2

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

= lim
x→0

f（1 + （ln（1 + x2） + ex - x - 1）） - f（1）
ln（1 + x2） + ex - x - 1

·2 lim
x→0

ln（1 + x2） + ex - x - 1
x2

其中　 lim
x→0

f（1 + （ln（1 + x2） + ex - x - 1）） - f（1）
ln（1 + x2） + ex - x - 1

令 u = ln（1 + x2） + ex - x - 1
═══════════lim

n→0

f（1 + u） - f（1）
u = f ′（1） = 1，

lim
x→0

ln（1 + x2） + ex - x - 1
x2 = lim

x→0

ln（1 + x2）
x2 + lim

x→0

ex - x - 1
x2[ ] = 1 + lim

x→0

ex - x - 1
x2

洛必达法则
═════1 + lim

x→0

ex - 1
2x = 1 + 1

2 =
3
2
.

所以， lim
x→0

f（ln（1 + x2） + ex - x） - f（1）
tanx·（ 1 + x - 1）

= 1 × 2 ×
3
2

= 3.

附注　 由于 f（u）仅在点 u = 1 处可导， 因此对所给极限不能直接应用洛必达法则计算，
而只能利用导数定义计算.

（16） 所给微分方程 y″ + y = 5e2x + 2sinx （1）
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对应的齐次微分方程　 y″ + y = 0 的通解为

Y = C1cosx + C2sinx.
式（1）有特解　 y∗ = Ae2x + x（B1cosx + B2sinx），

将它代入式（1）得
5Ae2x - 2B1sinx + 2B2cosx = 5e2x + 2sinx.

由此得到 A = 1， B1 = - 1， B2 = 0. 所以 y∗ = e2x - xcosx. 从而式（1）的通解为 y = Y + y∗ =
C1cosx + C2sinx + e2x - xcosx.

附注　 应熟练掌握常系数线性微分方程的解法.
（17） （Ⅰ） 显然{an}是正项数列， 且由

an + 1 = 1
3

2an + 1
a2
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1

3
an + an + 1

a2
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓≥

3

an·an·
1
a2
n

= 1 （n = 1， 2， …）

知， {an}有下界. 此外，

由 an + 1 - an = 1
3

2an + 1
a2
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓 - an = 1

3
1
a2
n

- an
〓

〓
〓

〓

〓
〓≤0　 （n = 1， 2， …）

知， {an}单调不增. 从而由数列极限存在准则知， lim
n→∞

an 存在， 记为 a. 对递推式两边取极

限得 a = 1
3

2a + 1
a2

〓

〓
〓

〓

〓
〓， 所以 a = 1， 即 lim

n→∞
an = 1.

（Ⅱ） 由于 lim
n→∞

an + 1

2n + 1

an

2n

= 1
2

lim
n→∞

an + 1

an
= 1

2
， 所以所给幂级数的收敛半径 R = 2.

当 x = 2， - 2， 所给幂级数分别成为 ∑
∞

n = 0
an 与∑

∞

n = 0
（ - 1） nan， 显然它们的通项极限都不为

零， 所以所给幂级数在点 x = 2， - 2 处都是发散的， 故收敛域为（ - 1， 1） .

附注　 计算幂级数 ∑
∞

n = 0
cnxn 的收敛域步骤如下：

（Ⅰ） 计算∑
∞

n = 0
cnxn 的收敛半径， 记为 R.

（Ⅱ） 当 R = + ∞时，∑
∞

n = 0
cnxn 的收敛域为（ - ∞， + ∞）； 当 R = 0 时， ∑

∞

n = 0
cnxn 收敛域为

{0}； 当 R 为正数时， ∑
∞

n = 0
cnxn 的收敛域为（ - R， R） 与其收敛端点之并集.

（18） 作辅助函数 F （ x） = f （ x） - x， 则 F （ x） 在 [0， 1] 上连续， 且 F （0） F （1） =
f（0）[ f（1） - 1] < 0，所以由零点定理知， 存在 ξ∈（0， 1）， 使得F（ξ） = 0， 即

f（ξ） = ξ. （1）
下面用反证法证明式（1）的 ξ 的唯一性. 设另有 η∈（0， 1）， 使得 f（η） = η， 不妨设 η

< ξ， 则

f（ξ） - f（η） = ξ - η.
由拉格朗日中值定理知， 存在 θ∈（η， ξ）⊂（0， 1）， 使得
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f ′（θ）（ξ - η） = ξ - η， 即 f ′（θ） = 1.
这与题设 f ′（x）≠1（x∈（0， 1））矛盾. 因此满足式（1）的 ξ 是唯一的.

附注　 唯一性问题， 往往用反证法证明. 本题就是如此.
（19） 用直线 x + y = 1 将 D 划分成 D1 与 D2 两部分（如图答 3-19）， 则

图答　 3-19

∬
D

f（x，y）dσ = ∬
D1

xlnxdσ + ∬
D2

1
（x2 + y2）

3
2
dσ，

其中　 ∬
D1

xlndσ = ∫1
0
dx ∫1-x

0
xlnxdy

= ∫1
0
（x - x2）lnxdx = ∫1

0
lnxd 1

2 x2 - 1
3 x3（ ）

= lnx· 1
2 x2 - 1

3 x3（ ）[ ]
1

0
- ∫1

0

1
2 x - 1

3 x2（ ）dx

= - 1
4 x2 - 1

9 x3（ ）
1

0
= - 5

36，

∬
D2

1
（x2 + y2）

3
2
dσ

极坐标
════ ∫

π
2

0
dθ ∫

2
cosθ+sinθ

1
cosθ+sinθ

1
r3
·rdr

= ∫
π
2

0
- 1

r（ ）
2

cosθ+sinθ

1
cosθ+sinθ

dθ = 1
2 ∫

π
2

0
（cosθ + sinθ）dθ = 1.

所以， ∬
D

f（x， y）dσ = - 5
36 + 1 = 31

36.

附注　 D1 与 D2 都是角域的一部分，但是∬
D1

xlnxdσ按直角坐标计算， 而∬
D2

1
（x2 + y2）

3
2
dσ按

极坐标计算， 这主要是由于后者的被积函数是 x2 + y2 的函数.

（20） 由于

1 　 1 - 2 1
1 - 2 　 1 2
a 　 b 　 c 0

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换

（以下同）
→

1 1 -2 1
0 - 3 3 1
0 b - a c + 2a - a

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→

1 1 -2 1

0 1 - 1 - 1
3

0 b - a c + 2a - a

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

→

1 0 -1 4
3

0 1 - 1 - 1
3

0 0 a + b + c - 4
3
a + 1

3
b

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

，

所以由题设知，

　 a + b + c = 0，

- 4
3
a + 1

3
b = 0，

　 a　 　 　 　 = 2

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

即 a = 2， b = 8， c = - 10. 此时所给方程组与 （Ⅱ）
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x1 　 　 - x3 = 4
3
，

　 　 x2 - x3 = - 1
3

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

同解. （Ⅱ） 的导出组的基础解系为 C （1， 1， 1） T， 此外 （Ⅱ） 有特解

4
3
， - 1

3
， 0〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

， 所以（Ⅰ）的通解为

（x1， x2， x3） T = C（1， 1， 1） T +
4
3
， - 1

3
， 0〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

　 （其中 C 是任意常数），

对上述算得的 a， b， c 知， ξ = （2， 8， - 10） T .
设 ξ 关于向量组 η1， η2， η3 的线性表示式为

ξ = y1η1 + y2η2 + y3η3 = （η1， η2， η3）

y1

y2

y3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
（其中矩阵（η1， η2， η3）可逆），

即

2
8
- 10

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= （η1， η2， η3）

y1

y2

y3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
，

所以，

y1

y2

y3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= （η1， η2， η3） - 1

2
8
- 10

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

1 - 1 1
0 1 1

- 1 1 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 1 2
8
- 10

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

=
- 1 1 - 2
- 1 1 - 1
1 0 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

2
8
- 10

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

26
16
- 8

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
.

因此所求的线性表示为

ξ = 26η1 + 16η2 - 8η3 .
附注　 由所给方程组有两个不同解可得， 这个方程组对应的齐次线性方程有非零解， 所

以系数矩阵的秩≤2， 此外由系数矩阵本身可知， 其秩≥2. 因此系数矩阵的秩 = 2. 从而有

　 　 a + b + c = 0，

- 4
3
a + 1

2
b = 0，

　 　 a　 　 　 = 2.

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

（21） 由于 g（ x1， x2， x3 ） = （ x1 - x2 ） 2 + 3x2
2 + x2

3 在

y1 = x1 - x2，

y2 = 　 　 3x2，
y3 = 　 　 　 　 x3，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

即可逆线性变换

x1 = y1 + 1
3
y2，

x2 = 　 　 1
3
y2，

x3 = 　 　 　 　 y3

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

下成为 y21 + y22 + y23， 所以 g（x1， x2， x3）是正定二次型， 它在上述可逆线性变换
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下化成的规范形为 y21 + y22 + y23 .
由于 f（x1， x2， x2）是非正定二次型， 所以， 它的矩阵

A =
1 0 1
0 1 1
1 1 c

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

的顺序主子式不全为正， 故有 c≤2. 从而由题设 c≥2 得 c = 2. 于是 A =
1 0 1
0 1 1
1 1 2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
.

由于 λE3 - A =
λ - 1 0 - 1
0 λ - 1 - 1
- 1 - 1 λ - 2

= （λ - 1） 2 （λ - 2） - 2（λ - 1） = λ（λ - 1） （λ -

3）， 所以 A 的特征值 λ = 0， 1， 3
设 A 的对应 λ = 0 的特征向量为 ξ = （a1， a2， a3） T， 则它满足

- 1 0 - 1

0 - 1 - 1

- 1 - 1 - 2

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

a1

a2

a3

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

= 0， 即
a1 　 　 + a3 = 0，

　 　 a2 + a3 = 0.{

可取它的基础解系数为 ξ， 即 ξ = （ - 1， - 1， 1） T

设 A 的对应 λ = 1 的特征向量为 η = （b1， b2， b3） T， 则它满足

0 0 - 1

0 0 - 1

- 1 - 1 - 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

b1

b2

b3

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

= 0， 即
　 　 　 　 b3 = 0，

b1 + b2 + b3 = 0，{

可取它的基础解系为 η， 即 η = （1， - 1， 0） T

设 A 的对应 λ = 3 的特征量为 ζ = （c1， c2， c3） T， 则由 A 是实对称矩阵知

（ζ， ξ） = 0，

（ξ， η） = 0，{ 即
- c1 - c2 + c3 = 0，

　 c1 - c2 　 　 = 0，{
可取它的基础解系为 ζ， 即 ζ = （1， 1， 2） T .

显然， ξ， η， ζ 是正交向量组， 现将它们单位化：

ξ0 = ξ
ξ

= - 1
3
， - 1

3
， 1

3
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

η0 = η
η

=
1
2
， - 1

2
， 0〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

ζ 0 = ζ
ζ

=
1
6
， 1

6
， 2

6
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

.
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记 Q = （ξ0， η0， ζ 0） =

- 1
3

1
2

1
6

- 1
3

- 1
2

1
6

1
3

0 2
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

（正交矩阵）， 则正交变换 x = Qz （其中 x =

（x1， x2， x3） T， z = （ z1， z2， z3） T）将 f（x1， x2， x3）化为标准形 z22 + 3z33 .
附注　 由于 φ（x1， x2， x3） = （x1， x2， x3） TA（x1， x2， x3） （A 是实对称矩阵）为正定二

次型的充分必要条件是它的矩阵 A 的顺序主子式都大于零. 故当题中 f（x1， x2， x3）不是正

定二次型时， 它的矩阵 A =
1 0 1
0 1 1
1 1 c

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
的顺序主子式 1，

1 0
0 1

= 1， A = c - 2 不全大于

零， 于是有 c≤2.

（22） 由于 f（x， y） =
fY（y） fX | Y（x | y）， fY（y） > 0， fX | Y（x | y） > 0，
0， 其他，{

=
5y4·3x2

y3 ， 0 < y < 1， 0 < x < y

0， 其他

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
=

15x2y， 0 < x < y < 1，
0， 其他，{

所以， fX（x） = ∫+∞

-∞
f（x，y）dy = ∫1

x
15x2ydy， 0 < x < 1，

0， 其他
{

=
15
2
（x2 - x4）， 0 < x < 1，

0， 其他.
{

于是由　 EX = ∫+∞

-∞
xfX（x）dx = ∫1

0
x·15

2
（x2 - x4）dx = 5

8
得

　 　 　 　 DX = E（X2） - （EX） 2 = ∫+∞

-∞
x2 fX（x）dx - 5

8
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

= ∫1
0
x2·15

2
（x2 - x4）dx - 25

64
= 3

7
- 25
64

= 17
448

.

此外， 由 EY = ∫+∞

-∞
yfY（y）dy = ∫1

0
5y5dy = 5

6
得

　 　 Cov（X，Y） = E（XY） - EX·EY

= ∬
xOy平面

xyf（x，y）dσ - 5
8

× 5
6

= ∬
Δ

xy·15x2ydσ - 25
48

　 （其中 Δ = {（x，y） | 0 < x < y < 1}）

= ∫1
0
dx ∫1

x
15x3y2dy - 25

48
= 15

28
- 25
48

= 5
336
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附注　 当已知 fY（y）， fX | Y（x | y）时， 可按以下公式计算 f（x， y）：

f（x， y） =
fY（y） fX | Y（x | y）， fY（y） > 0， fX | Y（x | y） > 0，
0， 其他；{

同样当已知 fX（x）， fY | X时， 可按以下公式计算 f（x， y）：

f（x， y） =
fX（x） fY | X（y | x）， fX（x） > 0， fY | X（y | x） > 0，
0， 其他.{

（23） 记 Z 的分布函数为 F（ z）， 则

　 　 F（ z） = P（Z ≤ z） = P（XY ≤ z）
= P（Y = - 1）P（X ≥- z | Y = - 1） + P（Y = 1）P（X ≤ z | Y = 1）

= 1
2 P（X ≥- z） + 1

2 P（X ≤ z）（利用 X 与 Y 相互独立）

=

1
2 ∫

+∞

-z
λe -λxdx， z ≤0，

1
2 ∫

+∞

0
λe -λxdx + 1

2 ∫
z

0
λe -λxdx， z > 0.

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

所以， Z 的概率密度为

f（ z） = dF（ z）
dz

=

1
2
λeλz， z≤0，

1
2
λe - λz， z > 0

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

= 1
2
λe - λ | z | （ - ∞ < z < + ∞ ） .

由此得到似然函数

L（λ） = 1
2
λe -λ| z1| ·1

2
λe -λ| z2| … 1

2
λe -λ| zn|

= 1
2nλ

ne -λ∑
n

i = 1
| zi| ，

即　 lnL（λ） = ln 1
2n + nlnλ - λ∑

n

i = 1
| zi | .

上式两边对 λ 求导得

dlnL（λ）
dλ

= n
λ

- ∑
n

i = 1
| zi | ，

于是由
dlnL（λ）

dλ
= 0 得 λ 的最大似然估计值为 λ

∧

= n

∑
n

i = 1
| zi |

.

附注　 应熟练掌握参数点估计的两种方法： 矩估计法与最大似然估计法.
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模拟试题（四）解答

一、 选择题

答案　
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8）

C A C A C B B C

（1） f ′（1） = lim
x→1

f（x） - f（1）
x - 1

= lim
x→1

g（x）sin
π
2x

x - 1

= lim
x→1

g（x）
x - 1

= lim
x→1

g（x） - g（1）
x - 1

= g′（1） = - 1.

因此选（C）
附注　 计算分段函数在分段点处的导数， 总是从导数定义出发.
（2） 由于

x < 1 时， lim
n→∞

xn + 1 - （x2 - 1）sinπx
xn + x2 - 1

= - sinπx；

图答　 4-2

x > 1 时， lim
n→∞

xn + 1 - （x2 - 1）sinπx
xn + x2 - 1

= x；

x = 1 时， lim
n→∞

xn + 1 - （x2 - 1）sinπx
xn + x2 - 1

= 1；

x = - 1 时， lim
n→∞

xn + 1 - （x2 - 1）sinπx
xn + x2 - 1

= - 1，

所以， y = f（ x） =
- sinπx， x < 1，

x， x ≥1{ 的图形如图答 4-2 所

示， 由图可知， f （ x） 的极大值为 f - 1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1， 极小值为

f
1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - 1. 因此选（A）

附注　 画图得到正确选项， 是解选择题常用的方法之一.

（3） 由于 φ（x，y） = ∫
y2

x2

0
du ∫u

0

1
y2
f v

y
〓

〓
〓

〓

〓
〓dv

令 t =
v
y

═════ ∫
y2

x2

0

1
y
du ∫

u
y

0
f（ t）dt

令 z =
u
y

═════ ∫
y
x2

0
dz∫z0 f（ t）dt，

从而
∂2φ
∂y2

=
1
x4
f y
x2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 . 因此选（C） .



附注　 要对 ∫
y2

x2

0
du ∫u

0

1
y2
f v

y
〓

〓
〓

〓

〓
〓dv 关 y 求偏导数， 应首先把被积函数 ∫u

0

1
y2
f v

y
〓

〓
〓

〓

〓
〓dv 中的 y 移

到外层积分限或移出外层积分号. 本题题解就是如比处理的.

（4） 由题设知 y（0） = 1， y′（0） =
1
2
.

对于选项（A）的 y = 1 + x， 显然它有 y（0） = 1， y′（0） =
1
2
， 且满足 yy″ + （ y′） 2 = 0，

并且 y = 1 + x的定义域为[ - 1， + ∞ ） . 因此选（A） .

附注　 y = 1 + x （x≥ -1）也可直接计算得到， 具体如下：

yy″ + （y′） 2 = （yy′） ′， 所以由所给微分方程得 yy′ = C1， 将 y（0） = 1， y′（0） =
1
2
代入得

C1 =
1
2
. 从而 yy′ =

1
2
， 即

dy2

dx
= 1. 所以 y2 = x + C2， 将 y（0） = 1 代入得 C2 = 1. 因此， y2 = x

+ 1， 即 y = 1 + x（舍去了不合题意的 y = - 1 + x） . 由于 1 + x的定义域为[ - 1， + ∞ ） .

所以所求的 y = y（ z）为 y = 1 + x（x≥ -1） .
（5） 由于选项（C）与（D）有且仅有一个是正确的， 因此只要考虑这两个选项即可. 由

r（B） = r（A）≤n < n + 1 知， By = 0 有非零解. 因此选（C） .
附注　 设 A 是 m × n 矩阵， 则

r（A） = n 是齐次线性方程组 Ax = 0 只有零解的充分必要条件；
r（A） < n 是齐次线性方程组 Ax = 0 有非零解的充分必要条件.

（6） A 有特征值 - 1， 1， 2. 由

λ + 1 0 0
0 λ - 1 - 2
0 - 2 λ - 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= （λ - 3）（λ + 1） 2 知， 选项（A）的

矩阵

- 1 0 0
0 1 2
0 2 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
有特征值 λ = 3， - 1（二重）， 它与 A 有不同的特征值， 故不与 A 相似， 从

而不能选（A） .

对选项（B）的矩阵

- 1 0 0

0 3
2

1
2

0 1
2

3
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

， 由

λ + 1 0 0

0 λ - 3
2

- 1
2

0 - 1
2

λ - 3
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

= （λ + 1）（λ - 1）（λ - 2）

知， 它有特征值 - 1， 1， 2， 即与 A 有相同的特征值， 所以这个实对称矩阵与 A 相似且合

同. 因此选（B） .
附注　 （Ⅰ） 设 A 与 B 都是 n 阶矩阵， 则 A 与 B 相似的充分必要条件有以下两类：
（ⅰ）存在 n 阶可逆矩阵 P， 使得 P - 1AP = B；
（ⅱ）A 与 B 有相同的特征多项式， 或者 A 与 B 有相同的特征值（ni 重以 ni 个计算） .
（Ⅱ） 设 A 与 B 都是 n 阶实对称矩阵， 则 A 与 B 合同的充分必要条件有以下三类：
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（ⅰ） 存在 n 阶可逆矩阵 C， 使得 CTAC = B；
（ⅱ） 二次型 xTAx 与 xTBx（其中 x = （x1， x2， …， xn） T）有相同的规范形， 或者二次型

xTAx 与 xTBx 有相同的正惯性指数， 也有相同的负惯性指数.
（ⅲ） A 与 B 有相同的特征值（ni 重的以 ni 个计算），
（7） 记 Y 的分布函数为 FY（y）， 则

FY（y） = P（Y≤y） = P max X， X2， 1
2{ }≤y〓

〓
〓

〓

〓
〓

= P X≤y， X2≤y， 1
2
≤y〓

〓
〓

〓

〓
〓

=
0， y < 1

2
，

P（X≤y， - y≤X≤ y）， y≥1
2

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

=

0， y < 1
2
，

P - y≤X≤y（ ）， 1
2
≤y≤1，

P - y≤X≤ y（ ）， y > 1

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

=

0， y < 1
2
，

∫y
0
2e -2xdx， 1

2
≤ y ≤1，

∫ y

0
2e -2xdx， y > 1

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

=

0 y < 1
2
，

1 - e - 2y， 1
2
≤y < 1，

1 - e - 2 y， y≥1.

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

所以， Y 的分布函数 FY（y）只有一个间断点 y = 1
2
. 因此选（B） .

附注　 由于 y =
> y， 1

2
≤y < 1，

≤y， y≥1，
{

所以 P X≤y， - y≤X≤ y（ ） =
P（ - y≤X≤y）， 1

2
≤y < 1，

P（ - y≤X≤ y）， y≥1.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

（8） 记 U = X1 + X2 + X5 + X6， V = X3 + X4 - X7 - X8， 则 U ～ N（0， 4σ2 ）， V ～ N（0，

4σ2）， 所以， U
2σ

， V
2σ

相互独立， 且都服从 N（0， 1） . 由此得到
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（X1 + X2 + X5 + X6） 2

（X3 + X4 - X7 - X8） 2 =

U2

4σ2

V2

4σ2

～ F（1， 1） . 因此选（C） .

附注　 F（n1， n2）分布定义如下：

设 X ～ χ2（n1）， Y ～ χ2（n2）， 且 X 与 Y 相互独立， 则
X
Y

～ F（n1， n2） .

二、 填空题

（9） 由 2 = lim
x→0

[ f（x） + 1]x2

x - sinx
= lim

x→0

f（x） + 1
x

x - sinx
x3

知

lim
x→0

f（x） + 1
x

= 2 lim
x→0

x - sinx
x3

洛必达法则
═════2 lim

x→0

1 - cosx
3x2

=
1
3
，

所以， f（0） = - 1， f ′（0） =
1
3
. 因此所求的切线方程为

y - （ - 1） =
1
3
（x - 0）， 即 y =

1
3
x - 1.

附注　 设 f（x）在点 x0 处连续， 且lim
x→0

f（x） - k
x - x0

= A（A， k 是常数）， 则 f（x0） = k， f ′（x0）

= A.

（10） 由 arcsinx =
x

1 - ξ2（x）
得 ξ（x） =

arcsin2x - x2

arcsinx
， 所以

lim
x→0 +

ξ（x）
x

= lim
x→0 +

arcsin2x - x2

xarcsinx
令 t = arcsinx

══════lim
t→0 +

t2 - sin2 t
tsint

= lim
t→0 +

t + sint
t

·lim
t→0 +

t - sint
t3

，

其中， lim
t→0 +

t + sint
t

= lim
t→0 +

t + sint
t

= 2，

lim
t→0 +

t - sint
t3

= lim
t→0 +

t - sint
t3

洛必达法则
═════ lim

t→0 +

1 - cost
3t2

=
1

6
，

所以， lim
x→0 +

ξ（x）
x

= 2·
1

6
=

1

3
.

附注　 只有对 x∈（0， 1）， 存在唯一的 ξ 时， ξ 才是 x 的函数， 才可以写成 ξ（x） . 下面

证明上述的 ξ 是唯一的.
对函数 arcsint 在[0， x]（x∈（0， 1））上应用拉格朗日中值定理， 如果在（0， x）内存在

两个 ξ1， ξ2， 使得
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arcsinx =
x

1 - ξ2
1

， arcsinx =
x

1 - ξ2
2

则 ξ1 = ξ2 . 由此证明了唯一性.

（11） ∫π
-1
e2f（x） sinxdx = ∫1

-1
e2f（x） sinxdx + ∫π

1
e2f（x） sinxdx

= ∫1
-1
ecosxsinxdx + ∫π

1
x2sinxdx = - ∫π

1
x2dcosx

= - x2cosx
π

1
- ∫π

1
2xcosxdx（ ）

= π2 + cos1 + ∫π
1
2xdsinx

= π2 + cos1 + 2xsinx
π

1
- 2 ∫π

1
sinxdx（ ）

= π2 - cos1 - 2sin1 - 2.

附注　 由于 ecosxsinx 是奇函数， 所以题解中 ∫1
-1
ecosxsinxdx = 0.

（12） 由于 zx′ = cos（xy）·y + φu′ + φv′·
1
y
， 所以

zxy″ = - sin（xy）·xy + cos（xy） + φ″uv· - x
y2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 + φ″vv· - x

y2
〓

〓
〓

〓

〓
〓·

1
y

+ φv′· - 1
y2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

= - xysin（xy） + cos（xy） - x
y2

φ″uv +
1
y
φ″vv

〓

〓
〓

〓

〓
〓 - 1

y2 φv′

= - xysin（xy） + cos（xy） - 1
y2 φv′.

附注　 要熟练掌握二元复合函数的 1、 2 阶偏导数的计算.
（13） 由于 r（A） = r（AB）≤r（B）， 即 r（A）≤r（B） . （1）

此外， 由 r（A） = n 及 r（A） + r（B） - n≤r（AB）≤r（A）得 r（B）≤r（A） . （2）
所以 r（B） = r（A） = n. 从而 r（B∗） = n.

附注　 题解中利用了关于矩阵秩的以下结论：
（Ⅰ） 设 A 是 m × n 矩阵， B 是 n × l 矩阵， 则

r（A） + r（B） - n≤r（AB）≤min{ r（A）， r（B）} .
（Ⅱ） 设 A 是 n 阶矩阵， 则

r（A∗） =
n， r（A） = n，
1 r（A） = n - 1，
0 r（A） < n - 1.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

（14） 由题设知， X 与 Y 相互独立， 从而 X 与 Y2 相互独立， 且 X 的概率密度为 fX（ x）

=
e - x， x > 0，
0， 其他，{ Y 的概率密度为 fY（y） =

2e - 2y， y > 0，
0， 其他.{ 所以 D（X + Y2） = DX + D（Y2）， 其中

DX = 1， EY = 1
2
， DY = 1

4
， E（Y2） = DY + （EY） 2 = 1

2
， 并且
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D（Y2） = E（Y4） - [E（Y2）] 2 = ∫+∞

0
y4·2e -2ydy - 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

= - ∫+∞

0
y4de -2y - 1

4

= - y4e -2y
+∞

0
- ∫+∞

0
y3·4e -2ydy（ ） -

1
4

= - 2 ∫+∞

0
y3de -2y - 1

4

= - 2 y3e -2y
+∞

0
- ∫+∞

0
3y2·e -2ydy（ ） -

1
4

= 3 ∫+∞

0
y2·2e -2ydy - 1

4
= 3E（Y2） - 1

4

= 3 × 1
2

- 1
4

= 5
4
.

因此， D（X + Y2） = 1 + 5
4

= 9
4
.

附注　 记住： 服从参数为 λ （ λ > 0） 的指数分布的随机变量 X 的概率密度 fX （ x）

=
λe - λx， x > 0，

0 其他，{ EX = 1
λ
， DX = 1

λ2， E（X2） = 2
λ2 .

三、 解答题

（15） 由于 f（x） =
x - 1， x≤ -1，
3x + 1， x > - 1{ ， 所以

∫f（x）dx = ∫x
-1
f（ t）dt + C，

其中， ∫x
-1
f（ t）dt =

∫x
-1
（ t - 1）dt， x ≤- 1，

∫x
-1
（3t + 1）dt， x > - 1，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

=

1
2
x2 - x -

3
2
， x ≤- 1，

3
2
x2 + x -

1
2
， x > - 1.

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

因此 ∫f（x）dx =

1
2
x2 - x -

3
2

+ C， x ≤- 1，

3
2
x2 + x -

1
2

+ C， x > - 1.

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

附注　 分段函数 f（x）的不定积分， 应用以下公式计算是比较快捷的：

∫f（x）dx = ∫x
x0
f（ t）dt + C，

其中 x0 是 f（x）是最靠左边的分段点.

（16） 由于 y（ t） = e -∫2dt C + ∫e -t·e∫
2
dtdt（ ） = Ce - 2t + e - t .

将 y（0） = 0 代入上式得 C = - 1. 所以 y（ t） = - e - 2t + e - t（ t≥0） .
当 t < 0 时， f ′（ t） = （2t2 + sint） ′ = 4t + cost，
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当 t > 0 时， f ′（ t） = y′（ t） = （ - e2t + e - t） ′ = 2e - 2t - e - t .
由于 lim

t→0 -
f ′（ t） = 1， lim

t→0 +
f ′（ t） = 1， 所以 f ′（0） = 1. 因此

f ′（ t） =
4t + cost， t < 0，

2e - 2t - e - t， t≥0.{
由此可得， t < 0 时， f ″（ t） = 4 - sint； t > 0 时， f ″（ t） = - 4e - 2t + e - t . 由于 lim

t→0 -
f ″（ t） = 4，

lim
t→0 +

f ″（ t） = - 3， 所以 f ″（0）不存在， 因此

f ″（ t） =
4 - sint， t < 0，

- 4e - 2t + e - t， t > 0.{
附注　 f ′（0） = 1 与 f ″（0）不存在也可证明如下：

由于 f（ t） =
2t2 + sint， t < 0，
- e - 2t + e - t， t≥0，{ 所以

f -′（0） = lim
t→0 -

f（ t） - f（0）
t

= lim
t→0 -

2t2 + sint
t

= 1，

f +′（0） = lim
t→0 +

f（ t） - f（0）
t

= lim
t→0 +

- e - 2t + e - t

t
= 1，

从而 f ′（0） = 1.

由于 f ′（ t） =
4t + cost， t < 0，

2e - 2t - e - t， t≥0，{ 所以

f -″（0） = lim
t→0 -

f ′（ t） - f ′（0）
t

= lim
t→0 +

4t + cost - 1
t

= 4，

f +″（0） = lim
t→0 +

f ′（ t） - f ′（0）
t

= lim
t→0 +

2e - 2t - e - t - 1
t

= - 3.

从而 f ″（0）不存在.

（17） 令 u = x - t， 则 ∫x
0
f（x - t）dt = sinx·f（x） 成为

∫x
0
f（u）du = sinx·f（x） . （1）

式（1）的两边对 x 求导得

f（x） = sinx·f ′（x） + cosx·f（x），

即　 f ′（x） +
cosx - 1
sinx

f（x） = 0（齐次线性微分方程）， 所以

f（x） = Ce -∫cosx-1sinx dx = Ce∫
sin x

2

cos x
2

dx = Ce -2lncos
x
2 ，

即 f（x） =
C

cos2
x
2

. 将 f
π
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 2 代入得 C = 1. 所以 f（x） =

1

cos2
x
2

. 从而， f（x）在
π
3
，

π
2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓上

的平均值为
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1
π
2

-
π
3

∫
π
2

π
3

f（x）dx =
6
π ∫

π
2

π
3

1

cos2
x
2

dx =
12
π
tan

x
2

π
2

π
3

=
4
π
（3 - 3） .

附注　 如果计算 f（x）在 0，
π
2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓上的平均值， 则不需算出 f（x）的表达式. 这是因为在式

（1）中令 x =
π
2
得

∫
π
2

0
f（x）dx = sin

π
2
·f π

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 2.

所以， f（x）在 0，
π
2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓上的平均值为

1
π
2

- 0
∫

π
2

0
f（x）dx =

4
π
.

（18） 由于
∂f
∂x

= 2x（1 - y2），
∂f
∂y

= 2y（2 - x2）， 所以方程组

∂f
∂x

= 0，

∂f
∂y

= 0，

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

即
2x（1 - y2） = 0，
2y（2 - x2） = 0{ 在 D

的内部无可能极值点.

图答　 4-18

D 有边界Ⅰ： y = 1 - x2 （0≤x≤1）， Ⅱ： x =
1
2

0≤y≤
3
2

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓， Ⅲ： y = 0

1
2
≤x≤1〓

〓
〓

〓

〓
〓， 如图答 4-18

所示.
在Ⅰ上， f（x， y）成为

g1（x） = 2 - 2x2 + x4 1
2
≤x≤1〓

〓
〓

〓

〓
〓 .

由于 g1′（x） = 4x（ x2 - 1） < 0， 所以 g1 （ x）在Ⅰ上的

最大值 g1

1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

25
16

， 最小值 g1（1） = 1.

在Ⅱ上， f（x， y）成为 g2 （ y） =
1
4

+
7
4
y2 0≤y≤

3
2

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓 . 所以 g2 （ y）在Ⅱ上的最大值 g2

3
2

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓 =

23
8
， 最小值 g2（0） =

1
4
.

在Ⅲ上， f（x， y）成为 g3 （x） = x2 1
2
≤x≤1〓

〓
〓

〓

〓
〓， 所以 g3 （x）在Ⅲ上的最大值 g3 （1） = 1，

最小值 g3

1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

1
4
.
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综上所述， f（x，y）在 D 上的最大值 =max
25
16

，
23
8
，1{ } =

23
8
，最小值 =min 1，

1
4
，
1
4{ } =

1
4
.

附注　 有界闭区域 D 上的二元连续函数 f（x， y）的最值， 可按以下步骤计算：
（Ⅰ） 计算 f（x， y）在 D 内部的可能极值点， 记为（x1， y1）， （x2， y2）， …， （xn， yn）；
（Ⅱ） 计算 f（x， y）在 D 的边界上的最大值与最小值（分别记为 M1， m1）则 f（x1， y1），

f（x2， y2），…， f（xn， yn）， M1， m1 中的最大者（最小者）为 f（x， y）在 D 上的最大值（最小

值） .
（19） u（x， 2x） = x 两边对 x 求导得

ux′ = ux（x， 2x） + 2uy′（x， 2x） = 1，
再对 x 求导得[u″xx（x， 2x） + 2u″xy（x， 2x）] + 2[u″yx（x， 2x） + 2u″yy （ x， 2x）] = 0. 利用 u″xx =
u″yy， u″xy = u″yx化简后得

5u″xx（x， 2x） + 4u″xy（x， 2x） = 0. （1）
ux′（x， 2x） = x2 两边对 x 求导得

u″xx（x， 2x） + 2u″xy（x， 2x） = 2x. （2）

图答　 4-19

由式（1）， 式（2）得 uxx （ x， 2x） = -
4
3
x，

u″xy（x， 2x） =
5
3
x. 于是 D 如图答 4-19 的阴影部

分所示， 所以 D 的面积为

　 　 ∬
D

dσ = ∫π-arctan
4
3

arctan
5
3

dθ ∫1
0
rdr

=
1
2

π - arctan
4
3

- arctan
5
3

〓

〓
〓

〓

〓
〓 .

附注　 本题获解的关键是利用题设从 u（x， 2x） = x， ux′（x， 2x） = x2 中算出 u″xx（x， 2x）
与 u″xy（x， 2x）的表达式.

（20） 由于 b = βTα = 1， 1
2
， 0〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
2
1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 2， b4 = 16，

2b2A2 = 2·22（αβT） = 8α（βTα）βT = 16A = 16

1 1
2

0

2 1 0

1 1
2

0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

，

A4 = （αβT）（αβT）（αβT）（αβT） = α（βTα） 3βT = 8A，
所以， 所给的方程组成为

（8A - 16E3）x = γ， 即（A - 2E3）x =
0
0
1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，
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或

- 1 1
2

0

2 - 1 0

1 1
2

- 2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

x =
0
0
1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
. （1）

由于

- 1 1
2

0 0

2 - 1 0 0

1 1
2

- 2 1

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

初等行变换

（以下同）
→

-1 1
2

0 0

0 0 0 0
0 1 - 2 1

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

→
-2 1 0 0
0 0 0 0
0 1 - 2 1

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，

所以， 式（1）与方程组
- 2x1 + x2 = 0，

x2 - 2x3 = 1{ （2）

同解. 式（2）的导出组的通解为 C（1， 2， 1） T， 此外式（2）有特解 0， 0， - 1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

， 所以， 式

（2）， 即式（1）的通解 x = （x1， x2， x3） T = C（1， 2， 1） T + 0， 0， - 1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

（其中， C 是任意常

数） .
附注　 设 α， β 都是 n 维列向量， 则 αTβ 是一个常数， 记为 c； αβT 是 n 阶矩阵， 记为

A， 则 r（A）≤1， 且对正整数 k， 有

Ak = （αβT）（αβT）…（αβT） = ck - 1A.

（21） 由于 λE3 - A =
λ 1 - 4
1 λ - 3 1
- 4 1 λ

=
λ - 3 1 - 4
λ - 1 λ - 3 1
λ - 3 1 λ

=
λ - 3 1 - 4
λ - 1 λ - 3 1
0 0 λ + 4

= （λ + 4）[（λ - 3） 2 - （λ - 1）]

= （λ - 2）（λ - 5）（λ + 4），
所以 A 有特征值 λ = 2， 5， - 4.

设对应 λ = 2 的特征向量为 a = （a1， a2， a3） T， 则 a 满足

2 1 - 4
1 - 1 1
- 4 1 2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

a1

a2

a3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0. （1）

由于

2 1 - 4
1 - 1 1
- 4 1 2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换

（以下同）
→

0 3 -6
1 - 1 1
0 - 3 6

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→
0 1 -2
1 - 1 1
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
→

0 1 -2
1 0 - 1
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，
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所以， 式（1）与方程组
a2 - 2a3 = 0，

a1 - 　 a3 = 0{ 同解， 故可取 a 为它的基础解系， 即 a = （1， 2， 1） T .

设对应 λ = 5 的特征向量为 b = （b1， b2， b3） T， 则 b 满足

5 1 - 4
1 2 1
- 4 1 5

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

b1

b2

b3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0. （2）

由于 　
5 1 - 4
1 2 1
- 4 1 5

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换

（以下同）
→

0 -9 -9
1 2 1
0 9 9

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→
0 1 1
1 2 1
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
→

0 1 1
1 1 0
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，

所以式（2）与方程组
b2 + b3 =0，

b1 + b2 =0{ 同解， 故可取 b 为它的基础解系， 即 b = （1， -1， 1）T .

设对应 λ = - 4 的特征向量为 c = （c1， c2， c3） T， 则由 A 是实对称矩阵知， c 与 a， b 都

正交， 所以有

（c， a） = 0，
（c， b） = 0，{ 即

c1 + 2c2 + c3 = 0，
c1 - c2 + c3 = 0.{ 由于它与

c2 = 0，
c1 + c3 = 0.{

同解， 故可取 c 为它的基础解系， 即 c = （1， 0， - 1） T .
显然 a， b， c 是正交向量组， 现将它们单位化：

ξ = a
a

=
1
6
， 2

6
， 1

6
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

η = b
b

=
1
3
， - 1

3
， 1

3
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

ζ = c
c

=
1
2
， 0， - 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

.

记 Q = （ξ， η， ζ） =

1
6

1
3

1
2

2
6

- 1
3

0

1
6

1
3

- 1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

（正交矩阵）， 则 QTAQ =
2

5
- 4

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 于是在

正交变换 x =Qy 下， f（x1， x2， x3） = 2y2
1 + 5y2

2 - 4y2
3（标准形） .

由 QTA∗Q =QT A A - 1Q = - 40Q - 1A - 1Q（ A = 2 × 5 × （ - 4） = - 40）
= - 40（Q - 1AQ） - 1 = - 40（QTAQ） - 1

= - 40
2

5
- 4

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

- 1

=
- 20

- 8
10

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
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知， 在正交变换 x =Qy 下，
f2（x1， x2， x3） = xTA∗x = yT（QTA∗Q）y

= yT

- 20
- 8

10

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
y = - 20y2

1 - 8y2
2 + 10y2

3（标准形） .

附注　 由题解可知， 如果 A 是 n 阶可逆实对称矩阵， 则当正交变换 x = Qy 将二次型

f1（x1， x2， …，xn） = xTAx（其中 x = （x1， x2， …， xn） T， y = （y1， y2， …， yn） T）化为标准形

λ1y2
1 + λ2y2

2 +… + λny2
n（其 λ1， λ2， …， λn 是 A 的特征值）时， 必将二次型 f2 （x1， x2， …，

xn） = xTA∗x 化为标准形 μ1y2
1 + μ2y2

2 +… + μny2
n（其中 μ1， μ2， …， μn 是 A∗的特征值） .

（22） （Ⅰ）记 Y 的分布函数为 FY（y）， 则

FY（y） = P（Y≤y） = P（X2≤y） .
当 y≤0 时， P（X2≤y） = 0；

当 0 < y≤1 时， P（X2≤y） = P（ - y≤X≤ y） = ∫ y

- y

1
3
dx = 2

3
y；

当 1 < y≤4 时， P（X2≤y） = P（ - y≤X≤ y） = ∫1
- y

1
3
dy = 1

3 1 + y（ ）；

当 y > 4 时， P（X2≤y） = P（ - y≤X≤ y） = ∫1
-2

1
3
dy = 1，

所以， FY（y） =

0， y≤0，
2
3

y， 0 < y≤1，

1
3 1 + y（ ）， 1 < y≤4，

1， y > 4.

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

由此得到

φ（y） =
dFY（y）

dy
=

1
3 y

， 0 < y≤1，

1
6 y

， 1 < y≤4，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

（Ⅱ） E（ Y - X4 ） = E（ X2 - X4 ） = E（X2 1 - X2 ）

= ∫+∞

-∞
x2 1 - x2 f（x）dx = 1

3 ∫
1

-2
x2 1 - x2 dx

= 1
3 ∫-1

-2
x2（x2 - 1）dx + ∫1

-1
x2（1 - x2）dx[ ]

= 1
3

1
5
x5 - 1

3
x3〓

〓
〓

〓

〓
〓

- 1

- 2
+

1
3
x3 - 1

5
x5〓

〓
〓

〓

〓
〓

1

- 1
[ ]

= 1
3

58
15

+ 4
15

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 62

45
.

附注　 φ（y）也可以按以下方法计算：
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由于 y = x2 在 f（x）≠0 的区间（ - 2， 0]与（0， 1）上都是单调的， 且 y = x2 在（ - 2， 0）内

的反函数 x = h1（y） = - y（0 < y≤4）， 在（0， 1）内的反函数 x = h2（y） = y（0 < y≤1）， 所以

φ（y） =
1
3

h1′（y） ， 0 < y≤4，

0， 其他
{ +

1
3

h2′（y） ， 0 < y≤1，

0， 其他
{

=

1
3 y

， 0 < y≤1，

1
6 y

， 1 < y≤4，

0， 其他

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

（23） 设所给的简单随机样本的观察值为 x1， x2， …， xn . 为了计算 θ 的最大似然估计

量， 可认为 x1， x2， …， xn 全为正的. 故似然函数为

L（θ） = 1
θ
e -

x1
θ ·1

θ
e -

x2
θ … 1

θ
e -

xn
θ = 1

θn e
- 1
θ∑

n

i = 1
xi，

即 lnL（θ） = - nlnθ -
∑

n

i = 1
xi

θ
. 于是由

dlnL（θ）
dθ

= - n
θ

+
∑

n

i = 1
xi

θ2 = 0

得 θ 的最大似然估计值为
1
n ∑

n

i = 1
xi ， 从而 θ 的最大似然估计量为 θ

∧

= 1
n∑

n

i = 1
X i .

由于 EX = θ， DX = θ2， 所以由

P（ θ
∧

≤ y） = P 1
n∑

n

i = 1
X i ≤ y〓

〓
〓

〓

〓
〓 = P

1
n∑

n

i = 1
X i - θ

θ2

n

≤ y - θ

θ2

n

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

≈ ∫
y-θ

θ2
n

-∞

1
2n

e - t2
2 dt （其中，y 是任意实数）

由此可知 θ
∧

近似 N θ， θ2

n
〓

〓
〓

〓

〓
〓 .

附注　 设 Y 是随机变量， 如果对于任意实数 y 有 P（Y≤y） = ∫
y-a
σ

-∞

1
2π

e - t2
2 dt， 则 Y ～

N（a， σ2）；如果对任意实数 y 有 P（Y≤y）≈ ∫
y-a
σ

-∞

1
2π

e - t2
2 dt， 则 Y ～近似 N（a， σ2） .
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模拟试题（五）解答

一、 选择题

答案　
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8）

D B C A C A A C

（1） 设 f（x） = x， 则 f（x）只有一个零点， 但 f ′（x）没有零点. 表明选项（A）不正确.
设 f（x） = x2， 则 f ′（x）只有一个零点， f（x）也只有一个零点， 表明选项（B）不正确.
设 f（x） = ex 则 f（x）没有零点， f ′（x）也没有零点. 表明选项（C）不正确.
因此选（D） .
附注　 （D）的结论可用反证法证明其正确， 具体如下：
设 f（x）至少有两个零点， 设其中两个为 x1， x2（x1 < x2）则由罗尔定理知， 存在 ξ∈（x1，

x2）， 使得 f ′（ξ） = 0， 这与 f ′（x）没有零点相矛盾. 从而 f（x）至多有一个零点.

（2） 在 0， π
2[ ]上， sin（sinx）≤sinx（仅在点 x = 0 处取等号）， cos（sinx）≥cosx（仅在点 x

= 0 处取等号）， 所以

∫
π
2

0
sin（sinx）dx < ∫

π
2

0
sinxdx = 1，∫

π
2

0
cos（sinx）dx > ∫

π
2

0
cosxdx = 1.

故有 I1 < I3 . 因此选 （B） .
附注　 选项（A）是不正确的， 这是由于

　 　 I1 - I2 = ∫
π
2

0
[sin（sinx） - sin（cosx）]dx

= ∫
π
4

0
[sin（sinx） - sin（cosx）]dx + ∫

π
2

π
4

[sin（sinx） - sin（cosx）]dx

= ∫
π
4

0
[sin（sinx） - sin（cosx）]dx + ∫

π
4

0
[sin（cost） - sin（sint）]dt

其中 x = π
2

- t〓

〓
〓

〓

〓
〓

= ∫
π
4

0
[sin（sinx） - sin（cosx）]dx + ∫

π
4

0
[sin（cosx） - sin（sinx）]dx = 0，

所以，I1 = I2 .
由此也证明选项（C）是不正确的.
（3） 当（x， y）≠（0， 0）时，

fx′（x， y） = （3x2y - y3）（x2 + y2） - （x3y - xy3）2x
（x2 + y2） 2 = x4y + 4x2y3 - y5

（x2 + y2） 2 ，

fy′（x， y） = （x3 - 3xy2）（x2 + y2） - （x3y - xy3）2y
（x2 + y2） 2 = x5 - 4x3y2 - xy4

（x2 + y2） 2 ，



并且　 fx′（0， 0） = lim
x→0

f（x， 0） - f（0， 0）
x

= 0， fy′（0， 0） = lim
y→0

f（0， y） - f（0， 0）
y

= 0，

所以， fxy″（0， 0） = lim
y→0

fx′（0， y） - fx′（0， 0）
y

= lim
y→0

- y5

y4

y
= - 1，

fyx″（0， 0） = lim
x→0

fy′（x， 0） - fy′（0， 0）
x

= lim
x→0

x5

x
x

= 1.

故 fxy″（0， 0） < fyx″（0， 0） . 因此选 （C） .
附注　 在已算出 fx′（x， y）时， 可按以下方法快捷算出 fy′（x， y）（这是因为当 f（y， x） =

- f（x， y）时， fy′（x， y） = - fx′（y， x））：

fy′（x，y） = - fx′（y，x） = - x4y + 4x2y3 - y5

（x2 + y2） 2 x与y互换
= x5 - 4x2y2 - xy4

（x2 + y2） 2 .

（4） D = {（x， y） | 1 - y≤x≤1， 0≤y≤1} + {（x， y） | 1≤x≤2， x - 1≤y≤1}， 如图

答 5-4 的阴影部分所示.

图答　 5-4

D 的边界由Ⅰ， Ⅱ， Ⅲ三部分组成. 显然Ⅱ， Ⅲ
上的任一点的切线都为它们自己， 从而不能与直线 y =
x - 1 平行.

设（x0， y0）（x0 = 1 + y2
0， 0 < y0 < 1）是Ⅰ上的一点，

则此点的切线斜率的倒数为 2y0， 于是由题设得
1
2y0

=

1， 即 y0 =
1
2

对应地有 x0 =
5
4

〓

〓
〓

〓

〓
〓 . 从而所求的切线方

程为

y -
1
2

= x -
5
4
， 即 y = x -

3
4
.

因此选（A） .
附注　 要计算Ⅰ上的与直线 y = x - 1 平行的切线方程， 应先确定切点的坐标.

（5） 由于 | （α1， α2， α3， α4） | =

1 - 1 3 - 2
2 - 4 5 - 8
3 1 4 2
3 1 t + 2 t

=

1 - 1 3 - 2
0 - 2 - 1 - 4
0 4 - 5 8
0 4 t - 7 t + 6

=
- 2 - 1 - 4
4 - 5 8
4 t - 7 t + 6

=
- 2 2 4
0 - 7 0
0 t - 9 t - 2

= 14（ t - 2），

所以， t = 2 时， | （α1， α2， α3， α4 ） | = 0， 即 α1， α2， α3， α4 线性相关； t = 3 时，
| （α1， α2， α3， α4） | ≠0，即 α1， α2， α3， α4 线性无关. 由此可知， 结论①④正确， 因此

选 （C） .
附注　 确定 n 个 n 维列向量 α1， α2， …， αn 的线性相关性的好方法是计算行列式 D =

·321·模拟试题（五）解答



| （α1， α2， …， αn） | . 如果 D = 0， 则 α1， α2， …， αn 线性相关； 如果 D≠0， 则 α1， α2，
…， αn 线性无关.

（6） 由 | λE3 - A | =
λ 0 - 1
- a λ - 1 - b
- 1 0 λ

= （λ - 1） 2（λ + 1）知， A 的特征值为 λ = 1（二

重）， λ = - 1.
由于 A 可相似对角化， 所以 r（1·E3 - A） = 3 - 2 = 1， 即

r
1 0 - 1
- a 0 - b
- 1 0 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= r

1 0 - 1
- a 0 - b
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

1 0 - 1
0 0 - a - b
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= 1， 从而 - a = b. （1）

用 - b - 1 代替 b， A 就成为 B， 所以由 B 可相似对角化得

- a = - b - 1. （2）

由式（1）， 式（2）得 a = 1
2
， b = - 1

2
. 因此选 （A） .

附注　 设 A 是 n 阶矩阵， 则 A 可相似对角化的充分必要条件有较多种表述， 其中常用

的有：
设 A 有特征值 λ1， λ2， …， λs， 它们的重数分别为 n1， n2， …， ns（n1 + n2 + … + ns =

n）， 则 A 可相似对角化充分必要条件有

r（λ iEn - A） = n - ni（ i = 1， 2， …， s） .

（7） 由P（X≥0， Y≥0） = 3
7
， P（X≥0） = P（Y≥0） = 4

7
得

P（X≥0， Y <0） = P（X≥0） - P（X≥0， Y≥0） = 1
7
，

P（X <0， Y≥0） = P（Y≥0） - P（X <0， Y≥0） = 1
7
，

P（X <0， Y <0） =1 - P（X≥0， Y≥0） - P（X≥0， Y <0） - P（X <0， Y≥0） = 2
7
，

所以 P（max{X， Y}X≥0） = P（max{X， Y}≥0， X≥0） + P（max{X， Y}≤0， X≤0）
= P（X≥0）P（max{X， Y}≥0 X≥0） + P（X≤0， Y≤0， X≤0）

= P（X≥0） + P（X≤0， Y≤0） = 4
7

+ 2
7

= 6
7
. 因此本题选 （A） .

附注　 题解中有两点值得注意：
（Ⅰ） 由于 X， Y 是连续型随机变量， 所以 P（X≤0， Y≤0） = P（X < 0， Y < 0） .
（Ⅱ） 由于 X≥0 时， 必有 max{X， Y}≥0， 所以 P（max{X， Y}≥0 X≥0） =1.

（8） 由题设知 X ～ N 0， σ2

9
〓

〓
〓

〓

〓
〓， 所以

　 　 P（1 < X < 3） = P

　
3
σ

< X - 0
σ
3

< 9
σ

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

= ∫
9
σ

3
σ

1
2π

e - t2
2 dA

记
══ f（σ） .
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由于
df
dσ

= 1
2π

e - 81
2σ2 - 9

σ2
〓

〓
〓

〓

〓
〓 - 1

2π
e - 9

2σ2 - 3
σ2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

= - 3
2πσ2

e - 9
2σ2 3e - 36

σ2 - 1（ ）

> 0， 0 < σ < 6
ln3

，

= 0， σ = 6
ln3

，

< 0， σ > 6
ln3

，

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓
〓

所以， 使得 P（1 < X < 2）为最大的 σ = 6
ln3

. 因此选（C） .

附注　 应记住以下结论：

设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X 的简单随机样本， 记 μ = EX， σ2 = DX， X = 1
n ∑

n

i = 1
X i

（样本均值）， 则

E X = μ， D X = σ2

n
.

于是， 当 X ～ N（μ， σ2）时， X ～ N μ， σ2

n
〓

〓
〓

〓

〓
〓 .

二、 填空题

（9） 由于 lim
x→∞

y
x

= lim
x→∞

x3

（x - 1） 2
+ x2（e

1
x - 1）

x
= lim

x→∞

x2

（x - 1） 2
+ lim

x→∞

e
1
x - 1
1
x

= 1 + 1 = 2，

lim
x→∞

（y - 2x） = lim
x→∞

x3

（x - 1） 2
+ x2（e

1
x - 1） - 2x〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓

= lim
x→∞

x3

（x - 1） 2
- x〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 + lim

x→∞
[x2（e

1
x - 1） - x]

= 2 + lim
x→∞

[x2（e
1
x - 1） - x]

令 t =
1
x

════2 + lim
x→∞

et - 1 - t
t2

洛必达法则
═════2 + lim

x→∞

et - 1
2t

= 2 +
1
2

=
5
2
，

所以， 所给出曲线的非铅直渐近线方程为 y = 2x +
5
2
.

附注　 对于曲线 y = f（x）， 如果极限 lim
x→∞

y
x
存在为 a， 极限 lim

x→∞
（y - ax）存在为 b， 则该曲

线的非铅直渐近线方程为 y = ax + b.
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（10） 由于（sinx3） 3 是奇函数， 所以它在点 x = 0 处的 4 阶导数为 0.

由于　 　 　 　 （ lncosx） ′ = - tanx， （lncosx） ″ = （ - tanx） ′ = - sec2x，

（lncosx） （3） = （ - sec2x） ′ = - 2sec2xtanx，

所以， （lncosx） （4）

x = 0
= lim

x→0

（lncosx） （3） - （lncosx） （3）

x = 0

x
= lim

x→0

- 2sec2xtanx
x

= - 2.

从而 f（4）（0） = 0 + （ - 2） = - 2.
附注　 设 f（x）在点 x = 0 处任意阶可导， 则

当 f（x）是奇函数时， f（2k）（0） = 0（k = 0， 1， 2， …）；
当 f（x）是偶函数时， f（2k + 1）（0） = 0（k = 0， 1， 2， …） .

（11） ∫1
-1
（ x e -x + sinx3 + （1 - x2））dx = ∫1

-1
| x | e -xdx + ∫1

-1
1 - x2dx

= ∫0
-1

- xe -xdx + ∫1
0
xe -xdx + π

2
= ∫0

-1
xde -x - ∫1

0
xde -x + π

2

= xe -x
0

-1
- ∫0

-1
e -xdx（ ） - xe -x

1

0
- ∫1

0
e -xdx（ ） +

π
2

= 2 - 2
e

+ π
2
.

附注　 利用定积分几何意义， 有

∫1
-1

1 - x2dx = 上半单位圆的面积 = π
2
.

（12） 由于 ∬
D

（x + 4y + xy）dσ = ∬
D

xdσ + ∬
D

（4y + xy）dσ

= 2 ∬
D1

xdσ

由于D关于 x轴对称，而4y + xy在对称点处的值互为相反数，所

以∬
D

（4y + xy）dσ = 0；x在对称点处的值彼此相等，所以∬
D

xdσ =

2 ∬
D1

xdσ，D1 是 D 的第一象限部分

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

= 2 ∫
π
2

0
dθ ∫acosθ

0
rcosθ·rdr =

2
3
a3 ∫

π
2

0
cos4θdθ

=
2
3
a3 ∫

π
2

0

1
2
（1 + cos2θ）[ ]

2

dθ

=
1
6
a3 ∫

π
2

0

3
2

+ 2cos2θ +
1
2
cos4θdθ〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

π
8
a3 .

所以， 由题设得
π
8
a3 =

π
8
， 即 a = 1.

附注　 计算二重积分时， 首先应利用积分区域的对称性， 化简二重积分， 然再进行计

算.
（13） 由题设得
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A（α1， α2， α3） = （α1， α2， α3）
0 1 1
1 0 1
1 1 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
. （1）

记 P = （α1， α2， α3 ）， 则由 α1， α2， α3 线性无关知 P 可逆， 且式 （1） 可以表示为

P - 1AP =
0 1 1
1 0 1
1 1 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

记
══B， 所以 A ～ B. 从而 A 与 B 有相同的特征值.

由 | λE3 - B | =
λ - 1 - 1
- 1 λ - 1
- 1 - 1 λ

= （λ - 2）（λ + 1） 2 知， B 的最大特征值为 2， 从而 A

的最大特征值为 2.
附注　 设 A 与 B 都是 n 阶矩阵， 如果它们相似， 则

（Ⅰ） A = B .
（Ⅱ） r（A） = r（B）， 从而 A 与 B 等价.
（Ⅲ） A， B 有相同的特征值.
（Ⅳ） A∗ ～ B∗ .
（Ⅴ） 当 A 可逆时， B 也可逆， 且 A - 1 ～ B - 1 .
（14） 记X =乙箱中的次品数，

Y =从乙箱中取出的次品数，
则P（Y =1） = P（X =1）P（Y =1 | X =1） + P（X =2）P（Y =1 | X =2） + P（X =3）P（Y =1 | X =3）

=
C1

3C2
3

C3
6

·
C1

1C2
5

C3
6

+
C2

3C1
3

C3
6

·
C1

2C2
4

C3
6

+
C3

3C0
3

C3
6

·
C1

3C2
3

C3
6

= 207
400

，

P（Y = 2） = P（X = 2）（Y = 2 | X = 2） + P（X = 3）P（Y = 2 | X = 3）

=
C2

3C1
3

C3
6

·
C2

2C1
4

C3
6

+
C3

3C0
3

C3
6

·
C2

3C1
3

C3
6

= 45
400

，

P（Y = 3） = P（X = 3）P（Y = 3 | X = 3） =
C3

3C0
3

C3
6

·
C3

3C0
3

C3
6

= 1
400

.

所以， 所求的平均值 = EY = 0·P（Y = 0） + 1·P（Y = 1） + 2·P（Y = 2） + 3·P（Y = 3）

= 207
400

+ 90
400

+ 3
400

= 3
4
.

附注　 由于 Y 可能取的值为 0， 1， 2， 3， 所以

EY = 0·P（Y = 0） + 1·P（Y = 1） + 2·P（Y = 2） + 3·P（Y = 3）
但是， 在具体计算时， P（Y = 0）是不必算出的.

三、 解答题

（15） 由于lim
x→0

2cosx + x

2 1 + x
〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓

1
x2

= e lim
x→0

ln cosx + x
2（ ）- 1

2
ln（1 + x）

x2 ，
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其中， lim
x→0

ln cosx +
x
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 -

1
2
ln（1 + x）

x2

洛必达法则
═════lim

x→0

- sinx +
1
2

cosx +
x
2

-
1

2（1 + x）

2x

= lim
x→0

2（1 + x） - sinx +
1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 - cosx -

x
2

4x（1 + x） cosx +
x
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

=
1
4
lim
x→0

- 2（1 + x）sinx + （1 - cosx） +
x
2

x

=
1
4

lim
x→0

- 2（1 + x）sinx
x

+ lim
x→0

1 - cosx
x

+
1
2

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓 =

1
4

- 2 + 0 +
1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = -

3
8
.

所以　 lim
x→0

2cosx + x

2 1 + x
〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓

1
x2

= e -
3
8 .

附注　 计算 00， 1∞ ， ∞ 0 型未定式极限 lim
x→a

[ f（x）] g（x）时，总是先将函数指数化， 即

[ f（x）] g（x） = eg（x）lnf（x） . 然后计算lim
x→a

g（x）lnf（x） （它是 0·∞型未定式极限可转换或
0
0
或

∞
∞

型

未定式极限进行计算 ）， 记此极限为 A， 则

lim
x→a

[ f（x）] g（x） =
0， A = - ∞ ，
eA， A 是实数，
+ ∞ ， A = + ∞ .

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

（16） 在所给等式

ex f（x） + 2eπ - x f（π - x） = 3sinx （1）
中令 x = π - t 得

eπ - t f（π - t） + 2et f（ t） = 3sint，
即 2eπ - x f（π - x） + 4ex f（x） = 6sinx. （2）

式（1） -式（2）得
ex f（x） = sinx， 即 f（x） = e - xsinx.

图答　 5-16

由于 y = f（x） （x > 0）的概图如图答 5-16 所示，
所以， 由图可知， 函数 f（ x）在（0， + ∞ ）上的极大

值为 f 2nπ +
π
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = e - 2nπ -

π
2 （n = 0， 1， 2， …）， 极小

值为 f 2nπ -
π
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = e - 2nπ +

π
2 （n = 1， 2， …） .

附注　 画出函数的概图后， 往往可以利用函数

极值定义， 得到该函数的极值. 这比用导数方法计

算函数极值快捷.
（17） 由 φ（ x）单调知， 它的反函数 φ - 1 （ x）存
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在， 于是由 φ（x）可导得

d
dx ∫

φ（x）

0
φ -1（ t）dt = φ -1（φ（x）） dφ

dx
= x[ fu′（x，f（x，x）） + fv′（x，f（x，x））（ fu′（x，x） + fv′（x，x））]，

从而
d
dx ∫

φ（x）

0
φ -1（ t）dt

x = 1
= fu′（1，1） + fv′（1，1）[ fu′（1，1） + fv′（1，1）]

= fu′（1， 1） + fv′（1， 1）（2 + 3） = 2 + 3（2 + 3） = 17.
附注　 题解中应注意的是： φ - 1（φ（x）） = x.
（18） 由于

s（x） = ∑
∞

n = 0
（ - 1） n 1

2n（2n + 1）！
x2n+1 = 2∑

∞

n = 0
（ - 1） n 1

（2n + 1）！
x
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2n+1

= 2sin x
2

（ - ∞ < x < + ∞ ），

所以 ∫+∞

0
e -xs2（x）dx = ∫+∞

0
e -x2sin2 x

2
dx

= ∫+∞

0
e -x（1 - cos 2x）dx = ∫+∞

0
e -xdx - ∫+∞

0
e -xcos 2xdx， （1）

其中， ∫+∞

0
e -xdx = 1，此外由

∫+∞

0
e -xcos 2xdx = - ∫+∞

0
cos 2xde -x = - e -xcos 2x

+∞

0
+ ∫+∞

0
e -x 2sin 2xdx（ ）

= 1 + 2 ∫+∞

0
sin 2xde -x

= 1 + 2 e -xsin 2x
+∞

0
- ∫+∞

0
e -x 2cos 2xdx（ ）

= 1 - 2 ∫+∞

0
e -xcos 2xdx

得 ∫+∞

0
e -xcos 2xdx = 1

3
. 将以上计算代入式（1） 得

∫+∞

0
e -xs2（x）dx = 1 - 1

3
= 2

3
.

附注　 应记住 sinx， cosx 的麦克劳林展开式.

sinx = ∑
∞

n = 0
（ - 1） n 1

（2n + 1）！
x2n+1（ - ∞ < x < + ∞），

cosx = ∑
∞

n = 0
（ - 1） n 1

（2n）！
x2n（ - ∞ < x < + ∞） .

本题就是按此公式快捷算得所给幂级数的和函数 s（x） .
（19） （Ⅰ） 令 u = x2 + y2， 则 z = uf（u） . 于是

∂z
∂x

= 2xf（u） + 2xuf ′（u），
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∂2 z
∂x2

= 2f（u） + 8x2 f ′（u） + 2uf ′（u） + 4x2uf ″（u） .

同样可得

∂2 z
∂y2

= 2f（u） + 8y2 f ′（u） + 2uf ′（u） + 4y2uf ′（u） .

从而， 由
∂2 z
∂x2

+
∂2 z
∂y2

= 0 得

u2 f ″（u） + 3uf ′（u） + f（u） = 0，
即[u2 f ′（u） + uf（u）] ′ = 0. 由此得到

u2 f ′（u） + uf（u） = C1 （1）
将 f（1） = 0， f ′（1） = 1 代入式（1）得 C1 = 1， 所以式（1）成为

u2 f ′ （u） + uf（u） = 1， 即 f ′（u） +
1
u
f（u） =

1
u2

（线性微分方程） .

图答　 5-19

它的通解为 f（u） = e -∫1u du （C2 + ∫ 1
u2

e∫
1
u du ）

=
1
u

C2 + ∫ 1
u
du〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

C2

u
+

lnu
u
. （2）

将 f（1） = 0 代入式（2）得 C2 = 0. 所以 f（u） =
lnu
u

（u≥1）

（Ⅱ） D 如图答 5-19 的阴影部分所示， 所以，

∬
D

x2 + y2 f（x2 + y2）
ln（x2 + y2）

dσ

= 2 ∬
D1

x2 + y2 f（x2 + y2）
ln（x2 + y2）

dσ　 （D1 是 D 的第一象限部分）

极坐标
════2 ∫

π
3

0
dθ ∫2cosθ

1

f（ r2）
lnr2

·rdr = 2 ∫
π
3

0
dθ ∫2cosθ

1
dr

= 2 ∫
π
3

0
（2cosθ - 1）dθ = （4sinθ - 2θ）

π
3

0
= 2 3 -

2
3
π.

附注　 由于 D 是角域的一部分， 而且被积函数是

x2 + y2 的函数， 所以题解中用极坐标计算所给的二重

积分.
（20） 由 A 有零特征值知

A =
1 0 2
2 1 5
- 1 0 a - 3

= a - 1 = 0， 即 a = 1.

要使矩阵方程 AX = B 有解， 必须 r （A︙B） =
r（A） . 于是由
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（A︙B） =
1 0 2 2 2 3
2 1 5 3 4 8
- 1 0 - 2 b + 1 c - 2 - 3

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
（已将 a = 1 代入）

初等行变换
→

1 0 2 2 2 3
0 1 1 - 1 0 2
0 0 0 b + 3 c 0

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

知
b + 3 = 0，
c = 0，{ 即 b = - 3， c = 0.

设 X =

x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
， 并将 a = 1， b = - 3， c = 0 代入， 则矩阵方程

AX = B 与
1 0 2
0 1 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

2 2 3
- 1 0 2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 （1）

同解， 而式（1）即为以下三个线性方程组

1 0 2
0 1 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x11

x21

x31

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

2
- 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓， （2）

1 0 2
0 1 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x12

x22

x32

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

2
0

〓

〓
〓

〓

〓
〓， （3）

1 0 2
0 1 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x13

x23

x33

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
=

3
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 . （4）

显然， 式（2）的通解为 C1（2， 1， - 1） T + （2， - 1， 0） T = （2C1 + 2， C1 - 1， - C1） T，
式（3）的通解为 C2（2， 1， - 1） T + （2， 0， 0） T = （2C2 + 2， C2， - C2） T，
式（4）的通解为 C3（2， 1， - 1） T + （3， 2， 0） T = （2C3 + 3， C3 + 2， - C3） T，

所以， X =

2C1 + 2 2C1 + 2 2C3 + 3
C1 - 1 C2 C3 + 2
- C1 - C2 - C3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
（其中， C1， C2， C3 是任意常数） .

附注　 矩阵方程 AX = B 的解法见模拟试题（二）（20）的解答.

（21） （Ⅰ）由于 （α1， α2， α3） =
1 1 a
1 a 1
a 1 1

= （a + 2）（a - 1）2， 所以， | α1， α2， α3 |

=0 的解为 a = 1， - 2.

当 a = 1 时， 由（α1， α2， α3︙β） =
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 - 2

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换
→

1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 - 3

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
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知， β 不能由 α1， α2， α3 线性表示.
当 a = - 2 时，

（α1， α2， α3︙β） =
1 1 - 2 1
1 - 2 1 1
- 2 1 1 - 2

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换

（以下同）
→

1 1 -2 1
1 - 2 1 1
0 0 0 0

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

→
1 1 -2 1
0 - 3 3 0
0 0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
→

1 1 -2 1
0 - 1 1 0
0 0 0 0

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
→

1 0 -1 1
0 1 - 1 0
0 0 0 0

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

知， β 可由 α1， α2， α3 线性表示. 设表示式为 β = xα1 + yα2 + zα3， 即

（α1， α2， α3）
x
y
z

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
= β. （1）

由以上的初等行变换知， 该方程组与
x - z = 1，
y - z = 0{ 同解. 它对应的齐次线性方程组的通解为

C（1， 1， 1） T，且有特解（1， 0， 0） T . 所以式（1）的通解为（x， y， z） T = C（1， 1， 1） T + （1，
0， 0） T = （C + 1， C， C） T . 从而对所求的 a = - 2， 线性表示式的一般形式为 β = （C + 1）α1

+ Cα2 + Cα3（其中 C 是任意常数） .
（Ⅱ） 由于 a = - 2 时，

λE3 - A =
λ - 1 - 1 2
- 1 λ + 2 - 1
2 - 1 λ - 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

λ - 1 2
λ λ + 2 - 1
λ - 1 λ - 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

λ - 1 2
0 λ + 3 - 3
0 0 λ - 3

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

= λ（λ - 3）（λ + 3），
所以 A 有特征值 λ = 0， 3， - 3.

设对应 λ = 0 的特征向量为 a = （a1， a2， a3） T， 则 a 满足

- 1 - 1 2
- 1 2 - 1
2 - 1 - 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

a1

a2

a3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0. （1）

由于

- 1 - 1 　 2
- 1 　 2 - 1
　 2 - 1 - 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换

（以下同）
→

-1 -1 　 2
　 0 　 3 - 3
　 0 　 0 　 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
→

-1 -1 　 2
　 0 　 1 - 1
　 0 　 0 　 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
→

　 1 　 0 - 1
　 0 　 1 - 1
　 0 　 0 　 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，

所以式（1）与方程组
a1 - a3 = 0，
a2 - a3 = 0{ 同解， 故 a 可取它的基础解系， 即 a = （1， 1， 1） T .

设对应 λ = 3 的特征向量为 b = （b1， b2， b3） T， 则 b 满足

2 - 1 2
- 1 5 - 1
2 - 1 2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

b1

b2

b3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0. （2）

由于

2 - 1 2
- 1 5 - 1
2 - 1 2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换

（以下同）
→

2 -1 2
- 1 5 - 1
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
→

0 9 0
- 1 5 - 1
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
→

0 1 0
1 0 1
0 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 所以
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式（2）与方程组
b1 + b3 = 0，
b2 = 0{ 同解， 故 b 可取它的基础解系， 即 b = （1， 0， - 1） T .

设对应 λ = - 3 的特征向量为 c = （c1， c2， c3） T， 则由 A 是实对称矩阵知， c 与 a， b 都

正交， 所以有
c1 + c2 + c3 = 0，
c1 - c3 = 0，{ 故 c 可取它的基础解系， 即 c = （1， - 2， 1） T .

a， b， c 是正交向量组， 现将它们单位化得

ξ = a
a

=
1
3
， 1

3
， 1

3
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

η = b
b

=
1
2
， 0， - 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

ζ = c
c

=
1
6
， - 2

6
， 1

6
〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓

T

.

记 Q = （ξ， η， ζ） =

1
3

1
2

1
6

1
3

0 - 2
6

1
3

- 1
2

1
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

（正交矩阵）， 则正交变换 x = Qy 将 f（ x1， x2，

x3）化为标准形 3y2
2 - 3y2

3 .

附注　 由于当 | （α1， α2， α3） | ≠0， 即 α1， α2， α3 线性无关时， β 必可由 α1， α2， α3

唯一线性表示. 因此题解从 | （α1， α2， α3） | = 0 入手.

（22） 由 EZ = ∬
xOy平面

（2x - y） f（x，y）dσ = ∬
Δ

（2x - y）· 3
2
xdσ

（其中 Δ = {（x，y） | 0 < x < 1，0 < y < 2x}）

= ∫1
0
dx ∫2x

0
（2x - y）· 3

2
xdy = ∫1

0

3
2
x· - 1

2
（2x - y） 2[ ]

y = 2x

y = 0
dx

= ∫1
0
3x3dx = 3

4

得　 DZ = E（Z2） - （EZ） 2

= ∬
xOy平面

（2x - y） 2 f（x，y）dσ - 9
16

= ∬
Δ

（2x - y） 2·3
2
xdσ - 9

16

= ∫1
0
dx ∫2x

0
（2x - y） 2·3

2
xdy - 9

16
= ∫1

0

3
2
x· - 1

3
（2x - y） 3[ ]

y = 2x

y = 0
dx - 9

16

= ∫1
0
4x4dx - 9

16
= 19

80
.
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由 Z = 2X - Y 得

fZ（ z） = ∫+∞

-∞
f（x，2x - z） 1

| - 1 |
dx = ∫+∞

-∞
f（x，2x - z）dx，

其中　 f（x， 2x - z） =
3
2
x， 0 < x < 1， 0 < 2x - z < 2x，

0， 其他

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

=
3
2
x， 0 < x < 1， 0 < z < 2x，

0， 其他

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
=

3
2
x， 0 < z < 2， z

2
< x < 1，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

因此 fZ（ z） = ∫+∞

-∞
f（x，2x - z）dx =

∫1z
2

3
2
xdx， 0 < z < 2，

0， 其他

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

=
3
4

1 - 1
4
z2〓

〓
〓

〓

〓
〓， 0 < z < 2，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

附注　 记住以下公式：
设二维随机变量（X， Y）的概率密度为 f（x， y）， 则随机变量 Z = aX + bY + c（a， b， c 是

常数）的概率密度可按以下公式计算：

当 a≠0 时， fZ（ z） = ∫+∞

-∞
f z - by - c

a
，y〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
| a |

dy，

当 b≠0 时， fZ（ z） = ∫+∞

-∞
f x，z - ax - c

b
〓

〓
〓

〓

〓
〓

1
| b |

dx.

（23） 由于 EZ = E（X2） + EY，

其中， E（X2） = DX + （EX） 2 = σ2， EY =
1
3
. 所以 EZ = σ2 +

1
3
. 因此由矩估计法令 EZ =

1
n∑

n

i = 1
Z i

记
══ Z. 从而 σ2 的矩估计量为

σ∧2 = Z -
1
3
.

附注　 顺便在 X 与 Y 相互独立的条件下计算 Z 的分布函数 FZ（ z）： 记 X 的分布函数为

F（x），则 F（x） = ∫x
-∞

1

2πσ
e -

t2

2σ2dt. 于是

FZ（ z） = P（Z≤z） = P（X2 + Y≤z）
= P（Y = - 1）P（X2 + Y≤z | Y = - 1） + P（Y = 1）P（X2 + Y≤z | Y = 1）

=
1
3
P（X2≤z + 1） +

2
3
P（X2≤z - 1）（利用 X2 与 Y 相互独立）
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=

0， z≤-1，
1
3
P（ - z +1≤X≤ z +1）， -1 < z≤1，

1
3
P（ - z +1≤X≤ z +1） +

2
3
P（ - z -1≤X≤ z -1）， z >1

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

=

0， z≤-1，
1
3
[F（ z +1） -F（ - z +1）]， -1 < z≤1，

1
3
[F（ z +1） -F（ - z +1）] +

2
3
[F（ z -1） -F（ - z -1）]， z >1.

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓
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模拟试题（六）解答

一、 选择题

答案　
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8）

C C B B A B C D

（1） 显然 x = 0， 1 都是方程的实根 . 记 f （ x） = 2x - x2 - 1， 则 f （ x） 连 续， 且

f（2）· lim
x→+∞

f（x） <0，所以由零点定理（推广形式）知方程 f（x） =0 在（2， +∞）上有实根， 记为 x0.

如果 f（x） =0 还有不同实根 x1， 不妨设 x1 > x0， 则由 f（x）3 阶可导， 且 f（0） = f（1） = f（x0） =
f（x1）及罗尔定理（高阶导数形式）知， 存在 ξ∈（0， x1）， 使得

f （3）（ξ） =0. （1）
另一方面， 计算 f（x）的 3 阶导数得

f （3）（ξ） =2ξ（ln 2）3≠0. （2）
由式（1）与式（2）矛盾知， 方程 f（x） =0， 即 2x - x2 -1 =0 除 0， 1， x0 外， 别无其他实根 . 因

此选（C）.
附注　 （Ⅰ） 零点定理的一种推广形式

设函数 f（x）在[a， +∞）上连续， 且 f（a）· lim
x→+∞

f（x） <0， 则存在 ξ∈（a， +∞）， 使得 f（ξ）

=0.
（Ⅱ） 罗尔定理的一种高阶导数形式

设函数 f（x）在[a， b]上连续， 在（a， b）内 3 阶可导， 且存在 x1， x2∈（a， b）（其中x1 < x2），
使得 f（a） = f（x1） = f（x2） = f（b）， 则存在 ξ∈（a， b）， 使得 f（3）（ξ） =0.

（2） 利用对称区间上定积分性质可得

M = ∫
π
2

- π
2

sin x
1 + x2

cos2xdx = 0 （由于被积函数是奇函数），

N = ∫
π
2

- π
2

（sin3x + cos4x）dx = 2 ∫
π
2

0
cos4xdx > 0

由于 sin3x 是 奇 函 数，cos4x 是 偶 函 数， 在

0， π
2[ ]上cos4x≥0，且仅在点x = π

2 处取等号

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

，

P = ∫
π
2

- π
2

（x2sin3x - cos7x）dx = - 2 ∫
π
2

0
cos7xdx < 0

由于 x2sin3x 是奇函数，cos7x 是偶函数，在

0， π
2[ ]上 cos7x≥0，且仅在点 x = π

2 处取

等号

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓

，

所以，P < M < N. 因此选（C）.
附注　 应记住对称区间上定积分的性质： 设 f（x）在[ - a， a]上连续， 则



∫a
-a
f（x）dx = 2 ∫a

0
f（x）dx， f（x） 是偶函数，

0， f（x） 是奇函数 .
{

此外，当 f（x） 是非奇非偶函数时，有

∫a
-a
f（x）dx = ∫a

0
[f（x） + f（ - x）]dx.

（3） 当Σ
∞

n =0
anxn 的收敛半径为1时， 它在点x = -1处可能是条件收敛 如Σ

∞

n =0

1
n + 1x

n（ ）， 也可能

不是条件收敛 如Σ
∞

n =0
xn 或Σ

∞

n =0

1
（n + 1）2x

n（ ）， 但当Σ
∞

n =0
anxn 在点 x = - 1 处条件收敛时， 它的收敛半

径必为1. 于是收敛半径为1是Σ
∞

n =0
anxn 在点 x = - 1处条件收敛的必要而非充分条件， 因此选（B）.

附注　 对于幂级数Σ
∞

n = 0
anxn，当其收敛半径为R（正数） 时，必在（ - R，R） 内绝对收敛，但在

端点 x = - R，R 处可能收敛（条件收敛或绝对收敛），也可能发散，应视{an} 而定 .
（4） 由于所给的微分方程右端函数

2sin x = eαx（0·cos βx + 2·sin βx）（其中 α = 0， β = 1），
而 α + βi = i 是对应的齐次线性微分方程 y″ + y = 0 的特征方程之根， 所以 y″ + y = 2sin x 应有

的特解形式为 x（acos x + bsin x）. 因此选（B）.
附注　 对于常系数非齐次线性微分方程

y″ + py′ + qy = eαx[P l （x）cos βx + Qm（x）sin βx]

（式中 P l（x）， Qm（x）分别是 l 与 m 次多项式）应有如下形式的特解：

y∗ = xkeαx[R（1）
n （x）cos βx + R（2）

n （x）sin βx]

（式中 R（1）
n （x）， R（2）

n （x）都是 n 次多项式， n = max{ l， m}， k = 0， 1， 视 α + iβ 是否为 y″ +
py′ + qy = 0 的特征方程 r2 + pr + q = 0 的根而定）.

（5） 当 A 可逆时， λ≠0， 且 A - 1有特征值 1
λ及对应的特征向量 α， B = P - 1AP 有特征值

λ 及对应的特征向量 P - 1α. 从而 B - 1有特征值 1
λ及对应的特征向量 P - 1α. 因此选（A）.

附注　 设 A 是 n 阶矩阵， 有特征值 λ 及对应的特征向量 α， 则 B = P - 1AP（P 是 n 阶可

逆矩阵）有特征值 λ 及对应的特征向量 P - 1α. 此外， 当 A 可逆时， A - 1与 A∗分别有特征值

1
λ与 | A |

λ 以及对应的特征向量 α.

（6） 由于当（Ⅰ）与（Ⅱ）等价时， （Ⅰ）与（Ⅱ）等秩； 当 A 与 B 等价时， A 与 B 等秩， 反

之也对 . 所以选项（A）、 （C）、 （D）都正确。 因此选（B）.
附注　 当（Ⅰ）与（Ⅱ）等秩时， 未必等价 . 例如， α1 = （1， 0， 0） T， α2 = （0， 1， 0） T，

β1 = （1， 0， 0） T， β2 = （0， 0， 1） T. 显然 r（α1， α2） = r（β1， β2）， 但是 α2 不能由 β1， β2 线

性表示， 即 α1， α2 与 β1， β2 不等价 .
由本题可知， 题中的（Ⅰ）、 （Ⅱ）等价与 A、 B 等价是有区别的， 应注意这一点 .
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（7） F（1，4） = P（X ≤1，Y ≤4） = P（X ≤1，X2 ≤4） = P（ - 2 ≤ X ≤1）

= ∫1
-2
f（x）dx = ∫-1

-2
0dx + ∫0

-1

1
2 dx + ∫1

0

1
4 dx = 3

4 .

因此选（C）.
附注　 顺便计算 X 的分布函数 G（x） = P（X≤x）：

当 x ≤- 1 时，P（X ≤ x） = ∫x
-∞

f（ t）dt = ∫x
-∞

0dt = 0；

当 - 1 < x ≤0 时，P（X ≤ x） = ∫x
-∞

f（ t）dt = ∫-1

-∞
0dt + ∫x

-1

1
2 dt = 1

2 （x + 1）；

当 0 < x ≤2 时，P（X ≤ x） = ∫x
-∞

f（ t）dt = ∫-1

-∞
0dt + ∫0

-1

1
2 dt + ∫x

0

1
4 dt = 1

2 + 1
4 x；

当 x > 2 时，P（X ≤ x） = ∫x
-∞

f（ t）dt = ∫+∞

-∞
f（ t）dt = 1.

所以，G（x） =

0， x ≤- 1，
1
2 （x + 1）， - 1 < x ≤0，

1
2

1
2
x + 1〓

〓
〓

〓

〓
〓， 0 < x ≤2，

1， x > 2.

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

（8） 由于 Y = Σ
n

i = 1

X2
i

σ2 ～ χ2（n），所以

E 1
nΣ

n

i = 1
X2

i（ ）
2

[ ] = σ4

n2 E（Y
2） = σ4

n2 [DY + （EY） 2]

= σ4

n2 （2n + n2） = 2 + n
n σ4.

因此选（D）.
附注　 应记住以下结论：

设 X1，X2，…，Xn 是来自总体 N（μ，σ2） 的简单随机样本，记X = 1
nΣ

n

i = 1
X i，则

Σ
n

i = 1

（X i - X） 2

σ2 ～ χ2（n - 1），　 Σ
n

i = 1

（X i - μ） 2

σ2 ～ χ2（n）.

此外， 设 X ～ χ2（n）， 则 EX = n， DX = 2n.
二、 填空题

（9） 由 f（x）在点 x = 0 处连续知

a = lim
x→0 +

f（x） = lim
x→0 +

（ex + sin x）
1
x = e

lim
x→0 +

ln （ex + sin x）
x ， （1）

其中， lim
x→0 +

ln （ex + sin x）
x

洛必达法则
═════lim

x→0 +

ex + cos x
ex + sin x

= 2. （2）

将式（2）代入式（1）得 a = e2.
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附注　 计算 00， 1∞ ， ∞ 0 型未定式极限 lim[ f（ x）] g（x） 时， 应首先将函数指数化， 即

[ f（x）] g（x） = eg（x）ln f（x） . 于是

lim[ f（x）] g（x） = elimg（x）ln f（x） =
eA， limg（x）ln f（x） = A（常数），
0， limg（x）ln f（x） = - ∞ ，
+ ∞ ， limg（x）ln f（x） = + ∞.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

（10） ∂
∂x f exy，cos 1

x
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = f ′　u·

∂
∂xe

xy + f ′　v·
∂
∂xcos

1
x = yexy f ′　u + 1

x2 sin
1
x f ′　v.

附注　 计算多元复合函数的偏导数时， 应先画出该函数与自变量之间的复合关系图， 例

如本题的关系图为

z = f exy， cos 1
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

u
x
y

v—x

然后按关系图计算有关的偏导数 .

（11） 由于Σ
∞

n = 1

1
n（n + 1） = 1，

Σ
∞

n = 1
（ - 1） cos nπ

2 1
2n = Σ

∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

2n （由于（ - 1） cos nπ
2 = （ - 1） n-1）

=

1
2

1 + 1
2

= 1
3 ，

所以，Σ
∞

n = 1

1
n（n + 1） + （ - 1） cos nπ

2 1
2n[ ] = 1 + 1

3 = 4
3 .

附注　 应记住 Σ
∞

n = 1

1
n（n + 1） = 1. 顺便计算Σ

∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n（n + 1） .

Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n（n + 1） = Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n + Σ
∞

n = 1
（ - 1） n 1

n + 1　 　 　 　

= 2Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n - 1 = 2ln （1 + x）
x = 1

- 1

= 2ln 2 - 1.

（12） 由题设知

p
R

dR
dp = 1 + p + pln p　 即 　 dlnR

dp = 1 + p + pln p
p = 1

p + 1 + ln p，

所以， ln R（p） - ln R（1） = ∫p
1

1
t + 1 + ln t（ ）dt

= （ln t + tln t）
p

1
= ln p + pln p = ln p1+p.

将 R（1） = 1 代入上式得
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R（p） = p1+p.

附注　 由于 R（p）是 p 的单调增加函数， 所以 R（p）的弹性为 p
R

dR
dp.

（13） 由于 A∗ = | A | A - 1， 以及

　 　 | A | =

0 0 1 2
0 0 1 1
1 0 0 0
0 - 1 0 0

=

1 2 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 - 1

=
1 2
1 1

·
1 　 0
1 - 1

= 1，

所以　 A∗ =A -1 =

0 0 1 2
0 0 1 1
1 0 0 0
0 -1 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

-1

=

　 0　 0
　 0　 0

1　 　 0
0　 -1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

-1

1　 2
1　 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

-1 　 0　 　 0
　 0　 　 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

=

0 0 1 0
0 0 0 -1

-1 2 0 0
1 -1 0 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

.

附注　 如果记住以下公式， 将快捷地算出 A∗.

设 A， B 都是 n 阶可逆矩阵， 则

A O
O B

〓

〓
〓

〓

〓
〓

∗

=
| B | A∗ O

O | A | B∗

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓，

O A
B O

〓

〓
〓

〓

〓
〓

∗

=
O | A | B∗

| B | A∗ O

〓

〓
〓〓

〓

〓
〓〓.

（14） 由于 P（A） = C1
3p（1 - p） 2·p = 3p2（1 - p） 2， 则 X 的概率分布为

X 0 1

P 1 - 3p2（1 - p） 2 3p2（1 - p） 2

所以， E（X2） = 12·3p2（1 - p） 2 = 3p2（1 - p） 2.
附注　 服从参数为 λ 的 0 - 1 分布的随机变量 X 的概率分布为

X 0 1

P 1 - λ λ
（0 < λ < 1）

　 　 由此可算出 X 的数字特征， 例如

EX = E（X2） = λ， DX = λ（1 - λ）.

三、 解答题

（15） ∫ 1 + sin x
1 + cos x·exdx = ∫ 1 + sin x

1 + cos xde
x

= 1 + sin x
1 + cos x·ex - ∫ex·1 + cos x + sin x

（1 + cos x） 2 dx

= 1 + sin x
1 + cos x·ex - ∫ 1

1 + cos x·exdx + ∫ sin x
（1 + cos x） 2·exdx[ ]
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= 1 + sin x
1 + cos x·ex - ∫ 1

1 + cos x·exdx + ∫exd 1
1 + cos x（ ）

= 1 + sin x
1 + cos x·ex - （∫ 1

1 + cos x·exdx + ex

1 + cos x - ∫ 1
1 + cos x·exdx ）

= sin x
1 + cos x·ex + C.

附注　 当 ∫f（x）dx 不易计算时，有时可采用以下方法计算，即将不定积分∫f（x）dx 改写成

两个不定积分之和：

∫f（x）dx = ∫f1（x）dx + ∫f2（x）dx，
并且对其中一个，例如对∫f1（x）dx施行分部积分法消去∫f2（x）dx. 本题的∫ex·1 + cos x + sin x

（1 + cos x）2 dx

就是如此计算的 .
（16） 由于 fn（x） 满足

f ′　n（x） - fn（x） = 1
（n - 1）！x

n-1ex，

所以， fn（x） = e∫dx C + ∫ 1
（n - 1）！x

n-1ex·e∫-dxdx[ ] = ex C + 1
n！x

n（ ）.

将 fn（1） = e
n！ 代入上式得 C = 0，所以 fn（x） = 1

n！x
nex（n = 1，2，…）. 从而 s（x） =

Σ
∞

n = 1
fn（x） = exΣ

∞

n = 1

1
n！x

n = ex（ex - 1）（ - ∞ < x < + ∞）.

由 　 s（x） = ex（ex - 1）
< 0，　 x < 0，

= 0，　 x = 0，

> 0，　 x > 0，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

知函数 y = s（x） 有唯一零点 x = 0，在（ - ∞，0） 上 s（x） < 0，在（0， + ∞） 上 s（x） > 0.

由 　 s′（x） = 2ex ex - 1
2（ ）

< 0，　 x < - ln 2，

= 0，　 x = - ln 2，

> 0，　 x > - ln 2，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

知函数 y = s（x）在（ - ∞ ， - ln2]上单调减少， 在[ - ln2， + ∞ ）上单调增加， s（ - ln2） =

- 1
4 是极小值， 无极大值.

由　 s″（x） = 4ex ex - 1
4

〓

〓
〓

〓

〓
〓

< 0， 　 x < - 2ln 2，

= 0， 　 x = - 2ln 2，

> 0， 　 x > - 2ln 2，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

知曲 线 y = s （ x ） 在 （ - ∞ ， - 2ln2 ] 上 是 凸 的， 在 [ - 2ln2， + ∞ ） 上 是 凹 的，
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- 2ln2， - 3
16

〓

〓
〓

〓

〓
〓是拐点.

由 lim
x→ -∞

s（x） = lim
x→ -∞

ex（ex - 1） = 0 知曲线 y = s（x）有水平渐近线 y = 0. 所以 y = s（x）的图

图答　 6-16

形如图答 6-16 所示 .
附注　 作函数 y = f（x）的简图时， 应

确定 y = f （ x） 取正值与负值的区间 （零

点）， 单调增加与单调减少区间（极值），
曲线 y = f（x）的凹凸区间（拐点）以及渐近

线 . 本题一一计算了这些要素后， 作出了

简图 .

（17） 由 f ′　x = 4x - 4xy2， f ′　y = 2y - 4x2y 知方程组
f ′　x = 0，
f ′　y = 0{ 即

4x（1 - y2） = 0，
2y（1 - 2x2） = 0{ 在 D 的内部

无解， 即 f（x， y）在 D 的内部无可能极值点 .
D 的边界由 C1： x2 + 2y2 = 1（y≥0）与 C2： y = 0（ - 1≤x≤1）组成 .

f（x， y）
C1

= 1
2 + 1

2 x2 + x4 记
══φ（x）（ - 1≤x≤1）， 且 φ（x）在点 x = 0 处取最小值 1

2 ，

在 x = - 1 或 1 处取最大值 2， 即 f（x， y）在 C1 上的最小值为 1
2 ， 最大值为 2.

f（x， y）
C2

= 2x2（ - 1≤x≤1）， 在点 x = 0 处取到最小值 0， 在点 x = - 1， 1 处取到最大

值 2， 即 f（x， y）在 C2 上的最小值为 0， 最大值为 2.
因此， f（x， y）在 D 上的最小值为 0， 最大值为 2.
附注　 设函数 f（x， y）在有界闭区域 D 上连续， 则它在 D 上必有最小值与最大值， 它们

可按以下步骤计算：
（Ⅰ） 计算 f（x， y）在 D 的内部的所有可能极值点， 记为

（x1， y1）， （x2， y2）， …， （xn， yn）；
（Ⅱ） 计算 f（x， y）在 D 的边界上的最小值和最大值， 记为 m1 与 M1；
（Ⅲ） 比较 f（x1， y1）， f（x2， y2）， …， f（xn， yn）， m1， M1， 其中最小者（最大者）即为

f（x， y）在 D 上的最小值（最大值） .

（18） ∬
△OAB

f（x，y）dσ = ∬
D　 1

xydσ + ∬
D　 2

（1 - x - y）dσ，

其中， D1 = （x， y） 0≤x≤1， 0≤y≤1 - x
1 + x{ }； D2 = （x， y） 0≤x≤1， 1 - x

1 + x≤y≤1 - x{ }.

于是 ∬
△OAB

f（x，y）dσ = ∫10 dx∫
1-x
1+x

0
xydy + ∫10 dx∫

1-x

1-x
1+x

（1 - x - y）dy

= ∫10 1
2 xy2

y = 1-x
1+x

y = 0
- 1

2 （1 - x - y） 2
y = 1-x

y = 1-x
1+x

[ ]dx

= 1
2 ∫

1

0
x 1 - x

1 + x（ ）
2
+ x2 1 - x

1 + x（ ）
2

[ ]dx
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= 1
2 ∫

1

0

x（1 - x） 2

1 + x dx
令 t = 1 + x

══════ 1
2 ∫

2

1
- 4

t + 8 - 5t + t2（ ）dt

= 17
12 - 2ln2.

附注　 计算分块函数的二重积分， 必须根据函数的分块将积分区域分成若干小块， 并逐

一计算各小块上的二重积分后相加， 即得所求的二重积分.
（19） c 将[a， b]分成两个小区间[a， c]与[c， b] .

由于 f +′（ a） = lim
x→a +

f（x） - f（a）
x - a > 0， 所以存在 x1 ∈（ a， c）， 使得 f（ x1 ） > f（ a） . 由于

f ′（c） = lim
x→c -

f（x） - f（c）
x - c < 0，所以存在 x2∈（x1， c）， 使得 f（x2） > f（c） . 因此 f（x）在[a， c]上

的最大值在（a， c）内取到. 于是由费马引理知存在 η1∈（a， c）， 使得 f ′（η1） = 0.
此外， 由 f（c） = f（b）知 f（x）在[c， b]上满足罗尔定理条件， 所以存在 η2∈（ c， b）， 使

得 f ′（η2） = 0.
由题设及以上证明知， f ′（x）在[η1， η2]上满足罗尔定理条件， 所以存在 ξ∈（η1， η2）

⊂（a， b）， 使得 f ″（ξ） = 0.
附注　 当函数 f（x）在[a， c]上有连续导数， 且 f +′（a）·f -′（ c） < 0， 则容易知道， 存在

ξ∈（a， c）， 使得 f ′（ξ） = 0. 但是， 从本题的证明可知， “当 f（x）在[a， c]上可导（未必有

连续导数）， 且 f +′（a）·f -′（c） < 0， 则存在 ξ∈（a， c）， 使得 f ′（ξ） = 0，”记住这个结论， 有

助于快速解题.
（20） 由于 α1， α2， α3 不能由 β1， β2， β3 线性表示， 所以矩阵方程

（β1，β2，β3）X = （α1，α2，α3）
无解， 从而

r（β1，β2，β3┆α1，α2，α3） > r（β1，β2，β3） .

由于（β1， β2， β3┆α1， α2， α3） =

1 1 3 1 0 b

1 2 4 0 1 3

1 3 b a 1 5

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

　 　 　 　
初等行变换

（以下同）
→

1 1 3 　 1 0 b

0 1 1 - 1 1 3 - b

0 2 b - 3 a - 1 1 5 - b

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

　 　 　 　 →

1 1 3 1 0 b

0 1 1 - 1 1 3 - b

0 0 b - 5 a + 1 - 1 b - 1

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
.

所以， b = 5 时， r（β1， β2， β3┆α1， α2， α3） = 3 > 2 = r（β1， β2， β3）， 即此时 α1， α2， α3

不能由 β1， β2， β3 线性表示.

由于 β1， β2， β3 可由 α1， α1 + α2， α1 + α2 + α3 线性表示， 所以矩阵方程
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（α1， α1 + α2， α1 + α2 + α3）Y = （β1， β2， β3）

有解， 从而

r（α1， α1 + α2， α1 + α2 + α3┆β1， β2， β3） = r（α1， α1 + α2， α1 + α2 + α3） .

将 b = 5 代入得

　 　 （α1， α1 + α2， α1 + α2 + α3┆β1， β2， β3） =

1 1 6 1 1 3

0 1 4 1 2 4

a a + 1 a + 6 1 3 5

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

　 　
初等行变换

（以下同）
→

1 1 6 1 1 3

0 1 4 1 2 4

0 1 6 - 5a 1 - a 3 - a 5 - 3a

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

　 　 →

1 1 6 1 1 3

0 1 4 1 2 4

0 0 2 - 5a - a 1 - a 1 - 3a

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
.

所以， a≠2
5 时， r（α1， α1 + α2， α1 + α2 + α3┆β1， β2， β3） = r（α1， α1 + α2， α1 + α2 + α3）

（ = 3）， 即此时 β1， β2， β3 可由 α1， α1 + α2， α1 + α2 + α3 线性表示.

附注　 题解中有两点值得注意：
（Ⅰ） 矩阵方程 AX = B 有解的充分必要条件是

r（A┆B） = r（A），

而无解的充分必要条件是

r（A┆B） > r（A） .

（Ⅱ） 设有两个 n 维向量组（A）： α1， α2， …， αr， （B）： β1， β2， …， β s， 则向量组

（A）可由向量组（B）线性表示， 且表示式是唯一的充分必要条件是矩阵方程

（β1，β2，…，β s）X = （α1，α2，…，αr） （1）
有唯一解； 向量组（A）可由向量组（B）线性表示， 但表示式不唯一的充分必要条件是矩阵方

程（1）有无穷多解； 向量组（A）不可由向量组（B）线性表示的充分必要条件是矩阵方程（1）无
解.

（21） 由于 f（x1， x2， x3）在正交变换 x = Qy 下的标准形为 y2
1 + y2

2 - y2
3， 所以， A 有特征

值 λ1 = λ2 = 1， λ3 = - 1， 且对应 λ3 = - 1 的特征向量为 α3 = 2
2 ， 0， 2

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

.

设对应 λ1 = λ2 = 1 的特征向量为 α = （a1， a2， a3） T， 则由 A 是实对称矩阵知， α 与 α3

正交， 即

a1 + a3 = 0.
它的基础解系为 α1 = （0， 1， 0） T， α2 = （ - 1， 0， 1） T， 它们可取为 A 的对应 λ1 = λ2 =

1 的特征向量. α1， α2， α3 是正交向量组， 现将其单位化：
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ξ1 = α1 = （0， 1， 0） T，

ξ2 =
α2

‖α2‖
= - 1

2
， 0， 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

ξ3 = α3 =
1
2
， 0， 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

.

A∗的特征值为

μ1 = | A |
λ1

= - 1， μ2 = | A |
λ2

= - 1， μ3 = | A |
λ3

= 1，

它们对应的特征向量分别为 ξ1， ξ2， ξ3， 记 Q = （ξ1， ξ2， ξ3）（正交矩阵）， 则

QTA∗Q =
- 1

- 1

1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
，

从而 A∗ = Q
- 1

- 1

1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
QT

=

0 - 1
2

1
2

1 　 0 0

0 　 1
2

1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

- 1

- 1

1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

　 0 1 0

- 1
2

0 1
2

　 1
2

0 1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

=

　 0 　 1
2

1
2

- 1 　 0 0

　 0 - 1
2

1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

　 0 1 0

- 1
2

0 1
2

　 1
2

0 1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

=
0 　 0 1

0 - 1 0

1 　 0 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
.

附注　 题解中有两点值得注意：

（Ⅰ） 设 A 是 n 阶可逆矩阵， 有特征值 λ 及对应的特征向量 ξ， 则 A∗有特征值 | A |
λ 及

对应的特征向量 ξ.
（Ⅱ） 设 A 是可逆实对称矩阵， 正交矩阵 Q 使它正交相似对角化， 则 Q 也使 A∗正交相

似对角化.
（22） （Ⅰ） 关于 X 的边缘概率密度

　 　 　 　 fX（x） = ∫+∞

-∞
f（x，y）dy = ∫1-1 1

4 （1 - x3y - xy3）dy，| x | < 1，

0， 其他
{
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=
1
2 ， | x | < 1，

0， 其他
{ （即 X 在（ - 1，1） 内服从均匀分布） .

记 Z 的分布函数为 F（ z）， 则 F（ z） = P（Z≤z） .

当 z < 0 时， P（Z≤z） = P（X2≤z） = 0；

当 0≤z < 1 时， P（Z ≤ z） = P（X2 ≤ z） = P（ - z ≤ X ≤ z） = ∫ z

- z

1
2 dx = z；

当 z≥1 时， P（Z ≤ z） = P（X2 ≤ z） = P（ - z ≤ X ≤ z） = ∫1-1 1
2 dx = 1，

所以， F（ z） =

0， z < 0，

z， 0 ≤ z < 1，

1， z ≥1

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

=

0，　 z ≤0，

z， 0 < z < 1，

1， z ≥1，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

从而

fZ（ z） =
1

2 z
， 0 < z < 1，

0， 其他.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

（Ⅱ） E（X - Y） 2 = E（X2） + E（Y2） - 2E（XY），

其中 E（X2） = D（X2） + （EX） 2 = 1
12 × 22 + 0 = 1

3 . 同样可得 E（Y2） = 1
3 . 此外，

　 　 　 　 　 E（XY） = ∬
xOy平面

xyf（x，y）dσ = ∬
| x| < 1
| y| < 1

xy·1
4 （1 - x3y - xy3）dσ

= 1
4 （ ∬

| x| < 1
| y| < 1

xydσ - 2 ∬
| x| < 1
| y| < 1

x4y2dσ ）

= 1
4 0 - 2· 1

5 x5
1

-1
·1

3 y3
1

-1
（ ） = - 2

15，

所以， E（X - Y） 2 = 1
3 + 1

3 - 2· - 2
15（ ） = 14

15.

附注　 E（X - Y） 2 也可按公式直接计算：

　 E（X - Y） 2 = ∬
xOy平面

（x - y） 2 f（x，y）dσ = ∬
| x| < 1
| y| < 1

（x - y） 2·1
4 （1 - x3y - xy3）dσ

= 1
4 ∫

1

-1
dx∫1-1（x - y） 2（1 - x3y - xy3）dy

= 1
4 ∫

1

-1
dx∫1-1（x2 + y2 + 2x4y2 + 2x2y4 - 2xy - 2x3y3 - x5y - xy5）dy

= 1
2 ∫

1

-1
dx∫10 （x2 + y2 + 2x4y2 + 2x2y4）dy
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= 1
2 ∫

1

-1

1
3 + 2

3 x4 + 7
5 x2（ ）dx = ∫10 1

3 + 2
3 x4 + 7

5 x2（ ）dx

= 14
15.

（23） 由于 EX = ∫+∞

-∞
xf（x）dx = ∫10 x· θx θ-1dx = θ

θ + 1
， 所以由矩估计法令

EX = x （ = 1
nΣ

n

i = 1
xi ）

得　 θ
θ + 1

= x，即 θ = x2

（1 - x） 2 . 所以 θ 的矩估计值 θ1

∧
= x2

（1 - x） 2 .

似然函数 L（θ） = f（x1） f（x2）…f（xn）的最大值只能当 0 < x1， x2， …， xn < 1 时取到， 所

以取

　 　 　 　 L（θ） = θx θ-1
1 · θx θ-1

2 ·…· θx θ-1
n

= θ
n
2 （x1x2…xn） θ-1（0 < x1，x2，…，xn < 1） .

取对数得

lnL（θ） = n
2 lnθ + （ θ - 1）ln（x1x2…xn） .

由 dlnL（θ）
dθ = n

2θ + 1
2 θ

ln（x1x2…xn） 知dlnL（θ）
dθ = 0 的解为

θ = n2

ln2（x1x2…xn）
，

所以， θ 的最大似然估计值为 θ2

∧
= n2

ln2（x1x2…xn）
.

附注　 应熟练掌握总体未知参数的两种点估计法： 矩估计法与最大似然估计法.
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模拟试题（七）解答

一、 选择题

答案　
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8）

D D C D B C C C

（1） 由于 f（x） = | x | ·（x - 2） | x - 2 | ， 所以 f（x）在点 x = 0 处不可导， 在点 x = 2 处

可导， 因此选（D） .
附注　 应记住以下结论：
函数 | x - a | 在点 x = a 处不可导， 而函数（x - a） | x - a | 在点 x = a 处可导.
（2） 由于 x2 在[0， 1]上连续， 选项（A）， （B）， （C）的右边都是 x2 在[0， 1]的积分和

式的极限， 它们都等于 ∫10 x2dx， 即选项（A）， （B）， （C）都正确. 因此选（D） .

附注　 也可通过直接计算， 确认选项（D）不正确：

　 　 lim
n→∞

1
3nΣ

n

i = 1

3i - 1
3n（ ）

2
= lim

n→∞

1
27n3Σ

n

i = 1
（9i2 - 6i + 1）

= lim
n→∞

1
27n3

9
6 n（n + 1）（2n + 1） - 6

2 n（n + 1） + n[ ]

= 1
9 ≠ 1

3 = ∫10 x2dx.

（3） fx′（0， 0） = lim
x→0

　f（x， 0） - f（0， 0）
x = lim

x→0

x3

x2

x = 1，

同样， fy′（0， 0） = 1. 因此选（C） .
附注　 f（x， y）在点（0， 0）连续但不可微， 证明如下：

由于 f（x，y） - f（0，0） = （x + y） 3

x2 + y2 = （x + y） 2

x2 + y2 x + y

≤2 x + y →0 （（x，y） → （0，0） ），
所以， f（x， y）在点（0， 0）处连续.

由于 lim
（x，y）→（0，0）

沿y = x

f（x，y） - f（0，0） - fx′（0，0）x - fy′（0，0）y
x2 + y2

　 　 = lim
（x，y）→（0，0）

沿y = x

（x + y） 3

x2 + y2 - x - y

x2 + y2
= lim

x→0

2x
| x | 不存在，

所以， f（x， y）在点（0， 0）处不可微.

（4） 由{an}是单调减少收敛于零的正项数列知，Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1an 收敛， 所以对它两项两项

地加括号所得级数



Σ
∞

n = 1
（a2n-1 - a2n）

收敛. 因此选（D） .

附注　 本题获解的关键是， 按莱布尼茨定理确定 Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1an 收敛. 此外应记住以下

的收敛级数性质：

设 Σ
∞

n = 1
cn 收敛， 则对它任意加括号所得级数仍收敛. 但反之未必正确， 即当级数 Σ

∞

n = 1
bn

任意加括号后所得的级数收敛时，Σ
∞

n = 1
bn 未必收敛.

（5） 由 α， β， γ线性无关知 α， β 线性无关， 由 α， β， δ 线性相关知 δ 可由 α， β 线性

表示， 即 δ 可由 α， β， γ线性表示. 因此选（B） .
附注　 关于向量组的线性相关性的以下结论应记住：
（Ⅰ） 设向量组（A）： α1， α2， …， αm .
如果（A）线性无关， 则它的任一部分组也线性无关；
如果（A）的任一部分组线性相关， 则（A）线性相关.
（Ⅱ） 设向量组（A）： α1， α2， …， αm， β.
如果（A）线性相关， 则至少存在一个向量可由其余向量线性表示； 如果（A）线性相关，

但 α1， α2， …， αm 线性无关， 则 β 可由 α1， α2， …， αm 线性表示， 且表示式是唯一的.
（6） ②④都是 A 可相似对角化的充分必要条件， 而①③都是 A 可相似对角化的充分而

非必要条件. 因此选（C） .
附注　 应记住以下的结论：
设 A 是 n 阶矩阵， 则“A 有 n 个线性无关的特征向量”， 或“A 的每个 ni 重特征值 λ i 的

特征矩阵 λ iEn - A 都满足 r（λ iEn - A） = n - ni”， 都是 A 可相似对角化的充分必要条件， 而

“A 有 n 个不同的特征值”， 或“A 是实对称矩阵”， 则是 A 可相似对角化的充分而非必要条

件.

（7） 对于选项（C）， （X， Y）的概率密度 f（x，y） =
1

πR2， x2 + y2 ≤ R2，

0， 其他，
{ 它关于 X 与 Y

的边缘概率密度分别为

　 　 　 　 　 　 　 fX（x） = ∫+∞

-∞
f（x，y）dy = ∫ R2-x2

- R2-x2

1
πR2dy， - R ≤ x ≤ R，

0， 其他
{

=
2

πR2 R2 - x2， - R ≤ x ≤ R，

0， 其他，
{

fY（y） =
2

πR2 R2 - y2， - R ≤ y ≤ R，

0， 其他.
{

显然， fX（x）fY（y） = f（x， y）不是几乎处处成立的， 所以 X 与 Y 不相互独立. 因此选（C） .
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附注　 应记住选项（A）， （B）， （D）的结论.
（8） 由于随机变量 t 的概率密度曲线关于纵轴对称， 所以由

α = P（ | t | ≤b） = 1 - P（ | t | > b） = 1 - P（ t > b） - P（ t < - b） = 1 - 2P（ t > b）

得　 P（ t > b） = 1 - α
2 . 从而由 tα（n）的定义得 b = t1 - α

2
（n） . 因此选（C） .

附注　 应当记住：
当 X ～ N（0， 1）时， 满足 P（ | X | ≤b） = α 的 b = u1 - α

2
（其中 uα 为满足 P（X > uα） = α 的

实数）；
当 X ～ t（n）时， 满足 P（ | X | ≤b） = α 的 b = t1 - α

2
（n）（其中 tα（n）为满足 P（X > tα（n）） =

α 的实数） .
二、 填空题

（9） 所给微分方程 x2y′ + y + x2e
1
x = 0 可以改写成

y′ + 1
x2 y = - e

1
x ，

它的通解为　 y（x） = e -∫1x2dx （C + ∫ - e
1
x ·e∫1x2dxdx ） = e

1
x （C - x） .

将 y（1） = 0 代入得 C = 1. 所以 y（x） = e
1
x （1 - x） . 从而由

a = lim
x→∞

y
x = lim

x→∞
e

1
x ·1 - x

x（ ） = - 1，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 b = lim
x→∞

（y - ax） = lim
x→∞

[e
1
x （1 - x） + x]

= lim
x→∞

〓

〓

〓
〓〓
e

1
x - e

1
x - 1
1
x

〓

〓

〓
〓〓

= 1 - 1 = 0

得曲线 y = y（x）的非铅直渐近线方程 y = - x.
附注　 计算曲线 y = f（x）的非铅直渐近线方程时， 总是要先计算

a = lim
x→∞

f（x）
x 和 b = lim

x→∞
[ f（x） - ax] .

如果这两个极限中至少有一个不存在， 则计算

a1 = lim
x→+∞

f（x）
x 和 b1 = lim

x→+∞
[ f（x） - a1x]；

a2 = lim
x→-∞

f（x）
x 和 b2 = lim

x→-∞
[ f（x） - a2x] .

（10）由于在[0， + ∞ ）上

0 < 1
（1 + xa）（1 + x2）

< 1
1 + x2，

且 ∫+∞

0

1
1 + x2dx 收敛， 所以 ∫+∞

0

1
（1 + xa）（1 + x2）

dx 是收敛的反常积分， 从而有

　 ∫+∞

0

1
（1 + xa）（1 + x2）

dx
令 x = 1

t
═════ ∫+∞

0

ta

（1 + ta）（1 + t2）
dt = ∫+∞

0

xa

（1 + xa）（1 + x2）
dx ，
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即　 2∫+∞

0

1
（1 + xa）（1 + x2）

dx = ∫+∞

0

1
（1 + xa）（1 + x2）

dx + ∫+∞

0

xa

（1 + xa）（1 + x2）
dx

= ∫+∞

0

1
1 + x2dx = arctanx

+∞

0
= π

2 .

所以， ∫+∞

0

1
（1 + xa）（1 + x2）

dx = π
4 .

附注　 对收敛的反常积分， 可以与定积分那样施行变量代换法与分部积分法.

（11） 由于　 lim
t→0

f（2t， 0） + f（0， sin t） - 2f（ t， t）
t

= 2 lim
t→0

f（2t， 0） - f（0， 0）
2t + lim

t→0

f（0， sin t） - f（0， 0）
sin t ·sin t

t[ ] -

　 2 lim
t→0

f（ t， t） - f（0， 0）
t ， （1）

其中， lim
t→0

f（2t， 0） - f（0， 0）
2t = fx′（0， 0） = 1，

lim
t→0

f（0， sin t） - f（0， 0）
sin t ·sin t

t[ ] = fy′（0， 0）·1 = - 1，

lim
t→0

f（ t， t） - f（0， 0）
t = lim

t→0

fx′（0， 0） t + fy′（0， 0） t + o（ | t | ）
t

= fx′（0， 0） + fy′（0， 0） = 0.

将它们代入式（1）得

lim
t→0

f（2t， 0） + f（0， sin t） - 2f（ t， t）
t = 2 × 1 + （ - 1） - 2 × 0 = 1.

附注　 由于 f（x， y）仅在点（0， 0）处可微， 所以需用偏导数与全微分的定义计算本题的

极限.
由于 f（x， y）在点（0， 0）处可微， 所以有

f（x， y） - f（0， 0） = fx′（0， 0）x + fy′（0， 0）y + o（ x2 + y2），
特别当 x = y = t 时， 上式成为

f（ t， t） - f（0， 0） = [ fx′（0， 0） + fy′（0， 0）] t + o（ | t | ） .

计算 lim
t→0

f（ t， t） - f（0， 0）
t 时就利用了上式.

（12） 由于 f ′（x） = ex + 1（x + 1）
< 0， 　 x < - 1，
= 0， x = - 1，
> 0， x > - 1，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
所以 f（x）有最小值 f（ - 1） = - 1

2 ，

此外， lim
x→-∞

f（x） = lim
x→-∞

xex+1 + 1
2（ ） = e lim

x→-∞

x
e -x + 1

2 = e × 0 + 1
2 = 1

2 ，

lim
x→+∞

f（x） = lim
x→+∞

xex+1 + 1
2（ ） = + ∞，
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所以， 由零点定理（推广形式）及 f（ x）的单调性（即 f（ x）在（ - ∞ ， - 1）上单调减少， 在

（ - 1， + ∞ ）上单调增加）知， f（x）在（ - ∞ ， - 1）与（ - 1， + ∞ ）上各仅有一个零点， 故

f（x）在（ - ∞ ， + ∞ ）上的零点个数为 2.
附注　 当函数 f（x）在[a， b]上连续， 且 f（a）·f（b） < 0 时， f（x）在[a， b]上有零点；

当函数 f（x）在[a， b]上连续、 单调， 且 f（a）·f（b） < 0 时， f（x）在[a， b]上有且仅有一个

零点.
上述的区间换为无穷区间， 结论仍成立.
（13） 由 A = 2 得

1
2 A2（ ）

-1
- 3A∗ = 2（A -1） 2 - 3 A A -1 = （A -1） 2·2（E3 - 3A），

所以， 1
2 A2（ ）

-1
- 3A∗ = A -1 2·8 E3 - 3A

　 　 　 = 1
2（ ）

2
× 8

- 2 - 3 0
0 - 2 - 3
- 3 - 3 - 5

= - 58.

附注　 计算矩阵的行列式时， 以下结论是常用的：
设 A， B 都是 n 阶矩阵， 则

AB = A B ， kA = kn A （k 是常数），
A∗ = A n - 1（n > 1） .

当 A 可逆时， A - 1 = 1
A .

（14） 由于 a = P（X = 1） = F（1） - F（1 - ） = 1
2 - 1

4 = 1
4 ， 所以

P（Y ≥ a） = P Y ≥ 1
4（ ） = ∫+∞

1
4

φ（ t）dt = ∫+∞

1
4

e -tdt = e - 1
4 .

附注　 由于 F（x）有间断点 x = 0， 1， 2， 所以 X 的概率分布为

X 0 1 2

P F（0） - F（0 - ） F（1） - F（1 - ） F（2） - F（2 - ）

即

X 0 1 2

P 1
4

1
4

1
2

　 　 三、 解答题

（15） lim
x→0

（ex + sin x）
sin x

ln（1+x2） = e lim
x→0

sin xln（ex+sin x）
ln（1+x2） ， （1）

其中， x→0 时

　 　 sin xln（ex + sin x） = sin xln[1 + （ex - 1 + sin x）] ～ x（ex - 1 + sin x），
　 　 ln（1 + x2） ～ x2 .
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所以　 lim
x→0

sin x·ln（ex + sin x）
ln（1 + x2）

= lim
x→0

x（ex - 1 + sin x）
x2 = lim

x→0

ex - 1
x + sin x

x（ ） = 2.

将它代入式（1）得

lim
x→0

（ex + sin x）
sin x

ln（1+x2） = e2 .

附注　 本题题解中有两点值得注意：
（Ⅰ） 计算 00， 1∞ ， ∞ 0 型未定式极限 lim[ f（x）] g（x） 时， 应先指数化， 即 lim[ f（x）] g（x）

= elimg（x）lnf（x） .

（Ⅱ） 计算 0
0 型未定式极限 lim f（x）

g（x）时， 应先进行化简， 其中 f（x）， g（x）分别用它们的

等价无穷小代替是化简的重要手段之一.

图答　 7-16

（16） D 如图答 7-16 的阴影部分所示， 所以

Vx = π∫20 [（ 4 - x2） 2 - （ 2x - x2） 2]dx

= π∫20 （4 - 2x）dx = 4π.

Vy = 2π∫20 x（ 4 - x2 - 2x - x2）dx

= 2π （∫20 x 4 - x2dx - ∫20 x 2x - x2dx ），

其中 ∫20 x 4 - x2dx = - 1
3 （4 - x2）

3
2

2

0
= 8

3 ，

　 　 ∫20 x 2x - x2dx = ∫20 x 1 - （x - 1） 2dx

　 　
t = x - 1

═════ ∫1-1（ t + 1） 1 - t2dt = ∫1-1 1 - t2dt = π
2 .

于是， Vy = 2π 8
3 + π

2（ ） = 16
3 π + π2 .

附注　 应记住以下公式：
设 f1（x）， f2（x）都是连续函数， 且 0≤f1（x）≤f2（x）（0≤a≤x≤b）， 设

D = {（x， y） 0≤a≤x≤b， f1（x）≤y≤f2（x）}， 则

D 绕 x 轴旋转一周而成的旋转体体积

Vx = π∫ba [ f 2
2（x） - f 2

1（x）]dx，

D 绕 y 轴旋转一周而成的旋转体体积

Vy = 2π∫ba x[ f2（x） - f1（x）]dx.

（17） 记D1 = {（x， y） 0 ≤ y ≤1， y ≤ x ≤1} = {（x， y） 0 ≤ y ≤ x， 0 ≤ x ≤1}，
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D2 = （ r， θ） 1 ≤ r ≤ 2， 0 ≤ θ ≤ arccos 1
r{ }

　 = （ r， θ） 1
cos θ ≤ r ≤ 2， 0 ≤ θ ≤ π

4{ }，

图　 7-17

则 D1 与 D2 如图 7-17 所示， 于是由

　 　 ∫10 dy∫
1

y

sin x
x dx = ∬

D　 1

sin x
x dσ = ∫10 dx∫

x

0

sin x
x dy

= ∫10 sin xdx = 1 - cos 1，

　 　 ∫ 2

1
dr∫arccos

1
r

0
rsin2θdθ = ∬

D　 2

sin2θdσ = ∫
π
4

0
dθ∫ 2

1
cos θ

rsin2θdr

= ∫
π
4

0
sin2θ - 1

2 tan2θ（ ）dθ = ∫
π
4

0
1 - 1

2 cos 2θ - 1
2 sec2θ（ ）dθ

= θ - 1
4 sin 2θ - 1

2 tan θ（ ）
π
4

0
= π

4 - 3
4

得到

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∫10 dy∫
1

y

sin x
x dx + ∫ 2

1
dr∫arccos

1
r

0
rsin2θdθ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 = （1 - cos 1） + π
4 - 3

4（ ） = 1
4 - cos 1 + π

4 .

附注　 对 ∫10 dy∫
1

y

sin x
x dx，只有改变积分次序才能算出其值， 但是， 对于 ∫ 2

1
dr∫arccos

1
r

0
rsin2θdθ ，

不改变积分次序， 同样可以算出其值. 具体如下：

　 　 　 　 　 　 ∫ 2

1
dr∫arccos

1
r

0
rsin2θdθ = 1

2 ∫
2

1
r（θ - sin θcos θ）

θ = arccos 1r

0
dr

　 　 　 　 　 　 　 = 1
2 ∫

2

1
r arccos 1

r - 1
r 1 - 1

r2
〓

〓
〓

〓

〓
〓dr

令 1
r = cos t

══════ 1
2 ∫

π
4

0
sec t（ t - cos tsin t）sec ttan tdt

= 1
2 （∫

π
4

0
ttan tdtan t - ∫

π
4

0
tan2 tdt ）

= 1
2 （∫

π
4

0

1
2 tdtan2 t - ∫

π
4

0
tan2 tdt ）

= 1
2

1
2 ttan2 t

π
4

0
- 1

2 ∫
π
4

0
tan2 tdt - ∫

π
4

0
tan2 tdt〓

〓
〓

〓

〓
〓

= π
16 - 3

4 ∫
π
4

0
（sec2 t - 1）dt
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= π
16 - 3

4 （tant - t）
π
4

0
= π

4 - 3
4 .

显然， 现在的计算比题解中的计算复杂得多.
（18） 所给微分方程可以改写成

y″ + 2y′ + y = e -x + 1
2 sin x + 1

2 sin 3x. （1）

式（1）的齐次线性微分方程

y″ + 2y′ + y = 0 （2）
的特征方程之根为二重根 - 1， 所以式（2）的通解为

Y = （C1 + C2x）e -x .
此外， 式（1）有特解

y∗ = Ax2e -x + （A1cos x + B1sin x） + （A2cos 3x + B2sin 3x） . （3）
将式（3）代入式（1）得

A = 1
2 ， A1 = - 1

4 ， B1 = 0， A2 = - 3
100， B2 = - 1

25，

从而有 y∗ = 1
2 x2e -x - 1

4 cos x - 3
100cos 3x - 1

25sin 3x.

因此， 所给方程的通解为

　 　 　 　 　 　 y = Y + y∗

= （C1 + C2x）e -x + 1
2 x2e -x - 1

4 cos x - 3
100cos 3x - 1

25sin 3x.

附注　 题解中有两点值得注意：
（Ⅰ） 由于式（2）的特征方程的根为 r = - 1（二重）， 所以它的通解为（C1 + C2x）e - x .
（Ⅱ） 由于式（1）的右边有 eλx = e - x的项， 这里的 λ = - 1 是式（2）的特征方程之二重根，

所以式（1）的特解中有 Ax2e - x的项.

（19） 记 un = （ - 1） n - 1 1
n（2n - 1）x

2n， 则

lim
n→∞

un+1

un

= lim
n→∞

x2n+2

（n + 1）（2n + 1）
x2n

n（2n - 1）

= x2 .

所以， 所给幂级数的收敛区间为{x | x2 < 1} = （ - 1， 1） . 当 x = - 1， 1 时， 幂级数成为

Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n（2n - 1），

它是收敛的， 所以所给幂级数的收敛域为[ - 1， 1] .
对 x∈[ -1， 1]得

　 　 　 　 Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n（2n - 1）x
2n = xΣ

∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n（2n - 1）x
2n-1

　 　 　 　 = xΣ
∞

n = 1
∫x0 （ - 1） n-1 1

n（2n - 1） t
2n-1[ ]′dt = x∫x0 Σ

∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n t2n-2dt
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　 　 　 　 = x∫x0 1
t2 Σ

∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n （ t2） ndt = x∫x0 ln（1 + t2）
t2

dt

　 　 　 　 = - x∫x0 ln（1 + t2）d 1
t = - x ln（1 + t2）

t
x

0
- ∫x0 2

1 + t2
dt[ ]

　 　 　 　 = - ln（1 + x2） + 2xarctanx .
所以所给幂级数的和函数

s（x） = - ln（1 + x2） + 2xarctan x （x ∈ [ - 1，1]） .
附注　 题解中以下两点值得注意：

（Ⅰ） Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n （ t2） n = ln（1 + t2）（ - 1 ≤ t ≤1 ）是按公式

ln（1 + x） = Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n xn（ - 1 < x ≤1）

得到的.

（Ⅱ） 由于 lim
t→0

ln（1 + t2）
t2

= 1， 所以 ∫x0 ln（1 + t2）
t2

dt 是定积分而不是反常积分.

（20） 由题设知（1， 2， 2， 1） T - （1， - 2， 4， 0） T = （0， 4， - 2， 1） T 是方程组 Ax = 0
的解， 所以有

4α2 - 2α3 + α4 = 0， 即 α4 = - 4α2 + 2α3 .
由题设（1， - 2， 4， 0） T 是方程组 Ax = β 的解得

β = α1 - 2α2 + 4α3，
于是方程组 By = α1 + 2α2， 即

（α3， α2， α1， β - α4）y = α1 + 2α2，
成为 （α3， α2， α1， α1 + 2α2 + 2α3）y = α1 + 2α2 . （1）

由 A = （α1， α2， α3， α4）的秩为 3 知 α1， α2， α3 线性无关， 由此得到式（1）的系数矩阵

的秩为 3， 于是对应的齐次方程组的解（2， 2， 1， - 1） T 即为这个齐次方程组的基础解系.
此外式（1）有特解（0， 2， 1， 0） T . 所以， 式（1）， 即方程组 By = α1 + 2α2 的通解为

y = C（2， 2， 1， - 1） T + （0， 2， 1， 0） T（C 为任意常数） .
附注　 要记住： 齐次线性方程 Ax = 0（其中 A 是 m × n 矩阵， x 是 n 维未知列向量）的基

础解系中所包含的线性无关的解向量个数为 n - r（A） .
（21） 由于

　 　 　 　 f（x1， x2， x3） = xTAx = x2
1 + 2bx1x2 + 2x1x3 + ax2

2 + 2x2x3 + x2
3

= xT
1 b 1
b a 1
1 1 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x，

所以二次型 f（x1， x2， x3）的矩阵 B =
1 b 1
b a 1
1 1 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
.

由题设知
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- 1 - b - 1
- b - a - 1
- 1 - 1 - 1

= 0（因为 B 有特征值 λ = 0），

　 0 - b - 1
- b 1 - a - 1
- 1 - 1 　 0

= 0（因为 B 有特征值 λ = 1），

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

即
- 2b + 1 + b2 = 0，
- 2b - （1 - a） = 0.{ 解此方程组得 a = 3， b = 1.

于是， f（x1， x2， x3） = x2
1 + 2x1x2 + 2x1x3 + 3x2

2 + 2x2x3 + x2
3 = （x1 + x2 + x3） 2 + 2x2

2 .

记

y1 = x1 + x2 + x3，

y2 = 2x2，
y3 = x3，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

即 x = Cy =

1 - 1
2

- 1

0 　 1
2

　 0

0 　 0 　 1

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

y， 则

f（x1， x2， x3） = y2
1 + y2

2（规范形） .
附注　 题解中的以下两点值得注意：
（Ⅰ） f（x1， x2， x3） = xTAx 中的 A 不是实对称矩阵， 所以它不是二次型 f（x1， x2， x3）

的矩阵， 只有写成 f（x1， x2， x3） = xTBx（其中 B 是实对称矩阵）时， B 才是 f（x1， x2， x3）的
矩阵.

（Ⅱ） 计算 f（ x1， x2， x3 ）在可逆线性变换 x = Cy（其中 C 是可逆矩阵， x = （ x1， x2，
x3） T， y = （y1， y2， y3） T）下的规范形， 总是对 f（x1， x2， x3）施行配平方方法.

（22） （Ⅰ）关于 X 的边缘概率密度

fX（x） = ∫+∞

-∞
f（x，y）dy = ∫+∞

x
e -ydy， x > 0，

0， 其他
{ = e -x， x > 0，

0， 其他，{
关于 Y 的边缘概率密度

fY（y） = ∫+∞

-∞
f（x，y）dx = ∫y0 e -ydx， y > 0，

0， 其他.
{ = ye -y， y > 0，

0， 其他.{
（Ⅱ） 由于 EX = 1， 所以

　 　 　 　 　 　 P（Y ≥ EX） = P（Y ≥1） = ∫+∞

1
fY（y）dy = ∫+∞

1
ye -ydy =

　 　 　 　 　 　 - ∫+∞

1
yde -y = - ye -y +∞

1
+ ∫+∞

1
e -ydy = 2

e .

由于 P（X > 2 Y < 4） = P（X > 2，Y < 4）
P（Y < 4） ，

其中， P（X > 2，Y < 4） = ∬
x > 2
y < 4

f（x，y）dσ

= ∬
△

e -ydσ （其中 △ 是如图答 7-22 阴影部分所示的三角形）
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图答　 7-22

= ∫42 dx∫
4

x
e -ydy = 1

e2 - 3
e4 .

附注　 关于 fX（x）的以下计算是错误的：

fX（x） = ∫+∞

-∞
f（x，y）dy = ∫+∞

x
e -ydy = e -x（x > 0） .

这一点应注意， 关于 fY（y）的计算也有同样说法.
（23） （Ⅰ） 由于 EX = 0·θ2 + 1·2θ（1 - θ） + 2·θ2 + 3·（1

-2θ） = 3 - 4θ，

并且， 样本值的平均值x = 1
8 （3 + 1 + 3 + 0 + 3 + 1 + 2 + 3） = 2，

所以， 由矩估计法， 令 EX = x， 即 3 - 4θ = 2 得 θ 的矩估计值 θ
∧
= 1

4 .

（Ⅱ） 由题设知 Y ～ B（n， θ
∧

2） = B n， 1
16

〓

〓
〓

〓

〓
〓 . 当 n 充分大时， 由中心极限定理（具体是棣

莫弗-拉普拉斯定理）得

　 　 　 　 　 　 　 　 P（Y ≤ y） = P
Y - n

16

n × 1
16 × 15

16

≤
y - n

16
15n
16

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

～
近似 ∫

y- n
16

15n / 16

-∞

1
2π

e - x
2
2
dx，

因此， 所求的参数为 μ = n
16， σ2 = 15n

162 .

附注　 计算关于随机变量 X ～ N（μ， σ2）的概率问题时， 总是引入标准化随机变量 X0 =
x - μ
σ ， 则 X0 ～ N（0， 1）（标准正态分布） . 于是 X 的分布函数

F（x） = Φ x - μ
σ（ ） （其中 Φ（u）是标准正态分布函数），

即 P（X ≤ x） = ∫
x-μ
σ

-∞

1
2π

e - t
2
2
dt.

由此可知，当 P（X ≤ x） = ∫
x-a
b

-∞

1
2π

e- t
2
2
dt 时，X ～N（a， b2）.本题中的参数就是如此得到的.

·851· 2016 考研数学（三）名师精选



模拟试题（八）解答

一、 选择题

答案　
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8）

B A B A B B B B

（1） f（x） = x | ex - 1 | · | x - 1 | 的可能不可导点为 x = 0， 1.

由在点 x = 0 的某个去心邻域内，

f（x） = - x | x | · ex - 1
x （x - 1） = - x | x | ·ex - 1

x （x - 1）

知lim
x→0

　 f（x）x = lim
x→0

- | x | ·ex - 1
x （x - 1）[ ] = 0， 所以 f（x）在点 x = 0 处可导.

由于在点 x = 1 的某个邻域内， f（x） = x（ex - 1） | x - 1 | ， 而

lim
x→1

　 f（x） - f（1）
x - 1 = lim

x→1
x（ex - 1）· | x - 1 |

x - 1[ ]不存在， 所以 f（x）在点 x = 1 处不可导.

因此本题选（B） .

附注　 应记住函数 | x - x0 | 在点 x0 处不可导， 但函数（x - x0） | x - x0 | 在点 x0 处可

导.

（2） 由于 max{e - t， et} =
e - t， 　 t < 0，

et， t≥0.{ 所以

　 　 　 　 F（x） = ∫x0 max{e -t，et}dt =
∫x0 e -tdt，　 　 x < 0，

∫x0 etdt， x ≥0

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

=
1 - e -x，　 x < 0，

ex - 1， x ≥0.
{ 　 因此选（A） .

附注　 同样可以计算 ∫x-∞ min{e -t，et}dt， 具体如下：

由于 min{e - t， et} =
et， t≤0，

e - t，t > 0，{ 所以

　 　 ∫x-∞ min{e -t，et}dt =
∫x-∞ etdt，　 　 　 　 x ≤0，

∫0-∞ etdt + ∫x0 e -tdt，x > 0

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

=
ex，　 　 x ≤0，

2 - e -x，x > 0.
{



（3） 由 ln（1 + x） = Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n xn（ - 1 < x ≤1） 知，Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n （x - a） n 的收敛

域为 a - 1 < x ≤ a + 1，即Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n （x - a） n 在点 x = a + 1 处收敛， 而 x > a + 1 发散.

所以由题设得 a + 1 = 0， 即 a = - 1. 因此选（B） .
附注　 记住 ln（1 + x）， ln（1 - x）的麦克劳林展开式， 即

ln（1 + x） = Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n xn 　 （ - 1 < x ≤1），

ln（1 - x） = - Σ
∞

n = 1

1
n xn 　 （ - 1 ≤ x < 1），

对计算幂级数的收敛域与和函数等是十分有用的.
（4） 容易看到 y2 - y1 = e - x（cos x + sin x）是 y″ + py′ + qy = 0 的特解， 从而

p = - [（ - 1 + i） + （ - 1 - i）] = 2， q = （ - 1 + i）（ - 1 - i） = 2.
此外， 由题设知 ex 是 y″ + py′ + qy = f（x）， 即 y″ + 2y′ + 2y = f（x）的特解， 所以

f（x） = （ex） ″ + 2（ex） ′ + 2ex = 5ex.
因此选（A） .

由于微分方程 y″ + py′ + qy = f（x）有解 y2 = ex + e - xcos x， 其中， e - xcos x 是 y″ + py′ + qy
= 0 的特解， 所以由线性微分方程解的构造知， ex 是 y″ + py′ + qy = f（x）的解.

（5） 由于 ATAx = 0 与 Ax = 0 是同解方程组， 所以 ξ1， ξ2 必是 ATAx = 0 的基础解系， 即

②正确.

由于 Ax = 0 与 Bx = 0 都有基础解系 ξ1， ξ2， 所以 ξ1， ξ2 也是
A
B

〓

〓
〓

〓

〓
〓x = 0 的基础解系， 即

④正确. 因此选（B） .

附注　 ξ1， ξ2 未必是（A + B）x = 0 的基础解系， 例如
1　 0
1　 0

〓

〓
〓

〓

〓
〓x = 0 与

- 1　 0
- 1　 0

〓

〓
〓

〓

〓
〓x = 0 有相

同的基础解系（0， 1） T， 但它不是
1　 0
1　 0

〓

〓
〓

〓

〓
〓 +

- 1　 0
- 1　 0

〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓
〓
〓x = 0 的基础解系， 所以（A）与（D）都

不能选.

ξ1， ξ2 也未必是 B∗的基础解系， 例如

1
0

0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x = 0 有基础解系（0， 1， 0） T， （0， 0，

1） T， 但它不是

1
0

0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

∗

x = 0 的基础解系. 这是因为

1
0

0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
的秩 1 < 3 - 1， 所以

1
0

0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

∗

的秩为 0. 从而

1
0

0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

∗

x = 0 无基础解系. 因此（C）不能选.

（6） 由于 A =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

3 1 0 0
0 4 0
0 0 3

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

1 0 0
0 0 1
0 1 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

4
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=
0 4 0
1 0 0
0 0 3

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

1 0 0
0 0 1
0 1 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

4

=
0 4 0
1 0 0
0 0 3

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，

所以， | λE3 - A | =
　 λ - 4 0
- 1 　 λ 0
　 0 　 0 λ - 3

= 0 有解 λ = - 2， 2， 3， 从而 A 的最小特征值为

- 2，因此选（B） .

附注　 题解中， 由于注意到

0 1 0
1 0 0
0 0 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
和

1 0 0
0 0 1
0 1 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
都是初等矩阵， 它们的三次方与四

次方分别左乘、 右乘于 B =
1 0 0
0 4 0
0 0 3

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
表明， 对 B 施行三次“交换第一、 二行”的初等变换

后， 再施行四次“交换第二、 三列”的初等变换， 所以很快获解.
（7） 记 C i = {第 i 次取球取到的是白球}（ i = 1， 2）， 则

A = C1C2， B = C1C2∪C1C2，

所以， P（A） = P（C1C2） = P（C1）P（C2 | C1） = 4
7 × 3

6 = 2
7 ，

P（B） = P（C1C2） + P（C1C2） = P（C1C2） + P（C1）P（C2 | C1） = 2
7 + 3

7 × 2
6 = 3

7 .

因此选（B） .
附注　 本题有两点值得注意：
（Ⅰ） A 与 B 这两个随机事件是有区别的.

（Ⅱ） 随机事件{第 i 次取球取到的是白球}（ i = 1， 2， 3）的概率是相等的， 都为 3
7 .

（8） E（X + S2） = E（X） + E（S2） = EX + DX， （1）

其中　 EX = ∫+∞

-∞
xf（x）dx = 0（由于 xf（x） 是奇函数），

　 　 　 　 DX = ∫+∞

-∞
（x - EX） 2 f（x）dx = ∫+∞

-∞
x2 f（x）dx

= 2∫+∞

0
x2·1

2 e -xdx = ∫+∞

0
x2e -xdx

= E（T2） （其中 T 是服从参数为 1 的指数分布，即它的概率密度为

fT （ t） =
e -t，　 t > 0，

0， t ≤0
{

= D（T） + （ET） 2 = 1 + 1 = 2.

将它们代入式（1） 得 E（X + S2） = 0 + 2 = 2. 因此选（B） .
附注 　 应记住以下结论：
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设 X1，X2，…，Xn 是来自总体 X 的简单随机样本， 其平均值 X = 1
nΣ

n

i = 1
X i， 方差 S2 =

1
n - 1Σ

n

i = 1
（X i - X） 2，则

E（X） = EX，E（S2） = DX.
二、填空题

（9） lim
x→0

ln（1 + x） - x + 1
2 x2 - 1

3 x3

x3 = lim
x→0

ln（1 + x） - x + 1
2 x2

x3 - 1
3

　
洛必达法则

═════1
3 lim

x→0

x2

x2（1 + x）
- 1

3 = 0.

由于 f（x） 在点 x = 0 处连续，所以

　 　 　 a = lim
x→0

[ e
ln（1 + x） - x + 1

2 x2 - 1
3 x3

x3 - 2 ] = e0 - 2 = - 1.

附注　 本题题解的关键是先计算lim
x→0

ln（1 + x） - x + 1
2 x2 - 1

3 x3

x3 .

（10） 由于 f（x） = 1
（x - 1）（x + 2） = 1

3
1

x - 1 - 1
x + 2

〓

〓
〓

〓

〓
〓， 所以

f （5）（x） = 1
3

（ - 1） 5 5！
（x - 1） 6 - （ - 1） 5 5！

（x + 2） 6[ ] = 5！
3

1
（x + 2） 6 - 1

（x - 1） 6[ ].

从而 f （5）（0） = 5！
3

1
26 - 1〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - 315

8 .

附注　 f （5）（0）也可以利用麦克劳林公式计算：

由于 f（x） = - 1
3

1
x + 2 - 1

x - 1
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - 1

3
〓

〓
〓〓
1
2 · 1

1 + x
2

+ 1
1 - x

〓

〓
〓〓

= - 1
3

1
2 1 - x

2 +… - x
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

5

+ o（x5）[ ] + [1 + x +… + x5 + o（x5）]{ }
= - 1

2 +… + 1
3

1
26 - 1〓

〓
〓

〓

〓
〓x5 + o（x5），

所以， f （5）（0） = 5！ · 1
3

1
26 - 1〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - 315

8 .

（11） 方程两边对 x 求偏导数得

1
z

∂z
∂x + cos（xy）·y + z + x ∂z

∂x = 0，

所以， ∂z
∂x = - yzcos（xy） + z2

1 + xz .

附注　 如果要同时计算 ∂z
∂x，

∂z
∂y， 则从对方程两边求全微分入手，具体如下：

1
z dz + cos（xy）（ydx + xdy） + zdx + xdz = 0，
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即　 dz = - yzcos（xy） + z2
1 + xz dx - xzcos（xy）

1 + xz dy，

所以　 ∂z
∂x = - yzcos（xy） + z2

1 + xz ，∂z∂y = - xzcos（xy）
1 + xz .

（12） 由于 P
Q（P）

dQ（P）
dP = εp = 0. 2， 所以由增益函数 R（P） = PQ（P）得

　 　 　 dR（P）
dP Q = 100 000

= Q（P） + P dQ（P）
dP[ ]

Q = 100 000

= Q（P） + Q（P） P
Q（P）

dQ（P）
dP[ ]{ }

Q = 100 000

= 100 000 + 100 000 × 0. 2 = 120 000，
即当需求量为 100 000 件时， 价格每增加 1 元会使产品收益增加 120 000 元.

附注　 要记住函数弹性的定义， 并理解它在经济学上的意义 .

（13） 由于 r
O A∗

B∗ O
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = r（A∗） + r（B∗）， （1）

其中， 由 r（A） = 1， 即 r（A） = A 的阶数 - 1 知 r（A∗） = 1； 由 r（B） = 2， 即 r（B） < B 的阶数

- 1 知 r（B∗） = 0. 将它们代入式（1）得

r
O A∗

B∗ O
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1 + 0 = 1.

附注　 应记住以下公式：
设 A 是 n 阶矩阵， A∗是它的伴随矩阵， 则

r（A∗） =
n， r（A） = n，
1， r（A） = n - 1，
0， r（A） < n - 1.

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

（14） P（max{X，Y} ≤ 1） = P（X ≤1，Y ≤1）

　 = P（X ≤1）P（Y ≤1） = ∫1-∞ f（ t）dt（ ）
2
= ∫10 e -tdt（ ）

2
= （1 - e -1） 2 .

附注　 应记住以下公式：
设随机变量 X、 Y 相互独立， 它们的分布函数分别为 FX（x）与 FY（y）， 则

　 　 　 　 Z1 = max{X， Y}的分布函数 FZ1
（ z） = FX（ z）FY（ z）；

　 　 　 　 Z2 = min{X， Y}的分布函数 FZ2
（ z） = 1 - [1 - FX（ z）][1 - FY（ z）] .

三、 解答题

（15） ∫ 1
sin xcos x sin4x + cos4x

dx = ∫ 1
1
2 sin 2x 1 - 1

2 sin22x
dx

= ∫ 1

csc22x - 1
2

d2x
sin22x

= - ∫ 1

cot22x + 1
2

dcot2x

附注　 可考虑类似的不定积分 ∫ sin x
2 + sin 2x

dx， 解答如下：
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　 　 　 ∫ sin x
2 + sin 2x

dx = 1
2 ∫ cos x + sin x

2 + sin 2x
dx - 1

2 ∫ cos x - sin x
2 + sin 2x

dx

= 1
2 ∫ 1

3 - （sin x - cos x） 2
d（sin x - cos x） -

　 1
2 ∫ 1

1 + （sin x + cos x） 2
d（sin x + cos x）

= 1
2 arcsin sin x - cos x

3
- 1

2 ln（sin x + cos x + 2 + sin 2x） + C.

（16） 由 lim
x→0 -

2
x2 （1 - cos x） = 1， 及

lim
x→0 +

1
x ∫

x

0
cost2dt

洛必达法则
═════ lim

x→0 +
cosx2 = 1

知　 lim
x→0 -

f（x） = lim
x→0 +

f（x） = f（0）， 所以 f（x）在 - π
2 ， π

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓内连续.

由于 - π
2 < x < 0 时，

f ′（x） = 2·xsin x - 2（1 - cos x）
x3 = 2sinx·

x - 2tan x
2

x3 > 0，

0 < x < π
2 时，

f ′（x） =
xcos x2 - ∫x0 cos t2dt

x2 =
∫x0 （cost2 - 2t2sint2 - cost2）dt

x2 < 0，

因此 f（x） - π
2 < x < π

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓仅有极大值 f（0） = 1， 无极小值，

（17） 由 fx′ = 2x， fy′ = 2y 知方程组
fx′ = 0，
fy′ = 0{ 在 D 的内部无解， 即 f（x， y）在 D 的内部无可

能极值点. 下面计算 f（x， y）在 D 的边界 C： （x - 1） 2 + （y - 1） 2 = 2 上的最值.
记 F（x， y） = x2 + y2 + λ[（x - 1） 2 + （y - 1） 2 - 2]， 则

Fx′ = 2x + 2λ（x - 1）， 　 Fy′ = 2y + 2λ（y - 1） .
于是， 由拉格朗日乘数法令

Fx′ = 0，
Fy′ = 0，

（x - 1） 2 + （y - 1） 2 = 2，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
　 　 即

（1 + λ）x - λ = 0，
（1 + λ）y - λ = 0，
（x - 1） 2 + （y - 1） 2 = 2，

〓

〓

〓

〓〓

〓〓

解此方程组得 x = y = 0， x = y = 2. 由于

f（0， 0） = 0， f（2， 2） = 8，
所以， f（x， y）在 C 上的最小值， 即在 D 上的最小值为 f（0， 0） = 0， 在 C 上的最大值， 即在

D 上的最大值为 f（2， 2） = 8.
附注　 二元连续函数在闭区域上的最值计算方法见模拟试题（一）（18）解答中的附注 .
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（18） 由于 x→0 时

　 　 　 　 x2 tan2 x
2 ～ 1

4 x4，

1 - （1 + x） sin3x = - [esin3xln（1 + x） - 1] ～ - sin3xln（1 + x） ～ - x4，

所以， α = lim
x→0

x2 tan2 x
2

1 - （1 + x） sin3x = lim
x→0

1
4 x4

- x4 = - 1
4 .

考虑幂级数 Σ
∞

n = 1

1
n（n + 1）x

n+1 . 由于

lim
n→0

1
（n + 1）（n + 2）

1
n（n + 1）

= 1，

所以上述幂级数的收敛半径为 1， 从而收敛区间为（ - 1， 1）， 记其和函数为 s（x）， 则

s′（x） = Σ
∞

n = 1

1
n xn = - ln（1 - x）（ - 1 < x < 1），

所以， 　 　 s（x） = s（0） - ∫x0 ln（1 - t）dt = - ∫x0 ln（1 - t）dt

= - tln（1 - t）
x

0
- ∫x0 - t

1 - tdt[ ]
= - xln（1 - x） + x + ln（1 - x）（ - 1 < x < 1），

即 Σ
∞

n = 1

1
n（n + 1）x

n+1 = - xln（1 - x） + x + ln（1 - x）（ - 1 < x < 1） .

从而 Σ
∞

n = 1

1
n（n + 1）sin

n+1α = [ - xln（1 - x） + x + ln（1 - x）]
x = sin α = -sin 1

4

= sin 1
4 ·ln 1 + sin 1

4（ ） - sin 1
4 + ln 1 + sin 1

4（ ）.

附注　 幂级数Σ
∞

n = 1

1
n（n + 1）x

n+1 的和函数 s（x） 也可以用以下方法计算： 在（ - 1， 1）内有

　 　 Σ
∞

n = 1

1
n（n + 1）x

n+1 = Σ
∞

n = 1

1
n xn+1 - Σ

∞

n = 1

1
n + 1x

n+1

= xΣ
∞

n = 1

1
n xn - Σ

∞

m = 2

1
mxm = - xln（1 - x） - Σ

∞

m = 1

1
mxm + x

= - xln（1 - x） + ln（1 - x） + x.

（19） ∬
D

f（x，y）dσ = ∬
D　1

xydσ + ∬
D　2

2y
x2 + y2 + 1

dσ， （1）

其中， 　 　 　 　 　 ∬
D　1

xydσ = ∫20 dx∫
4-x2

2x-x2
xydy = ∫20 1

2 xy2
y = 4-x2

y = 2x-x2
dx

= ∫20 （2x - x2）dx = 4
3 ， （2）

　 　 　 　 　 　 ∬
D　2

2y
x2 + y2 + 1

dσ
极坐标

════ ∫
π
2

0
dθ∫2cos θ0

2rsin θ
r2 + 1

·rdr
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= ∫
π
2

0
2（ r - arctanr）

2cos θ

0
·sin θdθ

= ∫
π
2

0
4sin θcos θdθ - ∫

π
2

0
2arctan（2cos θ）·sin θdθ

= 2 + ∫
π
2

0
arctan（2cos θ）·d2cos θ

= 2 + [arctan（2cos θ）·2cos θ]
π
2

0
- ∫

π
2

0

2cos θ
1 + 4cos2θ

d2cosθ

= 2 - 2arctan 2 - 1
2 ln（1 + 4cos2θ）

π
2

0

= 2 - 2arctan 2 + 1
2 ln5. （3）

将式（2）、 式（3）代入式（1）得

∬
D

f（x，y）dσ = 4
3 + 2 - 2arctan 2 + 1

2 ln5 = 10
3 - 2arctan 2 + 1

2 ln5.

附注　 ∬
D

f（x，y）dσ 也可计算如下：

　 　 　 ∬
D

f（x，y）dσ = ∬
D　1

xydσ + ∬
D　2

2y
x2 + y2 + 1

dσ，

= ∬
D

xydσ + ∬
D　2

2y
x2 + y2 + 1

- xy（ ）dσ， （4）

其中， ∬
D

xydσ
极坐标

════ ∫
π
2

0
dθ∫20 r2sin θcos θ·rdr

= ∫
π
2

0
4sin θcos θdθ = 2sin2θ

π
2

0
= 2， （5）

∬
D　2

2y
x2 + y2 + 1

- xy（ ）dσ 极坐标
════ ∫

π
2

0
dθ∫2cos θ0

2rsin θ
r2 + 1

- r2sin θcos θ（ ）rdr

= ∫
π
2

0
2（ r - arctan r）

2cos θ

0
sin θdθ - ∫

π
2

0
4cos5θsin θdθ

= ∫
π
2

0
4sin θcos θdθ - ∫

π
2

0
2arctan（2cos θ）sin θdθ - 2

3

= 2 + ∫
π
2

0
arctan（2cos θ）d2cos θ - 2

3

= 4
3 + arctan（2cos θ）2cos θ

π
2

0
- ∫

π
2

0

2cos θ
1 + 4cos2θ

d2cos θ

= 4
3 - 2arctan 2 - 1

2 ∫
π
2

0

1
1 + 4cos2θ

d（1 + 4cos2θ）

= 4
3 - 2arctan 2 - 1

2 ln（1 + 4cos2θ）
π
2

0
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= 4
3 - 2arctan 2 + 1

2 ln5. （6）

将式（5）、 式（6）代入式（4）得

∬
D

f（x，y）dσ = 10
3 - 2arctan 2 + 1

2 ln5.

（20） （Ⅰ） 方程组（A）的增广矩阵

A =

1 2 1 3

2 a + 4 - 5 6

- 1 - 2 a - 3

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

初等行变换
→

1 2 1 3

0 a - 7 0

0 0 a + 1 0

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

.

由于方程组（A）有无穷多解， 所以 r（A） = r（A） < 3（其中 A 是方程组（A）的系数矩阵），
从而有 a + 1 = 0， 即 a = - 1.

（Ⅱ） 当 a = - 1 时， 方程组（A）与（B）组成的方程组为

（C）

x1 + 2x2 + x3 = 3，
2x1 + 3x2 - 5x3 = 6，
- x1 - 2x2 - x3 = - 3
x1 + x2 + x3 = 0，

2x1 + λx2 = 1.

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓

对方程组（C）的增广矩阵 C 施行初等行变换：

　 　 C =

1 2 　 1 3
2 3 - 5 6
- 1 - 2 - 1 - 3
1 1 　 1 0
2 λ 　 0 1

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

→

1 1 　 1 0
2 3 - 5 6
- 1 - 2 - 1 - 3
1 2 　 1 3
2 λ 　 0 1

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

→

1 1 　 1 　 0
0 1 - 7 　 6
0 - 1 　 0 - 3
0 1 　 0 　 3
0 λ - 2 - 2 1

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

→

1 1 　 1 　 0
0 1 　 0 　 3
0 1 - 7 　 6
0 - 1 　 0 - 3
0 λ - 2 - 2 　 1

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

→

1 1 　 1 0
0 1 　 0 3
0 0 - 7 3
0 0 　 0 0
0 0 - 2 7 - 3λ

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

→

1 1 1 0
0 1 0 3

0 0 1 - 3
7 　

0 0 0 0

0 0 0 43
7 - 3λ

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

→

1 0 0 - 18
7 　

0 1 0 3

0 0 1 - 3
7 　

0 0 0 0

0 0 0 43
21 - λ

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

.

由此可知， 方程（A）与（B）有公共解， 即方程组（C）有解时， r（C） = r（C）（其中 C 是方
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程组（C）的系数矩阵）， 因此所求的 λ = 43
21， 并且此时的公共解 x1 = - 18

7 ， x2 = 3， x3 = - 3
7 .

附注　 设方程组 A1x = b1， A2x = b2 （其中 A1， A2 分别是 m1 × n 与 m2 × n 的矩阵， b1，
b2， 分别是 m1 维与 m2 维列向量）， 则这两个方程组有公共解的充分必要条件为方程组

A1x = b1，
A2x = b2

{
有解.

（21） 由 A 是 3 阶实对称矩阵知， A∗ 也是 3 阶实对称矩阵. 由题设知 A∗

1
0
- 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

-
1
0
- 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， A∗

1
0
1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
=

1
0
1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 所以 A∗有特征值 μ1 = - 1， μ3 = 1， 且它们对应的特征向量分别为

α1 = （1， 0， - 1） T， α3 = （1， 0， 1） T .
由于 f（x1， x2， x3） = xTAx 在正交变换 x =Qy 下的标准形为 y2

1 + y2
2 - y2

3， 所以 A 的特征

值为 λ1 = λ2 = 1， λ3 = - 1， | A | = λ1·λ2·λ3 = - 1， 因此 A∗的特征值除 μ1 = | A |
λ1

=

- 1，μ3 = | A |
λ3

= 1 外， 还有 μ2 = | A |
λ2

= - 1， 记它对应的特征向量为 α2 = （a1， a2， a3） T，

则它分别与 α1， α3 正交， 于是有
a1 　 - a3 = 0，
a1 　 + a3 = 0，{

其基础解系为（0， 1， 0） T， 故可取 α2 = （0， 1， 0） T . 由于 A 的对应 λ i 的特征向量即为 A∗

的对应 μi 的特征向量（ i = 1， 2， 3）， 所以 A 对应 λ1 = 1， λ2 = 1， λ3 = - 1 的特征向量分别
为 α1， α2， α3 .

显然 α1， α2， α3 是正交向量组， 现将它们单位化：

ξ1 =
α1

‖α1‖
=

1
2
， 0， - 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

ξ2 = α2 = （0， 1， 0） T .

ξ3 =
α3

‖α3‖
=

1
2
， 0， 1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

记 Q = （ξ1， ξ2， ξ3） =

1
2

0 1
2

0 1 0

- 1
2

0 1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

（正交矩阵）， 则在正交变换 x =Qy 下

f（x1， x2， x3） = y2
1 + y2

2 - y2
3，

且 QTA∗Q =
- 1

- 1
1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
，
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所以， 　 　 　 　 　 A∗ =Q
- 1

- 1
1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
QT

=

1
2

0 1
2

0 1 0

- 1
2
　 0 1

2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

- 1
- 1

1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

1
2

0 - 1
2

0 1 　 0
1
2

0 　 1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

=

- 1
2
　 0 1

2
0 - 1 0
1
2

0 1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

1
2

0 - 1
2

0 1 　 0
1
2

0 　 1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

=
0 0 1
0 - 1　 0
1 0 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
.

附注　 题解中有以下三点值得注意：
（Ⅰ） 当用正交变换 x =Qy（其中 x = （x1， x2， …， xn） T， y = （y1， y2， …， yn） T， Q 是

正交矩阵）将二次型 f（x1， x2， …， xn） = xTAx（其中 A 是 n 阶实对称矩阵）化为标准形

λ1y2
1 + λ2y2

2 +… + λny2
n

时， λ1， λ2， …， λn 必都为 A 的特征值， 从而

λ1 + λ2 +… + λn = trA， λ1λ2…λn = | A | .
（Ⅱ） 设 A 是 n 阶可逆矩阵， α 是 A 的对应特征值 λ 的特征向量， 则 A∗有特征值 μ =

| A |
λ ， 且 α是 A∗的对应 μ 的特征向量.

（Ⅲ） A∗也可计算如下：

由于 QTAQ =
1

1
- 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
， 所以

　 　 　 　 A =Q
1

1
- 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
QT

=

1
2

0 1
2

0 1 0

- 1
2
　 0 1

2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

1
1

- 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

1
2

0 - 1
2

0 1 　 0
1
2

0 　 1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓
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=

1
2

0 - 1
2

0 1 0

- 1
2
　 0 - 1

2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

1
2

0 - 1
2

0 1 0
1
2

0 1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

=
0 0 - 1　
0 1 0

- 1　 0 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
，

因此， 由 A∗的定义可得 A∗ =
0 0 1
0 - 1　 0
1 0 0

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
.

（22） （Ⅰ） 由于（U， V）关于 U 的边缘概率密度为

fU（u） = ∫+∞

-∞
f（u，v）dv = ∫2u0

dv，0 < u < 1，

0，　 　 其他
{ = 2u，0 < u < 1，

0，　 　 其他，{

所以， P V≤1
2 U≤1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

P U≤1
2 ， V≤1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓

P U≤1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

， （1）

图答　 8-22

其中， P U ≤ 1
2 ，V ≤ 1

2（ ） = ∬
u≤1

2
v≤1

2

f（u，v）dσ

= ∬
Δ

dσ（其中Δ如图答8-22的带阴影

梯形所示）

= 1
2 × 1

2 × 1
2 + 1

4（ ） = 3
16，

P U ≤ 1
2（ ） = ∫

1
2

-∞
fU（u）du = ∫

1
2

0
2udu = 1

4 .

将它们代入式（1）得

1
3 P V≤1

2 U≤1
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 =

1
16
1
4

= 0. 25.

于是， P（X = - 1， Y = 1） = P（X = 1， Y = - 1） = P（X = 0， Y = 1） = 0. 25.
记（X， Y）的概率分布为

Y

X　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
- 1 1

- 1 p1 0. 25

0 p2 0. 25

1 0. 25 p3

·071· 2016 考研数学（三）名师精选



则

p1 + p2 + p3 + 0. 75 = 1，

（ - 1）·（p1 + 0. 25） + 0·（p2 + 0. 25） + 1·（0. 25 + p3） = 0. 2，

（ - 1）·（p1 + p2 + 0. 25） + 1·（0. 25 + 0. 25 + p3） = 0. 4，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

即

p1 + p2 + p3 = 0. 25，

- p1 + p3 = 0. 2，

- p1 - p2 + p3 = 0. 15.

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

解此方程组得 p1 = 0， p2 = 0. 05， p3 = 0. 2.

因此， （X， Y）的概率分布为

Y

X　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
- 1 1

- 1 0 0. 25

0 0. 05 0. 25

1 0. 25 0. 2

　 　 （Ⅱ） Cov（X， Y） = E（XY） - EX·EY，
其中， E（XY） = （ - 1） × （ - 1） × 0 + （ - 1） × 1 × 0. 25 + 0 × （ - 1） × 0. 05 + 0 × 1 × 0. 25 +

　 1 × （ - 1） × 0. 25 + 1 × 1 × 0. 2
= - 0. 3，

所以， Cov（X， Y） = - 0. 3 - 0. 2 × 0. 4 = - 0. 38.
附注　 本题是连续型随机变量与离散型随机变量结合的综合题， 需计算许多量值， 因此

对题目审视后应确定计算各个量值的先后顺序：

先计算 P V≤1
2 U≤1

2
〓

〓
〓

〓

〓
〓， 为此需先算出关于 U 的边缘概率密度 fU （ u）； 然后确定

（X， Y）的概率分布表， 将已知的概率填入， 对未知的概率用 p1， p2， p3 等表示， 并利用已

知条件逐一确定这些未知概率； 最后根据（X， Y）的概率分布算出 Cov（X， Y） .
（23） 由于关于 X 的边缘概率密度为

fX（x） = ∫+∞

-∞
f（x，y）dy = ∫+∞

θ

3
θ3 x

2e -（y-θ）dy，0 < x < θ，

0，　 　 　 　 　 　 　 　 其他，
{

其中， ∫+∞

θ

3
θ3 x

2e -（y-θ）dy = - 3
θ3 x

2e -（y-θ）
y = +∞

y = θ
= 3

θ3 x
2， 所以，

fX（x） =
3
θ3 x

2， 0 < x < θ，

0， 　 　 　 其他.
{

由于 EX = ∫+∞

-∞
xfX（x）dx = ∫θ0 3

θ3 x
3dx = 3

4 θ， 所以由矩估计法， 令 EX = 1
nΣ

n

i = 1
X i

记
══ X，

即 3
4 θ = X. 由此得到 θ 的矩估计量 θ̂ = 4

3 X.

于是， D（ θ̂） = D 4
3 X（ ） = 16

9 DX = 16
9nDX
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= 16
9n[E（X

2） - （EX） 2] = 16
9n ∫

+∞

-∞
x2 fX（x）dx - 9

16θ
2[ ]

= 16
9n∫

θ

0

3
θ3 x

4dx - 1
n θ2 = 16

15nθ
2 - 1

n θ2 = 1
15nθ

2 .

附注　 要记住以下结论：
设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X（具有数学期望与方差）的简单随机样本， 则它的均值

X = 1
nΣ

n

i = 1
X i 与方差 S2 = 1

n - 1Σ
n

i = 1
（X i - X） 2 满足 E（X） = EX， D（X） = 1

n DX， E（ S2 ） =

D（X） .
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模拟试题（九）解答

一、 选择题

答案　
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8）

D D B A B D B C

（1） y（n） = 1
（x + 1） 2[ ]

（n）

= - 1
x + 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓′[ ]

（n）

= - 1
x + 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

（n + 1）

= - （ - 1） n + 1 （n + 1）！
（x + 1） n + 2 = （ - 1） n （n + 1）！

（x + 1） n + 2 .

所以选（D）.
附注　 应记住公式

1
ax + b

〓

〓
〓

〓

〓
〓

（n）

= （ - 1） n n！ an

（ax + b） n + 1 　 （a≠0）.

（2） 由于 f ″xx（x0， y0） = d
dx　 f ′x（x， y0）

x = x0
， 所以由 f ″xy（x， y）在点（x0， y0）处存在知，

f ′x（x， y0）在点 x0 处可微 . 因此选（D）.
附注　 当题中所给的三个 2 阶偏导数在点（ x0， y0）处连续时， 选项（A）， （B）， （C）

都正确， 但仅假定这三个 2 阶偏导数在点（x0， y0）处存在， 未必能推出这三个选项正确 .

（3） 记 an = ∫
1
n

0

xα

1 + x2
dx， 则 an > 0（n = 1， 2， …）， 且{an}单调减少并且收敛于零，

所以所给级数收敛 . 但是由于 - 1 < α < 0 时， 由 an > 1
2 ∫

1
n

0
xαdx = 1

2（α + 1）
1
n（ ）

α+1
（n = 1，

2，…） 及Σ
∞

n = 1

1
n（ ）

α+1
发散，知Σ

∞

n = 1
（ - 1） n-1∫

1
n

0

xα

1 + x2
dx = Σ

∞

n = 1
an 发散，从而所给级数条件收

敛 . 因此选（B）.

附注　 由莱布尼茨定理判定交错级数 Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1an（其中{an} 是正项数列） 为收敛

时，其可能是绝对收敛，也可能是条件收敛 . 为了确定它们，必须考虑正项级数Σ
∞

n = 1
an 的收敛

性 .
（4） 欲使 λy1 + μy2 是 y′ + p（x）y = q（x）的解， 必须

（λy1 + μy2） ′ + p（x）（λy1 + μy2） = q（x），
即 λ[y′1 + p（x）y1] + μ[y′2 + p（x）y2] = q（x）. 由此得到

（λ + μ）q（x） = q（x）（这里利用 y1， y2 是 y′ + p（x）y = q（x）的两个特解），
即



λ + μ = 1（由于 q（x）不恒为零）. （1）
此外， 欲使 λy1 - μy2 是 y′ + p（x）y = 0 的解， 与上同样可得

λ - μ = 0. （2）

由式（1）， 式（2）得 λ = μ = 1
2 . 因此选（A）.

附注　 应记住一阶线性微分方程 y′ + p（x）y = q（x）的通解公式：

y = e -∫p（x）dx（C + ∫q（x）e∫p（x）dxdx），
其中， 不定积分都表示被积函数的一个原函数 .

（5） 矩阵方程 AX = B 有无穷多解的充分必要条件为

r（A︙B） = r（A） < n.
因此选（B）.
附注　 应记住： 对矩阵方程 AX = B 来说， r（A︙B） = r（A） = n， r（A︙B） = r（A） < n，

以及 r（A︙B） > r（A）分别是该矩阵方程有唯一解， 有无穷多解， 以及无解的充分必要条件 .
（6） 实对称矩阵 A， B 合同的充分必要条件是分别以 A， B 为矩阵的二次型有相同的规

范形 . 因此选（D）.
附注　 （Ⅰ） 选项（A）是 A 与 B 合同的必要条件而不是充分条件， 而选项（B）， （C）既

不是必要条件， 也不是充分条件 .
（Ⅱ） 两个 n 阶实对称矩阵 A， B 合同的充分必要条件有两种：
（ⅰ） A， B 的正、 负特征值个数分别相等（当某个特征值有 k 重时， 按 k 个计算）；
（ⅱ） 以 A， B 为矩阵的二次型有相同的规范形 .

（7） 由于 f（x）是概率密度， 所以 ∫+∞

-∞
f（x）dx = 1，即

a ∫1
-∞

f1（x）dx + b ∫+∞

1
f2（x）dx = 1. （1）

由 f1（x）是 X ～ N（1， 1）的概率密度知， ∫1
-∞

f1（x）dx = 1
2 . 由 f2 （ x）是 Y 的概率密度知

∫+∞

1
f2（x）dx = 1 . 将它们代入式（1）得 1

2 a + b = 1. 因此选（B）.

附注　 题解中利用了以下结论：
（Ⅰ） 设 X ～ N（a， σ2）， 则它的概率密度 f（x）满足

∫a
-∞

f（x）dx = ∫+∞

a
f（x）dx = 1

2 .

（Ⅱ）设 X 的概率密度为 f（x） =
λe - λ（x - a）， 　 x≥a，
　 0， x < a{ （λ > 0）， 则

∫+∞

a
f（x）dx = 1.

（8） 由于 EX = 1
λ ， DX = 1

λ2， 所以， 当（4 - a） S2 - 2a X2 为 1
λ2的无偏估计量时， a 必须
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满足

E[（4 - a）S2 - 2a X2] = 1
λ2， （1）

其中， E[（4 - a）S2 - 2a X2] = （4 - a）E（S2） - 2aE（X2）
　 　 = （4 - a）D（X） - 2a[D（X） + （E X） 2]

　 　 = （4 - a） 1
λ2 - 2a 1

n D（X） + （EX） 2[ ]

　 　 = （4 - a） 1
λ2 - 2a 1

nλ2 + 1
λ2

〓

〓
〓

〓

〓
〓. （2）

将式（2）代入式（1）得

（4 - a） 1
λ2 - 2a 1

nλ2 + 1
λ2

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1

λ2， 即 a = 3n
3n + 2.

因此选（C）.
附注　 要记住以下的结论 .
设 X1， X2， …， Xn（n > 1）是来自总体 X（数学期望 EX 与方差 DX 都存在）的简单随机样

本， 记其均值为X， 方差为 S2， 即 X = 1
nΣ

n

i = 1
X i，S2 = 1

n - 1Σ
n

i = 1
（X i - X） 2，则

E（X） = EX， D（X） = 1
n DX， E（S2） = DX.

二、 填空题

（9） lim
n→∞

1
1 + enx =

1， 　 x < 0，
1
2 ， x = 0，

0， x > 0.

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

（1）

此外， lim
n→∞

（1 + 1 + n - n） 2 + n = e
lim

n→∞
ln（1 + 1 + n - n）

1
2 + n ，

其中， lim
n→∞

ln（1 + 1 + n - n）
1
2 + n

= lim
n→∞

1 + n - n
1
2 + n

= lim
n→∞

2 + n
1 + n + n

= lim
n→∞

n
2 n

= 1
2 ，

所以

lim
n→∞

（1 + 1 + n - n） 2 + n = e
1
2 ， （2）

于是由式（1）， 式（2）得

lim
n→∞

1
1 + enx + （1 + 1 + n - n） 2 + n[ ] =

1 + e
1
2 ， 　 x < 0，

1
2 + e

1
2 ， x = 0，

e
1
2 ， x > 0.

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

附注　 由于极限 lim
n→∞

1
1 + enx与 x 取值有关， 所以应分 x < 0， x = 0 以及 x > 0 三种情况计算
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这个极限 .

（10） ∫ 1
x 4x2 - 1

dx
令 t = 1

x
═════- ∫ 1

4 - t2
dt = - arcsin t

2 + C

= - arcsin 1
2x + C.

附注　 本题是无理函数积分， 也可以令 2x = sec t 进行计算：

∫ 1
x 4x2 - 1

dx = ∫ 1
1
2 sec ttan t

·1
2 sec ttan tdt

= ∫dt = t + C = arccos 1
2x + C.

（11） ∂
∂x 　 f（e

xy， sinx2） = f ′u·
∂
∂xe

xy + f ′v·
d
dxsin x2 = yexy·f ′u + 2xcos x2·f ′v.

附注　 计算多元复合函数的偏导数时， 应先画出该函数与自变量之间的复合关系图， 例
如本题的关系图为

z = f（exy， sin x2） = f（u， v）
u

x

y
v x

（12） 记 un（x） = nn

（n + 1） n + 1x
2n， 则

　 　 　 　 　 lim
n→∞

un + 1（x）
un（x）

= lim
n→∞

（n + 1） n + 1

（n + 2） n + 2x
2n + 2

nn

（n + 1） n + 1x
2n

= lim
n→∞

1 + 1
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓

n

（n + 1）

1 + 1
n + 1

〓

〓
〓

〓

〓
〓

n + 1

（n + 2）

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

x2 = e
e ·1·x2 = x2，

所以， 所给幂级数的收敛区间为{x | x2 < 1} = （ - 1， 1）.

当 x = - 1， 1 时， 所给幂级数成为级数 Σ
∞

n = 1

nn

（n + 1） n+1. 由于 lim
n→∞

nn

（n + 1） n+1

1
n

=

lim
n→∞

1

1 + 1
n（ ）

n·
n

n + 1
〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓
= 1

e ，而Σ
∞

n = 1

1
n 发散， 所以Σ

∞

n = 1

nn

（n + 1） n+1 发散 . 从而所给幂级数的收

敛域为（ - 1， 1）.

附注　 所给幂级数是缺项幂级数 . 对于缺项幂级数Σ
∞

n =1
un（x） 的收敛域可按以下步骤计算：

（Ⅰ） 计算 lim
n→∞

un+1（x）
un（x）

，设其值为 R（x），则Σ
∞

n = 1
un（x） 的收敛区间为{x | R（x） < 1}

记
══
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（ - a，a）.

（Ⅱ） 确定 Σ
∞

n = 1
un（x） 在点 x = - a，a 处的收敛性，即判定级数Σ

∞

n = 1
un（ - a） 和Σ

∞

n = 1
un（a） 的

收敛性，则Σ
∞

n = 1
un（x） 的收敛域为（ - a，a） 及收敛的点 x = - a 或 x = a 之并集 .

（13） 由 r（A） + r（B） - 3≤r（AB）得 r（A）≤2， 所以

A =
1 0 - 1
2 λ 　 1
1 2 　 1

=
1 0 - 1
0 λ 　 3
0 2 　 2

= 2（λ - 3） = 0.

因此 λ = 3.
附注　 应记住关于矩阵秩的以下两个不等式：
（Ⅰ） 设 A、 B 都是 m × n 矩阵， 则

r（A + B）≤r（A） + r（B）.

（Ⅱ） 设 A、 B 分别是 m × n 和 n × l 矩阵， 则

r（A） + r（B） - n≤r（AB）≤min{ r（A）， r（B）}.

（14） P（A - C | AB∪C） = P（（A - C）（AB∪C））
P（AB∪C） ，

其中， 　 　 　 P（（A - C）（AB∪C）） = P（A C（AB∪C））

= P（AB C） = P（A）P（B）（1 - P（C）） = 0. 1，

P（AB∪C） = P（AB） + P（C） - P（ABC）

= P（A）P（B） + P（C） - P（A）P（B）P（C） = 0. 6.

所以 P（A - C | AB∪C） = 0. 1
0. 6 = 1

6 .

附注　 对于比较复杂的随机事件概率， 总是利用简单随机事件概率和概率计算公式计

算， 概率计算公式主要有：
设 A， B 都是事件， 则

　 　 　 　 　 　 　 P（A） = 1 - P（A）； （逆概公式）
　 　 　 　 　 　 　 P（A∪B） = P（A） + P（B） - P（AB）， （加法公式）

特别当 A， B 互不相容时， P（A∪B） = P（A） + P（B）；

　 　 　 　 　 　 　 P（AB） =
P（A）P（B | A）， 　 P（A） > 0，
P（B）P（A | B）， P（B） > 0.{ （乘法公式）

设 A1， A2， …， An 是一个完全事件组， 则当 P（Ai） > 0（ i = 1， 2， …， n）时， 对任意随

机事件 B 有

P（B） = Σ
n

i = 1
P（Ai）P（B | Ai），（全概率公式）

三、 解答题

（15） 由于 φ′（ψ（x））
x = 0

= φ′（ψ（0）） = φ′（0），
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且 lim
x→0 -

φ（x） - φ（0）
x = lim

x→0 -

x
x = 1，

lim
x→0 +

φ（x） - φ（0）
x = lim

x→0 +

sin x
x = 1，

所以， φ′（ψ（x））
x = 0

= φ′（0） = 1.

　 　 　 　 [φ（ψ（x））] ′
x = 0

= φ′（ψ（x））
x = 0

·ψ′（x）
x = 0

= ψ′（0）（这里利用以上的计算结果 φ′（ψ（x））
x = 0

= 1）.

由于 lim
x→0 -

ψ（x） - ψ（0）
x = lim

x→0 -

x2 + x
x = 1，

lim
x→0 +

ψ（x） - ψ（0）
x = lim

x→0 +

xex

x = 1，

所以， [φ（ψ（x））] ′
x = 0

= ψ′（0） = 1.

附注　 题解中， 以下两点值得注意：
（Ⅰ） φ（x）与 ψ（x）都是分段函数， 但现在仅计算在点 x = 0 处的复合函数的导数， 所以

不必写出复合函数的具体表达式 .
（Ⅱ） φ′（ψ（x））与[φ（ψ（x））] ′是两个不同的概念， 应予以区分 .

（16） 由于 ∫x
0
f（x - t， y）dt = ∫x

0
f（u，y）du（其中 u = x - t），所以所给等式成为

f（x， y） = y + ∫x
0
f（u，y）du.

由此可得 f（0， y） = y， f ′x（x， y） = f（x， y）， 所以 f（x， y） = yex. 于是

　 　 　 　 ∬
D

xf（x，y2）dσ = ∬
D

x·y2exdσ

= ∫1
0
dx ∫ x

- x
xex·y2dy = ∫1

0
xex·1

3 y3
y = x

y = - x
dx

= 2
3 ∫

1

0
x2exdx = 2

3 ∫
1

0
x2dex = 2

3 x2ex
1

0
- 2 ∫1

0
xexdx（ ）

= 2e
3 - 4

3 ∫
1

0
xdex = 2e

3 - 4
3 xex

1

0
- ∫1

0
exdx（ ）

= - 2e
3 + 4

3 （e - 1） = 2e
3 - 4

3 .

附注　 我们多次求解过方程 y（x） = ∫x
0
g（x， y（ t））dt + h（x）（其中， g， h 都是已知的连

续函数）， 题中所给的

f（x，y） = y + ∫x
0
f（x - t，y）dt

也是同种类型的方程（但其中的未知函数是二元函数 f（x， y））， 因此可用同样的方法求解，
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只需用求偏导数代替求导数即可 .
（17） 由题设“A 市场的价格对 B 市场的价格弹性为 2”得

p2

p1
·

dp1

dp2
= 2， 即 p1 = kp2

2.

将 p1
p2 = 1

= 3
16代入上式得 k = 3

16， 所以 p1 - 3
16p

2
2 = 0.

总利润函数为

　 　 　 　 　 L（p1， p2） = q1p1 + q2p2 - C

= （3 - 0. 5p1）p1 + （2 - 3p2）p2 - 5 - 2 3 - 0. 5p1 + 41
12（2 - 3p2）[ ]

= - 0. 5p2
1 + 4p1 - 3p2

2 + 45
2 p2 - 74

3 .

于是本题即为在约束条件 p1 - 3
16p

2
2 = 0 下， 计算 L（p1， p2）的最大值问题， 故采用拉格

朗日乘数法 .
作拉格朗日函数

　 　 　 F（p1， p2） = L（p1， p2） + λ p1 - 3
16p

2
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓

= - 0. 5p2
1 + 4p1 - 3p2

2 + 45
2 p2 - 74

3 + λ p1 - 3
16p

2
2

〓

〓
〓

〓

〓
〓，

且令

∂F
∂p1

= 0，

∂F
∂p2

= 0，

p1 - 3
16p

2
2 = 0，

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓〓

即

- p1 + 4 + λ = 0， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

- 6p2 + 45
2 - 3

8 λp2 = 0， （2）

p1 - 3
16p

2
2 = 0. （3）

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

由式（1）， 式（3）得 λ = p1 - 4 = 3
16p

2
2 - 4， 代入式（2）得

- 6p2 + 45
2 - 3

8
3
16p

2
2 - 4〓

〓
〓

〓

〓
〓p2 = 0，

即 p3
2 + 64p2 - 320 = 0， 或（p2 - 4）（p2

2 + 4p2 + 80） = 0， 所以 p2 = 4， 代入式（3）得 p1 = 3.

由以上计算， L（p1， p2）在约束条件 p1 - 3
16p

2
2 = 0 下有唯一的可能极值点， 而根据问题的

实际意义知， 在约束条件 p1 - 3
16p

2
2 = 0 下， L（p1， p2）必有最大值 . 因此， A 市场产品售价为

3， B 市场产品售价为 4 时， 总利润最大 .
附注　 （Ⅰ）要弄清一个变量 y 对另一个变量 x 的弹性 ε 的概念：

ε = x
y ·dy

dx.
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（Ⅱ）要熟练掌握计算多元函数条件极值的拉格朗日乘数法 .

（18） 记 F（x） = ∫x
0
f（ t）dt - x

b ∫
b

x
f（ t）dt，则 F（x） 在[0，b] 上连续，在（0，b） 内可导，且

　 　 　 　 　 F′（x） = f（x） - 1
b ∫

b

x
f（ t）dt + x

b f（x）

= b - x
b f（x） - 1

b ∫
b

x
f（ t）dt + 2x

b f（x）

= 1
b ∫

b

x
[ f（x） - f（ t）]dt + 2x

b f（x） > 0

（由于 f（u） 单调减少，所以 f（x） - f（ t） ≥0，且仅在 t = x 处取等号，所以∫b
x
[ f（x） - f（ t）]dt >

0，此外2x
b f（x） ≥ 0）， 即函数 F（x）在[0， b]上单调增加， 所以

F（a） > F（0） = 0，即∫a
0
f（x）dx > a

b ∫
b

a
f（x）dx （0 < a < b < 1）.

附注　 以下是证明定积分不等式的常用方法：
将某个定积分的上限及与此上限相同的字母都换成 x， 转化为函数不等式， 然后用导数

方法证明这个函数不等式， 由此推得所给的定积分不等式 .

（19）（Ⅰ）由于 ln（1 + x） = Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n xn（x ∈ （ - 1，1]），所以

Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n x2n+1 = xΣ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n （x2） n = xln（1 + x2），

且其成立范围为[ - 1， 1].
由此可知， 和函数 s（x） = xln（1 + x2）， 它的定义域为[ - 1， 1].

（Ⅱ）记 F（x） = s（x） - 1
2 ， 则 F（x）在[ - 1， 1]上连续， 在（ - 1， 1）内可导且

F′（x） = ln（1 + x2） + 2x2

1 + x2 > 0，

此外， F（ - 1） = - ln2 - 1
2 < 0， F（1） = ln2 - 1

2 > 0， 所以方程 F（x） = 0， 即 s（ x） = 1
2 在

[ - 1， 1]有且仅有一个实根 .
附注　 题解中有以下两点值得注意：

（Ⅰ）题中利用公式 ln（1 + x） = Σ
∞

n = 1
（ - 1） n-1 1

n xn（ - 1 < x≤1） 计算幂级数的和函数，并

确定和函数的定义域， 十分快捷 .
（Ⅱ）当函数 f（x）在[a， b]上连续， 且 f（a） f（b） < 0， 则方程 f（x） = 0 在（a， b）内至少

有一个实根；
当函数 f（x）在[a， b]上连续， 在（a， b）内单调， 且 f（a） f（b） < 0 时， 方程 f（x） = 0 在

（a， b）内有且只有一个实根 .
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（20）（Ⅰ）由 A（α1， α2， α3） = （α2 + α3， α1 + aα3， α1 + α2）

= （α1， α2， α3）
0 1 1
1 0 1
1 a 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
.

记 P = （α1， α2， α3）， 则 P 可逆， 且 P - 1AP =
0 1 1
1 0 1
1 a 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 即

A ～
0 1 1
1 0 1
1 a 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

记
══B.

由 f（λ） = λE3 - B

=
λ - 1 - 1

- 1 λ - 1
- 1 - a λ

=
λ + 1 - （1 + λ） 0
- 1 　 λ - 1
- 1 - a λ

= （λ + 1）
1 - 1 0

- 1 λ - 1
- 1 - a λ

= （λ + 1）
1 - 1 0
0 λ - 1 - 1
0 - （1 + a） λ

= （λ + 1）[λ2 - λ - （1 + a）]
知， 方程 f（λ） = 0 不可能有三重根 . 这是因为， 如有三重根， 则

（λ + 1）[λ2 - λ - （1 + a）] = （λ + 1） 3，
但 λ2 - λ - （1 + a） = （λ + 1） 2 是不可能的 . 所以只需考虑方程 f（λ） = 0 有二重根的情形：

（1） λ = - 1 是方程 f（λ） = 0 的二重根， 则 λ = - 1 必是 λ2 - λ - （1 + a） = 0 的根， 由此

推出 a = 1. 于是

r（ - E - B） =
- 1 - 1 - 1
- 1 - 1 - 1
- 1 - 1 - 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
的秩 = 1 = 3 - 2（即矩阵 B 的阶数与 λ = - 1 重数之差），

所以此时 B 可相似对角化， 由于 A ～ B， 所以此时 A 可相似对角化 .
（2） λ = - 1 不是方程 f（λ） = 0 的二重根， 则 λ2 - λ - （1 + a） = 0 有二重根 . 由此推出 a

= - 5
4 . 此时方程 f（λ） = 0 的二重根为 λ = 1

2 . 于是

r（ 1
2 E - B） =

1
2 - 1 - 1

- 1 1
2 - 1

- 1 5
4

1
2

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

的秩 = 2 ≠ 3 - 2（即矩阵 B 的阶数与 λ = 1
2 重数之差），

所以此时 B 不可相似对角化， 由于 A ～ B， 所以此时 A 不可相似对角化 .

综上所述， a = - 5
4 时， A 不可相似对角化 .

附注　 设 A 是 n 阶矩阵， 则 A 可相似对角化的充分必要条件有下列两种：
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（Ⅰ） A 有 n 个线性无关的特征向量；
（Ⅱ） A 的每个特征值 λ i（即特征方程 λEn - A = 0 的根）都满足 r（λ iEn - A） = n - ni

（其中 ni 是 λ i 的重数）.
本题的求解， 就是从利用（Ⅱ）入手的 .
（21） （Ⅰ）由题设知， A 有特征值 λ1 = 2， λ2 = λ3 = - 1， 从而与 λ1 对应的 A∗的特征值

μ1 = A
λ1

= 1， 所以由 A∗α = α知 μ1 = 1 对应的 A∗的特征向量为 α = （1， 1， - 1） T. 由此可

知 A 的对应 λ1 = 2 的特征向量为 α.
设 A 的对应 λ2 = λ3 = - 1 的特征向量为 β = （b1， b2， b3） T， 则由 A 是实对称矩阵知 β

与 α正交， 即

b1 + b2 - b3 = 0.
故可取 β 为这个方程的基础解系， 即

β1 = （ - 1，1，0） T， β2 = （1，0，1） T.
将 α， β1， β2 正交化：

η1 = α = （1，1， - 1） T，　 　 　 　

η2 = β1 = （ - 1，1，0） T，

η3 = β2 -
（β2，η2）
（η2，η2）

η2 = 1
2 ， 1

2 ，1（ ）
T
，

将 η1，η2，η3 单位化： ξ1 =
η1

‖η1‖
= 1

3
， 1

3
， - 1

3
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

ξ2 =
η2

‖η2‖
= - 1

2
， 1

2
，0〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

ξ3 =
η3

‖η3‖
= 1

6
， 1

6
， 2

6
〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

.

它们是 A 的分别对应 λ1 = 2， λ2 = λ3 = - 1 的特征向量， 于是所求的正交矩阵

Q = （ξ1，ξ2，ξ3） =

1
3

- 1
2

1
6

1
3

1
2

1
6

- 1
3

0 2
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓
〓

.

由于 QTAQ =
2

- 1
- 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，

所以， A =Q
2

- 1
- 1

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
QT
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=

1
3

- 1
2

1
6

1
3

1
2

1
6

- 1
3

0 2
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

2
- 1

- 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

1
3

1
3

- 1
3

- 1
2

1
2

0

1
6

1
6

2
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

=

2
3

1
2

- 1
6

2
3

- 1
2

- 1
6

- 2
3

0 - 2
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

1
3

1
3

- 1
3

- 1
2

1
2

0

1
6

1
6

2
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

=
0 1 - 1
1 0 - 1

- 1 - 1 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
.

（Ⅱ） f（x1， x2， x3）在正交变换 x =Qy 下的标准形为 2y2
1 - y2

2 - y2
3，

令

z1 = 2y1，
z2 = y2，
z3 = y3，

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

　 即

y1 = 1
2
z1，

y2 = z2，
y3 = z3，

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

　 或 y =

1
2

1
1

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

z， 则

2y2
1 - y2

2 - y2
3 = z21 - z22 - z23（规范形）.

从而， f（x1， x2， x3）在可逆线性变换

x = Qy =

1
3

- 1
2

1
6

1
3

1
2

1
6

- 1
3

0 2
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

1
2

1
1

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

z =

1
6

- 1
2

1
6

1
6

1
2

1
6

- 1
6

0 2
6

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

z

下， 化为规范形， 即

f（x1，x2，x3） = z21 - z22 - z23.
附注　 （Ⅰ） 设 A 是 n 阶可逆矩阵， 有特征值 λ 及对应的特征向量 α， 则 A 的伴随矩阵

A∗有特征值 A
λ 及对应的特征向量 α.

（Ⅱ） 要熟练掌握用正交变换化二次型为标准形的方法及由正交变换与标准形计算二次

型矩阵的方法 .
（22） （Ⅰ） 由于 FZ（ z） = P（Z≤z），

其中， P（Z ≤ z） = P（XY ≤ z）
= P（Y = - 1）P（XY ≤ z Y = - 1） + P（Y = 0）P（XY ≤ z Y = 0） +
　 P（Y = 1）P（XY ≤ z Y = 1）
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= 1
3 [P（X ≥- z） + P（0 ≤ z） + P（X ≤ z）]（利用 X 与 Y 相互独立）

=

1
3 ∫

+∞

-z
e -xdx，　 　 　 　 　 　 　 　 z < 0，

1
3 ∫+∞

0
e -xdx + 1 + ∫z

0
e -xdx），　 z ≥0（

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

=

1
3 ez，　 　 　 z < 0，

1 - 1
3 e -z，　 z ≥0.

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

所以， FZ（ z） =

1
3 ez， 　 　 　 z < 0，

1 - 1
3 e - z， 　 z≥0.

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

（Ⅱ） Cov（X， X2） = E（X3） - EX·E（X2），
其中， EX = 1， E（X2） = D（X） + （EX） 2 = 1 + 12 = 2，

E（X3） = ∫+∞

-∞
x3 fX（x）dx = ∫+∞

0
x3e -xdx = - ∫+∞

0
x3de -x

= - x3e -x
+∞

0
- 3 ∫+∞

0
x2e -xdx（ ） = 3 ∫+∞

0
x2e -xdx

= 3 ∫+∞

-∞
x2 fX（x）dx = 3E（X2）.

所以， Cov（X， X2） = 3E（X2） - E（X2） = 2E（X2） = 4.
附注　 由于 Z = XY 是连续型随机变量与离散型随机变量之积， 所以要计算它的分布函

数应从定义出发， 即从计算概率

P（Z ≤ z） = P（XY ≤ z）
入手 .

（23） （Ⅰ） 由于X与 S2 相互独立， 所以X2 与 S4 相互独立， 因此

E（X2S4） = E（X2）E（S4）， （1）

其中， 由 E（X） = EX = 0， D（X） = 1
n D（X） = 1

n 得

E（X2） = D（X） + （E X） 2 = 1
n + 0 = 1

n . （2）

此外， E（S2） = D（X） = 1， 且由（n - 1）S2 ～ χ2（n - 1）知 D（S2） = 1
（n - 1） 2D（（n - 1）S2）

= 1
（n - 1） 2·2（n - 1） = 2

n - 1， 所以

E（S4） = D（S2） + [E（S2）] 2 = 2
n - 1 + 12 = n + 1

n - 1. （3）

将式（2）， 式（3）代入式（1）得

E（X2S4） = 1
n ·n + 1

n - 1 = n + 1
n（n - 1）.
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（Ⅱ） D（X2） = E（X4） - [E（X2）] 2 = E（X4） - 1
n2 ， （4）

其中， 由于X ～ N 0， 1
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓， 所以

E（X4） = ∫+∞

-∞
t4· 1

2π· 1
n

e - t2

2·1
n dt

令 u = t
1 / n

══════ 1
n2 ∫+∞

-∞
u4· 1

2π
e -u

2
2 du

= - 1
n2 ∫+∞

-∞

1
2π

u3de -u
2
2 = - 1

n2
1
2π

u3e -u
2
2

+∞

-∞
- 3 ∫+∞

-∞
u2· 1

2π
e -u

2
2 du〓

〓
〓

〓

〓
〓

= 3
n2 ∫+∞

-∞
u2· 1

2π
e -u

2
2 du = 3

n2E（U
2）（其中 U ～ N（0，1））

= 3
n2 [DU + （EU） 2] = 3

n2 . （5）

将式（5）代入式（4）得

D（X2） = 3
n2 - 1

n2 = 2
n2 .

附注　 应记住以下结论：
设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X ～ N（μ， σ2）的简单随机样本， 记

X = 1
nΣ

n

i = 1
X i， S2 = 1

n - 1Σ
n

i = 1
（X i - X） 2，

则 X ～ N μ， σ2

n
〓

〓
〓

〓

〓
〓， （n - 1）S2

σ2 ～ χ2（n - 1）， 并且

E（X） = μ， D（X） = σ2

n ，

E（S2） = σ2， D（S2） = 2
n - 1σ

4.
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模拟试题（十）解答

一、 选择题

答案　
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8）

C A D B C A A D

（1） 由 f（x）在点 x = 1 处连续及lim
x→1

f（x）
x - 1 = 0 知 f（1） = f ′（1） = 0. 于是， 由 f ″（x） > 0 知

f ′（x） > f ′（1） = 0（x > 1）， 且f（x） > f（1） = 0（x > 1）. 从而， 当 x > 1 时， f（x）单调增加且大

于零 . 因此选（C）.
附注　 应记住以下结论：

设函数 f（x）在点 x0 处连续， 且lim
x→x0

f（x）
x - x0

= A， 则

f（x0） = 0， f ′（x0） = A.

（2） 对 ∂2 z
∂x∂y = x + y 两边关于 y 积分得

∂z
∂x = xy + 1

2 y2 + φ（x）， （1）

特别有 z′　x（x，0） = φ（x）. （2）
对 z（x， 0） = x2 两边关于 x 求导得

z′　x（x，0） = 2x. （3）
于是， 由式（2）， 式（3）得 φ（x） = 2x， 将它代入式（1）得

∂z
∂x = xy + 1

2 y2 + 2x.

从而， 上式两边关于 x 积分得

z = 1
2 x2y + 1

2 xy2 + x2 + ψ（y）， （4）

特别有 z（0， y） = ψ（y）， 故由题设 z（0， y） = y 得 ψ（ y） = y. 将它代入式（4）得 z（ x， y） =
1
2 x2y + 1

2 xy2 + x2 + y. 因此选（A）.

附注　 在不定积分中， 对 f（x）的原函数 F（x）有

∫f（x）dx = F（x） + C　 （其中 C 是任意常数）.

对 g（x， y）关于 x 的原函数 G1（x， y）有

∫g（x，y）dx = G1（x，y） + φ（y）（其中 φ（y） 是 y 的任意函数） .

同样， 对 g（x， y）关于 y 的原函数 G2（x， y）有

∫g（x，y）dy = G2（x，y） + ψ（x）（其中 ψ（x） 是 x 的任意函数）.



（3） 由于 D 关于直线 y = x 对称， 所以

∬
D

aφ（x） + bφ（y）
φ（x） + φ（y） dσ = ∬

D

aφ（y） + bφ（x）
φ（y） + φ（x） dx， （1）

即 2 ∬
D

aφ（x） + bφ（y）
φ（x） + φ（y） dσ =∬

D

aφ（x） + bφ（y）
φ（x） + φ（y） dσ + ∬

D

aφ（y） + bφ（x）
φ（y） + φ（x） dσ

=∬
D

（a + b）dσ = π（a + b），

所以 ∬
D

aφ（x） + bφ（y）
φ（x） + φ（y） dσ = π

2 （a + b）. 因此本题选（D）.

附注　 式（1）证明如下：

由于 D 关于直线 y = x 对称， 函数aφ（x） + bφ（y）
φ（x） + φ（y） - aφ（y） + bφ（x）

φ（y） + φ（x） 在对称点（ x， y）与

（y， x）处的值互为相反数， 所以

∬
D

aφ（x） + bφ（y）
φ（x） + φ（y） - aφ（y） + bφ（x）

φ（y） + φ（x）[ ]dσ = 0，

从而 ∬
D

aφ（x） + bφ（y）
φ（x） + φ（y） dσ = ∬

D

aφ（y） + bφ（x）
φ（y） + φ（x） dσ.

（4） 考虑选项（B）. 如果 Σ
∞

n = 1
an 与Σ

∞

n = 1
bn 都收敛， 则

lim
n→∞

anbn = lim
n→∞

an·lim
n→∞

bn = 0，

这与 lim
n→∞

anbn = 1 矛盾， 故 Σ
∞

n = 1
an 与Σ

∞

n = 1
bn 中至少有一发散 . 因此选（B）.

附注　 可用例子说明选项（A）、 （C）及（D）都不能选 .

设 an = bn = 1
n ， 则 lim

n→∞
anbn = 0， 但 Σ

∞

n = 1
an，Σ

∞

n = 1
bn 都发散， 所以（A）不能选 .

设 an = （ - 1） n - 1 1
n ， bn = 1

n
， 则 lim

n→∞

an

bn
= 0， 但 Σ

∞

n = 1
an 收敛，而Σ

∞

n = 1
bn 发散， 所以（C）不能

选 .

设 an = （ - 1） n - 1 1
n
， bn = 1

n ， 则 lim
n→∞

an

bn
= ∞ ， 但Σ

∞

n = 1
bn 发散，而Σ

∞

n = 1
an 收敛， 所以（D）不能

选 .
（5） 显然， Ax = 0 的解 x0 可使 ATAx0 = 0， 即 x0 也是方程组 ATAx = 0 的解 . 反之， 设

ATAx = 0 有解 ξ， 则

ξTATAξ = 0，即（Aξ） T（Aξ） = 0. （1）
设 Aξ = （b1， b2， …， bn） T， 则由 A 是实矩阵， ξ 是实向量知 b1， b2， …， bn 都是实

数 . 于是由式（1）得
b2
1 + b2

2 + … + b2
n = 0，从而 b1 = b2 = … = bn = 0，即 Aξ = 0.

由此可知， ξ 也是方程 Ax = 0 的解 .
因此选（C）.
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附注　 题解中， 证明了以下结论：
设 A 是 n 阶实矩阵， 则 Ax = 0 与 ATAx = 0 是同解方程组， 由此也推得 r（ATA） = r（A）.
这结论可推广为：
设 A 是 m × n 矩阵， B 是 n × l 矩阵， 则 Bx = 0 与 ABx = 0 是同解方程组的充分必要条件

是 r（AB） = r（B）.
（6） 由题 r（A∗） = 4 - 3 = 1， 从而 r（A） = 4 - 1 = 3. 所以 A 的特征值中有且仅有三个不

为零 . 由此推得 f（x1， x2， x3， x4）的标准形应形如 a1y2
1 + a2y2

2 + a3y2
3（a1， a2， a3 全不为零）.

因此选（A）.
附注　 题解中利用了以下两个结论：
（Ⅰ） 设 A 是 n 阶矩阵， A∗是它的伴随矩阵， 则

r（A∗） =
n，r（A） = n，
1，r（A） = n - 1，
0，r（A） < n - 1.

{
（Ⅱ） 设 A 是实对称矩阵， 则 A 可正交相似对角化， 且对角矩阵的对角线上元素都是 A

的特征值 .
（7） 记 X 的分布函数为 G（x）， 则

G（x） =

0，　 x ≤0，
x
a ，　 0 < x < a，

1，　 x ≥ a，

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

记 Z 的分布函数为 F（ z）， 则

F（ z） = P（Z ≤ z） = P（max{X，Y} ≤ z）
= P（X ≤ z，Y ≤ z）
= P（X ≤ z）P（Y ≤ z）（由于 X 与 Y 相互独立）
= G2（ z）（由于 X 与 Y 有相同的分布函数 G（ z））

=

0，　 　 　 z ≤0，
z
a（ ）

2
，　 0 < z < a，

1，　 　 　 z ≥ a.

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

所以 Z 的概率密度

f（ z） =
2z
a2 ，　 0 < z < a，

0，　 其他 .
{

因此选（A）.
附注　 顺便指出， 选项（B）， （D）分别是随机变量 min{X， Y}的概率密度与分布函数 .

（8） 由于 8
σ2S

2
X ～ χ2（8）， 10

σ2S
2
Y ～ χ2（10）， 所以

D（S2
X） = σ4

82 D
8
σ2S

2
X（ ） = σ4

64 × 2 × 8 = 1
4 σ4，
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D（S2
Y） = σ4

102D
10
σ2S

2
Y（ ） = σ4

102 × 2 × 10 = 1
5 σ4，

并且 D（S2
12） = 1

4 [D（S2
X） + D（S2

Y）] = 9
80σ

4，

D（S2
XY） = 1

182[64D（S2
X） + 100D（S2

Y）] = 1
9 σ4.

所以， 四个统计量中方差最小者为 S2
XY， 因此选（D）.

附注　 记住以下结论：
设 X1， X2， …， Xn 是来自总体 X ～ N（μ， σ2）的简单随机样本， 记

X = 1
nΣ

n

i = 1
X i， S2 = 1

n - 1Σ
n

i = 1
（X i - X） 2，

则 （n - 1）S2

σ2 ～ χ2（n - 1）， E（S2） = σ2， D（S2） = 2σ4

n - 1.

二、 填空题

（9） 由 ∫x
0
[5f（ t） - 2]dt = f（x） - e5x 得

f（0） = 1， 5f（x） - 2 = f ′（x） - 5e5x 以及 f ′（0） = 8，

所以有 f ′（x） - 8
x = 5[ f（x） - f（0）] + 5（e5x - 1）

x .

令 x→0， 由上式得

f ″（0） = 5f ′（0） + 5 × 5 = 65.
附注　 本题也可解答如下： 由于

5f（x） - 2 = f ′（x） - 5e5x，即 y′ - 5y = - 2 + 5e5x（其中 y = f（x）），

所以， 　 　 　 　 　 　 y = e5x[C + ∫（ - 2 + 5e5x）e -5xdx ]

= e5x C + ∫（ - 2e -5x + 5）dx[ ]

= e5x C + 2
5 e -5x + 5x（ ）.

将 y x = 0 = 1 代入上式得 C = 3
5 ， 所以

y = e5x 3
5 + 2

5 e -5x + 5x（ ） = 3
5 e5x + 2

5 + 5xe5x，

y′ = 8e5x + 25xe5x，
y″ = 65e5x + 125xe5x.

由此得到　 f ″（0） = y″ x = 0 = 65.

（10） 显然， x = y = 0 时， 所给方程成为 ∫z
0
et2dt = 0 ， 从而 z（0， 0） = 0. 此外， 所给方程

两边对 x 求偏导数得

ez2 ∂ z
∂ x + y + y ∂ z

∂ x = 0， 即∂ z
∂ x = - y

ez2 + y
， 且∂ z（0，0）

∂ x = 0.
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从而　 　 ∂2 z
∂x∂y x = 0

y = 0

= d
dy

∂z（0， y）
∂x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

y = 0
= lim

y→0

∂z（0， y）
∂x - ∂z（0， 0）

∂x
y

= lim
y→0

- y
ez2（0，y） + y

- 0

y = - lim
y→0

1
ez2（0，y） + y

= - 1
1 + 0 = - 1.

　 　 附注　 ∂2 z
∂x∂y x = 0

y = 0

也可以由∂z
∂x对 y 求偏导数算出 ∂2 z

∂x∂y， 然后将 x = y = 0 代入计算得到 . 但

题解中由∂z
∂x按定义计算

∂2 z
∂x∂y x = 0

y = 0

更加快捷些 .

（11） 由于 1
n2 + n + 1

+ 2
n2 + n + 2

+… + n
n2 + n + n

≤ 1
n2 + n

（1 + 2 +… + n） = 1
2 ，

1
n2 + n + 1

+ 2
n2 + n + 2

+… + n
n2 + n + n

> 1
n2 + 2n

（1 + 2 +… + n）

= n + 1
2（n + 2） （n = 1， 2， …），

并且， lim
n→∞

1
2 = lim

n→∞

n + 1
2（n + 2） = 1

2 ， 所以由数列极限存在准则知

lim
n→∞

1
n2 + n + 1

+ 2
n2 + n + 2

+… + n
n2 + n + n

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 1

2 .

附注　 这里的数列极限存在准则是：
设数列{xn}， {yn}以及{ zn}满足 yn≤xn≤zn（n = 1， 2， …）， 且

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

zn = A，

则有 lim
n→∞

xn = A.

（12） 由于 y1 与 y2 是 y″ + py′ + qy = 0 的两个线性无关的特解， 所以其通解为 Y =
ex（C1cos x + C2sin x）. 此外， y″ + py′ + qy = 0 对应的特征方程有根 1 + i 与 1 - i， 从而

p = - [（1 + i） + （1 - i）] = - 2， q = （1 + i）（1 - i） = 2.
由于 y″ + py′ + qy = cos x， 即 y″ - 2y′ + 2y = cos x 应有特解

y∗ = Acos x + Bsin x，
将它代入这个非齐次线性微分方程得

（A - 2B）cos x + （2A + B）sin x = cos x，

于是有
A - 2B = 1，
2A + B = 0，{ 即 A = 1

5 ， B = - 2
5 ， 因此 y∗ = 1

5 cos x - 2
5 sin x. 从而这个非齐次线性微

分方程的通解为

y = Y + y∗ = ex（C1cos x + C2sin x） + 1
5 cos x - 2

5 sin x.

附注　 本题获解的关键是， 由 y″ + py′ + qy = 0 的两个线性无关的特解确定其通解及方程

中的系数 p， q 的值 . 它们都是按 2 阶常系数齐次线性微分方程的解的性质得到的 .
（13） 由 AAT = En 知 A 可逆， 且 A - 1 = AT， 此外对 AAT = En 的两边取行列式得 | A | 2 =

1， 所以由 | A | < 0 得 | A | = - 1.
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由于 A + En = A（En + A - 1） = A（En + AT） = A（En + A） T，
所以， | A + En | = | A | | （En + A） T | = | A | | En + A | = - | En + A | ， 即

| A + En | = 0.
附注　 题中的 A 是 n 阶正交矩阵 . 正交矩阵有以下性质：
设 A， B 都是 n 阶正交矩阵， 则

（Ⅰ） | A | = 1 或 - 1；
（Ⅱ） A 是可逆矩阵， 且 A - 1 = AT；
（Ⅲ） A 的行向量组与列向量组都是正交单位向量组；
（Ⅳ） A - 1， A∗都是正交矩阵；
（Ⅴ） AB 是正交矩阵 .
（14） 由于存在常数 a， b（b≠0）， 使得 P（Y = a + bX） = 1. 所以

ρ =
1，
- 1，{ 　

b > 0，
b < 0，

即 ρ = b
| b | .

附注　 关于随机变量 X 与 Y 的相关系数 ρ 的性质：
（Ⅰ） | ρ | ≤1；
（Ⅱ） | ρ | = 1 的充分必要条件是， 存在常数 a， b（b≠0）， 使得

P（Y = a + bX） = 1，
且当 b > 0 时 ρ = 1， b < 0 时 ρ = - 1.

三、 解答题

（15） y（0） = 1， 此处，

由 y（x） = 1 + x + 2x∫x0 y（ t）y′（ t）dt - 2∫x0 ty（ t）y′（ t）dt 得
y′ = 1 + 2∫x0 y（ t）y′（ t）dt = 1 + y2 - y2（0） = y2，

所以 d
dx

1
y

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = - 1， 从而 1

y = - x + C. 将 y（0） = 1 代入得 C = 1. 因此 y = 1
1 - x. 从而 y（n） =

n！
（1 - x） n + 1.

附注　 对 ∫x0 （x - t）y（ t）y′（ t） dt 求导时， 必须首先将被积函数中的 x 移到积分号之外，

故将它改写成

x∫x0 y（ t）y′（ t）dt - ∫
x

0
ty（ t）y′（ t）dt.

（16） 由于 I（a） = ∬
D

f（x，y）dσ

= ∬
D　 1+D2

（x + 2x2y）dσ（D1 + D2，如图答 10-16 阴影部分所示）

= 2∬
D　 1

xdσ （1）

（这是由于 D1 与 D2 关于 x 轴对称， 在对称点处 x 的值彼此相等， 而 2x2y 的值互为相反数，
故
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∬
D　 1+D2

xdσ = 2∬
D　 1

xdσ， ∬
D　 1+D2

2x2ydσ = 0），

图答　 10-16

所以， I（a） = 2∫a0 dx∫a ax-x2
xdy = 2∫a0 x（a - ax - x2）dx

= 2∫a0 axdx - 2∫a0 x a
2（ ）

2
- x - a

2（ ）
2
dx

= a3 - 2∫
a
2

- a
2

t + a
2（ ） a

2（ ）
2
- t2dt 其中 t = x - a

2（ ）

= a3 - a∫
a
2

- a
2

a
2（ ）

2
- t2dt = a3 - a·π

2
a
2（ ）

2

= 1 - π
8（ ）a3.

附注 　 ∬
D　 1

xdσ 也可计算如下：

∬
D　 1

xdσ = ∬
S

xdσ - ∬
D　 3

xdσ，

其中， S 是正方形 OABC = 　
　
（x， y） | 0≤x≤a， 0≤y≤a}，{

D3 = {（x， y） | 0≤x≤a， 0≤y≤ ax - x2} = {（ r， θ） | 0≤r≤acos θ， 0≤θ≤π
2 }. 所以

　 　 　 ∬
D　 1

xdσ = ∫a0 dx∫a0 xdy - ∫
π
2

0
dθ∫acos θ0

rcos θ·rdr

= 1
2 a3 - 1

3 a3∫
π
2

0
cos4θdθ = 1

2 a3 - 1
3 a3·3·1

4·2·
π
2

= 1
2 - π

16（ ）a3.

（17） 由于 an = - 1 + 1
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓an - 1 = （ - 1） 2 1 + 1

n
〓

〓
〓

〓

〓
〓 1 + 1

n - 1
〓

〓
〓

〓

〓
〓an - 2

=… = （ -1） n - 2 1 + 1
n

〓

〓
〓

〓

〓
〓 1 + 1

n - 1
〓

〓
〓

〓

〓
〓…4

3 a2

= （ - 1） n - 2 7
6 （n + 1） = （ - 1） n 7

6 （n + 1）（n = 3， 4， …），

所以， lim
n→∞

an + 1

an
= lim

n→∞

n + 2
n + 1 = 1， 即 Σ

∞

n = 0
anxn 的收敛半径为 1.

由于 x = - 1， 1 时，Σ
∞

n = 0
anxn = 1 - 2x + 7

2 x2 + Σ
∞

n = 3
（ - 1） n 7

6 （n + 1）xn 分别成为

13
2 + Σ

∞

n = 3

7
6 （n + 1） 与 5

2 + Σ
∞

n = 3
（ - 1） n 7

6 （n + 1），

它们都是发散的，因此Σ
∞

n = 0
anxn 的收敛域为（ - 1，1）. 对任意 x ∈ （ - 1，1） 有
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　 　 　 s（x） = Σ
∞

n = 0
anxn = 1 - 2x + 7

2 x2 + Σ
∞

n = 3
（ - 1） n 7

6 （n + 1）xn

= 1 - 2x + 7
2 x2 - 7

6
d
dxΣ

∞

n = 3
（ - x） n+1

= 1 - 2x + 7
2 x2 - 7

6
d
dx

x4

1 + x（ ）

= 1 - 2x + 7
2 x2 - 7

6
d
dx x3 - x2 + x - 1 + 1

x + 1（ ）

= - 1
6 + 1

3 x + 7
6（x + 1） 2.

附注　 计算幂级数的和函数 s（x）时， 应先算出该幂级数的收敛域， 即确定 s（x）的定义

域 .
（18） （Ⅰ）作辅助函数

F（x） = （1 - x）∫x0 f（ t）dt.
显然它在[0，1] 上可导，且 F（0） = F（1）（ = 0），所以由罗尔定理知存在 ξ∈（0，1），使得

F′（ξ） = 0，即 f（ξ）（1 - ξ） = ∫ξ0 f（x）dx.
（Ⅱ） 记 G（x） = f（x）（1 - x） - ∫x0 f（x）dt. 由（Ⅰ） 的证明知方程 G（x） = 0 在（0，1） 有实

根 ξ，此外，由题设得

G′（x） = f ′（x）（1 - x） - 2f（x） > 0（x ∈ （0，1）），
即函数G（x） 在（0，1） 内单调增加，所以方程G（x） = 0在（0，1） 内的实根是唯一的，即（Ⅰ） 中

的 ξ 是唯一的 .
附注 　 （Ⅰ） 的证明中，辅助函数 F（x） 是按以下方法得到的：
首先将欲证等式中的 ξ 改为 x 得

f（x）（1 - x） = ∫x0 f（ t）dt，即 d
dx （（1 - x）∫x0 f（ t）dt ） = 0，

所以所作辅助函数为 F（x） = （1 - x）∫x0 f（ t）dt.
（19） 总成本函数 C（x） = 0. 8x + 400，所以总利润函数为

　 　 　 　 　 L（x） = R（x） - C（x） - T（x）

= 29x - 1
4 x2 - 400，

491 - 0. 85x，
{

　
　

0 ≤ x ≤60，

　 x > 60.
显然 L（x） 在（0， + ∞） 上连续且

L′（x） = 29 - 1
2 x，

- 0. 85，
{

　
　

0 < x < 60，

　 x > 60，
所以 L（x） 的最大值，在[0， + ∞） 上的唯一极值点 x = 58 处取到，值为 L（58） = 441. 于是当

该厂月产量 x = 58 件时，总利润 L（x） 最大，其值为 441 万元 .
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图答 　 10-19

附注 　 y = L（x） 的图形如图答 10-19 所示 .
（20） （Ⅰ） 由于所给方程组

（α1 - α2，α2 + α3， - α1 + aα2 + α3）x = α4，

即 （α1，α2，α3）
　 1 0 - 1
- 1 1 　 a
　 0 1 　 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x = （α1，α2，α3）

1
1
2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
，

于是，由 α1，α2，α3 线性无关得，
　 1 0 - 1
- 1 1 　 a
　 0 1 　 1

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x =

1
1
2

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
. （1）

对式（1） 的增广矩阵

A =
　 1 0 - 1 1
- 1 1 　 a 1
　 0 1 　 1 2

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

施行初等行变换：

A →
1 0 - 1 1
0 1 a - 1 2
0 1 1 2

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
→

1 0 - 1 1
0 0 a - 2 0
0 1 1 2

┈
┈

┈
┈

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
. （2）

所以， 当所给方程组有无穷多解时， r（A） = r（A） < 3（其中， A 是式（1）的系数矩阵）， 于是

由式（2）知 a - 2 = 0， 即 a = 2.
（Ⅱ） 当 a = 2 时， 式（1）， 即所给方程组与方程组

x1 　 - x3 = 1，
　 x2 + x3 = 2{ （3）

同解， 它对应的导出组通解为 C（1， - 1， 1） T， 且式（3）有特解（1， 2， 0） T. 所以， 式（3），
即所给方程组的通解为

x = C（1， - 1， 1） T + （1， 2， 0） T（C 是任意常数）.
附注　 本题获解的关键是， 根据 α1， α2， α3 线性无关， 将所给的方程组化简为同解方

程组（1）.
（21） （Ⅰ）由

| λE3 - A | =
λ - 2 - 2 0
- 8 λ - 2 0
0 - a λ - 6

= （λ + 2）（λ - 6） 2

知， A 有特征值 λ = - 2， 6（二重）， 所以 A 可相似对角化时， 必有

r（6E3 - A） = 3 - 2 = 1， （1）

其中， 6E3 - A =
　 4 - 2 0
- 8 　 4 0
　 0 - a 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

初等行变换
→

4 -2 0
0 　 0 0
0 - a 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
.

因此满足式（1）的 a = 0， 即 A 可相似对角化时， a = 0.
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（Ⅱ） a = 0 时， A =
2 2 0
8 2 0
0 0 6

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
， 所以

f（x1， x2， x3） = xTAx = 2x2
1 + 10x1x2 + 2x2

2 + 6x2
3 = xT

2 5 0
5 2 0
0 0 6

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
x.

记 B =
2 5 0
5 2 0
0 0 6

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓
（实对称矩阵）， 则

| λE3 - B | =
λ - 2 - 5 0
- 5 λ - 2 0
0 0 λ - 6

= （λ + 3）（λ - 6）（λ - 7），

所以， B 有特征值 λ = - 3， 6， 7.
设对应 λ = - 3 的特征向量为 α = （a1， a2， a3） T， 则 α满足

- 5 - 5 　 0
- 5 - 5 　 0
　 0 　 0 - 9

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

a1

a2

a3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0， 即

a1 + a2 　 = 0，
　 　 　 a3 = 0.{

于是取 α为它的基础解系， 即 α = （ - 1， 1， 0） T.
设对应 λ = 6 的特征向量为 β = （b1， b2， b3） T， 则 β 满足

　 4 - 5 0
- 5 　 4 0
　 0 　 0 0

〓

〓

〓
〓〓

〓

〓

〓
〓〓

b1

b2

b3

〓

〓

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
= 0， 即

　 4b1 - 5b2 = 0，
- 5b1 + 4b2 = 0.{

于是取 β 为它的基础解系， 即 β = （0， 0， 1） T.
设对应 λ = 7 的特征向量为 γ = （c1， c2， c3） T， 则 γ与 α， β 都正交， 即

- c1 + c2 　 = 0，
　 　 　 　 c3 = 0.{

于是取 γ为它的基础解系， 即 γ = （1， 1， 0） T. α， β， γ为正交向量组， 现将它们单位化：

　 　 　 　 　 ξ1 = α
‖α‖ = - 1

2
， 1

2
， 0〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

，

　 　 　 　 　 ξ2 = β = （0， 0， 1） T，

　 　 　 　 　 ξ3 = γ
‖γ‖ =

1
2
， 1

2
， 0〓

〓
〓

〓

〓
〓

T

.

记 Q = （ξ1， ξ2， ξ3）（正交矩阵）， 则所求的正交变换为

x =Qy =

- 1
2

0 1
2

　 1
2

0 1
2

　 0 1 0

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

y，
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它将二次型 f（x1， x2， x3）化为标准形 - 3y2
1 + 6y2

2 + 7y2
3.

附注　 用正交变换将二次型 f（x1， x2， x3）化为标准形， 首先要将该二次型表示成 xTBx
（其中 B 是实对称矩阵）， 这是本题获解的关键 . 此外应熟练掌握用正交变换化二次型

f（x1， x2， …， xn） = xTBx（其中 x = （x1， x2， …， xn） T， B 是 n 阶实对称矩阵）为标准形的方

法 .

（22） E（Z2） = ∬
xOy平面

（min{x，y}） 2 f（x，y）dσ = ∬
0 < x < y

（min{x，y}） 2xe -ydσ

= ∬
0 < x < y

x2·xe -ydσ = ∫+∞

0
e -ydy∫y0 x3dx = 1

4 ∫
+∞

0
y4e -ydy = - 1

4 ∫
+∞

0
y4de -y

= - 1
4 y4e -y +∞

0
- 4∫+∞

0
y3e -ydy（ ） = ∫+∞

0
y3e -ydy = - ∫+∞

0
y3de -y

= - y3e -y +∞

0
- 3∫+∞

0
y2e -ydy（ ） = 3∫+∞

0
y2e -ydy

= 3E（T2） 其中，随机变量 T 的概率密度为 φ（ t） = e -t，
0，{ t > 0，

其他
〓

〓
〓

〓

〓
〓

= 3[DT + （ET） 2] = 3（1 + 12） = 6.
附注 　 由于在区域D = {（x，y） | 0 < x < y} 上，（min{x，y}） 2 = x2，所以，用定义计算数

学期望 E（Z2）. 这里顺便计算 EZ 与 DZ：

　 　 　 EZ = ∬
xOy平面

min{x，y} f（x，y）dσ = ∬
0 < x < y

min{x，y}xe -ydσ

= ∬
0 < x < y

x·xe -ydσ = ∫+∞

0
e -ydy∫y0 x2dx

= 1
3 ∫

+∞

0
y3e -ydy = - 1

3 ∫
+∞

0
y3de -y

= - 1
3 y3e -y +∞

0
- 3∫+∞

0
y2e -ydy（ ）

= ∫+∞

0
y2e -ydy = E（T2） = DT + （ET） 2 = 1 + 12 = 2.

DZ = E（Z2） - （EZ） 2 = 6 - 22 = 2.
（23） （Ⅰ）X 的数学期望

EX = ∫+∞

-∞
xf（x）dx = ∫10 x·（1 + θ）xθ·dx = 1 + θ

2 + θ.

根据矩估计法，令

EX = X = 1
nΣ

n

i = 1
X i，即

1 + θ
2 + θ = X.

解此方程得 θ 的矩估计量 θ　^ = 1 - 2 X
X - 1

　

.

（Ⅱ） 记 X1，X2，…，Xn 的观察值为 x1，x2，…，xn，由于计算最大似然估计量，所以可以认为

0 < x1，x2，…，xn < 1. 于是有似然函数

L（θ） = （1 + θ）xθ
1·（1 + θ）xθ

2·…·（1 + θ）xθ
n，
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= （1 + θ） n（x1x2…xn） θ.
取对数 lnL（θ） = nln（1 + θ） + θln（x1x2…xn），则由

dlnL（θ）
dθ = n

1 + θ + ln（x1x2…xn） = 0

得 θ = - n
ln（x1x2…xn）

- 1（0 < x1，x2，…，xn < 1）.

所以，θ 的最大似然估计量为 θ　^ = - n
ln（X1X2…Xn）

- 1（0 < X1，X2，…，Xn < 1）.

附注 　 应熟练掌握总体未知参数点估计的两种方法：矩估计法与最大似然估计法 .
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