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  本书重点介绍了几种影响车辆动力学特性的控制方法， 这些控制方法
能够辅助驾驶人提高驾乘舒适性、 附着力、 经济性以及安全性等， 并始终
保证驾驶人的可操纵权限大于驾驶辅助系统。 基于线性变参数框架， 单一
组件的控制问题通过运用统一的建模与设计方法实现模型搭建与求解。 理
想的整车操纵行为是以保证整车协同控制性能为前提， 通过多个单独的控
制组件间的相互作用来实现。 同时， 整车协同控制问题也是在线性变参数
框架下建立并求解的。 本书所阐述的最重要部分包括： 建模与控制器设计
中线性变参数模型的应用， 鲁棒线性变参数设计的应用， 主动驾驶辅助系
统中布置控制任务的统一框架， 整车协同控制问题的建立与解决方案， 可
重构与容错控制结构体系设计的方案， 即插即用概念的建立与解决方案，
详细的案例分析。

本书适合高校科研人员、 控制工程与车辆控制专业研究生以及汽车制
造业工程师阅读。



Ⅲ    

车辆面向智能化发展势不可挡， 主动辅助驾驶技术是车辆智能化的重要环节，
也是车辆实现无人化的必经之路。 随着计算机与电子技术等相关领域的快速发展，
处理器、 传感器以及电动执行机构的小型化给车辆智能化的发展提供了良好的基
础。 随之而来的是对控制系统设计带来了更高的要求。 各电控设备间控制方面的协
同配合以及控制系统与驾驶人的默契程度决定着车辆的行驶品质与操纵性能。

由PéterGáspár、 Zoltán Szabó、 JózsefBokor与 BalázsNémeth 编写的 《Robust
ControlDesign forActiveDriverAssistanceSystems-ALinear-Parameter-Varying
Approach》 一书对主动驾驶辅助系统 （ADAS） 的控制系统设计问题进行了介绍。
本书以智能化电控底盘系统的构成为框架非常详尽地说明了各系统鲁棒控制设计方

法， 并对如何运用线性变参数方法解决实际问题进行了详细解读及案例研究诠释。
译者翻译此书旨在介绍和推进车辆系统控制工程的技术转移， 为读者进一步

理解该领域的发展趋势提供理论框架， 并且为研究人员提供一个全面了解智能车
辆底盘系统控制的新平台。 这将有利于推进新研究成果的广泛及快速传播。 本书
在翻译编排上由浅入深、 循序渐进， 力求通俗易懂， 是一本理论联系实际的实用
型工具书， 适用于高校科研人员、 控制工程与车辆控制方向以及汽车研发与制造
业技术人员使用。

全书翻译与整理校对工作是在吉林大学汽车仿真与控制国家重点实验室的共

同努力下完成的。 本团队致力于模块化车辆智能底盘集成控制系统、 无人化特种
全地形地面搭载平台以及主动稳定隔振系统的研发工作， 旨在研发面向未来无人
化时代的多功能全地形车系列平台， 也正是该目标推动我们完成了此书的翻译工
作。 吴量博士担任全书的总翻译与统稿工作， 佘烁、 杨昱、 李金杭、 杨龙帆等参
与了附录部分与个别章节的初译； 张鹏参与了书中部分公式的编译工作； 尹红
彬、 葛林鹤、 倪利伟、 聂家弘、 于海峰、 王佳伟、 韩丽、 沈昱成、 魏路路、 左世
奇、 贾微微参与了个别章节的校对； 北京大学的董芷卉参与了整书的终稿校对，
在此对以上所有成员的辛苦付出一并表示衷心的感谢。

特别鸣谢机械工业出版社在本书的翻译与出版过程中给予的大力帮助。

FISITA技术委员会主席
SAEFellow
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DOFDegreesofFreedom 自由度
FCFullControl 完全控制
FDFiniteDimension 有限维度
FDIFaultDetection and Isolation 故障检测与隔离
H∞ H-infinity H无穷
H∞/μH-infinitywithμ 包含μ的H无穷
HILHardwarein -the-Loop 硬件在环
HJEHamilton -JacobiEquations 汉密尔顿-雅可比方程
HJIHamilton -JacobiInequalities 汉密尔顿-雅可比不等式
LFTLinearFractionalTransformation 线性分数变换
LMILinearMatrixInequality 线性矩阵不等式
LPVLinearParameterVarying 线性参数变化
LS LeastSquares 最小二乘法
LTILinearTimeInvariant 线性时不变
LTVLinearTimeVarying 线性时变
MIMOMulti-InputMulti-Output 多输入-多输出
NLTINonlinearTimeInvariant 非线性时不变
OEOutputEstimation 输出估计
OFOutputFeedback 输出反馈
PDLFParameter-DependentLyapunovFunctions 参数依赖李雅普诺夫函数
qLPVQuasiLPV 准线性参数变化
RS RobustStability 鲁棒稳定性
RLS RecursiveLS 递归最小二乘法
RPRobustPerformance 鲁棒性能
SFStateFeedback 状态反馈
SILSoftwarein -the-Loop 软件在环
SISOSingle-InputSingle-Output 单输入-单输出
SLFSingleLyapunovFunctions 单李雅普诺夫函数
SSRStateSpaceRepresentation 状态空间表达
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第 1 章 介  绍

驾驶辅助系统

驾驶辅助系统能够帮助驾驶人提高乘客舒适度、 操纵性、 交通运输的效率以
及安全性等。 同时， 由于驾驶人的操作意图是可以超越辅助系统的， 所以驾驶人
仍然对车辆操控负有责任。 因此， 一些研究机构和汽车供应商提出对车辆控制方
法的一些新需求， 包括考虑驾驶人、 车辆与道路等多方面因素的影响。

这本书的重点集中于影响车辆动态表现的主动驾驶辅助系统。 在车的独立可
控部件的层面上， 控制问题通过线性变参数 （LPV） 框架所提供的统一建模与设
计方法得到了解决。 在整合控制机制的框架下， 各独立单元间良好的协作实现了
系统所期望的整体行为。 同样， 整合控制问题也可运用线性变参数构架来解决。

这本书的主要贡献包括：
· 线性变参数方法在建模与控制系统设计方法中的应用。
· 鲁棒线性变参数设计的应用， 如设置主动驾驶辅助控制任务的统一的框

架结构。
· 整车控制问题的规划与解决方案。
· 可重构与容错控制架构的设计方案。

设计工具

机械系统依照建模与控制的需求， 形成了线性系统与非线性系统两个重要的
门类， 并广泛应用于科学研究与工业生产中。 描述一种机械系统的运动有三种方
式， 分别是牛顿力学、 拉格朗日力学与哈密顿力学。 由于牛顿力学方法是一种直
观的以及非系统的方法， 故通常用在简单的机械系统中。 拉格朗日力学与哈密顿
力学多被用在复杂的多体机械系统中。 机械系统在自然界多表现为非线性的。 由
于输出负反馈非线性控制问题多表示为高阶非线性偏微分方程， 并存在大量的理
论与实际上的问题， 所以在实际应用中对系统进行解算非常困难。

在现代控制系统设计中， 非线性模型通常可通过准线性变参数 （qLPV） 描
述方法近似为线性模型。 这种方法是通过适当地定义调度变量， 将系统中非线性
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部分忽略， 从而把原始系统进行改写。 在对一个系统合理地分析与设计中， 至关
重要的是能够在给定条件下准确地提取系统的本质。 而准线性变参数模型的优势
体现在： 完善的线性系统理论在整个工作区间中都能被用来分析与设计非线性控
制系统。

建模的目的是用来设计控制器， 因此系统模型必须包含相应的性能指标与模
型的不确定性因素。 性能参量表现了控制系统的量化行为， 而控制系统的设计目
的在于使系统输出维系在理想值。 在控制系统中， 大量已知的、 能明确代表系统
性能的指标须被归纳， 如乘员舒适性、 车辆行驶性能、 悬架动挠度、 轮胎负载变
化、 能量消耗。 设计控制系统的目的是用来保证性能指标， 然而一种性能的提高
可能同时导致系统另一性能的下降。 比如说， 提高乘员舒适性与车辆行驶性能是
相矛盾的， 然而不同性能间的冲突必须通过某种性能上的平衡与妥协来解决。

模型的不确定性是由系统本身可忽略的部分、 未知部分， 以及一些不易探查
的参数所导致的。 系统的不确定性可通过未建模动态与参数不确定性两种因素共
同表达。 在车辆建模中， 随着系统的正常运转， 一些未知参数总是在不断发生变
化的， 如短期内车辆质量的变化以及长时间运行中车辆产生的自然磨损。 对正常
值附近不确定区间的评估， 在控制系统设计中显得非常重要。 如果选择不确定区
间过大， 系统控制灵敏度将有所下降。 所以说， 控制系统的设计要确保即使在极
限条件下， 系统性能仍然能够得到保证。 必须合理地评估模型与实物间的差异，
才能减少未建模动态。 如果机械部件中的不确定因素是已知的， 那么未建模动态
的不确定性就能够减少。

通过在性能参量中引入加权函数以满足多个性能指标， 并同时保证各性能间
的平衡。 系统不确定性是由未建模动态与参数不确定性两种因素共同决定的。 鉴
于这一结论， 我们使用线性分式变换 （LFT） 互联结构来解决这些问题。

在基于模型的控制系统中， 用物理系统的模型来决定控制器的设计， 这样就
能满足闭环系统的性能指标。 然而， 控制系统模型只是近似地表达了真实物理系
统动态特征。 另外， 在系统运行中， 始终存在一些干扰和测量误差， 以不可预知
的方式对系统产生一定影响。 鲁棒控制方法的目的是设计一种考虑模型不确定性
与干扰因素， 并同时满足系统闭环特征的控制器。

针对线性或可线性化的系统模型， 一些控制设计方法已经提出。 在实践中，
控制设计问题经常要根据实践阶段的需求对控制方法进行适当的选择。 已广泛应
用的鲁棒控制设计方法适用于H∞与H∞/μ的框架结构。

显然， 传统的自适应算法与 qLPV设计原理存在大量的相似之处。 实时评估
出的系统参数、 在自适应算法中被用来调整真实控制器的参数以及在 qLPV环境
下的调度变量起同样的作用。 从后者的角度来看， 其不同之处在于调度变量的获
得方法， 如在自适应例子中， 调度变量的值不是直接通过测量得到， 而是需要基
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于现有的数据， 通过特定的估计过程后才能获得。 这一观察结果引导我们采用一
个统一的视角， 使两种控制器设计策略都能够用到 qLPV设计框架结构， 即运用
不能被直接测量但能估计得到的参数， 将调度变量进行扩展。

本书所提及的一般 qLPV框架 （如使用动态输出反馈的鲁棒自适应控制方
案） 的优点之一是： 不仅将模型不确定性引入了 LPV设计方法中， 而且也使考
虑系统未知参数变化率成为可能。 这为回答关于该框架是否局限于慢时变系统这
一长期悬而未决的问题提供了框架。

将LPV控制综合问题转化成基于参数相关的线性矩阵不等式 （LMI） 最优
化问题， 即一种可行的、 高效的凸优化问题。 只要可以实时获取参数值， 那么这
个控制结构就是可行的。 由此产生的控制器是时变的， 并且按照调度变量的值进
行平滑的调整。 因此， 基于LMI的 qLPV模型作为主要设计工具， 是实现鲁棒性
和非保守性控制结果的最有效方法。 虽然 qLPV问题的LMI约束集合是凸的， 但
它通常不容易处理， 因为它表现出了无穷多个条件。 克服此困难的一种方法是使
可行集合接近于真实集合。 通过选择适当的内/外近似值， 可推出特定性能 （如
稳定裕度） 的下限/上限。

控制系统的基本设置可随现有问题与实际需要不断调整。 这些来自于可测量
的调度变量变化速率的信息也能在控制系统设计中展现。 实际的控制设计任务包
括非线性部分， 例如阻尼器和弹簧的动态和非线性执行器的动态。 为了应对问题
的高度复杂性， 提出了双层控制器在集成控制框架下。 运用 LPV方法设计， 所
需要的控制力通过上层控制器计算求得。 在控制设计中用表明性能需求与不确定
性假设的加权函数来扩展模型。 将生成必要控制力的执行器建模为一个非线性系
统， 以用于下层的力跟踪控制器的设计。 上文提出的分层方案描述了不同子系统
（如底盘和执行器） 的直观结构， 同时将控制问题的复杂性保持在合理范围内。

每个单独的模型都被转化成 LPV框架结构， 同时包含性能指标与典型的不
确定性因素。 因此用与之相应的合适的 LPV权重来扩展基本模型， 从而得到一
个统一的广义对象的结构， 这也是鲁棒控制设计的出发点。

车辆系统的协同

两种不同的执行器有可能影响相同的车辆动力学性能。 因此车辆协同控制的
作用是协调局部问题与处理子系统间的相互作用。 由于各子系统的性能指标常有
冲突， 所以它们必须达成一种平衡或妥协。 这种权衡是根据工程知识在局部控制
器的水平上制定的。 然而当某一事件发生时， 相应的性能， 即权衡等级会有变化
的倾向。

结构这一概念指具有既定功能的与定义明确的传感器与执行器套件。 控制系
统重构在以下需求中将起到作用： 系统控制性能在某些情况下必须改善， 并当传
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感器或执行器出现故障时提高系统可靠性。 事件这一概念与某些情况的发生密切
相连。 在正常情况下， 原始结构是由独立部件组成的， 如转向系统， 或者由一些
有相似功能的部件共同组成， 如能产生横摆转矩的转向与制动系统。 结构分级以
及与之对应的调度变量保证了新加入系统的执行器能够提高系统的稳定性。

结构设置与相应的重构策略的指标是书中推荐方法的基本构成， 并且是一项
需要大量专业知识积累的复杂任务。 然而， 对任何可重构的控制策略来说， 结
构、 事件、 重构可能性的分析都是十分必要的工作。

控制问题的解决方案在车辆操纵性 （抓地性）、 舒适性与安全性取得平衡。
这种平衡通常导致了车辆性能与乘员舒适间的妥协。 如， 驾驶人要缩短车辆弯道
的行驶轨迹， 那么他会选择轨迹的曲率半径尽可能地小。 而当驾驶人需要舒适性
时， 他会选择更大的曲率半径。 同时， 曲率半径的不同选择也与车速的选择相对
应， 比如说， 更大的半径允许驾驶人选择更快的速度。 在实际情况下， 控制问题
的解决方案基于系统学习驾驶人的驾驶行为。 而驾驶人的操纵不仅仅体现在对车
辆预定轨迹的跟踪上， 同时也影响着车辆的动态表现。

故此， 为了在控制系统设计中融入驾驶人行为与需求， 驾驶人模型必须要与
车辆模型相结合。 在驾驶辅助系统中， 人车交互被纳入考量。

这本书的主要章节提供了关于集成控制系统框架结构的详细阐述。 在集成控
制系统的设计流程中， 通过选择可变性能指标， 把控制系统对其他控制功能的影
响纳入考量。 为了增强系统性能， 系统结构框架的各元素间需要具备强耦合关
系， 这可以通过一组外加的监控信号进行观测。

设备本身可以看成是可使用多种外部设备与外界保持通信的核心系统， 同
时， 控制器可看成一种执行核心系统任务的程序。 这方面与带有运行系统与应用
程序的计算机与其所安装的外部组件间的关系类似。 至关重要的一点， 是嵌入架
构中的外部子系统能够实现其预定的任务， 同时在未知悉子系统内执行系统的细
节问题时， 应用程序也能够非常稳定地使用外部设备， 其唯一的限制在于各部件
间的信息流都应该遵循一种既定的协议。 即插即用模式已经在计算机领域被证明
是富有成效的， 此外， 该模式也可看成是一个模型， 应用于控制系统设计中。

在控制系统中， 即插即用控制架构提供了使用不同厂家、 品牌的传感器与执
行器的可能， 同时保证器件性能水平不变以及保持全局控制器的整体性能。 如果
一个新的控制单元加入系统， 旧的控制系统被取代， 或者旧的部件被移除， 那就
会导致控制系统的整体结构发生变化。 那么普通的控制系统必须重新设计， 这一
过程花费十分昂贵， 并将消耗大量时间。 也就是说在协同整合的概念下， 普通系
统的控制逻辑必须要经历高难度的修改。

当局部控制器设计出后， 就可在全局层面对鲁棒控制进行分析， 从而证明系
统的全局性能与稳定性。 现存相互矛盾的多目标标准使全局策略的应用难以实
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现。 验证系统全局性能将面临高计算量的处理过程， 这是一项巨大的挑战。 全局
稳定性的分析虽然是值得深入研究的领域， 但是现在理论成果还很少。 而且， 虽
然分析是分布式控制的基础， 但系统全局的性能与稳定仍是一个没有定论的研究
领域。

集成控制的优势在于它提供了一种可重构与容错的结构。 如果系统性能下降
或发生故障， 并且已经被检测出， 那么性能下降的控制器就有可能被另一个控制
器所取代。 同时， 容错的局部控制器也需要一定的空间来监控故障信息。 执行器
运行中故障通常可被自带的诊断方法所检测。 在这个过程中， 故障信息直接从执
行器传到监视设备中。 任何可重构方案都依赖于适当的故障检测与隔离 （FDI）
组件。

应用于动态系统中的故障检测方法的基本目的， 是给故障检测与组件隔离提
供技术支持。 通过使用系统的机械模型， 能够利用其解析冗余的原理检查系统真
实行为与模型间的差异。 基于模型的FDI依托解析冗余 （也叫作 “残差”） 来触
发故障指示灯。

多篇文献中提到对线性与非线性系统可行的解析冗余的方法。 非线性方法是
解析冗余问题有效的方法之一， 该方法可部分使用在检测滤波器的设计中。 但是
它们绝大多数都无法解决综合性问题， 这是由于计算量过大， 使之无法正常运转
所导致的。

作为一种高级方法， FDI滤波器设计问题经常被运用于模型匹配框架中。 在
存在干扰与不确定性时， 多目标优化FDI方案是实现系统鲁棒性的有效途径， 通
过选择合适的性能指标， 使系统提高故障响应灵敏度的同时， 减弱干扰的影响。

这是一种典型的最坏情况下的滤波问题。 相应的设计标准可被表示为基于
LMIs的凸优化问题。 其中主要的问题集中在敏感度与鲁棒条件是相互冲突的。
在线性时不变架构内， 在相同频率下不可能同时达到对故障敏感， 与对未知输入
不敏感。 与干扰有相似频率特征的故障可能不被检测出来。 如果这个设计问题是
非凸的， 一般来说， 使用LMI技术可解决这个问题。

本书结构

本书包括三大部分和一个附录。 第一部分重点介绍了 LPV系统的建模与控
制。 第 2 章提出了物理系统的 LPV模型的构造与线性化方法。 其中， 给出两个
例子， 包括垂向动力学 LPV建模， 以及横摆与侧倾动力学 LPV建模。 由于 LPV
模型的参数通常未知， 所以可使用灰箱识别法进行参数估计。 在第 3 章， 为了构
成面向控制的LPV模型， 模型中引入性能参数与不确定性因素的影响。 常数与
可变参数里亚布诺夫函数被用来提高稳定性与 L2性能。 测得的可变参数不再符
合实际值时， LPV系统的应用拓展了里亚布诺夫函数的适用范围。 附录中的部分
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章节充实了第一部分的理论内容。
本书第二部分介绍了针对车辆垂向与纵向车辆动态的控制方法。 在第 4 章

中， 线性H∞与LPV两种方法在控制系统设计中得到了应用。 同时这一章也介绍
了控制系统设计的层级结构。 其中， 上层控制器关注于系统性能指标的同时， 计
算得到所需的控制信号。 考虑了执行器动态特性的下层控制器负责跟踪所需的控
制信号。 第 5 章中， 主动防倾杆被用来防止车辆发生翻车事故。 为了提高 LPV
控制设计方法的性能， 使主动防倾杆与主动制动系统结合， 协同工作。 而这种结
合要保证控制系统的容错运行。 第 6 章介绍了车辆底盘控制问题， 如， 基于车辆
纵向动力学的自适应巡航控制。 在鲁棒控制设计中， 驱动系统与制动系统是相结
合的。 这一控制方法是在 SIL环境下运行的。 为了同时减小控制消耗的能量与保
证时间的要求， 自适应巡航控制体现在： 车速的规划必须考虑到一些路面与交通
条件的影响。

在本书的第三部分， 控制系统主要关注于车辆的侧向动力学方面。 由于不同
的控制系统可能影响相同的车辆动态表现， 所以多种控制系统间必须协同运行。
集成控制系统设计运用以下方法得以实现， 例如通过选择可变的性能指标， 使控
制系统对其他功能的影响， 在整体设计流程中予以考虑。 这种控制设计原则在第
7 章中进行了介绍。 第 7 章中， 以轨迹跟踪控制作为驾驶人辅助系统的例子， 介
绍了集成控制系统的实施方法。 车辆的集成控制同时运用了三个控制单元， 如，
制动、 转向以及悬架系统。 关于车辆的侧向动力学， 可变几何悬架系统起到了重
要的作用， 故第 8 章介绍了可变几何悬架系统的建模与控制， 此外也介绍了悬架
结构和控制设计的集成。 第 9 章介绍了基于轨迹跟踪问题的轮毂电动机控制系统
设计。 它也是一种分层控制方法， 如减少的纵向力与横摆转矩通过上层控制器所
算得， 同时下层控制器负责轮毂电动机的转矩设计。 第 10 章分析了驾驶人的行
为。 在控制设计中， 使简化的驾驶人模型与面向控制的车辆模型相结合。

附录中包括了更具体的 LPV系统建模与鲁棒控制内容。 建模部分介绍了关
于分析方法、 可识别性、 自适应观测器以及FDI几何算法的基本内容。 鲁棒控制
介绍了结构的不确定性、 非线性H∞方法以及基于LFT的 qLPV设计内容。
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第 2 章 线性变参数系统的建模

介绍

一般情况下， 控制理论研究的是如何设计影响物理系统行为使之达到理想目
标。 开环控制是一种控制输入不受任何真实 （测量） 输出影响的控制形式。 如
果系统在运行中被改变， 那么控制性能势必会严重下降。 而在闭环系统中， 控制
输入受到了可计量输出的影响， 即反馈施加于系统中。 大多数情况下， 参考输入
作为系统输出的理想值被给定， 控制器的目的就是减小实际系统输出与理想值间
的误差。

对控制系统的分析包含两个主要方面， 一为系统建模， 意思是在实验的基础
上， 依靠于被充分解析与简化的模型表示一个物理系统； 二是控制系统设计， 通
过选择并实施一种适当的控制策略， 使之达到理想的系统性能。 同时， 至关重要
的是构建能够表达物理系统特征的数学模型进一步对系统进行分析。

在选定最优控制策略或是否能够控制与稳定系统之前， 系统的能控性与能观
性是两项核心问题。 能控性表示为通过施加适当的控制信号推动系统进入特定状
态的可能性； 能观性表示为通过输出的测量值重建系统状态的可能性。

所用的模型不应该过于简单， 以至于缺少了系统重要的属性， 这将导致错误
的分析与不当的控制器设计。 在一些实例中， 非线性特征显得非常重要， 必须直
接处理， 这是一系列相当复杂的过程。

增益调度是在不同的工程应用中被广泛应用于控制系统的技术。 在与飞行控
制应用有很强渊源的经典增益调度方法中， 控制系统综合是基于非线性系统的局
部描述， 通常可以用线性系统近似代替。 增益调度控制器的增益， 通常使用线性
控制设计技术进行选取。 首先， 选择几个工作点来覆盖系统动态的范围。 在每个
点上设计人员要对被控对象进行LFI近似。 然后， 为每个线性化的被控对象设计
线性补偿器。 当闭环系统在各个工作点附近工作时， 这个过程给出了一组性能满
足要求的线性反馈控制律。 非线性系统的全局非线性控制器， 通过插值或调度，
从局部运行点设计获得的增益。

由于综合控制器只能满足局部的性能需求， 设计者通常不能预先评估增益调



第 2 章 线性变参数系统的建模 ●●●●●

9    

度控制器设计的稳定性、 鲁棒性和性能特性。 虽然局部控制器的综合可以使用线
性系统理论的成熟的技术来完成， 但是为了使闭环系统的非局部指标保持不变，
线性控制器的映射仍然是一个非常有挑战性的过程。

LPV模式能够弥补上面提到的问题， Shammaand Athans（1990）， Shamma
（1992）。 由 Shammaand Athans（1991） 开始， LPV仿真技术逐渐受到关注， 特别
是在一些车辆与航空控制方面， Beckerand Packard （1994）， Balas等 （1997）， Mar-
cosand Balas（2001）， Szászi等 （2005）。 由于LPV系统能提供一种计算增益调度
控制器的系统化方法， 近来非常热门。 在这个框架内， 系统动态表示为一个参数矩
阵为外部调度变量函数的线性状态空间模型。 假设这些调度变量集中于一些给定的
范围内， 那么系统的分析结果就能保证一定的闭环性能与鲁棒性水准。 从整体角度
上说， 系统的参数是可确定的， 通常都能在系统运行时测量出来， 但这一般需要我
们假设系统参数与系统动态相比是在缓慢变化的。 基于LPV模式的增益调度方法
逐渐取代传统技术， 并广泛地应用于控制系统设计中。

许多基于LPV模型的控制系统设计技术能被看成或改造为一个包含线性矩
阵不等式 （LMI） 的凸问题。 在增益调度控制中运用LMI与H∞最优化是一个重
要的进步。 由Apkarian等 （1995） 提出的控制设计技术为李雅普诺夫函数/二次
H∞方法。 其中一个单调李雅普诺夫函数被用作约束LPV系统性能。 这种框架结
构通常对时变参数有很强的鲁棒稳定性。 然而由于调度参数的连续变化， 一般情
况下， 综合方法与LMI形式并带有无限约束的凸可行性问题有关。 这一问题可
通过仿射LPV建模方法解决， 使 LMI形式的无限约束降低为有限数值。 Becker
（1992）， Sun and Postlethwaite（1998） 提出一种模拟方法来解决这一设计问题。

上面提到的纯LPV模型实际上不能完全与一些控制问题相匹配， 如当调度
变量是系统状态 （车速）， 而不是有限的外部变量时。 可解决这个问题的方法叫
作准LPV模型。 当调度变量为测量状态时， 在输入以及其他状态中， 系统动态
是线性的， 并同时存在一个输入约束调度变量， 使之收敛于任意均衡值。

这种方法专注于鲁棒性能， 也可称为系统的鲁棒稳定性。 在一般情况下， 这
种鲁棒控制问题的分析与综合， 能够描述为一种基于不确定 LPV系统的 LFT描
述的广义对象技术， Iwasakiand Hara（1998）， Iwasakiand Shibata（2001）， Wu
（2001）。 控制器的综合形成了一个双线性矩阵不等式， 但是常常有可能将问题
简化为线性矩阵不等式有限集的解， 详细的内容可参考 Scherer等 （1997），
Scherer（2001）， Wu （2001）。

2.1 线性变参数模型的结构

一个反映物理系统动态变化的数学模型通常可依据一阶微分方程的输入
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u（t）∈RRm， 输出y（t）∈RRp以及系统状态x（t）∈RRn构成其状态空间形式， 如下：
x=f（x，u，w） （2.1）
y=h（x，u，w） （2.2）

其初始条件为x（t0） =x0， 模型通常以信号w（t）∈RRd描述外部干扰的影响。
为了简单起见， 下面的内容里， 我们专注于不受干扰的系统， 也就是干扰能被系
统模型所抑制的系统。

基于LPV框架， 参数依赖系统是一个线性系统， 并且， 其状态空间描述由
已知时变参数函数组成。 当参数时间变化事先未知时， 我们假设这些参数在实际
中可以测量得到。 因此， 在LPV控制器综合阶段， 参数可在 Ω域内随机选取任
意值， 故此LPV描述将与非线性系统有所不同。 更大的差异在于 LPV控制器的
综合会更保守一些。 而非线性系统的 LPV描述也并不是统一的， 但是对于所有
参数值而言， 都具有接近于非线性系统的 LPV描述是我们所希望的。 LPV建模
过程的目的也是寻找如下类型非线性模型的LPV描述。

x=A（ρ）x+B（ρ）u≃f（x，u）， ρ∈Ω （2.3）
y=C（ρ）x+D（ρ）u≃h（x，u） （2.4）

式中， ρ是在Ω域内状态相关的参数向量， 例如已知的关系ρ=σ（y，r）仅依赖于
系统运行时已知的测量信号y与外来信号r。

以上这些条件保证了参数对于一般控制器是可用的， 以及通过设计 LPV控
制器能够获得清晰明确的非线性反馈控制器。 为了确保原始非线性系统轨迹与
LPV描述的轨迹一致或至少接近， 对于在Ω域内的所有参数， 式 （2.3） 必须要
尽可能地接近于非线性系统。

因此， LPV模型可定义为一个状态空间矩阵依赖于时间变化参数ρ的线性模
型， 如下：

x=A（ρ）x+B（ρ）u （2.5）
y=C（ρ）x+D（ρ）u （2.6）

我们通常假设参数相关性有明确的结构： 即仿射、 多项式、 多面体或 LFT
依赖。 如果：

S（ρ） =∑
n

i=0
∑
j=i

ρj
-Si，j

-
（2.7）

其中， 包含ρl的ρj
- =ρj11ρ

j2
2…ρjkk是参数向量ρ，|j

-
|=∑k

l=1
ik以及下面参数

的一部分。

S～
A B
C( )D

， Si， j
-
～

Ai， j
-

Bi， j
-

Ci， j
-

Di， j

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣-
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那么 n=1 对应仿射方程。 仿射方程大部分被包含于几何技术的应用中。
对于多面体LPV模型， 系统向量 S（ρ）在矩阵固定的多面体内变化： 它是如

下系统矩阵 （顶点系统） 的凸组合， S（ρ）∈convex{S1， S2， …， Sk}。

S（ρ） =∑
k

i=1
ρiSi，ρi≥ 0，∑

k

i=1
ρi=1 （2.8）

由于多面体模型非常适合于基于李雅普诺夫的分析和设计， 因此它在 LPV
框架下非常合适， 并应用广泛。 一个较普通的表示方法为 LFT， 见图 2.1。 LFT
表示为两个执行器之间的反馈互联系统， 如一个已知的因果系统

M=
M11 M12
M21 M( )22

图 2.1 LFT表达的上部和下部结构

与一个适当尺度Δ的有界因果系统：
FL（M， Δ） =M11 +M12Δ（I-ΔM22） -1M21 （2.9）
FU（M， Δ） =M22 +M21Δ（I-ΔM11） -1M12 （2.10）

Δ是典型的范数有界， ‖Δ‖∞≤1， 否则 Δ就不受形式上 （结构化/非结构
化） 或类型上 （非线性/时变/常数） 的约束。 如果 Δ系统中的一部分包含调度
参数， 那么就可获得LPV系统。 这种形式是通过从系统中提取一个变参数和放
置到一个反馈回路的方式获得的， 这使得剩余系统 （M） 变为时不变系统。 仿射
或多项式参数依赖模型可以准确地转化为LFT。 LFT系统的一个重要特性是它们
的互联 （相加与串联） 和逆变， 如果逆变存在， 将产生另一个LFT。

我们强调的LPV被控对象可以作为一个 LTI被控对象， 服从于时变参数的
不确定性 ρ（T）， 例如， LFTLPV结构或一组线性时变模型 （LTV）， 其中每个
LTV系统对应于一个特定的参数轨迹。 在分析和设计过程中， 我们选择了一个最
方便的最符合当前实际技术水平的解释。

2.2 线性变参数系统建模的线性化

实际上， 考虑到模型的结构， 在设计与分析之前， LPV模型与那些使用增益
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调度的模型间没有显著的不同。 它们都可以通过使用不同的方法得到。 直接应用
于非线性系统的线性化方案大致可分为以下类型： 基于平衡点的线性化， 参数化
相关的状态轨迹线性化和全局线性化。 在第一种情况下， 该系统被表示为一个处
在局部平衡状态的LTI系统， 而在第二种情况下， 非线性系统遵循一些通过参数
线性化方法近似得到的轨迹。 在第三种情况下， 非线性系统通过线性差分包含
（LDI） 的一组轨迹来近似， 并且该线性差分包含能够在整个运行空间内表示原
始的非线性系统。 但是， 这些情况有可能导致 LPV模型的轨迹不是原有系统的
实际轨迹的可能性， 而这将会导致相对保守的分析和设计。

接下来， 将对一些最常见的技术， 例如， 古典、 模糊和非均衡的方法作简要
的阐述， Leith and Leithead （2000）。

2.2.1 雅可比矩阵线性化

通常在工业环境中， 可以用一组有限个数的线性模型组来描述一个系统在整
个运行范围的行为。 线性化模型描述了系统在特定的工作点的小信号的行为， 同
时线性模型组通过能代表特定点的一个或多个物理变量的值进行了参数化处理。
如果状态变量有其自身的物理意义， 进而， 通过状态空间矩阵的多项式最小二乘
拟合来得到一个在整个运行范围内连续的参数化处理就变得更有意义。

在传统的方式中， 在各个平衡点、 工作点或设置的点附近， 我们利用雅克比
线性化来将非线性模型线性化， 从而来设计调度器， 这种调度器设计就是所谓的
基于线性化的调度器设计。 当选择合适的调度变量 ρ对线性模型做参数化处理
时， 这组参数化的线性模型就能够代表原来的非线性模型。

考虑到非线性被控对象动力学特性， 平衡或恒定工作点 （xe， ue） 是由平衡
条件f（xe， ue） =0 定义的。 假设 f在平衡点上是连续可微的， 非线性模型近
似于

δx=Aδx+Bδu （2.11）
δy=Cδx+DδuA （2.12）

其中 δu=u-u， δy=y-y， δx=x-x。

且A=∂xf（xe，ue）， B=∂u f（xe，ue）， C=∂xh（xe，ue）， D=∂uh（xe，ue）。
考虑将整个平衡点族 （xe， ue）∈Ωe替换为线性参数依赖的线性化族 S（ρe），

局部上， 非线性模型被描述为
δx=A（ρe）δx+B（ρe）δu， δy=C（ρe）δx+D（ρe）δu

为了获得非线性模型的LPV描述， 我们要用到平衡点的线性化插值， 例如，
采用线性插值后系统可以写为

δx（t） =A（ρ）δx（t） +B（ρ）δu（t） （2.13）
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其中 A（ρ） =∑
p

i=1
Aiρi，B（ρ） =∑

p

i=1
Biρi，C（ρ） =∑

p

i=1
Ciρi，D（ρ） =∑

p

i=1
Diρi

∑
k

i=1
ρi=1， ρi≥ 0， δx=x-xe（ρ）， δu =u -ue（ρ）

点 （xie， ui
e）∈Ωe是固定的。 这一过程能给出一个不包含原始非线性系统的

LPV系统。 但是如果固定点可按如下范围选择：
{（∂fx（x，u），∂fu（x，u））} ⊂convex{（∂fx（xie，uie），∂fu（xie，uie））}

那么LPV描述 （式 （2.13）） 将包含非线性系统。
Ωe典型的选择是用一个特定的轨迹 （x， u， y）， 围绕着如下轨迹做非线性

模型 （式 （2.2）） 的线性化处理。
δx=∂xf（x，u）δx+∂u f（x，u）δu

δy=∂xh（x，u）δx+∂uh（x，u）δu

其中 δu=u-u， δy=y-y， δx=x-x。
使用这一特定轨迹的参数作为可测量的调度变量， 那么理想的 LPV模型将

被建成：
ξ=A（ρ）ξ+B（ρ）δu
δy=C（ρ）ξ+D（ρ）δu

结果， 来自于基于线性化调度或黑箱点设计的数量的线性化模型参数化集合
仅仅是局部有效的。 在这种情况下， LPV模型是基于一组线性化模型而得到的，
线性参数依赖模型相对于原始非线性模型或被控对象的准确性是未知的。 传统的
增益调度主要被限制应用于平衡点局部控制器综合上。 即使非线性模型能够沿着
一条轨迹进行线性化， 在文献中， 也并没有可用的增益调度方法能使其沿着不同
轨迹进行线性化， 并扩展它的稳定域。

2.2.2 非均衡线性化

传统基于线性化的调度的缺点是局限于平衡点处。 使用所谓的基于速度或者
说是非平衡点线性化， 就有可能在每一点上进行线性化， 如下面的非线性系统

x=f（x，u）， y=h（x，u）
在点 （x0， u0） 的速度线性化为

x=ζ

ζ=∂fx
（x0，u0）

ζ+∂fu
（x0，u0）

u

y=∂hx
（x0，u0）

ζ+∂hu
（x0，u0）

u

运用这种方法， 存在与原始非线性系统的每个工作点相关的， 基于速度的线
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性化方法和解决方案。 而且， 通过ρ参数化获得的基于速度的线性化模型族能在
全局上近似非线性模型的轨迹到任意的精确度。 速度线性化不受到平衡点的限
制： 如果没有平衡工作点的限制， 同时远离平衡点的工作点的瞬态动态的线性近
似也能够顺利得到。

基于速度线性化的线性控制器的插值能够以与传统增益调度类似的方法实

行。 然而由于速度线性化与标准线性化方法存在不同之处， 在 LPV描述中包含
非线性系统的方法， 使之更容易进行线性化。

2.2.3 模糊线性化

对于实现LPV的建模， 增益调度的方法之一就是采用了模糊系统的概念。
Takagiand Sugeno（1985） 描述了如下的非线性系统。 这个被控对象的动态被描
述为一个混合多模型的形式， 如Takagi-Sugeno模型或它的局部模型网络。

x=∑
i
fi（x，u）μi（φ），y=∑

i
hi（x，u）μi（φ）

其中函数φ（x，u） 是调度变量， 融合权值μi≥ 0，且经常规一化为∑iμi=1。

在对各部分进行线性化与融合后， LPV模型的典型表现形式为
x( )y=S（ρ）

x( )u （2.14）

S（ρ） =S0 +∑
i∈I

ρiSi （2.15）

其中， ρi将是这个模型的调度变量

2.2.4 准线性变参数系统的线性化

准LPV调度尝试着去克服线性化只在局部位置有效的缺点。 这个想法是将
非线性模型转化为一个把非线性项隐藏在调度变量的 LPV形式。 由于这一过程
是转化与变换而不是单纯的线性化， 所以得到的 LPV模型能够完全与原始的非
线性模型保持一致。

通过如下形式的非线性系统的状态变换， 系统能够得到一个 qLPV模型。
x1 =f1（x1） +A11（x1）x1 +A12（x1）x2 +B1（x1）u
x2 =f2（x1） +A21（x1）x1 +A22（x1）x2 +B2（x1）u

y=x1
假设对于每个x1都存在可微函数 xeq2 与 ueq， 那么通过运用下面的状态与输

入变换：
0 =f1（x1） +A11（x1）x1 +A12（x1）x2 eq+B1（x1）ueq
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0 =f2（x1） +A21（x1）x1 +A22（x1）x2 eq+B2（x1）ueq

可得到相对应的 qLPV系统， 如下：

ξ1 =A12（ξ1）ξ2 +B1（ξ1）v （2.16）

ξ2 =A22（ξ1）ξ2 +B2（ξ1）v （2.17）
y=ξ1 （2.18）

式 （2.16） ～式 （2.18） 中系统的表达式呈现出一个线性化的形式， 而它与
工作点仍然能表示原始非线性系统的雅可比线性化法有着一些不同之处。 因为实
际上外生参数ξ1 是一个系统状态， 所以这个表示方式称为 qLPV。

如果系统内也同时依赖一个外生参数p， 那么最终的LPV系统将会是如下的
形式：

ξ1 =A12（ξ1，p）ξ2 +B1（ξ1，p）v （2.19）

ξ
·

2 =A22（ξ1，ρ）ξ2 +B2（ξ1，p）v+E2（ξ1，p）p
·

（2.20）
y=ξ1 （2.21）

且

E2（ξ1，p） =-
dxeq2
dp ξ1

如果信号p不能被测量， 那么它就会被看作一种必须被过滤的干扰信号。
在许多例子中， 可以通过在参数中隐藏非线性部分的方式来直接得到非线性

系统的 qLPV表达。 作为一个简单的例子， 让非线性系统为x=-sin（x） +u。 这
个系统可以表示为 qLPV系统x=-ρx且ρ=sin（x）/x。 而且， 假定系统状态x可
测量， 那么就可以得到与原始非线性系统全局匹配的 qLPV系统。 相同的方法也
可应用于获得系统的局部模型， 如一个非线性系统x=-x3 +u可表示为 qLPV系
统x=-ρx+u， 在参数满足 0≤ρ≤M前提下。 明显可以看出， 当 ρ=x2 时，
qLPV模型与原始的非线性模型相等。 在实际应用中， 则更有可能得到局部模型。
例如， 合并上面提到的几个例子， 考虑如下非线性系统：

x1 =sinx1 +x2
x2 =x21x2 +u

y=x1
使ρ1 =sinx1/x1， ρ2 =x21， 那么系统的 qLPV表达为

x=A（ρ）x+Bu
y=Cx+Du

其中D=0， C=（1 0）， 且

A（ρ） =
ρ1 1

0 ρ[ ]
2
=
0 1
0[ ]0 +ρ1 1 0

0[ ]0 +ρ2 0 0
0[ ]1 ， B=

0( )1
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关于书中多次提到的车辆动力学模型， 其简化机理模型表示为
J（ρ） x+b（ρ） x+k（ρ） x=T（ρ） u （2.22）

且ρ仅依靠于测量获得， 因此它们是作为 qLPV模型的调度变量的最佳选
择。 这种模型的优点是全局有效的， 或者至少其原始的机理模型在某一域内是有
效的。 其缺点为由于 ρ所在域 Ω的容积限制， 当使用该模型做分析与设计时，
系统有可能过于谨慎与保守。

我们通过呈现LPV模型/qLPV模型的来龙去脉来结束本节的介绍。 该内容
也是本书所关注的重要内容， 并与控制问题表达式中不同权重滤波器的变参数选
择有着重要的联系。

2.2.5 线性变参数模型的非唯一性

一个非线性模型的LPV表达式并不是唯一的： 如下例子中的非线性系统
x1 =sinx1 +x2
x2 =x1x2 +u

y=x
使ρ1 =sinx1/x1， ρ2 =x21， 那么系统的LPV表达式被描述为

A（ρ） =
ρ1 1

0 ρ[ ]
2
=
0 1
0[ ]0 +ρ1 1 0

0[ ]0 +ρ2 0 0
0[ ]1

但是， 当选择ρ1 =sinx1/x1， ρ2 =x1 时， 我们得到：

A（ρ） =
ρ1 1

ρ2[ ]0 = 0 1
0[ ]0 +ρ1 1 0

0[ ]0 +ρ2 0 0
1[ ]0

相同非线性系统的不同 LPV表达也许能影响其基本的性质， 如可控性、 可
观性， 也就是会影响系统的稳定性。 当参数变化与系统状态无关时， 我们得到不
同的稳定特性。

当非线性系统

x1 =-x1 -x31
x2 =-x2 -x21x2

也能表示为LPV系统

x=
-1 -ρ 0
0 -1 -( )ρx （2.23）

且ρ=x21， 或者

x=
-1 -ρ21 +ρ2 -ρ1

ρ2 -1 -ρ21 -ρ

㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣㊣
㊣1
x （2.24）
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且ρ1 =x1， ρ2 =x2。 在第一个例子中， 当 M是一个任意的固定的正标量时，
假设参数 ρ在 0≤ρ≤M范围内取值； 因此， 这个非线性系统就包含于 {x∈

RR2 |-㊣M≤x1≤㊣M} 域之内。 在第二个例子中， 参数ρ在-M≤ρi≤M范围内
取值； 因此， 这个非线性系统就包含于 {x∈RR2 -M≤xi≤M， i=1， 2} 域之内。

这些LPV模型有着不同的特性： 系统 （2.23） 对于所有参数值来说是 LTI
稳定的， 而如果选ρ1 =0 与ρ2 ＞1， 系统 （2.24） 是 LTI不稳定的。 这个事实超
出了常数矩阵李雅普诺夫技术用来分析系统稳定性的应用范围。

在这一点上， 现在应该回顾一下 LPV建模的主要目标， 即获得面向控件的
模型， 以便运用文中提到的工具来改善分析和设计过程。 使用这些工具的前提是
模型必须为凸性的， 即由参数 Ω定义的模型集的凸度， 因此， 可以利用 LPV建
模的固有的非唯一性来选择具有该属性的那些模型。 此外， 为了减少设计中可能
存在的保守性， 我们推荐最紧凑的表达形式。

即使参数集Ω是凸的， 但其通常不容易处理， 因为它表示了无限多种条件。
克服这个难题的一个方法是通过易于理解的一个集合来逼近准确的集合。 通过选
择适当的向内/外近似， 可以为某些性能 （例如稳定边缘） 形成可计算的下限/
上限。

作为可能的解决方案， 研究人员已经提出了统一的并可自动执行的张量乘积
（TP） 模型变换方法， 它是基于近期开发的更高阶奇异值分解 （HOSVD） 概念
而衍生出的一种方法， 请参见 Zabó等 （2008 年， 2010 年）。 所谓的 TP模型转
换提供统一、 易于处理以及易于执行的数值方法和创造性的操作， 以产生 LPV
模型的凸 （多面体） 表达， 并且基于 LMI设计技术可立即执行。 TP模型转换的
结果是一种属于多元模型类的模型， 顶点系统的参数依赖权重是参数向量元素的
一维函数。

这种形式提供了一种相对简单的方法来描述矩阵运算方面的各种凸包的生

成。 虽然所获得的结构不是唯一的， 但是其框架提供了一个有效的背景来引入一
组规则、 直觉和算法， 来为我们提供了一组备选的模型结构， 可以进行进一步分
析和最终的模型选择。

在应用前面部分中描绘的建模步骤之后， 最后以下面的参数变化状态空间模
型的例子作为本节的结束。

x（t）
y（t( )） =S（ρ（t）） x（t）

u（t( )） （2.25）

其中， 参数变化系统矩阵为

S（ρ（t）） =
A（ρ（t）） B（ρ（t））
C（ρ（t）） D（ρ（t）( )） （2.26）
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这个时间变化N维参数向量ρ（t）∈Ω是闭环超立方体

Ω=[a1，b1] ×[a2，b2] ×…×[aN， bN]⊂RRN中的一个元素。

由于实际原因，应用有限元TP建模，其使用由 S（ρ（t））的值定义的张量对 Ω

（通常为网格） 进行适当离散化， 即多变量图 S（ρ（T））的分段线性近似。 基于该

数据， TP模型转换产生基于HOSVD的规范形式的LPV模型， 即

x（t）

y（t( )） =（ ⊗N
n=1wn（qn（t）））

x（t）

u（t( )） （2.27）

其中， ⊗i表示了第 i个模式的张量积， 由 Baranyi（2004） 以及 Baranyi等

（2003） 定义。

这种模型转换的优点之一是可以在合理的时间内统一执行 （无论模型是物

理上的分析方程式的形式给出的， 还是作为基于软计算的识别技术， 如神经网络

或基于模糊逻辑的方法的结果， 或作为黑匣子识别的结果）， 无须考虑分析交

互。 所获得的结构可以直接用于LFT建模， 而不需要任何进一步的预处理步骤。

根据由 （I1， I2， …IN） 定义的多基数系统中的排序 （i1， i2， …iN） →r定

义， 加权函数表示为 wr（ρ（t）） =∏k
wk，ik（ρk（t）） ∈ [0，1]， 其中 wr（ρ（t））∈

[0， 1] 是定义在Ω域内第k个维度上的第 j个可变加权函数， 而此时， 相应的
顶点系统为 Sr=Si1，i2，…iN。 使用此指数变换可以将模型写成典型的多面体形式：

S（ρ（t）） =∑
R

r=1
wr（ρ（t））Sr （2.28）

S（ρ）的凸壳也许不是多面体的。 然而基于设计的目的， 我们需要得到一种
有限多面体 （向外的） 近似。 通过以下条件确保凸度：

∀n∈ [1，N]，i，ρn（t）：wn，i（ρn（t）） ∈ [0，1] （2.29）

∀n∈ [1，N]，ρn（t）：∑
In

i=1
wn，i（ρn（t）） =1 （2.30）

定义顶点系统有许多方法， 由顶点系统确定的凸壳的类型可以通过加权函数
来定义。 TP模型的应用规定了加权函数的特殊要求。

考虑 S（ρ） =[ρ-ρ2 2ρ]，其中 ρ∈[ -3， 3]， 在图 2.2 （见彩插） 中， 可
以看到系统 S（ρ） （蓝色）， 红色点画线表示 HOSVD给出的方向， 而绿色表示包
含 S（ρ）的凸壳 S 的最小框。 洋红色部分描绘了另一个凸壳， 这对应于TP模型。

通常， 在不同备选模型之间选择是一项非常简单的任务。 那么一个重要的选
择标准是与控制任务相关的设计问题的可解性属性。



第 2 章 线性变参数系统的建模 ●●●●●

19   

图 2.2 不同的凸近似

2.3 基于线性分式变换技术的线性化

基于LFT（线性分式变换） 的模型集被广泛认为是鲁棒控制器设计中最普
遍采用的表示形式。 从分析的角度来看， 调度变量与不确定性发挥相同的作用，
这一事实可以反映在模型结构中。 雅可比线性化和 LPV近似都导致了线性系统
的一系列参数依赖。 因此， LPV系统中的参数依赖性可以用 LFT表示。 这种表
示形式为LPV系统提供了一种特定的结构， 也称为P-Θ结构， 其中参数变化，
不确定或非线性项位于Θ算子中， 而LTI部分由P来描述。

考虑一个反馈系统， 在 Θ中， 被控对象与控制器都具有线性分式依赖性，
参见图 2.3 的左侧。 在该表示中， P和K是已知的LTI模型。 被控对象和控制器
的依赖性由具有输入/输出信号 eδ、 dδ和 eδ、 dδ的模块 Θ表示。 反映被控对象
动力学特性的块对角线时变执算子表示为

Θ =diag（ρ1Ir1，…，ρkIrk），其中ri＞1

ρi不断重复， 并且r=∑k

i=1
ri。

一个在Θ中存在线性分式依赖的 LPV被控对象， 就能够通过图 2.3 上面半
部的LFT互联来表示：

z[ ]y=Fu（P，Θ）
d[ ]u （2.31）

增广的被控对象P的输入与输出表示为
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图 2.3 LPV控制结构及其转换形式

（2.32）
运用 dδ与eδ （eδ=Θdδ） 的联系， 上面提到的LFT互联结构表示为

Fu（P，Θ） =
P1Θ
P2[ ]

Θ
Θ（I-PΘΘΘ） -1 PΘ1 PΘ[ ]2 +

P11 P12
P21 P[ ]

22
（2.33）

在 u与y间的反馈关系为
u=Fl（K，Θ）y （2.34）

注意， 尽管在大多数情况下， 我们使用相同的模块 Θ来调度被控对象和控
制器， 但通常可以使用具有不同结构的模块。 这一事实反映在图 2.3 中。 为了简
化公式， 我们使用相同的模块。

控制器的结构有如下关系：
u
e[ ]
δ
=

K11 K1Θ
KΘ1 K[ ]

ΘΘ

y
d[ ]
δ

（2.35）

其中 eδ与 dδ之间的关系为eδ=Θdδ。
图 2.3 下半部的LFT互联结构如下：

Fl（K，Θ） =KiΘΘ（I-KΘΘΘ） -1KΘ1 +K11
从干扰 d到控制器输出z的闭环算子被给定为

T（P，K，Θ） =Fl（Fu（P，Θ），Fl（K，Θ）） （2.36）
LFT结构可以被转换成一个改进的结构， 其中所有的参数相关分量被收集到

一个不确定性块中， 参见图 2.3 的右侧。 然后， 增广的被控对象形式如下：
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（2.37）
因为 y=dδ和 u =eδ， 这里的P写成公式 （2.32） 中的形式。
从外部输入 d到控制输出z的闭环映射表示为

T（P，K，Θ） =Fu Fl（Pa，K），
Θ 0
0[ ]( )Θ

（2.38）

其中Pa 写成公式 （2.37） 的形式。 对于这个重复不确定性结构 diag（Θ，
Θ）， 原始的LPV问题可以被看作是一个更经典的鲁棒性能问题。 这个重复结构
由Δ⊕Δ来表示。

基于LFT结构非线性系统的近似也可在 Packard 和 Wu （1993）， Packard
（1994）， Apkarian和Gahinet（1995） 的研究内容中找到。

2.4 性能驱动线性变参数系统建模

在控制设计问题中， 必须为给定的系统制定一个控制律， 以达到指定要求的
性能。 经典方法是建立设备的数学模型， 并增加了反映不同性能规格的附加元
素。 在大多数情况下， 给定的性能是由一组合适的信号建模而得到的。 这些信号
（性能信号） 与经过滤波的核心模型的信号有关。 而这些滤波器被称为性能
权重。

回顾基本的鲁棒控制： 控制器的设计从图 2.4 所示的典型互联结构开始。
Δm模块包含系统的不确定性， 如未建模的动态和参数不确定性。 在这个增广被
控对象中， 未建模动态由加权函数Wr和模块Δm表示。 加权函数Ww和Wn 的目

的是反映干扰和传感器噪声。
在这个框架中， 通过加权函数 Wp的适当选择将性能要求施加到信号 z中。

与控制输入和不确定性相关的权重相比， 这些滤波器的作用不仅是缩放信号， 而
且还确保了相互矛盾的性能指标之间的期望频率间隔， 例如跟踪性能和鲁棒性。
因此， 在单纯的LTI传递函数中， 性能权重通常是一些动态系统。 接下来， 我们
首先列出在设计问题中遇到的一些典型控制目标和相关信号。

通过限制横向负载转移效应可以实现更好的横摆稳定性。 然后， 控制设计的
目的是最小化可作为性能指标的横向加速度 za =ay。 另一个控制任务是道路追
踪， 即跟随道路几何结构， 其控制目的是最小化实际的横摆率与理想的横摆率之
间的差异：
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ze=|ψact-ψref|

图 2.4 闭环内联结构

在各种车辆操纵过程中， 将通过限制两轴上的横向载荷转移， 使车轮始终接
触地面来实现侧倾稳定性。 横向载荷传递为 ΔFzi=ktφti， 其中 φti是前后簧下质

量侧倾角的测量值。 归一化的横向负载转移为 ρR=ΔFzy/（mg）， 并且控制设计
的目的是如果超过预定的临界值， 则降低归一化的横向负载转移的最大值。

簧上质量的俯仰角有可能在突然而剧烈的制动时显著增加。 因此， 可以引入
俯仰稳定性需求， 这可以通过将纵向负载转移限制在预定水平以下来实现。 归一
化的纵向负载转移可表示为归一化的俯仰角： ρP=θ/θmax， 其中 θ是俯仰角的测
量值， θmax是俯仰角的最大值。 制动过程中控制设计的目的是为了减小正常的纵
向载荷传递超过临界值时的俯仰动态。

图 2.5 P-K-Δ结构

最后， 控制问题可以在一般的P-K-Δ结构中
表示， 其中P是广义被控对象， Δ包含不确定性和
调度变量。 在局部控制器的设计中， 二次 LPV性能
问题是如何选择参数变化控制器的问题， 使得所得
到的闭环系统是二次稳定的， 并使来自扰动和性能
的L2范数小于值γ。 最小化任务如下 （图 2.5）：

inf
K
sup
Δ

sup
‖w‖2≠0，w∈L2

‖z‖2
‖w‖2

（2.39）

现在， 随着车辆效率、 安全性和性能的提高，
消费者对汽车的性能要求得到了保障。 根据车辆行
业的要求， 一些性能指标作为研究的重点， 例如改善车轮附着力、 乘客舒适性，
侧倾与俯仰稳定性， 保证车辆部件的可靠性， 降低燃料消耗和提出容错解决方
案。 通过选择各种性能指标， 控制系统在设计过程中要考虑到控制系统对车辆其
他功能的影响。
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在集成控制系统的多层监控架构中， 管理系统通过监控组件和 FDI过滤器，
来了解各种车辆操作和不同故障操作的信息。 因此， 能够对车辆部件的必要干预
做出决定， 并保证车辆的可重构和容错操作。 管理系统的作用是在满足性能指标
的同时， 避免组件之间的干扰和冲突。

集成车辆控制架构的优点是把复杂的车辆模型分为几个部分。 在面向控制的
模型形式中， 必须要考虑到管理系统的信息。 因此， 监控组件和FDI过滤器的信
号通过使用参数依赖加权， 内置在控制器的性能指标中。 以这种方式， 局部控制
器的操作增加了可重新配置和容错功能。

在监督分散控制中， LPV方法的作用是至关重要的。 在面向控制的模型形式
中， 监控组件的选择与将监控组件添加到与性能要求相关的信号中， 是建模的关键
点。 所提出的方法通过相应加权函数的适当调度来实现对性能目标的重新配置。

为了说明这个想法： 考虑一个悬架系统设计， 其中用于垂向加速度和悬架动
挠度的性能加权函数为

Wp，az=φazW0，az
Wp，sd =φsdW0，sd

式中， φaz和φsd是参数变化的增益。
较大的增益φaz和较小的增益 φsd对应于强调乘客舒适度的设计， 同时选择

φaz小， φsd大， 对应于专注于悬架动挠度的设计。 可能的建模选择为选择悬架动
挠度作为调度这些增益的参数ρ。

为了描述这些调度变量的可能选择， 定义了两个参数： c1和c2。 当悬架动挠
度 d低于c1 时， 增益φa选择为常数， 增益φd为零。 当悬架动挠度在 c1 和 c2 之
间时， 增益线性变化。 当悬架偏移量大于c2 时， 增益φd恒定， 增益φa为零， 如
图 2.6 所示。

图 2.6 性能权重增益： φa与φd
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以这种方式， 我们获得一个 LPV模型并将设计放在 LPV框架中， 原始被控
对象可以被建模为LTI系统。

由于容错控制需要故障信息以保证性能并修改其操作， 因此需要一个设计得
当的FDI滤波器。 然后， 由 FDI滤波器提供的故障信息可以被量化为 ρD=fact/
fmax， 其中fact是故障的估计 （FDI滤波器的输出）， 它代表主动部分的性能下降
速率。 fmax是潜在故障的最大值 （致命错误） 的估计。 因此， 可能发生故障的值
被归一化到ρD=[0， 1] 之间。

执行器重新构建是基于两个执行器能够影响相同的车辆动态的事实。 因此，
无故障的执行机构能够替代已经发生故障或其性能已经下降的另一个执行器的运

行。 控制设计基于两个因素： 已经检测到了故障或性能下降， 以及故障信息 ρD，
而且必要的干预可能性已经内置于控制设计中。 该目标通过对应的Wp性能和Wa

执行器权重的适当调度来实现。
作为示例， 考虑到制动系统的设计， 指令信号是制动力的差异， 而性能信号

是横向加速度： zb=[ay， ur]T。 横向加速度的加权函数为
Wpa =φaW0，pa

式中， φa是增益， 它反映横向加速度的相对重要性， 并且它被选择为参数相关，
例如归一化的横向负载转移ρR的函数。

当车辆不紧急时， ρR小 （ |ρR|＜Rb）， 即φa较小， 表示LPV控制不应该集
中在最小化加速度上。 另一方面， 当 ρR接近临界值时， 即当 |ρR|≥Rb时， φa

比较大， 表示控制应集中在防止翻车上。
这里， 固定的参数Rb定义为当车辆接近翻车情况时的临界状态， 即所有车

轮都在地面上， 但内轮的侧向轮胎力趋于零。 此外， 还可以引入参数 Ra来反映

控制应该如何集中在最小化横向加速度上。 这些参数保证了信号的平滑瞬变， 例
如以下选择：

φa =

1 若 ρR ＞Rb

ρR -Ra

Rb-Ra
若 Ra≤ ρR ≤Rb

0 若 ρR ＜R

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣
a

此外， 在防侧倾杆系统中， 如果在防倾杆的操作中检测到故障， 制动系统将
以比无故障情况更小的临界值被激活， 比如当 |ρDa |＞0 时。 因此， 制动器以
修改后的方式被激活， 并且制动力矩能够承担发生故障的防倾杆或悬架执行器的
作用。 修改后的临界值为

Ra，new=Ra -α·ρDa
式中， α是预定义的常数因子。
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2.5 两个子系统的线性变参数系统建模

2.5.1 垂向动力学建模

如图 2.7 所示的全车模型由五部分组成： 1 个簧上质量和 4 个簧下质量。 分
别用ms， muf和mur来表示簧上和簧下的质量。 所有悬架由一个弹簧、 一个阻尼
器和一个执行器组成， 在车身和车轴之间传递各种力。 前后悬架刚度、 前后轮胎
刚度分别用ksf、 ksr和ktf、 ktr表示。 前后悬架阻尼分别用bsf、 bsr表示。 设簧上质
量前后左右 4 点的位移分别为x1fl、 x1rl和x1fr、 x1rr。 设簧下质量位移分别为 x2fl、
x2rl和x2fr、 x2rr。 在全车模型中， 干扰是由道路不平整引起的。 控制力 Fzfl、 Fzrl、
Fzfr和Fzrr由执行器产生。

图 2.7 整车模型的垂向动力学

整车模型为 7 自由度系统。 簧上质量被认为是一个刚体， 并具有垂直、 俯仰
和侧倾方向的自由度。 因此： x1 是重心处的垂直位移， θ是俯仰角， φ是簧上质
量的侧倾角。 以下线性近似适用于簧上质量前后左右 4 点的位移：

x1fl=x1 +lfθ+tfφ
x1fr=x1 +lfθ+tfφ
x1rl=x1 -lrθ+trφ
x1rr=x1 -lrθ-trφ

在下文中， 使用拉格朗日力学将基于第一定律的运动方程形式化。 由于模型
中存在 7 个自由度， 所以将广义坐标定义为
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q=[x1 θ φ x2fl x2fr x2rl x2rr]T （2.40）
在计算运动刚体的动能时， 既考虑了车身的运动， 也考虑了非簧载质量的垂

向运动。 与转向运动相比， 横摆运动可被忽略， 并且侧倾角被认为是很小的， 所
以角速度以如下方式近似

Ωx =θsinφ≈ 0，

Ωy =θcosφ≈θ，

Ωz=φ

因此， 由车身与簧下部件产生的动能为

TB = 12 Msx21 +12 Iθθ
2 +12 Iφφ

2 （2.41）

TU = 12 muf（x22fl+x22fr） +12 mur（x22rl+x22rr） （2.42）

并且总动能为T=TB+TU。
势能包括振动过程中车辆的弹簧变形和轮胎变形。 轮胎和悬架部件的变形表

示如下：
d2fl=x2fl-wfl， d2fr=x2fr-wfr， d2rl=x2rl-wrl， d2rr=x2rr-wrr

与

d1fl=x1fl-x2fl， d1fr=x1fr-x2fr， d1rl=x1rl-x2rl， d1rr=x1rr-x2rr
势能表现为两部分的和： U=US +UT， 其中US 为存储于悬架系统中的势能，

UT为存储于轮胎中的势能：

US = 12 ksf（d
2
1fl+d21fr） +12 ksr（d

2
1rl+d21rr） （2.43）

UT = 12 ktf（d
2
2fl+d22fr） +12 ktr（d

2
2rl+d22rr） （2.44）

耗散能量考虑了减振器的作用。 假设阻尼器产生的力随着变形率的变化而线
性变化， 则得到的耗散函数为

D= 12 bsf（d
2
1fl+d21fr） +12 bsr（d

2
1rl+d21rr） （2.45）

基于广义坐标， 所受外力可写成：
f1 =-Fzfl-Fzfr-Fzrl-Fzrr，f2 =-lfFzfl-lfFzfr+lrFzrl+lrFzrr，f4 =Fzfl，

f3 =-tfFzfl+tfFzfr-trFzrl+trFzrr，f5 =Fzfr，f6 =Fzrl， f7 =Fzrr

然后， 整车模型的拉格朗日公式可被写成：
Msq=LBs（xu -xs） +LKs（xu -xs） -Lf （2.46）

Muxu =Bs（xs-xu） +Ks（xs-xu） +Kt（w-xu） +f （2.47）

其中， q=[x1 θ φ]T、 xs=[x1fl x1fr x1rl x1rr]T、 xu =[x2fl x2fr x2rl
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 x2rr]T、 w=[wfl wfr wrl wrr]T与 f=[Fzfl Fzfr Fzrl Fzrr]T。 簧上质量
（Ms）， 簧下质量 （Mu）， 悬架刚度 （Ks）， 轮胎刚度 （Kt）， 悬架阻尼 （Bs）， 几
何结构 （L） 矩阵为

Ms=

ms 0 0

0 Iθ 0

0 0 I

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

φ

，Mu =

muf 0 0 0

0 muf 0 0

0 0 mur 0

0 0 0 m

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣ur

，Bs=

bsf 0 0 0

0 bsf 0 0

0 0 bsr 0

0 0 0 b

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣sr

Ks=

ksf 0 0 0

0 ksf 0 0

0 0 ksr 0

0 0 0 k

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣sr

，Kt=

ktf 0 0 0

0 ktf 0 0

0 0 ktr 0

0 0 0 k

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣tr

，L =
1 1 1 1
lf lf -lr -lr
tf -tf tr -t

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣r

整车模型的标称参数见表 2.1。
运用xs与q间的运动学关系：

xs=LTq （2.48）
以及将式（2.48）代入方程（2.46），则形成下面的微分方程：

Mz+Bz
·
+Kz=Krw+Laf （2.49）

其中，z=[qT xTu]T， 其他矩阵表示为

M =
Ms 0

0 M[ ]
u
，B=

LBsLT -LBs

-BsLT B[ ]
s

K=
LKsLT -LKs

-KsLT Ks+K[ ]
t

，Kr=
0
K[ ]
t
，La = -L[ ]I

式 （2.49） 能够表示成状态空间形式：
x=Ax+B1w+B2u （2.50）

其中， x=[zT zT]T， u=f， 且

A=
0 I

-M-1K -M-1[ ]B
， B1 =

0
M-1K[ ]

r
， B2 =

0
M-1L[ ]

a

整车模型的标称参数见表 2.1。 从干扰到性能信号， 整车模型的开环频率响
应， 即垂向、 俯仰、 侧倾加速度和悬架偏移量如图 2.8 所示。

表2.1 整车模型参数

参数 （符号） 值 单位

簧上质量 （ms） 1400 kg

俯仰惯性矩 （Iθ） 2100 kg·m2
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（续）

参数 （符号） 值 单位

转动惯量 （Iφ） 460 kg·m2

簧下质量 （muf， mur） 40， 40 kg

悬架刚度 （ksf， ksr） 23500， 25500 N/m

前轮胎刚度 （ktf， ktr） 190000， 190000 N/m

悬架阻尼 （bsf， bsr） 1000， 1100 N/（m/s）

执行器参数 （α， β， γ） 4.515 ×1013， 1， 4.969 ×1012

活塞面积 （AP） 3.35 ×10 -4 m2

供给压力 （Ps） 10342500 Pa

时间常数 （τ）
1
30 s

图 2.8 由干扰所引起的整车模型频率响应

2.5.2 垂向动力学中的非线性部分

在上一节提出的整车模型中， 没有明确表达悬架刚度 （Ks）、 轮胎刚度
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（Kt） 和悬架阻尼 （Bs） 的非线性。 此外， 执行器的非线性被完全忽略。 在下文
中， 我们通过推导相关子系统———四分之一车的模型来讨论这些非线性问题。

图 2.9 四分之一车的垂向
动力学模型

如图 2.9 所示的四分之一车辆模型是一个两自
由度模型。 x1 =q1， x2 =q2分别表示簧上质量和非簧
载质量的垂直位移。 在悬架系统的建模中， 考虑了
悬架部件的非线性行为和执行器动力学特性。 悬架
系统的垂向动力学特性通过以下方式表示：

msx1 =Fks+Fbs-Faz （2.51）
mux2 =-Fks-Fbs-kt（x2 -w） +Faz

（2.52）
式中， Fbs为悬架阻尼力； Fks为悬架弹簧力； Faz为

执行器输出的力。
悬架刚度产生的力的公式为

Fks=kls（x2 -x1） -knls（x2 -x1）3 （2.53）
其中， 非线性悬架刚度 （ks） 的主要部分由线性参数 kls与非线性参数 knls组

成。 悬架阻尼产生的力的公式为

Fbs=bls（x2 -x1） -bsyms （x2 -x1）sgn（x2 -x1） +bnls |x2 -x1㊣ |sgn（x2 -x1）

（2.54）
式中， x1 和x2 分别表示簧上质量和非簧载质量的垂向速度。 这里， 非线性悬架
阻尼bs由一个线性系数bs和两个非线性系数 bnls和 bsyms 组成。 bnls显示了对阻尼
特性的非线性影响， 而bsyms 描述了其非对称行为。

请注意， 在悬架系统的建模中， 经常使用线性模型而不是非线性模型。 悬架
系统的线性化公式为Fks=kls（x2 -x1）与Fbs=bls（x2 -x1）。

液压执行器的运行是非线性的， 因此它的输出力应按照以下方式表达， 参见
Merritt（1967）。 液压执行器由电液伺服阀控制， 并与被动悬架系统平行安装。
考虑一个四通阀活塞系统， 其中活塞的力平衡给定为

Faz=APPL （2.55）
式中， Ap为活塞面积； PL为活塞上的压降。 PL的微分为

PL =-βPL +αAP（x2 -x1） +αQ （2.56）

其中， α=
4βe

Vt
， β=αCtp， 以及

Q=sgn[Ps-sgn（xv）PL]CdSxv
1
ρ

Ps-sgn（xv）P㊣ L （2.57）

式中， Vt是总执行器的体积； βe是系统的有效体积模量； Q是液压负载流量； Ctp
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是活塞的总泄漏系数； Cd是流量系数； S 是滑阀面积梯度； xv是滑阀的位移； ρ—

是液压流体密度； Ps是供给压力。 活塞缸速度为从活塞缸的位置输出到活塞上的
压差的耦合。 它被认为是反馈项， 并已经由 Alleyne和 Hedrick （1992） 以及 Al-
leyne和Liu （2000） 做了响应的分析。 滑阀xv的位移由伺服阀 u的输入控制：

xv=
1
τ
（ -xv+u） （2.58）

这个非线性模型的状态空间表达为

x=f（x） +gu+hw （2.59）
其中， 系统状态向量x为

x=[x1 x2 x3 x4 xP xv]T （2.60）
系统状态向量的分量为簧上质量 x1的垂直位移， 簧下质量 x2的垂直位移，

以及它们的导数 x3 =x1， x4 =x2， 压降 xP （ =PL ）， 伺服阀位移 xv。 公式
（2.59） 的组成部分为

f（x） =

x3
x4

1
ms

（Fks+Fbs-APxP）

1
mu

（-Fks-Fbs-ktx2 +APxP）

-βxP +αAP（x4 -x3） +αQ

-1
τ
x

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣v

，g =

0
0
0
0
0
1

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣τ

，h =

0
0
0
kt
mu

0

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣0

下面， 通过选择三个调度变量， 即相对位移的平方、 相对速度的符号和与执
行器的负载压力相关的信号， 来构造LPV模型。

ρks=（x2 -x1）2 （2.61）
ρb=sgn（x4 -x3） （2.62）

ρQ=sgn[Ps-sgn（xv）PL]CdS
1
ρ

Ps-sgn（xv）P㊣ L （2.63）

将ρQ引入到执行器的公式 （2.56）， 则微分方程为
xP（ρQ） =-βxP+αAP（x4 -x3） +αρQxv （2.64）

负荷压力微分方程的参数依赖关系是 ρQ仿射的。 由于仿射参数依赖性， 在
整个参数区域保证了二次稳定性和控制性能， 仅需在 LMI约束条件下参数区域
的极值点处解决优化问题。

将非线性弹簧力按以下方式重新表达：
Fks（ρks） =kls（x2 -x1） -knlsρks（x2 -x1） （2.65）
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这个力通过状态的线性组合来表示， 允许力具有非线性 ρks依赖性。 非线性
阻尼力表示为

Fbs（ρb） =bls（x4 -x3） -bsyms ρb（x4 -x3） +bnlsρb ρb（x4 -x3㊣ ） （2.66）
其中第一项和第二项是线性部分， 第三项是阻尼力的非线性部分。 阻尼力的

线性部分可以表示为状态的线性组合， 而非线性部分不能。 因此， 必须引入一个
虚拟信号函数 ufict， 与此同时， 当形式化LPV模型时， 必须将非线性部分并入到
扰动矩阵中。

在主动悬架系统的 LPV模型中， 三个主要参数需要被选取。 在实践中， 相
对位移是一个测量信号。 相对速度由所测量的相对位移的数值微分来确定。 调度
变量ρQ与执行机构的负载压力相关， 假定它可直接由式 （2.57） 计算。

LPV模型的状态空间表示如下：
x=A（ρ）x+gu +hw （2.67）

其中 ρ=[ρ1 ρ2 ρ3]T， ρ1 =ρks， ρ2 =ρb， ρ3 =ρQ； w=[w ufict] T包括扰动

信号和虚构信号。 矩阵A以下面的形式表示：
A（ρ） =A0 +ρ1A1 +ρ2A2 +ρ3A3

=

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

-
kls
ms

kls
ms

-
bls
ms

bls
ms

-
AP

ms
0

kls
mu

-
kls
mu

-
kt
mu

bls
mu

-
bls
mn

AP

mu
0

0 0 -αAP αAP -β 0

0 0 0 0 0 -1

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣τ

+ρ1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

-
knls
ms

knls
ms

0 0 0 0

knls
mu

-
knls
mu

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣0

+ρ2

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

0 0
bsyms

ms
-
bsyms

ms
0 0

0 0 -
bsyms

mu

bsyms

mu
0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣0

+ρ3

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 αρQ
0 0 0 0 0

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣0

g与 h 表示为：
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g =

0
0
0
0
0
1

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣τ

，h =

0 0
0 0

0 1
ms

bnlsρb ρb（x4 -x3㊣ ）

kt
mu

- 1mu
bnlsρb ρb（x4 -x3㊣ ）

0 0
0

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣0

标称参数在表格 2.2 中给出。
表2.2 四分之一车模型参数

参数 （符号） 值 单位

簧上质量 （ms） 290 kg
簧下质量 （mu） 40 kg
悬架刚度 （kls， knls） 235 ×102， 235 ×104 N/m
轮胎刚度 （kt） 190 ×103 N/m

阻尼 （bls， bnls， bsyms ） 700， 400， 400 N/（m/s）

时间常数 （τ）
1
30 s

通过两个例子， 我们对悬架系统的性能指标进行了测试， 即簧上质量的垂向
加速度、 悬架动行程、 车轮质心偏移和控制力。 激励信号是路面上的冲击和方波
输入。

首先， 通过使用冲击信号来测试悬架系统的性能指标。 性能指标如图 2.10
所示。 非线性情况下， 起伏加速度的超调量大于线性加速度的 10%， 但非线性
情况下的瞬态持续时间比线性情况下的短。 与此同时， 非线性情况下的悬架动行
程值比线性偏差值小。 这些性质是由非线性阻尼特性引起的， 这与平衡点附近的
线性特性有很大不同。

图 2.10 车身到缓冲块的时域响应
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2.5.3 横摆-侧倾动力学线性变参数建模

运动微分方程， 即簧上质量的横向动态、 横摆力矩、 侧倾力矩以及前后簧下
质量的侧倾力矩将在接下来的部分逐一介绍。 Sampson、 Cebon （ 2003 ），
Gáspáret等 （2005C） 也介绍了上面提到的运动学方程。

图 2.11 说明了由三体系统模拟了经整合的横摆-侧倾车辆动态， 其中 ms是

簧上质量， mu，f是包括前轮和车轴在内的车辆前部簧下质量， mu，r是包括后轮和

车轴的簧下质量， m是车辆总质量。
Ixx， Ixz， Izz分别是簧上质量的侧倾、 横摆 -侧倾以及横摆运动的转动惯量。

h是簧上质量的质心 （CG） 高度， hu，f与 hu，r是簧下质量的质心 （CG） 高度，
r是从地面到侧倾中心轴线的高度。 总的轴载荷分别为Fzl和Fzr。

簧上质量的侧倾运动通过阻尼系数为 bsf、 bsr和刚度系数为 ksf、 ksr的悬架系
统来衰减。 轮胎刚度由 ktf和 ktr表示。 信号变量为前进速度 v、 横向加速度 ay、
簧上质量的侧滑角 β、 方位角 ψ、 横摆角速度 ψ、 侧倾角 φ、 侧倾角速度 φ、 前
轴侧倾角φt，f和后轴侧倾角φt，r。 δf是前轮转向角， ΔFb是左侧和右侧车轮上的制

动力偏差。

图 2.11 整车模型

假定由补偿器提供的制动力之间的差值ΔFb被施加于后桥。 这个假设并不限
制补偿器的实现， 因为控制动作可能分布到前轮和后轮的左右两侧车轮上。

在车辆建模中， 单质量车辆的侧倾与横摆动力学微分方程被建立。 车辆可以
纵向和横向平移， 也可以横摆。 簧上质量可以围绕水平轴旋转。 簧下质量也可以
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侧倾， 保证了轮胎的垂直顺应性。 这些运动用固定在车辆上的坐标系进行描述：
侧倾轴由平行于地面的x轴代替， z轴向下穿过车辆的质心。 悬架的弹簧、 减振
器和主动防侧倾杆在簧上和簧下质量之间产生力矩， 以响应侧倾运动。 除了现有
的被动弹簧和减振器之外， 每个轴上的主动侧倾控制系统还包括一对执行器和一
系列机械连杆机构。 轮胎则产生了与侧滑角度成线性变化的侧向力。

mv（β
·
+ψ） -mshφ=Fyf+Fyr （2.68）

-Ixzφ+Izzψ=Fyflf-Fyrlr+lwΔFb （2.69）
（Ixx+msh2）φ-Ixzψ=msghφ+msvh（β+ψ） -kf（r） （φ-φt，f）

-bf（r） （φ-φt，f） -kr（r） （φ-φt，r） +br（r） （φ-φt，r）

（2.70）
-rFyf=mufv（r-huf）（β+ψ） -mufghufφt，f

-kt，f（r）φt，f+kf（r） （φ-φt，f） +bf（r） （φ-φt，f） （2.71）
-rFyr=murv（r-hur）（β+ψ） -murghurφt，r

-kt，r（r）φt，r+kr（r） （φ-φt，r） +br（r） （φ-φt，r） （2.72）
轮胎接地方向上的横向轮胎力 Fyf和 Fyr分别与轮胎侧偏角 αf和 αr成线性

近似：
Fyf=μCfαf，Fyr=μCrαr （2.73）

式中， μ是侧向力系数； Cf和Cr是轮胎侧向侧偏常数。
μ也被称为摩擦系数或内聚力系数， 根据定义， 它是作用在车轮平面上的摩

擦力与车轮接地力之比。
底盘和车轮在车轮接地点具有相同的速度。 前后轮在横向和纵向上的速度方

程如下：
vw，fsin（δf-αf） =lf·ψ+vsinβ （2.74）

vw，rcos（δf-αf） =vcosβ  （2.75）
vw，rsinαr=lr·ψ-vsinβ  （2.76）

vw，rcosαr=vcosβ （2.77）
在稳定的驾驶条件下， 轮胎侧偏角αi通常不大于 5°， 并且通过将sinx≈x和

cosx≈1 代入， 可以简化上述方程。 因此， 轮胎侧偏角的经典方程给定为

αf=-β+δf-
lf·ψ
v ，αr=-β+

lr·ψ
v

 （2.78）

选择系统状态为簧上质量的侧偏角 β， 横摆角速度 ψ， 侧倾角 φ， 侧倾速率
φ， 前悬架处的簧下质量的侧倾角φt，f和后桥侧倾角φt，r， 即：

x=（β ψ φ φ φt，f φt，r）
T （2.79）

微分代数模型可以转化为下面的状态空间表示形式：
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E（v）x=A0（v）x+B0δf+B1ΔFb （2.80）
其中E（v） 为也包含质量和惯性的可逆矩阵。
系统矩阵如下：

E（v） =

mv 0 0 -msh 0 0

0 Izz 0 -Ixz 0 0

-msvh -Ixz 0 Ixx+msh2 -bf（r） -br（r）
-mufv（r-huf） 0 0 0 +bf（r） 0

-mufv（r-hur） 0 0 0 0 +br（r）
0 0 1 0 0

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣0

A0（v） =

-（Cf+Cr）μ
（ -lfCf+lrCr）μ

v -mv 0 0 0 0

（ -Cflf+Crlr）μ -
（l2fCf+l2rCr）μ

v 0 0 0 0

0 msvh msgh-kf（r） -kr（r） -bf（r） -br（r） kf（r） kr（r）

-rCfμ mufv（r-huf） -
lfrCfμ

v kf（r） bf（r） A0（4，5） 0

-rCrμ murv（r+hur） +
lrrCrμ

v kr（r） br（r） 0 A0（5，6）

0 0 0 1 0

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣0

B10 =

Cfμ
lfCfμ
0

rCfμ
0

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣0

，B20 =

0 0 0
0 0 lw
1 1 0
1 0 0
0 1 0
0 0

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣0

其中， A0（4，5） =-kt，f（r） -kf（r） +mufghuf，A0（5，6） =-kt，r（r） -kr（r） -murghur。

将公式 （2.80） 左右两边同时乘以E-1（v）， 则它的状态空间表达形式为
x=A（v）x+B（v）δ  （2.81）

其中， δT= [δf ΔFb]。 如果有主动防倾杆系统， 那么可以加入一个额外

的控制输入 uc= [ufur]， 使主动防倾杆在簧上质量与簧下质量之间产生侧倾
转矩：

x=A（v）x+B（v）δ+Brb（v）uc （2.82）
横向加速度、 横摆角速度与侧倾角速度可选择作为系统的测量信号

y= ay ψ φ[ ]T  （2.83）
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其中横向加速度是

ay=vβ+vψ-h φ

在线性横摆-侧倾模型中， 前进速度被认为是一个常数。 然而， 前进速度是
一个重要的稳定性参数， 所以它实际上是运动的一个变量。 因此， 由于方程
（2.81） 中的系统矩阵依赖于车辆非线性的前进速度和侧向力系数， 所以车辆的
横摆和侧倾动态的建模得到了一个非线性模型。

当侧偏角 β较小时， 前进速度近似等于纵向速度。 可以认为在稳定的驾驶条
件下侧偏角小。 因此， 在车辆侧向操纵时， 认为加速踏板开度是恒定的， 并且前
进速度仅与制动力有关。 前进速度假设是测量得到的， 但是， 侧向力系数通常不
能直接测量。

如果选择v和μ作为调度变量， 横摆-侧倾运动的微分方程在状态变量中是
线性的：

x=A（ρ）x+B1（ρ）δf+B2（ρ）ΔFb （2.84）
其中

A（ρ） =A0 +ρ1A1 +ρ2A2 +ρ3A3 +ρ4A4 +ρ5A5
B1（ρ） =B10 +ρ2B11 +ρ3B12

B2（ρ） =B20 +ρ1B21
ρ=（ρ1 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5）T

ρ1 =
1
v，ρ2 =μ，ρ3 =u/v，

ρ4 =μ/v2，ρ5 =v
模型的一些参数见表 2.3。

表 2.3 横摆-侧倾车辆模型的参数

参数 值

ms 12 487kg

muf， mur 706 1000kg

m 14 193kg

h 1.15m

huf， hur 0.53m， 0.53m

r 0.83m

Cf， Cr 582 ×103 kN/rad， 783 ×103 kN/rad

kf， kr 280 ×103 kN·m/rad， 684 ×103 kN·m/rad

bf， br 100 ×103 kN/rad， 100 ×103 kN/rad

kt，f， kt，f 2060 ×103 kN·m/rad， 3337 ×103 kN·m/rad



第 2 章 线性变参数系统的建模 ●●●●●

37   

（续）

参数 值

Ixx 24 201kg·m2

Ixz 4200kg·m2

Izz 34 917kg·m2

lf， lr 1.95m， 1.54m

lw 0.93m

μ 1

2.6 灰箱辨识与参数估计

LPV模型包含了多种参数， 其参数值不一定是预先知道的。 因此， 需要一种
方法来估计标称模型的这些未知参数。 下面我们考虑 （q）LPV系统作为输入仿
射非线性系统的一个子类， 它可以表示为

x=A（p，ρ（t））x+Bu（p，ρ（t））u+Bφ（p）φ（ρ（t））

y=C（p，ρ（t））x
（2.85）

式中， p是参数向量； ρ（t） 是时变调度参数的已知向量， 其最终取决于所测量
的输出， 即ρ（t） =ρ（y）， 并且φ是已知的， 可能是其形参的非线性函数。

我们研究的目的是从输入-输出测量中计算系统 （2.85） 的未知参数p， 换
句话说就是解决一个灰箱识别问题。 解决这种识别问题的被广泛使用的方法是设
置二次输出误差辨识准则， 即根据未知参数的函数使问题最小化。

这个非线性最小二乘问题的目标函数通常由下式给出：

J（p） =12 ‖y-y（p）‖2 （2.86）

式中， y（p）是对应于输入 u和初始条件x0的公式 （2.85） 的解。
出于实际的原因， 由一个离散的标量积产生的标准型为

‖v‖2：= 1N∑
N-1

i=0
v（ti） 2 （2.87）

式中， v（ti） 是在时刻ti的信号v的样本。
在实际辨识实验中， 采样是均匀的， 采样时间是 τ， 即 ti=t0 + （i-1） τ。

通常， 参数范围上的一些额外的框约束也是可用的， 如下式 （2.88）， 以允许设
置非线性最小二乘问题的约束。

pi，l≤pi≤pi，u，i=1，…，np （2.88）
在离散时间场合中， 有几种专用于解决这个问题的方法， 参见例如 Bamieh
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和 Giarre（ 2002 ）， Hori等人 （ 1992 ）， Lee和 Poola（ 1996， 1999 ）， Ljung
（2001）， Verdult和Verhaegen （2002）。 在这些方法中， 优化方案通常基于牛顿
或准牛顿型迭代过程。 经常被称为 “自适应” 或 “递归” 的其他方法， 例如扩
展的卡尔曼滤波 （EKF） 方法， 主要被认为是这些类型算法的递归变体， 其中算
法的主要益处是所需的模拟数量较少。 这些类型的方法的一般收敛性， 即使在理
论场合中， 也知之甚少。

在连续时间场合中， 也可以应用这些类型的方法， 所有这些方法都涉及公式
（2.85） 类型系统。 这种整合带来了一些新的问题， 或者比离散时间遇到的困难
更严峻。

第一个问题是由于初始条件 x0在实际环境中经常是未知的。 除了可辨识性
的一般理论问题之外， 我们必须解决评估函数 （2.86） 的问题， 并且还必须解
决从与原始条件相同的初始条件开始整合包含参数p的系统的问题。 在离散时间
场合中， 至少在有足够长的数据记录可用的情况下， 可以通过从移位的初始时间
开始仿真， 并通过使用先前的数据作为初始条件来解决该问题。 为了克服这个困
难， 我们建议提出一个改进的辨识问题。 我们建议首先设计一个称为 Luenberger
型的观测器， 然后对观测器系统进行辨识过程。

仿真过程， 即计算y（p， ti） 的方法包含一个数值算法， 该算法执行系统的
隐式离散化。 对于一类微分方程， 即刚度方程， 这些数值方法是相当复杂的， 其
中包含具有可变步长迭代的隐式方案。 用这个种方法进行更深入的分析在连续时
间参数辨识过程中十分困难。

由于这个问题， 为了以可接受的精度计算解， 积分方案需要在中间时刻 t
中， 即在t1≤t≤t1 +1时评估微分方程的右侧。 问题是， 在模拟过程中值 ρ（t）、
u（t）和y（t） 是不可用的， 并且它们必须以某种方式被替换， 例如通过插值或零
阶保持策略。 因此， 输入 u和调度变量ρ的量化产生了一个改进的微分方程。 这
个等式的解决方案可能与原来的方案有很大的不同。

2.6.1 基于观测器的辨识

如果系统 （2.85） 从不同的初始状态 x0 开始， 相对应的解 y通常不同。 而

且， 对于一个非线性系统来说， 这个误差不是一个指数衰减的外加项。 由此可
见， 目标函数值对于由标称参数p确定的系统的解而言不会消散为零。 因此， 所
使用的优化算法将无法提供正确的参数值。

如果初始条件x0是未知的， 那么必须用未知参数扩展原始系统的状态， 并
将p=0 加到状态方程组中。 这个扩展系统的可观性保证了对 （p， x0 （p））对应
解函数的唯一性。 然而， 扩展系统通常是一个完全的非线性系统， 其可观性在实
践中难以测试。 下面假设在未知初始条件下的可辨识性是成立的。
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为了解决初始条件未知的问题， 我们提出为系统设计一个Luenberger型观测
器， 然后对观测器系统进行辨识处理。 观测器的形式如下：

η=（A+KC）（ρ，p）η+（Bu +KD）（ρ，p）u+Bφ（ρ，p）φ-K（ρ，p）y
ε=-C（ρ，p）η+y （2.89）

通过这种构造， 对于p=p0， 系统 （2.89） 是一个观测器， 即对于参数的标
称值， 有lim

t→∞
ε（t） =0。 这意味着实际上目标函数 （2.86） 可以被替换为以下

函数：

J（p） = 12 〈ε，ε〉o，〈ε，ε〉o：= 1
N-L∑

N-1

i=L
ε（ti） 2 （2.90）

式 （2.90） 需要合理选择 L的大小， L的选择取决于观测器的收敛属性 （时
间常数）， 即观测器增益K的选择。 关于稳定性的问题， 让我们回顾一下， 如果
存在矩阵P=PT＞0， 那么LPV系统被认为是二次稳定的， 如

A（ρ）TP+PA（ρ） ＜0 （2.91）
其中， 所有的参数ρ∈P。 一个系统是二次稳定的充要条件是方程 （2.91）

中的条件对于参数空间的所有角点都是成立的， 也就是说， 可以得到一个 LMI
的有限系统， 这个系统必须满足 A（ρ） 和一个合适的正定矩阵 P， 见 Gahinet和
Apkarian （1996）， Fen等人 （1996）。

为了获得一个二次稳定的观测器， LMI：
（A（ρ） +K（ρ）C）TP+P（A（ρ） +K（ρ）C） ＜0 （2.92）

必须保持合适的K（ρ） 和P=PT＞0。 通过引入辅助变量G（ρ） =PK（ρ）， 我
们必须在参数空间的角点上求解以下LMI集合：

A（ρ）TP+PA（ρ） +CTG（ρ）T+G（ρ）C＜0 （2.93）
通过求解这些线性矩阵不等式， 能够获得一个固定的， 但p为任意值的观测

器增益。

2.6.2 基于自适应观测器的辨识方法

自适应观测器主要用于在线工作的故障检测和隔离以及自适应控制。 在我们
的辨识场合中， 观测器离线工作， 并且必须在测量长度给定的时间内收敛到估计
参数的可接受值。

我们的方法从一般非线性理论的观点出发， 参见 Besancon （2000）。 假设存
在对称正定矩阵P， 增益矩阵K（t）， 矩阵M和μ＞0， 使得：

PAo（t） +AT
o（t）P≤-μI， PBp=CTM （2.94）

其中， Ao（t） =A（t） +K（t）C保持并且信号φ持续激励。
那么， 用于辨识的自适应观测器可以定义为
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x=A（t）x+Bu（t）u+Bpφ（t）p+K（t）（y-Cx）

p=-γφT（t）MT（y-Cx）
其中假设M满足条件 （2.94）。
在离线辨识场景中， 持续条件

∫t+Tt
φT（τ）BT

pBpφ（τ）dτ≥αI （2.95）

这意味着在由测量长度和 T的值确定的有限时间窗中被实现。 自适应观测
器保证了指数收敛速度。 知道对该时间常数的估计， 可以确定所需的测量长度，
以便能够以足够的精度估计参数。 因此， 可通过考虑持久性要求和期望的收敛性
这两个因素来设计辨识实验。

观测器的性能属性在很大程度上取决于增益K（t） 和参数γ的选择。 通过选
择适当的γ可以提高参数的收敛速度。 进一步的研究是为了给这些参数一个在理
论上合理的设计程序。

寻找未知参数需要某些微分方程的解， 相关内容参见 Polak （1997）。 虽然
我们可将系统嵌入到 （q）LPV系统这一类别中， 但是通常我们不能在求解过程
中利用线性结构， 而是必须使用一般的微分方程求解器。 对于LTI系统的观测器
的设计， 例如在 Sur和Paden （1998） 中， 量化的影响也被展示出来。

2.7 参数估计： 案例分析

2.7.1 悬架系统的辨识

基于模型的悬架设计依赖于车辆物理参数的知识。 然而， 对于给定的车辆，
这些参数通常是未知的。 此外， 该系统是非线性的， 包含不确定和时变的部分。
因此， 通常的线性技术不适合处理这个估计问题。 接下来， 一个非线性的准LPV
（qLPV） 模型结构被用作辨识的起点。 假定簧上和簧下质量的加速度与相对位移
可以直接测量。 同时， 为了模型的完全辨识， 道路信息是必不可少的。

在找到确定的模型后， 提出了一种重建道路干扰的方法。 由于模型的非线性
本质， 我们还需要不可测量但可计算的相对速度信号。

在重构路面粗糙度信号之后， 后处理法可以自由选择为在线或离线， 其目的
在于通过粗糙度对道路进行分类。 在文献中有许多关于道路粗糙度估计方法的论
文。 路面信息可以从白噪声源中提取， 此类白噪声源可以通过运用适当的传递函
数 （Hac（1987）， Sayers（1986）） 进行估计。

一个四分之一车辆非线性模型的状态空间表达可写成：
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=
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+
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w

（2.96）
其中x1 =x3， x2 =x4。
假定加速度y1 =x1 和y2 =x2 以及相对位移ρk=x2 -x1 可以直接测量， 相对

速度， 即x4 -x3 用测量信号的数值积分来计算。 还假设 ms和 mu值也是已知的。
因此， 在这个例子中， 可以选择相对速度和相对位移作为调度参数：

ρb=x4 -x3，ρk=x2 -x1  （2.97）
我们用φ（ρk， ρb） 表示列向量

φ（ρk，ρb） =[ρ3k ρb ρ㊣ b sgn（ρb）]
T

（2.98）

如果把φ（ρk， ρb） 作为一个假设的输入， 那么这个准 LPV模型的状态空间
表达为

x=

0 0 1 0
0 0 0 1
-p11 p11 -p12 p12
p21 -p21 -pt p22 -p

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
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㊣
㊣㊣
㊣22

x+

0 0 0
0 0 0
p13 -p14 p15
-p23 p24 -p
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㊣㊣
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φ（ρk，ρb） +

0
0
0
p
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㊣
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w

（2.99）
其中

p11 p12 p13 p14 p15
p21 p22 p23 p24 p[ ]

25
=
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ms
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 （2.100）

pt=
kt
mu

 （2.101）
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让我们使用下面的公式 ν（x2， w） =pt（x2 -w）， γ=mu /ms。 从式 （2.99）
可以看出

γy1 +y2 =-v（x2，w） （2.102）
其中

y1 =p11ρk+p12ρb+[p13 -p14 p15]φ（ρk，ρb）
如果可以确定ρb， 则可以通过使用最小二乘 （LS） 估计从公式 （2.99） 确

定参数的值。 ρb的值通过使用二阶方案来估计：

y（t） =y（t+Δ） -y（t）
Δ

-Δ
2 y（t）

ρb（t） =
ρk（t+Δ） -ρk（t）

Δ
-Δ
2 （y2（t） -y1（t））

（2.103）

式中， Δ是采样时间。
为了确定公式 （2.102） 中的pt的值， 需要得到簧下质量位移 x2的值。 把公

式 （2.99） 和式 （2.102） 组合， 可以得到 x2， 然后通过执行 LS 估计来获得 pt
的值。 运用两次连续积分， 信号x2也可以由下式确定：

x2 =-p21ρk-p22ρb+[ -p23， p24， -p25]φ（ρk，ρb） -γy1 -y2
 （2.104）

如果没有簧载激励， 则可以通过使用等式 （2.102） 来检测代表路面对悬架
系统影响的信号：

w=
γy1 +y2

pt
+x2  （2.105）

如果四分之一车辆悬架系统的qLPV模型的pt值已知， 并且簧下质量的位移
x2可以确定， 则可以确定道路信号w。 通过对系统 （2.104） 进行积分来计算 x2
的值。 由于重建道路信号 w中的未知初始值的影响， 则存在一个线性趋势的系
统误差。

为了对不同的道路进行分类， Hac（1987） 提出了一种基于参数的方法。 在
这篇论文中， 对模型进行了一些细微的修改， 其中道路信号由以下连续时间模型
给出：

w+（a1 +a3）w+（a0 +a1a3）w+a0a1w=ξ （2.106）
式中， ξ表示为白噪声过程； 参数 a1， a2， a3取决于前进速度和道路类型， 给出
如下：

a0 =（α22 +β2）2v2 +4α22β2v4，a1 =α1v
a2 =2（α22 -β2）v2，a3 =（a2 +2a0）1/2

例如， 对于铺装的道路， 这些参数的值由 α1 =0.5， α2 =0.2 和 β =2.0
定义。



第 2 章 线性变参数系统的建模 ●●●●●

43   

在辨识场景下， 连续时间建模是不合适的， 因此道路特性应该根据离散时间
模型集的参数给出：

ωt+δ1ωt-1 +δ2ωt-2 +δ3ωt-3 =ξt （2.107）
这些参数也取决于速度和道路类型。 在图 2.12a中， 对于参数δ1、 δ2和δ3分

别在沥青路面的情况下描述了这种依赖关系。 图 2.12b还显示了速度函数中的参
数δ1。 如果速度的值是已知的话， 可以通过估计系数δi来执行道路分类的任务。

上述方法通过使用基本的统计辨识过程给出了道路的全局特征。 在这种情况
下， 道路参数估计的目的是对较长路段进行分类。 如果需要关于道路质量的局部信
息， 则应使用其他方法， 例如基于小波的技术， 详情参见Gáspár等 （2003年 a）。

在第一个例子中， 加速度y1 =x1， y2 =x2， 相对位移ρk=x2 -x1 和道路信号
w由标称参数描述的模型给出：

图 2.12 在不同路面上的参数

p=
57.97 2.41 0.68 0.34 810.34
284.94 11.86 3.38 1.69( )3938.1

质量值为mu =59kg和 ms=290kg。 在仿真中使用不同的采样时间 Δ。 辨识
的结果在pΔ和pt，Δ中给出， 总结在表 2.4 和表 2.5 中， 其中rΔ表示相对误差。

表 2.4 重构后 p的值

p 57.97 2.41 0.68 0.34 810.34 284.94 11.86 3.38 1.69 3983.1

p0.001 57.97 2.41 0.68 0.34 810.65 284.95 11.85 3.38 1.70 3984.6

r0.001 0 0 0 0 0.04 0 0.08 0 0.59 0.04

p0.005 58.11 2.37 0.69 0.37 797.03 285.62 11.69 3.43 1.82 3917.6

r0.005 0.24 1.66 1.47 8.82 1.64 0.24 1.43 1.48 7.69 1.64

p0.01 58.39 2.38 0.70 0.36 755.6933 287.02 11.70 3.44 1.79 3714.4

r0.01 0.72 1.24 2.94 5.88 6.74 0.73 1.35 1.78 5.92 6.75
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表 2.5 重构后pt的值

pt pt，0.001 pt，0.005 pt，0.01

3220.3 3284.3 3363.1 2723.3

rt 1.98 4.43 15.43

当采样时间选择为Δ=0.01s时， p1到p5估计的相对误差低于 7%， pt估计的
误差低于 16%。 如果我们选择较小的采样时间 （Δ=0.005s）， 则相对误差在
5%以下。 如果采样时间为Δ=0.001s， 则相对误差低于 2%。 采样时间的适当选
择在充分估计中是非常重要的， 然而， 实际的情况会限制采样时间的选择。

就道路信号重建而言， pt的估计值是决定性的。 仿真结果表明了选择抽样时
间的重要性。 对所需采样时间的估计可以通过香农定理来进行， 香农定理仅应用
于在辨识过程中使用的模型的线性部分，

0 0 1 0
0 0 0 1
-p11 p11 -p12 p12
p21 -p21 p22 -p

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣22

图 2.13 显示了采样时间对重建簧下质量位移x2 的影响， 这也是重建道路信
号的核心。

图 2.13 不同采样率下x2的绝对误差

在第二个示例中， 模拟了对应于沥青路面和不同行驶速度的三种情况。 采样
时间设置为 0.001s。 在重构道路信号之后， 估计离散模型 （2.107） 的参数 δi。
结果见表 2.6。
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表 2.6 辨识结果

v/（km/h） 参数 δ1 δ2 δ3

40
名义 -0.988 -0.007151 0.00213

辨识 -0.9878 0.007174 0.001743

60
名义 -0.9882 -0.006993 0.00618

辨识 -0.9881 -0.006993 0.005798

80
名义 -0.9858 -0.007205 0.008486

辨识 -0.9878 -0.007242 0.009956

2.7.2 横摆-侧倾系统的辨识

在基于对横摆-侧倾动力学的建模的防侧翻方法控制设计中， 对重心的估计
十分重要。 在本节中， 通过一个例子来介绍了针对重心的位置与高度估计的过
程。 实际问题体现在： ①物理模型是非线性连续时间； ②未知参数必须用灰箱辨
识方法进行估计。 由于模型的非线性特性， 对初始条件的选择或估计是另一个困
难之处。

图 2.11 介绍了车辆的整合的横摆-侧倾动态。 准LPV模型能够转化成下面
的状态空间表达形式：

x=A（v）x+B（v）δ，x= β ψ φ φ φt，f φt，[ ]r T，δT= δf δ[ ]b ，

并且

A（v） =E-1A0（v）， Bv=E-1 [B0 B1]

其中

E（v） =

mv 0 0 -msh 0 0
0 Izz 0 -Ixz 0 0

-msvh -Ixz 0 Ixx+msh2 -bf -br
mfv（r-hf） 0 0 0 -bf 0
mrv（r-hr） 0 0 0 0 -br

0 0 1 0 0
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㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
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A0（v） =

Yβ YΨ-mv 0 0 0 0
Nβ NΨ 0 0 0 0
0 mshv a33 -bf-br kf kr
-rYβ rYf-mfvhf -kf -bf ktf 0
-rYβ -rYr-mrvhr -kr -br 0 ktr
0 0 0 1 0

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
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B0 = Yδ Nδ 0 rYδ 0[ ]0 T

B1 =

-δf -d1 -d2δf 0 0 0 0
-δf d1 -d2δf 0 0 0 0

0 -
lw
2 0 0 0 0

0
lw
2 0 0 0

㊣
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㊣0

T

可测量的信号为横向加速度、 横摆角速度以及侧倾角速度等。

y=[ay ψ φ]T （2.108）

其中， 横向加速度为 ay=vβ+vψ-hφ。 在辨识中， 由于重心的参数对车辆
侧倾动态的影响要比其他动态大， 所以对侧倾角速度的测量是显而易见的： y=

φ。 未知参数是簧上质量ms和重心的高度 h。 仿真中使用的这些参数的实际值是
ms=12.48 和 h =1.15。

系统不依赖于未知的参数。 因此， 有必要整理原始的系统方程， 以便从辨识
的角度获得可能有用的系统。 引入新变量ζ=Izzψ-Ixzφ， 并考虑未知参数 ν=1/

（m-ms）， 可以得到系统

x1 =As，1（ν，v）x1 +Bs，1（ν，v）w （2.109）

其中， x1 =[β ζ]T， w = [δf δb，r ψ φ ay]T。 式 （2.109） 中的矩阵

如下：

As，1（ν，v） =
ν
Yβ

v 0

Nβ
Nψ

I

㊣
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㊣
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㊣zz

Bs，1（ν，v） =
ν
Yβ

v 0 ν
Yψ

v-1 0 -νm
v+
1
v

Nδ -
lw
2 0 Ixz

Nψ

Izz
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  考虑未知参数α=msh， 公式能写成：

x=As，2（v）x+Bs，2（v）δ+αBa，2（v）ω （2.110）

其中， As，2 =E-12 A2， Bs，2 =E-12 Bs与Ba，2 =E-12 Ba， 且

E2（v） =

mv 0 0 0 0 0
0 Izz 0 -Ixz 0 0

0 -Ixz 0 Ixx -bf -br
mfv（r-hf） 0 0 0 -bf 0

mrv（r-hr） 0 0 0 0 -br
0 0 1 0 0
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㊣㊣
㊣0



第 2 章 线性变参数系统的建模 ●●●●●

47   

A2（v） =

Yβ YΨ-mv 0 0 0 0

Nβ NΨ 0 0 0 0

0 0 -kf-kr -bf-br kf kr

-rYβ rYf-mfvhf -kf -bf ktf 0

-rYβ -rYr-mrvhr -kr -br 0 ktr

0 0 0 1 0
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Ba =

0 0 g 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0
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，Bs= B0 B[ ]1 T，以及ω= φ φ a[ ]y T

因此， 我们得到两个依赖于未知参数的 qLPV系统， 然而对应于式 （2.85）

中φ的表达式， 也包含未测量的信号。 在一般情况下构造一个自适应观测器是

很困难的， 而且这也是一个没有解决的问题。 因此需要估计未测量的信号 β、 φ

和φ。 信号φ通过对测量信号 φ进行积分来获得。 引入未知积分常数 φ（0） 作

为必须确定的附加参数。 为了简化， 在我们的仿真例子中， 这个值被设置为零。

信号 β由以下公式估算

ζ=
Nψ

Izz
ζ+Nββ+ Nδ-

lw
2 0 Ixz

Nψ

Izz[ ]0 w （2.111）

其中 ζ是对ζ的微分估算得到的。 信号φ也是由对φ的微分估算得到的。

通过使用从式 （2.111） 开始的、 未知输入的估计算法来改进对 β 的估计的

准确度：

ζ=
Nψ

Izz
ζ+Nββ+ Nδ-

lw
2 0 Ixz

Nψ

Izz[ ]0 w-k（ζ-ζ） （2.112）

β=β0 -δ（ζ-ζ） （2.113）

其中 β0是我们的初始估计。 在我们的例子中， 使用值δ=500 和k=700。

为了满足持续激励的条件， 该辨识方法基于在转弯工况下收集的信号。 转弯

从 1s开始， 在仿真中应用的转向角是一个斜坡信号。 它在 0.5s内达到最大值，

并以 4rad/s进行滤波， 以表示驾驶人输入信号是有限带宽的。 在模拟实验中，

由于制动力的作用， 重型车辆的前进速度在 40 ～65km/h 之间变化。 采用两个采

样时间， 即 Ts1 =0.01s， Ts2 =0.001s。 输入和测量的输出信号如图 2.14 所示。

表 2.7 总结了辨识的结果。
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图 2.14 仿真例子中的信号变化

表 2.7 辨识的结果 （实际值： ms=12.487 与 h=1.15）

Ts α v ms h

0.01 0.5807 14.3601 12.4709 1.1515

0.001 0.5822 14.3601 12.4754 1.1511

图 2.15 显示了对于给定的采样时间， 我们实验中估计参数的收敛。 如预期
的那样， 当采样时间较小时， 收敛更平滑更快。 然而， 在实际应用中， 使用采样



第 2 章 线性变参数系统的建模 ●●●●●

49   

时间的最高值， 即Ts=0.01s， 并且结果显示该值仍然是可接受的， 以保持所估
计参数的所需精度。

图 2.15 估计的参数

下面我们将使用第 2.5.3 小节和图 2.11 中的那些符号。 回想一下， 模型的
方程可以表示为状态空间形式， 其状态向量为

x= β ψ φ φ φt，f φt，[ ]r T （2.114）

x=A（ρ）x+B（ρ）u （2.115）

且

A（ρ） =A0 +ρ1A1 +ρ2A2 +ρ3A3，B（ρ） =B0 +ρ1B1 +ρ2B2 +ρ4B4
其中， 调度向量ρ表示为

ρ1 =μ， ρ2 =
μ
v， ρ3 =

μ
v2
， ρ4 =

1
v

系统矩阵的组成如下：
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A0 =
0 -1
0[ ]0 ， A1 =

0 0

（Cf+Cr）Ixz
（ms-m）hIzz

Crl2r-Cfl2f
I

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣zz

A2 =

Cf+Cr

ms-m
0

Crlr-Cflf
Izz

（Crlr-Cflf）Ixz
（m-ms）hI

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣zz

， A3 =
0

Crlr-Cflf
m-ms

0

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣0

B0 =
0 0 0

msIxz
（ms-m）hIzz

0
lw
I

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣zz

， B1 =
0 0 0

0
Cf

（m-ms）h
Ixz
Izz
+
Cflf
Izz

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
0

B2 =
0

Cf

m-ms
0

0 0

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣0
， B4 =

m
m-ms

0 0

0 0

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣0

测得的信号包括横向加速度 ay=vβ +vψ-h φ， 侧倾角速度和横摆角速度，

而控制输入信号是转向角和制动力的差值。 之后， 横向加速度也被选为虚拟输
入。 还假定前进速度是可用的。

模型中未知参数的估计是基于车辆的横向和横摆动力学方程， 参见方程
（2.68） 和方程 （2.69）。 由于 β 和 β 是未知的而没有被测量， 所以直接估计算
法不能被应用。 因此， 为了获得从估计的角度上来说可能有用的系统， 有必要整
理原始的系统方程。

首先要考虑到， 横向加速度是一个与 β直接相关的测量信号。 通过消除 β和
β， 我们得到：

a1φ+a2ψ=μ（a3ψ+a4δf） +（a5ay+a6ΔFb） （2.116）

其中，
a1 =（m-ms）h（lrCr-lfCf） -Ixz（Cf+Cr）

a2 =Izz（Cf+Cr）

a3 =-
1
vCfCrl2

a4 =CfCrl
a5 =-m（lrCr-lfCf）

a6 =lw（Cf+Cr）

式 （2.116） 被转换成下面的形式：
v=μu1 +u2 （2.117）
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其中

v=a1φ+a2ψ

u1 =a3ψ+a4δf
u2 =a5ay+a6ΔFb

假设信号 ψ、 φ、 ay、 δf、 ΔFb、 v可测量或计算， 则可以计算 v、 u1、 u2的

值。 由于v值不可用， 因此最小二乘法 （LS） 不能直接应用于此问题。 接下来，

提出一种可能的方法来估计来自方程 （2.117） 的参数 μ， 其中 v、 u1和 u2是已
知的。

式 （2.117） 的两边乘以 eαt， 然后进行部分积分。 使用偏积分形式， v（t）

可以用下面的方式表示：

v（t） =e-αtv（0） +αe-αt∫t0eατv（τ）dτ+μe-αt∫t0eατu1（τ）dτ+e-αt∫t0eατu2（τ）dτ
（2.118）

众所周知， 下面系统
w（t） =-αw（t） +v（t） （2.119）

式 （2.119） 的解为w（t） =e-αtw（0） +e-αt∫t0eατv( )τdτ。 选择 w=0， 系统

（2.119） 经滤波的输出为vf（t） =e-αt∫t0eατv（τ）dτ。然后得到下面的关系：

μuf
1（t） =v（t） -e-αtv（0） -αvf（t） -uf

2（t） （2.120）

式中， vf、 uf
1、 uf

2 分别是输入为v、 u1、 u2的系统经滤波的输出。

根据公式 （2.120）， 可以构造出不同的实用算法来估计 μ。 请注意， 选择
α=0 对应于简单积分的情况。

作为辨识基础的公式如下：

ψ=α1φ+α2uf+α3ay+α4ΔFb （2.121）

其中， 虚拟的信号为 uf=δf-
l
vψ与α1 =-

a1
a2
， α2 =μ

a4
a2
， α3 =

a5
a2
， α4 =

a6
a2
。

注意， 用于参数估计和控制设计的模型不包含附着系数， 但它包含轮胎侧滑
常数和附着系数的乘积， Cf=μCf与 Cr=μCr。 因此， 代替附着系数， 将会估计
这个乘积。 对式 （2.121） 应用辨识方法， 估计系数 αi。 这些系数与未知参数

Izz、 Ixz、 Cf和Cr有关， 因此可以用估计值表示：

Izz=
lw
α4

（2.122）
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Ixz=Izz（α1 -
m-ms

m h α3） （2.123）

Cf=
Izzα2m

lfm-Izzα3
（2.124）

Cr=
Izzα2m

lrm-α3Izz
（2.125）

在下文中， 为了简单起见， 假定 Ixx的值是已知的。 基于本节概述的方法，
也可以对它的值进行估计。

图 2.16 三步估计过程

用于估计侧滑角的模型包含附着

系数， 该附着系数是时变信号。 这些
信号不能同时估计， 因为基于观测器
的方法假定 LPV模型中的参数是已知
的， 并且调度变量可用于估计侧滑角。
因此， 可能需要图 2.16 所示的三步估
算过程。 在初始化步骤中， 根据等式
（2.122） 和式 （2.124） 估计未知参
数。 在实践中， 只有当车辆已经起动
并且已经行驶了一定的距离时才足以

进行计算。 附着系数的估计值是自适
应算法Cf0和Cr0的初始量。 对于其他参数， 如惯性在长时间内可以被认为是恒定
的， 因此很少进行模型初始化， 例如当系统维护之后该值会发生变化或者根据所
行驶的距离周期性的变化。

在第二步中， 采用式 （2.117） 的自适应观测器方案， 对附着系数Cf和Cr的

变化进行自适应辨识。 该过程要求车辆一直处于转向操纵状态， 例如， 必须有非
零转向角或非零横摆率， 使得信号 u1 不等于零。 在第三步中， 为了估计侧滑角，
运用基于自适应观测器的方法。 该方法还对簧下质量的侧倾角进行了估计， 这对
于俯仰动态的监测是非常重要的。

下面通过一个仿真例子演示三步过程。 车辆模型中的未知参数的初步估计是
在车辆已经起动， 并且已经行驶一定距离的车辆操纵中执行的。 假设对车辆的操
纵持续时间短， 附着系数恒定， 使用测量的信号估计车辆模型的未知参数。 显
然， 当模型参数已知时， 不需要执行该步骤。

图 2.17 给出了辨识过程的输入和输出信号， 即转向角、 横向加速度、 横摆
率以及制动力之间的差异。 在仿真实例中， 噪声信号被添加到测量的信号， 这导
致 2%～3%的相对误差。 在辨识方法中， 假设制动力之间的差异是可用的。 使
用 LS方法根据方程 （2.122） 和方程 （2.124） 辨识四个参数， 然后计算物理参
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数。 表 2.8 显示了估计值及其相对误差。 实际上， 制动力之间的差异并不总是可
用的。 但是， 假定如果左右两边制动力以对称方式产生， 则 ΔFb近似为零。 在
这种情况下， 估计的参数之一必须是已知的， 例如参数Izz。

图 2.17 辨识过程中输入输出信号

表 2.8 辨识结果

值 α1 α2 α3 α4

实际值 0.1174 26.6950 -0.0211 0.0266

估计值 0.1116 26.6090 -0.0210 0.0266

相对误差 Izz Ixz μCf μCr

实际值 34.9170 4.2 465.6 626.4

估计值 34.9867 4.0062 465.0597 625.5661

相对误差 0.0020 0.0461 0.0012 0.0013

然后， 进行侧滑角和附着系数的估计。 仿真过程中， 所估计的信号展示于图
2.18 中。 测量所得的信号包括转向角、 偏航率、 侧倾率、 制动力之差和横向加
速度。 在图 2.18 中还显示了侧滑角和附着系数。 然而， 这些信号用于验证目的，
并且假定它们在辨识过程中不可用。 辨识过程以在线方式执行， 即在车辆操纵期
间执行附着系数和侧滑角的辨识。

然后进行两个辨识步骤： 第一， 运用于附着系数估计的部分积分法的自适应
方法； 第二， 关于侧滑角的自适应观测器方法。 侧向力系数的估计结果近似于实
际侧向力系数的变化， 低于可接受的极限。 为了滤除估计信号中的噪声， 还执行
了滤波过程， 侧滑角与图 2.19a中的相对误差一起示出。 图 2.19b显示了估计侧
滑角的结果。 侧向力系数的估计趋向于在预定的可接受限度内的实际侧向力
系数。
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图 2.18 参数估计算法的输入输出信号

图 2.19 仿真估计信号

2.7.3 线性变参数系统中的故障估计

任何重构方案都依赖于合适的FDI成分。 现已有许多的方法来设计检测滤波
器， 例如参见Chen和Patton （1999）。 但是由于LPV模型形式的限制， 缩小了可
用工具的范围。

与LPV框架中的LTI情况相反， 代数项不能保证稳定性， 例如需要使 “冻
结的” LTI系统稳定。 除了设计过程潜在的技术难题外， 这个事实意味着经典的
LTIFDI滤波器设计的代数方法， 参见 Gertler（1998）， Varga（2008）， 不适用
于LPV模型形式。 在LPV框架中唯一可行的解决方案是需要二次稳定性， 使其
可作为一组 LMI可行性问题来解决。 所谓的 FDI几何方法可满足这些要求， 可
成功地进行检测滤波器设计， 详见 Balas等 （2003）， Bokor和 Balas（2004），
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Edelmayer等 （2004 年）。
作为一个高水平的方法， FDI过滤器设计问题往往可以运用一种图 2.20 所

示的匹配框架模型。 LPV范例可以将非线性系统看成线性时变系统 （LTV）， 其
残差可以表示为

图 2.20 基于范数的检测器设计问题

r=Truu+Trdd+Trvv （2.126）
因此， 为了在存在干扰和不确定性的情况下实现鲁棒性， 提出基于多目标优

化的FDI方案， 其中必须选择适当的性能指标以提高对故障的敏感度， 并同时衰
减干扰。 鲁棒干扰抑制条件为

‖Trd‖∞ = sup
‖v‖2 =1，ρ∈J

‖r‖2 （2.127）

并使其最小化。
这是一个通常的最坏情况滤波问题， 相对应的设计标准可以用 LMI来表示

为凸优化问题。 其主要问题表现为灵敏度和鲁棒性条件是相互矛盾的。 在LTI框
架中， 这意味着无法在相同的频率上实现对故障的敏感性以及对未知输入的不敏
感性。 那么与干扰信号的频率特性类似的故障也许不能被发现。 虽然设计问题是
非凸的， 但Henry和Zolghadri（2004） 提出了一个可以用 LMI技术处理问题的
方案。

基于范数方法的并包含加权开环系统 （横摆-侧倾模型 G（ρ）、 参数依赖的
FDI滤波器F（ρ） 以及与性能目标相关联的元素） 的特殊结构被描绘在图 2.21
中。 在图中， u是控制输入， δf和Fb表示干扰信号， 而y是测量输出。 FDI滤波
器采用测量输出和控制输入， 因此控制输入的影响在剩余输出上被减弱。 在图
中， fa表示执行器故障， fs表示传感器故障。 ea和es表示与故障相关的加权故障估
计误差。

Wpf是故障检测性能的权重， 它反映了不同频域的相对重要性。 也就是说，
加权函数Wpf可以被认为是一种惩罚函数， 即在希望误差较小的频率范围内， 权
重应该大， 而在可以容忍更大的误差的频率范围内， 权重应该小。 为了实现故障
估计的积分作用， 权重 Wpf的频率响应的大小应该在低频率范围内较宽。 权重
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图 2.21 FDI滤波器的开环内联结构

Wfa表示执行器通道中可能出现故障的大小。 权重Wfs在FDI滤波器设计中考虑传
感器故障。

滤波问题的增广模型将 w=[δf Fb fa fs u]T
作为干扰输入， 并且 e=

[ea es]T是用于评估估计质量的性能输出。 对于H∞残余代， 要求最大化故障对

残差的影响， 同时最小化外部信号 （δf Fb u） 对残差的影响。 有关设计的更
多细节可以在Grenaille等人 （2008 年） 的文献中找到。

为了说明故障估计的目的， 让我们考虑悬架系统的FDI设计， 其中执行器可
能发生的故障 （失效） 可以通过重构实际的悬架力来检测。 测量了信号 y1 =x3、
y2 =x4 与y3 =x2 -x1， 一种基于反演的检测滤波器可被设计出来。

回想一下， 四分之一车辆模型的状态空间可以用状态向量 x=
[x1 x2 x3 x4]T

来表示， 其中x1和x2分别表示簧上质量和非簧上质量的垂直
位移， x3、 x4表示它们的微分。

x3 =
1
ms

（rk（x2 -x1） +rb（x4 -x3） +bnlsρb ρb（x4 -x3㊣ ） -F） （2.128）

x4 =
1
mu

（ -rk（x2 -x1） -rb（x4 -x3） -kt（x2 -d） -bnlsρb ρb（x4 -x3㊣ ） +F）

（2.129）
其中， rb=bls-bsyms ρb， rk=kls+knlsρk， 而调度变量分别为 ρb=sgn（x4 -x3）

与ρk=（x2 -x1）2。
构建过滤器的第一步是表示式 （2.128） 中的 F， 并在这些表达式中插入已

知值yi：

F=|z|+bnlsρb |z㊣ |+rky3 -msy1 （2.130）

在这个表达式中， 相对速度 z的值不被测量。 但从方程 （2.128） 和方程
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（2.129） 可看出， 道路干扰是一个未知的输入信号。 可得到：
msx3 +mux4 =-kt（x2 -d） （2.131）

通过回溯在原方程中得到的表达式， 可以得到系统：

x3 =
rk
ms

（x2 -x1） -
rk
ms

y3 +y1与x4 =-
rk
mu

（x2 -x1） +
rk
mu

y3 +y2

其中， 相对速度不能被测量。 由此产生的LPV系统为
z=-rkmez+rkmey3 +y2 -y1 （2.132）

其中， me=
mu +ms

mums
将是可观测的。

对于半主动式执行器， 可以比较重建力的值和实际阻尼力的标称值。 如果这
两个值差别很大， 则必须发出故障事件。 然而， 对于主动执行机构来说， 由于实
际的执行机构可能会出现饱和效应， 因此有必要另外检查， 而如果实际力低于执
行机构的饱和水平， 则不需要比较重构力与鲁棒LPV控制器提供的力。

为了获得最终的故障检查滤波器， 执行器动力学公式可给定为

x5 =-βx5 +αAPz+γQ0，nom（F）x6 （2.133）

x6 =-
1

τnom
x6 +

1
τnom

ua （2.134）

式中， z和F分别是估计的阻尼器速度和阻尼器力值。 可能发生的执行器故障分
别通过修改的Ps值和时间常数τ来影响Q0项。 这些参数的标称值 （即无故障情
况） 由下标 nom表示。

对于无故障情况， 应分别有 e5 =x5 -x5≈0 与 e6 =x6 -x6≈0。 如果 e=
‖e5‖2 +‖e6‖2 大于给定阈值， 则系统中必然存在故障， 并将故障信号发送
到控制器重新配置过程中使用的更高级别控制器。 由于初始条件未知， 因此需要
为式 （2.132）、 式 （2.133） 与式 （2.134） 构造 （LPV） 观测器。 对于依赖于
调度变量的LPV系统， 可以使用LMI技术来设计LPV观测器： 让我们回想一下，
如果存在矩阵P=PT＞0， 则LPV系统被认为是二次稳定的， 使得对所有参数
ρ， A（ρ）TP+PA（ρ） ＜0 。 一个系统是二次稳定的充要条件是这个条件对于参数
空间内的所有角点都是成立的， 也就是说， 可以得到一个线性矩阵不等式
（LMI） 的有限系统， 这个系统必须满足一个带有合适的正定矩阵P的A（ρ）。

为了得到一个二次稳定的观察者， 则LMI
AT
o（ρ）P+PAo（ρ） ＜0 （2.135）

必须满足合适的K（ρ） 和P=PT＞0， 其中包含 Ao=A+KC。 通过引入辅
助变量 L（ρ） =PK（ρ）， 必须求解下面一组LMI参数空间点：

A（ρ）TP+PA（ρ） -CTL （ρ）T-L（ρ）C＜0 （2.136）
通过求解这些线性矩阵不等式， 一个合适的观测器增益可得到：
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K（ρ） =P-1L（ρ） （2.137）
在仿真实例结果中， 重构的力由图 2.22 （见彩插） 上半部分的蓝色实线

表示。
该力与无故障的悬架系统 （虚线） 产生的力相比较。 FDI滤波器在图 2.22

底部给出了蓝色的信号， 而红色信号是以理想的所需力百分比来表示所选阈值水
平。 由于所获得的误差水平将大于该阈值， 故发出故障信号， 指示执行器故障。

图 2.22 FDI过程结果

阈值水平直接影响故障检测延迟， 即高阈值水平对应于延迟增加。 然而， 由
于干扰、 传感器噪声和模型的不确定性， 这个水平不能过小， 并可运用一些工程
知识来确定。
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介绍

LPV控制综合是基于LPV或 LPV-LFT模型的控制器设计方法， 运用该方
法能够得到一种参数依赖的控制器， 并具有预先保证稳定性和性能要求的作用。
控制综合方法将会用到参数变化的实时信息， 因此， 与传统的增益调度方法的不
同之处在于： 该方法将LPV模型时变特性整合到了 LPV控制结构中， 并且取消
了经过大量的仿真之后验证系统稳定性和性能特征的环节。

LPV控制综合的主要优点之一在于， 对于在相应的范围和变化率内的所有参
数， 有扎实的理论基础来保证它们的预先稳定性和性能要求。 此外， 与增益调度
方法相反， 控制器是直接综合得到的， 而不是由一系列局部线性控制器构造的。
因此， 在参数化操作范围内， 该控制器为全局性的控制器。 尽管 LPV控制综合
关注于被控对象的线性模型而不是非线性模型， 但是由此产生的控制器是非线性
的。 由于 LPV控制综合采用 L2诱导范数作为性能度量， 所以控制综合直接与线
性H∞问题相关。 不过， LPV控制综合的缺点则表现为控制器综合更为复杂， 通
常需要引入保守性的设计来将其转化为一个可行的、 凸的问题。

3.1 性能建模

图 3.1 控制系统设计中的
一般P-K结构

控制系统被设计用来将系统输出保持在期望值上。 输出为系统状态量和输入
量间的线性组合。 许多因素都影响了控制系统维持期望输出的能力， 例如初始条
件或外部干扰输入。 我们用定量的性能指标来评估控制系统性能和相对于其他控
制系统设计的优点。 这些指标可包括闭环系统
参数、 特定测试条件下的闭环系统的响应或闭
环系统的增益。 包含模型反馈结构 P和控制器
K的闭环互联结构如图 3.1 所示。 在图中， d、
u、 y和z分别是干扰、 控制输入、 测量输出以
及性能输出。
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主要的性能需求可以很容易地制定。 灵敏度函数 S =（I+PK） -1必须很小，
以至于系统扰动和模型误差对输出影响不大。 互补灵敏度函数T=PK（I+PK） -1

也必须很小， 这样测量噪声对输出影响也就很小。 但是， 在这个规则中也有一些
限制和冲突。 例如， S和T不能在同一频率上都小。 一些对性能的限制体现在：
控制输入能力的限制、 非最小相位系统、 灵敏度与互补灵敏度。 可添加加权函数
来选择关注的频率范围和时间。 输入加权函数通常选择为与干扰输入的幅度谱相
等。 输出加权函数通常选择为与输出量的倒数相等。

一个标准的加权策略如图 3.2 所示。 在图中， u是控制输入， y是测量输出，
zp是性能输出， zu和zy是输入和输出的性能， w是干扰， n 是测量噪声。 加权函
数Wp的目的是定义性能指标。 可以认为它们是惩罚函数， 即在期望小信号的频
率范围内权重应该大， 在允许高性能输出的情况下权重应该小。 Wu和 Wy可以用

来反映在执行器和输出信号上的一些限制。 加权函数Ww和Wn的目的是反映干扰

和传感器噪声。 一般 P-K结构中的扰动和性能为 d =[w n]T与

z=[zu zy zp]T。

图 3.2 包含权重的标准反馈结构

接下来， 给出混合灵敏度问题的推导过程。 开环系统P给出为

（3.1）

运用 u与y间的反馈关系， 即 u=-Ky， 则从 d到z的闭环关系为
Tzd =P11 -P12（I+KP22） -1KP21 （3.2）

运用加权函数， 传递函数Tzd可以按下面的形式表示：

（3.3）

运用公式 （3.2）， Tzd如下所示：

Tzd =
WpT

vWu
[ ]KS 2

（3.4）
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运用公式 （3.4） 来表达系统的H2与H∞性能。 H2的准则为最小化由干扰 d
引起的期望性能zp与控制信号zu的能量， 通过合理地选择惩罚函数和标量v的大
小， 其可以表达为

‖zp‖
2
2 +v

2 ‖zu‖
2
2 =

WpT

vWu
[ ]KS 2

（3.5）

第一项是考虑系统性能而制定出的惩罚函数。 第二项的目的是为了避免执行
器的饱和。 参数v决定了在性能输出和控制输入之间的权衡。 使用 H2 准则， 干
扰对性能的影响被最小化。 它解决了扰动抑制问题。 H2 性能的主要局限是缺乏
对系统不确定性的正规处理方法。

H∞的准则是找到一个稳定的控制器来最小化‖Tzd‖∞， 如最小化
sup‖d‖2≤1‖zp‖2， 使之满足控制能量sup‖d‖2≤1‖zu‖2 的一些限制。 包含参数
v的混合准则如下：

sup
‖d‖2≤1

{‖zp‖
2
2 +v

2 ‖zu‖
2
2} =

WpT

vWu
[ ]KS

∞

（3.6）

如果H∞范数有界， 例如存在满足‖Tzd‖∞ ＜γ， 则
WpT

vWu
[ ]KS

∞

＜γ （3.7）

其中， γ为正数。
因此， 频率依赖权重Wp和Wu可以用来给出实现高频和低频增益所需项T和

KS的范围。 实际上Wu必须是低通滤波器， 而 Wp需要是高通滤波器。 在选择加
权函数来限定T和KS之后， 这些权重将系统扩展成增广形式。 在 H∞范数最小
化的情况下， 对这个增广的系统进行控制器综合。 较小的γ意味着鲁棒性更好的
设计。

H∞性能的主要优点之一是保证了最大的鲁棒性， 以抵抗不稳定的不确定性。
一般来说， 次优的H∞控制器的性能应该优于最优的控制器。

混合H2/H∞控制综合在统一的状态空间框架下处理 H2 和 H∞问题。 这种方
法提供了一种补偿器， 它结合了用于干扰抑制的H2 二次性能准则与用于最大限
度抵抗不稳定不确定性的H∞性能准则。

次优H∞控制器选择的自由度可用于最小化H2的性能指数。 因此， 用来最小
化H2性能指标的控制器可从适当的次优 H∞控制器中选出。 性能量 zp∞与 H∞的
约束相关， 性能量zp2与H2的准则相关。

如图 3.3 所示， 一个标准的加权策略包括了模型G与控制器K的反馈结构。
加权函数Wp2应用于性能量 zp2， Wp∞应用于性能量 zp∞。 图 3.1 中的一般 P-K

结构的扰动和性能量为 d =[w n]T和z=[zp2 zp∞ zy zu]T。
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图 3.3 包含混合性能与权重的反馈重构

3.2 不确定性部分的建模

通常， 在控制设计中应用了两种类型的不确定性结构， 包括非结构化不确定
性和结构化的不确定性。 非结构化不确定性是通过一个未知但有界的扰动与系统
建立关联来建模的。 这种类型的不确定性结构只需要很少的信息， 仅需要不确定
性的范围和关联类型。 扰动是一个有界的传递函数， 其边界是根据系统的无穷范
数来定义的。 非结构化扰动可以以多种方式关联到系统， 例如， 以加法、 输出乘
法、 输入乘法、 互质因子不确定性方式等。

控制设计是基于如图 3.4 所示的闭环互联结构。 在这个结构中， 未建模动态
的不确定性由模块Δm和加权函数 Wr表示。 假定传递函数 Wr是已知的， 它反映
了模型中的不确定性。 假定传递函数Δm是稳定且未知的， 同时满足‖Δm‖∞ ＜1
的范数条件。 Wp、 Ww和 Wn分别是针对性能指标、 干扰和传感器噪声的加权
函数。

图 3.4 具有性能和不确定性的标准反馈重构系统
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图 3.5 控制器设计中的
一般P-K-Δ结构

当模型中的扰动有界时： σ
-
（Δ（jω））≤Δmax（jω），

就可以对系统稳定鲁棒性进行评估。 其中σ
-
是最大奇异

值， Δ可以是任何扰动。 对于扰动给出的界限通常是频
率依赖的， 允许系统不确定性的参数随着频率变化。 例
如， 在实践中， 系统模型在低频时是准确的， 但在高频
时不太准确。 非结构化不确定性结构的标准形式如图
3.5 所示。 小增益定理提供了关于有界扰动的鲁棒稳定
性的测试。

定理 3.1 （小增益定理） 假设一般反馈系统MΔ是一个H∞的实有理子空间，
且γ＞0， 那么对于H∞中的所有可能的扰动， MΔ是适定的且内部稳定的， 其中
扰动有界‖Δ‖∞≤1/γ， 当且仅当

‖MΔ（s）‖∞ ＜γ （3.8）
见Zhou等 （1996）。
小增益定理意味着稳定传递矩阵MΔ （s） 的无穷范数越小， 互联系统 （M，

Δ） 不稳定的最小稳定干扰Δ的无穷范数就越大。 当系统模型用一组可加的扰动
来描述 （即G=Gnom+Wr2ΔWr1）， 且‖Wr2KSWr1‖∞ ＜γ， 那么闭环系统对于所
有‖Δ‖∞≤1/γ都是鲁棒稳定的。 当系统模型用一组输出乘法干扰 [即 G =
（ I+Wr2ΔWr1） Gnom] 来描述， 且‖Wr2TWr1‖∞ ＜γ， 闭环系统是鲁棒稳定的。
这些结论都可以通过使用小增益定理得出。

3.3 基于线性变参数模型的控制系统设计

在LPV控制系统设计框架中有下面的基本形式， 假设系统的状态空间表
达为

x=A（ρ）x+B1（ρ）w+B2（ρ）u （3.9）
z=C1（ρ）x+D11（ρ）w+D12（ρ）u （3.10）

y=C2（ρ）x+D21（ρ）w （3.11）
其中， 控制器的表示如下：

xc=Ac（ρ）xc+Bc（ρ）y （3.12）
u =Cc（ρ）xc+Dc（ρ）y （3.13）

在 L2LPV控制器综合中， 目标是找到一个 LPV控制器， 使闭环系统的 L2增
益最小化。 这对应于在LTI框架下得到的鲁棒H∞控制公式。

LPV系统被认为是线性微分包含 （LDI）， 在 LPV控制器合成步骤中， 忽略
了系统状态 （或输出） 与参数之间的关系。 因此， 即使调度变量在运行时间中
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是已知的， 但在分析/设计阶段， 其基本上仅表现为不确定性。 在实现阶段， 它
的信息作为设计中的一个线性化条件： 与不确定的情况相反， 可以把全阶 LPV
设计作为一个凸问题来解决。

在基本场合中， LPV情况下的增益根据集合ρ∈Ω内的参数 （通常是边界框
条件） 允许的所有可能的轨迹来解释。 这种方法对应于单李雅普诺夫函数
（SLF） 的选择， 其中调度变量的变化可以是任意快的。

在之后的应用中运用了参数依赖李雅普诺夫函数 （PDLF）。 其中的原因是当
忽略执行器或信号的带宽时， 会导致在ρ上无速率限制， 这是不切实际的。 如果
将ρ上的速率边界假设为一个较不保守的值的话， 那么这个系统的类别就产生
了。 此外， 多个例子表明， 如果系统是以 SLF方式定义的， 则 LPV系统不能通
过应用任何控制器来稳定。

在 LPV综合中使用的工具是有界实引理的鲁棒扩展， 参见例如 Fen 等人
（1996）。 在上述方程中， 参数的导数 ρ也被考虑在内。 因此， 有必要获得关于
参数变化率的信息， 即参数导数必须以ρ∈Ω为界。

3.3.1 非线性控制器的方程

当LPV控制器设计出来后， 系统状态 （或输出） 与参数 ρ=ρ（x） 间的关系
被用于LPV控制器中， 最终获得一个非线性控制器如下：

xc=Ac（ρ（x））xc+Bc（ρ（x））y （3.14）
u =Cc（ρ（x））xc+Dc（ρ（x））y （3.15）

这是一个重要的假设， ρ（x） 是可测量的或仅取决于可测量的信号的。 根据

建模假设的性质， 对于位于边界框ρ∈Ω与ρ∈～Ω中的所有参数和参数导数， LPV
系统等于或至少接近于非线性模型。 与增益调度方法相反， LPV控制框架保证即
使在瞬态下也能满足有效域的闭环系统性能指标。

这直观地表明闭环LPV系统性能指标也适用于具有非线性控制器和非线性
模型的非线性闭环系统。 但是， 由于潜在的鲁棒性样式， 一般来说， 系统设计是
趋于保守的。 这是由于Ω与Ω比包含实际参数轨迹的集合大得多。

3.3.2 基于单李雅普诺夫函数方法的控制器设计

从常数李雅普诺夫函数开始， 基于李雅普诺夫理论和耗散理论， 针对稳定性
和 L2 性能的条件分析是相当简单的。

关于稳定性问题， 如果存在一个矩阵X=XT＞0， 则对所有参数ρ∈P有：
A（ρ）TX+XA（ρ） ＜0 （3.16）

那么， 这个LPV系统被认为是二次稳定的。 基于这个概念， 这一有界实引
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理的改写引出了： 如果存在一个矩阵X=XT＞0， 满足以下条件
A（ρ）TX+XA（ρ） XB（ρ） CT（ρ）

BT（ρ）X -γI DT（ρ）
CT（ρ） D（ρ） -γ

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣I

＜0，ρ∈P （3.17）

然后， 系统
x=A（ρ）x+B（ρ）w
z=C（ρ）x+D（ρ）w

的 L2增益小于γ， 也就是说， 对于初始条件x（0） =0， 它保证了：

sup
p∈P

sup
‖w‖2≠0，w∈L2

‖z‖2
‖w‖2

＜γ＜∞ （3.18）

3.3.3 多面体方法

让我们考虑一个多面体形式的LPV系统 S（ρ）， 如

S（ρ） =∑
p

i=1
ρiSi，ρi≥ 0，∑

p

i=1
ρi=1 （3.19）

且

S～
A B
C( )D

与凸系统 Si～
Ai Bi

Ci D( )i
让我们假设设计如下形式的控制器K（ρ）：

AK（ρ） BK（ρ）

CK（ρ） DK（ρ[ ]） =∑
p

i=1
ρi

AKi BKi

CKi D[ ]
Ki

其闭环系统为

x=Acl（ρ）x+Bcl（ρ）w
z=Ccl（ρ）x+Dcl（ρ）w

考虑一个多面体LPV模型， 系统二次稳定的一个充要条件为： 方程 （3.16）
中的条件对于参数空间的所有角点都成立。 也就是说， 可以得到 LMI的有限系
统， 必须满足 A（ρ） 可以找到一个合适的正定矩阵 P， Gahinetand Apkarian
（1996）， Fen等 （1996）。

首先我们将这个想法应用于状态反馈设计。 为了获得一个二次稳定状态反
馈， 这个LMI

（A（ρ） +B（ρ）K（ρ））TX+X（A（ρ） +B（ρ）K（ρ）） ＜0 （3.20）
或

Y（A（ρ） +B（ρ）K（ρ））T+（A（ρ） +B（ρ）K（ρ））Y＜0 （3.21）
对于合适的K（ρ） 与 X=Y-1 ＞0 必须成立。 通过引入辅助变量 M（ρ） =
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K（ρ）Y， 必须在参数空间的角点上解出下列一组LMI：
YAT（ρ） +A（ρ）Y+MT（ρ）BT( )ρ+B（ρ）M（ρ） ＜0 （3.22）

如果B是参数独立的， 那么对于参数空间的角点， 有以下的设计条件：
YAT

i+AiY+MT
iBT+BMi＜0，i=1，…，p （3.23）

通过解上述LMI， 可以获得针对一个固定、 但为任意值p的合适的观测器增
益。 控制器如下所示：

K（ρ） =∑
p

i=1
ρiMiY-1

观察到， 如果B不是参数独立的， 则式 （3.22） 在ρ中不是线性的。 因此，
为了对其进行线性化， 需要进行再参数化， 通常在设计中会引入一定程度的保
守性。

关于动态输出反馈的性能问题， 其出发点是有界实引理的多面体重构。
定理 3.2 （多面体边界有界实引理） 假设有一个矩阵Xcl=XT

cl＞0， 使得在
每个顶点上， LMI满足以下条件

Acl（ρi）TXcl+XclAcl（ρi） XclBcl（ρi） CT
cl（ρi）

BT
cl（ρi）Xcl -γI DT

cl（ρi）

CT
cl（ρi） Dcl（ρi） -γ

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣I

＜0，i=1，…，p （3.24）

那么， 二次李雅普诺夫函数 V（xcl） =xTclXclxcl保证了闭环系统的稳定性。 此
外， 系统控制性能水平由γ的大小进行调节， 且‖z‖2 ＜γ‖w‖2。

如在状态反馈情况下， 为了直接获得有限的 LMI集合， 需要假设矩阵 B2、
C2、 D12和D21是恒定的， 即与参数无关， 参见式 （3.9） ～式 （3.11）。 如果这
个条件成立， 那么控制器可以基于以下结果进行设计， 参见 Apkarian 和 Gahinet
（1995）。

定理 3.3 （多面体H∞条件） 让我们用NX和NY分别表示零空间 （BT
2 ， DT

12）
和 （C2， D21） 的正交基。 多面体 H∞控制问题是可解的， 当且仅当在每个顶点
i=1， …， p中存在满足下列LMI系统的对称矩阵X， Y。

NT
X

AiX+XAT
i XCT

1i B1i
C1iX -γI D11i
BT
li DT

11i -γ

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣I

NX＜0 （3.25）

NT
Y

AT
iY+YAi YB1i CT

1i

BT
liY -γI DT

11i

C1i D11i -γ

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣I

NY＜0 （3.26）

X I
I[ ]Y ＜0 （3.27）
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此外， 这个问题可用k次LPV控制器解决， 当且仅当
rank（I-XY）≤k

这一控制器能够运用标准 H∞技术进行综合， 参见 Apkarian and Gahinet
（1995） and Schererand Weiland （2000）。

3.3.4 一种基于线性分式变换的控制器设计

给定一个LPV系统P， 其中包含外部输入 d 和控制输入 u， 以及受控输出 z
和测量输出y。 系统P的状态空间表示如下：

x=Ax+B1d+B2u  （3.28）
z=C1x+D12u （3.29）
y=C2x+D12d （3.30）

控制设计的假设与经典的H∞控制设计相同。 主要问题是找到一个 LPV控制
结构K， 使得闭环系统对于满足γ2ΘTΘ≤1 的所有参数轨迹是内部稳定的， 且能
使得算子T（P， K， Θ） 的诱导 L2范数 [见公式 （2.36）] 满足下列关系：

max
‖Θ‖∞

≤1/γ‖T（P，K，Θ）‖∞ ＜γ （3.31）

式中， γ是指定的性能水平。 LPV问题可以被解释为面对范数有界不确定性
Δ⊕Δ的标称线性时不变 （LTI） 系统Pa的鲁棒性能问题。

不确定性的结构如下： Δ=diag（ρ1Ir1， …， ρkIrk）， 每当参数 θi重复时，
ri＞1。 考虑与Δ相关的正定相似性尺度的集合：

LΔ= L＞0∶LΘ=ΘL，∀Θ∈{ }Δ （3.32）
给定 LΔ， 容易推断出重复结构Δ⊕Δ的一组尺度为

LΔ⊕Δ=
L1 L2
LT
2 L[ ]

3
＞0：L1，L3∈LΔ，L2Θ=ΘL2，∀Θ∈{ }Δ （3.33）

从小增益理论来看， 在面对不确定性Δ⊕Δ的情况下具有鲁棒性， 或等价的
增益调度控制器存在性的充分条件如下：

定理 3.4 （γ次优LPVH∞控制器） 考虑一个不确定性结构Δ和式 （3.33）
中定义的相关的一组相似性尺度 LΔ⊕Δ， 如果存在尺度矩阵 L∈LΔ⊕Δ和 LTI控制
结构K， 使得标称闭环系统Fl（Pa， K） 在内部是稳定的并且满足以下不等式：

L1/2 0
0[ ]IFl（Pa，K）

L -1/2 0
0[ ]I

∞

＜λ （3.34）

那么Fl（K， Θ） 是一个 γ次优增益调度 H∞控制器， 见 Apkarian 和 Gahinet
（1995）。

应用于增益调度 H∞控制器的 LMI方法是基于尺度有界实引理的， 其定义
如下：
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定理 3.5 （尺度有界实引理） 考虑一个参数结构 Δ， 在式 （3.32） 中定义
的关联尺度集合 LΔ和一个闭环控制系统。 以下陈述是等价的。

A是稳定的， 并存在 L∈LΔ， 使
‖L1/2[D+C（sI-A） -1B]L -1/2‖∞ ＜λ （3.35）

存在正定解P以及 L∈LΔ的矩阵不等式

ATP+PA PB CT

BTP -γL DT

C D -γL

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣-1

＜0 （3.36）

参见Apkarian and Gahinet（1995）。

利用定理 3.4 可得到尺度 H∞控制器问题的解。 在下一个定理中， 尺度 H∞
问题被认为是具有任意不确定结构 Δ的 LTI系统。 尺度 H∞问题的一般表述如
下， 给定γ＞0、 不确定性结构 Δ， 以及关联的尺度集合 LΔ， 找到 L∈LΔ与一个

LTI控制器K， 使得闭环系统内部稳定， 以及
‖L1/2Fℓ（G，K）L

-1/2‖∞ ＜γ （3.37）

定理 3.6 考虑具有不确定性结构Δ和相关尺度集 LΔ的系统G， 令NX和NY

分别表示零空间 （BT
2 ， DT

12， 0） 和 （C2， D21， 0） 的正交基。 当且仅当存在一

对对称矩阵X， Y∈Rn×n和 L， J∈Rr×r， 且 L∈LΔ， J∈JΔ满足下列 LMI系统时，

次优的尺度H∞问题是可解的。

NT
X

AX+XAT XCT
1 B1

C1X -γI 0

BT
1 0 -γ

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣I

NX＜0 （3.38）

NT
Y

ATY+YA YB1 CT
1

BT
1Y -γI 0

C1 0 -γ

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣I

NY＜0 （3.39）

X I
I[ ]Y≥0 （3.40）

LJ=I （3.41）

参见Apkarian and Gahinet（1995）。

不等式 （3.38） ～式 （3.40） 是在R、 S、 L、 J中的LMI， 并且结构约束 L∈
LΔ和J∈JΔ为凸约束。 然而， 约束式 （3.41） 具有强非凸性， 因此其数字易处理
性尚不清楚。 幸运的是， 在增益调度的H∞控制问题中， 非凸约束 LJ=I消失了。
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因此， 可以获得一个充分条件： 系统为纯LMI， 则是易处理的。 在增益调度控制
设计中使用的定理如下。

定理 3.7 （尺度 H∞控制器问题的解） 考虑一个由 LFT互联结构给出的
LPV系统， 其中P是适当的 LTI系统， 而 θ是参数运算子。 令 Δ表示与 Θ相关
的结构集合， 并且 LΔ表示相对应的一组尺度矩阵。 令 NX和 NY分别表示零空间

（BT
2 DT

θ2 DT
12 0） 和 （C2 D2θ D21 0） 的正交基。 增益调度 H∞控制问题

可解， 当且仅当存在一对对称矩阵X， Y∈Rn×n和 L， J∈Rr×r， 且 L∈LΔ， J∈JΔ
满足以下LMI系统：

NT
X

AX+XAT XCθ XC[ ]1 Bθ B[ ]1
CθX

C1[ ]X
-γ

J 0
0[ ]I

0 0
0[ ]0

Bθ

B[ ]
1

0 0
0[ ]0 -γ

L 0
0[ ]

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣I

NX＜0 （3.42）

NT
Y

ATY+YA YBθ YB[ ]1 Cθ C[ ]1
BθY

B1[ ]Y -γ
L 0
0[ ]I

0 0
0[ ]0

Cθ

C[ ]
1

0 0
0[ ]0 -γ

J 0
0[ ]

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣I

NY＜0 （3.43）

X I
I[ ]Y≥0 （3.44）

L I
I[ ]J≥I （3.45）

参见Apkarian and Gahinet（1995）。

定理 3.7 为增益调度H∞控制器的存在提供了充分的条件。 Apkarian 和Gahi-

net（1995） 提出了一种控制器组件的计算算法。 增益调度H∞控制器的设计方法
可参见 Apkarian 等 （1995）， Gahinet和 Apkarian （1996）， Apkarian 和 Adams
（1998）， Apkarian和Tuan （2000）。 这对对称矩阵 （X， Y） 相对于 LMI系统来
说是可行的， 计算这对矩阵是一个凸优化问题。 有效多项式时间算法可以解决这
个LMI可行性问题， 见 Nesterov和 Nemirovsky（1993）， Nemirovsky和 Gahinet
（1994）。
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3.4 基于参数依赖李雅普诺夫函数方法的控制器设计

3.4.1 线性变参数系统的分析

在下面， 我们将要应用参数变化李雅普诺夫函数。 因此， 也将涉及参数变化
率的内容， 并且应该引入下面的参数 ν变化集合 （v-variation）： 令紧凑集 P⊂
RS， 并且给定一组有限的非负数{vi}s

i=1， 其中v=[v1， …， vs]T。 参数ν变化集
合Fv

p表示如下：
Fv

P={ρ∈C1（R，Rs）：ρ（t）∈P， ρi≤vi，i=1，…，s} （3.46）

式中， C1代表了连续分段可微类型的函数。
因此， 我们考虑一个包含了有界的参数变化率的 n阶LPV系统G（ρ）， 即：

x（t）
z（t[ ]）

=
A（ρ（t），ρ（t）） B（ρ（t），ρ（t））
C（ρ（t），ρ（t）） D（ρ（t），ρ（t[ ]））

x（t）
d（t[ ]） （3.47）

其中 ρ∈Fv
p， ρ∈F

—
， x∈Rn， d∈Rnd且 z∈Rnz， 而 A： RS→Rn×n， B： RS→

Rn×nu， C： RS→Rny×n以及D： RS→Rny×nu是给定的连续函数。
首先， 定义了参数依赖的稳定性， 即二次稳定性的一般化概括。
定义 3.1 （参数依赖的稳定性） 给定紧凑集P⊂RS、 有限的非负数{vi}s

i=1，

以及函数 A： RS ×RS→Rn×n， 如果存在一个连续可微函数 P： RS→Sn×n， 满足
P（ρ） ＞0 和以下公式， 那么函数A在参数上依赖于P的稳定性。

AT（ρ，β）P（ρ） +P（ρ）A（ρ，β） +∑
s

i=1
（βi
∂P
∂ρi

） ＜0 （3.48）

对于所有ρ∈ P， 以及|βi|≤ νi， i=1， 2， …， s。
通过将P限制为一个常数矩阵， 如果不存在参数变化的界限， 即 vi→∞，

i=1， …， s， 那么参数依赖稳定性将降为二次稳定性。 在公式 （3.48） 中， 不
等式的左边必须严格小于零。

定理 3.8 给定一个紧凑集P和LPV系统
x（t） =A（ρ（t），ρ（t））x（t） （3.49）

其中， ρ∈Fν
P。 如果函数A在参数上依赖于P的稳定性， 那么

存在δ＞0， 使得

AT（ρ，ρ）P（ρ） +P（ρ）A（ρ，ρ） +dPdt＜-δIn （3.50）

对于所有轨迹ρ∈Fν
P。

对于LPV系统， 如果函数A是参数依赖稳定的， 那么系统就是一个参数依
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赖稳定的LPV系统。
下面将分析诱导 L2范数性能。 对于零初始条件 x（0） =0 的参数依赖稳定的

LPV系统， 诱导 L2范数定义如下：

‖GFP
‖i，2 =sup

ρ∈FP
sup

‖d‖2≠0，d∈L2

‖z‖2
‖d‖2

（3.51）

LPV系统的 L2范数水平代表 LPV系统所描述的所有因果线性算子集合中扰
动范数与性能范数的最大比例。 下面的定理给出了一个充分条件来检验 LPV系
统的诱导 L2范数是否小于规定的性能水平γ＞0。

定理 3.9 给定一个紧凑集P⊂RS、 有限非负数{νi}s
i=1与LPV系统。 如果存

在函数P： RS→Rn×n， 使得P （ρ） ＞0 与

AT（ρ，β）P（ρ） +P（ρ）A（ρ，β） +∑
s

i=1
（βi
∂P
∂ρi

） P（ρ）B（ρ，β） γ-1CT（ρ，β）

BT（ρ，β）P（ρ） -Ind γ-1DT（ρ，β）

γ-1C（ρ，β） γ-1D（ρ，β） -In

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

c

＜0

（3.52）
对于所有的ρ∈P和|βi|≤νi， i=1， 2， …， s， 那么函数A在P上是参

数依赖稳定的， 并且存在一个标量δ， 0≤δ＜γ， 使得‖GFν
P
‖i，2≤δ。

这个定理是对尺度有界实引理的一般化概括。 当常数矩阵 P受限制时， 这
个定理得到了Becker等人的结果 （1993）， 这是对一个含有任意快速变化参数的
LPV系统的分析测试。 由Wu （1995） 给出的这一定理， 由于利用参数变化率信
息而变得不那么保守。

定理 3.9 的条件是一个无限维凸问题。 通过用有限基函数逼近函数空间， 可
以将条件简化为有限维凸问题， 并利用有效的凸优化技术求解分析问题。 下面的
测试包括一些正定函数的 2sLMI， 只需要对参数空间进行网格化， 因此它比以前
的定理更容易计算。

定理 3.10 给定一个LPV系统， 并且状态空间不依赖于参数的导数。 如果
存在函数P： RS→S n×n， 使得P（ρ） ＞0 和

AT（ρ）P（ρ） +P（ρ）A（ρ） +∑
s

i=1
±（νi

∂P
∂ρi

） P（ρ）B（ρ） γ-1CT（ρ）

BT（ρ）P（ρ） -Ind γ-1DT（ρ）

γ-1C（ρ） γ-1D（ρ） -In

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

z

＜0

（3.53）
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对所有ρ∈ P， 那么函数A在参数上依赖于P的稳定性， 以及存在一个标量
δ， 且 0≤δ＜γ的， 使得‖GFν

P
‖i，2≤δ。

值得注意的是： 式 （3.53） 中的符号∑
s

i=1
±（·） 表示不等式中包含了+（·）

和-（·） 的所有组合。

3.4.2 考虑L2 诱导范数性能的线性变参数系统控制

针对有限参数变化率的 LPV系统， 本节主要研究了参数依赖输出反馈控制
问题。 这个问题决定了参数依赖稳定闭环 LPV系统中参数依赖控制器的存在，
并保证该闭环系统的诱导 L2范数小于γ。 假设参数的导数是实时可得的 （或可测
量的）， 以用来构造上述控制器。

对于一个给定的紧凑集P⊂RS， 让我们考虑下面的开环LPV系统：
x=A（ρ）x+B1（ρ）d+B2（ρ）u （3.54）

z=C1（ρ）x+D11（ρ）d+D12（ρ）u （3.55）
y=C2（ρ）x+D21（ρ）d+D22（ρ）u （3.56）

其中， ρ∈Fν
P， x∈Rn， d∈Rnd， z∈Rnz， u∈Rnu， y∈Rny。

然后给出连续函数 Ak： RS→Rm×m， Bk： RS→Rm×ny， C： RS→Rnu×m， D：
RS→Rnu×ny的参数依赖m维线性反馈控制器。 依据以下公式， 控制器依赖于参数
及它的导数：

xk=Ak（ρ，ρ）xk+Bk（ρ，ρ）y （3.57）
uk=Ck（ρ，ρ）xk+Dk（ρ，ρ）y （3.58）

其中， ρ∈Fν
P， xk是m维控制器的状态量。

对一般的系统做出如下假设：
· D22 （ρ） =0。 可以通过在改进系统的控制器中添加一个馈通项， 使这

个假设能够放宽。
· 对于所有ρ∈P， D12 （ρ） 列满秩， 且D21 （ρ） 是行满秩。 这些假设条件

的放宽导致了H∞问题奇异。
下面介绍与参数依赖的输出反馈控制器的综合。 为了得到简单的公式， 假定

D11 =0。 但是， 这个结果可以推广到D11≠0 的情况。 还进行了以下简化： D12 =
0 Inz[ ]2 和D21 = Ind2[ ]0 。

开环系统的改进形式如下：

（3.59）
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其中， ρ∈Fν
P， d1∈Rnd1， d2∈Rnd2， z1∈Rne1， z2∈Rne2

包含xTc（t）= xT（t） xTk（t[ ]） ，zT（t） = zT1（t） zT2（t[ ]） ，dT（t） = dT1（t） dT2（t[ ]） 的
闭环系统给定为

x=Ac（ρ，ρ）xc+Bc（ρ，ρ）d （3.60）

z=Cc（ρ，ρ）xc+Dc（ρ，ρ）d （3.61）

其中，

Ac（ρ，ρ） =
A（ρ） +B2（ρ）DK（ρ，ρ）C2（ρ） B2（ρ）CK（ρ，ρ）

BK（ρ，ρ）C2（ρ） AK（ρ，ρ[ ]）
（3.62）

Bc（ρ，ρ） =
B11（ρ） B12（ρ） +B2（ρ）DK（ρ，ρ）

0 BK（ρ，ρ[ ]）
（3.63）

Cc（ρ，ρ） =
C11（ρ） 0

C12（ρ） +DK（ρ，ρ）C2（ρ） CK（ρ，ρ[ ]） （3.64）

Dc（ρ，ρ） =
0 0

0 DK（ρ，ρ[ ]） （3.65）

对于给定的性能水平 γ＞ 0， 如果存在整数 m≥ 0、 函数 P： RS →

S（n +m） ×（m +n）以及连续矩阵函数 Ak： RS→Rm×m， Bk： RS→Rm×ny， C： RS→

Rnu×m， D： RS→Rnu×ny， 使得P（ρ） ＞0 和

AT
c（ρ，β）P（ρ） +P（ρ）Ac（ρ，β） +∑

s

i=1
（βi
∂P
∂ρi

） P（ρ）Bc（ρ，β） γ-1CT
c（ρ，β）

BT
c（ρ，β）P（ρ） -Ind γ-1DT

c（ρ，β）

γ-1CT
c（ρ，β） γ-1DT

c（ρ，β） -In

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

z

＜0

（3.66）

对于所有ρ∈P和|βi|≤νi， i=1， 2， …， s， 则参数依赖γ性能问题可

解。 公式 （3.62） 中定义了闭环矩阵。

这个问题是标准次优H∞控制问题的一般化概括。 输出反馈控制器的综合基

于以下定理：

定理 3.11 给定一个紧凑集P、 性能水平γ＞0 和LPV系统。 当且仅当存在

矩阵函数X： RS→Rn×n和Y： RS→Rn×n， 对于所有的ρ∈P， X（ρ） ＞0， Y（ρ） ＞0

满足下述关系， 则参数依赖γ性能问题可解：
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Ric（X，ρ，ρ） X（ρ）CT
11（ρ） γ-1B1（ρ）

C11（ρ）X（ρ） -Inz1 0

γ-1BT
1 （ρ） 0 -In

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣d

＜0 （3.67）

Ric（Y，ρ，ρ） Y（ρ）B11（ρ） γ-1CT
1 （ρ）

BT
11（ρ）Y（ρ） -Ind1 0

γ-1C1（ρ） 0 -In

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣z

＜0 （3.68）

X（ρ） γ-1In
γ-1In Y（ρ[ ]）

≥0 （3.69）

其中，

Ric（X，ρ，ρ） =X（ρ） AT（ρ） +A（ρ）X（ρ） -∑
s

i=1
± vi

∂X
∂ρ( )

i
-B2（ρ）BT

2 （ρ）

（3.70）

Ric（Y，ρ，ρ） =AT（ρ）Y（ρ） +Y（ρ）A（ρ） +∑
s

i=1
± vi

∂Y
∂ρ( )

i
-CT

2 （ρ）C2（ρ）

（3.71）
且

A（ρ） =A（ρ） -B2（ρ）C12（ρ） （3.72）
A（ρ） =A（ρ） -B12（ρ）C2（ρ） （3.73）

如果条件满足， 则可以通过连续性和紧致性来扰动X（ρ）， 使得两个 LMI式
（3.67） 和式 （3.68） 仍然保持成立， 并且Q（ρ） =Y（ρ） -γ-2X-1（ρ） ＞0。 现
在定义下列变量：

F（ρ） =- B2（ρ）X-1（ρ） +DT
12C1（ρ[ ]） （3.74）

L（ρ） =- Y-1（ρ）CT
2 （ρ） +B1（ρ）DT[ ]21 （3.75）

H（ρ，ρ） =-[X-1（ρ）AF（ρ） +AT
F（ρ）X-1（ρ） +∑

s

i=1
（ρi
∂X-1

∂ρi
） +

CT
F（ρ）CF（ρ） +γ-2X-1（ρ）B1（ρ）BT

1 （ρ）X-1（ρ）] （3.76）
其中，

AF（ρ） =A（ρ） +B2（ρ）F（ρ） （3.77）
CF（ρ） =C1（ρ） +D12（ρ）F（ρ） （3.78）

此外，
M（ρ，ρ） =H（ρ，ρ） +γ2Q（ρ） -Q-1（ρ）Y（ρ）L（ρ）D21 -B1（ρ[ ]） BT

1 （ρ）X-1（ρ）

（3.79）
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解反馈问题的严格合理控制器由下式给出：
Ak（ρ，ρ） =A（ρ） +B2（ρ）F（ρ） +Q-1（ρ）Y（ρ）L（ρ）C2（ρ） -γ-2Q-1（ρ）M（ρ，ρ）

（3.80）
Bk（ρ） =-Q-1Y（ρ）L（ρ） （3.81）

Ck（ρ） =F（ρ） （3.82）
Dk（ρ） =0 （3.83）

这个定理的证明和关于一般情况 D11 （ρ） =0 的讨论也在 Wu （1995） 中出
现。 公式 （3.67） 是状态反馈， 式 （3.68） 是输出估计， 式 （3.69） 是耦合条
件。 定理 3.11 中的LMI导致无限维凸可行性问题。

请注意， 控制器动态矩阵Ak （ρ， ρ） 依赖于ρ。 为了构建一个参数依赖的控
制器， ρ和 ρ必须可被测量或可直接使用。 在单个调度变量的示例中， 即当ρ不
可测量时， 可以执行变量的ρ依赖变化来消除ρ的依赖性。

在标量参数示例中， 定理 3.11 的控制器动态形式表现为
xk=A1（ρ）xk+ρA2（ρ）xk+Bk（ρ） （3.84）

现在， 让我们考虑变量的改变
xk，new=T（ρ）xk+ρA2（ρ）xk+Bk（ρ） （3.85）

其中， T（ρ） 是可逆的。 很容易证明如果T（ρ） 满足线性矩阵微分方程：
dT（ρ）
dρ

=-T（ρ）A2（ρ） （3.86）

那么新的坐标xk， new中所得到的控制器动态将不受ρ约束。 在多个调度变量
的情况下， 可以应用类似的方法。 然而， 得到解析解的难度非常大。 欲了解更多
细节， 请参阅Balas等 （1997 年）。

另一种解决方案是简单地限制选择 X， 使之不受公式 （3.76） 中的 ρ的限
制。 然而， 这种方法可能是保守的， 因为参数的变化率是不受限制的。 另一个可
能的解决方案是应用合适的外推算法来实现对参数ρ的估计。 这种方法的缺点是
调度变量的来源是受到限制的。

下面将定理 3.11 中的无穷凸可行性条件转化为有限维 LMI。 在这个解决方
案中选择有限数量的基函数来参数化无限维函数空间。

定理 3.12 给出一个有限数量的标量， 连续可微函数{fi}N
i=1与{gi}N

i=1包含

参数化部分：

X（ρ） =∑
N

i=1
fi（ρ）Xi （3.87）

Y（ρ） =∑
N

i=1
gi（ρ）Yi （3.88）

如果存在矩阵{Xi}N
i=1， Xi∈Sn×n， {Yi}N

i=1与 Yi∈Sn×n， 则对于所有的 ρ∈
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P， X（ρ） ＞0， Y（ρ） ＞0， 且满足以下关系， 那么参数依赖的γ性能是可解的。

Ric（X（ρ）） ∑
N

i=1
fi（ρ）XiCT

11（ρ） γ-1B1（ρ）

C11（ρ）∑
N

i=1
fi（ρ）Xi -Inz1 0

γ-1BT
1 （ρ） 0 -In

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

d

＜0 （3.89）

Ric（Y（ρ）） ∑
N

i=1
gi（ρ）YiB11（ρ） γ-1CT

1 （ρ）

B11（ρ）∑
N

i=1
gi（ρ）Yi -Ind1 0

γ-1C1（ρ） 0 -In

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

z

＜0 （3.90）

∑
N

i=1
fi（ρ）Xi γ-1In

γ-1In ∑
N

i=1
gi（ρ）Y

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣i

≥ 0 （3.91）

其中，

Ric（X（ρ）） =∑
N

i=1
fi（ρ）（XiAT（ρ） +A（ρ）Xi） -∑

s

j=1
± vj∑

N

i=1

∂fi
∂ρi

X( )i -B2（ρ）BT
2 （ρ）

（3.92）

Ric（Y（ρ）） =∑
N

i=1
gi（ρ） AT（ρ）Yi+YiA（ρ( )） +∑

s

j=1
± vj∑

N

i=1

∂gi

∂ρi
Y( )i -CT

2 （ρ）C2（ρ）

（3.93）
矩阵A（ρ）与A（ρ）见公式 （3.72）。
另一个问题是不等式必须适用于所有的 ρ∈P， 这就意味着必须检查无限多

的约束条件。 为了解决这个无限的约束凸问题， 紧凑集 P必须进行网格化。 例
如， 如果一个超矩形 P∈RS 在每个维上都有 L 个点的网格， 那么确定合适的
{Xi}N

i=1与{Yi}N
i=1的凸问题包括大约 Ls （2s+1 +1） 个 LMI。 另一个问题是完全

不能通过以上理论所提供指导来挖掘基函数， 即fi和 gi。 因此， 通常使用基函数
更直观的解决方案。

3.4.3 不精确的线性变参数系统控制设计

我们在本章的结尾部分给出了一个多面体 LPV系统的设计实例， 请参阅
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Daafouz等 （2008）。 在这个例子中， 被控对象和理想的控制器具备以下形式：
x=A（ρ）x+B1w+B2u （3.94）

z=C1x+D12u （3.95）
y=C2x+D21w （3.96）

其中

A（ρ） =∑
p

i=1
ρiAi，ρi≥ 0，∑

p

i=1
ρi=1

且

xc=Ac（ρ）x+Bcy，Ac（ρ） =∑
p

i=1
ρiAci （3.97）

u=Ccx （3.98）

我们假设ρ∈Ω（ρ） 且
Ω（ρ） = ρ ρi-ρi≤θρ{ }i （3.99）

其中， θ≥ 0 是一个给定的标量。
定理 3.13 让我们引入下列LMI

W BT
1 BT

1X+DT
21FT

B1 Y I

XB1 +FD21 I

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣X
＞0 （3.100）

LT
i+Li+θRi Ai+Mi YCT

1 +LTDT
12

AT
i+MT

i HT
i+Hi+θQi CT

1

C1Y+D12L C1 -

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣I

＜0 （3.101）

-Ri Mi YAT
i

MT
i -Qi -X

AiY -X -

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣I

＜0 （3.102）

其中

Li=AiY+B2L，Hi=XAi+FC2
那么， 当XY+UV=I时， 对于所有ρ∈Ω （ρ）， 以下控制器能够保证性能指

标γ＜tr（W）：
Aci=U-1（MT

i-XAiY-XB2L-FC2Y）V-1 （3.103）
Bc=U-1F，Cc=LV-1 （3.104）
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第 4 章 垂向动力学中的悬架系统

介绍

本部分内容涉及车辆悬架系统的动力学特性设计， 其宗旨是为了提升整车的
动力学特性。 悬架系统的性能可以通过以下四个参数定量地进行评价： 乘客舒适
度、 悬架挠度、 轮胎载荷变化以及能量消耗， Gillespie（1992）， Cole（2001）。

路面的不平整所致的车辆振动可能会使驾驶人与乘客产生疲劳， 同时对车辆及车
内货物造成损坏。 一般认为， 乘客舒适度 （或者乘坐舒适度） 与簧上质量的垂
直、 俯仰、 侧倾方向加速度具有关联。 这要求悬架工作空间必须要尽可能小， 同
时， 悬架系统必须保证车辆在操纵范围内都要保持循迹性能。 悬架的工作空间，

被定义为簧上与簧下质量之间的相对位移， 也被称为悬架的挠度， 并可能会由于
特定的悬架几何对相应的稳定性造成影响。 车辆轮荷分为由重力导致的静载荷与
由路面不平整导致的动载荷两部分。 为了在操纵车辆时减少侧向力的变化， 保持
轮胎的动态载荷部分尽可能小是十分必要的。 为了避免悬架系统的控制力过大，

需要在设计流程中对控制力加以限制。

为了改善乘客舒适度， 要尽可能减小路面的干扰 w对于垂向加速度 zaz、 纵
倾加速度zθ和侧倾加速度zΦ的影响。 但是， 车辆的结构特征限制了可用的悬架
伸缩量。 因此， 减小干扰对于悬架伸缩量zs的影响也非常重要。 同时， 为了减少
轮胎动态载荷变化， 也需要将路面干扰对于轮胎变形量的影响保持在较小的
水平。

控制设计过程中的难点之一， 便是不同的控制目标通常会相互冲突， 因此不
得不在不同性能间进行一定的权衡。 车身加速度减小， 悬架或者轮胎伸缩量会随
之增加。 因此， 最小的车身加速度意味着悬架与轮胎伸缩量达到了允许的最大
值。 这一结果同时表明， 在一般情况下， 对于悬架伸缩量的约束也会同时影响轮
胎的变形量的极限， 反之亦然， 参见Hac（1987）。
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4.1 基于垂向性能的系统建模

4.1.1 性能指标

众所周知， 在轮胎跳动频率为 ω1i= kti/m㊣ ui， i=f， r时， 垂向、 俯仰和侧

倾加速度传递函数具有恒定点。 从控制设计的角度出发， 这意味着从路面干扰到

垂向运动的传递函数在ω1i处为 0。 以此类推， 在ω2i= kti/（mui+ms㊣ ）时， 悬架
挠度的传递函数也具有恒定点。 这意味着从干扰到悬架挠度的传递函数在 ω2i处
为 0。 图 4.1 展示了垂向、 俯仰、 侧倾加速度以及悬架挠度对于控制力的频率响
应。 在乘客舒适度与悬架挠度之间的必要取舍是因为无法在轮胎跳动频率附近与
低频区域内保证上述两个传递函数同时取得较小值。 在低频区域以及轮胎跳动频
率周围小幅减小垂向加速度、 俯仰与侧倾加速度， 将会大幅增加在这些频域内的
悬架伸缩量， 反之亦然。

图 4.1 全车模型中对于控制力的频率响应
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4.1.2 控制系统设计中的加权函数

关于性能参数 Wp的加权函数包含了若干个性能参数的权重。 加权函数

Wp，az、 Wpθ与WpΦ的目标， 是在理想的频率区间内， 令垂向、 俯仰与侧倾加速度
保持在较小的水平。 而加权函数Wp，sd与Wp，td的目标是令悬架与轮胎挠度尽可能

小。 与此同时， 控制力的大小则受到加权函数 Wp，us的约束。 其中， 车身垂向加
速度的加权函数可以通过以下公式表述：

Wp，az=0.5

s
350 +1

s
10 +1

（4.1）

在设计中， 垂向、 俯仰以及侧倾加速度选用同样的权重， 即 Wp，az=Wpθ=
WpΦ。 悬架与轮胎挠度的加权函数如下：

Wp，sd =

s
350 +1

s
10 +1

（4.2）

Wp，td =1 （4.3）

图 4.2 性能指标的加权函数

前后悬架也采用相同的性

能权重。 假设， 在低频域内，

车身的垂向、 俯仰与侧倾加速
度扰动的权重因数不能为 0.5，

而悬架与轮胎挠度的权重因数

不能为 1。 加权函数如图 4.2 所
示， 控制力的加权函数因数为
Wp，us=4 ×10 -3。 而干扰的加
权函数要与路面干扰的幅值成

一定比例关系， 也就是说假设
路面干扰的最大幅值为 10cm，

则选Ww=0.1。 对于传感器噪声所选择的加权函数为Wn =0.001， 因此， 在左右
两侧的车身前部与后部的加速度传感器噪声在整个频域内均被假设为

0.001m/s2。
为了保证在乘客舒适性与悬架挠度之间的平衡， LPV架构可被用于解决这一

问题。 增益 φaz与φsd分别反映加速度与悬架挠度增益间的相对重要性， 并被应
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用于加权函数中。

Wp，az（ρk） =φaz（ρk） ×0.5

s
350 +1

s
10 +1

（4.4）

Wp，sd（ρk） =φsd（ρk） ×

s
350 +1

s
10 +1

（4.5）

数值较大的φaz与数值较小的 φsd反映了更注重乘客舒适性的设计。 反之，

较小的φaz与较大的φsd反映了注重悬架伸缩范围的设计。 在 LPV控制器中， ρk
为簧上与簧下质量之间的相对位移， 即 ρk=x1 -x2。 ρk的作用在于以悬架垂向

伸缩量的幅度变化为依据， 最小化垂向加速度或者悬架伸缩量的响应。 为了实现

设计重心在垂向加速度到悬架伸缩量间转移， 权重因数需要与一些参数关联， 比

如φaz与φsd， 也就是说它们是ρk的函数。

参数依赖的增益φaz与φsd， 能够反映加速度与挠度响应之间的相对重要性.

在ρk较小时， 也就是当悬架伸缩量远低于极限值时， φaz（ρk） 较大而 φsd（ρk） 较

小。 这意味着LPV控制器需要注重加速度的最小化， 而不需要考虑悬架伸缩量。

反之， 在ρk趋近于其极限值的时候， φsd（ρk） 较大而 φaz（ρk） 较小， 表明控制

器需要避免悬架伸缩量达到极限。 两个增益的参数依赖可通过常数 ρ1 与 ρ2 描

述。 相比于公式 （4.4） 得出的常数 φaz与 φsd， 参数依赖的增益通过如下方式

选取：

φaz（ρk） =

1 若 ρk ＜ρ1
1

ρ1 -ρ2
（ ρk -ρ2） 若ρ1≤ ρk≤ρ2

0

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣
否则

（4.6）

φsd（ρk） =

0 若 ρk ＜ρ1
1

ρ2 -ρ1
（ ρk -ρ1） 若ρ1≤ ρk≤ρ2

1

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣
否则

（4.7）
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对于这些增益值， 与相对位移有关的调度变量用来确保在乘客舒适度与悬架
挠度之间的平衡。 参数依赖的增益展示于图 4.3 中。 此处， ρ1 与 ρ2 分别设为
0.05 和 0.07， 这对应了LPV控制器在悬架行程为 5cm之内时仅仅最小化垂向加
速度， 而悬架行程超过 5cm时控制器开始将重心向悬架挠度转移。 而行程超过
7cm时， LPV控制器仅最小化悬架伸缩量。

图 4.3 性能指标中的参数依赖增益

4.2 考虑不确定性影响的垂向动力学建模

4.2.1 参数不确定性

本部分内容介绍了车辆垂向动力学中不确定部分的建模。 假设某些参数为不

确定值， 并包含一个标称值和一个可能的变化范围， 如 ms=m
—

s（1 +dmsδms），

ki=k
—

i（1 +dkiδki）， bj=b
—

j（1 +dbjδbj）， 其中 dms、 dki、 dbj为标量， 且 -1≤δms，
δki， δbj≤1， i∈（sf， sr， tf， tr） 以及j∈（sf， sr）。 标量 d描述了一个特定参数在
标称值上下变化的百分比。 参数δ在 [ -1 1] 区间的变化决定着实际参数的变
化。 所有的不确定性因素改写为线性分式变换 （LFT） 的形式。 参数 ms作为分

母出现在悬架动力学的微分方程中， 而其他不确定性因素， 比如 ki与 bj则作为
分子。 它们的LFT表达式为

1
ms
=1
m—s

-
dms

m—s
δms（1 +dmsδms） -1 =Fl

1
m—s

-
dms

m—s

1 -d

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣ms

，δ
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

ms =Fl（Mms，δms）

（4.8）
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ki=k
-

i+k
-

idkiδki=Fl

k
-

i 1

dkik
-

i

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣0
，δ

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

ki =Fl（Mki，δki），i∈（sf，sr，tf，tr） （4.9）

bj=b
-

j+b
-

jdbjδbj=Fl
b
-

j 1

dbjbj

㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣㊣
㊣0
，δ

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

bj =Fl（Mbj，δbj），j∈（sf，sr） （4.10）

参数δ的不确定性模块必须从运动方程中分离。 因此让 δms的输入与输出分
别为yms与 ums， 并且δbj的输入与输出为ybj与 ubj。 不确定性参数的LFT结构如图
4.4 所示。 Mms、 Mki和Mbj的输出分别表示为如下形式：

yms=
1
ms

（ums-dmsums）

yki=kiuki+uki

ybj=bjubj+ubj

悬架与轮胎的刚度存在于微分方程中。 在一些例子里， 不确定的参数能通过
重复的标量模块来表示。 这意味着不同的不确定性参数必须由相同的不确定性系
数 （d， δ） 处理。 这些标量模块的输入与输出必须用上标予以区分。 定义 ykki与

uk
ki作为δbj的输入与输出。 基于上述不确定性部分的公式， 可通过全车运动公式

进一步描述， 如：
1
ms

α=1
ms

（α-dmsums） （4.11）

kki（ -x1i+x2i） =k
—

k
i（ -x1i+x2i） +uk

ki （4.12）

bkj（ -x1j+x2j） =b
-
k
j（ -x1j+x2j） +uk

bj （4.13）

图 4.4 不确定性参数的LFT结构

当i∈（sf， sr， tf， tr）， j∈（sf， sr） 以及
α=[ksf（ -x1fl-x1fr+x2fl+x2fr） +ksr（ -x1rl-x1rr+x2rl+x2rr） +

bsf（ -x1fl-x1fr+x2fl+x2fr） +bsr（ -x1rl-x1rr+x2rl+x2rr） -
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ffl-ffr-frl-frr]
由于考虑了参数的不确定性问题， 使得整车模型的运动方程可整理为

Msq=LBs（xu -xs） +LKs（xu -xs） -Lf+F1uδ （4.14）

Muxu =Bs（xs-xu） +Ks（xs-xu） +Kt（w-xu） +f+F2uδ （4.15）

其中， 我们分别得到 uδ= ums uks u[ ]kt
T， uks= u1ksf u2ksf u1ksr u2ksr u1bsr u2b[ ]sr

T，

ukt= u1ktf u2ktf u1ktr u2[ ]ktr
T
以及F1 =

-dms
0

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣0

L
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
0 ， F2 =[0 I I]。

使z=[qT xTu]
T， 运动方程为

Mz+Bz+Kz=Fuδ+Krw+Laf （4.16）

且F=[F1 F2]T。

不确定的整车模型状态空间表达式为

x=Ax+B1w+B2u （4.17）

其中， w= uT
δ w[ ]T ， u=f以及

A=
0 I

-M-1K -M-1[ ]B
，B1 =

0 0
M-1F -M-1K[ ]

r
，B2 =

0
M-1L[ ]

a
。

4.2.2 加权函数

在控制设计中， 假定ms的不确定度为 20%， ksf、 ksr、 bsf与bsr的不确定度为

15%， 而ktf和ktr的不确定度为 25%。 在控制设计的准备工作中， 还需要选择不
确定度的加权函数Wr。 在复合 μ综合中， 不确定性被模拟为一个在设备输入端
具有乘法不确定性的复杂的完整模块， 则未建模动态的权重函数为

Wr，comp=0.35

s
40 +1

s
200 +1

（4.18）

图 4.5 展示了非结构模型的加权函数。 这意味着在低频域时， 不确定度大约
在 35%， 而在较高频域时高达 100%。 混合的不确定度被应用于混合 μ综合中，
也就是说模型与被控对象之间的模型不确定性信息必须在控制设计中予以考虑，
并且未建模动态的成分必须缩减。 不确定度结构包含一个完整的实际不确定性模
块， 它表示被忽略的执行器动态特性， 同时也包含一个实际不确定度模块， 它们
来自标称参数的变化。 因此， 可以选择比前一种例子中更小的加权函数。 这意味
着在低频， 建模误差约为 5%， 而在高频则高达 100%。
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图 4.5 非结构模型不确定性的加权函数

Wr，mix=0.05

s
50 +1

s
200 +1

（4.19）

一个系统中， 如果机械部分的参数不确定性是已知的， 未建模动态的不确定
性就有可能降低， 那么模型与设备间的未建模动态的成分被降低， 并且不确定性
加权函数也减小。 在混合μ综合例子中， 实际参数不确定度信息可用于控制系统
设计中。 与其他鲁棒控制设计方法相比， 这种方法能够得到一个不那么保守的补
偿器。

4.3 基于H∞控制的主动悬架设计

针对线性模型进行的主动悬架设计需要基于H∞方法来实现。 需要考虑的性

能指标包括簧上质量加速度、 侧倾与俯仰角加速度、 悬架挠度、 轮胎变形以及控
制力， 如图 4.6 所示。

z= az aθ aφ zsd ztd u[ ]s T （4.20）

应用加权函数的目的是为了将车辆的垂向、 侧倾及俯仰加速度、 悬架挠度以
及轮胎变形在目标频率范围内保持较小的水平， 同时最小化控制输入以避免执行
器饱和。 由于在不同性能指标之间需要进行一定的取舍， 加权函数需要在频域内
选取。 各种性能指标， 比如加速度、 悬架挠度和轮胎变形， 可以通过下列公式
表达：
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图 4.6 H∞方法中的闭环互联结构

Wp，az=Wp，θ=Wp，φ=0.5

s
350 +1

s
10 +1

（4.21）

Wp，sd =

s
350 +1

s
10 +1

（4.22）

Wp，td =1 （4.23）

性能指标的加权函数如图 4.2 所示。 而其加权函数， 如对于控制力 Wp，us=

4 ×10 -3， 对于路面干扰Ww=0.1， 并且对于传感器噪声Wn =0.001， 与 4.1 节
相同。 在控制设计中， 假设质量ms的不确定度为 20%， ksf、 ksr、 bsf、 bsr均具有
15%的不确定度， ktf和ktr的不确定度为 25%， 而为建模选择的动态的加权函数
为如下形式， 并给出在图 4.5 中：

Wr，mix=0.05

s
50 +1

s
200 +1

（4.24）

对于不确定性的建模可以参考 4.2 节。
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在复杂μ综合的例子中， 未建模动态的加权函数为

Wr，comp =0.35

s
40 +1

s
200 +1

（4.25）

在复合μ综合的例子中， 其中模型不确定性用全标度模块或标量复合模块处
理。 必须假定不确定度大于混合μ综合中的不确定度， 否则所设计的补偿器可能
不能抵御不确定性的影响。

设计程序中使用的标称参数见表 2.1。 在复合 μ综合的例子中， 通过使用
D-K迭代来完成控制器设计工作。 表 4.1 列出了迭代步骤的重要值。 作为步骤
3 的结果， 补偿器阶次为 77， 并且能实现所有标称性能、 鲁棒稳定性以及鲁棒
性。 在混合μ综合的例子中， 通过使用 D、 G-K迭代方法来进行控制器设计。

表 4.2 显示了迭代步骤的值。

表 4.1 D-K迭代总结

迭代 #1 #2 #3

控制器阶次 29 37 77

D阶次 0 8 48

γ实现 13.281 2.443 0.996

μ的峰值 3.935 1.039 0.842

表 4.2 D， G-K迭代总结

迭代 #1 #2 #3

控制器阶次 29 109 123

D阶次 0 80 74

G阶次 0 0 20

γ实现 7661.89 3.929 1.233

μ的峰值 9.788 1.248 0.979

通过步骤 3， 补偿器阶次为 123， 并且能实现所有标称性能、 鲁棒稳定性以
及鲁棒性。 混合H∞综合的缺点是通常需要更高阶次的控制器。 通过使用模型缩
减方法可以有效地降低控制器的阶次， 但这往往导致控制系统的性能下降。 汉克
尔模型简化法已经应用于控制器设计中， 参见 Anderson 和 Liu （1989）。 如控制
器的阶次为 30， 则图 4.7 中 μ测试的结果表明， 可以实现鲁棒性。 因此， 该控
制器在考虑了参数不确定性因素的同时， 也确保了鲁棒稳定性和鲁棒性。

簧上质量加速度和悬架挠度的频域响应如图 4.8 所示。 实线对应于混合μ综
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图 4.7 针对鲁棒性能的μ测试结果

图 4.8 基于H∞方法的控制系统频域响应
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合， 虚线对应于复合μ综合， 点画线对应于被动系统。 我们可以观察到低频范围
内垂向、 俯仰和侧倾加速度的减小。 在复合μ设计中， 对应于车身质量的本征频
率的第一幅度峰值较大， 并且在混合μ设计中几乎消失。 加速度响应接近轮胎临
界频率附近的被动响应， 这是由于轮胎频率是一个不变点， 因此在这一点上响应
的幅值不能通过反馈来减小。

干扰对加速度、 悬架偏移和控制力的影响在图 4.9 的时域结果中进行了说
明。 在这个例子中， 输入模拟为 5cm高的脉冲信号。 干扰对簧上质量加速度的
影响被看作是在复合μ控制的情况下持续时间较长的大幅度振荡。 混合μ控制在
振荡的值和持续时间方面表现出更好的性能。 由于乘客舒适度和悬架挠度之间性
能的取舍， 受控情况下扰动对悬架挠度的影响大于被动情况。 在混合 μ情况下，
悬架挠度在短时间内达到其稳态值。 就控制力而言， 混合μ控制需要最大的输入
力， 但是它可在没有任何振荡的情况下达到其稳态值。

图 4.9 基于H∞方法的系统对阶跃函数的时间响应
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图 4.9 基于H∞方法的系统对阶跃函数的时间响应 （续）

4.4 基于线性变参数控制的主动悬架设计

在本节中， 主动悬架的设计基于非线性模型展开， 即模型包含悬架部件的非
线性行为和执行器的动力学行为。 其目的是设计一种基于 LPV方法的主动悬架
系统。 在LPV模型中， 选择三个参数， 这些参数与执行器的相对位移、 相对速
度和负载压力相关联： ρ=[ρks ρb ρQ]T。

该控制设计为闭环互联结构， 其测量信号为悬架挠度。 所选取的性能参数为
簧上质量加速度、 悬架挠度、 轮胎变形以及控制力。

z=[az zsd ztd us]T （4.26）

该增广模型包含了参数相关的车辆动态以及加权函数， 并且按照如下形式进
行定义：

z[ ]y =P（ρ） w[ ]u （4.27）

其中， w=[dm w n]T， z=[em z]T。在LPV模型中， ρ表示调度变量。

闭环系统Mr（ρ）可以通过LFT结构给出。
M（ρ） =Fl（P（ρ），K（ρ）） （4.28）
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其中， K（ρ）也与调度变量 ρ相关。 该控制设计的目标是在零初始条件下，
尽可能降低LPV系统M（ρ）中的诱导L2 范数， 如下所示：

‖M（ρ）‖∞ =sup
ρ∈FP

sup
‖w‖2≠0，w∈L2

‖z‖2
‖w‖2

（4.29）

关于性能参数的加权函数可以通过下列公式表达：

Wp，az=φaz（ρk）·
0.5 s

350 +( )1
s
10 +1

（4.30）

Wp，sd =φsd（ρk）·

s
350 +1

s
10 +1

（4.31）

Wp，td =1 （4.32）
其中， ρk=x2 -x1 为簧上与簧下质量之间的相对距离。 在此处， 增益

φaz（ρk）与 φsd（ρk）是参数依赖的。 该增益选择的过程在 4.1 节中进行了描述， 参
见图 4.3。

Φaz（ρk） =

1 若 ρk ＜ρ1
1

ρ1 -ρ2
（ ρk -ρ2） 若 ρ1≤ ρk≤ρ2

0

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣
否则

（4.33）

Φsd（ρk） =

0 若 ρk ＜ρ1
1

ρ2 -ρ1
（ ρk -ρ1） 若 ρ1 ≤ ρk≤ρ2

1

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣
否则

（4.34）

该悬架控制器设计目的是根据悬架挠度变化的幅度来满足不同的性能指标。
在悬架挠度较小时， 控制器应专注于乘客的舒适度。 而在接近挠度界限时， 控制
器需要专注于防止挠度超过界限。 针对控制力、 路面干扰以及传感器噪声所选取
的加权函数如 4.1 节所述， 分别为 Wp，us=4 ×10 -3， Ww=0.1， Wn =0.001。 不
确定性也需要作为未建模动态考虑在控制设计模型中。 针对未建模动态的加权函
数为

Wr=0.35

s
40 +1

s
200 +1

（4.35）

在LPV控制的设计中， 使用三个信号来计算调度向量中的参数 ρ=
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[ρk ρks ρb ρQ]T。 参数ρk为相对位移， 然后计算 ρk的平方， 写为 ρks。 参数
ρb取决于相对速度的符号。 实际上， 相对位移是一个测量信号。 相对速度通常
由相对位移的数值微分决定。 参数ρQ与执行机构的负载压力相关， 并假设可直
接由公式 （2.57） 计算获得。 对于互联结构， 通过每个调度变量的六个值来对
LPV控制器进行综合。 与系统性能和鲁棒特性相关的加权函数在所有网格点中都
进行了定义。 基于鲁棒性要求的考虑， 将相同的频率加权函数应用于整个参数空
间中， 并且忽略调度变量的影响。 这是一个合理的工程假设， 因为未建模动态并
不依赖于前进速度。 请注意， 虽然加权函数在频域中表现为上述公式的形式， 但
它们的状态空间表示形式也可应用于加权策略和控制设计中。

四分之一车辆模型的标称参数请见表 2.3。 在第一个示例中， 对LPV控制器
进行了分析， 其中考虑了最小化垂向加速度和悬架挠度之间的平衡。 受控系统通
过使用不同高度的障碍块 （即 3cm， 5cm， 8cm和 10cm） 进行测试。 图 4.10 显
示了垂向加速度、 悬架挠度、 轮胎挠度和控制力的时域响应。

图 4.10 受控系统使用LPV控制器对不同颠簸路面干扰的时域响应

在第二个例子中， 运用了三种不同的方法进行了 LPV系统综合。 它们在所
用的权重策略上有所不同。 在第一种情况下， 控制设计的重点是乘客舒适度， 即
φaz=1 为常数。 在第二种情况下， 焦点是悬架挠度， 即 φsd =1 为常数。 最后，
在第三种情况下， 同时调整 φaz和 φsd， 即如果它们中的任何一个减少， 另一个
就增加， 反之亦然。 通过这种方式， 第三种解决方案保证了乘客舒适度与悬架挠
度之间的平衡。

受控系统使用 8cm高的障碍块进行测试。 图 4.11 描述了垂向加速度、 悬架
挠度、 轮胎挠度和控制力的时域响应。 实线对应于 LPV系统综合， 其中实现了
垂向加速度和悬架挠度之间的平衡。 虚线表示控制设计仅关注垂向加速度的最小
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的结果， 而点画线表示仅最小悬架挠度的情况。

图 4.11 受控系统使用LPV控制器对同一颠簸路面干扰的时域响应

在考虑不同优化目标之间平衡的基于 LPV的受控系统中， 可认为簧上质量
加速度和悬架挠度间对扰动的影响是持续时间较短的以及振荡相对较小的。 当悬
架挠度小于 5cm时， 控制系统仅使垂向加速度最小。 当挠度大于 5cm时， 控制
系统逐渐开始偏向悬架挠度。 超过 8cm， 控制系统只能使悬架挠度最小。 在仅考
虑车身加速度的LPV控制的情况下， 扰动对悬架挠度的影响会产生比工作空间
的物理极限更大的值。 在仅使悬架挠度最小化的 LPV控制的情况下， 扰动对簧
上质量加速度的影响被视为是一种具有较长持续时间的大振荡。

在实际中， 半主动悬架系统得到了广泛应用， 请着重参见 Savaresi等人
（2010）， Poussot-Vassal等人 （2008 年， 2011 年） 的关于半主动悬架分析和控
制的书籍。

4.5 主动悬架系统的分层控制设计

在悬架设计中， 高度非线性的执行器可以认为是对于给定悬架控制力的一种
非线性动力学跟踪问题， 参见 Alleyne和 Hedrick （ 1995 ）， Alleyne和 Liu
（2000）， Zhang和Alleyne（2002）。 在这些方案中， 控制回路中引入的附加延迟
可能会导致严重的性能下降。 针对这个问题， Du 和 Zhang（2007） 提出了鲁棒
状态反馈解决方案， 并且Briat等人提出了一种输出反馈解决方案 （2009 年）。

Fialho和Balas（2002） 提出另一种方法， 将通过液压活塞的压力的线性方
程式添加到四分之一车辆模型中， 将分层移动到执行器中。 执行器的其余部分，
即阀的动态方程， 通过一个假想输入与该系统相关， 该假想输入作为一个稳态表
达式包含了执行器的所有非线性部分。 通过引入预定的性能权重， 两模型均为线
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性时不变， 至此， 整体系统变为一个 LPV问题。 与 Gáspár等人 （2003b） 的双
层方案相比， 提出了一个LPV四分之一车辆模型和一个液压执行器的联合方案，
并且， 所有非线性问题可通过使用单一LPV模型中的某些调度变量来解决。

国际上， 集成车辆控制是未来车辆控制技术的重要问题。 集成控制的方法论
是整合和监督所有影响车辆动态响应的可控子系统， 以确保整体性能。 解决方案
之一可以是通过假设更复杂的建模技术， 即全车模型， 来集成各子系统的控制
逻辑。

但是由于控制问题复杂性的增加， Gáspár等人 （2003b） 采用的方法不能直
接应用于整车模型。 本文针对包含非线性悬架部件和执行器动力学的集成式主动
悬架系统， 提出了一种双层控制器的设计方案， 并将 LPV设计用于主动悬架控
制设计之中。

包括悬架动力学的整车 LPV模型用于上层控制器的设计中， 其中， 乘客舒
适度、 抓地力和轮胎挠度作为性能输出， 而控制力作为控制的输入。 并且在这一
步中， 还考虑了模型的不确定性。 采用加权策略来满足性能指标， 即乘客舒适度
和抓地力， 保证在彼此冲突的性能间达到平衡， 并同时考虑模型的不确定性。

所设计的控制力必须由液压执行器产生。 通过设置执行机构的阀门， 由下层
控制器来跟踪所需的力。 一种基于反推的非线性方法被用来设计下层控制器。 该
方法探讨了经典非线性控制技术在主动悬架的执行器子系统的输出跟踪控制中应

用的可能性。
本文提出的双层方法的优点为执行器动力学和悬架动力学分别在两个独立的

控制设计步骤中处理。 所提出的分层结构满足底盘和执行器这两个不同子系统的
直观结构， 同时将问题的复杂度控制在合理范围内。 与 Fialho和 Balas（2002）
相比， 这种方法允许模块化设计 -执行器的变化不会影响上层设计。

4.5.1 执行器的动力学建模

由上层控制器计算得到的所需的力必须由下层控制器通过设置执行器的阀门

来跟踪。 为了在全局上对所实现的控制配置进行测试， 必须要从整体上全局考虑
问题。 但即使是非全局控制器， 原则上可以在全局内， 在同一个鲁棒的控制框架
中执行分析步骤， 详情参见Langbort等人 （2004）。 然而这可能是一个不可靠且
计算量巨大的过程。 因此这一步会被省略， 实际上整个控制方案的优劣会通过模
拟实验来进行评估。

由上层控制器设计的控制力是理想情况下车辆所需的力。 通过设置相应执行
机构的阀门， 这些所需的力必须由下层控制器来跟踪。 为悬架系统提供力的液压
执行机构是一个四通阀活塞系统。 在本文中， 使用了电液压执行器的非线性模
型， 例如Alleyne和Hedrick （1995）， Fialho和Balas（2002）， Merritt（1967）。
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执行机构的力用以下方式表示：
fij=APPLij （4.36）

式中， AP是活塞的面积； PLij（i∈f， r， j∈l， r）是活塞压降， Merritt（1967）。 PLij

的导数由下式给出：
PLij=-βPLij+αAPzij+γQij （4.37）

式中， Qij是液压负载流量； zij=x2ij-x1ij， 是阻尼器速度； α、 β、 γ是常数。 液
压负荷流量可用式 （2.57） 表示。

滑阀的位移由伺服阀输入 uij进行控制：

xvij= 1
τij
（-xvij+uij） （4.38）

式中， τij为时间常数。
每一个执行器模型都是基于一个用来设计下层控制器的通用模型写成的。

ξ1 =-βξ1 +γQ0（ξ1，ξ2）ξ2 +αAPz （4.39）

ξ2 =-1
τξ2 +1

τ
u （4.40）

含有ξ1 和ξ2 的第ij个执行器分别表示为PLij和xvij， 而Q0 =Q0ij， z=zij， τ=
τij。

假定所需力的参考量 （为ξ1 的线性函数） 由LPV控制器给出。 我们的目标
是在考虑执行器动态特性的情况下渐近地跟踪这个参考量。 由于执行器子系统和
悬架子系统形成了非线性的 LPV系统的级联， 所以反步法或基于执行器动态的
精确线性化方法是完成我们控制目标的合适选择。 为了完整起见， 下面将介绍这
两种方法。

备注 4.1 注意， 执行器层的控制设计也可以使用LPV方法执行。 为了降低
控制设计的复杂性， 将执行机构的动态特性建立在四分之一车辆模型中， 如图
2.9 所示。 四分之一车辆模型的方程为

msx1 =Fkf+Fbf-ff （4.41）
mu x2 =-Fkf-Fbf-Ftf+ff （4.42）

PL =-βPL +αAP（x2 -x1） +γQ （4.43）

xv=-1
τ
xv+1

τ
u （4.44）

其中， ff=APPL， Q=sgn（PS -sgn（xv）PL）Q0xv。
垂向动力学的状态空间表示为

x=A（ρ）x+B（ρ）u （4.45）
状态向量的分量是簧上质量 x1的垂向位移和簧下质量 x2的垂向位移， 它们

的导数为x3 =x1， x4 =x2， 压降 x5 （ =PL）， 阀位移 x6 （ =xv）。 输入信号是伺
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服阀的输入。 调度向量为ρs=[ρQ ρb ρk]， 假定调度变量是可用的。
ρQ =sgn（PS -sgn（xv）PL）Q0

ρb=x2 -x1
ρk=x2 -x1

这种方法的优点是在面向控制的模型中同时考虑了悬架部件的非线性行为、
执行器动力学和性能指标， 此外， 控制设计是基于 LPV方法实现的。 然而， 缺
点是该解决方案不能实现设计中的模块化。 具体细节可以在 Gáspár等人 （2003
年 b） 中找到。

4.5.2 基于反步法设计的跟踪控制

在这里， LPV系统是一个级联系统， 下面的公式分别考虑了整车的 4 个位于
不同位置的执行器：

ζ=A（ζ）ζ+B（ζ）[ξij1] （4.46）
ξij1 =a1（ζ，ξij1） +b1（ξij1，ξij2）ξij2 （4.47）

ξij2 =a2（ξij2） +b2u （4.48）
通过使用状态转换 ξij2 =b1（ξij1，ξij2）ξij2，使该系统可采用严格的反馈形式， 参

见第 6 章 Sepulchre等 （1997）：
ζ=A（ζ）ζ+B（ζ）[ξij1] （4.49）
ξij1 =a1（ζ，ξij1） +ξij2 （4.50）

ξij2 =a2（ξij1，ξij2） +b2（ξij1，ξij2）u （4.51）
这样的系统可以采用标准递归反步法， 参见 Sepulcher等 （1997） 及 van der

Schaft（2000）。 由于标称系统式 （4.49） 全局渐近稳定， 故此， 构建包含跟踪
控制器的闭环系统也将是稳定的， 参见第 5 章中van derSchaft（2000） 等。

接下来介绍对每一个执行器进行跟踪控制的主要步骤。 本书将使用 van der
Schaft（2000） 的研究中所使用的符号来呈现该方法的原理。 上层控制所需压力
PL，dem由反馈K（ζ）给出， 记为ξ1，dem， 而ξ2，dem表示所需的滑阀位移 xv，dem。 我们
通过状态转换后的严格反馈形式将原始系统与已开发的被动性框架级联系统相关

联， 实际计算可以在原始系统完成。
执行器子系统的反步法设计可以通过两个步骤完成。 第一步， ξ2，dem作为虚

拟输入， y1 =ξ1 -K（ζ）作为虚拟输出。 由于 ξ1 不是可操控的输入， 我们构建一
个反馈， 并保证使用ξ1 对 K（ζ）的跟踪。 因此， 有理由将跟踪误差定义为线性
的， 并保持稳定， 如y1 = -k1y1， k1 ＞0。 运用公式 （4.46） 和公式 （4.47），
ξ2，dem的时间函数可以采用非线性反馈计算得出：

ξ2，dem = 1
b1（ξ1，ξ2，dem）

[-a1（ζ，ξ1） +K（ζ） -k1（ξ1 -K（ζ））] （4.52）
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第二步， 所需的输入是 u （虚拟）， 而输出定义为 y2 =ξ2 -ξ2，dem。 我们对跟
踪误差做了一个稳定线性动力学上的规定： y2 =-k2y2， k2 ＞0。 基于式
（4.46） ～式 （4.48）， 可以物理地将可操作的执行器输入 u 作为 ζ、 ξ1和 ξ2的函
数， 如下：

u = 1b2
[-a2（ξ2） +ξ2，dem] （4.53）

通过应用上述设计， 闭环系统将通过李雅普诺夫函数

S（ζ，y1，y2） =V（ζ） + 12 y
2
1 +12 y

2
2

渐近稳定 （参见 Sepulcher等 1997）。 其中V（ζ）是上层LPV设计产生的李雅普诺
夫函数。

由于 a1（ζ， ξ1） =-βξ1 +αAPz与b1（ξ1， ξ2） =γQ0（ξ1， ξ2）， 有

ξ2，dem =
-βξ1 +αAPz+ξ1，dem -k1（ξ1 -ξ1，dem）

γQ0（ξ1，ξ2，dem）
ξ2，dem的跟踪误差动态可写为

ξ2 -ξ2，dem =-k2（ξ2 -ξ2，dem） （4.54）
其中， k2 为所选定的正常数参数。 因而，

-1
τξ2 +1

τ
u -ξ2，dem =-k2（ξ2 -ξ2，dem） （4.55）

从中推导出以下物理输入 uij的表达式：
u =ξ2 +τξ2，dem -τk2（ξ2 -ξ2，dem） （4.56）

在这种方法中， 控制器参数k1和k2分别决定了虚拟输出y1和y2的收敛速度。
作为反步法的一个结论， 两个参数 k1和 k2用来解决跟踪问题。 选择合适的参数
可以提高跟踪的准确性， 但也必须考虑执行器的物理限制。 否则可能会导致理想
的和实现的力间的差异， 即跟踪误差。

该算法使用了ξ1，dem与 ξ2，dem， 但这些参数都不能被测量出来。 为了实际执
行控制方法， 我们需要计算 ξ1，dem和 ξ2，dem的时间导数。 这可以根据噪声条件的
测量值及所需的精度用多种方式完成。 几种数值微分的策略可参见 Diop 等
（2000）， Levant（2003）， Vasiljevic和 Khalil（2006）。

符号函数正则化时 σ的选择不影响实际的实现。 反步法的第二步需要计算
ξ2，dem的导数， 即

d
dt（Ψ） = ddt（ξ2，demγQ0（ξ1， ξ2，dem））

= ddt（-βξ1 +αAPz+ξ1，dem -k1（ξ1 -ξ1，dem））

（4.57）
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计算得到

ξ2，dem 1 + γ
2Q20

ξ2，dem/σ
cosh2（ξ2，dem/σ

( )） = 1Q0 Ψ-ξ2，demγ
ξ1tanh（ξ2，dem/σ）

2Q( )
0

（4.58）

由于σ足够小， 所以函数max ‖
x/σ

cosh2（x/σ）{ }‖ →0 收敛得非常快。

ξ2，dem = 1Q0 Ψ-ξ2，demγ
ξ1sign（ξ2，dem）

2Q( )
0

（4.59）

即计算ξ2，dem时， 符号函数的非平滑度可近似忽略。
如图 4.12 所示， 反步法所需的测量信号是ξ=PL， x2 =xv和z。 实施反步法

需要计算ξ1 =PL 的时间导数ξ1 =PL 和 z。 这可以根据噪声条件的测量值及所需
的精度用多种方式完成。 这种方法中控制器参数 k1和 k2决定跟踪误差 e1和 e2的
收敛速度。 采用反步法推导出两个参数 k1和 k2解决跟踪问题。 选择合适的参数
可以提高跟踪的准确性， 但必须考虑执行器的物理限制， 否则可能会导致参考量
和实际力之间的差异， 即误差跟踪。 数值分化的可行策略参见 Diop 等 （2000），
Levant（2003）， Vasiljevic和Khalil（2006）。

图 4.12 反步法示意图

4.5.3 模拟仿真结果

下层力跟踪控制器的运行结果如图 4.13 所示。 在控制设计中， 反步法的参
数选择为ki=20。 在仿真实例中， 测量信号的采样时间设置为Ts=0.01s。 图中
所示的信号是活塞上的压降、 滑阀的位移、 控制输入、 实际所达到的力以及力误
差的均方根值。 在这两种情况下， 由执行器产生的实际的力都能准确度很高地跟
随所需的力。 但是， 仿真结果表明反步法会稍微好一些。 产生于反馈设计所得的
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不规则的输入是由于不断的数值微分所导致的。

图 4.13 非线性控制设计方法分析跟踪特性
（实体逆推法， 虚线反馈-线性化方法）

反步法的跟踪属性也在不确定的情况下进行测试。 下层控制器为基于标称的
非线性系统， 因此其对抗不确定性的鲁棒性 （与上层控制器相反） 并未得到设
计程序的保证。 在这里， 我们把参数 τ的不确定性考虑在其中。 根据公式
（4.40）， τ定义了控制输入和滑阀位移之间的动态关系。 在分析中， 除了考虑标
称值τnom=1/30s外， 还考虑了不确定值τact=1/27s。 图 4.14 展示了控制输入和
控制误差的均方根值、 实际力和力的均方根值。 结果显示控制方案对这种参数不
确定性的良好的鲁棒性。

表 2.1 中列出了设计程序中使用的标称参数。 这些控制器是使用 MATLAB/
Simulink软件设计和实现的。 所设计的控制器通过具有高精度车辆模型的仿真软
件CarSim来验证。
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图 4.14 反步法中执行器参数τ的影响
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第 5章 具有侧翻抑制功能的防倾杆

介绍

防止侧翻的目的是使车辆能够在转弯时克服倾覆力矩。 重型车辆的侧倾稳定
性问题主要来自于相对较高的质心以及较窄的轮距。 当车辆进行变道或者准备绕
过障碍时， 车身会侧倾， 并离开既定行驶轨迹， 而且导致其质心离开中心线， 由
此产生了影响车身稳定的力矩。 Larish 等人 （2013） 在对车辆侧翻进行预测时，
认为侧向载荷转移比是一个十分重要的影响因素。 在相关的文献资料中， 为了降
低重型车辆侧翻的风险， 多篇文献均提出了主动控制方法。 关于对车辆动态的主
动干预主要有三种策略： 主动防倾杆、 主动转向以及主动制动。

Nemeth等人 （2015b） 首先采用一对由液压执行器控制的主动防倾杆来提高
重型车辆的侧倾稳定性。 通常情况下， 使用传统被动悬架系统的车辆会因为受侧
向加速度的影响使车身向弯道外侧倾斜， 这时， 车辆的簧上质量中心也会偏移出
车辆的中心线， 继而产生影响车身侧倾稳定性的力矩。 通过使用主动防倾杆产生
稳定力矩， 可以中和倾覆力矩， 令侧向载荷转移得到抑制， 使车辆保持在弯道轨
迹上。 详细内容可以参考 Sampson 与 Cebon （1998 年）、 Sampson （2000 年）、
Sampson与Cebon （2003 年） 以及 Lin 等人 （1996 年） 的文献。 Zulkarnain 等人
（2012 年） 对于主动防倾杆系统的操纵性与抗侧倾性能进行了分析。 除了主动防
倾杆， 也可通过重新设计前后悬架的方式， 对侧倾力矩进行重新分配来减少车身
侧倾。 详细内容可以参考 Abe（1994 年）、 Hwang与 Park （1995 年） 以及 Kim
与Park （2004 年） 的文献。

第二种预防车辆侧翻的方法是在主动转向系统的基础上增加一个侧倾稳定控

制系统。 该系统的执行器可以在驾驶人控制的前轮转向角的基础上， 设置一个较
小的辅助转向角。 此系统的目的是当车辆在变道或者绕过障碍物时， 减少由于侧
倾瞬间增大所导致的车辆侧翻。 主动转向系统的优点是其可以直接影响侧向加速
度， 具体可以参考 Mammar与 Koenig（2002 年） 的文献。 然而， 主动转向系统
不仅会影响车辆的侧倾动态特性， 也会改变车辆的既定行驶轨迹， 即影响车辆的
横摆运动。 该系统在控制过程中， 会同时使用侧倾率与侧倾加速度的比例反馈，
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具体可以参考Ackermann与Bunte（1998 年）。 该控制方法的一个延伸是采用增
益调度方法， 将车辆速度变化以及质心高度变化也纳入考量范围， 详细内容可以
参考Ackermann与Odenthal（1999 年）。 在该控制概念的基础上， 还可以进一步
延伸， 加入非线性的转向闭环控制以预防侧翻， 具体参考Ackermann等人 （1995
年） 以及Odenthal等人 （1999 年）。

第三种预防车辆侧翻的方法， 是采用电子制动机制提升侧倾稳定性。 该方法
对每个车轮施加较小的制动力后， 监控车轮的滑移响应， 以此判断某个车轮是否
载荷过小， 是否有离开地面的倾向。 当检测到紧急情况时， 系统会通过施加单边
的制动力， 以降低作用在外侧车轮上的载荷， 具体参考 Palkovics等人 （1999
年）、 Frank等人 （2000 年）、 Chen 与 Peng（2001 年）、 Gaspar等人 （1998 年）
以及Alberding等人 （2014 年）。 因此， 电子制动系统可以直接减少导致侧翻的
轮胎侧向力， 并且其执行器的选型最为方便， 整个系统的成本也相对较低。

需要注意的是， 以上几种方案也各有优缺点。 其中， 主动防倾杆的问题在于
其能提供的稳定力矩在物理上受制于车身与轮轴之间的侧倾角度。 但是与此同
时， 相比于主动转向控制和主动制动控制， 主动防倾杆不会直接影响车辆的横摆
运动。 而对于主动转向以及主动制动控制， 唯一的物理限制是执行器的饱和量。
但是这些补偿性质的执行器不仅会作用于车辆的侧倾动态特性， 还会改变车辆的
既定行驶轨迹， 即影响车辆的横摆运动。 因此， 这几种不同的控制架构应结合为
一个整体。 在Odenthal等人 （1999 年） 的文献中， 在他们的线性转向控制系统
中， 就增加了非线性的紧急转向与制动控制。 而针对无人驾驶车辆， Hedrick 等
人 （1997 年） 以及Hendrick和Uchanski（2001 年） 提出了制动踏板与加速踏板
控制相结合的方式。

通过使用LPV方法对重型车辆侧翻进行预防也具有若干模式。 其中， Gaspar
等人 （2003c， e， 2004a， b， 2006）、 Gaspar与 Bokor分别提出了主动防倾杆、
主动制动、 主动转向以及主动悬架系统。 Gaspar（2003d） 也提出了主动制动与
主动防倾杆结合的方式， 以及主动制动和主动悬架系统的结合 （2004a）。 此外，
Gaspar等人 （2005a） 以及Gasper与Bokor（2006 年） 也提出了具备主动控制机
制的， 比如主动悬架、 主动防倾杆以及主动制动系统的容错控制架构。 该控制架
构的目的， 是提升车辆对于侧翻的预防能力， 改善乘客舒适度， 并且确保悬架的
工作空间。 Yim等人 （2012 年） 对于将主动防倾杆与侧向控制进行结合的优点
进行了论述。 更进一步的控制方法， 比如具有自我校正能力的模糊开关线性二次
（LQ） 防倾杆控制器， 则由 Muniandy等人 （2015 年） 与 Varga等人 （2015 年）
进行了阐述。

许多研究者也将研究的重点放在控制系统的整合上。 其中， Kiencke（1995
年） 专注于制动与后轮转向结合的应用， 以此辅助驾驶人对横摆过程进行控制。
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Hirano等人 （1993 年） 则通过前馈和反馈的补偿执行器， 实现四轮转向与四轮
驱动控制 （4WS/4WD）。 Nagai等人 （1998 年） 设计了结合后轮转向与横摆力矩
控制的整合式控制系统。 Trachtler（2004a） 则建立了基于主动底盘系统的整合
式车辆控制系统。 Mastinu等人 （1994 年） 建立了一个包含转向与悬架的整合控
制系统。 Zin等人 （2005 年） 提出了使用主动悬架与 ABS 提升的路面附着性以
及乘客舒适性的底盘全局控制系统。 Maciuca（1996 年）、 Hendrick 等人 （1997
年）、 Prohaska与 Devlin （1997 年）、 Hendrick 与 Ucanski（2001 年） 以及 Raja-
mani与Piyabongkarn （2013 年） 专注于将横摆稳定性与侧翻预防能力同时作为
目标的整合控制开发。 作为加利福尼亚州PATH项目的一部分， 他们提出了多种
控制方案， 并且通过线控转向系统实现了在横摆稳定性、 车速以及侧翻预防能力
等性能指标上的平衡。

5.1 横摆与侧倾动力学特性的建模

5.1.1 侧翻阈值

侧倾控制系统的目的是强化车辆的侧倾稳定性能。 而车辆的侧翻始于在弯道
中， 内侧车轮的轮胎与地面接触时的受力变成 0。 造成车辆侧翻的直接原因， 是
侧向加速度产生的高侧向惯性力。 如果车辆的质心较高， 或者车辆的前进速度超
过了在特定转向角下的允许值， 那么产生的高侧向加速度就有可能造成侧翻。

定义 5.1 （侧翻阈值） Sampson （2000 年） 侧翻阈值是车辆在不失去侧倾
稳定性的前提下所能承受的稳态侧向加速度的极限。

在转弯时， 轮胎与地面之间产生的侧向力会让车辆获得稳态侧向加速度， 如
图 5.1 所示。 此时， 共有三种力矩作用于车辆， 分别为由于侧向加速度产生的倾
覆力矩 （mayh）， 由内侧车轮向外侧车轮的横向载荷转移 （ΔFzlw）， 以及因车辆
质心从中心线偏离引起的横向偏移力矩 （mghφ）。 此处假定侧倾的角度较小，
可以使用小角度近似。 因此， 稳态力矩的平衡可以通过下式表达：

mayh =ΔFzlw -mghφ （5.1）
车辆侧倾的稳定性， 可以通过将前后轴的侧向载荷转移ΔFz，l与ΔFz，r限制在

低于车轮离开地面的水平来实现。 侧向载荷转移可以通过下式进行计算：

ΔFz，i=
kt，iφt，i

lw
（5.2）

式中， kt，i为前后轮胎的刚度； φt，i为簧下质量的侧倾角； lw为车辆的宽度； i=f，
r， 分别表示车辆的前后。 在尽可能最小化载荷转移的同时， 也需要注意约束簧
上质量与簧下质量的侧倾角差值 （φ-φt）， 来满足悬架行程范围的限制。 一般
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图 5.1 侧倾时的车辆模型

情况下， 悬架的行程范围大约为 6°～7°的侧倾角。
如果车辆左右两侧的载荷 mg/2 ±ΔFz＞0， 轮胎就可以获得与地面的接触

力。 首先这要得到侧向载荷转移的一个归一化的定义， 即侧向载荷转移分别与前
后轴荷质量的比值。

Ri=
ΔFz，i

mig
（5.3）

其中， 归一化的侧向载荷转移Ri的值为±1， 则可能出现最大的侧向载荷转
移。 那么处于弯道内侧的车轮将会被抬起， 此时内侧车轮的载荷为 0， 所有的载
荷都转移到外侧车轮， 车辆在弯道的操控极限将会大大降低。 此时处于侧翻边缘
时的侧向加速度， 即为侧翻阈值。 在公式 （5.3） 中， 设Ri=1 并假设mi=m/2，
侧翻阈值即为

a*y =
lwg
2h -φ*g （5.4）

式中， φ*为车轮抬起时的临界侧倾角。
需要注意的是， 现实中的车辆的侧向加速度通常远低于公式 （5.4） 中的

值。 公式中的值是静态分析的结果， 并没有考量到动力学的因素， 比如悬架柔顺
性或者轮胎变形。 大部分的车辆侧翻事故都是由于驾驶人在面对突然出现的不可
预知的情况时过度打转向盘造成的， 比如前方道路上出现的障碍， 或者其他车辆
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或者行人的突然移动， 进行归一化的侧向载荷转移的计算时， 必须要将前后轴簧
下质量的侧倾角考虑在内， 参考 Sampson （2000 年） 以及 Gaspar等人 （2003
年） 的著作。 然而， 对于簧下质量侧倾角的测量成本较为高昂， 因此， 更加实
用的办法是测量侧倾角速度或者侧倾角加速度， 并反馈给控制器。 对于侧倾角速
度的测量可以使用速率陀螺仪， 而侧倾角加速度的测量可以使用加速度计。 这些
测量方式相比之下更加简单并且价格低廉， 参考 Dorling（1996 年） 的著作。 该
著作中对于簧下质量侧倾角的估算提出了新的方法。

此外， 对于侧翻系数这一稳定性问题的基础参数的监控还有其他多种方式。
Odenthal等人 （1999 年） 以及 Ackermann 和 Odenthal（1999 年） 的著作里均提
出了计算侧翻系数的方法。 然而， 这些方法忽略了簧下质量的侧倾角， 并且假定
所有的车轮均具有路面附着力。 Takano与Nagai（2001 年） 对侧向加速度的临界
阈值进行了分析计算。 Palkovics等人 （1999 年） 提出了一个依靠制动或加速系
统所残生的小扰动影响而得到的探索性方法。 Frank等人 （2000 年） 也提出了类
似的方法。

5.1.2 加权函数的设计

车辆的侧倾稳定性可以通过两种方法获得提高。 通过使用能够改变簧上与簧
下质量的控制力矩的主动侧倾控制系统， 可以对前后轴的载荷转移以及车身的侧
倾角度进行调整。 而通过控制车辆的制动系统， 则可以产生一个横摆力矩， 直接
减小侧向加速度。

在针对车辆侧翻的风险进行控制系统设计时， Wp，ay、 Wp，Fz、 Wp，ua、 Wp，uF分

别代表侧向加速度、 侧向载荷转移、 主动防倾杆的控制输入以及主动制动系统的
输入。 加权函数的目标是让侧向加速度、 侧向载荷转移以及控制输入量在目标频
率范围内维持在较小水平。 其中， 加权函数Wp，ay的选取由下式表达：

Wp，ay =φay

s
2000 +1

s
12 +1

（5.5）

其中， 假定在低频域内， 由转向动作而导致的车身横向加速度由系数 φay表

示。 针对侧向载荷转移的加权函数的表达如下：
Wp，Fz=diag（1/102，1/103） （5.6）

其中， 102代表前轴的权重， 而 103代表后轴的权重。 与前后扭矩控制 （主
动防倾杆） 对应的输入量的加权函数 Wp，ua =1/20， 而制动力的输入量的加权函
数为Wp，uF=1/10。 输入量权重 Wδ将转向角转化为最大期望值。 此时转向角控
制输入量被选为 5π/180， 对应 5°的转向角控制。 Wn 作为一个对角矩阵， 代表控



●●●●● 主动驾驶鲁棒控制系统设计

108  

制设计中的传感器噪声模型。 比如， 对于侧向加速度噪声的权重被选为 0.01m/
s2， 而对于侧倾角微分φ的权重则被选为 0.01°/s。

最终设计出的控制器只会在车辆接近侧翻边缘， 比如归一化的载荷转移已经
达到了一个临界值时激活。 在正常驾驶情况下， 该控制器不应被激活。 这意味着
在情况并不紧急时， 其权重函数应处于较小的水平， 而在加速度增大， 达到临界
值时， 权重函数应该增大以避免车辆侧翻。 φay作为增益， 反映了归一化的载荷
转移在LPV控制器设计中的相对重要性。 较大的φay对应注重减小侧翻风险的设

计。 在车辆进行正常巡航行驶时， φay则相对较小， 因为此时对于侧向加速度的
最小化并不是十分必要。 为了考虑控制器工作区域内的非线性函数， 应使用参数
相关的权重函数。

图 5.2 参数R1 和R2 决定的增益φay（R）

该权重需要根据后轴的归一化

侧向载荷转移 R进行调整， R的值
可以通过车辆侧翻情况进行推导。
车辆侧翻的主要影响因素， 是悬架
刚度与载荷的比值， 而后轴的该比
值比前轴要大。 因此， 在遇到紧急
情况， 后轮会先抬起。 当R较小时，
即车辆并不处于紧急情况， φay（R）
也处于较小水平， 意味着 LPV控制
器并不需要最小化侧向加速度。 而
另一方面， 在R接近临界值时， φay

（R）也会随之增大， 表明此时控制
器需要对车辆侧翻进行预防。 该增
益φay（R）由常数R1 和R2 确定， 具体表现如图 5.2 所示。

φay（R） =

0 若 R ＜R1
1

R2 -R1
（ R -R1） 若 R1 ≤ R≤R2

1
{

否则

（5.7）

因此， 归一化的侧向载荷转移被定义为一个调度变量， 用于监控车辆的侧
翻。 R1 被定义为车辆接近侧翻状态时的临界状态， 即四个车轮都还在地面但是
内侧车轮轮胎侧向受力接近于 0， 或者悬架已经达到了其物理极限而主动防倾杆
也并不能够产生更多稳定力矩。 R1 的值越接近 1， 控制器的激活就越晚。 参数
R2 则代表使侧向加速度最小化的速度。 R1 与 R2 的差值越小， 则代表系统对于
侧向加速度的抑制越迅速。 在控制系统设计中， R1 和 R2 的值分别被选为 0.85
和 0.95。
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在利用制动系统预防车辆侧翻时， 由于该制动系统只在紧急情况下激活， 因
此可以采用开关系统作为控制结构。 在实践中， 若使用这种开关系统， 那么有可
能会产生振颤， 即在开关点周围产生小幅度的高频振动， 进而可能导致车辆性能
的下降。 在我们的系统中， 制动的开关点为临界的归一化侧向载荷转移， 即R1。
为了消除振颤， 可以在系统中增加一个滞后机制， 激活制动系统时， 使开关点对
应的R1 的值大于关闭制动系统时的值。 该滞后机制可以被定义为

R1 =R1n +sgn（R）wh
（5.8）

其中R1n为开关点的归一化的值， 而 wh 为滞后窗口宽度的参数。 在公式
（5.8） 中， sgn （R） 为归一化侧向载荷转移量导数的 signum函数， 需要通过实
时计算得出。 该函数被用于推导载荷转移的变化趋势。 若其值为正， 则载荷转移
正在增加， 达到R1n时制动系统激活。 在函数为负值， 即归一化的侧向载荷转移
正在减小时， 制动系统关闭的点对应的载荷转移量小于标称值。 在控制设计中，
sgn （R） 也被作为调度变量， 其取值范围被选为 { -1， 0， 1}。

在整合的横摆和侧倾运动的 LPV模型中， 共需要三个参数： 前进的车速 v、
后轴的归一化侧向载荷转移R以及其导数的signum函数sgn（R）。 车速v的值可
以直接测量获得， 参数 R可以通过测量 （或者估算） 簧下质量的侧倾角 φt，r获

得， sgn（R）也因此是一个计算信号。
图 5.3 展示了本案例中存在的振颤现象。 在控制设计中有振颤时的时间响应

在图中以实线表示。 在车辆减速时， 制动力便会产生振颤。 这是制动系统在开关
点R1 上下不断进行开闭造成的， 该现象也会影响车辆的侧倾稳定性。 通过在由
归一化侧向载荷转移确定的开关点增加一个滞后机制， 可以消除这种振颤现象，

图 5.3 消除振颤前后的时间响应
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大大减小制动力的变化。 消除振颤之后的时间响应在图 5.3 中由虚线表示。

5.2 侧翻抑制系统的线性变参数控制方法

本部分内容提出了一种结合了主动防倾杆与主动制动系统的方法， 预防重型
车辆的侧翻。 在LPV模型中， 车辆的前进速度被用于计算调度向量中的参数，
参考公式 （2.84）。 其他需要测量的信号有侧向加速度以及簧上质量的侧倾率。

整合后的控制器通过主动防倾杆全时对侧翻进行预防。 而主动制动机制仅在
车辆接近侧翻状态时才会被激活。 在正常巡航状态下， 制动部分的控制不应被激
活。 然而， 如果归一化的侧向载荷转移达到了一个临界值， 那么必须启用制动系
统将侧向加速度最小化以避免侧翻。 启动制动系统的临界值， 被定义为转弯过程
中内侧车轮中有一个失去侧向载荷时车辆的侧向载荷转移。 这种解决方案的优点
在于， 控制器仅需要消耗很小的能量便可以保证控制性能。

该控制系统设计基于闭环互联结构， 如图 5.4 所示。 控制输入量为不同车轮
的制动力的差值ΔFb。 该值是产生车辆横摆力矩的直接原因， 进而直接影响轮胎
的侧向受力。 而主动防倾杆在簧上质量 uaf与簧下质量 uar之间产生一个稳定

力矩。
在控制设计中， 输出量为侧向加速度、 侧向载荷转移以及控制输入量：

图 5.4 整合控制器的闭环互联结构设计

zr=[ay ΔFzf ΔFzr uT
r]

T （5.9）

其中 ur=[uaf uar ΔFb]T。 在LPV控制系统设计中，车辆的前进速度和归

一化的侧向载荷转移这两个信号被用于计算调度向量ρ=[ 1v
1
v2

vRsgn（R）]T中



第 5 章 具有侧翻抑制功能的防倾杆 ●●●●●

111  

的参数。
本部分内容展示了基于 LPV的整合控制运行机制， 并对其运行结果与只使

用主动防倾杆以及只使用主动制动机制的控制运行结果进行了对比。 其中， 车辆
的参数可以参考表 2.4。

在本案例中， 车辆进行了一次二次变道动作， 在 100m的距离内左右移动
2m。 该路径是用于模拟现实中在道路上对障碍物进行避让的操作。 此时车辆的
时速为 75km/h。 车辆转向角的输入量被设定为在车辆没有侧倾控制的情况下会
让车辆在高速变道动作中接近侧翻极限的值， 此时的归一化侧向载荷转移值超过
了±1。 在本次模拟中， 转向角输入量为斜坡信号。 在进行变道动作的过程中，
由于制动系统的作用， 车辆的前进速度并不是恒定值。

在具有整合控制时， 侧向加速度的变化与只使用主动防倾杆时的类似。 这是
因为此时只有主动防倾杆起到了抑制侧向加速度的作用， 而主动制动机制尚未达
到被激活时的侧向载荷转移值R1。 因此， 在归一化侧向载荷转移小于R1 时， 整
合控制可以被视为简单的主动防倾杆控制， 只通过主动防倾杆产生稳定力矩。 相
比于单纯使用主动制动机制， 整合系统对于制动力控制的需求更低。 在使用整合
控制或者仅使用主动制动时， 簧上质量的侧倾角处于相同的相位， 与没有施加控
制时的情况一致。 此时的载荷转移并没有超越悬架行程的物理极限。 此外， 可以
观察到最有可能引发侧翻的时间是侧向加速度达到第二个峰值时。 因为此时为了
让车辆回到原先的车道， 驾驶人不得不输入双倍的转向角， 使车辆产生更大的侧
向加速度。 在进行以上三种控制结构的实验时， 车辆前后轴的簧下质量侧倾角相
互略有不同。 这是不同的悬架参数和刚度载荷比造成的。

图 5.5 也展示了不同控制结构下车辆的行驶轨迹。 可以看出， 使用了主动防
倾杆的车辆能够保持在预期的行驶轨迹。 而对于使用制动控制的车辆， 制动产生
的横摆力矩使得实际的轨迹与预期轨迹截然不同。 对于主动制动机制来说， 其唯
一的限制是制动执行器自身的饱和， 即通过制动系统抑制侧向加速度的能力受到
了执行器的物理极限的限制。 然而， 如果增大执行器的极限， 那么可能会导致单
边制动力过大， 影响车辆横摆运动的稳定性。 因此， 为了避免车辆横摆时的动力
学性能下降， 需要采用整合式的控制方式。 此时车辆的实际行驶轨迹与预期轨迹
只有很小的区别， 因为制动力相比于只采用主动制动系统控制的情况要小。 在只
使用主动制动或者使用整合控制的情况， 行驶轨迹的变化可以通过改变转向角进
行修正。 但是需要注意的是， 改变转向角对于车辆的侧倾运动有着负面的影响。
预期路径与实际路径相差越大， 那么所需要的转向角也越大， 进而增大了侧翻力
矩。 因此， 相比之下， 采用整合控制机制时， 所需要的用于修正的转向角较小，
不容易导致车辆侧翻。
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图 5.5 展示了在车辆具有主动防倾杆控制系统 （点画线）、 主动制动机制 （虚线） 以及
前两者的整合控制系统 （实线） 时的时间响应

5.3 具有容错能力的侧翻抑制系统的设计

在实践中， 液压执行器总共有三种失效形式。 第一种是锁止失效， 即液压执
行器的活塞锁止在了某个位置无法移动。 在这种情况下， 液压执行器在失效后无
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法继续工作， 并且对车辆的侧倾运动具有一定的抑制能力。 第二种是浮动失效，
即液压执行器的相对位移随着悬架的运动而同时改变。 这意味着主动防倾杆此时
无法产生力矩平衡倾覆力矩， 液压执行器的活塞可以在缸内自由运动。 这种情况
可能会发生于供电被切断或者系统维持足够油压的情况。 第三种失效形式为执行
器效能的损失， 即执行器能够继续工作， 但是功率会有所降低。 发生这种失效的
情况包括活塞的泄漏系数过大等， 使得执行器无法产生与控制阀相匹配的扭矩。

故障信息由故障侦测滤波器提供， 表示为ρf=f/fmax， 其中fmax为可能出现的
最大失效估计值 （致命问题）。 失效信息 ρf被用作调度变量。 通过使用这一变
量， 控制器能够根据执行器失效形式进行相应的调整。 需要注意的是 ρf为归一
化的故障信息， 其值在 [0， 1] 之间。 归一化故障信息值为 0 时， 意味着执行
器完全没有故障； 而值为 1 时， 意味着主动防倾杆完全失效， 此时执行器无法产
生控制力矩。 这种情况被归类为浮动失效， 因为主动防倾杆失效后， 执行器无法
对悬架的运动起到任何抑制作用。 在这种情况下， 唯一能够防止车辆侧翻的控制
输入量来自于制动系统。 在ρf的值介于 0 和 1 之间时， 执行器的效能受到了一
定的损伤， 即主动防倾杆可以产生稳定力矩， 但是其值有所下降。

故障信息也是决定侧向加速度加权函数 Wp，ay的一环， 因为该信号直接受到
主动制动系统的影响， 其中增益 φay（R）由归一化侧向载荷转移 R决定。 此处，
R1 被定义为车辆接近侧翻时的临界状态。

在出现故障时， 主动制动系统的运行范围必须增大， 以使激活制动系统的归
一化侧向载荷转移量小于主动防倾杆不存在故障时的值。 较小的 R1 值对应较早
激活制动系统， 并且制动力逐渐递增； 而较大的 R1 值对应制动系统较为急促地
激活。 因此， 设计参数R1 的选择应通过故障信息ρf进行调节。

R1 =R1 -
ρf
10 （5.10）

可见， 如果出现故障， 临界值R1 便会降低， 令制动机制在R值较小时也可
以被激活。

在LPV的设计中， 计算调度向量需要使用三个信号， 即车辆的前进速度 v、
归一化的侧向载荷转移R， 以及归一化的故障信息ρf。 该调度向量可以被表达为

ρ=[ 1v
1
v2

vRsgn（R）]
T
。 此处， v可以直接通过测量获取， ρf由故障侦测

（FDI） 滤波器提供， 而参数R则通过测量获得的簧下质量侧倾角φt，r计算得出。
基于虚拟的控制输入量， 整车前后产生并作用在悬架上的实际控制力可以通

过矩阵运算得出。 图 5.6 展示了该可重构控制策略的应用。
FDI滤波器的运行情况可以通过进行车辆转弯行驶进行测试。 图 5.7 展示了

使用主动防倾杆的控制系统时间响应。 在该测试中输入的转向角为斜坡信号。 在
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图 5.6 容错控制策略的应用

转弯过程中， 由于制动系统的
介入， 车辆的前进速度并不恒
定。 该案例表明 FDI滤波器在
整个车速区间都可以稳定可靠

地工作。 在测试中， 车辆的初
始前进速度为 80km/h， 最终减
速至大约 68km/h。

在测试中采用的故障场景，
为 2s时开始的 10kN·m的防
倾杆故障以及 5s时开始的 0.1rad/s的传感器故障。 失步代表着效能的降低。 而
梯度传感器的故障意味着φ （侧倾率） 传感器测量的信号存在着恒定的误差。 图
5.7 同时展示了侧向加速度和簧上质量侧倾角的时间响应。 通过防倾杆的作用，
控制器无法减小侧向加速度， 即防倾杆自身无法直接改变加速度。 在防倾杆控制
案例中， 车辆驶入弯道， 并产生了一个横向的稳定力矩， 与侧向加速度产生的影
响稳定性的倾覆力矩相互平衡。 由于悬架参数以及刚度载荷比的不同， 簧下质量
侧倾角也有所不同。

前后轴的控制力矩大约分别为 70kN·m和 140kN·m。 随着侧向加速度的增
加， 归一化的侧向载荷转移导致后轮先于前轮离开地面， 因为后轴的有效侧倾刚
度与轴荷的比值要大于前轴 （此时前轴作为驱动轴）。 FDI滤波器的闭环测试结
果可以参考图 5.7。 第一个残差代表执行器故障 r1， 第二个代表传感器故障 r2。
两种失效的影响均得到了减弱， 并且系统对两种失效的发生时间以及其量化值均
给出了准确的估计。

通过二次变道动作， 具备容错机制的整合控制架构的运行得到了验证。 在第
一个场景中， ρf被设置恒定为 0.7。 在该情况下， 执行器的效能减少了 70%。 第
二个场景中， ρf为出现在 1.5 ～2.5s的斜率恒定的斜坡信号。 此时， 执行器的故
障使其效能逐渐降为 0。 使用不同的故障场景得到的横摆与侧倾动力学响应可以
进行对比。

图 5.8 中， 点画线代表了浮动失效形式的时间响应， 实线代表了效能降低的
失效形式， 而虚线代表了无任何失效的情况。 此时车辆的速度均为 70km/h。

在这三种情况中， 每一种情况下的侧向加速度均有不同。 其原因是在归一化
的侧向载荷转移没有达到临界值R1 时， 只有主动防倾杆被激活， 而制动系统没
有被使用。 然而， 主动防倾杆并不能够减小侧向加速度， 因为它对于加速度的改
变没有直接的影响。 因此， 执行器失效的影响并不会在侧向加速度中有所体现。
通过观察可以得出， 出现失效时， 由于执行器效能的减弱， 侧倾角有所增加。 在
没有故障的情况下， 执行器可以产生更高的控制力矩， 更加有效地平衡倾覆力
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图 5.7 车辆转弯时FDI滤波器侦测到执行器故障后的时间响应

矩。 在浮动失效的情况下， 执行器的效能逐渐减弱最终变成 0， 此时归一化的故
障信息达到了 1。 此时所需要的制动力也达到了最大值。 这是因为主动防倾杆在
2.5s后无法产生控制力矩， 因此重构后的控制器架构与单纯使用制动系统预防
车辆侧翻的控制器相同， 相较于没有故障， 主动防倾杆正常工作产生稳定力矩的
情况， 此时所需要的制动力要更大。
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图 5.8 不同失效形式下转向盘二次变道的时间响应
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第6章 纵向动力学中的自适应巡航控制

6.1 自适应巡航控制

在过去的十年中， 基于前瞻方法的纵向车辆控制一直是各汽车研究中心研究
的重点。 这种控制在巡航控制中很普遍并且能够保证节能驾驶， 见 Sciarretta等
人 （2015）。 由于自适应巡航控制 （ACC） 可以将车速保持在驾驶人通过加速踏
板和制动装置所设定的速度值， 前瞻控制和 ACC的组合在车辆控制设计中是一
种新的趋势。

目前已经提出了几种巡航控制系统的控制方法。 模型预测控制 （MPC） 算
法主要用于巡航控制。 在Borrelli等人 （2001） 文献中， 提出了一个摩擦力矩的
仿射近似车辆模型。 在鲁棒 MPC问题中， 考虑了在力矩及其变化率和轮胎滑动
的约束条件。 Li等人 （2011） 提出了一种双层MPC架构， 在不同层中涵盖了车
辆动力学的非线性、 最小跟踪误差、 燃料消耗以及车辆跟随要求。 使用非线性
MPC方法可以实现更好的结果。 Sakai等人 （2010） 的文献中， 采用非线性MPC
方法进行期望转矩的跟踪控制， 从所需的车速中通过计算期望转矩来获得速度跟
踪控制。

滑模控制和自适应控制在纵向控制中得到广泛使用。 滑模控制的目的通常是
为了计算车辆的期望运动， 例如加速度、 速度， 参见 Gerdes和 Hedrick （1997），
Lu和Hedrick （2005）。 在另一层面上， 这些信号被转换为发动机、 变速器、 减
速器和制动器的输入。 Xu和Ioannu （1994） 提出了一个基于自适应控制的加速
踏板输入设计方法， 其中解决了参数变化的自适应控制问题。 Chen 和 Wang
（2011） 在其论文中， 基于自适应控制律， 考虑了轮胎 -路面接触的不确定性，
并运用了基于LuGre轮胎模型的一个复杂车辆模型。

Martinez和Canudas-de-Wit（2007） 重点研究了使用结合前馈和反馈 PD
控制器的频繁起停工况的控制。 其参考模型是非线性的， 并提出了符合安全约束
和舒适性要求的动态解决方案。 一个利用双线性矩阵不等式优化的复合李雅普诺



●●●●● 主动驾驶鲁棒控制系统设计

118  

夫函数的车辆跟随控制被 Enache等人 （2009 ） 发现。 Kolmanovsky和 Filev
（2010） 侧重于纵向控制， 通过使用贝尔曼原则， 实现预期平均燃料经济性和预
期平均行驶速度之间的最佳平衡。

鲁棒控制技术也被运用在纵向控制设计中。 Lefebvre等人 （2003） 的文献，

通过μ分析， 使用 H∞反馈和前馈控制来抑制纵向速度的波动。 Junaid 等人
（2005） 比较了鲁棒H∞方法与线性二次调节器设计方法， 在论文中， 应用三阶
线性系统描述车辆和动力总成的动力学。 受控系统对于外部干扰具有良好的鲁棒
性， 动力总成时间的参数不确定性是恒定的。 Németh和Gáspár（2013b） 提出了
一种LPV控制设计方法， 在速度跟踪问题中， 考虑了驱动和制动动力学的差异。
所设计的系统对抗纵向干扰， 如滚动阻力、 道路倾斜和空气阻力， 具有很强的抗
干扰能力。

在一些文献中， 纵向控制是集成框架的一部分， 参见 Katriniok 等人
（2013）。 最近， Attia等人 （2014b） 设计了一种使用非线性李雅普诺夫控制方法
的巡航控制策略。 此控制策略拥有一个级联控制结构， 该结构的外环控制确保了
参考速度跟踪性能并可计算施加在车轮上的转矩。 内环控制提供节气门开度和制
动压力来产生所需的控制转矩。

一些出版物和专利涉及了动力传动控制的实现与前瞻策略的话题。 Hellström
等人 （2009） 提出预测速度控制的设计和实现。 前瞻控制的介入被连接到基于
PID的速度控制器的参考信号上， 这改善了发动机的燃料经济性。 Kiencke和
Nielsen （2000） 使用动态纵向模型设计了速度控制器。 它通过改变作为控制输
入的发动机转速和喷油量来改变发动机转矩。

Gustafsson （2006） 介绍了一种用于实现前瞻控制的测试平台。 该平台包含
用户界面、 前瞻性优化的控制器结构、 CAN软件和接口。 该平台的相关设备与
车辆的CAN总线连接。 平台的前瞻方法考虑了发动机转矩、 档位和路面几何信
息。 Li等人 （2013） 与Németh等人 （2015a） 展示了乘用车的最优ACC控制策
略的实现。 该系统使用雷达和加速度传感器， 由此得到前车的加速度。 优化算法
产生一个可供参考的加速度信号， 该信号与之前估算的前车加速度被输入到车辆
动态控制器中。

预测速度控制算法的进一步发展在Lattemann 等人 （2004） 的汽车工业专利
中得到体现和阐释。 此外， Eriksson 和 Steén （2003） 提出一种方法即按照所需
驾驶人行为 （油耗、 排放、 行驶时间）， 根据车辆前方的地形特征来选择合适档
位。 Takahashi等人 （1998） 提出了一种考虑到路面坡度来计算最优动力传动系
统转矩的算法。
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6.2 基于模型的鲁棒控制设计

6.2.1 纵向动力学建模

首先， 介绍纵向动力学建模。 自巡航控制方法要求尽可能简单地适用于实际
车辆， 故此涉及的车辆参数要尽量少。 因此， 纵向动力学使用以下简化模型方法
来描述：

mξ0 =Fl1 -Fd1 （6.1）
式中， m是车辆的质量； ξ0 是车辆位置； Fl1是车轮上得到的纵向力； Fd1代表纵

向扰动， 例如空气阻力、 滚动阻力和路面坡度：
Fd1 =Caξ20 +Crgmcosν+mgsinν （6.2）

式中， ν是道路坡度； Ca 和Cr是与空气动力学和阻力相关的车辆参数。
接下来， 车辆模型的变换存在两个重点。 首先， 车辆的质量是车辆的不确定

参数。 有一个标称值m0， 这是已知的， 但质量的变化mv是未知的。 假定该变化是
有界的， 例如， mv/m0 =±15%。 其次， 假设道路坡度是已知的。 在实际中， 道路
的坡度可以通过两种方式获得： 一个是使用等高线图， 或者应用估计方法。 在前一
种情况下， 导航任务使用的地图可以扩展为具有坡度信息的地图。 如要进行坡度估
计， 几种方法可被使用， 例如相机、 激光/惯性轮廓仪、 差分 GPS 或 GPS/INS 系
统， 参见Bae等人 （2001）， Labayrade等人 （2002）， Hahn等人 （2004）。 Lingman
和 Schmidtbauer（2002） 提出了一种基于车辆模型和卡尔曼滤波器的估计方法。

由于解决车辆质量不确定性问题是控制系统的基本要求， 有必要定义车辆的
实际质量m

m =m0 +mv （6.3）
将式 （6.3） 代入式 （6.1）， 纵向运动方程式变形如下：

（m0 +mv） ξ0 =Fl1 -Fd1 （6.4）
m0 ξ0 =Fl1 -Fd1 -mvξ0 （6.5）

考虑到ξ0， 实际的纵向加速度是车辆的一个可测量且有界的信号， mvξ0 被
认为是车辆的干扰。 与Fd 结合起来， 产生如下表达式：

Fd1 +mvξ0 =Caξ20 +Crg（m0 +mv）cosν
 +（m0 +mv）gsinν+mvξ0
=（Caξ20 +Crgm0cosν+m0gsinν）
 +mv（Crgcosν+gsinν+ξ0）
=Fd1，1 +mvfd，2 （6.6）
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请注意， 表达式 （6.6） 包含两个不同的部分。 Fd1，1和 fd，2中包含可测量的
信号， 如速度、 道路坡度和纵向加速度。 因此， 在这种方法中， Fd1，1被作为一

个可测量的干扰来处理。 由于没有关于质量变化 mv的信息， mvfd，2被认为是一
个未知的干扰项， 实际上fd，2是干扰表达式中的可测量部分。

6.2.2 鲁棒控制策略

在下面的部分中， 将提出纵向速度跟踪控制问题的控制设计。 受控系统必须
保证精确的跟踪与对质量变化、 道路坡度和进一步干扰的鲁棒性。 控制算法的保
守性会因为对干扰的测量而下降。 在所提出的控制方案中， Fd1，1作为通过测量

得到的干扰。 因此， 建议在控制策略中推导一个可直接消除 Fd1的前馈项。 在下
文中， 提出了一种结合前馈和反馈控制设计优化的鲁棒控制设计方法。

在车轮上的实际总纵向控制力Fl1被分成两部分

Fl1 =Fl1，0 +Fl1，1 （6.7）
其中Fl1，1的目的是作为对测量干扰 Fd1，1的补偿， 而 Fl1，0保证了对未知干扰

的抑制和整体性能。
如果Fd1，1为完全补偿， 则前馈控制输入为

Fl1，1 =Fd1，1 =Ca ξ20 +Crgm0cosν+m0gsinν （6.8）
式中， ξ0 与ν是测量和估计的参数， 参见Vahidi等人 （2005）。 因此， 前馈干扰
补偿的有效性取决于ξ0 与 ν的精度。 由于速度的测量和道路坡度的估计是不准
确的， 因此前馈补偿会存在误差Fd，11。 通过公式 （6.4）、 式 （6.6）、 式 （6.7）
和式 （6.8）， 车辆纵向运动可被描述为

m0 ξ0 =Fl1，0 +Fl1，1 -Fd1，1 -Fd1，11 -fd，2mv （6.9）
=Fl1，0 -Fd1，11 -fd，2mv （6.10）

在下一步中， 设计了一个能够处理式 （6.9） 中的扰动Fd，11与fd，2mv的反馈

控制输入。

6.2.3 执行器动力学建模

在传动/制动系统的实际干预下， 执行器的机械机构扮演着重要的角色。 一
般来说， 执行器会增加系统延时并会产生额外的动态运动。 所以有必要在控制器
设计中考虑执行器的动力学， 以改善先进驾驶辅助系统的循迹能力。 在下面， 产
生纵向力Fl1的执行器动力学的简化公式是

Fl1 =-1
τ
Fl1 +1

τ
u （6.11）

式中， u是由控制算法计算出的控制输入。 鲁棒控制设计是基于 u0 和 Fl1，0之间

的关系来实现的。 公式 （6.11） 所述的执行器动力学模型可以重新表达为下面
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的传递函数：

G（s） = 1
τs+1

=1 - τs
τs+1

（6.12）

执行器动力学的再造可以作为一个系统不确定性与执行器输入的乘法模型来

处理， 其中Wu =-τs/（τs+1）是系统的不确定量。 在这种情况下， 系统的鲁棒
性要求在控制设计中考虑Wu 的最大界限。 Wu 的波特振幅图依赖于τ。 由于最大
界限Wu 是由最高τ值定义的， 而τ的最大值与传动/制动系统的最慢作动有关。
故此， 在鲁棒控制设计中必须考虑该τ值的变化影响。

6.2.4 反馈控制器的设计

反馈控制输入量 Fl1，0在控制策略中有三个主要目标： 抑制未知的干扰

（Fd，11， fd，2mv）、 对未建模的执行器动力学进行处理和保证控制器性能。 系统的
状态空间表示如下：

[ξ0] =[0][ξ0] + - 1m0
- 1m[ ]

0

Fd1，11

Fd1，
[ ]

2
+ 1

m[ ]
0
Fl，0 （6.13）

其中干扰为矢量Fd，fb=[Fd1，11 Fd1，2]T， 而Fd1，2 =fd，2mv。 系统的测得输出

是速度ξ0， 在公式中同样也得到了体现。
该系统的性能可以通过对参考速度λ的跟踪和最小化控制输入量 u0 来表达。

需要注意的是， 对控制输入的最小化是为了避免纵向控制过大。 性能信号表达
如下

z1 = λ-ξ0 →min （6.14）

z2 = u0 →min （6.15）

包含性能和测量的控制设计系统状态空间表达式如下所示：
x=Ax+B1Fd，fb+B2u0 （6.16）
z=C1x+D1，2（ρ）u0 （6.17）

y=C2x （6.18）
考虑z1 和z2 性能的加权函数是参数相关的， 则公式如下：

Wp，1 = 1
1 -ρ

Gp，1 （6.19）

Wp，2 = 1
ρ
Gp，2 （6.20）

其中传递函数Gp，1和Gp，2用来在控制设计中解释某些性能表现。 Fd，s是速度

测量中的传感器噪声， Fd，11是未知干扰。 LPV设计的增广模型如图 6.1 所示。 在
这个例子中， 在性能信号、 控制输入和干扰中应用了以下的加权函数：



●●●●● 主动驾驶鲁棒控制系统设计

122  

图 6.1 闭环互联

Wp，1 =1428.571 -ρ
0.0049s+0.07
0.05s2 +0.6s+1

Wp，2 = 1
7000ρ2

0.01s+1
10s+1

Wu = 0.025s
0.025s+1

Wd，11 =0.5s
2 +1.667s+1.389
0.01s2 +0.2s+1

Wd，2 =6.107s
2 +20.36s+16.96

0.01s2 +0.2s+1

Wd，s= 0.1
0.0011 +1

图 6.2 ρ的计算规则

参数依赖的目的是保证控制输入

不超出其控制极限。 这样可以避免执
行器的饱和。 定义的调度变量 ρ根据
图 6.2 所示的规则计算得到。 请注意，
在此规则下， 同样必须考虑前馈控制
输入 u1。 式 （ 6.19 ） 中的传递函数
Gp，1在控制设计中有另外的作用。 由于
速度的超调量必须尽可能小， 所以采用此规则对在Gp，1的特性进行适当的选择。

最后， 生成了取决于参数K（ρ）的控制器。 反馈控制输入可以形式地计算为
u0 =K（ρ）·（vref-v）。 系统的控制规律作为合并前馈-反馈策略的结果， 利用公
式 （6.8） 可得出
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u =K（ρ）（vref-v） +Cav2 +Crgm0cosθ+m0gsinθ
u =u0 +u1

（6.21）

因此， 控制输入 u由两个不同分量 u0 和 u1 的和给出。 前馈控制 u1 的目的
是为了补偿道路坡度的阻力 （坡度被认为是一个测量信号）。 另一个分量， 反馈
控制 u0 由LPV控制器计算得到。 它的作用是保证准确的速度跟踪和对抗进一步
干扰 （速度传感器噪声、 前馈不精确量以及执行器时滞） 的鲁棒性和质量变化。

6.3 基于多目标优化的速度设计

在前面的章节中， 介绍了纵向动力学的控制设计。 跟踪控制是先进智能巡航
控制的重要组成部分， 参考速度轨迹的计算也是巡航控制系统的至关重要的一
点。 在下面， 将介绍一个基于多目标优化的前瞻速度设计方法。

6.3.1 速度设计的动机

节能控制策略的目的是设计道路车辆的速度， 其中考虑了几个因素， 如能量
需求、 燃料消耗、 道路坡度、 限速、 排放和行驶时间。 该多目标优化准则由所谓
的前瞻控制方法来处理。 在论文中， 诸如当前车流的速度和当前车道上的车辆车
速等交通信息也被考虑在内。 因此， 前瞻控制可以被认为是拥有道路和交通信息
的自适应巡航控制的延伸。

节能前瞻控制的优化问题已经通过使用滚动时域控制而实现， 见于
Hellström等人 （2010）， Passenberg等人 （2009） 的文献， 并在 Hellström等人
（2009） 的实际实验中进行了评估。 基于道路倾斜、 限速， 当前车道的前方车辆
和行驶时间的前瞻控制由 Németh 和 Gáspár（2013b） 提出。 行驶时间和油耗之
间的优化准则转换成了一个燃料约束优化任务， 见 Saerens等人 （2013） 的文
献。 Asadi和Vahidi（2011） 提出了伴随即将到来的交通信号信息， 从而提高燃
油经济性的预测巡航控制。 在混合动力汽车中， 道路预测对于优化电池能量回收
是很重要的。 Ambuhl和Guzzella（2009） 提出利用未来路段地形轮廓的预测参
考信号发生器的方法可使能量利用效率最大化。 Keulen 等人 （2010） 提出， 在
路段中的速度曲线的形状可在一个厢式货车利用非线性约束优化过程估计得出。
前瞻控制也是由一系列控制系统的设计得到的。 Alam等人 （2013） 提出一种基
于预览信息的协同控制策略， 它可使排在队列中的所有车辆产生合适的速度变
化。 前瞻控制的方法可以扩展到队列车辆的共同速度的设计， 见 Németh 和
Gáspár（2014）。

在相关书籍上提出的优化方法中， 环境条件如沿路的地形数据和速度限制拥
有重要的利用价值。 然而， 在这些方法中， 交通信息如当前车流速度和车道中车
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辆的速度没有得到太多的重视。 以上是速度设计中的一个关键点。 例如， 一个使
用前瞻控制的车辆能够根据自己内部优先级系统， 可在节省能源/燃料和行驶时
间之间取得平衡。 然而， 道路上的其他车辆具有不同的优先级， 这可能导致冲
突， 例如， 快速车辆被以节省燃料的方式行驶的车辆拖延阻滞， 见 Gáspár和
Németh （2015）。

6.3.2 速度曲线的设计

假定节能的最优速度 Vopt是通过使用前瞻控制中的多目标优化方法来计算

的。 在设计中， 利用了控制能量、 行驶时间以及环境条件， 如地形数据和道路上
的速度限制。 但是， 在道路交通中车辆更倾向于节能行驶。 由于车辆可能追赶上
前车， 有必要考虑其速度 Vlead。 而且， 由于车辆可能与其他车辆相冲突， 所以
巡航的速度极限设定为Vlim。

此目的是将前瞻控制应用在驾驶人辅助系统和自主车辆控制中。 由于控制由
交通信息所延伸， 但是交通会改变多准则优化的结果并导致较低的节能效率。 前
瞻概念和堵车问题组合在一起组成了一个复杂的多重标准最优化任务。 本文侧重
于这一任务的发展。

所提出的算法的结构如图 6.3 所示。 该道路倾斜度α和限制速度Vlim及车辆

前方数据利用当前位置和导航地图建立。 而且， 车辆可通过 V2V通信接收前方
和后方车辆的有关行驶信息。

图 6.3 通信信息图

在汽车和交通控制领域， 未来通信可行性调查由 Ebnre和 Hermann （2001）
提供。 Nuevo等人 （2010） 为了检测潜在的危险情况， 运用基于计算机视觉的方
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法来跟踪周围的车辆并估计他们的轨迹。 Kesting等人 （2007） 提出了一种自适
应巡航控制的扩展控制方法， 其中考虑了车辆到路边设施和车辆间通信的因素。
Festag等人 （2008） 为了防止突发事件和事故的发生， 将车辆间通信和车辆到路
边设施传感器通信结合到了一起。

6.3.3 前瞻控制的最优化原理

在接下来的部分， 简要介绍前瞻控制的原理。 车辆前方的道路被分成连续不
同长度和道路地形的几个部分。 道路的坡度和限速被认为是在每个部分的端点是
已知的。 如图 6.4 所示， 有 n个路段和 n +1 个端点。 然后使用道路信息定义路
段点的参考速度： vref，0， vref，1， …， vref，n。 假定车辆的加速度在不同的时间间隔
内可能会改变， 但是在同一个时间间隔内， 它几乎是恒定的。 这样的目的是计算
车辆在各端点上可达到的速度， 同时达到节能和行驶时间的要求。

图 6.4 路面的分段

车辆在点i∈（1， n）的速度被写作：

ξ21 =ξ20 +2m∑
i

j=1
sj（Flj-Fdj）， i∈ {1， 2， …， n} （6.22）

式中， ξ0 是车辆在初始点的速度； ξi是车辆在点ith的速度； sj是区间 [j-1， j]
的距离； Fl1是纵向力。 在控制力的计算中， 假定当前控制力 Fl1作用于车辆， 但
是， 不考虑额外的纵向力的影响， 即Fl1 =0， i＞1。 因此， 在该方法中， 可以计
算出在第一路段中当前作用在车辆上的纵向驱动力。 Fdj是由道路斜坡、 滚动阻
力、 空气动力等产生的干扰力。 来源于路面斜坡和空气阻力的干扰力在每个部分
可估算为

Fdj，r=mgsinαj+
1
2 cwρAξ

2
j， j∈ [1，n] （6.23）

式中， m是车辆质量； αj是道路坡度的角度； cw是阻力系数； ρ是空气的密度；
A是车辆前部的接触面面积； K是道路表面阻力； 其余的干扰Fd1，0可以认为是未

知量。
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控制设计的目标是在每个端点上， 车辆的速度 ξi必须达到预定义的参考速
度， 使ξ2i→v2ref，i。 这个定义的条件根据运动关系和扰动形式重新排列。 因此， 在
端点处的车辆速度利用以下公式进行计算：

ξ21 =ξ20 +2ms1Fl1 -2ms1Fd1，o-2m∑
i

j=1
sjFdj，r （6.24）

下一步， 将预测权重Q、 γ1、 γ2、 …、 γn 应用于各端点。 它们代表了第i个
条件的优先级。 权重总和必须为 1， 即，

γ1 +γ2 +… +γn +Q=1 （6.25）
而预测权重γi表示道路状况的比率， 权重 Q具有至关重要的作用： 它决定

了当前参考速度vref，0的跟踪要求。 通过增加Q， 瞬时速度变得更重要而路况变得
不那么重要。 例如， 当Q=1 时， 控制任务可简化为一个巡航控制问题。

在式 （6.24） 中应用权重， 得到下面的公式：

ξ20 +2ms1（1 -Q）Fl1 -2ms1（1 -Q）Fd1，o =υ （6.26）

其中υ值取决于道路坡度、 参考速度和权重。

υ=Qv2ref，0 +∑
n

i=1
γiv2ref，i+

2
m∑

n

i=1
siFdi，r∑

n

j=1
γj （6.27）

应用公式 （6.26） 是为了在速度设计中考虑道路信息 （道路坡度、 速度限
制）。 车辆瞬时加速度以下列方式表示： ξ0 =（Fl-Fd1，0 -Fd1，r）/m， 其中Fd1，r=
mgsinα。 它产生预测的速度， 且该速度被认为是一个在控制设计中的参考信号

ξ0 →λ （6.28）
其中， 参数λ是根据设计的v按以下方式计算得出：

λ= v-2s1（1 -Q）（ξ̈0 +gsinα㊣ ） （6.29）
公式 （6.26） 显示了预测速度ξ0 取决于权重 （Q和 γ1）。 Németh 和 Gáspár

（2013b） 详细介绍了速度曲线设计。

6.4 车辆巡航控制的优化方法

车辆的速度设计带来两个优化问题： 纵向力必须最小化并且与参考速度的偏
差必须最小化。 纵向控制力F2l1→min 的最小化引出第一个二次最优化问题 （优
化 1）， 这类问题可使用公式 （6.26）， 经选择合适的权重来解决。

F
—
2
l1 =（β0（Q

—
） +β1（Q

—
） γ

—

1 +… +βn（Q
—
） γ

—

n）2 →min （6.30）

其具有约束 0≤Q
—
、 γ

—

i≤1 和Q
—
+∑γ

—

i=1。 当前车速和参考速度之间的差异
的最小化引出第二个优化问题 （优化 2）：
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vref，0 -ξ0 →min （6.31）

通过选择权重： γ

⌒

i=0， i∈[1， n]可得出最优解， 在这种情况下车辆可追踪
预设速度。

这两个优化标准导致不同的最佳解决方案， 且必须实现性能之间的平衡。 因
此， 引入两个性能权重。 第一个优化中， 性能权重R1 与式 （6.30） 的重要性有
关， 而第二个优化中， 性能权重 R2 与式 （6.31） 相关。 性能权重存在一个约
束： R1 +R2 =1， 其中 0≤R1≤1， 0≤R2≤1。 因此， 优化任务之间的平衡可以通
过选择以下性能权重来实现：

Q=R1 Q
—

+R2 Q

⌒

=1 -R1（1 -Q
—
） （6.32a）

γi=R1 γ
—

i+R2γ

⌒

i=R1 γ
—

i， i∈ {1， …， n} （6.32b）
这两个等式表明预测权重取决于 R1。 通常驾驶人根据他们的目标和需求设

置权重R1， 从而他们在节能和驾驶时间之间建立一个平衡。 车辆的最佳瞬时速
度近似于

vopt=λ
—

（6.33）
且

λ
—

= v
—

-2s1R1（1 -Q
—
）（ξ0 +gsinα㊣ ） （6.34）

和

v
—

=v2ref，0 -R1（1 -Q
—
）v2ref，0 +R1∑

n

i=1
γiv2ref，i+R1

2
m∑

n

i=1
siFdi，r∑

n

j=1
γi（6.35）

6.4.1 速度设计中前车的操纵性

由于车辆可能赶上前面的车辆， 所以需要考虑后者的速度vlead。 此问题由性
能权重R1 处理， 控制系统必须更关注速度而不是节能， 以避免发生碰撞， 从而
变成一个传统的巡航控制问题。

车辆之间的安全距离按照 91/422 /EEC， 71/320 /EECUN和EU法规计算
（速度以 km/h表示）： dsafe=0.1 ξ+ξ2 /150， 其中ξ是当前车速。 当车辆之间的
距离低于 dsafe时， 当前的速度必须是vlead。 为了避免突然制动， 在相距较长距离
时开始减速， 距离为（1 +c）·dsafe， 其中常数 0 ＜c＜1。

考虑到 dsafe的权重R1，ρ由以下公式中选择：

R1，p =

0 若 d ＜dsafe

R1
d -dsafe

（1 +c）dsafe
若 dsafe≤ d≤ （1 +c）·dsafe

R1 d ＞（1 +c）·d

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣
safe

（6.36）
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此外， 如果 d＜（1 +c）·dsafe， 则vref，0 =vlead。
车辆在行驶中的最佳速度是通过应用表达式 （6.33） 中的 R1 =R1，p来计算

的。 注意当R1，p=0 和vref，0 =vlead时， 前瞻控制是一个传统的巡航控制， 车辆只
会跟随前车而不会考虑燃油经济性。 如果前面的车辆不妨碍后车使用前瞻控制行
驶， 则权重设为R1，p=1。

6.4.2 速度设计中跟随车辆的动态表现

用节能方法控制的车辆在高速公路上对前方较慢的车辆进行超车， 同时， 另
一辆车加速到达限速也开始超车动作。 由于车辆在道路行驶中趋向于节能， 这可
能与其他以最大限制速度巡航行驶的车辆发生冲突。 偏好权重 R1 会导致行驶中
的非最佳运动。 节能行驶速度和本地交通流量之间的平衡是通过调整 R1 值来实
现的。 后车的动作可被分为三个步骤。 第一步， 运用前瞻控制预测到本车当前的
速度和动态 （步骤 1）。 第二步， 预测后车的动态 （步骤 2）。 第三步， 计算安全
距离， 这也是选择R1 数值的基础 （步骤 3）。

步骤1： 使用前瞻控制的车辆的最优速度是基于公式 （6.33） 的。 基于公式

（6.35） 的v
—
的表达式可被重写为

v
—

=v2ref，0 -R1v2ref，0 +R1Q
—
v2ref，0 +R1∑

n

i=1
γ
—

iv2ref，i

+R1
2
m∑

n

i=1
siFdi，r∑

n

j=1
γ
—

j=v2ref，0（1 -R1） +R1v （6.37）

其中， v
—
包含根据公式 （6.27） 的v的表达式， 该表达式使用节能预测权重

Q
—
、 γ

—

i。

根据式 （6.34）， 根据预测道路信息计算得出最佳速度λ。 通过预测权重Q
—
、

γ
—

i计算出最优速度如下：

λ
—
2 =v2ref，0（1 -R1） +R1 v-2s1R1（1 -Q

—
）（ξ0 +gsinα）

=v2ref，0（1 -R1） +R1 λ2 （6.38）
其中， λ包含根据公式 （6.29） λ的表达式， 该表达式使用节能预测权重

Q
—
、 γ

—

i。
由式 （6.24） 和式 （6.38） 得， 端点 n处车辆的预测估计速度是

ξ2n =v2ref，0（1 -R1） +R1 λ2 +2ms1Fl1 -2ms1Fd1，o-2m∑
n

i=1
siFdi，r=R1N1 +N2

（6.39）
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根据式 （6.39） 可知， 在点 n的预测速度 ξn 是基于瞬间速度、 纵向力和扰
动得来的。 因此， 在 n 点处预测的速度独立于 vref，n。 然而， 这有可能还存在一
些问题， 因为当R1 =0 时， n点的预测速度必须是vref，n。 为了达到这个要求， 通
过运用参考速度和加权因子， 预测速度必须以如下方式进行修改：

ξ2n =（R1N1 +N2）R1 +（1 -R1）v2ref，n （6.40）
这个公式的优点是将参考速度引入到预测速度中， 从而使计算过程更加

可靠。
步骤 2： 在第二步中， 将预测后车的运动。 假定受控车辆拥有后车的速度和

加速度的信息 （η0， η0） 和车辆之间的瞬间距离 e0。 也假定后车匀加速直到达
到限制速度， 即i＜j。 然后它不会进一步加速， 因此在之后部分， 车辆的预测速
度是vref，j， …， vref，n， 即i≥j。

根据信息 （η0， η0， e0）， 须计算车辆在行驶时间为Δti（i={1，…，n}） 的每
个部分中的运动。 加速期间后车的位移是

ηk =
η0
2 ∑

k

i=1
Δt( )i

2 +η0∑
k

i=1
（Δti）， k∈ [1， j-1] （6.41）

其中一段中的行驶时间是Δti。 当后车到达限制速度时， 它不会进一步加速。
而且， 它的速度不会超过预定义的参考速度vref，j， …， vref，n。 此时车辆的位移是

ηl=ηj-1 +∑
l

i=j
（vref，iΔti）， l∈ [j， n] （6.42）

步骤3： 最后， 在第三步中， 计算安全距离。 现在受控车辆与后车之间的安
全距离必须得到保证。 假定安全距离 dsafe是预设的。

受控车辆打算使用节能的预测巡航控制， 而后面跟随车辆的目标是保持限制
速度行驶。 因此， 前瞻控制策略发生改变， 使得后车的运动被考虑在内。 一个可
行的方法是在行驶期间修改性能权重R1 并在后车的设计速度和所需速度之间创
造平衡。 本节的目的是开发一种方法来重新设计权重R1，f。

安全距离的标准是基于车辆的运动而制定的。 在每个阶段的行驶期间， 必须
保证两车之间的距离满足以下不等式：

ξi+e0 -ηi≥ dsafe， i∈ {1， 2， …， n} （6.43）
式中， ξi是受控车辆的预测位移； e0 是车辆之间的瞬时距离 （t=0）； ηi是后车

的预测位移。 有必要找到性能权重 R1 的最大值， 以满足不等式 （6.43） 的条
件。 请注意， R1 的增加会导致更长的行驶时间。 因此， R1 可以由驾驶人使用预
定义的范围R1，max限制。

安全巡航的优化标准如下：
R1，f= max

[0；R1，max]
R1 （6.44）
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如此满足以下条件：

∑
j

i=1
ξi+e0 -ηj-dsafe≥ 0， j∈ {1， …， n} （6.45）

优化结果R1，f用于预测权重Q和γi的计算。 根据预测权重，可计算出控制车
辆的参考速度λ。 在每一步中都会执行优化程序式 （6.44）， 因此性能权重 R1，f
按照当前的当地交通信息被连续地重写。 如果后车不打扰使用前瞻控制的车辆行
驶的话， 那么权重被设定为R1，f=0。

在实际中， 优化程序式 （6.44） 的解决方案需要大量的计算工作量。 不管
怎样， 在式 （6.44） 中， 之前计算步骤R1，old的结果可以作为初始值。 如果要在
间隔中

[max（R1，old -α，0），min（R1，old +α，R1，max）]
例如当 n=10 点和α=0.1 时搜索新的结果 R1，new， 计算时间会显著减少。 请注
意， R1，max由驾驶人在间隔R1，max=[0； 1]内设置。

6.4.3 车道变换的决策方法

在这一部分， 提出了车道变换的决策算法。 在车道变换期间， 必须保证安全
行驶和避免车辆之间的冲突且防止堵车。 首先， 必须确保新车道上前后车辆的安
全距离。 因此， 在执行换道之前必须检查安全距离。 其次， 也必须避免节能车辆
限速巡航后车间的冲突。 因此， 必须将考虑前车与后车的运动纳入到决策方
法中。

从本质上讲， 如果使用高能效车速控制的车辆在当前车道不能保持设计速
度， 且同时在相邻车道上可以保证此车速， 并操纵安全， 则更换车道是首选。 速
度曲线受到前瞻控制中的两个加权因子的影响。 权重R1，f用于考虑后车， 而权重
R1，p用于处理前车。 除了计算最佳的速度， 在这期间， 当前车道和相邻车道的可
接受的速度也被计算。 由于权重因子R1，f和R1，p能够影响到可接受的速度， 因此
两个权重因子也被计算和考虑。 在换道的决定方法中， 必须分析这两个因素。

情景 1： 受控车辆赶上前车。
在这种情况下 R1，p倾向于零， 车辆适应前车的速度。 由于前方车辆行驶较

慢， 因此当前速度可能与设计速度有很大的不同， 因此必须分析车道变化。 必须
计算相邻车道Ra1，p。

情景 2： 后车赶上受控车辆。
由于R1，f减小， 车辆适应后车的速度。 由于后车行驶得较快， 当前的速度可

能与设计速度有很大的不同， 因此必须分析车道变化。 必须计算相邻车道Ra1，f。
必须检查两个基本的不等式。 需要计算相邻车道 Ra1，p和 Ra1，f并将它们与当前

的R1，p和R1，f进行比较。 如果以下两个不平等状况持续下去， 就必须执行换道。
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当Ra1，p远大于R1，p时， 这意味着在相邻车道上没有前面的车辆， 同时 Ra1，f大于
R1，f， 表示后方跟随车辆不受阻碍， 能够保证以节能速度行驶。 此外， 前车和后
车在新车道的安全距离也能够保证。 dp和 df分别是在新车道上与前车和后车的

距离。
综合以上思路， 以下基于逻辑的决策方法可以成立：
如果

Ra1，p-R1，p ＞εp 且 Ra1，f-R1，f＞εf （6.46）
而且，
如果

dp≥ dsafe 且 df≥ dsafe （6.47）
则应执行车道变换， 其中εp和εf是预定值。
在这种情况下， 车道变换行为应该自动完成， 或者这个建议应该由驾驶辅助

系统传递给驾驶人。

6.5 驾驶/制动系统中控制方法的实现

鲁棒控制设计的控制变量是纵向力输入 u=Fl1。 然而， 真正的物理系统有两

个输入， 传动系和制动输入。 在接下来的部分， 将展示 Fl1转化为真实物理量输

入的过程。
在传统的发动机动力传动系统中， 档位和节气门是起到了干预的作用。 所提

出的方法考虑了一个自动变速器， 其中档位由发动机转速和节气门开度 ε∈
[0…1] 确定。 因此， 有必要找到一个合适的 ε， 保证了产生相应的力 Fl1。 由于
传动系动力学式 （6.11） 比纵向动力学更快， 动力传动系统的瞬变在计算中忽
略不计。 Fl1和α之间的转换是基于静态关系而得的。

发动机所需转矩的计算公式如下：

Meng =
Fl1Rw

k0kg
（6.48）

式中， Rw是车轮半径； k0 和 kg 是驱动桥和传动装置的传动比。 kg 的数值取决
于当前档位。 Meng和ε之间的转换是通过发动机特性执行的， 参见图 6.5 （见彩
插）。 这个计算需要测量发动机转速ω及基于Meng和ω特性的反转。

文献中的制动系统是传统的液压结构。 液压制动的动力学 τ比纵向运动更
快， 因此， Fl和制动缸压力之间的关系由静态方程描述。 首先， 纵向力在前后
轴之间分配， 使用以下表达式， 参见Zomotor（1991）：

Fr=-Ffr-
mgl2
2h +

Ffr（l1 +l2）mg
h + mgl2

2( )h㊣
2

（6.49）
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图 6.5 典型发动机特性

图 6.6 巡航控制构架

式中， Fr和Ffr分别是后方和前方的车

轮力； h表示重心的高度； l1， l2 是各
车轴和重心之间的距离。 在车左侧和
右侧 Ffr和 Fr被平分。 其次， 车轮的
纵向力被转换成制动缸制动压力， 如

pi=
FiRw

CpM，i
（6.50）

式中， Fi是车轮的纵向力； CpM，i是常

数， 取决于车轮制动器的结构。
驱动动力传动系统和制动系统之

间的决策取决于控制力 Fl1。 如果 Fl1

＞0， 则节气门被激活， 否则制动缸的
制动压力增加。

6.5.1 控制器软件在环的实现

在下面的章节中， 将呈现在软件

在环 （SIL） 对前文所述系统的实施。 控制算法有三个层次， 如图 6.6 所示。
· 高层包含生成巡航控制的参考速度信号的前瞻控制策略。 这基于即将到

来的道路综合信息， 例如道路坡度。 它保证了巡航车辆的燃油效率。
· 中间层是前馈反馈H∞控制器。 它保证了速度跟踪以及对质量变化和纵向

干扰的鲁棒性。 控制器的输出是Fl1信号。
· 底层结合了控制力Fl1到发动机节气门开度 ε的转换。 而且， 它实现了在
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车辆的车轮上驱动和制动力的分配。
软件在环 （SIL） 的框图如图 6.7 所示。 SIL由 CarSim车辆模拟器工作站和

实现控制器的 dSPACE组成。 在工作站中， CarSim与MATLAB/Simulink 联合仿
真工作。 CarSim模拟器与 MATLAB/Simulink 软件是标准的工业工具， 能够高准
确性地仿真车辆动力学。 工作站与 dSPACE之间的通信通过CAN总线得以实现。
在 SIL模拟之前， 所设计的控制系统接入到实时设备上。 控制信号在 dSPACE中
由 0.01s采样时间的微分方程的离散时间求解器计算。

图 6.7 软件在环仿真

6.5.2 模拟仿真结果

在仿真中， 分析了具有实际数据的运输路线。 地形特点和地理信息是米卢斯
和贝尔福之间的一段 35km长的法国高速公路。 在仿真中， 使用一个常规的紧凑
型 SUV乘用车。 规定的最大速度是 130km/h， 但路段中包含其他的速度限制， 路
段也包含丘陵部分。 高速公路的数据 （海拔、 速度限制） 从最新的地理/导航数
据库， 如谷歌地球或谷歌地图得到。

仿真的目标是展示前馈反馈巡航控制和前瞻策略组合的效率。 因此， 在模拟
中显示了两个场景， 即有或者没有前瞻控制。 在前瞻模拟中， 将考虑即将到来的
地形特征信息和速度规划信息， 这影响了车辆的速度曲线。
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图 6.8a显示了高速公路的海拔， 其中包含数个上坡和下坡路段。 在道路上，
发现有几个车速限制 （80km/h， 90km/h， 110km/h）， 如图 6.8b 所示。 结果表
明， 设计的前馈反馈控制器能够跟踪车速限制的变化。 在前瞻巡航控制的情况
下， 由于考虑到山丘和速度限制的影响， 所需的速度明显改变。 例如， 在节点
12 ～14km之间， 高速公路上有一个山谷。 因此， 在山谷前， 车辆的牵引力减小
了 （见图 6.8c）， 导致车速降低。 然而， 在山谷的下坡部分， 车辆加速从而节约
燃油。

图 6.8 巡航控制仿真
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纵向控制元件的驱动如图 6.9 所示。 图 6.9a表明巡航时发动机的转速普遍
降低。 这是由于节气门开度减小， 如图 6.9b 所示。 由于发动机驱动较少， 从而
燃油消耗减少。 图 6.9c展示了前轮的制动力。

图 6.9 巡航控制驱动

最后， 巡航控制系统的油耗如图 6.10 所示。 在此提出的前瞻性方法比没有
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前瞻控制的巡航控制有更少的燃油消耗。 由于适应了实际的地形特征和速度限
制， 总油料的节约量为 3%。 由于在前瞻方法中， 车辆的速度可能低于给定路段
部分允许的最大值， 加速/减速比传统的方法进行得更缓慢， 行驶的时间预计会
更长。 但是， 行驶时间差仅仅只有 2min。

图 6.10 燃油消耗数据
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第 7 章 车辆集成控制系统的设计

7.1 车辆集成控制的动机

通常情况下， 车辆控制系统是分别由供应商和车辆公司单独设计完成的。 但
是， 独立设计的问题难题之一就是要满足各性能间的协调要求， 即这些单独设计
的控制器有时会在整车方面引起相互冲突。 制动作用影响车辆的纵向动态， 如速
度和俯仰角。 然而， 由于车辆悬架的几何结构不同， 制动作用会导致车辆横摆和
侧倾动态的变化， 如图 7.1 所示。 同样， 转向角度也会改变车辆的横摆偏航角
度。 如果车辆重心较高， 转向操作将导致簧上质量的侧倾角和俯仰角也随之改
变， 如图 7.2 所示。 此外， 独立设计的第二个问题是控制硬件能够被划分到分散

图 7.1 制动对车辆动态动力学的影响
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的子集中， 使传感器信息与控制要求间失去关联。 这种方案可能会导致不必要的
硬件冗余。

车辆集成控制的目的是联合与监控所有影响车辆动态响应的可控子系统。 更
详细地说， 车辆集成控制必须改进现有执行器的多目标性能， 必须在多控制任务
中使用传感器， 必须减少独立控制系统的数量， 同时必须提高控制系统的灵活
性。 一个集成控制系统应当通过所选择的多种性能指标， 将车辆其他控制系统的
功能效果一并考虑在内。 符合车辆行业要求的几个性能指标都在研究的重点关注
之列， 例如改善轮胎抓地性、 提高乘客的舒适性和改善滚动和俯仰稳定性， 提出
容错解决方案， 参见Gordon等人 （2003）， Yu等人 （2008） 的文献。

图 7.2 转向对车辆动态动力学的影响

近些年， 研究机构和汽车供应商越来越需要一些包括配套硬件在内的车辆控
制方法来完善自己的产品。 这里用几个例子来说明。 Ono等人 （2006 年） 提出
了具有四轮分布式转向和四轮分布式驱动/制动系统的车辆控制方法。 Kim等人
提出了具有节气门控制和自动变速控制的车辆控制策略设计流程 （2007 年）。
Zhang等人提出了一种使用主动转矩分配和差动制动系统相结合的横摆稳定性控
制系统 （2009 年）。 Jianyong等人 （2007）、 Wang以及 Nagai（1996） 等人提出了
一种关于四轮转向和横摆力矩控制的整合控制方法。 Bardawil等人提出了一种关
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于转向和差速制动的整合控制方法 （2014）。 Cairano等人提出了基于轮胎力特性
分段仿射近似的MPC差速制动与转向角的集成控制 （2013 年）。 主动转向和悬
架控制器也被集成以提高横摆和侧倾稳定性， Mastinu 等人 （1994）。 Poussot-
Vassal等人 （2008）、 Zin 等人 （2008 年） 以及 Fergani等人 （2015 年） 提出了
关于主动悬架和ABS的全局底盘控制系统。 Rajamani等人 （2000 年） 将传动系
统和制动器集成在一起。 侧倾稳定控制的一个重要解决方案是基于 ESC的制动
控制， 参见Lu等人 （2007 年）、 Palkovics和Fries（2001 年）。 Burgio与 Zegelaar
（2006）， Gáspár等人与Trachtler（2004a） 提出了制动、 转向和悬架系统间可能
的整合方法。 Gáspár（2010） 和Németh （2016 年） 再次提出了基于LPV的集成
控制设计， 并通过选择最佳调度变量保证了性能。 在 Doumiati等人 （2013） 的
文献中提出了一种主要协调转向和制动的 LPV增益调节方法。 Song等人 （2015
年） 提出了一种适用于全线控车辆的集成底盘控制器设计的分层方法。 基于转
向和纵向控制的耦合关系， Attia等人 （2014a） 提出了非线性模型预测控制的自
动指导系统设计。

集中控制器的几个优点： 所设计的控制器保证了性能指标和抗不确定性的稳
健性； 该解决方案 （能够） 减少必要的传感器的数量； 提高执行器的灵活性并
避免不必要的重复。 不过， 高复杂度的控制问题往往难以处理， 即车辆模型越复
杂， 必须处理的问题越多。 而且， 这种集中的方法不适合由车辆部件供应商进行
设计任务。 此外， 如果要将新部件添加到系统中， 则整个系统必须重新设计
（图 7.3）。

图 7.3 车辆整合控制的体系结构

因此， 车辆领域应用一种同时运行的分散式控制器来解决上述问题。 这种架
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构的优点是使车辆的复杂性可以分为几个部分。 在这个分散的控制结构中， 存在
着主控制与局部控制组件之间的逻辑关系。 局部控制组件间的通信通过使用
CAN总线来执行。 为了满足性能指标， 主控制系统的任务是建立组件之间的合
作关系、 防止它们之间互相干扰和冲突。 该主控系统拥有车辆的当前操作模式的
信息， 即各种车辆操纵， 或从监控组件收集的不同故障操作和故障检测和辨识
（FDI） 过滤器。 主控系统能够就车辆部件的必要干预做出决定， 并保证车辆的
可重构和容错性。 这些调度信号通过预定义接口将决策传播到较低层。 工业机电
一体化产品中， 故障检测方法的一些示例参见Muenchhof等人 （2009） 的文献。

7.2 集成控制中的线性变参数概念

控制设计的目标是跟踪预先确定的路径， 保证轮胎抓地性和提高车辆横摆、
侧倾与俯仰的稳定性。 系统中应用了几种控制元件： 主动制动、 主动转向和主动
悬架系统， 如图 7.4 所示。

图 7.4 包含三个控制组件的集成系统

通过主动转向， 解决了跟踪问题。 这个系统的控制输入是转向角 ud =δf。 采
用主动悬架系统， 改善了轮胎抓地性和乘客舒适性。 悬架系统还能通过在紧急机
动时突然施加制动和横摆力矩产生俯仰力矩来提高俯仰和侧倾稳定性。 控制输入
悬架执行器产生控制输入： us=[ffl，ffr，frl，frr]T。 在控制系统中， 制动能够在转
弯时改善车辆的横摆角并减小横向加速度的影响。 当侧翻持续迫近并将要发生
时， 制动系统被激活以减少侧翻的风险。 同时， 它也能够在两侧的前后轮上产生
单边制动力 ub=ΔFb来防止侧翻。
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一个包含三个集成主动控制系统的管控结构如图 7.5 所示。 在这一章的后续
部分， 将给出集成控制的原理。

图 7.5 整合控制的闭环结构

7.3 局部和可重构控制系统的设计

基于复杂程度不同车辆模型， 我们设计出一个局部控制器。 它们以状态矢量
空间形式表示如下

x=A（ρ）x+B1（ρ）w+B2（ρ）u （7.1）
式中， x、 w和 u分别是状态、 扰动和输入； 矢量ρ包括调度变量和A（ρ） =A0 +

∑ n

i=1ρiAi，B1（ρ） =B10 +∑ n

i=1ρiB1 i，B2（ρ） =B20 +∑ n

i=1ρiB2 i，其中 n是调

度变量ρi的数量。 首先定义状态方程， 然后是考虑到控制任务进行性能的选定
和输出的测量。

将前进速度v、 车辆的横向附着系数 μ以及悬架中的非线性特性 ρbij， 代入

ρ=[v， μ， ρbij]T。 例如附着系数取决于路面的类型， 那么准确地量化和测量μ上
的所有外部因素的影响是很困难的。 为了估算这个值， Gáspár等人 （2005b） 提
出了一个基于观测器的自适应灰箱辨识方法。 假设在选定调度变量 ρ的情况下，
这些非线性分量可以被转换为仿射参数相关形式。 然后将非线性模型转化为LPV
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模型， 其中非线性项通过选定的调度变量隐藏起来。
局部的部件也包括监测车辆运行的组件。 这些组件能够检测到车辆操作的紧

急情况、 各种故障操作或控制器的性能下降， 并也给监控器发信号。 在局部控制
器的可重构和容错控制中， 一些信号必须被监视， 并必须将调度变量添加到调度
矢量中以提高车辆的安全性， 例如需要得到侧翻风险的变量来代表突然制动的有
害影响， 并将检测到的有源元件的故障也考虑到。

监控器和局部控制器的高效运行需要可靠的以及准确性高的信号。 为了满足
这个要求， 需要冗余的传感器、 各种计算器和故障检测过滤器。 为了实现有效和
最佳的干预措施， 对故障传感器的检测显得尤为重要。 由于这些测量和干预必须
在传感器的基础上进行操作， 低成本的方案更加适合汽车行业的发展， 因此必须
应用简单的传感器和基于软件的冗余。

应用于局部控制设计的闭环系统包括模型的反馈结构 G（ρ）、 补偿器以及与
之相关的性能目标元素：

z=C（ρ）x+D1（ρ）w+D2（ρ）u （7.2）

其中， w=[d n]T包括外部干扰和传感器噪声。
在互联结构中， 性能指标z是由加权函数Wp施加的。 通常， 用加权函数Wp

来定义惩罚函数， 即权重应该在需要很小信号的地方是大值， 而在可以容忍大的
性能输出的地方是小值。 本文所提出的方法是通过调度这些加权函数实现了性能
目标的重新配置。 Δm块包含系统的不确定性， 如系统未建模动态和参数不确定
性。 在这个增强的系统中， 未建模的动态由一个加权函数Wr和一个块Δm表示。
加权函数Wd 和Wn 的目的是反映干扰和传感器噪声。

在已提出的解决方案中， 局部控制组件均采用LPV方法进行设计。 LPV方法
得到了很好的阐述， 并成功地应用于各种工业问题。 该方法允许我们考虑状态空
间表示中的高度非线性效应。 在局部组件的控制设计中， 此方法的突出特点表现
在将主控系统中的调度变量作为系统一体化的关键。 这样， 可重构和容错功能可
在局部控制器上进行扩展。

如果使用参数依赖李雅普诺夫函数， 控制器设计将依赖于ρ。 因此， 为了构
建参数依赖相关的控制器， ρ和ρ的值必须可被测量或可得到。 当ρ不能在实际中
测量得到时， 将使用外推算法来实现对参数ρ的估算。 为了去除对于ρ的依赖，
Balas等人 （1997） 提出了一种变量的ρ依赖变化方法。

二次LPV性能问题体现在选择参数变化控制器K（ρ）上， 并使得到的闭环系
统M（ρ）呈现二次稳定， 且从w到z的诱导L2 范数小于γ， 即，

‖M（ρ）‖∞ =inf
K
sup
Δ

sup
‖w‖2≠0，w∈L2

‖z‖2
‖w‖2

（7.3）

通过假设一个非结构化的不确定性与应用加权小增益近似方法， 能够解释二
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次LPVγ参数问题控制器的存在性问题， 可通过线性矩阵不等式 （LMI） 的可行
性来进一步表示， 并且， 可以直接得到解， 见 Wu （2001） 的文献。 系统的稳定
性和性能将在设计过程中得到保证， 参见 Balas等人 （1997）， Wu 等人 （1996）
的文章。 当综合 LPV控制器时， 状态或输出与参数之间的关系 ρ=σ（x）会在
LPV控制器中使用， 从而获得一个非线性控制器。

7.3.1 制动系统的设计

在车辆行驶时， 通过限制两轴间的横向负载转移来降低车轮动载荷变化来实
现车辆侧倾稳定。 在两个轴上横向负载转移由ΔFτ，i=Ciφt，i计算而得。 如果车辆

两侧的
mg
2 ±ΔFτ＞0， 就能保证轮胎的接触力。 横向负载转移的标准化值是ΔFτ，i

与车辆在车轴上的质量之比： ρR=ΔFz，i/mig。 当考虑到横向负载转移载荷传递
超过了预定义的临界值时， 控制设计的目的是降低横向负载转移的最大值 （图
7.6）。

在制动系统的设计中， 当性能信号为横向加速度 τb=[ay， ur]T时， 指令信
号为两侧车轮制动力的差值。 横向加速度的加权函数为

Wp，ay =γa
Tb1s+1
Tb2s+1

（7.4）

式中， Tbi是时间常数。 这里γa 是一个反映横向加速度相对重要性的增益， 并且
是参数依赖的， 如ρR的函数：

γa =

1 若 ρR ＞Rb

ρR -Ra

Rb-Ra
若 Ra ≤ ρR ≤Rb

0 若 ρR ＜R

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣
a

图 7.6 制动控制中参数依赖的增益
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当ρR较小时（ ρR ＜Rb）， 即当车辆不处于紧急状态时， γa 是小的， 表明
LPV控制不应该着重于最小化加速度。 当ρR接近临界值时， 即 ρR ≥Rb， γa 是

大的， 表明控制应侧重于防止侧翻。 这里 Rb定义为当车辆接近侧翻时的临界状

态。 请注意在本章中使用的权重是比例-微分分量。 它们的时间常数和增益反映
了描述系统性能不同信号所需的稳态和瞬态行为。

备注 7.1 如果在悬架系统中检测到有关侧倾稳定性的故障， 其作用将被制
动系统取代。 例如当 ρDa ＞0 时， 在相较无故障的情况下， 制动系统被一个较
小的临界值激活。 因此， 非完全功能的制动系统被激活， 并且当发生故障时， 制
动力矩能够承担起悬架执行器的作用。 改动后的临界值为

Ra，new =Ra -α·ρDa （7.5）
式中， α是预定义的常数因子。

7.3.2 转向系统的设计

横摆稳定性是通过限制横向负载转移作用来实现的。 该控制设计的目的是尽
量减少由性能信号za =ay监测的横向加速度。 单边制动是解决方案之一， 通过
产生单边制动力来实现稳定的横摆力矩。 第二个解决方案为给转向系统附加额外
转向角， 以减少横向载荷的影响。 但是， 这些方案仍然需要驾驶人动作使车辆保
持在道路上运行。

另一个控制任务是使用预定的横摆角速度 （角度） 跟随道路轨迹。 在这种
情况下， 当前的横摆角速度必须可知并计算参考与当前横摆角速度之间的差异。
该控制的目的是为了最小化跟踪误差： zψ=ψcmd -ψref。

为了解决转向系统设计中的横摆跟踪问题， 命令信号必须前馈给控制器
（ψcmd）。 命令信号是一个预定义的参考位移， 性能信号是跟踪误差： zψ=eψ， 这
是实际与理想 （命令信号） 横摆角速度间的差值。 跟踪误差的加权函数为

Wpe=γe
Td1s+1
Td2s+1

（7.6）

式中， Tdi是时间常数， 跟踪误差的稳态值要求在稳定状态下应该低于 1/γe。
备注7.2 如果在转向系统中检测到故障（ ρDs ＞0）， 则制动器必须专注于

横摆动态以减少跟踪误差。 因此， 在制动器的控制设计中， 将转向系统的性能参
数建立方程为

Wpe=γbe
Tb3s+1
Tb4s+1

（7.7）

其中γbe取决于 ρDs
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γbe=

1 若 ρDs ＞ρcrit

ρR -ρtol
ρcrit-ρtol

若 ρtol≤ ρDs≤ρcrit

0 若 ρDs ＜ρ

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣
tol

制动干预的加权临界值与耐受值一起使用。
备注7.3 当制动系统运行性能下降时， 表明它不能够产生足够的横摆力矩

来改善车辆侧倾稳定性。 这时， 制动系统被转向系统所取代。 转向系统接收来自
主控系统的故障信息， 并修改其运行模式， 这样也减少了横向负载转移的影响。
这个解决方案中的困难体现在， 由于转向系统必须在横摆跟踪和侧倾稳定性之间
建立平衡， 因此跟踪任务也会出现性能下降的现象。

7.3.3 悬架系统的设计

车辆抓地力通过减小簧上质量和簧下质量之间的悬架挠度 ρk来实现。 由于

增加抓地力的同时降低了乘客的舒适度， 在悬架系统的设计中， 其期望水平受制
于设计要求。

悬架设计中的性能信号是： zs=[azsdtdus]T。 该设计目标为在工作范围内始
终保持垂向加速度 az=q、 悬架挠度 sd =x1ij-x2ij、 车轮行程 td =x2ij-wij以及控

制输入最小。 垂向加速度、 悬架偏转和轮胎偏转的性能加权函数为

Wp，az=γaz
Ts1s+1
Ts2s+1

（7.8）

Wp，sd =γsd
Ts3s+1
Ts4s+1

（7.9）

Wp，td =γtd
Ts5s+1
Ts6s+1

（7.10）

式中， Tsi是时间常数； γtd是参数依赖增益， 并依赖于悬架挠度ρkij的变化。
在正常行驶状态下， 基于参数依赖的增益的悬架系统更侧重于传统性能的表

现。 由于不可能同时保证乘客舒适度和悬架挠度， 故此， 它们之间的关系应权衡
考虑。 大增益 γaz和小增益 γsd对应于强调乘客舒适度的设计， 而选择小 γaz和大

γsd应该对应一个侧重操纵性的设计。 增益的参数依赖性如图 7.7 所示， 以常数
ρ1 和ρ2 为特征， 表示如下：

γaz=

1 若 ρkij ＜ρ1

ρkij-ρ2
ρ1 -ρ2

若 ρ1 ≤ ρkij≤ρ2

0 若 R≥Rs 或 ρkij ＞ρ

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣
2
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γsd =

0 若 ρkij ＜ρ1

ρkij-ρ1
ρ2 -ρ1

若 ρ1 ≤ ρkij≤ρ2

1 若 R≥Rs 或 ρkij ＞ρ

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣
2

备注7.4 可重构悬架系统的概念基于这样一个事实： 主动悬架系统不仅能
够用于消除道路不平的影响， 而且也会产生侧倾力矩来提高侧倾稳定性或产生俯
仰力矩来提高俯仰稳定性。

图 7.7 悬架系统控制中的参数依赖增益

对于可重构悬架系统， 参数依赖增益通常选择为归一化的横向负载转移 ρR
和归一化的俯仰角ρP的函数。 如果ρP超过预定的临界值， 例如当 ρP ≥RP时，
控制器必须关注于俯仰稳定性。 然而， 在紧急情况下， 当 ρR ≥RS 时， 悬架系
统必须降低侧翻的风险， 而保证乘客的舒适度 （和俯仰角度） 不再是优先项。

7.3.4 执行器选型的步骤

在本节中， 控制系统设计中的权重函数的选取依赖于执行器对车辆动力学的
影响。 转向的最大控制输入是由其物理结构的限制决定的， 而在制动系统中， 约
束条件是轮胎与道路的附着条件。

在控制系统设计中， 车轮力的分配也必须考虑在内。 在前轮驱动的车辆中，
通过使用差速齿轮将牵引力分配在前轮之间。 由于构造 （δcrit） 限制， 因此当转
向角度达到最大转角时， 车辆所需的横向动力必须通过制动力矩来实现。 在制动
过程中， 车轮的负载由车辆的俯仰动态而改变， 因此， 前轮的制动必定变强而后
轮的制动必定减弱。 要尽量避免轮胎打滑， 因此必须减少差动制动的情况出现。
轮胎打滑可以通过对轮胎的纵向滑移 κ的估计值进行监测， 这些方法由 Gustafs-
son （1997） 与 deWit等人 （2003） 提出。 上述提到的限制必须在设计控制系统
时予以考虑， 并在主控系统中实现功能与限制的整合。



●●●●● 主动驾驶鲁棒控制系统设计

148  

此外， 不同组件的激活需要能量。 通过使用差速制动， 车辆的速度减小， 这
必须由补充能量的传动系统作补偿。 所以在加速和前轮转向同时发生时， 必须优
先避免差速制动的使用。 在减速期间， 制动器已经被使用， 因此由于实际考虑原
因， 侧向动态控制是由制动来处理的。 差速制动是首选， 但轮胎接近滑移极限
时， 也必须产生前轮转向。 差动制动导致轮胎上应变力的增加， 而当车辆横向移
动时， 每个轮胎的位置是纵向且不旋转的。 这也表明， 使用前轮转向更高效。

不同执行器的工作带宽也必须考虑在权重函数内。 在前轮转向和可变几何悬
架的情况下， 转向系统的惯性相比于差速制动的带宽更能影响执行器产生较慢的
操作。 在下面的段落中， 执行器的带宽将用来一一比较。

转向的动力学模型由转动车轮的力矩Mst=2vstδ+Mres，st决定， 其中vst是车轮
在转向轴上的惯性， δ是转向角。 Mst经齿轮齿条由伺服电源系统控制， 其中
Mres，st=Mgy，st+Mch，st， 是转向阻力的总和。 为了转动车轮， 需要产生反陀螺效应
的能量。 它是通过以下假设得到的： Mgy，st=2Jwvδ/rw， 其中Jw是车轮在转动轴
上的惯性， rw是车轮半径。 在转向时， 车轮的位置将被修改。 由于一个转向轮
的轴是偏斜的， 整个底盘的垂直位置也会移动。 因此， 需要产生能量来改善底盘
的横向动态： Mch，st=Bπssusp（sinn）δ， 其中B是车轮轨迹， ssusp是悬架刚度， n 是
道路与车轮转向轴线之间的角度。 转向角度 δ与力矩 Mst之间的转向系统传递函

数为

Gst=（ϑsts2 +
2Jwv
rw

s+Bπssuspsinn）
-1

图 7.8 执行器的带宽值

如图 7.11 所示， 驱动速
率的带宽作为速度的函数进

行分析。 带宽值随着速度的
变化而发生很大变化 （图
7.8）。

车轮的最大纵向力用

（Fi，max） 进行计算， 并与瞬
时纵向车轮力 （Fi） 比较。
要注意的是， 最大纵向力取
决于最大的附着系数和车轮

垂直力的静态及动态分量，
即侧向和俯仰动态。

Fi，max=μmax（Fz，stat±mayh/（2L） ±mψvh/b）
上述计算必须在所有车轮上进行， 并且最高速率为 v=Fi/Fi，max。 如果即将

发生侧滑事件， 则必须减小制动力矩， 并由前轮转向动作代替。 变量 v=
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max{Fi/Fi，max}为所有车轮力比值的最大值， 而vcrit是一个设计参数。
根据转向的惯性， 转向和悬架的带宽在每个速度下都比差动制动的带宽低。

执行器的一个重要的特点是在快速运算下能够高速运行。 在更高的速度下， 推荐
使用差动制动； 而在较低转速时， 出于实际情况考虑， 将转向设为首选。 前轮转
向的权重函数、 制动横摆力矩和悬架力矩的选取形式分别如下：

Wact，δ=ρδ/δmax （7.11）
Wact，Mbr=ρbr/Mbrmax （7.12）

其中， δmax和γmax由转向和外倾角的结构最大值确定， 而 Mbrmax是制动横摆

力矩的最大值。 权重因子ρst与ρbr用来影响执行器的优先权。 图 7.9 显示了权重
因子的特征。

图 7.9 参数ρst与ρbr的选取

当前轮转向驱动车辆运动时， 由系数ρst决定， 如图 7.9a所示。 这个值在 δ1
和δ2 之间减小， 代表了转向系统的结构标准。 在这个区间， 由于实际原因， 差
动制动是首选的。 ρst的值也取决于车辆的速度。 速度对权重因子的影响是执行器
带宽值之间的差异的结果。 根据转向系统的惯性， 转向带宽在每个频率上都比差
动制动的带宽低。 在较高的速度下， 推荐使用差动制动， 而在较低的速度下， 由
于实际原因， 转向动作是首选的。 因此， 引进了另外两个设计参数 （v1 和 v2）。
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在制动情况下， 轮胎纵向滑移角κ影响ρbr， 如图 7.9b所示。 它需要一个时间间
隔来减少轮胎侧滑 （κ1， κ2）， 同时也需要一个时间间隔来防止转向和差速制动
（κ3， κ4） 之间的颤动。

7.3.5 分散控制中的故障信息

局部容错控制器也需要用于监视故障信息的组件。 这里由FDI过滤器提供的
标准化故障信息为

ρD =
fact
fmax

（7.13）

式中， fact是对故障的估计 （FDI过滤器的输出）； fmax是一个潜在故障最大值的
估计 （致命错误）。 估值fact表示一个活动部件的性能衰退程度。

互联结构包括车辆模型G（ρ） 、 FDI过滤器F（ρ） 和与性能目标相关的要素，
如图 7.10 所示。 权重Wpf反映故障信号的相对重要性。 当小的错误出现时， 这个
权重应该很大； 而当大的错误出现时， 需要足够小。 权重Wfa定义了执行器通道

中可能故障的大小。

图 7.10 FDI过滤器的设计

对于 ∞残差代的设计要求为最大化故障 （f） 在残差上的影响， 同时尽量
减少外源性信号 （d， u） 的影响。

‖Trd‖∞ = sup
‖f‖2 =1，ρ∈p

‖r‖2 （7.14）

其中残差可以表示为r=Truu+Trdd +Trff。 在开环系统中设计的FDI过滤器
可以在闭环系统中实现。 过滤器接收测量的输出、 控制的输入以及提供故障残差
的过滤器。 有关FDI过滤器设计的主要步骤的更多详细信息， 请参阅 Gáspár等
人 （2005c）。

容错控制需要故障信息才能保证性能并修改其操作。 因此， FDI过滤器也是
为操作执行器而设计的。 以一个由故障检测过滤器提供的故障信息为例， ρD=
fact/fmax， 其中fact是对故障的估值 （FDI过滤器的输出）， fmax是潜在故障的最大
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值的估计 （致命错误）。 一个可能的故障值被归一化为区间ρD=[0，1]。 估值fact
代表活动组件性能下降的速度。

由于控制器可能产生以故障传感器信息为结果的故障执行器干预， 因此尽可
能准确地检测传感器故障是最重要的。 传感器故障也可能阻止使用某些执行器；
然后处理传感器故障导致执行器重新配置问题。 如此复杂的车辆系统同时也需要
各种FDI滤波器对执行器和传感器故障进行监视与检测。

7.4 轨迹跟踪控制系统的设计

7.4.1 轨迹跟踪系统的建模

横向车辆动态控制系统帮助驾驶人实现跟踪道路。 在驾驶人无法确保车辆稳
定等危急情况下具有巨大优势。 在轨迹追踪中， 车辆在道路上移动， 纵向和横向的
动态表现都要考虑在内。 在轨迹跟踪辅助系统的设计中， 有必要保证让车辆准确执
行驾驶人希望的横向运动。 轮胎的非线性动态和车辆的速度影响车辆前后轴的侧滑
角度。 这两个角度的平衡决定了车辆的转向运动， 其根据车辆速度而改变。 然而，
驾驶人在行驶中没有关于这个动作的信息， 这可能会导致紧急情况的发生。

系统中使用三个执行器， 即前轮转向角 δ、 差动制动转矩 Mbr和车轮外倾角

γ。 在车辆系统中， 可变几何悬架系统被用来改变后轮外倾角。 可变几何悬架系
统的各种方案已经被提出， 见 Watanabe和 Sharp （1999）， Evers等人 （2008）。
Lee等人 （2008）， Goodarzia等人 （2010） 提出了一种后悬架主动控制系统， 以
提高驾驶稳定性。

经由轮胎侧滑产生的轮胎横向力Fy可近似为Fy=Cα+Cγγ， 其中C是转弯
刚度； α是轮胎侧滑角； Cγ是系数， 代表偏移的程度； γ是后轮外倾角。 这里，
在车轮接地速度方向上的线性化轮胎模型随着车轮外倾的影响而延伸。 使用这个
等式， 车辆的横向动力学被表达为

Jψ=C1l1αf-C2l2αr+Mbr-C2，γl2γ （7.15）
mυ（ψ+β） =C1αf+C2αr+C2，γγ （7.16）

式中， m是质量； J是车辆的偏航惯性； l1 和 l2 是几何参数； C1、 C2 和 C2，γ为
转弯刚度； ψ为车辆的横摆角速度； β 是侧滑角。 另外， αf=-β +δ-l1·ψ/v，
αr=-β+l2·ψ/v， 分别是前后轮胎的侧滑角。

横向辅助控制器必须估计驾驶人的转向意图。 为此， 需要测量车辆的速度和
转向轮角度。 驾驶人期望的参考横摆角速度用以下表达式计算：

Gψref，δd =
v

l1 +l2 +ηv2/g
· 1

τs+1
（7.17）
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式中， η为转向不足梯度； τ为时间常数， 见 Pacejka（2004）。 在轨迹跟踪时，
必须考虑到车辆纵向和横向动态， 即车辆必须跟踪两个参考信号。 需要测量车辆
的横摆角速度信号， 并且驾驶人辅助控制器必须进行以下最小化：

ψref-ψ→0 （7.18）
此外， 车辆的横向位置和参考横向位置之间的差异必须最小化：

yυ，ref-yυ→0 （7.19）
这是在车辆坐标系中， 车辆与参考道路的几何横向位置的偏差。 三种控制系

统设计的车辆状态空间形式表示为

x=A（ρ）x+B（ρ）u （7.20）
其中系统的状态向量x=[ψβ]T包含车辆的偏航率和侧滑角。 在制动控制情

况下， 系统的输入是 u=Mbr， 在转向控制中， 输入是 u =δ， 而在可变几何悬架
中， 控制输入是 u=λ。 使用调度变量ρ=v， 车辆模型转换成 LPV模型。 该系统
的测量输出是偏航率y=ψ。

7.4.2 控制设计中的加权函数

在本节中， 控制系统设计中的权重函数的选取依赖于执行器对车辆动力学的
影响。 转向的最大控制输入是由其物理结构的限制决定的， 而在制动系统中， 约
束条件是轮胎与道路的附着条件。

在控制系统设计中， 车轮力的分配也必须考虑在内。 在前轮驱动的车辆中，
通过使用差速齿轮将牵引力分配在前轮之间。 由于构造（δcrit）限制， 因此当转向
角度达到最大转角时， 车辆所需的横向动力必须通过制动力矩来实现。 在制动过
程中， 车轮的负载由车辆的俯仰动态而改变， 因此， 前轮的制动必定变强而后轮
的制动必定减弱。 要尽量避免轮胎打滑， 因此必须减少差动制动的情况出现。 轮
胎打滑可以通过对轮胎的纵向滑移 κ的估计值进行监测， 这些方法由 Gustafsson
（1997） 与 deWit等人 （2003） 提出。 上述提到的限制必须在控制系统设计中予
以考虑， 并在主控系统中实现功能与限制的整合。

此外， 激活不同的组件有能量的需求。 通过使用差速制动， 车辆的速度减
小， 这必须由补充能量的传动系统作补偿。 所以在加速和前轮转向时， 必须避免
使用差速制动是优先的。 在减速期间， 制动器已经被使用， 因此由于实际原因，
侧向动态是由制动来处理的。 差速制动是首选， 但接近滑移极限， 也必须产生前
轮转向。 差动制动导致轮胎上应变的增加。 当车辆横向移动时， 每个轮胎的位置
是纵向且不旋转的。 这也表明， 使用前轮转向更高效。

不同执行器的带宽也必须将权重函数考虑在内。 在前轮转向和可变几何悬架
的情况下， 系统的惯性比差速制动的带宽更能影响执行器产生较慢操作。 在接下
来的文章中， 将比较执行器的带宽。
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转向的动力由转动车轮的力矩Mst=2ϑstδ+Mres，st决定， 其中vst是车轮在转向
轴上的惯性； δ是转向角。 Mst由伺服电源系统根据机架控制， 其中Mres，st=Mgy，st+
Mch，st是转向阻力的总和。 为了转动车轮， 有必要产生反陀螺效应的能量。 它是通
过以下假设制定的： Mgy，st=2Jwvδ/rw， 其中Jw是车轮在转动轴上的惯性； rw是车
轮半径。 在转向时， 车轮的位置将被修改。 由于一个转向轮的轴是偏斜的， 整个底
盘的垂直位置也会移动。 因此， 需要产生能量来改善底盘的横向动力学： Mch，st=
Bπssusp（sinn）δ， 其中B是车轮轨迹； ssusp是悬架刚度； n是道路与车轮转向轴线之
间的角度。 转向角度δ与力矩Mst之间的转向系统的传递函数：

Gst= ϑsts2 +
2Jwv
rw

s+Bπssuspsin( )n -1

悬架系统的力矩由液压系统控制Msusp=ϑsuspγ+Mres，susp， 其中ϑsusp是轮外倾

角旋转轴上车轮的惯性， 而 Mres，susp=Mgy，susp+Mch，susp。 陀螺力矩组件类似于转
向力矩： Mgy，susp=Jwvγ/rw。 车轮外倾角的改进中， 底盘的位置也在变化。 该力
矩必须由可变几何悬架的执行器来补偿， 可近似为： Mch，susp=Bssusprw（1 -γ）。
车轮外倾角γ与力矩Msusp之间悬架系统的传递函数为

Gsusp= ϑsusps2 +
Jwv
rw

s+Bssuspr( )w

-1

在差动制动的情况下， 模型的输入是制动横摆力矩， 输出是偏航率。 在考虑
转向系统的情况下， 需要用二阶转向模型结合自行车模型来使转向角变为转向力
矩。 同样， 在考虑悬架系统的情况下， 有必要将自行车模型与悬架模型结合起
来。 那么此三种模式可以相互比较。 制动速率的带宽可表示为一个速度函数。 图
7.11 显示带宽值随着速度的变化显著变化。

图 7.11 执行器的带宽值
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根据转向的惯性， 在每个速度下， 转向和悬架的带宽都比差动制动的带宽
低。 执行器的快速操作在高速下起主要作用。 在更高的速度， 推荐使用差动制
动； 而出于实际原因， 在较低转速时， 转向驱动是首选的。 前轮转向的权重函
数、 制动横摆力矩和悬架力矩的选择形式分别如下：

Wact，δ=ρδ/δmax （7.21）
Wact，Mbr=ρbr/Mbrmax （7.22）
Wact，susp=ρsusp/γmax （7.23）

其中， δmax和γmax由转向和外倾角的结构最大值确定， 而 Mbrmax是制动横摆

力矩的最大值。 权重因子ρst、 ρbr、 ρsusp被选择来影响执行器的优先权。 图 7.9 显
示了权重因子的特征。

当前轮转向驱动车辆运动时， 由系数ρst决定， 如图 7.9a所示。 这个值在 δ1
和δ2 之间减小， 代表了转向系统的结构标准。 在制动情况下， 轮胎纵向滑移角
κ影响因子ρbr， 如图 7.9b所示。 由于实际原因， 在这个区间， 差动制动是首选
的。 它需要一个间隔来减少轮胎侧滑， 也需要一个时间间隔防止转向和差速制动
之间的颤动。 因此设计了四个参数： κ1 和 κ2 用于防止转向和制动之间的颤动，
κ3 和κ4 是用于防止轮胎打滑。 权重也取决于车辆的速度。 速度对加权因子的影
响是执行器带宽值之间的相互作用的后果。

请注意， 由于结构或附着性的限制， 转向和制动的执行会被减少。 在这种情
况下， 有必要由另一个执行器对执行器的减少进行补偿。 这意味着如果

∑ρ =ρbr+ρ( )st ＜1 ， 那么可变几何悬架系统将被激活， ρsusp=1 -（ρbr+ρst）。

7.4.3 集成控制系统的设计

控制系统的设计利用了 LPV方法的优点。 这些方法允许我们考虑到状态空
间的描述中高度非线性的影响， 这使得模型结构对于参数是非线性的， 但对于状
态是线性的。 这样设计的控制器在整个工作范围内具有很好的稳定性和性能需
求， 见 Bokor和 Balas（2005）， Balas等人 （1997）， Wu 等人 （1996）。 基于加
权战略的控制设计是通过闭环互联结构制定的。 在监控集成控制方案里， 每个受
控子系统都有自己的LPV控制器， 并且这些 LPV控制器的调度变量由同一个监
督逻辑选取。 输入和输出权重函数的选取通常是基于干扰和性能指标而定的。

在轨迹跟踪问题中， 引入两个参考信号以保证道路轨迹的跟踪， 它们是参考
速度和参考横向位移R=[vrefyv，ref]T。 控制系统将实现对偏航率跟踪误差的最小
化与参考横向位置的偏差的最小化。

z1 =[ψref-ψ； yv，ref-yv]
T→min! （7.24）

性能规格的权重函数选为二阶比例形式： Wp， 其中 ε1、 ε2、 T1、 T2 是设计
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参数。 加权函数Ww和Wn 的目的是分别反映干扰和传感器噪声， 并且它们按照
一阶比例形式选取。 被忽视的动态幅度是由加权Wu 处理的。 Wact的作用是保证

受控系统的预期启动。 三个加权函数根据式 （7.21） 予以应用。 由于这些权重
函数必须内置到执行器的性能中去， 因此选取这三个量 ρst、 ρbr、 ρsusp作为 LPV
设计中受控系统的调度变量。 因此另一个系统的表示形式被制定为

z2 = u →min! （7.25）
在局部控制器的设计中， 二次 LPV性能问题是选择一个闭环系统为二次稳

定的参数变化控制器， 并且使w到z的诱导 2范数小于γ。 解决二次LPVγ性能
问题的控制器可以表示为一组LMI的可行性。

图 7.12 监控系统的架构

受控监控系统的架构如图 7.12 所
示。 各个LPV控制器的稳定性由集成
系统的二次稳定性保证。 当几个控制
器同时工作时， 这是保证全局闭环系
统稳定的必要条件。 全局控制系统包
含三个控制器： 制动、 转向和悬架。

由于每个 LPV控制器都包含一个
调度变量， 全局系统使用三个额外的
调度变量 [ρbr， ρst， ρsusp]。 考虑到多
面体集是基于调度变量设计的， 那么，
一个对于闭环系统的多面体集的共同

的李亚普诺夫函数必须存在。 闭环系
统的下一个多面体集由此给出

x（t） =Ax（t）； A∈Co{A1，…，An} （7.26）
为了LTI系统的稳定性， 有必要保证系统所有的轨迹当t→∞时A收敛于零。

一个充分条件是存在二次函数V（ξ） =ξTPξ， P＞0， 它随着式 （7.26） 的每个非
零轨迹而减小。 如果存在这样的P， 则式 （7.26） 被认为是二次稳定的， V是一
个二次李雅普诺夫函数。 对于所有Ai， 系统 （7.26） 二次稳定性的充要条件是

ATcl，iP+PAcl，i＜0； P＞0； i=1， …， n （7.27）
因此有必要找到闭环系统的 V共同李雅普诺夫函数， 并可以保证系统在每

个调度变量中的全局稳定性。 我们的目标是找到一个解决方案使P＞0。 为了分
析LTI系统的全局稳定性， Co{A1，…，An}被有限多个矩阵 Acl，i的凸包覆盖， 见
Scherer（2000）。 为了全局稳定性分析， 可以使用这个凸包。

7.4.4 模拟仿真结果

在这个例子中， 集成控制的效率与单独运行的控制系统进行比较。 在分析单
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个执行器与在监督集成控制状态中的执行器， 使用同样的制动、 转向和悬架控制
器。 车辆沿着预定的道路行驶， 悬架系统支持驾驶人保证轨迹跟踪。 一个典型的
E级车辆在模拟仿真环境下运行。 车的质量是 2023kg， 发动机功率 300kW
（402hp）， 采用独立麦弗逊式悬架。 轨道宽度为 1605mm， 轮距为 3165mm。

在仿真例子中， 车辆沿着沃特福德密歇根州赛道的一段路行驶， 如图 7.13a
所示。 在图 7.13 （见彩插） 中使用集成控制的车辆 （虚线） 与没有任何控制的
车辆 （实线） 进行比较。 目标是追踪道路的中心线。 车辆的速度变化如图 7.13b
所示。 路程中有两个危险的弯道。 图 7.13c和图 7.13d表明， 不受控制的车辆不
能跟踪轨迹， 即驾驶人无法在没有驾驶人辅助系统的情况下将车辆保持在轨
道上。

图 7.13 车辆的轨迹

在该图中集成控制与仅使用单一控制器的系统相比较。 仅使用转向系统时，
无法在第一个临界弯道保证轨迹跟踪。 而使用单独的转向执行器不能够防止道路
上车辆的滑移。 在这个弯道， 转向和制动的监控集成确保可接受阈的轨迹跟踪。
仅使用制动系统时， 会产生更大的制动压力以保持车辆在中心线上行驶。 但是，
在制动中， 后方轮胎的滑动增加， 会导致失去稳定性。 在监控集成系统中， 制动
控制能够考虑到轮胎的滑动并避免差动制动的饱和。
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轨迹的横向误差如图 7.14 （见彩插） a所示。 这个图说明， 仅使用转向控
制， 在过程开始时， 只有横向误差是最高的， 而在路程的最后一段， 当仅使用制
动器时， 横向误差显著增加。 集成控制给出了运行中最小的横向误差。 在图
7.14b中， 表示了集成控制的偏航率跟踪。 因此， 监督控制提供了一个可接受的
z1 性能。 图 7.14c说明了由驾驶人转动的转向盘角度。 当仅使用转向系统时， 驾
驶人需要在整个转向过程中转动转向盘， 这是不适且危险的。 当仅使用制动系统
时， 驾驶人相对平稳地转动转向盘。 在监督控制情况下， 相较于纯制动， 驾驶人
必须轻微增加转向角度。

图 7.14 监督控制系统的运行结果

图 7.14d显示的是在只有转向控制和监督控制的情况下， 前轮转向角度的差
异。 当仅使用转向系统时， 由于转向盘的转动影响前转向角度， 转向角度明显大
于使用集成系统时。 当仅使用制动系统时， 差动制动力矩大于使用集成系统时的
力矩。 请注意， 从 2080m开始， 力矩 Mbr由于侧滑效应而急剧增加， 如图 7.15
（见彩插） a所示。 纵向滑移显示了这一特性， 如图 7.15c所示。 当仅使用制动
系统时， 右后轮的纵向滑动超过 -1， 导致侧滑。 在集成情况下， 纵向滑移不会
超过-1， 如图 7.15d所示。 这也显示在过程的最后， 仅在制动器制动的情况下，
增加的纵向滑动导致稳定性的丧失。
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图 7.15 监督控制系统的运行结果 （连续）

图 7.15e显示了可变几何悬架的外倾角。 此图说明在临界情况时， 后轮外倾
角增加。 在第二个临界弯道中， 制动力矩Mbr在集成监控系统中必须减小， 以避
免滑移。 从那一刻起， 可变几何悬架系统必须生成所需的控制输入。 转向和制动
之间的相互作用如图 7.15f所示。 根据该例， 此图显示当前轮转向角度达到结构
限制时ρst减小的过程。 ρbr的值取决于轮胎纵向滑动的最大值。 这是至关重要的，
当控制输入Mbr高时， 可能会导致滑移。 因此， 可变几何悬架系统对差动制动力
矩补偿时， ρbr减少， ρsusp增加。
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第 8章 可变几何悬架系统控制

8.1 车辆模型的横向动力学

车辆辅助驾驶系统使用的是可变几何悬架系统。 当驾驶人使用转向盘操纵车
辆时， 自主控制系统通过改变前轮的外倾角来改善道路稳定性。 由于悬架几何形
状决定了车辆的各种安全性和经济性， 因此其对控制系统的设计也有着明显影
响。 相比其他机电一体化解决方案， 例如主动式前轮转向， 参见 Evers等 （2008
年）， 可变几何悬架系统具有结构简单、 能耗低、 成本低等优点。

侧倾中心高度在车辆的侧倾动力学中起着重要作用。 最小化底盘侧倾角的一
种可行的方法是最小化侧倾中心的高度。 侧倾中心取决于前轮倾角， 可以通过可
变几何悬架系统进行修改。 车辆行进过程中， 当悬架上下移动时， 可变几何悬架
系统接触点的横向运动也与轮胎磨损有关， 参见Gough和 Shearer（1956）。 运用
设计适当的可变几何控制系统， 可以消除这些不必要的移动。 总之， 在正常的巡
航操纵中， 转向系统侧重于轨迹跟踪， 可变几何悬架系统保证与底盘侧倾角和轮
距变化相关的各种性能。

此外， 通过改变前轮的外倾角， 可以改变车辆横摆角速度， 这可以用于减小
与参考横摆率的跟踪误差。 因此， 随着倾角的重新分配， 可变几何悬架系统能够
集中于轨迹跟踪并辅助驾驶人执行各种车辆操纵。 因此， 在诸如急转弯的紧急情
况下， 可变几何悬架系统会集中于轨迹跟踪性能， 而不是常规的性能。 可变几何
悬架系统也可以用作驾驶人辅助系统。 然而， 车辆的某一种性能的改进可能导致
其他性能下降。 例如， 如果车辆循迹能力得到增强， 那么在车辆侧倾动力学和轮
距变化方面的性能就会降低。 不同性能要求之间的矛盾必须以这样一种方式来解
决， 即在各性能之间取得平衡。 因此在控制系统设计中采用了一个依赖于参数的
加权策略。

在悬架系统的各种运动学模型方面， 多篇论文已经发表。 Sharp （1998） 提
出了第一个可变几何悬架的综述。 Braghin等人 （2008b） 分析了悬架部件的选择
和垂直力分布的影响。 Fallah等 （2009）， Németh和Gáspár（2012） 发表了关于
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麦弗逊悬架系统的非线性模型的论文。 通过使用这个模型， 对一些悬架运动学参
数， 如外倾角、 后倾角和主销角度进行了检查。 Sancibrian 等人 （2010） 对一种
双横臂悬架系统的运动学设计进行了分析验证。 Lee等人 （2008） 提出了基于可
变侧倾中心悬架的车辆操纵特性。 Goodarzia等人 （2010 年） 提出了用于提高行
驶稳定性的后悬架主动前束控制系统。 可变几何悬架的另一个应用领域是针对车
身窄小的车辆的转向。 这些车辆需要创新主动车轮倾斜和转向控制策略， 以便在
直道上像正常汽车那样行驶， 在弯道上像摩托车那样向一边倾斜， 参阅 Daniel
和Cabrera（2010）。 主动倾斜控制系统可帮助驾驶人平衡车辆并在弯道处倾斜，
这是窄小车辆系统的重要组成部分， 参见 Piyabongkarn 等人 （2004）。 Németh 和

图 8.1 车辆的横向模型

Gáspár（2011， 2013a） 同时分析了用
于增强车辆稳定性的鲁棒控制系统设计

和可变几何悬架系统的构造。
图 8.1 所示的自行车模型被用于控

制系统设计。 尽管Magic公式给出了横
向轮胎力的高度准确描述， 参见 Pacej-
ka（2004）， 但为了便于数值计算而构
造简化公式。 轮胎接地方向上的横向轮
胎力与轮胎侧偏角αf、 αr和车轮外倾角

γ近似呈线性关系：
Fyf=C1αf+Cγγ （8.1）

Fyr=C2αr （8.2）
式中， C1， C2是转弯刚度； Cγ是表示偏移程度的系数。

使用自行车模型， 车辆的横向动态可被写成如下公式。 第一个公式考虑了车
辆横向动力学的受力情况， 第二个公式为横摆力矩的力矩平衡方程：

mv（ψ+β） =Fyf+Fyr=C1αf+C2αr+C1，γγ （8.3）
Jψ=Fyfl1 -Fyrl2 =C1l1αf-C2l2αr+C1，γl1γ （8.4）

式中， J是车辆的横摆惯性； l1 和l2 是车辆几何参数； ψ是车辆的横摆角； β 是
车辆的侧偏角。 此外， αf=-β+δ-l1·ψ/v和 αr=-β +l2·ψ/v分别是前后轮
的侧偏角， 其中v表示纵向速度。 在轨迹跟踪控制的设计中， 保证车辆的横向位
置跟踪道路的几何形状是十分有必要的。

所需的横向运动由车辆的实际横摆角速度和驾驶人期望值之差来控制。 作为
系统参考信号， 期望的横摆角速度可以使用以下公式计算， 参见 Rajamani
（2005）：

ψref=
v

l1 +l2
δ （8.5）
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式中， δ是由驾驶人控制的转向角度。 轮胎的侧偏角影响了实际横摆角速度， 使
实际横摆角速度与参考值产生偏差。 因此， 转向操作可能导致转向不足或过度转
向的发生。 这里的控制目标就是补偿侧偏角对车辆的影响。

图 8.2 悬架系统的运动学模型

8.2 可变几何悬架系统的建模

如图 8.2 所示， 本节使用双横臂
悬架系统来展示可变几何机构的运动

学模型。 这个运动学模型包含了执行
器的几何结构， 并还能显示悬架位移。

悬架系统在局部坐标系中进行分

析， 其中心点为C。 可变几何悬架系统
中的点 A只能在水平方向上移动。 在
可变几何系统中， 点 A在方向 y上的
变化是该机构的实际输入， 其由 ay表

示。 轮胎上标有两个点B和D， 它们都在方向y和z上移动。 它们的位移表示为
bz、 dy、 dz。 T是道路-车轮接触点， 它根据道路不平整度而变化， 即ty、 tz。 其
目的是总结输入与车轮外倾角γ之间的关系。 以下仅总结主要结果。 更多细节见
Németh和Gáspár（2011， 2013a）。

让我们引入下面的变量： η=[by bz dy dz ty]T。 η和 ay之间的关系用

下面的形式表示：
Aη（η）η=K（tz） +Bη（ay）ay （8.6）

其中， tz可被认为是干扰。 在方程中， η未知的情况下， 变量Aη和 K（tz） 以
η和tz的函数的形式变化， Bη取决于 ay。 矢量η由式 （8.7） 可推得：

η=Aη（η） -1[K（tz） +Bη（ay）ay] （8.7）
其中， Aη（η） 是可逆的。 系统的输出是车轮的外倾角 γ=arccos{（Bz-Dz）/

LBD}。 因此， 输出方程可表达为 Cηη=Dη， 其中 Cη=[0 1 0 -1 0]T且

Dη=LBDcos（γ） +Dz-Bz。 因此， 输入 ay可以用下面的形式表示：

a.y=[CηAη（η） -1Bη（ay）] -1[Dη-CηAη（η） -1K（tz）] （8.8）

方程 （8.8） 给出了γ和 ay之间的关系。 这是一个依照于 η、 tz和 ay的参数

变化表达式 （图 8.3， 见彩插）。
根据式 （8.8） 的数值解， ay和 γ之间的关系为函数 tz， 如图 8.4 （见彩

插） a所示。 这个分析表明可以用下面形式的线性函数来近似它：
γ=κ+ξ1tz+ε1ay （8.9）
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图 8.3 ay—γ特征图

横向力的静态分量大致相等， 因
此在下一步计算中， 常数 k可从式
（8.9） 中省略。

在车辆正常的巡航操纵下， 转向
控制能够辅助驾驶人跟踪轨迹， 而可
变几何悬架控制的目的在于通过改变

车辆的侧倾中心， 使底盘侧倾角最小，
此外， 可变几何悬架控制还可使轮距
变化最小。 在驾驶辅助系统中， 可变
几何悬架系统能够专注于轨迹跟踪，
以及帮助驾驶人执行各种车辆操纵。
因此， 在紧急情况下， 可变几何悬架控制也专注于轨迹跟踪。 因此， 可变几何悬
架系统的性能要求与横摆角速度跟踪、 侧倾角和悬架行程轮距变化有紧密的
联系。

图 8.4 可变几何悬架系统的特性图

在轨迹跟踪控制中， 车辆必须遵循公式 （8.5） 所示的参考横摆角速度。 车
辆的实际横摆角速度和参考横摆率之间的误差必须被最小化。

z1 = ψref-ψ （8.10）
上文已经指出， 侧倾中心依赖于 ay和tz。 侧倾中心的高度在车辆的侧倾动力

学中起着重要的作用Rajamani（2005）：
（Ixx+mΔh2）φ=mgΔhφ+mυΔh（β +ψ）

-Bi∑Fsusp，i （8.11）

式中， Δh是重心高度与侧倾中心高度之差 （Δh =hCG-hM）； φ是底盘侧倾角；
Ixx是底盘转动惯量； Bi是悬架行程； Fsusp是悬架的垂向力。
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为了最小化底盘侧倾角度， 必须使式 （8.13） 的侧倾中心高度的动态位移
最小化。

z2 = ΔhM （8.12）
悬架的结构决定了底盘的侧倾中心的高度 hM。 臂 （A， B） 和 （C， D） 的

交点用K标记。 线 （T， K） 和底盘的垂线交点就是侧倾中心。 根据式 （8.8）
的数值解， ay和 hM之间的关系为函数tz， 如图 8.4b 所示。 侧倾中心的高度可以
分为静态和动态两部分： hM=hM，st+ΔhM。 分量 hM，st代表车辆静止时的侧倾中心

的高度， ΔhM代表行驶中的高度变化。 动态部分由以下线性形式表示：
ΔhM=ξ2t2 +ε2ay （8.13）

因此， 性能标准被转化为以下形式： z2 = ζ2tz+ε2ay→min。
可以通过增加 ay来实现这种性能。 然而， 实际上 ΔhM具有物理极限， 因为

ay是有限制的。 因此， 引入信号 href（ ＜hCG-hM，ST）来代替 ΔhM， 并将其用作跟
踪任务的参考信号。

另一个重要的经济参数是轮距。 使用线性逼近， 并且基于式 （8.15）， 性能
准则转化为以下形式：

z3 = ΔB （8.14）
在行驶期间， 轮距变化ΔB也是悬架系统的重要经济动态参数， 因为它与轮

胎磨损有关。 基于式 （8.8） 的数值解， y和ΔB之间的关系是函数tz， Δy与ΔB
的关系可以线性表示为：

ΔB=ξ3tz+ε3ay （8.15）
因此， 性能标准被表示为以下形式： z3 =|ξ2tz+ε3ay|→min。
请注意， 各个性能要求是互相冲突的， 因此它们之间必须达到平衡。 控制设

计的目标就是实现性能之间的平衡。

8.3 可变几何悬架的鲁棒控制系统

可变几何悬架系统的控制设计是基于控制导向的自行车模型来实现的。
x=Ax+B1w+B2u （8.16）

z=C1（ρ）x+D11（ρ）w+D12（ρ）u （8.17）
y=C2x （8.18）

其中， 系统状态向量包含横摆角速度和侧偏角x=[ψ，β]T。 系统的控制输入
为 u=ay， 干扰为w=[δ，tz]T， 性能指标为z=[z1，z2，z3]T。

控制设计通过闭环互联结构表示， 如图 8.5 所示。
根据干扰、 输入和输出的特性选择输入和输出权重函数。 控制设计的关键点

在于对性能权重函数的选择。 在控制设计中， 将参数依赖的加权函数应用于车辆
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图 8.5 闭环互联结构

性能的优化中， 即横摆角速度的跟踪，
侧倾角和轮距变化：

Wz1 =
ρ

eψmax
（8.19）

Wz2 =
1 -ρ
φmax

（8.20）

Wz3 =
1 -ρ
ΔBmax

（8.21）

式中， ρ∈ [0； 1]， 是一个调度变量；
eψmax是横摆角速度误差的最大可能值；
φmax是底盘侧倾角的最大值； ΔBmax是
轮距变化的最大值。

参数ρ在加权函数中的作用是在不

同的性能之间建立平衡。 例如， 在ρ=1的情况下， 控制系统优选横摆角速度跟
踪； 而在ρ=0 的情况下， 控制系统侧重于侧倾角和轮距改变。 需要注意的是，
侧倾力矩的参考高度 href也考虑到控制设计中。

在正常的巡航模式中， 可变几何悬架系统的控制保证了底盘侧倾角和轮距变
化两个性能。 在紧急情况下， 可变几何悬架系统必须关注轨迹跟踪性能， 并协助
驾驶人进行各种车辆操纵。 因此控制设计必须用可重构结构来扩展。

图 8.6 说明了可重构控制系统的架构。 它包含除车辆模型和驾驶人模型以外
的几个组件， 如悬架控制K（ρ）、 参考横摆角速度信号 （RSG） 的生成器和重构

图 8.6 可变几何悬架系统的鲁棒控制
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逻辑块。 可变几何悬架控制K（ρ）的作用是尽量减少底盘侧倾角和轮距变化， 并
在紧急情况下减小横摆角速度误差。 由于这些性能是相冲突的， 所以重构逻辑被
应用于此类系统中。 可变几何悬架控制使用两个信号ρ和 href。

下面， 将各种车辆场景予以区分。
· 轮距变化最小化： 在正常巡航中， 可变几何悬架控制的目标是尽量减少

轮距变化ΔB。 可通过选择ρ=0、 href=hM来实现。
· 侧倾角度最小化： 当侧倾角度显著增加时， 可变几何悬架控制必须使侧

倾角度最小化。 可通过选择ρ=0、 href=href，max来实现。
· 在轮距变化和侧倾角最小化之间的平衡： 两个性能之间平衡是可实现的，

即减少轮距变化和减小侧倾角度。 可通过选择 ρ=0， 并且使 href配置在 hM ＜
href＜href，max区间内选择。

· 横摆角速度跟踪： 当悬架系统必须关注轨迹跟踪时， 调度变量 ρ被选为
大于 0。

· 在紧急机动中， 当横摆角速度误差极大增加时， 悬架系统必须将重点放在
跟踪误差eψ上， 而不是侧倾角与轮距变化。 可通过选择ρ=1和 href=hM来实现。

在模拟示例中， 车辆沿着预定的道路行驶， 而可变几何悬架系统协助驾驶人
进行操纵。 使用MATLAB/Simulink 进行控制设计， 而使用 CarSim仿真软件进
行所设计控制器的验证。 使用 CarSim仿真软件来说明所提出的驾驶人辅助系统
的有效性。

在第一个仿真示例中， 介绍了各性能特性之间的交互。 实线表示 ρ=1 的情
况； 虚线表示ρ=0、 href=hM的情况； 而点画线表示 ρ=0、 href=href，max。 车辆
沿着一条路线行驶， 如图 8.7a所示。

图 8.7b显示了具有不同配置的控制系统， 以及没有任何控制的系统的横摆
角速度误差的跟踪。 在不受控制的车辆中， 驾驶人无法补偿转向不足或过度转向
动作， 因此横摆角速度的跟踪误差显著增加。 在受控车辆中， 实际横摆角速度跟
踪参考横摆角速度的目的得以实现。

当悬架系统侧重于跟踪任务时， 即 ρ=1 时， 横摆角速度误差显著减小， 如
图 8.7c所示。 在默认情况下， 当悬架系统侧重于轮距变化， 即 ρ=0、 href=hM

时， 轮距变化最小， 见图 8.7c。 但是， 在这种情况下， 侧倾角度增加。 当悬架系
统侧重于最小化侧倾角时， 即 ρ=0、 href=href，max， 由于提升侧倾中心的高度需
要大量的控制输入 ay， 所以轮距变化明显增加， 参见图 8.7d 与图 8.7f。 图 8.7d
与图 8.7e说明了增加的侧倾中心和减小的侧倾角之间的关系。 图 8.7f显示了可
变几何悬架的控制输入。

在第二个例子中， 介绍了在相同的转弯机动过程中驾驶人辅助系统的有效
性。 图 8.8a与图 8.8b分别显示调度变量 ρ和参考信号 href。 可变几何悬架系统
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图 8.7 驾驶辅助系统的性能

的可重构控制就是基于这些变量。
图 8.8c显示了车辆的横摆角速度误差。 调度变量ρ表示变量ρ与横摆角速度

误差之间的关系。 当控制侧重于轮距变化并且使其减小时， 控制动作需要大量的控
制输入， 同时横摆角速度误差增加， 见图 8.8d 与图 8.8g。 图 8.8e与图 8.8f显示
了底盘的侧倾中心和侧倾角度的变化。 如图 8.8b 所示， href的变化引起了 hM的变
化。 参考高度的变化改变了底盘的侧倾角φ， 从而改变了侧倾的动态特性。
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图 8.8 驾驶辅助系统的运行结果
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第 9章 轮毂电动机的控制设计

简介

随着人们对经济型及环保型道路车辆需求的日益增长， 电动汽车领域的研究
成为学者及汽车制造商关注的热点问题。 作为一种替代型运输工具， 将轮毂电动
机集成于车轮内部的轮边驱动电动车辆与传统电动车辆相比具有多方面优势。

减少使用重型和耗费空间的动力总成部件， 可以为小型城市车辆创造宽敞座
舱并减小车辆的总质量。 虽然车轮质量的增加可能会影响到车辆的行驶性能及稳
定性， 但使用半主动或主动悬架可以解决这方面的影响， 请参见 Wang等
（2014b）。 从车辆动力学控制视角， 实现每个车轮的独立操纵、 轮毂电动机的快
速控制及产生准确的转矩是设计高效稳定控制系统及防滑控制系统最有吸引力的

指标， 参见Castro等 （2012）， Ringdorfer和Horn （2011）。 此外， 每个车轮独立
电动机可以提升再生制动性能， 参见Wang等 （2014a）。 近期的多数相关研究均
聚焦于对轮毂电动机特殊优势的利用： 如设计避免车辆倾覆的方法 （参见 Ka-
washima等 （2009 ））， 研究轮毂电动机车辆的横向轨迹控制， 参见 Wu 等
（2013）， Katsuyama（2013）， Xiong等 （2012）， Shuai等 （2013）。

虽然学者对道路车辆的容错及可重构控制策略进行了广泛研究 （参见
Németh和Gáspár（2012））， 不过针对轮毂电动机车辆的研究仍相对较少。

由于过热、 机械故障或电动机控制故障引发的轮毂电动机故障或性能下降可
能导致危险的车辆不稳定， 研究这种车辆的容错控制设计至关重要。 Ifedi等
（2013） 对轮毂驱动车辆故障后对故障的准确处理进行了研究， Wangand Wang
（2012） 提出了一种容错方法在故障事件发生后对轮毂电动机之间的车轮转矩重
新分配。 车辆控制系统的进一步研究仍需解决转向系统故障或转向性能下降的
问题。

9.1 装有轮毂电动机的车辆控制系统设计

本节中， 我们将设计轨迹跟踪控制来实现正常行驶情境甚至故障情境下对车
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辆进行速度跟踪和路径追踪。 因此， 轮毂电动机车辆的纵向和横向动力学特征均
需要考虑。 该方法在双轮自行车模型中已得到广泛应用， 如图 9.1 所示。 考虑平
面上的轮毂电动机车辆动力学方程如下：

Jψ=c1l1α1 -c2l2α2 +Mz （9.1）
mξ（ψ+β） =c1α1 +c2α2 （9.2）

mξ=Fl-Fd （9.3）
式中， m是车辆总质量； J是偏航惯量； l1 和l2 是几何参数； c1 和c2 是前轮胎和
后轮胎的转弯刚度； α1 =δ-β-ψl1/ξ， α2 =-β +ψl2/ξ， 分别是前后侧滑角； ψ
和 β表示分别横摆角速度和侧滑角， ξ是纵向位移。 需要注意， 车辆模型的非线
性是由速度ξ引起的。 研究模型的高层输入为纵向力 Fl、 横摆力矩 Mz和前转向

角δ。

图 9.1 两轮自行车模型

纵向扰动力 Fd包含以下要素： 道路坡度干扰 Fd1 =mgsinαs， 其中 αs是道路

坡度角度； 气动阻力干扰 Fd2 =cwηAξ2 /2， 其中 cw是阻力系数， η是空气密度，
A是轮毂电动机车辆的最大截面。 这里， 滚动阻力Fd3 =mgfcosαs是车辆质量m、
倾斜角度αs和路面摩擦系数f的函数。 上述干扰的总和为总干扰力Fd。

最后， 将式 （9.1） 中轮毂电动机车辆的动力学方程转换为下述状态 -空间
形式：

x=A（ρ1）x+B1w+B2（ρ2）u （9.4）

状态向量为x=[ξ ξ ψ β]T， 控制输入是驱动/制动力Fl、 转向角δ和产

生的横摆力矩Mz。 我们把这些也组成一个输入矢量 u=[Fl δ Mz]T。 控制系统

中使用的测量项是速度和车辆的横摆角速度， 在输出向量中表示为y=[ξ ψ]T。

需要注意的是， 上面定义的干扰为w=[Fd]T， ρ1和ρ2是车辆系统的调度变量。
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9.2 线性变参数控制器的上层控制系统设计

多位学者通过控制设计实现对轮边驱动型车辆横摆角速度及速度的跟踪， 参
见 Shibahata等 （1993）， Anwar（2005）。 因此， 为了实现上述控制目标， 必须先
定义参考信号。 这里， 参考速度和参考横摆角速度由驾驶人设定。 请注意， 参考
横摆角速度基于车辆驾驶人的转向操纵 δd 给定， 参见 Rajamani（2005）： ψref=

v/d·e-
t
τ·δd， 其中τ是时间常数， d参数取决于轮边驱动型车辆的几何结构和

速度。 然后， 基于驾驶人给定的参考量生成参考矢量R=[ξref ψref]T。

因此， 控制目标是跟踪矢量 R中的两个参考信号。 由于速度误差 zξ=

ξref-ξ和横摆角速度误差 zψ= ψref-ψ必须最小化， 我们需定义优化准则

zξ→0和zψ→0 并放入性能矢量 z1 =[zξ zψ]
T。 此外， 轮毂电动机和电动转向系

统相关的控制输入约束也必须在控制设计中予以考虑。 而另一个性能矢量
为z2 =[Fl δ Mz]T。

由于式 （9.4） 中的系统矩阵 A依赖于车速 ξ， 我们需要设计增益调度 LPV
控制器以实现整体解决方案。 因此， 我们利用调度变量ρ1 =ξ将最初给定的非线
性车辆模型转换成LPV模型。

为了便于处理特殊驾驶情况或故障的执行器问题， 我们可以通过顶层控制的
重新配置来实现轮边驱动车辆的容错设计。 因此， 引入了第二个调度变量 ρ2∈
[0.01，1]， 分别对应了转向和横摆力矩的分配。

研究者提出的控制系统是基于加权策略的， 其通过闭环互联架构来实现， 如
图 9.2 所示。

图 9.2 闭环互联结构
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这里， 加权函数Wp的作用是保证矢量z1中控制性能间的最佳平衡。 由于把
它们作为惩罚函数， 所以在预计有较小信号出现的地方应使用较大的权重， 反之
亦然。 加权函数Ww与Wn 用来处理干扰和传感器噪声， 而系统的不确定性 （车
辆的未建模动态和不确定参数） 由Δ模块及加权函数Wu 处理 （系统的不确定性
由Δ模块处理， 而被忽略的动态由加权函数 Wu 诠释）。 上述详细的加权函数按
以下二阶比例形式给出：

Wp=ϑ
κ2s2 +κs+1
T1s2 +T2s+1

（9.5）

式中， ϑ、 κ1，2与T1，2是设计参数。
当发生故障情况时， 控制器通过加权函数 Wa （包含两个不同的权重函数）

进行重新配置。 该函数包含转向加权函数 Waδ=（δmaxχ1 ）/（ρ2 ）和横摆力矩函数
WaMz=（ρ2）/（Mzmaxχ2）， 其中δmax和Mzmax代表最大转向角和最大横摆力矩， χ1和
χ2是调整参数， 以获得便利的控制分配。 因此， 较小的ρ2值会产生大的横摆力矩
和小转向角， ρ2值的增加会产生更大的转向角和更小的横摆力矩。

容错性考虑可以通过进一步定义参数 ρMZ
2 和 ρδ2 来实现， 它们与调度变量 ρ2

具有以下关系：
· FDI滤波器未检测到转向故障时， 上述加权函数Wa 中使用ρ2 =ρMZ

2 。

· 检测到转向故障时， 设定ρδ2 =0， 使用ρ2 =ρδ2。

轮毂电动机故障或车轮打滑情况下 ρMZ
2 的计算方法已在 Gáspár（2015） 中

有所介绍， 这里只做简单总结。 利用轮毂电动机的特殊功能生成快速而精确的转
矩， 可以精确估计车轮的传递力， 参见Hu and Yin （2011）。 因此， 传递的横摆
力矩的总量可以表示为

Mtrans
z =

-Ttrans
fL +Ttrans

fR

R( )
eff

bf
2 +

-Ttrans
rL +Ttrans

rR

R( )
eff

br
2 （9.6）

式中， bf和br是轮边驱动车辆的前后轮距； Ttrans
ij （i∈[f=前，r=后]， j∈[L =左，

R=右]）是传递的车轮转矩。 从而， ρ2Mz计算为

ρ2 =
Mz-Mtrans

z

Mz
（9.7）

式中， Mz是顶层控制器给出的横摆转矩。 方程 （9.7） 表明， 当轮边驱动电动

机出现故障或性能下降而导致规定的顶层横摆力矩不能实现时， ρMz
2 的值将增

加， 顶层LPV控制器将规定更大的转向角度且更小车辆的横摆转矩。
顶层控制器的设计是基于 LPV框架实现的。 该设计方法应用了参数相关的

李雅普诺夫函数， 参见 Bokor和 Balas（2005）， Fen 等 （1996）。 LPV性能问题
是探寻一个参数变化的控制器确保闭环系统的二次稳定性， 同时对性能的干扰引
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起的 L2范数小于γ。 因此， 最小化问题可以写成：

inf
K
sup
ρ∈Fp

sup
‖w‖2≠0，w∈

‖z‖2
‖w‖2

≤γ （9.8）

式中， w是系统干扰； Δ是轮边驱动车辆的未建模动态。 我们使用LMI解决二次
LPVγ性能问题， 计算每个顶点的反馈增益。 LPV控制K（ρ）运用了整体增益， 是
局部增益的凸面组合方法。

9.3 控制策略的执行

执行器重构的容错控制系统被认为是一个多层分层结构， 如图 9.3 所示。

图 9.3 多层重构控制系统

第一层是顶层LPV控制器， 用来计算 9.2 节中提到控制输入， 包括驾驶人
参考信号、 轮边驱动车辆的速度及横摆力矩及派生调度变量ρ2 的值。

第二层用来分配车辆执行器之间第一层的结果输入， 如纵向力 Fl、 横摆力
矩Mz及转向角δ。 转向角被限制为 δmin≤δ≤δmax， 并被直接发送到第三层。 因
此， 第二层的主要任务是计算第三层轮边驱动电动机的转矩。 在这个过程中需要
考虑车辆动力学对第一层顶层控制信号 （纵向力和横摆力矩） 进行分配。 这里，
运用Zhao等 （2014） 及 Shuai等 （2013） 提出的统一动态分配方法。 使用加速
计测量轮边驱动车辆的纵向加速度， 俯仰动力学可以在分配过程中予以考虑。 因
此， 车辆的轴荷可以由下述方式表示：

Fzf=
mgl2 -maxh
（l1 +l2）

，Fzr=
mgl1 +maxh
（l1 +l2）

（9.9）

式中， h是重心高度的中心， ax是纵向加速度。 重新整理前面的方程式， 负载分
配如下：
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Fzf

Fzr
=
mgl2 -maxh
mgl1 +maxh

=κ （9.10）

当设置较小的转向角δ时， 纵向力 Fl应该满足以下方程：
Fl=FfL +FfR+FrL +FrR （9.11）

其中Fiji∈[f=前，r=后]， j∈[L=左，R=右]是每个车轮的纵向力。 产生的
横摆力矩Mz可以表示为

ΔMz=（ -FfL +FfR）·
bf
2 +（ -FrL +FrR）·

br
2 （9.12）

由于Fi=μFzi， 以下关系式成立： Ff/Fr=κ。 因此， 纵向力和横摆力矩可以
表示如下：

Fl=（FfL +FfR） 1 +
1( )κ （9.13）

Mz=（ -FfL +FfR） 1 +
1( )κ

b
2 （9.14）

最后， 重新整理上面方程， 每个车轮力可以表示为

FfL =
Fl

2 1 +1( )κ

-
Mz

b1 +1( )κ

， FrL =
1( )κ FfL （9.15）

FfR=
Fl

2 1 +1( )κ

-
Mz

b1 +1( )κ

，FrR=
1( )κ FfR （9.16）

请注意， 发送给第三层的所需轮边驱动电动机转矩给定为Tij=ReffFij。
最后， 第三层是底层控制器， 负责生成线控转向系统和轮毂电动机的实际物

理输入。 学者们已对电动机的控制进行了广泛研究， 参见 Wu 等 （2013） 及
Yangand Lo（2008）， 这里不再做详细阐述。 运用简单的一阶模型将第二层的转
矩信号与轮毂电动机实际产生的转矩表述如下：

Tmotor（s） =
1

1 +（Lm/Rm）s
T （9.17）

式中， Tmotor是实际的电动机转矩； T是第二层给出的参考转矩； Lm和 Rm是与电

感和电阻相关的电动机参数。

9.4 模拟结果

将小型 4WIA车辆装配 4 个轮毂电动机和 1 个转向线控转向系统在CarSim中
进行模拟。 基于 Watts等 （2010） 人给出的参数， 轮毂电动机的物理参数见
表 9.1。
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4WIA车辆的其他物理参数包括质量、 空气动力学系数、 悬架几何形状和车
轮转弯刚度等， 是常规的A级车参数， 见表 9.2。

在两种模拟情况下， 驾驶人驾驶轮边驱动车辆遵循 S形转弯的轨迹行驶， 如
图 9.4a所示。 车速设定为恒定的 54 km/h （图 9.4b）， 车辆跟踪的参考横摆角速
度由驾驶人的转弯操作产生， 如图 9.4c所示。

图 9.4 参考信号

假定 4WIA的横摆角速度、 纵向和横向加速度及轮速可以用低成本的惯性传
感器和加速度计进行测量。 请注意， 这些测量对评估文中提及的重新分配控制策
略至关重要。

表9.1 电动机规格

参数 值 单位

电动机总质量 34 kg

峰值功率 75 kW

持续输出功率 54 kW

峰值转矩 1000 N·m

持续输出转矩 650 N·m
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表9.2 4WIA车辆参数

参数 值 单位

车辆质量 （m） 830 kg

横摆惯性矩 （J） 1110.9 kg·m2

质心到前轴距离 （l1） 1.103 m

质心到后轴距离 （l2） 1.244 m

前轮距 （bf） 1.416 m

后轮距 （br） 1.375 m

质心高度 （hCOG） 0.54 m

前轮转弯刚度 （C1） 22 kN/rad

后轮转弯刚度 （C2） 85 kN/rad

空气阻力系数 （Cw） 0.343 —

迎风面积 （A） 1.6 m2

9.4.1 轮毂电动机故障模拟

第一个仿真示例中， 通过与没有任何故障的结果进行比较来分析轮毂电动机
故障的影响。 这里， 在第二个转弯处左前轮轮毂电动机发生故障。

两个模拟所规定的LPV控制器顶层控制信号如图 9.5 所示。 由图 9.5b、 图
9.5c可见顶层重新分配策略效果良好。 在第一个转弯， 生成了有效的转向和横
摆力矩组合。 在第二个转弯， 由于轮毂电动机故障和ρ2值的增加， 与没有故障事
件的正常情况相比， 4WIA车辆的LPV控制器规定了更大的转向角度和减小的横
摆力矩。

动态车轮转矩分配方法的结果显示， 车辆俯仰时轮毂电动机生成了差速转
矩， 如图 9.6 （见彩插） 所示。 图 9.6a显示没有故障事件发生时， 在两个转弯
处， 左侧和右侧电动机产生相同的差速转矩。 与此同时， 左前轮轮毂电动机在第
二转弯前发生故障， 不产生转矩， 如图 9.6 所示。 由于顶层控制重新分配 （ρ2），
正常运转轮毂电动机的差速转矩也有所减小。

该方法的效果如图 9.7 所示。 由于控制器的重新配置， 即使在左前方电动机
故障情况下， 4WIA车辆的速度误差不超过 1 km/h （图 9.7a）， 横摆角速度误差
（图 9.7b） 也保持可接受的较小值。 在轮毂电动机故障的情况下， 如图 9.7c所
示， 虽然来自车道中心的横向误差增加， 车辆也能够成功评估转弯操纵。

9.4.2 转向系统故障模拟

第二个仿真模拟中， 假定线控转向系统在第二个弯道之前发生严重故障。 因
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此， 依据 9.2 中详细阐述过的容错重新配置方法， 故障发生时将设置ρ2与ρ2δ=0
相等。

图 9.5 高阶控制信号

图 9.6 轮毂电动机转矩
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图 9.7 不同方法的效果对比图

  因此， 在检测到线控转向系统故障后， 顶层控制信号进行重置， 车辆仅通过
横摆力矩评估转弯， 如图 9.8b和图 9.8c所示。 通过与无故障情况进行比较， 转
向的影响被显著增大的横摆力矩所替代。

由于顶层控制重新配置和额外的横摆力矩， 与正常情况相比较， 差速轮毂电
动机转矩在第二个转弯更为明显， 如图 9.9a和图 9.9 （见彩插） b的比较所示。

控制系统在转向系统故障时的性能如图 9.10 所示。 由于有效的重新配置，
速度和横摆角速度误差保持较小值， 如图 9.10a和图 9.10b所示。 车辆的横向误
差与没有故障的情况相似， 如图 9.10c所示。
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图 9.8 高阶控制信号

图 9.9 轮毂电动机转矩
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图 9.10 不同方法的效果比较图
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第 10章 控制系统中的驾驶人模型

介绍

本章所提出的集成控制是建立在使用独立设计控制部件的监控集成结构的基

础上的。 监控器的作用是用来保证组件之间的协调并满足性能指标。 监控器拥有
当前车辆操作模式的各种信息， 例如从监视组件收集的车辆各种操控或不同的故
障操作的信息。 之后就可以做出对车辆各部件进行必要干预的决定了。

在集成控制系统中， 应该考虑到驾驶人的行为特征。 控制系统的最终方案应
该是在操纵 （或道路状况）、 舒适以及安全之间建立一个平衡。 这种平衡常常导
致车辆功能之间的妥协， 而这种平衡可能并不适合所有的驾驶人。 例如， 一般驾
驶人会选择尽可能小的曲率半径来转弯， 而需要舒适性感受的驾驶人在转弯时则
会选择较大的曲率半径。 然而与此同时， 不同曲率半径的选择也可能与当前的速
度选择有关， 例如， 较大的曲率半径允许驾驶人选择较高的速度。 而实际的控制
方案是建立在系统运行期间学习到的驾驶人行为基础之上的。

驾驶人的操作不仅是计划行驶轨迹的一种函数， 而且同时也影响了车辆动力
学的表现。 因此， 驾驶人模型必须与车辆模型相结合。 在本章中， 将监控器的控
制与驾驶人模型相结合， 使得驾驶人行为和要求被纳入控制系统设计中。 因此，
在驾驶辅助系统中， 应该考虑到车辆和驾驶人之间的相互干预作用。 车辆同时带
有一个手动模式开关， 确保车辆的动态符合驾驶人的要求。 例如， 驾驶人可以使
悬架变硬以实现运动模式或者可以使悬架变软以提高乘坐的舒适性。

各种驾驶模式都应该考虑到驾驶人的行为。 以下是一些学者关于驾驶人模型
的研究， 这里提到的驾驶人模型还没有用于以控制导向为目的的研究中。
Kiencke等人 （1999） 开发了一个混合驾驶人模型， 在其中结合了离散事件系统
理论与经典控制理论。 在驾驶人模型中， 视觉感知被分为两类， 即与交通相关的
因素和与车辆相关的因素。 该模型可处理横向和纵向车辆的运动， 参见 Kiencke
和Nielsen的文章 （2000）。 基于实际状况， 如驾驶人预测和适应能力的局限，
Macadam （2003） 在纵向和横向两个方向建立了一个驾驶人模型。 Salvucci等人
开发了一个可以检测驾驶人车道变化的方法 （2007）。 结合PATH项目， Delorme
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和 Song分析了在智能交通系统下的驾驶人行为 （2001）。 Fujiwara等人为驾驶辅
助系统创建了多重驾驶人模型 （2004）。 驾驶人模型的神经网络模型、 模糊逻辑
和遗传算法也被广泛使用， 参见 Kageyama等人 （2000） 的文章。 基于博弈论和
非合作方式方法的模型预测控制被用于开发驾驶人转向控制模型， 参见 Na和
Cole（2013） 的文章。 Lefevre等人的文章中建立了一个基于学习的驾驶人模型，
该模型可以识别在高速公路上驾驶人的操作并预测未来指令 （2015）。

驾驶人转向控制的数学模型的详细分析是由 Sharp等人 （2000） 完成的。 驾
驶人模型与非线性车辆动力学模型相关联， 使车辆遵循规定的路径。 当驾驶人接
近车辆重心的纵向横向位置时， 车辆的偏航角度和纵向速度也被考虑在内， 并分
析了多种控制场景， 如转向控制、 速度控制和路径跟随控制。 在闭环系统中驾驶
人模型的转向控制由 Hess和 Modjtahedzadesh 构建 （1990）。 此驾驶人模型可分
为高频和低频补偿元素。 高频补偿是指整个系统的交叉频率附近的频率。 驾驶人
转向模型的参数依赖关系分析由 Pauwelussen （2012） 给出。 Rossa等人 （2014）
的文章中采用分歧分析方法， 研究了相关联的人车模型的稳态转弯和直线运动。

Menhour等人 （2009） 为转向控制构建了一个两级驾驶人模型。 基于横向动
力学部分的目标， 是生成道路的参考曲率和预计位置。 基于一组PID控制器的补
偿部分修正了车辆的偏航角度和横向位移， 并基于切换机制来选择合适的PID控
制器。 在此两级模型的基础上， Edelmann 等人将驾驶人转向模型扩展到更高的
横向加速度上 （2007）。 Ungoren和Peng（2005） 关注于一个自适应的横向预判
驾驶人模型。 尽管驾驶人模型的模板只有少数几个参数， 但都进行了调整， 使其
趋近于有着不同驾驶风格的驾驶人一样的人工驾驶转向方式。 不同的方法被尝试
用于预判驾驶人模型， 其预测路径信息是直接关系到空间视界模型的， 参见
Jiang等人 （2011） 的文章。 Braghin等人 （2008a） 开发了一个赛车驾驶人模型，
其重点是轨迹规划， 因为赛车手的目的是获得最少的圈速时间。 因此， 既要求最
短的赛道长度， 又需要最高的赛车速度。 Cole（2012） 和 Mehrabi等人 （2015）
还考虑到了驾驶人的神经肌肉动力学。

Lu和Filev提出一个包括连续激活的主回路和离散激活的辅助回路的具有多
重交互式循环控制回路系统的框架 （2009）。 主回路包括驾驶人程序， 而辅助回
路包括电子设备。

天气条件也被考虑进驾驶人模型中， 见 Hoogendoorn 的文章 （2010）。 驾驶
人模型的参数通过使用驾驶模拟器来进行经验估计和测量。 一种基于实测的跟车
数据人工驾驶的识别方法模型由Lee和 Peng（2004） 提出。 在这里， 为了验证，
在模拟器中加入Gipps模型， 此方法被用于碰撞预警和回避系统。 最后， 对不同
危急情况下的不同驾驶人模型进行的评估由Markkula等人 （2014） 提出。



●●●●● 主动驾驶鲁棒控制系统设计

182  

10.1 以控制设计为目的的驾驶人模型

控制导向的驾驶人模型

上文提到的驾驶人模型适用于人工驾驶， 并对驾驶人的行为提供了复杂的描
述。 在这一节中， 将一个驾驶人模型应用于控制导向的目的。 由于驾驶人与有源
部件， 如主动转向和制动器一起， 在一个闭合回路系统中运行， 因此驾驶人辅助
系统的设计需要考虑驾驶人模型。 驾驶人模型的选择应该符合： 该模型中人/车
模型结合的精确性可以接受， 并且该模型可以很容易地应用于控制设计中。 Hess
和Modjtahedzadesh曾经致力于建立以控制为导向的驾驶人模型 （1990）。

驾驶人模型的输入是驾驶人控制的车辆横向位置 yv和道路的参考横向位置
yv，ref的差值：

ey=yv，ref-yv （10.1）
输出是驾驶人的转向盘转角δd。
驾驶人模型被分为高频和低频补偿元素， 如图 10.1 所示。 高频驾驶补偿描述

了整个驾驶人/车辆开环的交叉频率周围的十倍频程回报率。 它由三个环形组件所
定义。 驾驶模型 GNM是驾驶人手臂神经肌肉系统的二阶传递函数： GNM =KN/
（TN1s2 +TN2s+1）， 其中TN1， TN2是时间常数。 GP1和GP2代表来自人类肢体和肌肉

运动变量的反馈组织。 它们的形式是GP1 =K1s/（T1s+1）和GP2 =K2s/（T2s+1）。

图 10.1 以控制设计为目的的驾驶人模型

低频驾驶补偿是由有延迟的两个部分所定义的。 固有的人类信号处理延迟由
时间延迟G表示。 该时间延迟近似于一阶传递函数： GL =1/（TLs+1）。 驾驶人
模型的低频补偿由GC表示， 表示为GC=KC（TCs+1）

横向误差ey和转向输出δd 之间的驾驶人模型的形式如下：

Gd =（I+GNMGP2GP1 +GNMGP1） -1GNMGLGC （10.2）
理论上， 驾驶人模型可以用四阶比例传递函数来近似。 使用式 （10.1）， 驾

驶人模型可以转换成状态空间的表示形式：
xdr=Adrxdr-Bdryv+Bdryv，ref （10.3）
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δd =Cdrxdr （10.4）
不同的驾驶人之间的差异取决于不同的传递函数间的极点配置。 在下面的部

分， 讲述了一个用来分析驾驶人行为的初步鉴定方法。

10.2 横向动力学的控制导向模型

图 9.1 所示车辆的基本动力学由驾驶人决定， 横向动力学由控制系统辅助。
当驾驶人本人不能保证轨迹跟踪的情况下， 辅助系统在此紧急情况下有着巨大
优势。

基于自行车模型的车辆横向动力学参见 Rajamani（2005） 的文章。 轮胎侧
向力与轮胎侧滑角度近似呈线性关系： Fyf=Cfαf和 Fyr=Crαr， 其中 Cf和 Cr是

线性轮胎模型的侧偏刚度。 轮胎侧滑角度表示为 αf=-β +δ-l1·ψ/v， αr=
-β+l2·ψ/v， 其中 β是侧滑角， δ是前轮转向角度， ψ是车辆的横摆率， l1 和
l2 是几何参数， v是纵向速度。

系统中的执行器是前轮转向角 δc和制动偏航力矩 Mbr。 在手动驾驶操控中，
车辆实际横向与参考横向的差值， 由驾驶人通过使用转向盘产生转角δd 来实现
最小化。 如果有必要， 这个角度可通过由自动转向系统产生附加转向角 δc来校
正。 因此， 转向角被分成两个部分： δ=δc+δd。 自行车模型的公式如下：

Jψ=C1l1αf-C2l2αr+Mbr （10.5）
mv（ψ+β） =C1αf+C2αr （10.6）

yv=v（ψ+β） （10.7）
式中， m是质量； J是车辆的偏航惯性； yv是车辆的横向加速度。 车辆的运动方
程被转换成状态空间表示形式如下：

xveh =Avehxveh +Bveh，1δd +Bveh，2uveh （10.8）
zveh =Cveh，2xveh （10.9）
yveh =Cveh，1xveh （10.10）

其中车辆的状态矢量 xveh =[ψ β yv yv]
T
包含偏航率、 侧滑角、 横向速

度和位置。 控制输入和干扰分别是 uveh =[δc Mbr]T
和δd。 性能信号是车辆的横

向位置zveh =yv并且测量的信号是车辆的横摆率yveh =ψ。

10.3 驾驶人与车辆系统的互联

驾驶辅助系统的结构中驾驶人与车辆模型的互联如图 10.2 所示。 驾驶模型
的输入是横向位置误差 ey， 而其输出是驾驶人的转向角 δd。 车辆模型的控制输
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入是制动偏航力矩Mbr和前转向角 δc， 而其输出是车辆的横向位置 yv和偏航率
ψ。 该系统的目的是在车辆驾驶中改善轮胎与地面的附着力， 并保证车辆在操纵
稳定性和乘客舒适性之间的平衡。 在互联系统中使用的两个控制系统， 即转向系
统Kst和制动系统Kbr， 它们的行动是基于偏航率误差， 其中参考偏航率由驾驶人
的转向角δd 产生。

图 10.2 驾驶人辅助系统的结构

在实际中， 驾驶人的操控要求必须由转向盘转角 δd 进行估算， 其中必须考
虑速度v。 这是由参考偏航率 ψref所导致的， 其必须通过集成控制系统来实现。

基于δd， 参考偏航率 ψref是使用一个一阶比例传递函数来计算的， 参见 Pacejka
（2004） 的文章。

Gψref，δd（s） =
v

l1 +l2 +
η
g v2

· 1
τs+1

（10.11）

式中， η为转向不足梯度； τ为时间常数。 参考信号发生器的模块被插入到驾驶
辅助系统的体系结构中。 该信号发生器的状态空间表示形式是

xSG=ASGxSG+BSGδd （10.12）

ψref=CSGxSG （10.13）
最后， 通过联合使用式 （ 10.3 ） 的车辆、 式 （ 10.8 ） 的驾驶人和式

（10.12） 的信号发生器模块的方程式， 从而形成了整个复杂系统的状态空间表
达式Gsys。 下面介绍增广状态的向量形式： xaug =[xveh xdr xSG]T。 由于 δd 和
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yv由式 （10.4） 和式 （10.9） 两个方程表示， 增强系统的状态空间表示如下：

（10.14）
（10.15）

其中增广系统的输出是偏航率误差y=eψ， 这是在控制器中使用的。
备注 10.1： 注意在闭环互联结构中， 使用ψref而不是δd， 与测量的偏航率ψ

进行比较。 因此， 从控制设计方面， 信号 δd 就不是如方程 （10.8） 一样的干
扰项。

备注 10.2： 执行器的选择取决于以下几个因素： 结构的限制、 能量的需求
以及执行器的动力学。 例如， 为了避免轮胎打滑， 必须减小制动偏航力矩， 同
时， 偏航运动必须由前轮转向控制。 相似地， 为避免达到转向极限， 必须增加差
速制动。 该执行器的选择策略不在本文的考虑范围之内。

10.4 驾驶人辅助系统的性能指标

下面定义一下， 基于驾驶辅助系统的互联结构的车辆导向和驾驶人导向的
性能。

10.4.1 性能方程

为了保证操控过程中的车道保持， 距离车道中心线 yv，ref的车辆横向位置 yv
必须达到最小。 横向位置由驾驶人在操控中决定。 控制器的作用是协助驾驶人减
少横向误差。 控制系统的轨迹追踪性能如下：

z1 =yref-yv； z1 →min! （10.16）
同时， 在控制执行期间， 必须避免执行器饱和。 在驱动和制动期间， 制动器

的最大值由它们的物理结构操控和限制， 例如轮胎路面附着力条件。 因此， 控制
输入也被制定为如下的性能标准：

z2 =[δc Mbr]T； z2 →min! （10.17）
系统的人工驾驶人性能表现在驾驶人的行为上。 驾驶人的转向盘转角 δd 有

两个方面： 幅度和转向速率， 这必须受控制设计的影响。
δd 的幅度： 在操控车辆的过程中， 驾驶人必须旋转转向盘。 虽然转向盘一
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般由两手旋转， 但旋转的角度却应尽可能小。 否则， 转向会不舒服并很可能发生
危险。 故此控制目标是限制δd 的幅度大小来减小旋转角度， 如下所示：

z3，1 =δd； z3，1 →min! （10.18）
δd 的速率： 除了转向盘转角的幅度大小之外， 转向速率也是一个重要的因

素。 高速时需要高度集中注意力。 因此， 控制目标是限制δd 的速率如下：
z3，2 =δd； z3，2 →min! （10.19）

10.4.2 系统性能的权重分配策略

在控制设计中， 必须考虑几个方面的性能表现。 虽然它们之间有一定冲突，
但必须使其达到一种平衡。 下面为了达到性能指标， 加权函数及其幅度和频率被
引入到传递函数中。

横向追踪误差的加权函数是这样选择的， 其稳定状态应低于某预定值：

Wz1 =ey，max
Tz1s+1
Tz2s+1

（10.20）

式中， ey，max是设计参数； Tz1、 Tz2是时间常数。
性能z2 在监控设计中起着重要的作用。 转向和制动控制器在分别独立的控

制系统下独立设计。 它们的整合由执行器选择参数 ρst和 ρbr来保障。 因此， z2 的
加权函数通过以下传递函数被分别用于转向和制动。

转向角的加权函数如下：

Wz2，1 =（1 -ρst）
Td1s+1
Td2s+1

（10.21）

式中， Tdi是时间常数； ρst是参数相关增益， 表示转向驱动的相对重要性， 其取
决于转向角δ和速度v。 差速制动转矩的加权函数如下：

Wz2，2 =（1 -ρbr）
Tb1s+1
Tb2s+1

（10.22）

式中， Tbi是时间常数； ρbr是参数相关增益， 表示制动驱动的相对重要性， 其取
决于轮胎的纵向滑动κ。

驾驶人表现的重要性体现在不同频率范围内， 因此选择以下性能加权：

Wz3，1 =δd，max
（εdr，1s+1）（εdr，2s+1）2

（Tdr，1s+1）（Tdr，2s+1）2
（10.23）

其中， δd，max与允许的最大转向盘转角有关。 这部分的作用是根据性能表现
z3，1来保证δd 的极限。 εdr，1、 εdr，2、 Tdr，1和 Tdr，2是设计参数， 其在转向盘转角中
起限制作用， 如图 10.3 所示。 权重函数δd 的选择如下：

Wz3，2 =
δd，max

Tdr，3s+1
（10.24）
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图 10.3 δd 的权重

10.5 驾驶人辅助系统的综合控制系统设计

闭环互联结构， 包括增强模型Gsys和控制器K的反馈关系， 如图 10.4 所示。

该组合方案被应用于转向控制和制动控制二者的设计中。 控制器的外部信号是参
考横向位置yv，ref、 传感器噪声ωn 和另一个为当ρ在执行器选择中是计划变量时
被视作干扰量的控制信号 uext。

图 10.4 闭环互联结构

控制系统设计是基于在闭环互联结构中的一个加权策略来实现的。 加权函数
Wzi，j，i∈{1，2，3}， j∈{1，2}用作定义性能参数， 参见 10.4 节。 加权函数Wref用作

生成横向位置的参考量， Wn 则反映了传感器噪声， 而Wext表示外部信号。
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控制设计导致了二次 LPV的性能表现问题。 这些方法的优点是， 通过在整
个操作间隔中仿射使用参数化李雅普诺夫函数， 使得控制器能够适应于当前操作
条件， 从而满足稳定性和性能要求， 参见 Bokor和 Balas（2005）， Wu 等人
（1996） 的文章。

二次LPV性能表现问题是要找到一个满足如下参数变化的控制器： 在此方
式下， 所得到的闭环系统是二次稳定的， 并且从干扰 ω和性能 z中得出的诱导
L2 范数小于某个预设值γ， 如下所示：

inf
K
sup
ρ∈

sup
‖ω‖2≠0，ω∈

‖z‖2

‖ω‖2
＜γ （10.25）

LPV问题的解决方案取决于满足所有 ρ∈ 的无限维 LMI集合， 所以它是
一个凸出的问题。 在实际中， 这个问题通过对参数空间进行网格化并对在 的

子集上的LMI集合的求解来完成。 此控制设计为基于使用参数依赖李雅普诺夫
函数的LPV方法。

10.5.1 模拟结果

在最后一节中， 通过一个模拟实例对所提出的控制系统设计的操作进行说
明。 驾驶人的目的是沿着密歇根州沃特福德赛道路线行驶， 如图 10.5 所示。 此
道路轨迹包含几个高难度的急转弯。 车辆和驾驶人的数据见表 10.1。

图 10.5 车辆行驶进程

在模拟中， 比较如下两种情况： 在不受控制的情况下， 车内没有驾驶辅助系
统； 而在受控情况下， 则采用提出的集成驾驶人辅助系统来帮助驾驶人。

驾驶人在路途中改变车辆速度。 由于道路的急转弯导致了车辆的横向误差
的增加ey=yref-yv。 没有驾驶人辅助系统的驾驶人不能按规定路径行驶， 偏离
车道并伴随横向误差的显著增加。 而集成控制系统能够在驾驶人的操作中提供
帮助， 并在驾驶人操作中减少横向误差。 两者之间误差的值 ey，uncontrolled -
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ey，controlled 如图 10.6a所示。 所提出的驾驶人辅助系统显著地减少了横向轨迹
误差。 图 10.6b表明， 驾驶人辅助系统不仅减少了 ey， 也减小了转向盘转角
δd。 设计适当的加权函数 Wz3，1和 Wz3，2使转向更舒适。 它们的参数选择如下，

εdr，1 =20， εdr，2 =0.2， Tdr，1 =10， Tdr，2 =0.1， Tdr，3 =10， δd，max=3.18，

δd，max=0.16。

图 10.6 驾驶人和控制系统的互动
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表10.1 车辆和驾驶人的数据

m 1833 kg KC 10

J 2765 kgm2 TC 2

l1 1.402 m KN 1

l2 1.646 m TN1 0.01

C1 70000N/rad TN2 0.1414

C2 105000 N/rad

K1 5 T1 5

K2 8 T2 4

然而， 应该指出的是δd 的减小与输入 δc和 Mbr之间存在着一个平衡。 因为
δd 是ψref计算的来源， 见式 （10.11）， 它也同样影响控制输入。 δd 和 ψref的减少

需要更大更频繁的控制干预措施。 操控所需要的控制输入 δc和 Mbr分别如图

10.6c和图 10.6d所示。 此执行器的干预由选择权重ρst和ρbr所控制， 见图 10.6e
与图 10.6f。 驾驶人辅助系统中， 选择适当的ρst和ρbr保证了其在各控制器中的优
先权。 模拟实例表明， 所提出的集成驾驶人辅助系统能够提高车辆的机动性， 使
得横向误差和转向盘转角同时减小。 这使驾驶人在操控行驶中更加安全与舒适。

10.5.2 驾驶人模型的模拟仿真环境

基于理论驾驶模型的分析， 将系统识别方法应用于一辆真正的汽车中。 图
10.1 所示的关联于神经肌肉系统或人体四肢动作的模型结构的内部信号不再被
测量； 在输入信号和输出信号之间， 直接应用黑箱识别方法。 在本节中， 将给出
识别结果。

识别过程由真实汽车在模拟环境中执行。 硬件在环模拟环境是建立在模拟器
尽可能地倾向于真实的车辆参数之下的。

面临的挑战是执行模拟仿真参数时保持原始车辆参数的完整性。 出于这个原
因， 在模拟仿真模式下， 车辆的通信网络控制被模拟组件接管， 以实现仪表组的
全面仿真化。 虽然车辆在模拟过程中静止， 只有车轮在转向架上转动， 但驾驶人
可以体验到类似于真实驾驶的感觉。 静止的车辆能够以与测试道路上相同的方式
被准确地驾驶： 在打滑时有发动机声和啸叫声； 仪表板显示当前的速度和转速；
并可以像在现实生活中一样换档。

模拟仿真环境包括几个重要的组件， 如人机界面 （HMI）： 一个在个人电脑
运行并具有实时可视图形的高精度验证过的模拟仿真软件。 具体的信号 （加速
踏板和制动踏板的位置以及转向角度） 可以由使用标准通信接口的 CAN网络读
取。 在发动机关闭的情况下， 车辆模拟仍在进行， 车辆中内部缺失信号也将继续
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生成， 以确保基础功能顺畅。
驾驶人可以通过使用转向盘、 加速/制动踏板操控汽车行驶。 经验证过的模

拟软件在仿真过程中生成车辆的各种信号。 CarSim的驾驶模拟器通过在车辆前
方实时投影的方式显示车辆行驶过程， 并在过程中提供各种信号。 当车沿着一条
路线行驶， 驾驶人减少了横向位置误差和航向误差。

图 10.7 显示了一位驾驶人正在体验使用真实车辆和投影路径的模拟仿真驾
驶。 模拟系统可以生成各种路途情景。 该系统的优点是除了能测量各种信号， 如
转向角、 加速踏板位置、 制动踏板或档位等以外， 原则上在模拟仿真期间可以监
测任何信号。 通过此方法， 那些在实际中不可测量的信号也能够被识别。 在项目
的后期阶段， 也将进行实际测量以加强并验证识别结果。

图 10.7 驾驶人体验场景

在识别过程中， 使用了 ARX模型结构， 其中 AR指的是自回归部分， X指
的是额外输入 （外生） 部分。 在ARX结构中， 线性差分方程的输入 u（t）和输出
y（t） 之间的关系如下式所示：

y（t） =B（q）A（q） u（t） +e（t） （10.26）

其中， A（q） =1 +a1q-1 +…anq-n，B（q） =b1q-1 +… +bmq-m， q是延迟因
子， e（t）是噪声项。 操作级数 n 和 m与初始的驾驶模型的级数有关。 鉴于识别
模型式 （10.26） 的时间是离散的， 因此采用了一个离散到连续的转换以契合驾
驶人模型。
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一些具有不同行为和能力的驾驶人沿着预定的道路行驶。 由测量信号得到的
轨迹如图 10.8 所示。

图 10.8 典型车辆操控行为

识别过程包括以下主要步骤： 结构评估、 参数评估、 模型验证和模型分析。
结构如操作级数是由初始的理论方法决定的。 这种结构也能通过使用各种标准如
AIC （Akaike信息标准） 和FPE （最终预测误差） 来检测， 见Khorshidi和Karim

（2009） 的文章。 然后， 识别方法用来执行识别模型 G^d。 识别过程的结果如图
10.9 所示。

图 10.9 识别过程的结果

基于所识别的模型， 分析了驾驶人行为的极点配置。 比较了驾驶人以不同速
度行驶的测试结果。 根据详细的分析， 可以对不同驾驶人的行为活动进行分类，



第 10 章 控制系统中的驾驶人模型 ●●●●●

193  

典型的驾驶人性格可以用来建模， 例如， 温和型、 积极型、 冷静型等。
此结果可以应用于驾驶人在环模拟中， 如图 10.10 所示。

图 10.10 驾驶人在环模拟

基于CarSim的模拟仿真和可视化的环境如图 10.11 所示。

图 10.11 CarSim/CAN的模拟仿真和可视化
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附  录

附录A 线性变参数系统模型

A.1 可控性， 可观测性， 可稳定性

在线性变参数系统理论中， 一个重要的问题为确定该系统是否为可控的和
（或） 可观测的。 下面让我们看一下一个可控的线性时变 （LTV） 系统的状态空
间方程：

x（t） =A（t）x（t） +B（t）u（t） （A.1）
其中， x（t）∈X⊂Rn， 为状态向量； u（t）∈Rm， 为初始条件 x0 =x（t0）时

的控制输入量。 待测信号可通过一个线性映射 y（t） =C（t） x（t）获得， 其
中y∈Rp。

如果存在一个控制函数 u（t）可以在有限时间内使系统回到初始状态， 那么
这个状态x0 就被认为在时间t0 是可控的； 如果在有限时间内系统可以从初始状
态到达状态xf， 那么状态xf就被认为是可达的。 如果每个状态 x和每个 t0 都拥
有这样的属性， 那么该系统就被认为是可控的 （可达的）。 如果在t0 时刻任一初
始状态x0 可由超出给定区间的系统输出 y（t）和输入 u （t）确定， 那么系统
（A.1） 被认为在有限区间[t0， T]内是可观测的。

通常， 可控子空间用C表示， 可达子空间用 R表示。 对于线性系统 （完整
的） 来说， 可控性和可达性是等价的， 也就是说， 有且仅有 C=R=X时， 系统
是完全可控的。

类似地， U（O）代表不可观测性 （可观测性） 子空间； U是所有无法从输出
函数中识别的初始状态的集合。 有且仅有 U=0， 也就是， 当 O=X时， 系统是
可观测的。

我们所关注的是非线性动力学模型可以作为一个 LTV系统， 见式 （A.2），
通过选择一组合适的调度函数 ρ来计算。 函数 ρ仅与待测变量 y有关， 也就是
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说， 它的值在系统工作时间内是可获得的 （qLPV系统）。
x（t） =A（ρ（y））x（t） +B（ρ（y））u（t） （A.2）

但是还存在一种特殊情况， 即来自调度变量的依赖是仿射的， 即：
A（ρ（t）） =A0 +ρ1（t）A1 +…+ρN（t）AN （A.3）
B（ρ（t）） =B0 +ρ1（t）B1 +…+ρN（t）BN

为了简化起见， 在下文中， 矩阵的时间依赖性在必要时将会被省略掉（A
（ρ）：=A（ρ（t）））。

在该框架中同时可以分析一些混合动力学的性质， 例如， 线性开关系统的
种类。

x（t） =A（σ（t））x（t） +B（σ（t））u（t） （A.4）
其中σ： R +→N 是转换函数的分段常数， 即矩阵 A（σ） 和 B（σ）为分段

常数。
对于所有可能出现的初始值， 在区间 [σ， τ] 上求线性方程的所有解的简

便方法为： 引入相应的转移矩阵Φ（τ，σ）

x（τ） =Φ（τ，σ）x（σ） +∫
τ

σ

Φ（τ，t）B（t）u（t）dt

=Φ（τ，σ）（x0 +∫
τ

σ

Φ（σ，t）B（t）u（t）dt）.

前面提到Φ（t，t0）是非奇异的， 且Φ（t，t0） =X（t）X-1（t0）， 并有
X（t） =A（t）X（t）， X（t0） =I，X（t）∈Rn×n

在状态空间中运用时变坐标变换z=Φ（σ，t）x， 动力学方程可以转换为z=Φ

（σ，t） B（t） u （t）。 因此在新的坐标系下， 可控性简化为对方程 z0 =-∫
τ

σ

Φ

（σ，t）B（t）u（t）dt在对应有限的τ条件下的求解问题。 如果我们定义 Cτ为在 τ
上的可控状态集合， 且Cτ为一个子空间 （闭合）， 那么在τ1 ＜τ2 时， τ1⊂ τ2。
由于对应积分算子的相空间是有限维数的， 如果系统是可控的， 那么一定存在有
限的τ＞0， 这样， Cτ=R

n。
因此， LTV系统的可控性问题被简化为是否能够将有限秩算子 L：L2（[σ，t]，

Rm）→Rn定义为与 Lu =∫
i

σ

Φ（σ，t）B（t）u（t）dt相关。 这类线性算子拥有一个完

美的理论解释： 伴随算子 L*：Rn→L*
2 （[σ，τ]，Rm）可以等同于 L*x=B* （t）

Φ*（σ，t）x， 并且， 当且仅当 LL* ＞0 时， L为 L*的映射。 所以关于LTV系统可
控性的Kalman基本原理 （1960） 可以被认为等价于以下结论：
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定理A.1 （Kalman） 存在一个τ＞0， 使得

· 可控性格拉姆矩阵 W（σ，t） =∫
τ

σ

Φ（σ，s）B（s）B*（s）Φ*（σ，s）ds是正

定的；
· 不存在非零向量p∈Rn， 使得＜p，Φ（σ，t）bi（t） ＞=0， 其中 t∈[σ，τ]，

i=1，…，m。
Silverman和Meadows在 1967 年得出标准结果， 即可以通过秩条件得到并保

证了当它不涉及积分时的可控性， 并且可以通过初始矩阵（A（t），B（t））直接
获得：

定理A.2 如果 （A.1） 在区间J上是解析的， 同时 t是一个 J的任意固定
元素， 且系统在每一个J的非平凡子集上都是完全可控的， 当且仅当

rank[B0（t）B1（t）…Bk（t）] =n （A.5）
对于部分整数k， 有

B0（t）：=B（t），Bi+1（t）：=A（t）Bi（t） -
d
dtBi（t） （A.6）

如果分析条件被省略掉， 那么秩条件是仅充分的。
然而时变矩阵很难计算是一个现实存在的问题， 并且我们没有办法计算系统

的可控性分解。 在LTI理论的框架中可控性问题可以被理解为计算可达性子空间
的维数， 这样可以对可控性问题的初始数据 （A， B） 简单地进行计算， 例如，

=∑
n-1

k=0
ImAkB （A.7）

实际上， R的维数就等于从矩阵 AkB中选出的列组成的新矩阵的秩， 其中
k=1， …， n-1。 这个条件被称为Kalman秩条件。

Kalman可控性结果同样说明了线性系统的一个结构特性， 也就是说， 应用
一个合适的 （一般指时变） 状态转换， 这些系统被分解为一个可控的和一个完
全不可控的部分。 为了进一步说明这一点， 我们假设至多存在 r个向量 pi∈X，
〈pi，Φ（σ，s）B（s）〉 =0，s∈[σ，τ]。 选取∏*∏=ir， 其中∏=[X*（σ）pi]。 我们
认为 n-r向量λi∈X在 pi上是正交的， 这样 Λ*Λ=in-r， 其中 Λ=[X* （σ）
λi]。 然后， 时变矩阵为

z=Tx和T（t） =
∏*

Λ[ ]* X-1（t）

将系统 （A.1） 转换为可控性分解形式：
z1（t） =0 （A.8）

z2（t） =Λ*X-1（t）B（t）u （A.9）
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其中伴随着不可控模式z1（t） =∏*X-1（t）x（t） 和完全不可控模式 z2（t） =

Λ*X-1（t）x（t） 。 换句话说， 可获得的集合是受控动力学的不变量。 在这种情况
下， 不变性的概念对几何系统理论的研究起着核心作用， 它在解决一系列的控制
问题上被证明是非常有用的。

对于LTI系统来说， 可达性集合是一个子空间， 并且已知该子空间可以利用
不依赖t的状态转换方法将系统分解为一个可控的和一个不可控部分。 此外， 对
于LTI系统而言， 不同的可稳定性能与可控性严格相关。
仿射线性系统的可控性

对于仿射时间依赖性A（t） =∑N

i=1ρi（t）Ai， 可以根据Wei-Norman公式至

少局部地求解出基本矩阵。 Wei-Norman （1964） 公式如下：

g（t） =（∑
k

i=1
eΓ1g1…eΓi-1gi-1eii） -1

ρ（t），g（0） =0. （A.10）

这里ρ（t） =[ρ1（t）， …， ρN（t）]T， 并且{A
^

1，…，A
^

K}是李代数 Ψ（A1，…，

AN）的主要成分， 代数学的结构矩阵Γi= γl
i，[ ]jl，j=1，…，K由 [A

^

i，A
^

j] =∑K

l=1γ
l
i，jA
^

l

得出，并且Eii是在第i个对角元素上存在的一个单一非零酉矩阵。
在此，基本矩阵如下表示：

Φ（t） =eg1（t）A
^
1eg2（t）A

^
2…egn（t）A

^
n， （A.11）

一般来说， 它不是以封闭形式存在的。 不管怎样， 通过利用仿射结构和对转
移矩阵使用Peano-Baker公式可以证明以下结果：

引理A.1 对于仿射线性系统， 来自原点的可到达点均可从子空间 R （A，
B） 中获得：

R（A，B） {=span ∏
J

j=1
Aij
ljBk J≥ 0，lj，k∈ {0，…，N}，ij∈ 0，…，n - }{ }1

（A.12）
即R⊂R（A，B）。
此外， 如果存在一个有限生成李代数Ψ（A0，…，AN）包含矩阵A0， …， AN和

其基础部分A^1， …， A^K， 那么

（ ， ） =∑
N

l=0
∑
n-1

n1=0
…∑

n-1

nk=0
Im（An̂1

1，…，An̂k
KBl）

这个事实的直接结论是， 如果包含关系RA，B⊂Rn 是严格的， 即如果RA，B是

一个合适的子空间， 那么系统 （A.1） 就不可能是完全可控的。
主要的问题在于在什么情况下可达性集合等于李代数， 如当 R=RA，B时。 在

下文中， 如果这个属性成立， 那么这个系统将被称为 C激励。 仅通过使用初始
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数据表征该属性存在一定的难度：
定理A.3 一个系统是 C激励的， 当且仅当下面的含义成立时： 存在一个

非零ξ∈Rn 使得所有t∈[t0，T]的B（t）*Φ*（t0，t）ξ=0， 这意味着对于所有t∈
[t0，T]，有R*

A，BΦ*（t0，t）ξ=0。

显然， 对于C激励系统， 如果关系式 RA，B=Rn， 即多值 Kalman 秩条件成
立， 则可控性就得以保证。 此外， 如果秩条件不成立， 那么对于这类系统， 可通
过使用仅依赖于李代数矩阵的时间无关状态跃迁矩阵来进行可控性分解。

在 Szigeti（1992） 中， 一个系统是 C激励的充分条件是由下面的性质给
出的：

定理A.4 （Szigeti）， 如果从等式
B*A*

i1 …A*
ilA（t）*Φ*（t0，t）p=0 （A.13）

遵照

B*A*
i1 …A*

ilA
*
j
Φ*（t0，t）p=0， j=0，…，N， （A.14）

其中p是一个Rn 的非零向量。 那么我们说具有仿射时间依赖性的系统x=A
（t）x+Bu在[t0，T]上C持续激励。
完全可控线性切换系统的可稳定性

可稳定性的概念与一个依赖于状态的控制律 （闭环） 有关， 这个控制律从
任何初始状态开始， 渐近地将系统驱动到平衡点 （原点）。 这个概念表达了实际
应用对自动控制解决方案的要求， 是每个控制设计算法的基石。

对于受控的LTI和 LTV系统而言， 可控性与可稳定性是密切相关的， 而且
通过应用线性状态反馈可以实现可稳定性。

然而对于一般的非线性系统并不存在这样的结果。 可控性确保从每个初始状
态开始， 系统可以通过使用适当的控制在有限的时间内驱动到原点。 一般来说，
是否存在至少一个由初始条件的范数统一界定的范围， 这是未知的。 如果这个属
性成立， 则该系统被称为渐近可控的。 事实证明， 渐近可控性不仅等同于可稳定
性， 而且还保证了在一定的温和条件下不存在病态反馈和 Lyapunov控制函数，
详细见Kellett和Teel（2004）， Rifford （2002）。

如果存在一个解x（t）使得对于任意 ε＞0， 存在一个 δ＞0 且 Δ＞0， 那么微
分包含x∈Ac（x）的零解称为渐近弱稳定的。 如果‖x（0）‖＜δ， 并有‖x（t）‖＜
ε对于所有的t≥0 成立， 且如果‖x（0）‖＜Δ， 那么lim

t→∞
x（t） =0 成立。

引理A.2 一个完全可控的线性切换系统是全局渐近可控的。
它与 Szabó（2009） 提出的保持一致， 即，
定理A.5 完全可控的线性切换系统是闭环稳定的。
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与一般非线性理论的联系

通过增大时间变量ξ：=[t，xt]T的状态， 并将系统方程改写为下式， 可以将
时变系统看作是输入仿射非线性系统：

ξ=g0（ξ） +∑
m

i=1
gi（ξ）ui

其中， g0（ξ） =
1

A（t）[ ]x，gi（ξ） =
1

Bi（t[ ]） ， Bi是矩阵B的第i列。

对于所有的ηj∈Δ和ξ∈U， 在矢量场 gi下， 一个开集U中的分布Δ是不变

的， 当且仅当[gi，ηj] =
∂ηj

∂ξ
gi-

∂gj

∂ξηj∈Δ（ξ）， 其中ηi， j=1， …；dim（Δ）是局部

生成Δ的矢量场， 参见Isidori（1995）。
可控性取决于包含 g的最小分布的秩， 并且， 在矢量场f下是不变的， 由下

面的算法给出： Δ0 =g， Δi+1 =Δi+[f，Δi] ， Δ* =limi→∞Δi。
对于仿射线性系统， 分布 Δi恰好可以通过 Silverman -Meadows算法给出的

向量Bi（t） 来生成。
如果Δ*是对合的， 则由Frobenius定理可以确定以可控性形式分解系统方程

的变换。 要做到这一点， 就需要求解形式为（ ∂xλ）δj=0 的偏微分方程， 其中
{δj}生成分布Δ*， 参见Isidori（1995）。
LTI系统的几何学

有关本节所用概念和命题的细节， 感兴趣的读者可以参阅 Basile和 Marro
（2002） 以及Wonham （1985） 的文献。

存在一个LTI控制系统
x=Ax+Bu

其输出为

y=Cx
假设矩阵B∈Rn×m的列和矩阵C的行是线性无关的。
与原点位于同一轨道上的一组点称为可达性 （可控性） 子空间。 我们用

（A，B）表示 （A， B） 的可控性子空间。
在没有控制行为的情况下， 当且仅当它是 A的不变集时， 状态空间 的

子空间是轨道的轨迹。 这种性质可扩展到有控制行为存在的情况， 并该控制
适当地沿方便的轨道引导状态时， 使得 （A，B） 受控不变子空间 V的概念可
被定义为

A ⊂ + ， =ImB
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受控不变子空间的对偶是 （A，C） 条件不变子空间 ， 其定义如下：

A（ ∩ ）⊂ ， =KerC

包含在给定子空间 中的所有 （A，B） 控制不变量的集合是一个上半格， 它确
定了一个上确界， 即包含在 中的最大 （A，B） 控制不变量， 该上确界可由 * =
maxV（A，B， ）来定义。类似地， 包含给定子空间D的所有 （A，C） 且包含一个给定
子空间D不变量的集合 S是一个确认了下确界的下半格， 其可由 * =minS （A，
C， ） 来定义。 这些子空间可以通过在有限步骤中的有效算法来确定。

当且仅当它的初始状态属于一个包含在 中的受控不变量时， 一对 （A， B）
的轨迹可以在 上被控制， 因此一对 （A， B） 的轨迹包含在 中。 一般而言，
对于任意属于受控不变量 的初始状态， 不仅可以通过适当的控制动作持续维
持 上的状态， 而且还可以使 在 上留下轨迹并传递给其他包含在 中的控制

不变量。 另一方面， 存在对控制关闭的受控不变量， 也就是不能通过 上的任何

轨迹来激发的量： 这些被称为关于 的自界限。 如果 *∩ ⊂ ， 那么一个包含
在子空间 中的 （A，B） 控制不变量 相对于 而言被认为是自界限的。

自有界控制不变量的对偶是自隐式条件不变量： 如果 ⊂ * + ， 则包含
子空间 的 （A，C） 条件不变量 相对于 是自隐藏的。

然而， 一般来说， 不可能从任何其他点 （特别是从原点） 通过完全属于受
控不变量的轨迹到达它的任何点。 换句话说， 给定一个子空间 ， 从原点出发且
属于 的轨迹称此处认定为 （最大 （A，B） 控制不变量包含在 中）， 子空间 不

可能到达 的任何点， 除了唯一一个它的子空间， 该子空间被称为 上的可达集

合并用 表示。 可以证明， 当 =min （A， ， ）时， = *∩ 。
我们用 * =max （A，B， ）来表示包含在C中的最大 （A，B） 控制不变子空

间， 用J* =maxS（A，C， ）表示包含 的最小 （A，C） 条件不变子空间。
定理A.6 （四映射定理） 我们认为状态变换

ξ=T-1x，并定义T=[T1 T2 T3 T4]
其中ImT1 = *∩ *，Im[T1 T2] = *，Im[T1 T3] = *， 那么

T-1AT=

A11 A12 A13 A14
0 A22 A23 A24
A31 A32 A33 A34
0 0 A43 A

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣44

T-1B=

B1
0
B3

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣0

CT=[0 0 C3 C4]，

其中A23 =A23C3， A43 =A43C3。 此外， 利用一个合适的反馈可以使A31和 A32
归零。

当 （A，C） 不可观测 （可重构） 时， 可以确定模子空间 KerΨA，B，C= 的初

始或最终状态， 其中 表示 中包含的最大 A不变子空间， 称为不可观测子空间
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（不可重构子空间）。 这意味着 | 上的状态投影可以由输出函数来确定。 是

对应输出函数自由度的轨迹。 如果当给出一个任意的短输出段y时可以确定一个
系统的状态x， 那么该动态系统凭借微分器对未知输入状态是完全可观的。

利用微分器求解未知输入状态可观测子空间如下

min （AT，KerBT，ImCT） =max ⊥（A，B，C）
泛函输入可观测子空间为 BTmin （AT，KerBT，ImCT）。 在子空间 *，⊥上的

状态正交投影可以从输出和其导数推导出来， 此外， 这是唯一能够从输出中求解
出状态正交投影的最大子空间。 如果状态是已知的， 那么可以在BT *，⊥上确定

输入的正交投影， 并且不能再求解出一个更大的子空间 （可以通过模 B-1，T *

来确定）。
系统可逆性可以定义为从输出函数重构输入函数的可能性。 假设 B存在最

大秩。 如果在给定的区间[0，t1 ]，t1 ＞0 上定义的任何输出函数 y（t）均属于
ImΦ0A，B，C， 那么系统（A，B，C）， 其中 x（0） =0， 是可逆的 （左可逆的）， 同时存
在一个唯一的输入函数 u（t）， 使得Φ0A，B，Cu（t） =y（t）成立， 即KerT0A，B，C=0。

当且仅当它是完全可重构的未知状态、 未知输入 （零状态， 未知输入） 时，
含有最大秩的B的三元（A，B，C）矩阵是未知状态 （零状态） 可逆的。

存在一个动态系统， 如果该系统连接到系统输出并且初始状态设定为系统状
态 （假设已知） 的一个线性函数， 并提供了对系统状态模 *的轨迹跟踪， 那么
这个系统不一定是稳定的。 对应变换 T=[T1 T2]，ImT1 = *的基本原理中表

述的观测方程可以写成：
η1
η[ ]
2

=
A11 A12
0 A[ ]

22

η1
η[ ]
2
+

B1[ ]0 u+
G1
G[ ]
2
y

其中G可以理解为（A+GC） *⊂ *。 如果根据η（0） =T-1x（0）设置观测
初始状态， 则推断出模为 *的状态估计。

具有微分器的代数重构器提供输出一个模为 *的状态估计 z1， 并且在初始
状态和输入函数均未知的情况下依然可以正常工作， 而动态跟踪设备则提供了一
个模为 *的状态估计z2， 但是需要初始状态是已知的。 模为 *∩ *的状态估

计可以作为两个设备的输出的线性函数而获得， 即 z=Mz1 +Nz2。 该状态重构器
通过观测任意非零时间间隔内的输出， 在输入函数未知且初始状态已知的情况下
提供了关于系统状态的最大信息。

功能可控性 （右可逆性） 可定义为始于零状态的合适输入函数施加于任意
充分平滑 （至少 n次分段可微） 输出函数的可能性。

对于多输入单输出 （MISO） 系统， 可以给出一个正式的定义：
定义A.1 假设C具有最多的列， 如果存在一个整数ρ≥1， 那么系统（A，B，
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C）被称为是功能可控的 （右可逆的）， 这样给定 pth导数分段连续的任意输出函
数y， 并且使得 y（0） =0，…y（ρ） （0） =0， 至少存在一个输入函数 u 使得
Φ0A，B，Cu=y成立。 满足上述表达式的ρ的最小值称为系统的相对程度。

为了定义几何条件下MIMO系统的相对程度， 引入了功能输出可控性的以下
扩展：

定义A.2 （约束功能输出可控性） 如果三元组（A，B，C）的输出可以沿着任
意轨迹驱动， 则子空间Y（h）被认为是相对于 h 导数的功能输出可控性子空间 y
使得 y∈ （h）与 hth导数分段连续。

当存在 （A，B） 控制的不变子空间 时， 这恰好可能使 （h） =C 。 让我们
考虑 中包含的最大 （A，B） 控制不变子空间 =C-1 （h）与 （h） ， 使得输出可以
在C （h）上沿任意轨迹y驱动所有初始状态 x（0）∈ （h）的分段连续 hth导数。

输出yi的多变量相对度ρi被定义为ρi=h （如果存在）， 其中 （h） =C （h） ，
假设 （h） ={y|yk=0，k≠i}。

功能控制器的实现方式与 （左） 逆系统完全相同， 即通过一个状态重构器
完成另一个微分器阶段和一个代数部分。 当且仅当 （A，B，C） 的所有不变零点
都是稳定的时， 其动态部分是渐近稳定的， 然而， 在这种情况下， 对应于所需输
出的输入 u通常不是唯一的。 任何两个允许的输入之间的差值对应于不影响输出
的零状态运动， 从而可以实现功能控制器提供任何一个允许的输入， 例如通过设
置为零输入分量， 对应于属于 *∩ImB的强制动作， 其以合适的基础表示。

左右可逆性可用以下几何定理进行描述：
定理A.7： 三角形 （A、 B、 C） 左可逆， 当且仅当满足 ∩ =0 时， 左可

逆等价于 *∩ * =0。
定理A.8： 假定 ： =KerC， 三角形 （A、 B、 C） 右可逆， 当且仅当 * +

=X时， 右可逆等价于 * + * =X。

A.2 变参数的不变空间

对于线性时不变系统， 状态方程的不变子空间及其对应的全局分解的概念，
是应用几何方法解决一系列相关问题的主要推动力， 参照 Wonham （1985）。 非
线性系统可以通过微分几何的工具进行研究， 其主要作用体现在不变分布的概念
上。 从几何学的角度看， 经典线性控制的效果可以看成一般非线性结果的特例，
具体内容可以参照Isidori（1995）、 Nijmeijer和 Schaft（1991）。 由于计算复杂度
的原因， 这些一般非线性方法的应用受到限制。

为将经典几何学工具用于描述线性时不变系统的检测滤波器， 对于下面的线
性时变系统：

x（t） =A（t）x（t） +B（t）v（t） （A.15）
y（t） =Cx（t） （A.16）
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其中， x（t）∈ ⊂RRn，x0 =x（t0），u（t）∈RRm并且y（t）∈RRp。 当状态空间矩
阵依赖于时变参数时， 线性时变系统的特例是线性变参数系统， 如 A（t） =A（ρ
（t））。 考虑到常数C不会限制一般性， 因为通过适当的状态转移， 就可以得到
想要的形式。

限制对线性子空间的搜索， 作为子空间分布的特殊实例， 那么当且仅当对于
所有的t∈ ， A（ρ（t）） ⊂ 时， RRn的一个子空间 即为系统的不变子空间，
其中， 是定义的一个区间。

上述内容引出了线性变参数系统的以下概念： 当满足式 （A.17） 时， 子空间
称作线性映射A（ρ） （或者简称为不变子空间 ） 的集合的变参数不变子空间。

A（ρ） ⊂ ， ρ∈ ，t∈ （A.17）
同样地， 用 （ρ）表示 ImB（ρ）， 若对于所有的 ρ∈ ， 当满足式 （A.18）

或者存在映射F◦ρ：[0，T]→RRm×n， 并满足式 （A.19） 时， 子空间 称作变参数

（A、 B） 的不变子空间。
A（ρ） ⊂ + （ρ） （A.18）

（A（ρ） +B（ρ）F（ρ）） ⊂ （A.19）
双重定义如下： 假定 （ρ）表示 KerC（ρ）， 若对于所有的 ρ∈ ， 当满足式

（A.20） 或者存在映射G◦ρ：[0，T]→RRn×p并满足式 （A.21） 时， 子空间 称作

变参数 （C、 A） 的不变子空间 （简称为 、 ）。
A（ρ）（ ∩ （ρ））⊂ （A.20）

（A（ρ） +G（ρ）C（ρ）） ⊂ （A.21）
这些定义同样适用于 qLPV系统。
让我们用 |A（ρ） 来表示包含在一个常数子空间 中的最大A不变子空间。

对于LPV情况 （具有常数B矩阵）， 可以得到可控性子空间的以下定义： 如果存
在常数矩阵K和参数变化矩阵F：[0，T]→RRm×n， 则子空间 被称为参数可变可

控性子空间， 如
=〈 +B |ImBK〉 （A.22）

其中， +B 表示系统A（ρ） +BF（ρ）。
与经典情况一样， 可以看出， 包含在给定子空间 K中的可控性子空间的子

集在子空间加法下是封闭的。 因此这个子集有一个最大元素 *。 参数变化可控
性子空间的双重概念如下： 如果存在一个常数矩阵 H和一个参数变化矩阵 G：
→Rn×p， 那么子空间 被称为与LPV系统相关的不可观测子空间。

=＜KerHC|A（ρ） +G（ρ）C＞ （A.23）
与包含给定子空间 的LPV系统相关的不可观察子空间的子集在子空间交集

处是关闭的。 这个子集有一个最小元素， 表示为 *。
从实际的角度来看， 通过有限数量的条件来表征与 LPV系统相关的这些子

空间是一个重要的问题。 为了计算这些子空间， 推导出了一系列有效的算法， 详
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见Balas等 （2003 年）。
如果满足某些条件， 例如， 如果参数函数是微分代数独立的， 则上面定义的

参数不变子空间分别与相应的不变分布或代码分布一致。 然而， 为了给出状态反
馈和观测器滤波器设计问题的解决方案的充分条件， 对状态方程进行一些分解就
足够了。 这些不变空间的参数变化版本是定义所需分解的合适对象， 因此它们可
以在干扰解耦、 未知输入观测器设计、 故障检测 （FPRG） 等基本问题的解决中
发挥同样的作用， 如它们在时间不变的环境一样。

计算算法

设Δ是一个开集 U上的分布。 我们感兴趣的是找到在给定矢量场（τ1，…，

τq）下不变的最小分布， 并且用符号＜τ1，…，τq|Δ＞表示。 给定一个分布 Δ和矢
量场的一组τ1，…，τq， 那么我们就定义了非递减分布的序列：

Δ0 =Δ， Δk =Δk-1 +∑
q

i=1
[τi，Δk-1] （A.24）

也就是说， 对于所有的k都有Δk⊂＜τ1，…，τk|Δ＞。 如果存在整数 k*使得
Δk* =Δk*+1， 则Δk* =〈τ1，…，τk|Δ〉。

设Ω是在开放集合U上定义的公共分布， 并且我们感兴趣的是找到在给定
矢量字段（τ1，…，τq）下不变的最小相互分布， 并且用符号 ＜τ1，…，τq|Ω＞表示。
给定一个相互分布 Ω和矢量场的一组 τ1，…，τq， 那么我们就定义了对偶情
况， 即：

Ω0 =Ω， Ωk =Ωk-1 +∑
q

i=1
LτiΩk-1 （A.25）

那么对于所有的k， 有Ωk⊂＜τ1，…，τk|Ω＞与Ωk* =＜τ1，…，τk|Ω＞， 并存
在整数k*使得Ωk* =Ωk*+1。

在LTI系统的特殊情况下， 算法 （A.24） 以可知的系统可控子空间结束：
Δn-1（x） =Im[BAB…An-1B]，x∈RRn

考虑到对偶情况， 令Ω0为 C的行向量 c1， …， cp所跨越的公共分布。 算法
（A.25） 以如下子空间结束：

Ωn-1（x） =Im（CT AT CT…（AT） n-1CT）
由对偶性， Ω⊥

n-1（x）是在矢量场fA下的最大分布不变量， 并包含于分布 Ω⊥
0

（x）中。 而且， 在每个x∈RRn， 有：

Ω⊥
0 （x）KerC， Ω⊥

n-1（x） =Ker

C
CA
…

CAn-

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣1
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对于由τi（x） =Aix，i=0，1，…，m表示的仿射LPV系统而言， 我们可以得到

Δk =Δk-1 +∑
m

i=0
AiΔk-1

并服从于

Δn-1 =∑
n-1

l=0
∑

ji∈{0，…，m}，i=1，…，l
Aj1…AjlΔ

其中， 这个算法以一个常数分布Δ初始化。
从常数公共分布Ω0 =ImC=ImCT开始， 就有了

Ωk =Ωk-1 +∑
m

i=0
Ωk-1Ai

让p1（x），…，pd （x）作为在开集 U上定义的一组光滑的向量场。 设置 P=
span{p1，…，pd}， 并考虑如下定义的非递减分布序列：

S0 =P
—
，Sk =S

—

k-1 +∑
m

i=0
[gi，S

—

k-1 ∩ {Kerdh}]

其中S
—
表示 S的对合关闭。

假设存在整数k*， 使得 Sk*+1 =S
—

k*， 并且设置∑P
* =S

—

k*。 那么∑P
*就是包

含P的最小条件不变和对合分布。 这个算法被称为条件不变分布算法。
通过设置

g0（x） =Ax，g1（x） =B，h（x） =Cx
我们有

[g0，S
—

k-1∩KerC]（x） =A（Sk-1∩KerC）
因此， 对于LTI系统， 我们得到可知的 （C， A） 不变子空间算法：

S0 = ，Sk=Sk-1 +A（Sk-1∩KerC）
对于仿射LPV系统而言， 如 gi（x） =Aix， 它遵循：

S0 = ，Sk =Sk-1 +∑
m

i=0
Ai（Sk-1 ∩KerC）

对于一个带有常数矩阵C与常数分布 的线性时变系统来说， 运用增广状态
空间ξ=[t，x]T， 我们得到如下方法：

S0（ξ） = ，Sk（ξ） =Sk-1（ξ） +
∂
∂t
-A（π（t( )）） （Sk-1（ξ）∩KerC）

这一对偶是通过公共分布式 （A.26） 定义的不变分布算法。

Ω0 =spandh，Ωk =Ωk-1 +∑
m

i=0
Lgi（Ωk-1 ∩ G⊥） （A.26）

假设存在一个整数k*， 使得 Ωk*+1 =Ωk*。 那么对于所有 k＞k*， 有 Ωk=
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Ωk*， 如果Ωk*∩G⊥与Ω⊥
k*是平滑的， 那么Ω⊥

k*是 dh的核中包含的最大受控不变
式平滑分布。

考虑到LTI系统， 下面的算法为 ImCT上最小的 （BT， AT） 不变子空间，
所以它的对偶是C的核中最大的 （A， B）不变子空间。

Ω0 =ImC=ImCt，Ωk=Ωk-1 +（Ωk-1∩KerBT）A
受控不变分布算法 （A.26） 的时间依赖形式 （在增广状态空间中） 的推

导为

Ωk+1（ξ） =span{dh} +（Ωk∩ ⊥）A（ρ）

并存在k*使得Ωk* +1 =Ωk*。 那么 Ω⊥
k*将是 Ker{dh} 中的最大可控不变

分布， 其中包含G=span{g1，…，gm}。
考虑到每一步中的常数公共分布， 我们得到

Ωk+1 =span{dh} +∑
N

i=0
（Ωk∩ ⊥）Ai

让Θ为一个确定的公共分布， 并定义公共分布的非减序列为

Q0 =Θ∩spandh，Qk+1 =Θ (∩ ∑
m

i=0
LgiQk+spand )h （A.27）

假设这个序列的所有公共分布都是非奇异的， 即存在一个整数 k*≤n -1，
使得对于所有k＞k*， 有Qk=Qk*。 设置集合Ω* =Qk*， 并且使用符号Ω* =
o.c.a.（Θ）， 其中o.c.a.代表可观察性公共分布算法。 那么

Q0 =Q* ∩span{dh}，Qk+1 =Q* (∩ ∑
m

i=0
LgiQk+spand )h

如果， 由可观察性分配算法产生的所有公共分布都是非奇异的， 因此
o.c.a.（Ω*） =Ω*， 并且如果Θ是条件不变的， 那么公共分布Ω*也是如此。

如果满足下列关系， Ω被认为是一个有可观性的公共分布：
LgiΩ⊂Ω+spandh，i=0，1，…，m，o.c.a.（Ω） =Ω

如果零化子Ω=Δ⊥是有可观测性的公共分布， 则分布 Δ称为不可观测性分
布。 如果算法 （A.27） 在 （∑P

*）⊥被初始化， 那么o.c.a.（ （∑P
*）⊥） 是包含

在 ⊥中的具有可观性的公共分布。 而且， 这是拥有这种属性的最大公共分布。
让我们考虑下面这个非线性系统

x=A0x+∑
m

i=1
uiAix+l（x）m+∑

d

i=1
pi（x）ωi，y=Cx

并假定 =span{p1，…，pd}独立于x。 那么可观察性公共分布算法将被写成：

Q0 =Θ∩ImC，Qk+1 =Θ (∩ ∑
m

i=0
QkAi+Im )C （A.28）
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A.3 可辨识性

可辨识性是模型参数辨识的基本前提， 它关注的是理想状态的无噪声测量和
无差模型结构的情况下， 根据输入输出数据而决定的模型参数的唯一性。 可辨识
性分析需要求解高度非线性代数方程组， 其主要分析工具是差分代数。 关于可辨
识性的详细情况， 可参阅Ljung和Glad （1994）、 Saccomani（2003） 等人发表的
论文及其中参考文献。

从实用性的角度看， 我们可以证明可辨识性的必要条件是系统最小实现客观
可控。 对于系统可控性的重要作用， 可参阅 Saccomani（2003） 等。

定义y=Φx0（u，p）为由向量参数p决定的非线性输入仿射系统的输入输出映
射， 如下式所示：

x=f（x，p） +g（x，p）u
y=h（u，x，p）

（A.29）

对于所有的初始状态 x（0） =x0， 如果存在至少一个输入 u， 使得方程 Φx0

（u，p） =Φx0（u，p
*）存在唯一解， 则参数 p*对于输入输出数据是优先全局可辨

识的。 当唯一性只存在于p*的一个邻域时， 称为局部可辨识， 这是一个相对弱
一些的概念。

方程组的解， 即映射Φ， 通常是不可获取的。 然而， 在一些情况下， 一个
输入输出的隐式映射， 即 Ψ（y，u，p） =0， 可以由系统方程组决定。 为了检测上
文中LPV系统的可辨识性， 在下文中， 将逐步展示可辨识性测试的主要步骤。

考虑一个如式 （A.30） 所示的线性时变系统
x=A（t）x+B（t）u
y=C（t）x

（A.30）

定义 y：=[y…yn-1]T， 则有式 （A.31）：

y=Ω（t）x+Γ（t）U （A.31）
其中， ΩT（t） =[CT

0 （t）…CT
n-1（T）]， 且

C0（t）：=C（t）

Ci+1（t）：=Ci（t）A（t） +
d
dtCi（t）

（A.32）

定义γk的行向量：
γk+1
0 =γk

0 +Ck

γk+1
j =γk

j+γk
j-1，j=k，…，1

γk
j=0，j≥k

（A.33）

则Γ（t）为行向量γk，k=0，…，n -1。 同时， 表示成 U（t） =B（t） u， 并且U： =
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[U…Un-1]T。
如果系统 （A.30） 在区间 上有解， 并且t是区间 上任一固定元素， 则当

且仅当 Ω（t）的秩等于 n， 即式 （A.31） 对于状态 x有解时， （A.30） 在任一
的 区间上是完全可观测的。 由此可得：

y（n） -Cn（p）Ω#（p）y=（γn（p） -Cn（p）Ω#（p）Γ（p））U（p） （A.34）
其中， Ω#（p）是Ω（p）的广义逆， 这个方程给出了在如式 （A.35） 所示初始状态
下的隐式映射Ψ（y，u，p） =0。

y（0） =Ω（0）x（0） +Γ（0）U（0） （A.35）
方程 （A.34） 和方程 （A.35） 通常对于参数 p具有高度非线性， 然而， 它

可以通过含有新参数的方程∏：=[π1（p，x0）]进行二次参数化。 新参数可用如下
线性方程的形式表示：

Ψ1（u，y） +∏（p，x0）Ψ2（u，y） =0 （A.36）
如果映射（p，x0）→∏（p，x0）是单射， 即可以解出唯一的（p，x0）， 则系统是可

辨识的。
在Ljung和Glad看来， 式 （A.36） 中的映射∏是恒等映射。 在包含机械问

题的辨识过程中， 依赖于状态矩阵的参数通常是非线性的， 所以这种简单的映射
一般是不可能实现的。

若式 （A.36） 的输入输出对是可以解出来的， 即 Ψ2（u，y）是满秩的， 则称
为 “持续激励” （参阅 Stoica， 1989）。 如果初始状态x0 已知， 且映射∏（p）需是
单射时系统才可辨识。 对于离散时间系统的可辨识性， 一些学者研究了已在式
（A.34） 中给出离散变量的系统， 详情请参阅 Bamieh 和 Giarre（2000， 2002）；
Bokor和Keviczky（1987） 对于连续时间系统的分析案例， 以及Kowalczuk 和Ko-
zlowski（2000）； Soderstrom （1997） 等。

A.4 采样时间的作用

寻找未知参数通常需要求解微分方程， 并通过迭代的方法进行最优化求解，
有关概述请参阅Polak （1997）。 尽管我们将系统嵌入到一个线性变参数系统的
类当中， 但通常来讲， 我们不能在求解过程中直接利用线性结构代替微分方程求
解器。 我们需要对系统进行离散化处理， 并利用数值算法求解微分方程， 有时还
可能需要用到变步长的隐式方程。

此外， 由于ρ（t）、 u（t）和y（t）只在采样时间决定的离散时间系列中是可以
解的， 初始的线性变参数系统主要是嵌入到能控制一系列常数集的线性变参数系
统。 为了确保这类线性变参数系统能够表示原始系统， 需要对采样时间τ施加一
定的条件， 即采样时间必须足够小。 此处的 “足够” 的含义， 很大程度上依赖
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于在辨识过程中需要求解的微分方程。
从文献中可知， 对于这类针对刚性方程组的微分方程 采样时间需要非常小，

因此该条件基本无法满足。 这类系统的数值方法很复杂， 且通常采用变步长的方
法， 具体可参阅Hairer和Wanner（1996）。 由于以上提出的问题使得在参数辨识
的过程中有许多难点， 即对于刚性微分方程组， 在一个给定的切实可行的采样时
间的情况下， 产生的误差可能导致求解失败。

在最优控制时也存在相同的问题。 一个能够使给定系统保持全局稳定性的反
馈率， 在状态量化过程中， 通常无法保证闭环系统的全局渐进稳定， 详情请参阅
Liberzon （2003）。 至于量化过程对线性时不变系统观测器设计的影响， 请参阅
Sur和Paden （1998）。

案例： 四分之一车辆， 簧上质量估计
本例将通过四分之一车辆模型来辨识车辆的簧上质量。 通过对输入输出数据

的初步观察， 对该参数的辨识并没有太多困难。 但是从实现层面来看， 由于系统
固有的非线性， 这个问题将变得非常困难。

非线性模型的状态空间表示式如下：

x1
x2
x3
x

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
4

=

0 0 1 0
0 0 0 1

-
kls
ms

kls
ms

bls
ms

bls
ms

kls
mu

-
kls
mu
-
kt
mu

bls
mu

bls
m

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣u

x1
x2
x3
x

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣4

+

0 0 0
0 0 0
knls
ms

-
bsyms

ms

bnls
ms

-
knls
ms

bsyms

ms
-
bnls
m

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣s

ρ3k
|ρb|

|ρb|sgn（ρb㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣）

+

0
0
0
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m

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣u

ω

其输出量为

y1 =x2 -x1，y2 =x4 -x3
它们也可以当成调度参数， 即ρb=y2， ρk=y1。 用列向量φ（ρk，ρb）表示：

φ（ρk，ρb） =[ρ3k |ρb| |ρb㊣ |sgn（ρb）]T

若将φ（ρk，ρb）看成一个虚拟的输入， 且μ=mu /ms， 线性变参数系统的状态
空间表达式可以写成如下形式：

x=

0 0 1 0
0 0 0 1
-μπ1 μπ1 -μπ2 μπ2
π1 -π1 -πt π2 -π

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣2

x+

0 0 0
0 0 0

μπ3 -μπ4 μπ5
-π3 π4 -π

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣5

φ（ρk，ρb） +

0
0
0
π

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣
㊣t

ω

其中， π：=[π1 π2 π3 π4 π5] =
kls
mu
 

bls
mu
 

knls
mu
 

bsyms

mu
 

bnls
m[ ]

u
，πt=

kt
mu

，
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均为已知参数。 由于ms的值可能发生变化， 所以将参数μ当成未知参数。
定义下式：

Λ（y） =π1y1 +π2y2 +[π3 -π4π5]φ（y）
则通过可辨识性分析得到以下对应于式 （A.34） 的输入输出映射关系式：

y（3）2 +（1 +μ）Λ（2） （y） +πty（2）2 +μπtΛ（y） -πtω（2） =0
通过对方程 （A.36） 的连续推导可以得到下式：

Ψ1（u，y） =

y（3）2
y（3）2
y（3）

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣2

，∏=
πt

μπt

1 +

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣μ

，

Ψ2（u，y） =

y（2）2 -ω（2） Λ（y） Λ（2） （y）

y（3）2 -ω（3） Λ（y） Λ（3） （y）

y（4）2 -ω（4） Λ（2） （y） Λ（4） （y

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣）

接下来， 如果 Λ（y）不等于零， 并且输入为持续激励， 则参数 μ是可辨识
的。 不难看出， 即使πt是未知的， 它也是可辨识的。 由于真实系统的实际原因，
Λ（y） =0 不能长久持续， 我们可以得出结论， 参数μ在理论上是可辨识的。

后注： 如果考虑μ=0 组成的扩展系统， 通过研究扩展系统的可观测性， 也
可以得到相同的结果。

我们在仿真模拟中使用的模型可以用下式中的参数描述：
π=（398.30 20.33 3.38 -1.69 0.16），

μ0 =0.2034，πt=322.03
假设μ的值在其名义值μ0 附近的（ -0.15μ0，0.1μ0）区间内变化， 其真值为

μ=（1 +α）μ0， 其中α=0.05。
在仿真实验中， 我们设置了 3 种采样时间 τs， 分别为 0.01、 0.001、

0.0001。 仿真过程中， 用 MATLAB中的非线性最小二乘算法进行优化， 用 lsim
程序求解微分方程组。 使用 LMI（线性矩阵不等式） 技术时， 计算出来的观测
器增益K必须是观测器对于所有可能的系统参数都保持稳定。 计算出来的增
益为

KT=
3.6 -0.9 2.1 1116.6
326.0 1121.7 214.9( )226.7

在第一种情况下， 假设初始条件是已知的。 参数估计是基于最初的系统结
构， 然后基于不同采样时间对应的观测器系统结构进行。 计算出来的 α值见表
A.1。 在这种情况下， 可以发现基于原始系统的识别结果似乎略优于当观测器需要
被辨识时的结果。 然而， 这些差异并不显著， 并且可以用数值原理来解释。



附  录 ●●●●●

211  

表A.1 已知 x0 时， α的计算结果

τs 0.01 0.001 0.0001

α， K=0 0.049 0.0501 0.0501

α， K -0.15 0.0434 0.0545

观测器不能用于最小采样时间时的参数辨识。 图 A.1 展示了 α的标称值为
0.05 时的仿真误差， 图A.1a为原始系统， 图 A.1o为带观测器的系统。 从图中
可以看出系统失稳， 证实了优化算法在这种情况下失效。

图A.1 原始系统 （a） 和带观测器的系统 （o） 的仿真误差

在第二种情况下， 假设初始状态未知， 并且设置了一个观测器用于参数辨
识， 在仿真过程中：

x0 =（ -0.0024 -0.0026 -0.0200 0.0408）
x0 按上式设置， 在辨识过程中， 使用x0 =0。 α的计算值见表A.2。

表A.2 x0 未知时， α的计算结果

τs 0.01 0.001 0.0001

α， K=0 0.0254 0.0260 0.0260

α， K -0.15 0.0478 0.0474

可以看出， 基于原始系统的辨识方案结果并不太理想， 即计算出来的 α值
离标称值 0.05 较远。 然而带观测器的辨识方案表现良好， 得到了与真值几乎一
样的结果。 通过将图A.2a展示的原始系统对于α标称值的仿真误差与带观测器
的系统仿真误差 （图A.2o） 相比较， 可以看出其误差的幅值有所增加。

A.5 线性变参数系统的自适应观测器

本节中研究的系统类型如下式所示：
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图A.2 原始系统 （a） 和带观测器的系统 （o） 的仿真误差

x=A（ρ（t））x+Bu（ρ（t））u+Bp（φ（ρ（t），y））p （A.37）
y=Cx （A.38）

式中， p是一个参数向量； ρ（t）是一个已知的时变调节参数向量， 其主要取决于
输出测量值， 即ρ（t） =ρ（y）； φ（ρ（t），y）也是已知的、 非线性的以及相关参数的
函数。 我们的研究目标为： 根据式 （A.38） 得到的输入输出映射测量值计算未
知的参数p， 换言之， 就是解决灰箱参数辨识问题。

Zhang和Alleyne（2002） 中提出通过以下全局指数级收敛自适应观测器对
参数p进行估计：

x=A（t）x+Bu（t）u+Bpφ（t）p+（K（t） +Ω（t）G（t））（y-Cx） （A.39）
Ω（t） =（A（t） -K（t）C）Ω（t） +Bpφ（t） （A.40）

其中， p=G（t）（y-Cx），G（t） =Γ（t）ΩT（t）CT∑（t）。 这里， 需要确定增益矩
阵K（t）， 以保证A（t） -K（t）C指数级稳定， 同时假设持续性条件成立， 即存在
正常数α、 β、 T和有界正定矩阵I， 对所有的t满足下式：

αI≤∫t+Tt
ΩT（τ）CT∑（τ）CΩ（τ）dτ≤ βI （A.41）

其中， 通常选定Γ（t） 为正的对角矩阵。
然而， 目前还没有最优设计的结果， 算法需要通过实验来进行调整。 在面向

参数辨识的应用程序中， 我们发现很难对算法进行适当的调整， 即寻找合适的∑
（t）和Γ（t）以达到可接受的性能。

收敛

在应用中， 我们经常考虑下式所示形式的系统：
x=A（t）x+Bu（t）u+Bpφ（y）p （A.42）
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y=Cx （A.43）
其中， p是一个参数向量， φ（y）为已知的与非线性的， 假设存在一个对称的

正定矩阵P、 增益矩阵K（t）、 矩阵M和μ＞0， 并满足：
PAo（t） +AT

o（t）P≤-μI，PBp=CTM （A.44）
其中， PAo（t） =A（t） -K（t）C不变， 并且信号 φ是持续激励， 则自适应观

测器可定义如下：
x=A（t）x+Bu（t）u+Bpφ（t）p+K（t）（y-Cx） （A.45）

p=-φT（t）P（y-Cx） （A.46）

接下来， 我们突出该方案的全局收敛证明的主要观点。 定义e=x-x和ep=
p-p。 则系统误差为

e=Ao（t）e+Bpφ（t）ep，ep=-φT（t）MTCe （A.47）
考虑以下李亚普洛夫方程：

V（e，ep） =eTPe+eTpep （A.48）
从而得到下式：

V（e，ep） =eT（PAo（t） +AT
o（t）P）e≤μeTe （A.49）

这意味着‖e‖和‖ep‖都是有界的， 所以‖e‖也有界。 从Barbalat引理可以
得到 lim

t→∞
‖e‖=0。 而且， 由于φ是持续激励的， 则同样可以得到 lim

t→∞
‖ep‖=0。

在实际应用中， 测量值受噪声和有界干扰的影响， 即y
—
=y+ω， 其中，

‖ω‖＜cω。 定义 φ
—
（t） =φ（y

—
） =φ（t） +Δφ， 则误差表达式为

e=Ao（t）e+Bpφ
—
（t）ep+ζ（t） （A.50）

ep=-φ
—

T（t）MTCe-ΔT
φM

Tω （A.51）
其中， ζ（t） =K（t）ω+BpΔφp。 假设 φ具有的 Lipschitz性质是合理的， 即

‖Δφ‖≤c‖ω‖。 继而可以得到：

V（e，ep） =-μeTe+eTPζ-ωTMΔφep （A.52）

即， 存在合适的正数μ1、 μ2、 μ3， 如果满足μ≥μ1 +
λmax（P）

μ2
，

则：
V（e，ep）≤-μ1‖e‖2 +μ2‖ζ‖2 +μ3‖ζ‖‖ep‖ （A.53）

应用激励引理延长持续性 （参阅 Marino和 Santosuosso， 1999）， 可以看出，

当ζ=0 时， 如果φ（y
—
）满足式 （A.41） 的持续激励条件， 误差系统就是输入到

状态稳定的， 且原点是全局指数级稳定的平衡点。
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A.6 几何法设计qLPVFDI

首先考虑线性变参数系统的m输入量和p输出量的层级， 可被描述为
x（t） =A（ρ（t））x（t） +B（ρ（t））v（t） （A.54）

y（t） =Cx（t） （A.55）
其中

A（ρ（t）） =A0 +ρ1（t）A1 +…+ρN（t）AN （A.56）
B（ρ（t）） =B0 +ρ1（t）B1 +…+ρN（t）BN （A.57）

并且状态空间的维度应当是 n。

假设每个参数ρi在已知极值 ρi（t）∈[ρi，ρ
—

i]的范围内取值， 并且参数集包
含所有的（ρ1（t），…，ρN（t））， 其中t∈[0，T]将用 P来表示。 为了计数方便， 矩
阵的时间从属关系将尽可能地省略（A（ρ）：=A（ρ（t）））。

qLPV系统的逆

不难发现， 如果参数函数 （持续性） 满足一些技术要求的话， 那么ZxZ* =

V*， 其中V*是包含在C的核中的最大范围 （ A， B） 的不变子空间。 可逆性状
态归纳为

dimImB=m，V*∩ImB=0 （A.58）
对其进行观察， 如果这些条件满足， 总能够选取出该形式的坐标变换 z=

Tx， 其中T=
V*⊥[ ]Λ

， Λ⊂ （ImB）⊥。 相应的， 系统将被分解为

ξ=A11（t）ξ+A12（t）η+Bv （A.59）
η=A21（t）ξ+A22（t）η （A.60）

y=C1ξ （A.61）
由此应用适当的反馈

v=F2（ρ（t））η+υ （A.62）
例如V*在 （ + F， ） 中是不变的， 可以获得系统：

ξ=A11（t）ξ+Bυ （A.63）

y=C1ξ （A.64）

根据V*的最大值可以得出ξ和υ都能通过函数y和它的衍生形式表达。

当 y=Sξ， 其中

y=[y1，…，y（γ1）1 ，…，yp，…，y（γp）
p ]T

其中
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v=B-1S -1（y-SS -1y-S A
—

11S -1y），
也就是说

η=A22η+A21ξ

v=F2η+B-1S -1（y-（SS -1 +S A
—

11S -1）y）。
详细说明参考 Szabóetal.（2003）。

qLPV系统检测滤波器设计

让我们考虑以下的LPV系统：
x（t） =A（ρ）x（t） +B（ρ）u（t） +L1（ρ）m1（t） +L2（ρ）m2（t）

y（t） =Cx（t） （A.65）
设计一个对 L1 方向的故障敏感而对 L2 方向的故障不敏感的残差产生器被称

作残留物产生的基本问题 （FPRG）。 更准确地说， 我们要首先设计一个残差产
生器， 让我们用r1 表示其输出， 例如， 如果 v1≠0， 那么 r1≠0， 并且如果 v1 =
0， 那么limt→∞‖r1（t）‖=0， 也就是说， 残差产生器要求一种稳定状态。

当且仅当 *∩ 1 =0 时， 残差产生器有解。 此外， 如果有解， 残差产生器
的动力学可以被任意分配。

对于在等式 （A.65） 中给出的LPV系统， 我们可以设计出一个 （不一定需
要稳定的） 残差产生器， 形式如下

w（t） =N（ρ）w（t） -G（ρ）y（t） +F（ρ）u（t） （A.66）
r（t） =Mw（t） -Hy（t） （A.67）

对于一个包含 2 的最小不可观察性子空间 * （与 LPV系统相关）， 当 i=

∑N

j=0
ImLi，j，i=1，2 时， 有 *∩ 1 =0。

我们可以计算出一个可接受的 G（ρ）如下： 让我们分别根据映射 P： →
| *与P⊥， 来拆分 A（ρ）和 C， 接下来， 让 A12 （ρ）： =PA（ρ）P⊥和 C12： =

CP⊥。 那么我们有

G（ρ） =
-A12（ρ）C（ -1）

12[ ]0
其中， C（ -1）

12 是一个伪逆矩阵。
为了让 *∩ 1 =0 变为充要条件， 包含 2 的子空间 *必须是最小不可观

共分布。 如果参数函数ρ的组成部分是微分代数独立的， 那么此性质成立。

稳定性的问题

回顾上文， 如果存在一个矩阵P=PT＞0， 那么仿射的LPV系统将是二次型
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稳定的， 例如
A（ρ）TP+PA（ρ） ＜0 （A.68）

对于ρ∈ 内的所有的参数成立。
系统二次型稳定的充要条件为： 等式 （A.68） 的条件适用于状态空间内的

所有角点。 也就是说， 为了获得一个LMI的有限系统， 需通过适当的正定矩阵P
来满足A（ρ）。

为了获得一个二次型稳定的残差产生器， 当确定
N（ρ） =（A（ρ） +G（ρ）C）| / *与G（ρ） =G0 +ρ1G1 +…ρNGN后， 我们可以

在等式 （A.66） 中设置Nstable（ρ） =N（ρ） +G（ρ）M， 如等式 （2.91） 的 LMI系
统一样， 也就是说，

（N（ρ） +G（ρ）M）TP+P（N（ρ） +G（ρ）M） ＜0
适用于相配的G（ρ）和P=PT≥0。 通过引入辅助变量 K（ρ） =G（ρ）P， 必须

要解决接下来的LMI设置中的参数空间的角点问题：
N（ρ）TP+PN（ρ） +MTK（ρ）T+K（ρ）M＜0

在特殊情况下我们可以发现 KerC⊂ *。 由于等式 G（ρ）CU=UT-A（ρ）U
对于任意的T有解， 那么我们可以选择G（ρ）， 这样， 矩阵N（ρ）就变为了常数。
矩阵T是一个包含所需极点信息的设计参数。

鲁棒性问题

基于模型设计的基本问题在于模型不能完全表现实际的事物， 因此有效的故
障检测应对方法会有很多的不确定性。 当设计方法通常依赖高非线性方法解决不
确定性的问题的时候， 这个问题会被加重。

为了在面对干扰和不确定性时实现鲁棒性， 提出了基于优化的FDI方案， 其
中恰当选取的性能指标被用来增加对故障与干扰的敏感度。 要想尝试增强针对扰
动和模型不确定性检测滤波器的方法， 可借由线性内容中提到的特征结构配置法
实现， 也就是说， 对于等价空间法 （Patton 和 Chen 1996） 或基于观测器法
（Douglas和 Speyer1996； Chen 和 Speyer2002）， 并不适用于一般的非线性设置。
在LPV设置中， 鲁棒性问题在特定的情况下可使用 H∞理论处理， 参考 Ganguli
（2002）、 Grenaille等 （2008）。

应用一个基于设计的转置， 如果额外的输出可得， 那么， 被原系统消除的未
知输入就可以观测了 （也就是通过代数关系A（x）v=B（x）消去的输入量）， 并且
可以建造一个观测器以及得到一个逆 （未减小）。 在这种情况下输出的导数仍是
需要的， 但零动态的稳定性不起任何作用。 这类鲁棒性问题可由 Edelmayer
（2004， 2009） 处理。

如果满足设计指标， 则可以用 LPV/FPRG方法来实现针对参数变量和噪声
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的鲁棒性的故障检测滤波器， 参考 Szászi等人 （2005）。
通常FDI滤波器的设计与反馈控制器的设计分开考虑。 如果没有模型不确定

性， 最优化整合设计等同于控制器和检测滤波器的分别最优设计。 如果存在不确
定性， 整合设计方法更加适合性能和鲁棒性的权衡。 对于解决线性问题， 请分别
参考 Stoustrup 和 Grimble（1996 ）， Stoustrup 和 Niemann （ 2002 ） 以及 Weng
（2008） 等LPV情况。

附录B LPV系统的鲁棒性控制

B.1 结构不确定性

当设备受到多重扰动时， 结构不确定性会增加。 当设备包含一系列不确定参
数或者设备包含多重非结构化不确定性时， 多重扰动会发生。 在实际设计中， 许
多实际设备都为包含参数化不确定性的系统。 在这个例子中实数参数化和复数不
确定性应当被区分， 如图 B.1 所示。 混合的实数和复数包含三种模块： 重复的
实数标量、 重复的复数标量以及完整模块。 Sr代表重复实数标量模块的数量， Sc

代表重复复数标量模块的数量， 并且 F代表完整模块的数量。 它们满足以下等

式：∑ Sr
i=1

ki+∑ Sc
j=1

rj+∑F

k=1
mk=n。第i个重复的实数标量模块为ki×ki， 第

j个重复的复数模块为 rj×rj， 第 k个完整模块为 mk×mk。 不确定性的容许集
Δ⊂Cn×n被定义为

={diag（Φ1Ik1，…，ΦSrIKSr
，δ1Ir1，…，δSCIrSC，Δ1，…，ΔF）：Φi∈R，δj∈C，δk∈Cmk×mk}

（B.1）
定义B.1 （μ的定义） 对于矩阵M∈Cn×n， 函数μΔ被定义为

μ（M）：= 1

min{σ
—
（Δ）：Δ∈ ，det（I-MΔ） =0}

（B.2）

除非没有Δ∈ 使 I-MΔ为奇异； 在 μ （M） =0 的情况下， 请参考 Doyle
（1985）。

因此 1/μ（M）是最小扰动量Δ的 “尺度”， 使 det（I-MΔ） =0， 可通过其最
大奇值进行测量。 基于对μ的定义， 设定 μ的下界和上界如下：

ρ（M）≤μ（M）≤σ
—
（M） （B.3）

然而， 这些边界条件对于控制系统设计来说还是不够的， 因为 ρ和σ
—
的间隙

可以是任意大的值。 在不影响μ（M）的情况下， 通过基于 M的转换过程来精确

化， 但是这种方法会影响ρ和σ
—
。 为此， 我们定义以下三个子项：
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图B.1 包含参数化和非结构化不确定因素的反馈构型

Q={Δ∈Δ：Φi∈[ -1，1]，|δi|=1，ΔiΔ*
i =Imi} （B.4）

D=
diag[D1，…，Dsr，D1，…，Dsc，d1Im1，…，dF-1ImF-1，ImF]：

Di∈Cki×ki，Di=D*
i ＞0，Di∈Cri×ri，DiD*

i ＞0，dj∈R，dj
{ }＞0

（B.5）

G={diag[G1，…，Gsr，0，…，0，0]：Gi=G*
i∈Cki×ki} （B.6）

然而， 下边界可能会有多重局部最大值， 而非全局值的情况出现。 因此局部
搜索无法保证获得μ。 上边界可以被重构为一个凸优化问题， 因此全局最小值可
以被找到， 但是上边界不总等于μ：

μΔ（M）≤inf
D∈D

σ
—
（DMD-1） （B.7）

对于混合的μ， 可以通过在以下方法中利用实参数相位信息来得到更好的
上界。

定理B.1 设M∈Cn×n且Δ∈Δ。 那么
μΔ（M）≤ inf

D∈DD，G∈GG
min
β
diag[β：M*DM+j（GM-M*G） -β2D≤0] （B.8）

请参考Fan （1991）； Young和Doyle（1996）。
缩放比例G允许我们发掘实参数的相位信息来获得更佳的上界。 使用不同

策略 （D-G-K方案） 而得的上界特征在下文中给出结果。
定理B.2 设 β＞0， 存在D∈DD且G∈GG， 即

M*DM+j（GM-M*G） -β2D≤0
当且仅当D1∈DD与G1∈GG时， 有

σ
D1MD-11

β
-jG( )1 （I+G21） -

1
2≤[ ]1 （B.9）

参考Zhou等 （1996）。

定理B.3 （鲁棒稳定性） 当‖Δ‖∞ ＜
1
β

（β＞0）， 当且仅当
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sup
ω∈

μ （M（jω））≤β （B.10）

时， 循环具有良适应性对于所有的Δ（.）∈ 内部稳定

因此， 频率响应的峰值决定了扰动的大小。 从而， 此循环为鲁棒性稳定。 参
考Zhou等 （1996）。

通过将不确定模块添加到系统中， 可以将鲁棒性能问题转换为等效的鲁棒稳
定性问题。 这个块将性能输出与干扰输入连接起来， 如图 B.2 所示。 当且仅当
图B.2 中的系统稳定时， 图 B.1 的系统满足性能鲁棒性目标。 系统对于以下种
类的扰动是稳定的： Δp（s） =diag[Δ（s），Δo（s）]以致‖Δp（s）‖∞≤1。

图B.2 结构不确定性合并性能模块

定理 B.4 （鲁棒性能， 参考 Zhou （1996）） 对于所有 Δ（s）∈MM （Δ）都有

‖Δ‖∞ ＜
1
β且 β＞1， 当且仅当

sup
ω∈

μP（MP（jω））≤β （B.11）

时， 这个循环是良性的且内部稳定， 并且‖Fu（GP，Δ）‖∞ ＜β。
假设我们有一个稳定的控制器 K， 它在反馈回路中被用来实现闭环系统 Fl

（P，K）。 广义的闭环系统是一个[dδp，d]
T和[eδp，z]

T之间的 2 ×2 程序块结构的
传递函数矩阵MP， 可以参考图B.2 的右侧：

eδp[ ]z
=

MP11 MP12

MP21 MP2
[ ]

2

dδp[ ]d
（B.12）

从上面的结果可以由Doyle（1984） 得出一个非保守的充要条件来实现鲁棒
性能。

定理 B.5 （概括分析定理）

1.当且仅当σ
—
（MP22（jω）） ＜1，∀ω时， 标称性能得到满足。

2.当且仅当σ
—
（MP11（jω）） ＜，∀ω时， 达到鲁棒稳定性。

3.当且仅当μ（MP（jω）） ＜1，∀ω时， 达到鲁棒性能。
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B.2 基于非线性 ∞方法的控制系统设计

非线性 ∞控制的问题

非线性 ∞控制是 ∞方法应用于非线性系统的延伸。 在 ∞控制合成中，
目标是找到一个可行的非线性控制器例如闭环系统从干扰输入量 w到性能输出
量z的 2 增益被最小化且闭环内部稳定。 2 增益从 w到 z的上界只能通过使用
正数γ找到。 有界实数引理也有一致的非线性版本。

引理B.1 （边界实数引理） 考虑时不变非线性系统：
x=f（x） +g（x）ω，x（0）0 （B.13）

z=h（x） （B.14）
其中f（x）满足局部Lipschitz条件且 g（x）和 h（x）在Rn上连续。 函数f和 h 在

原点处消失， 也就是， f（0） =0 与 h（0） =0。 设 γ为正数， 假设有一个连续可微
和正半有限函数V（x）满足下面的偏微分不等式：

H（V，f，g，h，γ） =∂V∂x
f（x） +1

2γ2
∂V
∂x

g（x）gT（x） ∂V
∂( )x

T
+12 h

T（x）h（x）≤0

（B.15）
对于所有的x∈ n。 然后对于每一个x0∈ n， 系统的 2 增益小于等于 γ。 参考
Khalil（2000）。

不等式 （B.15） 被称为汉密尔顿 -雅各比不等式 （HJI）， 当 （≤） 被替
换为 （ =） 时又称为汉密尔顿-雅各比等式 （HJE）。 求满足式 （B.15） 的函
数V（x）本质上需要求一个偏微分方程的解， 但这可能是很难的。 非线性 ∞控

制器合成的许多研究都集中在如何解决不等式 （B.15）。 这是一个非常重要的任
务， 并且随着状态空间维度的增加， 困难也会急剧增加。

基于 ∞综合的 LTI系统在与实代数黎卡提 （Riccati） 方程比较时明显可
得： 考虑一个线性时不变系统 x=Ax+Bw和 z=Cx， 并且假设对于某些 γ＞0 对

应黎卡提方程 PA+APT+1
γ2

PBBTP+CTC=0 有一个正半定解 P。 设 V（x） =12

xTPx且使用表达式∂V
∂x
=xTP， 可以看到 V（x）满足 HJE： H（V，Ax，B，Cx，γ） =

xTPAx+1
2γ2

xTPBTBPx+12 x
TCTCx=0。 因此， 系统有限增益 2 增益稳定且其 2

增益小于等于γ。
在这一章中， 根据Lu 和 Doyle（1993， 1994， 1995， 1996， 1997， 2002） 的结

果， 研究了一类非线性系统的状态空间非线性 ∞控制问题。
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考虑非线性设备P有两组输入： 外源干扰输入 d和控制输入 u， 以及两组输
出： 测量的输出y和受调节的输出z（图 3.1）。 K为需要设计的控制器， P和 K
都为时不变的且可以实现仿射状态空间方程。

设备的状态空间表达式 （SSR） 可以写作以下：
x=f（x） +g1（x）d+g2（x）u （B.16）

z=h1（x） +k11（x）d+k12（x）u （B.17）
y=h2（x） +k21（x）d+k22（x）u （B.18）

其中f，gi，hi，kij∈C2，h1（0） =0，h2（0） =0。
控制器的状态空间表达式如下：

xk=a（xk） +b（xk）y （B.19）
u=c（xk） +d（xk）y （B.20）

有 a，b，c，d，∈C2 且 a（0） =0，c（0） =0。 设备和控制器的初始状态为 x（0） =0 和
xk（0） =0。 闭环系统被表示为非线性算子 Ω（P，K）， 代表输入/输出关系 z=Ω
（P，K）d。

问题B.1 （非线性 ∞控制问题） ∞控制器设计的问题设置如下。 让我
们来表示Ω（P，K）的算子 G在算子 K上的分数形式。 找到系统 P的一个输出反
馈控制器K， 如果存在的话， 闭环系统Ω（P，K）在 w=0 且 2 增益≤1 时是渐进
稳定的， 即对于所有的T∈R+：

∫
T

0

（‖d（t）‖2 -‖z（t）‖2）dt≥ 0 （B.21）

有以下假设：
1.[h1（x），f（x）]和[h2（x），f（x）]零点可检测。
2.kT12[h1（x），k12（x）] =[0 I]。

3.
g1 （x）

k21 （x[ ]） kT21 （x） =
0[ ]I。

4.k11（x） =0，k22（x） =0。
众所周知， 当考虑 ∞控制问题时， 可以简化大量的非线性系统来满足上面

的假设， 参考 Safonov和 Limebeer（1988）。

非线性 ∞控制的求解

输出反馈 ∞控制问题的可解性是基于两个量的， 这两个量与全信息 （FI）
和全控制 （FC） 问题相关联。

在全信息 （FI） 问题中， 设备有以下形式：
x=f（x） =g1（x）d+g2（x）u （B.22）
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z=h1（x） +k12（x）u （B.23）

y=
x[ ]0 + 0[ ]Id （B.24）

同时， 控制器提供了来自状态和干扰的信息， 如 y=[x d]T。 FI ∞控制问题

最初是由Van derSchaftVan derSchaftderSchaft（1993） 提出的。 FI ∞控制问

题的解决方案与以下的HJI有关：

HFI（V，x） =
∂V
∂x

（x）f（x） +14
∂V
∂x

（x）（g1（x）gT
1 （x） -g2（x）gT

2 （x））
∂VT

∂x
（x）

+hT
1 （x）h1（x）≤0

（B.25）
定理B.6（FI问题的可解性） FI（V，x）≤0 有一个C3 解 V（x）并且 V（0） =

0， 当且仅当有F（x）时
∂V
∂x

（x）（f（x） +g2（x）F（x）） +
1
4

∂V
∂x

（x）（g1（x）gT
1 （x））

∂VT

∂x
（x） +

（h1（x） +k12（x）F（x））T（h1（x） +k12（x）F（x））≤0 （B.26）
此外， 如果V（x）满足 FI（V，x）≤0 且 V（0） =0， 那么 F（x）可被视为 F0（x） =

-12 g
T
2
∂VT

∂x
（x）。 参考 derSchaft（1993）； Lu 和 Doyle（1995）。

定理B.7 （FI问题的解） 假设存在 C3 正定函数 V（x）≥0， 例如 FI（V，
x）≤0且V（0） =0。 这样对于FI， ∞的控制问题可解。 此外， 这样的状态反馈

FI ∞控制器由 u=-12 g
T
2
∂VT

∂x
（x）给出。

在全控制 （FC） 问题中， 设备有以下形式：
x=f（x） +g1（x）d+[I0]u （B.27）

z=h1（x） +[0 I]u （B.28）
y=h2（x） +k21（x）d （B.29）

FC ∞控制问题的解决方案与下面的HJI有关：

FC（U，x） =∂U∂x
（x）f（x） +14

∂U
∂x

（x）（g1（x）gT
1 （x））

∂UT

∂x
（x） +

+hT
1 （x）h1（x） -hT

2 （x）h2（x）≤0 （B.30）
定理 B.8 （FC问题的可解性） FC（U，x）≤0 有一个C3 解U（x）且U（0） =

0， 当且仅当有 L（x）时，
∂U
∂x

（x）（f（x） +L（x）h2（x）） +hT
1 （x）h1（x） +

1
4

∂U
∂x

（x）（g1（x） +L（x）L21（x））（g1（x） +L（x）k21（x））T∂UT

∂x
（x）≤0

（B.31）
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此外， 如果 U（x）满足 HFU（U，x）且 U（0） =0， 那么 L （x）可被视为 ∂U
∂x

（x）

L0（x） =-2hT
2 （x）。 参考Lu和Doyle（1995）。

定理B.9 （FC问题的解） 假设存在 C3 正定函数 U（x）≥0， 例如 HFU（U，
x）≤0 且U（0） =0。 如果

∂U
∂x

（x）L0（x） =-2hT
2 （x）

适用于某些 L0（x）， 对于FC来说 ∞控制问题是可解的。 此外， 这样的控制器

由输出注射 u=
L0（x）[ ]0

y给出。 参考 Lu和Doyle（1994）。

其次， 考虑输出反馈 ∞控制问题。
定理B.10 （非线性 ∞问题的可解性） 考虑到形如式 （B.16） 中的G以及

形如式 （B.25） 和式 （B.30） 中FI和FC问题的数量。 如果存在某函数ψ（x）≥
0 满足ψ（0） =0， 那么有：

· 存在正定函数V（x）满足FI问题的HJE的解， 即：
HFI（V，x） +ψ（x） =0 （B.32）

且有V（0） =0。
· 存在正定函数U（x）满足FC问题的HJI的解， 即：

HFC（U，x） +ψ（x）≤0 （B.33）
且有U（0） =0， 同时， 在零点处HFC（U，x） +ψ（x）有非奇异海森矩阵。
· 有U（x） -V（x）≥0 是正定的。
同时， 下式有 L0（x）的解：

∂U
∂x

（x） -∂V
∂x

（x( )） L0（x） =-2hT
2 （x） （B.34）

则 ∞输出反馈控制问题是 （局部） 可解的。 控制器的形式如下式表示：
xk=fK（xk） +L0（xk）h2（xk） -L0（xk）y （B.35）

u=F0（xk） （B.36）
式中，

fK（xk） =f（xk） +g1（xk）F1（xk） +g2（xk）F0（xk） （B.37）

F0（x） =-
1
2 g

T
2 （x）

∂VT

∂x
（x） （B.38）

F1（x） =
1
2 g

T
1 （x）

∂VT

∂x
（x） （B.39）

请参考Lu和Doyle（1993）。
定理B.11 （非线性H∞问题的解） 考虑到P符合定理B.10 的条件。 如果附
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加函数 L1（x）满足下式：
∂U
∂x

（x） -∂V
∂( )xL1（x） =-2hT

1 （x） （B.40）

那么带M的控制器 u=Ω（M，Q）y根据下式给出：
xk=fK（xk） -L0（xk）y+（g2（xk） +L1（xk））u0 （B.41）

u=F0（xk） +u0 （B.42）
y0 =h2（xk） -y （B.43）

对于所有的Q的 ∞输出反馈控制问题 （局部） 可解。 参考Lu， Doyle（1994）。
非线性 ∞控制问题的等价描述可以参见 Isidori（1992）。 注意到 ∞控制

器有着分离结构。 Ball等人在 （1993） 中确认了非线性系统 ∞性能的分离原

理。 可以在Helton和James（1999） 中找到对 ∞综合系统非线性扩展的更完整

的探讨。

从非线性H∞到增益调节

根据哈密顿-雅可比不等式 （HJI） （式 （B.25）） 可以得到关于∂V
∂x的高度

非线性的偏微分方程， 但是此方程几乎不可能解出。 此外， 采用封闭方式来实现
控制器的方案是更合适的。 所以， 更好的解决方案是采用次优但计算更可靠的
方案。

求得所需控制器的第一步是将HJI不等式转换为关于∂V
∂x的线性凸函数

。 根据

Schur的补充证明， 下式与式 （B.15） 是等价的：
∂V
∂x

f（x） +hT（x）h（x） 1
2

∂V
∂x

g（x）

1
2 g

T（x）∂V
T

∂x
-γ2

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣I

（B.44）

受二次型函数在线性状况下有效的启发， 有理由认为准线性模型结构也具有
一定的效果。 将非线性模型表示为如下形式：

x=A（x）x+B（x）ω，x（0） =0
z=C（x）x （B.45）

式中， A（x）、 B（x）与C（x）是LTI系统的矩阵。 实际上这个形式并不特殊， 在采
用等式E（x） =M（x）（xTxI-xxT）时就有如等式A（x）x=（A（x） +E（x））x这样的
表达了。

如果存在一个存储函数V（x） ＞0， 对于正定函数 P（x）， 使得∂V
∂x
=2xP（x），

那么HJI（式 （B.25）） 可以写成：
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AT（x）P（x） +P（x）A（x） P（x）B（x）
BT（x）P（x） -γ[ ]I

（B.46）

这与LTI设置下的LMI条件类似。 这样并不能够保证存储函数是正定的。 另
外的问题是， 最优状态不是已知的， 所以不能得到封闭式解。 此方法与状态依赖
黎卡提方程法密切相关， 可参见论文 Cloutier（ 1997 ）， Shamma与 Cloutier
（2003）。 为了获得封闭式解， 必须对模型集和能量函数的形式施加额外的限制
条件。

其次， 准线性模型 （式 （B.45）） 的状态矩阵取决于测量量， 例如A（x） =A

（y）。 在这种结构中， 能量函数可以表示成如∂V
∂x
=xTP（t）x的形式。 这样就可以

获得增益调度以及LPV控制方法了。

增益调度策略

在本节中， 我们将介绍增益调参方法。 增益调参法可以将线性化方法的有效
性扩展到一系列工作点上。 通常情况下， 系统在工作点间的动态变化是已知的。
这样就可以对系统进行建模， 将工作点用一个或多个变量来进行参数化表示， 即
参数调整。 所以， 非线性系统的动态特性可以通过在几个平衡点处的线性化模型
族来近似。 然后将控制器设计在每个点上， 最后就可以把这些线性控制器合成为
单个控制器。 监控参数， 以便控制器能够适应当前的操作条件。 这意味着控制器
必须能够通过命令信号和测量输出的增益变化来确定控制器参数。

传统的增益调参方法包括如下的几个步骤：
1.将非线性系统在一组工作 （平衡） 点处使用标准线性化进行近似， 从而

构建一族线性模型。
2.将局部模型控制器进行合成以实现指定的性能， 从而获得线性控制器族。

这一步涉及标准线性系统控制器合成， 其中闭环规范与线性系统的标准控制器合
成表达方式相同。
3.设计非线性控制器。 带有增益调参控制器的闭环系统与带有增益固定的

控制器的闭环系统具有相同的平衡点。 控制器参数在工作点中间进行插值。 在此
步骤中， 把局部控制器映射到一个非线性控制器上， 这样就可以覆盖整个工作范
围。 这个插值过程通常特别依赖于对事物的物理在本质判断上。

LPV技术提供了一套增益调度方法， 通过对线性鲁棒控制设计的适当应用，
能够提高设计的稳定性。

B.3 基于LFT的qLPV控制器设计

在接下来的内容中， 控制器设计的问题主要集中于 Scherer（2001） 所提到
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的框架内设置问题， 其充分利用了可用到的 LMI技术。 与增益调参技术相反，
这一方法提供了一种从某个确定的 （二次） 性能水平的分析方程开始， 并使设
计出的控制器能够满足鲁棒性及性能要求的设计方法。

LPV框架的主要特点为： 基于 P-K-Δ结构的耗散性方法， 该设计可在时
域内执行。 其中， P、 K是 （广义） 设备和控制器的 LTI部分， 另外有公式 Δ=
Δc⊕Δu。 设备或控制器的调度变量包含于Δc中， 而不确定因素则包含于Δu 中。

开环广义设备有如下定义：

（B.47）

其中时变函数满足 Δ（t）∈ 。 同时假设 （Δ）可明确地表达为 L（Δ） =Im（ S
（Δ））， 其中 S（Δ）是连续的满列秩矩阵函数。 此外， 我们假设公式 （B.47） 是

适定的， 并且存在标称值Δ0∈ 满足Im
0
Ik( )

u

∈L （Δ0）， 参见 Scherer（2001）。

公式 （B.47） 的输出反馈LPV控制器可以表达为

（B.48）

并由LTI系统组成， 其中在线测量参数Δ（t）通过隐约束 Lc（Δ）输入。 这里 Lc（Δ）

是连续依赖于Δ∈ 的子空间， 并且满足Im
0
Ik( )

c

∈Lc （Δ0）。

控制器应该满足如下的二次性能指标：

∫∞0 w[ ]z
T QP SP

ST
P R[ ]

P

w[ ]z
≤-ε‖w‖2 （B.49）

例如， 对于一个 L2 增益规范有 QP=-γ2I， SP=0 以及 RP=I。 对于这些问题，
性能指标γ是控制器质量的指示器。

定理B.12 （LPV分析） 如果存在形如式 （B.48） 的控制器， 并且闭环系统



附  录 ●●●●●

227  

是适定的和稳定的， 那么当且仅当存在 X、 Y时， 乘子 P=
Q S
ST( )R

与P=

Q S

ST R

㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣㊣
㊣
满足如下的矩阵不等式， 其中对于所有 Δ∈ ， 在 L（Δ）上 P＞0， 在 L

（Δ）⊥上 P＜0。
X I
I( )Y≥0 （B.50）

（B.51）

（B.52）

其中， Φ=Ker（BT ET
u ET

p）， Ψ=Ker（C Fu Fp）。 根据我们的经验， 可以通
过添加形如式 （B.50） ～式 （B.52）。 的线性矩阵不等式 （LMI） 中的条件 X＜
κxI和Y＞κyI， 使控制系统设计大大简化。 上述条件中， κx、 κy＞0 为可调参数。
在H∞控制设置中， γ值会被这些参数所影响。

控制器综合开始于定理B.12 中的线性矩阵不等式的分析解， 并通常需要包
含一种松弛方法的步骤。

松弛法

LMI的条件是比例矩阵P和 P必须保持在无限集上。 为了解决这个问题， 就
有了被称为松弛技术的操作方法， 也就是需要将条件保持在有限集上。 然而， 这
可能会使设计变得保守， 因此我们希望能够减少松弛 “间隙”。

在本文中采用了一种凸松弛法， 在此方法中， 相关的 LMI被应用在由调整
变量定义的多变量的顶点上。 这种松弛方法的代价是使定理 B.12 中的乘数 P和
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P在Q＜0 和R＞0 的区域上必须有约束限制。
选择合适的松弛方案是成功设计控制器的基础。 在 Szabó等 （2010） 的文献

中写到也可以采用凸包和其他相关的松弛方法。

延伸

根据分析阶段的结果， 我们可以从 X， Y处求得闭环系统的李雅普诺夫矩
阵Xe：

Xe=
X Z
Z* [Z*（X-Y-1）Z]( )-1 （B.53）

式中， ImZ=Im （X-Y-1）。

一般情况下， 与调度参数相对应的乘子P可以通过如下的P与 P来获得。

Pe：=
P UT

（UT）T TT[UT（P-P-1）U] -1( )T
式中， U是满足ImU=ImP-P-1的正交矩阵。 T是一个适当的非奇异矩阵。

根据本文选用的凸松弛方法， 有：

Pe：=
P T
TT TT( )NT

（B.54）

式中， N=（P-P-1 ） -1，T=（T1T2 ）， 其中 T1 =TW， T2 =TW， W=
I( )0 ，

W=
0( )I。

上述矩阵应满足如下条件：

TT
1 （N-WQ-1WT）T1 ＜0，TT

2 （N-WR-1WT）T2 ＞0 （B.55）
请参见 Scherer（2000）。

控制器的LTI部分

LPV控制器的LTI部分可以通过求解如下的二次矩阵不等式得到：
Im

C+( )AXB

T

M
Im

C+( )AXB
＜0 （B.56）

其中， C∈RRn×m， A∈RRn×k， B∈RRl×m， 三个矩阵取决于系统矩阵的广义指标

M。 而未知的矩阵X=
Ac Bc

Cc D( )c ∈RRk×l包含了控制器的状态矩阵。 乘子 M包含

了Xe， Pe以及性能乘子PP=
-γI 0
0( )I， 详细论述可参见 Scherer（2001）。
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为了求出控制器， 那就需要解出式 （B.56） 的综合方程。 结果表明可以找
到一个满足式 （B.56） 的 ， 并得到一个对称矩阵 s的最大负的子空间， 即找
到满足下式的 ：

Iq( )Z

*

Ms
Iq( )Z
＜0 （B.57）

其中， Ms∈FF（q+p） ×（q+p） ， 且in（Ps） =（q，0，p）。
式 （B.57） 解的存在性可以通过正则化参数得到证明， 其中涉及一个摄动

的非奇异矩阵的逆。 不过这种方法虽然满足理论， 但在实际操作中它并不可靠。
而在 Szabó等人的文献 （2012） 中， 作者给出了一种数值可靠的算法， 并给出了
该不等式解的参数化方法。

命题B.1 令Ms为对称矩阵， 也就是说， 一个有非奇异矩阵 M满足等式
Ms=M-TJM-1， 其中J=diag（ -Im，In）。 那么公式 （B.57） 的所有解可以由下
式求得：

Z=TM（K） （B.58）
式中， 在‖K‖＜1 的范围内， K可以在 dom（TM）上任意缩放。

对于一个矩阵M， 将其分割为

M=
M11 M12
M21 M2( )2 （B.59）

莫比乌斯变换TM由下式定义：
TM（L） =（M21 +M22L）（M11 +M12L） -1 （B.60）

其中， L∈dom（TM） ={L：∃（M11 +M12L） -1}。
由此可见参数化方法依赖于对 dom（TM）的描述。
这个问题可以通过对矩阵 M11与 M12使用广义奇异值分解 （GSVD） 法来解

决， 也就是：
M11 =QΣ1UT与M12 =Q∑2VT

其中， ∑1 与∑2 有如下形式：
当 n＞m时， ∑1 =C， ∑2 = （S 0）；
当 n=m时， ∑1 =C， ∑2 =S；

当 n＜m时， ∑1 =
C 0
0( )I， ∑2 =

S( )0 。

其中， 矩阵∑1 与∑2 有如下形式：

C=

I 0 0

0 C
—
0

0 0

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣0

，S=

0 0 0

0 S
—
0

0 0

㊣
㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣
㊣㊣
㊣I

将X
—
=V*XU分割成：
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X
—
=

X
X( )，（n＞m）；X—=X，（n=m）；X—=（X X），（n＜m）。

通过这些符号表示， 有如下命题：
命题B.2 集合 M11，M12 ={X|M11 +M12X非奇异} 可通过下式表示：

XM11，M12 ={X|VX
—
UT} （B.61）

也就有：

X22 X23

X32 X

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣33
=N-

C
—
 S
—
-1 0

0

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣0

（B.62）

其中， N为非奇异矩阵； M11，M12中有任意小和任意大的元素， 也就是说 dom
（TM）≠Ø。

注意到， 考虑当X=0 时， 如果有必要的话， 如果X
—
（κ）中的参数 κ足够小，

则X（κ）是收敛的。 这个方案是有鲁棒性的， 因为它提供了一种独立于 ∑1 与 ∑2
的实际值的解决方案。

根据命题B.2 的结论， 也可以选择满足公式 （B.55） 的矩阵T1、 T2。

调度变量的选择

Scherer（2001） 论述了如何在一般情况下构造调整参数的流程。 不过在本
文所采用的条件下， 有更简单的结构更便于实现。

通过对矩阵Pe进行排列分割， 有分区
Qe Se

ST
e R

㊣
㊣㊣
㊣

㊣
㊣㊣
㊣e
， 且 Qe＜0， Re＞0。 那么控

制器的调度模块Δc可以根据当前状态求得：

其中， U=Re-ST
eQ-1e Se，V=-Q-1e ，W=Q-1e Se

Δc=-W22 +（W21 V21）
U11 WT

11 +ΔT

W11 +Δ V( )11

-1 U12
W( )
12

详细论述可参见 Scherer（2000）。
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  图 2.2   不同的凸近似

  图 6.5   典型发动机特性

  图 2.22 FDI 过程结果



  图 7.13   车辆的轨迹

  图 7.14   监督控制系统的运行结果



  图 7.15   监督控制系统的运行结果（连续）

  图 8.3   ay— γ特征图



  图 8.4   可变几何悬架系统的特性图

  图 9.6   轮毂电动机转矩

  图 9.9   轮毂电动机转矩
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