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内 容 简 介 

本书系统介绍信号与系统的基本概念、基本理论和基本分析方法。全书共分 3 篇、13 章：上篇（第 1 章～第

6 章）为信号分析的基本理论和方法，主要包括信号的定义、分类、基本运算、卷积积分、傅里叶级数、傅里叶

变换、拉普拉斯变换、卷积和、z 变换；中篇（第 7 章～第 12 章）为系统分析的基本理论和方法，主要阐述系统

的定义、描述、分类、LTI 系统的时域与变换域（频域、复频域和 z 域）分析、LTI 系统的信号流图和系统结构、

状态变量分析法等；下篇（第 13 章）为实践部分，主要以 MATLAB 语言和 Python 语言为基础设计 41 个实验，

以期增加读者对理论知识的感性认识。本书以“化繁为简、变抽象为具体，践以求知、学以致用”为编写原则，

坚持教材的编写符合认识的一般规律、符合学生的学习规律，努力做到“内容准确、强调基础，例题典型、思路多

样，深入浅出、通俗易懂”，在突出理论的同时，强调实践的地位和作用，追求理论和实践的完美结合。 

本书既可作为高校电子电气类专业本科生和研究生学习信号与系统的教材和参考书，也可供从事信息技术的

广大工程技术人员参考。 
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前    言 

随着电子信息技术的迅速发展和计算机的广泛应用，信号分析与处理的基本理论已成为科学

工作者和工程技术人员不可或缺的必备知识。“信号与系统”课程主要介绍信号和系统分析的基本

理论和方法，是高等学校通信工程、电子信息工程、电子科学与技术、自动化、电子仪器、电气

工程等电子类、电气类专业一门重要的学科基础课程，对相关专业学生的知识、能力和综合素质

的培养具有举足轻重的地位和作用。 
本书系统介绍信号与系统的基本概念、基本理论和基本分析方法。全书共分 3 篇、13 章，其

中上篇（第 1 章～第 6 章）为信号分析的基本理论和方法，中篇（第 7 章～第 12 章）为系统分析

的基本理论和方法，下篇（第 13 章）为实践部分。具体内容为：第 1 章简要介绍信号的定义和分

类；第 2 章阐述连续时间信号的基本运算和几种典型的连续时间信号以及卷积积分；第 3 章详细

讨论周期信号的傅里叶级数、非周期信号的傅里叶变换和周期信号的傅里叶变换；第 4 章重点介

绍拉普拉斯变换；第 5 章阐述离散时间信号的基本运算和几种典型的离散时间信号以及卷积和；

第 6 章着重阐述离散时间信号的 z 变换；第 7 章简要介绍系统的定义、描述和分类；第 8 章讲述

LTI 连续时间系统的时域解法，并着重讨论冲激响应、阶跃响应、初始状态与初始值的关系及卷

积在 LTI 连续时间系统时域分析中的作用；第 9 章详细阐述 LTI 连续时间系统的频域和复频域分

析、连续时间信号的取样与恢复、LTI 连续时间系统的系统特性、信号流图和系统结构等；第 10
章讲述 LTI 离散时间系统的时域解法并介绍单位序列响应和阶跃响应；第 11 章详细讨论 LTI 离散

时间系统的 z 域分析、系统特性、信号流图和系统结构；第 12 章介绍状态变量分析法的基本概念；

第 13 章以 MATLAB 语言和 Python 语言为基础设计 41 个实验，每个实验均提供源代码和实验效

果图。 
在本书的编写过程中，我们以“化繁为简、变抽象为具体，践以求知、学以致用”为编写原

则，坚持教材的编写符合认识的一般规律、符合学生的学习规律，努力做到“内容准确、强调基

础，例题典型、思路多样，深入浅出、通俗易懂”，在突出理论的同时，强调实践的地位和作用，

追求理论和实践的完美结合。总体上来说，本书具有以下几个特点： 
1．内容丰富、结构合理。从内容上看，本书几乎涵盖信号与线性系统分析的绝大部分理论和

实验内容：连续时间信号和离散时间信号分析（含时域和变换域）、LTI 连续时间系统和离散时间

系统的输入输出分析（含时域和变换域）、LTI 连续时间系统和离散时间系统的状态变量分析，以

及信号与系统的相关实验内容。从结构上看，本书采用“先信号后系统、先连续后离散、先外部

法后内部法、先理论后实践”的布局，方便教师选择讲授内容，符合学生学习的基本规律。 
2．深入浅出、通俗易懂。本书力图用最通俗易懂的语言深入浅出地讲解复杂抽象的理论，合

理优化所涉及的证明方法和过程，并且简要阐述涉及的所有先习知识，从而确保不同基础的读者

能够顺利学习本课程。同时，作者对重要知识点均从不同角度进行阐述，以帮助读者更好地理解

本课程的内容，提高学习效果。 
3．题目典型、思路多样。本书强调用例题释疑、用练习巩固、用习题提高。同时，为拓展读

者思维，着力用不同的思路求解同一题目。除实验部分外，本书提供各类题目共计 448 题（例题

205 题、练习 96 题、习题 147 题），所有题目的设置均强调针对性和层次性，以有助于读者对知

识点的理解。 
4．优化实验、学以致用。为了使读者的学习符合“实践、认识，再实践、再认识”这一认识



 

 

的一般规律，本书以例题的方式提供了 41 个典型实验。读者通过进行合理且适量的实验一定能够

对复杂的理论有一个更加深入的认识，一定能够使抽象的理论感性化，让一般的原理具体化，从

而达到“践以求知、学以致用”之目的。另外，所有实验均以 MATLAB 语言和 Python 语言设计，

使读者在虚拟环境下既可完成实验环节，又可掌握常用信号处理软件的使用方法。 
5．资源丰富、易于使用。为方便读者学习和教师授课，本书配套提供各类电子资源，主要包

括所有练习题和习题的详细解答、全套 PPT 格式的电子课件及全部实验的实验代码等。 
全书由吉建华制定编写大纲并统稿。第 2、3、4、6、8、9、11 章由吉建华编写，第 1、5、

12 章由贾月辉编写，第 7、10 章由侯景忠编写，第 13 章由孙林娟编写。本书承蒙天津大学滕建

辅教授和河北工业大学贾志成教授担任主审并给予许多指导和建议，编者对此深表谢意。 
本书在编写过程中得到天津大学祖光裕副教授的大力支持和帮助，唐磊磊和尹博然对部分章

节进行了校对，在此一并表示衷心的感谢。 
本书既可作为高校电子电气类专业本科生和研究生学习信号与系统的教材和参考书，也可供

从事信息技术的广大工程技术人员参考。 
由于作者水平有限，书中错误和疏漏之处在所难免，恳请广大读者批评指正。 
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上篇           

信号分析     

信号是信息的载体，信息通过信号而得以应用。21 世纪是信息世纪，大量的信息

需要获取、处理、传输、应用和存储。因此，对信号进行多角度分析，得到或突出其某

些重要特征，进而更好地对其进行理解和应用是信息化社会的必然要求。 
本篇主要介绍信号的定义、分类、基本运算和卷积，重点对连续信号和离散信号进

行了时域和变换域分析，并对在信号分析中占据重要地位的冲激信号和单位序列做了详

细介绍。 

 



 

·2· 

第 1 章  信    号 

【内容提要】 
本章主要介绍信号的定义及常见的分类方法，重点对连续时间信号与离散时间信号、周期信

号与非周期信号、能量信号与功率信号做了较为详尽的说明。通过对本章内容的学习，读者应对

信号的基本概念有一个较为清晰的认识，为后续内容的学习奠定基础。 
【重点难点】 
★ 连续时间信号与离散时间信号 
★ 周期信号与非周期信号 
★ 能量信号与功率信号 

1.1  信号的定义 

信号与系统这门课程要解决的问题包括两个方面：信号分析和系统分析，这两方面的内容将

分别在本书的上篇和中篇进行介绍。 
为帮助读者更深刻地理解信号的概念，在介绍信号的定义之前，先介绍两个与之相似的概念：

消息和信息。 
人们常把来自外界的各种报道统称为消息，而把消息中有意义的内容称为信息。比如：你和

朋友白天在户外，朋友告诉你：“现在是白天”，这句话是一条消息而不是信息，因为这句话所表

述的内容是你预先所知道的，即对于你（受信者）来说不是新知识。但如果你的朋友告诉你：“明

天要下雨”，则这句话既属于消息又属于信息，因为这句话带给了你一些你所不知道的新内容。由

于消息和信息具有相对性，比如“明天要下雨”这句话对于已经看过天气预报的人来说，就只能

是消息而不是信息；反之，则既是消息又是信息。本课程对“信息”和“消息”两个概念不加严

格区分，下面给出信号的定义。 
信号是信息的表示方式，是信息的载体，信息需要通过信号得以传递。 
其实，我们对信号并不陌生。比如：上课铃声—声音信号，该信号传递的信息是该上课了；

十字路口的交通信号灯—光信号，该信号传递的信息用于指挥交通；电视机接收的画面—电

信号，该信号传递电视节目的内容。除此之外，还有广告牌上的文字、温度计测得的温度、压力

传感器测得的压力等，均属于信号的范畴。 
描述信号的常用方法主要有两种，一种是将信号表示为一个或

多个独立变量的函数，如： ( ) sinf t t ，正因如此，在本书中，“信

号”与“函数”两词常相互通用，二者可看作同一个概念；另一种

是将信号表示为波形，如可将上述正弦信号表示为图 1.1-1 所示的

时域波形。 
为了有效地表示、传播和利用信息，常常需要将信息转换成便

于传输和处理的信号表达形式，而这恰恰就是本课程的研究内容之

一—信号分析。 

 
图 1.1-1  正弦信号的图形表示

（波形） 
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1.2  信号的分类 

信号按其物理属性可分为电信号和非电信号（声音信号、光信号、压力信号等），通过传感器

可以实现电信号和非电信号的相互转换。人们对电信号的研究有着悠久的历史，随着大规模、超

大规模集成电路的快速发展，尤其是数字信号处理理论和技术的快速发展，人们对电信号的控制

和处理变得更加得心应手，本课程主要讨论电信号。 
电信号的基本表现形式有两种：一是将信号表示成随时间变化的电压，二是将信号表示成随

时间变化的电流。 
根据不同的分类标准，电信号可以分为不同的种类：连续时间信号和离散时间信号、周期信

号和非周期信号、能量信号和功率信号、确定信号和随机信号、一维信号和多维信号、因果信号

和非因果信号等，下面分别加以介绍。 

1.2.1  连续时间信号和离散时间信号 

根据定义域是否连续，信号可分为连续时间信号和离散时间信号。 

1．连续时间信号 

在连续的时间范围内有定义的信号称为连续时间信号，简称连续信号。这里的“连续”是指

信号的定义域（时间）是连续的，但可含间断点，至于值域可连续也可不连续。如果连续信号的

值域也是连续的，则称之为模拟信号。在实际应用中，连续信号和模拟信号常相互通用。连续信

号举例如图 1.2-1 所示。 

 
图 1.2-1  连续信号举例 

图 1.2-1（a）中信号的表达式为： 

1( ) cos
2

f t t t
     

 
， ∞ ∞  

其定义域为 ( , )∞∞ ，显然信号 1( )f t 的定义域连续，故其为连续信号。 

图 1.2-1（b）中信号的表达式为： 

2

0 , 1
1, 1 0

( )
2 , 0 2
0 , 2

t

t
f t

t

t

 
       
 

 

其定义域为 ( , )∞∞ ，且在 1t   、 0t  和 2t  处有间断点。一般不可定义间断点处的函数值，

但为了使函数定义更加完整，规定：若函数 ( )f t 在 0t t 处有间断点，则在该点的函数值等于其左

极限 0( )f t  与右极限 0( )f t  之和的一半，即： 
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0 0 0
1( ) [ ( ) ( )]
2

f t f t f t                         （1.2-1） 

这样，信号 2 ( )f t 的表达式可改写为： 

2

0, 1
1 , 1
2
1, 1 0

( ) 1 , 0
2
2, 0 2
1, 2
0, 2

t

t

t

f t
t

t

t

t

 

  

    
  


 
 




 

由此可知，信号 2 ( )f t 在定义域 ( , )∞∞ 中均有确定的函数值，即其定义域连续，故为连续信号。 
图 1.2-1（c）中信号的表达式为： 

3

0, 0
( )

1, 0
t

f t
t


  

 

其定义域为 ( , )∞∞ ，且在 0t  处有间断点。 

根据间断点函数值的定义方法，可得： 

3
1 1(0) (0 1)
2 2

f     

故其表达式可改写为： 

3

0, 0
1( ) , 0
2
1, 0

t

f t t

t


 




 

由此可知，信号 3 ( )f t 在定义域 ( , )∞∞ 中均有确定的函数值，即其定义域连续，故为连续信号。 
实际上，信号 3 ( )f t 是一个重要的特殊信号，称为单位阶跃信号，记为 ( )u t ，在后续章节中将

对其加以详细介绍。 

2．离散时间信号 

仅在一些离散的瞬间才有定义的信号称为离散时间信号，简称离散信号。这里的“离散”是

指信号的定义域（时间）是离散的，它只在某些规定的离散瞬间有函数值，其余时间无定义，至

于值域可连续也可不连续。如果离散信号的值域也是离散的，则称之为数字信号。实际上，通过

对值域连续的离散信号进行量化可以得到数字信号。在实际应用中，离散信号和数字信号常不予

区分。 
离散信号中相邻离散点的时间间隔为：Tn=tn+1-tn，时间间隔可以相等也可不等，若取等间隔

T，则离散信号可表示为 f (nT)，简写为 f (n)。这种等间隔的离散信号也常称为序列，其中 n 称为

序号。 
序列 f (n)的数学表达式可以写成闭合函数的形式，也可逐个列出 f (n)的值。通常将对应某序

号 m 的序列值称为第 m 个样点的“样值”。离散信号举例如图 1.2-2 所示。 



 

·5· 

 
图 1.2-2  离散信号举例 

图 1.2-2（a）中信号的表达式为： 

1( ) e , 0nf n    为常数 ,n Z  
显然，该信号只在定义域中的整数点处有定义，因此其定义域离散，所以，信号 1( )f n 为离散信号。 

图 1.2-2（b）中信号的表达式为： 

2

0, 2
2, 2
3 , 1
2

0, 0
1( ) , 1
2
3 , 2
2
1 , 3
2

0, 3

n

n

n

n

f n n

n

n

n

 
  

  



  






 




 

也可以简写为： 

0

2
3 1 3 1( ) ,0,2, , 0 , , , ,0,
2 2 2 2

n

f n


 
   
 
 

↑
 

其中，箭头表示 n=0 时的信号幅值，即 2 (0) 0f  。左右两边依次是 n 取负整数和正整数时对应的

信号幅值。显然信号 2 ( )f n 的定义域和值域均离散，故为离散信号。 

图 1.2-2（c）中信号的表达式为： 

3

0, 0
( )

1, 0
n

f n
n


 
 ≥

 

显然，其定义域和值域均离散，故为离散信号。实际上，信号 3 ( )f n 是一个重要的特殊信号，称为

单位阶跃序列，记为 ( )u n ，在后续章节中将对其加以详细介绍。 

需要强调的是，用来判断信号是连续信号还是离散信号的依据是信号的定义域是否连续，定

义域连续（可含有间断点）则为连续信号，否则为离散信号。因此，在判断一个信号是连续信号

还是离散信号时，无需考虑其值域的连续性。 

1.2.2  周期信号和非周期信号 

周期信号是指定义在 ( , )∞∞ 上，每隔一定间隔，函数值按相同规律重复变化的信号。由定

义可以看出，周期信号的定义域一定是 ( , )∞∞ ，且函数值按照一定的间隔重复呈现，即周期信

号的特点是周而复始且无始无终。 
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周期信号可分为连续周期信号和离散周期信号两种。其中，连续周期信号是指定义在 ( , )∞∞

上，每隔一定时间 T，函数值按相同规律重复变化的信号，连续周期信号 f (t)满足： 
( ) ( ) , 0 1 2 3f t f t mT m      , , , ,                （1.2-2） 

离散周期信号是指定义在 ( , )∞∞ 上，每隔一定整数 N，函数值按相同规律重复变化的信号，

离散周期信号 f(n)满足： 
( ) ( ) , 0, 1, 2, 3,f n f n mN m                     （1.2-3） 

满足上述关系的最小时间 T（或整数 N）称为该信号的周期，不具有周期性的信号称为非周

期信号。 
需要强调的是，对于连续周期信号的周期 T 只要求其是最小的常数即可，没有其他限制。但

对于离散周期信号的周期 N，除了要求是最小的常数之外，还要求其一定是整数。 
例 1.2-1  判断正弦序列 0( ) sin( )f n n 是否为周期信号，若是，确定其周期，式中 0 为序列

的数字角频率。 
解：题目所给信号为离散信号，故需要注意其周期 N 为整数。 

由题意知信号 ( )f n 的数字角频率为 0 ，下面分析
0

2


。 

1）当
0

2


为整数时，根据角频率和周期的关系可知信号 ( )f n 为周期信号，其周期为

0

2
N




 ； 

2）当
0

2


为有理分数时，设 M 为整数，有： 

0 0 0 0
0

2( ) sin( ) sin( 2 ) sin sin[ ( )], 0, 1, 2,f n n n mM n mM n mN m   


  
            

   
  

由此可见，当
0

2


为有理分数时，必然存在一个最小的整数 M，使得

0

2
N M




 为整数，则信

号 ( )f n 仍为周期信号，其周期为
0

2
N M




 ； 

3）当
0

2


为无理数时，不存在一个整数 M，使得

0

2
M



为整数，故信号 ( )f n 为非周期信号。 

例 1.2-2  判断下列信号是否为周期信号，若是，确定其周期。 
1） 1( ) sin( ) cos(5 )f t t t     2） 2 ( ) cos(3 ) sin(2 )f t t t    

3） 3 ( ) sin cos
3 2
n n

f n
        

   
  4） 4 ( ) sin(3 )f n n  

解：假设两个周期信号 ( )x  和 ( )y  ［符号“·”表示信号的自变量为 t 或 n］的周期分别为

T1（N1）和 T2（N2），若其周期之比为有理数，则其和信号 ( ) ( )x y   仍为周期信号，其周期为 T1

（N1）和 T2（N2）的最小公倍数。 

1） sin( )t 是周期信号，其角频率和周期分别为 1 1(rad/s)  ， 1
1

2 2 (s)T



   ， cos(5 )t 是周期

信号，其角频率和周期分别为 2 5(rad/s)  ， 2
2

2 2 (s)
5

T

 

  。由于 1

2

5T

T
 为有理数，故 1( )f t 为周

期信号，其周期为 1T 和 2T 的最小公倍数 2。 

2）cos(3 )t 是周期信号，其角频率和周期分别为 1 3(rad/s)  ， 1
1

2 2 (s)
3

T

 

  ，sin(2 )t 是周
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期信号，其角频率和周期分别为 2 2 (rad/s)   ， 2
2

2 1(s)T



  。由于 1

2

2
3

T

T


 为无理数，故 2 ( )f t 为

非周期信号。 

3）sin
3
n 

 
 

是周期信号，其数字角频率和周期分别为 1 (rad)
3

 
 ， 1

1

2 6N



  ，cos
2
n 

 
 

是

周期信号，其角频率和周期分别为 2 (rad)
2

 
 ， 2

2

2 4N



  。由于 1

2

3
2

N

N
 为有理数，故 3 ( )f n 为

周期信号，其周期为 1N 和 2N 的最小公倍数 12。 

4） sin(3 )n 的数字角频率 3(rad)  ，故
0

2


为无理数，因此， 4 ( )f n 为非周期序列。 

由例 1.2-2 可得如下结论： 
① 由于离散周期信号的周期 N 一定为整数，而连续周期信号的周期 T 无此要求，故连续正

弦信号一定是周期信号，而正弦序列不一定是周期序列，如信号 4 ( ) sin(3 )f n n 即为非周期序列。 

② 连续周期信号之和不一定是周期信号，而周期序列之和一定是周期序列。由于连续周期信

号的周期 T 可以为任意常数，故周期可以为有理数或无理数。若 T1 为无理数、T2 为有理数，则其

周期之比一定为无理数，此时，两连续周期信号之和不是周期信号，如信号 2 ( ) cos(3 ) sin(2 )f t t t  

即为非周期信号；而离散周期信号的周期一定为整数，则其周期之比一定为有理数，故两周期序

列之和一定是周期序列，如信号 3 ( ) sin cos
3 2
n n

f n
        

   
为周期序列。 

1.2.3  能量信号和功率信号 

将信号（电压或电流）施加于 1电阻上所产生的能量或功率称为归一化能量或功率，这一定

义常被用来分析信号的能量和功率。 
若定义在区间(-∞,∞)上信号的能量 E 有界，即信号的能量为一个有限值(0<E<∞)，则这样的

信号称为能量有限信号，简称能量信号。若定义在区间(-∞,∞)上信号的平均功率 P 有界，即信号

的平均功率为一个有限值(0<P<∞)，则这样的信号称为功率有限信号，简称功率信号。 
能量信号和功率信号也有连续和离散之分。对于连续信号 f(t)，其能量的定义为： 

def 2lim | ( ) | d
T

TT
E f t t

→∞
                      （1.2-4） 

平均功率的定义为： 
def 21lim | ( ) | d

2
T

TT
P f t t

T →∞
                     （1.2-5） 

根据能量信号的定义，由于能量信号的能量为有限值，故式（1.2-5）中分子部分（信号的能

量）为有限值，而分母部分为无穷大，故连续时间能量信号的平均功率一定为零。 
根据功率信号的定义，由于式（1.2-5）中分母部分为无穷大，而信号的平均功率为有限值，

故分子部分（信号的能量）一定为无穷大，所以，连续时间功率信号的能量一定为无穷大。 
对于离散信号 f(n)，其能量的定义为： 

def 2lim | ( ) |
N

N
n N

E f n



→∞
                      （1.2-6） 

平均功率的定义为： 
def 21lim | ( ) |

2 1

N

N
n N

P f n
N  

→∞
                   （1.2-7） 
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与连续信号类似，离散时间能量信号的平均功率一定为零，离散时间功率信号的能量一定为

无穷大。 
例 1.2-3  判断下列信号是能量信号还是功率信号？ 
1） 1( ) e , 0, 0tf t t           2） 2 ( ) 1f t         3） 3 ( ) e tf t   

4） 4 ( ) 1, 0f n n ≥                5） 5
1( ) , 0 10
2

n

f n n
   
 

≤ ≤  

解：根据能量信号和功率信号的定义进行判断。 

1）
02 2 2

1 00

1 1lim ( ) d 0d e d e (0, )
2 2

T t t

TT
E f t t t t 

 
 

 
        

∞ ∞

∞→∞
∞ ， 0P   

因能量有限，故信号 1( ) e , 0, 0tf t t    为能量信号 

2） 2
2lim ( ) d 1d

T

TT
E f t t t

 
   

∞

∞→∞
∞，

1lim 1
2T

P E
T

 
→∞

 

因功率有限，故信号 2 ( ) 1f t  为功率信号。 

3） 2 2 2
3

1lim ( ) d e d e
2

T t t

TT
E f t t t 

 
     

∞ ∞

∞∞→∞
∞，

1lim
2T

P E
T

 
→∞

∞  

因能量和功率均无限，故信号 3 ( ) e tf t  既非能量信号又非功率信号。 

4） 2
4

0
lim ( ) lim 1

N N

N N
n N n

E f n
 

   
→∞ →∞

∞，
2

4
1 1 1lim ( ) lim

2 1 2 1 2

N

N N
n N

N
P f n

N N


  

 
→∞ →∞

 

因功率有限，故信号 4 ( ) 1, 0f n n ≥ 为功率信号。 

5）

11

2
5

11
44lim ( )

1 31
4

N

N
n N

E f n


   
   



→∞

，
2

5
1lim ( ) 0

2 1

N

N
n N

P f n
N 

 
 

→∞
 

因能量有限，故信号 5
1( ) ,0 10
2

n

f n n   
 

≤ ≤ 为能量信号。 

根据能量信号和功率信号的定义，可得如下结论： 
 ① 仅在有限时间区间具有有限幅值的信号一定是能量信号，这些信号的平均功率为 0，所以

只能从能量角度去考察。由于此类信号在有限时间区间内有定义，因此积分（求和）的上下限均

为有限值，同时其幅值也为有限值，根据式（1.2-4）和式（1.2-6）可知其能量一定有界，故一定

为能量信号，如 5
1( ) ,0 10
2

n

f n n
   
 

≤ ≤ 。 

 ② 直流信号、阶跃信号等都是功率信号，周期信号一般也是功率信号，其能量无限，只能从

功率的角度去考察，如 2 ( ) 1f t  和 4 ( ) 1, 0f n n ≥ 。 

 ③ 一个信号不可能既是能量信号又是功率信号。 
 ④ 少数信号既不是能量信号，也不是功率信号，如 3 ( ) e tf t  。 

1.2.4  信号的其他分类 

1．确定信号和随机信号 

根据是否有确定的函数表达式，信号可分为确定信号和随机信号。 
所谓确定信号是指信号可以表示为一个或几个自变量的确定函数，确定信号也称为规则信号。

对于确定信号，当给定某一时刻值时，这种信号有确定的函数值，如对于正弦信号 ( ) sinf t t 而
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言，当自变量 t 取确定值时，函数有确定的函数值。 
所谓随机信号是指信号没有确定的函数表达式，或者说在发生以前无法确切地知道它的波形，

而只能预测该信号对某一数值的概率分布，随机信号也称为不确定信号。电子系统中的起伏热噪

声、雷电干扰信号就是两种典型的随机信号。 
实际上，在通信系统中，收信方（信宿）在收到所传送的消息前，对发信方（信源）所发出

的消息总是不可能完全知道的，否则通信就没有意义了。所以，严格来说，在实践中遇到的信号

一般都是随机信号。但是，确定信号分析是随机信号分析的基础，本课程只讨论确定信号。 

2．一维信号和多维信号 

所谓一维信号是指可以表示为一个变量的函数的信号，所谓多维信号是指可以表示为两个或

两个以上变量的函数的信号。由此可以看出，区分一维信号和多维信号的关键就在于信号自变量

的个数。 
语音信号可表示为声压随时间变化的函数，这是一维信号。而一张黑白图像的每个点（像素）

具有不同的光强度，任一点又是二维平面坐标中两个变量的函数，这是二维信号。序列图像可以

看成是三维信号的例子。 
本课程只研究一维信号，且自变量多为时间 t 或 n。 

3．因果信号和反因果信号 

所谓因果信号是指当 t/n<0 时，f(·)=0 的信号；所谓反因果信号是指当 t/n≥0 时，f(·)=0 的信号。 
最常见的因果信号就是阶跃信号和阶跃序列，其波形分别如图 1.2-1（c）和 1.2-2（c）所示。 

练习题 

1.2-1  判断题图 1.2-1 所示各信号是连续信号还是离散信号。 

 
题图 1.2-1  练习 1.2-1 信号波形 

1.2-2  判断下列信号属于周期信号还是非周期信号，如果是周期信号，计算其周期。 

1） 1( ) sin(3 ) sin( )f t a t b t           2） 2
5 6( ) cos sin sin

7 2 5
t t

f t a b t c
            
     

 

3） 3 ( ) sin(3 ) cos(5 )f n a n b n        4） 4
8( ) sin
5

f n a n
   
 

 

1.2-3  判断下列信号是能量信号还是功率信号，并计算其能量或平均功率。 

1） 1

3sin(10 ), 0
( )

0, 0
t t

f t
t

 
 
 ≥

  2） 2 ( ) 5sin(2 ) 10cos(3 )f t t t      3）
4

3
4e , 0

( )
0, 0

t t
f t

t


 



≥
 

1.3  本 章 小 结 

本章首先介绍了消息、信息和信号的联系与区别，并给出了信号的定义。之后介绍了信号的
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分类，其中连续信号和离散信号、周期信号和非周期信号、能量信号和功率信号需要读者详细阅

读并深入理解，其余分类只作为相关知识的拓展，不作深入要求。 
具体来讲，本章主要介绍了： 
① 信号的定义。读者应了解信号是信息传递的载体，信号有多种表现形式。 
② 连续信号和离散信号。重点是理解连续信号和离散信号的判定原则：信号的定义域是否连

续（可含有间断点）。 
③ 周期信号和非周期信号。读者要能够理解周期信号的无限延伸性，并注意离散周期信号的

周期一定是整数这一区别于连续周期信号周期的关键点。 
④ 能量信号和功率信号。读者要深入理解两类信号的定义，能够对二者加以熟练地判定并计

算相应信号的能量和平均功率。 
本章的主要知识脉络如图 1.3-1 所示。 

 
图 1.3-1  本章知识脉络示意图 

练习题答案 

1.2-1  题图 1.2-1（a）、（b）所示信号为连续信号，题图 1.2-1（c）所示信号为离散信号。 
1.2-2  1）非周期信号  2）周期信号， 140T     3）非周期信号  4）周期信号， 5N  。 
1.2-3  1）功率信号， 2.25WP    2）功率信号， 62.5WP    3）能量信号， 2JW  。 

本 章 习 题 

1.1  粗略画出下列信号的波形。 
1） 2

1( ) 5e 3e , 0t tf t t   ≥   2） 2
2 ( ) e sin( ), 0 4tf t t t  ≤ ≤   3） 3 ( ) ( 2)nf n     4） 4 ( )f n n  

1.2  判断下列结论是否正确。 
1）两个周期信号之和一定是周期信号。 2）非周期信号一定是能量信号。 
3）能量信号一定是非周期信号。  4）周期信号一定是功率信号。 
5）功率信号一定是周期信号。   6）两个功率信号的和仍是功率信号。 
7）两个功率信号的乘积仍是功率信号。 8）功率信号与能量信号的乘积必为能量信号。 
1.3  说明题图 1.1 所示各信号是连续信号还是离散信号。 

 
题图 1.1  习题 1.3 信号波形 

1.4  判断下列信号是否为周期信号，若是周期信号，计算其周期。 
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1） 1( ) cos(10 ) cos(3 )f t t t      2） j10
2 ( ) e tf t   

3） 2
3 ( ) sin (8 )f t t       4） | |

4 ( ) 20e cos( )tf t t   

5） j0.2 j0.3
5 ( ) e en nf n         6） 6

1( ) , 0
2

n

f n n   
 

≥  

1.5  判断下列信号哪些是能量信号，哪些是功率信号，并计算它们的能量或平均功率。 
1） 1( ) cos(10 ) cos(3 )f t t t      2） j10

2 ( ) e tf t   
3） 2

3 ( ) sin (8 )f t t       4） | |
4 ( ) 20e cos( )tf t t   

5） j0.2 j0.3
5 ( ) e en nf n         6） 6

1( ) , 0
2

n

f n n   
 

≥  
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第 2 章  连续信号的时域分析 

【内容提要】 
本章首先介绍连续信号的基本运算，接着给出几种典型的连续信号，最后对卷积积分进行详

细说明。本章需要重点掌握连续信号的基本运算（平移、反转和尺度变换），阶跃信号、冲激信号

及连续信号的卷积积分。通过对本章内容的学习，读者应能够熟练地进行连续信号的基本运算，

能够深入理解并运用阶跃信号和冲激信号的定义和性质，能够透彻理解卷积积分的定义并熟练运

用其性质。 
【重点难点】 
★ 连续信号的平移、反转和尺度变换 
★ 阶跃信号的定义和性质 
★ 冲激信号的定义和性质 
★ 卷积积分的定义和性质 

2.1  连续信号的基本运算 

2.1.1  加（减）法和乘法 

两连续信号 1( )f t 和 2 ( )f t 的相加（减）或相乘是指同一时刻两信号幅值对应相加（减）或相

乘，即： 
1 2( ) ( ) ( )f t f t f t                             （2.1-1） 

1 2( ) ( ) ( )f t f t f t                             （2.1-2） 
实际上，信号的加（减）法和乘法运算都有具体应用。比如调音台将语音信号 ( )f t 和音乐信

号 ( )g t 混合成调音信号 ( )m t 就是利用了信号的加法运算： 
( ) ( ) ( )m t f t g t   

而收音机接收到的信号则是将音频信号 ( )m t 加载到载波信号 0 c 0cos( )k t  上形成的调幅信

号 AM ( )S t ，该信号就是利用了信号的乘法运算： 

AM 0 c 0( ) ( )cos( )S t k m t t    
例 2.1-1  信号 1( )f t 和 2 ( )f t 的波形如图 2.1-1（a）、（b）所示，试画出 1 2( ) ( ) ( )f t f t f t  和

1 2( ) ( ) ( )g t f t f t  的信号波形。 

 
图 2.1-1  例 2.1-1 信号波形 
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解：根据信号加法和乘法的定义，可直接画出信号 ( )f t 和 ( )g t 的波形如图 2.1-2（a）、（b）

所示。 

 
图 2.1-2  例 2.1-1 求解结果 

2.1.2  微分和积分 

连续信号 ( )f t 的微分运算是指 ( )f t 对 t 取导数，即： 
d ( )( )

d
f t

f t
t

                             （2.1-3） 

连续信号 ( )f t 的积分运算是指 ( )f  在 ( , )t∞ 区间内的定积分，即： 
( 1) ( ) ( )d

t
f t f  


  ∞

                        （2.1-4） 

信号经微分运算后会突出其变化部分，而经积分运算后其变化部分会变得平滑。因此，合理

利用信号的微分运算有利于对信号变化部分（如图像轮廓）的研究；合理利用信号的积分运算可

消除信号中混入的颗粒噪声。 

2.1.3  反转 

连续信号的反转是指将信号 ( )f t 的自变量 t 换为-t，即： 
( ) ( )f t f t→                            （2.1-5） 

连续信号的反转也称为连续信号的反折。 
根据连续信号反转的定义，对于信号 ( )f t 及常数 0t ，若取 0t t ，则 0t t   ，故两个信号 ( )f t

和 ( )f t 是关于纵坐标轴对称的，因此，连续信号反转的几何意义就是将连续信号 ( )f t 以纵坐标

轴为轴反转 180°，连续信号的反转如图 2.1-3 所示。 

 
图 2.1-3  连续信号的反转 

没有实现信号反转功能的实际器件，在数字信号处理中可以实现此概念，例如堆栈中数据进

出栈的顺序：先进后出。 

2.1.4  平移 

连续信号的平移是指将信号 ( )f t 的自变量 t 换为 0t t （ 0t 为常数），即： 
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0( ) ( )f t f t t→                           （2.1-6） 
连续信号的平移也称为连续信号的移位。 

信号平移的几何意义是将信号 ( )f t 沿横坐标左右移动，若 0 0t  ，则将信号 ( )f t 右移 0t 个单

位，否则左移 0| |t 个单位。如将信号 ( )f t 右移或左移 1 个单位，则可以得到图 2.1-4（a）、（b）所

示的平移结果。 

 
图 2.1-4  连续信号的平移 

上述确定连续信号平移方向的方法容易混淆，因此，可以采用自变

量整体置零法确定平移的方向和距离，下面简要介绍自变量整体置零法

的原理。 
对于平移后的连续信号 0( )f t t ，若令 0T t t  ，则有 0( ) ( )f t t f T  。

比较 ( )f t 与 ( )f T 可发现：对于在信号 ( )f t 定义域内的常数 a，如果令 T 取

a，而 t 也取 a，则可得到同样的函数值 f(a)，而 0T t t  ，故 0t t a  ，即

0t a t  ；通过比较 a 与 a+t0 的位置即可得出信号平移的方向和距离。方

便起见，可取 a=0，即比较 0 和 t0的位置即可得出平移的方向和距离。自

变量整体置零法的推导过程如图 2.1-5 所示。如将 ( )f t 平移为 ( 3)f t  ，则

令 3 0t   ，可得 3t   ，而-3 在 0 的左侧，故信号左移三个单位。 
实际上，雷达接收到的目标回波信号就是原信号的平移信号，即与雷

达发出的信号相比，时间上有了一个延迟（时延）。 
例 2.1-2  信号 ( )f t 如图 2.1-6 所示，试画出 (2 )f t 的波形。 

解：由于信号的自变量 t 转换成了 2 2t t    ，因此，本题用到了信

号的反转和平移，故可采用两种方法求解：先平移再反转或先反转再平移。 
解法一：先左移 2 个单位，即 ( ) ( 2)f t f t → ，然后再反转，即

( 2) ( 2)f t f t  → ，从而得到 (2 )f t 的波形，解题过程如图 2.1-7 所示。 

 
图 2.1-7  例 2.1-2 解法一 

解法二：先反转，即 ( ) ( )f t f t→ ，再平移，即 ( ) (2 )f t f t → 。由于 2 ( 2)t t     ，因此，

0 2 0t    ，故左移 2 个单位，从而得 (2 )f t 的波形，解题过程如图 2.1-8 所示。 

 
图 2.1-8  例 2.1-2 解法二（错误解法） 

 
图 2.1-5  自变量整体置

零法推导过程 

 
图 2.1-6  信号 f (t)的波形 
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两种方法得到了两种结果，一定有一个结果是错误的。仔细观察信号平移的定义式可以发现，

在确定平移的方向和距离时，自变量 t 的系数为 1，即平移的方向和距离均是相对于自变量 t 而言

的。但是解法二确定平移的方向和距离时，自变量 t 的系数为-1，因此所谓的左移 2 个单位是针

对 t 而不是自变量 t 的，所以导致了错误的结果。 
正确的做法应该是：先反转，即 ( ) ( )f t f t→ ，再平移，即 ( ) (2 ) [ ( 2)]f t f t f t    → ，因

此， 0 2 0t   ，故右移 2 个单位，从而得 (2 )f t 的波形，解题过程如图 2.1-9 所示。 

 
图 2.1-9  例 2.1-2 解法二（正确解法） 

实际上，若采用自变量整体置零法判断平移的方向和距离则不会出错。由于信号平移后变为

(2 )f t ，故有 2 0t  ，解得 2t  ，而 2 在 0 的右侧 2 个单位处，所以，将 ( )f t 右移 2 个单位

即可得到正确结果。 
在后续内容中将看到，不仅仅平移的方向和距离是相对于自变量 t 而言的，信号基本运算中

的所有操作均是对自变量 t 进行的。 

2.1.5  尺度变换（横坐标展缩） 

连续信号的尺度变换是指将信号 ( )f t 的自变量 t 用变量 at （a 为正常数）代替，即： 
( ) ( )f t f at→                            （2.1-7） 

其中， a常被称为变换系数。信号的尺度变换也称为信号的横坐标展缩。 
信号尺度变换的几何意义是将信号 ( )f t 沿横坐标展宽或压缩：若 1a  ，则信号 ( )f at 的波形

沿横坐标压缩到原信号 ( )f t 的
1
a
；若 0 1a  ，则信号 ( )f at 的波形沿横坐标展宽至原信号 ( )f t 的

1
a
倍。也就是说当变换系数为 a时，变换比例为

1
a
，下面加以简要证明。 

对于信号 ( )f t 和信号 ( )f T ，由于它们的函数算子相同，只是自变量的表示不同，所以，对于

相同的定义域， ( )f t 和 ( )f T 为同一信号。现假设 , ( 1,1)t T   ，令T ax ，则 ( 1,1)ax  ，所以

1 1,x
a a

   
 

。因此 x 的定义域是 t 的定义域的
1
a
倍，即 ( )f ax 将 ( )f t 的波形沿横坐标展缩至原来

的
1
a
，如果将 x换为 t ，即得出结论：信号 ( )f at 将信号 ( )f t 的波形沿横坐标展缩至原来的

1
a
。 

现对连续信号的尺度变换做如下总结： 
① 连续信号的尺度变换只针对横坐标进行展缩，与纵坐标无关。 

② 如果将信号 ( )f t 变换为 ( )f at ，则变换比例为
1
a
。 

信号的尺度变换在实际中有相应的应用。假设磁带正常播放时的语音信号为 ( )f t ，则以 2 倍

速度播放的信号应为 (2 )f t ，它比以正常速度在单位时间内播放的信号 ( )f t 多一倍，故信号 (2 )f t

对原信号 ( )f t 在时间上进行了压缩，压缩比例为
1
2
；以正常速度一半播放的信号为

2
t

f
 
 
 

，它比

以正常速度在单位时间内播放的信号 ( )f t 少一半，故信号
2
t

f  
 
 

对原信号 ( )f t 在时间上进行了扩

展，扩展倍数为 2。 
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例 2.1-3  已知信号 ( )f t 的波形如图 2.1-10 所示，试画出信号 (2 )f t 和
2
t

f
 
 
 

的波形。 

解：根据信号尺度变换的定义，将信号 ( )f t 沿横坐标压缩至原信号的
1
2
，即可得到信号 (2 )f t

的波形，如图 2.1-11（a）所示。将信号 ( )f t 沿横坐标扩展至原信号的 2 倍，即可得到信号
2
t

f  
 
 

的波形，如图 2.1-11（b）所示。 

    
   图 2.1-10  例 2.1-3 信号波形                   图 2.1-11  例 2.1-3 求解结果 

将信号的平移、反转和尺度变换进行综合运用，即可由信号 ( )f t 求得信号 ( )f at b 或反之。

因为信号的上述转换存在三种操作，因此解题方法可以是该三种操作的任意排列： 
① 平移，反转，尺度变换。 
② 平移，尺度变换，反转。 
③ 尺度变换，反转，平移。 
④ 尺度变换、平移、反转。 
⑤ 反转，尺度变换，平移。 
⑥ 反转，平移，尺度变换。 
需要注意的是，在信号的变换过程中，一定要尽量保证在进行信号平移时自变量 t 的系数为 1，

这样可以确保平移的方向和距离不易出错。若进行信号平移时自变量 t 的系数不为 1，则应仔细考

虑平移的方向和距离。当然如果在判断平移的方向和距离时采用自变量整体置零法，则不论自变

量 t 的系数是否为 1，都可以很好地避免出错。 
鉴于此，由信号 ( )f t 求 ( )f at b 时，推荐采用方法①或方法②；由信号 ( )f at b 求 ( )f t 时，

推荐采用方法③或方法⑤。同时还应注意，由 ( )f at b 求 ( )f t 时平移和尺度变换等操作需要反向

进行。 
例 2.1-4  已知信号 ( )f t 的波形如图 2.1-12 所示，试画出信号

( 4 2 )f t  的波形。 
解：因为由 ( )f t 求 ( 4 2 )f t  ，故本题采用方法①求解。 
首先，将信号 ( )f t 右移 4 个单位得到信号 ( 4)f t  ，如图 2.1-13（a）

所示。 
然后，将信号 ( 4)f t  进行反转得到信号 ( 4)f t  ，如图 2.1-13（b）所示。 

最后，对信号 ( 4)f t  以
1
2
为变换比例进行尺度变换得到信号 ( 4 2 )f t  ，如图 2.1-13（c）

所示。 

 
图 2.1-12  信号 f(t)的波形 
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图 2.1-13  例 2.1-4 解题过程 

例 2.1-5  已知信号 ( 4 2 )f t  的波形如图 2.1-14 所示，试画出信号

( )f t 的波形。 
解：因为由 ( 4 2 )f t  求 ( )f t ，故本题采用方法⑤求解。 
首先，将信号 ( 4 2 )f t  进行反转得到信号 (2 4)f t  ，如图 2.1-15（a）

所示。 

然后，因为
1 2 4 4
2

t t    ，即变换系数为
1
2
、变换比例为 2，故对信

号 (2 4)f t  以 2 为变换比例进行尺度变换得到信号 ( 4)f t  ，如图 2.1-15（b）所示。 
最后，因为 4 4t t  （ ） ，故将信号 ( 4)f t  左移 4 个单位得到信号 ( )f t ，如图 2.1-15（c）

所示。 

 
图 2.1-15  例 2.1-5 解题过程 

练习题 

2.1-1  画出下列信号的波形。 

1） 1( ) cos(3 ) 3f t t    2） 2
e , 0

( )
0, 0

tt t
f t

t


 



≥
  3） 3 ( ) sin (2 )f t t   4） 4 0

( ) e d
t

f t     

2.1-2  已知信号 ( )f t 的波形如题图 2.1-1 所示，试画出 1
2
t

f
   
 

的波形。 

2.1-3  已知信号 1
2
t

f
   
 

的波形如题图 2.1-2 所示，试画出 ( )f t 的波形。 

     
               题图 2.1-1  信号 f(t)的波形                    题图 2.1-2  信号 f(-t/2+1)的波形 

2.2  典型连续信号 

在信号分析中，通常将实际信号按某种条件理想化，然后再运用理想模型进行分析，由此也

就形成了若干种不同的理想化信号。本节将介绍几种常见的连续信号，主要包括阶跃信号、冲激

 
图 2.1-14  信号 f(-4-2t)

的波形 
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信号等奇异信号以及部分常见的普通信号，如斜升信号、门信号、符号信号、单边指数信号、双

边指数信号、抽样信号、周期性单位冲激序列等。 

2.2.1  阶跃信号 

信号与系统分析中，常遇到信号本身有不连续点（跳变点）或其导数与积分有不连续点的情

况，这类信号称为奇异信号或奇异函数。如质量集中于一点的密度分布、作用时间趋于零的冲击

力、宽度趋于零的电脉冲信号等。常见的奇异信号主要有阶跃信号、冲激信号和冲激偶信号，本

部分主要介绍阶跃信号。 
下面采用求函数序列极限的方法定义阶跃信号。选定一个函数序列 ( )n t ： 

10,

1 1 1( ) , 2, 3,
2 2

11,

n

t
n

n
t t t n

n n

t
n



  

     





              （2.2-1） 

其波形如图 2.2-1（a）中实线所示，其中，
1(0)
2n  。 

当 n增大时， ( )n t 在区间
1 1,
n n

  
 

上的斜率增大， ( )n t 在 0t  处的值仍为
1
2
，波形如图 2.2-1

（a）中虚线所示。当 n→∞时，函数 ( )n t 在 0t  处由 0 立即跃变到 1，其斜率为无穷大，而 ( )n t

在 0t  处的值仍可认为是
1
2
，波形如图 2.2-1（b）所示，这个信号就定义为单位阶跃信号（函数），

简称阶跃信号（函数），用 ( )u t 或 ( )t 表示，即： 

def

0, 0
1( ) lim ( ) , 0
2
1, 0

n
n

t

u t t t

t




 




→∞
                 （2.2-2） 

 
图 2.2-1  阶跃信号定义 

利用阶跃信号可以方便地表示信号的作用区间。图 2.2-2（b）所示信号是由图 2.2-2（a）所

示信号截取 t>0 部分得到的，根据阶跃信号的定义可得该信号的表达式为： 
1( ) ( ) ( )f t f t u t  

图 2.2-2（c）所示信号是由图 2.2-2（a）所示信号截取 t1<t<t2部分得到的，而平移后的阶跃信

号之差 1 2( ) ( )u t t u t t   即可表示该区间，因此可得该信号的表达式为： 

2 1 2( ) ( )[ ( ) ( )]f t f t u t t u t t     
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图 2.2-2  阶跃信号表示信号作用区间 

例 2.2-1 利用阶跃信号写出图 2.2-3 所示信号的表达式。 
解：图 2.2-3 信号可以表示为分段函数的形式： 

0, 0
2, 0 1

( )
1, 1 2

0, 2

t

t
f t

t

t


     
 

 

由上式可知： 
1）当 0t  时， ( ) 0f t  ，可以表示为： 1( ) 0 ( )f t u t   ； 
2）当0 1t  时， ( ) 2f t  ，可以表示为： 2 ( ) 2 [ ( ) ( 1)]f t u t u t    ； 
3）当1 2t  时， ( ) 1f t   ，可以表示为： 3 ( ) 1 [ ( 1) ( 2)]f t u t u t      ； 
4）当 2t  时， ( ) 0f t  ，可以表示为： 4 ( ) 0 ( 2)f t u t   。 

将上述四个表达式相加即可将其写为闭合函数的形式： 
( ) 2 ( ) 3 ( 1) ( 2)f t u t u t u t      

实际上，可以直接根据信号波形写出信号的表达式，方法如下： 
从左向右看，遇到跃变时间点，则在该时间点处有一个阶跃信号。向上跃变的幅值为多少，

其阶跃信号前面的系数就是多少；向下跃变的幅值是多少，则阶跃信号前面的系数为负的多少。

由此写出的信号表达式与上述采用分段函数的方法得到的结果相同。 

2.2.2  冲激信号 

1．冲激信号的定义 

函数序列 ( )n t （见式 2.2-1）是定义在区间 ( , )∞∞ 上的可微函数，其在区间
1 1,
n n

  
 

上的斜

率为
2
n
，且

1(0)
2n  。对 ( )n t 求导可得脉冲信号： 

1 1,
2( ) ( )

1 10,
n n

n
t

n np t t

t t
n n



     
   


或

                  （2.2-3） 

其波形如图 2.2-4 中实线部分所示。 
由图 2.2-4 可以看出，该脉冲波形包围的面积为 1，不妨称其为函数

( )np t 的强度。当 n 增大时， ( )np t 的幅度增大而宽度减小，其强度仍为

1，其波形如图 2.2-4 中虚线部分所示。当 n→∞时，函数 ( )np t 的宽度趋于零，而幅度趋于无限大，

但其强度仍为 1，这个信号就定义为单位冲激信号（函数），简称冲激信号（函数），用 ( )t 表

示，即： 

 
图 2.2-3  信号 f(t)的波形 

 
图 2.2-4  信号 pn(t)的波形 
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def( ) lim ( )n
n

t p t
→∞

                            （2.2-4） 

由上述冲激信号的定义可知：当 0t  时， ( ) 0t  ；当 0t  时，其幅值趋向于无穷大，且其

强度为 1。因此，也可以利用如下表达式表示冲激信号： 
( ) 0, 0

( )d 1

t t

t t






  


 
∞

∞

                            （2.2-5） 

式（2.2-5）中， ( )d 1t t



∞

∞
的含义是该函数波形下的面积，即强度为 1。实际上，由于冲激信号

只在 t=0 处存在非零函数值，故上述积分区间可以分为三部分： 
0 0

0 0
( )d ( )d ( )d ( )d 0 1 0 1t t t t t t t t    

  
         

∞ ∞

∞ ∞
         （2.2-6） 

式（2.2-6）中的 0-和 0+分别代表 0 时刻的左右极限。所以，只要积分区间包含冲激函数的非零时

刻，则其积分一定为 1。 
由此可以看出，冲激信号是个奇异信号，它是对强度极大，作用时

间极短的一种物理量的理想化表示。式（2.2-5）最早由狄拉克提出，冲

激信号的波形如图 2.2-5 所示。图中，箭头表示 0t  时，冲激信号的幅值

趋近于无穷大；“(1)”表示冲激信号的强度为 1。 
( )t 表示出现在 0t  处的冲激信号，在 1t t 处出现的冲激信号可写

为 1( )t t  ，如图 2.2-6 所示。信号 ( )a t 表示出现在 t=0 处、强度为 a 的

冲激信号，如图 2.2-7 和图 2.2-8 所示。 

                                          
图 2.2-6  延迟 t1的冲激信号（t1>0）    图 2.2-7  信号 a(t)的波形（a>0）      图 2.2-8  信号 a(t)的波形（a<0） 

2．冲激信号与阶跃信号的关系 

如前所述，当 n 趋近于无穷大时可由函数序列 ( )n t 得到阶跃信号 ( )u t ，由函数序列 ( )np t 得到

冲激信号 ( )t ，而对函数序列 ( )n t 求导可得 ( )np t ，其关系如图 2.2-9 所示。 

 
图 2.2-9  阶跃信号和冲激信号的关系 

因此，冲激信号和阶跃信号的关系为： 

 
图 2.2-5  信号(t)的波形 
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d ( )( )
d
u t

t
t

                               （2.2-7） 

( ) ( )d
t

u t x x


  ∞
                           （2.2-8） 

换一种思路，由阶跃信号的波形可知，其在 t=0 处的斜率为∞，而在 t≠0 处的斜率为 0，若对

其求导，则可得 t=0 处的幅值为∞，而 t≠0 处的幅值为 0 的信号，即冲激信号，由此也可以得到

二者的关系。 

3．冲激信号的筛分性质和取样性质 

根据冲激信号的定义，其与普通函数做乘法运算时，只有当 t=0 时有非零函数值，而 t≠0 时

的乘积为 0，即： 
( ) ( ) (0) ( )f t t f t                           （2.2-9） 

根据同样的思路，对于平移 a（a 为常数）个单位后的冲激信号，有如下性质： 
( ) ( ) ( ) ( )f t t a f a t a                          （2.2-10） 

式（2.2-9）和式（2.2-10）称为冲激信号的筛分性质。 
对式（2.2-9）在区间 ( , )∞∞ 上进行积分，有： 

( ) ( )d  (0) ( )d  (0) ( )d (0)f t t t f t t f t t f  
  

    
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞
         （2.2-11） 

对式（2.2-10）在区间 ( , )∞∞ 上进行积分，有： 

( ) ( )d  ( ) ( )d  ( ) ( )d ( )f t t a t f a t a t f a t a t f a  
  

       
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞
     （2.2-12） 

式（2.2-11）和式（2.2-12）称为冲激信号的取样性质。 
例 2.2-2  计算下列各题。 

1） sin ( )d
4

t t t


  
 

∞

∞
  2）

1

1
2 ( )dt  


   3） 2d [e ( )]

d
tu t

t
  

解：1）令 ( ) sin
4

f t t
   

 
，由式（2.2-11），得： 

2sin ( )d sin
4 4 2

t t t


           
   

∞

∞
 

2）对本题而言，t 为参变量、为变量、积分区间为 ( 1,1) ，在积分区间上为零的被积函数的

积分为零。根据冲激信号的定义，当 ( 1,1)t  时，
1

1
( ) 0t 


  ，故

1

1
2 ( )d 0t  


  ；当 ( 1,1)t 

时，
1

1
( ) 0t 


  ，由式（2.2-12），可得： 

1

1
2 ( )d 2t t  


   

故积分结果为： 
1

1

2 , 1 1
2 ( )d

0,
t t

t  


  
  


 其他

 

3）根据式（2.2-9），有： 
2 2 2 2d [e ( )] e ( ) ( 2e ) ( ) ( ) 2e ( )

d
t t t tu t t u t t u t

t
          

4．冲激信号的导数 ( )t   

冲激信号 ( )t 是奇异信号，不能用一般函数求导的方法定义它的导数。根据广义函数理论，
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可定义冲激信号的一阶导数（也称为冲激偶信号） ( )t  为： 

( ) ( )d (0)f t t t f


  
∞

∞
                       （2.2-13） 

证明： 

( )  ( )d ( ) ( )  ( ) ( )d  (0) ( )d  (0)f t t t f t t f t t t f t t f   


  
          

∞ ∞ ∞∞

∞∞ ∞ ∞
 

令 ( ) 1f t  ，则由式（2.2-13）可得： 

( )d 0t t


 
∞

∞
                 （2.2-14） 

由此可见，冲激偶信号的强度为 0，其波形如图 2.2-10 所示。 
相应地，冲激信号的 n 阶导数 ( ) ( )n t 定义为： 

( ) ( )( ) ( )d ( 1) (0)n n nf t t t f


 
∞

∞
          （2.2-15） 

冲激偶信号与普通信号相乘时，其结果为： 
( ) ( ) (0) ( ) (0) ( )f t t f t f t                （2.2-16） 

证明： 
由[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )f t t f t t f t t      ，得： 

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) [ (0) ( )] (0) ( ) (0) ( ) (0) ( )f t t f t t f t t f t f t f t f t                   

5．冲激信号及其导数的尺度变换 

设有常数 a>0，则： 
d 1 1( ) ( )d ( ) (0) ( ) ( )d

| | | |
x at x x

at f t t x f f t f t t
a a a a

  

  

    
   

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞
 

所以当常数 a>0 时，有 
1( ) ( )d ( ) ( )d

| |
at f t t t f t t

a
 

 
 

∞ ∞

∞ ∞
                   （2.2-17） 

设有常数 a<0，则： 
d 1 1 1( ) ( )d ( ) ( ) d (0) ( ) ( )d
| | | | | | | |

x at x x x
at f t t x f x f x f t f t t

a a a a a a
    

  

              
∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞
 

所以当常数 a<0 时，有： 
1( ) ( )d ( ) ( )d

| |
at f t t t f t t

a
 

 
 

∞ ∞

∞ ∞
                   （2.2-18） 

令式（2.2-17）和式（2.2-18）中的 ( ) 1f t  ，对于任意非零常数 a，有： 
1( ) ( )

| |
at t

a
                             （2.2-19） 

综合考虑式（2.2-19）及信号的平移，有： 

0 0
0

1( )
| |

t t
at t a t t

a a a
  

            
    

                 （2.2-20） 

设有任意非零常数 a，由式（2.2-13），得： 
1 1 1( ) ( )d ( )d [ (0)]

| | | |
1 1 1 1( ) ( )d ( ) ( )d

| | | |

x at x
f t at t f x x f

a a a a

t f t t t f t t
a a a a

 

 



 

 

     
 

  

 

 

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

 

所以， 

 
图 2.2-10  信号 δ'(t)波形 
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1 1( ) ( )
| |

at t
a a

                         （2.2-21） 

类似地，可推得： 
( ) ( )1 1( ) ( ), 0,1, 2,

| |
n n

n
at t n

a a
                  （2.2-22） 

当 a=-1 时，由式（2.2-22），得： 
( ) ( )( ) ( 1) ( )n n nt t     

故有： 
( ) ( )t t    

( ) ( )t t      

所以，冲激信号是偶函数，而冲激偶信号是奇函数。 
例 2.2-3  已知信号 ( )f t 如图 2.2-11 所示，试画出 ( ) ( )g t f t 和

(2 )g t 的波形。 

解：本题有两种解法，下面分别加以介绍。 
解法一：根据信号波形求解。 
求解 ( ) ( )g t f t 时，考虑到信号 ( )f t 在 t=-2 处有跳变，即斜率为∞，

故求导后此处有一冲激信号，由于跳变方向向上且跳变幅值为 4，故求

导后此处的冲激信号为 4 ( 2)t  。除此跳变点之外，信号 ( )f t 在其定义

域的各处均无间断点，故对其求导后所得信号的幅值为其斜率。故可得

信号 ( )g t 的波形如图 2.2-12（a）所示。 

信号 (2 )g t 由信号 ( )g t 以变换比例
1
2
压缩而得，求解

(2 )g t 时，需注意冲激信号的尺度变换。令冲激信号为

( ) 4 ( 2)x t t  ，由式（2.2-20），得： 
1(2 ) 4 (2 2) 4 ( 1) 2 ( 1)

| 2 |
x t t t t          

信号 ( )g t 的其余部分均为普通信号，直接对其以变换比

例
1
2
进行压缩即可。故可得信号 (2 )g t 的波形如图 2.2-12

（b）所示。 
解法二：根据信号的表达式求解。 
由图 2.2-11 得信号 ( )f t 的表达式为： 

( ) ( 2)[ ( 2) ( 2)]f t t u t u t       

故： 
( ) ( )

[ ( 2) ( 2)] ( 2)[ ( 2) ( 2)]
( 2) ( 2) 4 ( 2)

4 ( 2) [ ( 2) ( 2)]

g t f t

u t u t t t t

u t u t t

t u t u t

 





          
      
     

 

由此可得信号 ( )g t 的波形如图 2.2-12（a）所示。 
根据信号 ( )g t 的表达式，可以得到 (2 )g t 的表达式： 

(2 ) 4 (2 2) [ (2 2) (2 2)]
4 [2( 1)] { [2( 1)] [2( 1)]}

g t t u t u t

t u t u t




     
     

 

 
图 2.2-11  信号 f(t)的波形 

 
图 2.2-12  例 2.2-3 结果 
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14 ( 1) { [2( 1)] [2( 1)]}
2

2 ( 1) { [2( 1)] [2( 1)]}

t u t u t

t u t u t





      

     
 

上式大括号内的信号波形画法较为复杂，下面给出两种作图方法。 
1）根据阶跃信号定义求解。 
根据阶跃信号的定义，当 2( 1) 0t   ，即 1t   时， [2( 1)] 1u t   ；当 t取其他值时， [2( 1)] 0u t   。

故可画出其波形如图 2.2-13（a）所示，同理画出 [2( 1)]u t  的波形如图 2.2-13（b）所示。故

[2( 1)] [2( 1)]u t u t   的波形如图 2.2-13（c）所示。 

 
图 2.2-13  信号 u[2(t+1)]-u[2(t-1)]的波形（画法一） 

2）根据尺度变换求解。 
阶跃信号 ( )u t 的波形如图 2.2-14（a）所示，利用信号平移得 ( 2)u t  和 ( 2)u t  的波形如图 2.2-14

（b）、（c）所示。根据信号的尺度变换（变换比例为
1
2
），得 (2 2)u t  和 (2 2)u t  ，即 [2( 1)]u t  和

[2( 1)]u t  的波形如图 2.2-14（d）、（e）所示，故可得 [2( 1)] [2( 1)]u t u t   的波形如图 2.2-14（f）

所示。 
由此可得信号 (2 )g t 的波形如图 2.2-12（b）所示。 

 
图 2.2-14  信号 u[2(t+1)]-u[2(t-1)]的波形（画法二） 

6．复合函数形式的冲激信号 

实际中有时会遇到形如 [ ( )]f t 的冲激信号，其中 ( )f t 是普通函数，并且 ( ) 0f t  有 n 个互不

相等的实根 ( 1, 2, 3, , )it i n  ，即 ( ) 0if t  。则有： 

1

1[ ( )] ( )
| ( ) |

n

i
i i

f t t t
f t

 


 
                       （2.2-23） 

这表明， [ ( )]f t 是位于各 it 处、强度为
1

| ( ) |if t
的 n 个冲激函数构成的冲激函数序列。 

例 2.2-4  化简 2(4 1)t  。 

解：由 24 1 0t   可得
1
2

t   ，由于两根互不相等，故根据式（2.2-23），得： 
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2 1 1 1 1 1 1 1 1(4 1)
2 2 4 2 4 21 1

2 2

t t t t t

f f

                          
              
   

 

2.2.3  其他常见连续信号 

1．斜升信号 

对阶跃信号在区间 ( , )t∞ 上进行积分，可得： 

0
( )d 1d

t t
u t  


    

由于积分上限一定大于下限，故上述积分需满足条件 0t  ，因此上述积分结果可写为 ( )tu t ，该信

号称为斜升信号，即： 
( ) ( )f t tu t                              （2.2-24） 

其波形如图 2.2-15 所示。 

2．门信号 

宽度为 ，幅度为 1 的矩形脉冲信号称为门信号，用符号 ( )g t 表示，即： 

( )
2 2

g t u t u t
          

   
                       （2.2-25） 

波形如图 2.2-16 所示。显然，门信号关于纵轴对称，为偶函数。 

3．符号信号 

符号信号记作 sgn(t)，定义为： 

def

1, 0
sgn( ) 0, 0

1, 0

t

t t

t

 
 
 

                         （2.2-26） 

波形如图 2.2-17 所示。显然，符号信号关于原点对称，为奇函数。 

                   
图 2.2-15  斜升信号的波形         图 2.2-16  门信号的波形         图 2.2-17  符号信号的波形 

4．单边指数信号 

单边指数信号定义为： 
( ) e ( ), 0tf t u t               （2.2-27） 

波形如图 2.2-18 所示。显然，它是截取指数函数 ( ) e , 0tg t    的 t>0

部分后形成的信号。 

5．双边指数信号 

双边指数信号定义为： 
| |( ) e , 0tf t                （2.2-28） 

 
图 2.2-18  单边指数信号

的波形 
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或者写为： 
e , 0

( ) , 0
e , 0

t

t

t
f t

t








 
 


           （2.2-29） 

波形如图 2.2-19 所示。 

6．抽样信号 

抽样信号定义为： 
sinSa( ) t

t
t

                              （2.2-30） 

抽样信号也称为取样信号，它是偶函数，当 0t → 时，Sa(t)=1。其波形如图 2.2-20 所示。 

7．周期性单位冲激序列 

周期为 T 的周期性单位冲激序列，也称为梳状函数，常用 ( )T t 或 comb ( )T t 表示，其定义为： 

( ) ( )T
m

t t mT 


 
∞

∞

                        （2.2-31） 

波形如图 2.2-21 所示。 

    
                   图 2.2-20  抽样信号的波形                 图 2.2-21  周期性单位冲激序列的波形 

需要注意的是，周期性单位冲激序列看起来似乎是离散信号，但实际上却是连续信号。关于

这一点可以从两个方面来理解：一方面，由于单位冲激信号是连续信号，故对其左右延拓形成的

信号必然是连续信号；另一方面，由于周期 T 的取值没有限定为整数，因此其自然属于连续信号。 

练习题 

2.2-1  利用基本信号或阶跃信号列写题图 2.2-1 中信号的表达式。 

 
题图 2.2-1  练习 2.2-1 信号波形 

2.2-2  计算下列各式。 

1） 2(4 ) ( 3)dt t t


 
∞

∞
  2）

6 2

2
(4 ) ( 3)dt t t


    3）

10 sin(3 ) ( )dt
t t

t


 ∞
 

4）
6 2

2
(4 ) ( 4)dt t t


    5） 3( 3) (1 )dt t t


 

∞

∞
 

2.2-3  画出下列信号的波形。 

1） 2 12
2

t   
 

  2） (sin )t  

 
图 2.2-19  双边指数信号的波形 
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2.3  连续信号的卷积积分 

卷积积分在信号与系统分析中占有极其重要的地位，是连续信号时域分析的重要方法。本节

主要介绍连续信号卷积积分的定义和图解，卷积积分的性质将在下一节中介绍。 

2.3.1  卷积积分定义 

为了便于介绍卷积积分的定义，现将图 2.2-4 所示脉冲信号 ( )np t 的定义式重写如下： 
1 1,

2( )
1 10,

n

n
t

n np t

t t
n n

    
   


或

 

若令
2
n

  ，则上式可改写为： 

1 ,
2 2( )

0,
2 2

n

t
p t

t t

 


 

          


或

                    （2.3-1） 

其信号波形如图 2.3-1 所示。 
现将脉冲信号 ( )np t 以  为周期左右延拓得到信号 ( ),np t k k Z   ，由式（2.3-1）可知，

( ) 1np t k      ，即脉冲的强度为 1。若利用脉冲信号 ( )np t k   对任意信号 f(t)进行分解，可

得分解过程如图 2.3-2 所示。由图 2.3-2 可知，信号 f(t)在 t k   时刻的幅值为 ( )f k  ，故

( )[ ( ) ]nf k p t k      表示在一个脉冲持续时间(  )内，脉冲的幅值为 ( )f k  ，这样，就可将

任意信号 ( )f t 近似看成由一系列幅值不同、接入时刻不同的窄脉冲组成，所有这些窄脉冲之和近

似等于信号 ( )f t ，即： 

( ) ( ) ( )n
k

f t f k p t k  


    
∞

∞

 

      
          图 2.3-1  信号 pn(t)的波形                      图 2.3-2  信号 f(t)分解为窄脉冲 

在 0 → 的极限情况下，将  写作 d ， k  （即 k 个  ）写作 ，它是时间变量，同时

求和符号应改写为积分符号，则 ( )f t 可写为： 

0
( ) lim ( ) ( ) ( ) ( )dn

k

f t f k p t k f t


      




       
∞ ∞

∞→
∞

 

一般地，已知定义在区间 ( , )∞∞ 的两个函数 1( )f t 和 2 ( )f t ，则定义积分： 

1 2( ) ( ) ( )df t f f t  


 
∞

∞
 

为 1( )f t 与 2 ( )f t 的卷积积分，简称卷积，记为： 

1 2( ) ( ) ( )f t f t f t   
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即： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )df t f t f t f f t  


   
∞

∞
                （2.3-2） 

需要注意的是，上述积分是在虚设的变量下进行的，为积分变量，t 为参变量，卷积积分的

结果仍为 t 的函数。在计算卷积时，确定积分的上下限是关键。 
例 2.3-1  设 2

1( ) 3e ( )tf t u t ， 2 ( ) 2 ( )f t u t ， 3 ( ) 2 ( 2)f t u t  ，求卷积积分： 
1） 1 2( ) ( )f t f t     2） 1 3( ) ( )f t f t  

解：1）                2
1 2( ) ( ) 3e ( ) 2 ( )df t f t u u t   


   

∞

∞
 

对于 ( )u  ，当 0  时 ( ) 0u   ，故其积分下限可写为 0； 
对于 ( )u t  ，当 0t   ，即 t  时 ( ) 0u t   ，故其积分上限可写为 t； 
考虑到 (0, )t  时 ( ) ( ) 1u u t    ，故有： 

2 2 2 2
1 2 00

1( ) ( ) 3e ( ) 2 ( )d 6 e d 6 e 3(1 e )
2

t t tf t f t u u t        



           
  

∞

∞
 

由于积分上限应该大于积分下限，故上式在 t>0 时成立，故应写为： 
2

1 2( ) ( ) 3(1 e ) ( )tf t f t u t    

2）                  2
1 3( ) ( ) 3e ( ) 2 ( 2)df t f t u u t   


    

∞

∞
 

对于 ( )u  ，当 0  时 ( ) 0u   ，故其积分下限可写为 0； 
对于 ( 2)u t   ，当 2 0t    ，即 2t   时 ( 2) 0u t    ，故其积分上限可写为 t-2； 
考虑到 (0, 2)t   时 ( ) ( 2) 1u u t     ，故有： 

22 2 2( 2)
1 3 0
( ) * ( ) 3e ( ) 2 ( 2)d 6 e d 3[1 e ]

t tf t f t u u t    
   


       

∞

∞
 

由于积分上限应该大于积分下限，故上式在 t-2>0 时成立，故应写为： 
2( 2)

1 3( ) ( ) 3[1 e ] ( 2)tf t f t u t      

2.3.2  卷积的图解过程 

图解法求解连续信号卷积积分的过程可分解为如下四个步骤： 
① 换元：将信号自变量 t 换为，得到信号 f1()和 f2()； 
② 反转、平移：将信号 f2()反转得到信号 f2(-)，然后平移 t 个单位得到 f2(t-)； 
③ 乘积：计算卷积定义式中的被积函数 f1()f2(t-)； 

④ 积分：从-∞到∞对被积函数进行积分，即计算积分 1 2( ) ( )df f t  


 
∞

∞
。 

下面举例说明卷积积分的图解过程。 
例 2.3-2  求如下函数的卷积积分： 1 2( ) ( ) ( )y t f t f t  。 

1 2

1, | | 1
( ) , ( ) (0 3)

0, | | 1 2
t t

f t f t t
t


  

≤ ≤  

解：首先画出两个函数的波形分别如图 2.3-3（a）和（b）所示。 

 
图 2.3-3  例 2.3-2 信号波形 
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1）对信号 1( )f t ，将自变量 t 换为，得到 f1()，其波形如图 2.3-4 所示。 
2）对信号 2 ( )f t ，将自变量 t 换为并将其反转，得到 f2(-)，其波形如图 2.3-5 所示。 

      
              图 2.3-4  信号 f1()的波形                    图 2.3-5  信号 f2(-)的波形 

3）根据参变量 t 的范围，计算被积函数并积分，即求解 1 2( ) ( )df f t  


 
∞

∞
。 

为求解卷积积分，需要首先确定 2 ( )f t  横坐标的起止范围，从而据此划分并确定积分区间。

根据图 2.3-5，当 0  时，t t  ；当 3   时， 3t t   ，故可确定 2 ( )f t  的横坐标范围

为 ( 3, )t t 。 
（1）当 t <-1 时，两信号波形如图 2.3-6（a）所示，因 1 2( ) ( ) 0f f t    ，故： 

1 2( ) ( ) ( ) 0y t f t f t    

（2）当-1<t<1 时，两信号波形如图 2.3-6（b）所示，故： 
2 2

1 2 1 11 1

1( ) ( ) ( )d 1 d
2 2 4 4 2 4

t t t tt t t t
y t f f t

     
  

           
    

（3）当 1<t<2 时，两信号波形如图 2.3-6（c）所示，故： 
21 1 1

1 11
( ) 1 d

2 2 4
t t

y t t
  

 

      
   

（4）当 2<t<4 时，两信号波形如图 2.3-6（d）所示，故： 
2 21 1 1

3 33
( ) 1 d 2

2 2 4 4 2t tt

t t t t
y t

  
 

         
   

（5）当 t>4 时，两信号波形如图 2.3-6（e）所示，因 1 2( ) ( ) 0f f t    ，故： 

1 2( ) ( ) ( ) 0y t f t f t    

故得卷积积分表达式为： 
2

2

1 , 1 1
4 2 4

, 1 2
( )

2, 2 4
4 2

0, 1 4

t t
t

t t
y t

t t
t

t t


  




 
  
    或

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 

其波形如图 2.3-6（f）所示。 

 
图 2.3-6  卷积积分过程 
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图 2.3-6  卷积积分过程（续） 

图解法一般比较繁琐，但在只求某一时刻卷积值时还是比较方便的。 

2.3.3  相关函数 

相关函数是鉴别信号的有力工具，被广泛应用于雷达回波的识别，通信同步信号的识别等领

域。相关是一种与卷积类似的运算，下面给出相关函数的概念。 
如果 1( )f t 与 2 ( )f t 是实能量信号，则它们之间的互相关函数定义为： 

12 1 2 1 2( ) ( ) ( )d ( ) ( )dR f t f t t f t f t t  
 

    
∞ ∞

∞ ∞
             （2.3-3） 

21 1 2 1 2( ) ( ) ( )d ( ) ( )dR f t f t t f t f t t  
 

    
∞ ∞

∞ ∞
             （2.3-4） 

可见，相关函数是两信号之间时间差的函数，因此相关运算可用来比较某一信号与另一延时

的信号的相似程度。一般情况下 12 21( ) ( )R R  ，故式（2.3-3）与式（2.3-4）中下标 1 和 2 的顺

序不能互换。 
如果 1( )f t 与 2 ( )f t 是同一信号，即 1 2( ) ( ) ( )f t f t f t  ，则可以得到信号 ( )f t 的自相关函数，用

( )R  表示： 

( ) ( ) ( )d ( ) ( )dR f t f t t f t f t t  
 

    
∞ ∞

∞ ∞
             （2.3-5） 

不难看出， ( ) ( )R R   。 

由相关函数和卷积积分的定义式，可知相关和卷积的关系如下： 

12 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )d ( ) [ ( )]d ( ) ( )R t f f t f f t f t f t     
 

        
∞ ∞

∞ ∞
     （2.3-6） 

如果 1( )f t 与 2 ( )f t 是实功率信号，则此时相关函数的定义为： 

2 2
12 1 2 1 2

2 2

1 1( ) lim ( ) ( )d lim ( ) ( )d
T T

T T
T T

R f t f t t f t f t t
T T

  
 

   
      

   
 →∞ →∞

        （2.3-7） 

2 2
21 2 1 2 1

2 2

1 1( ) lim ( ) ( )d lim ( ) ( )d
T T

T T
T T

R f t f t t f t f t t
T T

  
 

   
      

   
 →∞ →∞

        （2.3-8） 

自相关函数为： 

2 2

2 2

1 1( ) lim ( ) ( )d lim ( ) ( )d
T T

T T
T T

R f t f t t f t f t t
T T

  
 

   
      

   
 →∞ →∞

         （2.3-9） 

与卷积类似，也可以用图解的方法计算相关函数，其也包含了移位、相乘和积分三个步骤，

与卷积不同的是参与相关运算的两个函数均不进行反转。 
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练习题 

2.3-1  已知 1( ) 2[ ( ) ( 1)]f t u t u t   ， 2 ( ) sin( )[ ( ) ( 1)]f t t u t u t    ，用定义法求解 1 2( ) ( )f t f t 。 
2.3-2  已知 1( ) 2 ( 1) (1 )f t u t u t    ， ( 1)

2 ( ) e ( 1)tf t u t   ，用图解法求解 1 2( ) ( )f t f t 。 
2.3-3  已知 1( ) ( 1)f t u t  ， 2 ( ) sin( ) ( )f t t u t 且 1 2( ) ( ) ( )f t f t f t  ，用图解法求 (2)f 的值。 

2.4  卷积积分的性质 

卷积积分是一种数学运算，它有许多重要的性质（或运算规则），灵活地运用它们能简化卷积

运算。下面的讨论均假设卷积积分是收敛的，即卷积积分存在。 

2.4.1  卷积的代数运算性质 

卷积积分满足交换律、分配律和结合律。 

1．交换律 

1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t                          （2.4-1） 

证明：由式（2.3-2）得： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )df t f t f f t  


  
∞

∞
 

令 t x  ，则 t x   ，可得： 

1 2 1 2 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( )f t f t f t x f x x f x f t x x f t f t



        

∞ ∞

∞ ∞
 

由于积分表示曲线与坐标轴所围成的面积，故卷积交换律的几何意义是对任意时刻 t，乘积函

数 1 2( ) ( )f f t   曲线下的面积与 2 1( ) ( )f f t   下的面积相等。 

2．分配律 

1 2 3 1 2 1 3( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t f t f t                   （2.4-2） 

证明：由式（2.3-2）得： 

1 2 3 1 2 3( ) [ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]df t f t f t f f t f t   


     
∞

∞
 

                1 2 1 3

1 2 1 3

( ) ( )d ( ) ( )d

( ) ( ) ( ) ( )

f f t f f t

f t f t f t f t

     
 

   

   
 
∞ ∞

∞ ∞  

3．结合律 

   1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t f t                     （2.4-3） 

证明：由式（2.3-2）得： 

1 2 3 1 2 3[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )d ( )df t f t f t f f x f t x x  
 

        
∞ ∞

∞ ∞
 

令 x    并交换积分次序，得： 

1 2 3 1 2 3 1 2 3[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )d d ( ) [ ( ) ( )]f t f t f t f f f t f t f t f t     
 

           
∞ ∞

∞ ∞
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2.4.2  奇异信号的卷积性质 

现考虑冲激信号和普通信号的卷积积分。由式（2.3-2）及冲激信号的取样性质和卷积的交换

律，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( )f t t t f t f t f t     


      
∞

∞
 

即： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t t t f t f t                        （2.4-4） 

令 ( ) ( )f t t ，则根据式（2.4-4）可得推论 1： 
( ) ( ) ( )t t t                            （2.4-5） 

式（2.4-4）和式（2.4-5）表明：信号（普通信号或冲激信号）与冲激信号的卷积结果是其本身。 
现将式（2.4-4）中的冲激信号平移 t1，可得推论 2： 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t t t t t f t f t t                      （2.4-6） 

式（2.4-4）和式（2.4-6）的波形分别如图 2.4-1（a）、（b）所示。 

 
图 2.4-1  普通信号与冲激信号的卷积 

令 2( ) ( )f t t t  ，则根据式（2.4-6）可得推论 3： 

2 1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t t t t t                          （2.4-7） 

根据式（2.4-6）还可得出推论 4： 
2 1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t t t t f t t t t f t t t                       （2.4-8） 

式（2.4-8）的波形如图 2.4-2 所示。 

 
图 2.4-2  延时信号与延时冲激信号的卷积 

若 1 2( ) ( ) ( )f t f t f t  ，则根据式（2.4-6），有： 

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 2 1

( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

f t t f t t f t t t f t t t

f t t t f t t t

 
 

        
     
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1 2 2 1( ) * ( )f t t f t t    

并且有 
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2

1 2

( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
( ) ( ) ( ) ( )
( ) * ( )
( )

f t t f t t f t t t f t t t

f t f t t t t t

f t t t t

f t t t

 
 



        
     
  
  

 

所以可得推论 5： 
若： 

1 2( ) ( ) ( )f t f t f t   

则： 
1 1 2 2 1 2 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t t f t t f t t f t t f t t t                     （2.4-9） 

式（2.4-9）的波形如图 2.4-3 所示。 

 
图 2.4-3  延时信号卷积 

2.4.3  卷积的微积分性质 

1．微分性质 

若： 
1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t     

则： 

1 2 1 2
d ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d
f t

f t f t f t f t f t
t

                       （2.4-10） 

推广到 n 阶导数，有： 
( ) ( ) ( )

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nf t f t f t f t f t                     （2.4-11） 

2．积分性质 

若： 
1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t     

则： 
( 1) ( 1) ( 1)

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t                      （2.4-12） 

推广到 n 次积分，有： 
( ) ( ) ( )

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nf t f t f t f t f t                      （2.4-13） 
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3．微分与积分性质联合应用 

由式（2.4-10）和式（2.4-12），有： 
(1) ( 1) ( 1) (1)

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t                    （2.4-14） 
式（2.4-14）成立的条件是对 1 2( ) ( )f t f t 进行一次微分和一次积分后仍能还原为 1 2( ) ( )f t f t 。 

由于： 
1 2

1 2 1 2
d[ ( ) ( )] d ( ) ( ) lim[ ( ) ( )]

d
t

t

f f
f t f t f t f t

 


 


    ∞ → ∞

 

故必须使 1 2lim[ ( ) ( )] 0
t

f t f t


 
→ ∞

，才能使得对 1 2( ) ( )f t f t 进行一次微分和一次积分后仍能还原为

1 2( ) ( )f t f t 。 

若： 
1 2( ) ( ) 0f f   ∞ ∞                         （2.4-15） 

则有 1 2lim[ ( ) ( )] 0
t

f t f t


 
→ ∞

，故式（2.4-15）可以看作是式（2.4-14）成立的条件。 

用类似的推导还可得： 
( ) ( ) ( )

1 2( ) ( ) ( )i j i jf t f t f t                        （2.4-16） 

式中，当 i 或 j 取正整数时表示导数的阶数，取负整数时表示积分的次数。式（2.4-16）表明了卷

积的高阶导数和多重积分的运算规则。 
例 2.4-1  已知信号 1( )f t 如图 2.4-4 所示， 2 ( ) e ( )tf t u t ，计算

1 2( ) ( )f t f t 。 
解：由图 2.4-4 及信号 2 ( )f t 的表达式可知： 1 2( ) ( ) 0f f   ∞ ∞ ，故

可以利用卷积的微积分联合应用性质求解。 
依题意，有： 

1( ) ( ) ( 2)f t t t      
( 1)

2 0
( ) e ( )d e d (1 e ) ( )

t t tf t u u t      


    ∞

 

由式（2.4-14），得： 
( 1) ( 2)

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( 2)] (1 e ) ( ) (1 e ) ( ) [1 e ] ( 2)t t tf t f t f t f t t t u t u t u t                   
例 2.4-2  已知信号 1( ) 1f t  ， 2

2 ( ) e ( )tf t u t ，计算 1 2( ) ( )f t f t 。 

解：根据卷积定义及交换律，有： 
2 2

1 2 2 1 2 1 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d e ( )d e d
2

f t f t f t f t f f t u       

 
         

∞ ∞ ∞

∞ ∞
 

注意：由于 f1(t)=1，所以 1( ) 1 0f   ∞ ，从而不满足式（2.4-15）。因此，本题不能利用卷积

的微积分联合应用性质求解。实际上，如果利用了该性质，则会出现如下错误的结果： 
(1) ( 1) ( 1)

1 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0f t f t f t f t f t        

2.4.4  几个重要性质 

1．任意时间信号与冲激偶信号的卷积积分 

任意时间信号与冲激偶信号的卷积积分为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t t f t t f t                           （2.4-17） 

证明： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( )f t t t f t f t f t     


         
∞

∞
。 

 
图 2.4-4  信号 f1(t)的波形 
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即任意信号 ( )f t 与冲激偶信号 ( )t  的卷积，相当于对信号 ( )f t 进行一次微分。 

推论 1： 
( ) ( )( ) ( ) ( )n nf t t f t                          （2.4-18） 

推论 2： 
( ) ( )

1 1( ) ( ) ( )n nf t t t f t t                         （2.4-19） 

2．任意时间信号与阶跃信号的卷积 

任意时间信号与阶跃信号的卷积为： 

( ) ( ) ( ) ( )d ( )d
t

f t u t f u t f    
 

     
∞

∞ ∞
               （2.4-20） 

1

1 1( ) ( ) ( ) ( )d ( )d
t t

f t u t t f u t t f    


 
       

∞

∞ ∞
            （2.4-21） 

即任意信号 ( )f t 与阶跃信号 ( )u t 的卷积，相当于对信号 ( )f t 进行一次积分。 

推论： 

0 0
( ) ( ) ( )d ( ) 1d ( ) ( ) 1d ( ) ( )

t t t
u t u t u u t u t t u t tu t    


        ∞

      （2.4-22） 

综上所述，求解卷积积分的方法主要有三种：定义法、图解法和性质法。其中，定义法对于

容易求积分的函数比较有效，如指数函数、多项式函数等；图解法特别适用于求某时刻点上的卷

积值；性质法使用比较灵活。在实际求解卷积积分时，三种方法常常结合起来使用。 
例 2.4-3  求图 2.4-5 中信号 1( )f t 与 2 ( )f t 的卷积，并作图。 

 
图 2.4-5  例 2.4-3 信号波形 

解：本题有若干种求解方法，下面给出主要的四种解法。 
解法一：定义法。 
根据图 2.4-5 写出信号表达式： 

1( ) 2 ( 1) 2 ( 3)f t u t u t    ， 2 ( ) ( ) 2 ( 1) ( 2)f t u t u t u t      

根据卷积定义式及卷积交换律，有： 

1 2 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d

[ ( ) 2 ( 1) ( 2)][2 ( 1) 2 ( 3)] d

[2 ( 1) ( ) 4 ( 1) ( 1) 2 ( 1) ( 2)

2 ( 3) ( ) 4 ( 3) ( 1) 2 ( 3) ( 2)]d

2 ( 1

f t f t f t f t f f t

u u u u t u t

u t u u t u u t u

u t u u t u u t u

u t

  

     

     

      









    

         

          

          

  





∞

∞

∞

∞

∞

∞

) ( )d 4 ( 1) ( 1)d 2 ( 1) ( 2)d

2 ( 3) ( )d 4 ( 3) ( 1)d 2 ( 3) ( 2)d

u u t u u t u

u t u u t u u t u

       

        

  

  

       

          

  
  

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

 

考虑到： 
0  时 ( ) 0u   ， 1t   时 ( 1) 0u t    ； 
1  时 ( 1) 0u    ， 1t   时 ( 1) 0u t    ； 
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2  时 ( 2) 0u    ， 1t   时 ( 1) 0u t    ； 
0  时 ( ) 0u   ， 3t   时 ( 3) 0u t    ； 
1  时 ( 1) 0u    ， 3t   时 ( 3) 0u t    ； 
2  时 ( 2) 0u    ， 3t   时 ( 3) 0u t    。 

故上式可写为： 
1 1 1 3 3 3

1 2 0 1 2 0 1 2
( ) ( ) 2d 4d 2d 2d 4d 2d

t t t t t t
f t f t      

     
             

注意到积分上限大于下限，则有： 
1 2( ) ( ) 2( 1) ( 1) 4[( 1) 1] ( 2) [( 1) 2] ( 3)

2( 3) ( 3) 4[( 3) 1] ( 4) 2[( 3) 2] ( 5)
2( 1) ( 1) 4( 2) ( 2) 4( 4) ( 4) 2( 5) ( 5)

f t f t t u t t u t t u t

t u t t u t t u t

t u t t u t t u t t u t

           
          

           
 

由信号表达式分段画图（如图 2.4-6（a）所示），然后求和可得计算结果如图 2.4-6（b）所示。 

 
图 2.4-6  例 2.4-3 解题过程示意图 

解法二：利用延时信号卷积性质。 
根据图 2.4-5 写出信号表达式： 

1( ) 2 ( 1) 2 ( 3)f t u t u t    ， 2 ( ) ( ) 2 ( 1) ( 2)f t u t u t u t      

故有： 
1 2( ) ( ) [2 ( 1) 2 ( 3)] [ ( ) 2 ( 1) ( 2)]

2 ( 1) ( ) 4 ( 1) ( 1) 2 ( 1) ( 2)
2 ( 3) ( ) 4 ( 3) ( 1) 2 ( 3) ( 2)

f t f t u t u t u t u t u t

u t u t u t u t u t u t

u t u t u t u t u t u t

         
          

          
 

考虑到 ( ) ( ) ( )u t u t tu t  及式（2.4-9），得： 

1 2( ) ( ) 2( 1) ( 1) 4( 2) ( 2) 2( 3) ( 3)
2( 3) ( 3) 4( 4) ( 4) 2( 5) ( 5)

2( 1) ( 1) 4( 2) ( 2) 4( 4) ( 4) 2( 5) ( 5)

f t f t t u t t u t t u t

t u t t u t t u t

t u t t u t t u t t u t

         
        

           
 

作图过程及结果如图 2.4-6 所示。 
解法三：微积分性质联合应用。 
根据图 2.4-5，可知： 1 2( ) ( ) 0f f   ∞ ∞ ，故满足微积分性质联合应用的条件，可用该性质

求解。 
根据图 2.4-5 写出信号表达式： 

1( ) 2 ( 1) 2 ( 3)f t u t u t    ， 2 ( ) ( ) 2 ( 1) ( 2)f t u t u t u t      
对 1( ) 2[ ( 1) ( 3)]f t u t u t    求导，得： 

1( ) 2[ ( 1) ( 3)]f t t t       
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对 2 ( ) ( ) 2 ( 1) ( 2)f t u t u t u t     积分，得： 
( 1)

2 ( ) ( ) 2( 1) ( 1) ( 2) ( 2)
( ) 2 ( 1) 2 ( 1) ( 2) 2 ( 2)

[ ( ) ( 1)] [ ( 1) ( 2)] 2[ ( 1) ( 2)]

f t tu t t u t t u t

tu t tu t u t tu t u t

t u t u t t u t u t u t u t

       
        
          

 

其波形如图 2.4-7（a）和（b）所示。 
根据式（2.4-14），有： 

(1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2 1 2 2 2

( 1) ( 1)
2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( 1) ( ) 2 ( 3) ( )

2 ( 1) 2 ( 3)

f t f t f t f t t f t t f t

f t f t

   

 

        

   
 

由此可画出卷积波形如图 2.4-7（c）所示。 
将 ( 1)

2 ( )f t 的表达式带入上式可得卷积表达式为： 

1 2( ) ( ) 2( 1) ( 1) 4( 2) ( 2) 4( 4) ( 4) 2( 5) ( 5)f t f t t u t t u t t u t t u t              

 
图 2.4-7  解法三求解过程示意图 

解法四：图解法。 
根据卷积交换律，由于信号 1( )f t 较 2 ( )f t 简单，故对 1( )f t 反转平移。 
1）对信号 2 ( )f t ，将自变量 t 换为，得到 f2()，其波形如图 2.4-8 所示。 
2）对信号 1( )f t ，将自变量 t 换为并将其反转，得到 f1(–)，其波形如图 2.4-9 所示。 

      
               图 2.4-8  信号 f2()的波形                      图 2.4-9  信号 f1(-)的波形 

3）根据参变量 t 的范围，计算被积函数并积分，即求解 2 1( ) ( )df f t  


 
∞

∞
。 

为求解卷积积分，需要首先确定 1( )f t  横坐标的起止范围，从而据此划分并确定积分区间。

根据图 2.4-9，当 1   时， 1t t   ；当 3   时， 3t t   ，故可确定 1( )f t  的横坐标

范围为 ( 3, 1)t t  。 
（1）当 t-1<0，即 t<1 时，两信号波形如图 2.4-10（a）所示，因 2 1( ) ( ) 0f f t   ，故： 

1 2( ) ( ) 0f t f t   

（2）当 0<t-1<1，即 1<t<2 时，两信号波形如图 2.4-10（b）所示，故： 
1 1

2 10 0
( ) ( )d 2d 2 2

t t
f f t t   

 
      

（3）当 1<t-1<2，即 2<t<3 时，两信号波形如图 2.4-10（c）所示，故： 
1 1 1

2 10 0 1
( ) ( )d 2d ( 2)d 2 6

t t
f f t t    

 
          
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（4）当 2<t-1<3，即 3<t<4 时，两信号波形如图 2.4-10（d）所示，故： 
2 1 2

2 13 3 1
( ) ( )d 2d ( 2)d 2 6

t t
f f t t    

 
          

（5）当 3<t-1<4，即 4<t<5 时，两信号波形如图 2.4-10（e）所示，故： 
2 2

2 13 3
( ) ( )d ( 2)d 2 10

t t
f f t t   

 
       

（6）当 t-1>4，即 t>5 时，两信号波形如图 2.4-10（f）所示，因 2 1( ) ( ) 0f f t   ，故： 

1 2( ) ( ) 0f t f t   

 
图 2.4-10  卷积图解过程 

所以可得： 

1 2

2 2, 1 2
2 6, 2 4

( ) ( )
2 10, 4 5
0,

t t

t t
f t f t

t t


    
 其他

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤
 

即： 
1 2( ) ( ) 2( 1) ( 1) 4( 2) ( 2) 4( 4) ( 4) 2( 5) ( 5)f t f t t u t t u t t u t t u t              

作图过程及结果如图 2.4-6 所示。 

练习题 

2.4-1  计算卷积：[ ( ) ( 1)] ( )u t u t u t   。 

2.4-2  已知 1
1 1 1 1( )
2 2 2 2

f t u t u t u t u t
                                     

， 2
1 1( )
2 2

f t t t          
   

，

求卷积 1 2( ) ( )f t f t 。 
2.4-3  应用卷积微积分性质计算卷积 1 2( ) ( )f t f t 。 
1） 1( ) ( ) ( 1)f t u t u t   ， 2 ( ) ( ) ( 2)f t u t u t     2） 1( ) ( )f t u t ， 2 ( ) ( 1)f t u t   

2.5  本 章 小 结 

本章首先介绍了连续信号的基本运算，主要包括加法和乘法、微积分、反转、平移和尺度变
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换等内容。之后介绍了几种典型的连续信号，其中重点介绍了阶跃信号和冲激信号。最后对在连

续信号的时域分析中占有极其重要地位的卷积积分进行了详细介绍。连续信号的基本运算、阶跃

信号和冲激信号的定义和性质以及卷积积分的定义和性质均需读者认真加以揣摩。 
具体来讲，本章主要介绍了： 
① 信号的加（减）法和乘法。重点是理解同一瞬时两函数值对应相加（减）和相乘。 
② 信号的微积分。读者需要了解信号微积分的定义及其在信号处理中的作用。 
③ 信号的平移、反转和尺度变换。重点理解任意一种操作均是针对自变量进行的，并能够熟

练地进行正向变换 ( ) ( )f t f at b→ 和逆向变换 ( ) ( )f at b f t → 。 

④ 阶跃信号的定义和性质。读者应能够利用阶跃信号书写信号表达式以及根据信号表达式画

出信号的波形。 
⑤ 冲激信号的定义和性质。重点理解冲激信号定义，尤其是 t=0 时刻冲激信号的幅值和强度，

深入理解冲激信号和阶跃信号的关系，并熟练掌握和运用冲激信号的性质。 
⑥ 卷积积分的定义、图解和性质。重点理解卷积积分的定义，并深刻理解卷积的图解过程。

同时，应能够熟练掌握卷积积分的性质，尤其需要深入理解并熟练掌握卷积的微积分性质和奇异

信号的卷积特性。 
本章的主要知识脉络如图 2.5-1 所示。 

 
图 2.5-1  本章知识脉络示意图 

练习题答案 

2.1-1  1）                               2） 
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3）                              4） 

                
2.1-2  

 
2.1-3  

 
2.2-1  1 6 2( ) 2 ( 3) 2 ( 3)f t g t g t    或 1( ) 2 ( ) 2 ( 2) 2 ( 4) 2 ( 6)f t u t u t u t u t        

2 6( ) 2 ( 3) (2 4) ( 2) (12 4 ) ( 3) (2 8) ( 4)f t g t t u t t u t t u t            
或 2 ( ) 2 ( ) (2 4) ( 2) (12 4 ) ( 3) (2 8) ( 4) 2 ( 6)f t u t t u t t u t t u t u t             

3 ( ) 2 ( ) (4 2 ) ( 2) (8 2 ) ( 4) (2 12) ( 6)f t tu t t u t t u t t u t           

2.2-2  1）-5  2）0  3）3  4）8  5）2 
2.2-3  1）                          2） 

              

2.3-1  2 [1 cos( )][ ( ) ( 2)]t u t u t   


     

2.3-2  ( ) (2 e ) ( )tu t u t        
2.3-3  1 cos(3)  
2.4-1  ( ) ( 1) ( 1)tu t t u t    

2.4-2  3 3 3 1 3 1 3 33 3
2 2 2 2 2 2 2 2

t u t t u t t u t t u t                                        
               

 

2.4-3  1） ( ) ( 1) ( 1) ( 2) ( 2) ( 3) ( 3)tu t t u t t u t t u t           2） ( 1) ( 1)t u t   

本 章 习 题 

2.1  已知信号 ( )f t 的波形如题图 2.1 所示，试画出 ( 2 3)f t  的波形。 

2.2  计算下列各式。 

1） e ( 2)t t    2）若 2( ) e ( )tf t u t ，求
d ( )

d
f t

t
 

3）
4 2

4
e ( 2)dt t t


    4）

10 2

0
(2 2)dt t t   

2.3  已知
d ( ) 3 ( 2 ) 3 ( 2 1)

d k k

f t
t k t k

t
 

 

     
∞ ∞

∞ ∞

，试画出信号 ( )f t 的一种可能波形。 

 
题图 2.1  信号 f(t)的波形 
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2.4  画出下列信号的波形。 
1） 2( ) ( 1)f t u t    2） 2( ) ( 4)f t t   

2.5  考虑一个周期信号
1 0 1

( )
2 1 2

t
f t

t


   

，

，

≤ ≤
，周期为 T=2。已知 ( ) ( 2 )

k

g t t k


 
∞

∞

，可以证

明 1 1 2 2
d ( ) ( ) ( )

d
f t

A g t t A g t t
t

    ，求 1A ， 1t ， 2A ， 2t 的值。 

2.6  设 ( )f t 是一连续时间信号，并令 1( ) (2 )y t f t 、 2 ( )
2
t

y t f
   
 

，判断以下说法是否正确。 

1）若 ( )f t 是周期的， 1( )y t 也是周期的。   2）若 1( )y t 是周期的， ( )f t 也是周期的。 
3）若 ( )f t 是周期的， 2 ( )y t 也是周期的。   4）若 2 ( )y t 是周期的， ( )f t 也是周期的。 

2.7  计算以下卷积 
1） 2e ( 2)t t     2） 2[e ( )] ( 2)tu t t     3）{ [ ( ) ( 2)]} [ ( ) ( 3)]t u t u t u t u t      

2.8  已知
1 1( ) Sa( ) *
2 2

y t t t t                
，不计算卷积，求解 (0)y 的值。 

2.9  已知 2 2( ) [ ( )] ( e ) ( )tf t tu t t u t   ，求 ( )f t 。 

2.10  已知 1
1( )
2

f t g t   
 

， ( ) t
x t f

a
   
 

， 0 1a ≤ 。 

1）求解卷积 ( ) ( ) ( )y t f t x t  并画出其波形。 

2）若
d ( )

d
y t

t
仅含有三个不连续点，求 a的值。 

2.11  已知 1( )f t 和 2 ( )f t 的波形如题图 2.2 所示，求解卷积 1 2( ) ( )f t f t  。 

 
题图 2.2  习题 2.11 信号波形 

2.12  已知 ( ) e ( ) ( 3 )t

k

y t u t t k



  
∞

∞

，证明： ( ) e , 0 3ty t A t ≤ ≤ ，并求出 A 的值。 

2.13  证明 ( ) ( ) (0) ( ) 2 (0) ( ) (0) ( )f t t f t f t f t          。 
2.14  若 ( ) ( ) ( )y t f t h t  ，证明： 
1）当 0a  时， ( ) ( ) ( )y at af at h at   
2） ( ) ( ) ( )y t f t h t      
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第 3 章  连续信号的频域分析 

【内容提要】 
本章以正弦信号和虚指数信号（ je t ）为基本信号，将任意连续信号分解为一系列不同频率

的正弦信号或虚指数信号之和，这里用于信号分析的独立变量是频率，故称之为频域分析。频域

分析揭示了信号内在的频率特性及其与时间特性的密切关系，从而导出了信号的频谱、带宽等重

要概念。 
本章首先介绍信号正交的概念，然后依次讨论周期信号的傅里叶级数、非周期信号的傅里叶

变换和周期信号的傅里叶变换。读者应重点掌握傅里叶级数和傅里叶变换的定义和性质，并对信

号频谱的概念有一个深入的认识。 
【重点难点】 
★ 周期信号的傅里叶级数及频谱 
★ 非周期信号傅里叶变换的定义、性质及频谱 
★ 信号的功率谱和能量谱 
★ 周期信号的傅里叶变换 

3.1  信号的正交分解 

数学上对任意函数进行分解，必须保证有一个可以表示该函数的正交、归一的函数族。如果

将此用于信号分解上，则可以说一个正交、归一的函数族构成了一个信号空间，这个空间中的任

意信号均可用该函数族的线性组合表示。在常用函数中，正交、归一的函数族有很多种：三角函

数族、正负复指数函数族、沃尔什函数族等。为了讨论连续信号的频谱，下面引入正交三角函数

族和正交复指数函数族，用这些基本的函数来完成任意信号的分解，从而建立频谱的概念，同时

解决连续信号时域和频域之间的变换问题。 

3.1.1  矢量正交与正交分解 

如果矢量 1 2 3( , , )x x x xV v v v 与 1 2 3( , , )y y y yV v v v 的内积为零，即： 
3

T

1
, 0x y x y xi yi

i

V V V V v v


                         （3.1-1） 

则称这两个矢量正交，其中 T
yV 表示 yV 的转置。 

由两两正交的矢量组成的矢量集合称为正交矢量集，所谓矢量的正交分解就是利用一个正交

矢量集的线性组合表示一个矢量。 
例如：在三维空间中，由两两正交的矢量 (1, 0, 0)xV  ， (0,1, 0)yV  和 (0, 0,1)zV  组成的集合

就是一个正交矢量集。一个三维空间的矢量 (2, 5, 8)A  ，可以用一个三维正交矢量集{ , , }x y zV V V 分

量的线性组合表示，即： 
2 5 8x y zA V V V    

矢量空间正交分解的概念可推广到信号空间：在信号空间找到若干个相互正交的信号作为基

本信号，使得信号空间中任意信号均可以表示成它们的线性组合。 
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3.1.2  信号正交与正交函数集 

定义在区间 1 2( , )t t 上的两个信号 1( )t 和 2 ( )t ，若满足两信号的内积为零： 
2

1
1 2( ) ( )d 0

t

t
t t t                          （3.1-2） 

则称信号 1( )t 和 2 ( )t 在区间 1 2( , )t t 内正交。式中， 2 ( )t 是 2 ( )t 的共轭函数（若两函数均为实函

数，则定义式可去掉共轭符号“*”）。 
由 n 个函数 1 2( ), ( ), , ( )nt t t   构成一个函数集，若这些函数在区间 1 2( , )t t 内满足： 

2

1

0,
( ) ( )d

,
t

i jt
i

i j
t t t

K i j
  

  
                    （3.1-3） 

则称此函数集为在区间 1 2( , )t t 上的正交函数集，式中的 iK 为非零常数。 
若在正交函数集 1 2{ ( ), ( ), , ( )}nt t t   之外，不存在任何非零函数 ( )t 满足： 

2

1
( ) ( )d 0, 1, 2, ,

t

it
t t t i n                      （3.1-4） 

则称此正交函数集为完备正交函数集。如三角函数集{1, cos( ), sin( ), 1, 2, 3, }n t n t n    和虚指数

函数集 j{e , 0, 1, 2, }n t n     就是两组典型的在区间 0 0
2,t t

  

 
上的完备正交函数集。其中，

为信号的角频率，
2

T



 为信号的周期。 

3.1.3  信号的正交分解 

设有 n 个函数 1( )t , 2 ( )t ,…, ( )n t 在区间 1 2( , )t t 上构成一个正交函数集，将任一信号 ( )f t 用这

n 个正交函数的线性组合来近似，可表示为： 

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n n j j
j

f t C t C t C t C t   


               （3.1-5） 

式（3.1-5）右端是信号的近似表示，因此其与原信号有一定的误差，而误差的大小取决于系

数 Cj 的选择。我们用均方误差来衡量误差的大小，均方误差的计算公式为： 

2

1

2

2

12 1

1 ( ) ( ) d
nt

j jt
j

f t C t t
t t

 


 
    

                   （3.1-6） 

根据函数极值理论，在 1, 2, , , , 1,j i n n   中，为求得使均方误差最小的第 i 个系数 Ci，

必须使得： 

2

1

22

1
( ) ( ) d 0

nt

j jt
ji i

f t C t t
C C

 


  
      

                   （3.1-7） 

式（3.1-7）中所有不包含 iC 的各项对 iC 求导均为 0。另外，根据正交函数集的定义，序号不同的

正交函数相乘的积分均为 0。因此，式（3.1-7）可写为： 
2

1

2 2[ 2 ( ) ( ) ( )]d 0
t

i i i it
i

C f t t C t t
C

 
  

                    （3.1-8） 

交换微积分次序，得： 
2 2

1 1

22 ( ) ( )d 2 ( )d 0
t t

i i it t
f t t t C t t      

故求得系数为： 
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2

21

2 1

1

2

( ) ( )d 1 ( ) ( )d
( )d

t

i tt

i it t
iit

f t t t
C f t t t

Kt t





 





                 （3.1-9） 

式中： 
2

1

2 ( )d
t

i it
K t t                           （3.1-10） 

2

1
( ) ( )d

t

i i it
C K f t t t                         （3.1-11） 

考虑到序号不同的正交函数相乘的积分为 0，式（3.1-6）可展开为： 
2 2 2

1 1 1

2 2 2 2

1 12 1

1 ( )d ( )d 2 ( ) ( )d
n nt t t

j j j jt t t
j j

f t t C t t C f t t t
t t

  
 

 
     

     

将式（3.1-10）和式（3.1-11）代入上式，得： 
2 2

1 1

2 2 2 2 2

1 1 12 1 2 1

1 1( )d 2 ( )d
n n nt t

j j j j j j jt t
j j j

f t t C K C C K f t t C K
t t t t


  

   
             

     

由于均方误差恒为非负，因此有： 
2

1

2 2 2

12 1

1 ( )d 0
nt

j jt
j

f t t C K
t t




 
    

 ≥                （3.1-12） 

根据式（3.1-12），当 2

1

n

j j
j

C K

 增大，即其项数 n 增多时，被积函数的差值减小，即均方误差

减小。因均方误差非负，故当 n→∞时， 2

1

n

j j
j

C K

 取得极大值，此时被积函数 2 2

1
( )d 0

n

j j
j

f t t C K


  ，

即均方误差为 0，正交函数的线性组合完全等于 f(t)。此时有： 
2

1

2 2

1
( )d

t

j jt
j

f t t C K


 
∞

                      （3.1-13） 

式（3.1-13）称为帕斯瓦尔（Parseval）方程（定理/公式）。 
如果信号 ( )f t 是电压或电流，那么，式（3.1-13）的等号左端就是在区间 1 2( , )t t 内信号的能量，

等号右端是在区间 1 2( , )t t 内各正交分量的能量之和。式（3.1-13）表明，在区间 1 2( , )t t 上，信号 ( )f t

所含能量恒等于其在完备正交函数集中分解的各正交分量的能量之和。 
这样，当 n→∞时，式（3.1-5）可写为： 

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n j j
j

f t C t C t C t C t   


    
∞

           （3.1-14） 

即任一信号 ( )f t 均可分解为无穷多项正交函数的线性组合。 

3.2  周期信号的傅里叶级数 

由式（3.1-14）可知，周期信号 ( )f t 在区间 0 0( , )t t T 上可展开成在完备正交信号空间中的无穷

多项正交函数之和，即无穷级数。如果完备的正交函数集是三角函数集或指数函数集，那么，周期

信号所展开的无穷级数就分别称为“三角型傅里叶级数”或“指数型傅里叶级数”，统称傅里叶级数。 
需要指出，只有当周期信号满足狄里赫利（Dirichlet）条件时，才能展开成傅里叶级数。狄里

赫利条件是： 
 ① 函数在任意有限区间内连续，或只有有限个第一类间断点。 

如果 0x 是函数 ( )f x 的间断点，若其左右极限都存在，则称 0x 为函数 ( )f x 的第一类间断点。



 

·45· 

在第一类间断点中，左右极限相等者称为可去间断点，不等者称为跳跃间断点。非第一类间断点

即为第二类间断点。 
 ② 在一个周期内，函数有有限个极大值或极小值。 
 ③ 在一个周期内，函数绝对可积。 

通常遇到的周期信号都满足该条件，以后不再特别说明。 

3.2.1  三角型傅里叶级数 

设周期信号 ( )f t 的周期为 T，则角频率为
2
T

 
 ，当满足狄里赫利条件时，可分解为如下三

角型傅里叶级数： 
0

1 1
( ) cos( ) sin( )

2 n n
n n

a
f t a n t b n t 

 

   
∞ ∞

              （3.2-1） 

式（3.2-1）中的系数 na 和 nb 称为傅里叶系数。 

为求取傅里叶系数，需要对式（3.1-9）进行计算。方便起见，将式（3.1-9）和式（3.1-10）

的积分区间取为 ,
2 2
T T  

 
，则有： 

2

2

1 ( ) ( )d
T

Ti i
i

C f t t t
K




                           （3.2-2） 

22
-

2

( )d
T

Ti iK t t                              （3.2-3） 

根据式（3.2-3），分别对傅里叶系数 na 和 nb 求取 iK 。 

对 na ： 22 2

2 2

2 1 4cos d cos 1 d
2 2

T T

T Ti

n n T
K t t t t

T T 

                 
   

对 nb ： 22 2

2 2

2 1 4sin d 1 cos d
2 2

T T

T Ti

n n T
K t t t t

T T 

                 
   

将上述计算结果代入式（3.2-2），得 

2

2

2 ( )cos( )d
T

Tna f t n t t
T




                         （3.2-4） 

2

2

2 ( )sin( )d
T

Tnb f t n t t
T




                         （3.2-5） 

可见， na 是 n 的偶函数， nb 是 n 的奇函数。 

将式（3.2-1）的同频率项合并，可将其改写为： 
0

1
( ) cos( )

2 n n
n

A
f t A n t 



  
∞

                     （3.2-6） 

式中： 

0 0

2 2 , 1, 2,

arctan

n n n

n
n

n

A a

A a b n

b

a



 


   
        

                       （3.2-7） 
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0 0

cos , 1, 2,
sin

n n n

n n n

a A

a A n

b A




 
  
  

                      （3.2-8） 

可见 nA 是 n 的偶函数， n 是 n 的奇函数。 

式（3.2-6）表明，周期信号可分解为直流分量和许多余弦分量之和。其中， 0

2
A

为直流分量；

1 1cos( )A t  称为基波或一次谐波，它的角频率与原周期信号相同； 2 2cos(2 )A t  称为二次谐

波，它的角频率是基波角频率的 2 倍。一般而言， cos( )n nA n t  称为信号 ( )f t 的 n 次谐波，其

角频率是基波角频率的 n 倍。 
例 3.2-1  将图 3.2-1 所示的方波信号 ( )f t 展开为三角型傅里叶级数。 

 
图 3.2-1  方波信号 f(t)的波形 

解：由式（3.2-4）可得：  
0

2 2
0

22
0

2

02

2 2 2( )cos( )d ( 1)cos( )d cos( )d

2 1 2 1[ sin( )] [sin( )]

T T

TTn

T

T

a f t n t t n t t n t t
T T T

n t n t
T n T n

  

 
 





   

    

  
 

考虑到
2
T

 
 ，故有： 

0na   

由式（3.2-5）可得： 
0

0
2 2

0
2 2 0

2 2 2 1 2 1( 1)sin( )d sin( )d cos( ) [ cos( )]
T T

Tn Tb n t t n t t n t n t
T T T n T n

   
  

          

考虑到
2
T

 
 ，故有： 

0, 2, 4, 6,
2 [1 cos( )] 4 , 1, 3, 5n

n
b n

n n
n


    

  




 

将 na 和 nb 代入到式（3.2-1），得图 3.2-1 所示信号的三角型傅里叶级数展开式为： 
4 1 1 1( ) sin( ) sin(3 ) sin(5 ) sin( ) , 1, 3, 5,

3 5
f t t t t n t n

n
             

    

它只含有一、三、五等各奇次谐波分量。 

下面就本例简要分析用有限项级数逼近 f(t)引起的均方误差。根据式（3.1-12），考虑到 2 2
T

t  、

1 2
T

t   、
2j

T
K  ，故均方误差为： 
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2 2 2 2 22 2

1 1 12 2

1 1 1( )d d 1
2 2 2

T Tn n n

T Tj j j
j j j

T T
f t t b t b b

T T


   

   
        

   
     

当 1n  ，即只取基波时，均方误差为： 
2

2 1 41 0.189
2

      
 

当 3n  ，即取基波和三次谐波时，均方误差为： 
2 2

2 1 4 1 41 0.0994
2 2 3

              
 

当 5n  ，即取一、三、五次谐波时，均方误差为： 
2 2 2

2 1 4 1 4 1 41 0.0669
2 2 3 2 5

                      
 

当 7n  ，即取一、三、五、七次谐波时，均方误差为： 
2 2 2 2

2 1 4 1 4 1 4 1 41 0.0504
2 2 3 2 5 2 7

                              
 

可见，随着傅里叶级数的项数不断增多，均方误差逐渐减小，可以预见，当取无穷多项时，均方

误差趋近于零，即正交函数的线性组合趋近于 ( )f t 。 

图 3.2-2 画出了一个周期的方波组成情况。由图 3.2-2 可见，当它包含的谐波分量愈多时，波

形愈接近原来的方波信号 ( )f t （如图 3.2-2 中虚线所示），其均方误差愈小。还可看出，频率较低

的谐波振幅较大，它们组成方波的主体，而频率较高的高次谐波振幅较小，它们主要影响波形的

细节，波形中所包含的高次谐波愈多，波形的边缘愈陡峭。 

 
图 3.2-2  方波的组成 

由图 3.2-2 还可看出，在间断点附近，所含谐波次数愈高，合成波形的尖峰愈靠近间断点，但

尖峰幅度并未明显减小。可以证明，即使合成波形所含谐波次数 n→∞，在间断点处仍有约 9%
的偏差，这种现象称为吉布斯（Gibbs）现象。当傅里叶级数的项数取得很大时，间断点处尖峰下

的面积非常小以至于趋近于零，因而在均方的意义上合成波形同原方波的真值之间没有区别。 

3.2.2  特殊信号的傅里叶级数 

若给定的信号 ( )f t 具有某些特点，那么，有些傅里叶系数将等于零，从而使得傅里叶系数的

计算变得简便。 

1．f(t)为偶函数 

若 ( )f t 为偶函数，即 ( ) ( )f t f t  ，则其波形相对于纵坐标轴对称（如图 3.2-3 所示）。因此，

式（3.2-4）中的被积函数 ( )cos( )f t n t 为 t 的偶函数，式（3.2-5）中的被积函数 ( )sin( )f t n t 为 t
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的奇函数。由于被积函数为偶函数时，在对称区间 ,
2 2
T T  

 
上的积分等于在区间 0,

2
T 

 
 

上积分的二

倍；被积函数为奇函数时，在对称区间 ,
2 2
T T  

 
上的积分等于零。根据式（3.2-4）和式（3.2-5）有： 

2
0

4 ( )cos( )d , 0,1, 2,
0

T

n

n

a f t n t t
nT

b




 
 

                （3.2-9） 

由式（3.2-7）得： 
| |

, 0,1, 2,
( )

n n

n

A a
n

m m Z


   
                  （3.2-10） 

所以，若信号 ( )f t 为偶函数，则其展开为余弦级数，即 0nb  。 

 
图 3.2-3  偶函数举例 

2．f(t)为奇函数 

若 ( )f t 为奇函数，即 ( ) ( )f t f t   ，则其波形相对于原点对称（如图 3.2-4 所示）。因此，式

（3.2-4）中的被积函数 ( )cos( )f t n t 为 t 的奇函数，式（3.2-5）中的被积函数 ( )sin( )f t n t 为 t 的

偶函数。根据式（3.2-4）和式（3.2-5）有： 

2
0

0
, 0,1, 2,4 ( )sin( )d

n

T

n

a

n
b f t n t t

T



 

 
                 （3.2-11） 

由式（3.2-7）得： 
| |

, 0,1, 2,(2 1) ( )
2

n n

n

A b
nm

m Z


   

 

                  （3.2-12） 

 
图 3.2-4  奇函数举例 

所以，若信号 ( )f t 为奇函数，则其展开为正弦级数，

即 0na  。 

例3.2-2  求图3.2-5所示周期锯齿波信号的三角型

傅里叶级数展开式。 
解：本题所给信号为奇函数，故可直接利用结论求

解，以简化运算。由图 3.2-5 可写出信号在一个周期内

 
图 3.2-5  周期锯齿波信号波形 
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的表达式为： 

( )  ,   
2 2

A T T
f t t t

T
  ≤ ≤  

由于 ( )f t 为奇函数，由式（3.2-11）可得： 
0na   

12
0

4 sin( )d ( 1) ,  1, 2, 3  
T

n
n

A A
b t n t t n

T T n
    

   

所以，周期锯齿波信号的三角型傅里叶级数展开式为： 

( ) sin( ) sin(2 ) sin(3 ) sin(4 )
2 3 4

A A A A
f t t t t t       

   
  

实际上，任意信号 ( )f t 都可分解为奇函数 od ( )f t 和偶函数 ev ( )f t 两部分，即： 

od ev( ) ( ) ( )f t f t f t   
由于 od ev od ev( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t        ，所以有： 

od

ev

( ) ( )( )
2

( ) ( )( )
2

f t f t
f t

f t f t
f t

  
   


                     （3.2-13） 

需要注意，某信号是否为奇（偶）函数不仅与信号 f(t)的波形有关，而且与时间坐标原点的选

择有关。例如图 3.2-3（b）中的三角波是偶函数，如果将坐标原点左移
4
T
，它就变成了奇函数，

其波形如图 3.2-4（b）所示。如果将坐标原点移动某一常数 t0，而 t0 又不等于
4
T
的整数倍，那么

该函数既非奇函数又非偶函数。 

3．f(t)为奇谐函数 

所谓奇谐函数是指信号 ( )f t 的前半周期平移半个周期后，与后半周期波形相对于横坐标轴对

称，如图 3.2-6 所示。即奇谐函数满足： 

( )
2
T

f t f t    
 

                           （3.2-14） 

按照前述思路可以推得：奇谐函数的傅里叶级数中只含奇次谐波分量，而不含偶次谐波分量，

即 0 2 2 4 0a a b b       。 

4．f(t)为偶谐函数 

所谓偶谐函数是指信号 ( )f t 的前半周期平移半个周期后，与后半周期波形重合，如图 3.2-7

所示。即偶谐函数满足： 

( )
2
T

f t f t   
 

                           （3.2-15） 

    
           图 3.2-6  奇谐函数举例                                 图 3.2-7  偶谐函数举例 
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按照前述思路可以推得：偶谐函数的傅里叶级数中只含偶次谐波分量，而不含奇次谐波分量，

即 1 3 1 3 0a a b b       。 

例 3.2-3  求图 3.2-8（a）所示三角波信号的三角型傅里叶级数展开式。 
解：图 3.2-8（a）所示的三角波信号既非奇函数又非偶函数。如前面所述，可将其分解为奇

分量与偶分量两部分。首先将图 3.2-8（a）波形反转，得到信号 ( )f t ，如图 3.2-8（b）所示。再

由式（3.2-13）得到三角波信号的奇、偶分量分别如图 3.2-8（c）、（d）所示。 

 
图 3.2-8  例 3.2-3 波形图 

由图可见，奇分量 od ( )f t 是奇谐函数，偶分量 ev ( )f t 是偶谐函数。所以 od ( )f t 的傅里叶级数展

开式中只含奇次正弦分量， ev ( )f t 的傅里叶级数展开式中只含偶次余弦分量。 

根据表 3.2-2，可得该三角波信号的三角型傅里叶级数为： 

2

1 4 1 1 1 1( ) sin( ) cos(2 ) sin(3 ) sin(5 ) cos(6 )
4 2 9 25 18

f t t t t t t              
  

3.2.3  指数型傅里叶级数 

三角型傅里叶级数的含义比较明确，但运算常感不便，因而经常采用指数型傅里叶级数。指

数型傅里叶级数可通过欧拉公式由三角型傅里叶级数直接推出。 
考虑欧拉公式，由式（3.2-6）得： 

j( ) j( )0 0

1 1

j jj j0

1 1

( ) cos( ) e e
2 2 2

1 1e e e e
2 2 2

n n

n n

n t n tn
n n

n n

n t n t
n n

n n

A A A
f t A n t

A
A A

   

  

    

 

 

 

       

  

 

 

∞ ∞

∞ ∞
 

将上式第三项的 n 用-n 替换，得： 
1

j jj j0

1

1 1( ) e e e e
2 2 2

n nn t n t
n n

n n

A
f t A A  





 

   
∞

∞

 

考虑到 An 是 n 的偶函数， n 是 n 的奇函数，即 n nA A  ， n n    ，上式可写为： 
1

j jj j0

1

1 1( ) e e e e
2 2 2

n nn t n t
n n

n n

A
f t A A  



 

   
∞

∞
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为简化上式，将上式第一项变为与后两项相同的形式，即令 0j j0
0 0e e tA A   （其中 0 0  ），

则上式可写为： 
j j1( ) e e

2
n n t

n
n

f t A  



 
∞

∞

                        （3.2-16） 

令： 
j j1 e | | e

2
n n

n n nF A F                          （3.2-17） 

显然 nF 为复数，故称其为复傅里叶系数，简称傅里叶系数，其模为 | |nF ，相角为 n 。 

将式（3.2-17）代入式（3.2-16），可得指数型傅里叶级数为： 
j( ) e n t

n
n

f t F 



 
∞

∞

                         （3.2-18） 

式（3.2-18）表明：任意周期信号 f(t)可分解为许多不同频率的虚指数信号之和。其中，F0 为

直流分量，Fn 是频率为 n的分量的系数。 
由式（3.2-8）得： 

j1 1 1e ( cos sin ) ( j )
2 2 2

n
n n n n n n n nF A A jA a b                 （3.2-19） 

将式（3.2-4）和式（3.2-5）代入式（3.2-19），得： 

2 2

2 2

2

2

j2

2

1 1( )cos( )d j ( )sin( )d

1 ( )[cos( ) jsin( )]d

1 ( )e d , 0, 1, 2,

T T

T Tn

T

T

T
n t

T

F f t n t t f t n t t
T T

f t n t n t t
T

f t t n
T



 

 

 







 

 

   

 



 

           （3.2-20） 

例 3.2-4  周期锯齿波信号 f(t)如图 3.2-9 所示，求该

信号的指数型傅里叶级数。 
解：信号 ( )f t 在一个周期内的表达式为： 

0
2( ) ,

2 2
T T

f t t t
T

     

由式（3.2-20）得其傅里叶系数为： 

j j2 2
0

2 2

1 1 2( )e d e d
T T

n t n t
T TnF f t t t t

T T T
  

 
    

利用分部积分法对上式进行积分，得： 

j j2 2
2

22

2 1e e d
j j

T T
n t n t

Tn T

t
F t

T n n
 

 
 



 
    

  

考虑到
2
T

 
 ，故有： 

2 2 2 2
j j j j

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 e e e e
j 4 j 4 4 4

2 [ cos( ) cos( )] [ jsin( ) jsin( )]
j 4 4

1j cos( ), 0, 1, 2,

n n n n
n

T T T T
F

T n n n n

T T
n n n n

T n n

n n
n

         
               

 
           

  

    




 

 
图 3.2-9  信号 f(t)的波形 
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由式（3.2-18），得其指数型傅里叶级数为： 
j j1( ) e j cos( )e , 0, 1, 2,n t n t

n
n n

f t F n n
n

 

 

     
  

∞ ∞

∞ ∞

 

作为周期信号傅里叶级数的总结，表 3.2-1 给出了三角型和指数型傅里叶级数与系数的定义式

及其相互关系，表 3.2-2 列出了常用信号的傅里叶系数。 

表 3.2-1  周期信号展开为傅里叶级数 

形    式 展  开  式 傅里叶系数 系数间关系 

三角形式 

0

1

1

0

1

( )
2

cos( )

sin( )

2

cos( )

n
n

n
n

n n
n

a
f t

a n t

b n t

A

A n t





 















 







∞

∞

∞

 

2

2

2

2

2 ( ) cos( )d

2 ( ) sin( )d

T

Tn

T

Tn

a f t n t t
T

b f t n t t
T

















 

2 2 , 1, 2,n n nA a b n     

arctan n
n

n

b

a


 
   

 

 

cosn n n n na A F F     

是 n 的偶函数； 

sin ( )n n n n nb A j F F     是 n 的奇函数。 

2 | |n nA F  

指数形式 j( ) e n t
n

n

f t F 



 
∞

∞

 j j2

2

1| | e ( )e d

0, 1, 2

n

T
n t

Tn nF F f t t
T

n

 


 

  




 

j1 1e ( j )
2 2

n
n n n nF A a b    

2 21 1| |
2 2n n n nF A a b   是 n 的偶函数； 

arctan n
n

n

b

a


 
   

 
是 n 的奇函数。

 

表 3.2-2  常用信号的傅里叶系数表 

信    号 傅里叶系数 

信号名称 波    形 对  称  性 na  
nb  

周期矩形

脉冲信号 

 

偶函数 2
E n

Sa
  

   
 

0 

 

偶函数 

奇谐函数 

2 sin
2

E n

n

 
   

 
0 

周期对称

方波信号 

 

奇函数 

奇谐函数 
0 22 sin

2
E n

n

 
   

 

周期锯 

齿波 

 

奇函数 0 1( 1)n E

n



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续表 

信    号 傅里叶系数 

信号名称 波    形 对  称  性 na  
nb  

 

偶函数 

去直流后为奇谐函数 
2

2

4 sin
( ) 2

E n

n

 
   

 
0 

周期三 

角信号 

 

奇函数 

奇谐函数 
0 2

4 sin
( ) 2

E n

n

 
   

 

周期半波

余弦信号 

 

偶函数 2

2 cos
(1 ) 2

E n

n

 
    

 
0 

周期全波

余弦信号 

 

偶函数 1
2

4( 1)
(4 1)

n E

n


 
 

0 

3.2.4  周期信号的频谱 

周期信号的傅里叶级数在一定程度上反映了信号的频率结构，实际上，为了更醒目地反映信

号的频率结构，还可将信号随频率变化的振幅和相位通过图形的形式表示出来。从广义上说，信

号的某种特征量随信号频率变化的关系，称为信号的频谱，所画出的图形称为信号的频谱图。周

期信号的频谱是指周期信号中各次谐波的幅值、相位随频率的变化关系。 
如前所述，周期信号可以分解成一系列正弦信号或虚指数信号之和，即： 

0

1

( ) cos( )
2 n n

n

A
f t A n t 



  
∞

 

或： 
j( ) e n t

n
n

f t F 



 
∞

∞

 

将 nA  （ nA f ）和 n  （ n f  ）的关系分别画在以（f ）为横轴的平面上得到的两

个图，分别称为幅度（振幅）频谱图（简称幅度谱）和相位频谱图（简称相位谱），如图 3.2-10（a）、
（c）所示。因为三角型傅里叶级数展开式中的 n 为非负整数，故其幅度谱和相位谱仅出现在频谱

图的右半平面，所以称这种频谱为单边谱。 
将 | |nF  （ | |nF f ）和 n  （ n f  ）的关系分别画在以（f）为横轴的平面上得到的

两个图也称为幅度谱和相位谱，如图 3.2-10（b）、（d）所示。因为指数型傅里叶级数展开式中的 n

可以取任意整数，所以频谱图两侧都有谱线存在，故称之为双边谱。 
在频谱图中，代表各次谐波分量的振幅和相位的垂线称为谱线，每一根谱线的横坐标 n 

（ f nF ）即为该谐波的角频率（频率）。连接各谱线顶点的曲线（如图中虚线所示）称为包络线，

它反映了各谐波分量的幅度随角频率（频率）变化的情况。由于周期信号 ( )f t 可分解为包含直流

分量和各次谐波分量的傅里叶级数，直流分量的角频率（频率 f）为 0，基波分量的角频率（频

率 F）等于交流信号 ( )f t 的角频率（频率），而 m 次谐波分量的角频率（频率）为基波角频率（频
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率）的整数倍，即 m  （ f mF ）。因此，周期信号的谱线只出现在角频率（频率 f）为

0, , 2 ,  （ 0, , 2 ,F F ）等离散角频率（频率）点上，即周期信号的频谱是离散谱，相邻谱线

间隔为（
2
T

 
 ）或 F （

1
F

T
 ）。同时，随着周期 T 的增大，各次谐波的角频率 m  （频

率 f mF ）将减小，即谱线间隔变小；当周期 T 趋于无穷大，即周期信号变为非周期信号时，谱

线间隔趋于无穷小，即频谱变为连续谱。 

 
图 3.2-10  周期信号的频谱 

例 3.2-5  已知 1 1 1( ) 1 sin( ) 2cos( ) cos 2
4

f t t t t         
 

，试分别画出其单边和双边频谱图。 

解：1）单边频谱图。 
由于同频次项属于同一个谐波分量，因此，首先需要将信号表达式中的同频次项合并： 

1 1 1 1sin( ) 2cos( ) 5 sin( arctan 2) 5 sin( 0.35 )t t t t          

所以： 

1 1( ) 1 5 sin( 0.35 ) cos(2 0.25 )f t t t         

下面将本题中的减号全部变成加号并将正弦信号变为余弦信号，且保证 t 的系数为正数，从

而使其符合三角型傅里叶级数表达式的形式。 
因为 cos( ) cos     ，故可将上式改写为： 

1 1( ) 1 5 sin( 0.35 ) cos(2 0.75 )f t t t         

由于 cos sin
2

    
 

，故有： 

1 15 sin( 0.35 ) 5 cos( 0.15 )t t        

由于余弦函数为偶函数，故 1 15 cos( 0.15 ) 5 cos( 0.15 )t t       。于是得： 

1 1( ) 1 5 cos( 0.15 ) cos(2 0.75 )f t t t         

由于 15 cos( 0.15 )t   的周期 1
1

2
T




 ， 1cos(2 0.75 )t   的周期 2
1

T



 。所以信号 ( )f t 的周

期
1

2
T




 、角频率为 1  。由于傅里叶级数的基波角频率等于原信号 ( )f t 的角频率，故基波角
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频率为 1  。所以，1 是直流分量， 15 cos( 0.15 )t   为基波分量， 1cos(2 0.75 )t   为二次谐

波分量。 
根据式（3.2-6），得三角型傅里叶级数的单边谱系数为： 

0 1
2
A

 ， 0 0  ； 1 5 2.236A   ， 1 0.15   ； 2 1A  ， 2 0.75   。 

由此可画出所给信号的单边频谱如图 3.2-11 所示。 

 
图 3.2-11  单边频谱图 

2）双边频谱图。 
将所给信号表达式中的减号改为加号，得： 

1 1 1( ) 1 sin( ) 2cos( ) cos(2 0.75 )f t t t t         

利用欧拉公式将上式改写为指数形式： 
1 1 1 1 1 1j j j j (2 j 0.75 ) (2 j 0.75 )1 2 1( ) 1 (e e ) (e e ) [e e ]

2j 2 2
t t t t t tf t                    

合并上式中的同频次项，得： 

1 1 1 1j j 2 j 2 jj0.75 j0.751 1 1 1( ) 1 1 e 1 e e e e e
2j 2j 2 2

t t t tf t          
         

   
 

根据式（3.2-18），可得指数型傅里叶级数的双边频谱系数为： 

0 1F  ， j0.15
1

11 1.12e
2j

F   
   
 

， j0.15
1

11 1.12e
2j

F 


 
   
 

， j0.75
2

1 e
2

F   ， j0.75
2

1 e
2

F 
  。 

由此可画出所给信号的双边频谱如图 3.2-12 所示。 

 
图 3.2-12  双边频谱图 

实际上，可由单边频谱图直接画出双边频谱图。考虑到 nF 是 n 的偶函数， n 是 n 的奇函数，

由（3.2-17）可知： 
1| | | |
2n n nF A F  ， n n     
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所以，将单边幅度谱的谱线幅值减半（直流分量除外），关于纵轴对称画出另一半，即可得到双边

幅度谱。将单边相位谱的谱线对称于原点画出另一半即可得到双边相位谱。 
由例 3.2-5 可知：除直流分量外，双边幅度谱是相应频点单边谱幅度的一半，且分布在相应正

负角频率（频率）位置上；双边相位谱在 n>0 时与单边谱的相位相同，n<0 时的相位与 n>0 时的

相位关于原点对称。 
需要提醒读者的是，对于双边频谱，负频率只有数学意义，而无物理意义。之所以引入负频

率，是因为信号 ( )f t 是实函数，将其分解成虚指数函数之和时，共轭对 je n t 和 je n t 同时出现才能

保证 ( )f t 为实函数。 
例 3.2-6  图 3.2-13 所示周期矩形脉冲信号 ( )f t 的幅度为 1、

周期为 T、脉冲宽度为 ，求其双边幅度谱和相位谱。 
解：根据式（3.2-20）得： 

j
2j j2 2

2 2 2

1 1 1 e( )e d e d
j

sin sin
2 2 2 , 0, 1, 2,

2

T n t
n t n t

TnF f t t t
T T T n

n n

n
nT n T

 
 

 

 





 

  
   



   
   
         

 



 

考虑到
2
T

 
 ，上式也可写为： 

sin
, 0, 1, 2,n

n
T

F n
nT
T






 
 
     


  

利用抽样信号改写上述两式，得： 

, 0, 1, 2,
2n

n n
F Sa Sa n

T T T

               
   

           （3.2-21） 

可见，周期矩形脉冲信号的频谱是实函数。 
根据式（3.2-17）并考虑欧拉公式，可得： 

j| | e | | (cos jsin ) (cos jsin ), 0, 1, 2,n
n n n n n n n

n
F F F Sa n

T T
               

 
  

当相位 n k  ， k Z 时， | | cosn n nF F  为实函数。考虑到正余弦函数的周期为 2，故其

相位谱在区间[ , ]  内取值即可，即当 0n  时， | | 0n nF F  ；当 n  时， | | 0n nF F   。考

虑到 n 为 n 的奇函数，故可画出其幅度谱和相位谱分别如图 3.2-14（a）、（b）所示。 
如前所述，当 0n  时， | | 0n nF F  ，故当频谱 0nF  时，表示其相位谱为 0； n  时，

| | 0n nF F   ，故当频谱 0nF  时，表示其相位谱为 ，即可用频谱的正负表示各谐波分量的相

位。所以，对于频谱 nF 为实函数的情况，可将其幅度谱和相位谱画在一张图上，如图 3.2-14（c）

所示。 
由图 3.2-14 可见，周期矩形脉冲信号的频谱具有一般周期信号频谱的共同特点：它们的频谱

都是离散的，相邻两谱线的间隔是 （
2
T

 
 ），周期 T 越长，谱线间隔越小，频谱越稠密，反

之越稀疏。 

 
图 3.2-13  信号 f(t)的波形 
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图 3.2-14  信号 f(t)的频谱(T=5) 

除此之外，周期矩形脉冲信号的频谱还有其独有的特点： 
① 包络线形状为抽样函数。 
② 其频谱是实函数。 

③ 幅度谱的最大值
maxnF

T


 出现在 0  处。 

④ 脉冲宽度越窄，其频谱包络线第一个零点的频率越高；在
2m



 ( , 0)m Z m  处，各谐

波分量均为零。 

结论④可作如下证明。由式（3.2-21）可知，当
2

n
 ，即横坐标

2
n 




 ＝ 时，频谱包

络出现第一个零点，故脉冲宽度 越窄，则其横坐标越大，即包络线第一个零点的频率越高。同

时，若m Z 且 0m  ，则当
2

n
m


 ，即横坐标

2m
n 




  时，其频谱包络为零，相应的谱

线，即谐波分量也等于零。 
由图 3.2-14 可知，虽然周期矩形脉冲信号可分解为无穷多个谐波分量，但由于各谐波分量的

幅度随角频率（频率）的增大而减小，故其信号能量主要集中在第一个零点（
2



 或
1

f


 ）

以内。在允许信号存在一定失真的条件下，原信号 f(t)可以用某段频率范围的信号 fc(t)来近似表示，

因此，在传输信号时，只需传送频率较低的那些谐波分量（即 fc(t)）就够了，而 fc(t)的频率范围称

为信号的频带宽度或信号的带宽。 
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通常把
1 20 0f 
 

 
 
 

≤ ≤ ≤ ≤ 这段频率范围称为周期矩形脉冲信号的带宽，用符号 F

（  ）表示，即周期矩形脉冲信号的带宽为： 
1

F


                              （3.2-22） 

或： 
2



                             （3.2-23） 

因此，周期矩形脉冲信号带宽内所含谐波分量的个数为： 
2

2
T

T

 
 




 


                         （3.2-24） 

3.2.5  周期信号的功率 

如前所述，幅值为有限值的周期信号为功率信号（可参见 1.2.3 能量信号与功率信号）。由式

（1.2-5）可知，如果周期信号 ( )f t 是实函数，则其平均功率为： 

22

2

1 ( )d
T

TP f t t
T 

                           （3.2-25） 

按照式（3.2-6）改写式（3.2-25），得： 
2

02

12

2
0 02

12

2 2

1, 1 1

1 cos( ) d
2

1 2 cos( )
4 2

cos( )cos( ) cos ( ) d

T

T n n
n

T

T n n
n

i j i j n n
i j n
i j

A
P A n t t

T

A A
A n t

T

A A i t j t A n t t

 

 

     

 

 

  


    
 


     



    






 

∞

∞

∞ ∞

 

在一个周期内，若函数与坐标轴所包围的面积关于横轴上下对称，则其积分为 0，因此，在

展开式中具有 cos( )nn t  形式的余弦项在一个周期内的积分等于零。另外，由于余弦函数为正

交函数，故具有 cos( ) cos( )n n m mA n t A m t     形式的项，当m n 时，其积分值也为零，故上

式可改写为： 
2

2 202

12

2
202

12

2
2 202

1 12

2 2
2 20 02

1 12

1 cos ( ) d
4

1 1 [1 cos(2 2 )] d
4 2

1 1 1 cos(2 2 ) d
4 2 2

1 1 1 1d
4 2 4 2

T

T n n
n

T

T n n
n

T

T n n n
n n

T

T n n
n n

A
P A n t t

T

A
A n t t

T

A
A A n t t

T

A A
A t A

T T

 

 

 

 

 

  

  

 
   

 
 

     
 
 

    
 

  
    

 





 

 

∞

∞

∞ ∞

∞ ∞ 2
202

12

11d
2 2

T

T n
n

A
t A

 

      
  


∞

 

因此，周期信号的功率可表示为： 
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2
2 202

12

1 1( ) d
2 2

T

T n
n

A
P f t t A

T  

    
 


∞

                   （3.2-26） 

上式等号右端的第一项为直流功率，第二项为各次谐波的功率之和，即周期信号的功率等于

直流功率与各次谐波功率之和。 

由于
1| | | |
2n n nF F A  ，故式（3.2-26）可改写为： 

2 2 2 22
0

12

1 ( ) d | | 2 | | | |
T

T n n
n n

P f t t F F F
T   

    
∞ ∞

∞

              （3.2-27） 

式（3.2-26）和式（3.2-27）称为帕斯瓦尔恒等式。它表明：对于周期信号，在时域中求得的

信号功率与在频域中求得的信号功率相等。 
例 3.2-7  试计算图 3.2-15（a）所示信号 f(t)在其带宽内各谐波分量的平均功率占信号总平均

功率的百分比。 
解：考虑到 1T  、 0.2  ，由式（3.2-25）可知信号 ( )f t 的平均功率为： 

0.12 22
0.1

2

1 1( ) d 1 d 0.2
1

T

TP f t t t
T 

     

由式（3.2-21）可知信号 ( )f t 的指数型傅里叶系数为： 

Sa 0.2Sa(0.2 )n

n
F n

T T

     
 

 

其频谱如图 3.2-15（b）所示。 
频谱的第一个零点坐标为： 

2 2 10
0.2



 

     

由于 0.2n  ，故频谱的第一个零点在 5n  处。 
根据式（3.2-27），信号带宽内各谐波分量的平均功率之和为： 

5
2 2

10 0
1

| | 2 | |n
n

P F F


    

将 | |nF 的表达式代入上式，得： 
2 2 2 2 2 2 2

10 (0.2) 2(0.2) [ (0.2 ) (0.4 ) (0.6 ) (0.8 ) ( )]
0.04 0.08(0.8751 0.5728 0.2546 0.05470 0)
0.1806

P Sa Sa Sa Sa Sa           

     


 

所以： 
10 0.1806 90.3%

0.2
P

P
    

即信号带宽内各谐波分量的平均功率占信号总平均功率的 90.3%。 

 
图 3.2-15  例 3.2-7 波形图 
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练习题 

3.2-1  选择题 
1）下列叙述正确的是        。 
（A）若 ( )f t 为周期偶函数，则其傅里叶级数只有偶次谐波分量。 
（B）若 ( )f t 为周期偶函数，则其傅里叶级数只有余弦偶次谐波分量。 
（C）若 ( )f t 为周期奇函数，则其傅里叶级数只有奇次谐波分量。 
（D）若 ( )f t 为周期奇函数，则其傅里叶级数只有正弦分量。 

2）连续周期信号的傅里叶变换（级数）是        。 
（A）连续的   （B）周期性的   （C）离散的   （D）与单周期的相同 

3）若信号 f(t)的周期为 T，则信号
5( )
2

f t f t T   
 

的傅里叶级数中        。 

（A）只可能有正弦分量            （B）只可能有余弦分量  
（C）只可能有奇次谐波分量      （D）只可能有偶次谐波分量     
（E）以上全错 
4）如题图 3.2-1 所示周期信号 f(t)，其直流分量等于        。 
（A）0       （B）2       （C）4       （D）6 
3.2-2  填空题 
1）连续周期信号 ( ) cos(2 ) 3cos(6 )f t t t    的傅里叶系数 an=        ，bn        。 

2）题图 3.2-2 所示周期矩形脉冲信号 f(t)的频谱在 0～150kHz 内共有        根谱线。 

3）已知周期性单位冲激序列 ( ) ( )T
n

t t nT 


 
∞

∞

，其指数型傅里叶级数为        ，三角型

傅里叶级数为        。 
4）周期信号 f(t)的双边频谱如题图 3.2-3 所示。若 1rad/s  ，则 f(t)的三角型傅里叶级数

为        。 

     
     题图 3.2-1  信号 f(t)的波形          题图 3.2-2  信号 f(t)的波形     题图 3.2-3  信号 f(t)的双边频谱图 

5）已知周期信号 f(t)的周期为 T，且 ( )f t  的傅里叶系数为 an，则信号 f(t)的傅里叶系数

为        。 
3.2-3  简答计算题 

1）求信号 ( ) cos 2
4

f t t
   

 
的指数型傅里叶级数。 

2）已知周期信号 ( ) 1 2cos( 45 ) 0.5cos(3 60 ) 0.25cos(5 75 )f t t t t      ° ° °，试分别画出其单

边和双边频谱图并求信号的平均功率。 
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3.3  非周期信号的傅里叶变换 

如前所述，如果周期信号的周期足够长，则该周期信号可以作为非周期信号进行处理。一般

来说，对于周期信号主要采用傅里叶级数进行频域分析，而对于非周期信号则采用傅里叶变换的

方法进行频域分析。当然，正如在本章的第六节所展示的那样，周期信号也存在傅里叶变换，这

样就将周期信号和非周期信号在频域的分析方法统一了起来。 
若周期信号 ( )f t 的周期 T 趋于无穷大，则该信号就变成了非周期信号，由式（3.2-20）可知，

由于积分为定值，但信号周期 T 趋于无穷大，故其频谱 nF 趋于无穷小，且谱线间隔
2 
T

 
 趋于

无穷小。因此，信号的频谱就由周期信号的离散谱变成了非周期信号的连续谱，且幅度为无穷小，

因此，无法再用 nF 表示频谱。但是，虽然其频谱的幅度为无穷小，但相对大小仍有区别，因此，

需要找到一个合适的方法表示非周期信号的频谱。 
由式（3.2-20）可知： 

j2

2

( )e d
T

n t
TnF T f t t


                         （3.3-1） 

考虑到当T 趋于无穷大时，谱线间隔
2
T

 
 趋于无穷小，故式（3.3-1）中的自变量 n 就变

为连续变量，记为。同时，积分区间由 ,
2 2
T T  

 
变为了 ( , )∞∞ 。类似于物质的密度是单位体

积的质量，当T 趋于无穷大时，函数 nF T 可看作是单位频率上的振幅。于是定义： 
def j( j ) lim ( )e dt

n
T

F F T f t t 


 

∞

∞→∞
                   （3.3-2） 

为信号 ( )f t 的傅里叶变换，且称 ( j )F  为 ( )f t 的频谱密度函数，简称频谱。 

由式（3.2-18）可知： 
j 1( ) e n t

n
n

f t F T
T





 
∞

∞

                        （3.3-3） 

对于式（3.3-3），考虑到当T 趋于无穷大时，谱线间隔趋于无穷小，故记为 dω， n 变为连

续变量。由于各谐波分量间隔 为无穷小，故其谐波分量个数 n 趋于无穷大，因此，上式中的

求和运算变为积分运算，积分区间为 ( , )∞ ∞ 。根据周期和角频率的关系，可知
2 2

d
T

 
 

  ，从

而
1 d

2T





。所以，式（3.3-3）变为： 

j jd 1( ) ( j )e ( j )e d
2 2

t tf t F F    
 

 
  

∞ ∞

∞ ∞
               （3.3-4） 

式（3.3-4）称为函数 ( j )F  的傅里叶逆变换， ( )f t 称为 ( j )F  的原函数。 
上述 ( )f t 和 ( j )F  的关系也可简记为： 

( j ) [ ( )]F f t F  
1( ) [ ( )]f t F jF  

或： 
( ) ( j )f t F   

( j )F  一般是复函数，故将其写为： 
j ( )( j ) | ( j ) | e ( ) j ( )F F R X                        （3.3-5） 
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式中 ( j )F  和 ( )  分别是频谱函数 ( j )F  的模（幅度谱）和相位（相位谱）。 ( )R  和 ( )X  分

别是它的实部和虚部。 
前面的推导并未遵循严格的数学步骤。可以证明，信号 f(t)的傅里叶变换存在的充分但非必要

条件是在无穷区间内 f(t)绝对可积，即： 

| ( ) |df t t



∞

∞
∞                            （3.3-6） 

例 3.3-1  求门信号的频谱函数并粗略画出频谱图。 
解：门信号是宽度为 ，幅度为 1 的矩形脉冲信号（其波形如图 2.2-16 所示）的表达式为： 

( )
2 2

g t u t u t
          

   
 

由式（3.3-2）可求得其频谱函数为： 

j j
2 2

j j2

2

2sin
e e 2( j ) ( )e d e d

j 2
t tF f t t t Sa

 


 



 

 



 

 

 
             

∞

∞
 

因此， | ( j ) | Sa
2

F
     
 

，抽样信号的零点坐标为
2 ( 0, )m

m m Z



   ，故可画出幅度谱如

图 3.3-1（a）所示，参考例 3.2-6 的方法可画出其相位谱如图 3.3-1（b）所示。由于本例的频谱为

实函数，故可用一张图表示其频谱，如图 3.3-1（c）所示。 

 
图 3.3-1  门信号的频谱 

例 3.3-2  求单边指数信号的频谱函数并粗略画出频谱图。 
解：单边指数信号（其波形如图 2.2-18 所示）的表达式为： 

( ) e ( ), 0tf t u t    

由式（3.3-2）可求得其频谱函数为： 
j ( j )

00

1 1( j ) e e d e
j j

t t tF t   
   

       
 

∞ ∞

 

这是一个复函数，将它分为模和相位两部分： 

2 2 2 2

1 1 j( j ) j
j j j

F
   

         


    
    
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2 2

2 2

jarctan
2 2 jarctan

j ( )
2 2 2 2 2

1 e | ( j ) | e
( )

e F


 

 
    

   

 
 

 
      

   
  

 
 

可得幅度谱为： 

2 2

1( j )F 
 




 

根据上式，当 0  时，
1( j )F 


 ，当 → ∞时， | ( ) | 0F j → ，由此可粗略画出幅度谱如

图 3.3-2（a）所示。 
相位谱为： 

( ) arctan  

    
 

 

根据上式，当 0  时， ( ) 0   ，当→∞时， ( )
2

  
→ ，当 → ∞时， ( )

2
  

→ ，由此

可粗略画出相位谱如图 3.3-2（b）所示。 

 
图 3.3-2  单边指数信号的频谱 

例 3.3-3  求双边指数信号的频谱函数并粗略画出频谱图。 
解：双边指数信号（波形如图 2.2-19 所示）的表达式为： 

| |( ) e , 0tf t     

由式（3.3-2）可求得其频谱函数为： 
0 j j

0

2 2

( j ) e e d e e d

1 1 2
j j

t t t tF t t   


     

  


   

  
  

 
∞

∞

 

由于此频谱函数为实函数且恒大于 0，故其相位谱为 0，因此，

可用一张图表示其频谱，如图 3.3-3 所示。 
例 3.3-4  求图 3.3-4（a）所示信号的频谱函数并粗略画出频谱图。 

 
图 3.3-4  例 3.3-4 图 

解：图 3.3-4（a）所示信号的表达式可写为： 

 
图 3.3-3  双边指数信号的频谱 
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e , 0
( ) , 0

e , 0

t

t

t
f t

t








 
 


 

由式（3.3-2）可求得其频谱函数为： 
0 j j

2 20

1 1 2( j ) e e d e e d j
j j

t t t tF t t    
     

  


         

   
∞

∞
 

由上式可见， ( j )F  为纯虚函数，即： 

2 2

2( j ) j ( ) jF X
 

 
  


 

根据式（3.3-5）并考虑欧拉公式，可得： 
j ( )( j ) | ( j ) | e | ( j ) | (cos jsin )n nF F F         

显然，当相位
(2 1)

2n

k  
 ( )k Z 时， ( j ) j | ( j ) | sin j ( )nF F X     为虚函数，考虑到正

余弦函数的周期为 2，故其相位谱在区间[ , ]  内取值即可，即当
2n


 时， ( ) | ( j ) | 0X F   ；

2n


  时， ( ) | ( j ) | 0X F    。考虑到 n 为 n 的奇函数，故可画出其幅度谱和相位谱分别如

图 3.3-4（b）、（c）所示。 

如前所述，当
2n


 时， ( ) 0X   ，故当频谱 ( ) 0X   ，即 0  时，表示其相位谱为
2

；

2n


  时， ( ) 0X   ，故当频谱 ( ) 0X   ，即 0  时，表示其相位谱为
2


 ，因此，可用频谱

的正负表示其相位谱，故其幅度谱和相位谱可以画在一张图上，如图 3.3-4（d）所示。 
一般而言，信号的频谱函数需要用幅度谱 | ( j ) |F  和相位谱 ( )  两个图形才能将它完全表示

出来。但如果频谱函数 ( j )F  是实函数或是虚函数，那么只用一条曲线即可表示其频谱，此时，

可用频谱的正负分别表示其相应的相位。 
例 3.3-5  求图 3.3-5（a）所示三角脉冲信号的频谱函数并粗略画出频谱图。 

 
图 3.3-5  例 3.3-5 图 

解：图 3.3-5（a）所示信号的表达式可写为： 
21 | |, | |

2( )
0, | |

2

t t
f t

t






   
 


 

由式（3.3-2）可求得其频谱函数为： 
j j

j j

2( j ) ( )e d 1 | | e d
2 2

2 21 ( ) e d 1 ( ) e d
2 2

t t

t t

F f t t t u t u t t

t u t u t t t u t u t t

 

 

 


 
 

 

 

 

 

                         
                                         

 

 

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞
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0 j j2
0

2

0 0j j j j2 2
0 0

2 2

j j j
2 2 2

2 2

j j j
2 2 2

2 2

j j
2

2 2

2 21 e d 1 e d

2 2e d e d e d e d

1 1 2 1 2e e e
j j j

1 1 1 2 2e e e
j j j

4 2 e e

t t

t t t t

t t t t

t t t t t t


 



 
   

 

  

  



 

 

      

      

   

 



   

 

  



         
   

   

      

   

  

 

   

2

2

2 2
2 2 2

sin4 4 4 4cos 2sin Sa
2 4 2 2 4

4




    

     

 
 
 

 
            

  
 

 

频谱如图 3.3-5（b）所示。 
例 3.3-6  求冲激信号的频谱函数并粗略画出频谱图。 
解：根据式（3.3-2），并考虑冲激函数的取样性质，有： 

j( j ) ( )e d 1tF t t  


 

∞

∞
 

即 ( ) 1t  。 

所以，冲激信号的频谱是常数 l，如图 3.3-6 所示。其频谱密度在

  ∞ ∞内处处相等，常称之为“均匀谱”或“白色频谱”。 
例 3.3-7  求冲激信号导数的频谱函数并粗略画出频谱图。 
解：根据式（3.3-2），冲激信号的一阶导数 ( )t  的频谱函数为： 

j( j ) ( )e dtF t t  


 

∞

∞
 

由式（2.2-13），可知： 
j j

0
d( j ) ( )e d e j j ( )
d

t t
tF t t X

t
     


    

∞

∞
 

即 ( ) jt   ，其频谱如图 3.3-7 所示。 
同理可得 ( ) ( ) ( j )n nt  。 

例 3.3-8  求图 3.3-8（a）所示单位直流信号的频谱函数并粗略画出频谱图。 

 
图 3.3-8  例 3.3-8 图 

解：本例可采用两种解法求解，下面分别详述之。 
解法一：广义傅里叶变换法。 
单位直流信号不满足绝对可积条件，因此在求其傅里叶变换时，不能直接利用定义求解。实

际上，除了单位直流信号，还有一些如阶跃信号等函数不满足绝对可积条件，但存在傅里叶变换。

 
图 3.3-6  冲激信号频谱图 

 
图 3.3-7  冲激偶信号频谱图 
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对于这类信号，可构造一函数序列{ ( )}nf t 逼近 f(t)，即 ( ) lim ( )n
n

f t f t
→∞

，而 ( )nf t 满足绝对可积条件，

并且由{ ( )}nf t 的傅里叶变换所形成的序列{ ( j )}nF  是极限收敛的。由此可定义信号 f(t)的傅里叶变

换 ( j )F  为： 
( j ) lim ( j )n

n
F F 

→∞
 

根据上式可以求得此类信号的傅里叶变换，这样定义的傅里叶变换也称为广义傅里叶变换。 
构造 | |( ) e , 0tf t 

   ，而
0

( ) 1 lim ( )f t f t
 

→
。根据例 3.3-3，可知 ( )f t 的傅里叶变换为

2 2

2( j )F


 



。所以，有： 

2 20 0

0, 02( j ) lim ( j ) lim
, 0

F F 

 
 


     → → ∞
 

显然，它是一个以为自变量的冲激信号，该冲激信号的强度为： 

22 20 0 0

2 2lim d lim d lim 2arctan 2
1

  

  
   



  

          
 

 
∞ ∞ ∞

∞ ∞→ → → ∞

 

因此，该冲激信号可改写为： 

2 20

2lim 2 ( )


  
 

 
→

 

即单位直流信号的频谱函数： 
( j ) 2 ( )F      

频谱如图 3.3-8（b）所示。 
解法二：傅里叶逆变换法。 
将傅里叶变换对 ( ) 1t  代入式（3.3-4），有： 

j1 e d ( )
2

t t  



 

∞

∞
 

对上式进行变量替换： ,t t → → ，有： 

j1 e d ( )
2

t t  


 

 
∞

∞
 

再根据式（3.3-2）并考虑到冲激函数为偶函数，有： 
j j1 1 e d e d 2 ( ) 2 ( )t tt t      

 
        

∞ ∞

∞ ∞
 

即单位直流信号的频谱为 2 ( )  。 

例 3.3-9  求符号信号的频谱函数并粗略画出频谱图。 
解：符号信号（其波形如图 2.2-17 所示）的表达式为： 

def

1, 0
sgn( ) 0, 0

1, 0

t

t t

t

 
 
 

 

显然该信号也不满足绝对可积条件。 
构造函数： 

e , 0
( ) , 0

e , 0

t

t

t
f t

t



 




 
 


 

则有： 

0
sgn( ) lim ( )t f t


→
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由例 3.3-4 可知信号 ( )f t 的频谱函数为： 

2 2

2( j ) jF


 
 


 

故符号信号的频谱函数为： 

2 20 0

2 , 02 j( j ) j ( ) lim ( j ) lim j
0, 0

F X F 

   
 



           
→ →

 

即
2sgn( )
j

t


 ，所以，其幅度谱为： 

22 2| ( j ) |
| |

F 
 
   
 

 

相位谱为： 
2 ,      0

2arctan
0 , 0

2






    


 

幅度谱和相位谱分别如图 3.3-9（a）、（b）所示。由于其频谱为虚函数，故可将其幅度谱和相

位谱画在一张图上，如图 3.3-9（c）所示。 

 
图 3.3-9  符号信号的频谱图 

例 3.3-10  求阶跃信号的频谱函数并粗略画出频谱图。 
解：图 2.2-1（b）所示阶跃信号的表达式为：  

0, 0
1( ) , 0
2
1, 0

t

u t t

t


 




 

显然该函数也不满足绝对可积条件。 

它可看作是幅度为
1
2
的直流信号和幅度为

1
2
的符号信号之和，即： 

1 1( ) sgn( )
2 2

u t t   

根据式（3.3-2），有： 
j j

j j

1 1( j ) ( )e d sgn( ) e d
2 2

1 11 e d sgn( )e d
2 2

t t

t t

F u t t t t

t t t

 

 

  

 

 

 

     

  

 

 

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞
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由例 3.3-8 和例 3.3-9 可知单位直流信号和符号信号的傅里叶变换

分别为 2 ( )  和
2
j

，故得其频谱函数为： 

1 1( j ) ( ) ( ) j
j

F     
 

        
 

 

其实部和虚部分别为 ( ) ( )R     ，
1( )X 


  ，频谱如图 3.3-10

所示。 
作为本节的总结，表 3.3-1 列出了常用信号的傅里叶变换对。 

表 3.3-1  常用信号的傅里叶变换对 

序    号 名    称 时 间 函 数 频 谱 函 数 

1 冲激信号 ( )t  1 

2 冲激信号的导数 ( ) ( )n t  ( j )n  

3 阶跃信号 ( )u t  1( )
j

 


   

4 符号信号 sgn( )t  2
j

 

5 门信号 ( )g t
 

2
Sa

  
 
 

 

6 抽样信号 ( )cSa t  
2 ( )

c

c

g  

  

7 单边指数信号 e ( ), 0tu t    1
j 

 

8 双边指数信号 | |e , 0t    
2 2
2

 
 

9 虚指数信号 0je t  
02 ( )     

10 三角脉冲信号 
2 | |1

2 2
t

u t u t
 


                     

 2

2 4
Sa

  
 
 

 

11 正弦信号 0sin( )t  
0 0j [ ( ) ( )]          

12 余弦信号 0cos( )t  
0 0[ ( ) ( )]          

13 冲激序列 ( ) ( )T
n

t t nT 


 
∞

∞

 2( ) ( ),
n

n
T      




  

∞

∞

 

练习题 

3.3-1  已知 j2( ) 2e ( )tf t t ，则其傅里叶变换是    。 

（A）2   （B） j( 2)    （C）0   （D） j(2 ) 2 ( 2)
k

i

i

i 


 
∞

 

3.3-2  已知信号 ( )f t 的波形如题图 3.3-1 所示，则其相位谱 ( )       。 

（A） 4    （B） 2          （C） 2     （D）以上全错 
3.3-3  题图 3.3-2 所示信号 ( )f t 的傅里叶变换记为 ( j )F  ，试求 (0)F          ，

( j )dF  



∞

∞
        。 

3.3-4  求题图 3.3-3 所示半波余弦信号

cos , | |
2( )

0, | |
2

A t t
f t

t






       
 

的傅里叶变换。 

 
图 3.3-10  阶跃信号的频谱 
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题图 3.3-1  信号 f(t)的波形         题图 3.3-2  信号 f(t)的波形        题图 3.3-3  信号 f(t)的波形 

3.4  傅里叶变换的性质 

本节介绍傅里叶变换的性质，其实质是研究在时域/频域中对信号进行某种运算时，在频域/
时域中所引起的效应。 

3.4.1  线性性质 

若： 
1 1( ) ( j )f t F  ， 2 2( ) ( j )f t F   

则对任意常数 a 和 b，有： 
1 2 1 2( ) ( ) ( j ) ( j )af t bf t aF bF                     （3.4-1） 

式（3.4-1）称为傅里叶变换的线性性质，下面对其进行证明。 
根据傅里叶变换的定义式，有： 

j
1 2 1 2

j j
1 2

1 2

( ) ( ) [ ( ) ( )]e d

( )e d ( )e d

( j ) ( j )

t

t t

af t bf t af t bf t t

a f t t b f t t

aF bF



 

 





 

 

  

 

 


 

∞

∞

∞ ∞

∞ ∞
 

显然，对于多个信号的情况，线性性质仍然适用。线性性质表明若信号 f(t)增大 a 倍，则其频

谱函数 ( j )F  也增大 a 倍；若干个信号之和的频谱函数等于各信号的频谱函数之和。 

例 3.4-1  信号 f1(t)和 f2(t)的波形如图 3.4-1 所示，求 f(t)= f1(t)-f2(t)的傅里叶变换。 

 
图 3.4-1  例 3.4-1 信号波形 

解：由于 1( ) 1 2 ( )f t     ， 2 2( ) ( ) 2Sa( )f t g t   ，故根据式（3.4-1）可得信号 f(t)傅里叶

变换为： 
( j ) 2 ( ) 2Sa( )F        

3.4.2  奇偶虚实性 

假设信号 ( )f t 的频谱函数为 ( j )F  ，且 ( )R  和 ( )X  分别为频谱函数的实部和虚部，| ( j ) |F 
和 ( )  分别为频谱函数的模和相位。 

如果 ( )f t 是时间 t 的实函数，则有： 
( ) ( ), ( ) ( ),| ( j ) | | ( j ) |, ( ) ( )R R X X F F                         （3.4-2） 

( ) ( j ) ( j )f t F F                             （3.4-3） 
若 ( ) ( )f t f t  ，则     
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      ( ) 0, ( j ) ( )X F R                             （3.4-4） 
若 ( ) ( )f t f t   ，则     

     ( ) 0, ( j ) j ( )R F X                             （3.4-5） 
如果 ( )f t 是时间 t 的虚函数，则有： 

( ) ( ), ( ) ( ),| ( j ) | | ( j ) |, ( ) ( )R R X X F F                           （3.4-6） 
( ) ( j ) ( j )f t F F                              （3.4-7） 

式（3.4-2）～式（3.4-7）称为傅里叶变换的奇偶虚实性，它研究了时间函数与其频谱之间的虚/
实、奇/偶关系，下面对其进行证明。 

首先讨论 f(t)是 t 的实函数的情况。 
如果 ( )f t 是时间 t 的实函数，那么根据欧拉公式，傅里叶变换定义式可写为： 

j( j ) ( )e d ( )cos( )d j ( )sin( )dtF f t t f t t t f t t t  

  
    

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞
         （3.4-8） 

频谱函数的实部和虚部分别为： 

( ) ( )cos( )d

( ) ( )sin( )d

R f t t t

X f t t t

 

 





 

  




∞

∞

∞

∞

                        （3.4-9） 

频谱函数的模和相位分别为： 
2 2| ( j ) | ( ) ( )

( )( ) arctan
( )

F R X

X

R

  

 


  

  

  
 

                     （3.4-10） 

由式（3.4-9）可见，由于 cos[( ) ] cos( ),sin[( ) ] sin( )t t t t        ，故若 ( )f t 是时间 t 的实函

数，则频谱函数 ( j )F  的实部 ( )R  是角频率的偶函数，虚部 ( )X  是角频率的奇函数。进而

由式（3.4-10）可知，| ( j ) |F  是角频率的偶函数， ( )  是角频率的奇函数，式（3.4-2）得证。 
信号 ( )f t 的傅里叶变换为： 

j( ) ( )e dtf t f t t


  

∞

∞
 

令 t   ，得： 
j j( )( ) ( )e d( ) ( )e d ( j )f t f f F      

  


      

∞ ∞

∞ ∞
 

考虑到实部 ( )R  是角频率的偶函数，虚部 ( )X  是角频率的奇函数，故有： 
( ) ( j ) ( ) j ( ) ( ) j ( ) ( j )f t F R X R X F                

式中 ( j )F  是 ( j )F  的共轭复函数，式（3.4-3）得证。 
由式（3.4-8）可知，如果 ( )f t 是时间 t 的偶函数，则 ( )sin( )f t t 是 t 的奇函数， ( )cos( )f t t 是

t 的偶函数，于是有： 

( j ) ( )cos( )d ( )F f t t t R  


 
∞

∞
 

注意到频谱函数的自变量是，而 cos( )t 关于是偶函数，f(t)对于来说为常数，因此，此时

的频谱函数是的实、偶函数，式（3.4-4）得证。 
由式（3.4-8）可知，如果 ( )f t 是时间 t 的奇函数，则 ( )cos( )f t t 是 t 的奇函数， ( )sin( )f t t 是

t 的偶函数，于是有： 

( j ) j ( )sin( )d j ( )F f t t t X  


  
∞

∞
 

注意到频谱函数的自变量是，而 sin( )t 关于是奇函数，f(t)对于来说为常数，因此，此时的
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频谱函数是的虚、奇函数，式（3.4-5）得证。 
下面讨论 f(t)是 t 的虚函数的情况。令 ( )x t 为实函数，则 ( ) j ( )f t x t 为虚函数。 
如果 ( )f t 是时间 t 的虚函数，那么根据欧拉公式，傅里叶变换定义式可写为： 

j j( j ) ( )e d j ( )e d j ( )cos( )d ( )sin( )dt tF f t t x t t x t t t x t t t    

   
      

∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞
   （3.4-11） 

式（3.4-11）中频谱函数的实部和虚部分别为： 

( ) ( )sin( )d

( ) ( )cos( )d

R x t t t

X x t t t

 

 





 

 




∞

∞

∞

∞

                       （3.4-12） 

频谱函数的模和相位分别为： 
2 2| ( j ) | ( ) ( )

( )( ) arctan
( )

F R X

X

R

  

 


  

  

  
 

                     （3.4-13） 

由式（3.4-12）可见，由于 cos[( ) ] cos( ),sin[( ) ] sin( )t t t t        ，故若 ( )x t 是时间 t 的实

函数，即 ( )f t 是时间 t 的虚函数，则频谱函数 ( j )F  的实部 ( )R  是角频率的奇函数，虚部 ( )X 
是角频率的偶函数。进而由式（3.4-13）可知， | ( j ) |F  是的偶函数， ( )  是角频率的奇

函数，式（3.4-6）得证。 
信号 ( )f t 的傅里叶变换为： 

j( ) ( )e dtf t f t t


  

∞

∞
 

令 t   ，得： 
j j( )( ) ( )e d( ) ( )e d ( j )f t f f F      

  


      

∞ ∞

∞ ∞
 

根据频谱函数实部和虚部的奇偶性，可得： 
( ) ( j ) ( ) j ( ) [ ( ) j ( )] ( j )f t F R X R X F                  

式（3.4-7）得证。 
根据以上分析，不难推导出 ( )f t 为复函数的一般情况，在此不再赘述。 

3.4.3  对偶性 

若： 
( ) ( j )f t F   

则： 
( j ) 2 ( )F t f                             （3.4-14） 

式（3.4-14）称为傅里叶变换的对偶性，下面对其进行证明。 
根据傅里叶逆变换的定义式： 

j1( ) ( j )e d
2

tf t F  



 

∞

∞
 

令 t   ，则有： 
j1( ) ( j )e d

2
f F   


 

 
∞

∞
 

将上式中的 和互换，则有： 
j1( ) ( j )e d

2
f F   


 

 
∞

∞
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所以，有： 
j2 ( ) ( j )e df F   


   

∞

∞
 

将上式与傅里叶变换定义式进行对比可知，其等号右端部分是时域信号 ( j )F t 傅里叶变换计算式，

故有上述对偶性。 
如果 f(t)为偶函数，这种对称关系就会简化，即 f(t)的频谱为 ( j )F  ，那么 ( j )F t 的频谱即为

2 ( )f  ，也就是说，形状为 ( j )F t 的信号的频谱形状为 ( )f  。如矩形脉冲信号的频谱为抽样信号，

则抽样信号的频谱必然是矩形脉冲信号。如果 f(t)为奇函数，则这种对偶关系需要有一个关于横轴

的反转。 
例 3.4-2  求单位直流信号的傅里叶变换。 
解：本题已在例 3.3-8 中采用两种方法求解，现在利用傅里叶变换的对偶性求解。 
由常用信号的傅里叶变换对 ( ) 1t  ，根据式（3.4-14）可得： 

1 2 ( )     

考虑到冲激信号是偶函数，故有： 
1 2 ( )    

显然，本例结果与例 3.3-8 完全相同。 

例 3.4-3  已知信号 2

1( )
1

f t
t




，求其频谱 ( j )F  。 

解：由表 3.3-1 可知双边指数信号 | |( ) e , 0tf t    的频谱函数为： 

2 2

2( j )F


 



 

若令 1  ，则有： 
| |

2

2e
1

t


 


 

根据式（3.4-14），有： 
| |

2

2 2 e
1 t

 


 

利用式（3.4-1），可得： 
| |

2

1 e
1 t

 


 

例 3.4-4  求抽样信号
sinSa( ) t

t
t

 的频谱函数。 

解：由常用信号的傅里叶变换对 ( ) Sa
2

g t
    
 

，令 2  ，则有： 

2 ( ) 2Sa( )g t   

根据式（3.4-14）并考虑到门信号是偶函数，有： 
2 22Sa( ) 2 ( ) 2 ( )t g g       

根据式（3.4-1），上式两边同除以 2，可得： 
2Sa( ) ( )t g    

即抽样信号的频谱为宽度为 2，幅度为 的门信号。 

3.4.4  尺度变换性质 

若： 
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( ) ( j )f t F   

则对于非零常数 a，有： 
1( ) j

| |
f at F

a a

   
 

                        （3.4-15） 

式（3.4-15）称为傅里叶变换的尺度变换性质，下面对其进行证明。 
由傅里叶变换定义式可知： 

j( ) ( )e dtf at f at t


 

∞

∞
 

令 at x ，则当 a>0（即只进行尺度变换）时，有： 
j jd 1 1( ) ( )e ( )e d j

x
x

a a
x

f at f x f x x F
a a a a

  

 

     
  

∞ ∞

∞ ∞
 

当 a<0（即同时进行反转和尺度变换）时，有： 
j jd 1 1( ) ( )e ( )e d j

x
x

a a
x

f at f x f x x F
a a a a

  



       
  

∞ ∞

∞ ∞
 

综合上述两式，可证得傅里叶变换的尺度变换性质。 

傅里叶变换的尺度变换性质表明，若信号 f(t)在时间坐标上压缩/扩展到原来的
1
a
，那么其频

谱函数在频率坐标上将展宽/压缩 a 倍，同时其幅度变为原来的
1

| |a
。也就是说，在时域中信号占

据时间的压缩/展宽对应于其频谱在频域中信号占有频带的展宽/压缩。由此可见，信号的持续时间

与信号的占有频带成反比。在信号传输过程中，为了加快传输速度，即缩短信号的持续时间，就

需要将信号的频带进行展宽。 

例 3.4-5  已知信号
1( )

1 j
f t

t



，求其频谱函数。 

解：由常用信号的傅里叶变换对
1e ( )

j
tu t

 
 


，令 1  ，有： 

1e ( )
1 j

tu t


 


 

根据式（3.4-14），有： 
1 2 e ( )

1 j
u

t
   


 

由式（3.4-15）（ 1a   ），有： 
1 2 e ( )

1 j
u

t
  


 

3.4.5  时移特性 

若： 
( ) ( j )f t F   

则对于常数 t0，有： 
0j

0( ) e ( j )tf t t F                          （3.4-16） 

式（3.4-16）称为傅里叶变换的时移特性或延时特性，下面对其进行证明。 
由傅里叶变换定义式可知： 
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j
0 0( ) ( )e dtf t t f t t t


  

∞

∞
 

令 0t t x  ，有： 
0 0 0j ( ) j jj

0( ) ( )e d e ( )e d e ( j )x t t txf t t f x x f x x F     

 
    ∞ ∞

∞ ∞
 

傅里叶变换的时移特性得证。 
时移特性表明：若信号在时域中延时 t0，则其在频域中的所有频率“分量”相应落后相位 0t ，

而其幅度保持不变。 
例 3.4-6  已知信号 ( )f t 的频谱函数为 ( j )F  ，求信号 ( )f at b （a、b 为常数，且 a≠0）的

频谱。 
解：本题涉及到信号的平移和尺度变换两个操作，因此有两种解法，下面分别加以阐述。 
解法一：先平移再尺度变换。 
根据式（3.4-16），有： 

j( ) e ( j )bf t b F    

根据式（3.4-15），有： 
j1( ) e j

| |
b

af at b F
a a

      
 

                    （3.4-17） 

解法二：先尺度变换再平移。 
根据式（3.4-15），有： 

1( ) j
| |

f at F
a a

   
 

 

注意到信号时移是针对自变量 t 进行的，根据式（3.4-16），有： 
j1( ) e j

| |
b

ab
f at b f a t F

a a a

                
 

例 3.4-7  求图 3.4-2 所示信号的傅里叶变换。 
解：图示信号可表示为： 

2 2( ) ( 2) ( 2)f t g t g t     

由常用信号的傅里叶变换对 ( ) Sa
2

g t
    
 

及式（3.4-16），可得： 

j2
2 ( 2) 2Sa( )eg t   ， j2

2 ( 2) 2Sa( )eg t     

根据式（3.4-1），有： 
j2 j2 j2 j2( j ) 2Sa( )e 2Sa( )e 2Sa( )(e e ) j4sin(2 )Sa( )F                

3.4.6  频移特性 

若： 
( ) ( j )f t F   

且 0 为常数，则： 
0j

0( )e [ j( )]tf t F                          （3.4-18） 

式（3.4-18）称为傅里叶变换的频移特性或调制特性。由此可以看出，信号在频域中左右移动相当

于在时域中乘以因子 0je t 。下面对频移特性进行证明。 
由傅里叶逆变换定义式可知： 

 
图 3.4-2  信号 f(t)的波形 
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j
0 0

1[ j( )] [ j( )]e d
2

tF F     



  

∞

∞
 

令 0 x   ，有： 

0 0 0j( ) j jj
0

1 1[ j( )] ( j )e d ( j )e d e ( )e
2 2

x t t txtF F x x F x x f t      

 

       
∞ ∞

∞ ∞
 

傅里叶变换的频移特性得证。 
例 3.4-8  已知信号 f(t)的傅里叶变换为 ( j )F  ，求信号 j2e ( 3 4)t f t   的傅里叶变换。 

解：由式（3.4-16），得： 
j4( 4) ( j )ef t F    

根据式（3.4-15），有： 
4 4j j3 31 1( 3 4) j e j e

| 3 | 3 3 3
f t F F

   
                 

 

实际上，也可利用式（3.4-17）直接求得 ( 3 4)f t  的傅里叶变换。 

由式（3.4-18），得： 
4 2jj2 31 2e ( 3 4) j e

3 3
t f t F

 
      

 

（ ）

 

3.4.7  卷积定理 

两信号时域卷积对应于频域的乘积，时域乘积对应于频域的卷积，这就是卷积定理的基本内

容。卷积定理在信号和系统分析中占有非常重要的地位，下面分述时域卷积定理和频域卷积定理。 
时域卷积定理 
若： 

1 1( ) ( j )f t F   

2 2( ) ( j )f t F   

则： 
1 2 1 2( ) ( ) ( j ) ( j )f t f t F F                       （3.4-19） 

式（3.4-19）称为傅里叶变换的时域卷积定理。由此可以看出，时域中两个信号的卷积积分对应于

频域中两个频谱函数的乘积。 
频域卷积定理 
若： 

1 1( ) ( j )f t F   

2 2( ) ( j )f t F   

则： 

1 2 1 2
1( ) ( ) ( j ) ( j )

2
f t f t F F  


                   （3.4-20） 

式（3.4-20）称为傅里叶变换的频域卷积定理。由此可以看出，时域中两个信号的乘积对应于频域

中两个频谱函数的卷积积分的
1

2
倍。 

下面对其进行证明。 
由式（2.3-2）和式（3.3-2）可知： 

j j
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )d e d ( ) ( )e d dt tf t f t f f t t f f t t       

   

                
∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞
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上式中的积分 j
2 ( )e dtf t t 




∞

∞
是信号 2 ( )f t  的傅里叶变换计算式。由式（3.4-16）可得： 

j j
2 2( )e d ( j )etf t t F   


 

∞

∞
 

所以，有： 
j j

1 2 1 2 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( j )e d ( j ) ( )e d ( j ) ( j )f t f t f F F f F F         

 
    

∞ ∞

∞ ∞
 

时域卷积定理得证。 
由式（2.3-2）和式（3.3-4）可知： 

j
1 2 1 2

j
1 2

1 1 1( j ) ( j ) ( j ) [ j( )]d e d
2 2 2

1 1( j ) [ j( )]e d d
2 2

t

t

F F F x F x x

F x F x x





   

 

 

 

    
   

     

 

 

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

 

上式中的积分 j
2

1 [ j( )]e d
2

tF x  



 

∞

∞
是信号 2[ j( )]F x  的傅里叶逆变换计算式。由式（3.4-18）

可得： 
j j

2 2
1 [ j( )]e d ( )e

2
t xtF x f t 


 

 
∞

∞
 

所以： 
j j

1 2 1 2 2 1 1 2
1 1 1( j ) ( j ) ( j ) ( )e d ( ) ( j )e d ( ) ( )

2 2 2
xt xtF F F x f t x f t F x x f t f t 

 
   

   
∞ ∞

∞ ∞
 

频域卷积定理得证。 
例 3.4-9  求图 3.4-3 所示三角脉冲信号的频谱。 
解：本题已在例 3.3-5 中利用傅里叶变换定义式求解，现在利用时域

卷积定理求解。 
图 3.4-3 所示信号的表达式为： 

 2 2( ) 1 1 ( )
2 2

2 4 21 ( ) 1
2 2

f t t u t u t t u t u t

t u t tu t t u t

 
 

 
  

                                     
                    
       

 

现在计算两个宽度为
2

，幅度为

2

的门信号的卷积。 

2 2

2 2 2 2( ) ( )
4 4 4 4

2 2 2 22
4 4 4 4

2 2
4 4

g t g t u t u t u t u t

u t u t u t u t

u t u t

 
   

   

   
   

 
 

                                      

                      
       

        
   

 

因为 ( ) ( ) ( )u t u t tu t  ，故根据式（2.4-9），有： 

2 2

2 2 2 4 2( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

g t g t t u t tu t t u t f t 
   

    
                      
       

 

可见，两个完全相同的门信号卷积可得三角脉冲信号。根据常用信号的傅里叶变换对

 
图 3.4-3  三角脉冲信号 
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( ) Sa
2

g t
    
 

，得： 

2

( ) Sa
2 4

g t
    

 
 

考虑式（3.4-1），可得： 

2

2 ( ) Sa
2 4

g t
 


   
 

 

根据式（3.4-19），可得三角脉冲信号的频谱函数为： 

2( j ) Sa Sa Sa
2 4 2 4 2 4

F
                 

     
 

显然，本例结果与例 3.3-5 完全相同。 
例 3.4-10  求斜升信号 1( ) ( )f t tu t 和信号 2 ( ) | |f t t 的频谱。 
解：1）求 1( ) ( )f t tu t 的频谱。 
由常用信号的傅里叶变换对 ( ) jt   ，根据式（3.4-14）并考虑到冲激偶信号是奇函数，

可得： 
j2 ( )t     

根据常用信号的傅里叶变换对
1( ) ( )
j

u t  


   及式（3.4-20），可得： 

1 2

1 1 1 1( ) ( ) j2 ( ) ( ) j ( ) ( ) ( ) j ( )
2 j

f t tu t            
  

                     
 

即 1 2

1( ) ( ) j ( )f t tu t  


    。 

2）求 2 ( ) | |f t t 的频谱。 

改写信号表达式为： 
( ) | | ( ) ( ) ( )f t t tu t t u t      

根据本例第一问的结果，考虑式（3.4-3），有： 

2

1( ) ( ) j ( )t u t  


       

利用式（3.4-1），可得： 

2 2

2( ) | |f t t


    

3.4.8  时域微分和积分定理 

时域微分定理 
若： 

( ) ( j )f t F   

则： 
( ) d ( )( ) ( j ) ( j )

d

n
n n

n

f t
f t F

t
                      （3.4-21） 

时域积分定理 
若： 

( ) ( j )f t F   
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则： 
( 1) ( j )( ) ( )d (0) ( )

j
t F

f t f x x F
 





    ∞

              （3.4-22） 

其中， 0(0) ( j )F F   ，它可由傅里叶变换定义式 j( j ) ( )e dtF f t t 


 

∞

∞
中令 0  得到，即： 

0(0) ( j ) ( )dF F f t t  
  

∞

∞
                    （3.4-23） 

式（3.4-21）和式（3.4-22）分别称为傅里叶变换的时域微分定理和时域积分定理，下面对其进行

证明。 
先证时域微分定理。 
根据式（2.4-4）和式（2.4-11），有： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nf t f t t f t t      
由式（3.4-19）并考虑常用信号的傅里叶变换对 ( ) ( ) ( j )n nt  ，可得： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( j ) ( j )n n nf t f t t F      

时域微分定理得证。 
再证时域积分定理。 
根据式（2.4-4）和式（2.4-12），有： 

( 1) ( 1) ( 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t t f t t        

由式（3.4-19）并考虑常用信号的傅里叶变换对
1( ) ( )
j

u t  


   ，可得： 

( 1) ( 1) ( j )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( j ) ( )
j

F
f t f t t f t u t F

   


         

由式（2.2-9），有： 
( 1) ( j )( ) (0) ( )

j
F

f t F
 


     

时域积分定理得证。 
例 3.4-11  求图 3.4-4（a）所示三角脉冲信号的频谱。 
解：本题已在例 3.3-5 和例 3.4-9 中利用傅里叶变换定义式和时域卷积定理求解，现在利用时

域积分定理求解。 
图 3.4-4（a）所示三角脉冲信号的一阶、二阶导数分别如图 3.4-4（b）、（c）所示。 

 
图 3.4-4  三角脉冲信号及其导数 

图 3.4-4（c）所示信号的表达式为： 
2 4 2( ) ( )

2 2
y t t t t

   
  

          
   

 

利用式（3.4-16）及常用信号的傅里叶变换对 ( ) 1t  并考虑欧拉公式，可得： 
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2

j j
2 2

8sin
2 4 2 4 4( j ) e e cos 1

2
Y

  




    


 
               

 

根据式（3.4-22）并考虑到 (0) 0Y  ，得： 

28sin
( j ) 4( j )
j j

Y
X



 

 
 
     

再次利用式（3.4-22）并考虑到 (0) 0X  ，得： 

2

2
2

8sin
( j ) 4( j )
j 2 4

X
F Sa


  
  

 
        

 
 

显然，本例结果与例 3.3-5 和例 3.4-9 完全相同。 

例 3.4-12  求门信号 ( )g t 的积分
1( ) ( )d

t
f t g x x 

  ∞
的频谱函数。 

解：根据常用信号的傅里叶变换对 ( ) Sa
2

g t
    
 

，考虑到Sa(0) 1 ，由式（3.4-22）得信

号 ( )f t 的频谱函数为： 
1 1( j ) Sa(0) ( ) Sa ( ) Sa
j 2 j 2

F
     

 
           
   

 

需要注意的是，有些函数的微积分并不可逆，即：虽然有 ( ) ( )f t g t ，但有可能 1( ) ( )g t f t   

( )d
t

f x x
 ∞

，其原因如下： 

若
d ( )( )

d
g t

f t
t

 ，则有： 

d ( ) ( )dg t f t t  

对上式从 ∞到 t 积分，有： 

( ) ( ) ( )d
t

g t g f x x


    ∞
∞  

即： 

( ) ( )d ( )
t

g t f x x g


   ∞
∞  

上式表明， ( 1) ( ) ( )d
t

f t f x x


  ∞

中隐含着条件 ( 1) ( ) 0f   ∞ ，当常数 ( ) 0g  ∞ 时，对上式进行傅

里叶变换，得： 
( j )( j ) (0) ( ) 2 ( ) ( )
j

F
G F g

    


     ∞              （3.4-24） 

也就是说，当 ( ) 0g  ∞ 时，利用时域积分定理时需要采用式（3.4-24）而不再是式（3.4-22）。 
显然，对于时限信号而言，一定可以满足 ( ) 0g  ∞ ，但是对于趋向于负无穷时仍存在定义的

信号，需要读者认真选择所需公式。 
例 3.4-13  求图 3.4-5（a）、（b）所示信号的傅里叶变换。 
解：1）由图 3.4-5（a）可知： 1( ) 2 ( 1)f t u t  ，而 1( ) ( ) 2 ( 1)f t x t t    ，如图 3.4-5（c）所

示。由于 j( ) ( j ) 2ex t X   且 (0) 2X  ，故由式（3.4-22）得： 

j
1

2( j ) 2 ( ) e
j

F   


    
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2）由图 3.4-5（b）可知： 2 ( ) sgn( 1) 2 ( 1) 1f t t u t     ，而 2 ( ) ( ) 2 ( 1)f t x t t    。但 2 ( )f  ∞  

1 0  ，故由式（3.4-24）得： 
j j

2
2 2( j ) 2 ( ) e 2 ( ) e
j j

F      
 

       

 
图 3.4-5  信号波形 

3.4.9  频域微分和积分定理 

频域微分定理 
若： 

( ) ( j )f t F   

则： 
( ) d ( j )( j ) ( ) ( j )

d

n
n n

n

F
t f t F




                      （3.4-25） 

频域积分定理 
若： 

( ) ( j )f t F   

则： 
( 1)( )(0) ( ) ( j ) ( j )d

j
f t

f t F F x x
t


 


   

  ∞
              （3.4-26） 

其中，
1(0) ( j )d

2
f F  




 
∞

∞
。 

显然，如果 (0) 0f  ，则有： 

( 1)( ) ( j ) ( j )d
j

f t
F F x x

t





 

  ∞
                  （3.4-27） 

注意：与时域积分定理类似，式 ( 1) ( j ) ( j )dF F x x





  ∞

也隐含条件： ( 1) ( ) 0F   ∞ 。 

式（3.4-25）和式（3.4-26）分别称为傅里叶变换的频域微分定理和频域积分定理，下面对其

进行证明。 
先证频域微分定理。 
根据式（2.4-4）和式（2.4-11），有： 

( ) ( ) ( )( j ) ( j ) ( j ) ( j ) ( j )n n nF F F           
根据式（3.4-14），并考虑常用信号的傅里叶变换对 ( ) ( ) ( j )n nt  ，可得： 

( )( j ) 2 ( j )n nt      
当 n 为偶数时， ( )2 ( j )n   和 ( j )nt 分别为和 t 的偶函数，即： 

( ) ( )2 ( j ) 2 ( j ) ( j ) ( j )n n n nt t           
当 n 为奇数时， ( )2 ( j )n   和 ( j )nt 分别为和 t 的奇函数，即： 
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( ) ( )2 ( j ) 2 ( j ) ( j ) ( j )n n n nt t             

根据式（3.4-1），上式等号两端同乘以-1，得： 
( )2 ( j ) ( j )n nt     

故有： 
( ) 1( j ) ( j )

2
n nt   


 

由式（3.4-20）可得： 
( ) ( )12 ( ) ( j ) ( )( j ) ( j ) ( j ) ( j )

2
n n n nf t t f t t F F          


 

频域微分性质得证。 
再证频域积分定理。 
根据式（3.4-14），结合冲激信号积分（即阶跃信号）的傅里叶变换： 

( 1) 1( ) ( ) ( )
j

t u t  


      

可得
1( ) 2 ( )
j

t u
t

      ，即： 

( 1)1 1( ) ( ) ( )
2 j2

t u
t

       


 

根据式（3.4-3），并考虑到冲激信号为偶函数，有： 
( 1)1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )

2 j2 ( ) 2 j2
t t u

t t
         

  
 

根据式（2.4-4）和式（2.4-12），有： 

( 1) ( 1) ( 1) 1 1 ( )( j ) ( j ) ( ) ( j ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
2 j2 j

f t
F F F f t t f t t

t t
            

           
 

利用冲激信号的筛分性质，有： 
( 1) ( )( j ) (0) ( )

j
f t

F f t
t

    


 

频域积分性质得证。 
例 3.4-14  求斜升信号 ( ) ( )f t tu t 的频谱函数。 
解：本题已在例 3.4-10 中利用频域卷积定理求解，现在利用频域微分定理求解。 

由常用信号的傅里叶变换对
1( ) ( )
j

u t  


   ，并考虑式（3.4-25），可得： 

2

1j ( ) ( )
j

tu t  


     

根据式（3.4-1），有： 

2

1( ) ( ) j ( )f t tu t  


     

显然，本例结果与例 3.4-10 完全相同。 

例 3.4-15  求抽样信号
sin( )Sa( ) t

t
t

 的频谱函数。 

解：本题已在例 3.4-4 中利用对偶性求解，现在利用频域积分定理求解。 
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为利用频域积分性质，令 j j1( ) sin( ) (e e )
2 j

t tf t t    ，由于1 2 ( )   ，根据式（3.4-1）和

式（3.4-18），得： 
1( ) sin( ) [2 ( 1) 2 ( 1)] j [ ( 1) ( 1)]
2j

f t t                     

考虑到 (0) sin(0) 0f   ，由式（3.4-27）得： 
( ) sin( ) j [ ( 1) ( 1)]d
j j

f t t

t t


    


     

   ∞
 

对于上式，当 1   或 1  时，由于积分区间不包含-1 和 1，故积分为 0；当 1 1   时， 

2j [ ( 1) ( 1)]d j [ ( 1) ( 1)] j ( )u u g

       


           ∞

。故有： 

2

0, 1
sin j , 1 1 j ( )

j
0, 1

t
g

t


 



 
        

 

上式等号两端同乘以-j，得： 

2
sinSa( ) ( )t

t g
t

    

显然，本例结果与例 3.4-4 完全相同。 

例 3.4-16  求
0

sin( )da 


∞

的值。 

解：根据常用信号的傅里叶变换对 ( ) Sa
2

g t
    
 

，可知： 

2
2 sin 2sin( )( ) 2 Sa 2

2a

a a a
g t a a

a

  
 

      
 

 

根据式（3.3-4），有： 
j j

2
1 2sin( ) 1 sin( )( ) e d e d

2
t t

a

a a
g t    

  
 

  
∞ ∞

∞ ∞
 

由于 2 (0) 1ag  并考虑到被积函数是的偶函数，令 t=0，得： 

2 0

1 sin( ) 2 sin( )1 (0) d da

a a
g

  
 

  
  

∞ ∞

∞
 

即
0

sin( )d
2

a 





∞

。 

上述解题过程均假设 a>0，若 a<0，则 sin( ) sin(| | )a a   ，故有： 

0

sin( )d
2

a 



 

∞

 

故： 

0

, 0sin( ) 2d
, 0

2

a
a

a

 


    



∞

 

3.4.10  相关定理 

若： 
1 1( ) ( j )f t F   
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2 2( ) ( j )f t F   
( ) ( j )f t F   

则： 

12 1 2( ) ( j ) ( j )R F F                          （3.4-28） 

21 1 2( ) ( j ) ( j )R F F                          （3.4-29） 
2( ) | ( j ) |R F                            （3.4-30） 

上述三式称为相关定理，它们描述了相关函数的傅里叶变换与时域信号傅里叶变换之间的关系，

下面对其进行证明。 
根据相关函数和卷积积分之间的关系及卷积定理，有： 

12 1 2 1 2[ ( )] [ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]R f f f f        F F F F

21 1 2 1 2[ ( )] [ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]R f f f f        F F F F  
[ ( )] [ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]R f f f f        F F F F  

由式（3.4-3），可知： 
( ) ( j ) ( j )f F F       

故有： 

12 1 2( ) ( j ) ( j )R F F    

21 1 2( ) ( j ) ( j )R F F    
2( ) | ( j ) |R F   

相关定理得证。 
作为本节的总结，表 3.4-1 归纳了傅里叶变换的性质。 

表 3.4-1  傅里叶变换的性质 

名    称 时    域 频    域 

定义 j1( ) ( j )e d
2

tf t F  



 

∞

∞

 
j( j ) ( )e dtF f t t 


 

∞

∞

 

j ( )( j ) | ( j ) | e ( ) j ( )F F R X        

线性 1 2( ) ( )af t bf t  
1 2( j ) ( j )aF bF   

 

| ( j ) | | ( j ) |, ( ) ( )F F           

( ) ( ), ( ) ( )R R X X         

*( j ) ( j )F F    f(t)为实函数

( ) ( )f t f t   

( ) ( )f t f t    
( ) 0, ( ) ( )X F j R     

( ) 0, ( j ) j ( )R F X     奇偶性 

f(t)为虚函数 

| ( j ) | | ( j ) |, ( ) ( )F F           

( ) ( ), ( ) ( )R R X X         

*( j ) ( j )F F     

反转 ( )f t  ( j )F   

对偶性 ( j )F t  2 ( )f    

尺度变换 ( ), 0f at a   1 j
| |

F
a a

 
 
 

 

时移特性 0( )f t t  0je ( j )t F   

尺度变换与时移特 ( ), 0f at b a   j1 e j
| |

b
a F

a a

   
 
 

 

频移特性 0j( )e tf t   
0[ j( )]F    
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续表 

名    称 时    域 频    域 

时域 1 2( ) ( )f t f t  
1 2( j ) ( j )F F   

卷积定理 
频域 1 2( ) ( )f t f t  

1 2
1 ( j ) ( j )

2
F F 


 

时域微分 ( ) ( )nf t  ( j ) ( j )n F   

时域积分 ( 1) ( )f t  ( j )(0) ( )
j

F
F

 


   

频域微分 ( j ) ( )nt f t  ( ) ( j )nF   

频域积分 
( )(0) ( )
j

f t
f t

t
 


 ( 1) ( j )F   

相关定理 
12 ( )R   

21( )R   

( )R   

1 2( j ) ( j )F F   

1 2( j ) ( j )F F   

2| ( j ) |F   

练习题 

3.4-1  选择题 
1）若 ( )f t 为实偶信号，下列说法不正确的是    。 

（A）该信号的幅度谱是偶函数    （B）该信号的幅度谱是奇函数 
（C）该信号的频谱是实偶函数    （D）该信号频谱的实部是偶函数，虚部为零 
2）信号 ( ) 2 ( 1)f t t  的傅里叶变换是    。 

（A） 2          （B） j2e          （C） j2e          （D）-2 
3）信号 (2 j5)e ( )tu t  的傅里叶变换是    。 

（A） j51 e
2 j




   （B） 1

2 j( 5)     
（C） 1

2 j( 5)  
   （D） j21 e

5 j


  
4）设信号 ( )f t 的频谱函数为 ( j )F  ，则信号 3

2
t

f
   
 

的频谱函数等于    。 

（A）
3j
21 j e

2 2
F

   
 

       （B）
3j
21 j e

2 2
F

 
 
 

   

（C） j62 ( j2 )eF         （D） j62 ( j2 )eF    

5）脉冲信号 ( )f t 与 2 (2 )f t 之间具有相同的    。 

（A）频带宽度    （B）脉冲宽度     （C）直流分量      （D）能量 

6）信号 2( 1)d( ) [e ( )]
d

tf t u t
t

  的傅里叶变换等于    。 

（A）
2j e

2 j



      （B）

2j e
2 j


 
      （C）

jj e
2 j




       （D）
jj e

2 j


 

 

7）已知实信号 ( )f t 的傅里叶变换 ( j ) ( ) j ( )F R X    ，则信号
1( ) [ ( ) ( )]
2

y t f t f t   的傅里

叶变换等于    。 
（A） ( )R       （B） 2 ( )R        （C） 2 (2 )R       （D） (0.5 )R   
3.4-2  若信号 ( )f t 的傅里叶变换为 0 0( j ) ( ) ( )F u u        ，求信号 ( )f t 。 
3.4-3  若信号 ( )f t 的幅频特性 | ( j ) | 2[ ( 2 ) ( 2 )]F           ，相频特性 j5( ) e    ，求

信号 ( )f t 。 
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3.4-4  设信号 ( )f t 的频谱函数为 ( j )F  ，求信号 2
0( ) ( )cos( )g t f t t 的频谱函数。 

3.4-5  求单边衰减正弦信号 0( ) e sin( ) ( ), 0tf t t u t    的频谱函数。 

3.5  信号的能量谱和功率谱 

常见的信号描述方法主要包括：信号的时域表达式和波形以及信号的频谱函数和频谱图。实

际上，还有一种描述信号的方法——能量谱或功率谱。尤其对于随机信号，由于无法用确定的时

间函数表示，也就不能用时域表达式或频谱函数表示，这时，往往用能量谱或功率谱来描述其频

域特性。本节简要阐述信号的能量谱和功率谱的概念。 

3.5.1  信号的能量谱 

第 1 章曾经介绍过能量信号和功率信号的概念及信号能量和平均功率的计算方法，若能量信

号 f(t)为实函数，则其能量计算式可由式（1.2-4）改写为： 
2lim ( ) d

T

TT
E f t t


 →∞

                        （3.5-1） 

或简单地写为： 
2( ) dE f t t


 

∞

∞
                         （3.5-2） 

先从时域角度分析信号的能量。根据傅里叶逆变换定义式，式（3.5-2）可改写为： 
j1( ) ( j )e d d

2
tE f t F t 

 

     
∞ ∞

∞ ∞
 

交换积分次序，得： 
j

j( )

1 ( j ) ( )e d d
2

1 ( j ) ( )e d d
2
1 ( j ) ( j )d

2

t

t

E F f t t

F f t t

F F





 

 

  

 

 

 



    

    

 


 

 



∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞

∞

 

考虑到 f(t)为实函数，根据式（3.4-3）和式（3.5-2），有： 
2 21( ) d | ( j ) | d

2
E f t t F  

 
 

 
∞ ∞

∞ ∞
                  （3.5-3） 

式（3.5-3）称为帕斯瓦尔方程或能量恒等式。 
再从频域角度分析信号的能量。为了表征能量在频域中的分布状况，可以借助于密度的概念。

定义能量密度函数（能量频谱或能量谱） ( )E ，它表征了单位频率内信号的能量。故在频带 df

内信号的能量为 ( )dfE ，所以，信号在整个频率区间 ( , )∞ ∞ 的总能量为： 
1( )d ( )d

2
E f  

 
 

 
∞ ∞

∞ ∞
E E                    （3.5-4） 

根据能量守恒原理，对于同一信号 f(t)，式（3.5-2）与式（3.5-4）应该相等。即： 
2 1( )d ( )d

2
E f t t  

 
 

 
∞ ∞

∞ ∞
E                    （3.5-5） 

比较式（3.5-3）和式（3.5-5）可知，能量谱为： 
2( ) | ( j ) |F E                          （3.5-6） 

能量谱的单位是 J s ，它反映了信号能量在频域内的分布情况。由式（3.5-6）可知，信号的能量
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谱 ( )E 是角频率的偶函数，它只取决于频谱函数的幅度，而与相位无关。 

由式（3.4-30）和式（3.5-6）可知，能量信号的能量谱与信号的自相关函数是一对傅里叶

变换： 
( ) ( )R  E                            （3.5-7） 

3.5.2  信号的功率谱 

如果功率信号 f(t)是实函数，则其平均功率计算式可由式（1.2-5）改写为： 
21lim ( ) d

2
T

TT
P f t t

T 
 →∞

                        （3.5-8） 

由于功率信号的能量趋于无穷大，因此无法计算其能量。为此，从功率信号 f(t)中截取 | |
2
T

t ≤

的一段，得到一个截尾信号 ( )Tf t ： 

( ) ( )
2 2T

T T
f t f t u t u t

               
                   （3.5-9） 

由于 T 是有限值，故 ( )Tf t 的能量是有限的。若令信号 ( )Tf t 的频谱函数为 ( j )TF  ，则由式

（3.5-3）可知， ( )Tf t 的能量 TE 可表示为： 
2 21( )d | ( j ) | d

2T T TE f t t F  
 

 
 

∞ ∞

∞ ∞
                （3.5-10） 

由于 2 22

2

( )d ( )d
T

TTf t t f t t
 

 
∞

∞
，故由式（3.5-8）和式（3.5-10）得信号 f(t)的平均功率为： 

2
22

2

| ( j ) |1 1lim ( )d lim d
2

T
T

T
T T

F
P f t t

T T





 

 
∞

∞→∞ →∞
            （3.5-11） 

类似于能量密度函数，定义功率密度函数（功率频谱或功率谱） ( )p 为单位频率内信号的功

率，从而信号的平均功率为： 
1( )d ( )d

2
P f  

 
 

 
∞ ∞

∞ ∞
p p                   （3.5-12） 

比较式（3.5-11）和式（3.5-12），得功率谱 ( )p 为： 
2| ( j ) |( ) lim T

T

F

T


 

→∞
p                       （3.5-13） 

功率谱的单位是W s ，它反映了信号功率在频域中的分布情况。由式（3.5-13）可知，功率谱 ( )p

是角频率的偶函数，它只取决于频谱函数的幅度，而与相位无关。 
实际上，功率信号的功率谱与信号的自相关函数也是一对傅里叶变换： 

         ( ) ( )R  p                          （3.5-14） 

练习题 

3.5-1  信号
2sin( ) t

f t
t

 的能量为        。 

3.5-2  已知信号 ( )f t 如题图 3.5-1 所示，其傅里叶变换为 ( j )F  ，

则 2| ( j ) | dF  

∞

∞
=       。 

 
题图 3.5-1  信号 f(t)的波形 
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3.6  周期信号的傅里叶变换 

如前所述，对于周期信号可以采用傅里叶级数的方法进行频域分析，而对于非周期信号则可

以利用傅里叶变换的方法进行频域分析。本节将在此基础上，讨论周期信号的傅里叶变换，以及

傅里叶系数与傅里叶变换之间的关系。这样，就能把周期信号与非周期信号的分析方法统一到傅

里叶变换上来。 
首先分析正弦信号和余弦信号的傅里叶变换。 
根据常用信号的傅里叶变换对1 2 ( )   ，由式（3.4-18）可得： 

0j
0e 2 ( )t       

0j
0e 2 ( )t        

根据式（3.4-1）并考虑欧拉公式，有： 
0 0j j

0 0 0
1sin( ) (e e ) j [ ( ) ( )]
2 j

t tt                         （3.6-1） 

0 0j j
0 0 0

1cos( ) (e e ) [ ( ) ( )]
2

t tt                         （3.6-2） 

其频谱分别如图 3.6-1（a）、（b）所示。 

 
图 3.6-1  正弦信号和余弦信号的频谱图 

下面分析一般周期信号 ( )Tf t 的傅里叶变换。根据式（3.2-18）和式（3.2-20），周期信号 ( )Tf t

可展开成指数型傅里叶级数： 
j( ) e n t

T n
n

f t F 



 
∞

∞

                         （3.6-3） 

其中，傅里叶系数为： 

j2

2

1 ( )e d , 0, 1, 2,
T

n t
Tn TF f t t n

T



                   （3.6-4） 

对式（3.6-3）的等号两端取傅里叶变换有： 

j j( j ) e e dn t t
T n

n

F F t  




 
  

 

∞∞

∞
∞

 

由式（3.4-1），得： 
j j( j ) e e dn t t

T n
n

F F t  




  
∞ ∞

∞
∞

 

由式（3.6-4）可知，Fn不是时间 t 的函数，故可将其从积分号中提取出来，即： 
j j( j ) e e dn t t

T n
n

F F t  




  
∞ ∞

∞
∞

 

上式中的积分式是 je n t 的傅里叶变换定义式，故可得： 
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( j ) 2 ( )T n
n

F F n   


  
∞

∞

                     （3.6-5） 

式（3.6-5）称为周期信号的傅里叶变换。由此可见，周期信号的傅里叶变换由无穷多个冲激

信号组成，这些冲激信号位于频谱函数的各次谐波角频率 n ( 0, 1, 2, )n     处，其强度为 2 nF 。 
例 3.6-1  图 3.6-2（a）所示周期矩形脉冲信号 ( )Tp t 的幅度为 1、周期为 T、脉冲宽度为，

试求其频谱函数 ( j )TP  。 

 
图 3.6-2  周期矩形脉冲的傅里叶变换 

解：由例 3.2-6 可知其傅里叶系数为： 

Sa , 0, 1, 2,
2n

n
F n

T

      
 

  

由式（3.6-5）可知其频谱函数为： 

2sin
2 2( j ) Sa ( ) ( ), 0, 1, 2,

2T
n n

n
n

P n n n
T n


       

 

 
            

 
  
∞ ∞

∞ ∞

 

式中，
2
T

 
 为基波角频率。由上式可以看出，周期矩形脉冲信号的傅里叶变换（频谱密度）由

位于 0, , 2 ,     处的冲激信号组成，其在 n  处的强度为

2sin
2

n

n

 
 
  。图 3.6-2（b）

中画出了 4T  时的频谱图。由图可见，周期信号的频谱密度是离散的。 
注意：对周期信号进行傅里叶变换，得到的是频谱密度，它代表信号在单位频率上的幅度；

对其展开为傅里叶级数，得到的是傅里叶系数，它代表虚指数分量的幅度和相位。因此，虽然从

频谱的图形上看，这里的 ( j )F  和第三节中的 nF 极为相似，但二者的含义不同。 

例 3.6-2  求周期性单位冲激序列 ( ) ( )T
m

t t mT 


 
∞

∞

的傅里叶变换。 

解：周期性单位冲激序列的波形如图 3.6-3（a）所示。由图可见，信号 ( )T t 在一个周期内只

有一个单位冲激信号。根据冲激信号的取样性质和式（3.2-20），可求得 ( )T t 的傅里叶系数为： 

j2

2

1 1( )e d
T

n t
Tn TF t t

T T
 


   

 
图 3.6-3  周期性单位冲激序列及其频谱 
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根据式（3.6-5），得其傅里叶变换为： 
2( ) ( ) ( )T

n n

t n n
T

       
 


    

∞ ∞

∞ ∞

 

若令 ( ) ( )
n

n    


 
∞

∞

，则有： 

( ) ( )T t     
上式表明，在时域中，周期为 T 的单位冲激序列 ( )T t 的傅里叶变换是一个在频域中周期为、强

度为的冲激序列，频谱如图 3.6-3（b）所示。 
上面直接从傅里叶变换定义的角度入手，推得周期信号的傅里叶变换计算公式，即式（3.6-5）。

下面从时域卷积的角度入手，分析周期信号的傅里叶变换。 

如图 3.6-4（a）所示周期信号 ( )Tf t ，若从该信号中截取一个周期（如
2 2
T T

t ≤ ），得到

图 3.6-4（b）所示的单周期信号并将其记为 0 ( )f t 。 

 
图 3.6-4  从周期信号中截取一个周期 

由式（2.4-6）可知： 
0( ) ( ) ( )T Tf t f t t   

令 0 0( ) ( j )f t F  ，根据式（3.4-19），考虑到 ( ) ( )T t    ，对上式等号两端同时取傅里

叶变换，可得： 
0( j ) ( j ) ( )TF F      

将 ( ) ( )
n

n    


 
∞

∞

代入上式，并考虑冲激信号的筛分性质，得： 

0 0( j ) ( j ) ( ) ( j ) ( )T
n n

F F n F n n          
 

    
∞ ∞

∞ ∞

        （3.6-6） 

例 3.6-3  图 3.6-5 所示周期矩形脉冲信号 ( )Tp t 的幅度为 1、周

期为 T、脉冲宽度为，试求其频谱函数 ( j )TP  。 

解：本题已在例 3.6-1 中利用式（3.6-5）求解，现在利用式（3.6-6）
求解。 

由图 3.6-5 容易看出，周期信号在 ,
2 2
T T  

 
内的信号 0 ( )p t 是幅

度为 1，宽度为 的门信号，故有： 

0 0

2sin
2( ) ( j )p t P






 
 
    

将其代入式（3.6-6）得： 

2sin 2sin
2 2( j ) ( ) ( ), 0, 1, 2,T

n n

n n

P n n n
n n

 

       
 

   
   
           

∞ ∞

∞ ∞

 

 
图 3.6-5  信号 ( )Tp t 的波形 
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显然，本例结果与例 3.6-1 完全相同。 
式（3.6-5）和式（3.6-6）都是周期信号 ( )Tf t 的傅里叶变换表达式。比较二式可知，周期信号

( )Tf t 的傅里叶系数 nF 与其单周期信号频谱 0 ( j )F  的关系为： 

0 0
1 1( j ) ( j )n nF F n F
T T                          （3.6-7） 

式（3.6-7）表明，周期信号的傅里叶系数 Fn 等于单周期信号频谱 0 ( j )F  在频率 n  处的值乘

以
1
T
。 

换一个角度，由式（3.6-4）得： 

j j2 2
0

2 2

1 1( )e d ( )e d , 0, 1, 2,
T T

n t n t
T Tn TF f t t f t t n

T T
  

 
        

由式（3.3-2）得： 

j j2
0 0 0

2

( j ) ( )e d ( )e d
T

t t
TF f t t f t t   

 
  

∞

∞
 

比较上述两式也可得到式（3.6-7）。该式提供了另外一种求周期信号傅里叶系数的方法，同时也表

明，傅里叶变换中的许多性质、定理也可用于傅里叶级数。 
例 3.6-4  周期锯齿波信号如图 3.6-6（a）所示，求该信号的指数型傅里叶级数。 
解：本题已在例 3.2-4 中利用傅里叶级数定义法求解，现在利用傅里叶变换求解。 
单周期信号 f0(t)如图 3.6-6（b）所示，其表达式为： 

0
2( )

2 2
T T

f t t u t u t
T

               
 

f0(t)的二阶导数为： 

0
2( )

2 2 2 2
T T T T

f t t t t t
T

                                     
 

 
图 3.6-6  周期锯齿波及其单周期波形 

设 0 ( ) ( j )f t F   ，则有： 
j j j j
2 2 2 22 4( j ) j e j e e e j2 cos sin

2 2

T T T T T T
F

T T

   
     

 



                 
    

 

由式（3.4-22），可以得到 f0(t)的傅里叶变换为： 

0 2 2

( j ) 2 4( j ) j cos sin
( j ) 2 2

F T T
F

T


  

  
         

   
 

由式（3.6-7）可得周期锯齿波信号的傅里叶系数为： 

0
1 1( j ) j cos( )n nF F n
T n    


 

由式（3.2-18）得周期锯齿波信号的指数型傅里叶级数为： 
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j j1( ) e j cos( )en t n t
n

n n

f t F n
n

 

 

  
 

∞ ∞

∞ ∞

 

显然，本例结果与例 3.2-4 完全相同。 

练习题 

3.6-1  求周期信号 ( ) ( 2 )
n

f t t n


 
∞

∞

的傅里叶变换。 

3.6-2  求信号 3| |( ) e cos(2 )tf t t 的傅里叶变换。 

3.7  本 章 小 结 

本章主要介绍了信号的傅里叶级数和傅里叶变换，前者是周期信号频域分析的基础，后者是

非周期信号频域分析的基础。本章最后给出了周期信号的傅里叶变换，从而扩展了傅里叶变换的

适用范围，使得信号频域分析的基础得以统一。 
具体来讲，本章主要介绍了： 
① 三角型和指数型傅里叶级数及周期信号的频谱。重点是掌握两种形式傅里叶级数的定义及

其相互关系并对周期信号频谱的特点有深入理解。 
② 傅里叶变换的定义、性质及非周期信号的频谱。重点是理解非周期信号傅里叶变换的定义，

掌握其性质及非周期信号频谱的特点和作图方法。 
③ 信号的能量谱和功率谱。读者需要理解能量谱和功率谱这一描述信号的方法并了解其在随

机信号描述中的作用。 
④ 周期信号的傅里叶变换。读者需要掌握周期信号傅里叶变换的求解方法并深入理解傅里叶

系数和傅里叶变换的关系。 
本章的主要知识脉络如图 3.7-1 所示。 

 
图 3.7-1  本章知识脉络示意图 

练习题答案 

3.2-1  1）D  2）C  3）C  4）C 

3.2-2  1）
1 1
3 3
0

n

n

a n


 



，

，

，其他

， 0nb    2）31  3）
2j1 e

t
n

T

nT





∞

∞

，
1

1 2 2cos
n

n
t

T T T

   
 


∞
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4） ( ) 4cos( ) 2cos(2 )f t t t    5） na  

3.2-3  1）
j 2 j 2

4 41 1e e
2 2

t t
         

      2） 101
32

P  ，单边谱和双边谱分别如下图（a）、（b）所示。 

 
3.3-1  A     
3.3-2  C     
3.3-3  1，0     

3.3-4  
2

2 cos
2

1

A




 
 
 

        

 

3.4-1  1）B  2）C  3）B  4）D  5）C  6）A  7）A 

3.4-2  0
0( )Sa t





    

3.4-3  2 cos(2 )t


    

3.4-4  0 0
1 ( j ) { [ j( )] [ j( )]}

4
F F F       


 

3.4-5  
0 0

j 1 1
2 j( ) j( )     
 

     
 

3.5-1  4     

3.5-2  4
3
  

3.6-1  ( )
n

n 


  
∞

∞

    

3.6-2  2 2

3 3
9 ( 2) 9 ( 2) 


   

 

本 章 习 题 

3.1  证明两个相互正交的信号 1( )f t 与 2 ( )f t 同时作用在单位电阻上产生的功率，等于每一个

信号单独作用时产生的功率之和。 
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3.2  考虑周期信号
63( ) sin sin 100

1 2 3
n n

f t n t
n n

             

∞

， 

1）求信号的周期 T； 
2）求傅里叶系数 na 、 nb 、 nA 和相位 n ； 
3）判断 ( )f t 有何种对称性。 
3.3  对信号 ( )f t 给出如下信息： 
a） ( )f t 为实奇函数；               b） ( )f t 为周期函数，周期为 2，傅里叶系数为 na ； 

c）|n|>1 时，an=0；     d）
2 2

0
| ( ) | d 2f t t  。 

试确定满足以上条件的两个不同信号。 

3.4  若 ( )f t 为周期信号，其傅里叶系数为 | |

2, 0

1j , 0
2

n
n

n

a
n


      
 

，回答以下问题： 

1） ( )f t 是实函数吗？ 
2） ( )f t 是偶函数吗？ 
3） ( )f t 是偶函数吗？ 
3.5  关于信号 ( )f t 给出如下信息： 
a） ( )f t 为实信号；                           b） ( )f t 为周期信号，周期为 6； 
c） 0n  或 2n  时， 0na  ，且 1a 为正实数；    d） ( ) ( 3)f t f t   ； 

e）
6 2

0
| ( ) | d 3f t t  。 

证明： ( ) cos( )f t A Bt C  ，并求出 A、B 和 C 的值。 
3.6  信号 ( )f t 可以表示成偶函数 e ( )f t 和奇函数 o ( )f t 之和的形式，试证明：若 ( )f t 是实函数，

且 ( )f t 的傅里叶变换为 ( j )F  ，则 e ( )f t 的傅里叶变换为 Re[ ( j )]F  ， o ( )f t 傅里叶变换为

jIm[ ( j )]F  。 
3.7  题图 3.1 所示信号 ( )f t 的傅里叶变换为 ( j ) ( ) j ( )F R X    ，求其实部 ( )R  的表达式。 
3.8  求题图 3.2 所示梯形信号的傅里叶变换，并画出 12  情况下该信号的频谱图。 
3.9  已知信号 ( )f t 的傅里叶变换 ( j )F  如题图 3.3 所示，试粗略画出信号 0( )cos( )f t t 和

2( )cos( )f t t 的频谱。 

       
 题图 3.1  信号 f(t)的波形     题图 3.2  梯形信号的波形             题图 3.3  信号 f(t)的频谱图 

3.10  确定如下频谱所对应的时域信号是实函数、虚函数或都不是，是奇函数、偶函数或都

不是。 
1） ( j ) ( ) ( 2)F u u     ； 

2） ( j ) cos(2 )sin
2

F
     
 

。 

3.11  已知题图 3.4 所示信号 ( )f t 的傅里叶变换为 ( j )F  ，求 ( )f t 以 0

4
t
为轴反转后所得信号
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1( )f t 的傅里叶变换。 
3.12  题图 3.5 所示信号 ( )f t 的傅里叶变换 j ( )( j ) | ( j ) | eF F    ，利用傅里叶变换的性质（不

做积分运算），求： 
1） ( )  ； 
2） (0)F ； 

3） ( j )dF  

∞

∞
； 

4）Re[ ( j )]F  的原时间信号的波形。 

      
                 题图 3.4  信号 f(t)的波形                题图 3.5  信号 f(t)的波形 

3.13  已知信号 ( ) e ( )tf t u t ，设其频谱函数为 ( j ) ( ) j ( )F R X    ， 
1）求 ( )R  和 ( )X  ； 

2）证明
1( ) ( )R X 


 


； 

3）证明
1( ) ( )X R 


 


。 

3.14  试分别利用以下几种方法证明
1( ) ( )
j

u t  


   。 

1）利用符号信号
1 1( ) sgn( )
2 2

u t t  ； 

2）利用矩形脉冲取极限； 

3）利用积分 ( ) ( )d
t

u t   


  ∞
； 

4）利用单边指数信号取极限。 

3.15  求信号
2sin( ) t

f t
t

   
 

的傅里叶变换。 

3.16  已知 ( ) ( ) ( )y t f t h t  、 ( ) (3 ) (3 )g t f t h t  ，且信号 ( )f t 的傅里叶变换为 ( j )F  ，信号 ( )h t

的傅里叶变换为 ( j )H  ，利用傅里叶变换的性质证明 ( ) ( )g t Ay Bt ，并求出 A 和 B 的值。  

3.17  已知双边指数信号 | |( ) e tf t  的傅里叶变换为 2

2( j )
1

F 





，求 2 2

4( )
(1 )

t
g t

t



的傅里

叶变换。 
3.18  若信号 ( )f t 的傅里叶变换 ( j ) ( ) ( ) ( 5)F             ， ( ) ( ) ( 2)h t u t u t   ，问： 
1） ( )f t 是周期的吗？ 
2） ( ) ( )f t h t 是周期的吗？ 

3）两个非周期信号卷积有可能是周期的吗？ 
3.19  已知信号 ( )f t 的傅里叶变换为 ( j )F  ，给出以下条件： 
a） ( )f t 是正实函数；     b） 1 2[(1 j ) ( j )] e ( )tF A u t   F ，A 为常数； 

c） 2| ( j ) | d 2F  


 
∞

∞
， 

求 ( )f t 的表达式。 
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3.20  分别求出题图 3.6 所示两个频谱函数的傅里叶逆变换。 

 
题图 3.6  信号频谱图  

3.21  题图 3.7 中所示信号的傅里叶变换有哪些满足下列条件： 
1）Re[ ( j )] 0F   ； 
2） Im[ ( j )] 0F   。 

 
题图 3.7  信号波形图 

3.22  周期信号 ( )f t 的波形如题图 3.8 所示，求其傅里叶变换。 

 
题图 3.8  信号 f(t)的波形 
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第 4 章  连续信号的复频域分析 

【内容提要】 
若信号因不满足绝对可积条件而难以求其傅里叶变换，则无法对此类信号进行频域分析，如

2( ) e ( )tf t u t 。本章引入复频率 js    ，以复指数信号 est 为基本信号，将任意信号分解为不同

复频率的复指数分量之和，并以此对信号进行分析。这里用于信号分析的独立变量是复频率 s，

故称之为复频域分析或 s 域分析，所采用的数学工具为拉普拉斯变换。     
本章主要介绍拉普拉斯变换的定义和收敛域、拉普拉斯变换的性质以及拉普拉斯逆变换的求

解方法。读者应重点掌握拉普拉斯变换的定义和性质，并熟练掌握利用部分分式展开法求解拉普

拉斯逆变换的方法。 
【重点难点】 
★ 拉普拉斯变换的定义和收敛域 
★ 拉普拉斯变换的性质 
★ 部分分式展开法求拉普拉斯逆变换 

4.1  拉普拉斯变换 

4.1.1  双边拉普拉斯变换 

某些信号求解傅里叶变换困难的原因是：当 t →∞时，信号的幅度不衰减，甚至增长，即信

号不满足绝对可积条件。为此，可用一衰减因子 e t （为实常数）乘以此类信号 ( )f t ，如果适当

选取的值，有可能使乘积信号 ( )e tf t  当 t →∞时幅度趋近于 0，即满足绝对可积条件，从而使

信号 ( )e tf t  的傅里叶变换容易求得。 
由式（3.3-2）可知信号 ( )e tf t  的傅里叶变换 b ( j )F   为： 

j ( j )
b ( j ) ( )e e d ( )e dt t tF f t t f t t        

 
   

∞ ∞

∞ ∞
 

由式（3.3-4）可知 b ( j )F   的傅里叶逆变换为： 

j
b

1( )e ( j )e d
2

t tf t F   


 

 
∞

∞
 

将上式两边同乘以 e t ，有： 
( j )

b
1( ) ( j )e d

2
tf t F    


 

 
∞

∞
 

令 js    ，则有： 

b ( ) ( )e dstF s f t t


 

∞

∞
                          （4.1-1） 

j

bj

1( ) ( )e d
2 j

stf t F s s









 
∞

∞
                         （4.1-2） 

上述两式称为双边拉普拉斯变换对。其中， b ( )F s 称为 f(t)的双边拉普拉斯变换或象函数，f(t)称为

b ( )F s 的双边拉普拉斯逆变换或原函数。 
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也可简记为： 
b ( ) [ ( )]F s f tL  

1
b( ) [ ( )]f t F sL  

或： 
b( ) ( )f t F s  

由上述求解双边拉普拉斯变换的过程可知，只有选择适当的值才能使信号 ( )e tf t  当 t →∞

时幅度趋近于 0，即满足绝对可积条件，从而使其双边拉普拉斯变换存在。因此，规定使信号 ( )f t

的双边拉普拉斯变换存在的的取值范围称为双边拉普拉斯变换 b ( )F s 的收敛域，简记为 ROC
（Region of Convergence）。下面举例说明 b ( )F s 的收敛域问题。 

例 4.1-1  求因果信号 1( ) e ( )tf t u t 的双边拉普拉斯变换。 

解：由式（4.1-1）得： 

 

( )

1b 0
0

( ) j

e( ) e ( )e d e e d
( )

1 Re[ ]
1 1 lim[e e ] Re[ ]

( )
Re[ ]

s t
t st t st

t t

t

F s u t t t
s

s
s

s
s

s


 

  



 


 


 

 
 



  

  
 

 


    


 

 

，

不定 ，

无界 ，

∞
∞ ∞

∞

→∞

 

可见，对于因果信号，仅当Re[ ]s    时积分收敛（称为收敛坐标），其双边拉普拉斯变

换存在。即因果信号双边拉普拉斯变换的收敛域为 s 平面上Re[ ]s    的区域，如图 4.1-1（a）

阴影部分所示。 

 
图 4.1-1  双边拉普拉斯变换的收敛域 

例 4.1-2  求反因果信号 2 ( ) e ( )tf t u t  的双边拉普拉斯变换。 
解：由式（4.1-1）得： 

 

0( )0

2b

( ) j

e( ) e ( )e d e e d
( )

Re[ ]
1 Re[ ]1 lim[e e ]

( ) 1 Re[ ]
( )

s t
t st t st

t t

t

F s u t t t
s

s

s
s

s
s


 

  



 
 


 



 
 

 


  



   
 

 
   

 
 

 

 
无界 ，

不定 ，

，

∞

∞ ∞
∞

→ ∞

 

可见，对于反因果信号，仅当Re[ ]s    时积分收敛（称为收敛坐标），其双边拉普拉斯

变换存在。即反因果信号双边拉普拉斯变换的收敛域为 s 平面上Re[ ]s    的区域，如图 4.1-1

（b）阴影部分所示。 
例 4.1-3  求双边信号 3 1 2( ) ( ) ( ) e ( ) e ( )t tf t f t f t u t u t      的双边拉普拉斯变换。 
解：由式（4.1-1）得： 
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   

0( ) ( )0

3b 3 0
0

( ) j ( ) j

e e( ) ( )e d e e d e e d
( ) ( )

1 11 lim[e e ] 1 lim[e e ]
( ) ( )

s t s t
st t st t st

t t t t

t t

F s f t t t t
s s

s s

 
 

     

 

 

   
  

 


     



    
   

   
  

  
∞

∞ ∞

∞ ∞
∞

→ ∞ →∞

 

由例 4.1-1 和 4.1-2 可知： 
当  ≤ 时， 1b ( )F s 和 2b ( )F s 没有共同的收敛域，因此 3b ( )F s 不存在。 
当   时，其收敛域为 Re[ ]s     的一个带状区域（、称为收敛坐标），如图 4.1-1

（c）阴影部分所示。 
此时，其双边拉普拉斯变换为： 

3b 1b 2b
1 1( ) ( ) ( )F s F s F s

s s 
   

 
 

例 4.1-4  求下列信号的双边拉普拉斯变换。 
1） 3 2

1( ) e ( ) e ( )t tf t u t u t     2） 3 2
2 ( ) e ( ) e ( )t tf t u t u t        3） 3 2

3 ( ) e ( ) e ( )t tf t u t u t     

解：由于前面已经求过该类信号的双边拉普拉斯变换，故可利用前述例题的结论求解以简化

求解过程。 
1）由式（4.1-1）得： 

3 2 3 2
1b

1 1( ) [e ( ) e ( )]e d e ( )e d e ( )e d
3 2

t t st t st t stF s u t u t t u t t u t t
s s

      

  
     

   
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞
 

由于因果信号 1( )f t 由两部分信号求和而成，故其双边拉普拉斯变换的收敛域应为此两个象函

数收敛域的交集，即Re[ ] 2s    。 

2）由式（4.1-1）得： 
3 2

2b

3 2

( ) [ e ( ) e ( )]e d

1 1e ( )e d e ( )e d
3 2

t t st

t st t st

F s u t u t t

u t t u t t
s s

  



   

 

    

           



 

∞

∞

∞ ∞

∞ ∞

 

由于反因果信号 2 ( )f t 由两部分信号求和而成，故其双边拉普拉斯变换的收敛域应为此两个象

函数收敛域的交集，即Re[ ] 3s    。 

3）由式（4.1-1）得： 
3 2 3 2

3b
1 1( ) [e ( ) e ( )]e d e ( )e d e ( )e d

3 2
t t st t st t stF s u t u t t u t t u t t

s s
      

  
       

   
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞
 

由于双边信号 3 ( )f t 由两部分信号求和而成，故其双边拉普拉斯变换的收敛域应为此两个象函

数收敛域的交集，即 3 Re[ ] 2s      。 

由例 4.1-4 可见，三个原函数拥有一个相同的象函数！仔细观察，能够发现其收敛域不同。由

此可见，双边拉普拉斯变换的象函数与收敛域一起与原函数才是一一对应的关系。因此，不同的

信号如果有相同的象函数，则它们的收敛域必然不同；不同的信号如果有相同的收敛域，则它们

的象函数必然不同。所以，双边拉普拉斯变换必须标出收敛域。 

4.1.2  单边拉普拉斯变换 

通常遇到的信号是单边信号，即都是有初始时刻的信号。如果设其初始时刻为 0t  ，则对于

此类信号 f(t)有： 
( ), 0

( ) ( ) ( )
0, 0

f t t
f t f t u t

t


  

≥
                        （4.1-3） 
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对于式（4.1-3）所示信号，由式（4.1-1）和式（4.1-2）有： 

0
( ) ( ) ( )e d ( )e dst stF s f t u t t f t t



 


  

∞ ∞

∞
                    （4.1-4） 

j

j

1( ) ( )e d ( )
2 j

stf t F s s u t








 
   


∞

∞
                       （4.1-5） 

上述两式称为单边拉普拉斯变换对，简称拉普拉斯变换对，本书主要讨论单边拉普拉斯变换，

在后续内容中若没有特别说明，均指单边拉普拉斯变换。其中， ( )F s 称为 f(t)的单边拉普拉斯变

换或象函数，f(t)称为 ( )F s 的单边拉普拉斯逆变换或原函数。 

也可简记为： 
( ) [ ( )]F s f tL  

1( ) [ ( )]f t F sL  
或 

( ) ( )f t F s  
需要特别注意的是： 

 ① 式（4.1-4）积分下限取 0-是考虑到信号 f(t)中可能包含冲激函数及其各阶导数，今后未注

明的 t=0，均指 0-； 
 ② 因单边拉普拉斯变换的积分区间是由 0 到∞，故信号 f(t)u(t)与 f(t)的单边拉普拉斯变换相

同，简便起见，时间函数中的 u(t)常省略不写； 
 ③ 单边拉普拉斯变换只适用于研究因果信号。 

为了保证单边拉普拉斯变换存在，有如下定理： 
若因果信号 f(t)满足： 
（1）在有限区间 a t b  （ 0 a b ∞≤ ）内可积； 
（2）对于某个 0 有 0lim | ( ) | e 0,t

t
f t     

→∞
。 

则对于 0Re[ ]s    ，拉普拉斯积分式，即式（4.1-4）绝对且一致收敛。 
条件（1）说明 f(t)可以包含有限个间断点，只要求它在有限区间内可积，即 f(t)曲线下面的面

积为有限值。 
条件（2）说明 f(t)可以是随 t 增大而增大的，即 f(t)可以是自变量 t 的递增函数，只是要求它

比某些指数函数增长得慢即可。 
定理表明，满足条件（1）和（2）的因果信号 f(t)存在拉普拉斯变换，其收敛域为 s 平面上收

敛坐标 0 的右半平面，即 0Re[ ]s    ，而且积分是一致收敛的，因而多重积分可以改变积分顺

序，微分、积分也可以交换次序。 
由式（4.1-1）和式（4.1-4）可知： 
① 对于因果信号 f(t)，若其拉普拉斯变换存在，则双边拉普拉斯变换和单边拉普拉斯变换具

有相同的表达式： b 0
( ) ( )e d ( )e d ( )st stF s f t t f t t F s



 


   

∞ ∞

∞
，且收敛域相同，均为 s 平面上收敛

坐标 01 的右半平面： 01Re[ ]s    ； 
② 对于反因果信号 f(t)，若其双边拉普拉斯变换 Fb(s)存在，则其收敛域为 s 平面上收敛坐标

02 的左半平面： 02Re[ ]s    。任何反因果信号的单边拉普拉斯变换均为 0，没有研究意义； 
③ 对于双边信号 f(t)，若其单、双边拉普拉斯变换均存在，则单、双边拉普拉斯变换表达式

不相同：Fb(s)≠F(s)，收敛域也不同。双边拉普拉斯变换的收敛域为 s 平面上两收敛坐标 01 02, 
（ 01 02  ）所包围的带状区域： 01 02Re[ ]s     ，单边拉普拉斯变换的收敛域为 s 平面上收

敛坐标 01 的右半平面： 01Re[ ]s    。存在双边拉普拉斯变换的双边信号一定存在单边拉普拉
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斯变换，但存在单边拉普拉斯变换的双边信号不一定存在双边拉普拉斯变换； 
④ 单边拉普拉斯变换的收敛域只是双边拉普拉斯变换收敛域的一种特殊情况，而且单边拉普

拉斯变换的象函数 F(s)与原函数 f(t)总是一对一的变换，故在以后各节的讨论中，经常不标注单边

拉普拉斯变换的收敛域。 
由以上讨论可知，与傅里叶变换相比，拉普拉斯变换对信号 f(t)的限制要宽松的多。单边拉普

拉斯变换的象函数 F(s)是复变函数，它存在于 s 平面上收敛坐标的右半平面内，而傅里叶变换 F(j)
仅是 F(s)收敛域中虚轴（s=j）上的函数。因此，在信号的复频域分析中就能用复变函数理论研

究线性系统问题，从而扩大了人们的“视野”，使过去不易解决或不能解决的问题得到较为满意的

结果。 
作为本节的总结，表 4.1-1 列出了常用信号的拉普拉斯变换对。 

表 4.1-1  常用信号的拉普拉斯变换对 

f(t) F(s) f(t) F(s) f(t) F(s) 

( )t  1 ( )nt u t  
1

!
n

n

s 
 sh( ) ( )t u t  

2 2s




 

( )u t  1
s

 e ( )t nt u t  
1

!
( )n

n

s  
 

ch( ) ( )t u t  
2 2

s

s 
 

e ( )tu t  1
s 

 
0cos( ) ( )t u t  

2 2
0

s

s 
 

  

( )T t  1
1 e sT

 
0sin( ) ( )t u t  0

2 2
0s




 
  

练习题 

4.1-1  求下列信号的单边拉普拉斯变换。 
1） 2

1( ) e [ ( ) ( 2)]tf t u t u t     2） 2 ( ) ( ) ( 2)f t t t     
4.1-2  求下列信号的双边拉普拉斯变换，并注明收敛域。 
1） 2| |

1( ) | | e tf t t    2） 2| |
2 ( ) e tf t t   

4.2  拉普拉斯变换的性质 

本节介绍拉普拉斯变换的相关性质，利用常用信号的拉普拉斯变换对和拉普拉斯变换的性质，

可以简化拉普拉斯变换及其逆变换的求解过程。读者在学习本节内容时，应与傅里叶变换的性质

进行对比，从而加深对两类变换性质的理解。 

4.2.1  线性性质 

若： 
1 1 1( ) ( ),Re[ ]f t F s s      

2 2 2( ) ( ),Re[ ]f t F s s      
则对任意常数 a 和 b，有： 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ), Re[ ] max( , )af t bf t aF s bF s s              （4.2-1） 
式（4.2-1）称为拉普拉斯变换的线性性质，其收敛域应为两个收敛域的重叠部分。对于多个信号

的情况，线性性质仍然适用。下面对其进行证明。 
由式（4.1-4）可知信号 1 2( ) ( )af t bf t 的拉普拉斯变换 ( )F s 为： 
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1 2 1 2 1 20 0 0
( ) [ ( ) ( )]e d ( )e d ( )e d ( ) ( )st st stF s af t bf t t a f t t b f t t aF s bF s

  

         
∞ ∞ ∞

 

对于上式，若 1( )F s 的收敛域为 1Re[ ]s    ， 2 ( )F s 的收敛域为 2Re[ ]s    ，为了使

1 2( ) ( )aF s bF s 也收敛，则其收敛域为 1 2Re[ ] max( , )s     。 
例 4.2-1  求信号 ( ) ( ) ( )f t t u t  的拉普拉斯变换。 

解：根据常用信号的拉普拉斯变换对 ( ) 1t  和
1( )u t
s

 ，利用式（4.2-1），有： 

1( ) ( ) ( ) 1 , Re[ ] 0f t t u t s
s

        

4.2.2  尺度变换 

若： 
0( ) ( ), Re[ ]f t F s s      

则： 

0
1( ) , Re[ ]s

f at F s a
a a

     
 

                   （4.2-2） 

式（4.2-2）称为拉普拉斯变换的尺度变换性质，式中 a 为实常数且 a>0。下面对其进行证明。 
由式（4.1-4）可知信号 ( )f at 的拉普拉斯变换 ( )X s 为： 

0
( ) ( )e dstX s f at t


 

∞

 

令 at x ，则有： 

0 0

d 1 1( ) ( )e ( )e d
s s

x x
a ax s

X s f x f x x F
a a a a 

       
  

∞ ∞

 

若 ( )F s 的收敛域为 0Re[ ]s    ，则
s

F
a

 
 
 

的收敛域为 0Re s

a
      

，即 ( )X s 的收敛域为

0Re[ ]s a   。 
例 4.2-2  求阶跃信号 ( )u at 的拉普拉斯变换，其中 a 为任意正实数。 

解：根据常用信号的拉普拉斯变换对
1( )u t
s

 ，利用式（4.2-2），有： 

1 1 1( )u at
sa s
a

 
 

  
  
 

 

由表 4.1-1 可知阶跃信号 ( )u t 的拉普拉斯变换也是
1
s
，似乎可以得出不同信号存在相同的单边

拉普拉斯变换这一明显错误的结论。实际上，上述结论的错误在于忽视了这样一个事实：对于任

意正实数 a， ( ) ( )u at u t ，这可以按照如下思路理解。 
令 at x ，则 ( ) ( )u at u x ，根据阶跃信号的定义，当 0x  ，即 0at  ，从而 0t  时，

( ) ( ) 1u at u x  ；当 0x  ，即 0at  ，从而 0t  时，
1( ) ( )
2

u at u x  ；当 0x  ，即 0at  ，从而 0t 

时， ( ) ( ) 0u at u x  。因此，对于任意正实数 a， ( ) ( )u at u t 。 

例 4.2-3  图 4.2-1（a）所示信号 1( )f t 的拉普拉斯变换为 1 2

e( ) (1 e e )
s

s sF s s
s


    ，求图 4.2-1



 

·102· 

（b）所示信号 2 ( )f t 的拉普拉斯变换。 

 
图 4.2-1  信号波形 

解：由图 4.2-1 可知，信号 2 ( )f t 是信号 1( )f t 横坐标展宽为原来的 2 倍，且幅值增大为原来的

4 倍后得到的信号，即： 

2 1( ) 4
2
t

f t f
   
 

 

根据式（4.2-1）和式（4.2-2），有： 
2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

8e 2e( ) ( ) 4 2 (2 ) (1 e 2 e ) (1 e 2 e )
(2 )

s s
s s s sf t F s F s s s

s s

 
             

4.2.3  时移特性 

若： 
0( ) ( ), Re[ ]f t F s s      

则： 
0

0 0 0( ) ( ) e ( ), Re[ ]stf t t u t t F s s                     （4.2-3） 
式（4.2-2）与式（4.2-3）相结合，可得： 

0

0 0 0
1( ) ( ) e , Re[ ]

t
s

a
s

f at t u at t F s a
a a


      

 
            （4.2-4） 

式（4.2-3）称为拉普拉斯变换的时移特性或延时特性。式（4.2-3）和式（4.2-4）中的 a 和 t0均为

正实常数。下面对其进行证明。 
先证明时移特性，即式（4.2-3）。 
由式（4.1-4）可知信号 0 0( ) ( )f t t u t t  的拉普拉斯变换 ( )X s 为： 

0
0 0 00

( ) ( ) ( )e d ( )e dst st

t
X s f t t u t t t f t t t



      
∞ ∞

 

令 0t t x  ，有： 
0 0 0 0( )

0 0 0
( ) ( )e d ( )e e d e ( )e d e ( )s x t st st stsx sxX s f x x f x x f x x F s

  

          
∞ ∞ ∞

 

若 ( )F s 收敛，则 0( ) e ( )stX s F s 也收敛，故其收敛域亦为 0Re[ ]s    。 
再证明式（4.2-4）。 
由式（4.2-3）并考虑式（4.2-2），有： 

0

0 0
1( ) ( ) e

t
s

a
s

f at t u at t F
a a

      
 

 

对于上式，如果 ( )F s 的收敛域为 0Re[ ]s    ，则
01 e

t
s

a s
F

a a

  
 
 

的收敛域为 0Re s

a
      

，

即 0Re[ ]s a   。 
需要着重指出的是：时移特性中的延时信号 0 0( ) ( )f t t u t t  是指因果信号 ( ) ( )f t u t 延时 t0 后得
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到的信号，而非信号 0( ) ( )f t t u t 。因此，在使用这一性质时，一定要注意 0 0( ) ( )f t t u t t  和

0( ) ( )f t t u t 的区别。 
例 4.2-4  求图 4.2-2 所示信号 1( )f t 和 2 ( )f t 的拉普拉斯

变换。 
解：由图 4.2-2 可知： 

1( ) ( ) ( 1)f t u t u t   ， 2 ( ) ( 1) ( 1)f t u t u t     

根据常用信号的拉普拉斯变换对
1( )u t
s

 ，利用式

（4.2-3），有： 
e( 1)

s

u t
s



   

结合式（4.2-1）有： 

1 1
1 1 1( ) ( ) e (1 e )s sf t F s
s s s

       

在求信号 2 ( )f t 的象函数时一定要注意，题目要求的是单边拉普拉斯变换，故由式（4.1-4）可

知，其积分下限为 0-，即： 

2 2 10 0
( ) ( ) [ ( 1) ( 1)]e d [ ( ) ( 1)]e d ( )st stf t F s u t u t t u t u t t F s

 

          
∞ ∞

 

故： 

2 1
1( ) ( ) (1 e )sF s F s
s

    

例 4.2-5  已知图 4.2-3（a）所示信号 1( )f t 的拉普拉斯变换为 1( )F s ，求图 4.2-3（b）所示信

号 2 ( )f t 的拉普拉斯变换 2 ( )F s 。 

 
图 4.2-3  信号波形 

解：根据图 4.2-3 列写由 1( )f t 表示 2 ( )f t 的信号表达式。 
(0,2)t 时， 2 ( )f t 显然是对 1( )f t 的横坐标展宽 2 倍得到的，故： 

21 1( )
2
t

f t f
   
 

 

(2,4)t 时， 2 ( )f t 显然是对 1( )f t 的横坐标展宽 2 倍并右移 2 个单位后，再沿横坐标反转得到

的，故： 

22 1
2( )

2
t

f t f
    

 
 

所以，有： 

2 21 22 1 1 1 1
2 1 1( ) ( ) ( ) 1

2 2 2 2
t t

f t f t f t f f f t f t
                    

       
 

由式（4.2-4），并考虑式（4.2-1），有： 
2 2

2 2 1 1 1( ) ( ) 2 (2 ) 2e (2 ) 2 (2 )(1 e )s sf t F s F s F s F s       

 
图 4.2-2  信号波形 
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4.2.4  复频移特性 

若： 
0( ) ( ), Re[ ]f t F s s      

则： 

0( )e ( ), Re[ ]as t
a af t F s s s                        （4.2-5） 

式（4.2-5）称为拉普拉斯变换的复频移特性或 s 域平移特性，式中， ja a as    为复常数。下面

对其进行证明。 
由式（4.1-5）可知： 

j

j

1( ) ( )e d ( )
2 j

st
a aF s s F s s s u t









 
    


∞

∞
 

令 as s x  ，有： 
( ) j ( ) j( )

( ) j ( ) j

1 1( ) ( )e d ( ) e ( )e d ( ) e ( ) ( )
2 j 2 j

a a
a a a

a a

x s t s t s txt
aF s s F x x u t F x x u t f t u t

   

   

   

   

   
          

 
∞ ∞

∞ ∞
 

由于象函数 ( )F s 的收敛域是收敛坐标的右半平面，故其原序列为因果序列，所以，上式中的

( )u t 可以省略，即： 
( ) e ( )as t

aF s s f t   
由于 ( )F s 的收敛域为 0Re[ ]s    ，且 ( )aF s s 是由 ( )F s 在复平面上右移得到的，故

( )aF s s 的收敛域应为 0Re[ ] as      。 

例 4.2-6  已知因果信号 ( )f t 的象函数 2( )
2 1
s

F s
s s


 

，求 2e (4 6)t f t  的象函数。  

解：由式（4.2-4）可知： 
3
21(4 6) e

4 4
ss

f t F
    

 
 

根据式（4.2-5），有： 

3 3( 2) ( 2)2 2 2
2

3 3( 2) 3
2 2

2 2

2
1 2 1 4e (4 6) e e
4 4 4 2 22 1

4 4
2 2e e

( 2) 8( 2) 16 12 36

s st

s s

s
s

f t F
s s

s s

s s s s

   

   


    

          
   

 
 

     

 

4.2.5  共轭特性 

若： 
0( ) ( ), Re[ ]f t F s s      

则： 

0( ) ( ), Re[ ]f t F s s                           （4.2-6） 
式（4.2-6）称为拉普拉斯变换的共轭特性。 

当 ( )f t 为实函数时，有： 
( ) ( )F s F s   

上式表明，如果 ( )F s 有一个极点或零点在 0s s 处，那么 ( )F s 也一定有一个共轭的极点或零
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点位于 0s s 处。 

4.2.6  时域微分特性 

若： 
0( ) ( ), Re[ ]f t F s s      

则： 
( ) ( ) (0 )f t sF s f                             （4.2-7） 

2( ) ( ) (0 ) (0 )f t s F s sf f                         （4.2-8） 
3 2( ) ( ) (0 ) (0 ) (0 )f t s F s s f sf f                        （4.2-9） 

 
1

( ) 1 ( )

0
( ) ( ) (0 )

n
n n n r r

r

f t s F s s f


 




                     （4.2-10） 

若 ( )f t 为因果信号，则： 
( )

0( ) ( ), Re[ ]n nf t s F s s                         （4.2-11） 

式（4.2-7）～式（4.2-11）称为拉普拉斯变换的时域微分特性或时域微分定理，各象函数的收敛

域至少是 0Re[ ]s    。下面对其进行证明。 
由式（4.1-4）可知： 

00 0 0
( ) ( )e d e d ( ) e ( ) ( )e d lim e ( ) (0 ) ( )st st st st st

t
f t f t t f t f t s f t t f t f sF s

  

    
         

∞ ∞ ∞∞

→∞
 

由于 ( )f t 是指数阶函数，故在收敛域内 lime ( ) 0st

t
f t 

→∞
，故有： 

( ) ( ) (0 )f t sF s f     
由上式可知，在 ( )F s 的收敛域，即 0Re[ ]s    内， ( )sF s 必收敛，故 ( )f t 的象函数收敛。

由于上式中存在 ( )sF s 项，故其收敛域可能扩大。例如：若
1( )F s
s

 ，则其收敛域为Re[ ] 0s   ，

而
1( ) 1sF s s
s

   ，显然其收敛域为整个复平面，因此，式（4.2-7）的收敛域至少是 0Re[ ]s    。 

重复应用式（4.2-7）可证得式（4.2-8）～式（4.2-10）。 
若 ( )f t 为因果信号，则 (0 )f  及其各阶导数 ( ) (0 )nf  必为零，故式（4.2-11）成立。 

例 4.2-7  已知 ( ) sin( ) ( )f t t u t 的象函数为 2

1( )
1

F s
s




，求 ( ) cos( ) ( )y t t u t 的象函数。 

解：根据导数的运算规则，并考虑式（2.2-9），有： 
( ) cos( ) ( ) ( )f t t u t y t    

由题意可知 ( )f t 为因果信号，则利用式（4.2-11），得： 

2( ) cos( ) ( )
1

s
y t t u t

s
 


 

4.2.7  时域积分特性 

若： 
0( ) ( ) Re[ ]f t F s s    ，  

则： 

 0

t


  ( )d ( )

n
nf x x s F s                       （4.2-12） 
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( 1) 1 1 ( 1)( ) ( )d ( ) (0 )
t

f t f x x s F s s f   


   ∞
               （4.2-13） 

( 2) ( )
t

f t


  ∞

2
2 2 ( 1) 1 ( 2)( )d ( ) (0 ) (0 )f x x s F s s f s f    

            （4.2-14） 

( 3) ( )
t

f t


  ∞

3
3 3 ( 1) 2 ( 2) 1 ( 3)( )d ( ) (0 ) (0 ) (0 )f x x s F s s f s f s f      

         （4.2-15） 

 

( ) ( )
tnf t


  ∞ ( 1) ( )

1
( )d ( ) (0 )

n n
n n m m

m

f x x s F s s f    




            （4.2-16） 

式（4.2-12）～式（4.2-16）称为拉普拉斯变换的时域积分特性或时域积分定理，各象函数的

收敛域至少是 0Re[ ]s    和Re[ ] 0s   相重叠的部分。需要注意的是，  0

t

 n

和 ( ) ( )nf t 的积

分下限不同。实际上，式（4.2-12）体现的是因果信号的时域积分特性。下面对其进行证明。 
由式（4.1-4）可知： 

0 0 0
( )d ( )d e d

t t stf x x f x x t
  

      
∞

 

令
0

( )d
t

u f x x


  ，
1 e stv
s

  ，利用分部积分法，有： 

00 0 0 0 0

0

0 0 0

1 1 1( )d ( )d de e ( )d ( )e d

1 1 1lim e ( )d ( )d ( )e d

t t tst st st

tst st

t

f x x f x x f x x f x x
s s s

f x x f x x f x x
s s s

    



  

  

 

       
      

    

  

∞ ∞∞

∞

→∞

 

由于 ( )f t 为指数阶函数，故其积分也为指数阶函数，所以上式中第一项为零；第二项的积分

区间为 (0 , 0 )  ，显然积分为零；第三项的积分部分恰好就是拉普拉斯变换的定义式，故其为

1 ( )F s
s

。所以： 

0

1( )d ( )
t

f x x F s
s

  

重复利用上式，可证得式（4.2-12）。 
0( 1) ( 1) ( 1)

0 0
( ) ( )d ( )d ( )d (0 ) ( ) ( )d

t t t
f t f x x f x x f x x f f f x x



 

  
 

         ∞ ∞
∞  

假定 ( 1) ( ) 0f   ∞ 且考虑式（4.2-12），对上式求取拉普拉斯变换，有： 

( 1) ( 1)

0

1( ) (0 )e d ( )stf t f t F s
s

  
 

∞

 

由于 ( 1) (0 )f 
 为常数，故上式为： 

( 1) ( 1) ( 1)

0

1 1 1( ) (0 ) e d ( ) ( ) (0 )stf t f t F s F s f
s s s

   
    

∞

 

由上式可知，其收敛域至少是 0Re[ ]s    和Re[ ] 0s   相重叠的部分。 

重复利用上式，可证得式（4.2-14）～式（4.2-16）。 
例 4.2-8  求 2( ) ( )f t t u t 的拉普拉斯变换。 

解：由于： 

 0

t


  22

0
( )d ( )d ( )

2
t t

u x x xu x x u t


   
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根据常用信号的拉普拉斯变换对
1( )u t
s

 ，并利用式（4.2-12），得： 

2
2 3

1 1 1 1( )
2

t u t
s s s

    

考虑式（4.2-1），得： 
2

3

2( ) ( )f t t u t
s

   

例 4.2-9  已知因果信号 f(t)如图 4.2-4（a）所示，求

其象函数 F(s)。 
解：对 ( )f t 求导得 ( )f t ，其波形如图 4.2-4（b）所示，

信号表达式为： 
( ) ( ) ( 2) ( 2)f t u t u t t       

根据常用信号的拉普拉斯变换对，考虑式（4.2-1）和

式（4.2-3），可知信号 ( )f t 的象函数 1( )F s 为： 
2 2

1
1( ) (1 e ) es sF s
s

     

由于 ( )f t 为因果信号，故利用式（4.2-12），有： 

2 21
2

( ) 1 1( ) (1 e ) es sF s
F s

s s s
      

4.2.8  卷积定理 

拉普拉斯变换的卷积定理分为时域卷积定理和复频域卷积定理两个，其中前者的使用更为

广泛。 
时域卷积定理 
若： 

1 1 1( ) ( ), Re[ ]f t F s s      

2 2 2( ) ( ), Re[ ]f t F s s      

则： 
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f t f t F s F s                        （4.2-17） 

式（4.2-17）称为拉普拉斯变换的时域卷积定理，其收敛域至少应为两个象函数 1( )F s 和 2 ( )F s 收敛

域的重叠部分。 
复频域（s 域）卷积定理 

j

1 2 1 2 1 2 1 2j

1( ) ( ) ( ) ( )d , Re[ ] , Re[ ]
2 j

c

c
f t f t F F s s c s      




      

 
∞

∞
     （4.2-18） 

式（4.2-18）称为拉普拉斯变换的复频域卷积定理。 
需要注意的是，对于时域卷积定理，由于两个象函数 1( )F s 和 2 ( )F s 的收敛域均为收敛坐标的

右半平面，因此，式（4.2-17）要求时域信号必须为因果信号，这是因为单边拉普拉斯变换的积分

下限为 0 ，即针对因果信号而言的，这一点与傅里叶变换不同。 

由于拉普拉斯变换的时域卷积定理使用简便、应用广泛，而复频域卷积定理计算繁琐、应用

较少，故在此只对时域卷积定理加以证明。 
由式（2.3-2）并考虑到 1( )f t 和 2 ( )f t 均为因果信号，得： 

1 2 1 20
( ) ( ) ( ) ( )df t f t f f t    

∞

 

 
图 4.2-4  信号波形 
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由式（4.1-4）得： 

1 2 1 2 1 20 0 0
( ) ( ) [ ( ) ( )]e d ( ) ( )d e dst stf t f t f t f t t f f t t  

 

          
∞ ∞ ∞

 

交换上式的积分次序，有： 

1 2 1 20 0
( ) ( ) ( ) ( )e d dstf t f t f f t t  



      
∞ ∞

 

由式（4.2-3），得： 

2 20
( )e d e ( )st sf t t F s   

∞

 

所以： 

1 2 1 2 2 1 1 20 0
( ) ( ) ( )e ( )d ( ) ( )e d ( ) ( )s sf t f t f F s F s f F s F s    

 

     
∞ ∞

 

显然，收敛域至少为两个象函数 1( )F s 和 2 ( )F s 收敛域的重叠部分。 
例 4.2-10  若信号 1 2( ) ( ) (1 e ) ( )tf t f t u t   ，且 1( ) ( )f t u t ，求信号 2 ( )f t 的时域表达式。 

解：本题在时域中求解比较困难，故考虑在复频域中求解。 

设信号 1( )f t 和 2 ( )f t 的象函数分别为 1( )F s 和 2 ( )F s ，根据常用信号的拉普拉斯变换对
1( )u t
s



和
1e ( )tu t

s



 


，利用式（4.2-17）并考虑式（4.2-1），可得： 

1 2 1 2
1 1 1( ) ( ) (1 e ) ( ) ( ) e ( ) ( ) ( )

1 ( 1)
t tf t f t u t u t u t F s F s

s s s s
         

 
 

而 1 1
1( ) ( ) ( )f t u t F s
s

   ，故有： 

2
1

1
1( 1)( )

( ) 1
s s

F s
F s s

 


 

根据表 4.1-1 可得上式的拉普拉斯逆变换为： 

2 ( ) e ( )tf t u t  

4.2.9  复频域微分和积分特性 

若： 
0( ) ( ) Re[ ]f t F s s    ，  

则： 

0
d ( )( ) ( ) Re[ ]

d
F s

t f t s
s

    ，                 （4.2-19） 

2
2 2

02

d ( )( ) ( ) ( ) Re[ ]
d
F s

t f t t f t s
s

     ，               （4.2-20） 

3
3 3

03

d ( )( ) ( ) ( ) Re[ ]
d
F s

t f t t f t s
s

      ，              （4.2-21） 

 

0
d ( )( ) ( ) Re[ ]

d

n
n

n

F s
t f t s

s
    ，                  （4.2-22） 

0
( ) ( )d Re[ ]

s

f t
F s

t
      ，

∞

                  （4.2-23） 
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式（4.2-19）～式（4.2-22）称为拉普拉斯变换的复频域（s 域）微分特性，式（4.2-23）称为拉普

拉斯变换的复频域（s 域）积分特性。下面分别加以证明。 
对式（4.1-4）求导，可得： 

0 0

d ( ) de( ) d ( ) ( )e d ( ) ( )
d d

st
stF s

f t t t f t t t f t
s s 


     

∞ ∞

 

上式收敛域显然与象函数 ( )F s 的收敛域相同，即 0Re[ ]s    ，由此证得式（4.2-19）。重复利用

式（4.2-19），可证得式（4.2-20）～式（4.2-22）。 
根据式（4.1-4）改写式（4.2-23）右端象函数表达式，并交换积分顺序，得： 

0 0 0

( )( )d ( )e d d ( ) e d d e dt t st

s s s

f t
F f t t f t t t

t
    

  

                  
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

 

显然，上式是
( )f t

t
的拉普拉斯变换式，其收敛域与象函数 ( )F s 的收敛域相同，即 0Re[ ]s    ，

式（4.2-23）得证。 
例 4.2-11  求信号 2 2( ) e ( )tf t t u t 的拉普拉斯变换。 

解：根据常用信号的拉普拉斯变换对
1e ( )tu t

s



 


，有： 

2 1e ( )
2

tu t
s

 


 

由式（4.2-20），得： 
2

2 2
2 3

1d
22e ( )

d ( 2)
t s

t u t
s s



 
   


 

例 4.2-12  求信号
sin( ) ( )t

f t u t
t

 的拉普拉斯变换。 

解：由常用信号的拉普拉斯变换对 2

1sin ( )
1

tu t
s




，根据式（4.2-23），有： 

2

sin 1 1( ) d arctan arctan arctan
1 2ss

t
u t s

t s
 




    


∞ ∞  

4.2.10  初值定理和终值定理 

初值定理和终值定理常用于由 F(s)直接求 f(0+)和 f(∞)的值，而不必求原函数 f(t)的情况。 
初值定理 
设信号 ( )f t 不含冲激信号 ( )t 及其各阶导数，且： 

0( ) ( ), Re[ ]f t F s s      

则： 
(0 ) lim ( )

s
f sF s 

→∞
                          （4.2-24） 

(0 ) lim [ ( ) (0 )]
s

f s sF s f   
→∞

                     （4.2-25） 
2(0 ) lim [ ( ) (0 ) (0 )]

s
f s s F s sf f     

→∞
                 （4.2-26） 

式（4.2-24）～式（4.2-26）称为拉普拉斯变换的初值定理。 
需要说明的是，由于信号 ( )f t 不含 ( )t 及其各阶导数，故 F(s)为真分式。这一结论可作如下解释。 
由常用信号的拉普拉斯变换对 ( ) 1t  及式（4.2-10）可知： 
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1
( ) 1 ( )

0
( ) 1 (0 ), 0,1, 2,

n
n n n r r

r

t s s n 


 




      

由于 ( )t 为因果信号，故 ( ) (0 ) 0r   ，于是： 
( ) ( ) , 0,1, 2,n nt s n     

因此，当信号 ( )f t 含有 ( )t 及其各阶导数时，其拉普拉斯变换必然包含因式 nks （ k 为常数，

0,1, 2,n  ），此时象函数 ( )F s 必为假分式。也就是说，若信号 ( )f t 不含有 ( )t 及其各阶导数，

则其象函数 F(s)必为真分式。 
若 F(s)为真分式，则可直接利用初值定理求得初值。若 F(s)为假分式，则可将其转化为真分

式与整式相加的形式： 

1
0

( ) ( )
n

i
i

i

F s F s k s


   

式中， ik 为常数， 1( )F s 为真分式。将式（4.2-24）～式（4.2-26）中的 ( )F s 替换为 1( )F s 即可利用

初值定理求取其初值。 
下面解释为何在求信号初值时可用真分式 1( )F s 替换假分式 ( )F s 。由于 ( )t 为因果信号，且

其在 0 时刻函数值为无穷大，其余时刻为 0，因此可知 ( ) ( )(0 ) (0 ) 0n n    ，即冲激信号及其各

阶导数的初值为 0。所以，利用真分式 F1(s)求取信号 f(t)的初值是可行的。 
终值定理 

若信号 ( )f t 当 t →∞时存在，且： 

0 0( ) ( ), Re[ ] , 0f t F s s        

则： 

0
( ) lim ( )

s
f sF s

→
∞                            （4.2-27） 

式（4.2-27）称为拉普拉斯变换的终值定理。 
需要说明的是，由于终值定理是取 0s → 的极限，因此，在应用终值定理时需保证 s=0 在 ( )sF s

的收敛域内，否则不能应用终值定理。由于 ( )sF s 的收敛域可能比 ( )F s 的收敛域大，因此，若 ( )F s

的收敛域包含 s=0，则 ( )sF s 的收敛域一定包含 s=0，因此，终值定理的条件中要求收敛坐标 0 0  。 

下面对上述两个定理分别加以证明。 
由式（4.1-4）可知： 

0

0 0 0
( ) ( )e d ( )e d ( )e dst st stf t f t t f t t f t t



  

         
∞ ∞

 

在区间 (0 , 0 )  中， e 1st  ，故有： 

0 0
( ) ( )e d (0 ) (0 ) ( )e dst stf t f t t f f f t t

 

 
       

∞ ∞

 

由式（4.2-7），得： 

0
( ) ( ) (0 ) (0 ) (0 ) ( )e dstf t sF s f f f f t t




        

∞

 

故： 

0
( ) (0 ) ( )e dstsF s f f t t




   

∞  

对上式取 s →∞的极限，并考虑 lim e 0st

s

 
→∞

，有： 

0
lim ( ) (0 ) lim ( )e d (0 )st

s s
sF s f f t t f




   

∞

→∞ →∞

 

式（4.2-24）得证。采用相同思路可证明式（4.2-25）和式（4.2-26）。 
由初值定理的证明过程可知： 
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0
( ) (0 ) ( )e dstsF s f f t t




   

∞

 

对上式取 0s → 的极限，并考虑
0

lime 1st

s

 
→

，有： 

00 0
lim ( ) (0 ) lim ( )e d (0 ) ( ) (0 ) ( )st

s s
sF s f f t t f f f f




       

∞

→ →
∞ ∞  

由此可证得式（4.2-27）。 

例 4.2-13  已知象函数 2

2( )
2 2
s

F s
s s


 

，求 (0 )f  和 ( )f ∞ 。 

解：由于 ( )F s 为真分式，根据式（4.2-24）有： 
2

2

2(0 ) lim ( ) lim 2
2 2s s

s
f sF s

s s   
 →∞ →∞

 

由于 ( )sF s 的极点坐标为 1,2 1 jp    ，故其收敛域为 0Re[ ] 1s      ，故 s=0 在其收敛域

内，根据式（4.2-27）有： 
2

20 0

2( ) lim ( ) lim 0
2 2s s

s
f sF s

s s
  

 → →
∞  

例 4.2-14  已知象函数
2

2( )
2 2
s

F s
s s


 

，求 (0 )f  和 ( )f ∞ 。 

解：由于 ( )F s 为假分式，故将其转化为真分式 1( )F s 与整式相加的形式： 

1 2

2 2( ) 1 ( ) 1
2 2

s
F s F s

s s

        
 

根据式（4.2-24）并用 1( )F s 替换式中的 ( )F s ，得： 
2

1 2

2 2(0 ) lim ( ) lim 2
2 2s s

s s
f sF s

s s

 
   

 →∞ →∞
 

由于 ( )sF s 的极点坐标为 1,2 1 jp    ，故其收敛域为 0Re[ ] 1s      ，故 s=0 在其收敛域

内，根据式（4.2-27）有： 
3

20 0
( ) lim ( ) lim 0

2 2s s

s
f sF s

s s
  

 → →
∞  

作为本节的总结，表 4.2-1 列出了单边拉普拉斯变换的性质。 

表 4.2-1  单边拉普拉斯变换的性质（表中的0为收敛坐标） 

名    称                  时域           ( ) ( )f t F s                        复频域 

定义 
def j

j

1( ) ( )e d ( )
2 j

stf t F s s u t








 
  


∞

∞

 def

00
( ) ( )e d ,stF s f t t  




∞  

线性性质 1 2( ) ( )af t bf t  
1 2 1 2( ) ( ), Re[ ] max( , )aF s bF s s       

尺度变换 ( )f at  
0

1 , Re[ ]s
F s a

a a
     

 
 

0 0( ) ( )f t t u t t   0
0e ( ), Re[ ]st F s s      

时移特性 
0 0( ) ( )f at t u at t   0

0
1 e , Re[ ]

t
s

a s
F s a

a a


    
 

 

复频移特性 ( )e as tf t  
0( ), Re[ ]a aF s s s        

共轭特性 ( )f t  
0( ), Re[ ]F s s       

时域微分特性 

( )f t  

( )f t  

( )f t  

( ) (0 )sF s f   

2 ( ) (0 ) (0 )s F s sf f    

3 2( ) (0 ) (0 ) (0 )s F s s f sf f       
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续表 

名    称                  时域           ( ) ( )f t F s                        复频域 

时域微分特性 ( ) ( )nf t  
1

1 ( )
0

0
( ) (0 ), Re[ ]

n
n n r r

r

s F s s f s  


 




    

 0

t

  ( )d
n

f x x  
0( ), Re[ ] max( ,0)ns F s s      

( 1) ( ) ( )d
t

f t f x x


  ∞

 

( 2) ( )
t

f t


  ∞

2

( )df x x  

( 3) ( )
t

f t


  ∞

3

( )df x x  

1 1 ( 1)( ) (0 )s F s s f  
  

2 2 ( 1) 1 ( 2)( ) (0 ) (0 )s F s s f s f    
    

3 3 ( 1) 2 ( 2) 1 ( 3)( ) (0 ) (0 ) (0 )s F s s f s f s f      
      

时域积分特性 

( ) ( )
tnf t


  ∞ ( )d

n

f x x  ( 1) ( )

1
( ) (0 )

n
n n m m

m

s F s s f    




 ， 0Re[ ] max( , 0)s     

时域卷积定理 1 2( ) ( )f t f t  
1 2 1 2( ) ( ), Re[ ] max( , )F s F s s      

s 域卷积定理 1 2( ) ( )f t f t  
j

1 2 1 2j

1 2 1 2

1 1( ) ( ) ( ) ( )d
2 j 2 j
Re[ ] , Re[ ]

c

c
F s F s F F s

s c s

  

   




  

 
    


∞

∞  

s 域微分特性 ( ) ( )nt f t  
0

d ( ) , Re[ ]
d

n

n

F s
s

s
    

s 域积分特性 
( )f t

t
 

0( )d , Re[ ]
s

F s    
∞  

初值定理 

0
(0 ) lim ( ) lim ( )

t s
f f t sF s 

 
→ →∞ ，F(s)为真分式 

(0 ) lim [ ( ) (0 )]
s

f s sF s f   
→∞ ，F(s)为真分式 

2(0 ) lim [ ( ) (0 ) (0 )]
s

f s s F s sf f     
→∞

，F(s)为真分式 

终值定理 0
( ) lim ( )

s
f sF s 

→ ，s=0 在 sF(s)的收敛域内 

练习题 

4.2-1  已知信号 ( ) sin(2 ) ( )f t t u t ，求下列信号的拉普拉斯变换。 

1） 1
1 1( )
5 5

f t f t   
 

  2） 2
1( )
5

f t tf t   
 

  3） 2
3 ( ) e (5 )tf t f t  

4.2-2  已知信号 ( ) [ ( ) ( 1)] (2 )[ ( 1) ( 2)]f t t u t u t t u t u t        ，求其拉普拉斯变换。 

4.2-3  求下列信号的单边拉普拉斯变换。 

1） 1 0
( ) sin( )d

t
f t x x    2）

2

2 2

d( ) [sin( ) ( )]
d

f t t u t
t

   

4.2-4  根据下列象函数求相应原函数 ( )f t 的初值 (0 )f  。 

1） 1( )
2

F s
s




  2）
2

2( )
2 2 1

s s
F s

s s




 
 

4.2-5  根据下列象函数求相应原函数 ( )f t 的终值 ( )f ∞ 。 

1）
2

2 2

1 e( )
( 4)

s

F s
s s





  2）

3 2 2 1( )
( 1)( 3)( 5)

s s s
F s

s s s

  


  
 

4.3  拉普拉斯逆变换 

求取拉普拉斯逆变换的方法主要有定义法、性质法、查表法、部分分式展开法、留数法以及

数学软件法。 
定义法是利用拉普拉斯逆变换的定义式直接求取拉普拉斯逆变换。该方法思路清晰，但由于
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积分路径较为复杂，求解过程较为困难，一般很少采用。 
性质法是利用拉普拉斯变换的性质和常用信号的拉普拉斯变换对求解拉普拉斯逆变换，该方

法求解思路灵活，但适用范围有限，有时可能因为条件不满足而无法使用。 
查表法是利用拉普拉斯逆变换表直接求解拉普拉斯逆变换，该方法求解方法简单，但适用范

围有限，对于部分象函数无法采用此种方法求解。 
留数法是根据复变函数理论，将拉普拉斯逆变换定义式中的积分运算转化为复变函数极点上

的留数计算，从而简化求取原函数的计算过程。它比部分分式展开法应用范围更广，留数法不仅

能够处理有理象函数，还能处理无理象函数，但该方法的求解过程较为繁琐。 
数学软件法是利用 MATLAB 或 Mathematics 等数学软件求取拉普拉斯逆变换。该方法使用方

便，但需要熟悉相关软件使用方法。 
本节主要介绍部分分式展开法。需要说明的是，任何假分式均可分解为整式和真分式两部分，

而利用冲激信号及其各阶导数的变换对即可求解整式部分的拉普拉斯逆变换。下面举例说明假分

式如何分解为整式和真分式，以及如何求解整式的拉普拉斯逆变换。 
现有有理分式： 

1
1 1 0

1
1 1 0

( )( )
( )

m m
m m

n n
n n

d s d s d s dD s
X s

C s c s c s c s c







   
 

   



                  （4.3-1） 

式（4.3-1）中的系数 , 0,1, 2, ,ic i n  和 , 0,1, 2, ,jd j m  均为实数，其分母多项式 C(s)称为

象函数 X(s)的特征多项式，方程 C(s)=0 称为特征方程，它的根 pi 称为特征根或 X(s)的极点，也称

为 X(s)的固有频率或自然频率。 
对于式（4.3-1），若 m n ，则为真分式；若m n≥ ，则为假分式，此时可利用多项式除法将

其分解为整式和真分式之和的形式： 
( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

B s
X s E s F s E s

A s
                         （4.3-2） 

式（4.3-2）中， ( )E s 为整式， ( )F s 为真分式。 

下面举例说明假分式分解为整式和真分式的过程及整式部分拉普拉斯逆变换的求解方法。 
如： 

4 3 2

2

2 3 4 5 10( )
6 6

s s s s
X s

s s

   


 
 

可见，该分式为假分式，故可利用多项式除法将其分解为整式和真分式： 
2

2 4 3 2

4 3 2

3 2

3 2

2

2

2 9 46
6 6 2 3 4 5 10

2 12 12
9 8 5
9 54 54

46 59 10
46 276 276

217 266

s s

s s s s s s

s s s

s s s

s s s

s s

s s

s

 
     

 

  

  

 

 
 

 

故象函数可分解为： 
4 3 2

2
2 2

2 3 4 5 10 217 266( ) 2 9 46 ( ) ( )
6 6 6 6

s s s s s
X s s s E s F s

s s s s

     
      

   
 

显然，上式中 ( )E s 为整式， ( )F s 为真分式。 
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根据常用信号的拉普拉斯变换对 ( ) 1t  及式（4.2-11），有： 
( ) ( )n nt s   

考虑式（4.2-1），可知： 
( ) 2 ( ) 9 ( ) 46 ( )E s t t t       

显然通过多项式除法就可以将假分式形式的象函数转换为整式和真分式之和的形式，而求解

整式形式象函数的拉普拉斯逆变换较为简单，故本节主要讨论象函数是真分式的情况。 
下面介绍如何利用部分分式展开法求解有理真分式形式的拉普拉斯逆变换。象函数的极点可能

是单极点，也可能存在重极点，两种情况均包括实极点和复极点两种情况。下面分类讨论求解方法。 

1．象函数为单极点 

根据式（4.3-2），象函数的表达式可表示为： 
1

1 1 0
1

1 1 0

( )( )
( )

m m
m m

n n
n n

b s b s b s bB s
F s

A s a s a s a s a







   
 

   



                （4.3-3） 

且为真分式。 
由于特征多项式 A(s)是 s 的 n 次多项式，故可求得 A(s)=0 的根，即象函数的特征根或极点

( 1, 2, 3, , )ip i n  ，然后根据极点将其写成连乘的形式，即： 

1 2( ) ( )( ) ( )n nA s a s p s p s p                       （4.3-4） 

所以，式（4.3-3）可改写为： 
1

1 1 0

1 2

( )
( )( ) ( )

m m
m m

n n

b s b s b s b
F s

a s p s p s p


   


  




                  （4.3-5） 

式（4.3-5）可展开为 n 个简单的部分分式求和的形式： 
1 2

1 2

( ) n

n

KK K
F s

s p s p s p
   

  
                   （4.3-6） 

式（4.3-6）中的 1 2 3, , , , nK K K K 为待定系数，下面介绍待定系数的求解方法。 
将式（4.3-6）的等号左右两端分别乘以 ( )is p ，得： 

1 2

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) i i i n

i i
n

s p K s p K s p K
s p F s K

s p s p s p

  
      

  
   

当 is p→ 时，上式变为： 

1 2

1 2

( ) ( ) ( )
lim( ) ( ) lim

i i

i i i n
i is p s p

n

s p K s p K s p K
s p F s K

s p s p s p

   
          

 
→ →

 

注意到特征根均为单根，故上式等号右端除 iK 外，其余各因式均趋于零，所以有： 

lim( ) ( ) ( ) ( )
i

i
i i i s ps p

K s p F s s p F s    
→

               （4.3-7） 

至此，象函数已经被分解为若干个简单分式求和的形式，再利用常用信号的拉普拉斯变换对

1e ( )
  

tu t
s α

 


，可知： 

1 e ( )ip t

i

u t
s p




                         （4.3-8） 

最后，利用拉普拉斯变换的线性性质，即可求得 F(s)的原函数。 

例 4.3-1  已知
2

3 2

2 3 3( )
6 11 6
s s

F s
s s s

 


  
，求其拉普拉斯逆变换。 

解：此函数为真分式，因此直接利用部分分式展开法求解即可。 
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象函数的特征方程为： 
3 26 11 6 0s s s     

故特征根为 1 1p   ， 2 2p   ， 3 3p   。所以，象函数可展开为： 
2 2

31 2
3 2

2 3 3 2 3 3( )
6 11 6 ( 1)( 2)( 3) 1 2 3

KK Ks s s s
F s

s s s s s s s s s

   
    

        
 

由式（4.3-7），可知： 
2

1 1
1

2 3 3( 1) ( ) | 1
( 2)( 3)s

s

s s
K s F s

s s



 
   

 
 

2

2 2
2

2 3 3( 2) ( ) | 5
( 1)( 3)s

s

s s
K s F s

s s



 
    

 
 

2

3 3
3

2 3 3( 3) ( ) | 6
( 1)( 2)s

s

s s
K s F s

s s


 
   

 
 

故： 
1 5 6 ( )

1 2 3
F s

s s s


  

  
 

根据式（4.2-1）及式（4.3-8），可得其拉普拉斯逆变换为： 
2 3( ) (e 5e 6e ) ( )t t tf t u t      

例 4.3-2  已知
3 2

2

5 9 7( )
3 2

s s s
F s

s s

  


 
，求其拉普拉斯逆变换。 

解：由于此函数为假分式，所以需要先将其转换为整式和真分式之和的形式，然后再对整式

和真分式分别求解，最后利用线性性质求得象函数的原函数。 
首先利用多项式除法将假分式转换为整式和真分式之和的形式： 

1 22

3( ) ( 2) ( ) ( )
3 2

s
F s s F s F s

s s


    

 
 

象函数 2 ( )F s 的特征方程为： 
2 3 2 0s s    

故特征根为 1 1p   ， 2 2p   。所以，象函数可展开为： 

1 2
2

3( )
( 1)( 2) 1 2

K Ks
F s

s s s s


  

   
 

由式（4.3-7），可知： 

1 2 1
1

3( 1) ( ) | 2
( 2)s

s

s
K s F s

s



   


 

2 2 2
2

3( 2) ( ) | 1
( 1)s

s

s
K s F s

s



    


 

故： 

2
2 1( )

1 2
F s

s s
 

 
 

所以： 

1 2
2 1( ) ( ) ( ) ( 2)

1 2
F s F s F s s

s s
         

 

由于 ( ) 1t  ，由式（4.2-11）可知 ( )t s   ，从而象函数中整式部分的原函数为： 
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1( ) ( ) 2 ( )f t t t   。 

根据式（4.2-1）和式（4.3-8），可得真分式部分的拉普拉斯逆变换为： 
2

2 ( ) (2e e ) ( )t tf t u t    

再次利用式（4.2-1），可得象函数的原函数为： 
2

1 2( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) (2e e ) ( )t tf t f t f t t t u t          

以上讨论的都是单实极点的情况，实际上，极点有可能是复数，即除了单实极点，象函数还

可能存在单复极点。由于特征方程为实系数方程，故若存在复根，则该复根一定共轭成对出现，

否则特征方程的系数将出现复数。 
由于共轭单复极点也是单极点，因此，其求解方法与上述方法相同。但是，由于此时的原函

数较为复杂，因此，下面对共轭单复极点的情况进行推导，以方便读者理解。 
若象函数 F(s)有共轭单复极点： 1 jp    ， 2 jp    ，则可将象函数分解为单实极点和

单复极点两部分之和的形式： 

1 2 2
1 2

2

( )( )( ) ( ) ( )
( ) j j ( )

K K B sB s
F s F s F s

A s s s A s   
 

          
         （4.3-9） 

式（4.3-9）中， 1( )F s 只含有单复极点， 2 ( )F s 只含有单实极点。对于 2 ( )F s ，可直接按照上述方法

求其逆变换。现在只分析共轭单复极点的情况，即由 1( )F s 求其原函数的方法。 

由式（4.3-9）可知： 
1 2

1( )
j j

K K
F s

s s   
 

   
                  （4.3-10） 

其待定系数仍然可以按照式（4.3-7）求解： 
1j

1  j 1( j ) ( ) | | e jsK s F s K A B
           

2j
2  j 2( j ) ( ) | | e jsK s F s K C D

           

考虑到 2 1p p ，故有 2 1K K  ，因此，有： 
1j*

2 1 1| | e jK K K A B     

所以，式（4.3-10）可写为： 
1 1j j*

1 1 1 1
1

| | e | | e( )
j j j j

K K K K
F s

s s s s

 

       



   
       

 

根据式（4.3-8）及式（4.2-1），可得 1( )F s 的拉普拉斯逆变换为： 
( j ) * ( j ) j * j

1 1 1 1 1( ) [ e e ] ( ) e ( e e ) ( )t t t t tf t K K u t K K u t             
将 1 1j , jK A B K A B    代入上式，有： 

j j
1( ) e [( j )e ( j )e ] ( )

e {( j )[cos( ) jsin( )] ( j )[cos( ) jsin( )]} ( )
2e [ cos( ) sin( )] ( )

t t t

t

t

f t A B A B u t

A B t t A B t t u t

A t B t u t

  





   

 

   

     

 

 

上述推导过程中使用的是实、虚部形式的待定系数，下面采用模和相位形式的待定系数推导

1( )F s 的拉普拉斯逆变换。 
将 1j

1 1| | eK K  和 1j
1 1| | eK K   代入 ( j ) * ( j )

1 1 1( ) [ e e ] ( )t tf t K K u t      ，有： 
1 1

1 1

j j( j ) ( j )
1 1 1

j( ) j( )
1

1 1

( ) [| | e e | | e e ] ( )

| | e [e e ] ( ) 

2 | | e cos ( ) ( ) 

t t

t tt

t

f t K K u t

K u t

K t u t

    

   

  

 

  

 

 

 
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因此，若象函数存在共轭单复极点，则该部分的原函数可由如下公式直接写出： 

1 1 1( ) 2e [ cos( ) sin( )] ( ) 2 | | e cos ( ) ( ) t tf t A t B t u t K t u t              （4.3-11） 
式（4.3-11）中， ,  为共轭单复极点的实部和虚部，A，B 分别为待定系数 K1 的实部和虚部，

1| |K 和 1 分别为待定系数 K1 的模和相位。特别需要注意的是， 1K 是极点 1 jp    形成的部分

分式的待定系数，而 *
1K 是极点 1 jp    形成的部分分式的待定系数，两者不能混淆。 

例 4.3-3  已知
2

2

3( )
( 2)( 2 5)

s
F s

s s s




  
，求其拉普拉斯逆变换。 

解：此题一般可以采用两种方法求解。 
解法一：由于此函数为真分式，故可直接对其进行部分分式展开。 
由 ( )F s 的特征方程： 

2( 2)( 2 5) 0s s s     
求得特征根为 1 2p   ， 2 1 j2p    ， 3 1 j2p    。所以，象函数可展开为： 

31 2
1 2( ) ( ) ( )

2 1 j2 1 j2
KK K

F s F s F s
s s s

 
          

 

由共轭单复极点 2,3 1 j2 jp       ，可知 1, 2    。 

利用式（4.3-7）求取上式中的待定系数： 

1 2

7( 2) ( )
5s

K s F s


    

2

2
1 j2

3 1 j2
( 2)( 1 j2) 5

s

s
K

s s
 

  
 

  
 

即 2,3
1 2j j
5 5

K A B     ，故
1 2,
5 5

A B   。 

所以，有： 

1 2

7 1 j2 1 j2
5 5 5( ) ( ) ( )

2 1 j2 1 j2
F s F s F s

s s s

    
 

     
      

 

 

根据式（4.3-8），得单实极点部分的原函数为： 
2

1
7( ) e ( )
5

tf t u t  

根据式（4.3-11）可直接得出其共轭单复极点部分的原函数为： 

2
1 2( ) 2e cos(2 ) sin(2 ) ( )
5 5

tf t t t u t      
 

根据式（4.2-1），有： 

27 1 2( ) e 2e cos(2 ) sin(2 )  ( )  
5 5 5

t tf t t t u t          
 

解法二：不将此式做完全部分分式展开，而是将其展开成如下形式： 
2 31

1 2 2( ) ( ) ( )
2 2 5

K s KK
F s F s F s

s s s


   

  
 

上式中待定系数 1K 的求解与解法一中相同，不再赘述。 

将上式通分，得： 
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2
1 2 1 2 3 1 3

2

( ) (2 2 ) (5 2 )
( )

( 2)( 2 5)
K K s K K K s K K

F s
s s s

     


  
 

将上式与题目中 ( )F s 比较，可得： 

1 2

1 2 3

1 3

1
2 2 0
5 2 3

K K

K K K

K K

 
   
  

 

从而得 1
7
5

K  ， 2
2
5

K   ， 3 2K   。 

所以有： 

2 2 2

7 2 7 2 42 ( 1) 2
5 5 5 5 5( )

2 2 5 2 ( 1) 2

s s
F s

s s s s s

     
   

     
 

由常用信号的拉普拉斯变换对 0 2 2
0

cos( ) ( ) s
t u t

s






， 0

0 2 2
0

sin( ) ( )t u t
s








，再结合式

（4.2-5）即可得出与解法一中相同的结果。 

例 4.3-4  已知
3 2

2 2

2 4( )
( 1)( 1)( 2 2)

s s s
F s

s s s s s

  


   
，求其拉普拉斯逆变换。 

解：由特征方程： 
2 2( 1)( 1)( 2 2) 0s s s s s      

求得特征根为 1 2 3,4 5,60, 1, j, 1 jp p p p        ，所以，象函数可展开为： 

3 5 61 2 4( )
1 j j 1 j 1 j

K K KK K K
F s

s s s s s s
     

      
 

由共轭单复极点 3,4 5,6j, 1 jp p     可知 3 30, 1   ； 5 51, 1    。 

利用式（4.3-7）求取上式中的待定系数： 
1 0( ) 2sK sF s    

2 1( 1) ( ) 1sK s F s      
j
2

3
j

j 1( j) ( ) e
2 2s

K s F s



     

j* 2
4 3

1 e
2

K K



   

3j
4

5 1 j
1( 1 j) ( ) e
2sK s F s



      

3j* 4
6 5

1 e
2

K K
 

   

所以： 
3 3j jj j 4 42 2

1 11 1 e ee e2 1 2 22 2( )
1 j j 1 j 1 j

F s
s s s s s s

    


     

      
 

且 

3 3
1| | ,
2 2

K  
  ； 5 5

1 3| | ,
42

K  
   
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根据常用信号的拉普拉斯变换对和式（4.3-8）及式（4.2-1），得单实极点部分的原函数为： 

1( ) (2 e ) ( )tf t u t   

根据式（4.3-11）可直接写出其共轭单复极点部分的原函数为： 

2
3( ) cos 2e cos ( )

2 4
tf t t t u t                 

 

根据式（4.2-1），有： 
3( ) 2 e cos 2e cos ( )

2 4
t tf t t t u t                    

 

2．象函数有重极点 

若象函数 F(s)有 r 重极点 1 2 rp p p   和 n-r 个单极点，即 A(s)=0 在 s=p1处有 r 重根，其

余 n-r 个根 pr+1,…,pn 都不等于 p1，则式（4.3-3）可以表示为： 

11 12 1 2
1 21

1 1 1 2

( )( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

r
r r

K K K B sB s
F s F s F s

A s s p s p s p A s

 
           

      （4.3-12） 

其中： 
11 12 1

1 1
1 1 1

( )
( ) ( )

r
r r

K K K
F s

s p s p s p   
  

                  （4.3-13） 

2
2

2

( )( )
( )

B s
F s

A s
                               （4.3-14） 

由上述两式可以看出， 1( )F s 是重极点部分， 2 ( )F s 是单极点部分。其中，象函数 2 ( )F s 的拉普

拉斯逆变换可由单极点情况直接求出，下面主要讨论象函数 1( )F s 的拉普拉斯逆变换的求解方法。 
与单极点时的求解思路一样，首先求象函数 1( )F s 的待定系数。将式（4.3-12）的左右两端分

别乘以 1( )rs p ，得： 

1 1 1 1 2
1 1

11 1 12 1 1 1 1 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r r r

i r r
i r

s p F s s p F s s p F s

K s p K s p K s p K s p F s 

    

           
 （4.3-15） 

当 1s p→ 时，有： 

111 1 1lim( ) ( ) ( ) ( )
i

r r
s ps p

K s p F s s p F s    
→

 

式（4.3-15）对 s 求导，得： 
2 2

1 12 1 1 1 1 1 2
d d[( ) ( )] ( 1)( ) ( 1)( ) [( ) ( )]
d d

r i r r
i rs p F s K i s p K r s p K s p F s

s s
               

当 1s p→ 时，有： 

112 1 1
d dlim [( ) ( )] [( ) ( )]
d di

r r
s p

s p
K s p F s s p F s

s s    
→

 

以此类推，可得： 

1

1

1 11

1 d [( ) ( )] , 1, 2, 3, ,
( 1)! d

i
r

i s pi
K s p F s i r

i s



   


          （4.3-16） 

式（4.3-13）中部分分式的形式为： 1
1

1

, 1, 2, ,
( )

i
r i

K
i r

s p   


 ，为求得 1( )F s 的原函数，需求出

该分式的拉普拉斯逆变换。 

由常用信号的拉普拉斯变换对
1( )u t
s

 及式（4.2-12）得： 
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 0

t


  1

1 1( )d ( )
!

n
n

n
u x x t u t

n s    

由式（4.2-5），得： 
1

1
1

1 1 e ( )
( ) !

p tn
n

t u t
s p n 


 

考虑式（4.2-1），象函数 F1(s)的原函数为： 

11 1
1 11

1 11

( ) ( ) e ( )
( ) ( )!

r r
p tr ii i

r i
i i

K K
F s f t t u t

s p r i


 
 

 
      
             （4.3-17） 

如果 F1(s)有共轭复重极点，则可以用类似于单复极点的方法导出相应的逆变换。如 F1(s)有二

重共轭复极点 1,2 jp    ，则 F1(s)可展开为： 

11 12 21 22 2
1 2 2

2

( )( )
( j ) ( j ) ( j ) ( j ) ( )

K K K K B s
F s

s s s s A s       
    

       
 

可以证明， * *
21 11 22 12,K K K K  ，系数求解方法同上。求得系数后，可用式（4.3-18）求得其逆变

换，推导略。 
11 11

12 12

j j
11 11

11 112 2

j j
12 12

12 12

| | e | | e 2 | | e cos ( ) ( )
( j ) ( j )
| | e | | e 2 | | e cos ( ) ( )

j j

t

t

K K
K t t u t

s s

K K
K t u t

s s

 


 


 
   

 
   






       


       

       （4.3-18） 

例 4.3-5  已知 3

2( )
( 1)
s

F s
s s





，求其拉普拉斯逆变换。 

解：由特征方程： 
3( 1) 0s s    

求得特征根为 1 2 3 41, 0p p p p     ，其中含有三重实极点和一个单实极点，所以，象函数可展

开为： 
1311 12 2

3 2( )
( 1) ( 1) ( 1)

KK K K
F s

s s s s
   

  
 

利用式（4.3-16）和式（4.3-7）求取待定系数： 
3

11 1
1

2( 1) ( ) 3s
s

s
K s F s

s



     

3
12 1 2 2

1 1
1

d 2 ( 2) 2[( 1) ( )] 2
d s

s s
s

s s s
K s F s

s s s s
 



         
 

 

2
3 3

13 12 2 1

1

1 d 1 2[( 1) ( )] 2 2
2 d 2s s

s

K s F s s
s s


 



       
 

 

2 0 3
0

2( ) 2
( 1)s

s

s
K sF s

s



   


 

所以： 

1 23 2

3 2 2 2( ) ( ) ( )
( 1) ( 1) ( 1)

F s F s F s
s s s s

  
         

 

根据式（4.3-17）和式（4.3-8）及式（4.2-1），可得象函数 F1(s)的拉普拉斯逆变换为： 
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2
1

3( ) e 2 e 2e ( )
2

t t tf t t t u t      
 

 

根据常用信号的拉普拉斯变换对
1( )u t
s

 及式（4.2-1），可得象函数 2 ( )F s 的拉普拉斯逆变

换为： 
2 ( ) 2 ( )f t u t   

由式（4.2-1）得象函数 ( )F s 的拉普拉斯逆变换为： 

23( ) e 2 e 2e 2 ( )
2

t t tf t t t u t       
 

 

例 4.3-6  已知 2 2

2( )
( 2 5)

s
F s

s s




 
，求其拉普拉斯逆变换。 

解：由特征方程： 
2 2( 2 5) 0s s    

求得二重极点为 1,2 1 j2p    ，即 1, 2    。所以，象函数可展开为： 

11 12 21 22
2 2( )

( 1 j2) ( 1 j2) ( 1 j2) ( 1 j2)
K K K K

F s
s s s s

   
       

 

由式（4.3-16）得： 

2 j0.31
11 1 j2 2

1 j2

2 2 j3 13( 1 j2) ( ) e
( 1 j2) 4 4s

s

s
K s F s

s


 
 

  
     

 
 

j2 2
12 1 j2 2

1 j2

d 2 j3 3[( 1 j2) ( )] e
d ( 1 j2) 32 32s

s

s
K s F s

s s



 

 

 
        

 

* j0.31
21 11

13 e
4

K K     

j* 2
22 12

3 e
32

K K



   

故 11 11
13| | , 0.31
4

K   ， 12 12
3| | ,

32 2
K  

  ，根据式（4.3-18），得： 

13 3( ) e cos(2 0.31 ) e cos(2 0.5 ) ( )
2 16

t tf t t t t u t  
      
 

 

需要说明的是，当象函数中含有 e ns （n 为常数）等类似项时，这些项并不参与部分分式运算，

需要利用时移性质求解。 

例 4.3-7  已知
2

2

e( )
3 2

s

F s
s s




 

，求其拉普拉斯逆变换。 

解：将象函数改写为： 
2

2 2
12 2

e 1 e ( )e
3 2 3 2

s
s sF s

s s s s


  

   
 

所以： 

1 2

1( )
3 2

F s
s s


 

 

对其进行部分分式展开，得： 
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1
1 1( )

1 2
F s

s s


 

 
 

故有： 
2

1 1 ( ) ( ) (e e ) ( )t tF s f t u t     

再利用式（4.2-3）得： 
( 2) 2( 2)

1( ) ( 2) [e e ] ( 2)t tf t f t u t         

练习题 

4.3-1  采用部分分式展开法分别求下列象函数的拉普拉斯逆变换。 

1）
2 4 2( )

( 1)( 2)
s s

F s
s s

 


 
  2） 3

4( )
( 2) ( 1)

F s
s s


 

  3） 2

2 10( )
4 13

s
F s

s s




 
 

4.4  单边拉普拉斯变换与傅里叶变换 

现将单边拉普拉斯变换的定义式和傅里叶变换的定义式分别重写如下： 

00
( ) ( )e d , Re[ ]stF s f t t s  



  
∞

                   （4.4-1） 

j( j ) ( )e dtF f t t 


 

∞

∞
                         （4.4-2） 

需要注意的是，单边拉普拉斯变换中的信号 f(t)是因果信号（或信号的因果部分），即当 t<0
时，f(t)=0，因而只能研究因果信号的拉普拉斯变换与其傅里叶变换的关系。下面根据收敛坐标 0

在 s 平面中的位置分别加以讨论。 

1．0>0，收敛域不包含虚轴 

若象函数 F(s)的收敛坐标 0 0  ，则其收敛域 0Re[ ]s    不包含虚轴，因而在 js  处，

即在虚轴上，式（4.4-2）不收敛。在这种情况下，因果信号 f(t)的傅里叶变换不存在。 

2．0<0，收敛域包含虚轴 

若象函数 F(s)的收敛坐标 0 0  ，则其收敛域 0Re[ ]s    包含虚轴，因而在 s j 处，即

在虚轴上，式（4.4-2）收敛。所以，在此情况下，傅里叶变换可看作拉普拉斯变换的一种特例，

故在式（4.4-1）中令 js  ，就能得到相应的傅里叶变换。所以，若收敛坐标 0 0  ，则因果信

号 f(t)的傅里叶变换为： 

j( j ) ( ) sF F s                            （4.4-3） 

3．0=0，收敛边界为虚轴 

若象函数 F(s)的收敛坐标 0 0  ，则虚轴为其收敛边界，此时式（4.4-1）在虚轴上不收敛，

因此不能直接利用式（4.4-3）求得因果信号 f(t)的傅里叶变换。 
在此种情况下，象函数 F(s)必然在虚轴上有极点，即 F(s)的特征根必有虚根。由于此时象函

数 F(s)的收敛域为Re[ ] 0s   ，而按照收敛域的定义，整个象函数 F(s)的收敛域为若干个部分象

函数 1 2 3( ), ( ), ( )F s F s F s 收敛域的交集，所以，象函数 F(s)在虚轴的右半平面一定不存在极点，而

在虚轴的左半平面可能存在极点。即可将象函数 F(s)分为两部分，一部分的极点在左半平面，一

部分的极点在虚轴上。例如：对于因果信号 3e ( ) ( )tu t u t  ，其拉普拉斯变换为
1 1

3s s



。其第一项
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收敛域为 >-3，第二项收敛域为 >0，故极点一个在左半平面，一个在虚轴上。 
1）单虚极点 
设 A(s)=0 有 N 个单虚根： 1 2j , j , , j N   ，将 F(s)展开成部分分式，并将其分为两部分，一

部分的极点在左半平面，记为 1( )F s ，一部分的极点在虚轴上，记为 2 ( )F s ，有： 

1 2 1
1

( ) ( ) ( ) ( )
j

N
i

i i

K
F s F s F s F s

s 

   
                  （4.4-4） 

令 1 1( ) ( )f t F s ， 2 2( ) ( )f t F s ，考虑常用信号的拉普拉斯变换对
1e ( )tu t

s



 


及式

（4.2-1），式（4.4-4）的拉普拉斯逆变换为： 
j

1 2 1
1

( ) ( ) ( ) ( ) e ( )i

N
t

i
i

f t f t f t f t K u t



                    （4.4-5） 

现求 f(t)的傅里叶变换。由于 1( )F s 的极点均在左半平面，因而它在虚轴上收敛。则由式（4.4-3）

知： 

1 1 1 j( ) ( j ) ( ) sf t F F s     

根据常用信号的傅里叶变换对
1( ) ( )
j

u t  


   ，并考虑式（3.4-18），可知 je ( )itu t 的傅里

叶变换为： 
j 1e ( ) ( )

j( )
it

i
i

u t   
 

   


 

由式（3.4-1）可知 2 ( )f t 的傅里叶变换为： 

2 2
1

1( ) ( j ) ( )
j j

N

i i
i i

f t F K   
 

 
      

  

于是，式（4.4-5）的傅里叶变换为： 

1 j
1

1 j
1 1

1( ) ( j ) ( ) ( )
j j

( ) ( )
j j

N

s i i
i i

N N
i

s i i
i ii

f t F F s K

K
F s K





   
 

  
 





 

 
       

    




 
 

将上式与式（4.4-4）比较可见，上式的前两项之和正是 j( ) sF s  。于是，在 F(s)的收敛坐标0=0

且 F(s)在虚轴上有单虚极点的情况下，因果信号 f(t)的傅里叶变换为： 

j
1

( j ) ( ) ( )
N

s i i
i

F F s K   


                     （4.4-6） 

2）重虚极点 
若 F(s)在虚轴上有重极点，可用与上述单虚根类似的方法处理。例如，若 F(s)在 1jp  处有

r 重极点，而其余极点均在左半开平面，F(s)的部分分式展开为： 
11 12 1

1 2 1 1
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( j ) ( j ) ( j )

r
r r

K K K
F s F s F s F s

s s s        
  

  

式中 1( )F s 的极点全部在左半开平面， 2 ( )F s 的极点全部在虚轴上，则按照单虚根的求解思路，结

合拉普拉斯逆变换的求解方法，可得因果信号 f(t)的傅里叶变换为： 
1 2

( 1) ( 2)11 12
j 1 1

1 1

( j) ( j)( j ) ( ) ( ) ( )
( 1)! ( 2)!
( )

r r
r r

s

r

K K
F F s

r r

K

      

  

 
 



 
    

 
   

    （4.4-7） 
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例 4.4-1  已知 0cos( ) ( )t u t 的象函数为 2 2
0

( ) s
F s

s 



，求其傅里叶变换。 

解：象函数 F(s)的特征方程为： 
2 2

0 0s    
故特征根为 1 0 2 0j , jp p    。所以，象函数 F(s)可展开为： 

1 2

0 0

( )
j j

K K
F s

s s 
 

 
 

由式（4.3-7）得： 

0

0

1 0 j 0 2 2
0 0j 0 j

1( j ) ( ) ( j )
j 2s

s s

s s
K s F s s

s s
 

 
 

 

     
 

 

2 1
1
2

K K    

故： 

0 0

1 1
2 2( )
j j

F s
s s 

 
 

 

由于象函数在虚轴上有两个单虚根，故由式（4.4-6）得 0cos( ) ( )t u t 的傅里叶变换为： 
2

j 0 02 2
1 0

j( j ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]
2s i i

i

F F s K
         

 



        

  

例 4.4-2  已知斜升信号 ( ) ( )f t tu t 的象函数为 2

1( )F s
s

 ，求其傅里叶变换。 

解：本题已在例 3.4-10 和例 3.4-14 中求解，现在利用单边拉普拉斯变换和傅里叶变换的关系

求解。 
象函数 F(s)的特征方程为： 

2 0s   
故特征根为 1 2 0p p  。所以，象函数 F(s)可展开为： 

11 12
2 2

1( ) K K
F s

s s s
    

由式（4.3-16）得： 

1

2
11 1 2

0

1[( ) ( )] 1r
s p

s

K s p F s s
s



      

1

2
12 1 2

0

d d 1[( ) ( )] 0
d d

r
s p

s

K s p F s s
s s s



       
 

实际上，对本函数而言，求取系数时可以直接看出 11 1K  ， 12 0K  。 

故： 

2

1( )F s
s

  

由于象函数在虚轴上有二重虚根，故由式（4.4-7）得 ( )tu t 的傅里叶变换为： 

2 2
j

1 1( j ) j ( ) j ( )
s

F
s 

    


         

显然，本题结果与例 3.4-10 和例 3.4-14 完全相同。 
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练习题 

4.4-1  由下列信号的拉普拉斯变换 ( )F s 求信号的傅里叶变换 ( j )F  。 

1） 2( )
( 1)( 3)

s
F s

s s




 
  2） 2

1( )
( 2)

F s
s s




  3） 2 2

4( )
( 4)

F s
s




 

4.5  本 章 小 结 

拉普拉斯变换可分为双边和单边两种，本章主要研究后者，即单边拉普拉斯变换。与信号的

频域分析相比，复频域分析拓展了信号的适用范围。本章除了介绍拉普拉斯变换的定义和性质外，

还重点介绍了利用部分分式展开法求解拉普拉斯逆变换的方法。 
具体来讲，本章主要介绍了： 
① 拉普拉斯变换的定义和收敛域。读者应重点掌握拉普拉斯变换的定义，理清双边和单边拉

普拉斯变换的关系，并对拉普拉斯变换的收敛域有一个较为深入的理解。 
② 拉普拉斯变换的性质。在掌握拉普拉斯变换性质的基础上，建议读者将其与傅里叶变换的

性质做一对比，以期加深对相关性质的理解。 
③ 拉普拉斯逆变换。读者应能够灵活利用性质求解拉普拉斯逆变换，能够熟练利用部分分式

展开法求解拉普拉斯逆变换。 
④ 单边拉普拉斯变换和傅里叶变换的关系。重点从深入理解两类变换的收敛域及其对应关系

入手，把握两者之间的内在联系。 
本章的主要知识脉络如图 4.5-1 所示。 

 
图 4.5-1  本章知识脉络示意图 

练习题答案 

4.1-1  1）
2 41 e
2

s

s

 


  2） 21 e s  

4.1-2  1）
2

2 2

2 8 , 2 Re[ ] 2
( 2) ( 2)

s
s

s s


  

 
  2） 2 2

8 , 2 Re[ ] 2
( 2) ( 2)

s
s

s s


  

 
 

4.2-1  1） 2

10e
25 4

s

s




  2） 2 2

500
(25 4)

s

s 
  3） 2

10
( 2) 100s  

    

4.2-2  2
2

1( ) (1 e )sF s
s

     

4.2-3  1） 2 2( )s s


 

  2）
2

2 2

s

s


 
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4.2-4  1）1  2）0 
4.2-5  1）无终值  2）0 
4.3-1  1） 2( ) ( ) e ( ) 2e ( )t tf t t u t u t       2） 2 2 2 2( ) (4e 4e 4 e 2 e ) ( )t t t tf t t t u t        
3） 2( ) [2cos(3 ) 2sin(3 )]e ( )tf t t t u t   

4.4-1  1） j 2( j )
( j 1)( j 3)

F


 



 

  2） 2

1 j( j ) ( ) ( )
( j 2) 2 4

F     
 

   
 

 

3） 2 2

4 j j( j ) [ ( 2) ( 2)] [ ( 2) ( 2)]
(4 ) 4 8

F         


          


 

本 章 习 题 

4.1  求题图 4.1 所示单边周期信号的拉普拉斯变换。 
4.2  已知信号 5( ) e ( 1)tf t u t  的拉普拉斯变换为 ( )F s 。 
1）求 ( )F s ，并给出它的 ROC。 
2）确定有限常数 A和 0t ，以使 5

0( ) e ( )tg t A u t t   的拉普拉斯变

换 ( )G s 与 ( )F s 有相同的代数表达式，并求出 ( )G s 的收敛域。 
4.3  已知信号 5( ) (e e ) ( )t tf t u t   ，其拉普拉斯变换为 ( )F s 。如

果 ( )F s 的 ROC 是Re[ ] 3s   ，则 的实部和虚部有什么样的限制。 
4.4  已知信号 ( ) ( 1) ( 1)f t t u t   ，求其单边和双边拉普拉斯变换。 

4.5  已知信号
e sin( ) , 0 2

( )
0,

t t t
f t

   
 
 其他

，求其拉普拉斯变换。 

4.6  已知信号

, 0 1
( ) 2 , 1 2

0, 0, 2

t t

f t t t

t t

 
   
  

，求其拉普拉斯变换。 

4.7  已知信号 ( 2)( ) e ( 1)tf t t u t   ，求其拉普拉斯变换。 

4.8  已知信号 ( )f t 的拉普拉斯变换为 ( )F s ，求 e
t

a t
f

a

  
 
 

的拉普拉斯变换，其中 0a  。 

4.9  已知信号 ( )f t 的拉普拉斯变换为 ( )F s ，求
 

 
( )d

t a

t
f  



 的拉普拉斯变换，其中 a为常数。 

4.10  已知一个绝对可积信号 ( )f t 有一个极点在 2p  ，试回答下列问题： 
1） ( )f t 有可能是时限信号吗？    2） ( )f t 有可能是左边信号吗？ 
3） ( )f t 有可能是右边信号吗？    4） ( )f t 有可能是双边信号吗？ 
4.11  信号 ( )f t 的有理拉普拉斯变换共有两个极点 1 1p   和 2 3p   。如果 2( ) e ( )tg t f t ，其

傅里叶变换 ( j )G  收敛，则 ( )f t 是左边信号、右边信号还是双边信号？ 

4.12  设 ( ) ( ) ( )g t f t f t   ，其中 ( ) e ( )tf t u t  。若 ( )g t 的拉普拉斯变换 2( )
1

s
G s

s



，

1 Re[ ] 1s   ，确定 和  的值。 
4.13  关于信号 ( )f t 及其拉普拉斯变换 ( )F s 给出如下条件： 

a） ( )f t 是实偶信号；           b）
 

 
( )d 4f t t




∞

∞
； 

c） ( )F s 有 1 个极点
j
40.5ep


 ；  d）在有限 s 平面内， ( )F s 有 4 个极点而没有零点。 

 
题图 4.1  单边周期信号 
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试确定 ( )F s 及其收敛域。 
4.14  实信号 ( )f t 及其拉普拉斯变换 ( )F s 满足以下条件： 
a）在有限 s 平面内， ( )F s 有 2 个极点而没有零点；  b） ( )F s 有 1 个极点在 1 js    ； 
c） 2e ( )t f t 不是绝对可积的；                      d） (0) 8F  。 
试确定 ( )F s 及其收敛域。 

4.15  已知象函数 ( ) ln
9

s
F s

s
    

，求其拉普拉斯逆变换。 

4.16  在给定收敛域下，求解下列象函数的原函数。 

1） 1( )
(e e )s s

F s
s 


，Re[ ] 0s  ； 

2） 2 2

2( )
( 1)

F s
s




，Re[ ] 0s  。 

4.17  已知象函数
2

2

2 2 4( )
( 4)( 2)

s s
F s

s s

 


 
，求所有可能的拉普拉斯逆变换。 

4.18  已知信号 ( )f t 的拉普拉斯变换为
2

3

2 e( ) ,Re[ ] 0
1 e

s

s
F s s






 


，求 ( )f t 的表达式。 

 
 
 



 

·128· 

第 5 章  离散信号的时域分析 

【内容提要】 
本章首先介绍离散信号的基本运算，接着给出几种典型的离散信号，最后对卷积和进行详细

说明。本章需要重点掌握离散信号的差分、反转和平移以及阶跃序列、单位序列和离散信号的卷

积和。通过对本章内容的学习，读者应能够熟练地进行离散信号的基本运算，能够深入理解和运

用阶跃序列和单位序列的定义和性质，能够透彻理解和运用卷积和的定义并熟练运用其性质。 
【重点难点】 
★ 离散信号的平移和反转 
★ 阶跃序列的定义和性质 
★ 单位序列的定义和性质 
★ 卷积和的定义和性质 

5.1  离散信号的基本运算 

5.1.1  加（减）法和乘法 

离散信号的加（减）或乘法与连续信号的加（减）或乘法类似，两离散信号 1( )f n 和 2 ( )f n 的

相加（减）或相乘是指同一时刻两离散信号之值对应相加（减）或相乘，即： 
1 2( ) ( ) ( )f n f n f n                             （5.1-1） 

1 2( ) ( ) ( )f n f n f n                             （5.1-2） 

例 5.1-1  已知
0

1( ) 2, 3,6
n

f n


 
  
 ↑

，
0

2 ( ) 3,2,4
n

f n


 
  
 ↑

，计算 1 2( ) ( )f n f n 和 1 2( ) ( )f n f n 。 

解：根据式（5.1-1）和式（5.1-2）可得： 

0

1 2( ) ( ) 2, 6,8,4
n

f n f n


 
   

 ↑
 

0

1 2( ) ( ) 9 ,12
n

f n f n


 
  
 ↑

 

5.1.2  差分 

设有离散信号 ( )f n ，则 , ( 2), ( 1), ( 1), ( 2),f n f n f n f n      等称为 ( )f n 的移位离散信号。

下面仿照连续信号的微分运算，定义离散信号的差分运算。 
微分运算定义式为： 

0 0 0

d ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
d t t t

f t f t f t t f t f t f t t

t t t t  

      
  

  → → →
 

因此，可以定义离散信号的变化率为： 
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1)
f n f n f n

f n f n
n n n

  
   

  
             （5.1-3） 
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或 
( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

( 1)
f n f n f n

f n f n
n n n

  
   

  
            （5.1-4） 

于是定义一阶前向差分为： 
def( ) ( 1) ( )f n f n f n  

                 （5.1-5） 

一阶后向差分为： 
def( ) ( ) ( 1)f n f n f n  

                 （5.1-6） 

式（5.1-5）和式（5.1-6）中，和称为差分算子，前者称为前向差分，后者称为后向差分。 
从定义可以看出，前向差分和后向差分仅移位不同，并无原则区别，本书主要使用后向差分，

简称为差分。实际上，由式（5.1-5）和式（5.1-6）可知前向差分和后向差分有如下关系： 
( ) ( 1) ( ) ( 1)f n f n f n f n                     （5.1-7） 

差分满足线性性质： 
1 1 2 2 1 1 2 2[ ( ) ( )] ( ) ( )a f n a f n a f n a f n                   （5.1-8） 

二阶差分定义为： 

2 def( ) [ ( )] [ ( ) ( 1)] ( ) ( 1)

( ) ( 1) [ ( 1) ( 2)]
( ) 2 ( 1) ( 2)

f n f n f n f n f n f n

f n f n f n f n

f n f n f n

          

      
    

       （5.1-9） 

类似地，m 阶差分定义为： 

1( ) ( ) ( 1) ... ( )m
mf n f n b f n b f n m                   （5.1-10） 

式中，
!( 1) , 1, 2, ,

( )! !
i

i

m
b i m

m i i
   


。 

5.1.3  反转 

离散信号的反转与连续信号的反转类似，它是指将离散信号 ( )f n 的自变量 n换为 n ，即： 
( ) ( )f n f n→                        （5.1-11） 

离散信号的反转也称为离散信号的反折。 
由式（5.1-11）可知，对于离散信号 ( )f n 及其反转信号 ( )f n ，若取 0n n （ 0n 为常数），则

0n n   ，故两离散信号 ( )f n 和 ( )f n 是关于纵坐标轴对称的，因此，反转的几何意义就是将离

散信号 ( )f n 以纵坐标轴为轴反转 180 度，其波形如图 5.1-1（a）、（b）所示。 

 
图 5.1-1  离散信号反转示意图 
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5.1.4  平移 

离散信号的平移与连续信号的平移类似，它是指将信号 ( )f n 的自变量 n换为 0n n （ 0n 为常

数），即： 
0( ) ( )f n f n n→                            （5.1-12） 

离散信号的平移也称为离散信号的移位。 
离散信号平移的几何意义是将信号 ( )f n 沿横坐标左右移动：若 0 0n  ，则将信号 ( )f n 右移 0n

个单位，否则左移 0n 个单位。如将信号 ( )f n 右移或左移 1 个单位，则可以得到图 5.1-2 所示的平

移结果。 
同连续信号类似，也可以通过自变量整体置零法确定离散信号的平移方向和距离。如由 ( )f n

平移得到序列 ( 3)f n  ，则令 3 0n   从而 3n   ，而-3 在 0 的左侧，故 ( 3)f n  是由 ( )f n 左移

三个单位而得到的。 

 
图 5.1-2  离散信号平移示意图 

例 5.1-2  信号 ( )f n 如图 5.1-3 所示，试画出 (2 )f n 的波形。 

解：由于信号的自变量 n转换成了 2 2n n    ，因此，本题用到

了离散信号的反转和平移，所以，可以采用两种方法求解：先平移再反

转或先反转再平移。 
解法一：先平移再反转。 
先左移 2 个单位，由 ( )f n 得到 ( 2)f n  ，然后再反转，由 ( 2)f n 

得到 ( 2)f n  ，从而得到 (2 )f n 的波形，解题过程如图 5.1-4 所示。 

 
图 5.1-4  求解过程（解法一） 

解法二：先反转再平移。 
先反转，由 ( )f n 得到 ( )f n ，然后再平移，由 ( )f n 得到 (2 ) [ ( 2)]f n f n    。因为 0 2 0n   ，

故右移 2 个单位，从而得 (2 )f n 的波形，解题过程如图 5.1-5 所示。 

当然，为了方便起见，也可以采用自变量整体置零法判断平移的方向和距离。由于信号平移

后变为 (2 )f n ，故有 2 0n  ，从而 2n  ，而 2 在 0 的右侧 2 个单位处，所以，将 ( )f n 右移 2

个单位即可得到正确结果。 
需要注意的是，离散信号平移的方向和距离是相对于自变量 n而言的。 

 
图 5.1-3  序列 f(n)的波形 
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图 5.1-5  求解过程（解法二） 

5.1.5  尺度变换 

离散信号的尺度变换依然采用连续信号尺度变换的定义，即：若将离散信号 ( )f n 变为 ( )f an（a

为正常数），则信号 ( )f n 将沿横坐标展宽或压缩为原信号的
1
a
，其中，称 a 为变换系数，而

1
a
为

变换比例。现对图 5.1-6（a）所示离散信号 ( )f n 进行尺度变换。 

 
图 5.1-6  离散信号的尺度变换 

如图 5.1-6（b）所示，当变换系数 2a  时，将以
1
2
的变换比例压缩原信号，由于只有自变量

取整数时，离散信号才有定义，所以，原信号定义域为奇数的信号信息被丢失。而 1a  时，总会

存在部分自变量
n

Z
a
 ，所以，此时对离散信号进行尺度变换将丢失原信号的部分信息。 

如图 5.1-6（c）所示，变换系数
1
2

a  时，将以 2 倍的变换比例扩展原信号，变换后所有的自

变量均为整数，所以，尺度变换后未丢失原信号的信息。实际上，当
1 ,a m Z
m

  ，变换后的所有

自变量均为整数，所以，此时对离散信号进行尺度变换不会丢失原信号的任何信息。 

如图 5.1-6（d）所示，变换系数
3
2

a  时，将以
2
3
的变换比例压缩原信号，所以，原信号定义

域中与
2
3
相乘不为整数的原信号的信息将丢失。 
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综上所述，若对离散信号进行尺度变换，则当 1a  或者1 0a  且
1 ,a m Z
m

  时，常常丢失

原信号的部分信息，但这也为离散信号的抽取和插值操作提供了可能性。限于篇幅，离散信号的

抽取和插值不再详细介绍，如有需要请参看相关资料。 

练习题 

5.1-1  已知两序列 1( )f n 和 2 ( )f n 的波形分别如题图 5.1-1（a）、（b）所示，计算下列各式。 
1） 1 2( ) ( )f n f n   2） 1 2( ) ( )f n f n   3） 2

1( )f n  

 
题图 5.1-1  序列波形 

5.1-2  已知序列 1( )f n 如题图 5.1-1（a）所示，画出 1( 2)f n  的波形。 

5.2  典型离散信号 

与连续信号类似，离散信号也存在一些常用的典型信号，本节将介绍几种常见的离散信号，

主要包括阶跃序列、单位序列以及部分常见的普通信号，如斜升序列、单边指数序列、双边指数

序列和有始周期单位序列等。 

5.2.1  阶跃序列 

单位阶跃序列简称为阶跃序列，记为 ( )u n 或 ( )n ，定义为： 

def 0, 0
( )

1, 0
n

u n
n



 ≥

                          （5.2-1） 

式（5.2-1）表明：阶跃序列在 0n  ，即 1, 2, 3,n     各点时，序列值为零，在 0n≥ ，即

0,1, 2, 3,n  各点时，序列值为 1，其波形如图 5.2-1（a）所示。 
若将 ( )u n 平移 m 个单位，可得阶跃序列的移位序列： 

0,
( )

1,
n m

u n m
n m


  

 ≥
 

其波形如图 5.2-1（b）所示。 
若将 ( )u n 和 ( )u n m 的幅值增大 A 倍，即得到 ( )Au n 和 ( )Au n m ，则其波形分别如图 5.2-1

（c）和（d）所示。 

 
图 5.2-1  阶跃序列及其移位和增幅序列 

比较阶跃序列和阶跃信号，可以发现，阶跃序列 ( )u n 的作用类似于阶跃信号 ( )u t ，但二者有

较大差别。阶跃信号 ( )u t 为奇异信号，属于数学抽象函数，其在 t=0 处发生跃变，此点常不定义
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或定义为左右极限之和的一半，即 0
1( )
2tu t   。而阶跃序列 ( )u n 为非奇异信号，是可以实现的信

号，其在 n＝0 处定义为 1，即 0( ) 1nu n   。 

5.2.2  单位序列 

单位序列又称为单位样值序列、单位取样序列、单位脉冲序列或单位函数，记为 ( )n ，其定

义为： 
def 1, 0

( )
0, 0

n
n

n



 

                           （5.2-2） 

式（5.2-2）表明：单位序列在 0n  处的序列值为 1，在其余各点的序列值为零，其波形如图 5.2-2
（a）所示。 

若将 ( )n 平移 m 位，可得单位序列的移位序列： 
1,

( )
0,

n m
n m

n m



   

 

其波形如图 5.2-2（b）所示。 
若将 ( )n 和 ( )n m  的幅值增大 A 倍，即变为 ( )A n 和 ( )A n m  ，其波形分别如图 5.2-2（c）

和（d）所示。 

 
图 5.2-2  单位序列及其移位和增幅序列 

实际上，利用单位序列及其移位序列可以表示任意序列。 
例 5.2-1  试用单位序列及其移位序列表示图 5.2-3 所示序列 ( )f n 。 

解：根据单位序列及其移位序列的定义，有： 

0

( ) ,0,1,1.5,0, 3,0,0, ( 1) 1.5 ( ) 3 ( 2)
n

f n n n n  


 
       
 
 

↑
 

根据单位序列 ( )n 和阶跃序列 ( )u n 的定义和波形，考虑后向差分的

定义，可以得出 ( )u n 与 ( )n 的关系为： 
( ) ( ) ( 1)n u n u n                      （5.2-3） 

0
( ) ( ) ( 1) ( 2) ( 3) ( )

m

u n n n n n n m    


         
∞

        （5.2-4） 

实际上，令式（5.2-4）中的 n m k  ，则有： 

0
( ) ( ) ( )

m k n

u n n m k 


 

   
∞ ∞

 

交换求和上下限，有： 

( ) ( )
n

k

u n k


 
∞

 

令 k m ，有： 

( ) ( )
n

m

u n m


 
∞

                          （5.2-5） 

 
图 5.2-3  序列 f(n)的波形 



 

·134· 

由式（5.2-5）可以看出，阶跃序列 ( )u n 可以看作是无数个出现在不同序号上的单位序列信号之和。 

由单位序列的定义可知，单位序列与其他序列做乘法运算时，只有当 0n  时有函数值， 0n 
时乘积为 0，即： 

( ) ( ) (0) ( )f n n f n                             （5.2-6） 

根据同样的思路，对于平移 m（m∈Z）个单位后的单位序列，有如下性质： 
( ) ( ) ( ) ( )f n n m f m n m                        （5.2-7） 

与冲激信号类似，式（5.2-6）和式（5.2-7）称为单位序列的筛分性质。 
根据单位序列的定义及波形，很容易看出单位序列是偶函数，即： 

( ) ( )n n                                     （5.2-8） 

下面讨论冲激信号 δ(t)和单位序列 δ(n)的区别。 
冲激信号的定义为： 

( )d 1t t



∞

∞
, 

0
( )

0 0
t

t
t




  

∞，

，
 

其波形如图 5.2-4（a）所示。 ( )t 用面积表示强度，其

强度为 1，在 0t  处，幅度为∞。 
单位序列的定义为： 

0, 0
( )

1, 0
n

n
n




  
 

其波形如图 5.2-4（b）所示。 ( )n 的值就是 n=0 时的瞬

时幅值，而非面积或强度。 
由此可以看出，冲激信号 ( )t 为奇异信号，是数学抽象函数，实际中无法实现。而单位序列

( )n 则为非奇异信号，是可以实现的信号。 

5.2.3  其他常见离散信号 

1．斜升序列 

斜升序列的定义为： 
( ) ( )f n nu n                                （5.2-9） 

其波形如图 5.2-5 所示。 

2．单边指数序列 

单边指数序列的定义为： 
( ) ( ), 0nf n a u n                             （5.2-10） 

1e,
2

a   时的波形如图 5.2-6 所示。显然，它是截取指数序列 n>0 部分后形成的序列。 

       
图 5.2-5  斜升序列的波形           图 5.2-6  单边指数序列的波形（a=e，α=1/2） 

 
图 5.2-4  冲激信号和单位序列的波形 
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3．双边指数序列 

双边指数序列的定义为： 
, 0

( ) ( ) ( 1), 0
, 0

n
n n

n

a n
f n a u n a u n

a n


 







     


≥
      （5.2-11） 

1e,
2

a   时的波形如图 5.2-7 所示。 

4．有始周期单位序列 

周期为 N 的有始周期单位序列的定义为： 

0
( ) ( )

m

f n n mN


 
∞

                      （5.2-12） 

其波形如图 5.2-8 所示。 

       
图 5.2-7  双边指数序列的波形（a=e，α=1/2）             图 5.2-8  有始周期单位序列的波形 

练习题 

5.2-1  画出下列各信号的波形。 
1） ( ) ( 1) ( 1)f n n u n      2） ( ) [ ( ) ( 5)] ( 6)f n n u n u n n      

5.2-2  化简下列各式。 

1） ( 2) ( )
n

n n



∞

  2） ( )
m

n m



∞

∞

 

5.3  离散信号的卷积和 

离散信号的卷积和在离散信号分析中的地位与连续信号的卷积积分相当，是离散信号时域分析

的重要方法。本节主要介绍离散信号卷积和的定义和求解方法，卷积和的性质将在下一节中介绍。 

5.3.1  卷积和 

已知定义在区间 ( , )∞∞ 上的两个序列 1( )f n 和 2 ( )f n ，则定义： 

1 2
def( ) ( ) ( )

m

f n f m f n m



∞

∞

 

为 1( )f n 和 2 ( )f n 的卷积和，简称卷积。记为： 

1 2( ) ( ) ( )f n f n f n   
即： 

1 2 1 2
def( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m

f n f n f n f m f n m


  
∞

∞

              （5.3-1） 

需要注意的是，上式求和是在虚设的变量 m 下进行的，m 为求和变量，n 为参变量，卷积和

的结果仍是以 n 为自变量的函数。 
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计算卷积和时，首要的是确定求和的上下限，下面通过例题进行说明。 
例 5.3-1  利用卷积和的定义，求下列序列的卷积和。 
1） 1( ) 0.5 ( )nf n u n ， 2 ( ) 1f n    2） 1( ) 1f n  ， 2 ( ) 0.5 ( )nf n u n  
3） 1( ) ( )nf n a u n ， 2 ( ) ( )nf n b u n  4） 1 2( ) ( ) ( )f n f n u n   
5） 1( ) ( )nf n a u n ， 2 ( ) ( 4)f n u n   6） 1( ) ( 3)f n u n  ， 2 ( ) ( 4)f n u n   
7） 1( ) 0.5 ( )nf n u n ， 2 ( ) ( )f n n  
解：1）根据式（5.3-1），有： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.5 ( ) 1m

m m

f n f n f n f m f n m u m
 

      
∞ ∞

∞ ∞

 

上式中，当 0m  时， ( ) 0u m  ，从而 0.5 ( ) 0m u m  ；当 0m  时， ( ) 1u m  ，故有： 

0
( ) 0.5m

m

f n


 
∞

 

考虑到上式的求和上限为∞，下限为 0，因此，无论 n 取何值，求和的上限一定大于下限。

利用无穷等比序列求和公式，有： 
1( ) 2 ,

1 0.5
f n n    


∞ ∞  

2）根据式（5.3-1），有： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 0.5 ( )n m

m m

f n f n f n f m f n m u n m

 

       
∞ ∞

∞ ∞

 

上式中，当 0n m  ，即m n 时， ( ) 0u n m  ，从而 0.5 ( ) 0n m u n m   ；当m n≤ 时， ( ) 1u n m  ，

故有： 

( ) 1 0.5 0.5
n n

n m n m

m m

f n  

 

   
∞ ∞

 

考虑到上式的求和上限为 n，下限为-∞，因此，无论 n 取何值，求和的上限一定大于下限。

利用无穷等比序列求和公式，有： 
1( ) 2 ,

1 0.5
f n n    


∞ ∞  

3）根据式（5.3-1），有： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n m

m m

f n f n f n f m f n m a u m b u n m

 

       
∞ ∞

∞ ∞

 

上式中，当 0m  时， ( ) 0u m  ，从而 ( ) 0ma u m  ；当 0n m  ，即m n 时， ( ) 0u n m  ，从而

( ) 0n mb u n m   ；当 0n m≥ ≥ 时， ( ) ( ) 1u m u n m   ，故有： 

0 0
( )

mn n
m n m n

m m

a
f n a b b

b


 

    
 

   

考虑到上式的求和上限应大于或等于下限，因此，计算结果一定是在 0n≥ 的条件下获得的，

故计算结果需乘以 ( )u n 。利用等比序列部分和公式，有： 
1

1
( ),( )

1

( 1) ( ),

n

n

n

a
b

b u n a bf n a
b

b n u n a b

    
    


 
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4）根据式（5.3-1），有： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m m

f n f n f n f m f n m u m u n m
 

      
∞ ∞

∞ ∞

 

上式中，当 0m  时， ( ) 0u m  ；当 0n m  ，即 m n 时， ( ) 0u n m  ；当 0n m≥ ≥ 时，

( ) ( ) 1u m u n m   ，故有： 

0
( ) 1

n

m

f n


   

考虑到上式的求和上限应大于或等于下限，因此，计算结果一定是在 0n≥ 的条件下获得的，

故计算结果需乘以 ( )u n ： 
( ) ( 1) ( )f n n u n   

5）根据式（5.3-1），有： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 4 )m

m m

f n f n f n f m f n m a u m u n m
 

        
∞ ∞

∞ ∞

 

上式中，当 0m  时， ( ) 0u m  ，从而 ( ) 0ma u m  ；当 4 0n m   ，即 4m n  时， ( 4 ) 0u n m   ；

当 4 0n m ≥ ≥ 时， ( ) ( 4 ) 1u m u n m    ，故有： 
4

0
( )

n
m

m

f n a




   

考虑到上式的求和上限应大于或等于下限，因此，计算结果一定是在 4 0n  ≥ 即 4n≥ 的条件

下获得的，故计算结果需乘以 ( 4)u n  。利用等比序列部分和公式，有： 
3

4

0

1 ( 4)( ) ( 4) 1
( 3) ( 4) 1

1
n

n
m

m

a
u n n

f n a u n a
n u n n






 
      

     


  

6）根据式（5.3-1），有： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 3) ( 4 )
m m

f n f n f n f m f n m u m u n m
 

        
∞ ∞

∞ ∞

 

上式中，当 3 0m   ，即 3m  时， ( 3) 0u m   ；当 4 0n m   ，即 4m n  时， ( 4 ) 0u n m   ；

当 4 3n m ≥ ≥ 时， ( 3) ( 4 ) 1u m u n m     ，故有： 
4

3
( ) 1

n

m

f n




   

考虑到上式的求和上限应大于或等于下限，因此，计算结果一定是在 4 3n  ≥ 即 7n≥ 的条件

下获得的，故计算结果需乘以 ( 7)u n  ： 
( ) ( 6) ( 7)f n n u n    

7）根据式（5.3-1），有： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.5 ( ) ( )m

m m

f n f n f n f m f n m u m n m
 

      
∞ ∞

∞ ∞

 

上式中，当 0m 时， 0)( mu ；当 0 mn ，即 nm  时， 0)(  mn ；当 0m n ≥ 时，

1)()(  mnmu  ，故有： 





n

nm

mnf 5.0)(  

考虑 0m n ≥ ，因此，计算结果需乘以 )(nu ： 
)(5.0)( nunf n  
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由本例可得出确定卷积和求和上下限的一般方法： 
① 若 )(1 nf 为因果序列（如第 1 小题），则当 0n 时， 0)(1 nf ，所以求和下限为 0： 

1 2 1 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

f n f n f n f m f n m


   
∞

                （5.3-2） 

② 若 )(2 nf 为因果序列（如第 2 小题），则当 0 mn ，即 nm  时， 0)(2  mnf ，所以求

和上限为 n： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

m

f n f n f n f m f n m


   
∞

              （5.3-3） 

③ 若 )(1 nf 和 )(2 nf 均为因果序列（如第 3、4 小题），则当 0n 时， 0)(1 nf ，故求和下限

为 0；当 0 mn ，即 nm  时， 0)(2  mnf ，故求和上限为 n。所以，有： 





n

m

mnfmfnfnfnf
0

2121 )()()()()(              （5.3-4） 

④ 若 )(1 nf 和 )(2 nf 均为因果序列，其序列有时移（如第 5、6 小题），则需要将时移后的自变

量看成一个整体，然后根据因果序列的性质判断何时序列非零，从而确定求和上下限。 

5.3.2  卷积和的图解过程 

与连续信号的卷积积分类似，离散信号的卷积和也可分解为如下四步： 
① 换元：将自变量 n换为m ，得 )(1 mf 和 )(2 mf ； 
② 反转平移：将信号 )(2 mf 反转得到信号 )(2 mf  ，然后平移 n个单位得到 )(2 mnf  ； 
③ 乘积：计算卷积和定义式中的求和函数 )()( 21 mnfmf  ； 

④ 求和：对m 从-∞到∞对第三步得到的乘积项求和，即计算 1 2( ) ( )
m

f m f n m



∞

∞

。 

下面举例说明卷积和的图解过程。 
例 5.3-2  用图解法求图 5.3-1 所示信号的卷积和

)()()( 21 nfnfnf  。 
解：1）对序列 1( )f n ，将自变量 n 换为 m，得到 f1(m)，

其波形如图 5.3-2（a）所示。 
2）对序列 )(2 nf ，将自变量 n 换为 m 并将其反转，

得到 f2(–m)，其波形如图 5.3-2（b）所示。 

3）对序列 )(2 mf  平移得到 )(2 mnf  ，计算求和函数，即求解 1 2( ) ( )
m

f m f n m



∞

∞

。 

（1）当 0n 时， )(2 mnf  与 )(1 mf 没有重合部分，故： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
m

f n f n f n f m f n m


    
∞

∞

 

（2）当 0n 时，参与运算的序列如图 5.3-2（a）、（b）所示，可知其重合部分的横坐标为 0m ，

故： 

1234)0()0()0()()0( 21

0

0
21  



ffmfmff
m

 

（3）当 1n 时，参与运算的序列如图 5.3-2（a）、（c）所示，可知其重合部分的横坐标为 0,1m  ，

故： 

173324)0()1()1()0()1()()1( 2121

1

0
21  



ffffmfmff
m

 

 
图 5.3-1  序列 f1(n)和 f2(n)的波形 
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图 5.3-2  序列 f1(m)和 f2(n-m)的波形 

（4）当 2n 时，参与运算的序列如图 5.3-2（a）、（d）所示，可知其重合部分的横坐标为

0,1, 2m  ，故： 

20322324)0()2()1()1()2()0()2()()2( 212121

2

0
21  



ffffffmfmff
m

 

（5）当 3n 时，参与运算的序列如图 5.3-2（a）、（e）所示，可知其重合部分的横坐标为

0,1, 2, 3m  ，故： 

2131222324

)0()3()1()2()2()1()3()0()3()()3( 21212121

3

0
21



 


ffffffffmfmff
m  

（6）当 4n 时，参与运算的序列如图 5.3-2（a）、（f）所示，可知其重合部分的横坐标为

0,1, 2, 3m  ，故： 

163021222314

)0()4()1()3()2()2()3()1()4()0()4()()4( 2121212121

4

0
21



 


ffffffffffmfmff
m  

（7）当 5n 时，参与运算的序列如图 5.3-2（a）、（g）所示，可知其重合部分的横坐标为

1, 2, 3m  ，故： 

9302021221304
)0()5()1()4()2()3()3()2()4()1()5()0(

)5()()5(

212121212121

5

0
21




 


ffffffffffff

mfmff
m

 

（8）当 6n 时，参与运算的序列如图 5.3-2（a）、（h）所示，可知其重合部分的横坐标为 2, 3m  ，

故： 

430202021120304
)0()6()1()5()2()4()3()3()4()2()5()1()6()0(

)6()()6(

21212121212121

6

0
21




 


ffffffffffffff

mfmff
m
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（9）当 7n 时，参与运算的序列如图 5.3-2（a）、（i）所示，可知其重合部分的横坐标为 3m ，

故： 

13020202011020304
)0()7()1()6()2()5(

)3()4()4()3()5()2()6()1()7()0()7()()7(

212121

2121212121

7

0
21




 


ffffff

ffffffffffmfmff
m

 

（10）当 7n 时， )(2 mnf  与 )(1 mf 没有重合部分，故： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
m

f n f n f n f m f n m


    
∞

∞

 

所以， ( ) 12,17,20,21,16,9,4,1
n

f n
 

  
 =0

↑
。 

5.3.3  列表法求卷积和 

图解法求解序列的卷积和比较繁琐，实际上，可以采用称之为列表法的方法求解有限长序列

的卷积和。 
观察卷积和的定义式： 

1 2 1 2
def( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m

f n f n f n f m f n m


  
∞

∞

 

可以发现求和符号内乘积项 )()( 21 mnfmf  的序号之和正好等于n。因此，如果将 )(1 nf 的序列

值排成一行，将 )(2 nf 的序列值排成一列，且在表中计入各行和各列的交叉点处序列值的乘积，

那么沿斜线上各项 )()( 21 mnfmf  的序号之和为常数n，各项数值之和就是卷积和，如表5.3-1

所示。 

表 5.3-1  求卷积和的序列阵表 

  
根据卷积和定义式，若计算 )(nf ，即n点处的卷积和，则有： 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) (0) ( ) (1) ( 1)
m

f n f m f n m f f n f f n f f n


           
∞

∞

 

如果序列为因果有限长序列，则表5.3-1中的求和上下限分别为n和0，有： 
)0()()1()1()1()1()()0()( 21212121 fnffnfnffnffnf    

例5.3-3  用列表法求图5.3-1所示信号的卷积和 )()()( 21 nfnfnf  。 

解：本题已在例5.3-2中采用图解法求解，现在采用列表法求解。 
根据列表法的求解思路，列表如下： 
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表 5.3-2  例 5.3-3 序列阵表 

 

所以， ( ) 12,17,20,21,16,9,4,1
n

f n
 

  
 =0

↑
。 

显然，本例结果与例5.3-2完全相同。 

5.3.4  不进位乘法求卷积和 

不进位乘法又称序列相乘法，是求解有限长序列卷积和的另一种常用方法，其求解思路与列

表法相同。不进位的含义是，进行乘法运算时，不遵循十进制运算中“满十进一”的规则，即永

不进位。下面举例说明其使用方法。 
例5.3-4  用不进位乘法求图5.3-1所示信号的卷积和 )()()( 21 nfnfnf  。 

解：本题已在例5.3-2和例5.3-3中分别采用图解法和列表法求解，现在采用不进位乘法求解。 
不进位乘法计算过程为： 

 
需要注意，在计算n=1、n=2、n=3、n=4的序列值时，求和后出现了“满十”，但没有发生进位。 

所以， ( ) 12,17,20,21,16,9,4,1
n

f n
 

  
 =0

↑
。 

显然，本例结果与例 5.3-2、例 5.3-3 完全相同。 

练习题 

5.3-1  求下列序列的卷积和 )(*)()( 21 nfnfny  。 
1） )()3.0()(1 nunf n ， )()5.0()(2 nunf n   2） )2()(1  nunf ， )3()(2  nunf  

3）
0

1( ) 1 ,2,0,1
n

f n


 
  
 ↑

，
0

2 ( ) 2,2,3
n

f n


 
  
 ↑

 

5.4  卷积和的性质 

卷积和是一种数学运算，它有许多重要的性质（或运算规则），灵活地运用它们能简化卷积运算。 
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5.4.1  卷积和的代数运算性质 

卷积和满足交换律、分配律和结合律。 
1）交换律： 

)()()()( 1221 nfnfnfnf                     （5.4-1） 

证明：在式（5.3-1）中，令 kmn  ，有： 

1 2 1 2 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m k

f n f n f m f n m f k f n k f n f n
 

       
∞ ∞

∞ ∞

 

2）分配律： 
)()()()()]()([)( 3121321 nfnfnfnfnfnfnf           （5.4-2） 

证明：由式（5.3-1）得： 

1 2 3 1 2 3

1 2 1 3

1 2 1 3

( ) [ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

m

m m

f n f n f n f m f n m f n m

f m f n m f m f n m

f n f n f n f n



 

     

   

   



 

∞

∞

∞ ∞

∞ ∞

 

3）结合律： 
)]()([)()()]()([ 321321 nfnfnfnfnfnf            （5.4-3） 

证明：由式（5.3-1）得： 

1 2 3 1 2 3[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )
k m

f n f n f n f m f k m f n k
 

 
     

 
 
∞ ∞

∞ ∞

 

令 pmk  ，则 pmk  ，将其代入上式，并交换求和次序，得： 

1 2 3 1 2 3 1 2 3[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]
m p

f n f n f n f m f p f n m p f n f n f n
 

 
        

 
 
∞ ∞

∞ ∞

 

例 5.4-1  计算 1)(1 nf 和 )(5.0)(2 nunf n 的卷积和 )()()( 21 nfnfnf  。 

解：本题已在例 5.3-1 2）中采用定义法求解，现在利用卷积和的交换律求解。 
由于例 5.3-1 1）中已经求得 2 1( ) ( ) 2 ,f n f n n    ∞ ∞，故根据卷积和的交换律，可直接

得出结果： 
1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2,f n f n f n f n f n n       ∞ ∞  

显然，本例结果与例 5.3-1 2）完全相同。 

5.4.2  单位序列的卷积和特性 

考虑单位序列的筛分特性，根据卷积和的定义和交换律，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

f n n n f n m f n m f n  


     
∞

∞

 

即： 
)()()()()( nfnfnnnf                      （5.4-4） 

令上式中的 )()( nnf  ，可得推论 1： 
)()()( nnn                            （5.4-5） 

式（5.4-4）和式（5.4-5）表明：序列（普通序列或单位序列）与单位序列的卷积结果是它本

身。 
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现将式（5.4-4）中的单位序列平移 n1，则有推论 2： 
)()()()()( 111 nnfnfnnnnnf                     （5.4-6） 

证明思路与式（5.4-4）类似。式（5.4-4）和式（5.4-6）的波形分别如图 5.4-1（a）、（b）所示。 

 
图 5.4-1  序列 f(n)与单位序列的卷积和 

令 )()( 2nnnf - ，则根据式（5.4-6）可得推论 3： 
)()()()()( 212112 nnnnnnnnnnn            （5.4-7） 

根据式（5.4-6）还可得推论 4： 
)()()()()( 212112 nnnfnnnnfnnnnf            （5.4-8） 

式（5.4-8）的波形如图 5.4-2 所示。 

 
图 5.4-2  移位序列与移位单位序列的卷积和 

例 5.4-2  计算 )(5.0)(1 nunf n 和 )()(2 nnf  的卷积和 )()()( 21 nfnfnf  。 

解：本题已在例 5.3-1 7）中采用定义法求解，现在利用单位序列特性求解。 
由式（5.4-4），可直接求得： 

)(5.0)()(5.0)( nunnunf nn    

显然，本例结果与例 5.3-1 7）完全相同。 

5.4.3  移位序列的卷积和特性 

参与卷积和运算的一个序列存在移位，则该移位可以重新分布于另一个序列中，而结果不变，即： 
)()()()( 121211 nnfnfnfnnf                   （5.4-9） 
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式中， Zn 1 为常数，下面对其进行证明。 

根据式（5.4-6），有： 
)()]()([)()( 211211 nfnnnfnfnnf    

由式（5.4-3），有： 
)()()]()([)()()( 121211211 nnfnfnfnnnfnfnnf    

同理可以证明： 

)()()()(
)()()()(

22112121

12212211

nfnnnfnnnfnf

nnfnnfnnfnnf




     （5.4-10） 

式（5.4-10）表明，参与卷积运算的序列移位可以重新分布于两个序列中，结果不变。 
若 )()()( 21 nfnfnf  ，则根据式（5.4-6）和式（5.4-3），有： 

)]()([)]()([
)]()([)]()([)()(

2121

22112211

nnnnnfnf

nnnfnnnfnnfnnf







 

由式（5.4-7），并考虑已知条件 )()()( 21 nfnfnf  ，得 
)()()()( 212211 nnnnfnnfnnf    

由式（5.4-6），得： 
)()()( 212211 nnnfnnfnnf   

考虑式（5.4-10），若： 
)()()( 21 nfnfnf  ， 

则： 

)()()(
)()()()()()(

212211

212112212211

nnnfnfnnnf

nnnfnfnnfnnfnnfnnf




     （5.4-11） 

式（5.4-11）表明，卷积结果的移位可以分布于参与卷积运算的两个序列中，波形如图 5.4-3
所示。 

 
图 5.4-3  移位序列卷积和 
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图 5.4-3  移位序列卷积和（续） 

例 5.4-3  计算 )3()(1  nunf 和 )4()(2  nunf 的卷积和 )()()( 21 nfnfnf  。 

解：本题已在例 5.3-1 6）中采用定义法求解，现在利用移位序列特性求解。 
由于例 5.3-1 4）中已经求得： 

)()1()()( nunnunu   

根据式（5.4-11），可直接得出结果： 
)7()6()4()3(  nunnunu  

显然，本例结果与例 5.3-1 6）完全相同。 

练习题 

5.4-1  求下列卷积和。 
1） )1()]2()([  nununu   2） )1()]1()([  nunn   

5.5  本 章 小 结 

本章首先介绍了离散信号的基本运算：加（减）法、乘法、差分、反转和平移，之后介绍了

几种典型的离散信号，其中重点介绍了阶跃序列和单位序列。最后对在离散信号的时域分析中占

有极其重要地位的卷积和进行了详细介绍。离散信号的基本运算、阶跃序列和单位序列的定义和

性质以及卷积和的定义、求解方法和性质均需读者认真加以揣摩。 
具体来讲，本章主要介绍了： 
① 离散信号的加（减）法和乘法。重点理解同一瞬时两序列值对应相加（减）和相乘。 
② 离散信号的差分。读者需要理解前向差分和后向差分的概念及其相互关系。 
③ 离散信号的平移和反转。重点理解任意一种操作均是针对自变量 n 进行的，并能够熟练地

进行正向变换（ 0( ) ( )f n f n n → ）和逆向变换（ 0( ) ( )f n n f n  → ）。另外，还需理解离散信号

一般不做尺度变换操作的原因。 
④ 阶跃序列的定义和性质。重点理解阶跃序列和阶跃信号的关系，并能在表达式和信号波形

之间相互转换。 
⑤ 单位序列的定义和性质。重点理解单位序列和冲激信号、单位序列和阶跃序列的关系，并

熟练掌握和运用单位序列的性质。 
⑥ 卷积和。重点理解卷积和的定义和性质，并深刻理解卷积和的图解过程。同时，应能综合

运用卷积和的定义、性质、图解法、列表法和不进位乘法求解离散信号的卷积和。 
本章的主要知识脉络如图 5.5-1 所示。 
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图 5.5-1  本章知识脉络示意图 

练习题答案 

5.1-1  1）                2）                  3） 

 
5.1-2 

 

5.2-1  1）                     2） 

 
5.2-2  1）-2  2）1 
5.3-1  1） )(])5.0(5.2)3.0(5.1[)( nuny nn      2） )1()(  nnuny  

      3）
0

( ) 2,6,7,8,2,3
n

y n


 
  
 ↑

 

5.4-1  1） )3()2()1(  nunnnu       2） )2()1(  nunu  

本 章 习 题 

5.1  已知离散信号
π( ) sin [ ( ) ( 11)]
5

n
f n u n u n    

 
，试画出下列信号的波形。 
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1） )(nf   2） )2( nf   3） )3( nf    4） ( )
n

m

f m



∞

 

5.2  )(1 nf 、 )(2 nf 和 )(ny 均为因果序列，已知 1 1
0

( )
n

s f n


 
∞

， 2 2
0

( )
n

s f n


 
∞

，
0

( )
n

s y n


 
∞

，且

)()()( 21 nfnfny  ，证明 21sss  。 
5.3  证明 )]()([)()( 2121 nfnfanfanfa nnn  。 
5.4  计算卷积和 )1()]1(2)(3[)(  nunununy nn 。 
5.5  下列关于 )(nu 与 )(n 关系描述正确的是        。 

（A） ( ) ( )
n

m

u n m


 
∞

             （B）
0

( ) ( )
m

u n n m


 
∞

   

（C） )1()()(  nunun          （D） )1()()(  nunun  
5.6  证明   )()()()()()( 212121 nfnfnfnfnfnf  。 
5.7  计算卷积和 )]5()([)()(  nunununy 。 
5.8  已知某因果序列 )(nf 与 )(nh 的卷积和为 )0()1()1()()()( ffnfnfnhnf   ，

求序列 )(nh 。 

5.9  求序列和 ( )
n

m

u m



∞

。 
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第 6 章  离散信号的 z 域分析 

【内容提要】 
本章首先介绍 z 变换的定义和收敛域，接着介绍 z 变换的性质和逆 z 变换的求解方法，最后

讨论 s 域与 z 域的映射关系。通过对本章内容的学习，读者应能够深入理解 z 变换的收敛域，能

够运用定义和性质求解离散信号的 z 变换，能够应用部分分式展开法求解逆 z 变换。 
【重点难点】 
★ z 变换的定义和收敛域 
★ z 变换的性质 
★ 部分分式展开法求逆 z 变换 

6.1  z 变换 

6.1.1  z 变换的定义 

连续信号 )(tf 与周期为 T 的周期性单位冲激序列 ( ) ( )T
n

t t nT 


 
∞

∞

时域相乘，所得的信号

称为取样信号，记为 )(tf s ，即： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s T
n n

f t f t t f t t nT f nT t nT  
 

     
∞ ∞

∞ ∞

      （6.1-1） 

对式（6.1-1）的等号两端分别进行双边拉普拉斯变换，有： 

( ) ( )e d ( ) ( ) e dst st
sb s

n

F s f t t f nT t nT t 

 


 
   

 
 
∞∞ ∞

∞ ∞
∞

 

交换积分和求和符号的顺序，考虑到 )(nTf 不是 t 的函数，故可将其提到积分符号之外： 

( ) ( ) ( )e dst
sb

n

F s f nT t nT t 




  
∞ ∞

∞
∞

 

根据式（2.2-10），考虑到 e snT 不是 t 的函数，得： 

( ) ( )e ( )dsnT
sb

n

F s f nT t nT t




  
∞ ∞

∞
∞

 

由式（2.2-5），得： 

( ) ( )e snT
sb

n

F s f nT 



 
∞

∞

                       （6.1-2） 

若令 esTz  ，序列 )(nTf 简记为 )(nf ，则式（6.1-2）变成了复变量 z 的函数，用 )(zF 表示，

即： 

( ) ( ) n

n

F z f n z



 
∞

∞

                        （6.1-3） 

式（6.1-3）称为序列 )(nf 的双边 z 变换。 

与拉普拉斯变换有双边和单边之分类似，z 变换也分为双边和单边 z 变换。如果求和只在 n
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的非负值域进行，即： 

0

( ) ( ) n

n

F z f n z




∞

                          （6.1-4） 

则称其为序列 )(nf 的单边 z 变换。 
比较式（6.1-3）和式（6.1-4）可以看出，若 )(nf 为因果序列，则其单边和双边 z 变换相等，

否则不等。今后在不致混淆的情况下，统称它们为 z 变换。 
由于单边 z 变换用得较多，故如无特别说明，则 z 变换一般指单边 z 变换。z 变换定义式中的

)(zF 称为 )(nf 的象函数，而 )(nf 称为 )(zF 的原函数（序列），常记为： 
 )()( nfzF Z  
 )()( 1 zFnf Z  

或简记为： 
)()( zFnf   

6.1.2  z 变换的收敛域 

同拉普拉斯变换类似，z 变换也存在一个收敛域的问题。由于 z 变换定义为一个无穷幂级数之

和，因此，只有当该幂级数收敛时，其 z 变换才存在。能使 z 变换存在的复变量 z 在 z 平面上的取

值区域称为 z 变换的收敛域，简记为 ROC。 
由幂级数收敛的判定方法可知，当式（6.1-3）和式（6.1-4）中的幂级数满足绝对可和条件时，

即满足： 

( ) n

n

f n z




∞

∞

∞  

或 

0
( ) n

n

f n z




∞

∞  

时，z 变换定义式一定收敛，反之不收敛。故绝对可和是序列 )(nf 的 z 变换存在的充要条件。 

总体上来看，序列可以分为有限长序列、因果序列、反因果序列和双边序列四类，下面通过

例题讨论上述四类序列的单边和双边 z 变换的象函数和收敛域。 
例 6.1-1  求下列有限长序列的单边和双边 z 变换。 

1）
0

1( ) 1 ,2,3,4,5
n

f n


 
  
 ↑

             2）
0

2 ( ) 1,2, 3,4,5
n

f n


 
  
 ↑

 

解：1）由式（6.1-4）可知其单边 z 变换为： 
4

1 2 3 4
1 1 1

0 0
( ) ( ) ( ) 1 2 3 4 5n n

n n

F z f n z f n z z z z z     

 

       
∞

 

由式（6.1-3）可知其双边 z 变换为： 
4

1 2 3 4
1 1 1

0
( ) ( ) ( ) 1 2 3 4 5n n

n n

F z f n z f n z z z z z     

 

       
∞

∞

 

收敛域可利用绝对可和条件进行判断。由于幂级数中均为 z 的负次幂项，因此，仅当 0z 时

幂级数不收敛，故其单边、双边 z 变换的收敛域为 0 z ∞≤ 。可见，其单边和双边 z 变换完全相

同。 
2）由式（6.1-4）可知其单边 z 变换为： 
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2
1 2

2 2 2
0 0

( ) ( ) ( ) 3 4 5n n

n n

F z f n z f n z z z   

 

     
∞

 

由式（6.1-3）可知其双边 z 变换为： 
2

2 1 1 2
2 2 2

2
( ) ( ) ( ) 2 3 4 5n n

n n

F z f n z f n z z z z z   

 

       
∞

∞

 

收敛域可利用绝对可和条件进行判断。 
（1）单边 z 变换收敛域：由于幂级数中均为 z 的负次幂项，因此，仅当 0z 时幂级数不收敛，

故其单边 z 变换的收敛域为 0 z ∞≤ 。 

（2）双边 z 变换收敛域：幂级数中有 z 的正次幂项和负次幂项，对于幂级数中的正次幂项，

当 z ∞时不收敛；对于幂级数中的负次幂项，当 0z 时不收敛。因此，其收敛域为 0 z ∞。 

可见，其单边和双边 z 变换的象函数和收敛域均不同。 
因此，有限长序列 z 变换的收敛域一般为 0 z ∞，但有时它在 0 和（或）∞也收敛。如果

某序列的 z 变换为一个不依赖于 z 的常数，则其收敛域一定为全 z 平面。 
例 6.1-2  求因果序列 )()( nuanf n （a 为常数）的单边和双边 z 变换。 
解：先求单边 z 变换。 
由式（6.1-4）可知其单边 z 变换为： 

1

0 0 0
( ) ( ) lim ( )

N
n n n n n

N
n n n

F z a u n z a z az  

  

    
∞ ∞

→∞
 

1）当 11 az ，即 az  时，由等比序列部分和公式，有： 
1 1

1

1 ( )( ) lim
1

N

N

az
F z

az

 






→∞
→∞  

显然，此时因果序列 )(nf 的单边 z 变换的幂级数不收敛，故单边 z 变换不存在。 

2）当 11 az ，即 az  时，有： 

0 0
( ) lim 1 lim 1

N N
n

N N
n n

F z
 

  
→∞ →∞

→∞  

显然，此时因果序列 )(nf 的单边 z 变换的幂级数也不收敛，故单边 z 变换也不存在。 

3）当 11 az ，即 az  时，由无穷等比序列求和公式，有： 
1 1

1 1

1 ( ) 1( ) lim
1 1

N

N

az z
F z

az az z a

 

 


  

  →∞
 

显然，此时因果序列 )(nf 的单边 z 变换存在，其收敛域为 az  。 
因 z 是复变量，故可令 z=x+jy ),( Ryx  ，则有： 

2 2 2 2 2jz x y x y a x y a         

故其收敛域为收敛半径为 a 的圆外区域，如图 6.1-1 所示。 

再求双边 z 变换。 
由式（6.1-3）可知其双边 z 变换为： 

0
( ) ( )n n n n

n n

F z a u n z a z 

 

  
∞ ∞

∞

 

将其与单边 z 变换的计算式比较，可以发现二者完全相同，因此，其单边和双边 z 变换的象

函数和收敛域完全相同。 

 
图 6.1-1  因果序列 z

变换收敛域 
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根据式（6.1-3）和式（6.1-4），单边 z 变换和双边 z 变换的唯一区别就在于求和下限不同，但

对于因果序列 )(nf 来说，当 0n 时， 0)( nf ，故其 z 变换的求和下限必为 0。所以，对于因果

序列来说，若其 z 变换存在，则单边和双边 z 变换的象函数相同，收敛域亦相同，均为 01z ( 01

为收敛半径），即为收敛圆的外部区域。 
例 6.1-3  求反因果序列 )1()(  nubnf n （b 为常数）的单边和双边 z 变换。 
解：先求单边 z 变换。 
由式（6.1-4）可知其单边 z 变换为： 

0 0
( ) ( 1) 0 0n n n

n n

F z b u n z z 

 

      
∞ ∞

 

再求双边 z 变换。 
由式（6.1-3）可知其双边 z 变换为： 

1

( ) ( 1)n n n n

n n

F z b u n z b z


 

 

    
∞

∞ ∞

 

令 nm  ，交换求和上下限，有： 
1 1

1 1
( ) ( ) lim ( )

N
m m

N
m m

F z b z b z 

 

  
∞

→∞
 

1）当 11  zb ，即 bz  时，由等比序列部分和公式，有： 
1 1

1

( )( ) lim
1

N

N

b z b z
F z

b z

 






→∞
→∞  

显然，此时反因果序列 )(nf 的双边 z 变换的幂级数不收敛，故双边 z 变换不存在。 

2）当 11  zb ，即 bz  时，有： 

1 1
( ) lim 1 lim 1

N N
m

N N
m m

F z
 

  
→∞ →∞

→∞  

显然，此时反因果序列 )(nf 的双边 z 变换的幂级数也不收敛，故双边 z 变换也不存在。 

3）当 11  zb ，即 bz  时，由无穷等比序列求和公式，有： 
1 1 1

1 1

( )( ) lim
1 1

N

N

b z b z b z z
F z

b z b z z b

  

 

 
  

  →∞
 

显然，此时反因果序列 )(nf 的双边 z 变换存在，且其收敛域为 bz  ，即收敛

半径为 b 的圆内区域，如图 6.1-2 所示。 

可见，反因果序列的双边 z 变换可能存在，其收敛域为 02z ( 02 亦称

为收敛半径），即为收敛圆的内部区域，而任何反因果序列的单边 z 变换均为

零，无研究意义。 
例 6.1-4  求双边序列 )1()()(  nubnuanf nn （a、b 均为常数，且 ba  ）的单边和双边

z 变换。 
解：先求单边 z 变换。 
由式（6.1-4）可知其单边 z 变换为： 

0 0
( ) ( ) ( 1)n n n n n

n n

F z a u n b u n z a z 

 

       
∞ ∞

 

由例 6.1-2 的结论可知其单边 z 变换为： 

 
图 6.1-2  反因果序

列 z 变换收敛域 
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( ) ,z
F z z a

z a
 


 

再求双边 z 变换。 
由式（6.1-3）可知其双边 z 变换为 

1

1 2
0

( ) ( ) ( 1) ( ) ( )n n n n n n n

n n n

F z a u n b u n z a z b z F z F z


  

  

           
∞ ∞

∞ ∞

 

由 )(nf 的单边 z 变换可知： 

1( ) ,z
F z z a

z a
 


 

由例 6.1-3 的结论可知： 

2 ( ) ,z
F z z b

z b


 


 

所以， )(nf 的双边 z 变换为： 

bz

z

az

z
zF







)(  

为使双边序列 )(nf 的双边 z 变换存在，需因果序列部分和反因果序列

部分的象函数 )(1 zF 和 )(2 zF 均收敛，故其收敛域为 bza  ，即双边序

列的双边 z 变换的收敛域是一个环状区域，如图 6.1-3 所示。 
因此，若双边序列的单边和双边 z 变换均存在，则其单边和双边 z 变

换的象函数不相等，收敛域也不同：单边 z 变换的收敛域为收敛圆的外部

区域，而双边 z 变换的收敛域为环状区域。 
例 6.1-5  求双边序列 ( ) ,nf n a n   ∞ ∞（a 为常数）的单边和双边 z 变换。 
解：先求单边 z 变换。 
由式（6.1-4）可知其单边 z 变换为： 

0 0
( ) n n n n

n n

F z a z a z 

 

  
∞ ∞

 

由例 6.1-2 的结论可知其单边 z 变换为： 

( ) ,z
F z z a

z a
 


 

再求双边 z 变换。 
由式（6.1-3）可知其双边 z 变换为： 

1

1 2
0

( ) ( ) ( )n n n n n n

n n n

F z a z a z a z F z F z


  

  

      
∞ ∞

∞

 

由例 6.1-4 的结论可知 )(1 zF 的收敛域为 az  ， )(2 zF 的收敛域为 az  ，所以，其收敛域应

为 aza  ，显然这样的一个环形区域是不存在的，因此，双边序列 )(nf 存在单边 z 变换但不

存在双边 z 变换。 
由式（6.1-3）和式（6.1-4）可知，存在双边 z 变换的双边序列一定存在单边 z 变换；由例 6.1-5

可知，存在单边 z 变换的双边序列不一定存在双边 z 变换。 
例 6.1-6  求下列序列的双边 z 变换。 
1） )(2)(1 nunf n   2） )1(2)(2  nunf n  

解：1）根据例 6.1-2，令 2a 有： 

 
图 6.1-3  双边序列 z 变

换收敛域 
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1 1( ) 2 ( ) ( ) , 2
2

n z
f n u n F z z

z
   


 

2）根据例 6.1-3，令 2b ，有： 

2 2( ) 2 ( 1) ( ) , 2
2

n z
f n u n F z z

z
      


 

可见，序列 )(1 nf 和 )(2 nf 双边 z 变换的象函数表达式完全相同，因此，单纯利用象函数无法

唯一确定其原序列，即双边 z 变换的象函数和原序列并非一一对应。但是，序列 )(1 nf 和 )(2 nf 的

象函数的收敛域不同，因此，双边 z 变换的象函数和收敛域一起与原序列一一对应，这一点同双

边拉普拉斯变换类似。 
由式（6.1-3）和式（6.1-4）可知，单边 z 变换只是双边 z 变换的一种特殊情况，其收敛域比

较简单，一定是收敛圆以外的区域。由此可知，单边 z 变换的象函数 F(z)与时域序列 f(n)总是一一

对应的，故在以后各节问题的讨论中经常不标注单边 z 变换收敛域，这一点同单边拉普拉斯变换

类似。 
作为本节的总结，表 6.1-1 列出了常用序列的 z 变换对。 

表 6.1-1  常用序列的 z 变换对（α是实/复常数） 

反因果序列 

( ), 1f n n ≤
 

收敛域 

z   
象函数 

( )F z  
收敛域 

z   
因果序列 

( ), 0f n n ≥
 

/ / 1 全平面 ( )n  

/ / , 0mz m   0z   
( )n m   

( )n m   z ∞  
, 0mz m   / / 

( 1)u n    1z   
1

z

z 
 1z   

( )u n  

( 1)na u n    z a  z

z a
 z a  

( )na u n  

1 ( 1)nna u n    z a  
2( )

z

z a
 

z a  1 ( )nna u n  

21 ( 1) ( 1)
2

nn n a u n     z a  
3( )

z

z a
 

z a  21 ( 1) ( )
2

nn n a u n  

( 1) ( 1)
!

( 1)n m

n n n m

m

a u n

  


  


 z a  

1 , 1
( )m

z
m

z a 
≥

 
z a  

( 1) ( 1)
!

( )n m

n n n m

m

a u n

  





 

sin( ) ( 1)na n u n    z a  
2 2

sin( )
2 cos( )
az

z az a


 

 
z a  

sin( ) ( )na n u n  

cos( ) ( 1)na n u n    z a  
2 2

[ cos( )]
2 cos( )

z z a

z az a





 

 
z a  

cos( ) ( )na n u n  

 

练习题 

6.1-1  求以下序列的 z 变换。 

1） )(
3
1)(1 nunf

n







   2） )()(

2
1)(2 nnunf

n







   3） )(

3
1)(

2
1)(3 nununf

nn














  

6.1-2  求以下各序列的双边 z 变换，并注明收敛域。 

1） )1(
2
1)(1 





 nunf

n

  2） )1(2)(
3
1)(2 





 nununf n

n

  3）
n

nf 







2
1)(3  
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6.2  z 变换的性质 

本节讨论 z 变换的性质，若无特殊说明，它既适用于单边 z 变换也适用于双边 z 变换。 

6.2.1  线性性质 

若： 

1111 ),()(   zzFnf  

2222 ),()(   zzFnf  

则对任意常数 a 和 b，有： 
)()()()( 2121 zbFzaFnbfnaf                  （6.2-1） 

式（6.2-1）称为 z 变换的线性性质，其收敛域至少应为两个收敛域的重叠部分。对于多个信号的

情况，线性性质仍然适用，证明略。 
例 6.2-1  求序列  )(3)(2)( nunnf   的单边 z 变换。 

解：由常用序列的 z 变换对可知： 

1 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) 1, 0n

n

f n n F z n z z  



   
∞

∞≥ ≥  

2 2( ) ( ) ( ) , 1
1

z
f n u n F z z

z
   


 

由式（6.2-1），得： 

1 2 1 2
3( ) 2 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 2 , 1

1
z

f n f n f n F z F z z
z

      


 

6.2.2  移位特性 

若： 
( ) ( ),f n F z z     

且有整数 0m ，则： 
( ) ( ),mf n m z F z z                        （6.2-2） 

式（6.2-2）称为双边 z 变换的移位特性，也称为移序特性。 
若： 

( ) ( ),f n F z z    

且有整数 0m ，则： 
1( 1) ( ) ( 1),f n z F z f z                       （6.2-3） 

2 1( 2) ( ) ( 2) ( 1) ,f n z F z f f z z                     （6.2-4） 
3 1 2( 3) ( ) ( 3) ( 2) ( 1) ,f n z F z f f z f z z                   （6.2-5） 

  
1

0
( ) ( ) ( ) ,

m
m n

n

f n m z F z f n m z z 


 



                   （6.2-6） 

( 1) ( ) (0) ,f n zF z f z z                        （6.2-7） 
2 2( 2) ( ) (0) (1) ,f n z F z f z f z z                     （6.2-8） 

3 3 2( 3) ( ) (0) (1) (2) ,f n z F z f z f z f z z                   （6.2-9） 
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  
1

0
( ) ( ) ( ) ,

m
m m n

n

f n m z F z f n z z 






                         （6.2-10） 

式（6.2-3）～式（6.2-10）称为单边 z 变换的移位特性，也称为移序特性。其中，式（6.2-3）～

式（6.2-6）为单边 z 变换的右移特性，式（6.2-7）～式（6.2-10）为单边 z 变换的左移特性。 
显然，双边和单边 z 变换的移位特性不同，这是由式（6.1-3）和式（6.1-4）的求和下限不同

造成的，下面分别证明双边和单边移位特性。 
由式（6.1-3），有： 

( ) ( ) n

n

f n m f n m z



  
∞

∞

 

令 imn  ，则有： 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )i m i m m i m

i i i

f n m f i z f i z z z f i z z F z     

  

      
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

 

对于上式，如果 )(zF 收敛，则 )(zFz m 也收敛，故其收敛域同为   z ，式（6.2-2）得

证。 
由式（6.1-4），有： 

0
( ) ( ) n

n

f n m f n m z



  
∞

 

令 imn  ，则有： 
1

( )

0

1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

i m m i m i m i

i m i m i m i

m
m i m n m

i m n

f n m f i z z f i z z f i z z f i z

f i z z F z f n m z z F z


       

   

 
    

 

    

    

   

 

∞ ∞ ∞

 

对于上式，如果 )(zF 收敛，则 )(zFz m 也收敛，故其收敛域同为 z ，式（6.2-6）得证，

同理可证式（6.2-10）。 

例 6.2-2  求周期为 N 的有始周期性单位序列
0

( ) ( )N
m

n n mN 


 
∞

的单边 z 变换。 

解：由式（6.1-4），得： 

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) n

N
m n m

n n mN F z n mN z   

  

 
     

 
  
∞ ∞ ∞

 

根据式（6.2-6），并考虑到 1)( n 且当 0n 时 0)( n ，有： 

1,)()(
1

0

 




  zzzmNnzmNn mN
m

n

nmN   

由式（6.2-1）并考虑无穷等比数列求和公式，有： 

0

1( ) , 1
1 1

N
mN

N N
m

z
F z z z

z z





   
 

∞

 

例 6.2-3  求序列 )()( nnunf  的单边 z 变换。 

解法一：利用单边 z 变换的右移特性求解。 
考虑式（5.2-6），序列 )(nf 可改写为： 

  )1()()1()()1()()(  nnunnnnunnunnnunf   
根据序列 )(nf 的表达式，得： 
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)1()()1()1()1()1()1(  nunfnunnununnf  

若 )()( zFnf  ，由式（6.2-3）及常用序列的 z 变换对
1

)(



z

z
nu ，得： 

1
)()1()()1( 11


 

z

z
zzFfzFznf  

考虑到 0)1( f ，故得序列的单边 z 变换为： 

2( ) , 1
( 1)

z
F z z

z
 


 

解法二：利用单边 z 变换的左移特性求解。 
考虑式（5.2-7），由序列 )(nf 的表达式可知： 

  )()()()()1()()1()1()1()1( nunfnunnunnunnunnf    

若 )()( zFnf  ，由式（6.2-7）及常用序列的 z 变换对
1

)(



z

z
nu ，有： 

1
)()0()(




z

z
zFzfzzF  

考虑到 0)0( f ，故得序列的单边 z 变换为： 

2( ) , 1
( 1)

z
F z z

z
 


 

6.2.3  z 域尺度变换 

若： 
  zzFnf ),()(  

且有常数 0a ，则： 

aza
a

z
Fnfan  






 ,)(                   （6.2-11） 

式（6.2-11）称为 z 变换的 z 域尺度变换性质，该性质表明时域中序列 )(nf 乘以指数序列 na 相当

于其象函数在 z 域进行展缩。下面对其进行证明。 
由式（6.1-3），得： 

( ) ( ) ( )
n

n n n

n n

z z
a f n a f n z f n F

a a




 

        
   

 
∞ ∞

∞ ∞

 

根据信号尺度变换的定义，可知象函数 )(zF 在 z 域中进行横坐标展缩，其展缩比例为 a 。因

此，其收敛域为 aza   。 

例 6.2-4  求序列 )()( nuanf n 的单边 z 变换。 

解：利用常用序列的 z 变换对 1,
1

)( 


 z
z

z
nu 及式（6.2-11），有： 

( ) ( ) ,
1

n

z
zaf n a u n z a

z z a
a

   


 

例 6.2-5  求序列 )()cos()( nunnf  的单边 z 变换。 

解：利用欧拉公式改写序列表达式，得： 
( ) cos( ) ( ) 0.5(e e ) ( )j n j nf n n u n u n      
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利用常用序列的 z 变换对 1,
1

)( 


 z
z

z
nu 及式（6.2-11），有： 

j
j j

j

j

ee ( ) (e ) ( ) , 1
e1

e

n n

z
z

u n u n z
z z


 





   


 

j
j j

j

j

ee ( ) (e ) ( ) , 1
e1

e

n n

z
z

u n u n z
z z


 






 





   


 

由式（6.2-1），得： 
j j

j j

0.5 0.5cos( ) ( ) 0.5(e e ) ( ) , 1
e e

n n z z
n u n u n z

z z
 

  
    

 
 

6.2.4  时域卷积定理 

若： 
1 1 1 1( ) ( ),f n F z z     

2 2 2 2( ) ( ),f n F z z     

则： 
1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ), max( , ) min( , )f n f n F z F z z               （6.2-12） 

式（6.2-12）称为 z 变换的时域卷积定理，该性质表明时域中序列的卷积对应于 z 域中象函数的乘

积，其收敛域至少（一般）为 )(1 zF 与 )(2 zF 收敛域的重叠部分。下面对其进行证明。 

由式（6.1-3），得： 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) n

n

f n f n f n f n z



  
∞

∞

 

由式（5.3-1），得： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) n

n m

f n f n f m f n m z

 

 
   

 
 
∞ ∞

∞ ∞

 

对上式交换求和次序，并利用式（6.2-2），有： 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n m

m n m

f n f n f m f n m z f m z F z F z F z 

  

           
  
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

 

需要说明的是，离散信号的卷积定理包括时域卷积定理和 z 域卷积定理，但由于 z 域卷积定

理使用较少，故不再列出，如有需要可查阅相关资料。 
例 6.2-6  求序列 )()( nnunf  的单边 z 变换。 

解：本题已在例 6.2-3 中利用移位特性求解，现在利用时域卷积定理求解。 
解法一：因为： 

)()1()()( nunnunu   

根据式（5.4-11）和式（5.2-6），得： 
)()]()([)1()1()( nnunnunnnununu    

利用常用序列的 z 变换对
1

)(



z

z
nu 及式（6.2-3）和式（6.2-12），有： 
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2
1

)1(11
)1()()()(















 

z

z

z

z
z

z

z
nununnunf  

解法二：因为： 
)()()()1()()( nunnununnunu   

利用常用序列的 z 变换对
1

)(



z

z
nu 及式（6.2-1）和式（6.2-12），有： 

2)1(111
)()()()()()(













z

z

z

z

z

z

z

z
zFnunununnunf  

显然，本例结果与例 6.2-3 完全相同。 

6.2.5  z 域微分特性 

若： 
( ) ( ) ,f n F z z     

则： 
d( ) ( ) ,
d

nf n z F z z
z

                       （6.2-13） 

2 d d( ) ( ) ,
d d

n f n z z F z z
z z

        
             （6.2-14） 

3 d d d( ) ( ) ,
d d d

n f n z z z F z z
z z z

            
           （6.2-15） 

  
d( ) ( ) ,
d

m
mn f n z F z z

z
      

 
               （6.2-16） 

式（6.2-13）～式（6.2-16）称为 z 域微分特性，其收敛域保持不变。式中的
d
d

m

z
z

  
 

（m>0）表

示共进行 m 次求导和乘以-z 的运算，即： 
d d d d ( )
d d d d

m

z z z z F z
z z z z

              
     

   

下面对其进行证明。 
由式（6.1-3）可知，象函数可展开成在收敛域内绝对且一致收敛的无穷级数，因此，可对该

级数逐项求导，所得级数的收敛域与原级数相同： 

1 1d d d( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
d d d

n n n n

n n n n

F z f n z f n z f n nz z nf n z
z z z

     

   

             
   
∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

 

对上式等号两端同乘以 z ，得： 
d ( ) ( )
d

n

n

z F z nf n z
z





  
∞

∞

 

即： 
d( ) ( )
d

nf n z F z
z

   

重复执行上述运算，可证得式（6.2-14）～式（6.2-16）。 
例 6.2-7  求序列 )()( nnunf  的单边 z 变换。 
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解：本题已在例 6.2-3 和例 6.2-6 分别利用移位特性和时域卷积定理求解，现在利用 z 域微分

特性求解。 

由常用序列的 z 变换对
1

)(



z

z
nu 及式（6.2-13），有： 

2 2

d ( 1)( ) , 1
d 1 ( 1) ( 1)

z z z z
nu n z z z

z z z z

           
 

显然，本例结果与例 6.2-3 和例 6.2-6 完全相同。 

6.2.6  z 域积分特性 

若： 
( ) ( ) ,f n F z z     

设有整数m ，且 0mn ，则： 

1

( ) ( ) ,m
mz

f n F
z d z

n m

   
   

 
∞

                  （6.2-17） 

式（6.2-17）称为 z 域积分特性。下面对其进行证明。 
由式（6.1-3）可知： 

( ) ( ) n

n

F f n 



  
∞

∞

 

上式等号两端同除以 1m ，得： 

( 1)
1

( ) ( ) n m
m

n

F
f n   




  


∞

∞

 

上式等号两端对 从 z 到∞积分，得： 
( )

( 1)
1

( )d ( ) d ( )
( )

n m
n m

mz z
n n z

F
f n f n

n m

   


 
  


 

 
  
   

  
∞

∞ ∞∞ ∞

∞ ∞

 

由于 0 mn ，故： 

1

( ) ( )d
( )

m n
mz

n

F f n
z z

n m

 


 







∞∞

∞

 

上式两端同乘以 mz ，得： 

1

( ) ( )dm
mz

f n F
z

n m

 
 

 
∞

 

例 6.2-8  求序列 )(
1

2)( nu
n

nf
n


 的单边 z 变换。 

解：由常用序列的 z 变换对 az
az

z
nua n 


 ,)( ，以及式（6.2-17），有： 

2

2 1 1 2( ) d d ln ln , 2
1 ( 2) 2 2 2 2 2

n

z z
z

z z z z
u n z z

n z

  
    

                      
 

∞
∞ ∞

 

6.2.7  时域反转特性 

若： 
( ) ( ) ,f n F z z     

则： 
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1 1 1( ) ( ) ,f n F z z
 

                         （6.2-18） 

式（6.2-18）称为时域反转特性，下面对其进行证明。 
由式（6.1-3），得： 

( ) ( ) n

n

f n f n z



  
∞

∞

 

令 nm  ，则： 

( ) ( ) ( ) m

m

f n f m f m z




   
∞

∞

 

交换求和上下限，有： 
1 1( ) ( ) ( )( ) ( )m

m

f n f m f m z F z  



   
∞

∞

 

由于 )(zF 的收敛域为   z ，显然， 







z
FzF

1)( 1 的收敛域为

11

 z 。 

例 6.2-9  求反因果序列 )1()(  nubnf n （b 为常数）的双边 z 变换。 

解：本题已在例 6.1-3 中利用定义法求解，现在利用时域反转特性求解。 
为利用时域反转特性，可先求 )1()(1   nuanf n 的 z 变换，然后令 1 ab 即可求得结果。 

由常用序列的 z 变换对 az
az

z
nua n 


 ,)( 及式（6.2-3）（注意到 0)1(1  ua ），有： 

az
azaz

zz
nua n 








 ,1)1(

1
1  

由式（6.2-18），得： 
1

1

1 11na u( n ) , z
z a | a |

 
   


 

由线性性质，上式左右两边同乘以 a 得： 

1

11n a
a u( n ) , z

z a | a |


   


 

令 1 ab ，则有： 

bz
bz

z

bz

b
nubnf n 







 



,)1()( 11

1

 

显然，本例结果与例 6.1-3 完全相同。 

6.2.8  序列部分和定理 

若： 
( ) ( ) ,f n F z z     

则： 

( ) ( ), max ( ,1)
1

n

m

z
f m F z z

z
 



  


∞

             （6.2-19） 

式（6.2-19）称为序列部分和定理，因为象函数中出现了极点 1p ，故因果部分的收敛域取原收

敛半径 和 1 的最大值，下面对其进行证明。 
由式（5.3-1），得： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

m m

f n u n f m u n m f m
 

    
∞

∞ ∞

 

根据式（6.2-12），考虑到常用序列的 z 变换对 1,
1

)( 


 z
z

z
nu ，有： 

( ) ( )
1

n

m

z
f m F z

z




∞

 

例 6.2-10  求序列 )()( nnunf  的单边 z 变换。 

解：本题已在例 6.2-3、例 6.2-6 和例 6.2-7 中分别利用移位特性、时域卷积定理和 z 域微分特

性求解，现在利用序列部分和定理求解。 

根据常用序列的 z 变换对 1,
1

)( 


 z
z

z
nu ，考虑式（6.2-19），有： 

2

2
0

( ) ( ) ( 1) ( ) , 1
1 1 ( 1)

n n

m m

z z z
u m u m n u n z

z z z 

     
   

∞

 

而 
)()()()1( nunnunun   

故利用式（6.2-1），有： 
2

2 2( ) , 1
( 1) 1 ( 1)

z z z
nu n z

z z z
   

  
 

显然，本例结果与例 6.2-3、例 6.2-6 和例 6.2-7 完全相同。 

6.2.9  初值定理和终值定理 

类似于拉普拉斯变换中的初值定理和终值定理，z 变换的初值定理和终值定理常用于由 F(z)
直接求序列 f(n)的初值和终值，而不必求原序列 f(n)的情况。只是需要注意，z 变换的初值定理和

终值定理只适用于右边序列，即适用于 Mn  且 ZM  时 0)( nf 的序列。 

初值定理 
若右边序列与象函数的关系为： 

( ) ( ) ,f n F z z  ∞  

则右边序列的初值为： 
( ) lim ( )M

z
f M z F z

→∞
                        （6.2-20） 

1( 1) lim ( ) ( )M M

z
f M z F z f M z     →∞

              （6.2-21） 
2 ( 1)( 2) lim ( ) ( ) ( 1)M M M

z
f M z F z f M z f M z         →∞

      （6.2-22） 
3 ( 1) ( 2)( 3) lim ( ) ( ) ( 1) ( 2)M M M M

z
f M z F z f M z f M z f M z             →∞

（6.2-23） 

  
1

( )

0

( ) lim ( ) ( )
m

M m M n

z
n

f M m z F z f M n z


  



 
    

 


→∞
            （6.2-24） 

式（6.2-20）～式（6.2-24）称为右边序列的初值定理，式中 0m≥ 且 Zm 。 
若 0M ，则右边序列即为因果序列，序列的初值为： 

(0) lim ( )
z

f F z
→∞

                         （6.2-25） 

 (1) lim ( ) (0)
z

f z F z f 
→∞

                      （6.2-26） 
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2 1(2) lim ( ) (0) (1)
z

f z F z f f z    →∞
                 （6.2-27） 

3 1 2(3) lim ( ) (0) (1) (2)
z

f z F z f f z f z      →∞
             （6.2-28） 

  
1

0
( ) lim ( ) ( )

m
m n

z
n

f m z F z f n z






 
  

 


→∞
                 （6.2-29） 

式（6.2-25）～式（6.2-29）称为因果序列的初值定理，式中 0m≥ 且 Zm 。可以看出，因果序列

的初值定理只是右边序列初值定理的一个特例。 
终值定理 
若右边序列与象函数的关系为： 

( ) ( ) ,f n F z z  ∞且 0 1 ≤  

则序列的终值为： 

1 1

1( ) lim ( ) lim ( ) lim( 1) ( )
n z z

z
f f n F z z F z

z


   

→∞ → →
∞              （6.2-30） 

式（6.2-30）称为右边序列的终值定理。需要注意的是，终值定理要求象函数在 1z → 时收敛，而

右边序列的收敛域为收敛圆的外部（ z ），只有当 0 1 ≤ 时， 1z 才包含在收敛域中，故

在终值定理的条件中，强调了 0 1 ≤ 。 
下面证明 z 变换的初值定理和终值定理。 
由式（6.1-3）可知右边序列的 z 变换为： 

( ) ( ) ( )n n

n n M

F z f n z f n z 

 

  
∞ ∞

∞

 

上式等号两端同乘以 Mz ，得： 

( ) ( )M M n

n M

z F z f n z 



 
∞

 

对上式求 z →∞的极限，有： 
1 2

1 2

lim ( ) lim ( ) lim[ ( ) ( 1) ( 2) ]

( ) lim[ ( 1) ( 2) ] ( )

M M n

z z z
n M

z

z F z f n z f M f M z f M z

f M f M z f M z f M

  



 

      

      

 



∞

→∞ →∞ →∞

→∞

 

式（6.2-20）得证。 
将上式等号两端同乘以 z，有： 

1 1 1lim ( ) lim ( ) lim[ ( ) ( 1) ( 2) ]M M n

z z z
n M

z F z f n z zf M f M f M z   



       
∞

→∞ →∞ →∞
 

移项，得： 
1 1 2

1 2

lim[ ( ) ( )] lim[ ( 1) ( 2) ( 3) ]

( 1) lim[ ( 2) ( 3) ]

M

z z

z

z F z zf M f M f M z f M z

f M f M z f M z

  

 

       

      




→∞ →∞

→∞

 

显然： 
1( 1) lim[ ( ) ( )]M

z
f M z F z zf M  

→∞
 

式（6.2-21）得证。 
重复上述操作，可证得式（6.2-22）～式（6.2-24）。令 0M ，可证得式（6.2-25）～式（6.2-29）。 
根据式（6.1-3）、式（6.2-1）及式（6.2-2），有： 
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1( ) ( 1) ( ) ( ) [ ( ) ( 1)] [ ( ) ( 1)]n n

n n M

f n f n F z z F z f n f n z f n f n z  

 

          
∞ ∞

∞

 

所以： 
1(1 ) ( ) lim [ ( ) ( 1)]

N
n

N
n M

z F z f n f n z 



   
→∞

 

对上式取 1z → 的极限，得： 

1

1 1 1

1lim(1 ) ( ) lim ( ) lim lim [ ( ) ( 1)]
N

n

z z z N
n M

z
z F z F z f n f n z

z
 



  
     

 


→ → → →∞
 

交换求极限的次序，得： 

1 1

1lim ( ) lim lim [ ( ) ( 1)] lim [ ( ) ( 1)]

lim{[ ( ) ( 1)] [ ( 1) ( )] [ ( 2) ( 1)]

[ ( 1) ( 2)] [ ( ) ( 1)]}
lim[ ( ) ( 1)]

N N
n

z N z N
n M n M

N

N

z
F z f n f n z f n f n

z

f M f M f M f M f M f M

f N f N f N f N

f N f M



 

            
   

         

       
  

 



→ →∞ → →∞

→∞

→∞

 

考虑到 )(nf 为右边序列，故 0)1( Mf ，所以，上式可写为： 

1

1lim ( ) lim ( )
z N

z
F z f N

z




→ →∞
 

由于取 1z → 的极限，故上式可改写为： 

1 1

1lim ( ) lim( 1) ( ) lim ( ) ( )
z z N

z
F z z F z f N f

z


   

→ → →∞
∞  

即式（6.2-30）成立。 

例6.2-12 某因果序列 f(n)的 z 变换为
az

z
zF




2)( （|z|>|a|，a 为实数），求 )2(),1(),0( fff

和 ( )f ∞ 的值。 

解：由式（6.2-25），得其初值为： 
2(0) lim 2

z

z
f

z a
 

→∞
 

2(1) lim (0) 2
z

z
f z f a

z a
     →∞

 

2 1 2 1 22 2(2) lim (0) (1) lim 2 2 2
z z

z z
f z f f z z az a

z a z a
                →∞ →∞

 

对于因果序列而言，其象函数 )(zF 的收敛域为 az  ，只有当 1a 时， 1z 才在收敛域内，

即终值定理成立。所以： 

1）当 1a 时， 1z 在 )(zF 的收敛域内，终值定理成立：
1

1 2( ) lim 0
z

z z
f

z z a

     →
∞ ； 

2）当 1a 时，终值定理不成立，原序列 )(2)( nunf  ，所以 ( ) 2f ∞ ； 
3）当 1a 时，终值定理不成立，原序列 )()1(2)( nunf n ，此时， lim 2( 1) ( )n

n
u n

→∞
不收敛，

故 ( )f ∞ 不存在； 
4）当 1a 时，终值定理不成立，原序列 )(2)( nuanf n 不收敛，故 ( )f ∞ 不存在。所以： 
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0, 1
2, 1

( )
, 1
, 1

a

a
f

a

a

 
    
 

∞
不存在

不存在

 

例6.2-12 已知因果序列 ( ) ( )( 1)nf n a u n a  ，求序列的无限和
0

( )
m

f m


∞

。 

解：若 )()( zFnf  ，则由常用序列的 z 变换对 az
az

z
nua n 


 ,)( ，得： 

( ) ,z
F z z a

z a
 


 

设 



n

m

mfng
0

)()( ，由式（6.2-19）知其象函数为： 

)(
1

)( zF
z

z
zG


  

求无限和可以看做求取 )(ng 当 n→∞时的极限，即
0

( ) lim ( )
n

m

f m g n



∞

→∞
。 

因果序列象函数 F(z)的收敛域为 az  ，因为 1a ，所以 1z 在收敛域内，故可利用式

（6.2-30）得： 

1 10

1 1 1( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) (1)
1 1n z z

m

z z z
f m g n G z F z F

z z z a

 
     

 
∞

→∞ → →
 

作为本节的总结，表 6.2-1 列出了 z 变换的性质。 

表 6.2-1  z 变换的性质（表中 α、β为正实常数，分别称为收敛圆的内、外半径） 

名称 时域  ( ) ( )f n F z   z 域 

定义 11( ) ( ) d
2πj

nf n F z z z   ( ) ( ) ,n

n

F z f n z z 



  
∞

∞

 

线性 1 2( ) ( )af n bf n  
1 2( ) ( )aF z bF z ， 1 2 1 2max( , ) max( , )z      

双边 ( )f n m  ( ),mz F z z     

( ), 0f n m m   
1

0
( ) ( ) ,

m
m n

n

z F z f n m z z 


 



    
移位 

单边 
( ), 0f n m m   

1

0
( ) ( ) ,

m
m m n

n

z F z f n z z 






   

z 域尺度变换 ( ), 0na f n a   ,z
F a z a

a
     

 
 

时域卷积 1 2( ) ( )f n f n  
1 2 1 2 1 2( ) ( ), max( , ) min( , )F z F z z       

z 域微分 ( ), 0mn f n m   d ( ) ,
d

m

z F z z
z

     
 

 

z 域积分 
( ) , , 0f n

m Z n m
n m

  


 
1

( ) d ,m
mz

F
z z

   
   

∞  

时域反转 ( )f n  1 1 1( ) ,F z z
 

    

部分和 ( )
n

m

f m

  

( ), max( ,1)
1

z
F z z

z
  


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续表      

名称 时域  ( ) ( )f n F z   z 域 

右
边
序
列 

( ) lim ( )M

z
f M z F z

→∞

 

1( 1) lim ( ) ( )M M

z
f M z F z f M z     →∞

 

2 ( 1)( 2) lim ( ) ( ) ( 1)M M M

z
f M z F z f M z f M z         →∞

 

3 ( 1) ( 2)( 3) lim ( ) ( ) ( 1) ( 2)M M M M

z
f M z F z f M z f M z f M z             →∞

 

1
( )

0

( ) lim ( ) ( )
m

M m M n

z
n

f M m z F z f M n z


  



     
 


→∞

 
初
值
定
理 

因
果
序
列 

(0) lim ( )
z

f F z
→∞

 

 (1) lim ( ) (0)
z

f z F z f 
→∞

 

2 1(2) lim ( ) (0) (1)
z

f z F z f f z    →∞

 

3 1 2(3) lim ( ) (0) (1) (2)
z

f z F z f f z f z      →∞

 

1

0

( ) lim ( ) ( )
m

m n

z
n

f m z F z f n z






   
 


→∞

 

终值定理 
1 1

1( ) lim ( ) lim ( ) lim( 1) ( ) , ,0 1
n z z

z
f f n F z z F z z

z
 

      
→∞ → →

∞ ∞ ≤
 

练习题 

6.2-1  已知序列 )(nf 的 z 变换 5.0,
)5.0(

4)( 2 


 z
z

z
zF ，求下列序列的 z 变换，并指出收敛域。 

1） )2( nf   2） )(2 nfn   3） )(nnf   4） )( nf   

6.2-2  已知序列 )()( nuanf n ，用卷积定理求 



n

m

mfng
0

)()( 的 z 变换。 

6.2-3  用终值定理求序列
1( ) e ( ), 0
2

nTf n b u n     
 

的终值。 

6.2-4  若因果序列 )(nf 的 z 变换 2,
)1)(2(

)(
2




 z
zz

z
zF ，求 )0(f 、 )1(f 和 )2(f 的值。 

6.3  逆 z 变换 

本节研究逆 z 变换，即由象函数 )(zF 求得原序列 )(nf 的方法。求取逆 z 变换的方法主要有：

定义法、性质法、查表法、幂级数展开法、部分分式展开法、留数法以及数学软件法。 

定义法是利用逆 z 变换的定义式 直接求取逆 z 变换。该方法思路清晰，

但由于积分路径较为复杂，求解过程较为困难，一般很少采用。 
性质法是利用 z 变换的性质和常用序列的 z 变换对求解逆 z 变换，该方法求解思路灵活，但

适用范围有限。 
查表法是通过查找现有的 z 变换对表直接求解逆 z 变换，该方法求解方法简单，但适用范围

有限，对于部分象函数无法采用此种方法求解。 
留数法是根据复变函数理论，将逆 z 变换定义式中的积分运算转化为复变函数极点上的留数

计算。它比部分分式展开法应用范围更广：留数法不仅能够处理有理象函数，还能处理无理象函

数，但该方法的求解过程较为繁琐。 
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数学软件法就是利用 MATLAB 或 Mathematics 等数学软件求取逆 z 变换。该方法使用方便，

但需要熟悉相关软件的使用方法。 
本节主要介绍幂级数展开法和部分分式展开法。 

6.3.1  幂级数展开法 

由双边和单边 z 变换的定义式： 

( ) ( ) n

n

F z f n z



 
∞

∞

，
0

( ) ( ) n

n

F z f n z




∞

 

可知，因果序列和反因果序列的象函数 F(z)分别是 1z 和 z 的幂级数。因此，根据给定的收敛域可

将象函数展开为幂级数，其系数就是相应的序列值 f(n)。当然，在确定象函数的原序列时，需要

根据象函数表达式和收敛域进行综合判断，才能最终确定与象函数相对应的原序列。 

例 6.3-1  已知象函数
82

)( 2

2




zz

z
zF ，其收敛域如下： 

1） 4z   2） 2z   3） 42  z  
分别求其相应的原序列 )(nf 。 

解：根据象函数表达式，可求得其极点为 4,2 21  pp ，因此，有： 

)4)(2(82
)(

2

2

2







zz

z

zz

z
zF  

下面根据不同的收敛域分别求其逆 z 变换。 
1） 4z 。因为象函数的两极点为 4,2 21  pp ，即收敛半径分别为 2 和 4，由于题目中给

出的收敛域为 4z ，即 )(zF 的收敛域在收敛半径为 4的圆的外部，而若 4z ，则必然满足 2z ，

因此与象函数相对应的原序列 )(nf 为因果序列。 
利用多项式除法将 )(zF 展开为 1z 的幂级数。注意：为了能够得到 1z 的幂级数，象函数的分

子和分母应按 z 降幂排列。 
故有： 





32

______________________________

321

21

_______________________

21

1

_____________________

1

_____________

2

321

22

320176

3208040
9640

962412
1612

1642
82

82

401221
82


































zz

zzz

zz

zz

z

zz

z

zz

zzz
zzz

 




  321
2

2

401221
82

)( zzz
zz

z
zF  

所以： 
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0

( ) 1 , 2,12, 40,
n

f n


 
   
 


↑

 

2） 2z 。由于题目中给出的收敛域为 2z ，即 )(zF 的收敛域在收敛半径为 2 的圆的内部，

而若 2z ，则必然满足 4z ，故与象函数相对应的原序列 )(nf 为反因果序列。 
利用多项式除法将 )(zF 展开为 z 的幂级数。注意：为了能够得到 z 的幂级数，象函数的分子

和分母应按 z 升幂排列。 
故有： 

2 3 4 5

2 2

2 3 4

_____________________

3 4

3 4 5

___________________________

4 5

4 5 6

____________________________

5 6

5

1 1 3 5
8 32 128 512

8 2

1 1
4 8

1 1
4 8
1 1 1
4 16 32

3 1
16 32
3 3 3

16 64 128

5 3
64 128
5 5

64 25

z z z z

z z z

z z z

z z

z z z

z z

z z z

z z

z

    

  

 



 



 







6 7

______________________________

6 7

5
6 512

11 5
256 512

z z

z z







 




 5432
2

2

512
5

128
3

32
1

8
1

82
)( zzzz

zz

z
zF  

所以： 

1

5 3 1 1( ) , , , , , 0
512 128 32 8

n

f n


 
     
 


↑
 

3） 42  z 。由于题目中给出的收敛域为 42  z ，即 )(zF 的收敛域在收敛半径为 2 和收

敛半径为 4 的圆所围成的环状区域内，因此与象函数相对应的原序列 )(nf 为双边序列。改写象函

数的表达式，得： 

42),()(
4

3
2

2
3
1

82
)( 212

2










 zzFzF
z

z

z

z

zz

z
zF  

根据给定的收敛域可知，由于满足 2z ，因此， )(1 zF 的原序列为因果序列；由于满足 4z ，

因此， )(2 zF 的原序列为反因果序列，即： 
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2,
2

3
1

)(1 


 z
z

z
zF ， 4,

4
3
2

)(2 


 z
z

z
zF  

所以，将象函数 )(1 zF 和 )(2 zF 分别展开为 1z 及 z 的幂级数，有： 




  321
1 3

8
3
4

3
2

3
1

2
3
1

)( zzz
z

z
zF  

zzz
z

z
zF

6
1

24
1

96
1

4
3
2

)( 23
2 


   

故得原序列为： 

0

1 1 1 1 2 4 8( ) , , , , , , , ,
96 24 6 3 3 3 3

n

f n



 
   
 
 

 
↑

 

除了可以利用多项式除法将 )(zF 展开为幂级数外，有时也可利用已知幂级数展开式求逆 z 变

换，其思路仍然是根据 z 变换的定义式，求得幂级数的系数作为原序列，在此不再赘述。 
显然，用幂级数展开法求取逆 z 变换时，常常只能写出原序列的部分项，难以将原序列 f(n)

写成闭合函数的形式。 

6.3.2  部分分式展开法 

同拉普拉斯逆变换类似，也可以通过将 z 变换的象函数展开成部分分式之和的形式，然后根

据常用序列的 z 变换对分别求取各部分分式的逆 z 变换，最后利用线性性质得到象函数的原序列。 
需要强调的是，在利用部分分式展开法求解拉普拉斯逆变换时，常常先从象函数 F(s)中分离

出整式项，再将余下的真分式展开为部分分式，然后求其逆变换，这是因为基本的拉普拉斯变换

主要是
1

s  
、

  1n

n!
,n Z

s
 

 
的形式。而基本的 z 变换主要是

z

z  
、

 n

z
,n Z

z



的形式，为

保证展开后的部分分式的分子位置都有因式 z ，需要在确保
z

zF )(
为真分式的前提下对其进行展

开，然后再乘以 z 。这是利用部分分式展开法求解逆 z 变换和拉普拉斯逆变换的不同之处。 
如有象函数： 

01
1

1

01
1

1

)(
)()(

azazaza

bzbzbzb

zA

zB
zF

n
n

n
n

m
m

m
m




 






                  （6.3-1） 

式（6.3-1）中的系数 , 0,1, 2, ,ia i n  和 , 0,1, 2, ,jb j m  均为实数，其分母多项式 )(zA 称为

象函数 )(zF 的特征多项式， 0)( zA 称为象函数 )(zF 的特征方程，其根 1 2, , , np p p 称为象函数

)(zF 的特征根（或象函数的极点）。 

对于式（6.3-1），若m n≤ ，则
z

zF )(
为真分式；若 nm  ，则

z

zF )(
为假分式。当 nm  时，可

利用多项式除法将
z

zF )(
分解为整式和真分式之和的形式： 

1 2
1 2 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n m n
m n m n

F z
D z C z d z d z d z d C z

z
   

               （6.3-2） 

式（6.3-2）中， )(zD 为整式， )(zC 为真分式。因此： 
1 2

1 2 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n m n
m n m nF z zD z zC z d z d z d z d z zC z  
             （6.3-3） 
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整式的逆 z 变换可利用单位序列及其移位序列的 z 变换对求解，而真分式部分则采用部分分

式展开法求解。这样，分别求取整式 )(zzD 和真分式 )(zzC 的逆 z 变换，然后利用 z 变换的线性性

质即可求出象函数 )(zF 的原序列 )(nf 。 

在求解整式的逆 z 变换时需要注意，由于： 
1 2

1 2 1 0lim ( ) lim( )m n m n
m n m nz z

zD z d z d z d z d z  
       

→∞ →∞
→∞  

因此，整式 )(zzD 的极点为 p ∞，收敛域为 z ∞，故其原序列为反因果序列。 

求解整式的逆 z 变换比较简单，在例 6.3-6 中会加以体现。本节主要讨论
z

zF )(
是真分式的情

况，将
z

zF )(
展开为部分分式的方法与将 F(s)展开为部分分式的方法相同。 

1． ( )F z
z

为单极点 

如果
z

zF )(
的极点 npppp ,,,, 210  互不相同，则

z

zF )(
可展开为： 

0 1

00 1

( ) n
n i

in i

K K KKF z

z z p z p z p z p

    
                   （6.3-4） 

式中 nKKKK ,,,, 210  为待定系数。待定系数可由式（6.3-5）求得： 

( )( )


 
i

i i
z p

F z
K z p

z
                        （6.3-5） 

将求得的各系数代入式（6.3-4）后，等号两端同乘以 z，得： 

0

n
i

i i

K z
F( z )

z p


                           （6.3-6） 

根据给定的收敛域，将式（6.3-6）划分为因果序列和反因果序列两部分，根据常用序列的 z
变换对及 z 变换的性质，即可求得象函数 )(zF 的原序列 )(nf 。 

例 6.3-2  已知象函数
82

)( 2

2




zz

z
zF ，其收敛域如下： 

1） 4z   2） 2z   3） 42  z  
分别求其相应的原序列 )(nf 。 
解：本题已在例 6.3-1 中采用幂级数展开法求解，现在采用部分分式展开法求解。 

依题意，
82

)(
2 


zz

z

z

zF
为真分式，其极点为 4,2 21  pp ，故可将

z

zF )(
展开为： 

4282
)( 21

2 








z

K

z

K

zz

z

z

zF  

由式（6.3-5）可求得系数为： 

1

1 1
2

( ) 1( ) ( 2)
( 2)( 4) 3zz p

F z z
K z p z

z z z 

    
 

 

2

2 2
4

( ) 2( ) ( 4)
( 2)( 4) 3zz p

F z z
K z p z

z z z 

    
 

 

故有： 
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4
3
2

2
3
1

)(






zzz

zF  

上式等号两端同乘以 z ，得： 

43
2

23
1)(







z

z

z

z
zF  

1） 4z 。原序列 )(nf 为因果序列，由常用序列的 z 变换对
az

z
nuan


)( ，得： 

1 22 4
3 3

n nf ( n ) ( ) u( n )      
 

2） 2z 。原序列 )(nf 为反因果序列，由常用序列的 z 变换对
az

z
nua n


 )1( ，得： 

1 22 4 1
3 3

n nf ( n ) ( ) u( n )         
 

3） 42  z 。象函数的第一项
23

1
z

z
为因果序列，第二项

43
2

z

z
为反因果序列，由常用序

列的 z 变换对
az

z
nua n


)( 、

az

z
nua n


 )1( 及式（6.2-1），得： 

1 22 4 1
3 3

n nf ( n ) u( n ) ( ) u( n )       

显然，利用部分分式展开法求解原序列可以得到其闭合形式解。 
以上讨论的都是单实极点的情况，实际上，极点有可能是复数，即除了单实极点，象函数还

可能存在单复极点。由于特征方程为实系数方程，故若存在复根，则该复根一定共轭成对出现。 
由于共轭单复极点也是单极点，因此，其求解方法与上述方法相同。但是，由于此时的原序

列较为复杂，故对共轭单复极点的情况进行推导，以方便读者理解。 

若象函数 )(zF 有一对共轭单极点 j
1,2 jd ep c      ， 2 2dc   ，

darctan
c

    
 

，则
z

zF )(

可展开为： 
*

1 1( ) ( ) ( )( )
jd jd

a b bF z F z F zK KF z

z z z z c z c z
    

   
 

其中，
z

zFa )(
是共轭单复极点形成的部分分式，

z

zFb )(
是单实极点形成的部分分式。下面讨论求解

)(zFa 原序列的方法。 
令 j

1 1 eK K  ，则 j
1 1 eK K   ，于是有： 

j j
1 1

j j

e e( )
e e

a
K KF z

z z z

 

  



 
 

 

即： 
j j

1 1
j j

e e
( )

e ea

K z K z
F z

z z

 

  



 
 

 

1）若 z ，则 )(nfa 为因果序列，所以根据常用序列的 z 变换对 )(nua
az

z n


，有： 
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j j j j
1 1

j j j j
1

j( ) j( )
1

( ) [ e ( e ) e ( e ) ] ( )

[e (e ) e (e ) ] ( )

[e e ] ( )

n n
a

n n n

n n n

F z K K u n

K u n

K u n

   

   

   

 





 

 

  

 

 

 

 

根据欧拉公式，上式可改写为： 

1

1

( ) [cos( ) jsin( ) cos( ) jsin( )] ( )

2 cos( ) ( )

n
a

n

F z K n n n n u n

K n u n

        

  

       

 
 

2）若 z ，则 )(nfa 为反因果序列，所以根据常用序列的 z 变换对 )1( 


nua
az

z n ，

有： 
j j j j

1 1

j j j j
1

j( ) j( )
1

( ) [ e ( e ) e ( e ) ] ( 1)

[e (e ) e (e ) ] ( 1)

[e e ] ( 1)

n n
a

n n n

n n n

F z K K u n

K u n

K u n

   

   

   

 





 

 

  

    

    

    

 

根据欧拉公式，上式可改写为： 
 1( ) cos( ) jsin( ) cos( ) jsin( ) ( 1)n

aF z K n n n n u n                    

)1()cos(2 1  nunK n   
所以，象函数 )(zFa 的原序列为： 
① 若 z ，则： 

)()cos(2)( 1 nunKnf n
a                    （6.3-7） 

② 若 z ，则： 

)1()cos(2)( 1  nunKnf n
a              （6.3-8） 

例 6.3-3  求象函数 2,
)4)(1(

6)( 2

3





 z

zz

z
zF 的逆 z 变换。 

解：依题意，
)4)(1(

6)(
2

3





zzz

z

z

zF
为真分式，其极点为 0 1 2,30, 1, j2p p p     ，故可将

z

zF )(

展开为 

0 1 2 2( )
1 j2 j2

K K K KF z

z z z z z



   
  

 

由式（6.3-5）可求得系数为： 

2
3)(

00  zz

zF
zK  

1)()1( 11  zz

zF
zK  

3
j63.4

2 2
( ) ( j2) 6 1 1 5( j2) j e

j2( j2 1)( j2 j2) 4 2 4z j

F z
K z

z 


     

 


 

j63.4
2

5 e
4

K  


 

考虑到
πj
2j2 2e


  ，故有： 

j63.4 j63.4
π πj j
2 2

3 5 5( ) e e
2 1 4 4

2e 2e

z z z
F z

z
z z




   


 

 
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由上式可知， 2
π 52, , , 63.4
2 4

K      。由象函数的收敛域 2z ，可知原序列为因果

序列，利用常用序列的 z 变换对 1)( n 、
az

z
nuan


)( 及式（6.3-7），对上式取逆 z 变换，得： 

3 5 π( ) ( ) ( 1) 2 cos 63.4 ( )
2 2 2

n n n
f n n u n

          
  

  

2． ( )F z
z

有重极点 

如果
z

zF )(
在 apz  1 处有 r 重极点，则

z

zF )(
可展开为： 

z

zF

az

K

az

K

az

K

z

zF

z

zF

z

zF br
rr

ba )(
)()(

)()()( 1
1

1211 








           （6.3-9） 

其中，
z

zFa )(
是重极点 apz  1 形成的部分分式，

z

zFb )(
是单极点形成的部分分式。 )(zFb 原序

列的求解方法同上，下面讨论求解 )(zFa 原序列的方法。 

z

zFa )(
的待定系数可由式（6.3-10）求得： 

1

1 1

1 d ( )( )
( 1)! d






       

i
r

i i
z a

F z
K z a

i z z
               （6.3-10） 

将各待定系数代入式（6.3-9）后，等号两端同乘以 z，得： 

)(
)()(

)( 1
1

1211 zF
az

zK

az

zK

az

zK
zF b

r
rr













  

即：      
az

zK

az

zK

az

zK
zF r

rra 









1

1
1211

)()(
)(   

根据给定的收敛域，由常用序列的 z 变换对及 z 变换性质，即可求得象函数 )(zFa 的原序列

)(nf a 。 

为方便读者，下面直接给出
z

zFa )(
有二重共轭极点 1,2 jd e jp c      时原序列的形式。若

z

zFa )(
有 r 重共轭极点，则可以根据表 6.1-1 及表 6.2-1 自行推导。 

① 若 z ，则： 
11 11

12 12

j j
11 11 1

11 112 2
1 2

j j
12 12

12 12
1 2

e e
2 cos[ ( 1) ] ( )

( ) ( )

e e
2 cos( ) ( )

n

n

z K z K
K n n u n

z p z p

z K z K
K n u n

z p z p

 

 

  

  







   

 

     

        （6.3-11） 

② 若 z ，则： 
11 11

12 12

j j
11 11 1

11 112 2
1 2
j j

12 12
12 12

1 2

e e
2 cos[ ( 1) ] ( 1)

( ) ( )

e e
2 cos( ) ( 1)

n

n

z K z K
K n n u n

z p z p

z K z K
K n u n

z p z p

 

 

  

  







      

 

        

  （6.3-12） 
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例 6.3-4  求象函数 2,
)2(
1)( 3

3





 z
z

z
zF 的原序列。 

解：依题意， 3

3

)2(
1)(





zz

z

z

zF
为真分式，其极点为 2,0 3210  pppp ，故可将

z

zF )(
展

开为： 

2)2()2(
)( 13

2
12

3
110










z

K

z

K

z

K

z

K

z

zF  

由式（6.3-5）和式（6.3-10）可求得待定系数为： 

0
0

( ) 1
8z

F z
K z

z 
    

3
11

2

( ) 9( 2)
2z

F z
K z

z 
    

3
12

2

d ( ) 15( 2)
d 4z

F z
K z

z z 

     
 

2
3

13 2
2

1 d ( ) 9( 2)
2 d 8z

F z
K z

z z 

     
 

故有： 

28
9

)2(4
15

)2(2
9

8
1)( 23 








z

z

z

z

z

z
zF  

由象函数的收敛域 2z 可知原序列为因果序列，求解上式的逆 z 变换时，有两种方法可以采

用。 
方法一：由表 6.1-1 可知： 

1)( n ，
az

z
nua n


)( ， 2

1

)(
)(

az

z
nuna n


 ， 3

2

)(
)()1(

2
1

az

z
nuann n


   

令 2a ，得原序列为： 

)(23
2
7

2
3

8
3)(

8
1

)(2
8
92

4
152)1(

2
1

2
9)(

8
1)(

2

12

nunnn

nunnnnnf

n

nnn







 





  





 

方法二：利用常用序列的 z 变换对
2

)(2



z

z
nun 及式（6.2-13）和式（6.2-14），有： 

2
1

)2(
)(2




z

z
nun n ， 3

2

)2(
)(2)1(

2
1


 

z

z
nunn n  

从而可得原序列为： 

)(23
2
7

2
3

8
3)(

8
1)( 2 nunnnnf n






    

例 6.3-5  求象函数 1,
)1()1)(1(

)( 222

2




 z
zzz

z
zF 的原序列。 

解：依题意， 222 )1()1)(1(
)(




zzz

z

z

zF
为真分式，其极点为： 

πj
2

1 2 3 4,5 6,71, 1, j ep p p p p


         
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因此，
z

zF )(
中存在单实极点、二重实极点和二重共轭极点。 

故可将
z

zF )(
展开为： 

0 11 12 21 21 22 22
2 2 2

( )
1 ( 1) 1 ( j) ( j) j j

K K K K K K KF z

z z z z z z z z

 

      
      

 

由式（6.3-5）和式（6.3-10）可求得待定系数为： 

0
1

( ) 1( 1)
16z

F z
K z

z 
     

2
11

1

( ) 1( 1)
8z

F z
K z

z 
    

2
12

1

d ( ) 3( 1)
d 16z

F z
K z

z z 

     
 

3πj2 4
21

j

( ) 1 j 2( j) e
16 16z

F z
K z

z 


     

3πj
4

21
2 e

16
K

   

49j π
50

22
( ) 15 j 226( j) e

8 8z j

F z
K z

z 

 
     

49j π
50

22
226 e
8

K
   

故有： 
3π 3πj j
4 4

2 2 2

1 1 3 2 2( ) e e
16 1 8 ( 1) 16 1 16 ( j) 16 ( j)

z z z z z
F z

z z z z z


      

    
 

       
49 49j π j π
50 50226 226e e

8 j 8 j
z z

z z




 
 

由象函数的收敛域 1z ，可知原序列为因果序列，根据常用序列的 z 变换对
az

z
nua n


)(

及式（6.2-13）和式（6.3-11），得原序列为： 
1 1 3 2 π π 226 π 49( ) ( 1) cos cos π ( )

16 8 16 8 2 4 4 2 50
nf n n n n n u n

                
    

 

例 6.3-6  求象函数
5

2( ) ,2
3 2
z

F z z
z z

  
 

∞的原序列。 

解：依题意，
23

)(
2

4




zz

z

z

zF
为假分式，考虑到整式的极点为 p ∞ ，故其极点为

1 2 3 41, 2,p p p p   ∞。 

通过多项式除法将其转换成整式和真分式之和的形式： 

)()(
23

1415)73(
23

)(
2

2
2

4

zCzD
zz

z
zz

zz

z

z

zF








  

故有： 



 

·175· 

23
)1415()73()()()( 2

23





zz

zz
zzzzzCzzDzF  

先求整式部分的逆 z 变换。 
由于： 

zzzzzD 73)( 23   
根据常用序列的 z 变换对 ( ) ,mn m z z   ∞及式（6.2-1），得： 

)1(7)2(3)3()(73)( 1
23  nnnnfzzzzzD   

再求真分式部分的逆变换。 
先对其进行部分分式展开： 

2123
1415)( 21

2 









z

K

z

K

zz

z
zC  

由式（6.3-5）可得待定系数为： 
1)()1( 11  zzCzK  

16)()2( 22  zzCzK  

故有： 

2
16

1
)(







z

z

z

z
zzC  

由收敛域 2 z ∞可知 )(zzC 的原序列为因果序列，由常用序列的 z 变换对
az

z
nua n


)(

及式（6.2-1），有： 
)()12()()2161()()( 4

2 nununfzzC nn    
由式（6.2-1），得象函数 )(zF 的原序列为： 

)()12()1(7)2(3)3()( 4 nunnnnf n    

练习题 

6.3-1  利用部分分式展开法分别求下列象函数 )(zF 对应的右边序列。 

1）
)1)(1(

10)(
2




zz

z
zF   2） 21

21

252
)1(8)( 







zz

zz
zF  

6.3-2  求象函数
)3)(2)(1(

139)(
2





zzz

zz
zF 收敛域为 32  z 和 21  z 时的原序列 )(nf 。 

6.4  s 域与 z 域的关系 

在本章第一节中，通过对取样信号进行拉普拉斯变换并令 esTz  而得到了 z 变换的定义式，

因此，复变量 s 和 z 的关系为： 
esTz                                 （6.4-1） 

或 

z
T

s ln1
                              （6.4-2） 

式（6.4-1）和式（6.4-2）中，T 为周期性单位冲激序列的周期，也称为取样周期。 
如果将 s 表示为直角坐标形式： 

js                                 （6.4-3） 
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式（6.4-3）中的 为复变量 s 的实部，为复变量 s 的虚部。 
将 z 表示为极坐标形式： 

jez                               （6.4-4） 
式（6.4-4）中的  为复变量 z 的模， 为复变量 z 的相位。 

将式（6.4-3）和式（6.4-4）代入式（6.4-1）中，得： 
( j ) j je e e eT T Tz          

所以有： 
e T                                （6.4-5） 

T                                （6.4-6） 
由式（6.4-5）可看出：当 0 时，考虑到 1e ， 0T ，则有 e 1T   ，故 s 平面的左半

平面（ 0 ）映射到 z 平面的单位圆内部（ 1 z ）。同理可知，s 平面的右半平面（ 0 ）

映射到 z 平面的单位圆外部（ 1 z ），s 平面的 j 轴（ 0 ）映射到 z 平面的单位圆上

（ 1 z ）。 
由式（6.4-4）和式（6.4-6）可看出：当 0 时， 0 ， z ，而  为复变量 z 的模，故 0 ，

从而 0 z ，故 s 平面上实轴（ 0 ）映射到 z 平面的正实轴（ 0 ）。同理可知，s 平面上

的原点（ 0 ， 0 ）映射到 z 平面（ 1 ， 0 ）处，即点 z=1。 

由式（6.4-6）还可以看出，当由
π
T

 变化到
π
T
时，z 平面上辐角 由 π 变化到 π。 

也就是说，z 平面上的 每变化 2π，相应于 s 平面上的变化
2π
T

。因此，从 z 平面到 s 平面

的映射是多值的。也就是说，在 z 平面上的一点 jez  映射到 s 平面将是无穷多点，即： 
1 1 2 πln ln j , 0, 1, 2,m

s z m
T T T

 
                    （6.4-7） 

上述 s 平面和 z 平面的映射关系如图 6.4-1 所示。 

 
图 6.4-1  s 平面和 z 平面的映射关系 

作为本节的总结，表 6.4-1 列出了 s 域与 z 域的映射关系。 

表 6.4-1  s 域与 z 域的映射关系 

s 平面（ js    ） z 平面（
jez  ） 

左半平面 

（ 0  ） 

  

单位圆内 

（ 1  ） 
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续表      

s 平面（ js    ） z 平面（
jez  ） 

虚轴 

（ 0  ） 

  

单位圆 

（ 1  ） 

右半平面 

（ 0  ） 

  

单位圆外 

（ 1  ） 

原点 

（ 0   ） 

  

点 1z   

（ 1  ， 0  ） 

实轴 

（ 0  ） 

  

正实轴 

（ 0  ） 

 

练习题 

6.4-1  用 z 变换与拉普拉斯变换的关系求解： 

1）由 ( ) e ( )atf t t u t 的象函数 2)(
1)(
as

sF


 ，求 e ( )ann u n 的 z 变换。 

2）由 )()( 2 tuttf  的象函数 3

2)(
s

sF  ，求 )(2 nun 的 z 变换。 

6.5  本 章 小 结 

z 变换可分为双边和单边两种，本章主要研究后者，即单边 z 变换。z 变换为离散信号提供了

另一个分析平台—z 域分析。由于逆 z 变换的定义式求解比较困难，因此，本章除了介绍 z 变换

的定义和性质外，还重点介绍了逆 z 变换的求解方法：幂级数展开法和部分分式展开法。 
具体来讲，本章主要介绍了： 
① z 变换的定义及收敛域。读者应重点掌握 z 变换的定义，理清双边和单边 z 变换的关系，

并对 z 变换的收敛域有一个较为深入的理解。 
② z 变换的性质。在掌握 z 变换性质的基础上，建议读者将其与傅里叶变换和拉普拉斯变换

的性质做一对比，以期加深对相关性质的理解。 
③ 逆 z 变换。重点是能够灵活利用性质求解逆 z 变换，能够熟练利用部分分式展开法和幂级

数展开法求解逆 z 变换。 
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④ s 域和 z 域的关系。读者应从深入理解复变量 s 和 z 的关系入手，把握两者之间的映射关

系。 
本章的主要知识脉络如图 6.5-1 所示。 

 
图 6.5-1  本章知识脉络示意图 

练习题答案 

6.1-1  1）
3z

z
， 3z   2）

12
14




z

z
，

2
1

z   3）






 





 







 

3
1

2
1

12
52

zz

zz
，

2
1

z  

6.1-2  1）
12

2)(





z

z
zF ，

2
1

z   2）
)13)(2(

5)(





zz

z
zF ， 2

3
1

 z  

3）
)12)(2(

3)(





zz

z
zF ， 2

2
1

 z  

6.2-1  1） 2)5.0(
4
zz

， 5.0z   2） 2)1(
8
z

z
， 1z  

3） 3

2

)5.0(
24




z

zz
， 5.0z   4） 21

1

)5.0(
4




z

z
， 2z  

6.2-2  
))(1(

)(
2

azz

z
zF


      

6.2-3  ( )
2
b

f ∞      

6.2-4  1)0( f ， 3)1( f ， 7)2( f  

6.3-1  1） )(])1(55[)( nunf n   2） )(
2
1

3
4)2(

3
20)(4)( nunnf

n
n


















   

6.3-2  1） )1(32)(])2()1[()(  nununf nnn  
2） )1(]32)2([)()1()(  nununf nnn  

6.4-1  1） 2

e( )
( e )

a

a

z
F z

z






  2） 3)1(
)1()(





z

zz
zF  
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本 章 习 题 

6.1  现有象函数

)21(
2
11

1)(
11  






 


zz

zF ，试回答： 

1）确定 )(zF 的收敛域可能有几种情况。 

2）每种收敛域对应什么样的离散时间序列？ 
6.2  现有如下序列象函数，确定在有限 z 平面内的零点个数和在无限远处零点个数。 

1）






 





 







 






11

11

1

4
11

3
11

2
11

)(
zz

zz

zF   2）
)41)(31(
)1)(21()( 11

11

2 







zz

zz
zF  

3）






 





 








11

12

3

4
11

4
11

)1()(
zz

zz
zF  

6.3  设 )(nf 是一个绝对可和信号，其有理 z 变换为 )(zF 。若 )(zF 的一个极点是
2
1

p ，则

)(nf 可能是有限长序列、左边序列、右边序列或双边序列吗？ 

6.4  设序列 )(nf 的有理 z 变换 )(zF 含有一个极点
2
1

p ，已知序列 )(
4
1)(1 nfnf

n







 绝对可

和，而序列 )(
8
1)(2 nfnf

n







 不是绝对可和的，试确定 )(nf 是否为左边、右边或双边序列。 

6.5  序列 )(nf 的 z 变换为
1

1

3
11

1)(









z

z
zF ，试求： 

1）假设 ROC 是
3
1

z ，利用幂级数展开法求 f(0)、f(1)和 f(2)的值； 

2）假设 ROC 是
3
1

z ，利用幂级数展开法求 f(0)、f(-1)和 f(-2)的值。 

6.6  某右边序列 )(nf 的 z 变换
3710

12710

5
1453)(









zzz

zzzz
zF ，求 n<0 时的 )(nf 。 

6.7  已知  
























)1(
2
1)1()1(3)(

2

0
nununmf

nn

m

， )(nf 为因果序列，求 )(nf 。 

6.8  证明下列 z 变换的性质。 
1）如果 )(nf 是偶序列，则 )()( 1 zFzF  ； 
2）如果 )(nf 是奇序列，则 )()( 1 zFzF  ； 
3）如果 )(nf 是奇序列，则 )(zF 在 z=1 处有一个零点。 

6.9  已知 az
z

a
zF 






  ,1ln)( ，求其逆变换 )(nf 。 

6.10  关于 z 变换 )(zF 的原序列 )(nf 给出下列 5 个条件： 
a） )(nf 是实序列且为右边的；b） )(zF 只有两个极点； 
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c） )(zF 在原点有二阶零点；d） )(zF 有一个极点在
πj
31 e

2
p  ； 

e）
3
8)1( F 。 

试求 )(zF 并给出收敛域。 
6.11  设序列 )(nf 的 z 变换为 )(zF ，利用 )(zF 求下列各式的 z 变换。 
1） )1()()(  nfnfnf  

2）















为奇数，

为偶数，

n

n
n

f
nf

0
2)(1  

 
 



 

中篇           

系统分析     

从哲学意义上来说，系统是由若干相互联系、相互作用、相互依赖的要素结合而成

的、具有特定的结构和功能，并处在一定环境下的有机整体。信号与系统是不可分割的

两个概念，信号需要系统而得以处理，系统需要信号而实现其功能，本书中的系统特指

能够进行信号处理的系统（如电路）。 
本篇主要介绍系统的定义、分类和分析方法，重点对连续系统和离散系统进行时域

和变换域分析，并对在系统分析中占据重要地位的冲激响应和单位序列响应做详细

介绍。 
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第 7 章  系    统 

【内容提要】 
本章主要介绍系统的定义及常见的描述和分类方法，重点对线性系统与非线性系统、时变系

统与时不变系统、因果系统与非因果系统进行详细介绍，尤其对本书主要研究的线性时不变（LTI，
Linear Time-Invariant）系统的特性进行讨论。通过对本章内容的学习，读者应对系统的基本概念

有一个较为清晰的认识，为后续课程的学习奠定基础。 
【重点难点】 
★ 系统的时域框图描述 
★ 线性系统与非线性系统 
★ 时变系统与时不变系统 
★ 因果系统与非因果系统 

7.1  系统的定义 

一般而言，系统是指若干相互关联、相互作用的事物按一定规律组合而成的具有特定功能的

整体。例如，由电阻、电容、电感等电子器件组成的一个具有特定功能的电路就是一个系统。另

外，手机、电视机、计算机网络等也都可以看成系统，它们所传送的语音、图像、文字等都可以

看成信号。还有诸如工业企业用以保证设备正常运转的过程控制系统、商业企业用以保证货物既

不脱销也不积压的经济系统、生态学中用以研究生物资源开发的生态系统等也都属于系统的范畴。 
本书主要研究电系统，电路和系统这两个概念在本书中常常视为等同概念。 
系统的概念与信号的概念常常紧密地联系在一起。系统的基本作用是对输入信号进行加工和

处理，将其转换为所需要的输出信号，然后进行传输。因此，系统也可以定义为对信号进行处理

或传输的函数。所谓信号处理就是对信号进行某种加工或变换，其目的包括：消除信号中的多余

内容、滤除混杂的噪声和干扰、将信号变换成容易分析与识别的形式以便于估计和选择它的特征

参量等。信号的产生、处理、传输和存储需要一定的系统，输入系统的信号常称为激励，从系统

输出的信号常称为响应。 

7.2  系统的描述 

要分析一个系统，首先要建立描述该系统基本特性的数学模型，然后用数学方法求解，并对

所得的结果赋予实际的物理含义。本节介绍系统的两种描述方式：表达式和时域框图。 

7.2.1  系统的数学模型 

电路课程中曾经介绍过，描述连续动态系统的数学模型是微分方程。类似地，描述离散动态

系统的数学模型是差分方程。下面通过例题介绍系统数学模型的建立过程。 
例 7.2-1  RLC 电路如图 7.2-1 所示，试写出以电压源 S( )u t 作为激励，以 C ( )u t 作为响应的描

述该系统的微分方程。 
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解：由基尔霍夫定律（KVL）得： 
S L R C( ) ( ) ( ) ( )u t u t u t u t    

根据各元件端电压和电流的关系，得： 
C

R C

L C

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

i t Cu t

u t Ri t RCu t

u t Li t LCu t


  
   

 

故有： 
C C C S( ) ( ) ( ) ( )LCu t RCu t u t u t     

上式等号两边同除以 LC 得： 

C C C S
1 1( ) ( ) ( ) ( )R

u t u t u t u t
L LC LC

     

这是一个二阶常系数线性微分方程，为求该方程的解，还需要知道初始条件 )0(Cu 和 )0(Cu 。抽去

上述微分方程的具体物理含义，微分方程可写成： 
)()()()( 012 tftyatyatya   

例 7.2-2  某人每月初在银行存入一定数量的款，月息为 β 元/月，求第 n 个月初存折上的款

数。 
解：设第 n 个月初的款数为 y(n)，当月月初存入款数为 f(n)，上个月月初的款数为 y(n-1)，利

息为 βy(n-1)，则有： 
)()1()1()( nfnynyny    

即： 
)()1()1()( nfnyny    

若设开始存款月为 n=0，则有 y(0)= f(0)。上述方程就称为 y(n)与 f(n)之间所满足的差分方程。 
所谓差分方程是指由未知输出序列项与输入序列项构成的方程。未知序列项变量的最高序号

与最低序号的差值，称为差分方程的阶数，故上述方程为一阶差分方程。 

7.2.2  系统的时域框图表示 

从数学角度来说，微分方程和差分方程代表了某些运算关系：相乘、相加、微分、差分等。

将这些基本运算用一些理想部件符号表示出来并相互连接以表征微分或差分方程的运算关系，这

样画出的图称为时域模拟框图，简称时域框图。基本单元如图 7.2-2 所示。 

 
图 7.2-2  时域框图的基本单元 

例 7.2-3  已知系统时域框图如图 7.2-3（a）所示，试写出描述该系统的微分方程。 
解：如图 7.2-3（b）所示，设辅助变量 )(tx ，根据系统左端加法器的输入、输出列写微分方

程： 
)(3)(2)()( txtxtftx   

 
图 7.2-1  RLC 电路系统 
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图 7.2-3  连续系统时域框图 

即： 
)()(3)(2)( tftxtxtx                            （1） 

根据系统右端加法器的输入、输出列写微分方程： 
)(3)(4)( txtxty                              （2） 

根据式（1）的系数和微分阶次改写式（2），得： 
)(9)(12)(3 txtxty   

)(6)(8])(3[2])(4[2)(2 txtxtxtxty   
)(3)(4)( txtxty   

对上述三式纵向求和，并利用式（1）消去中间变量，得系统的微分方程为： 
)(3)(4)(3)(2)( tftftytyty   

求解本题时需要注意如下几点： 
① 将最靠近系统输出端的积分器的输出设为中间变量 x(t)。本题需要列写的是微分方程，而

不是积分方程，更不是微积分混合方程，若将 )(tx 或 )(tx  的位置设置为 x(t)，则所列微分方程中

将出现积分表达式，从而无法直接写出微分方程。 
② 从加法器的输入、输出入手列写微分方程。 
③ 根据含有激励 )(tf 的方程的系数和微分阶次改写含有响应 )(ty 的方程，然后将改写后的方

程纵向相加即可得出不含中间变量的微分方程。 
例 7.2-4  已知系统时域框图如图 7.2-4（a）所示，试写出描述该系统的差分方程。 

 
图 7.2-4  离散系统时域框图 

解：如图 7.2-4（b）所示设置辅助变量 )(nx ，根据系统左端加法器的输入、输出列写差分方

程： 
)2(3)1(2)()(  nxnxnfnx  

即： 
)()2(3)1(2)( nfnxnxnx                         （1） 

根据系统右端加法器的输入、输出列写差分方程： 
)2(5)1(4)(  nxnxny                           （2） 

根据式（1）的系数和差分阶次改写式（2），得： 
)4(15)3(12)2(3  nxnxny  

)3(10)2(8)1(2  nxnxny  
)2(5)1(4)(  nxnxny  
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对上述三式纵向求和，并利用式（1）消去中间变量，得系统的差分方程为： 
)1(4)2(5)()1(2)2(3  nfnfnynyny  

求解本题时需要注意如下几点： 
① 将最靠近系统输入端的延迟单元的输入设为中间变量 x(n)。差分方程多采用后向差分的形

式，若将 x(n-1)或 x(n-2)的位置设置为 x(n)，则所列差分方程中将出现前向差分因式，从而无法直

接写出后向差分方程。 
② 从加法器的输入、输出入手列写差分方程。 
③ 根据含有激励 )(nf 的方程的系数和差分阶次改写含有响应 )(ny 的方程，然后将改写后的

方程纵向相加即可得出不含中间变量的差分方程。 
由此可以推得由系统时域框图列写系统方程的一般步骤为： 
① 设置中间变量 )(x ， )(x 中的点号表示既可以是自变量 t 也可以是自变量 n。 

② 根据各个加法器列写方程。 
③ 消去中间变量，列写系统的微分方程或差分方程。 
当然，如果已知系统的微分方程或差分方程，也可以由其画出相应的系统时域框图，具体方

法将在后续章节中加以详细介绍。 

练习题 

7.2-1  已知描述某系统的时域框图如题图 7.2-1 所示，试写出描述该系统的微分方程。 
7.2-2  已知描述某系统的时域框图如题图 7.2-2 所示，试写出描述该系统的差分方程。 

     
题图 7.2-1  练习 7.2-1 系统时域框图                   题图 7.2-2  练习 7.2-2 系统时域框图 

7.3  系统的分类与分析方法 

从多个角度来观察、分析和研究系统的特征，可以得出不同的分类标准，由此可以将系统

分为不同的种类。本节主要介绍几种常见的系统分类方法，并重点分析线性系统和时不变系统

的特点。 

7.3.1  连续系统与离散系统 

若系统的激励和响应均是连续信号，则称该系统为连续时间系统，简称连续系统。若系统

的激励和响应均是离散信号，则称该系统为离散时间系统，简称离散系统。若系统的激励和响

应一个是连续信号，一个是离散信号，则称该系统为混合系统。本书主要研究连续系统和离散

系统。 

7.3.2  动态系统与即时系统 

若系统在任一时刻的响应不仅与该时刻的激励有关，而且与它过去的历史状况有关，则称该

系统为动态系统或记忆系统，否则称为即时系统或无记忆系统。含有记忆元件（电容、电感等）

的系统是动态系统，本书主要研究动态系统。 
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7.3.3  单输入单输出系统与多输入多输出系统 

如果系统的激励和响应都只有一个，则称该系统为单输入单输出系统；如果系统的激励和响

应均有多个，则该系统称为多输入多输出系统。 

7.3.4  线性系统与非线性系统 

系统的激励 )(f 所引起的响应 )(y 可简记为 )]([)(  fTy ，如图

7.3-1 所示。式中 T 是算子，表示 )(f 经过算子 T 所规定的运算得到 )(y 。 
若系统的激励 )(f 增大 a 倍，其响应 )(y 也增大 a 倍，即： 

)]([)]([  faTafT                （7.3-1） 

则称系统是齐次的或均匀的，式（7.3-1）称为系统的齐次性或均匀性。 
若系统对于激励 f1(·)与 f2(·)之和的响应等于各个激励所引起的响应之和，即： 

)]([)]([)]()([ 2121  fTfTffT                    （7.3-2） 
则称系统是可加的或叠加的，式（7.3-2）称为系统的可加性或叠加性。 

若系统既是齐次的又是可加的，则称该系统是线性的。即对于任意常数 a、b 和激励 f1(·)、f2(·)
满足： 

)]([)]([)]()([ 2121  fbTfaTbfafT                 （7.3-3） 
则称该系统是线性系统，反之称为非线性系统，式（7.3-3）称为系统的线性性质。由此可见，线

性性质包含两层含义：齐次性和可加性。 
动态系统的响应不仅与系统的激励 )(f 有关，而且与系统的初始状态（内部激励） )0(x 有

关。其中，  )(f 表示系统有多个激励 )(,),(),( 21  nfff  ，  )0(x 表示系统有多个初始状态

)0(,),0(),0( 21 nxxx  。 
动态系统在任意 0t ≥ （或 0n≥ ）时刻的响应可以由初始状态 )0(x 和此时的激励完全确定。

这样，动态系统的全响应可写为： 
)}]0({)},([{)( xfTy                            （7.3-4） 

其中，初始状态为零，仅由激励 )(f 引起的响应称为零状态响应 zs ( )y  ： 

zs ( ) [{ ( )},{0}]y T f                             （7.3-5） 
激励为零，仅由初始状态 )0(x 引起的响应称为零输入响应 zi ( )y  ： 

zi ( ) [{0},{ (0)}]y T x                            （7.3-6） 

同时满足下列三个条件的动态系统为线性系统。 
① 可分解性 
所谓可分解性是指系统的全响应可以分解为零状态响应和零输入响应两部分之和： 

zs zi( ) ( ) ( ) [{ ( )},{0}] [{0},{ (0)}]y y y T f T x                        （7.3-7） 

② 零状态线性 
所谓零状态线性是指系统的零状态响应满足线性性质： 

  }]0{)},([{}]0{)},([{}]0{)},()([{ 2121  fbTfaTbfafT           （7.3-8） 

也可分别表述为： 
}]0{)},([{}]0{)},([{  faTafT  

}]0{)},([{}]0{)},([{}]0{)},()([{ 2121  fTfTffT  

③ 零输入线性 
所谓零输入线性是指系统的零输入响应满足线性性质： 

 
图 7.3-1  系统的激励和响应 
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         )}]0({},0[{)}]0({},0[{)}]0()0({},0[{ 2121 xbTxaTbxaxT        （7.3-9） 

也可分别表述为： 
)}]0({},0[{)}]0({},0[{ xaTaxT   

)}]0({},0[{)}]0({},0[{)}]0()0({},0[{ 2121 xTxTxxT   

例 7.3-1  判断下列系统是否为线性系统。 
1） 1)()0()(2)0(3)(  tfxtfxty   2） )()0(2)( tfxty    3） )(2)0()( 2 nfxny   
解：式中的 )0(x 为系统的初始状态， )(f 为激励， )(y 为系统的全响应，故三个系统均为动

态系统。 
1）根据零状态响应的定义，可知系统的零状态响应为： 

zs ( ) 2 ( ) 1y t f t   

根据零输入响应的定义，可知系统的零输入响应为： 
zi ( ) 3 (0) 1y t x   

显然， zs zi( ) ( ) ( )y t y t y t  ，故该动态系统不满足可分解性，所以该系统为非线性系统。 

2）根据零状态响应的定义，可知系统的零状态响应为： 
zs ( ) ( )y t f t  

根据零输入响应的定义，可知系统的零输入响应为： 
zi ( ) 2 (0)y t x  

显然， zs zi( ) ( ) ( )y t y t y t  ，故该动态系统满足可分解性。 

由于 
zs[{ ( )},{0}] ( ) ( ) ( )T af t af t ay t a f t    

故该动态系统不满足零状态线性，所以该系统为非线性系统。 
3）根据零状态响应的定义，可知系统的零状态响应为： 

zs ( ) 2 ( )y n f n  

根据零输入响应的定义，可知系统的零输入响应为： 
2

zi ( ) (0)y n x  
显然， zs zi( ) ( ) ( )y t y t y t  ，故该动态系统满足可分解性。 

由于 
2 2

zi[{0},{ (0)}] [ (0)] ( ) (0)T ax ax ay n ax    

故该动态系统不满足零输入线性，所以该系统为非线性系统。 

例 7.3-2  判断系统
0

( ) e (0) sin( ) ( )d
tty t x x f x x   是否为线性系统。 

解：题目中的 )0(x 为系统的初始状态， )(tf 为激励， )(ty 为系统的全响应，故该系统为动态

系统。 
根据零状态响应的定义，可知系统的零状态响应为： 

zs 0
( ) sin( ) ( )d

t
y t x f x x   

根据零输入响应的定义，可知系统的零输入响应为： 

zi ( ) e (0)ty t x  
显然， zs zi( ) ( ) ( )y t y t y t  ，故该动态系统满足可分解性。 
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 

   

1 2 1 20

1 20 0

1 2

{ ( ) ( )},{0} sin( )[ ( ) ( )]d

sin( ) ( )d sin( ) ( )d

{ ( )},{0} { ( )},{0}

t

t t

T af t bf t x af x bf x x

a x f x x b x f x x

aT f t bT f t

  

 

 



   

故该动态系统满足零状态线性。 
   

   

1 2 1 2

1 2

1 2

{0},{ (0) (0)} e (0) (0)

(0)e (0)e
{0},{ (0)} {0},{ (0)}

t

t t

T ax bx ax bx

ax bx

aT x bT x



 

  

 

 

 

故该动态系统满足零输入线性。 
所以，该系统为线性系统。 

7.3.5  时变系统与时不变系统 

若系统满足激励延迟多长时间，其零状态响应也延迟多长时间，即若： 
zs[{0}, ( )] ( )T f y    

则： 
d zs d[{0}, ( )] ( )T f t t y t t                         （7.3-10） 

d zs d[{0}, ( )] ( )T f n n y n n                       （7.3-11） 

就称该系统为时不变系统，否则称之为时变系统。式（7.3-10）和式（7.3-11）称为系统的

时不变性（或移位不变性），图 7.3-2 说明了一个连续系统的时不变性，离散系统的时不变性与

此类似。 

 
图 7.3-2  连续系统的时不变性 

通常可利用时不变性判断一个系统是否为时不变系统，但是，如果系统比较简单，则可以通

过直观判断直接得出结论：若激励 )(f 前出现变系数，或有反转、尺度变换等操作，则该系统即

为时变系统。 
例 7.3-3  判断下列系统是否为时不变系统。 
1） zs ( ) ( ) ( 1)y n f n f n    2） zs ( ) ( )y t tf t   3） zs ( ) ( )y t f t   

解：1）依题意有： 
d d d[{0}, ( )] ( ) ( 1)T f n n f n n f n n      

而 
zs d d d( ) ( ) ( 1)y n n f n n f n n      

显然， d zs d[{0}, ( )] ( )T f n n y n n   ，故该系统是时不变的。 
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2）依题意有： 
d d[{0}, ( )] ( )T f t t tf t t    

而 
zs d d d( ) ( ) ( )y t t t t f t t     

显然， d zs d[{0}, ( )] ( )T f t t y t t   ，故该系统为时变系统。 
实际上，由于本例中激励 )(tf 的系数为变系数 t，故据此即可判断该系统为时变系统。 

3）依题意有： 
d d[{0}, ( )] ( )T f t t f t t     

而 
zs d d( ) [ ( )]y t t f t t     

显然， d zs d[{0}, ( )] ( )T f t t y t t   ，故该系统为时变系统。 

实际上，由于本例中激励 f(t)存在反转，故据此即可判断该系统为时变系统。 
线性系统和非线性系统都有时变和时不变两类，本书只讨论线性时不变系统，简称 LTI 系统。

下面讨论 LTI 连续系统的微分特性和积分特性。 

如果 LTI 连续系统在激励 f(t)的作用下的零状态响应为 zs ( )y t ，那么，当激励为 f(t)的导数
d ( )

d
f t

t

时，该系统的零状态响应为 zsd ( )
d

y t

t
，即若： 

zs[{0}, ( )] ( )T f t y t  

则： 
zsd ( )d ( ){0},

d d
y tf t

T
t t

    
                      （7.3-12） 

式（7.3-12）称为 LTI 连续系统的微分特性。 
如果 LTI 连续系统在激励 f(t)的作用下的零状态响应为 zs ( )y t ，那么，当激励为 f(t)的积分

( )d
t

f  
 ∞

时，该系统的零状态响应为 zs ( )d
t

y  
 ∞

，即若： 

zs[{0}, ( )] ( )T f t y t  
且 zs( ) 0, ( ) 0f y   ∞ ∞ ，则： 

zs{0}, ( )d ( )d
t t

T f y   
 

     ∞ ∞
                  （7.3-13） 

式（7.3-13）称为 LTI 连续系统的积分特性。 

7.3.6  因果系统与非因果系统 

人们常把系统激励与零状态响应的关系看成因果关系，即把激励看作是零状态响应产生的原

因，零状态响应是激励引起的结果。这样，就称零状态响应不出现在激励之前的系统为因果系统。 
即对任意时刻 t0 或 n0（一般可选 t0=0 或 n0=0）和任意激励 f(·)，若： 

0,0)( ttf  （或 0nn  ） 

其零状态响应： 
zs 0( ) [{0}, ( )] 0,y T f t t     （或 0nn  ） 

则称该系统为因果系统，否则称其为非因果系统。 

如零状态响应为 zs ( ) 3 ( 1)y t f t  、 zs ( ) ( )d
t

y t f  


  ∞
、 zs ( ) 3 ( 1) 2 ( 2)y n f n f n    、
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zs ( ) ( )
n

i

y n f i


 
∞

等系统的零状态响应都不出现在激励之前，故均为因果系统。 

而由于 zs ( ) 2 ( 1)y t f t  、 zs ( ) (2 )y t f t 等系统的零状态响应都出现在激励之前，故它们均为

非因果系统。 
例 7.3-4  某 LTI 连续因果系统，当激励 )()(1 tutf  时，系统的全响应 2

1( ) (3e 4e ) ( )t ty t u t   ，

当激励 )(2)(2 tutf  时，系统的全响应 2
2 ( ) (5e 3e ) ( )t ty t u t   ，求在相同的条件下激励为

)2()(3  tutf 时的全响应。 
解：设相同的初始条件为 )}0({x ，由于初始条件相同，故系统的零输入响应 zi ( )y t 不变。 
由题意可知： 

2
1 1( ) [{ (0)}, ( ) ( )] (3e 4e ) ( )t ty t T x f t u t u t                      （1） 

2
2 2( ) [{ (0)}, ( ) 2 ( )] (5e 3e ) ( )t ty t T x f t u t u t                     （2） 

由线性性质，式（2）减去式（1），得系统在激励 )(1 tf 作用下的零状态响应为： 
2

zs ( ) [{ (0)} 0, ( ) ( )] (2e 7e ) ( )t ty t T x f t u t u t                     （3） 
式（1）减去式（3）得系统的零输入响应为： 

2
zi ( ) [{ (0)}, ( ) 0] (e 11e ) ( )t ty t T x f t u t      

由时不变性质，得激励为 )2()(3  tutf 时的零状态响应为： 
( 2) 2( 2)

zs1( ) [{ (0)} 0, ( ) ( 2)] [2e 7e ] ( 2)t ty t T x f t u t u t           

由于初始状态不变，故全响应为： 
2 ( 2) 2( 2)

zi zs1( ) ( ) ( ) (e 11e ) ( ) [2e 7e ] ( 2)t t t ty t y t y t u t u t             

实际的物理可实现系统均为因果系统，非因果系统的概念与特性在信号的压缩、扩展，语音

信号处理等方面也有实际的意义。若信号的自变量不是时间而是诸如位移、距离、亮度等，则在

此类物理系统中研究系统的因果性显得不很重要。 

7.3.7  稳定系统与不稳定系统 

一个系统，若对有界的激励 )(f 所产生的零状态响应 zsy ( ) 也是有界的，则称该系统为有界输

入有界输出稳定（BIBO，Bounded Input Bounded Output）系统，简称稳定系统。即若 ( )f  ∞，

其零状态响应 zs ( )y  ∞，则称系统是稳定系统。 
例如，某离散系统的零状态响应 zs ( ) ( ) ( 1)y n f n f n   ，由于无论激励是何种形式的序列，

只要它是有界的，那么 zs ( )y n 也是有界的，因而该系统是稳定系统。而零状态响应

zs ( ) ( )d
t

y t f x x


  ∞
的连续系统是不稳定系统。因为，当 )()( tutf  有界时，其零状态响应

zs ( ) ( )d ( )
t

y t u x x tu t


  ∞
，当 t→∞时， zs ( )y t →∞无界，故该系统是不稳定系统。 

系统的稳定性可以采用定义法进行判定，实际上，在后续章节中将要介绍的系统函数、系统

状态变量分析法均可用来判定系统的稳定性，而且要比使用定义判定更为简单。 

7.3.8  可逆系统与不可逆系统 

如果一个系统对任何不同的激励都能产生不同的响应，即激励与响应是一一对应的，则称该

系统是可逆的。如果一个系统对两个或两个以上不同的激励都能产生相同的响应，则称该系统是

不可逆的。 
如果一个可逆系统与另一个系统级联后构成的系统的响应等于激励，则称此级联系统为恒等
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系统，并称后者是前者的逆系统，如图 7.3-3 所示。 

如 )(
2
1)( tfty  是可逆系统，其逆系统是 )(2)( tfty  。

而 )()( 2 tfty  是不可逆系统，因为两个不同的激励 )(tf 和

)(tf 能够产生相同的响应。 

7.3.9  LTI 系统分析方法 

LTI 系统分析研究的主要问题是对于给定的具体系统，求出它对给定激励的响应。具体地说，

系统分析就是建立表征系统的数学方程并求解的过程。 
总的来说，LTI 系统的分析方法可以分为两类：输入输出分析法（或称为外部法）和状态变

量分析法（或称为内部法），本书第 8 章到第 11 章介绍的均为系统的输入输出分析法，主要包括

系统的时域分析和变换域分析；第 12 章介绍的是系统的状态变量分析法，主要包括系统状态方程

的建立与求解以及系统特性分析。 
求解 LTI 系统响应采用的数学工具主要包括卷积积分、卷积和、傅里叶变换、拉普拉斯变换

及 z 变换。 

练习题 

7.3-1  判断下列系统是否为线性、时不变、因果系统。其中， )0(x 是系统的初始状态， )(tf

是激励， )(ty 是系统的响应。 

1） )][sin()0()( tfxty      2）
0

( ) 5 (0) 10 ( )d
t

y t x f      

3） 5 (0)

0
( ) e ( )d

tx ty t f        4） d( ) e (0) ( )
d

ty t x f t
t

   

7.3-2  判断下列系统是否为线性、时不变、因果、稳定系统。 
1） )3()(  nfny     2） )()( tfaty   
3） )2()1()(  nfnfny   4） )5()1()(  tftfty  

7.4  本 章 小 结 

本章首先介绍了系统的定义和描述方法，然后对系统的分类做了详细介绍，最后简要介绍了

LTI 系统的分析方法。通过学习本章内容，读者需要熟练掌握系统时域框图与系统微分/差分方程

的转化方法，深刻理解线性、时不变性、因果性、稳定性的概念及线性系统、时不变系统、因果

系统和稳定系统的判定方法，尤其需要注意动态系统是线性系统的条件和 LTI 系统的微积分特性。 
具体来讲，本章主要介绍了： 
① 系统的定义。读者应了解系统的定义和功能。 
② 系统的描述。读者应能够根据电路列写微分方程，并熟练掌握由系统时域框图列写微分方

程（连续系统）或差分方程（离散系统）的方法。 
③ 线性系统和非线性系统。重点掌握线性性质（齐次性和可加性），能够熟练判断系统（尤

其是动态系统）是否属于线性系统。 
④ 时变系统和时不变系统。重点掌握时不变性及 LTI 系统的微分和积分特性。 
⑤ 因果系统和非因果系统。重点理解因果系统的定义，能够熟练判断系统是否属于因果系统。 
本章的主要知识脉络如图 7.4-1 所示。 

 
图 7.3-3  恒等系统 
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图 7.4-1  本章知识脉络示意图 

练习题答案 

7.2-1 )(2)()(2)(3)( tftftytyty   
7.2-2 )2()1(2)2(2)1(3)(  nfnfnynyny  

7.3-1  1）线性、时变、因果       2）线性、时不变、因果   
3）非线性、时变、因果               4）线性、时不变、因果 
7.3-2  1）线性、时不变、因果、稳定    2）非线性、时不变、因果、稳定 
3）非线性、时不变、因果、稳定       4）线性、时不变、因果、稳定  

本 章 习 题 

7.1  某 LTI 离散系统具有初始状态 )0(x ，当激励为 )(nf 时，响应为 )()(
2
1)(1 nununy

n







 ；

若初始状态不变，激励为 )(nf 时，响应 )()(
2
1)(2 nununy

n







 ；求当初始状态为 )0(2x ，激励

为 )(4 nf 时该系统的响应 )(ny 。 
7.2  现有某 LTI 连续系统，当激励为 )(1 tf 时，响应为 )(1 ty ，其波形如题图 7.1（a）、（b）所

示，若激励为题图 7.1（c）所示的信号 )(2 tf ，求： 
1）用 )(1 tf 表示 )(2 tf ； 
2）激励 )(2 tf 引起的响应。 

 
题图 7.1  习题 7.2 波形图 

7.3  系统的数学描述如下，判断其是否为线性、时不变、因果、稳定系统。 
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1） 5)()(  nfny       2） )()2()( nfnfny        3） )()1()( tftty   
4） )()( tfty           5） )()10()( 2 tftfty   
7.4  假设某系统输入 )(tf 和输出 )(ty 之间的关系为 

( ) ( ) ( )
n

y t f t t nT


 
∞

∞

 

试问该系统是否为线性系统？是否为时不变系统？ 
7.5  某连续时间系统输入 )(tf 和输出 )(ty 之间的关系为 

( ) ( )d
t

y t f t  


  ∞
 

试确定该系统是否为线性、时不变、因果系统。 
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第 8 章  LTI 连续系统的时域分析 

【内容提要】 
LTI 连续系统的时域分析可归结为建立并求解常系数线性微分方程，由于在系统分析过程中

涉及的函数变量均为时间 t，故称之为时域分析法。这种方法比较直观，物理概念清楚，是学习各

种变换域分析法的基础。 
本章主要介绍 LTI 连续系统的时域解法，重点介绍系统的零输入响应、零状态响应和全响应

并对典型的零状态响应—冲激响应和阶跃响应进行深入分析，详细介绍初始状态与初始值的关

系及卷积在 LTI 连续系统时域分析中的作用。通过对本章内容的学习，读者应对 LTI 连续系统的

时域分析有一个较为清晰的认识，为掌握 LTI 连续系统的变换域分析奠定基础。 
【重点难点】 
★ 零输入响应的求解方法及其与自由响应的关系 
★ 零状态响应的求解方法及其与强迫响应的关系 
★ 初始状态和初始值 
★ 冲激响应和阶跃响应 
★ 卷积积分求解系统的零状态响应 

8.1  自由响应与强迫响应 

如前所述，描述连续动态系统的数学模型是微分方程，这样就把对连续动态系统（如含有记

忆元件的电路系统）的分析转换成了对微分方程的分析。如果 )(tf 是单输入单输出系统的激励，

)(ty 为该系统的响应，则描述 LTI 连续系统激励与响应之间关系的数学模型为： 
)()()()()()()()( 0

)1(
1

)1(
1

)(
0

)1(
1

)1(
1

)( tfbtfbtfbtfbtyatyatyatya m
m

m
m

n
n

n
n  




   （8.1-1） 

或写成： 





m

i

i
i

n

j

j
j tfbtya

0

)(

0

)( )()(                        （8.1-2） 

显然，上述两式为 n 阶常系数线性微分方程，式中 ( 0,1, 2, , )ja j n  和 ( 0,1, 2, , )ib i m  均为实

常数， na 一般取 1。 

微分方程的全解可分解为齐次解和特解两部分，即： 
h p( ) ( ) ( )y t y t y t                         （8.1-3） 

上式中， )(ty 为微分方程的全解， h ( )y t 为微分方程的齐次解， p ( )y t 为微分方程的特解。 

8.1.1  自由响应 

形如： 
0)()()()( 0

)1(
1

)1(
1

)(  
 tyatyatyaty n

n
n              （8.1-4） 

的微分方程称为齐次微分方程，其等号右端为零。所谓自由响应就是系统微分方程的齐次解 h ( )y t ，

即齐次微分方程的解。 
与式（8.1-4）相对应的特征方程为： 
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001
1

1  
 aaa n

n
n                   （8.1-5） 

特征方程的根称为特征根，不同形式的特征根对应的微分方程的自由响应的形式也不同，该对应

关系如表 8.1-1 所示。 
由此可以看出，自由响应的函数形式由微分方程的特征根确定。由于齐次微分方程的等号右

端为零，因此，自由响应的形式仅与系统本身的特性有关，而与激励 )(tf 无关。所以，有时也称

系统的自由响应为系统的固有响应。 

表 8.1-1  特征根与自由响应 

特征根 λ 自由响应（齐次解）yh(t) 

单实根 e tC   

r 重实根 1 2
1 2 1 0( )er r t

r rC t C t C t C  
      

一对共轭复根 

λ1,2=α±jβ 
[ cos( ) sin( )]te C t D t   或 jcos( ), e jA t A C D     

r 重共轭复根 1 2
1 1 2 2 0 0[ cos( ) cos( ) cos( )]er r t

r r r rA t t A t t A t       
          

8.1.2  强迫响应 

强迫响应即为微分方程的特解 p ( )y t ，其形式与激励 ( )f t 的形式有关。不同的激励引起的系统

强迫响应的形式也不同，该对应关系如表 8.1-2 所示。自由响应和强迫响应之和称为系统的全响应。 

表 8.1-2  激励与强迫响应 

激励 ( )f t  强迫响应（特解） p ( )y t  

F（常数） P（常数） 

mt  

1
1 1 0

m m
m mP t P t Pt P

    ，特征根均不为零 
1

1 1 0( )r m m
m mt P t P t Pt P

    ，r 重为零的特征根 

e t  

tPe ， 不等于特征根 

1 0 )e tPt P （ ， 等于特征单根 
1

1 0 )er r t
r rP t P t P 

  （ ， 等于 r 重特征根 

sin( )t 或 cos( )t  1 2cos( ) sin( )P t P t  或 1 2cos( ), e jjA t A P P    ，特征根不等于   
 
例 8.1-1  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )y t y t y t f t     
若 ( ) 2e ( 0)tf t t ≥ ， (0) 2y  ， (0) 1y   ，求系统的全响应。 

解：由题意，系统的自由响应满足齐次微分方程： 
( ) 6 ( ) 8 ( ) 0y t y t y t     

其特征方程为： 
2 6 8 0     

故其特征根为 1 22, 4     。 
由表 8.1-1 可知，系统自由响应的形式为： 

2 4
h 1 2( ) e e , 0t ty t C C t   ≥  

当 ( ) 2e tf t  时， 1   不等于特征根，由表 8.1-2 可知其强迫响应的形式为： 

p ( ) e , 0ty t P t ≥  

当 0t  时，有： 
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p ( ) e ty t P     

p ( ) e ty t P    

将上述三式代入微分方程，得： 
e 6 e 8 e 2et t t tP P P       

比较上式等号两端 e t 的系数，可得
2
3

P  ，于是强迫响应为： 

p
2( ) e , 0
3

ty t t ≥  

所以，系统的全响应为： 
2 4

h p 1 2
2( ) ( ) ( ) e e e , 0
3

t t ty t y t y t C C t       ≥  

当 0t  时，对上式求一阶导数，得： 
2 4

1 2
2( ) 2 e 4 e e
3

t t ty t C C        

将已知条件 (0) 2, (0) 1y y   代入上述两式，得： 

1 2

1 2

2(0) 2
3

2(0) 2 4 1
3

y C C

y C C

    

       


 

解得 1 2
5 7,
2 6

C C   ，故全响应为： 

2 4
h p

5 7 2( ) ( ) ( ) e e e , 0
2 6 3

t t ty t y t y t t       ≥  

上式前两项为系统的自由响应，第三项为强迫响应。上式中之所以标注 0t ≥ ，是因为一般认为系

统的激励是在 0t  时刻接入的，因此系统的全响应也就适用于 0t ≥ 。 
实际上，例 8.1-1 的结果也可以用阶跃信号表示其作用区间，从而去掉 0t ≥ ，即： 

2 45 7 2( ) e e e ( )
2 6 3

t t ty t u t      
 

 

同样地，激励也可以描述为 ( ) 2e ( )tf t u t 。 
例 8.1-2  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )y t y t y t f t     
若 2( ) 2e ( )tf t u t ， (0) 2y  ， (0) 1y   ，求系统的全响应。 

解：由于系统的微分方程与例 8.1-1 相同，故自由响应的形式不变： 
2 4

h 1 2( ) ( e e ) ( )t ty t C C u t    
由于激励 2( ) 2e ( )tf t u t 的指数 2   与特征根之一相等，由表 8.1-2 知其强迫响应可设为： 

2
p 1 0( ) ( )e ( )ty t Pt P u t   

对上式求一、二阶导数，得： 
2 2

p 1 1 0 0( ) [ 2( )e ] ( ) ( )t ty t Pe Pt P u t P t       
2 2

p 1 1 0 1 0 0( ) [ 4 e 4( )e ] ( ) ( 2 ) ( ) ( )t ty t P Pt P u t P P t P t           

当 0t  时，上述两式可写为： 
2 2

p 1 1 0( ) e 2( )et ty t P Pt P      
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2 2
p 1 1 0( ) 4 e 4( )et ty t P Pt P       

将上述三式代入微分方程，得： 
2 2 2 2 2 2

1 1 0 1 1 0 1 04 e 4( )e 6[ e 2( )e ] 8( )e 2et t t t t tP Pt P P Pt P Pt P               
比较上式等号两端 2e t 的系数，可得 1 1P  ，但无法求得 0P ，于是强迫响应为： 

2
p 0( ) ( )e ( )ty t t P u t   

所以，系统的全响应为： 
2 4 2 2 2 4

h p 1 2 0 1 0 2( ) ( ) ( ) [ e e ( )e ] ( ) [( )e e e ] ( )t t t t t ty t y t y t C C t P u t C P t C u t                

对上式求一阶导数，得： 
2 4 2 2

1 2 0 1 2 0( ) [ 2 e 4 e e 2( )e ] ( ) ( ) ( )t t t ty t C C t P u t C C P t              

当 0t  时，上式可写为： 
2 4 2 2

1 2 0( ) 2 e 4 e e 2( )et t t ty t C C t P           
将已知条件 (0) 2, (0) 1y y   代入上述两式，得： 

1 2 0

1 2 0

(0) 2
(0) 2 4 1 2 1

y C C P

y C C P

   
        

 

即： 
1 0 2

1 0 2

(0) ( ) 2
(0) 2( ) 4 2

y C P C

y C P C

   
       

 

解得 1 0 21, 1C P C   ，故全响应为： 
2 4 2

h p( ) ( ) ( ) (e e e ) ( )t t ty t y t y t t u t        

由于上式第一项的系数为 1 0 1C P  ，因此不能区分 1C 和 0P ，从而也就无法区分自由响应（齐

次解）和强迫响应（特解）。 
例 8.1-3  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )y t y t y t f t     
若 ( ) sin( ) ( )f t t u t ， (0) 2y  ， (0) 1y   ，求系统的全响应。 

解：由于系统的微分方程与例 8.1-1 相同，故自由响应的形式不变： 
2 4

h 1 2( ) ( e e ) ( )t ty t C C u t    
由于当激励 ( ) sin( ) ( )f t t u t 时，特征根不等于 1   ，由表 8.1-2 知其强迫响应可设为： 

p 1 2( ) [ cos( ) sin( )] ( )y t P t P t u t   

当 0t  时，有： 
p 1 2( ) sin( ) cos( )y t P t P t     

p 1 2( ) cos( ) sin( )y t P t P t     

将上述三式代入微分方程，得： 
1 2 1 2 1 2cos( ) sin( ) 6 sin( ) 6 cos( ) 8 cos( ) 8 sin( ) sin( )P t P t P t P t P t P t t        

比较上式等号两端 sin( )t 和 cos( )t 的系数，可得： 

1 2 1

2 1 2

6 8 0
6 8 1

P P P

P P P

   
   

 

解得 1 2
6 7,

85 85
P P   ，于是强迫响应为： 
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p
6 7( ) cos( ) sin( ) ( )

85 85
y t t t u t

     
 

所以，系统的全响应为： 
2 4

h p 1 2
6 7( ) ( ) ( ) e e cos( ) sin( ) ( )

85 85
t ty t y t y t C C t t u t         

 

当 0t  时，对上式求一阶导数，得： 
2 4

1 2
6 7( ) 2 e 4 e sin( ) cos( )

85 85
t ty t C C t t        

将已知条件 (0) 2, (0) 1y y   代入上述两式，得： 

1 2

1 2

6(0) 2
85

7(0) 2 4 1
85

y C C

y C C

    

       


 

解得 1 2
306 26,
85 17

C C   ，故全响应为： 

2 4
h p

306 26 6 7( ) ( ) ( ) e e cos( ) sin( ) ( )
85 17 85 85

t ty t y t y t t t u t         
 

上式前两项为系统的自由响应，后两项为系统的强迫响应。 
对于本例来说，系统全响应中的前两项随 t 的增大而减小直至消失，称之为暂态响应；后两

项随 t 的增大而呈等幅振荡，称之为稳态响应。一般来说，所谓暂态响应是指激励接入系统以后，

全响应中暂时出现的响应分量，即随着时间的增长，其最终消失。若响应分量随时间的增长而等

幅振荡或保持不变，则称之为稳态响应。 
例 8.1-4  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

( ) 4 ( ) 4 ( ) ( )y t y t y t f t     
若 ( ) 2 ( )f t u t ， (0) 2y  ， (0) 1y   ，求系统的全响应。 

解：由题意，系统的自由响应满足齐次微分方程： 
( ) 4 ( ) 4 ( ) 0y t y t y t     

其特征方程为： 
2 4 4 0     

故其特征根为 1 2 2    。 

由表 8.1-1 可知，系统自由响应的形式为： 
2

h 1 0( ) ( )e ( )ty t C t C u t   
由于激励 ( ) 2 ( )f t u t 且特征根不等于零，由表 8.1-2 可知其强迫响应可设为： 

p ( ) ( )y t Pu t  

当 0t  时，有： 
p p( ) ( ) 0y t y t    

将上述两式代入微分方程，得 4 2P  ，即强迫响应为
1
2

P  ，所以，系统的全响应为： 

2
h p 1 0

1( ) ( ) ( ) ( )e ( )
2

ty t y t y t C t C u t       
 

当 0t  时，对上式求一阶导数，得： 
2 2

1 1 0( ) e 2( )et ty t C C t C      



 

·199· 

将已知条件 (0) 2, (0) 1y y   代入上述两式，得： 

0

1 0

1(0) 2
2

(0) 2 1

y C

y C C

   

     

 

解得 0 1
3 , 2
2

C C  ，故全响应为： 

2
h p

3 1( ) ( ) ( ) 2 e ( )
2 2

ty t y t y t t u t          
 

练习题 

8.1-1  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 3 ( ) 2 ( ) 4 ( )y t y t y t f t     

若 3( ) ( )tf t e u t ， (0) 3y  ， (0) 4y  ，求系统的自由响应、强迫响应和全响应。 

8.2  零输入响应与零状态响应 

LTI 连续动态系统在任意时刻的响应均可由系统的初始状态和此时的激励完全确定。这样，

连续动态系统的全响应 ( )y t 可分解为系统的零输入响应 zi ( )y t 和零状态响应 zs ( )y t ，即： 

zi zs( ) ( ) ( )y t y t y t                          （8.2-1） 

下面首先介绍初始状态的概念，然后介绍如何在时域中求解系统的零输入响应、零状态响应

及全响应。 

8.2.1  初始状态和初始值 

若激励 ( )f t 是在 0t  时刻接入系统的，则确定系统响应的待定系数 iC 时用的是 0t  时刻的

值，即 ( ) (0 )( 0,1, 2, , 1)jy j n   的值，称其为系统的初始值。由于 0t  时刻激励已经接入到系

统中，因此系统的初始值包含了激励的作用，不便于描述系统的历史信息。 
在 0t  时刻激励尚未接入，因此，该时刻的值 ( ) (0 )( 0,1, 2, , 1)jy j n   反映了系统的历史

情况而与激励无关，称其为系统的初始状态或起始值。对于具体的系统，初始状态一般容易求得。

这样，为了求解微分方程的响应，就需要由系统的初始状态 ( ) (0 )jy  设法求得系统的初始值
( ) (0 )jy  。当然，如果知道了系统的全响应，那么令 0t  ，则可由全响应得到系统的初始值 ( ) (0 )jy  ，

此时，如果关心系统的初始状态，则需要由系统的初始值 ( ) (0 )jy  求得系统的初始状态 ( ) (0 )jy  。 

下面先通过例题说明由系统初始状态求解系统初始值的方法，而由系统初始值求解系统初始

状态的方法则稍后加以介绍。 
例 8.2-1  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t f t f t       
若 ( ) ( )f t tu t ， (0 ) 3y   ， (0 ) 2y   ，求系统的初始值 (0 )y  和 (0 )y  。 

解：将激励 ( ) ( )f t tu t 代入系统微分方程，得： 
( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t tu t t                          （1） 

利用系数匹配法分析：上式对于 0t  时刻也成立，在 [0 ,0 ]t   区间，微分方程等号两端的

冲激信号 ( )t 的系数应相等。 
由于等号右端为 2 ( )t ，故 ( )y t 中应包含冲激信号 ( )t 项，根据冲激信号和阶跃信号的关系，
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可知 ( )y t 中含有阶跃信号 ( )u t 项，故 ( )y t 在 0t  处将发生跃变，即 (0 ) (0 )y y   。 ( )y t 中不含

冲激信号 ( )t 项，否则 ( )y t 中将含有冲激偶信号 ( )t  项。由于 ( )y t 中不含 ( )t 项，故 ( )y t 中不

含有 ( )u t 项，从而 ( )y t 在 0t  处是连续的，所以： 
(0 ) (0 ) 3y y    

对式（1）两端从 0 到 0 积分，有： 

 
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
( ) 6 ( ) 8 ( ) d ( )d 6 ( )d 8 ( )d ( )d 2 ( )dy t y t y t t y t t y t t y t t tu t t t t     

     

                （2） 

由于积分在无穷小区间[0 ,0 ]  进行，且 ( ) ( )f t tu t 和 ( )y t 在 0t  处连续，故： 
0

0
( )d 0y t t





 ，
0

0
( )d 0tu t t





  

考虑式（2.2-5），可将式（2）改写为： 
0 0

0 0
( )d 6 ( )d 2y t t y t t

 

 

     

即： 
   (0 ) (0 ) 6 (0 ) (0 ) 2y y y y         

考虑到 (0 ) (0 ) 3y y   ， (0 ) 2y   ，所以由上式可得： 
(0 ) 4y    

即系统的初始值为： 
(0 ) 3y   ， (0 ) 4y    

由此可见，当微分方程等号右端含有冲激信号及其各阶导数时，系统的全响应 ( )y t 及其各阶

导数中，有些将在 0t  处发生跃变。但如果等号右端不含冲激信号及其各阶导数，系统的全响应

( )y t 及其各阶导数将不会发生跃变，即初始状态等于初始值。 

本例采用被称为观察法的方法求解系统的初始值。该方法根据冲激信号的系数匹配，并综合

考虑连续信号在无穷小区间 [0 , 0 ]t   积分为零、冲激信号在无穷小区间 [0 , 0 ]t   积分为 1 及冲

激信号和阶跃信号的关系进行求解。该方法求解过程较为简单，但只适合于微分方程等号右端最

多只含有冲激信号 ( )t 项而不含其各阶导数项的情况。 

例 8.2-2  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t f t f t       

若 ( ) ( )f t t ， (0 ) 3y   ， (0 ) 2y   ，求系统的初始值 (0 )y  和 (0 )y  。 
解：本题的微分方程等号右端不仅含有 ( )t 项，还含有 ( )t  项，因此不能采用例 8.2-1 的方

法求解。 
将激励 ( ) ( )f t t 代入微分方程，得： 

( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t t t                          （1） 
根据系数匹配法，式（1）中的 ( )y t 中含有 ( )t  项，故令： 

0( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t a t b t c t p t                          （2） 
式中 a、b、c 均为待定常数，函数 0 ( )p t 中不含 ( )t 及其各阶导数。 

对式（2）等号两端从 ∞到 t 积分，得： 

0 1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )
t

y t a t b t c x p x dx a t b t p t    


         ∞
       （3） 

显然，函数 1( )p t 中不含 ( )t 及其各阶导数。 

对式（3）等号两端从 ∞到 t 积分，得： 

1 2( ) ( ) [ ( ) ( )]d ( ) ( )
t

y t a t b t p x x a t p t  


     ∞
              （4） 
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显然，函数 2 ( )p t 中不含 ( )t 及其各阶导数。 

将式（2）、式（3）和式（4）代入到式（1）中，并稍加整理，得： 
0 1 2( ) (6 ) ( ) (8 6 ) ( ) [ ( ) 6 ( ) 8 ( )] ( ) 2 ( )a t a b t a b c t p t p t p t t t                 

上式等号两端 ( )t 及其各阶导数的系数分别相等，故得： 
2

6 0
8 6 1

a

a b

a b c


  
   

 

解得 2, 12, 57a b c    。 
将 2, 12a b   带入式（3），并对等号两端从 0-到 0+进行积分，有: 

0 0 0

10 0 0
(0 ) (0 ) 2 ( )d 12 ( )d ( )dy y t t t t p t t   

  
         

若令式（2.2-15）中的 ( ) 1f t  ，则有 ( ) ( ) 0 ( 1)nf t n ≥ ，即： 
( ) ( )d 0n t t




∞

∞
 

根据式（2.2-5），有： 
0

0
( )d ( )d 1t t t t 


  

∞

∞
 

在无穷小区间对连续信号进行积分运算，其结果一定为零，故有： 
(0 ) (0 ) 12y y     

因为 (0 ) 3y   ，故 (0 ) 9y    。 
同理，将 2, 12, 57a b c    代入式（2），并对等号两端从 0-到 0+进行积分，有： 

0 0 0 0

00 0 0 0
(0 ) (0 ) 2 ( )d 12 ( )d 57 ( )d ( )dy y t t t t t t p t t     

   
             

故有： 
(0 ) (0 ) 57y y     

因为 (0 ) 2y   ，故 (0 ) 59y   。 

即系统的初始值为： 
(0 ) 9y    ， (0 ) 59y    

本例求解系统初始值采用的方法被称为常规法。该方法思路清晰，但求解过程稍显复杂。不

过该方法适合在任何情况下由系统的初始状态求解系统的初始值。 
下面以二阶 LTI 连续系统为例对常规法进行总结。 
① 确定 ( )y t （即 ( )y t 最高阶次导数）中含有 ( )t 的最高阶次。 

将激励 f(t)带入微分方程，然后，根据微分方程等号两端各奇异信号系数相等的原则，判断

( )y t 中含有 ( )t 的最高阶次 m。 
② 设 ( )y t 及其各阶导数的表达式。 
令 ( ) ( 1)

1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m
m my t a t a t a t p t  

      ，对其从 到 t 进行积分，逐次求得 ( )y t

和 ( )y t 。 

③ 求取待定系数。 
将 ( )y t 、 ( )y t 和 ( )y t 代入微分方程，根据方程等号两端各奇异信号系数相等的原则，求得

( )y t 表达式中的各待定系数。 

④ 求得系统的初始值。 
分别对 ( )y t 和 ( )y t 表达式的等号两端从 0-到 0+进行积分，依次求得系统的各初始值。 
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8.2.2  零输入响应 

零输入响应是激励为零时仅由系统的初始状态{ (0)}x 引起的响应，用 zi ( )y t 表示。在零输入条

件下，微分方程等号右端为零，从而将非齐次微分方程转化为齐次方程。即零输入响应满足方程： 
( )
zi

0
( ) 0

n
j

j
j

a y t


                           （8.2-2） 

此时，可根据自由响应和特征根的对应关系（表 8.1-1），列写零输入响应的形式。例如，若其特

征根均为单实根，则其零输入响应为： 

                 zi zi
1

( ) e j

n
t

j
j

y t C 



                          （8.2-3） 

式中，Czij 为待定系数。 
根据零输入响应的定义，由于激励为零，因此，微分方程等号右端一定不含有冲激信号及其

各阶导数，因此在零输入情况下，系统的初始状态和初始值相等： 
( ) ( )
zi zi(0 ) (0 ) ( 0,1, 2, , 1)j jy y j n     

同时，由于激励为零，因此，系统的初始状态完全由零输入情况下的初始状态确定，而与激

励无关，因此：  
( ) ( )

zi(0 ) (0 ) ( 0,1, 2, , 1)j jy y j n     

所以，有： 
( ) ( ) ( )

zi zi(0 ) (0 ) (0 ) ( 0,1, 2, , 1)j j jy y y j n                   （8.2-4） 
因此，根据系统的初始状态 ( ) (0 )jy  即可确定零输入响应中的各待定系数。 

例 8.2-3  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t f t f t       

若 (0 ) 3y   ， (0 ) 2y   ，求系统的零输入响应。 

解：系统的零输入响应满足方程： 
( ) 6 ( ) 8 ( ) 0y t y t y t     

特征方程为： 
2 6 8 0     

故其特征根为： 1 22, 4     ，因此，当 0t  时，零输入响应及其导数为： 
2 4

zi zi1 zi2
2 4

zi zi1 zi2

( ) e e
( ) 2 e 4 e

t t

t t

y t C C

y t C C

 

 

  
    

 

初始值为： 

zi zi

zi zi

(0 ) (0 ) (0 ) 3
(0 ) (0 ) (0 ) 2

y y y

y y y
  

  

   
     

 

将初始值代入零输入响应及其导数表达式，得： 
zi1 zi2

zi1 zi2

3
2 4 2

C C

C C

 
  

 

解得 zi1 zi27, 4C C   ，将其代入零输入响应表达式，得系统的零输入响应为： 
2 4

zi ( ) (7e 4e ) ( )t ty t u t    

8.2.3  零状态响应 

零状态响应是系统的初始状态为零时，仅由激励 ( )f t 引起的响应，用 zs ( )y t 表示。这时，微
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分方程仍是非齐次方程，即零状态响应满足方程： 
( ) ( )
zs

0 0
( ) ( )

n m
j j

j i
j i

a y t b f t
 

   

根据零状态响应的定义，其初始状态为： 
( )
zs (0 ) 0 ( 0,1, 2, , 1)jy j n                         （8.2-5） 

由于此时微分方程为非齐次方程，因此，可以利用表 8.1-1 和表 8.1-2 分别确定自由响应和强

迫响应的形式，然后将其求和即可得到零状态响应的形式。若微分方程的特征根均为单根，则其

零状态响应为： 

zs zs p
1

( ) e ( )j

n
t

j
j

y t C y t



   

式中， zsjC 为待定系数。 

例 8.2-4  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t f t f t       

若 ( ) ( )f t u t ，求系统的零状态响应。 
解：将激励 ( ) ( )f t u t 代入微分方程，得： 

zs zs zs( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t u t t                          （1） 

由于微分方程等号右端出现了冲激偶信号，故零状态响应及其各阶导数在 0t  时刻有可能产

生突变，即其初始值不等于初始状态。为此，首先要求得系统的初始值。 
令： 

zs 0( ) ( ) ( ) ( )y t a t b t p t                               （2） 
对式（2）等号两端从 ∞到 t 进行积分，逐次求得 ( )y t 和 ( )y t ： 

zs 1( ) ( ) ( )y t a t p t                                （3） 

zs 2( ) ( )y t p t                                 （4） 

将式（2）、式（3）和式（4）代入式（1），得： 
2 1 0( ) (6 ) ( ) 8 ( ) 6 ( ) ( ) ( ) 2 ( )a t a b t p t p t p t u t t           

根据奇异函数系数平衡，不难求得 2, 12a b   。 
对式（2）和式（3）等号两端分别从 0-到 0+进行积分，有： 

zs zs(0 ) (0 ) 12y y      

zs zs(0 ) (0 ) 2y y    
考虑式（8.2-5），有 zs (0 ) 12y    ， zs (0 ) 2y   。 

当 0t  时，式（1）可写为： 
zs zs zs( ) 6 ( ) 8 ( ) 1y t y t y t     

其齐次解为和特解可设为 2 4
zs1 zs2e et tC C  和 0P ，将特解代入上式可得特解为 p 0

1( )
8

y t P  。

所以，有： 
2 4

zs zs1 zs2
1( ) e e ( )
8

t ty t C C u t     
 

 

当 0t  时，将初始值 zs (0 ) 12y    ， zs (0 ) 2y   代入上式及其导数（令 t=0），得： 

zs1 zs2

zs1 zs2

1 2
8

2 4 12

C C

C C

   

   
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解得 zs1 zs2
9 33, =
4 8

C C  。最后，得系统的零状态响应为： 

2 4
zs

9 33 1( ) e e ( )
4 8 8

t ty t u t      
 

 

在求解系统的零状态响应时，若微分方程的等号右端为激励 f(t)及其各阶导数的线性组合，即： 
( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n m m
n m my t a y t a y t b f t b f t b f t 
              （8.2-6） 

可利用 LTI 连续系统零状态响应的线性性质和微分特性采用间接法求解，其主要步骤为： 
 ① 选新变量 yzs1(t)，使它满足的微分方程为左端与式（8.2-6）相同，而右端只含 f(t)，即：  

( ) ( 1)
zs1 1 zs1 0 zs1( ) ( )( ) ( ) ( )n n

ny t a y t t a y t f t
                  （8.2-7） 

可按照前述方法求得其零状态响应。 
 ② 根据 LTI 连续系统零状态响应的线性性质和微分特性，可得式（8.2-6）的零状态响应为： 

( ) ( 1)
zs zs1 1 zs1 0 zs1( ) ( ) ( ) ( )m m

m my t b y t b y t b y t
                （8.2-8） 

例 8.2-5  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( )y t y t f t f t f t       

若 ( ) ( )f t u t ，求系统的零状态响应。 
解：设仅由激励 f(t)作用于上述系统所引起的零状态响应为 zs1( )y t ，即： 

zs1( ) [0, ( )]y t T f t  

显然，它满足方程： 
zs1 zs1( ) 2 ( ) ( )y t y t f t                               （1） 

且 zs1(0 ) 0y   。 

根据 LTI 连续系统零状态响应的微分特性，有： 
zs1( ) [0, ( )]y t T f t   

zs1( ) [0, ( )]y t T f t   

故微分方程的零状态响应为： 
zs zs1 zs1 zs1( ) ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t y t                           （2） 

现在求当 ( ) ( )f t u t 时式（1）的解。 
由于当 ( ) ( )f t u t 时，等号右侧仅有阶跃信号，故 zs1( )y t 含有阶跃信号，而 zs1( )y t 在 t=0 处是

连续的，从而有 zs1 zs1(0 ) (0 ) 0y y   。 

不难求得式（1）的齐次解为 2e tC  ，特解为常数
1
2

P  ，代入初始值 zs1(0 ) 0y   后，得： 

2
zs1

1( ) (1 e ) ( )
2

ty t u t   

考虑式（2.2-9），其一、二阶导数分别为： 
2 2 2

zs1
1( ) (1 e ) ( ) e ( ) e ( )
2

t t ty t t u t u t        

2 2 2
zs1( ) e ( ) 2e ( ) ( ) 2e ( )t t ty t t u t t u t         

将 zs1( )y t 、 zs1( )y t 和 zs1( )y t 代入式（2），得该系统的零状态响应： 
2

zs ( ) ( ) (1 2e ) ( )ty t t u t     

可见，利用 LTI 连续系统零状态响应的线性和微分特性求解此类问题，可简化求解过程。 
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8.2.4  全响应 

如果 LTI 连续系统的响应既包含系统初始状态引起的响应，又包含激励引起的响应，则称该

响应为系统的全响应。显然，系统的全响应是零输入响应和零状态响应之和。 
对式（8.2-1）等号两端取 j 阶导数，有： 

( ) ( ) ( )
zi zs( ) ( ) ( ), 0,1, 2, , 1j j jy t y t y t j n                   （8.2-9） 

由于式（8.2-9）在 0t ≥ 时成立，因此在 0t  时刻也成立，故有： 
( ) ( ) ( )

zi zs(0 ) (0 ) (0 )j j jy y y                           （8.2-10） 

例 8.2-6  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t f t f t        

若 ( ) ( )f t u t ， (0 ) 3y   ， (0 ) 2y   ，求系统的全响应。 

解：由例 8.2-3 可知该系统的零输入响应为： 
2 4

zi ( ) (7e 4e ) ( )t ty t u t    

由例 8.2-4 可知该系统的零状态响应为： 
2 4

zs
9 33 1( ) e e ( )
4 8 8

t ty t u t      
 

 

因此，该系统的全响应为： 
2 4

zi zs
19 1 1( ) ( ) ( ) e e ( )
4 8 8

t ty t y t y t u t       
 

 

例 8.2-7  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )y t y t y t f t     

若 ( ) 2e ( )tf t u t ， (0) 2y  ， (0) 1y   ，求系统的全响应。 

解：本题已在例 8.1-1 中将全响应分为自由响应和强迫响应求解，现在将其分为零输入响应和

零状态响应求解。 
将激励 ( ) 2e ( )tf t u t 代入微分方程，得： 

( ) 6 ( ) 8 ( ) 2e ( )ty t y t y t u t     

由于等号右端不含有冲激信号及其各阶导数，故系统的初始状态和初始值相等： 
(0 ) (0 ) (0) 2
(0 ) (0 ) (0) 1

y y y

y y y
 

 

  
      

 

先求零输入响应。 
系统的零输入响应满足方程： 

zi zi zi( ) 6 ( ) 8 ( ) 0y t y t y t     

特征方程为： 
2 6 8 0     

故其特征根为 1 22, 4     ，因此，当 0t  时，零输入响应及其导数为： 
2 4

zi zi1 zi2
2 4

zi zi1 zi2

( ) e e
( ) 2 e 4 e

t t

t t

y t C C

y t C C

 

 

  
    

 

根据式（8.2-4），得系统的初始值为： 

zi

zi

(0 ) (0) 2
(0 ) (0) 1

y y

y y




  
    

 

将初始值代入零输入响应及其导数表达式，得： 
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zi1 zi2

zi1 zi2

2
1 2 4

C C

C C

 
   

 

解得 zi1 zi2
7 3,
2 2

C C   ，将其代入零输入响应表达式，得系统的零输入响应为： 

2 4
zi

7 3( ) e e , 0
2 2

t ty t t   ≥  

或改写为：  
2 4

zi
7 3( ) e e ( )
2 2

t ty t u t    
 

 

再求零状态响应。 
系统的零状态响应满足方程： 

zs zs zs( ) 6 ( ) 8 ( ) 2e ( )ty t y t y t u t     
不难求得其齐次解和特解分别为 2 4

zs1 zs2e et tC C  和 e tP  ，将特解代入上式并比较等号两端 e t

的系数，可得特解为 p
2( ) e
3

ty t  。所以，有： 

2 4
zs zs1 zs2

2( ) e e e , 0
3

t t ty t C C t     ≥  

由于激励不含冲激信号及其各阶导数，考虑式（8.2-5）可知： 
zs zs

zs zs

(0 ) (0 ) 0
(0 ) (0 ) 0

y y

y y
 

 

 
   

 

当 0t  时，将初始值 zs zs(0 ) (0 ) 0y y    代入零状态响应及其一阶导数表达式，有： 

zs1 zs2

zs1 zs2

2 0
3

22 4 0
3

C C

C C

   

   


 

解得 zs1 zs2
11,
3

C C   。因此，系统的零状态响应为： 

2 4
zs

1 2( ) e e e , 0
3 3

t t ty t t      ≥  

或改写为： 
2 4

zs
1 2( ) e e e ( )
3 3

t t ty t u t       
 

 

所以系统的全响应为： 
2 4

zi zs
5 7 2( ) ( ) ( ) e e e , 0
2 6 3

t t ty t y t y t t       ≥  

或改写为： 
2 4

zi zs
5 7 2( ) ( ) ( ) e e e ( )
2 6 3

t t ty t y t y t u t        
 

 

显然，本例结果与例 8.1-1 完全相同。 
本例验证了式（8.1-3）和式（8.2-1），即 LTI 连续系统的全响应既可以分为自由响应和强迫

响应，也可分为零输入响应和零状态响应。  
比较例 8.1-1 和本例可以看出： 
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系统的自由响应为： 2 4 2 4
h 1 2

5 7( ) ( e e ) ( ) e e ( )
2 6

t t t ty t C C u t u t        
 

 

系统的强迫响应为： p
2( ) e ( ) e ( )
3

t ty t P u t u t    

系统的零输入响应为： 2 4 2 4
zi zi1 zi2

7 3( ) ( e e ) ( ) e e ( )
2 2

t t t ty t C C u t u t        
 

 

系统的零状态响应为： 2 4 2 4
zs zs1 zs2

1 2( ) ( e e e ) ( ) e e e ( )
3 3

t t t t t ty t C C P u t u t             
 

 

观察系统的自由响应和零输入响应可以看出，二者的形式相同，但系数不同： 
1 zi1 zs1

2 zi2 zs2

C C C

C C C

 
  

 

所以，系统的自由响应包含全部零输入响应以及零状态响应的一部分（齐次解部分）。也就是

说， zi1C 和 zi2C 仅由系统的初始状态所决定，而 1C 和 2C 要由系统的初始状态和激励共同确定。 

将系统的全响应写为零输入响应和零状态响应之和的形式： 
2 4 2 47 3 1 2( ) e e e e e ( )

2 2 3 3
t t t t ty t u t          

 
 

可以看出，上式的第一、二项为系统的零输入响应，第三、四、五项为系统的零状态响应；

上式的前四项为系统的自由响应，第五项为系统的强迫响应。 
综上所述，对于 LTI 连续系统的全响应可做如下总结： 
① LTI 连续系统的全响应可分为自由响应和强迫响应，也可分为零输入响应和零状态响应。 
② 若系统微分方程的特征根均为单根，则它们的关系为： 

p zi zs p
1 1 1

( ) e ( ) e e ( )j j j

n n n
t t t

j j j
j j j

y t C y t C C y t  

  

                   （8.2-11） 

式中， zi zs
1 1 1

e e ej j j

n n n
t t t

j j j
j j j

C C C  

  

    ，即： 

zi zs , 1, 2, ,j j jC C C j n                          （8.2-12） 

③ 虽然自由响应和零输入响应都是齐次方程的解，但二者系数不同， zijC 仅由系统的初始状

态决定，而 jC 要由系统的初始状态和激励共同确定。当初始状态为零时，零输入响应等于零，但

在激励的作用下，自由响应并不为零。也就是说，系统的自由响应包含零输入响应以及零状态响

应的一部分。 
例 8.2-8  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t f t f t       
若 ( ) ( )f t u t ， (0 ) 3y   ， (0 ) 1y   ，求系统的零输入响应和零状态响应。 

解：本例中已知的是系统的初始值，即 0+时刻的值： 
zi zs

zi zs

(0 ) (0 ) (0 ) 3
(0 ) (0 ) (0 ) 2

y y y

y y y
  

  

  
     

                        （1） 

根据激励的形式，可以看出微分方程的等号右端含有冲激信号的一阶导数，故系统的初始状

态和初始值不相等。所以，按式（1）无法区分零输入响应和零状态响应在 t=0+时的值。 
由于零状态响应是指初始状态为零，即 ( )

zs (0 ) 0jy   时微分方程的解，所以，可先求零状态响

应，然后根据零状态响应及其一阶导数得到 zs (0 )y  和 zs (0 )y  ，进而根据式（1）求得 zi (0 )y  和

zi (0 )y  ，最后求得零输入响应。 
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本例中零状态响应的求法和结果与例 8.2-6 相同，即： 
2 4

zs
9 33 1( ) e e ( )
4 8 8

t ty t u t      
 

 

当 0t  时，由上式及其导数可求得 zs zs(0 ) 2, (0 ) 12y y    ，将它们代入到式（1）得

zi zi(0 ) 1, (0 ) 14y y   。本例中，零输入响应的形式和例 8.2-6 相同，即： 
2 4

zi zi1 zi2( ) ( e e ) ( )t ty t C C u t    

将初始值代入，有： 
zi zi1 zi2

zi zi1 zi2

(0 ) 1
(0 ) 2 4 14

y C C

y C C




  
     

 

解得： zi1 zi29, 8C C   ，于是得该系统的零输入响应为： 
2 4

zi ( ) (9e 8e ) ( )t ty t u t    

因此该系统的全响应为： 
2 4

zi zs
27 31 1( ) ( ) ( ) e e ( )
4 8 8

t ty t y t y t u t       
 

 

练习题 

8.2-1  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 3 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 6 ( )y t y t y t f t f t       

若 ( ) ( )f t u t ， (0 ) 2y   ， (0 ) 0y   ，求系统的零输入响应、零状态响应和全响应。 

8.3  冲激响应和阶跃响应 

8.3.1  冲激响应 

由冲激信号 ( )t 引起的零状态响应称为单位冲激响应，简称冲激响应，记为 ( )h t ，即： 
 ( ) {0}, ( )h t T t                          （8.3-1） 

由于冲激信号 ( )t 及其各阶导数在 0t ≥ 时都为零，因而若激励为冲激信号 ( )t 及其各阶导数

的线性组合，则当 0t  时，微分方程等号右端恒等于零，这样，系统冲激响应的形式与自由响应

的形式相同。 
例 8.3-1  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )y t y t y t f t     
求系统的冲激响应 ( )h t 。 

解：根据冲激响应的定义，将激励 ( ) ( )f t t 代入微分方程，得： 
( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )h t h t h t t                             （1） 

且 (0 ) (0 ) 0h h    。 

当 0t  时，式（1）变为齐次微分方程： 
( ) 6 ( ) 8 ( ) 0h t h t h t     

上述微分方程的特征方程为 2 6 8 0    ，解得其特征根为 1 22, 4     ，故系统的冲激

响应可设为： 
2 4

1 2( ) ( e e ) ( )t th t C C u t    
因为式（1）的等号右端有 ( )t 项，故 ( )h t 中必含 ( )t 项，而 ( )h t 和 ( )h t 中必不含 ( )t 项。
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从而 ( )h t 中含有 ( )u t 项而 ( )h t 中不含 ( )u t 项，所以， (0 ) (0 )h h   ，而 (0 ) (0 )h h  。对式（1）
的等号左右两端从 0 到 0 积分，得： 

   (0 ) (0 ) 6 (0 ) (0 ) 1h h h h         
考虑到 (0 ) (0 ) 0h h   ，有： 

(0 ) 1 (0 ) 1h h      

当 0t  时，将系统的初始值代入冲激响应及其一阶导数的表达式，得： 
1 2

1 2

(0 ) 0
(0 ) 2 4 1

h C C

h C C




  
     

 

解得 1 2
1 1,
2 2

C C   ，所以系统的冲激响应为： 

2 41( ) (e e ) ( )
2

t th t u t    

一般来说，若 n 阶微分方程的等号右端只含激励 f(t)，即： 
( ) ( 1)

1 0( ) ( ) ( ) ( )n n
ny t a y t a y t f t
                        （8.3-2） 

则其冲激响应 ( )h t 满足方程： 
( ) ( 1)

1 0

( )

( ) ( ) ( ) ( )

(0 ) 0, 0, 1, 2, , 1

n n
n

j

h t a h t a h t t

h j n






    


  




                  （8.3-3） 

因为微分方程等号右端为 ( )t ，故冲激响应的最高阶导数 ( ) ( )nh t 中必含有 ( )t 项，从而其积

分 ( 1) ( )nh t 中含有 ( )u t 项，故 ( 1) ( 1)(0 ) (0 )n nh h 
  。由于 ( ) ( ), 0, 1, 2, , 1jh t j n  中不含 ( )t 项，

故 ( 1) ( ), 1, 2, , 1jh t j n   中必不含 ( )u t 项，所以 ( ) ( )(0 ) (0 ) 0, 0, 1, 2, , 2j jh h j n     。考

虑到微分方程等号右端的积分
0

0
( )d 1t t



 ，且等号左端 ( ) ( )nh t 的系数为 1，故： 

( )

( 1)

(0 ) 0, 0, 1, 2, , 2

(0 ) 1

j

n

h j n

h






   


 


                     （8.3-4） 

若描述 LTI 连续系统的微分方程为： 
( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n m m
n m my t a y t a y t b f t b f t b f t 
             （8.3-5） 

则求解该系统冲激响应的方法有两个，其一是根据冲激响应的定义直接求解，可称之为直接法或定义

法；其二是设立新变量，然后根据 LTI 连续系统零状态响应的微分特性和线性性质采用间接法求解。 
例 8.3-2  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t f t f t       
求系统的冲激响应 ( )h t 。 

解：（1）直接法。 
根据冲激响应的定义，将激励 ( ) ( )f t t 代入微分方程，得： 

( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )h t h t h t t t                             （1） 
且 (0 ) (0 ) 0h h    。 

当 0t  时，式（1）变为齐次微分方程： 
( ) 6 ( ) 8 ( ) 0h t h t h t     

上述微分方程的特征方程为 2 6 8 0    ，解得其特征根为 1 22, 4     ，故 0t  时系统的冲

激响应可设为： 
2 4

1 2( ) e et th t C C    
根据系数匹配法，式（1）中的 ( )h t 中含有 ( )t  项，故令： 
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0( ) ( ) ( ) ( ) ( )h t a t b t c t p t                              （2） 
式中 a、b、c 均为待定常数，函数 0 ( )p t 中不含 ( )t 及其各阶导数项。 

对式（2）等号两端从 ∞到 t 积分，得： 
1( ) ( ) ( ) ( )h t a t b t p t                                 （3） 

显然，函数 1( )p t 中不含 ( )t 及其各阶导数项。 

对式（3）等号两端从 ∞到 t 积分，得： 
2( ) ( ) ( )h t a t p t                                    （4） 

显然，函数 2 ( )p t 中不含 ( )t 及其各阶导数项。 

将式（2）、（3）和（4）代入到微分方程（1）中，并稍加整理，得： 
0 1 2( ) (6 ) ( ) (8 6 ) ( ) [ ( ) 6 ( ) 8 ( )] ( ) 2 ( )a t a b t a b c t p t p t p t t t                 

上式等号两端冲激信号 ( )t 及其各阶导数的系数分别相等，故有： 
2

6 0
8 6 1

a

a b

a b c


  
   

 

解得 2, 12, 57a b c    。 
将 2, 12a b   代入式（3），并对等号两端从 0-到 0+积分，有： 

0 0 0

10 0 0
(0 ) (0 ) 2 ( )d 12 ( )d ( )dh h t t t t p t t   

  
         

故有： 
(0 ) (0 ) 12h h     

同理，将 2, 12, 57a b c    代入式（2），并对等号两端从 0-到 0+积分，有： 
0 0 0 0

00 0 0 0
(0 ) (0 ) 2 ( )d 12 ( )d 57 ( )d ( )dh h t t t t t t p t t     

   
             

故有： 
(0 ) (0 ) 57h h     

考虑到 (0 ) (0 ) 0h h    ，故有： 
(0 ) 12h    ， (0 ) 57h    

当 0t  时，将系统的初始值代入冲激响应及其一阶导数的表达式，得： 
1 2

1 2

(0 ) 12
(0 ) 2 4 57

h C C

h C C




   
     

 

解得 1 2
9 33,
2 2

C C   ，所以有： 

2 49 33( ) e e , 0
2 2

t th t t     

结合式（4），可得系统的冲激响应为： 
2 49 33( ) e e ( ) 2 ( )

2 2
t th t u t t     

 
 

（2）间接法。 
选新变量 1( )y t ，令其满足方程： 

1 1 1( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )y t y t y t f t                             （5） 
设其冲激响应为 1( )h t ，则根据 LTI 连续系统零状态响应的微分特性和线性性质，原微分方程的冲

激响应为： 
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1 1( ) ( ) 2 ( )h t h t h t                              （6） 
先求 1( )h t 。 

由于式（5）与例 8.3-1 形式相同，故其冲激响应也相同，即： 
2 4

1
1 1( ) e e ( )
2 2

t th t u t    
 

 

其二阶导数为： 
2 4

1( ) ( ) (2e 8e ) ( )t th t t u t       
将 1( )h t 和 1( )h t 的表达式代入式（6），得系统的冲激响应为： 

2 49 33( ) e e ( ) 2 ( )
2 2

t th t u t t     
 

 

可见，两种方法所得结果完全相同，但直接法求解过程较为复杂，且容易丢失冲激信号项。

而间接法求解过程简单，且不易出错，故在求解此类系统的冲激响应时，一般多采用间接法。 

8.3.2  阶跃响应 

由阶跃信号 ( )u t 引起的零状态响应称为单位阶跃响应，简称阶跃响应，记为 ( )g t ，即： 
 ( ) {0}, ( )g t T u t                            （8.3-6） 

例 8.3-3  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )y t y t y t f t     

求系统的阶跃响应 ( )g t 。 
解：根据阶跃响应的定义，将激励 ( ) ( )f t u t 代入微分方程，得： 

( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )g t g t g t u t     
且 (0 ) (0 ) 0g g    。 

当 0t  时，微分方程变为： 
( ) 6 ( ) 8 ( ) 1g t g t g t     

上述微分方程的特征方程为 2 6 8 0    ，解得其特征根为 1 22, 4     。 

设其特解为 P，则有 8P=1，因此特解为
1
8

P  ，故系统的阶跃响应可设为： 

2 4
1 2

1( ) e e ( )
8

t tg t C C u t     
 

 

由于微分方程右端不含冲激信号 ( )t 及其各阶导数，因此，系统的初始状态等于系统的初始

值，即： 
(0 ) (0 ) 0
(0 ) (0 ) 0

g g

g g
 

 

  
  

 

当 0t  时，将系统的初始值代入阶跃响应及其一阶导数的表达式，得： 

1 2

1 2

1 0
8

2 4 0

C C

C C

   

  

 

解得 1 2
1 1,
4 8

C C   ，故系统的阶跃响应为： 

2 41 1 1( ) e e ( )
4 8 8

t tg t u t      
 
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一般来说，若 n 阶微分方程的等号右端只含激励 f(t)，即： 
( ) ( 1)

1 0( ) ( ) ( ) ( )n n
ny t a y t a y t f t
                       （8.3-7） 

则其阶跃响应 ( )g t 满足方程： 
( ) ( 1)

1 0

( )

( ) ( ) ( ) ( )

(0 ) 0, 0, 1, 2, , 1

n n
n

j

g t a g t a g t u t

g j n






    


  




                （8.3-8） 

由于上述微分方程等号右端只含 ( )u t 项而不含冲激信号及其各阶导数，故有： 
( ) ( )(0 ) (0 ) 0, 0, 1, 2, , 1j jg g j n                      （8.3-9） 

当 0t  时，微分方程为非齐次方程，故可根据表 8.1-1 和表 8.1-2 分别设定自由响应和强迫响

应的形式，再利用系统的初始值求得系统的阶跃响应。 
若描述 LTI 连续系统的微分方程为： 

( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n m m

n m my t a y t a y t b f t b f t b f t 
           （8.3-10） 

则求解该系统的阶跃响应的方法有两个，其一是根据阶跃响应的定义直接求解，可称之为直接法

或定义法；其二是设立新变量，然后根据 LTI 连续系统零状态响应的微分特性和线性性质求解，

可称之为间接法或性质法。 
根据冲激信号和阶跃信号的关系，即式（2.2-7）和式（2.2-8），考虑 LTI 连续系统零状态响

应的微分和积分特性，同一系统的冲激响应与阶跃响应的关系为： 
d ( )( )

d

( ) ( )d
t

g t
h t

t

g t h  


 

   ∞

                        （8.3-11） 

例 8.3-4  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 6 ( ) 8 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t f t f t       

求系统的阶跃响应 ( )g t 。 
解：选新变量 1( )y t ，令其满足方程： 

1 1 1( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )y t y t y t f t                             （1） 
设其阶跃响应为 1( )g t ，则根据 LTI 连续系统零状态响应的微分特性和线性性质，原微分方程的阶

跃响应为： 
1 1( ) ( ) 2 ( )g t g t g t                                （2） 

先求 1( )g t 。 

由于式（1）与例 8.3-3 形式相同，故其阶跃响应也相同，即： 
2 4

1
1 1 1( ) e e ( )
4 8 8

t tg t u t      
 

 

其二阶导数为： 
2 4

1( ) ( e 2e ) ( )t tg t u t      
将 1( )g t 和 1( )g t 的表达式代入式（2），得系统的阶跃响应为： 

2 49 33 1( ) e e ( )
4 8 8

t tg t u t      
 

 

实际上，例 8.3-2 已经求得了系统的冲激响应为： 
2 49 33( ) e e ( ) 2 ( )

2 2
t th t u t t     

 
 

根据式（8.3-11），可通过对冲激响应的积分求得系统的阶跃响应，即： 
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2 4 2 49 33 9 33 1( ) e e ( ) 2 ( ) d e e ( )
2 2 4 8 8

t t tg t u u t        



                  
 ∞

 

练习题 

8.3-1  求下列微分方程所描述系统的冲激响应和阶跃响应。 
1） ( ) 3 ( ) 2 ( ) ( )y t y t y t f t       2） ( ) 2 ( ) 3 ( )y t y t f t    

8.4  卷积积分与零状态响应 

卷积积分不仅在连续信号分析中作用明显，在连续系统分析中同样具有非常重要的作用。本

节将以卷积积分作为工具，利用冲激响应求解 LTI 连续系统对任意激励的零状态响应。 
如前所述，任意信号 f(t)均可近似看成由一系列强度（ ( )f k    ）不同、作用时刻（ ( )np t k   ）

不同的窄脉冲信号所组成，即： 

0
( ) lim ( ) ( )n

kn

f t f k p t k


  




    
∞

→
∞→∞

 

如果 LTI 连续系统在窄脉冲 ( )np t 作用下的零状态响应为 ( )nh t ，那么，根据 LTI 连续系统零状

态响应的线性性质和时不变特性，在上述一系列窄脉冲信号的作用下，系统的零状态响应近似为： 

zs ( ) ( ) ( )n
k

y t f k h t k  


    
∞

∞

 

在 0 → （即 n→∞）的极限情况下，窄脉冲 ( )np t k   将变为冲激信号 ( )t k   ，其零

状态响应即为冲激响应 ( )h t k   。将  写作 d ， k  （即 k 个  ）写作 ，它是时间变量，

同时求和符号改为积分符号，则 zs ( )y t 可写为： 

zs 0
( ) lim ( ) ( ) ( ) ( )dn

kn

y t f k h t k f h t


     




       
∞ ∞

∞→
∞→∞

 

由此可见，LTI 连续系统的零状态响应是激励与冲激响应的卷积积分，即： 

zs ( ) ( ) ( )d ( ) ( )y t f h t f t h t  


   
∞

∞
                  （8.4-1） 

例 8.4-1  已知某 LTI 连续系统的冲激响应为 
2 41 1( ) e e ( )

2 2
t th t u t    

 
 

求激励为 ( ) 2e ( )tf t u t 时系统的零状态响应。 

解：由式（8.4-1）可知： 
2 4

zs

2 4 ( )

2 4 ( )

0

2 4

1 1( ) ( ) ( ) e e ( ) 2e ( )
2 2

1 1e e ( ) 2e ( )d
2 2

1 1e e 2e d
2 2

2 1e e e ( )
3 3

t t t

t

t t

t t t

y t f t h t u t u t

u u t

u t

  

  

  



  

   



   

  

      
 

     
 
    
 

    
 





∞

∞

 

从系统的角度来看，卷积积分的分配律  1 2 3 1 2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t f t f t      表明，子
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系统并联时，总系统的冲激响应等于各子系统冲激响应之和： 
1）假如 1( )f t 是系统的冲激响应， 2 ( )f t 和 3 ( )f t 是激励，那么卷积积分的分配律表明几个激励

之和的零状态响应将等于各个激励的零状态响应之和，如图 8.4-1（a）所示。 
2）假如 1( )f t 是激励，而 2 3( ) ( )f t f t 是系统的冲激响应，那么卷积积分的分配律表明，激励

作用于冲激响应为 ( )h t 的系统产生的零状态响应等于激励分别作用于冲激响应为 1 2( ) ( )h t f t 和

2 3( ) ( )h t f t 的两个子系统相并联所产生的零状态响应，如图 8.4-1（b）所示。 
卷积积分的结合律    1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t f t     表明，子系统级联时，总的冲激响

应等于子系统冲激响应的卷积积分。如果有冲激响应分别为 h2(t)=f2(t)和 h3(t)=f3(t)的两个系统相级

联，其零状态响应等于一个冲激响应为 h(t)=f2(t)*f3(t)的系统的零状态响应。结合卷积积分的交换

律可知，子系统的冲激响应 h2(t)、h3(t)可以交换次序，如图 8.4-2 所示。 

 
图 8.4-1  卷积积分的分配律 

 
图 8.4-2  卷积积分的结合律 

例 8.4-2  求图 8.4-3（a）所示系统的零状态响应 zs ( )y t ，并画出其波形。其中 

( ) ( 2 )
k

f t t kT


 
∞

∞

， 0, 1, 2,k      

波形如图 8.4-3（b）所示。 

 
图 8.4-3  例 8.4-2 图 

解：图 8.4-3（a）所示系统可看成两个子系统 1( )h t 和 2 ( )h t 级联而成，所以有： 

1 2( ) ( ) ( )h t h t h t   
由于冲激响应是激励为 ( )t 时系统的零状态响应。故有： 

1 2( ) ( ) [ ( ) ( )]d ( ) ( )
t

h t h t T u t u t T    


       ∞
 

因此： 
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, 0
( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 2 , 2

0, 0, 2

t t T

h t u t u t T u t u t T T t T t T

t t T


        
  

≤

≤  

其波形如图 8.4-4（a）所示。 
所以： 

zs ( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )
k k

y t f t h t t kT h t h t kT
 

       
∞ ∞

∞ ∞

 

波形如图 8.4-4（b）所示。 

 

图 8.4-4  例 8.4-2 结果波形图 

例8.4-3  若信号 1( )f t 通过某LTI连续系统的零状态响应为 ( )y t 。试用时域方法求信号 2 ( )f t 通

过该系统的零状态响应 ( )z t ，并画出其波形。 1( )f t 、 ( )y t 和 2 ( )f t 的波形分别如图 8.4-5（a）、（b）
和（c）所示。 

 
图 8.4-5  例 8.4-3 波形图 

解：假设系统的单位冲激响应为 ( )h t ，激励为 1( )f t ，则系统的零状态响应为： 

1( ) ( ) ( )y t f t h t   
若系统的激励为 2 ( )f t ，则系统的零状态响应为： 

2( ) ( ) ( )z t f t h t   
由图 8.4-5（a）、（c）可知，信号 1( )f t 和 2 ( )f t 的关系为： 

2 1( ) ( )f t f t   
且 2 ( )f t 为时限信号。 

另外，由于 ( )h t 为系统的冲激响应，且时限信号通过系统后的响应仍为时限信号，故 ( )h t 也

为时限信号，即： 
2 ( ) ( ) 0f h   ∞ ∞  

考虑式（2.4-16），有： 
( 1) ( 1)

2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z t f t h t f t h t f t h t        
根据式（2.4-12），有： 

( 1)( ) ( )z t y t  
而根据图 8.4-5（b）所示波形，有： 

( ) ( 1) ( 3) 2 ( 4)y t u t u t t       

故： 
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( 1)( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 3) ( 3) 2 ( 4)z t y t t u t t u t u t          
其波形如图 8.4-5（d）所示。 

练习题 

8.4-1  已知某 LTI 连续系统的阶跃响应为 ( ) e ( )
t

RCg t u t


 ，求激励为 ( ) (1 e ) ( )atf t u t  时系统

的零状态响应，其中
1

RC
  。 

8.5  本 章 小 结 

本章首先介绍了 LTI 连续系统全响应的不同分类，说明了系统的全响应既可以分解为自由响

应和强迫响应，也可以分解为零输入响应和零状态响应。然后介绍了零状态响应的特例：冲激响

应和阶跃响应，最后阐述了利用卷积积分求解 LTI 连续系统零状态响应的方法。通过学习本章内

容，读者需要熟练掌握 LTI 连续系统零输入响应和零状态响应的求解方法，深刻理解系统初始状

态和初始值的概念及其相互转换，尤其要注意冲激响应在 LTI 连续系统分析中的重要作用。 
具体来讲，本章主要介绍了： 
① LTI 连续系统的自由响应和强迫响应。读者应能熟练掌握两类响应的求解方法。 
② 初始状态和初始值。读者应能深刻理解初始状态和初始值出现跳变的原因，并能熟练进行

相互推导。 
③ LTI 连续系统的零输入响应和零状态响应。读者应能熟练掌握两类响应的求解方法，并能

深刻理解零输入响应和自由响应、零状态响应和强迫响应的关系。 
④ 冲激响应和阶跃响应。读者应能理解两类响应的定义及相互关系。 
⑤ 卷积积分与零状态响应。重点理解卷积积分在 LTI 连续系统时域分析中的重要作用，并能

利用卷积积分求解系统的零状态响应。 
本章的主要知识脉络如图 8.5-1 所示。 

 
图 8.5-1  本章知识脉络示意图 

练习题答案 

8.1-1  自由响应 2
h ( ) 12e 11e , 0t ty t t    ；强迫响应 3

p ( ) 2e , 0ty t t   

8.2-1  零输入响应 2
zi ( ) 4e 2e , 0t ty t t    ；零状态响应 2

zs ( ) 4e e 3, 0t ty t t      ； 
全响应为： 2( ) (3 e ), 0ty t t    
8.3-1  1）冲激响应 2( ) ( ) (e 4e ) ( )t th t t u t     ；阶跃响应 2( ) ( e 2e ) ( )t tg t u t     
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2）冲激响应 2( ) 3e ( )th t u t ；阶跃响应 23 3( ) e ( )
2 2

tg t u t   
 

 

8.4-1  zs
1( ) e ( )

t

RCy t t u t
RC


  

本 章 习 题 

8.1  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 5 ( ) 6 ( ) ( )y t y t y t f t     

且当激励 ( ) e ( )tf t u t 时，系统的全响应 ( ) e ( )ty t c u t 。求： 
1）系统的初始状态 (0 )y  ， (0 )y  ； 
2）系数 c 的值。 
8.2  现有某 LTI 连续系统，当激励 ( ) ( )f t u t 时系统的全响应 1( ) 2e ( )ty t u t ，当激励

( ) ( )f t t 时系统的全响应 2 ( ) ( )y t t ，求： 
1）系统的零输入响应 zi ( )y t ； 
2）当激励 ( ) e ( )tf t u t 时系统的全响应 ( )y t 。 
8.3  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

( ) 3 ( ) 2 ( ) ( ) 3 ( )y t y t y t f t f t       
若 ( ) ( )f t u t ， (0 ) 1y   ， (0 ) 2y   ，求系统的全响应，并分别指出零输入响应、零状态响应、

自由响应和强迫响应。 
8.4  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )y t y t t t      
若初始状态 (0 ) 3y   ，求其初始值 (0 )y  。 

8.5  在某初始条件下，当激励 ( ) ( )f t u t 时某 LTI 连续系统的全响应 3
1( ) 3e ( )ty t u t ，当激励

( ) ( )f t u t  时系统的全响应 3
2 ( ) e ( )ty t u t ，求系统的冲激响应 ( )h t 。 

8.6  线性系统如题图 8.1 所示。设子系统的冲激响应分别为： 
1( ) ( 1)h t t   

2 ( ) ( ) ( 3)h t u t u t    
求组合后系统的冲激响应 ( )h t 。 

 
题图 8.1  习题 8.6 框图 

8.7  某 LTI 连续系统的激励和响应满足如下关系： 
( )( ) e ( 2)d

t ty t f   


  ∞

 

求该系统的冲激响应 ( )h t 。 

8.8  已知某 LTI 连续系统，当输入为
1, 0 1

( )
0,

t
f t


 
 其他

≤ ≤
时，输出为

1, 0 2
( )

0,
t

y t


 
 其他

≤ ≤
，求

系统的冲激响应 ( )h t 。 
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8.9  已知某 LTI 连 续 系 统，当 输 入为 ( ) ( 1)f t u t  时 ， 系统的 零 状态响 应 为
( 1)( ) e ( 1)ty t u t   ，求系统的冲激响应 ( )h t 。 

8.10  当输入 ( ) ( ) ( 2)f t u t u t   时，某 LTI 连续系统的输出为 
( ) sin(π ) ( ) sin[π( 1)] ( 1)y t t u t t u t     

求系统的冲激响应 ( )h t 。 
8.11  某 LTI 连续系统的阶跃响应 2( ) 2e ( ) ( )tg t u t t  ，求输入 ( ) 3e ( )tf t u t 时系统的零状

态响应 zs ( )y t 。 
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第 9 章  LTI 连续系统的变换域分析 

【内容提要】 
第 3 章介绍了连续信号的频域分解：周期信号可分解为时间上连续、频域上离散的正弦分量

或指数分量之和；非周期信号可分解为时间上连续、频域上也连续的指数分量之和（积分）。根据

LTI 连续系统的线性性质，只需求出系统对这些正弦分量或指数分量的响应，然后叠加就可以求

出系统的响应，此即系统的频域分析法。同理，如果将信号在复频域进行分解，进而求出信号通

过系统的响应即系统的复频域分析法。与系统的时域分析法相对应，这两种方法属于变换域的分

析法。 
变换域分析法的实质是通过函数变量的转换，将时域中复杂的微分方程转换成变换域中相对

简单的代数方程，从而使求解系统响应的过程得以简化。鉴于信号的傅里叶变换比拉普拉斯变换

的条件更为苛刻，因此在分析 LTI 连续系统的响应时更多采用复频域分析法。 
【重点难点】 
★ 系统频率响应 
★ 信号无失真传输 
★ 信号的取样与恢复 
★ LTI 连续系统复频域分析 
★ 系统函数 
★ 信号流图与系统结构 

9.1  LTI 连续系统频域分析 

第 3 章讨论了连续信号的频域分析，本节将研究系统的激励与响应在频域中的关系。在频域

分析中，激励 )(tf 的定义域为 ( , )t ∞ ∞ ，而当 t → ∞时总可认为系统的初始状态为零，因此

本节所涉及的响应均指系统的零状态响应 zs ( )y t ，方便起见，在本节中简记为 )(ty 。 

9.1.1  频率响应 

设 LTI 连续系统的冲激响应为 )(th ，当激励是基本信号 j( ) e tf t  时，考虑式（8.4-1），可知

系统的零状态响应为： 
j ( ) j j( ) ( ) ( ) ( )e d e ( )e dt ty t h t f t h h       

 
    

∞ ∞

∞ ∞
         （9.1-1） 

由式（3.3-2）可知，式（9.1-1）的积分部分即为 )(th 的傅里叶变换，记为 ( j )H  ，即： 
( ) ( j )h t H                               （9.1-2） 

( j )H  称为系统的频率响应函数，简称频率响应，为角频率（频率）的复函数。 

所以，式（9.1-1）可改写为： 
j( ) ( j )e ty t H                            （9.1-3） 

( j )H  反映了系统零状态响应 )(ty 的幅度和相位。 

如前所述，任意信号 f(t)均可分解为无穷多个不同频率的虚指数分量之和，由式（3.3-4）可知，
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信号 )(tf 中角频率 0  的分量为 0( j )d
2π

F  
。由式（9.1-3）可知，系统对于该分量的零状态响

应为 0j0
0

( j )d
( j )e

2π
tF

H  
 ，将所有这些零状态响应分量求和（积分），即可得到激励 f(t)作用于系

统所产生的零状态响应为： 
j j( j )d 1( ) ( j ) e ( j ) ( j ) e d

2π 2π
t tF

y t H F H      
 

    
∞ ∞

∞ ∞
 

若令零状态响应 )(ty 的频谱函数为 ( j )Y  ，则由上式可得： 
( j ) ( j ) ( j )Y F H                           （9.1-4） 

由此可见，冲激响应 h(t)反映了系统的时域特性，而频率响应 ( j )H  反映了系统的频域特性。

实际上，根据傅里叶变换的时域卷积定理同样可以得到式（9.1-4）。 
由式（9.1-4）可知，频率响应 ( j )H  可由系统零状态响应的傅里叶变换 ( j )Y  与激励的傅里

叶变换 ( j )F  求得： 
( j )( j )
( j )

Y
H

F




                             （9.1-5） 

如令
j ( )( j ) ( j ) e yY Y    、

j ( )( j ) ( j ) e fF F    、 j ( )( j ) ( j ) eH H    ，则有： 

( j )
( j )

( j )
( ) ( ) ( )y f

Y
H

F





     





  

                      （9.1-6） 

可见， ( j )H  是系统零状态响应的频谱与激励的频谱的幅度之比，称为幅频特性（幅频响应）；

)( 是系统的零状态响应的频谱与激励的频谱的相位差，称为相频特性（相频响应）。由于频率

响应 ( j )H  是冲激响应 )(th 的傅里叶变换，根据傅里叶变换的奇偶性可知， ( j )H  是的偶函数，

)( 是的奇函数。 

利用频域函数分析系统问题的方法常称为频域分析法或傅里叶变换分析法。时域分析中，系

统的零状态响应等于激励与冲激响应的卷积积分；频域分析中，系统零状态响应的傅里叶变换等

于激励的傅里叶变换与频率响应的乘积。时域分析和频域分析是从不同的角度对 LTI 连续系统进

行分析的两种方法，时域分析的优点在于结果直观、便于数值计算；而频域分析则是信号与系统

分析和处理的常用工具。 
例 9.1-1  已知某 LTI 连续系统的冲激响应为 

2 41 1( ) e e ( )
2 2

t th t u t    
 

 

试求激励为 ( ) 2e ( )tf t u t 时系统的零状态响应。 

解：本题已在例 8.4-1 中采用时域方法求解，现在采用频域方法求解。 

根据常用信号的傅里叶变换对
1e ( )

j
tu t

 
 


及式（3.4-1），得系统的频率响应为： 

1 1 1( j )
2 j 2 j 4

H 
 

 
    

 

激励 )(tf 的傅里叶变换为： 
2( j )

j 1
F 





 

由式（9.1-4），可知其零状态响应的频谱函数为： 
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2 1 1 1 1( j ) ( j ) ( j )
3 j 1 j 2 3 j 4

Y H F  
  

   
  

 

求其傅里叶逆变换，得系统的零状态响应为：  
2 42 1( ) e e e ( )

3 3
t t ty t u t      

 
 

显然，本例结果与例 8.4-1 完全相同。 
例 9.1-2  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

)(2)()()(2)( tftftftyty   
若 )()( tutf  ，求该系统的零状态响应。 

解：本题已在例 8.2-5 中采用时域方法求解，现在采用频域方法求解。 
对微分方程取傅里叶变换，得： 

2j ( j ) 2 ( j ) ( j ) ( j ) j ( j ) 2 ( j )Y Y F F F            

由式（9.1-5）得系统的频率响应为： 
2( j ) ( j ) j 2 4( j ) j 1

( j ) j 2 j 2
Y

H
F

   
  

 
    

 
 

激励 )(tf 的傅里叶变换为： 
1( j ) π ( )
j

F   


   

由式（9.1-4）可知其零状态响应的频谱函数为： 
1 2( j ) ( j ) ( j ) π ( ) 1
j j 2

Y H F    
 

    


 

求其傅里叶逆变换，得系统的零状态响应为： 
2( ) ( ) (1 2e ) ( )ty t t u t     

显然，本例结果与例 8.2-5 完全相同。 
例 9.1-3  某 LTI 连续系统的幅频和相频特性曲线如图 9.1-1 中实线

和虚线所示，若激励为 
)10cos(4)5cos(42)( tttf   

求系统的零状态响应。 
解：激励 )(tf 的傅里叶变换为： 

   ( j ) 4π ( ) 4π ( 5) ( 5) 4π ( 10) ( 10)F                     

由式（9.1-4），可知其零状态响应的频谱函数为： 
    ( j ) 4π ( ) 4π ( 5) ( 5) 4π ( 10) ( 10) ( j )Y H                     

根据冲激信号的筛分性质，可得： 
 

 
( j ) 4π ( ) (0) 4π ( 5) ( j5) ( 5) ( j5)

4π ( 10) ( j10) ( 10) ( j10)

Y H H H

H H

      

   

        

      
 

由图 9.1-1 可知，当 10rad/s ≥ 时， ( j ) 0H   ，即 ( j ) 0H   ； 

(0) 1, (0) 0H   ，即 j0(0) 1 e 1H    ； 

π( j5) 0.5, (5)
2

H    ，即
πj
2( j5) 0.5e 0.5jH


   ； 

π( j5) 0.5, ( 5)
2

H     ，即
πj
2( j5) 0.5e 0.5jH    。 

 
图 9.1-1  幅频响应和相频

响应曲线 
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所以，有： 
 ( j ) 4π ( ) 4π j0.5 ( 5) j0.5 ( 5)Y              

根据常用信号的傅里叶变换对 1)( t 及式（3.4-14）和式（3.4-18），求其傅里叶逆变换，得

系统的零状态响应为： 
j5 j5( ) 2 2 ( j0.5) e 2 ( j0.5) e

2 j(cos5 jsin 5 ) j(cos5 jsin 5 )
2 jcos5 sin 5 jcos5 sin 5
2 2sin 5

t ty t

t t t t

t t t t

t

       
    
    
 

 

由于本题的激励为周期信号，因此，也可以采用傅里叶级数的方式求解，结果不变。 
系统对于信号的作用大体可分为两类：传输和滤波。传输要求信号尽量不失真，而滤波则要

求滤去或削弱不需要的成分，其过程必然伴随着信号的失真。下面对此分别加以讨论。 

9.1.2  无失真传输 

所谓信号无失真传输是指系统的输出信号与输入信号相比，只有幅度的大小和出现时间的先

后不同，而没有波形上的变化。即若输入信号为 )(tf ，经过无失真传输后，系统的输出信号应为： 

d( ) ( )y t Kf t t                             （9.1-7） 
式中，K 为常数。式（9.1-7）表明信号无失真传输时，输出信号的幅度是输入信号的 K 倍，而且

比输入信号延迟了 td。 
将激励 )()( ttf  代入式（9.1-7），得： 

d( ) ( )h t K t t                            （9.1-8） 
式（9.1-8）即为无失真传输系统对冲激响应的要求。 

对式（9.1-7）的等号两端取傅里叶变换，得： 
dj( j ) e ( j )tY K F   

由式（9.1-5）得系统的频率响应为： 
dj( j )( j ) e

( j )
tY

H K
F




                        （9.1-9） 

由式（9.1-9）可知，若要实现信号的无失真传输，则要求在全部

频带内，系统的幅频特性 ( j )H  为一常数，而相频特性 )( 为通过

原点的直线，其幅频特性和相频特性曲线分别如图 9.1-2 中的实线和

虚线所示。 
实际上，式（9.1-9）是信号无失真传输的理想条件。当所传输的信

号只在某一有限频带内非零（即为带限信号）时，只需要系统的幅频特

性和相频特性在信号占有频带范围内满足以上条件即可。 

9.1.3  理想低通滤波器 

所谓理想低通滤波器是指当信号的角频率（频率 f ）的绝对值低于某一角频率 c（频率 cf ）

时，信号可以无失真通过，且信号幅值不发生变化，而高于角频率 c （频率 cf ）的信号将被完全

阻止。信号能通过的频率范围称为通带；阻止信号通过的频率范围称为止带或阻带。因此，理想

低通滤波器可看作是在频域中宽度为 c2 （ c2 f ）的门信号，根据式（9.1-9），可知理想低通滤波

器的频率响应为： 

 
图 9.1-2  无失真传输系统

对频率响应的要求 
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d

d

c

j
jc

2
c

e ,
( j ) ( )e

0,

t
tH g






 
 

 


   

               （9.1-10） 

其幅频特性和相频特性曲线分别如图 9.1-3 中实线和虚线所示。 
下面讨论理想低通滤波器的冲激响应和阶跃响应。 

1．冲激响应 

由于系统的冲激响应和频率响应是一对傅里叶变换，故有： 
d

c

j
2( ) ( )e th t g 
    

由常用信号的傅里叶变换对 ( ) Sa
2

g t
    
 

及式（3.4-14）可知： 

Sa 2π ( ) 2π ( )
2

t g g 
       
 

 

令 c2  ，得： 

cc c 22 Sa( ) 2π ( )t g     

所以： 

c

c
c 2Sa( ) ( )

π
t g 


   

再由式（3.4-16），得理想低通滤波器的冲激响应为： 

 c
c d( ) Sa ( )

π
h t t t


                         （9.1-11） 

其波形如图 9.1-4（a）所示。 
由图 9.1-4（a）可见，理想低通滤波器冲激响应的峰值比激励 )(t 延迟了 td，而且当 0t 时，

0)( th 。这说明系统的零状态响应在激励接入以前就已经存在了，即理想低通滤波器是非因果系

统，因此，该系统是不能够物理实现的。 

 
图 9.1-4  理想低通滤波器的冲激响应和阶跃响应 

2．阶跃响应 

将式（9.1-11）代入式（8.3-11），得： 
c

c d( ) Sa[ ( )]d
π

t
g t t


  


  ∞

 

若令 c d( )t x    ，则积分上限为 c c d( )x t t  ，进行变量替换后，得阶跃响应为： 
c 0

0

1 1 1( ) Sa( )d Sa( )d Sa( )d
π π π

cx x
g t x x x x x x

 
    ∞ ∞

           （9.1-12） 

 
图 9.1-3  理想低通滤

波器的频率响应曲线 
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根据常用信号的傅里叶变换对 ( ) Sa
2

g t
    
 

，考虑式（3.3-4），有： 

j
2

1( ) 2Sa( )e d
2π

tg t  


 
∞

∞
 

令 t=0，有： 

2
1(0) 1 Sa( )d
π

g  


  
∞

∞
 

又因为 ( ) Sa( )f   为偶函数，所以有： 
0

0

1 1 1Sa( )d Sa( )d
π π 2

   


  
∞

∞
                   （9.1-13） 

函数
sinSa( ) 


 的定积分称为正弦积分，用符号Si( )x 表示，即 

0
def sinSi( ) d

x
x

 
                            （9.1-14） 

其函数值可以从正弦积分表中查得。将式（9.1-13）和式（9.1-14）代入式（9.1-12），得理想低通

滤波器的阶跃响应为： 

 c c d
1 1 1 1( ) Si( ) Si ( )
2 π 2 π

g t x t t                    （9.1-15） 

其波形如图 9.1-4（b）所示。 
由图 9.1-4（b）可见，理想低通滤波器的阶跃响应不象阶跃信号那样陡直上升，而且在 0t 时

就已经出现，这同样说明了理想低通滤波器是非因果系统。 

由式（9.1-11）可知，冲激响应在 dt t 处的极大值等于 c

π


，是所有极大值中最大的，此处阶

跃响应上升得最快。如果定义信号的上升时间（或称建立时间） rt 为 )(tg 在 dt t 处的斜率的倒数，

则上升时间为： 

r
c c

2π 1 1
t

f B
                              （9.1-16） 

式中， c c0 (Hz)B f f   为滤波器的通带宽度。 
由式（9.1-16）可见，滤波器的通带越宽，即截止频率越高，其阶跃响应的上升时间就越短，

波形也越陡直。也就是说，阶跃响应的上升（建立）时间与系统的通带宽度成反比。 

由图 9.1-4（b）可知，阶跃响应的第一个极大值发生在 d
c

π
t t


  处，将它代入式（9.1-15），

得阶跃响应的极大值为： 

 max c d
1 1 1 1( ) Si ( ) Si(π) 1.0895
2 π 2 π

g t t t       

可见，它与理想低通滤波器的通带宽度无关。 
所以，增大理想低通滤波器的通带宽度 B，可以使阶跃响应的上升时间 rt 缩短，使极大值出

现在更靠近 dt t 处，但不能减小极大值的幅度。 

9.1.4  佩利-维纳准则与物理可实现低通滤波器 

如前所述，因为理想低通滤波器采用了理想化传输特性而使得其不满足因果性，因此是物理

不可实现的。为此，有必要讨论什么样的系统是可以实现的。当然，可实现的实际系统只能接近

但不可能达到理想化的传输特性。 
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就时域而言，一个物理可实现系统的冲激响应和阶跃响应在 t<0 时必须为零，即： 








0,0)(
0,0)(

ttg

tth
 

也就是说，一个物理可实现的系统必须是因果系统。 
就频域而言，佩利（Paley）和维纳（Wiener）证明了物理可实现系统的幅频特性 ( j )H  必须

是平方可积的，即： 
2( j ) dH  




∞

∞
∞  

可以证明，系统物理可实现的充要条件为： 

2

ln ( j )
d

1
H 







∞

∞
∞                          （9.1-17） 

式（9.1-17）称为佩利-维纳准则（定理）。不满足此准则的系统是非因果的，因此是不能够实现的。 
由佩利-维纳准则可以看出，如果系统的幅频特性在某一有限频带内为零，则在此频带范围内

ln ( j )H  →∞，从而不满足式（9.1-17），即这样的系统是非因果的，故具有图 9.1-3 所示幅频特

性的理想低通滤波器是物理不可实现的。对于物理可实现的系统，

其幅频特性可以在某些孤立的频率点上为零，但不能在某个有限频

带内为零。 
前面介绍的理想低通滤波器不可实现，下面介绍一种可实现的

低通滤波器，其电路如图 9.1-5 所示。 
容易求得该滤波器的频率响应为： 

2

1( j )
1 j

H
L

LC
R


 


 

 

当
C

L
R  时，令

LC

1
c  ，其频谱如图 9.1-6 所示。         

由图可见，该滤波器的幅频、相频特性与理想低通滤波器相似。可以证明，电路的阶数越高，

这种相似程度也就越高。 

 
图 9.1-6  二阶滤波器频谱图 

求取系统频率响应的傅里叶逆变换，得到该滤波器的冲激响应为： 
c

c 2
c

2 3( ) e sin
23

t

h t t



  

   
 

 

其波形如图 9.1-7 所示。由图可见，电路的冲激响应与理想特性也很相似，但同时确保了系统的因

 
图 9.1-5  二阶低通滤波器 
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果性，即当 0t 时， 0)( th 。 

由于具有理想滤波特性的滤波器不能实现，因此实际的滤波器只能是接近理想特性。工程上

通常提出的技术要求是：在通带 c0 ～ 范围内信号的传输值允许有很小的变化，但其变化范围不

能超出某一允许值 1 ；在阻带 s ∞～ 范围内信号可以为一个很小的值，但不得大于某一允许值 2 。

c s ～ 的频率范围称为过渡带，要求不超过某一频带宽度。对低通滤波器提出的要求常以图 9.1-8

的方式给出，称为容限图。 

     
图 9.1-7  二阶低通滤波器冲激响应                        图 9.1-8  低通滤波器容限图 

练习题 

9.1-1  某 LTI 连续系统的频率响应为 
1 j( j )
1 j

H







 

求系统的阶跃响应以及当激励为 3( ) e ( )tf t u t 时系统的零状态响应。 

9.1-2  某理想高通滤波器的频率响应为 
0

cj ( )

c

e ,
( j ) ( j ) e

0, <

tK ω ω
H H


  

 
   



>
 

求其冲激响应。 
9.1-3  若某无失真传输系统的频率响应为 j( j ) 2eH   ，当激励为 )4sin(2)2sin()( tttf 

时，系统的零状态响应为 )(ty =        。 

9.2  取样定理及其应用 

随着数字技术和计算机技术的迅速发展，数字系统的应用越来越广泛。然而自然界的许多信

息经各种传感器感知后都是模拟量，如温度、压力、声音、图像、视频等。若要利用数字系统处

理和传输模拟信号，则先要在信源将模拟信号转化成数字信号，再在数字系统中对数字信号进行

处理和传输，最后在信宿将数字信号重新转换成模拟信号，从而达到利用数字系统处理模拟信号

的目的。 
问题是如何实现模拟信号和数字信号的相互转换。由于模拟信号的定义域（时间）和值域（信

号幅值）均连续，而数字信号的定义域和值域均离散，故模拟信号转变为数字信号的步骤就是对

模拟信号依次进行取样、量化和编码。 
取样是对模拟信号在时间上进行离散，量化是把时间离散的信号在幅值上进行离散，编码则

是用二进制码组表示量化后的脉冲幅值。 
取样定理论述了在一定条件下，一个连续信号完全可以用离散样本值表示。这些样本值包含
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了该连续信号的全部信息，因此，利用这些样本值可以完全恢复原信号。可以说，取样定理在连

续信号与离散信号之间架起了一座桥梁，为其相互转换提供了理论依据，在信号分析和处理方面

占有举足轻重的地位。 

9.2.1  信号取样 

所谓“取样”就是利用取样脉冲序列（或称为开关函数） )(ts 从连续信号 )(tf 中“抽取”一

系列离散样本值的过程，这样得到的离散信号称为取样信号，记为 s ( )f t 。 

根据取样脉冲序列是冲激序列还是非冲激序列，信号取样可分为冲激取样（或称理想取

样）、矩形脉冲取样（或称自然取样、实际取样）和平顶取样（或称瞬时取样）。从波形上看，

平顶取样与矩形脉冲取样的不同之处在于前者的取样信号为顶部平坦的矩形脉冲，后者的脉

冲幅度为瞬时取样值。在实际应用中，平顶取样信号采用脉冲形成电路（也称为取样保持电

路）来实现。根据取样脉冲序列是等间隔的还是非等间隔的，取样还可以分为均匀取样和非

均匀取样。 

 
图 9.2-1  信号取样过程 

图 9.2-1 展示的是一个连续信号 )(tf 利用取样脉冲序列 )(ts 进行等间隔矩形脉冲取样的过程，

其取样间隔为 sT ，取样频率为 s
s

1
f

T
 ，取样角频率为 s s

s

2π2πf
T

   。 

由此可知，信号取样的数学模型如图 9.2-2 所示。 
因此，取样信号的时域表达式为： 

s ( ) ( ) ( )f t f t s t                （9.2-1） 
若设 ( ) ( j )f t F  、 ( ) ( j ) s t S  、 s s( ) ( j ) f t F  ，则根据式

（3.4-20），取样信号 s ( )f t 的频谱为： 

s
1( j ) ( j ) ( j )

2π
F F S                         （9.2-2） 

下面以等间隔冲激取样为例介绍取样过程，其他取样过程与此类似。 
等间隔冲激取样的取样脉冲序列 )(ts 是周期为 sT 的周期性单位冲激序列： 

s s( ) ( ) ( )T
n

s t t t nT 


  
∞

∞

                     （9.2-3） 

其波形如图 9.2-3（b）所示，带限信号 )(tf 及其频谱如图 9.2-3（a）、（d）所示。 

根据式（9.2-1），可知冲激取样的时域输出为： 

s s s s( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

f t f t s t f t t nT f nT t nT 
 

     
∞ ∞

∞ ∞

         （9.2-4） 

取样信号 s ( )f t 的波形如图 9.2-3（c）所示。 

考虑到 T ( ) ( ) ( )
n

t n       


  
∞

∞

，若令 s s
s

2π,T T
T

    ，可得冲激序列
s
( )T t 的

频谱为： 

 
图 9.2-2  信号取样的

数学模型 
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ss s s( j ) ( ) ( )
n

S n        


  
∞

∞

                 （9.2-5） 

由此可见，周期为 sT 的周期性单位冲激序列的频谱是强度为 s 、周期为 s 的周期性冲激序列，

信号
s
( )T t 的频谱如图 9.2-3（e）所示。 

 
图 9.2-3  冲激取样示意图 

将式（9.2-5）代入式（9.2-2），得取样信号 s ( )f t 的频谱函数为： 

 s s s
s s

1 1( j ) ( j ) ( ) j( )
n n

F F n F n
T T

      
 

     
∞ ∞

∞ ∞

          （9.2-6） 

式（9.2-6）表明：取样信号的频谱 s ( j )F  由原连续信号的频谱 ( j )F  以取样角频率 s 为周期进行

周期性延拓形成，其幅值为原频谱的
s

1
T

，取样信号 s ( )f t 的频谱如图 9.2-3（f）所示。 

由图 9.2-3（f）可以看出，如果 s m2  （ s m2f f 或 s
m

1
2

T
f

 ），那么频移后各相邻频谱不

会发生重叠。如果 s m2  ，那么频移后的各相邻频谱将相互重叠，如图 9.2-4（a）所示。频谱

重叠现象称为混叠现象。可见，为了避免混叠现象发生，带限信号必须满足 s m2  。 
由于非带限信号的最大角频率 m →∞，因此，其取样频谱必然发生混叠，非带限信号及其

冲激取样信号的频谱如图 9.2-4（b）、（c）所示。 

 
图 9.2-4  混叠现象 

需要说明的是，现实中无法实现冲激序列，而矩形脉冲序列在工程中可通过开关电路实现。

因此，工程中常通过矩形脉冲序列进行信号取样。 
下面分析如何由取样信号 s ( )f t 恢复原信号 )(tf 。 

令式（9.2-6）中的 n=0，有： 

s
s

1( j ) ( j )F F
T

   
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上式表明，此时取样信号包含原信号的全部信息，但其幅度是原信号的
s

1
T

倍。结合图 9.2-3（f）

可知，如果能够从取样信号中取出 n=0 部分的频谱，且适当改变其幅值，则可以由取样信号完全

恢复原信号。 
因此，如果取样信号的频谱未发生混叠，即当 s m2  时，取样信号 s ( )f t 经过一个增益为 Ts、

截止频率为 c m c s m( )    ≤ ≤ 的低通滤波器，就可以从取样信号频谱 s ( j )F  中取出原信号频

谱 ( j )F  ，即从取样信号 s ( )f t 中恢复原信号 )(tf ： 

s( j ) ( j ) ( j )F F H                           （9.2-7） 

其中，低通滤波器的频率响应为： 

c

s c
s 2

c

( j ) ( )
0 ω

T , ω ω
H ω T G ω

, ω ω

  

≤
 

以上介绍了频域中信号恢复的方法，其过程如图 9.2-5（a）所示。下面在时域中分析由取样

信号恢复原信号的过程。 
由低通滤波器的频率响应可求得其冲激响应为： 

c
s c( j ) ( ) Sa( )
π

H h t T t


                        （9.2-8） 

为方便起见，令 s
c 2


  ，则 s

s c

2π π
T

 
  ，故式（9.2-8）可变为： 

s( ) Sa
2

t
h t

   
 

                             （9.2-9） 

在由取样信号恢复原信号的过程中，激励为 s ( )f t ，响应为 )(tf ，系统的冲激响应如式（9.2-9）

所示，故有： 
s

s s s

s s
s s s

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Sa
2

( )Sa ( ) ( )Sa π
2 2

n

n n

t
f t f t h t f nT t nT

t
f nT t nT f nT n




 


 

             
           



 

∞

∞

∞ ∞

∞ ∞

       （9.2-10） 

式（9.2-10）称为内插公式，该式表明，信号 )(tf 可展开为抽样信号 Sa(t)的无穷级数，该级数的

系数等于取样值 s( )f nT 。也就是说，如果在取样信号的每一个样点处均有一个最大峰值为 s( )f nT

的抽样信号 Sa(t)，那么合成信号就是原连续信号。因此，只要已知各取样值 s( )f nT ，就能由取样

信号 s ( )f t 唯一地确定原连续信号 )(tf ，其过程如图 9.2-5（b）所示。 

 
图 9.2-5  信号恢复 
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上述分析中设定的取样信号频谱不发生混叠的条件为

s m2  ，若取 s m2  ，取样信号的频谱是否发生混叠呢？

对于在 m 处的频谱为零的信号来说，当 s m2  时，取样信

号频谱仍然不会发生混叠，如图 9.2-6 所示。 
但是对于在 m 处的频谱非零的信号来说，当 s m2 

时，其取样信号的频谱会发生混叠，从而无法从取样信号中恢

复原信号。因此，为了保证一般性，取样信号的频谱不发生混叠的条件为 s m2  ，而不是

s m2 ≥ ，下面通过例题加以说明。 
例 9.2-1  已知信号 m( ) sin( )f t t ，采用取样角频率为 s m2  的周期性冲激序列对其取样，

试回答：理想条件下，取样信号 s ( )f t 经过低通滤波器后能否恢复原信号 )(tf 。 

解：原信号的频谱为： 
 m m( j ) jπ ( ) ( )F            

其频谱如图 9.2-7（a）所示。 

 
图 9.2-7  例 9.2-1 信号频谱图 

考虑到 s m2  ，根据式（9.2-6），得： 

 

 

 

s s
s

s m s m
s

m m m m m

1( j ) j( )

1 jπ ( ) ( )

j ( 2 ) ( 2 )

n

n

n

F ω F ω nω
T

nω nω
T

ω nω nω

     

     







 

     

     







∞

∞

∞

∞

∞

∞

 

其频谱如图 9.2-7（b）所示，图中的实线、虚线和点划线分别为上式中 0, 1, 1n   时的频谱，由

此可以发现，由于原信号的频谱在 m 处非零，故当 s m2  时取样信号在此处必然发生混叠。

由于取样信号的频谱发生了混叠，从而使得其频谱函数为零，因此，不能通过低通滤波器由取样

信号 s ( )f t 恢复原信号 )(tf 。 

9.2.2  时域取样定理 

前面讨论了信号的取样及恢复，下面给出时域取样定理。 
一个频谱在区间 m m( , )  以外为零的带限信号 )(tf ，可唯一地由其在均匀间隔 sT  

m
s

m

1
2 2

T
T

f

 
  

 
上的样点值 s( )f nT 确定。 

为恢复原信号，必须满足两个条件： 
1）原连续信号 )(tf 必须是带限信号，其频谱在 m  处为零； 
2）取样角频率 s （取样频率 sf ）不能太低，必须满足 s m2  （ s m2f f ），或者说，取样

 
图 9.2-6  ωs=2ωm 时取样信号频谱图 
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间隔不能太大，必须满足 s
m

1
2

T
f

 ，否则取样信号的频谱将产生混叠。 

通常把允许的最小取样角频率 s m2  称为奈奎斯特（取样）角频率，把允许的最小取样频率

s m2f f 称为奈奎斯特（取样）频率，把允许的最大取样间隔 s
m

1
2

T
f

 称为奈奎斯特（取样）周期。 

由上述分析可知，为了能够恢复原信号，要求原信号必须为带限信号且满足 s m2 
（ s m2f f ），即确保取样信号的频谱不发生混叠。但是，如果取样信号的频谱产生了混叠，实际

上也不是一无是处。 
选取适当的取样周期，可以获得与原信号的波形相同、时域展宽的信号，而取样示波器就是

利用这一原理把不易显示的高频信号展宽为容易显示的低频信号的。 
对于周期为 T 的带限信号 )(tf [设频谱为 ( j )F  ]，适当选取取样周期 s s( )T T T ，则经过滤波

能从混叠的取样信号频谱 s ( j )F  中获取原信号的压缩频谱 j (0 1)F a
a

    
 

，从而得到与原信号

波形相同但时域展宽的信号 )(atf 。图 9.2-8 中的实线表示周期为 T 的带限信号 )(tf ，虚线表示经

以取样周期 s
5
4

T T 取样后得到的时域展宽信号 







5
)( t

fty 。 

 
图 9.2-8  混叠的运用（取样示波器原理） 

在实际工程中，常遇到的信号 )(tf 并非带限信号，因此，为了应用取样定理，需要使非带限

信号经抗混叠滤波后转化为带限信号 )(1 tf ，如图 9.2-9 所示。这样一来，通过低通滤波器恢复的

信号是 )(1 tf 而非原信号 )(tf ，从而恢复的信号与原信号存在误差。另外，在实际应用中，经常取

s mk  ，k 为常数且 105  k 。 

 
图 9.2-9  抗混叠滤波示意图 

例 9.2-2  已知信号 ( ) Sa(2 )f t t ，其波形如图 9.2-10（a）所示，用
s s( ) ( )T

n

t t nT 


 
∞

∞

对其

进行取样。试求： 
1）确定奈奎斯特取样角频率； 
2）若取 s m6  ，求取样信号的时域表达式，并画出波形图； 
3）求取样信号的频谱，并画出频谱图； 
4）若欲无失真恢复原信号 f(t)，确定低通滤波器的截止频率 c 。 

解：1）根据常用信号的傅里叶变换对 τ ( ) Sa
2

g t
    
 

，结合式（3.4-14），有： 

4
π( j ) ( )
2

F g   
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图 9.2-10  例 9.2-2 信号波形 

故奈奎斯特取样角频率为 s m2 2 2 4(rad/s)     。 
2）由式（9.2-4），得： 

ss s s s s( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Sa(2 ) ( )T
n n

f t f t t f nT t nT nT t nT  
 

     
∞ ∞

∞ ∞

 

而 s m6 6 2 12(rad/s)     ，故 s
s

2π π (s)6T    

所以取样信号时域表达式为： 

s
π π( ) Sa
3 6n

n
f t t n



       
   


∞

∞

 

其波形如图 9.2-10（b）所示。 
3）由式（9.2-6），得取样信号的频谱为： 

s s s 4

4 4

1 1 π( j ) ( j ) ( ) 12 ( ) ( 12 )
2π 2π 2

3 ( 12 ) ( ) 3 ( 12 )

n n

n n

F F n g n

n g g n

        

   

 

 

       

    

 

 

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

 

其波形如图 9.2-10（c）所示。 
4）无失真恢复信号时，低通滤波器的截止频率为 m c s m   ≤ ≤ ，故截止频率范围为

c2rad/s 10rad/s≤ ≤ 。 

9.2.3  频域取样定理 

根据时域与频域的对偶性，可由时域取样定理推导出频域取样定理。如果信号 )(tf 为时限信

号，则其一定为非周期信号，故其频谱 ( j )F  为连续谱。在频域中对 ( j )F  进行等间隔冲激取样，

即用
s s( ) ( )

n

n    


 
∞

∞

对 ( j )F  取样，得到取样后的频谱为： 

s s s s( j ) ( j ) ( ) ( j ) ( )
n n

F F n F n n        
 

    
∞ ∞

∞ ∞

           （9.2-11） 

其频域取样过程如图 9.2-11（a）、（b）、（c）所示。 
由

s ss( ) ( )T t     ，并利用式（3.4-1），有： 

ss
s

1 ( ) ( )
n

t nT   
 

 
∞

∞

                     （9.2-12） 

式中， s
s

2π
T


 。 

根据时域卷积定理，频谱函数 s ( )F j 的原函数为： 

s s s s
s s s

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n

f t f t t nT f t t nT f t nT 
    

         
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

  （9.2-13） 
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其对应的时域关系如图 9.2-11（d）、（e）、（f）所示。 
由式（9.2-13）可知，若时限信号 )(tf 的频谱 ( j )F  在频域中被间隔为 s 的冲激序列取样，

则被取样后的频谱 s ( j )F  所对应的时域信号 s ( )f t 以 sT 为周期而重复，且其幅值为原信号幅值的

s

1


，如图 9.2-11（f）所示。由图可知，若选 s m2T t （ s
s m

1 1
2

f
T t

  ），则在时域中 s ( )f t 的波形不

会产生混叠。若在时域用矩形脉冲作为选通信号就可以无失真地恢复原信号，这就是下面的频域

取样定理。 
一个在时域区间 m m( , )t t 以外为零的时限信号 )(tf 的频谱函数 ( j )F  ，可唯一地由其在均匀

频率间隔 sf s
m

1
2

f
t

 
 
 

≤ 上的样值点 s( j )F n 确定。即： 

m
m

π( j ) j Sa( π)
n

n
F F t n

t
 



 
  

 

∞

∞

                  （9.2-14） 

式中， m
s

1
2

t
f

 。 

 
图 9.2-11  频域取样过程 

练习题 

9.2-1  确定下列信号的奈奎斯特取样频率。 

1） )400cos()200sin(1)( tttf    2） sin(200π )( )
π

t
f t

t
   3）

2sin(200π )( )
π

t
f t

t
    

 

9.2-2  对带宽为 20kHz 的信号 )(tf 进行取样，其奈奎斯特取样周期为 sT =     ，信号 )2( tf 的

带宽为     ，其奈奎斯特取样频率为 sf =     。 

9.3  LTI 连续系统复频域分析 

如前所述，在频域中可以求解系统的零状态响应，但却无法求得系统的零输入响应。为了弥

补这一不足，本节将在复频域中求解系统的零输入响应、零状态响应和全响应。同时，本节还将

介绍系统函数、s 域框图以及电路的 s 域模型等内容。 
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9.3.1  微分方程的变换解 

描述 n 阶 LTI 连续系统的微分方程的一般形式为： 

 
 


n

i

m

j

j
j

i
i tfbtya

0 0

)()( )()(                         （9.3-1） 

利用式（4.2-10）对 )()( ty i 取拉普拉斯变换，得： 
1

( ) 1 ( )

0
( ) ( ) (0 ), 1, 2, 3, ,

i
i i i p p

p

y t s Y s s y i n


 




                  （9.3-2） 

式（9.3-2）中的 )0()(


py 即为系统的初始状态 )0(,),0(),0( )1(



  iyyy  。 

考虑到系统的激励 )(tf 是在 0t 时刻接入的，故在  0t 时刻， )(tf 及其各阶导数均为零，

即： 
( ) (0 ) 0, 0, 1, 2, ,jf j m     

因此，对式 )()( tf j 取拉普拉斯变换，得： 
)()()( sFstf jj                            （9.3-3） 

所以，对式（9.3-1）等号左右两端取拉普拉斯变换，得： 

)()0()(
00

1

0

)(1

0

sFsbysasYsa
m

j

j
j

n

i

i

p

ppi
i

n

i

i
i 

























  











         （9.3-4） 

由此可得： 

)(
)(
)(

)(
)()( sF

sA

sB

sA

sM
sY                        （9.3-5） 

式中， 



n

i

i
i sasA

0

)( 、 



m

j

j
j sbsB

0
)( 及  



















n

i

i

p

ppi
i ysasM

0

1

0

)(1 )0()( 均为 s 的多项式，其中

)(sA 和 )(sB 的系数只与微分方程的系数 ia 和 jb 有关， )(sM 的系数与 ia 和系统的各初始状态

)0()(


py 有关而与激励无关，一般称 )(sA 为式（9.3-1）的特征多项式， 0)( sA 的根 1 2, , , np p p
称为特征根。 

由式（9.3-5）可见，第一项
)(
)(

sA

sM
与系统的初始状态有关而与激励无关，因而是零输入响应

zi ( )y t 的象函数，记为 zi ( )Y s ；第二项 )(
)(
)(

sF
sA

sB
与激励有关而与系统的初始状态无关，因而是零状

态响应 zs ( )y t 的象函数，记为 zs ( )Y s 。故有： 

zi zs
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

M s B s
Y s F s Y s Y s

A s A s
                    （9.3-6） 

由此可得在复频域中求解系统响应的方法：首先对系统微分方程的左右两端取拉普拉斯变换，

从而将时域中的微分方程转换为包含激励和系统初始状态的复频域中的代数方程，然后利用式

（9.3-6）分别求得系统零输入响应和零状态响应的象函数，再对象函数取拉普拉斯逆变换，从而得

到系统的零输入响应、零状态响应及全响应。 
例 9.3-1  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

)(2)()(8)(6)( tftftytyty   
若 )()( tutf  ， 3)0( y ， 2)0(  y ，求系统的全响应。 

解：本题已在例 8.2-6 中采用时域方法求解，现在采用复频域方法求解。 
首先根据式（4.2-10），对微分方程求取拉普拉斯变换： 
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)()(2)(8)0(6)(6)0()0()( 22 sFsFssYyssYysysYs    

根据式（9.3-6），整理上式得： 
2

zi zs2 2

(0 ) '(0 ) 6 (0 ) 2 1( ) ( ) ( ) ( )
6 8 6 8

sy y y s
Y s F s Y s Y s

s s s s
    

   
   

 

将激励的象函数
s

sF
1)(  和系统的初始状态代入上式，得： 

2

zi zs 2 2

3 20 2 1( ) ( ) ( )
6 8 ( 6 8)

s s
Y s Y s Y s

s s s s s

 
   

   
 

对上式进行部分分式展开，得： 

zi zs

1 339
7 4 8 84( ) ( ) ( )

2 4 2 4
Y s Y s Y s

s s s s s

                  
 

 

对上式求取拉普拉斯逆变换，得： 
2 4 2 4

zi zs
9 33 1( ) ( ) ( ) (7e 4e ) ( ) e e ( )
4 8 8

t t t ty t y t y t u t u t            
 

 

式中前两项为系统的零输入响应，后三项为系统的零状态响应，因此系统全响应为： 
2 419 1 1( ) e e ( )

4 8 8
t ty t u t     

 
 

显然，本例结果与例 8.2-6 完全相同。 
由本例可见，系统全响应的象函数 )(sY 的极点由两部分组成，一部分是系统的特征根所形成

的极点 4,2 21  pp ，另一部分是激励信号象函数 )(sF 的极点 03 p 。系统自由响应 h ( )y t 的

象函数 h ( )Y s 的极点等于系统的特征根（固有频率），因此系统自由响应的函数形式由系统的固有

频率确定。系统强迫响应 p ( )y t 的象函数 p ( )Y s 的极点就是 )(sF 的极点，因而系统强迫响应的函数

形式由激励的极点确定。 
一般而言，若系统特征根的实部都小于零，那么自由响应函数都呈衰减形式，这时自由响应

就是暂态响应。若 )(sF 极点实部为零且为一阶极点，则强迫响应函数都为等幅振荡（或阶跃函数）

的形式，这时强迫响应就是稳态响应。如果激励信号本身是衰减函数，当 t→∞时，强迫响应也趋

近于零，这时强迫响应与自由响应一起组成暂态响应，而系统的稳态响应等于零。如果系统有实

部大于零的特征根，其响应函数随时间 t 的增大而增大，这时不再区分暂态响应和稳态响应。由

此可见，本例的自由响应为暂态响应，而强迫响应为稳态响应。 
在系统分析中，若在已知系统的初始值的情况下采用复频域分析法求解系统的响应，则可以

先求得系统的零状态响应，然后令 0t 以求得 ( )
zs (0 )jy  ，再利用式（8.2-4）和式（8.2-5）求得系

统的初始状态，进而求得系统的零输入响应，最终得到系统的全响应。 
在求解系统的零状态响应时有两种方法可以采用：其一是直接利用复频域分析法（拉普拉斯

变换法）求解零状态响应；其二是利用零状态响应的初始状态为零这一条件，根据系统激励求得

零状态时的初始值 ( )
zs (0 )jy  ，然后利用时域的方法求得零状态响应。 

在已经求得零状态响应的基础上求解零输入响应时，同样有两种方法可以选择：其一是由
( )
zs (0 )jy  和 )0()(


jy 求得 ( )

zi (0 )jy  ，进而利用时域方法求解零输入响应；其二是求得系统的初始状

态后利用复频域分析法求解零输入响应。 
例 9.3-2  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
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)()(8)(6)( tftytyty   
若 ( ) 2e ( )tf t u t ， 2)0( y ， 1)0( y ，求系统的全响应。 

解：本题已在例 8.2-7 中采用时域方法求解，现在采用复频域方法求解。 
由于激励 )(tf 是在 0t 时刻接入系统的，故有： 












1)0()0(
2)0()0(

yy

yy
 

对微分方程求取拉普拉斯变换： 
)()(8)0(6)(6)0()0()(2 sFsYyssYysysYs    

根据式（9.3-6），整理上式得： 

zi zs2 2

(0 ) '(0 ) 6 (0 ) 1( ) ( ) ( ) ( )
6 8 6 8

sy y y
Y s F s Y s Y s

s s s s
   

   
   

 

所以，有： 

zs 2

1( ) ( )
6 8

Y s F s
s s


 

 

zi 2

(0 ) '(0 ) 6 (0 )( )
6 8

sy y y
Y s

s s
   


 

 

由于 ( ) 2e ( )tf t u t ，故
1

2)(



s

sF ，因此有： 

zs

2 1
2 13 3( )

( 2)( 4)( 1) 1 2 4
Y s

s s s s s s


   

     
 

求其拉普拉斯逆变换得零状态响应为： 
2 4

zs
2 1( ) e e e ( )
3 3

t t ty t u t      
 

 

对其求导，有： 
2 4

zs
2 4( ) e 2e e ( )
3 3

t t ty t u t        
 

 

对上述二式，令 0t ，可得： 
zs zs(0 ) 0, (0 ) 0y y    

因此： 
zi zs

zi zs

(0 ) (0 ) (0 ) 2
(0 ) (0 ) (0 ) 1

y y y

y y y
  

  

  
      

 

所以，零输入响应的象函数为： 

zi 2

7 3
(0 ) '(0 ) 6 (0 ) 2 11 2 2( )

6 8 ( 2)( 4) 2 4
sy y y s

Y s
s s s s s s

    
   

     
 

求其拉普拉斯逆变换得零输入响应为： 
2 4

zi
7 3( ) e e ( )
2 2

t ty t u t    
 

 

所以系统的全响应为： 
2 4

zi zs
5 7 2( ) ( ) ( ) e e e ( )
2 6 3

t t ty t y t y t u t        
 

 

显然，本例结果与例 8.2-7 完全相同。 
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9.3.2  系统函数 

系统函数 )(sH 定义为系统零状态响应的象函数与激励的象函数之比，由式（9.3-6）可知

zs
( )( ) ( )
( )

B s
Y s F s

A s
 ，故系统函数定义为： 

zsdef ( ) ( )( )
( ) ( )

Y s B s
H s

F s A s
                          （9.3-7） 

根据 )(sA 和 )(sB 的表达式可知，二者的系数只与微分方程的系数 ia 和 jb 有关，因此，系统函

数只与系统的结构和元件参数有关，而与激励和初始状态无关。另外，对于同一个系统，如果系

统的激励发生变化，那么系统的零状态响应也会相应地发生变化，因此，系统的激励和零状态响

应发生变化并不会影响到系统函数。也就是说，式（9.3-7）只是系统函数的定义式和计算式，并

不能由此得出系统函数与激励的象函数成反比、与零状态响应的象函数成正比的结论。 
由式（9.3-7）可知，系统零状态响应的象函数可以写为： 

zs ( ) ( ) ( )Y s H s F s                           （9.3-8） 

对上式求拉普拉斯逆变换即可得到系统的零状态响应。 
实际上，由于系统的冲激响应 )(th 是激励为 )(t 时系统的零状态响应，且 )(t 的拉普拉斯变

换为 1，所以由式（9.3-8）可知，系统的冲激响应和系统函数是一对拉普拉斯变换： 
)()( sHth                               （9.3-9） 

在系统的时域分析中还介绍了系统的阶跃响应 )(tg ，若设阶跃响应的象函数为 )(sG ，则由于

)(tu 的拉普拉斯变换为
s

1
，故有： 

)(1)( sH
s

sG                             （9.3-10） 

求取上式的拉普拉斯逆变换即可得到系统的阶跃响应。 
例 9.3-3  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 

)()(8)(6)( tftytyty   
求系统的冲激响应 )(th 。 

解：本题已在例 8.3-1 中采用时域方法求解，现在采用复频域方法求解。 
在零状态情况下，对系统微分方程取拉普拉斯变换，得： 

2
zs( 6 8) ( ) ( )s s Y s F s    

根据系统函数的定义，有： 
zs

2

( ) 1 1 1 1 1( )
( ) 6 8 2 2 2 4

Y s
H s

F s s s s s
   

   
 

由式（9.3-9），对上式求取拉普拉斯逆变换得系统的冲激响应为： 
2 41( ) (e e ) ( )

2
t th t u t    

显然，本例结果与例 8.3-1 完全相同。 
例 9.3-4  已知某 LTI 连续系统的冲激响应为 

2 41 1( ) e e ( )
2 2

t th t u t    
 

 

试求激励为 ( ) 2e ( )tf t u t 时系统的零状态响应。 

解：本题已在例 8.4-1 中采用时域方法求解，现在采用复频域方法求解。 
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根据式（9.3-9），对冲激响应求取拉普拉斯变换得系统函数： 

86
1)()( 2 


ss

sHth  

激励的象函数为： 

1
2)()(



s

sFtf  

根据式（9.3-8），求得系统零状态响应的象函数为： 

zs 2

1 2 2 1 1 1 1( ) ( ) ( )
6 8 1 3 1 2 3 4

Y s H s F s
s s s s s s

     
     

 

对上式求取拉普拉斯逆变换得系统的零状态响应为： 
2 4

zs
2 1( ) e e e ( )
3 3

t t ty t u t      
 

 

显然，本例结果与例 8.4-1 完全相同。 
例 9.3-5  已知当激励 ( ) e ( )tf t u t 时，某 LTI 连续因果系统的零状态响应为 

2
zs ( ) (1 2e e ) ( )t ty t u t     

求该系统的冲激响应和描述该系统的微分方程。 
解：先求解系统的冲激响应。 
对激励和零状态响应取拉普拉斯变换，有： 

1
1)()(



s

sFtf  

2

zs zs
1 2 1 2( 3 1)( ) ( )

1 2 ( 1)( 2)
s s

y t Y s
s s s s s s

 
    

   
 

根据式（9.3-7），求得系统函数为： 
2 2

zs
2

( ) 2( 3 1) 1 1 2 6 2( ) 2
( ) ( 2) 2 2

Y s s s s s
H s

F s s s s s s s

   
     

  
 

根据式（9.3-9），对上式求取拉普拉斯逆变换，得冲激响应为： 
2( ) 2 ( ) (1 e ) ( )th t t u t     

下面求解系统的微分方程。 
由系统函数求微分方程的思路有两种，先看第一种思路。 
将系统函数表达式代入式（9.3-8）并稍加整理，得： 

2 2
zs zs( ) 2 ( ) 2 ( ) 6 ( ) 2 ( )s Y s sY s s F s sF s F s     

考虑式（4.2-11），对上式等号两端取拉普拉斯逆变换，得： 
zs zs( ) 2 ( ) 2 ( ) 6 ( ) 2 ( )y t y t f t f t f t        

所以，可知描述系统的微分方程为： 
)(2)(6)(2)(2)( tftftftyty   

再看第二种思路。 
根据式（9.3-1）和式（9.3-7）以及 )(sA 和 )(sB 的定义： 





n

i

i
i sasA

0
)( ， 




m

j

j
j sbsB

0
)(  

考虑式（4.2-11），可知系统函数 )(sH 的分母、分子多项式的系数和 s 的指数分别与系统微分方程

等号左右两端的系数和求导阶数一一对应，所以，可知描述系统的微分方程为： 
)(2)(6)(2)(2)( tftftftyty   
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9.3.3  系统的 s 域框图 

在时域分析中，系统可由时域框图描述，并可由此列出描述该系统的微分方程，然后采用时

域法求得该方程的解。如果根据系统的时域框图画出其相应的 s域框图，就可直接按 s 域框图列写

有关象函数的代数方程，然后解出响应的象函数，取其拉普拉斯逆变换求得系统的响应，显然，

这将简化运算。 
利用拉普拉斯变换的线性性质和积分性质对时域框图的各种基本运算部件（数乘器、加法器、

积分器）的输入和输出分别取拉普拉斯变换，可得各部件的 s域模型如表 9.3-1 所示。 
由表 9.3-1 可以看出，含系统初始状态的 s框图比较复杂，但可由其求出系统的零输入响应和

零状态响应；零状态的 s 域框图与时域框图形式上相同，因而使用简便，当然也给求零输入响应

带来不便。而我们通常最关心的是系统的零状态响应，所以常采用零状态的 s域框图。 

表 9.3-1  基本运算部件的 s 域模型 

名    称 时 域 模 型 s 域模型 

数乘器 

（标量乘法器） 
  

加法器 

  

积分器 
 

 

积分器 

（零状态）   

 
例 9.3-6  某 LTI 连续系统的时域框图如图 9.3-1（a）所示，已知激励 ( ) e ( )tf t u t ，求系统

的冲激响应 )(th 和零状态响应 zs ( )y t ，若系统的初始状态为 (0 ) 1, (0 ) 2y y   ，求系统的零输入

响应 zi ( )y t 。 

 
图 9.3-1  例 9.3-6 系统框图 

解：首先由图 9.3-1（a）画出系统零状态的 s域框图，并将最靠近系统输出端的积分器（ 1s ）的

输出设为中间变量 )(sX ，则其输入为 )(ssX ，因而左端积分器的输入为 )(2 sXs ，如图 9.3-1（b）所示。 

由左端加法器可列方程： 
)(6)(5)()(2 sXssXsFsXs   

整理得： 
)()()65( 2 sFsXss   
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由右端加法器可列方程： 
zs ( ) ( ) 4 ( ) ( 4) ( )Y s sX s X s s X s     

联立以上二式，消去中间变量，考虑式（9.3-8），得： 

zs 2

4( ) ( ) ( ) ( )
5 6

s
Y s F s H s F s

s s


 

 
 

由此可得系统函数： 

3
1

2
2

65
4)( 2 










ssss

s
sH  

求取上式的拉普拉斯逆变换，得系统的冲激响应为： 
2 3( ) (2e e ) ( )t th t u t    

由于
1( ) e ( ) ( )

1
tf t u t F s

s
  


，所以： 

zs 2

4 1 3 1 2 1 1( )
5 6 1 2 1 2 2 3

s
Y s

s s s s s s


    

     
 

求取上式的拉普拉斯逆变换，得系统的零状态响应为： 
2 3

zs
3 1( ) e 2e e ( )
2 2

t t ty t u t      
 

 

由式（9.3-7）可知，根据系统函数的分母多项式 652  ss ，可列写零输入响应满足的微分

方程为： 
zi zi zi( ) 5 ( ) 6 ( ) 0y t y t y t     

求上式的拉普拉斯变换，得： 
2

zi zi zi zi zi zi( ) (0 ) (0 ) 5 ( ) 5 (0 ) 6 ( ) 0s Y s sy y sY s y Y s         

解得： 
zi zi zi

zi 2

(0 ) (0 ) 5 (0 )( )
5 6

sy y y
Y s

s s
   


 

 

由于 ( ) ( )
zi(0 ) (0 )i iy y  ，故将 1)0( y 、 2)0(  y 代入上式，得系统零输入响应的象函数为： 

zi 2

7 5 4( )
5 6 2 3

s
Y s

s s s s


  

   
 

求取上式的拉普拉斯逆变换，得系统的零输入响应： 
2 3

zi ( ) (5e 4e ) ( )t ty t u t    
例 9.3-7  某 LTI 连续系统的初始状态一定，已知当激励 )()(1 ttf  时，系统的全响应为

1( ) 3e ( )ty t u t ；当激励 )()(2 tutf  时，系统的全响应为 2 ( ) (1 e ) ( )ty t u t  ；当激励 )()( ttutf  时，

求系统的全响应。 
解：因系统的初始状态一定，故其零输入响应不变，若设 zi zi( ) ( )y t Y s 、 zs zs( ) ( )y t Y s 、

)()( sYty  ，则有： 

zi zs zi( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y s Y s Y s Y s H s F s     
当激励 )()(1 ttf  ，即其象函数 1)(1 sF 时，系统的全响应为 1( ) 3e ( )ty t u t ，即其象函数为

1
3)(1 


s

sY ，故有： 

1 zi 1 zi
3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
Y s Y s H s F s Y s H s

s
    


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当激励 )()(2 tutf  ，即其象函数
s

sF
1)(2  时，系统的全响应为 2 ( ) (1 e ) ( )ty t u t  ，即其象函

数为
)1(

12)(2 



ss

s
sY ，故有： 

2 zi 2 zi
1 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( 1)
s

Y s Y s H s F s Y s H s
s s s s s


      

 
 

联立上述二式，解得： 

zi

1( )
1

2( )
1

H s
s

Y s
s

  

 
 

 

求解 Yzi(s)的拉普拉斯逆变换可得系统的零输入响应为： 

zi ( ) 2e ( )ty t u t  

当激励 )()( ttutf  ，即其象函数 2

1)(
s

sF  时，系统零状态响应的象函数为： 

zs 2 2

1 1 1 1( ) ( ) ( )
( 1) 1

Y s H s F s
s s s s s

    
 

 

故得零状态响应为： 

zs ( ) ( 1 e ) ( )ty t t u t    

所以，系统的全响应为： 

zi zs( ) ( ) ( ) 2e ( ) ( 1 e ) ( ) (3e 1) ( )t t ty t y t y t u t t u t t u t            

9.3.4  电路的 s 域模型 

在正弦稳态中，所有同频率的电量用其向量表示，所有元件的约束用复数阻抗表示。与之相

似，在复频率分析时，也常建立电路的 s 域模型—所有电量用其拉普拉斯变换表示，所有元件

的约束用其运算阻抗表示，储能元件的初始值用等效源的拉普拉斯变换表示。这样，基尔霍夫定

律的 s 域形式即为：对节点有  0)(sI ，对回路有  0)(sU 。 

对于线性时不变元件 R、L 和 C，由其时域电压与电流的关系，通过拉普拉斯变换可以得到

其 s 域模型。 
1）电阻元件的 s 域模型 
电阻的时域电压电流关系为 R R( ) ( )u t Ri t ，对此方程两端取拉普拉斯变换有： 

R R( ) ( )U s RI s                          （9.3-11） 

或 

R R
1( ) ( )I s U s
R

                         （9.3-12） 

可见电阻的 s 域约束仍为 R。 
2）电感元件的 s 域模型 

设电感含有初始值为 L (0 )i  ，电感的时域电压电流关系为 L
L

d ( )( )
d
i t

u t L
t

 ，由式（4.2-10），方

程两端取拉普拉斯变换有： 
L L L( ) ( ) (0 )U s sLI s Li                       （9.3-13） 

或 
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L
L L

(0 )1( ) ( ) i
I s U s

sL s
                      （9.3-14） 

可见电感的 s 域约束为 sL 。 
3）电容元件的 s 域模型 

设电容含有初始值为 C (0 )u  ，电容的时域电压电流关系为 C
C

d ( )
( )

d
U t

i t C
t

 ，由式（4.2-10），

方程两端取拉普拉斯变换有： 
C C C( ) ( ) (0 )I s sCU s Cu                      （9.3-15） 

或 
C

C C
(0 )1( ) ( )

u
U s I s

sC s
                     （9.3-16） 

可见电容的 s 域约束为
sC

1
。 

这里对电感的电流模型和电容的电压模型做一下说明：电路接通电源时，流过电感的 s 域电

流由两部分构成，一部分为电感两端电压的拉普拉斯变换与电感的 s 域约束的比值，即 L ( )U s

sL
；

另一部分为电感初始电流的拉普拉斯变换，由于电感初始电流的电流值为常数，其拉普拉斯变换

为 L (0 )i

s
 。同样的分析可以知道，电容两端的 s 域电压也由两部分构成，一部分为流过电容的电

流的拉普拉斯变换与电容的 s 域约束的乘积，即 C
1 ( )I s

sC
；另一部分为电容初始电压的拉普拉斯

变换，即 C (0 )u

s
 。 

式（9.3-11）、式（9.3-13）、式（9.3-16）属于元件的 s 域电压模型，也称为串联模型；式（9.3-12）、
式（9.3-14）、式（9.3-15）属于元件的 s 域电流模型，也称为并联模型。三种元件的时域模型与 s

域模型列在表 9.3-2 中。 

表 9.3-2  电路元件的 s 域模型 

电阻 电感 电容 

   
时域 

R R( ) ( )u t Ri t  L
L

d ( )( )
d
i t

u t L
t

  C
C

d ( )( )
d

U t
i t C

t
  

 
  

电

压

模

型 
R R( ) ( )U s RI s  

L L L( ) ( ) (0 )U s sLI s Li    C
C C

(0 )1( ) ( ) u
U s I s

sC s
   

 

  

s

域 
电

流

模

型 

R R
1( ) ( )I s U s
R

  L
L L

(0 )1( ) ( ) i
I s U s

sL s
   

C C C( ) ( ) (0 )I s sCU s Cu    
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例 9.3-8  如图 9.3-2 所示电路，已知 s ( ) ( )Vu t u t ， s ( ) ( )Ai t t ，起始状态 c (0 ) 1Vu   ，

L (0 ) 2Ai   ，求电压 o ( )u t 。 
解：画出电路的 s 域模型如图 9.3-3 所示。因为 s ( ) ( )Vu t u t ， s ( ) ( )Ai t t ，故有： 

s
1( )U s
s

 ， s ( ) 1I s   

    
图 9.3-2  时域电路图                                图 9.3-3  s 域电路图 

由 KCL 列写节点 a 的 s 域方程，得： 

s o
o o

s

1( ) ( ) ( ) ( ) 2( )
1 0.5

U s U s U s U ss I s
s s

s

 
     

整理得： 

o s s
1 2 12 ( ) ( ) ( )s U s I s s U s
s s s

              
 

将 s
1( )U s
s

 ， s ( ) 1I s  代入上式并整理，得： 

o 2 2

2 1 3( )
2 1 1 ( 1)

s
U s

s s s s

 
  

   
 

取其拉普拉斯逆变换得： 

o ( ) (e 3 e ) ( )t tu t t u t    

练习题 

9.3-1  求解下列系统的零输入响应、零状态响应和全响应。 
1） )(4)(5)(2)(3)( tftftytyty  ，初始状态 2)0( y ， 1)0(  y ，激励 3( ) e ( )tf t u t 。 
2） )(4)(5)(2)(3)( tftftytyty  ，初始值 2)0( y ， 1)0(  y ，激励 3( ) e ( )tf t u t 。 
9.3-2  已知当激励 ( ) e ( )tf t u t 时，某 LTI 连续因果系统的零状态响应为 

2 3
zs ( ) (3e 4e e ) ( )t t ty t u t      

求系统的冲激响应和描述系统的微分方程。  
9.3-3  某 LTI 连续系统框图如题图 9.3-1 所示，求描述该系统的微分方程。 
9.3-4  电路如题图 9.3-2 所示，激励为 ( )u t ，响应为 ( )i t ，求系统的冲激响应和阶跃响应。 

     
题图 9.3-1  系统框图                            题图 9.3-2  电路图 
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9.4  LTI 连续系统的系统特性 

集总参数 LTI 连续系统的系统函数 )(sH 是 s 的有理分式，它既与描述系统的微分方程有直接

联系，也与系统的冲激响应以及频率响应关系密切，因而系统函数在系统分析中占有重要的地位。

本节将首先介绍系统函数 )(sH 的零、极点分布与系统时域特性和频域特性的关系，然后讨论系统

的因果性和稳定性。 

9.4.1  系统函数与时域响应 

集总参数 LTI 连续系统的系统函数是复变量 s 的有理分式，即： 

)(
)()(

01
1

1

01
1

1

sA

sB

asasasa

bsbsbsb
sH

n
n

n
n

m
m

m
m 




 








               （9.4-1） 

式中系数 ( 0, 1, 2, , )ia i n  、 ( 0,1,2, , )jb j m  都是实数且 1na 。 

式（ 9.4-1）中 0)( sA 的根 1 2, , , np p p 称为系统函数 )(sH 的极点， 0)( sB 的根

1 2, , , m   称为系统函数 )(sH 的零点。因此，系统函数 )(sH 可改写为： 














n

i
i

m

j
jm

ps

sb

sA

sB
sH

1

1

)(

)(

)(
)()(


                     （9.4-2） 

零点 j 和极点 ip 的值可能是实数、虚数或复数。由于 )(sB 和 )(sA 的系数都是实数，所以零、

极点若为虚数或复数，则必共轭成对出现。所以， )(sH 的零、极点有以下几种类型： 

① 位于 s 平面实轴上的一阶实零、极点；  
② 位于 s 平面虚轴上并且对称于实轴的一阶共轭虚零、极点； 
③ 位于 s 平面并对称于实轴的一阶共轭复零、极点。 
此外还有位于 s 平面的二阶和二阶以上的实零、极点，虚零、极点和复零、极点。 
由式（9.4-2）可以看出，系统函数 )(sH 有 n 个有限极点和 m 个有限零点。如果 mn  ，则当

s 沿任意方向趋于无穷大，即当 s →∞时， lim ( ) lim 0
m

m
ns s

b s
H s

s
 

→∞ →∞
，故可认为 )(sH 在无穷远处

有 mn  阶 零 点； 如 果 mn  ， 则 当 s 沿 任 意 方 向趋 于 无 穷大 ， 即 当 s →∞ 时 ，

lim ( ) lim
m

m
ns s

b s
H s

s


→∞ →∞
→∞，故可认为 )(sH 在无穷远处有 nm  阶极点，此处只研究 n m≥ 的情况。 

所谓零、极点分布图是指将象函数的零、极点画在复平面上得到的图形，一般情况下，零点

用“o”表示，极点用“×”表示。若存在重零、极点，则在相应的零、极点处标注带小括号的数

字以表示该处为几重零、极点。根据象函数的表达式可以很方便地画出其零、极点分布图，但若

由零、极点分布图列写象函数表达式，则还需要一些已知条件。 

例 9.4-1  画出
)1()1(

)2(2)( 22 



ss

s
sH 的零、极点分布图。 

解：由方程： 
0)2(2 s  

0)1()1( 22  ss  

得零、极点坐标分别为： 
2 ， 1 2 3,41, jp p p      
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故其零、极点分布如图 9.4-1 所示，图中的“（2）”表示此极点为二重极点。 
例 9.4-2  已知 )(sH 的零、极点分布如图 9.4-1 所示，并且 2)0(  h 。

求 )(sH 的表达式。 
解 ： 由 零 、 极 点 分 布 图 可 知 零 点 坐 标 2 ， 极 点 坐 标

1 2 3,41, jp p p     ，故可令： 

2 2 2

( 2) ( 2)( )
( 1) ( j)( j) ( 1) ( 1)

K s K s
H s

s s s s s

 
 

    
 

式中，K 为常实数。 
根据式（4.2-24）～式（4.2-26），有： 

2 2

( 2)(0 ) lim ( ) lim 0
( 1) ( 1)s s

Ks s
h sH s

s s


  

 →∞ →∞
 

2

2 2

( 2)(0 ) lim [ ( ) (0 )] lim 0
( 1) ( 1)s s

Ks s
h s sH s h

s s 

    
 →∞ →∞

 

3
2

2 2

( 2)(0 ) lim [ ( ) (0 ) (0 )] lim 2
( 1) ( 1)s s

Ks s
h s s H s sh h K

s s  

      
 →∞ →∞

 

所以，系统函数为： 

)1()1(
)2(2)( 22 




ss

s
sH  

下面讨论系统函数的极点分布与系统时域响应的关系。 
若设 )()( sYty  ， h h( ) ( )y t Y s ， p p( ) ( )y t Y s ，则有： 

h p( ) ( ) ( )Y s Y s Y s   

如前所述，LTI 连续系统自由响应 h ( )y t 的函数形式由微分方程的特征根确定，而微分方程的

特征根即为 )(sH 的极点，因此，系统自由响应的函数形式由 )(sH 的极点确定。同时，LTI 连续系

统的冲激响应的函数形式也由 )(sH 的极点确定。因此，通过分析 )(sH 的极点位置就可以讨论 LTI

连续系统的自由响应和冲激响应的形式，下面予以具体分析，分析的对象仅限于 LTI 连续因果系

统。  
系统函数 )(sH 的极点在 s 平面上的位置可分为左半开平面（不含虚轴的左半平面）、虚轴和

右半开平面（不含虚轴的右半平面）三类。 
1） )(sH 的极点在左半开平面 
（1）若系统函数 )(sH 有单极点 p )0(  或 1,2 jp      )0(  ，则 )(sA 必有因子

)( s 或 ])[( 22  s ，根据常用信号的拉普拉斯变换对及式（4.2-5），其对应的自由响应和冲

激响应的函数形式为： 
e ( )tA u t  

或 
e cos( ) ( )tA t u t     

式中， A 和 为常数。上述二式均随 t 的增大而减小，且当 t →∞时，其趋于零，为暂态响应，

波形如图 9.4-2 所示。 
（2）若系统函数 )(sH 有 r 重极点  rppp 21 )0(  或 1 2p p   jrp      

)0(  ，则 )(sA 必有因子 rs )(  或 rs ])[( 22   ，根据常用信号的拉普拉斯变换对及式

（4.2-5）、式（4.2-22），其对应的自由响应和冲激响应的函数形式为： 

 
图 9.4-1  系统函数的

零、极点分布图 



 

·246· 

e ( ) ( 0, 1, 2, , 1)j t
jA t u t j r    

或 
e cos( ) ( ) ( 0, 1, 2, , 1)j t

j jA t t u t j r       

式中， jA 和 j 为常数。用洛必达法则不难证明，当 t →∞时，上述二式均趋于零，为暂态响应，

波形如图 9.4-2 所示。 
由上述分析可知，若系统函数 )(sH 的极点在左半开平面，则其相应的自由响应和冲激响应均

为暂态响应。根据稳定系统的定义，若 )(sH 的极点全在左半开平面，则该 LTI 连续因果系统属于

稳定系统。 
2） )(sH 的极点在虚轴上 
（1）若系统函数 )(sH 有单极点 0p 或 1,2 jp   ，则 )(sA 必有因子 s或 )( 22 s ，根据常用

信号的拉普拉斯变换对，其对应的自由响应和冲激响应的函数形式为： 
)(tAu  

或 
)()cos( tutA    

式中， A 和 为常数。上述二式均随 t 的增大而保持不变或振荡变化，故为稳态响应，波形如图

9.4-2 所示。 
（2）若系统函数 )(sH 有 r 重极点 021  rppp  或 1 2 jrp p p      ，则 )(sA 必有

因子 rs 或 rs )( 22  ，根据常用信号的拉普拉斯变换对及式（4.2-22），其对应的自由响应和冲激

响应的函数形式为： 
( ) ( 0, 1, 2, , 1)j

jA t u t j r   

或 
cos( ) ( ) ( 0, 1, 2, , 1)j

j jA t t u t j r     

式中， jA 和 j 为常数。上述二式均随 t 的增大而增大，且当 t →∞时，它们均趋于无穷大，波形

如图 9.4-2 所示。 
由上述分析可知，若系统函数 )(sH 的极点在虚轴上且为单极点，则其相应的自由响应和冲激

响应均为稳态响应。根据稳定系统的定义，此时该 LTI 连续因果系统属于稳定系统。若系统函数

)(sH 的极点在虚轴上且为重极点，则其相应的自由响应和冲激响应均为递增函数。根据稳定系统

的定义，此时该 LTI 连续因果系统属于不稳定系统。 
3） )(sH 的极点在右半开平面 
（1）若系统函数 )(sH 有单极点 p  )0(  或 1,2 jp    )0(  ，则 )(sA 必有因子 )( s

或 ])[( 22  s ，根据常用信号的拉普拉斯变换对及式（4.2-5），其对应的自由响应和冲激响应

的函数形式为： 
e ( )tA u t  

或 
e cos( ) ( )tA t u t    

式中， A 和 为常数。上述二式均随 t 的增大而增大，且当 t →∞时，它们均趋于无穷大，波形

如图 9.4-2 所示。 
（2）若系统函数 )(sH 有 r 重极点  rppp 21  )0(  或 1 2 jrp p p        

)0(  ，则 )(sA 必有因子 rs )(  或 rs ])[( 22   ，根据常用信号的拉普拉斯变换对及式

（4.2-5）、式（4.2-22），其对应的自由响应和冲激响应的函数形式为： 
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e ( ) ( 0, 1, 2, , 1)j t
jA t u t j r    

或 
e cos( ) ( ) ( 0, 1, 2, , 1)j t

j jA t t u t j r      

式中， jA 和 j 为常数。上述二式均随 t 的增大而增大，且当 t →∞时，它们均趋于无穷大，波形

如图 9.4-2 所示。 
由上述分析可知，若系统函数 )(sH 的极点在右半开平面，则其相应的自由响应和冲激响应均

为递增函数，且当 t →∞时，均趋于无穷大。根据稳定系统的定义，若 )(sH 的极点全在右半开平

面，则该 LTI 连续因果系统属于不稳定系统。 
综上所述，LTI 连续因果系统的自由响应和冲激响应的函数形式由 )(sH 的极点确定： 
① )(sH 在左半开平面的极点所对应的响应函数都是衰减的，当 t →∞时，响应函数趋近于

零。因此，极点全部在左半开平面的 LTI 连续因果系统是稳定系统。 
② )(sH 在虚轴上的一阶极点对应的响应函数的幅值随时间的增大保持不变或振荡变化，为

稳态响应。 
③ )(sH 在虚轴上的二阶及二阶以上的极点或在右半开平面上的极点，其所对应的响应函数

都随 t 的增大而增大，当 t →∞时，它们都趋于无穷大，这样的系统是不稳定的。 

 
图 9.4-2  系统函数的极点与所对应的时域响应 

9.4.2  系统函数与频域响应 

前面讨论了系统函数 )(sH 的极点与时域响应的关系，下面讨论系统函数 )(sH 的零、极点与

系统频域响应的关系。  
对于 LTI 连续因果系统，若其系统函数 )(sH 的极点均在左半开平面，则可令其单边拉普拉斯

变换的收敛坐标为 0]Re[ 0  s ，此时象函数的收敛域为 0]Re[  s ，故其收敛域包含 s 平面

的虚轴（ js  ），即其在虚轴上也收敛，从而由式（4.4-3）和式（9.4-2）可知，系统的频率响应

函数为： 

1
j

1

( j )
( j ) ( )

( j )

m

m j
j

s n

i
i

b

H H s
p



 










 






                    （9.4-3） 

在 s 平面上，任意复数（常量或变量）都可表示为一个矢量，即用有向线段表示复数。例如，
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某极点 ip 可看作是自 s 平面的原点指向该极点 ip 的矢量，矢量的长度是该极点的模 ip ，辐角是

自实轴正方向逆时针旋转至该矢量的夹角。变量 j 也可看作矢量，因此，复矢量 j ip  是矢量 j
与矢量 ip 的差矢量，如图 9.4-3（a）所示。显然，当变化时，差矢量 j ip  也将随之变化。 

由于差矢量也是复数，因此，可以将其改写为模和幅角的形式。故对于任意极点 ip 和零点 j ，

有： 
j

j

j e

j e

i

j

i i

j j

p A

B







 

  


  
                         （9.4-4） 

式中 iA 和 jB 分别是差矢量 j ip  和 j j  的模， i 和 j 分别是它们的辐角，如图 9.4-3（b）所

示。于是式（9.4-3）可写为： 
j( )1 2

j ( )1 2
j( )1 2

1 2

e
( j ) | ( j ) | e

e

m
m m

n
n

b B B B
H H

A A A

  
 

   
  

   







         （9.4-5） 

式中，幅频响应为： 
1 2

1 2

| ( j ) | m m

n

b B B B
H

A A A
 




                       （9.4-6） 

相频响应为： 
)()()( 2121 nm                  （9.4-7） 

当从零开始变动时，各矢量的模和辐角都将随之变化，从而可以根据式（9.4-6）和式（9.4-7）
得到系统频率响应的幅频特性曲线和相频特性曲线，这种方法称为矢量作图法。 

 
图 9.4-3  零、极点矢量图 

实际上，观察系统的幅频特性和相频特性可以发现，其实质是信号频谱函数的幅度谱和相位

谱。第 3 章介绍过根据信号频谱函数表达式画出其频谱图（幅度谱和相位谱）的方法，因此，利

用第 3 章的方法也能够画出系统的幅频特性和相频特性曲线。同样的道理，利用矢量作图法也可

以画出信号的频谱图。 
例 9.4-3  已知某 LTI 连续系统的冲激响应为 2( ) (6e 4e ) ( )t th t u t   ，运用矢量作图法，粗略

画出系统的幅频特性和相频特性曲线。 
解：求取系统冲激响应的拉普拉斯变换，得系统函数为： 

23
22

1
4

2
6)( 2 










ss

s

ss
sH  

故其零点为 1 ，极点为 2,1 21  pp ，显然，该系统的极点全部位于 s 平面的左半开平

面，即 )(sH 的收敛域包含虚轴，由式（9.4-3）和式（9.4-5）得： 
j( ) j ( )1 2

j
1 2

2( j 1) 2( j ) ( ) e ( j ) e
( j 1)( j 2)s

B
H H s H

A A
    


 

 
 




   

 
 

零、极点坐标分布如图 9.4-4（a）所示，由图可知 1 1, πA B     ，故有： 
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2

2( j )H
A

   

1 2 1 2( ) ( ) π (2 )             

 
图 9.4-4  系统函数频谱图 

1）当 0 时， 22 A ， 021   ，故 ( j ) 1, ( ) πH     ； 
2）当增大时， 2A 、 1 和 2 也随之增大，故 ( j )H  和 )( 均随之减小； 

3）当趋向于无穷大时， 2A 趋向于无穷大， 1 和 2 均趋向于
π
2
，故 ( j )H  趋向于零， )(

趋向于
π
2

 。 

照此可粗略画出系统的幅频特性和相频特性曲线分别如图 9.4-4（b）和（c）所示。 

9.4.3  两类特殊系统 

如前所述，系统函数与系统的时域响应和频域响应均有密切的关系，因此，当系统函数具有

特定的特征时，系统也就相应地具有了独特的性质。下面介绍两种常见的特殊系统：全通系统和

最小相移系统。 

1．全通系统 

如果系统的幅频响应 | ( j ) |H  对所有的均为常数，则称该系统为全通系统，其相应的系统

函数称为全通函数。显然，全通系统应满足： 
1 2

1 2

| ( j ) | m m

n

b B B B
H K

A A A
  




                      （9.4-8） 

式中，K 为常数。 
下面以二阶系统为例对全通系统进行说明。 
某二阶连续系统的系统函数在左半开平面有一对共轭极点 1,2 jp     )0(  ，在右半开平

面有一对共轭零点 1,2 j    )0(  ，那么系统函数的零点和极点相对于 j 轴是镜像对称的，

如图 9.4-5（a）所示。若令 1 1 2 2,p s p s    ，则有 1 2 2 1,s s   ，故其系统函数可写为： 

))((
))((

))((
))((

)(
11

11

21

21












ssss

ssss

ssss

ssss
sH                  （9.4-9） 

其频率响应为： 
j( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( j )( j )( j ) e
( j )( j )

s s B B
H

s s A A
    


 

   
 

 
            （9.4-10） 

由图 9.4-5（a）可见，对于所有的，有 1 1 2 2,A B A B  ，所以，其幅频特性为： 
( j ) 1H                               （9.4-11） 

考虑到 1 1 2 2π, π       ，故其相频特性为： 
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1 2 1 2 1 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) 2π 2( )

22π 2 arctan arctan 2π 2arctan

       

    
    

      

                         

  （9.4-12） 

由图 9.4-5（a）可见： 
1）当 0 时， 021  ，故 1 2( ) 2π 2( ) 2π       ； 
2）当增大时， 21   也增大，从而 )( 减小； 

3）当趋向于无穷大时， 1 和 2 均趋向于
π
2
，故 )( 趋向于零。 

所以，全通函数的幅频特性和相频特性曲线分别如图 9.4-5（b）中实线和虚线所示。 

 
图 9.4-5  二阶全通函数 

之所以称具有上述特性的系统为全通系统，是因为该系统对所有频率的信号都一律平等地传

输。由以上讨论可知，凡极点位于左半开平面，零点位于右半开平面，且所有零点与极点均一一

镜像对称于 j 轴的系统函数即为全通函数，对应的系统称为全通系统。 

2．最小相移系统 

若系统函数 )(1 sH 有两个极点  1211 , spsp 和两个零点  2221 , ss  ，且都在左半开

平面，其零、极点分布如图 9.4-6（a）所示。系统函数 )(1 sH 可写为（a 为常数）： 

))((
))((

)(
11

22
1 







ssss

ssssa
sH                      （9.4-13） 

系统函数 )(2 sH 的极点与 )(1 sH 相同，零点  2221 , ss  在右半开平面，其零、极点分布如

图 9.4-6（b）所示。系统函数 )(2 sH 可写为（b 为常数）： 

))((
))((

)(
11

22
2 







ssss

ssssb
sH                        （9.4-14） 

 
图 9.4-6  最小相移函数 

由于 )(1 sH 与 )(2 sH 极点相同，故它们的极点在 s 平面上对应的矢量相同，而由于它们的零点

关于虚轴对称，故它们对应的矢量的模也相同，因此 )(1 sH 与 )(2 sH 的幅频特性完全相同。 
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由图 9.4-6（a）和（b）可见， )(1 sH 与 )(2 sH 的相频特性分别为： 
)()()( 211121111                       （9.4-15） 
)()()( 221222122                      （9.4-16） 

且对于相同的，有 21 11π   ， 22 12π   ， 1112   ， 2122   ，故： 

2 1 11 12( ) ( ) 2π 2( )          
由图 9.4-6（a）可见，当 0 时， 2111   ，所以 02111  ；当趋向于无穷大时， 11

和 21 均趋近于
π
2
，故 11 12 π   。所以，当由 0 增加到∞时， )( 2111   从 0 增加到 π，因

此，对于任意角频率，有 11 12 π  ≤ ，所以： 

2 1 11 12( ) ( ) 2π 2( ) 0         ≥  
也就是说，对于任意角频率，有： 

2 1( ) ( )   ≥                            （9.4-17） 
上式表明，对于具有相同幅频特性的系统函数而言，零点位于左半开平面的系统函数，其相频特

性 )( 最小，故称之为最小相移函数。 

顺便指出，考虑到由纯电抗元件组成的电路，其网络函数的零点可能在虚轴上，故也可以将

最小相移函数定义为右半开平面没有零点的系统函数，相应的系统称为最小相移系统。如果系统

函数在右半开平面有零点，则称为非最小相移函数，如 )(2 sH 。 
若用 ))(( 22

 ssss 同时乘以 )(2 sH 的分母和分子，得： 

)()(
))((
))((

))((
))((

))((
))((

))((
))((

)(

31

22

22

11

22

22

22

11

22
2

sHsH

ssss

ssss

ssss

ssss

ssss

ssss

ssss

ssss
sH


































                （9.4-18） 

式中，
))((
))((

)(
11

22
1 







ssss

ssss
sH ，

))((
))((

)(
22

22
3 







ssss

ssss
sH 。 

由于 )(1 sH 的所有零点均在左半开平面，故为最小相移函数，而 )(3 sH 的零、极点关于虚轴

对称，且极点在左半平面，零点在右半平面，故为全通函数。由此可知，任意非最小相移函数都

可表示为最小相移函数与全通函数的乘积。 

9.4.4  系统的因果性 

第 7 章已经介绍了因果系统的定义：零状态响应不出现在激励之前的系统称为因果系统。 
对于连续系统来说，上述定义可描述为：对任意时刻 0t （一般可选 00 t ）和任意激励 )(tf ，

若： 
0)( tf ， 0tt   

则其零状态响应满足： 
zs ( ) [{0}, ( )] 0y t T f t  ， 0tt   

就称该系统为连续因果系统，否则称其为连续非因果系统。 
设系统的激励 )()( ttf  ，显然在 0t 时 0)( tf ，这时系统的零状态响应为 )(th ，所以若系

统是因果的，则必有： 
0)( th ， 0t  

同时，对任意激励 )(tf ，系统的零状态响应 zs ( )y t 等于冲激响应 )(th 与激励 )(tf 的卷积积分，
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考虑到 0t 时 0)( tf ，有： 

zs ( ) ( ) ( )d
t

y t h f t  


  ∞
 

若 0 ，则 0)( h ，故上式可写为：  

zs 0
( ) ( ) ( )d

t
y t h f t     

即当 0t 时， zs ( ) 0y t  。 

所以，连续因果系统的充要条件是冲激响应满足： 
( ) 0, 0h t t                              （9.4-19） 

根据拉普拉斯变换的定义，如果 )(th 满足式（9.4-19），则系统函数 )(sH 的收敛域为收敛坐标

的右半平面。换言之， )(sH 的极点都在收敛坐标 0]Re[ s 的左半开平面。 
也就是说，连续因果系统的充要条件也可等价表示为系统函数 )(sH 的收敛域： 

0]Re[  s                           （9.4-20） 

9.4.5  系统的稳定性 

第 7 章已经介绍了稳定系统的定义：若对任意的有界输入，其零状态响应也是有界的，则称

该系统是有界输入有界输出稳定系统，简称稳定系统。 
对于连续系统来说，上述定义可描述为：设 yf KK , 为正实常数，如果系统对于所有满足

| ( ) | ff t K≤ 的激励，其零状态响应满足： 

zs| ( ) | yy t K≤  

则称该系统是稳定的。 
对于任意有界的激励 )(tf ，即任意的满足 | ( ) | ff t K≤ 的激励，考虑到系统的零状态响应等于

系统的冲激响应与激励的卷积积分，因此，系统的零状态响应的绝对值为： 

zs ( ) ( ) ( )d ( ) ( ) d ( )dfy t h f t h f t K h       
  

     
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞
≤ ≤  

如果 )(th 是绝对可积的，即若： 

( )dh t t K

∞

∞
≤  

式中，K 为正实常数。则系统的零状态响应满足： 
zs ( ) fy t K K≤  

即对任意有界的激励，系统的零状态响应均有界，这说明 )(th 绝对可积是系统稳定的充分条件。 

若： 














0)(,1
0)(,0
0)(,1

)(
th

th

th

tf  

则： 














0)(),(
0)(,0
0)(),(

)()(
thth

th

thth

tfth  

即： )()()( thtfth  ，由于： 

zs ( ) ( ) ( )dy t h f t  


 
∞

∞
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令 0t ，有： 

zs (0) ( ) ( )d ( )dy h f h    
 

   
∞ ∞

∞ ∞
 

上式表明，如果 | ( ) |dh  

∞

∞
无界，则至少 zs (0)y 无界。因此 )(th 绝对可积也是系统稳定的必要条

件。 
所以，连续系统是稳定系统的充要条件为： 

( )dh t t K

∞

∞
≤                            （9.4-21） 

式中，K 为正实常数。即若系统的冲激响应是绝对可积的，则该系统是稳定的，反之亦成立。 
在系统函数与时域响应一节中分析了 LTI 连续因果系统稳定的充要条件是系统函数的极点全

部在左半开平面，由于因果系统的系统函数的收敛域为收敛坐标的右半开平面，所以其实质就是

系统函数的收敛域包含虚轴。按照相同的思路，利用双边拉普拉斯变换，可以得出 LTI 连续反因

果系统稳定的充要条件是系统函数的极点全部在右半开平面，其实质仍然是系统的收敛域包含虚

轴。因此，在复频域中，连续系统是稳定系统的充要条件是： )(sH 的收敛域包含虚轴。 

如果系统是因果的，显然稳定性的充要条件可简化为： 

0
( )dh t t K

∞

≤                           （9.4-22） 

下面不加证明给出连续系统因果稳定的充要条件。对于既是稳定的又是因果的连续系统，其

系统函数 H(s)的极点都在 s 平面的左半开平面。其逆也成立，即若 H(s)的极点均在左半开平面，

则该系统必是稳定的因果系统。有时也把在 s 平面的虚轴上有一阶极点的系统定义为边界稳定系

统。 
需要特别指出，对有些系统来说，利用系统函数 )(sH 的极点位置判断系统的稳定性是无效的。

实际上，只有系统既是可观测的又是可控制的，那么用描述输入与输出关系的系统函数研究系统

的稳定性才是有效的。关于系统的可观测性和可控制性的相关概念将在状态变量分析法中介绍。 

例 9.4-4  已知某 LTI 连续因果系统的系统函数
22

1)( 2 


kss
sH ， 

1）为使系统稳定，求 k 值应满足的条件； 
2）在系统边界稳定的条件下，求系统的冲激响应。 
解：1）系统函数的极点全部在左半开平面的连续因果系统是稳定的。故令： 

0222  kss  
可解得其极点为： 

k
k

p 


 31
2

)2(442
2,1  

下面分类讨论。 
（1）若为实极点且极点全部在左半开平面，考虑到在实数范围内 031  k 一定成立，

且 kk  3131 ，故若系统稳定，则 k 需满足： 
3 0

1 3 0

k

k



   

≥
 

解得3 2k ≥ 。 
（2）若为复极点且极点全部在左半开平面，考虑到当 03  k ，即 3k 时为复极点，且复

极点的实部为-1，恒小于 0，故此时只需满足 3k 。 
综上，当 2k 时系统稳定。 
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2）在系统边界稳定的条件下，即 2k 时，系统函数为： 

2
2
1

2
1

2
1)( 2 





ssss

sH  

考虑到系统是因果的，求取上式的拉普拉斯逆变换，得系统冲激响应为： 
21( ) (1 e ) ( )

2
th t u t   

练习题 

9.4-1  已知系统函数和激励信号如下，求零状态响应的初值 zs (0 )y  。 

1）
32

32)( 2 



ss

s
sH ， )()( tutf    2）

)23(
3)( 2 




sss

s
sH ， ( ) e ( )tf t u t  

9.4-2  若描述某 LTI 连续系统的微分方程是 )()()(2)( tftftyty  ，求在如下激励作用于

系统时的零状态响应。 
1） )()( ttf    2） )()( tutf    3） ( ) e ( )tf t u t  
9.4-3  已知某 LTI 连续系统的冲激响应 2( ) 4e ( )th t u t ，若系统的零状态响应为

2 2( ) (1 e e ) ( )t ty t t u t    ，求激励 )(tf 。 

9.4-4  某 LTI 连续反馈系统如题图 9.4-1 所示，写出

该系统的系统函数 )(sH 。 

9.4-5  某 LTI 连续系统的系统函数为 

65
)1()( 2

2





ss

s
sH ， 2]Re[ s  

判断该系统的因果性、稳定性。 

9.5  LTI 连续系统的信号流图与结构 

信号流图采用有向线图描述系统的激励和响应的关系，其描述方式简单且可以沟通描述系统

的方程、系统函数以及框图之间的联系，从而简化了系统的分析与实现。 

9.5.1  信号流图 

对于连续系统，s 域框图可以通过系统函数 )(sH 表征系统的激励和响应之间的关系。图 9.5-1

（a）所示的框图表征了激励与零状态响应的关系。根据式（4.2-17），可知其输出为： 
)()()( sFsHsY                          （9.5-1） 

所谓信号流图，就是用一些点和有向线段来描述系统各变量间因果关系的图形，它是一种加

权的有向图。如图 9.5-1（a）所示的 s 域框图可用一个由输入指向输出的有向线段表示，如图 9.5-1
（b）所示。它的起点标记为 )(sF ，终点标记为 )(sY ，系统函数 )(sH 标记在线段的一侧，其输出

如式（9.5-1）所示。 

 
图 9.5-1  信号流图表示法 

下面介绍信号流图中涉及的常用术语。 

 
题图 9.4-1  系统框图 
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1）结点 
信号流图中的每个结点均对应于一个变量或信号，如图 9.5-2 中的 54321 xxxxx 、、、、 均为结

点。其中，对于结点 1x 而言，信号流图中只有离开该结点的有向线段，故称之为源点（或输入结

点），对于结点 5x 而言，信号流图中只有进入该结点的有向线段，故称之为汇点（阱点或输出结

点），其余结点统称为中间结点。 
2）支路 
连接两结点的有向线段称为支路，信号的传输方向用箭头表示，每条支路的权值（支路增益）

就是该两结点间的系统函数（转移函数），所以每条支路都相当于一个标量乘法器。如图 9.5-2 中

的 3 4
bx x→ 、 3 5

d
x x→ 和 4 2

g
x x→ 等均为支路，其权值分别为 b、d 和 g。 

3）通路 
从任一结点出发沿着支路箭头方向连续经过各相连的不同支路和结点到达另一结点的路径称

为通路。如果通路与任一结点相遇不多于一次，则称之为开通路，如图 9.5-2 中的
1

1 2 3 4 5

a cbx x x x x→ → → → 、 4 2 3

g a
x x x→ → 等都是开通路。如果通路的终点就是通路的起点，且通路与其

余结点相遇不多于一次，则称之为回路（闭通路或环），如图9.5-2中的 2 3 2
fa

x x x→ → 、 2 3 4 2
ga bx x x x→ → →

等都是闭通路。相互没有公共结点的回路称为不接触回路，如图 9.5-2 中的 2 3 2
fa

x x x→ → 和 4 4
h

x x→ 是

不接触回路。只有一个结点和一条支路的回路，称为自回路（自环），如图 9.5-2 中的 4 4
h

x x→ 是自

回路。开通路或回路中各支路增益的乘积称为通路增益或回路增益，如图 9.5-2 中的

2 3 4 2

ga b
x x x x→ → → 和 4 4

h
x x→ 的通路增益分别为 abg 和 h。从源点到汇点的开通路称为前向通路，前

向通路中各支路增益的乘积称为前向通路增益，如图 9.5-2 中的
1

1 2 3 4 5
a cb

x x x x x→ → → → 和

1
1 2 3 5

a d
x x x x→ → → 是前向通路，其前向通路增益分别为 abc和 ad 。 

信号只能沿支路箭头方向传输，支路的输出是该支路输入与支路增益的乘积。当结点有多个

输入时，该结点将所有输入支路的信号相加，并将和信号传输给所有与该结点相连的输出支路，

如图 9.5-3 中 5321 dxbxaxx  ， 16 exx  。也就是说，信号流图满足线性性质。 

      
图 9.5-2  信号流图                             图 9.5-3  信号流图的线性性质 

正是基于线性性质，信号流图才能够按照如下代数规则进行化简： 
1）串联支路化简规则 
两条增益分别为 a 和 b 的支路相串联，可以合并为一条增益为 ba  的支路，同时消去中间结

点。图 9.5-4（a）中，因为 12 axx  、 23 bxx  ，故 13 abxx  。 

2）并联支路化简规则 
两条增益分别为 a 和 b 的支路相并联，可以合并为一条增益为 a+b 的支路。图 9.5-4（b）中，

12 )( xbax  。 

3）自环化简规则 
一条 1 2 3x x x 的通路，如果 1 2x x 支路的增益为 a， 2 3x x 的增益为 c，在 2x 处有增益为 b 的自环，
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则可化简成增益为
1
ac

b
的支路，同时消去结点 2x 。图 9.5-4（c）中，因为 2 1 2x ax bx  ， 3 2x cx ，

故 3 11
ac

x x
b




。 

 
图 9.5-4  信号流图化简规则 

反复运用上述化简规则，可将复杂的信号流图简化为只有一个源点和一个汇点的信号流图，

从而求得系统函数。 
例 9.5-1  求图 9.5-5（a）所示信号流图的系统函数。 

 
图 9.5-5  利用化简规则化简信号流图 

解：根据串联支路合并规则，将图 9.5-5（a）中的回路 121 xxx  和 1321 xxxx  化

简为自环，得到如图 9.5-5（b）所示的信号流图。将结点 1x 和结点 )(sY 之间各串并联支路合并，

得图 9.5-5（c）所示的信号流图。利用并联支路合并规则，将 1x 处两个自环合并，然后消除自环，

得图 9.5-5（d）所示的信号流图。故系统函数为： 

01
2

01
2

2
2

0
1

1

2
0

1
12

1)(
)()(

asas

bsbsb

sasa

sbsbb

sF

sY
sH













 

9.5.2  梅森公式 

例 9.5-1 虽然根据信号流图的化简规则由信号流图写出了系统函数，但明显感到十分繁琐。实

际上，利用梅森公式可以根据信号流图很方便地求得系统函数。下面先给出梅森公式的内容，然

后通过例题说明其使用方法。 
梅森公式为： 
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1( ) i i
i

H p 


                           （9.5-2） 

式中： 
)(H 表示系统函数，其中的点号“·”表示自变量可以是 s 或 z； 

i 表示由源点到汇点的第 i 条前向通路的标号； 
ip 表示由源点到汇点的第 i 条前向通路增益； 

称为信号流图的特征行列式：
, , ,

1 j m n p q r
j m n p q r

L L L L L L        ； 


j

jL 是信号流图中所有不同回路的增益之和； 


nm

nm LL
,

是所有两两不接触回路的增益乘积之和； 


rqp

rqp LLL
,,

是所有三个都互不接触回路的增益乘积之和； 

  
i 称为第 i 条前向通路特征行列式的余因子，它是与第 i 条前向通路不相接触的子图的特征行

列式。 
例 9.5-2  求图 9.5-6 所示信号流图的系统函数。 
解：1）找出所有前向通路 
前向通路①： 1 2 5( ) ( )F s x x x Y s→ → → → ，其前向通

路增益为 1
1 2  sp ； 

前向通路②： 1 2 3 4 5( ) ( )F s x x x x x Y s→ → → → → → ，

其前向通路增益为 3
2

 sp 。 

2）找出所有回路 
回路①： 1 2 5 1x x x x→ → → ，其回路增益为 1

1 12  sL ； 
回路②： 1 2 3 4 5 1x x x x x x→ → → → → ，其回路增益为 3

2 6  sL ； 
回路③： 3 4 3x x x→ → ，其回路增益为 1

3 4  sL 。 

3）求特征行列式 
系统只有一对两两互不接触的回路（回路①和回路③），其回路增益乘积为 2

31 48  sLL ，没

有三个及以上互不接触的回路，所以特征行列式为： 
1 3 1 21 ( 12 6 4 ) 48s s s s           

4）求各前向通路特征行列式的余因子 
不与前向通路①相接触的回路③的增益为 1

3 4  sL ，所以， 1
1 1 4s   ； 

由于各回路都与前向通路②相接触，所以， 2 1  。 

5）利用梅森公式求解系统函数 
将上述参数代入式（9.5-2），得系统函数为： 

1 1 3 22

1 3 1 2 3 2
1

1 2 (1 4 ) ( ) 1 2 8 1( )
1 ( 12 6 4 ) 48 16 48 6i i

i

s s s s s
H s p

s s s s s s s




  

   


     
  

         

例 9.5-3  求图 9.5-5（a）所示信号流图的系统函数。 
解：本题已在例 9.5-1 中采用信号流图化简规则求解，现在采用梅森公式求解。 
解：1）找出所有前向通路 
前向通路①： 1( ) ( )F s x Y s→ → ，其前向通路增益为 21 bp  ； 

 
图 9.5-6  信号流图 
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前向通路②： 1 2( ) ( )F s x x Y s→ → → ，其前向通路增益为 1
12

 sbp ； 
前向通路③： 1 2 3( ) ( )F s x x x Y s→ → → → ，其前向通路增益为 2

03
 sbp 。 

2）找出所有回路 
回路①： 1 2 1x x x→ → ，其回路增益为 1

11
 saL ； 

回路②： 1 2 3 1x x x x→ → → ，其回路增益为 2
02

 saL 。 

3）求特征行列式 
由于各回路均相互接触，故 1 2

1 01 ( )a s a s       

4）求各前向通路特征行列式的余因子 
由于各回路与三个前向通路均接触，所以， 1 2 3 1Δ Δ Δ   。 

5）利用梅森公式求解系统函数 
将上述参数代入式（9.5-2），得系统函数为： 

1 2 23
2 1 0 2 1 0

1 2 2
1 1 0 1 0

1( )
1i i

i

b b s b s b s b s b
H s p

a s a s s a s a




 

 


   
  

     

显然，本例结果与例 9.5-1 完全相同。但与例 9.5-1 相比，无疑利用梅森公式由信号流图求解

系统函数更为简便。 

9.5.3  系统结构 

系统函数可以表征一个微分方程，从而可以定义一个系统。为了对信号进行某种处理，就必

须构造出合适的系统结构，对于同一个系统函数 H(s)，往往有多种不同的实现方案。常用的有直

接实现（直接型）、级联实现（级联型）和并联实现（并联型）三种方式，下面分别加以讨论。 

1．直接实现 

首先以二阶系统为例介绍如何将系统函数转化为信号流图，即如何实现系统的模拟。 
设二阶 LTI 连续系统的系统函数为： 

01
2

01
2

2)(
asas

bsbsb
sH




  

由于复频域的信号流图（或框图）以 1s 表示时域积分，因此，首先需要将系统函数的分子、

分母同乘以 2s ，以将其变为 s 的负指数多项式的形式，即： 

2
0

1
1

2
0

1
12

1
)(









sasa

sbsbb
sH  

由式（9.5-2），系统函数的分母需改写为   
j nm rqp

rqpnmj LLLLLL
, ,,

1 的形式。假设各

回路均与各前向通路相接触，则上式改写为： 

)(1
)( 2

0
1

1

2
0

1
12









sasa

sbsbb
sH  

根据梅森公式，上式的分母可看作是特征行列式，括号内表示有两个互相接触的回路，其

增益分别为 1
1

 sa 和 2
0

 sa ；分子表示三条前向通路，其增益分别为 2
0

1
12 ,,  sbsbb ，并且不与各

前向通路相接触的子图的特征行列式 1 ( 1, 2, 3)i i   ，也就是说，信号流图中的两个回路都与各

前向通路相接触。这样就可得到图 9.5-7（a）和（b）所示的两种信号流图。其相应的 s 域框图如

图 9.5-7（c）和（d）所示。实际上，如果将图 9.5-7（a）中所有支路的信号传输方向反转，并把

源点与汇点对调，就得到图 9.5-7（b），反之亦然。 
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图 9.5-7  二阶系统的信号流图与框图 

下面将上述分析方法推广到 n 阶 LTI 连续系统。如有系统函数（式中 n m≥ )： 

01
1

1

01
1

1)(
asasas

bsbsbsb
sH

n
n

n

m
m

m
m













  

则实现直接形式系统模拟的步骤如下： 
① 将系统函数的分子、分母同乘以 ns  ，以将其变为 s 的负指数多项式的形式，即： 

nn
n

nnmn
m

mn
m

sasasa

sbsbsbsb
sH













0

)1(
1

1
1

0
)1(

1
)1(

1
)(

1
)(


  

② 确保系统函数分母位置的第一个因式为 1； 
③ 将系统函数的分母写为 

j
jL1 的形式，即： 

)(1
)(

0
)1(

1
1

1

0
)1(

1
)1(

1
)(

nn
n

nnmn
m

mn
m

sasasa

sbsbsbsb
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④ 按照系统函数分子多项式的各因式画出 m+l 条前向通路，按照系统函数分母多项式中括号

内的各因式画出 n 条相接触的回路，即完成了系统的直接模拟。 
图 9.5-8 描述了按照上述步骤画出的两种直接形式的信号流图。同二阶系统一样，如果把图

9.5-8（a）中所有支路的信号传输方向都反转，并且把源点与汇点对调，就得到了图 9.5-8（b）所

示的信号流图，反之亦然。信号流图的这种变换可称之为转置。于是可以得出结论：信号流图转

置以后，其系统函数保持不变。 
例 9.5-4  某 LTI 连续系统的系统函数为 

2438162
63)( 23 




sss

s
sH  

用直接形式模拟此系统。 
解：首先将系统函数的分子、分母同乘以 3s ，得： 

321

32

2438162
63)( 







sss

ss
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然后，将系统函数分子、分母同除以 2，以确保系统函数分母位置的第一个因式为 1： 
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121981
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
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图 9.5-8  n 阶 LTI 连续系统的信号流图及其转置 

再将系统函数的分母写为 
j

jL1 的形式，即： 

)12198(1

3
2
3

)( 321

32










sss

ss
sH  

按照系统函数分子多项式的各因式画出两条前向通路，按照系统函数分母多项式中括号内的

各因式画出三条相接触的回路，即可画出如图 9.5-9（a）所示的信号流图，将其进行转置即得如

图 9.5-9（b）所示的信号流图，其相应的框图如图 9.5-9（c）和（d）所示。 

 
图 9.5-9  系统直接实现 
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2．级联实现 

在时域中，子系统级联时，总系统的冲激响应等于各子系统冲激响应的卷积积分。在复频域

中，子系统级联时，总系统的系统函数等于各子系统系统函数的乘积。因此，级联实现是将系统

函数 H(s)分解为几个较简单的子系统系统函数的乘积，即： 





k

i
ik sHsHsHsHsH

1
21 )()()()()(                   （9.5-3） 

其框图形式如图 9.5-10 所示，其中每一个子系统 )(sH i 均

可用直接形式实现。 
级联实现时，需要将 )(sH 的分子和分母多项式分解

为因式乘积的形式，并且要保证这些因式的系数必须是实

数。因此，当系统函数的零、极点为实数时，可将分子、分母多项式分解为实系数的一次因式 )( 0ibs 
和 )( 0ias  。当系统函数的零、极点为共轭复数时，需要将此零、极点进行合并，变成实系数的二

次因式 )( 01
2

ii bsbs  和 )( 01
2

ii asas  。一般称实系数的一次因式为一阶节，实系数的二次因式

为二阶节。即 )(sH 的实零、极点可构成一阶节，也可组合成二阶节，而一对共轭复零、极点只能

构成二阶节。一阶节和二阶节的函数形式分别为： 

1
0

1
01

1
)(









sa

sbb
sH

i

ii
i                           （9.5-4） 
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





sasa

sbsbb
sH

ii

iii
i                      （9.5-5） 

其信号流图和框图如图 9.5-11 所示。 

 
图 9.5-11  子系统的结构 

由此可知，实现级联形式系统模拟的步骤如下： 
① 将系统函数的分子、分母多项式分解为实系数的子系统系统函数（一阶节、二阶节）相乘

的形式； 
② 将子系统系统函数（一阶节、二阶节）的分子、分母同乘以 1s 或 2s ，以将其变为 s 的负

指数多项式的形式，即： 

 
图 9.5-10  系统的级联实现 
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③ 确保子系统系统函数分母位置的第一个因式为 1； 
④ 将子系统系统函数的分母写为 

j
jL1 的形式，即： 
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⑤ 按照子系统系统函数分子多项式的各因式画出各条前向通路、分母多项式中括号内的各因

式画出相接触的各条回路，并将子系统的信号流图进行级联，即完成了系统的级联模拟。 
之所以将系统进行级联实现，是因为级联实现调试比较方便。当调节某子系统的参数时，只

改变该子系统的零点或极点位置即可，对其余子系统的零、极点位置没有影响，而若采用直接形

式实现，则当调节某个参数时，所有零点和极点的位置都将变动。实际上，并联实现同样有利于

系统调试。 
例 9.5-5  某 LTI 连续系统的系统函数为 

674
62)( 23 




sss

s
sH  

用级联形式模拟此系统。 
解：系统函数的零点为 3 ，极点为 1 2,32, 1 j 2p p     ，显然存在共轭复极点，故可

将其分解为一阶节和二阶节相乘的形式： 

)32)(2(
)3(2)()()( 221 




sss

s
sHsHsH  

只要子系统的系统函数 )(1 sH 和 )(2 sH 相乘的结果等于总系统的系统函数 )(sH 即可，因此，

子系统的系统函数存在多种形式，如无特殊要求，则可任选一种子系统的组合进行系统的级联实

现。故可令： 

2
2)(1 
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s
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将 )(1 sH 的分子、分母乘以 1s ， )(2 sH 的分子、分母乘以 2s ，以将其变为 s 的负指数多项式

的形式，并确保系统函数分母位置的第一个因式为 1，即： 
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将子系统系统函数的分母写为 
j

jL1 的形式，即： 
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画出子系统的信号流图并级联即可得到如图 9.5-12（a）所示的系统信号流图，其中，两个子

系统由虚框加以标注，框图如图 9.5-12（b）所示。 

 
图 9.5-12  系统级联实现 
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3．并联实现 

在时域中，子系统并联时，总系统的冲激响应等于各子系统冲激响应之和。在复频域中，子

系统并联时，总系统的系统函数等于各子系统的系统函数之和。因此，并联实现是将系统函数 )(sH

分解为几个较简单的子系统的系统函数之和的形式，即： 





k

i
ik sHsHsHsHsH

1
21 )()()()()(               （9.5-6） 

其框图形式如图 9.5-13 所示，其中每一个子系统 )(sH i 均可用直接形

式实现。 
并联实现时，可参照级联实现的方法将各子系统的系统函数表示

为一阶节和二阶节的形式，然后将各子系统的系统函数求和即可。实

现并联形式系统模拟的步骤如下： 
① 利用部分分式展开法将系统函数分解为子系统系统函数（一阶

节、二阶节）求和的形式； 
② 将子系统系统函数（一阶节、二阶节）的分子、分母同乘以 1s 或 2s ，以将其变为 s 的负

指数多项式的形式，即变为： 
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③ 确保子系统系统函数分母位置的第一个因式为 1； 
④ 将子系统系统函数的分母写为 

j
jL1 的形式，即： 
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⑤ 按照子系统系统函数分子多项式的各因式画出各条前向通路、分母多项式中括号内的各因

式画出相接触的各条回路，并将子系统的信号流图进行并联，即完成了系统的并联模拟。 
例 9.5-6  某 LTI 连续系统的系统函数为 

674
62)( 23 




sss

s
sH  

用并联形式模拟此系统。 
解：由例 9.5-5 可知，系统函数可写为： 
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故其极点为 1 2,32, 1 j 2p p     。根据部分分式展开法，得： 
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令： 
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将 )(1 sH 的分子、分母同乘以 1s ， )(2 sH 的分子、分母同乘以 2s ，以将其变为 s 的负指数多

项式的形式，并确保系统函数分母位置的第一个因式为 1，即： 

 
图 9.5-13  系统的并联实现 
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将子系统系统函数的分母写为 
j

jL1 的形式，即： 
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画出子系统的信号流图并将其并联即可得到如图 9.5-14（a）所示的系统信号流图，其中，两

个子系统由虚框加以标注，框图如图 9.5-14（b）所示。 

 
图 9.5-14  系统并联实现 

练习题 

9.5-1  某 LTI 连续系统的信号流图如题图 9.5-1 所示，求该

系统的系统函数及描述该系统的微分方程。 
9.5-2  已知某 LTI 连续系统的系统函数为 

23
24142)( 2

2





ss
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试画出其直接型、级联型和并联型的信号流图。 

9.6  本 章 小 结 

本章主要介绍了 LTI 连续系统的频域和复频域分析、连续信号的取样与恢复、LTI 连续系统

的系统特性和信号流图等内容。信号的无失真传输、时域取样定理、微分方程的变换解、LTI 连

续系统因果性和稳定性的判定及信号流图均需读者认真加以揣摩。 
具体来讲，本章主要介绍了： 
① LTI 连续系统的频率响应。读者应能够理解系统的频率响应与冲激响应的关系，并能够正

确利用系统的频率响应求解系统的零状态响应。 
② 信号无失真传输。重点是理解信号无失真传输的定义和条件。 
③ 信号的取样与恢复。重点是理解时域信号的取样过程及信号恢复的条件，即时域取样定理。 
④ LTI 连续系统复频域分析。重点是理解并掌握利用拉普拉斯变换将时域中的微分方程转换

为 s 域中的代数方程，并通过拉普拉斯逆变换求解系统的零输入响应、零状态响应和全响应的方

法。 

 
题图 9.5-1  信号流图 
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⑤ 系统函数。重点是掌握系统函数和冲激响应的关系，并深刻理解系统函数的零、极点分布

与系统时域响应和频域响应的关系。同时，还要能够根据系统函数判断系统的因果性和稳定性，

并注意利用系统函数判断系统稳定性的局限性。 
⑥ 信号流图和系统结构。重点是理解梅森公式并掌握系统函数和信号流图之间的转换，同时

掌握系统的三种基本模拟结构。 
本章的主要知识脉络如图 9.6-1 所示。 

 
图 9.6-1  本章知识脉络示意图 

练习题答案 

9.1-1  ( ) (1 2e ) ( )tg t u t  ， 3
zs ( ) (e 2e ) ( )t ty t u t    

9.1-2  0 0( ) ( ) Sa[ ( )]
π

c
c

K
h t K t t t t


      

9.1-3  )]1(4sin[4)]1(2sin[2)(  ttty  

9.2-1  1） 400
π

  2）200  3）400 

9.2-2  25μs，40kHz，80kHz。 

9.3-1  1） 2
zi ( ) (5e 3e ) ( )t ty t u t   ， 2 3

zs
1 11( ) e 6e e ( )
2 2

t t ty t u t       
 

 

2 39 11( ) e 3e e ( )
2 2

t t ty t u t      
 

 

2） 2
zi ( ) 2e ( )ty t u t ， 2 3

zs
1 11( ) e 6e e ( )
2 2

t t ty t u t       
 

 

2 31 11( ) e 8e e ( )
2 2

t t ty t u t       
 

 

9.3-2  2 3( ) (4e 2e ) ( )t th t u t   ，微分方程 )(8)(2)(6)(5)( tftftytyty    
9.3-3  )(4)()(2)(3)( tftftytyty   
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9.3-4  64 1( ) e e ( )
5 5

t th t u t    
 

， 65 4 1( ) e e ( )
6 5 30

t tg t u t     
 

。 

9.4-1  1） zs (0 ) 0y     2） zs (0 ) 0y    

9.4-2  1） 2
zs ( ) ( ) e ( )ty t t u t     2） 2

zs
1( ) (1 e ) ( )
2

ty t u t    3） 2
zs ( ) e ( )ty t u t  

9.4-3  21 1( ) 1 e ( )
2 2

tf t u t   
 

 

9.4-4  
Kss

ssK
sH





56

)5)(1()( 2  

9.4-5  系统是因果稳定的。 

9.5-1  2

4 1( )
2 3

s
H s

s s




 
， )(4)()(3)(2)( tftftytyty   

9.5-2  直接型、级联型和并联型信号流图分别如图（a）、（b）和（c）所示。 

 

本 章 习 题 

9.1  已知某 LTI 连续系统的频率响应函数为 

2

3 j2( j )
j3 2

H


 



  

 

求系统的单位冲激响应以及激励为
3
2( ) e ( )

t
f t u t


 时的零状态响应。 

9.2  一带限信号的频谱如题图 9.1（a）所示，若此信号通过如题图 9.1（b）所示的系统，画

出 A、B、C、D 各点信号的频谱图。系统中两个理想滤波器的截止频率均为 c ，通带内传输值为

1，相移为零，且 c 0  。 

 
题图 9.1  习题 9.2 图 

9.3  求 ( ) Sa(2π )f t t 通过题图 9.2 所示滤波器后的输出。 

9.4  某理想带通滤波器的频率响应为 

c c1, 3
( j )

0,
H

  





 
 其余

≤ ≤
 

1）若 )(th 是该滤波器的冲激响应，确定一函数 )(tg ，使

 
题图 9.2  习题 9.3 图 



 

·267· 

之满足 csin( )
( ) ( )

π
t

h t g t
t


 ； 

2）当 c 增加时，该滤波器的冲激响应是否更加向原点集中？ 

9.5  某理想高通滤波器的频率响应为： 

c1,
( j )

0,
H

 



 

 
 其余

 

1）求该滤波器的冲激响应 )(th ； 
2）求 )0(g 和 ( )g ∞ ，这里 )(tg 是该滤波器的阶跃响应。 

9.6  某理想低通滤波器的频率响应为 
1, 100

( j )
0,

H





 
 
 其余

 

如果基波周期为
π
6

T  ，其傅里叶系数为 na 的信号 )(tf 输入到该滤波器，滤波器的输出为

)()( tfty  ，试求使 0na 的 n的数值。 

9.7  某 LTI 连续系统的频率响应为 
3j
2e , 2π( j )

0,
H






  
 其余

 

系统的输入为周期信号 0( ) ( )
n

f t t nT


 
∞

∞

，其中
3
4

0 T 。 

1）试求 )(tf 指数型的傅里叶系数 nF ； 
2）试求 )(tf 的频谱 ( j )F  ； 
3）求系统的输出信号 )(ty 。 
9.8  设信号 )(tf 的奈奎斯特取样角频率为 s ，确定下列信号的奈奎斯特取样角频率。 
1） )5()(  tftf   2） )(tf    3） )(2 tf   4） )()( tftf    5） s( ) cos( )f t t  
9.9  信号 )(tf 的傅里叶变换为 ( j )F  ，对 )(tf 进行冲激取样，取样周期为 410 sT  ，关于 )(tf

和（或） ( j )F  所作的下列一组限制中的每一种，取样定理能够保证 )(tf 从取样信号中完全恢复吗？ 
1） ( j ) 0, 500πF    ； 
2） ( j ) 0, 2000πF    ； 
3） )(tf 为实信号， ( j ) 0, 5000πF    ； 
4） )(tf 为实信号， ( j ) 0, 15000πF     ； 
5） ( j ) * ( j ) 0, 15000πF F    ； 
6） ( j ) 0, 5000πF    。 
9.10  现有如题图 9.3（a）所示的调制系统，已知 )(tx 的频谱和 )(ts 的波形如题图 9.3（b）、

（c）所示，求 )(ts 的频谱表达式，画出 )(ty 的频谱图，并求出使 ( j )Y  不混叠的 m 的最大值。 

 
题图 9.3  习题 9.10 图 
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9.11  已知某 LTI 连续系统在 1( ) e ( )tf t u t 作用下的全响应为 1( ) ( 1)e ( )ty t t u t  ，在
2

2 ( ) e ( )tf t u t 作用下的全响应为 2
2 ( ) (2e e ) ( )t ty t u t   ，求在 )()( tutf  作用下系统的全响应。 

9.12  如题图 9.4 所示电路，已知电路参数为 1 2 1HL L  ， 2R  ， 10VU  。设开关在 t=0
时刻断开，求响应 )(ti 和 )(

1
tuL 。 

9.13  已知某 LTI 连续因果系统的冲激响应 )(th 的偶分量 2
e ( ) e th t  ，求激励 )2sin(2)( ttf  时

系统的响应 )(ty 。 
9.14  有一冲激响应为 )(th 的 LTI 连续因果系统，其输入 )(tf 和输出 )(ty 满足下列线性常系

数方程： 
)()()()1()()1()( 2 tftyatyaatyaty   

1）若 )()()( ththtm  ，则拉普拉斯变换 )(sM 有多少个极点？ 

2）实参数 a取何值时，才能保证系统是稳定的？ 
9.15  某 LTI 连续系统的系统函数 )(sH 的零、极点分布如题图 9.5 所示。  
1）指出与该零、极点分布图有关的系统函数 )(sH 所有可能的收敛域。 

2）对于 1）中所标定的每一个收敛域，判断相应系统的因果性和稳定性。 

     
题图 9.4  习题 9.12 电路图                  题图 9.5  系统函数零、极点分布图 

9.16  某 LTI 连续系统，其输入 )(tf 和输出 )(ty 满足线性常系数微分方程 
)()(2)()( tftytyty   

设 )(sF 和 )(sY 分别是 )(tf 和 )(ty 的拉普拉斯变换， )(sH 是系统单位冲激响应 )(th 的拉普拉斯变

换。 
1）求 )(sH 并画出 )(sH 的零、极点分布图； 
2）求下列每一种情况的 )(th ： 

（a）系统是稳定的；（b）系统是因果的；（c）系统既不稳定也不是因果的。 
9.17  现有某 LTI 连续系统，其输入 2( ) e ( )tf t u t ，冲激响应 ( ) e ( )th t u t ，试回答： 
1）确定 )(tf 和 )(th 的拉普拉斯变换； 
2）求输出 )(ty 的拉普拉斯变换 )(sY ； 
3）求输出 )(ty 。 
9.18  冲激响应为 )(th 的某 LTI 连续因果系统具有下列性质： 

a）当系统输入 2( ) e tf t  时，对于全部的 t ，输出为 21( ) e
6

ty t  ； 

b）冲激响应 )(th 满足微分方程 4( ) 2 ( ) (e ) ( )th t h t b u t    ，b 是一个未知常数。 

确定该系统的系统函数 H(s)。未知常数 b 不能包含在答案中。 
9.19  某 LTI 连续因果系统的系统函数为 

22
1)( 2 




ss

s
sH  

当输入为 ( ) e tf t t   ， ∞ ∞时，求系统的输出 )(ty 。 
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9.20  某 LTI 连续因果系统的输入输出关系由下列方程给出 

( ) 10 ( ) ( ) ( ) ( )dy t y t f t f z t  


     
∞

∞
 

其中 ( ) e ( ) 3 ( )tz t u t t  。 
1）求系统频率响应 ( j )H  和冲激响应 )(th ； 
2）当输入信号 )cos()( 0tAtf  通过系统时，求输出 )(ty 。 
9.21  某冲激响应为 )(th 、有理系统函数为 )(sH 的 LTI 连续因果系统，现给出如下信息： 
a） 2.0)1( H ； 
b）当输入为 )(tu 时，输出是绝对可积的； 
c）当输入为 )(ttu 时，输出不是绝对可积的； 
d）信号 )(2)(2)( ththth  是有限长的； 
e） )(sH 在无穷远处只有一个零点。 

确定 )(sH 及其收敛域。 
9.22  已知 )(th 是具有有理系统函数的 LTI 连续因果稳定系统的冲激响应。 
1）冲激响应为 )(th 的系统能保证其是因果稳定的吗？ 

2）冲激响应为 ( )d
t

h  
 ∞

的系统能保证其是因果稳定的吗？ 

9.23  根据给定的系统函数判断系统具有什么样的滤波器特性。 

1）
65

1)( 2 



ss

s
sH   2）

65
1)( 2

2





ss

s
sH

）（  

9.24  已知某 LTI 连续因果系统的信号流图如题图 9.6 所示，系统的输入 ( ) 13e ( )tf t u t  

1）该系统是否稳定； 
2）写出描述系统的微分方程； 
3）求出系统的零状态响应； 
4）若系统的全响应为 2( ) [2e e cos(2 ) 8e sin(2 )] ( )t t ty t t t u t     ，求 )0( y 和 )0( y 。 

 
题图 9.6  系统信号流图 

9.25  根据如下系统函数画出直接型信号流图。 

1）
65

1)( 2 



ss

s
sH   2）

23
32)( 2

2





ss

ss
sH  
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第 10 章  LTI 离散系统的时域分析 

【内容提要】 

LTI 离散系统的时域分析可归结为建立并求解线性差分方程，由于在系统分析过程涉及的函

数变量均为时间 n，故称为时域分析。本章主要介绍 LTI 离散系统的时域解法，重点介绍系统的

零输入响应、零状态响应和全响应并对典型的零状态响应—单位序列响应和阶跃响应进行深入

分析，详细介绍卷积和在 LTI 离散系统时域分析中的作用。 

需要指出的是，离散系统分析与连续系统分析是相互平行的，它们有许多相似之处： 

① LTI 连续系统可用微分方程描述，LTI 离散系统可用差分方程描述； 

② 在 LTI 连续系统中，将任意信号分解为冲激信号之和，其零状态响应等于激励与系统冲激

响应的卷积积分；在 LTI 离散系统中，将任意信号分解为单位序列之和，其零状态响应等于激励

与系统单位序列响应的卷积和。 
当然，两类系统的分析也有一定的区别：在 LTI 连续系统中，激励用 ( )f t 表示，响应用 ( )y t 表

示，初始状态用 ( j){ (0 )}y  （ 0,1, 2, , 1j n  ）表示，并可在频域和复频域中对其进行变换域分

析。在离散系统中，激励用 ( )f n （ n Z ）表示，响应用 ( )y n （ n Z ）表示，初始状态用 0{ ( )}y n

表示，其中 0n 为常整数，并可在 z 域中对其进行变换域分析。 

因此，读者可以对照 LTI 连续系统的分析方法学习本章及下一章内容，以促进对相关知识的

理解。 

【重点难点】 

★ 零输入响应的求解方法及其与自由响应的关系 

★ 零状态响应的求解方法及其与强迫响应的关系 

★ 单位序列响应与阶跃响应 

★ 卷积和求解 LTI 离散系统的零状态响应 

10.1  自由响应与强迫响应 

如前所述，描述离散动态系统的数学模型是差分方程，这样就将对离散动态系统的分析转换

成了对差分方程的分析，而在离散系统的时域分析中，主要是求解系统的差分方程。所谓差分方

程就是包含未知序列 ( )y n 及其各阶差分的方程。如果 ( )f n 是单输入单输出系统的激励， ( )y n 为

该系统的响应，则描述 LTI 离散系统激励与响应之间关系的数学模型为： 

1 0 0( ) ( 1) ( ) ( ) ( )         k k ma y n a y n a y n k b f n b f n m         （10.1-1） 

或记为： 

0 0

( ) ( ) 
 

   
k m

k j m i
j i

a y n j b f n i                   （10.1-2） 

显然，上述两式为 k 阶常系数线性差分方程，式中 ( 0,1, 2, , ) ja j k 和 ( 0,1, 2, , )ib i m  均为实

常数， ka 一般取 1。 

差分方程本质上是递推的代数方程，若已知初始条件和激励，利用迭代法可求得其数值解。 

例 10.1-1  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
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( ) 2 ( 1) 3 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若 ( ) 4 ( )nf n u n ，y(0)=0，y(1)=1，求系统的响应 y(n)。 

解：本题采用迭代法求解。对差分方程移项，得： 
( ) ( ) 2 ( 1) 3 ( 2)y n f n y n y n      

考虑初始条件，依次令 2, 3, 4,n  ，可得： 

(2) (2) 2 (1) 3 (0) 14y f y y     

(3) (3) 2 (2) 3 (1) 33y f y y     

(4) (4) 2 (3) 3 (2) 148y f y y     

  

由此可见，通过迭代法求解差分方程一般不易得到解析形式的解（闭合解），但该方法便于利

用计算机求解。 

同微分方程的全解类似，差分方程的全解也可分为齐次解和特解两部分，即： 

h p( ) ( ) ( )y n y n y n                         （10.1-3） 

式中 ( )y n 为差分方程的全解， h ( )y n 为差分方程的齐次解， p ( )y n 为差分方程的特解。 

10.1.1  自由响应 

所谓自由响应就是系统差分方程的齐次解 h ( )y n ，即齐次差分方程的解。形如： 

1 1 0( ) ( 1) ( 1) ( ) 0ky n a y n a y n k a y n k                    （10.1-4） 

的差分方程称为齐次差分方程，其等号右端为零。 

与式（10.1-4）相对应的特征方程为： 
1

1 01 0  
    k

ka a  

即 
1

1 1 0 0k k
ka a a  
                        （10.1-5） 

特征方程的根称为特征根，不同形式的特征根对应于差分方程不同形式的自由响应，该对应

关系如表 10.1-1 所示。 

由此可以看出，自由响应的函数形式由差分方程的特征根确定。由于齐次差分方程的等号右

端为零，因此，自由响应的形式仅与系统本身的特性有关，而与激励 ( )f n 无关。所以，也称系统

的自由响应为系统的固有响应。 

表 10.1-1  特征根与自由响应 

特征根   自由响应（齐次解） h ( )y n  

单实根 nC  

r 重实根 1 2
1 2 1 0( )r r n

r rC n C n C n C  
      

一对共轭复根： 
j

1,2 j ea b       [ cos( ) sin( )]n C n D n   或 jcos( ), e j    nA n A C D  

r 重共轭复根 1 2
1 1 2 2 0 0[ cos( ) cos( ) cos( )]n r r

r r r rA n n A n n A n       
          

10.1.2  强迫响应 

强迫响应即为差分方程的特解 p ( )y n ，其形式与激励 ( )f n 的形式有关。不同形式的激励引起

系统强迫响应的形式也不同，该对应关系如表 10.1-2 所示。自由响应和强迫响应之和称为系统的

全响应。 
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表 10.1-2  激励与强迫响应 

激励 ( )f n  强迫响应（特解） p ( )y n  

mn  特征根不为 1： 1
1 1 0

m m
m mP n P n Pn P

     

有 r 重为 1 的特征根： 1
1 1 0( )r m m

m mn P n P n Pn P
     

na  

a 不等于特征根： nPa  

a 等于特征单根： 1 0( ) nPn P a  

a 等于 r 重特征根： 1
1 0( )r r n

r rP n P n P a
    

cos( )n 或 sin( )n  
特征根不等于 je  ： 1 2cos( ) sin( )P n P n  或 cos( )A    

其中 j
1 2e jA P P    

 
例 10.1-2  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 

( ) 6 ( 1) 8 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若 ( ) 2 ( 0)nf n n ≥ ， (0) 2y  ， (1) 1y   ，求系统的全响应。 

解：由题意，系统的自由响应满足齐次差分方程： 
( ) 6 ( 1) 8 ( 2) 0y n y n y n      

其特征方程为： 
2 6 8 0     

故其特征根为 1 22, 4     。 

由表 10.1-1 可知，系统自由响应的形式为： 

h 1 2( ) ( 2) ( 4) , 0n ny n C C n    ≥  

当激励 ( ) 2nf n  时， 2不是特征根，由表 10.1-2 可知其强迫响应可设为： 

( ) 2 , 0n
py n P n ≥  

对上式进行递推，可得： 

1
p ( 1) 2 2

2
n nP

y n P      

2
p ( 2) 2 2

4
n nP

y n P      

将上述三式代入差分方程，得： 

2 6 2 8 2 2
2 4

n n n nP P
P         

上式同除以 2n ，得 3 2 1P P P   ，解得
1

6
P  ，于是强迫响应为： 

p

1
( ) 2 , 0

6
ny n n  ≥  

所以，系统的全响应为： 

h p 1 2

1
( ) ( ) ( ) ( 2) ( 4) 2 , 0

6
n n ny n y n y n C C n        ≥  

将已知条件 (0) 2, (1) 1y y   代入上式，得： 

1 2

1 2

1
(0) 2

6
1

(1) 2 4 1
3

y C C

y C C

    

      

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解得 1 2

7
3,

6
C C   ，故全响应为： 

h p

7 1
( ) ( ) ( ) 3 ( 2) ( 4) 2 , 0

6 6
n n ny n y n y n n          ≥  

上式前两项为系统的自由响应，第三项为系统的强迫响应。上式之所以标注 0n≥ ，是因为一

般认为系统的激励是在 0n  时接入的，因此，系统的响应也就适用于 0n≥ 。 

实际上，例 10.1-2 的结果也可以用阶跃序列表示，即： 
7 1

( ) 3 ( 2) ( 4) 2 ( )
6 6

n n ny n u n
          

 

同样地，激励也可以描述为： 

( ) 2 ( )nf n u n  

当然，使用 ( )u n 表示序列的作用区间时，需要注意 n 的取值，这个问题将在下面的例题中加

以体现。 

例 10.1-3  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 6 ( 1) 8 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若 ( ) ( 2) ( )nf n u n  ， (0) 2y  ， (1) 1y   ，求系统的全响应。 

解：由于系统的齐次差分方程与例 10.1-2 相同，故自由响应的形式不变： 

h 1 2( ) [ ( 2) ( 4) ] ( )n ny n C C u n     

由于激励 ( ) ( 2) ( )nf n u n  ，当 0n≥ 时， ( ) ( 2)nf n   ， 2 是特征单根，由表 10.1-2 知其强迫响应

可设为： 

p 1 0( ) ( )( 2) ( )ny n Pn P u n    

对上式进行递推，可得： 
1

p 1 0( 1) [ ( 1) ]( 2) ( 1)ny n P n P u n       
2

p 1 0( 2) [ ( 2) ]( 2) ( 2)ny n P n P u n       

显然，上述三式分别在 0n≥ 、 1n≥ 和 2n≥ 时不等于零，即当 2n≥ 时，上述三式均非零。

因此，当 2n≥ 时，上述三式可写为： 

p 1 0( ) ( )( 2)ny n Pn P    
1

p 1 0( 1) [ ( 1) ]( 2)ny n P n P       
2

p 1 0( 2) [ ( 2) ]( 2)ny n P n P       

当 2n≥ 时，将上述三式代入差分方程，得： 
1 2

1 0 1 0 1 0( )( 2) 6[ ( 1) ]( 2) 8[ ( 2) ]( 2) ( 2)n n n nPn P P n P P n P              

上式同除以 ( 2)n ，解得 1 1P   ，但无法求得 0P ，于是强迫响应为： 

p 0( ) ( )( 2) ( 2)ny n n P u n      

所以，当 2n≥ 时，系统的全响应为： 

h p 1 2 0 1 0 2( ) ( ) ( ) ( 2) ( 4) )( 2) ( )( 2) ( 4)n n n n ny n y n y n C C n P C n P C               （  

即： 

1 0 2( ) [( )( 2) ( 4) ] ( 2)n ny n C n P C u n        

由于上述全响应是在 2n≥ 时取得的，因此，应由 (2)y 和 (3)y 的值求解待定系数。 

将已知条件 (0) 2, (1) 1y y   代入差分方程，递推可得： 
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(2) (2) 6 (1) 8 (0) 6y f y y      

(3) (3) 6 (2) 8 (1) 36y f y y     

将 (2) 6y   和 (3) 36y  代入系统全响应，得： 

1 0 2

1 0 2

(2) 4( 2) 16 6

(3) 8( 3) 64 36

y C P C

y C P C

     
      

 

解得 1 0 2

5 1
,

2 2
C P C    ，故当在 2n≥ 时，系统的全响应为： 

5 1
( ) ( 2) ( 4)

2 2
n ny n n      

 
 

对于上式，令 0, 1n n  ，可得 (0) 2, (1) 1y y   ，其值与题目所给条件相同，即上述系统全

响应在 0n  和 1n  时同样成立，因此全响应可写为： 

5 1
( ) ( 2) ( 4) ( )

2 2
n ny n n u n

           
 

顺便说一句，由于系统全响应第一项的系数为 1 0

5

2
C P  ，因此不能区分 1C 和 0P ，从而也就

无法区分自由响应和强迫响应。 

例 10.1-4  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 6 ( 1) 8 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若
π

( ) sin ( )
2

n
f n u n   

 
， (0) 2y  ， (1) 1y   ，求系统的全响应。 

解：由于系统的齐次差分方程与例 10.1-2 相同，故自由响应的形式不变： 

h 1 2( ) [ ( 2) ( 4) ] ( )n ny n C C u n     

当激励
π

( ) sin ( )
2

n
f n u n   

 
时，

π
j
2e


不等于特征根，由表 10.1-2 知其强迫响应可设为： 

p 1 2

π π
( ) cos sin ( )

2 2

n n
y n P P u n

             
 

对上式进行递推，可得： 

p 1 2

π π
( 1) sin cos ( 1)

2 2

n n
y n P P u n

               
 

p 1 2

π π
( 2) cos sin ( 2)

2 2

n n
y n P P u n

                
 

当 2n≥ 时，将上述三式代入差分方程，得： 

1 2 1 2 1 2

π π π
( 6 8 )cos ( 6 8 )sin sin

2 2 2

n n n
P P P P P P               

     
 

比较上式等号两端
π

sin
2

n 
 
 

和
π

cos
2

n 
 
 

的系数，可得： 

1 2 1

2 1 2

6 8 0

6 8 1

P P P

P P P

  
   

 

解得 1 2

6 7
,

85 85
P P   ，故当 2n≥ 时，强迫响应为： 
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p

6 π 7 π
( ) cos sin

85 2 85 2

n n
y n

       
   

 

所以，当 2n≥ 时，系统的全响应为： 

1 2

6 π 7 π
( ) ( 2) ( 4) cos sin

85 2 85 2
n n n n

y n C C
                 

 

将已知条件 (0) 2, (1) 1y y   ，通过差分方程迭代可得 (2) 10, (3) 67y y   ，将其代入上式，

得： 

1 2

1 2

6
(2) 4 16 10

85
7

(3) 8 64 67
85

y C C

y C C

     

     


 

解得 1 2

289 25
,

85 17
C C   ，故当在 2n≥ 时，系统的全响应为： 

h p

289 25 6 π 7 π
( ) ( ) ( ) ( 2) ( 4) cos sin

85 17 85 2 85 2
n n n n

y n y n y n
                        

 

对于上式，令 0, 1n n  ，可得 (0) 2, (1) 1y y   ，其值与题目所给条件相同，即上述系统全

响应在 0n  和 1n  时同样成立，因此全响应可写为： 

h p

289 25 6 π 7 π
( ) ( ) ( ) ( 2) ( 4) cos sin ( )

85 17 85 2 85 2
n n n n

y n y n y n u n
                             

 

上式前两项为系统的自由响应，因其随 n 的增大而减小直至消失，故为暂态响应；后两项为

系统的强迫响应，因其随 n 的增大而呈等幅振荡，故为稳态响应。 

例 10.1-5  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 4 ( 1) 4 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若 ( ) 2 ( )f n u n ， (0) 2y  ， (1) 1y   ，求系统的全响应。 

解：由题意，系统的自由响应满足齐次差分方程： 
( ) 4 ( 1) 4 ( 2) 0y n y n y n      

其特征方程为： 
2 4 4 0     

故其特征根为 1 2 2    。 

由表 10.1-1 可知，系统自由响应的形式为： 

h 1 0( ) ( )( 2) ( )ny n C n C u n    

由于 ( ) 2 ( )f n u n 且特征根不等于 1，由表 10.1-2 可知其强迫响应可设为： 

p ( ) ( )y n Pu n  

对上式进行递推，可得： 

p ( 1) ( 1)y n Pu n    

p ( 2) ( 2)y n Pu n    

当 2n≥ 时，将上述三式代入差分方程，得 4 4 2P P P   ，解得
2

9
P  ，故当 2n≥ 时，强迫响应

为： 

p

2
( )

9
y n   
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所以，当 2n≥ 时，系统的全响应为： 

1 0

2
( ) ( )( 2)

9
ny n C n C     

将已知条件 (0) 2, (1) 1y y   ，通过差分方程迭代可得 (2) 2, (3) 14y y   ，将其代入上式，

得： 

1 0

1 0

2
(2) 4(2 ) 2

9
2

(3) 8(3 ) 14
9

y C C

y C C

     

     


 

解得 0 1

16 7
,

9 67
C C   ，故当在 2n≥ 时，系统的全响应为： 

16 7 2
( ) ( 2)

9 6 9
ny n n

     
 

 

对于上式，令 0, 1n n  ，可得 (0) 2, (1) 1y y   ，其值与题目所给条件相同，即上述系统全

响应在 0n  和 1n  时同样成立，因此全响应可写为： 

16 7 2
( ) ( 2) ( )

9 6 9
ny n n u n

         
 

练习题 

10.1-1  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) ( 1)y n y n n    

且 ( 1) 0y   。 

1）用迭代法逐次求出数值解，并归纳出当 0n≥ 时的一个闭合解。 

2）分别求出齐次解和特解，讨论此题应如何假设特解函数式。 

10.2  零输入响应与零状态响应 

类似于连续系统，LTI 离散系统的全响应也可以分为系统的零输入响应 zi ( )y n 和零状态响应

zs ( )y n ，即： 

zi zs( ) ( ) ( )y n y n y n                         （10.2-1） 

下面介绍如何在时域中求解系统的零输入响应、零状态响应及全响应。 

10.2.1  零输入响应 

LTI 离散系统的零输入响应是指系统的激励为零时仅由系统的初始状态{x(0)}引起的响应，用

zi ( )y n 表示。在零输入条件下，差分方程等号右端为零，从而将非齐次差分方程转化为齐次方程。

即零输入响应满足方程： 

zi
0

( ) 0
k

k j
j

a y n j


                         （10.2-2） 

同连续系统类似，也可根据特征根与自由响应的对应关系（表 10.1-1），列写离散系统零输入

响应的形式。例如：若其特征根均为单实根，则其零输入响应为： 

                 zi zi
1

( )
k

n
j j

j

y n C 


                         （10.2-3） 
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式中， zijC 为待定系数。 

一般设激励 ( )f n 在 n=0 时接入系统，故通常以 ( 1), ( 2), , ( )y y y k   描述 k 阶系统的初始状

态，而以 (0), (1), , ( 1)y y y k  作为 k 阶系统的初始值。显然，根据差分方程即可通过迭代的方式

由系统的初始状态求得系统的初始值或由系统的初始值求得系统的初始状态。 

根据零输入响应的定义，由于激励为零，因此，系统的初始状态完全由零输入时的初始状态

确定，而与激励无关，因此：  

zi zi zi( 1) ( 1), ( 2) ( 2), , ( ) ( )y y y y y k y k                    （10.2-4） 

根据系统零输入条件下的初始状态 zi zi zi( 1), ( 2), , ( )y y y k   ，由齐次差分方程进行迭代求得

系统零输入条件下的初始值 zi zi zi(0), (1), , ( 1)y y y k  ，即可确定系统零输入响应的各待定常数。 

例 10.2-1  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若
1

( 1)
3

y   ，
1

( 2)
4

y   ，求系统的零输入响应。 

解：系统的零输入响应满足方程： 

zi zi zi( ) 3 ( 1) 2 ( 2) 0y n y n y n      

且其初始状态满足 zi zi

1 1
( 1) ( 1) , ( 2) ( 2)

3 4
y y y y        。 

特征方程为： 
2 3 2 0     

故其特征根为 1 21, 2     ，因此，零输入响应可设为： 

zi zi1 zi2( ) [ ( 1) ( 2) ] ( )n ny n C C u n     

由系统初始状态，齐次差分方程通过迭代求得系统初始值为： 

zi zi zi

3
(0) 3 ( 1) 2 ( 2)

2
y y y        

zi zi zi

23
(1) 3 (0) 2 ( 1)

6
y y y      

将初始值代入零输入响应表达式，得： 

zi1 zi2

zi1 zi2

3

2
23

2
6

C C

C C

  

   


 

因此， zi1 zi2

5 7
,

6 3
C C   ，将其代入零输入响应表达式，得系统的零输入响应为： 

zi

5 7
( ) ( 1) ( 2) ( )

6 3
n ny n u n

        
 

10.2.2  零状态响应 

LTI 离散系统的零状态响应是系统的初始状态为零时，仅由激励 ( )f n 引起的响应，用 zs ( )y n 表

示。这时，差分方程仍是非齐次方程，即零状态响应满足方程： 

zs
0 0

( ) ( )
k m

k j m i
j i

a y n j b f n i 
 

     

根据零状态响应的定义，其初始状态为： 
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zs zs zs( 1) ( 2) ... ( ) 0y y y k                        （10.2-5） 

由于此时的差分方程为非齐次方程，因此，可以利用表 10.1-1 和表 10.1-2 分别确定此时的齐

次解和特解的形式，然后将其求和即可得到零状态响应的形式。例如：若差分方程的特征根均为

单根，则其零状态响应为 

zs zs p
1

( ) ( )
k

n
j j

j

y n C y n


   

式中， zsjC 为待定系数， p ( )y n 为差分方程的特解。 

根据系统零状态条件下的初始状态 zs zs zs( 1), ( 2), , ( )y y y k   ，由非齐次差分方程进行迭代求

得系统零状态条件下的初始值 zs zs zs(0), (1), , ( 1)y y y k  ，即可确定系统零状态响应的各待定系数。 

例 10.2-2  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若 ( ) 2 ( )nf n u n ，求系统的零状态响应。 

解：零状态响应满足： 

zs zs zs( ) 3 ( 1) 2 ( 2) 2 ( )ny n y n y n u n      

且初始状态为 zs zs( 1) ( 2) 0y y    。 

根据上述非齐次差分方程，递推求初始值 zs zs(0), (1)y y ： 

zs zs zs(0) 3 ( 1) 2 ( 2) 1 1y y y        

zs zs zs(1) 3 (0) 2 ( 1) 2 1y y y        

zs zs zs(2) 3 (1) 2 (0) 4 5y y y      

zs zs zs(3) 3 (2) 2 (1) 8 5y y y       

由特征方程求得特征根为 1 21, 2     ，根据表 10.1-1，可设其齐次解形式为： 

zs1 zs2[ ( 1) ( 2) ] ( )n nC C u n    

根据表 10.1-2，可设其特解形式为 2 ( )nP u n ，将其代入差分方程，当 2n≥ 时有： 
1 22 3 2 2 2 2n n n nP P P     

方程左右两端应该相等，故
3 1

1
2 2

P P P   ，从而求得
1

3
P  。 

所以，当 2n≥ 时系统的零状态响应为： 

zs zs1 zs2

1
( ) ( 1) ( 2) 2

3
n n ny n C C       

将 zs (2) 5y  和 zs (3) 5y   代入上式，得 zs1 zs2

1
, 1

3
C C   ，所以，当 2n≥ 时系统的零状态响

应为： 

zs

1 1
( ) ( 1) ( 2) 2

3 3
n n ny n          

对于上式，令 0, 1n n  ，可得 (0) 1, (1) 1y y   ，其值与递推结果相同，即上述系统全响应

在 0n  和 1n  时同样成立，因此零状态响应可写为： 

zs

1 1
( ) ( 1) ( 2) 2 ( )

3 3
n n ny n u n

          
 

10.2.3  全响应 

如果 LTI 离散系统的响应既包含初始状态引起的响应，又包含激励引起的响应，则称该响应
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为系统的全响应。显然，系统的全响应是零输入响应和零状态响应之和。 

根据零输入响应和零状态响应的定义，当 0n  时，有： 

zs ( ) 0y n                               （10.2-6） 

zi( ) ( )y n y n                            （10.2-7） 

例 10.2-3  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若 ( ) 2 ( )nf n u n ，
1

( 1)
3

y   ，
1

( 2)
4

y   ，求系统的全响应。 

解：由例 10.2-1 可知该系统的零输入响应为： 

zi

5 7
( ) ( 1) ( 2) ( )

6 3
n ny n u n

        
 

由例 10.2-2 可知该系统的零状态响应为： 

zs

1 1
( ) ( 1) ( 2) 2 ( )

3 3
n n ny n u n

          
 

因此系统的全响应为： 

zi zs

1 4 1
( ) ( ) ( ) ( 1) ( 2) 2 ( )

2 3 3
n n ny n y n y n u n

            
 

例 10.2-4  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 6 ( 1) 8 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若 ( ) 2 ( 0)nf n n ≥ ， (0) 2y  ， (1) 1y   ，求系统的全响应。 

解：本题已在例 10.1-2 中采用齐次解和特解的方法求解，现在采用零状态响应和零输入响应

的方法求解。 
由式（10.2-1）可以看出由系统的初始值 (0) 2, (1) 1y    ，无法区分零输入响应和零状态响应

在 0, 1n n  时的值。 

由于在零状态条件下，系统的初始状态为零： zs zs zs( 1) ( 2) ( ) 0y y y k       ，故可由零状

态条件下的初始状态和差分方程求得零状态条件下的初始值，进而求得零状态响应。然后根据式

（10.2-1），求得零输入条件下的初始值并求得零输入响应。 

零状态响应满足非齐次差分方程： 

zs zs zs( ) 6 ( 1) 8 ( 2) 2 ( )ny n y n y n u n      

且其初始状态为 zs zs( 1) ( 2) 0   y y 。 

首先由零状态条件下的差分方程递推求出初始值 zs zs(0), (1)y y ： 

zs zs zs(0) 6 ( 1) 8 ( 2) 1 1y y y        

zs zs zs(1) 6 (0) 8 ( 1) 2 4y y y        

特征方程为： 
2 6 8 0     

解得其特征根为 1 22, 4     ，根据表 10.1-1，可设其齐次解解形式为： 

zs1 zs2[ ( 2) ( 4) ] ( )n nC C u n   。 

根据表 10.1-2，当 0n≥ 时，可设其特解形式为 P2n，将其代入差分方程，有： 
1 22 6 2 8 2 2n n n nP P P     

方程左右两端应该相等，故 3 2 1P P P   ，从而求得
1

6
P  ，所以特解为

1
2 ( )

6
nu n 。 
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所以，零状态响应为： 

zs zs1 zs2

1
( ) ( 2) ( 4) 2 ( )

6
n n ny n C C u n

        
 

代入初始值求得 zs1 zs2

1 4
,

2 3
C C   ，所以： 

zs

1 4 1
( ) ( 2) ( 4) 2 ( )

2 3 6
n n ny n u n

           
 

零输入响应满足齐次差分方程： 

zi zi zi( ) 6 ( 1) 8 ( 2) 0y n y n y n      

根据式（10.2-1），得零输入响应的初始值为： 

zi zs(0) (0) (0) 1y y y    

zi zs(1) (1) (1) 3y y y    

由于其特征根为 1 22, 4     ，故其零输入响应的形式为： 

zi zi1 zi2( ) [ ( 2) ( 4) ] ( )n ny n C C u n     

代入初始值求得 zi1 zi2

7 5
,

2 2
C C   ，所以： 

zi

7 5
( ) ( 2) ( 4) ( )

2 2
n ny n u n

        
 

所以系统的全响应为： 

zi zs

7 1
( ) ( ) ( ) 3 ( 2) ( 4) 2 ( )

6 6
n n ny n y n y n u n

            
 

显然，本例结果与例 10.1-2 完全相同。 

本例验证了式（10.1-3）和式（10.2-1），即 LTI 离散系统的全响应可以分为自由（固有）响

应和强迫响应，也可分为零输入响应和零状态响应。  

比较例 10.1-2 和例 10.2-4 可以看出： 

系统的自由响应为： h 1 2

7
( ) [ ( 2) ( 4) ] ( ) 3 ( 2) ( 4) ( )

6
n n n ny n C C u n u n

            
 

系统的强迫响应为： p

1
( ) 2 2 ( )

6
n ny n P u n    

系统的零输入响应为： zi zi1 zi2

7 5
( ) [ ( 2) ( 4) ] ( ) ( 2) ( 4) ( )

2 2
n n n ny n C C u n u n

            
 

系统的零状态响应为： 

zs zs1 zs2

1 4 1
( ) [ ( 2) ( 4) 2 ] ( ) ( 2) ( 4) 2 ( )

2 3 6
n n n n n ny n C C P u n u n

                
 

观察系统的自由响应和零输入响应可以看出，二者的形式相同，但系数不同。比较自由响应

的系数同零输入响应与零状态响应的系数之和，可知其关系为： 

1 zi1 zs1

2 zi2 zs2

C C C

C C C

 
  

 

所以，系统的自由响应包含全部零输入响应以及零状态响应的一部分（齐次解部分）。也就是

说， zi1C 和 zi2C 仅由系统的初始状态所决定，而 1C 和 2C 要由系统的初始状态和激励共同确定。 

将系统的全响应写为零输入响应和零状态响应之和的形式： 
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7 5 1 4 1
( ) ( 2) ( 4) ( 2) ( 4) 2 ( )

2 2 2 3 6
n n n n ny n u n

                
 

可以看出，上式的第一、二项为系统的零输入响应，第三、四、五项为系统的零状态响应；上式

的前四项为系统的自由响应，第五项为系统的强迫响应。 

综上所述，对于 LTI 离散系统的全响应可做如下结论： 

① LTI 离散系统的全响应可分为自由响应和强迫响应，也可分为零输入响应和零状态响应。 

② 若系统差分方程的特征根均为单根，则它们的关系为： 

p zi zs p
1 1 1

( ) ( ) ( )
k k k

n n n
j j j j j j

j j j

y n C y n C C y n  
  

                   （10.2-8） 

式中， zi zs
1 1 1

k k k
n n n

j j j j j j
j j j

C C C  
  

    ，即： 

zi zs ( 1, 2, , )j j jC C C j k                        （10.2-9） 

③ 虽然自由响应和零输入响应都是齐次方程的解，但二者系数不同， zijC 仅由系统的初始状

态决定，而 jC 要由系统的初始状态和激励共同确定。初始状态为零时，零输入响应等于零，但在

激励信号的作用下，自由响应并不为零。也就是说，系统的自由响应包含零输入响应以及零状态

响应的一部分。 

练习题 

10.2-1  求下列差分方程的零输入响应、零状态响应和全响应 
1） ( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )y n y n y n u n     ， ( 1) 1y   ， ( 2) 0y   。 

2） ( ) 2 ( 1) 2 ( )ny n y n u n   ， (0) 1y   。 

10.3  单位序列响应和阶跃响应 

10.3.1  单位序列响应 

由单位序列 ( )n 引起的零状态响应称为单位序列响应（或称单位样值响应、单位取样响应），

记为 ( )h n ，即： 

 ( ) {0}, ( )h n T n                        （10.3-1） 

由于单位序列仅当 n＝0 时等于 1，而在 n>0 时为零，所以，当 n>0 时系统的单位序列响应与

该系统的零输入响应的函数形式相同。这样，就把求单位序列响应的问题转化为求差分方程齐次

解的问题，而 n=0 处的值 h(0)可以按照零状态的条件由差分方程确定。下面具体解释系统单位序

列响应的求解方法。 

例 10.3-1  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )y n y n y n f n      

求系统的单位序列响应。 

解：单位序列响应满足差分方程： 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )h n h n h n n      

且初始状态为 h(–1) = h(–2) = 0。 

根据初始状态和差分方程递推求得初始值为： 
(0) 3 ( 1) 2 ( 2) (0) 1h h h         
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(1) 3 (0) 2 ( 1) (1) 3h h h         

(2) 3 (1) 2 (0) (2) 7h h h       

对于 n >0，h(n)满足齐次方程： 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) 0h n h n h n      

其特征方程为： 
2 3 2 0     

解得其特征根为 1 21, 2     。 

所以，单位序列响应的形式为： 

1 2( ) ( 1) ( 2) , 0n nh n C C n      

代入初始值有： 

1 2(1) 2 3h C C      

1 2(2) 4 7h C C    

解得 1 21, 2C C   。所以，当 n >0 时，单位序列响应为： 

( ) ( 1) 2( 2) , 0n nh n n       

对于上式，令 0n  ，有 (0) 1h  ，与递推求得的初始值相同，故上式也满足 n=0 的情况。所以，

单位序列响应为： 

( ) ( 1) 2 ( 2) , 0n nh n n      ≥  

或写为： 

( ) [ ( 1) 2 ( 2) ] ( )n nh n u n       

如果单位序列响应满足： 

1 0 1 0( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )k m mh n a h n a h n k b n b n b n m                  （10.3-2） 

则由于上式中等号右端包含了 ( ), 0,1, 2, ,   n i i m，因而不能简单地认为当 n>0 时系统的

激励为零，此时可以利用LTI 离散系统的线性和时不变性即所谓的间接法求解系统的单位序列响应。 

间接法的具体步骤为： 
① 选新变量 1( )h n ，使它满足的差分方程为等号左端与式（10.3-2）等号左端相同，而右端只

含 ( )n ，即 1( )h n 满足方程： 

1 1 1 0 1( ) ( 1) ( ) ( )kh n a h n a h n k n                     （10.3-3） 

按照前述方法容易求得 1( )h n 。 

② 根据 LTI 离散系统的线性性质和时不变性质，可得式（10.3-2）的单位序列响应为： 

1 1 1 0 1( ) ( ) ( 1) ( )m mh n b h n b h n b h n m                    （10.3-4） 

下面通过例题进行说明。 

例 10.3-2  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( ) ( 2)y n y n y n f n f n        

求系统的单位序列响应。 

解：单位序列响应满足差分方程： 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( ) ( 2)h n h n h n n n         

且初始状态为 h(–1) = h(–2) = 0。 
上述方程等号右端包含了 ( )n 和 ( 2)n  ，而 n=2 时， ( 2) 1n   ，故不能认为 n>0 时输入

为零。此时，可以采用间接法求得系统的单位序列响应。 
令只有 ( )n 作用时，系统的单位序列响应 1( )h n 满足： 

1 1 1( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )h n h n h n n      
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且初始状态为 h1(–1) = h1(–2) = 0。 

由于例 10.3-1 已经求得 1( ) [ ( 1) 2 ( 2) ] ( )n nh n u n      ，所以，根据式（10.3-4），系统的单位

序列响应为： 
2 2

1 1( ) ( ) ( 2) [ ( 1) 2 ( 2) ] ( ) [ ( 1) 2 ( 2) ] ( 2)n n n nh n h n h n u n u n                  

10.3.2  阶跃响应 

由阶跃序列 ( )u n 引起的零状态响应称为单位阶跃响应，简称阶跃响应，记为 ( )g n ，即： 

 ( ) {0}, ( )g n T u n                        （10.3-5） 

显然，阶跃响应 ( )g n 仍然满足非齐次差分方程，所以，仍然采用自由响应和强迫响应的方式求解

系统的阶跃响应，下面通过例题介绍阶跃响应的求解方法。 

例 10.3-3  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )y n y n y n f n      

求系统的阶跃响应 ( )g n 。 

解：根据阶跃响应的定义，将激励 ( ) ( )f n u n 代入差分方程，得： 

( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )g n g n g n u n                           （1） 

且 ( 1) ( 2) 0g g    。 

首先根据初始状态并由式（1）递推求出初始值 (0), (1)g g ： 

(0) 3 ( 1) 2 ( 2) 1 1g g g        

(1) 3 (0) 2 ( 1) 1 2g g g        

当 0n≥ 时，式（1）将变为： 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) 1g n g n g n      

上述差分方程的特征方程为： 
2 3 2 0     

解得其特征根为 1 21, 2     。根据表 10.1-1，可设其齐次解形式为： 

h 1 2( ) [ ( 1) ( 2) ] ( )n ng n C C u n    ， 

根据表10.1-2，可设其特解为P，将其代入差分方程，有 3 2 1P P P   ，因此特解为
1

( )
6

P u n ，

故系统的阶跃响应可设为： 

1 2

1
( ) ( 1) ( 2) ( )

6
n ng n C C u n

       
 

将初始值代入上式，有：  

1 2

1
(0) 1

6
g C C     

1 2

1
(1) 2 2

6
g C C       

解得 1 2

1 4
,

2 3
C C   。所以，阶跃响应为： 

1 4 1
( ) ( 1) ( 2) , 0

2 3 6
       n ng n n≥  

或写为： 
1 4 1

( ) ( 1) ( 2) ( )
2 3 6

n ng n u n
          
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根据单位序列和阶跃序列的关系，即式（5.2-3）、式（5.2-4）和式（5.2-5），考虑 LTI 离散系

统的线性和时不变性，同一系统的单位序列响应和阶跃响应的关系为： 
( ) ( ) ( 1)h n g n g n                           （10.3-6） 

0

( ) ( ) ( )
n

m m

g n h m h n m
 

   
∞

∞

                      （10.3-7） 

如已知例 10.3-3 中系统的阶跃响应为
1 4 1

( ) ( 1) ( 2) ( )
2 3 6

n ng n u n
        

，则该系统的单位序

列响应可以直接由式（10.3-6）求得，即： 

 

1 1

1 1

1 1

1 4 1 1 4 1
( ) ( 1) ( 2) ( ) ( 1) ( 2) ( 1)

2 3 6 2 3 6
1 4 1 1 4 1

( 1) ( 2) ( ) ( 1) ( 2) ( ) ( )
2 3 6 2 3 6
1 4 1 1 4 1

( 1) ( 2) ( 1) ( 2)
2 3 6 2 3 6

n n n n

n n n n

n n n n

h n u n u n

u n u n n

 

 

 

                         
                         
                 

1 1

( )

1 4 1
( 1) ( 2) ( )

2 3 6
[ ( 1) 2 ( 2) ] ( )

n n

n n

u n

n

u n

 



         
     

 

结果显然与例 10.3-1 相同。当然也可以根据式（10.3-7）由单位序列响应 ( )h n 求得阶跃响应 ( )g n ，

在此不再赘述，读者可自行验证。 

若描述 LTI 离散系统的差分方程为： 

1 0 1 0( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )k m mg n a g n a g n k b u n b u n b u n m                （10.3-8） 

则求解该系统阶跃响应的方法有两个，其一是根据阶跃响应的定义直接求解，可称之为直接法或

定义法；其二利用间接法求解。下面举例说明。 

例 10.3-4  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( ) ( 2)y n y n y n f n f n        

求系统的阶跃响应。 

解：本题采用间接法求解。 

阶跃响应满足方程： 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( ) ( 2)g n g n g n u n u n        

且初始状态：g(–1) = g(–2) = 0。 
令只有 ( )u n 作用于系统时，系统的阶跃响应为 1( )g n ，它满足 

1 1 1( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )g n g n g n u n      

且初始状态为 g1(–1) =g1(–2) = 0。 

例 10.3-3 已经求得 1

1 4 1
( ) ( 1) ( 2) ( )

2 3 6
n ng n u n

          
，所以，系统的阶跃响应为：  

1 1

2 2

( ) ( ) ( 2)
1 4 1 1 4 1

( 1) ( 2) ( ) ( 1) ( 2) ( 2)
2 3 6 2 3 6

n n n n

g n g n g n

u n u n 

  
                         

 

练习题 

10.3-1  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( ) ( 1)y n y n y n f n f n        
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且初始状态 zi ( 1) 2y   ， zi (0) 0y  。 

1）求系统的零输入响应 zi ( )y n ； 

2）求单位序列响应 ( )h n ； 

3）求阶跃响应 ( )g n 。 

10.4  卷积和与零状态响应 

卷积和不仅在离散信号分析中作用明显，在离散系统分析中同样具有非常重要的作用。本节

将以卷积和作为工具，利用单位序列响应求解 LTI 离散系统的零状态响应。 

与 LTI 连续系统类似，在 LTI 离散系统中，可将激励分解为单位序列的线性组合，求解单位

序列单独作用于系统的响应后，根据 LTI 离散系统的线性和时不变性求得该激励作用于系统时的

零状态响应，此过程表现为求卷积和。 
根据式（5.2-7），任意离散序列 ( )f n 可表示为： 

( ) ( 1) ( 1) (0) ( ) (1) ( 1) ( ) ( )

( ) ( )
i

f n f n f n f n f i n i

f i n i

   




          

 
  
∞

∞

     （10.4-1） 

其波形如图 10.4-1 所示。 

 

图 10.4-1  任意序列表示为单位序列的组合 

如果 LTI 离散系统的单位序列响应为 h(n)，那么，由 LTI 离散系统的齐次性和时不变性可知，

系统对 ( ) ( )f i n i  的响应为 ( ) ( )f i h n i 。考虑到卷积和的定义，根据系统的零状态线性性质，激

励 f(n)作用于系统所引起的零状态响应 zs ( )y n 应为： 

zs ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

y n f i h n i f n h n


   
∞

∞

                 （10.4-2） 

也就是说，作用于系统的激励 f(n)的零状态响应等于激励 f(n)与该系统的单位序列响应 h(n)

的卷积和。图 10.4-2 完整地展现了上述思路。 

 

图 10.4-2  卷积和求解零状态响应示意图 

例 10.4-1  某 LTI 离散系统的单位序列响应为 

( ) [ ( 1) 2( 2) ] ( )n nh n u n      
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试求激励为 ( ) 2 ( )nf n u n 时系统的零状态响应。 

解：由式（10.4-2），可知： 

zs

1 1 1

0

( ) [ ( 1) 2 ( 2) ] ( ) 2 ( ) [ ( 1) 2 ( 2) ] ( ) 2 ( )

1 1 1
2 2 ( 1) ( 1) 2 2 ( 2) ( )

2 3 3

1 1
( 1) 2 ( 2) ( )

3 3

n n n i i n i

i
in

n n i n n n n

i

n n n

y n u n u n u i u n i

u n

u n





  



              

                         
          





∞

∞

 

从系统分析的角度来看，卷积和的物理意义与连续系统类似，在此不再赘述。需要提醒读者

注意的是：若干个子系统并联构成的复合系统，其单位序列响应等于各个子系统的单位序列响应

之和；若干个系统级联构成的复合系统，其单位序列响应等于各个子系统的单位序列响应的卷积

和。 
例 10.4-2  LTI 离散系统如图 10.4-3 所示，子系统的单位序列响应分别为 1( ) ( )h n u n ，

2 ( ) ( 2) ( )h n u n u n   ， 3 ( ) ( 2)h n n  ， 4 ( ) 2 ( )nh n u n ，求系统的单位序列响应 ( )h n 。 

 

图 10.4-3  系统框图 

解：考虑到两个子系统并联构成的复合系统的单位序列响应等于两个子系统的单位序列响应

之和，两个子系统级联构成的复合系统的单位序列响应等于两个子系统的单位序列响应的卷积和，

根据式（10.4-2），由图 10.4-3 得： 

1 1 2( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( 2)x n f n h n h n f n u n       

2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )x n x n h n f n u n     

3 4( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )nx n f n h n f n u n     

2 3( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) 2 ( )]ny n x n x n f n u n u n                       （1） 

根据单位序列响应的定义，将 ( ) ( )f n n 代入式（1），得： 

( ) ( ) [ ( ) 2 ( )] ( ) 2 ( ) (1 2 ) ( )n n nh n n u n u n u n u n u n        

练习题 

10.4-1  某 LTI 离散系统的单位序列响应为 

( ) (0.2 0.4 ) ( )n nh n u n   

试求激励为 ( ) 2 ( ) 4 ( 2)f n n n    时系统的零状态响应 zs ( )y n 。 

10.5  本 章 小 结 

本章首先介绍了 LTI 离散系统全响应的不同分类，说明了系统的全响应既可以分解为自由响

应和强迫响应，也可以分解为零输入响应和零状态响应。然后介绍了典型的零状态响应：单位序

列响应和阶跃响应，最后阐述了利用卷积和求解 LTI 离散系统零状态响应的方法。通过学习本章

内容，读者需要熟练掌握 LTI 离散系统零输入响应和零状态响应的求解方法，尤其要注意单位序
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列响应在 LTI 离散系统分析中的重要作用。 

具体来讲，本章主要介绍了： 

① LTI 离散系统的自由响应和强迫响应。读者应能熟练掌握两类响应的求解方法。 

② LTI 离散系统的零输入响应和零状态响应。读者应能熟练掌握两类响应的求解方法，并能

深刻理解零输入响应和自由响应、零状态响应和强迫响应的关系。 

③ 单位序列响应和阶跃响应。重点理解两类响应的定义及相互关系。 

④ 卷积和与零状态响应。读者应能深刻理解卷积和在 LTI 离散系统时域分析中的重要作用，

并能利用卷积和求解系统的零状态响应。 

本章的主要知识脉络如图 10.5-1 所示。 

 

图 10.5-1  本章知识脉络示意图 

练习题答案 

10.1-1  1） 21 1
( )

2 2
y n n n  ；  

2） h ( ) 0y n  ， 2
p

1 1
( )

2 2
y n n n  。因特征根为 1，故特解可设为 p 1 0( ) ( )y n n p n p   

10.2-1  1） zi ( ) (4 2 1) ( )ny n u n   ， zs ( ) (4 2 3) ( )ny n n u n    ， ( ) (8 2 4) ( )ny n n u n     

2） zi ( ) 2 2 ( )ny n u n   ， zs ( ) ( 1)2 ( )ny n n u n  ， ( ) ( 1)2 ( )ny n n u n   

10.3-1  1） zi ( ) (4 4 2 ) ( )ny n u n    2） ( ) (3 2 2) ( )nh n u n    3） ( ) (6 2 2 5) ( )ng n n u n     

10.4-1  2 2( ) 2(0.2 0.4 ) ( ) 4(0.2 0.4 ) ( 2)n n n ny n u n u n       

本 章 习 题 

10.1  描述 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) ( 1) 2 ( 2) ( ) 2 ( 2)y n y n y n f n f n        

若 ( ) ( )f n u n ， ( 1) 2y   ，
1

( 2)
2

y    ，求系统的全响应，并指出自由响应、强迫响应。 

10.2  用差分方程求 0~n 的全部整数和
0

( )
n

j

y n j


  。 

10.3  某离散系统有如下输入输出关系： 

( ) ( ) ( 2 )
i

y n f i x n i


 
∞

∞

 

式中， ( ) ( ) ( 4)x n u n u n   。 

1）当 ( ) ( 1)f n n  时，求 ( )y n 。      2）当 ( ) ( 2)f n n  时，求 ( )y n 。 

3）系统是线性时不变的吗？           4）当 ( ) ( )f n u n 时，求 ( )y n 。 
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10.4  某 LTI 离散系统的单位序列响应为
1

( ) ( )
5

n

h n u n
   
 

。求整数 A 以满足如下方程： 

( ) ( 1) ( )h n Ah n n    

10.5  现有序列 ( ) ( )nf n a u n 。 

1）画出 ( ) ( ) ( 1)x n f n af n   的波形； 

2）利用 1）的结果，结合卷积和性质，求一个序列 ( )h n ，使之满足： 

1
( ) ( ) [ ( 2) ( 2)]

2

n

f n h n u n u n
      
 

 

10.6  两个 LTI 离散因果子系统 S1和 S2 级联构成一个系统，如题图 10.1 所示。其中，S1 满足

差分方程 ( ) 0.5 ( 1) ( )x n x n f n   ，S2 满足差分方程 ( ) ( 1) ( )y n y n x n    。 ( )f n 与 ( )y n 的关系

由差分方程给出： 
3 1

( ) ( 1) ( 2) ( )
4 8

y n y n y n f n      

1）求 和  。 

2）求级联系统的单位序列响应。 
10.7  已知某 LTI 离散因果系统的激励 ( )f n 如题图 10.2 所示，其零状态响应为

zs ( ) 3 ( )ny n u n ，求系统的单位序列响应 ( )h n 。 

             

                       题图 10.1  系统级联                    题图 10.2  系统激励 

10.8  证明阶跃响应 ( )g n 和单位序列响应 ( )h n 满足如下关系： 

1）
0

( ) ( )
n

j

g n h j


   

2） ( ) ( ) ( 1)h n g n g n    

10.9  某地质勘探测试系统给出的发射信号为
1

( ) ( ) ( 1)
2

f n n n    ，接收回波信号为

1
( ) ( )

2

n

y n u n
   
 

，若地层反射特性用 ( )h n 表示，且满足 ( ) ( ) ( )y n f n h n  ，求 ( )h n 。 

10.10  已知某 LTI 离散系统的单位序列响应 ( ) ( ) 2 ( 1) 3 ( 2)h n n n n       ，系统激励

( ) 3 ( ) 2 ( 1) ( 3)f n n n n       ，求系统的零状态响应 zs ( )y n 在 2n  时的值。 
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第 11 章  LTI 离散系统的 z 域分析与特性 

【内容提要】 

在 LTI 连续系统变换域分析中，将时域中复杂的微分方程转换成变换域中相对简单的代数方

程，从而使求解系统响应的过程得以简化。同样地，也可以通过 z 变换把时域中的差分方程转换

为 z 域中的代数方程求解。这里用于系统分析的独立变量是复变量 z，故称为 z 域分析。 

【重点难点】 

★ LTI 离散系统的 z 域解 

★ 系统函数 

★ LTI 离散系统的系统特性 

★ 信号流图与系统结构 

11.1  LTI 离散系统的 z 域分析 

本节将研究 LTI 离散系统的激励与响应在 z 域内的关系。由单边 z 变换的移位特性可知，单

边 z 变换将系统的初始状态包含于象函数的代数方程中，因此，可以方便地利用 z 域的代数方程

求得系统的零输入响应、零状态响应及全响应。 

11.1.1  差分方程的 z 域解 

为了得到差分方程的 z 域解，现将描述 k 阶 LTI 离散系统的后向差分方程的一般形式重写如

下： 

0 0

( ) ( )
k m

k j m i
j i

a y n j b f n i 
 

                      （11.1-1） 

若令 ( ) ( ), ( ) ( )y n Y z f n F z  ，则根据式（6.2-6），有： 
1

0

( ) ( ) ( )
j

j n

n

y n j z Y z y n j z


 



                    （11.1-2） 

如果 ( )f n 是因果序列（若 ( )f n 在 0n  时接入系统，则对于该系统来说，激励 ( )f n 可看作为

因果序列），则在 0n  时， ( ) 0f n  ，故有： 

( ) ( )if n i z F z                         （11.1-3） 

由此，可求得式（11.1-1）的单边 z 变换为： 
1

0 0 0

( ) ( ) ( )
jk m

j n i
k j m i

j n i

a z Y z y n j z b z F z


  
 

  

 
      

 
    

整理上式，得： 
1

0 0 0 0

( ) ( ) ( )
jk k m

j n i
k j k j m i

j j n i

a z Y z a y n j z b z F z


  
  

   

            
   

     

由上式可解得： 
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1

0 0 0

0 0

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

jk m
n i

k j m i
j n i

k k
j j

k j k j
j j

a y n j z b z
M z B z

Y z F z F z
A z A z

a z a z


 

 
  

 
 

 

 
  

    
  

 
       （11.1-4） 

式（11.1-4）称为 LTI 离散系统的 z 域解。显然，上式中 ( )A z 、 ( )B z 和 ( )M z 均为 z 的负幂次多项

式。其中， ( )A z 和 ( )B z 的系数分别是差分方程的系数 k ja  和 m ib  ， ( )M z 的系数仅与 k ja  和系统的

初始状态 ( 1), ( 2), , ( )y y y k   有关而与激励无关。 ( )A z 即为式（11.1-1）的特征多项式， ( ) 0A z 
的根 1 2, , , kp p p 即为特征根。当然，为了求解方便，在实际计算中常将 ( )A z 、 ( )B z 和 ( )M z 变为

z 的正幂次形式的多项式。 

由式（11.1-4）还可以看出，其第一项
( )

( )

M z

A z
仅与系统的初始状态有关而与激励无关，因而是

零输入响应的象函数；第二项
( )

( )
( )

B z
F z

A z
仅与激励有关而与系统的初始状态无关，因而是零状态响

应的象函数。所以，差分方程的 z 域解可表示为：  

zi zs

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

M z B z
Y z F z Y z Y z

A z A z
                 （11.1-5） 

根据象函数和原序列的关系可知，取上式的逆 z 变换即可得到 LTI 离散系统的零输入响应、

零状态响应及全响应。 

例 11.1-1  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若 ( ) 2 ( )nf n u n ，
1

( 1)
3

y   ，
1

( 2)
4

y   ，求系统的全响应。 

解：本题已在例 10.2-3 中采用时域方法求解，现在采用 z 域方法求解。 

对差分方程取单边 z 变换，得： 
1 2 1( ) 3[ ( ) ( 1)] 2[ ( ) ( 2) ( 1)] ( )Y z z Y z y z Y z y z y F z            

整理并将初始状态
1 1

( 1) , ( 2)
3 4

y y    及 ( ) 2 ( ) ( )
2

n z
f n u n F z

z
  


代入上式，得： 

1

1 2 1 2

1

1 2 1 2

2
3

2 2

zi zs

(3 2 ) ( 1) 2 ( 2) 1
( )

1 3 2 1 3 2 2
2 3

13 2
1 3 2 1 3 2 2
2 3
3 2

3 2 ( 3 2)( 2)
( ) ( )

z y y z
Y z

z z z z z

z z

z z z z z

z z z

z z z z z
Y z Y z



   



   

   
   

    


   

    


  

    
 

 

所以： 

2

zi 2

2 3
5 73 2( )

3 2 6 1 3 2

z z z z
Y z

z z z z


   

   
 

3

zs 2

1 1
( )

( 3 2)( 2) 3 1 2 3 2

z z z z
Y z

z z z z z z
    

     
 

对上述两式分别求取逆 z 变换，得： 
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zi

5 7
( ) ( 1) ( 2) ( )

6 3
n ny n u n

        
 

zs

1 1
( ) ( 1) ( 2) 2 ( )

3 3
n n ny n u n

          
 

所以，系统的全响应为： 

zi zs

1 4 1
( ) ( ) ( ) ( 1) ( 2) 2 ( )

2 3 3
n n ny n y n y n u n

            
 

显然，本例结果与例 10.2-3 完全相同。 

例 11.1-2  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 6 ( 1) 8 ( 2) ( )y n y n y n f n      

若 ( ) 2 ( 0)nf n n ≥ ， (0) 2y  ， (1) 1y   ，求系统的全响应。 

解：本题已在例 10.2-4 中采用时域方法求解，现在采用 z 域方法求解。 
题目给出的是系统的初始值 (0) 2, (1) 1  y y ，而由初始值无法区分零输入响应和零状态响应

在 0, 1n n  时的值。因此，首先根据差分方程求得系统的初始状态。 

改写差分方程，以便根据其递推求得 ( 1), ( 2)y y  ： 

1
( 2) [ ( ) ( ) 6 ( 1)]

8
y n f n y n y n      

对于上式，分别令 1,0n  ，得： 
1 9

( 1) [ (1) (1) 6 (0)]
8 8

y f y y       

1 23
( 2) [ (0) (0) 6 ( 1)]

8 32
y f y y       

对差分方程取单边 z 变换，得： 
1 2 1( ) 6[ ( ) ( 1)] 8[ ( ) ( 2) ( 1)] ( )Y z z Y z y z Y z y z y F z            

整理并将初始状态
9 23

( 1) , ( 2)
8 32

y y     及 ( ) 2 ( ) ( )
2

n z
f n u n F z

z
  


代入上式，得： 

1

1 2 1 2

1

1 2 1 2

2 3

2 2

zi zs

(6 8 ) ( 1) 8 ( 2) 1
( )

1 6 8 1 6 8 2
1 9 1

1 6 8 1 6 8 2
9

6 8 ( 6 8)( 2)
( ) ( )

z y y z
Y z

z z z z z
z z

z z z z z
z z z

z z z z z
Y z Y z



   



   

   
   

    


  
    


 

    
 

 

所以： 
2

zi 2

9 7 5
( )

6 8 2 2 2 4

z z z z
Y z

z z z z


  

   
 

3

zs 2

1 4 1
( )

( 6 8)( 2) 2 2 3 4 6 2

z z z z
Y z

z z z z z z
    

     
 

对上述两式分别求取逆 z 变换，得： 

zi

7 5
( ) ( 2) ( 4) ( )

2 2
n ny n u n

        
 

zs

1 4 1
( ) ( 2) ( 4) 2 ( )

2 3 6
n n ny n u n

           
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所以，系统的全响应为： 

zi zs

7 1
( ) ( ) ( ) 3 ( 2) ( 4) 2 ( )

6 6
n n ny n y n y n u n

            
 

显然，本例结果与例 10.2-4 完全相同。 

当然，本例也可以先在 z 域中求解系统的零状态响应，然后再利用 z 域或时域方法求解系统

的零输入响应。在 z 域中求解零状态响应的过程如下： 

设零状态，对差分方程取 z 变换，有： 
1 2

zs zs zs( ) 6 ( ) 8 ( ) ( )Y z z Y z z Y z F z     

即： 
2

zs 1 2 2

1
( ) ( ) ( )

1 6 8 6 8

z
Y z F z F z

z z z z  
   

 

将 ( ) 2 ( ) ( )
2

n z
f n u n F z

z
  


代入上式，得： 

3

zs 2

1 4 1
( )

( 6 8)( 2) 2 2 3 4 6 2

z z z z
Y z

z z z z z z
    

     
 

对上式求取逆 z 变换，得： 

zs

1 4 1
( ) ( 2) ( 4) 2 ( )

2 3 6
n n ny n u n

           
 

综上所述，如果题目中给出的已知条件是初始值 (0), (1), , ( 1)y y y k  ，求解系统的零输入响

应、零状态响应和全响应有两种处理方法： 

① 先求出系统的初始状态再求解系统的响应。首先由系统初始值递推求得系统的初始状态

( 1), ( 2), , ( )y y y k   ，然后在 z 域中求解系统的响应（如例 11.1-2）或在时域中求解系统的响应

（如例 10.2-4）。 

② 先求解系统的零状态响应，再求解系统的零输入响应和全响应。因为零状态响应的初始状

态为零，即 zs zs zs( 1) ( 2) ( ) 0y y y k      ，故可通过时域法（如例 10.2-4）或 z 域法（如例 11.1-2

中 z 域求解零状态响应的过程）首先求出零状态响应，然后令 0,1, , 1n k  以求得

zs zs zs(0), (1), , ( 1)y y y k  ，根据式（10.2-1）求得零输入响应的初始值 zi zi zi(0), (1), , ( 1)y y y k  ，最

后根据差分方程和零输入响应的初始值采用时域方法求得零输入响应（如例 10.2-4）或利用零输

入条件下的差分方程通过递推由初始值求得初始状态 zi zi zi( 1), ( 2), , ( )y y y k   ，从而在 z 域中求

解零输入响应。 

下面从 z 域的角度讨论系统全响应中的自由响应与强迫响应、暂态响应与稳态响应。 

例 11.1-3  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
6 ( ) 5 ( 1) ( 2) ( )y n y n y n f n      

若
π

( ) 10cos ( )
2

n
f n u n

   
 

， ( 1) 6y   ， ( 2) 20y    ，求系统的全响应。 

解：对差分方程进行单边 z 变换，得： 
1 2 16 ( ) 5 ( ) 5 ( 1) ( ) ( 2) ( 1) ( )Y z z Y z y z Y z y y z F z            

整理得： 
1

1 2 1 2

[5 ( 1) ( 2)] ( 1) 1
( ) ( )

6 5 6 5

y y y z
Y z F z

z z z z



   

    
 

   
 

将初始状态 ( 1) 6, ( 2) 20y y     及
2

2

π 10
( ) 10cos ( ) ( )

2 1

n z
f n u n F z

z
      

代入上式并整理
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得： 
2 2 2

zi zs 2 2 2

2 4

50 6 10
( ) ( ) ( )

6 5 1 6 5 1 1
50 6 10

1 1 1 1
6 6 ( )( )

2 3 2 3

z z z z
Y z Y z Y z

z z z z z
z z z

z z z z z j z j


    

    


 
               
     

 

所以： 

3 5 61 2 4( )
1 1 1 1 ( ) ( )
2 3 2 3

K K KK K KY z

z z j z j
z z z z

     
                  

       

 

求待定系数： 

zi
1 1 1

2 2

( )1 50 6
19

12
6

3

z z

Y z z
K z

z
z

 

          
 

 

zi
2 1 1

3 3

( )1 50 6 32
13 3

6
2

 

           
 

z z

Y z z
K z

z
z

 

3
zs

3 1 1

2 2

( )1 10
1

12
6 ( )( )

3

z z

Y z z
K z

z
z z j z j

 

            
 

 

3
zs

4 1 1

3 3

( )1 10 1
13 3

6 ( )( )
2

z z

Y z z
K z

z
z z j z j

 

             
 

 

3
zs

5

( ) 10 1
( )

1 1 2
6 ( )

2 3
z j z j

Y z z j
K z j

z
z z z j 


   

      
  

 

6 5

1

2

j
K K  

   

所以有： 
19 32 1 1 1

( )
1 1 1 13 3 2 ( ) 2 ( )
2 3 2 3

z z z z j z j z
Y z

z j z j
z z z z

 
     

                  
       

 

可见，上式前四项为自由响应的象函数，它的形式由特征根确定，后两项为强迫响应的象函

数，它的形式由激励的象函数 ( )F z 的极点确定；前两项为零输入响应的象函数，后四项为零状态

响应的象函数。 

求取上式的逆 z 变换，得： 

1 32 1 1 1 1 π π
( ) 19 2 cos ( )

2 3 3 2 3 3 2 4

n n n n
n

y n u n
                            

           
 

可见，上式前四项为自由响应且为暂态响应，第五项为强迫响应且为稳态响应；前两项为零

输入响应，后三项为零状态响应。 
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11.1.2  系统函数 

由式（11.1-5）可知： 

zs

( )
( ) ( )

( )

B z
Y z F z

A z
  

式中， ( )F z 为激励 ( )f n 的象函数、
0

( )
k

j
k j

j

A z a z


  、
0

( )
m

i
m i

i

B z b z


  。 

同连续系统的复频域分析类似，离散系统的系统函数 ( )H z 定义为系统零状态响应的象函数

zs ( )Y z 与激励的象函数 ( )F z 之比，即： 

def zs ( ) ( )
( )

( ) ( )

Y z B z
H z

F z A z
                         （11.1-6） 

同连续系统类似，式（11.1-6）只是系统函数的定义式和计算式，并不能由此得出系统函数与

激励成反比、与零状态响应成正比的结论。 

由式（11.1-6）可知，系统零状态响应的象函数可以写为： 

zs ( ) ( ) ( )Y z H z F z                          （11.1-7） 

对上式求逆 z 变换即可得到系统的零状态响应。 
实际上，由于系统的单位序列响应 ( )h n 是激励为 ( )n 时系统的零状态响应，且根据常用序列

的 z 变换对 ( ) 1n  ，所以由式（11.1-7）知，系统的单位序列响应和系统函数是一对 z 变换： 

( ) ( )h n H z                           （11.1-8） 

根据式（6.2-12），若 ( ) ( )f n F z 、 ( ) ( )h n H z 、 zs zs( ) ( )y n Y z ，则对式（11.1-7）取其逆

z 变换，有： 

zs ( ) ( ) ( )y n h n f n   

这正是时域分析中的重要结论。 

可见，时域卷积定理将离散系统的时域分析与 z 域分析紧密相连，使系统分析方法更加丰富，

手段更加灵活，计算更加简便。 

例 11.1-4  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )y n y n y n f n      

求系统的单位序列响应。 

解：本题已在例 10.3-1 中采用时域方法求解，现在采用 z 域方法求解。 

对差分方程求解零状态条件下的 z 变换，有： 
1 2

zs zs zs( ) 3 ( ) 2 ( ) ( )Y z z Y z z Y z F z     

由式（11.1-6），有： 
2

zs
1 2 2

( ) 1 2
( )

( ) 1 3 2 3 2 2 1

Y z z z z
H z

F z z z z z z z     
     

 

由式（11.1-8），求其逆 z 变换，得： 

( ) [ ( 1) 2 ( 2) ] ( )n nh n u n       

显然，本例结果与例 10.3-1 完全相同。 

实际上，不但可以利用系统的差分方程求解系统函数进而求得系统的零状态响应，而且还可

以利用系统函数得到系统的差分方程，下面举例说明。 

例 11.1-5  若某 LTI 离散系统当激励为
1

( ) ( )
2

n

f n u n
   
 

时，其零状态响应为 
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zs

3 1 1 9 1
( ) 4 ( )

2 2 3 2 2

n n n

y n u n
                   

       
 

求系统的单位序列响应 ( )h n 和描述系统的差分方程。 

解：依题意，系统零状态响应的象函数为： 
3 2

zs

3 9 2
( ) 4

1 1 1 1 1 12 2
2 3 2 2 3 2

z z z z z
Y z

z z z z z z


      

           
   

 

由于
1

( ) ( ) ( )
12
2

n
z

f n u n F z
z

     
  

，由式（11.1-6）可知系统函数为： 

2 2
zs

2

( ) 2 3 2 2
( )

1 1 1 11 1( )
2 3 6 62 3

Y z z z z z z z
H z

F z z z z zz z

  
    

         
  

 

求上式的逆 z 变换，得单位序列响应为： 

1 1
( ) 3 2 ( )

2 3

n n

h n u n
            

     
 

同连续系统类似，由系统函数求差分方程的思路有两个，先看第一种思路。 

由式（11.1-6）可知： 

zs( ) ( ) ( ) ( )A z Y z B z F z  

根据已求得的系统函数表达式，有： 

2 2
zs zs zs

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

6 6
z Y z zY z Y z z F z zF z     

考虑 z 变换的移位特性，对上式等号两端取逆 z 变换，得： 

zs zs zs

1 1
( 2) ( 1) ( ) ( 2) 2 ( 1)

6 6
y n y n y n f n f n         

所以，可知系统的差分方程为： 
1 1

( 2) ( 1) ( ) ( 2) 2 ( 1)
6 6

y n y n y n f n f n         

显然上式为前向差分方程，根据式（5.1-7）可将前向差分方程转换为常用的后向差分方程： 
1 1

( ) ( 1) ( 2) ( ) 2 ( 1)
6 6

y n y n y n f n f n        

当然，如果将系统函数的分子、分母变为 z 的负指数形式后再根据上述思路求解系统差分方

程的话，则能够直接得到后向差分方程，其过程如下所述。 

将系统函数的分子、分母同乘以 2z ，得 
1

zs

1 2

( ) 1 2
( )

1 1( ) 1
6 6

Y z z
H z

F z z z



 


 

 
 

上式对角相乘得： 

1 2 1
zs zs zs

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

6 6
Y z z Y z z Y z F z z F z       

取逆 z 变换，得后向差分方程为： 



 

·296· 

1 1
( ) ( 1) ( 2) ( ) 2 ( 1)

6 6
y n y n y n f n f n        

再看第二种思路。 
根据式（11.1-1）和式（11.1-6）以及 ( )A z 和 ( )B z 的定义： 

0

( )
k

j
k j

j

A z a z


  ，
0

( )
m

i
m i

i

B z b z


   

考虑单边 z 变换的移位特性，可知系统函数 ( )H z 的分母、分子多项式的系数分别与系统差分方程

等号左右两端的系数和差分阶数一一对应，所以，可知系统的差分方程为： 
1 1

( 2) ( 1) ( ) ( 2) 2 ( 1)
6 6

y n y n y n f n f n         

或 
1 1

( ) ( 1) ( 2) ( ) 2 ( 1)
6 6

y n y n y n f n f n        

11.1.3  系统的 z 域框图 

同连续系统的 s 域框图类似，如果根据离散系统的时域框图画出其相应的 z 域框图，就可直

接按照 z 域框图列写代数方程，然后解出响应的象函数，取其逆 z 变换求得系统的响应，显然，

这将简化运算。 

利用 z 变换的线性性质和时移性质对各种基本运算部件（数乘器、加法器、延迟单元）的输

入和输出分别取 z 变换，可得各部件的 z 域模型如表 11.1-1 所示。 

由表 11.1-1 可以看出，含初始状态的 z 域框图比较复杂，而我们通常最关心的是系统的零状

态响应，所以常采用零状态的 z 域框图。零状态条件下系统的 z 域框图与时域框图形式上相同，

因而使用简便，当然也给求解零输入响应带来不便。 

表 11.1-1  基本运算部件的 z 域模型 

名    称 时 域 模 型 z 域模型 

数乘器 

（标量乘法器） 
  

加法器 

  

延迟单元  
 

延迟单元 

（零状态）   

 
例 11.1-6  某 LTI 离散系统的时域框图如图 11.1-1 所示，已知激励 ( ) ( )f n u n 。 

1）求系统的单位序列响应 ( )h n 和零状态响应 zs ( )y n 。 

2）若 ( 1) 0, ( 2) 0.5y y    ，求系统的零输入响应 zi ( )y n 。 

解：1）设中间变量为 X(z)，则画出零状态条件下系统的 z 域框图如图 11.1-2 所示。 
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根据图 11.1-2，由左侧加法器可列象函数方程： 
1 2( ) 3 ( ) 2 ( ) ( )X z z X z z X z F z     

即： 

1 2

1
( ) ( )

1 3 2
X z F z

z z 
 

 

         

图 11.1-1  离散系统时域框图              图 11.1-2  零状态条件下离散系统 z 域框图 

由右侧加法器可列出象函数方程： 
1

zs ( ) ( ) 3 ( )Y z X z z X z   

从上述二式消去中间变量 X(z)，得： 
1

zs 1 2

1 3
( ) ( ) ( ) ( )

1 3 2

z
Y z F z H z F z

z z



 


 

 
 

所以， 
1 2

1 2 2

1 3 3 2
( )

1 3 2 3 2 1 2

z z z z z
H z

z z z z z z



 

  
   

     
 

取逆 z 变换，得系统单位序列响应为： 

( ) (2 2 ) ( )nh n u n   

当 ( ) ( )f n u n 时， ( )
1

z
F z

z



，由式（11.1-7）得： 

2 2

zs 2 2 2

3 ( 3) 2 3 2
( )

3 2 1 ( 1) ( 2) ( 1) 1 2

z z z z z z z z
Y z

z z z z z z z z

  
     

       
 

求上式的逆 z 变换，得系统的零状态响应为： 
1

zs ( ) (2 3 2 ) ( )   ny n n u n  

2）因为系统函数为： 
1

1 2

1 3
( )

1 3 2

z
H z

z z



 




 
 

所以，系统的零输入响应满足方程： 

zi zi zi( ) 3 ( 1) 2 ( 2) 0y n y n y n      

对上式取 z 变换，得： 
1 2 1

zi zi zi zi zi zi( ) 3[ ( ) ( 1)] 2[ ( ) ( 2) ( 1) ] 0Y z z Y z y z Y z y y z            

因为 zs zs( 1) ( 2) 0y y    ，故 zi zi( 1) ( 1) 0, ( 2) ( 2) 0.5y y y y        ，将其代入上式并整理得： 
2

zi 1 2 2

1 2
( )

1 3 2 3 2 1 2

z z z
Y z

z z z z z z 

  
   

     
 

求其逆 z 变换，得系统的零输入响应为： 
1

zi ( ) (1 2 ) ( )ny n u n   

练习题 

11.1-1  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
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( 2) 3 ( 1) 2 ( ) ( 1) 2 ( )y n y n y n f n f n        

若 ( ) ( )f n u n ， (0) 1y  ， ( 1) 1y   ，求系统的零输入响应和零状态响应，并画出系统的模拟

框图。 

11.1-2  描述某二阶 LTI 离散因果系统的差分方程为 
( ) 0.25 ( 2) ( ) 2 ( 1)y n y n f n f n      

1）求系统的单位序列响应 ( )h n ； 

2）求系统的阶跃响应 ( )g n 。 

11.2  LTI 离散系统的系统特性 

同 LTI 连续系统类似，集总参数 LTI 离散系统的系统函数 ( )H z 是 z 的有理分式，它既与描述

系统的差分方程有直接联系，也与系统的单位序列响应以及 z 域响应关系密切，因而系统函数在

系统分析中占有重要地位。本节首先介绍系统函数 ( )H z 的零、极点分布与系统时域特性和 z 域特

性的关系，然后讨论系统的因果性和稳定性。读者可以对照 LTI 连续系统的系统特性一节学习本

节内容，以达到事半功倍的效果。 

11.2.1  系统函数与时域响应 

集总参数 LTI 离散系统的系统函数是复变量 z 的有理分式，即： 
1

1 1 0
1

1 1 0

( )
( )

( )

m m
m m

k k
k k

b z b z b z bB z
H z

A z a z a z a z a







   
 

   



                （11.2-1） 

式中，系数 ( 0,1, 2, , ) ia i k 和 ( 0,1, 2, , ) jb j m 都是实数且 1ka  。 

类似于 LTI 连续系统， ( ) 0A z  的根 1 2, , , kp p p 称为系统函数 ( )H z 的极点， ( ) 0B z  的根

1 2, , , m   称为系统函数 ( )H z 的零点，因此，系统函数 ( )H z 可写为： 

1

1

( )
( )

( )
( )

( )

m

m j
j

k

i
i

b z
B z

H z
A z

z p







 






                     （11.2-2） 

( )H z 的零、极点有以下几种类型： 

① 位于 z 平面实轴上的一阶实零、极点； 

② 位于 z 平面虚轴上并且对称于实轴的一阶共轭虚零、极点； 

③ 位于 z 平面并对称于实轴的一阶共轭复零、极点。 

此外，还有位于 z 平面的二阶及二阶以上的各类零、极点。 
由式（11.2-1）可以看出，系统函数 ( )H z 一般有 k 个有限极点，m 个有限零点。如果 k m ，

则当 z 沿任意方向趋于无穷，即当 z →∞时， lim ( ) lim 0
m

m
kz z

b z
H z

z
 

→∞ →∞
，可以认为 ( )H z 在无穷远

处有一个 k-m 阶零点；如果 k m ，则当 z →∞时，lim ( ) lim
m

m
kz z

b z
H z

z


→∞ →∞
趋于无穷，可以认为 ( )H z

在无穷远处有一个 m-k 阶极点，此处只研究 k m≥ 的情况。 
类似于 LTI 连续系统，根据系统函数 ( )H z 的零、极点可以画出其零、极点分布图，但若根据

零、极点分布图写出系统函数 ( )H z 的函数表达式，则还需要一些已知条件。  
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例 11.2-1  画出
2 2

2( 2)
( )

( 1) ( 1)

z
H z

z z




 
的零、极点分布图。 

解：由方程： 
2( 2) 0z    

2 2( 1) ( 1) 0z z    

得零、极点坐标分别为： 
2   ， 1 2 3,41, jp p p      

零、极点分布如图 11.2-1 所示，图中的（2）表示二重极

点。 

例 11.2-2  已知 H(z)的零、极点分布图如图 11.2-1 所示，

并且 h(3)=2，求 H(z)的表达式。 
解：由图 11.2-1 可知 H(z)的零点坐标为 2   ，极点坐标

为 1 2 3,41, jp p p     ，故可令： 

2 2

( 2)
( )

( 1) ( 1)

K z
H z

z z




 
 

式中，K 为常实数。 

根据式（6.2-29），有： 
(0) lim ( ) 0

z
h H z 

→∞
 

 (1) lim ( ) (0) 0
z

h z H z h  
→∞

 

2 1(2) lim ( ) (0) (1) 0
z

h z H z h h z     →∞
 

3 1 2
2 2

( 2)
(3) lim (0) (1) (2) 2

( 1) ( 1)z

K z
h z h h z h z K

z z
  

        →∞
 

所以，系统函数为： 

2 2

2( 2)
( )

( 1) ( 1)

z
H z

z z




 
 

下面根据系统函数的极点位置，讨论系统时域响应的形式。 

由式（11.1-5）和式（11.1-6）及常用序列的 z 变换对可知，系统自由（固有）响应的序列形

式由 ( ) 0A z  的根确定（即由 ( )H z 的极点确定），而单位序列响应的函数形式也由 ( )H z 的极点确

定。因此，通过 ( )H z 的极点位置就可以讨论系统的自由响应和单位序列响应的形式，下面予以具

体分析，分析的对象仅限于 LTI 离散因果系统。  
系统函数 ( )H z 的极点在 z 平面上的位置可分为单位圆内、单位圆上和单位圆外三类。 

1） ( )H z 的极点在单位圆内 

（1）若系统函数 ( )H z 有单极点 ( 1)p a a  或 j
1,2 e ( 1)p a a  ，则 ( )A z 必有因子 ( )z a 或

2 2( 2 cos )z az a  ，根据常用序列的 z 变换对，可知其对应的自由响应和单位序列响应的函数形

式为： 

( )nAa u n  

或 

cos( ) ( ) nAa n u n  

式中，A 和为常数。由于 1a  ，故上述二式均随 n 的增大而减小，且当 n→∞时，其趋于零，

为暂态响应，波形如图 11.2-2 所示。 

 

图 11.2-1  系统函数的零、极点分布图 



 

·300· 

（2）若系统函数 ( )H z 有 r 重极点 1 2 ( 1)rp p p a a     或 1 2 ( 1)j
rp p p ae a     ，

则 ( )A z 必有因子 ( )rz a 或 2 2 2( 2 cos )
r

z az a  ，根据常用序列的 z 变换对及式（6.2-16），可知

其对应的自由响应和单位序列响应的函数形式为： 

( )j n
jA n a u n  

或 

cos( ) ( ) ( 0,1,2, , 1)   j n
j jA n a n u n j r  

式中， jA 和 j 为常数。用洛必达法则不难证明，当 n→∞时，它们均趋于零，为暂态分量。 

由上述分析可知，若系统函数 ( )H z 的极点在单位圆内，则其相应的自由响应和单位序列响应

均为暂态响应。根据稳定系统的定义，若 ( )H z 的极点全在单位圆内，则该 LTI 离散因果系统属于

稳定系统。 
2） ( )H z 的极点在单位圆上 

（1）若系统函数 H(z)在单位圆上有单极点 1p  、 1p   或 j
1,2 ep  ，则 ( )A z 必有因子 ( 1)z  、

( 1)z  或 2( 2 cos 1)z z   ，根据常用序列的 z 变换对，可知其对应的自由响应和单位序列响应的

函数形式为： 
( )Au n  

或 

( 1) ( )nA u n  

或 
cos( ) ( ) A n u n  

式中， A和为常数。上述三式随 n 的增大保持不变或振荡变化，为稳态响应，波形如图 11.2-2

所示。 
（2）若系统函数 H(z)在单位圆上有 r 重极点 1 2 1rp p p    、 1 2 1rp p p     或

j
1,2 3,4 1, er rp p p 

    ，则 ( )A z 必有因子 ( 1)rz  、 ( 1)rz  或 2 2( 2 cos 1)
r

z z   ，根据常用序

列的 z 变换对及式（6.2-16），可知其对应的自由响应和单位序列响应的函数形式为： 

( )j
jA n u n  

或 

( 1) ( )j n
jA n u n  

或 

cos( ) ( )( 0,1, , 1)   j
j jA n n u n j r  

式中， jA 和 j 为常数。上述三式均随 n 的增大而增大，且当 n→∞时，它们均趋于无穷大。 

由上述分析可知，若系统函数 ( )H z 的极点在单位圆上且为一阶极点，则其相应的自由响应和

单位序列响应均为稳态响应。根据稳定系统的定义，此时该 LTI 离散因果系统属于稳定系统。若

系统函数 ( )H z 的极点在单位圆上且为二阶及二阶以上极点，则其相应的自由响应和单位序列响应

均为递增函数。根据稳定系统的定义，此时该 LTI 离散因果系统属于不稳定系统。 
3） ( )H z 的极点在单位圆外 

（1）若系统函数 H(z)有单极点 ( 1)p a a  或 j
1,2 e (| | 1)p a a  ，则 ( )A z 必有因子 ( )z a 或

2 2( 2 cos )z az a  ，根据常用序列的 z 变换对，可知其对应的自由响应和单位序列响应的函数形

式为： 
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( )nAa u n  

或 

cos( ) ( )nAa n u n   

式中，A 和为常数。由于 | | 1a  ，故上述二式均随 n 的增大而增大，且当 n→∞时，其趋于无穷

大，波形如图 11.2-2 所示。 

（2）若系统函数 ( )H z 有 r 重极点 1 2 ( 1)rp p p a a     或 j
1 2 e ( 1)rp p p a a     ，

则 ( )A z 必有因子 ( )rz a 或 2 2 2( 2 cos )
r

z az a  ，根据常用序列的 z 变换对及式（6.2-16），可知

其对应的自由响应和单位序列响应的函数形式为： 

( )j n
jA n a u n  

或 

cos( ) ( ) ( 0,1, 2, , 1)   j n
j jA n a n u n j r  

式中， jA 和 j 为常数。由于 | | 1a  ，故上述二式均随 n 的增大而增大，且当 n→∞时，它们均趋

于无穷大。 

 

图 11.2-2  系统函数的极点与所对应的时域响应 

由上述分析可知，若系统函数 ( )H z 的极点在单位圆外，则其相应的自由响应和单位序列响应

均为递增函数，且当 n→∞时，均趋于无穷大。根据稳定系统的定义，若 ( )H z 的极点全在单位圆

外，则该 LTI 离散因果系统属于不稳定系统。 

综上所述，LTI 离散因果系统的自由响应、单位序列响应的函数形式由系统函数 H(z)的极点

确定： 

① H(z)在单位圆内的极点所对应的响应函数都是衰减的，当 n 时，响应函数趋近于零。

因此，极点全部在单位圆内的 LTI 离散因果系统是稳定系统。 

② H(z)在单位圆上的一阶极点对应的响应函数的幅值随 n 的增大保持不变或振荡变化，为稳

态响应。 

③ H(z)在单位圆上的二阶及二阶以上的极点或在单位圆外的极点，其所对应的响应函数都随

n 的增大而增大，当 n 时，它们都趋于无穷大，这样的系统是不稳定的。 

11.2.2  系统函数与频域响应 

前面讨论了系统函数 ( )H z 的极点与时域响应的关系，下面讨论系统函数 ( )H z 的零、极点与

系统频域响应的关系。  
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如前所述，复变量 s 和 z 的关系为： 

esTz   

复变量 s 可表示为直角坐标形式（ 为复变量 s 的实部，为复变量 s 的虚部）： 
js     

故有： 
( j ) j je e e eT T Tz          

若令 0  ，则上式变为： 
j je eTz                              （11.2-3） 

由此得到了 z 变换与傅里叶变换的关系。当然，这里的傅里叶变换指的是离散时间傅里叶变换

（DTFT）。根据 z 变换的定义，如果 0  ，则系统函数的收敛域一定在 z 域的单位圆上。因此，

如果某序列的 z 变换存在，且其收敛域包含单位圆，则一定可以由 z 变换的象函数得到其离散时

间傅里叶变换，即： 
j

je
(e ) ( )

z
F F z


                        （11.2-4） 

同理，若某离散系统的收敛域包含单位圆，则可得离散系统的频率响应函数 j(e )H  为： 

j

j 1
je

j

1

(e )
(e ) ( )

(e )

m

m i
i

kz

j
j

b
H H z

p
















 






                    （11.2-5） 

式中，为角频率， sT 为取样周期， sT  。 

在 z 平面上，任意复数也可以用矢量表示，令 
jj

jj

e e

e e

j
j j

i
i i

p A

B



 

  


  
                        （11.2-6） 

式中， jA 和 iB 是差矢量的模， j 和 i 是它们的辐角，于是式（11.2-5）可改写为： 

1 1
j

j j j ( ) 1 2

1 2

(e ) (e ) e e

m k

i j
i jm m

k

b B B B
H H

A A A

 
     

 
   

   



            （11.2-7） 

由此可得系统的幅频响应为： 

j 1 2

1 2

(e ) m m

k

b B B B
H

A A A
 




                       （11.2-8） 

相频响应为： 

1 1

( )
m k

i j
i j

   
 

                           （11.2-9） 

当从 0 变化到
s

2π

T
，即复变量 z 自 z=1 沿单位圆逆时针旋转一周时，各矢量的模和辐角也将

随之变化：当 z=1 时，θ=0，ω=0；当 ω逐渐增大时，由于 sT  ，可知 θ也随 ω的增大而逐渐

增大；当 ω=
s

2π

T
时，θ=ωTs=

s

2π

T
Ts=2π（rad）。因此，根据式（11.2-8）和式（11.2-9）就能得到系

统的幅频响应和相频响应曲线。 

同连续系统类似，离散系统的幅频和相频响应曲线的绘制方法也有两种，其一是利用幅频响

应和相频响应的表达式粗略绘制曲线图，其二是利用系统函数的零、极点分布图，采用矢量作图

法粗略绘制曲线图。下面通过一个例题分别介绍上述两种方法。 
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例 11.2-3  某 LTI 离散系统的系统函数为 
2( 1) 1

( ) ,
3 1 3

z
H z z

z


 


 

求其频率响应，并粗略画出系统的幅频响应和相频响应曲线。 

解：依题意可知，该系统函数的收敛域包含单位圆，故由式（11.2-5）可得其频率响应函数为： 

j j j
2 2 2

j
j

j je j j j
2 2 2

2e e e 4cos
2(e 1) 2

(e ) ( )
3e 1

2cos j4sine 3e e
2 2

z
H H z

  




    



 



 

             
                

 

2 2 2

2 j4 tan 4 tan
2 22 2

j
1 j2 tan 1 4 tan 1 4 tan 1 4 tan

2 2 2 2

 

   

       
      

                 
       

 

所以，该系统的幅频响应为： 
2 2

2

j
2

2 2 2

4 tan 4 16 tan
2 2 2

(e )
1 4 tan 1 4 tan 1 4 tan2 2 2

H 

 

  

                    
                             

 

         

2

2
22

4 1 4 tan
2 2

1 4 tan1 4 tan
22





        
             

 

相频响应为： 

2 2

4 tan
22

( ) arctan arctan 2 tan
21 4 tan 1 4 tan

2 2


 

 

  
                             

 

下面先利用系统函数的零、极点分布绘制幅频特性和相频特性曲线。 

由系统函数的表达式和零、极点坐标，根据式（11.2-7）可知： 
j

j j ( )

j

2(e 1) 2
(e ) e

1 3
3 e

3

B
H

A


  




 

  
 

 

因此，系统的幅频特性为： 

j 2
(e )

3

B
H

A
   

相频特性为： 

1 1( )      

零、极点分布如图 11.2-3（a）所示。 

1）当 s 0T  时， 1 1 0   ， 1 1

2
, 2

3
A B  ，故有： 
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j 2 2 2
(e ) 2

23 3
3

B
H

A
 

  


， ( ) 0    

2）当 sT 在 (0,π) 内逐渐增大时，A1 增大而 B1减小，从而幅频特性 j(e )H  减小。由图 11.2-3

（a）可以看出，此时， 1 1  且 1 的变化速率小于 1 （ 1 由 0 变为
π

2
的过程中， 1 由 0 变为 π），

两者差距逐渐增大，故相频特性 1 1( ) 0      且逐渐减小（绝对值逐渐增大）； 

 

图 11.2-3  零、极点分布及频谱图 

3 ）当 s πT  时， 1 1

π
, π

2
   时， 1 0B  ，从而幅频特性 j(e ) 0H   ，相频特性

π π
( ) π

2 2
      ； 

4）当 sT 从 π继续增大的瞬间， 1 1

3π
, π

2
   ，从而，相频特性

3π π
( ) π

2 2
     ，由于 A1、

B1 未发生突变，故幅频特性 j(e )H  不发生突变，仍然为 0； 

5）当 sT 在 (π, 2π) 内继续增大时，A1 减小而 B1 增大，从而幅频特性 j(e )H  增大。此时， 1 1 

且 1 的变化速率小于 1 （ 1 由
3π

2
变为 2π的过程中， 1 由 π变为 2π），故其差值逐渐变小，故相

频特性 1 1( ) 0      且逐渐减小； 

6）当 s πT  时， 1 1 2π   时， 1 1

2
, 2

3
A B  ，从而幅频特性 j 2 2 2

(e ) 2
23 3
3

B
H

A
 

  


，而

相频特性 1 1( ) 0      。 

其幅频和相频特性曲线分别如图 11.2-3（b）中实线和虚线所示。 

下面利用频率响应函数表达式粗略画出幅频特性和相频特性曲线。 

1 ） 当 0
2


 ， 即 0  时 ， 幅 频 特 性 j

2

2
(e ) 2

0
1 4 tan

2

H   
   
 

， 相 频 特 性

0
( ) arctan 2 tan 0

2
          

； 

2）复变量 z 逆时针旋转且
π

0,
2 2

   
 

，即 (0,π)  时，随着 增大， tan
2

 
 
 

也增大，故幅频

特性 j(e )H  减小。随着 增大， arctan 2 tan
2

       
减小，从而相频特性 ( )  减小； 
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3 ） 当
π

2 2


 ， 即 π  时 ， 幅 频 特 性 j

2

2
(e ) 0

π
1 4 tan

2

H   
   
 

， 相 频 特 性

π π
( ) arctan 2 tan

2 2
           

； 

4）从
π

2 2


 ，即 π  逆时针开始旋转的瞬间， tan

2

 
 
 

由∞变为-∞，故幅频特性

j

2

2
(e ) 0

1 4 tan
2

H 


 

   
 

，相频特性
π

( ) arctan 2 tan
2 2

          
； 

5）复变量 z 逆时针旋转且
π

,π
2 2

   
 

，即 (π, 2π)  时，随着 增大， tan
2

 
 
 

也增大，但由

于此时 tan 0
2

   
 

，故 2tan
2

 
 
 

减小，从而幅频特性 j(e )H  增大。随着 增大， arctan 2 tan
2

       
减小，从而相频特性 ( )  减小； 

6 ） 当 π
2


 ， 即 2π  时 ， 幅 频 特 性 j

2

2
(e ) 2

2π
1 4 tan

2

H   
   
 

， 相 频 特 性

2π
( ) arctan 2 tan 0

2
          

。 

由此得到的系统幅频特性和相频特性曲线与第一种方法求得的结果完全一致。 

顺便说一句，类似于全通连续系统，离散系统也有全通系统。稳定的全通离散系统的系统函

数的极点全在单位圆内，而零点全在单位圆外，并且零、极点有
1

i
ip

  的对应关系，这种对应关

系称为零点与极点一一镜像对称于单位圆。根据 z 域和 s 域的关系可知，这相当于在 s 平面上零、

极点镜像对称于虚轴。 

11.2.3  系统的因果性 

如前所述，零状态响应不出现在激励之前的系统称为因果系统。对于离散系统来说，其含义

为：对任意时刻 0n （一般可选 0 0n  ）和任意激励 ( )f n ，若： 

0( ) 0,f n n n   

其零状态响应满足： 

zs ( ) [{0}, ( )] 0,y n T f n    0n n  

就称该系统为离散因果系统，否则称其为离散非因果系统。 
设系统的激励 ( ) ( )f n n ，显然在 0n  时 ( ) 0f n  ，这时系统的零状态响应即为单位序列响

应 ( )h n 。若系统是因果的，则必有： 

( ) 0h n  ， 0n   

对任意激励 ( )f n ，系统的零状态响应 zs ( )y n 等于单位序列响应 ( )h n 与激励 ( )f n 的卷积和，即： 

zs ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

y n h n f n h i f n i


   
∞

∞

 

考虑到若 0i  时， ( ) 0h i  ，且 0n i  即 i n 时， ( ) 0f n i  ，则上式可写为：  
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zs
0

( ) ( ) ( )
n

i

y n h i f n i


   

即当 0n  时， zs ( ) 0y n  。 

所以，离散因果系统的充要条件是单位序列响应满足： 
( ) 0, 0h n n                            （11.2-10） 

根据 z 变换的定义，如果 ( )h n 满足式（11.2-10），则系统函数 ( )H z 的收敛域为半径等于 0 的

圆外区域。换言之， ( )H z 的极点都在收敛圆 0z  的内部。 

也就是说，离散因果系统的充要条件也可等价表示为系统函数 ( )H z 的收敛域： 

0z                               （11.2-11） 

11.2.4  系统的稳定性 

如前所述，若对任意的有界输入，其零状态响应也是有界的，则称该系统是有界输入有界输

出稳定系统，简称稳定系统。对于离散系统来说，其含义为：设 ,f yK K 为正实常数，如果系统对

于所有的激励： 
| ( ) | ff n K≤  

其零状态响应满足： 

zs| ( ) | yy n K≤  

则称该系统是稳定的。 
对于任意的满足 | ( ) | ff n K≤ 的激励 ( )f n ，考虑到系统的零状态响应等于系统的单位序列响应

与激励的卷积和，因此，系统的零状态响应的绝对值为： 

zs ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f
i i i

y n h i f n i h i f n i K h i
  

     
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

≤ ≤  

如果 ( )h n 是绝对可和的，即： 

| ( ) |
n

h n K


∞

∞

≤  

式中，K 为正实常数。则系统的零状态响应满足： 

zs| ( ) | fy n K K≤  

即对任意有界输入 ( )f n ，系统的零状态响应均有界，这说明 ( )h n 绝对可和是离散系统稳定的充分

条件。 

若： 
1, ( ) 0

( ) 0, ( ) 0

1, ( ) 0

h n

f n h n

h n

 
  
 

 

则： 
( ), ( ) 0

( ) ( ) 0, ( ) 0 ( )

( ), ( ) 0

h n h n

h n f n h n h n

h n h n

 
   
 

 

由于 zs ( ) ( ) ( )
i

y n h i f n i


 
∞

∞

，令 0n  ，有： 



 

·307· 

zs (0) ( ) ( ) ( )
i i

y h i f i h i
 

   
∞ ∞

∞ ∞

 

上式表明，如果 ( )
i

h i


∞

∞

无界，则至少 zs (0)y 无界。因此 ( )h n 绝对可和也是离散系统稳定的必要条

件。 

因此，离散系统是稳定系统的充要条件是： 

| ( ) |
k

h n K


∞

∞

≤                         （11.2-12） 

式中，K 为正实常数。即若系统的单位序列响应是绝对可和的，则该系统是稳定的，反之亦反。 

在系统函数与时域响应一节中分析了 LTI 离散因果系统稳定的充要条件是系统函数的极点全

部在单位圆内，由于离散因果系统的系统函数的收敛域为收敛半径的圆外区域，所以其实质就是

系统函数的收敛域包含单位圆。按照相同的思路，利用双边 z 变换，可以得出 LTI 离散反因果系

统稳定的充要条件是系统函数的极点全部在单位圆外，其实质仍然是系统的收敛域包含单位圆。

因此，在 z 域中，离散系统是稳定系统的充要条件是：系统函数 H(z)的收敛域包含单位圆。 

如果 LTI 离散系统是因果的，显然系统稳定的充要条件可简化为： 

0

| ( ) |
n

h n K


∞

≤                        （11.2-13） 

下面不加证明给出因果且稳定的 LTI 离散系统的充要条件。对于既是稳定的又是因果的 LTI

离散系统，其系统函数 H(z)的极点都在 z 平面的单位圆内。其逆也成立，即若 H(z)的极点均在单

位圆内，则该系统必是既稳定又因果的 LTI 离散系统。 
类似于连续系统，对有些系统来说，上述使用系统函数 ( )H z 的极点位置判断系统的稳定性是

无效时。实际上，只有系统既是可观测的又是可控制的，用描述输出与输入关系的系统函数研究

系统的稳定性才是有效的。 

例 11.2-4  图 11.2-4 为某 LTI 离散因果系统的 z 域框图，为使

系统稳定，求常数 a 的取值范围。 

解：设最靠近系统输入端的延迟单元的输入为 X(z)，根据两个

加法器可列写如下方程： 
1( ) ( ) ( )X z F z az X z   
1( ) 2 ( ) ( )Y z X z z X z   

整理得： 
1( ) (1 ) ( )F z az X z   

1( ) (2 ) ( )Y z z X z   

根据系统函数的定义，可得： 
1

1

( ) 2 2 1
( )

( ) 1

Y z z z
H z

F z az z a





 
  

 
 

由于系统是因果的，故为使系统稳定，H(z)的极点必须在单位圆内。所以，常数 a 的取值范

围应为 1a  。 

例 11.2-5  已知某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 1.5 ( 1) ( 2) ( 1)y n y n y n f n       

试求： 
1）若为因果系统，求 ( )h n ，并判断是否稳定。 

 

图 11.2-4  离散因果系统框图 
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2）若为稳定系统，求 ( )h n 。 

解：对差分方程求零状态条件下的单边 z 变换，得： 
1 2 1

zs zs zs( ) 1.5 ( ) ( ) ( )Y z z Y z z Y z z F z      

故系统函数为： 
1

1 2 2

0.4 0.4
( )

1 1.5 1.5 1 ( 0.5)( 2) 0.5 2

z z z z z
H z

z z z z z z z z






    

       
 

1）若为因果系统，则其收敛域为半径是 0 2  的圆外区域，即|z|>2。所以，根据系统函数的

收敛域求 ( )H z 的逆 z 变换可得单位序列响应为： 

( ) 0.4[0.5 ( 2) ] ( )n nh n u n    

对于因果离散系统来说，其稳定的充要条件是系统函数 ( )H z 的极点均在单位圆内，显然 ( )H z

的极点 2p   并不在单位圆内，故该系统不稳定。 

2）若为稳定系统，则要求收敛域包含单位圆，因此，系统函数 ( )H z 的收敛域为 0.5 2z  。

根据系统函数的收敛域求 ( )H z 的逆 z 变换可得单位序列响应为： 

( ) 0.4 (0.5) ( ) 0.4 ( 2) ( 1)n nh n u n u n        

练习题 

11.2-1  画出下列滤波器的幅度频谱图，并说明滤波器类型。 

1） ( ) ( ) ( 2)h n n n              2）
2

( )
0.5

z
H z

z





 

11.2-2  检验下列系统的因果性和稳定性。 

1） ( ) , 0.5
0.5

z
H z z

z
 


      2） ( ) , 2

2

z
H z z

z
 


 

3） ( ) , 2
2

z
H z z

z
 


          4） ( ) , 0.5 2

( 0.5)( 2)

z
H z z

z z
  

 
 

11.3  LTI 离散系统的信号流图与结构 

本节内容与连续系统相关内容极为类似，因此，读者可将本部分内容与第 9 章的相关内容对

比学习，以期提高学习效率。 

11.3.1  信号流图 

对于离散系统，z 域框图可以通过系统函数 ( )H z 表征系统的激励和响应之间的关系。图 11.3-1

（a）所示的框图表征了激励与零状态响应的关系，根据式（6.2-12），可知其输出为： 
( ) ( ) ( )Y z H z F z                         （11.3-1） 

 

图 11.3-1  信号流图表示法 

所谓信号流图，就是用一些点和有向线段来描述系统各变量间因果关系的图形，它是一种加

权的有向图。如图 11.3-1（a）所示的 z 域框图可用一个由输入指向输出的有向线段表示，如图 11.3-1
（b）所示。它的起始点标记为 ( )F z ，终点标记为 ( )Y z 。系统函数 ( )H z 标记在线段的一侧，其输
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出如式（11.3-1）所示。 

信号流图中涉及的常用术语、信号流图的线性性质及化简规则可参考 9.5.1 相关内容，在此不

再赘述。 

在离散系统中，信号流图和系统函数之间的转换仍然是利用梅森公式完成的，其具体使用方

法与连续系统中梅森公式的使用方法极为类似。下面通过例题说明如何由离散系统的信号流图列

写系统函数，至于由离散系统的系统函数构造信号流图的问题将在下一节进行介绍。 
例 11.3-1  利用梅森公式求图 11.3-2 所示离散系统的系统函数 ( )H z 。 

 

图 11.3-2  信号流图 

解：1）找出所有前向通路 

前向通路①： 1 2 5( ) ( )F z x x x Y z→ → → → ，其前向通路增益为 1
1 2p z ； 

前向通路②： 1 2 3 4 5( ) ( )F z x x x x x Y z→ → → → → → ，其前向通路增益为 3
2p z  。 

2）找出所有回路 

回路①： 1 2 5 1x x x x→ → → ，其回路增益为 1
1 12L z  ； 

回路②： 1 2 3 4 5 1x x x x x x→ → → → → ，其回路增益为 3
2 6L z ； 

回路③： 3 4 3x x x→ → ，其回路增益为 1
3 4L z  。 

3）求特征行列式 

系统只有一对两两互不接触的回路（回路①和回路③），其回路增益乘积为 2
1 3 48L L z ，没

有三个及以上互不接触的回路，所以特征行列式为： 
1 3 1 21 ( 12 6 4 ) 48z z z z           

4）求各前向通路特征行列式的余因子 

不与前向通路①相接触的回路③的增益为 1
3 4L z  ，所以， 1

1 1 4z   ； 

由于各回路都与前向通路②相接触，所以， 2 1  。 

5）利用梅森公式求解系统函数 

将上述参数代入式（9.5-2），得系统函数为： 
1 1 3 22

1 3 1 2 3 2
1

1 2 (1 4 ) ( ) 1 2 8 1
( )

1 ( 12 6 4 ) 48 16 48 6i i
i

z z z z z
H z p

z z z z z z z




  

   


     
  

         

11.3.2  系统结构 

类似于连续系统，离散系统的实现也有三种形式：直接实现、级联实现和并联实现，下面分

别加以讨论。 

1．直接实现 

首先以二阶系统为例介绍如何将系统函数转化为信号流图，即如何实现系统的模拟。 

设二阶系统的系统函数为： 
2

2 1 0
2

1 0

( )
b z b z b

H z
z a z a

 


 
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由于 z 域的信号流图（或框图）中以 1z 表示时域差分，因此，首先需要将系统函数的分子、

分母同乘以 2z ，以将其变为 z 的负指数多项式的形式，即上式可写为： 
1 2

2 1 0
1 2

1 0

( )
1

b b z b z
H z

a z a z

 

 

 


 
 

根据式（9.5-2），系统函数的分母必须改写为
, , ,

1 j m n p q r
j m n p q r

L L L L L L      的形式。假设

各回路均与各前向通路相接触，上式改写为： 
1 2

2 1 0
1 2

1 0

( )
1 ( )

b b z b z
H z

a z a z

 

 

 


  
 

根据梅森公式，上式的分母可看作是特征行列式，括号内表示有两个互相接触的回路，其

增益分别为 1
1a z 和 2

0a z ；分子表示三条前向通路，其增益分别为 2b 、 1
1b z 和 2

0b z ，并且不与

各前向通路相接触的子图的特征行列式 1( 1, 2, 3)i i   ，也就是说，信号流图中的两个回路都与

各前向通路相接触。这样就可得到图 11.3-3（a）和（b）所示的两种信号流图。其相应的 z 域框

图如图 11.3-3（c）和（d）所示。实际上，如果将图 11.3-3（a）中所有支路的信号传输方向反转，

并把源点与汇点对调，就得到图 11.3-3（b），反之亦然。信号流图的这种变换可称之为转置。于

是可以得出结论：信号流图转置以后，其转移函数即系统函数保持不变。 

 

图 11.3-3  二阶系统的信号流图与框图 

下面将上述分析方法推广到一般形式。如有系统函数（式中m k≤ )： 
1

1 1 0
1

1 1 0

( )
m m

m m
k k

k

b z b z b z b
H z

z a z a z a







   


   



 

则实现直接形式系统模拟的步骤如下： 

① 将系统函数的分子、分母同乘以 kz ，以将其变为 z 的负指数多项式的形式，即变为： 
( ) ( 1) ( 1)

1 1 0
1 ( 1)

1 1 0

( )
1

k m k m k k
m m

k k
k

b z b z b z b z
H z

a z a z a z

       

   



   


   



 

② 确保系统函数分母位置的第一个因式为 1； 

③ 将系统函数的分母写为1 j
j

L 的形式，即： 

( ) ( 1) ( 1)
1 1 0

1 ( 1)
1 1 0

( )
1 ( )

k m k m k k
m m

k k
k

b z b z b z b z
H z

a z a z a z

       


   


   


    



 

④ 按照系统函数分子多项式的各因式画出 m+l 条前向通路，按照系统函数分母多项式中括号
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内的各因式画出 k 条相接触的回路，即完成了系统的直接模拟。 

例 11.3-2  某 LTI 离散系统的系统函数为 

3 2

3 6
( )

2 16 38 24

z
H z

z z z




  
 

用直接形式模拟此系统。 

解：首先将系统函数的分子、分母同乘以 3z ，得： 
2 3

1 2 3

3 6
( )

2 16 38 24

z z
H z

z z z

 

  




  
 

然后，将系统函数分子、分母同除以 2，以确保系统函数分母位置的第一个因式为 1： 

2 3

1 2 3

3
3

2( )
1 8 19 12

z z
H z

z z z

 

  




  
 

再将系统函数的分母写为1 j
j

L 的形式，即： 

2 3

1 2 3

3
3

2( )
1 ( 8 19 12 )

z z
H z

z z z

 

  




   
 

按照系统函数分子多项式的各因式画出两条前向通路，按照系统函数分母多项式中括号内的

各因式画出三条相接触的回路，即可画出如图 11.3-4（a）所示的信号流图，将其进行转置即得如

图 11.3-4（b）所示的信号流图，其相应的框图如图 11.3-4（c）和（d）所示。 

 

图 11.3-4  系统直接实现 

2．级联实现 

在时域中，子系统级联时，总系统的单位序列响应等于各子系统单位序列响应的卷积和。在

z 域中，子系统级联时，总系统的系统函数等于各子系统系统函数的乘积。因此，级联实现是将

系统函数 H(z)分解为几个较简单的子系统系统函数的乘积，即： 

1 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

k i
i

H z H z H z H z H z


                （11.3-2） 

其框图如图 11.3-5 所示，其中每一个子系统 ( )iH z 均可用直接形式实现。 
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图 11.3-5  系统的级联实现 

级联实现时，需要将 H(z)的分子和分母多项式分解为因式乘积的形式，并且要保证这些因式

的系数必须是实数。与连续系统类似，即将系统函数分解为若干个一阶节和（或）二阶节相乘的

形式，一阶节和二阶节的函数形式分别为： 
1

1 0
1

0

( )
1

i i
i

i

b b z
H z

a z









                         （11.3-3） 

1 2
2 1 0

1 2
1 0

( )
1

i i i
i

i i

b b z b z
H z

a z a z

 

 

 


 
                     （11.3-4） 

其信号流图和框图如图 11.3-6 所示。 

 

图 11.3-6  子系统的结构 

由此可知，实现级联形式系统模拟的步骤如下： 

① 将系统函数的分子、分母多项式分解为实系数的子系统系统函数（一阶节、二阶节）相乘

的形式； 

② 将子系统系统函数（一阶节、二阶节）的分子、分母同乘以 1z 或 2z ，以将其变为 z 的负

指数多项式的形式，即： 
1

1 0
1

0

( )
1

i i
i

i

b b z
H z

a z









，

1 2
2 1 0

1 2
1 0

( )
1

i i i
i

i i

b b z b z
H z

a z a z

 

 

 


 
 

③ 确保子系统系统函数分母位置的第一个因式为 1； 

④ 将子系统系统函数的分母写为1 j
j

L 的形式，即： 

1
1 0

1
0

( )
1 ( )

i i
i

i

b b z
H z

a z








 
，

1 2
2 1 0

1 2
1 0

( )
1 ( )

i i i
i

i i

b b z b z
H z

a z a z

 

 

 


  
 

⑤ 按照子系统系统函数分子多项式的各因式画出各前向通路、分母多项式中括号内的各因式

画出相接触的各条回路，并将子系统的信号流图进行级联，即完成了系统的级联模拟。 

之所以将系统进行级联实现，是因为级联实现调试比较方便。当调节某子系统的参数时，只

改变该子系统的零点或极点位置，对其余子系统的零、极点位置没有影响，而若采用直接形式实
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现，则当调节某个参数时，所有零点和极点的位置都将变动。实际上，并联实现同样有利于系统

调试。 

例 11.3-3  某 LTI 离散系统的系统函数为 

3 2

2 6
( )

4 7 6

z
H z

z z z




  
 

用级联形式模拟此系统。 

解：系统函数的零点为 3   ，极点为 1 2,32, 1 j 2p p     ，显然存在共轭复极点，故可

将其分解为一阶节和二阶节相乘的形式： 

1 2 2

2( 3)
( ) ( ) ( )

( 2)( 2 3)

z
H z H z H z

z z z


 

  
 

只要子系统的系统函数 1( )H z 和 2 ( )H z 相乘的结果等于总系统的系统函数 ( )H z 即可，因此，

子系统的系统函数存在多种形式，如没有特殊要求，则可任选一种子系统的组合进行系统的级联

实现。故可令： 

1

2
( )

2
H z

z



， 2 2

3
( )

2 3

z
H z

z z




 
 

将 1( )H z 的分子、分母乘以 1z ， 2 ( )H z 的分子、分母乘以 2z ，以将其变为 z 的负指数多项式

的形式，并确保系统函数分母位置的第一个因式为 1，即变为： 
1

1 1

2
( )

1 2

z
H z

z






，
1 2

2 1 2

3
( )

1 2 3

z z
H z

z z

 

 




 
 

将子系统系统函数的分母写为1 j
j

L 的形式，即： 

1

1 1

2
( )

1 ( 2 )

z
H z

z




 

，
1 2

2 1 2

3
( )

1 ( 2 3 )

z z
H z

z z

 

 




  
 

画出子系统的信号流图并级联即可得到如图 11.3-7（a）所示的系统信号流图，其中，两个子

系统由虚框加以标注，框图如图 11.3-7（b）所示。 

 

图 11.3-7  系统级联实现 

3．并联实现 

在时域中，子系统并联时，总系统的单位序列响应等于各子系统单位序列响应之和。在 z 域

中，子系统并联时，总系统的系统函数等于各子系统的系统函数之和。因此，并联实现是将系统

函数 H(z)分解为几个较简单的子系统系统函数之和的形式，即： 

1 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

k i
i

H z H z H z H z H z


         （11.3-5） 

其框图如图 11.3-8 所示，其中每一个子系统 ( )iH z 均可用直接形

式实现。 

并联实现时，可按照级联实现的方式，将各子系统的系统函数表
 

图 11.3-8  系统的并联实现 
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示为一阶节和二阶节的形式，然后将各子系统的系统函数求和即可。实现并联形式系统模拟的步

骤如下： 

① 利用部分分式展开法将系统函数分解为子系统系统函数（一阶节、二阶节）求和的形式； 

② 将子系统系统函数（一阶节、二阶节）的分子、分母同乘以 1z 或 2z ，以将其变为 z 的负

指数多项式的形式，即变为： 
1

1 0
1

0

( )
1

i i
i

i

b b z
H z

a z









，

1 2
2 1 0

1 2
1 0

( )
1

i i i
i

i i

b b z b z
H z

a z a z

 

 

 


 
 

③ 确保子系统系统函数分母位置的第一个因式为 1； 

④ 将子系统系统函数的分母写为1 j
j

L 的形式，即： 

1
1 0

1
0

( )
1 ( )

i i
i

i

b b z
H z

a z








 
，

1 2
2 1 0

1 2
1 0

( )
1 ( )

i i i
i

i i

b b z b z
H z

a z a z

 

 

 


  
 

⑤ 按照子系统系统函数分子多项式的各因式画出各条前向通路、分母多项式中括号内的各因

式画出相接触各条回路，并将子系统的信号流图进行并联，即完成了系统的并联模拟。 

例 11.3-4  某 LTI 离散系统的系统函数为 

3 2

2 6
( )

4 7 6

z
H z

z z z




  
 

用并联形式模拟此系统。 

解：由例 11.3-3 可知： 

2

2( 3)
( )

( 2)( 2 3)

z
H z

z z z




  
 

故其极点为 1 2,32, 1 j 2p p     ，根据部分分式展开法，得： 

1 22

2 1 j2 2 1 j2 2 2 2
2

3 3 3 3 3( ) ( ) ( )
2 2 2 31 j 2 1 j 2

z
H z H z H z

z z z zz z

   
 

      
      

 

令： 

1

2
3( )

2
H z

z



， 2 2

2
2

3( )
2 3

z
H z

z z

 


 
 

将 1( )H z 的分子、分母乘以 1z ， 2 ( )H z 的分子、分母乘以 2z ，以将其变为 z 的负指数多项式

的形式，并确保系统函数分母位置的第一个因式为 1，即变为： 

1

1 1

2
3( )

1 2

z
H z

z






，

1 2

2 1 2

2
2

3( )
1 2 3

z z
H z

z z

 

 

 


 
 

将子系统系统函数的分母写为1 j
j

L 的形式，即： 

1

1 1

2
3( )

1 ( 2 )

z
H z

z




 

，

1 2

2 1 2

2
2

3( )
1 ( 2 3 )

z z
H z

z z

 

 

 


  
 

画出子系统的信号流图并将其并联即可得到如图 11.3-9（a）所示的系统信号流图，其中，两

个子系统由虚框加以标注，框图如图 11.3-9（b）所示。 
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图 11.3-9  系统并联实现 

练习题 

11.3-1  描述系统的信号流图如题图 11.3-1 所示，求该系统的系

统函数。 

11.3-2  描述某离散系统的差分方程为 
1 1 1

( ) ( 1) ( 2) ( 3) 2 ( ) 2 ( 2)
2 4 8

y n y n y n y n f n f n          

用并联和级联形式的信号流图描述该系统。 

11.4  本 章 小 结 

本章主要介绍了 LTI 离散系统的 z 域分析、系统特性、信号流图和系统结构等内容。差分方

程的变换解、系统因果性和稳定性的判定及信号流图均需读者认真加以揣摩。 

具体来讲，本章主要介绍了： 

① LTI 离散系统的 z 域解。读者应能够理解并掌握利用 z 变换将时域中的差分方程转换为 z

域中的代数方程，并通过逆 z 变换求解系统的零输入响应、零状态响应和全响应的方法。 

② 系统函数。重点是掌握系统函数和单位序列响应的关系，并深刻理解决定系统函数的因素，

同时能够利用其求解系统的零状态响应。 

③ 系统特性。重点是掌握系统函数的零、极点分布与系统时域响应和频域响应的关系，同时，

读者还要能够根据系统函数判断系统的因果性和稳定性，并注意利用系统函数判断系统稳定性的

局限性。 

④ 信号流图和系统结构。重点是理解梅森公式并掌握系统函数和信号流图之间的转换，同时

掌握系统的三种基本模拟结构。 

本章的主要知识脉络如图 11.4-1 所示。 

 

图 11.4-1  本章知识脉络示意图 

 

题图 11.3-1  系统的信号流图 
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练习题答案 

11.1-1  零输入响应 zi ( ) ( )y n u n ，零状态响应 zs ( ) ( )y n nu n 。模拟框图如下图所示。 

 

11.1-2  
5 1 3 1

( ) ( )
2 2 2 2

n n

h n u n
          

     
，

1 1
1 1

( ) 4 5 ( )
2 2

n n

g n u n
            

     
。 

11.2-1  1）幅度频谱略，带通滤波器；    2）幅度频谱略，全通滤波器。 

11.2-2  1）因果、稳定    2）因果、不稳定    3）非因果、稳定    4）非因果、稳定 

11.3-1  
2

2

2 8
( )

3 5

z z
H z

z z

 


 
  

11.3-2  级联：         并联： 

       

本 章 习 题 

11.1  描述某 LTI 离散因果系统的差分方程为 
( ) ( 1) ( )y n y n f n    

1）求系统函数和系统单位序列响应，并说明系统的稳定性； 
2）若系统的初始状态为零，激励 ( ) 10 ( )f n u n ，求系统的响应。 

11.2  现有某 LTI 离散系统，若 

a）激励为 ( ) ( 2) ,nf n n    ∞ ∞，则系统的零状态响应为 zs ( ) 0,y n n   ∞ ∞  

b）激励为 ( ) 2 ,nf n n   ∞ ∞，则系统的零状态响应为 zs ( ) ( ) 4 ( )ny n n a u n     

式中，a 为常数。 

求：1）常数 a； 
2）若系统激励为 ( ) 1,f n n   ∞ ∞，求系统的零状态响应。 

11.3  对滤波器： 

( )
0.5

z a
H z A

z a





 

若输入为 ( )u n ，它的稳态响应为 1；若输入为 cos n ，它的稳态响应为 0；求 A 和 a的值。 

11.4  某 LTI 离散系统的系统函数为 
2

2

1
( )

0.5 ( 1)

z
H z

z z k




  
 

为使系统稳定，常数 k 应该满足什么条件？ 
11.5  关于一个单位序列响应为 ( )h n ，系统函数为 ( )H z 的 LTI 离散系统，已知以下 5 个条件： 

a） ( )h n 是实序列；        b） ( )h n 是右边序列； 
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c） lim ( ) 1
z

H z 
→∞

；          d） ( )H z 有两个零点； 

e） ( )H z 的极点中有一个位于
3

4
z  圆上的一个非实数位置。 

试判断： 

1）系统是因果的吗? 

2）系统是稳定的吗? 

11.6  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
10

( 1) ( ) ( 1) ( )
3

y n y n y n f n      

已知该系统是稳定的，求系统的单位序列响应。 

11.7  已知 LTI 离散系统的单位序列响应
0

1 1 1 1 1 1
( ) 1 ,1, , , , , , ,

2 2 4 4 8 8
n

h n


 
  
 


↑

，列写描述该系统的

差分方程。 

11.8  已知 LTI 离散系统差分方程为 
3

( ) ( 1) ( 2) ( 1)
4

y n y n y n f n       

求： 
1）系统函数 ( )H z ； 

2）系统的单位序列响应 ( )h n 的三种选择； 

3）对每一种 ( )h n 讨论系统是否稳定，是否因果。 

11.9  某数字滤波器结构如题图 11.1 所示。 
1）求系统函数 ( )H z ，并标明收敛域； 

2）k 为何值时，系统稳定？ 

11.10  证明系统
1 2

2 1
1 2

1 2

( )
1

b b z z
H z

b z b z

 

 

 


 
为二阶全通离散系统。 

11.11  某 LTI 离散系统的差分方程为 
( ) 0.4 ( 1) 0.32 ( 2) 4 ( ) 2 ( 1)y n y n y n f n f n        

求
π

( ) 10cos
2

f n n
   
 

时的正弦稳态响应。 

11.12  某 LTI 离散系统的系统函数为 ( )H z ，阶跃响应为 ( )g n 。证明：如果系统是稳定的，

则有 ( ) (1)g H∞ 。 

11.13  现有题图 11.2 所示 LTI 离散系统，已知其系统函数的零点为 1 21 2   ， ，极点为

1 0.8p   ， 2 0.5p  。求系数 0a 、 1a 、 0b 和 1b 。 

              

题图 11.1  数字滤波器结构图                  题图 11.2  系统框图 
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第 12 章  系统的状态变量分析 

【内容提要】 

前面各章讨论的系统分析方法着眼于激励与响应的关系，属于输入输出法或外部法。这种方

法用于处理简单的单输入单输出系统非常方便，但对于多输入多输出系统则显得不太适用。另外，

输入输出法无法描述系统内部各部分的工作情况，因此无法对系统进行全面的描述。 

本章介绍的状态变量分析法不仅适用于单输入单输出系统，还适用于多输入多输出系统，它

既可以描述系统的外部特性，也可以描述系统的内部特性，而且能够被推广到时变系统和非线性

系统的分析中。读者需要重点掌握状态及状态方程的基本概念、系统状态方程的建立和求解等内

容。 

【重点难点】 

★ 由电路建立状态方程 

★ 由输入输出方程建立状态方程 

★ 连续系统状态方程的 s 域解法 

★ 离散系统状态方程的 z 域解法 

12.1  系统状态变量描述法 

12.1.1  状态与状态变量 

首先从一个简单的实例给出状态变量的初步概念。 

对于图 12.1-1 所示的串联谐振电路，如果只考虑激励与电容

两端电压之间的关系，这种研究系统的方法通常称为外部法或输

入输出法。如果不仅希望了解电容上的电压 C ( )u t ，还希望知道

电感中电流 L ( )i t 的变化情况，这时可以列写方程： 

L L C

C L

d
( ) ( ) ( ) ( )

d
1

( ) ( )d

Ri t L i t u t f t
t

u t i t t
C

   

 
 

 

整理得： 

L L C

C L

d 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

d
d 1

( ) ( )
d

R
i t i t u t f t

t L L L

u t i t
t C

    

 


 

上式是以 L ( )i t 和 C ( )u t 为变量的一阶微分方程组，只要知道电路中 L ( )i t 和 C ( )u t 的初始值以及系统

激励 ( )f t ，就可以确定电路的全部行为。这样描述系统的方法称为系统的状态变量分析法或状态

空间分析法，也称为内部法。式中的 L ( )i t 和 C ( )u t 即为串联谐振电路的状态变量，该方程组即为状

态方程。 

在状态变量分析法中，状态方程以矢量和矩阵的形式表示，于是上式可写为： 

图 12.1-1  串联谐振电路 
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 
L

L

C C

1d ( )
1

( )d ( )
d ( ) ( )1 00

d

Ri t
i tL Lt f tLu t u t

t C

                              

 

电路的输出信号可能由多个状态变量以及输入信号的作用组合而成，于是还需要列写“输出

方程”。对于图 12.1-1 所示电路，若以 ( )y t 表示输出信号，则输出方程可写为： 

L

C

( )
( ) [0 1]

( )
i t

y t
u t
    

 

当系统的阶次较高因而状态变量数目较多或系统具有多输入多输出信号时，描述系统的方程

形式仍如上面两式，只是矢量或矩阵的维数有所增加。 

下面给出系统状态变量分析法中的几个基本概念。 
状态：一个动态系统的状态是指表示系统的一组最少变量（被称为状态变量），只要知道 0t t

时这组变量的值和 0t t≥ 时的输入，就能完全确定系统在 0t t≥ 的任何时刻的输出。 

状态变量：能够表示系统状态的变量集称为状态变量。一般用 1 2( ) ( ) ( )nx t ,x t , ,x t 这样一组变

量集表示系统的状态变量。 

状态方程：状态变量的方程称为状态方程，它是用状态变量和激励表示的一组独立的一阶微

分方程。 

输出方程：是由状态变量和激励来表示各个输出的方程组，它是代数方程组。 
状态向（矢）量：设一个系统有 n 个状态变量 1 2( ) ( ) ( )nx t ,x t , ,x t ，用这 n 个状态变量作分量

构成向量 ( )tx ，就称之为该系统的状态向（矢）量。 

状态空间：状态向量的所有可能值的集合称为状态向量所在的空间，简称状态空间。 

状态轨迹：在状态空间中，状态向量端点随时间变化的路径称为状态轨迹。 

动态方程：状态方程和输出方程总称为动态方程或系统方程。 

用状态变量法分析系统的优点在于： 

① 便于研究系统内部的一些物理量在信号转换过程中的变化，这些物理量可以用状态向量的

一个分量表现出来，从而便于研究其变化规律。 

② 状态变量分析法与系统的复杂程度没有关系，复杂系统和简单系统的数学模型形式相似，

都表示为一些状态变量的线性组合，这种以向量和矩阵表示的数学模型特别适用于描述多输入多

输出系统。 

③ 状态变量分析法既适用于连续系统也适用于离散系统，只不过在分析离散系统时改用一阶

差分方程组来代替连续系统中的一阶微分方程组。 

④ 状态方程的主要参数鲜明地表征了系统的关键性能。以系统状态变量参数为基础引出的系

统可控制性和可观测性两个概念对于揭示系统内在特性具有重要意义，在控制系统分析与设计（如

最优控制和最优估计）中得到广泛应用。此外，利用状态方程分析系统的稳定性也比较方便。 

⑤ 由于状态方程就是一阶微分方程组或一阶差分方程组，因而便于采用数值解法，为使用计

算机分析系统提供了有效的途径。 

12.1.2  动态方程的一般形式 

一般地，假设一个动态线性时不变连续系统有 k 个状态变量 1( )x t ， 2 ( )x t ，， ( )kx t ，有 m

个激励源 1( )f t ， 2 ( )f t ，， ( )mf t ，r 个输出 1( )y t ， 2 ( )y t ，， ( )ry t ，则系统的状态方程矩阵

形式表示为： 
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11 12 1 11 12 1
1 1 1

21 22 2 21 22 22 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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 
 

       
  

k m

k m

k k m
k k kk k k km

a a a b b bx t x t f t
a a a b b bx t x t f t

x t x t f ta a a b b b

        （12.1-1） 

上式简记为： 
( ) ( ) ( )t t t x Ax Bf                       （12.1-2） 

式中， ( )tx 为状态矢量； ( ) tx 称为状态矢量的微分，它定义为对矢量中各个元素的微分； ( )tf 称

为激励矢量；A和 B分别为 k k 维和 k m 维矩阵。对于非时变系统而言，A和 B的各个元素都

是常数。 

输出方程矩阵形式为： 

11 12 1 11 12 1
1 11

21 22 2 21 22 22 22

1 2 1 2

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

                                                 

 

 

       

 

k m

k m

k mr
r r rk r r rm

c c c d d dx t f ty t
c c c d d dx t f ty t

x t f ty t c c c d d d

       （12.1-3） 

上式简记为： 
( ) ( ) ( )t t t y Cx Df                       （12.1-4） 

式中， ( )ty 为输出矢量，C和 D分别为 r k 维和 r m 维矩阵。对于非时变系统而言，C和 D的

各个元素都是常数。 

将式（12.1-2）和式（12.1-4）合起来，就构成了一组描述系统的动态方程。正如输入输出分

析法中任何 k 阶系统都可以用通用形式的 k 阶微分方程来描述一样，在状态变量分析法中，任何

具有 m 个输入和 r 个输出的 k 阶系统，都可以用变量描述多维矢量的一阶微分方程和一次代数方

程。这样就把不同系统的描述，归入了一种统一的标准形式，便于计算机求解。 

与上述数学表达式相对应，可画出如图 12.1-2 所示的系统状态方程和输出方程的结构示意图。 

 

图 12.1-2  状态变量描述的结构图 

观察状态方程与输出方程，可以看到状态变量的选择具有这样的特征： 

① 每一状态变量的导数是所有状态变量和激励信号的函数； 

② 每一微分方程中只包含一个状态变量对时间的导数； 

③ 输出信号是状态变量和激励信号的函数。通常选择动态元件的输出作为状态变量，在连续

系统中选择积分器的输出作为状态变量。 

离散系统是用差分方程描述的，选择适当的状态变量把差分方程转化为关于状态变量的一阶

差分方程组，这个差分方程组就是该系统的状态方程。对于一个有 m 个输入，r 个输出的 k 阶离

散系统，其状态方程的一般形式是： 

11 12 1 11 12 1
1 1 1

21 22 2 21 22 22 2 2

1 2 1 2

( 1) ( ) ( )
( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )

k m

k m

k k m
k k kk k k km

a a a b b bx n x n f n
a a a b b bx n x n f n

x n x n f na a a b b b

                                                  

 

 

       

 

       （12.1-5） 
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输出方程为： 

11 12 1 11 12 1
1 11
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1 2 1 2
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      （12.1-6） 

如果定义矢量： 
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( 1)
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x n

n
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 
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 
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
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2
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( )r

y n
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n
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 
 

  
 
  


y ，

1

2
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( )m

f n
f n

n

f n

 
 

  
 
  


f  

则离散系统的状态方程和输出方程可简记为： 
( 1) ( ) ( )n n n  x Ax Bf                      （12.1-7） 

( ) ( ) ( )n n n y Cx Df                        （12.1-8） 

上述二式中，A、B、C、D 矩阵的形式和含义与连续系统中相似，这里不再赘述。可见，离

散系统与连续系统的状态方程和输出方程的形式极为类似，只不过其中的状态方程是由一系列的

一阶差分方程构成的。 

需要指出的是，对于线性时变系统来说，向量矩阵 A、B、C、D不再为常数，而是关于时间

的函数。 

12.2  连续系统状态方程的建立与求解 

建立给定系统状态方程的方法很多，这些方法大体可分为直接法和间接法两种。其中，直接

法主要是指由电路图直接建立状态方程，该方法主要应用于电路分析、电网络（如滤波器）的计

算机辅助设计；间接法包括由输入输出方程建立状态方程、由系统框图（或信号流图）建立状态

方程以及由系统函数建立状态方程等，该方法常见于控制系统研究中。 

12.2.1  由电路图直接建立状态方程 

对于给定的电路网络，在建立状态方程之前，首先要选取状态变量。电系统的变量一般选取

系统中元器件的电流或电压等物理量。由于状态方程中会出现状态变量的导数，所以选取的状态

变量的导数最好具有明确的物理意义，这样便于列写状态方程。在电系统中，由于电容电压 C ( )u t

和电感电流 L ( )i t 这两个物理量的导数具有明确的物理意义，故通常选取二者作为状态变量。 

电感电流的导数与电感电压有关，即： 

L L

d
( ) ( )

d
u t L i t

t
  

而电容电压的导数与电容电流有关，即： 

C C

d
( ) ( )

d
i t C u t

t
  

选用这些物理量作为状态变量无疑会给状态方程的建立带来方便。 

建立电系统的状态方程，就要根据电路列出各个状态的一阶微分方程。如果状态变量是电感

上的电流，为使状态方程中含有其一阶导数，可对含有该电感的回路列写 KVL 方程；如果状态变

量是电容上的电压，为使状态方程中含有其一阶导数，可对接有该电容的节点列写 KCL 方程。列

写出状态方程后，经化简消去一些不需要的变量，只留下状态变量和激励信号，经整理得到最终
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的状态方程。这里需要指出，建立电系统的状态方程时所选的状态变量必须是独立的（线性无关

的）。 

用状态变量法对电系统进行描述的最后一个步骤就是建立输出方程，由于系统中所有的输出

响应或者系统内部需要知道的某些量都可以直接由状态变量和激励表示，所以已知电感电流和电

容电压，要得到输出方程并不困难，这里不再赘述。 
例 12.2-1  以电阻 1R 上的电压 R1u 和电阻 2R 上的电流 R 2i 为输出，列写图 12.2-1 所示电路的状

态方程和输出方程。 

 

图 12.2-1  电路图 

解：第一步，选电感中电流和电容两端电压为状态变量，则有 1 L( ) ( )x t i t ， 2 C( ) ( )x t u t 。 

第二步，列写左网孔 KVL 方程及节点 a 的 KCL 方程，得： 

1 1 1 2 S1( ) ( ) ( ) ( )Lx t R x t x t u t    

2 R 2 1( ) ( ) ( )Cx t i t x t   

第三步，消去非状态变量 R 2 ( )i t ，列写右网孔 KVL 方程得 2 R 2 S2 2( ) ( ) ( ) 0R i t u t x t   ，将其代

入上式，整理得： 

1
1 1 2 S1

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

R
x t x t x t u t

L L L
     

2 1 2 S2
2 2

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )x t x t x t u t

C R C R C
    

表示成矩阵的形式为： 

1

S11 1

S22 2

22

11
0

( )( ) ( )
11 1 ( )( ) ( ) 0

R
u tx t x t LL L
u tx t x t

R CC R C
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


 

第四步，找出输出与状态变量的关系： R1 1 1( ) ( )u t R x t ， S2 2
R 2

2

( ) ( )
( )

 


u t x t
i t

R
。则输出方程

为： 

1
S1R1 1

S2R 2 2
2 2

0 0 0
( )( ) ( )

1 1
0 0 ( )( ) ( )

R
u tu t x t

u ti t x t
R R
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                           

 

根据上面的例子，总结出直接法列写状态方程、输出方程的一般步骤为： 

① 选所有的独立电容电压和电感电流作为状态变量； 

② 列写接有独立电容节点的 KCL 方程和含有独立电感回路的 KVL 方程； 

③ 消去非状态变量，并将所列方程整理成状态方程的一般形式； 

④ 通过观察，列写输出方程。 

对于简单电路，用上述方法容易列写状态方程。当电路结构相对复杂时，需要利用其他方法，

这些方法往往要借助计算机辅助设计（CAD）技术。 
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12.2.2  由系统的信号流图（系统框图）建立状态方程 

信号流图和系统框图是描述系统最常用、最简单、最直观的方法，因而通过信号流图建立状

态方程和输出方程最为方便。如果所给系统采用的是输入输出方程描述方式，那么一般将其转化

成信号流图之后，再根据信号流图建立系统的状态方程和输出方程。 

在信号流图中，基本动态部件就是积分器，而积分器的输入输出满足一阶微分方程，因此可

以选取积分器的输出作为状态变量，积分器的输入作为状态变量的一阶微分，然后列写积分器输

入端信号满足的方程，即可找到状态变量的一阶导数与状态变量及输入之间的关系，从而列写出

状态方程；最后根据输出与状态变量的关系列写输出方程。下面通过例题具体说明状态方程和输

出方程的建立过程。 

例 12.2-2  已知系统的信号流图如图 12.2-2 所示，试求该系统一般形式的状态方程和输出方

程。 

 

图 12.2-2  系统信号流图 

解：第一步，确定系统的状态变量：最右端积分器的输出设为 1( )x t ，最左端积分器的输出设

为 2 ( )x t 。 

第二步，列写状态方程及输出方程： 

1 2( ) ( )x t x t  

2 1 2( ) ( ) 2 ( ) 3 ( )x t f t x t x t    

1 2( ) 8 ( ) 2 ( )y t x t x t   

写成一般形式，状态方程为： 

1 1

2 2

( ) ( )0 1 0
( )

( ) ( )2 3 1

x t x t
f t

x t x t

      
              




 

输出方程为： 

  1

2

( )
( ) 8 2

( )

x t
y t

x t

 
  

 
 

例 12.2-3  某系统框图如图 12.2-3 所示，状态变量图中已给出，试列出其状态方程和输出方

程。 

解：由于系统中含有三个一阶子系统，这里首先对其进行分析。一阶系统的基本形式如

图 12.2-4 所示，将输出 ( )y t 作为状态变量。 

          

图 12.2-3  系统框图                      图 12.2-4  一阶系统框图 
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设输入 ( )f t 、输出 ( )y t 的拉普拉斯变换分别为 ( )F s 和 ( )Y s ，则有： 

0

0

( )
( )

( )

as aY s
H s

F s s b


 


 

于是有： 

0 0( ) ( ) ( ) ( )sY s b Y s asF s a F s    

求其拉普拉斯逆变换，得： 

0 0( ) ( ) ( ) ( )y t b y t af t a f t    

对上式进行移位，得： 

0 0( ) ( ) ( ) ( )y t b y t af t a f t                         （12.2-1） 

这和真正意义的状态方程是有差别的，因为方程右端含有输入信号的一阶导数 ( )f t 。当然在具体

的系统中， ( )f t 是可以由其他状态变量来表示的，这样就可以得到一阶系统的状态方程了。如果

0a  ，即 0

0

( )
a

H s
s b




，则式（12.2-1）可以简化为 

 0 0( ) ( ) ( )y t b y t a f t                         （12.2-2） 

这种情况下，可以更容易得到一阶系统的状态方程。 

设子系统 1 的系统函数为 1

1
( )

1
H s

s



，其输入为 3( ) ( )f t x t 、输出为 1( )x t ；子系统 2 的系统

函数为 2

4
( )

2

s
H s

s





，其输入为 1( )x t 、输出为 2 ( )x t ；子系统 3 的系统函数为 3

1
( )

3
H s

s



，其输

入为 2 ( )x t 、输出为 3 ( )x t 。根据式（12.2-1）和式（12.2-2）列写状态方程： 

1 1 3 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t f t x t x t x t f t         

2 2 1 1 1 2 3( ) 2 ( ) ( ) 4 ( ) 3 ( ) 2 ( ) ( ) ( )         x t x t x t x t x t x t x t f t  

3 3 2 2 3( ) 3 ( ) ( ) ( ) 3 ( )x t x t x t x t x t      

在系统输出端列写输出方程为： 

1 2( ) ( )y t x t  

2 3( ) ( ) ( )y t x t f t    

将状态方程和输出方程写成矩阵形式，得： 

1 1

2 2

3 3

( ) 1 0 1 ( ) 1

( ) 3 2 1 ( ) 1 ( )

( ) 0 1 3 ( ) 0

x t x t

x t x t f t

x t x t

       
               
            







 

1
1

2
2

3

( )
( ) 0 1 0 0

( ) ( )
( ) 0 0 1 1

( )

x t
y t

x t f t
y t

x t

 
                    

 

通过上述例题，可以总结出由信号流图或模拟框图列写状态方程的步骤： 
① 选取积分器（或一阶系统）的输出端信号作为状态变量 ( )ix t ，则其输入端信号就可用相应

状态变量的一阶导数 ( )ix t 表示。 

如果一阶子系统的系统函数为 0

0

( )i

as a
H s

s b





，设其输出端信号作为状态变量 ( )ix t ，则其输

入端信号与 ( )if t 的关系为： 

0 0( ) ( ) ( ) ( )i i i ix t b x t af t a f t    

② 在积分器（或一阶系统）的输入输出端列写状态方程，然后整理成一般形式。 
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这里还需要说明一下，对于给定系统的输入输出方程，其信号流图常可以画成直接型、并联

型和级联型等不同形式，那么根据不同类型的信号流图得到的系统状态方程和输出方程是不一样

的。同时由于这些模拟方法所得的状态变量是人为定义的，并不一定在物理上真有该变量存在，

因此对这些变量一般都无法进行测量或观察。 

在某些情况下，还需要将状态方程和输出方程转换成输入输出方程，下面通过例题来说明这

种转换方法。 
例 12.2-4  已知某系统的动态方程如下，列出描述 ( )y t 与 ( )f t 之间关系的微分方程。 

 

4 1 1
( ) ( ) [ ( )]

3 0 1
( ) 1 0 ( )

t t f t

y t t

   
       


x x

x

 

解：首先由状态方程可以判断该系统为二阶系统。由输出方程可以得到： 

1( ) ( )y t x t  

而 ( )y t 和 ( )y t 与状态变量之间的关系为： 

1 1 2( ) ( ) 4 ( ) ( ) ( )y t x t x t x t f t       

1 2 1 2( ) 4 ( ) ( ) ( ) 13 ( ) 4 ( ) 3 ( ) ( )           y t x t x t f t x t x t f t f t  

联立以上三式，得： 

1 2 1 2 1

1 2

( ) ( ) ( )
13 ( ) 4 ( ) 3 ( ) ( ) [ 4 ( ) ( ) ( )] ( )
(13 4 ) ( ) ( 4) ( ) ( ) ( 3) ( )

y t ay t by t
x t x t f t f t a x t x t f t bx t

a b x t a x t f t a f t

  
        

       
 

因为系统输入输出方程中是不含状态变量的，故方程中 1( )x t 和 2 ( )x t 的系数为零，这样就可以

得到以下方程组： 
13 4 0

4 0

a b

a

  
  

 

解得 4a  ， 3b  ，故描述系统的微分方程为： 
( ) 4 ( ) 3 ( ) ( ) ( )y t y t y t f t f t       

12.2.3  连续系统状态方程的时域解 

前面讨论了状态方程和输出方程的列写方法，本节将进一步讨论如何求解这些方程。 

在式（12.1-2）等号两边左乘 e tA 并移项有： 

e ( ) e ( ) e ( )t t tt t t   A A Ax Ax Bf  

该式等价为
d

[e ( )] e ( )
d

t tt t
t

 A Ax Bf ，两边取积分，并考虑到初始时刻 0 0t  ，得到： 

0
e ( ) (0 ) e ( )d

tt t   


 
  A Ax x Bf  

对上式两边左乘 e tA ，并考虑到 e tA e t A I ，可得状态方程的解： 
( )

0
( ) e (0 ) e ( )d e (0 ) e ( )

tt t t tt t  



     A A A Ax x Bf x B f            （12.2-3） 

式中， e (0 )t


A x 只与初始状态有关，为状态矢量零输入解； e ( )t tA B f 只与输入激励有关，故为

状态矢量零状态解。 

设 ( ) e tt  A ，称之为状态转移矩阵，则输出矢量为： 
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( ) ( ) ( )

(0 ) [ ( ) ( )]

( ) (0 ) [ ( ) ( ) ( )]

t t

t t t

e e t t

t t t t




 
   
   

A A

y Cx Df

C x C B f Df

C x C B f Df 
               （12.2-4） 

式中， ( ) (0 )t C x 为系统的零输入响应矢量， ( ) ( ) ( )t t t C B f Df 为零状态响应矢量。 

现在定义一个 r m 的对角矩阵 ( )tδ ： 

( ) 0 0

0 ( ) 0
( )

0 0 ( )

t

t
t

t






 
 
 
 
 
 





  



δ  

则有： 

zs ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )t t t t t t t t t       y C B f Df C B Dδ f h f      （12.2-5） 

则系统的冲激响应矩阵为： 
( ) ( ) ( )t t t h C B Dδ                     （12.2-6） 

通过上面的分析可以知道，要想求得系统状态方程和输出方程的解，关键是如何求出

( ) e tt  A 。求解 ( )t 的方法有很多，包括时域解法和变换域解法。时域解法适合计算机辅助运算，

但因其相对复杂，故在计算时多采用变换域解法，这也是下一节重点介绍的方法。 

12.2.4  连续系统状态方程的 s 域解 

单边拉普拉斯变换是求解线性微分方程的有力工具，现在用它来求解状态方程和输出方程。 
设状态矢量 ( )tx 的拉普拉斯变换为 ( )sX ，由矩阵积分运算的定义可知： 

1

2

[ ( )]

[ ( )]
( )

[ ( )]n

x t

x t
s

x t

 
 
 
 
 
 


X

L

L

L

                           （12.2-7） 

根据式（4.2-7）对式（12.1-2）等号两端取拉普拉斯变换，得： 
( ) (0 ) ( ) ( )s s s s  X x AX BF                     （12.2-8） 

移项得： 
[ ] ( ) (0 ) ( )s s s  I A X x BF  

两边左乘 1[ ]s I A ，得： 
1 1( ) [ ] (0 ) [ ] ( ) ( ) (0 ) ( ) ( )s s s s s s s 

      X I A x I A BF Φ x Φ BF        （12.2-9） 

上式是状态矢量 ( )tx 的拉普拉斯变换。 

由式（12.2-9）可见，其第一项的拉普拉斯逆变换是状态矢量的零输入解，第二项的拉普拉斯

逆变换是状态矢量的零状态解。 1( ) [ ]s s  Φ I A 称为预解矩阵，对比式（12.2-3）和式（12.2-9）

可知， ( )sΦ 即为状态转移矩阵 ( )t 的拉普拉斯变换。因此，可以通过 ( )sΦ 求拉普拉斯逆变换得到

( )t 。 

同理，如果对式（12.1-4）两边取拉普拉斯变换，即可得到： 
( ) ( ) ( )s s s Y CX DF                       （12.2-10） 

将式（12.2-9）代入上式，可得： 
( ) ( ) (0 ) [ ( ) ] ( )s s s s  Y CΦ x CΦ B D F                （12.2-11） 

式（12.2-11）即为输出方程的变换解。容易看出，其第一项只与初始状态有关，对应零输入
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响应矢量的变换解；第二项只与激励有关，为零状态响应矢量的变换解。 

由于： 

zs ( ) [ ( ) ] ( ) s s sY CΦ B D F  

所以系统函数矩阵为： 
( ) ( )s s H CΦ B D                        （12.2-12） 

通过上面的讨论可知，在求解状态方程和输出方程时，最关键的问题就是求出预解矩阵，这

样就可以根据式（12.2-9）和式（12.2-11）求出 ( )sX 和 ( )sY ，再取拉普拉斯逆变换即可求出状态

矢量解和输出矢量解。 

例 12.2-5  已知描述某 LTI 连续系统的状态方程和输出方程为 
0 2 2

( ) ( ) [ ( )]
1 3 0
1 3 0

( ) ( ) [ ( )]
0 1 1

t t f t

t t f t

   
        

    
       

x x

y x

 

若 ( ) ( )f t u t ， 1(0 ) 1x   ， 2 (0 ) 1x   ，求系统的状态变量和响应。 

解：由题意可知，矩阵
0 2

1 3

 
    

A ，
2

0

 
  
 

B ，
1 3

0 1

  
  
 

C ，
0

1

 
   

D ，故： 

1 0 0 2 2

0 1 1 3 1 3

s
s s

s

     
               
I A  

预解矩阵： 

1

3 2

( 1)( 2) ( 1)( 2)( )
( ) [ ]

1

( 1)( 2) ( 1)( 2)

s

s s s ss
s s

ss

s s s s




 
         

  
     

I A
Φ I A

I A
 

状态矢量： 

3 2

1 2( 1)( 2) ( 1)( 2) 1
( ) ( ) (0 ) ( ) ( )

1 1 0

( 1)( 2) ( 1)( 2)

s

s s s s
s s s s

s s

s s s s



 
                               
     

X Φ x Φ BF  

2

2

3 6

( 1)( 2)

2

( 1)( 2)

s s

s s s

s s

s s s

  
   
  
 

  

 

取拉普拉斯逆变换，得： 
2

1
2

2

( ) ( 3 8e 4e ) ( )
( ) (1 4e 4e ) ( )

 

 

   
  

t t

t t

x t u t
x t u t

 

输出矢量： 
2

2

3 6 4

1 3 0( 1)( 2) ( 1)( 2)1
( ) ( ) ( )

0 1 1 42
( 1)( 2)( 1)( 2)

    
                                   
        

s s s

s s s s s
s s s

ss s
s ss s s

Y CX DF  

取拉普拉斯逆变换，得： 
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2
1

2
2

( ) (4e 8e ) ( )
( ) ( 4e 4e ) ( )

t t

t t

y t u t
y t u t

 

 

 
  

 

练习题 

12.2-1  以 L ( )i t 和 C ( )u t 作为状态变量，以 L ( )u t 作为输出列写题图 12.2-1 所示电路的状态方程

和输出方程。   

 

题图 12.2-1  电路系统 

12.2-2  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 5 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t y t f t f t         

写出系统的状态方程和输出方程。 

12.2-3  描述某 LTI 连续因果系统的状态方程和输出方程为 

1 1

2 2

( ) ( )1 2 0
( )

( ) ( )1 4 1

x t x t
f t

x t x t

      
              




，   1

2

( )
( ) 1 1 [1] ( )

( )

x t
y t f t

x t

 
  

 
 

若 ( ) ( )f t t ， 1(0 ) 3x   ， 2 (0 ) 2x   ，求状态变量和输出。 

12.3  离散系统状态方程的建立与求解 

离散系统状态方程和输出方程的建立与连续系统类似：列写方程时，一般先画出信号流图或

系统框图，再建立相应的状态方程；求解方程时，一般采用变换域的方法求解。下面对离散系统

状态方程和输出方程的建立及求解进行详细介绍。 

12.3.1  离散系统状态方程的建立 

离散系统状态方程描述的是状态变量的一阶前向移位与各个状态变量和输入之间的关系，所

以选用延迟单元的输出作为状态变量，于是，延迟单元的输入信号即为状态变量的一阶前向移位。

这样，列写延迟单元输入端信号满足的方程即可得到状态方程；最后根据输出与状态变量的关系

列写输出方程。下面通过例题具体说明建立状态方程和输出方程的方法。 

例 12.3-1  某离散系统的差分方程为 
( ) 2 ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)y n y n y n f n f n         

列出其动态方程。 

解：根据差分方程，可得系统函数为： 
1 2

1 2
( )

1 2

z z
H z

z z

 

 




 
 

故可画出系统的信号流图如图 12.3-1 所示。 
设最右端延迟单元的输出为 1( )x n ，最左端延迟单元的输出为

2 ( )x n ，可以列写状态方程和输出方程为： 

图 12.3-1  系统信号流图 
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1 2

2 1 2

1 2

( 1) ( )
( 1) ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x n x n
x n x n x n f n
y n x n x n

 
   
  

 

写成矩阵形式： 

1 1

2 2

( 1) ( )0 1 0
( )

( 1) ( )1 2 1

x n x n
f n

x n x n

      
              

 

1

2

( )
( ) [ 1 1]

( )

x n
y n

x n

 
   

 
 

根据上面的讨论，可以总结出离散系统动态方程的建立方法： 

① 由系统的输入输出方程或系统函数画出其信号流图或系统框图； 

② 选一阶子系统（迟延单元）的输出作为状态变量； 

③ 根据每个一阶子系统的输入输出关系列写状态方程； 

④ 在系统的输出端列写输出方程。 

12.3.2  离散系统状态方程时域解 

求解矢量差分方程的方法之一是迭代法或递推法。 
若已知 0n n 时状态 0( )nx 和 0n n≥ 时的输入 ( )nf ，则将它们代入式（12.1-7）并迭代，得： 

0 0 0( 1) ( ) ( )n n n  x Ax Bf  

0 0 0 0 0 0( 2) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( 1)n n n n n n        2x Ax Bf A x ABf Bf  

  

0

0

1
1

0( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )
n

n n n i

i n

n n n n i


  



      x Ax Bf A x A Bf          （12.3-1） 

考虑到激励信号在零时刻接入系统，所以取 0 0n  ，则式（12.3-1）改写为： 
1

1

0

( ) (0) ( )


 



 
n

n n i

i

n ix A x A Bf                     （12.3-2） 

式中第一项为零输入解，第二项为零状态解。类似于连续系统，这里的 nA 也称为状态转移矩

阵，记作 ( )n 。 

这里需要说明，式（12.3-2）中，当 0n  的时候， ( ) 0nx 。式中第一项在 0n≥ 时有值，而

第二项必须在 1n≥ 时才有值，所以式（12.3-2）可以改写成： 
1

0

( ) (0) ( ) ( 1) ( 1 ) ( )( )

( ) (0) ( ) ( 1) ( 1) ( )





    

    


n

i

n u n n u n i in

n u n n u n n

x Bfx

x B f

 

 
              （12.3-3） 

将式（12.3-3）代入式（12.1-8）中，得： 
( ) ( ) (0) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )

( ) (0) ( ) [ ( 1) ( 1) ( )] ( )

n n u n n u n n n

n u n n u n n n

     
     

y C x C B f Df

C x C B Dδ f

 
 

         （ 12.3-4） 

式中第一项为输出矢量零输入解，第二项为零状态解， ( )δ n 为对角矩阵

( ) 0
0 ( ) 0

0 0 ( )

 
 
 
 
 




   


δ n
δ n

δ n

 。 

定义： 
( ) ( 1) ( 1) ( )n n u n n   h C B Dδ                    （12.3-5） 

为单位序列响应矩阵。 
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与连续系统类似，用时域的方法求解状态方程的关键是求状态转移矩阵 ( )n 。在本书中，

采用变换域的方法求解 ( ) n 。 

12.3.3  离散系统状态方程变换域解 

与连续系统状态方程的 s 域解法类似，离散系统的状态方程也可以用单边 z 变换的方法来求解。 

根据式（6.2-7）对式（12.1-7）等号两端取 z 变换，得： 
( ) (0) ( ) ( )z z z z z  X x AX BF                    （12.3-6） 

移项得： 
[ ] ( ) (0) ( )z z z z  I A X x BF  

两边左乘 1[ ]z I A ，得： 
1 1 1( ) [ ] (0) [ ] ( ) ( ) (0) ( ) ( )       z z z z z z z z zX I A x I A BF Φ x Φ BF        （12.3-7） 

上式是状态矢量 ( )nx 的 z 变换。由式可见，其第一项的逆 z 变换是状态矢量的零输入解，第二项

的逆 z 变换是状态矢量的零状态解。 1( ) [ ]z z z Φ I A 称为预解矩阵，其为状态转移矩阵 ( )n 的 z

变换。因此，可以通过 ( )zΦ 求逆 z 变换得到 ( )n 。 

同理，如果对式（12.1-8）等号两端取 z 变换，即可得到： 
( ) ( ) ( )z z z Y CX DF                        （12.3-8） 

将式（12.3-7）代入上式，可得： 
1( ) ( ) (0) [ ( ) ] ( )z z z z z  Y CΦ x C Φ B D F                （12.3-9） 

上式即为输出方程的变换解。容易看出，第一项只与初始状态有关，对应零输入响应矢量的变换

解；第二项只与激励有关，为零状态响应的变换解。 

由于： 
1

zs ( ) [ ( ) ] ( )z z z z Y C Φ B D F  

所以系统函数矩阵为： 
1( ) ( )z z z H C Φ B D                       （12.3-10） 

通过上面的讨论可知，在求解状态方程和输出方程时，最关键的问题就是求出预解矩阵，进

而求出 ( )zX 和 ( )zY ，再取逆 z 变换即可求出状态矢量解和输出矢量解。 

例 12.3-2  某离散系统的状态方程和输出方程分别为 

1 1

2 2

1
0

( 1) ( ) 02 ( )
( 1) ( ) 11

1
2

x n x n
f n

x n x n

 
                     

 

1

2

( )
( ) [1 1]

( )
x n

n
x n
    

y  

求状态转移矩阵及描述系统的差分方程。 

解：由题意可知，矩阵

1
0

2
1

1
2

 
 

  
   

A ，
0

1

 
  
 

B ，  1 1C ， 0D ，故有： 

1 1
0

1 0 2 2
0 1 1 1

1 1
2 2

z
z z

z

       
       

            

I A  
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  1

2

1
1

( ) 1 2
1 1
4 2

z
zI A

z
zI A z z z




  
    

      

I A  

预解矩阵为： 

2 2

1

2 2

1 1
2 2

11 1
22 2

( ) ( )
1 1
2 2

11 1
22 2

z zz

zz z

z z z
z z z

zz z



  
 

                
   

              

Φ I A  

对上式取逆 z 变换得状态转移矩阵： 

1 1
(1 )

2 2
( ) , 0

1 1
(1 )

2 2

        
                    

n n

n

n n

n n

n n

n n

≥A  

系统函数矩阵为： 

 

2 2

1

2

2 2

1
1 2
1 1 1
2 2 0 2( ) [ ] 1 1

1 11
42

1 1
2 2



 
 
 
                           
 
             

z

z z z
z z

z z
z

z z

H C I A B D  

由系统函数矩阵可推得描述系统输入输出关系的差分方程为： 
1 1

( ) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)
4 2

y n y n y n f n f n         

练习题 

12.3-1  列写题图 12.3-1 所示系统的状态方程和输出方程。 

 

题图 12.3-1  系统框图 

12.3-2  描述某 LTI 离散因果系统的状态方程和输出方程为 
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1 1

2 2

( 1) ( )0 1 0
( )

( 1) ( )6 5 1

x n x n
f n

x n x n

      
              

， 1 1

2 2

( ) ( )1 1

( ) ( )2 1

y n x n

y n x n

    
        

 

若 ( ) ( )f n u n ， 1

2

(0) 1

(0) 2

x

x

   
   
  

，求系统状态方程的解和系统的输出。 

12.4  系统的稳定性、可控制性和可观测性 

12.4.1  由状态方程判定系统的稳定性 

将 1 ( )
( ) [ ]

s
s s

s


 

  


I A
Φ I A

I A
代入式（12.2-12），得： 

( )( )
( )

s ss
s

s s

   
  

 
C I A B D I AI A

H C B D
I A I A

 

多项式 s I A 即为连续系统的特征多项式，则 ( )H s 的极点就是特征方程： 

0s  I A                              （12.4-1） 

的根，即系统特征根。由于判断 LTI 连续因果系统的稳定性只需要判断 ( )sH 的极点是否都位于左

半开平面。所以，可以通过状态方程矩阵 A判断系统的稳定性。 

同理，对于离散系统有： 

1 ( )
( ) ( )

z z
z z z

z


   

  


C I A B D I A
H C Φ B D

I A
 

多项式 z I A 即为离散系统的特征多项式，则 ( )zH 的极点就是特征方程 

0z  I A                         （12.4-2） 

的根，即系统特征根。同样，可以根据系统矩阵 A来判断离散因果系统的稳定性。 

采用特征根判别系统的稳定性时，需要求解系统的特征根。如果遇到高阶方程，求解特征根

的计算有一定的复杂性，可以不求特征根而通过罗斯阵列（连续系统）和朱里准则（离散系统）

判断因果系统的稳定性。关于罗斯阵列和朱里准则可参考相关材料，下面仅给出二阶 LTI 因果系

统稳定性的充要条件。 

设一个系统的特征多项式为： 
2

2 1 0( )P a a a       I A  

LTI 连续因果系统稳定只需满足： 2a 、 1a 和 0a 同号； LTI 离散因果系统稳定则需满足

( 1) 0P   ， (1) 0P ， 2 0a a 。 

例 12.4-1  已知某 LTI 离散因果系统的状态方程为 

1 1

2 2

( 1) ( )0 1 0
( )

( 1) ( )1 1

x n x n
f n

x n x nb

      
              

 

试问，b 的取值在什么范围内时，系统是稳定的? 

解：由式（12.4-2）可知，系统的特征方程为： 

21
0

1

z
z z z b

b z


     

 
I A  

若要系统稳定，即系统特征根都在单位圆内，只需满足以下条件： 
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2

1 0

( 1) ( 1) 0

1 1 0

b

b

b

  
     
   

 

解得 1 0b   。所以当 1 0b   时，系统是稳定的。 

12.4.2  系统的可控制性和可观测性 

系统的可控制性（简称可控性）和可观测性（简称可观性）是卡尔曼（Kalman）在 1960 年

首先提出来的，它们分别回答了以下两个问题： 

1）输入能否控制状态的变化？—可控性。 

2）状态的变化能否由输出反映出来？—可观性。 

经典控制理论中用传递函数描述系统的输入输出特性，输出量即为被控量。只要系统是因果

稳定的，输出量便可以受控，且输出量总是可以被测量的，因而不需要提出可控性和可观性的概

念。 
现代控制理论是建立在用状态变量法描述系统的基础上的，状态方程描述的是输入 ( )tf 引起

状态 ( )tx 的变化过程；输出方程描述的是由状态变化所引起的输出 ( )ty 的变化。可控性和可观性

分别定性地描述了输入 ( )tf 对状态 ( )tx 的控制能力以及输出 ( )ty 对状态 ( )tx 的反映能力。 

可控性和可观性在现代控制理论中是非常重要的。例如：在最优控制问题中，其任务是寻找

输入 ( )tf ，使状态达到预期的轨线。就 LTI 系统而言，如果系统的状态不受控于输入 ( )tf ，当然

就无法实现最优控制。另外，为了改善系统的品质，在工程上常用状态变量作为反馈信息。可是

状态 ( )tx 的值通常是难以测取的，往往需要从测量到的 ( )ty 中估计出状态 ( )tx 。如果输出 ( )ty 不

能完全反映系统的状态 ( )tx ，那么就无法实现对状态的估计。 

状态变量表达式是对系统完全的描述。判别系统的可控性和可观性的主要依据就是状态变量

表达式。 
对于 LTI 系统，如果存在一个分段连续的输入 ( )tf ，能在 0[ , ]ft t 有限时间间隔内，使得系统

从某一初始状态 0( )tx 转移到指定的任一终端状态 ( )ftx ，则称此状态是可控的。若系统的所有状

态都是可控的，则称此系统是状态完全可控的，简称系统是可控的。 

对于 k 阶 LTI 系统，其系统状态完全可控的充分必要条件是：由 A、B 构成的可控性判别矩

阵 
2 1

c [ ]  kQ B AB A B A B                   （12.4-3） 

满秩，即： 

crank kQ                          （12.4-4） 

其中，k 为该系统的阶数。 
对于 LTI 系统，如果存在一个分段连续的输入 ( )tf ，能在 0[ , ]ft t 有限时间间隔内，使得系统

从任意初始输出 0( )ty 转移到指定的任意最终输出 ( )fty ，则称该系统是输出完全可控的，简称系

统输出可控。 

对于 k 阶 LTI 系统，其输出可控的充分必要条件是：由 A、B、C、D构成的输出可控性判别

矩阵 

        2 1
yc [ ]  kQ CB CAB CA B CA B D               （12.4-5） 

的秩等于输出变量的维数 r，即： 

ycrank rQ                         （12.4-6） 



 

·334· 

可见，系统可控性分为状态可控性和输出可控性。如果系统部分状态不可控，系统输出仍然

有可能是可控的，只要输出不涉及不可控状态即可；如果系统状态可控，那么系统输出一定是可

控的。一般情况下，若不特别指明，系统可控性指状态可控性。 

例 12.4-2  判断下列系统的可控性。 

1）
2 1 1

( ) ( ) ( )
0 1 0

t t t
   

       
x x f   2）

1 1 0 0 1

( ) 0 1 0 ( ) 1 0 ( )

0 1 1 0 1

t t t

   
       
      

x x f  

解：1）由题意可知，系统矩阵
2 1

0 1

 
   

A ，
1

0

 
  
 

B ，故
2

0

 
  
 

AB 。因其为二阶系统，

所以： 

c

1 2
[ ]

0 0

 
   

 
Q B AB  

可见 crank 1 2  kQ ，所以系统是不可控的。 

2）由题意可知，系统矩阵

1 1 0

0 1 0

0 1 1

 
   
  

A ，

0 1

1 0

0 1

 
   
  

B ，故

1 1

1 0

1 1

 
   
  

AB ， 2

2 1

1 0

2 1

 
   
  

A B 。因

其为三阶系统，所以： 

2
c

0 1 1 1 2 1

[ ] 1 0 1 0 1 0

0 1 1 1 2 1

 
    
  

Q B AB A B  

可见 crank 2 3  kQ ，所以系统是不可控的。 

系统可观性的定义是：给定输入 ( )f t ，能在有限时间间隔内根据输出唯一地确定系统的各个

状态，则系统即为可观的，否则系统不可观。 

对于 k 阶 LTI 系统可观的充要条件是：由 A、C构成的系统可观性判别矩阵 

2
o

1k

 
 
 
 
 
 
  



C

CA

Q CA

CA

                          （12.4-7） 

满秩，即： 

orank kQ                         （12.4-8） 

或： 
TT T T T 1rank[ ( ) ]k k C A C A C              （12.4-9） 

例 12.4-3  判断系统的可观性。 

1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 0
( ), ( )

( ) ( ) ( )1 1 1 0 1 1

x t x t x t
f t y t

x t x t x t

           
                      




 

解：由题意可知，系统矩阵
1 1

1 1

 
  
 

A ，
1 0

1 1

 
   

C ，且为二阶系统，由于： 

T T T 1 1 1 0
rank rank 2

0 1 1 2
k

         
C A C  
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故系统是可观的。 

离散系统的可控性和可观性的判断与连续系统相同，这里不再赘述。 

一个线性系统的可控性和可观性也可以通过系统函数来判定。如果系统函数中没有极点、零

点相消现象，那么系统一定是完全可控与完全可观的。如果出现了极点与零点的相消，则系统就

是不完全可控的或不完全可观的，具体情况视状态变量的选择而定。 

练习题 

12.4-1  描述 LTI 连续因果系统的状态方程为 

1 1

2 2

( ) ( )1 2 0
( )

( ) ( )1 4 1

x t x t
f t

x t x t

      
              




 

试判断系统的稳定性。 

12.4-2  已知系统的状态方程与输出方程如下，试分析系统的可控性与可观性。 

1 1

2 2

( 1) ( )1 0 1
( )

( 1) ( )1 2 0

x n x n
f n

x n x n

      
              

， 1

2

( )
( ) [0 1]

( )

x n
y n

x n

 
  

 
 

12.5  本 章 小 结 

本章首先介绍了状态、状态变量、状态方程等概念。之后分别介绍了连续系统和离散系统状

态方程的建立和求解方法。最后介绍了如何由状态方程判断系统的稳定性、可控性和可观性。 

具体来讲，本章主要介绍了： 

① 状态变量以及与之有关的基本概念。重点掌握状态方程和输出方程的一般形式。 

② 连续系统状态方程的建立与求解。重点掌握由电路图以及信号流图（系统框图）建立状态

方程的方法，并能够通过时域和变换域的方法求解系统状态方程。 

③ 离散系统状态方程的建立与求解。重点掌握根据给定系统的差分方程、系统函数或信号流

图列写状态方程的方法，并掌握离散系统的时域和变换域解法。 

④ 系统的稳定性、可控性和可观性。深刻理解系统稳定性、可控性和可观性的概念，重点掌

握如何通过系统状态方程判断系统的稳定性、可控性和可观性。 

本章的主要知识脉络如图 12.5-1 所示。 

 

图 12.5-1  本章知识脉络示意图 
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练习题答案 

12.2-1  状态方程： C C
S

L L

1 1
1

( ) ( )
( )

( ) ( )1
0

u t u tRC C u tRC
i t i tR

L L

                          




 

输出方程： C
L

L

( )
( ) [1 ]

( )

u t
u t R

i t

 
   

 
 

12.2-2  状态方程：
1 1

2 2

3 3

( ) 0 1 0 ( ) 0

( ) 0 0 1 ( ) 0 ( )

( ) 2 1 5 ( ) 1

x t x t

x t x t f t

x t x t

      
             
              







，输出方程：  
1

2

3

( )

( ) 2 1 0 ( )

( )

x t

y t x t

x t

 
   
  

 

12.2-3  
2 3

3 2

12e 9e
( ) ( )

9e 6e

t t

t t
t u t

 

 

 
   

x ， 2( ) ( ) 6 ( )ty t t e u t    

12.3-1  状态方程： 1 1

2 2

( 1) ( )3 1 0
( )

( 1) ( )1 1 1

x n x n
f n

x n x n

       
               

，输出方程： 1

2

( )
( ) [1 1]

( )

x n
y n

x n

 
   

 
 

12.3-2  

1
[1 (3) ]

2( ) ( )
1

[1 3(3) ]
2

  
  
   

n

n

n u nx ， 1

2

1 2(3)( )
( )1( ) [1 (3) ]

2

n

n

y n
u n

y n

           

 

12.4-1  稳定 

12.4-2  可控、可观 

本 章 习 题 

12.1  已知系统状态方程的系数矩阵

1 0 0

0 4 0

0 0 2

 
   
  

A ，

1

4

2

 
   
  

B ，  1 2 1C ， 0D ，输

入 ( ) ( )f t u t ，系统初始状态

1

(0) 3

1

x

 
   
  

。试计算：1）状态转移矩阵；2）系统输出响应 ( )y t 。 

12.2  设系统状态方程为 1 1

2 2

( ) ( )
( )

( ) ( )

x t x t
f t

x t x t

   
    

   




A B ， 1

2

( )
( ) ( )

( )

x t
y t f t

x t

 
  

 
C D ，状态转移矩阵

为
2 2

2 2

2e e 2e 2e
( ) ( )

e e e 2e

   

   

   
    

t t t t

t t t t
t f t ，在 ( ) ( )f t t 的作用下，系统状态矢量和输出矢量的零状

态解分别为
2

1

2
2

( ) 12e 12e
( )

( ) 6e 12e

t t

t t

x t
f t

x t

 

 

   
       




和 2( ) ( ) (6e 12e )t ty t t     ，求系统的 A、B、C、D矩阵。 

12.3  已知离散系统的状态方程和输出方程为 

1 1

2 2

1 2( 1) ( ) 1
( )

( 1) ( ) 0
x n x n

f n
x n x na b

                   
， 1

2

( )
) [1 1]

( )
x n

y n
x n
    

(  

系统的零输入响应 zi ( ) 8( 1) 5( 2)n ny n     。 

试求：1）常数 a 和 b；2）状态变量的解。 



 

下篇           

实践提高     

感性认识和理性认识是相辅相成、缺一不可的。只有感性认识而没有理性认识，则

对事物的认识深度稍显欠缺；只有理性认识而没有感性认识，则对事物的具体表现缺乏

直观了解。在上篇和中篇学习了信号和系统分析的理论之后，本篇通过各种实验帮助读

者加深对相关理论的理解，提高自身的工程实践能力。 

本篇主要介绍了信号的表示及可视化、信号的卷积积分及卷积和、傅里叶变换、拉

普拉斯变换、z 变换、系统的零极点分析、系统时域响应求解、系统变换域响应求解等

41 个实验，每个实验均分别采用 MATLAB 语言和 Python 语言编程实现。 
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第 13 章  信号与系统实践 

【内容提要】 

本章首先简要介绍 MATLAB 和 Python 语言，然后重点介绍利用 MATLAB 和 Python 语言实

现信号的表示及可视化、信号的卷积积分及卷积和、傅里叶变换、拉普拉斯变换、z 变换、系统

的零极点分析、系统时域和变换域响应求解的仿真方法。通过学习本章内容，读者应能够掌握利

用 MATLAB 和 Python 语言进行信号与系统重点知识仿真的基本方法和基本原理。 

【重点难点】 

★ MATLAB、Python 实现信号的时域表示、运算 

★ MATLAB、Python 实现三大变换 

★ MATLAB、Python 实现系统响应求解的仿真 

★ MATLAB、Python 实现系统的零、极点分析 

13.1  实验环境简介 

本节简要介绍 MATLAB 和 Python 语言的基本知识。本节试图以最小的篇幅给出 MATLAB 和

Python 的核心框架，对初涉 MATLAB 和 Python 的人来说，本节内容是学习后续内容的必要基础。 

13.1.1  MATLAB 语言简介 

矩阵和数组是数值计算的最基本运算单元，在 MATLAB 中，数组运算与矩阵运算有着较大

的区别。数组运算的规则是：无论在数组上施加何种运算，数组运算的结果都是将该运算平等地

作用于数组中的每一个元素；而矩阵运算则遵循普通数学意义上的矩阵运算规则。由于 MATLAB

的大部分运算或命令都是在矩阵运算意义下执行的，因此下面着重介绍矩阵的相关知识。 

MATLAB 最基本的数据结构是二维矩阵。每个矩阵的单元可以是数值、逻辑、字符类型或者

其他任何的 MATLAB 数据类型。无论是单个数据还是一组数据，MATLAB 均采用二维矩阵来存

储。 

对于一个数据，MATLAB 用 1×1 矩阵来表示；对于一组数据，MATLAB 用 1×n 矩阵来表示，

其中 n 是这组数据的长度。通常把 1×1 的矩阵称为标量，把 1×n 的矩阵称为向量。把至少有一维

的长度为 0 的矩阵称为空矩阵，空矩阵可以用“[]”来表示。 

例如，实数 2.5 是 1×1 的双精度浮点数类型矩阵。在 MATLAB 中可以用语句 whos 来显示数

值的数据类型和存储矩阵大小。 

>> a=2.5; 

>>whos a 

由上面的语句得到的输出代码如下： 

Name    Size   Bytes Class   Attributes 

  A     1×1        8        double 

又例如，字符串“happy new year”是 1×14 的字符类型矩阵，可以用如下语句来查看该字符

串的数据类型和存储矩阵大小。 

>> str='happy new year'; 
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>> whos str 

由上面的语句得到的输出如下： 

Name   Size    Bytes Class    Attributes 

str     1×14      28           char 

最简单的构造矩阵的方法就是采用矩阵构造符“[]”，构造一行的矩阵可以把矩阵元素放在矩

阵构造符“[]”中，并以空格或者逗号来隔开它们，其代码如下： 
>> a=[1 2 3 4] 或者>> a=[1,2,3,4] 

a= 

   1 2 3 4 

如果矩阵是多行的，行与行之间用分号隔开，例如，一个 3×4 的矩阵可以用如下语句得到，

其代码如下： 

>> A=[1,2,3,4;5,6,7,8;9,10,11,12] 

上述语句得到的矩阵 A 如下： 

A= 

      1   2   3   4 

      5   6   7   8 

      9  10  11  12 

MATLAB 还提供了一些函数用来构造特殊矩阵。例如，要产生一个 3×4 的全 0 矩阵，可以采

用函数 zeros 来实现，代码如下： 

>> a=zeros(3,4) 

a= 

    0 0 0 0 

    0 0 0 0 

    0 0 0 0 

另外，类似的函数还有诸如：ones 用来构造全 1 阵、eye 用来构造单位阵、diag 用来构造三

角阵、rand 用来构造元素取值在[0,1]区间均匀分布的随机矩阵、randn 用来构造服从正态分布的随

机矩阵等。 

把两个或者两个以上的矩阵数据连接起来得到一个新矩阵的过程称为矩阵的合并。常用的矩

阵合并符有“[]”和“[;]”，表达式 C=[A B]表示在水平方向合并矩阵 A 和 B，而表达式 C=[A;B]

表示在竖直方向合并矩阵 A 和 B。 

例如： 

>> a=ones(2,3); 

>> b=zeros(2,3); 

>>c=[a;b] 

由上述语句得到的结果如下： 

c= 

        1 1 1 

        1 1 1 

        0 0 0 

        0 0 0 

可以用矩阵合并符来构造任意大小的矩阵，需要注意的是在矩阵合并的过程中一定要保持矩

阵的形状是方形的。 

除了使用矩阵合并符来合并矩阵外，还可以使用矩阵合并函数来合并矩阵：cat(dim,A,B)表示

在 dim 维方向合并矩阵 A 和 B；horzcat(A,B)与[A B]的用途相同，均表示在水平方向合并矩阵；
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verrcat(A,B)的用途与[A;B]相同，均表示在竖直方向合并矩阵；repmat(A,m,n)表示通过复制矩阵来

构造新的矩阵，得到 m×n 个 A 的大矩阵。 

要删除矩阵的某一行或者是某一列，只要把该行或该列赋予一个空矩阵即可。例如，有一个

4×4 的矩阵，代码设置如下： 

>> A=magic(4) 

A= 

     16   2    3    13 

     5    11   10   8 

     9    7    6    12 

     4    14   15   1 

如果想要删除矩阵的第 3 行，则可以用如下语句： 

>> A(3,:)=[] 

由上述语句得到新的矩阵 A 如下： 

  A= 

       16   2   3   13 

        5   11  10   8 

        4   14  15   1 

下面介绍如何获取矩阵的信息，包括矩阵的大小、矩阵元素的数据类型和矩阵的数据结构。 

常用的矩阵尺寸函数如表 13.1-1 所示。常用的矩阵数值运算操作如表 13.1-2 所示。 

表 13.1-1  矩阵尺寸函数 

函  数  名 函 数 描 述 基本调用格式 

size 用于求出矩阵在各个方向的长度 

d=size(a) ，返回的大小信息以向量方式存储 

[m,n]=size(a) ，返回的大小信息分开存储，将 a 的行数给 m，列给

n 

m=size(a,dim) ，返回某一维的大小信息 

length 用于求出矩阵最长方向的长度 n=length(a) ，相当于 max(size(a))  

sum 用于实现矩阵元素的求和运算 
sum(a) ，若 a 为向量，则计算出向量 a 所有元素的和。若 a 为矩

阵，则产生一行向量，其元素分别为矩阵 a 各列元素之和 

max 用于求出矩阵元素的最大值 
max(a) ，若 a 为向量，则求出 a 所有元素的最大值。若 a 为矩阵，

则产生一行向量，其元素分别为矩阵 a 各列元素的最大值 

ndim 用于求出矩阵的维数 n=ndim(a)  

numel 用于求出矩阵的元素个数 n=numel(a)  

表 13.1-2  矩阵数值运算操作 

操    作 功 能 描 述 

A+B 与数组运算相同 

A-B 与数组运算相同 

S*B 与数组运算相同 

A*B 内维相同的矩阵相乘 

A/B 矩阵 A 右除矩阵 B 

B\A 矩阵 B 左除矩阵 A 
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续表     

操    作 功 能 描 述 

A^S 矩阵的幂运算，A 为方阵 

A’ 矩阵的共轭转置 

Expm(A) 求矩阵 A 的指数 

Logm(A) 求矩阵 A 的对数 

Sqrtm(A) 求矩阵 A 的平方根 

 
MATLAB 提供了强大的图形绘制功能，使得处理结果更加直观。MATLAB 可以表达出数据

的二维、三维和四维图形，通过对图形的线型、立面、色彩、光线等属性的控制，可把数据的内

在特征表现得更加细腻完善。本节主要介绍二维图形的绘制。 

二维图形的绘制是 MATLAB 语言图形处理的基础。下面主要介绍 plot、fplot、ezplot 这 3 个

基本二维绘图命令，以及 figure、stem、subplot、title、xlabel、ylabel、axis、grid on(off)等绘图修

饰指令。这里着重讲解 plot 命令。 

plot 命令调用格式有如下 3 种。 

1）plot(y)。参数 y 可以是实向量、实数矩阵或复向量。 

若 y 为实向量，则绘制的图形以向量索引为横坐标值、以向量元素的值为纵坐标值。 

若 y 为实数矩阵，则绘制 y 的列向量对其坐标索引的图形。 

若 y 为复向量，则 plot(y)相当于 plot(real(y),imag(y))。 

2）plot(x,y)。x、y 均可为向量和矩阵。 

x、y 均为 n 维向量时，绘制向量 y 对向量 x 的图形，以 x 为横坐标，y 为纵坐标。 

x 为 n 维向量，y 为 m×n 或 n×m 的矩阵时，该命令将在同一个图内绘得 m 条不同颜色的连线。 

3）plot(x,y,s)。此格式用于绘制不同的线型、点标和颜色的图形。常用方法见表 13.1-3。 

表 13.1-3  plot 命令的参数及其含义 

参    数 含    义 参    数 含    义 参    数 含    义 

y 黄色 . 点 — 实线 

m 紫色 o 圆 ： 虚线 

c 青色 x 打叉 - 点划线 

r 红色 + 加号 — 波折线 

g 绿色 * 星号 ^ 向上的三角形 

b 蓝色 s 正方形 < 向左的三角形 

w 白色 d 菱形 > 向右的三角形 

k 黑色 v 向下的三角形 p 五角星形 

13.1.2  Python 语言简介 

Python 是一种解释型、面向对象、动态数据类型的高级程序设计语言。由于 Python 语言的简

洁、易读以及可扩展性，在国外用 Python 做科学计算的研究机构日益增多，一些知名大学已经采

用 Python 教授程序设计课程。众多开源的科学计算软件包都提供了 Python 的调用接口，例如著

名的计算机视觉库 OpenCV、三维可视化库 VTK、医学图像处理库 ITK。而 Python 专用的科学计

算扩展库就更多了，比较经典的有 NumPy、SciPy 和 matplotlib，它们分别为 Python 提供了快速数

组处理、数值运算以及绘图功能。 
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NumPy 系统是 Python 的一种开源的数值计算扩展。这种工具可用来存储和处理大型矩阵，

比 Python 自身的嵌套列表结构要高效得多（该结构也可以用来表示矩阵）。可以说，NumPy 将

Python 变成了一种免费的功能更强大的MATLAB系统。NumPy 提供了两种基本的对象：ndarray

（N-dimensional array object）和 ufunc（universal function object）。ndarray 是存储单一数据类型的

多维数组，而 ufunc 则是能够对数组进行处理的函数。 

Scipy 在 NumPy 的基础上增加了众多的数学、科学以及工程计算中的模块，例如统计、优化、

整合、线性代数、常微分方程数值求解、傅里叶变换、信号处理、图像处理、稀疏矩阵等。Scipy

特定功能的子模块组成如表 13.1-4 所示。 

表 13.1-4  Scipy 特定功能的子模块 

模    块 功    能 模    块 功    能 

scipy.cluster 矢量量化 / K-均值 scipy.odr 正交距离回归 

scipy.constants 物理和数学常数 scipy.optimize 优化 

scipy.fftpack 傅里叶变换 scipy.signal 信号处理 

scipy.integrate 积分程序 scipy.sparse 稀疏矩阵 

scipy.interpolate 插值 scipy.spatial 空间数据结构和算法 

scipy.io 数据输入输出 scipy.special 任何特殊数学函数 

scipy.linalg 线性代数程序 scipy.stats 统计 

scipy.ndimage n 维图像包   

 
Matplotlib 是一个二维图形库，它充分利用了 Python 数值计算软件包快速准确的矩阵运算能

力，具有良好的绘图性能。它设计了大量的绘图函数，并充分利用了 Python 语言的简洁优美和面

向对象的特点，使用起来十分方便，尤其对熟悉了 MATLAB 绘图函数的人员更是如此。 

Matplotlib 一共包含如下三个模块： 

1）Pylab Interface：包含一组类似 MATLAB 的绘图函数。 

2）Matplotlib Founted：包含一组类，用于图形及其相关元素的创建、管理的繁重工作，是一

个抽象层，它不涉及任何有关图形的输出问题。 

3）Backends：是一个和具体设备无关的绘图设备，它承担前台绘图结果到打印设备和显示设

备的转换。 

具体来说，Matplotlib 的使用者主要和 Pylab Interface 打交道，利用它提供的函数绘图，

Matplotlib Founted 则负责图形的创建和管理，完成大量涉及图形的运算和转换等，至于图形如何

显示和打印则由 Backends 完成。这种模块化的优点是将绘图和输出分开处理，从而大大扩展了

Matplotlib 的使用范围。 

因此，Python 语言及其众多的扩展库所构成的开发环境十分适合工程技术人员和科研人员处

理实验数据、制作图表，甚至开发科学计算应用程序等。 

对于信号与系统分析来说，更多的研究人员还是首先想到 MATLAB，那么，Python 能否像

MATLAB 那样从容地处理信号与系统分析中的问题呢？其实除了 MATLAB 的一些专业性很强的

工具箱还无法替代外，MATLAB 的大部分常用功能都可以在 Python 世界中找到相应的扩展库。

而且，和 MATLAB 相比，用 Python 做科学计算有如下优点： 

首先，MATLAB 是一款商用软件，并且价格不菲。而 Python 完全免费，众多开源的科学计

算库都提供了 Python 的调用接口。用户可以在任何计算机上免费安装 Python 及其绝大多数扩展

库。 
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其次，与 MATLAB 相比，Python 是一门更易学、更严谨的程序设计语言。它能让用户编写

出更易读、易维护的代码。 

最后，MATLAB 主要专注于工程和科学计算。然而即使在计算领域，也经常会遇到文件管理、

界面设计、网络通信等 MATLAB 很难满足的需求。而 Python 有着丰富的扩展库，可以轻松完成

各种高级任务，开发者可以用 Python 实现完整应用程序所需的各种功能。 

13.2  信号表示 

13.2.1  连续信号的表示 

MATLAB 提供了大量生成基本信号的函数，如指数信号、正余弦信号等。在 MATLAB 中，

表示连续信号有两种方法：数值法和符号法。数值法是定义某一时间范围和取样时间间隔，然后

调用该函数计算这些点的函数值，得到两组数值矢量，可用绘图语句画出其波形；符号法是利用

MATLAB 的符号运算功能，需定义符号变量和符号函数，运算结果是符号表达的解析式，也可用

绘图函数 ezplot 画出其波形图。 

在 Python 中，连续信号的表示与 MATLAB 类似，这里不再赘述。 

例 13.2-1  指数信号。 

指数信号在 MATLAB 中用 exp 函数表示，其调用格式为： 

ft=A*exp(a*t) 

在 Python 中，指数函数用 exp 函数表示，调用格式与 MATLAB 相同。 

MATLAB 编程 

A=1; a=-0.5; 

t=0:0.01:10;       %定义时间点 

ft=A*exp(a*t);     %计算这些点的函数值 

plot(t,ft);          %画图命令，用直线段连接函数值表示曲线 

grid on;           %设置网格 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

t=np.linspace(-3.0,3.0,1000) 

plt.ylim(0,4) 

plt.subplot(221) 

plt.title(u'exp(-0.5*t)') 

plt.plot(t,np.exp(-0.5*t)) 

plt.subplot(222) 

plt.title(u'exp(0.5*t)') 

plt.plot(t,np.exp(0.5*t)) 

plt.subplot(212) 

plt.title(u'exp(0*t)') 

plt.plot(t,np.exp(0*t)) 

plt.show() 

运行上述程序绘制的实指数信号时域波

形如图 13.2-1 所示。 

 

图 13.2-1  实指数信号时域波形 
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例 13.2-2  正弦信号。 

正弦信号在 MATLAB 中用 sin 函数表示，调用格式为： 

ft=A*sin(w*t+phi) 

正弦信号在 Python 中用 sin 函数表示，调用格式与 MATLAB 相同。 

MATLAB 编程 

A=3; w=0.5*pi; phi=0; 

t=0:0.01:8; 

ft=A*sin(w*t+phi); 

plot(t,ft); 

grid on; 

下面利用 Python 绘制正弦信号 ( ) 3sin( )f t t 当 π / 2  、 π  和 3π / 2  时的时域波形，

观察角频率对正弦信号的影响。 

Python 编程 

# -*- coding: utf-8 -*- 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

import matplotlib 

import math 

N =500 

t = np.linspace(0,12,num=N) 

# ω=π/2 

fs = 0.25 

x1=3*np.sin(2*math.pi*fs*t) 

plt.subplot(2,2,1) 

plt.plot(t,x1) 

plt.title(u'3sin(π/2)t') 

plt.ylim(-3.0,3.0) 

# ω=π 

fs = 0.5 

x2=3*np.sin(2*math.pi*fs*t) 

plt.subplot(2,2,2) 

plt.plot(t,x2) 

plt.title(u'3sin(πt)') 

# ω=3π/2 

fs = 0.75 

x3=3*np.sin(2*math.pi*fs*t) 

plt.subplot(2,2,3) 

plt.plot(t,x3) 

plt.title(u'3sin(3π/2)t') 

plt.show() 

运行上述程序，绘制的正弦信号时域波形如图 13.2-2 所示。 

例 13.2-3  抽样信号。 

抽样信号 Sa(t)=sin(t)/t 在 MATLAB 中用 sinc 函数表示，调用格式为： 

ft=sinc(t/pi) 
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图 13.2-2  不同角频率的正弦信号时域波形 

抽样信号在 Python 中用 sinc 函数表示，调用格式与 MATLAB 相同。 

MATLAB 编程 

t=-3*pi:pi/100:3*pi; 

ft=sinc(t/pi); 

plot(t,ft); 

grid on; 

axis([-10,10,-0.5,1.2]);    %定义画图范围，横轴，纵轴 

title('抽样信号')         %定义图的标题名字 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

t=np.linspace(-3.0*np.pi,3.0*np.pi,1000)  #通过 linspace 函数指定 t 的取值范围 

ft=np.sinc(t/np.pi)      #调用 sinc 函数计算抽样信号 

plt.ylim(-0.5,1.2)      #定义纵轴的取值范围 

plt.plot(t,ft)       #绘图函数 

plt.show()                             #显示函数 

运行上述程序绘制的抽样信号时域波形如图 13.2-3 所示。 

例 13.2-4  三角信号。 

三角信号在 MATLAB 中用 tripuls 函数表示。ft=tripuls(t, width, skew)，产生幅度为 1，宽度为

width，且以 0 为中心左右各展开 width/2 大小，斜度为 skew 的三角波。width 的默认值是 1，skew

的取值范围是[-1,1]。一般最大幅度 1 出现在 t=(width/2)*skew 的横坐标位置。在 Python 中用一个

分段函数来表示三角信号。 

程序如下： 

MATLAB 编程 

t=-3:0.01:3; 

ft=tripuls(t,4,0); 

plot(t,ft); 

grid on; 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

def triangle_wave(x,c,hc):                        #幅度为 hc，宽度为 c，斜度为 hc/2c 的三角波  

if x>=c/2:r=0.0 

elif x<=-c/2:r=0.0 

elif x>-c/2 and x<0 :r=2*x/c*hc+hc 

else:r=-2*x/c*hc+hc 

return r 
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x = np.linspace(-3,3, 1000) 

y = np.array([triangle_wave(t,4.0,1.0) for t in x]) 

plt.ylim(-0.2,1.2)        #定义纵轴的取值范围 

plt.plot(x,y)         #绘图函数 

plt.show() 

运行上述程序绘制的三角信号时域波形如图 13.2-4 所示。 

      

图 13.2-3  抽样信号时域波形                    图 13.2-4  三角信号时域波形 

例 13.2-5  复指数信号。 

在 MATLAB 中，复指数函数的调用格式为： 

exp((a+j*w)*t)) 

复指数信号在 Python 中的函数表示形式为 exp((complex(a,w))*t)。 

MATLAB 编程 

t=0:0.01:5; 

a=0.5; 

w=8; 

X= 2*exp((a+j*w)*t); 

Xr=real(X);             %取实部    

Xi=imag(X);            %取虚部 

Xa=abs(X);             %取模 

Xn=angle(X);            %取相位 

subplot(2,2,1),plot(t,Xr),axis([0,5,-(max(Xa)+0.5),max(Xa)+0.5]),title('real'); 

subplot(2,2,3),plot(t,Xi),axis([0,5,-(max(Xa)+0.5),max(Xa)+0.5]),title('imag'); 

subplot(2,2,2), plot(t,Xa),axis([0,5,0,max(Xa)+1]),title('abs'); 

subplot(2,2,4),plot(t,Xn),axis([0,5,-(max(Xn)+1),max(Xn)+1]),title('angle'); 

说明：subplot(m, n, i)命令的作用是建立 m 行 n 列的画图窗口，并指定画图位置 i。 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

t=np.linspace(-3.0,3.0,1000) 

plt.ylim(0,4) 

f=2*np.exp((complex(-0.5,8))*t) 

plt.subplot(221) 

plt.title(u'real') 

plt.plot(t,np.real(f))            #取实部 
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plt.subplot(222) 

plt.title(u'imag') 

plt.plot(t,np.imag(f))           #取虚部 

plt.subplot(223) 

plt.title(u'abs') 

plt.plot(t,np.abs(f))            #取模 

plt.subplot(224) 

plt.title(u'angle') 

plt.plot(t,np.angle(f))          #取相位 

plt.show() 

运行上述程序绘制的抽样信号时域波形

如图 13.2-5 所示。 

例 13.2-6  矩形脉冲信号。 

在 MATLAB 中，矩形脉冲信号可用

rectpuls 函数产生，其调用格式为： 

y=rectpuls(t,width) 

该函数生成幅度为 1，宽度为 width，以 t=0 为对称中心的矩形脉冲信号。与三角信号相似，

在 Python 中用一个分段函数表示矩形脉冲信号。 

MATLAB 编程 

t=-2:0.01:2; 

width=2; 

ft=rectpuls(t,width); 

plot(t,ft) 

grid on; 

axis([-2,4,-0.2,1.2]);  

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

def rect_wave(x,c,c0):                   #起点为 c0，宽度为 c 的矩形波 

if x>=(c+c0):r=0.0 

elif x<c0:r=0.0 

else:r=1 

return r 

x = np.linspace(-2,4, 1000) 

y = np.array([rect_wave(t,2.0,-1.0) for t in x]) 

plt.ylim(-0.2,1.2)          #定义纵轴的取值范围 

plt.plot(x,y)              #绘图函数 

plt.show()   

运行上述程序绘制的矩形脉冲信号域波形如图 13.2-6 所示。 

例 13.2-7  阶跃信号。 

在 MATLAB 中，阶跃信号用“t>=0”产生，调用格式为： 

ft=(t>=0) 

在 Python 中可以利用 where 函数绘制阶跃信号波形，其调用格式为： 

where(condition, [x, y]) 

 

图 13.2-5  复指数信号时域波形 
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该函数的返回结果是根据前面的条件判断输出 x 还是 y。 

MATLAB 编程 

t=-1:0.01:5; 

ft=(t>=0); 

plot(t,ft);   

grid on; 

axis([-1,3,-1.0,3]); 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

#定义阶跃信号  

def unit(t): 

r=np.where(t>0.0,1.0,0.0) 

return r 

t=np.linspace(-1.0,3.0,1000) 

plt.ylim(-1.0,3.0) 

plt.plot(t,unit(t)) 

plt.show() 

运行上述程序绘制的单位阶跃信号时域波形如图 13.2-7 所示。 

       

图 13.2-6  矩形脉冲信号时域波形                图 13.2-7  阶跃信号时域波形 

例 13.2-8  符号算法表示正弦信号。 

MATLAB 编程 
syms t                          %定义符号变量 t 

y=sin(pi/4*t)                     %符号函数表达式 

ezplot(y,[-16,16])                 %符号函数画图命令 

Python 编程 

import numpy as np 

from sympy import plot,sin,Symbol  #导入需要用到的函数 

t=Symbol('t')            #定义符号变量 t 

y=sin(np.pi/4*t) 

plot(y)  
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13.2.2  离散信号的表示 

对于任意离散序列 ( )f n ，需用两个向量来表示：一个表示 n的取值范围，另一个表示序列的

值。例如序列
0

( ) 2,1, 1 , 1,3,0,2
n

f n


 
  
 ↑

，可用 MATLAB 表示为： 

n=-2:4; 

f=[2,1,1,-1,3,0,2]; 

若序列是从 0n  开始的，即
0

( ) 2,1,1, 1,3,0,2
n

f n


 
  
 ↑

，则只用一个向量 f 就可以表示该序列

了。由于计算机内存的限制，MATLAB 无法表示一个任意的无穷序列。 

对应于用 plot 绘制连续时间信号，离散信号的绘制可以用 stem。下面的例题中给出了常用序

列的 MATLAB 和 Python 表示程序。 

例 13.2-9  指数序列。 

指数序列一般形式为 nAa ，可以用 MATLAB 中的数组幂运算（即点幂运算）a.^n 来实现。Python

中用 a**n 实现。 

本程序绘出了 a 不同取值的情况以便观察分析 a 的取值对实指数序列时域特性的影响。 

MATLAB 编程 

n=0:10; 

A=1; 

a=-0.6; 

fn=A*a.^n; 

stem(n, fn); 

grid on; 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

n=np.arange(0,15) 

a=3.0/4 

f=a**n 

plt.subplot(221) 

plt.title(u'a=3/4') 

plt.stem(n,f) 

a=-3.0/4 

f=a**n 

plt.subplot(222) 

plt.title(u'a=-3/4') 

plt.stem(n,f) 

plt.subplot(223) 

a=5.0/4 

f=a**n 

plt.title(u'a=5/4') 

plt.stem(n,f) 

a=-5.0/4 

f=a**n 
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plt.subplot(224) 

plt.title(u'a=-5/4') 

plt.stem(n,f) 

plt.show() 

运行上述程序绘制的实指数序列时域波形如图 13.2-8 所示。 

 

图 13.2-8  实指数序列时域波形 

例 13.2-10  正弦序列。 
正弦序列一般形式为 sin( )A n 或是 cos( )A n ，表示方法与连续信号类似，不再赘述。 

MATLAB 编程 

n=0:39; 

fn=cos(pi/6*n); 

stem(n,fn); 

grid on; 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

n=np.arange(0,40) 

plt.ylim(-1,1) 

plt.subplot(211) 

plt.title(u'cos(nπ/6)') 

plt.stem(n,np.cos(n*np.pi/6)) 

plt.subplot(212) 

plt.title(u'cos(4n)') 

plt.stem(n,np.cos(4*n)) 

plt.show() 

运行上述程序绘制的正弦序列时域波形如

图 13.2-9 所示，从图中可以很直观的得到正弦

序列的周期性。 

例 13.2-11  单位序列。 

在 MATLAB 中，可采用两种方法实现单位序列。在 Python 中，可以用 where 函数来实现单

 

图 13.2-9  正弦序列时域波形 
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位序列。 

MATLAB 编程 

一种简单的表示方法是借助 MATLAB 中的全零矩阵函数 zeros。全零矩阵 zeros(1,N)产生一个

由 N 个零组成的行向量，对于有限区间 ( )n ，可以表示为如下程序： 

n=-50:50; 

delta=[zeros(1,50),1,zeros(1,50)]; 

stem(n,delta); 

grid on; 

axis([-4,4,-0.2,1.2]); 

另一种更有效的表示方法是将单位序列写成 MATLAB 函数的形式，利用关系运算符“==”

来实现。程序如下： 

function[f,n]=impseq(n0,n1,n2) 

%产生 f[n]=delta(n-n0);n1<=n<=n2 

n=[n1:n2]; 

f=[(n-n0)==0]; 

程序中，关系运算“(n-n0)==0”的结果是一个由“0”和“1”组成的向量，即 n=n0 时返回

True 值 1，n≠n0 时返回 False 值 0。 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

#定义单位序列 

def dwxl(t): 

    r=np.where(t=0,1,0)  

    return r 

n=np.arange(-4,8) 

plt.ylim(0,1) 

plt.stem(n,dwxl(n)) 

plt.show() 

运行上述程序绘制的单位序列时域波形

如图 13.2-10 所示。 

例 13.2-12  阶跃序列。 

在 MATLAB 中，可采用两种方法实现阶跃序列。与单位序列类似，在 Python 中，同样可以

用 where 函数来实现阶跃序列。 

MATLAB 编程 

一种简单的方法是借助 MATLAB 中单位矩阵函数（全一矩阵函数）ones 来表示。单位矩阵

ones(1,N)产生一个由 N 个“1”组成的行向量，对于有限区间的 ( )u n ，可以通过以下程序表示： 

n=-50:50; 

un=[zeros(1,50),ones(1,51)]; 

stem(n,un); 

grid on; 

axis([-4,8,-0.2,1.2]); 

与冲激序列的 MATLAB 表示相似，也可以将阶跃序列写成 MATLAB 函数的形式，利用关系

运算符“>=”来实现。若阶跃序列 0( )u n n 在有限范围内，则用 MATLAB 函数形式可写为： 

function[f,n]=stepseq(n0,n1,n2)   

 

图 13.2-10  单位序列时域波形 
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%产生 f[n]=u(n-n0);n1<=n<=n2 

n=[n1:n2]; 

f=[(n-n0) >=0]; 

程序中关系运算“(n-n0)>=0”的结果是一个由“0”和“1”组成的向量，即 n>=n0 时返回 True

值 1，n<n0 时返回 False 值 0。 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

#定义阶跃序列 

def dwjy(t): 

    r=np.where(t>=0,1,0)   

    return r 

n=np.arange(-4,8) 

plt.ylim(0,1) 

plt.stem(n,dwjy(n)) 

plt.show() 

运行程序，得到阶跃序列如图 13.2-11 所示。 

13.3  信 号 运 算 

13.3.1  信号的时域运算 

信号的基本时域运算包括乘法、加法、差分和微分等，运算结果主要体现在值域的变化上。 

1．相加和相乘 

两个信号相加，其和信号在任意时刻的信号值等于两信号在该时刻的信号值之和。两个信号

相乘，其积信号在任意时刻的信号值等于两信号在该时刻的信号值之积。在 MATLAB 中，矩阵和

数组的加减法用符号“+”、“-”实现。矩阵的乘法用“*”实现，并要求相乘的矩阵要有相邻公共

维。数组的相乘是指两同维数组间对应元素之间的乘法，运算符为“.*”。对于连续信号的相加（相

减）和相乘就可以用符号运算实现。 

与 MATLAB 类似，在 Python 中，连续信号的相加（相减）和相乘同样用符号“+”（“-”）、

“*”实现。 

例 13.3-1  若信号 3
1( ) e tf t  ， 2 ( ) 0.2sin(4π )f t t ，计算 1 2( ) ( )f t f t 和 1 2( ) ( )f t f t 。 

MATLAB 编程 

t=0:0.01:2; 

f1=exp(-3*t);  

f2=0.2*sin(4*pi*t); 

f3=f1+f2; 

f4=f1.*f2;  

subplot(2,2,1); 

plot(t,f1); 

title('f1(t)');  

subplot(2,2,2); 

plot(t,f2); 

 

图 13.2-11  阶跃序列时域波形 
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title('f2(t)');  

subplot(2,2,3); 

plot(t,f3); 

title('f1(t)+f2(t)');  

subplot(2,2,4); 

plot(t,f4); 

title('f1(t)*f2(t)'); 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

t=np.linspace(0,2,200) 

f1=np.exp(-3*t) 

f2=0.2*np.sin(4*np.pi*t) 

plt.subplot(221) 

plt.ylim(-1,2) 

plt.title(u'f1(t)') 

plt.plot(t,f1) 

plt.subplot(222) 

plt.title(u'f2(t)') 

plt.plot(t,f2) 

plt.subplot(223) 

plt.title(u'f1(t)+f2(t)') 

plt.plot(t,f1+f2) 

plt.subplot(224) 

plt.title(u'f1(t)*f2(t)') 

plt.plot(t,f1*f2) 

plt.show() 

运行上述程序，得到连续信号相

加和相乘的时域波形如图 13.3-1 所

示。 

在 MATLAB 和 Python 中，离散信号的相加和相乘运算是不能用符号运算来实现的，而必须

通过向量表示的方法，而且参加运算的两个序列向量必须要有相同的维数。下面以一个例题来说

明离散信号的加法与乘法。 

例 13.3-2  若序列
0

1( ) 2,1, 0,1,2
n

f n


 
  
 ↑

,
0

2 ( ) 1 ,2,3,4,5,6
n

f n


 
  
 ↑

，计算 1 2( ) ( )f n f n 和 1 2( ) ( )f n f n 。 

MATLAB 编程 

f1=[2,1,0,1,2]; 

n1=[-2:2];             %描述序列 f1(n) 

f2=[1,2,3,4,5,6]; 

n2=[0:5];         %描述序列 f2(n) 

n=min(min(n1),min(n2)):max(max(n1),max(n2));  %构造和（积）序列的长度 

s1=zeros(1,length(n)); 

s2=s1;                       %初始化新向量 

s1(find((n>=min(n1))&(n<=max(n1))==1))=f1;   %扩展 f1 的向量长度 

s2(find((n>=min(n2))&(n<=max(n2))==1))=f2;   %扩展 f2 的向量长度 

 

图 13.3-1  连续信号相加和相乘 
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f3=f1+f2;         %和运算 

f4=f1.*f2;         %积运算 

subplot(2,2,1) 

stem(n1,f1) 

title('f1') 

subplot(2,2,2) 

stem(n2,f2) 

title('f2') 

subplot(2,2,3) 

stem(n,f3) 

title('f1+f2') 

subplot(2,2,4) 

stem(n,f4) 

title('f1*f2') 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

n1=np.arange(-2,3) 

f1=[2,1,0,1,2] 

n2=np.arange(0,6) 

f2=[1,2,3,4,5,6] 

def addxl(n1,n2,f1,f2): 

    n=np.arange(np.min([np.min(n1),np.min(n2)]),np.max([np.max(n1),np.max(n2)])+1) 

    s1=np.zeros(np.size(n),np.int) 

    s2=np.zeros(np.size(n),np.int) 

    ln=list(n) 

    s1[ln.index(n1[0]):ln.index(n1[0])+np.size(n1)]=f1 

    s2[ln.index(n2[0]):ln.index(n2[0])+np.size(n2)]=f2 

    x=s1+s2 

    return n,x 

def mulxl(n1,n2,f1,f2): 

    n=np.arange(np.min([np.min(n1),np.min(n2)]),np.max([np.max(n1),np.max(n2)])+1) 

    s1=np.zeros(np.size(n),np.int) 

    s2=np.zeros(np.size(n),np.int) 

    ln=list(n) 

    s1[ln.index(n1[0]):ln.index(n1[0])+np.size(n1)]=f1 

    s2[ln.index(n2[0]):ln.index(n2[0])+np.size(n2)]=f2 

    x=s1*s2 

    return n,x 

plt.subplot(221) 

plt.title(u'f1') 

plt.stem(n1,f1) 

plt.subplot(222) 

plt.title(u'f2') 

plt.stem(n2,f2) 
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plt.subplot(223) 

plt.title(u'f1+f2') 

[x,n]=addxl(n1,n2,f1,f2) 

plt.stem(x,n) 

plt.subplot(224) 

plt.title(u'f1*f2') 

[x,n]=mulxl(n1,n2,f1,f2) 

plt.stem(x,n) 

plt.show() 

运行上述程序得到两个序列相加和相

乘的时域波形如图 13.3-2 所示。 

2．序列的差分与部分和 

序列的差分 ( ) ( ) ( 1)f n f n f n    在

MATLAB 中用 diff 函数来实现，用以计算

f 相邻元素的差分，即 y=[f(2)-f(1) f(3)-f(2)   f(N)-f(N-1)]。其调用格式为： 

y=diff(f) 

序列求和
2

1

( )
n

n n

f n

 与信号的相加运算不同，求和运算是把 1n 和 2n 之间的所有样本 ( )f n 加起来，

在 MATLAB 中可利用 sum 函数来实现，其调用格式为： 

y=sum(f) 

Python 中序列的差分与部分和的实现方法与 MATLAB 类似，不再赘述。 

例 13.3-3  已知
0

( ) 1 ,2,3,4,5,6,7,8,9,10
n

f n


 
  
 ↑

，求 ( ) ( ) ( 1)f n f n f n    以及
9

0

( )
n

f n

 。 

MATLAB 编程 

n=0:9 

fn=[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]  

diff(fn)  

y=sum(fn) 

运行结果为： 

ans = 

     1  1  1  1  1  1  1  1  1 

y= 

   55 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

n=np.arange(0,10) 

f=[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] 

fn=np.diff(f) 

print fn 

y=np.sum(f) 

print y 

运行结果为： 

图 13.3-2  序列相加和相乘 
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[1 1 1 1 1 1 1 1 1] 

55 

3．连续信号的微积分 

MATLAB 中，连续信号的微分也可以用函数 diff 来近似计算。其调用格式为： 

y=diff(ft) 

连续信号的不定积分可由 int 函数来实现，其调用格式为： 

y=int(ft) 

连续信号的定积分可用 quad 函数（或 quad8 函数）来实现，其调用格式为： 

quad(`function_name`,a,b) 

其中 function_name 为被积函数名（.m 文件名），a 和 b 为指定的积分区间。 

Python 中用 diff 函数实现连续信号微分，用 integrate 函数实现连续信号积分。 

例 13.3-4  画出信号 2(t) e tf  的微分
d ( )

d

f t

t
及积分 ( )d

t
f  

 ∞
图形。 

MATLAB 编程 

syms t 

y=exp(-2*t); 

dy=diff(y); 

ly=int(y); 

subplot(2,1,1); 

ezplot(dy); 

title('df(t)/dt'); 

subplot(2,1,2); 

ezplot(ly); 

title('f-1(t)'); 

Python 编程 

from sympy import * 

x=symbols('x') 

f=diff(exp(-2*x),x) 

h=integrate(exp(-2*x),x) 

plot(f,xlim=[-1,1],ylim=[-10, 0.1],ylabel='',title='df(t)/dt') 

plot(h,xlim=[-2,1],ylim=[-10, 0.1],ylabel='',title='f-1(t)') 

运行上述程序得到的信号微分与积分图形如图 13.3-3（a）、（b）所示。 

 

图 13.3-3  信号的微积分 
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13.3.2  信号的时间变换 

信号的时间变换包括信号的尺度变换、反转和平移（时移）运算。此类变换实际上是函数自

变量的运算。在信号的尺度变换 ( )f at 和 ( )f an 中，函数的自变量乘以一个常数，在 MATLAB 中

可用算术运算符“*”来实现。在信号反转 ( )f t 和 ( )f n 运算中，函数的自变量乘以一个负号，

在MATLAB中可以直接用负号“-”写出也可以利用函数来实现，而反转后信号的坐标可由-fliplr(n)
得到。在信号时移 0( )f t t 和 0( )f n n 运算中，函数自变量加、减一个常数，在 MATLAB 中可用

算术运算符“+”或“-”来实现。 

在 Python 中，信号的时间变换处理与 MATLAB 类似，不再赘述。 
例 13.3-5  若例 13.2-4 产生的三角信号为 f(t)，通过信号基本变换得到 ( 2 2)f t  的波形。 

MATLAB 编程 

t=-3:0.001:3; 

ft=tripuls(t,4,0);  

subplot(3,1,1);  

plot(t,ft); 

title ('f(t)'); 

ft1= tripuls(2*t,4,0); 

subplot(3,1,2);  

plot(t,ft1); 

title ('f(2t)'); 

ft2= tripuls(2-2*t,4,0); 

subplot(3,1,3); 

plot(t,ft2); 

title ('f(2-2t)'); 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

def unit(t): 

    r=np.where(t>0.0,1.0,0.0) 

    return r 

def triangle_wave(x,c,hc):   #幅度为 hc，宽度为 c，斜度为 hc/2c 的三角波  

    if x>=c/2:r=0.0 

    elif x<=-c/2:r=0.0 

    elif x>-c/2 and x<0 :r=2*x/c*hc+hc 

    else:r=-2*x/c*hc+hc 

    return r 

t=np.linspace(-3,3,1000) 

f = np.array([triangle_wave(x,4.0,1.0) for x in t]) 

plt.subplot(311) 

plt.title(u'f(t)') 

plt.plot(t,f) 

plt.subplot(312) 

plt.title(u'f(-2t)') 

plt.plot(-1.0/2*t,f) 

plt.subplot(313) 
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plt.title(u'f(-2*t+2)') 

plt.plot(-1.0/2*t+1,f) 

plt.show() 

运行上述程序绘制的波形如图 13.3-4 所

示。 

13.3.3  信号的卷积 

1．离散信号的卷积和 

离散信号的卷积和定义为： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

y n f n f n f m f n m


   
∞

∞

 

MATLAB 中用 conv 函数来求离散信号的

卷积和，其调用格式为： 

y=conv(f1,f2) 

其中，f1，f2 表示离散时间信号值的向量；y 表示卷积结果。 

在 Python 中用 convolve 函数求解离散信号的卷积和，其调用格式为： 

convolve(a, v, ode=’ ’) 

其中，a，v 表示离散时间信号的向量，mode 的可选项有“full”、“same”和“valid”，默认选项为

“full”，该项可以省略。 

例 13.3-6  求序列
0

1( ) 1 ,2,3,4
n

f n


 
  
 ↑

，
0

2 ( ) 1 ,1,1
n

f n


 
  
 ↑

的卷积和 1 2( ) ( ) ( )f n f n f n  。 

MATLAB 编程 

f1=[1,2,3,4]; 

f2=[1,1,1,1,1]; 

f=conv(f1,f2) 

N=length(f); 

stem(0:N-1,f); 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

n1=np.arange(0,4) 

x1=[1,2,3,4] 

n2=np.arange(0,3) 

x2=[1,1,1] 

n=np.arange(0,np.size(n1)+np.size(n2)-1) 

f=np.convolve(x1,x2) 

plt.stem(n,f) 

plt.show() 

运行程序，得到两序列的卷积和如图 13.3-5

所示。 

2．连续信号的卷积积分 

连续信号的卷积积分定义为： 

 

图 13.3-4  信号的时间变换 

 

图 13.3-5  离散信号卷积和 
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1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )df t f t f t f f t  


   
∞

∞
 

如果对连续信号 1( )f t 和 2 ( )f t 进行等间隔（）均匀取样，则 1( )f t 和 2 ( )f t 分别变为离散信号

1( )f m 和 2 ( )f m 。其中，m 为整数。当足够小时， 1( )f m 和 2 ( )f m 即为连续信号 1( )f t 和 2 ( )f t 。

因此连续信号的卷积积分可表示为： 

1 2 1 2 1 20
( ) ( ) ( ) ( ) ( )d lim ( ) ( )

m

f t f t f t f f t f m f t m


     




       
∞∞

∞ →
∞

 

采用数值计算时，只需计算当 t n 时卷积积分 ( )f t 的值 ( )f n ，其中， n为整数，即： 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) [( ) ]
m m

f n f m f n m f m f n m       
 

    
∞ ∞

∞ ∞

 

其中， 1 2( ) [( ) ]
m

f m f n m 



∞

∞

实际上就是离散序列 1( )f m 和 2 ( )f m 的卷积和。 

当足够小时，序列 ( )f n 就是连续信号 ( )f t 的数值近似，即： 

1 2( ) ( ) [ ( ) ( )]f t f n f n f n     

上式表明，连续信号 1( )f t 和 2 ( )f t 的卷积，可用各自取样后序列的卷积和再乘以取样间隔表示。

显然，取样间隔越小，误差越小。 

MATLAB 中，应用 conv 函数近似计算信号的卷积积分。Python 中，用 convolve 函数近似计

算信号的卷积积分。 

例 13.3-7  求信号 1( ) ( ) ( 2)f t u t u t   与 3
2 ( ) e ( )tf t u t 的卷积积分 1 2( ) ( ) ( )f t f t f t  。 

MATLAB 编程 

dt=0.01; t=-1:dt:2.5; 

f1=Heaviside(t)-Heaviside(t-2); 

f2=exp(-3*t).*Heaviside(t); 

f=conv(f1,f2)*dt;  

n=length(f);  

tt=(0:n-1)*dt-2; 

subplot(221); 

plot(t,f1); 

grid on; 

axis([-1,2.5,-0.2,1.2]); 

title('f1(t)'); 

xlabel('t') 

subplot(222); 

plot(t,f2);  

grid on; 

axis([-1,2.5,-0.2,1.2]);  

title('f2(t)');  

xlabel('t') 

subplot(212); 

plot(tt,f); 

grid on; 

title('f(t)=f1(t)*f2(t)');  

xlabel('t') 

这里需要注意， 3
2 ( ) e ( )tf t u t 是一个持续时间无限长的信号，而计算机数值计算不可能计算
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真正的无限长信号，所以在进行 2 ( )f t 的取样离散化时，所取的时间范围让 2 ( )f t 衰减到足够小就可

以了（本例取 2.5t  ）。由于 1( )f t 和 2 ( )f t 的时间范围都从 1t   开始，所以卷积结果的时间范围从

2t   开始，增量还是取样间隔，这就是语句 t=(0:n-1)*dt-2 的由来。 

Python 编程 

import scipy.signal as signal 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

def unit(t): 

    r=np.where(t>0.0,1.0,0.0) 

    return r 

def fconv(f1,f2,t1,t2): 

    d=0.01 

    f=np.convolve(f1,f2) 

    f=f*d                                        

    ts=t1[0]+t2[0] 

    l=np.size(f1)+np.size(f2)-1 

    t=np.linspace(ts,ts+l*d,l) 

    return t,f 

t1=np.linspace(-1,3,400) 

f1=unit(t1)-unit(t1-2) 

t2=t1 

f2=np.exp(-3*t2)*unit(t2) 

plt.subplot(221) 

plt.title(u'f1(t)') 

plt.ylim(0.0,1.1) 

plt.plot(t1,f1) 

plt.subplot(222) 

plt.title(u'f2(t)') 

plt.ylim(0.0,1.1) 

plt.plot(t2,f2) 

t,f=fconv(f1,f2,t1,t2) 

print np.max(f) 

plt.subplot(212) 

plt.title(u'f(t)=f1(t)*f2(t)') 

plt.plot(t,f) 

plt.show() 

运行结果如图 13.3-6 所示。 

13.4  连续信号的傅里叶变换 

13.4.1  连续周期信号的傅里叶级数 

设周期信号 ( )f t 的周期为T 且满足狄里赫利条件，则其指数型傅里叶级数的形式为： 

 

图 13.3-6  卷积积分 
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j( ) e 



  n t
n

n

f t F
∞

∞

 

三角型傅里叶级数形式为： 

0

1 1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n n

a
f t a n t b n t 

 

   
∞ ∞

 

指数型傅里叶级数的系数为： 

j2

2

1
( )e d

T
n t

TnF f t t
T




   

三角型傅里叶系数为： 

2

2

2
( )cos( )d

T

Tna f t n t t
T




   

2

2

2
( )sin( )d

T

Tnb f t n t t
T




   

其中，基波角频率为
2π

T
  。 

对周期信号进行分析时，往往只需对其在一个周期内进行分析即可，通常选择主周期。假定

0 ( )f t 是 ( )f t 中的主周期，则
1

1

j2
0

2

1
( )e d

T
n t

TnF f t t
T




  。同理可得相应 na 和 nb 。 

由傅里叶系数的形式可以看出，其都属于积分形式，故在 MATLAB 和 Python 中均可以用积

分函数来实现傅里叶系数的求解。 

例 13.4-1  绘制周期 10T  、幅度 1E  ，脉宽 1  的周期矩形脉冲的单边频谱图。 

MATLAB 编程 

syms t n y 

T=10;                                                    %设置周期 

tao=1;            %设置脉宽 

Nn=16;            %输出数据位数为 16 

Nf=30;            %谐波次数 30 

y=1;            %主周期波形 

a0=2*int(y,t,-tao/2,tao/2)/T;        %直流分量 

as=int(2*y*cos(2*pi*n*t/T)/T,t,-tao/2,tao/2);     %余弦项系数 

bs=int(2*y*sin(2*pi*n*t/T)/T,t,-tao/2,tao/2);     %正弦项系数 

an(1)=double(vpa(a0,Nn));        

for k=1:Nf 

    an(k+1)=double(vpa(subs(as,n,k),Nn)); 

    bn(k+1)=double(vpa(subs(bs,n,k),Nn));end     %符号量转数值量 

cn=sqrt(an.*an+bn.*bn);         %幅度谱 

for i=0:Nf 

    if an(i+1)>=0 

        phase(i+1)=0; 

    else 

        phase(i+1)=pi; 

    end 

end            %相位谱 
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subplot(211); 

k=0:Nf; 

stem(k,cn); 

subplot(212) 

stem(k,phase); 

Python 编程 

from sympy import cos,sin 

from sympy.abc import t,n,y 

from sympy.mpmath import quad 

from scipy import integrate 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

Nf=30 

T=10 

tao=1.0 

an=np.zeros(Nf) 

bn=np.zeros(Nf) 

cn=np.zeros(Nf) 

phase=np.zeros(Nf) 

y=1 

an[0]=2*quad(lambda t:y,[-tao/2,tao/2])/T 

for n in range(1,Nf): 

    half,err=integrate.quad(lambda t:2*y*cos(2.0/T*np.pi*n*t),-tao/2,tao/2) 

    an[n]=half/10 

    half1,err1=integrate.quad(lambda t:2*y*sin(2.0/T*np.pi*n*t),-tao/2,tao/2) 

    bn[n]=half1/10 

    cn[n]=np.sqrt(an[n]**2+bn[n]**2) 

for i in range(0,Nf): 

    if an[i]>=0: 

        phase[i]=0 

    else: 

        phase[i]=np.pi 

k=np.arange(0,Nf) 

plt.subplot(211) 

plt.stem(k,cn) 

plt.subplot(212) 

plt.stem(k,phase) 

plt.show() 

运行程序，得到周期矩形脉冲频谱图如图 13.4-1（a）、（b）所示。 

 

图 13.4-1  周期矩形脉冲单边谱 
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13.4.2  连续非周期信号的傅里叶变换 

傅里叶变换是信号分析的重要方法之一。由信号 ( )f t 求出相应的频谱函数 ( j )F  的定义为： 

j( j ) ( )e dtF f t t 


 

∞

∞
 

傅里叶逆变换的定义为： 

j1
( ) ( j )e d

2π
tf t F  


 

∞

∞
 

MATLAB 进行傅里叶变换有两种方法，一种是利用 MATLAB 提供的专用函数直接求解函数

的傅里叶变换，另一种是傅里叶变换的数值计算法。限于篇幅，本书只介绍使用函数求解法，数

值计算法不再介绍。 

在 MATLAB 中实现傅里叶变换的调用格式有： 

F=fourier(f) 

F 是符号函数 f 的傅里叶变换，默认返回是关于 w 的函数； 

F=fourier(f,v) 

F 是关于符号对象 v 的函数，而不是默认的 w； 

F=fourier(f,u,v) 

函数 f 是关于符号对象 u 的函数，返回函数 F 是关于符号对象 v 的函数。 

傅里叶逆变换的调用格式有： 

f=ifourier(F) 

f 是符号函数 F 的傅里叶逆变换，默认的独立变量为 w，默认返回是关于 x 的函数； 

f=ifourier(f,u) 

返回函数 f 是 u 的函数，而不是默认的 x； 

f=ifourier( F,v,u ) 

对 F(v)进行傅里叶逆变换，其结果为 f(u)。 

这里需要注意的是，在调用函数 fourier 及 ifourier 之前，要用 syms 命令对所用到的变量（如

t、u、v、w）进行说明，即将这些变量说明成符号变量。 

Python 中，用 fourier_transform 函数来实现傅里叶变换，用 inverse_fourier_transform 函数实

现傅里叶逆变换，其用法与 MATLAB 中 fourier 函数类似。需要注意的是，Python 运行结果的自

变量不是角频率而是频率 f 。 

例 13.4-2  求信号 2| |( ) e tf t  的傅里叶变换。 

MATLAB 编程 

syms t 

f=exp(-2*abs(t)) 

F=fourier(f) 

运行结果为： 

F=4/(4+w^2) 

Python 编程 

from sympy import fourier_transform, exp 

from sympy.abc import t, f 

ft=exp(-2*abs(t)) 

F=fourier_transform(ft,t,f) 

运行结果： 

1/(pi**2*f**2 + 1) 
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例 13.4-3  求单边指数信号 2( ) e ( )tf t u t 的傅里叶变换，并画出其幅度谱和相位谱。 

MATLAB 编程 

Syms t phase im re 

f=exp(-2*t)*sym(‘Heaviside(t)’)   

F=fourier(f) 

im=image(F)      %计算 F 的实部 

re=real(F)      %计算 F 的虚部 

phase=atan(im/re)     %计算相位 

subplot(211) 

ezplot(abs(F))     %绘制幅度谱 

subplot(212) 

ezplot(phase)      %绘制相位谱 

Python 编程 

from sympy import fourier_transform, exp,plot,Heaviside,atan,im,re,pi 

from sympy.abc import t, f 

ft=exp(-2*t)*Heaviside(t) 

F=fourier_transform(ft,t,f) 

plot(abs(F)) 

plot(atan(im(F)/re(F))) 

运行上述程序，得到信号的幅度谱和相位谱如图 13.4-2（a）、（b）所示。 

 

图 13.4-2  单边指数信号的频谱 

例 13.4-4  求
2

1
( j )

1
F 





的傅里叶逆变换 ( )f t 。 

MATLAB 编程 

syms t w 

F=1/(1+w^2) 

f=ifourier(F,t) 

运行结果为： 

f=1/2*exp(-t)*Heaviside(t)+ 1/2*exp(t)*Heaviside(-t) 

Python 编程 

from sympy import inverse_fourier_transform, exp, sqrt, pi 

from sympy.abc import t, f 

ft=inverse_fourier_transform(1/(1+(2*pi*f)**2), f, t) 
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运行结果（只输出 0t ≥ 部分的信号）： 

exp(-t)/2 

13.5  连续信号的 s 域分析 

拉普拉斯变换是分析连续信号的重要手段。连续信号 f(t)的单边拉普拉斯变换 F(s)的定义为： 

0
( ) ( )e dstF s f t t 

∞

 

拉普拉斯逆变换定义为： 
j

j

1
( ) ( )e d

2πj
stf t F s s








 

∞

∞
 

显然，上式中 ( )F s 是复变量 s的复变函数，为了便于理解和分析 ( )F s 随 s的变化规律，将 ( )F s

写成模及相位的形式： 
j ( )( ) ( ) e sF s F s   

其中， ( )F s 为复信号 ( )F s 的模，而 ( )s 为 ( )F s 的相位。由于复变量 js    ，如果以 为横

坐标（实轴）， j 为纵坐标（虚轴），这样，复变量 s就构成一个复平面，即 s平面。从三维几何

空间的角度来看， ( )F s 和 ( )s 分别对应着 s平面上的两个曲面，如果绘出它们的三维曲面图，就

可以直观地分析连续信号的拉普拉斯变换 ( )F s 随复变量 s的变化情况，在 MATLAB 语言中有专

门对信号进行拉普拉斯变换和逆变换的函数，利用 MATLAB 的三维绘图功能很容易画出漂亮的三

维曲面图。 

13.5.1  拉普拉斯变换 

在 MATLAB 中，拉普拉斯变换的调用格式为： 

F=laplace( f ) 

对 f(t)进行拉普拉斯变换，其结果为 F(s)； 

F=laplace (f,v) 

对 f(t)进行拉普拉斯变换，其结果为 F(v)； 

F=laplace( f,u,v) 

对 f(u)进行拉普拉斯变换，其结果为 F(v)。 

在调用函数 laplace 之前，要用 syms 命令对所有需要用到的变量（如 t、u、v、w）等进行说

明，即要将这些变量说明成符号变量。对 laplace 中的 f 也要用符号定义符 sym 将其说明为符号表

达式。 

Python 中用 laplace_transform 来计算信号的拉普拉斯变换，其用法与 MATLAB 中 laplace 函

数类似。 

例 13.5-1  求信号 ( ) e sin( ) ( )tf t at u t 的拉普拉斯变换。 

MATLAB 编程 

f=sym('exp(-t)*sin(a*t)'); 

F=laplace(f); 

运行结果为： 

F =  

a/((s+1)^2+a^2) 
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Python 编程 

from sympy import laplace_transform, exp,sin,Heaviside,plot 

from sympy.abc import t, s,a 

ft=exp(-t)*sin(a*t)*Heaviside(t) 

F=laplace_transform(ft,t,s) 

print F 

运行结果： 

a/(a**2 + (s + 1)**2) 

13.5.2  拉普拉斯逆变换 

在 MATLAB 中，拉普拉斯逆变换的调用格式为： 

f=ilaplace (F) 

对 F(s)进行拉普拉斯逆变换，其结果为 f(t)； 

f=ilaplace(F,u) 

对 F(w)进行拉普拉斯逆变换，其结果为 f(u)； 

f=ilaplace(F,v,u ) 

对 F(v)进行拉普拉斯逆变换，其结果为 f(u)。 

与拉普拉斯变换相同，在调用函数 ilaplace 之前，要用 syms 命令对所有需要用到的变量（如

t、u、v、w）等进行说明。对 ilaplace 中的 F 也要用符号定义符 sym 将其说明为符号表达式。 

Python 中用 inverse_laplace_transform 来计算信号的拉普拉斯变换，其用法与 MATLAB 中

ilaplace 函数类似。 

例 13.5-2  求 1 2

4 5

5 6

s
F

s s




 
的拉普拉斯逆变换。 

MATLAB 编程 

syms s; 

L=(4*s+5)/(s^2+5*s+6); 

F=ilaplace(L); 

运行结果为： 

F = 

   7*exp(-3*t)-3*exp(-2*t) 

即所求的拉普拉斯逆变换为 3 2(7e 3e ) ( ) t t u t 。 

Python 编程 

from sympy.integrals.transforms import inverse_laplace_transform 

from sympy import exp, Symbol 

from sympy.abc import s, t 

a = Symbol('a', positive=True) 

S=inverse_laplace_transform((4*s+5)/(s**2+5*s+6), s, t) 

print S 

运行结果为： 

-(3*exp(t) - 7)*exp(-3*t)*Heaviside(t) 

13.5.3  s 域部分分式展开 

在 MATLAB 中，函数 residue 可以得到复杂有理分式 ( )F s 的部分分式展开式，其调用格式为： 
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[r,p,k]=residue(num,den) 
其中，num、den 分别为 ( )F s 的分子和分母多项式的系数向量，r 为部分分式的系数，p 为极点，k

为 ( )F s 中整式部分的系数，若 ( )F s 为有理真分式，则 k 为零。 

Python 与 MATLAB 相似，使用函数 residue 得到复杂有理分式 ( )F s 的部分分式展开式。需要

注意的是要导入相应的程序包。 

例 13.5-3  计算
3 2

2
( )

4 3

s
F s

s s s




 
的部分分式展开式。 

MATLAB 编程 
format rat;                      %将结果数据以分数形式显示 

num=[1,2]; 

den=[1,4,3,0]; 

[r,p]=residue(num,den); 

执行程序后，得到 r，p 的值分别为： 

r = 

      -1/6      

      -1/2      

       2/3 

p = 

      -3        

      -1        

       0 

所以， ( )F s 可展开为
2 / 3 0.5 1 / 6

( )
1 3

F s
s s s

 
  

 
。 

Python 编程 

import scipy.signal as signal  

num=[1,2] 

den=[1,4,3,0] 

r,p,k=signal.residue(num,den) 

print r 

print p 

print k 运行结果为： 

[-0.16666667 -0.5         0.66666667] 

[-3. -1.  0.] 

[ 0.] 

-1/(6*(s + 3)) - 1/(2*(s + 1)) + 2/(3*s) 

13.6  离散信号的 z 域分析 

序列的双边 z 变换定义为： 

( ) ( ) n

n

F z f n z



 
∞

∞

 

相应的，序列的单边 z 变换定义为： 

0

( ) ( ) n

n

F z f n z



 
∞
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逆 z 变换定义为： 
1

( )
2πj

f n  1( ) dnF z z z  

13.6.1  z 变换 

利用 MATLAB 中的 ztrans 函数，可求序列的单边 z 变换，调用格式为： 

Z= ztrans(f) 
输入变量 f 为序列 ( )f n 的符号表达式，输出参量 Z 为返回默认符号自变量为 n的关于 f 的 z 变换

的符号表达式； 

Z= ztrans(f,w ) 
输入变量 f 为序列 ( )f n 的符号表达式，输出参量 Z 为返回符号自变量为 w 的关于 f 的 z 变换的符

号表达式。 

Python 中没有提供专门的 z 变换函数，由 z 变换的形式可以看出，其属于无穷级数求和。故

对于一般序列，其 z 变换可以利用求和函数 sum 实现。 

例 13.6-1  求单边指数序列
1

( ) ( )
2

n

f n u n   
 

的 z 变换。 

MATLAB 编程 

syms n ; 

f=(1/2)^n ; 

Z=ztrans(f) 

运行结果为 

Z = 

   2*z/(2*z-1) 

Python 编程 

from sympy import  S 

from sympy.concrete.gosper import gosper_sum 

from sympy.functions import factorial 

from sympy.abc import k,z 

f=(1.0/2)**k*z**(-k) 

print gosper_sum(f,(k,0,S.Infinity)) 

运行结果： 

2.0*z/(2.0*z - 1.0) 

13.6.2  z 域部分分式展开 

离散系统的 z 域表达式通常可用下列有理分式来表示： 
1 2

0 1 2
1 2

0 1 2

num( )
( )

den( )

  

  

   
 

   




m
m

n
m

b b z b z b z z
F z

a a z a z a z z
 

为了能从系统的 z 域表达式方便地得到其时域表达式，可将 ( )F z 展开成部分分式之和的形

式，再对其求逆 z 变换。MATLAB 的信号处理工具箱提供了一个对 ( )F z 进行部分分式展开的函数

residuez，其调用格式为： 

[r,p,k]=residuez(num,den) 
式中 num 和 den 分别为 ( )F z 的分子多项式和分母多项式的系数向量，p 为极点向量，k 为多项式

的系数向量。也就是说，借助于 residuez 函数，可将上述有理分式 ( )F z 展开为： 
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1 ( )
1 1

num( ) (1) ( )
(1) (2) ( 1)

den( ) 1 (1) 1 ( )
  

         
 

  m nz r r n
k k z k m n z

z p z p n z
 

Python 同样提供了部分分式展开的函数 residuez，用法与 MATLAB 类似。 

例 13.6-2  计算
1 2 3

18
( )

18 3 4
F z

z z z  
  

的部分分式展开式。 

MATLAB 编程 

num=[18]; 

den=[18  3  -4 -1]; 

[r,p,k]=residuez(num,den); 

运行结果为： 

r= 

0.3600    0.2400   0.4000 

p= 

0.5000   -0.3333   -0.3333 

k= 

[] 

从运行结果中可以看出，p(2)=p(3)，这说明该系统有一个二阶的重极点-0.3333，而 r(2)表示

一阶极点前的系数。r(3)表示二阶极点前的系数。所以， ( )F z 的部分分式展开式为： 

1 1 1 2

0.36 0.24 0.4
( )

1 0.5 1 0.3333 (1 0.3333 )
F z

z z z    
  

 

Python 编程 

import scipy.signal as signal 

num=[18] 

den=[18,3,-4,-1] 

r,p,k=signal.residuez(num,den) 

print r 

print p 

print k 

运行结果为： 

[0.24  0.4   0.36] 

[-0.33333333 -0.33333333  0.5] 

[0.] 

13.6.3  逆 z 变换 

利用 MATLAB 中的 iztrans 函数求逆 z 变换，调用格式为： 

f= iztrans(Z) 

f= iztrans(Z,w ) 

其中，f 和 Z 分别为时域表达式和 z 域表达式的符号表示。 

Python 中同样没有提供专门的逆 z 变换函数，而逆 z 变换定义式涉及围线积分，相对比较复

杂，故这里不做介绍。 

例 13.6-3  求
2

3

(2 11 12)
( )

( 1)( 2)

z z z
F z

z z

 


 
的逆 z 变换。 

FZ=sym('z*(2*z^2-11*z+12)/(z-1)/(z-2)^3'); 

f=iztrans(FZ); 
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f=simplify(f); 

运行结果为： 

f = 

3*2^n-3-1/4*2^n*n-1/4*2^n*n^2 

13.7  LTI 连续系统时域响应 

13.7.1  零输入响应、零状态响应和全响应 

MATLAB 符号工具箱提供了 dsolve 函数来计算常系数微分方程的零输入响应和零状态响应，

从而求出系统的全响应，其调用格式为： 

r=dsolve(‘eq1,eq2,…’, ‘cond1,cond2, …’,‘v’) 
式中，参数 eq1，eq2，…表示各微分方程，微分方程中用 Dy,D2y,D3y,…,Dny 表示 y 的各阶导数

y , y , y ,…, ( )ny ；参数 cond1,cond2,…表示各起始条件；参数 v 表示自变量，默认为变量 t。 

例 13.7-1  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 3 ( ) 2 ( ) ( ) 3 ( )y t y t y t f t f t       

若 3( ) e ( )tf t u t ， (0 ) 1y   ， (0 ) 2y   ，利用 MATLAB 求系统的零输入响应、零状态响应和全

响应。 

程序如下： 

eq1='D2y+3*Dy+2*y=0'; 

cond1='y(0)=1,Dy(0)=2'; 

yzi=dsolve(eq1,cond1);      %求系统的零输入响应 

yi=simplify(yzi);  

eq2='D2y+3*Dy+2*y=Dx+3*x'; 

eq3='x=exp(-3*t)*Heaviside(t)'; 

cond2='y(-0.001)=0,Dy(-0.001)=0';   %起始条件 

yzs=dsolve(eq2,eq3,cond2);    %求系统的零状态响应 

ys=simplify(yzs.y);     %dsolve 求解结果 yzs 为 x(t)和 y(t)两个变量，yzs.y 用来取 

         出 yzs 中的 y(t) 

y=simplify(yi+ys);      %求系统的全响应 

运行结果为： 

yi = 

-3*exp(-2*t)+4*exp(-t) 

ys = 

heaviside(t)*(-exp(-2*t)+exp(-t)) 

程序中 simplify 函数用于对求解结果化简，具体用法可以查阅相关书籍。 

MATLAB 工具箱提供了一个用于求解零状态响应数值解的函数 lsim( )，其调用格式为： 
y lsim(sys,f , t)  

该调用是对向量 t 定义的时间范围内，绘制 LTI 连续系统的时域波形，同时绘制出系统的激励信

号对应的时域波形。其中，t 表示计算系统响应的取样点向量，f 是系统输入信号向量，sys 是 LTI

连续系统模型。在求解微分方程时，sys 要借助 MATLAB 中的 tf 函数来获得，其调用格式为： 
sys tf (b,a)  

其中，b 和 a 分别为微分方程右端和左端各项系数的向量。 
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Python 同样提供了求解零状态响应的函数 lism，其用法与 MATLAB 类似。 

例 13.7-2  描述 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 2 ( ) 100 ( ) ( )y t y t y t f t     

若 ( ) 10sin(2π )f t t ，求系统的零状态响应。 

MATLAB 编程 

ts=0; 

te=5; 

dt=0.01; 

num=[1]; 

den=[1 2 100]; 

sys=tf(num,den);     %调用 LTI 系统模型的函数 

t=ts:dt:te; 

f=10*sin(2*pi*t); 

y=lsim(sys,f,t);     %求零初始条件微分方程数值解 

plot(t,y); 

xlabel('t(sec)'); 

ylabel('y(t)'); 

grid 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

import scipy.signal as signal 

b=[1] 

a=[1,2,100] 

t=np.linspace(0,5,500) 

f=10*np.sin(2*np.pi*t) 

system=(b,a) 

tout,y,x=signal.lsim(system,f,t) 

plt.plot(t,y) 

plt.grid() 

plt.show() 

程序运行结果如图 13.7-1 所示。 

13.7.2  冲激响应和阶跃响应 

在 MATLAB 中，可用控制系统工具箱提供的 impulse 函数和 step 函数分别求解 LTI 连续系统

的冲激响应和阶跃响应的数值解，其调用格式分别为： 

y=impulse(sys,t) 

y=step(sys,t) 

其中，t 表示系统响应的时间取样点向量；sys 表示 LTI 连续系统模型。冲激响应和阶跃响应数值

解的函数用法与零状态响应数值解的函数 lsim 的用法相似，这里不再赘述。 

Python 中的 scipy 包提供的 impulse 函数和 step 函数分别用来求解 LTI 连续系统的冲激响应和

阶跃响应的数值解，调用格式分别为： 

t,y=signal.impulse(system) 

t,y=signal.step(system) 

 

图 13.7-1  系统的零状态响应 
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其中 system 表示 LTI 连续系统模型。 

例 13.7-3  描述 LTI 某连续系统的微分方程为 
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t f t f t       

绘出该系统冲激响应的时域波形。 

MATLAB 编程 

a=[1,2]; 

b=[1,1,1]; 

sys=tf(a,b); 

impulse(sys,14); 

Python 编程 

import scipy.signal as signal 

import matplotlib.pyplot as plt 

system=([1,2],[1,1,1]) 

t,y=signal.impulse(system) 

plt.plot(t,y) 

plt.show() 

程序运行结果如图 13.7-2 所示。 

例 13.7-4  描述某连续系统的微分方程为 
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )y t y t y t f t f t       

绘出该系统阶跃响应的时域波形。 

MATLAB 编程 

a=[1,2]; 

b=[1,1,1]; 

sys=tf(a,b); 

step(sys,12); 

Python 编程 

import scipy.signal as signal 

import matplotlib.pyplot as plt 

system=([1,2], [1,1,1]) 

t,y=signal.step(system) 

plt.plot(t,y) 

plt.show() 

程序运行结果如图 13.7-3 所示。           

13.8  LTI 连续系统的频率特性和频域分析 

13.8.1  频率特性 

MATLAB 信号处理工具箱提供的 freqs 函数可直接计算系统频率响应的数值解，其调用格式为： 

H=freqs(b,a,ω) 
其中，b 和 a 分别表示 ( j )H 的分子和分母多项式的系数向量；ω 为系统频率响应的频率范围，

其一般形式为 ω1:p:ω2（ω1 为频率起始值，p 为频率取样间隔，ω2 为频率终止值）；H 表示返回 ω

所定义的频率点上系统频率响应的样值。这里需要注意，H 返回的样值可能为包含实部和虚部的

 

图 13.7-2  连续系统冲激响应时域波形 

 
图 13.7-3  连续系统阶跃响应时域波形 
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复数。因此，还需利用 abs 函数和 angle 函数来分别求得系统的幅频特性和相频特性。 

Python 的 signal 包同样提供 freqs 函数来计算系统频率响应的数值解，具体用法与 MATLAB

相似。 

例 13.8-1  描述某 LTI 连续系统的微分方程为 
( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )y t y t y t y t f t       

画出该系统的幅频响应 ( j )H  和相频响应 ( j )  曲线。 

MATLAB 编程 

w=linspace(0,5,200); 

b=[1]; 

a=[1 2 2 1]; 

H=freqs(b,a,w); 

subplot(2,1,1); 

plot(w,abs(H)); 

set(gca,'xtick',[0 1 2 3 4 5]); 

set(gca,'ytick',[0 0.4 0.707 1]); 

xlabel('\omega(rads)'); 

ylabel('|H(j\omega)|'); 

grid on; 

subplot(2,1,2); 

plot(w,angle(H)); 

set(gca,'xtick',[0 1 2 3 4 5]); 

xlabel('\omega(rad/s)'); 

ylabel('\phi(rad)'); 

grid on; 

Python 编程 

# -*- coding: utf-8 -*- 

import numpy as np 

import scipy.signal as signal 

import matplotlib.pyplot as plt 

b=[1] 

a=[1,2,2,1] 

w,h=signal.freqs(b,a,worN=np.linspace(0,5,200)) 

plt.subplot(2,1,1) 

plt.xlabel(u'$\omega$(rads)',fontproperties='SimHei') 

plt.ylabel(u'|H(j$\omega$)|',fontproperties='SimHei') 

plt.plot(w,np.abs(h)) 

plt.grid() 

plt.subplot(2,1,2) 

plt.plot(w,np.angle(h)) 

plt.xlabel(u'$\omega$(rads)',fontproperties='SimHei') 

plt.ylabel(u'$\phi$(rad)',fontproperties='SimHei') 

plt.grid() 

plt.show() 

程序运行结果如图 13.8-1 所示。 

 

图 13.8-1  幅频响应和相频响应 
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13.8.2  频域分析 

连续系统的频域分析主要用来分析系统的频率响应特性或分析输出信号的频谱，也可以用来

求解激励作用下的稳态响应。 

例 13.8-2  已知某 LTI 连续系统的频率响应函数为
j

( j )
j 25

H






，当外加激励为

( ) cos(5 ) cos(10 ),f t t t t    ∞ ∞时，求该系统的零状态响应 ( )y t 。 

MATLAB 编程 

t=linspace(-2,2,1024); 

w1=5; 

w2=10; 

H1=j*w1/(j*w1+25); 

H2=j*w2/(j*w2+25); 

f=cos(w1*t)+cos(w2*t); 

y=abs(H1)*cos(w1*t+angle(H1))+ abs(H2)*cos(w2*t+angle(H2)); 

subplot(2,1,1); 

plot(t,f); 

ylabel('f(t)'); 

xlabel('Time(s)'); 

subplot(2,1,2); 

plot(t,y); 

ylabel('y(t)'); 

xlabel('Time(s)'); 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

t=np.linspace(-2,2,512) 

w1=5 

w2=10 

h1=5j/(25+5j) 

h2=10j/(25+10j) 

f=np.cos(5*t)+np.cos(10*t) 

y=np.abs(h1)*np.cos(w1*t+np.angle(h1))

+np.abs(h2)*np.cos(w2*t+np.angle(h2)) 

plt.subplot(2,1,1) 

plt.plot(t,y) 

plt.ylabel('f(t)') 

plt.xlabel('Time(s)') 

plt.subplot(2,1,2) 

plt.plot(t,f) 

plt.ylabel('y(t)') 

plt.xlabel('Time(s)') 

plt.show() 

程序运行结果如图 13.8-2 所示。 
 

图 13.8-2  频域分析 
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13.9  LTI 连续系统的系统函数 

系统函数 ( )H s 通常是一个有理分式，其分子和分母都为多项式。MATLAB 提供了 roots 函数

来求解对应方程的根，从而计算出 ( )H s 的零、极点。在 Python 中，用 tf2zpk 函数来计算零、极

点，其调用格式为： 

[z,p,k] = tf2zpk(b,a) 

根据系统函数的极点情况即可判断系统稳定性。 

例 13.9-1  已知系统函数
2

1
( )

2 2

s
H s

s s




 
，求出该系统的零、极点。 

MATLAB 编程 

b=[1,-1]; 

a=[1,2,2]; 

zs=roots(b); 

ps=roots(a); 

figure 

plot(real(zs),imag(zs),'o',real(ps),imag(ps),'*','markersize',12); 

axis([-2 2 -2 2]); 

grid on; 

legend('零点','极点');      %在指定位置标出图例说明 

Python 编程 

import scipy.signal as signal 

b=[1,2] 

a=[1,2,5] 

z,p,k=signal.tf2zpk(b,a) 

print z,p,k 

运行结果如下： 

[-2.] [-1.+2.j -1.-2.j] 1.0 

其中：零点 z=1 

极点 p=-1+j 

     P=-1-j 

在 MATLAB 中还有一种更简便的方

法用来描述系统函数 ( )H s 的零、极点分

布，即用 pzmap 函数画图。其调用格式为： 

pzmap(sys) 

sys 表示 LTI 连续系统模型。 

上例的零、极点分布图若用 pzmap 函

数画图，程序如下： 

num=[1,-1]; 

den=[1,2,2]; 

sys=tf(num,den); 

figure(1); 

pzmap(sys); 

执行程序，得到结果如图13.9-1所示。  

图 13.9-1  系统零、极点图 
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13.10  LTI 离散系统时域分析 

13.10.1  零状态响应 

LTI 离散系统可用以下线性常系数差分方程来描述： 

0 0

( ) ( )
k m

k j m i
j i

a y n j b f n i 
 

     

式中 ( 0,1, 2, , )ja j k  和 ( 0,1, 2, , )ib i m  均为实常数， ka 一般取 1。 

MATLAB 提供的 filter 函数可对差分方程在指定时间范围内的输入序列所产生的响应进行求

解，其调用格式为： 

y=filter(b,a,f) 

其中，f 为输入离散序列；y 为输出离散序列；b 与 a 分别为差分方程右端与左端的系数向量。 

Python 提供了 dlsim 函数求解差分方程，其调用格式为： 

tout,yout=scipy.signal.dlsim(system, u, t) 

其中，system 为描述系统的向量，u 为输入离散序列，t 为输入时间序列；tout 为输出的时间序列，

yout 为输出离散序列。 

例 13.10-1  已知 LTI 离散系统的差分方程为 
3 1

( ) ( 1) ( 2) ( ) ( 1)
4 8

y n y n y n f n f n        

若
1

( ) ( )
3

n

f n u n   
 

，求系统的零状态响应。 

MATLAB 编程 

a=[1,-3/4,1/8]; 

b=[1,1]; 

n=0:30; 

f=(1/3).^n; 

y=filter(b,a,f); 

stem(n,y,'fill'); 

grid on; 

xlabel('n')； 

title('系统零状态响应 y(n)'); 

Python 编程 

import numpy as np 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

import scipy.signal as signal 

b=[1.0,1.0] 

a=[1.0,-3.0/4,1.0/8] 

system=(b,a,1.0) 

n=np.arange(0,30) 

f=(1.0/3)**n 

tout,y=signal.dlsim (system,f,np.asarray(n)) 

plt.stem(n,y) 



 

·377· 

plt.grid() 

plt.show() 

运行上述程序绘制的系统零状态响应如图

13.10-1 所示。 

13.10.2  单位序列响应和阶跃响应 

在 MATLAB 中求解离散系统单位序列响

应，可应用信号处理工具箱提供的函数 impz，

其调用格式为： 

h=impz(b,a,n) 

式中，a，b 分别是差分方程左、右端的系数向

量，n 表示输出序列的取值范围（可省略），h

就是系统单位序列响应。如果没有输出参数，

直接调用 impz(b,a,n)，则 MATLAB 将会在当前绘图窗口中自动画出系统单位序列响应的图形。 

在信号处理工具箱中还提供了求解离散系统阶跃响应的函数 stepz，其调用格式为： 

g=stepz(b,a,n) 

式中的参数与 impz 函数相同，如果没有输出参数，直接调用 stepz(b,a,n)，也将会在当前绘图窗口

中自动画出系统阶跃响应的图形。 

Python 中提供了 dimpulse 函数和 dstep 函数分别求解单位序列响应和单位阶跃响应，其用法

与 MATLAB 中 impz 函数和 stepz 函数的用法类似，不再赘述。 

例 13.10-2  LTI 离散系统的差分方程为 
3 1

( ) ( 1) ( 2) ( ) ( 1)
4 8

y n y n y n f n f n        

求系统的单位序列响应和阶跃响应。 

MATLAB 编程 

n=0:30; 

a=[1,-3/4,1/8]; 

b=[1,1]; 

h=impz(b,a,n); 

g=stepz(b,a,n); 

subplot(2,1,1); 

stem(k,h); 

title(`单位序列响应`); 

grid on; 

subplot(2,1,2); 

stem(k,h); 

title(`阶跃响应`); 

grid on; 

Python 编程 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

import scipy.signal as signal 

b=[1.0,1.0] 

a=[1.0,-3.0/4,1.0/8] 

 

图 13.10-1  系统的零状态响应 
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system=(b,a,1.0) 

n=np.arange(0,30) 

t1,h=signal.dimpulse(system,t=np.asarray(n)) 

t2,g=signal.dstep(system,t=np.asarray(n)) 

plt.subplot(211) 

plt.stem(n,h[0]) 

plt.title(u'系统的单位序列响应',fontproperties='SimHei') 

plt.grid() 

plt.subplot(212) 

plt.stem(n,g[0]) 

plt.title(u'系统的阶跃响应',fontproperties='SimHei') 

plt.grid() 

plt.show() 

运行上述程序绘制的系统的单位序列响应和阶跃响应如图 13.10-2 所示。 

 

图 13.10-2  系统的单位序列响应和阶跃响应 

13.11  LTI 离散系统的系统函数与 z 域分析 

13.11.1  系统的零、极点分析 

离散系统的系统函数定义为系统零状态响应的 z 变换与激励的 z 变换之比，即： 
( )

( )
( )

Y z
H z

F z
  

如果系统函数 ( )H z 的有理函数表达式为： 
1

1 2 1
1

1 2 1

( )
m m

m m
m m

m m

b z b z b z b
H z

a z a z a z a







   


   



 

在 MATLAB 中，系统函数的零、极点数值解可以通过 tf2zp 函数得到，也可以通过 roots 函

数得到。这里重点介绍 tf2zp 函数，关于 roots 函数的使用方法，读者可查阅相关书籍。 
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tf2zp 函数的调用格式为： 

[z,p,k]=tf2zp(B,A) 

其中，B 和 A 分别表示 H(z)的分子与分母多项式的系数向量；z 表示系统的零点；p 表示系

统的极点；k 为增益常数。 

Python 同样提供 tf2zp 函数求解离散系统函数零、极点，用法与 MATLAB 中类似，不再赘述。 

例 13.11-1  LTI 离散因果系统的系统函数为
2

3
( )

3 2

z
H z

z z




 
，求系统的零、极点。 

MATLAB 编程 

B=[1,3]; 

A=[1,3,2]; 

[r,p,k]=tf2zp(B,A); 

执行结果为： 

r= 

   -3 

p= 

   -2 

   -1 

k= 

   1 

Python 编程 

import scipy.signal as signal 

b=[1,3]                          #定义系统函数分子多项式系数向量 

a=[1,3,2]                         #定义系统函数分母多项式系数向量 

z,p,k=signal.tf2zpk(b,a) 

print 'z=' 

print z 

print 'p=' 

print p 

print 'k=' 

print k 

运行结果为： 

z= 

[-3.] 

p= 

[-2. -1.] 

k= 

1.0 

若要获得系统函数 ( )H z 的零、极点分布图，MATLAB 可直接应用 zplane 函数，其调用格式

为： 

zplane(b,a) 
式中，b 和 a 分别为系统函数 ( )H z 有理分式表示式中分子多项式和分母多项式的系数向量，该函

数的作用是在 Z 平面上画出单位圆及系统的零点和极点。 

例 13.11-2  用 zplane 函数画出例 13.11-1 中系统函数的零、极点图。 
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b=[1,3]; 

a=[1,3,2]; 

zplane(b,a),grid on; 

title('零、极点分布图'); 

legend('零点','极点'); 

运行程序，得零、极点图如图 13.11-1 所示。 

13.11.2  系统的频率特性分析 

对于因果稳定的离散系统，频率响应
j j j ( )(e ) (e ) eH H    ，它是以T 为周期的周期函

数。若令 1T  ，则角频率 s 2π  。因此，只要

分析 j(e )H  在 0 πs≤ ≤ 范围内的情况，便可以

知道系统的频率特性。 

在 MATLAB 中，可以通过 freqz 函数来求离散系统的频率响应特性，其调用格式为： 

[H,w]=freqz(B,A,N) 
其中，B 和 A 分别表示 H(z)的分子与分母多项式的系数向量；N 为正整数，默认为 512；w 为  0 : π

内的 N 个频率等分点；H 表示离散时间系统频率响应 j(e )H  在  0 : π 内 N 个频率点处的值。 

freqz 函数的另一种调用格式为： 

[H,w]=freqz(B,A,N,’whole’) 
它将角频率范围由  0 : π 扩展到  0 : 2π 。 

若想得到系统幅频特性和相频特性，可用函数 abs 和 angle 实现。 

需要注意的是，利用 freqz 函数求系统的频率响应时，一般需要将系统函数改写为下列形式： 
1

1 2 1
1

1 2 1

( )
m

m
n

n

b b z b z
H z

a a z a z

 


 


  


  



 

从而得到分子多项式系数向量和分母多项式系数向量。 

Python 中，同样采用 freqz 函数来求离散时间系统频率响应特性，用法与 MATLAB 类似，这

里不再赘述。 

例 13.11-3  已知一 LTI 离散因果系统的系统函数为 
2

3 2

2 1
( )

0.5 0.005 0.3

z z
H z

z z z

 


  
 

画出幅频响应 j(e )H  。 

MATLAB 编程 

b=[0 1 2 1]; 

a=[1 -0.5 -0.005 0.3]; 

[H,w]=freqz(b,a); 

plot(w/pi,abs(H));grid; 

xlabel('\omega(rad/s)'); 

ylabel('abs(H)');  

title('frequence Respone'); 

这里需要注意的是，分子多项式系数向量 b 的第一个 0 是不可省的。 

Python 编程 

import scipy.signal as signal 

 

图 13.11-1  系统函数的零、极点图 
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import matplotlib.pyplot as plt 

import numpy as np 

b=[0 ,1 ,2 ,1] 

a=[1, -0.5, -0.005, 0.3] 

w,h=signal.freqz(b,a) 

plt.plot(w/np.pi,np.abs(h)) 

plt.grid() 

plt.xlabel(u'(rad/s)') 

plt.ylabel('abs(h)') 

plt.title('frequence Response') 

plt.show() 

运行以上程序，得到系统幅频特性如图 13.11-2

所示。 

13.12  本 章 小 结 

本章主要介绍了信号与线性系统分析中重要知识点的 MATLAB 及 Python 仿真，完成了数值

计算、信号与系统分析原理及方法的可视化展现，从而为培养学生解决实际问题的能力和创新能

力奠定了基础。 

具体来讲，本章主要介绍了： 

 ① 信号的表示及运算。 

 ② 连续信号的傅里叶变换及其逆变换、拉普拉斯变换及其逆变换。 

 ③ 离散信号的 z 变换及其逆变换。 

 ④ 系统的时域响应。 

⑤ 连续系统的频率特性与频域分析。 

⑥ 系统函数零、极点分析及系统稳定性。 

本章的主要知识脉络如图 13.12-1 所示。 

 

图 13.12-1  本章知识脉络示意图 

 

 

 

图 13.11-2  幅频响应曲线 
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习题参考答案 

第 1 章  信号 

1.1  略 

1.2  1）×    2）×    3）√    4）×    5）×    6）√    7）×    8）× 

1.3  a）连续信号    b）连续信号    c）离散信号  

1.4  1）非周期信号          2）周期信号
π

5
T           3）周期信号

π

8
T  

4）非周期信号          5）周期信号 T=20           6）非周期信号 

1.5  1）功率信号 P=1        2）功率信号 P=1             3）功率信号
3

8
P      

4）能量信号 E=381.8     5）功率信号 P=2             6）能量信号
4

3
E  

第 2 章  连续信号的时域分析 

2.1 

 

2.2  1） 2e ( 2) t     2） 22e ( ) ( ) tu t t     3） 42e      4）
1

2
 

2.3 

 

2.4  1）                       2） 

      
2.5  1 3A ， 2 3 A ， 1 0t ， 2 1t  

2.6  1）√    2）√    3）√    4）√ 

2.7  1） 2( 2)e t     2） 2( 2)2e ( 2) ( 2)    t u t t  

3） 2 2 2 21 1 1 1
( ) ( 3) ( 3) ( 2) ( 2) 2( 2) ( 2) ( 5) ( 5) 2( 5) ( 5)

2 2 2 2
              t u t t u t t u t t u t t u t t u t  

2.8  
1

4sin
2

 
 
 

 

2.9  2(2 4e ) ( ) 2 ( ) ( )    t u t t t  
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2.10  1）

, 0

, 1
( )

1 , 1 1

0



    
 ， 其他

t t a

a a t
y t

a t t a

t

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤
   2） 1a  

2.11  

2

2
1 2

2 1, 1 0

1, 0 2

( ) ( ) 4 5, 2 3

5 , 3 5

0,

    
       
  
 其他

t t t

t t

f t f t t t t

t t

t

≤

≤

≤

≤

 

2.12  
3

1

1 e


A  

2.13、2.14 略 

第 3 章  连续信号的频域分析 

3.1  略  

3.2  1）周期 T=0.02s 

2）
6 π

sin
2

   
 

n

n
A

n
，n 为奇数     

π π

2 3
  n n   

6 π π
sin sin

2 3
       
   

n

n n
a

n
        

6 π π
sin cos

2 3
       
   

n

n n
b

n
 

3）半波对称 

3.3  1( ) 2 sin(π ) x t t 和 2 ( ) 2 sin(π )x t t  

3.4  1） ( )f t 不是实函数       2） ( )f t 是偶函数       3）
d ( )

d

f t

t
不是偶函数。 

3.5  A=1， πB ，
1

3
C  

3.6  略 

3.7  
3sin( )

( )



R  

3.8  

1

1
2

4
cos cos

2 2
( j )

 
 



             


F ，图略 

3.9 

 

3.10  1）非奇非偶奇数    2）虚奇函数 

3.11  
0j
2( j )e







t

F  

3.12  1）      2） 4     3） 2π     4）波形即为 ( )f t 的偶分量波形 

3.13  1）
2 2

( )


 



R ，

2 2
( )


 

 


X     2）略    3）略 
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3.14  略 

3.15  4π(1 ) ( )
2


 g  

3.16  1 / 3A ， 3B  

3.17  | |j2π e    

3.18  1）不是周期性的    2）是周期的    3）两个非周期信号卷积有可能是周期的 

3.19  2( ) 12e ( ) 12e ( )  t tf t u t u t                                                     

3.20  1） 0
0 0Sa[ ( )]

π

  
A

t t     2） 2 02
sin

π 2

  
 
 

A t

t
 

3.21  1）（a）和（c）    2）（b） 

3.22  j2π ( ) π ( )e 
      ，其中 π   

第 4 章  连续信号的复频域分析 

4.1  
1

1 e s
 

4.2  1）
5e

( )
5

 




s

F s
s

 Re[s]>-5    2）A=-1 和 0 1 t ；Re[s]<-5  

4.3  Re[α]=3，对于 α的虚部没有限制。 

4.4  
2

1
( )




s
F s

s
，

2

e
( ) 

s

bF s
s

 

4.5  2( 1)
2 2

π
1 e

( 1) π
    

s

s
 

4.6  2
2

1
(1 e ) s

s
 

4.7  
1

2

(2 )e

( 1)




ss

s
 

4.8  ( 1)aF as  

4.9  
e 1

( )
as

F s
s

 

4.10  1）非时限信号  2）可能是左边信号  3）不可能是右边信号  4）可能是双边信号 

4.11  双边信号 

4.12  
1

1,
2

     

4.13  
2 2

1 / 4
( )

1 1

4 42 2


       
  

F s
s s

s s
 

4.14  
2

16
( )

2 2


 
F s

s s
， Re[s]>-1。 

4.15  91
( ) (e 1) ( ) tf t u t

t
 

4.16  1）
0

( 2 1)




 
k

u t k
∞

    2） [sin( ) cos( )] ( )t t t u t  

4.17  2Re[ ] 0, ( ) [e cos(2 )] ( )  ts f t t u t  
2Re[ ] 2, ( ) [e cos(2 )] ( )     ts f t t u t  

22 Re[ ] 0, ( ) e ( ) cos(2 ) ( )     ts f t u t t u t  

4.18  
0 0

( ) 2 ( 3 ) ( 3 2) 
 

 

     
k k

f t t k t k
∞ ∞
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第 5 章  离散信号的时域分析 

5.1  1）                              2） 

    

3）                                   4） ( ) 0



n

m

f m
∞

 

 

5.2、5.3 略 

5.4  11 9
3 ( 1) 2 ( 2)

2 2
      

 
n nu n u n  

5.5  A、B、C、D 

5.6  略 

5.7  ( ) ( ) ( 1) ( 2) ( 3) ( 4)             y n u n u n u n u n u n  

5.8  ( ) ( )h n u n  

5.9  ( 1) ( )n u n  

第 6 章  离散信号的 z 域分析 

6.1  1）收敛域的以下几种情况： 2z 、
1

2
z 、

1
2

2
 z  

2） | | 2z ：
1 1

( ) 4 2 ( )
3 2

      
   

n
nf n u n     

1

2
z ：

1 1
( ) 4 2 ( 1)

3 2

        
   

n
nf n u n  

1
2

2
 z ：

1 1
( ) ( ) 4 2 ( 1)

3 2

         
   

n
nf n u n u n  

6.2  1）有限 z 平面内的零点个数为 1 个，无限远处零点 1 个 

2）有限 z 平面内的零点个数为 2 个，无限远处没有零点 

3）有限 z 平面内的零点个数为 1 个，无限远处零点 2 个 

6.3  ( )f n 可能是右边序列或双边序列 

6.4  ( )f n 只能是双边序列 

6.5  1） (0) 1f 、
2

(1)
3

f 、
2

(2)
9

 f     2） (0) 3f 、 ( 1) 6  f 、 ( 2) 18 f  

6.6  ( 3) 1 f ， ( 2) 4 f ， ( 1) 5  f ，其他为 0 

6.7  
1

( ) 1 ( )
2

      
   

n

f n u n  

6.8  略 

6.9  
1( 1) ( 1)

( )
  


n na u n

f n
n
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6.10   
2

π π
j j
3 3

2

1 1
e e

2 2



           

     

z
F z

z z

， 
1

2
z  

6.11  1） 1( ) ( )F z z F z       2） 2( )F z  

第 7 章  系统 

7.1  
1 1

( ) 3 4 ( )
2 2

           
     

n n

y n u n         

7.2  1） 2 1 1 1 1 1( ) 2 ( 1) ( ) 4 ( 1) ( 2) ( 3)        f t f t f t f t f t y t  

2） 2 1 1 1 1 1( ) 2 ( 1) ( ) 4 ( 1) ( 2) ( 3)y t y t y t y t y t y t          

7.3  1）非线性，时不变，因果，稳定    2）线性，时变，非因果，稳定 

3）线性，时变，因果，不稳定    4）非线性，时不变，因果，稳定 

5）非线性，时不变，非因果，稳定 

7.4  线性时变 

7.5  线性时变因果 

第 8 章  LTI 连续系统的时域分析 

8.1  1）
1 1

(0 _) , (0 _)
2 2

y y'      2）
1

2
c  

8.2  1） e ( )tu t   2） (2 )e ( ) tt u t   
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