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修订版前言

本教材是国防科技大学国家级信号处理系列课程教学团队编写的系列教材之一，也是国
家精品课程和国家资源共享课《信号处理与系统》的主教材。《信号分析与处理》自2008年出
版以来，已印制3次，被许多高等院校采用。为适应信号处理技术快速发展，结合我们自身的
教学实践，参考国内外优秀教材，感到在教材内容、表达方式等方面有充实完善的必要，因而决
定在原教材的基础上，重新修订本教材。本教材主要特点体现在以下几个方面：

1.将信号与系统和数字信号处理有机地融合，构造了新的教材体系。采用了两个并重和
两个基础的编写思想，即信号与系统并重，信号、系统分析与信号处理并重；时域分析是变换域
分析的基础，信号分析是系统分析的基础。只有通过信号分析确定其特性，才能正确选择和设
计系统，对信号进行有效的处理。教材体系结构条理清晰、内容叙述深入浅出，符合学习者的
认识规律。

2. 将分析法与归纳综合法结合起来，在教材内容上体现经典与现代、连续与离散、信号与
系统、分析与应用的辩证关系，使学习者在对比学习中对理论知识加深理解和掌握。例如在内
容组织上先信号后系统、先连续后离散、先时域后变换域，先理论后应用。全书以第6章为连
续与离散分界，第9章为理论分析与应用分界，培养学习者运用已掌握知识来学习、理解和掌
握新知识、新方法和新技术能力。

3.本教材经过我们6年多的教学实践，发现原教材中有个别错误和不够完善之处，这次
都进行了一一修订，例如新增部分习题与解答、修订编排有误的公式，增添应用示例等。本教
材将另行出版配套学习指导书和实验指导书，教学课件和教材中的应用案例可从教育部“爱课
程”网站作者的课程中直接下载或向作者直接索取。

本次修订由吴京、丹梅、安成锦、周剑雄、王展、万建伟、张汉华等人完成。
由于编者水平有限，难免会有错误和不妥之处，欢迎广大读者批评指正。

编 者

2014年6月



前  言
《信号分析与处理》主要介绍信号的基本概念及信号分析与处理的基本方法。内容包括信

号的基本概念和基本运算、连续和离散时间傅里叶变换、离散傅里叶变换及其快速算法、拉普
拉斯变换、z变换，并对连续时间和离散时间系统及其分析方法、模拟和数字滤波器的基本原
理及其设计进行了简单介绍。

本书强调了信号、系统、变换和滤波器的基本原理及应用。它涉及全面了解时域和频域关
系的重要概念。目标是使学生能够对时域和频域知识进行清楚的思考，并能在两者中进行转
换。全书采用了理论推导和应用分析相结合的方法，着重让读者掌握信号分析与处理的基本
原理、分析和处理方法；配以一定量的习题和实验，通过让学生对实际的信号和系统进行变换
域分析，训练学生解决实际问题的能力；通过介绍一些最新的信号处理方法，培养学生运用已
掌握的信号处理知识来学习、理解和掌握新方法与新技术的能力。

全书突出了模拟和数字信号方面的联系。书中内容可以分成以下几个大的范围：
（1）信号与系统的介绍，它们的表示方法和分类。
（2）卷积积分法和卷积和法是一种时域分析方法，可用来把时域和频域联系起来。
（3）傅里叶级数、傅里叶变换及其应用。用来对模拟信号进行频谱分析。
（4）拉普拉斯变换及其应用。它是处理系统分析及其应用的有效工具。
（5）傅里叶变换和拉普拉斯变换在模拟滤波器设计中的应用。
（6）抽样和抽样信号的离散时间傅里叶变换（DTFT）以及DFT和FFT，它们都强调了一
个中心概念，就是在一个域的抽样导致了在另一个域的周期延拓。

（7）z变换。把DTFT扩展到离散时间系统的分析。
（8）IIR、FIR数字滤波器的设计与应用。
本书分为11章和1个附录。第1章：从信号的分类入手，介绍了常用的连续时间信号和离

散时间信号，并讨论了信号的运算和卷积运算；第2章：线性时不变系统的时域分析；第3章：连
续时间信号的频域分析；第4章：连续时间信号及系统的复频域分析；第5章：连续时间滤波器，
主要讨论模拟滤波器的原理和设计方法；第6章：抽样，从连续到离散的过渡；第7章：离散时间
信号的频域分析；第8章：离散LTI系统的z域分析；第9章：离散傅里叶变换；第10章：快速傅
里叶变换；第11章：数字滤波器设计，主要讨论数字滤波器的原理和设计方法。

本书的第1章、第2章、第3章、第7章由吴京编写，前言、绪论、11.3节由万建伟编写，
第9章、第10章、11.1节、11.2节由王展编写，第4章、第8章由丹梅编写，第5章、第6章由
张汉华编写，附录、参考答案、参考文献由陶华敏编写与整理。吴京负责全书的组织和修改。
感谢冯德军、杨鹏、彭金龙、许可、何元为本书的文字录入、绘图、排版等所做的工作。

本书在编写过程中参考了很多优秀教材和著作。编者向收录于参考文献中的各位作者表
示真诚的谢意。

限于作者的水平，不妥及错误之处在所难免，恳切希望读者给予批评指正。

编著者

2008年5月于长沙
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书书书

符号一览表

  δ（t）        单位冲激信号
δ（n） 单位样值（脉冲）信号
u（t），u（n） 连续/离散单位阶跃信号
x（t） 连续时间信号

x（n） 离散时间信号

T，ω0 连续时间信号的基本周期，基频
N，Ω0 离散时间信号的基本周期，基频
N 某些场合表示信号长度

X（jω） x（t）的傅里叶变换
Xk x（t）的傅里叶级数系数
X（Ω）/（ejΩ） x（n）的离散时间傅里叶变换
X（s） x（t）的拉普拉斯变换
X（z） x（n）的z变换
X（k） x（n）的离散傅里叶变换
x（t），x（n） 系统输入

y（t），y（n） 系统输出

h（t） 单位冲激响应

h（n） 单位样值（脉冲）响应

yzi（t），yzi（n） 零输入响应

yzs（t），yzs（n） 零状态响应

yn（t），yn（n） 固有响应

yf（t），yf（n） 强迫响应

H（jω） 连续时间系统的频率响应

|H（jω）| 连续时间系统的幅频响应（幅频特性）

∠H（jω） 连续时间系统的相频响应（相频特性）

H（Ω）/H（ejΩ） 离散时间系统的频率响应

|H（Ω）|/|H（ejΩ）| 离散时间系统的幅频响应（幅频特性）

∠H（Ω）/∠H（ejΩ） 离散时间系统的相频响应（相频特性）

CTFS 连续时间傅里叶级数

CTFT 连续时间傅里叶变换

DTFT 离散时间傅里叶变换

DTFS 离散时间傅里叶级数

DFT 离散傅里叶变换

FFT 快速傅里叶变换

LTI 线性时不变系统



绪 论

信号是信息学科研究的基本内容，信号与系统是两个用得极为广泛的基本概念，与这些概
念有关的方法在很多科学和技术领域起着重要的作用。无论在自然科学还是在社会科学中，大
至天体宇宙、人类社会，小至生物细胞、原子结构，都存在有信号与系统的应用研究问题。在这
些不同的领域中，虽然信号与系统的物理属性和表现形式各不相同，但全都具有两个基本的共
同点，即信号总是一个或几个独立变量的函数，该函数一般都包含了关于某些现象性质的信
息；而系统总是对给定的信号作出响应而产生出另外的信号。

本书以信号分析为基础，系统分析为桥梁，处理技术为手段，系统综合为目的。在内容上，
离散与连续并重；分析与综合并重；经典与现代并重。

0.1 信号与系统

信息是人类社会和自然界中需要传送、交换、存储和提取的抽象内容。由于信息是抽象的
内容，为了传送和交换它，首先必须用语言、文字、图像和数据将它表达出来。人们称表示信息
的语言、文字、图像和数据等为消息。运载信息的光、声、电等物理量被称为信号，所以信号就是
信息的一种物理体现。

（1）物理上，信号是信息寄寓变化的形式；
（2）数学上，信号是一个或多个变量的函数；
（3）形态上，信号表现为一种波形；
（4）自变量：时间，位移，周期，频率，幅值，相位等。
概括地讲，信息是抽象的；消息是具体的，但不是物理的；而信号则既是具体的，又是物

理的。这个世界到处都充满了信号，无论是来自自然的还是人们发出的。例如，在我们说话
时气压的变化、一天中气温的高低，以及心脏产生的周期性心电信号。从基本含义上讲，信
号是用来传递某种消息或信息的物理形式。虽然信号的形式各不相同，但它们都是传递信
息或消息的载体。对于不同的学科领域，信息的载体具有不同的物理形式，常见的形式如
声、光、电、力等。

在任何情况下，信号值都与它的幅度相对应。假设t为连续时间变量，nts为离散时间变量，
其中ts是抽样间隔，n是一个整数。同时也假设幅度为一个连续变量，或被量化为有限数目的
极值间的离散电平。这会产生以下四种可能的信号，如图0.1所示。

信息的交换、传送、存储和提取是借助于信号来完成的。而信号是物理量，它的传输、存储
和处理必须借助于物理设备才能实现。这些传输、存储和处理信号的设备称为系统。广义上讲，
系统是由各不相同但彼此影响的单元有机地集合起来实现某个总目标的一种组合。系统强调
的是事物间的相互制约、运动和变化，强调的是“森林”，是全局。广义而言，系统是对输入信号
作出响应的物理结构。其本质是对输入信号进行相应的处理，并将处理后的信号作为系统的输
出，这种输出也称为系统的响应。例如，人体的味觉神经系统可以感觉到食物的酸甜苦辣；计算



机的显示系统可以在屏幕上显示键盘输入的每一个字符；通信网络系统可以根据输入的信号
将天各一方的亲朋好友互联在一起。虽然系统一词包罗万象，种类繁多，大小不一，但在对输入
信号作出响应这一点上是相通的。

图0.1 模拟、抽样、量化及数字信号

按照系统的形成来划分，系统大致可分为两类：一类是自然形成的系统，如天体地球等；另
一类是人为设计的系统，如电子系统、通信系统等。人为设计的系统一般是根据设计人员的需
要来实现某种特定的功能。这种系统通常由若干相互关联的元器件或子系统进行连接而形成
一个整体。例如，一个最简单的积分电路系统可以由一个电阻和一个电容元件组成，其基本功
能是对输入信号进行积分后输出。本书仅讨论人为设计的系统。

按所处理的信号种类的不同可将系统分为4类：
（1）模拟系统：处理模拟信号，系统输入、输出均为连续时间连续幅度的模拟信号。
（2）连续时间系统：处理连续时间信号，系统输入、输出均为连续时间信号。
（3）离散时间系统：处理离散时间信号（序列），系统输入、输出均为离散时间信号。
（4）数字系统：处理数字信号，系统输入、输出均为数字信号。
系统可以是线性的或非线性的、时不变的或时（移）变的。
分析一个系统，一般按照下面的三个步骤：① 建立数学模型；② 求数学解；③ 对所求得的

解赋予物理解释。其步骤如图0.2所示。

图0.2 系统分析三步骤
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0.2 信号处理

信号处理是研究用系统对含有信息的信号进行处理（变换），以获得人们所希望的信号，从
而达到提取信息、便于利用的一门学科。信号处理的内容包括滤波、变换、检测、谱分析、估计、
压缩、识别等一系列的加工处理。

因为多数科学和工程中遇到的是模拟信号，所以以前都是研究模拟信号处理的理论和实
现。但是模拟信号处理难以做到高精度，受环境影响较大，可靠性差，且不灵活等。随着大规模
集成电路以及数字计算机的飞速发展，加之从20世纪60年代末以来数字信号处理理论和技
术的成熟与完善，用数字方法来处理信号，即数字信号处理，已逐渐取代模拟信号处理。

图0.3是信号处理的概念性图示。模拟信号的数字处理要求在处理之前使用模拟信号到
数字信号的转换器（ADC）来抽样模拟信号，还要求利用数字信号到模拟信号的转换器（DAC）
将处理过的数字信号再转换回模拟信号。

图0.3 模拟信号与数字信号处理

其中，模拟输入信号经过放大和防混叠低通滤波后，送到模/数转换器，转换成数字信号，

再将数字信号送到DSP 中进行必要的算法处理，待处理完成后，可根据任务需要将处理结果
转换成模拟信号，同时，数/模转换器的输出还须经过重构象滤波和放大后，才能得到最终的
所要求的模拟输出信号。

对于某些实时应用，输入数据已经是数字形式，而输出数据也可能不必再转换成模拟信
号。例如，要处理的数字信号已经存放在计算机的存储器中以备后用，或者运算结果可以用图
形显示出来。而在其他应用中，DSP系统要求产生数字信号，如用于蜂窝电话的语音合成，

CDMA系统的随机数产生器等。

0.3 信号分析与处理的主要研究内容

上面提到的例子中，有些信号是随时间连续变化的，而另一些则仅仅在离散时间点上有
值。由于对这两类信号的描述以及对这些信号作出响应或处理的系统的描述，都有着明显的不
同，因此，自然导致两种并行的信号与系统分析范畴。其一就是以连续时间描述的现象和过程，

而另一个则是以离散时间描述的现象和过程。有关连续时间信号与系统、离散时间信号与系统
的概念和方法都有着悠久的历史，而且在概念上是息息相关的。然而在历史上由于两者在应用
上各行其道，因此，它们大部分的研究和发展多少都是独自进行的。连续时间信号与系统在物
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理学方面，以及近代电路理论和通信系统方面的应用有很深的渊源，而离散时间信号与系统却
在数值分析、统计学，以及经济学和人口统计学等数据分析应用有关的时间序列分析中找到了
它的根基。但是，在近几十年内，连续时间和离散时间信号与系统变得日益交织在一起，而在应
用上也日益结合。造成这种变化的强大动力是在系统实现和信号产生技术上取得的惊人进展。
特别是高速数字计算机、集成电路和尖端高密度器件制造技术等所取得的难以置信的飞速发
展，已经使得考虑用等间隔样本来表示和处理连续时间信号（即转换为离散时间信号）具有越
来越多的好处。

鉴于连续时间信号与系统和离散时间信号与系统之间的相互关系日益密切，以及与各自
有关的一些概念和方法之间的紧密联系，本书选择了以并行的方式来讨论这两种类型的信号
与系统。由于两者在很多概念上是类似的（但不是完全一样），因此，并行地处理可以做到在概
念和观点上两者互为分享，且可更好地把注意力放在它们之间的类同点和不同点上。此外，某
些概念从一种系统引入要比从另一种系统来得容易接受；而一旦在一种系统中被理解之后，就
可简而易之地把这些概念用到另一系统中去。

信号理论的研究主要有两个方面的内容，即信号分析与信号综合。信号分析主要研究信号
的描述方法、信号数学模型的建立，以及信号的基本特性；信号综合则是根据具体的要求来设
计、产生所需要的信号。

系统理论的研究方法也有分析与综合之分。系统分析包括建立系统的数学模型，以及借助
系统模型研究系统的基本属性，如系统的响应特性、频率特性、稳定性等；系统综合则是在给定
的条件下设计出所需要的系统。例如，要求所设计的系统对某种给定的输入信号产生某种给定
的输出信号就属于系统综合的问题。

虽然建立系统模型需要一些相应的专业基础知识，而且不同的系统所需要的专业基础知
识又各不相同，但是，当把系统抽象为数学模型以后，它们的分析方法是相通的。因此，本书的
内容仅限于信号与系统的分析，主要讨论系统对不同输入信号的响应，而要确定系统的响应，
有关信号与系统的特性及其描述方法当然是必不可少的研究内容。此外，本书所研究的系统只
涉及线性时不变系统。之所以只讨论线性时不变系统，不仅由于大多数物理系统可以近似为线
性时不变系统，更重要的是，长期以来对线性时不变系统的研究已经形成了一套完整、严密且
能普遍适用的分析方法，而且，这些分析方法也能为研究非线性时不变系统所借鉴。

信号与系统是两个密切相关的概念。在许多实际应用中，尤其是在信号提取、信号恢复、信
号增强、语音识别等数字信号处理的课题以及大规模集成电路的设计中，它们往往被有机地融
合在一起。例如，为了实时地识别语音，一方面要分析研究语音信号的各种特性，建立语音信号
的数学模型，确定语音信号的编码方法以及识别算法；另一方面则要仔细设计专用硬件，而硬
件的设计又和语音信号的种种特性息息相关。信号与系统这种密切相关的特点也是本课程得
以受到广泛重视的原因之一。

本书将从时域和变换域两方面对信号和线性时不变系统进行分析讨论，强调时域分析与
频域分析以及它们之间的对应关系和内在关系，分析工具包括有微分方程、差分方程、傅里叶
变换、拉普拉斯变换以及z变换等。分析主线如图0.4所示。

以信号施加于系统，然后求取系统响应为分析主线，按照先时域后频域，再复频域，先连续
时间系统后离散时间系统的顺序进行。

长期的历史实践已经证明，这些经典的分析方法对解决具体的实际问题确实行之有效，它
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图0.4 信号与系统分析之间的关系

们在不同的学科领域中都得到了广泛而重要的应用。毫无疑问，随着科技的发展与进步，这些
方法已经得到并仍将得到进一步地发展，其应用领域也将得到进一步地拓宽和延伸。因此，扎
实地掌握这些基本的分析方法，透彻地理解相应的物理概念，深入地吸收寄寓于这些方法和概
念中的有关思想，是学好后续课程以及今后工作中具有发展潜力的可靠保证。
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第1章  信号与系统的基本概念

信号与系统分析、处理的任务是研究信号与系统分析、处理的基本理论和方法。随着近代
科学技术的发展，数字计算机的广泛应用，使得信号与系统日益复杂和综合，从而大大促进了
其理论研究的发展。

这一章讨论有关信号和系统的一些基本概念和重要性质，还要讨论一些常用信号及信号
的基本运算，它们在信号分析中占有十分重要的地位。本章学习的目的是为理解全书其他内容
打下牢固的基础。

1.1 信号及其分类

所谓信号就是信息的载体，是信息的物理体现。例如，视频信号或音频信号，或一个公司每
月的销售额，或某股票市场每天的收盘价，等等。在这些例子中，信号都是自变量为时间的函
数。然而，情况也并非如此。比如说，当电荷分布在某一物体上时，信号就是电荷密度，它是空间
的函数，而不是时间的函数。在本章中将讨论的信号几乎都是时间的函数。然而这些讨论也完
全适用于其他的自变量。

信号的基本形式是取值随时间变化的量（时间t称为信号的自变量）。这种取值变化常常
采用解析函数表达式，或者时间函数的图形（称为信号的波形图）来表示。除了解析函数表达
式与波形图这两种直观的描述方法之外，还用频谱或其他正交变换的方式来描述信号，在后续
章节中将介绍。

信号的形式是多种多样，根据其自身的特征，可对信号进行如下分类。

1.1.1 确定性信号和随机性信号

按照信号是否存在随机性可以将信号分为确定性信号和随机性信号。随机性信号
·····

在某一

时刻的取值具有不可预知的不确定性，只能通过大量试验测出它在某一时刻取值的概率分布。
这类信号是随机信号分析的研究对象。确定性信号

·····
可以表示为时间函数，且它的参量都确定，

给定某一时刻的取值是完全确定的，其所包含的信息的不同就体现在取值随时间的不同变化
规律上。本书只讨论确定性信号。

1.1.2 连续时间信号和离散时间信号

按照信号自变量取值的连续性，可以将信号分为连续时间信号和离散时间信号。在连续的
时间范围内有定义的信号称为连续时间信号

······
，简称连续信号
······

。本书一般以x（t）表示连续时间
信号，如图1.1（a）所示。

在一些离散的瞬间才有定义的信号称为离散时间信号
······

，简称离散信号
······

。这里的“离散”是



指信号的定义域（时间）是离散的，它只取某些规定的值，离散时间信号定义在一些离散时刻

tn（n=0，±1，±2，…），在其余的时间，信号没有定义，时刻tn与tn+1之间的间隔Tn =tn+1-
tn 可以是常数，也可以随n变化。本书只讨论Tn是常数的情况。若令相继时刻tn与tn+1的间隔

为T，则离散信号只在均匀离散时刻t= …，-2T，-T，0，T，2T，… 时有定义。本书一般以

x（nT）（其中n为整数）表示离散时间信号，并把x（nT）简记为x（n）。因而离散时间信号又称
为序列，如图1.1（b）所示。

图1.1 连续时间信号和离散时间信号

信号的自变量的取值可以是连续的，或是离散的，信号的取值也可以是连续的，或离散的。
通常情况下我们把自变量和取值均为连续的信号称为模拟信号

····
，而自变量和取值均为离散的

信号称为数字信号
····

。

1.1.3 周期信号和非周期信号

一个定义在（-∞，∞）区间的连续时间信号x（t），如果存在一个最小的正值T，对全部t，
下式成立：

x（t）=x（t+mT），m =±1，±2，… （1.1）
则称x（t）为周期信号

····
，其基波周期为T，否则称x（t）为非周期信号。

一个定义在（-∞，∞）区间的离散时间信号x（n），如果存在一个最小的正整数值N，对全
部n，下式成立：

x（n）=x（n+mN），m =±1，±2，… （1.2）
则称x（n）为周期信号

····
，其基波周期为N，否则称x（n）为非周期信号。图1.2和图1.3分别给出

了周期信号和非周期信号的实例。

图1.2 周期信号

由于周期信号具有重复性，我们可以得到周期信号的另一种表示方法。假设在t=0点附
近的一个基波周期内的信号为x（t），则周期信号xT（t）将是x（t）在时间轴上按基波周期T进
行延拓的结果，即

xT（t）= ∑
∞

m=-∞
x（t+mT），m为整数 （1.3）
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图1.3 非周期信号

式（1.3）反映了x（t）和xT（t）之间的关系，在后续章节的学习中将经常用到。对离散的周期信
号有同样的结论：

xN（n）= ∑
∞

m=-∞
x（n+mN），m为整数 （1.4）

而非周期信号不具备这种周期重复性，其波形在有限的时间范围内不会重复出现，因此也
可把非周期信号看成周期为无穷大的周期信号。

1.1.4 功率信号和能量信号

信号x（t）看作电压（或电流），则当x（t）加在1Ω电阻两端时，将提供给该电阻大小为|x（t）|2

的瞬时功率，在（-T/2，T/2）区间提供的能量为∫
T/2

-T/2
|x（t）|2dt，平均功率为1

T∫
T/2

-T/2
|x（t）|2dt。

信号能量定义为在时间区间（-∞，∞）信号x（t）的能量，用字母E表示，即

E=∫
∞

-∞
|x（t）|2dt＜ ∞ （1.5）

信号功率定义为在时间区间（-∞，∞）信号x（t）的平均功率，用P表示，即

P=lim
T→∞

1
T∫

T/2

-T/2
|x（t）|2dt （1.6）

由于式（1.5）和式（1.6）中被积函数是x（t）的模方，所以信号能量E和功率P都是非负实
数，即使x（t）是复信号亦是如此。

若信号x（t）的能量E满足：0＜E＜∞（且P=0），则称x（t）为能量有限信号
······

（简称能量
····

信号
··

）；若信号x（t）的功率满足：0＜P＜∞（且E= ∞），则称x（t）为功率有限信号
······

（简称功率
····

信号
··

）。
一般而言，持续时间有限的非周期信号都是能量有限信号，而周期信号或其他一些持续时

间无限长的信号都是功率有限信号。
对离散时间信号，序列x（n）的能量E和平均功率P 可分别定义为

E= ∑
∞

n=-∞
|x（n）|2 （1.7）

P=lim
N→∞

1
2N+1∑

N

n=-N
|x（n）|2 （1.8）
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1.1.5 对称信号和非对称信号

在信号分析中还有一类信号为对称信号。典型的对称信号有奇对称信号、偶对称信号、奇
谐对称信号和偶谐对称信号，分别简称为奇信号、偶信号、奇谐信号和偶谐信号。

偶信号
···

xe
（t）的波形关于坐标纵轴镜像对称，如图1.4（a）所示；奇信号

···
xo

（t）的波形关于
坐标原点对称，如图1.4（b）所示。奇、偶信号的定义分别为

xe
（t）=xe

（-t），xo
（t）=xo

（-t） （1.9）

图1.4 奇信号和偶信号

同样，对离散信号而言，奇偶信号的定义为

xe
（n）=xe

（-n），xo
（n）=xo

（-n） （1.10）

奇谐信号
····

是指周期信号在时间轴上平移半个周期后与原信号关于时间轴镜像对称，如
图1.5（a）所示，即

x（t）=-xt±T（ ）2
（1.11）

偶谐信号
····

是指周期信号在时间轴上平移半个周期后与原信号重合，如图1.5（b）所示，即

x（t）=xt±T（ ）2
（1.12）

图1.5 奇谐信号和偶谐信号

不具备上述对称特性的信号称为非对称信号。

1.2 常用信号及其基本特性

本节介绍几个常用的时间信号。由于这些信号经常遇到，而且是构成其他很多信号的基本
单元，故把它们统称为基本信号。了解这类信号的时域描述及其特性是非常必要的。
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1.2.1 连续时间复指数信号

在信号与系统分析中，一个重要信号是复指数信号，数学描述为

x（t）=est -∞ ＜t＜ ∞ （1.13）

式中，s为复数，s=σ+jω；σ、ω为实数。
因此，式（1.13）利用欧拉公式可写成

est =e（σ+jω）t =eσt（cosωt+jsinωt） -∞ ＜t＜ ∞ （1.14）

由于s* =σ-jω（模的共轭），那么

es*t =e（σ-jω）t =eσt（cosωt-jsinωt） -∞ ＜t＜ ∞ （1.15）

可得

eσtcosωt= 1
2

（est+es*t） -∞ ＜t＜ ∞ （1.16）

可见est是ejωt函数的推广，这里频率变量jω被推广到复变量s=σ+jω，为此将变量s称为复
频率。当式（1.13）中s取不同值时，可以派生出许多信号。下列这些信号都可以从est 中得到：

（1）一个常数k=ke0t，（s=0），k为常数，常将此信号称为直流信号；
（2）实指数信号eσt，（ω=0，s=σ）；
（3）正弦信号cosωt，（σ=0，s=±jω）；
（4）指数变化的正弦eσtcosωt，（s=σ±jω）。
这些信号如图1.6所示。

图1.6 复指数信号

可以很方便地将复频率s表示在一个复平面（又称s平面
··

）上。如图1.7所示，水平轴是实
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图1.7 复平面（s平面）

轴（σ轴），垂直轴是虚轴（jω轴）。s虚部的绝对值是|ω|（弧度/
秒），它指出est的振荡频率；实部σ给出est幅度增长或衰减速率

的有关信息。对于其复频率位于实轴（σ轴，其中ω=0）上的信
号，振荡频率为零，这些信号就是单调递增或衰减的指数信号，
如图1.6（a）所示。对于其复频率位于虚轴（jω轴，其中σ=0）上
的信号，eσt =1，因此这些信号就是通常具有等幅的正弦信号，
如图1.6（b）所示。s=0（σ=ω=0）的情况对应一个常数（直流）
信号，因此e0t =1，对应图1.6（a）所示。对于图1.6（c）和图

1.6（d）的信号，σ和ω均不为零，复频率s是复数，它不位于任何
一个轴上。图1.6（c）的信号是指数衰减，因此σ为负，s位于虚轴的左边。相反，图1.6（d）的信
号是指数增长，因此σ为正，s位于虚轴的右边。据此，s平面（图1.7）可划分为两部分：对应于指
数衰减信号的左半平面（LHP）和对应于指数增长信号的右半平面（RHP）。虚轴将两个区域分
开，并对应于等幅振荡的信号。

1.2.2 连续时间单位阶跃信号和单位冲激信号

1.2.2.1 单位阶跃信号

在我们的大多讨论中，信号都是在t=0开始的（因果信号）。这类信号能非常方便地利用
图1.8中单位阶跃信号来描述，这个信号可定义为

u（t）=
1 t＞0
0 t＜{ 0

（1.17）

  从式（1.17）可见，单位阶跃信号在t=0有一个不连续点，或称为跳变点，其跳变值为1。
正是由于这么一个跳变点，且跳变值为1，才将该信号形象地称为单位阶跃信号。对于u（t）在
跳变点t=0的函数值，一般不定义，但也可定义为1/2。从信号处理的角度看，两连续时间信号
在有限个孤立时刻上的有限数值差别不会导致信号能量的差异，从而不会导致处理结果的
不同。

图1.8 单位阶跃信号

利用单位阶跃信号的单边特性可以表示各种单边信号，或者
组合成其他一些基本信号。例如，一般的单边信号可以表示为

x（t）u（t），而单边指数信号则可表示为 e-αtu（t）。再如对于
图1.9（a）的门信号

···
（又称矩形脉冲

····
），可用u（t）表示为

Gτ（t）=ut+τ（ ）2 -ut-τ（ ）2
（1.18）

如图1.9（b）所示。

1.2.2.2 单位冲激信号δ（t）

在信号与系统研究中，单位冲激信号δ（t）又称单位冲激函数，是最重要的函数之一。这个
函数首先被狄拉克（P.M.Dirac）定义为：
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图1.9 用单位阶跃信号表示一个门信号

δ（t）=0 t≠0
δ（t）→ ∞ t=0

∫
∞

-∞
δ（t）dt=

㊣

㊣

㊣
1

（1.19）

  我们可以用一个其波形如图1.10（b）所示的具有单位面积且又高又窄的矩形脉冲来近似
描述冲激信号。这个矩形脉冲的宽度是一个非常小的值τ→0，结果，它的脉冲幅度就是一个非
常大的值1/τ→∞。因此，单位冲激信号可以看作是宽度变成无穷小，幅度变成无穷大，而面积
一直保持为1的一个矩形脉冲。于是，除t=0外，处处δ（t）=0，而在t=0，它无定义。为此，一
个单位冲激信号δ（t）如图1.10（a）所示。

图1.10 单位冲激信号及其近似表示

在冲激信号的近似中，也可以用其他的一些脉冲信号来描述，如指数脉冲、三角脉冲、高斯
型脉冲等。单位冲激信号的重要特点并不在它的形状，而是在它的有效持续期（脉冲宽度）趋
于零的同时，它的面积保持为1。例如图1.11（a）所示的指数脉冲αe-αt，随着α增加会变得越来
越高，越来越窄，在极限α→∞下，脉冲幅度→∞，而其宽度或持续期→0。然而，不管α值为多
少，这个脉冲下的面积是1，因为

∫
∞

0
αe-αtdt=1 （1.20）

图1.11（b）和图1.11（c）中的脉冲也有类似的特性。显然，在实际中真正的冲激信号是不
能产生的，它仅仅能够被趋近得到。

图1.11 单位冲激信号的其他近似表示
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从式（1.19）可得当t≠0时，Aδ（t）=0（A为实数），而t=0时，它的面积是A。因此，

Aδ（t）是一个面积（又称强度）为A的冲激信号。
冲激信号具有如下性质。

1.时移性质
冲激信号的作用可以出现在任意t0时刻，以符号δ（t-t0）表示，其波形如图1.12所示，其

图1.12 时移的单位冲激信号

表达式为

δ（t-t0）=0 t≠t0

δ（t-t0）→ ∞ t=t0

∫
∞

-∞
δ（t-t0）dt=

㊣

㊣

㊣
1

（1.21）

2. 筛选特性
考虑当单位冲激函数δ（t）与一个在t=0已经是连续的函数x（t）相乘会产生什么结果。

因为该冲激函数仅在t=0有非零值，而x（t）在t=0的值是x（0），所以可得

x（t）δ（t）=x（0）δ（t） （1.22）

据此，一个连续时间函数x（t）与一个位于t=0的单位冲激函数相乘产生一个冲激，该冲激产
生在t=0，面积为x（0）[即冲激出现处x（t）的值]。利用完全相同的证明可将这一结果推广
到：只要x（t）在t=t0 连续，x（t）乘以δ（t-t0）（冲激出现在t=t0）产生位于t=t0，面积为

x（t0）[x（t）在冲激发生处的值]的一个冲激，即

x（t）δ（t-t0）=x（t0）δ（t-t0） （1.23）

3. 抽样特性
从式（1.22）可得

∫
∞

-∞
x（t）δ（t）dt=x（0） （1.24）

  只要x（t）在t=0连续。这一结果意味着：一个函数与冲激
·······

δ（t）乘积下的面积等于那个函
···········

数在单位冲激所在时刻的值
············

。这个性质非常重要，也很有用，把它称为单位冲激信号的抽样
特性。

从式（1.23）可得

∫
∞

-∞
x（t）δ（t-t0）dt=x（t0） （1.25）

  式（1.25）是抽样特性的另一种形式。冲激δ（t-t0）位于t=t0 时刻发生，因此，位于

x（t）δ（t-t0）下的面积是x（t0），这就是x（t）在冲激时刻t=t0的值。在这些推导中都已假设函
数x（t）在冲激所在时刻是连续的。

由式（1.19）给出的单位冲激信号的定义从数学上看是不严谨的。首先，冲激信号没有定
义一个唯一的信号。例如，可以证明δ（t）+δ′（t）也满足式（1.19）；其次，δ（t）甚至不是一个普
通意义下的函数。一个普通函数是由对全部时间t的函数值所表征的，而冲激函数除t=0外，
处处为零，而就是在这一点，它的存在范围内的唯一关注的部分却没有定义。将冲激函数定义
为广义函数而不是普通函数就能够解决这些问题。一个广义函数

····
是用他对其他函数的作用而
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不是在每个时刻的值来定义的。
在这种处理方式中，冲激函数用抽样特性定义。我们不必说冲激函数是什么，或者是它看

起来像什么，而是通过它对一个测试函数φ（t）的作用来定义冲激函数。将一个单位冲激函数
定义为这样一个函数，它与某一函数φ（t）的乘积下的面积就等于冲激所在时刻函数φ（t）的
值。假设φ（t）在冲激出现时刻是连续的。因此，无论是式（1.24）还是式（1.25）都能用作在这种
方式下冲激函数的定义。回想一下，抽样特性是式（1.19）定义的结果，而在广义函数中则用抽
样特性定义冲激函数。

运用冲激函数的广义函数定义，讨论一个实际应用问题。因为单位阶跃信号u（t）在t=0

处不连续，所以在普通函数定义下，在t=0时，它的导数d
dtu

（t）不存在。现在要说明的是在广

义函数意义下，这个导数存在，而且它就是δ（t）。作为证明可以求一下d
dtu

（t）·φ（t）的积分，利

用分部积分有

  ∫
∞

-∞

d
dtu

（t）·φ（t）dt=u（t）φ（t）
∞

-∞
-∫

∞

-∞
u（t）·φ′（t）dt

=φ（∞）-0-∫
∞

0
φ′（t）dt=φ（∞）-φ（t）

∞

0
=φ（0）

这个结果表明，d
dtu

（t）满足δ（t）的抽样特性，因此在广义函数意义下它就是一个冲激信号

δ（t），即
du（t）
dt =δ（t） （1.26）

这样一来就有

∫
t

-∞
δ（τ）dτ=u（t） （1.27）

这些结果也能从图1.10（b）中用图解方法得到。从图1.10（b）中可以看出，若t＜-τ/2，则
从-∞ 到t，δ（t）在τ→0极限形式下的面积是零；若t＞-τ/2，τ→0，其面积为1，即

∫
t

-∞
δ（τ）dτ {=

1 t＞0
0 t＜0

=u（t） （1.28）

  这个结果表明：一方面，通过积分，单位冲激信号可以得到单位阶跃信号。同样通过积分，
单位阶跃信号可以得到单位斜波信号tu（t），可以一直做下去。另一方面，也能通过微分由冲激
函数派生出高阶冲激信号（见习题1.2-4）。所有从单位冲激信号导出的这些信号（连续求导和
积分）统称为奇异信号

····
。

1.2.3 离散时间单位样值信号和单位阶跃信号

1.2.3.1 单位样值信号δ（n）

离散时间中对应连续时间冲激信号δ（t）的信号是δ（n），其定义为

δ（n） {=
1 n=0
0 n≠0

（1.29）
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这个信号也称为单位脉冲序列
······

或单位冲激序列
······

，如图1.13（a）所示。图1.13（b）中画出单位样
值信号平移k个单位。与其连续时间中的对应信号δ（t）不同，δ（n）信号很简单，只是用普通函
数描述的。

利用δ（n）与δ（n-k）可以定义任意离散信号x（n）。例如，图1.14所示离散信号x（n）的
图形可以表示为

x（n）=2δ（n+2）-δ（n+1）+3δ（n）-δ（n-1）+2δ（n-2）
或写成

x（n）=x（-2）δ（n+2）+x（-1）δ（n+1）+x（0）δ（n）+x（1）δ（n-1）+x（2）δ（n-2）
其中x（-2）=2，x（-1）=-1，x（0）=3，x（1）=-1，x（2）=2。

图1.13 单位样值信号与其移位信号 图1.14 任意离散信号

由此可见对于一个任意信号x（n）可利用δ（n）与δ（n-k）表示为

x（n）= ∑
∞

k=-∞
x（k）δ（n-k） （1.30）

式（1.30）是一个重要的关系式，在以后章节中还会对该式作进一步讨论。

1.2.3.2 单位阶跃序列u（n）

离散时间中对应于单位阶跃信号u（t）的信号为u（n），其定义为

u（n） {=
0 n＜0的整数

1 n≥0的整数
（1.31）

如图1.15（a）所示。图1.15（b）中画出平移k个单位的单位阶跃序列u（n-k）。u（n）类似
于连续信号u（t），但应注意u（n）在n=0时明确取值为1。

图1.15 单位阶跃序列与其移位信号

观察δ（n）序列与u（n）序列的定义式，可以看出两者之间存在如下的关系：

u（n）=δ（n）+δ（n-1）+δ（n-2）+… （1.32）

δ（n）=u（n）-u（n-1） （1.33）
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图1.16 用阶跃序列

表示的门序列

同样单位阶跃序列u（n）也具有单边特性，利用这一特性
也可表示各种单边序列，或者组合成其他一些基本序列。例
如，一般的单边序列可以表示为x（n）u（n）；图1.16所示的常
用门序列

···
（又称矩形序列或窗函数
··········

），可用u（n）表示为

G4（n）=u（n）-u（n-4） （1.34）
在连续时间系统中，单位冲激信号δ（t）与单位阶跃信号

u（t）之间的关系是用微/积分关系来描述的，而在离散系统
中，单位样值信号δ（n）与单位阶跃序列u（n）之间的关系是用差分/累加关系来描述的。

1.2.4 离散时间复指数信号

离散时间指数信号可表示为

x（n）=zn （1.35）
其中z为复数。式（1.35）也可用极坐标表示，即zn =（rejΩ）n，r为模，Ω为辐角。离散时间指数信
号zn 与连续时间指数est 相对应，两者之间的对应关系为

est =e（σ+jω）t

令t=nT 有

e（σ+jω）nT =e（σT+jωT）n =eσTnejωTn

而zn = （rejΩ）n =rnejΩn，故可得

r=eσT Ω=ωT （1.36）
对于每一个复数z，都唯一对应复平面（实部为横轴，虚部为纵轴）上一点，该复平面又称

为z平面
··

，由式（1.36）可得s平面与z平面有如下的映射关系：
（1）s平面的虚轴（σ=0，s=jω）映射到z平面上，是一个单位圆，|z|=r=1。显然由于

σ=0，|z|=r=e0T =1，而Ω是任意的。
（2）s平面的左半开平面（不含虚轴），即Re[s]=σ＜0，映射到z平面是单位圆内。显然由

于σ＜0，|z|=r=eσT ＜1，而Ω是任意的。
（3）s平面的右半开平面（不含虚轴），即Re[s]=σ＞0，映射到z平面是单位圆外。
（4）s平面的实轴，即ω=0，s=σ，映射到z平面是正实轴。显然由于ω=0，Ω=2kπ，而

|z|=r=eσT，σ变化z沿正实轴变化。
（5）s平面的原点，即σ=0，ω=0，映射到z平面是z=1。
（6）从z平面到s平面的变换是一个多值变换。在z平面上的一个已知点，相应于在s平面

上无限多点，在s平面ω从-π/T增长到π/T，则在z平面中Ω从-π增长到+π，即辐角旋转
一周映射了整个z平面。所以每当ω增加ωs =2π/T，（σ是任意的），在z平面中Ω就相应增加

2π，也即重复旋转一周，z平面重叠一次。这种多值函数的映射关系，可以想象为将s平面裁成
一条条宽为ωs的“横带”，这些横带相互重叠地映射到整个z平面。例如在z平面z=1这一点，
由于

z=esT =eσT·ejωt =eσT·ej ω±2kπ（ ）T T =1，k为整数

则在s平面上，σ=0，ω=±2kπ
T
都满足z=1。
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图1.17示出了s平面与z平面之间的映射关系。当z取不同值时可由zn派生出离散时间

实指数信号和离散时间正弦信号等。

图1.17 s平面、z平面及它们之间的映射

1.2.4.1 离散时间实指数信号

当Ω=0，由式（1.35）可得离散时间实指数信号

x（n）=rn （1.37）
式中r是实数，r参数对信号波形的影响如图1.18所示。当|r|＞1时，信号是增长的，如
图1.18（a）和（c）所示；当|r|＜1时，信号是衰减的，如图1.18（b）和（d）所示；当r＜0时，
信号交替改变正负值（n为偶数时为正，n为奇数时为负），如图1.18（c）和（d）所示。

图1.18 离散时间复指数信号

1.2.4.2 离散时间正弦信号

对式（1.35）所示的离散时间复指数信号，取其实部或虚部可得离散时间正弦信号。离散
时间正弦信号的一般形式为

x（n）=Acos（Ωn+θ） （1.38）
式中A为幅度，θ是以弧度值表示的相位。同样，Ω是角度的弧度值。因此Ω的量纲为每样本弧
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度。这个正弦也可以表示为

Acos（Ωn+θ）=Acos（2πfn+θ）
其中f=Ω/2π。因此，离散时间频率f的量纲为每样本的弧度值/2π，即等价于每样本的周期
数。这就意味，若N为正弦的周期（样本数/周期），则正弦的频率f=1/N（周期数/每样本）。

图1.19示出了一个离散时间正弦信号cos（nπ/4）。此时，角频率Ω=π/4弧度/每样本，或
者f=1/8周期数/每样本，也就是说，正弦的一个周期中有8个样本。

对一个连续时间正弦抽样可得到离散时间正弦。例如对一个连续时间正弦cosωt每隔T
秒抽样得到一个离散时间序列，它的第n个序列（t=nT）是cosωnT。因此，抽样所得信号x（n）
给出为

x（n）=cosωnT =cosΩn
式中Ω=ωT。

从上面讨论看，离散时间正弦似乎与连续时间正弦并无异样。然而，离散时间正弦的一些
性质确与连续时间正弦十分不同。例如，并不是所有离散时间正弦信号都是周期的；一个正弦

cosΩn仅当Ω 是2π的有理数倍时才是周期的。另外，离散时间正弦带宽限制于Ω=π。任何

Ω≥π的正弦总可以表示为某个角频率Ω≤π的正弦，这些特殊的性质直接来自离散时间正
弦的周期必须是整数这一事实。这个问题在第7章还将进一步讨论。

图1.19 离散时间正弦信号

1.3 信号时域运算

当对信号进行合成、抽样、调制等处理时，往往需要进行信号运算，它包括信号的翻转、展
缩、平移、微分、积分，以及信号的相加或相乘。某些物理器件可直接实现这些功能，例如，加法
器可对几个同时输入的信号进行相加运算；微分器和积分器是分别对信号进行微分和积分运
算的器件。然而对于一些信号的复杂处理，实际上是上述基本运算的综合结果，因此，我们有必
要熟悉在运算过程中信号解析表达式对应的波形变化，并初步了解这些运算的物理背景。

信号的基本运算可大致分为两类：一类是直接对信号进行加、乘、微分、积分等数学运算；
另一类是对信号中的自变量进行置换。在信号与系统分析中，后一类运算有着重要的应用价
值，本书重点讨论这一类信号运算。

1.3.1 信号的和、积运算

信号和与积运算是指信号相加与相乘。这类运算较为简单。需要注意的是，必须将同一瞬
间的两个函数值相加或相乘。

信号的和与积运算有着实在的物理意义。在图1.20中，将x（t）视为缓慢波动的信道噪声，
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图1.20 信号的相乘与相加

g（t）视为要传输的数字信号，则x（t）+g（t）表示了实际发送
的数字信号，x（t）·g（t）表示了信道噪声x（t）的抽样输出
信号。

利用和运算，可以将一些复杂的信号化为有限或无限个
简单信号的加权组合，从而便于处理和分析。应用乘运算，可
以将一个信号分解成若干因子的乘积。

【例1.3.1】 （1)sgn（t)=
1 t＞0
-1 t＜{ 0

=|t|·1
t

（2)n（ ）1
2

n

u（n)= [nu（n)]· （ ）1
2

n

u（n[ ])
（3)x（t)= ∑

∞

k=-∞
Xkejkω0t

（4)x（t)=a0+∑
∞

k=1

（akcoskω0t+bksinkω0t)

1.3.2 信号的积分与微分运算

对连续时间信号x（t）的积分运算∫
t

-∞
x（τ）dτ[记作x（-1）（t）]产生另一个连续时间信号，它

在任意时刻t的取值是从-∞ ～t时间内x（t）的波形图与时间轴所包围的面积。

对连续时间信号x（t）的微分运算d
dtx

（t）[记作x′（t）]也是一个连续时间信号，表示信号

随时间的变化率。图1.12（a）、（b）分别画出了两个信号的积分和微分波形。

图1.21 信号的积分与微分

由于引入了奇异信号的概念，不仅普通连续时间信号可以微分，具有第一类间断点的信号
也可以微分，它们在间断点的一阶微分是一个冲激，面积为原信号在该时刻的跃变增量，而它
们在其他连续区间的微分就是常规意义上的导数。
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【例1.3.2】 求如图1.22（a)所示信号x（t)的微分信号。

x（t) ㊣
㊣

㊣
=

t t∈ [0,1)

0 其他

解：由于t=1 是x（t)的间断点,故x′（t)在t=1处应出现一个冲激,由于x（1-)=1,

x（1+)=0,冲激的面积为x（1+)-x（1-)=-1,因此有

x′（t)=g（t)-δ（t-1)

波形图如图1.22（b)所示。

其中 g（t) ㊣
㊣

㊣
=

1 t∈ （0,1)

0 其他

图1.22 例1.3.2的波形图

在离散信号中，对应于微积分运算的是离散信
号的差分与求和，这两种运算的定义分别为

Δx（n）=x（n+1）-x（n）

Δ

x（n）=x（n）-x（n-1） （1.39）

y（n）= ∑
n

k=-∞
x（k） （1.40）

同连续信号中微分和积分的关系一样，只有当x（n）在n=-∞ 等于0时，差分运算与求
和运算才互为逆运算。例如，序列u（n）与δ（n）之间的差分、求和运算就是一对逆运算，即

δ（n）=

Δ

u（n）=u（n）-u（n-1）

u（n）=∑
∞

k=0
δ（n-k）

上述两关系式在1.2.3节已证明，可参阅。

1.3.3 信号波形的翻转、展缩与平移

在变换、分析等信号处理中，常用到三种信号运算：平移、展缩和翻转。因为在我们的信号
描述中自变量是时间，所以讨论的这些运算又称为时移、时间展缩和时间翻转。不过，这节讨论
的结论对于不是以时间为自变量（如频率）的函数也同样成立。

1.3.3.1 时移

信号的时移运算就是将信号x（t）转换为x（t+T）的过程，即x（t）→x（t+T）。信号可以
沿时间轴左移或右移。当T＞0时，信号波形图左移；当T＜0时，信号波形图右移。

【例1.3.3】 试画出图1.23（a)所示信号x（t)=e-5t延时1秒及超前1秒的波形图。
解：根据信号的时移运算,延时1秒,即可将原信号x（t)向右移1秒,得x（t-1),波形图如图

1.23（b)所示；超前1秒,即可将原信号x（t)向左移1秒,得x（t+1),波形图如图1.23（c)所示。
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图1.23 例1.3.3的波形图

1.3.3.2 时间展缩

信号时间展缩运算（又称为时间尺度变换）就是将信号x（t）转换成新的信号x（at），即

x（t）→x（at），其中a为不为零的实数，称为展缩系数。若|a|＞1，则将x（t）的波形压缩到

1/|a|倍，即得到x（at）的波形；若|a|＜1，则将x（t）的波形扩展到1/|a|倍，即得到x（at）的
波形。

【例1.3.4】 试画出图1.24（a)所示信号x（t)的展/缩信号x（2t)和x（t/2)的波形图。
解：以新的自变量2t代替x（t)中的变量,此时展缩系数a=2,因此所得x（2t)的波形图是

将原信号x（t)波形沿时间轴t压缩1/2倍,如图1.24（b)所示；同理,以新的自变量t/2代替

x（t)中的变量,此时展缩系数a=1/2,因此所得x（t/2)的波形图是将原信号x（t)波形沿时间
轴t扩展2倍,如图1.24（c)所示。

图1.24 例1.3.4的波形图

1.3.3.3 时间翻转

信号翻转运算就是将信号x（t）转换成新的信号x（-t）的过程，或者说是信号展缩运算

x（at）中a=-1时的特例。其实质就是将原信号x（t）的波形相对于纵轴作翻转。图1.24（a）
中x（t）翻转后的x（-t）波形如图1.24（d）所示。

以上讨论的都是信号基本单元运算。在有些复杂的运算中需要同时应用几种基本运算。涉
及全部三种基本单元运算的最一般运算是x（at+b）。在同时含有信号的多种运算时，与信号
基本运算顺序无关，每一步骤只参与一种基本运算，逐步完成。

【例1.3.5】 已知x（t)的波形如图1.25（a)所示,试画出x（3-2t)的波形图。

解：本例题包含信号的三种基本运算,在这三种运算中可以看到最终结果将与运算先后顺
序无关。下面将采用两种不同运算过程进行讨论。

第一种情况：由x（t)→x（2t)→x（-2t)→x（3-2t),即对原信号先进行压缩,再进行翻
转和右移,结果分别如图1.25（b)、（c)和（d)所示。
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x（t)
波形压缩为1/

→——————
2

x（2t) →————
波形翻转

x（-2t)
波形右移3/

→—————
2

x（3-2t)
第二种情况：由x（t)→x（t-3)→x（2t-3)→x（3-2t),即对原信号先进行右移,再进

行压缩和翻转,结果分别如图1.25（e)、（f)和（g)所示。
显然对信号进行两种不同顺序的操作过程,并不影响最后的结果,这说明对信号同时进行

多种运算时,与信号运算顺序无关。

图1.25 例1.3.5的波形图

信号的翻转、展缩与平移同样适用于离散信号，其中，翻转和平移的方法与连续信号相同，
而展缩变换确有所不同，其原因在于离散信号中的自变量n只能取整数。例如，在图1.26中，
我们分别画出了某一离散信号x（n）及其经过展缩变换后得到的x（2n）、x（n/2）的波形，从图
上可见，与连续信号的展缩变换相比，x（2n）并不是x（n）经过时间轴压缩1/2的结果，而是从

x（n）中抽取n为偶数的样点值构成；x（n/2）也不是x（n）经过时间轴上扩展2倍后的结果，而
是由x（n）中n处样点值变成2n处样点值构成的。一般来讲，当a＞1且为整数时，x（an）是由

x（n）中抽取n为a的整数倍的一些样点值（包括n=0）组成；x（n/a）是由x（n）中n处样点值
变为a·n处的一些样点值（包括n=0）组成。

图1.26 x（n）及其x（2n）和x（n/2）的波形

信号的运算和变换不仅存在于时域中，而且还存在于频域中。更重要的是，如果某个信号
在时域中进行了某种运算或变换，则这种运算或变换一定会在频域的相应信号中有所反映；反
之亦然，如果信号在频域中进行了某种运算或变换，则其在时域中的相应信号也一定会有所反
映。关于这方面的内容将在后续章节中详细讨论。
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1.3.4 信号的分解

在对信号进行分析和处理时，常常将信号分解成基本信号分量之和。这种分解可以按信号
的时间函数进行分解，也可以按信号的不同频率进行分解，或按照其他方式进行分解。下面我
们讨论信号分解的几种方法。

1.3.4.1 信号分解为奇信号与偶信号之和

一连续信号x（t）可以分解为偶分量xe
（t）和奇分量xo

（t）之和，即

x（t）=xe
（t）+xo

（t） （1.41）

由式（1.41）和式（1.9）可得下列关系式：

xe
（t）= 1

2
[x（t）+x（-t）] （1.42）

xo
（t）= 1

2
[x（t）-x（-t）] （1.43）

【例1.3.6】 已知信号x（t)波形如图1.27（a)所示,画出xe
（t)和xo

（t)的波形图。
解：由式（1.42)和式（1.43)可知,要想求出xe

（t)和xo
（t),必须先求出信号x（t)的翻转信

号x（-t),如图1.27（b)所示,再进一步做x（t)和x（-t)代数相加减的运算,即可得,如
图1.27（c)、（d)所示。

图1.27 例1.3.6的波形图

1.3.4.2 信号分解为基本信号的有限项之和

1.2节所讨论过的常用信号，在信号分析中有专门的分析研究。若将信号分解成它们的有
限项和式，则信号本身的分析结果也就基本清楚了，我们以几个例子来对这种分解情况进行
说明。

如图1.28所示信号xa
（t），可分解为

xa
（t）=tu（t）-（t-1）u（t-1）-u（t-2）
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单位三角信号：

xb（t）=Λ2（t）= （t+1）u（t+1）-2tu（t）+（t-1）u（t-1）

单位门信号：

Gτ（t）=ut+τ（ ）2 -ut-τ（ ）2

xd
（t）=2u（t）-1

xd
（t）又常记为sgn（t），称为符号函数，其定义是

sgn（t）=
1 t＞0

-1 t＜
㊣
㊣

㊣ 0
（1.44）

图1.28 信号分解为有限个典型信号之和

1.3.4.3 信号的因子分解

将信号分解成若干因子的乘积，这在第3章中求信号的频谱时会经常用到。由信号的表达
式作因子分解是比较容易的，比如符号函数可以分解成两个信号|t|和1/t的积，即

sgn（t）=|t|·1
t

又如 te-tu（t）=tu（t）·e-tu（t）

e-tsin（t）u（t）=e-tu（t）·sin（t）
等。

图1.29示出了对信号的波形图作信号因子分解的例子。

xa
（t）=Λ2τ（t）·cos2π

T（ ）t

xb
（t）=Λ2τ（t）·PT（t）

其中PT（t）表示周期为T的对称方波串。
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图1.29 信号的因子分解

1.3.4.4 信号分解成矩形脉冲序列

任一连续信号x（t）可以分解成一系列矩形窄脉冲，如图1.30所示，将时间坐标分成许多
相等的时间间隔Δτ，则从零时刻起第一个脉冲为x（0）[u（t）-u（t-Δτ）]，第二个脉冲为

x（Δτ）[u（t-Δτ）-u（t-2Δτ）]，…，将这一系列矩形脉冲相叠加，得

x（t）≈ …+x（0）[u（t）-u（t-Δτ）]+x（Δτ）[u（t-Δτ）-u（t-2Δτ）]+…

= ∑
∞

n=-∞
x（nΔτ）{u（t-nΔτ）-u[t-（n+1）Δτ]}

= ∑
∞

n=-∞
x（nΔτ）u（t-nΔτ）-u[t-（n+1）Δτ]

Δτ Δτ （1.45）

图1.30 用矩形脉冲逼近信号x（t）

在Δτ→0的极限情况下，Δτ变为dτ，nΔτ变为τ，
而式（1.45）则变成

x（t）=lim
Δτ→0∑

∞

n=-∞
x（nΔτ）δ（t-nΔτ）Δτ

即为

x（t）=∫
∞

-∞
x（τ）δ（t-τ）dτ （1.46）

式（1.45）表明，时域里任一信号可近似地
分解为一系列矩形窄脉冲之和。式（1.46）表明，
当上述矩形脉冲的脉宽趋于无限小时，信号可

分解成无数冲激信号的叠加，这种分解方法在后面几节中还将详细讨论。

1.3.4.5 信号分解成正交信号分量之和

连续信号可分解成一系列正交分量之和。例如，一个对称矩形脉冲信号可以用各次谐波的
正弦与余弦信号的叠加来近似表示，如图1.31所示。各次谐波的正弦、余弦信号就是此矩形脉
冲信号的正交分量。有关信号分解为正交分量的理论方法在第3章中详细讨论。
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图1.31 信号分解为一系列正交分量之和

1.4 系统及其表示

1.4.1 系统

要产生信号，要对信号进行存储、转化、传输和处理，需要一定的物理装置，这样的物理装
置称为信号系统，简称系统。因而我们研究的系统可看作信号变换器，对输入信号经过某种变
换以后得到输出信号，其目的是消弱信号中的多余内容，滤除噪声和干扰，或者将信号变换成
容易分析和识别的形式，便于估计和选择其特征参数。与连续时间信号和离散时间信号相对
应，系统也分为连续时间系统和离散时间系统，前者将连续时间输入信号变换为连续时间输出
信号；后者将离散时间输入信号变换为离散时间输出信号。本书将分别但并行地讨论这两种系
统，以便读者可以借助对一种系统的透彻了解来理解另一种系统。

1.4.2 系统的表示

对系统进行表示，就是对系统的输入信号与输出信号间的关系进行表示，这是系统分析的
第一步。如果只对系统的端口特性（外部特性）进行分析，可以用一个方框图代表系统，如图

1.32所示。

图1.32 系统方框图

图中x（t）和x（n）分别代表连续时间系统和离散时间系统的输入信号（又称激励），y（t）
和y（n）分别代表连续时间系统和离散时间系统的输出信号（又称响应）。对于单输入-单输出
系统又可表示为

y（t）=T[x（t）] 或  y（n）=T[x（n）]

其意义是，如果给系统输入信号x（t）或x（n）作为激励，系统将输出信号y（t）或y（n）作
为响应。也可将系统的输入与输出关系用一个箭头表示出来，这是最直观的表示方法

72第1章  信号与系统的基本概念



x（t）→y（t） 或  x（n）→y（n）

以上系统的表示法是系统输入与输出关系的一般表示，并未具体指明系统激励与响应关
系究竟怎样，为了进行具体深入地系统分析，常常采用两种方式来表示：数学方程式（微积分方
程或代数方程或差分方程）和系统模拟框图来表示。

图1.33 一阶RC电路

在电路分析中，曾研究过如图1.33所示的一阶RC电路，
其中x（t）是激励信号，y（t）是电容器两端的电压，以此为系统
的输出信号。描述该系统的一阶微分方程为

RC d
dty

（t）+y（t）=x（t） （1.47）

电容器和电感器的端口方程都可以用微分或积分形式来表示，因此可用积分器来模拟储
能元件。而电阻元件的端点方程是代数形式，因此电阻器可以用倍乘器来模拟。现将系统模拟
中常用的几种基本运算器的符号及其运算关系列于图1.34中。

图1.34 系统模拟的基本运算器

将式（1.47）两边积分得

y（t）+ 1
RC∫

t

-∞
y（τ）dτ= 1

RC∫
t

-∞
x（τ）dτ

经整理得

y（t）= 1
RC∫

t

-∞
[x（τ）-y（τ）]dτ

由上式可画出该系统的模拟框图，如图1.35所示。
一个系统往往由若干子系统组成。子系统之间的连接有串连（级联）和并联两种基本形

式，如图1.36所示。
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图1.35 一阶RC系统模拟框图

图1.36 系统连接的两种形式

1.5 系统的分类

1.5.1 因果与非因果系统

在实际的物理系统中，激励是产生响应的原因，响应是激励引起的后果，这种性质称为系
统的因果性。响应不出现于激励之前的系统称为因果系统

····
或物理可实现系统

·······
，否则称为非因果

···
系统
··

或物理不可实现系统
········

。具体地说，因果系统在任何瞬时的输出响应与未来的输入无关，只
与当前或以前时刻的输入有关；非因果系统的响应可以领先于输入，即输出响应还与未来的输
入有关。例如，由方程y（t）=x（t-1）和y（n）=x（n）-x（n-1）所代表的系统都是因果系统，

而由方程y（t）=x（t+1）和y（n）=x（n）-x（n+1）所代表的系统都是非因果系统。
一般而言，实际运行的系统都是因果系统，不满足因果规律的非因果系统在实际中是不存

在的，但对它的研究有理论意义。

1.5.2 连续与离散系统

连续时间系统
······

是指激励和响应都是连续时间变量t的函数，即能够将一种连续信号转换
成另一种连续信号的数学模型。这种数学模型就是微分方程，如模拟通信系统。

离散时间系统
······

是指激励和响应都是离散时间变量n的函数，即能够将一种离散信号转换
成另一种离散信号的数学模型。而这种数学模型就是差分方程，如数字计算机系统。

对于连续系统和离散系统，在分析方法和分析思路方面，有很多类似可比之处，故在学习
中采用对照两种系统的学习方法有利于记忆和理解。
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1.5.3 有记忆系统与无记忆系统

如果系统的输出只与当前时刻的输入有关，系统就称为无记忆系统
·····

。纯电阻电路就是一个
无记忆系统，又称即时系统。

如果系统的输出不仅与当前时刻的输入有关，而且还与它过去的工作状态有关，系统就称
为有记忆系统

·····
，又称动态系统

····
。含有记忆元件（电容器、电感、磁芯、寄存器、存储器等）的系统

都是有记忆系统。

例如方程y（t）= 1
2∫

t

-∞
x（τ）dτ和y（n）= ∑

n

k=-∞
x（k）代表的系统都是有记忆系统。有记忆

系统的数学模型是微分方程或差分方程。

1.5.4 时不变系统与时变系统

时不变系统的参数不随时间而变化。描述这种系统的数学模型是常系数微分方程或常系
数差分方程。

时不变系统有一个很重要的特性，它能对于一个有时移的输入信号，产生一个与之相应的
时移输出信号，即

x（t-t0）→y（t-t0） （1.48）
或

x（n-n0）→y（n-n0） （1.49）
其中t0，n0 是实常数，可正可负。

由此可知，只要初始状态不变，时不变系统的响应形式仅取决于输入信号形式，而与输入
信号的时间起点无关。图1.37是一个时不变连续系统的示意图。

时不变系统的另一特性是描述其系统的参数不随时间而变化。例如图1.38所示系统，电
阻R（t）是时变电阻，输入信号为电压源x（t），输出为回路电流i（t），该系统可用下列微分方程
来描述该系统，即

Ldi（t）
dt +R（t）i（t）=x（t） （1.50）

式（1.50）清楚地表明了时变系统的数学模型是变系数微分方程。因而对于时不变系统可用常
系数微分方程来描述。

图1.37 时不变连续系统示意图

  

图1.38 时变系统
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同样，对时不变离散系统可用常系数差分方程来描述。

1.5.5 线性与非线性系统

设某系统的激励x（t）与其响应y（t）之间关系表示为

x（t）→y（t）

如果激励增大a倍，则其响应也增大a倍，即

ax（t）→ay（t） （1.51）

式（1.51）说明系统满足齐次性
···

。
如果 x1

（t）→y1（t），x2
（t）→y2（t）

则

x1
（t）+x2

（t）→y1（t）+y2（t） （1.52）

式（1.52）说明系统满足可加性
···

。
由式（1.51）和式（1.52）可以定义：既满足齐次性又满足可加性的系统称为线性系统

····
，即

如果

x1
（t）→y1（t），x2

（t）→y2（t）

则

a1x1
（t）+a2x2

（t）→a1y1（t）+a2y2（t） （1.53）

式中a1，a2 为任意实常数。
类似的，对离散时间系统，线性性质的定义为
如果 x1

（n）→y1（n），x2
（n）→y2（n）

则

a1x1
（n）+a2x2

（n）→a1y1（n）+a2y2（n） （1.54）

式中，a1，a2 为任意实常数。
具有上述线性性质的系统称为线性系统。否则，称为非线性系统。
对于动态系统，其响应不仅决定于系统的激励x（t），而且与系统的初始状态y（t0）有关。

可以将初始状态看作是系统的另一种激励。这样，根据线性性质，线性系统的响应可理解外加
输入信号x（t）与初始状态y（t0）单独作用所引起的响应之和。

若令外加输入信号为零，由初始状态y（t0）引起的响应，称为零输入响应
·····

，记作yzi（t），即

y（t0），x（t）=0→yzi（t） （1.55）

若令初始状态为零，由外加输入信号x（t）引起的响应，称为零状态响应
·····

，记作yzs（t），即

y（t0）=0，x（t）→yzs（t） （1.56）

若系统的响应是由外加输入信号x（t）和初始状态y（t0）共同作用产生的，称为系统的全
·

响应
··

，记作y（t），即
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y（t0），x（t）→y（t）=yzi（t）+yzs（t） （1.57）

线性系统这一性质，即可以把由初始状态和外加输入信号引起的响应分开，可称为分解特
···

性
·

。单凭分解特性还不足以判断系统是线性系统，因为当系统具有多个输入信号或多个初始状
态时，它必须满足对所有的输入信号和初始状态分别呈现线性性质。

故此，线性系统
····

可定义为：凡是具有分解性
·······

、零输入响应线性和零状态响应线性的系统就
···················

称为线性系统
······

。线性系统的三个条件缺一不可
·············

，否则系统就是非线性系统
···········

。对于离散系统，同样
有上述结论成立。

【例1.5.1】 判断下述方程所表示系统中哪些是线性系统？（其中x（t)和x（n)代表系统
输入,y（0)代表系统唯一的初始状态,y（t)和y（n)代表系统输出。)

（1)y（t)=y（0)+x（t)+y（0)x（t)
（2)y（t)=y2（0)+x（t)
（3)y（t)=y（0)+|x（t)|

（4)y（t)=2y（0)+1
2∫

t

-∞
x（τ)dτ

（5)y（n)= ∑
n

k=-∞
x（k)

（6)y（n)= 1
2M+1∑

M

k=-M
x（n-k)

解：按照线性系统的定义,方程（4)、（5)、（6)所表示的系统是线性系统。而方程（1)、（2)、
（3)所表示的系统分别不具有分解性、零输入响应线性、零状态响应线性,从而都是非线性
系统。

【例1.5.2】 已知一线性连续时间系统,当输入x（t)为零,初始状态y（0)=5时,系统响
应为5e-2t,在y（0)=10和x（t)的共同作用下,系统全响应为y（t)=1+9e-2t。求y（0)=25
和2x（t)共同作用下的系统全响应。

解：已知x（t)=0,y（0)=5→5e-2t,根据系统的线性性质,有

x（t)=0,y（0)=10→10e-2t,x（t)=0,y（0)=25→25e-2t

而 x（t),y（0)=10→1+9e-2t

由系统线性性质,有  x（t),y（0)=0→1+9e-2t-10e-2t =1-e-2t

从而有 2x（t),y（0)=0→2-2e-2t

于是 2x（t),y（0)=25→2+23e-2t

即y（0)=25和2x（t)共同作用系统产生的全响应为2+23e-2t。

【例1.5.3】 判断下列系统是否为线性时不变系统：
（1)y（t)=cos[x（t)]
（2)y（t)=nx（n)
解： （1)设输入信号分别为x1

（t)和x2
（t),相应的输出为y1（t)和y2（t),则

y1（t)=T[x1
（t)]=cos[x1

（t)],y2（t)=T[x2
（t)]=cos[x2

（t)]
当输入为αx1

（t)+βx2
（t)时,相应的输出为

y3（t)=T[αx1
（t)+βx2

（t)]=cos[αx1
（t)+βx2

（t)]≠cos[αx1
（t)]+cos[βx2

（t)]
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即y3（t)≠y1（t)+y2（t),故该系统为非线性系统。
又设输入延时t0,则相应输出为y（t)=cos[x（t-t0)]=y（t-t0),故该系统为时不变系

统。
（2)同理,根据系统的线性性质可判断y（n)=nx（n)为线性系统。
根据时不变系统的特性有

x（n-n0)→nx（n-n0)≠ （n-n0)x（n-n0)=y（n-n0)
故该系统为时变系统。

1.5.6 其他的系统分类

按照研究角度的不同，对于系统还可作出其他多种分类。比如：输入输出都可以用确定性
信号表示的系统称为确定性系统，而输入输出都必须用随机信号来描述的系统称为不确定系
统或随机系统。系统对任何一个有界输入，其系统的输出也有界，该系统为稳定系统

····
；反之，如

果系统的输入有界，输出无界，则系统称为不稳定系统
·····

。
本书主要讨论线性时不变

·····
（LinearTime-Invariant，记作LTI）系统，对于这类系统的因果

性和稳定性可利用系统的冲激响应和系统函数来判断，这些内容在后续章节中将详细讨论。

习 题 一

1.1-1 试判断下面每一种说法对与错，若为错，用证明或例子说明。
（1）两个周期信号之和总是周期信号；
（2）所有非周期信号都是能量信号；
（3）所有能量信号都是非周期信号；
（4）若一个信号不是能量信号，那么它就一定是功率信号，反之亦然；
（5）两个功率信号之积总是一个功率信号；
（6）一个能量信号和一个功率信号之积总是一个能量信号。

1.1-2 说明下列信号哪些是周期信号，哪些是非周期信号；哪些是能量信号，哪些是功率信
号。计算它们的能量和平均功率。

（1）x（t）=
5cos（10πt），t≥0

0， t＜{ 0

（2）x（t）=
8e-4t，t≥0
0， t＜{ 0

（3）x（t）=5sin2πt+10sin3πt，-∞ ＜t＜ ∞
1.1-3 判断下列序列是否是周期的，如果是周期的，试确定其基本周期。

（1）cos（0.5πn+0.2）    （2）cos（㊣2πn+1.2）

（3）sin0.5n+π（ ）3
（4）ejπ

2n

1.1-4 试证明：
（1）两个奇信号或两个偶信号的乘积是一个偶信号。
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（2）一个奇信号和一个偶信号的乘积是一个奇信号。

1.2-1 画出下列信号的波形图，注意它们的区别。
（1）x1

（t）=tu（t）         （2）x2
（t）= （t-1）u（t）

（3）x3
（t）= （t+1）u（t） （4）x4

（t）= （t+1）u（t+1）
（5）x5

（t）=t[u（t）-u（t-1）] （6）x6
（t）=tu（t）-（t-1）u（t）

1.2-2 写出如题1.2-2图所示信号的解析表示式。

题1.2-2图

1.2-3 利用冲激函数的广义函数定义，

（1）证明δ（at+b）= 1
|a|δ

t+b（ ）a
，a≠0，b的实数；

（2）证明δ（t）是t的偶函数。

1.2-4 单位冲激信号的微分d
dtδ

（t）定义为单位冲激偶信号，记作δ′（t），t0 为实数。利用冲激

函数的广义函数定义，
（1）证明x（t）δ′（t-t0）=x（t0）δ′（t-t0）-x′（t0）δ（t-t0）；

（2）证明∫
∞

-∞
δ′（t-t0）x（t）dt=-x′（t0）；

（3）证明δ′（t）是t的奇函数。

1.2-5 计算下列各式：

（1）x（t+t0）δ（t）     （2） cost
t2+（ ）2δ（t）

（3）[e-tcos（3t-60°）]δ（t） （4） 1
jω+（ ）2δ（ω+3）

（5）sinkω（ ）ω δ（ω） （6）d
dt

[e-tδ（t）]

（7）∫
∞

-∞
δ（τ）x（t-τ）dτ （8）∫

2

-4
etδ（t+3）dt

（9）∫
∞

0
e-tsintδ（t+1）dt （10）∫

∞

-∞
δ（t2-4）dt

（11）∫
1

-1
δ（t2-4）dt （12）∫

t

-∞
e-τδ′（τ）dτ

1.3-1 粗略画出下列各解析表达式表示的的信号波形：
（1）x（t）= （3-e-t）u（t）
（2）x（t）= （5e-t+3e-2t）u（t）
（3）x（t）=e-tsin2πt[u（t）-u（t-3）]
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（4）x（t）=sinat
at

，a≠0的实数

（5）x（n）= （-2）-n[u（n）-u（n-6）]
（6）x（n）=n[u（n）-u（n-4）]

1.3-2 求解题1.3-2图（a）中信号的微分，并画出波形图，求解题1.3-2图（b）、（c）中信号的
积分并画出波形图。

题1.3-2图

1.3-3 已知x（n）序列如题1.3-3图所示，试画出其累加序列y（n）。

题1.3-3图

1.3-4 已知信号x（t）的波形如题1.3-4图所示，试画出下列各信号对t的波形图：
（1）x（-t） （2）x（-t+2） （3）x（-t-2）

（4）x（2t） （5）x 1
2（ ）t （6）x（t-2）

（7）x -1
2t+（ ）1 （8）d

dtx 1
2t+（ ）[ ]1  （9）∫

t

-∞
x（2-τ）dτ

1.3-5 已知信号x（n）的波形如题1.3-5图所示，试画出下列各信号的波形图。
（1）x（n-2） （2）x（2n） （3）x（-n-2）

题1.3-4图

   

题1.3-5图

1.3-6 假设有一连续信号x（t）不包含间断点，试证明：如果x（t）是偶函数，则d
dtx

（t）是奇函

数，如果x（t）是奇函数，则d
dtx

（t）是偶函数。
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1.4-1 某LTI系统如题1.4-1图所示，试写出该系统的微分方程。

1.4-2 某LTI系统如题1.4-2图所示，试写出该系统的差分方程。

题1.4-1图

    

题1.4-2图

1.4-3 试画出下列方程所对应的模拟框图。
（1）y″（t）+3y′（t）+2y（t）=x″（t）+4x（t）
（2）y（n）+0.3y（n-1）-0.2y（n-2）=x（n）+0.5x（n-1）

1.5-1 试判断下列方程所描述的系统是否为线性、时不变系统。
（1）y″（t）+y（t）=2x″（t）+3x（t）
（2）y″（t）+y（t）·y′（t）=2[x′（t）]2+3x（t）
（3）y″（t）+sint·y′（t）+y2（t）=0
（4）y（n+2）+y（n）·y（n-1）=2x（n）
（5）y（n+2）+（n-1）·y（n-1）=2x（n）

1.5-2 试判断下列方程所描述的系统是否为线性、时不变系统，其中y（0）为初始状态，x（·）
为输入信号，y（·）为输出信号。

（1）y（t）=y（0）·x（t）+∫
t

-∞
x（τ）dτ

（2）y（t）=lny（0）+3t2x（t）
（3）y（t）=y（0）+sin[x（t）]
（4）y（n）=y（0）+x（n）·x（n-1）
（5）y（n）= （n-1）y（0）+（n-1）x（n）

（6）y（n）=y（0）+∑
n+2

i=0
n2x（i），n=0，1，2，…

1.5-3 试判断下列方程所描述的系统是否为线性、时不变、记忆、因果和稳定系统，其中x（·）
为输入信号，y（·）为输出信号。

（1）y（t）=ax（t）        （2）y（t）=x 1-1
2（ ）t

（3）y（t）=x（t-1）-x（-t） （4）y（t）=∫
3t

-∞
x（τ）dτ

（5）y（n）=x（n）·x（n-1） （6）y（n）=x（2n）

（7）y（n）= ∑
n+2

i=n-2
x（i） （8）y（n）=nx（n）

1.5-4 一线性连续系统在相同的初始状态下，当输入为x（t）时，全响应为y（t）=2e-t +
cos2t，当输入2x（t）时，全响应y（t）=e-t+2cos2t。求在相同的初始条件下，输入为

4x（t）时的全响应。
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第2章  线性时不变系统的时域分析

系统的时域分析是指在给定的激励作用下，通过不同的数学方法去求解系统的响应。为了
确定一个线性时不变系统对给定激励的响应，就要建立描述该系统的微分或差分方程，并求出
满足一定初始状态的解。如果把对系统的定性和定量的分析局限在时间领域内，即所涉及的函
数的自变量都是时间t或n，这就是系统的时域分析法。这种方法比较直观，物理概念清楚，是
信号与系统分析的最基本方法，也是其他各种变换域分析方法的基础。

系统数学模型的时域表示最主要的方法为输入输出法，即将系统用一元n阶微分或差分
方程来表示。本章讨论系统方程的建立和求解。首先利用高等数学知识求解微分或差分方程，
其解即为系统的响应或称系统的全响应，解中的齐次解和特解，又称为系统的固有响应和强迫
响应。然后利用系统具有线性时不变的特性，按照产生响应的原因的不同将系统响应分解为零
输入响应和零状态响应。

在系统的时域分析中引入单位冲激函数和系统的冲激响应后，利用任意信号可分解为无
穷多个冲激信号之和，线性系统的零状态响应则是各输入信号中冲激分量响应的叠加，即零状
态响应是外加输入与冲激响应的卷积积分或卷积和。

对于线性时不变系统，利用卷积运算求解零状态响应，此种方法物理概念清楚、运算方便，
便于计算机求解。卷积运算是联系时域分析法和变换域分析法的纽带，在线性系统分析中具有
重要的理论意义。本章将讨论卷积运算的主要性质及其计算方法，对于这些内容应给予高度重
视。此处的性质和计算方法在变换域中同样适用。

2.1 连续时间系统的时域分析

系统理论上包含各种各样的系统，如电的、机械的、声学的、机电等系统，也可以是社会的、
经济的、生物的等。分析任何系统首先是构建系统模型，它应该是能最逼近这个系统状态的一
种数学表达式或一种规则。然后求解其响应，才能对系统进行进一步分析。这一节仅讨论建立
系统的数学模型。对于连续时间线性时不变系统可用常系数微分方程来构建其系统模型。

图2.1 RLC串联二阶电路

2.1.1 微分方程的建立

对电系统，建立系统的数学模型在电路理论课中已经作了详细介绍。它主要依据元件端口
电流与电压的关系和基尔霍夫定律。下面举例加以说明。

【例2.1.1】 如图2.1所示RLC串联二阶电路,x（t)
为电压源激励信号,以回路电流i（t)为输出,试建立i（t)
和输入x（t)之间的关系。

解：利用KVL可写出



vL（t)+Ri（t)+vC（t)=x（t) （2.1)
又已知

vL（t)=Ld
dti

（t)

vC（t)= 1
C∫

t

-∞
i（τ)dτ （2.2)

式（2.2)代入式（2.1)得 Ld
dti

（t)+Ri（t)+1
C∫

t

-∞
i（τ)dτ=x（t)

整理可得 Ld2

dt2i（t)+R d
dti

（t)+1
Ci

（t)= d
dtx

（t)

上式是一个二阶常系数线性微分方程。由此可见，线性系统输入/输出的数学模型是用常
系数微分方程来描述的。对于n阶系统的一般表达式为

dn

dtny（t）+an-1
dn-1

dtn-1y（t）+…+a1
d
dty

（t）+a0y（t）

=bm
dm

dtmx（t）+bm-1
dm-1

dtm-1x（t）+…+b1
d
dtx

（t）+b0x（t） （2.3）

由于是线性时不变系统，其元件参数应为恒定值，故式（2.3）中系数ai，bj都为常数。
各种各样的机电系统将电信号转换为机械运动（机械能量），或者相反。这里我们看一个简

单的例子。图2.2（a）所示是一台电流源x（t）驱动的电枢控制的直流电动机。在电动机中产生
的扭矩T（t）正比于电枢电流x（t），因此

T（t）=Kx（t） （2.4）

式中K是电动机的一个常数。这个扭矩驱动一个机械负载，负载的隔离体如图2.2（b）所示。黏

滞阻尼（系数为B）消耗掉扭矩为Bθ
·
（t）。若J是这个负载的转动惯量（含电机转子），那么净扭

矩T（t）-Bθ
·
（t）必须等于Jθ

··
（t），即

Jθ
··
（t）=T（t）-Bθ

·
（t） （2.5）

因此

Jθ
··
（t）+Bθ

·
（t）=T（t）=Kx（t） （2.6）

写成微分方程形式为

Jd2

dt2θ（t）+B d
dtθ

（t）=Kx（t） （2.7）

图2.2 电枢控制直流电动机
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2.1.2 微分方程的求解

式（2.3）微分方程的解可分为两部分：齐次解和特解。齐次解
···

的函数形式只与系统本身特

性有关，常称为系统的固有响应
····

，记作yn（t）。特解
··

的形式由系统的外加信号决定，常称为系统
的强迫响应

····
，记作yf（t）。所以系统的全响应y（t）为

y（t）=yn（t）+yf（t） （2.8）
按照式（2.8）先分别求固有响应和强迫响应，再求全响应，这种求解方法称为经典法

···
。

2.1.2.1 齐次解

齐次解
···

就是与系统方程相对应的齐次方程的通解，即它满足

dn

dtny（t）+an-1
dn-1

dtn-1y（t）+…+a1
d
dty

（t）+a0y（t）=0 （2.9）

该方程解的基本形式为keλt，k为待定系数，将其代入式（2.9），整理后可得

λneλt+an-1λn-1eλt+…+a0eλt = （λn+an-1λn-1+…+a0）eλt =0

于是

λn+an-1λn-1+…+a0 =0 （2.10）

式称（2.10）为式（2.9）微分方程的特征方程
····

，解之可得n个根λ1，λ2，…，λn，称这些根为式
微分方程的特征根

···
，也称为系统的特征根，在系统分析中常又称为系统的极点

··
、或自然频率

····
、或

固有频率
····

。特征根可以是n个不同的根，也可以是重根。若所有特征根均为实根，则齐次解

yn（t）有两种形式：
（1）当特征根是各不相等实根λ1 ≠λ2 ≠ … ≠λn 时，解为

yn（t）=k1eλ1t+k2eλ2t+…+kneλnt （2.11）

  （2）当特征根有r个重根λ0（其中r≤n），n-r个单根λ1 ≠λ2 ≠ … ≠λn-r时，解为

yn（t）=∑
n-r

i=1
kieλ1t+ ∑

n

i=n-r+1
kitn-ieλ0t （2.12）

式（2.11）和式（2.12）中的系数ki 都是待定系数，稍后将讨论如何确定齐次解的待定
系数。

【例2.1.2】 求图2.1所示电路的齐次解,其中R=3Ω,L=1H,C=1/2F。
解：由例2.1.1题可得图2.1所示电路的微分方程为

Ld2

dt2i（t)+R d
dti

（t)+1
Ci

（t)= d
dtx

（t)

将R=3Ω,L=1H,C=1/2F代入整理得

d2

dt2i（t)+3d
dti

（t)+2i（t)= d
dtx

（t)

特征方程为 λ2+3λ+2=0
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解得系统的特征根为λ1 =-1,λ2 =-2；齐次解为

in（t)=k1e-t+k2e-2t

2.1.2.2 特解

特解的函数形式与外加信号的形式有关，为求特解yf（t），需根据微分方程式（2.3）右端
项选择合适的特解形式，代入方程后求出待定系数。表2.1列出了几种典型输入信号及其所对
应的特解。

表2.1 与几种典型输入信号对应的特解形式

外 加 信 号 特   解

常数A 常数B

tr ∑
r+1

i=1
kitr+1-i

sinωt或cosωt k1cosωt+k2sinωt

eλt

keλt，λ不是方程的特征根

kteλt，λ是方程的单特征根

∑
r+1

i=1
kitr+1-ieλt，λ是方程的r阶特征重根

  【例2.1.3】 已知某LTI系统的输入x（t),输出y（t),其微分方程为

y″（t)+3y′（t)+2y（t)=x′（t)

试求当x（t)=t2+5t+3,y（0)=2,y′（0)=3的解。
解：由例2.1.2题可知其齐次解即固有响应为

yn（t)=k1e-t+k2e-2t

根据表2.1,输入x（t)=t2+5t+3,则特解,即强迫响应为

yf（t)=k3t2+k4t+k5

yf（t)满足方程,即

y″f（t)+3y′f（t)+2yf（t)=x′（t) （2.13)

yf（t)的一阶和二阶导数分别为

y′f（t)= d
dt

[k3t2+k4t+k5]=2k3t+k4

y″f（t)= d2

dt2[k3t2+k4t+k5]=2k3

x（t)的一阶导数为

x′（t)= d
dt

[t2+5t+3]=2t+5

将以上结果代入式（2.13)得

2k3+3（2k3t+k4)+2（k3t2+k4t+k5)=2t+5

即 2k3t2+（6k3+2k4)t+（2k3+3k4+2k5)=2t+5
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由这个表达式两边相同幂次项的对应系数相等可得到

2k3 =0

6k3+2k4 =2

2k3+3k4+2k5 =5

联立求解这三个方程式,解得k3 =0,k4 =1,k5 =1。因此有

yf（t)=t+1
系统的响应y（t)是固有响应和强迫响应之和,因此

y（t)=yn（t)+yf（t)=k1e-t+k2e-2t+t+1
由此 y′（t)=-k1e-t-2k2e-2t+1
代入初始值y（0)=2,y′（0)=3,可得

2=k1+k2+1
3=-k1-2k2+1

联立这两个方程解得k1 =4,k2 =-3。因此有

y（t)=4e-t-3e-2t+t+1

2.1.2.3 初始条件的确定

齐次解中待定系数ki可根据初始条件确定。作为数学问题，可将微分方程的n个初始值

y（0），y′（t）|t=0，…，y（n-1）（t）|t=0作为已知条件，根据式（2.9）即可确定n个待定系数，例如，例

2.1.3题。但作为实际系统分析，初始条件的确定应当注意，由于外加信号的作用，响应y（t）及
其各阶导数有可能在激励加入时发生跳变。为区分跳变前后的数值，我们以“0-”表示激励加
入之前的瞬时，以“0+”表示激励加入之后的瞬时。在t=0- 时系统的状态称为初始状态

····
，而在

t=0+时的状态称为起始状态
····

。在一般情况下，我们把系统的微分方程的解限于0+≤t＜∞的
时间范围，因此不能把y（k）（0-）作为初始条件，而应当利用y（k）（0+），代入微分方程后就能确定
待定系数。

在某些情况下，起始值可能发生跳变，即y（k）（0+）≠y（k）（0-），而在有些情况下起始值不跳
变，即y（k）（0+）=y（k）（0-）。因此系统的初始条件y（k）（0+）要根据系统原有的储能y（k）（0-）和
激励加入时起始值有无跳变等情况来决定。

在电路分析中，为了确定初始条件，通常利用系统内部储能的连续性，即电容上电荷的连
续性和电感中磁链的连续性，也就是说，在没有冲激电流或阶跃电压作用下，电容两端电压

uC（t）不发生跳变，即uC（0+）=uC（0-）。流过电感的电流iL（t）不发生跳变，即iL（0+）=
iL（0-）。当冲激电流或阶跃电压作用于电容，冲激电压或阶跃电流作用于电感时，uC（0）或

iL（0）都会发生跳变，即uC（0+）≠uC（0-），iL（0+）≠iL（0-）。下面的例2.1.4题可以说明这个
问题。

【例2.1.4】 求例2.1.2RLC电路中回路电流i（t),输入电压x（t)=10e-3tu（t),i（0-)=
0和uC（0-)=5V。

解：由例2.1.2题可知固有响应为

in（t)=k1e-t+k2e-2t

根据表2.1,输入x（t)=10e-3tu（t),则强迫响应为
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if（t)=k3e-3t  （t＞0)

if（t)满足式（2.13),即
i″f（t)+3i′f（t)+2if（t)=x′（t)

if（t)的一阶和二阶导数分别为

i′f（t)= d
dt

[k3e-3t]=-3k3e-3t

i″f（t)= d2

dt2[k3e-3t]=9k3e-3t

输入x（t)的一阶导数为

x′（t)= d
dt

[10e-3t]=-30e-3t

将以上结果代入式（2.13)得到

2k3e-3t =-30e-3t

得到 k3 =-15
因此有 if（t)=-15e-3t  （t＞0)

系统的响应为

i（t)=in（t)+if（t)=k1e-t+k2e-2t-15e-3t （2.14)
为了确定系数k1、k2,须根据t=0- 的初值确定0+ 时刻的初值。由图2.1知,在t=0- 时,

输入x（t)=0；而t=0+ 时,输入x（t)=10。因此对回路利用KVL,有
i′（0-)+3i（0-)+uC（0-)=0
i′（0+)+3i（0+)+uC（0+)=10

因为在没有冲激电压时电流不会发生突变,所以回路电流i（0-)=i（0+),对电容电压也
有同样的道理,因此uC（0-)=uC（0+)=5,将这些值代入上式方程中,得到i′（0-)=-5和

i′（0+)=5。
对式（2.14)求微分得到

i′（t)=-k1e-t-2k2e-2t+45e-3t

将i（0+)=0,i′（0+)=5分别代入上式和式（2.14),得到
0=k1+k2-15

5=-k1-2k2+45
联立这两个方程式,解得k1 =-10,k2 =25。

因此有

i（t)=-10e-t+25e-2t-15e-3t （t＞0)

应当指出，齐次通解的形式，完全取决于特征方程的根。构成系统的各元件本身所遵循的
规律、系统的结构与参数决定了微分方程的阶次与系数。因此，齐次通解只取决于系统本身的
特性，但其中待定系数ki是与输入信号的初值及系统的初始状态有关的。例2.1.4题就反映了
这一点。

2.1.3 零输入响应与零状态响应

对于LTI系统，还可以将系统的响应分解成零输入响应和零状态响应，即
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y（t）=yzi（t）+yzs（t） （2.15）

  零输入响应
·····

yzi（t）是指没有外加输入信号的作用，仅由系统的初始储能所引起的响应。因
而其解是系统微分方程对应的齐次方程的解，它的形式与式（2.12）相同，即

yzi（t）=∑
n-r

i=1
cieλit+ ∑

n

i=n-r+1
citn-ieλ0t （2.16）

式中λ0 为r阶重根，n-r个单根λ1 ≠λ2 ≠ … ≠λn-r，ci为待定系数，仅由系统的零输入响应
的初始条件决定。

零状态响应
·····

yzs（t）是零初始条件下非齐次微分方程的全解。它包括两部分，其一般形式为

yzs（t）=∑
n-r

i=1
dieλit+ ∑

n

i=n-r+1
ditn-ieλ0t+yf（t） （2.17）

式中λ0 为r阶重根，n-r个单根λ1≠λ2≠…≠λn-r，待定系数di确定方法与式（2.16）相同，
由系统的零状态响应的初始条件决定。

将系统响应的两种分解进行比较：

y（t）=∑
n-r

i=1
kieλit+ ∑

n

i=n-r+1
kitn-ieλ0

㊣㊣ ㊣

t

固有响应

+yf（t
︸

）
强迫响应

=∑
n-r

i=1
cieλit+ ∑

n

i=n-r+1
citn-ieλ0

㊣㊣ ㊣

t

零输入响应

+∑
n-r

i=1
dieλit+ ∑

n

i=n-r+1
ditn-ieλ0t+yf（t

㊣㊣ ㊣

）

零状态响应

分析可知

∑
n-r

i=1
kieλit+ ∑

n

i=n-r+1
kitn-ieλ0t =∑

n-r

i=1

（ci+di）eλit+ ∑
n

i=n-r+1

（ci+di）tn-ieλ0t

不难看出，虽然固有响应与零输入响应都是齐次方程的解，但二者的系数却不相同。固有
响应的系数ki是由系统的起始条件（y（i）（0+））决定的，即使系统初始储能为零，固有响应也不
一定为零；而零输入响应的系数ci则由零输入响应的起始条件决定y（i）

zi （0+），由于不存在任何
冲激输入，y（i）

zi （0+）等于y（i）
zi （0-），也就是系统的初始状态（y（i）（0-））。实际上，零输入响应只是

固有响应中由系统初始储能产生的那部分响应。

【例2.1.5】 试求例2.1.4系统的零输入响应和零状态响应。
解：由例2.1.4题知其系统的特征根为λ1 =-1,λ2 =-2,由式（2.16),可得

izi（t)=c1e-t+c2e-2t  （t≥0)

而izi（0+)=izi（0-)=i（0-),i′zi（0+)=i′zi（0-)=i′（0-)

将i（0-)=0,i′（0-)=-5分别代入上式得

0=c1+c2

-5=-c1-2c2

联立这两个方程式,解为c1 =-5,c2 =5。
因此有

izi（t)=-5e-t+5e-2t t≥0
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又因i（0-)=0,i′（0-)=-5,可求得izi（0+)=0,i′zi（0+)=-5。

根据i（t)=izi（t)+izs（t)和例2.1.4题分析结论,i（0+)=0,i′（0+)=5得

izs（0+)=0,i′zs（0+)=10

由例2.1.4题,根据式（2.17),设零状态响应为

izs（t)=d1e-t+d2e-2t-15e-3t  （t＞0)

将izs（0+)=0,i′zs（0)=10代入上式得

0=d1+d2-15

10=-d1-2d2+45

联立这两个方程式的解为d1 =-5,d2 =20。

系统的零状态响应为

izs（t)=-5e-t+20e-2t-15e-3t  （t＞0)

系统的全响应为

i（t)=izi（t)+izs（t)

㊣㊣ ㊣                        
固有响应

㊣㊣ ㊣   
强迫响应

i（t)=-5e-t+5e-2

㊣㊣ ㊣
t

零输入响应

-5e-t+20e-2t-15e-3

㊣㊣ ㊣
t

零状态响应

=-10e-t+25e-2t-15e-3t （t＞0)

值得注意的是零输入响应解的形式，也是完全取决于系统的特征根。若把系统每一个特征
根λi对应指数eλit 称为系统的特征模式，则零输入响应就是系统的特征模式的线性组合

···················
。其零
··

状态响应是系统的特征模式和外加信号模式的线性组合
························

。一个LTI系统的特征模式构成了这
个系统最为重要的性质。特征模式不仅决定着系统的零输入响应，同时也在决定零状态响应中
起到重要作用。也就是说，系统的全部特性根本上都受其特征模式的支配，在后续学习中可以
看到特征模式广泛地存在于系统特性的各个方面。

LTI系统除了可分解为固有响应和强迫响应，以及零输入响应与零状态响应以外，也可分
解为瞬态响应和稳态响应。系统响应中随时间的增加而衰减，并且最终完全消失得那部分响应
分量称为系统的瞬态响应，而随时间的增加而能一直保留的响应分量称为稳态响应。在
例2.1.5题中系统的瞬态响应就等于其全响应，稳态响应为零。

2.2 离散时间系统的时域分析

2.2.1 差分方程的建立

下面通过几个应用实例说明描述系统的差分方程是如何建立的。

【例2.2.1】 设有一RC串联电路如图2.3（a)所示,其中x（t)=u（t)为电压源激励信号,

输出为电容两端电压y（t),试从微分方程推导其差分方程。

解：由图2.3（a)可得描述该系统的微分方程为
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d
dty

（t)+ 1
RCy

（t)= 1
RCx

（t) （2.18)

图2.3 RC串联电路

在数值计算中,差分法是求解微分方程的重要手段。若将连续变量t等分,则有t=nTs（n
为整数)变成离散变量nTs,其中Ts为步长。连续信号x（t)在t=nTs各点的取值构成离散序

列x（nTs)。在Ts足够小的情况下,微分运算可表示为

d
dty

（t)≈y[（n+1)Ts]-y（nTs)
Ts

代入式（2.18),则有

y[（n+1)Ts]-y（nTs)
Ts

+ 1
RCy

（nTs)= 1
RCx

（nTs)

经整理后,可得

y[（n+1)Ts]+
Ts

RC-（ ）1y（nTs)= Ts

RCx
（nTs)

若Ts的取值为单位时间,则上式变为

y（n+1)+ 1
RC-（ ）1y（n)= 1

RCx
（n)

这是一个一阶线性常系数差分方程,解之可得系统的响应,其中零状态响应y（n)的波形
如图2.3（b)实线所示[虚线为连续的零状态响应y（t)]。比较y（t)与y（n)的图形可知,当Ts

足够小时有y（n)=y（t)
t=nTs

。

根据数值计算分析,高阶微分运算也可以差分形式进行,故从高阶微分方程可以得到高阶
差分方程。

【例2.2.2】 一信号处理过程是：每当收到一个数据,就将此数据与前一步的处理结果平
均。求这一信号处理过程的输入输出关系。

图2.4 一阶后向差分方程系统

解：设当前序号为n,输入为x（n),输出为y（n),则前
一步的序号为n-1,输出为y（n-1),按题意,当前输出

y（n)应是当前输入x（n)与前一步输出y（n-1)的平均值,
即

y（n)= 1
2

[x（n)+y（n-1)]

亦即 y（n)-1
2y（n-1)= 1

2x（n)

这一过程可用图2.4所示的模拟框图表示。
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2.2.2 差分方程的求解

对于k阶LTI离散系统一般描述为

y（n+k）+ak-1y（n+k-1）+…+a1y（n+1）+a0y（n）

=bmx（n+m）+bm-1x（n+m-1）+…+b1x（n+1）+b0x（n） （2.19）
求解差分方程最原始的方法为递推法

···
。以例2.2.2题中得到的差分方程

y（n）= 1
2y（n-1）+1

2x（n）

的求解为例，设x（n）=δ（n），按系统具有因果性，y（-1）=0，从而

y（0）= 1
2y（-1）+1

2x（0）= 1
2×0+1

2×1= 1
2

y（1）= 1
2y（0）+1

2x（1）= 1
2×1

2+1
2×0= （ ）1

2
2

y（2）= 1
2y（1）+1

2x（2）= 1
2× （ ）1

2
2

+1
2×0= （ ）1

2
3

……

由此得 y（n）= （ ）1
2

n+1
，n≥0

递推解法用计算机较为方便。这种方法简单，概念清楚，但一般只能得出数值解，而不能直
接给出完整的解析解。

与求解微分方程相似，利用经典法也可以对差分方程求解，分别求其齐次解yn（n）和特解

yf（n）。然后根据边界条件确定yn（n）中的待定系数，从而求得系统的全响应

y（n）=yn（n）+yf（n） （2.20）

1.齐次解
一般差分方程对应的齐次方程可表示为

y（n+k）+ak-1y（n+k-1）+…+a1y（n+1）+a0y（n）=0 （2.21）

于是

λk+ak-1λk-1+…+a1λ+a0 =0 （2.22）

式（2.22）称为式（2.19）差分方程的特征方程
····

，解之可得k个特征根λ1，λ2，…，λk。特征根
可以是k个不同的根，也可以是重根。若所有特征根均为实根，齐次解yn（n）的通式为

yn（n）=∑
k-r

i=1
ki（λi）n+ ∑

k

i=k-r+1
kink-i（λ0）n （2.23）

式中λ0 为r阶重根，k-r个单根λ1 ≠λ2 ≠ … ≠λk-r，ki（i=1，…，k）是待定系数，由边界条
件确定。

2.特解
特解的函数形式取决于外加信号的形式，为求特解yf（n），需根据差分方程式（2.19）右端

项选择合适的特解形式，代入方程后求出待定系数。表2.2列出了几种典型输入信号及其所对
应的特解。
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表2.2 与几种典型输入信号对应的特解形式

外 加 信 号 特   解

nm kmnm +km-1nm-1+…+k1n+k0

λn

kλn，λ不是方程的特征根

（k1n+k2）λn，λ是方程的单特征根

∑
r+1

i=1
kinr+1-iλn，λ是方程的r阶特征重根

  差分方程的解可以表示为齐次解yn（n）与yf（n）特解之和，即

y（n）=yn（n）+yf（n）

  =∑
k-r

i=1
ki（λi）n+ ∑

k

i=k-r+1
kink-i（λ0）n+yf（n）

式中的待定系数ki需要根据边界条件决定。对于k阶差分方程，应给定k个边界条件，如

y（0），y（1），…，y（k-1）。对于因果系统，常以y（-1），y（-2），…，y（-k）表示边界条件。若激
励在n=0时加入系统，这组边界条件就表示系统的初始状态。

根据以上分析，线性常系数差分方程的解中的齐次解和特解分别与线性常系数微分方程
解中的齐次解和特解具有类似的特性，即齐次解

···
只决定于系统本身的性质，特解

··
取决于外加信

号。因此差分方程的齐次解也称为固有响应
····

，特解称为强迫响应
····

，即LTI离散系统的响应可分
解为固有响应和强迫响应之和。

【例2.2.3】 设某离散系统的差分方程为

y（n)-4y（n-1)+3y（n-2)=x（n)

初始条件为y（0)=-1
2

,y（1)=0,x（n)=2nu（n),试求系统的响应y（n)。

解：先求固有响应。由差分方程得特征方程为

λ2-4λ+3=0
特征根为两个单实根λ1 =1,λ2 =3。固有响应的一般形式为

yn（n)=k1（1)n+k2（3)n

再求强迫响应。因输入x（n)=2n,查表2.2得一般形式为

yf（n)=k3·2n

代入原差分方程,有

k3（2)n-4k3（2)n-1+3k3（2)n-2 = （2)n

解之得k3 =-4,所以有yf（n)=-4（2)n

系统响应为

y（n)=yn（n)+yf（n)=k1+k2（3)n-4（2)n

将初始条件y（0)=-1
2

,y（1)=0代入上式,得

k1+k2-4=-1
2
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k1+3k2-4×2=0

解方程得k1 = 5
4

,k2 = 9
4

,因此系统的响应为

y（n)= 5
4+9

4
（3)n-4（2)n

2.2.3 零输入响应与零状态响应

对于LTI系统，还可以将系统的响应分解为零输入响应和零状态响应。零输入响应
·····

yzi（n）

是指没有外加输入信号的作用，仅由系统的初始储能所引起的响应。零状态响应yzs（n）则是指
系统的初始状态为零，仅由外加信号x（n）引起的响应。

因此，系统的全响应y（n）可表示为

y（n）=yzi（n）+yzs（n） （2.24）

根据以上分析，零输入响应是系统微分方程对应的齐次方程的解，其一般形式为

yzi（n）=∑
k-r

i=1
ci（λi）n+ ∑

k

i=k-r+1
cink-i（λ0）n （2.25）

式中λ0 为r阶重根，k-r个单根λ1≠λ2≠…≠λk-r，ci（i=1，…，k）是待定系数，由系统的初
始条件确定。

零状态响应yzs（n）是非齐次差分方程的解。它包括两部分，其一般形式为

yzs（n）=∑
k-r

i=1
di（λi）n+ ∑

k

i=k-r+1
dink-i（λ0）n+yf（n） （2.26）

式中di为待定系数。
由以上分析可知系统响应可分解为

y（n）=∑
k-r

i=1
ci（λi）n+ ∑

k

i=k-r+1
cink-i（λ0）

㊣㊣ ㊣

n

零输入响应

+∑
k-r

i=1
di（λi）n+ ∑

k

i=k-r+1
dink-i（λ0）n+yf（n

㊣㊣ ㊣

）

零状态响应

=∑
k-r

i=1
ki（λi）n+ ∑

k

i=k-r+1
kink-i（λ0）

㊣㊣ ㊣

n

固有响应

+yf（n
︸

）
强迫响应

式中 ∑
k

i=k-r+1
kink-i（λ0）n = ∑

k

i=k-r+1

（ci+di）nk-i（λ0）n

∑
k-r

i=1
ki（λi）n =∑

k-r

i=1

（ci+di）（λi）n

分析对比可知，离散系统与连续系统各响应分量的求解规律是完全相似的。

【例2.2.4】 试求例2.2.3差分方程的零输入响应,零状态响应和全响应,已知y（-1)=

0,y（-2)= 1
2

。

解：先求零输入响应yzi（n)。由例2.2.3题可知差分方程的特征根为λ1 =1,λ2 =3。
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零输入响应的一般形式为

yzi（n)=c1（1)n+c2（3)n

将初始条件y（-1)=yzi（-1)=0,y（-2)=yzi（-2)=1/2代入上式,得

0=c1+c2（3)-1

1
2 =c1+c2（3)-2

解方程得c1 = 3
4

,c2 =-9
4

,零输入响应为

yzi（n)= 3
4-9

4
（3)n

再求零状态响应。yzs（n)满足方程

yzs（n)-4yzs（n-1)+3yzs（n-2)=2nu（n)
下面用递推的方法求yzs（0),yzs（1)。由上式可得

yzs（0)=4yzs（-1)-3yzs（-2)+20 =1

yzs（1)=4yzs（0)-3yzs（-1)+21 =6
又由例2.2.3题解知,特解yf（n)=-4（2)n,由式（2.26)得yzs（n)一般形式为

yzs（n)=d1（1)n+d2（3)n-4（2)n

代入零初始值,有

yzs（0)=d1+d2（3)0-4（2)0 =1

yzs（1)=d1+d2（3)1-4（2)1 =6

解之得d1 = 1
2

,d2 = 9
2

,零状态响应yzs（n)为

yzs（n)= 1
2+9

2
（3)n-4（2)n

系统全响应为

y（n)=yzi（n)+yzs（n)    

㊣㊣ ㊣                            
固有响应

㊣㊣ ㊣   
强迫响应

= 3
4-9

4
（3)

㊣㊣ ㊣

n

零输入响应

+1
2+9

2
（3)n-4（2)

㊣㊣ ㊣

n

零状态响应

= 5
4+9

4
（3)n-4（2)n

可见其全响应与例2.2.3题的解完全相同。

2.3 系统的单位冲激响应与单位样值响应

LTI连续时间系统的单位冲激响应
······

，是指系统初始状态为零，仅由单位冲激信号δ（t）所产
生的响应，简称冲激响应

····
，记作h（t）。而LTI离散时间系统的单位样值响应

······
，是指系统初始状态

为零，激励为单位样值信号δ（n）所产生的响应，又称脉冲响应
····

（或抽样响应），记作h（n）。连续
系统的单位冲激响应与离散系统的单位样值响应反映了系统的特性，同时也是利用卷积积分
与卷积和进行系统时域分析的重要基础。
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2.3.1 连续时间系统的单位冲激响应

LTI连续时间系统的描述方程为

dn

dtny（t）+an-1
dn-1

dtn-1y（t）+…+a1
dn

dty
（t）+a0y（t）

=bm
dm

dtmx（t）+bm-1
dm-1

dtm-1x（t）+…+b1
d
dtx

（t）+b0x（t）

由于单位冲激响应h（t）是x（t）=δ（t）时的响应，故上式可变为

dn

dtnh（t）+an-1
dn-1

dtn-1h（t）+…+a1
d
dth

（t）+a0h（t）

=bm
dm

dtmδ（t）+bm-1
dm-1

dtm-1δ（t）+…+b1
d
dtδ

（t）+b0δ（t）

（2.27）

求解上式，即得h（t）。
可以看到在式（2.27）中等式右边不但包含冲激函数项，而且还包含其各阶导数项，因此

h（t）有以下两个特点：
第一，h（t）的形式与n，m 值的相对大小密切相关。为使等式（2.27）成立，则待求的函数

h（t）所包含的各奇异函数项必须分别与等式右边的各奇异函数项相平衡。当n=m时，h（t）中
必含δ（t）；当n＜m时，h（t）中将含δ（t）及其导数。

第二，因为t＞0时，δ（t）及其各阶导数均等于零；所以式（2.27）等式右边恒等于零。故

h（t）与系统零输入响应有相同的形式。
综上所述，单位冲激响应h（t）的一般形式为

h（t）=bmδ（t）+[特征模式项]u（t） （2.28）

在式（2.28）中，若n＞m，则bm =0。因此，对于因果系统，冲激项h（t）=bmδ（t）仅在n=
m时存在。式（2.28）中特征模式项是n个特征模式项的线性组合，加权系数可以通过冲激平衡
的方法来确定，这点将在下面的例2.3.1题中解释。

【例2.3.1】 试求例2.1.2题所示电路的单位冲激响应h（t)。
解：由例2.1.1题可得其微分方程式为

d2

dt2i（t)+3d
dti

（t)+2i（t)= d
dtx

（t)

可知bm =0,因此h（t)仅由特征模式组成。特征方程式为λ2+3λ+2=0。特征根为-1和

-2。因此单位冲激响应h（t)为

h（t)= （c1e-t+c2e-2t)u（t)

对上式求导,得

h′（t)= （c1+c2)δ（t)+（-c1e-t-2c2e-2t)u（t)

h″（t)= （c1+c2)δ′（t)+（-c1-2c2)δ（t)+（c1e-t+4c2e-2t)u（t)
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令x（t)=δ（t)和y（t)=h（t),并将上述两式代入系统微分方程,经整理得到

（c1+c2)δ′（t)+（2c1+c2)δ（t)=δ′（t)

由冲激平衡法,等式两边的δ（t)和δ′（t)前的系数应对应相等,故有

c1+c2 =1

2c1+c2 =0

解得c1 =-1,c2 =2。故单位冲激响应h（t)为

h（t)= （-e-t+2e-2t)u（t)

以上例题讨论了只有单特征根的情况，如果方程的特征根中包含重根，方法同样，但运算
非常繁琐。在第4章中将讨论另一种更简单方法，即用拉普拉斯变换求解单位冲激响应h（t）。

2.3.2 离散时间系统的单位样值响应

与前面求解差分方程一样，求单位样值响应h（n）也有两种方法：递推法和平衡法。由于

δ（n）只在n=0时取值，所以利用递推法非常方便。

【例2.3.2】 设因果离散系统的差分方程为

y（n)-0.6y（n-1)-0.16y（n-2)=5x（n)
试求其单位样值响应h（n)。
解：根据单位样值响应的定义,令x（n)=δ（n)和y（n)=h（n)代入上述差分方程,得

h（n)-0.6h（n-1)-0.16h（n-2)=5δ（n)

满足初始条件为零,即h（-1)=0,h（-2)=0,代入上式,并递推,得

h（0)=0.6h（-1)+0.16h（-2)+5δ（0)=5

h（1)=0.6h（0)+0.16h（-1)+5δ（1)=0.6·5+0+0=3

h（2)=0.6h（1)+0.16h（0)+5δ（2)=0.6·3+0.16·5+0=2.6

……

如此继续，可以求出h（n）中任意项。对于高阶系统，多采用平衡法。不足的是，这样的解法
并不一定能得到h（n）的闭式解。虽然如此，用递推法求出h（n）的某些值对用平衡法求闭式解
也是十分有用的，例2.3.3将说明这一点。

【例2.3.3】 试用平衡法求例2.3.2的系统的单位样值响应h（n)。
解：由例2.3.2题求知,用递推法可求出h（0)=5,h（1)=3。而当n＞0时,系统的差分方

程变成齐次差分方程,即

h（n)-0.6h（n-1)-0.16h（n-2)=0

该系统的特征方程为

λ2-0.6λ-0.16=0

特征根为-0.2和0.8,对应的特征模式为（-0.2)n 和（0.8)n。
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参照式（2.25),得其单位样值响应h（n)为

h（n)=c1（-0.2)n+c2（0.8)n （n＞0)

由例2.3.2题已求得h（0)=5,h（1)=3,代入上式得：

h（0)=c1+c2 =5

h（1)=c1（-0.2)+c2（0.8)=3

解得c1 =1,c2 =4。因此单位样值响应h（n)为

h（n)= （-0.2)n+4（0.8)n （n≥0)

或写成 h（n)= [（-0.2)n+4（0.8)n]u（n)

2.4 连续时间LTI系统：卷积积分

在2.3.1节我们研究了线性时不变系统在零状态条件下，输入为冲激信号系统产生冲激
响应的过程。冲激响应可以说是零状态响应的一个特例。本节我们讨论线性时不变系统在任意
输入信号下，它的零状态响应的求解方法 ——— 卷积积分法。

2.4.1 利用卷积积分计算系统的零状态响应

设有任意信号x（t），如图2.5（a）所示，据1.3节分析，我们知道任一连续信号x（t）都可分
解成一系列冲激信号序列，即

x（t）=lim
Δτ→0∑

∞

n=-∞
x（nΔτ）δ（t-nΔτ）Δτ

=∫
∞

-∞
x（τ）δ（t-τ）dτ

LTI系统在t=nΔτ时刻加入的冲激信号的响应应是∑
∞

n=-∞
x（nΔτ）Δτh（t-nΔτ），如

图2.5（e）所示。显然在信号作用下，系统的响应应为所有冲激响应的总和，即

yzs（t）=lim
Δτ→0∑

∞

n=-∞
x（nΔτ）h（t-nΔτ）Δτ

=∫
∞

-∞
x（τ）h（t-τ）dτ

记为

yzs（t）=∫
∞

-∞
x（τ）h（t-τ）dτ （2.29）

式中，τ为虚设积分变量，式（2.29）的积分运算称为卷积积分
····

，记作

yzs（t）=x（t）*h（t） （2.30）

图2.5（d）给出各冲激响应叠加的结果。式（2.30）表明，系统对于输入信号
········

x
·
（t
·
）的零状态
····

响应
··

y
·
zs（t

·
），即是信号

····
x
·
（t
·
）与系统的冲激响应
········

h（t）的卷积积分
·····

。换句话说，系统的零状态响应

可以通过求输入信号x（t）与系统冲激响应h（t）的卷积积分来获得。
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图2.5 系统对任意信号x（t）的响应

【例2.4.1】 已知一LTI系统的冲激响应h（t)=e-atu（t),输入为x（t)=u（t),试求零状
态响应yzs（t)。

解：将已知x（t)和h（t)代入式（2.30),则

yzs（t)=x（t)*h（t)=∫
∞

-∞
u（τ)e-a（t-τ)u（t-τ)dτ

式中,积分变量为τ。由于

u（τ)=㊣
㊣

㊣

 1 τ＞0
0 τ＜0

,    u（t-τ)=㊣
㊣

㊣

 1 τ＜t
0 τ＞t

所以积分限应为0＜τ＜t。故

yzs（t)=∫
t

0
e-a（t-τ)u（t)dτ= 1

a
（1-e-at)u（t)

从例2.4.1题可看出，若系统为因果系统
····

，即h（t）=0，t＜0；而且输入信号为因果信号
····

，
即x（t）=0，t＜0，式（2.29）可写成

yzs（t）=∫
t

0
x（τ）h（t-τ）dτu（t） （2.31）
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2.4.2 卷积积分的图解法

卷积积分是一种数学运算，利用图解可以使其运算关系形象直观，便于理解。知道两个卷
积信号的图形，可以利用图解直接求出其卷积积分值。下面说明卷积积分的图解过程。

设有两函数x1
（t）和x2

（t），其图形如图2.6所示。设x1
（t）与x2

（t）的卷积积分为y（t），则

y（t）=x1
（t）*x2

（t）=∫
∞

-∞
x1

（τ）x2
（t-τ）dτ （2.32）

图2.6 两函数x1（t）和x2（t）的波形

在上式中，积分变量是τ，函数x1
（τ）、x2

（τ）与原波形完全相同，只需横坐标换成τ即可。为
了求出x1

（τ）与x2
（τ）在任何t时刻的卷积，式（2.32）的图解算法过程可分为翻转

··
、平移
··

、相乘
··

与积分
···

4个步骤，现叙述如下：
（1）翻转：将x1

（τ）、x2
（τ）的自变量t用τ代换，然后将函数x2

（τ）以纵坐标为轴翻转，就得
到与x2

（τ）对称函数x2
（-τ），如图2.7（b）所示。

（2）平移：将函数x2
（-τ）沿正τ轴平移t就得到函数x2

（t-τ），如图2.7（c）所示。
（3）相乘：将x1

（τ）[如图2.7（a）所示]与翻转平移后的函数x2
（t-τ）相乘。两波形重叠部

分相乘有值，不重叠部分乘积为零，如图2.7（d）所示。
（4）积分：x1

（τ）与x2
（t-τ）乘积曲线下的面积即为t时刻的卷积值，见图2.7（d）中的阴

影部分。
以t为横坐标，将与t对应的积分值绘成曲线，就是卷积积分y（t）=x1

（t）*x2
（t）的图形，

如图2.7（e）所示。

图2.7 卷积的图解过程

【例2.4.2】 试计算图2.8（a)所示函数x1（t)与x2
（t)的卷积积分。

解：两函数的表达式分别为

x1
（τ) {=

2 4＜τ＜5
0 τ其它值

  x2
（τ) {=

1 1＜τ＜3
0 τ其它值

首先将x2
（τ)翻转为x2

（-τ),如图2.8（b)。然后将x2
（-τ)沿τ轴自左向右平移t,得到

x2
（t-τ),其中t从-∞逐渐增大。由于两个函数均为有限长函数,因此相乘后积分应分几个区

间进行。图2.8画出了有关计算过程：
（1)当t-1＜4,即t＜5时,如图2.8（c)所示,x1

（τ)与x2
（t-τ)波形无重叠部分,
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x1（t)*x2
（t)=0。

（2)当4≤t-1＜5,即5≤t＜6时,由图2.8（d)所示,x1
（τ)与x2

（t-τ)两波形重叠
区间为4＜τ＜t-1,因此

x1
（t)*x2

（t)=∫
t-1

4
x1

（τ)x2
（t-τ)dτ=∫

t-1

4
2×1dτ

=2t-10
（3)当t-1≥5且t-3＜4,即6≤t＜7时,如图2.8（e)所示,x1

（τ)与x2
（t-τ)两波

形重叠区间为4＜τ＜5,有

x1
（t)*x2

（t)=∫
5

4
2×1dτ=2

（4)当4≤t-3＜5,即7≤t＜8时,在t-3＜τ＜5的区间两波形重叠,如图2.8（f)所
示,有

x1
（t)*x2

（t)=∫
5

t-3
2×1dτ=16-2t

（5)当t-3＞5,即t＞8时,如图2.8（g)所示,两波形无重叠,即x1
（t)*x2

（t)=0。
将上述结果整理可得

x1
（t)*x2

（t)=

2t-10 5≤t＜6
2 6≤t＜7
16-2t 7≤t≤8
0 t＜5或t＞

㊣

㊣

㊣ 8
其波形如图2.8（h)所示。

图2.8 例2.4.2卷积过程的图解

在上例中x1
（t）、x2

（t）和x1
（t）*x2

（t）的宽度（持续时间）分别为1、2和3，波形起点分别
为1、4和5。也就是说x1

（t）*x2
（t）的宽度是x1

（t）与x2
（t）的宽度之和，起点也是x1

（t）与
x2

（t）的起点之和，这并不是巧合。利用图解法的概念容易看出，若x1
（t）和x2

（t）分别具有有
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限宽度T1 和T2，则x1
（t）*x2

（t）的宽度就等于T1+T2。原因是，一个宽度为T1 的函数要完

全通过另一宽度为T2的函数，直到它们没有重叠的部分，需要经过T1+T2时间。当两函数没
有重叠部分时，其卷积积分值为零。同样利用图解法可以看出x1

（t）*x2
（t）起点也是x1

（t）与
x2

（t）的起点之和。

2.4.3 卷积积分的性质

卷积积分作为一种数学运算方法，具有某些特殊的有用性质。利用这些性质不仅可使卷积
运算本身得以简化，而且还可给信号与系统分析提供不少方便。

2.4.3.1 卷积代数

作为一种数学运算，卷积积分遵守代数运算的某些规律。

1.交换律

x1
（t）*x2

（t）=x2
（t）*x1

（t） （2.33）

证明：根据式（2.29）

x1
（t）*x2

（t）=∫
∞

-∞
x1

（τ）x2
（t-τ）dτ

将式（2.33）中积分变量τ置换为t-λ，于是

x1
（t）*x2

（t）=∫
-∞

∞
-x1

（t-λ）x2
（λ）dλ

=∫
∞

-∞
x2

（λ）x1
（t-λ）dλ

=x2
（t）*x1

（t）
这表明卷积积分结果与两函数的次序无关。

2.分配律

x1
（t）*[x2

（t）+x3
（t）]=x1

（t）*x2
（t）+x1

（t）*x3
（t） （2.34）

证明：由卷积积分定义有

x1
（t）*[x2

（t）+x3
（t）]=∫

∞

-∞
x1

（τ）[x2
（t-τ）+x3

（t-τ）]dτ

=∫
∞

-∞
x1

（τ）x2
（t-τ）dτ+∫

∞

-∞
x1

（τ）x3
（t-τ）dτ

=x1
（t）*x2

（t）+x1
（t）*x3

（t）
实际上这个结果也是线性可加特性的体现。

3.结合律

[x1
（t）*x2

（t）]*x3
（t）=x1

（t）*[x2
（t）*x3

（t）] （2.35）

证明：由卷积积分定义有
[x1

（t）*x2
（t）]*x3

（t）

=∫
∞

-∞ [∫
∞

-∞
x1

（τ）x2
（η-τ）d ]τx3

（t-η）dη
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先交换上式的积分次序，再将η-τ置换为ξ，则

[x1
（t）*x2

（t）]*x3
（t）=∫

∞

-∞
x1

（τ [）∫
∞

-∞
x2

（η-τ）x3
（t-η）d ]η dτ

=∫
∞

-∞
x1

（τ [）∫
∞

-∞
x2

（ξ）x3
（t-τ-ξ）d]ξdτ

=∫
∞

-∞
x1

（τ）x23
（t-τ）dτ

=x1
（t）*[x2

（t）*x3
（t）]

其中 x23
（t-τ）=∫

∞

-∞
x2

（ξ）x3
（t-τ-ξ）dξ

即 x23
（t）=∫

∞

-∞
x2

（ξ）x3
（t-ξ）dξ=x2

（t）*x3
（t）

2.4.3.2 与冲激信号或阶跃信号的卷积积分特性

1.δ（t)是卷积积分的单位元
卷积积分中最简单的情况是两个函数之一是冲激函数。根据定义及冲激函数的性质有

x（t）*δ（t）=δ（t）*x（t）

=∫
∞

-∞
δ（τ）x（t-τ）dτ=x（t）

（2.36）

表明任意函数与冲激函数卷积仍是该函数自身，所以常称冲激函数是卷积积分的单位元。
进一步有

x（t）*δ（t-t0）=∫
∞

-∞
x（τ）δ（t-t0-τ）dτ=x（t-t0） （2.37）

这就是说，函数与δ（t-t0）卷积的结果，相当于将函数本身延时t0。由式（2.37）可得出如下的
有益推论：

x（t-t1）*g（t-t2）=x（t）*δ（t-t1）*g（t）*δ（t-t2）

=x（t）*g（t）*δ（t-t1-t2）

=x（t-t1-t2）*g（t）

=x（t）*g（t-t1-t2）

2.δ′（t)是微分器

δ′（t）*x（t）=∫
∞

-∞
δ′（τ）x（t-τ）dτ

=x（t-τ）δ（τ）
∞

-∞
+∫

∞

-∞
x′（t-τ）δ（τ）dτ

=0+x′（t-τ）
τ=0

=x′（t）
即

δ′（t）*x（t）=x′（t） （2.38）
不难推广到

δ（n）（t）*x（t）=x（n）（t）， n=1，2，… （2.39）

3.u（t)是积分器

u（t）*x（t）=x（t）*u（t）
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=∫
∞

-∞
x（τ）u（t-τ）dτ

=∫
t

-∞
x（τ）dτ㊣x（-1）（t）

即

u（t）*x（t）=∫
t

-∞
x（τ）dτ㊣x（-1）（t） （2.40）

由此又可推广为

tn-1

（n-1）!u（t）*x（t）=∫
t

-∞
…∫

t

-∞

㊣㊣ ㊣
n个

x（τ）dτ…d
㊣㊣ ㊣

τ
n

㊣x（-n）（t），n=1，2，… （2.41）

2.4.3.3 卷积的微积分特性

由前述卷积性质还可以推出，两函数的卷积结果的微积分，与其中一个函数先微积分后再
与另一函数相卷积的结果，二者是相等的。即

1. d
dt

[x（t）*g（t）]= d
dtx

（t[ ]）*g（t）=x（t）* d
dtg

（t[ ]） （2.42）

因为 d
dt

[x（t）*g（t）]=δ′（t）*[x（t）*g（t）]

= [δ′（t）*x（t）]*g（t）

=x（t）*[δ′（t）*δ（t）]

2. ∫
t

-∞
[x（τ）*g（τ）]dτ=x（t）*∫

t

-∞
g（τ）dτ [=∫

t

-∞
x（τ）d ]τ *g（t） （2.43）

因为 ∫
t

-∞
[x（τ）*g（τ）]dτ=u（t）*[x（t）*g（t）]

= [u（t）*x（t）]*g（t）

=x（t）*[u（t）*g（t）]

3. d
dtx

（t[ ]）*∫
t

-∞
g（τ）dτ=x（t）*g（t） （2.44）

因为
d
dtx

（t[ ]）*∫
t

-∞
g（t）dt=δ′（t）*x（t）*u（t）*g（t）

= [δ′（t）*u（t）]*[x（t）*g（t）]

=δ（t）*x（t）*g（t）=x（t）*g（t）
类似地，还可以推出卷积积分的高阶导数和多重积分运算的关系，这些关系对于简化卷积

运算是很重要的。设

y（t）=x（t）*g（t）

则 y（i）（t）=x（j）（t）*g（i-j）（t） （2.45）

式中，当i，j为正整数时，为导数的阶次，若为负整数时，为重积分的次数。式（2.44）可看
成是式（2.45）的特例（i=0，j=1）。
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【例2.4.3】 利用卷积积分的性质重新计算例2.4.2题。
解：由图2.8（a)可得 x1

（t)=2[u（t-4)-u（t-5)]

x2
（t)=u（t-1)-u（t-3)

由式（2.44)可知

   x1
（t)*x2

（t)=x′1（t)*∫
t

-∞
x2

（τ)dτ

=2[δ（t-4)-δ（t-5)]*[（t-1)u（t-1)-（t-3)u（t-3)]
利用式（2.37),有

x1
（t)*x2

（t)=2[（t-5)u（t-5)-（t-6)u（t-6)-（t-7)u（t-7)+（t-8)u（t-8)]

2.5 离散时间LTI系统：卷积和

求解离散系统的零状态响应，也可采用与连续系统卷积积分相似的方法。但与连续系统卷
积积分法比较，存在两点不同：一是由于离散信号本身就是一个不连续序列，因此将外加信号
进行分解就很容易实现；二是由于系统对每个样值的响应也是一个离散时间序列，而离散序列
的求和过程无需进行积分，因此离散系统的零状态响应表现为一个卷积和的过程。

2.5.1 零状态响应：卷积和

由1.2.3节中式（1.30）可知，任意离散序列可表示单位样值信号及其延时信号的加权和，
即

     x（n）= ∑
∞

k=-∞
x（k）δ（n-k）

= …x（-1）δ（n+1）+x（0）δ（n）+x（1）δ（n-1）+… （2.46）
设LTI系统对δ（n）的零状态响应为h（n）（即单位样值响应），根据系统的线性和时不变特

性，系统对x（k）δ（n-k）的零状态响应为x（k）h（n-k），因此系统对式（2.46）所示的任意信号
的零状态响应为

yzs（n）= …+x（-1）h（n+1）+x（0）h（n）+x（1）h（n-1）+…

= ∑
∞

k=-∞
x（k）h（n-k）

上式即为信号x（n）与h（n）的卷积和
···

，记作

yzs（n）= ∑
∞

k=-∞
x（k）h（n-k） （2.47）

这表明LTI系统对任意外加信号x（n）的零状态响应yzs（n）等于外加信号x（n）与系统单位样
值响应h（n）的卷积和。

物理可实现的系统是因果的，即其单位样值响应应满足

h（n）=0，n＜0
因此，因果系统的零状态响应为

yzs（n）= ∑
∞

k=-∞
x（k）h（n-k）u（n-k）= ∑

n

k=-∞
x（k）h（n-k）
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通常系统输入都是在n=0时加入的，而将n=0以前的输入响应折算为系统的初始条
件。即输入信号满足x（n）=0，n＜0，为因果序列。这样，因果系统

····
对输入为因果序列

····
的零状态

响应为

yzs（n）=∑
n

k=0
x（k）h（n-k）u（n） （2.48）

2.5.2 卷积和的性质

离散卷积具有与连续卷积类似的一些性质。

1.卷积代数
卷积和也服从交换律、结合律和分配律，即

x1
（n）*x2

（n）=x2
（n）*x1

（n） （2.49）
[x1

（n）*x2
（n）]*x3

（n）=x1
（n）*[x2

（n）*x3
（n）] （2.50）

x1
（n）*[x2

（n）+x3
（n）]=x1

（n）*x2
（n）+x1

（n）*x3
（n） （2.51）

2.δ（n)是离散卷积和的单位元

x（n）*δ（n）=x（n） （2.52）

即任意序列x（n）与δ（n）的卷积和仍为序列自身x（n）。进一步推广，还有

x（n）*δ（n-k）=x（n-k） （2.53）

x（n-k1）*δ（n-k2）=x（n-k1-k2） （2.54）

3.u（n)是数字积分器

∑
n

k=-∞
x（k）=x（n）*u（n） （2.55）

2.5.3 卷积和的计算

下面我们通过例子来讨论卷积和的计算方法。

2.5.3.1 直接按定义或性质计算

【例2.5.1】 设有离散信号x1
（n)=u（n),x2

（n)= （ ）1
2

n

u（n),求y（n)=x1
（n)*x2

（n)

解：由定义式（2.47)得

y（n)=x1
（n)*x2

（n)= ∑
∞

k=-∞
x1

（k)x2
（n-k)

= ∑
∞

k=-∞
u（k)·（ ）1

2
n-k

u（n-k)

=∑
n

k=0（ ）1
2

n-k

= （ ）1
2

n

∑
n

k=0

（2)k
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由等比求和公式有

y（n)=2- （ ）1
2

n

 （n≥0)

该题也可利用卷积和的性质3———u（n)是数字积分器性质,得到

y（n)=x1
（n)*x2

（n)

= ∑
n

k=-∞
x2

（k)= ∑
n

k=-∞（ ）1
2

k

u（k)

=∑
n

k=0（ ）1
2

k

=2- （ ）1
2

n

  n≥0

2.5.3.2 图解法

对比式（2.47）和式（2.29）可见，卷积和与卷积积分的计算过程很相似，区别就是用求和
运算代替了积分运算。设两个序列为x1

（n）和x2
（n），则其卷积计算的步骤是：

（1）变量置换：把离散信号x1
（n）和x2

（n）的变量，都用k置换，变为x1
（k）和x2

（k）。
（2）翻转：将x2

（k）关于纵轴翻转，变为x2
（-k）。

（3）移位：把x2
（-k）延k轴平移n，得x2

（n-k）。n＞0把x2
（-k）向右移n位；n＜0，把

x2
（-k）向左移|n|位。

（4）相乘与累加：对给定的n值，求x1
（k）与x2

（n-k）的各点值，并累加得该n值对应的

y（n）值。
下面用例子说明图解法计算卷积和的过程。

【例2.5.2】 用图解法求解例2.5.1题。
解：如图2.9所示,n=0时：

y（0)=∑
0

k=0（ ）1
2

n-k

=1×1=1

n=1时：

y（1)=∑
1

k=0（ ）1
2

n-k

=1×1
2+1×1= 3

2
n=2时：

y（2)=∑
2

k=0（ ）1
2

n-k

=1×1
4+1×1

2+1×1= 7
4

n=3时

y（3)=∑
3

k=0（ ）1
2

n-k

=1×1
8+1×1

4+1×1
2+1×1=15

8
︙

由此可以画出卷积和y（n）的图形，如图2.9（g）所示，图解法比较简便，概念清楚，但不易
得到闭合形式的解答。

一般地，如两序列长度分别为n1 和n2，则它们的卷积的长度为n1+n2-1，这与连续卷积
的时长等于两函数的时长之和是不同的。

2.5.3.3 用竖式法计算

用竖式法计算卷积和，是采用与竖式乘法一样的格式，只是各点分别乘，分别加，不跨点进
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图2.9 卷积和的图解法

位，卷积结果的起始序号等于两序列起始序号之和（这种方法的证明是很直观的，留给读者作
为练习）。

【例 2.5.3】 用 竖 式 法 计 算 x1
（n)= {2,1,5}0,x2

（n)= {3,1,4,2}1 的 卷 积
和y（n)=x1

（n)*x2
（n)。

解：写出竖式,卷积和如下：

{3 1 4 2 }1
×) {2 1 5 }0

15 520 10
3 1 4 2

+) 6 2 8 4
{6 5 24 1322 10 }1

  即 y（n)=x1
（n)*x2

（n)= {6,5,24,13,22,10}1
此例序列中x1

（n)的长度是3（3样点),x2
（n)的长度是4,y（n)的长度是3+4-1=6。

可见卷积和有与卷积积分类似的结论。若两序列长度分别为n1 和n2，则它们的卷积后长
度为n1+n2-1，卷积和的起点为两序列起点之和。
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离散卷积还可利用z变换法计算，这将在第8章中讨论。
以上都是作理论分析时计算离散卷积和的方法，在工程实际中，离散卷积是用计算机计算

的。如果序列点数很多，可用快速傅里叶变换（FFT）变换到频域相乘，再用FFT方法变换回时
域，这些内容在第9章中将会讨论。

2.6 系统的特征根及特征模式对系统行为的影响

现在我们来定性地分析一下，系统的行为是由系统的特征根和特征模式决定的，以此加深
对系统行为的理解。

2.6.1 系统行为对特征模式的依赖

我们已经知道系统的零输入响应是由系统的特征模式组成的。对于稳定系统，这些特征模
式呈指数衰减且最终消失。这个行为可能会造成这样一个印象，即这些模式没有从实质上影响
一般的系统行为，特别是系统响应。这完全是错误的。我们会看到系统的特征模式在系统行为
的各个方面都留下了印记。

回想一下，系统的特征模式对系统来说是非常特殊的，因为系统可以在没有任何外部输入
的情况下维持这些信号。现在我们考虑若对系统施加一与系统特征模式相同形式的输入，系统
的行为会发生什么变化？

考虑一个具有单一特征模式eλt的一阶系统，其输入为eβt，则系统的单位冲激响应为Aeλt，

其中A的值在这种定性分析中并不重要。于是系统响应y（t）为

y（t）=x（t）*h（t）=eβtu（t）*Aeλtu（t）
计算得

y（t）= A
β-λ

[eβtu（t）-eλt]u（t） （2.56）

很明显，若输入eβt与eλt相似，β-λ有较小值，对系统响应较大。输入x（t）越接近系统特征
模式，系统响应就越强烈；相反，若输入与特征模式相差很大，β-λ有较大值，系统响应较弱。
它可以推广到n个特征模式的n阶系统。这类系统的单位冲激响应是其n个模式的线性组合。
因此，若x（t）与其中任一模式接近，相应的响应就会很高；若它与任何模式都不相似，响应就
会很小。很明显，特征模式对决定系统对给定输入的响应时有很大影响。

从式（2.56）很容易得出这样的错误结论：如果输入与特征模式完全相同，即β=λ，则系统
响应将会趋于无穷。然而，如果β=λ时式（2.56）右边分子也为零。这个复杂的行为就是谐振
现象，将在本节稍后研究。

接下来我们仅就单位冲激响应（是由特征模式组成的）来讨论系统的行为。

2.6.2 系统时间常数

系统对激励的响应是有一定的响应时间。换句话说，当一个激励作用时，在系统对激励做
出充分响应之前，会有一段时间流逝。这个时间上的滞后，或响应时间就称为系统时间常数。一
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个系统的时间常数与其冲激响应h（t）的宽度是相等的。因为系统输入δ（t）是瞬时的，即零持
续时间，而它的响应h（t）却有持续期Th，所以，系统需要时间Th 来对输入产生充分响应，将

Th 视为系统的响应时间或时间常数是合理的。通过另一种途径也可以得到同样的结论。系统
响应是输入与h（t）的卷积。如果一个输入是持续期为Tx 的脉冲，则根据卷积性质，输出脉冲
持续期为Tx+Th。这个结论也说明系统需要Th秒时间来对输入作出充分的响应。系统时间常
数表明系统的快慢：具有较小时间常数的系统是较快的系统，它对输入的响应较快；具有较大
时间常数的系统是一个迟缓的系统，它不能够对快速变化的信号作出很好的响应。

严格地说，单位冲激响应h（t）的持续时间应为 ∞，因为特征模式在t→ ∞ 时才趋近于0。
然而，当时间超过一定t后，h（t）可以忽略。因此有必要使用某种合适的度量来表示单位冲激

图2.10 冲激响应的有效持续期

响应的有效宽度。
没有哪一种对有效信号持续时间（宽度）的定义是能

够满足所有的情况的。对于如图2.10描述的情况，可以将

h（t）持续时间定义为矩形脉冲h

（

（t）的宽度Th。这个矩形

脉冲h
（

（t）的面积与h（t）面积相同，其高度等于h（t）在某
一适当时刻t=t0 的高度，在图2.10中，t0 选取为使h（t）
最大的时刻。根据这个定义，有

Thh（t0）=∫
∞

-∞
h（t）dt

或 Th =∫
∞

-∞
h（t）dt

h（t0）
（2.57）

现在若系统有单个模式h（t）=Aeλtu（t），则当λ是实数且为负时，h（t）在t=0时有最大
值h（0）=A。因此，根据式（2.57）有

Th =∫
∞

0
Aeλtdt

A =-1
λ

（2.58）

由此，这种情况下的时间常数就是（负的）系统特征根的倒数。对于多模式情况，h（t）是系
统特征模式的加权和，而Th 就是与n个系统模式相关的时间常数的加权平均。

2.6.3 系统时间常数与上升时间

系统的上升时间，定义为单位阶跃响应从其稳定状态值的10% 上升到90% 所需的时间，

是反映系统响应速度的指标。系统时间常数也可以从上升时间的角度来看。系统单位阶跃响应

y（t）是u（t）和h（t）的卷积。假设系统单位冲激响应h（t）为一宽度为Th 的矩形脉冲，如
图2.11（b）所示。这个卷积的结果如图2.11（c）所示。可见，输出并没有像输入一样，瞬时从零
上升到最终值；相反，输出经历了Th秒才完成这一过程。所以，系统上升时间Tr等于其时间常

数Th，即Tr =Th。这个结果和图2.11都说明了系统一般不会瞬间对输入作出响应，而是需要

时间Th 才能充分响应。
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图2.11 系统的上升时间

2.6.4 系统时间常数与滤波

时间常数大意味着是一个迟缓的系统，它需要很长时间才能充分地对输入作出响应。这样
的系统无法对输入中的快速变化做出有效的响应；相反，时间常数小则表明系统有能力对输入
中的快速变化作出响应。因此，系统的时间常数与其滤波特性之间有着直接的联系。

一个高频正弦波随时间变化很快，具有较大时间常数的系统就无法对此信号作出很好的
响应。为了说明这点，我们通过将输入与图2.12（a）中的有效单位冲激响应h（t）相卷积来确定
系统对正弦输入x（t）的响应。从图2.12（b）和图2.12（c）可以看到h（t）分别与两个不同频率
的正弦输入进行卷积的过程。在图2.12（b）中正弦信号具有较高的频率，而图2.12（c）中正弦
信号的频率较低。已知x（t）与h（t）的卷积等于乘积x（τ）h（t-τ）下的面积。对于两种不同情
况，分别在图2.12（b）和图2.12（c）中用阴影表示出这个面积。对于高频正弦，从图2.12（b）很
清楚可以看到x（τ）h（t-τ）下的面积很小，因为它的正面积和负面积几乎相互抵消。这种情况
下，输出y（t）仍然是周期的，但幅度很小。当正弦周期远小于系统时间常数Th 时就会发生这

种情况。相反，对于低频正弦，正弦周期大于Th，使x（τ）h（t-τ）下面积抵消程度减小。因此，输
出y（t）较大，如图2.12（c）所示。

图2.12 时间常数与滤波

在系统行为的这两种极端情况之间，当正弦周期与系统时间常数Th 相等时，存在一个转
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折点。转折点的频率称为系统的截止频率fc，即

fc = 1
Th

（2.59）

频率fc也称为是系统带宽，因为系统允许频率低于fc的正弦分量通过，而对频率高于fc

的分量则衰减。当然，系统行为的过渡是逐渐的，在fc =1/Th 处系统行为并没有发生剧烈的

变化。另外，上述结果是基于理想矩形脉冲冲激响应的。实际中这些结果会稍有不同，取决于

h（t）的具体形式。
由于系统时间常数与其上升时间又是相等的，所以一个经验丰富的工程师可以仅凭在示

波器上观察系统对单位阶跃输入的响应就能很快地估计出未知系统的带宽。

2.6.5 时间常数与脉冲色散

一般说来，一个脉冲在系统中的传输会引起脉冲色散。因此，输出脉冲一般比输入脉冲要
宽。这种系统行为在通信系统中会产生严重后果。色散导致了相邻脉冲的干扰和重叠，使脉冲
幅度发生失真，从而在接收到的信息中产生差错。

如果输入x（t）是宽度为Tx 的脉冲，则输出y（t）是宽度Ty 为，则

Ty =Tx +Th （2.60）

这个结果说明一个输入脉冲经过系统后产生了色散。由于Th也是系统时间常数或上升时

间，脉冲的色散量就等于系统的时间常数或上升时间。

2.6.6 时间常数与信息传输速率

在脉冲通信系统中，信息传输速率正比于脉冲传输速率。这里将要说明：为了避免脉冲在
信道中的色散而对信息产生的破坏，信息传输速率不能超过通信信道的带宽。

由于输入脉冲色散了Th 秒，相继的脉冲之间应相隔Th 秒以避免两脉冲间的干扰。因此，

脉冲传输速率不能超过1/Th脉冲/每秒。由于1/Th =fc（信道的宽度），以每秒fc个脉冲的速

率在信道中传输脉冲就能够避免明显的脉冲间干扰。所以，信息传输速率正比于信道带宽。
以上的讨论说明了系统时间常数决定了系统的很多特性：它的滤波特性、上升时间、脉冲

色散，等等。反过来，系统时间常数又取决于系统的特征根。很明显，特征根以及它们在单位冲
激响应h（t）中所占比例的相对大小决定了系统的行为。

2.6.7 谐振现象

最后，我们讨论最不可思议的谐振现象。前面曾提到，谐振现象会在输入信号与系统特征
模式相同或十分近似时发生。为了简单起见，考虑只有单一模式eλt的一阶系统。令这个系统的
单位冲激响应为

h（t）=Aeλt （2.61）

输入为 x（t）=e（λ-ε）t

由此给出系统响应y（t）为
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y（t）=Aeλt*e（λ-ε）t =Aeλt 1-e-εt

（ ）ε
（2.62）

现在，当ε→0，括号内的分子分母都趋于零。利用洛必达法则，得到

lim
ε→0

y（t）=Ateλt （2.63）

很明显，当ε→0时响应并没有趋于无穷，却得到了一个因子t，当t→∞时它趋于无穷。若

λ＜0的实数（它位于LHP），eλt衰减比t快，当t→ ∞ 时y（t）→0。这种情况下谐振现象虽然
已经存在，但是却由于信号本身的指数衰减而没有表现出来。

这就说明谐振是一个积累的现象，而不是瞬时的，它随t的增加线性积累。当模式指数衰
减时，信号衰减太快使谐振无法抵消其衰减，结果在谐振积累产生之前，信号就已经消失了。然
而，若信号衰减的速度小于1/t，就能够清楚地看到谐振现象。这种情况在Re[λ]≥0时可能出

图2.13 系统谐振响应

现。例如当Re[λ]=0，即λ=jω，式（2.63）变为

y（t）=Atejωt （2.64）
这时，响应确实随t线性增加至无穷。

对于一个实系统，如果λ=jω是系统的一个根，则λ*

=-jω必然也是一个根；于是单位冲激响应形式为Aejωt

+Ae-jωt =2Acosωt。这个系统对输入cosωt的响应为

cosωt*2Acosωt。可以证明这个卷积包含有形式为

Atcosωt的项。谐振现象清楚可见。系统对其特征模式的
响应随时间线性增加，最终达到无穷，如图2.13所示。

习 题 二

2.1-1 在题2.1-1图所示电路中，输入为x（t）或I（t），分别建立以i1（t）、i2（t）、y（t）为输出的
微分方程。

题2.1-1图

2.1-2 题2.1-2图所示为理想火箭推动器模型。火箭质量为m1，载荷舱质量为m2，两者中间
用刚度系数为k的弹簧相联结。火箭和载荷舱各自受到摩擦力的作用，摩擦系数分别
为f1 和f2。求火箭推进力x（t）与载荷舱运动速度v2（t）之间的微分方程表示。

题2.1-2图
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2.1-3 已知系统微分方程为y″（t）+3y′（t）+2y（t）=x′（t），初始条件y（0）=2，y′（0）=3，
当输入信号x（t）分别为以下三种形式时，求其系统的全响应y（t）。

（1）x（t）=10e-3tu（t） （2）x（t）=5u（t）  （3）x（t）=e-2tu（t）

2.1-4 已知系统微分方程为y″（t）+7y′（t）+12y（t）=x′（t）+2x（t），初始条件y（0）=0，

y′（0）=1，当输入信号x（t）分别为以下三种形式时，求其系统的全响应y（t）。
（1）x（t）=u（t） （2）x（t）=e-tu（t）  （3）x（t）=e-3tu（t）

2.1-5 已知系统微分方程和初始条件如下，试求其y（0+）、y（0-）和y′（0+）的初始值。
（1）y″（t）+5y′（t）+6y（t）=x（t），y（0-）=1，y′（0-）=2，x（t）=u（t）
（2）y″（t）+2y′（t）+2y（t）=2x（t），y（0-）=2，y′（0-）=1，x（t）=e-tu（t）

2.1-6 已知系统微分方程为y″（t）+5y′（t）+6y（t）= 6x（t），当输入信号，x（t）=
（1+e-t）u（t），初始条件，y（0-）=1，y′（0-）=0，试求其系统的全响应y（t）、零输入
响应、零状态响应、固有响应和强迫响应。

2.2-1 已知二阶微分方程为

d2y（t）
dt2 +3dy（t）

dt +2y（t）=2x（t）

初始条件y（0）=0，dy（t）
dt t=0

=3，抽样间隔或步长T =0.1，试导出其差分方程。

2.2-2 如题2.2-2图所示是系统的模拟框图，请列出其差分方程。

题图2.2-2

2.2-3 一个兵乓球从 H 米高度自由下落至地面，每次弹跳起的最高值是前一次最高值的

4/5。若以y（n）表示第n次跳起的最高值，试列写描述此过程的差分方程式。又若给定
高度H =2米，解此差分方程。

2.2-4 设某离散系统的差分方程为

y（n+2）-5y（n+1）+6y（n）=x（n+1）-5x（n）
当输入信号x（n）= （3n+5）u（n），初始条件y（0）=4，y（1）=13，试求系统全响
应y（n）。

2.2-5 求解下列差分方程：

（1）y（n）-1
2y（n-1）=0，y（0）=1

（2）y（n）-2y（n-1）=0，y（1）=1
（3）y（n）+3y（n-1）+2y（n-2）=0，y（-1）=0，y（-2）=1
（4）y（n）+2y（n-1）+y（n-2）=0，y（0）=y（-1）=1
（5）y（n）+y（n-2）=0，y（0）=1，y（1）=2
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（6）y（n）+2y（n-1）=x（n），x（n）= （n-2）u（n），y（0）=1
（7）y（n）-2y（n-1）=x（n），x（n）=2u（n），y（0）=0

（8）y（n）+2y（n-1）+y（n-2）=x（n），x（n）= 4
3

（3）nu（n），y（-1）=0，y（0）=0

2.2-6 设某离散系统的差分方程为

y（n）+3y（n-1）+2y（n-2）=x（n）
当输入信号x（n）= （2）nu（n），初始条件y（0）=0，y（1）=2，试求其系统的全响应

y（n）、零输入响应、零状态响应、固有响应和强迫响应。

2.3-1 系统的微分方程如下，试求其冲激响应：

（1）d
dty

（t）+2y（t）=x（t）

（2）d
dty

（t）+2y（t）=2d
dtx

（t）

（3）d
dty

（t）+2y（t）=2d2

dt2x（t）+3d
dtx

（t）+3x（t）

2.3-2 离散系统如题2.3-2图所示，写出系统的差分方程并求单位样值响应。

题2.3-2图

2.3-3 已知描述系统的差分方程如下，试求系统的单位样值响应。
（1）y（n+2）-5y（n+1）+6y（n）=x（n）
（2）y（n）-2y（n-1）-5y（n-2）+6y（n-3）=x（n）
（3）y（n+2）-y（n+1）+0.25y（n）=x（n）

2.3-4 已知某离散时间系统的单位冲激响应为

h（n）= （ ）1
2

n
[u（n）+u（n-1）]

求该系统的差分方程并画出系统模拟框图。

2.3-5 对于单位冲激响应为h（t）的连续时间系统，证明若系统是稳定系统需满

足∫
∞

-∞
|h（t）|dt＜ ∞。

同样证明单位冲激响应为h（n）的离散时间系统，若系统是稳定系统需满

足∑
∞

n=-∞
|h（n）|＜ ∞。

2.4-1 计算卷积积分x1
（t）*x2

（t）：
（1）x1

（t）=u（t），x2
（t）=e-atu（t）

（2）x1
（t）=δ（t），x2

（t）=cos（ωt+45°）
（3）x1

（t）=u（t-2），x2
（t）=e-atu（t）
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（4）x1
（t）=u（t+1）-u（t-1），x2

（t）=sin（zt）u（t）
（5）x1

（t）=cosωt，x2
（t）=δ（t+1）-δ（t-1）

（6）x1
（t）=2e-t[u（t）-u（t-3）]，x2

（t）=4[u（t）-u（t-2）]

（7）x1
（t）=G2（t）=

1 -1≤t≤1
0{ 其他

，x2
（t）=u（t+1）-u（t-1）

2.4-2 信号x（t）波形如题2.4-2图所示，计算下面的卷积积分，并画出卷积积分后y（t）的波
形。

题2.4-2图

（1）y（t）=x（t）*[δ（t+1）-δ（t-1）]
（2）y（t）=x（t）*[δ（t-1）-δ（t-2）+δ（t+3）]

（3）y（t）=x（t）*∑
∞

i=0
δ（t-3i）

2.4-3 证明：如果一个线性时不变系统，对于x（t）的响应是y（t），

那么该系统对于d
dtx

（t）的响应为d
dty

（t）（提示：利用卷积求

导的性质）。

2.4-4 某系统对输入x（t）=e-5tu（t）的响应是y（t）=sinω0tu（t），借助于题2.4-3的结论，
试求该系统的冲激响应h（t）。

2.4-5 已知x（t）*g（t）的波形如题2.4-5图示，请就各图画出下列卷积的波形图。
（1）x′（t）*g（t）

（2）∫
t

-∞
x（τ）dτ*g（t）

（3）x（t-1）*g（t）
（4）[x（t）+x（t-1）]*g（t）

题2.4-5图

2.4-6 某系统如题2.4-6图所示，已知h1（t）=δ（t-1），h2（t）=u（t）。
（1）试求该系统的冲激响应h（t）。
（2）若输入x（t）=e-2tu（t），求其零状态响应yzs（t）。

2.4-7 某系统微分方程为

y″（t）+3y′（t）+2y（t）=x′（t）+3x（t）
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题2.4-6图

其单位冲激响应h（t）= （2e-t-e-2t）u（t），当输入为x（t）=e-4tu（t）时，系统的全响应为

y（t）=14
3e-t-7

2e-2t-1
6e-4t，t≥0

试确定系统的零输入响应和零状态响应；固有响应和强迫响应；瞬态响应和稳态
响应。

2.5-1 求下面各组序列的卷积和：

（1）x1
（n） {=

1 0≤n≤4
0， 其他

  x2
（n）=

1
2 0≤n≤5

0，
㊣
㊣

㊣ 其他

（2）x1
（n）=

n， 0≤n≤7
7， n=8
0，
㊣
㊣

㊣ 其他

  x2
（n） {=

2， 0≤n≤5
0， 其他

2.5-2 序列如题2.5-2图所示，求下列卷积和：
（1）x1

（n）*x2
（n）    （2）x2

（n）*x3
（n）

（3）x3
（n）*x4

（n）    （4）[x2
（n）-x1

（n）]*x3
（n）

题2.5-2图

2.5-3 计算下列各组序列的卷积和y（n）=x1
（n）*x2

（n）：
（1）x1

（n）=u（n），x2
（n）=u（n）

（2）x1
（n）=0.5nu（n），x2

（n）=u（n）

（3）x1
（n）=2nu（n），x2

（n）=3nu（n）
（4）x1

（n）=2nu（-n），x2
（n）=u（n）

（5）x1
（n）= （-0.5）nu（n-4），x2

（n）=4nu（-n+2）

2.5-4 已知序列x1
（n）=2[u（n）-u（n-6）]，x2

（n）=3[u（n）-u（n-8）]

求n=1，4，6，8，11，13时的x1
（n）*x2

（n）。
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2.5-5 如题2.5-5图所示三个系统，均由子系统组成，各子系统的单位响应分别为：

h1（n）=u（n）；h2（n）=δ（n-3）；h3（n）= （0.8）nu（n）
试证明这三个系统是等效的，并求出单位样值响应h（n）。

题2.5-5图

2.5-6 某地质勘探测试设备给出的发射信号x（n）=δ（n）+ 1
2δ（n-1），接收回波信号

y（n）= （ ）1
2

n

u（n），若地层反射特性的冲激响应以h（n）表示，且满足y（n）=

h（n）*x（n），试求h（n），并画出系统的模拟框图。

2.5-7 某离散系统的差分方程为：

y（n）+0.2y（n-1）-0.15y（n-2）=x（n）+x（n-1）
（1）画出该系统的模拟框图；

（2）若系统的单位样值响应为h（n） [= -5
8

（-0.5）n+13
8

（0.3）]n u（n），输入为

x（n）=0.6nu（n），求零状态响应yzs（n）。

2.5-8 若x（n）=3nu（n），且y（-1）=0，y（-2）=1，试求题2.3-2所示系统的全响应y（n）。

2.6-1 对于一个特征根为λ=-104 的一阶LTI连续系统
（1）求其单位阶跃响应的上升时间Tr；
（2）求该系统的带宽；
（3）求能通过这个系统传输的信息脉冲的速率。

2.6-2 某一信道带宽为10kHz。一个持续期为0.5ms的脉冲信号通过该信道传输。
（1）求接收到脉冲的宽度（持续期）；
（2）求这些脉冲在不产生脉冲间干扰的前提下，在这个信道中传输的最大速率。

27 信号分析与处理（修订版）



书书书

第3章 连续时间信号的频域分析

在前两章中我们讨论了连续信号和系统的时域分析。这种分析方法只是信号与系统分析
方法之一。事实上，根据理论分析及实际工程的需要，我们习惯于通过频谱考虑信号的问题，
通过频率响应考虑系统的问题。在本章中，我们应用数学上的傅里叶级数和傅里叶变换对连
续时间信号进行讨论。首先通过正交分解，将周期信号分解为频率成整数倍关系的正余弦信
号（或虚指数信号）的线性组合———傅里叶级数。然后扩展傅里叶级数，引出主要适用于非周
期信号的傅里叶变换。由于傅里叶级数和傅里叶变换的实质在于将信号分解成“不同频率”的
简谐振荡信号的叠加，所以在用它们对信号与系统进行分析时，其着眼点几乎总是在“不同频
率”上，因而这种分析方法称为频域分析法。

3.1 任意信号分解为正交函数

第2章内容可以概括为求解任意信号作用于LTI系统的时域响应问题。解决的方法就
是以冲激信号为基本信号，将任意信号分解成无穷多个不同时刻、不同强度的冲激信号的叠
加。以冲激响应为基本响应，将系统响应表示为不同延时、不同强度的冲激响应的叠加（卷积
积分）。

这就涉及基本信号的选取。在频域分析中，根据什么原则来选择作为任意信号分解分量
的基本信号，怎样一个函数集合才能完全表示任意的信号呢？

数学上对任意函数进行分解，必须保证有一个可以表示该函数的完备的正交函数集。如
果将此用于信号分解上，则可以说一个完备的正交函数集构成了信号空间，在这个空间中任意
信号可以用这样一完备正交信号集合来表示。在常用函数中完备的正交的函数集有很多种，
如三角函数集、虚指数函数集、切比雪夫多项式的集合、沃尔什函数集，等等。本章为了讨论连
续时间信号，下面将引入完备的正交三角函数集和虚指数函数集，用这些基本的函数来完成任
意信号的分解，从而建立频谱的概念，同时解决连续时间信号的时频之间的变换。

3.2 周期信号的傅里叶级数

傅里叶级数的理论为周期信号的分解给出了严格的数学证明。按照傅里叶级数理论，任
何一个周期为T的周期信号，可以在一个完备的正交信号集上分解，即傅里叶展开，正交分解
的信号应满足下述荻里赫勒（Dirichlet）条件：即在（t0，t0+T）区间有定义，并且

（1）x（t）绝对可积，即∫
t0+T

t0
|x（t）|dt＜ ∞；

（2）x（t）的极大值和极小值的数目应有限；
（3）x（t）如有间断点，间断点的数目应有限。
以下的分析假定信号满足上述条件，这些条件是符合绝大多数实际情况的。三角函数信号



集和虚指数信号集是完备的正交信号集，故此我们给出周期信号的这两种形式的分解：三角形
式和指数形式的傅里叶级数。

3.2.1 三角函数形式的傅里叶级数

周期为T的信号x（t），可以在任意（t0，t0+T）区间，用三角函数信号集{sinkω0t，coskω0t，

1；k=1，2，…；ω0 =2π/T}精确分解为下面的三角形式的傅里叶级数，即

x（t）=a0+∑
∞

k=1

（akcoskω0t+bksinkω0t） （3.1）

式中ω0 =2π
T

，称为基波频率，简称基频。

上式中展开系数可由数学知识三角函数信号集的正交性得出：

            a0 = 1
T∫

t0+T

t0
x（t）dt （3.2）

            ak = 2
T∫

t0+T

t0
x（t）coskω0tdt （3.3）

            bk = 2
T∫

t0+T

t0
x（t）sinkω0tdt （3.4）

式中，a0、ak、bk 分别代表了信号x（t）的直流分量、余弦分量和正弦分量的振荡幅度。
在式（3.1）中，同频率的正余弦项可以合并，从而该式又可变形为

x（t）=c0+∑
∞

k=1
ckcos（kω0t+φk） （3.5）

其中

c0 =a0

ck = a2
k +b2
㊣ k

tanφk =-bk

a

㊣

㊣

㊣ k

c0为周期信号的平均值，它是周期信号x（t）中包含的直流分量；而式（3.5）中当k=1时，
即为c1cos（ω0t+φ1），称此为一次谐波或基波，它的频率与基波频率相同；当k=2时，即为

c2cos（2ω0t+φ2），称此为二次谐波，它的频率是基波频率的二倍；依次类推，ckcos（kω0t+φk）称
为k次谐波，而相应的ck 为k次谐波分量的振幅；φk 为k次谐波分量的初始相位。

式（3.1）和式（3.5）所具有的物理含义是相同的，都表明了任意周期信号都可以分解为直
流分量和各次谐波分量之和，而作为各次谐波分量的频率是基波频率的整数倍。

【例3.2.1】 求图3.1所示周期为T的矩形脉冲信号的傅里叶级数。

解：该信号x（t)的周期为T,基频为ω0 =2π
T

,它在一个周期 -T
2

,T（ ）2
内的表达式为

x（t)=
E,|t|＜τ

2

0,τ
2 ＜|t|＜T㊣

㊣

㊣ 2
按式（3.1)将x（t)展开,由式（3.2)、式（3.3)和式（3.4)有
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图3.1 周期矩形脉冲信号

            a0 = 1
T∫

T
2

-T
2

x（t)dt= 1
T∫

τ
2

-τ
2

Edt=Eτ
T

            ak = 2
T∫

T
2

-T
2

x（t)coskω0tdt= 2
T∫

τ
2

-τ
2

Ecosk2π
Ttdt

=2E
kπ

sinkπτ
T =Eτω0

π
Sa kω0τ（ ）2 =2Eτ

T Sa kω0τ（ ）2

            bk = 2
T∫

T
2

-T
2

x（t)sinkω0tdt= 2
T∫

τ
2

-τ
2

Esink2π
Ttdt=0

于是x（t)的傅里叶级数为

x（t)=Eτ
T +2Eτ

T ∑
∞

k=1
Sa kω0τ（ ）2 coskω0t

由例3.2.1题可以看出：周期信号的傅里叶展开式都需要经过积分运算才能确定傅里叶
系数。显然当信号比较复杂时，将给周期信号分解带来一定的困难。通常可以通过信号的奇偶
性来简化积分运算。

（1）若周期信号为偶信号，即x（-t）=x（t），可以证明这类信号的傅里叶系数为

ak = 4
T∫

T
2

0
x（t）coskω0tdt

bk =0
则对应傅里叶级数展开式为

x（t）=a0+∑
∞

k=1
akcoskω0t （3.6）

于是信号的傅里叶级数不含正弦项，只含余弦项和直流项。图3.2所示的信号经计算可得
傅里叶级数为

x（t）= E
2+4E

π2 cosω0t+1
9cos3ω0t+ 1

25cos5ω0t+[ ]…

其中不含正弦项。

图3.2 偶信号

（2）若周期信号为奇信号，即x（-t）=-x（t），也可证明这类信号的傅里叶系数为：
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a0 =0
ak =0

bk = 4
T∫

T
2

0
x（t）sinkω0tdt

则对应傅里叶级数展开式为

x（t）=∑
∞

k=1
bksinkω0t （3.7）

可见奇信号的傅里叶级数中不含直流项和余弦项，只含正弦项。例如，图3.3所示信号为
奇信号，经计算其信号的傅里叶级数为

x（t）= E
π

sinω0t-1
2sin2ω0t+1

3sin3ω0t+[ ]…

其中不含余弦项和直流项。

图3.3 奇信号

（3）若周期信号为半波像对称信号，即

x（t）=-xt±T（ ）2
从图3.4所示的图形上看，信号波形沿时间轴平移半个周期，并上下翻转得出的波形与原波形
重合，则傅里叶系数为

          ak = 2
T∫

T
2

-T
2

x（t）coskω0tdt

= 2
T∫

0

-T
2

x（t）coskω0tdt+∫
T
2

0
x（t）coskω0td[ ]t

= 2
T∫

T
2

0
xt-T（ ）2 coskω0 t-T（ ）2 dt+∫

T
2

0
x（t）coskω0td[ ]t

又因为

xt-T（ ）2 =-x（t）

coskω0 t-T（ ）2 =
coskω0t， k=2，4，6，…

-coskω0t， k=1，3，5㊣
㊣

㊣ ，…

可得出

ak =

0，k=2，4，6，…

4
T∫

T
2

0
x（t）coskω0tdt， k=1，3，5

㊣

㊣

㊣
，…

（3.8）
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类似又可得出

bk =
0，k=2，4，6，…

4
T∫

T
2

0
x（t）sinkω0tdt， k=1，3，5㊣

㊣

㊣
，…

（3.9）

则对应傅里叶级数展开式为

x（t）=∑
∞

k=1
ckcos（kω0t+φk） k=1，3，5，… （3.10）

图3.4 奇谐信号

可见，在半波像对称信号的傅里叶级数中，只含有奇次谐波项（ω=kω0，k=1，3，5，…），
不含偶次谐波项（ω=kω0，k=0，2，4，…），故半波像对称信号又称为奇谐信号。

（4）若周期信号是半波对称信号，即

x（t）=xt±T（ ）2
就是其波形平移半个周期后所得出的波形与原波形重合，（如图3.5所示）。这类函数的傅里叶
系数为：

ak =

0，k=1，3，5，…

4
T∫

T
2

0
x（t）coskω0tdt， k=0，2，4

㊣

㊣

㊣
，…

（3.11）

bk =

0，k=1，3，5，…

4
T∫

T
2

0
x（t）sinkω0tdt， k=0，2，4，6

㊣

㊣

㊣
，…

（3.12）

则对应傅里叶级数为

x（t）=∑
∞

k=0
ckcos（kω0t+φk）  k=0，2，4，… （3.13）

图3.5 半波对称信号

可见，当周期信号波形具有某种对称性时，其傅里叶级数中有些项就不出现。掌握傅里叶级
数的这一特点，就可以迅速判断信号中包含哪些谐波成分，从而简化系数的计算。另外，有些信号
经简单处理也可能具有对称性，这时就可利用信号的潜在对称性进行简化分析。如图3.6中的信
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号g（t），经平移T
2-t0 就变成图3.2中的偶信号x（t），从而可以利用对x（t）的分析结果得出

g（t）=xt+T
2-t（ ）0

=E
2+4E

π㊣
㊣

㊣
2 cosω0 t+T

2-t（ ）[ ]0 +1
9cos3ω0 t+T

2-t（ ）[ ]0 +1
25cos5ω0 t+T

2-t（ ）[ ]0 + ㊣
㊣

㊣
…

= E
2-4E

π㊣
㊣

㊣
2 cos[ω0（t-t0）]+1

9cos[ω0（t-t0）]+ 1
25cos

[5ω0（t-t0）]+ ㊣
㊣

㊣
…

图3.6 具有潜在对称性的信号

3.2.2 指数函数形式的傅里叶级数

由欧拉公式

coskω0t= 1
2

（ejkω0t+e-jkω0t）

sinkω0t= 1
2j

（ejkω0t-e-jkω0t）

式（3.5）可进一步写成

      x（t）=c0+∑
∞

k=1

ck

2
[ej（kω0t+φk）+e-j（kω0t+φk）]

=c0+∑
∞

k=1

ck

2ejφkejkω0t+∑
∞

k=1

ck

2e-jφke-jkω0t

将上式中第三项中的k用-k替代，可得

x（t）=c0+∑
∞

k=1

ck

2ejφkejkω0t+∑
-∞

k=-1

c-k

2e-jφ-ke-j（-kω0t）

由式（3.5）可证明ck =c-k；φk =-φ-k（k＞0），故上式可写为

x（t）=c0+∑
∞

k=1

ck

2ejφkejkω0t+∑
-∞

k=-1

ck

2ejφkejkω0t

令 Xk =ck

2ejφk （3.14）

则有

x（t）=X0+∑
∞

k=1
Xkejkω0t+∑

-∞

k=-1
Xkejkω0t = ∑

∞

k=-∞
Xkejkω0t
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即周期为T的信号x（t），可以在任意（t0，t0+T）区间，在虚指数信号集{ejkω0t；ω0 =2π/T；

k=0，±1，±2，…}上分解为一系列不同频率的虚指数信号ejkω0t之和，即

x（t）= ∑
∞

k=-∞
Xkejkω0t （3.15）

式中ω0 =2π
T

，展开系数Xk 为傅里叶复系数，也称复振幅。

式（3.14）表明复振幅Xk的模为实振幅ck的一半，而幅角与第k次谐波的初始相位相等。

由式（3.14）有

     Xk =ck

2ejφk = 1
2

（ckcosφk+jcksinφk）

= 1
2

（ak-jbk）

= 1
2

2
T∫

T/2

-T/2
x（t）coskω0tdt-j2

T∫
T/2

-T/2
x（t）sinkω0td[ ]t

= 1
T∫

T/2

-T/2
x（t）e-jkω0tdt

即 Xk = 1
T∫

T/2

-T/2
x（t）e-jkω0tdt  k=0，±1，±2，… （3.16）

三角形式的傅里叶级数物理含义比较明确，但由式（3.15）可以看出，指数形式的傅里叶
级数比三角形式的傅里叶级数更为简单，尤其是在系数计算上。表3.1综合了三角形式和指数
形式傅里叶级数及其系数之间的关系。

表3.1 周期信号展开为傅里叶级数

形式 展  开  式 傅里叶系数 系数间关系

指
数
形
式

x（t）= ∑
∞

k=-∞
Xkejkω0t

Xk =|Xk|ejφk

Xk = 1
T∫

T/2

-T/2
x（t）e-jkω0tdt

k=0，±1，±2，…

Xk =ck

2ejφk = 1
2

（ak-jbk）

|Xk|= 1
2ck = 1

2 a2
k+b2

㊣ k

是k的偶函数

φk =arctanbk

ak
是k的奇函数

三
角
形
式

x（t）=a0+∑
∞

k=1
akcoskω0t+

∑
∞

k=1
bksinkω0t

=c0+∑
∞

k=1
ckcos（kω0t+φk）

ak = 2
T∫

t0+T

t0
x（t）coskω0tdt

k=0，1，2，…

bk = 2
T∫

t0+T

t0
x（t）sinkω0tdt

k=1，3，…

ck = a2
k+b2

㊣ k

tanφk = -bk

ak

ak =ckcosφk

bk =-cksinφk

ck =2|Xk|

  【例3.2.2】 试求例3.2.1所示周期信号的指数形式的傅里叶级数。
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解：ω0 =2π/T
由式（3.16)有

       Xk = 1
T∫

τ
2

-τ
2

Ee-jkω0tdt= E
kπ

sinkω0τ（ ）2

=Eτ
TSa

kω0τ（ ）2
再由式（3.15)可得x（t)的指数形式的傅里叶级数

x（t)= ∑
∞

k=-∞
Xkejkω0t =Eτ

T ∑
∞

k=-∞
Sa kω0τ（ ）2 ejkω0t,  ω0 =2π/T

3.2.3 周期信号的频谱

3.2.3.1 频谱的概念

式（3.13）的三角函数形式的傅里叶级数指出，一个周期信号x（t）可以表示为频率为0（直
流），ω0，2ω0，…，kω0，… 的正弦信号之和，它们的振幅和相位分别是c0，c1，…，ck… 和φ0，φ1，
…，φk…。可以很容易画出幅度ck 对于k和φk 对于k的图。

由于k是正比于kω0的，所以这两个图也就是ck对于ω和φk对于ω的图，前者称为振幅谱
···

，
也称幅度谱

···
；后者称为相位谱

···
，合起来称为周期信号x（t）的频谱图

···
。从这个频谱图一眼就看出

信号x（t）所包含的频率分量，以及它们的振幅大小和相位。知道了这些参量就能按式（3.5）重
构或合成信号x（t）。因此，频谱是描述一个周期信号x（t）的另一种形式，它在所有方面与x（t）
作为t的波形图都是等价的。一个信号的频谱构成了

··········
x（t）的频域描述

·····
，与此对应的是
······

x（t）用时
··

间函数表征的时域描述
··········

。
一般来说，频谱图需要根据信号的傅里叶级数展开式的结果画出。在频谱图中，代表各谐

波分量振幅和相位的垂线称之为谱线，每一根谱线所在位置的kω0值即为该次谐波的角频率。
例3.2.1题的周期矩形脉冲信号，所对应的振幅和相位谱如图3.7所示。

图3.7 周期矩形脉冲信号的频谱图

图中连接各谱线顶点的虚线称为谱包络线，用它来描述周期信号各次谐波分量振幅和相
位随频率变化的情况。

在三角函数形式的傅里叶级数展开式中，k只能取正整数，故其振幅及相位仅在频谱图的
右半平面，称此为单边谱

···
。而指数形式傅里叶级数的展开式中，k可以取任何整数，对应的频谱

图称为双边谱
···

。值得注意的是，指数形式傅里叶级数中出现了负频率项，这只是表达形式的问
题，并不表示真正存在以负频率进行振荡的分量，负频率项与相应的正频率项联合起来，才代
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表一个谐波分量，单独考虑正频率项或者单独考虑负频率项都是不完全的。

【例3.2.3】 已知傅里叶级数展开式为

x（t)=2+6cos（10πt-π/4)+4sin（30πt)
试画出x（t)的频谱图。
解：首先将表达式中的各频率分量用统一的余弦函数表示,即为

x（t)=2+6cos（10πt-π/4)+4cos（30πt-π/2)

可见x（t)是周期信号,基波角频率为ω0 =10π,基波周期为T =2π
ω0

= 2π
10π= 1

5
。

当k=0（直流分量)时的振幅为：c0 =X0 =2,φ0 =0
当k=1（一次谐波)时的振幅为：c1 =6,φ1 =-π/4

复振幅为：|X1|=c1

2 =3,φ1 =-π/4；|X-1|=3,φ-1 =π/4

当k=2（二次谐波)时,为零,即不含二次谐波分量；
当k=3（三次谐波)时的振幅为：c3 =4,φ3 =-π/2

复振幅为：X3 =c3

2 =2,φ3 =-π/2；|X-3|=2,φ-3 =π/2

由此可画出周期信号x（t)的单边谱,如图3.8（a)所示,双边谱如图3.8（b)所示。

图3.8 周期信号的单边谱和双边谱

3.2.3.2 周期信号的频谱分析

下面以周期矩形脉冲信号为例，分析周期信号的频谱特性。
设有周期矩形脉冲信号，脉冲宽度为τ，幅度为E，周期为T，如图3.1所示。

x（t）在一个周期内（-T/2＜t＜T/2）的表达式为

x（t） ㊣
㊣

㊣
=

E |t|＜τ/2
0 |t|＞τ/2
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利用式（3.13）可得其复振幅为

          Xk = 1
T∫

T
2

-T
2

x（t）ejkω0kdt= 1
T∫

τ
2

-τ
2

Eejkω0kdt

= 2E
Tkω0

sinkω0τ
2 =Eτ

TSakω0τ
2

式中，ω0 =2π
T

。

若T =4τ，周期矩形脉冲信号的振幅谱和相位谱如图3.9所示。该信号的φk 取值为0或

±π，因此可以将图3.9（a）、（b）合成为图3.9（c）。如果φk取值不仅仅为0或±π，则不能合成
为一个图像。谱包络与横轴的交点为kω0 =2mπ/τ，m =±1，±2，…，常把m =1时的第一个
零点到原点的频率范围称为周期矩形脉冲信号的主瓣宽度

····
，即2π/τ。谱线间隔ω0 =2π/T；主

瓣宽度含谱线个数为N =T/τ。

图3.9 周期矩形脉冲信号的双边频谱

当信号幅度E和宽度τ保持不变，而重复周期T变化时，若T增大，则频率主瓣高度Eτ/T
减小，各条谱线高度也相应地减小；谱包络的第一个零点±2π/τ不变，频率主瓣宽度不变；各
谱线间隔ω0 =2π/T减小，谱线变密，因而频率主瓣内包含的谱线数增加。若T减小，则情况相
反。图3.10是当E=1，τ=0.1s保持不变，而T分别为1/2s，1s，2s三种情况下的频谱图。

当信号幅度E和重复周期T保持不变，而宽度τ变化时，若τ减小，则频率主瓣高度Eτ/T
减小，各条谱线高度也相应地减小，频谱包络的第一个零点±2π/τ增大，因而频率主瓣内包含
的谱线数目增多。若τ增大，则情况相反。图3.11是当E=1，T=0.5s保持不变，而τ=1/2s，

1/20s和1/40s三种情况下的频谱图。我们注意到，矩形脉冲信号的频率主瓣宽度与脉冲宽度
··················

成反比
···

，这是一个十分重要的关系。当τ增大到τ=T时有
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图3.10 周期矩形脉冲的频谱与周期的变化关系

Xk =
E，k=0
ESa（kπ），k≠{ 0

（3.17）

也就是说只在零频（ω=0）处出现一条高度为E的谱线。事实上此时的周期矩形脉冲信号
已转化为直流信号了，其频谱自然只包含直流分量。

图3.11 周期矩形脉冲的频谱与脉宽的关系

3.2.3.3 周期信号的功率谱

周期信号x（t）是功率有限信号，由2.4节知其平均功率P为

P= 1
T∫

T
2

-T
2

|x（t）|2dt （3.18）

而该式中x（t）为任意周期信号，它满足傅里叶级数，即x（t）= ∑
∞

k=-∞
Xkejkω0t，将此式代入式

（3.18）中可得

  P= 1
T∫

T
2

-T
2

|x（t）|2dt= 1
T∫

T
2

-T
2

x（t）x*（t）dt= 1
T∫

T
2

-T
2

x（t）∑
∞

k=-∞
Xkejkω0[ ]t *

dt （3-19a）

交换求和与积分的顺序，式（3.19）有

P= ∑
∞

k=-∞
X*

k
1
T∫

T
2

-T
2

x（t）e-jkω0td[ ]t = ∑
∞

k=-∞
X*

k ·Xk = ∑
∞

k=-∞
|Xk|2 （3.19b）

式（3.19b）也可用三角形式的傅里叶系数来表示，即
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P=|X0|2+2∑
∞

k=1
|Xk|2 =c2

0+∑
∞

k=1

ck

㊣（ ）2

2

（3.19c）

式（3.19b）和式（3.19c）称为功率有限信号的帕塞瓦尔等式，它从功率的角度揭示了周期信号
的时间特性和频率特性之间的关系，即周期信号的平均功率等于直流分量与各次谐波平均功
率之和。

式（3.19c）中，c2
0 是信号所含直流分量的功率，（ck/㊣2）2 是k次谐波分量的功率。c2

0，

（ck/㊣2）2 与kω0（k=1，2，…）的关系称为周期信号的单边功率谱
·····

，而|Xk|2与kω0（k=0，±
1，±2，…）的关系则称为周期信号的双边功率谱

·····
。周期信号的功率谱表明了其平均功率在各

次谐波频率上的分配情况，功率谱只由振幅谱决定，与相位谱无关。

【例3.2.4】 设图3.1所示的周期矩形脉冲信号中,E =1,T = 1
4s,τ= 1

20s
,求频带

0,2π（ ）τ
内各谐波功率之和占信号总平均功率的比例。

解：该信号的平均功率为

P= 1
T∫

T
2

-T
2

|x（t)|2dt= 1
T∫

τ
2

-τ
2

|x（t)|2dt=4∫
1
40

-1
40

dt=0.2000

由3.2.3节得出的结果,该信号的基频为ω0 =2π
T =8π,频带 0,2π（ ）τ = [0,40π]内共有5

条谱线,各谐波功率之和为

     P′=|X0|2+2{|X1|2+|X2|2+|X3|2+|X4|2}

= 1
52 +2

52 Sa2 π（ ）5 +Sa2 2π（ ）5 +Sa2 3π（ ）5 +Sa2 4π（ ）{ }5

= 1
52 +2

52（0.8757+0.5728+0.2546+0.0547)=0.1806

所以 P′
P =0.1806

0.2000≈90%

3.2.3.4 有效频带

从例3.2.4题可见，周期信号的功率主要集中在低频段，因此，我们通常把信号中从零频
率（直流）到所需考虑的最高频率的频率范围叫做信号所占有的有效频带。记作Bω（rad/s）或

Bf（Hz）。至于到底应该考虑到哪一次谐波，工程上有时用从零频率开始到幅度谱下降为谱包
络最大值的某个百分数（如10%）作为标准，有时用从零频率开始到某次谐波止的平均功率不
小于周期信号平均功率的某个百分数（比如90%）作为标准。工程实际中，这些百分数要视具
体要求选定。

在例3.2.4题中，周期矩形脉冲信号的[0，40π]频带内的谐波功率之和占总平均功率的

90%，因此，如果在对周期矩形脉冲信号进行处理时，允许有10%的功率损失，则以[0，40π]作
为该信号的有效频带是可以的。
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从以上的周期矩形脉冲的频谱分析，可以看出对于一般的周期信号其频谱都具有以下
特点：

（1）频谱由离散的谱线组成，周期信号的频谱是离散谱，即具有离散性
···

；
（2）在频谱图上谱线是以ω0为间隔等距离分布的，每一条谱线仅代表一个谐波分量，因而

周期信号频谱具有谐波性
···

；
（3）谱线振幅随n增大而逐渐衰减至零，所以周期信号的频谱具有收敛性

···
。

频谱的这三个特点：离散性、谐波性和收敛性，也是满足荻里赫勒条件的周期信号的频谱
所共有的特点。

3.2.4 LTI系统对周期信号的响应

周期信号可以分解成傅里叶级数，这就给任意周期信号输入LTI系统之后的响应求解提
供了又一种可行的办法。考虑一个单位冲激响应为h（t）的LTI系统对简谐振荡信号ejωt 的响

应。由第2章可知，系统的输出为

     y（t）=ejωt*h（t）=h（t）*ejωt =∫
∞

-∞
h（τ）ejω（t-τ）dτ

=ejωt∫
∞

-∞
h（τ）e-jωτdτ （3.20）

其中∫
∞

-∞
h（τ）e-jωτdτ只与频率ω有关，而与时间无关，通常把它记为H（jω），即

H（jω）=∫
∞

-∞
h（τ）e-jωτdτ （3.21）

下面将会看到，H（jω）就是单位冲激响应h（t）的傅里叶变换，称为系统的频率响应。于
是，式（3.20）可写为

y（t）=ejωtH（jω） （3.22）

按式（3.22），当给系统输入ejkω0t时，系统的输出为H（jkω0）ejkω0t，故当系统输入任意的周

期信号x（t）= ∑
∞

k=-∞
Xkejkω0t时，系统的输出应为

y（t）= ∑
∞

k=-∞
XkH（jkω0）ejkω0t （3.23）

就是说，系统的输出y（t）具有傅里叶级数的形式，因此也是一个与输入同周期的周期
信号。

【例3.2.5】 一个LTI系统的单位冲激响应为h（t)=e-tu（t),求它对正弦信号x（t)=
sinω0t的响应。

解：此题当然可以直接按第2章所述的卷积积分法求解,但这里将提供频域解法。
按式（3.21),该系统的频率响应为

H（jω)=∫
∞

-∞
e-jωte-τu（τ)dτ=∫

∞

0
e-（1+jω)τdτ= 1

1+jω

而x（t)=sinω0t= 1
2j
ejω0t-1

2j
e-jω0t,所以按式（3.23)可得系统响应为
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      y（t)= 1
2j

1
1+jω0

ejω0t-1
2j

1
1-jω0

e-jω0t

= -ω0

1+ω2
0
cosω0t+ 1

1+ω2
0
sinω0t

【例3.2.6】 求单位冲激响应为h（t)=e-tu（t)的LTI系统对图3.1所示周期矩形脉冲
信号的响应。

解：由例3.2.5题可知,该系统的频率响应为

H（jω)= 1
1+jω

由3.2.3节可知 x（t)= ∑
∞

k=-∞

Eτ
TSa kω0τ（ ）2

·ejkω0t

根据式（3.23)可得系统响应为

y（t)= ∑
∞

k=-∞

Eτ
TSa kω0τ（ ）2

· 1
1+jkω0

·ejkω0t

3.3 非周期信号的傅里叶变换

到目前为止，只研究了周期信号，应用的运算和分析工具是傅里叶展开。非周期信号是另
一类重要信号，但由于非周期信号的波形在有限长的时间段内不能重复出现，不能像周期信号
那样以一段时间（一个周期）内的傅里叶展开式代表整个信号，从而需要我们采用不同的方法
来分析非周期信号的频域特性，这就是傅里叶变换方法。

3.3.1 傅里叶变换的导出

在前面3.2.4节中，我们以周期矩形脉冲信号为例，研究了周期信号频谱与波形参数的关
系。很清楚地表明谱线的密度和幅度均与信号的周期有关，周期愈大，谱线愈密而幅度愈小。当
信号周期无限增大时，其谱线间隔与谱线幅度都趋于无穷小，这样原来离散谱就变成了连续谱。
但因谱线幅度都是无穷小量，则谱线相应消失，但可以想象，此时谱线中各频率分量将保持一定
的比例关系，只是由于幅度太小，画不出来而已。事实上，当周期无限增大时，周期信号已变成非
周期信号。这说明非周期信号与周期信号两者的频谱特性之间有联系，但又有很大不同。

设任意周期信号xT（t），其傅里叶级数指数形式的展开式为

xT（t）= ∑
∞

k=-∞
Xkejkω0t （3.24）

其中傅里叶系数为

Xk = 1
T∫

T
2

-T
2

xT（t）e-jkω0tdt （3.25）

将式（3.25）两端同乘信号的周期T，可得

TXk =∫
T
2

-T
2

xT（t）e-jkω0tdt （3.26）

当周期T→ ∞ 时，其周期信号xT（t）将过渡到到非周期信号x（t），即
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x（t）=lim
T→∞

xT（t） （3.27）

当T→∞时，有ω0 =2π
T →dω，kω0→ω，这意味着不连续变量变为连续变量，离散谱变为

连续谱。此时式（3.26）可变为

lim
T→∞

TXk =lim
T→∞∫

T
2

-T
2

xT（t）e-jkω0tdt=∫
∞

-∞
x（t）e-jωtdt

此时等式右边积分后为jω的函数，记作X（jω），即

X（jω）=∫
∞

-∞
x（t）e-jωtdt （3.28）

X（jω）的量纲应与幅度和周期乘积极限的量纲相同，或与幅度除以频率的极限量纲相同。
这就表明X（jω）描述的是单位频带的复振幅，所以将X（jω）称为“频谱密度函数

······
”，简称“频谱

··
函数
··

”或“频谱
··

”。
以上讨论的是已知时间函数求频谱的过程，反过来也可以已知频谱求时间函数。由

式（3.24）可得

x（t）=lim
T→∞

xT（t）=lim
T→∞∑

∞

k=-∞
Xkejkω0t =lim

T→∞∑
∞

k=-∞

T
TXkejkω0t （3.29）

当T→ ∞ 时，有ω0 =2π
T →dω，kω0 →ω，TXk →X（jω），1

T → 1
2π

dω，原来离散求和变成连续

积分。将这些极限关系代入式（3.29）中，得

x（t）= 1
2π∫

∞

-∞
X（jω）ejωtdω （3.30）

式（3.28）是已知x（t）求X（jω），称为傅里叶正变换；式（3.30）是已知X（jω）求x（t），称为
傅里叶反变换，可简记为

X（jω）=F[x（t）]

x（t）=F-1[X（jω）]
二者的关系也可记作x（t）↔X（jω），双箭头“↔”表示对应关系，说明时域信号x（t）与频域频
谱X（jω）是一对傅里叶变换对。

从式（3.28）可见，X（jω）是关于ω的复函数，因此可写成如下形式：

X（jω）=|X（jω）|ej∠X（jω） （3.31）
其中|X（jω）|是X（jω）的模，它表示信号中各频率分量的相对大小，∠X（jω）是X（jω）的相
位，表示信号中各频率分量之间的相位关系。把|X（jω）|和 ∠X（jω）随ω的变化规律分别称
为信号的幅频特性和相频特性，把相应的频谱图称为幅度频谱图和相位频谱图，二者合称频
谱图。

将式（3.31）代入式（3.30）中，可得

  x（t）= 1
2π∫

∞

-∞
|X（jω）|ej[ωt+∠X（jω）]dω

= 1
2π∫

∞

-∞
|X（jω）|cos[ωt+∠X（jω）]dω+j∫

∞

-∞
|X（jω）|sin[ωt+∠X（jω）]d{ }ω
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当x（t）为实函数时，|X（jω）|和 ∠X（jω）分别是ω的偶函数和奇函数，那么上式的第二
个积分为零，于是有

x（t）= 1
π∫

∞

0
|X（jω）|cos[ωt+∠X（jω）]dω （3.32）

上式表明，一个非周期实信号，可以分解为定义在-∞ ＜ω＜ ∞ 范围的无穷多个正弦信

号的连续和（积分），各频率分量连续地分布在0～ ∞ 的一切频率上，振幅|X（jω）|
π

dω是无穷

小量，而无穷多个无穷小量可合成一个振幅有限的信号。
我们注意到，按式（3.28）求信号的傅里叶变换需要作无穷积分，因而存在积分能否收敛

的问题。与傅里叶级数情况一样，满足荻里赫勒（Dirichlet）条件，即在无限区间内x（t）绝对可
积是信号可以按式（3.28）进行傅里叶变换的充分条件。

3.3.2 常用信号的傅里叶变换

我们将根据式（3.28）对一些常用信号进行傅里叶变换，以方便后续复杂信号的傅里叶变
换分析之用。

3.3.2.1 单边指数信号的频谱

单边指数信号的表达式为

x（t）=e-αtu（t）  α＞0
将上式代入式（3.28），有

X（jω）=∫
∞

-∞
e-αtu（t）e-jωtdt=∫

∞

0
e-（α+jω）tdt= 1

α+jω

即 e-αtu（t）↔ 1
jω+α  α＞

0 （3.33）

由于所得频谱是复函数，故有

|X（jω）|= 1
α2+ω㊣

2
  ∠X（jω）=-arctanω

α

其时域波形图及频谱图如图3.12所示。

图3.12 单边指数信号及其频谱

3.3.2.2 矩形脉冲信号的频谱

矩形脉冲信号又称门信号，其表达式为
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Gτ（t）=
1， |t|≤τ

2
0，
㊣
㊣

㊣ 其它

将上式代入式（3.28），有

X（jω）=∫
∞

-∞
x（t）e-jωtdt=∫

τ
2

-τ
2

Ee-jωtdt=EτSa ωτ（ ）2

即 Gτ（t）↔τSa ωτ（ ）2
（3.34）

由于上式中X（jω）是个实函数，故不必分别画幅度频谱图和相位频谱图，直接画在一幅图
上即可，如图3.13（b）所示。矩形脉冲频域分解式为

x（t）=EGτ（t）= 1
2π∫

∞

-∞
EτSa ωτ（ ）2 ejωtdω

对比图3.13（b）和图3.10可以具体看出，矩形脉冲信号的频谱密度函数与周期矩形脉冲
信号的谱包络形状是相同的。

图3.13 矩形脉冲信号及其频谱

3.3.2.3 单位冲激信号的频谱

将δ（t）代入式（3.28），有

X（jω）=∫
∞

-∞
δ（t）e-jωtdt=∫

∞

-∞
δ（t）dt=1

即 δ（t）↔1 （3.35）

δ（t）的频域分解式为

δ（t）= 1
2π∫

∞

-∞
1×ejωtdω= 1

2π∫
∞

-∞
ejωtdω （3.36）

δ（t）及其频谱如图3.14所示。
从图3.14可见，单位冲激信号δ（t）只出现在t=0时刻，但却包含了从-∞ ～ ∞所有频

率成分，且各频率分量的（相对）大小是相同的，故δ（t）的频谱称为“白色谱”。

3.3.2.4 单位阶跃信号的频谱

单位阶跃信号u（t）不满足绝对可积条件，不能直接通过式（3.28）求其傅里叶变换。但事
实上该信号的频谱是存在的，可采用极限的方法求得。
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图3.14 单位冲激信号及其频谱

将单位阶跃信号看作是单边指数信号在α→0时的极限，即

u（t）=lim
α→0

e-αtu（t），  α＞0

利用式（3.33）的结果，可有

e-αtu（t）↔ 1
α+jω= α

α2+ω2 -j ω
α2+ω2

上式两边同时取极限，有

u（t）=lim
α→0

e-αtu（t）↔lim
α→0

α
α2+ω2 -jlim

α→0

ω
α2+ω2 =lim

α→0

α
α2+ω2 +1

jω
其中

lim
α→0

α
α2+ω2 ㊣

㊣

㊣
=

∞ ω=0
0 ω≠0

显然这一结果符合冲激函数的定义，其冲激强度应为

   ∫
∞

-∞
lim
α→0

α
α2+ω2dω=lim

α→0∫
∞

-∞

α
α2+ω2dω

=lim
α→0∫

∞

-∞

1

1+ ω（ ）α

2d
ω
α =lim

α→0
arctan ω（ ）α

∞

-∞
=π

所以 u（t）↔πδ（ω）+1
jω

（3.37）

其时域波形图及频谱图如图3.15所示。

图3.15 单位阶跃信号及其频谱

由上述分析可见，尽管u（t）不满足绝对可积条件，但通过取极限并引入奇异函数δ（ω），仍
可以找到它的傅里叶变换，这使我们又一次看到了奇异信号在信号分析理论中的重要作用。

u（t）的频谱在ω=0处有冲激，是因为u（t）含有明显的直流成分，但它不是纯直流，故还有其
他高频分量。
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3.3.3 傅里叶变换的性质

傅里叶变换揭示了时域信号x（t）和与之对应的频域频谱X（jω）的内在联系。它说明了信
号既可用时域表示又可用频域表示。本节主要讨论傅里叶变换的性质，这些性质将从不同的角
度揭示信号时域变化与频域相应变化间的关系，同时也为求解复杂信号的频谱提供了一种更
为简捷的方法。

3.3.3.1 奇偶特性

（1）偶信号的频谱是偶函数，奇信号的频谱是奇函数。

证明：由于 X（jω）=∫
∞

-∞
x（t）e-jωtdt

若x（-t）=x（t），则

       X（-jω）=∫
∞

-∞
x（t）ejωtdt

t=-τ

∫
∞

-∞
x（-τ）e-jωτdτ

=∫
∞

-∞
x（τ）e-jωτdτ=X（jω）

若x（t）=-x（-t），则

       X（-jω）=∫
∞

-∞
x（t）ejωtdt

t=-τ

∫
∞

-∞
x（-τ）e-jωτdτ

=-∫
∞

-∞
x（τ）e-jωτdτ=-X（jω）

（2）实信号的频谱是共轭对称函数；其实部是偶函数，虚部是奇函数；幅度频谱是偶函数，
相位频谱是奇函数。

当x（t）为实信号时，其频谱为

         X（jω）=∫
∞

-∞
x（t）e-jωtdt

=∫
∞

-∞
x（t）cosωtdt-j∫

∞

-∞
x（t）sinωtdt

=Re（ω）+jIm（ω）=|X（jω）|ej∠X（jω）

其中： Re（ω）=∫
∞

-∞
x（t）cosωtdt

Im（ω）=-∫
∞

-∞
x（t）sinωtdt

|X（jω）|= Re2（ω）+Im2（ω㊣ ）

∠X（jω）=arctanIm（ω）
Re（ω）
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显然，频谱X（jω）的实部Re（ω）和幅度谱|X（jω）|是ω的偶函数，频谱X（jω）的虚部

Im（ω）和相位谱∠X（jω）是ω的奇函数，且有X（jω）=X*（-jω），即实信号的频谱是共轭对称
函数。

3.3.3.2 对称特性

若x（t）↔X（jω），则

X（jt）↔2πx（-ω） （3.38）

证明：由傅里叶反变换定义式有

x（t）= 1
2π∫

∞

-∞
X（jω）ejωtdω

则有 x（-t）= 1
2π∫

∞

-∞
X（jω）e-jωtdω

在上式中，将积分变量ω换为t，t换为ω，得

x（-ω）= 1
2π∫

∞

-∞
X（jt）e-jωtdt

可得 2πx（-ω）=∫
∞

-∞
X（jt）e-jωtdt

即 X（jt）↔2πx（-ω）

【例3.3.1】 求直流信号x（t)=1的频谱。

解：直流信号不满足绝对可积,但可以利用式（3.35),利用对称特性,有

1↔2πδ（-ω)=2πδ（ω)

即 1↔2πδ（ω) （3.39)

如图3.16所示。纯直流信号只含有零频率成分,故频谱密度函数必然表现为ω=0处的冲
激。

图3.16 利用对称特性求直流信号的频谱
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【例3.3.2】 求Sa（ωct)的频谱。

解：尽管Sa（ωct)满足绝对可积条件,但直接用定义式计算其频谱,需做复杂的积分运算。

这时,可应用对称特性。由式（3.34)可知Gτ（t)↔τSa ωτ（ ）2
,从而

τSa ωt（ ）2 ↔2πGτ（-ω)=2πGτ（ω)

Sa τ
2（ ）t ↔2π

τ
Gτ（ω),  令τ

2 =ωc

Sa（ωct)↔ 2π
2ωc

G2ωc
（ω)= π

ωc
G2ωc

（ω)

即 Sa（ωct)↔ π
ωc

G2ωc
（ω) （3.40)

其时域波形图及频谱图如图3.17。

图3.17 信号Sa（ωct）的频谱

3.3.3.3 时频展缩特性

若x（t）↔X（jω），则

x（at）↔ 1
|a|

X jω（ ）a   a≠0 （3.41）

证明：

x（at）↔∫
∞

-∞
x（at）e-jωtdt

令at=τ则

39第3章 连续时间信号的频域分析



    ∫
∞

-∞
x（at）e-jωtdt=

∫
∞

-∞
x（τ）e-jωaτ 1

adτ，a＞0

∫
-∞

∞
x（τ）e-jωaτ 1

adτ，a＜
㊣

㊣

㊣
0

=

1
a∫

∞

-∞
x（τ）e-jωaτdτ，a＞0

-1
a∫

-∞

∞
x（τ）e-jωaτdτ，a＜

㊣

㊣

㊣
0

=

1
aX jω（ ）a

，a＞0

-1
aX jω（ ）a

，a＜
㊣

㊣

㊣
0
 = 1

|a|
X jω（ ）a

即 x（at）↔ 1
|a|

X jω（ ）a
在式（3.41）中，当|a|＞1时，表明将信号x（t）在时间坐标轴上压缩为原来的1/|a|倍，

这时其频谱X（jω）在频率坐标轴上将扩展为原来|a|倍，且其幅度将减小为原来的1/|a|。
这就是说，在时间域信号波形的压缩（|a|＞1）意味着在频域中信号频带的展宽。反之，信号
波形在时域的扩展|a|＜1，意味着在频域中频带的压缩。图3.18表示了矩形脉冲及其频谱的
展缩情况。

图3.18 矩形脉冲的时频展缩举例

特例，当a=-1时，表明信号在时域的翻转，它对应的频谱在频域中翻转，即

x（-t）↔X（-jω） （3.42）
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下面运用傅里叶变换的时频展缩特性来求几个信号的频谱。

【例3.3.3】 试求下列信号的频谱：

（1)eatu（-t)  a＞0     （2)e-atu（t)+eatu（-t)  a＞0

（3)sgn（t) （4)1
t

解：由式（3.33)知

e-atu（t)↔ 1
a+jω  

a＞0

由式（3.42),有

eatu（-t)↔ 1
a-jω   

a＞0 （3.43)

由此可得偶对称双边指数信号的频谱：

e-atu（t)+eatu（-t)↔ 1
a+jω+ 1

a-jω= 2a
a2+ω2 （3.44)

以及奇对称双边指数信号的频谱：

e-atu（t)-eatu（-t)↔ 1
a+jω- 1

a-jω= -2jω
a2+ω2 （3.45)

进一步,由于符号函数

sgn（t)=
1, t＞0
-1,t＜{ 0

可写成如下极限

sgn（t)=lim
α→0

[e-atu（t)-eatu（-t)]

则其频谱为

sgn（t)↔lim
α→0

-j2ω
a2+α2 = 2

jω
（3.46)

另外,由于sgn（t)=2u（t)-1,而u（t)↔πδ（ω)+1
jω

。

也可求得

     sgn（t)↔2F[u（t)]-F[1]

=2πδ（ω)+2
jω-2πδ（ω)= 2

jω
这与式（3.46)是一致的。根据式（3.46)及对称特性,有

2
jt↔

2πsgn（-ω)

即 1
t↔jπsgn

（-ω)=
jπ, ω＜0
-jπ, ω＞{ 0

（3.47)

3.3.3.4 时移特性

若x（t）↔X（jω），则

x（t+t0）↔X（jω）ejωt0 （3.48）
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t0 为任意实数。
证明：

        x（t+t0）↔∫
∞

-∞
x（t+t0）e-jωtdt

  令t+t0 =τ =∫
∞

-∞
x（τ）e-jω（τ-t0）dτ

=ejωt0∫
∞

-∞
x（τ）e-jωτdτ=ejωt0X（jω）

傅里叶变换的时移特性表明，信号波形在时域的平移，不改变其幅频特性，只改变了相频
特性，即各频率产生了与其频率成正比的附加相移。

【例3.3.4】 求δ（t-t0)（t0 为任意实数)的频谱。

解：由式（3.35)已知δ（t)↔1
按时移特性有： δ（t-t0)↔1·e-jωt0 =e-jωt0

【例3.3.5】 求图3.19所示三脉冲信号的频谱。

解：由图3.19可得该信号可表示为x（t)=EGτ（t+T)+EGτ（t)+EGτ（t-T)

而由式（3.34)可知Gτ（t)↔τSa ωτ（ ）2

故       X（jω)=EτSa ωτ（ ）2 ejωT +EτSa ωτ（ ）2 +EτSa ωτ（ ）2 e-jωT

=EτSa ωτ（ ）2
（1+ejωT +e-jωT)

=EτSa ωτ（ ）2
（1+2cosωT)

频谱如图3.19所示。

图3.19 三脉冲信号及其频谱
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需要指出的是，对于既时移，又展缩的信号，可先后应用展缩和时移特性来求其频谱。
此时有下面的公式。

若x（t）↔X（jω），则

x（at+b）↔ 1
|a|

X jω（ ）a ejbaω ，a≠0，a、b均为常数 （3.49）

3.3.3.5 频移特性

若x（t）↔X（jω），则

x（t）e±jω0t↔X[j（ω∓ω0）] ，ω0 为常数 （3.50）

此性质可由傅里叶变换定义式直接得到。这个性质表明，x（t）在时域中乘以ejω0t，等效于

X（jω）在频域中右移动ω0。
频移特性在通信技术中有着重要的实际应用，如调制、解调、变频、多路通信等。虽然虚指

数信号e±jω0t无法直接产生，但根据欧拉公式，可以将它们用正余弦信号表示。在通信技术中，

就是采用信号x（t）与cosω0t或sinω0t相乘的方法来实现频谱的搬移。

设x（t）↔X（jω），而cosω0t= 1
2

[ejω0t+e-jω0t]，sinω0t= 1
2j

[ejω0t-e-jω0t]

由傅里叶变换的频移特性可得

x（t）cosω0t↔ 1
2

{X[j（ω+ω0）]+X[j（ω-ω0）]} （3.51）

x（t）sinω0t↔ j
2

{X[j（ω+ω0）]-X[j（ω-ω0）]} （3.52）

【例3.3.6】 求ejω0t,cosω0t及sinω0t的频谱（ω0 为任意实数)。
解：由式（3.39)可知 1↔2πδ（ω)
按频移特性有

ejω0t↔2πδ（ω-ω0) （3.53)

再按欧拉公式及上式有

cosω0t= 1
2

[ejω0t+e-jω0t]↔π[δ（ω+ω0)+δ（ω-ω0)] （3.54)

sinω0t= 1
2j

[ejω0t-e-jω0t]↔jπ[δ（ω+ω0)-δ（ω-ω0)] （3.55)

由此看出，具有单一频率的虚指数信号和正余弦信号仅仅在其频率处存在冲激的频谱
密度。

【例3.3.7】 求图3.20所示矩形调幅信号的频谱。

解：由图3.21可得该矩形调幅波可记为

x（t)=EGτ（t)cosω0t
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由式（3.34)知 Gτ（t)↔τSa ωτ（ ）2
再由式（3.35)可得

X（jω)=Eτ
2 Sa ω+ω0

2（ ）τ +Sa ω-ω0

2（ ）{ }τ

矩形调幅信号的频谱如图3.20所示。

图3.20 矩形调幅波及其频谱

3.3.3.6 时频微分特性

若x（t）↔X（jω），且dx（t）
dt

存在傅里叶变换，则

dx（t）
dt ↔jωX（jω） （3.56）

证明：由傅里叶反变换定义有

x（t）= 1
2π∫

∞

-∞
X（jω）ejωtdω

两边对t微分，得

d
dtx

（t）= 1
2π∫

∞

-∞
X（jω）d

dt
[ejωt]dω= 1

2π∫
∞

-∞
jωX（jω）ejωtdω

所以有

d
dtx

（t）↔jωX（jω）

同样，若dnx（t）
dtn 的傅里叶变换存在，重复上述过程可得

dnx（t）
dtn ↔（jω）nX（jω） （3.57）

类似地可以推出频域微分特性。设x（t）↔X（jω），则

tx（t）↔jd
dω

X（jω） （3.58）

tnx（t）↔jn dn

dωnX（jω） （3.59）

【例3.3.8】 求信号δ′（t)= d
dtδ

（t)及δ（n)（t)= dn

dtnδ（t)的频谱。

解：由δ（t)↔1,并根据傅里叶变换时域微分特性可得
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δ′（t)↔jω
δ（n)（t)↔（jω)n

【例3.3.9】 求信号x（t)=tu（t)的频谱。

解：由式（3.37)有

u（t)↔πδ（ω)+1
jω

则由频域微分特性有

tu（t)↔jπδ′（ω)-1
ω2

3.3.3.7 时域卷积定理

若x1（t)↔X1（jω),x2（t)↔X2（jω),则

x1（t)*x2（t)↔X1（jω)·X2（jω) （3.60)

证明：    x1（t）*x2（t）↔∫
∞

-∞

┌

└∫
∞

-∞
x1（τ）x2（t-τ）d

┐

┘
τe-jωtdt

=∫
∞

-∞
x1（τ

┌

└
）∫

∞

-∞
x2（t-τ）e-jωtd

┐

┘
tdτ

（令t-τ=u） =∫
∞

-∞
x1（τ

┌

└
）∫

∞

-∞
x2（u）e-jωue-jωτd

┐

┘
u dτ

=∫
∞

-∞
x1（τ）e-jωτdτ∫

∞

-∞
x2（u）e-jωudu

=X1（jω）·X2（jω）

时域卷积定理说明，两个时间信号的卷积运算得到的信号的频谱等于两个时间信号频谱
的乘积，即在时域的卷积运算等效于在频域的乘法运算。因而时域卷积定理为卷积积分的计算
提供了一种更为简捷的方法。

【例3.3.10】 如图3.21所示,求两个门信号x1（t)=x2（t)=Gτ（t)的卷积积分的频谱。

解：因为 Gτ（t)↔τSa ωτ（ ）2
利用时域卷积性质有

Gτ（t)*Gτ（t)=τΛ2τ（t)↔ τSa ωτ（ ）[ ]2
· τSa ωτ（ ）[ ]2

即

Λ2τ（t)↔τSa2 ωτ（ ）2
（3.61)

在系统的时域分析中,我们已经知道,系统的零状态响应是输入信号和系统单位冲激响应
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图3.21 时域卷积等效于频域相乘

的卷积,即

yzs（t)=x（t)*h（t)
根据卷积定理,零状态响应的频谱即是输入信号的频谱与h（t)的频谱的乘积,即

yzs（jω)=X（jω)·H（jω)
于是，利用卷积定理可求解系统的零状态响应，见例3.3.11题。

【例3.3.11】 已知一LTI系统的冲激响应h（t)=e-2tu（t),输入为x（t)=e-3tu（t),试求
零状态响应yzs（t)。

解：对于LTI系统,其零状态响应为：yzs（t)=x（t)*h（t)

已知 e-atu（t)↔ 1
jω+a  a＞0

设yzs（t)↔Yzs（jω),利用时域卷积性质有

Yzs（jω)=X（jω)·H（jω)= 1
jω+2

· 1
jω+3= 1

jω+2+ -1
jω+3

求其反变换,得 yzs（t)=e-2tu（t)-e-3tu（t)

3.3.3.8 频域卷积定理

若x1（t）↔X1（jω），x2（t）↔X2（jω），则

x1（t）·x2（t）↔ 1
2π

X1（jω）*X2（jω） （3.62）

式中 X1（jω）*X2（jω）=∫
∞

-∞
X1（jλ）X2（jω-jλ）dλ

证明：     x1（t）·x2（t）↔∫
∞

-∞
x1（t）x2（t）e-jωtdt
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= 1
2π∫

∞

-∞
X1（jλ）∫

∞

-∞
x2（t）e-j（ω-λ）td[ ]tdλ

= 1
2π∫

∞

-∞
X1（jλ）X2（jω-jλ）dλ

= 1
2π

X1（jω）*X2（jω）

这个定理说明，时域的乘法运算等效于频域的卷积运算。在求频谱时，如信号可分解成两
信号的乘积，而其中之一的频谱是冲激或冲激串时，使用频域卷积定理更方便。

【例3.3.12】 利用频域卷积定理求信号x（t)cosω0t的频谱,假定x（t)↔X（jω)。

解：已知 cosω0t↔π[δ（ω+ω0)+δ（ω-ω0)]

根据频域卷积定理有  x（t)cosω0t↔ 1
2π

X（jω)*[πδ（ω+ω0)+πδ（ω-ω0)]

= 1
2

[X（jω+jω0)+X（jω-jω0)]

这个结论与式（3.51)是一致的。

3.3.3.9 信号能量与频谱的关系

由时域能量信号的定义式E=∫
∞

-∞
|x（t）|2dt，其中非周期信号x（t）满足傅里叶反变换，

即x（t）= 1
2π∫

∞

-∞
X（jω）ejω0tdω，为讨论频域能量信号的表达式，将该式代入能量表达式中有

       E=∫
∞

-∞
|x（t）|2dt=∫

∞

-∞
x（t）·x*（t）dt

=∫
∞

-∞
x（t） 1

2π∫
∞

-∞
X*（jω）e-jωtd[ ]ω dt

= 1
2π∫

∞

-∞
X*（jω）∫

∞

-∞
x（t）e-jωtd[ ]tdω

= 1
2π∫

∞

-∞
X*（jω）·X（jω）dω

= 1
2π∫

∞

-∞
|X（jω）|2dω （3.63）

上式称为能量有限信号的帕塞瓦尔等式。它表明，能量有限的非周期信号的总能量等于各

频率分量能量之和，每个频率分量的能量为|X（jω）|2

2π
dω。在式（3.63）中，|X（jω）|2被定义为

信号的能量谱密度
·····

，简称能量谱
···

，它表示了单位频带所包含的信号能量，单位是焦耳/赫
兹（J/Hz）。

显然，时域及频域的能量表达式有

101第3章 连续时间信号的频域分析



E=∫
∞

-∞
|x（t）|2dt= 1

2π∫
∞

-∞
|X（jω）|2dω （3.64）

该式表明信号经过时频变换后，其总能量不变。值得注意的是非周期信号X（jω）具有收敛
性，故信号的能量主要集中在低频分量中。

最后将傅里叶变换的性质归纳如表3.2以便学习。
表3.2 傅里叶变换的性质

名称 时域x（t） 频域X（jω）

线性 a1x1（t）+a2x2（t） a1X1（jω）+a2X2（jω）

奇偶性

x（t）

为实函数

x（t）=x（-t）

x（t）=-x（-t）

x（t）为虚函数

|X（jω）|=|X（-jω）|

∠X（jω）=-∠X（-jω）

Re（ω）=Re（-ω）

Im（ω）=-Im（-ω）

X（-jω）=X*（jω）

X（jω）=Re（ω），Im（ω）=0

X（jω）=jIm（ω），Re（ω）=0

|X（jω）|=|X（-jω）|

∠X（jω）=-∠X（-jω）

Re（ω）=-Re（-ω）

Im（ω）=Im（-ω）

X（-jω）=-X*（jω）

对称性 X（jt） 2πx（-ω）

时频展缩特性 x（at）  a≠0 1
|a|

X jω（ ）a

时移特性 x（t+t0） X（jω）ejωt0

频移特性 x（t）e±jω0t X[j（ω∓ω0）]

时域微分 x（n）（t） （jω）nX（jω）

频域微分 tnx（t） jn dn

dωnX（jω）

时域积分 ∫
t

-∞
x（τ）dτ X（jω）

jω +πX（0）δ（ω）

时域卷积 x1（t）*x2（t） X1（jω）·X2（jω）

频域卷积 x1（t）·x2（t） 1
2π

X1（jω）·X2（jω）

帕塞瓦尔等式 E=∫
∞

-∞
|x（t）|2dt= 1

2π∫
∞

-∞
|X（jω）|2dω
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3.3.4 周期信号的傅里叶变换

由前面的讨论我们已知任意周期信号都可展成傅里叶级数，相应的频谱为离散谱；而对于
非周期信号存在傅里叶变换，相应的引入了频谱密度函数。现在的问题是对于周期信号是否也
可以引入频谱密度函数，如果可以，其频谱密度函数的表达式应如何？以及与它的傅里叶级数
的关系又如何？

假定一般的周期信号xT（t）的周期为T，由3.2节可知

xT（t）= ∑
∞

k=-∞
Xkejk2πt/T

其中Xk = 1
T∫

t0+T

t0
xT（t）ejk2πt/Tdt。

令xT（t）的傅里叶变换为XT（jω），则

XT（jω）= ∑
∞

k=-∞
XkF[ejkω0t]

已知ejkω0t↔2πδ（ω-kω0），代入上式，则

xT（t）↔2π∑
∞

k=-∞
Xkδ（ω-kω0） （3.65）

式（3.65）表明，任意周期信号的傅里叶变换也是一系列冲激函数的线性组合，这些冲激
发生在各次谐波频率上，强度为相应谐波分量复振幅的2π倍。这与前面傅里叶展开的分析结
果是一致的，仍是谐波离散频谱，只是那里以复振幅Xk 描述各次谐波（ω0 =2π/T）振幅的实
际大小，是有限值；这里用XT（jω），即2πXkδ（ω-kω0）描述各次谐波的相对大小，是代表频谱
密度。

根据以上分析可知，周期信号并不满足绝对可积的条件，只是在引入冲激函数之后，它的
傅里叶变换才可以计算。

【例3.3.13】 求如图3.22所示周期冲激串δT（t)= ∑
∞

k=-∞
δ（t-kT)（T为周期)的频谱。

解：先求δT（t）指数形式的傅里叶级数展开式，不失一般性，设t0 =-T
2

，由式（3.16）有

Xk = 1
T∫

T
2

-T
2

δT（t）e-jk2πTtdt= 1
T∫

T
2

-T
2

δ（t）e-jk2πTtdt= 1
T

将上述结果代入式（3.65）有

δT（t）↔2π∑
∞

k=-∞

1
Tδ（t-kω0）

即 δT（t）↔ω0∑
∞

k=-∞
δ（t-kω0）

记 δω0
（ω）= ∑

∞

k=-∞
δ（ω-kω0）
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则有 δT（t）↔ω0δω0
（ω）   ω0 =2π

T
（3.66）

可见周期冲激串的频谱仍为周期冲激串，强度为ω0，周期也为ω0，如图3.22所示。

图3.22 周期冲激串及其频谱

习  题  三

3.2-1 将题3.2-1图所示周期信号展开成三角函数形式和指数形式的傅里叶级数，并画出频
谱图。

题3.2-1图

3.2-2 一个全波整流器（不包括滤波）的输入/输出关系可以描述为y（t）=|x（t）|
（1）若x（t）=cos（t），试画出输入和输出信号的波形图，并求输入和输出信号的基本
周期。

（2）求输入和输出信号的直流分量的幅度。
（3）若x（t）=cos（t），求输出信号y（t）的傅里叶级数的系数。

3.2-3 已知周期信号x（t）一个周期（0＜t＜T）前四分之一波形如题3.2-3图所示，就下列
情况画出一个周期内的整个波形图。

   （1）x（t）是偶信号，只含偶次谐波；
（2）x（t）是偶信号，只含奇次谐波；
（3）x（t）是偶信号，含偶次奇次谐波；
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题3.2-3图

（4）x（t）是奇信号，只含偶次谐波；
（5）x（t）是奇信号，只含奇次谐波；
（6）x（t）是奇信号，含偶次奇次谐波。

3.2-4 已知周期信号的傅里叶级数展开式为

x（t）=3+3cos2t+2sin4t-π（ ）4 -cos6t-π（ ）4
（1）画出单边振幅谱及其对应的相位谱；
（2）画出双边振幅谱及其对应的相位谱。

3.2-5 已知周期为T的周期信号x（t）的傅里叶级数展开式的系数为Xk，即

x（t）= ∑
∞

k=-∞
Xkejkω0t，ω0 =2π

T
试求下列周期信号的傅里叶系数（用Xk 表示）
（1）x（t-t0）    （2）x′（t）    （3）x（t）ejω0t

（4）x（-t） （5）x*（t） （6）∫
t

-∞
x（τ）dτ（假定X0 =0）

（7）x（at）（a＞0，确定其周期）

3.2-6 已知周期信号x（t）的双边谱如题3.2-6图所示，求
（1）写出指数形式的傅里叶级数展开式；
（2）画出与之对应的单边谱；
（3）写出三角形形式的傅里叶级数。

题3.2-6图

3.2-7 若周期矩形信号x1（t）和x2（t）波形如图3.1所示，x1（t）的参数取值为τ=0.5μs，

T =1μs，E=1V；x2（t）的参数取值为τ=1.5μs，T =3μs，E=3V；分别求：
（1）x1（t）的谱线间隔和带宽（第一个零点位置），频率单位以kHz表示；
（2）x2（t）的谱线间隔和带宽；
（3）x1（t）与x2（t）的基波幅度之比；
（4）x1（t）基波幅度与x2（t）三次谐波幅度之比。

3.2-8 已知一系统的频率响应为H（jω）= 1
1+jω

，当以题3.2-1（c）图所示的周期信号作为

输入激励时，求输出响应。

3.2-9（1） 不用做任何积分运算求信号x（t）=cos5tsin3t的指数形式傅里叶级数；
（2）画出该信号x（t）的频谱图；
（3）将该信号x（t）加到频率响应如题3.2-9图所示的 LTI系统的输入端，求其响
应y（t）。
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题3.2-9图

3.3-1 求如题3.3-1图所示信号的傅里叶变换。

题3.3-1图

3.3-2 若已知x（t）↔X（jω），试求下列信号的频谱。

（1）x2（t）+x（2t）    （2）[1+mx（t）]cosω0t   （3）∫
t

-∞
τx（τ）dτ

（4）x（3t-6） （5）（t+2）x（t） （6）x′（t）+x*（t）
（7）x（t）*x（t-1） （8）（1-t）x（1-t）

3.3-3 先求出如题3.3-3图所示信号x（t）的频谱X（jω）的具体表达式，再利用傅里叶变换的
性质由X（jω）求出其余信号的频谱。

题3.3-3图

3.3-4 用傅里叶变换的对称特性求下列信号的频谱。
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（1）sin2π（t-2）
π（t-2） （2） 2a

a2+t2，（a＞0）

（3）sin2πt
2π（ ）t

2
（4） 1

a+jt
3.3-5 已知x（t）的频谱如题3.3-5图所示，利用卷积定理粗略画出下列信号的频谱（注明频

谱的边界频率）。
（1）x（t）cosω0t  （2）x2（t）  （3）x（t）ejω0t  （4）x（t）cosω1t

3.3-6 求题3.3-6图所示调幅信号的频谱。

题3.3-5图 题3.3-6图

3.3-7 已知频谱X（jω）如下，求信号x（t）。

（1）X（jω）= 1
3+j（ω+2）      （2）X（jω）= jω

（1+jω）2

（3）X（jω）= jω+3
-ω2+3jω+2

+2πδ（ω） （4）X（jω）=
（jω）2+5jω+4
（jω）2+6jω+5

（5）X（jω）= 1
jω+Sa（ωτ） （6）X（jω）= sinω

ω
e-j（ ）ω

2

3.3-8 已知系统单位冲激响应h（t）的频谱H（jω）及输入信号x（t）如下，求系统的输出响应。

（1）H（jω）= 1
jω+1

（a）x（t）=tu（t）      （b）x（t）=t[u（t）-u（t-1）]
（c）x（t）=e-3tu（t） （d）x（t）=sin3t+sint

（2）H（jω）= jω
-ω2+5jω+6

，x（t）=e-tu（t）

（3）H（jω）=
-ω2+j4ω+5
-ω2+j3ω+2

，x（t）=e-3tu（t）

（4）H（jω）= jω+3
-ω2+j3ω+2

，x（t）=u（t）-u（t-1）

3.3-9 已知描述LTI连续系统的方程如下，输入信号x（t）=e-4tu（t），求系统的输出响
应y（t）。
（1）y′（t）+3y（t）=2x（t）
（2）y″（t）+5y′（t）+6y（t）=3x′（t）+5x（t）

3.3-10 已知一个LTI系统的频率响应为
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H（jω）= j4ω
（jω）2+j6ω+8

试求描述该系统的微分方程；并计算在输入x（t）=cos（3t）u（t）时系统的稳态响应。

3.3-11 试求图3.1所示的周期矩形脉冲信号的傅里叶变换，并画出其频谱图。

3.3-12 已知频谱X（jω）如下，求信号x（t）

（1）X（jω）= ∑
∞

n=-∞
G2ω0

[ω-n（ωc+1）]

（2）X（jω）= ∑
∞

n=-∞
Sa（3n）δ（ω-3n）
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第4章  连续时间信号及系统的复频域分析

第3章研究了连续时间信号的频域分析。我们是以虚指数信号ejωt（ω为实角频率）为基本
信号，将信号x（t）分解成具有不同频率的虚指数分量的叠加。这种分析方法在信号系统的分
析和处理等领域占有重要地位。不过这种分析方法也有局限性，例如，虽然大多数实际信号都
存在傅里叶变换，但也有些重要信号（例如指数增长信号）不存在傅里叶变换。另外，傅里叶变
换只能分析初始状态为零时系统的响应。

本章引入复频率s=σ+jω（σ，ω均为实数），以复指数信号est为基本信号，将信号x（t）分
解成具有不同复频率的复指数分量之叠加。而LTI系统的零状态响应是输入信号各个复指数
分量引起的响应之叠加。另外，若系统的初始状态不为零，用这种方法也可以求解全响应。这种
分析方法称为复频域分析或者s域分析。

4.1 拉普拉斯变换

4.1.1 从傅里叶变换到拉普拉斯变换

通过第3章的学习，我们知道信号x（t）的傅里叶变换为

X（jω）=∫
∞

-∞
x（t）e-jωtdt （4.1）

但有些常用函数，例如，单位阶跃信号u（t）、符号函数sgn（t）等，虽然存在傅里叶变换，但
不能用式（4.1）求；而另外一些信号，例如，指数增长信号eatu（t）（a＞0），不存在傅里叶变换。

究其原因，是因为当t→ ∞ 时信号的幅度不衰减，甚至增长，导致式（4.1）的积分不收敛。

为了解决以上问题，我们将信号x（t）乘以衰减因子e-σt（σ为实数），选择合适的σ值，使得

t→ ∞ 时信号x（t）e-σt 的幅度衰减为0，即

lim
t→+∞

x（t）e-σt =0

lim
t→-∞

x（t）e-σt =
㊣
㊣

㊣ 0
（4.2）

这样，x（t）e-σt 满足绝对可积的条件，即

∫
+∞

-∞
|x（t）e-σt|dt＜+∞

从而使得x（t）e-σt 的傅里叶变换存在

F[x（t）e-σt]=∫
+∞

-∞
x（t）e-σte-jωtdt=∫

+∞

-∞
x（t）e-（σ+jω）tdt

显然，上式积分结果是关于（σ+jω）的函数，记为X（σ+jω）。这样，得到一对傅里叶变换
对：x（t）e-σt↔X（σ+jω），即有

X（σ+jω）=∫
∞

-∞
x（t）e-（σ+jω）tdt （4.3）



x（t）e-σt = 1
2π∫

∞

-∞
X（σ+jω）ejωtdω （4.4）

式（4.4）两端同乘以eσt，得

x（t）= 1
2π∫

∞

-∞
X（σ+jω）e（σ+jω）tdω （4.5）

令σ+jω=s，即S的实部Re[s]=σ，S的虚部Im（s）=w，则dω=ds
j

，代入式（4.3）和式（4.5）得

X（s）=∫
+∞

-∞
x（t）e-stdt （4.6）

x（t）= 1
2πj∫

σ+j∞

σ-j∞
X（s）estds （4.7）

式（4.6）和式（4.7）称为拉普拉斯变换对
·······

，简称拉氏变换对，记为x（t）↔X（s）。

X（s）称为x（t）的拉氏变换，又称为象函数
···

，记为X（s）=㊣[x（t）]。
由此可见，x（t）的拉氏变换X（s）是x（t）e-σt 的傅里叶变换。

4.1.2 收敛域

如前所述，选择合适的σ值才能使式（4.6）的积分收敛，X（s）才存在。我们首先看下面几
个例子。

【例4.1.1】 求信号x1（t)=eαtu（t)（右边信号)的拉氏变换。

解：X1（s)=∫
+∞

-∞
x1（t)e-stdt=∫

+∞

-∞
eαtu（t)e-stdt=∫

+∞

0
e（α-s)tdt= 1

α-se
（α-s)t

+∞

0

= 1
s-α

1-lim
t→+∞

e（α-s)[ ]
t = 1

s-α
1-lim

t→+∞
e（α-σ)t·e-jω[ ]t

=

1
s-α

, σ=Re[s]＞α

不定,Re[s]=α
无界,Re[s]＜

㊣

㊣

㊣ α
可见,只有当σ＞α时,eαtu（t)的拉氏变换才存在。
根据例4.1.1题的分析结果，我们得到一个常用的拉氏变换对，即

eαtu（t）↔ 1
s-a

，Re[s]＞α （4.8）

【例4.1.2】 求信号x2（t)=-eαtu（-t)（左边信号)的拉氏变换。

解：X2（s)=∫
+∞

-∞
x2（t)e-stdt=∫

+∞

-∞
-eαtu（-t)e-stdt=∫

0

-∞
-e（α-s)tdt= 1

s-α
e（α-s)t

0

-∞

= 1
s-a 1-lim

t→-∞
e（α-s)[ ]

t = 1
s-a 1-lim

t→-∞
e（α-σ)t·e-jω[ ]t

=

1
s-α

, σ=Re[s]＜α

不定,Re[s]=α
无界,Re[s]＞

㊣

㊣

㊣ α
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可见,只有当σ＜α时,-eαtu（-t)的拉氏变换才存在。
根据例4.1.2题的分析结果，我们得到一个常用的拉氏变换对，即

-eαtu（-t）↔ 1
s-α

，Re[s]＜α （4.9）

【例4.1.3】 求信号x（t) ㊣
㊣

㊣
=

eαt t＞0

eβt t＜0
=eαtu（t)+eβtu（-t)（双边信号)的拉氏变换。

解：按照类似的分析方法,容易得到

当α＜β时,X（s)= 1
s-α- 1

s-β
,α＜Re[s]＜β

当α≥β时,X（s)不存在。
我们把使X（s）存在的s的范围（即s的实部σ的范围，因为e-jωt不影响积分的收敛性）称为

收敛域
···

（RegionofConvergence),简记为ROC。表示收敛域的一个方便直观的方法是,以s的实部σ
为横轴,虚部jω为纵轴建立平面,称为s.平面··

，在s平面上把收敛域用阴影线表示出来。

分析以上三例，对于右边信号，拉氏变换定义式中的积分上限为+∞，所以，若对于某个σ1

该积分收敛，那么对于所有的σ＞σ1，该积分一定也收敛，所以，右边信号的收敛域为右边收
敛。同样，左边信号的收敛域为左边收敛，双边信号的收敛域为带状收敛。上面三个例子中拉氏
变换的收敛域如图4.1所示，其中虚线称为收敛轴。

图4.1 右边信号、左边信号、双边信号的收敛域

4.1.3 单边拉普拉斯变换

由以上讨论可知，式（4.6）定义的拉氏变换便于分析双边信号，但其收敛条件较为苛刻，
这也限制了它的应用。另外，由例4.1.1和例4.1.2也可以看到，eαtu（t）和-eαtu（-t）的拉氏
变换式完全相同，仅收敛域不同。换言之，X（s）必须与收敛域一起，才能与x（t）一一对应。这样
增加了拉氏变换的复杂性，显然这种复杂性是试图既要处理因果信号，又要处理非因果信号而
造成的。

通常遇到的信号都有初始时刻，不妨设其初始时刻为0时刻。这样在t＜0时x（t）=0，从
而其拉氏变换可以写为

X（s）=∫
+∞

0-
x（t）e-stdt （4.10）

式（4.10）中积分下限取0-，是考虑到x（t）可能在t=0时刻包含冲激函数或其各阶导数。
式（4.10）称为单边拉氏变换

······
（简称为拉氏变换）。为了区分，（4.6）式称为双边拉氏变换

······
，记
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为XB（s）。
显然，对于因果信号x（t），由于x（t）=0，t＜0，所以其双边、单边拉氏变换相同。
与式（4.10）对应的反变换可以写为

x（t）= 1
2πj∫

σ+j∞

σ-j∞
X（s）estds  t＞0- （4.11）

下面，我们求几个常用信号的单边拉氏变换。

【例4.1.4】 求矩形脉冲信号x（t) ㊣
㊣

㊣
=

1 0＜t＜τ
0 其余

=Gτ t-τ（ ）2
的单边拉氏变换。

解： X（s)=∫
+∞

0-
x（t)e-stdt=∫

τ

0
e-stdt=1-e-sτ

s
显然,由于该信号是时限信号,函数值非零的时间段为有限长,拉氏变换定义式中的积分

区间有限,故对所有的s,X（s)都存在。称为全s平面收敛。

【例4.1.5】 求单位冲激信号δ（t)的单边拉氏变换。

解： δ（t)↔∫
+∞

0-
x（t)e-stdt=∫

+∞

0-
δ（t)e-stdt=1

也是全平面收敛。

【例4.1.6】 求复指数信号x（t)=es0tu（t)（s0 为复常数)的单边拉氏变换。

解： X（s)=∫
+∞

0-
x（t)e-stdt=∫

+∞

0
es0te-stdt= 1

s-s0
,Re[s]＞Re[s0]

即 es0tu（t)↔ 1
s-s0

,Re[s]＞Re[s0] （4.12)

若s0 为实数，令s0 =a（a为实常数），得到

eatu（t）↔ 1
s-α

，Re[s]＞a （4.13）

若s0 =0，得到

u（t）↔ 1
s

，Re[s]＞0 （4.14）

若s0 为虚数，令s0 =±jω0，得到

e±jω0tu（t）↔ 1
s∓jω0

，Re[s]＞0

利用欧拉公式，根据上式可以得出

cos（ω0t）u（t）↔ s
s2+ω2

0

，Re[s]＞0 （4.15）

sin（ω0t）u（t）↔ ω0

s2+ω2
0

，Re[s]＞0 （4.16）

可见，大部分常用信号的单边拉氏变换都存在，但也有些信号不存在拉氏变换，例如tt、et2

等增长过快的信号，无法找到合适的σ值使其收敛，所以不存在拉氏变换，这类信号称为超指
数信号。但实际中遇到的一般都是指数阶信号，总能找到合适的σ值使其收敛，故常见信号的
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单边拉氏变换总是存在的。
对比双边拉氏变换的定义式（4.6）和单边拉氏变换的定义式（4.10），以及前面几个例子，

可以看出，双边拉氏变换即可以分析因果信号，又可以分析非因果信号，但需要与收敛域一起
才能与时域信号唯一对应。而单边拉氏变换只能分析因果信号

··············
，但优势在于不需要指明收敛域

就可以与时域一一对应，这种唯一性大大简化了分析。并且在实际应用中，遇到的连续时间信
号大都是因果信号。所以本书主要讨论单边拉氏变换，如果不特别指明，拉氏变换都是指单边
拉氏变换。

4.1.4 拉普拉斯变换和傅里叶变换的关系

在本章的开始，我们用求x（t）e-σt 的傅氏变换的方法，引入复变量s=σ+jω，得出了拉氏
变换。随后又将时域信号x（t）限制为因果信号，从而得到单边拉氏变换。两种变换的定义式分
别为

X（jω）=∫
∞

-∞
x（t）e-jωtdt

X（s）=∫
+∞

0-
x（t）e-stdt

显然，x（t）的拉氏变换
·····

X（s）是
·
x（t）e-

·
σt的傅里叶变换

······
，而傅里叶变换即是
········

σ=
·
0时
·

（即
·
s平
·

面虚轴上
····

）的拉氏变换
·····

。我们通过以下几个例子来深入理解。

【例4.1.7】 求指数衰减信号x（t)=eαtu（t),α＜0的傅氏变换和拉氏变换。

解：根据前面学习过的变换对,直接可以得到

X（jω)= 1
jω-α

X（s)= 1
s-α

,Re[s]＞α

因为α＜0,收敛域包含虚轴,傅氏变换和拉氏变换都存在,并且

X（jω)=X（s)s=jω

【例4.1.8】 求阶跃信号x（t)=u（t)的傅氏变换和拉氏变换。

解：根据前面学习过的变换对,直接可以得到

X（jω)=πδ（ω)+1
jω

X（s)= 1
s

,Re[s]＞0

此时收敛域以虚轴为边界,傅氏变换和拉氏变换都存在,但

X（jω)≠X（s)
s=jω
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【例4.1.9】 求指数增长信号x（t)=eαtu（t),α＞0的傅氏变换和拉氏变换。
解：由于指数增长信号不满足绝对可积,傅氏变换不存在。而拉氏变换存在

X（s)= 1
s-α

,Re[s]＞0

因为α＞0,收敛域不包含虚轴。
综合以上分析，我们可以得出以下结论：

（1）当拉氏变换的收敛域包含虚轴时，拉氏变换和傅氏变换都存在，并且X（jω）=X（s）
s=jω

；

（2）当拉氏变换的收敛域以虚轴为边界时，拉氏变换和傅氏变换都存在，但傅氏变换中含

有冲激函数，故X（jω）≠X（s）
s=jω

；

（3）当拉氏变换的收敛域不包含虚轴并且不以虚轴为边界时，拉氏变换存在，但傅氏变换
不存在。

4.1.5 单边拉普拉斯变换的性质

拉氏变换的性质，反映了时域和复频域的关系。掌握这些性质对于掌握复频域分析方法十
分重要。学习它们时，要注意与傅里叶变换的性质进行对比，比较相同点和不同点。

4.1.5.1 时移（延时）特性

若x（t）↔X（s），Re[s]＞σc，则

x（t-t0）u（t-t0）↔X（s）e-st0 ，Re[s]＞σc （4.17）

式中t0 ＞0。
证明：

   x（t-t0）u（t-t0）↔∫
∞

0-
x（t-t0）u（t-t0）e-stdt

=∫
∞

t0-

x（t-t0）e-stdt

令t-t0 =u，则t=u+t0，dt=du
于是有

   x（t-t0）u（t-t0）↔∫
∞

0-
x（u）e-s（u+t0）du

=e-st0∫
∞

0-
x（u）e-stdu

=e-st0X（s）
需要指出的是，式（4.17）中的x（t-t0）u（t-t0）并非x（t-t0）u（t），显然，当x（t）为因果

信号时，只要t0＞0，则x（t-t0）u（t-t0）=x（t-t0）u（t）=x（t-t0），但当x（t）为非因果信
号时，三者不一定相等。

【例4.1.10】 求矩形脉冲信号x（t) ㊣
㊣

㊣
=

1 0＜t＜τ
0 其余

=Gτ t-τ（ ）2
的拉氏变换。
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在例4.1.4题中,我们用拉氏变换的公式求出了矩形脉冲信号的拉氏变换,现在我们用另
外的方法来求。

解：由于 x（t)=Gτ t-τ（ ）2 =u（t)-u（t-τ)

利用式（4.14)的变换对u（t)↔ 1
s

,

再根据时移特性,得

u（t-τ)↔ 1
se-sτ

所以, Gτ t-τ（ ）2 =u（t)-u（t-τ)↔1-e-sτ

s

4.1.5.2 复频移特性

若x（t）↔X（s），Re[s]＞σc，则

x（t）es0t↔X（s-s0） ，Re[s]＞σc+σ0 （4.18）

式中s0 =σ0+jω0 为复常数。

【例4.1.11】 求eatsin（ω0t)u（t)的拉氏变换。
解：利用式（4.16)的变换对

sin（ω0t)u（t)↔ ω0

s2+ω2
0

,Re[s]＞0

所以

eatsin（ω0t)u（t)↔ ω0

（s-a)2+ω2
0

,Re[s]＞a （4.19)

同理可得

eatcos（ω0t)u（t)↔ s-a
（s-a)2+ω2

0

,Re[s]＞a （4.20)

4.1.5.3 展缩特性

若x（t）↔X（s），Re[s]＞σc，则

x（at）↔ 1
aX s（ ）a

， ，Re[s]＞aσc （4.21）

式中，a＞0为实常数。
如果时域既时移又变换时间尺度，可以得到

x（at+b）u（at+b）↔ 1
ae

b
asX s（ ）a

，Re[s]＞aσc （4.22）

4.1.5.4 时域微分特性

若x（t）↔X（s），Re[s]＞σc，则

x′（t）↔sX（s）-x（0-） ，Re[s]＞σc （4.23）
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证明：

    x′（t）↔∫
+∞

0-
x′（t）e-stdt

=x（t）e-st
+∞

0- +s∫
+∞

0-
x（t）e-stdt

=lim
t→+∞

x（t）e-st-x（0-）+sX（s）

因为X（s）存在，x（t）必为指数阶信号，且在收敛域内有lim
t→+∞

x（t）e-st =0。

所以

x′（t）↔sX（s）-x（0-）
式中的x（0-）是函数x（t）在t=0- 时刻的取值。

反复应用式（4.23）可以得到x（t）高阶导数的拉氏变换。例如，

x″（t）↔s[sX（s）-x（0-）]-x′（0-）

=s2X（s）-sx（0-）-x′（0-） （4.24）

x（n）（t）↔snX（s）-sn-1x（0-）-sn-2x′（0-）-…-x（n-1）（0-） （4.25）

上式中，x（n）（0-）是指dn-1

dtn-1x（t）在t=0- 时刻的取值。

显然，当x（t）为因果信号时，微分特性有更简洁的形式

x（n）（t）↔snX（s） （4.26）

我们已经知道，描述连续时间LTI系统的是常系数线性微分方程，显然我们可以利用拉氏
变换的微分性质将微分方程转换到s域。在4.3节中将会看到，时域微分特性在连续时间系统
的复频域分析中很重要。

4.1.5.5 卷积定理

若x1（t）、x2（t）为因果信号，且

x1（t）↔X1（s），x2（t）↔X2（s）
则

x1（t）*x2（t）↔X1（s）·X2（s） （4.27）

收敛域至少为两者的公共部分。
请自行证明。

【例4.1.12】 已知某LTI系统的单位冲激响应h（t)=e-2tu（t),求输入x（t)=u（t)时的
零状态响应yzs（t)。

解：由于系统的零状态响应

yzs（t)=x（t)*h（t)
根据卷积定理有
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Yzs（s)=X（s)H（s)

由于

x（t)=u（t)↔X（s)= 1
s

h（t)=e-2tu（t)↔H（s)= 1
s+2

所以

Yzs（s)=X（s)H（s)= 1
s（s+2)= 1

2s- 1
2（s+2)

所以

yzs（t)= 1
2u（t)-1

2e-2tu（t)

上面我们学习了拉氏变换几个主要的性质，更多的单边拉氏变换性质见表4.1。
表4.1 拉氏变换的性质

性质名称

线性 a1x1（t）+a2x2（t）↔a1X1（s）+a2X2（s）

时移特性 x（t-t0）u（t-t0）↔X（s）e-st0

时域展缩特性 x（at）↔ 1
aX s（ ）a

，Re[s]＞aσc

复频移特性 x（t）es0t↔X（s-s0），Re[s]＞σc+σ0

时域微分特性

x′（t）↔sX（s）-x（0-）

x″（t）↔s2X（s）-sx（0-）-x′（0-）

x（n）（t）↔snX（s）-sn-1x（0-）-sn-2x′（0-）-…-x（n-1）（0-）

时域积分特性 ∫
t

-∞
x（τ）dτ↔X（s）

s + 1
sx（-1）（0-），x（-1）（0-）=∫

0-

-∞
x（τ）dτ

复频域微分 -tx（t）↔ d
dsX（s）

复频域积分 x（t）
t ↔∫

∞

s
X（s）ds

卷积特性

x1（t）*x2（t）↔X1（s）·X（s）

x1（t）·x2（t）↔ 1
2πj

X1（s）*X2（s）

初值定理

若x（t）在t=0处不包含冲激信号及其各阶导数，则

x（0+）= lim
t→0+

x（t）=lim
s→∞

sX（s）

终值定理

若sX（s）的收敛域包含虚轴，则

lim
t→∞

x（t）=lim
s→0

sX（s）
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利用拉氏变换的性质，可以推导出更多的拉氏变换对，如表4.2所示。
表4.2 常用的单边拉氏变换对

x（t） X（s）

δ（t） 1，全部s

δ（t-t0），t0＞0 e-st0，全部s

δ（n）（t） sn，全部s

u（t） 1
s

，Re[s]＞0

u（t-t0），t0＞0 1
se-st0，Re[s]＞0

tu（t） 1
s2

，Re[s]＞0

tnu（t） n!
sn+1

，Re[s]＞0

e-atu（t） 1
s+a

，Re[s]＞-a

te-atu（t） 1
（s+a）2

，Re[s]＞-a

1
n!t

ne-atu（t） 1
（s+a）n+1

，Re[s]＞-a

sin（ω0t）u（t） ω0

s2+ω2
0
，Re[s]＞0

cos（ω0t）u（t） s
s2+ω2

0
，Re[s]＞0

e-atsin（ω0t）u（t） ω0

（s+a）2+ω2
0
，Re[s]＞-a

e-atcos（ω0t）u（t）
s+a

（s+a）2+ω2
0
，Re[s]＞-a

  

4.2 单边拉普拉斯反变换

对于单边拉氏反变换，由式（4.11）可知，象函数X（s）的拉氏反变换为

x（t）= 1
2πj∫

σ+j∞

σ-j∞
X（s）estds，t＞0- （4.28）

上述积分应该用复变函数积分中的留数定理①求得，我们在这里不详细介绍这种方法。下
面介绍更为简便的求拉氏反变换的方法。

4.2.1 利用拉普拉斯变换性质求解

如果象函数X（s）是一些比较简单的函数，可利用常用的拉氏变换对，并借助拉氏变换的
若干性质，求出x（t）。
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【例4.2.1】 已知X（s)=2+ s+2
（s+2)2+4

,求其拉氏反变换x（t)。

解：由于

δ（t)↔1

cos（2t)u（t)↔ s
s2+22

根据复频移特性,得

e-2tcos（2t)u（t)↔ s+2
（s+2)2+22

所以

x（t)=2δ（t)+e-2tcos（2t)u（t)

【例4.2.2】 求X（s)= 1
s3（1-e-st0)的拉氏反变换,t0 ＞0

解： X（s)= 1
s3（1-e-st0)= 1

s3 -1
s3e

-st0

由于 1
2t

2u（t)↔ 1
s3

利用复频移特性,得 1
2

（t-t0)2u（t-t0)↔ 1
s3e

st0

所以 x（t)= 1
2t

2u（t)-1
2

（t-t0)2u（t-t0)

4.2.2 部分分式展开法

如果象函数X（s）是s的有理分式，不妨设为

X（s）=B（s）
A（s）=bmsm +bm-1sm-1+…+b1s+b0

ansn+an-1sn-1+…+a1s+a0
（4.29）

设m＜n，即X（s）为有理真分式。其分母多项式A（s）称为X（s）的特征多项式，方程A（s）

=0称为特征方程，它的根pi（i=1，2，…，N）称为特征根（或极点），也称为X（s）的固有频率
（或自然频率）。

对X（s）进行部分分式展开，展成若干项 1
s-pi

或 1
（s-pi）m

的线性组合，再利用常用的拉

氏变换对，求出x（t）。关于部分分式展开后各项系数的求解方法，可以采用 Heaviside（海维赛
德）展开定理（见附录1），这里不详细介绍，只给出几个典型的例子。

【例4.2.3】 求X（s)=3s3+8s2+7s+1
s2+3s+2

的拉氏反变换。

解：因为X（s)不是真分式,应先将其化为真分式,即

      X（s)=3s-1+ 4s+3
s2+3s+2=3s-1+X1（s)

      X1（s)= 4s+3
s2+3s+2= 4s+3

（s+2)（s+1)= K1

s+2+- K2

s+1
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      K1 = （s+2)X1（s)
s=-2

=5

      K2 = （s+1)X1（s)
s=-1

=-1

所以

      X（s)=3s-1+ 5
x+2- 1

s+1

所以

x（t)=3δ′（t)-δ（t)+5e-2tu（t)-e-tu（k)

【例4.2.4】  求X（s)= 2s2+3s+3
（s+1)（s+3)3 的拉氏反变换

。

解： X（s)= A
s+1+ B1

（s+3)3 + B2

（s+3)2 + B3

s+3
其中,

A = （s+1)X（s)
s=-1

= 1
4

B1 = （s+3)3X（s)
s=-3

=-6

B2 = d
ds

[（s+3)3X（s)
s=-3

= 3
2

B3 = 1
2!

d2

ds2[（s+3)3X（s)
s=-3

=-1
4

所以

X（s)= 1/4
s+1+ -6

（s+3)3 + 3/2
（s+3)2 +-1/4

s+3

所以

x（t)= 1
4e-tu（t)+ -3t2+3

2t-（ ）1
4 e-3tu（t)

【例4.2.5】 求X（s)= 3s+5
s2+2s+2

的拉氏反变换。

解： X（s)= 3s+5
s2+2s+2=3（s+1)+2

（s+1)2+1= 3（s+1)
（s+1)2+1+ 2

（s+1)2+1
利用式（4.19)和式（4.20)得到

x（t)= （3cost+2sint)e-tu（t)

4.3 利用拉普拉斯变换求解LTI系统的响应

拉氏变换是分析连续时间LTI系统的有力数学工具。本节讨论运用拉氏变换，求解系统响
应的一些问题。
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4.3.1 微分方程的复频域求解

如前所述，描述连续时间LTI系统的是常系数线性微分方程，其一般形式如下：

an
dn

dtny（t）+an-1
dn-1

dtn-1y（t）+…+a1
d
dty

（t）+a0y（t）

=bm
dm

dtmx（t）+bm-1
dm-1

dtm-1x（t）+…+b1
d
dtx

（t）+b0x（t）
（4.30）

式中，各系数均为实数，设系统的初始状态为y（0-），y′（0-），…，y（n-1）（0-）。

求解系统响应的计算过程就是求解此微分方程。第2章中讨论了微分方程的时域求解方
法，求解过程较为烦琐。下面我们学习用拉氏变换的方法求解微分方程。

令x（t）↔X（s），y（t）↔Y（s），根据拉氏变换的时域微分特性

x（n）（t）↔snX（s）-sn-1x（0-）-sn-2x′（0-）-…-x（n-1）（0-） （4.31）

y（n）（t）↔snY（s）-sn-1y（0-）-sn-2y′（0-）-…-y（n-1）（0-） （4.32）

若输入信号x（t）为因果信号，则t=0- 时刻x（t）及其各阶导数为零，所以

x（n）（t）↔snX（s） （4.33）

这样，将式（4.30）等号两边取拉氏变换，就可以将描述
···

y（t）和
·

x（t）之间关系的微分方程
·········

变换为描述
·····

Y（s）和
·

X（s）之间关系的代数方程
·········

，并且初始状态已自然地包含在其中
·············

，可直接得
····

出系统的全响应解
········

，求解步骤简明且有规律。现举例说明。

【例4.3.1】 某LTI系统y″（t)+3y′（t)+2y（t)=2x′（t)+x（t),输入信号x（t)=
e-3tu（t),初始状态y（0-)=1,y′（0-)=1,求全响应。

解：对原微分方程两边取拉氏变换,可得

s2Y（s)-sy（0-)-y′（0-)+3[sY（s)-y（0-)]+2Y（s)=2sX（s)+X（s) （4.34)

现将y（0-)=1,y′（0-)=1,X（s)= 1
s+3

代入上式,得

（s2+3s+2)Y（s)-s-4=2s+1
s+3

Y（s)= s2+9s+13
（s+1)（s+2)（s+3)= 5/2

s+1+ 1
s+2- 5/2

s+3
求反变换得

y（t)= 5
2e-tu（t)+e-2tu（t)-5

2e-3tu（t)

在第2章中，我们曾讨论了全响应中的零输入响应与零状态响应、固有响应与强迫响应的
概念，这里从s域的角度来研究这一问题。

在例4.3.1题中，由式（4.34）可以得到

    Y（s）= 2s+1
s2+3s+2

X（s）+sy（0-）+y′（0-）+3y（0-）
s2+3s+2
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= 2s+1
s2+3s+2

1
s+3+ s+4

s2+3s+2

= -1/2
s+1+ 3

s+2+-5/2
s+

㊣㊣ ㊣
3

零状态响应Yzs（s）

+ 3
s+1+ -2

s+
㊣㊣ ㊣

2
零输入响应Yzi（s）

+ 5/2
s+1+ 1

s+
㊣㊣ ㊣

2
固有响应Yn（s）

+ -5/2
s+
㊣㊣ ㊣
3

强迫响应Yf（s）

相应地，

       y（t）=-1
2e-tu（t）+3e-2tu（t）-5

2e-3tu（t
㊣㊣ ㊣

）

零状态响应yzs（t）

+3e-tu（t）-2e-2tu（t
㊣㊣ ㊣

）
零输入响应yzi（t）

= 5
2e-tu（t）+e-2tu（t

㊣㊣ ㊣

）

固有响应yn（t）

-5
2e-3tu（t
㊣㊣ ㊣

）

强迫响应yf（t）

可见，Y（s）的极点由两部分组成，一部分是系统特征根形成的极点-1、-2（称为自然频
···

率
·
或固有频率

····
），构成系统固有响应

····
yn（t），另一部分是激励信号的象函数X（s）的极点-3，构

成强迫响应
····

yf
（t）。所以说，固有响应yn（t）的函数形式由系统的特征根决定，强迫响应yf

（t）的
函数形式由激励信号决定。

4.3.2 电路系统的复频域求解

首先复习电路中相关的基本知识。
基尔霍夫电流定律（KCL）指出：对任意节点，在任一时刻流入（或流出）该节点电流的代

数和恒等于零，即

∑i（t）=0 （4.35）

基尔霍夫电压定律（KVL）指出：对任意回路，电压降（或电压升）之和恒等于零，即

∑u（t）=0 （4.36）

观察式（4.35）和式（4.36），很容易得到基尔霍夫电流定律和电压定律在s域的表示形式

∑I（s）=0 （4.37）

∑U（s）=0 （4.38）

对于电阻、电容、电感，假设其端电压u（t）与电流i（t）为关联参考方向，那么
1.电阻R

uR（t）=RiR（t） （4.39）

上式两边取拉氏变换得到

UR（s）=RIR（s） （4.40）
显然，电阻的s域模型与时域模型相同。

2.电感L

uL（t）=Ld
dtiL（t） （4.41）
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利用拉氏变换的时域微分特性，上式两边取拉氏变换得到

UL（s）=LsIL（s）-LiL（0-） （4.42）

式中，iL（0-）为电感中的初始电流。
这样，电感端电压的象函数UL（s）（简称为象电压）可以看成两部分电压相串联，第一部分

为s域感抗sL 乘以电流的象函数（简称为象电流）IL（s），第二部分为内部电压源-Li（0-）。这
样，电感L的s域模型如图4.2（b）所示。

由式（4.2）可以得到

IL（s）=UL（s）
Ls +iL（0-）

s
（4.43）

流过电感的象电流IL（s）可以看作两部分并联，如4.2（c）所示。

图4.2 电感及其s域模型

3.电容C

iC（t）=Cd
dtuC（t） （4.44）

利用拉氏变换的时域微分特性，上式两边取拉氏变换得到

IC（s）=CsUC（s）-CUC（0-） （4.45）
即

UC（s）= 1
CsIC（s）+1

suC（0-） （4.46）

式中，uC（0-）为电容两端的初始电压。这样，可以建立电容s域模型，如图4.3所示。

图4.3 电容及其s域模型

通过以上讨论可见，拉氏变换可以将时域中元件端电压u（t）与电流i（t）之间的微积分关
系转变为象电压U（s）与象电流I（s）之间的代数关系，并且包含了初始状态uC（0-）和iL（0-）。

显然，当电感的初始电流iL（0-）或电容的初始电压uC（0-）为零时，其s域模型更为简单，

如图4.4所示。

在分析电路时，我们可以将电路中的元件用其s域模型来代替，然后利用基尔霍夫定律的

s域形式 ——— 式（4.37）和式（4.38），直接列出s域的电路方程，求出响应的象函数，再进行反
变换就得到全响应的时域形式。
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图4.4 零状态条件下电感、电容的s域模型

【例4.3.2】 图4.5所示RLC电路,C=1F,L=1H,R= 5
2Ω,输入激励电压源x（t)=

u（t),初始状态为iL（0-)=1A,uC（0-)=2V,求全响应电流i（t)。

解：s域等效电路图如图4.6所示。

图4.5 例4.3.2电路图 图4.6 s域等效电路图
根据KVL定律,得

   LsI（s)-LiL（0-)+ 1
CsI

（s)+
uC（0-)

s +RI（s)=X（s)

将C=1F,L=1H,R= 5
2Ω,iL（0-)=1A,uC（0-)=2V,X（s)= 1

s
代入上式,并整理得：

    I（s)=
X（s)+LiL（0-)-

uC（0-)
s

Ls+R+ 1
Cs

=
s1-1[ ]s

s2+5
2s+1

= 2
s+2+ -1

s+1
2

所以全响应电流

i（t)=2e-2tu（t)-e-1
2tu（t)

4.4 系统函数分析

4.4.1 系统函数

如前所述，描述连续时间LTI系统的是常系数线性微分方程，其一般形式如下：

an
dn

dtny（t）+an-1
dn-1

dtn-1y（t）+…+a1
d
dty

（t）+a0y（t）

=bm
dm

dtmx（t）+bm-1
dm-1

dtm-1x（t）+…+b1
d
dtx

（t）+b0x（t）
（4.47）
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设系统的初始状态为零，输入x（t）的象函数为X（s），零状态响应yzs（t）的象函数为

Yzs（s），上式取拉氏变换，得到

Yzs（s）∑
n

k=0
aksk =X（s）∑

m

r=0
brsr

令A（s）=∑
n

k=0
aksk，B（s）=∑

m

r=0
brsr，得到

Yzs（s）=X（s）B（s）
A（s）

令

H（s）=Yzs（s）
X（s）=B（s）

A（s）=bmsm +bm-1sm-1+…+b1s+b0

ansn+an-1sn-1+…+a1s+a0
（4.48）

H（s）称为系统函数
····

。可见，根据描述系统的微分方程容易写出系统函数H（s），反之亦然。
系统函数只取决于系统本身
············

，而与激励无关
······

，与系统内部的初始状态也无关
·············

。

因此，零状态响应的象函数

Yzs（s）=X（s）H（s） （4.49）

式（4.48）和式（4.49）中的H（s）是否就是单位冲激响应h（t）的拉氏变换呢？我们下面进
行分析。

当输入为单位冲激信号时，即x（t）=δ（t）时，X（s）=1，此时的零状态响应即为h（t），根
据式（4.49），其象函数为

㊣[h（t）]=X（s）H（s）= H（s）

上式说明，单位冲激响应h（t）与系统函数H（s）是一对拉氏变换对。
对式（4.49）取拉氏反变换，并利用卷积定理，得到

yzs（t）=㊣-1[X（s）H（s）]=㊣-1[X（s）]*㊣-1[H（s）]=x（t）*h（t）

这与时域分析中得到的结论是完全一致的。可见，拉氏变换把时域中的卷积运算转变为s
域中的乘积运算。

式（4.48）因式分解后得到

H（s）=B（s）
A（s）=K

∏
m

r=1

（s-zr）

∏
n

k=1

（s-pk）
（4.50）

其中，K为常数，分母多项式A（s）=0的根为pk（k=1，2，…，n），称为极点
··

（特征根），分子
多项式B（s）=0的根为zr（r=1，2，…，m），称为零点

··
。极点和零点可能为实数或复数。只要

H（s）表示一个实系统，则A（s）、B（s）的系数都为实数，那么其复数零点或极点必成对出现。显
然，如果不考虑常数K，由系统的零点和极点可以得到系统函数H（s）。

在s平面上标出H（s）的极、零点位置，极点用×表示，零点用○ 表示，若为n重零点或极
点，可在旁注以“（n）”，就得到系统函数的极零点图

····
。极零点图可以表示一个系统
············

，常用来分析
·····

系统特性
····

。
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【例4.4.1】 已知系统函数H（s)=
（s-2)2

s+（ ）3
2

2

s2+s+（ ）5
4

,求极点和零点,并画出极零

点图。

图4.7 极零点图

解：H（s)有一个二阶零点：z1 =2；

有一个二阶极点：p1 =-3
2

；

另有两个共轭极点：p2 =-1
2+j,p3 =-1

2-j。

零点图如图4.7所示。
下面，我们来分析极点在S平面上的位置与单位冲激响

应之间的关系。
表4.2中几个常用信号的拉氏变换及其极点如表4.3所示。

我们已经知道，系统函数H（s）一般是关于s的有理多项式，通过因式分解和部分分式展
开，如果只含有一阶极点，可以将其分解成表4.3中各式的线性组合。也就是说，根据系统函数

H（s）的极点，可以得出时域h（t）的函数形式。

下面以一阶极点为例进行分析，不难得出如图4.8所示的对应关系。这样，我们根据H（s）

极点在s平面上的位置就可以得出单位冲激响应h（t）的函数形式。
表4.3 常用拉氏变换对及其极点

x（t） X（s） 极   点

u（t） 1
s p1 =0

eatu（t） 1
s-a p1 =α

sin（ω0t）u（t） ω0

s2+ω2
0

p1，2 =±jω0

cos（ω0t）u（t）
s

s2+ω2
0

p1，2 =±jω0

eatsin（ω0t）u（t）
ω0

（s-a）2+ω2
0

p1，2 =α±jω0

eatcos（ω0t）u（t）
s-a

（s-a）2+ω2
0

p1，2 =α±jω0

  综合以上分析可以得出以下结论：
对于因果系统，H（s）在左半开平面的极点所对应的特征模式衰减（或振荡衰减），当

t→ ∞ 时，这部分响应趋于零；在虚轴上的一阶极点对应的特征模式不随时间变化（或等幅振
荡）；在右半开平面的极点对应的特征模式增长（或振荡增长）。

在第2章的分析中我们得知：系统自由响应的特征模式由系统函数的极点决定。所以，系
统自由响应的时域函数形式也可以用以上结论来分析。

注意，这里的H（s）是单边拉氏变换，相应的单位冲激响应h（t）为因果序列，即我们仅针
对因果系统给出的分析。

621 信号分析与处理（修订版）



图4.8 H（s）的极点分布与对应的波形关系

4.4.2 系统因果性和稳定性分析

1.系统因果性分析
第1章中已经学习过因果系统的概念，因果系统是指，响应不出现在激励之前的系统。显

然，因果系统的单位冲激响应h（t）满足

h（t）=0，t＜0 （4.51）

对于因果系统，可以用单边拉氏变换来分析。此时，其收敛域为Re[s]＞σ0，σ0是最右边极

点的模值。

2.系统稳定性分析
系统稳定性是系统一个极为重要的特性，也是大多数实际系统能够正常工作的基本条件。

第2章中已经证明，系统稳定的充分必要条件是单位冲激响应h（t）绝对可积，即

∫
∞

-∞
|h（t）|dt≤M ，M 为有限正常数 （4.52）

前面学习傅里叶变换时已经指出：信号绝对可积，它的傅里叶变换就存在。也就是说，如果
系统稳定，冲激响应h（t）绝对可积，那么h（t）的傅里叶变换存在。而傅里叶变换是虚轴上的拉
氏变换，所以稳定系统系统函数

········
H（s）的收敛域必定包含虚轴

··········
。

4.4.2节中已经发现，对于因果系统，若H（s）的所有极点都位于左半开平面，则其单位冲
激响应h（t）的幅度（或包络）是衰减的，式（4.52）的条件满足，从而系统为稳定系统。因此，因

·
果系统稳定的条件是
·········

，所有极点都位于左半开平面
············

。

【例4.4.2】 某因果LTI系统y″（t)+3y′（t)+2y（t)=2x′（t)+x（t),求系统函数,画出
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收敛域并判断系统稳定性。

图4.9 例4.4.2图

解：根据微分方程可直接写出系统函数

H（s)=Y（s)
X（s)= 2s+1

s2+3s+2= -1
s+1+ 3

s+2
两个一阶极点p1 =-1,p2 =-2。

因为系统为因果系统,所以收敛域为 Re[s]＞-1,
如图4.9所示。

因为收敛域包含虚轴,故系统为稳定系统。

【例4.4.3】 如图4.10所示系统,其中子系统G（s)的系

统函数为G（s)= 1
（s+1)（s+2),当常数K满足什么条件时,

系统是稳定的？

解：设加法器输出端为Y1（s),可得

Y1（s)=X（s)+KY（s)

图4.10 例4.4.3图

所以

Y（s)=Y1（s)G（s)= [X（s)+KY（s)]G（s)
整理得

Y（s)= G（s)
1-KG（s)X（s)

所以,系统函数为

H（s)= G（s)
1-KG（s)= 1

s2+3s+2-K
可以解出极点为

p1,2 =-3
2± （ ）3

2
2

-2+㊣ K

为使极点均位于左半开平面,必须满足

（ ）3
2

2

-2+K ＜ （ ）3
2

2

所以K ＜2时系统稳定。
实际上，对于三阶以上的系统要想求出极点并非易事，劳斯和霍尔维茨提供了一种简便的

方法，可以根据系统函数分母多项式的系数，直接判断连续时间因果系统的稳定性，而不必求
极点，这就是“劳斯 — 霍尔维茨稳定性判据”①，我们这里不做详细介绍。

4.5 系统的图形表示方法

前面的学习中，我们采用数学模型（如微分方程）、系统函数等来描述一个连续时间系统所
具有的输入输出关系。这是描述系统的基本而有效的方法，但对于系统的设计和实现往往是不
够的。用方框图来描述系统，更加直观。
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4.5.1 系统框图

在第1章学习了连续时间系统三种基本运算单元（加法器、标量乘法器和积分器）的时域
模型，利用拉氏变换的线性性质和时域微分特性，容易得到其s域模型，如表4.4所示（设初始
状态为零）。

表4.4 基本运算单元的时域模型和s域模型

名   称 时 域 模 型 s域 模 型

加法器

标量乘法器（数乘器）

积分器

  根据系统框图中各个基本运算单元的运算关系列写出描述系统的微分方程，然后利用时
域或复频域的方法求解方程。或者根据系统的时域框图画出其对应的s域框图，直接列写出s
域的代数方程，求解响应的象函数，再求其逆变换得到响应的时域表达式。

【例4.5.1】 某LTI系统的时域框图如图4.11所示,已知输入x（t)=u（t),求单位冲激
响应h（t)和零状态响应yzs（t)。

图4.11 例4.5.1图

解：系统的s域框图如图4.12所示。
设右端积分器输出为X1（s),则其输入为sX1（s),它也是左端积分器的输出,因而左端积

分器的输入为s2X1（s)。由左端加法器可得

s2X1（s)=-3sX1（s)-2X1（s)+X（s)
即

921第4章  连续时间信号及系统的复频域分析



图4.12 s域框图

X1（s)= 1
s2+3s+2

X（s)

由右端加法器可得

Y（s)=sX1（s)+3X1（s)= s+3
s2+3s+2

X（s)

所以系统函数

H（s)= s+3
s2+3s+2= 2

s+1- 1
s+2

故系统的冲激响应为

h（t)=2e-tu（t)-e-2tu（t)

输入 x（t)=u（t)↔X（s)= 1
s

,

所以

        Y（s)= H（s)X（s)= s+3
s（s2+3s+2)

= 3
2×1

s - 2
s+1+1

2× 1
s+2

所以

y（t)= 3
2u（t)-2e-tu（t)1

2e-2tu（t)

4.5.2 信号流图

与方框图类似，信号流图也是用图解方法来描述系统，并且比方框图更为简便。
如图4.13（a）所示的方框图，可用一个输入指向输出的有向线段表示，如图4.13（b）所

示。其中起点和终点的小圆圈表示系统中的变量或信号的点，称为节点
··

。有向线段表示信号传
输的路径，称为支路

··
，信号的传输方向用箭头表示。系统函数H（s）标记在线段的一侧（一般是

箭头的上方），称为该支路的增益
··

。

图4.13 系统的流图表示方法

一般而言，信号流图是由若干节点和连接这些节点的有向支路组成的信号传递网络。它通
过描述组成系统的各元部件之间的信号传递关系，来表示系统中各变量的因果关系，从而进一
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步得到系统的输入输出关系。
基本运算单元的流图表示如图4.14所示。

图4.14 基本运算单元的流图表示

图4.15是一个典型的信号流图。它由5个节点（x0、x1、x2、x3、x4）、6条支路所组成，支路
增益分别为a、b、c、d、e、f。

图4.15 一个典型的信号流图

下面结合图4.15来介绍信号流图中的一些常用术语。

节点和支路：信号流图中的每个节点对应于一个变量或信号。连接两个节点之间的有向线
段称为支路。支路增益就是该两节点间的系统函数。

源节点：只有输出支路、没有输入支路的节点，如图4.15中的x0，它一般代表网络中的输
入变量，故也称输入节点。

阱节点：只有输入支路、没有输出支路的节点，如图4.15中的x4，它一般代表网络中的输
出变量，故也称输出节点。

混合节点：既有输入支路，又有输出支路的节点，如图4.15中的其他节点。

通路：从任一节点出发沿着支路箭头方向连续经过各相连的不同支路和节点到达另一节
点的路径称为通路。

简单通路：如果通路与任一节点相遇不多于一次，称为简单通路（或者开通路）。

前向通路：从源节点到阱节点的简单通路，称为前向通路。

如图4.15中，有两条前向通路：x0 →x1 →x2 →x3 →x4、x0 →x1 →x3 →x4

前向通路上各支路增益之乘积，称为前向通路总增益，图4.15中的两条前向通路，一条的
总增益为abdf，另一条为aef；

回路：起点和终点在同一节点、且每个节点只通过一次的闭合通路称为简单回路，简称回
路。回路中所有支路增益之乘积，称为回路增益。图4.15中只有一条回路x1→x2→x1，其增益
为bc。

不接触回路：回路与回路之间没有公共节点的回路称为不接触回路。图4.15中没有不接
触回路。

信号流图的基本性质为：
（1）信号只能沿箭头指向传播，支路输出值 = 输入节点变量×支路增益；
（2）当节点有多个输入时，节点把所有入支路信号相加，并将和信号传送到与该节点相连
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的所有出支路。
如图4.15中，x1 =ax0+cx2，且x3 =dx2+ex1

上述两条基本性质实质上表征了信号流图的线性性质。描述连续时间LTI系统的微分方
程（方程组），经过拉氏变换后是线性代数方程（方程组），而信号流图描述的正是这类线性代数
方程（方程组）。因此信号流图可以按照代数规则进行化简，基本规则是：

（1）支路串联

（2）支路并联

（3）反馈支路

此时，节点x2 和x1 之间的关系为

a（x1+bx2）=x2，即x2 = a
1-abx1

利用上述基本规则，可以化简信号流图，得到系统函数。

4.5.3 梅森公式

对于复杂的信号流图，通过化简求总增益往往是非常繁琐的，而利用梅森公式可直接求出
系统函数。

梅森公式为

H = 1
Δ∑

n

k=1
TkΔk （4.53）

式中，H 为系统函数；Δ为流图的特征式，

Δ=1-∑La+∑LbLc-∑LdLeLf +…

其中

∑La：所有回路增益之和；

∑LbLc：所有两两互不接触回路的增益乘积之和；

∑LdLeLf：所有三个都互不接触回路的增益乘积之和；

n为前向通路总数；
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Tk为第k条前向通路总增益；Δk为第k条前向通路的流图因子式。将流图中第k条前向通
路（包括经过的节点和支路）拆除后，余下部分的流图特征式。

梅森公式的证明可以参看有关书刊①，这里只举例说明它的应用。

【例4.5.2】 如图4.16所示为某系统的信号流图,求系统函数H（s)。

图4.16 例4.5.2图

解：

三个回路：L1 = H3G，L2 =2H1H2H3H5，L3 = H1H4H5

其中L1、L3 回路两两互不接触。所以流图特征式

     Δ=1-（L1+L2+L3）+L1L3

=1-H3G-2H1H2H3H5-H1H4H5+H3GH1H4H5

两条前向通路，第一条：T1 =2H1H2H3，第二条：T2 = H1H4

拆除第一条后，无回路，故Δ1 =1
拆除第二条后，还有一个回路L1，故Δ2 =1-L1 =1-H3G
所以，系统函数

       H（s）=T1Δ1+T2Δ2

Δ

= 2H1H2H3+H1H4（1-H3G）
1-H3G-2H1H2H3H5-H1H4H5+H3GH1H4H5

4.5.4 系统模拟

系统模拟不是仿制原系统，而是数学意义上的模拟。根据被模拟系统（可能是已有的，也可
能是需要设计的）的具体情况，求得一个模拟系统，使它与被模拟系统具有相同的数学模型
（系统函数）。通过系统模拟，采用简单的易于实现的模型，来分析系统参数对系统性能的影响，
从而确定系统参数。

对相同的系统函数往往有不同的实现方案，常用的有直接形式、级联形式和并联形式。

4.5.4.1 直接实现

首先讨论二阶系统，设系统函数为

H（s）= b1s+b0

s2+a1s+a0
= b1s-1+b0s-2

1+a1s-1+a0s-2
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与梅森公式（4.53）对照，有两条前向通路：T1 =b1s-1，Δ1 =1；T2 =b0s-2，Δ2 =1。

两个回路：L1 =-a1s-1，L2 =-a0s-2，没有两两不接触的回路。
可以得到如图4.17所示的信号流图。

图4.17 二阶系统直接形式的信号流图

需要注意的是，对于给定的系统函数，其直接实现形式并不是唯一的。如图4.18所示的信
号流图也具有与图4.17完全相同的系统函数。

图4.18 另一种直接形式的信号流图

以上分析很容易推广到高阶系统的情况。如系统函数（m≤n）

      H（s）=bmsm +bm-1sm-1+…+b1s+b0

sn+an-1sn-1+…+a1s+a0

=bms-（n-m）+bm-1s-（n-m+1）+…+b1s-（n-1）+b0s-n

1+an-1s-1+…+a1s-（n-1）+a0s-n （4.54）

得到如图4.19所示直接形式的信号流图。

图4.19 n阶系统直接形式的信号流图

【例4.5.3】 某连续时间系统系统函数为H（s)= 2s+4
s3+3s2+5s+3

,请画出直接形式的

信号流图。

解：将H（s)写成

H（s)= 2s-2+4s-3

1+3s-1+5s-2+3s-3
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得到如图4.20所示的直接形式的信号流图。

图4.20 例4.5.3直接形式的信号流图

4.5.4.2 级联和并联实现

级联形式是将系统函数H（s）分解成几个简单子系统（如一阶系统或二阶系统）函数的乘
积，即

H（s）=∏
N

i=1
Hi（s）

如图4.21所示，其中每个子系统可以用直接形式实现。

图4.21 级联形式

并联形式是将系统函数H（s）分解成几个简单子系统函数的和，即

H（s）=∑
N

i=1
Hi（s）

图4.22 并联形式

如图4.22示，其中每个子系统可以用直接形式实现。
通常各个子系统选用一阶函数或二阶函数，分别称为一

阶节和二阶节。
级联和并联实现形式调试比较方便，当调节某子系统参

数时，只改变该子系统的零点或极点位置，对其余子系统的零
极点位置没有影响，而对于直接实现形式，当改变某参数时，
所有零极点位置都受到影响。

【例4.5.4】 例4.5.3中系统,请画出级联和并联形式的

信号流图。

解：
（1)级联形式

    H（s)= 2s+4
s3+3s2+5s+3= 2（s+2)

（s+1)（s2+s2+3)= 2
s+1

· s+2
s2+2s+3

= 2s-1

1+s-1·
s-1+2s-2

1+2s-1+3s-2

得到一种级联形式的信号流图如图4.23所示。
（2)并联形式

     H（s)= 2s+4
s3+3s2+5s+3= 2（s+2)

（s+1)（s2+2s+3)= 1
s+1+ -s+2

s2+2s+3
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= s-1

1+s-1 + -s-1+s-2

1+2s-1+3s-2

图4.23 级联形式的信号流图

得到级联形式的信号流图如图4.24所示。

图4.24 并联形式的信号流图

习  题  四

4.1-1 判断下列信号的傅里叶变换是否存在？单边拉氏变换是否存在？如果存在，请写出，并
在s平面上画出拉氏变换的收敛域。
（1）x（t）=u（t）      （2）x（t）=tu（t）
（3）x（t）=δ（t） （4）x（t）=e-2tu（t）
（5）x（t）=e2tu（t）

4.1-2 当X（s）为有理多项式时，即X（s）=B（s）
A（s），分母多项式A（s）=0的根称为极点，分子

多项式B（s）=0的根称为零点。在s平面上标出极、零点位置，极点用×表示，零点用

○ 表示，称为极零点图。
对下列每个信号，大致画出其时域波形，求其拉氏变换并画出极零点图。总结极点位
置与时域波形特点的关系。其中，a，ω0 均为实常数。
（1）u（t）       （2）eαtu（t），a＜0    （3）eαtu（t），a＞0
（4）sin（ω0t）u（t） （5）eatsin（ω0t）u（t），a＜0 （6）eatsin（ω0t）u（t），a＞0

4.1-3 求下列信号的单边拉氏变换。

（1）1
a

（1-e-at）u（t） （2）e-tu（t-2） （3）（1+2t）e-tu（t）

（4）2δ（t-t0）+3δ（t） （5）（sint+2cost）u（t） （6）（1-cosat）e-βtu（t）
（7）t2u（t-1）

4.1-4 若已知x（t）↔X（s），求下列各式的拉氏变换。（a＞0，a，b为实数）

（1）e-t
ax t（ ）a

（2）e-atx t（ ）a
（3）1

ae-b
atx t（ ）a
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4.1-5 如果x（t）→X（s），请证明-tx（t）↔ d
dsX

（s）

上式称为拉氏变换的复频域微分定理，试用该结论求下列信号的拉氏变换。
（1）x（t）=tu（t）  （2）x（t）=teatu（t）

4.1-6 如果x（t）↔X（s），请证明x（t）
t ↔∫

∞

s
X（s1）ds1，并利用此结论求以下信号的拉氏变换。

（1）x（t）=sint
tu（t）    （2）x（t）= 1

t
（e-3t-e-4t）u（t）

4.1-7* 如果x（t）↔X（s），且x（t）在t=0处不包含冲激信号δ（t）及其各阶导数，则：

x（0+）=lim
t→0+

x（t）=lim
s→∞

sF（s），该性质称为初值定理。

如果x（t）↔X（s）且sF（s）的收敛域包含虚轴，则：

lim
t→∞

x（t）=lim
s→0

sX（s），该性质称为终值定理。

请利用拉氏变换的时域微分特性推导以上两个性质。

4.1-8* 利用题4.1-7中的初值定理，求下列X（s）对应的时域信号x（t）的初始值x（0+）。

（1）X（s）= 1
s（s+2）     （2）X（s）= s

s+1
4.1-9* 利用题4.1-7中的终值定理，求下列X（s）对应的时域信号x（t）的稳定值lim

t→∞
x（t）。

（1）X（s）= 1
s（s+2）     （2）X（s）= 1

s（s-2）

4.1-10* 求题4.1-10图所示单边周期信号（t=0时接入）的拉氏变换。

题4.1-10图

4.2-1 求下列象函数的反变换。

（1） 4s+5
s2+5s+6     

（2） 1
s（s2+5）

（3） s+3
（s+1）3（s+2）

（4） e-s

4s（s2+1）

（5） 2s+4
s2+2s+5

（6）4s
2+11s+10

2s2+5s+3
4.2-2 求下列象函数的反变换。

（1）1-e-st0

s+1
（2）s（1-e-s）

s2+π2

（3） 1-e-s

（ ）s
2

（4） 1
1+e-s

（5） 1
s（1-e-s）
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4.3-1 利用拉氏变换求解下列微分方程：
（1）y′（t）+2y（t）=x（t）
若x（t）=u（t），y（0-）=1
若x（t）=sin（2t）u（t），y（0-）=0
（2）y′（t）+ay（t）=e-atu（t），y（0-）=C（a、C均为实常数）
（3）y′（t）+2y（t）=0，y（0-）=2

4.3-2 用拉氏变换求解因果系统

y″（t）+5y′（t）+6y（t）=3x（t）
的零输入响应和零状态响应。设：
（1）x（t）=u（t），y（0-）=1，y′（0-）=-1
（2）x（t）=e-tu（t），y（0-）=0，y′（0-）=1

4.3-3 电路分别如题4.3-3（a）、（b）图所示，在t=0前已处于稳定状态，开关K在t=0时
刻由1扳到2，分别求uL（t）和uC（t）。

题4.3-3图

4.3-4 电路如题4.3-4图所示，已知电容C1上的初始电压为3V，t=0时开关闭合，求全响应
电流i（t）。

题4.3-4图

4.4-1 已知线性时不变连续时间因果系统的系统函数

H（s），证明系统在复指数信号es0t，（- ∞ ＜t＜
∞）的作用下，其零状态响应为H（s0）es0t（其中s0

为复常数）。

4.4-2 若系统的单位阶跃响应为s（t）= （1-e-2t）u（t），
为使输出零状态响应为yzs（t）= （1-e-2t +
te-2t）u（t），求输入信号x（t）。

4.4-3 一线性系统，输入为x（t）=e-tu（t）时的输出为yzs（t）= 1
2e-t-e-2t+e-3（ ）t u（t），求

该系统的冲激响应h（t）。

4.4-4* 某连续时间线性时不变系统为：d
2y（t）
dt2 -dy（t）

dt -2y（t）=x（t）

（1）求系统函数H（s），并画出极零点图。
（2）对下列三种情况中的每一种，确定单位冲激响应h（t）。

① 系统是稳定的；

② 系统是因果的；

③ 系统既不是稳定，也不是因果的。

4.5-1 已知某因果系统的信号流图如题4.5-1图所示，
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题4.5-1图

（1）求系统函数；
（2）画出收敛域，并判断系统的稳定性。

4.5-2 系统的信号流图如题4.5-2图所示，求系统函数。

题4.5-2图

4.5-3 已知连续时间LTI系统的系统函数，求它们的直接实现形式、级联实现形式和并联实
现形式的信号流图。

（1）H（s）= 5s+7
s3+5s2+5s+4    

（2）H（s）= s+3
（s+2）2（s+1）
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第5章 连续时间滤波器

滤波是信号与系统领域的一个重要概念。这主要是因为激励信号x（t）通过线性时不变系
统h（t）后，其频谱X（jω）将不可避免地受到系统频率响应H（jω）的影响，使得最终输出信号

y（t）的频谱变为X（jω）H（jω）。H（jω）的这种频谱变换作用可能会改变信号中各频率分量的相
对大小和相位，使得信号在传输过程中出现失真，而另外一方面，实际在各种不同的应用中，有
时会希望信号通过滤波器系统后产生“预定”的失真。本章将从线性时不变系统的频率响应

H（jω）入手，向大家介绍线性时不变系统对激励信号频谱变换作用的具体体现，建立信号经过
线性系统传输的一些重要概念，包括无失真传输条件、理想滤波器模型、实际可实现的滤波系
统，以及系统函数极零点对滤波器特性的影响等。

5.1 线性时不变系统的频率响应

考察一个单位冲激响应为h（t）的线性时不变系统对复指数信号ejωt（-∞＜t＜∞）的响
应，由第2章可知，系统的输出为：

               y（t）=ejωt*h（t）

=∫
∞

-∞
h（τ）ejω（t-τ）dτ

=ejωt∫
∞

-∞
h（τ）e-jωτdτ （5.1）

式（5.1）中∫
∞

-∞
h（τ）e-jωτdτ只与频率ω有关，而与时间无关。从第3章可知，它实际上就是单位

冲激响应h（t）的傅里叶变换H（jω），即

H（jω）=∫
∞

-∞
h（τ）e-jωτdτ （5.2）

将式（5.2）代入式（5.1）可得

ejωt →y（t）=ejωtH（jω） （5.3）

式（5.3）表示，复指数信号ejωt 作为线性时不变系统的输入激励时，其输出响应是同样的复指
数信号，只是幅度乘以一个复常数H（jω）。

同理，可以得到

e-jωt →y（t）=e-jωt·H（-jω） （5.4）

将式（5.3）和式（5.4）相加，可以得到

cosωt= 1
2

（ejωt+ejωt）→y（t）= 1
2ejωt·H（jω）+1

2e-jωt·H（-jω） （5.5）

由于H（jω）=|H（jω）|ej∠H（jω），而对于实系统来说其傅里叶变换的频谱具有共轭对称
性（|H（-jω）|=|H（jω）|，∠H（-jω）=-∠H（jω）），故H（-jω）=|H（-jω）|ej∠H（-jω）=|
H（jω）|e-j∠H（jω），所以式（5.5）可简化为



      cosωt→y（t）=|H（jω）|ej[ωt+∠H（jω）]+e-j[ωt+∠H（jω）]

2
=|H（jω）|cos[ωt+∠H（jω）] （5.6）

类似，对于谐波信号cos（ωt+θ）输入有

cos（ωt+θ）→y（t）=|H（jω）|cos[ωt+θ+∠H（jω）] （5.7）
根据式（5.7），可知线性时不变系统对谐波激励信号cos（ωt+θ）的作用体现在两个方面：

附加增益|H（jω）|和附加相移 ∠H（jω）。
下面举例说明。

【例5.1.1】 已知因果LTI系统微分方程d
dty

（t)+ ㊣10 3y（t)=40x（t),当x（t)=

5cos（10t+50°)时,试求其输出响应y（t)。
解：根据第4章可以从LTI系统的微分方程得到其系统函数为

H（s)= 40
s+ ㊣10 3

,Re[s]＞- ㊣10 3

由于系统函数收敛域包含jω轴,其傅里叶变换为

H（jω)= H（s)
s=jω

= 40
jω+ ㊣10 3

对确定的ω=10,

㊣
㊣

㊣

可知

|H（j10)|=2
∠|H（j10)|=-30°

根据式（5.7)有

x（t)=5cos（10t+50°)→y（t)=5|H（j10)|cos[10t+50°+∠H（j10)]=10cos（10t+20°)
如图5.1所示。

图5.1 线性时不变系统对正弦激励信号的附加增益与附加相移作用

由于傅里叶变换的实质是将信号x（t）分解为“不同频率”的复指数（谐波）信号的叠加，所
以，在第3章连续时间傅里叶变换的卷积定理基础上，我们可以进一步从频域角度来理解线性
时不变系统对激励信号x（t）的作用：
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y（t）=x（t）*h（t）←→
FT

Y（jω）=X（jω）H（jω） （5.8）
式（5.8）表示：线性时不变系统改变了激励信号x（t）的频谱X（jω），将其乘以H（jω）转化为响
应信号频谱X（jω）H（jω），起到了频谱变换器的作用。由于H（jω）对激励信号频谱的变换作用
是覆盖ω∈ （-∞，∞）整个频带的，通常我们称其为系统的频率响应

····
，简称频响

··
。

利用复函数的模 — 相表示，可以更加详细地说明频率响应H（jω）的频谱变换作用：

|Y（jω）|=|X（jω）||H（jω）|
∠Y（jω）= ∠X（jω）+∠H（jω{ ）

（5.9）

式（5.9）中|H（jω）|对X（jω）的各个频谱分量进行加权，使得激励信号x（t）某些频率分量增
强，另一些频率分量削弱或不变，通常称为系统的幅频响应

····
（或幅频特性

····
）；而 ∠H（jω）可以用

来表征系统对激励信号x（t）各频率分量相对位置的改变，它使得激励信号x（t）每个频率分量
在传输过程中都产生各自的相位移，通常称为系统的相频响应

····
（或相频特性

····
）。系统的幅频响

应|H（jω）|和相频响应 ∠H（jω）一起构成了系统的频率响应H（jω）=|H（jω）|ej∠H（jω）。

【例5.1.2】 已知稳定LTI系统的系统函数,求系统的频率响应。

（1)H（s)=e-st0；    （2)H（s)=s。
解：（1)系统函数全平面收敛,频响为H（jω)=e-jωt0。由于H（jω)=|H（jω)|ej∠H（jω),幅频

响应|H（jω)|和相频响应 ∠H（jω)[见图5.2（a)]为

|H（jω)|=1
∠H（jω)=-ωt{ 0

从图5.2（a)看,该系统幅频响应为单位常数1,相频响应为过原点斜率为-t0 的直线。如
果激励信号为谐波信号cos（ω0t),则输出响应信号为同频同幅度的谐波信号cos[ω0（t-t0)],
相比激励信号仅仅在时间轴上延迟了t0[见图5.2（b)]。

图5.2 线性时不变系统H（s）=e-st0 的频率响应

（2)系统函数全平面收敛,频响为H（jω)=jω=ωejπ2 。相应

|H（jω)|=|ω|,∠H（jω)=

π
2  ω＞0

-π
2  ω＜

㊣

㊣

㊣
0
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幅频响应|H（jω)|和相频响应∠H（jω)见图5.3（a)。从图5.3（a)可以看到当ω＞0时,

该系统幅频响应是随频率线性递增的,相频响应为常数π
2

。如果激励信号为谐波信号

cos（ω0t),则输出响应信号为ω0cosω0t+π（ ）2 =-ω0sin（ω0t),系统对激励信号进行了微分。对

于实际激励信号来说,总是不可避免含有噪声分量,由于|H（jω)|=|ω|,这些快变化的高频
噪声分量通过该系统后得到了增强,见图5.3（c)。设想,如果|H（jω)|=1/|ω|,则这些快变
化的高频噪声分量通过系统后会衰减,因此,实际中尽量避免使用微分器,而通常将其转化为
积分运算来实现。

图5.3 线性时不变系统H（s）=s的频率响应

【例5.1.3】 已知LTI系统的系统函数H（s)= 1
（s+1)（s+2),Re[s]＞-1,求系统对激

励信号ejω0tu（t)和cos（ω0t)u（t)的稳态响应。

解：由于 ejω0tu（t)←→
FT 1

s-jω0
,  Re[s]＞0

根据第4章所学的拉氏变换卷积定理有

Y（s)= H（s)X（s)= 1
（s+1)（s+2)（s-jω0)

,  Re[s]＞0

对Y（s)进行部分分式展开：

Y（s)= k1

s+1+ k2

s+2+
H（s)

s=jω0

s-jω0
= k1

s+1+ k2

s+
㊣㊣ ㊣

2
Yn（s)

+H（jω0)
s-jω
㊣㊣ ㊣

0

Yf
（s)
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于是 y（t)=k1e-tu（t)+k2e-2tu（t
㊣㊣ ㊣

)
yn（t)

+H（jω0)ejω0tu（t
㊣㊣ ㊣

)
yf（t)

即LTI系统对激励信号ejω0tu（t)的响应分为两部分：固有响应yn（t)和强迫响应yf（t)。对
于因果稳定的LTI系统来说,其固有响应是瞬态的,将随时间t→∞而逐渐趋于0,而强迫响应

yf（t)=H（jω0)ejω0tu（t)是稳态的。同样,根据式（5.7)可知,当激励信号为cos（ω0t)u（t)时,系
统稳态响应为|H（jω0)|cos[ω0t+∠H（jω0)]u（t)。可见,所谓“频率响应”特性指的是系统在
谐波信号激励之下,稳态响应随信号频率的变化情况,包括幅度随频率的变化以及相位随频率
的变化两个方面。

5.2 线性时不变系统中信号的传输

5.2.1 无失真传输条件

一般情况下，如果激励信号x（t）经过一个频响为H（jω）的LTI系统，输出响应为y（t）。系
统的响应y（t）波形与激励信号x（t）波形是不相同，我们称信号在传输的过程中产生了“失

·
真
·

”。然而，在一些应用场合中，我们希望信号通过线性系统后，除了幅度改变及增加一定的延
迟时间之外，响应信号y（t）波形与激励信号x（t）波形相同，即信号在传输过程中不产生任何
失真，如通信系统中语音信号的放大和衰减。为了在更多的实际应用中，使得信号在传输过程
中不失真或者说失真最小，有必要研究无失真传输的条件。

从时域上看，无失真传输系统的响应信号y（t）与激励信号x（t）的关系为

y（t）=Kx（t-t0） （5.10）
式（5.10）中K 为非0实常数，t0 为大于0的实常数。

如果激励信号x（t）经过一个频响为 H（jω）的 LTI系统，输出响应为y（t）。当满足
式（5.10）的条件时，响应信号y（t）的幅度是激励信号x（t）幅度的K倍，虽然y（t）在时间上滞
后了t0 秒，但波形形状不变，如图5.4所示。

图5.4 无失真传输

下面从频域角度讨论满足式（5.10），实现无失真传输对频响H（jω）提出的要求。
设响应信号y（t）的频谱为Y（jω），激励信号x（t）的频谱为X（jω），借助第3章所学傅里叶

变换的延时定理，对式（5.10）两边同时作傅里叶变换可得
Y（jω）=Ke-jωt0X（jω） （5.11）

根据第3章的卷积定理还有

Y（jω）=X（jω）H（jω） （5.12）
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联合式（5.11）和式（5.12）可以得到

H（jω）=Y（jω）
X（jω）=Ke-jωt0 （5.13）

式（5.13）就是对系统的频响特性提出的无失真传输条件，即系统的幅频特性应该满足

|H（jω）|=K，（-∞ ＜ω＜ ∞） （5.14.a）
相频特性满足

∠H（jω）=-ω·t0  （t0 ≥0） （5.14.b）
式（5.14.a）和式（5.14.b）表明：欲使信号在通过线性系统时不产生任何失真，必须在信

图5.5 无失真系统频响特性

号的全部频带内，要求系统幅频特性是一常数，如
图5.5（a）所示，相频特性是一通过原点的直线，如
图5.5（b）所示。对线性相位系统来说，系统相频特性表
明了信号的各个频率分量在通过系统时，系统对它所产
生的附加相移。相频特性的斜率就是该频率分量在时域
产生的时延。

式（5.14）以及图5.5的要求可以从物理概念上得到
直观的解释。

（1）由于无失真系统的幅频特性在（-∞＜ω＜∞）
整个频率范围内为非零实常数，保证了激励信号所有频
率分量通过系统后，仍保持原有的幅度比例关系，即响

应中各频率分量幅度的相对大小将与激励信号的情况一样，从而不产生幅度失真；
（2）由于无失真系统的相频特性在整个频率范围内是过坐标原点的一条斜率为负的直

线，则激励信号各频率分量通过系统后的附加相移与频率成正比，从而保证了响应中所有频率
分量通过系统后都有相同延时，即响应中各频率分量的相对位置将与激励信号的一样，从而不
产生相位失真。

可见导致信号失真的原因不外乎两种：
（1）幅度失真

····
：由于幅频响应|H（jω）|导致信号频谱的模改变而引起的失真。

（2）相位失真
····

：由于相频响应 ∠H（jω）导致信号频谱的相位改变引起的失真。

下面举例说明。

【例5.2.1】 设激励信号x（t)波形如图5.6（a)所示。它由基波与二次谐波两个频率分量
组成,表示式为：x（t)=sin（ω1t)+sin（2ω1t),响应信号y（t)的表示式为

        y（t)=K1sin（ω1t-φ1)+K2sin（2ω1t-φ2)

=K1sin[ω1（t-φ1/ω1)]+K2sin[2ω1（t-φ2/2ω1)]

求不产生幅度失真与相位失真必须满足的条件。

解：为了使基波与二次谐波两个频率分量的幅度相对大小保持原有的比例关系,以保证不
产生幅度失真,应有：K1/K2 =1。图5.6（b)中画出了无失真传输后的y（t)波形；而图5.6（c)

中则是幅度失真的情况。

在满足K1/K2=1条件下,为了使基波与二次谐波两个频率分量得到相同的延迟时间,以

保证不产生相位失真,应有：φ1/ω1 =φ2/2ω1 =t0,因此各个谐波分量的相移必须满足关系：
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φ1/φ1 =ω1/2ω1。这个关系很容易推广到其他高次谐波频率。
于是可以得出结论：为使信号传输时不产生相位失真,信号通过线性系统时谐波频率的相

移必须与其频率成正比,也即系统的相频特性应该是一条经过原点的直线,即φ（ω)=-ωt0。
这正是式（5.14（b))及图5.6（b)所得到的结果。显然,信号通过系统的延迟时间t0即为相频特

性的斜率：dφ（ω)/dω=-t0。图5.6（d)是相位失真的情况,由于不同频率分量受相频特性影响
所产生的时移不同,即使频率分量幅度的相对大小保持不变,叠加起来的信号波形与
图5.6（a)中的x（t)是不一样的。

图5.6 信号传输的幅度失真和相位失真

图5.6说明信号在传输过程中,相频特性或幅频特性发生改变都会引起信号波形的改变,

即发生失真。

前面式（5.13）和式（5.14）说明了为满足无失真传输对于系统函数H（jω）的要求，这是就
针对频域方面提出的。如果用时域特性表示，即对式（5.4）作傅里叶反变换，可以得到无失真
传输系统的冲激响应

h（t）=Kδ（t-t0） （5.15）

式（5.15）的结果表明：当信号通过线性系统时，为了不产生失真，系统的冲激响应应该是冲激
函数，冲激出现的时间滞后t0。

5.2.2 信号的无失真传输

前面5.2.1节是从系统的角度来讨论信号的无失真传输问题。实际上，满足式（5.13）或
式（5.15）的无失真传输系统不仅无法实现，而且也是不必要的。一方面，实际系统不可能在整
个频率范围内保持恒定不变的幅频特性和与频率成正比的相频特性；另一方面，我们常用的信
号的频率范围有限或存在有效频带，其内集中了信号绝大部分的平均功率或能量。工程上若系
统在被传输信号的带宽范围内满足不失真条件，则认为该系统对此信号是不失真系统。

下面，我们从信号的角度来理解这个问题。
对于能量信号x（t）来说，第3章得到帕塞瓦尔等式：

E=∫
∞

-∞
|x（t）|2dt= 1

2π∫
∞

-∞
|X（jω）|2dω （5.16）

式（5.16）表示：从时域角度和频域角度对信号的能量进行分析是等价的。
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根据式（5.16），|X（jω）|2 可看成x（t）的能谱密度，即1
2π|X（jω）|2dω可以认为是信号

x（t）在频率（ω，ω+dω）这样一个无限小的频带内所占有的能量（如图5.7所示）。

图5.7 信号的能量谱密度

如果能量信号x（t）为实信号，那么其频谱具有共轭对称性X*（jω）=X（-jω），式（5.16）
可进一步转化为

E= 1
π∫

∞

0
|X（jω）|2dω （5.17）

式（5.17）表示：实信号的能量可以用ω∈（0，∞）上的能谱密度确定（仅仅系数变为1/π）。根据
式（5.17），可以比较方便计算区间ω∈ （ω1，ω2）上，信号的频谱能量

ΔE= 1
π∫

ω2

ω1
|X（jω）|2dω （5.18）

如果x（t）是一个低频振荡信号，那么信号的频谱能量就会集中在ω=0附近的一个频率
范围内，见图5.8（a）；如果x（t）是一个高频振荡信号，那么信号的频谱能量就会集中在ω=ω0

附近的一个频率范围内，见图5.8（b）。
显然对于图5.8（a）和图5.8（b）所示的两种信号而言，图5.8（c）所示系统在其频率范围

或有效频带内满足式（5.14（a）），故图5.8（a）和图5.8（b）所示的两种信号在通过图5.8（c）所
示的系统后，各自能量谱密度|X（jω）|2均保持不变，即响应中各频率分量幅度的大小与激励
信号的情况一样，无幅度失真。

图5.8 信号的传输
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一般情况下，连续时间信号的傅里叶变换都是复数值，即连续时间信号x（t）的频谱X（jω）
是一个复函数，并且可用其实部和虚部或者用其模和相位来表示：

X（jω）=|X（jω）|ej∠X（jω） （5.19）
如果图5.8（c）所示系统具有线性相频特性，那么它在图5.8（a）和图5.8（b）所示的两种信号
有效能量频谱（能量频谱不为零）范围内满足式（5.14（b）），从而保证了响应中各频率分量的
相对位置将与激励信号的一样，无相位失真。

可见，对于图5.8（a）和图5.8（b）所示的两种信号而言，图5.8（c）所示系统就是无失真传
输系统。同理，如果仅仅对图5.8（a）所示的信号进行传输，图5.9（b）所示系统也是无失真传
输系统。由于图5.8（a）信号有效频带范围更小，图5.9（b）所示系统近似满足式（5.14（a））和
式（5.14（b））的频带宽度要求，可比图5.8（c）所示系统的频带宽度更窄。

所以，从能量的角度考虑，常用的线性时不变系统在实现无失真传输时，只需要像
图5.8（c）或图5.9（b）那样，在一个有限的频率范围内（通常略大于被传输信号的带宽范围）
近似为无失真传输系统就可以了。

图5.9 低频信号的无失真传输

下面举例说明。

【例5.2.2】 图5.10所示系统能否对信号sinωct
ωct

cosω0t实现无失真传输？

解：由图5.10有：H（jω)= [G2ωc
（ω+ω0)+G2ωc

（ω-ω0)]e-jωtd

   x（t)=sin（ωct)
ωct

cos（ω0t)↔X（jω)= 1
2π

·π
ωc

G2ωc
（ω)*π[δ（ω+ω0)+δ（ω-ω0)]

= 1
2

π
ωc

[G2ωc
（ω+ω0)+G2ωc

（ω-ω0)]

由时域卷积定理,信号sinωct
ωct

cosω0t通过图5.10所示系统后,输出响应的频谱为

Y（jω)=X（jω)·H（jω)
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图5.10 某系统的频率响应

= 1
2

·π
ωc

[G2ωc
（ω+ω0)+G2ωc

（ω-ω0)][G2ωc
（ω+ω0)+G2ωc

（ω-ω0)]e-jωtd

= 1
2

·π
ωc

[G2ωc
（ω+ω0)+G2ωc

（ω-ω0)]e-jωtd

对其作傅里叶反变换,可以得到输出响应的时域表示：

y（t)=sin[ωc（t-td)]
ωc（t-td)

cos[ω0（t-td)]=x（t-td)

可见,图5.10所示系统对信号sinωct
ωct

cos（ω0t)实现了无失真传输。

实际上，在某些情况下，相位失真可能是重要的；而在另一些情况下，幅度失真可能是重要
的。例如，人类听觉系统一个众所周知的特性就是对相位相对不灵敏。具体一点就是，如果某个
元音信号的频谱发生一些失真，使得其相位函数发生变化，而模函数保持不变时，虽然该失真
的元音信号在时域中的波形看起来可能与原信号有很大的不同，但是这一影响对人类的听觉
系统来说是可以忽略的，即人耳基本感觉不到信号的失真。在工程实际中，不同的应用场合，对
幅度失真和相位失真的敏感程度不同，在被传输信号的带宽范围内，要求幅频响应和相频响应
近似满足无失真条件的技术指标也会有所不同。

5.2.3 信号的滤波

实际在各种不同应用中，有时会希望信号通过系统后产生“预定”的失真，如脉冲电路中
的整形电路。这种情况与无失真传输这一要求相反，我们需要有意识地利用系统引起失真来形
成某种特定的波形，比如可能会有改变一个信号中各频率分量的相对大小和相位，使之产生
“预定”的幅度失真和相位失真这样一类的要求，实现这些要求的过程称为滤波

··
。

对于线性时不变系统来说，由于系统响应y（t）的频谱Y（jω）等于激励信号x（t）的频谱

X（jω）乘以频响H（jω）。因此，通过恰当地选取系统的频率响应H（jω），就可以利用线性时不
变系统的频响特性，很好地实现对信号的滤波。可见，任何线性系统都可看作具有频率选择特
性的滤波器，它可能会全部消除信号某些频率分量，但是不会产生新的频率分量。频率选择性
滤波器也是线性时不变系统一个很重要的应用。

在通信、图像处理、信号获取等工程应用中，频率选择性滤波器几乎是必不可少的基本单
元，它专门设计成基本无失真地通过某些频率，而显著地衰减或去除另一些频率分量，其应用
极为广泛。例如，通信系统的基础就是利用许多频率选择性滤波器把来自各个信源的各种待传
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输的信号，安排在彼此分开的频带内，然后组合起来一齐发送，如图5.11（a）所示；而在接收
端，还是利用这类滤波器从单一信道内提取出各路信号，如图5.11（b）所示。如果在一个音频
录制系统中，噪声信号比录制的音乐或声音信号的频率要高的话，那么，就可以通过频率选择
性滤波器将它滤除掉。

图5.11 通信系统中频率选择性滤波器的应用

5.3 理想和实际滤波器

5.3.1 理想滤波器的频域特性

由于频率选择性的普遍应用，已经形成了一组被广泛接受的、用来描述频率选择性滤波器

特性的术语。例如：阻带、通带、截止频率、过渡带等。特别是，由于应用的目的不同，被一个频率
选择性滤波器完全地或近似地选取要通过的频率特性有很大的变化，因此，频率选择性滤波器
还被划分为了几种广泛接受的基本类型，并且有特定的名称来标明它们的功能。例如：低通滤
波器，高通滤波器，带通滤波器，带阻滤波器等。

下面我们先从理想滤波器入手，以低通滤波器为主，向大家介绍滤波中用到的这些术语的
具体含义，以便大家在后续的学习中能更好理解线性时不变系统对信号的滤波作用。

理想频率选择性滤波器
··········

是这样一种滤波器，其频率特性在某一个（或几个）频段内频率响
应为常数，而在其它频段内频率响应等于零，它无失真地通过一组频率分量，并全部阻止掉所
有其他频率分量。

由于无失真传输允许系统具有线性相频特性，因此，截止频率为ωc的理想低通滤波器的

频率响应为

Hlp（jω）=
e-jωt0 |ω|＜ωc

0 |ω|＞ω㊣
㊣

㊣ c
=G2ωc

（ω）e-jωt0 （5.20）
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式（5.20）中t0 ＞0，其幅频特性和相频特性分别如图5.12（a）和图5.12（b）所示。
理想低通滤波器能够无失真传输位于[-ωc，ωc]范围内的频率，此频率范围也称为低通滤

波器的通频带
···

，此范围之外的频率分量不能出现在输出中（被彻底的抑制）。
由图5.12（a）可以看出，滤波器允许信号完全通过的频段称为滤波器的通带

··
，完全不允许

信号通过的频段称为阻带
··

；截止频率
····

ωc是用来标明要通过的频率与要阻止的频率之间的边

界，即截止频率是通带和阻带的边界频率，而过渡带
···

指由通带内接近无失真传输到阻带内最大

衰减这一过渡区，对理想低通滤波器来说过渡带为0。
按照系统频率响应H（jω）阻带和通带的不同，可将其分为低通滤波器、高通滤波器、带通

滤波器和带阻滤波器等。
低通滤波器
·····

就是允许通过低频分量，而衰减或阻止较高频率分量的滤波器，如图5.12所
示，通频带ω＜ωc，包含ω=0附近的频率。

高通滤波器
·····

就是允许通过高频分量，而衰减或阻止较低频率分量的滤波器，如图5.13所
示，通频带ω＞ωc。

图5.12 连续时间理想

低通滤波器的频率响应

图5.13 连续时间理想

高通滤波器的频率响应

带通滤波器
·····

就是允许通过某一频带范围内的频率分量；而衰减掉低于该频带及高于该频
带的频率分量的滤波器，如图5.14所示，通频带ω1＜ω＜ω2，其中ω1为下截止频率

·····
，ω2为上截

··
止频率
···

。
而带阻滤波器

·····
则刚好与带通滤波器相反，阻止某一频带范围内的频率分量通过；而允许其

他低于该频带及高于该频带的频率分量通过的滤波器，如图5.15所示。
像无失真传输系统那样（幅频特性是一个常数）的系统为全通系统

····
。

细心的读者会注意到，从图5.12到图5.15，每一种理想滤波器的频率响应特性都是关于

ω=0对称的，因此看起来，高通和带通都好像有两个通带!实际我们在第3章中学习到，现实
世界中并不存在负频率分量，只是为了便于采用数学工具对信号的频率响应进行分析。我们在
对信号进行傅里叶变换时，采用复指数信号ejωt对其进行分解，由于，ejωt=cos（ωt）+jsin（ωt），

e-jωt =cos（ωt）-jsin（ωt），两个这样的复指数信号可组成在同一频率ω 的谐波信号
（ejωt+e-jωt）/2=cos（ωt），因此，同一频率处的正负频率分量相加，才是实际中信号包含的真
实频率成分。通常，为了便于采用数学工具对系统的频率响应进行分析，在定义理想滤波器时
都采用图5.12到图5.15这种对称的频响特性。
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图5.14 连续时间理想带通滤波器的频率响应 图5.15 连续时间理想带阻滤波器的频率响应

5.3.2 理想滤波器的时域特性

从频域滤波的角度看，理想滤波器的频率特性是最佳的，然而它们是否具有同样的时域特
性呢？这正是这一小节我们要讨论的问题。

对式（5.20）作傅里叶反变换，可得到理想低通滤波器的单位冲激响应hlp（t）为

    hlp（t）=F-1[G2ωc
（ω）e-jωt0]=F-1[G2ωc

（ω）]*δ（t-t0）

= ωc

π
Sa（ωct[ ]）*δ（t-t0）=ωc

π
Sa[ωc（t-t0）]=sinωc（t-t0）

π（t-t0）
（5.21）

式（5.21）的波形如图5.16所示。

图5.16 连续时间理想低通滤波器的单位冲激响应

尽管从频域滤波的角度看，理想滤波器的频率特性是最佳的，但它们的时域特性并不是最
佳的。由图5.16可见单位冲激信号δ（t）通过理想低通滤波器后得到的单位冲激响应h（t）出现
了明显失真，出现了前后延伸至±∞ 的振荡，这是由于理想低通滤波器对δ（t）的频谱中高于
频率ωc的频率分量进行抑制引起的频率截断效应。另外，单位冲激信号δ（t）是在t=0时刻加
入，而输出在该时刻以前（t＜0）就有了，这是违背因果律的，显然理想低通滤波器在现实中是
不存在的，或者说是物理不可实现的。

下面我们进一步讨论理想低通滤波器的频率截断效应对信号波形的影响。先看所表征的
理想低通滤波器的单位阶跃响应。
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       s（t）=hlp（t）*u（t）

=∫
t

-∞
hlp（τ）dτ

=∫
t

-∞

ωc

π
sinωc（τ-t0）
ωc（τ-t0）

dτ =
x=ωc（τ-t0）

1
π∫

ωc（t-t0）

-∞

sinx
x dx

= 1
π∫

0

-∞

sinx
x dx+1

π∫
ωc（t-t0）

0

sinx
x dx （5.22）

式（5.22）的计算需要用正弦积分：

Si（y）=∫
y

0

sinx
x dx （5.23）

正弦积分的值在数学手册中有标准表格可查，其中，

Si（-∞）→-π
2

Si（0）=0

Si（∞）→ π
㊣

㊣

㊣ 2

（5.24）

因此，式（5.22）最终为

  s（t）= 1
π

[Si（0）-Si（-∞）]+1
π
Si[ωc（t-t0）]= 1

2+1
π
Si[ωc（t-t0）] （5.25）

式（5.25）的波形如图5.17所示。

图5.17 连续时间理想低通滤波器的单位阶跃响应

从图5.17可见s（t）的波形具有如下特点：
（1）相对输入的单位阶跃信号已有明显失真，体现在上升沿不再陡峭，在上升之前就预先

有起自t=-∞ 的振荡（这又一次证明了理想低通滤波器的不可实现性），上升之后又有延续

至t= ∞ 的振荡，振荡频率等于理想低通滤波器截止频率ωc。这种振荡现象称为吉布斯现象
·····

，

振荡波形称为吉布斯波纹
·····

。

吉布斯现象是由于截止频率ωc有限而带来的频率截断效应引起的，若ωc→ ∞，理想低通

滤波器将成为一无失真传输系统，吉布斯现象将不会存在。

（2）吉布斯波纹的振荡频率等于理想低通滤波器的截止频率，即振荡周期为2π/ωc。

（3）在上升沿之前有一个幅度最大的负向振峰（预冲
··

），其幅度约为稳态值的9%；在上升

之后又有一个幅度最大的正向振峰（过冲
··

），比稳态值高出也是约9%。而且无论ωc多大，只要
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ωc＜ ∞，过冲和预冲的幅度总是这么大，只有当ωc = ∞ 时，它们的幅度才为零。
（4）若定义s（t）的上升沿为从预冲的最大值到过冲的最大值所需时间为Tr，则

Tr =2π
ωc

（5.26）

从式（5.26）容易看出，Tr与ωc成反比，即ωc越小，Tr越大，上升越慢；ωc越大，Tr越小，上升越
快，这表明理想滤波器的时域特性与频域特性并不兼容。

理想带通滤波器（其频响特性见前面图5.14）的通频带是一个带状区域，只允许位于该区
域内的频率成分通过，其他频率成分受到抑制，其频率响应为

Hbp（jω）= [G2ωc
（ω+ω0）+G2ωc

（ω-ω0）]e-jωt0 （5.27）

式（5.27）中t0 ＞0。对式（5.27）作傅里叶反变换，可得到理想带通滤波器的时域冲激响应为

  hbp（t）=F-1[Hbp（jω）]=F-1{[G2ωc
（ω+ω0）+G2ωc

（ω-ω0）]e-jωt0}

= ωc

π
Sa（ωct）e-jω0t+ωc

π
Sa（ωct）e-jω0[ ]t *δ（t-t0）

=2sinωc（t-t0）
π（t-t0）

cos[ω0（t-t0）] （5.28）

从式（5.28）可见，理想带通滤波器是一个等效低通滤波器的单位冲激响应为包络的正弦载波
幅度调制信号。

理想高通滤波器（其频响特性见前面图5.13）与低通滤波器相反；而理想带阻滤波器（其
频响特性见前面图5.15）与带通滤波器相反，它们都可以用低通滤波器通过某种转换得到，在
此我们不再特别讨论。这也表明前面对理想低通滤波器的分析具有典型意义：只要是理想滤波
器都存在频率截断效应，均是物理不可实现。然而，理想滤波器在通信、图像处理、信号获取等
工程应用中，对于描述理想化的系统构成是很有用的。另外，作为一种有用的抽象，理想滤波器
对理论分析也非常有用。

5.3.3 实际低通滤波器特性

对实际物理可实现的模拟滤波器来说，其单位冲激响应h（t）必须满足因果条件
h（t）=0，t＜0 （5.29）

式（5.29）的条件转换到频域，就是著名的佩利 — 维纳准则（Paley-Wienercriterion）：

∫
∞

-∞

|ln|H（jω）||
1+ω2 dω＜ ∞ （5.30）

式（5.30）给出了滤波器物理可实现的充分必要条件。注意，假如在任何有限频带上

|H（jω）|=0，那么在该频带上|ln|H（jω）||= ∞，不满足式（5.30）条件。但是，如果仅仅在
单个频点（或是一系列离散的频率点上）|H（jω）|=0，式（5.30）的积分方程仍然可能满足小
于无穷的条件。也就是说，物理可实现系统的频响H（jω）可以在某些离散的频率点上等于零，
但是不能在任何有限频带内等于零。显然，前面图5.12到图5.15理想滤波器的频响特性都不
满足式（5.30）准则的条件，都是非因果的，即物理不可实现。

当滤波必须实时完成时，需要对理想滤波器的特性进行一个因果的近似。这种近似有两种
实现的方法：
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从时域的角度来说，为了实现图5.16的低通滤波器，可以采取截去其单位冲激响应h（t）
零时以前时域响应的方法（见图5.18）：

图5.18 截断单位冲激响应

零时以前的时域响应来

近似实现理想低通滤波器

ĥ（t）=hlp（t）u（t） （5.31）
显然，式（5.31）的响应是因果的，因此物理可实现。假

如t0 足够大，h
^（t）非常近似hlp（t），式（5.31）的频响特性应

该比较接近理想低通滤波器的频响特性，即可以用增大延

迟时间t0来换取系统的物理可实现程度。当t0→∞，ĥ（t）等
于理想低通滤波器hlp（t）。这实际与非因果系统的实现条件
是一样的。通常来说，t0不能无限大，最多t0取3倍或4倍的

π/ωc。例如，对于音频录制时的滤波系统，通常要求处理的
频带上限是20kHz（ωc = 4000π），那么延迟t0 = 10-4

（0.1ms）是一个不错的选择。
另外，从频域的角度来说，为了实现理想低通滤波器，可以用一个满足在任何有限频带内

都不等于零的幅频响应来逼近图5.12所示低通滤波器的幅频响应，见图5.19。

图5.19 用一个满足在任何有限频带内都不等于零的幅频响应来近似低通滤波器的幅频响应

由于具有Sa（·）形式的频谱满足式（5.30）的条件，其频响在任何有限频带内幅度都不等
于零，因此，图5.19的两个滤波器作为理想低通滤波器与其卷积的结果也满足式（5.30）的条
件，从而物理可实现。从图5.19可见，物理可实现滤波器的频率特性从通带到阻带是逐渐过渡
的，即过渡带不为零。

实际中的许多滤波问题不一定要求有理想滤波器过渡带等于零的频率特性，例如，要进行
分离的信号可能像图5.20中那样，并不总是位于可以完全分开的频段，而是在某些频段上频
谱稍微有些重叠的。在这样一种情况下，或许更需要在两个信号的保真度上作一些权衡，比如

说滤波器保留x1（t），而对x2（t）中的频率分量给予衰减。也就是说，当过滤像图5.20这类具有
重叠频谱的混合信号时，宁肯希望滤波器的特性是具有一个从通带到阻带具有逐渐过渡特性
的滤波器。
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图5.20 稍微有些重叠的两个频谱

实际中还有一个因素是必须考虑的，那就是实现滤波器的难易程度问题。一般来讲，对一
个理想滤波器的特性逼近程度越好，无论该滤波器是由什么基本元器件构成的，其复杂程度和
付出的代价也会越高。在很多场合下，并不需要一个具有最好的、精密特性的滤波器，只要满足
滤波的技术指标要求，往往一个简单滤波器就够了。

基于上述原因，非理想滤波器的设计具有非常大的实际意义。
首先，由于理想滤波器的频率特性是不能物理实现，或者说不需要实现的，这就允许在滤

波器的通带和阻带特性上有某些灵活性；以图5.21低通滤波器为例，该滤波器通带内的增益
允许在单位增益基础上有±δ1的偏移，通常也称偏移量±δ1为通带起伏

····
（或通带波纹

····
）；阻带内

的增益允许在零增益的基础上有δ2 的偏移，称偏移量δ2 为阻带起伏
····

（或阻带波纹
····

）。
其次，相对于理想滤波器陡峭的过渡带来说，允许在通带和阻带之间有一个渐渐的过渡特

性。以图5.21低通滤波器为例，通带边缘ωp和阻带边缘ωs之间允许存在一个ωs-ωp＞0的过
渡带。

图5.21 非理想滤波器的频率特性

从图5.21可见，非理想滤波器的频域特性都是在理想滤波器的基础上用几个参数来标定
的。例如，±δ1、δ2和过渡带的宽度ωs-ωp可分别用来衡量：在通带内这个滤波器对所通过的频
率分量间幅度和相位的关系保持效果究竟如何？在阻带内这个滤波器对需要衰减的频率分量
到底衰减到了什么程度？在靠近截止频率附近的过渡带有多陡峭？可见理想滤波器对于定义和
评价一个实际非理想滤波器特性的重要性。

5.4 系统函数极零点对滤波器特性的影响

5.4.1 系统函数的极零点与系统频率响应的关系

在线性系统分析中，系统函数H（s）的零、极点是重要概念。根据系统函数H（s）在s平面
零、极点的分布可以绘制系统频响特性曲线，包括幅频特性|H（jω）|曲线和相频特性
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∠H（jω）曲线，下面将介绍这种方法的原理。
首先，考虑系统函数H（s）只有一个单个零点的情况：

H（s）=s-z1 （5.32）

对于某一给定的s，例如在s=s1 处求值，式（5.32）的代数表达式为

H（s1）=s1-z1 （5.33）

式（5.33）实际上是两个复数的差，一个是s1，另一个是z1，它们每一个都能在复平面内用一个
向量来表示，如图5.22所示。代表复数s1-z1的向量就是从s=z1这个零点到s=s1这个求

值点的向量，这样 H（s1）的模等于该向量的长度，而 H（s1）的相位等于该向量相对实轴的
角度。

如果系统函数H（s）在s=p1 处只有一个单个极点，即

H（s）= 1
s-p1

（5.34）

在给定的s=s1处对H（s）求值，则H（s1）的模就是差向量s1-p1长度的倒数
··

，而H（s1）的相
位就是向量s1-p1 对于实轴角度的负值

··
，如图5.23所示。

图5.22 复数s1-z1 的向量表示 图5.23 复数s1-p1 的向量表示

更一般的情况就是系统函数H（s）由上述讨论的极点和零点的乘积组成，也就是说，若系
统函数可因式分解为

H（s）= N（s）
D（s）=K

∏
M

j=1

（s-zj）

∏
N

i=1

（s-pi）
（5.35）

通过前面第4章的分析我们知道，当系统函数H（s）的收敛域包含虚轴时，H（jω）存在，并且

H（jω）=H（s）
s=jω

。为了得到系统频响H（jω）的几何求值，取s=jω，也即在s平面上s沿虚轴

移动，可由式（5.35）得到

H（jω）= H（s）
s=jω

=K
∏
M

j=1

（jω-zj）

∏
N

i=1

（jω-pi）
（5.36）
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式（5.36）表示除了一个常数因子外，可以用系统的零极点来完全表征系统，即系统的频率特
性完全取决于零极点的分布，或者说，取决于零极点zj，pi在s平面上的位置。

分母中任意一个因子（jω-pi），相当于由极点pi引向虚轴上某jω点的向量，定义为极点
··

向量
··

，令jω-pi =Aiejθi，则Ai 和θi 分别是极点向量（jω-pi）的长度|jω-pi|和幅角

∠（jω-pi）；分子中任意一个因子（jω-zj），相当于由零点zj引向虚轴上某jω点的向量，定义
为零点向量，令jω-zj =Bjejψj，则Bj和ψj分别是零点向量（jω-zj）的长度|jω-zj|和幅
角∠（jω-zj），如图5.24所示。

图5.24 系统函数的极点向量和零点向量

从所有零点向jω点作零点向量，从所有极点向jω点作极点向量。于是，式（5.36）可以
写为

H（jω）=K
∏
M

j=1
Bjejψj

∏
N

i=1
Aiejθi

=KB1B2…BMej（ψ1+ψ2+…+ψM）

A1A2…ANej（θ1+θ2+…+θN） =|H（jω）|ej∠H（jω） （5.37）

从式（5.37）可得到系统幅频特性为

|H（jω）|=KB1B2…BM

A1A2…AN
（5.38）

系统相频特性为

∠H（jω）= （ψ1+ψ2+…+ψM）-（θ1+θ2+…+θN） （5.39）

由于Ai =|jω-pi|、θi =∠（jω-pi），Bj =|jω-zj|、ψj = （jω-zj），式（5.38）、（5.39）又可
表示为

|H（jω）|=|K|
∏
M

j=1
|jω-zj|

∏
N

i=1
|jω-pi|

（5.40）

∠H（jω）=∑
M

j=1
∠（jω-zi）-∑

N

i=1
∠（jω-pi） （5.41）

式（5.40）表示：所有零点向量的长度之积乘以|K|，再除以所有极点向量的长度之积等于
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|H（jω）|；式（5.41）表示所有零点向量幅角之和减去所有极点向量幅角之和等于 ∠H（jω）。
当然如果K ＜0，则对应式（5.41）有一个附加的相移π。

利用式（5.40）和式（5.41），就可以由系统函数的极零点得到系统的幅频特性|H（jω）|和
相频特性 ∠|H（jω）|，这种方法可用来设计系统，下面举例说明。

【例5.4.1】 画出系统函数的零极点图和系统的频率响应H（jω)。

（1)H（s)= 1
s+a-jω0

,Re[s]＞-a,（a＞0,ω0 ≥0)

（2)H（s)=s+a-jω0,（ω0 ≥0)
解：（1)系统函数的零极点图如图5.25（a)所示。

图5.25 极点的位置与频率响应的关系

图5.25（a)上构造了极点向量（jω+a-jω0),该向量从极点p1 =-a+jω0 引出,指向jω
点。极点向量（jω+a-jω0)长度d等于jω点频响的幅度倒数：

d=|jω+a-jω0|= a2+（ω-ω0)㊣
2 = 1

|H（jω)|

从图5.25（a)可见,当ω在（-∞,∞)之间变化时,极点向量的长度d在ω=ω0时会出现一个

极小值,该极小值等于极点到s平面虚轴的距离a。由于jω点频响的幅度等于极点向量长度d
的倒数,即表示系统的幅频响应会在ω =ω0 时出现一个极大值,该极大值等于1/a,见
图5.25（b)。另外,从图5.25（a)可见,当ω→ ∞ 时,极点向量（jω+a-jω0)的幅角θ将趋于

π/2；当ω→-∞ 时,极点向量的幅角θ将趋于-π/2。由于jω点频响的相位等于极点向量幅角

θ的负数,则ω→-∞ 时,∠H（jω)→π/2,ω→ ∞ 时,∠H（jω)→-π/2,见图5.25（c)。
（2)系统函数的零极点图如图5.26（a)所示。

图5.26 零点的位置与频率响应的关系

图5.26（a)上构造了零点向量（jω+a-jω0),该向量从零点z1=-a+jω0引出,指向jω点。
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零点向量（jω+a-jω0)长度r等于jω点频响的幅度：

r=|jω+a-jω0|= a2+（ω-ω0)㊣
2 =|H（jω)|

从图5.26（a)可见,当ω在（-∞,∞)之间变化时,零点向量的长度r在ω=ω0时会出现

一个极小值,该极小值等于极点到s平面虚轴的距离a。由于jω点频响的幅度等于零点向量长
度r,即表示系统的幅频响应会在ω=ω0时出现一个极小值,该极小值等于a,见图5.26（b)。另
外,从图5.26（a)可见,当ω→∞时,零点向量（jω+a-jω0)的幅角ψ将趋于π/2；当ω→-∞
时,零点向量的幅角ψ将趋于-π/2。由于jω点频响的相位等于零点向量幅角ψ,则ω→-∞时,

∠H（jω)→-π/2,ω→ ∞ 时,∠H（jω)→π/2,见图5.26（c)。
从图5.25可见，从（-∞，ω0），系统幅频响应|H（jω）|逐渐增强，在ω=ω0时出现极大值，

随后从（ω0，∞）幅频响应|H（jω）|逐渐减弱，幅频响应极值位置与极点p1 =-a+jω0有关。
即系统函数的极点p1 =-a+jω0会导致系统幅频响应|H（jω）|在极点的虚部ω0处出现较强

的频率选择性。如果极点p1 =-a+jω0越靠近虚轴（a越小），则系统的幅频响应|H（jω）|的
频率选择性也越强（ω=ω0 处|H（jω）|的极大值1/a越大）。换句话说，如果希望系统的幅频
响应|H（jω）|在ω0 处出现较高的增益，就需要在jω0 在附近放置一个极点。由于因果稳定系
统的极点都在s平面的左半平面，所以，从系统稳定的角度来看，jω0 附近放置的这个极点实部

要小于零，例如极点p1 =-a+jω0（a＞0）。
从图5.26可见，从（-∞，ω0），系统幅频响应|H（jω）|逐渐衰减，在ω=ω0时出现极小值，

随后从（ω0，∞）幅频响应|H（jω）|逐渐增强，幅频响应极值位置与零点z1 =-a+jω0有关。
即系统函数的零点z1 =-a+jω0会导致系统幅频响应|H（jω）|在零点的虚部ω0处出现较强

的频率阻隔性。如果零点z1 =-a+jω0越靠近虚轴（a越小），则系统的幅频响应|H（jω）|的
频率阻隔性也越强（ω=ω0 处|H（jω）|的极小值a越小）。换句话说，如果希望系统的幅频响
应|H（jω）|在ω0处出现零增益，就需要在jω0处放置一个零点；如果仅希望|H（jω）|在ω0处

出现较低的增益，则可在jω0 附近放置的一个零点，例如零点z1 =-a+jω0（a＞0）或零
点z2 =a+jω0（a＞0）。

由于系统的零极点图可以直观、方便地表征、研究和设计系统，因此该方法也被称为s平
·

面的几何分析
······

。接下来，我们来考虑在系统函数具有一阶级点及一阶零点时，利用零极点图对
其频率响应几何求值的例子。

【例5.4.2】 画出系统函数的零、极点图和系统的频率响应H（jω)。

（1)H（s)=s-a
s+a

,a＞0,Re[s]＞-a；

（2)H（s)= s
s+a

,a＞0,Re[s]＞-a。

解：（1)系统函数的零、极点图如图5.27（a)所示。
由图5.27（a)可明显看出,沿jω轴的任一点,其极点向量（jω+a)与零点向量（jω-a)的

长度都是相等的,因此,该系统的幅频特性是一个与频率无关的常数,这样的系统称为全通系
···

统
·

,因为它等增益（或等衰减)地通过所有频率分量,如图5.27（b)所示。另外,从图5.27（a)可
见,由于系统相频特性是零点向量（jω-a)的幅角ψ减去极点向量（jω+a)的幅角θ,即

∠H（jω)=ψ-θ,当ω→±∞ 时,ψ→θ,所以 ∠H（jω)→0；而当ω→0+时,ψ→π,θ→0,
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图5.27 对称零、极点与频率响应

∠H（jω)→π；当ω→0-时,ψ→-π,θ→0,∠H（jω)→-π,如图5.27（c)所示。
（2)系统函数的零、极点图如图5.28（a)所示。

图5.28 零、极点与频率响应

图5.28（a)上构造了零点向量（jω),其长度为r；构造了极点向量（jω+a),其长度为d。由
图5.28（a)可明显看出：当ω=0时,d=a,r=0,由于|H（jω)|=r/d,则|H（j0)|=0；当

ω→±∞ 时,d→r,则ω→±∞ 时,|H（±j∞)|→1；而ω∈（0,∞)或ω∈（-∞,0)时,r小
于d,即|H（jω)|＜1,可知系统幅频响应具有高通特性,如图5.28（b)所示。另外,由于系统相
频特性是零点向量（jω)的幅角ψ减去极点向量（jω+a)的幅角θ,即 ∠H（jω)=ψ-θ,当ω＞
0,零点向量（jω)幅角ψ=π/2,极点向量（jω+a)幅角θ变化范围为（0,π/2),所以∠H（jω)∈
（π/2,0)；当ω＜0,零点向量（jω)幅角ψ=-π/2,极点向量（jω+a)幅角θ变化范围为（-π/2,

0),所以 ∠H（jω)∈ （0,-π/2),如图5.28.（c)所示。
从图5.27和图5.28可见，如果零点与极点虚部位置相同（或相近），例如系统函数极点为

p1 =-a1+jω0（a1 ＞0），零点为z1 =a2+jω0，则零点z1 =a2+jω0将抵消极点p1 =-a1+
jω0 在ω=ω0时对幅频响应的极大值贡献，特别是若零点的实部等于零（零点在jω轴上），这种
抵消作用最彻底：将在ω=ω0 处直接引入幅频响应的零点。

可见，在线性系统中，系统函数H（s）的零、极点是重要概念。而s平面几何分析的重要性就
在于，可以根据系统函数H（s）在s平面零、极点的分布，近似观察和描述线性时不变系统频率
响应的整体特性。

一般情况下，系统函数为有理函数，其极、零点共轭成对出现，频率响应也具有共轭对称
性（幅频响应偶对称，相频响应奇对称），在对其进行s平面几何分析时，通常只要考虑ω≥0的
情况就可以了。

【例5.4.3】 试通过下列系统函数的零极点图判断系统的滤波特性。

（1)H（s)= ωc

s+ωc
, （ωc＞0)
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（2)H（s)= 1
（s+ωc+jω0)（s+ωc-jω0)

,（ω0 ＞ωc＞0)

（3)H（s)=
（s-jωc)（s+jωc)

（s+ωccosθ+jωcsinθ)（s+ωccosθ-jωcsinθ),（ωc＞0)

解：系统函数（1)的极点为p1 =-ωc,如图5.29（a)所示。系统函数（2)的极点为p1,2 =
-ωc±jω0,如图5.29（b)所示。系统函数（3)的极点为p1,2 = -ωccosθ±jωcsinθ,零点为

z1,2 =±jωc,如图5.29（c)所示。

图5.29 系统极、零点图

从图5.29（a)可知,从其极点p1 =-ωc指向jω的极点向量长度在ω =0时最短,当ω＞
0时随ω的递增而增加,即系统的幅频特性在ω＞0时随ω的递增而递减,在ω=0取到极大
值,可见该系统具有低通滤波器特性,如图5.30（a)所示。从图5.29（b)可知,从其极点p1,2

=-ωc±jω0指向jω的两个极点向量分别在ω=±ω0时最短,即系统的幅频特性在ω=±ω0取

到极大值,可见该系统具有带通滤波器特性,如图5.30（b)所示。从图5.29（c)可知,从其极点

p1,2 =-ωccosθ±jωcsinθ指向jω的两个极点向量分别在ω=±ωcsinθ时最短,它们将使得系统
的幅频特性在ω=±ωcsinθ时取极大值,但是,由于从其零点z1,2 =±jωc指向jω的两个零点使
得系统幅频特性在ω=±ωc取零值,从而抵消了极点在ω=±ωcsinθ引起的极大值特性,由于
系统的幅频特性在别处没有极值,可知该系统具有带阻滤波器特性,如图5.30（c)所示。

图5.30 系统幅频特性

工程中常用s平面的几何分析方法来设计模拟滤波器，其理论和设计方法已相当成熟。常
用的低通模拟滤波器包括巴塞尔滤波器、巴特沃斯（Butterworth）滤波器、切比雪夫
（Chebyshev）滤波器、椭圆滤波器等。各类模拟滤波器可通过这些低通模拟原型滤波器变换获
得。另外，数字滤波器的设计通常也采用先设计一个符合技术指标要求的归一化模拟原型滤波
器，然后再按照一定准则将其从s平面映射到z平面（见本书第11章），从而完成数字滤波器的
设计过程。为了使得大家对这些经典低通滤波器有所了解，接下来我们对其中的巴特沃斯滤波
器和切比雪夫滤波器进行介绍，并从系统函数极零点的角度来分析其滤波特性。
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5.4.2 巴特沃斯（Butterworth） 滤波器

5.4.1节中例5.4.3（1）的系统函数 H（s）= ωc

s+ωc
实际具有低通滤波器特性[见前面

图5.30（a）]，但是与理想低通滤波器相比，其幅频特性显然差别较大（如图5.31所示）。
如果期望从幅频特性出发设计一个物理可实现的非理想低通滤波器，该滤波器的截止频

率为ωc，当ω＞ωc，期望系统频率响应的增益能迅速衰减至0，而在[0，ω）的通带内，系统频率
响应逼近理想低通滤波器的常数增益，根据前面s平面的几何分析方法，需要在s平面（0，jωc）
内布置一个“极点墙”，如图5.32所示。当然，实际中组成“极点墙”的极点个数不可能无限。通
过选择合适的极点数目，并且按照一定规律来选择极点的分布，可以设计实现非理想低通滤波
器。Butterworth低通滤波器就是基于此思想设计出来的。

图5.31 具有单个极点的低通滤波器幅频响应 图5.32 低通滤波器的“极点墙”

通常Butterworth滤波器的特性由频率响应的幅度平方函数给出。对N阶Butterworth低
通滤波器有

|B（jω）|2 = 1
1+ε2（ω/ωc）2N

（5.42）

式（5.42）中N 为滤波器的阶数，当ε=1时，称归一化Butterworth滤波器，ωc为通带截止频

率，或称3dB带宽
··

，因为对归一化Butterworth滤波器来说，当ω=ωc时，

|B（jωc）|= 1
㊣2

，20log10
B（j0）
B（jωc）=3dB （5.43）

注意到B（s）
s=jω

=B（jω），将|B（jω）|2 函数拓展到整个s平面有

B（s）B（-s）= 1
1+（s/jωc）2N

（5.44）

从式（5.44）看Butterworth滤波器全部零点都在s=∞，即没有有限零点，故又称为“全极点逼
近型”。

令式（5.44）分母等于零，可以得到
（pk/jωc）2N =-1=ejπ（2k-1），k∈Z （5.45）

故Butterworth滤波器的极点为

pk =ωce
jπ
2N（2k-1+N），  k=1，2，3，…，2N （5.46）

观察式（5.46）可知，Butterworth滤波器的所有极点均分布在s平面的以ωc为半径的圆

上，间隔角度为π/N，如图5.33所示。这些极点关于虚轴对称分布，并且没有一个落在虚轴上，
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当N 为奇数时，有一个极点在实轴上，当N 为偶数时，没有极点落在实轴上。

图5.33 Butterworth滤波器的极点分布

从因果、稳定性考虑，s平面左半平面的极点应该是Butterworth滤波器系统函数B（s）的，

而s平面右半平面的极点应该是B（-s）的，即式（5.46）中对应B（s）的极点为

pk =ωc cos π
2N

（2k+N-1）+jsin π
2N

（2k+N-1[ ]）， k=1，2，3，…，N （5.47）

即Butterworth滤波器系统函数B（s）为

B（s）= 1

∏
N

k=1

（s-pk）
（5.48）

如果要归一化最大幅频响应，则Butterworth滤波器系统函数B（s）为

B（s）= ωN
c

∏
N

k=1

（s-pk）
（5.49）

在 MATLAB中调用函数[z，p，k]=buttap（N），可以设计一个N阶标准Butterworth滤波器
（ωc =1rad/s），其中z为零点矩阵，p为极点矩阵，k为增益，由于N阶标准Butterworth滤波

器B0（s）= 1

∏
N

k=1

（s-pk）
，而对于 N 阶非标准Butterworth滤波器来说B（s）= B0（s/ωc），

故B（s）= ωN
c

∏
N

k=1

（s-pkωc）
。

当系统函数极点数目 N 不同时，Butterworth滤波器的幅频特性是不同的，如图5.34
所示。

从图5.34可见Butterworth滤波器具有以下特性：（1）在通带内有最平坦的幅频特性；
（2）阻带内幅频特性随频率升高单调下降；（3）滤波器特性完全由极点数目N决定，N越大，过
渡带越窄，越接近理想特性。因此，通常也将N 称为Butterworth滤波器的阶数

··
。

由于Butterworth滤波器的频率特性在通带和阻带内均单调变化，显然，如果要求指标比
较高，将造成滤波器阶数比较高。阶数N 越高，Butterworth滤波器对理想特性逼近得越好，过
渡带越窄，但付出的代价是系统越复杂。
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图5.34 Butterworth滤波器的幅频特性与极点数目N 的关系

5.4.3 切比雪夫（Chebyshev） 滤波器

类似Butterworth滤波器，Chebyshev低通滤波器的设计思想也是像图5.32那样，在s平
面（0，jωc）内用有限极点布置一个“极点墙”，以期望频率响应逼近理想低通滤波器。只不过，N
阶Butterworth滤波器的N个极点均分布在s平面的以ωc为半径的圆上，间隔角度为π/N，而

N 阶Chebyshev低通滤波器的N 个极点均分布在s平面的椭圆上。

Chebyshev滤波器分两类，一种是通带等起伏阻带单调，称为Chebyshev-Ⅰ 型；另一种是
通带单调阻带等起伏，称为Chebyshev-Ⅱ 型。Chebyshev滤波器与Butterworth滤波器属于同
一类滤波器，都是从幅度平方函数确定系统函数。对N 阶Chebyshev-Ⅰ 型低通滤波器有

|C（jω）2|= 1
1+ε2T2

N（ω/ωc）
（5.50）

式（5.50）中，

TN（x）=
cos（Ncos-1（x）），  0≤x≤1

cosh（cosh-1（x）），  1＜x≤ ∞
㊣
㊣

㊣
，x= ω

ωc
（5.51）

从定义式（5.51）可知：当N =0，T0（x）=1；当N =1，T1（x）=cos（cos-1x）=x；当N =2，

T2（x）=2xT1（x）-T0（x），以此类推TN+1（x）=2xTN（x）-TN-1（x）。其中N =0～7时的

TN（x）见表5-1。

表5-1 Chebyshev的TN（x）

N TN（x）

0 1

1 x

2 2x2-1

3 4x3-3x

4 8x4-8x2+1

5 16x5-20x3+5x

6 32x6-48x4+18x2-1

7 64x7-112x5+56x3-7x

从定义式（5.50）和式（5.51）还可得到N 阶

Chebyshev-Ⅰ 型低通滤波器几点特性：

（1）从表5-1可知，TN（x）=
0 N-奇数

1 N-{ 偶数
，

因此，|C（j0）|=
1 N-奇数

1/ 1+ε㊣
2 N-㊣

㊣

㊣ 偶数
。

（2）当0＜x＜1，T2
N（x）在0和1之间变化；

当x＞1，TN（x）像双曲余弦一样单调增加。因此，

当0≤ω/ωc≤1，|C（jω）|2在1和1/（1+ε2）之
间波动，而当ω/ωc＞1时，|C（jω）|2 单调减小。

注意到C（s）
s=jω

=C（jω），将|C（jω）|2函数
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拓展到整个s平面有

C（s）C（-s）= 1
1+ε2T2

N（s/jωc）
（5.52）

令式（5.52）分母等于零，可以得到

ε2T2
N（pk/jωc）=-1 （5.53）

令x= 1
Nsinh-1 1（ ）ε

，考虑到因果、稳定性，Chebyshev-Ⅰ 型滤波器的极点为

pk =-ωcsin
（2k-1）π

2[ ]N sinhx+jωccos
（2k-1）π

2[ ]N coshx， k=1，2，3，…，N（5.54）

令式（5.54）中ωcsinhx=a，ωcwshx=b，在图5.35中分别以a，b为半径作小圆和大圆，按照

π/N 角度等间隔划分，极点纵坐标由相应大圆上的点纵坐标表示，极点横坐标由相应的小圆
上的点横坐标表示，则Chebyshev-Ⅰ 型滤波器的所有极点均分布在s平面的以a为短半轴，b
为长半轴的椭圆上。这些极点没有一个落在虚轴上，当N 为奇数时，有一个极点在实轴上，当

N 为偶数时，没有极点落在实轴上。

图5.35 Chebyshev-Ⅰ 型滤波器的极点分布

MATLAB中调用函数[z，p，k]=cheb1ap（N，Rp），可以设计一个N阶标准Chebyshev-Ⅰ
型滤波器（ωc=1rad/s），其中z为零点矩阵，p为极点矩阵，k为增益，Rp为通带最大波纹（dB）；

当系统函数极点数目N 不同时，Chebyshev-Ⅰ 型滤波器的幅频特性是不同的，如图5.36
所示。

图5.36 Chebyshev-Ⅰ 型的幅频特性与极点数目N 的关系

从图5.36可见Chebyshev-Ⅰ 型滤波器具有以下特性：（1）在通带内幅频特性等起伏，极
值数目等于极点数目N；（2）阻带内幅频特性随频率升高单调下降；（3）滤波器特性完全由极
点数目N 决定，N 越大，过渡带越窄，越接近理想特性。
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Chebyshev-Ⅱ 型滤波器可以通过一种变换与Chebyshev-Ⅰ 型滤波器联系起来。具体来
讲，就是将式（5.50）中的ε2T2

z（ω/ωc）用倒数来替换，并且将其自变量ω/ωc也用倒数来替换，
即可得到N 阶Chebyshev-Ⅱ 型低通滤波器：

|C（jω）|2 = 1
1+[ε2T2

N（ωc/ω）]-1
（5.55）

类似，MATLAB 中 调 用 函 数 [z，p，k]= cheb2ap（N，As），可 以 设 计 一 个 N 阶 标 准

Chebyshev-Ⅱ 滤波器（ωc =1rad/s），其中z为零点矩阵，p为极点矩阵，k为增益，As为阻带最

大衰减（dB）。也可先设计N 阶标准Chebyshev-Ⅰ 滤波器，然后再利用上述变换。
当系统函数极点数目N 不同时，Chebyshev-Ⅱ 型滤波器的幅频特性是不同的，如图5.37

所示。

图5.37 Chebyshev-Ⅱ 型的幅频特性与极点数目N 的关系

从图5.37可见Chebyshev-Ⅱ 型滤波器具有以下特性：（1）在通带内幅频特性随频率升高
单调下降；（2）阻带内幅频特性随频率等起伏；（3）滤波器特性完全由极点数目N 决定，N 越
大，过渡带越窄，越接近理想特性。

无论Chebyshev-Ⅰ还是Chebyshev-Ⅱ型滤波器，其阶数N越高，对理想特性逼近得越好，
过渡带越窄，付出的代价是系统越复杂。但是在相同的设计指标要求下，相比在阻带和通带内
均单调变化的Butterworth滤波器来说，由于Chebyshev滤波器具有或者在通带或者在阻带内
等起伏的频率特性，使得逼近误差或均匀分布在通带或者均匀分布在阻带内，可以降低所要求
的滤波器阶数。

习  题  五

5.1-1 已知因果线性时不变系统的系统函数为H（s）= s+2
s2+5s+4

，试求下列输入信号的输

出响应y（t）。
（1）x（t）=5cos（2t+30°） （2）x（t）=10cos（2t+45°） （3）x（t）=10cos（3t+40°）

5.1-2 已知因果线性时不变系统的系统函数为H（s）= s+3
（s+2）2

，当激励信号如下时，试求稳

态响应。
（1）x（t）=10u（t）       （2）x（t）=cos（2t+60°）u（t）
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（3）x（t）=sin（3t-45°）u（t） （4）x（t）=ej3tu（t）

5.1-3 已知系统单位冲激响应如题5.1-3图所示，当输入x（t）=sinπt
2τ+sinπt

τ
，求输入响应。

5.1-4 考虑一频率响应为H（jω）=|H（jω）|ej∠H（jω）和单位冲激响应为h（t）的连续时间LTI系统，
假设在该系统上施加一个输入x（t）=cos（ω0t+θ0），所得输出响应y（t）=Ax（t-t0）。
这里A为非负的实数，代表幅度放大因子，t0代表延时。
（1）用|H（jω0）|表示A；
（2）用 ∠H（jω0）表示t0。

5.2-1 写出如题5.2-1图所示电路的频率响应H（jω）=U（jω）
I（jω），欲使该系统称为无失真传输

系统，试确定R1 和R2。

题5.1-3图 题5.2-1图

5.2-2 如题5.2-2图所示框图中H（jω）=G2ωc
（ω）e-jωtd。在ωc≥ 1

2
和ωc＜ 1

2
两种情况下，

求输入为x（t）=
2sint

2
t

时的输出响应。哪种情况满足无失真传输条件？

5.2-3 信号x1（t）=1000G1000（t）和x2（t）=δ（t）分别经过如题5.2-3图所示理想低通滤波
器 H1（jω） = G40000π（ω） 和 H2（jω） = G20000π（ω） 后， 相 乘 得 到 输 出 信

号y（t）=y1（t）y2（t）。
（1）求X1（jω）和X2（jω）；
（2）求Y1（jω）和Y2（jω）；
（3）试确定y1（t）、y2（t）和y（t）的带宽。

题5.2-2图 题5.2-3图

5.2-4 一因果和稳定的LTI系统具有如下频率响应：

H（jω）=1-jω
1+jω

（1）试证明|H（jω）|=K，并求出常数K 的值；
（2）该系统是否是无失真系统，试说明原因。

5.3-1 求如题5.3-1图所示系统的频率响应H（jω）和单位冲激响应h（t）。
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题5.3-1图

5.3-2 已知x（t）=sinωct
ωct

cosω0t，（ω0≫ωc）通过题5.3-2图所示的理想带通滤波器，求输出

响应。

5.3-3 求如题5.3-3图所示理想高通滤波器的单位冲激响应和单位阶跃响应。

题5.3-2图 题5.3-3图

5.3-4 如题5.3-4图所示的RC电路是一种实际的滤波器。假定取电容器上电压uC（t）作为
输出，

题5.3-4图  RC电路

（1）写出输入电压ui（t）和输出电压uC（t）之间的微
分方程；

（2）令ωc = 1
RC

，确定系统频率响应H（jω），并判断

其滤波特性；
（3）时间常数τ=1/ωc，求系统单位冲激响应h（t）

和阶跃响应S（t）。

5.4-1 根据系统函数H（s）在s平面零、极点的分布，利用s平面的几何分析法确定下列系统
的幅频特性|H（jω）|近似是低通、高通、带通。

（1）H1（s）= 1
（s+1）（s+3），Re[s]＞-1；

（2）H2（s）= s
s2+s+1

，Re[s]＞-1
2

；

（3）H3（s）= s2

s2+2s+1
，Re[s]＞-1；

（4）H4（s）=s2-2s+50
s2+2s+50=

（s-1-j7）（s-1+j7）
（s+1-j7）（s+1+j7），Re[s]＞-1

5.4-2 利用s平面的几何分析法确定信号X（s）=s2-s+1
s2+s+1

，Re[s]＞-1
2
的幅频特性|X（jω）|。

5.4-3 系统函数的极零点图如题5.4-3图所示，试利用s平面的几何分析法确定信号幅频特
性和相频特性。
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题5.4-3图

5.4-4* 设计一个二阶的带通滤波器，中心频率ω=10，当ω=0以及ω= ∞ 时，系统增益
均为零。提示：可以选择极点-a±j10，分析a的取值对系统频率响应的影响。
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书书书

第6章 抽样：从连续到离散的过渡

在一定条件下，一个连续时间信号完全可以用该信号在等时间间隔点上的值或样本来表
示，并且可以用这些样本值将该信号全部恢复出来。这一点听起来有些令人难以相信，但是抽
样定理的这个性质已经被广泛应用到人们生活当中去了。例如：电影就是由一组按照时序的
单个画面（一帧）所组成的，其中每一帧都对应连续变化景象的一个时间样本（瞬时画面），当以
足够快的速度来播放这些时序样本时，我们观看到了或者说重现了原来连续活动的景象。又
比如，现在我们爱用 MP3来听音乐，存储在 MP3中的歌曲其实是该歌曲在时间上的样本值，
但是 MP3播放出来的歌曲确实又是连续流畅的。抽样定理的重要性就在于它搭建了连续时
间信号和离散时间信号之间的桥梁。

在很多情况下离散时间信号的处理比连续时间信号的处理要灵活方便些。这主要是因为
数字技术的飞速发展，产生了大量廉价、轻便、可编程且易于再生产的可资利用的离散时间系
统的缘故。抽样的概念使人们想到了利用这些离散时间系统技术和资源来实现并处理连续时
间信号：先对一个连续时间信号进行抽样，将其变换为离散时间信号，再用一个离散时间系统
对其进行处理，最后再将其变换回为连续时间信号。最典型的例子就是数码相机，抽样下来的
数码相片可以在计算机上用各种图像处理软件进行随心所欲的处理，只要高兴可以将其冲洗
成相片，夹在影集中欣赏，或者制成不干胶贴照贴在冰箱上。

本章首先给大家建立抽样的概念，随后介绍时域抽样定理，即如何才能用一个连续时间信
号的样本值来表示这个连续时间信号本身；并证明一个连续时间信号能真正由其样本值恢复
出来的条件，以及实际抽样的过程；如何从样本值重建连续时间信号的过程，以及当条件不满
足时带来的后果；由于时域和频域具有对称性，抽样也可在频域进行，因此最后还将向大家介
绍频域抽样定理。

6.1 时域抽样

6.1.1 抽样的数学模型

在某些离散的时间点上提取连续时间信号值的过程称为抽样
··

，这个过程可以用图6.1所
示的数学模型来表示。

图6.1 抽样的数学模型

图6.1中x（t）为被抽样的连续时间信号，pT（t）为抽样序列
····

，

xs（t）为已抽样的信号，简称抽样信号
····

。根据图6.1所示的数学模型，
抽样在时域可表示为

xs（t）=x（t）·pT（t） （6.1）

由频域卷积定理有



Xs（jω）= 1
2π

X（jω）*PT（jω） （6.2）

6.1.2 冲激串抽样

理想情况下，图6.1中抽样序列pT（t）为

pT（t）=δT（t）= ∑
∞

n=-∞
δ（t-nT） （6.3）

式（6.3）中T为抽样间隔
····

，对应的ωs =2π
T
为抽样频率

····
。这样，式（6.1）变为

xs（t）=x（t）pT（t）=x（t）δT（t）    

=x（t）∑
∞

n=-∞
δ（t-nT）= ∑

∞

n=-∞
x（nT）δ（t-nT） （6.4）

由式（6.4）可见，抽样信号xs（t）为冲激串序列，其冲激强度等于被抽样信号x（t）以T为
间隔的各时刻样本值x（nT）。这说明抽样的本质是用连续时间信号的样本值来表示信号，如
图6.2（a）所示。

图6.2 冲激串抽样示意图

对式（6.3）作傅里叶变换可得到抽样序列pT（t）的频谱：

PT（jω）=F[δT（t）]=2π
T∑

∞

n=-∞
δω-2π

T（ ）n =ωs∑
∞

n=-∞
δ（ω-nωs） （6.5）

这样，式（6.2）变为

Xs（jω）= 1
2π

X（jω）*PT（jω）= 1
2π

X（jω）*ωs∑
∞

k=-∞
δ（ω-kωs）

= 1
T∑

∞

k=-∞
X[j（ω-kωs）]  ωs =2π

T
（6.6）

从式（6.6）可见，抽样信号的频谱Xs（jω）是频率ω的周期函数，周期ωs=2π
T

，它由一组移位的

X（jω）组成，在幅度上标以1/T的变化。换句话说，在时域以T为间隔对连续时间信号进行理

想抽样，相当于在频域将该信号的频谱以ωs =2π
T
为周期进行延拓，如图6.2（b）所示。

271 信号分析与处理（修订版）



6.1.3 时域抽样定理

事实上，在很多抽样的应用中，抽样的目的不仅仅是为了得到原信号的一系列样本
值，更常见的是为了在进行某些处理（存储、传输、变换）后，通过离散的样本值来恢复原
信号，例如，数字声音采集系统的声音回放、数码影像的播放，等等。这种恢复对抽样的过
程是有一定的要求的，也就是说不是任何信号都可以由它的离散时间样本来表示的，下
面举例说明。

【例6.1.1】 对一维连续时间信号x1（t)、x2（t)、x3（t)进行抽样,试确定样本和信号之间
的对应关系。

解：对一维连续时间信号x1（t)、x2（t)、x3（t)进行抽样,可能会得到相同的样本值xs（t),
如图6.3所示。由于x1（t)、x2（t)、x3（t)与xs（t)之间不存在一一对应关系,即使xs（t)实际是
由x2（t)抽样得到的,但是我们可能利用xs（t)恢复出来的是x1（t)信号。

图6.3 一维连续时间信号的抽样

例6.1.1题说明：如果没有任何条件限制，从连续时间信号抽样所得到的样本序列不能唯
一地代表原来的连续时间信号。此外，对同一个连续时间信号，当抽样间隔不同时，也会得到不
同的样本序列。因此，我们研究连续时间信号的抽样问题时主要关心两点：

（1）在什么条件下，一个连续时间信号可以用它的离散时间样本来代替，而不至于丢失原
有的信息。

（2）如何从连续时间信号的离散时间样本不失真地重构成原来的连续时间信号。

6.1.3.1 信号的抽样

那么，在什么条件下，一个连续时间信号可以用它的离散时间样本来代替，而不至于丢失
原有的信息呢？

下面先来学习一个例子。

【例6.1.2】 已知信号x（t)=Sa2（5πt)[见图6.4（a)所示]的频谱为X（jω)=0.2Λ20π[如
图6.4（b)所示]。分别选用三种抽样速率fs =5Hz、fs =10Hz和fs =15Hz对信号x（t)进
行抽样,画出抽样信号及其频谱,并进行对比分析。

解：信号最高频率为ωM =10πrad/s,根据式（6.6)可知抽样信号的频谱Xs（jω)是频
率ω的周期函数,周期ωs=2π/T,它由一组移位的X（jω)/T=0.2Λ20π（ω)/T组成。因此,

将三种抽样速率fs =5Hz、fs =10Hz和fs =20Hz的抽样间隔T和频率周期ωs信息列

在表6.1中。
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图6.4 被抽样信号及其频谱

表6.1 三种抽样信息比较

抽样速率fs 频率周期ωs 抽样间隔T 0.2Λ20π（ω）/T

5Hz 10π rad/s 0.2s Λ20π（ω）

10Hz 20π rad/s 0.1s 2Λ20π（ω）

20Hz 40π rad/s 0.05s 4Λ20π（ω）

  第一种情况下,fs=50Hz,则x（t)以T=0.2s的间隔被抽样[如图6.5（a)所示],抽样信
号的频谱由Λ20π（ω)以ωs =10πrad/s为频率周期移位组成[如图6.5（b)所示]。

图6.5 第一种情况下抽样信号及其频谱

第二种情况下,fs =10Hz,则x（t)以T=0.1s的间隔被抽样[如图6.6（a)所示],抽样信
号的频谱由2Λ20π（ω)以ωs =20πrad/s为频率周期移位组成[如图6.6（b)所示]。

图6.6 第二种情况下抽样信号及其频谱

第三种情况下,fs =20Hz,则x（t)以T=0.05s的间隔被抽样[如图6.7（a)所示],抽样

信号的频谱由4Λ20π（ω)以ωs =40πrad/s为频率周期移位组成[如图6.7（b)所示]。

由于信号x（t)频谱宽度2ωM =20πrad/s,在上述三种情况中,第一种情况,频率周期

ωs =10πrad/s,小于信号频谱宽度,频谱X（jω)/T在周期延拓成Xs（jω)的过程中相互重叠；

第二种情况,频率周期ωs =20πrad/s,等于信号的频谱宽度,频谱X（jω)/T 在周期延拓成

Xs（jω)的过程中刚好互不重叠；第三种情况,频率周期ωs =40πrad/s,大于信号的频谱宽度,
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图6.7 第三种情况下抽样信号及其频谱

频谱X（jω)/T在周期延拓成Xs（jω)的过程中互不重叠。也就是说,上述三种情况中,第二种情
况和第三种情况下,抽样信号的频谱仅仅是原信号频谱的周期重复,其频谱形状未发生变化,
仅是幅度大小变为原信号频谱的1/T而已,即原信号的频谱X（jω)“不失真”地重复出现在抽
样信号频谱Xs（jω)的每一个周期上。将第二种情况和第三种情况下抽样信号的频谱,分别通
过一个理想滤波器[如图6.6（b)虚线所示]或一个实际的滤波器[如图6.7（b)虚线所示]就可
以无失真地恢复出原信号的频谱X（jω)。

例6.1.2题说明，要想使抽样后的信号样本能完全代表原来的信号，就意味着要能够从

Xs（jω）中不失真地分离出X（jω）。这就要求频谱X（jω）/T在以频率ωs =2π/T周期性延拓成
Xs（jω）的过程中不能相互重叠。如果信号x（t）的最高频率为ωM

（ωM =2πfM），那么，就要求

ωs≥2ωM
，或者说要求时域信号抽样速率fs必须满足

fs≥2fM （6.7）
由于抽样间隔T =1/fs，则抽样间隔必须满足

T≤ 1
2fM

= π
ωM

（6.8）

通常称信号x（t）的最高频率fM 为奈奎斯特频率
······

；而满足式（6.7）的最小抽样速率

fs =2fM 称为信号x（t）的奈奎斯特速率
······

；满足式（6.8）的最大抽样间隔T=π/ωM 称为信号

x（t）的奈奎斯特间隔
······

。
可见，一个连续时间信号x（t）可以唯一的由其样本x（nT）来确定而不致丢失原有的信

息，必须满足两点要求：
（1）x（t）必须是带限的，即x（t）最高频率分量为ωM，当|ω|＞ωM

，X（jω）=0；
（2）抽样间隔T不能是任意的，必须小于x（t）的奈奎斯特间隔。或者说，抽样速率fs不能

是任意的，必须大于x（t）的奈奎斯特速率。
抽样速率fs小于奈奎斯特速率的抽样，我们称之为欠抽样

···
；抽样速率fs等于奈奎斯特速

率的抽样，我们称之为临界抽样
····

；而抽样速率fs大于奈奎斯特速率的抽样，为过抽样
···

。欠抽样
时，组成频谱Xs（jω）的X[j（ω±kωs）]/T相互重叠，从而使得抽样信号的频谱Xs（jω）形状发
生了改变，不再含有和原信号频谱形状相同的部分，这种现象我们称为频谱混叠

····
。

【例6.1.3】 求例6.1.2中信号x（t)=Sa2（5πt)奈奎斯特频率、奈奎斯特速率和奈奎斯
特间隔。

解：信号最高角频率为ωM =10πrad/s,则奈奎斯特频率fM =ωM/2π=5Hz,奈奎斯特速
率为fs =2fM =10Hz,奈奎斯特间隔T=1/2fM =π/ωM =0.1s。对例6.1.2中的三种抽样速
率fs =5Hz、fs =10Hz和fs =15Hz来说,第一种情况下fs＜10Hz是欠抽样,第二种情况
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下fs =10Hz是临界抽样,第三种情况下fs＞10Hz是过抽样。

【例6.1.4】 找出下列每个信号的奈奎斯特频率、奈奎斯特速率和奈奎斯特间隔。
（1)x（t)=25cos（5πt)
（2)x（t)=25cos（500πt)
（3)x（t)=15G2（t)
（4)x（t)=10Sa（5πt)
（5)x（t)=2Sa（5πt)sin（500πt)

解：（1)x（t)=25cos（5πt)←→
FT

25π[δ（ω-5π)+δ（ω+5π)]

该信号的最高频率（唯一频率)是ωM =5πrad/s,奈奎斯特频率fM =2.5Hz,奈奎斯特速
率fs =2fM =5Hz,奈奎斯特间隔T =1/2fM =0.1s。

（2)x（t)=25cos（500πt)←→
FT

25π[δ（ω-500π)+δ（ω+500π)]

该信号的最高频率（唯一频率)是ωM =500πrad/s,奈奎斯特频率fM =250Hz,奈奎斯特
速率fs =2fM =500Hz,奈奎斯特间隔T =1/2fM =0.001s。

（3)x（t)=15G2（t)←→
FT

30Sa（ω)

因为在有限的频率范围内Sa（·)函数不会等于0,所以信号的最高频率是无穷大,因此奈
奎斯特频率、奈奎斯特速率也是无穷大,不存在奈奎斯特间隔。

（4)x（t)=10Sa（5πt)←→
FT

2G10π（ω)

该信号的最高频率是ωM =5πrad/s,奈奎斯特频率fM =2.5Hz,奈奎斯特速率fs=2fM

=5Hz,奈奎斯特间隔T =1/2fM =0.2s。

（5)x（t)=2Sa（5πt)sin（120πt)←→
FT j

5
[G10π（ω+120π)-G10π（ω-120π)]

该信号的最高频率是ωM =125πrad/s,奈奎斯特频率fM =62.5Hz,奈奎斯特速率fs =
2fM =125Hz,奈奎斯特间隔T =1/2fM =0.008s。

例6.1.4说明：对于平缓变化的信号，其细节较少，故高频成分也较少；而对于剧烈变化的
信号，其细节较大，故高频成分较多。因为其频谱宽度不同，所以其各自的奈奎斯特速率也不相
同，剧烈变化信号的奈奎斯特速率较大，而平缓变化信号的奈奎斯特速率较小，所以它们各自
要求的抽样频率也就不相同。而对于时限信号，其频谱无限，不存在奈奎斯特速率。

【例6.1.5】 由于数字化的视频和音频具有高保真、易存储等优点,所以它们一面世就极
受欢迎。下面是两个应用实例。

（1)CCIR601规定亮度信号与色度信号r-y、b-y的抽样比4∶2∶2,这是衡量数字视频
信号是否达到广播级的一个重要国际统一标准。SONY的Betacam-SX录像机采用13.5MHz,

6.75MHz分别作为亮度信号与色度信号r-y、b-y的抽样速率。主要考虑有三点：其一,亮度
信号抽样频率的选择必须兼顾不同的扫描制式,由于现行的扫描制式主要有625行/50场和

525行/60场两种,它们的行频分别为15625Hz和15734.265Hz,如果亮度抽样频率为

13.5MHz,恰好是上述两种行频的整数倍；其二,按照国际现行电视制式,亮度信号最大带宽
是6MHz,奈奎斯特速率等于2×6=12MHz,可见取13.5MHz,满足抽样速率大于奈奎斯特
速率条件；其三,人眼的视觉对亮度变化比对色度变化敏感度更高,色差信号的带宽可以比亮
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度信号带宽窄得多,所以在分量编码时两个色差信号的抽样频率可以低一些,可以为亮度信号
抽样频率的一半,即6.75MHz。

（2)人类的听力范围是20Hz～20kHz,奈奎斯特速率是20kHz×2=40kHz,所以CD音
质采用44.1kHz抽样速率,稍高于奈奎斯特速率40kHz。但在不同的实际应用中,音频的频率
范围是不同的。例如,根据CCITT公布的声音编码标准,把声音根据使用范围分为以下三级：
电话语音级：300Hz～3.4kHz；调幅广播级：50Hz～7kHz；高保真立体声级：20Hz～20kHz。
因此,目前在多媒体系统中捕获声音的标准抽样速率定为11.025kHz、22.05kHz、44.1kHz三
种,与电话语音、调幅广播和高保真立体声（CD音质)三级使用相对应。而我们平常对语音信
号的抽样,速率可选择8kHz（＞2×3.4kHz=6.8kHz)。

6.1.3.2 信号的恢复

讨论了信号抽样必须满足的条件之后，接下来要关心的问题就是，如何从连续时间信号的
离散时间样本不失真地重构成原来的连续时间信号呢？

通过前面例6.1.2题的分析发现，只要将Xs（jω）通过一个截止频率为ωM的理想低通滤波

器，就可以得到频谱X（jω）/T。为了完全准确的重建连续时间函数x（t），还要求该滤波器的通
带增益为T。即该滤波器的频率响应为

H（jω）=TG2ω
M
（ω）=

T |ω|＜ωM

0 |ω|＞ω
㊣
㊣

㊣ M

（6.9）

输出y（t）信号的频谱为

Y（jω）=Xs（jω）H（jω）= H（jω）1
T∑

∞

k=-∞
X[j（ω-kωs

）]，ωs =2π
T ＞2ωM

=TG2ω
M
（ω）1

T∑
∞

k=-∞
X[j（ω-kωs

）]=X（jω） （6.10）

由傅里叶变换的唯一性可知

y（t）=x（t） （6.11）
实际上，如果抽样速率fs大于信号的奈奎斯特速率，则理想低通滤波器的截止频率为ωc

可以大于信号的最高频率ωM
，满足ωM ＜ωc＜（ωs-ωM

）都可以得到式（6.10）和式（6.11）的
结果，见下面的例子。

【例6.1.6】 以fs=10Hz对信号x（t)=Sa（5πt)进行理想抽样后,通过图6.8（b)所示
滤波器,试证明图6.8（a)所示系统对信号x（t)=Sa（5πt)来说是无失真传输系统。

图6.8 信号的抽样与恢复
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解：x（t)=Sa（5πt)←→
FT

0.2G10π（ω),信号的最高频率是ωM =5πrad/s
根据式（6.4)和式（6.6)有

xs（t)=x（t)δT（t)←→
FT

Xs（jω)= 1
2π

X（jω)*ωs∑
∞

k=-∞
δ（ω-kωs)

=0.2
T ∑

∞

k=-∞
G10π[j（ω-kωs

)],ωs =2π
T  T =0.1s

抽样速率fs =10Hz大于奈奎斯特速率2fM =5Hz,为过抽样,即频谱2G10π（jω)在以

ωs =20π周期延拓时不会发生频谱混叠现象,如图6.9所示。

图6.9 重建滤波器截止频率的选择

从图6.9可见,将信号xs（t)通过滤波器H（jω)=G2ω
s
（ω)=

1 |ω|≤ωc

0 |ω|＞ω㊣
㊣

㊣ c

,ωc=10π后,

由于5π＜ωc＜15π,从抽样信号频谱中取出和原信号频谱形状相同部分：2G10π（ω),即从抽样
信号中恢复出信号y（t)=10Sa（5πt)=10x（t)。

无论图6.8（a)所示系统内部对信号x（t)进行了何种处理,其输入输出结果满足无失真的
要求,即图6.8（a)所示系统对信号x（t)来说是无失真传输系统。

将上述条件归纳一下，可以得到时域抽样定理
······

：
（1）对带限于最高频率ωM 的连续时间信号x（t），只有在以ωs≥2ωM 的频率周期对其进行

理想抽样时，x（t）可以唯一地由其样本x（nT）来确定而不丢失原有的信息；
（2）如果需要从连续时间信号的离散时间样本x（nT）不失真地恢复成原来的连续时间信

号x（t），需要将其样本值序列通过一个低通滤波器，该理想滤波器的截止频率ωc 必须满足

ωM ＜ωc＜ （ωs-ωM
）的条件，其通带增益为T。

6.2 实际抽样的过程

冲激串抽样是一种理想情况，通过使用这种模型在6.1节我们研究了连续时间信号和抽
样信号之间的关系，得到了时域抽样定理。由于产生和传输接近冲激信号那样宽度窄、而幅度
大的信号在工程上都很困难，因此，实际抽样过程并不是瞬间完成的，抽样开关每完成一次抽
样，总是需要一定的时间。以抽样电信号为例，最常用的方法就是使用抽样/保持（S/H）和
模/数 转换器（ADC）这两种设备。有时这两种设备会被集成在一个电子模块中。

这里我们仅介绍抽样/保持设备（S/H）。S/H的激励源是模拟电压输入，当S/H的抽样时
钟脉冲到来时，它会在输出端再生出输入电压作为响应，并保持该电压，直到下一个时钟脉冲
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图6.10 抽样保持电路

到来。抽样/保持电路基本原理如图6.10所示，
它主要由保持电容C、输入/输出缓冲放大器（均
连接成跟随器形式），以及控制开关S组成。抽样
期间，开关闭合，输入跟随器的输出给电容器C
快速充电；保持期间，开关断开，由于输出缓冲放
大器的输入阻抗极高，电容器上存储的电荷将基
本维持不变，以保证A/D转换时的精确度。

设输入的模拟电压为x（t），抽样时钟脉冲序列为pT（t），S/H对输入电压的抽样发生在时
钟脉冲持续时间，如图6.11所示。在时钟脉冲持续期间，输出电压信号很快从前一个值开始变
化以跟踪输入激励信号的变化。在时钟脉冲结束后，输出电压信号将保持固定值，直到下一个
时钟脉冲的发生。

图6.11 抽样保持电路的操作过程

假设理想S/H的时钟脉冲持续时间为零，能获得信号的瞬时值并允许快速抽样。即假设
理想S/H每个抽样脉冲的面积为1，并且在持续时间减小时，保持面积不变，则当时钟脉冲持

续时间趋于零，∑
∞

n=-∞
Gτ（t-nT）→ ∑

∞

n=-∞
δ（t-nT），即时钟脉冲信号pT（t）→δT（t）：理想抽样保

持电路的抽样效果可以用6.1节中的冲激串抽样模型来表示。
实际上S/H后面会有一个ADC设备，而ADC在S/H保持期间对S/H的输出信号进行

模/数 转换。S/H和ADC共同作用的效果等同于在S/H时钟脉冲后沿位置处进行冲激抽样，
如图6.12所示。

图6.12 实际抽样输出信号
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实际中还经常遇见一种抽样情况，即图6.11所示的输出信号在S/H的持续时间中等于输
入信号x（t）的值，而在其余时间内为零，如图6.13所示。这种情况下的抽样称为脉冲串抽样

·····
，

在通信和控制系统中又称为脉冲幅度调制
······

（PAM）。

图6.13 脉冲串抽样

在数学上，假设脉冲持续期间为τ，抽样间隔为T（T＞τ），脉冲序列pT（t）可表示为

pT（t）= ∑
∞

n=-∞
Gτ（t-nT） （6.12）

对式（6.12）作傅里叶变换可得到pT（t）的频谱：

PT（jω）=F[pT（t）]=2π
Tτ∑

∞

n=-∞
Sa

nωsτ（ ）2 δω-2π
T（ ）n

=ωsτ∑
∞

n=-∞
Sa

nωsτ（ ）2 δ（ω-nωs
） （6.13）

式（6.13）中ωs =2π
T

，为抽样频率。

如果被抽样的信号为x（t），则图6.13抽样信号是

xs（t）=x（t）∑
∞

n=-∞
Gτ（t-nT） （6.14）

变换到频域有

Xs（jω）= 1
2π

X（jω）* 2π
Tτ∑

∞

n=-∞
Sa

nωsτ（ ）2 δ（ω-nωs[ ]）= ∑
∞

n=-∞

τ
TSa

nωsτ（ ）2
X[j（ω-nωs

）]

（6.15）

式（6.15）说明，脉冲串抽样后，抽样信号的频谱Xs（jω）是幅度加权了τ
TSa nωτ（ ）2

后的周期延

拓函数，延拓周期仍为ωs =2π
T

，如图6.14所示。

图6.14 脉冲串抽样信号的频谱图

从图6.14可见，如果抽样间隔T满足时域抽样定理的要求，那么频谱Xs（jω）仍然是信号

x（t）频谱的周期重复，每一个重复互不重叠，只不过乘上了不同的常数。同样可以用一个低通
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滤波器将信号x（t）从xs（t）中恢复出来。

为了能从xs（t）恢复x（t），就要将抽样信号通过一个低通滤波系统H（jω），使得

Xs（jω）H（jω）= ∑
∞

n=-∞

τ
TSa

nωsτ（ ）2
X[j（ω-nωs

）]H（jω）=X（jω） （6.16）

根据式（6.16），H（jω）应该满足

H（jω）=

T
τ

1

Sa nωτ（ ）2

|ω|＜ωc

0 |ω|＞ω
㊣

㊣

㊣ c

，ωM ＜ωc＜ （ωs-ωM
） （6.17）

6.3 实际信号的重建过程

6.3.1 内插公式和内插函数

由信号的离散时间样本重建连续时间函数x（t）的过程被称为内插
··

。这一重建的结果可以
是近似的，也可以是完全准确的。

式（6.10）是频域表示的完全准确的内插过程，称为理想内插
····

。下面可从时域的角度来分
析这个内插过程。

假设h（t）为理想低通滤波器的单位冲激响应，对式（6.9）表示的理想低通滤波器进行傅
里叶反变换可得

h（t）=F-1[H（jω）]=F-1[TG2ω
M
（ω）]=

TωM

π
Sa[ωMt] （6.18）

将式（6.10）进行傅里叶反变换，可以得到其时域表示：

x（t）=xs（t）*h（t）= ∑
∞

n=-∞
x（nT）δ（n-nT）*h（t）= ∑

∞

n=-∞
x（nT）h（t-nT）

=
ωMT
π ∑

∞

n=-∞
x（nT）Sa[ωM

（t-nT）] （6.19）

式（6.19）称为时域抽样的“内插公式
····

”，其中Sa（·）称为内插函数
····

。

式（6.19）表明：理想内插是以理想低通滤波器的单位冲激响应作为内插函数。在临界情
况下，ωs =2ωM

，即T =π/ωM
，式（6.19）的内插公式可以写成更简单的形式，即

x（t）= ∑
∞

n=-∞
x（nT）Sa π

T
（t-nT[ ]） （6.20）

式（6.20）描述了样本点x（nT）完全精确地拟合成一条连续曲线的过程，如图6.15（d）所示。

图6.15（d）是图6.15（c）中的样本值按照式（6.20）中每一项叠加起来的结果。
同式（6.20）一样，利用理想低通滤波器的单位冲激响应的内插通常称为带限内插

····
。因为

这种内插，只要x（t）带限，而且抽样频率ωs满足时域抽样定理中的条件，就能真正实现信号的
重建。然而，根据前面第5章的学习，我们知道理想低通滤波器是非因果的，物理不可实现，实
际中使用时需要对其作一个因果的近似；另外，即使该滤波器可以实现，式（6.20）表示，完全
精确的理想内插每一个点的信息重建都必须要用到信号x（t）无限多个抽样点的信息，而无限
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长时间的抽样在实际中也是不可能的，所以在很多情况下，宁可采用准确性差一些，但是比
式（6.20）要简单一些的内插函数，来近似重建连续时间函数x（t）。

图6.15 利用Sa函数的理想内插

6.3.2 零阶保持内插和线性内插

首先，我们来考虑最简单的插值滤波器，其冲激响应为GT（t），如图6.16（a）所示。这种内
插也叫零阶保持内插

······
。

图6.16 采用零阶保持的简单内插

零阶保持内插的内插公式为

x（t）= ∑
∞

n=-∞
x（nT）GT（t-nT） （6.21）

式（6.21）描述了样本点x（nT）通过零阶保持的手段拟合成一条连续曲线的过程，如
图6.16（b）所示。

对GT（t）作傅里叶变换，可以得到零阶保持内插滤波器的频率响应，即

H（jω）=F[GT（t）]=TSa T
2（ ）ω （6.22）
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图6.16（c）给出了零阶保持内插函数的频率响应，并将其叠放在一个能实现理想内插的
滤波器特性上，以供比较。可见，在这种情况下，系统h（t）=GT（t）就代表对一个能实现理想内
插的理想低通滤波器的近似。

从图6.16（c）可见，能够实现理想内插的低通滤波器，可以无失真地保留信号有效频带范
围内的频谱分量，而滤除其他频率的信号分量。

零阶保持滤波器没有理想内插滤波器的绝对带宽，因为它的频率响应不可能在高于某个
有限的频率之后全为零；另外，零阶保持滤波器在低频部分也不像理想内插滤波器那样具有完
全平坦的幅度谱，所以，零阶保持内插重建的信号会出现一定程度的失真。但是零阶保持滤波
器的幅频响应在每个周期延拓出来的频谱中心处为零，并且幅度随频率逐渐减小，以尽可能降
低了频谱混叠引起的失真，如图6.17所示。在很多情况下，零阶保持内插代表了一种可能
的（当然是粗糙的），样本值之间的内插。

图6.17 由零阶保持重建信号的幅度谱

接下来，我们考虑一个插值滤波器，其冲激响应为三角形脉冲Λ2T（t），如图6.18（a）所示。
以三角形脉冲为内插函数的这种内插，是一种简单而有用的内插形式，通常称之为线性内插

····
，

也叫一阶保持内插
······

。线性内插相当于将相邻的样本点用直线连起来，如图6.18（b）所示。

图6.18 样本点之间的线性内插

线性内插的内插公式为

x（t）= ∑
∞

n=-∞
x（nT）Λ2T（t-nT） （6.23）
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式（6.23）描述了样本点x（nT）通过线性拟合的方法形成一条连续曲线的过程，如图6.18（b）
所示。

对Λ2T（t）作傅里叶变换，可以得到线性内插滤波器的频率响应，即

 H（jω）=F[Λ2T（t）]=F 1
TGT（t）*GT（t[ ]）= 1

T TSa T
2（ ）[ ]ω

2

=TSa2 T
2（ ）ω （6.24）

图6.18（c）给出了线性内插函数的频率响应，并将其叠放在一个能实现理想内插的滤波
器特性上，以供比较。线性内插滤波器的频率响应与零阶保持滤波器相类似，但是幅度随频率
衰减更快一些，可以进一步抑制混叠。所以对比图6.16（b）和图6.18（b）会发现线性内插比零
阶保持内插的平滑度要高一些。

在更为复杂的内插公式中，样本点之间可以用高阶多项式或其他的数学函数来拟合。它们
所产生的信号具有更好的平滑度。

6.4 频谱混叠

几乎每个人都看见过频谱混叠的现象，只是可能不知道而已。例如，在电视上看一部西部
电影，其中有辐条式车轮马车奔驰的场景。随着马车车轮转动速度的逐渐加快，虽然马车明显
在前进，但由于电影通常以每秒30帧（人眼不宜察觉其不连续性）的速率播放（相当于电影图
像以fs =30Hz的速率被抽样），当车轮的转速达到一定程度时（fs＜2fM），你会感觉到车轮
停止向前转动反而向后转动起来，这是因为每秒30帧不满足对转动车轮的抽样条件，车轮的
转速折叠下来。这就是混叠现象的例子。

根据时域抽样定理，如果信号带限于最高频率ωM
，若抽样速率fs小于奈奎斯特速率2fM，

即发生欠抽样。抽样信号xs（t）的频谱不再是原信号频谱的周期重复，原信号频谱在周期延拓
过程中周期谱图相互重叠，即相邻周期谱图之间高频与低频部分发生重叠，使得抽样信号频谱
形状发生了变化，不再含有和原信号频谱形状相同的部分，出现了频谱混叠，如图6.19所示。
如果以图6.19所示低通滤波器对信号进行恢复，将丢失原始信号中的高频信息，而相邻周期
谱图中的低频信息又混了进来，即频谱混叠的结果将使得高于ωs

/2的频谱分量以ωs
/2为轴折

叠下来，从而引起重建信号的失真。

图6.19 频谱混叠

图6.19说明，频谱混叠的直接表现就是信号频谱发生变化，高、低频成分发生混淆，又称
为频谱混叠效应

······
。

由于傅里叶分析的整个理论是建立在任何信号都可以分解为谐波信号的基础上的。因此，
我们可以通过分析谐波信号的抽样来了解频谱混叠效应。
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【例6.4.1】 以小于奈奎斯特速率的抽样速率对谐波信号cosω0t进行抽样分析。
解：奈奎斯特速率2fM =ω0

/π,抽样速率fs＜2fM,欠抽样。谐波信号cosω0及其抽样结果

参见图6.20（a),（b)。仅利用这些抽样值,就很有可能以为它们来自图6.20（c)的低频谐波信
号。图6.21给出了该过程的频域解释。

图6.20 谐波信号欠抽样的时域效果

  

图6.21 谐波信号欠抽样的频域效果

从频域来看,连续时间信号cosω0t的频谱为±ω0处的两根谱线,如图6.21（a)所示,当fs

＜2fM 时,频谱混叠使得较高频率被折转到较低频率上了,如图6.21（b)所示。此时,通过理想
低通滤波器恢复的信号为比ω0 要低的谐波信号,如图6.21（c)所示。

例6.4.1题说明：如果抽样速率小于奈奎斯特速率，欠抽样，会使得抽样信号中混入了虚
假的低频分量，造成谐波信号的频率模糊。

当抽样速率fs等于奈奎斯特速率2fM，X（jω）/T以ωs =2ωM 为周期移位形成抽样信号

xs（t）的频谱时，刚好没有出现混叠，如图6.22所示。理论上，用一个理想滤波器就可以无失真
地恢复出原信号的频谱X（jω）（如图6.22中虚线所示）。

图6.22 临界抽样信号的频谱

实际应用时，如果抽样速率fs等于奈奎斯特速率2fM，即抽样频率ωs=2ωM 时，将不足以
从样本恢复原信号的。下面举例说明这一点。

【例6.4.2】 用图6.23所示频闪器去拍摄其右上角旋转圆盘在顺时针以角速度ω0 旋转

时圆盘上线条的位置。当频闪器的频闪拍摄速度ωs =4ω0
,2ω0

,4ω0
/3,ω0 时,试通过拍摄结果
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确定旋转圆盘的旋转方向以及旋转角速度。

图6.23 频闪器测速

解：当频闪器的频闪拍摄速度ωs =4ω0
,2ω0

,4ω0
/3,ω0 时,在第1、2、3、4次测量得到的旋

转圆盘上线条位置如图6.24所示。

图6.24 过抽样和欠抽样的频闪器测量结果

旋转圆盘在顺时针以角速度ω0旋转,其最高频率分量为ω0
,若对其图像进行抽样,奈奎斯

特频率为f0 =ω0
/2π。当频闪器以ωs 去拍摄旋转圆盘的图像时,相当于旋转圆盘的图像以

fs =ωs
/2π的速率被抽样。

从图6.24可见,当ωs=4ω0时,fs＞2f0,出现过抽样,从第1、2、3、4次测量得到的旋转圆
盘上线条位置可得出圆盘在顺时针旋转,其旋转角速度等于ωs

/4=ω0
。

当ωs =2ω0 时,fs =2f0,无法从测量得到的旋转圆盘上线条位置判断出圆盘旋转方向：

假设圆盘在顺时针旋转,则其旋转角速度等于ωs
/2=ω0

；但若假设圆盘在逆时针旋转,则也可
推出其旋转角速度等于ωs

/2=ω0
。

当ωs =4ω0
/3时,fs＜2f0,欠抽样,从第1、2、3、4次测量得到的旋转圆盘上线条位置,可

得出圆盘在逆时针旋转的结论,其旋转角速度等于ωs
/4=ω0

,这与实际情况刚好相反。

而当ωs =ω0时,fs＜2f0,欠抽样,根据第1、2、3、4次测量得到的旋转圆盘上线条位置的
显示,圆盘没有旋转,这完全不符合实际情况。

例6.4.2说明，只有当抽样频率大于两倍的圆盘旋转频率，出现过抽样时，才得出了关于
圆盘旋转方向以及旋转角速度的正确结论。当出现欠抽样时，欠抽样的结果使得圆盘的旋转频
率被折叠下来，特别是当抽样速率等于圆盘的旋转频率，深度欠抽样的结果使得圆盘的旋转频
率被混到零频率上去了，因而，无法通过拍摄结果确定出旋转圆盘的正确旋转方向以及旋转角
速度。但是，当抽样频率两倍于圆盘的旋转频率时，同样无法通过拍摄结果确定出旋转圆盘的
正确旋转方向以及旋转角速度。

同样，抽样速率fs等于奈奎斯特速率2fM 时的频谱混叠效应，我们可以通过分析谐波信
号的抽样来了解。
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任何频率的谐波信号都可以表示为同频正弦信号和余弦信号之和：

Acos（ω0t+θ）=Acos（ω0t）cos（θ）-Asin（ω0t）sin（θ）

= [Acos（θ
㊣㊣ ㊣

）]
Ac

cos（ω0t）+[-Asin（θ
㊣㊣ ㊣

）]
As

sin（ω0t）

=Accos（ω0t）+Assin（ω0t） （6.25）
式（6.25）中，Accos（ω0t）为谐波信号的余弦部分，通常称为同相分量

····
；而Assin（ω0t）为谐波信

号的正弦部分，通常称为正交分量
····

。因此，谐波信号的抽样相当于分别对同相分量和正交分量
抽样后再求和。

【例6.4.3】 分别以奈奎斯特频率的2倍和2.1倍对谐波信号Acos（ω0t+θ)进行抽样分析。
解：（1)对Acos（ω0t+θ)信号以奈奎斯特频率f0 =ω0

/2π的2倍进行抽样,即抽样速率等
于奈奎斯特速率。该抽样速率是否能确定谐波信号呢？结果是否定的!参见图6.25所示cosω0t
和sinω0t的抽样。

图6.25 抽样速率等于奈奎斯特频率的2倍（抽样速率等于奈奎斯特速率）

图6.26 以奈奎斯特速率抽样时与

余弦信号具有相同抽样值的谐波信号

从图6.25（b)可见,当抽样速率等于奈奎斯特速率
时,正弦信号sinω0t所有抽样值都为零,即混叠效应造成
了谐波信号正交分量的丢失。例如图6.26的谐波信号,它
和图6.25（a)余弦信号具有相同频率,而且抽样值一样。

（2)对Acos（ω0t+θ)信号以奈奎斯特频率的2.1倍
进行抽样,即抽样速率略高于奈奎斯特速率。该抽样速率
是否能确定谐波信号呢？结果是肯定的!参见图6.27所示

cosω0t和sinω0t信号的抽样。
由于抽样速率略高于奈奎斯特速率,所以谐波信号

的同相分量和正交分量的抽样值并不总是过零点,所以抽样值有足够的信息来重建谐波信号。

图6.27 抽样速率等于奈奎斯特频率的2.1倍（抽样速率大于奈奎斯特速率）
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例6.4.3说明以奈奎斯特速率对谐波信号抽样，丢失谐波信号的正交分量，根据式（6.25）
可知，该混叠效应不会引起频率分量的模糊，但是会引起信号幅度和相位信息的模糊。

由此可知，从用样本代替信号的角度出发，工程应用中希望抽样速率能大于奈奎斯特速
率，即过抽样。然而欠抽样在工程实际中还是有它的应用，见下面的例子。

【例6.4.4】 在测量仪器中有一种抽样示波器,它借助抽样原理将欲观察而又不便观察
显示的很高频率的信号折叠到一个较低的容易显示的频率上。这个很高频率的信号往往具有
极短的时间波形（例如纳秒量级),由于最快的示波器的反应时间也比它长,因此这个波形无法
直接显示。然而如果这个波形是周期的,可以用图6.28的想法来间接显示,即可对快速波形

x（t)进行抽样,每个周期仅抽样一次,但在每个相邻的周期抽样依次推迟Δ（根据x（t)的带宽
而适当地选取的一个增量Δ,若信号x（t)最高频率分量为ωM

。该Δ满足π/Δ＞ωM
),这样所得

到的抽样信号通过一个合适的低通滤波器,可以得到信号y（t),该信号相当于对信号x（t)作
了一个时域上展宽的尺度变换,即y（t)=x（at),0＜a＜1。试确定a值和信号周期T 和增量

Δ的关系。

图6.28 欠抽样示波器原理图

解：信号x（t)最高频率为ωM
,即其频谱X（jω)的有效频带范围为（-ωM

,ωM
),奈奎斯特速

率fs =ωM
/π,则奈奎斯特间隔Δ=1/2fM =π/ωM

。

如果对信号x（t)进行尺度变换,y（t)=x（at),0＜a＜1,根据第3章学习的傅里叶变换
的时频展缩特性,其频谱Y（jω)的有效频带范围为（-aωM

,aωM
)。尺度变换后的信号,奈奎斯

特速率fs =aωM
/π,奈奎斯特间隔T+Δ=1/fs =π/aωM

。

由于Δ=π/ωM
,故T+Δ=Δ/a,即a= Δ

T+Δ
。

6.5 频域抽样定理

抽样的本质是将连续变量的函数离散化，在频域也可以对连续的频谱进行抽样。由于时域
与频域是完全对偶的，因此这一过程可以与时域抽样一样来分析。我们先画出频域抽样的数学
模型，如图6.29所示。

理想情况下，图6.29中频域抽样信号为

Pω
0
（jω）= ∑

∞

k=-∞
δ（ω-kω0

） （6.26）

式（6.26）中ω0为频谱抽样间隔。对式（6.27）作傅里叶反变换可得到频域抽样信号ps（t）的时
域表示：
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图6.29 频域抽样

pω
0
（t）=F-1[Pω

0
（jω）]= 1

ω0
∑
∞

k=-∞
δt-2π

ω0（ ）k （6.27）

根据图6.29的数学模型，抽样在频域可表示为

XT（jω）=X（jω）Pω
0
（jω）= ∑

∞

k=-∞
X（jkω0

）δ（ω-kω0
） （6.28）

由时域卷积定理有

xT（t）=x（t）*pω
0
（t） （6.29）

将式（6.27）代入式（6.29），有

xT（t）=x（t）* 1
ω0
∑
∞

k=-∞
δt-2π

ω0（ ）k = 1
ω0
∑
∞

k=-∞
xt-2π

ω0（ ）k （6.30）

式（6.30）表明：对信号x（t）的频谱进行频域理想抽样，相当于在时域将信号以T =2π/ω0 为

周期无限延拓，如图6.30所示。

图6.30 频域抽样的时域表现

要使频域抽样的样本能完全代表原信号，就必须保证信号在周期性延拓时不发生重叠。为
此要求：

（1）信号x（t）必须时限于TM，即x（t）仅在（-TM，TM）上有值；
（2）频谱抽样间隔ω0 不能是任意的，必须保证其对应的时域延拓周期T =2π/ω0 满足

T＞2TM 的条件。

图6.31 矩形窗函数

满足上述两个条件时，可以通过如图6.31所示的矩形窗，从周
期性延拓的信号中截取出原信号。

图6.31所示的矩形窗可表示为

w（t）=
ω0 |t|≤π/ω0

0 |t|＞π/ω㊣
㊣

㊣ 0

（6.31）
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则恢复信号可表示为

x（t）=xT
（t）w（t） （6.32）

式（6.32）的频域表示为

X（jω）= 1
2π

XT（jω）*W（jω）= 1
2 [π ∑

∞

k=-∞
X（jkω0

）δ（ω-kω0 ]）*W（jω）

= 1
2π∑

∞

k=-∞
X（jkω0

）W（jω-jkω0
） （6.33）

式（6.33）表示：从频谱的样本重建信号x（t）的频谱时，其频域内插过程是以式（6.31）矩形窗
的频谱作为内插函数实现的。对式（6.31）作傅里叶变换有

W（jω）=2πSa（πω/ω0
） （6.34）

将式（6.34）代入式（6.33），有

X（jω）= ∑
∞

k=-∞
X（jkω0

）Sa π
ω-kω0

ω（ ）
0

（6.35）

将上述条件归纳一下，可以得到与时域抽样定理对偶的频域抽样定理
······

：
（1）对时限于TM 的连续时间信号x（t）的频谱进行理想抽样时，频谱抽样间隔ω0 必须满

足π
ω0
＞TM 的条件，这样X（jω）可以唯一地由其样本X（jkω0

）来确定而不致丢失原有的信息；

（2）如果需要从X（jω）的离散时间样本X（jkω0
）不失真地恢复成原来信号的频谱X（jω），

需要将其频域抽样后的周期信号xT（t）通过一个矩形窗，该矩形窗的时宽τ必须满足TM ＜τ
2

＜
2π
ω0

-T（ ）M 的条件，幅度增益为ω0
。

频域抽样定理揭示了信号时域和频域的一种对应关系，即频域抽样对应时域的周期性，这
与前面我们所学习的“连续周期信号的频谱是离散的”相对应；由于时域抽样对应于频域的周
期性，可以预见离散信号的频谱应该是具有周期性的，这一点我们在后续章节将会学习到。

应该指出：带限信号一定不时限；时限信号一定不带限
﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏

。因此，对带限信号在频域抽样时，
频谱的样本不能代表原信号，对时限信号在时域抽样时也是如此。

习  题  六

6.1-1 已知一实值信号x（t），当抽样频率ωs =10000π时，x（t）能用它的样本唯一确定，问

X（jω）在ω取何值时保证为0？

6.1-2 试确定对下面各信号的最低允许抽样频率和最大允许抽样间隔：
（1）Sa（100t）        （2）Sa2（100t）
（3）Sa（100t）+Sa（50t） （4）Sa（100t）+Sa2（60t）
（5）G300（t）

6.1-3 用截止频率为ωc =1000π的理想低通滤波器可以从连续时间信号x（t）的样本xs（t）
恢复出x（t），如果还想对x（t）进行抽样，下列抽样周期哪些可以保证在利用一个合适
的低通滤波器后能够再次恢复出x（t）？
（1）T =0.5×10-3 （2）T =2×10-3 （3）T =10-4

091 信号分析与处理（修订版）



6.1-4 试确定对下面各信号的奈奎斯特速率。
（1）x（t）=1+cos（2000πt）+sin（4000πt）
（2）x（t）=4sin（4000πt）+3cos（7000πt）
（3）x（t）=-10sin（40πt）cos（300πt）

6.1-5 判断下面每一种说法的对错
（1）只要抽样周期T＜2T0，信号x（t）=u（t+T0）-u（t-T0）的冲激串抽样就不会
混叠；

（2）只要抽样周期T＜ π
ω0

，频谱为X（jω）=u（ω+ω0
）-u（ω-ω0

）的信号x（t）的冲

激串抽样就不会混叠；

（3）只要抽样周期T＜2π
ω0

，频谱为X（jω）=u（ω）-u（ω-ω0
）的信号x（t）的冲激串

抽样就不会混叠。

6.1-6 如题6.1-6图所示的系统中，有两个时间函数x1（t）和x2（t），其乘积x（t）被pT（t）抽
样，x1（t）和x2（t）均为带限信号：

X1（jω）=0，|ω|≥ω1

X2（jω）=0，|ω|≥ω2

为了保证x（t）能通过某一理想低通滤波器从xs（t）中恢复出来，试求最大的抽样间
隔T？

题6.1-6图

6.1-7 已知信号x（t）的奈奎斯特速率为f0，试确定对下面各信号的奈奎斯特速率：
（1）y（t）=x（t）+x（t-1）     （2）y（t）=dx（t）/dt
（3）y（t）=x2（t） （4）y（t）=x（t）cosω0t，ω0 =2πf0

6.2-1 对信号x（t）=10Sa（500πt），通过乘以脉冲串pT
（t）=∑

∞

n=-∞
G0.0001（t-nT），T=0.001

来进行抽样，从而得到抽样信号xs（t），试画出xs（t）及其频谱Xs（jω）。

6.2-2 对信号x（t）=Sa（200πt），通过乘以脉冲串pT
（t）=∑

∞

n=-∞
Gτ（t-nT），τ=0.8ms，T=

4ms来进行抽样，从而得到抽样信号xs（t）。
（1）若xs（t）通过一个单位增益、截止频率ωc=200πrad/s的理想低通滤波器，试求滤
波器的输出信号y（t）。

（2）若xs（t）通过一个单位增益、截止频率200πrad/s＜ωc＜300πrad/s的理想低通
滤波器，试求滤波器的输出信号y（t）。

（3）若xs（t）通过一个单位增益、截止频率ωc＞300πrad/s的理想低通滤波器，试求滤
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波器的输出信号y（t）。

6.2-3 对信号x（t）=Sa（200πt），通过乘以脉冲串pT
（t）= ∑

∞

n=-∞
Gτ（t-nT）来进行抽样，从

而得到抽样信号xs（t），若T等于信号奈奎斯特间隔，而τ=T/2，试画出xs（t）及其频
谱Xs（jω）。

6.2-4 如题6.2-4图所示系统，已知x（t）是频带受限（-ωm
，ωm

）的连续时间信号。

题6.2-4图

（1）求F[y（t）]；
（2）为了从y（t）中恢复原信号x（t），试确定ωm 和T的关系；
（3）确定y（t）应通过怎样的滤波器才能恢复出x（t）。

6.3-1 信号x（t）用抽样周期为T的冲激串δT（t）= ∑
∞

n=-∞
δ（t-nT）抽样后，xs（t）经过一个零

阶保持内插处理，输出信号x0（t），而x1（t）是xs（t）经过一个一阶保持内插处理的输
出信号，试给出一个滤波器的频率响应，若该滤波器的输入信号为x0（t），则该滤波器
的输出信号为x1（t）。

6.3-2 设信号x（t）为一带限信号，当|ω|＞π/T，X（jω）=0。

（1）若用抽样周期为T的冲激串δT（t）=∑
∞

n=-∞
δ（t-nT）对其抽样，试确定一个内插函

数h（t），使得dx（t）/dt= ∑
∞

n=-∞
x（nT）h（t-nT）；

（2）函数h（t）唯一吗？

6.3-3 设以速率fs 对x（t）=sin（2πt）进行抽样，下述公式用 MATLAB画出时间范围

-1＜t＜1的内插波形。

x（t）≌2fc

fs∑
N

n=-N
x（nT）Sa[ωc

（t-nT）]，ωc =2πfc

给定的fs，fc和N 的参数如下。
（1）fs =4，fc =2，N =1    （2）fs =4，fc =2，N =2
（3）fs =8，fc =4，N =4 （4）fs =8，fc =2，N =4
（5）fs =16，fc =8，N =8 （6）fs =16，fc =8，N =16

6.3-4 对于每个给定的信号和抽样速率，用MATLAB画出原信号在-1＜t＜1的图形，以
及抽样值之间使用零阶保持内插和一阶保持内插后的图形。（画零阶保持内插图形，
本题可使用 MATLAB的stairs函数）
（1）fs =8，x（t）=sin（2πt）    （2）fs =32，x（t）=sin（2πt）
（3）fs =8，x（t）=G1（t） （4）fs =8，x（t）=Λ1（t）

6.4-1 一个实值奇函数的周期信号x（t），其傅里叶级数表示为

x（t）=∑
5

k=0（ ）1
2

k

sin（kπt）
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抽样周期为T =0.2s的冲激串δT（t）= ∑
∞

n=-∞
δ（t-nT）抽样后

（1）xs（t）会发生混叠吗？
（2）若xs（t）通过一个截止频率为π/T和通带增益为T的理想低通滤波器，求输出信
号y（t）的傅里叶级数表示。

6.4-2 现以fs=8Hz对信号x1（t）=e-t和x2（t）=e-t+sin（8πt）进行抽样，试证明两者的
抽样值相同。

6.4-3 对于下面的信号，以给定速率进行抽样，试求出抽样信号的频谱，并解释为什么两个
信号的抽样值相同。
（1）x1（t）=4cos（16πt），x2（t）=4cos（76πt），fs =30
（2）x1（t）=6Sa（8πt），x2（t）=6Sa（8πt）cos（400πt），fs =100
（3）x1（t）=9cos（14πt），x2（t）=9cos（98πt），fs =56

6.5-1 试画出以下信号幅度谱，并计算其傅里叶反变换，并证明它们不是时限信号。
（1）X（jω）=G1（ω）e-j2ω     （2）X（jω）=Λ100（ω）e-jω/2

（3）X（jω）=δ（jω-4π）+δ（jω+4π）
（4）X（jω）=j[δ（jω-4π）+δ（jω+4π）]*G8（ω）
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第7章 离散时间信号的频域分析

在第3章中我们研究了将连续信号分解为正弦或指数信号之和的方法。这一章要对离散
时间信号讨论类似的结果，采用的途径与连续时间信号所用的是完全并行的。首先，将周期序
列x（n）表示为由离散时间复指数（或正弦）及其谐波构成的傅里叶级数，然后再将这种表示推
广到非周期序列x（n），这里仍将x（n）作为周期信号在周期趋于无穷大时的极限情况来对待。

7.1 离散时间傅里叶级数（DTFS）

一个连续时间正弦信号cosωt无论ω 取何值，都是一个周期信号。对于离散正弦序列
cosΩn（或指数ejΩn）情况并非如此，仅当Ω/2π为一个有理数时，cosΩn才是周期的。细看一下
可以发现，如果这个正弦是以N 为周期的话，那么

cosΩ（n+N）=cosΩn
就可得到证实，上式仅在

Ωn=2πm （m为整数）
时才有可能，这里m和N都是整数。所以Ω/2π=m/N是一个有理数。于是，一个正弦cosΩn（或指
数ejΩn）是周期的话，唯有

Ω
2π= m

N 
（为有理数） （7.1）

当这个条件（Ω/2π是有理数）满足时，cosΩn的基波周期N 为

N =m2π
Ω

（7.2）

为了得到N，必须选择使上式右边成为一个整数的最小m 值，如若Ω =4π/17，那么使

m（2π/Ω）=m（17/2）成为最小m值是整数2。因此

N =m2π
Ω =2×17

2 =17

对于正弦序列cos（0.8n）就不是一个周期信号，因为0.8/2π不可能是一个有理数。

7.1.1 周期信号的离散时间傅里叶级数表示

一个周期为T的连续时间周期信号可以表示成一个三角函数形式的傅里叶级数，这个级
数由基波频率为ω0 =2π/T的正弦及其谐波组成。这个傅里叶级数的指数函数形式由指数信

号ej0t，e±jω
0
t，e±j2ω

0
t，… 组成。

采用并行的方法可将一个离散时间周期信号表示为一个离散时间傅里叶级数。已经知道
周期为N 的周期信号x（n）满足下式：

x（n）=x（n+mN），m =0，±1，±2，…
使上式成立的最小N 值就是基波周期，对应基波频率是Ω0 =2π/N。一个周期为N 的周期信



号x（n）能表示成离散时间傅里叶级数，这个级数由基波频率为Ω0 =2π/N的正弦及其谐波构
成。跟连续时间情况一样，它既可以用三角函数形式傅里叶级数，也可用指数函数形式傅里叶
级数，从描述简便和易于数字运算来看，指数形式比三角形式更为可取，因此，本章只讨论离散
时间傅里叶级数的指数形式。

指数形式傅里叶级数由指数信号ej0n，e±jΩ0n，e±j2Ω0n，…等组成。从表面看似乎会有无限多个
谐波，但可以证明对于任何频率相隔2π（或2π的整数倍）的离散指数信号是完全一样的。因为

ej（Ω±2πm）n =ejΩn·e±2πmn =ejΩn （m为整数）

这个结果说明第k次谐波与第（k+N）次谐波是一样的。为了说明这个，设gk为第k次谐
波ejkΩ0n，那么

gk+N =ej（k+N）Ω0n =ej（kΩ0n+2πn）=ejkΩ0n =gk （7.3）
同样可证明

gk =gk+N =gk+2N = … =gk+mN （m为整数） （7.4）

据此，第1次谐波与第（N+1）次谐波一样，第2次谐波与第（N+2）次谐波一样，以此类推。换
句话说，实际仅存在N个独立的谐波，并且它们的频率位于某一2π区间内。这意味着不像连续
时间那样，离散时间傅里叶级数仅有有限项（N 项）。另外还可看到，这个2π频带可以取为从

0～2π，或任何宽度为2π的连续频带。这表示可以在0≤k≤N-1内选取N 个独立谐波

ejkΩ0n，或者在-1≤k≤N-2内，或者在1≤k≤N，或者在任何其他合适的区间内选取。这
些选取中全都有相同的谐波，尽管它们有不同的阶次。

现在考虑第一种选取，它对应于k=0，1，2，…，N-1的指数信号ejkΩ0n。对于一个周期为
N 的周期信号x（n）的傅里叶级数仅由这N 个谐波组成，并且能表示为

x（n）=∑
N-1

k=0
XkejkΩ0n Ω0 =2π

N
（7.5）

为了计算式（7.5）傅里叶级数中的系数Xk，现将式（7.5）两边同时乘以e-jmΩ0n，然后从n=0到
（N-1）对n求和：

∑
N-1

n=0
x（n）e-jmΩ0n =∑

N-1

n=0
∑
N-1

k=0
Xkej（k-m）Ω0n （7.6）

交换式（7.6）右边的求和次序后，右边的和式可得

∑
N-1

k=0
Xk∑

N-1

n=0
ej（k-m）Ω0n

可以很容易证明内求和对全部k≠m值均为零，仅当k=m时为非零值N。这就意味着外部和
式仅有一项XmN（对应于k=m）。因此，式（7.6）的右边是等于XmN，即有

∑
N-1

n=0
x（n）e-jmΩ0n =XmN

因为m =k，故上式可写成

Xk = 1
N∑

N-1

n=0
x（n）e-jkΩ0n （7.7）

这样对于一个周期为N 的周期信号x（n）的离散时间傅里叶级数（DTFS）表示为

x（n）=∑
N-1

k=0
XkejkΩ0n  Ω0 =2π

N
（7.8）
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其中

Xk = 1
N∑

N-1

n=0
x（n）e-jkΩ0n （7.9）

式（7.8）是时域到频域的变换，称正变换，Xk称为x（n）的DTFS系数。式（7.9）是从频域到时

域的变换，称为反变换。常常将式（7.8）和式（7.9）记作x（n）←→
DTFS

Xk。

7.1.2 周期信号的频谱

周期信号的傅里叶级数由下面N 个分量组成，即

X0，X1ejΩ0n，X2ej2Ω0n，…，XN-1ej（N-1）Ω0n

这些分量的频率分别为0，Ω0，2Ω0，…，（N-1）Ω0，其中Ω0 =2π/N。第k次谐波的大小是Xk，

将这个值Xk作为频率Ω（或序号k）的函数作图，得到的图称为周期信号x（n）的频谱，用它一
眼就能看到x（n）各个不同谐波分量的大小。

一般来说傅里叶系数Xk 是复数，它能用极坐标来表示，即

Xk =|Xk|ej∠Xk （7.10）

|Xk|对Ω的图称为幅度谱，∠Xk对Ω的图称为相位谱，这两个图合在一起就是x（n）的频谱。
已知这些频谱就能根据式（7.8）重构或合成x（n）。因此，傅里叶频谱在一切方面都是等效于

x（n）作为n函数的图，它只是描述周期信号x（n）的另一种方法。信号的傅里叶频谱构成了

x（n）的频域描述。
离散周期信号傅里叶级数表示非常类似于连续周期信号傅里叶级数的表示，只是一般来

讲连续时间信号的频谱带宽是无限大，并且由无穷多个谐波指数分量所组成。与此相反，离散
时间周期信号的频谱是带限的，并且最多只有N 个分量。

由数学知识知道，如果φ（k）是一个周期为N 的k的周期函数，那么

∑
N-1

k=0
φ（k）= ∑

k=<N>
φ（k） （7.11）

式中，k= <N>表示上式求和是当k在N 个相继整数区间上进行的。由于φ（k）是以N为周期
的，所以相同的值都会以周期N 重复。因此，φ（k）的任意N 个相继值的和一定是相同的，无论
这个求和从什么k值开始。从根本上说，它代表的是一个完整周期内的和。

将这个结果应用到DTFS中，可以看到由于

e-jkΩ0（n+N）=e-jkΩ0n·e-j2πk =e-jkΩ0n

所以e-jkΩ0n 是以N 为周期的。因此，若x（n）是以N为周期的，则x（n）e-jkΩ0n 也是以N 为周期

的。所以，由式（7.10）可得Xk也是以N 为周期的，XkejkΩ0n也同样是。由式（7.11）能将式（7.8）
和式（7.9）表示为

x（n）= ∑
k=<N>

XkejkΩ0n （7.12）

以及

Xk = 1
N∑n=<N>

x（n）e-jkΩ0n （7.13）

如果将Xk对全部k值（不只是0≤k≤N-1）作图，那么频谱Xk是以N 为周期的。另外
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式（7.12）表明，x（n）不仅能被对应于0≤k≤N-1的N 个指数分量合成，而且从任何k值
起始的任何相继N个指数分量都能将它合成。为此，通常都将频谱Xk对应全部的k值（不只是
区间0≤k≤N-1）都画出来。但是从频谱合成x（n）的角度，需牢记的是进行相加的仅为N
个相继分量。

以Ω为横轴，Xk每隔2π间隔重复；以k为横轴，Xk每隔N间隔重复。式（7.12）和式（7.13）

表明，x（n）及其频谱Xk 都是以N 为周期的，两者在一个周期内都有完全相同的分量个数N。

由式（7.13）可见，一般Xk 是复数，若周期序列x（n）是实函数，则X-k 就是Xk 的共轭，据此

|Xk|=|X-k| 和  ∠Xk =-∠X-k （7.14）

这样，幅度谱|Xk|和相位谱 ∠Xk 分别是k（或Ω）的偶函数和奇函数。上面所有概念都将在
例7.1.1中予以阐明，通过此例让读者熟悉DTFS的基本概念。

【例7.1.1】 试求图7.1（a)所示序列x（n)=sin0.1πn的离散时间傅里叶级数（DTFS),

画出其幅度谱和相位谱。
解：正弦序列x（n)=sin0.1πn是周期的,因为Ω/2π=1/20是一个有理数,而由式（7.2)

得其周期N 为

N =m2π
Ω =m 2π

0.1（ ）π =20m

使20m成为整数的最小m值是m =1。因此,周期N=20,而基波频率Ω0 =2π/N=0.1π。从
式（7.12)有

x（n)= ∑
k=<20>

Xkej0.1πkn

其中求和是在任意20个k的相继值上进行。现将这个范围选为-10≤k＜10,这样选取对应
用基本频率范围（-π＜Ω＜π)内的频率分量合成x（n),于是有

x（n)= ∑
9

k=-10
Xkej0.1πkn

其中,根据式（7.13),有

Xk = 1
20∑

9

n=-10
sin0.1πne-j0.1πkn = 1

20∑
9

n=-10

1
2j

（ej0.1πn-e-j0.1πn)e-j0.1πkn

= 1
40j∑

9

n=-10

（ej0.1πn（1-k)-e-j（0.1πn)（1+k))

在这些和式中,k取-10～9之间的全部值。上式右边第一和式除k=1时有值为20外,
对于其余的k值均为零。同理,第二个和式除k=-1时有值为20外,对于其余的k值均为零。
因此

X1 = 1
2j 

和  X-1 =-1
2j

而所有其他系数都为零。对应的傅里叶级数为

x（n)=sin0.1πn= 1
2j

（ej0.1πn-e-j0.1πn) （7.15)

这里的基波频率Ω0 =0.1π,仅有两个非零分量：

X1 = 1
2j= 1

2e-jπ
2 和  X-1 =-1

2j= 1
2ejπ

2
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因此 |X1|=|X-1|= 1
2

∠X1 =-π/2 和  ∠X-1 =π/2
在区间（-10≤k＜10)内Xk的频谱图如图7.1（b)和图7.1（c)所示。按照式（7.15),总

共仅有两个分量分别对应于k=1和k=-1,剩下18个分量都是零。第k个分量Xk是频率kΩ0

=0.1kπ的幅度。因此,对应于-10≤k＜10的频率区间是-π≤Ω＜π,如图7.1（b)和图

7.1（c)所示。在范围-10≤k＜10（-π≤Ω≤π)内的频谱足以表征频域描述（傅里叶级数),
并且通过将这些频谱分量相加就能合成x（n)。由于在7.1.1节曾讨论过,频谱Xk 是k的周期
函数,周期为N =20。为此,将这个频谱以周期为N =20（或Ω=2π)重复,如图7.1（b)和图

7.1（c)所示,这就是在-10≤k＜10范围内频谱的周期延拓。可以看到,幅度谱和相位谱分别
为k（或Ω)的偶函数和奇函数。

图7.1 离散时间正弦序列x（n）=sin0.1πn和它的频谱  

式（7.15）的结果是一个三角函数恒等式，本来就可以直接得到而不用如此复杂的求傅里
叶系数。在此我们是有意这样做的，其目的是加深对离散时间傅里叶级数和它的周期性的理
解。傅里叶级数是通过利用指数形式及其谐波表示一个周期信号x（n）的一种方法。式（7.15）
的结果表明：sin0.1πn能由两个指数信号ej0.1πn 和e-j0.1πn 合成。

由于离散时间指数ejkΩ0n 的周期性，傅里叶级数分量可以在任意长度为N =20（或Ω=2π）
的范围内选取。例如若选这个频率范围为0≤Ω＜2π（或0≤k＜20），得到的傅里叶级数为

x（n）=sin0.1πn= 1
2j

（ej0.1πn-ej1.9πn） （7.16）

这个级数与式（7.15）的级数式是等效的，因为指数ej1.9πn 和e-j0.1πn 是等效的，这是由于
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ej1.9πn =ej1.9πn·e-j2πn =e-j0.1πn
的缘故。

【例7.1.2】 求图7.2（a)所示周期矩形脉冲序列的离散时间傅里叶级数。
解：由图7.2（a)可见其周期为N =32,则其基频Ω0 =2π/32=π/16,因此

x（n)= ∑
k=<32>

Xkejk（π/16)n （7.17)

其中

Xk = 1
32∑n=<32>

x（n)e-jk（π/16)n

为了方便上式运算选择区间为-16≤n＜15,其他任何同样宽度（32个点)的区间也会给
出相同结果。

Xk = 1
32∑

15

n=-16
x（n)e-jk（π/16)n （7.18)

图7.2 周期矩形脉冲序列和它的频谱

由于仅当-4≤n≤4,有x（n)=1,而对其余的n均为零,因此

Xk = 1
32∑

4

n=-4
e-jk（π/16)n

这是一个公比为e-j（π/16)k 的几何级数,因此

       Xk = 1
32

e-j（5πk/16)-ej（4πk/16)

e-j（πk/16)-[ ]1

= 1
32

e-j（0.5πk/16)[e-j（4.5πk/16)-ej（4.5πk/16)]
e-j（0.5πk/16)[e-j（0.5πk/16)-ej（0.5πk/16)]

= 1（ ）32

sin4.5πk（ ）16

sin0.5πk（ ）16

= 1（ ）32
sin（4.5kΩ0)
sin（0.5kΩ0)

, Ω0 = π
16

（7.19)
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这个频谱如图7.2（b)所示。
图7.2（a)所示的周期矩形脉冲序列的DTFS为

x（n)= ∑
k=<32>

1
32

sin（4.5kΩ0)
sin（0.5kΩ0)

e-jkπ
16n

7.2 非周期信号的傅里叶变换

7.2.1 非周期信号的傅里叶积分表示

在7.1里已成功地将周期信号表示成指数信号之和，这一节要将这种表示扩展到非周期
信号。这个过程在概念上与第3章对连续时间信号所用的是相同的。

一个有限长非周期性信号x（n），即

x（n）=
x（n） |n|≤N1

0， |n|＞N㊣
㊣

㊣ 1

如图7.3（a）所示。由这个非周期信号，我们可以构成一个周期信号xN（n），它由信号x（n）
每隔N 个单位重复形成，如图7.3（b）所示。周期N 选得足够大，以避免重复时发生重叠，即

N ≥2N1+1。这个周期信号xN（n）能用指数傅里叶级数表示。若设N→∞，信号x（n）就会在
一个无限大的间隔之后重复，因此

lim
N→∞

xN（n）=x（n）

于是代表xN（n）的傅里叶级数也一定在极限N → ∞ 下代表x（n）。已知xN（n）的指数傅里叶
级数为

xN（n）= ∑
k=<N>

XkejkΩ0n，Ω0 =2π
N

（7.20）

其中

Xk = 1
N∑

N1

n=-N1

xN（n）e-jkΩ0n （7.21）

上式右边因在一个周期内求和，所以xN（n）=x（n），而且求和式的上下限应该从-N1 ～
N1，但是由于|n|＞N1 时，x（n）=0，所以上式求和限从-∞ ～ ∞ 也完全没有影响，即

Xk = 1
N∑

∞

n=-∞
x（n）e-jkΩ0n （7.22）

设Xk 的包络X（Ω）为

X（Ω）= ∑
∞

n=-∞
x（n）e-jΩn （7.23）

根据这个定义和式（7.22）有

Xk = 1
NX（Ω）|Ω=kΩ0

（7.24）

这个结果表明，傅里叶系数Xk是X（Ω）以每隔Ω0取得样本的1/N倍。现在将信号x（n）以双
倍N 重复。双倍N 会使基频Ω0 减小一半，导致相继谱分量之间的间隔也降低一半，因此在这
个频谱中就有两倍多的分量。与此同时，N 加倍，系数Xk 的包络也减小一半。若再继续重复这
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个将N 加倍的过程，则在每一步中分量的数目都会加倍，频谱逐渐变得愈来愈密集，而它的幅
度|Xk|变得愈来愈小，但是这个包络的相对形状仍然是一样的。在极限条件下当N→∞时，
基频Ω0 →0和Xk →0。相邻谐波之间的间隔Ω0 趋于零（无穷小），频谱也变得非常密集，其表
现就像连续的一样。但是，随着谐波数目无限增加，谐波幅度也变得无限小。

图7.3 （a）有限长序列x（n）；（b）由x（n）构成的周期序列xN（n）

令N → ∞，根据式（7.23），有

X（kΩ0）= ∑
∞

n=-∞
x（n）e-jkΩ0n （7.25）

利用式（7.24），能将式（7.20）表示为

xN（n）= 1
N∑k=<N>

X（kΩ0）ejkΩ0n = 1
2π∑k=<N>

X（kΩ0）ejkΩ0n·Ω0 （7.26）

在极限N → ∞ 下，Ω0 →0和xN（n）→x（n），因此

x（n）=lim
Ω0→0

1
2π∑k=<N>

X（kΩ0）ejkΩ0n·Ω0 （7.27）

由于Ω0 变成无穷小，将Ω0 用一个无穷小符号ΔΩ替代，且

ΔΩ=2π/N （7.28）

则式（7.27）可表示成

x（n）=lim
ΔΩ→0

1
2π∑k=<N>

X（kΔΩ）ejkΔΩn·ΔΩ （7.29）

范围k= <N>隐含着N个谐波数的区间，按照式（7.28），即NΔΩ=2π。这样，在极限情况下，
式（7.29）右边变成为积分

x（n）= 1
2π∫2π

X（Ω）ejΩndΩ （7.30）

其中∫2π
表明积分可以在任何连续的2π区间内进行。频谱X（Ω）为

X（Ω）= ∑
∞

n=-∞
x（n）e-jΩn （7.31）

式（7.30）表明，非周期信号x（n）可表示成复指数信号的线性组合，这些复指数信号在频率上
是连续变化的，它们的幅度是X（Ω）dΩ/2π。为此，像在连续时间情况一样，称X（Ω）为x（n）的
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离散时间傅里叶正变换
··········

（DTFT），称x（n）是X（Ω）的离散时间傅里叶反变换
··········

（IDTFT），可简
记为

X（Ω）=DTFT[x（n）] 和  x（n）=IDTFT[X（Ω）]

两者的关系可记作x（n）↔X（Ω）。

7.2.2 傅里叶频谱的特性

现在讨论离散时间傅里叶变换及其有关频谱的几个重要特性。

1.傅里叶频谱是Ω的连续函数
虽然x（n）是一个离散时间信号，但它的DTFT，即X（Ω）却是Ω的连续函数；因为Ω是一

个连续变量，它可以从-∞ ～ ∞ 的连续区间内取任何值。

2.傅里叶频谱是Ω的周期函数,周期为2π
由式（7.31）可得

X（Ω+2π）= ∑
∞

n=-∞
x（n）e-j（Ω+2π）n = ∑

∞

n=-∞
x（n）e-jΩne-j2πn = ∑

∞

n=-∞
x（n）e-jΩn =X（Ω）

可见，频谱X（Ω）是Ω的一个连续周期函数，周期为2π。值得注意的是为了合成x（n），需要用
到的是起始于Ω任意值且仅在2π频率区间内的频谱。为了方便常将这个区间选为（-π，π），称
为基本频率范围。

造成离散时间信号频谱X（Ω）的周期性原因是由于在频率上相差2π整数倍的全部离散
时间信号都是相同的。

3.X（Ω)的共轭对称性
由式（7.31），x*（n）的DTFT是

DTFT{x*（n）}= ∑
∞

n=-∞
x*（n）e-jΩn =X*（-Ω）

即

x*（n）↔X*（-Ω） （7.32）

对于实信号x（n），有x（n）=x*（n），这意味着有X（Ω）=X*（-Ω），即X（Ω）和X（-Ω）
是共轭对称的。实信号x（n）的频谱X（Ω）一般是复函数，又可写成

X（Ω）=|X（Ω）|ej∠X（Ω）

由于X（Ω）的共轭对称性，对实信号x（n）可得

|X（Ω）|=|X（-Ω）|

∠X（Ω）=-∠X（-Ω）

可见对于实信号x（n），幅度谱|X（Ω）|是Ω的偶函数，相位谱 ∠X（Ω）是Ω的奇函数。

4.DTFT的存在条件

由于|e-jΩn|=1，根据式（7.31）可得，若x（n）是绝对可和的，也即

∑
∞

n=-∞
|x（n）|＜ ∞ （7.33）
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可以保证X（Ω）存在。这表明信号x（n）绝对可和是DTFT存在的一个充分条件。另外，若引入
奇异函数δ（Ω），对某些不满足式（7.33）条件的信号也能求得DTFT，如表7.1所示的序号为9
和10的变换对，对全部n均为1和x（n）=ejΩ0n 的DTFT都存在，但它们均不满足式（7.33）。

表7.1 常用离散信号傅里叶变换表

序号 离散信号x（n） 频谱X（Ω） 备注

1 δ（n） 1

2 δ（n-r） e-jrΩ

3 u（n） 1
1-ejΩ

+π∑
∞

l=-∞
δ（Ω-2πl）

4 anu（n） 1
1-ae-jΩ |a|＜1

5 -anu（-n-1） 1
1-ae-jΩ |a|＞1

6 a|n| 1-a2

1-2acosΩ+a2 |a|＜1

7 nanu（n） ae-jΩ

（1-ae-jΩ）2 = aejΩ
（ejΩ -a）2 |a|＜1

8 Ωc

π
Sa（Ωcn） ∑

∞

l=-∞
G2Ωc

（Ω-2πl）

9 1 2π∑
∞

l=-∞
δ（Ω-2πl）

10 ejΩ0n 2π∑
∞

l=-∞
δ（Ω-Ω0-2πl）

11 cosΩ0n π∑
∞

l=-∞

[δ（Ω-Ω0-2πl）+δ（Ω+Ω0-2πl）]

  【例7.2.1】 求x（n)=anu（n)的DTFT。
解：由式（7.31)得

X（Ω)=∑
∞

n=0
ane-jΩn =∑

∞

n=0

（ae-jΩ)n

这是一个公比为ae-jΩ 的无穷几何级数,因此只要|ae-jΩ|＜1就有

X（Ω)= 1
1-ae-jΩ

因为|e-jΩ|＜1,这就意味着若|a|＞1,X（Ω)不收敛,即不存在DTFT。若|a|＜1,有

X（Ω)= 1
1-ae-jΩ |a|＜1

即 X（Ω)= 1
1-acosΩ+jasinΩ
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所以有 |X（Ω)|= 1
（1-acosΩ)2+（asinΩ)㊣

2
= 1

1+a2-2acos㊣ Ω

∠X（Ω)=-arctg asinΩ
1-acosΩ

图7.4所示为当a=0.8时,指数信号x（n)=anu（n)及其频谱的图。从图上可以看到,频谱是

Ω的连续且周期为2π的周期函数。幅度谱|X（Ω)|和相位谱∠X（Ω)分别是Ω的偶函数和奇
函数。

图7.4 指数信号anu（n）及其傅里叶频谱

图7.5 指数信号anu（-n-1）

【例7.2.2】 求图7.5所示x（n)=anu（-n-1)
的DTFT。

解：由式（7.31)得

X（Ω)= ∑
∞

n=-∞
anu（-n-1)e-jΩn 令n=-m,有

X（Ω)=∑
∞

m=1

（ae-jΩ)m

这是一个公比为ae-jΩ 的无穷几何级数,若|a|＜1,

X（Ω)不收敛,即不存在DTFT。若|a|＞1,有

X（Ω)= 1
ae-jΩ -1

  |a|＞1

即 X（Ω)= 1
acosΩ-1-jasinΩ

所以有 |X（Ω)|= 1
（1-acosΩ)2+（asinΩ)㊣

2
= 1

1+a2-2acos㊣ Ω
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∠X（Ω)=arctan asinΩ
acosΩ-1

值得注意的是除去一个相反的符号外,这个傅里叶变换与x（n)=anu（n)的是一样的。不
过,在确定X（Ω)=1/（ae-jΩ-1)的IDTFT时,应根据a值的取值范围来确定。若|a|＜1,那
么反变换是x（n)=anu（n)；若|a|＞1,那么反变换是x（n)=anu（-n-1)。

【例7.2.3】 求图7.6（a)所示离散时间矩形脉冲的DTFT,这个脉冲也称为9点的矩形
窗函数。

解：由式（7.31)得

X（Ω)= ∑
∞

n=-∞
x（n)e-jΩn = ∑

（N-1)/2

n=-（N-1)/2

（e-jΩ)n

这是一个公比为e-jΩ 的无穷几何级数,由等比求和公式得

X（Ω)=ejΩ（N-1)/2-e-jΩ（N+1)/2

1-e-jΩ =e-jΩ/2（ejΩN/2-e-jΩN/2)
e-jΩ/2（ejΩ/2-e-jΩ/2)

=sin（NΩ/2)
sin（0.5Ω)=sin（4.5Ω)

sin（0.5Ω) （N =9)

图7.6（b)是N =9的频谱X（Ω)。

图7.6 离散时间矩形脉冲及其傅里叶频谱

【例7.2.4】 求在基本频带（|Ω|＜π)内描述的矩形脉冲频谱X（Ω)=G2Ωc
（Ω),Ωc≤π

的IDTFT。由于周期性质,X（Ω)以2π间隔重复,如图7.7（a)所示。
解：由式（7.30)得

x（n)= 1
2π∫

π

-π
X（Ω)ejΩndΩ= 1

2π∫
Ωc

-Ωc

ejΩndΩ

= 1
j2πn

ejΩn
Ωc

-Ωc

=sin（Ωcn)
πn =Ωc

π
Sa（Ωcn)= 1

4Sa 1
4π（ ）n

信号x（n)如图7.7（b)所示。
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图7.7 一个周期门脉冲频谱的离散时间傅里叶反变换

7.2.3 离散时间傅里叶变换性质

离散时间傅里叶变换和连续时间傅里叶变换一样，也具有很多重要的性质，同样可以简化
一个信号正变换和反变换的求解。我们将会看到，这些性质与连续时间情况下相比有很多相似
之处，但是也有若干明显的差别。

1.线性
若x1（n）↔X1（Ω），x2（n）↔X2（Ω），则

ax1（n）+bx2（n）↔aX1（Ω）+bX2（Ω） （7.34）

这个性质很容易用傅里叶变换定义证明。这个结果可以推广到任意有限项的和。

2.时频倒置
若x（n）↔X（Ω），则

x（-n）↔X（-Ω） （7.35）

证明：由式（7.31),x（-n)的DTFT是

x（-n)↔∑
∞

n=-∞
x（-n)e-jΩn = ∑

∞

m=-∞
x（m)e-j（-Ω)m =X（-Ω)

【例7.2.5】 利用时频倒置性质和表7.1中序号为4的变换对导出表7.1中序号为6的变
换对。

解：表7.1中序号为4的变换对是

anu（n)↔ 1
1-ae-jΩ

,|a|＜1

由时频倒置性质得：
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a-nu（-n)↔ 1
1-aejΩ

,|a|＜1

又因为a|n| 能表示为anu（n)和a-nu（-n)之和,但在n=0时的值算了两次,所以

a|n| =anu（n)+a-nu（-n)-δ（n)

因此,利用线性性有

a|n|↔ 1
1-ae-jΩ + 1

1-aejΩ -1= 1-a2

1-2acosΩ+a2,|a|＜1

3.时移性质
若x（n）↔X（Ω），则

x（n-m）↔X（Ω）e-jΩm，m为整数 （7.36）

证明：由式（7.31）得

x（n-m）↔∑
∞

n=-∞
x（n-m）e-jΩn = ∑

∞

l=-∞
x（l）e-jΩ（l+m）

=e-jΩm∑
∞

l=-∞
x（l）e-jΩl =X（Ω）e-jΩm

这个结果表明，经一个信号延迟m个样本不改变它的幅度谱，只是相位谱改变-mΩ。这
个添加的相位是Ω的线性函数，斜率为-m。

【例7.2.6】 求图7.8所示信号x（n)= 1
4 [Sa π

4
（n-2 ]) 的DTFT。

解：在例7.2.4已求得

1
4Sa π

4（ ）n ↔∑
∞

l=-∞
Gπ/2（Ω-2πl)

利用时移性质有

1
4 [Sa π

4
（n-2 ])↔∑

∞

l=-∞
Gπ/2（Ω-2πl)e-j2Ω

该信号的频谱如图7.8（b)所示。

图7.8 信号x（n）= 1
4Sa π

4
（n-2[ ]） 及其频谱
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4.频移性质
若x（n）↔X（Ω），则

x（n）ejΩcn↔X（Ω-Ωc） （7.37）

证明：由式（7.31）得

x（n）ejΩcn↔∑
∞

n=-∞
x（n）ejΩcne-jΩn = ∑

∞

n=-∞
x（n）e-j（Ω-Ωc）n =X（Ω-Ωc）

由频移性质可得

x（n）cos（Ωcn）↔ 1
2

[X（Ω-Ωc）+X（Ω+Ωc）] （7.38）

这就是调制性质。

【例7.2.7】 用信号x（n)=Sa（πn/4)调制载波cosπn/2,求出并画出已调制信号

x（n)cos（πn/2)的频谱。
解：利用表7.1中序号为8的变换对可求得x（n)=Sa（πn/4)的DTFT为

X（Ω)=4∑
∞

l=-∞
Gπ/2（Ω-2πl)

图7.9（a)所示为x（n)的频谱X（Ω)。根据频移性质式（7.38)可得

x（n)cos（πn/2)↔2∑
∞

l=-∞

[Gπ/2（Ω-0.5π-2πl)+Gπ/2（Ω+0.5π-2πl)]

图7.9（b)所示为频移π/2的一部分X（Ω),而图7.9（c)所示为频移-π/2的另一部分

X（Ω),将这两个频移后的频谱相加,再除以2就得到已调制的频谱,如图7.9（d)所示。

图7.9 例7.2.7调制的实例

5.频域微分
若x（n）↔X（Ω），则

nx（n）↔jdX
（Ω）

dΩ
（7.39）

将式两边对Ω微分立即可以得出这个结果。
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【例7.2.8】 利用频域微分性质和表7.1的变换对4导出表7.1的变换对7。
解：表7.1的变换对4是

anu（n)↔ 1
1-ae-jΩ |a|＜1

由频域微分性质得：

nanu（n)↔jd
dΩ

1
1-ae-j[ ]Ω = ae-jΩ

（1-ae-jΩ)2 = aejΩ

（ejΩ -a)2 |a|＜1

6.时域卷积
若x1（n）↔X1（Ω），x2（n）↔X2（Ω）则

x1（n）*x2（n）↔X1（Ω）·X2（Ω） （7.40）

【例7.2.9】 若x（n)↔X（Ω),试证明

∑
n

m=-∞
x（m)↔πX（0)∑

∞

l=-∞
δ（Ω-2πl)+ 1

1-ae-jΩX（Ω)

证明：因x（n)*u（n)= ∑
∞

m=-∞
x（m)u（n-m)= ∑

n

m=-∞
x（m)

由表7.1中序号为3的变换对知

u（n)↔ 1
1-e-jΩ +π∑

∞

l=-∞
δ（Ω-2πl)

因此,根据时域卷积性质,可得

∑
n

m=-∞
x（m)↔X（Ω) 1

1-e-jΩ +π∑
∞

l=-∞
δ（Ω-2πl[ ])

由于X（Ω)是以2π为周期的,即X（0)=X（2πl),再者X（Ω)δ（Ω-2πl)=X（2πl)δ（Ω-
2πl)=X（0)δ（Ω-2πl),所以得到

∑
n

m=-∞
x（m)↔πX（0)∑

∞

l=-∞
δ（Ω-2πl)+ 1

1-ae-jΩX（Ω)

7.帕塞瓦尔定理
若x（n）↔X（Ω），则

∑
∞

n=-∞
|x（n）|2 = 1

2π∫2π
|X（Ω）|2dΩ （7.41）

这个关系类似于连续时间情况下的帕塞瓦尔定理。同样式（7.41）的左边表示信号x（n）在时域
中的能量，而右边表示其在频域中的能量，而|X（Ω）|2 称为能量谱密度。

表7.2 DTFT性质

名称 时域x（n） 频域X（Ω）

线性 ax1（n）+bx2（n） aX1（Ω）+bX2（Ω）

共轭 x*（n） X*（-Ω）

时频倒置 x（-n） X（-Ω）
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（续表）

名称 时域x（n） 频域X（Ω）

时移特性 x（n-m） X（Ω）e-jΩm

频移特性 x（n）ejΩcn X（Ω-Ωc）

频域微分 nx（n） jdX
（Ω）

dΩ

时域卷积 x1（n）*x2（n） X1（Ω）·X2（Ω）

频域卷积 x1（n）·x2（n） 1
2π

X1（Ω）*X2（Ω）

帕塞瓦尔等式 E= ∑
∞

n=-∞
|x（n）|2 = 1

2π∫2π
|X（Ω）|2dΩ

  【例7.2.10】 求信号x（n)=Sa（Ωcn)的能量,假定Ωc＜π。
解：由表7.1中序号为8的变换对知,x（n)在基本频率范围内其频谱为

Sa（Ωcn)↔ π
Ωc

G2Ωc
（Ω) |Ω|≤π

因此根据帕塞瓦尔定理有

Ex = 1
2π∫

π

-π

π
Ω（ ）c

2

G2
2Ωc

（Ω)dΩ= 1
2π

· π
Ω（ ）c

2

·2Ωc = π
Ωc

7.3 几种傅里叶变换的关系

所谓傅里叶变换就是在以时间为自变量的“信号”及频率为自变量的“频谱”函数之间的
某种变换关系。从前面的分析我们已经看到，傅里叶变换的离散性和周期性在时域与频域中表
现出巧妙的对称关系，即当自变量“时间”或“频率”取连续形式和离散形式的不同组合，就可
以形成各种不同的傅里叶变换对。具体说，这就是：呈周期性的连续时间函数，其傅里叶变换为
离散的非周期频率函数（傅里叶级数，离散频谱）；而非周期性的离散时间函数，其傅里叶变换
为连续的周期性函数（抽样信号的频谱呈周期性）。下面针对可能出现的四种类型的时域和频
域组合进行讨论。此节着重说明各种组合的不同特点，并非对某一变换对作精确的描述。

7.3.1 连续时间傅里叶变换（CTFT）

这就是我们熟悉的非周期连续时间信号求频谱的情况，在第3章我们曾详细研究。
连续时间信号x（t）的傅里叶变换X（jω）可以表示为

X（jω）=∫
∞

-∞
x（t）e-jωtdt （7.42）

及变换可表示为

x（t）= 1
2π∫

∞

-∞
X（jω）ejωtdω （7.43）

这种时间函数及其频谱函数的形式如图7.10（a）所示。我们看到这里的x（t）和X（jω）都是连
续的，也都是非周期的。
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7.3.2 连续时间傅里叶级数（CTFS）

当连续时间信号为周期函数时，其傅里叶变换具有离散特性，呈现为冲激序列。在这种情
况下，表示信号频谱的另一种方法是写为傅里叶级数的形式。令x（t）代表一周期为T的周期
性连续时间函数，傅里叶级数的系数写为Xk。这组变换对是

Xk = 1
TX（jkω0

）= 1
T∫

T
2

-T
2

x（t）e-jkω
0
tdt （7.44）

和

x（t）= ∑
∞

k=-∞
Xkejkω

0
t （7.45）

两函数的特性如图7.10（b）所示，可见周期性的连续时间函数对应于非周期性的离散频谱。

7.3.3 离散时间傅里叶变换（DTFT）

如果我们将非周期性的连续时间信号x（t），进行等间隔抽样就得到非周期性的离散时间
函数x（n），那么，它的傅里叶变换式就是周期性的连续函数，写作X（Ω），如图7.10（c）所示。
这种情况我们曾在7.2节中详细讨论过。

这组变换对是

X（Ω）= ∑
∞

n=-∞
x（n）e-jΩn （7.46）

x（n）= 1
2π∫2π

X（Ω）ejΩndΩ （7.47）

此种情况与7.3.2节情况呈对称关系，这就是：非周期的离散时间函数对应于周期性的连
续频率变换函数。

7.3.4 离散时间傅里叶级数（DTFS）

一连续的非周期信号x（t），在时域中抽样，结果得到频域的周期性函数，如果我们再在频
域中抽样，则又得到时域的周期性，这样就得到周期性的离散时间信号与周期性离散频率间的
变换对，即我们在7.1节中曾详细讨论过的离散时间傅里叶级数：

x（n）=∑
N-1

k=0
XkejkΩ0n （7.48）

和

Xk = 1
N∑

N-1

n=0
x（n）e-jkΩ0n （7.49）

它们是图7.10（d）所示函数图形的数学描述。
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图7.10 傅里叶变换的各种形式

7.4 离散时间线性时不变系统的频域分析

7.4.1 系统响应的频域表示

现考虑一个离散时间（线性时不变简记DLTI）系统，其单位样值响应为h（n），要求系统对
输入x（n）的零状态响应yzs（t）。有yzs（n）=x（n）*h（n）。令

x（n）↔X（Ω），h（n）↔H（Ω），y（n）↔Y（Ω）

根据离散时间傅里叶变换的卷积性质，有

Y（Ω）=X（Ω）·H（Ω） （7.50）

其中H（Ω）称为系统的频率响应
·······

。且

H（Ω）= ∑
∞

n=-∞
h（n）e-jΩn （7.51）

一般H（Ω）是复数，可以用幅度和相位表示为H（Ω）=|H（Ω）|ej∠H（Ω），其中|H（Ω）|称
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为系统的幅频特性
····

，∠H（Ω）称为系统的相频特性
····

。同连续时间系统频率响应的地位与作用相
类似，它表示输出序列的幅度和相位相对于输入序列的变化，即输出幅度谱是输入幅度谱和系
统幅频特性的乘积，而输出相位谱是输入相位谱和系统相频特性的和。离散时间系统的幅频特
性也是频率的偶函数，相频特性也是频率的奇函数。但与连续时间系统频率响应H（jω）显著
不同的是，H（Ω）是Ω的周期函数，且周期为2π。

7.4.2 系统频率响应和单位样值响应的计算

对于一个线性时不变系统，其输出y（n）和输入x（n）之间满足如下形式的线性常系数差
分方程

∑
k

i=0
aiy（n-i）=∑

m

r=0
brx（n-r）

对上式两边进行傅里叶变换，并应用傅里叶变换的线性和时移性质，就可得到如下表示式

∑
k

i=0
aie-jiΩY（Ω）=∑

m

r=0
bre-jrΩX（Ω） （7.52）

或者，等效为

H（Ω）=Y（Ω）
X（Ω）=

∑
m

r=0
bre-jrΩ

∑
k

i=0
aie-jiΩ

（7.53）

从式（7.53）可看到，和连续时间情况一样，H（Ω）是两个多项式之比，但是在此情况下它们是
以e-jΩ为变量的多项式。同样分子多项式的系数就是式（7.52）右边的系数，而分母多项式的系
数就是式（7.52）左边的系数。因此，根据式（7.52）就可直接确定出系统的频率响应。

【例7.4.1】 有一线性时不变系统,初始状态为0,且由下列差分方程表征：

y（n)-3
4y（n-1)+1

8y（n-2)=2x（n)

试求其系统频率响应和单位样值响应

解：根据式（7.53),该系统的频率响应为

H（Ω)= 2

1-3
4e-jΩ +1

8e-2jΩ

为了确定相应的单位样值响应,就需要求H（Ω)的反变换。和连续时间情况一样,有效的
方法是利用部分分式展开法,即

H（Ω)= 2

1-1
2e-j（ ）Ω 1-1

4e-j（ ）Ω
= 4

1-1
2e-jΩ

- 2

1-1
4e-jΩ

其中每一项的反变换都能直接求出来,其结果为

h（n)=4（ ）1
2

n

u（n)-2（ ）1
4

n

u（n)

上例中所采用的求解步骤与连续时间情况在形式上是一样的。尤其是在H（Ω）展开成部
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分分式以后，其每一项的反变换都能直接写出来。因此，这种方法可用来求取任何一个由线性
常系数差分方程所表征的线性时不变系统的频率响应。同样，若已知系统的输入序列的傅里叶
变换X（Ω）和系统的单位样值响应h（n），可以用频域分析法求系统对x（n）的响应yzs（n）。

【例7.4.2】 已知一离散LTI系统的单位样值响应为h（n)= （0.5)nu（n),输入信号为

x（n)= （0.8)nu（n),试求零状态响应yzs（n)。

解：由表7.1中序号为4的变换对得

x（n)= （0.8)nu（n)↔X（Ω)= 1
1-0.8e-jΩ

h（n)= （0.5)nu（n)↔H（Ω)= 1
1-0.5e-jΩ

又因为 yzs（n)=x（n)*h（n)

根据时域卷积性质有

Yzs（Ω)=X（Ω)·H（Ω)= 1
1-0.8e-jΩ·

1
1-0.5e-jΩ

= 8/3
1-0.8e-jΩ - 5/3

1-0.5e-jΩ

求上式IDTFT,有

yzs（n)= 8
3

（0.8)n-5
3

（0.5)[ ]n u（n)

在离散时间线性时不变系统中，频率响应H（Ω）所起的作用与连续时间线性时不变系统
中的H（jω）是一样的。同样两个系统级联后的频率响应就是两者频率响应的乘积。也如同连
续时间系统一样，不是每一个离散时间线性时不变系统都有一个频率响应特性，例如单位样值
响应h（n）=2nu（n）的线性时不变系统对正弦输入就没有一个有限的响应，这是因为h（n）的
傅里叶变换不收敛，即不满足绝对可和的条件。

如果一个线性时不变系统是稳定的，那么它的单位脉冲响应就是绝对可和的，即

∑
∞

n=-∞
|h（n）|＜ ∞ （7.54）

也就保证了h（n）的傅里叶变换的收敛。因此一个稳定的线性时不变系统就一定存在频率
响应。

7.4.3 滤波特性

与连续系统的滤波特性一样，离散系统的滤波特性也有低通、带通、高通、带阻、全通之分，

由于频响特性H（Ω）的周期性，因此，这些特性只能限于在-π≤Ω≤π范围内来区分，图7.11
给出了理想低通、带通、高通、带阻、全通滤波器的频率响应的幅频特性。

图7.11（a）给出了理想低通滤波器的幅频特性。这就是说，对于-π＜Ω＜π，有

|H（Ω）|=
1， |Ω|≤Ωc

0， Ωc＜|Ω|≤㊣
㊣

㊣ π
因为H（Ω）是周期性的，所以上式规定了对于所有Ω的频率响应。这样一个系统把输入信号频
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图7.11 理想低通，带通，高通，带阻，全通数字滤波器的幅频特性

率在Ωc＜|Ω|≤π范围内所有的分量全部滤掉。显然，理想低通滤波器不是因果性的，但是它
在概念上极其重要。同样，可用实际的系统来逼近理想滤波器特性。

习  题  七

7.1-1 题7.1-1图所示为周期序列x（n），求其离散时间傅里叶级数Xk和相应的幅度谱及相

位谱。

题7.1-1图

7.1-2 试求下面周期信号的离散时间傅里叶级数，并对0≤k≤N-1画出它的幅度谱和相
位谱。
（1）x（n）=4cos2.4πn+2sin3.2πn  （2）x（n）=2cos3.2π（n-3）

7.1-3 试证明对于实周期序列，离散傅里叶级数的下列对称特性成立。
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（1）Xk =X*
-k       （2）Re（Xk）=Re（X-k）

（3）Im（Xk）=-Im（Xk） （4）|Xk|=|X-k|
（5）∠Xk =-∠X-k

7.1-4 若是周期为N的周期序列，那么它也是周期为2N的周期序列，令Xk表示周期为N时
的离散时间傅里叶级数系数，Yk 表示周期为2N 时的离散时间傅里叶级数系数，试以

Xk 表示Yk。

7.2-1 直接利用定义式（7.31）求下列信号的DTFT，假设|a|＜1
（1）δ（n）      （2）δ（n-m）      （3）anu（n-1）
（4）anu（n+1） （5）（-a）nu（n） （6）a|n|

题7.2-2图

7.2-2 计算下列每个信号的DTFT。
（1）x（n）如题7.2-2（a）图所示。
（2）x（n）如题7.2-2（b）图所示。
（3）2nu（-n）

（4）（ ）1
4

n

u（n+2）

（5）（ ）1
2

n
[u（n+3）-u（n-2）]

（6）δ（4-2n）

7.2-3 利用DTFT性质求下列信号的DTFT，假设

|a|＜1
（1）u（n）-u（n-9）   （2）an-mu（n-m）   （3）an-3[u（n）-u（n-10）]
（4）an-mu（n） （5）anu（n-m） （6）（n-m）an-mu（n-m）
（7）（n-m）anu（n） （8）nan-mu（n-m）

7.2-4 利用时移性质证明

x（n+m）+x（n-m）↔2X（Ω）cosmΩ
利用这个结论求题7.2-4图所示信号的DTFT。

题7.2-4图

7.2-5 下列各频谱函数仅对区间|Ω|≤π给出，并假设Ωc 和Ω0 ＜π，试利用式（7.30）
求IDTFT。
（1）ejΩk     （2）coskΩ     （3）cos2（Ω/2）
（4）Λ2Ωc

（Ω） （5）2πδ（Ω-Ω0） （6）π[δ（Ω-Ω0）+δ（Ω+Ω0）]

7.2-6 下列是一些离散时间信号的傅里叶变换。确定与每个变换相对应的信号。
（1）X（Ω）=1-2e-j3Ω +4ej2Ω +3e-j6Ω

（2）X（Ω）=cos2Ω
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（3）X（Ω）=cos（Ω/2）+jsinΩ -π≤Ω≤π

7.2-7 试利用表7.1中变换对4和卷积性质，求X（Ω）= ej2Ω

（ejΩ -a）2
的IDTFT。

7.2-8 下面所列信号
（a）x（n）如题7.2-8（a）图所示； （b）x（n）如题7.2-8（b）图所示；

（c）x（n）= （ ）1
2

n

u（n）； （d）x（n）= （ ）1
2

|n|

；

（e）x（n）=δ（n-1）+δ（n+2）； （f）x（n）=δ（n-1）+δ（n+3）；
（g）x（n）如题7.2-8（c）图所示； （h）x（n）如题7.2-8（d）图所示；
（i）x（n）=δ（n-1）-δ（n+1）：
如果有傅里叶变换的话，确定其中哪些信号的傅里叶变换满足下列条件之一：

（1）Re[X（Ω）]=0  （2）Im[X（Ω）]=0  （3）∫
π

-π
X（Ω）dΩ=0

（4）X（Ω）是周期的    （5）X（0）=0

题7.2-8图

7.4-1 由下列差分方程描述的因果线性时不变系统：

y（n）+1
2y（n-1）=x（n）

  （1）确定该系统的频率响应H（Ω）。

  （2）该系统对下列输入的响应是什么？

（a）x（n）= （ ）1
2

n
u（n）     （b）x（n）= -（ ）1

2
n
u（n）

（c）x（n）=δ（n）+1
2δ（n-1）  （d）x（n）=δ（n）-1

2δ（n-1）

  （3）对具有下列傅里叶变换的输入，求该系统的响应。

（a）X（Ω）=
1-1

4e-jΩ

1+1
2e-jΩ

        （b）X（Ω）=
1+1

2e-jΩ

1-1
4e-jΩ
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（c）X（Ω）= 1

1-1
4e-j（ ）Ω 1+1

2e-j（ ）Ω
  （d）X（Ω）=1+2e-j3Ω

7.4-2 一个离散时间线性不变系统的单位样值响应为

h（n）= （ ）1
2

n
u（n）

利用傅里叶变换求该系统对下列每个输入信号的响应。

（1）x（n）= （ ）3
4

n
u（n）

（2）x（n）= （n+1）（ ）1
4

n
u（n）

（3）x（n）= （-1）n

7.4-3 设x（n）和h（n）是具有下列傅里叶变换的信号：

X（Ω）=3ejΩ +1-e-jΩ +2ej3Ω

H（Ω）=-ejΩ +2ej2Ω +ej4Ω

求 y（n）=x（n）*h（n）

7.4-4 若一离散线性时不变系统，其输入

x（n）= （ ）1
2

n

u（n）-1
4（ ）1

2
n-1

u（n-1）

则输出为 y（n）= （ ）1
3

n

u（n）

（1）求出该系统的单位样值响应和系统频率响应。
（2）求出联系x（n）和y（n）表征该系统的差分方程。

7.4-5 （1）若x（n）↔X（Ω），证明：（-1）nx（n）↔X（Ω-π）；
（2）对a=0.8画出anu（n）和（-a）nu（n）的时域波形，根据图7.4anu（n）的频谱画出

（-a）nu（n）的频谱；
（3）一截止频率为Ωc的理想低通滤波器，其频率响应为H（Ω）=G2Ωc

（Ω），求它的单
位样值响应h（n）。求一个单位样值响应为（-1）nh（n）的滤波器的频率响应。画出
这个滤波器的频率响应，并判断该滤波器属于何种类型的滤波器。
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第8章 离散时间LTI系统的z域分析

与连续时间信号与系统类似，离散时间信号与系统的分析方法也分为时域分析方法和变
换域分析方法（包括频域和复频域分析方法）。在第7章中我们学习了离散时间信号和系统的
频域分析方法，本章中，我们来学习其复频域的分析方法———z变换。z变换与我们在第4章中
学习的拉普拉斯变换类似，是离散时间傅里叶变换的推广。它将描述系统的差分方程变换为代
数方程，而且包含了系统的初始状态，从而可以求解系统全响应。

z变换的引入以及z变换所具有的性质等方面都与拉氏变换相类似，但由于连续时间和离
散时间信号与系统之间的差异，使得z变换和拉氏变换也存在着一些区别。

另外，我们在学习拉氏变换时曾指出，由于通常遇到的连续时间信号和系统大都是因果信
号和因果系统，所以我们着重分析了单边拉氏变换。但对于离散时间信号和系统，非因果信号
和非因果系统也有一定的应用，所以本章兼顾单边z变换和双边z变换。

8.1 z变换

8.1.1 从离散时间傅里叶变换（DTFT） 到z变换

通过第7章的学习，我们知道离散时间信号x（n）的傅里叶变换为

X（Ω）= ∑
∞

n=-∞
x（n）e-jΩn （8.1）

当x（n）满足绝对可和条件时，即

∑
∞

n=-∞
|x（n）|＜ ∞ （8.2）

式（8.1）才收敛。而许多常用的离散时间信号不满足这个条件，如指数增长信号rnu（n），
（|r|＞1）。我们采用与连续时间信号同样的方法，将x（n）乘以指数信号r-n，使x（n）r-n满足

绝对可和条件，然后再求其傅里叶变换，即

DTFT[x（n）r-n]= ∑
∞

n=-∞
x（n）r-ne-jΩn = ∑

∞

n=-∞
x（n）（rejΩ）-n

引入复变量z，令z=rejΩ，上式变为

DTFT[x（n）r-n]= ∑
∞

n=-∞
x（n）z-n

记为X（z），即

X（z）= ∑
∞

n=-∞
x（n）z-n （8.3）

式（8.3）称为x（n）的双边
··

z变换
··

。简记为

x（n）↔X（z）



从上面的讨论可以看出，一方面，x（n）的z变换就是x（n）r-n

﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏
的离散时间傅里叶变换；另一

图8.1 z平面上的单位圆

方面，当x（n）满足绝对可和条件时，令X（z）中的|z|=1（即z=
ejΩ）即可得到x（n）的离散时间傅里叶变换X（Ω），即

X（Ω）=X（z）|z=ejΩ

于是，离散时间傅里叶变换就是
···········

z平面中半径为
······

1的圆上的
····

z
变换
··

，如图8.1所示。在z平面中，这个圆称为单位圆，单位圆在z变
换讨论中所起的作用类似于s平面上的虚轴在拉氏变换讨论中的
作用。

另外，观察式（8.3）不难发现，X（z）也可以看做以z为变量的
无穷幂级数。

8.1.2 收敛域

如前所述，选择合适的r值，才能使x（n）r-n 满足绝对可和条件，从而式（8.3）收敛，X（z）
才存在。我们把使X（z）存在的z的范围（即z的模r的范围，因为ejΩ 不影响求和的收敛性）称
为收敛域

···
（ROC）。下面通过几个例子来分析z变换的收敛问题。

1.有限长离散时间信号的z变换收敛域

【例8.1.1】求δ（n)的z变换。

解：δ（n)↔∑
∞

n=-∞
δ（n)z-n =1

显然,对于所有的z,δ（n)的z变换都存在。称为全平面收敛。

【例8.1.2】 求如图8.2所示序列的z变换。

图8.2 例8.1.2图

解：X（z)= ∑
∞

n=-∞
x（n)z-n

=x（-3)z3+x（-2)z2+x（-1)z+x（0)+

x（1)z-1+x（2)z-2+x（3)z-3

=z3+z2+z+1+z-1+z-2+z-3

显然,除了z=0和z= ∞ 外,X（z)都存在,所以其收敛域为0＜|z|＜+∞。也称为全
平面收敛,但不包含原点和无穷远点。

对于有限长离散时间信号的收敛域，我们可以得出以下结论：

有限长离散时间信号，z变换是有限项幂级数求和，其收敛域是全平面收敛（但|z|=0和

|z|=∞ 处不一定收敛）。

进一步，如果x（n）是因果的有限长序列，那么X（z）是z的有限项负幂多项式，在|z|=
∞ 处收敛而|z|=0处不收敛，故其收敛域为0＜|z|≤ ∞。如果x（n）是反因果的有限长序
列，那么X（z）是z的有限项正幂多项式，在|z|=0处收敛而在|z|= ∞ 处不收敛，故收敛
域为0≤|z|＜ ∞。
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2.无限长离散时间信号的z变换收敛域

【例8.1.3】 求因果序列x（n)=anu（n)的z变换。

解：X（z)= ∑
∞

n=-∞
anu（n)z-n =∑

∞

n=0

（az-1)n

当|az-1|＜1,即|z|＞|a|时,上式 = 1
1-az-1 = z

z-a
否则,X（z)不存在。

得到如下变换对：

anu（n）↔ z
z-a

， |z|＞|a| （8.4）

【例8.1.4】 求反因果序列x（n)=-anu（-n-1)的z变换。

解：X（z)=-∑
∞

n=-∞
anu（-n-1)z-n =-∑

-1

n=-∞
anz-n =-∑

∞

m=1

（a-1z)m

当|a-1z|＜1,即|z|＜|a|时,上式 =- a-1z
1-a-1z= z

z-a
否则,X（z)不存在。

得到如下变换对：

-anu（-n-1）↔ z
z-a

， |z|＜|a| （8.5）

上两例中，两个不同的离散时间信号具有相同的z变换，但收敛域不同。因此，和双边拉氏
变换一样，双边z变换必须和收敛域一起才能与时域信号x（n）一一对应。

【例8.1.5】 求双边序列x（n)=anu（n)+bnu（-n-1)的z变换。

解：

令x1（n)=anu（n),x2（n)=bnu（-n-1),则x（n)=x1（n)+x2（n)

由式（8.4)得

X1（z)= z
z-a

,|z|＞|a|

由式（8.5)得

X2（z)= z
z-b

,|z|＜|b|

所以,当|a|＜|b|时,X（z)= z
z-a- z

z-b= z（a-b)
（z-a)（z-b),|a|＜|z|＜|b|

否则,X（z)不存在。

将以上三个例子的收敛域在z平面中表示，如图8.3所示。

对于无限长离散时间信号的收敛域，我们可以得出以下结论：
（1）右边序列的收敛域为圆外收敛，当为因果序列时，收敛域包含|z|= ∞。
（2）左边序列的收敛域为圆内收敛，当为反因果序列时，收敛域包含|z|=0。
（3）双边序列的收敛域为环状区域。
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图8.3 z变换的收敛域

8.1.3 单边z变换

如果式（8.3）的求和以n=0为起点，即

X（z）=∑
∞

n=0
x（n）z-n （8.6）

称为单边
··

z变换
··

。简记为

x（n）u（n）↔X（z）

由以上定义可见，当x（n）是因果信号时，其单、双边z变换相等，否则二者不等。

单边z变换的收敛域只有全平面收敛和圆外收敛两种情况，而且单边z变换可以与时域
信号一一对应，所以可以不标注其收敛域。

由于离散时间非因果信号和系统也有很多应用，所以双边z变换也非常重要。后面的分析
中，在不导致混淆的情况下，统称它们为z变换。

8.1.4 z变换性质

和我们已经学习过的傅里叶变换和拉氏变换一样，z变换也具有许多性质，这些性质反映
了时域信号与其在z域上的变换之间的关系。掌握这些性质有助于x（n）和X（z）的互求，也有
助于正确分析离散时间信号与系统。

单、双边z变换的许多性质都相同，但也有些性质，单、双边z变换有显著不同，我们会分
别讨论。下面的性质，若无特殊说明，则对于单、双边z变换都适用。

8.1.4.1 时移特性

由于双边z变换和单边z变换定义中求和下限不同，二者的时移特性有显著不同。下面我
们分别进行讨论。

1.双边z变换的时移特性
若x（n）↔X（z），r1 ＜|z|＜r2 则
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x（n+n0）↔zn0X（z），n0 为整数，r1 ＜|z|＜r2 （8.7）

证明：

x（n+n0）↔∑
∞

n=-∞
x（n+n0）z-n

令n+n0=m

∑
∞

m=-∞
x（m）z-m+n0

=zn0∑
∞

m=-∞
x（m）z-m

=zn0X（z）

【例8.1.6】 求δ（n+1)、δ（n-1)的双边z变换。
解：因为 δ（n)↔1
利用时移特性,得

δ（n+1)↔z
δ（n-1)↔z-1

以上三个z变换的收敛域分别为0≤|z|≤∞、0≤|z|＜∞和0＜|z|＜∞。这是因为，
时域移位，可能会改变序列的因果性，从而使得z变换的收敛情况在|z|=0和|z|= ∞处可
能会发生变化。

图8.4 单位延迟器

z域模型

另外，我们在时域分析中已经看到，如果某个系统的单位样值
响应h（n）=δ（n-1），那么零状态响应yzs（n）=x（n）*h（n）=
x（n-1），即系统完成单位延迟的功能。

单位延迟器是构成离散时间系统的基本单元之一，其z域模型
如图8.4所示。

2.单边z变换的时移特性
设m为大于零的整数，我们首先来求x（n）左移序列x（n+m）的单边z变换

    x（n+m）↔∑
∞

n=0
x（n+m）z-n 令n+m=k

∑
∞

k=m
x（k）zm-k

=zm∑
∞

k=m
x（k）z-k

=zm ∑
∞

k=0
x（k）z-k-∑

m-1

k=0
x（k）z-[ ]k

=zm X（z）-∑
m-1

k=0
x（k）z-[ ]k

得到单边z变换的时移特性如下所述。
若x（n）↔X（z），则

x（n+m）↔zm X（z）-∑
m-1

k=0
x（k）z-[ ]k （8.8）

上式表明，x（n）超前（左移）m个单位后的单边z变换，是原来的z变换X（z）与由纵轴右
边移到左边部分的z变换之差乘以zm。如图8.5（b）所示。

同理可得x（n）的右移序列x（n-m）的单边z变换

x（n-m）↔z-m X（z）+∑
-1

k=-m
x（k）z-[ ]k （8.9）
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即x（n）延迟（右移）m个单位后的单边z变换，是原来的z变换X（z）与由纵轴左边移到右
边部分的z变换之和乘以z-m。如图8.5（c）所示。

图8.5 离散时间信号及其左移和右移两个单位后的信号

移位后序列的收敛域与原来相同，但在|z|=0和|z|=∞处的收敛情况可能会发生变化。
观察式（8.7）、式（8.8）、式（8.9）可见，单边z变换的时移特性比双边z变换复杂，这是因

为单边z变换的求和下限为n=0。

如果x（n）是因果序列，则式（8.9）中的∑
-1

k=-m
x（k）z-k 项等于零。于是得到因果序列右移后

的单边z变换为

x（n-m）↔z-mX（z） （8.10）

经常用到的是m =1，2的情况，此时，式（8.8）、式（8.9）写为

x（n-1）↔z-1X（z）+x（-1）

x（n-2）↔z-2X（z）+z-1x（-1）+x（-2）

x（n+1）↔zX（z）-zx（0）

x（n+2）↔z2X（z）-z2x（0）-zx（1）

我们已经知道，描述离散时间LTI系统的是常系数线性差分方程，显然我们可以利用z变
换的时移特性将差分方程转换到z域。在8.2节中将会看到，单边z变换的时移特性在求解差
分方程时特别有用。

8.1.4.2 序列指数加权（z域尺度变换）

若x（n）↔X（z），r1 ＜|z|＜r2，a为常数且a≠0，则

anx（n）↔X z（ ）a
，|a|r1 ＜|z|＜|a|r2 （8.11）

证明略。
可见时域将x（n）乘以指数序列等效于z平面尺度展缩。式（8.11）中令a=-1得到

（-1）nx（n）↔X（-z），r1 ＜|z|＜r2

【例8.1.7】 求下列信号的z变换。
（1)x（n)=cos（βn)u（n)；（2)x（n)=ancos（βn)u（n)。
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解：

（1)利用变换对 anu（n)↔ z
z-a

令a=e±jβ,得到 e±jβnu（n)↔ z
z-e±jβ

所以

cos（βn)u（n)↔ 1
2

z
z-ejβ + z

z-e-j[ ]β = z2-zcosβ
z2-2zcosβ+1

,|z|＞1 （8.12)

（2)利用式（8.11)、式（8.12),得到

ancos（βn)u（n)↔

z（ ）a
2

-z
acosβ

z（ ）a
2

-2z
azcosβ+1

= z（z-acosβ)
z2-2azcosβ+a2,|z|＞|a|

图8.6画出了β= π
3
的正弦序列以及a=0.7,β= π

3
的衰减正弦序列的波形及收敛域。

图8.6 正弦序列与衰减的正弦序列及其收敛域

8.1.4.3 时域翻转

若x（n）↔X（z），r1 ＜|z|＜r2，下面我们来求时域翻转后的序列x（-n）的双边z变换。

x（-n）↔∑
∞

n=-∞
x（-n）z-n

= ∑
∞

m=-∞
x（m）1（ ）z

-m
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=X 1（ ）z
，1
r2
＜|z|＜ 1

r1

所以

x（-n）↔X（z-1），1
r2
＜|z|＜ 1

r1
（8.13）

显然，该性质只对双边z变换有意义。
由该性质可以看出，如果z0、p0 分别为x（n）的z变换的零点和极点，则1/z0、1/p0 为

x（-n）的z变换的零点和极点。

8.1.4.4 卷积定理

若x1（n）↔X1（z），r11 ＜|z|＜r12，x2（n）↔X2（z），r21 ＜|z|＜r22，则

x1（n）*x2（n）↔X1（z）·X2（z） （8.14）

其收敛域至少为X1（z）和X2（z）收敛域的公共部分。
请自行证明。
该性质对于单、双边z变换均适用。但如果是单边z变换，则要求x1（n）和x2（n）均为因果

信号。

8.1.4.5 z域微分（序列线性加权）

根据z变换的定义式 X（z）= ∑
∞

n=-∞
x（n）z-n

两边对z求导，得

d
dzX

（z）= d
dz ∑

∞

n=-∞
x（n）z-[ ]n

= ∑
∞

n=-∞

d
dz

[x（n）z-n]

= ∑
∞

n=-∞

[（-n）x（n）z-n-1]

上式两边同乘以-z，得

-zd
dzX

（z）= ∑
∞

n=-∞

[nx（n）z-n]

所以得到z域微分特性

nx（n）↔-zd
dzX

（z） （8.15）

显然从单边z变换的定义式（8.6）出发也可以得到同样的结果。

【例8.1.8】 求nan-1u（n)的z变换。
解：利用式（8.4)表示的变换对

anu（n)↔ z
z-a

,  |z|＞|a|

利用z域微分特性,得
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nauu（n)↔-zd
dz

z
z-[ ]a = az

（z-a)2
,  |z|＞|a|

两边同除以a得

nan-1u（n)↔ z
（z-a)2

,  |z|＞|a|

8.1.4.6 初值定理和终值定理

若因果信号x（n）↔X（z），则

lim
z→∞

X（z）=x（0） （8.16）

上式称为初值定理
····

。
证明：对于因果信号x（n），由于

X（z）=∑
∞

n=0
x（n）z-n =x（0）+x（1）z-1+x（2）z-2+…

当z→ ∞ 时，上式中的级数除了第一项x（0）外，其他各项都趋近于零，所以有

lim
z→∞

X（z）=x（0）

可见，对于因果序列x（n），我们可以直接由X（z）求得时域序列的初始值，而不必求反
变换。

另外，由初值定理不难得出，如果因果信号x（n）在n=0处取值为有限值，则z→ ∞ 时

X（z）一定是有限值。
若因果信号x（n）↔X（z），且X（z）除在z=1处可以有一阶极点外，全部其他极点都在单

位圆|z|=1以内，则

lim
n→+∞

x（n）=lim
z→1

[（z-1）X（z）] （8.17）

上式称为终值定理
····

。
证明：根据单边z变换的定义

x（n+1）-x（n）↔∑
∞

n=0

[x（n+1）-x（n）]z-n

根据单边z变换的时移特性

x（n+1）-x（n）↔zX（z）-zx（0）-X（z）
因此有

∑
∞

n=0

[x（n+1）-x（n）]z-n =zX（z）-zx（0）-X（z）

= （z-1）X（z）-zx（0）
即

（z-1）X（z）=lim
N→∞∑

N

n=0

[x（n+1）-x（n）]z-n+zx（0）

若（z-1）X（z）的收敛域包含单位圆，则上式两边可以取z→1的极限，即

  lim
z→1

（z-1）X（z）=lim
z→1

lim
N→∞∑

N

n=0

[x（n+1）-x（n）]z-{ }n +x（0）
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=lim
N→∞

lim
z→1∑

N

n=0

[x（n+1）-x（n）]z-{ }n +x（0）

=lim
N→∞ ∑

N

n=0

[x（n+1）-x（n{ }）]+x（0）

=lim
N→∞

[x（1）-x（0）+x（2）-x（1）+…+x（N）-x（N-1）+

x（N+1）-x（N）]+x（0）

=lim
N→∞

x（N+1）

即

lim
z→1

（z-1）X（z）=lim
n→∞

x（n）

应用终值定理时要特别注意条件“X（z）除在z=1处可以有一阶极点外，全部其他极点都
在单位圆|z|=1以内”，在以上证明的过程中可以看出，该条件是为了保证（z-1）X（z）的收
敛域包含单位圆，从而保证lim

n→∞
x（n）存在。

更多的z变换的性质如表8.1所示。
表8.1 z变换性质表

性质名称

线性 a1x1（n）+a2x2（n）↔a1X1（z）+a2X2（z）

时移特性

双边 x（n±n0）↔X（z）z±n0

单边

x（n+m）↔zm X（z）-∑
m-1

k=0
x（k）z-[ ]k

x（n-m）↔z-m X（z）+∑
-1

k=-m
x（k）z-[ ]k

z域尺度变换 anx（n）↔X z（ ）a
，|a|r1＜|z|＜|a|r2

复频移特性 x（n）ejΩ0n↔X（ze-jΩ0）

z域微分（序列线性加权） nx（n）↔-z d
dzX（z）

时域翻转 x（-n）↔X（z-1），1
r2
＜|z|＜

1
r1

卷积特性 x1（n）*x2（n）↔X1（z）·X2（z）

初值定理 x（0）=lim
z→∞

X（z）

终值定理

若（z-1）X（z）的收敛域包含单位圆，则

lim
n→∞

x（n）=lim
z→1

（z-1）X（z）

  利用z变换的性质，可以得到更多的z变换对，如表8.2所示。
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表8.2 常用z变换对

x（n） X（z） 收敛域

δ（n） 1 0≤|z|≤ ∞

δ（n+1） z 0≤|z|＜ ∞

δ（n-1） z-1 0＜|z|≤ ∞

anu（n） z
z-a |z|＞a

-an-1u（-n-1） z
z-a |z|＜a

nan-1u（n） z
（z-a）2 |z|＞a

-nanu（-n-1） z
（z-a）2 |z|＜a

cos（βn）u（n） z（z-cosβ）
z2-2zcosβ+1 |z|＞1

sin（βn）u（n） zsinβ
z2-2zcosβ+1 |z|＞1

ancos（βn）u（n） z（z-acosβ）
z2-2azcosβ+a2 |z|＞|a|

ansin（βn）u（n） zasinβ
z2-2azcosβ+a2 |z|＞|a|

8.1.5 z反变换

与其他几种变换类似，我们可以利用常用的z变换对，结合z变换的性质，来求解X（z）对
应的时域序列x（n）。

对于双边z变换，求解反变换时需要特别注意收敛域。

8.1.5.1 部分分式展开法

当X（z）是z的有理分式时，可以采用部分分式展开法。下面举例说明。

【例8.1.9】 已知X（z)= z
z2-z-2

,收敛域分别为：

（1)|z|＞2；（2)|z|＜1；（3)1＜|z|＜2
求其对应的时域序列x（n)。

解：观察前面列出的几个常用z变换对可以发现,对X（z)进行部分分式展开时,形式上展成

z
（z-a)m 的组合比较好

。所以我们令X（z)=zX1（z),然后对X1（z)进行部分分式展开,得到

X（z)= z
z2-z-2= z

（z+1)（z-2)=
-1

3z

z+1+

1
3z

z-2
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有两个极点，p1 =-1，p2 =2，收敛域有三种情况：
（1）当收敛域为|z|＞2时，

x（n）=-1
3

（-1）nu（n）+1
3×2nu（n）

（2）当收敛域为|z|＜1时，

x（n）= 1
3

（-1）nu（-n-1）-1
3×2nu（-n-1）

（3）当收敛域为1＜|z|＜2时，

x（n）=-1
3

（-1）nu（n）-1
3×2nu（-n-1）

8.1.5.2 幂级数展开法

由z变换的定义式X（z）=∑
+∞

n=-∞
x（n）z-n可以看出，如果将X（z）写成幂级数的形式，那么，

该幂级数各对应项的系数就构成了离散时间信号x（n）。下面举例说明。

【例8.1.10】 已知X（z)=-2z-2+2z+1,求反变换。

解：
根据z变换的定义,显然

x（2)=-2,x（-1)=2,x（0)=1,其余x（n)=0
所以,x（n)= {2,1,0,-2}-1

如果X（z）不是z的幂级数形式，可以采用其他方法（如长除法）将其展成幂级数形式。

【例8.1.11】 已知X（z)= z
z2-z-2

,收敛域为|z|＞2,试用幂级数展开法求反变换。

解：
由于收敛域为|z|＞2,故x（n)为右边信号,X（z)为z的降幂多项式。用长除法时除式应

按照z的降幂排列,即

         z-1+ z-2+ 3z-3+5z-4+…
   z2-z-2)z

z-1-2z-1

1+2z-1

1-z-1- 2z-2

3z-1+2z-2

3z-1-3z-2-6z-3

   5z-2+6z-3

    …

所以,x（n)= {1,1,3,5…}1。

【例8.1.12】 已知X（z)= z
z2-z-2

,收敛域为|z|＜1,试用幂级数展开法求反变换。

解：由于收敛域为|z|＜1,故x（n)为左边信号,X（z)为z的升幂多项式。用长除法时除
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式应按照z的升幂排列,即

           -1
2z+1

4z2-3
8z3+…

    -2-z+z2)z

z+1
2z2-1

2z3

-1
2z2+1

2z3

-1
2z2-1

4z3+1
4z4

3
4z3-1

4z4

3
4z3+3

8z4-3
8z5

-5
8z4+3

8z5

  …

所以 x（n)= …,-3
8

,1
4-{ }1

2
                      ↑n=-1

从上面两个例题可以看出，长除法既可展成升幂级数也可展成降幂级数，这完全取决于收
敛域如何。所以运用长除法之前，一定要先根据收敛域确定是左边序列还是右边序列，然后才
能正确地决定是按升幂长除，还是按降幂长除，只有选择得当才能使长除得到的X（z）收敛。
另外，利用幂级数展开不易得到闭合形式的表达式。

8.2 利用单边z变换求解LTI系统的响应

与连续时间系统分析中拉氏变换相对应，z变换是分析离散时间LTI系统的有力数学工
具。本节讨论运用z变换求解系统响应的一些问题。

如前所述，描述离散时间LTI系统的是常系数线性差分方程，其一般形式如下：

  y（n-k）+ak-1y（n-k+1）+…+a1y（n-1）+a0y（n）

=bmx（n-m）+bm-1x（n-m+1）+…+b1x（n-1）+b0x（n） （8.18）
式中，各系数均为实数，设系统的初始状态为y（-1）、y（-2）、…、y（-k）。
求解系统响应的计算过程就是求解此差分方程。第2章中讨论了差分方程的时域求解方

法，求解过程较为烦琐。下面我们学习用z变换的方法求解差分方程。
令x（n）↔X（z），y（n）↔Y（z），根据单边z变换的时移特性，即式（8.9），将式（8.18）等号

两边取z变换，就可以将描述
···

y（n）和
·
x（n）之间关系的差分方程变换为描述

··············
Y（z）和

·
X（z）之间

··
关系的代数方程
·······

，并且初始状态已自然地包含在其中
·············

，可直接得出系统的全响应解
············

，求解步骤
简明且有规律。现举例说明。

【例8.2.1】 某因果离散系统的差分方程为y（n)-4y（n-1)+3y（n-2)=x（n),初始
条件为y（-1)=0,y（-2)=1/2,x（n)=2nu（n),求系统的全响应y（n)。
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解：对原差分方程两边取z变换,可得

Y（z)-4[z-1Y（z)+y（-1)]+3[z-2Y（z)+z-1y（-1)+y（-2)]=X（z)

将y（-1)=0,y（-1)=1/2,X（z)= z
z-2

代入上式得

Y（z)= X（z)
1-4z-1+3z-2 +4y（-1)-3z-1y（-1)-3y（-2)

1-4z-1+3z-2

= z2

z2-4z+3
· z
z-2+

-3
2z2

z2-4z+3

=

1
2z

z-1+

9
2z

z-3+ -4z
z-

㊣㊣ ㊣
2

零状态响应Yzs（z)

+

3
4z

z-1+
-9

4z

z-
㊣㊣ ㊣

3
零输入响应Yzi（z)

=

5
4z

z-1+

9
4z

z-
㊣㊣ ㊣

3
自由响应Yn（z)

+ 4z
z-
︸

2
强迫响应Yf

（z)

所以

y（n)= 1
2u（n)+9

23nu（n)-4×2nu（n
㊣㊣ ㊣

)

yzs（n)

+3
4u（n)-9

43nu（n
㊣㊣ ㊣

)

yzi（n)

= 5
4u（n)+9

4×3nu（n
㊣㊣ ㊣

)

yn（n)

-4×2nu（n
㊣㊣ ㊣

)
yf（n)

可见，Y（z）的极点由两部分组成，一部分是系统特征根形成的极点1、3，另一部分是激励
信号X（z）的极点2。其中固有响应Yn（z）的极点就是系统函数的极点（特征根，又称为固有频
率），所以说，固有响应yn（n）的函数形式由系统特征根决定。而强迫响应Yf（z）的极点就是激
励信号X（z）的极点，所以说，强迫响应yf（n）的函数形式由激励信号决定。

8.3 系统函数

8.3.1 系统函数

如前所述，描述离散时间LTI系统的是常系数线性差分方程，其一般形式如下：

 y（n+k）+ak-1y（n+k-1）+…+a1y（n+1）+a0y（n）

=bmx（n+m）+bm-1x（n+m-1）+…+b1x（n+1）+b0x（n） （8.19）
设系统初始状态为零，输入x（n）的z变换记为X（z），零状态响应yzs（n）的z变换记为

Yzs（z），上式两边取z变换，得到

Yzs（z）∑
k

l=0
alzl =X（z）∑

m

r=0
brzr

令A（z）=∑
k

l=0
alzl，B（z）=∑

m

r=0
brzr，得到
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Yzs（z）=X（z）B（z）
A（z）

令

H（z）=Yzs（z）
X（z）=B（z）

A（z）=bmzm +bm-1zm-1+…+b1z+b0

akzk+ak-1zk-1+…+a1z+a0
（8.20）

H（z）称为离散时间系统的系统函数
····

。可见，根据描述系统的差分方程容易写出系统函数

H（z），反之亦然。系统函数只取决于系统本身
············

，而与激励无关
······

，与系统内部的初始状态也无关
·············

。
因此，零状态响应

Yzs（z）=X（z）H（z） （8.21）

式（8.20）和式（8.21）中的H（z）是否就是单位样值响应h（n）的z变换呢？我们下面进行
分析。

当输入为单位样值信号时，即x（n）=δ（n）时，X（z）=1，此时的零状态响应即为h（n），根
据式（8.21），其z变换数为

㊣[h（n）]=X（z）H（z）= H（z）

上式说明，单位样值响应h（n）与系统函数H（z）是一对z变换对。

【例8.3.1】 设离散系统的差分方程y（n)-0.6y（n-1)-0.16y（n-2)=5x（n),试求
其系统函数H（z)和单位样值响应h（n)。

解：设初始状态为零,上式两边求z变换,得到

Yzs（z)-0.6z-1Yzs（z)-0.16z-2Yzs（z)=5X（z)

所以

（1-0.6z-1-0.16z-2)Yzs（z)=5X（z)

所以系统函数为

H（z)= 5
1-0.6z-1-0.16z-2 = 5z2

z2-0.6z-0.16

= 5z2

（z+0.2)（z-0.8)= z
z+0.2+ 4z

z-0.8

由于题目中未指明系统的因果性,应根据收敛域分情况讨论。显然收敛域存在三种可能：
（1)当收敛域为|z|＞0.8时

h（n)= （-0.2)nu（n)+4×0.8nu（n)

（2)当收敛域为|z|＜0.2时

h（n)=-（-0.2)nu（-n-1)-4×0.8nu（-n-1)

（3)当收敛域为0.2＜|z|＜0.8时

h（n)= （-0.2)nu（n)-4×0.8nu（-n-1)
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图8.7 例8.3.1系统极零点图

与第2章中在时域求解单位样值响应（例2.3.3）的方法
相对比，可见，时域方法只能求解因果系统，z变换的方法不
仅能求解因果系统，也能求解非因果系统，而且求解方法
简便。

一般来说，离散时间LTI系统的系统函数是关于z的有
理多项式，分母多项式A（z）=0的根为称为极点

··
（特征根），

分子多项式B（z）=0的根为称为零点
··

。
在z平面标出H（z）的极、零点位置，极点用“×”表示，

零点用“○”表示，就得到H（z）的极零点图
····

。极零点图可以
表示一个系统，常用来分析系统特性。例8.3.1中所示系统的极零点图如图8.7所示。

8.3.2 由极零点图确定频率响应

在学习连续时间信号的傅里叶变换和拉氏变换时我们已经看到，对于连续时间信号在s
平面虚轴上的拉氏变换就是其傅里叶变换，同时讨论了根据系统函数H（s）的极零点图用几
何的方法可确定出频率响应H（jω）。对于离散时间信号x（n），在z平面单位圆上的z变换就是
其离散时间傅里叶变换，同样可以利用系统函数H（z）的极零点图，用几何方法确定其频率响
应H（Ω）。然而，由于在这种情况下是在|z|=1的单位圆上求值，所以应该考虑从极点和零点
到单位圆上的向量，而不是到虚轴上的向量。

设系统函数为

H（z）=B（z）
A（z）=K

∏
m

i=1

（z-zi）

∏
k

j=1

（z-pj）

当收敛域包含单位圆时，频率响应

H（Ω）= H（z）|z=ejΩ =K
∏
m

i=1

（ejΩ -zi）

∏
k

j=1

（ejΩ -pj）
=|H（Ω）|ej∠H（Ω）

令ejΩ -pj =Ajejθj，ejΩ -zi =Biejψi，则

     H（Ω）=|H（Ω）|ej∠H（Ω）=K
∏
m

i=1
Biejψi

∏
k

j=1
Ajejθj

=KB1B2…Bmej（ψ1+ψ2+…+ψm）

A1A2…Akej（θ1+θ2+…+θk）

=KB1B2…Bm

A1A2…Ak
ej[（ψ1+ψ2+…+ψm）-（θ1+θ2+…+θk）]

故幅频特性为
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|H（Ω）|=KB1B2…Bm

A1A2…Ak
（8.22）

相频特性为

∠H（Ω）= （ψ1+ψ2+…+ψm）-（θ1+θ2+…+θk） （8.23）
所以，系统的幅频特性是各个零点到单位圆上的向量长度之积，再除以各个极点到单位圆上

的向量长度之积，相频特性是各个零点到单位圆上的向量幅角之和，再减去各个极点到单位圆上
的向量幅角之和。如图8.8所示。当然，这里假定K＞0，当K＜0时，还有一个附加的相位π。

图8.8 极零点向量图

这样，利用式（8.22）和式（8.23），就可以根据极零点
图利用几何图解法来分析系统的幅频特性和相频特性。

当Ω从0～2π变化时，即复变量z从z=1沿单位圆
逆时针方向旋转一周时，各极点向量和零点向量的模和幅
角也随之变化，根据式（8.22）和式（8.23）就能得到系统的
幅频特性和相频特性。当旋转到某个极点pi 附近，使得相
应向量的长度最短时，则该极点对此Ω处的幅频响应有增
强的作用。若极点pi愈靠近单位圆，则幅频响应在峰值附
近愈尖锐。如果极点落在单位圆上，则峰值趋于无穷大。零
点的作用恰好相反。

位于原点处的极零点对系统幅频特性不产生作用，因
而在z=0处加入或者去除极点或零点，幅频特性不变，而只会影响相频特性。

图8.9 一阶离散时间系统

【例8.3.2】 求图8.9所示一阶因果离散时间系统（0

＜a＜1为常数)的频率响应,大致画出幅频特性图,并分析
系统的滤波特性。

解：该系统的系统函数为

H（z)= 1
1-az-1 = z

z-a

零点z1 =0,极点p1 =a
由于0＜a＜1,收敛域包含单位圆,H（Ω)存在。

H（Ω)= H（z)|z=ejΩ = ejΩ

ejΩ -a
= 1

1-ae-jΩ = 1
1-acosΩ+jasinΩ

幅频特性

|H（Ω)|= 1
（1-acosΩ)2+a2sin2
㊣ Ω

= 1
1+a2-2acos㊣ Ω

相频特性

H（Ω)=-arctan asinΩ
1-acosΩ

当a=0.2和a=0.9时频率响应如图8.10（a)、（b)所示,可见,系统完成低通滤波功能。
下面用极零点图来分析系统的幅频特性。
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图8.10 频率响应

图8.11 极零点图

该系统的极零点图如图8.11所示。在单位圆上取一点M,对应
的相角为Ω,过极点和零点分别向M 连线得到向量A 和B,则

由于零点位于原点,向量B的模始终为1。而当Ω=0时,M点与
极点距离最近,即向量A的模最小,此时|H（Ω)|最大；当Ω从0逐
渐增大到π,向量A的模逐渐增大,所以系统幅频特性|H（Ω)|逐渐
减小；当Ω=π时,|H（Ω)|最小；Ω从π继续逐渐增大到2π,A的模
逐渐减小,所以|H（Ω)|逐渐增大。并且,a越接近1,极点越靠近单
位圆,Ω=2nπ时|H（Ω)|的峰值越尖锐。与图8.10中的分析结果

是一致的。

8.3.3 系统因果性和稳定性

1.系统因果性分析
若系统为因果系统，则单位样值响应h（n）满足

h（n）=0，n＜0 （8.24）

式（8.24）给出了因果系统的时域特征，显然，由于n＜0时h（n）的样值点均为零，其系统
函数H（z）为z的负幂多项式，故其收敛域必定包含无穷远点

···········
。

2.系统稳定性分析
稳定性是系统一个极为重要的特性，也是系统能够正常工作的基本条件。第2章中已经证

明，离散时间系统为稳定系统的充分必要条件是
···················

，单位样值响应
······

h（n）满足绝对可和
······

，即

∑
+∞

n=-∞
h（n）≤M ，M 为有限正常数 （8.25）

前面讨论离散时间傅里叶变换的收敛性时已经指出：只要信号绝对可和，它的傅里叶变换
就存在。也就是说，如果系统稳定

······
，则单位样值响应
·······

h（n）绝对可和
····

，那么系统函数
······

H（z）的收敛
···

域就包含单位圆
·······

。
前面我们分别得出了系统因果和系统稳定的条件，表8.3进行了总结。
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表8.3 系统因果性和稳定性分析

系统特性 时域特点 z域特点

因果系统 h（n）=0，n＜0 收敛域必定包含无穷远点

稳定系统 ∑
+∞

n=-∞
h（n）≤M，M 为有限正常数 收敛域就包含单位圆

因果稳定系统

h（n）=0，n＜0，并且

∑
+∞

n=-∞
h（n）≤M，M 为有限正常数

所有极点都位于单位圆内

  【例8.3.3】 已知某离散时间系统的系统函数为H（z)= z
z2-7/2z+3

,画出收敛域,讨

论其因果性和稳定性,并说明原因。

解：有两个一阶极点,p1 =2,p2 = 3
2

,收敛域可以有三种情况,如图8.12所示。

图8.12 例8.3.3中的收敛域

（1)收敛域为|z|＞2：因为收敛域不包含单位圆,故系统不稳定；因为收敛域包含无穷远
点,故系统是因果系统；

（2)收敛域为|z|＜ 3
2

：因为收敛域包含单位圆,故系统稳定；因为收敛域不包含无穷远

点,故系统是非因果系统；

（3)收敛域为3
2＜|z|＜2：因为收敛域不包含单位圆,故系统不稳定；因为收敛域不包含

无穷远点,故系统是非因果系统。

8.3.4 系统的图形表示方法

与连续时间系统类似，离散时间系统也可以用方框图或信号流图来表示，二者可以相互转
换。表8.4给出了基本运算单元的框图和流图表示。

可以根据信号流图，利用梅森公式求解系统函数H（z），也可以根据H（z）画出信号流图。
与连续时间系统稍有不同的是，离散时间系统的流图中的回路习惯上用带箭头的直线表示，而
不像连续时间系统那样用圆弧线表示。下面举例说明。
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表8.4 基本运算单元的框图和流图表示

名称 框图表示 流图表示

加法器

标量乘法器

（数乘器）

单位延时器

  【例8.3.4】 已知某离散时间系统的框图如图8.13（a)所示,画出其流图表示形式,求出
系统函数,并求出系统的差分方程。

解：流图表示如图8.13（b)所示。
两个回路：L1 =a1z-1,L2 =a2z-2,其流图特征式为

Δ=1-（L1+L2)=1-a1z-1-a2z-2

只有一条前向通路,T1 =b0,拆除后,无回路,故Δ1 =1。
所以,根据梅森公式,容易得出系统函数

H（z)=T1Δ1

Δ = b0

1-a1z-1-a2z-2

所以有

Y（z)-a1z-1Y（z)-a2z-2Y（z)=b0X（z)

因此,该离散时间系统的差分方程为

y（n)-a1y（n-1)-a2y（n-2)=b0x（n)

图8.13 例8.3.4

习  题  八

8.1-1 求下列离散时间信号的z变换，并指出收敛域。
（1）δ（n-1）        （2）δ（n+1）
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（3）（ ）1
2

n

u（n） （4）- （ ）1
2

n

u（-n-1）

（5）（ ）1
2

-n

u（n） （6）（ ）1
2

n
[u（n）-u（n-10）]

（7）（ ）1
2

n

u（n）+ （ ）1
3

n

u（n） （8）（ ）1
2

n-1

u（n-1）

（9）（ ）1
2

|n|
（10）3nu（n）-2nu（-n-1）

8.1-2 判断8.1-1题中各个离散时间信号的离散时间傅里叶变换是否存在，并观察z变换的
收敛域，总结存在傅里叶变换的离散时间信号其z变换收敛域的特点。

8.1-3 设x（n）为偶信号，其z变换为X（z），
（1）证明：X（z）=X（z-1）
（2）根据上述结果，证明：如果X（z）的一个极点（零点）产生于z=z0，那么必然在

z= 1
z0
也出现一个极点（零点）。

（3）对下面每个序列，验证（2）小题的结论。
（a）x（n）=δ（n+1）+δ（n-1）

（b）x（n）=δ（n+1）-5
2δ（n）+δ（n-1）

（c）x（n）= （ ）1
2

n

u（n）+2nu（-n-1）

8.1-4 已知因果信号x（n）的z变换X（z），求x（n）的初值x（0）与终值x（∞）。

（1）X（z）= 1
（1-0.5z-1）（1+0.5z-1）   

（2）X（z）= z-1

1-1.5z-1+0.5z-2

（3）X（z）= 1+z-1+z-2

（1-z-1）（1-2z-1）

8.1-5 已知x（n）=anu（n），h（n）=u（n）-u（n-N），利用z变换求y（n）=x（n）*h（n）。

8.1-6 直接从下列z变换求所对应的离散时间信号x（n）。
（1）X（z）=1，0≤|z|≤ ∞     （2）X（z）=z3，0≤|z|＜ ∞
（3）X（z）=z-1，0＜|z|≤ ∞ （4）X（z）=-2z-2+2z+1，0＜|z|＜ ∞

（5）X（z）= 1
1-az-1

，|z|＞a （6）X（z）= 1
1-az-1

，|z|＜a

8.1-7 用部分分式展开法求下列z变换对应的x（n）。

（1）X（z）=
z3z-（ ）5

6

z-（ ）1
4 z-（ ）1

3

，且x（n）绝对可和。

（2）X（z）= z-1
z2-5z+6

，且x（n）为因果信号。

8.1-8 X（z）= z
z2-z-2

，收敛域为1＜|z|＜2，试用幂级数展开法求反变换。

8.2-1 利用单边z变换解下列差分方程。
（1）y（n）-0.9y（n-1）=0.05x（n），x（n）=u（n），y（-1）=1
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（2）y（n）+2y（n-1）=x（n），x（n）= （n-2）u（n），y（0）=1

（3）y（n）-1
2y（n-1）=x（n）-1

2x（n-1），x（n）=u（n），y（-1）=1

8.2-2 设某离散系统的差分方程为y（n）+3y（n-1）+2y（n-2）=x（n），输入信号x（n）=
2nu（n），初始条件y（0）=0，y（1）=2，试求其系统的全响应、零输入响应、零状态响
应、固有响应和强迫响应。

8.3-1 已知系统的系统函数为H（z）= 9.5z
（z-0.5）（10-z），在10＜|z|≤ ∞ 及0.5＜|z|＜

10两种收敛域情况下求系统的单位样值响应，并判断系统的稳定性与因果性。

8.3-2 已知某离散时间LTI系统差分方程为y（n-1）-5
2y（n）+y（n+1）=x（n），

（1）假设为因果系统，求单位样值响应h（n），并判断系统的稳定性；
（2）假设为反因果系统，求单位样值响应h（n），并判断系统的稳定性；
（3）假设为稳定系统，求单位样值响应h（n），并判断系统的因果性。

8.3-3 一个因果线性时不变系统由下列差分方程描述：

y（n-2）+3
2y（n-1）-y（n）=-x（n-1）

（1）求该系统的系统函数H（z），画出极零点图，并指出收敛域。
（2）求该系统的单位脉冲响应h（n）。
（3）判断系统的稳定性，若该系统是一个不稳定系统，试求出一个满足此差分方程的
稳定系统的单位脉冲响应，并判断其因果性。

8.3-4 用计算机对测量的数据x（n）进行平均处理，当收到一个测量数据后，计算机就把这
一次输入数据与前三次输入数据进行平均。试求这一运算过程的频率响应。

8.3-5 已知离散时间系统差分方程为y（n）-3
4y（n-1）+1

8y（n-2）=x（n）+1
3x（n-1），

求系统函数，并画出直接实现形式、级联实现形式和并联实现形式的信号流图。
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书书书

第9章 离散傅里叶变换

至今我们已讨论了4种形式的傅里叶变换，即连续时间傅里叶级数CTFS（FS）、连续时间
傅里叶变换CTFT（FT）、离散时间傅里叶级数（DTFS）和离散时间傅里叶变换（DTFT）。对
于一个连续信号，其频谱用FT表示；对于一个周期性连续信号，其频谱（严格讲为各次谐波分
量幅度）用FS表示；对于一个离散信号，其频谱用DTFT表示；对于一个周期性离散信号，其
频谱用DTFS表示。

在计算机上实现信号的频谱分析及其他方面的处理工作时，对信号的要求是：在时域和频
域都应是离散的，且都应是有限长的。上述的4种变换中，只有DTFS在时域和频域都是离散
的，但又都是无限长。为此，我们要导出一种更为有用的变换，这就是离散傅里叶变换
（DFT），可以同时实现在时域和频域都是离散的，而且都是有限长的。

DFT是数字信号处理中最基本的，也是最重要的运算。它除了在理论上相当重要之外，
由于存在着离散傅里叶变换的有效快速算法，因而离散傅里叶变换在各种数字信号处理的算
法中起着核心的作用。

9.1 离散傅里叶变换（DFT）

DTFS在时域和频域上都是离散的，但是周期序列长度为无限长。周期序列实际上只有
有限个序列值有意义，因而它的离散傅里叶级数也适用于有限长序列，这就得到有限长序列的
离散傅里叶变换（DFT）。

一个有限长序列x（n），它的傅里叶变换X（Ω）是一个连续的周期函数（序列的傅里叶变换
也可以用X（ejΩ）表示，意味着序列的傅里叶变换对应着z变换单位圆上的抽样，其物理含义更
加明确）。现对X（Ω）在频域上进行抽样，如一个周期内采N个点，得到在频域上的周期离散序

列 ～X（k）。根据离散傅里叶级数的概念，与 ～X（k）相对应的，在时域上也一定是一个周期离散序

列 ～x（n），其周期也为N。当频域上抽样点数N 满足一定条件时，可保证从 ～x（n）取出一个周期

即为x（n）。如果从 ～X（k）取其一个周期称为X（k），那么x（n）与X（k）之间的关系，就是离散傅
里叶变换。

设x（n）是一个长度为N的有限长序列，即x（n）只在n=0，1，…，N-1有值，其它n时，

x（n）=0。我们对其频谱的每个周期作N0点抽样，得到频域周期离散序列 ～X′（k）。～X′（k）是周

期序列，因此存在唯一的时域周期序列 ～x′（n），它的DTFS正好为 ～X′（k）。因此有

X（Ω）=∑
N-1

n=0
x（n）e-jnΩ （9.1）

～X′（k）=X（ejk2π
N0）=∑

N-1

n=0
x（n）e-j2π

N0
kn （9.2）



        ～x′（n）= 1
N0∑

N0-1

k=0
X′（k）ej2π

N0
nk

= 1
N0∑

N0-1

k=0
X（ej2π

N0
k）ej2π

N0
nk = 1

N0∑
N0-1

k=0
∑
N-1

l=0
x（l）e-jl2π

N0
kej2π

N0
nk

=∑
N-1

l=0
x（l）1

N0∑
N0-1

k=0
ej2π

N0
k（n-l）

由于

1
N0∑

N0-1

k=0
ej2π

N0
k（n-l）= 1

N0∑
N0-1

k=0
ej2π

N0
k（l-n）=

1， l=mN0+n
0， { 其他

因此

～x′（n）= ∑
+∞

m=-∞
x（n+mN0）=x（（n））N0 =xN0

（n） （9.3）

从式（9.3）可以看出，～x′（n）是由x（n）以N0为周期延拓而成。N0≥N，时域上的周期延拓

就不会出现混叠，一般取N0 =N。取出 ～x′（n）的一个周期，就可以得到x（n）。由此我们可以得
到DFT的表达式。

图9.1 DFT定义过程

DFT的定义过程是这样的。如图9.1所示，对于一个
长度为N 的有限长序列x（n），首先以N 为周期进行周期

延拓，得到周期序列 ～x（n），其离散傅里叶级数为周期序列

～X（k）[为了使信号在时域上和频域上有着一致的表示，在

7.1节我们曾用系数Xk表示的傅里叶级数，以后改用序列

值 ～X（k）表示，两者只是表示形式上的区别]。从周期序列

～x（n）中取出一个周期的N个值，就是有限长序列x（n）；从

周期序列 ～X（k）中取出一个周期的N个值，得到有限长序列X（k）[相当于x（n）频谱一个周期
的N 个抽样值]。x（n）与X（k）之间的变换关系就是离散傅里叶变换

·······
。

定义：

RN（n）=
1 0≤n≤N-1
0 { 其他

（9.4）

～x（n）与 ～X（k）的DTFS表达式为

～X（k）=∑
N-1

n=0

～x（n）e-j2πNnk （9.5）

～x（n）= 1
N∑

N-1

k=0

～X（k）ej2πNnk （9.6）

则x（n）与X（k）之间DFT变换关系为

正变换 X（k）=∑
N-1

n=0

～x（n）e-j2πNnkRN（k）=∑
N-1

n=0
x（n）e-j2πNnkRN（k） （9.7）
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反变换 x（n）= 1
N∑

N-1

k=0

～X（k）ej2πNknRN（n）= 1
N∑

N-1

k=0
X（k）ej2πNknRN（n） （9.8）

定义旋转因子
····

Wnk
N =e-j2πknN （9.9）

则DFT变换关系为

X（k）=∑
N-1

n=0
x（n）Wnk

N  k=0，1，…，N-1

x（n）= 1
N∑

N-1

k=0
X（k）W-nk

N  n=0，1，…，N-
㊣

㊣

㊣
1

（9.10）

离散傅里叶变换的示意图如图9.2所示。显然DFT并不是一个新的傅里叶变换形式，它
实际上来自于DTFS，只不过在时域、频域各取一个周期而已。一般定义周期序列中n=
0，1，…，N-1的第一个周期为序列的主值周期，而主值周期上的序列称为周期序列的主值
序列。

图9.2 离散傅里叶变换示意图

这里有几点需要注意：
（1）x（n）与X（k）之间的DFT变换关系是唯一的。已知x（n）就能唯一确定X（k），反之亦

然。
（2）X（k）不是x（n）的频谱，而是其频谱X（Ω）一个周期的抽样。
（3）满足N0 ≥N 的频域抽样条件，X（k）能代表x（n）的频谱。
（4）定义DFT时，x（n）与X（k）都是周期序列的一个周期，即DFT隐含着周期性。根据

DFT的定义过程，即x（n）→x（（n））N →X（（k））N →X（k），导致有可能不同序列得到相同
的X（k）。
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（5）取不同的DFT长度（取不同的N 值），序列x（n）的DFT不同。

【例9.1.1】 如图9.3所示的4个序列的8点DFT是相同的。

图9.3 4个序列

【例9.1.2】 x（n)=R4（n),分别求x（n)的8点和16点DFT。
解：（1)设N =8,则

   X（k)=DFT[x（n)]=∑
N-1

n=0
x（n)e-j2πNkn =∑

7

n=0
x（n)e-j2π8kn

=∑
3

n=0
e-j2π8kn =1-e-j2π8k4

1-e-j2π8k
=e-jπ

2k（ejπ
2k-e-j2π2k)

e-jπ
8k（ejπ

8k-e-jπ
8k)

=e-j3π8k
sinπ

2k

sinπ
8k
  （k=0,1,2,…,7)

（2)设变换区间N =16,则

   X（k)=DFT[x（n)]=∑
N-1

n=0
x（n)e-j2πNkn =∑

15

n=0
x（n)e-j2π16kn

=∑
3

n=0
e-j2π16kn =1-e-j2π16k4

1-e-j2π16k
=e-jπ

4k（ejπ
4k-e-jπ

4k)

e-jπ
16k（ejπ

16k-e-jπ
16k)

=e-j3π16k
sinπ

4k

sinπ
16k
  （k=0,1,2,…,15)

变换结果如图9.4所示。

图9.4 例题9.1.2的结果

这样,对任一有限长序列x（n),都可按式（9.10)方便地在计算机上求其频谱。但需要记
住：只要使用式（9.10),不管

··
x（n）本身是否来自周期序列

··········
，都应把它看作某一周期序列的一个
···············

周期
··

。DFT的这一特点决定了它的许多特殊性质。
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读者不难发现，要想求出一点X（k），需要N次复数乘法；要想求出N点X（k），需要N2次

复数乘法。当N 很大时，其计算量是相当大的。第10章介绍快速傅里叶变换算法使N 点DFT

的计算量下降为N
2log2N 次，从而使DFT成为信号处理中最重要最方便的运算。

9.2 DFT与z变换、傅里叶变换的相互关系

有限长序列x（n）的DFT为

X（k）=∑
N-1

n=0
x（n）Wnk

N k=0，1，…N-1

其z变换表示式为

X（z）=∑
N-1

n=0
x（n）z-n

比较DFT与z变换，可以看出，当z=W-k
N 时，

X（z）|z=W-k
N

=∑
N-1

n=0
x（n）Wnk

N =X（k）

即

X（k）=X（z）|z=W-k
N

z=W-k
n =ej2πNk，说明W-k

n 是z平面单位圆上幅角为Ω =2π
Nk的点，即把z平面单位圆N

等分后的第k点。因此DFT是z变换在单位圆上等角距的N 个抽样值，x（n）的z变换X（z）在
单位圆上从0～2π的N点等间隔抽样值就是X（k）。图9.5（a）为N =8时的z变换单位圆等
间隔抽样情况，（b）为N =7时的z变换单位圆等间隔抽样情况。

图9.5 z变换单位圆等间隔抽样

既然N 个频域抽样X（k）能不失真地代表长度为N的有限长序列，那么DFT也一定可以
完整地表示整个X（z）。

将 x（n）= 1
N∑

N-1

k=0
X（k）W-kn

N ，  n=0，1，…N-1

代入z变换表示式中，得到

    X（z）=∑
N-1

n=0
x（n）z-n =∑

N-1

n=0

1
N∑

N-1

k=0
X（k）W-kn

N z-n
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= 1
N∑

N-1

k=0
X（k）∑

N-1

n=0

（W-k
Nz-1）[ ]n = 1

N∑
N-1

k=0
X（k） 1-z-N

1-W-k
Nz-1

= 1
N∑

N-1

k=0
X（k）Φk（z） （9.11）

这就是X（z）用N个频域抽样X（k）来表示的内插公式，其中Φk（z）=1
N

1-z-N

1-W-k
Nz-1

，k=

0，…，N-1为内插函数。

内插函数的特点是在单位圆上有N个零点e-j2πNk（k=0，1，…，N-1）、第k个内插函数在

ej2πNk 有一个极点，与该处的零点相互抵消，且使该处值为1。内插函数共有N-1个零点，在z=
0处有N-1阶极点。

序列的z变换在单位圆上的结果就是DTFT，因此序列的DTFT也可以通过X（k）插值得
到。令z=ejΩ 代入内插公式（9.11），便可得到频域响应表示式

X（ejΩ）= 1
N∑

N-1

k=0
X（k）Φk（ejΩ）

其中

Φk（ejΩ）= 1-e-jΩN

1-W-k
Ne-jΩ =1-ej2πNNke-jNΩ

1-ej2πNke-jΩ

=ejπ
NNke-jNΩ

2（e-jπ
NNkejNΩ

2 -ejπ
NNke-jNΩ

2）

ejπ
Nke-jΩ2（e-jπ

NkejΩ2 -ejπ
Nke-jΩ2）

=e-j（N-1）12 Ω-2kπ（ ）N

sin N
2 Ω-2kπ（ ）[ ]N

sin 1
2 Ω-2kπ（ ）[ ]N

=Φ Ω-2π
N（ ）k

则

X（ejΩ）=∑
N-1

k=0
X（k）Φ Ω-2π

N（ ）k （9.12）

其中内插函数

Φ（Ω）=
sin NΩ（ ）2

sin Ω（ ）2

e-jΩ（N-1）/2 （9.13）

也称为数字sinc函数。
图9.6中表示出N =5时的内插函数Φ（Ω）的幅度和相位特性，可以看出，内插函数的幅

度特性为sinc函数，而相位具有线性相位特性。

X（Ω）是由N个Φ Ω-2π
N（ ）k 函数组合而成，其中每个函数加权系数为X（k）。由式（9.13）

可以看到，当Ω =0时，Φ（Ω）=1；当Ω = 2π
Ni

（i= 1，2，…，N -1）时，Φ（Ω）= 0。对

Φ Ω-2π
N（ ）k 则有，当Ω=2π

Nk时，Φ（Ω）=1；当Ω=2π
N

（i-k），i≠k时，Φ（Ω）=0。也就是说

642 信号分析与处理（修订版）



图9.6 N =5时的内插函数Φ（Ω）的幅度和相位特性

Φ Ω-2π
N（ ）k 函数在本抽样点上的值为1，而在其他抽样点上为零。因此频率函数X（Ω）的值，

在Ω=2π
Nk（k=0，1，2，…，N-1）这些抽样点上就等于X（k）；而在抽样点之间X（Ω）的值就

由各抽样值乘以相应的内插函数叠加而成。

9.3 DFT等效数字滤波器组

利用DFT可以对数字信号进行谱分析，这是因为DFT运算可等效于一个线性相位的滤
波器组。

由旋转因子的周期性可知

    W-kN
N =ej2πNkN =1

    X（k）=∑
N-1

r=0
x（r）Wkr

N =W-kN
N ∑

N-1

r=0
x（r）Wkr

N =∑
N-1

r=0
x（r）W-k（N-r）

N （9.14）

定义序列

yk（n）=∑
N-1

r=0
x（r）W-k（n-r）

N =x（n）*W-kn
N ，k=0，1，…，N-1 （9.15）

对比式（9.14）和式（9.15），可得

X（k）=yk（n）|n=N

由此可见，yk（n）是有限时宽序列x（n）（0≤n≤N-1）和序列W-nk
N 的离散卷积，因此，

yk（n）可以看成是单位抽样响应为hk（n）=W-nk
N 的滤波器对输入信号的响应，而X（k）是该系

统在n=N 时刻的输出值，如图9.7所示。

图9.7 序列通过响应为W-nk
N 的滤波器
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这样一来，序列x（n）的N点DFT就相当于序列通过了一个滤波器组，该滤波器组共有N
个滤波器，其中第k个滤波器的单位抽样响应为hk（n）=W-nk

N ，0≤n≤ ∞。在n=N时刻，该
滤波器组的输出即为x（n）的N点DFT值X（k），k=0，1，2，…，N-1。该滤波器组如图9.8所
示。

图9.8 与DFT等效的滤波器组

利用z变换，每个滤波器的系统函数为

Hk（Z）=∑
∞

n=0
hk（n）z-n =∑

∞

n=0
W-kN

N z-n = 1
1-W-k

Nz-1
，|z|＞1

可知该滤波器组为不稳定系统，极点在单位圆上。为此将每个滤波器的单位抽样响应截
短，写成

hk（n）=W-nk
N ，n=1，2，…，N

该滤波器组在n=N时也满足X（k）=yk（n）|n=N，而这时，每个滤波器为有限长滤波器，系统
稳定。

由此得滤波器组的系统函数为

 Hk（z）=∑
N

n=1
hk（n）z-n =∑

N

n=0
W-kn

N z-n-1=1-W-k（N+1）
N z-（N+1）

1-W-k
Nz-1 -1

=W-k
Nz-11-W-kN

N z-N

1-W-k
Nz-1 =W-k

Nz-1W
-kN

2
N z- N

2

W- k
2

N z- 1
2

W
kN
2
Nz

N
2 -W-kN

2
N z- N

2

W
k
2
Nz

1
2 -W- k

2
N z- 1

2

=W-k（N+1）
2

N z-N+1
2

W
kN
2
Nz

N
2 -W- kN

2
N z-N

2

W
k
2
Nz

1
2 -W- -k

2
N z- 1

2

令z=ejΩ =ejωT，可得第k个滤波器的幅度响应为

|Hk（Ω）|=
e-jπ

NkNejΩN
2 -ejπ

NkNe-jΩN
2

e-jπ
NkejΩ2 -ejπ

Nke-jΩ2
=

sin N
2 Ω-2π

N（ ）[ ]k

sin 1
2 Ω-2π

N（ ）[ ]k
 k=0，1，…，N-1

（9.16）
又Ω=ωT =2πω/ωs，则

|Hk（Ω）|=
sin Nπ ω

ωs
-k（ ）[ ]N

sinπ ω
ωs

-k（ ）[ ]N

 k=0，1，…，N-1 （9.17）

若取N =8，可以画出k=0，1，…，7时各滤波器的幅度特性，如图9.9所示。图中只画出
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了k=0，1，2，7时的幅度特性。

由此可见，滤波器组中每个滤波器中心频率为ω = k
Nωs（k=0，1，…，N -1）（或Ω =

2π
Nk），幅度特性为|sinNx/sinx|，相邻滤波器中心频率间隔为ωs

N
（或2π

N
）。离散傅里叶变换相

当于用这一组滤波器对输入序列x（n）进行滤波，每个滤波器在N时刻的输出相当于序列频谱
的一个抽样值，所有滤波器在N时刻的输出即为序列的X（k），k=0，1，…，N-1，这就是利用

DFT进行谱分析的实质。由于|sinNx/sinx|函数的旁瓣较高，为了减小旁瓣，可以对hk（n）进
行加窗处理，这也就引出加窗DFT。

图9.9 与DFT等效的滤波器组的幅度特性

9.4 DFT的性质

这一节我们讨论有限长DFT的性质，这些性质都与DFT隐含的周期性有着密切的联系。

假定x（n）和y（n）是两个长度为N的序列，X（k）和Y（k）分别是它们的N点离散傅里叶
变换，记为X（k）=DFT[x（n）]，Y（k）=DFT[y（n）]。

9.4.1 线性

离散傅里叶变换（DFT）是线性变换，满足齐次性和叠加性。即对任意常数a，b，有

DFT[ax（n）+by（n）]=aDFT[x（n）]+bDFT[y（n）]

=aX（k）+bY（k）  0≤k≤N-1 （9.18）
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9.4.2 序列的圆周移位（循环移位）

长度为N 的序列x（n）的圆周移位
····

定义为

y（n）=x（（n+m））RN（n） （9.19）

由定义式可以看出，将x（n）以N 为周期进行周期延拓得到 ～x（n），再将 ～x（n）=x（（n））N

移m 位得到 ～x（n+m）=x（（n+m））N，取x（（n+m））N 的主值序列得序列x（n）的圆周移位
序列y（n），y（n）的长度依旧为N。图9.10示出这个循环移位的全过程，以N =8向左循环移
位3位为例。从中我们可以得出，N点序列的圆周移位等价于该时间序列周期性外延的线性移
位，反之亦然的结论。

图9.10 序列的循环移位

设周期序列 ～x（n）的离散傅里叶级数为 ～X（k），则根据离散傅里叶级数的性质，x（（n+
m））N 的离散傅里叶级数为

DFS[x（（n+m））N]=W-km
N
～X（k）

这样我们就可以得到圆周移位后序列y（n）=x（n+m）NRN（n）的DFT为

DFT[x（（n+m））NRN（n）]=W-km
N
～X（k）RN（k）=W-km

N X（k） （9.20）

我们称式（9.20）为时域圆周移位定理
········

。

与（9.20）式类似，可以定义频域圆周移位序列如下：

Y（k）=X（（k+l））NRN（k） 0≤k≤N-1 （9.21）

且

IDFT[X（（k+l））NRN（k）]=Wnl
Nx（n） 0≤n≤N-1 （9.22）

我们称式（9.22）为频域圆周移位定理
········

。

有限长序列时域上的圆周移位，在频域上引入了一个线性相移W-km
N =ej 2π（ ）N km；由Wnl

N =

e-j 2π（ ）N nl =e-j
ωs
N（ ）l nT，频域上的圆周移位，相当于在时域上调制了ωs

Nl
的频率。
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9.4.3 共轭对称性

前面我们讨论过的傅里叶变换的对称性。对于任一N 点长序列x（n），都可以表示为共轭
对称分量xe（n）和共轭反对称分量xo（n）之和，其中

xe（n）= 1
2

[x（n）+x*（-n）] -（N-1）≤n≤ （N-1）

xo（n）= 1
2

[x（n）-x*（-n）] -（N-1）≤n≤ （N-1）

xe（n）和xo（n）均为2N-1点长。

这里将讨论有限长序列DFT的对称性。由于DFT隐含周期性，其周期等于序列的长度

N，因而不能再用上面的定义。因此根据DFT隐含的周期性，这里定义周期共轭对称分量和周
期共轭反对称分量。

将有限长序列x（n）以N为周期进行周期延拓得到 ～x（n），周期序列 ～x（n）可以表示成共轭

对称序列 ～xe（n）和共轭反对称序列 ～xo（n）之和，其中

～xe（n）= 1
2

[～x（n）+ ～x*（-n）]

～xo（n）= 1
2

[～x（n）- ～x*（-n）]

～xe（n）和 ～xo（n）均为周期序列，周期均为N。现在我们分别取出它们的主值周期，定义为

xep（n）= ～xe（n）RN（n）= 1
2

[～x（n）+ ～x*（-n）]RN（n）

xop（n）= ～xo（n）RN（n）= 1
2

[～x（n）+ ～x*（-n）]RN（n）

则

～x（n）= ～xe（n）+ ～xo（n）

x（n）=xep（n）+xop（n）

式中，xep（n）称为周期共轭对称序列；xop（n）称为周期共轭反对称序列。

显然，xep（n）和xop（n）不等于xe（n）和xo（n），但可以证明

xep（n）= [xe（n）+xe（n-N）]RN（n）

xop（n）= [xo（n）+xo（n-N）]RN（n）

可以看到共轭对称分量xe（n）和共轭反对称分量xo（n）在主值区间内发生混叠便形成

xep（n）和xop（n）。

在频域上同样可以定义周期共轭对称序列和周期共轭反对称序列。

～Xe（k）= 1
2

[～X（k）+～X*（-k）]  ～Xo（k）= 1
2

[～X（k）-～X*（-k）]

Xep（k）= ～Xe（k）RN（k） Xop（k）= ～Xo（k）RN（k）

则

X（k）=Xep（k）+Xop（k）
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利用上述这些定义，我们可以得到DFT的一些对称性质。
（1）有限长序列x（n）的实部对应DFT的周期共轭对称序列

Re[x（n）]= 1
2

[～x（n）+ ～x*（n）]RN（n） →——
DFT 1

2
[～X（k）+～X*（-k）]RN（k）=Xep（k）

（2）有限长序列x（n）的虚部对应DFT的周期共轭反对称序列

jIm[x（n）]= 1
2

[～x（n）- ～x*（n）]RN（n） →——
DFT 1

2
[～X（k）-～X*（-k）]RN（k）=Xop（k）

（3）有限长序列x（n）的周期共轭对称序列对应DFT的实部

xep（n） →——
DFT 1

2
[～X（k）+～X*（k）]RN（k）=Re[X（k）]

（4）有限长序列x（n）的周期共轭反对称序列对应DFT的虚部

xop（n） →——
DFT 1

2
[～X（k）-～X*（k）]RN（k）=jIm[X（k）]

（5）当x（n）为实序列时，具有一些很有用的性质

X（k）= ～X*（-k）RN（k）= ～X*（N-k）RN（k）

Re[X（k）]=Re[X（N-k）]

Im[X（k）]=-Im[X（N-k）]

|X（k）|=|X（N-k）|
argX（k）=-argX（N-k）

9.4.4 循环卷积

假定有两个长度为N 的有限时宽序列x1（n）和x2（n），它们各自的DFT为

X1（k）=∑
N-1

n=0
x1（n）e-j2πkn/N k=0，1，…，N-1

X2（k）=∑
N-1

n=0
x2（n）e-j2πkn/N k=0，1，…，N-1

（9.23）

假如我们将两个DFT相乘，则结果也是一个N点DFT，称作X3（k），其IDFT为长度为N
的序列x3（n）。下面，让我们确定序列x3（n）与序列x1（n）和x2（n）之间的关系。

我们有

X3（k）=X1（k）X2（k） k=0，1，…，N-1

X3（k）的IDFT为

x3（m）= 1
N∑

N-1

k=0
X3（k）ej2πkm/N = 1

N∑
N-1

k=1
X1（k）X2（k）ej2πkm/N

假定我们利用式（9.29）定义的DFT替代其中的X1（k）和X2（k），则可以得到

x3（m）= 1
N∑

N-1

k=
[

0
∑
N-1

n=0
x1（n）e-j2πkn/ ][N ∑

N-1

l=0
x2（l）e-j2πkl/ ]N ej2πkm/N
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= 1
N∑

N-1

n=0
x1（n）∑

N-1

l=0
x2（l [）∑

N-1

k=0
ej2πk（m-n-l）/ ]N （9.24）

在（9.24）式方括号中的求和具有以下形式：

∑
N-1

k=0
ak =

N， a=1

1-aN

1-a
，a≠

㊣
㊣

㊣
1

其中，a定义为

a=ej2π（m-n-l）/N

当m-n-l为N 的倍数时，a=1；等于其他值时，aN =1。因此

∑
N-1

k=0
ak =

N， l=m-n+pN = （（m-n））N

0，  
㊣
㊣

㊣ 其他

将结果代入式（9.24），则可得到所期望的x3（m）的表达式

x3（m）=∑
N-1

n=0
x1（n）x2（（m-n））N m =0，1，…，N-1 （9.25）

式（9.25）中的x1（n）和x2（n）可以交换位置，其表达式具有卷积和的形式。然而，它不是
将线性系统的输出序列y（n）与输入序列x（n）和冲击响应h（n）联系在一起的普通的线性卷
积，在卷积过程中要求序列周期化、反折和圆周移位，另外要求x1（n）和x2（n）的长度相等，并
且卷积结果的长度与它们相同。式（9.25）被称为两序列的N点循环卷积

·····
，记为

x3（m）=x1（m）○Nx2（m）

所以，我们可以得出，两个序列的
·····

DFT的乘积等效于这两个序列在时域的循环卷积
···················

。循环
卷积特性可表示为

x1（n）←→
DFT

N
X1（k）

x2（n）←→
DFT

N
X2（k）

则有

x1（n）○Nx2（n）←→
DFT

N
X1（k）X2（k）

【例9.4.1】 设两个有限长序列分别为x1（n)=n（n=0,1,2,3)和x2（n)=R3（n),求它
们的4点循环卷积。

我们用图解法说明计算过程,如图9.11所示。

根据公式x（n) [= ∑
N-1

m=0
x1（m)x2（（n-m))]N RN（n),我们首先将x1（n)和x2（n)换变量得

x1（m)和x2（m),由于x2（m)长度为3点,需要在m =3处补0延长至4点,并对其进行周期
延拓得x2（（m))4,反折移位得x2（（n-m))4；将x1（m)和x2（（n-m))4相乘并在0～（N-1)

区间上求和,最后乘以R4（n)得到x1（n)和x2（n)的圆周卷积,x（n)= {5,4,3,6} n=0,1,

2,3。
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图9.11 例题9.4.1循环卷积过程

【例9.4.2】 利用序列DFT的循环卷积特性,确定对
应于例9.4.1题的序列x1（n)和x2（n)的循环卷积序列。

首先,计算x1（n)和x2（n)的DFT。x1（n)的4点DFT
为

X1（k)=∑
3

n=0
x1（n)e-j2πkn/4 k=0,1,2,3

可得

X1（0)=6 X1（1)=-2+2j X1（2)=-2
X1（3)=-2-2j

x2（n)的DFT为

X2（k)=∑
3

n=0
x2（n)e-j2πkn/4 k=0,1,2,3

可得

X2（0)=3 X2（1)=-j X2（2)=1 X2（3)=j
将两个DFT相乘时,便可得到积

X（k)=X1（k)X2（k)
可得

X（0)=18,X（1)=2+2j,X（2)=-2,X（3)=2-2j
计算X（k)的IDFT为

x（n)= 1
4∑

3

k=0
X（k)e-j2πnk/4 n=0,1,2,3

因此有

x（0)=5 x（1)=4 x（2)=3 x（3)=6
这就是例9.4.1计算循环卷积所得到的结果,如图9.11
所示。

9.4.5 循环卷积与线性卷积关系

对于两个有限长序列x1（n）和x2（n），长度分别为N1和N2。我们知道，其线性卷积的长度

为N1+N2-1。现在对这两个序列作N点的循环卷积，循环卷积的值能否与线性卷积的值相
同，仅仅取决于循环卷积的长度N。当N ≥N1+N2-1时，循环卷积结果与线性卷积结果相
同。这样一来，我们就可以通过DFT来计算线性卷积，而DFT计算存在着快速算法。

设X1（ejΩ）为序列x1（n）的频谱，X2（ejΩ）为序列x2（n）的频谱。根据傅里叶变换的性质，若

x′（n）=x1（n）*x2（n） （9.26）

则x′（n）长度为N1+N2-1。若X′（ejΩ）为序列x′（n）的频谱，则

X′（ejΩ）=X1（ejΩ）X2（ejΩ） （9.27）

设X1（k）为序列x1（n）的N点DFT，相当于序列频谱一个周期的N点抽样，X2（k）为序
列x2（n）的N 点DFT。若

X（k）=X1（k）X2（k） k=0，1，…，N-1 （9.28）
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其IDFT为x（n），则x（n）为x1（n）和x2（n）的N 点循环卷积

x（n）=x1（n）○Nx2（n） （9.29）

对比式（9.27）和式（9.28），可以看到X（k）相当于X′（ejΩ）一个周期的N点抽样。抽样造

成时域上序列x′（n）以N 为周期的周期延拓，即式（9.26）的线性卷积序列x′（n）和式（9.29）

的循环卷积序列x（n）间关系为

x（n）= ∑
+∞

r=-∞
x′（n+rN[ ]）RN（n）

即循环卷积是线性卷积经周期延拓后的主值序列
····················

。

因此，当满足N≥N1+N2-1条件时，周期延拓在时域上不会发生混叠，循环卷积和线性

卷积结果相同；当N＜N1+N2-1时，时域上就会发生混叠，则循环卷积的结果在某些点上与

线性卷积结果相比较是错误的。例9.4.3说明了这一问题。

【例9.4.3】 设两个有限长序列分别为x1（n)=R8（n)和x2（n)={1,2,3}0,长度分别为

N1 =8和N2 =3。分析它们的线性卷积和8点循环卷积间关系。

图9.12 例题9.4.3循环卷积与线性卷积关系

我们可以用线性卷积加混叠来说明循环卷积的形成过程,分析结果如图9.12所示。图（f)

循环卷积结果可以认为是图（c),（d),（e)叠加后取主值序列0≤n≤N-1（N =8)的结果。

由于不满足N ≥N1+N2-1的条件,混叠造成循环卷积前N2-1点（n=0,1)与线性卷积

结果相比是错误的,N2-1≤n≤N-1点（n=2,3,4,5,6,7)与线性卷积结果相同。不难看

到,若满足N≥N1+N2-1的条件,就不会出现混叠的情况,循环卷积结果就与线性卷积结果

相同。
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9.5 用DFT实现线性时不变系统

由于离散傅里叶变换DFT有快速算法，因此信号处理的许多运算都可以用DFT实现。本
节介绍用DFT计算线性时不变系统的输出响应，下一节介绍用DFT对连续信号进行频谱分
析这两个基本应用。

线性时不变系统的输出响应是输入和系统单位抽样响应的线性卷积。从前面讨论可知，

DFT的乘积相当于序列的循环卷积，在一定条件下，循环卷积具有线性卷积的效果。由于离散
傅里叶变换具有高效的快速算法，因此可以用DFT来实现线性时不变系统。

9.5.1 DFT计算线性卷积

假设线性时不变系统单位抽样响应h（n）的长度为N2点，输入序列x（n）的长度为N1点，

输出序列y（n）=x（n）*h（n），其长度为N1+N2-1。根据循环卷积与线性卷积的对应关系，
可用循环卷积x（n）○Nh（n）（N=N1+N2-1）来实现线性卷积，而循环卷积的计算通过DFT
来实现。如图9.13所示，其具体步骤为：

（1）将x（n）补上N2-1个零点，h（n）补上N1-1个零点，形成两个N =N1+N2-1点
长序列；

（2）分别计算x（n）与h（n）的N 点DFTX（k）和H（k）；
（3）计算Y（k）=X（k）H（k）；
（4）计算Y（k）的N 点IDFT，其结果即为y（n）。

图9.13 DFT实现线性时不变系统

其中，DFT与IDFT的计算可用快速算法来实现，其运算量要比时域直接运算要小的多。

在实际应用中，一般N1≫N2，如果取N =N1+N2-1，作N点DFT，则h（n）需补充很
多零，而且x（n）必须全部输入，这样存储量大，运算时间长，信号延时大，不能实现实时处理。

解决的办法就是将x（n）分段，用x（n）的每一个子段与h（n）进行卷积，最后将结果相加。这种
分段处理的方法有重叠相加法和重叠保留法。

9.5.2 重叠相加法

设系统单位抽样响应h（n）的长度为M，输入信号x（n）的长度很长。将x（n）分成多个段，

每段的长度为N，使N 与M 有相同的数量级。如果用xk（n）表示x（n）的第k个块，则

x（n）=∑
∞

k=0
xk（n）
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其中xk（n）=x（n）·RN（n-kN）。
于是h（n）与x（n）的卷积可表示为

y（n）=h（n）*x（n）=h（n）*∑
∞

k=0
xk（n）=∑

∞

k=0
h（n）*xk（n）=∑

∞

k=0
yk（n） （9.30）

式（9.30）说明，计算h（n）与x（n）的卷积，可先进行分段线性卷积，然后把分段卷积结果
叠加即可。由于yk（n）的长度为N+M-1，yk（n）与yk+1（n）相加时有M-1个点需重叠相加。
重叠部分相加再和不重叠的部分共同组成总的输出。显然，可以用 DFT的快速算法计算

yk（n），这样可以使卷积速度加快，减少运算量减少延时。
如图9.14所示，设x（n）的长度为3N，将x（n）等分为三段，每段长为N，即x0（n）的取值

区间为[0，N-1]，x1（n）的取值区间为[N，2N-1]，x2（n）的取值区间为[2N，3N-1]，写成

表示式为x（n）=∑
2

k=0
xk（n）。各段输出分别为y0（n），y1（n），y2（n），相加后得到系统输出y（n）。

图9.14 重叠相加法实现线性时不变系统

【例9.5.1】 x（n)=n+1,0≤n≤9,h（n)= {1,0,-1},n=0,1,2,利用N =4分段
重叠相加法求线卷积x（n)*h（n)。

首先对x（n)按N =4进行分段,得到

x1（n)= {1,2,3,4}0
x2（n)= {5,6,7,8}4
x3（n)= {9,10,0,0}
㊣
㊣

㊣ 8

下面需要计算yi（n)=xi（n)*h（n),i=1,2,3。我们可以通过N+M-1点DFT来实现,
得到
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y1（n)= {1,2,2,2,-3,-4}

y2（n)= {5,6,2,2,-7,-8}

y3（n)= {9,10,-9,-10,0,0
㊣
㊣

㊣ }
最后,将yi（n)重叠部分相加,即yi+1（n),i=1,2的前M-1=2个值与yi（n),i=1,2的

后M-1=2个值相加,y3（n)的后两个值去掉,得y（n)= {1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,-9,

-10}。

9.5.3 重叠保留法

设h（n）长度为P，x（n）分段后每段xi（n）长度为L。如果将h（n）与xi（n）做L点循环卷
积，则循环卷积结果的前P-1个点（0～P-2）是不正确的，而其余的点和线性卷积的结果相
同。为此，可将x（n）分成长度为L的多个块，但段与段之间重叠P-1个点，每一块时间原点选
在该块的起始点，而不是x（n）的原点，如图9.15（a）所示。（其中第0块已经填充了P-1个零

图9.15 重叠保留法
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值点）。若每一块xi（n）与h（n）的L点循环卷积用yip（n）来表示，则每块输出yip（n）在区间

0≤n≤P-2内的那些点是不正确的，需要去掉，如图9.15（b）所示。去掉各块输出中不正确
的点，再把相邻各块留下的点衔接起来，就构成最后输出y（n）。

y（n）=∑
∞

i=0
yi[n-i（L-P+1）]

这里n是y（n）的原点。其中

yi（n）=
yip（n） P-1≤n≤L-1
0   { 其他

这时，每段输出的时间原点是yi（n）的起始点，而不是y（n）的原点。
重叠保留法这个名称的由来是：相邻的每个输入段均由前一段保留下来的P-1个点和

L-P+1个新的点组成。

9.6 DFT进行信号的频谱分析

DFT的重要应用是分析连续信号的频率成分。例如，测速雷达要分析接收信号的多普勒
频移以确定目标的速度。还有语音信号分析和处理中，语音信号的频率分析对于音腔谐振的辨
识和建模特别有用。

对连续信号进行谱分析就是用傅里叶变换将时间信号转变为频率信号：

X（jω）=∫
+∞

-∞
x（t）e-jωtdt （9.31）

式（9.31）中的x（t）和X（jω）都是连续函数，不便用计算机进行运算，必须将其离散化。按
照傅里叶变换的理论，若信号的持续时间是有限的，则其频谱无限宽，反之，若信号的频谱有限
宽，则其持续时间是无限的。由抽样定理，将x（t）抽样时，抽样频率应是信号最高频率的两倍
以上；那么，当信号持续时间有限时，对它进行抽样时就不可能满足抽样定理。因此，为了防止
时域抽样后出现频谱混叠现象，在对连续信号抽样前，对它进行预滤波，这就引入了抗混叠低
通滤波器LPF（预滤波器）。另一种情况，当连续信号无限长或很长时，抽样点数太多以致无法
存储和计算，解决的方法就是截取有限长进行DFT，相当于加窗处理。即在计算x（n）的DFT
之前，用一个时域有限的窗函数乘到序列x（n）上。时域连续信号离散傅里叶分析的基本步骤
如图9.16所示。

图9.16 时域连续信号离散傅里叶分析处理步骤

图9.17画出了图9.16中所有信号的傅里叶变换。图9.17（a）是时域连续信号的频谱

X（jω），其能量主要集中在±ω0之间，在高频部分逐渐减小，但不是限带的。图9.17（b）画出了

LPF的频率响应Hl（jω）。信号通过LPF后，超过LPF截止频率的频率分量被滤除，这样抽样时
不会发生混叠。由于LPF通带特性不是理想的，因此，信号在其通带内的频率分量也略有变
化，见图9.17（c）中Xc（jω）。
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图9.17 图9.16中各信号的频谱

xc（t）通过A/D变换器后得到时域离散序列x（n），抽样间隔为T，其频谱用X（ejΩ）表示，

X（ejΩ）= 1
T∑

∞

r=-∞
Xc jΩ

T +j2πT（ ）r

如图9.17（d）所示。由于LPF阻带特性也不是理想的，因此抽样后离散信号频谱X（ejΩ）
仍然是有混叠的。

为进行有限长DFT，需要对序列x（n）进行加窗处理，即v（n）=x（n）w（n）。根据序列傅里
叶变换的性质，时域加窗对频谱的影响为

V（ejΩ）= 1
2π∫

π

-π
X（ejθ）W（ej（Ω-θ））dθ

其中W（ejΩ）为窗函数，如图9.17（e）所示。常用的窗函数有矩形窗、海明窗、汉宁窗等，将
在第11章详细讨论。

最后进行DFT运算。
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V（k）=∑
N-1

n=0
v（n）e-j2πNkn k=0，1，…，N-1

V（k）相当于v（n）=x（n）w（n）的频谱V（ejΩ）的等间隔抽样，图9.17（f）画出了V（k）和

V（ejΩ）及其关系。V（k）是x（t）的离散频率函数。

V（k）在频谱V（ejΩ）的一个周期抽样N点，数字频率抽样间隔为ΔΩ=2π
N

。对应模拟角频

率抽样间隔为Δω=ΔΩ
T = 2π

NT
，对应模拟频率抽样间隔为

Δf=Δω
2π= 1

NT
（9.32）

式（9.32）为频率分辨率表示式，表示谱分析中能够分辨的最小间隔。可见频率分辨率与
信号记录时间有关。要提高频率分辨率就要增加信号记录时间，在抽样间隔不变的情况下，抽
样点数就要增加，也就是DFT的点数增加，存储量和计算量都会增加。

在做DFT时，人们常在有效数据后面补一些零、以达到对频谱做某种改善的目的。但有人
却误认为“补零”会提高分辨率。其理由是，原数据长度为N1，补零后数据长度为N2，由于

Δf1 =fs/N1，Δf2 =fs/N2及N2＞N1，因此Δf2＜Δf1。实际上这是错把“计算分辨率”当成
了“物理分辨率”。“补零”没有对原信号增加任何新的信息，因此不可能提高分辨率。

由傅里叶变换理论知道，持续时间有限的信号，它的频谱一定无限宽。如果用DFT分析连
续信号的频谱，在对连续信号抽样时，无法满足抽样定理，那么就会出现频谱混叠现象；另一种
情况，当连续信号无限长或很长时，在对连续信号抽样时，抽样点数太多以致无法存储和计算，
需要将信号截断（加窗），这样将导致频谱的泄漏现象。另外，用DFT计算连续信号的频谱只能
得到抽样点上的频谱，而不能看到整个频谱，这种现象称为栅栏效应。

9.6.1 混叠失真

频谱混叠现象在前面已经详细讨论过了，避免混叠现象的唯一办法是保证抽样频率足够
高，这就要求对待分析信号的带宽有所了解。通常是用低通滤波器将连续信号进行预滤波，滤
除幅度较小的高频分量，低通滤波器的通带截止频率就可以认为是此信号的最高频率fc。为
避免混叠现象要求抽样频率满足

fs = 1
T ≥2fc

T≤ 1
2fc

（9.33）

T为抽样间隔；fs/2也称折叠频率。
不能满足这些要求，将会产生频谱混叠，称为混叠失真。
将式（9.33）代入式（9.32），可得

Δf≥
2fc

N
（9.34）

从式（9.34）看出，信号的最高频率fc与频率分辨率之间存在矛盾。增加fc，可减少混叠失
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真，但在相同抽样点数N 的情况下，频率分辨率下降。同理，为提高频率分辨率，在相同抽样点
数情况下，需要降低fc，造成混叠失真的加剧。

要提高频率分辨率就要增加信号记录时间，在抽样间隔不变的情况下，抽样点数N 就要
增加，也就是DFT的点数增加，存储量和计算量都会增加。在给定fc 和Δf的情况下，抽样
点数

N ≥
2fc

Δf
这是在未采用加窗处理情况下，为实现基本DFT算法必须满足的最低条件。如采用加窗

处理，会使频谱展宽，使频率分辨率下降。为保证分辨率，抽样点数N 还要增加。

【例9.6.1】 用DFT对模拟信号进行谱分析。不采用加窗处理。若要求（1)频率分辨率

Δf≤5Hz；（2)信号的最高频率分量fh=2.5kHz。试确定信号的最小记录时间tpmin,最大抽样
间隔Tmax,最少抽样点数Nmin。

解：由式（9.32)可知,信号的最小记录时间tpmin =NT = 1
Δf

,可以得到

tpmin = 1
5 =0.2s

由抽样定理,fs≥2fh,可以得到

Tmax = 1
2fh

= 1
5ms=0.2ms

最少抽样点数

Nmin =tpmin

Tmax
= 0.2s

0.2ms=1000

9.6.2 频谱泄漏

用DFT进行谱分析，要把观测的信号x（n）限制在有限时宽之内，即采取时域加窗处理。
加窗后信号为原信号与窗函数相乘的结果。时域两函数相乘，在频域是信号频谱和窗函数频谱
的卷积。由于窗函数不可能取无限宽，即其频谱不可能为理想的冲激函数，信号的频谱与窗函
数的卷积必然产生频谱展宽，造成信号频谱的泄漏。泄漏现象的产生是因为信号被截断成为有
限长信号。

【例9.6.2】 设信号为x（n)=1/2π是一直流信号,经过矩形窗函数截断,求该直流信号
经过矩形窗函数前后的频谱函数。

解：设信号经过矩形窗函数后的信号为x1（n),其频谱函数为X1（ejΩ),矩形窗函数为

w（n),其频谱函数为W（ejΩ),则时域相乘结果为

x1（n)=x（n)w（n)

相应的频域卷积结果为

X1（ejΩ)=X（ejΩ)*W（ejΩ)

显然,X1（ejΩ)≠X（ejΩ),相当于X（ejΩ)失真,这种失真由于X（ejΩ)的频谱泄漏引起,其现
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象为频谱出现展宽。

x（n)的频谱为X（ejΩ)=δ（Ω),如图9.18（a)所示。矩形窗函数w（n),其频谱函数为

W（ejΩ)=e-jM-1
2 Ωsin（MΩ/2)

sin（Ω/2),式中,M为矩形窗的长度。经过频域卷积,可得x1（n)的频谱函数

X1（ejΩ)=X（ejΩ)*W（ejΩ)=W（ejΩ),如图9.18（b)所示。

图9.18 例9.6.2图

由图可以看出,X（ejΩ)=δ（Ω)是以Ω=0为中心的一根谱线,变成了X1（ejΩ)形状的连续
频谱；即频谱成分从Ω=0处“泄漏”到其他频率处。

在进行DFT运算时,时域加窗是必须的,因此泄漏现象是离散傅里叶变换所固有的,无法
消除,只能抑制。抑制的方法是不用矩形窗而改用其他函数作为窗函数,从而使波动幅度减小,

减少泄漏。进一步的讨论将在后面的章节进行。

9.6.3 栅栏效应

用DFT计算的频谱只限制在基频的整数倍处，而没有计算整个频谱，因此能够得到的只

有抽样点Ω=2π
Nk处的频率特性，而不能得到连续的频谱函数。这就好像是通过一个“栅栏

··
”来

观看一个图像，只能看到栅栏处的真实图像。这就是所谓的“栅栏效应
····

”。如果在两个离散的谱
线之间有一个特别大的频谱分量，就无法检测出来了。

减少这种效应的一个方法就是补零DFT。可通过不改变原有的记录长度，对抽样序列补
零加长，使DFT计算的点数增加。这样通过DFT计算的频谱线更密了，即使谱线细化，可以看
到更精细的图像，但对抽样序列补零加长并未提高频率分辨率。要提高频率分辨率，必须增加
抽样点数，即增加记录长度，这样同样可以减小“栅栏”的宽度，看到更多真实的频率特性。

习  题  九

9.2-1 求下列序列的DFT
（1）{1，1，-1，-1}；        （2）{1，j，-1，-j}；
（3）x（n）=an  0≤n≤N-1； （4）x（n）=sin（2πn/N） 0≤n≤N-1

9.2-2 若一连续信号为xa（t）=cos（4πt），以fs =8Hz的频率对其抽样，得到离散序列

x（n）。试求x（n）的8点DFTX（k），并画出X（k）的简图。

9.3-1 若x（n）=R4（n），求x（n）的z变换X（z），频率函数X（ejΩ）和离散傅里叶变换X（k），
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并画出频率函数X（ejΩ）和离散傅里叶变换X（k）的幅频特性图。

图9.19 习题9.5-2图

9.5-1 有限长序列x（n）如题图9.19所示，画出序列x1（n）和

x2（n）的波形。

x1（n）=x（（n-3））6R6（n），x2（n）=x（（-n））5R5（n）。

9.5-2 已知序列x1（n）和x2（n）分别为x1（n）=δ（n）+2δ（n-1），

x2（n）=R4（n），求x1（n）和x2（n）的6点圆周卷积。

9.5-3 设 x（n）的长度为 N，其离散傅里叶变换为Y（k）=
DFT[x（n）]，0≤k≤N-1。现将长度扩大r倍，得到

y（n）=
x（n） 0≤n≤N-1
0 N ≤n≤rN -{ 1

，Y（k）=DFT[y（n）]，0≤k≤rN -1。

推导Y（k）与X（k）的关系。

9.5-4 设x（n）的长度为N，其离散傅里叶变换为X（k）=DFT[x（n）]，0≤k≤N-1。现将

x（n）的每两点间补进r-1个零值，得到

    y（n）=
x（n/r）， n=ir，i=0，1，…N-1

0，{ otherwise
，Y（k）=DFT[y（n）]，0≤k≤rN-1。

推导Y（k）与X（k）的关系。

9.5-5 已知 f（n）= x（n）+jy（n），x（n）和 y（n）是长为 N 的实序列，若 F（k）=
DFT[f（n）]=1+0.5j，试求X（k）=DFT[x（n）]和X（k）=DFT[y（n）]。

9.7-1 用DFT对实信号进行谱分析，要求频率分辨率F≤50Hz，信号最高频率为fmax =
1000Hz，试确定以下参数：
（1）最小记录时间；
（2）最大抽样间隔；
（3）最少抽样点数；
（4）若要求频率分辨率提高一倍，求最少抽样点数。
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第10章 快速傅里叶变换

离散傅里叶变化（DFT）和卷积是信号处理中两个最基本也是最常用的运算，它们涉及信
号与系统的分析与综合这一广泛信号处理领域。由第9章的讨论可知，卷积可转化为DFT来
实现，其他许多算法，如相关、滤波、谱估计等也可以化为DFT来实现。DFT在系统分析、设计、
数字信号处理中起着重要的作用。

对N 点序列x（n），其DFT变换对定义为

X（k）=∑
N-1

n=0
x（n）Wnk

N k=0，1，…，N-1

x（n）= 1
N∑

N-1

k=0
X（k）W-nk

N n=0，1，…，N-
㊣

㊣

㊣
1

显然，求出N点X（k）需要N2次复数乘法及N（N-1）次复数加法。众所周知，实现一次
复数乘，需要4次实数乘和两次复数加，实现一次复数加则需要两次复数加。当N很大时，其计
算量是相当可观的。例如，若N =1024，则需要1048576次复数乘法，即4194304次实数乘法。
所需时间过长，难于“实时”实现。对于二维图像处理，所需的计算量更是大得惊人。

由于DFT的运算量过大，很多年来一直没得到应用。直到1965年由J.W.Cooley和

J.W.Tukey提出并完善了快速傅里叶算法（FastFourierTransform，FFT），使N点DFT的乘

法计算量由N2次降为N
2log2N次，大大简化了运算。仍以N=1024为例，计算量降为5120次，

仅为原来的4.88%。因此，这一重要发现被公认为是数字信号处理发展史上的一个转折点，也
可以称为一个里程碑。以此为契机，加之超大规模集成电路（VLSI）和计算机的飞速发展，使得
数字信号处理在过去的几十年中获得了飞速的发展，并广泛应用于众多的技术领域，显示了这
一学科的巨大生命力。

自从Cooley-Tukey的算法提出之后，多年来许多科学家致力于对DFT快速算法的研究，
提出了多种快速运算方案。经过不断改进，DFT的运算效率大大提高。正是由于各种快速算法
的推出，使得许多复杂的、实时性要求高的系统实现成为可能，极大地推动了数字信号处理技
术的发展。我们把各种DFT的快速算法统称为快速傅里叶变换。

总的来说，快速傅里叶变换的发展方向有两个，一是针对N 等于2的整数次幂的算法，如
基2算法、基4算法、实因子算法和分裂基算法等；另一个是N不等于2的整数次幂的算法，它
是以 Winograd为代表的一类算法（素因子算法、Winograd算法）。

可以证明，基4算法比基2算法更有效。1984年提出的分裂基（split-radix）算法同时使用
基2和基4算法，这种算法被认为是目前对N 等于2的整数次幂的各类算法中最为理想的
一种。

Winograd算法（WFTA）和上述算法在理论上有着根本的差别，它是建立在下表映射和数
论上的一套完整新颖的算法。在实际应用上，所需乘法次数比Cooley-Tukey算法有了明显的
减少，因此被认为是对FFT算法的一大贡献。但 WFTA理论上比较复杂，编程也较为困难，数



据的长度也受到较大的限制，在程序中，数据所占的内存及数据的传递次数也比

Cooley-Tukey算法增加了很多。当执行一个乘法指令和执行一个加法指令所需的时间不是差
很多，而数据传递的时间相对于运算时间也不能忽略不计时，WFTA是否还具有突出的优点
已经受到人们的质疑。

本章中通过对DFT的算法特点的分析，来说明改进算法的方法和FFT算法的原理。重点
以基2算法为例进行分析。

10.1 改进DFT计算的方法

10.1.1 直接计算DFT的特点

根据定义，长度为N 的有限长序列x（n）的DFT为

X（k）=∑
N-1

n=0
x（n）Wkn

N k=0，1，…，N-1 （10.1）

由式（10.1）看出DFT的计算中只包含乘法和加法运算。如果x（n）为复数序列，则根据
式（10.1）完成N 点X（k）的运算次数分析如表10.1所示。

表10.1 N点DFT的运算量分析

一个k 全部k

复数乘 N N×N

复数加 N-1 N（N-1）

  当N ≫1时，加法次数（N-1）N ≈N2。

所以N 点DFT的乘法和加法次数均与N2 成正比。当N 较大时，计算次数相当可观。比
如，N =1024时，就需要超过100万次的复数乘法和加法。

复数运算是由实数运算来完成的，因此式（10-1）可以写成

X（k）=∑
N-1

n=0
x（n）Wnk

N =∑
N-1

n=0

[Rex（n）+jImx（n）][ReWnk
N +jImWnk

N ]

=∑
N-1

n=0

[（Rex（n）·ReWnk
N -Imx（n）·ImWnk

N ）+

j（Rex（n）·ImWnk
N +Imx（n）·ReWnk

N ）] （10.2）

可见，一次复数乘法包括了四次实数乘法和二次实数加法；一次复数加法则需要二次实数
加法。所以对某一k值，计算X（k）需要4N次实数乘法2N+2（N-1）=2（2N-1）次实数加
法。一个完整的N点DFT运算共需要4N2次实数乘法和2N（2N-1）次实数加法。当N较大
时，计算DFT需要消耗大量的时间，很难满足系统的实时性要求。所以改进DFT算法，提高运
算效率是非常必要的。

10.1.2 减少运算量的方法

根据上述分析，DFT的运算量与序列长度的平方成正比。所以如果把一个长序列分成若
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干段短序列进行DFT计算，一定可以减小运算次数。快速傅里叶变换FFT算法正是基于这种
思想发展起来的。

观察DFT运算可以看出，利用旋转因子Wnk
N 的特点，可以减少DFT的运算次数。Wnk

N 有如

下特性。
（1）对称性：

（Wnk
N ）* =W-nk

N （10.3）
（2）周期性：

Wnk
N =W（n+N）k

N =Wn（k+N）
N （10.4）

（3）可约性：
当N =rM Wr

N =W1
N/r =W1

M （r、M 为整数） （10.5）
（4）特殊值：

Wk+N
2N =-Wk

N W0
N =1 W

N
2
N =-1  W

N
4
N =-j （10.6）

利用这些特性，可以使DFT运算中的有些项可以进行合并。正是充分利用Wnk
N 的对称性

和周期性，实现了快速运算。基2FFT的算法主要分为两大类，即时间抽取法（DecimationIn
Time，DIT）和频率抽取法（DecimationInFrequency，DIF）。

10.2 按时间抽取（DIT）的FFT算法

为提高运算速度，将DFT的计算逐次分解成较小点数的DFT。如果算法是通过逐次分解
时间序列x（n）得到的，这种算法称为按时间抽取

·····
（DecimationInTime，DIT）FFT算法

··
，又称为

库利
··

—
·
图基算法
····

。

10.2.1 算法原理

设序列长度为N =2M（M 为整数）。如果给定长度不满足这个条件，可以通过补零满足要
求。这种长度N 为2的整数幂的FFT，称为基

·
2-
·
FFT。

将N =2M 的序列x（n），按n的奇偶数分为两组，即

x1（r）=x（2r）

x2（r）=x（2r+1 }） r=0，1，…，N
2-1

X（k）=DFT{x（n）}=∑
N-1

n=0
x（n）Wnk

N =∑
n=偶

x（n）Wnk
N +∑

n=奇
x（n）Wnk

N

= ∑
N/2-1

r=0
x（2r）W2rk

N +∑
N/2-1

r=0
x（2r+1）W（2r+1）k

N

= ∑
N/2-1

r=0
x1（r）（W2

N）rk +Wk
N∑

N/2-1

r=0
x2（r）（W2

N）rk

利用式（10.5），由于W2
N =e-j2πN2 =e-j2π

N/2 =WN/2，所以上式可表示为

X（k）= ∑
N/2-1

r=0
x1（r）Wrk

N/2+Wk
N∑

N/2-1

r=0
x2（r）Wrk

N/2

=X1（k）+Wk
NX2（k）  k=0，1，…，N/2-1 （10.7）
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式中，X1（k）和X2（k）分别为x1（r）和x2（r）的N/2点DFT，即

X1（k）=DFT{x1（r）}= ∑
N/2-1

r=0
x1（r）Wrk

N/2 = ∑
N/2-1

r=0
x（2r）Wrk

N/2 （10.8）

X2（k）=DFT{x2（r）}= ∑
N/2-1

r=0
x2（r）Wrk

N/2 = ∑
N/2-1

r=0
x（2r+1）Wrk

N/2 （10.9）

由式（10.7）可以看出，一个N 点DFT被分解成了两个N/2点的DFT的组合。X1（k）和

X2（k）都以N/2为周期。而X（k）却是以N为周期。所以用式（10.7）计算得到的只是X（k）的
前一半结果，即0～N/2点的X（k）。如果要用X1（k）、X2（k）表达全部X（k）的话，需要根据旋

转因子的周期性即Wk+N
2

N/2 =Wk
N/2 可得

X1 k+N（ ）2 = ∑
N/2-1

r=0
x1（r）Wr（k+N/2）

N/2 = ∑
N/2-1

r=0
x1（r）Wrk

N/2 =X1（k） （10.10）

同理

X2 k+N（ ）2 =X2（k） （10.11）

式（10.10）和式（10.11）说明，后一半的k值（N/2～N-1）对应的X1（k）、X2（k）与前一
半k值（0～N/2-1）对应的X1（k）、X2（k）值相等。

再考虑到Wk
N 的对称性

W（N/2+k）
N =WN/2

N Wk
N =-Wk

N （10.12）
把式（10.10）～ 式（10.12）代入式（10.7）就可得出前、后两半的X（k），即

X（k）=X1（k）+Wk
NX2（k）， k=0，1，…，N/2-1 （10.13）

X k+N（ ）2 =X1（k）-Wk
NX2（k）， k=0，1，…，N/2-1 （10.14）

这样只要求出区间0～ N
2-1的所有X1（k）和X2（k），就可得到0～N-1区间的全部

X（k）值。

图10.1 蝶形运算符号

式（10.13）和式（10.14）的运算关系可以用
图10.1所示的信号流图进行表示。根据其形状又称
其为蝶形运算单元

······
。图中左侧X1（k）和X2（k）为输

入，右侧为输出。可以看出，每个蝶形运算单元，需要
一次复数乘法及两次复数加（减）法。

采用这种表示法，可将上述分解运算表示于
图10.2中。此图表示N =8=23 时的情况，其中输出X（0）～X（3）由式（10.13）给出，而

X（4）～X（7）则由式（10.14）给出。
由图10.1看出，完成一个蝶形运算需要一次复数乘法和两次复数加法。因此，一次分解

后，计算一个N 点DFT共需计算两个 N/2点 DFT和 N/2个蝶形运算。所需计算次数如
表10.2所示。从表中看出，一次分解后，总的复数乘法次数为N（N+1）/2≈N2/2，加法为

N2/2次，运算工作量减少了几乎1/2。

862 信号分析与处理（修订版）



图10.2 N 点DFT的一次时域抽取分解图

表10.2 一次分解后N点DFT的运算量分析

N/2点DFT次数 蝶形运算次数 总运算次数

复乘 2× N（ ）2
2
=N2/2 N（ ）2 ×1= N

2
N2

2 + N
2 = N

2
（N+1）

复加 2× N
2

N
2 -（ ）1 =N N

2 -（ ）1 N（ ）2 ×2=N N N
2 -（ ）1 +N = N2

2

  可见一次分解对减少DFT的运算量是十分有效的。可以按照此方法继续对序列进行分
解。由于N=2M，故N/2仍为偶数，进一步把N/2点子序列再按奇、偶部分分解为两个N/4点
的子序列，即

x3（l）=x1（2l）

x4（l）=x1（2l+1㊣
㊣

㊣）
 l=0，1，2，…，N

4-1 （10.15）

X1（k）=DFT[x1（l）]= ∑
N/2-1

l=0
x1（l）Wlk

N/2

= ∑
N/4-1

l=0
x1（2l）W2lk

N/2+∑
N/4-1

l=0
x1（2l+1）W（2l+1）k

N/2

= ∑
N/4-1

l=0
x3（l）Wlk

N/4+Wk
N/2∑

N/4-1

l=0
x4（l）Wlk

N/4

=X3（k）+Wk
N/2X4（k） k=0，1，…，N/4-1 （10.16）

式中 X3（k）=DFT[x3（l）]= ∑
N/4-1

l=0
x3（l）Wlk

N/4 = ∑
N/4-1

l=0
x1（2l）Wlk

N/4

X4（k）=DFT[x4（l）]= ∑
N/4-1

l=0
x4（l）Wlk

N/4 = ∑
N/4-1

l=0
x1（2l+1）Wlk

N/4

同一次分解时情况一样，根据周期性X3（k）=X3（k+N/4）、X4（k）=X4（k+N/4）和对
称性Wk+N/4

N/2 =-Wk
N/2，可以得到

X1（k）=X3（k）+Wk
N/2X4（k）

X1 k+N（ ）4 =X3（k）-Wk
N/2X4（k㊣

㊣

㊣
） 

k=0，1，…，N
4-1 （10.17）

同理将x2（l）进行奇、偶分解为
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x5（l）=x2（2l）

x6（l）=x2（2l+1㊣
㊣

㊣）
 l=0，1，2，… N

4-1

可得到

X2（k）=X5（k）+Wk
N/2X6（k）

X2 k+N（ ）4 =X5（k）-Wk
N/2X6（k

㊣
㊣

㊣
）
 k=0，1，…，N

4-1 （10.18）

式中 X5（k）=DFT[x5（l）]= ∑
N/4-1

l=0
x5（l）Wlk

N/4 = ∑
N/4-1

l=0
x2（2l）Wlk

N/4

X6（k）=DFT[x6（l）]= ∑
N/4-1

l=0
x6（l）Wlk

N/4 = ∑
N/4-1

l=0
x2（2l+1）Wlk

N/4

二次分解后，一个N/2点DFT分解成了两个N/4点DFT和N/4个蝶形运算，如图10.3
所示。

图10.3 N/2点DFT分解为两个N/4点DFT的信号流图

依次类推，对一个长度为N=2M 的序列，经过M-1次分解，N点DFT最终可分解为N/2
个两点DFT。根据式（10.5）可将W0

N/2、W1
N/2表示为W0

N、W2
N。这样当N=23 =8时，二次分解

后的信号流图如图10.4所示。

图10.4 一个N =8点DFT分解为4个N/4点DFT的信号流图

根据上面的分析可知，二次分解后的运算量比一次分解的运算量又减少了大约1/2。
最后，两点DFT可表示为一个蝶形运算。例如，

X3（0）=∑
1

l=0
x3（l）Wl0

2 =x3（0）+x3（1）=x（0）+W0
2x（4）
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X3（1）=∑
1

l=0
x3（l）Wl

2 =x3（0）+W1
2x3（1）=x（0）-W0

2x（4）

图10.5给出了一个8点DFT的全部分解过程的运算流图。

图10.5 N =8的时间抽取法FFT流图

显然，这种方法每一次分解都是按输入序列在时域上的次序是偶数还是奇数来抽取的，故
得名“按时间抽取法”。

10.2.2 时间抽取FFT的运算量

由8点时间抽取FFT流图可见，一个N =2M 点序列的DFT经过M 次分解，可以分解成

M级蝶形运算，每一级都由N/2个蝶形运算组成。因此全部N点的FFT共有N
2×M个蝶形运

算。每个蝶形运算需要一次复数乘法和二次复数加法运算。所以N 点的FFT所需的运算次数
如下。

复数乘法： N
2×M = N

2log2N

复数加法： NM =Nlog2N
而直接计算DFT需要N2 次复数乘法和N（N-1）次复数加法。

当N≫1时，N
2log2N≪N2。可见，采用时域抽取法FFT的运算次数比直接计算DFT的

运算次数大大减少。表10.3中列出了直接DFT算法和基2FFT算法的比较结果。
表10.3 FFT算法与直接算法比较

运算次数

序列长度N

DFT FFT 比 较

乘法N2 加法N（N-1） 乘法N/2log2N 加法Nlog2N N2/N
2log2N

2 4 2 1 2 4

8 64 56 12 24 5.4

32 1024 992 80 160 12.8

64 4096 4032 192 384 21.3
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（续表）

运算次数

序列长度N

DFT FFT 比 较

乘法N2 加法N（N-1） 乘法N/2log2N 加法Nlog2N N2/N
2log2N

256 65536 65280 1024 2048 64

1024 1048576 1048576 5120 10240 204.8

2048 4194304 4192256 11264 22528 372.4

220 ≈1012 ≈1012 ≈107 ≈2×107 ≈105

  当然，实际计算量略有不同，因为有W0
N =1，W

N
2
N =-1，W

N
4
N =-j等一些特殊情况，这些

系数都不需要乘运算。当N～1时，这些特殊情况相对较少，可不考虑。从表10.3中看出，当N
较大时，FFT比直接计算DFT要快几个数量级。例如N=2048，直接计算要用3小时，而FFT
算法只要不到1分钟。FFT算法在计算DFT上确实高效快速。

10.2.3 时间抽取法的运算特点

由8点时间抽取FFT流图可见，这种运算是很有规律的，有很多的特点。

1.蝶形运算
一个N=2M 点序列的DFT经过M次分解，全部运算都变为蝶形运算。所以说蝶形运算是

FFT运算的核心。FFT的运算实际上是对蝶形图的运算。全部蝶形运算分为M级。每一级都有

N/2个蝶形运算。全部N点FFT运算由N
2×M蝶形运算组成。每个蝶形运算单元完成下述基

本递推运算：

Xm（p）=Xm-1（p）+Wr
NXm-1（q）

Xm（q）=Xm-1（p）-Wr
NXm-1（q）

（10.19）

式中，m表示第m 列递推，p，q为数据所在行数。式（10.19）的蝶形运算如图10.6所示，由一次
复数乘法和两次复数加（减）法组成。

图10.6 时间抽取蝶形运算结构

2.原位运算
观察一个完整的FFT运算流图，可以看出每个蝶形运算的输入和输出并不交叉。任何一

个蝶形运算的两个输入经过蝶形运算后就失去了利用价值，不再需要保存，因此可以实现原位
运算。原位运算就是将蝶形运算的结果仍然保存在原输入量的存储单元中。即某一列的N 个
数据送到存储器后，经蝶形运算，其结果为另一列数据，它们以蝶形为单位仍存储在这一组存
储器中，直到最后输出，中间无需其他存储器。每列的N/2个蝶形运算全部完成后，再开始下
一列的蝶形运算。这样存储数据只需N 个存储单元。下一级的运算仍采用这种原位方式，只不
过进入蝶形的组合关系有所不同。原位运算的结构可以节省大量内存，降低设备成本。
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3.倒位序
对于原位运算结构，运算完成后的输出结果仍按照自然顺序存放。由于要对输入x（n）逐

次进行奇、偶分解，结果导致了输入序列的重新排序。因此在时域抽取法中，输入序列是按码位
倒序存放的，输出则按自然顺序存放。

所谓倒位序，就是将二进制数的最高有效位到最低有效位的位序进行颠倒排列而得到的
二进制数。倒位序的二进制数通常又称倒序数。例如N =8时，n= （001b）的倒序数为4。而

N =16时，n= （0001b）的倒序数为8。可见倒序数与码长（即N）有关。N =8时，码位倒序说
明如图10.7所示。

输入数据按码位倒序的顺序存放是原位运算结构的时域抽取基2FFT算法的必然结果。
结合时域抽取的分解过程，可用一个二进制树状图（如图10.8所示）来表示序列标号的变化。
第一次分解时将序列x（n）分成了偶数部分（即上半部分）和奇数部分（即下半部分），如
图10.8所示。观察序列标号的二进制编码的最低位n0，当n0 =0时，对应偶数组序列，当n0 =
1时，对应奇数组序列。第二次分解按次低位n1为0或1来分偶数、奇数组序列，n1 =0表示偶
数组，n1 =1表示奇数组。依次类推，最终按位归类排列就可得到码位倒序的排列顺序。

图10.7 倒位序说明
图10.8 倒序位树状说明

所以要实现FFT算法，首先必须把按自然顺序存放的数据x（n）变换成按倒序存放。这一
过程称为整序。整序的过程如图10.9所示。对N =8，原输入数据按自然顺序存放在A（0）～
A（7）的存储单元中，经过整序，使存储单元存入相应的倒序位数据。图10.9说明了序列整序
的功能要求。

图10.9 序列的整序说明
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4.蝶形运算两节点间距离
以8点FFT流图为例，其输入是倒位序的，输出为正常位序。其第一级（第一列）每个蝶形

的“距离”（p，q间距）为1，第二级为2，第三级为4，依次类推。对于N=2M 时间抽取FFT，第m
级运算，节点间距离为2m-1。这样，第m级蝶形运算可写成

Xm（p）=Xm-1（p）+Wr
NXm-1（p+2m-1）

Xm（p+2m-1）=Xm-1（p）-Wr
NXm-1（p+2m-1）

5.Wr
N 的确定

在时域抽取法的FFT运算流图中，每一级都有N/2个蝶形运算，每个蝶形运算都要乘以
旋转因子Wk

N。每一级旋转因子都不相同，但排列却很有规律，如表10.4所示。
表10.4 旋转因子规律

分级 旋转因子及等效表示

第1级 Wr
2，r=0

第2级 Wr
4，r=0

第3级 Wr
8，r=0，1，2，3

︙ ︙

第M 级 Wr
N，r=0，1，…，N

2 -1

10.3 按频率抽取（DIF）的FFT算法

这里讨论另一种FFT算法，称为按频率抽取
·····

（D
·
I
·
F
·
）的
·

F
·
F
·
T
·
算法
··

。它是把输出序列X（k）按

其顺序的奇偶分解为越来越短的序列。

10.3.1 算法原理

对于长度为N =2M 的序列x（n），将x（n）按n的顺序前后对半分解，得到两个子序列。这
样可以将N 点DFT表示成前后两部分。

    X（k）=DFT[x（n）]=∑
N-1

n=0
x（n）Wkn

N

= ∑
N/2-1

n=0
x（n）Wkn

N +∑
N/2-1

n=N/2
x（n）Wkn

N

= ∑
N/2-1

n=0
x（n）Wkn

N +∑
N/2-1

n=0
xn+N（ ）2 Wk（n+N/2）

N

= ∑
N/2-1

n=0
x（n）+WkN/2

N x n+N（ ）[ ]2 Wkn
N

= ∑
N/2-1

n=0
x（n）+（-1）kx n+N（ ）[ ]2 Wkn

N k=0，1，…，N-1 （10.20）
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当k= 偶数时，即k=2r，r=0，1，…，N/2-1，有

X（k）=X（2r）= ∑
N/2-1

n=0
x（n）+xn+N（ ）[ ]2 W2rn

N

= ∑
N/2-1

n=0
x（n）+xn+N（ ）[ ]2 Wrn

N/2 （10.21）

当k= 奇数时，即k=2r+1，则

X（k）=X（2r+1）= ∑
N/2-1

n=0
x（n）-xn+N（ ）[ ]2 W（2r+1）n

N

= ∑
N/2-1

n=0
x（n）-xn+N（ ）[ ]2 Wn

N·Wrn
N/2 （10.22）

令

x1（n）=x（n）+xn+N（ ）2

x2（n）= x（n）-xn+N（ ）[ ]2 Wn
㊣

㊣

㊣
N

， n=0，1，2，…，N/2-1 （10.23）

将式（10.23）代入式（10.21）和式（10.22），可得

X（2r）= ∑
N/2-1

n=0
x1（n）Wrn

N/2 =X1（r）

X（2r+1）= ∑
N/2-1

n=0
x2（n）Wrn

N/2 =X2（r
㊣

㊣

㊣ ）

 r=0，1，2，…，N/2-1 （10.24）

X1（r）和X2（r）分别是x1（n）和x2（n）的N/2点DFT。X1（r）和X2（r）分别对应于N点

DFT的偶数部分和奇数部分。因此N点X（k）按k值分为偶、奇两组。偶数组为x1（n）的DFT，
奇数组为x2（n）的DFT。而x1（n）和x2（n）为N/2点序列，可以通过对前后两半的输入序列按
式（10.23）进行组合得到。式（10.23）的运算关系可用图10.10所示的蝶形运算来表示。

图10.10 按频率抽取蝶形运算流图符号

这样，我们就把一个N点DFT按k的奇偶分解为两个N/2点的DFT（如式10.24所示）。

N =8时，上述分解过程如图10.11所示。
与时间抽取法一样，由于N =2M，一次分解后，N/2仍为偶数，因此仍可按上述方法继续

分解，直到最后剩下全部是两点DFT，而两点DFT也可用图10.10所示的蝶形运算表示。二次
分解流图如图10.12所示。图10.13表示了一个完整的频率抽取法的FFT（N =8）。
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图10.11 N 点DFT的一次频率抽取分解图

图10.12 一个N =8点DFT分解为4个N/4点DFT

图10.13 N =8的频率抽取法FFT流图

由图10.13可见，按频率抽取法，一个N =2M 点序列的DFT经过M次分解，可以分解成

M级蝶形运算，每一级都由N/2个蝶形运算组成。因此全部N点的FFT共有N
2×M个蝶形运

算。每个蝶形运算需要一次复数乘法和二次复数加法运算。所以频率抽取法运算量与时间抽取

法相同，都需要复数乘法N
2×M = N

2log2N 次，复数加法：NM =Nlog2N 次。
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10.3.2 运算特点

频率抽取法的运算特点与时间抽取法基本相同，都是通过蝶形运算完成，也是原位运算，
其输入是正常位序，输出为倒位序。

按流图转置定理，即将流图的所有支路方向取反，交换输入输出，系数保持不变，可得到流
图的转置形式。观察图10.5所示的时间抽取流图和10.13所示的频率抽取流图，可以看到它
们互为转置。根据转置定理，两个流图的输入输出特性相同。因此频率抽取法和时间抽取法是
两种等价的FFT运算。

FFT算法流图并不唯一，在上面两种FFT的算法流图的基础上稍作变换，可以得到其他
形式的FFT流图。这是因为对任何流图只要保证各节点所连支路及其传输系数不变，则不论
节点位置怎么排列，所得的流图总是等效的，只是数据存取的顺序有所不同。读者如有兴趣不
妨试一试。

习  题  十

10.2-1 已知X（k）和Y（k）是两个N点实序列x（n）和y（n）的DFT，若要从x（n）和y（n）求

X（k）和Y（k），为提高运算效率，试设计用一次N 点FFT来完成。

10.2-2 设x（n）是长度为2N的有限长实序列，X（k）为x（n）的2N点DFT。试设计用一次N
点DFT完成计算X（k）的高效算法。

10.2-3 设x1（n）、x2（n）、x3（n）、x4（n）是四个N点实序列，且x1（n）和x2（n）是偶对称序列，

x3（n）和x4（n）是奇对称序列，试问如何通过一次DFT运算同时计算四个实序列的

DFT。

10.2-4 画出N =16时，按时域抽取法和按频域抽取法的FFT流图。

10.2-5 假设一次复数乘法需要1μs，一次复数加法需要0.5μs，试计算：
（1）直接计算一个1024点DFT需要多少时间？
（2）计算一个FFT需要多少时间？
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书书书

第11章 数字滤波器设计

11.1 数字滤波器的基本结构

在前面的章节中，已经介绍了一个一般的时域离散系统可以用不同的方法进行描述，比
如：差分方程、系统函数和单位冲激响应。

例如，一个数字网络的系统函数为

H（z）=b0+b1z-1

1-az-1  |z|＞|a| （11.1）

从该系统函数可以很容易地得到系统的输入和输出关系，即差分方程

y（n）-ay（n-1）=b0x（n）+b1x（n-1） （11.2）
从系统函数还可以得到系统的单位冲激响应

h（n）=b0anu（n）+b1an-1u（n-1） （11.3）
可把式（11.2）改写成

y（n）=ay（n-1）+b0x（n）+b1x（n-1） （11.4）

式（11.4）提供了一个计算任意时刻输出值的递推算法。
这样一个线性系统通常又称为数字滤波器。数字滤波器的功能本质上可以说是将输入序

···················
列通过一定的运算
········

，变换成输出序列的数字网络
············

。数字滤波器可以按各种标准来分类，按频带
可分为低通滤波器、高通滤波器、带通滤波器和带阻滤波器，按单位抽样响应可分为无限长单
位抽样响应（IIR）滤波器和有限长单位抽样响应（FIR）滤波器，等等。

本节主要讨论数字滤波器的实现方法，即它的运算结构。运算结构是很重要的概念，在下
面的讨论我们将会看到，由于运算结构的不同会影响系统的精度、误差、稳定性、经济性及运算
速度等许多主要性能。我们先讨论数字滤波器的基本结构及其表示方法，然后分别介绍无限长
单位抽样响应滤波器和有限长单位抽样响应滤波器的网络结构。

11.1.1 数字滤波器结构的表示方法

观察式（11.2）、式（11.3）和式（11.4）所表示的系统，可以发现：如果要实现这些被描述的
系统，所涉及的运算实际上是非常简单的，只有加法、乘法和单位延时三种基本运算，可以用方
框图和信号流图表示算法。

数字滤波器的整个运算结构都是由基本运算单元流图（又称基本流图）组成的。对一个复
杂的数字滤波器来讲，每个网络节点都连接着不同流向的信号支路。以二阶数字滤波器为例，
画出其框图结构如图11.1所示。如果用信号流图表示，则可得结构图如图11.2所示。从图中
可以看出框图和信号流图表示完全等效，只是符号有所不同。不过信号流图所表示的网络结构
更简洁、明了。



图11.1 二阶数字滤波器的框图结构

  

图11.2 为图11.1的等效流图

在图11.2中，定义网络节点的节点变量为w1（n）～w5（n）。从图中可得到节点变量的运
算关系为

     w3（n）=y（n）

w4（n）=w3（n-1）=y（n-1）

w5（n）=w4（n-1）=y（n-2）

w2（n）=a1w4（n）+a2w5（n）=a1y（n-1）+a2y（n-2）

w1（n）=b0x（n）+a1y（n-1）+a2y（n-2）

最终可得 y（n）=w1（n）=w3（n）=b0x（n）+a1y（n-1）+a2y（n-2）

信号流图能清楚地表示数字滤波器的运算步骤和运算结构，今后我们只采用信号流图来
表示和分析IIR和FIR数字滤波器的结构。

11.1.2 无限长单位抽样响应数字滤波器的基本结构

一个N 阶IIR数字滤波器的系统函数可以表示为

H（z）=
∑
M

i=0
biz-i

1-∑
N

i=1
aiz-1

=Y（z）
X（z） （11.5）

其差分方程为

y（n）=∑
M

i=0
bix（n-i）+∑

N

i=1
aiy（n-i） （11.6）

无限长单位冲激响应（IIR）滤波器的特点是：
（1）系统的单位冲激响应无限长；
（2）信号流图中具有反馈支路，网络中有环路，也称递归结构；
（3）系统函数H（z）在z平面上存在极点。

IIR系统的基本网络结构有三种，即直接型、级联型和并联型。

11.1.2.1 直接 Ⅰ 型

从式（11.6）的差分方程可以看出，y（n）由两部分构成。
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第一部分∑
M

i=0
bix（n-i），表示将信号x（n）进行延时，组成M节的延时网络，把每节延时抽

头后与常系数bi相乘（加权），然后再把结果相加。这是一个横向结构网络，即实现零点的网络。

第二部分∑
N

i=1
aiy（n-i），表示将输出信号y（n）进行延时，组成N节的延时网络，把每节延

时抽头后与常系数ai相乘，然后再把结果相加。由于这一部分是对输出的延时，故称为反馈网
络。这部分实现极点。

y（n）由这两部分相加组成，其信号流图如图11.3所示。从图中可以看出直接Ⅰ型结构需
要M+N 级延时单元。

图11.3 直接 Ⅰ 型结构

11.1.2.2 直接 Ⅱ 型

式（11.5）可以改写成

H（z）=
∑
M

i=0
biz-i

1-∑
N

i=1
aiz-k

=Y（z）
X（z）= H1（z）H2（z）= H2（z）H1（z）

式中 H1（z）=∑
M

i=0
biz-i  H2（z）= 1

1-∑
N

i=1
aiz-i

这样，图11.3所示直接 Ⅰ 型结构，可以看成是两部分网络H1（z），H2（z）的级联。一个线
性时不变系统，交换级联次序，系统函数不变。对应的信号流图如图11.4所示。

图11.4 直接 Ⅰ 型结构的变形

交换前后信号流图中的网络节点位置w1 和w2 发生了变化。很显然，变化后的流图中w1
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=w2，所以可以将这两个节点进行合并，不会影响系统分析，如图11.5所示。这就得到直接Ⅱ
型结构。

图11.5 直接 Ⅱ 型结构

从图11.5中可以看出：直接 Ⅱ 型结构需要N级延时单元（通常N＞M），比直接 Ⅰ 型结
构节省了存储单元。

【例11.1.1】 设三阶IIR数字滤波器的传递函数如下,画出该系统的直接 Ⅱ 型结构。

H（z)= 3z3-8z2+5z-2

z-（ ）1
3 z2-z+（ ）1

2

首先将H（z)写成z-1 的多项式标准形式

H（z)= 3-8z-1+5z-2-2z-3

1-4
3z-1+5

6z-2-1
6z-3

该系统的差分方程形式为

y（n)=3x（n)-8x（n-1)+5x（n-2)-2x（n-3)+4
3y（n-1)-5

6y（n-2)+1
6y（n-3)

根据上述差分方程可直接画出该系统的直接 Ⅱ 型结构,如图11.6所示。

图11.6 例11.1.1的直接 Ⅱ 型网络结构

11.1.2.3 级联型

级联型网络结构是将系统函数因式分解为若干个二阶数字滤波器的系统函数的乘积，即

H（z）=AH1（z）H2（z）…HK（z）=A∏
K

i=1
Hi（z） （11.7）

式中
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Hi（z）=β0i+β1iz-1+β2iz-2

1-α1iz-1-α2iz-2  i=1，2，…，K （11.8）

称为一个二阶节数字滤波器，A为常数。

H（z）由K 个二阶数字滤波器级联组成，其框图如图11.7所示。

Hi（z）是一阶或二阶系统，αi1，α2i，β0i，β1i，β2i均为实系数。当α2i=β2i=0时，Hi（z）由二阶
数字滤波器系统变成一阶数字滤波器系统。

图11.7 H（z）的级联型框图

将系统分解为二阶子系统的目的是要保证算法中的系数为实数，避免复数出现。
每个Hi（z）实现级联型结构时一般都采用直接Ⅱ型结构作为子滤波器网络结构。使用直

接 Ⅱ 型结构作为子滤波器的级联型网络结构如图11.8所示。

图11.8 使用直接 Ⅱ 型结构的级联网络结构

【例11.1.2】 试画出例11.1.1系统的级联型网络结构流图。
将H（z)的分子、分母进行因式分解得

H（z)=
（1-2z-1)（3-2z-1+z-2)

1-1
3z-（ ）1 1-z-1+1

2z-（ ）2

将上式不同因式进行组合,可得到不同的网络结构。一般来说把阶数相同的零极点可放在
同一子滤波器中,这样可减少单位延迟的数目。这样把单零点和单极点因式放在一个滤波器
中,把二阶零点和二阶极点放在一个滤波器中,画出级联结构如图11.9所示。

图11.9 例11.1.2的信号流图

级联型结构的每个基本节只是关系到数字滤波器的某一对极点和一对零点。调整β0j、β1j

和β2j三个系数可以改变一对零点的位置，调整α1j和α2j可以改变一对极点的位置，而不影响其

他零点和极点。因此，级联结构的优点是便于准确地实现数字滤波器的零极点，也便于调整滤
波器的性能。同时，级联结构中后面的网络输出不会再流到前面，运算误差的累积相对直接型
也小。在级联实现时，零点和极点的配对方式和基本节的级联次序具有很大的零活性，在有限
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精度情况下，有一个最优选择的问题。如果考虑零极点配对，即将相近的零极点组合在一个二
阶滤波器中，还可以减小有限字长效应的影响。

11.1.2.4 并联型

如果把系统函数H（z）展成部分分式和的形式，即表示成若干个子滤波器相加的形式，就
得到并联型IIR滤波器的基本结构。

H（z）=B0+H1（z）+H2（z）+…+HK（z）=B0+∑
K

i=1
Hi（z） （11.9）

式中，B0 为一个常数，Hi（z）同级联型一样为二阶数字滤波器，其网络结构系数均为实数。一
般形式为

Hi（z）= β0i+β1iz-1

1-α1iz-1-α2iz-2

当α2i =0，β1i =0时，Hi（z）= β0i

1-α1iz-1
，子系统为一阶网络。

如果要实现系统的并联结构，只要将H（z）进行部分分式展开成Hi（z）的和式形式即可。
每个Hi（z）都可以用直接 Ⅱ 型来表示。这样，一般的 H（z）的并联网络结构可用图11.10
表示。

图11.10 使用直接 Ⅱ 型结构的并联网络结构

【例11.1.3】 试画出例11.1.1系统的并联网络型结构流图。
首先将H（z)进行部分分式展开

H（z)=
（1-2z-1)（3-2z-1+z-2)

1-1
3z-（ ）1 1-z-1+1

2z-（ ）2
= A

1-1
3z-1

+ Bz-1+C

1-z-1+1
2z-2

+D

求出A =-12,B=-3,C=3,D =12,故系统函数可表示为

H（z)=12+ -12

1-1
3z-1

+ -3z-1+3

1-z-1+1
2z-2

系统并联型网络结构如图11.11所示。
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图11.11 例11.1.3的信号流图

在并联型结构中，每个一阶网络决定一个实数极点，每个二阶网络决定一对共轭极点，调
整极点位置非常方便，但零点调整却不如级联型方便。由于各基本网络是并联的，故各支路产
生的运算误差互不影响，所以与直接型和级联型相比，并联型网络运算误差最小。并联型结构
的各支路可同时对输入信号进行运算，故运算速度最高。

11.1.3 有限长单位抽样响应数字滤波器的基本结构

有限长单位冲激响应（FIR）滤波器突出的特点是单位抽样响应h（n）只有有限个非零值。
即h（n）为一个N 点长序列0≤n≤N-1，其系统函数为

H（z）=∑
N-1

n=0
h（n）z-n （11.10）

其差分方程为

y（n）=∑
N-1

m=0
h（m）x（n-m） （11.11）

有限长单位冲激响应（FIR）滤波器的特点是：
（1）系统的单位抽样响应有限长；
（2）系统函数H（z）在z平面上z=0处有N-1阶极点，而没有除z平面原点外的极点；

有N-1个零点可位于z平面上任何地方。FIR滤波器是稳定系统；
（3）信号流图中主要是非递归结构，没有反馈支路。
用信号流图表示FIR结构，分为直接型、级联型、频率抽样型等，这里介绍前两种结构。

11.1.3.1 直接型

根据H（z）或差分方程可直接画出FIR的信号流图，如图11.12所示。

图11.12 FIR直接型网络结构

直接型网络结构又称横截型或卷积型结构，相当于IIR滤波器直接型的零点网络部分。

11.1.3.2 级联型

和IIR系统一样，FIR系统经过因式分解可以表示成若干个一阶或二阶滤波器的乘积。即
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H（z）=∏
K

i=1

（β0i+β1iz-1+β2iz-2） （11.12）

图11.13给出了一般FIR系统的级联型结构。

图11.13 FIR级联型网络结构
 

【例11.1.4】 设一个FIR系统函数 H（z)如下式,画出 H（z)的直接型结构和级联型
结构。

H（z)=0.55-0.77z-1+2.32z-2-1.4z-3+2.4z-4

将H（z)进行因式分解得：

H（z)= （0.5-0.7z-1+1.2z-2)（1.1+2z-2)

该系统直接型和级联型结构图如图11.14所示。

图11.14 例11.1.4信号流图

11.2 IIR数字滤波器的设计

数字滤波器设计是数字信号处理的重要任务之一。IIR数字滤波器是一种网络结构具有

反馈支路的滤波器，其系统函数有不为零的极点存在。IIR滤波器的设计必须考虑系统的稳定
性问题。本节主要介绍经典的通过模拟滤波器设计IIR数字滤波器的方法，即脉冲响应不变法
和双线性变换法实现数字滤波器的方法。

11.2.1 模拟低通滤波器原型

模拟滤波器的理论和设计方法已相当成熟，典型的模拟滤波器都有严格的设计公式、现成

的曲线和图表供设计人员查阅。实际中有三种广泛应用的滤波器，即巴特沃斯、切比雪夫和椭
圆滤波器。在第5章，我们已经对巴特沃斯和切比雪夫这两种模拟滤波器有所了解。在这里，我
们将从滤波器设计角度，简要叙述巴特沃斯低通滤波器的特征及其设计方法，并给出由模拟滤
波器设计IIR数字滤波器的设计思路。

11.2.1.1 滤波器的技术指标

典型的模拟滤波器的技术指标以容限图的形式给出，如图11.15给出。其中|Ha（jω）|为

582第11章 数字滤波器设计



归一化后模拟滤波器的幅度响应，ωp为通带截止频率，ωst为阻带截止频率，δp、δs分别为通带、
阻带的容限。

图11.15 模拟低通滤波器频响

幅度特性的容限图

在通带内、幅度响应要逼近1，要求：1-δp ≤|
Ha（jω）|≤1；

在阻带内、幅度响应要逼近0，要求：|Ha（jω）|≤δs；
幅度响应在过渡带（ωp ～ωst）中从通带平滑地下降

到阻带，过渡带的频率响应不作规定。
模拟滤波器幅度响应也可以用幅度平方函数|

Ha（jω）|2 来表示，即

|Ha（jω）|2 = Ha（jω）H*
a （jω）

由于滤波器冲激响应函数是实函数，因而满足

H*
a （jω）= Ha（-jω）

所以

|Ha（jω）|2 = Ha（jω）Ha（-jω）= Ha（s）Ha（-s）|s=jω （11.13）

其中Ha（s）是模拟滤波器的系统函数，它是s的有理函数，Ha（jω）是滤波器的频率响应。

11.2.1.2 巴特沃斯（Butterworth）低通滤波器的设计

N 阶巴特沃斯（Butterworth）低通滤波器的幅度平方函数定义为

|Ha（jω）|2 = 1

1+ ω
ω（ ）c

2N （11.14）

N 越大，滤波器幅度下降的速度越快，过渡带越窄。图11.16示出了N =2，4，8的巴特沃
斯低通滤波器的幅度平方特性，它们都是单调递减的。

图11.16 巴特沃斯幅度特性和N 的关系

巴特沃斯原形滤波器具有如下特征：
（1）当ω=0时，|Ha（jω）|2 =1，即在ω=0处无衰减。
（2）当ω=ωc时，|Ha（jω）|2 =1/2，ωc是3dB的截止频率。观察图11.16可以看出，不管

N 为多少，3dB的截止频率是不变的。
（3）在ω ＜ωc 的通带内，|Ha（jω）|2 有最平坦的幅度特性，即 N 阶巴特沃斯

（Butterworth）低通滤波器的幅度平方函数|Ha（jω）|2在ω=0处，其前2N-1阶导数为零。

因而巴特沃斯滤波器又称为最平幅度特性滤波器。随着ω从0变到ωc，|Ha（jω）|2单调减小，

N 越大，减小得越慢，通带内特性越平坦。
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（4）在ω＞ωc的过渡带和阻带内，|Ha（jω）|2继续单调减小，但衰减的速度比通带要快得
多。当ω→ ∞ 时，|Ha（jω）|2 =0。

将式（11.14）代入式（11.13）可得

Ha（s）Ha（-s）= 1

1+ s
jω（ ）c

2N =
（jωc）2N

s2N +（jωc）2N
（11.15）

即可求出幅度平方函数Ha（s）Ha（-s）的2N 个极点，用sk 表示：

sk = （-1）
1
2N（jωc）=ωce

jπ 1
2+2k+1

2（ ）N   k=0，1，…，（2N-1） （11.16）

这2N 个极点等间隔分布在半径为ωc（巴特沃斯圆）的圆上，间隔为π
Nrad。图11.17给出了

N =3的巴特沃斯滤波器的幅度平方特性的极点分布图。

图11.17 3阶巴特沃斯

滤波器极点分布

为形成稳定的模拟滤波器，只取左半平面的N 个极点
构成Ha（s），其余右半平面的N个极点构成Ha（-s），Ha（s）
的表示式为

Ha（s）= ωN
c

∏
N-1

k=0

（s-sk）
（11.17）

这里分子系数为ωN
c ，由Ha（s）的低频特性决定。在一般的设

计中，都先选取ωc =1来得到归一化的巴特沃斯滤波器。如
果归一化的系统函数为 Han（s）表示，则 Han（s）与 Ha（s）
（ωc≠1）关系为

Ha（s）= Han（s/ωc）

归一化后巴特沃斯滤波器有以下形式：

Han（s）= 1
sN +a1s

N-1+…+aN-1s+aN

其分母多项式的系数有现成的表格可查，如表11.1所示。
表11.1 巴特沃斯归一化低通滤波器参数

N a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

1 1.0000

2 1.4142 1.0000

3 2.0000 2.0000 1.0000

4 2.6163 3.4142 2.6163 1.0000

5 3.2361 5.2361 5.2361 3.2361 1.0000

6 3.8637 7.4641 9.1416 7.4641 3.8637 1.0000

7 4.4940 10.0978 14.5918 14.5918 10.0978 4.4940 1.0000

8 5.1258 13.1371 21.8642 25.6884 21.8642 13.1371 5.1258 1.0000
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11.2.1.3 由模拟滤波器设计IIR数字滤波器

在本节开始已经提到过设计数字滤波器可以按照技术要求先设计一个模拟低通滤波器，

得到模拟低通滤波器的传输函数Ha（s），再按一定的映射关系将Ha（s）转换成数字低通滤波
器的系统函数H（z）。要建立模拟滤波器与数字滤波器的映射关系，就要建立s平面到z平面的
映射关系，把s平面映射到z平面，使模拟滤波器的系统函数Ha（s）变换成数字低通滤波器的
系统函数H（z）。这种由复变量s到复变量z之间的映射关系，必须满足两个要求：

（1）H（z）的频率响应能模仿Ha（s）的频率响应，即s平面的虚轴必须映射到z平面的单位
圆上；

（2）因果稳定的Ha（s）映射成因果稳定的H（z），即s平面的左半平面必须映射到z平面单
位圆的内部。

把模拟滤波器映射成数字滤波器后，就能使数字滤波器“模仿”模拟滤波器的特性，从而
达到由模拟滤波器设计数字滤波器的目的。

映射方法有两种，即脉冲响应不变法和双线性变换法。

11.2.2 脉冲响应不变法

11.2.2.1 变换原理

脉冲响应不变法的设计原理是使数字滤波器的单位抽样响应序列h（n）模仿模拟滤波器
的冲激响应ha（t），将模拟滤波器的冲激响应进行等间隔抽样，使数字滤波器的单位抽样响应
序列h（n）等于ha（t）的抽样值，即

h（n）=ha（nT）=ha（t）|t=nT （11.18）

其中，T是抽样间隔。
把h（n）作为数字滤波器的单位脉冲响应，对其作z变换，就是数字滤波器的系统函数

H（z）。如果令ha（s）为ha（t）的拉氏变换，根据前面讨论的z变换与拉氏变换关系，得到

H（z）|z=esT = 1
T∑

+∞

k=-∞
Ha（s-jkωs） （11.19）

其中，ωs =2π
T
为抽样角频率。

可以看出，脉冲响应不变法将模拟滤波器的s平面变换到数字滤波器的z平面。具体的，将
模拟信号ha（t）的拉氏变换Ha（s）以ωs为周期进行周期延拓，再按照z=esT 的映射关系映射

到z平面，就得到了H（z）。这个映射是个多值映射，如图11.18所示。
这个映射满足s平面变换到z平面的两个基本要求。如图11.18所示，s平面虚轴（jω）上每

一段长为2π
T
的线段都能映射到z平面单位圆上一周，满足s平面的虚轴必须映射到z平面的单

位圆上的要求。s平面上每一条宽度为2πT
的横条的左半部分映射到z平面的单位圆内部，右半

部分映射到z平面的单位圆外部，满足s平面的左半平面必须映射到z平面单位圆的内部的要
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图11.18 脉冲响应不变法的映射关系

求。即s平面上每一条宽度为2πT
的横条将重叠地映射到整个z平面。这正好说明z=esT 的映射

关系反映的是H（z）和Ha（s）的周期延拓函数之间的关系，而不是H（z）直接与Ha（s）之间的
关系。所以脉冲响应不变法不是从s平面到z平面的简单代数映射关系。

11.2.2.2 混叠失真

由式（11.19）可知，数字滤波器的频率响应H（ejΩ）与模拟滤波器的频率响应Ha（jω）间关
系为

H（ejΩ）= 1
T∑

+∞

k=-∞
Ha（jω-jkωs）= 1

T∑
+∞

k=-∞
Ha jΩ

T -jk2π（ ）T
（11.20）

这就是说，数字滤波器的频率响应是模拟滤波器频率响应的周期延拓。正如时域抽样定理
所讨论的，只有模拟滤波器的频率响应是限带的，即

Ha（jω）=0 |ω|＞ π
T

才能使数字滤波器的频率响应不失真地重现模拟滤波器的频率响应，而不发生混叠失
真，即

H（ejΩ）= 1
THa jΩ（ ）T  |Ω|＜π （11.21）

但是，任何一个实际的模拟滤波器频率响应都不是严格限带的，将不可避免地出现频谱混
叠的情况，即混叠失真。图11.19说明了这一现象。

图11.19 脉冲响应不变法的混叠失真情况
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11.2.2.3 设计方法

按照脉冲响应不变法的原理，首先要对模拟滤波器系统函数Ha（s）进行拉氏反变换，得到

模拟滤波器的冲激响应ha（t），然后进行抽样得到h（n）=ha（nT）作为数字滤波器的单位脉冲
响应，再作z变换，得到数字滤波器的系统函数H（z），这个过程很繁琐。实际上，脉冲响应不变
法特别适合于系统函数能用部分分式展开的情况。

设模拟滤波器系统函数Ha（s）只有单阶极点，且分母的阶次大于分子的阶次。因此可将

Ha（s）展开成部分分式和的形式：

Ha（s）=∑
N

i=1

Ai

s-si
（11.22）

其拉氏反变换结果为模拟滤波器的冲激响应ha（t），即

ha（t）=∑
N

i=1
Aiesitu（t）

对ha（t）进行抽样得到数字滤波器的单位抽样响应序列h（n），即

h（n）=ha（t）
t=nT

=∑
N

i=1
AesinTu（n）

对其作z变换，就是数字滤波器的系统函数H（z），即

H（z）= ∑
+∞

n=-∞
h（n）z-n =∑

N

i=1

Ai

1-esiTz-1
（11.23）

对比式（11.22）和式（11.23），可以看出
（1）Ha（s）的单极点si变换H（z）的单极点esiT；
（2）Ha（s）与H（z）的部分分式的系数相同，都是Ai；
（3）如果模拟滤波器是稳定的，即所有极点si的实部小于零（Re[si]＜0），则变换后的数

字滤波器的全部极点都在单位圆内，即|esiT|=eRe[si]T ＜1，故数字滤波器是稳定的；
（4）虽然脉冲响应不变法能保证极点间的一一对应的代数关系，但不能保证从s平面到z

平面有这种简单的代数映射关系。特别是数字滤波器的零点位置与模拟滤波器的零点位置间，

就没有这种代数对应关系，而是随Ha（s）的si和部分分式的系数Ai的不同而变化。

从式（11.21）可以看出，数字滤波器的增益与抽样间隔T成反比。如果抽样频率很高，数
字滤波器的增益会很高。因而希望数字滤波器的频率响应不受抽样频率的影响，故作以下修
正，令

h（n）=Tha（t）|t=nT =Tha（nT）

则有

H（z）=∑
N

i=1

TAi

1-esiTz-1

及

H（e）jΩ = ∑
+∞

k=-∞
Ha jΩ

T -jk2π（ ）T ≈Ha jΩ（ ）T  |Ω|＜π
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【例11.2.1】 利用脉冲响应不变法,把 Ha（s)= s+1
s2+5s+6

转换成等价的数字滤波器

H（z),其中T =0.1s。

首先,用部分分式展开Ha（s),得

Ha（s)= s+1
s2+5s+6= 2

s+3- 1
s+2

极点为s1 =-3,s2 =-2,转化到z平面变为z1 =e-3T,z2 =e-2T。

代入式H（z)=∑
N

i=1

TAi

1-esiTz-1
,得

H（z)=∑
N

i=1

TAi

1-esiTz-1 = 2T
1-e-3Tz-1 - T

1-e-2Tz-1 = 0.1-0.08966z-1

1-1.5595z-1+0.6065z-2

11.2.2.4 优缺点

从以上讨论可以看出，脉冲响应不变法使得数字滤波器的频率响应完全模仿模拟滤
波器的频率响应，因此时域逼近良好，而且模拟频率与数字频率间变换是线性变换，即Ω
=ωT。因而一个线性相位的模拟滤波器（例如贝塞尔滤波器）可以映射为一个线性相位
的数字滤波器。

脉冲响应不变法的主要缺点是由于频谱的周期延拓而产生的混叠失真，所以只适合充分
带限的低通和带通滤波器设计，而高通和带阻滤波器不宜采用脉冲响应不变法进行设计。

11.2.3 双线性变换法

脉冲响应不变法可以在时域上良好地逼近模拟滤波器，但存在混叠失真的缺点。这是由于

s平面到z平面的变换是多值映射关系造成的。双线性变换法可以克服这一缺点。

11.2.3.1 变换原理

由于从s平面到z平面的的变换式z=esT 的多值映射，会导致数字滤波器频率响应出现
混叠现象。为了克服多值映射，双线性变换法是通过两次映射来实现的。第一次映射，先将整个

s平面压缩到s1 平面中的一条横带 -π
T ≤ω1 ≤ π（ ）T

内；然后再通过第二次映射，将

-π
T ≤ω1 ≤ π（ ）T

横带映射到z平面上去。这种映射法能保证使s平面与z平面建立单值对

应，从而消除混叠现象。该过程如图11.20所示。

将s平面整个jω轴压缩变换到s1平面的jω1轴上的-π
T
到π

T
一段，可以采用正切变换关系

ω=ktan（ω1T/2） （11.24）

式中k为常数。

这样，ω=±∞ 变到ω1 =±π
T

，ω=0变到ω1 =0，可将式（11.24）写成
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图11.20 双线性变换法的映射关系

jω=kej
ω1T
2 -e-j

ω1T
2

ej
ω1T
2 +e-j

ω1T
2

解析延拓到整个s平面和s1 平面，令jω=s，jω1 =s1，则得

s=ke
s1T
2 -e-

s1T
2

e
s1T
2 +e

s1T
2

=ktans1T（ ）2 =k1-e-s1T

1+e-s1T
（11.25）

再将s1 平面通过在下脉冲响应不变法用到的标准变换关系映射到z平面，即

z=es1T （11.26）

从而得到s平面与z平面间的单值映射关系为

s=k1-z-1

1+z-1
（11.27）

z=
1+s

k

1-s
k

（11.28）

一般来说，常数k可根据模拟滤波器的某一频率与数字滤波器的某一频率有对应关系来
确定。例如，如果使模拟滤波器与数字滤波器在低频处有较确切的对应关系，即在低频处有

ω≈ω1。当ω1 较小时有

tanω1T（ ）2 ≈ω1T
2

由式（11.24）及ω≈ω1 可得

ω=ktanω1T（ ）2 ≈kω1T
2 ≈ω1

解得

k= 2
T

此时，数字滤波器的低频特性近似等于模拟原型滤波器的低频特性。

11.2.3.2 逼近的情况

双线性变换法能够满足s平面到z平面变换的两个基本要求，即
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（1）首先，令z=ejΩ，代入式（11.27），可得

s=k1-e-jΩ

1+e-jΩ =jktan Ω（ ）2 =jω （11.29）

即s平面的虚轴对应z平面的单位圆。
（2）其次，将s=σ+jω代入式（11.28），可得

z=k+s
k-s=

（k+σ）+jω
（k-σ）-jω

因此

|z|=
（k+σ）2+ω㊣

2

（k-σ）2+ω㊣
2

当σ=0时，|z|=1，说明s平面的虚轴对应z平面的单位圆。当σ＜0时，|z|＜1，说
明s平面的左半平面对应z平面的单位圆内部。当σ＞0时，|z|＞1，说明s平面的右半平面
对应z平面的单位圆外部。因此，稳定的模拟滤波器经双线性变换后得到的数字滤波器也一定
是稳定的。

11.2.3.3 优缺点

双线性变换法与脉冲响应不变法相比较，其主要优点是s平面到z平面的变换是一个单值
的一一对应关系，从而避免了频率响应的混叠现象。由（11.29）式，我们可以得到模拟频率ω与
数字频率Ω间单值变换关系为

ω=ktan Ω（ ）2 = 2
Ttan Ω（ ）2

（11.30）

另外，通过式（11.27），我们可以容易地由模拟滤波器系统函数得到数字滤波器系统函数，
应用十分简单方便。

双线性变换法的主要缺点是模拟频率与数字频率不再是线性关系，也就是说，模拟频率ω
与数字频率Ω 间存在着严重的非线性关系，如式（11.30）和图11.21所示。

由于这种频率之间的非线性变换关系，就产生了问题。首先，一个线性相位的模拟滤波器
经过非线性变换后，得到的是非线性相位的数字滤波器，不再保持原有的线性相位了；其次，这
种非线性关系就要求模拟滤波器的幅频响应必须是分段常数的，即某一频率段的幅频响应应
近似等于某一常数（这正是典型低通、高通、带通、带阻滤波器的响应特性），不然变换所产生的
数字滤波器幅频响应相对于原模拟滤波器的幅频响应会有畸变，例如一个模拟的微分器将不
能得到数字微分器，如图11.22所示。

对于分段常数的滤波器，双线性变换后，可得到幅频特性为分段常数的数字滤波器，但各
分段边缘的临界频率点产生了畸变，这种频率的畸变不难通过频率的预畸进行校正。也就是
说，将临界频率事先加以畸变，然后经变换正好映射到所需的频率。例如，要求数字滤波器的4
个临界频率为Ωp，Ωs，Ω1，Ω2，如按线性变换所对应的模拟滤波器的4个频率分别为

ωp =Ωp

T
，ωs =Ωs

T
，ω1 =Ω1

T
，ω2 =Ω2

T
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图11.21 双线性变换法的频

率间非线性关系

图11.22 理想微分器经双线性变换

后幅频响应发生畸变

图11.23 双线性变换的频

率非线性预畸

但是模拟滤波器的这4个频率经双线性变换后（利用

非线性的频率变换关系Ω=2arctanωT（ ）2
，所得到的数字

滤波器的临界频率就不等于Ωp，Ωs，Ω1，Ω2了。因而频率要
加以预畸，即利用式（11.30）

ω= 2
Ttan Ω（ ）2

的关系将这组数字频率变换为一组模拟滤波器的临界频

率，利用这组模拟频率来设计模拟带通滤波器。对此模拟
滤波器进行双线性变换，就能得到所需的数字滤波器，它
的临界频率就是我们要求的Ωp，Ωs，Ω1，Ω2。这一预畸过程
如图11.23所示。

【例11.2.2】 试用双线性变化法将模拟滤波器

Ha（s)= 2s
2s+1

转换成数字滤波器,设T =0.1s。

根据式（11.27),得

H（z)= Ha（s)
s=201-z

-1

1+z-1

=
401-z-1

1+z-1

401-z-1

1+z-1 +1
=40 1-z-1

41-39z-1

11.2.4 设计IIR数字滤波器的频率变换法

前面只介绍了IIR低通数字滤波器的设计方法，但是在工程上常常要设计各种截止频率
的低通、高通、带通和带阻数字滤波器，这些数字滤波器的设计方法通常是在设计一个低通滤
波器的基础上，采用频率变换法把低通滤波器转换成所要求的滤波器。这种转换方法可以在模
拟域进行，也可以在数字域完成。用这两种变换方法进行各种频率范围的数字滤波器的设计过
程可表示如下：
这里，我们讨论数字频率变换法。
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图11.24 频率变换法设计数字滤波器流程

数字域频率变换的原理如下。
设HL（zL）为给定的低通数字滤波器原型，且为稳定的因果系统，Hd（zd）为希望设计的数

字滤波器。为避免混淆，用zL 和zd表示两个复平面。在zL 和zd平面上的单位圆分别定义为

zL =ejθ，zd =ejΩ （11.31）

设从zL 平面到zd平面的映射关系为

z-1
L =G（z-1

d ） （11.32）

则低通滤波器原型HL（zL）经过这一映射得到的新系统函数为

Hd（zd）= HL（zL）
z-1
L =G（z-1

d ）
（11.33）

下面要求出映射关系G（z-1
d ）。根据系统因果稳定的要求，G（z-1

d ）应满足下面的条件：
（1）必须是z-1

d 的有理函数，这样Hd（zd）才可实现；
（2）zL 平面上的单位圆必须映射到zd平面的单位圆上；
（3）zL 平面上的单位圆内部必须映射zd平面的单位圆内部，以确保滤波器的稳定。

设θ和Ω 分别为zL 和zd平面上的频率变量，即zL =ejθ，zd =ejΩ。根据式（11.32），可得

e-jθ =G（e-jΩ）=|G（e-jΩ）|jarg[G（e-jΩ）]

这就要求

|G（e-jΩ）|=1

θ=-arg[G（e-jΩ）] （11.34）

式（11.34）表明G（z-1
d ）在单位圆上的幅度恒等于1，是一个全通函数。任何一个全通函数

都可以表示为

z-1
L =G（z-1

d ）=±∏
n

k=1

z-1
d -α*

k

1-αkz-1
d

（11.35）

式中，ak是G（z-1
d ）的极点，可以是实数，也可以是共轭复数，所有极点必须都在单位圆内，以保

证变换的稳定性。G（z-1
d ）的所有零点都是其极点的共轭导数1/a*

k 。N是全通函数的阶数。当Ω
从0变化到π时，全通函数相角arg[G（e-jΩ）]的变化量为Nπ。选择不同的阶数N和极点ak，将
引入不同的相位变化量，从而使低通原型数字滤波器变换成各类数字滤波器。

11.2.4.1 数字低通 — 数字低通

此时HL（ejθ）和Hd（ejΩ）都是低通系统函数，只不过截止频率不同。因而θ从0变化到π时，
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相应的Ω也从0变化到π。所以，只需要采用1阶全通函数作为变换函数

z-1
L =G（z-1

d ）=
z-1

d -α
1-αz-1

d

（11.36）

变换关系式（11.36）的边界条件为

zL =1→zd =1

zL =ejθc →zd =ejΩc （11.37）

在式（11.36）代入zL =ejθc，zd =ejΩc，可得

a=
sinθc-Ωc（ ）2

sinθc+Ωc（ ）2

（11.38）

这样，整个变换函数就唯一地确定了。利用式（11.36）和式（11.38），就可由已有的
低通滤波器系统函数 HL（zL）（截止频率θc）得到新的低通滤波器系统函数 Hd（zd）（截止
频率Ωc）。

11.2.4.2 数字低通 — 数字高通

低通变换为高通只需要将低通频率响应在单位圆上旋转一个π的角度，也就是说将zd

变换成-zd即可，这就是旋转变换。根据这个原理，将式（11.36）中的zd用-zd代替，变换函
数为

z-1
L G（z-1

d ）=-
z-1

d +α
1+αz-1

d

（11.39）

变换关系式（11.39）的边界条件为

zL =1→zd =-1

zL =ejθc →zd =e-jΩc （11.40）

在式（11.39）代入zL =ejθc，zd =e-jΩc，可得

a=-
cosθc+Ωc（ ）2

cosθc-Ωc（ ）2

（11.41）

这样，整个变换函数就唯一地确定了。利用式（11.39）和式（11.41），就可由已有的低通滤
波器系统函数HL（zL）（截止频率θc）得到高通滤波器系统函数Hd（zd）（截止频率Ωc）。

11.2.4.3 数字低通 — 数字带通

对于低通到带通的变换，变换后Ω在-π到π形成两个通带，即Ω从-π变化到π，θ需要
从-π到π变化两次。所以，需要采用2阶全通函数作为变换函数：

z-1
L =G（z-1

d ）=±
z-1

d -α
1-α*z-1

d

z-1
d -α*

1-αz-1
d

=±
z-2

d +d1z-1
d +d2

d2z-2
d +d1z-1

d +1
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考虑到θ=-π对应Ω应该为0，即zL =-1→zd =1，可得数字低通到数字带通的变换函
数为

z-1
L =G（z-1

d ）=-
z-2

d +d1z-1
d +d2

d2z-2
d +d1z-1

d +1
（11.42）

变换关系式（11.42）的边界条件为

zL =e-jθc →zd =ejΩ1

zL =ejθc →zd =ejΩ2

zL =1→zd =e±jΩ0 （11.43）

在式（11.42）代入式（11.43）的边界条件，可得

d1 =
-2cosΩ2+Ω1（ ）2 cosΩ2-Ω1（ ）2

1+cotθc（ ）2 tanΩ2-Ω1（ ）2

d2 =
1-cotθc（ ）2 tanΩ2-Ω1（ ）2

1+cotθc（ ）2 tanΩ2-Ω1（ ）2

（11.44）

cosω0 =
cosΩ2+Ω1（ ）2

cosΩ2-Ω1（ ）2

其中Ω2 和Ω1 分别为带通滤波器要求的上、下截止频率，Ω0 为带通滤波器通带的中心频率。

11.2.4.4 数字低通 — 数字带阻

对于低通到带阻的变换，变换后Ω在-π到π形成两个阻带，即Ω从-π变化到π，θ需要
从-π到π变化两次。所以，需要采用2阶全通函数作为变换函数：

z-1
L =G（z-1

d ）=±
z-2

d -α
1-α*z-1

d

z-1
d -α*

1-αz-1
d

=±
z-2

d +d1z-1
d +d2

d2z-2
d +d1z-1

d +1

考虑到θ=0对应Ω应该为0，即zL =1→zd =1，可得数字低通到数字带阻的变换函数为

z-1
L =G（z-1

d ）=
z-2

d +d1z-1
d +d2

d2z-2
d +d1z-1

d +1
（11.45）

变换关系式（11.45）的边界条件为

zL =e-jθc →zd =ejΩ2

zL =ejθc →zd =ejΩ1

zL =1→zd =±1 （11.46）

在式（11.45）代入式（11.46）的边界条件，可得
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d1 =
-2cosΩ2+Ω1（ ）2 cosΩ2-Ω1（ ）2

1+tanθc（ ）2 tanΩ2-Ω1（ ）2

d2 =
1-tanθc（ ）2 tanΩ2-Ω1（ ）2

1+tanθc（ ）2 tanΩ2-Ω1（ ）2

（11.47）

cosΩ0 =
cosΩ2+Ω1（ ）2

cosΩ2-Ω1（ ）2

其中Ω2 和Ω1 分别为带阻滤波器阻带的的上、下通带截止频率，Ω0 为阻带中心频率。

11.3 FIR滤波器设计

11.2节讨论了IIR数字滤波器的设计，由于设计的IIR数字滤波器能够保留一些模拟滤波
器的优良特性，因此，得到广泛的应用。但是这些特性的获得是以牺牲相频特性为代价的。换句
话说，用巴特沃斯、切比雪夫、椭圆等函数逼近理想的幅频特性，相位上却都是非线性的相位逼
近。在很多实际的电子系统中，例如数据传输等波形传递系统中需要的滤波器，即要求有满意
的幅频特性又要有线性相位特性。在这方面，有限长单位脉冲响应（FIR）数字滤波器具有独特
的优点。它可以在设计任意幅频特性的同时，保证精确、严格的线性相位特性。FIR数字滤波器
的单位脉冲响应h（n）是有限长序列，可以用一个因果系统来实现它，因而精度高。而IIR数字
滤波器只能采用递归结构。另外，FIR数字滤波器还可以采用快速傅里叶变换方法来实现。

归纳起来，FIR滤波器有以下几个特点：
（1）很容易获得严格的线性相位，避免被处理的信号产生相位失真，这一特点在宽频带信

号处理、阵列信号处理、数据传输等系统中非常重要；
（2）可得到多带幅频特性；
（3）极点全部在原点（永远稳定），无稳定性问题；
（4）任何一个非因果的有限长序列，总可以通过一定的延时，转变为因果序列，所以因果

性总是满足；
（5）无反馈运算，运算误差小。
（6）因为无极点，要获得好的过渡带特性，需以较高的阶数为代价；
（7）无法利用模拟滤波器的设计结果，一般无解析设计公式，要借助计算机辅助设计程序

完成。
设计FIR数字滤波器的方法有窗函数法、频率抽样法和等波纹优化设计法等。根据FIR数

字滤波器的结构特点，又称其为横向滤波器和非递归滤波器。

11.3.1 线性相位FIR滤波器的特征

FIR数字滤波器的系统函数为
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H（z）=∑
N-1

n=0
h（n）z-n （11.48）

11.3.1.1 线性相位条件

线性相位意味着一个系统的相频特性是频率的线性函数，即

θ（Ω）=-αΩ

式中，α为常数，此时通过这一系统的各频率分量的时延为一相同的常数，系统的群时延为

τg =-dθ（Ω）
dΩ =α

FIR数字滤波器的h（n）为实数，且满足以下任一条件：

h（n）=h（N-1-n） 偶对称

h（n）=-h（N-1-n） 奇对称

其对称中心在n= N-1
2

处，则滤波器就具有准确的线性相位。

11.3.1.2 线性相位特点

在以下表示中将频率响应H（Ω）表示成

H（jΩ）= H（Ω）ejθ（Ω） （11.49）

式中，H（Ω）为幅度函数，它是一个纯实数，可以是正或负数；θ（Ω）为相位函数。

1.h（n)偶对称情况

H（z）=∑
N-1

n=0
h（n）z-n =z- N-1（ ）2 ∑

N-1

n=0
h（n）z

- n-N-1（ ）2 +z n-N-1（ ）2

2
（11.50）

因此

H（jΩ）=e
-j N-1（ ）2 Ω

∑
N-1

n=0
h（n）cos N-1

2 -（ ）n[ ]Ω

H（Ω）=∑
N-1

n=0
h（n）cos N-1

2 -（ ）n[ ]Ω

θ（Ω）=- N-1（ ）2 Ω

θ（Ω）是严格的线性相位，滤波器有N-1
2

个抽样的延时。

2.h（n)奇对称情况

H（Ω）=∑
N-1

n=0
h（n）sin N-1

2 -（ ）n[ ]Ω （11.51）
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θ（Ω）=- N-1（ ）2 Ω+π
2

（11.52）

θ（Ω）是严格的线性相位，滤波器有N-1
2

个抽样的延时，而且产生一个π
2
的相移。称为正

交网络。

11.3.1.3 幅度函数特点

1.h（n)偶对称,N 为奇数（1型)

H（Ω）= ∑
（N-1）/2

n=0
a（n）cos（Ωn） （11.53）

其中

a（0）=h N-1（ ）2

a（n）=2h N
2-（ ）n   n=1，2，…，N-1

2

2.h（n)偶对称,N 为偶数（2型)

H（Ω）= ∑
（N-1）/2

n=0
b（n）cosΩ n-（ ）[ ]1

2
（11.54）

b（n）=2h N
2-（ ）n   n=1，2，…，N-1

2
H（Ω）对Ω=π呈奇对称，H（π）=0，故高通滤波器不能用这种形式。

3.h（n)奇对称,N 为奇数（3型)

H（Ω）= ∑
（N-3）/2

n=1
c（n）sin（Ωn） （11.55）

c（n）=2h N-1
2 -（ ）n  n=1，2，…，N-1

2

H（Ω）对Ω=0，π，2π呈奇对称，Ω =0，π，2π时，H（Ω）=0，故低、高通滤波器不能用这种
形式。

4.h（n)奇对称,N 为偶数（4型)

H（Ω）=∑
N/2

n=1
d（n）sinΩ n-（ ）[ ]1

2
（11.56）

d（n）=2h N
2-（ ）n  n=1，2，…，N

2

H（Ω）对Ω=0，2π呈奇对称，对Ω=π呈偶对称，Ω=0，2π时，H（Ω）=0，故低通滤波器
不能用这种形式。

最后，将四种线性相位FIR滤波器的特性示于表11.2中。
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表11.2 4种线性相位FIR滤波器

h（n）=h（N-1-n）

（1）

（2）

φ（Ω）=-Ω N-1（ ）2

h（n）=-h（N-1-n）

（3）

（4）

φ（Ω）=-Ω N-1（ ）2 - π
2

11.3.1.4 零点位置

线性相位FIR滤波器的系统函数满足H（z）=±z-（N-1）H（z-1）

零点位置有4种可能（如图11.25所示）：
（1）零点zi既不在实轴上，也不在单位圆上，是互为倒数的两组共轭对。

（2）零点zi不在实轴上，但在单位圆上，是共轭对。

（3）零点zi在实轴上，不在单位圆上，是实数零点和倒数零点。

（4）零点zi既在实轴上，也在单位圆上，此时只有一个零点z=1或z=-1。
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图11.25 线性相位FIR滤波器的4种不同零点结构

11.3.2 窗函数设计法

窗函数设计法是从单位脉冲响应序列着手，使h（n）逼近理想的单位脉冲响应序列hd（n）。

设所要求的理想数字滤波器的频率响应为Hd（Ω），hd（n）是与其对应的单位脉冲响应，因此

hd（n）= 1
2π∫

π

-π
Hd（Ω）ejΩndΩ （11.57）

由于Hd（Ω）是矩形频率特性，故hd（n）一定是无限长的非因果序列。

而所设计的是FIR数字滤波器，其单位脉冲响应h（n）必然是有限长的，所以要用有限的

h（n）来逼近无限长的hd（n），最有效的方法是截断hd（n），即用有限长的w（n）来截取hd（n），表
示为

h（n）=hd（n）w（n） （11.58）

这种设计方法称为窗函数设计法。

窗函数w（n）不仅影响原来信号在时域的形状，也影响了其在频域的形状。

假设理想低通滤波器的频率响应Hd（Ω）为

H（Ω）=
-ejΩα |Ω|≤Ωc

0Ωc＜|Ω|≤
㊣
㊣

㊣ π
（11.59）

相应的单位抽样响应hd（n）为

hd（n）= 1
2π∫

π

-π
Hd（Ω）ejΩndΩ= 1

2π∫
Ωc

-Ωc

e-jΩaejΩndΩ=sin[Ωc（n-a）]
π（n-a） （11.60）
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如图11.26所示，我们可以看出，hd（n）是中心位于α的偶对称无限长非因果序列。为了构
造一个长度为N 的因果FIR滤波器，将hd（n）截取一段，使得

h（n）=
hd（n）， 0≤n≤N-1

0，㊣
㊣

㊣ 其他
（11.61）

为了保证设计的滤波器具有线性相位，h（n）必须满足对称性要求，因此

α= N-1
2

（11.62）

式（11.61）可以将h（n）看作是hd（n）与矩形窗wR（n）相乘的结果，即

h（n）=hd（n）wR（n） （11.63）

其中

wR（n）=
1， 0≤n≤N-1

0，㊣
㊣

㊣ 其他
（11.64）

图11.26 理想矩形幅频特性的hd（n）和Hd（Ω）以及

矩形窗函数序列的wR（n）=RN 和WR（Ω）

下面从频域上分析对hd（n）加窗的影响。由复卷积定理，时域相乘，频域是周期卷积的关

系，故h（n）的频率特性为

H（Ω）= 1
2π

Hd（Ω）*WR（Ω）= 1
2π∫

π

-π
Hd（θ）WR（Ω-θ）dθ （11.65）

式中，H（Ω）、Hd（Ω）和ΩR（Ω）分别是h（n）、hd（n）和wR（n）的傅里叶变换。可以看出，H（Ω）能

否逼近Hd（Ω）取决于窗函数的频谱特性WR（Ω），

WR（Ω）=∑
N-1

n=0
w（n）e-jΩn

这里选用矩形窗，其频谱特性为

WR（Ω）=∑
N-1

n=0
e-jΩn =1-e-jΩN

1-e-jΩ =e-j（Ω N-1）2

sinΩN（ ）2

sin Ω（ ）2

（11.66）
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幅频特性和相频特性为

WR（jΩ）=WR（Ω）e-j（Ω N-1）2 （11.67）

其中，幅频特性

WR（Ω）=sin（ΩN/2）
sin（Ω/2）

WR（Ω）的图形如图11.26所示，它在±2π/N之内为一共主瓣，两侧形成许多衰减振荡的
旁瓣。

理想低通滤波器的频率响应式可表示为

Hd（jΩ）= Hd（Ω）e-jΩa （11.68）

其幅度响应为

Hd（Ω）=
1 |Ω|≤Ωc

0 Ωc＜|Ω|＜
㊣
㊣

㊣ π
（11.69）

由式（11.65）可得

H（Ω）= 1
2π

Hd（Ω）*WR（Ω）= 1
2π∫

π

-π
Hd（θ）WR（Ω-θ）dθ

=e-jΩa 1
2π∫

π

-π
Hd（θ）WR（Ω-θ）d[ ]θ

因此FIR滤波器的幅度响应为

H（Ω）= 1
2π∫

π

-π
Hd（θ）WR（Ω-θ）dθ （11.70）

式（11.70）表明，滤波器的幅度响应等于理想低通滤波器的幅度响应Hd（Ω）与矩形窗幅
度响应WR（Ω）的周期卷积，如图11.27所示。

当Ω=0时，H（0）等于图11.27（a）与（b）两波形乘积的积分，相当于对WR（θ）在±Ωc之

间一段波形的积分，当Ωc ≫2π/N 时，近似 ±π之间波形的积分。当Ω =Ωc 时，情况如
图11.32（c）所示，当Ω≫2π/N时，积分近似为WR（θ）一半波形的积分，对H（0）归一化后的值
为1/2。当Ω=Ωc+2π/N时，情况如图11.32（e）所示，WR（θ）主瓣完全移到积分区间外边，因
为最大的一个负峰完全在区间[-Ωc，Ωc]中，因此，H（θ）在该点形成最大的负峰。相应地，当

Ω=Ωc-2π/N时，情况如图11.32（d）所示，WR（θ）主瓣完全在区间±Ωc之间，而最大的一个
负峰移到区间[-Ωc，Ωc]外，因此，H（θ）在该点形成最大的正峰。图11.27表明，H（θ）最大的
正峰与最大的负峰对应的频率间距为4π/N。

综上所述，加窗函数后，对理想特性的主要影响有：
（1）Hd（Ω）在截止频率处的间断点变成了连续曲线，使H（Ω）出现一个过度带。其宽度等

于WR（Ω）的主瓣宽度，即两个过冲的间隔ΔΩ =4π/N。窗函数的主瓣越宽，过渡带越宽。
（2）由于窗函数旁瓣的作用，使幅频特性出现波动，波动幅度取决于旁瓣的相对幅度，旁

瓣范围的面积越大，通带波动和阻带波动越大，换句话说，阻带衰减减少。而波动的多少，取决
于旁瓣的多少。

（3）增加窗函数的长度N，只能减少WR（Ω）的主瓣宽度，而不能改变旁瓣与主瓣的相对
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图11.27 矩形窗的卷积过程

值，该值主要取决于窗函数的形状，这是因为窗函数的幅频特性为

WR（Ω）=sin（ΩN/2）
sin（Ω/2） ≈

sinΩN（ ）2
Ω/2 =Nsinx

x

式中x=ΩN/2。
长度N 的变化只能改变窗谱的主瓣宽度，Ω坐标的比例与WR（Ω）的绝对大小，而不能改

变主瓣与旁瓣幅值的相对比例，这个相对比例是由窗函数形状决定的，而与N 无关。换句话
说，增加截取窗函数的长度N 只能相应地减少过渡带，而不能改变过冲值。

由于过冲值的大小直接影响通带特性和阻带衰减，所以对滤波器的性能影响较大。例如在
矩形窗情况下，过冲达8.95%，而阻带最小衰减为20lg10（8.95）=-21dB。在工程上是远远不
够的。因此，为满足工程上的要求，只能以改变窗函数的形状来改善滤波器的幅频特性。

窗函数的选择原则是：
（1）具有较低的旁瓣幅度，尤其是第一旁瓣幅度。
（2）旁瓣幅度下降速率要大，以利增加阻带衰减。
（3）主瓣的宽度要窄，以获得较陡的过渡带。
通常上述几点很难同时满足。当选用主瓣宽度较窄时，虽然得到较陡的过渡带，但通带和

阻带的波动明显增加；当选用最小的旁瓣幅度时，虽能得到匀滑的幅度响应和较小的阻带波
动，但过渡带加宽。因此，实际选用的窗函数往往是它们的折中。在保证主瓣宽度达到一定要求
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的条件下，适当牺牲主瓣宽度来换取旁瓣波动的减少。以上是从幅频特性的改善对时窗函数提
出的要求。实际上设计的FIR滤波器往往要求具有线性相位，即

h（n）=hd（n）w（n）

因此，除了要求hd（n）满足线性相位条件外，对w（n）也要求长度N有限，且以（N-1）/2
为其对称中心，即

w（n）=w（N-1-n）

综上所述，窗函数不仅起截矩作用，还能起平滑作用，在很多领域都得到广泛应用。因此设
计一个特性良好的窗函数有着重要的实际意义。

设计FIR滤波器常用的窗函数如下。

1.矩形窗函数

w（n）=R（n）=
1 0≤n≤N-1

0 其他
㊣
㊣

㊣ n

WR（jΩ）=WR（Ω）e
-j（N-1

2 ）Ω
=sin（NΩ/2）

sin（Ω/2）e-j（N-1
2 ）Ω

2.三角形（Bartlett)窗函数

w（n）=

2n
N -1 0≤n≤ （N-1）/2

2- 2n
N -1

（N-1）/2≤n≤N-
㊣

㊣

㊣
1

其傅里叶变换为

W（jΩ）= 2
N-1

sin[N-1）Ω/4]
sin（Ω/2{ }）

2

e
-j（N-1

2 ）Ω

当N ≫1时可写成

W（jΩ）≈ 2
N

sin[NΩ/4]
sin（Ω/2{ }）

2

e
-j（N-1

2 ）Ω

主瓣宽度为8π/N，比矩形窗函数主瓣宽度增加一倍，但旁瓣却很小。

3.汉宁（Hanning)窗函数
汉宁窗函数是余弦平方窗函数，又叫升余弦窗函数

w（n）=sin2 πn
N -（ ）1 RN（n）= 1

2 1-cos 2πn
N -（ ）[ ]1 RN（n）

=0.5-0.5cos 2πn
N -（ ）1   0≤n≤N-1

利用傅里叶变换特性

ejΩ0nx（n ←—— →——）
FT

X（ej（Ω-Ω0））

则有
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W（jΩ） {= 0.5WR（Ω）+0.25 WR Ω- 2π
N-（ ）1 +WR Ω+ 2π

N-（ ）[ ]1 e-j N-1（ ）2 Ω

=W（Ω）e
-j N-1（ ）2 Ω

图11.28 设计有限长单位冲激响应滤波器常用的几种窗函数

图11.29 图11.28的各种窗函数的傅里叶变换（N =51）

表11.3 6种窗函数基本参数的比较

窗函数 旁瓣峰值幅度（dB） 过渡带宽ΔΩ 阻带最小衰减（dB）

矩形窗

三角形窗

汉宁窗

海明窗

布拉克曼窗

凯泽窗

（β=7.856）

-13

-25

-31

-41

-57

-57

 

4π/N

8π/N

8π/N

8π/N

12π/N

10π/N

 

-21

-25

-44

-53

-74

-80

 

  在频域中，FIR数字滤波器的频率响应H（Ω）为
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H（Ω）= 1
2π∫

π

-π
Hd（θ）W（Ω-θ）dθ

因而H（Ω）逼近Hd（Ω）的好坏，完全取决于窗函数的频率特性W（Ω）。

【例11.3.1】 试用窗函数法设计一线性相位FIR滤波器,并满足技术指标如下：
在Ωp =30πrad/s处衰减不大于-3dB；在Ωs=46πrad/s处衰减不小于-40dB；对模拟

信号进行抽样的周期T =0.01s。
解：根据截止频率Ωs要求,对照窗函数性能表,确定选用海明窗。
确定窗宽N0。因为海明窗过渡带宽为8π/N,所以可得

N ≥ 8π
0.46π-0.3π=50

因此选N =51。

确定位移系数m =51-1
2 =25。所以单位冲击响应为

h（n)=sin[0.3π（n-25)]
π（n-25) 0.54-0.46cos2πn（ ）[ ]50

,0≤n≤50

FIR滤波器输出为

y（n)=∑
N-1

k=0
h（k)x（n-k)=h（0)x（n)+h（1)x（n-1)+…+h（50)x（n-50)

11.3.3 利用频率抽样技术设计

频率抽样设计法是从频域出发，把给定的理想频率响应Hd（Ω）等间隔抽样N 个点得到

Hd（Ω）
Ω=2π

Nk
= Hd（k）= H（k） （11.71）

再对Hd（k）作IDFT，得到h（n），

h（n）= 1
N∑

N-1

k=0
H（k）ej2πNkn  k=0，1，…，N-1 （11.72）

将h（n）作为所设计的滤波器的单位脉冲响应。

11.3.3.1 为保证具有线性相位，对频率抽样值的约束条件

将抽样值用幅值Hk 与相角θk 表示成H（k）= Hkejθk

h（n）偶对称N 为奇数时，约束条件为

Hk = HN-k   

θk =-kπ1-1（ ）N
h（n）偶对称N 为偶数时，约束条件为

Hk =-HN-k   

θk =-kπ1-1（ ）N
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h（n）奇对称N 为奇数时，约束条件为

Hk =-HN-k   

θk =-kπ1-1（ ）N +π
2

h（n）奇对称N 为偶数时，约束条件为

Hk = HN-k   

θk =-kπ1-1（ ）N +π
2

11.3.3.2 设计误差与哪些量有关，如何减小设计误差

从时域角度看，如果待设计的频率响应为Hd（Ω），对应的单位脉冲响应为

h（n）= 1
2π∫

π

-π
H（Ω）ejΩndΩ

在频域等间隔抽样N 点，利用IDFT得到的h（n）是hd（n）以N 为周期的周期性延拓

h（n）= ∑
∞

r=-∞
hd（n+rN）RN（n）

如果Hd（Ω）有间断点，那么hd（n）应是无限长的，这样一来由于时域混叠，引起所设计的

h（n）和hd（n）有偏差。为此在频域的抽样点数N应加大。N越大，设计出的滤波器越逼近待设
计的滤波器Hd（Ω）。

从频域角度看H（Ω）=∑
N-1

k=0
H（k）Φ Ω-2π

N（ ）k ，表明在抽样点上H（Ω）和H（k）相等，逼近

误差为零。在抽样点之间其误差和Hd（Ω）特性的平滑程度有关，特性越平滑误差越小，抽样点
数越大误差越小。

结论：为改善滤波器的特性，可以对频响间断点附近插入一个或几个过渡抽样点，适当增
加抽样点数。

11.3.3.3 频率抽样法

对Hd（Ω）进行频率抽样得到H（k），为了方便将H（k）表示成为幅度响应|H（k）|及相位

响应θ（k）的形式，即

H（k）=|H（k）|ejθ（k）  k=0，1，…，N-1

频率抽样有两种方法：

1.频率抽样法1
第一个抽样点在Ω=0处

H（k）= Hd（k）= Hd（Ω）
Ω=2π

Nk

h（n）= 1
N∑

N-1

k=0
H（k）ej2πNkn

H（z）=1-z-N

N ∑
N-1

k=0

H（k）
1-W-k

Nz-1

903第11章 数字滤波器设计



H（Ω）= 1
Ne

-j（N-1
2 ）

∑
N-1

k=0
H（k）e-jπkN

sinΩN（ ）2

sin Ω
2-πk（ ）N

由于

H（k）=∑
N-1

n=0
h（n）e-j2πNkn

当h（n）为实数时，满足H（k）= H*（N-k）N，故

|H（k）|=|H（N-k）|

θ（k）=-θ（N-k）

当N 为奇数时，有线性相位约束条件

θ（k）=

-2π
Nk N-1（ ）2

， k=0，1，…，N-1
2

2π
N

（N-k）N-1（ ）2
， k= N+1

2
，…，N-

㊣

㊣

㊣
1
  （1型）

θ（k）=

π
2-2π

Nk N-1（ ）2
， k=0，1，…，N-1

2

-π
2+2π

N
（N-k）N-1（ ）2

， k= N+1
2

，…，N-
㊣

㊣

㊣
1
  （3型）

当N 为偶数时，有

θ（k）=

-2π
Nk N-1（ ）2

， k=0，1，…，N
2-1

2π
N

（N-k）N-1（ ）2
， k= N

2+1，…，N-1

0， k= N

㊣

㊣

㊣ 2

  （2型）

θ（k）=

π
2-2π

Nk N-1（ ）2
， k=0，1，…，N

2-1

-π
2+2π

N
（N-k）N-1（ ）2

， k= N
2+1，…，N-1

0， k= N

㊣

㊣

㊣ 2

  （4型）

【例11.3.2】 用频率抽样法1设计一个线性相位低通数字滤波器。已知Ωc=0.5π,N =
33,边沿上设一个过渡点|H（k)|=0.39。

解：抽样频率间隔为2π
N =2π

33
,Ωc的位置在0.5π/（2π/33)=8.25,即k=8和k=9之间,

其对称点位置是（N-k)即k= （33-9)=24和k= （33-8)=25之间。对理想低通抽样,
可得
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Hk =

1 0≤k≤8

0.39 k=9

0 10≤k≤
㊣

㊣

㊣ 16

φ（k)=-πk（N-1)
N =-32

33πk
,0≤k≤16

利用共轭对称性,可得k=17,…,32的抽样值。综合幅度和相位,第一类线性相位FIR数
字滤波器的离散频域抽样值为

Hk =

e-j3233πk 0≤k≤8及25≤k≤32

0.39e-j3233πk k=9,24

0 10≤k≤

㊣

㊣

㊣ 23

   H（Ω)=1-e-jΩN

N ∑
N-1

k=0

H（k)
1-W-k

Ne-jΩ

=e-j16Ω

33

sin33Ω
2

sinΩ
2

+∑
8

k=1

sin33Ω
2 -k（ ）π

sin Ω
2-kπ（ ）33

+
sin33Ω

2 +k（ ）π

sin Ω
2+kπ（ ）

┌

└

┐

┘

㊣

㊣

㊣ 33

+

 
0.39sin33Ω

2 -9（ ）π

sin Ω
2-9π（ ）33

+
0.39sin33Ω

2 +9（ ）π

sin Ω
2+9π（ ） ㊣

㊣

㊣33

2.频率抽样法2

第一个抽样点在Ω= π
N
处

    H（k）= Hd（k）= Hd（Ω）
Ω=2π

Nk+π
N

h（n）= 1
N∑

N-1

k=0
H（k）ej（2πNkn+π

N）
=ejπ

NIDFT[H（k）]

H（z）=1+z-N

N ∑
N-1

k=0

H（k）

1-W-（k+1
2）

N z-1

H（Ω）=
（cosΩN）2
N e-j（N-1

2 ）Ω∑
N-1

k=0
H（k）e-jπ

N（k+1
2） 1

j [sin Ω
2-πk

N
k+（ ）1

2

由于

H（k）=∑
N-1

n=0
h（n）e-j2πN（k+1

2）n

当h（n）为实数时，满足H（k）= H*（N-1-k）N，故
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|H（k）|=|H（N-1-k）|

θ（k）=-θ（N-1-k）

当N 为奇数时，有线性相位约束条件

θ（k）=

-2π
N

k+（ ）1
2

N-1（ ）2
， k=0，1，…，N-3

2

0， k= N-1
2

2π
N

N-k-（ ）1
2

N-1（ ）2
， k= N+1

2
，…，N-

㊣

㊣

㊣
1

  （1型）

θ（k）=

π
2-2π

N
k+（ ）1

2
N-1（ ）2

， k=0，1，…，N-3
2

0， k= N-1
2

-π
2+2π

N
N-k-（ ）1

2
N-1（ ）2

， k= N+1
2

，…，N-

㊣

㊣

㊣
1

  （3型）

当N 为偶数时，有

θ（k）=

-2π
Nk N-1（ ）2

， k=0，1，…，N
2-1

2π
N

（N-k）N-1（ ）2
， k= N

2+1，…，N-1

0， k= N

㊣

㊣

㊣ 2

  （2型）

θ（k）=

π
2-2π

Nk N-1（ ）2
， k=0，1，…，N

2-1

-π
2+2π

N
（N-k）N-1（ ）2

， k= N
2

，…，N-1

0， k= N

㊣

㊣

㊣ 2

  （4型）

11.3.4 IIR滤波器和FIR滤波器的比较

到此为止，我们讨论了IIR和FIR两种滤波器的设计方法，但在实际应用时应该如何去选
择它们呢？下面对这两种滤波器作一比较。

从性能上说，IIR滤波器系统函数的极点可以位于单位圆内的任何位置，因此可以用较低
的阶数获得高的选择性，所用的存储单元少，所以经济效率高。但是这个高效率是以相位的非
线性为代价的。而FIR却可以得到严格的线性相位，然而FIR滤波器系统函数的极点固定在原
点，所以只能用较高的阶数达到高的选择性。对于同样的滤波器设计指标，FIR滤波器所需的
阶数比IIR滤波器的阶数高5～10倍，结果成本较高，信号延时也较大。

从结构上看，IIR滤波器必须采用递归结构，极点位置必须在单位圆内，否则系统将不稳
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定。在这种结构中，由于运算过程中对序列进行舍入处理，这种有限字长效应有时会产生寄生
振荡。相反，FIR滤波器采用非递归结构，不存在稳定性的问题，运算误差也较小，此外FIR滤
波器可以采用快速傅里叶变换算法，在相同阶数的条件下，运算速度快得多。

从设计工具看，IIR滤波器可以借助模拟滤波器的成果，因此，一般都有有效的封闭形式
的设计公式可供准确计算，计算工作量比较小，对计算工具的要求不高。FIR滤波器一般没有
封闭形式的设计公式。窗口法仅仅对窗口函数可以给出计算公式，但计算通带阻带衰减无显式
表达式。一般FIR滤波器的设计只有计算程序可循，因此对计算工具要求较高。

另外也应看到，IIR滤波器虽然设计简单。但主要是用于设计具有片段常数特性的滤波
器，如低、高、带通及带阻等，往往脱离不了模拟滤波器的格局。而FIR滤波器则要灵活得多，尤
其它能易于适应某些特殊的应用，如构成微分器或积分器，或用于巴特沃斯、切比雪夫等逼近
不可能达到预定指标的情况。例如，由于某些原因要求三角形振幅响应或一些更复杂的幅频响
应，因而有更大的适应性和更广阔的天地。

从上面的简单比较我们可以看到，IIR和FIR滤波器各有所长，所以在实际应用时应该从
多方面考虑来加以选择。例如，从使用要求上来看，在对相位要求不敏感的场合，如语言通信
等，选用IIR较为合适，这样可以充分发挥其经济高效的特点，而对于图像信号处理、数据传输
等以波形携带信息的系统，则对线性相位要求较高，采用FIR滤波器较好。当然，在实际应用中
应考虑经济上的要求。

习 题 十 一

11.1-1 用直接 Ⅰ 型和直接 Ⅱ 型结构实现以下系统函数：

（1）H（z）= -5+2z-1-0.5z-2

1+3z-1+3z-2+z-3  （2）H（z）= -z+2
8z2-2z-3

11.1-2 用级联型和并联型结构实现以下系统函数：

（1）H（z）= 3z3-3.5z2+2.5z
（z2-z+1）（z-0.5） 

（2）H（z）= 4z3-2.8284z2+z
（z2-1.4242z+1）（z+0.7071）

11.1-3 用横截型和级联型结构实现系统函数

H（z）= （1-1.4142z-1+z-2）（1+z-1）

11.2-1 思考题：
（1）数字滤波器的分类及特点。
（2）数字滤波器设计与模拟滤波器设计比较及各自的优缺点。
（3）分别描述用脉冲响应不变法和双线性变换法设计IIR数字滤波器的过程。
（4）用脉冲响应不变法和双线性变换法设计IIR数字滤波器的各自优缺点。

11.2-2 已知模拟滤波器的传输函数为

（1）Ha（s）= 1
s2+s+1     

（2）Ha（s）= 1
2s2+3s+1

（3）Ha（s）= 16（s+2）
（s+3）（s2+2s+5）

（4）Ha（s）= 4s2+10s+8
（s2+2s+3）（s+1）

试采用脉冲响应不变法和双线性变换法分别将其转换为数字滤波器，设T =2s。
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11.2-3 假设某模拟滤波器Ha（s）是一个低通滤波器，又知H（z）=Ha（s）
s=z+1

z-1

，数字滤波器

H（z）的通带中心位于下面那种情况？并说明原因。
（1）Ω=0（低通）。
（2）Ω=π（高通）。
（3）除0或π以外的某一频率（带通）。

11.2-4 在T=0.125ms时，利用脉冲响应不变法，通过对一个通带截止频率fp为2kHz的模
拟低通滤波器进行变换，设计一个IIR数字低通滤波器。如果没有混叠，数字滤波器
的归一化通带截止频率Ωp是什么？如果使用双线性变换，数字滤波器的归一化通带
截止频率Ωp是什么？

11.2-5 一个IIR低通数字滤波器具有归一化的通带截止频率Ωp=0.3π。如果在T=0.1ms
时，利用脉冲响应不变法来设计数字滤波器，那么原型模拟低通滤波器的通带截止
频率是什么？如果在T=0.1ms时，利用双线性变换法来设计数字滤波器，那么模拟
低通原型滤波器的通带截止频率是什么？

11.3-1 用窗函数法设计一个阶数N=24的线性相位FIR滤波器，以逼近以下的理想频率响
应幅度：

|H（Ω）|=
1 |Ω|≤0.2π
0 0.2π＜|Ω|≤{ π

11.3-2 用窗函数法设计一个最少阶数高通滤波器，阻带截止频率Ωs =0.22π，通带截止频
率Ωp =0.28π，阻带波动δs =0.003。

11.3-3 用矩形窗设计一个线性相位高通数字滤波器，即

H（Ω）=
e-j（Ω-π）a π-Ωc≤Ω≤π
0 0≤Ω≤π-Ω㊣
㊣

㊣ c

（1）求出h（n）的表达式，确定a与N 的关系。
（2）问有几种类型？分别是属于哪一种线性相位滤波器？
（3）若改用升余弦窗设计，求出h（n）的表达式。

11.3-4 用频率抽样法设计一个线性相位低通数字滤波器，N =15，幅度抽样值为

Hk =
1 k=0
0.5 k=1，14
0 k=2，3，…，
㊣
㊣

㊣ 13
设计抽样值的相位θ（k），并求h（n）及H（Ω）的表达式。

11.3-5 设某FIR数字滤波器的冲激响应h（0）=h（7）=1，h（1）=h（6）=3，h（2）=
h（5）=5，h（3）=h（4）=6其他n值时h（n）=0。试求H（Ω）的幅频响应和相频响
应的表示式。

11.3-6 如果低通数字滤波器的频率响应为

H（Ω）=
1 |Ω|≤Ωc

0 Ωc＜|Ω|≤㊣
㊣

㊣ π
对下列每一个相位值，求出该滤波器的单位抽样响应。
（1）φ（Ω）=0
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（2）φ（Ω）=Ωa

（3）φ（Ω）=
π/2  0≤Ω≤π
-π/2  -π≤Ω＜{ 0

11.3-7 用频率抽样法1设计一个线性相位带通数字滤波器，其上下边带截止频率分别为

Ω1 =π/4，Ω2 =3π/4。不设过渡点，求N=33或N=34情况下的第一、二、三、四类
线性相位滤波器的四种抽样值H（k）。

11.3-8 根据下列技术指标，设计一个数字FIR低通滤波器。

Ωp =0.2π，Ap =0.25dB；Ωs =0.4π，As =50dB
选择一个恰当的窗函数，确定单位脉冲响应，绘出所设计的滤波器的幅度响应。

11.3-9 用频率抽样法1，设计1型FIR低通滤波器，要求的技术指标为

Ωp =0.3π，Ap =5dB
Ωs =0.4π，As =40dB

11.3-10 用频率抽样法2，设计1型FIR低通滤波器，要求的技术指标为

Ωp =0.25π，Ap =2dB
Ωs =0.35π，As =2dB
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附录A 部分分式展开

在线性时不变系统的各种分析方法中常遇到的函数都是某个变量的两个多项式之比。这
样的函数就是有理分式函数。一个以x为变量的有理分式函数F（x）可以表示为

F（x）=bmxm +bm-1xm-1+…+b1x+b0

xn+an-1xn-1+…+a1x+a0
= N（x）

D（x） （A.1）

若m≥n，函数F（x）是假分式；若m≤n，则F（x）是真分式。一个假有理函数总可以化分
为一个x的多项式和一个真分式之和。

假如

F（x）=2x4+3x3+x2+2x
x2+4x+3 =2x2-5x+

㊣㊣ ㊣
15

x的多项式

- 43x+45
x2+4x+

㊣㊣ ㊣
3

真分式

一个真分式又可进一步再展开成部分分式。下面将具体进行讨论。

A.1 无重根情况

假设F（x）为有理真分式，并且F（x）的分母多项式D（x）的根全是单根，记为λ1，λ2，…，

λn，则式（A.1）可重写成

F（x）= N（x）
（x-λ1）（x-λ2）…（x-λn）

（A.2）

容易证明上式又可改写成

F（x）= k1

（x-λ1）+
k2

（x-λ2）+
…+ kn

（x-λn）
（A.3）

为求系数k1，只要将式（A.3）的两边同乘（x-x1），并令x=x1，

（x-λ1）F（x）
x=λ1

= k1+ k2

x-λ2
（x-λ1）+…+x-kn

λn
（x-λ1[ ]）

x=λ1

在上式右边除k1 外其余各项均为零。因此，

k1 = （x-λ1）F（x）
x=λ1

（A.4）
同样可证明

ki = （x-λi）F（x）
x=λi

，  i=1，2，…，n （A.5）

上式也可以看作是直接在式（A.2）分母中划去（x-λi）的因子后，然后在剩余的表达式中代入

x=λi即可。这种方法称为留数法，也称为Heaviside（海维赛德）展开定理。
【例A.1】 将下面有理真分式F（x)展开为部分分式：

F（x)= 4x+9
x2+5x+6

解：

F（x)= 4x+9
x2+5x+6= 4x+9

（x+2)（x+3) （A.6)



从式（A.6)中划去（x+2),再在剩余表达式中代入x=-2,即可得

k1 = 4x+9
（x+3)

x=-2

=1

同样,从式（A.6)中划去（x+3),再在剩余表达式中代入,即可得

k2 = 4x+9
（x+2)

x=-3

=3

因此,

F（x)= 1
x+2+ 3

x+3

A.2 重根情况

如果有理真分式F（x）的分母多项式D（x）有一个r阶重根，其余都是单根，即

F（x）= N（x）
（x-λ1）r（x-λr+1）…（x-λn）

（A.7）

容易证明其部分分式展开形式为

F（x）= a0

（x-λ1）r
+ a1

（x-λ1）r-1
+…+ ar-1

（x-λ1）+
kr+1

x-λr+1
+…+ kn

（x-λn）
（A.8）

对于单根λr+1，…，λn等项的系数kr+1，…，kn可以用A.1节中提供的留数法求解。下面讨论r阶
重根λ1 所对应的r个系数a0，a1，…，ar-1 的求法。

将式（A.7）的两边乘（x-λ1）r可得

    （x-λ1）rF（x）=a0+a1（x-λ1）+…+ar-1（x-λ1）r-1+ kr+1

（x-λr+1）
（x-λ1）r

+…+ kn

（x-λn）
（x-λ1）r （A.9）

在上式中直接令x=λ1，可得
a0 = （x-λ1）rF（x）

x=λ1

（A.10）

因此在F（x）中划去因式（x-λ1）r，并在余下的表达式中令x=λ1，就可求得a0（即留数

法）。如果将式（A.10）对x求微分，那么右边就是a1 加上在分子中含因式（x-λ1）的各项。再

令x=λ1 可得到

a1 = d
dx

[（x-λ1）rF（x）]
x=λ1

（A.11）

依照此方法继续下去可求得

ai = 1
i!

di

dxi[（x-λ1）rF（x）]
x=λ1

，i=0，1，…，（r-1） （A.12）

【例A.2】 将下面F（x)展开成部分分式

F（x)=4x3+16x2+23x+13
（x+1)3（x+2)

解：F（x)=4x3+16x2+23x+13
（x+1)3（x+2) = a0

（x+1)3 + a1

（x+1)2 + a2

（x+1)+
k4

x+2
由留数法可得
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k4 =4x3+16x2+23x+13
（x+1)3

x=-2

=1

在F（x)中划去因式（x+1)3,对余下的表达式中令x=-1,可得

a0 = （x+1)3F（x)
x=-1

=4x3+16x2+23x+13
（x+2)

x=-1

=2

在F（x)中划去因式（x+1)3,对余下的表达式求导,再令x=-1,可得

a1 = d
dx

4x3+16x2+23x+13
（x+2[ ])

x=-1

=1

同理

a2 = 1
2!

d2

dx2
4x3+16x2+23x+13

（x+2[ ])
x=-1

=3

因此

F（x)= 2
（x+1)3 + 1

（x+1)2 + 3
（x+1)+

1
x+2

对于多重根，尤其是高阶的情况下，留数法要求重复微分，这是比较麻烦的。这里介绍一种
消去分式法求多重根的系数。消去分式法的原理是方程两边相同幂次系数相等。对于含有几个
重根和非重根的有理真分式，可将留数法和消去分式法混合使用，比较简单的系数用留数法
求，而剩下的系数则用消去分式法求。现在将例A.2再作一次，以说明这一过程。

【例A.3】 将下面F（x)展开为部分分式：

F（x)=4x3+16x2+23x+13
（x+1)3（x+2)

解：F（x)=4x3+16x2+23x+13
（x+1)3（x+2) = a0

（x+1)3 + a1

（x+1)2 + a2

（x+1)+
k4

x+2
系数a0 和k4 相对简单,可由留数法求出,k4 =1,a0 =2。因此

F（x)= 2
（x+1)3 + a1

（x+1)2 + a2

x+1+ 1
x+2

将该方程两边各乘以（x+1)3（x+2)以消去分式,得出

4x3+16x2+23x+13=2（x+2)+a1（x+1)（x+2)+a2（x+1)2（x+2)+（x+1)3

= （1+a2)x3+（a1+4a2+3)x2+（5+3a1+5a2)x+（4+2a1+2a2+1)

令两边x的三次幂和二次幂的系数相等可得到

1+a2 =4

a1+4a2+3=
㊣
㊣

㊣ 16
 ⇒

a1 =1

a2 =
㊣
㊣

㊣ 3
因此,

F（x)= 2
（x+1)3 + 1

（x+1)2 + 3
x+1+ 1

x+2
与前面结果一致。

A.3 复根情况

上面叙述的求展开系数的方法，无论对实根还是复根都是适用的。但对于D（x）存在复根
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的情况，进一步的分析将使展开系数的求解更为方便。
【例A.4】 求下面F（x)的部分分式展开：

F（x)= 2x+3
（x+1)（x2+4x+5)

解：

     F（x)= 2x+3
（x+1)（x2+4x+5)

2x+3
（x+1)（x+2-j)（x+2+j)

= k2

x+2-j+ k3

x+2+j+ k1

x+1
由留数法,k1 可得

      k1 = 2x+3
（x2+4x+5)

x=-1

= 1
2

      k2 = 2x+3
（x+1)（x+2+j)x=-2+j

=-1
4+j3

4

      k3 = 2x+3
（x+1)（x+2-j)x=-2-j

=-1
4-j3

4

因此 F（x)=

1
2

x+1+
-1

4+j3
4

x+2-j +
-1

4-j3
4

x+2+j
对应于复数共轭因式的系数k2 和k3 也是互为共轭的。当有理函数的系数是实数时，这个

结论总是对的。在这种情况下只需计算其中一个就行了。
当然，这样得出的展开式呈现了复数形式，无论系数还是由展开式求相应的信号形式都不

方便。一种避免出现复数形式的方法是对共轭复根只分解到二次因式。我们下面举例说明。

【例A.5】 求下面F（x）的部分分式展开：

F（x）= x+3
x2+3x2+6x+4

解：

      F（X)= x+3
x2+3x2+6x+4= x+3

（x+1)（x2+2x+4)

= Ax+B
x2+2x+4+ C

x+1

其中,C利用留数法可求得为C= x+3
x2+2x+4

x=-1

= 2
3

,A和B的值可利用消去分式法求

出。

x+3= （Ax+B)（x+1)+2
3

（x2+2x+4)= A+（ ）2
3 x2+ B+4

3+（ ）Ax+8
3+B

令同次幂相等,得到A =-2
3

,B= 1
3

,最后有

F（x)= 1
3

1-2x
x2+2x+4+ 2

x+[ ]1
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附录B 常用数学用表

B.1 洛必达（L′Ho
^
pital） 法则

若对f（x）/g（x）求极限，产生0
0
或∞

∞
的不定形式，那么

1imf（x）
g（x）=1imf′（x）

g′（x）

B.2 泰勒（Taylor） 和马克劳林（Maclaurin） 级数

f（x）=f（a）+
（x-a）

1! f′（a）+
（x-a）2

2! f″（a）+…

f（x）=f（0）+x
1!f′（0）+x2

2!f″（0）+…

B.3 幂级数

    ex =1+x+x2

2!+
x3

3!+…+xn

n +…

    sinx=x-x3

3!+
x5

5!-
x7

7!+…

    cosx=1-x2

2!+
x4

5!-
x6

6!+
x8

8!-…

    tanx=x+x3

3 +2x5

15 +17x7

315 +… x2 ＜π2/4

    cotx=x-x3

3 +2x5

15 -17x7

315 +… x2 ＜π2/4

    （1+xn）=1+nx+n（n-1）
2! x2+n（n-1）（n-2）

3! x3+…+ （）n
k

xk+…+xn

≈1+nx  |x|≪1

    1
1-x=1+x+x2+x3+…  |x|＜1

B.4 求和公式

    ∑
n

k=m
rk =rn+1-rm

r-1  r≠1



    ∑
n

k=0
k=n（n+1）

2

    ∑
n

k=0
k2 =n（n+1）（2n+1）

6

    ∑
n

k=0
krk =r+[n（r-1）-1]rn+1

（r-1）2   r≠1

    ∑
n

k=0
k2r2 =r[（1+r）（1-rn）]-2n（1-r）rn-n2（1-r）2rn

n  r≠1

B.5 复数

    e±jπ
2 =±j

    e±jnπ2 =
±j n=1，5，9，13，…

∓j n=3，7，11，15{ ，…

    e±jnπ =
1 n为偶

-1 n{ 为奇

    e±jθ =cosθ±jsinθ

    a+jb=rejθ  r= a2+b㊣
2，θ=arctg b（ ）a

    （rejθ）r =rkejkθ

    r1ejθ1

r2ejθ2
=r1

r2
ej（θ1-θ2）

    （r1ejθ1）（r2ejθ2）=r1r2ej（θ1+θ2）

B.6 三角恒等式

    e±jx =cosx±jsinx

    cosx= 1
2

[ejx +e-jx]

    sinx= 1
2j

[ejx -e-jx]

    cosx±π（ ）2 =∓sinx

    sinx±π（ ）2 =∓cosx

    2sinxcosx=sin2x
    sin2x+cos2x=1

    cos2x-sin2x=cos2x

    cos2x= 1
2

（1+cos2x）
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    sin2x= 1
2

（1-cos2x）

    cos3x= 1
4

（3cosx+cos3x）

    sin3x= 1
4

（3sinx-sin3x）

    sin（x±y）=sinxcosy±cosxsiny
    cos（x±y）=cosxcosy∓sinxsiny

    tan（x±y）= tanx±tany
1∓tanxtany

    sinxsiny= 1
2

[cos（x-y）-cos（x+y）]

    cosxcosy= 1
2

[cos（x-y）+cos（x+y）]

    sinxcosy= 1
2

[sin（x-y）+sin（x+y）]

    acosx+bsinx=ccos（x+θ）  c= a2+b㊣
2，θ=arctan -b（ ）a

B.7 不定积分

    ∫udv=uv-∫vdu
    ∫f（x）g′（x）dx=f（x）g（x）-∫f′（x）g（x）dx

    ∫sinaxdx=-1
acosax∫cosaxdx= 1

asinax

    ∫sin2axdx= x
2-sin2ax

4a   ∫cos2axdx= x
2+sin2ax

4a

    ∫xsinaxdx= 1
a2（sinax-axcosax）

    ∫xcosaxdx= 1
a2（cosax+axsinax）

    ∫x2sinaxdx= 1
a3（2axsinax+2cosax-a2x2cosax）

    ∫x2cosaxdx= 1
a3（2axcosax-2sinax+a2x2sinax）

    ∫sinaxsinbxdx=sin（a-b）x
2（a-b） -sin（a+b）x

2（a+b）   a
2 ≠b2

    ∫sinaxcosbxdx=- cos（a-b）x
2（a-b） -cos（a+b）x

2（a+b[ ]）   a2 ≠b2

    ∫cosaxcosbxdx=sin（a-b）x
2（a-b） +sin（a+b）x

2（a+b）   a
2 ≠b2
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    ∫eaxdx= 1
aeax

    ∫xeaxdx=eax

a2（ax-1）

    ∫x2eaxdx=eax

a3（a2x2-2ax+2）

    ∫eaxsinbxdx= eax

a2+b2（asinbx-bcosbx）

    ∫eaxcosbxdx= eax

a2+b2（acosbx-bsinbx）

    ∫ 1
x2+a2dx= 1

aarctanx
a

    ∫ x
x2+a2dx= 1

2ln
（x2+a2）

B.8 定积分

    （1）∫
∞

0

a
a2+x（ ）2 dx= π

2  a＞0

    （2）∫
∞

0
xne-axdx= n!

an+1 a＞0，n为整数

    （3）∫
∞

0
e-a2x2dx=㊣π/2a  a＞0

    （4）∫
π

0
sin2（nx）dx=∫

π

0
cos2（nx）dx=π/2 n为整数

    （5）∫
π

0
sin（nx）sin（mx）dx=∫

π

0
cos（nx）cos（mx）dx=0，n和m 是不相等的整数

    （6）∫
π

0
sin（nx）cos（mx）dx=

2n/（n2-m2） n-m = 奇数

0 n-m ={ 偶数

    （7）∫
∞

0
sinc（ax）=1/2a  a＞0

    （8）∫
∞

0
sinc2（ax）=1/2a  a＞0

    （9）∫
∞

0
e-axcos（bx）dx= b

a2+b2  a＞0

    （10）∫
∞

0
e-axsin（bx）dx= b

a2+b2  a＞0

    （11）∫
∞

0
f（x）dg（x）

d[ ]x dx=f（x）g（x）
b

a
-∫

b

a
g（x）df（x）

d[ ]x dx

B.9 常用导数公式

    d
dxf

（u）= d
dxf

（u）du
dx
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    d
dx

（uv）=udv
dx+vdu

dx

    d
dx

u（ ）v =
vdv
dx-udv

dx
v2

    dxn

dx =nxn-1

    d
dxln

（ax）= 1
x

    d
dxlog

（ax）=loge
x

    d
dxe

bx =bebx

    d
dxa

bx =b（lna）abx

    d
dxsinax =acosax

    d
dxcosax =-asinax

    d
dxtanax = a

cos2ax

    d
dx

（arcsinax）= a
1-a2x㊣

2

    d
dx

（arccosax）= -a
1-a2x㊣

2

    d
dx

（arctanax）= a
1+a2x2
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附录C 模拟滤波器设计 MATLAB程序

C.1 Butterworth低通模拟滤波器设计 MATLAB例程

  Wp=0.2*pi；% Wp= 通带边缘频率（rad/sec）；Wp＞0
  Ws=0.3*pi；% Ws= 阻带边缘频率（rad/sec）；Ws＞ Wp＞0
  Rp=7；% Rp= 通带最大波纹（+dB）；（Rp＞0）

  As=16；% As= 阻带最大衰减（+dB）；（As＞0）

  % 根据上述参数计算滤波器阶数

  N =ceil（（log10（（10̂（Rp/10）-1）/（10̂（As/10）-1）））/（2*log10（Wp/Ws）））；

  %%***ButterworthFilterOrder=3

  Ripple=10̂ （-Rp/20）；%dB转换

  Attn=10̂ （-As/20）；%dB转换

  OmegaC= Wp/（（10̂（Rp/10）-1）̂（1/（2*N）））；% 滤波器截止频率

  [z，p，k]=buttap（N）；% 归一化Butterworth低通模拟滤波器的设计

  % 下面进行逆归一化处理

  p=p*OmegaC；

  k=k*OmegaĈN；

  B=real（poly（z））；

  b0=k；

  b=k*B；%b= Butterworth低通模拟滤波器传输函数Ha（s）分子的系数

  a=real（poly（p））；%a=Butterworth低通模拟滤波器传输函数Ha（s）分母的系数

  % 频率响应的计算

  [db，mag，pha，w]=freqs_m（b，a，0.5*pi）；%freqs_m为 MATLAB内置函数

  % 画图

  subplot（3，1，1）；plot（w，mag）；title（′幅频响应′）

  xlabel（′模拟频率′）；ylabel（′|H|′）；axis（[0，2，0，1.1]）

  subplot（3，1，2）；plot（w，db）；title（′幅频响应（dB）′）

  xlabel（′模拟频率′）；ylabel（′分贝′）；axis（[0，2，-30，5]）

  subplot（3，1，3）；plot（w，pha/pi）；title（′相频响应′）

  xlabel（′模拟频率′）；ylabel（′弧度′）；axis（[0，2，-1，1]）

C.2 Chebyshev_I低通模拟滤波器设计 MATLAB例程

  Wp=0.2*pi；% Wp= 通带边缘频率（rad/sec）；Wp＞0



  Ws=0.3*pi；% Ws= 阻带边缘频率（rad/sec）；Ws＞ Wp＞0

  Rp=1；% Rp= 通带最大波纹（+dB）；（Rp＞0）

  As=16；% As= 阻带最大衰减（+dB）；（As＞0）

  ep=sqrt（10̂（Rp/10）-1）；

  A =10̂（As/20）；

  OmegaC= Wp；

  OmegaR = Ws/Wp；

  g=sqrt（A*A-1）/ep；

  % 计算滤波器阶数

  N=ceil（log10（g+sqrt（g*g-1））/log10（OmegaR+sqrt（OmegaR*OmegaR-1）））；

  %%***Chebyshev-1FilterOrder=4

  Ripple=10̂ （-Rp/20）；%dB转换

  Attn=10̂ （-As/20）；%dB转换

  [z，p，k]=cheb1ap（N，Rp）；% 归一化Chebyshev_I低通模拟滤波器的设计

  % 下面进行逆归一化处理

  a=real（poly（p））；

  aNn=a（N+1）；

  p=p*OmegaC；

  a=real（poly（p））；%a= Chebyshev_I低通模拟滤波器传输函数Ha（s）分母的系数

  aNu=a（N+1）；

  k=k*aNu/aNn；

  b0=k；

  B=real（poly（z））；

  b=k*B；%b= Chebyshev_I低通模拟滤波器传输函数Ha（s）分子的系数

  % 频率响应的计算

  [db，mag，pha，w]=freqs_m（b，a，0.5*pi）；%freqs_m为 MATLAB内置函数

  % 画图

  subplot（3，1，1）；plot（w，mag）；title（′幅频响应′）

  xlabel（′模拟频率′）；ylabel（′|H|′）；axis（[0，2，0，1.1]）

  subplot（3，1，2）；plot（w，db）；title（′幅频响应（dB）′）

  xlabel（′模拟频率′）；ylabel（′分贝′）；axis（[0，2，-45，5]）

  subplot（3，1，3）；plot（w，pha/pi）；title（′相频响应′）

  xlabel（′模拟频率′）；ylabel（′弧度′）；axis（[0，2，-1，1]）

C.3 Chebyshev_II低通模拟滤波器设计 MATLAB例程

  Wp=0.2*pi；% Wp= 通带边缘频率（rad/sec）；Wp＞0
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  Ws=0.3*pi；% Ws= 阻带边缘频率（rad/sec）；Ws＞ Wp＞0
  Rp=1；% Rp= 通带最大波纹（+dB）；（Rp＞0）

  As=16；% As= 阻带最大衰减（+dB）；（As＞0）

  ep=sqrt（10̂（Rp/10）-1）；

  A =10̂（As/20）；

  OmegaC= Wp；

  OmegaR = Ws/Wp；

  g=sqrt（A*A-1）/ep；

  % 计算滤波器阶数

  N=ceil（log10（g+sqrt（g*g-1））/log10（OmegaR+sqrt（OmegaR*OmegaR-1）））；

  %%***Chebyshev-2FilterOrder=4

  Ripple=10̂ （-Rp/20）；%dB转换

  Attn=10̂ （-As/20）；%dB转换

  [z，p，k]=cheb2ap（N，As）；% 归一化Chebyshev_II低通模拟滤波器的设计

  % 下面进行逆归一化处理

  a=real（poly（p））；

  aNn=a（N+1）；

  p=p*OmegaC；

  a=real（poly（p））；%a=Chebyshev_II低通模拟滤波器传输函数Ha（s）分母的系数

  aNu=a（N+1）；

  b=real（poly（z））；

  M =length（b）；

  bNn=b（M）；

  z=z*OmegaC；

  b=real（poly（z））；

  bNu=b（M）；

  k=k*（aNu*bNn）/（aNn*bNu）；

  b0=k；

  b=k*b；%b=Chebyshev_II低通模拟滤波器传输函数Ha（s）分子的系数

  % 频率响应的计算

  [db，mag，pha，w]=freqs_m（b，a，0.5*pi）；%freqs_m为 MATLAB内置函数

  % 画图

  subplot（3，1，1）；plot（w，mag）；title（′幅频响应′）

  xlabel（′模拟频率′）；ylabel（′|H|′）；axis（[0，2，0，1.1]）

  subplot（3，1，2）；plot（w，db）；title（′幅频响应（dB）′）

  xlabel（′模拟频率′）；ylabel（′分贝′）；axis（[0，2，-45，5]）

  subplot（3，1，3）；plot（w，pha/pi）；title（′相频响应′）

  xlabel（′模拟频率′）；ylabel（′弧度′）；axis（[0，2，-1，1]）
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附录D FIR滤波器设计例程

D.1 设计数字FIR低通滤波器

根据窗函数最小阻带衰减的特性，只有海明窗和布莱克曼窗可提供大于50dB的衰减。故
选择海明窗，它提供较小的过渡带，因此具有较小的阶数。

  % 数字低通滤波器的窗函数设计

  wp=0.2*pi；wr=0.4*pi；

  tr_width=wr-wp；% 过渡带宽

  N=ceil（6.6*pi/tr_width）+1；%滤波器的长度，N=奇数为1型，N=偶数为2型

  n=0：1：N-1；

  wc= （wr+wp）/2；% 理想低通滤波器的截止频率

  hd=ideal_lp（wc，N）；% 理想低通滤波器的单位脉冲响应

  w_ham= （hamming（N））；% 海明窗

  h=hd.*w_ham；% 截取得到实际单位脉冲响应

  [db，mag，pha，w]=freqz_m（h，[1]）；% 计算实际滤波器的幅度响应

  delta_w=2*pi/1000；

  Ap=-（min（db（1：1：wp/delta_w+1）））；% 实际通带波动

  Ar=-round（max（db（wr/delta_w+1：1：501）））；% 最小阻带衰减

  subplot（221）；stem（n，hd）；title（′理想单位脉冲响应hd（n）′）；

  subplot（222）；stem（n，w_ham）；title（′海明窗w（n）′）；

  subplot（223）；stem（n，h）；title（′单位脉冲响应h（n）′）；

  subplot（224）；plot（w/pi，db）；title（′幅度响应（dB）′）；

  axis（[0，1，-100，10]）；

D.2 用频率抽样法1设计1型FIR低通滤波器

选择N =21，则Rp在k=3附近，Rr在k=4附近。

|H（k）|= {1，1，1，1，0，0，0，0，0，0，0，0，0，0，0，0，0，0，1，1，1}

θ（k）=
-20π

21k，k=0，1，…，10

20π
21

（21-k），k=12，13，…，
㊣

㊣

㊣
20

H（k）=|H（k）|ejθ（k）



h（n）=IDFT[H（k）]=
-0.0414，0，0.0443，0.0476，0，-0.0606，-0.0732，0，0.1399，

0.2767，0.3333，0.2767，0.1399，0，-0.0732，-0.0606，0，

0.0476，0.0433，0，-
㊣
㊣

㊣ 0.0414
MATLAB实现如下：

  % 频率抽样法设计低通滤波器（N=21）

  N=21；alpha= （N-1）/2；l=0：N-1；w1= （2*pi/N）*1；

  Hrs= [ones（1，4），zeros（1，14），ones（1，3）]；% 理想振幅响应抽样

  Hdr= [1，1，0，0，1，1]；wd1= [0，0.35，0.35，1.65，1.65，2]；% 理想振幅响应

  k1=0：floor（（N-1）/2）；k2=floor（（N-1）/2）+1：N-1；%k取整数

  angH = [-alpha*（2*pi）/N*k1，alpha*（2*pi）/N*（N-k2）]；

  % 相位约束条件

  H = Hrs.*exp（j*angH）；% 构成H（k）

  h=real（ifft（H，N））；% 实际单位脉冲响应

  [db，mag，pha，w]=freqz_m（h，[1]）；

  [Hr，ww，a，L]=hr_type1（h）；% 实际振幅响应

  Ar=-round（max（db（200：1：501）））；

  subplot（221）；plot（w1/pi，Hrs，′.′，wd1，Hdr）；title（′频率样本H（k）：N=21′）；

  subplot（222）；stem（l，h）；title（′实际单位脉冲响应h（n）′）；

  subplot（223）；plot（ww/pi，Hr，w1/pi，Hrs，′.′）；title（′实际振幅响应H（w）′）；

  subplot（224）；plot（w/pi，db）；title（′幅度响应（dB）′）；
从上面程序得到的幅度响应曲线可见，N =21时，最小的阻带衰减为14dB，没有达到设

计要求。
增大抽样点数，N =61时，最小的阻带衰减为18dB，仍不满足指标。
因此，在过渡带上加上两个过渡抽样点T1和T2，MATLAB实现如下：

  % 加过渡点的频率抽样法设计低通滤波器（1型）（N =61）

  N=61；alpha= （N-1）/2；l=0：N-1；w1= （2*pi/N）*1；T1=0.7；T2=0.2；

  Hrs= [ones（1，10），T1，T2，zeros（1，38），T2，T1，ones（1，9）]；% 理想振幅响应抽样

  Hdr= [1，1，0，0，1，1]；wd1= [0，0.35，0.35，1.65，1.65，2]；% 理想振幅响应

  k1=0：floor（（N-1）/2）；k2=floor（（N-1）/2）+1：N-1；%k取整数

  angH= [-alpha*（2*pi）/N*k1，alpha*（2*pi）/N*（N-k2）]；% 相位约束条件

  H = Hrs.*exp（j*angH）；% 构成H（k）

  h=real（ifft（H，N））；% 实际单位脉冲响应

  [db，mag，pha，w]=freqz_m（h，[1]）；

  [Hr，ww，a，L]=hr_type1（h）；% 实际振幅响应

  Ar=-round（max（db（200：1：501）））；

  subplot（221）；plot（w1/pi，Hrs，′.′，wd1，Hdr）；title（′频率样本H（k）：N=61′）；

  subplot（222）；stem（l，h）；title（′实际单位脉冲响应h（n）′）；

  subplot（223）；plot（ww/pi，Hr，w1/pi，Hrs，′.′）；title（′实际振幅响应H（w）′）；

  subplot（224）；plot（w/pi，db）；title（′幅度响应（dB）′）；
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从幅度响应曲线可见，N =61时，最小的阻带衰减为45dB，达到设计要求。

D.3 用频率抽样法2设计1型FIR低通滤波器

选择N =41，则Ωp在k=5附近，Ωr在k=7附近。

  % 频率抽样法2设计低通滤波器（N=41）

  N=41；alpha= （N-1）/2；l=0：N-1；w1= （2*pi/N）*1；

  Hrs= [ones（1，6），0.1，zeros（1，27），0.1，ones（1，6）]；% 理想振幅响应抽样

  Hdr= [1，1，0，0]；wd1= [0，0.3，0.3，1]；% 理想振幅响应

  k1=0：floor（（N-1）/2）；k2=floor（（N-1）/2）+1：N-1；%k取整数

  angH= [-alpha*（2*pi）/N*（k1+0.5），alpha*（2*pi）/N*（N-k2-0.5）]；

% 相位约束条件

  H = Hrs.*exp（j*angH）；% 构成H（k）

  h1=ifft（H，N）；n=0：1：N-1；

  h=real（h1.*exp（j*pi*n/N））；% 实际单位脉冲响应

  [db，mag，pha，w]=freqz_m（h，[1]）；

  [Hr，ww，a，L]=hr_type1（h）；% 实际振幅响应

  subplot（221）；plot（w1/pi+1/N，Hrs，′.′，wd1，Hdr）；title（′频率样本H（k）：N=41′）；

  subplot（222）；stem（l，h）；title（′实际单位脉冲响应h（n）′）；

  subplot（223）；plot（ww/pi，Hr，w1/pi+1/N，Hrs，′.′）；title（′实际振幅响应H（w）′）；

  subplot（224）；plot（w/pi，db）；title（′幅度响应（dB）′）；

  axis（[01-8010]）；
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部分习题参考答案

  习题一

1.1-1 （3）、（6）是对的；（1）、（2）、（4）、（5）是错的。

1.1-2 （1）非周期的功率信号，P=6.25；（2）非周期的能量信号，E =8；（3）周期的功
率信号，P=62.5

1.1-3 （1）、（4）周期均为4；（2）、（3）为非周期的。

1.2-5 （1）x（t0）δ（t）；（2）1
2δ（t）；（3）1

2δ（t）；（4） 1
2-3jδ

（ω+3）；（5）kδ（ω）；（6）δ′（t）；

（7）x（t）；（8）e-3；（9）0；（10）1/2；（11）0；（12）δ（t）+u（t）。

1.5-1 （1）线性、时不变；（2）非线性、时不变；（3）非线性、时变；（4）非线性、时不
变；（5）非线性、时变。

1.5-2 （1）非线性、时不变；（2）非线性、时变；（3）非线性、时不变；（4）非线性、时不变；
（5）线性、时变；（6）线性、时变。

1.5-3 （1）非线性、时不变、无记忆、因果、稳定；（2）线性、时变、记忆、非因果、稳定；
（3）线性、时变、记忆、非因果、稳定；（4）线性、时变、记忆、非因果、不稳定；（5）非
线性、时不变、记忆、因果、稳定；（6）线性、时变、记忆、非因果、稳定；（7）线性、时
不变、记忆、非因果、稳定；（8）线性、时变、无记忆、因果、不稳定。

1.5-4 y（t）=4cos2t-e-t t＞0

  习题二

2.1-1 （a）2d4

dt4i1（t）+5d3

dt3i1（t）+5d2

dt2i1（t）+3d
dti1（t）=2d3

dt3x（t）d2

dt2x（t）+d
dtx

（t）

2d4

dt4i2（t）+5d3

dt3i2（t）+5d2

dt2i2（t）+3d
dti2（t）= d

dtx
（t）

2d4

dt4u0（t）+5d3

dt3u0（t）+5d2

dt2u0（t）+3d
dtu0（t）=2d2

dt2x（t）

（b）2d2

dt2i1（t）+7d
dti1（t）+5i1（t）=2d2

dt2I（t）+d
dtI

（t）+2I（t）

2d2

dt2i2（t）+7d
dti2（t）+5i2（t）+6d

dtI
（t）

2d2

dt2u0（t）+7d
dtu0（t）+5u0（t）=6I（t）



（c）4d2

dt2i1（t）+6d
dti1（t）+4i1（t）=2d

dtx
（t）

4d2

dt2i2（t）+6d
dti2（t）+4i2（t）=2d2

dt2x（t）

4d2

dt2u0（t）+6d
dtu0（t）+4u0（t）=2d2

dt2x（t）+6d
dtx

（t）+2x（t）

d3

dt3v2（t）+m1f2+m2f1

m1m2

d2

dt2v2（t）+f1f2+k（m1+m2）
m1m2

d
dtv2（t）+

k（f1+f2）
m1m2

v2（t）= k
m1m2

x（t）

2.2-3 （1）（45e-3t-25e-2t-8e-t）u（t）

（2）（-5e-2t+7e-t）u（t）

（3）（-3e-2t+2te-2t+5e-t）u（t）

2.2-4 （1） 1
3e-3t-1

2e-4t+（ ）1
6 u（t）

（2） 1
2e-3t-2

3e-4t+1
6e-（ ）t u（t）

（3）[（2-t）e-3t-2e-4t]u（t）

2.2-5 （1）y（0+）=y（0-）=1，y′（0+）=3

（2）y（0+）=y（0-）=2，y′（0+）=2

2.2-6 y（t）=-2e-3t+1+2e-t  t≥0

yzi（t）=3e-2t-2e-3t  t≥0

yzs（t）=2e-t-3e-2t+1  t≥0

yn（t）=-2e-3t  t≥0

yf（t）=1+2e-t

2.2-1 y（n+2）-1.7y（n+1）+0.72y（n）=0.02x（n），y（0）=0，y（1）=0.3

2.2-2 （a）y（n+2）+3y（n+1）+5y（n）=x（n）

（b）y（n）-4y（n-1）-5y（n-2）=3（x）n+2x（n-1）

2.2-3 y（n）=2（ ）4
5

n

2.2-4 y（n）=28（2）n-13
2

（3）n-6n-35
2 n≥0

2.2-5 （1）（ ）1
2

n
，n≥0；        （2）2n-1，n≥0
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（3）[2（-1）n-（-2）n+2]，n≥0； （4）（1+2n）（-1）n，n≥0

（5）cosnπ2 +2sinnπ
2

，n≥0；（6）1
3n-4

9+13
9

（-2）n，n≥0；

（7）2n+1-2，n≥0； （8）3
43n-3

4
（-1）n-5

3n（-1）n，n≥0

2.2-6 y（n）= 2
3

（-1）n-（-2）n+1
3

（2）n  n≥0

yn（n）= 2
3

（-1）n-（-2）n  n≥0

yf（n）= 1
3

（2）n  n≥0

yzi（n）= （-1）n-2（-2）n  n≥0

yzs（n）=-1
3

（-1）n+（-2）n+1
3

（2）n  n≥0

2.3-1（1）e-2tu（t）

（2）2δ（t）-4e-2tu（t）

（3）2δ′（t）-δ（t）+5e-2tu（t）

2.3-2 h（n）=2nu（n）

2.3-3 （1）（3n-1-2n-1）u（n-1）

（2） 9
103

n+ 4
15

（-2）n-[ ]1
6 u（t）

（3）4δ（n）+（2n-4）（0.5n）u（n）

2.3-4 y（n）-1
2y（n）=x（n）+1

2x（n-1）

2.4-1 （1）1
a

（1-e-at）u（t）

（2）cos（ωt+45°）

（3）1
a

[1-e-a（t-2）]u（t-2）

（4）1
π

[1-cosπ（t+1）]u（t+1）+1
π

[1-cosπ（t-1）]u（t-1）

（5）-2sinωtsinω

（6）8（1-e-t）u（t）-8（1-e-（t-2））u（t-2）+

8（e-t-e-3）u（t-3）+8（e-3-e-（t-2））u（t-5）
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（7） 1
2

（t-1）2-t+[ ]3
2 u（t-2）- 1

2
（t-4）2-t+[ ]9

2 u（t-5）-

  1
2

（t-1）2-t-[ ]3u（t-5）+ 1
2

（t-4）2-[ ]tu（t-8）

2.4-4 （ω0cosω0t+5sinω0t）u（t）

2.4-6 （1）u（t）-u（t-1）

（2）1
2

（1-e-2t）u（t）-1
2

[1-e-2（t-1）]u（t-1）

2.4-7 yx（t）=4e-t-3e-2t  t≥0

yf（t）= 2
3e-t-1

2e-2t-1
6e-4（ ）t u（t）

固有响应：14
3e-t-7

2e-2t  t≥0

强迫响应：1
6e-4t  t≥0

瞬态响应：14
3e-t-7

2e-2t-1
6e-4t  t≥0

稳态响应：0

2.5-1 （1） 1
2

，1，3
2

，5，5
2

，5
2

，2，3
2

，1，{ }1
2 0

（2）{2，6，12，20，30，42，54，64，58，50，40，28，14}1

2.5-2 （1）{1，2，3，3，3，2，1}-3

（2）{3，5，6，6，6，3，1}-2

（3）{3，-1，2，-2，-1，-1}0

（4）{3，2，1，0，3，2，1}-2

2.5-3 （1）（n+1）u（n）

（2） 2- （ ）1
2[ ]

n

u（n）

（3）（3n+1-2n+1）u（n）

（4）2n+1u（-n）+2u（n-1）

（5）8
9 -（ ）1

8
n-2

4nu（n-6）+8
9 -（ ）1

8
4

4nu（-n+5）

2.5-4 x1（1）*x2（1）=12，x1（4）*x2（4）=30，x1（6）*x2（6）=36
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x1（8）*x2（8）=30，x1（11）*x2（11）=12，x1（13）*x2（13）=0

2.5-5 5[1-（0.8）n+1]u（n）-5[1-（0.8）n-2]u（n-3）

2.5-6 h（n）= （ ）1
2

n

，
n为偶数

0 n
㊣

㊣

㊣ 为奇数

2.5-7 h（n）= -25
28

（-0.5）n-13
80.3n+32

110.6[ ]n u（n）

2.5-8 3·3nu（n）+2u（n）-6·2nu（n）

2.6-1 （1）10-4；104Hz；104 脉冲/每秒

2.6-2 （1）0.6ms（2）1667脉冲/每秒

习题三

3.2-1 （a）x1（t）= 1
2+∑

∞

k=1

1
kπ

sinkω0t

x1（t）= 1
2+∑

∞

k=-∞
k≠0

1
j2kπ

ejkω0t

（b）x2（t）= 1
π+∑

∞

k=1

4
（1-k2）π

coskπ[ ]2 coskω0t

x2（t）= 1
π+∑

∞

k=-∞
k≠0

2
（1-k2）π

coskπ[ ]2 ejkω0t

（c）x3（t）=-∑
∞

k=0

2E
（2k+1）π

sin（2k+1）ω0t

x3（t）= ∑
∞

k=-∞

Ej
（2k+1）π

ej（2k+1）ω0t

（d）x4（t）=∑
∞

k=0

4
k2π2coskω0t+ 2

kπ
sin/kω0（ ）t ，k为奇数

x4（t）= ∑
∞

k=-∞

4
k2π2 -j1

k（ ）πejkω0t，k为奇数

3.2-2 （2）输入信号的直流分量幅度 =0；输出信号的直流分量幅度 =2/π

（3） 2（-1）k
（1-4k2）π

3.2-5 （1）e-jkω0t0Xk      （2）jkω0Xk

（3）Xk-1 （4）X-k

（5）X*
-k （6）Xk

jkω0
 （k≠0）

（7）Xk

3.2-6 （1）x（t）=2e-j（3ω0t-π/2）+3e-j（ω0t-3）+2+3ej（ω0t-3）+2ej（3ω0t-π/2）
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（3）x（t）=2+4cos（ω0t-3）+6cos3ω0t-π（ ）2
3.2-7 （1）间隔1000kHz，带宽2000kHz

（2）间隔1
3×1000kHz，带宽2

3×2000kHz

（3）2/π，6/π，1∶3
（4）1∶1

3.2-8 y（t）= ∑
∞

k=-∞

Ej
（2k+1）π

· 1
1+j（2k+1）Ω

ej（2k+1）Ωt

3.2-9 （1）1
2sin8t-1

2sin2t；   （3）-1
2sin2t

3.3-1 X1（jω）=2E
jω

2
ωτ

sinωτ
2 -cosωτ（ ）2

；    X2（jω）= E
jω+ E

ω2τ
（1-e-jωτ）

X3（jω）= E
2

· 2πτ
4π2-ω2τ2（1-e-jωτ）； X4（jω）= 2πτEj

ω2τ2-4π2sin
ωτ（ ）2

3.3-2 （1）1
2π

X（jω）*X（jω）+1
2X jω（ ）2

（2）1
2

{2πδ（ω+ω0）+2πδ（ω-ω0）+mX[j（ω+ω0）]+mX[j（ω-ω0）]}

（3） πδ（ω）+1
j[ ]ω

·jdX
（jω）

dω

（4）1
3X jω（ ）3 e-j2ω

（5）jdX
（jω）

dω +2X（jω）

（6）jωX（jω）+X*（-jω）
（7）X2（jω）e-jω

（8）-je-jωdX（-jω）
dω

3.3-3 X（jω）= 1
ω2（e-jω -1）-1

jω
e-jω

X1（jω）= 1
ω2（1-ejω）-1

jω

X2（jω）= 1
ω2（ejω -1）+1

jω
ejω

X3（jω）= 1
ω2（e-2jω -1）-2

jω
e-2jω

X4（jω）= 1
ω2（e

2jω -ejω）+1
jω

e2jω

X5（jω）= 1
ω2（e-2jω -e-jω）-1

jω
e-2jω

X5（jω）= 2
ω2（e-2jω -e-jω）-2

jω
e-2jω
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3.3-4 （1）G4π（ω）e-2jω；    （2）2πe-a|ω|；  （3）1
2Λ8π（ω）；

（4）
a＞0时，2πeaωu（-ω）

a＜0时，-2πeaωu（ω）

a=0时，-πsgn（ω）

3.3-5 （1）1
2Λω2-ω1

（ω）*[δ（ω-2ω0）+2δ（ω）+δ（ω+2ω0）]

（2）1
2πΛω2-ω1

（ω）*Λω2-ω1
（ω）*[δ（ω-2ω0）+2δ（ω）+δ（ω+2ω0）]

（3）X[j（ω-ω0）]

（4）1
2

{X[j（ω+ω0）]+X[j（ω-ω0）]}

3.3-6 τ
4 Sa2 ω-ω0（ ）4 τ+Sa2 ω+ω0（ ）4[ ]τ

3.3-7 （1）e-（3+j2）tu（t）；        （2）e-tu（t）-te-tu（t）
（3）1+2e-tu（t）-e-2tu（t） （4）δ（t）-e-5tu（t）

（5）1
2sgn（t）+1

2τ
G2τ（t）； （6）1

2Λ4（t-2）

3.3-8 （1）（a）tu（t）-u（t）+e-tu（t）； （b）tu（t）-u（t）+e-tu（t）-r（t-1）

（c）1
2

[e-t-e-3t]u（t）； （d）1
2sint-1

2cost+ 1
10sin3t- 3

10cos3t

（2） -1
2e-t+2e-2t-3

2e-3（ ）t u（t）

（3）（e-t-e-2t+e-3t）u（t）

（4） 3
2-2e-t+1

2e-2（ ）t u（t）- 3
2-2e-（t-1）+1

2e-2（t-1[ ]） u（t-1）

3.3-9 （1）2e-3tu（t）-2e-4tu（t）；   （2）-1
2e-2tu（t）+4e-3tu（t）-7

2e-4tu（t）

3.3-10 y″（t）+6y′（t）+8y（t）=4x′（t）；   y（t）=0.6656cos（3t-0.0555）

3.3-11 ∑
∞

n=-∞
ω0τSa

nω0τ（ ）2 δ（ω-nω0），ω0 =2π
T0

3.3-12 （1） 2ωc

ωc+1Sa
（ωct）·∑

∞

n=-∞
δt- 2nπ

ωc+（ ）1
；  （2）1

6∑
∞

n=-∞
G2 t-2nπ（ ）3

习题四

4.1-1 （1）傅里叶变换和拉普拉斯变换都存在，

X（jω）=πδ（ω）+1
jω

，X（s）= 1
s

，Re[s]＞0

（2）傅里叶变换和拉普拉斯变换都存在，

X（jω）=jπδ′（ω）-1
ω2，X（s）= 1

s2，Re[s]＞0
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（3）傅里叶变换和拉普拉斯变换都存在，

X（jω）=1，X（s）=1，Re[s]≥-∞
（4）傅里叶变换和拉普拉斯变换都存在，

X（jω）= 1
jω+2

，X（s）= 1
s+2

，Re[s]≥-2

（5）傅里叶变换不存在，拉普拉斯变换存在，

X（s）= 1
s-2

，Re[s]＞2

4.1-2 略

4.1-3 （1） 1
s（s+a）；（2） 1

s+1e
-2（s+1）；（3） s+3

（s+1）2
；（4）2e-st0 +3

（5）2s+1
s2+1

；（6） α2

（s+β）[（s+β）2+α2]
； （7） 2

s3 +2
s2 +1（ ）s e-s

4.1-4 （1）aX（as+1）；  （2）aX（as+a2）；  （3）X（as+b）

4.1-5 证明：略 （1）1
s2；（2） 1

（s-a）2

4.1-6 证明：略 （1）π
2-arctans （2）lns+4

s+（ ）3
4.1-7 略
4.1-8 （1）0；（2）-1

4.1-9 （1）1
2

；（2）lim
t→∞

x（t）不存在。

4.1-10（1） 1
1+e-T

2s
；   （2） 1

s（1-e-Ts）1-e-T
2（ ）
s ；

（3）X3（s）= （1+e-sT +e-2sT +…）F（s）= π（1+e-s）
（1-e-sT）（s2+π2）

4.2-1 （1）（-3e-2t+7e-3t）u（t）；     （2）1
5u（t）-1

5cos（㊣5t）u（t）

（3）-e-2tu（t）+（t2-t+1）e-tu（t）；（4）1
4

[1-cos（t-1）]u（t-1）

（5）（2cos2t+sin2t）e-tu（t）； （6）2δ（t）+ 3e-t-5
2e-3

2（ ）t u（t）

4.2-2 （1）e-tu（t）-e-（t-t0）u（t-t0）； （2）cos（πt）u（t）-cos[π（t-t）]u（t-1）
（3）tu（t）-2（t-1）u（t-1）+（t-2）u（t-2）

（4）∑
∞

n=0

（-1）nδ（t-n）

（5）∑
∞

n=0
u（t-n）

4.3-1 （1）1
4

（e-2t-sin2t+cos2t）u（t）

4.3-2 （1）（2e-2t-e-3t）u（t）；  （2）（e-2t-e-3t）u（t）

4.3-3 （a）uL（t）= 1
2e-1

2t，t≥0；   （b）uC（t）= 3
2-1

2e-2t，t≥0
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4.3-4 i（t）=6δ（t）+1
2e-1

2tu（t）

4.4-1 略

4.4-2 u（t）+1
2e-2tu（t）

4.4-3 1
2δ（t）+e-2tu（t）-2e-3tu（t）

4.4-4 （1）H（s）= 1
（s-2）（s+1）

（2）

（a）h（t）=-1
3e2tu（-t）-1

3e-tu（t）

（b）h（t）= 1
3e2tu（t）-1

3e-tu（t）

（c）h（t）=-1
3e2tu（-t）+1

3e-tu（-t）

4.5-1

（1）H（s）= 2s+3
s2+3s+2

（2）稳定

4.5-2 （1）H（s）= 1
s2+a1s+a2

；  （2）H（s）= b2+b1s
s2+a1s+a2

4.5-3 略

习题五

5.1-1

（1）y（t）=㊣2cos（2t-15°）

（2）y（t）= ㊣2 2cos（2t）

（3）y（t）= 26
㊣5cos（3t+40°+arctan3

2+arctan3）

5.1-2
（1）y（t）=7.5u（t）

（2）y（t）= ㊣134 cos（2t+arctg2
3-30°）u（t）

（3）y（t）= ㊣3 2
61cos（3t+arctg6

5-180°）u（t）

（4）y（t）=ej3t· 3j+3
-5+6j

u（t）

5.1-3 y（t）= ㊣8 2τ
π2 cosπt

2τ-（ ）45°
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5.1-4 |H（jω0）|=A；t0 =-1
ω0
∠H（jω0）

5.2-1 R1 =1，R2 =1，k=1

5.2-2 当ωc≥ 1
2

，y（t）=Sa 1
2

（t-td[ ]）+Sa 1
2

（t-T-td[ ]），满足无失真传输

当ωc＜1
2

，y（t）=2ωcSa[ωc（t-td）]+2ωcSa[ωc（t-T-td）]，滤掉了信号中＞ωc的

分量。

5.2-3 （1）X1（jω）=106Sa 1000ω（ ）2
，X2（jω）=1

（2）Y1（jω）=106Sa 1000ω（ ）2
·G40000π（ω），Y2（jω）=G20000π（ω）

（3）y1（t）带宽为40000π，y2（t）带宽为20000π，y（t）带宽为20000π。

5.2-4 （1）K =1
（2）是失真系统。原因略。

5.3-1 H（jω）=-1
ω2（1-2e-jωT +e-jω2T），

h（t）= 1
2tsgn

（t）-（t-T）sgn（t-T）+1
2

（t-2T）sgn（t-2T）

5.3-2 y（t）=Sa[ωc（t-td）]·cosω0t

5.3-3 h（t）=δ（t-td）-ωc

π
Sa[ωc（t-td）]

5.3-4 （1）RCduc（t）
dt +uc（t）=ui（t）

（2）H（jω）= 1
1+jωRC

，该电路允许低频信号通过而阻止高频信号通过。

（3）h（t）=ωce-ωctu（t），s（t）= [1-e-ωct]u（t）

5.4-1 （1）低通。（2）带通。（3）高通。（4）全通

5.4-2 |X（jω）|=1
5.4-3 （a）ω=0时，|H（jω）|=1/2；ω→ ∞ 时，|H（jω）|=1，高通相频特性：相角为θ=

arctan ω
2+ω2

（b）ω=0时，|H（jω）|=2；ω→ ∞ 时，|H（jω）|=1，低通相频特性：相角为θ=

arctan -ω
2+ω2

5.4-4 H（s）= s
（s+a）2+100

，a＞0

习题六

6.1-1 |ω|＞5000π

6.1-2 （1）T = π
ωm

= π
100

，fs =100
π
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（2）T = π
ωm

= π
200

，fs =200
π

（3）fs = Ω
2π=100

π
，T = π

100

（4）T = π
ωm

= π
120

，fs =120
π

6.1-3 （1）和（3）.
6.1-4 （1）4000Hz  （2）7000Hz  （3）340Hz
6.1-5 （a）错；（b）对；（c）对。

6.1-6 Tmax = π
ω1+ω2

6.1-7 （1）f0   （2）f0   （3）2f0   （4）3f0

6.2-2 （1）y（t）= 1
5Sa（200πt），  （2）y（t）= 1

5Sa（200πt），（3）出现混叠

6.2-4 （1）F[y（t）]= 1
T∑

∞

n=-∞
X（jω-jnωs）·Sa ω（ ）2 e-jω2

（2）π
T ≥ωm

（3）H（jω）=

T

Sa ω（ ）2 e-jω2
|ω|＜ωc

0 |ω|＞ω
㊣

㊣

㊣ c

，ωm ＜ωc＜ （ωs-ωm）

6.3-1 H（jω）=TSa ωT（ ）2 e-jωT2

6.3-2 （1）h（t）= d
dtSa

π
T（ ）t  （2）不唯一。

6.4-1 （1）不会混叠；  （2）y（t）=∑
5

k=0（ ）1
2

k

sin（kπt）

6.5-1 （1）x（t）= 1
2π

Sat-2（ ）2
，   （2）x（t）=50

2π
Sa2 50t-（ ）1

2
㊣

㊣

㊣

㊣2
，

（3）x（t）= 1
π
cos（4πt）， （4）x（t）= 8

π
sin（4πt）Sa（4t）

习题七

7.1-1 Xk =21+coskπ（ ）2
；

7.1-2 （1）2ej0.4πk+ej（0.8πk+π/2）+ej（1.2πk-π/2）+2ej1.6πk

（2）ej（0.8πk+1.6π）+ej（1.2πk-1.6π）

7.1-4 Yk =
Xk/2，k为偶数

0，k{ 为奇数
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7.2-1 （1）1  （2）e-jΩm  （3） a
ejΩ -a  

（4） ej2Ω

a（ejΩ -a）

（5） 1
1+aejΩ

（6） 1-a2

1-2acosΩ+a2

7.2-2 （1）sin2Ω
sinΩ/2

e-j3Ω/2；  （2）2+3cosΩ+2cos2Ω+cos3Ω

（3） 1

1-1
2ejΩ

； （4） 16e2jΩ

1-1
4e-jΩ

（5）
8e3jΩ -1

4e-2jΩ

1-1
2e-jΩ

； （6）e-2jΩ

7.2-6 （1）δ（n）-2δ（n-3）+4δ（n+2）+3δ（n-6）；

（2）1
2δ（n）+1

4δ（n+2）+1
4δ（n-2）

（3） （-1）n+1

2πn2-（ ）1
4

+1
2δ（n+1）-1

2δ（n-1）

习题八

8.1-1 （1）z-1，0＜|z|≤ ∞；       （2）z，0≤|z|＜ ∞

（3） z

z-1
2

，|z|＞ 1
2

； （4） z

z-1
2

，|z|＜ 1
2

（5） z
z-3

，|z|＞3； （6）1
z9·

z10-2-10

z-1
2

，|z|＞0

（7）
2zz- 5（ ）12

z-（ ）1
2 z-（ ）1

3

，|z|＞ 1
2

； （8） 1

z-1
2

，|z|＞ 1
2

（9）
-3

2z

（z-2）z-（ ）1
2

1
2 ＜|z|＜2； （10）z变换不存在。

8.1-2 （1）、（2）、（3）、（6）、（7）、（8）、（9）的收敛域包含单位圆，其离散时间傅里叶变换存在。
其余信号的收敛域不包含单位圆，离散时间傅里叶变换不存在。

8.1-3 略
8.1-4 （1）1，0

（2）0，2
（3）1，不存在

8.1-5 1
a-1

（an+1-1）u（n）- 1
a-1

（an-N+1-1）u（n-N）
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8.1-6 （1）x（n）=δ（n）；  （2）x（n）=δ（n+3）
（3）x（n）=δ（n-1）；（4）x（n）= {2，1，0，-2}-1 =δ（n）+2δ（n+1）-2δ（n-2）

（5）x（n）=anu（n）； （6）x（n）=-anu（-n-1）

8.1-7 （1）x（n）= （ ）1
4

n

u（n）+2（ ）1
3

n

u（n）

（2）x（n）=-1
6δ（n）-1

22nu（n）+2
33nu（n）

或x（n）=-2n-1u（n-1）+2×3n-1u（n-1）

8.1-8 x（n）=-1
3x1（n）+1

3x2（n）=-1
3

（-1）nu（n）-1
32nu（-n-1）

8.2-1 （1）y（n）=0.45×0.9nu（n）+0.5u（n）

（2）y（n）=13
9

（-2）nu（n）+1
3nu（n）-4

9u（n）

（3）y（n）=u（n）+1
2（ ）1

2
n

u（n）

8.2-2 全响应y（n）= 2
3

（-1）n-（-2）n+1
3

（2）n n≥0

yzi（n）= （-1）n-2（-2）n n≥0；  yzs（n）=-1
3

（-1）n+（-2）n+1
3

（2）n

n≥0；

yn（n）= 2
3

（-1）n-（-2）n  n≥0；  yf（n）= 1
3

（2）n  n≥0

8.3-1 若收敛域为10＜|z|≤ ∞ 则h（n）=0.5nu（n）-10nu（n），为因果不稳定系统。

若0.5＜|z|＜10则h（n）=0.5nu（n）+10nu（-n-1），为非因果稳定系统

8.3-2 （1）h（n）=-2
3（ ）1

2
n

u（n）+2
3

·2nu（n）

（2）h（n）= 2
3（ ）1

2
n

u（-n-1）-2
3

·2nu（-n-1）

（3）若h（n）=-2
3（ ）1

2
n

u（n）-2
3

·2nu（-n-1）

8.3-3 （1）H（z）= z
（z-2）z+（ ）1

2

收敛域为|z|＞2

（2）h（n）=-2
5 -（ ）1

2
n

u（n）+2
5

·2nu（n）

（3）h（n）=-2
5 -（ ）1

2
n

u（n）-2
5

·2nu（-n-1）非因果

8.3-4 H（Ω）=e-j32Ωcos（Ω）cos Ω（ ）2
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8.3-5 H（z）=
1+1

3z-1

1-3
4z-1+1

8z-2

习题九

9.2-1 （1）X（0）=0，X（1）=2-2j，X（2）=0，X（3）=2+2j

（2）X（0）=0，X（1）=4，X（2）=0，X（3）=0

（3）c=1时，X（0）=N X（k）=∑
N-1

n=0
Wnk

N =
1-WkN

N

1-Wk
N

=0 k=1，2，…，N-1；

c≠1时，X（k）=
1-cNWkN

N

1-cWk
N

= 1-cN

1-cWk
N
 k=0，1，…，N-1

（4）X（k）=

N/2j k=1

-N/2j k=N-1㊣

㊣

㊣ 0 other

9.2-2 X（k）= {0，0，4，0，0，0，4，0}0

9.5-2 {1，3，3，3，2，0}

9.5-3 （1）当k=l·r，l=0，1，…，N-1时，Y（k）=X（k/r）

（2）当k≠l·r时，Y（k）=∑
N-1

l=0
X（l）1

Nejπ
N l-k（ ）r （N-1）

sinπl-k（ ）[ ]r

sin π
N

l-k（ ）[ ]r

9.5-4 Y（k）=X（k）NRrN（k）

9.5-5 X（k）=1；Y（k）=0.5

9.7-1 （1）20ms；（2）0.5ms；（3）40；（4）80

习题十

10.2-1 定义z（n）=x（n）+jy（n），其DFT为Z（k）。则

X（k）= 1
2

[Z
～（k）+Z

～*（-k）]RN（k），Y（k）=-j1
2

[X
～（k）-X

～ *（-k）]RN（k）。

10.2-2 提示：利用频率抽取法和习题1结果。

10.2-3 定义x（n）=x1（n）+x3（n），y（n）=x2（n）+x4（n），利用习题1结果可求出X（k）和

Y（k）。利用共轭对称性，求得
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   X1（k）= 1
2

[X（k）+X
～（-k）]RN（k），   X2（k）= 1

2
[Y（k）+Y

～（-k）]RN（k）

   X3（k）= 1
2

[X（k）-X
～（-k）]RN（k），   X4（k）= 1

2
[Y（k）-Y

～（-k）]RN（k）

10.2-5 （1）1.57s （2）0.01s

习题十一

11.2-3 （2）Ω=π（高通）

11.2-4 脉冲响应不变法Ωp =1.57，双线性变换法Ωp =1.33。

11.2-5 （1）fp =1500Hz；  （2）fp =1612Hz
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