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第 2版前言 

本教材自 2007 年至今，已在天津市各成人高等学校大专班、普通高校成人教育学院专

科班、职业院校成人专科班使用两年.经天津市教委主管部门研究决定，对教材中的不妥之

处进行了修订，再版后继续供上述各类成人专科班的经管类专业数学课教学使用.参加修订

工作的教师有天津海运职业学院刘金冷教授，天津市河东区职工大学李玉芳副教授，天津现

代职业技术学院王玲芝副教授，天津市南开区职工大学张光羽副教授，天津渤海职业技术学

院陶印修副教授，刘金冷教授主审.他们针对两年的教学实践，根据各自的研究、探讨，认

真审读了教材内容，共同研究确定了修改意见.同时，适应天津市教委职教中心对成人专科

数学课的微积分内容实行全市统一考试、阅卷的要求，重新调整了相应章节的练习题、作业

题、自测题，并校核了对应的参考答案.可以肯定，第 2版的教材、作业册将更便于广大任

课教师的教学工作，也将更利于学生学好数学课，掌握必需的数学知识. 

在此，也向参加教材修订征求意见会及提供教材修改意见的各位教师表示诚挚的谢意. 

 

 

编者               

2009年 11月           
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前    言 

近年来，成人高等教育发展迅速，取得了丰硕成果，为世人所瞩目. 成人高等教育中的

数学教育，在各个专业课程体系架构中，起到了十分重要的基础作用和进一步提高逻辑思维

能力、分析能力的作用. 目前，成人高等教育，无论是其培养目标，还是专业设置及专业课

程体系设计，都逐步向职业教育方向发展. 这就要求数学教育和教学要适应这一新的变化，

教材必须摆脱沿袭本科制教材版本模式的编写思路。当前，急需陈述简明、内容模块化，并

与各类职业技术教育要求相适应的教材. 另外，在成人高等职业教育中受教育对象普遍年轻

化，并且绝大多数学生不是高中毕业生，而是中职学校毕业生，学生的数学基础知识水平明

显偏低，这些都是数学教材编写中必须面对的现实. 教材内容应从实际出发，易于学生学习、

理解和掌握，有利于在其他学科的学习中去运用. 基于以上认识，本书的编写原则确定为“服

务专业，注重基础，突出应用，力求简明，与专科学生水平相适应.” 

本书是按天津市教委成人教育与培训处组织审定的《编写纲要》的要求，在中国教育应

用数学学会天津分会的支持下，组织了天津市新华职工大学、天津市河东区职工大学、天津

市财贸管理干部学院、天津海运职业学院、天津机电职业技术学院、天津城市职业学院、天

津市教委职业与技术教育中心的部分教师进行编写的. 

本书具有以下特点： 

（1）按模块化结构设计本书内容，以满足不同专业对数学不同内容的需求进行教学选择； 

（2）在引入重要概念、定理前，以“引例”的方式导入，并概括其应用的基本思路； 

（3）以评注方式对重要概念、重要定理、常用的运算方法进行总结，加深理解，指出

应注意的要点； 

（4）各章之前，编入了与教材内容相关的著名数学家、学者的史话，以及数学文化的

内容； 

（5）本书配有单独一本《作业册》，与教材同步使用，并采用撕页方式装订，便于学生

和教师使用. 

第 1、3 章由王坤龙副教授编写，第 2、4、5 章由吴坚副教授编写，第 6、7 章由张艺萍

副教授编写，第 8～10 章由李玉芳副教授编写. 刘金冷教授和张振国教授统审全书.  

本书的编写还得到了天津市教委成人教育与培训处张庆生处长、天津市教委职业与技术

教育中心孟志咸主任、天津市职业教育与成人教育学会李全奎秘书长、天津市河东区职工大学

王发田校长、天津城市职业学院杨学俊顾问等领导的热心支持和指导，在此一并表示感谢.  

鉴于编者水平有限，书中难免错漏之处，敬请读者不吝赐教. 

 

编者              

2006 年 11 月           
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什么是数学？ 

公元前 4世纪的希腊哲学家亚里士多德将数学定义为“数学是量的科学”. 

19 世纪恩格斯论述数学本质时说“纯数学的对象是现实世界的空间形式与数量关

系”.根据恩格斯的论述，数学可以定义为“数学是研究现实世界的空间形式与数量关系

的科学”. 

20 世纪 50 年代，前苏联一批有影响的数学家试图修正前面的恩格斯的定义来概括现代

数学的发展特征：“现代数学就是各种量之间的可能的，一般说各种变化着的量的关系和相

互联系的数学”. 

20世纪 80年代，一批美国学者，将数学简单地定义为关于“模式”的科学：“[数学]这

个领域已被称做模式的科学，其目的是要揭示人们从自然界和数学本身的抽象世界中所观察

到的结构和对称性”. 

摘自《数学史概论（第二版）》.李文林 

数学的特征是什么？ 

第一是它的抽象性，第二是精确性，或者更好地说是逻辑的严格性以及它的结构的确定

性，最后是它的应用的极端广泛. 

摘自《数学——它的内容、方法和意义》Α.Д. 亚历山大洛夫等 

数学与社会进步 

数学从萌芽之日起，就表现出解决因人类实际需要而提出的各种问题的功效.商业、航海、

历法计算，桥梁、寺庙、宫殿的建造，武器与工事的设计等，数学往往能对所有这些问题作

出令人满意的解决. 数学在现代社会生活中的直接应用更是大量的和经常的.数学对人类物质

文明的影响，最突出的是反映在它与能从根本上改变人类物质生活方式的产业革命的关系上. 

人类历史上先后共有三次重大的产业革命，这三次产业革命的主体技术都与数学的新理论、

新方法的应用有直接或间接的关系. 

数学对于人类精神文明的影响同样也很深刻.数学本身就是一种精神，一种探索精神，这

种精神的两个要素，即对理性（真理）与完美的追求，千百年来对人们的思维方式、教育方

式以及世界观、艺术观等的影响是不容否定的.数学对人类精神文明的意义，也突出地反映在

它与历次重大思想革命的关系上. 由于其不可抗拒的逻辑说服力和无可争辩的计算精确性，

数学往往成为解放思想的决定武器. 

摘自《数学史概论（第二版）》.李文林 
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函数概念的起源 

在自然界中各种物体和各种现象是有机的、相互关联的、彼此依赖的、稳固不变的最简

单关系，很早就有人加以研究了.关于这种关系的知识逐渐积累起来，形成为物理的定律.在

多数的场合，这指出了在数量上描述某些现象的几个不同的量是紧密地相互关联的，一个量

完全决定于其他的量.例如，矩形的两边的长短就使它的面积完全确定，已给的气体的体积

在温度固定时决定于它的压力，已给的金属杆的伸长度决定于它的温度，等等.类似的规律

性就正是函数概念的起源. 

摘自《数学——它的内容、方法和意义》.[苏]Α.Д.亚历山大洛夫等 

函数概念的深化 

18世纪微积分发展的一个历史性转折，是将函数放到了中心的地位，而以往数学家们都

以曲线作为微积分的主要对象.这一转折首先也应归功于欧拉，欧拉在《无限小分析论》中

明确宣布：“数学分析是关于函数的科学”，微积分被看做是建立在微分基础上的函数理论. 

函数概念在 17世纪已经引入，牛顿《原理》中提出的“生成量”就是雏形的函数概念.莱

布尼茨首先使用了“函数”（function）这一术语.他把函数看作是“像曲线上点的横坐标、

纵坐标、切线长度、垂线长度等所有与曲线上的点有关的量”.最先将函数概念公式化的是约

翰·伯努利.欧拉则将伯努利的思想进一步解析化，他在《无限小分析论》中将函数定义为： 

“变量的函数是一个由该变量与一些常数以任何方式组成的解析表达式.” 

欧拉的函数定义在 18 世纪后期占据了统治地位.在这一定义的基础上，函数概念本身

大大丰富了. 

摘自《数学史概论（第二版）》.李文林 

《周髀算经》 

在现在的中国古代数学著作中，《周髀算经》是最早的一部. 

《周髀算经》作者不详，成书年代据考应不晚于公元前 2世纪

西汉时期，但书中涉及的数学、天文知识，有的可以追溯到西周

（公元前 11世纪—前 8世纪）.这部著作实际是从数学上讨论“盖

天说”宇宙模型，反映了中国古代数学与天文学的密切联系.从

数学上看《周髀算经》主要的成就是分数运算、勾股定理及其在

天文测量中的应用，其中勾股定理的论述最为突出. 

《周髀算经》主要是以文字形式叙述了勾股算法.中国数学史上最先完成勾股定理证明

的数学家，是公元 3世纪三国时期的赵爽.赵爽注《周髀算经》，作“勾股圆方图”，其中的

“弦图”，相当于运用面积的出入相补证明了勾股定理.如图，考虑以一直角三角形的勾和股

为边的两个正方形的合并图形，其面积应为 2 2a b+ .如果将这合并图形所含的两个三角形移

补到图中所示的位置，将得到一个以三角形之弦为边的正方形，其面积应为 2c ，因此
2 2 2a b c+ = . 

赵爽在“勾股圆方图”说中还类似地证明了勾股定理的许多推论，此外他还给出了一张

“日高图”，是用面积出入相补的方法去证明《周髀算经》中的日高公式. 

摘自《数学史概论（第二版）》.李文林 
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函数是微积分的主要研究对象. 本章对函数的概念及性质作进一步复习及补充，将介绍

数列与函数极限的概念，求极限的方法及函数的连续性.  

1.1  函数 

1.1.1  函数的概念 

1.函数 

引例 1  天津市内某住宅电话的每月使用费用为 y 元，按月租费 25 元及每分钟 0.16 元
计算. 设使用时间为 x分钟，则 25 0.16y x= + . y与 x是两个相互依存（依赖）的变量. 

引例 2  在本市内投寄信件，每封信件不超过 20克时，应付邮费 0.60元；超过 20克而
不超过 40克时，应付邮费 1.20元；依次类推，对质量不超过 60克的信件，邮费 y（单位：

元）与每封信件的质量 x（单位：克）之间的关系可用式子表示为： 
0.60， 0 20

1.20， 20 40

1.80， 40 60.

x

y x

x

＜㊣
|= ＜㊣
| ＜㊣

；

；

≤
≤
≤

 

显然，这里的 x y与 也是两个相互依赖的变量.  

通常在某种变化过程中，总能找到两个或两个以上相互依赖同时又相互制约的变量，这

些变量的变化遵循着某种规律，使得变量间形成某种对应关系. 
定义 1.1  设 x、 y是两个变量，D是非空实数集. 如果对变量 x在D中的每一个值，按

照一定的对应规则 f ，变量 y总有确定的数值与之对应，则称 y是 x的函数，记作 

( )y f x=  

式中，x称为自变量， y称为因变量， f 表示 x y与 之间的对应规则（也叫函数关系）. 

集合 D称为函数的定义域，相应的 y值的集合称为函数的值域. 

当自变量 x在定义域内取某确定值 0x 时，因变量 y按照函数关系 ( )y f x= 求出的对应值

0y 称为函数 ( )y f x= 在点 0x 处的函数值，记作 

0 0( )y f x= 或
0

0 x x
y y

=
=  

例 1  设函数 ( ) 2 3f x x= - ，求 (1)f ， ( )f x- ， ( 1)f x + .  

解                        ( 1) 2 1 3 1f = × - = -  

( ) 2( ) 3 2 3f x x x- = - - = - -  

( 1) 2( 1) 3 2 1f x x x+ = + - = -   
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2.函数定义域的确定 

由函数的定义可知，函数的定义域是自变量 x的取值范围. 如果函数关系用表达式 ( )f x

表示，则函数的定义域是使表达式 ( )f x 有意义的 x值的集合. 实际应用问题的函数的定义域

还要考虑到问题的实际意义. 

确定函数定义域时，一般考虑以下几点： 

（1）分式的分母不为零； 

（2）偶次根式下的式子非负； 

（3）对数函数的真数大于零.  

例 2  求下列函数的定义域： 

（1） 2 1
( ) 2f x x x

x
= - +  

（2） 2( ) 9f x x= -  

（3） ( ) lg(4 3)f x x= -  

（4） 2 1
( ) 4 lg

1
f x x

x
= - +

-
 

解 （1）因为在
1

x
中 x不能为零，所以定义域为 0x ≠ ，即 ( ,0 ) (0, )-∞ +∞∪ . 

（2）因为在偶次根式中，被开方式必须大于或等于零，所以有 2 9 0x - ≥ ，解得 3x≥  或

3x -≤ ，即定义域为 ( , 3] [3, )-∞ - +∞∪ . 

（3）因为 ( )f x 为对数函数，所以 4 3 0x - ＞ ，解得
3

4
x ＞ ，即定义域为

3
,

4
㊣ ㊣+∞| |
㊣ ㊣

. 

（4）因为在偶次根式中，被开方式必须大于或等于零；对数函数的真数大于零；分母不

为零.所以，为了使函数有意义，自变量 x必须同时满足以下条件： 
24 0

1
0

1
1 0

x

x
x

㊣ -
|
| ＞㊣
-|
- ≠|㊣

≥

，即

2 2

1

1

x

x

x

-㊣
| ＞㊣
| ≠㊣

≤ ≤
 

解不等式组得1 2x＜ ≤ ，所以函数的定义域为 (1,2] . 

如果对于任意的 x D∈ ，与之对应的 y值只有一个，这种函数称为单值函数；否则，称

为多值函数. 例如， 2y x= 是单值函数；而由 2 2 1x y+ = 可推出两个分支函数 21y x= ± - . 本

书中如果没有特殊说明，所讨论的函数均为单值函数. 

3.函数的表示方法 

函数的对应规则是连接 x y与 的纽带，依据函数对应规则的不同，函数有不同的表示方法. 

当对应规则用表格给出时，对应的函数表示方法称为表格法；当对应规则用图形给出时，

对应的函数表示方法称为图像法；当对应规则用解析式给出时，对应的函数表示方法称为解

析法. 

表格法是用列表的方法来表示函数关系，例如水文监测站统计了某河流 20 年内平均月

流量 V，如表 1-1所示.  
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表 1-1 

x 月    份 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

y 
平均月流量 V 

（亿立方米） 
0.32 0.29 0.47 0.64 0.33 0.77 4.1 4.2 3.7 1.9 0.9 0.72

这是用表格表示的函数，当自变量 x取 1～12之间任意一个整数时，从表格里可得出 y的

一个对应值.  

当用解析法表示函数时，经常会遇到下面的几种情况.  
（1）当函数 y由含有自变量 x的一个解析式表达时，这种函数称为显函数，记作 ( )y f x= . 

例如， 22 1 sin .y x y x= + =，  

设某产品的全部固定成本为 a，单位产品的变动成本为 b， x为产量， y为总成本，则

.y ax b= +  

（2）当函数的对应规则由方程 ( , ) 0F x y = 所确定时，这种函数称为隐函数. 例如，

e 0 2 ln 0.xy y xy y- = + =，  

（3）当自变量 x在定义域D的不同范围内取值时，因变量 y与之对应的规则不同，此时

函数的对应规则是由几个不同的解析式来表达，这种函数称为分段表示的函数，也称为分段

函数. 

例如，某网通公司规定用户上网的收费办法为：上网时间不超过 68小时，月收费 50元；
超过 68小时部分，按每小时 4元加收. 因此每月上网费 y与用户当月上网时间 t（小时）的

关系可用下列函数表示： 
50， 68

50 4( 68)， 68.

t
y

t t

㊣
= ㊣ + - ＞㊣

；≤
   

 注意 

分段函数是一个函数，分段函数的定义域为各段自变量取值集合的并集. 

4.函数的两个要素 

定义域和对应规则称为函数的两个要素. 如果两个函数的定义域相同且对应规则相同，

那么这两个函数为同一个函数. 

例 3  下列函数中为同一函数的是哪些？ 

（1） ( )f x x= 与 2( )g x x=  

（2）
2 1

( )
1

x
f x

x

-
=
-
与 ( ) 1g x x= +  

（3） ( ) 1f x = 与 2 2( ) sin cosg x x x= +  

（4） 2( ) lgf x x= 与 ( ) 2 lgg x x=  

解 （1） ( )f x 与 ( )g x 的定义域均为 ( , )-∞ +∞ ，由于对应规则不同，所以 ( )f x 与 ( )g x 不

是同一函数. 
（2） ( )f x 的定义域为 ( ,1) (1, )-∞ +∞∪ ，而 ( )g x 的定义域为 ( , )-∞ +∞ ，由于它们的定义域

不同，因此 ( )f x 与 ( )g x 不是同一函数. 

（3）因为 2 2sin cos 1x x+ ≡ 且 ( , )x∈ -∞ +∞ ，所以 ( )f x 与 ( )g x 是同一函数. 
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（4）因为 ( )f x 的定义域是 ( ,0) (0, )-∞ + ∞∪ ，函数 ( )g x 的定义域是 (0, )+∞ ，所以
2( ) lgf x x= 与 ( ) 2lgg x x= 不是同一个函数. 如果将 ( )f x 限制在 (0, )+∞ 内，那么 ( )f x 与 ( )g x

就是同一个函数. 

5.反函数 

定义 1.2  设 ( )y f x= 的定义域为 D，值域为M，如果对于M中的每一个 y值，在 D中

有唯一确定的 x值与之对应，则 x是定义在M上的以 y为自变量的函数，称其为函数 ( )y f x=

的反函数，记作 1( ),x f y y M-= ∈ . 

习惯上，总用 x 表示自变量，y 表示因变量，因此，通常将 ( )y f x= 的反函数写成

1( ),y f x x M-= ∈ . 

例 如 ， 函 数 3 ( , )y x x= ∈ -∞ +∞ 的 反 函 数 为 3 ( , )y x x= ∈ -∞ +∞ ； 函 数

tan ,
2 2

y x x
π π㊣ ㊣= ∈ -| |

㊣ ㊣
的反函数为 arctan ( , )y x x= ∈ -∞ +∞ . 

1.1.2  函数的特性 

1.单调性 
设函数 ( )y f x= 在区间 ( , )a b 上有定义，对于 ( , )a b 内任意两点 1x 、 2x ，当 1 2x x＜ 时： 

（1）如果恒有 1 2( ) ( )f x f x＜ ，则称 ( )y f x= 在 ( , )a b 上是单

调增加的，区间 ( , )a b 称为函数 ( )y f x= 的单调增加区间（如图

1-1 所示）. 单调增加函数的图像随自变量在 ( , )a b 内的增大而自

左向右上升，即自变量越大，对应的函数值越大. 
（2）如果恒有 1 2( ) ( )f x f x＞ ，则称 ( )y f x= 在 ( , )a b 上是单

调减少的，区间 ( , )a b 称为函数 ( )y f x= 的单调减少区间（如图

1-2 所示）. 单调减少函数的图像随自变量在 ( , )a b 内的增大而自

左向右下降，即自变量越大，对应的函数值越小. 
在区间 ( , )a b 上的单调增加函数与单调减少函数，统称为 ( , )a b 上的单调函数. 

 注意 

函数 ( )y f x= 的单调性与区间有关. 例如，函数 2y x= 在 ( ,0]-∞ 上是单调减少的，在

[0, )+∞ 上是单调增加的；但是，它在 ( , )-∞ +∞ 上不是单调函数. 

2.奇偶性 
设函数 ( )y f x= 的定义域D关于原点对称，即对于任意的 x D∈ ，必有 x D- ∈ . 

（1）如果恒有 ( ) ( )f x f x- = ，则函数 ( )f x 称为偶函数，其图像关于 y轴对称（如图 1-3

所示）. 
（2）如果恒有 ( ) ( )f x f x- = - ，则函数 ( )f x 称为奇函数，其图像关于原点对称（如图 1-4

所示）. 

例 4  讨论下列函数的奇偶性： 

（1） ( )
2

x xa a
f x

-+
= ；（2） 3( ) 1f x x= + ；（3） 2( ) sinf x x x= . 

x 

y 

O  b a 

图 1-1 
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图 1-2     图 1-3       图 1-4 

解  显然这三个函数的定义域均为 ( , )-∞ +∞ .  

（1）因为 ( )
2

x xa a
f x

- +
- = = ( )f x ，所以 ( )

2

x xa a
f x

-+
= 为偶函数. 

（2）因为 3 3( ) ( ) 1 1f x x x- = - + = - + ，它既不等于 ( )f x ，也不等于 ( )f x- ，所以， ( )f x =  
3 1x + 既不是偶函数，也不是奇函数. 

（3）因为 2 2( ) ( ) sin( ) sin ( )f x x x x x f x- = - - = - = - ，所以， 2( ) sinf x x x= 为奇函数. 

3.有界性 
设函数 ( )y f x= 在区间 ( , )a b 内有定义. 如果存在正数M ，使得对区间 ( , )a b 内每一个 x，

恒有 ( )f x M≤ ，此时函数图像夹在直线 y M= ± 之间，则

( )y f x= 称为在区间 ( , )a b 上的有界函数（如图 1-5所示）；若

这样的M 不存在，则 ( )y f x= 称为在区间 ( , )a b 上的无界函数. 

 注意 

函数 ( )y f x= 是否有界与自变量取值范围有关. 例如，

1
y

x
= 在 (1,2) 内为有界函数，而在 (0, )+∞ 内是无界函数. 因

此，在讨论函数的有界性时，必须指明讨论的区间. 

4.周期性 

设函数 ( )y f x= 的定义域为 D，如果存在常数 0T ＞ ，使得对于任意的 x D∈ ，恒有

x T D± ∈ ，并且满足 ( ) ( )f x T f x+ = ，则函数 ( )y f x= 称为以T为周期的周期函数.  

1.1.3  基本初等函数   

定义1.3  常数函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数统称为基本
初等函数.各基本初等函数的定义域、图形及性质如表 1-2所示. 

表 1-2 

 函    数 定  义  域 图    形 性    质 

常

数

函

数 

y c=  ( , )-∞ +∞  

 

 

 

 

 

 

x 

 y  

c 

O 

O b a x 

y 
y 

xO -a a 
O 

y 

-a a x

 

 

 

 

 
 

 

图 1-5 

xO 

y 

a b 

M 

-M 
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续表   

 函    数 定  义  域 图    形 性    质 

幂

函

数 

y x=  
( , )-∞ +∞  

 

 

 

 

 

奇函数 

增函数 

幂

函

数 

2y x=  
( , )-∞ +∞

 
 

 

 

 

 

 

偶函数 

( , 0)-∞ 内减函数 

(0, )+∞ 内增函数 

3y x=  ( , )-∞ +∞  

 

 

 

 

 

 

奇函数 

增函数 

1y x-=  ( ,0) (0, )-∞ +∞∪
 

 

 

 

 

 

 

 

奇函数 

( , 0)-∞ 内减函数 

(0, )+∞ 内减函数 

y x=  [0, )+∞  

 

 

 

 

 

 

增函数 

指

数

函

数 

xy a=

 （ 1a ＞ ） 
( , )-∞ +∞  

 

 

 

 

 

 

增函数 

xy a=

 （ 0 1a＜ ＜ ） 
( , )-∞ +∞  

 

 

 

 

 

 

减函数 

x 

y 

y=x 

O 

x 

y 

O 

y=x2

x 

y 

O 

y x=  

x 

y 

O 

y=x3

x 

y 

O 

1y x-=   

xy a=   

x 

y 

O 

(0,1) 

xy a=   

x 

y 

O 

(0,1) 
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续表   

 函    数 定  义  域 图    形 性    质 

对

数

函

数 

logay x=  
（ 1a ＞ ） 

(0, )+∞  

 

 

 

 

 

增函数 

对

数

函

数 

logay x=

 （ 0 1a＜ ＜ ） 
(0, )+∞

 

 

 

 

 

 

 

减函数 

三

角

函

数 

siny x=  

 

 

( , )-∞ +∞  

 

 

奇函数 

周期函数 

cosy x=  
( , )-∞ +∞  

 

 

偶函数 

周期函数 

tany x=  
2

x k
π

≠ π+ ， k ∈Z  

 y=tanx

x π O 
2

π
-  

2

π

-π

y 

 

奇函数 

周期函数 

反

三

角

函

数 

arcsiny x=  
[ 1,1]-  

 
y 

y=x

y=sinx
x O 

-1

2

π
-

y=arcsinx 

1 
2

π
 

π -π

 

奇函数 

增函数 

arccosy x=  [ 1,1]-  

 
y 

y=x 

xπ 
y=cosx

1 O 
2

π
 2

π
 

π 

2

π
-  

y=arccosx

 

减函数 

arctany x=  ( , )-∞ +∞  

 
y y=tanx

y=x 

y=arctanx

xO
2

π
-

2

π
-

2

π
 

2

π
 

 

 

 

奇函数 

增函数 

x

y 

O (1,0) 

logay x=

x 

y 

O 
(1,0) 

logay x=

y 

1 

-1

O π 
y=sinx 

x 2π

x 

y 

1 

-1

O 

y=cosx 

2

π
  

3

2

π
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1.1.4  复合函数 

函数 2siny x= 不是基本初等函数，它是由基本初等函数 siny u= 和 2u x= 通过中间变量

u，使得 y是 x的函数，函数 2siny x= 称为复合函数. 

定义 1.4  设函数 ( )y f u= 是u的函数， ( )u g x= 是 x的函数，如果由 x所确定的u使得 y

有意义，则把 [ ( )]y f g x= 称为 x的复合函数. 其中 x称为自变量，u称为中间变量， f 称为外

层函数，g称为内层函数. 

由定义不难得知函数的复合是有条件的，可以是多重的. 

（1）函数的复合是有条件的. 

例如，设函数 lgy u= ， 22u x= - - ，因为对于内层函数 22u x= - - 的定义域为 ( , )-∞ +∞ 中
的任何 x值，对应的u值都小于 0，从而使得外层函数 lgy u= 无意义，因此，形式上的复合

函数 2lg( 2 )y x= - - 是没有意义的. 

事实上，两个函数可以进行复合的条件是，内层函数的值域与外层函数的定义域的交集

必须是非空集合. 要注意，内层函数的定义域与复合函数的定义域不一定是相同的. 

（2）函数的复合可以是多重复合. 

例 5  设函数 y u= 、 lnu v= 、 1 sinv x= + ，试将 y写成 x的函数. 

解  ln ln(1 sin )y u v x= = = +  

此函数由三层函数复合而成. 

外层  y u= ——幂函数； 

中层  lnu v= ——对数函数； 

内层  1 sinv x= + ——三角函数与常数的加法运算. 

由上例可见，一个比较复杂的函数，可以看作是由几个简单函数复合而成的. 这里所说

的简单函数一般指基本初等函数或基本初等函数与常数的四则运算所构成的函数.  

正确地分析函数的复合过程十分重要，必须掌握要领，分清层次，“由外向内”逐层复合. 

例 6  指出下列函数的复合过程. 

（1） 5 2y x= + ；（2）
2 1e xy - -= ；（3） 2ln cosy x= . 

解 （1）函数 5 2y x= + 是由 y u= 、 5 2u x= + 复合而成的. 

（2）函数
2 1e xy - -= 是由 euy = 、 2 1u x= - - 复合而成的.  

（3）函数 2ln cosy x= 是由 lny u= 、 2u v= 、 cosv x= 复合而成的. 

1.1.5  初等函数 

定义 1.5  由基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的复合所构成的函数，称为初等

函数. 初等函数都可以用一个式子来表示. 

由定义可知，分段函数一般不是初等函数，但有些特殊的分段函数，例如 
， 0

， 0.

x x
y

x x

㊣
= ㊣- ＜㊣

；≥
 

因为它可以写成 2y x= 的形式，所以它是初等函数；而函数 21 ny x x x= + + + + +… …

不是初等函数.  

这里有必要介绍在经济预测分析中常用的几类初等函数： 
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（1）幂函数  by cx=  

（2）指数函数  e , e
b

bx xy c y c= =  

（3）对数函数  lny a b x= +  

（4）双曲函数  
1 1

a b
y x
= +  

（5） S型曲线函数  
1

e x
y

a b -=
+

 

（6）二次函数  2y a bx cx= + +  

（7）简单修正指数曲线函数  xy k ab= +  

（8）龚伯兹曲线函数  
xby ka=  

（9）逻辑斯蒂曲线函数  
1 e ax

k
y

b -=
+

 

上述各函数表达式中，a、b、c、k均为参数.  

这些函数的引入将使函数图像多样化，以适用于描述不同类型的经济活动（现象）的需

要. 关于它们的函数定义域、图形、特性，将在本章 1.5节中进行介绍.  

练习 1.1 

1.求下列函数的定义域： 

（1） 2 4 3y x x= - +       （2）
1

2
lg(1 )

y x
x

= + +
-

 

（3）
sin ， 0

2

，
2

x x
y

x x

π㊣ ＜||= ㊣ π| ＜ π.
|㊣

；≤

≤
 

2.判断下列各题中的 ( )f x 与 ( )g x 是否为同一函数： 

（1） ( )
x

f x
x
= ， ( ) 1g x =           （2） ( ) | |f x x= ， 2( )g x x=  

（3） ( )f x x= ， 2( ) ( )g x x=       （4） ( ) sinf x x= ， 2( ) 1 cosg x x= -  

3.求函数值： 

（1） 2( ) 3f x x= + ，求 (0)f ， (2)f ， 0( )f x ，
1

f
a
㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣
； 

（2）
1 ， 0

( )
2， 0.

x x
f x

x

+㊣
= ㊣ ＞㊣

；≤
  求 ( 1)f - ， (0)f ，

1

2
f
㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

. 

4.判断下列函数的奇偶性： 

（1） siny x x= +  （2） ( 1)( 1)y x x x= - +  （3）
2

x xa a
y

-+
=  （4） 3 1y x= -   

5.求下列函数的反函数： 

（1） 2 4y x= -   ( , )x∈ -∞ +∞  （2） 2y x=   ( , )x∈ -∞ +∞  （3） 2xy =   ( , )x∈ -∞ +∞  

6.写出下列函数的复合过程： 

（1） 3 1y x= -  （2） 5(1 ln )y x= +  （3） 25( 2)y x= +   （4） 3sin (8 5)y x= +    
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7.某停车场收费标准为：不超过 2 小时，收费 2 元；超过 2 小时后多停车 1 小时（不

到 1 小时按 1 小时计算）加收 0.5 元；停车时间

不得超过 8 小时. 试建立停车费与停车时间的函

数关系.  
8.管理会计学中，成本 y与业务量 x之间的

函数关系式如左图所示，并称 y为延期变动成本. 

试写出这一函数关系的数学表达式.  

1.2  极限的概念 

早在公元前 3世纪，我国的庄子就有“一尺之棰，日取其半，万世不竭”的名言，这反

映了我国古代劳动人民在长期的生产和生活实践中所产生的朴素的极限思想. 

1.2.1  数列的极限 

1.数列的概念 

定义 1.6   按一定顺序排列的一列数 

1 2, , , ,nx x x… …  

称为数列，记作{ }nx . 其中， ix（ 1,2, , ,i n= … …）称为数列的第 i项. 如果数列的项数 n与数

列的各项 ix（ 1,2, , ,i n= … …）之间都是按照某种相同的对应规则对应的，并且这种对应规则

可以用一个解析式表达，那么这个解析式称为数列的通项公式，记作 ( )nx f n= ，（n∈N）.由

于项数 n的取值特点，数列{ }nx 的图像是平面上无穷多个孤立点组成的集合. 

2.数列的极限 

例 1  观察下面的数列，求当 n无限增大时， nx 的变化趋势. 

（1）
1

n
n

x
n
=
+
；（2）

1( 1)n

nx
n

+-
= .  

解 （1）数列{ }nx ：
1

2
,
2

3
,

3

4
,

4

5
,… ,

1

n

n +
,…  

当 n无限增大时， nx 无限趋近于数值 1（如图 1-6所示）. 

（2）数列{ }nx ：1,
1

2
- ,

1

3
,

1

4
- ,… ,

1( 1)n

n

+-
,…  

当 n无限增大时， nx 无限趋近于数值 0（如图 1-7所示）. 

 

 

 

 

 

 

 

图 1-6                                  图 1-7 

x（件）

 y（千元） 

O 100     150 

60 

40 

O 

xn 

1    2    3    4    5 

1 

n 

0.5 n 

xn 

1    3    5    7

-1 

2    4    6    8 

O 

1 
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定义 1.7  设数列{ }nx ，如果当n无限增大时， nx 无限趋近于一个常数a，则把a称为当n
趋近于无穷大时，数列{ }nx 的极限，记作 

lim n
n

x a
→∞

= 或 nx a→ （ n→∞） 

此时，也称数列{ }nx 的极限存在. 否则称数列{ }nx 的极限不存在. 

由定义可知，例 1中的两个数列都有极限，分别记作： 

（1） lim 1
1n

n

n→∞
=

+
；（2）

1( 1)
lim 0

n

n n

+

→∞

-
= . 

由图 1-6、图 1-7可见，如果数列有极限，那么数列的各项将随着项数 n的增大无限趋近

于一个确定的常数. 

例 2  判断下面各数列的极限是否存在，若存在，求出数列的极限. 

（1） 2nx = ；（2） ( 1)n
nx = - ；（3） nx n= . 

解 （1）数列{ }nx ∶ 2,2,2,… . 由图 1-8知， lim 2 2
n→∞

= . 

各项均为同一常数的数列叫做常数列. 常数列的极限仍为常数本身，即 
lim
n

c c
→∞
=  （ c为常数） 

（2）数列{ }nx ∶ 1,1, 1,1,- - … . 由图 1-9知，当 n→∞时， nx 总是在 1- 与 1之间跳跃，而

不能无限趋近于一个确定的常数，所以该数列的极限不存在.  

 

 

 

 

 

 

图 1-8                                        图 1-9 

（3）数列{ }nx ∶ 1,2,3, , .n…  由图 1-10可见，当 n→∞时， nx 越来越大，不趋近于任何一

个常数，所以，不符合数列极限的定义，因此该数列的极限不存在. 

 

 

 

 

 
 
 

图 1-10 

1.2.2  函数的极限 

1. x→∞时， ( )y f x= 的极限 

定义 1.8  （1）如果当自变量 x的绝对值无限增大时，函数 ( )f x 无限趋近于一个确定的

常数 A，则称当 x→∞时，函数 ( )f x 的极限为 A，记作 

O 

xn 

1    2    3    4 

1 

2 

n 

O n 

xn 

1   2   3   4   5   6  

1 

-1 

O n 

xn 

1    2    3    4 

1

2 

3 

4 
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lim ( )
x

f x A
→∞

= 或 ( )f x A→ （ x→∞） 

此时，也称当 x→∞时，函数 ( )f x 的极限存在. 否则，称当 x→∞时， ( )f x 的极限不存在. 

（2）如果当自变量 x取正值且无限增大时，函数 ( )f x 无限趋近于一个确定的常数 A，则

称当 x→+∞时，函数 ( )f x 的极限为 A，记作 

lim ( )
x

f x A
→+∞

= 或 ( )f x A→ （ x→+∞） 

（3）如果当自变量 x取负值而绝对值无限增大时，函数 ( )f x 无限趋近于一个确定的常数

A，则称当 x→-∞时，函数 ( )f x 的极限为 A，记作 

lim ( )
x

f x A
→-∞

= 或 ( )f x A→ （ x→-∞） 

 注意 

“ x→∞”包含“ x→+∞和 x→-∞”，所以 lim ( )
x

f x A
→∞

= 的充分必要条件是 

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x A
→+∞ →-∞

= =  

例 3  观察函数 1
( )f x

x
= 的图像，判断当 x→∞时， ( )f x 的极限是否存在. 

解  ( )f x 的定义域为 ( ,0) (0, )-∞ +∞∪ ，由图 1-11可见，当 x→+∞时，曲线无限趋近于

x轴，曲线上各点处的函数值无限趋近于 0，即
1

0
x
→ . 

当 x→-∞时，曲线无限趋近于 x轴，曲线上各点处的函

数值无限趋近于 0，即
1

0
x
→ . 

由定义 1.8可知，上例中的函数
1

( )f x
x
= 的极限存在，为 

1 1
lim lim 0

x xx x→+∞ →-∞
= = ，即

1
lim 0
x x→∞

=  

例 4  用观察图像的方法，判断下列函数当 x→∞时的极限是否存在. 

（1） ( ) 2xf x = ；（2） ( ) sinf x x= . 

解 （1）函数 ( ) 2xf x = 的定义域为 ( , )-∞ +∞ ，其图像如图 1-12所示， lim 2 0x

x→-∞
= ；而当

x→+∞时，2 x的值无限增大，故 lim 2x

x→+∞
不存在. 为了研究方便，一般可以记作 lim 2x

x→+∞
= +∞ . 

（2）函数 ( ) sinf x x= 的定义域为 ( , )-∞ +∞ ，其图像如图 1-13所示，当 x→+∞或 x→-∞
时，对应的函数值 sin x在[-1,1]内振荡，而不能无限趋近于一个确定的常数，所以 lim sin

x
x

→∞
不

存在.  

                                            

 

 

y

y=sin x 

1 

-1

-π
2π 

O 
2

π

2

π
-

x 
π 

   

图 1-12                                     图 1-13 

2xy =

x 

y 

O 

y 

x O 

1
y

x
=  

图 1-11 
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2.当 0x x→ 时， ( )y f x= 的极限 

定义1.9 （1）如果当自变量 x无限趋近 0x （但 0x x≠ ）时，函数 ( )f x 无限趋近于一个

确定的常数 A，则称当 0x x→ 时，函数 ( )f x 的极限为 A，记作 

0

lim ( )
x x

f x A
→

= 或 ( )f x A→ （ 0x x→ ） 

（2）如果当自变量 x从大于 0x 一侧无限趋近 0x 时，函数 ( )f x 无限趋近于一个确定的常

数 A，则称当 0x x+→ 时，函数 ( )f x 的极限为 A，记作 

0

lim ( )
x x

f x A
+→

= 或 ( )f x A→ （ 0x x+→ ） 

（3）如果当自变量 x从小于 0x 一侧无限趋近 0x 时，函数 ( )f x 无限趋近于一个确定的常

数 A，则称当 0x x-→ 时，函数 ( )f x 的极限为 A，记作 

0

lim ( )
x x

f x A
-→

= 或 ( )f x A→ （ 0x x-→ ） 

 注意 

① 极限
0

lim ( )
x x

f x A
-→

= 与
0

lim ( )
x x

f x A
+→

= 又称为 ( )f x 在 0x 的左、右极限； 

②“ 0x x→ ”包含“ 0x x+→ 和 0x x-→ ”，所以
0

lim ( )
x x

f x A
→

= 的充分必要条件是 

00

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x A
+ -→ →

= =  

例 5  观察函数 2y x= 当 1x→ 时的变化趋势.     

解  由图 1-14可见，当自变量 x无限趋近于 1时，对应的

曲线上的点无限趋近于点(1,1)，即函数值无限趋近于 1. 

当 x从 1的左侧趋近于 1时，函数 2y x= 无限趋近于 1，函

数在 0x 的左极限是 2

1
lim 1
x

x
-→
= ； 

当 x从 1的右侧趋近于 1时，函数 2y x= 无限趋近于 1，函

数在 0x 的右极限是 2

1
lim 1
x

x
+→
= . 

函数的左、右极限都存在且相等，即 2

1
lim
x

x
-→

= 2

1
lim 1
x

x
+→
= ，

所以 2

1
lim 1
x

x
→

= . 

一般地，对于幂函数 y xα= ，总有
0

0lim
x x

x xα α

→
= （当 0α ＜ 时， 0 0x ≠ ）. 

例 6  用观察图像的方法，写出下列函数的极限. 

（1）
2

1

1
lim

1x

x

x→

-
-
； 

（2） 2

， 1

( ) ， 1 1

1， 1.

x x

f x x x

x

＜ -㊣
|
= - ＜㊣
|
㊣

；

；≤
≥

  求
1

lim ( )
x

f x
→-

，
1

lim ( )
x

f x
→

.  

y 

y=x2

(1,1)1 

O 1 x

 

图 1-14 



    大学数学（经管类）（第 2 版） 

 

16 

解 （1）函数
2 1

( )
1

x
f x

x

-
=
-
在 1x = 处无定义，如图 1-15所示. 

因为
2

1 1

1
lim lim ( 1) 2

1x x

x
x

x- -→ →

-
= + =

-
，

2

1 1

1
lim lim ( 1) 2

1x x

x
x

x+ +→ →

-
= + =

-
，所以

2

1

1
lim 2

1x

x

x→

-
=

-
. 

本例说明，函数在点 0x 处是否有定义与该点处的极限是否存在无关. 

（2）函数 2

， 1

( ) ， 1 1

1， 1.

x x

f x x x

x

＜ -㊣
|
= - ＜㊣
|
㊣

；

；≤
≥

 

该函数的定义域为 ( , )-∞ +∞ ， 1x = - 与 1x = 是函数的分界点，如图 1-16所示. 

因为
1 1

lim ( ) lim 1
x x

f x x
- -→- →-

= = - ， 2 2

1 1
lim ( ) lim ( 1) 1

x x
f x x

+ +→- →-
= = - = ，即

1 1
lim ( ) lim ( )

x x
f x f x

- +→- →-
≠ ，

所以
1

lim ( )
x

f x
→-

不存在. 

因为 2

1 1
lim ( ) lim 1
x x

f x x
- -→ →

= = ，
1 1

lim ( ) lim 1 1
x x

f x
+ +→ →

= = ，所以
1

lim ( ) 1
x

f x
→

= . 

 

 

y 

2 

1 

-1 O 1 x 

 

图 1-15                                       图 1-16 

例 7  观察图 1-17，两条直线间所夹曲线为
1

siny x
x

= ，判断当 0x→ 时曲线的趋向. 

 
y

x 2
-
π

 
1
-
π

  

1

3
-
π

 

1

2
-
π

 
1

2π
  

2

3π
  

1

π
  

2

π
  1

siny x
x

=  
O

 

图 1-17 

解  当 x趋近于零时，函数仍然有无限多次振荡，可是它们的振幅（由于有乘数 x的缘
故）下降且趋近于零. 函数曲线包含在两条直线 y x= 与 y x= - 的中间. 这是一种以在 x轴上

下反复振荡，无限次骚扰 x轴的方式趋近于零的形式.  

1.2.3  无穷小量与无穷大量 

1.无穷小量 

定义 1.10  若
0

( )

lim ( ) 0
x x
x

f x
→
→∞

= ，则函数 ( )f x 称为当 0x x→ （或 x→∞）时的无穷小量，简

称无穷小. 

y 

x O 1 -1 
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 注意 

无穷小不是一个很小的数，它是在自变量的某一变化过程中一个以零为极限的变量. 

观察函数 2y x= ，因为 2

0
lim 0
x

x
→

= ，所以 2x 是当 0x→ 时的无穷小. 而 2

1
lim 1
x

x
→

= ，所以，

2x 当 1x→ 时不是无穷小. 

由此可见，一个函数是否为无穷小量，还取决于它的自变量的变化趋势. 因此，当说某

一变量是无穷小量时，必须指明其自变量的变化趋势. 

2.无穷大量 

定义1.11  当 0x x→ （或 x→∞）时，函数 ( )f x 的绝对值无限增大，即 ( )f x →+∞，则

函数 ( )f x 称为当 0x x→ （或 x→∞）时的无穷大量，简称无穷大，记作
0

( )

lim ( )
x x
x

f x
→
→∞

= ∞ . 

 注意 

无穷大不是一个很大的数，它是绝对值无限增大的变量. 

例 8  分别求当 0x→ 、 x→∞、 2x→ 时，函数
1

y
x
= 的极限. 

解  
0

1
lim
x x→

= ∞，
1

lim 0
x x→∞

= ，
2

1 1
lim

2x x→
= . 

由此可见，当 0x→ 时，
1

x
是无穷大量；当 x→∞时，

1

x
是无穷小量； 

当 2x→ 时，
1

x
既不是无穷小量，也不是无穷大量. 

在自变量的不同的变化趋势中，同一个函数可能是无穷大，也可能是无穷小，还可能既

不是无穷大，也不是无穷小. 因此，一个函数是否为无穷大或无穷小，与它的自变量的变化

趋势是有关系的. 

定理 1.1  在自变量的同一变化过程中，若 ( )f x 为无穷大，则
1

( )f x
为无穷小；若 ( )f x 为

无穷小，并且 ( ) 0f x ≠ ，则
1

( )f x
为无穷大. 

例 9  求
1

2
lim .

1x x→ -
 

解  因为 
1

lim(1 ) 0
x

x
→
- = ，由定理 1.1可知 

1

2
lim

1x x→ -
= ∞  

3.无穷小的性质 

可以证明，无穷小有如下性质： 

性质 1  有限个无穷小的代数和仍是无穷小； 

性质 2  有限个无穷小的乘积仍是无穷小； 
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性质 3  常数与无穷小的乘积仍是无穷小； 

性质 4  有界函数与无穷小的乘积仍是无穷小. 

例 10  求
0

1
lim sin .
x

x
x→

 

解  因为，当 0x→ 时， x是无穷小，而
1

sin
x

1≤ ，即
1

sin
x
为有界函数. 所以，由性质

4可知，
0

1
lim sin
x

x
x→

0= . 

例 11  当 x→∞时，下列函数哪些是无穷小量？哪些是无穷大量？ 

（1）
2

arctan

1

x

x+
   （2） 2100x     （3）

2

cos x

x
 

解  因为 | arc tan |
2

x
π

＜ ， | cos | 1.x ≤  所以，当 x→∞时，
2

arctan

1

x

x+
与

2

cos x

x
为无穷小量；

2100x 为无穷大量.  

练习 1.2 

1.观察下面各数列的变化趋势，判断数列的极限是否存在，如果有极限，写出极限： 

（1）
2

1
3

n

nx
㊣ ㊣= - -| |
㊣ ㊣

                 （2）
2 1

n
n

x
n

+
=     

（3） ( 1)n
nx n= -                    （4）

1
3nx

n
= -  

2.观察下面各函数的变化趋势，判断函数的极限是否存在，如果有极限，写出极限： 

（1）
0

lim
x x

c
→

 （ c为常数）    （2）
0

1
lim
x x→

         （3） 3

0

1
lim sin
x

x
x→

   

（4）
1

lim
2

x

x→+∞

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

             （5）
0

lim ln
x

x
+→

       （6）
0

lim cos
x

x
→

     

3. 2 ， 0 1
( )

3 ， 1 2.

x x
f x

x x

㊣
= ㊣ - ＜㊣

；≤ ≤
≤

  作函数的图形，并求
1

lim ( )
x

f x
→

. 

4.设函数  

2 2， 0

( ) 2e ， 0 1

4， 1.

x

x x

f x x

x

㊣ + ＜
||= ＜㊣
|
|㊣

；

；≤
≥

  求
0

lim ( )
x

f x
-→

，
0

lim ( )
x

f x
+→

，
1

lim ( )
x

f x
-→

，

1
lim ( )

x
f x

+→
.讨论

0
lim ( )
x

f x
→

与
1

lim ( )
x

f x
→

是否存在，若存在，求出极限值. 

1.3  极限的运算 

1.3.1  极限的运算法则 
设  

0

lim ( )
x x

f x A
→

= ，
0

lim ( )
x x

g x B
→

= . 

法则 1  
0

lim [ ( ) ( )]
x x

f x g x
→

± =
0

lim ( )
x x

f x
→

±
0

lim ( )
x x

g x
→

= A B±  

法则 2  
0

lim [ ( ) ( )]
x x

f x g x
→

=
0

lim ( )
x x

f x
→ 0

lim ( )
x x

g x
→

= AB  
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法则 3  
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

cf x c f x cA
→ →

= = （ c为常数） 

法则 4  0

0

0

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
x x

x x
x x

f xf x A

g x g x B
→

→
→

= = （ 0B ≠ ） 

 注意 

运算法则中对于 x→∞的情况也成立，且法则 1、2 可推广到存在极限的有限个函数的

情形. 

例 1  求 3

2
lim( 1).
x

x
→

+  

解  因为                       3 3

2
lim 2 8
x

x
→

= =  

所以                3

2
lim( 1)
x

x
→

+ = 3

2 2
lim lim1
x x

x
→ →

+ = 3

2
lim 1
x

x
→

+ = 8 1 9+ =  

例 2  求
2

1

1
lim .

1x

x

x→

+
-

 

解  因为
1

lim( 1) 0
x

x
→
- = ， 2

1
lim( 1) 2
x

x
→

+ = ，
21

1
lim 0

1x

x

x→

-
=

+
 

所以由无穷小与无穷大的关系知，
2

1

1
lim

1x

x

x→

+
= ∞

-
. 

例 3  求
2

3

9
lim .

3x

x

x→-

-
+

 

解  因为
3

lim ( 3) 0
x

x
→-

+ = ，同时 2

3
lim ( 9) 0
x

x
→-

- = . 

所以，极限是未定式“
0

0
”的形式，显然不能应用法则 4. 考虑到函数的分子和分母存在

公因式 ( 3)x + ，于是可以先约去公因式，再求极限，即 
2

3

9
lim

3x

x

x→-

-
+

=
3

( 3)( 3)
lim

3x

x x

x→-

+ -
+

=
3

lim ( 3) 6
x

x
→-

- = -  

例 4  求
3 2

3

3 4 2
lim .

2 1x

x x

x x→∞

- +
+ +

 

解  因为 3 2lim (3 4 2)
x

x x
→∞

- + = ∞且 3lim ( 2 1)
x

x x
→∞

+ + = ∞，极限是未定式“
∞
∞
”的形式. 求

这种极限的常用方法是：分子、分母同时除以分母中自变量的最高次幂. 所以 

3 2 3

3

2 3

4 2
3

3 4 2
lim lim 3

2 12 1 1
x x

x x x x
x x

x x

→∞ →∞

- +- +
= =

+ + + +
 

例 5  求
2

3 2

2
lim .

2 1x

x

x x→∞

+
+ +

 

解  因为 2lim ( 2)
x

x
→∞

+ = ∞，且 3 2lim (2 1)
x

x x
→∞

+ + = ∞，极限是未定式“
∞
∞
”的形式.  

求这种极限的常用方法是：分子、分母同时除以分母中自变量的最高次幂. 所以 
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⌒

2 3

3 2

3

1 2
2 0

lim lim 0
1 1 22 1 2

x x

x x x
x x

x x

→∞ →∞

++
= = =

+ + + +
 

例 6  求
3 2

2

2 1
lim .

2x

x x

x→∞

+ +
+

 

解  由例 5知，
3 2

2

2 1
lim

2x

x x

x→∞

+ +
= ∞

+
 

一般地，当 x→∞时，有理分式（ 0 00, 0a b≠ ≠ ）的极限有以下结论： 

1
0 1 0

1
00 1

0，

lim ，

， .

m m
m

n nx n

m n

a x a x a a
m n

bb x b x b
m n

-

-→∞

＜㊣
|+ + . . . + |= =㊣

+ + . . . + |
| ∞ ＞㊣

；

； 

1.3.2  两个重要极限 

1.第一个重要极限 

0

sin
lim 1
x

x

x→
=   

事实上，在单位圆内（如图 1-18 所示），因为函数
x

xsin
为

偶函数，所以 

0

sin
lim

x

x

x+→
=

0

sin
lim

x

x

x-→
 

观察 0x +→ 时的情况. 扇形 AOB是单位圆的一个部分，令

圆心角 BOC x∠ = ，0
2

x
π

＜ ＜ ，过点 A作圆的切线交半径OB的

延长线于点D，过点 B作 x轴的垂线，交 x轴于点 C. 显然  
 BC AB＜ 长 AD＜  

即                           sin tanx x x＜ ＜  

于是有  
sin

1 cos
x

x
x

＞ ＞  

因为
0

lim 1 1
x +→

= 且
0

lim cos 1
x

x
+→

= ，于是
0

sin
lim 1

x

x

x+→
= . 从而得到第一个重要极限

0

sin
lim 1
x

x

x→
= . 

例 7  求
0

tan
lim .
x

x

x→
 

解              
0 0 0 0

tan sin 1 sin 1
lim lim lim lim 1

cos cosx x x x

x x x

x x x x x→ → → →

㊣ ㊣= = =| |
㊣ ㊣

 

例 8  求 
0

sin 3
lim .

tan 5x

x

x→
 

 

y 

B D 

O C A x 

 

图 1-18 
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解                      
0 0

sin 3
sin 3 3 33lim lim

tan 5tan 5 5 5
5

x x

x
x x

xx
x

→ →
= . =  

例 9  求 
20

1 cos
lim .
x

x

x→

-
 

解          

2
2 2

2 2 20 0 0 0

2sin sin sin1 cos 1 1 12 2 2lim lim lim lim
2 2 2

22

x x x x

x x x
x

xx x x→ → → →

㊣ ㊣
| |-

= = = =| |
㊣ ㊣ | |
| | ㊣ ㊣㊣ ㊣

 

例 10  求
1

lim sin .
x

x
x→∞

 

解  令 1
x

t
= ，当 x→∞时， 0t→ ，

0

1 sin
lim sin lim 1
x t

t
x

x t→∞ →
= = . 

2.第二个重要极限 
1

lim 1 e
x

x x→∞

㊣ ㊣+ =| |
㊣ ㊣

    （ e = 2.71828…）（证明略）  

例 11  求下列极限： 

（1） 2
lim 1

x

x x→∞

㊣ ㊣-| |
㊣ ㊣

     （2） lim
1

x

x

x

x→∞

㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

  

解 （1）
2

lim 1
x

x x→∞

㊣ ㊣-| |
㊣ ㊣

=

2

22
lim 1

x

x x

-
-

→∞

㊣ ㊣
「 ㊣| |㊣ ㊣+ -㊣ ㊣| || |㊣ ㊣㊣ 」| |㊣ ㊣

= 2e-  

（2） lim
1

x

x

x

x→∞

㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

= 1 1
lim

1

x

x

x

x→∞

- +㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

=
1 1

1
lim 1

1

x

x x

- +

→∞

㊣ ㊣+| |-㊣ ㊣
 

=
1

1 1
lim 1 1 e 1 e

1 1

x

x x x

-

→∞

㊣ ㊣ ㊣ ㊣+ + = . =| | | |- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣
  

例 12  求
1

2 3
lim .

2 1

x

x

x

x

+

→∞

+㊣ ㊣
| |+㊣ ㊣

 

解       原式=

2 1 2( 1)
2 21

lim2 2 1
2 12 3 2

lim lim 1 e e
2 1 2 1

x

x x
xx

x
x

x x

x

x x
→∞

+ + ++ .
+ +

→∞ →∞

+㊣ ㊣ ㊣ ㊣= + = =| | | |+ +㊣ ㊣ ㊣ ㊣
 

第二个重要极限的另一种形式： 
1

0
lim(1 ) ex

x
x

→
+ =  

例 13  求 2sec

2

lim (1 cos ) .x

x

x
π

→
+  

解法一  令 cos x t= ，则 1
sec x

t
= ，当

2
x
π

→ 时， 0t→ ，所以有 

2
2sec 2

0
2

lim (1 cos ) lim(1 ) ex t

tx

x t
π →→
+ = + =  

解法二  原式= ( )
21

2
cos

2

lim 1 cos ex

x

x
π

→

「 ㊣
+ =| |

㊣ 」
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例 14  求
1

0
lim(1 2 ) .x

x
x

→
+  

解                    
1 1

2 22

0 0
lim(1 2 ) lim(1 2 ) ex x

x x
x x

.

→ →
+ = + =  

例 15  求
1

1

0
lim 1 .

2

x

x

x
+

→

㊣ ㊣-| |
㊣ ㊣

 

解                

1
1 2 2 11

2

0 0
lim 1 lim 1 1 e

2 2 2

x x

x x

x x x
-

+ -
-

→ →

「 ㊣
㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| |- = - - =| | | | | || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| |㊣ 」

 

 注意 

利用重要极限求函数的极限时，一定要注意两个重要极限的形式特征. 求极限过程的实

质就是对函数实施某种变量代换（一般并不写出代换的过程），使原极限式成为含新变量的重

要极限，从而得解.  

练习 1.3 

1.求下列各极限： 

（1） 2

2
lim(3 5 2)
x

x x
→

- +                 （2）
2

2

3
lim

2x

x

x→

-
-

   

（3）
3

3

27
lim

3x

x

x→

-
-

                    （4）
3 2

20

4 2
lim

3 2x

x x x

x x→

- +
+

   

（5）
3

4 2
lim

3 1x

x x

x x→∞

+
- +

 

2.求下列各极限： 

（1）
0

sin 2
lim

sin 3x

x

x→
                    （2）

0

tan sin
lim
x

x x

x→

-   

（3）
0

sin
lim

sinx

x x

x x→

-
+

                    （4）
0

tan 2
lim

3x

x

x→
 

3.求下列各极限： 

（1）
2

2
lim 1

x

x x→∞

㊣ ㊣+| |
㊣ ㊣

                   （2）
1

22
lim 1

x

x x

-

→∞

㊣ ㊣-| |
㊣ ㊣

  

（3） 1
lim

1

x

x

x

x→∞

-㊣ ㊣
| |+㊣ ㊣

                    （4）
1

0
lim(1 3 ) x

x
x

→
+  

1.4  函数的连续性 

1.4.1  函数的连续概念 

1.增量的概念 

定义 1.12  设函数 ( )y f x= ，当自变量 x从 0x 变化到 1x 时，差 1 0x x- 称为自变量 x的增

量，也称为 x的改变量，记作 xΔ ，即 1 0x x xΔ = - （或 1 0x x x= + Δ ）. 在自变量 x的变化过程
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中，函数值相应地从 0( )f x 变化到 1 0( ) ( )f x f x x= + Δ ，差 1 0( ) ( )f x f x- 称为函数 y的增量，

也称为 ( )f x 的改变量，记作 yΔ ，即 

1 0( ) ( )y f x f xΔ = - = 0 0( ) ( )f x x f x+ Δ -  

增量的几何图形表示，如图 1-19所示. xΔ 与 yΔ 可能是正的，可能是负的. xΔ 与 yΔ 不

全为正数时的示意图请读者自己完成. 

经济学中，用比值
y

x

Δ
Δ
表示当 x增大时， y增长（减小）

的速度.如图 1-20所示，当 x增大时，y的增长速度越来越快

（ 2 1y y

x x

Δ Δ
＞

Δ Δ
）；如图 1-21 所示，当 x增大时， y的增长速度

越来越慢（ 2 1y y

x x

Δ Δ
＜

Δ Δ
），称此类增长为负增长. 

 

 

 

 

 

 

 

图 1-20                               图 1-21 

例 1  设函数 2( ) 1y f x x= = + ，求适合下列条件的增量 xΔ 和 yΔ . 

（1）当 x由 1变化到 1.2时； 

（2）当 x由 1变化到 0.8时； 

（3）当 x由 1变化到 1+ xΔ 时. 

解 （1）                 1 0 1.2 1 0.2x x xΔ = - = - =  

yΔ = 0 0( ) ( )f x x f x+ Δ - = (1.2) (1) 0.44f f- =  

（2）                     1 0 0.8 1 0.2x x xΔ = - = - = -  

yΔ = 0 0( ) ( )f x x f x+ Δ - = (0.8) (1) 0.36f f- = -  

（3）                    1 0 1 1x x x x xΔ = - = + Δ - = Δ  

yΔ = 0 0( ) ( )f x x f x+ Δ - = 2(1 ) (1) 2 ( )f x f x x+ Δ - = Δ + Δ  

2.函数的连续性 

定义 1.13  设函数 ( )y f x= 在 0x 的某一邻域内有定义，当自变量 x在点 0x 处的改变量

0xΔ → 时，相应函数的改变量 0yΔ → ，即
0

lim
x

y
Δ →
Δ = 0，则称函数 ( )f x 在点 0x 处连续. 0x 称

为 ( )f x 的连续点. 

例 2  判断函数 22 1y x= - 在给定点 0x 处是否连续. 

解  显然，函数在点 0x 处有意义. 由于 

0 0( ) ( )y f x x f xΔ = + Δ - 2 2 2
0 0 0[2( ) 1] (2 1) 4 2( )x x x x x x= + Δ - - - = Δ + Δ  

x 

y 

O 

y=f(x) 

x0 x0+Δx 

Δx 
Δy 

 

x 

y 

O 

Δx 

Δx 

Δy1 

Δy2 

x 

y 

O 

Δx 

Δx 

Δy1 

Δy2 

图 1-19 
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且
0

lim
x

y
Δ →
Δ 2

0
0

lim [4 2( ) ] 0
x

x x x
Δ →
= Δ + Δ = . 所以，函数 22 1y x= - 在给定点 0x 处连续. 

在定义 1.13中，令 0x x x+ Δ = ，相应地 yΔ = 0 0( ) ( )f x x f x+ Δ - = 0( ) ( )f x f x- . 

当 0xΔ → 时，必有 0x x→ . 于是
0

lim
x

y
Δ →
Δ =

0
0lim [ ( ) ( )] 0

x x
f x f x

→
- = ，即

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
= . 

因此，函数在点 0x 处连续还可定义如下. 

定义 1.14  设函数 ( )y f x= 在 0x 的某一邻域内有定义，若函数满足
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

= ，

则称 ( )f x 在点 0x 处连续. 0x 称为 ( )f x 的连续点.  

当
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
-→

= 时，称 ( )f x 在点 0x 处左连续. 

当
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
+→

= 时，称 ( )f x 在点 0x 处右连续. 

例 3  设函数 2

， 0

( ) ， 0 1

2， 1

x x

f x x x

x

＜㊣
|
= ㊣
| ＞㊣

；

；

.

≤ ≤   试讨论函数在 0x = 及 1x = 处的连续性. 

解  函数 ( )f x 的图像如图 1-22所示. 

（1）因为 ( )f x 在 0x = 处有定义，且由
0

lim ( )
x

f x
-→

=
0

lim 0
x

x
-→
= 及 2

0 0
lim ( ) lim 0

x x
f x x

+ +→ →
= = ，

得
0

lim ( ) 0
x

f x
→

= ，又因为 2(0) 0 0f = = ，即
0

lim ( )
x

f x
→

(0) 0f= = . 

所以函数 ( )f x 在 0x = 处连续. 

（2）虽然函数 ( )f x 在 1x = 处有定义，但由于
1

lim ( )
x

f x
-→

=  

2

1
lim 1
x

x
-→
= ，

1 1
lim ( ) lim 2 2
x x

f x
+ +→ →

= = ，所以，
1

lim ( )
x

f x
→

不存在. 因

此， ( )f x 在 1x = 处不连续. 

若函数 ( )f x 在开区间 ( , )a b 内的每一点处都连续，则称函

数 ( )f x 在开区间 ( , )a b 内连续. 函数 ( )f x 称为区间 ( , )a b 内的

连续函数，区间 ( , )a b 称为函数 ( )f x 的连续区间. 若函数 ( )f x 在区间 ( , )a b 内连续，且在左端

点 x a= 处右连续，在右端点 x b= 处左连续，则称函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续. 

1.4.2  初等函数的连续性  
可以证明，基本初等函数在其定义域内是连续的. 初等函数在其定义区间内也都是连续的.  
定理 1.2  如果函数 ( )f x 、 ( )g x 在点 0x 处连续，则它们的和、差、积、商（分母不为零）

在 0x 点也连续.  

设函数 ( )y f x= ，其定义域为D，对于任意的 0x D∈ ，由函数的连续性可知，
0

lim ( )
x x

f x
→

=  

0( )f x . 不难看出，函数的连续性把求极限的问题简化为求函数值的问题.  

例 4  求下列极限： 

（1）

4

lim sin
x

x
π

→
     （2） 2

1
lim 6 2
x

x
→

-      （3） 2

0
lim ln( 1)
x

x
→

+  

解 （1）由于函数 sin x是初等函数，在
4

x
π
= 处连续，所以 

4

2
lim sin sin

4 2x

x
π

→

π
= =  

 

 

y 

2 

1 

1 O x 

 

图 1-22 
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（2）由于函数 26 2x- 是初等函数，在 1x = 处连续，所以 

2 2

1
lim 6 2 6 2 1 4 2
x

x
→

- = - × = =  

（3）由于函数 2ln( 1)x + 是初等函数，在 0x = 处连续，所以 

2 2

0
lim ln( 1) ln(0 1) 0
x

x
→

+ = + =  

例 5  求函数 ln(1 )
( )

1

x
f x

x

-
=

+
的连续区间. 

解  解不等式组
1 0

1 0

x

x

- ＞㊣
㊣ + ＞㊣

，得函数 ( )f x 的定义域为(-1,1)，由于
ln(1 )

( )
1

x
f x

x

-
=

+
是初等

函数，所以它的连续区间为(-1,1). 

1.4.3  函数的间断点 

如果函数 ( )y f x= 在点 0x 处不满足连续条件，则称函数 ( )f x 的图形在点 0x 处不连续，

或称 ( )f x 在 0x 处间断.点 0x 称为 ( )f x 的间断点（或不连续点）. 

函数 ( )f x 在点 0x 处出现以下三种情形之一时为不连续点： 

（1）函数 ( )f x 在点 0x 处没有定义； 

（2）函数 ( )f x 在点 0x 处的极限不存在，即
0

lim ( )
x x

f x
→

不存在； 

（3）函数 ( )f x 在点 0x 处的极限值不等于 ( )f x 在点 0x 处的函数值，即  

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
≠  

例 6  考查函数 1
( )

1
f x

x
=
+
在点 1x = - 处的连续性. 

解  因为函数在 1x = - 处无定义，所以 1x = - 是 ( )f x 的间断点. 如图 1-23所示.  

例 7  
1， 0

( ) 0， 0

1， 0.

x

f x x

x

＜㊣
|= =㊣
|- ＞㊣

；

； 考查函数在点 0x = 处的连续性. 

解  因为
0

lim ( ) 1
x

f x
-→

= ，
0

lim ( ) 1
x

f x
+→

= - ，即
0

lim ( )
x

f x
→

不存在. 因此函数 ( )f x 在点 0x = 处

不连续. 点 0x = 为 ( )f x 的间断点，如图 1-24所示. 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1-23                                    图 1-24 

y 

x O 

。

。1 

-1 

y 

xO -1 

1

1
y

x
=
+
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例 8  

2 1
， 1

( ) 1
， 1.

x
x

f x x
k x

㊣ -
≠|= ㊣ -

| =㊣

；
 已知函数在点 1x = 处连续，求 k的值. 

解  ( )f x 在点 1x = 处有定义： (1)f k= ，并且极限
1

lim ( )
x

f x
→

=
2

1

1
lim 2

1x

x

x→

-
=

-
.  

因为 ( )f x 在点 1x = 处连续，所以
1

lim ( )
x

f x
→

= (1)f ，即 2k = . 

1.4.4  闭区间上连续函数的性质  

定理 1.3 （最大值和最小值定理）若函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续，则它在这个区间上一

定有最大值和最小值.  

定理的几何意义如图 1-25所示.（证明略） 
定理 1.4 （介值定理）若函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续，m和M分别为 ( )f x 在[ , ]a b 上

的最小值和最大值，则对介于m和 M 之间的任意实数 c，至少存在一点 ( , )a bξ ∈ ，使得

( )f cξ = .（证明略）  

其几何意义如图 1-26所示. 
定理 1.5 （零值定理）若函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续，且 ( ) ( ) 0f a f b. ＜ ，则至少存在

一点 ( , )a bξ ∈ ，使得 ( ) 0f ξ = .（证明略） 

其几何意义如图 1-27所示. 

 

y 

M 

m 

O a b x 

y=f (x) 

   

y 

M 

c 

m 

O a b xξ 

y=f(x)

   

y

O a b xξ 

y=f (x) 

 

图 1-25                         图 1-26                          图 1-27 

如果函数 ( )f x 在闭区间 0 0[ , ]a b 上连续，且 0 0( ) ( ) 0f a f b. ＜ ，那么方程 ( ) 0f x = 在区间

0 0[ , ]a b 内至少有一个解 0x . 

练习 1.4 

1.求下列极限： 

（1）
2

e 1
lim

t

t t→-

+
               （2）

3

lim sin
2x

x
→π

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

  

（3）

4

lim ln(2cos )
x

x
π

→
            （4） 2

0
lim 1 2
x

x x
→

+ -  

2.
2 1， 0 1

( )
1， 1.

x x
f x

x x

㊣ -|= ㊣
+ ＞|㊣

；≤ ≤
  考查函数在

1

2
x = 、 1x = 、 2x = 处的连续性，并画出

函数的图形. 
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3.
2

4 ， 0 2
( )

1， 2 4.

x x
f x

x x

㊣|= ㊣
+ ＜|㊣

；≤ ≤
≤
  讨论函数在点 2x = 处的连续性. 

4.设函数
1 e ， 0

( )
， 0.

x x
f x

a x x

-㊣ + ＜|= ㊣
+|㊣

；

≥
  试确定 a的值，使 ( )f x 在其定义域内连续. 

5.设

1
sin ， 0

( ) ， 0

1
sin 1， 0.

x x
x

f x k x

x x
x

㊣ ＜|
|
= =㊣
|
| + ＞
㊣

；

；  问当 k为何值时，函数 ( )f x 在其定义域内连续？ 

1.5  常用经济函数 

1.5.1  需求函数与供给函数 

1.需求函数 

某种商品的需求量与该商品的价格密切相关，一般地，需求量随着价格的提高而减少.
如果不考虑其他因素的影响，需求量 q可以看成是价格 p的一元函数，称为需求函数，记作 

( )q f p=  

根据市场统计资料，常见的需求函数有以下几种类型： 
（1）线性需求函数   q a bp= - （ 0, 0a b＞ ＞ ）； 

（2）二次需求函数   2q a bp cp= - - （ 0, 0, 0a b c＞ ＞ ＞ ）； 

（3）指数需求函数   e bpq a -= （ 0, 0a b＞ ＞ ）. 

需求函数 ( )q f p= 的反函数，称为价格函数，记作 ( )p qφ= . 

2.供给函数 

某种商品的市场供给量也受商品价格的制约，一般地，价格的上涨将制约生产者向市场

提供更多的商品，价格下跌将使需求量增加，供给量也随之增加. 供给量 s可看成价格 p的

一元函数，称为供给函数，记作 ( )s f p= .  

3.市场均衡 

使某种商品的市场需求量与供给量相等的价格 0p ，称为均衡价格. 此时的需求量（供给

量）称为均衡商品量. 均衡价格在市场分析中起着很重要的作用，市场上的商品价格围绕着

均衡价格上下波动. 

例 1  某种商品的需求函数和供给函数分别为 
40 6q p= - ， 4 5s p= -   

求该商品的市场均衡价格及均衡商品量.  

解  由供需均衡条件知  

0 040 6 4 5p p- = -  

解得均衡价格为                   0 4.5p =  

均衡商品量为                0 040 6 13q p= - =  
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1.5.2  总成本函数 

总成本函数是指在一定时期内，生产某种产品所消耗的费用总合，记作 ( )C C x= ，其中，

x为产量.经济学中，通常总成本由固定成本 a和可变成本bx两部分组成，即 ( )C x a bx= + ，

其中，b为单位产品的变动成本. 

平均成本函数是指生产 x件产品时，单位产品的平均成本，记作 

( )
a bx a

C C x b
x x

+
= = +  

例 2  已知某种产品的固定成本为 1000元，每生产一件产品成本增加 25元，试求总成

本函数及平均成本函数. 

解  由题意知，固定成本 1000a = ，可变成本 25bx x= ，则 
总成本函数为                 ( ) 1000 25C x x= +  

平均成本函数为           
1000 25 1000

25
x

C
x x

+
= = +  

1.5.3  收入函数 

收入函数是指生产者售出生产的产品所得的全部收入，即产品的销量 x与价格 p的乘

积，记作 R px= . 

1.5.4  利润函数 

税前利润函数是收入函数与总成本函数的差.利润函数常用 L表示.通常有 
( ) ( )L R C px a bx p b x a= - = - + = - -  

式中， p b- 为单位产品的边际贡献， ( )p b x- 为产品的边际贡献总额，其充抵全部固定成本

a后的余额为税前利润额. 

1.5.5  盈亏平衡点 

产品的销售收入为 R px= （ p b＞ ），产品的总成本为C a bx= + ，当销售收入额与总成

本额相等时，称为盈亏平衡. 销售收入直线与总成本直线的交点 BEP，称为盈亏平衡点（如

图 1-28所示）. BEP对应的销售量 0x 称为保本业务量，对应的 0R 称为保本销售额. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1-28 

x O 

y 
R px=  

C a bx= +   

BEP 

a 

x0 

R0 销
售
收
入 

总
成
本 

L 
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由 R C= ，即 px a bx= + ，得到保本业务量 0
a

x
p b
=
-
，保本销售额 0 0R px= . 

十分明显，预期的利润为 L时，保利业务量为 2
L a

x
p b

+
=
-
，保利销售额为 2 2R px= . 

例 3  某种产品的售价是每件 125元，产品的总成本为 10000 25C x= + （单位：元），试求 

（1）利润函数及盈亏平衡时的保本业务量、保本销售额； 

（2）当取得的利润额为 5万元时，求出保利业务量及保利销售额. 

解 （1）由题意知，收入函数为 125R x= ，总成本函数为 10000 25C x= + ，则利润函数

为 100 10000L R C x= - = - . 

由 0L = ，即 100 10000 0x - = ，解得保本业务量为 0 100x = （件），保本销售额为

0 0 125 100 12500R px= = × = （元）. 

该商品的销售量不足 100件时亏损，而当销售量超过 100件时转为盈利. 

（2） 50 000L = （元）时， 2
50 000 10 000

600
125 25

L a
x

p b

+ +
= = =
- -

（件） 

2 2 75 000R px= = （元） 

1.5.6  经济预测中常用的函数 

下面给出经济预测中常用函数的图形、主要特性及其有代表性的应用（如表 1-3 所

示）. 

表 1-3 

序号 函数表达式 图    形 函数特性及应用 

1 by cx=  

y 

c 

O 1 x 

0＜b＜1

b=1 
b＞1 

y 

b＜-1 

-1＜b＜0

b=-1 

O 1 x 

c 

（a） （b） 
   

y的增长（减小）速

度，因参数不同而加快

或放慢.  

常用于回归分析预测

2 ebxy c=  

O x

c 

y b＜0 
b＞0 y 

O x 

c 

（a） （b）
  

（a） y的增长速度越

来越快；（b） y的减小

速度越来越慢.  

常用于回归分析预测 
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续表   

序号 函数表达式 图    形 函数特性及应用 

3 e
b

xy c=  

O x

c 
b＜0

y 

b＞0

O x 

y 

c 

（a） （b）    

y的增长（减小）

的速度越来越慢，且

有上（下）限.  

常用于回归分析预

测  

4 lny a b x= +  
OO 

y y

xx

b＞0 b＜0

（b）（a）
   

y的增长（减小）

的速度放慢.  

常用于回归分析预

测  

 

5 
1 1

a b
y x
= +  

O x

y 

（b）
（a）

x 

y 

1

a
   

b

a
-  

1

a
  

b

a
-  

O 

a＞0
b＜0

   

一定条件下， y的

减小（增长）有下（上）

限.  

常用于回归分析预

测分析  

6 
1

e x
y

a b -=
+

 

O x

y

 
1

a
 

 
1

a b+
 

   

y的增长速度由慢

变快，又由快而慢.  

常用于描述产品寿

命由成长期至成熟期

的需求量变动情况  

7 2y a bx cx= + +  

c＜0

c＞0y y 

x xx0 x0 O O 

（a） （b）

最值点两侧，一侧

增长，一侧减小 

常用于趋势外推预

测分析  

8 xy k ab= +  

y 

k 

k+a 

O x 

k＞0 
a＞0 

0＜b＜1
k+a 

y k＞0
a＞0
b＞1

y 

k+a 

k 

O x O x

k+a 

k 

y 
k＞0
a＜0
b＞1

k＞0 
a＞0 

0＜b＜1

（a） （b）

（c） （d）

O x

 

y的增长（减小）

速度变化与参数有

关，有下（上）限.  

常用于趋势外推预

测分析  
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续表   

序号 函数表达式 图    形 函数特性及应用 

9 
xby ka=  

y 

k 

y 

k 

O O 

y y 

O O 

0＜b＜1 
0＜a＜1 

b＞1 
0＜a＜1 

0＜b＜1 
a＞1 

b＞1 
a＞1 

k k 

x x

x x

（a） （b）

（c） （d）

   

反映出在不同参数

条件下，y的增长（减

小）的变化趋势.  

常用于耐用消费品

的需求预测分析  

10 1 e ax

k
y

b -=
+  

0k ＞ ， 0a ＞ ， 0b ＞  

 y

k

O x

2

k

   

常用于描述产品寿

命由成长期至成熟期

的需求量变动情况  

通常，当 x、 y满足 ax bx c+ = 的函数关系时，称 y与 x之间具有线性关系. 而上述各函

数中， y与 x的关系为非线性关系. 具有线性关系的两个量的函数图形为直线，非线性关系

的两个量的函数图形是曲线.  

练习 1.5 

1.已知某种商品的需求函数为
4

50
3

q p= - ，供给函数为
2

4
3

s p= - . 试求该商品的市场

均衡价格及均衡商品量.  

2.生产某产品的总成本为 ( ) 500 2C x x= + （单位：元），试求生产 50个产品时的总成本

函数及平均成本函数.  

3.某商店以每件 30元的进价购进一批商品，设该商品的需求函数为 200 5q p= - （ p为

价格），试求利润函数. 

4.已知某种商品的成本函数和收入函数（单位分别为：元，件）分别为 
( ) 1200 18C x x= +    42R x=  

试求（1）保本业务量，保本销售额； 

（2）预期利润为 12万元时的保利销售量及销售额.  
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本章知识结构图 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

函

数

、

极

限

与

连

续 

无穷小量与无穷大量 

数列的极限 

极限的运算法则 

两个重要极限 

函数的极限 

需求、供给、成本、利润函数，盈亏平衡 

连续函数 

函数的间断点 

函数的概念 

极限的概念 

极限的运算 

函数的连续性 

常用经济函数 



 

 

牛顿（Isaac Newton，1642—1727，英国数学家、物理学家） 

牛顿于伽利略去世那年——1642年（儒略历）的圣诞出生于英格兰林肯郡伍尔索普村一

个农民家庭，是遗腹子，且早产，生后勉强存活.少年牛顿不是神童，成绩并不突出，但酷

爱读书与制作玩具.17岁时，牛顿被母亲从他就读的格兰瑟姆中学召回田庄务农，但在牛顿

的舅父W·埃斯库和格兰瑟姆中学校长史托克思的竭力劝说下，牛顿的母亲在九个月后又允

许牛顿返校学习.史托克思校长的劝说词中，有一句话可以说是科学史上最幸运的预言，他

对牛顿的母亲说：“在繁杂的农务中埋没这样一位天才，对世界来说将是多么巨大的损失！” 

牛顿于 1661 年入剑桥大学三一学院，受教于巴罗，同时钻研伽利略、开普勒、笛卡儿

和沃利斯等人的著作.三一学院至今还保存着牛顿的读书笔记，从这些笔记可以看出，就数

学思想的形成而言，笛卡儿的《几何学》和沃利斯的《无穷算术》对他影响最深，正是这两

部著作引导牛顿走上了创立微积分之路. 

 

1665年 8月，剑桥大学因瘟疫流行而关闭，牛顿离校返乡，随后在家乡躲避瘟疫的两年，

竟成为牛顿科学生涯中的黄金岁月.制定微积分，发现万有引力和颜色理论，……，可以说

牛顿一生大多数科学创造的蓝图，都是在这两年描绘的. 

牛顿的科学贡献是多方面的.在数学上，除了微积分，他的代数名著《普遍算术》，包

含了方程论的许多重要成果，如虚数根必成对出现、笛卡儿符号法则的推广、根与系数的幂

和公式等；他的几何杰作《三次曲线枚举》，首创三次曲线的整体分类研究，是解析几何发展

新的一页；在数值分析领域，今天任何一本教程都不能不提到牛顿的名字：牛顿迭代法（牛

顿—拉弗森公式）、牛顿—格列高公式、牛顿—斯特林公式、……，牛顿还是几何概率的最早

研究者. 

牛顿是一位科学巨人，但他有一次在谈到自己的光学发现时却说：“如果我看得更远些，

那是因为我站在巨人的肩膀上”.还有一次，当别人问他是怎样作出自己的科学发现时，他的

回答是：“心里总是装着研究的问题，等待那最初的一线希望渐渐变成普照一切的光明！”据

他的助手回忆，牛顿往往一天伏案工作 18小时左右，仆人常常发现送到书房的午饭和晚饭一

口未动.偶尔去食堂用餐，出门便陷入思考，兜个圈子又回到住所.惠威尔（W.Whewell）

数学史话 2 
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在《归纳科学史》书中写道：“除了顽强的毅力和失眠的习惯，牛顿不承认自己与常人有什么

区别”. 

牛顿终身未婚，晚年由外甥女凯瑟琳协助管家.牛顿的许多言论、轶闻，就是靠凯瑟琳

和她的丈夫康杜得的记录流传下来的.家喻户晓的苹果落地与万有引力的故事，就是凯瑟琳

告诉法国哲学家伏尔泰并被后者写进《牛顿哲学原理》一书中的. 

牛顿 1727 年因患肺炎与痛风而逝世，葬于威斯特敏斯特大教堂.当时参加了葬礼的伏

尔泰亲眼目睹英国的大人物争抬牛顿灵柩而无限感慨.剑桥三一学院教堂大厅内立有牛顿全

身塑像.牛顿去世后，外甥女凯瑟琳夫妇在亲属们围绕遗产的纠纷中不惜代价保存了牛顿的

手稿.现存牛顿手稿中，仅数学部分就达 5000多页. 

 

摘自《数学史概论（第二版）》.李文林 

莱布尼茨（Gottfried Wilhelm Leibniz，1646—1716，德国数学家） 

莱布尼茨出生于德国莱比锡一个教授家庭，早年在莱比锡

大学学习法律，同时开始接触伽利略、开普勒、笛卡儿、帕斯

卡以及巴罗等人的科学思想.1667年获阿尔特多夫大学法学博

士学位，次年开始为缅因茨选帝侯服务，不久被派往巴黎任大

使.莱布尼茨在巴黎居留了四年（1672—1676），这四年对他整

个科学生涯的意义，可以与牛顿在家乡躲避瘟疫的两年类比，

莱布尼茨许多重大的成就包括创立微积分都是在这一时期完成

或奠定了基础. 

莱布尼茨的博学多才在科学史上罕有所比，其著作涉及数

学、力学、机械、地质、逻辑、哲学、法律、外交、神学和语

言学等.在数学上，他的贡献也远不止微积分. 

 

摘自《数学史概论（第二版）》.李文林 
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数学中研究导数、微分及其应用的部分，称为微分学. 研究不定积分、定积分及其应用

的部分，称为积分学. 本章及下一章将主要介绍一元函数微分学及其应用的内容. 

2.1  导数的概念 

引例  计算一个物体作变速直线运动的瞬时速度. 
设一个物体作变速直线运动，其运动方程为 ( )s s t= .求该物体在 t时刻的瞬时速度. 

在 t附近的一段时间间隔内，即从 t到 t t+ Δ 这段时间内，物体的位移为 
( ) ( )s s t t s tΔ = + Δ -  

当 tΔ 很小时，把变速运动近似地看成是匀速运动.因此，用这段时间的平均速度 
( ) ( )s s t t s t

v
t t

Δ + Δ -
= =
Δ Δ

 

近似地描述瞬时速度.由于运动是变化的，在Δt无限变小的过程中，平均速度 v 会无限接近

t时刻的瞬时速度.因此，当 tΔ 趋于零时，如果极限 

0 0

( ) ( )
lim lim
t t

s s t t s t
v

t tΔ → Δ →

Δ + Δ -
= =

Δ Δ
 

存在，则该极限值就是变速直线运动的瞬时速度. 

2.1.1  导数的定义 

定义 2.1  设函数 ( )y f x= 在点 0x 的某一邻域内有定义，当自变量 x在点 0x 处有改变量 

xΔ （ 0xΔ ≠ ）时，相应的函数 y有改变量 0 0( ) ( )y f x x f xΔ = + Δ - ，如果当 0xΔ → 时，
y

x

Δ
Δ
的

极限存在，则称函数 ( )y f x= 在点 0x 处可导，并把这个极限值称为函数 ( )f x 在点 0x 处的导

数.记为
0x x

y
=
′ ，即 

0

0 0

0 0

( ) ( )
lim lim

x x x x

y f x x f x
y

x x= Δ → Δ →

Δ + Δ -′ = =
Δ Δ

               （2-1） 

函数 ( )y f x= 在点 0x 处的导数也可以记作 0( )f x′ ，
0

d

d x x

y

x =

或
0

d ( )

d x x

f x

x =

. 

函数 ( )y f x= 在点 x0处可导，也称作函数 f (x)在点 x0处具有导数或导数存在. 

如果式（2-1）的极限不存在，则称函数 ( )y f x= 在点 0x 处不可导. 

上面介绍的是函数在某一点 0x x= 处可导. 如果函数 ( )y f x= 在区间 ( , )a b 内每一点处

均可导，则称函数 ( )y f x= 在区间 ( , )a b 内可导.这时，函数 ( )y f x= 在区间 ( , )a b 内对于 x的

每一个确定的值，都对应着一个确定的导数值. 这种一一对应的关系也就构成了一个新的函



    大学数学（经管类）（第 2 版） 

 

36 

数，该函数称为导函数，记作 ( )y x′ 、 ( )f x′ 或
d

d

y

x
，且

0

( ) ( )
( ) lim .

x

f x x f x
y x

xΔ →

+ Δ -′ =
Δ

 

今后，在不引起混淆的情况下，导函数和导数统称为导数. 

在式（2-1）中，如果 0x +Δ → 时极限存在，则这个极限值称为函数 ( )f x 在点 0x 处的右

导数，记作 0( )f x+′ ；如果 0x -Δ → 时极限存在，则这个极限值称为函数 ( )f x 在点 0x 处的左导

数，记作 0( )f x-′ . 可以证明 

0 0 0( ) ( ) ( )f x A f x f x A- +′ ′ ′= ⇔ = =  

利用定义求函数 y = f (x)的导数，一般包括三个步骤： 
（1）写出函数的改变量 ( ) ( )y f x x f xΔ = + Δ - ； 

（2）计算比值
( ) ( )y f x x f x

x x

Δ + Δ -
=

Δ Δ
； 

（3）求极限
0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
y f x

xΔ →

+ Δ -′ ′= =
Δ

. 

例 1  求函数 y C= 的导数（C为常量）. 

解 （1）求函数的改变量 
( ) ( ) 0y f x x f x C CΔ = + Δ - = - =  

（2）计算比值 
( ) ( )

0
y f x x f x

x x

Δ + Δ -
= =

Δ Δ
 

（3）求极限 

0 0 0

( ) ( )
lim lim lim 0 0
x x x

f x x f x y
y

x xΔ → Δ → Δ →

+ Δ - Δ′ = = = =
Δ Δ

 

即                               ( ) 0C ′ =  

例 2  求函数 2y x= 的导数 y′，
2x

y
=
′ . 

解 （1）求函数的改变量 
2 2 2( ) ( ) ( ) 2 ( )y f x x f x x x x x x xΔ = + Δ - = + Δ - = Δ + Δ  

（2）计算比值 

y

x

Δ
Δ
=

( )22
2

x x x
x x

x

Δ + Δ
= + Δ

Δ
 

（3）求极限 

0 0
lim lim (2 ) 2
x x

y
y x x x

xΔ → Δ →

Δ′ = = + Δ =
Δ

 

即                                2( ) 2x x′ =  

故                              
2

2 2 4
x

y
=
′ = × =  

可以证明，幂函数 y xα= （α 是任意实数）的导数为 
1( )x xα αα -′ =  

例 3  求函数 f (x) = sin x的导数 y′ . 
解 （1） ( ) ( ) sin( ) siny f x x f x x x xΔ = + Δ - = + Δ -  

           sin cos cos sin sinx x x x x= Δ + Δ - sin (cos 1) cos sinx x x x= Δ - + Δ  
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（2）
sin (cos 1) cos siny x x x x

x x

Δ Δ - + Δ
=

Δ Δ
 

sin (cos 1) cos sinx x x x

x x

Δ - Δ
= +

Δ Δ
 

（3）
0 0 0

sin (cos 1) cos sin
lim lim lim
x x x

y x x x x
y

x x xΔ → Δ → Δ →

Δ Δ - Δ′ = = +
Δ Δ Δ

 

0
lim sin cos cos

2x

x
x x x

Δ →

Δ㊣ ㊣= - + =| |
㊣ ㊣

 

由此得到正弦函数的导数公式 
(sin ) cosx x′ =  

同理可求得余弦函数的导数公式 
(cos ) sinx x′ = -  

例 4  求对数函数 logay x= 的导数. 

解 （1） ( ) ( ) log ( ) loga ay f x x f x x x xΔ = + Δ - = + Δ -  

log 1a
x

x

Δ㊣ ㊣= +| |
㊣ ㊣

 

（2） y

x

Δ
Δ
= 1

log 1a
x

x x

Δ㊣ ㊣+| |Δ ㊣ ㊣
=

1

log 1
x

a
x

x

ΔΔ㊣ ㊣+| |
㊣ ㊣

 

（3）
0

lim
x

y
y

xΔ →

Δ′ =
Δ

1

0
lim log 1

x
a

x

x

x

Δ

Δ →

Δ㊣ ㊣= +| |
㊣ ㊣

 

               

1

0
lim log 1

x x
x

a
x

x

x

Δ

Δ →

「 ㊣
Δ㊣ ㊣| |= +| || |㊣ ㊣| |㊣ 」

 

               

0

1
lim log 1

x

x
a

x

x

x x

Δ

Δ →

Δ㊣ ㊣= +| |
㊣ ㊣

 

               

0

1
lim log 1

x

x
a

x

x

x x

Δ

Δ →

Δ㊣ ㊣= +| |
㊣ ㊣

 

因为                     
0

lim 1 e

x

x

x

x

x

Δ

Δ →

Δ㊣ ㊣+ =| |
㊣ ㊣

 

所以             y′ =
0

lim
xΔ →

y

x

Δ
Δ
= 1

log ea
x

= 1

lnx a
 

由此得到对数函数的导数公式 
1

(log )
ln

a x
x a

′ =  

当 a=e时得到自然对数的导数公式 
1

(ln )x
x

′ =  

利用定义求函数的导数一般是比较麻烦的，实际计算时，经常是利用导数公式来计算函

数的导数. 

例 5  求下列函数的导数： 
（1） 4y x=   （2） 2 4(log ) xx =′  

解 （1）由公式(xα )′ =αxα-1知 
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4 4 1 3( ) 4 4y x x x-′ ′= = =  

（2）由公式
1

(log )
ln

a x
x a

′ = 知 

2
1

(log )
ln 2

x
x

′ =  

所以                  2 4
4

1 1
(log )

ln 2 4ln 2x
x

x
x=

=

′ = =  

2.1.2  导数的几何意义 

已知函数 ( )y f x= 的导数 ( )f x′ 是函数改变量 yΔ 与自变量改变量 xΔ 之比的极限，即

0
lim
xΔ →

y

x

Δ
Δ

= ( )f x′ . 

先看
y

x

Δ
Δ
在函数 ( )y f x= 的图形中的几何图形表示（如图 2-1所示）. 

设自变量在点 0x x= 处的改变量为 xΔ ，则函数 ( )y f x= 取得相应的改变量为

0 0( ) ( )y f x x f xΔ = + Δ - ，在曲线上对应两点 M( 0 0,x y )，N( 0 0,x x y y+ Δ + Δ )，由解析几何知

识可知，
y

x

Δ
Δ
就是割线 MN的斜率，即

y

x

Δ
Δ
=tanφ，其中φ是割线 MN的倾角. 

当 xΔ 变小时，点 N就沿着曲线向点M靠近，因而割线 MN就绕着点 M转动. 当 0xΔ →
时，点 N就无限靠近 M，割线 MN就无限趋向于其极限位置——直线 MT（如图 2-2所示）. 直

线 MT称为曲线在点 M处的切线. 因而切线的倾角α 是割线倾角的极限，切线的斜率 tanα 

是割线斜率 tanφ = y

x

Δ
Δ
的极限，即 

tanα = lim tan
φ α

φ
→

=
0

lim
xΔ →

0( )
y

f x
x

Δ ′=
Δ

 

因此，函数 ( )y f x= 在点 0x 处的导数 0( )f x′ 表示曲线 ( )y f x= 在点 M( 0 0,x y )处的切线

的斜率，即 0( ) tanf x α′ = . 其中，α是切线的倾角. 

 

 

图 2-1                              图 2-2 

根据导数的几何意义，并利用直线的点斜式方程容易得到曲线 ( )y f x= 在点 M( 0 0,x y )

处的切线方程为 

0 0 0( )( )y y f x x x′- = -  

例 6  求曲线
1

y
x
= 在点(1,1)处的切线方程. 

O x

y 

x0 x0+Δx 

Δx 

Δy M 

N 

φ 

y 

O x 

T 

M 

N 

φ α
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解                        1 2
2

1 1
( )y x x

x x
- -

′㊣ ㊣′ ′= = = - = -| |
㊣ ㊣

 

1
1

x
y
=
′ = -  

所求的切线方程为            1 ( 1) ( 1)y x- = - . -  

即                             2 0x y+ - =  

2.1.3  可导与连续的关系 

定理 2.1  如果函数 ( )y f x= 在点 0x 处可导，那么 ( )f x 在点 0x 处必连续. 

此定理的逆定理不成立. 即连续不一定可导，连续是可导的必要条件. 
例 7  讨论函数 3( )y f x x= = 在点 x=0 处是否可导. 

解  因为函数 3( )y f x x= = 在区间(-∞,+∞)内连续，所以在点 x=0 处必连续，下面讨论

在点 x=0处的可导性.  

因为
0

lim
xΔ →

(0 ) (0)f x f

x

+ Δ -
Δ

=
0

lim
xΔ → 2

3

1

( )xΔ

=+∞，极限不存在，故在点 x=0处不可导. 

由上面的讨论可知，函数在某一点处连续是函数在该点可导的必要条件，但不是充分条

件. 但是，如果函数在某点处不连续，则函数在该点处一定不可导. 

练习 2.1 

1.设函数 ( ) 1f x x= + ，求从 1x = 到 1.2x =  时，自变量的增量 xΔ 和函数的增量 yΔ . 

2.根据导数定义求函数 2y x= 的导数. 

3.求曲线 3y x= 在 x =2时对应的点的切线方程. 

2.2  函数的求导 

2.2.1  函数的求导法则 

定理2.2  设函数 ( )u x 和 ( )v x 均在点 x处可导，则它们和、差、积、商（分母不为零）的

函数在点 x处仍可导，且有 
（1）                 [ ( ) ( ) ] ( ) ( )u x v x u x v x′ ′ ′± = ±                           （2-2） 

（2）                 [ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x′ ′ ′= +                      （2-3） 

特别地，当 ( )v x c= （常数）时，有[ ( ) ] ( )cu x cu x′ ′=                          （2-4） 

（3）                 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

u x u x v x u x v x

v x v x

′ ′ ′「 ㊣ -
=| |

㊣ 」
                        （2-5） 

其中，式（2-2）、式（2-3）可推广到有限个可导函数的情形. 

下面证明式（2-3），其他证明请读者自己完成. 
证  设自变量 x有增量 xΔ ，则函数 ( )u x 、 ( )v x 及 ( ) ( )y u x v x= 相应的有增量 uΔ 、 vΔ 及 yΔ .

因为 
( )( )y u u v v uvΔ = + Δ + Δ - uv u v u v= Δ + Δ + Δ Δ  

所以                     
y

x

Δ
Δ
=

u v u
v u v

x x x

Δ Δ Δ
+ + Δ

Δ Δ Δ
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从而           
0

lim
xΔ →

y

x

Δ
Δ
=

0
lim
xΔ →

u v u
v u v

x x x

Δ Δ Δ㊣ ㊣+ + Δ| |Δ Δ Δ㊣ ㊣
 

因为函数 ( )u x 、 ( )v x 在点 x处可导，即 

0
lim
→Δx

u
u

x

Δ ′=
Δ

，
0

lim
xΔ →

v
v

x

Δ ′=
Δ

 

函数 ( )v x 在点 x处必连续，即 

0
lim 0
x

v
Δ →
Δ =  

由此得 

0
lim
xΔ →

y

x

Δ
Δ
=

0 0
lim lim
x x

u v
v u

x xΔ → Δ →

Δ Δ㊣ ㊣ ㊣ ㊣+| | | |Δ Δ㊣ ㊣ ㊣ ㊣
+ ( )

0 0
lim lim
x x

u
v

xΔ → Δ →

Δ㊣ ㊣ Δ| |Δ㊣ ㊣
u v uv′ ′= +  

于是                 [ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( )y u x v x u x v x u x v x′ ′ ′ ′= = +  

例 1  求函数 2 1
5 4sin 1y x x

x
= - + + 的导数. 

解                       2 15( ) ( ) 4(sin ) (1)y x x x-′ ′ ′ ′ ′= - + +   
210 ( ) 4cos 0x x x-= - - + +   

2

1
10 4cosx x

x
= + +  

 注意 

为便于做题，将
2

1 1

x x

′㊣ ㊣ = -| |
㊣ ㊣

记为一个求导公式.  

例 2  求函数 2 lny x x= 的导数.  

解                         2 2( ) ln (ln )y x x x x′ ′ ′= +   

2 1
2 lnx x x

x
= + .  

2 lnx x x= +  

例 3  求函数 y=tan x的导数. 

解                         
sin

(tan )
cos

x
y x

x

′
㊣ ㊣′ ′= = | |
㊣ ㊣

 

2

(sin ) cos sin (cos )

cos

x x x x

x

′ ′-
=

（ ）
 

2 2

2

cos sin

cos

x x

x

+
=   

2

1

cos x
=  

例 4  求函数
4 1

3 1

x x
y

x

+
= +

-
的导数. 

解                    
4

2

( 1) ( 1) ( 1)( 1)

3 ( 1)

x x x x x
y

x

′㊣ ㊣ ′ ′+ - - + -′ = +| |
-㊣ ㊣
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4

2

( 1) ( 1)

3 ( 1)

x x x

x

′㊣ ㊣ - - +
= +| |

-㊣ ㊣
 

3
2

4 2

3 ( 1)
x

x
= -

-
 

2.2.2  复合函数的导数 

首先，研究函数 sin 2y x= 的导数. 由于 sin 2 2sin cosy x x x= = ，所以 
2 22[(sin ) cos sin (cos ) ] 2[cos sin ] 2cos 2y x x x x x x x′ ′ ′= + = - =  

(sin 2 ) cos 2x x′ = 显然是错误的，发生错误的原因是 sin 2y x= 是由 siny u= 和 2u x= 组成

的复合函数，不能直接应用正弦函数的导数公式. 

下面介绍复合函数的求导方法. 
定理 2.3  如果函数 ( )u xφ= 在 x处可导，而函数 ( )y f u= 在对应的 u处可导，那么复合

函数 [ ( )]y f xφ= 在 x处可导，且 

d d d

d d d

y y u

x u x
=                              （2-6） 

证  由于函数 ( )y f u= 在点 u 处可导，故极限
0

lim
uΔ →

d

d

y y

u u

Δ
=

Δ
存在. 由函数的极限与无穷

小的关系知 
d

d

y y

u u

Δ
=

Δ
+α （其中α 是 0uΔ → 时的无穷小） 

两边同乘以Δu，得 
d

d

y
y u u

u
αΔ = Δ + Δ  

两边同除以Δx，得 
d

d

y y

x u

Δ
=

Δ
u

x

Δ
Δ
+

u

x
α Δ
Δ

 

于是 

0
lim
x

y

xΔ →

Δ
Δ
=

0
lim
xΔ →

d

d

y u u

u x x
αΔ Δ㊣ ㊣+| |Δ Δ㊣ ㊣

 

由于 ( )u xφ= 在 x处可导，故 ( )u xφ= 在 x处连续. 当 0xΔ → 时， 0uΔ → ，从而 

0
lim
x
α

Δ →
=

0
lim
u
α

Δ →
=0 

又因为                         
0

lim
xΔ →

u

x

Δ
Δ
=

d

d

u

x
 

所以                        
0

lim
xΔ →

y

x

Δ
Δ
=

d

d

y

u 0
lim
xΔ →

u

x

Δ
Δ

 

即                             
d d d

d d d

y y u

x u x
=  

式（2-6）也可以写成 x u xy y u′ ′ ′= 或 y′ (x)= f ′ (u)φ ′ (x)，其中 xy′ 表示 y对 x的导数， uy′ 表
示 y对u的导数，而 xu′ 表示中间变量u对自变量 x的导数.  

式（2-6）也可以推广到多次复合的复合函数的求导中. 例如，设 ( )y f u= 、 ( )u vφ= 、

( )v xω= ，则 ( ) ( ) ( ) ( )y x f u v xφ ω′ ′ ′ ′= 或 x u v xy y u v′ ′ ′ ′= 或
d d d d

d d d d

y y u v

x u v x
= . 
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例 5  设 30(1 2 )y x= + ，求 y′ . 

解  30(1 2 )y x= + 由 30y u= 和 1 2u x= + 复合而成，根据（2-6）式可得 
' 30 29 29 29( ) (1 2 ) 30 2 60 60(1 2 )x u xy u x u u x′ ′= + = × = = +  

例 6  设 2ln(1 )y x= + ，求 y′ . 

解  2ln(1 )y x= + 由 lny u= 和 21u x= + 复合而成，因此 

2
2 2

1 1 2
[ln(1 )] (ln ) 2 2

1 1
u x

x
y x u u x x

u x x
′ ′ ′ ′= + = = . = =

+ +
 

求复合函数的导数时，一般不写出中间变量，而是按照由外向内的顺序，分步依次求出

各层的导数. 例 6的解题过程可以写为 

2 2
2 2 2

1 1 2
[ln(1 )] (1 ) 2

1 1 1

x
y x x x

x x x
′′ ′= + = + = =
+ + +

 

例 7  设 cose xy = ，求 y′，
0x

y
=
′ . 

解                        cos cose (cos ) sin ex xy x x′ ′= = -  
cos0

0
sin 0e 0

x
y
=
′ = - =  

例 8  求下列函数的导数： 

（1）y=ln tan x  （2）y=
2

cos
5

x

x+
 

解 （1）
2

1 1 1 1 2
(tan )

tan tan sin cos sin 2cos
y x

x x x x xx
′ ′= = = =  

（2）
2 2 2 2

2

10
sin sin

5 5 5 (5 )

x x x x x
y

x x x x

′㊣ ㊣ +′ = - . = -| |
+ + + +㊣ ㊣

2 2

2

10
sin

5(5 )

x x x

xx

+
= -

++
 

例 9  设 3 22 5y x= - ，求 y′ . 

解  ( )3 22 5y x
′

′ = -
2

2 231
(2 5) (2 5)

3
x x

-
′= - -

( )223

4

3 2 5

x

x

=
-

 

2.2.3  隐函数的导数 

在实际问题中，经常需要求隐函数的导数. 而将隐函数化为显函数有时是比较困难的，

所以需要研究隐函数的求导方法. 
由于在用方程表示函数关系的隐函数中， y依然是 x的函数，故隐函数求导的基本方法

是，方程两端同时对自变量 x求导，要注意 y是 x的函数. 下面通过例题来说明这种方法. 

例 10  求由方程 2 2 2x y r+ = （ r为常数）所确定的隐函数的导数
d

d

y

x
. 

解  方程两边同时对 x求导，并把 2y 看作 x的复合函数. 

2 2 0x yy′+ =  

2 2yy x′ = -  

d

d

y x
y

x y
′= = -  
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例 11  求由方程 e e 0y xy+ - = 所确定的隐函数的导数
d

d

y

x
. 

解  方程两边同时对 x求导，得 

(e ) ( ) (e) 0

e 0

y

y

xy

y x y xy

′ ′ ′+ - =

′ ′ ′+ + =
 

即                           e 0y y y xy′ ′+ + =  

整理得 
d

d e y

y y
y

x x
′= = -

+
 

从以上两例中看到，隐函数的导数的表达式中，一般可以含有 y，这与显函数的导数是

不同的. 
例 12  求曲线 ln 1xy y+ = 在点 M (1,1)处的切线方程. 

解  方程两边分别对 x求导，得 
1

0y xy y
y

′ ′+ + =  

整理得 
2

1 1

y y
y

xyx
y

-′ = = -
++

 

在点 M (1,1) 处的切线斜率为       1
1

1

2
x
y

y =
=

′ = -  

于是在点 M(1,1)处的切线方程为 
1

1 ( 1)
2

y x- = - -  

即                            2 3 0x y+ - =  

2.2.4  取对数求导法 

求导时经常会遇到这样的情形，虽然给定的函数是显函数，但由于其函数解析式比较复

杂，直接求它的导数很困难或很麻烦. 在这种情形下，可以考虑利用对数的性质，先在
( )y f x= 的两边取对数，然后再利用隐函数求导法求出 y的导数. 这种求导数的方法叫做取

对数求导法. 

例 13  求 sin xy x= （ 0x ＞ ）的导数. 

解  该函数既不是幂函数又不是指数函数，通常称为幂指函数. 为了求这类函数的导数，

可以先在两边取对数（不妨取自然对数），得 
ln sin lny x x=  

两边同时对 x求导，注意 y是 x的函数，得 

sin

1 1
cos ln sin

sin
cos lnx

y x x x
y x

x
y x x x

x

′ = + .

㊣ ㊣′ = +| |
㊣ ㊣
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例 14  求
( 1)( 2)

( 3)( 4)

x x
y

x x

- -
=

- -
（ 4x ＞ ）的导数.  

解  本题如果利用复合函数求导法计算比较麻烦，考虑到所给的函数是连乘积与开方的

形式，故可以利用对数的性质，采用取对数求导法来计算. 函数两边取对数，得 
1

ln [ln( 1) ln( 2) ln( 3) ln( 4)]
2

y x x x x= - + - - - - -  

上式两边对 x求导，注意 y是 x的函数，得 
1 1 1 1 1 1

2 1 2 3 4
y

y x x x x
㊣ ㊣′ = + - -| |- - - -㊣ ㊣

 

于是                
1 1 1 1

2 1 2 3 4

y
y

x x x x
㊣ ㊣′ = + - -| |- - - -㊣ ㊣

  

1 ( 1)( 2)

2 ( 3)( 4)

x x
y

x x

- -′ =
- -

1 1 1 1

1 2 3 4x x x x
㊣ ㊣+ - -| |- - - -㊣ ㊣

 

一般地，求由几个含有变量的因式的乘、除、乘方、开方所构成的函数的导数时，采用

取对数求导法是比较简便的. 

为了便于查阅，现把基本初等函数的常用导数公式和求导法则归纳如下. 

1.常用导数公式 

（1） ( ) 0c ′ =  

（2） 1( )x xα αα -′ =  

（3）
2

1 1

x x

′㊣ ㊣ = -| |
㊣ ㊣

 

（4） ( ) 1

2
x

x

′ =  

（5） ( ) lnx xa a a′ = （ 0, 1a a＞ ≠ ） 

（6） (e ) ex x′ =  

（7）
1

(log )
ln

a x
x a

′ = （ 0, 1a a＞ ≠ ） 

（8）
1

(ln )x
x

′ =  

（9） (sin ) cosx x′ =  

（10） (cos ) sinx x′ = -  

（11）
2

1
(tan )

cos
x

x
′ =  

（12）
2

1
(cot )

sin
x

x
′ = -  

2.函数的求导法则 

（1）[ ( ) ( ) ] ( ) ( )u x v x u x v x′ ′ ′± = ±  

（2）[ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x′ ′ ′= +  

（3）[ ( ) ] ( )cu x cu x′ ′=  
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（4）
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

'
u x u x v x u x v x

v x v x

′ ′「 ㊣ -
=| |

㊣ 」
 

（5）
d d d

d d d

y y u

x u x
= 或 x u xy y u′ ′ ′=  

练习 2.2 

1.求下列函数的导数： 

（1） 2sin cosy x x x= + -  （2）
2 1

sin

x
y

x

+
=   （3） ln sin 2y x=  

（4） 2 ln 3y x x=    （5） sine xy =  

2.求下列函数在点 0x = 的导数： 

（1） cos 2y x=   （2） 2 sin 5y x x= + +  

3.求下列函数的导数： 

（1） 2 2 3x xy y- + =       （2） e e 1x yxy - + =  

（3） e 1x y xy+ - =          （4） ln e 1yy x- =  

4.求下列函数的导数： 

（1） 2 sine xy =   （2） xy x=    （3） ( 1)( 2)( 3)( 4)y x x x x= + - + -  

2.3  高阶导数 

2.3.1  高阶导数的概念 

如果函数 ( )y f x= 的导数 ( )f x′ 可导，那么称 ( )f x′ 在点 x处的导数为二阶导数，记作

( )f x′′ 、 y′′或
2

2

d

d

y

x
. 

二阶导数 y′′ = ( )f x′′ 的导数称为函数 ( )y f x= 的三阶导数，记作 ( )f x′′′ 、 y′′′或
3

3

d

d

y

x
. 

三阶导数 y′′′ = ( )f x′′′ 的导数称为函数 ( )y f x= 的四阶导数，记作 (4) ( )f x 、 (4)y 或
4

4

d

d

y

x
. 

( 1)n - 阶导数 ( 1)ny - = ( 1) ( )nf x- 的导数称为函数 ( )y f x= 的 n阶导数，记作 ( ) ( )nf x 、 ( )ny

或
d

d

n

n

y

x
. 

函数 ( )y f x= 在点 0x 处的各阶导数值就是其各阶导函数在点 0x x= 处的函数值，即

0 0 0( ), ( ), ( ),f x f x f x′ ′′ ′′′ … ( )
0, ( )nf x . 

2.3.2  高阶导数的运算 

下面通过例题来说明怎样求某函数 ( )y f x= 的高阶导数. 

例 1  设函数 2ln(1 )y x= + ，求 (0)y′′ . 

解                         
2

2

1

x
y

x
′ =
+
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2 2

2 2 2 2

2(1 ) 2 2 2(1 )

(1 ) (1 )

x x x x
y

x x

+ - × -′′ = =
+ +

 

2

2 2
0

2(1 )
(0) 2

(1 )
x

x
y

x =

-′′ = =
+

 

例 2  设函数 lny x= ，求 y′′′ . 

解  
1

y
x

′ = ，
2

1
y

x
′′ = - ，

3 3

2 2
y

x x

-′′′ = - =  

例 3  设函数 3 23 4 5 6y x x x= + + + ，求 (4)y . 

解  29 8 5y x x′ = + + ， 18 8y x′′ = + ， y′′′ =18， (4)y =0 

例 4  设函数 eaxy = ，求 ( )ny . 

解  eaxy a′ = ， 2eaxy a′′ = ， 3eaxy a′′′ = ，…， ( ) en n axy a=  

练习 2.3 

1.求下列函数的二阶导数： 

（1） siny x=    （2） ln(2 1)y x= +   （3）
2

exy =  

2.已知函数 23 4 5y x x= + - ，求 y′′′ . 

2.4  微分 

2.4.1  微分的概念 

在函数的导数一节中，已知导数表示函数相对于自变量变化的快慢程度（变化率），即

0xΔ → 时，比值
y

x

Δ
Δ
的极限. 在许多问题中，由于函数式比较复杂，当自变量取得一个微小

改变量 xΔ 时，相应函数的改变量 yΔ 的精确计算也比较复杂. 因此，希望找到函数改变量的

近似表达式以简化计算. 为此，引入函数的微分的概念. 在引入微分概念之前，先回顾一下导
数的定义，设 ( )y f x= 在点 x处可导，则 

0
lim
x

y

xΔ →

Δ
Δ
= ( )f x′  

因此
y

x

Δ
Δ
= ( )f x α′ + ，其中α 为 0xΔ → 时的无穷小，故 yΔ = ( )f x′ xΔ + xα . Δ . 当 xΔ 很小

时，有 yΔ ≈ ( )f x′ xΔ . 

定义 2.2  设函数 ( )y f x= 在 0x 处有导数 0( )f x′ ，则 0( )f x′ xΔ 称为函数 ( )y f x= 在点

0x x= 处的微分，记作 0d x xy = ，即 0d x xy = = 0( )f x′ xΔ . 

此时也称函数 ( )y f x= 在点 0x 处可微. 显然，函数的微分与 0x 和Δx有关. 

当取函数 ( )f x x= 时，可以得到 dx x= Δ . 于是函数 ( )y f x= 的微分记作 

d ( )dy f x x′=  

函数的微分 dy与自变量的微分 dx之商
d

d

y

x
等于该函数的导数，因此导数也称为微商. 

例 1  求函数 2y x= 在 1x = ， 0.01xΔ = 时的改变量及微分.  
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解               2 2(1 0.01) 1 1.0201 1 0.0201yΔ = + - = - =  

1 1
0.01 0.01

d ( ) 2 1 0.01 0.02x x
x x

y f x x= =
Δ = Δ =

′= Δ = × × =  

2.4.2  微分的求法 

从微分的定义可以看出，求函数 ( )y f x= 的微分，只需求它的导数 ( )f x′ ，然后再乘以 dx

就可以了，即 d ( )dy f x x′= . 所以，就微分的运算方法来说，与求导没有太大的区别. 因此，

求导数的一切基本公式及运算法则在微分运算中同样适用. 为此，通常把求导数与求微分的

运算统称为微分法. 
例 2  设 sin 2y x= ，求 dy . 

解                 d (sin 2 ) d 2cos 2 dy x x x x′= =  

例 3  设 e sinxy x= ，求 dy . 

解                 d (e sin ) d e (sin cos )dx xy x x x x x′= = +  

例 4  设 2

eax bxy += ，求 dy . 

解                 
2 2

d (e ) d ( 2 )e dax bx ax bxy x a bx x+ +′= = +  

2.4.3  微分形式的不变性 

设函数 ( )y f x= 在点 x处可微，当 x为自变量时，有 d ( )dy f x x′= . 当 x 为中间变量时，

设 ( )x tφ= 且 ( )tφ ′ 存在，则 d d
d d ( ) ( )d

d d

y x
y t f x t t

x t
φ′ ′= = ，又因为 d ( )dx t tφ ′= ，所以 d ( )dy f x x′= ， 

即无论 x是自变量还是中间变量， ( )y f x= 的微分 dy总可用 ( )df x x′ 来表示，这个性质称为

微分形式的不变性. 

2.4.4  微分的应用 

由微分定义可知 dy yΔ ≈ （ xΔ 很小时），又知 0 0( ) ( )y f x x f xΔ = + Δ - 0( )f x x′≈ Δ （ xΔ 很

小时），故 0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x f x x′+ Δ ≈ + Δ . 

例 5  求 sin 31°的近似值. 

解  设 ( ) sinf x x= ，则 ( ) cosf x x′ = . 因为 31°
6 180

π π
= + ，所以取 0

6
x
π
= ，

180
x
π

Δ = . 

故        sin 31° ≈
1 3

sin cos 0.01745 0.5151
6 6 180 2 2

π π π
+ . = + × ≈  

例 6  求 3 1.02的近似值. 

解  设 3( )f x x= ，则
3 2

1
( )

3
f x

x
′ = ，取 0 1x = ， 0.02xΔ =  

所以                 3 1.02 ≈
1

1 (0.02) 1.0067
3
+ ≈  

练习 2.4 

1.将适合的函数填入下列括号，使等号成立： 
（1） d(3 2)x + =       dx    （2）d(sinat )=       dt 
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（3）
1

d
x
㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣
=         dx    （4）d[ln(1+x)]=     dx  

（5）
2 2d( ) e d( )x x=     （6） 2d(e ) _______ dx x=  

2.求下列函数的微分： 
（1） ln cosy x=       （2） ln lny x=  

3.求 1.01的近似值. 

2.5  二元函数微分学 

2.5.1  二元函数的概念 

引例  在研究许多问题时，所遇到的函数往往不仅仅依赖于一个自变量，而是要依赖若

干个自变量. 例如，圆柱体的体积V 就是底圆半径 r和高 h的函数，即 2V r h= π ，如果给定 r

和 h的一组数值，则圆柱体的体积就唯一确定了. 

1.二元函数的定义 

定义 2.3  设D为 xoy平面上的一个区域，如果对D上每一点 ( , )M x y ，变量 z依照某一

规则 f 总有唯一确定的数值与之对应，则称 z为 x、y的二元函数，记作 ( , )z f x y= .  

把二元及二元以上的函数统称为多元函数. 

例如， 2z xy y= + 、 2 2u x y z= + + 均为多元函数.  

 注意 

2 21z x y= - - - 是二元函数. 因为它对于平面区域 D （ 2 2∶ 1D x y+ ≤ ）中的任意一点

( , )P x y ，按照一定的规则，有唯一确定的 z 值与之对应. 

2.二元函数的定义域 

定义 2.4  平面上使函数 ( , )z f x y= 有定义的点的全体，称作二元函数的定义域，记作D

或 ( )D f . 

二元函数的定义域D是 xoy平面的某一区域. 其定义域的求法与一元函数定义域的求法

相似，只是二元函数的定义域一般为一个平面区域. 

例 1  求下列函数的定义域.  

（1） 2 29z x y= - -              （2） 2 2ln( 4)z x y= + -  

解 （1）由 2 29 0x y- - ≥ ，即 2 2 9x y+ ≤ ，其定义域为圆心在原点，半径为 3的圆内区

域（含边界）. 

（2）由 2 2 4 0x y+ - ＞ ，即 2 2 4x y+ ＞ ，其定义域为平面内去掉以原点为圆心，以 2 为

半径的圆（含边界）所得到的区域. 

3.二元函数的几何意义 

二元函数 ( , )z f x y= 的几何图形为平面或一空间曲面.  

如 z ax by c= + +    表示一个平面. 
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2 2 2z r x y= - -   表示球心在原点，半径为 r的上半个球面. 

2 2z x y= +    表示开口向上的圆锥面. 

2 2

2 2
1

x y
z c

a b
= - - （ , ,a b c均大于零）表示以原点为中心的三条半轴都在坐标轴上的上半

个椭球面. 
z xy=     表示双曲抛物面. 

2.5.2  偏导数定义及求法 

1.偏导数的定义 

定义 2.5  设函数 ( , )z f x y= 在点 0 0( , )x y 的某个邻域内有定义，当自变量 x在点 0x 处取

得改变量 xΔ （ 0xΔ ≠ ），而 0y y= 保持不变时，得到一个改变量 

0 0 0 0( , ) ( , )x z f x x y f x yΔ = + Δ -  

若当 0xΔ → 时，极限 0 0 0 0

0

( , ) ( , )
lim
x

f x x y f x y

xΔ →

+ Δ -
Δ

存在，则称此极限为函数在点 0 0( , )x y

处对于 x的偏导数，记作 0 0( , )xf x y′ 、 0

0

( , )
x x
y y

f x y

x
=
=

∂
∂

、 0

0

x x
y y

z

x
=
=

∂
∂

或 0

0

x x x
y y

z =
=

′ ，即 

0 0 0 0
0 0

0

( , ) ( , )
( , ) limx

x

f x x y f x y
f x y

xΔ →

+ Δ -′ =
Δ

 

同理可以定义 ( , )z f x y= 对 y的偏导数： 

如果极限 0 0 0 0

0

( , ) ( , )
lim
y

x y y f x y

yΔ →

+ Δ -
Δ

存在，则称此值为函数 ( , )z f x y= 在点 0 0( , )x y 处对

于 y的偏导数，记作 0 0( , )yf x y′ 、 0

0

( , )
x x
y y

f x y

y
=
=

∂
∂

、 0

0

x x
y y

z

y
=
=

∂
∂

或 0

0

y x x
y y

z =
=

′ ，即 

0 0 0 0
0 0

0

( , ) ( , )
( , ) limy

y

x y y f x y
f x y

yΔ →

+ Δ -′ =
Δ

 

设二元函数 ( , )z f x y= 在区域 D内的每一点 ( , )x y 处都有偏导数 ( , )xf x y′ 与 ( , )yf x y′ . 一

般来说，它们都是 x、 y的函数，称为 ( , )z f x y= 的偏导函数，通常称为偏导数. 记作 

( , )xf x y′ 、
( , )f x y

x

∂
∂

、
z

x

∂
∂
或 xz′  

( , )yf x y′ 、
( , )f x y

y

∂
∂

、
z

y

∂
∂
或 yz′  

2.偏导数的求法 

二元函数 ( , )z f x y= 对 x求偏导数时，按照定义 2.5只需将函数中的 y看成常数，只对 x

求导数就可以了. 用同样的方法亦可求出 ( , )z f x y= 对 y的偏导数. 如果求函数 ( , )z f x y= 在

一点 0 0( , )x y 处的偏导数 0 0( , )xf x y′ 、 0 0( , )yf x y′ ，只需将 0x x= 与 0y y= 代入偏导函数中即可. 

例 2  设函数 2 2( , ) 2f x y x xy y= + - ，求 (0,1)xf ′ 和 (0,1)yf ′ . 

解  求 ( , )xf x y′ 时，将 y看作常量，函数 ( , )f x y 对 x求导，得  

( , ) 2 2xf x y x y′ = +  



    大学数学（经管类）（第 2 版） 

 

50 

(0,1) 2 0 2 1 2xf ′ = × + × =  

求 ( , )yf x y′ 时，将 x看作常量，函数 ( , )f x y 对 y求导，得  

( , ) 2 2yf x y x y′ = -  

(0,1) 2 0 2 1 2yf ′ = × - × = -  

例 3  设函数 yz x= （ 0, 1x x＞ ≠ ），求
z

x

∂
∂
和

z

y

∂
∂

. 

解  将 y看作常量，函数 z对 x求导，得 

z

x

∂
∂

= 1yyx -  

将 x看作常量，函数 z对 y求导，得  

z

y

∂
∂
= lnyx x  

例 4  设二元函数 ln( ln )z xy y= + ，求
z

y

∂
∂

. 

解                          
1 1

ln

z
x

y xy y y

㊣ ㊣∂
= +| |∂ + ㊣ ㊣

 

3.二阶偏导数 

设 ( , )z f x y= 在区域D内具有偏导数
z

x

∂
∂
= ( , )xf x y′ ，

z

y

∂
∂
= ( , )yf x y′ . 一般来讲，它们还是

x、 y的函数，如果这两个偏导数对 x或对 y的偏导数也存在，则称为 ( , )z f x y= 的二阶偏

导数，记作 
2

2

z

x

∂
∂
= ( , )xxf x y′′ = ( , )xxz x y′′  

2 z

x y

∂
∂ ∂

= ( , )xyf x y′′ = ( , )xyz x y′′  

2

2

z

y

∂
∂
= ( , )yyf x y′′ = ( , )yyz x y′′  

2z

y x

∂
∂ ∂

= ( , )yxf x y′′ = ( , )yxz x y′′  

例 5  设 3 2 33 1z x y xy xy= - - + ，求
2

2

z

x

∂
∂

,
2z

x y

∂
∂ ∂

,
2 z

y x

∂
∂ ∂

,
2

2

z

y

∂
∂

. 

解  因为 2 2 33 3
z

x y y y
x

∂
= - -

∂
， 3 22 9

z
x y xy x

y

∂
= - -

∂
，所以 

  
2

2
2

6
z

xy
x

∂
=

∂
        

2
2 26 9 1

z
x y y

x y

∂
= - -

∂ ∂
 

2
2 26 9 1

z
x y y

y x

∂
= - -

∂ ∂
     

2
3

2
2 18

z
x xy

y

∂
= -

∂
 

例 6  设函数 2 22 3sin( )z x y xy= + ，求
2z

x y

∂
∂ ∂

. 
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解                         24 3 cos( )
z

xy y xy
x

∂
= +

∂
 

2

8 3cos( ) 3 sin( )
z

xy xy xy xy
x y

∂
= + -

∂ ∂
 

练习 2.5 

1.求下列函数的定义域： 

（1） ( , ) ln( ) 1f x y x y= + +   （2） 2 2( , ) 4f x y x y= + -  

2.求下列函数的偏导数
z

x

∂
∂

, 
z

y

∂
∂
： 

（1） sin( )z xy=     （2） 2 2ln( 1)z x y= + -  

（3） yz x=      （4）
2 2

ex yz +=  

3.求下列函数的二阶偏导数
2 z

x y

∂
∂ ∂

： 

（1） 2 22 sin( )z x y xy= +   （2） sin cosz x y=  
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柯西（A.L.Cauchy，1789—1851，法国数学家） 

经过近一个世纪的尝试与酝酿，数学家们在严格化基础上重

建微积分的努力到 19 世纪初开始获得成效.19 世纪分析严格化

真正有影响的先驱是法国数学家柯西. 

柯西长期担任巴黎综合工科学校教授，他有许多著作都是以

工科大学讲义形式面世的.在分析方法方面，他写出了一系列著

作，其中最有代表性的是《分析教程》（Coursd’analyse de l’Ecole 

polytechnique，1821）和《无限小计算教程概论》 （Resume des lecons 

donnees a l’Ecole Royale polytechnique sur les calcul infinitesimal，

1823），他们以严格化为目标，对微积分的基本概念，如变量、函

数、极限、连续性、导数、微分、收敛等给出了明确的定义，并

在此基础上重建和拓展了微积分的重要事实与定理. 

柯西的工作向分析的全面严格化迈出了关键的一步.他的许多定义和论述已经相当接近

于微积分的现代形式，像微积分基本定理，几乎与今天的教科书完全一样（区别仅在于现代

教科书中为了区别积分号下的哑变量与上限变量，往往将 f(x)dx换作 f (t)dt）.柯西的研究结

果一开始就引起了科学界很大的轰动.据说柯西在巴黎科学院宣读第一篇关于级数收敛性的

论文时，使德高望重的拉普拉斯大感困惑，会后急忙赶回家去检查他那五大卷《天体力学》

里的级数，结果发现他所用到的级数幸好都是收敛的.而同一个拉普拉斯，当有一次拿破仑

问他为什么五大卷《天体力学》中没有一处提到上帝时，曾傲然答道：“陛下，我不需要这样

的假设！” 

 
摘自《数学史概论（第二版）》.李文林 

 

 

 

 

 

数学史话 3 



 

 

第 3 章  导数的应用 
 

 

导数作为函数的变化率，在研究函数变化的状态中有着十分重要的意义，因而在自然科

学、工程技术及社会科学领域中得到广泛的应用.  

3.1  中值定理和洛必达法则 

中值定理揭示了函数在某区间上的整体性质与函数

在该区间内某一点的导数之间的关系，它既是用微分学

知识解决应用问题的理论基础，又是解决微分学自身发

展的一种理论性模型.  

3.1.1  中值定理 

定理 3.1  （罗尔定理）如果函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b

上连续，在开区间 ( , )a b 内可导，且端点 ( ) ( )f a f b= ，那么在 ( , )a b 内至少存在一点ξ，使得
( ) 0f ξ′ = （ a bξ＜ ＜ ）. 如图 3-1所示. 

 注意 

这个定理的结论告诉我们，满足上面定理条件的函数 ( )f x 至少存在一点ξ ，使得函数在

该点具有水平切线. 

例 1  设函数 ( ) 4f x x x= - 在区间[0,4]上满足罗尔定理的条件，求出罗尔定理结论中的

ξ值. 

解                8 2 8 3
( ) 4

2 4 2 4 2 4

x x x x
f x x

x x x

- - - -′ = - + = =
- - -

 

令 ( ) 0f x′ = ，得
8

3
x = ，

8
(0,4)

3
∈ . 

取
8

3
ξ = ，有

8
0

3
f
㊣ ㊣′ =| |
㊣ ㊣

. 

定理 3.2  （拉格朗日中值定理）如果函数 ( )f x 在闭区间

[ , ]a b 上连续，在开区间 ( , )a b 内可导，则在 ( , )a b 内至少存在一

点ξ ，使得 ( ) ( )
( )

f b f a
f

b a
ξ -′ =

-
. 如图 3-2所示. 

在拉格朗日中值定理中，如果 ( ) ( )f b f a= ，那么得到罗尔

定理的结论. 所以，罗尔定理是拉格朗日中值定理的特例. 

图 3-1 

C y 

O a ξ b x 

A B 

 

图 3-2 

y 

A 

C 
B

a ξ bO x 
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推论 1  如果 ( )y f x= 在区间 ( , )a b 内任一点的导数 ( )f x′ 均等于零，则在 ( , )a b 内 ( )f x 为

一个常数. 
推论 2  如果函数 ( )f x 与 ( )g x 在区间 ( , )a b 内的导数处处相等，即 ( ) ( )f x g x′ ′= ，则  

( )f x 与 ( )g x 在区间 ( , )a b 内只相差一个常数，亦即 ( ) ( )f x g x c= + . 

例 2  验证函数 3 2( ) 6 11 6f x x x x= - + - 在区间[0,3]上满足拉格朗日中值定理的条件，并

求出定理结论中的ξ值. 

解  ( )f x 在[0,3]上连续，在 (0,3)内可导，显然 ( )f x 满足拉格朗日中值定理条件. 
2( ) 3 12 11f x x x′ = - +  

令                         (3) (0)
( )

3 0

f f
f ξ- ′=

-
 

即                   2 4 3 0ξ ξ- + = ， ( 1)( 3) 0ξ ξ- - =  

得                   1 1ξ = ； 2 3ξ = （端点，舍去） 

所以，存在 1 (0,3)ξ = ∈ ，使得 (3) (0)
(1)

3 0

f f
f

- ′=
-

成立. 

3.1.2  洛必达法则 

在第 1章中讨论了一些求未定式极限的方法，但还有相当数量的未定式极限很难解出，

本节给出利用导数知识求未定式极限的法则——洛必达法则. 
定理 3.3  设函数 1( )f x 与 2 ( )f x 满足： 

（1） 1lim ( )
x a

f x
→

= 2lim ( )
x a

f x
→

=0； 

（2）在点 a的某个邻域内（点 a可以除外）可导，且 2 ( ) 0f x′ ≠ ； 

（3） 1

2

( )
lim

( )x a

f x
A

f x→

′
=

′
（或∞）. 

则                       1

2

( )
lim

( )x a

f x

f x→
= 1

2

( )
lim

( )x a

f x
A

f x→

′
=

′
（或∞） 

定理 3.4  设函数 1( )f x 与 2 ( )f x 满足： 

（1） 1 2lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
→∞ →∞

= = ； 

（2） 1

2

( )
lim

( )x

f x
A

f x→∞

′
=

′
（或∞）. 

则                     1

2

( )
lim

( )x

f x

f x→∞
= 1

2

( )
lim

( )x

f x
A

f x→∞

′
=

′
（或∞） 

应当指出，对 x a→ 或 x→∞时的未定式
∞
∞
，也有相应的洛必达法则. 

例 3  求
1

ln
lim .

1x

x

x→ -
 

解                        原式=
1 1

1
1

lim lim 1
1x x

x
x→ →

= =  

例 4  求
20

e 1
lim .

x

x x x→

-
-

 

解                         原式=
0

e
lim 1

2 1

x

x x→
= -

-
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例 5  求
30

sin
lim .
x

x x

x→

-
 

解            原式=
20

1 cos
lim

3x

x

x→

-
=

0

sin 1
lim

6 6x

x

x→
= （注：洛必达法则可连续使用） 

例 6  求
20

ln(1 )
lim .
x

x

x→

+
 

解                       原式=
0

1

1lim
2x

x
x→

+ =
0

1
lim

2 (1 )x x x→
= ∞

+
 

例 7  求
2

e
lim .

x

x x→+∞
 

解                        原式
e

lim
2

x

x x→+∞
=

e
lim

2

x

x→+∞
= = +∞  

例 8  求 lim
e

n

xx

x
λ→+∞
（ 0,nλ ＞ ∈N）. 

解                原式
1

lim
e

n

xx

nx
λλ

-

→+∞
=

2

2

( 1)
lim

e

n

xx

n n x
λλ

-

→+∞

-
= lim 0

en xx

n
λλ→+∞

= =
！

 

利用洛必达法则不仅可以解决“
0

0
”型和“

∞
∞
”型未定式的极限问题，还可用来解决

“ 0 . ∞”型、“∞ -∞”型等未定式的极限问题. 解决这些未定式类型的极限问题的方法，就

是利用初等数学的知识，经过适当的变换，将它们化为“
0

0
”或“

∞
∞
”型未定式，然后再利

用洛必达法则求解. 下面通过例题加以说明. 

例 9  求 2

0
lim ln

x
x x

+→
（“ 0 . ∞”型）. 

解                  原式=
0

2

ln
lim

1x

x

x

+→
=

0

3

1

lim
2x

x

x

+→ -
=

2

0
lim 0

2x

x
+→

㊣ ㊣
- =| |
㊣ ㊣

 

例 10  求
21

2 1
lim

11x xx→

㊣ ㊣-| |--㊣ ㊣
（“∞ -∞”型）. 

解                原式=
21

2 ( 1)
lim

1x

x

x→

- +
-

=
21

1
lim

1x

x

x→

- +
-

=
1

1 1
lim

2 2x x→

-
= -  

练习 3.1 

1.下列函数在给定区间上是否满足罗尔定理的所有条件？如满足就求出定理中的数值
ξ . 

（1）
2

1
( ) [ 2,2]

1
f x

x
= -
+

    （2）
2

( ) e 1 [ 1,1]xf x = - -  

2.下列函数在给定区间上是否满足拉格朗日中值定理的所有条件？如满足就求出定理
中的数值ξ . 

（1） 3( ) [0, ], 0f x x a a= ＞    （2） ( ) ln [1,2]f x x=  

3.利用洛必达法则求下列极限： 
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（1）
0

e e
lim

x x

x x

-

→

-
  （2）

1

ln
lim

1x

x

x→ -
  （3）

0

1 1
lim

e 1xx x→

㊣ ㊣-| |-㊣ ㊣
 

（4）
2e 2

lim
ln

x

x

x

x x→+∞

-
+

  （5）
0

1 1
lim

sinx x x→

㊣ ㊣-| |
㊣ ㊣

 

3.2  函数的单调性 

在第 1 章中已经了解了函数在某个区间内单调增减性的概念. 现在介绍利用函数的导数

判定函数单调增减性的方法. 
定理 3.5  设函数 ( )f x 在区间 ( , )a b 内可导，则有： 

（1）如果 ( , )x a b∈ 时恒有 ( ) 0f x′ ＞ ，则 ( )f x 在 ( , )a b 内单调增加； 

（2）如果 ( , )x a b∈ 时恒有 ( ) 0f x′ ＜ ，则 ( )f x 在 ( , )a b 内单调减少. 

例 1  讨论函数 31
( ) ( 3 )

3
f x x x= - 的单调性. 

解  函数的定义域 D为 ( , )-∞ +∞ ， 2( ) 1 ( 1)( 1)f x x x x′ = - = + -  

令 ( ) 0f x′ = ，则 1 1x = - ， 2 1x = . 

因为当 ( , 1)x∈ -∞ - 时， ( ) 0f x′ ＞ ，所以 ( )f x 在 ( , 1)-∞ - 内单调增加； 

因为当 ( 1,1)x∈ - 时， ( ) 0f x′ ＜ ，所以 ( )f x 在 ( 1,1)- 内单调减少； 

因为当 (1, )x∈ +∞ 时， ( ) 0f x′ ＞ ，所以 ( )f x 在 (1, )+∞ 内单调增加. 

例 2  讨论函数 e 1xy x= - - 的单调性. 

解  D为 ( , )-∞ +∞ ， e 1xy′ = - . 

令 0y′ = ，即 e 1 0x - = ，得 0x = . 

因为在 ( ,0)-∞ 内， 0y′ ＜ ，所以 y在 ( ,0)-∞ 内单调减少； 

因为在 (0, )+∞ 内， 0y′ ＞ ，所以 y在 (0, )+∞ 内单调增加. 

练习 3.2 

求下列函数的单调增减区间： 

1. 23 6 5y x x= + +  2. 4 22 2y x x= - +  3.
2

1

x
y

x
=
+

   4. 22 lny x x= -  

3.3  一元函数的极值 

3.3.1  极值的定义 
定义 3.1  设函数 ( )f x 在点 0x 的某邻域内有定义，如果对该邻域内任意的 x（ 0x x≠ ）总

有 0( ) ( )f x f x＜ ，那么称 0( )f x 为函数 ( )f x 的极大值，称 0x x= 为函数 ( )f x 的极大值点；如果

对该邻域内任意的 x（ 0x x≠ ）总有 0( ) ( )f x f x＞ ，那么称 0( )f x 为函数 ( )f x 的极小值，称 0x x=
为函数 ( )f x 的极小值点. 极大值点与极小值点统称为极值点；极大值与极小值统称为极值. 

3.3.2  极值点的判定 
定理 3.6  （必要条件）如果 ( )f x 在点 0x 处可导，且在 0x 处取得极值，那么 0( ) 0f x′ = . 

通常称使 0( ) 0f x′ = 成立的点 0x 为 ( )f x 的驻点. 
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定理 3.7  （第一充分条件）设函数 ( )f x 在点 0x x= 的某邻域内连续并且可导（ 0( )f x′ 可

以不存在），则： 
（1）如果在点 0x 的左邻域内 ( ) 0f x′ ＞ ，在点 0x 的右邻域内 ( ) 0f x′ ＜ ，那么 0x 就是 ( )f x

的极大值点，且 0( )f x 是 ( )f x 的极大值； 

（2）如果在点 0x 的左邻域内 ( ) 0f x′ ＜ ，在点 0x 的右邻域内 ( ) 0f x′ ＞ ，那么 0x 就是 ( )f x

的极小值点，且 0( )f x 是 ( )f x 的极小值； 

（3）如果在点 0x 的邻域内， ( )f x′ 不变号，那么 0x 就不是 ( )f x 的极值点. 

由以上定理可得出求函数极值点和极值的步骤如下： 
（1）确定函数 ( )f x 的定义域 D； 

（2）求 ( )f x′ ； 

（3）求出 D内所有驻点及使 ( )f x 连续但 ( )f x′ 不存在的所有点； 

（4）讨论 ( )f x′ 在驻点和不可导点的左右两侧邻域内正负号变化的情况，利用上述定理

确定函数的极值点； 

（5）求出极值点所对应的函数值（极大值或极小值）. 

例 1  求函数 3 2( ) 2 9 12 3f x x x x= - + - 的极值. 
解  D为 ( , )-∞ +∞ . 

2( ) 6 18 12 6( 1)( 2)f x x x x x′ = - + = - - ，令 0( ) 0f x′ = ， 1 21, 2.x x= =得  

列表分析如下： 

x  ( ,1)-∞  1 （1,2） 2 (2, )+∞  

( )f x′  + 0 - 0 + 

( )f x  
↗ 2（极大值） ↘ 1（极小值） ↗ 

由上表可知：函数 f(x)在点 1x = 处有极大值 (1) 2f = ，在点 2x = 处有极小值 (2) 1f = . 

例 2  求函数
2

33
( )

2
f x x x= - 的单调增减区间和极值. 

解  D为 ( , )-∞ +∞ . 
1

3( ) 1f x x
-

′ = - ，令 0( ) 0f x′ = ， 1x =得 . 当 0x = 时， ( )f x′ 不存在. 

列表分析如下： 

x  ( , 0)-∞  0 （0,1） 1 (1, )+∞  

( )f x′  + 不存在 - 0 + 

( )f x  
↗ 0（极大值） ↘ 

1

2
- （极小值） ↗ 

由上表可知：函数 ( )f x 在 ( ,0)-∞ 和 (1, )+∞ 内单调增加，在(0,1)内单调减少. 在点 0x = 处

有极大值 (0) 0f = ，在点 1x = 处有极小值
1

(1)
2

f = - . 

判定函数极值还可用 ( )y f x= 的二阶导数，也就是当 ( )y f x= 在驻点处的二阶导数存在

且不为 0时，可用下面定理来判定函数的极值. 
定理 3.8  （第二充分条件）设函数 ( )f x 在点 0x x= 处有二阶导数，且 0( ) 0f x′ = ，

0( ) 0f x′′ ≠ ，那么： 
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（1）如果 0( ) 0f x′′ ＞ ，则 0( )f x 为 ( )f x 的极小值； 

（2）如果 0( ) 0f x′′ ＜ ，则 0( )f x 为 ( )f x 的极大值. 

例 3  求函数 3( ) 3f x x x= - 的极值. 

解  D为 ( , )-∞ +∞ . 
2( ) 3 3 3( 1)( 1)f x x x x′ = - = - + ， ( ) 6f x x′′ = . 令 

( ) 0f x′ = ， 1 21, 1x x= = -得  

因为 ( 1) 6 0f ′′ - = - ＜ ，所以 ( 1) 2f - = 为极大值. 

因为 (1) 6 0f ′′ = ＞ ，所以 (1) 2f = - 为极小值. 

 注意 

当 0 0( ) ( ) 0f x f x′ ′′= = 时，定理 3.8 失效. 

例如， 3( )f x x= 有 (0) (0) 0f f′ ′′= = ，但点 0x = 不是极值点 . 函数 4( )f x x= ，有

(0) (0) 0f f′ ′′= = ，而点 0x = 却是极小值点. 遇到此类题只能用定理 3.7 来求其极值. 

3.3.3  最大值与最小值 

函数在闭区间[ , ]a b 上的最大值（最小值）是指在整个区间上所有函数值当中的最大（小）

者，因而最大（小）值是全局性的概念，而极值则是一个局部性概念. 

最大值、最小值求法： 
（1）求出 ( )f x 在[ , ]a b 上的所有驻点和导数不存在的点； 

（2）求出驻点、导数不存在的点和端点的函数值； 

（3）对上述函数值进行比较，其最大者即为最大值，其最小者为最小值. 

例 4  求 4 2( ) 2 5f x x x= - + 在[-2,2]上的最大值和最小值. 

解                   3( ) 4 4 4 ( 1)( 1)f x x x x x x′ = - = + -  

令                   ( ) 0f x′ = ， 1 2 31, 0, 1x x x= - = =得  

则             ( 1) 4, (0) 5, (1) 4, ( 2) 13, (2) 13f f f f f- = = = - = =  

将上述函数值进行比较后可知： 

( )f x 在区间[-2,2]上的最大值为 ( 2) (2) 13f f- = = ，最小值为 ( 1) (1) 4f f- = = . 

例 5  某引水工程要开凿一隧道，它的截面积是矩形加半圆面积之和（如图 3-3 所示）.   

已知隧道截面的周长为 15米. 问矩形的底是多少米时，才能使隧道截面积最大？ 

解  设隧道截面的底长为 2x米，这时半圆的半径为 x米，矩形的高就为  
15 2

2

x x- π -
（米），隧道截面积 21 1

2 (15 2 ) 15
2 2

A x x x x x= . - π - + π = - 21
2

2
x

㊣ ㊣+ π| |
㊣ ㊣

，

于是 15 ( 4)A x′ = - π + ， ( 4)A′′ = - π + . 当 0A′ = 时，
15

4
x =
π +

，又因为

( 4) 0A′′ = - π + ＜ ，所以当
15

4
x =
π +

时，A有唯一的极大值，即最大值. 

因此，矩形的底为
30

4π +
（米）时，隧道截面积最大. 

 注意 

通常，在求解实际问题的最大（小）值时，如果根据问题的性质，最大（小）值一定在

图 3-3 
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D 的内部取得. 而 ( )f x 在 D 内可导，且有唯一驻点，则此唯一驻点即为实际问题的最大  

（小）值点. 

例 6  某厂生产某种产品，其固定成本为 3万元，每生产一百件产品，成本增加 2万元，

其产品的需求量 q（单位：百件）是价格 p（单位：万元/百件）的函数 

q=10-2p 

求当产量 q为多少时，可获得最大利润？最大利润是多少？ 

解  由题意知，总成本函数为 

C(q)=2q+3 

由需求量 q = 10-2p，解得 p=5-0.5q，则当销售量为 q时，总收入函数为 

R(q)= pq =5q-0.5q2 

于是利润函数为 

L(q)= R(q) - C(q) 

     = -0.5q2+3q -3 

L'(q)=-q+3 

令 L'(q)=0，得 q=3（百件）. 
因为 q=3是唯一驻点，所以为所求最大值点. 

因此，当 q=3（百件）时，可获得最大利润，最大利润为 L(3)=1.5（万元）. 

练习 3.3 

1.求下列函数的极值： 

（1） 3 23 7y x x= - +  

（2） 22y x x= + -  

2.利用二阶导数，判断函数 3 23 9 5y x x x= - - - 的极值. 

3.求下列函数在给定区间上的最大值和最小值： 

（1） , [0,4]y x x= +     （2） 2ln( 1), [ 1,2]y x= + -  

4.某种商品的需求量 q是价格 p的函数
1

(28 )
5

q p= - ，总成本函数为 2( ) 4C q q q= + . 求

生产多少单位产品时，总利润最大？最大利润是多少？ 

3.4  二元函数的极值 

定义 3.2  设函数 ( , )z f x y= 在点 0 0( , )x y 的某个邻域内有定义，对于该邻域内任何异于

0 0( , )x y 的点 ( , )x y ，如果均有 0 0( , ) ( , )f x y f x y＜ ，则称 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处有极大值

0 0( , )f x y . 反之，如果有 0 0( , ) ( , )f x y f x y＜ ，则称函数 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处有极小值

0 0( , )f x y . 点 0 0( , )x y 称为函数的极值点. 

定理 3.9  （必要条件）设函数 ( , )z f x y= 在点 0 0( , )x y 处有偏导数，且在点 0 0( , )x y 处有

极值，则必有 0 0( , )xf x y′ = 0、 0 0( , ) 0yf x y′ = . 

使偏导数 0 0( , )xf x y′ 、 0 0( , )yf x y′ 同时等于零的点 0 0( , )x y ，称为函数 ( , )z f x y= 的驻点，即 

0 0( , )xf x y′ = 0 0( , ) 0yf x y′ =  
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 注意 

在求解实际问题的最大（最小）值时，如果根据问题的性质，最大（最小）值一定在区

域 D 内取得，而 ( , )f x y 在区域 D 内有唯一驻点，则可以肯定该点处的函数值就是函数在区

域 D 内的最大（最小）值.  

例  设甲、乙两种商品的需求量分别为 1q 和 2q ，它们的需求函数分别为 1 8q = - 1 22p p+ ，

2 1 210 2 5q p p= + - ，总成本函数为 1 23 2C q q= + . 其中 1p 和 2p 分别为甲和乙的价格. 问 1p 和

2p 取何值时可使利润最大？ 

解  总收入 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2(8 2 ) (10 2 5 )R p q p q p p p p p p= + = - + + + -  

总利润 1 1 2 2 1 2( 3)(8 2 ) ( 2)(10 2 5 )L R C p p p p p p= - = - - + + - + -  

1 2
1

7 2 4
L

p p
p

∂
= - +

∂
, 1 2

2

14 4 10
L

p p
p

∂
= + -

∂
 

由
1 2

1 2

7 2 4 0

14 4 10 0

p p

p p

- + =㊣
㊣ + - =㊣

得到 1
63

2
p = ， 2 14p =  

又由于 1 2
63

( , ) ,14
2

p p ㊣ ㊣= | |
㊣ ㊣

是唯一驻点，而且该问题的最大利润是存在的，所以它也是最

大值点. 

因此，最大利润
63

,14 164.25
2

L L
㊣ ㊣= =| |
㊣ ㊣

最大 . 

练习 3.4 

1.某厂家生产的某种产品同时在两个不同的市场上销售，售价分别为 p1和 p2，销售量

分别为 q1和 q2，且需求函数为 

q1=24-0.2p1，q2=10-0.05p2 

总成本函数为 C=35+40(q1+q2). 试问厂家如何确定两个市场的售价，使其获得的总利润最

大？最大利润是多少？ 

2.某住宅的楼顶要安装一个带盖铁板水箱，容积为8立方米. 问该水箱的长、宽、高各

取怎样的尺寸，才能使材料最省？ 

3.5  导数在经济管理中的应用 

在经济学中，习惯上用平均变化和边际变化这两个概念来描述一个经济量 y对另一个经

济量 x的变化. 

0 0( ) ( )y f x x f x

x x

Δ + Δ -
=

Δ Δ
表示 ( )f x 在 0 0( , )x x x+ Δ 内的平均变化率. 

当 xΔ 很小时， 0 0
0

( ) ( )
( )

f x x f x
f x

x

+ Δ - ′≈
Δ

. 特别地，当 1xΔ = ，即 x变动一个单位时，

0 0 0( 1) ( ) ( )f x f x f x′+ - ≈ . 在经济学中，称 0( )f x′ 为 ( )f x 在点 0x x= 处的边际函数值. 
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3.5.1  边际分析 

1.边际成本：当产量为 q时，再生产一个单位产量所增加的成本. 

设 ( )C q 为成本函数，则边际成本为 ( )C q′ ，即边际成本为总成本函数对产量 q的导数. 

2.边际收入：当销售量为 q时，多销售一个单位产量所增加的收入. 

设总收入函数为 ( )R q ，则边际收入为 ( )R q′ ，即边际收入为总收入函数对销售量 q的导数. 

3.边际利润：当产量为 q时，再生产一个单位产量所增加的利润. 

设利润函数为 ( )L q ，则 ( ) ( ) ( )L q R q C q= - ，边际利润为 ( ) ( ) ( )L q R q C q′ ′ ′= - . 

例 1  一家企业某产品的日生产能力为 500 台，每日产品的总成本 C（单位：千元）是

日产量 q（单位：台）的函数，即 ( ) 400 2 5C q q q= + + . 

求：（1）当产量为 400台时的总成本；      

（2）当产量为 400台时的平均成本； 

（3）当产量由 400台增加到 484台时，总成本的平均变化率； 

（4）当产量为 400台时的边际成本. 

解 （1）当产量为 400台时的总成本为 

(400) 400 2 400 5 400 1300C = + × + × = （千元） 

（2）当产量为 400台时的平均成本为 
1300

(400) 3.25
400

C = = （千元/台） 

（3）当产量由 400台增加到 484台时，总成本的平均变化率为 
(484) (400) 1478 1300

2.119
484 400 84

C C C

q

Δ - -
= = ≈

Δ -
（千元/台） 

（4）当产量为 400台时的边际成本为 
5 5

( ) 2 , (400) 2 2.125
2 2 400

C q C
q

′ ′= + = + = （千元/台） 

式中， (400) 2.125C′ = （千元/台），表示当产量为 400台时，再多生产 1台，成本将增加 2.125

千元. 
例 2  设某产品的需求函数为 1200 3q p= - ，其中 p（单位：元）为该产品的销售价格，

q（单位：件）为需求量，求销售该产品的边际收入函数，以及当 1 450q = ， 2 600q = ， 3 750q =

时的边际收入. 

解                             
1

(1200 )
3

p q= -  

总收入函数           21 1
( ) (1200 ) 400

3 3
R q pq q q q q= = - = -  

边际收入函数                  
2

( ) 400
3

R q q′ = -  

1( ) (450) 100R q R′ ′= = ， 2( ) (600) 0R q R′ ′= = ， 3( ) (750) 100R q R′ ′= = -  

从以上结果可知：当产品销售量为 450 件时， (450) 100 0R′ = ＞ ，说明在 450q = 附近   

销售量增加，总收入也增加，而且多销售一件总收入将增加 100 元；当销售量为 600 件时，
(600) 0R′ = ，说明总收入达到最大值，再增加销量，总收入将不再增加；当销售量为 750件

时， (750) 100 0R′ = - ＜ ，说明在 750q = 时销售量增加，总收入反而减少，而且多销售一件总
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收入将减少 100元. 
例 3  某煤炭公司每天生产 q吨煤的总成本函数为 

2( ) 2000 450 0.02C q q q= + +  

如果每吨煤的销售价格为 490元，求： 
（1）边际成本函数 ( )C q′ ； 

（2）利润函数 )(qL 及边际利润函数 ( )L q′ ； 

（3）边际利润为 0时的产量 q . 

解 （1）                   ( ) 450 0.04C q q′ = +  

（2）                       ( ) ( ) ( )L q R q C q= -  

( )p q C q= . -  
2490 (2000 450 0.02 )q q q= - + +  

240 0.02 2000q q= - -  

( ) 40 0.04L q q′ = -  

（3）当 ( ) 0L q′ = 时， 40 0.04 0q- = ，即 1000q = （吨）. 

例 4  某煤矿每班有 x个工人作业，每班产煤量 y（千吨）是 x的函数，为
2

3
25 12

x x
y

㊣ ㊣= -| |
㊣ ㊣

.

试求作业条件、操作工艺等（即生产条件）不变的情况下，每班有多少人作业时产煤量最高？ 

解                          
26

25 100

x
y x′ = -   

令 0y′ = ，解得 1 24x = ， 2 0x = （舍）. 

当 24x = 时，函数 y取得极大值，也是最大值，即每班 24人时产煤量最高. 

3.5.2  弹性分析 

对于给定变量 x，它在某处的改变量为 xΔ ，则称
x

x

Δ
为相对改变量. 

定义 3.3  对于可微函数 ( )y f x= ，如果

y
y
x

x

Δ

Δ
的极限存在，则 

0
lim ( )
x

y x x
f x

x y yΔ →

Δ ′=
Δ

 

称该极限值为 ( )f x 在点 x处的弹性系数，记作 ( )
x

E f x
y

′= . 

弹性系数反映出因变量 y对于自变量 x变动的敏感程度，即当自变量变化百分之一时，

其函数值变化的百分数（近似值）. 
在经济分析中，常见的是需求价格弹性系数，设 ( )q f p= 为需求函数，其中 p为价格，

则其弹性系数为
d

d

q p
E

p q
= . 

例 5  某种商品的需求量 q（单位：百件）与价格 p（单位：千元）的关系为 
1

3( ) 15e
p

q p
-

= ， [0,10]p∈  

求当价格为 9千元时的需求价格弹性系数. 
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解        
1

3( ) 15e
p

q p
-

= ，
1

3
1

3

1
( ) 5e

( ) 3
15e

p

p
p

p p
E q p p

q p

-

-

㊣ ㊣
′= = . - = -| || |

㊣ ㊣
 

所以当 9p = 时                  
9

3p p
E

=
= -  

此结果说明：当价格 9p = 千元时，若价格上涨 1%，商品的需求量将减少 3%；反之，

若价格下降 1%时，则商品的需求量将增加 3%. 

练习 3.5 
1.某化工厂日产能力最高为 1000吨，每日产品的总成本 C（单位：元）是日产量 q（单

位：吨）的函数 

( ) 1000 7 50C C q q q= = + + ， [0,1000]q∈  

求： 

（1）当日产量为 100吨时的边际成本； 

（2）当日产量为 100吨时的平均单位成本. 
2.某产品生产 q单位的总成本C为q的函数 

21
( ) 1100

1200
C C q q= = +  

求： 

（1）生产 900单位时的总成本和平均单位成本； 

（2）生产 900到 1000单位时总成本的平均变化率； 

（3）生产 900单位和 1000单位时的边际成本. 
3.某厂每批生产某种商品 q 单位的费用为 ( ) 5 200C q q= + （元），得到的收益是

2( ) 10 0.01R q q q= - （元）. 求：（1）边际成本函数，边际收益函数，边际利润函数；（2）每批应

生产多少单位时利润最大？ 

4.某商品的价格 p与需求量 q的关系为 10
5

q
p = - ，求： 

（1）需求量为 20及 30时的总收益 R、平均收益R及边际收益 R′； 
（2） q为多少时总收益最大？ 
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拉格朗日（J. L. Lagrange，1736—1813 年.意大利数学家）  

拉格朗日生于意大利都灵，19岁就被任命为都灵炮兵学校数学教授.欧拉和达郎贝尔力

荐他到柏林科学院任职.普鲁士王弗里德里克写信邀请拉格朗日说：“欧洲最大之王希望欧洲

最大的数学家到宫中为伴”.从 1766年到 1787年，拉格朗日

长期在柏林科学院服务.弗里德里克死后，他接受法国路易

十六之邀到巴黎定居.法国大革命期间，革命政府驱走了所

有的外籍院士，却破例让拉格朗日留下来并负责法国的度量

衡改革. 

在 18世纪，微分方程、变分法等上述这样一些新的分支

与微积分本身一起，形成了被称之为“分析”的广大领域，

与代数、几何并列为数学的三大学科，并且在这个世纪里，

其繁荣程度远远超过了代数和几何.18 世纪数学家们不仅大

大开拓了分析的疆域，而且赋予它与几何相对的意义，他们

力图用纯分析的手法以摆脱几何论证的束缚，这种倾向成为 18世纪数学的又一大特征，在拉

格朗日的工作中达到了登峰造极的程度.拉格朗日在他的《分析力学》中声称：“这本书中找

不到一张图，我所叙述的方法既不需要作图，也不需要任何几何的或力学的推理，只需要统

一而有规则的代数（指分析）运算”. 

 

摘自《数学史概论（第二版）》.李文林 

 

 

 

数学史话 4 



 

 

第 4 章  不定积分 
 

 

积分学是微积分的重要组成部分. 积分学中有两个基本概念，即不定积分和定积分. 不

定积分是由微分法的逆运算而提出的，即已知导数求其原函数，也就是求一个未知函数，使

其导数恰好是某一已知函数. 本章主要介绍不定积分的概念、性质、基本积分公式及换元积

分法、分部积分法. 

4.1  不定积分的概念 

4.1.1  原函数 

引例  在微分学中已经知道：若曲线方程为 ( )y f x= ，则曲线在任意一点 x处的切线斜

率为 ( )k f x′= . 

例如，曲线 2y x= 在点 x处的切线斜率为 2k x= ，同样，曲线 2 2y x= + 在点 x处的切线

斜率为 2( 2) 2k y x x′ ′= = + = . 

如果已知某物体做直线运动，运动方程为 ( )s f t= ，则该物体在 t时刻的速度就是路程 s  

对时间 t的导数，即 ( )v s f t′ ′= = . 

以上是对已知函数 ( )f t 求它的导数 ( )f t′ 的问题，现在要解决其逆问题. 

（1）已知曲线上任意一点 x处的切线斜率为 2x，求该曲线的方程. 

（2） 已知物体做直线运动的速度为 ( )v v t= ，那么做直线运动的该物体的运动方程 ( )s f t=
是什么呢？ 

这就是已知函数 ( )f t 的导数 ( )f t′ ，求这个函数 ( )f t 的问题. 

定义 4.1  设 ( )f x 是定义在某区间上的函数，如果存在一个函数 ( )F x ，对于该区间上每

一点都满足 ( ) ( )F x f x′ = 或 d ( ) ( )dF x f x x= ，则称函数 ( )F x 是函数 ( )f x 在该区间上的一个原

函数. 

由定义知，判断一个函数 ( )F x 是不是已知函数 ( )f x 的原函数，只要看式子 ( ) ( )F x f x′ =

或 d ( ) ( )dF x f x x= 是否成立. 

由于 2( ) 2x x′ = ，所以 2y x= 是 2x的一个原函数，显然 2 1y x= - ， 2 2y x= + ， 2y x C= +

（C为任意常数）都是 2x的原函数. 所以，2x有无穷多个原函数，而且它们之间仅差一个常数.  

推广到一般情形，有以下定理. 
定理 4.1  如果函数 ( )f x 在某区间上有原函数，则 ( )f x 就有无穷多个原函数，且它们相

差一个常数. 
不难得出，如果 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则 ( )f x 的所有原函数可以表示为 ( )F x C+

（其中C是任意常数）. 
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4.1.2  不定积分的定义 

定义 4.2  函数 ( )f x 的所有原函数，称为 ( )f x 的不定积分，记作 ( )df x x∫ . 其中，“ ∫ ”
是积分符号， ( )f x 称为被积函数， ( )df x x称为被积表达式， x称为积分变量. 

如果 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则有 

( )d ( )f x x F x C= +∫  

其中， ( ) ( )F x f x′ = ，C为任意常数. 

由 ( )df x x∫ = ( )F x C+ 可知，求被积函数 ( )f x 的不定积分，就是求它的一个原函数，再

加上一个任意常数. 

例 1  求不定积分 34 dx x∫ . 

解  因为 4 3( ) 4x x′ = ，即 4x 是被积函数 34x 的一个原函数，所以 
3 44 dx x x C= +∫  

例 2  求不定积分 1
dx

x∫ . 

解  因为当 0x ＞ 时，
1

(ln )x
x

′ = ，所以
1

d lnx x C
x
= +∫ . 

又因为，当 0x ＜ 时，
1 1

[ln( )] ( 1)x
x x

′- = - - = ，所以 

1
d ln( )x x C

x
= - +∫  

故                         
1

dx
x∫ = ln | |x C+    

4.1.3  不定积分的几何意义 

设 ( )df x x∫ = ( )F x C+ ，由于 C是任意常数，所以 ( )y F x C= + 的几何图形（如图 4-1所

示）是一族“平行”曲线，称为积分曲线族. 

求已知函数的原函数的方法，称为不定积分法，简

称积分法. 如果把积分法看成是一种运算，那么可以说，

积分法是微分法的逆运算. 

练习 4.1 

1.判断下列函数中哪个是 e sinx x+ 的原函数（   ）. 

（A） e cosx x+    （B） e sinx x-  

（C） e cosx x-    （D） e sinx x+  

2.函数 2 1x + 与 2x 是否均为 2x的原函数？ 

 

 

x0 O 

y 

x 

图 4-1 
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4.2  基本积分公式和不定积分的性质 

4.2.1  基本积分公式 

基本积分公式表如表 4-1所示. 

表 4-1  基本积分公式表 

( ) ( )F x f x′ =  ( )d ( )f x x F x C= +∫
（1） ( ) 0C ′ =  0dx C=∫

（2） 11

1
x xα α

α
+
′

㊣ ㊣
=| |+㊣ ㊣
（ 1α ≠ - ）特别地 ( ) 1x ′ =  

11
d

1
x x x Cα α

α
+= +

+∫ （ 1α ≠ - ）
 

特别地 1d dx x x C= = +∫ ∫  

（3）
1

(ln| | )x
x

′ =  
1

d ln | |x x C
x
= +∫  

（4）
ln

x
xa

a
a

′
㊣ ㊣

=| || |
㊣ ㊣

 d
ln

x
x a

a x C
a

= +∫  

（5） (e ) ex x′ =  e d ex xx C= +∫
（6） (sin ) cosx x′ =  cos d sinx x x C= +∫
（7） ( cos ) sinx x′- =  sin d cosx x x C= - +∫
（8） 2(tan ) secx x′ =  2sec d tanx x x C= +∫
（9） 2( cot ) cscx x′- =  2csc d cotx x x C= - +∫

上述基本积分公式包含了积分最基本的公式，在求不定积分时经常要用到这些公式. 今

后学习定积分时，也要以这些公式为工具进行定积分的运算，因此，必须将这些公式熟记. 

例 1  求下列不定积分： 

（1） 3dx x∫   （2） 4 dx x∫   （3）
2

1
dx

x∫   （4） sin dx x∫  

解 （1） 3dx x∫ = 3 1 41 1

3 1 4
x C x C+ + = +

+
 

（2） 4 dx x∫ =
1

4
ln 4

x C+  

（3）
2

1
dx

x∫ = 2 2 11 1
d

2 1
x x x C C

x
- - += + = - +

- +∫  

（4） sin dx x∫ = cos x C- +  

4.2.2  不定积分的性质 

性质 1  [ ( )d ] ( )f x x f x′ =∫ ，或 d[ ( )d ] ( )df x x f x x=∫  

即不定积分的导数等于被积函数（或不定积分的微分等于被积表达式）. 

性质 2  ( )d ( )F x x F x C′ = +∫ ，或 d ( ) ( )F x F x C= +∫  
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即一个函数的导数的不定积分等于这个函数加上任意一个常数（或一个函数的微分的不定积

分等于这个函数加上任意一个常数）. 

性质 3  ( )d ( )dkf x x k f x x=∫ ∫ （ k为非零常数） 

即非零常数因子，可以移到积分号之前. 

性质 4  [ ( ) ( )]d ( )d ( )df x g x x f x x g x x± = ±∫ ∫ ∫  

即两个函数代数和的不定积分，等于这两个函数不定积分的代数和. 
这个公式可以推广到有限多个函数的代数和的情况. 

例 2  求不定积分 5
3

1
dx x

x

㊣ ㊣+| |
㊣ ㊣∫ . 

解        5
3

1
dx x

x

㊣ ㊣+| |
㊣ ㊣∫ = 5 5 3 6 2

3

1 1 1
d d d d

6 2
x x x x x x x x x C

x
- -+ = + = - +∫ ∫ ∫ ∫  

例 3  求不定积分 2(2 )dx x x+∫ . 

解               2(2 )dx x x+∫ = 2 32 1
2 d d

ln 2 3

x
x x x x x C+ = + +∫ ∫  

例 4  求不定积分 ( 1)( 1)dx x x- +∫ . 

解          ( 1)( 1)dx x x- +∫ = 2 2 31
( 1)d d d

3
x x x x x x x C- = - = - +∫ ∫ ∫  

例 5  求不定积分 3 e dx x x∫ . 

解                   3 e dx x x∫ =
1

(3e) d (3e)
ln 3e

x xx C= +∫  

例 6  求不定积分 (sin 2cos )dx x x+∫ . 

解                 (sin 2cos )dx x x+∫ = cos 2sinx x C- + +  

例 7  求不定积分 43 dx x+∫ . 

解            43 dx x+∫ =
4

4 4 4 3 3
3 3 d 3 3 d 3

ln 3 ln 3

x x
x xx x C C

+

. = = . + = +∫ ∫  

练习 4.2 

求下列不定积分： 

1. 2(1 3 )dx x-∫            2. ( 3)dx x x-∫  

3.
3

2

( 1)
d

t
t

t

+
∫            4.

cos 2
d

cos sin

x
x

x x+∫  

5. 2(2 )dx x x+∫            6.
2e 1

d
e 1

t

t
t

-
-∫  

4.3  换元积分法 

利用基本积分公式和积分性质，所能计算的不定积分是有限的. 本节主要讨论的是在不
能直接利用基本积分公式和积分性质计算不定积分时，可以采取的换元积分的方法，使一些

不定积分的计算问题得到解决. 
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4.3.1  第一类换元法（凑微分法） 

如果所求的积分具有如下特征： 

[ ( )] ( )df x x xφ φ ′∫ 或 [ ( )]d ( )f x xφ φ∫  

设 ( )u xφ= ，于是上式可化为 

[ ( )] ( )df x x xφ φ ′∫ ( )df u u= ∫  

如果 ( )f u 与 ( )xφ ′ 都是连续函数，且 ( )df u u∫ = ( )F u C+ ，由不定积分的定义可知 

[ ( )] ( )df x x xφ φ ′∫ = [ ( )]F x Cφ +  

要证明上式成立，只需证明{ [ ( )]} [ ( )] ( )F x f x xφ φ φ′ ′= 就可以了.  

事实上，{ [ ( )]} ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )F x F u x f u x f x xφ φ φ φ φ′ ′ ′ ′ ′= = = . 

第一换元积分法，是把复合函数的求导法则反过来用于求不定积分而得到的一种积分方

法，称为换元积分法，简称换元法. 这种方法就是通过适当地选择变量替换，把某些不定积

分转化为简单积分的计算. 

例 1  求不定积分 5( 2) dx x+∫ . 

解                    

5 5

5

( 2) d ( 2) ( 2) d

( 2) d( 2)

x x x x x

x x

′+ = + +

= + +

∫ ∫
∫

 

令 2u x= + ，则 d du x= ，故 
5 5

6

6

( 2) d d

1

6
1

( 2)
6

x x u u

u C

x C

+ =

= +

= + +

∫ ∫
 

例 2  求不定积分 1
d

2 1
x

x -∫ . 

解 

                   

1 1 1
d (2 1) d

2 1 2 2 1
1 1

d(2 1)
2 2 1
1

ln | 2 1|
2

x x x
x x

x
x

x C

′= -
- -

= -
-

= - +

∫ ∫

∫  

例 3  求不定积分 2cos 2 dx x∫ . 

解                      2cos 2 d cos 2 (2 ) dx x x x x′=∫ ∫  

cos 2 d2

sin 2

x x

x C

=

= +
∫  

当运算比较熟练后，可以略去设中间变量的步骤，而直接凑微分，再利用基本积分公式

来计算.  

为了便于计算，现将常用的凑微分公式列举如下： 
（1） d d( ) d( )a x ax ax b= = + （ ,a b为常数） 
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（2）
1d( )

d
1

x
x x

α
α

α

+

=
+

 （ 1α ≠ - ） 

（3） 21
d d( )

2
x x ax b

a
= +  （ ,a b为常数且 0a ≠ ） 

（4）
2

1 1
d dx

xx

㊣ ㊣= - | |
㊣ ㊣

 

（5）
1

d 2d( )x x
x
=  

（6）
1

d d(ln )x x
x
=  

（7） e d d(e )x xx =  

（8） sin d d(cos )x x x= -  

（9） cos d d(sin )x x x=  

例 4  求不定积分
2

e dxx x∫ . 

解                    
2 2 2

21 1
e d e d e

2 2
x x xx x x C= = +∫ ∫  

例 5  求不定积分 1
d

ln
x

x x∫  （ 0a ＞ ）. 

解                   
1 1

d d ln ln ln
ln ln

x x x C
x x x

= = +∫ ∫  

例 6  求不定积分
2 2

1
dx

a x-∫ . 

解      
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
d d d d

2 2 2
x x x x

a a x a x a a x a a xa x

㊣ ㊣= + = +| |+ - + -- ㊣ ㊣∫ ∫ ∫ ∫  

= 1 1 1
ln ln ln

2 2 2

a x
a x a x C C

a a a a x

+
+ - - + = +

-
     

例 7  求不定积分 cot dx x∫ . 

解              cos 1
cot d d dsin ln sin

sin sin

x
x x x x x C

x x
= = = +∫ ∫ ∫  

4.3.2  第二类换元法 

对于某些含有根式的积分 ( )df x x∫ ，可以做适当的变量替换. 设 ( )x tφ= ，去掉根式，并

把原积分化为 [ ( )] ( )df t t tφ φ ′∫ 的形式，使其能够求出 . 当然在求出原函数后，还要将

1( )t xφ -= 代回，还原成 x的函数，这就是第二类换元积分法求不定积分的基本思路. 

例 8  求不定积分 d
3

x
x

x -∫ . 

解  设 3t x= - ，则 2 3x t= + ， 0t ＞ ， d 2 dx t t= ，并且 
2 3

2

3 1

2 2

3
d 2 d 2 ( 3)d 2 3

33

2
( 3) 6( 3)

3

x t t
x t t t t t C

tx

x x C

㊣ ㊣+
= = + = + +| || |- ㊣ ㊣

= - + - +

∫ ∫ ∫
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例 9  求不定积分
1

d
1 1

x
x + -∫ . 

解  设 1x t+ = ，则 2 1x t= - ， d 2 dx t t= 并且 

1
d

1 1
x

x + -∫
1 1 1 1

2 d 2 d 2 1 d
1 1 1

t
t t t t

t t t

- + ㊣ ㊣= = = +| |- - -㊣ ㊣∫ ∫ ∫  

1
2 d( 1) 2[ ln | 1|]

1
t t t t C

t
「 ㊣= + - = + - +| |-㊣ 」∫  

2[ 1 ln | 1 1|]x x C= + + + - +  

练习 4.3 

1.计算下列不定积分： 

（1） e dx x-∫                    （2）
1

ln dx x
x∫  

（3）
d

1 2

t

t+∫                    （4） sine cos dx x x∫  

（5） e cose dx x x∫  

2.计算下列不定积分： 

（1） 1dx x x+∫       （2） 3 dx a x+∫      （3）
d

2 3 1

x

x - +∫  

4.4  分部积分法 

分部积分法是另一种新的积分法，此方法常用于被积函数是两种不同类型函数乘积的形

式.事实上，是用两个函数乘积的微分法逆转过来求不定积分. 
由 d( ) d duv u v v u= + ， d d( ) du v uv v u= - ，因此 

d du v uv v u= -∫ ∫                           （4-1） 

即                          d duv x uv u v x′ ′= -∫ ∫                         （4-2） 

式（4-1）或式（4-2）称为分部积分公式. 

例 1  求不定积分 e dxx x∫ . 

解  令u x= ， d e dxv x= ，则 d du x= ， exv = . 

e dxx x∫ = de e e d e ex x x x xx x x x C= - = - +∫ ∫  

例 2  求不定积分 3 ln dx x x∫ . 

解  令 lnu x= ， 3d dv x x= ，则
1

d du x
x
= ， 41

4
v x= . 

3 ln dx x x∫ =
4

4 4 4 3 4 41 1 1 1 1 1
ln d ln d ln ln d ln

4 4 4 4 4 4 16

x
x x x x x x x x x x x x C= - = - = - +∫ ∫ ∫  

在计算比较熟练后，分部积分法的替换过程可以省略. 

例 3  求不定积分 ln dx x x∫ . 

解   ln dx x x∫ 2 2 21 1 1
ln d ln d ln

2 2 2
x x x x x x= = -∫ ∫  
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2 21 1 1
ln d

2 2
x x x x

x
= - ∫  

21 1
ln d

2 2
x x x x= - ∫  

2 21 1
ln

2 4
x x x C= - +  

例 4  求不定积分 2 cos d .x x x∫  

解  2 cos dx x x∫ 2dsinx x= ∫  

2 2sin sin dx x x x= - ∫  

2 sin 2 sin dx x x x x= - ∫  

2 sin 2 d cosx x x x= + ∫  

2 sin 2[ cos cos d ]x x x x x x= + - ∫  

2 sin 2 cos 2sinx x x x x C= + - +  

例 3、例 4中使用了凑微分的方法，使积分运算更容易进行. 

 注意 

在分部积分法中， d du v uv v u= -∫ ∫ 中的 du v∫ 往往是难于积出的不定积分，而 dv u∫ 是比

较容易积出的不定积分，这样就将 du v∫ 分离成两个部分，一部分是函数 uv ，另一部分是容

易积出的不定积分. 

练习 4.4 

计算下列不定积分： 

1. e dxx x-∫                2. ln dx x∫             3. 2 ln dx x x∫  

4. cos dx x x∫               5. sin dx x x∫           6. 2e dxx x∫  

本章知识结构图 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

换元积分法 

分部积分法 

不

定

积

分 

不定积分的概念 不定积分的性质 

不定积分的定义 

基本积分公式 

不定积分的计算 

直接积分法 



 

 

牛顿与莱布尼茨 

牛顿与莱布尼茨都是他们所处时代的巨人.就微积分创立而言，尽管在背景、方法和形

式上存在差异、各有特色，但二者的功绩是相当的，他们都使微积分成为能普遍使用的算法，

同时又都将面积、体积及相当的问题归结为反切线（微分）运算.应该说，微积分能成为独

立的科学并给整个自然科学带来革命性的影响，主要是靠了牛顿与莱布尼茨的工作.在科学

史上，重大的真理往往在条件成熟的一定时期由不同的探索者相互独立地发现，微积分的创

立，情形也是如此. 

我们知道，牛顿在 1687年以前没有公开发表过任何微积分的文章，而莱布尼茨则在 1684

和 1686年分别发表了微积分的论文.1687年当牛顿在《原理》中首次发布他的流数方法时，

他在前言中作了这样一段说明： 

“十年前，我在给学问渊博的数学家莱布尼茨的信中曾指出：我发现了一种方法，可用

以求极大值、极小值、作切线以及解决其他类似的问题，而且这种方法也适用于无理

数，…… .这位名人回信说他也发现了类似的方法，并把他的方法给我看了.他的方法与我

的大同小异，除了用语、符号、算式和量的产生方式外，没有实质性区别.” 

这可以说是对微积分发明权问题的客观评述，遗憾的是，它在《原理》第 3版时被删去

了，原因是其间牛顿与莱布尼茨之间发生了优先权问题的争执. 

争端是由局外人挑起的.瑞士数学家德丢勒（N.F.deDuillier）1699年在一本小册子中提

出“牛顿是微积分的第一发明人”，而莱布尼茨作为“第二发明人”，“曾从牛顿那里有所借

鉴”.莱布尼茨立即对此作了反驳.1712年，英国皇家学会专门指定了一个委员会进行调查，

并于翌年公布了一份著名的《通报》，宣布“确认牛顿为第一发明人”.这引起了莱布尼茨的

申诉，争论在双方的追随者之间越演越烈，直到莱布尼茨和牛顿都去世以后，才逐渐平息并

得到解决.经过调查，特别是对莱布尼茨手稿的分析，证实两人确实是相互独立地完成了微

积分的发明.就发明时间而言，牛顿早于莱布尼茨；就发表时间而言，莱布尼茨则先于牛顿. 

值得补充的是，尽管发生了纠纷，两位学者却从未怀疑过对方的科学才能.有一则记载

说，1701 年在柏林王宫的一次宴会上，当普鲁士王问到对牛顿的评价时，莱布尼茨回答道：

“纵观有史以来的全部数学，牛顿做了一多半的工作.” 

优先权争论被认为是“科学史上最不幸的一章”.微积分发明权的争论，对整个 18世纪

英国与欧陆国家在数学发展上的分道扬镳，产生了严重影响.虽然牛顿在微积分应用方面的

辉煌成就极大地促进了科学的进步，但由于英国数学家固守牛顿的传统而使自己人逐渐远离

分析的主流.分析的进步在 18世纪主要是由欧陆国家的数学家在发展莱布尼茨微积分方法的

基础上而取得的. 

 
摘自《数学史概论（第二版）》.李文林 
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第 5 章  定积分及其应用 
 

 

不定积分是微分法逆运算的一个侧面，定积分则是它的另一个侧面. 定积分起源于求图

形的面积和体积的计算等实际问题. 17世纪中叶，牛顿和莱布尼茨先后提出了定积分的概念，

并发现了积分与微分之间的内在联系，给出了计算定积分的一般方法，从而才使定积分成为

解决有关实际问题的有力工具，并使各自独立的微分学与积分学联系在一起，构成完整的理

论体系——微积分学. 

本章从求曲边梯形的面积入手，引入定积分的定义，然后再讨论定积分的性质、计算方

法，以及定积分在几何学与经济管理中的应用. 

5.1  定积分的概念 

引例  设 ( )f x 在区间[ , ]a b 内连续，现在来求由 ( )y f x= 、x a= 、x b= （ a b＜ ）、 0y =

所围成的曲边梯形的面积（如图 5-1所示）. 

下面讨论如何求曲边梯形的面积 S . 矩形的面积公式为底乘以高，而曲边梯形有一条边

是曲线，其高是变化的，所以不能用矩形面积公式来计算其面积. 这个问题需用极限的方法
来解决. 用分点把区间[ , ]a b 分成很多个如图 5-1所示的区间，然后过每个分点做 x轴的垂线，

就把曲边梯形分成许多小曲边梯形. 由于 ( )f x 在区间[ , ]a b 上是连续变化的，在很小的一段区

间上它的变化很小，近似于不变. 因此，每个小曲边梯形的面积用相应的小矩形面积来近似

代替（如图 5-1 所示），然后把所有小矩形面积加起来，则

所有小矩形面积之和就是曲边梯形面积 S的近似值. 
区间 [ , ]a b 分得越细，每个小区间的宽度越小，那么小

矩形面积之和就越接近曲边梯形面积 S .  

上述过程可归纳叙述如下. 

1.分割 
用分点 0 1 2 1n na x x x x x b-= ＜ ＜ ＜ ＜ ＜ =… 将区间 [ , ]a b

分成 n个小区间 0 1[ , ],x x 1 2[ , ],x x ,… 1[ , ]n nx x- . 它们的长度依次为 1i i ix x x -Δ = - （ 1,2, ,i n= … ）. 

2.近似代替 
在每个小区间 1[ , ]i ix x- 内任取一点 iξ （ 1,2, ,i n= … ），以 ixΔ 为底、 ( )if ξ 为高做小矩形，

其面积为 ( )i if xξ . Δ ，并近似代替相应的小曲边梯形面积 iSΔ ，即 

( )i i iS f xξΔ ≈ Δ   （ 1,2, ,i n= … ） 

3.求和 
把 n个小矩形面积相加就得到曲边梯形面积 S的近似值，即 

 

图 5-1 

y 

O a x1 xi-1 ξi xi xn-1 b x 

B 

A  
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1

( )
n

i i
i

S f xξ
=

≈ ΔΣ  

4.取极限 

设λ为小区间长度的最大值，即 { }1 2max , , , nx x xλ = Δ Δ Δ… ，当 0λ→ 时，则上面和式的

极限值就是曲边梯形的面积（此时区间[ , ]a b 无限细分，即分点数 )n→∞ ，即 

0 1

lim ( )
n

i i
i

S f x
λ

ξ
→ =

= ΔΣ  

5.1.1  定积分的定义 

1.定积分的定义 

定义 5.1  设函数 ( )y f x= 在区间 [ , ]a b 上连续 . 任取分点 0 1 2 1na x x x x -= ＜ ＜ ＜ ＜…  

nx b＜ = 将 [ , ]a b 分成 n 个小区间 0 1 1 2 1[ , ],[ , ], ,[ , ]n nx x x x x x-… . 小区间的长度依次为

1i i ix x x -Δ = - （ 1,2, ,i n= … ）.  

在每个小区间 1[ , ]i ix x- 上任取一点 iξ（ 1i i ix xξ- ≤ ≤ ）， 做乘积 ( )i if xξ . Δ （ 1, 2 , ,i n= … ），

并做和式
1

( )
n

i i
i

f xξ
=

ΔΣ . 令 { }1 2max , , , nx x xλ = Δ Δ Δ… ，当 0λ → 时，若和式
1

( )
n

i i
i

f xξ
=

ΔΣ 的极限

存在（该极限值与区间 [ , ]a b 分法及点 iξ 取法都无关），则称此极限为函数 ( )f x 在区间[ ,a b ]

上的定积分，记作 ( )d
b

a
f x x∫ ，即 

0 1

( )d lim ( )
nb

i i
a

i

f x x f x
λ

ξ
→ =

= ΔΣ∫  

此时，也称 ( )f x 在[ , ]a b 上可积，上式中“ ∫ ”是积分符号， ( )f x 称为被积函数， ( )df x x称

为被积表达式， x称为积分变量，[ , ]a b 称为积分区间， a称为积分下限，b称为积分上限. 

2.关于定积分定义的几点说明 

（1） ( )d
b

a
f x x∫ 是一个常数，它只与被积函数 ( )f x 和积分区间[ ,a b ]有关，而与积分变量

所用字母无关，即有 

( )d
b

a
f x x∫ ( )d ( )d

b b

a a
f t t f u u= =∫ ∫  

（2）定积分的定义是在积分限 a b＜ 情况下给出的，为讨论方便，规定： 

① ( )d
b

a
f x x =∫ ( )d

a

b
f x x-∫  

② ( )d 0
a

a
f x x =∫  

（3）由定积分的定义可知，并不是所有函数都可积. 函数 ( )f x 在区间[ ,a b ]上可积的充分条

件是：如果 ( )f x 在区间[ ,a b ]上连续，或有界且只有有限个间断点，那么 ( )f x 在[ ,a b ]上可积. 

3.定积分的几何意义 

由定积分的定义可得：如果 ( )f x 在区间[ ,a b ]上连续，且 ( ) 0f x ≥ ，那么 ( )d
b

a
f x x∫ 在几

何上表示由曲线 ( )y f x= ，直线 x a= 与x b= （a＜b），以及 x轴所围成的曲边梯形的面积（如    
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图 5-1所示），即 

( )d
b

a
S f x x= ∫  

如果 ( )f x 在区间 [ , ]a b 上连续，且 ( ) 0f x ≤ ，那么 ( )d
b

a
f x x∫ 在几何上表示由曲线

( )y f x= ，直线 x a= 与 x b= ，以及 x轴所围成的曲边梯形的面积的相反数（如图 5-2所示），即 

( )d
b

a
S f x x= -∫  

如果 ( )f x 在区间[ ,a b ]上连续，且 ( )f x 有时为正有时为负，那么 ( )d
b

a
f x x∫ 在几何上表

示由曲线 ( )y f x= ，直线 x a= 与 x b= ，以及 x轴所围成的各部分面积的代数和（如图 5-3

所示），即 

1 2 3( )d
b

a
f x x S S S= - +∫  

                

图 5-2                                   图 5-3 

5.1.2  定积分的基本性质 

性质 1  对任意常数 k都有 ( )d
b

a
kf x x =∫ ( )d

b

a
k f x x∫ . 

性质 2  [ ( ) ( )]d
b

a
f x g x x± =∫ ( )d ( )d

b b

a a
f x x g x x±∫ ∫ .  

这个性质可以推广到有限多个函数的代数和的情况. 

性质 3  ( )d
b

a
f x x =∫ ( )d

c

a
f x x∫ + ( )d

b

c
f x x∫ （ a c b＜ ＜ ，或 c为任意常数）. 

性质 4  若在[a,b]上，恒有 ( ) ( )f x g x≤ ，则 ( )d
b

a
f x x∫ ≤ ( )d

b

a
g x x∫ . 特别地，若在[a,b]

上，有 ( )m f x M≤ ≤ ，则 ( )m b a- ≤ ( )d
b

a
f x x∫ ≤ ( )M b a- . 

性质 5  如果函数 ( )f x 在区间[a,b]上连续，则在[a,b]内至少有一点ξ 使得下式成立.  

( )d
b

a
f x x =∫ ( )( )f b aξ -         ( , )a bξ ∈  

5.1.3  微积分基本定理 

设函数 ( )f x 在区间[a,b]上连续，且 x为[a,b]上任意一点. 因为 ( )f x 在部分区间[ , ]a x 上仍

连续，所以定积分 ( )d
x

a
f x x∫ 存在. 

因为定积分与积分变量所用字母无关，不妨把 ( )d
x

a
f x x∫ 的积分变量改为 t ，从而

a O c1 c2 b x 

S1

S2

S3

y 

y=f (x) 

y 

a b 

A B 

O 

 ( )d
b

a
S f x x= -∫    

y=f (x) 

x 
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( )d
x

a
f x x∫ 可写成 ( )d

x

a
f t t∫ . 称 ( )P x = ( )d

x

a
f t t∫ 为变上限积分. 

定理 5.1  如果函数 ( )f x 在区间[a,b]上连续，那么变上限积分 ( ) ( )d
x

a
P x f t t= ∫ 在区间  

[a,b]内可导，并且 ( )P x′ =
d

( )d [ ( )d ]
d

x x

a a
f t t f t t

x
′=∫ ∫ ( )f x= （ a x b≤ ≤ ）. 

例如，
3

( sin d ) sin
x

t t x′ =∫ . 

微分（或导数）与定积分这两个定义是各自独立给出的，定理 5.1 揭示了这两个不相关

的概念之间的内在联系，因而称为微积分基本定理. 
由定理 5.1可知 ( )P x 是连续函数 ( )f x 的一个原函数，因此可以得到下面定理. 

定理 5.2  （原函数存在定理）如果函数 ( )f x 在区间[a,b]上连续，则函数 ( )P x = ( )d
x

a
f t t∫

是函数 ( )f x 在区间[a,b]上的一个原函数. 

定理 5.2 的重要意义是：一方面，肯定了连续函数的原函数是存在的；另一方面，初步

揭示了积分学中定积分与原函数的关系. 

利用上面讨论的结果，可以得到利用原函数计算定积分的公式. 
定理 5.3  设函数 ( )f x 在区间[a,b]上连续，且 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则 

( )d ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x x F x F b F a= = -∫  

上式称为微积分基本公式，也称为牛顿—莱布尼茨公式. 

已学过的不定积分的基本公式，皆可应用到定积分中来，只是把上、下限代入原函数，

进行计算就可以了. 定积分的计算简化了，使积分学得到广泛的应用. 

例 1  求定积分
1 2

0
3 dx x∫ . 

解                        
11 2 3 3 3

0 0
3 d 1 0 1x x x= = - =∫  

例 2  求定积分
2

1
e dx x∫ .  

解                       
22 2

1 1
e d e e e e(e 1)x xx = = - = -∫  

例 3  求定积分
4

2

1
dx

x∫ .  

解                     
4 4

22

1
d ln | | ln 4 ln 2 ln 2x x

x
= = - =∫  

例 4  求定积分
22

1

2 1
d

x
x

x

+
∫ .  

解           
2 22 2 2 2 22

11 1 1 1 1

2 1 1 1
d 2 d 2 d d ln | |

x
x x x x x x x x

x x x

+ ㊣ ㊣= + = + = +| |
㊣ ㊣∫ ∫ ∫ ∫  

(4 1) ln 2 ln1 3 ln 2= - + - = +  

练习 5.1 

1.求函数 sin 2 d
x

a
y t t= ∫ 的导数. 

2.求函数
1

e d
x ty t= ∫ 当 ln 2x = 时的导数. 
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3.计算 0

20

sin d
lim

x

x

t t

x→

∫
. 

4.计算下列定积分： 

（1）
1 2

0
(3 4 )dx x x+∫  （2）

1

0
(1 )dx x x+∫  （3）

2

0
e d

a xx x∫  （4）
0

sin 2 dx x
π

∫  

5.2  定积分的计算 

5.2.1  换元积分法 

设函数 ( )f x 在区间[a,b]上连续，函数 ( )x tφ= 满足下列条件： 

（1） ( )tφ 在区间[ , ]α β 上有连续导数； 

（2） ( ) aφ α = ， ( ) bφ β = ，且 ( )a t bφ≤ ≤ . 

则有下列定积分换元公式成立 

( )d
b

a
f x x∫ [ ( )] ( )df t t t

β

α
φ φ ′= ∫  

例 1  计算
5

0

1
d

1 3
x

x+∫ .  

解                
1

5 5
2

0 0

1
5 2

0

1
1 5

2
0

1
5

2
0

1
d (1 3 ) d

1 3

1
(1 3 ) d(1+ 3 )

3

1 1
= (1 3 )

13 1
2

2 2 2
= (1 3 ) 4 2

3 3 3

x x x
x

x x

x

x

-

-

- +

= +
+

= +

- +
- +

+ = × - =

∫ ∫

∫

 

例 2  计算 22
0

cos sin dx x x
π

∫ .  

解法一  设 cos x t= ，则 d sin dt x x= - . 

当 0x = 时， 1t = ；当
2

x
π
= 时， 0t = . 故 

原式
10 12 2 3

1 0 0

1 1
d d

3 3
t t t t t= - = = =∫ ∫  

解法二          22
0

cos sin dx x x
π

∫ 2 3 22
0 0

1 1
cos d cos cos

3 3
x x x

ππ

= - = - =∫  

解法二称为“凑微分法”，它不用引入新的变量，因此这种方法较为实用. 

例 3  计算
4

0

1
d

1
x

x+∫ .  

解  设 t x= ，则 2x t= ， d 2 dx t t= . 

当 0x = 时， 0t = ；当 4x = 时， 2t = . 故 
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4

0

1
d

1
x

x+∫
2 2

0 0

2 1 1
d 2 d

1 1

t t
t t

t t

+ -
= =

+ +∫ ∫  

2 2 2

0 0 0

1 1
2 1 d 2 d 2 d( 1)

1 1
t t t

t t
㊣ ㊣= - = - +| |+ +㊣ ㊣∫ ∫ ∫  

( ) 22

0 0
2 2ln 1 4 2ln 3t t= - + = -  

例 4  证明如果 ( )f x 是偶函数，即 ( ) ( )f x f x- = ，那么
0

( )d 2 ( )d
a a

a
f x x f x x

-
=∫ ∫ . 

证  由
0

( )d ( )d
a

a a
f x x f x x

- -
= +∫ ∫ 0

( )d
a

f x x∫ ，对上式等号右边第一个积分
0

( )d
a

f x x
-∫ 做变

量代换. 设 x t= - ，则 d d( )x t= - .当 x a= - 时， t a= ；当 0x = 时， 0t = . 

于是     
0

( )d
a

f x x
-∫

0 0

0 0
( )d( ) ( )d ( )d ( )d

a a

a a
f t t f t t f t t f x x= - - = - - = - = -∫ ∫ ∫ ∫  

故          
0

( )d ( )d
a a

a
f x x f x x

-
= - +∫ ∫ 0

( )d
a

f x x∫ =
0

[ ( ) ( )]d
a

f x f x x- +∫  

因为 ( )f x 为偶函数，所以 ( ) ( ) 2 ( )f x f x f x- + = ，于是有 

0
( )d ( )d

a a

a
f x x f x x

-
= - +∫ ∫ 0

( )d
a

f x x∫ =
0 0

2 ( )d 2 ( )d
a a

f x x f x x=∫ ∫  

例 5  如果 ( )f x 是奇函数，即 ( ) ( )f x f x- = - ，那么 ( )d 0
a

a
f x x

-
=∫ . 

证（略） 

5.2.2  分部积分法 

设函数 ( )u u x= 与 ( )v v x= 在区间[ , ]a b 上有连续导数，则定积分的分部积分公式为 

d ( ) d
b bb

aa a
u v uv v u= -∫ ∫  

例 6  计算
e

1
ln dx x∫ .  

解  令 lnu x= ， d dv x= ，则
1

d du x
x
= ， v x= ，故 

e ee e e

1 1 11 1

1
ln d ln d ln (e 0) (e 1) 1x x x x x x x x x

x
= - . = - = - - - =∫ ∫  

例 7  计算 2
0

cos dx x x
π

∫ .  

解  2
0

cos dx x x
π

∫ 22 2
00 0

dsin sin sin dx x x x x x
ππ π

= = -∫ ∫  

= 2 2
0 0

sin cos sin 0 cos cos0 1
2 2 2 2

x x x
π π π π π π㊣ ㊣ ㊣ ㊣+ = - + - = -| | | |

㊣ ㊣ ㊣ ㊣
 

例 8  计算
1 2

0
e dxx x∫ .  

解       
1 11 1 1 12 2 2 2 2

0 0 0 00 0
e d de e e d e 2 e dx x x x x xx x x x x x x x= = - = -∫ ∫ ∫ ∫  

=
11 1 1

0 0 00
e 2 e d e 2 de e 2 e e dx x x xx x x x x㊣ ㊣- = - = - -| |

㊣ ㊣∫ ∫ ∫  
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=
1 1

0 0
e 2 e e e 2(e e 1) e 2x xx㊣ ㊣- - = - - + = -| |
㊣ ㊣

 

练习 5.2 

1.计算下列定积分： 

（1）
1

0

1
d

1 2
x

x+∫                       （2）
ln 2

0
e 1dx x-∫  

2.计算下列定积分： 

（1）
e

0
ln dx x∫        （2）

1

0
e dxx x-∫     （3） 2

0
sin dx x x

π

∫    

5.3  无穷区间上的广义积分 

前面讨论的定积分 ( )d
b

a
f x x∫ 要求积分区间 [ , ]a b 是有限区间，但在实际问题中，会遇到

无穷区间上的积分，这类积分称为无穷区间上的广义积分. 这样就需要对定积分的概念进行

推广，从而形成了“广义积分”的概念. 

定义 5.2  设函数 ( )f x 在区间[ , )a +∞ 上连续，b a＞ ，称 lim ( )d
b

ab
f x x

→+∞ ∫ 为函数 ( )f x 在无

穷区间[ , )a +∞ 上的广义积分，记作 ( )d
a

f x x
+∞

∫ ，即 

( )d
a

f x x
+∞

∫ lim ( )d
b

ab
f x x

→+∞
= ∫  

如果上述极限存在，称广义积分 ( )d
a

f x x
+∞

∫ 是收敛的；反之如果极限 lim ( )d
b

ab
f x x

→+∞ ∫ 不存

在，则称广义积分 ( )d
a

f x x
+∞

∫ 是发散的. 

同样可以定义 

( )d
b

f x x
-∞∫ lim ( )d

b

aa
f x x

→-∞
= ∫  

( )df x x
+∞

-∞∫ lim ( )d
c

aa
f x x

→-∞
= ∫ lim ( )d

b

cb
f x x

→+∞
+ ∫     ( , )c∈ -∞ +∞  

例 1  求广义积分
21

1
dx

x

+∞

∫ . 

解            
21

1
dx

x

+∞

∫ 21

1
lim d

b

b
x

x→+∞
= ∫

1

1
lim

b

b x→+∞

㊣ ㊣= -| |
㊣ ㊣

1
lim 1 1

b b→+∞

㊣ ㊣= - + =| |
㊣ ㊣

 

例 2  判断广义积分
1

1
dx

x

+∞

∫ 的敛散性. 

解  
1

1
dx

x

+∞

∫ 1

1
lim d

b

b
x

x→+∞
= ∫ 1

lim (ln | |) lim ln
b

b b
x b

→+∞ →+∞
= = = +∞，所以

1

1
dx

x

+∞

∫ 发散. 

例 3  求广义积分
0

e dx x
+∞ -∫ . 

解        
0

e dx x
+∞ -∫ 0

lim e d
b x

b
x-

→+∞
= ∫

0

1 1
lim lim 1 1

e e

b

x bb b→+∞ →+∞

㊣ ㊣ ㊣ ㊣= - = - =| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣
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练习 5.3 

1.计算下列广义积分： 

（1）
0

e dx x
+∞ -∫                        （2）

0
e dxx x

+∞ -∫  

2.判断广义积分
1

dx

x

+∞

∫ 的敛散性. 

5.4  定积分的应用 

5.4.1  平面图形的面积 

已知定积分 ( )d
b

a
f x x∫ （ ( ) 0f x ≥ ）的几何意义是由曲线 ( )y f x= ， x轴与直线 x a= 及

x b= 所围的曲边梯形的面积： 

( )d
b

a
S f x x= ∫  

下面给出其他几种平面图形，利用定积分求出它们的面积. 
（1）设平面图形由曲线 ( )y f x= 、 ( )y g x= 和直线 x a= 、 x b= 围成，且在 [ , ]a b 上，

( ) ( )f x g x≥ ，如图 5-4所示. 所围的平面图形的面积应为 

[ ( ) ( )]d
b

a
S f x g x x= -∫  

（2）设平面图形由曲线 ( )x yφ= 、 ( )x h y= 和直线 y c= 、 y d= 围成，且在 [ , ]c d 上，

( ) ( )y h yφ ≥ ，如图 5-5所示. 所围的平面图形的面积应为 

[ ( ) ( )]d
d

c
S y h y yφ= -∫  

                       

图 5-4                                     图 5-5 

例 1  求由直线 y x= 和曲线 2y x= 所围的平面图形的面积. 

解  先做出所围面积的图形，如图 5-6所示. 求出直线 y x= 和曲线 2y x= 的交点 (0,0)O ，

(1,1)A ，则所求的面积应为 
1 11 2 2 3

0 0 0

1 1 1
( )d

2 3 6
S x x x x x= - = - =∫  

例 2  求由曲线 1
y

x
= 与直线 y x= 、 2x = 所围的平面图形的面积. 

解  曲线
1

y
x
= 与直线 y x= 、 2x = 所围的平面图形，如图 5-7所示.  

O a b 

g(x) 

f(x) 

y 

x x O 

y 

d 
x=h(y)

x=φ (y) 

c 
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1
y

x
= 与 y x= 的交点坐标为(1,1)，所以 

2
2 2

1
1

1 1 3
d ln | | ln 2

2 2
S x x x x

x
㊣ ㊣ ㊣ ㊣= - = - = -| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣∫  

                       

图 5-6                                      图 5-7 

例 3  求抛物线 2 2y x= 与直线 4y x= - 所围图形的面积. 

解  曲线 2 2y x= 与直线 4y x= - 所围的图形，如图 5-8所示，交点为 (8,4)A 、 (2, 2)B - . 

解法一  可将所求的面积 S分成 1S 与 2S 的和. 其中 1S 是由曲线 2y x= 、 2y x= - 及直

线 0x = 、 2x = 所围的面积. 
2

1
0

2 ( 2 ) dS x x x「 ㊣= - -㊣ 」∫  

2S 是由曲线 2y x= 、直线 4y x= - 及直线 2x = 、 8x = 所围的面积. 
8

2
2

2 ( 4) dS x x x「 ㊣= - -㊣ 」∫  

所以 1 2S S S= + =
2

0
2 ( 2 ) dx x x「 ㊣- - +㊣ 」∫

8

2
2 ( 4) dx x x「 ㊣- -㊣ 」∫  

2

0
2 2 dx x= +∫ ( )8

2
2 4 d 18x x x- + =∫  

解法二  将 S看成由直线 4x y= + 、曲线 21

2
x y= 和直线 2y = - 、

4y = 围成的面积，故有
4

4 2 2 3

2
2

1 1 1
( 4) d 4 18

2 2 6
S y y y y y y

-
-

「 ㊣ ㊣ ㊣= + - = + - =| || |㊣ 」 ㊣ ㊣∫ . 

5.4.2  旋转体的体积 

旋转体可以看成是由一平面曲边梯形绕某轴旋

转而形成的立体图形. 
由连续曲线 ( )y f x= ，直线 x a= 、x b= （b a＞ ）

及 x轴所围成的平面图形，绕 x轴旋转形成的旋转

体，如图 5-9所示，求它的体积. 

在 x轴上过一点 x做垂直于 x轴的平面，得到旋

转体的截面，其面积为 2( )S x y= π ，从而得到旋转体

的体积 
2 2d [ ( )] d

b b
x

a a
V y x f x x= π = π∫ ∫  

类似地，若所考虑的体积，由连续曲线 ( )x yφ= ，直线 y c= 、 y d= （ d c＞ ）及 y轴围

成的平面图形绕 y轴旋转而成，则它的体积公式为 

 

图 5-8 

 

图 5-9 

x 

y 

y=x x=2

O
(1,1)

1
y

x
=  

2

y=x-4 

xO 4 8 

-2 

-4 

y 

(2,-2) 

y2=2x 

A (8,4) 

B 

S2 

S1 

1 O x 

A 
y=x y=x2 

y 

y 

O 

f(x) 

 x  x b 

S(x) 

a 
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2 2d [ ( )] d
d d

y
c c

V x y y yφ= π = π∫ ∫  

例 4  求曲线 y x= 与直线 1x = 、 4x = 及 0y = 所围成的平面图形绕 x轴旋转而成的旋

转体的体积. 

解  如图 5-10所示，当绕 x轴旋转时，由公式 2 ( )d
b

x
a

V f x x= π∫ ，得 

( )24

1

15
d

2
xV x x= π = π∫  

例 5  求椭圆
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 分别绕 x轴与 y轴旋转产生的旋转体体积. 

解  如图 5-11所示，由于椭圆的图形关于坐标轴对称，所以只需要考虑第一象限内的图
形绕 x轴或 y轴旋转所产生的旋转体体积. 

2
2 2 2

20 0
2 d 2 ( )d

a a
x

b
V y x a x x

a
= π = π -∫ ∫  

2 3 2 3
2 3 2

2 2

0

4
2 2

3 3 3

a
b x b a

a x a ab
a a

㊣ ㊣ ㊣ ㊣
= π - = π - = π| | | || | | |

㊣ ㊣ ㊣ ㊣
 

绕 y轴旋转所产生的旋转体体积为
2

2 2 2
20 0

2 d 2 ( )d
b b

y
a

V x y b y y
b

= π = π -∫ ∫ 24

3
a b= π . 

特别地，当 a b= 时，得球的体积为 34

3
V a= π . 

 

               

图 5-10                                       图 5-11 

5.4.3  经济管理中的应用 

例 6  已知某产品的总产量的变化率为 
2( ) 80 10 3q t t t′ = + - （单位/天） 

求从第 3天到第 10天的总产量.    

解  所求的总产量为 
10 102 2 3

33
(80 10 3 )d (80 5 )q t t t t t t= + - = + -∫ =(800+500-1 000)-(240+45-27)=42（单位） 

例 7  已知某商品每个月生产 q个单位时，其总费用 ( )F q 的变化率为 

( ) 0.2 10F q q′ = - （元/单位） 

且 (0) 60F = （元/单位），求总费用函数 ( )F q . 

解法一       ( ) ( )d (0.2 10)dF q F q q q q′= = -∫ ∫ 20.1 10q q C= - +  

因为 (0) 60F = ，所以 60C = . 

y 

y x=   

O 4 1 x 

x a 

b 

O 

y 

2 2b
y a x

a
= -   

1

4
S  
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因此，总费用函数为 2( ) 0.1 10 60F q q q= - + . 

解法二  因为
0

( )d ( ) (0)
q

F q q F q F′ = -∫ ，所以  

0
( ) (0.2 10)d (0)

q
F q q q F= - +∫ 20.1 10 60q q= - +  

例 8  某产品的总成本 ( )C q （万元）的边际成本为 2（万元/百台），总收入 ( )R q （万元）

的边际收入为 ( ) 5R q q′ = - （万元/百台），其中 q为产量，固定成本为 3万元. 问： 

（1）产量为多少时总利润 ( )L q 最大，最大利润为多少？ 

（2）当利润最大时再生产 100台总利润增加多少？ 

解 （1）由已知得 1( ) ( )d 2d 2C q C q q q q C′= = = +∫ ∫ . 

因为固定成本为 3，所以 1 3C = ，即总成本函数为 

( ) 2 3C q q= +  

又知 ( ) 5R q q′ = - ，所以 2
2

1
( ) (5 )d 5

2
R q q q q q C= - = - + +∫ . 

因为 (0) 0R = ，所以 2 0C = ，即总收入函数为 

21
( ) 5

2
R q q q= - +  

此时总利润函数为 

2 21 1
( ) ( ) ( ) 5 (2 3) 3 3

2 2
L q R q C q q q q q q= - = - + - + = - + -  

由题意得，边际利润函数为 
( ) 3L q q′ = - +  

令 ( ) 0L q′ = ，得到 3q = . 

由于 3q = 为唯一驻点，且存在最大利润，因此，当 3q = （百台）时，利润最大，此时
最大利润为 (3) 1.5L = （万元）. 

（2）当 3q = （百台）时，再多生产 100台，此时总利润增加 
4

4 4 2

3 3
3

1
( )d (3 )d 3 4 4.5 0.5

2
L q q q q q q

㊣ ㊣′ = - = - + = - = -| |
㊣ ㊣∫ ∫ （万元） 

即当利润最大时，若再多生产 100台，总利润将减少 0.5万元. 

练习 5.4 

1.求下列各题中平面图形的面积： 

（1）曲线 2 3y x= + 在区间[0,1]上的曲边梯形的面积； 

（2）曲线 2y x= 与 22y x= - 所围图形的面积； 

（3）曲线
1

y
x
= 与直线 1y = 和 2x = 所围图形的面积. 

2.求曲线 y x= 与 1x = 、 2x = 及 x轴所围图形绕 x轴旋转所得到的体积. 

3.生产某产品的边际费用函数为 2( ) 4 50F q q q′ = - + （元/件），其中 q为产量，已知生

产 3件时，总费用为 181元，求总费用函数 ( )F q . 

4.已知某产品产量 q对时间的变化率为 20.9 20 200q t t′ = - + + （吨/小时）. 求从 1t = 到

10t = 时的产量. 
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5.已知某产品生产 q个单位时，边际收益为 ( ) 200
100

q
R q′ = - （ 0q≥ ）. 求： 

（1）生产 50个单位时的总收益； 

（2）如果已生产了 100个单位，再生产 100个单位，此时总收益将增加多少？ 

本章知识结构图 
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第 6 章  矩    阵 
 

 

从 19 世纪中叶以来，矩阵代数已经以现在这种形式存在.它由哈密顿、凯利及西而维

斯特所发明，长期以来一直是代数的一个专门分支，直到 20世纪 20年代，它才成为量子力

学的工具.现在矩阵成为普通数学教育的一部分.它在数值分析与所有其他应用数学分支中

有着广泛的应用. 

摘自《数学概论》.[瑞典] L·戈丁 著；胡作玄 译 

本章主要介绍矩阵、逆矩阵、矩阵的秩等概念，几种特殊的矩阵，矩阵的加减、数乘、

乘法等运算及其运算规律，矩阵的初等行变换，以及用初等行变换求逆矩阵和秩的方法. 

6.1  矩阵的概念 

6.1.1  矩阵的定义 

矩阵是实数的矩形阵表，先看一个实例. 

引例  某工厂的 1、2、3三个分厂，生产 A、B、C、D四种产品（单位：吨），其生产

情况如表 6-1所示.  

表 6-1 

产    品    

产    量 

分  厂  

 

A  B  C  D 

 

1 

2 

3 

3  2  4  8 

5  0  2  3 

2  3  7  0 

上述产品情况可以用一个数表表示为 
3 2 4 8

5 0 2 3

2 3 7 0

㊣ ㊣
| |
| |
| |
㊣ ㊣

 

称这样的矩形数表为矩阵. 
定义 6.1  由 m×n个实数 ija （i =1,2,… , m；j=1,2,… ,n）排成 m行 n列的数表 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

㊣ ㊣
| |
| |
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…
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称为 m行 n列矩阵，简称 m×n矩阵. 其中横排称为矩阵的行，纵排称为矩阵的列. ija 称为

矩阵的第 i行 j列处的元素. 
矩阵通常用大写字母 A、B、C…表示，也可以用[ ]ija 、[ ]ijb 、[ ]ijc …表示. 有时为了标

明矩阵 A的行数 m和列数 n，可用 m n×A 或[ ]ij m na × 表示. 

矩阵的行数和列数可以是任意的正整数. 

具有 n行 n列的矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

A  

称为 n阶矩阵或 n阶方阵，可简记作 nA . 

方阵 nA 中，从左上角到右下角的对角线称为主对角线，元素 11 22, , , nna a a… 称为主对角

元素，从右上角到左下角的对角线称为次对角线. 

只有一行的矩阵称为行矩阵，只有一列的矩阵称为列矩阵，如 

( )11 12 1na a a= …A ，

11

21

1n

b

b

b

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ ㊣

︙
B  

则 A为行矩阵，B为列矩阵. 特别地，规定 1 1( )a a× = . 

所有的元素都为零的矩阵称为零矩阵，记作O或 m n×O . 

例如 

2 3
0 0 0

0 0 0
×
㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

O ， 2
0 0

0 0

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

O  

分别为 2×3零矩阵和 2阶零矩阵. 

主对角线上的元素全为 1，其余元素都为 0的 n阶方阵称为 n阶单位矩阵，记作 nE 或 E . 

例如 

3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

E ，

1 0 0

0 1 0

0 0 1

n

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

E  

6.1.2  矩阵的相等 

两个行数、列数分别相等的矩阵称为同型矩阵. 若同型矩阵 [ ]ij m na ×=A 与 [ ]ij m nb ×=B 的

各对应元素相等，即 ija = ijb （ 1,2, ,i m= … ； 1,2, ,j n= … ），则称矩阵 A 与矩阵 B 相等，记作

A=B. 

练习 6.1 

1.设
1 0

2 b

㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

A ，
1 0

3a

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

B ，且 =A B，求 a b、 . 
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2.写出矩阵

1 0 2

1 3 0

4 5 6

-㊣ ㊣
| |= | |
| |-㊣ ㊣

A 的主对角元素. 

6.2  矩阵的运算 

6.2.1  矩阵的加法 

定义 6.2  设 A、B同为 m×n矩阵： 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

A ，

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

b b b

b b b

b b b

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

B  

则 A与 B的加法记作 A+B. 

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

+ + +㊣ ㊣
| |+ + +| |+ =
| |
| || |+ + +㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

A B  

即 +A B为矩阵 A与 B的各对应元素相加构成的矩阵. 

 注意 

如果 A 与 B 不是同型矩阵，那么 +A B 没有意义. 

例 1  设

1 2

0 3

2 1

㊣ ㊣
| |= -| |
| |-㊣ ㊣

A ，

2 3

4 0

1 1

-㊣ ㊣
| |= | |
| |-㊣ ㊣

B ，求 +A B . 

解                  

1 ( 2) 2 3 1 5

0 4 3 0 4 3

2 1 1 ( 1) 1 0

+ - + -㊣ ㊣ ㊣ ㊣
| | | |+ = + - + = -| | | |
| | | |- + + - -㊣ ㊣ ㊣ ㊣

A B  

例 2  设某物资（单位：吨）从三个产地运往四个销地，一、二月份的调运方案分别用

矩阵 A、B表示 
3 7 4 2

2 0 1 3

4 3 7 0

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

A ，

2 1 3 0

2 5 2 5

3 2 0 6

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

B  

求两个月从各产地到各销地的调运总量. 

解  从各产地到各销地的调运总量可表示为 
3 2 7 1 4 3 2 0 5 8 7 2

2 2 0 5 1 2 3 5 4 5 3 8

4 3 3 2 7 0 0 6 7 5 7 6

+ + + +㊣ ㊣ ㊣ ㊣
| | | |+ = + + + + =| | | |
| | | |+ + + +㊣ ㊣ ㊣ ㊣

A B  

矩阵的加法满足以下的运算规律： 
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（1）交换律                   A + B = B + A 

（2）结合律               (A + B)+C = A +(B + C) 

6.2.2  数与矩阵的乘法 

定义 6.3  数 k与 m×n矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

A  

的乘积，记作 kA. 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

ka ka ka

ka ka ka
k

ka ka ka

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

A  

即 kA为数 k与 A的各元素相乘构成的矩阵. 
特别地，当 1k = - 时， ( )+ - = -A B A B，习惯上，称之为矩阵的减法.  

数与矩阵的乘法满足以下的运算规律：（设 A、 B都是 m×n矩阵，k、l为常数） 

（1）结合律  (kl) A =k(lA)=l(kA)； 

（2）矩阵对数的分配律  (k+l) A =k A +l A； 

（3）数对矩阵的分配律  k(A+B)=k A +k B . 

例 3  设
0 2 3

1 1 4

-㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

A ，
6 3 2

1 0 5

㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

B ，求 3A-2B. 

解  
0 2 3 6 3 2

3 2 3 2
1 1 4 1 0 5

-㊣ ㊣ ㊣ ㊣
- = -| | | |- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣

A B  

0 6 9 12 6 4

3 3 12 2 0 10

-㊣ ㊣ ㊣ ㊣
= -| | | |- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣

 

12 0 13

5 3 2

- -㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

 

例 4  设
1 3

2 0

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

A ，
5 7

3 1

-㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

B ，满足关系式 A+2X=B，求 X. 

解  由 A +2X= B可得到 
1

( )
2
= -X B A  

3 2
5 7 1 3 6 41 1

1 1
3 1 2 0 1 12 2

2 2

-㊣ ㊣「 - ㊣ -㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ | |= - = =| || | | | | | | |- - -| |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣㊣ 」 ㊣ ㊣

 

例 5  两个车间分别加工三种产品（单位：件），假设 5月份的加工量表示为矩阵 
130 80 110

90 120 100

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

A  

且每件产品的加工费都为 2元，求各车间每种产品应得的加工费. 
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解  所求费用可表示为矩阵 

130 80 110 260 160 220
2 2

90 120 100 180 240 200

㊣ ㊣ ㊣ ㊣
= =| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣

A  

6.2.3  矩阵的乘法 

定义 6.4  设 A是 m×s矩阵，B是 s×n矩阵： 

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s

m m ms

a a a

a a a

a a a

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

A ，

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

s s sn

b b b

b b b

b b b

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

B  

则 m×n矩阵 [ ]ijc=C 称为矩阵 A与矩阵 B的乘积，或称为 A左乘 B（或 B右乘 A）的积，记

作 C=AB.其中， 1 1 2 2
1

s

ij i j i j is sj ik kj
k

c a b a b a b a b
=

= + + + = Σ… （i =1,2,… , m；j=1,2,… ,n）. 

 注意 

（1）当 A 的列数等于 B 的行数时， AB 才有意义； 

（2） =C AB 的行数同 A 的行数，列数同 B 的列数； 

（3） =C AB 中的第 i 行第 j 列处元素 cij 等于 A 的第 i 行与 B 的第 j 列各对应元素乘积的

代数和. 

例 6  设

2 3

1 2

3 1

㊣ ㊣
| |= -| |
| |
㊣ ㊣

A ，
1 2

2 1

-㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

B ，求 AB . 

解 
2 3

1 2
1 2

2 1
3 1

2 1 3 2 2 ( 2) 3 ( 1)

1 1 ( 2) 2 1 ( 2) ( 2) ( 1)

3 1 1 2 3 ( 2) 1 ( 1)

8 7

3 0

5 7

㊣ ㊣
-㊣ ㊣| |= - | || | -㊣ ㊣| |

㊣ ㊣
× + × × - + × -㊣ ㊣

| |= × + - × × - + - × -| |
| |× + × × - + × -㊣ ㊣

-㊣ ㊣
| |= -| |
| |-㊣ ㊣

AB

 

此例中 A是 3×2矩阵，B是 2×2矩阵，AB有意义而 BA没有意义. 说明 AB有意义时，

BA不一定有意义. 

例 7  设

1

2

3

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

A ， (1 2 3)=B ，求 与AB BA . 
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解                     
1 1 2 3

2 (1 2 3) 2 4 6

3 3 6 9

㊣ ㊣ ㊣ ㊣
| | | |= =| | | |
| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣

AB  

1

(1 2 3) 2 (1 1 2 2 3 3) (14) 14

3

㊣ ㊣
| |= = × + × + × = =| |
| |
㊣ ㊣

BA  

此例中 AB 和 BA 都有意义，但不是同型矩阵. 说明即使 AB、BA 都有意义，它们也未

必同型. 

例 8  设
1 1

1 1

㊣ ㊣
= | |- -㊣ ㊣

A ，
2 1

2 1

-㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

B ，
2 3

1 3

㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

C ，
1 1

2 1

-㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

D ，求 AB、BA、AC、

AD. 

解                    
1 1

1 1

㊣ ㊣
= | |- -㊣ ㊣

AB
2 1

2 1

-㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

=
0 0

0 0

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

 

2 1

2 1

-㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

BA
1 1

1 1

㊣ ㊣
| |- -㊣ ㊣

=
3 3

3 3

- -㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

 

1 1

1 1

㊣ ㊣
= | |- -㊣ ㊣

AC
2 3

1 3

㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

=
3 0

3 0

㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

 

1 1

1 1

㊣ ㊣
= | |- -㊣ ㊣

AD
1 1

2 1

-㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

=
3 0

3 0

㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

 

此例中 =AB O，但 ≠ ≠且A O B O；AB和 BA都有意义且同型，但 ≠AB BA； =AC AD，

但 ≠C D . 

说明：（1）两个非零矩阵的乘积可能为零矩阵； 

（2）矩阵的乘法不满足交换律：通常 ≠AB BA； 

（3） =AC AD时，未必 =C D . 

例 9  某工厂两个车间，分别生产甲、乙、丙三种产品，两个车间日产量（单位：件）

用矩阵 

甲   乙   丙 
450 300 500

 
200 550 400

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

A  

表示，其三种产品的单位出厂价（单位：元）和单位利润（单位：元）用矩阵 

                                 单位  单位 

                                     出厂价 利润 

2 1

1.5 0.8

3 1.5

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

甲

乙

丙

B  

表示，求这两车间的总收益和总利润各是多少？ 

解  两车间的收益、利润情况用矩阵 C表示 

450 300 500

200 550 400

㊣ ㊣
= = | |

㊣ ㊣
C AB

2 1

1.5 0.8

3 1.5

㊣ ㊣
| |
| |
| |
㊣ ㊣

 

1车间的产量 

2车间的产量 
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                         总收益 总利润 

2850 1440

2425 1240

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

 

矩阵乘法满足以下运算规律：（假设运算都是可行的） 
（1）结合律  ( ) ( )=AB C A BC ； 

（2）分配律  ( )+ = +A B C AB AC ， ( )+ = +A B C AC BC； 

（3）数乘结合律  ( ) ( ) ( )k k k= =AB A B A B （k为常数）. 

6.2.4  矩阵的幂 

定义 6.5  设 A为 n阶方阵，用 A k表示 k个 A的连乘积，称为 A的 k次幂. 方阵 A的幂

运算具有以下性质（ k l、 为非负常数）： 

（1） k l k l+. =A A A  

（2） ( )k l kl=A A  

规定 0 =A E . 

 注意 

一般地， ( )k k k≠AB A B . 

例 10  设
1 2

0 1

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

A ，求 2 3、A A . 

解                  2 1 2 1 2

0 1 0 1

㊣ ㊣㊣ ㊣
= = | || |

㊣ ㊣㊣ ㊣
A AA

1 4

0 1

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

 

3 2 1 4 1 2

0 1 0 1

㊣ ㊣㊣ ㊣
= = | || |

㊣ ㊣㊣ ㊣
A A A

1 6

0 1

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

 

6.2.5  矩阵的转置 

定义 6.6  将 m×n矩阵 A的行换成同序数的列得到的 n×m矩阵，称为 A的转置矩阵，

记为 TA ，即如果 
11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

A ，则

11 21 1

12 22 2T

1 2

m

m

n n mn

a a a

a a a

a a a

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

A  

例如，
1 2 3

0 1 4

㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

A ， A的转置矩阵 T

1 0

2 1

3 4

㊣ ㊣
| |= -| |
| |
㊣ ㊣

A . 

T

1

3
(1 3 0 2)

0

2

㊣ ㊣
| |
| | = -
| |
| |
-㊣ ㊣

 

1车间 

2车间 
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例 11  设 A =
1 2

3 4

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

，求
TAA . 

解                   TAA =
1 2

3 4

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

1 3

2 4

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

=
5 11

11 25

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

 

例 12  设矩阵
1 2 3

4 5 6

-㊣ ㊣
= | |- -㊣ ㊣

A ，

1 4

2 3

3 1

-㊣ ㊣
| |= -| |
| |
㊣ ㊣

B ，求 T( )AB 和 T TB A . 

解               AB =
1 2 3

4 5 6

-㊣ ㊣
| |- -㊣ ㊣

1 4

2 3

3 1

-㊣ ㊣
| |-| |
| |
㊣ ㊣

=
6 5

12 5

- -㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

 

T( )AB =
6 12

5 5

-㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

 

T TB A =
1 2 3

4 3 1

-㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

1 4

2 5

3 6

-㊣ ㊣
| |-| |
| |-㊣ ㊣

=
6 12

5 5

-㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

 

 注意 

由运算结果可以看出 T( )AB = T TB A . 

转置矩阵具有以下运算规律： 

（1） T T( ) =A A  

（2） T T T( )+ = +A B A B  

（3） T( )AB = T TB A  

练习 6.2 

1.设矩阵
2 1 3

0 1 4

㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

A ，
1 2 2

5 4 0

-㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

B ，计算（1） +A B；（2）5 3-A B . 

2.计算： 

（1）
1 0

2 3

-㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

1 3 4

0 2 5

-㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

 

（2）

2 1 1

7 5 3

3 2 1

-㊣ ㊣
| |- -| |
| |- -㊣ ㊣

3

1

8

-㊣ ㊣
| |
| |
| |
㊣ ㊣

 

3.已知矩阵 

4 3

2 1

㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

A ，
2 3

1 4

-㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

B ，
1 1

1 1

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

C ，求 T 3-A B C . 
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6.3  矩阵的初等行变换与矩阵的秩 

6.3.1  矩阵的初等行变换 

定义 6.7  矩阵的下面三种变换，称为矩阵的初等行变换： 

（1）交换第 i j、 两行， ( ) ( )i j↔记为 ； 

（2）用非零数 k乘以第 i行各元素， ( )k i记为 ； 

（3）用非零数 k乘以第 j行各元素后，加到第 i行的对应元素上， ( ) ( )i k j+记为 . 

6.3.2  行阶梯形矩阵 

把矩阵中元素全为零的行称为零行，元素不全为零的行称为非零行，非零行的左起第一

个非零元素称为首非零元. 

定义 6.8  具有以下两个特点的矩阵称作行阶梯形矩阵： 

（1）各行首非零元的列标，小于它下一行首非零元的列标； 

（2）矩阵中如果有零行，那么零行位于矩阵的最下方. 

例如，矩阵 

1 2 4 0 2

0 1 3 1 1

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0

-㊣ ㊣
| |-| |=
| |
| |
㊣ ㊣

A ，

1 0 0

0 1 0

0 0 1

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

E   是行阶梯形矩阵. 

1 2 3 4

0 5 6 7

0 8 2 1

0 0 0 0

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ ㊣

B ，

0 2 3

0 0 1

0 0 1

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

C   不是行阶梯形矩阵. 

定理 6.1  任何一个矩阵 A，经过有限次初等行变换，都可以化为行阶梯形矩阵 B. B为

A的行阶梯形矩阵. 

例 1  将矩阵

0 1 5 1

1 2 3 1

3 2 1 1

5 5 2 0

-㊣ ㊣
| |-| |=
| |
| |
㊣ ㊣

A 化为行阶梯形矩阵. 

解               (1) (2)

0 1 5 1 1 2 3 1

1 2 3 1 0 1 5 1

3 2 1 1 3 2 1 1

5 5 2 0 5 5 2 0

↔

- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣
| | | |- -| | | |= ————→
| | | |
| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣

A  

(3) 3(1) (3) 4(2)
(4) 5(1) (4) 5(2)

1 2 3 1 1 2 3 1

0 1 5 1 0 1 5 1

0 4 8 4 0 0 12 0

0 5 13 5 0 0 12 0

- +
- +

- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣
| | | |- -| | | |————→ ————→
| | | |- -
| | | |
- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣

(4) (3)

1 2 3 1

0 1 5 1

0 0 12 0

0 0 0 0

-

-㊣ ㊣
| |-| |————→ =
| |
| |
㊣ ㊣

B  

矩阵 B即为 A的行阶梯形矩阵. 将此矩阵继续作初等行变换还可以化为 
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1 (2) 5(3)(3) (1) 3(3)12

(1) 2(2)

1 2 3 1 1 2 0 1

0 1 5 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 0

-
-

-

- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣
| | | |- -| | | |———→ ————→
| | | |
| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣
㊣ ㊣
| |-| |————→ =
| |
| |
㊣ ㊣

B

C

 

C也是 A的行阶梯形矩阵.A的行阶梯形矩阵不是唯一的，C称为 A的行最简形矩阵. 

在 m×n的行阶梯形矩阵中，如果各行的首非零元全为 1，而首非零元所在列的其余元素

全为零，形如 

1 1 1

2 1 2

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r n

r n

rr rn

b b

b b

b b

+

+

+

㊣ ㊣
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
㊣ ㊣

… …

… …

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

… …

… …

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

… …

 

那么称此矩阵为行最简形矩阵. 

推论  任何一个矩阵，经有限次初等行变换，都可以化为行最简形矩阵. 

矩阵 A经初等行变换化为的行最简形矩阵称为 A的行最简形矩阵. 

6.3.3  矩阵的秩 

定义 6.9  矩阵 A的行阶梯形矩阵中非零行的行数称为矩阵 A的秩，记作 r(A). 

例 2  求矩阵
1 1 3 0

2 1 2 1

1 1 5 2

-㊣ ㊣
| |= - -| |
| |- -㊣ ㊣

A 的秩. 

解  
(2) 2(1)
(3) (1) (3) 2(2)

1 1 3 0 1 1 3 0 1 1 3 0

2 1 2 1 0 1 4 1 0 1 4 1

1 1 5 2 0 2 8 2 0 0 0 0

+
+ -

- - -㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣
| | | | | |= - - ————→ - ————→ -| | | | | |
| | | | | |- - -㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣

A  

A已化为阶梯形，所以 ( ) 2r =A . 

对于 n阶方阵 A，如果 ( )r n=A ，那么称 A为满秩矩阵. 

单位矩阵

1 0 0

0 1 0

0 0 1

n

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

E 是满秩矩阵. 

例 3  求矩阵
1 2 3

2 2 1

3 4 3

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

A 的秩.  
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解 

(2) 2(1)
(3) 3(1)

1 2 3

2 2 1

3 4 3

-
-

㊣ ㊣
| |= ————→| |
| |
㊣ ㊣

A (3) (2)

1 2 3

0 2 5

0 2 6

-
㊣ ㊣
| |- - ————→| |
| |- -㊣ ㊣

1 2 3

0 2 5

0 0 1

㊣ ㊣
| |- -| |
| |-㊣ ㊣

 

因为 ( )r A =3，所以 A为满秩矩阵. 

练习 6.3 

1.判断下列矩阵是否为行阶梯形矩阵： 

（1）

1 2 1 0

0 1 3 2

0 0 0 5

-㊣ ㊣
| |-| |
| |
㊣ ㊣

               （2）

3 1 2 5

0 0 1 4

0 0 7 0

- -㊣ ㊣
| |
| |
| |
㊣ ㊣

 

（3）

0 1 3 2

0 0 4 5

0 0 0 1

㊣ ㊣
| |
| |
| |-㊣ ㊣

                 （4）

2 0 2

0 1 1

0 4 5

0 0 7

㊣ ㊣
| |-| |
| |
| |
㊣ ㊣

 

2.求下列矩阵的秩： 

（1）

1 1 0

1 2 2

2 3 2

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

A          （2）

1 1 2 3

2 1 1 1

1 1 3 8

- -㊣ ㊣
| |= -| |
| |-㊣ ㊣

B  

（3）

1 1 1 1 7

3 2 1 1 2

5 4 3 3 12

0 1 2 2 23

㊣ ㊣
| |-| |=
| |
| |
㊣ ㊣

C  

3.已知矩阵

1 2 1 3 4

1 3 4 6 5

2 5 3 9 k

-㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

A ，如果 ( )r A =2，求 k的值. 

4.将矩阵

1 2 2

2 1 2

1 1 0

-㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

A 化为行最简形矩阵. 

6.4  逆矩阵 

6.4.1  逆矩阵的概念与性质 

1.逆矩阵的定义 

定义 6.10  设 A为 n阶方阵，如果存在 n阶方阵 B，使得 

= =AB BA E  

则称 A是可逆矩阵（简称 A可逆），并称 B是 A的逆矩阵，记作 1-A ，即 B = 1-A . 
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例 1  设矩阵 

1 0 2

1 2 2

1 0 3

-㊣ ㊣
| |= -| |
| |-㊣ ㊣

A ，

3 0 2

1 1
0

2 2
1 0 1

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ ㊣

B ，判断 B是否为 A的逆矩阵. 

解  由于 = =AB BA E ，所以 B = 1-A . 

 注意 

（1）如果 A 可逆，那么 B = 1-A 也可逆，且 1-B = A . 

（2）如果 A 可逆，那么 1-A 是唯一的. 

2.逆矩阵的性质 

逆矩阵具有下列性质： 

性质 1  如果 A可逆，那么 1-A 也可逆，且 ( ) 11 -- =A A； 

性质 2  如果 A可逆，那么 TA 也可逆，且 ( ) ( )1 TT 1- -=A A ； 

性质 3  如果 A可逆，数 0k ≠ ，那么 kA也可逆，且 1 11
( )k

k
- -=A A ； 

性质 4  如果 、A B都可逆，那么 AB也可逆，且 ( ) 1 1 1- - -=AB B A . 

6.4.2  逆矩阵的存在条件和求法 

是否每个方阵都可逆？矩阵 A满足什么条件才可逆？如果 A可逆，如何求得 1-A ？ 

1.矩阵可逆的条件 

定理 6.2  n阶方阵 A可逆的充分必要条件是：A为满秩矩阵，即 ( )r A = n . 

例 2  已知矩阵 

1 2

1 3

-㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

A ，

1 2 1

1 5 6

2 3 5

㊣ ㊣
| |= -| |
| |-㊣ ㊣

B  

试问 A、B是否可逆？ 

解  因为              
1 2

1 3

-㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

A (2) (1) 1 2

0 1
+ -㊣ ㊣

———→| |
㊣ ㊣

 

于是 ( ) 2r n= =A ，即 A满秩，所以 A可逆. 

又因为  
1 2 1

1 5 6

2 3 5

㊣ ㊣
| |= -| |
| |-㊣ ㊣

B
(2) (1)
(3) 2(1)

1 2 1

0 7 7

0 7 7

+
+

㊣ ㊣
| |————→| |
| |
㊣ ㊣

(3) (2)

1 2 1

0 7 7

0 0 0

-
㊣ ㊣
| |————→| |
| |
㊣ ㊣

 

于是 ( ) 2 3r n= ＜ =B ，B不满秩，所以 B不可逆. 
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2.逆矩阵的求法 

由定理 6.1 的推论可知，任何一个矩阵都可以通过初等行变换化为行最简形矩阵，一个

满秩 n阶方阵 A的行最简形矩阵，是一个 n阶单位阵. 

设                         
11 1

1

n

n nn

a a

a a

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

…

︙ ︙

…

A  

记                  
11 1

1

1 0

( , )

0 1

n

n nn

a a

a a

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

… ︙ …

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

… ︙ …

A E  

此为 2n n× 矩阵. 
定理 6.3  设 A 是 n 阶可逆矩阵，对 n×2n 矩阵 ( , )A E 施以若干次初等行变换，可使

1( , ) ( , )-—————→初等行    A E E A . 

定理 6.3给出了用初等行变换求逆矩阵的方法. 

将 n阶可逆方阵 A的右边并上一个同阶单位阵，构成一个 n×2n矩阵 ( , )A E ，对 ( , )A E 进

行若干次初等行变换，当左边的 A化为单位阵时，右边的 E即随之化为了 1-A . 

对 ( , )A E 进行初等行变换时，如果 A至少有一行被化为零行，那么可以知道 A不满秩，

由定理 6.2可知，A不可逆. 

例 3  求
1 2

3 5

㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

A 的逆矩阵 1-A . 

解  (2) 3(1)1 2 1 0 1 2 1 0
( , )

3 5 0 1 0 1 3 1
-㊣ ㊣ ㊣ ㊣

= ————→| | | |- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣

︙ ︙

︙ ︙
A E  

(1) 2(2) 1(2) 11 0 5 2 1 0 5 2
( , )

0 1 3 1 0 1 3 1
+ - -- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣

————→ ———→ =| | | |- - -㊣ ㊣ ㊣ ㊣

︙ ︙

︙ ︙
E A  

所以 1 5 2

3 1
- -㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

A . 

例 4  求矩阵

4 3 2

3 3 2

1 1 1

-㊣ ㊣
| |= - -| |
| |-㊣ ㊣

A 的逆阵.  

解  

4 3 2 1 0 0

( , ) 3 3 2 0 1 0

1 1 1 0 0 1

-㊣ ㊣
| |= - -| |
| |-㊣ ㊣

︙

︙

︙

A E (1) (3)

1 1 1 0 0 1

3 3 2 0 1 0

4 3 2 1 0 0

↔
-㊣ ㊣

| |————→ - -| |
| |-㊣ ㊣

︙

︙

︙

 

(2) 3(1)
(3) 4(1)

1 1 1 0 0 1

0 0 1 0 1 3

0 1 2 1 0 4

+
-

-㊣ ㊣
| |————→| |
| |- -㊣ ㊣

︙

︙

︙

 

(2) (3)

1 1 1 0 0 1

0 1 2 1 0 4

0 0 1 0 1 3

↔
-㊣ ㊣

| |————→ - -| |
| |
㊣ ㊣

︙

︙

︙

(1) (3)
(2) 2(3)

1 1 0 0 1 2

0 1 0 1 2 2

0 0 1 0 1 3

-
+

- - -㊣ ㊣
| |————→| |
| |
㊣ ㊣

︙

︙

︙

 

变换 
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(1) (2)

1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 2 2

0 0 1 0 1 3

+
㊣ ㊣
| |———→| |
| |
㊣ ㊣

︙

︙

︙

 

所以 1

1 1 0

1 2 2

0 1 3

-
㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

A . 

例 5  矩阵
1 0 1

3 1 2

0 1 1

㊣ ㊣
| |= | |
| |-㊣ ㊣

A 是否可逆？ 

解  
1 0 1 1 0 0

( , ) 3 1 2 0 1 0

0 1 1 0 0 1

㊣ ㊣
| |= | |
| |-㊣ ㊣

︙

︙

︙

A E (2) 3(1)

1 0 1 1 0 0

0 1 1 3 1 0

0 1 1 0 0 1

-
㊣ ㊣
| |————→ - -| |
| |-㊣ ㊣

︙

︙

︙

 

(3) (2)

1 0 1 1 0 0

0 1 1 3 1 0

0 0 0 3 1 1

+
㊣ ㊣
| |————→ - -| |
| |-㊣ ㊣

︙

︙

︙

 

因为 ( ) 2 3r n= ＜ =A ，所以 A不可逆.  

例 6  解矩阵方程
1 4

1 2

㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

X
2 0

1 1

㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

=
3 1

0 1

㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

. 

解  设
1 4

1 2

㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

A ，
2 0

1 1

㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

B ，
3 1

0 1

㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

C  

由

1
(2)(2) (1) 6

1 4 1 0
1 4 1 0 1 4 1 0

( , ) 1 1
1 2 0 1 0 6 1 1 0 1

6 6

+
㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣ | |= ———→ ———→| | | | | |- | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣

︙
︙ ︙

︙ ︙ ︙
A E  

(1) 4(2) 1

1 2
1 0

3 3 ( , )
1 1

0 1
6 6

- -

㊣ ㊣-| |
| |————→ =
| |
| |
㊣ ㊣

︙

︙

E A  

得 1

1 2
2 413 3

1 1 1 16

6 6

-

㊣ ㊣-| | -㊣ ㊣
| |= = | |
| | ㊣ ㊣| |
㊣ ㊣

A . 

再由 (1) (2)2 0 1 0 1 1 0 1
( , )

1 1 0 1 2 0 1 0
↔ -㊣ ㊣ ㊣ ㊣

= ————→| | | |-㊣ ㊣ ㊣ ㊣

︙ ︙

︙ ︙
B E  

1
1(1), (2)(2) 2(1) 2

1 1 0 1
1 1 0 1

1
0 2 1 2 0 1 1

2

-+
- -㊣ ㊣-㊣ ㊣ | |————→ ————→| | | || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣

︙
︙

︙ ︙
 

(1) (2)

1
1 0 0

2
1

0 1 1
2

+

㊣ ㊣
| |

———→ =| |
| || |
㊣ ㊣

︙

︙

1( , )-E B  
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得 1

1
0 1 012

1 1 22
1

2

-

㊣ ㊣
| | ㊣ ㊣
= =| | | |
| | ㊣ ㊣| |
㊣ ㊣

B . 

因为 =AXB C，所以矩阵方程两边左乘 1-A ，右乘 1-B 得 1 1 1 1- - - -=A AXBB A CB ，于是 

1 1- -=X A CB =
2 41

1 112

-㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

3 1

0 1

㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

1 0

1 2

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

=
6 61

3 012

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

1 0

1 2

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

 

=
12 121

3 012

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

=
1 1

1
0

4

㊣ ㊣
| |
| || |
㊣ ㊣

 

例 7  某厂一季度 1、2、3三个月生产甲、乙、丙产品的产量用矩阵 A表示（单位：吨），

三个月的收入情况用矩阵 B表示（单位：万元）. 

甲 乙 丙 
1 1 1 1

1 2 0 2

2 1 1 3

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

月

月

月

A        

6 1

5 2

7 3

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

月

月

月

B  

求三种产品的出厂价分别为多少. 

解  设甲、乙、丙 3种产品的出厂价分别为 1 2 3x x x、 、 （万元/吨），如果 

1 1 1

1 2 0

2 1 1

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

A ，

6

5

7

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

B ，

1

2

3

x

x

x

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

X  

则有 =AX B .  

由

1 1 1 1 0 0

( , ) 1 2 0 0 1 0

2 1 1 0 0 1

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

︙

︙

︙

A E
(2) (1)
(3) 2(1)

1 1 1 1 0 0

0 1 1 1 1 0

0 1 1 2 0 1

-
-

㊣ ㊣
| |————→ - -| |
| |- - -㊣ ㊣

︙

︙

︙

 

(3) (2)

1 1 1 1 0 0

0 1 1 1 1 0

0 0 2 3 1 1

+
㊣ ㊣
| |————→ - -| |
| |- -㊣ ㊣

︙

︙

︙

1
(3)

2
-

㊣
|
|———→
|
|
㊣

1 1 1 1 0 0

0 1 1 1 1 0

3 1 1
0 0 1

2 2 2

- -

- -

︙

︙

︙

㊣
|
|
|
|
㊣

 

(1) (2)
(2) (3)
+
+

㊣
|
|

————→|
|
||
㊣

1 2 0 0 1 0

1 1 1
0 1 0

2 2 2
3 1 1

0 0 1
2 2 2

-

- -

︙

︙

︙

㊣
|
|
|
|
||
㊣

(1) 2(2)-

㊣
|
|

————→|
|
||
㊣

1 0 0 1 0 1

1 1 1
0 1 0

2 2 2
3 1 1

0 0 1
2 2 2

-

-

- -

︙

︙

︙

㊣
|
|
|
|
||
㊣

 

得 1-

㊣
|
|
= |
|
||
㊣

A

1 0 1

1 1 1

2 2 2
3 1 1

2 2 2

-

-

- -

㊣
|
|
|
|
||
㊣

. 
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方程 AX = B两边左乘 1-A ，得 1 1- -=A AX A B，即 1-=X A B . 

所以 =X

㊣
|
|
|
|
|
㊣

1 0 1

1 1 1

2 2 2
3 1 1

2 2 2

-

-

- -

㊣
|
|
|
|
|
㊣

6

5

7

㊣ ㊣
| |
| |
| |
㊣ ㊣

=

1

2

3

㊣ ㊣
| |
| |
| |
㊣ ㊣

. 

因此，甲、乙、丙三种产品的出厂价分别为 1万元/吨、2万元/吨和 3万元/吨. 

矩阵方程还可以用于求解投入产出问题. 

例 8  设有一个经济系统包括 3 个部门，在某一个生产周期内各部门间的消耗系数及最

终产品如表 6-2所示. 

表 6-2 

消耗部门

消耗系数 

生产部门 

 

1 

 

 

2 

 

 

3 

 

 

最终产品产值 

 

1 0.25 0.1 0.1 245 

2 0.2 0.2 0.1 90 

3 0.1 0.1 0.2 175 

求各部门的总产值. 

解  设 1 2 3x x x、 、 分别表示部门 1、2、3的总产值. 

直接消耗系数矩阵 A与最终产品产值矩阵 Y分别为 

0.25 0.1 0.1

0.2 0.2 0.1

0.1 0.1 0.2

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

A ，

245

90

175

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

Y  

由投入产出分析知 ( )= -Y E A X ，且 1( )--E A 存在，则 1( )-= -X E A Y . 

0.75 0.1 0.1

0.2 0.8 0.1

0.1 0.1 0.8

- -㊣ ㊣
| |- = - -| |
| |- -㊣ ㊣

E A  

经计算                 1

126 18 18
10

( ) 34 118 19
891

20 17 116

-
㊣ ㊣
| |- = | |
| |
㊣ ㊣

E A  

所以           1( )-= -X E A Y

126 18 18 245 400
10

34 118 19 90 250
891

20 17 116 175 300

㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣
| || | | |= =| || | | |
| || | | |
㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣

 

即三个部门的总产值分别为 400、250、300. 
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练习 6.4 

1.判别下列方阵是否可逆，若可逆，求逆矩阵： 

（1）
3 4

5 7

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

              （2）

1 2 3

2 2 1

3 4 3

㊣ ㊣
| |
| |
| |
㊣ ㊣

 

（3）

1 2 1

2 4 1

1 2 2

-㊣ ㊣
| |
| |
| |- - -㊣ ㊣

           （4）

2 0 0

1 2 0

0 1 2

㊣ ㊣
| |
| |
| |
㊣ ㊣

 

2.解矩阵方程： 
1 2 0

1 2 1

3 1 2

-㊣ ㊣
| |- - =| |
| |-㊣ ㊣

X

1 4

2 5

1 3

-㊣ ㊣
| |
| |
| |-㊣ ㊣

 

本章知识结构图 
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第 7 章  线性方程组 
 

 

本章主要介绍 n元线性方程组的概念及其矩阵形式，非齐次线性方程组、齐次线性方程

组解的判定，用初等行变换法求解线性方程组. 

7.1  n元线性方程组 

引例  已知总成本 y是产量 x的二次函数 
2y a bx cx= + +  

根据统计资料，产品与总成本之间有如表 7-1所示的数据.  

表 7-1 

时    期 第 一 期 第 二 期 第 三 期 

产量 x （千台） 6 10 20 

总成本 y （万元） 104 160 370 

试求总成本函数中的 , ,a b c . 

要解这个问题，可将三组 x、 y的值分别代入二次函数中，得到方程组： 

6 36 104

10 100 160

20 400 370

a b c

a b c

a b c

+ + =㊣
| + + =㊣
| + + =㊣

 

解方程组即可以得到 , ,a b c的值. 

在经济管理、工程技术等实际应用问题中，还有大量像这样可以用线性方程组解决的问

题. 这些方程组的个数与未知量的个数有时相等，有时不相等. 如方程组 

（1）
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

3 2 0

2 6 3

x x x

x x x

x x x

- + =㊣
|- + + =㊣
| - + =㊣

（2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 5

3 2

4 3 1

x x x x

x x x x

x x x x

+ - - = -㊣
| - + + =㊣
|- - + - =㊣

 

这些方程组只含未知量的一次幂，因此称为线性方程组. 

n元线性方程组的一般形式为 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…

…

︙

…

                 （7-1） 

方程组有m个方程、n个未知量， ija 表示第 i个方程、第 j个未知量的系数， ib 表示第 i

个方程的常数项（i=1,2, … ,m；j=1,2, … ,n）. 
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把方程组（7-1）的系数组成的矩阵记为 A，称为系数矩阵；未知量组成的矩阵记为 X ，

称为未知矩阵；常数项组成的矩阵记为 B，称为常数项矩阵. 即  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙

…

A ，

1

2

n

x

x

x

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ ㊣

︙
X ，

1

2

m

b

b

b

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ ㊣

︙
B  

那么方程组（7-1）的矩阵形式为 

=AX B  
将矩阵 、A B放在一起组成的矩阵记为 A，称为方程组（7-1）的增广矩阵. 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b

a a a b

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| || |
㊣ ㊣

…

…

︙ ︙ ︙ ︙

…

A  

由于线性方程组是由它的系数和常数项确定的，所以用增广矩阵 A可以清楚地表示一个

线性方程组. 

当方程组（7-1）的常数项 1 2 0mb b b= = = =… 时，方程组的形式为 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…

…

︙

…

                  （7-2） 

称为 n 元齐次线性方程组. 其矩阵形式为 

O=AX  

其中 T(0 0 0 )= …O . 

相应地，称方程组（7-1）为 n 元非齐次线性方程组（ 1 2, , , mb b b… 不全为 0）. 

练习 7.1 

写出下列线性方程组的系数矩阵、常数项矩阵和增广矩阵： 

1.
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1

3 8

2 6 3

x x x

x x x

x x x

- + =㊣
|- + + =㊣
| - + = -㊣

 

2.
1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

2 3 1

     3 4

3 4 2 3

x x x x

x x x

x x x x

+ - + = -㊣
| - + + =㊣
| - + - = -㊣

 

7.2  线性方程组解的判定 

线性方程组的解有唯一解、无穷多解、无解三种情况. 那么怎样判断它们是否有解？若

有解，有怎样的解？如何求解呢？ 
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7.2.1  非齐次线性方程组解的判定 

定理 7.1  n元非齐次线性方程组 =AX B有解的充分必要条件是其系数矩阵的秩与增广

矩阵的秩相等，即 

( ) ( )r r=A A  

并且当 ( ) ( )r r n= =A A 时，方程组有唯一解；当 ( ) ( )r r n= ＜A A 时，方程组有无穷多解. 

由于增广矩阵 A中包含着系数矩阵 A，所以只需将 A化为行阶梯形矩阵，便可以得到

( ) ( )r r及A A . 

例 1  判断线性方程组 

1 3

1 2

1 2 3

         2

2      1

3 2 5 8

x x

x x

x x x

+ = -㊣
| + =㊣
|- + - =㊣

 

的解的情况. 

解  因为 A =

1 0 1 2

2 1 0 1

3 2 5 8

-㊣ ㊣
| |
| |
| |- -㊣ ㊣

(2) 2(1)
(3) 3(1)

1 0 1 2

0 1 2 5

0 2 2 2

-
+

-㊣ ㊣
| |————→ -| |
| |-㊣ ㊣

(3) 2(2)

1 0 1 2

0 1 2 5

0 0 2 8

-
-㊣ ㊣

| |————→ -| |
| |-㊣ ㊣

， 

已化为行阶梯形矩阵，可得 ( ) ( ) 3r r n= = =A A . 

所以方程组有唯一解. 

 注意 

将 A 的行阶梯形矩阵的最末一列去掉，便可以得到 A 的行阶梯形矩阵. 

例 2  讨论当 λ取何值时，方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

2 4 2

7 4 11

x x x x

x x x x

x x x x λ

- + + =㊣
| + - + =㊣
| + - + =㊣

 

有解.  

解  因为 A =

2 1 1 1 1

1 2 1 4 2

1 7 4 11 λ

-㊣ ㊣
| |-| |
| |-㊣ ㊣

(1) (2)

1 2 1 4 2

2 1 1 1 1

1 7 4 11 λ

↔
-㊣ ㊣

| |————→ -| |
| |-㊣ ㊣

 

(2) 2(1)
(3) (1)

1 2 1 4 2

0 5 3 7 3

0 5 3 7 2λ

-
-

-㊣ ㊣
| |————→ - - -| |
| |- -㊣ ㊣

(3) (2)

1 2 1 4 2

0 5 3 7 3

0 0 0 0 5λ

+
-㊣ ㊣

| |————→ - - -| |
| |-㊣ ㊣

 

所以，当 5 0λ - = ，即 5λ = 时，有 ( ) ( ) 2 4r r n= = ＜ =A A ，方程组有无穷多解；当 λ-5≠0，

即 λ≠5时，有 ( ) 2r =A ， ( ) 3r =A ， ( ) ( )r r≠A A ，方程组无解. 

7.2.2  齐次线性方程组解的判定 
对于齐次线性方程组（ 7-2），因为 ( ) ( )r r≡A A ，所以齐次线性方程组恒有解 . 

1 2 0nx x x= = = =… 一定是方程组（7-2）的解. 因此，方程组（7-2）有唯一解时，一定是零

解 T(0 0 0)= …X . 
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结合定理 7.1有下述定理. 
定理 7.2  n 元齐次线性方程组 0=AX 恒有解. 当 ( )r n=A 时方程组有唯一零解，当

( )r n＜A 时有无穷多解. 

例 3  判断齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 4 0

2           3 0

5 6 5 9 0

4 4 3 5 0

x x x x

x x x

x x x x

x x x x

- + - =㊣
| - + =|
㊣- + - + =|
| - + - =㊣

 

的解的情况. 

解  因为 

A =

1 2 2 4

2 0 1 3

5 6 5 9

4 4 3 5

- -㊣ ㊣
| |-| |
| |- -
| |

- -㊣ ㊣

(2) 2(1)
(3) 5(1)
(4) 4(1)

1 2 2 4

0 4 5 11

0 4 5 11

0 4 5 11

-
+
-

- -㊣ ㊣
| |-| |————→
| |- -
| |

-㊣ ㊣

(3) (2)
(4) (2)

1 2 2 4

0 4 5 11

0 0 0 0

0 0 0 0

+
-

- -㊣ ㊣
| |-| |————→
| |
| |
㊣ ㊣

 

则 ( ) 2 4r n= ＜ =A ，所以，方程组有无穷多解. 

练习 7.2 

1.判断非齐次线性方程组 

1 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

      2 1

2 5 1

4

3 2

x x

x x x

x x x

x x x

+ =㊣
| + + = -|
㊣ - + =|
| + + = -㊣

 

的解的情况. 

2.判断非齐次线性方程组 

1 2 3 4

2 3 4

1 3 4

2 4

2 2 1

         2 1

2          2 0

       2          2

x x x x

x x x

x x x

x x

+ + + =㊣
| + + = -|
㊣ + + =|
| + =㊣

 

的解的情况. 

3.齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

0

x x x

x x x

x x x

λ
λ
+ + =㊣

| + + =㊣
| + + =㊣

 

当 λ取什么值时有唯一零解？有无穷多解？ 

7.3  初等行变换法解线性方程组 

用消元法解线性方程组大家并不陌生，下面看一道用消元法解线性方程组的例题. 

例 1  解线性方程组 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 2 7 22

2 3

2 5 4 4

x x x

x x x

x x x

- + =㊣
| + - = -㊣
| - + =㊣

                            ① 

解  首先将方程组①的第 2、3 个方程中的 1x 消去. 为了避免出现分数，先交换第 1、2

个方程，得 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

5 2 7 22

2 5 4 4

x x x

x x x

x x x

+ - = -㊣
| - + =㊣
| - + =㊣

                        ② 

再将方程组②中的第 1个方程分别乘以-5、-2后加到第 2、3个方程上，得 

1 2 3

2 3

2 3

2 3

7 17 37

7 8 10

x x x

x x

x x

+ - = -㊣
| - + =㊣
| - + =㊣

                       ③ 

将方程组③的第 2个方程乘以-1加到第 3个方程上，消去第 3个方程中的 2x 项，得 

1 2 3

2 3

3

2 3

  7 17 37

           9 27

x x x

x x

x

+ - = -㊣
| - + =㊣
| - = -㊣

                       ④ 

将方程组④的第 3个方程两边同乘以
1

9
- ，得 

1 2 3

2 3

3

2 3

7 17 37

3

x x x

x x

x

+ - = -㊣
| - + =㊣
| =㊣

                       ⑤ 

将方程组⑤中的第 3个方程分别乘以-17、2后加到第 2、1个方程上，消去第 1、2个方
程中的 3x 项，得 

1 2

2

3

   3

     7     14

          3

x x

x

x

+ =㊣
| - = -㊣
| =㊣

                        ⑥ 

将方程组⑥的第 2个方程两边同乘以
1

7
- ，得 

1 2

2

3

     3

             2

           3

x x

x

x

+ =㊣
| =㊣
| =㊣

                          ⑦ 

将方程组⑦中的第 2个方程乘以-1加到第 1个方程上，得 

1

2

3

           1

           2

          3

x

x

x

=㊣
| =㊣
| =㊣

                            ⑧ 

此即为方程组①的解，而且解是唯一的. 

在例 1的消元过程中，无非是对方程组反复进行以下三种变换： 

（1）交换两个方程的位置，如交换第 i、j两方程，记为(i)↔ (j)； 

（2）某方程两边同乘以一个非零常数，如将第 i个方程 k倍，记为 k(i)； 
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（3）某方程两边同乘以一个非零常数后加到另一个方程上，如将第 j 个方程 k 倍再加到

第 i个方程上，记为(i)+k(j). 

称方程组的这三种变换为线性方程组的初等变换. 

方程组② ～ ⑧都是方程组①经初等变换得到的，即由方程组①经加、减消元得到，因

此它们都与方程组①有相同的解，称它们为方程组①的同解方程组. 

用消元法解线性方程组，实质上是方程组各系数及常数项之间的运算. 因此，非齐次线

性方程组的初等变换，完全可以用其增广矩阵的初等行变换来表达，即对方程组的增广矩阵

进行初等行变换，将其化为行阶梯形矩阵，用定理 7.1判断方程组的解的情况. 如果有解，再

继续对矩阵进行初等行变换，将之化为行最简形，写出同解方程组，即可求解. 按此方法求

解线性方程组，被称为初等变换法求解线性方程组. 

于是例 1的解题过程又可写为 
5 2 7 22

1 1 2 3

2 5 4 4

-㊣ ㊣
| |= - -| |
| |-㊣ ㊣

A (1) (2)

1 1 2 3

5 2 7 22

2 5 4 4

↔
- -㊣ ㊣

| |————→ -| |
| |-㊣ ㊣

 

(2) 5(1)
(3) 2(1)

1 1 2 3

0 7 17 37

0 7 8 10

-
-

- -㊣ ㊣
| |————→ -| |
| |-㊣ ㊣

(3) (2)

1 1 2 3

0 7 17 37

0 0 9 27

-
- -㊣ ㊣

| |————→ -| |
| |- -㊣ ㊣

 

因为 ( ) ( ) 3r r n= = =A A ，所以方程组有唯一解. 

继续进行初等行变换，有 

1
(3)

9

1 1 2 3

0 7 17 37

0 0 1 3

-
- -㊣ ㊣

| |———→ -| |
| |
㊣ ㊣

(1) 2(3)
(2) 17(3)

1 1 0 3

0 7 0 14

0 0 1 3

+
-

㊣ ㊣
| |————→ - -| |
| |
㊣ ㊣

 

1
(2)

7

1 1 0 3

0 1 0 2

0 0 1 3

-
㊣ ㊣
| |———→| |
| |
㊣ ㊣

(1) (2)

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 3

-
㊣ ㊣
| |———→| |
| |
㊣ ㊣

 

上面最后一个矩阵已为行最简形，写出同解方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 3

x x x

x x x

x x x

+ + =㊣
| + + =㊣
| + + =㊣

 

即 

1

2

3

1

2

3

x

x

x

=㊣
| =㊣
| =㊣

 

得到方程组的解. 

引例的方程组

6 36 104

10 100 160

20 400 370

a b c

a b c

a b c

+ + =㊣
| + + =㊣
| + + =㊣

 的增广矩阵为 



第 7 章  线性方程组 

 

109 

1 6 36 104

1 10 100 160

1 20 400 370

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

A
(2) (1)
(3) (1)

1 6 36 104

0 4 64 56

0 14 364 266

-
-

㊣ ㊣
| |———→| |
| |
㊣ ㊣

1
(2)

4
7

(3) (2)
2

1 6 36 104

0 1 16 14

0 0 140 70

-
㊣ ㊣
| |————→| |
| |
㊣ ㊣

 

1
(3)

140

1 6 36 104

0 1 16 14

0 0 1 0.5

㊣ ㊣
| |———→| |
| |
㊣ ㊣

(2) 16(3)
(1) 36(3)

1 6 0 86

0 1 0 6

0 0 1 0.5

-
-

㊣ ㊣
| |————→| |
| |
㊣ ㊣

(1) 6(2)

1 0 0 50

0 1 0 6

0 0 1 0.5

-
㊣ ㊣
| |————→| |
| |
㊣ ㊣

 

可得 50a = ， 6b = ， 0.5c = . 

于是所求的总成本函数为      250 6 0.5y x x= + +  

例 2  解线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 1

2 3 3

3 8 1

9 3 7 7

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ - - = -㊣
| - + + =|
㊣ + - + =|
| - + + =㊣

 

解   
1 5 1 1 1

1 2 1 3 3

3 8 1 1 1

1 9 3 7 7

- - -㊣ ㊣
| |-| |=
| |-
| |
-㊣ ㊣

A

(2) (1)
(3) 3(1)
(4) (1)

1 5 1 1 1

0 7 2 4 4

0 7 2 4 4

0 14 4 8 8

-
-
-

- - -㊣ ㊣
| |-| |————→
| |-
| |
-㊣ ㊣

(3) (2)
(4) 2(2)

1 5 1 1 1

0 7 2 4 4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

-
-

- - -㊣ ㊣
| |-| |————→
| |
| |
㊣ ㊣

 

因为 ( ) ( ) 2 4r r n= = ＜ =A A ，所以方程组有无穷多解. 

继续进行初等行变换，有 

1
(2)

7

1 5 1 1 1

2 4 4
0 1

7 7 7
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

-

- - -㊣ ㊣
| |
| |- - -

———→| |
| |
| || |
㊣ ㊣

(1) 5(2)

3 13 13
1 0

7 7 7
2 4 4

0 1
7 7 7

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

-

㊣ ㊣
| |
| |
| |- - -————→| |
| |
| |
| |
㊣ ㊣

 

同解方程组 

1 3 4

2 3 4

3 13 13

7 7 7
2 4 4

7 7 7

x x x

x x x

㊣ + + =||
㊣
| - - = -
|㊣

 

即 

1 3 4

2 3 4

13 3 13
 

7 7 7
4 2 4

7 7 7

x x x

x x x

㊣ = - -||
㊣
| = - + +
|㊣

 

同解方程组中只有两个方程，只能确定两个未知量，因此将含 3 4x x、 的项移到等式右边，

称 x3、x4为自由未知量. 

自由未知量的取值是任意的，它们每取一组值，方程组都会得到一组解. 于是取 3 1x c= 、

4 2x c= （ 1 2c c、 为任意常数），方程组的解可以表示为 
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1 1 2

2 1 2

3 1

4 2

13 3 13
 

7 7 7
4 2 4

7 7 7

x c c

x c c

x c

x c

㊣ = - -|
|
| = - + +㊣
|
=|

| =㊣

 

此解也称为方程组的一般解或通解. 此解也可以表达为如下形式 

1 2

13 3 13

7 7 7
4 2 4

7 7 7
0 1 0

0 0 1

c c

㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣- -| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |-= + +| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣

X  

称为方程组解的向量形式. 

 注意 

n 元线性方程组当 ( ) ( )r r r n= = ＜A A 时，其通解中自由未知量的个数为 n-r. 

例 3  解线性方程组 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1

3 5 6

2 2 3

x x x

x x x

x x x

- + =㊣
| - + =㊣
| + + =㊣

 

解   
1 2 3 1

3 1 5 6

2 1 2 3

-㊣ ㊣
| |= -| |
| |
㊣ ㊣

A
(2) 3(1)
(3) 2(1)

1 2 3 1

0 5 4 3

0 5 4 1

-
-

-㊣ ㊣
| |————→ -| |
| |-㊣ ㊣

(3) (2)

1 2 3 1

0 5 4 3

0 0 0 2

-
-㊣ ㊣

| |————→ -| |
| |-㊣ ㊣

 

因为 ( ) 2r =A ， ( ) 3r =A ， ( ) ( )r r≠A A ，所以方程组无解. 

 注意 

此题当 A 化为阶梯形时，同解方程组的第 3 个方程为 1 2 30 0 0 2x x x+ + = - ，任何一组未

知量的取值都不能满足方程，所以方程组无解. 

6.4节的例 8中关于投入产出问题的方程组，也可以用初等行变换法求解. 

投入产出方程为                ( )- =E A X Y  

亦即 

1

2

3

0.75 0.1 0.1 245

0.2 0.8 0.1 90

0.1 0.1 0.8 175

x

x

x

- -㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣
| || | | |- - =| || | | |
| || | | |- -㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣

 

0.75 0.1 0.1 245

0.2 0.8 0.1 90

0.1 0.1 0.8 175

- -㊣ ㊣
| |= - -| |
| |- -㊣ ㊣

A  
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10(3)
(3) (1)

1 1 8 1750

0.2 0.8 0.1 90

0.75 0.1 0.1 245

↔
- -㊣ ㊣

| |————→ - -| |
| |- -㊣ ㊣

(2) 0.2(1)
(3) 0.75(1)

1 1 8 1750

0 1 1.7 260

0 0.85 5.9 1557.5

+
-

- -㊣ ㊣
| |—————→ - -| |
| |-㊣ ㊣

 

(3) 0.85(2)

1 1 8 1750

0 1 1.7 260

0 0 4.455 1336.5

+
- -㊣ ㊣

| |—————→ - -| |
| |
㊣ ㊣

1
(3)

4.455

1 1 8 1750

0 1 1.7 260

0 0 1 300

- -㊣ ㊣
| |————→ - -| |
| |
㊣ ㊣

 

(1) 8(3)
(2) 1.7(3)

1 1 0 650

0 1 0 250

0 0 1 300

+
+

㊣ ㊣
| |————→| |
| |
㊣ ㊣

(1) (2)

1 0 0 400

0 1 0 250

0 0 1 300

-
㊣ ㊣
| |———→| |
| |
㊣ ㊣

 

于是得到 1 400x = ， 2 250x = ， 3 300x = . 

练习 7.3 
1.解下列非齐次线性方程组： 

（1）
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 4

2 1

4 4 2

x x x

x x x

x x x

- + =㊣
| + + =㊣
| + + =㊣

    （2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1

3 3 4 4

5 9 8 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ - - =㊣
| - - + =㊣
| + - - =㊣

 

（3）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 6

3 2 4 5

2 3 2

x x x x

x x x x

x x x x

- + + =㊣
|- + + - =㊣
| - - + + =㊣

 

2.解下列齐次线性方程组： 

（1）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 5 2 0

2 3 5 0

7 4 3 0

4 15 7 8 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

- + - =㊣
| + - + =|
㊣- + - + =|
| + - + =㊣

  （2）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4

2 0

2 5 3 0

2 2 0

2 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x

+ - + =㊣
| + + - =|
㊣- - + + =|
| + =㊣

 

3.当 a取何值时，方程组 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

1

x x x a

ax x x

x x ax

+ + =㊣
| + + =㊣
| + + =㊣

 

有解，并求解. 
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概率论的起源 

概率论是研究随机现象数学规律的数学分支. 真正引发数学家研究概率理论的是“合理

分配赌注问题”. 1654年，法国一位名叫梅雷（A.G.C.de Mere，1610—1685年）的赌徒向他

的朋友、数学家帕斯卡（法国，1623—1662 年）重新提出“合理分配赌金问题”，问题的表

述更一般化：两个赌徒相约赌若干局，谁先赢 s局就算是赢了. 现在一个人赢 a（ a s＜ ）局，
另一个人赢 b（b s＜ ）局，赌博终止，问赌本怎样分才合理？帕斯卡得到这一问题后立即告
知费马（法国，1601—1665年），他们之间从 1654年 7月开始频繁通信，展开有关概率论和

数学组合的讨论. 费马利用组合学理论解决了这一问题，帕斯卡利用算术方法也得到该问题

的解. 通信中的一些结果收入惠更斯（荷兰，1629—1695年）的同类著作.  

1657年，荷兰数学家惠更斯出版了概率论最早的论著——《论赌博中的计算》.  

摘自《数学史简编》.王青建  

伯努利（Bernoulli，1654—1705 年，瑞士数学家） 

詹姆士·伯努利，1654年生于巴塞尔，从 1687年一直到 1705年去世，他都在故乡担任

数学教授的职位. 在这段时期，他和莱布尼茨一直保持着积极的通信联系，对莱布尼茨表现

了衷心的敬佩，并且不久就完全掌握了他的方法. 接着詹姆士·伯努利便开始用大家都能懂

得的语言去解释新方法的原理. 这就是他在世纪末出版论文集《微分学方法，论反切线法》

的目的. 在詹姆士作过显著贡献的许多分支中，有概率论、变分学和解析几何的推广.  

詹姆士·伯努利，给概率论建立了牢固的数学基础. 他就这个题目给《博学杂志》（1685

年）写过一些论文，其中典型的问题可表示如下： 

1.A、B二人玩一颗骰子，先掷出幺点的人算是胜利者. A掷一次之后接着 B也掷一次. 然

后 A掷两次，B再掷两次. 然后 A掷三次，B掷三次，依次继续下去. 每人获胜的希望多大？ 

2.或者，A先掷一次，B再掷两次，然后 A掷三次，B再掷四次，依次继续下去.  

每个这样的问题都悬而未决，直到伯努利自己在 1690年的《博学者学报》（以后又在《猜

测的艺术》）一书中才发表了问题的答案.  

摘自《数学史》.[英]斯科特 著；侯德润，张兰 译 
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第 8 章  随机事件与概率 
 

 

概率论与数理统计是研究和揭示随机现象量的规律的一门数学学科. 本章主要介绍事件

的关系及运算、概率的性质及概率的计算、事件的独立性及 n重伯努利概型.  

8.1  随机事件 

8.1.1  随机试验 

在自然界和社会生活中，人们观察的现象一般分为两大类. 一类是确定性现象，另一类

是随机现象. 确定性现象是指在一定条件下必然出现的现象，如上抛的一粒石子必然下落；

在标准大气压下，加热到 100℃的水必然沸腾等. 随机现象是指在一定条件下可能发生，也可

能不发生的现象，如上抛一枚硬币，可能出现正面（币值面），也可能不出现正面；每掷一颗

骰子，可能出现的是 1,2,3,4,5,6点中的某个点数.  

随机试验是指对随机现象进行实验或观察的过程，是研究随机现象统计规律性的一种手

段. 例如： 

（1）有 10 000人参加某保险公司的人身寿命保险，统计在一年中参保者死亡的人数； 

（2）某公交车站，记录某一时刻候车的人数； 

（3）袋中装有 7个白球，3个红球，任取一球，观察其颜色； 

（4）某射手对目标进行射击，直到击中目标为止，观察射击次数； 

（5）在一批电子管产品中，任取一只，检测其使用寿命.  

以上试验都是随机试验，不管试验的结果如何，随机试验具有以下三个特点： 

（1）可以在相同的条件下重复进行； 

（2）每次试验的结果具有多种可能，并且在试验之前可以明确试验的所有可能结果； 

（3）每次试验只有一种结果，但在每次试验之前不能确定将出现哪一种结果.  

8.1.2  随机事件与样本空间 

在随机试验中，人们常常关心试验的结果. 在一次试验中可能发生也可能不发生，但在

大量试验中具有某种规律性的事件，称为随机事件，简称事件，一般用大写英文字母 A、B、

C、…表示.  

例 1  袋中装有 7个白球、3个红球，任取两球，取出的是“两个白球”，则“两个白球”

是随机事件，记作 A，表示取到两个白球.  

例 2  从 3件次品、7件正品中，任意抽取 3件，“有 2件次品”，“至少有 1件正品”等. 

这些事件都是随机事件. 事件 A表示有 2件次品，事件 B表示至少有 1件正品.  

例 3  在黄金周期间，某商场的销售额是随机事件.  
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随机事件中，有些可以看成是由某些事件复合而成的，而有些事件则不能分解为其他事

件的组合.  

随机事件包括下列四种类型. 

（1）基本事件：不能再分解成其他事件组合的随机事件. 例如，在掷一颗骰子的试验中，

出现“1点”，出现“2点”，……，出现“6点”. 

（2）复合事件：含有两个或两个以上基本事件的事件. 例如，在掷一颗骰子的试验中，

“奇数点”、“小于 4的点数”；从一批产品中抽取 10件，“至少有 1件正品”等，均为复合事件.  

（3）必然事件：每次试验中必然发生的事件，记作Ω . 例如，在掷一颗骰子的试验中，

“点数小于 7”. 
（4）不可能事件：每次试验中都不会发生的事件，记作φ . 例如，掷一颗骰子的试验中，

“点数大于 7”. 
必然事件Ω 与不可能事件φ 看作是特殊的随机事件.  

在一个随机试验中，每一个基本事件称为样本点，全体样本点的集合，称为样本空间，

用字母Ω 表示. 例如，在掷一颗骰子的试验中，样本空间由“1点”,“2点”,……,“6点”

组成.  

8.1.3  事件的关系与运算 

1.事件的包含与相等 

如果事件 A发生必然导致事件 B发生，则称事件 B包含事件 A，记作 A B⊂ 或 B A⊃ （如
图 8-1所示）.  

例如，一批产品中有合格品与不合格品，合格品中有一等品、二等品，现从中任取一件，

用 A表示一等品，B表示合格品，显然 A B⊂ .  

如果事件 A包含事件 B，事件 B也包含事件 A，则称事件 A与事件 B相等，记作 A B= .  

2.事件的和 

事件 A与事件 B至少有一个发生，即“A或 B”是一个事件，称为事件 A与事件 B的和，

记作 A B+ （如图 8-2所示）.  

例如，有甲、乙两人各向同一目标射击一次，令 A表示甲击中目标，B表示乙击中目标，

C表示目标被击中，则有C A B= + .  

 

 

 

 

 

图 8-1                                   图 8-2 

3.事件的积 

事件 A与事件 B同时发生，即“A且 B”是一个事件，称为事件 A与事件 B的积，记作

AB（如图 8-3所示）.  

例如，有甲、乙两人各向同一目标射击一次，令 A表示甲击中目标，B表示乙击中目标，

Ω 

B A 

Ω 

B
A 
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C表示甲、乙都击中目标，则有C AB= .  
关于事件的和与积，可推广到有限个事件 1 2, , , nA A A… ，至少有一个发生，记作

1 2 nA A A+ + +… ；所有事件都发生，记作 1 2 nA A A… .  

4.事件的差 

事件 A发生而事件 B不发生，称为事件 A与事件 B的差，记作 A B- （如图 8-4所示）.  

例如，在掷一颗骰子的试验中，A表示出现的点数大于 3，B表示出现奇数点，则 A B-
表示出现的点数为 4或 6.  

 

 

 

 

图 8-3                              图 8-4 

5.互不相容事件 

如果事件 A 与事件 B 不能同时发生，即 AB φ= ，则称事件 A 与事件 B 互不相容（如     

图 8-5所示）.  
例如，在掷一颗骰子的试验中，A表示出现奇数点，B表示出现偶数点，则 AB φ= . 

6.对立事件 

在试验中，事件 A与 B必有且仅有一个发生，称事件 A与事件 B是对立的，记作 B A=  
（如图 8-6 所示）. A的对立事件是样本空间Ω与事件 A的差，即Ω A- . 显然有 AB φ= 且

A B+ =Ω.  

例如，抛两枚均匀硬币一次， A表示正面均向上，则 A的对立事件 A表示至少有一个反

面向上. 

 

 

 

 

图 8-5                             图 8-6 

7.事件的运算规律 

交换律    A B B A+ = + ； AB BA=  
结合律    ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ； ( ) ( )AB C A BC=  

分配律    ( )A B C AB AC+ = +   

摩根律    A B A B+ = ； AB A B= +  

例 4  从一批产品中，每次取出一个产品进行检验（不放回），用事件 iA （ 1,2,3i = ）表

示第 i次取到合格品. 试用 1 2 3, ,A A A 表示下列事件： 

A B 

Ω 

Ω 

A     B 

Ω 

A     B 

A 

Ω 
A  



    大学数学（经管类）（第 2 版） 

 

116 

（1）B表示三次都取到合格品； 

（2）C表示三次至少有一次取到合格品； 

（3）D表示三次恰有一次取到合格品； 

（4） E表示三次最多有一次取到合格品.  
解 （1） 1 2 3B A A A=  

（2） 1 2 3C A A A= + +  

（3） 1 2 3 1 2 3 1 2 3D A A A A A A A A A= + +  

（4） 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3E A A A A A A A A A A A A= + + +  

例 5  甲、乙两人各向同一目标射击一次， A表示甲击中目标， B表示乙击中目标，说

明下列事件的含义： 

（1）A+B  （2）AB  （3）AB   （4）A B+   （5）A B+  

解 （1） A B+ 表示甲、乙至少有一人击中目标； 

（2） AB表示甲、乙都击中目标； 

（3） AB表示甲、乙都没有击中目标； 

（4） A B+ 表示甲、乙至少有一人没有击中目标； 

（5）A B+ 表示甲、乙都没有击中目标，由摩根律知，A B AB+ = ，所以此事件与事件 AB

相等. 

练习 8.1 

1.判断下列事件是不是随机事件.  

（1）掷一枚均匀的骰子，“出现 6点”； 

（2）天气预报，“明天降小雨”； 

（3）掷两枚骰子，“点数之和小于 7”； 

（4）“在天津地区，将水加热到 100℃，水变成蒸汽”； 

（5）一批产品中有正品和次品，现从中任意抽取一件是“次品”； 

（6）某公共汽车站恰有 5人等车.  

2.设 A, B, C为三个随机事件，试用 A, B, C表示下列事件： 

（1）A, B, C至少有一个发生； 

（2）A, B, C都不发生； 

（3）A不发生，而 B, C至少有一个发生.  

3.设Ω 表示样本空间，φ 表示不可能事件，A表示一个随机事件，求下列事件的运算结

果.  

（1） ____________A A+ = ； 

（2） ____________A A = ； 

（3） +A Ω ____________= ； 

（4） ____________A A+ = ； 

（5） ____________AA = ； 

（6） ____________A A- = . 

4.甲、乙两人对同一目标各射击一次，用 A表示甲击中，B表示乙击中，试说出 A B+ , 

AB , AB , AB的含义.  
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5.掷一颗骰子，观察出现的点数，设事件 A 表示不超过 3 点，B 表示 6 点，C 表示 4

点，D表示不超过 5点. 试问哪些事件是对立事件？哪些事件互不相容？ 

8.2  随机事件的概率 

8.2.1  概率的古典定义 

概率的古典定义起源于 17 世纪欧洲盛行的抛硬币、掷骰子、摸球等赌博游戏，这种游

戏只能在特定的条件下进行，在随机试验中具有以下特点： 

（1）试验的基本事件的总数是有限的； 

（2）每个基本事件发生的可能性是相等的.  

称满足上述特点的试验模型为古典概型.  

定义 8.1  如果古典概型中的所有基本事件的总数是 n，事件A包含的基本事件数是m，

则事件 A的概率为 

P(A)= 
组成 A的基本事件个数

=
m

（8-1）
试验的基本事件总数 n

此定义称为概率的古典定义.  

例 1  袋中装有 3个白球，2个黑球，现从中任取两个，求： 
（1）取出的是两个白球的概率 1P ； 

（2）取出的是一个白球和一个黑球的概率 2P .  

解  设 A表示取出两个白球，B表示取出一个白球和一个黑球.  

试验的基本事件总数 2
5Cn = ，A的基本事件个数 2

1 3Cm = ，B的基本事件个数 1 1
2 3 2C Cm = ，

由式（8-1）可得 

（1）
2

1 3
1 2

5

C 3
0.3

10C

m
P

n
= = = =  

（2）
1 1

2 3 2
2 2

5

C C 6
0.6

10C

m
P

n
= = = =  

例 2  设 100个同一产品中有 5个废品，每次从中任取 3个进行检验，求： 
（1）任取 3个恰有 1个是废品的概率； 
（2）任取 3个都是正品的概率.  

解  设 1A 表示任取 3个恰有 1个是废品，应有 2
95C 1

5C 种方法； 2A 表示任取 3个都是正

品，应有 3
95C 种方法；从 100个产品中任取 3个，共有 3

100C 种不同的抽取方法. 由式（8-1）

可得 

（1）
2 1
95 5

1 3
100

C C
( ) 0.138

C
P A = ≈  

（2）
3
95

2 3
100

C
( ) 0.856

C
P A = ≈  

例 3  今有七把钥匙，其中一把能打开门锁，现逐把试，求恰好第三次打开门锁的概率.  

解  恰好第三次打开门锁是指从不能打开门锁的六把钥匙中抽取了前两次（不放回），

第三次恰好抽到能打开门锁的钥匙.  
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设 A表示恰好第三次打开门锁，A的基本事件个数为 1 1 1
6 5 1C C C 30m = = ，基本事件总数为

1 1 1
7 6 5C C C 210n = = ，由（8-1）式可得 

30 1
( )

210 7

m
P A

n
= = =  

或                       
6 5 1 1

( )
7 6 5 7

P A = × × =  

大家试求一下，恰好第二次打开门锁的概率或恰好第四次打开门锁的概率.  

8.2.2  概率的统计定义 

随机试验并不仅限于古典概型，在实际工作中，为了求出随机事件概率的近似值，往往

采用对随机事件进行大量重复观察的方法.  

在同一条件下，设事件 A在 n次重复试验中发生了 m次（m称作事件 A发生的频数），

则称比值
m

n
为事件 A发生的频率.  

定义 8.2  在随机试验中，随着试验次数 n的增大，事件 A发生的频率
m

n
在某一常数 p  

附近摆动，则称常数 p为事件 A发生的概率，记作 

( )P A p=  

概率的统计定义实际给出了计算随机事件 A概率近似值的方法：当试验次数 n充分大时，

可以用频率
m

n
作为概率 ( )P A 的近似值. 例如，某类种子的发芽率；某种疾病的死亡率；某种

新药的有效率；新生婴儿性别的比率等分别作为其相应概率的近似值.  

例 4  某一妇产医院对出生婴儿调查，可以看到新生男孩的频率是稳定的，生男孩的概

率近似值是 0.515（如表 8-1所示）.  

表 8-1 

出    生 

年    份 

新生儿 

总  数 

新生儿分类 频     率（%） 

男  孩  数 女  孩  数 男    孩 女    孩 

1977 

1978 

1979 

1980 

1981 

1982 

3670 

4250 

4055 

5844 

6344 

7231 

1883 

2177 

2138 

2955 

3271 

3722 

1787 

2073 

1917 

2889 

3073 

3509 

51.31 

51.22 

52.73 

50.56 

51.56 

51.47 

48.69 

48.78 

47.27 

49.44 

48.44 

48.53 

总    数 31 394 16 146 15 248 51.48 48.52 

8.2.3  概率的基本性质 

性质 1  任何事件 A的概率 ( )P A p= ，都有 

0 1p≤ ≤  

性质 2  必然事件的概率为 1，不可能事件的概率为 0，即 

P (Ω)=1， ( ) 0P φ =  

性质 3  如果事件 A、B满足 A B⊂ ，则有 



第 8 章  随机事件与概率 

 

119 

( ) ( )P A P B≤ ， ( ) ( ) ( )P B A P B P A- = -                 （8-2） 

性质 4  如果两个事件 A、B互不相容，则有 
( ) ( ) ( )P A B P A P B+ = +                        （8-3） 

推广：如果 n个事件 1 2, , , nA A A… 两两互不相容，则有 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )n nP A A A P A P A P A+ + + = + + +… …            （8-4） 

性质 5  对任意一个事件的对立事件，有 
( ) 1 ( )P A P A= -                           （8-5） 

性质 6  若 A、B为任意两个事件，则有 
( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB+ = + -                    （8-6） 

例 5  某设备由甲、乙两元件组成，由于某种原因出现故障，甲出现故障的概率是 0.4，

乙出现故障的概率是 0.3，甲、乙同时出现故障的概率是 0.2. 求由于这种原因导致设备出现

故障时至少有一个元件出现故障的概率.  

解  设 A表示甲出现故障，B表示乙出现故障，AB表示甲、乙同时出现故障， A B+ 表

示甲、乙至少有一个出现故障，根据题意及式（8-6）有 
( ) ( ) ( ) ( ) 0.4 0.3 0.2 0.5P A B P A P B P AB+ = + - = + - =  

练习 8.2 

1.袋中装有 3个红球，2个白球，现从中任取 2个球，求： 

（1）2个球都是红球的概率； 

（2）2个球都是白球的概率； 

（3）恰有 1个红球、1个白球的概率.  

2.掷 2枚均匀的骰子，出现点数和为 3的概率是      ，点数和为 11的概率是      ，

点数和大于 2的概率是      .  

3.设 10个产品中有 7个正品，3个次品. 

（1）不放回地每次从中任取 1个，共取 3次，求取到 3个次品的概率； 

（2）每次从中任取 1个，有放回地取 3次，求取到 3个次品的概率.  

4.某汽车修理厂的经理发现，汽车使用 5年后，需要更换轮胎的概率为 0.6，需要换闸

的概率为 0.1，两者都需要换的概率为 0.02. 求汽车需要换轮胎或换闸的概率.  
5.设 A、B是两个事件，其中 ( ) 0.5P A = ， ( ) 0.8P A B+ = . 

（1）若 A、B互不相容，求 ( )P B ； 

（2）若 A B⊂ ，求 ( )P B .  

6.某城市有 50%的居民订日报，有 65%的居民订晚报，有 85%的居民这两种报纸至少

订一种. 求该城市同时订这两种报纸的居民所占百分比.  

8.3  条件概率与概率的乘法公式 

8.3.1  条件概率 

在实际问题中，常常要考虑在一个事件 B已发生的条件下，另一个事件 A发生的概率，
记作 ( | )P A B . 先看一个例子.  
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例 1  设袋中有 10个球，其中 6个红球，4个白球，又知红球中有 2个玻璃球，4个木

质球；白球中有 1个玻璃球，3个木质球. 现从中任取 1个球，求： 

（1）该球是红球的概率； 

（2）已知是玻璃球的情况下，该球是红球的概率.  

解  由题意知，球的分类如下： 

 红    色 白    色 

玻璃球 2 1 

木质球 4 3 

设 A表示任取 1个球是红球， B表示任取 1个球是玻璃球，由式（8-1）可得 

（1）
6

( )
10

P A =  

（2）从表中可以看出，玻璃球共有 3个，而玻璃球中的红球有 2个，则有 
2

( | )
3

P A B =  

定义 8.3  设 A、B为两个事件，在事件 B发生的条件下，事件 A发生的概率，称为事

件 A在给定 B下的条件概率，计算公式为 
( )

( | )
( )

P AB
P A B

P B
=    （ ( ) 0P B ≠ ）               （8-7） 

同理，在事件 A已经发生的条件下 B发生的概率的计算公式为 
( )

( | )
( )

P AB
P B A

P A
=    （ ( ) 0P A ≠ ）              （8-8） 

例 2  某地区气象台统计，该地区下雨的概率是 0.4，刮风（三级以上）的概率是 0.2，

既刮风又下雨的概率是 0.1，求： 

（1）在刮风的条件下，下雨的概率； 

（2）在下雨的条件下，刮风的概率. 
解  设 A表示下雨，B表示刮风， ( | )P A B 表示在刮风的条件下，下雨的概率； ( | )P B A

表示在下雨的条件下，刮风的概率. 由题意知， ( ) 0.4P A = ， ( ) 0.2P B = ， ( ) 0.1P AB = ，则有： 

（1）
( ) 0.1

( | ) 0.5
( ) 0.2

P AB
P A B

P B
= = =  

（2）
( ) 0.1

( | ) 0.25
( ) 0.4

P AB
P B A

P A
= = =  

例 3  市场销售的灯泡是由甲、乙两个厂家生产的，甲厂产品占 70%，甲厂产品的合格

率为 95%，乙厂产品的合格率为 80%，现从中任取一个灯泡，求： 

（1）甲厂产品的不合格率； 

（2）乙厂产品的合格率. 

解  设 A表示甲厂生产的产品，A表示乙厂生产的产品；B表示合格灯泡，B表示不合

格灯泡.  

由题意知， ( ) 0.7P A = ， ( ) 0.3P A = ， ( | ) 0.95P B A = ， ( | ) 0.8P B A = . 

（1）甲厂产品的不合格率为 

( | ) 1 ( | ) 1 0.95 0.05P B A P B A= - = - =  
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（2）乙厂产品的合格率为 

( | ) 0.8P B A =  

8.3.2  概率乘法公式 

由式（8-7）、式（8-8）得 
( ) ( ) ( | )P AB P A P B A=    （ ( ) 0P A ≠ ）               （8-9） 

或                     ( ) ( ) ( | )P AB P B P A B=    （ ( ) 0P B ≠ ）              （8-10） 

即两个事件 A、 B乘积的概率等于其中一个事件的概率（其概率不为 0）乘以另一个事件在

已知前一个事件发生条件下的概率.   

三个事件概率的乘法公式为 
( ) ( ) ( | ) ( | )P ABC P A P B A P C AB=  

例 4  10个考签中有 4个难签，3人参加抽签（不放回），甲、乙、丙依次抽签. 设 A、

B、C分别表示甲、乙、丙各抽到难签.  

求：（1） ( )P A ；（2） ( )P AB ；（3） ( )P AB ；（4） ( )P ABC .  

解 （1）
4

( ) 0.4
10

P A = =  

（2）
4 3 2

( ) ( ) ( | )
10 9 15

P AB P A P B A= = × =  

（3）
6 4 4

( ) ( ) ( | )
10 9 15

P AB P A P B A= = × =  

（4）
4 3 2 1

( ) ( ) ( | ) ( | )
10 9 8 30

P ABC P A P B A P C AB= = × × =  

8.3.3  全概率公式 

定理 8.1  设事件 1 2, , , nA A A… 两两互不相容，且 

1 2( ) ( ) ( ) 1nP A P A P A+ + + =… ， ( ) 0iP A ＞ （ 1,2, ,i n= … ） 

则对任意一个事件 B，有 

1

( ) ( ) ( | )
n

i i
i

P B P A P B A
=

=Σ                    （8-11） 

称式（8-11）为全概率公式，它是概率论的一个基本公式，当计算事件 B的概率较复杂

时，用全概率公式计算比较容易.  

特别地，              ( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P B P A P B A P A P B A= +              （8-12） 

例 5  10个考签中 4个难签，3人参加抽签（不放回），甲、乙、丙依次抽取，求乙抽到

难签的概率.  

解  设 A 表示甲抽到难签，B 表示乙抽到难签，根据题意
4

( )
10

P A = ，
6

( )
10

P A = ，

3
( | )

9
P B A = ，

4
( | )

9
P B A = . 由全概率公式 

4 3 6 4 4
( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

10 9 10 9 10
P B P A P B A P A P B A= + = × + × =  
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大家可以试求丙抽到难签的概率仍是
4

10
. 由此说明，抽签在概率意义下合理. 

例 6  某厂有 4 个车间生产同一产品，生产的产品分别占总产品的 35%，20%，15%，

30%，各车间的次品率分别为 5%，3%，2%，4%，现从总产品中任取一件，求此产品为次品

的概率.  
解  设 iA 表示第 i个车间生产的产品（ 1 , 2,3, 4i = ），B表示任取一件产品为次品，由

全概率公式知 
4

1

( ) ( ) ( | )i i
i

P B P A P B A
=

= Σ  

1 1 2 2( ) ( | ) ( ) ( | )P A P B A P A P B A= + 3 3 4 4( ) ( | ) ( ) ( | )P A P B A P A P B A+ +  

35% 5% 20% 3% 15% 2% 30% 4%= × + × + × + ×  

0.0385=  

练习 8.3 

1.排列以下概率（由大到小的顺序）： 
( )P A B+ ， ( )P AB ， ( ) ( )P A P B+  

2.在对 100 家公司的最新调查中发现，有 40%的公司大力研究广告的效果；有 50%的

公司在进行短期销量预测；而有 30%的公司在从事这两项研究. 现任选一家公司，求： 

（1）它研究广告效果或短期销量预测的百分比； 

（2）在短期销售预测的条件下，研究广告效果的百分比； 

（3）在研究广告效果的条件下，进行短期销售预测的百分比.  
3.设 A、B是两个事件， ( ) 0.5P A = ， ( ) 0.4P B = ， ( | ) 0.4P B A = ，求： 

（1） ( )P AB    （2） ( )P A B+    （3） ( | )P A B   

4.已知盒中有 10只电子元件，其中 6只是正品，现从中做无放回抽样两次，每次取 1

只，求： 

（1）第一次取到正品的概率； 

（2）当第一次取到正品时，第二次取到正品的概率； 

（3）两次都取到正品的概率.  

5.设袋中有 10个球，其中有 2个是红球，8个白球，甲、乙两人依次从袋中取 1个球. 

求乙取到红球的概率.  

6.设某厂有甲、乙两个车间生产同一种产品，产量依次占 40%、60%，各车间的次品率

依次为 4%、5%，现从全厂的产品中任取一件进行检验. 求此产品为次品的概率.  

8.4  事件的独立性 

8.4.1  事件的独立 

通常，事件 A的发生影响事件 B 发生的概率，即 ( | ) ( )P B A P B≠ . 有时 ( | )P B A = 

( )P B ，即事件 A的发生与否不影响事件 B发生的概率.  

定义 8.4  如果事件 A发生的可能性不受事件 B发生与否的影响，即 ( | ) ( )P A B P A= ，

则称事件 A对于事件 B独立，同时事件 B对于事件 A也独立. 称事件 A与 B相互独立，简称
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事件 A与 B独立.  

关于独立性的几个结论.  
（1）必然事件Ω及不可能事件φ 与任何事件独立.  

（2）如果事件 A与 B独立，则 
( ) ( ) ( )P AB P A P B=                          （8-13） 

（3）如果事件 A与 B独立，则 A与 B， A与 B， A与 B中的各对事件也相互独立. 

（4）如果事件 A与 B独立，则加法公式可为 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A P B+ = + -                  （8-14） 

或                            ( ) 1 ( ) ( )P A B P A P B+ = -                      （8-15） 

（5）如果 n个事件 1 2, , , nA A A… 中任意一个事件发生的可能性都不受其他事件发生与否

的影响，则称这 n个事件相互独立，有 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )n nP A A A P A P A P A=… …               （8-16） 

1 2 1 2( ) 1 ( ) ( ) ( )n nP A A A P A P A P A+ + + = -… …            （8-17） 

例 1  甲、乙两人独立向同一目标各射击一次，甲击中目标的概率为 0.8，乙击中目标的

概率为 0.7. 求： 

（1）甲、乙两人都击中目标的概率； 

（2）甲、乙两人至少有一人击中目标的概率.  
解  设 A表示甲击中目标， B表示乙击中目标，且 ( ) 0.8P A = ， ( ) 0.7P B = . 

（1）甲、乙两人是否击中目标是独立的， AB表示甲、乙两人都击中目标，其概率为 
( ) ( ) ( ) 0.8 0.7 0.56P AB P A P B= = × =  

（2） A B+ 表示甲、乙两人至少有一人击中目标，其概率为 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.8 0.7 0.8 0.7 0.94P A B P A P B P A P B+ = + - = + - × =  

例 2  加工一个零件需要三道工序，三道工序不出次品的概率依次为 0.9、0.8、0.85，假

定每道工序是否出次品是相互独立的. 求经过三道工序不出次品的概率.  

解  设 A表示第一道工序不出次品，B表示第二道工序不出次品，C表示第三道工序不

出次品， ABC表示三道工序不出次品.  
由题意知 ( ) 0.9P A = ， ( ) 0.8P B = ， ( ) 0.85P C = . 则有 

( ) ( ) ( ) ( ) 0.9 0.8 0.85 0.612P ABC P A P B P C= = × × =   

8.4.2  伯努利概型 

定义8.5  在随机试验中事件 A只有两个结果，即 A发生或 A发生，称为伯努利试验. 将

这样的试验，独立地重复进行 n次，称为 n重伯努利概型.  

在 n重伯努利试验中，事件 A可能发生 0次或 1次，…，或 n次. 主要讨论，在 n次试
验中，事件 A恰好发生 k（0≤k≤n）次的概率 ( )nP k .  

定理 8.2  如果每次试验中， A发生的概率为 p（0＜p＜1），则在 n重伯努利试验中，事

件 A发生 k次的概率为 

( ) Ck k n k
n nP k p q -=     （ 0,1,2, ,k n= … ）           （8-18） 

式中， 1p q= - .  

例 3  某种商品的合格率为 0.8，一顾客购买该商品 6件. 求： 

（1）6件商品中恰有 2件合格的概率； 
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（2）6件商品中最多有 2件合格的概率； 

（3）6件商品全部合格的概率.  

解  购买 6件商品，可看作 6重伯努利试验. 由式（8-18）可知 

（1）6件商品中恰有 2件合格的概率为  

2 2 4
6 6(2) C (0.8) (0.2) 0.015 36P = =  

（2）6件商品中最多有 2件合格的概率为  

2 2 4 1 1 5 0 0 6
6 6 6 6 6 6(2) (1) (0) C (0.8) (0.2) C (0.8) (0.2) C (0.8) (0.2)

0.015 36 0.001 536 0.000 064 0.016 96

P P P+ + = + +
= + + =

 

（3）6件商品全部合格的概率为   

6 6 0
6 6(6) C (0.8) (0.2) 0.262144P = =  

例 4  某种药品对疾病的有效率是 85%，现有 10 个患者同时服用这种药. 求在这 10 名

患者中该药品至少对 8人有效的概率.  

解  把 10 个患者服用这种药的有效情况，看作 10 重伯努利试验，“至少有 8 人有效”

的概率为 
10

10
10 10

8

8 8 2 9 9 1 10 10 0
10 10 10

(8 ) C (0.85) (0.15)

C 0.85 0.15 C 0.85 0.15 C 0.85 0.15

0.8202

k k k

k

P k -

=

=

= + +
=

Σ≤

 

练习 8.4 

1.加工某种零件需要两道工序，设第一道工序出现次品的概率为 0.02，第二道工序出

现次品的概率为 0.03，各道工序互不影响，求： 

（1）加工出来的零件是次品的概率； 

（2）加工出来的零件是正品的概率.  

2.假设有甲、乙两批种子，发芽率分别是 0.8 和 0.9，现从两批种子中各随机取一粒，

求： 

（1）两粒都发芽的概率； 

（2）恰有一粒发芽的概率； 

（3）至少有一粒发芽的概率.  

3.某射手向某一目标射击，命中率为 0.8，连续射 3发子弹，求：  

（1）3发全中的概率； 

（2）至少有 1发命中的概率； 

（3）3发中有 2发命中的概率.  

4.某公司招聘职员，需要通过三项考核，三项考核的通过率分别是 0.6、0.8、0.85. 求

招聘员工时的淘汰率.  

5.已知 100件产品中有 5个次品，现从中任取 1个，有放回地取 3次. 求所取的 3个产

品中恰有 2个正品的概率.  
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6.一批产品中有 20%的次品，现进行抽样检查，共抽得 5件样品，求： 

（1）5件样品中恰有 2件次品的概率； 

（2）5件样品中至多有 2件次品的概率.  
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第 9 章  随机变量及其数字特征 
 

 

本章主要介绍随机变量的概念及其常见的重要分布——二项分布、正态分布和随机变量

的数字特征——期望、方差.  

9.1  随机变量的概念 

9.1.1  随机变量 

随机变量是指在随机试验中，随着试验结果的不同而随机取各种不同的数值，而且对每

一数值或某一范围内的值都有相应概率的变量. 随机变量一般用大写字母 X、Y、Z等表示，

随机变量的观测值一般用小写字母 x、y、z等表示.  

例 1  在 10件产品中有 3件一等品，现任取 2件，用随机变量 X 表示 2件产品中含有

一等品的件数，则 X 可能取 0、1、2 中的一个值， X 取不同的值就表示不同的随机事件. 

“ 0X = ”表示“2 件产品中没有一等品”；“ 1X = ”表示“2 件产品中恰有 1 件一等品”；   

“ 2X = ”表示“2件产品都是一等品”，它们的概率分别为 
0 2
3 7

2
10

C C 7
( 0)

15C
P X = = =  

1 1
3 7

2
10

C C 7
( 1)

15C
P X = = =  

2 0
3 7

2
10

C C 1
( 2)

15C
P X = = =  

例 2  某射手击中目标的概率为 0.7，现连续射击 10次，用随机变量Y表示命中次数，Y

取值为 0,1,2,… ,10中的一个，“Y k= ”表示“在 10次射击中，恰有 k次命中”（ k =0,1,2,… , 

10），由于各次射击是独立的，所以根据伯努利试验的计算公式知 
10 10

10 10( ) C (1 ) C 0.7 0.3k k k k k kP Y k p p - -= = - =  

如“ 5Y = ”表示“在 10次射击中，恰有 5次命中”，其概率为 
5 5 5
10( 5) C 0.7 0.3 0.1029P Y = = =  

例 3  从一批电灯泡中任取一个，观测其寿命，假设电灯泡的寿命不超过 10 000小时，

用随机变量 Z 表示电灯泡的寿命，则 Z可能取[0,10 000]上的任意一个实数.  

“ 1500Z = ”表示寿命为 1500小时； 

“ 2000Z = ”表示寿命为 2000小时； 

“ 5000Z ≤ ”表示寿命不超过 5000小时.  

例 4  某长途汽车站，每 30 分钟发出一班车，候车室的旅客等车所用时间用W 表示，
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它可以取[0,30]之间的任意一个数，显然W 是一个随机变量.  

按照随机变量取值的情况，可以将随机变量分为三类： 

（1）离散型随机变量，随机变量取值是可以逐个列举出来的，如例 1、例 2. 

（2）连续型随机变量，随机变量可以在整个数轴上或某个实数区间内连续取值，如例 3、

例 4. 

（3）其他类型随机变量. 

在实际中经常遇到的是离散型随机变量和连续型随机变量，本章只讨论这两种随机变

量.  

9.1.2  分布函数 

1.分布函数的概念 

定义 9.1  设 X 是一个随机变量（离散型、连续型均可），对任意实数 x，函数 
( ) ( )F x P X x= ≤                             （9-1） 

称为随机变量 X 的分布函数.  

由分布函数的定义知 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )P a X b P X b P X a F b F a＜ = - = -≤ ≤ ≤       （9-2） 

当 X是离散型随机变量时，其分布函数为 

( ) ( ) ( )
k k

k k
x x x x

F x P X x P X x p= = = =Σ Σ
≤ ≤

≤                （9-3） 

关于连续型随机变量分布函数的计算将在本章 9.3节中介绍.  

2.分布函数的性质 

（1）对于任意实数 x，均有 0 ( ) 1F x≤ ≤ 成立，且 

( ) lim ( ) 0
x

F F x
→-∞

-∞ = = ， ( ) lim ( ) 1
x

F F x
→+∞

+∞ = =  

（2） ( )F x 是 x的不减函数，即当 1 2x x＜ 时，有 1 2( ) ( )F x F x≤ .  

（3）当 X 是离散型随机变量时， ( )F x 有若干个间断点，而在其间断点上是右连续的.  

例 5  掷一枚硬币，观察正反面情况，用 X 表示出现正面的次数，求 X 的分布函数.  

解  显然 X 只可能取两个值 0和 1，“ 0X = ”表示出现反面，“ 1X = ”表示出现正面， 
它们的概率分别为 

1
( 0)

2
P X = = ，

1
( 1)

2
P X = =  

由于随机变量 X 只能取两个值 0和 1，且 0和 1将实数轴分为三部分： 
0x ＜ ， 0 1x ＜≤ ， 1x≥  

当 0x ＜ 时， ( ) ( ) ( ) 0F x P X x P φ= = =≤ ； 

当 0x = 时，
1

( ) (0) ( 0) ( 0)
2

F x F P X P X= = = = =≤ ； 

当 0 1x＜ ＜ 时，
1

( ) ( ) ( 0)
2

F x P X x P X= = = =≤ ； 

当 1x = 时， ( ) (1) ( 1) ( 0) ( 1) 1F x F P X P X P X= = = = + = =≤ ； 

当 1x ＞ 时，
1 1

( ) ( ) ( 0) ( 1) 1
2 2

F x P X x P X P X= = = + = = + =≤ .  
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综上所述， X 的分布函数为 

0， 0

1
( ) ， 0 1

2
1， 1

x

F x x

x

＜㊣
||= ＜㊣
|
|㊣

；

；

.

≤

≥

 

其分布函数的图像如图 9-1 所示，分布函数 ( )F x 是一个分段函

数，它的定义域是 ( , )-∞ + ∞ ，值域是[0,1].  

练习 9.1 

已知随机变量 X 取值为 1、2、3、4、5，取各值的概率分别如下表： 

X 1            2            3            4            5 

P 0.1          0.2           0.4           0.2          0.1 

( )F x 为 X 的分布函数，则 (2)F =       ， (3.5)F =       ， (5)F =       ，

(6)F =       .  

9.2  离散型随机变量的分布 

9.2.1  离散型随机变量的概率分布 

1.概率分布 

定义 9.2  设 X 是离散型随机变量，它可能取值为 1 2, , , ,kx x x… … . 而 X 取这些不同值的

概率为 
( )k kP X x p= = , 1,2,3,k = …                    （9-4） 

则式（9-4）称为离散型随机变量 X 的概率分布，也称为概率函数. 

离散型随机变量 X 的概率分布可用表格直观表示，称为 X 的概率分布表. 

X x1           x 2          …          xk             … 

P p1            p2          …          pk             … 

上述定义中， X 也可能取有限个值. 

2.概率分布的基本性质 

（1） 0kp ≥ ， 1,2,3,k = …  

（2） 1k
k

p =Σ  

例 1  在掷一枚骰子的试验中，试写出可能出现的点数的概率分布.  

解  设 X 表示掷一枚骰子可能出现的点数，显然 X 的所有可能取值为 1,2,3,4,5,6.  

由古典概型知， X 取每一个值的概率均为
1

6
.  

X 的概率分布表为 

x O 

( )F x   

1 

1 

图 9-1 
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X 1          2          3         4         5         6 

P 
1

6
        1

6
         1

6
        1

6
        1

6
       1

6
 

例 2  某人打靶，命中环数 X 的概率分布表为 

X 0   1    2    3    4     5     6     7    8    9    10 

P 0   0  0.01  0.01  0.01  0.02  0.10  0.30  0.35  0.15  0.05 

求：（1）至少命中 9环的概率； 

（2）命中少于 6环的概率.  

解 （1）“至少命中 9环”是指“命中 9环”或“命中 10环”，且互不相容，其概率为 
( 9) ( 9) ( 10) 0.15 0.05 0.20P X P X P X= = + = = + =≥  

（2）“命中少于 6环”是指命中环数为 0环、1环、2环、3环、4环、5环，并且两两事

件互不相容，其概率为 
5

0

( 6) ( ) ( 0) ( 1) ( 5)
k

P X P X k P X P X P X
=

＜ = = = = + = + + =Σ …  

0 0 0.01 0.01 0.01 0.02 0.05= + + + + + =  

例 3  社会定期发行某种奖券，每券 2 元，中奖率为 p，某人每次购买 1 张奖券，如果

没有中奖下次再继续购买 1张，直到中奖为止. 试写出购买次数 X 的概率分布.  

解  随机变量 X 取值应为大于零的正整数.  

“ 1X = ”表示第一次购买就中奖了，其概率为 
( 1)P X p= =  

“ 2X = ”表示购买了两次奖券，第一次没中奖，而第二次中奖了，各期奖券中奖与否是

相互独立的，其概率为 
( 2) (1 )P X p p= = -  

“ X k= ”表示购买了 k次奖券，第一次没中奖，第二次没中奖，……，直到第 k次才中

奖，各期奖券中奖与否是相互独立的，其概率为 
1( ) (1 )kP X k p p-= = -  

综上所述购买奖券次数 X 的概率分布为 
1( ) (1 )iP X i p p-= = - ， 1,2,3, ,i k= …  

其概率分布表为 

X 1               2             …              k  

P p             (1-p)p           …            (1-p)k-1p  

9.2.2  二项分布与泊松分布 

1.二项分布 

如果离散型随机变量 X 的概率分布为 

( ) Ck k n k
nP X k p q -= =                          （9-5） 

式中， 0,1,2, ,k n= … ， 0 1p＜ ＜ ， 1q p= - . 称 X 服从参数 n、p 的二项分布，简记作

～ ( , )X B n p .  
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二项分布的实际背景是 n重伯努利概型，用 X 表示在随机试验中 A发生的次数，即 X 可

能取值为 0,1,2,… ,n.  

例 4  某地区每天保证用水量的概率为 0.75，试求： 

（1）在最近 7天内用水正常的天数的分布； 

（2）7天内至少有 2天用水正常的概率.  

解  设用水正常的天数为 X ， X 取值为 0,1,… ,7.  
由题意知， X 服从参数 7n = 、 0.75p = 的二项分布，即 ～ (7,0.75)X B .  

（1）由二项分布的概率分布知 
0 0 7
7( 0) C 0.75 0.25 0.0001P X = = =  

1 1 6
7( 1) C 0.75 0.25 0.0013P X = = =  
2 2 5
7( 2) C 0.75 0.25 0.0115P X = = =  
3 3 4
7( 3) C 0.75 0.25 0.0577P X = = =  
4 4 3
7( 4) C 0.75 0.25 0.1730P X = = =  
5 5 2
7( 5) C 0.75 0.25 0.3114P X = = =  
6 6 1
7( 6) C 0.75 0.25 0.3114P X = = =  
7 7 0
7( 7) C 0.75 0.25 0.1335P X = = =  

其概率分布表为 

X 0      1      2       3       4       5       6      7 

P 0.0001  0.0013  0.0115  0.0577  0.1731  0.3114  0.3114  0.1335 

（2）“7天内至少有2天用水正常”是指正常用水的天数在2天以上（包括2天），即取 2.X ≥  

解法一  
7

2

( 2) ( )
k

P X P X k
=

= =Σ≥  

( 2) ( 3) ( 7)P X P X P X= = + = + + =…  

0.0115 0.0577 0.1731 0.3114 0.3114 0.1335= + + + + +  

0.9986=  

解法二  因为“7 天内至少有 2 天用水正常”的对立事件为“7 天内最多有 1 天用水正

常”，即“ 2X ≥ ”的对立事件是“ 2X ＜ ”，所以有 

( 2) 1 ( 2) 1 ( 0) ( 1)P X P X P X P X= - ＜ = - = - =≥  
0 0 7 1 1 6
7 71 C 0.75 0.25 C 0.75 0.25= - -  

1 0.0001 0.0013= - -  

0.9986=  

例 5  有 10台机床各自独立工作，因修理调整等原因，每台机床停车的概率为 0.2， 

求：（1）同时停车台数 X 的概率分布； 

（2）10台机床恰有 1台停车的概率； 

（3）10台机床最多有 1台停车的概率.  
解   设有 X 台机床停车，由题意知， X 服从参数 10n = 、 0.2p = 的二项分布，即

～X (10,0.2)B .  
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（1）由二项分布的概率分布知 
10

10( ) C 0.2 0.8k k kP X k -= = ， 0,1,2, ,10k = …  

计算后得概率分布表 

X 0    1     2    3    4     5    6     7     8    9    10 

P 0.11  0.27  0.30  0.20  0.09  0.02  0.01  0.00  0.00  0.00  0.00

（2）“10台机床恰有 1台停车”是指只有 1台停车，等价于 X 取值为 1，即 
1 1 9
10( 1) C 0.2 0.8 0.2684P X = = =  

（3）“10台机床最多有 1台停车”是指“有 0台停车”或“有 1台停车”，等价于 X 取 0

及 1.  
( 1) ( 0) ( 1)P X P X P X= = + =≤  

0 0 10 1 1 9
10 10C 0.2 0.8 C 0.2 0.8= +  

0.1074 0.2684= +  

0.3758=  

例 6  一批产品共 100件，其中合格品有 95件，现从中任取一件进行检验，写出其概率

分布.  

解  设 X 表示检验的结果，显然只有两种结果. 用“X=0”表示合格品，“X=1”表示不

合格品. 
X 服从 1n = 、 0.05p = 的二项分布，其概率分布如下表： 

X 0                    1 

P 0.95                 0.05 

此题是二项分布的特例，称为 0-1分布.  

2.泊松分布（Poisson，法国数学家，1781—1840） 

如果离散型随机变量 X 的概率分布为 

( ) e
!

k

P X k
k

λλ -= =                          （9-6） 

式中， 0λ ＞ ， 0,1,2,k = … ，则称 X 服从参数λ的泊松分布，简记作 ～ ( )X P λ .  

泊松分布是一种常见分布，在实际问题中，服从泊松分布的离散型随机变量有很多. 如

在一段时间内电话台的被呼唤次数；铸件表面上一定大小面积内砂眼的个数；纺织机上断头

的次数；某时间段内进入某商店的顾客数等.  
在二项分布 ( , )B n p 中，当 n比较大、 p很小时，可用泊松分布近似代替二项分布，公式

中 npλ = . 泊松分布作为二项分布的近似，是法国数学家泊松于 1837年首次提出的.  

例 7  设随机变量 X 为电话交换台每分钟接到的呼唤次数，且 ～ ( 4 )X P ，求 1 分钟内

呼唤次数： 

（1）恰为 5次的概率； 

（2）不超过 1次的概率.  

解  由题意知 4λ = ， 44
( ) e

!

k

P X k
k

-= = ， 0,1,2,k = …  
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（1）
5

44
( 5) e 0.1563

5!
P X -= = =  

（2） ( 1) ( 0) ( 1)P X P X P X= = + =≤  
0 1

4 44 4
e e 0.092

0! 1!
- -= + =  

练习 9.2 

1.下列各表是否能表示出离散型随机变量 X的概率分布？为什么？ 

（1）                          （2） 

 

 

 

（3）                         （4） 

 

 

 

2.某人定点投一次篮球，投中的概率是 0.4，试写出投中与否的概率分布.  

3.抛一枚均匀的骰子，试写出点数 X 的概率分布，并求： 
（1） ( 1)P X ＞         （2） (2 5)P X＜ ＜   

4.同时抛两枚硬币，连续抛三次，用 X 表示三次中同时出现两枚都是正面的次数，求： 
（1） X 的概率分布   （2） ( 2)P X ≤   

5.某射手射击一固定目标，每次命中率为 0.6，现进行三次射击，用 X 表示三次射击中

命中的次数，求： 
（1）概率分布       （2） (2)F  

6.已知一大批种子的发芽率为 0.8，现任取 10粒，求这 10粒种子中，发芽粒数不少于

8粒的概率.  

7.某电话总机共有 100 个用户，在某段时间内每一电话用户使用电话的概率为 0.01，

求在这段时间内有 4个用户使用电话的概率.  

9.3  连续型随机变量的分布 

9.3.1  连续型随机变量的概率密度 

1.概率密度 

定义 9.3  如果对于任何实数 x，随机变量 X 的分布函数 ( )F x 可以表示为 

( ) ( ) ( )d
x

F x P X x f t t
-∞

= = ∫≤                      （9-7） 

式中， ( )f x 为非负函数，则 ( )f x 称为连续型随机变量 X 的概率密度函数，简称概率密度.  

2.概率密度的性质 

（1） ( ) 0f x ≥ ； 

X -2        0         1 

P 0.5       0.3       0.4 

X -1        0         1 

P 0.5       0.2       0.3 

X 1        2       3 

P 0.2       0.3       0.4 

X 1        3       5 

P 0.3       0.4       0.3 
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（2） ( )d 1f x x
+∞

-∞
=∫ .                                                    （9-8） 

9.3.2  连续型随机变量的分布函数 

1.计算公式 

因为 ( ) ( ) ( )d
x

F x P X x f t t
-∞

= = ∫≤ ，所以 

( ) ( ) ( )P a X b P X b P X a＜ = -≤ ≤ ≤ ( ) ( ) ( )d
b

a
F b F a f x x= - = ∫        （9-9） 

2.分布函数与密度函数的关系 

由定积分的几何意义知，概率 ( )P a X b＜ ≤ 的值是

曲边梯形的面积（如图 9-2所示），即连续型随机变量 X
落在区间 ( , ]a b 内的概率为密度函数 ( )f x 在该区间上的

定积分.  
已知分布函数 ( )F x ，求概率密度 ( )f x ，只对 x求导

即可，即 

( ) ( )F x f x′ =                            （9-10） 

例 1  已知连续型随机变量 X 的概率密度为 
1， 0 2

( )
0， .

kx x
f x

+㊣
= ㊣
㊣

；

其他

≤ ≤
 

求：（1）系数 k；（2）分布函数 ( )F x ；（3） (1.5 2.5 ).P X＜ ＜   

解 （1）由概率密度性质知 ( )d 1f x x
+∞

-∞
=∫   

2
2 2

0
0

1
( 1)d 2 2 1

2
kx x kx x k

㊣ ㊣+ = + = + =| |
㊣ ㊣∫  

解得                            1

2
k = -   

所以，概率密度为 
1

1， 0 2
( ) 2

0， .

x x
f x

㊣- +|= ㊣
|㊣

；

其他

≤ ≤
 

（2）当 0x ＜ 时， ( ) ( )d 0d 0
x x

F x f t t t
-∞ -∞

= = =∫ ∫ .  

当 0 2x≤ ＜ 时，
0 2

0

1 1
( ) ( )d 0d 1 d

2 4

x x
F x f t t t t t x x

-∞ -∞

㊣ ㊣= = + - + = - +| |
㊣ ㊣∫ ∫ ∫ .  

当 2x≥ 时，
0 2

0 2

1
( ) ( )d 0d 1 d 0d 1

2

x x
F x f t t t t t t

-∞ -∞

㊣ ㊣= = + - + + =| |
㊣ ㊣∫ ∫ ∫ ∫ .  

综上，分布函数为 

2

0， 0

1
( ) ， 0 2

4
1， 2.

x

F x x x x

x

＜㊣
||= - + ＜㊣
|
|㊣

；

；≤

≥

 

y 

x a b O 

图 9-2 

( )f x    
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（3） (1.5 2.5 ) (1.5 2.5) ( 2.5) ( 2.5) (1.5) 0.0625P X P X P X F F＜ ＜ = ＜ - = = - =≤  

计算此概率也可用式（9-10） 
2

1.5

1
(1.5 2.5) 1 d 0.0625

2
P X x x

㊣ ㊣＜ ＜ = - + =| |
㊣ ㊣∫  

 注意 

对连续型随机变量 X，对某个点 a，总有 ( ) 0.P X a= =  因此 

( ) ( )

( )

( )

P a X b P a X b

P a X b

P a X b

＜ = ＜
=
= ＜ ＜

≤ ≤
≤ ≤  

9.3.3  均匀分布和指数分布 

1.均匀分布 

如果连续型随机变量 X 在区间[ , ]a b 内取值，其概率密度为 

1
，

( )
0， .

a x b
f x b a

㊣
|= -㊣
|㊣

；

其他

≤ ≤
 

则称随机变量 X 在区间[ , ]a b 上服从均匀分布，简记作 ～ [ , ]X U a b .  

 注意 

均匀分布具有“均匀性”，即 X 在区间[ , ]a b 上的任意长度相等的子区间的概率相等.  

例 2  设天津至北京的长途汽车每隔 1 小时发一班车，某人来到始发站，他并不知道发

车的时刻表. 试问他等车时间少于 15分钟的概率.  

解  等车时间是随机变量，用 X表示. 
由题意知 X 服从均匀分布，即 ～ [0,60 ]X U ，其概率密度为 

1
0 60

( ) 60
0 .

x
f x

㊣
|= ㊣
|㊣

， ；

， 其他

≤ ≤
 

所以               
15 15

00

1 1
(0 15) d 0.25

60 60
|P X x x= = =∫≤ ≤  

2.指数分布 

如果连续型随机变量 X 的概率密度为  

e ， 0
( )

0， 0.

x x
f x

x

λλ -㊣ ＞|= ㊣
|㊣

；

≤
 

式中， 0λ ＞ ，则称随机变量 X 服从指数分布，简记作 ～ ( )X E λ .  

在实际问题中，指数分布常作为各种“寿命”分布的近似，如电子元件的寿命、随机服

务系统中的服务时间等. 下面讨论指数分布的分布函数 ( )F x .  
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由于，当 0x＜ 时， ( ) ( ) ( )d 0d 0
x x

F x P X x f t t t
-∞ -∞

= = = =∫ ∫≤ ； 

当 0x≥ 时，
0

0
( ) ( ) ( )d 0d e d 1 e

x x t xF x P X x f t t t tλ λλ - -
-∞ -∞

= = = + = -∫ ∫ ∫≤ . 

所以，指数分布的分布函数为 

1 e ， 0
( )

0， 0.

x x
F x

x

λ-㊣ -|= ㊣
＜|㊣

；≥
 

例 3  某电子元件的使用寿命 X 服从参数为
1

1000
λ = 的指数分布（单位：小时）. 求该电

子元件使用 1000小时而不坏的概率.  

解  由题意知
1

～
1000

X E
㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

，概率密度为 

1

10001
e ， 0( ) 1000
0， 0.

x
xf x

x

-㊣
| ＞= ㊣
|
㊣

；

≤
 

“该电子元件使用 1000小时不坏”是指“ 1000X ＞ ”，故有 
1

11000
1000

1
( 1000) e d e

1000

x
P X x

-+∞ -＞ = =∫  

或                ( 1000) 1 ( 1000) 1 (1000)P X P X F＞ = - = -≤  
1

1000
10001 1 e
- ×㊣ ㊣

= - -| || |
㊣ ㊣

 

1e-=  

9.3.4  正态分布 

1.正态分布 

如果连续型随机变量 X 的概率密度为  
2

2

( )

21
( ) e

2

x

x
μ
σφ

σ

-
-

=
π

    ( x-∞ ＜ ＜ +∞ ) 

式中， μ、 σ 为常数，且 0σ ＞ ，则称随机变量 X 服从正态分布，简记作 2～ ( , )X N μ σ . 其

分布函数为 
2

2

( )

21
( ) ( ) e d

2

t
x

x P X x t
μ
σΦ

σ

-
-

-∞
= =

π∫≤  

正态分布在概率统计中占有重要的位置，如果随机变量的分布具有“中间大，两头小”

的特点，都可以认为服从正态分布. 如高考考生成绩、某年龄段人员的身高、砖的抗压强度、

测量误差、螺钉的口径等随机变量都服从正态分布.  

2.标准正态分布 

当参数 0μ = 、 1σ = 时， X 的概率密度为 
2

2
0

1
( ) e

2

x

xφ
-

=
π

    （ x-∞ ＜ ＜ +∞） 
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则称 X 服从标准正态分布，简记作 ～ (0,1)X N .  

标准正态分布密度函数 0 ( )xφ 的图像如图 9-3所示.  

标准正态分布密度函数的特点是： 
（1）曲线关于 y轴对称； 

（2） 0 0( ) ( )x xφ φ- = ； 

（3）在 ( ,0 )-∞ 内单调增加，在 (0, )+∞ 内单调减少； 

（4）当 x→+∞（ x→-∞）时， 0 ( ) 0xφ → .  

为使用方便，书后附表 1给出了标准正态分布密度函数值表.  

标准正态分布的分布函数为 
2

2
0

1
( ) ( ) e d

2

t
x

x P X x tΦ
-

-∞
= =

π∫≤  

书后附表 2给出了标准正态分布函数值表.  
设 ～ (0,1)X N ，则有下列各公式： 

（1） 0( ) ( )P X x xΦ=≤   

（2） 0 0( ) ( ) 1 ( )P X x x xΦ Φ- = - = -≤  

（3） 0( ) 2 ( ) 1P X x xΦ= -≤ （ 0x≥ ） 

（4） 0( ) 1 ( ) 1 ( )P X x P X x xΦ＞ = - = -≤  

（5） 0 0( ) ( ) ( )P a X b b aΦ Φ＜ = -≤           

（6） 0( 0) (0) 0.5P X Φ= =≤   

例 4  设 X 服从标准正态分布，即 ～ (0,1)X N ，求下列概率. 

（1） ( 2)P X ＞ （2） ( 1 3)P X- ＜ ≤ （3） ( 2)P X ≤   

解  因为 X 服从标准正态分布，所以可以直接用公式计算. 
（1） 0( 2) 1 ( 2) 1 (2)P X P X Φ＞ = - = -≤ 1 0.9772 0.0228= - =  

式中， 0 (2)Φ 需查标准正态分布函数值表.  

（2） 0 0 0 0( 1 3) (3) ( 1) (3) [1 (1)]P X Φ Φ Φ Φ- ＜ = - - = - -≤   

0.9987 (1 0.8413) 0.8400= - - =  

式中， 0 (3)Φ 、 0 (1)Φ 需查标准正态分布函数值表.  

（3） 0( 2) 2 (2) 1 2 0.9772 1 0.9544P X Φ= - = × - =≤  

如果 X 不服从标准正态分布，不可以直接用公式计算或查表，需要将 X 做变量替换.  

3.一般正态分布化为标准正态分布 

定理  设 2～ ( , )X N μ σ ，作变量替换
X

Y
μ
σ
-

= ，则 ～ (0,1).Y N  

证  因 2～ ( , )X N μ σ  
22

2

1( )
22

0

1 1 1
( ) e e

2 2

1

xx

x

x

μμ
σσφ

σσ
μφ

σ σ

-- ㊣ ㊣-- | |
㊣ ㊣= = .

π π
-㊣ ㊣= | |

㊣ ㊣

 

xO 

y 

图 9-3 

0 ( )xφ  
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0
1

( ) ( )d d
x x t

x t t t
μΦ φ φ

σ σ-∞ -∞

-㊣ ㊣= = | |
㊣ ㊣∫ ∫  

0 d
x t tμ μφ

σ σ-∞

- -㊣ ㊣= | |
㊣ ㊣∫

t
y

μ
σ
-

=令

0 0( )d
x x

y y
μ
σ μφ Φ

σ

-

-∞

-㊣ ㊣= | |
㊣ ㊣∫  

所以                            ～ (0,1)
X

Y N
μ
σ
-

=  

例 5  设 2～ (5,3 )X N ，求以下概率： 

（1） ( 10)P X ≤    （2） (2 11)P X＜ ≤  

解  由于 2～ (5,3 )X N 不是标准正态分布，所以不可以直接查表求出结果，必须先将 X 化

为标准正态分布，然后再用公式计算或查表求出概率值.  

因为 2～ (5,3 )X N ，则有
5

～ (0,1)
3

X
N

-
. 

（1）
5 5 5

( 10) ( 5 5) 1.67
3 3 3

X X
P X P X P P

- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣= - = =| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣

≤ ≤ ≤ ≤  

= 0 (1.67) 0.9525Φ =  

（2）
2 5 5 11 5 5

(2 11) 1 2
3 3 3 3

X X
P X P P

- - - -㊣ ㊣ ㊣ ㊣＜ = ＜ = - ＜| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣

≤ ≤ ≤  

0 0 0 0(2) ( 1) (2) [1 (1)]Φ Φ Φ Φ= - - = - -  

0.9772 (1 0.8413) 0.8185= - - =  

练习 9.3 

1.设连续型随机变量 X的概率密度为 
2(1 )， 1 1

( )
0， .

A x x
f x

㊣ - - ＜ ＜|= ㊣
|㊣

；

其他
   

求：（1）常数 A    （2）
1

2
P X
㊣ ㊣=| |
㊣ ㊣

    （3） (0 2)P X＜ ≤   

2.设连续型随机变量 X的概率密度为 
0 1

( ) 2 1 2

0 .

Ax x

f x x x

＜㊣
|= - ＜㊣
|
㊣

， ；

， ；

， 其他

≤
≤    

求：（1）常数 A     （2）
1

0
2

P X㊣ ㊣＜ ＜| |
㊣ ㊣

    （3）
1 3

2 2
P X㊣ ㊣＜ ＜| |
㊣ ㊣

  

3.某公共汽车站，每隔 5分钟有一班车进站，乘客到达汽车站的任意时刻是等可能的，

求乘客等车时间不超过 3分钟的概率.  

4.设某电子元件的寿命 X 服从指数分布，即
1

～
1000

X E ㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

，求 (1000 1200)P X＜ ＜ .  

5.设 ～ (0,1)X N ，求： 

（1） (0 1.96)P X＜ ≤     （2） ( 1 2)P X- ＜ ≤     （3） ( 2)P X ≥   

6.设 2～ (3,2 )X N ，求： 

（1） ( 3)P X ＞     （2） ( 2)P X ≤   
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7.某校入学考试的数学成绩近似地服从正态分布，且 2～ (65,10 )X N ，求数学成绩在 85

分以上的考生数约占总考生数的百分比.  

9.4  一元随机变量的数字特征 

9.4.1  随机变量的数学期望 

1.离散型随机变量的数学期望 

定义 9.4  如果离散型随机变量 X 的概率分布表为 

X x1             x 2            …          xk          … 

P p1                 p2             …          pk         … 

或                            ( )k kP X x p= =   1,2,k = …  

则称
1

k k
k

x p
∞

=
Σ 为随机变量 X 的数学期望，简称期望、期望值或均值，记作 ( )E X ，即 

1

( ) k k
k

E X x p
∞

=

= Σ                           （9-11） 

离散型随机变量的数学期望是随机变量的所有取值与其相对应的概率的乘积之和.  

当 X取值个数为 n个时，
1

( )
n

k k
k

E X x p
=

= Σ . 

例 1  已知甲、乙两名工人加工同一种零件，在某一段时期内，出现废品数（分别用 X 、

Y表示）的概率分布表为 

X 0                1                2                3 

P 0.4              0.3              0.2               0.1

Y 0                1                2                3 

P 0.5              0.2              0.2               0.1

试比较甲、乙两名工人的技术水平.  

解  在某一段时期内，比较甲、乙两名工人技术的好坏，较好的办法是用他们出现废品

数的平均值来做比较.  
4

1

( ) 0 0.4 1 0.3 2 0.2 3 0.1 1.0k k
k

E X x p
=

= = × + × + × + × =Σ  

4

1

( ) 0 0.5 1 0.2 2 0.2 3 0.1 0.9k k
k

E Y y p
=

= = × + × + × + × =Σ  

根据以上结果，可以知道在某一段时期内，乙工人比甲工人出废品平均数少，故乙工人

比甲工人技术好些.  

例 2  设某产品中有一、二、三等品及废品 4种，其相应的概率为 0.6、0.2、0.1及 0.1，

如果其产值分别为 10元、8元、5元及 0元. 试求该产品的平均产值.  

解  设产品产值为 X ， X 是一个随机变量，求该产品的平均产值实质是求 X 的数学期

望. 由题意知，它的概率分布为 
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X 10               8                5                0 

P 0.6              0.2              0.1               0.1 

所以由数学期望计算公式式（9-11）知 
4

1

( ) 10 0.6 8 0.2 5 0.1 0 0.1 8.1k k
k

E X x p
=

= = × + × + × + × =Σ （元） 

2.连续型随机变量的数学期望 

定义 9.5  设连续型随机变量 X 有概率密度 ( )f x ，若广义积分 

( )dxf x x
+∞

-∞∫  

收敛，则称积分值 ( )dxf x x
+∞

-∞∫ 为随机变量 X 的数学期望，即 

( ) ( )dE X xf x x
+∞

-∞
= ∫                         （9-12） 

例 3  设随机变量 X 的概率密度为 
1

( )
0 .

a x b
f x b a

㊣
|= -㊣
|㊣

， ；

， 其他

≤ ≤
 

求数学期望 ( )E X .  

解  由连续型随机变量数学期望的计算公式（9-12）知 

( ) ( )dE X xf x x
+∞

-∞
= ∫ =

1
0d d 0d

a b

a b
x x x x

b a

+∞

-∞
+ +

-∫ ∫ ∫  

= 21 1 1
d

2 2
|

b b

aa

a b
x x x

b a b a

+
= =

- -∫  

3.随机变量函数的数学期望 

定义 9.6  设Y是随机变量 X 的函数 ( )Y g X= ，如果随机变量 X 的分布已知，则随机变

量函数 ( )Y g X= 的数学期望如下.  

（1）离散型随机变量：设其概率分布为 ( )k kP X x p= = ， 1,2, ,k n= …  

则有 

1

( ) [ ( )] ( )
n

k k
k

E Y E g X g x p
=

= =Σ                     （9-13） 

（2）连续型随机变量：设其概率密度为 ( )f x ，则有 

( ) [ ( )] ( ) ( )dE Y E g X g x f x x
+∞

-∞
= = ∫                  （9-14） 

例 4  设随机变量 X 的概率分布表为 

X -1             0              1 

P 0.4           0.3             0.3 

求 2( )E X .  
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解           2 2 2 2 2

1

( ) ( 1) 0.4 0 0.3 1 0.3 0.7
n

k k
k

E X x p
=

= = - × + × + × =Σ  

例 5  设随机变量 X 的概率密度为 
1

( )
0 .

a x b
f x b a

㊣
|= -㊣
|㊣

， ；

， 其他

≤ ≤
 

求 2( )E X .  

解      2 2( ) ( )dE X x f x x
+∞

-∞
= ∫ =

2 2
2 31 1 1

d
3 3

|
b b

aa

a ab b
x x x

b a b a

+ +
. = =
- -∫  

4.数学期望的性质 

性质 1  ( )E c c= （c为常数） 

性质 2  ( ) ( )E X c E X c+ = +  

性质 3  ( ) ( )E cX cE X=  

性质 4  ( ) ( )E kX c kE X c+ = +  

例 6  设随机变量 X 的概率分布为 

X -2         0           1           2 

P 0.2        0.3          0.1         0.4 

求 (5 1)E X - .  

解法一  先求出 ( )E X ，再根据性质求出 (5 1)E X - .  

因为          
1

( ) 2 0.2 0 0.3 1 0.1 2 0.4 0.5
n

k k
k

E X x p
=

= = - × + × + × + × =Σ  

再由性质 4得         (5 1) 5 ( ) 1 5 0.5 1 1.5E X E X- = - = × - =  

解法二  根据随机变量函数的数学期望，可求出 

(5 1) [5 ( 2) 1] 0.2 (5 0 1) 0.3 (5 1 1) 0.1 (5 2 1) 0.4 1.5E X - = × - - × + × - × + × - × + × - × =  

9.4.2  随机变量的方差 

在实际问题中，仅依靠期望值或均值还不能完善地说明随机变量的分布特征，还需要知道

随机变量对期望值的偏离程度. 例如，甲、乙两工人各生产 5个零件，尺寸如下（单位：cm） 

甲：8.5   9.0   10.0   11.0   11.5 

乙：9.5   9.8   10.0   10.2   10.5 

可以算出甲、乙两工人生产的零件尺寸均值都是 10cm，这样无法区别两人技术的好坏，

但从以上数据可观察到乙工人生产的零件尺寸集中在 10cm附近，而甲比较分散. 为了描述随

机变量取值与其数学期望的偏离程度，本节将介绍随机变量的另一个数字特征——方差.  

1.方差的概念 

定义 9.7  如果随机变量 X 的数学期望 ( )E X 存在，称 ( )X E X- 为随机变量 X 的离差. 

显然有， [ ( )] 0E X E X- = ，即随机变量离差的期望为零.  
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定义 9.8  随机变量 X 的离差的平方的数学期望，称为随机变量 X 的方差，记作 ( )D X ，

即 
2( ) [ ( )]D X E X E X= -                         （9-15） 

从式（9-15）中可以看出，当 X 的取值集中在数学期望附近，方差就小；若比较分散，

方差就大. 显然，随机变量的方差是一个非负数.  

如果 X 是离散型随机变量，其概率分布为 

( )k kP X x p= = ， 1,2, ,k n= …    

则 X 的方差为 

[ ]2
1

( ) ( )
n

k k
k

D X x E X p
=

= -Σ                     （9-16） 

如果 X 是连续型随机变量，其概率密度为 ( )f x ，则 X 的方差为 

[ ]2( ) ( ) ( )dD X x E X f x x
+∞

-∞
= -∫                   （9-17） 

2.方差的另一计算公式 
2 2( ) ( ) [ ( )]D X E X E X= -                       （9-18） 

事实上，由数学期望的性质，可推出 
2 2 2( ) [ ( )] { 2 ( ) [ ( )] }D X E X E X E X XE X E X= - = - +  

2 2( ) 2 ( ) ( ) [ ( )]E X E X E X E X= - +  
2 2( ) [ ( )]E X E X= -  

此公式是计算方差的常用公式，它对离散型随机变量和连续型随机变量均适用.  

3.标准差 

如果 2( ) [ ( )]D X E X E X= - 存在，称 ( )D X 为随机变量 X 的标准差.  

4.方差的性质 

性质 1  ( ) 0D c =  

性质 2  ( ) ( )D X c D X+ =  

性质 3  2( ) ( )D cX c D X=  

性质 4  2( ) ( )D kX b k D X+ =  

例 7  设随机变量 X 的概率分布表为 

X -2              0               1 

P 0.3             0.3              0.4 

求 ( )D X .  

解  根据计算方差的公式 2 2( ) ( ) [ ( )]D X E X E X= -  

先求出          
1

( ) 2 0.3 0 0.3 1 0.4 0.2
n

k k
k

E X x p
=

= = - × + × + × = -Σ  
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再求出         2 2 2 2 2

1

( ) ( 2) 0.3 0 0.3 1 0.4 1.6
n

k k
k

E X x p
=

= = - × + × + × =Σ  

所以              2 2 2( ) ( ) [ ( )] 1.6 ( 0.2) 1.56D X E X E X= - = - - =  

例 8  设随机变量 X 的密度函数为 

23
1 1

( ) 2
0 .

x x
f x

㊣ -|= ㊣
|㊣

， ；

， 其他

≤ ≤
     

并设 5 4Y X= + ，求 ( )D Y .  

解  先求出 ( )D X ，再求 ( )D Y .  

因为             

141 12 3

1 1
1

3 3 3
( ) d d 0

2 2 2 4

x
E X x x x x x

- -
-

= . = = . =∫ ∫  

151 12 2 2 4

1 1
1

3 3 3 3
( ) d d

2 2 2 5 5

x
E X x x x x x

- -
-

= . = = . =∫ ∫  

所以                2 2 23 3
( ) ( ) [ ( )] 0

5 5
D X E X E X= - = - =  

再由方差的性质知 

2 2 3
( ) (5 4) 5 ( ) 5 15

5
D Y D X D X= + = = × =  

现将常见随机变量的期望与方差列于表 9-1中. 

表 9-1 

 名称与记号 概率分布或概率密度 期    望 方    差 

离 

散 

型 

二项分布 

～ ( , )X B n p  

( ) Ck k n k
nP X k p q -= =

（ 0,1, 2 , ,k n= … ； 0 1p＜ ＜ ； 1q p= - ） 
np  npq  

泊松分布 

～ ( )X P λ  
( ) e

!

k

P X k
k

λλ -= =  

（ 0λ ＞ , 0 ,1,2,k = … ） 
λ  λ  

连 

续 

型 

均匀分布 

～ [ , ]X U a b  

1
( )

0 .

a x b
f x b a

㊣
|= -㊣
|㊣

， ；

， 其他

≤ ≤  
2

a b+  2( )

12

b a-  

指数分布 

～ ( )X E λ  

e 0
( )

0 0.

x x
f x

x

λλ -㊣ ＞|= ㊣
|㊣

， ；

， ≤
 

（ 0λ ＞ ） 

1

λ
 

2

1

λ
 

正态分布 

2～ ( , )X N μ σ  

2( )
221

( ) e
2

x

x

μ

σφ
σ

-
-

=
π

             

（ x-∞ ＜ ＜ +∞） 

μ  2σ  

练习 9.4 

1.在射击比赛中，某人射 4 次，每次打 1 发子弹，规定全不命中得 0 分；只中 1 发得

15分；中 2发得 30分；中 3发得 55分；4发全命中得 100分. 设此人每次射击命中率为 0.5，

求他的得分期望是多少分. 
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2.设离散型随机变量 X 的概率分布为 

X -1                  0                1                 2 

P 0.2                 0.5               0.2               0.1 

求：（1） ( )E X     （2） (3 2)E X +     （3） 2( )E X     （4） ( )D X   

3.设随机变量 ～ ( , )X B n p ，且 ( ) 2.4E X = ， ( ) 1.44D X = ，求参数 n和 p .  

4.设连续型随机变量 X 服从区间[0,10]上的均匀分布，求 
（1） X 的概率密度    （2） ( )E X 、 ( )D X     （3） (3 8)P X＜ ≤   
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数理统计的起源 

近代统计学的发展起源于 20 世纪初，是在概率论的基础上发展起来的，但统计性质的

工作可以追溯到远古的“结绳记事”和《二十四史》中大量的关于我国人口、钱粮、水文、

天文、地震等资料的记录. 西方则把收集和整理国情资料的活动称为统计，统计（statistics）

一词正是由国家（state）一词演化而来的. 

现代数理统计的奠基人是英国数学家和生物学家费希尔（1890—1962），他的主要贡献

在估计理论、假设检验、实验设计和方差分析等方面. 他领导的伦敦大学数理统计学派在 20

世纪 30 年代到 40 年代，在世界数理统计界占主导地位. 

 

摘自《数学思想史》.王树禾 

 

 

 

数学史话 7 
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本章主要介绍数理统计的基本概念、参数估计、假设检验等问题. 使读者对数理统计有

一个初步的了解. 

10.1  数理统计的基本知识 

10.1.1  总体和样本 

当研究某厂所生产的灯泡寿命时，由于对灯泡寿命的测试是破坏性的，所以只能从这批

产品中抽取一部分进行寿命测试. 并通过这部分产品的平均寿命，对该批产品的平均寿命进

行统计推断. 

在数理统计中，把被研究对象的全体称为总体，把组成总体的基本单位称为个体，从总

体中抽取的个体称为样品，若干个样品构成样本，一个样本所含样品的个数称为样本的容量.  

在上例中，某厂在研究灯泡的质量时，主要目的之一是测试灯泡的寿命. 一般的方法是

从该批产品中随机抽出 10个灯泡进行测试，然后根据测试的数据估计和推断出这批灯泡的

寿命. 其中，这批灯泡的寿命是总体，每 1个灯泡的寿命是个体，抽取的 10个灯泡构成样本，

样本的容量为 10.  

当要研究的总体数目很大或者所做的试验具有破坏性，就不可能逐个测试个体，因为这

样需要大量的人力和物力. 另外，对每个个体进行破坏性的试验是不允许的，所以对样本的

研究就是为了对总体的研究，从样本推断总体. 一般从总体中抽取的样本具有两个特征： 

（1）随机性. 总体中每个个体有相同的机会被选中. 

（2）独立性. 从总体中抽取的每一个样品对其他的样品的抽取没有影响.  

在实际应用时，从有限总体中采用有放回地抽样；从无限总体中或总体的个体数目较大

时，采用不放回地抽样. 这种抽样称为简单随机抽样，抽得的样本称为简单随机样本. 简单随
机抽样是一组相互独立且与总体同分布的随机变量，记作 1 2( , , , )nX X X… . 本章所提到的样

本，都是指简单随机样本. 为了方便起见，用 1 2( , , , )nx x x…  表示样本 1 2( , , , )nX X X… 的一次

观测值，称为样本值.  

10.1.2  样本的数字特征 

样本的数字特征主要指样本的均值和方差，经常用它们估计总体的数字特征. 在统计推

断中的一个重要方法就是，由样本的数字特征推断总体的数字特征.  

1.样本均值    

设 1 2( , , , )nX X X… 是来自总体 X 的一个样本，则 
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1

1 n

i
i

X X
n =

= Σ                            （10-1） 

称为样本均值. 
对于样本的具体观测值 1 2( , , , )nx x x… ，样本均值的计算公式为 

1

1 n

i
i

x x
n =

= Σ  

2.样本方差  
设 1 2( , , , )nX X X… 是来自总体 X 的一个样本，则 

2 2

1

1
( )

1

n

i
i

S X X
n =

= -
- Σ                        （10-2） 

称为样本方差. 
对于样本的具体观测值 1 2( , , , )nx x x… ，样本方差的计算公式为 

2 2

1

1
( )

1

n

i
i

s x x
n =

= -
- Σ  

3.样本标准差 

样本方差的算术平方根 2S S= 称为样本标准差. 

2

1

1
( )

1

n

i
i

S X X
n =

= -
- Σ                      （10-3） 

对于样本的具体观测值 1 2( , , , )nx x x… ，样本标准差的计算公式为 

2

1

1
( )

1

n

i
i

s x x
n =

= -
- Σ  

例 1  某商场抽查 10个柜组，每个柜组的月销售额（万元）分别为 

3.3   2.8   2.9   3.0   3.8   3.2   2.5   3.5   3.0   4.0 

求此商场这 10个柜组月销售额的均值和标准差.  

解  均值         
1

1 n

i
i

x x
n =

= Σ =
1

(3.3 2.8 4.0) 3.2
10

+ + + =… （万元） 

标准差           2

1

1
( )

1

n

i
i

s x x
n =

= -
- Σ  

2 2 21
(3.3 3.2) (2.8 3.2) (4.0 3.2)

9
「 ㊣= - + - + + -㊣ 」…  

0.46=  
例 2  设甲、乙两台机床加工同一种零件，标准长度是 20厘米；允许误差是 0.08± 厘米，

现从两台机床加工的零件中各抽取 10个进行检验，得到如下数据： 

甲 20.02 20.06 20.01 19.98 19.96 20.04 19.95 19.99 20.05 19.94 

乙 20.04 19.96 20.10 19.88 19.90 20.17 19.98 20.02 20.08 19.92 

问哪台机床工作比较稳定？ 

解  由样本观测值，可计算出甲、乙两台机床加工零件的长度平均值. 
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10

1

1 1
(20.02 20.06 19.94) 20.00

10 10
i

i

x x
=

= = + + + =Σ …甲 （厘米） 

10

1

1 1
(20.04 19.96 19.92) 20.00

10 10
i

i

x x
=

= = + + + =Σ …乙 （厘米） 

由于甲、乙两台机床加工零件的长度平均值都为 20.00 cm，需要再考虑它们的方差. 

2 2 2 21
(20.02 20) (20.06 20) (19.94 20) 0.00164

9
s 「 ㊣= - + - + + - =㊣ 」…甲  

2 2 2 21
(20.04 20) (19.96 20) (19.92 20) 0.00656

9
s 「 ㊣= - + - + + - =㊣ 」…乙  

从样本方差可以看出，甲机床加工零件的方差比乙机床加工零件的方差小，所以认为甲

机床比乙机床工作稳定.  

10.1.3  统计量 

样本是进行统计推断的依据，在实际应用时，往往不直接采用样本，而是针对不同的问

题构造出样本的函数，利用这些样本的函数进行统计推断.  
定义10.1  设 1 2( , , , )nX X X… 是来自总体 X 的一个样本， 1 2( , , , )ng X X X… 是样本

1 2( , , , )nX X X… 的一个函数，且不含有任何未知参数，则样本的函数 1 2( , , , )ng X X X… 称为统

计量.  

例如 1 22X X+ 、X 、 2S 等都是统计量，而 1 2X Xμ+ 、
23

2
1

i

i

X

σ=
Σ 不是统计量（ μ、σ 未知）.  

例 3  设 1 2( , , , )nX X X… 是取自总体 2～ ( , )X N μ σ 的一个样本，其中 μ、σ 是未知参数，

判断哪个是统计量.  

（1）
1

1 n

i
i

X
n =
Σ     （2） 2

1

1
( )

n

i
i

X X
n =

-Σ    （3） 2
2

1

1
( )

n

i
i

X X
σ =

-Σ  

解  因为
1

1 n

i
i

X
n =
Σ 与 2

1

1
( )

n

i
i

X X
n =

-Σ 不含未知参数，所以是统计量. 而 2
2

1

1
( )

n

i
i

X X
σ =

-Σ 虽

然是样本的函数，但含有未知参数σ ，所以不是统计量. 

统计量是统计推断中一个非常重要的概念，要推断一个总体的分布或确定总体中的某个

参数时，往往要引进一个统计量. 下面介绍几个常用统计量.  
设 1 2( , , , )nX X X… 是取自总体 X的一个样本，常用统计量有以下几种： 

（1）样本均值                   
1

1 n

i
i

X X
n =

= Σ                    

（2）样本方差              2 2

1

1
( )

1

n

i
i

S X X
n =

= -
- Σ            

（3）样本标准差            2

1

1
( )

1

n

i
i

S X X
n =

= -
- Σ           

（4）k阶样本原点矩      
1

1 n
k

k i
i

A X
n =

= Σ   （ 1,2, ,k m= … ）     

（5）k阶样本中心矩   
1

1
( )

n
k

k i
i

B X X
n =

= -Σ   （ 1,2, ,k m= … ）  
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10.1.4  常用统计量的分布 

1.U统计量 

设 1 2( , , , )nX X X… 是取自正态总体 2( , )N μ σ 的一个样本，样本的均值与方差分别为 X 、

2S . 若 μ、 2σ 已知，令 X
U

n

μ
σ

-
= ，则有 

～ (0,1)
X

U N
n

μ
σ

-
=                        （10-4） 

式（10-4）表明，统计量U 服从标准正态分布.  

当样本观测值 1 2( , , , )nx x x… 取定时，
x

u
n

μ
σ

-
= .  

例 4  设总体 2～ (2,5 )X N ，而 1 2 9( , , , )X X X… 是取自总体的一个样本，试描述U 统计量

的形式.  

解  由题意知， 2μ = ， 2 25σ = ， 9n = ， 1 2 9
1

( )
9

X X X X= + + +… . 

则U 统计量为                
2 2

～ (0,1)
5 35 9

X X
U N

- -
= =  

2.T统计量 

设 1 2( , , , )nX X X… 是取自正态总体 2( , )N μ σ 的一个样本，样本的均值与方差分别为 X 、

2S . 若 μ已知， 2σ 未知，令 X
T

S n

μ-
= ，则有 

～ ( 1)
X

T t n
S n

μ-
= -                       （10-5） 

式（10-5）表明，统计量T服从自由度为 1n - 的 t分布. 

当样本观测值 1 2( , , , )nx x x… 取定时，
x

t
s n

μ-
= . 

例 5  设总体 2～ (7, )X N σ ，而 1 2 5( , , , )X X X… 是取自总体的一个样本，试描述T统计量

的形式.  

解  由题意知， 7μ = ， 2σ 未知， 5n = ， 1 2 3 4 5
1

( )
5

X X X X X X= + + + +  

5
2 2

1 1

1 1
( ) ( )

1 4

n

i i
i i

S X X X X
n = =

= - = -
- Σ Σ  

则T统计量为                 
7

～ ( 1) (4 )
5

X
T t n t

S

-
= - =   

3.Χ2统计量 

设 1 2( , , , )nX X X… 是取自正态总体 2( , )N μ σ 的一个样本，样本的均值与方差分别为 X 、
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2S . 若 μ未知， 2σ 已知，令
2

2
2

( 1)n SΧ
σ
-

= ，则有 

2
2 2

2

( 1)
～ ( 1)

n S
nΧ Χ

σ
-

= -                      （10-6） 

式（10-6）表明，统计量 2Χ 服从自由度为 1n - 的 2Χ 分布. 

当样本观测值 1 2( , , , )nx x x… 取定时，
2

2
2

( 1)n sΧ
σ
-

= . 

例 6  设总体 2～ ( ,4 )X N μ ，而 1 2 3 4( , , , )X X X X 是取自总体的一个样本，试描述 2Χ 统计

量的形式.  

解  由题意知， 2 24σ = ， 4n = ， 1 2 3 4
1

( )
4

X X X X X= + + +  

4
2 2 2

1 1

1 1
( ) ( )

1 3

n

i i
i i

S X X X X
n = =

= - = -
- Σ Σ  

则 2Χ 统计量为          
2 2

2 2 2
2 2

( 1) 3
～ (4 1) (3)

4

n S SΧ Χ Χ
σ
-

= = - =  

练习 10.1 

1.从总体 X 中抽取一个容量为 10的样本，其值分别为 

3.5   1.5   2.0   4.5   1.0   4.5   3.5   6.5   4.0   5.0 

试求样本均值 x和方差 2s .  
2.设 1 2 3( , , )X X X 是取自总体的一个样本， μ是未知参数. 试问下面哪几个是统计量.  

（1） 1 2 3X X Xμ+ +      （2） 1 2 3X X X+ +     （3） 1 2 3X X X  

（4）
3

1

1

3
i

i

X
=
Σ            （5） 1 2X X            （6）

3
2

1

1
( )

3
i

i

X μ
=

-Σ  

3.设总体 2～ (165,10 )X N ，而 1 2 3 4( , , , )X X X X 是取自总体的一个样本，试描述 U 统计

量的形式.  

4.总体 2～ (8, )X N σ ，而 1 2, , , nX X X… 是取自总体的一个样本，试描述T统计量的形式. 

5.设总体 2～ ( ,4 )X N μ ，样本容量 16n = ，样本方差 2 23.8s = ，试描述 2Χ 统计量的形式.  

10.2  参数估计 

在实际问题中，需要根据样本所提供的信息，对总体分布中所含的未知参数做出估计，

这类问题称为参数估计问题. 参数估计一般分为点估计与区间估计.   

10.2.1  参数的点估计 

设θ 是总体 X 的待估计参数， 1 2( , , , )nX X X… 为总体 X 的一个样本，构造一个适当的统

计量 1 2
^ ^( , , , )nX X Xθ θ= … 作为参数θ 的估计，称统计量 θ̂ 为参数θ 的一个估计量. 当样本

1 2( , , , )nX X X… 取定一组观测值 1 2( , , , )nx x x… 时， 1 2
^ ^( , , , )nx x xθ θ= … 就是θ 的一个点估计值. 

在这里只介绍常用的方法——数字特征法和极大似然估计法.  
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1.数字特征法 

所谓数字特征法，就是利用样本的数字特征来估计总体中相应的数字特征，即用样本的

均值估计总体的均值，用样本的方差估计总体的方差.  

设总体 2～ ( , )X N μ σ ， μ 、 2σ 是总体的数字特征.  

总体的均值与方差的估计值为 

1

1
^

n

i
i

x x
n

μ
=

= = Σ                           （10-7） 

2 2 2

1

1
^ ( )

1

n

i
i

s x x
n

σ
=

= = -
- Σ                       （10-8） 

例 1  假设新生儿体重（单位：克）服从正态分布 2( , )N μ σ ，现随机测得 10名新生儿体

重如下： 

3100  3480  2520  3700  2520  3200  2800  3800  3020  3260 

试估计总体的均值 μ 与方差 2σ .  

解  由题意知，样本均值 
10

1

1
3140

10
i

i

x x
=

= =Σ ，样本方差
10

2 2

1

1
( ) 198133

9
i

i

s x x
=

= - =Σ  

由数字特征法得： 
总体均值 μ的点估计值为          ^ 3140μ = （克） 

总体方差 2σ 的点估计值为          2 2^ 445.12σ =  

例 2  对某地区的甲、乙两种职业人员作一次月收入调查，假设甲、乙两种职业人员月
收入均服从正态分布，现随机抽取这两种职业人员调查其月收入（单位：元）状况如下： 

甲  1550  1380  1630  1700  1420  1540  1500 

乙  1320  1800  1270  1820  1780  1200  1790  1500  1300 

试用数字特征法估计这两种职业人员收入的均值及方差.  

解  设甲、乙两种职业人员的收入分别服从正态分布 2
1 1～ ( , )X N μ σ ， 2

2 2～ ( , )Y N μ σ ，

均值及方差分别为 1( )E X μ= ， 2
1( )D X σ= ； 2( )E Y μ= ， 2

2( )D Y σ= .  

（1）由题意知，甲样本的均值与方差经计算得 
7

1
1

1
1531.43

7
i

i

x x
=

= =Σ ，
7

2 2 2
1

1

1
( ) 111.72

6
i

i

s x x
=

= - =Σ  

总体 X 均值的估计值为 1 1^ 1531.43xμ = = . 

总体 X 方差的估计值为 2 2 2
1 1^ 111.72sσ = = . 

（2）乙样本的均值与方差经计算得 
9

2
1

1
1531.11

9
i

i

x x
=

= =Σ ，
9

2 2 2
2

1

1
( ) 264.93

8
i

i

s x x
=

= - =Σ  

总体Y均值的估计值为 2 2^ 1531.11xμ = = . 

总体Y方差的估计值为 2 2 2
2 2^ 264.93sσ = = . 

可以认为甲种职业人员月收入服从正态分布 2～ (1531.43,111.72 )X N ，乙种职业人员月收

入服从正态分布 2～ (1531.11,264.93 )Y N .  

从抽样分析的结果可以看出，这两种职业人员的平均收入水平大致相同，但乙种职业人

员的月收入相差程度比甲种职业人员的月收入相差程度稍大些.  
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2.极大似然估计法 

所谓极大似然估计法，就是当用样本的函数值估计总体参数时，使得当参数取这些值时，

所观察到的样本出现的可能性最大. 例如，一个老猎人带着一个新猎手进山打猎，发现一只

飞跑的野兔，他们各发一枪，野兔被打中，但身上只中一发，绝大多数人认为是老猎人打中

的. 又如，公安人员破一起凶杀案时，凶手的重点嫌疑对象应从与被害人来往密切又有作案

可能的人先着手.  
定义 10.2  设 1 2( , , , )nX X X… 是取自概率密度为 ( ; )f x θ 的总体的一个样本，其中θ 为未

知参数，当 1 2( , , , )nx x x… 为样本 1 2( , , , )nX X X… 的一组观测值时，称 

1 2( ; ) ( ; ) ( ; )nf x f x f xθ θ θ…  

为样本的似然函数，记作 

1 2( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )nL f x f x f xθ θ θ θ= …                   （10-9） 

极大似然估计的直观想法是：选取参数θ 的估计值θ̂ 时，使似然函数 ( )L θ 达到极大值. 如

何求似然函数 ( )L θ 的极大值？这是微分学中的极值问题，由于 ( )L θ 与 ln ( )L θ 的单调性相同，
所以 ( )L θ 与 ln ( )L θ 有相同的极值点. 为了计算方便，把求似然函数 ( )L θ 的极值点转化为求
ln ( )L θ 的极值点. 解似然方程 

d ln
0

d

L

θ
=                            （10-10） 

从中得到参数θ 的极大似然估计值θ̂ .  

求极大似然函数估计值的一般步骤： 

（1）写出似然函数； 

（2）对似然函数取对数，并整理； 

（3）建立似然方程
d ln

0
d

L

θ
= ； 

（4）解似然方程，求出θ̂ .  

例 3  已知连续型随机变量 X服从参数为θ 的指数分布，即   

e 0
( ; )

0 0 .

x x
f x

x

θθθ
-㊣ ＞|= ㊣

|㊣

， ；

， ≤
 

式中，θ 为未知参数，设 1 2( , , , )nx x x… 为样本的一组观测值，求参数θ 的极大似然估计.  

解  建立似然函数 

1 2( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )nL f x f x f xθ θ θ θ= …  

1e 0

0 0 .

n

i
i

x
n x

x

θ
θ =

-㊣ Σ| ＞= ㊣
|㊣

， ；

， ≤
 

取对数，经整理得 

1

ln ln
n

i
i

L n xθ θ
=

= - Σ   

对θ 求导，得 

1

d ln

d

n

i
i

L n
x

θ θ =

= -Σ  
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令
d ln

0
d

L

θ
= ，得

1

n

i
i

n

x
θ

=

=
Σ

，则参数θ 的极大似然估计值为 

1 1

1 1^
1n n

i i
i i

n

xx x
n

θ

= =

= = =
Σ Σ

 

10.2.2  估计量的优劣性 

前面介绍了参数点估计的两种方法，对于同一个参数θ ，可以采用不同的估计量去估计
参数θ ，哪一个估计量更好呢？通常采用无偏性和有效性来评价估计量的好坏.  

1.无偏性 

定义 10.3  设参数θ 的估计量为θ̂ ，若满足 ^( )E θ θ= ，则称θ̂ 为参数θ 的无偏估计量.  

常见的无偏估计量有：样本均值
1

1 n

i
i

X X
n =

= Σ 是总体均值 μ 的无偏估计量；样本方差

2 2

1

1
( )

1

n

i
i

S X X
n =

= -
- Σ 是总体方差 2σ 的无偏估计量.  

例 4  设 1 2( , , , )nX X X… 是来自总体的一个样本，证明样本均值
1

1 n

i
i

X X
n =

= Σ 是总体均值

μ的无偏估计量.  

证  因为样本 1 2( , , , )nX X X… 是独立同分布的随机变量，所以有 

( )iE X μ=   （ 1,2, ,i n= … ） 

1 1 1

1 1 1
( ) ( ) ( )

n n n

i i
i i i

E X E X E X
n n n

μ μ
= = =

= = = =Σ Σ Σ  

故样本均值 X 是总体均值 μ的无偏估计量. 

2.有效性 

定义 10.4  设估计量 1̂θ 、 2θ̂ 都是θ 的无偏估计量，而且它们的方差满足 1 2
^ ^( ) ( )D Dθ θ＜ ，

则称 1̂θ 比 2θ̂ 更有效.  

例 5  设 1X 、 2X 是来自总体 X 的样本，总体均值 ( )E X μ= ，总体方差 2( )D X σ= . 估

计量 1 1 2
1

^ ( )
2

X Xμ = + ， 2 1 2
1 2

^
3 3

X Xμ = + ， 3 1 2
1 3

^
4 4

X Xμ = + ，都是总体均值的无偏估计量. 试

问哪一个最有效？ 
解  因为 1 2 3^ ^ ^μ μ μ、 、 均是 μ的无偏估计量，对它们求方差，有 

2
1 1 2

1 1 1 1 1 1
^( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4 4 2 2
D D X D X D X D X D Xμ σ= + = + = =  

2
2 1 2

1 2 1 4 5 5
^( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 9 9 9 9
D D X D X D X D X D Xμ σ= + = + = =  

2
3 1 2

1 3 1 9 5 5
^( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 16 16 8 8
D D X D X D X D X D Xμ σ= + = + = =  
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由计算知                 1 2 3^ ^ ^( ) ( ) ( )D D Dμ μ μ＜ ＜   

所以最有效的估计量是 

1 1 2
1

^ ( )
2

X Xμ = +   

10.2.3  正态总体均值与方差的区间估计 

上面介绍的参数点估计是用样本求得未知参数的估计值，它是参数的近似值，没有考证

参数的点估计值与参数的真值的近似程度. 在实际问题中，不仅需要求出参数的近似值，而

且还需要大致估计这个近似值的精确性与可靠性，即希望找出参数的一个可能的范围，并知

道这个范围覆盖参数真值的可信程度. 这种形式的参数估计称为区间估计.  

定义 10.5  设总体 X 的分布中含有未知参数θ ， 1̂θ 与 2θ̂ 是由样本构成的两个统计量，
如果对于给定的概率1 α- ，使得 

1 2
^ ^( ) 1P θ θ θ α＜ ＜ = -                     （10-11） 

成立，则随机区间 1 2
^ ^( , )θ θ 称为参数θ 的置信度为1 α- 的置信区间， 1̂θ 与 2θ̂ 分别称为置信下

限与置信上限，α 称为检验水平，一般取 0.05α = 或 0.01α = . 

1 2
^ ^( ) 1P θ θ θ α＜ ＜ = - 表示如果反复多次地随机抽取样本，对每一次具体的观测值

1 2, , , nx x x… 都可以求得一个区间 1 2
^ ^( , )θ θ . 从统计的角度来看，约有概率为1 α- 的区间覆盖

参数θ 的真值，约有概率为α 的区间不覆盖参数θ 的真值. 假设进行 100 次随机抽样，就会

有 100个这样的区间，而在这 100个区间中，有的覆盖参数θ 的真值，有的不覆盖参数θ 的
真值，当 0.05α = 时，约 95%的区间覆盖参数θ 的真值，或者说约 5%的区间不覆盖参数θ 的
真值. 可以看出，置信区间是与一定的概率相对应的. 

关于区间估计，在这里只介绍正态总体的均值和方差的区间估计. 

1.正态总体均值μ的区间估计 

（1）总体方差 2σ 已知，总体均值 μ的区间估计. 

设 1 2( , , , )nX X X… 是来自总体 2～ ( , )X N μ σ 的一个样本，其观测值为 1 2( , , , )nx x x… . 采用

U统计量.  

因为 ～ (0,1)
X

U N
n

μ
σ

-
= ，对于给定的 α ，可查标准正态分布表确定 uα ，使

( )P u uα＜ 1 α= - ， 1
X

P u
n

α
μ α

σ

㊣ ㊣-
＜ = -| || |

㊣ ㊣
即   

1P X u X u
n n

α α
σ σμ α㊣ ㊣

- ＜ ＜ + = -| |
㊣ ㊣

 

成立，所以总体均值 μ的置信度为1 α- 的置信区间为 

,X u X u
n n

α α
σ σ㊣ ㊣

- +| |
㊣ ㊣

                    （10-12） 

当样本观测值取定时，置信区间为 ,x u x u
n n

α α
σ σ㊣ ㊣

- +| |
㊣ ㊣

.  

 注意 

利用 0( ) 2 ( ) 1P u u uα αΦ＜ = - ，查标准正态分布表，可求出临界值 uα . 当 0.05α = 时，
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1.96uα = ；当 0.01α = 时， 2.58uα = . 当α 给定时，这两个uα 值可直接引用. 

例 6  设随机变量 2～ ( ,2.8 )X N μ ，已知样本的容量为 10，其均值为 1500x = ，求总体均

值 μ的置信区间（ 0.05α = ）.  

解  因为总体 2～ ( ,2.8 )X N μ ，已知方差为 2 22.8σ = ，所以置信区间为 

,x u x u
n n

α α
σ σ㊣ ㊣

- +| |
㊣ ㊣

. 

由题意知， 10n = ， 1500x = ， 0.05α = ， 1.96uα = . 

计算                 
2.8

1500 1.96
10

x u
n

α
σ

± = ± ×  

所以总体均值 μ的置信度为 0.95的置信区间为(1498.27, 1501.74)..  

可以理解为：上述区间覆盖住 μ的置信度（可靠度）在 95%左右，或称覆盖不住 μ的可

能性大约为 5%.  

总体方差σ2已知时，求总体均值μ的置信区间的一般步骤： 

① 由样本观测值，计算出 x； 

② 根据给定的α ，查标准正态分布表得uα，并计算 x u
n

α
σ

± ； 

③ 写出均值 μ的置信区间 ,x u x u
n n

α α
σ σ㊣ ㊣

- +| |
㊣ ㊣

.  

（2）总体方差σ2未知，总体均值μ的区间估计. 

设 1 2( , , , )nX X X… 是来自总体 2～ ( , )X N μ σ 的一个样本，其观察值为 1 2( , , , )nx x x… . 采用

T统计量.  

因为 ( 1)～ n
X

T t
S n

μ
-

-
= ，对于给定的α ，可查 t分布双侧临界值表，确定临界值 ( 1)ntα - ，

使 ( 1)( ) 1nP T tα α-＜ = - ，即 ( 1) 1n
X

P t
S n

α
μ α-

㊣ ㊣-
＜ = -| || |

㊣ ㊣
 

( 1)( 1) 1n
S S

P X t n X t
n n

α αμ α-
㊣ ㊣

- - ＜ ＜ + = -| |
㊣ ㊣

  

成立，所以总体均值 μ的置信度为1 α- 的置信区间为 

( 1) ( 1),n n
S S

X t X t
n n

α α- -
㊣ ㊣

- +| |
㊣ ㊣

                  （10-13） 

当样本观测值取定时，置信区间为 ( 1) ( 1),n n
s s

x t x t
n n

α α- -
㊣ ㊣

- +| |
㊣ ㊣

. 

例 7  某商店购进一批食盐，已知这批食盐的质量服从正态分布，现从中随机抽取 8 袋

进行质量测试，结果如下：502, 505, 499, 501, 498, 497, 499, 501（单位：克）. 试求该批食盐

的平均质量的置信区间（ 0.05α = ）.  

解  由已知可求出样本的均值与方差 

500.25x = ， 2 6.5s = ，即 2.55s =  
已知 0.05α = ，自由度 1 7n - = ，查 t分布双侧临界值表，得 (7) 2.365tα = ，计算 



第 10 章  数理统计简介 

 

155 

( 1)
2.55

500.25 2.365
8

n
s

x t
n

α -± = ± ×  

所以总体均值 μ的置信度为 0.95的置信区间为(498.12, 502.38).  

总体方差σ2未知时，求总体均值μ的置信区间的一般步骤：  
① 由样本观测值，计算出 x及 s； 

② 根据给定的α ，查 t分布双侧临界值表确定 ( 1)ntα - ，并计算 ( 1)n
s

x t
n

α -± ； 

③ 写出均值 μ的置信区间 ( 1) ( 1),n n
s s

x t x t
n n

α α- -
㊣ ㊣

- +| |
㊣ ㊣

.  

2.正态总体方差σ2的区间估计 

因为一般情况下总体的均值 μ未知，所以只讨论 μ未知时，对总体方差 2σ 的区间估计

采用 2Χ 统计量. 

设 1 2( , , , )nX X X… 是来自总体 2～ ( , )X N μ σ 的一个样本，其观察值为 1 2( , , , )nx x x… .  

因为
2

2 2
2

( 1)
～ ( 1)

n S
nΧ Χ

σ
-

= - ，对于给定的 α ，可查 2Χ 分布上侧临界值表，确定

2
/ 2 ( 1)nαΧ - 与 2

1 2 ( 1)nαΧ - - ，使 

2
2 2
1 2 22

( 1)
{ ( 1) ( 1)} 1

n S
P n nα αΧ Χ α

σ-
-

- ＜ ＜ - = -    

成立（如图 10-1所示），所以总体方差 2σ 的置信度为1 α- 的置信区间为 
2 2

2 2
2 1 2

( 1) ( 1)
,

( 1) ( 1)

n S n S

n nα αΧ Χ -

㊣ ㊣- -| |
| |- -㊣ ㊣

  （10-14） 

当样本观测值取定时， 2s 为样本方

差值，置信区间为 

2 2

2 2
2 1 2

( 1) ( 1)
,

( 1) ( 1)

n s n s

n nα αΧ Χ -

㊣ ㊣- -| |
| |- -㊣ ㊣

  

求总体方差σ2置信区间的一般步骤： 

① 由样本观测值，计算出 2( 1)n s- ； 

② 根据给定的α ，查 2Χ 分布上侧临

界值表确定临界值 2
/2 ( 1)nαΧ - 与 2

1 2 ( 1)nαΧ - - ，并计算
2

2
2

( 1)

( 1)

n s

nαΧ
-

-
和

2

2
1 2

( 1)

( 1)

n s

nαΧ -

-
-
的值； 

③ 写出方差 2σ 的置信区间
2 2

2 2
2 1 2

( 1) ( 1)
,

( 1) ( 1)

n s n s

n nα αΧ Χ -

㊣ ㊣- -| |
| |- -㊣ ㊣

.  

例 8  某机床加工零件，其长度服从正态分布，随机抽查 16 个零件，长度方差
2 0.002 44s = ，求该机床加工零件长度方差的置信区间（ 0.05α = ）.  

解  由题意知 16n = ， 2 0.00244s = ，可计算 2( 1) 0.0366n s- = . 

又知 0.05α = ，查 2Χ 分布表，得到 2
0.025 (15) 27.5Χ = 和 2

0.975
(15) 6.26Χ = .  

O x 

( )f x   

2
1 2αΧ -

  2
2αΧ   

2

α   
2

α  

图 10-1 
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经计算
2

2
2

( 1)
0.0013

( 1)

n s

nαΧ
-

=
-

，
2

2
1 2

( 1)

( 1)

n s

nαΧ -

-
=

-
0.0058 . 

该机床加工零件长度方差 2σ 的置信区间为(0.0013, 0.0058).  

为方便区间估计的分析、计算，将上述三种情况下的区间估计法汇总如下（如表 10-1所

示）. 在做区间估计时，分清条件，直接查表计算即可.  

表 10-1 

估 计 量 条    件 置 信 区 间 

μ  正态总体 

2σ 已知 
,x u x u

n n
α α

σ σ㊣ ㊣- +| |
㊣ ㊣

  

μ  正态总体 

2σ 未知 
( 1) , ( 1)

s s
x t n x t n

n n
α α

㊣ ㊣- - + -| |
㊣ ㊣

  

2σ  正态总体 

μ 未知 

2 2

2 2
2 1 2

( 1) ( 1)
,

( 1) ( 1)

n s n s

n nα αΧ Χ -

㊣ ㊣- -| |
| |- -㊣ ㊣

  

式中，n为样本容量，
1

1 n

i
i

x x
n =

= Σ ， 2

1

1
( )

1

n

i
i

s x x
n =

= -
- Σ ；当 0.05α = 时， 1.96uα = ；当 0.01α =

时， 2.58uα = . 而 ( 1)t nα - 、 2
/2 ( 1)nαΧ - 、 2

1 2 ( 1)nαΧ - - 可查表求出.  

练习 10.2 

1.已知钢丝的折断强度服从正态分布 2( , )N μ σ ，从一批钢丝中抽取 10根，测得折断强

度为 

568   572   570   578   570   572   570   584   572   596 

试估计总体的均值 μ和方差 2σ . 

2.设 1 2 3X X X、 、 是总体 X的一个样本，试证： 

（1） 1 1 2 3
1 3 1

^
5 10 2

X X Xμ = + +  

（2） 2 1 2 3
1 1 5

^
3 4 12

X X Xμ = + +  

（3） 3 1 2 3
1 3 1

^
3 4 12

X X Xμ = + -  

均为总体均值 μ的无偏估计，且说明哪个估计量最有效. 

3.已知连续型随机变量 X的概率密度为 
2( )

21
( ; ) e

2

x

x
μ

φ μ
-

-
=

π
 

式中，μ是未知参数. 设 1 2( , , , )nx x x… 是取自总体 X 的一组观测值，试求 μ的极大似然估计. 

4.测某型号螺钉的长度 5次，数值分别为（单位：毫米） 

108.5     109.0     110.0     110.5     112.0 

如果认为测量的数值服从正态分布 2～ ( ,0.5 )X N μ ，试求这批螺钉的平均长度 μ的置信区间
（ 0.05α = ）. 

5.为了估计某型号灯泡的平均寿命，共测试了 10 个灯泡，得到均值 1500x = 小时，
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2 400s = 小时，已知灯泡的寿命服从正态分布 2～ ( , )X N μ σ ，求该批灯泡平均寿命 μ的置信

区间（ 0.05α = ）.  

6.某种零件尺寸服从正态分布，抽样检查 6件，测得尺寸如下（单位：毫米） 

31.56    29.66    31.64    30.00    31.87    31.03 
试求这种零件的平均长度的置信区间（ 0.05α = ）.  

7.从正态总体 2～ ( ,2 )X N μ 中抽取容量为 4的样本，样本均值为 13.2x = ，样本方差为

2 142.5s = ，试求总体方差 2σ 的置信区间（ 0.05α = ）.  

8.某商场 9月份随机抽取 8天的销售额分别为（单位：万元） 

54.2，53.8，55.0，56.7，54.4，53.2，56.3，55.6 

假设销售额服从正态分布，试求该商场日销售额方差 2σ 的置信区间（ 0.01α = ）.  

10.3  假设检验 

10.2节介绍了对总体未知参数的估计方法，在本节将介绍统计推断中另一类重要问题

——假设检验. 在此只介绍一个正态总体的均值与方差的假设检验.  

10.3.1  假设检验的概念与基本思想 

先看一个例子.  

某食品厂用自动生产线包装袋装食品，规定每袋质量为 250克，通过长期检测知道每袋

质量服从正态分布，且标准差为 1.5s = 克. 从某日生产该种食品的生产线中随机抽取 20袋进

行测试，得到平均质量为 249克，试问该日生产线工作是否正常？ 
基本思路是：通过取自总体 X 的一个样本，断定总体的均值是否为 μ .  

设这种袋装食品的平均质量为 μ，即为总体均值. 本题的实质是：假设当日袋装食品的

平均质量 250μ = 克，再根据抽样的结果来判定 250μ = 克，还是 250μ ≠ 克，从而推断该日

生产线工作是否正常.  

在数理统计中的假设检验，就是从样本出发，对总体的某一假设问题是否成立做出定性

回答.  

假设检验的基本步骤是： 

（1）先对要检验的对象提出待检假设 0H ； 

（2）选取相应的统计量； 

（3）对于给定的小概率α （检验水平），确定检验临界值； 

（4）根据样本的观测值，计算统计量的实际值； 

（5）比较实际值与临界值，得出检验结果.  

假设检验的基本思想是利用小概率原理（通常将概率 0.05α = 或 0.01α = 作为小概率，小

概率原理是指小概率事件在个别试验中几乎不可能发生），作出拒绝假设或者接受假设的判断. 

如果抽样的结果是发生小概率事件，则拒绝假设 0H ；否则接受假设.  

假设检验中，由于作出判定的依据是一个样本，因而假设检验的准确性不可能是绝对的，

这就导致假设检验可能犯两类错误. 第一类错误是弃真错误，原假设 0H 是正确的却被拒绝

了；第二类错误是取伪错误，原假设 0H 不正确却被接受了. 通常情况下，增大样本容量会使

犯这两类错误的概率减小.  
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10.3.2  正态总体均值的假设检验 

设 1 2( , , , )nX X X… 是来自总体 2～ ( , )X N μ σ 的一个样本，对参数均值 μ的假设检验，有

6种情况.  

已知方差 2σ ，待检假设 0H ：

0

0

0

μ μ
μ μ
μ μ

=㊣
|
㊣
|
㊣

≤
≥

 

未知方差 2σ ，待检假设 0H ：

0

0

0

μ μ
μ μ
μ μ

=㊣
|
㊣
|
㊣

≤
≥

  

下面介绍均值的假设检验中常用的两种检验法.  

1.U检验法 

已知方差 2σ ，待检假设 0H ： 0μ μ= . 

设( 1 2, , , nx x x… )是来自总体 2～ ( , )X N μ σ 的一个样本观测值，其中 2 2
0σ σ= 已知 . 用 

1 2( , , , )nx x x… 检验假设 0H ： 0μ μ= . 当 0H 成立时，有 U统计量 

0

0

～ (0,1)
X

U N
n

μ
σ

-
=  

对给定的检验水平α ，使 ( | | )P u uα α＞ = 成立，从而有 ( | | ) 1P u uα α＜ = - . 

利用 0( | | ) 2 ( ) 1P u u uα αΦ＜ = - ，查标准正态分布表，可求出uα.  

由样本观测值 1 2( , , , )nx x x… ，计算统计量 U的值，如果 | |u uα＞ ，表明小概率事件 | |u uα＞

发生了，则拒绝 0H ；如果 | |u uα＜ ，则接受 0H . 由于此检验法用 U统计量，习惯上称为 U检

验法.  

已知方差 2σ ，待检假设 0H ： 0μ μ= 的解题步骤. 
（1）提出待检假设 0H ： 0μ μ= ； 

（2）选取统计量 0

0

～ (0,1)
X

U N
n

μ
σ

-
= ； 

（3）对检验水平α，确定临界值uα；  

（4）根据样本观测值，计算出统计量 U的实际值u； 
（5）如果 | |u uα＜ ，接受 0H ；若 | |u uα＞ ，则拒绝 0H .  

当 0.05α = 时， 1.96uα = ；当 0.01α = 时， 2.58uα = .  

例 1  已知某超市日销售额服从正态分布，且平均日销售额为 8μ = ，方差 2 22σ = ，即 ～X  
2(8, 2 )N . 现从中随机抽取某一星期的日销售额为（单位：万元） 

7.0    7.9   7.6   7.8    8.2   8.5   7.5    

问该星期的平均日销售额能否认为是 8万元？（ 0.05α = ） 
解  （1）提出待检假设 0H ： 8μ = ； 

（2）选取统计量 0

0

～ (0,1)
X

U N
n

μ
σ

-
= ； 
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（3）对检验水平 0.05α = ，得临界值 1.96uα = ； 

（4）由样本观测值得 7.786x = ，统计量的实际值 
7.786 8

0.283
2 7

u
-

= = -  

（5）因为 | 0.283 | 1.96- ＜ ，即 | |u uα＜ ，所以接受 0H .  

故有 95%的把握认为该星期的平均日销售额可以是 8万元.  

2.T检验法 

未知方差 2σ ，检验假设 0H ： 0μ μ= . 

设 1 2( , , , )nx x x… 是来自总体 2～ ( , )X N μ σ 的一个样本观测值，其中 2 2
0σ σ= 未知. 用

1 2( , , , )nx x x… 检验假设 0H ： 0μ μ= . 当 0H 成立时，有T统计量 

0 ～ ( 1)
X

T t n
S n

μ-
= -  

对给定的检验水平α ，查 t分布表，确定临界值 ( 1)t nα - ，使  

( 1)( | | )nP T tα α-＞ =  

由样本观测值 1 2( , , , )nx x x… ，计算检验量T的值 t，如果 ( 1)| | nt tα -＞ ，则拒绝 0H ；如

果 ( 1)| | nt tα -＜ ，则接受 0H ，此检验法为T检验法.   

未知方差 2σ ，检验假设 0H ： 0μ μ= 的解题步骤. 
（1）提出待检假设 0H ： 0μ μ= ； 

（2）选取统计量 0
( 1)～ n

X
T t

S n

μ
-

-
= ； 

（3）对检验水平α ，查 t分布表，得临界值 ( 1)ntα - ； 

（4）根据样本观测值，计算统计量T的实际值 t； 
（5）如果 ( 1)| | nt tα -＜ ，则接受 0H ；如果 ( 1)| | nt tα -＞ ，则拒绝 0H .  

例 2  正常成年人的脉搏 X 平均为每分钟 72次，现对 10名患某种疾病的人，测得其脉

搏为 

69   54   65   77   70   68   64   72   71   62 

假设人的脉搏服从正态分布，试问患者脉搏与正常人脉搏有无明显差异？（ 0.05α = ） 

解  由题意知，总体 0 72μ = ， 2σ 未知；样本 67.2x = ， 2 26.34s = . 

（1）待检假设 0H ： 72μ = ； 

（2）选取统计量 ( 1)
72

～
6.34 10

n
X

T t -
-

= ； 

（3）对检验水平 0.05α = ，查 t分布表，得临界值 (9) 2.262tα = ； 

（4）由样本观测值得
67.2 72

2.39
6.34 10

t
-

= = - ； 

（5）因为 | 2.39 | 2.262- ＞ ，即 ( 1)| | nt tα -＞ ，所以拒绝 0H .   

可认为患者的脉搏与正常人的脉搏有明显差异.  
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10.3.3  正态总体方差的假设检验 

设 1 2( , , , )nX X X… 是来自总体 2～ ( , )X N μ σ 的一个样本，μ未知，则有
2

2
2

( 1)
～

n SΧ
σ
-

=  

2 ( 1)nΧ - . 假设 2 2
0σ σ= 成立，则

2
2

2
0

( 1)
～ ( 1)

n S
nΧ

σ
-

- ，在假设 2 2
0σ σ= 成立的条件下，样本

的方差与总体的方差比较接近才合理. 若比值 2 2S σ 接近 1，说明 2σ 与 2
0σ 近似相等， 0H 成

立；否则， 0H 不成立. 对于给定的检验水平α ，可查 2Χ 分布临界值表，确定 2
1 2 ( 1)a nαΧ -= -

与 2
/2 ( 1)b nαΧ= - ，使  

2( ) 1
2

P a
αΧ ＞ = - ， 2( )

2
P b

αΧ ＞ =  

成立. 当 2a bΧ＜ ＜ 时，接受 0H ；当
2 aΧ ＜ 或

2 bΧ ＞ 时，拒绝 0H . 称这个检验法为 2Χ 检验法.  

未知均值 μ，检验假设 0H ： 2 2
0σ σ= 的解题步骤. 

（1）提出待检假设 0H ： 2 2
0σ σ= ； 

（2）选取统计量
2

2 2
2
0

( 1)
～ ( 1)

n S
nΧ Χ

σ
-

= - ； 

（3）对检验水平α ，查 2Χ 分布临界值表，临界值 2
1 2 ( 1)a nαΧ -= - 与 2

/2 ( 1)b nαΧ= - ； 

（4）根据样本观测值，计算统计量 2Χ 的实际值； 

（5）当 2a bΧ＜ ＜ 时，接受 0H ；当 2 aΧ ＜ 或 2 bΧ ＞ 时，拒绝 0H .  

例 3  某厂生产的某种型号的电池，长期以来其寿命 2～ ( ,50 )X N μ . 现有一批这种电

池，从它的生产情况看，寿命的波动性有所改变，现随机抽取 25只电池，测出其寿命的样本

方差为 2 255s = （小时）. 试问根据此数据能否推断这批电池的寿命比以往的有显著性变化？

（ 0.05α = ） 

解  由题意知 25n = ，样本方差为 2 255s = . 

（1）待检假设 0H ： 2 250σ = ； 

（2）选取统计量
2

2 2
2
0

( 1)
～ ( 1)

n S
nΧ Χ

σ
-

= - ； 

（3）对检验水平 0.05α = ，查 2Χ 分布表，得临界值 2
0.975

(24) 12.4Χ = 及 2
0.025

(24) 39.4Χ = ； 

（4）由样本，得
2

2
2

24 55
29.04

50
Χ ×

= = ； 

（5）因为12.4 29.04 39.4＜ ＜ ，即 2a bΧ＜ ＜ ，则接受 0H .  

故有 95%以上的把握认为该批电池的寿命比以往的无显著性变化.  

关于总体满足正态分布 2( , )N μ σ ，均值 μ、方差 2σ 的假设检验汇总为表 10-2.  

表 10-2 

条    件 待检假设 0H  检验统计量 临  界  值 
检 验 结 论 

接受 0H  拒绝 0H  

2σ 已知 0μ μ=  
0X

U
n

μ
σ

-
=  uα  u uα＜  u uα＞  
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续表   

条    件 待检假设 0H  检验统计量 临  界  值 
检 验 结 论 

接受 0H  拒绝 0H  

2σ 未知 0μ μ=  
0X

T
S n

μ-
= ( 1)t nα -  

( 1)t t nα＜ -  ( 1)t t nα＞ -  

μ 未知 2 2
0σ σ=  

2
2

2
0

( 1)n SΧ
σ
-

=
 

2
1 2( 1)a nαΧ -= -

 
2

2 ( 1)b nαΧ= -  

2a bΧ＜ ＜  

2 aΧ ＜  
或 2 bΧ ＞  

练习 10.3 

1.某养鸡场用某种饲料喂养肉鸡一定时间后，平均体重为 2.6千克，标准差为 0.5千克. 

现改用复合饲料喂养 64只肉鸡，在同样时间内，平均体重为 2.5千克，假设肉鸡的体重服从

正态分布，试问复合饲料与原饲料是否同样有利于肉鸡的生长？（ 0.05α = ） 

2.某地区环保部门规定，废水处理后某种有毒物质的平均含量不得超过 10毫克/升. 现

从废水处理厂随机抽取 20升，测得 x = 11毫克/升. 假定废水处理后某种有毒物质的含量服从

标准差为 2.0毫克/升的正态分布，试判断该厂处理后的水是否合格. （ 0.05α = ） 

3.已知某次考试学生的成绩服从正态分布，现随机抽取 30位考生的成绩，平均成绩为

66.5分，标准差为 15分，是否认为全体考生这次考试的平均成绩为 70分？（ 0.05α = ） 

4.已知某自动车床加工零件的长度偏差 X（单位：毫米）服从正态分布 N (μ,3)，从某日

加工的一批零件中随机抽取 10件，测量其长度偏差分别为 

2，1，-2，3，2，4，- 2，5，3，4 

试在检验水平α = 0.10下，检验这批零件长度偏差的方差σ2显著改变是否成立？ 

本章知识结构图 
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假设检验的基本思想 

一个正态总体参数的假设检验 
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参数估计 
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练习题参考答案 
 

 

第 1 章 

练习 1.1 

1.（1） ( ,1] [3, )-∞ +∞∪     （2）[ 2,0) (0,1)- ∪     （3）[0, ]π  

2.（1）、（3）、（4）不相同    （2）相同 

3.（1） (0) 3f = ， (2) 7f = ， 2
0 0( ) 3f x x= + ，

2

1 1
( ) 3f
a a
= +  

（2） ( 1) 0f - = ， (0) 1f = ，
1

2
2

f
㊣ ㊣ =| |
㊣ ㊣

 

4.（1）、（2）为奇函数    （3）为偶函数    （4）非奇非偶函数 

5.（1）
1

2
2

y x= +  ( , )x∈ -∞ +∞   （2）y x=  [0, )x∈ +∞   （3）
2

logy x=  (0, )x∈ +∞  

6.（1） y u= ， 3 1u x= -       （2） 5y u= ， 1 lnu x= +  

（3） 25y u= ， 2u x= +       （4） 3y u= ， sinu v= ， 8 5v x= +  

7.
2， 0 2

2 0.5( 2)， 2 8

x
y

x x

＜㊣
= ㊣ + - ＜㊣

≤
≤      8.

40， 0 100

2
， 100

5

x
y

x x

㊣
|= ㊣

＞|㊣

≤ ≤
 

练习 1.2 

1.（1）1    （2）2     （3）∞    （4）3 

2.（1） c     （2）∞     （3）0    （4）0     （5） -∞     （6）1 
3.

1
lim ( ) 2
x

f x
→

=   图形略 

4.
0

lim ( ) 2
x

f x
-→

= ,
0

lim ( ) 2
x

f x
+→

= ,
1

lim ( ) 2e
x

f x
-→

= ,
1

lim ( ) 4
x

f x
+→

= ,
0

lim ( ) 2
x

f x
→

= ,
1

lim ( )
x

f x
→

不存在 

练习 1.3 

1.（1）4    （2）∞      （3）27     （4）
1

2
    （5）0 

2.（1）
2

3
   （2）0     （3）0    （4）

2

3
 

3.（1） 4e   （2） 1e-     （3） 2e-    （4） 3e  

；

.

； 

.
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练习 1.4 

1.（1）
2e 1

2

- +
-     （2）1     （3）

1
ln 2

2
    （4）1 

2. ( )f x 在
1

2
x = 、 2x = 处连续；在 1x = 处不连续. 

3. ( )f x 在 2x = 处不连续. 

4. 2a =  

5. 1k =  

练习 1.5 

1. 27p = ， 14q =  

2. (50) 600C = ， (50) 12C =  

3. 21
( ) 10

5
L q q q= - +  

4.（1） 50x = （件）， 2100R = （元） （2） 5050x = （件）， 212100R = （元） 

第 2 章 

练习 2.1 
1. 0.2xΔ =     0.2yΔ =   2. 2y′ =   3. 12 16y x= -  

练习 2.2 

1.（1） cos sin 2y x x x′ = - -      （2）
2

2

2 sin cos cos

sin

x x x x x
y

x

- -′ =  

（3） 2cot 2y x′ =             （4） 2 ln 3y x x x′ = +  

（5） sincos e xy x′ =  

2.（1）0    （2）1 

3.（1）
d 2

d 2

y y x

x y x

-
=

-
    （2）

d e

d e

x

y

y y

x x

-
=
+

 

（3）
d e

d e

x y

x y

y y

x x

+

+

-
=

-
    （4）

d e

d 1 e

y

y

y y

x xy
=
-

 

4.（1）
sincos e

2

xx
y

y
′ =    （2） (ln 1) xy x x′ = +  

（3）
1 1 1 1

( 1)( 2)( 3)( 4)
1 2 3 4

y x x x x
x x x x
㊣ ㊣′ = + + + + - + -| |+ - + -㊣ ㊣

 

练习 2.3 

1.（1） siny x′′ = -     （2）
2

4

(2 1)
y

x

-′′ =
+

    （3）
2 222e 4 ex xy x′′ = +  

2. 0y′′′ =  
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练习 2.4 

1.（1）3    （2） cosa ax    （3）
2

1

x
-     （4）

1

1 x+
    （5）

2

e x     （6） 22e x  

2.（1） d tan dy x x= -         （2）
1

d d
ln

y x
x x
=  

3.1.005 

练习 2.5 

1.（1） 0x y+ ＞     （2） 2 2 4x y+ ≥  

2.（1） cos( )xz y xy′ = ； cos( )yz x xy′ =  

（2）
2 2

2

1
x

x
z

x y
′ =

+ -
；

2 2

2

1
y

y
z

x y
′ =

+ -
 

（3） 1y
xz yx -′ = ； ln y

yz x x′ = .  

（4）
2 2

2 ex y
xz x +′ = ，

2 2

2 ex y
yz y +′ =  

3.（1）
2

8 cos( ) sin( )
z

xy xy xy xy
x y

∂
= + -

∂ ∂
    （2）

2

sin cos
z

x y
x y

∂
= -

∂ ∂
 

第 3 章 

练习 3.1 
1.（1）满足罗尔定理， 0ξ =     （2）满足罗尔定理， 0ξ =  

2.（1）满足拉格朗日中值定理，
3

3
aξ =     （2）满足拉格朗日中值定理，

1

ln 2
ξ =  

3.（1）2    （2）1    （3）
1

2
    （4） +∞     （5）0 

练习 3.2 
1.当 x在 ( , 1)-∞ - 内，函数单调减少；当 x在 (1, )+∞ 内，函数单调增加.  

2.当 x在 ( , 1)-∞ - 内，函数单调减少；当 x在 ( 1,0)- 内，函数单调增加； 

当 x在 (0,1)内，函数单调减少；当 x在 (1, )+∞ 内，函数单调增加. 

3.当 x在 ( , 2)-∞ - 内，函数单调增加； 

当 x在 ( 2, 1) ( 1,0)- - -∪ 内，函数单调减少； 

当 x在 (0, )+∞ 内，函数单调增加. 

4.当 x在
1

,
2

㊣ ㊣-∞ -| |
㊣ ㊣

内，函数单调减少；当 x在
1

,0
2

㊣ ㊣-| |
㊣ ㊣

内，函数单调增加； 

当 x在
1

0,
2

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

内，函数单调减少；当 x在
1

,
2
㊣ ㊣+∞| |
㊣ ㊣

内，函数单调增加. 

练习 3.3 
1.（1）当 0x = 时， (0) 7y = 为极大值；当 2x = 时， (2) 3y = 为极小值. 



练习题参考答案 

 

165 

（2）当
1

2
x = 时，

1 3

2 2
y ㊣ ㊣ =| |
㊣ ㊣

为极大值. 

2.当 3x = 时， 12 0y′′ = ＞ ， 32y = - 为极小值；当 1x = - 时， 12 0y′′ = - ＜ ， 0y = 为极

大值. 
3.（1）在区间[0,4]上最小值为 0，最大值为 6. 

（2）在区间[ 1,2]- 上最小值为 0，最大值为 5ln . 

4. 2q = ， (2) 24.L =  

练习 3.4 

1. 1 80p = ， 2 120p = ，最小利润为 605. 

2.长、宽、高各为 2米，所用材料最省. 

练习 3.5 

1.（1） (100) 9.5C′ = （元）；（2） (100) 22C = （元） 

2.（1） (900) 1775C = （元）， (900) 1.97C ≈ （元） 

2.（2）总成本的平均变化率为 1.58. 
2.（3） (900) 1.5C′ = （元）， (1000) 1.67C′ ≈ （元） 

3.（1）C'(q)=5，R'(q)=10-0.02q，L'(q)=5-0.02q 

（2）每批生产 250单位时可以使利润最大.  

4.（1）当 20q = 时， 120, 6, 2R R R′= = = ；当 30q = 时， 120, 4, 2R R R′= = = - .  

（2） 25q = 时，收益最大.  

第 4 章 

练习 4.1 

1.C    2.是 

练习 4.2 

1. 3x x C- +          2.
5 3

2 22
2

5
x x C- +     3. 21 1

3 3ln
2

t t t C
t

+ + - +  

4. sin cosx x C+ +     5. 32 1

ln 2 3

x

x C+ +      6. et t C+ +  

练习 4.3 

1.（1） e x C-- +       （2） 21
ln

2
x C+       （3）

1
ln 1 2

2
t C+ +  

（4） sine x C+        （5） sin e x C+  

2.（1）
5 3

2 22 2
( 1) ( 1)

5 3
x x C+ - + +     （2）

4

33
( )

4
x a C+ +  

（3） 2 3 ln( 2 3 1)x x C- - - + +  
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练习 4.4 

1. ( 1)e xx C-- + +  

2. lnx x x C- +  

3. 3 31 1
ln

3 9
x x x C- +  

4. sin cosx x x C+ +  

5. cos sinx x x C- - +  

6. 2( 2 2)exx x C- + +  

第 5 章 

练习 5.1 

1. sin 2x  

2.2 

3.
1

2
 

4.（1）2    （2）
6

7
    （3）

1
(e 1)

2
a -     （4）1 

练习 5.2 

1.（1） 2 ln(1 2)- +     （2） 2
2

π
-  

2.（1）1    （2）
2

1
e
-     （3）1 

练习 5.3 

1.（1）1    （2）1 

2.发散 

练习 5.4 

1.（1）
10

3
    （2）

8

3
    （3）1 ln 2-  

2.
7

3
π  

3. 3 21
( ) 2 50 40

3
F q q q q= - + +  

4.2490.3 

5.（1）9987.5     （2）19 850 
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第 6 章 

练习 6.1 

1. 2, 3a b= - =     2.1,3,-6 

练习 6.2 

1.（1）
1 3 5

5 3 4

㊣ ㊣
+ = | |

㊣ ㊣
A B     （2）

13 1 9
5 3

15 17 20

-㊣ ㊣
- = | |- -㊣ ㊣

A B  

2.（1）
1 3 4

2 12 7

- -㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

    （2）

1

2

3

㊣ ㊣
| |
| |
| |
㊣ ㊣

     

3.
7 7

2 16

-㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

 

练习 6.3 

1.（1）是    （2）不是    （3）是    （4）不是 
2.（1） ( ) 2r =A     （2） ( ) 3r =B     （3） ( ) 2r =C  

3.k=9 

4.
1 0 2

0 1 2

0 0 0

㊣ ㊣
| |-| |
| |
㊣ ㊣

 

练习 6.4 

1.（1）
7 4

5 3

-㊣ ㊣
| |-㊣ ㊣

    （2）

1 3 2

3 5
3

2 2
1 1 1

-㊣ ㊣
| |
| |- -
| |
| |-㊣ ㊣

    （3）不可逆    （4）

1
0 0

2
1 1

0
4 2

1 1 1

8 4 2

㊣ ㊣
| |
| |
| |-| |
| |
| |-| |
㊣ ㊣

 

2.
13 2

1
4 11

5
15 5

㊣ ㊣
| |- | |
| |
㊣ ㊣

 

第 7 章 

练习 7.1 

1.

2 1 3

1 3 1

1 2 6

-㊣ ㊣
| |= -| |
| |-㊣ ㊣

A ，

1

8

3

㊣ ㊣
| |= | |
| |-㊣ ㊣

B ，

2 1 3 1

1 3 1 8

1 2 6 3

-㊣ ㊣
| |= -| |
| |- -㊣ ㊣

A  
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2.

1 1 2 3

0 1 3 1

3 4 1 2

-㊣ ㊣
| |= -| |
| |- -㊣ ㊣

A ，

1

4

3

-㊣ ㊣
| |= | |
| |-㊣ ㊣

B ，

1 1 2 3 1

0 1 3 1 4

3 4 1 2 3

- -㊣ ㊣
| |= -| |
| |- - -㊣ ㊣

A  

练习 7.2 

1.无穷多解    2.唯一解    3. 1λ ≠ 时仅有零解， 1λ = 时有无穷多解 

练习 7.3 

1.（1）

1

2

3

1

2

2

x

x

x

= -㊣
| = -㊣
| =㊣

    （2）

1 1 2

2 1 2

3 1

4 2

5 3 3

4 2 4
1 3 7

4 2 4

x c c

x c c

x c

x c

㊣ = + -|
|
| = - + +㊣
|
=|

| =㊣

（ 1 2c c、 为任意常数） 

（3）无解  

2.（1） 1 2 3 4 0x x x x= = = =    

（2）

1

2

3

4

25

11

2

x c

x c

x c

x c

= -㊣
| =|
㊣ = -|
| =㊣

（c为任意常数） 

3. 1a ≠ 时有唯一解
1

2

3

1

2

1

x

x a

x

= -㊣
| = +㊣
| = -㊣

； 1a = 时有无穷多解
1 1 2

2 1

3 2

1x c c

x c

x c

= - -㊣
| =㊣
| =㊣

（ 1c 、 2c 为任意常数） 

第 8 章 

练习 8.1 

1.（1）、（2）、（3）、（5）、（6）是随机事件，（4）是必然事件. 

2.（1） A B C+ +     （2） ABC     （3） ( )A B C+  

3.（1）Ω     （2）φ     （3）Ω     （4） A     （5） A     （6）φ  

4.略 

5. B与D对立； A与 B、 A与C、 B与C、 B与D互不相容. 

练习 8.2 

1.（1）
3

10
    （2）

1

10
    （3）

6

10
 

2.
2

36
    

2

36
    

35

36
 

3.（1）
1

120
    （2）

3

3

3

10
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4. 0.68  

5.（1） 0.3      （2） 0.8  

6.30%  

练习 8.3 

1. ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P A B P AB+ +≥ ≥  

2.（1）60%    （2）60%     （3）75% 

3.（1） 0.2     （2） 0.7     （3） 0.5  

4.（1）
6

10
    （2）

5

9
      （3）

1

3
 

5.0.2 

6. 0.046  

练习 8.4 

1.（1） 0.0494    （2） 0.9506  

2.（1） 0.72      （2） 0.26     （3） 0.98  

3.（1） 0.512     （2） 0.992    （3） 0.384  

4. 0.592  

5.0.1354 

6.（1） 0.2048    （2） 0.9421  

第 9 章 

练习 9.1 

0.3， 0.7，1，1 

练习 9.2 

1.（1）、（4）为概率分布 

2. 
X 0                          1 

P 0.6                        0.4 

3.（1）
5

6
    （2）

1

3
 

4.（1） 

X 0               1                2               3 

P 
27

64
            27

64
              9

64
             1

64
 

（2）
63

64
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5.（1） 3
3( ) C 0.6 0.4k k kP X k -= = （ 0,1,2,3k = ）    （2） (2) 0.784F =  

6. 0.678  

7. 0.015  

练习 9.3 

1.（1）
3

4
A =    （2） 0       （3）

1

2
 

2.（1） 1A =     （2）
1

8
      （3）

3

4
 

3.
3

5
 

4.0.0667 

5.（1）0.475   （2）0.81855  （3）0.0455 

6.（1）0.5    （2）0.3023 

7.2.28%  

练习 9.4 

1.35分 

2.（1）0.2  （2）2.6  （3）0.8  （4）0.76 
3. 6n = ； 0.4p =  

4.（1）
1

0 10
( ) 10

0 .

x
f x

㊣
|= ㊣
|㊣

， ；

， 其他

≤ ≤
    （2） ( ) 5E X =     

25
( )

3
D X =     （3） 0.5  

第 10 章 

练习 10.1 

1. 3.6x = ， 2 2.88s =  

2.（2）、（3）、（4）、（5）是统计量，（1）、（6）不是统计量. 

3.
165

～ ( 0,1 )
10 4

X
U N

-
=  

4.
8

～ ( 1)
X

T t n
S n

-
= -  

5.
2

2 2
2

15 3.8
～ (15)

4
Χ Χ×
=  

练习 10.2 

1. ^ 575.2μ = ， 2 2^ 8.70σ =    2. 2μ̂ 最有效 

3.
1

1
^

n

i
i

X X
n

μ
=

= = Σ         4. (109.56 ,110.44 )  
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5. (1485.69,1514.31)       6. ( 29.72 , 31.66 )  

7. ( 45.72 ,1979.17 )        8. ( 0.52 ,10.66 )  

练习 10.3 

1.可以认为复合饲料与原饲料同样有利于肉鸡的生长. 

2.认为该厂处理后的水不合格. 

3.可以认为这次考试的平均成绩为 70分. 

4.可以认为这批零件的长度偏差显著改变. 

 

 

 

 



 

 

附表 1  标准正态分布密度函数值表 
2

2
0

1
( ) e

2

u

uφ
-

=
π

 

 



 

 

附表 2  标准正态分布函数值表 
2

2
0

1
( ) e d

2

x
u

u xΦ
-

-∞
=

π ∫   （ 0u≥ ） 

 

u 



 

 

附表 3  t 分布双侧临界值表 

(| ( ) | )P t n tα α=＞         n：自由度 

 

α 
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附表 4  Χ2 分布的上侧临界值 2
αΧ 表 

 

2 2( ( ) )P n αΧ Χ α=≥         n：自由度 

 

 

 

 

 

 
O 2

αΧ   

α 



 

 

附录A  初等数学中常用的公式与方法 
 

 

学习《大学数学》是以初等数学作为基础的，但所用到的初等数学知识并不是全部，而

是其中的一部分，在这部分初等数学知识中，有一些是必须熟练掌握的. 

为了方便大家学习《大学数学》，现将必须熟练掌握的这部分初等数学知识中常用的公

式与方法汇集如下. 

一、幂函数与指数函数 

数学表达式 ba 称为幂，其中 a称为底，b称为指数.若底为变量 x，而指数为常数α，则 

y xα= 称为幂函数；若底为常数 a而指数为变量 x，则 xy a= 称为指数函数. 

1.幂的各种表达式的定义 

（1） n

n

a a a a= …
㊣㊣—㊣

n个

；
1n
n

a
a

- = （ 0a ≠ ） 

（2） 0 1a = （ 0a ≠ ） 

（3）
m

n mna a= （ 0a≥ ）；
1

m

n
n m

a
a

-
= （ 0a＞ ） 

式中，n、m均为正整数，a为有理数. 

2.幂的运算法则 

（1） 1 2 1 2x x x xa a a +. =  

（2）
1

1 2

2

x
x x

x

a
a

a
-=  

（3） 1 2 1 2( )x x x xa a=  

（4） ( ) x x xab a b=  

（5）
x x

x

a a

b b

㊣ ㊣ =| |
㊣ ㊣

 

式中，a＞0，b＞0；x1、x2、x均为任意实数. 

二、对数函数 

若 ya x= （ 0, 1a a ≠＞ ），则将 y表示为 log x
a ， log x

ay = 称为对数函数.其中，a称为

底，x称为真数，y称为对数. 

当 a=10时， 10log x记作 lg x，称为常用对数. 
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当 a=e时， elog x记作 ln x，称为自然对数. 

指数函数 yx a= 与对数函数 log x
ay = 互为反函数，是表示 a、x、y 三者同一关系的不同

表示方法. 

1.性质 

（1） log x
a a x=   （2） loga xa x=   （3） log 1 0a =   （4） log 1a a =  

2.运算法则 

（1） 1 2 1 2log ( ) log loga a ax x x x= +  

（2） 1
1 2

2

log log loga a a
x

x x
x
= -  

（3） log logb
a ax b x=  

3.换底公式 

ln
log

ln
a

b
b

a
=  

三、三角函数 

在《大学数学》中，一律以“弧度”作为度量角的单位，“弧度”二字经常省略不写. 

弧度与度的换算关系为：π 弧度=180°. 

因此可得出： 

0弧度=0°   
6

π
弧度=30°   

4

π
弧度=45°   

3

π
弧度=60°   

2

π
弧度=90° 

1弧度≈57°17'   1° 0.0175≈ 弧度 

在三角函数中，特别当角 x为锐角时，其三角函数可用直角三角形有关两条边的比值表示. 

 

sin
a

x
c

= =对边
斜边

， cos
b

x
c

= =邻边
斜边

 

tan
a

x
b

= =对边
邻边

， cot
b

x
a

= =邻边
对边

 

sec
c

x
b

= =斜边
邻边

， csc
c

x
a

= =斜边
对边

 

1.同角三角函数的基本关系式 

（1）
1

sin
csc

x
x

=          （2）
1

cos
sec

x
x

=  

A 
x 

C 

B 

a c 

b 
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（3）
1

tan
cot

x
x

=          （4）
sin

tan
cos

x
x

x
=  

（5）
cos

cot
sin

x
x

x
=          （6） 2 2sin cos 1x x+ =  

（7） 2 2tan 1 secx x+ =      （8） 2 2cot 1 cscx x+ =  

2.异角三角函数的关系式 

（1） sin( ) sinx x- = -        （2） cos( ) cosx x- =  

（3） tan( ) tanx x- = -        （4） sin cos
2

x x
π㊣ ㊣- =| |
㊣ ㊣

 

（5） cos sin
2

x x
π㊣ ㊣- =| |
㊣ ㊣

    （6） tan cot
2

x x
π㊣ ㊣- =| |
㊣ ㊣

 

（7） sin( ) sinx xπ - =       （8） cos( ) cosx xπ - = -  

（9） tan( ) tanx xπ - = -  

3.三角函数的正值的正值象限 

 

4.特殊的正弦、余弦、正切数值 

x 0 
6

π  
4

π  
3

π  
2

π  
π  

sin x 0 
1

2
 2

2
 3

2
 1 0 

cos x 1 3

2
 2

2
 1

2
 

0 -1 

tan x 0 
3

3
 1 3  

+∞  0 

5.三角函数的和差化积 

sin sin 2sin cos
2 2

α β α βα β - +
- =  

cos cos 2sin sin
2 2

α β α βα β - +
- = -  

四、排列与组合 

1.阶乘 

! 1 2 3n n= × × × ×… （n为自然数） 

规定：0! 1=  

Ⅱ 
sin x 
csc x 

tan x 
cot x 
Ⅲ

cos x 
sec x 
Ⅳ

Ⅰ 
全体 

y 

O x 
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2.排列 

（1）选排列：
!

A ( 1) ( 1)
( )!

k
n

n
n n n k

n k
= - - + =

-
…  

（2）全排列： P A ( 1) 3 2 1 !n n
n n n n= = . - . . . . =…  

3.组合 

A !
C

! ( )! !

k
nk

n
n

k n k k
= =

-
，Ck

n也记作
n

k

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣
. 

规定： 0C 1n =  

4.组合公式 

（1）C Ck n k
n n

-=     （2） 1
1C Ck k

n n
n

k
-
-=     （3） 1

1C C Ck k k
n n n

-
+ = +  

五、三阶行列式的计算（对角线法） 

11 22 33 12 23 31 13 21 32

13 22 31 12 21 33 11 23 32

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

= + +
- - -

 

六、其他 

1.完全平方与立方公式 

2 2 2( ) 2a b a ab b± = ± +  
3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b± = ± + ±  

2.因式分解 

2 2 ( )( )a b a b a b- = + -  
3 3 2 2( )( )a b a b a ab b± = ± +∓  

2 ( ) ( )( )x a b x ab x a x b+ + + = + +  

3.一元二次方程 

1 2( )( ) 0x x x x- - = 的根为 1 2,x x x x= = . 

4.一元二次不等式 

1 2( )( ) 0x x x x- - ≥ （ 1 2x x＜ ）的解为 1x x≤ 或 2x x≥ . 

1 2( )( ) 0x x x x- - ≤ （ 1 2x x＜ ）的解为 1 2x x x≤ ≤ . 

（-） 
（+） 

a11 a12 a13 

a21 a22 a23 

a33 a31 a32 
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5.等比数列前 n项的和 

等比数列 2 1, , , , ,na aq aq aq -… …（公比 1q ≠ ）的前 n项的和 

2 1 (1 )

1

n
n

n
a q

S a aq aq aq
q

- -
= + + + + =

-
…  

6.反三角函数的基本关系式 

arcsin arccos
2

x x
π

+ =  
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