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前    言 

最优化问题可追溯到公元前 300 年左右古希腊著名的数学家欧几里得（Euclid），他指出

在周长相同的一切矩形中，以正方形的面积为最大。17世纪，牛顿、莱布尼兹等著名数学家

创立了微积分，为最优化方法的研究提供了理论基础。 

机械优化设计是计算机应用技术、最优化原理与方法和机械设计相结合的一门先进设计

技术。它是以最优化理论和方法为基础，以计算机为运算工具来寻求最优的机械设计参数的

一种现代设计方法。 

由于经济全球化，产品的竞争日趋激烈，对产品设计质量要求越来越高、设计周期要求

越来越短，传统设计已经不能适应工业发展的需要。为了使机械设计师较好地掌握优化设计

方法和将优化设计方法应用于机械设计中，作者在 20多年从事最优化设计研究的基础上撰写

了本书。 

20多年来，作者对最优化方法进行了不懈的研究，取得了一些研究成果。 

在最优化理论和方法方面的研究成果有：①用数学中范数概念正确地证明了 n 维直交定

理；②提出了一种求解最优化问题可行解的快速有效方法；③提出了半惩罚函数最优化方法。 

在最优化设计方面的研究成果有：①多层压配组合挤压凹模优化设计；②冲裁零件排样

优化设计；③飞剪机剪切机构的优化设计；④蟹爪式装载机扒取机构的优化设计；⑤热锯机

送进机构的优化设计；⑥J88型冷挤压机拉力肘杆机构优化设计；⑦八连杆双动拉延压力机内

外滑块执行机构优化设计；⑧双动拉延压力机内滑块十杆机构的优化设计；⑨有心扇形滑移

线场的近似解析式的拟合；⑩假塑性塑料熔体在鱼尾形流道中的近似流动公式的拟合等。 

这些研究成果中，有些是作者首次提出来的，有些是在其他学者的研究基础上再研究的

成果。在此，作者向这些研究学者表示崇高的敬意。 

本书的出版得到了上海建桥学院和机电工程系的资助。在撰写过程中，实训中心的部分

教师承担了部分打印工作。在此，向他们表示衷心的感谢。 

由于作者水平有限，书中错误和不妥之处一定不少，恳请各位专家、学者批评指正。 

 

罗中华 

2007年 11月 
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第 1 章  最优化问题基础知识 

1.1  最优化问题的实例 

1.1.1  利润问题 

某煤厂生产市场上畅销的褐煤和烟煤，两种煤每生产 1吨的利润分别为 4元和 3元。该

煤厂的破碎、过筛和清洗分厂每天工作时间分别不超过 12 小时、10 小时和 8 小时，生产 1

吨褐煤需要 3小时破碎、3小时过筛和 4小时清洗；生产 1吨烟煤需要 4小时破碎、3小时过

筛和 2小时清洗。问该厂每天生产褐煤和烟煤各多少吨才能达到最大的利润。 

设每天生产褐煤 x1吨、烟煤 x2吨，则每天的利润为 

1 2 1 2( ) 4 3f x ,x x x= +  

由于受该厂生产条件的限制，必须满足下列约束条件： 

（1）破碎工作时间不超过 12小时，即 

3x1+4x2≤12 

（2）过筛工作时间不超过 10小时，即 

3x1+3x2≤10 

（3）清洗工作时间不超过 8小时，即 

4x1+2x2≤8 

（4）x1和 x2非负，即 

x 1, x 2≥0 

综上所述，该利润问题的最优化数学模型为 

{ }1 2max 4 3x x+                            （1.1.1） 

满足于 

3x1+4x2≤12 

3x1+3x2≤10                         （1.1.2） 

4x1+2x2≤8 

x1, x2≥0 



 

 

2 最优化方法及其在机械行业中的应用 

1.1.2  双臂架的最优化设计 

考虑由空心圆管构成的对称双臂架，如图 1.1.1 所示。已知顶点承受的载荷为 2P、两支

柱的跨距为 2L、圆管材料的弹性模量为 E、材料的泊松系数为 ν、屈服强度σy和密度为ρ。如
何选择圆管的平均直径、壁厚和双臂架的高度，使双臂架的重量最轻（即最节省材料）。 

 

图 1.1.1  双臂架 

设双臂架所使用的圆管的平均直径为 x1、壁厚为 x2和双臂架的高度 x3，则双臂架的重量

W为 

2 2
1 2 32W   x  x L xρπ= +  

必须满足以下约束条件： 

（1）圆管中的应力不超过材料的屈服强度σy，即 

2 2
3P L x+ ≤ 1 2 3y x  x  xσπ  

（2）保证在载荷作用下圆管不发生失稳，由材料力学可知圆管的临界载荷为 Pcr=

π2EI/ 2 2
3( )L x+ ，其中，截面惯性矩为 2 2

1 2 1 2( ) 8I x x x x  /π= + 。整理后，可得 
2 2 3 2

38 ( ) /P L x+ ≤ 3 2 2
1 2 3 1 2( )E x  x  x  x xπ +  

（3）由于空间的限制，双臂架的高度 x3不超过某一极限高度 hmax，即 

x3≤hmax 

（4）圆管成立的条件为 

x1-x2≥dmin 

式中，dmin为制造圆管所允许的最小内径。 

（5）由于制造上的原因，圆管的平均直径与壁厚之比不得超过某一常数 c，即 

x1≤cx2 
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（6）保证薄臂壳不发生局部弯曲或翘曲，要求圆管应力小于薄臂壳不发生局部弯曲的极

限应力为 

2

2
1

2

3(1 )
s

 E x

x ν
σ

[1]

-
=  

则 

2 2 2
33(1 )P ν L x- + ≤ 2

2 32 E x  xπ  

（7）x1、x2和 x3大于零，即 

x1, x2, x3＞0 

综上所述，双臂架的最优化设计的数学模型为 

{ }2 2
1 2 3min 2   x  x L xρπ +                         （1.1.3）  

满足于 
2 2

3P L x+ ≤ 1 2 3y x  x  xσπ  
2 2 3 2

38 ( ) /P L x+ ≤ 3 2 2
1 2 3 1 2( )E x  x  x x xπ +  

x3≤hmax 

x1-x2≥dmin                         （1.1.4） 

x1≤cx2 
2 2 2

33(1 )P ν L x- + ≤ 2
2 32 E x  xπ  

x1, x2, x3＞0 

1.2  最优化问题的基本概念 

1.2.1  最优化问题的一般形式 

在研究最优化问题中，经常将变量 x1,x2,…,xn视为 n 维向量空间 Rn中的一个向量 X 的 n

个分量，即 

{ }1 2, , ,
T

nx x x…=X  

最优化问题一般可表示为如下标准形式： 

               min f (X)       ( )n∈X R   

满足于                 ( )ig X ≤0            ( 1,2, , )i m…=                （1.2.1） 

( ) 0jh =X                 ( 1,2, , )j l…=  

其他形式的最优化问题可以转化为如上最优化问题的标准形式，例如，求 max f(X)可转

化为求 { }min ( ) f- X ，同理， ( )ig X ≥0亦可转化为标准形式 ( )ig- X ≤0。 

在式（1.2.1）中， ( )f X 称为目标函数（或者称为评价函数），用它来评价一个设计方案

好坏的具体的数值评判标准； ( )ig X ≤0（ 1,2, ,i m…= ）称为不等式约束条件，m为不等式约
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束条件的个数； ( ) 0jh =X （ 1,2, ,j l…= ）称为等式约束条件，l为等式约束条件的个数[注：

l＜n]。不等式约束条件和等式约束条件统称为约束条件。 

满足所有约束条件的向量 n∈X R 称为可行点（或称为可行解），所有可行点组成的集合

称为可行解集，可行解集用 D来表示，则有 

{ ( )ig= ：D X X ≤ }0    ( 1,2, , ) ( ) 0    ( 1,2, , ) n
ji m h j l ∈… …= ； = = ；X X R   （1.2.2） 

最优化问题的标准形式可表示为 
min ( ) f X  

∈X D                             （1.2.3） 

最优化问题（1.2.1）的求解是指在可行解集 D中找一点 *X ，使 

       ( ) min ( )* f  f=X X        对于所有 ∈X D         

满足于             ( )*
ig X ≤0               ( 1,2, ,i m…= ) 

( ) 0*
jh =X                ( 1,2, ,j l…= ) 

*X 称为最优化问题（1.2.1）的最优点， ( )* f X 称为最优值， { },   ( )* *fX X 称为最优解。 

下面，我们用利润问题来说明最优化问题的基本概念，设计变量 2∈X R ，则 

{ }1 2,
T

x x=X  

优化问题（1.2.1）中的目标函数 

1 2( ) 4 3f x x= +X  

约束条件为 

1( )g =X 3x1+4x2-12≤0 

2 ( )g =X 3x1+3x2-10≤0 

3 ( )g =X 4x1+2x2-8≤0 

4 ( )g =X -x1≤0 

5 ( )g =X -x2≤0 

这个优化问题的可行解集为 { }{ 1 2 1 2,   3 4 12
T

x x x x -= ： +D ≤ 20, , x-… ≤ 20 ∈,X R }。

{ }1,1
T ∈=X D，就是一个可行点。利润问题的可行解集如图 1.2.1所示。 

在实际最优化问题中，每个可行点就是一个可行的设计方案。不同的可行点对应着不同

的目标函数值，目标函数值的大小就是衡量一个设计方案的好坏的数量表征，因此，目标函

数亦称为评价函数。 

用图解法或其他方法求得上述利润问题的最优点为 { }0.8,2.4
T*=X ，最优值为

( ) 10 4* f .=X 。 
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图 1.2.1  利润问题的可行解集 

1.2.2  最优化问题的分类   

在最优化问题（1.2.1）中，如果 0m l== ，最优化问题转化为没有约束的优化问题，即 

min ( ) f X                                （1.2.4） 

称为无约束问题；当m和 l不同时为零时，称为约束问题。在约束问题中，如果 f (X)、 ( )ig X ≤0

和 ( ) 0jh =X 都是线性函数称为线性规划，否则称为非线性规划。上节中，利润问题为线性规

划，双臂架最优化问题为非线性规划。在无约束问题中，如果目标函数是一元函数称为一维

问题，如果目标函数的自变量 n∈X R 称为 n维问题。 

综上所述，最优化问题的分类可归纳为 

 

1.3  有关线性代数方面的知识 

1.3.1  正定矩阵 

定义 1.3.1  设 A 为 n×n 阶对称矩阵，若对于任意向量 n∈X R ，且 0≠X 向量，都有

0T ＞X AX ，则称 A为正定矩阵；若对于任意向量 n∈X R ，都有 TX AX ≥0，则称 A为半正

定矩阵。若对于任意向量 n∈X R ，且 0≠X 向量，都有 0T ＜X AX ，则称 A为负定矩阵；若

对于任意向量 n∈X R ，都有 TX AX ≤0，则称 A为半负定矩阵。 

定理 1.3.1（Sylvester定理）  一个 n×n阶对称矩阵 A为正定矩阵的充要条件是矩阵的
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各阶主子式 

1 11aΔ= , 11 12
2

21 22

a a

a a
Δ= ,…,

11 12 1

12 22 2

1 2

n

n
n

n n nn

a a a

a a a

a a a

Δ

…
…

︙ ︙ ︙ ︙
…

=  

都大于零（定理的证明见文献[2]P337～P339）。 

1.3.2  Euclid 空间 

定义 1.3.2  设 V是实数域 R上的线性空间，如果在 V上定义一个实数 ( , )X Y ，它满足

下列条件： 

（1） ( , ) ,=( )X Y Y X  

（2） ( , ) , ,+ =( )+( )X Y Z X Z Y Z  

（3） ( , ) ,α α= ( )X Y X Y  

（4） ( , )X X ≥0，当且仅当 0=X 向量时， ( , )X X =0 

这里 X、Y、Z是 V中的任意向量，α为任意实数，则称这样的实数 ( , )X Y 为向量 X与 Y

的内积，而定义了内积的线性空间 V称为 Euclid空间。 

在向量空间 Rn中，可定义内积为 

1

( , )  
n

i i
i

x y∑
=

=X Y  

式中 , n∈X Y R ，xi、yi分别为向量X、Y的第 i个元素。显然，上式满足内积定义的条件（1）～（4），

所以，
1

( , )  
n

i i
i

x y∑
=

=X Y 可作为向量空间 nR 的一种内积。 

在向量空间 nR 中，定义内积
1

( , )  
n

i i
i

x y∑
=

=X Y ，这时，向量空间 nR 就成为了 Euclid空间。 

1.3.3  向量的范数与 Cauchy-Schwarz 不等式 

定义 1.3.3  设 V是数域 K上的一个线性空间， ∈X V 为任意向量，X对应一个非负的实

数 X ， X 满足如下三个条件： 

（1） X ≥0，当且仅当 X=0向量时， X =0 

（2）对于任意常数α ∈ K ， α α=X X  

（3）对于任意 , ∈X Y V ，如下“三角不等式”成立： 

+X Y ≤ +X Y                        （1.3.1） 

则称实数 X 为向量 X的范数。 

在向量空间 nR 中，可定义向量 X的范数 X 为 



 

7第 1章  最优化问题基础知识 

1/ 2

1/ 2 2

1

,
n

i
i

x
㊣ ㊣|| || || |㊣ ㊣∑
=

=( ) =X X X                         （1.3.2） 

在验证之前，我们先引进 Cauchy-Schwarz不等式。 

定理 1.3.2（Cauchy-Schwarz不等式）  设 , n∈X Y R ，则有 

( , )X Y ≤ X Y                              （1.3.3） 

证  对于任意实数α，恒有 

( , )α α+ +X Y X Y ≥0 

将上式展开，得 
2 ( , ) 2 ( , ) ,α α+ +( )X X X Y Y Y ≥0 

上式左边是α的二次三项式，由于它的符号不变，所以它的判别式 
2( , ) ( , )( , )-X Y X X Y Y ≤0 

由上式可得 

( , )X Y ≤ X Y  

证毕。 

现在，来验证由式（1.3.2）定义的
1 2

1 2 2

1

,
/n

/
i

i

x
㊣ ㊣|| || || |㊣ ㊣∑
=

=( ) =X X X 是一种范数。显然，它满足

向量范数的条件（1）和条件（2）。下面，证明它满足范数的“三角不等式”条件。 

利用 Cauchy-Schwarz不等式，有 

( , ) , 2( , ) ,+ + =( )+ +( )X Y X Y X X X Y Y Y  

         ≤
2 2

2  + +X X Y Y  

≤ 2( )+X Y  

上式两边开平方，得 

+X Y ≤  +X Y  

上式说明

1 2

1 2 2

1

( , )
/n

/
i

i

x
㊣ ㊣||= || || |㊣ ㊣∑
=

=X X X 满足范数条件（3），因此，它是向量空间 nR 中的一

种范数。 

另外，还可以通过对称正定矩阵来定义内积和范数。设 A 为 n×n 阶对称正定矩阵，在

向量空间 nR 中，亦可定义内积为 

( , )  T=X Y X A Y                       （1.3.4） 

定义范数为 
1 2T /=( )X X AX                       （1.3.5） 

式中 , n∈X Y R 。 

不难证明 ( , )  T=X Y X A Y满足内积条件（1）～（4），因此， ( , )  T=X Y X A Y可作为向量

空间 nR 中的一种内积。 

显然， 1 2T /=( )X X AX 满足范数条件（1）和条件（2）。下面，证明 1 2T /=( )X X AX 满
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足范数的“三角不等式”条件。 

由于 A为 n×n阶对称正定矩阵，对于任意 , n∈X Y R ，α为任意实数，有 

( ) ( )Tα α+ +X Y A X Y ≥0 

由上式得 
2 2T T Tα α+ +X AX X AY Y AY ≥0 

上式左边是α的二次三项式，由于它的符号不变，所以，它的判别式 
2( )T T T  -X AY X AX Y AY ≤0                  （1.3.6） 

由上式得 
TX AY ≤ 1 2 1 2( ) ( )T / T / X AX Y AY  

即 

( , )X Y ≤ X Y                          （1.3.7） 
2

( )T+ =( + ) +X Y X Y A X Y  

2T T T = + +X AX X AY Y AY  

  ≤
2 2

2   + +X X Y Y  

故有 

+X Y ≤ +X Y  

因此， 1 2T /=( )X X AX 可作为向量空间 nR 中的一种范数。 

1.4  二次函数 

在向量空间 nR 中，线性函数可以表示为 

1 2
1

( , , , )
n

n i i
i

f x x  x b  x c∑…
=

= +                 （1.4.1） 

用向量形式表示 

( ) Tf c= +X B X                        （1.4.2） 

式中 { }1 2, , ,
T

nb b b…=B ， c为常数。 

在最优化研究中，二次函数起着重要的作用。二次函数的一般形式为 

1 2
1 1 1

1
( , , , )      

2

n n n

n ij i j i i
i j i

f x x x a x x b  x c∑ ∑ ∑…
= = =

= + +              （1.4.3） 

式中 aij、bi和 c为常数。用矩阵向量可表示为 

1
( )

2
T Tf c= + +X X AX B X                        （1.4.4） 

其中

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
| |
| || |㊣ 」

…
…

︙ ︙ ︙ ︙
…

=A ， { }1 2, , ,
T

nb b b…=B ，c为常数。 
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A为对称正定矩阵的二次函数是我们最关注的函数，这是因为许多最优化方法都是建立在

A为对称正定矩阵的二次函数的基础上。 

例 1.4.1  把二次函数 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 1 2( , , ) 3 2 3 4 5 2f x x x x x x x x x x x x- -= + + + + +  

转化为矩阵向量的形式，并验证矩阵 A是否为正定矩阵。 

解 

2 2 2
1 1 2 1 3 2 1 2 2 3 3 1 3 2 3 1 2

1
( ) (6 3 3 2 0 0 4 ) 4 5 2

2
f x x x x x x x x x x x x x x x x x- - -= + + + + + + + +X  

1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 2

3 3

1
(6 3 , 3 2 0 , 0 4 ) 4,5,0 2

2

x x

x x x x x x x x x x x

x x

㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | | || | | || | | || | | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | | || | | || | | || | | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣

- - -= + + + + + +( ) +  

1 1

1 2 3 2 2

3 3

6 3 1
1

( ) 3 2 0 4,5,0 2
2

1 0 4

x x

x ,  x ,  x x x

x x

㊣ ㊣ ㊣ ㊣「 ㊣| | | || | | || || | | || | | || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || | | || | | || || | | || | | |㊣ 」㊣ ㊣ ㊣ ㊣

-
- -= +( ) +  

1

2
T T c= + +X AX B X  

式中

6 3 1

3 2 0

1 0 4

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

-
-=A ，

4

5

0

㊣ ㊣|| || || || || || |||㊣ ㊣

-
=B ，

1

2

3

x

x

x

㊣ ㊣|| || || || || || |||㊣ ㊣

=X ， 2c= 。 

A的各阶主子式分别为 

1 6 0Δ ＞= ， 2

6 3
3 0

3 2
Δ

-
＞-= = ， 3

6 3 1

3 2 0 10 0

1 0 4

Δ
-

- ＞= =  

根据定理 1.3.1知，矩阵 A为对称正定矩阵。 

1.5  梯度与 Hessian 矩阵 

1.5.1  梯度 

定义 1.5.1  如果函数 ( )f X 的所有一阶偏导数存在，则称 

1 2

( ) ( ) ( )
( ) , , ,

T

n

f f f
f

x x x

㊣ ㊣∂ ∂ ∂ || || || || ∂ ∂ ∂㊣ ㊣
= …X X X

X▽                    （1.5.1）  
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为函数 ( )f X 在 X处的梯度。 

例 1.5.1  求线性函数 ( ) Tf c= +X B X 的梯度。 

解  把 ( ) Tf c= +X B X 改写为
1

( )
n

i i
i

f b  x c∑
=

= +X  

1

( ) n

i i j
ij j

f
b x c b

x x

㊣ ㊣∂ ∂ || || || |∂ ∂ ㊣ ㊣∑
=

= + =
X

  ( 1,2, , )j n…=  

所以，线性函数的梯度为 ( )f =X B▽ 。 

例 1.5.2  求二次函数
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X 的梯度，其中 A为 n×n阶对称矩阵。 

解  把
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X 改写为
1 1 1

1
( )

2

n n n

ij i j i i
i j i

f    a  x  x b  x c∑ ∑ ∑
= = =

= + +X  

1 1 1

( ) 1

2

n n n

ij i j i i
i j ik k

f
  a  x  x b  x c

x x

㊣ ㊣∂ ∂ || || || |||∂ ∂ ㊣ ㊣
∑ ∑ ∑
= = =

= + +
X

 

1 1

1 1

2 2

n n

ik i kj j k
i j

  a  x  a  x b∑ ∑
= =

= + +  

1

n

ik i k
i

a  x  b∑
=

= +  

k kb= +A X      ( 1,2, , )k n…=  

式中，Ak为矩阵 A的第 k行向量。故二次函数的梯度为 

( )f B= +X AX▽                         （1.5.2） 

为了证明梯度方向是函数具有最大变化率的方向，首先引入方向导数的概念。 

定义 1.5.2  设 S是 Rn中非空集， 1f →：S R 在 0 ∈X S 处可微，P为非零向量，且 1=P ，

0 λ+ ∈X P S，对于 0λ＞ 且足够小， ( )f X 在 X0处沿 P的方向导数为 

0 0 0

0

( ) ( ) ( )
lim

f f f
λ

λ
λ→

∂ +
∂

-
=

X X P X

P
                      （1.5.3） 

下面，我们来证明梯度方向是函数具有最大变化率的方向。令 0( ) ( )f Pφ λ λ= +X ，将 ( )φ λ
进行一阶 Taylor展开，得 

0 0 0( ) ( ) ( )Tf f f tλ λ λ+ = + +X P X X P P▽  
式中， (0,1)t ∈ 。将上式代入式（1.5.3）得 

0
0 0

( )
( ) ( ) cosTf

f f     β
∂
∂

= =
X

X P X P
P

▽ ▽  

0( )   cosf β= X▽  
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其中，β是梯度 0( )f X▽ 与 P之间的夹角。 

显然，取 P为 0( )f X▽ 方向上的单位向量时，β=0， 0( )f∂
∂

X

P
为最大，且为正值。这就说

明了正梯度方向是函数局部增大最快的方向。我们关心的是函数局部下降最快的方向，负梯

度方向是函数局部下降最快的方向。 

1.5.2  Hessian 矩阵 

定义 1.5.3  如果函数 f： 1→S R 有各二阶连续偏导数存在，则称 

2 2 2

2
1 1 2 1

2 2 2

2
2 1 2 2

2 2 2

2
1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

n

n

n n n

f f f

x x x x x

f f f

x x x x x

f f f

x x x x x

「 ㊣∂ ∂ ∂| |
| |∂ ∂ ∂ ∂ ∂| |
| |∂ ∂ ∂| |
| |∂ ∂ ∂ ∂ ∂| |
| |
| |
| |
| |∂ ∂ ∂| |
| |∂ ∂ ∂ ∂ ∂㊣ 」

…

…

︙ ︙ ︙ ︙

…

=

X X X

X X X

H X

X X X

                （1.5.4） 

为 ( )f X 在 X处的 Hessian矩阵。 

可以证明，若 ( )f X 的各二阶偏导数在 S上连续，则有 

2 2( ) ( )

i j j i

f f

x x x x

∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

=
X X

  ( , 1,2, , )i j n…=  

因此， ( )f X 的 Hessian矩阵 ( )H X 为对称矩阵。 

例 1.5.3  求二次函数
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X 的 Hessian矩阵。 

解  由例 1.5.2，得 

1

( ) n

ki i k
ik

f
a  x  b

x

∂
∂ ∑

=

= +
X

 

2 ( )
kl

k l

f
a

x x

∂
∂ ∂

=
X

  ( , 1,2, , )k l n…=  

所以， ( )=H X A。 

1.6  多元函数的 Taylor 展开 

多元函数的二阶Taylor展开在最优化方法中应用较广，下面给出多元函数的Taylor展开定理。 

定理 1.6.1（Taylor展开定理）  设 1nf →：R R 具有二阶连续偏导数，P为 n维向量，则 
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0 0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2
T Tf f f λ+ = + + +X P X X P P H X P P▽             （1.6.1） 

其中， [ ]0,1λ ∈ 。 

证  引入辅助函数 0( ) ( )t f tφ = +X P ，于是有 

0(0) ( )fφ = X ， 0(1) ( )fφ = +X P                    （1.6.2）  
将 ( )tφ 在 0t= 处二阶 Taylor展开，得 

21
( ) (0) (0) ( )

2
t t t tφ φ φ φ λ′ ′′= + +                     （1.6.3） 

按复合函数求导，不难证明 

0(0) ( )Tfφ ′ = X P▽                              （1.6.4） 

0( ) ( )Tt X tφ λ λ′′ = +P H P P                      （1.6.5） 

将上面两式代入式（1.6.3），并令 1t= ，就可以得到式（1.6.1），证毕。              

式（1.6.1）的另一种表示形式为 

3

0 0 0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
T Tf f f ,α+ = + + +X P X X P P H X P P X P▽      （1.6.6） 

1.7  凸集与凸函数 

1.7.1  凸集 

定义 1.7.1  具有某种特定性质的具体的或抽象的事物的全体称为集合。其中的成员称为

这个集合的元素。 

对于一个集合 S来说，a或者是集合 S的一个元素，这时我们说 a属于 S，记为 a∈ S；

a或者不是集合 S的一个元素，我们说 a不属于 S，记为 a∉ S 。 

例如，设 N为全体自然数的一个集合，则有 2∈ N，而 2.5∉ N 。 

又例如，设集合 { }( , ) 0 0x y  x ,  y＞ ＞= ：S ，则有 (2,3)∈ S，而 ( 1,3)∉- S。 

定义 1.7.2  设 S为 Rn中一个非空的集合，若对于 S中任意两点的连线上所有点都属于

集合 S，则称 S为凸集。凸集用数学形式可表示为，对于任意 1 2, ∈X X S，若有 

1 21λ λ ∈-+( )X X S  

其中， [ ]0,1λ ∈ ，则称 S为凸集。若 S不是凸集，则称 S为非凸集。凸集与非凸集如图 1.7.1

所示。  

 

图 1.7.1  凸集与非凸集 
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下面是几个凸集的例子。 

例 1.7.1  { 2 2( , )  ( )x y x a y b- -= ： +( )S ≤ }2c  

例 1.7.2  { }1 2 3 1 2 3( , , )  2 4x x x x x x  -= ：+ =S  

例 1.7.3   S={X：X是如下线性规划问题的解} 

                            min T C X  

满足于                              X=A B  

X≥0 

这里，C是 n维向量，B是 m维向量，A是 m×n阶矩阵， n∈X R ，集合 S是如上线性

规划的最优解。 

这里仅证明例 1.7.1，其余留给读者证明。 

证  设任意 1 2
1 2

1 2

x x

y y

㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || || || || || || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣
= ， =X X ， 1 2, ∈X X S，有 

2 2
1 1( )x a y b- -+( ) ≤ 2c                            （1.7.1）  

2 2
2 2( )x a y b- -+( ) ≤ 2c                            （1.7.2） 

令 [ ]0,1λ ∈ ，则 

1 2
1 2

1 2

1
1

1

x x

y y

λ λ
λ λ

λ λ
「 ㊣-| |
| |-㊣ 」

- +( )
= +( ) =

+( )
X X X  

[ ] [ ]2 2

1 2 1 2x x a y y bλ λ λ λ- - - -+(1 ) + +(1 )  
2 2 2 2 2 2

1 1 2 2( ) 1 ( )x a y b x a y bλ λ-「 ㊣ 「 ㊣㊣ 」 ㊣ 」- - - -= +( ) +( ) +( ) +  

[ ]1 2 1 22 (1 ) ( )( )x a x a y b y bλ λ- - - - -+( )( )  

由 Cauchy-Schwarz不等式（1.3.3）、式（1.7.1）、式（1.7.2）和上式，得 

[ ] [ ]2 2

1 2 1 21 1x x a y y bλ λ λ λ-- - -+( ) + +( ) ≤ 2 2 2 2 2 21 2 (1 )c c c cλ λ λ λ- -+( ) + =  

所以， ∈X S，根据定义 1.7.2知，S为凸集，证毕。 

1.7.2  凸函数 

定义 1.7.3  设 S为 Rn中一个非空的凸集， 1f →：S R 的一个实值函数，若对于任意 

1 2, ∈X X S， [ ]0,1λ ∈ ，有 

[ ]1 21f λ λ-+( )X X ≤ 1 2( ) 1 ( )f fλ λ-+( )X X                 （1.7.3） 

则称 f为凸函数。若对于 S中不同的 X1和 X2， [ ]0,1λ ∈ ，若式（1.7.3）为严格的不等式，即 

[ ]1 2 1 21 ( ) 1 ( )f f fλ λ λ λ- -＜+( ) +( )X X X X                  （1.7.4） 

成立，则称 f为严格的凸函数。如果-f为凸函数（或严格的凸函数），则 f称为凹函数（或严

格的凹函数）。 
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凸函数的几何解释是在凸集 S中任意两点之间的函数值在连接该两点函数值的直线的下
方。一维凸函数和凹函数如图 1.7.2所示。 

 

图 1.7.2  凸函数和凹函数 

凸函数具有如下基本性质： 

性质 1  设 f1和 f2为定义在凸集 S上的凸函数，则函数 f1+f2在 S上亦为凸函数。 

性质 2  设 f 为定义在凸集 S上的凸函数，则对于任意实数α≥0，则函数αf在 S上亦为

凸函数。 

由以上两条性质容易推出有限个凸函数的线性组合 

1 1 2 2 m mf f fα α α…+ + +  

iα ≥ 0 ( 1,2, , )     i m…=  

在 S上亦为凸函数。 

性质 3  若 X1和 X2为凸函数 ( )f X 中的两个最小点，则其连线上所有点都是 ( )f X 的最

小点。 

证  由性质 3的条件可知，f(X1)=f(X2)和 f(X)≥f(X1)，设 1 21λ λ-= +( )X X X ， [ ]0,1λ ∈ 。

因为 ( )f X 为凸函数，有 

[ ]1 2( ) 1f X f λ λ-= +( )X X  

               ≤ 1 2 1( ) 1 ( ) ( )f f fλ λ-+( ) =X X X  

由上式和 ( )f X ≥ 1( )f X 可得 ( )f X = 1( )f X ，故结论正确，证毕。 

在实际应用中，如何判断一个函数是否为凸函数，一般来说，不是那么容易的事。在判

断时，我们可以直接利用凸函数的定义 1.7.3去判断，亦可以利用凸函数的性质和如下两条定

理去判断。 

定理 1.7.1  设 S为凸集， 1f →：S R 具有一阶连续可微，则 ( )f X 在 S上为凸函数的充

要条件是对于所有 , ∈X Y S，有 

( )f Y ≥ ( ) ( ) ( )Tf f -+X X Y X▽                  （1.7.5） 

证  必要性（由条件→结论） 

由于 ( )f X 为凸函数，设任意 , ∈X Y S和 [ ]0,1λ ∈ ，有 

[ ]1f λ λ-+( )Y X ≤ ( ) ( )f fλ λ-+(1 )Y X  

于是得 

[ ]( ) ( )f fλ
λ
- -+X Y X X

≤ ( ) ( )f Y f- X  

将 [ ]( )f λ -+X Y X 进行一阶 Taylor展开，并令 0λ→ ，得 
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( )f Y ≥ ( ) ( ) ( )Tf f -+X X Y X▽  

上式说明必要性成立。 

充分性（由结论→条件） 

设任意 , ∈X Y S，令 1λ λ-= +( )Z X Y ， [ ]0,1λ ∈ ，由于 S为凸集，有 ∈Z S 。 

由式（1.7.5），有 

( )f X ≥ ( ) ( ) ( )Tf f -+Z Z X Z▽  

( )f Y ≥ ( ) ( ) ( )Tf f -+Z Z Y Z▽  

由上面两式和 1λ λ-= +( )Z X Y ，可得 

( ) 1 ( )f fλ λ-+( )X Y ≥ [ ]1f λ λ-+( )X Y  
由上式和凸函数的定义 1.7.3得知， ( )f X 为凸函数，证毕。 

图 1.7.3 为凸函数的定义与定理 1.7.1不同的几何特征。按凸函数的定义是凸函数任意两

点之间的函数值在连接该两点函数值的直线的下方；而按凸函数定理 1.7.1是凸函数的函数值

在任意一点 ∈X S处的切平面的上方。 

 

图 1.7.3  凸函数的几何特征 

定理 1.7.2  设 S为凸集， 1f →：S R 具有二阶连续可微，则 ( )f X 在 S上为凸函数的充

要条件是，对于所有 ∈X S， ( )f X 的 Hessian矩阵 ( )H X 是半正定矩阵。 

证  充要性（由结论→条件） 

设任意 , ∈X Y S ，由于 S 为凸集，对于 [ ]0,1λ ∈ ，有 ( )λ ∈-+X Y X S ，将

[ ]( )f f -= +( )Y X Y X 在 X处 Taylor展开，得 

[ ]1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
T Tf f f λ- - - -= + + +Y X X Y X Y X H X Y X Y X▽   （1.7.6） 

由于 [ ]( )λ -+H X Y X 为正半定矩阵，上式左边第三项大于或等于零，故有 

( )f Y ≥ ( ) ( ) ( )Tf f -+X X Y X▽  
由定理 1.7.1知， ( )f X 在凸集 S上为凸函数。 

必要性（由条件→结论） 

用反证法来证明，设有 ∈X S的一个内点，假设 ( )H X 为负定矩阵或不定矩阵。一定有
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一点 ∈Y S，且 ≠Y X ，有 

( ) ( )( ) 0T- - ＜Y X H X Y X  

由于二阶偏导数的连续性，总可取到这样的 ∈Y S， ≠Y X ，对于任意 [ ]0,1λ ∈ ，有 

[ ]( ) ( ) ( ) 0T λ- - - ＜+Y X H X Y X Y X  

由上式和式（1.7.6）得 

( ) ( ) ( ) ( )Tf f f -＜ +Y X X Y X▽  
上式与 ( )f X 为凸函数相矛盾，故必要性成立，证毕。 

例 1.7.4  证明 2( ) 2f x x x-= 在 1R 上为凸函数。 

证  按凸函数的定义 1.7.3证明。设任意 1
1 2,x x R∈ ，对于 [ ]0,1λ ∈ ，有 1

1 21x x Rλ λ ∈-+( ) ，

有 
2

1 1 1( ) 2f x x x-=  

和                                 2
2 2 2( ) 2f x x x-=  

[ ] [ ] [ ]2

1 2 1 2 1 21 1 2 1f x x x x x xλ λ λ λ λ λ- - - -+( ) = +( ) +( )  
2 2 2 2

1 1 2 2 1 22 (1 ) (1 ) 2 2(1 )x x x x x xλ λ λ λ λ λ+ -- - - -= +  

            2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2( 2 ) (1 )( 2 ) (1 ) 2 (1 ) (1 )x x x x x x x xλ λ λ λ λ λ λ λ- - - - - - - -= + +  

( ) 2
1 2 1 2( ) 1 1f x f x x xλ λ λ λ- - - -= +( ) ( )( )  

对于不同的 x1、x2和 (0,1)λ ∈ ，有 2
1 2(1 )( ) 0x xλ λ- - ＞ ，由上式可得 

[ ]1 2 1 21 ( ) 1 ( )f x x f x f xλ λ λ λ- -＜+( ) +( )  

故 2( ) 2f x x x-= 为严格的凸函数，证毕。 

例 1.7.5  线性函数 ( ) Tf c= +X B X 既是凸函数又是凹函数。 

证  首先证明线性函数为凸函数，设 1 2, ∈X X S，令 1 21λ λ-= +( )X X X ， [ ]0,1λ ∈ ，有 

[ ]1 2( ) 1f f λ λ-= +( )X X X  

1 21T T cλ λ-= +( ) +B X B X  

1 2( ) ( )f f Xλ λ-= +(1 )X  

故 ( ) Tf c= +X B X 为凸函数。同理可证 ( )f- X 为凸函数，故 ( ) Tf c= +X B X 为凹函数，证毕。 

1.8  极小点与最优解的充要条件 

1.8.1  极小点的定义 

定义 1.8.1  对于任意给定的实数 0δ ＞ ，X0和
n∈X R ，我们称 

{ }0 0( , )  , 0 δ δ δ- ＜ ＞= ：N X X X X  

为 X0处的一个δ 邻域。 

定义 1.8.2  设 S为 Rn中一个非空的凸集， 1f →：S R 上的一个实值函数， * ∈X S，如

果存在一个 0δ ＞ ，使对于所有的 *( , )δ∈ ∩X N X S，都有 

( )*f X ≤ ( )f X                             （1.8.1） 

成立，则称 *X 为函数 ( )f X 的局部极小点。 
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当式（1.8.1）为严格的不等式时，则称 *X 为函数 ( )f X 的严格的局部极小点。 

定义 1.8.3  设 * ∈X S，若对于一切 ∈X S，均有式（1.8.1）成立，则称 *X 为函数 ( )f X

全局极小点。当对于一切 ∈X S，且 *≠X X ，式（1.8.1）为严格的不等式时，则称 *X 为函

数 ( )f X 严格的全局极小点。 

现在，叙述目标函数的等值面（线）的概念。对于给定函数 ( )f X 的值为常数 C，设空间

Rn中有无限多点 X的函数值与之相对应。一般情况下，函数值 ( )f C=X 与这些对应的 X在 

n+1维空间[ ], ( )fX X 中组成一个曲面或超曲面，这个曲面或超曲面称为目标函数的等值面。

如果 2∈X R ，函数值 ( )f C=X 与这些对应的 X在三维空间 [ ], ( )fX X 中组成一条曲线，这条

曲线称为目标函数的等值线。例如，二维函数
2 2

( , ) e x yz x y x - -
= 的曲面和等值线如图 1.8.1所示，

在函数等值线图中，标注为 0.2的曲线为函数 ( , ) 0.2z x y= 的等值线，也就是 0.2z= 的平面与函

数曲面的交线。 

 
（a）函数曲面图                              （b）函数等值线图 

图 1.8.1   函数曲面和函数等值线  

下面就一维和二维问题的极小点的定义进行几何解释。 

函数 ( ) sinf x x x= 在区间 [ ]0,4S π= 上的图形如图 1.8.2所示。 *
1 1.5639183x π= 是 ( )f X 的局

部极小点， *
2 3.528636x π= 是 ( )f X 的全局极小点。 

 

图 1.8.2  一维问题极小点的几何解释 
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二维问题如图 1.8.3 所示，图中所画的曲线为曲面

1 2( , )y f x x= 的等值线，标以 10 的曲线表示平面 y=10

与曲面 1 2( , )y f x x= 的截口。显然，图中-20所对应的点

为 1 2( , )f x x 的全局极小点，而 0 和 10 所对应的点为

1 2( , )f x x 的局部极小点。 

1.8.2  最优解的充要条件 

函数 ( )f X 的局部极小点的必要与充分条件，以及

在什么条件下，局部极小点是全局极小点，这是我们最关心的问题。下面，我们分别叙述无

约束问题和约束问题最优解的充要条件。 

1.无约束问题最优解的充要条件 

定理 1.8.1（必要条件）  设 1  nf →：R R 在 X*处二次可微，如果 X*是局部极小点，则 

( ) 0*f =X▽ 和 ( )*H X 为正半定矩阵。 

证  设 P 是任意单位向量，即 1=P 。因为 *X 是局部极小点，所以存在一个 0δ＞ ，使

( , )* *Nλ ∈+X P X δ 时，总有 

f(X*+λP)≥f(X*)                           （1.8.2） 

引入辅助函数 

( ) ( )*fφ λ λ= +X P  

由上式和式（1.8.2）得 

φ( λ)≥φ(0) 

所以，λ=0是φ(λ)的局部极小点，有 

(0) 0φ ′ =  

由复合函数求导，得 

(0) ( ) 0* Tfφ ′ = =X P▽  

由于 P的任意性，有 

( ) 0*f =X▽  

把 ( )*f λ+X P 在 X*处进行 Taylor展开 

32 31
( ) ( ) ( ) ( , )

2
* * T * *f fλ λ λ α λ+ = + +X P X P H X P P X  

由上式得 

3

2

( ) ( ) 1
( ) ( , )

2

* *
T * *f X fλ λ α λ

λ
-+

= +
P X

P H X P P X ≥0 

令λ→0，得 

( )T *P H X P≥0 

由上式知， ( )*H X 为正半定矩阵，证毕。 

 

图 1.8.3  二维问题极小点的几何解释 
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定理 1.8.2（充分条件）  设 1  nf →：R R 具有连续二次可微，若 ( ) 0*f =X▽ 和 ( )*H X 为

正定矩阵，则 *X 为 ( )f X 的严格的局部极小点。 

证  设 *( , )δN X 为 X*处的一个 0δ ＞ 邻域，对于任意 ( , )*X δ∈X N ，总可表示为 
* λ= +X X Y  

其中，Y为任意的单位向量，即 1=Y ；λ为实数，且 λ δ＜ 。 

对这样取定的 Y，定义如下函数： 

( ) ( )*fφ λ λ= +X Y  

由定理的条件可知 ( )φ λ 为二次连续可微函数，且满足 (0) 0φ ′ = 和 (0) ( ) 0T *φ ′′ ＞=Y H X Y ，

于是由 Taylor展开可得 

21
( ) (0) (0) ( )

2
φ λ φ φ λ φ θλ λ′ ′′= + +  

21
(0) ( )

2
φ φ θλ λ′′= +                        （1.8.3） 

其中， (0,1)θ ∈ 。 

由连续性和 (0) 0φ ′′ ＞ 可知，存在 0ε＞ ，对于一切 (0,1)θ ∈ 和满足 λ ε＜ 的一切λ，有 

( ) 0φ θλ′′ ＞                                （1.8.4） 

由式（1.8.3）和式（1.8.4）可知， 0λ= 是 ( )φ λ 的严格的局部极小点。由于 Y的任意性，

由此得到 *X 为 ( )f X 的严格的局部极小点。故结论正确，证毕。 

定理 1.8.3  设 1  f →：S R 上连续可微的凸函数， n是S R 中非空的凸集， *X 为 S 的一个

内点，且满足 ( ) 0*f =X▽ ，则 *X 为 ( )f X 在 S上的全局极小点。 

证  由于 ( )f X 为凸函数，由定理 1.7.1可知，对于任意 ∈Y S ， *≠Y X ，有 

( )f Y ≥ * * *( ) ( ) ( ) ( )Tf f f-+ =X X Y X X▽  

由上式知， *X 为 ( )f X 在 S上的全局极小点。 

定理 1.8.4  设 S 为凸集， 1  f →：S R 上的凸函数，则函数 ( )f X 的任一局部极小点必为

全局极小点。 

证  用反证法来证明，设 * ∈X S为 ( )f X 的局部极小点，若它不是全局极小点，则必存

在 ** ∈X S，使 ( ) ( )** *f f＜X X 。由于 S为凸集，有 1* **λ λ ∈-= +( )X X X S， [ ]0,1λ ∈ ，由

于 ( )f X 为凸函数，故有 
* **( ) 1f f λ λ「 ㊣| |㊣ 」-= +( )X X X  

               ≤ * ** *( ) 1 ( ) ( )f f fλ λ- ＜+( )X X X  

当 1λ→ 时，上式与 *X 是 ( )f X 的局部极小点相矛盾，故 *X 是 ( )f X 的全局极小点，证毕。 

2.约束问题局部极小点的充要条件 

定理 1.8.5（Kuhn-Tucker）必要条件  考虑如下最优化问题： 

min ( ) f X  

满足于                      ( )ig X ≤0         ( 1,2, , )i   m…=  

( ) 0jh =X          ( 1,2, , )j l…=  

设 *X 是一个可行点， { } ( ) 0*
ii g= ： =I X ，假设 f和 ig ( i∈ I )在 *X 处可微， ig ( i∉ I )在

*X 处连续， jh ( 1, 2, ,j   l…= )在 *X 处连续可微，进一步假设 ig▽ ( i∈ I )和 jh▽ ( 1,2 , )j , l…= ，
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线性无关。如果 *X 是问题的局部最优解，则存在一组 iλ ， i∈ I和 m jλ + ( 1,2, ,j l…= )，使 

* * *

1

( ) ( ) ( ) 0
l

i i m j j
i I j

f g hλ λ
∈
∑ ∑ +

=

+ + =X X X▽ ▽ ▽                 （1.8.5） 

λi≥0， i∈ I  

成立。如果 ig , i∉ I 亦在 *X 处可微，上式的等价形式为 

 
1 1

( ) ( ) ( ) 0
m l

* * *
i i m j j

i j

f g hλ λ∑ ∑ +
= =

+ + =X X X▽ ▽ ▽                （1.8.6） 

*( ) 0i igλ =X  

λi≥0 ( i∈ I ) 

定理的证明参看文献[3]P146，下面，我们仅对定理作一些几何解释。 

如果 P为函数 ( )f X 在 X处函数局部下降的方向，则有 

( ) 0Tf ＜X P▽                           （1.8.7） 

在满足 Kuhn-Tucker条件的点 *X 处，没有一个方向 P既使函数值局部有所下降，又不破

坏约束条件。 

由式（1.8.5）得 

1

( ) ( ) ( )
l

* T * T * T
i i m j j

i I j

f g hλ λ
∈

- -∑ ∑ +
=

=X P X P X P▽ ▽ ▽           （1.8.8） 

（1）选择 P使函数值局部下降 

由式（1.8.7）和式（1.8.8）得 

1

( ) ( ) 0
l

* T * T
i i m j j

i I j

g hλ λ
∈

＞∑ ∑ +
=

+X P X P▽ ▽               （1.8.9） 

① P保证等式约束不破坏，要求： 

*( ) 0 1,2, , )T
jh j l…=   ( =X P▽  

于是，由式（1.8.9）有 

 ( ) 0* T
i i

i I

gλ
∈

＞∑ X P▽  

上式说明了至少有一个 k ,使得 

( ) 0* T
kg ＞X P▽  

上式说明 ( )*
kg X ≤0的约束条件被破坏。 

② 同理可得，保证不等式约束不受破坏，等式约束会破坏。  

（2）选择 P，保证不破坏约束条件 

若 P不破坏约束条件，要求： 
*( ) 0 1,2, )Th j l=   ( = ,…j X P▽  

*( )T
ig X P▽ ≤ 0 )i∈  ( I  
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由上面两式和式（1.8.8）得 

*( )Tf X P▽ ≥0 

上式说明 P方向不会使函数局部下降。 

定理 1.8.5的几何解释是函数的负梯度方向落在起作用的约束的梯度所组成的锥中，二维

的情况如图 1.8.4所示。 

 

图 1.8.4  Kuhn-Tucker条件几何解释 

满足 Kuhn-Tucker必要条件的点称为 Kuhn-Tucker点。 

例 1.8.1  考虑如下问题： 
2 2

1 2min  ( 3) ( 2)x x- -+  

满足于                           2 2
1 2 5x x -+ ≤0 

-x1≤0 

-x2≤0 

1 22 4 0x x -+ =  

试验证 * (2,1)T=X 是 Kuhn-Tucker点。 

解                         *{ ( ) 0 } {1}iI i g= ： = =X  

1*

2

2( 3) 2
( )

2( 2) 2

x
f

x

㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || || || || | || || ㊣ ㊣㊣ ㊣

- -
- -= =X▽  

*
1( ) (4,2)Tg =X▽  

*
1( ) (1,2)Th =X▽  

显然， * *
1 1( ) ( )g h和X X▽ ▽ 是线性无关的。 

* * *
1 1 4 1( ) ( ) ( ) 0f g hλ λ+ + =X X X▽ ▽ ▽  

1 4

2 4 1 0

2 2 2 0
λ λ

㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | | || | | || | | || | | || | | || | | || | | || | | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣

-
- + + =  

解上式可得 1 4

1 2
0

3 3
λ λ＞= , = 。 
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所以，当 1 4

1 2

3 3
λ λ= , = 时， *X 满足 Kuhn-Tucker 必要条件式（1.8.5），故 * (2,1)T=X 是

Kuhn-Tucker点。 

定理 1.8.6  （Kuhn-Tucker充要条件） 

设 1nf →：R R ； 1 ( 1,2, , )n
ig    i m  → …： =R R ； 1 ( 1,2, , )n

jh   j l→ …： =R R 的可微函数，考

虑如下最优化问题： 

min  ( )f X  

满足于                        ( )ig X ≤ 0 ( 1,2, , )         i m…=  

( ) 0         ( 1,2, , )jh   j l…= =X  

设 *X 是一个可行点， *{ ( ) 0 }ii g= ： =I X ，进一步假设 f， ( )ig X 为凸函数， ( )jh X 为凹

函数，如果 *X 是 Kuhn-Tucker点，即存在一组λi≥0， i∈ I和 m jλ +  ( 1,2, , )j l…= ，使 

1

( ) ( ) ( ) 0
l

* * *
i i m j j

i I j

f g hλ λ
∈
∑ ∑ +

=

+ + =X X X▽ ▽ ▽  

成立，则 *X 是最优化问题的全局极小点。 

定理的证明请参看文献[3]P147。 

1.9  下降迭代法及其收敛性 

求解无约束问题 

min ( )                ( )nf X ∈X R                         （1.9.1） 

根据定理 1.8.1，可先求方程组 

( ) 0f =X▽                               （1.9.2） 

的解，即先求函数 ( )f X 的驻点，然后，再利用最优解的充分条件进行判断。对一般函数 ( )f X

来说，求解式（1.9.2）和判断驻点是否为函数的最优点往往非常困难，有时甚至无法实现。

此外，很多实际问题求不出或难以求得目标函数的梯度。为了避免直接求解的困难，我们采

用下降迭代法求解问题（1.9.1）。 

1.9.1  下降迭代法 

首先，给出目标函数 ( )f X 极小点 *X 的一个初始估计点 X0，然后，通过某一种算法产生

一个序列{ }kX ，期望序列{ }kX 的极限收敛于目标函数 ( )f X 极小点 *X ，即 

lim *
k

k→∞
=X X                            （1.9.3） 

或其等价形式 

*lim( ) 0k
k→∞

- =X X                       （1.9.4） 

如果某种算法产生的序列{ }kX ，总有 1( ) ( )k kf f＜+X X ，我们称此算法为下降迭代法。 
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假定我们已经求得第 k次迭代点 Xk，下一次迭代将是如下两种情况之一： 

（1）从 Xk出发沿任意方向移动，目标函数不再下降。根据定义，Xk是局部极小点，迭代

终止。例如，用共轭梯度法求解二次函数，经过 n次一维搜索能求得最优解 *X 就属于这种情

况。当然，对于一般函数这种情况很少发生。 

（2）从 Pk出发至少存在一个方向使目标函数的值有所下降。从中选择一个下降方向 Pk，

再沿着 Pk方向适当迈进一步，即在直线 

k kλ= +X X P                            （1.9.5） 

上，适当地确定一个新点 

1k k k kλ+= +X X P                         （1.9.6） 

使得 1( ) ( )k kf f＜+X X 。 

我们称 Pk为函数在 Xk处的下降方向（也称为搜索方向），λk称为步长因子。如何确定搜

索方向 Pk和步长因子λk，这正是最优化方法应解决的两个问题。 

一旦 Pk已经确定，如果要求λk使 

( ) min ( )k k k k kf fλ λ+ = +X P X P                 （1.9.7） 

成立，即通过 Xk点沿 Pk方向，求目标函数的极小点来求得λk。按式（1.9.7）求解λk是第 2章

一维搜索（或直线搜索）要解决的问题。 

定理 1.9.1  若目标函数 f (X)具有连续的偏导数，如果 1k k k kλ+= +X X P 是函数 ( )k kf λ+X P 的

极小点，则 

1( ) 0T
k kf + =X P▽                           （1.9.8） 

成立。 

证  设 ( ) ( )k kfφ λ λ= +X P ，得 

1( ) ( ) ( ) 0T T
k k k k k k kf fφ λ λ′

+= + = =X P P X P▽ ▽  

证毕。 

现将下降迭代法归纳如下： 

（1）选定初始点 X0，置 0k= ，一般应尽可能使 X0靠近函数 ( )f X 的极小点（最优点） *X 。 

（2）设已经求得 Xk，且 Xk不是最优点，则按某种算法的规则确定一个下降方向 Pk，即

沿 Pk方向目标函数 ( )f X 的值有所下降。 

（3）按某种算法的规则确定λk，使 

( ) ( )k k k kf fλ ＜+X P X  

成立。 

（4）计算 1k k k kλ+= +X X P 。 

（5）验证 1k+X 是否满足收敛准则，如果满足收敛准则，置 *
1k+=X X ，并打印出最优解；

否则置 1k k= + ，转到步骤（2）。 
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1.9.2  收敛速度与收敛准则 

作为一个算法，迭代序列{ }kX 能够收敛于问题的解 *X 当然是必要的，但是，刚能收敛

还不够，还必须以较快的速度收敛于问题的解。收敛的快慢用收敛的阶来度量。 

定义 1.9.1  对收敛于解 *X 的序列{ }kX ，若存在一个与 k无关的数 [ ]0,1β ∈ ，当 k大于

某一个 k0，总有 
*

1k -+X X ≤ *
kβ -X X                    （1.9.9） 

成立，则称序列{ }kX 为一阶收敛（或线性收敛）。  

定义 1.9.2  对收敛于解 *X 的序列{ }kX ，若存在一个与 k无关的数 0β＞ ，当 k大于某

一个 k0，总有 
*

1k -+X X ≤ *
k

α
β -X X                  （1.9.10） 

成立，则称序列{ }kX 为α 阶收敛。 

当 2α= 时，称为二阶收敛；当 0 2α＜ ＜ ，称为超线性收敛。 

我们经常用到的收敛准则有： 

（1）两个相邻的迭代点的范数小于预先给定的值ε，即 

1k k ε- ＜+X X                       （1.9.11） 

或其相对误差小于预先给定的值ε，即 

1k k

k

ε
-

＜+X X

X
                    （1.9.12） 

（2）两个相邻迭代点的函数值的误差绝对值小于预先给定的值ε，即 

1( ) ( )k kf f ε- ＜+X X                  （1.9.13） 

或其相对误差的绝对值小于预先给定的值ε，即 

1( ) ( )

( )
k k

k

f f

f
ε

- ＜+X X

X
                 （1.9.14） 

（3）Xk点处函数的梯度的范数小于预先给定的值ε，即 

( )kf ε＜X▽                       （1.9.15） 

如果算法利用了目标函数的梯度，一般用收敛准则（3）；否则，用收敛准则（1）或收敛

准则（2）作为算法的终止准则。 
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本章讨论的问题是仅含一个自变量的函数的极小点的求解问题，即求 

min ( )f x                                （2.0.1） 

其中， 1 1∶f →R R ， 1x∈ R 。求解问题（2.0.1）的迭代方法称为一维搜索或直线搜索。一维

搜索不仅对于解决一维最优化问题具有实际意义，而且，在后面叙述的多维最优化问题的许

多算法中，要求有一种有效的一维搜索方法。 

求解一维问题的最优解的方法很多，本章讨论在多维最优化问题中经常用到的几种一维

搜索方法。 

1.平分法
    

㊣||㊣||㊣
 利用函数 f (x)的一阶导数平分法

仅利用函数 f (x)本身的平分法 
 

2.黄金分割法或 0.618法 

3.抛物线插值法 

大部分一维搜索方法的求解过程可分为如下两个阶段： 

（1）确定极小点 *x 所在的初始区间； 

（2）逐步缩小极小点 *x 所在的初始区间，直到满足精度为止。 

2.1  搜索区间的确定 

2.1.1  单谷函数与搜索区间 

在本章的讨论中，假设函数为单谷函数。下面，叙述单谷函数的定义。 

定义 2.1.1  设 *x 为函数 ( )f x 在区间 [ ],a b 内的全局极小点，如果在区间 [ ],a b 任取两个点

x1和 x2，且 x1＜x2，都有 

1 2 2( ) ( )             f x f x x＞ ≤ *x                           （2.1.1） 
*

1 2 1( ) ( )             f x f x x x＜ ＞                           （2.1.2） 

则称函数 ( )f x 为区间 [ ],a b 内的单谷函数。  

单谷函数的例子如图 2.1.1所示。 
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图 2.1.1  单谷函数 

定义 2.1.2  [ ] 1  ,f a b →： R ， *x 为函数 ( )f x 在 [ ],a b 上的全局极小点。如果存在一个 x1和

x2，且 a≤x1，x2≤b，使得 
*

1 2x x x＜ ＜                          （2.1.3） 

则称闭区间 [ ]1 2,x x 为函数 ( )f x 的极小点的一个搜索区间。 

单谷函数有一个很有用的性质。利用这个性质，可求得极小点的一个范围小的新的搜索

区间，从而可以无限地缩小搜索区间，直到求得函数 ( )f x 的极小点。 

单谷函数的性质  设 [ ],a b 为单谷函数 ( )f x 的极小点的一个搜索区间，在 [ ],a b 内任取 x1

和 x2，且 x1＜x1。若 1 2( ) ( )f x f x＜ ，则 [ ]2,a x 为 ( )f x 的极小点的一个搜索区间；若 f(x1)＞f(x2)，

则 [ ]1,x b 为 ( )f x 的极小点的一个搜索区间；若 1 2( ) ( )f x f x= ，则 [ ]2,a x 、[ ]1,x b 和 [ ]1 2,x x 皆为 ( )f x

的极小点的一个搜索区间。 

证  用反证法来证明，分三种情况来证明。 

（1）若 1 2( ) ( )f x f x＜ ，假设 [ ]2,a x 不是 ( )f x 的极小点的一个搜索区间，那么， ( )f x 的极

小点必在 [ ]2 ,x b 中。有 x2≤
*x ，根据单谷函数的定义，有 1 2( ) ( )f x f x＞ ，这与 1 2( ) ( )f x f x＜ 的

条件相矛盾，故 [ ]2,a x 为 ( )f x 的极小点的一个搜索区间。 

（2）同理可证，若 1 2( ) ( )f x f x＞ ，则 [ ]1,x b 为 ( )f x 的极小点的一个搜索区间。 

（3）若 1 2( ) ( )f x f x= ，假设 [ ]1 2,x x 不是 ( )f x 的极小点的一个搜索区间，那么 ( )f x 的极小

点 *x 在区间 [ ]1,a x 或 [ ]2 ,x b 中，不妨假设 [ ]*
1,x a x∈ ，根据单谷函数的定义，有 1 2( ) ( )f x f x＜ ，

这与 1 2( ) ( )f x f x= 相矛盾，故 [ ]1 2,x x 是 ( )f x 的极小点的一个搜索区间。当然，[ ]2,a x 和 [ ]1,x b 亦

是 ( )f x 的极小点的一个搜索区间，证毕。 

对于单谷函数 ( )f x 来说，如果 1 2 3x x x＜ ＜ (或 3 2 1)x x x＜ ＜ 使 

1( )f x ≥ 2( )f x ≤ 3( )f x                          （2.1.4） 

成立。根据单谷函数的性质可知，区间 [ ]1 3,x x (或区间 [ ]3 1,x x )是单谷函数 ( )f x 的极小点的一个

搜索区间。 

2.1.2  确定搜索区间的进退法 

确定搜索区间 [ ],a b 有两种方法，一种是仅利用函数本身的进退法，另一种是利用函数的

导数的进退法。 

首先，介绍仅利用函数本身来确定函数极小点的一个搜索区间[ ],a b 的进退法，其主要步骤为： 

（1）给定初始点 x0和步长 h， 0h＞ 。 
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（2）计算 0( )f x 和 0( )f x h+ 。 

（3）比较 0( )f x 和 0( )f x h+ ，有如下三种情况： 

① 若 0 0( ) ( )f x f x h= + ，则 [ ]0 0,x x h+ 为搜索区间； 

② 若 0 0( ) ( )f x f x h＞ + ，说明 *x 在 0x 的右边，转到步骤（4）； 

③ 若 0 0( ) ( )f x f x h＜ + ，说明 *x 在 0x h+ 的左边，置 0 0x x h= + ，h h-= ，转到步骤（4）。 

（4）计算 0 2 1   kf x h「 ㊣| |㊣ 」-+( )   ( 1,2,k …= )，直到某一个 m，使得 
1

0 2 1mf x h-「 ㊣| |㊣ 」-+( ) ≥ 0 2 1mf x h「 ㊣| |㊣ 」-+( ) ≤ 1
0 2 1mf x h「 ㊣| |㊣ 」-++( )  

成立。令 1
1 0 2 1  mx x h- -= +( ) ， 1

2 0 2 1  mx x h-+= +( ) 。 

（5）令 { }1 2min ,a x x= ， { }1 2max ,b x x= ，则区间 [ ],a b 为单谷函数 ( )f x 的极小点的一个搜

索区间。 

利用函数本身来确定函数的极小点的一个搜索区间[ ],a b 的进退法程序框图如图 2.1.2所示。 

 

图 2.1.2  利用函数本身的进退法程序框图 

例 2.1.1  求函数 2( ) (100 )f x x-= 的极小点 *x (显然 * 100x= )的一个搜索区间，取初始点 

0 30x= ， 5h= 。 

解  计算并比较 0( )f x 和 0( )f x h+ ： 

0( ) (30) 4900f x f= =  

0( ) (35) 4225f x h f+ = =  
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由于 0 0( ) ( )f x f x h＞ + ，按算法做第 4步。当 4m= ，有 
1

0 2 1 (65) 1225mf x h f-「 ㊣| |㊣ 」-+( ) = =  

0 2 1 (105) 25mf x h f「 ㊣| |㊣ 」-+( ) = =  
1

0 2 1 (185) 7225mf x h f「 ㊣| |㊣ 」-++( ) = =  

比较得 

(65)f ≥ (105)f ≤ (185)f  

所以，区间 [ ]65,185 是函数 2( ) 100f x x-=( ) 的极小点 *x 的一个搜索区间。 

步长 h 的选定直接影响算法的收敛速度。如果选得过小，需要迭代许多次才能找到搜索

区间；如果选取太大，虽然一步就可能得到极小点的一个搜索区间，但给下一步搜索极小点

的过程增加了负担。文献[4]提出了如下的估算式： 

[ ]0

0

2 ( )

( )
ef f x

h
f x′
-

=                                （2.1.5） 

其中，fe是 f(x*)的估算值。如果 f(x)代表实际问题的误差函数，可取 fe=0。 

在求解多维最优化问题时，如果采用下降迭代法，而且，每次迭代是使用一维搜索方法

来确定下一个迭代点，每次迭代都需要估计初始搜索步长 h。 

下面，我们讨论在求解多维最优化问题中初始搜索步长 h的确定。 

现在，考虑从 Xk到 Xk+1的迭代情况。设已经求得了迭代点 Xk，并按某种算法确定了搜

索方向 Pk，下一个迭代点 Xk+1由如下一维搜索确定： 

( ) ( )mink k k k kf fλ λ+ = +X P X P  

1k k k kλ+= +X X P  

设 ( ) ( )k kfφ λ λ= +X P ，比较并代入式（2.1.5）可得 

( )
( )

2 e k

T

k k

f f
h

f

「 ㊣㊣ 」-
=

X

X P▽
                       （2.1.6） 

其中，fe是
*( )f X 的估算值。 

亦可采用下式来估计搜索步长 h： 

1k kh --= X X                         （2.1.7） 

当 k=0时，可用式（2.1.6）来确定搜索步长 h，亦可以预先给定搜索步长 h。 

确定单谷函数 f(x)的极小点的一个搜索区间的另一种方法是利用函数的导数来确定。下

面，我们来讨论利用函数的导数确定函数极小点的一个搜索区间的进退法。 

对于具有一阶连续导数的单谷函数来说，有 f(x*)=0。当 x＜x*时，有 f′(x)＜0；当 x＞x*

时，有 ( ) 0f x′ ＞ 。因此，[a,b]为单谷函数的一个搜索区间必有 ( ) 0f a′ ＜ 和 ( ) 0f b′ ＞ 。 

利用函数的导数来确定函数极小点的一个搜索区间[a,b]的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 x0和步长 h，h＞0。 

（2）计算 0( )f x′ 。 

（3）比较 0( )f x′ =0，则 x0为极小点。 

（4）若 0( ) 0f x′ ＜ ，计算 0 2 1  kf x h「 ㊣′ | |㊣ 」-+( )  （ 1,2,k …= ），直到某一个 m，使得 

0 2 1  0mf x h「 ㊣′ | |㊣ 」- ＞+( )  
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成立。 1
0 2 1  ma x h- -= +( ) ， 0 2 1  mb x h-= +( ) 。 

（5）若 0( ) 0f x′ ＞ ，计算 0 2 1  kf x h「 ㊣′ | |㊣ 」- -( )  （ 1,2,k …= ），直到某一个 m，使得 

0 2 1  0mf x h「 ㊣′ | |㊣ 」- - ＜( )  

成立。 0 (2 1) ma x h- -= ， 1
0 (2 1) mb x h-- -= 。 

则区间[ , ]a b 为单谷函数 f(x)的极小点的一个搜索区间。 

例 2.1.2  利用函数本身的进退法求函数 2( )f x x-=(100 ) 的极小点的一个搜索区间，取

初始点 0 30x= ， 5h= 。 

解                            ( ) 2( 100)f x x′ -=  

(30) 140f ′ -=  

由于 0( ) 0f x′ ＜ ，按算法做第 4步。当 m=4，有 

0 2 1 (105) 10 0mf x h f「 ㊣′ ′| |㊣ 」- ＞+( ) = =  

所以，a=x0+(2m-1-1)h=65，b=x0+(2m-1)h=105，故区间[65,105]是函数 f(x)=(100-x)2

的极小点 x*的一个搜索区间。 

利用函数的导数确定函数的极小点的一个搜索区间[a,b]的进退法程序框图如图 2.1.3所示。 

 

图 2.1.3  利用函数导数的进退法程序框图 
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上述两种确定单谷函数极小点的一个搜索区间的算法可供选用。如果容易求得函数的导

数，选用利用函数导数的进退法要好一些。但是，如果函数的导数难以求得，或函数的导数

不连续时，这时，只能选用利用函数本身的进退法。 

 

2.2  平分法 

平分法分为利用函数导数的平分法和仅利用函数本身的平分法两种方法，现分别叙述

如下。 

2.2.1  利用函数导数的平分法   

设 ( )f x 的极小点的一个搜索区间[a,b]已经由上节讨论的进退法确定。由上节的讨论可知，

( ) 0f a′ ＜ 和 ( ) 0f b′ ＞ 。计算搜索区间的中点
2

a bx += 和

( )f x′ ，如图 2.2.1 所示。如果 ( ) 0f x′ ＜ ，则[x,b]为新的搜索

区间；如果 ( ) 0f x′ ＞ ，则[a,x]为新的搜索区间； ( ) 0f x′ = ，则

x为函数的极小点。再计算新搜索区间的中点，利用函数的导

数确定下一个新搜索区间。反复计算搜索区间中点的导数和

确定新的搜索区间，直到搜索区间的长度小于预先给定的精

度值为止。 

利用函数导数的平分法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 x0、步长 h和收敛精度ε。 

（2）用进退法确定函数 ( )f x 的极小点的一个搜索区间[ , ]a b 。 

（3）计算
2

a bx += 和 ( )f x′ 。 

（4）若 ( ) 0f x′ ＜ ，置 a x= ，转到步骤（5）；若 ( ) 0f x′ = ，置 *x x= ，转到步骤（6）；若

( ) 0f x′ ＞ ，置b x= ，转到步骤（5）。 

（5）若 | |b a ε- ＜ ，置 *

2
a bx += ，转到步骤（6）；否则，转到步骤（3）。 

（6）打印 x*和 *( )f x ，停止程序执行。 

利用函数导数的平分法程序框图如图 2.2.2所示。 

 

图 2.2.1  利用函数导数的平分法 
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图 2.2.2  利用函数导数的平分法程序框图 

例 2.2.1  求函数 2( ) 100f x x-=( ) 的极小点，取初始点 x0=30，h=5。 

初始搜索区间[a,b]在例 2.1.2中已经求得，利用函数导数的平分法求解minf (x)=min(100-x)2

的极小点有关数据如表 2.2.1所示。 
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表 2.2.1  利用函数导数的平分法计算的有关数据 

迭代次数 a b 
2

a b+  ( )f x′  

1 65 105 85 -30 

2 85 105 95 -10 

3 95 105 100 0 

最优解 * 100x= ， *( ) 0f x =  

 

2.2.2  仅利用函数本身的平分法 

设 ( )f x 的极小点的一个搜索区间 [ ],a b 已经由上节的进退法确定。将搜索区间 [ ],a b 分为四

等分，如图 2.2.3所示，设等分点分别为 x1、xm和 x2，且 1 2mx x x＜ ＜ ，对应的函数值分别为

f1、fm和 f2。然后，比较等分点函数值的大小，根据单谷函数的性质确定下一次迭代新的搜索

区间。再用相同的方法进行等分、比较确定再下一次迭代新的搜索区间。如此反复地迭代，

直到搜索区间的长度 | |b a ε- ＜ 为止，ε为迭代收敛精度。 

 

图 2.2.3  利用函数本身的平分法 

仅利用函数本身的平分法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 x0、步长 h和收敛精度ε。 

（2）用进退法确定函数 ( )f x 的极小点的一个搜索区间 [ ], ba 。 

（3）计算
2m

a b
x

+
= 、 ( )mf x 和 L b a-= 。 

（4）计算 1 4
Lx a= + 、 2 4

Lx b-= 、 1( )f x 和 2( )f x 。 

（5）比较 1( )f x 和 ( )mf x ，若 1( ) ( )mf x f x＜ ，置 mb x= ， 1mx x= ，转到步骤（7）；若 1( )f x ≥

( )mf x ，转到步骤（6）。 

（6）比较 2( )f x 和 ( )mf x ，若 2( ) ( )mf x f x＜ ，置 ma x= ， 2mx x= ；若 2( )f x ≥ ( )mf x ，置 1a x= ，

2b x= ，xm仍是新搜索区间的中点。 

（7）计算 L b a-= 。 

（8）若 L ε＜ ，则置 *

2
a bx += ，转到步骤（9）；否则，转到步骤（4）。 

（9）打印 x*和 *( )f x ，停止程序执行。 

利用函数本身的平分法程序框图如图 2.2.4所示。 
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图 2.2.4   利用函数本身的平分法程序框图 
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例 2.2.2  求函数 2( ) 100f x x-=( ) 的极小点，取初始点 0 30x= ， 5h= 。 

初始搜索区间 [ ], ba 在例 2.1.1 中已经求得，利用函数本身的平分法计算的数据如表 2.2.2

所示。 

表 2.2.2  利用函数本身的平分法计算的有关数据 

迭代次数 a b x1 xm x2 

0 65 185 95 125 155 

1 65 125 80 95 110 

2 80 110 87.5 95 102.5 

3 95 110 98.75 102.5 106.25 

4 95 102.5 96.875 98.75 100.625 

5 98.75 102.5 99.6875 100.625 101.5625 

6 98.75 100.625 99.21875 99.6875 100.1563 

… … … … … … 

20 99.99992 100 99.99996 99.99999 100 

21 99.99999 100 100 100 100 

最优解 * 100x= ， * 0f x( )=  

 
上述两种方法经过一次迭代，搜索区间正好缩小了一半，故称它们为平分法。方法一用

到了函数的导数，对于容易求得导数的函数，方法一的计算量比方法二的计算量少。方法二

的优点是不涉及函数的导数，但从计算量来衡量，它不如下面叙述的黄金分割法，因此，一

般很少用方法二。 

2.3  黄金分割法 

从上节中，我们知道在函数 ( )f x 的极小点 *x 的一个搜索区间内插入三个点，比较它们的

函数值的大小就能缩小搜索区间。由单谷函数的性质可知，在搜索区间内插入两个点，亦可

将搜索区间缩小。现在，有这样一个问题，在计算函数值次数相同的条件下，如何使搜索区

间缩小最快。换句话说，用最小的计算函数值的次数，将搜索区间缩小到满足收敛精度要求。 

从理论上可以证明黄金分割法是在计算函数值次数相同的条件下，搜索区间缩小最快的

方法。理论上的证明请参看有关资料，下面，我们仅做直观分析。 

首先，在搜索区间内对称地放置两个插入点 x1 和 x2（满足 1 2a x  x b＜ ＜ ＜ ），使

1 2x a b x- -= ，这样，无论删掉哪一段，保留的搜索区间的长度是相同的，如图 2.3.1所示。 

令 2 0
x a

b a
α

- ＞-= ，可以推出插入点 x1和 x2的公式为 

1

2

( )

( )

x b b a

x a b a

α
α

㊣||㊣||㊣

- -
-

=

= +
                            （2.3.1） 

通过插入点的函数值比较，得到新的搜索区间，我们不妨假设新的搜索区间为 [ ]2,a x 。 
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图 2.3.1  黄金分割法 

其次，为了减少计算函数值的次数，我们希望新的搜索区间内的 x1点能作为第二次迭代

按式（2.3.1）计算的新的搜索区间的 2x 点。为了与第一次迭代区分开来，用 ,a b「 ㊣| |㊣ 」表示第二次
迭代的搜索区间，用 1 2 x x和 表示第二次迭代搜索区间内的两个插入点。根据假设，新的搜索

区间为 [ ]2,a x ，有 

a a= ， 2b x=  
2

2 2( ) ( )x a b a a x a a b aα α- - -= + = +( )= +  

要求 2 1x x= ，所以有 
2 ( ) ( )a b a b b aα α- - -+ =  

由于 0b a- ＞ ，由上式可得 
2 1 0α α-+ =  

解上式得 

1 5
0.61803399

2
α
- +

= =  

在古代，人们认为按上式α的比率分割线段是最协调的，胜似黄金，故将按此比率插值进
行的一维搜索方法称为黄金分割法。由于 0.618α ≈ ，故又称此算法为 0.618法。 

黄金分割法的主要步骤： 

（1）给定初始点 x0、步长 h和收敛精度ε 。 

（2）用进退法确定函数 ( )f x 的极小点的一个搜索区间 [ ],a b 。 

（3）计算 1

2

( )

( )

x b b a

x a b a

α
α

㊣||㊣||㊣

- -
-

=

= +
，其中

1 5

2
α
- +

= 。 

（4）比较 1( )f x 和 2( )f x 。 

（5）若 1( )f x ≤ 2( )f x ，置 2b x= ， 2 1x x= ，求新搜索区间的插入点 1 ( )x b b aα- -= ，转到

步骤（6）；若 1( )f x ＞ 2( )f x ，置 1a x= ， 1 2x x= ，求新搜索区间的插入点 2 ( )x a b aα -= + 。 

（6）若b a ε- ＜ ，置 *

2

a b
x

+
= ，转到步骤（7）；否则，转到步骤（4）。 

（7）打印 *x 和 *( )f x ，停止程序执行。  

黄金分割法程序框图如图 2.3.2所示。 
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图 2.3.2  黄金分割法程序框图 

例 2.3.1  求函数 2( ) 100f x x-=( ) 的极小点，取初始点 0 30x= ， 5h= 。 

初始搜索区间[ ],a b 在例 2.1.1中已经求得，利用黄金分割法计算的数据如表 2.3.1所示。 

表 2.3.1  利用黄金分割法计算的有关数据 

迭代次数 a b x1 x2 

0 65 185 110.8359 139.1641 

1 65 139.1641 93.32816 110.8359 

2 65 110.8359 82.50777 93.32816 

3 82.50777 110.8359 93.32816 100.0155 

4 93.32816 110.8359 100.0155 104.1486 

5 93.32816 104.1486 97.46118 100.0155 

6 97.46118 104.1486 100.0155 101.5942 

… … … … … 

30 99.99998 100 100 100 

最优解 * 100x= ， *( ) 0f x =  
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黄金分割法的优点是仅利用函数本身，不涉及函数的导数；只要函数 ( )f x 是单谷函数，

总能求得其极小点 *x ，收敛速度较快。 

2.4  抛物线插值法 

抛物线插值法也是一种迭代方法，它通过函数 ( )f x 极小点的搜索区间内三个点的函数值

作二次抛物线插值，然后，求抛物线的极小点来近似地代替函数的极小点，用所求得的极小

点代替原三个点中的一个点。为了使抛物线的极值点为极小点，要求搜索区间内三个插值点

满足如下关系：当 1 2 3x x x＜ ＜ 时，有 1( )f x ≥ 2( )f x ＜ 3( )f x 或 1( )f x ＞ 2( )f x ≤ 3( )f x 成立。 

首先，推导插值抛物线的极小点 4x 的求解公式。对于给定的三个不同点 1x 、 2x 和 3x ，以

及它们相应的函数值 1f 、 2f 和 3f 。设插值抛物线方程为 

0 1 1 2 1 2( ) ( ) ( )( )q x a a x x a x x x x-- -= + +                 （2.4.1） 

其中，三个待定常数 a0、a1和 a2由插值点的函数值来确定。 

当 1x x= 时，有 

1 1 0( )f q x a= =  

故  

0 1a f=                              （2.4.2） 

当 2x x= 时，有 

2 2 0 1 2 1( ) ( )f q x a a x x-= = +  

故 

2 1
1

2 1

f f
a

x x

-
-=                         （2.4.3） 

当 3x x= 时，有 

3 3 0 1 3 1 2 3 1 3 2( ) ( ) ( )( )f q x a a x x a x x x x-- -= = + +  

故 

3 1 2 1
2

3 2 3 1 2 1

1 f f f f
a

x x x x x x

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

- --
- - -=                    （2.4.4） 

对于给定的三个不同的点及它们的函数值，按上述公式计算 a0、a1和 a2，就建立了抛物

线插值公式。 

求插值抛物线（2.4.1）的极值点，令 

1 2 1 2 2( ) ( ) ( ) 0q x a a x x a x x′ - -= + + =  

解之得极值点 

1 2 1
4

22 2

x x a
x

a
-+

=                      （2.4.5） 

其次，我们来证明当三个插值点 1 2 3x x x＜ ＜ ，使得 f(x1)≥f(x2)＜f(x3)或 f(x1)＞f(x2)≤f(x3)

成立时，由式（2.4.5）求得的 x4是式（2.4.1）二次插值函数的极小点，且有 
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1 2

2

x x+
≤x4≤

2 3

2

x x+
                     （2.4.6） 

成立。 

证  由于式（2.4.5）求得的 x4是式（2.4.1）二次函数的极值点，要证明式（2.4.5）求得

的 x4是式（2.4.1）二次函数的极小点，只要证明 2 0a ＞ 就可以了。 

令                                { }1 3min ,   f f f=  

由条件得                              f≥f2 

3 1 2 1
2

3 2 3 1 2 1

1 f f f f
a

x x x x x x

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

- --
- - -=  

1 3 2 2 1 3 3 2 1

2 1 3 2 3 1

( ) ( ) ( )

( )( )( )

f x x f x x f x x

x x x x x x

- - -
- - -
+ +

=  

1 3 2 3 2 12

2 1 3 2 2 1 3 2 3 1

( )( )

( )( ) ( )( )( )

f f x x f f x xf f

x x x x x x x x x x

- - - --
- - - - -

+( )( )
= +

2

2 1 3 2( )( )

f f

x x x x

-＞ - - ≥0 

所以 2 0a ＞ ，故 x4为极小点。 

由于 1 2 3x x x＜ ＜ ，f1≥f2，有 1 0a ＜ 。所以  

1 2 1
4

22 2

x x a
x

a
-+

= ≥ 1 2

2

x x+
 

交换 x1和 x3点，同理可证 

4x ≤ 2 3

2

x x+
 

证毕。 

抛物线插值法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 x0、步长 h和收敛精度ε。 

（2）用进退法确定 1 2 3x x x＜ ＜ ，使得 f(x1)≥ 2 3( ) ( )f x f x＜ 或 1 2( ) ( )f x f x＞ ≤ 3( )f x 成

立。 

（3）按式（2.4.5）计算抛物线的极小点 x4。 

（4）若 2 4x x ε- ＜ ，转到步骤（6）。 

（5）保存最好点 x2或 x4（所谓最好点是指函数值最小的点）和包含最好点的两个相邻点

作为下一次迭代的三个插值点 x1、x2和 x3，转到步骤（3）。 

（6）以最好点作为最优点，打印最优解，停止程序执行。  

抛物线插值法程序框图如图 2.4.1所示。 

抛物线插值法对于求解二次函数的极小点，只需要一次迭代就能得到极小点 *x 。一般非

二次函数在极小点附近呈接近于抛物线，因此，抛物线插值法收敛速度快。但是，即使对于

单谷函数，抛物线插值法也有可能收敛到一个非极小点上。 
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图 2.4.1  抛物线插值法程序框图 

 

 



 

第 3 章  无约束最优化问题的求解方法 

本章讨论多维无约束最优化问题，无约束最优化问题的一般形式为  

min f(X)                              （3.0.1） 

其中，f：Rn→R1。这个问题的求解是指在 Rn中找一点 X*，使得对于任意的 X∈Rn，都有 

f(X*)≤f(X)                            （3.0.2） 

成立。X*就是问题（3.0.1）的全局最优点。但是，大多数最优化方法只能求到局部极小点。 

无约束最优化方法可分为两大类，一类是利用函数的导数的间接法，这类无约束最优化

方法有：梯度法、共轭梯度法、牛顿法和变尺度法等；另一类是仅利用函数本身的直接法，

这类无约束最优化方法有：坐标轮换法、模式搜索法、Powell法和单纯形法等。 

3.1  梯度法 

梯度法是最古老、最基本的最优化方法之一。它具有算法简单、使用方便等优点；同时，

一些更有效的最优化方法是对梯度法进行改进或在它的启发下而获得的。它的缺点是收敛速

度慢。 

有学者认为，从工程实用上说，梯度法是最好的方法之一，其原因是梯度法程序简单和

前面几步收敛速度快。下面，我们来讨论梯度法。 

设 X0为初始近似点，Xk为已经求得的第 k 次迭代点。根据 1.9 节的下降迭代法，第 k+1

次迭代点为 

Xk+1=Xk+λPk     (λ＞0) 

将函数 ( )k kf λ+X P 进行 Taylor展开，有 
2

( ) ( ) ( ) ( , )T
k k k k k k k kf f fλ λ λ α λ+ = + +X P X X P P X P▽            （3.1.1） 

当λ很小时， 2
( , )k k kλ α λP X P 相对于λ的一次项是高阶小量。因此，当λ＞0，且很小时，

要使 

( ) ( )k k kf fλ ＜+X P X                         （3.1.2） 

成立，必须 

( ) 0T
k kf ＜▽ X P                           （3.1.3） 

如果 ( ) 0kf ≠▽ X 向量，则满足式（3.1.3）的向量 Pk有无穷多个。沿不同的搜索方向函

数有不同的下降速度，而负梯度方向是函数局部下降最快的方向。因此，取搜索方向 

( )k kf-=P X▽                           （3.1.4） 

步长λk的确定有三种方法： 
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（1）取λk=c，c为预先给定的常数，如果 

k( ) ( )k k kf fλ ＜+X P X                       （3.1.5） 

成立，置 1k k k kλ+= +X X P ，继续求下一个迭代点；否则，置 k cλ α= ， (0,   1)α ∈ ，再检验

式（3.1.5）是否成立，调整α 的值，直到式（3.1.5）成立。我们称这种方法为梯度法的可接

受形式。由于它省去了一维求优的过程，往往比最速下降法更为简单，且更有效。 

（2）为了使函数在 Pk方向上的函数值下降最多，沿 Pk进行一维搜索来确定λk，即使 

1

( ) min ( )
 

                       
k k k k k

k k k k

f fλ λ
λ

㊣||㊣||㊣ +

+ = +

= +

X P X P

X X P
                   （3.1.6） 

由式（3.1.4）和式（3.1.6）构成梯度法，或称为最速下降法。 

（3）对于二次函数，λk的确定有计算公式可循，将梯度法应用于具有对称正定矩阵 A的

二次函数 

1
( )

2
T Tf c= + +X X AX B X                      （3.1.7） 

可推出λk的显式迭代公式。 

设 Xk为第 k次迭代点，则有 

( )k k kf= =- - -P X AX B▽                     （3.1.8） 

令 ( ) ( )k kfφ λ λ= +X P ，因为， ( ) min ( )k k k k kf fλ λ+ = +X P X P ，有 ( ) 0kφ λ′ = ，由复合函数求

导，得 

( ) ( ) 0T
k k k k kfφ λ λ= + =′ X P P▽                   （3.1.9） 

而 

 ( )k k kf λ+ =▽ X P [ k kf λ-X▽ ]( )kf▽ X  

[ ]( )k k kfλ-= +▽A X X B  

 ( )kf=▽ X ( )k kfλ- A X▽              （3.1.10） 

将式（3.1.10）和式（3.1.8）代入式（3.1.9），得 

  ( )T
k kfλ X▽ ( )kfA X▽ ( )T

kf= X▽ ( )kf X▽                （3.1.11） 

由于 A为正定矩阵， ( ) 0kf ≠X▽ ，所以 

                     （3.1.12） 

梯度法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 X0和收敛精度ε。 

（2）设 Xk为第 k次迭代点已经求得，计算搜索方向 ( )k kf▽=-P X 。 

（3）用一维搜索方法求λk，即使 ( ) min ( )k k k k kf fλ λ+ = +X P X P ，置 1k k k kλ+= +X X P 。 

（4）若 1( )kf ε▽ + ＜X ，置 1
*

k+=X X ，并打印最优解 X*和 f(X*)，停止程序执行；否则，

置 1k k= + , 1k k+=X X ，转到步骤（2）。 

梯度法程序的框图如图 3.1.1所示。 
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图 3.1.1  梯度法程序框图 

在梯度法中，用一维搜索求搜索步长λk，即使 ( ) min ( )k k k k kf fλ λ+ = +X P X P 。令

( ) ( )k kfφ λ λ= +X P ，由复合函数求导，得 

1( ) 0T
k kf▽ + =X P  

其中， 1k k k kλ+= +X X P 。因为，在梯度法中，取 1 1( )k kf▽+ +=-P X ，所以，有 

1 0T
k k+ =P P                            （3.1.13） 

由上式知，在梯度法中，相邻的迭代搜索方向是相互垂直的，使搜索路线出现锯齿现象，

在接近极小点附近齿形越来越小，从而导致梯度法收敛速度低。为了消除锯齿现象，我们取 

1k k k kαλ+= +X X P                         （3.1.14） 

一般α=0.8～0.99。 

例 3.1.1  求函数 2 2
1 2( ) 25f x x= +X 的极小点[精确解 * (0,0)T=X ]，取初始点 0 (70,9)T=X 。

为了防止产生锯齿现象，取 1 0.98k k k kλ+= +X X P 。用利用导数的平分法作为一维搜索方法，用

作者自己编写的程序计算结果及有关计算数据如表 3.1.1所示。 

表 3.1.1  用梯度法程序计算的有关数据 

k 1
kx  kx2

 
1

( )kf

x

∂
∂

X
 

2

( )kf

x

∂
∂

X
 λk 

0 70 9 140 450 0.0219 

1 67.00 -0.64 134.00 -31.86 0.2189 

2 38.26 6.20 76.51 309.88 0.0212 

3 36.67 -0.23 73.37 -11.53 0.3166 

4 13.91 3.35 27.88 167.39 0.0205 
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续表 

k 1
kx  kx2

 
1

( )kf

x

∂
∂

X
 

2

( )kf

x

∂
∂

X
 λk 

5 13.35 -0.02 26.71 -1.00 0.4840 

6 0.70 0.46 1.39 22.80 0.0201 

7 0.67 0.01 1.34 0.37 0.1834 

… … … … … … 

24 51.65 10-×  57.80 10-- ×     

 

3.2  共轭梯度法 

为了直观地了解共轭梯度法，我们考虑二维二次函数 

1
( )

2
T Tf c= + +X X AX B X                      （3.2.1） 

其中， { }1 2,
T

x x=X ，A为 2×2阶对称正定矩阵， { }1 2

T
b ,b=B ，c为常数。取任意初始

点 X0，沿某个下降方向[例如 0 0( )f▽=-P X 方向]作一维搜索得 X1，如图 3.2.1 所示。因

为 X1是通过 X0点沿 P0方向上函数的极小点，故有 

1 0( ) 0Tf▽ =X P                            （3.2.2） 

 

图 3.2.1  共轭梯度法原理 

如果按梯度法，取 1 1( )f▽=-P X ，将使搜索路线出现锯齿现象，致使算法的收敛速度慢。

我们能否取直指极小点 X*的方向作为搜索方向 P1，如果能够选定这样的搜索方向，那么，对

于二维二次函数只需依次进行两次一维搜索，就可以求得函数的极小点 X*，答案是肯定的。

下面，讨论从 X1出发直指函数极小点 X*的搜索方向应满足什么条件，如何确定这样的搜索

方向。 

因为搜索方向 P1直指函数的极小点 X*，故有 

1 1 1
* λ= +X X P                              （3.2.3） 

式中，λ1是最优步长因子，则有 1 1 1 1 1( ) min ( )f fλ λ+ = +X P X P 。 

显然，当 X1≠X*时，λ1≠0。 

对式（3.2.1）求梯度，得 

( )f▽ = +X AX B                          （3.2.4） 
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因为 X*是函数的极小点，由定理 1.8.1可知 

( ) 0* *f = + =▽ X AX B  

将式（3.2.3）代入上式，得 

1 1 1( ) 0f X λ+ =▽ AP  

上式两边同时左乘 0
TP ，并由式（3.2.2）和λ1≠0，得 

0 1 0T =P AP                              （3.2.5） 

通过上述讨论可知，过 X1直指函数极小点 X*的搜索方向 P1必须满足式（3.2.5）。 

由于 1( )f▽ X 和 P0正交，它们可作为二维空间的一组基向量。设 

1 1 0 0( )f Pα-= +P X▽                      （3.2.6） 

式中，α 0为待定常数，上式两边同时左乘 0
TP A，有 

0 1 0 1 0 0 0( ) 0T T Tf α-= + =P AP P A X P AP▽  

由于 A为对称正定矩阵，有 0 0 0T ＞P AP ，由上式可得 

0 1
0

0 0

( )T

T

f
α=

P A X

P AP

▽  

将上式代入式（3.2.6），得 

0 1
1 1 0

0 0

( )
( )

T

T

f
f-= +

P A X
P X P

P AP

▽
▽                  （3.2.7） 

对于二维二次函数，从任意初始点 X0出发，沿任意下降方向 P0作一维搜索得 X1。再从

X1 出发，沿式（3.2.7）定义的 P1 方向作一维搜索，所得到的 X2 就是二维二次函数

1
( )

2
T Tf c= + +X X AX B X 的极小点 X*。 

满足式（3.2.5）的 P0和 P1向量称为关于对称正定矩阵 A 的共轭向量。下面，我们将共

轭的概念推广到 n维空间。 

定义 3.2.1  设 A为 n×n阶对称正定矩阵，若 n维空间中非零向量组 P0, P1, P2,…, Pn-1

满足 

0T
i j=P AP   ( , , 0,1,2, , 1)i j i j n…=≠ -               （3.2.8） 

则称向量组 P0, P1, P2,…, Pn-1关于矩阵 A共轭，或称 P0, P1, P2,…, Pn-1的方向是关于矩阵 A的

共轭方向。 

当 A=I（I为 n×n阶单位矩阵）时，式（3.2.8）变为 

0T
i j=P P   ( , , 0,1,2, , 1)i j i j n…=≠ -  

即向量组是相互正交的。由此得知，共轭向量是正交向量的推广。 

设
8 4

4 8

「 ㊣
| |
| |㊣ 」

-
-=A

，
0

1

0

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
=P ，

1

1

2

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
=P ，则有 

0 1

8 4 1
(1,   0) 0

4 8 2
T

「 ㊣ ㊣ ㊣||| | || ||| | ||㊣ ㊣㊣ 」

-
-= =P AP  

所以，P0和 P1关于对称正定矩阵 A共轭。 

同时，可以验证
0

0

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
=P ，

1

2

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
=P 亦是对称正定矩阵

8 4

4 8

「 ㊣
| |
| |㊣ 」

-
-=A

共轭向量组。由此可
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见，关于对称正定矩阵 A共轭的向量组不是唯一的。 

共轭向量组有如下性质： 

性质 1  若向量组 P0, P1, P2,…, Pn-1关于 n×n阶对称正定矩阵 A共轭，则 P0, P1, P2,…, Pn-1

必定线性无关。 

证  用反证法来证明，假设 P0, P1, P2,…, Pn-1 线性相关，则存在一组不全为零的常数

α0,α1,α2,…,αn-1，使 

0 0 1 1 2 2 1 1 0n nα α α α - -…+ + + + =P P P P                     （3.2.9） 

成立。式（3.2.9）两边同乘 T
iP A，由性质 1的条件，得 

0T
i i iα =P AP                            （3.2.10） 

由于 Pi不为零向量，且 A为对称正定矩阵，故有 

0T
i i＞P AP                            （3.2.11） 

由式（3.2.10）和式（3.2.11）得 

0iα= ，   ( 0,1,2, , 1)i n…= -  

上式与假设α0,α1,α2,…,αn-1不全为零相矛盾，故性质 1成立，证毕。 

在给出共轭向量组的性质 2之前，首先，来证明如下引理。 

引理（n维直交定理）  若向量 q∈Rn与 n个线性无关的向量 P1, P2,…, Pn都正交，则

q=0向量。 

证  由于 P1, P2,…, Pn线性无关，它们可作为向量空间 Rn中的一组基向量，则 

1 1 2 2 n n  α α α…= + + +q P P P  

由引理的条件和上式，得 
2

1 1 2 2( )T T
n n α α α…= = + + +q q q q P P P  

                1 1 1 2
T T T

n nα α α…= + + +q P q P q P  

                =0   

q向量的范数为 0，根据范数的定义，则有 q=0向量，证毕。 

（注：文献[5]对此定理的证明有误，错误地认为 P1, P2,…, Pn相互正交，上述证明为作者

用范数的概念对引理的证明）。 

性质 2  如果向量组 P0,P1,P2,…,Pn-1关于 n×n阶对称正定矩阵 A共轭，则从任意初始点

X0出发，相继沿 P0,P1, P2,…, Pn-1作 n次一维搜索，可得到二次函数 f(X)=
1

2
T TX c+ +X A B X

的极小点 X*，即迭代点 Xn=X*。 

证  设 Xk为第 k次迭代点，用一维搜索求最优步长λk，即 

( ) min ( )k k k k kf fλ λ+ = +X P X P  

引入函数 ( ) ( )k kfφ λ λ= +X P ，故有 

1( ) ( ) 0T
k k kfφ λ +

′ = =▽ X P                     （3.2.12） 

其中， 1k k k kλ+= +X X P 。 

求函数
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X 的梯度 

( )f = +▽ X AX B                         （3.2.13） 

由式（3.2.13）和 1k k k kλ= ++X X P ，得 
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1 1( )k kf + += + =▽ X AX B ( )k k kf λ+X AP▽              （3.2.14） 

反复应用式（3.2.14），可得 

( )nf =▽ X 1 1 1( )n n nf λ- - -+▽ X AP  

        2 2 2 1 1( )n n n n nf λ λ- - - - -= + +▽ X AP AP  

                              …… 

        
1

1
1

( )
n

j i i
i j

f λ
-

∑+
=+

= +▽ X AP                  （3.2.15） 

由式（3.2.15）、式（3.2.12）和性质 2的条件，有 

( )T
n jf =▽ X P

1

1
1

( ) 0
n

T T
j j i i j

i j

f λ
-

∑+
=+

+ =X P P AP▽       ( 0,1,2, ,   1)j n-…=  

上式说明 ( )nf▽ X 与 n个线性无关的向量组正交，由上式和引理可知 

( ) 0nf =▽ X  

故有 Xn=X*，证毕。 

由性质 2 可知，如果能找到关于 n×n 阶对称正定矩阵 A 的一组共轭向量，则经过 n 次

一维搜索，就能求得二次函数
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X 的极小点 X*。现在的问题是如何寻

找一组关于 A矩阵共轭的向量，下面的定理将告诉我们如何求得一组共轭向量。 

定理 3.2.1  考虑二次函数最优化问题
1

min ( )
2

T Tf c= + +X X AX B X ，其中，A为 n×n 

阶对称正定矩阵，X∈Rn。设 X0 为任意初始点，令 0 0( )f-=P X▽ ，设λk (k=0,1,2,…,n-1)是

min f(Xk+λPk)的最优解。令Xk+1=Xk+λkPk和 Pk+1=-▽ f(Xk+1)+αkPk，其中，

2

1

2

( )

( )

k
k

k

f

f
α +=

X

X

▽

▽
，

则 

（1）P0, P1, P2,…, Pn-1是关于矩阵 A共轭的向量组。 

（2）P0, P1, P2,…, Pn-1是函数分别在 X0,X1,X2,…,Xn-1处的下降方向。 

（3）
2

1 1
2

( ) ( )

( )

T
k k k

k T
k kk

f f

f
α =+ +=

▽ ▽

▽

X P A X

P APX
  ( 0,1,2, , 1)k n…= - 。 

（4） ( )T
if X▽ ( ) 0jf =▽ X   ( ,   0 ,    1)i j i j n≠ -≤ ≤ 。 

证  引入辅助函数 ( ) ( )k kfφ λ λ= +X P ，有 

1( ) ( ) 0T
k k kfφ λ′ += =▽ X P                       （3.2.16） 

由于
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X ，有 

1( )kf + =▽ X ( )k k kf λ+X AP▽                   （3.2.17） 

由式（3.2.16）、式（3.2.17）和 1 1( )k k k kf α - --= +P X P▽ ，得 

1( )T
k kf + =▽ X P [ ] ( )

T

k k k kf λ+X AP P▽  
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                    ( )T T
k k k k kf λ= +X P P AP▽  

                    ( )T
kf=▽ X [ ]1 1( ) T

k k k k k kf α λ- -- + +X P P AP▽  

                    ( )T
kf-= X▽ ( ) 0T

k k k kf λ+ =X P AP▽  

暂时假设 Pk≠0向量，由上式可得 

                       （3.2.18） 

首先，用归纳法证明： 

① 0T
i j=P AP                     (i≠j, 0≤i, j≤n-1) 

② ( )T
if▽ X ( ) 0jf =X▽             (i≠j, 0≤i, j≤n-1) 

③ 
2

11
2

( )( )

( )

T
ii i

i T
i i i

ff

f
α = ++=

XP A X

P AP X

▽▽

▽
  ( 0,1,2, ,   1)i n-…=  

第一步验证当 i=0, j=1时，①、②和③成立。 

[1 1

1 1
( ) ( )k k k k

k k

f
λ λ

- -
+ += =AP A X X X▽ ]( )kf X▽                 （3.2.19） 

由式（3.2.16）、式（3.2.19）和 0 0( )f-=P X▽ ，得 

0 1
0

0 0

( )T

T

f
α=

P A X

P AP

▽  

             （3.2.20） 

0( )Tf▽ X 1( )f -=X▽ 1 0( ) 0Tf =X P▽                      （3.2.21） 

[ ]0 1 0 1 0 0( )T T f α-= +P AP P A X P▽      

0 1 0 0 0( ) 0T Tf α-= + =P A X P AP▽                     （3.2.22） 

以上三式验证了当 i=0, j=1时，①、②和③成立。 

第二步假设①、②和③对于某个 k(k＜n-1)成立，即 

0T
i j=P AP                  (i≠j, 0≤i, j≤k)          （3.2.23） 

( )T
if▽ X ( ) 0jf =X▽        (i≠j, 0≤i, j≤k)          （3.2.24） 

2

11
2

( )( )

( )

T
ii i

i T
i i i

ff

f
α ++= =

XP A X

P AP X

▽▽

▽
  ( 0,1,2, ,  1)i k…= -          （3.2.25） 

第三步证明对于 k+1，上面三式成立。 

对于 ( 1,2, , 1)i k∈ -…  

1( )T
kf +X▽ ( )if =X▽ [ ]( )

T

k k kf λ+X AP▽ ( )if X▽  

                            ( )T
k k ifλ= ▽P A X  
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                            1 1( ) 0T
k k i i iλ α - --= + =P A P P                    （3.2.26） 

 
1( ) T

kf +X▽ ( )kf =X▽ [ ]( )
T

k k kf λ+X AP▽ ( )kf X▽  

2

1 1( ) ( )T
k k k k k kf λ α - --= + +X P A P P▽  

2
( ) 0T

k k k kf λ-= =▽ X P AP                    （3.2.27） 

 
1( ) T

kf +▽ X 0( )f =X▽ [ ]( )
T

k k kf λ+X AP▽ 0( )f X▽  

( )T
kf= X▽ 0 0( ) 0T

k kf λ- =X P AP▽             （3.2.28） 

上面三式说明②成立，即定理 3.2.1结论（4）成立。 

由式（3.2.17）和 1 1( )k k k kf α - --= +P X P▽ ，得 

 

             

2

1

2

( )

( )

k

k

f

f

+=
▽

▽

X

X
                                          （3.2.29） 

故③成立，即定理 3.2.1结论（3）成立 。 

对于 (0,1,2, , 1)i k∈ -…  

[ ] 1 1( )
TT

k i k k k if α-
+ += +P AP X P AP▽  

                     1( )T
k if-
+= ▽ X AP  

                     1

1
( )T

k
i

f
λ
-

+= ▽ X [ 1( )if -
+X▽ ]( ) 0if =X▽           （3.2.30） 

[ ]1 1( ) 0
TT

k k k k k kf α-
+ += + =P AP X P AP▽                  （3.2.31） 

由以上两式可知①成立。 

要证明定理 3.2.1结论（1）成立，只要证 Pi≠0向量  ( 0,1,2, , 1)i n-…= 。 

 
2 2

0 0( ) 0f ＞=P X▽                       （3.2.32） 

[ ]2

1 1( )
T

i i i if α - --= +P X P▽ [ ]1 1( )i i if α - -- +X P▽  

 
2 22

1 1( ) 0i i if α - - ＞= +X P▽   ( 0,1,2, , 1)i n…= -            （3.2.33） 

故定理 3.2.1结论（1）成立。 

显然， 0 0( )f-=P X▽ 为函数在 X0处的下降方向。 

( )T
i if =X P▽ ( )T

if X▽ [ ]1 1( )i i if α - -- +X P▽  

                       
2

( ) 0if- ＜= ▽ X      ( 0,1,2, , 1)i n…= -             （3.2.34） 

上式说明了 Pi为函数在 Xi处的下降方向。故定理 3.2.1结论（2）成立，证毕。 

推论  对于非二次函数，定理 3.2.1中的 P0,P1,P2,…,Pn-1仍为函数的下降方向。 

由于最优步长λk的求解产生很小的误差和计算时的舍入误差，这些误差的积累有可能致
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使经过 n次一维搜索不能求得二次函数的极小点 X*。同时，为了使共轭梯度法能用于非二次

函数，因此，n次一维搜索后需要继续迭代。由于共轭向量组是线性无关的，而 Rn中线性无

关的向量最多只有 n。因此，在实际应用中，再令 Xn为初始点，重新进行迭代。 

共轭梯度法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 X0和收敛精度ε .。 

（2）置 0k= ， 0 0( )f-=P X▽ 。 

（3）求最优步长因子λ0，即使 0 0 0 0 0( ) min ( )f fλ λ+ = +X P X P ，置 1 0 0 0λ= +X X P 。 

（4）设 Xk为第 k次迭代点，令 1 1( )k k k kf α - --= +P X P▽ ，其中

2

1 2

1

( )

( )

k
k

k

f

f
α -

-

=
▽

▽

X

X
。  

（5）求最优步长因子λk，即使 ( ) min ( )k k k k kf fλ λ+ = +X P X P ，置 1k k k kλ+= +X X P ，k=

k+1。 

（6）若 1( )kf ε＜+▽ X ，置 *
1k+=X X ，并打印最优解 X*和 f(X*)，停止程序执行。 

（7）若 k=n，置 X0=Xn，转到步骤（2）；否则，转到步骤（4）。 

共轭梯度法程序框图如图 3.2.2所示。 

 

图 3.2.2  共轭梯度法程序框图 

例 3.2.1  用共轭梯度法求函数 2 2
1 2( ) 25f x x= +X 的极小点，取初始点 0 (70,  9)T=X 。 

解                    1 2( ) (2 ,   50 )Tf x x=▽ X  

0 0( ) ( 140,   450)Tf- - -= =P X▽  

0 0

70 140

9 450

λ
λ

λ
㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-= + =X X P  
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令               2 2
0 0( ) ( ) (70 140 ) 25(9 450 )fφ λ λ λ λ- -= + = +X P  

求最优步长因子λ0，即使 0( ) min ( )φ λ φ λ= 。令 0( ) 0φ λ′ = ，得 0 0.0218512032λ=  

1 0 0 0 (66.94083155,  0.83304144)Tλ -= + =X X P  

1( ) (133.8816631,   41.652072)Tf X -=▽  

2

1
0 2

0

( )
0.0885150599

( )

f

f
α= =

▽

▽

X

X
 

1 1 0 0( ) ( 146.2737714,   1.820295045)Tf α- -= + =P X P▽  

1 1

66.94083155 146.2737714

0.83304144 1.820295045

λ
λ

λ
㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-= + =

+
X X P  

令             2
1 1( ) ( ) (66.94083155 146.2737714 )fφ λ λ λ= + = +-X P  

225( 0.83304144 1.820295045 )λ+-  

求最优步长因子λ1，即使 1( ) min ( )φ λ φ λ= 。令 1( ) 0φ λ′ = ，得 1 0.4576407035λ=  
8 7

2 1 1 1 ( 9.7 10 ,   3.35 10 )Tλ - -- × ×= + =X X P  

本例题的精确解 * (0,   0)T=X ，数例验证了定理 3.2.1和共轭向量组性质 2的正确性。 

作者用抛物线插值法作为一维搜索方法，编写了共轭梯度法程序，用程序计算的有关数

据如表 3.2.1所示。 

表 3.2.1  共轭梯度法计算的有关数据 

迭代次

数 
1
kx  2

kx  
1

( )kf

x

∂
∂

X
 

2

( )kf

x

∂
∂

X
 kλ  

0 70 9 140 450 0.021851 

1 66.94083 0.833042 133.8817 -41.65211 0.45764 

2 7.6829×10-6 1.556×10-5 1.526×10-5 7.778×10-4 0.02001 

 

3.3  牛顿法 

如果目标函数 f(X)具有连续二阶偏导数，在 Xk处将函数二阶 Taylor展开，得 

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
T T

k k k k k kf q f f≈ - - -= + +X X X X X X X X H X X X▽    （3.3.1） 

在上式中，如果 Hessian矩阵 H(Xk)是非奇异矩阵，可求得二次函数 q(X)的极小点。对插

值函数 q(X)求梯度，得 

( )q =▽ X ( ) ( )( ) 0k k kf -+ =▽ X H X X X  

解上式，并将 q(X)的极小点作为迭代点 Xk+1，可得 
1

1 ( ) ( )k k k kf--
+=X X H X X▽                    （3.3.2） 

式（3.3.2）就是牛顿迭代公式。可视为搜索方向 1( ) ( )k k kf--=P H X X▽ 和最优步长因子

λk=1。 
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如果目标函数 f(X)是二次函数，则有 f(X)=q(X)，从任意的 X0出发，用式（3.3.2）计算，

只需一步就能求得 f(X)的极小点。 

例 3.3.1  用牛顿法求函数 2 2
1 2( ) 25f x x= +X 的极小点，取初始点 0 (70,  9)T=X 。 

解   将函数用矩阵向量表示 

12 2
1 2 1 2

2

2 01
( ) 25 ( ,   )

0 502

x
f x x x x

x

㊣ ㊣「 ㊣ ||| | || ||| | ||㊣ ㊣㊣ 」
= + =X  

0

140
( )

450
f

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
=▽ X  

0

2 0
( )

0 50

「 ㊣
| |
| |㊣ 」

=H X ，   1
0

1/ 2 0
( )

0 1/ 50
- 「 ㊣
| |
| |㊣ 」

=H X  

1
1 0 0 0

70 1/ 2 0 140 0
( ) ( )

9 0 1/ 50 450 0
f- ㊣ ㊣ ㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | | || | | || | | || | | || | | || | | || | | || | | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣

- -= = =X X H X X▽  

即 X1=X*。 

大量的实例计算已经证明牛顿法不适合于非二次函数，这是因为当初始点 X0远离极小点

X*时，牛顿法的步长很大，有可能使迭代序列发散。因此，通常对牛顿法作如下改进。 

1.如果在某迭代点 Xk处的Hessian矩阵H(Xk)为非奇异矩阵，令
1( ) ( )k k kf--=P H X X▽ 。

如果 Pk为函数在 Xk处的下降方向，沿 Pk作一维搜索求得最优步长因子λk。 

令                           1k k k kλ+= +X X P                           （3.3.3） 

我们称 1( ) ( )k k kf--=P H X X▽ 为牛顿方向。 

2.如果 1( ) ( )k k kf--=P H X X▽ 不是函数的下降方向，按梯度法求解。我们用下例来说

明牛顿方向不是函数的下降方向。 

例 3.3.2  用牛顿法求函数 4 2
1 1 2 2( ) (1 )f x x x x= + + +X 的极小点，取初始点 0 (0,   0)T=X 。 

解  求函数 4 2
1 1 2 2( ) (1 )f x x x x= + + +X 在 X0处的梯度和 Hessian矩阵，得 

3
1 2

0

1 2

04
( )

22 2

x x
f

x x

㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || || || || | |||| ㊣ ㊣㊣ ㊣

+
= =
+ +

▽ X  

2
1

0

0 112 1
( )

1 21 2

x「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |㊣ 」㊣ 」

= =H X  

求 H(X0)的逆矩阵，得 

1
0

2 1
( )

1 0
- 「 ㊣
| |
| |㊣ 」

-
=H X  

所以                     1
0 0 0

2 1 0 2
( ) ( )

1 0 2 0
f- 「 ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || | | || || || || | | || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣㊣ 」

- --= = =P H X X▽  

令                             4
0 0( ) ( ) 16 1fφ λ λ λ= + = +X P  

求函数φ (λ).的驻点 
3( ) 64 0φ λ λ′ = =  
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由上式得 

λ0=0 

故有 

1 0 0 0 0λ= + =X X P X  

例题说明函数的 Hessian矩阵 H(Xk)即使为非奇异矩阵，也求不到新的迭代点。在这种情

况下，按负梯度方向求新的迭代 Xk+1，即取 ( )k kf-=P X▽ ，再用一维搜索方法求最优步长

因子。 

3.如果 Hessian矩阵 H(Xk)为奇异矩阵，我们也按梯度法求解。 

牛顿法的收敛速度是最快的。可以证明当函数满足一定的条件，牛顿法为二阶收敛，这

是牛顿法的优点。但是牛顿法要求 Hessian矩阵 H(Xk)为正定矩阵。其次，求 Hessian矩阵的

逆矩阵 H(Xk)
-1计算量与优化问题的维数 n的三次幂（n3）成比例，使得每一次迭代要花较长

的时间，这又抵消了它收敛速度快的优点。 

由于一般函数在极小点附近呈二次函数，所以，在极小点 X*附近用牛顿法能充分利用其

收敛速度快的优点。同时，当迭代点远离极小点 X*时，用梯度法是比较有利的。故一般是梯

度法与牛顿法混合使用，即首先用梯度法计算，使迭代点靠近极小点 X*；再用牛顿法计算。

这样能充分地利用这两种方法的优点，又能避免这两种方法的缺点。 

牛顿法是最著名的基本的最优化方法之一，由牛顿法的思想发展起来了一些更有效的其

他算法。下面，叙述由牛顿法的思想发展起来的变尺度法（或称为拟牛顿法）。 

3.4  变尺度法 

变尺度法既避免了牛顿法计算 Hessian矩阵 H(Xk)逆矩阵的过程，又比共轭梯度法有更好

的收敛速度，它对高维最优化问题的求解具有明显的优越性。变尺度法曾经获得了很高的声

誉，被认为是求解最优化问题的最有效的方法之一。 

3.4.1  变尺度法的基本思想 

所谓尺度就是度量，在向量空间 Rn中，最常用的度量是用如下的范数： 
1/ 2( )T=X X X      ( )n∈X R                         （3.4.1） 

本章 3.1节讨论的梯度法，就是在度量（3.4.1）意义下，确定了函数 f(X)在 Xk处的最速

下降方向为 ( )k kf-=P X▽ 。从局部意义上讲，它的确是函数 f(X)在 Xk处最速下降方向。然

而，从整体来看它不仅不是最优的，反而使搜索过程绕了许多弯路，在极小点附近尤其如此，

这是导致梯度法收敛速度慢的根本原因。 

那么，是否可以选择另一种度量，从整体意义上确定更好的搜索方向呢？为了更清楚地

说明这个问题，我们用牛顿法求解如下二次函数的优化问题： 

min f(X) 

其中，
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X ，A为 n×n阶对称正定矩阵，B为 n维向量，c为常数。 

由上式可得 
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1 1
0 0 0( ) ( )* f- -- -= =X X H X X A B▽  

其中，X0为任意初始点。 

若取搜索方向为  
1

0 0 0( ) ( )f--=P H X X▽  

则进行一次一维搜索就能得到二次函数的极小点。 

我们利用 n×n阶对称正定矩阵 A，引进一种新的度量 
1/ 2( )T=X X AX       ( )n∈X R                  （3.4.2） 

在第 1章 1.3节中，我们已经证明了 1/ 2( )T=X X AX 是一种范数，即满足范数的 3个条件： 

（1） X ≥0，当且仅当 X=0向量时， 0=X  

（2）  α α=X X ，对任意常数α∈K 

（3） +X Y ≤  +X Y  

且有 
TX AY ≤ 1/ 2 1/ 2( ) ( )T T  =X AX Y AY X Y                   （3.4.3） 

如果没有特别说明，下面本节中使用的向量的范数是指按式（3.4.2）定义的范数。 

在式(3.4.2)尺度的意义下，我们来证明对于二次函数
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X ，搜索方 

向 1
0 0( )f--=P A X▽ 就是函数的最速下降方向。 

0 0 0 0 0 0 0

1
( ) ( ) ( )

2
T Tf f f-+ = +X P X X P P AP▽  

1
0 0 0 0

1
( )

2
T Tf -

= +▽ X A AP P AP  

≥ 21
0 0 0

1
( )

2
f   -- +A X P P▽  

令 0 α= P ，上式右边是α的函数。令 

1 2
0

1
( ) ( )

2
fφ α α α--= +A X▽  

由上式，得 
* 1 *

0( ) ( ) 0fφ α α-′ -= + =A X▽  
* 1

0( )fα= -A X▽  

故 1
0 0( )f--=P A X▽ 是在由式（3.4.2）定义度量的意义下的最速下降方向。 

我们考虑改进的牛顿法的迭代公式 
1

1 ( ) ( )k k k k kfλ --
+=X X H X X▽                      （3.4.4） 

为了避免求 H(Xk)的逆矩阵，我们用某种近似矩阵 Ak=A(Xk)来近似代替 H(Xk)
-1，则上

式变为 

1 ( )k k k k kfλ-+=X X A X▽                        （3.4.5） 

当 Ak=I（I 为单位矩阵）时，式（3.4.5）为梯度法的迭代公式。当 1( )k k
-

=A H X 时，

式（3.4.5）为改进的牛顿法的迭代公式。 

在式（3.4.5）中，由于 Ak在迭代过程中是变化的，我们度量最速下降的尺度是变化的，
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故以式（3.4.5）作为迭代公式的算法称为变尺度法；又由于式（3.4.5）在形式上与牛顿法相

同，故又称为拟牛顿法。 

现在，先来讨论构造 Ak的几个原则。我们希望能使算法具有下降性质、计算方便，并能

保证算法有好的收敛性，因此，构造 Ak的几个原则为： 

（1）为了保证搜索方向 ( )k k kf-=P A X▽ 为函数在 Xk处的下降方向，要求 Ak为对称正

定矩阵。如果 Ak为对称正定矩阵，有 

( )T
k kf -=▽ X P ( )T

k kf X A▽ ( ) 0kf ＜X▽                     （3.4.6） 

（2）为了保证变尺度法对于二次函数具有有限步收敛的性质，要求搜索方向组为共轭方

向组，即 

1 0T
k j+ =P AP           (0≤j≤k，k=1,2,…)                    （3.4.7） 

1( ) 0T
k jf + =▽ X P      (0≤j≤k，k=1,2,…)                    （3.4.8） 

不难由定理 3.2.1结论（4）证明式（3.4.8）。 

（3）为了计算方便，希望尺度矩阵 Ak具有如下递推形式： 

1k k k+= +A A E                               （3.4.9） 

其中，Ek为修正矩阵。修正矩阵 Ek的确定，要求只依赖于当前已经求得的迭代点 Xk、Xk+1

和它们相应的函数的梯度。 

3.4.2  一族变尺度法的形成 

我们假设式（3.4.7）和式（3.4.8）对于 j≤k-1成立，现在来推导 Ak+1。 

由式（3.4.5）知，搜索方向为 

( )k k kf-=P A X▽                            （3.4.10） 

将式（3.4.10）代入式（3.4.7），得 

1 1 1( ) 0T T
k j k k jf-
+ + += =P AP X A AP▽     (0≤j≤k)                （3.4.11） 

由于 1( ) 0kf X ≠
+▽ ，由式（3.4.11）容易看出，要满足式（3.4.7）和式（3.4.8），只需要

搜索方向 Pj满足 

1k j jρ+ =A AP P    (0≤j≤k)                       （3.4.12） 

其中，ρ为任意实数。 

由矩阵 Ak+1的构造，将式（3.4.9）代入式（3.4.12），并假设式（3.4.12）对于 0≤j≤k-1

成立，则得 

0T
k j j k jρ -= =E AP P A AP     (0≤j≤k-1)                （3.4.13） 

对于 j=k，将式（3.4.9）代入式（3.4.12）得 
T
k k k k kρ -=E AP P A AP                              （3.4.14） 

令 

1j j j j jλ-
+= =S X X P       ( 0)jλ ≠                    （3.4.15） 

1( )j jf -
+=Y X▽ ( )j j j jf λ= =X AS AP▽                  （3.4.16） 

由上面两式，式（3.4.13）和式（3.4.14）可变为 

0k j=E Y     (0≤j≤k-1)                     （3.4.17） 

k k k k kρ= -E Y S A Y                          （3.4.18） 
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式（3.4.17）和式（3.4.18）就是修正矩阵 Ek应满足的方程式。 

用式（3.4.17）和式（3.4.18）确定 Ek，我们取修正矩阵 
T T

k k k k k k= +E S U A Y V                        （3.4.19） 

其中，Uk、Vk∈Rn，为待定向量。 

为了使式（3.4.19）满足式（3.4.17）和式（3.4.18），我们分别取  

0 (0 1)

( )
T
k j

             j k

            j k            ρ
㊣||㊣||㊣

-
=

=
U Y  

≤ ≤
                 （3.4.20） 

0             (0 1)

1          ( )           
T

k j

j k

j k

㊣||㊣||㊣

-
-=

=
V Y

≤ ≤
                （3.4.21） 

由于已经假定式（3.4.7）对于 j≤k-1成立，有 

 0T
k j=P AP      (0≤j≤k-1)                 （3.4.22） 

由式（3.4.16），可得 

j
j

jλ
=

Y
AP       (0≤j≤k-1)                   （3.4.23） 

将式（3.4.23）和式（3.4.15）代入式（3.4.22），得 

0T
k j=S Y      (0≤j≤k-1)                    （3.4.24） 

由式（3.4.8）和式（3.4.16），可得 

0T
k j=Y P      (0≤j≤k-1)                    （3.4.25） 

由上式和式（3.4.12），得 

0T
k k jP=Y A A     (0≤j≤k-1)                    （3.4.26） 

由上式和式（3.4.23），得 

0T
k k j=Y A Y       (0≤j≤k-1)                    （3.4.27） 

比较式（3.4.20）、式（3.4.21）、式（3.4.24）和式（3.4.27），可看出向量 Uk和 Vk可选为 

11 12
k k T

k k k ka a= +U S A Y                           （3.4.28） 

21 22
k k T

k k k ka a= +V S A Y                           （3.4.29） 

其中，
kkkk aaaa 22211211 和、、 为任意参数。 

式（3.4.28）和式（3.4.29）中的 Uk和 Vk已经满足式（3.4.20）和式（3.4.21）中 0,1, ,   1j k-…=

的情形，而对于式（3.4.20）和式（3.4.21）中 j=k的情况，只需要适当选择 kkkk aaaa 22211211 和、、

就能满足。 

综上所述，得到矩阵 Ak的递推公式为 

1
T T

k k k k k k k+= + +A A S U A Y V                      （3.4.30） 

其中，Uk和 Vk由式（3.4.28）和式（3.4.29）给出，且满足 
T
k k ρ=U Y                              （3.4.31） 

1T
k k -=V Y                              （3.4.32） 

式（3.4.28）～式（3.4.32）为一族变尺度法通用公式。ρ、 kkkk aaaa 22211211 和、、 的选择不

同，得到不同形式的 Ak，从而得到不同的变尺度法。 
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3.4.3  DFP 变尺度法 

选择 1ρ= ， 12 21 0k ka a= = ，可推出递推矩阵 

1

T T
k k k k k k

k k T T
k k k k k

-
+= +

S S A Y Y A
A A

S Y Y A Y
                    （3.4.33） 

这就是 DFP（Davidon-Fletcher-Powell）变尺度法的递推矩阵公式。 

定理 3.4.1  若 A0为对称正定矩阵，则由式（3.4.33）定义的 Ak(k≥0)亦为对称正定矩阵。 

证  用归纳法证明，由定理的条件 A0为对称正定矩阵。现假定 Ai(i=1,2,…,k)为对称正

定矩阵。 

下面，证明 Ak+1亦为对称正定矩阵。由于已经假定了 Ak为对称正定矩阵，显然，由

式（3.4.33）给出的 Ak+1为对称矩阵。由于 Ak为对称正定矩阵，由式（3.4.3）得 
2( )T

k kX A Y ≤ T T
k k k kX A XY A Y                      （3.4.34） 

其中，X∈Rn。 

[ 1( )T T
k k k k kfλ -

+=S Y P X▽ ]( )kf X▽  

( )T
k k kfλ-= P X▽  

( )T
k k kfλ= ▽ X A ( ) 0kf ＞X▽                 （3.4.35） 

设 X∈Rn，且 X≠0，有 
2 2

1

( ) ( )T T
T T k k k

k k T T
k k k k k

-
+ = +

X S X A Y
X A X X A X

S Y Y A Y
 

2 2( ) ( )
0

T T T T
k k k k k k k

T T
k k k k k

- ＞= +
X A XY A Y X A Y X S

Y A Y S Y
 

上式不等式的左边第一项大于等于 0，当且仅当 X=λYk时才能为 0；当 X=λYk时，上式

不等式左边第二项大于 0，故定理成立，证毕。 

定理 3.4.2  设 A为 n×n阶对称正定矩阵，考虑求解二次函数
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X  

的极小点。取任意初始点 X0 和初始对称正定矩阵 A0，用 DFP 变尺度法求解，λi 是函数

( )i if λ+X P 的最优解，令 1i i i iλ+= +X X P，其中 ( )i i if-=P A X▽ ，Ai(i≥1)由式（3.4.33）给

出，如果 ( ) 0if ≠▽ X   (0≤i≤n-1)，则 

（1）P0,P1,P2,…,Pn-1关于矩阵 A共轭，即 

                   0T
i j=P AP   (0≤j＜i≤n-1)                   （3.4.36） 

（2） 1k i i+ =A AP P     (0≤i≤k)                                          （3.4.37） 

（3） 1
n

-
=A A  

证  首先，用归纳法证明定理的结论（1）和结论（2）成立。为了证明方便，令 Pn-1=0

向量。 

由于 f(X)为二次函数和式（3.4.33），故有 

1( )k kf -
+=Y X▽ ( )k kf =X AS▽                      （3.4.38） 
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1 1 1

1 1 1
k k k k k k k k

k k kλ λ λ+ + += = = =A AP A AS A Y S P                （3.4.39） 

由式（3.4.39）可知，当 k=0时，式（3.4.36）和式（3.4.37）成立。 

现假设式（3.4.36）和式（3.4.37）对于 k-1成立，即 

0T
i j=P AP     (0≤j＜i≤k-1)                    （3.4.40） 

k i i=A AP P     (0≤i≤k-1)                     （3.4.41） 

再证明对于 k，式（3.4.40）和式（3.4.41）亦成立。由于函数 f(X)为二次函数，故有 

( )kf =▽ X
1

1
1

( )
k

i j j
j i

f λ
-

∑+
=+

+X AP▽  

由于 1( ) 0T
i if + =P X▽ ，由上式和式（3.4.40），得 

( ) 0T
i kf  =P X▽       (0≤i≤k-1) 

由上式和式（3.4.41），得 

( ) 0T
i k kf =P AA X▽      (0≤i≤k-1) 

由上式和 ( )k k kf-=P A X▽ ，有 

0T
i k=P AP           (0≤i≤k-1)                  （3.4.42） 

式（3.4.42）说明定理的结论（1）成立。 

另外，由式（3.4.41），利用式（3.4.38）和式（3.4.42），可得 

0T T
k k i k i k k iλ= = =Y A AP Y P P AP     (0≤i≤k-1) 

由上式、式（3.4.33）和式（3.4.36），有 

1k i k i i+ = =A AP A AP P            (0≤i≤k-1) 

上式与式（3.4.39）说明定理的结论（2）成立。 

由定理 3.4.1可知， ( ) 0i i if ≠-=P A X▽ 向量，由定理的结论（1）和共轭向量组的性质

1 可知 P0,P1,P2,…,Pn-1线性无关，令矩阵 P=[P0,P1,P2,…,Pn-1]，则 P 为满秩矩阵，由定理

的结论（2），有 

n =A AP P                               （3.4.43） 

上式两边右乘 P-1，得 

n =A A I                               （3.4.44） 

由于 An和 A为对称矩阵，由上式得 

n=AA I                               （3.4.45） 

故 An=A-1，证毕。 

我们要求 Ak+1为对称正定矩阵。但由于计算中的舍入误差，特别是一维搜索不精确的影

响，可能在迭代过程中破坏 Ak+1正定性，从而使计算失败。而验证矩阵的正定性的计算量很

大。为了保证 Ak+1正定性，我们采用如下两条措施。 

（1）一维搜索后，如果迭代点的函数值不下降，重置 Ak矩阵为单位矩阵 I，然后继续

迭代。 

（2）迭代 n+1次后，置 0 1n+=X X ， 0=A I ，重新迭代。 

DFP变尺度法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 X0和收敛精度ε .。 

（2）置 A0=I（单位矩阵）， 0 0( )f-=P X▽ ， 0k= 。 
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（3）设 Xk为第 k次迭代点已经求得，用一维搜索方法求λk，使 f(Xk+λkPk)=min f(Xk+λPk)，

置 1k k k kλ+= +X X P 。 

（4）若 1( )kf ε＜+▽ X ，置 1
*

k+=X X ，并打印最优解 X*和 f(X*)，停止程序执行；否则，

转到步骤（5）[此处的范数为 1 2( )T /=X X X ]。 

（5）若 1( )kf +X ≥ ( )kf X ，置 0 k=X X ， 0( )f =▽ X ( )kf X▽ ，转到步骤（2）；否则，转

到步骤（6）。 

（6）若 k=n，置 X0=Xk+1， 0( )f =▽ X 1( )kf +X▽ ，转到步骤（2）；否则，转到步骤（7）。 

（7）计算 1( )k kf -
+=Y X▽ ( )kf X▽ ， 1k k k-

+=S X X ，
T T

k k k k k k
k k T T

k k k k k

-
+1= +

S S A Y Y A
A A

S Y Y A Y
， 

1 1 1( )k k kf-
+ + +=P A X▽ 。 

（8）k=k+1，转到步骤（3）。 

DFP变尺度法程序框图如图 3.4.1所示。 

 

图 3.4.1  DEP变尺度法程序框图 

例 3.4.1  用变尺度法求函数 f(X)=10(x1-x2-5)2+(x1-x2)
2的极小点，取初始点X0=(0,3)T，

本题的精确解为 X*=(2.5,2.5)T。 
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解  求函数 f(X)=10(x1+x2-5)2+(x1-x2)
2在 X处的梯度 

1 2

1 2

22 18 100
( )

18 22 100

x x
f

x x

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-

+
=

+
▽ X  

0

46
( )

34
f

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-=▽ X  

令                                
0

1 0

0 1

「 ㊣
| |
| |㊣ 」

=A  

所以                          0 0 0

46
( )

34
f

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
-= =P A X▽  

令                       0 0

0 46 46

3 34 3 34

λ
λ λ

λ
㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣

+ = + =
+

X P  

2 2
0 0( ) ( ) 10(80 2) (12 3)fφ λ λ λ λ- -= + = +X P  

求函数φ (λ)的驻点 

0 0( ) 128288 3272 0φ λ λ′ -= =  

由上式得 

λ0=0.0255051135 

故有 

1 0 0 0

46 1.17323522

3 34 3.867173858

λ
λ

λ
㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || || || || || || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣

= + = =
+

X X P  

1

4 57969572
( )

6 19605883

.
f

.

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
=▽ X  

0 1( )f -=Y X▽ 0

41.42030428
( )

40.19605883
f

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
=X▽  

0 1 0

1.17323522

0.867173858

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
-= =S X X  

0 0

41.42030428
(1.17323522,   0.867173858) 83.45273121

40.19605883
T

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
= =S Y  

0 0 0

1 0 41.42030428
(41.42030428,   40.19605883) 3331.364752

0 1 40.19605883
T

「 ㊣ ㊣ ㊣||| | || ||| | ||㊣ ㊣㊣ 」
= =Y A Y
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0 0 0 0 0 0
1 0

0 0 0 0 0

T T

T T
-= +

S S A Y Y A
A A

S Y Y A Y
 

    
1 0 1.173235221

(1.17323522,   0.867173858)
0 1 0.86717385883.45273121

「 ㊣ ㊣ ㊣||| | || ||| | ||㊣ ㊣㊣ 」
= +  

             
1 0 41.42030428 1 01

(41.42030428,   40.19605883)
0 1 40.19605883 0 13331.364752

「 ㊣ ㊣ ㊣ 「 ㊣||| | | ||| ||| | | |||㊣ ㊣㊣ 」 ㊣ 」
-  

            
0.5014975 0.487583

0.487583 0.5240076

「 ㊣
| |
| |㊣ 」

-
-=  

1 1 1

0.5014975 0.487583 4.57969572 5.317798906
( )

0.487583 0.5240076 6.19605883 5.479763686
f

「 ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || | | || || || || | | || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣㊣ 」

- -- -
- -= = =P A X▽

1 1

1.17323522 5.317798906 1.17323522 5.317798906

3.867173858 5.479763686 3.867173858 5.479763686

λ
λ λ

λ
㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣- -

+
+ = + =X P  

2
1 1( ) ( ) 10( 0.1619647792 0.040409078)fφ λ λ λ-= + = +X P  

           2(10.79756259 2.693938638)λ-+  

求函数φ(λ)的驻点 

1 1( ) 233.69936756 58.306839063 0φ λ λ′ -= =  

1 0.2494950657λ=  

1
2 1 1 1

1

1.17323522 5.317798906 2.499999481

3.867173858 5.479763686 2.50000021

λ
λ

λ
㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || || || || | || || ㊣ ㊣㊣ ㊣-

+
= + = =X X P  

下面，验证变尺度法的搜索方向 P0和 P1关于 A共轭。 

22 18
( )

18 22

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
= =A H X  

0 1

22 18 5.317798906
(46 34) 0.00214579 0

18 22 5.479763686
T

㊣ ㊣㊣ ㊣| || || | ≈| || || || || |㊣ ㊣㊣ ㊣
-

-= =P AP  

上式说明变尺度法的搜索方向P0和P1关于A共轭，其误差是由于计算的舍入误差引起的。

我们再验证 A2=A-1。 

2

0.0000076 0
( )

0.0000047 0
f

㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || || || || || || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣
≈

-=▽ X  
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1 2( )f -=Y X▽
1

4.57969572
( )

6.19605883
f

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣-=X▽  

1 2 1

1.32676426

1.367173648

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
-

-= =S X X  

1 1

4.57969572
(1.32676426 1.367173648) 14.547265

6.19605883
T

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
-

-= =S Y  

1 1

0.5014975 0.487583 4.57969572 5.3177989

0.487583 0.5240076 6.19605883 5.4797637

「 ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || | | || || || || | | || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣㊣ 」

-
- - -= =AY  

1 1 1

5.3177989
(4.57969572 6.19605883) 58.306839

5.4797637
T

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
-

-= =Y AY  

1 1 1 1 1 1
2 1

1 1 1 1 1

0.5014975 0.487583

0.487583 0.5240076

T T

T T

「 ㊣
| |
| |㊣ 」

--
-= + =

S S AY Y A
A A

S Y Y AY
 

          
1.326764261

(1.32676426 1.367173648)
1.36717364814.547265

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
-

-+  

       
5.31779891

(5.3177989 5.4797637)
5.479763758.306839

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
- -

-  

                 0.137500 0.112500

0.112500 0.137500

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-=

 

1

1
2

22 18 0.1375 0.1125

18 22 0.1125 0.1375

-

- ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || || || || || || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣

-
-= = =A A  

上式说明 A2=A-1。 

作者用抛物线插值法作为一维搜索方法，编写了变尺度法计算程序。用程序计算例 3.4.1

的有关数据如表 3.4.1所示。 

表 3.4.1  用变尺度法程序计算的有关数据 

迭代次数 Xk Pk ( )kf X▽  Ak 

0 
0

3

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

46

34

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

46

34

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-  

1 0

0 1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

1 
1.173

3.867

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

5 318

5 480

.

.

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣-  
4 580

6 196

.

.

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
 

0 507 0 488

0 488 0 524

. .

. .

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-  

2 
2.5

2.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

   

 

 



 

 

62 最优化方法及其在机械行业中的应用 

例 3.4.2  用 DFP 变尺度法求函数 f(X)=(x1-2)4+(x1-2x2)
2的极小点，取初始点 X0=

(0,3)T。用作者编写 DFP变尺度法程序计算的最优点为 X*=(2.039,1.020)T，f(X*)=2.36×10-6。

[注：精确解为 (2   1)* T,=X ， ( ) 0*f =X ]，计算的有关数据如表 3.4.2所示，搜索路线如图 3.4.2

所示。 

表 3.4.2  变尺度法程序计算的有关数据 

迭代次数 Xk Pk ( )kf X▽  Ak 

0 
0

3

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

44

24

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣-  
44

24

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
 

1 0

0 1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

1 
2.708

1.523

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

0.697

1.377

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-  

0.739

1.355

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

0.251 0.377

0.377 0.810

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

2 
2.554

1.219

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 0.072

0.007

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-  

0.909

0.460

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣-  
0.128 0.097

0.097 0.810

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

3 
2.316

1.197

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 0.029

0.312

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣-  
0.029

0.312

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
 

1 0

0 1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

4 
2.319

1.161

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 0.103

0.053

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

0.125

0.012

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

0.792 0.396

0.396 0.323

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

5 
2.040

1.018

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

3

2

9 7 10

1 9 10

.

.

-

-

㊣ ㊣|| || || |||㊣ ㊣

×
- ×

 
3

2

9 7 10

1 9 10

.

.

-

-

㊣ ㊣|| || || |||㊣ ㊣

×
- ×

 
2.147 1.074

1.074 0.661

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 

6 
2.039

1.020

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
    

 

 

图 3.4.2  变尺度法的搜索路线图 
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3.4.4  BFGS 变尺度法 

选择ρ=1，
12 21

1k k
T
k k

a a -= =
S Y

，可推出递推矩阵 

1

( )T T T
k k k k k k k k k

k k T
k k

β - -
+= +

S S A Y S S Y A
A A

S Y
              （3.4.46） 

式中， 1
T

k k k
k T

k k

β=+
Y A Y

S Y
。 

BFGS（Brogden-Fletcher-Goldfarb-Shanno）变尺度法与 DFP变尺度法具有完全相同的性

质，DFP变尺度法的定理 3.4.1和定理 3.4.2对于 BFGS变尺度法亦成立。而且，由于 BFGS

变尺度法选择 12 21 0k ka a ≠= ，使 Ak不易成为病态矩阵，故算法具有较好的数据稳定性，这一点

是 DFP变尺度法无法比拟的。所以，BFGS变尺度法是最成功的一种变尺度法。 

3.5  模式搜索法 

搜索方向最简单的取法是分别依次取各坐标方向，这就是优化方法中的坐标轮换法。坐

标轮换法程序简单，但收敛速度慢。我们在这里不做介绍，请读者参看文献[6]。下面我们来

讨论由坐标轮换法产生出来的模式搜索法。 

模式搜索法是由Hooke-Jeeves于 1961年提出来的，因此，模式搜索法亦称为Hooke-Jeeves

法。对于变量数目较少（一般不超过 10个变量）的无约束最优化问题，模式搜索法是一种程

序简单、比较有效的优化方法。 

算法由两部分组成，第一部分是试探过程，这个过程是确定有利的搜索方向；第二部分

是加速过程，它是在有利方向上进行模式移动。该算法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 X0、初始搜索步长 h和收敛精度ε .。 

（2）从 X0出发，依次沿各坐标方向 
                                                    

(0, ,0,1,0, ,0)                ( 1,2, , )T
i

i

i n… … …= =E
 

以 h为步长进行搜索，取得下降迭代点 

{ }

0, 1 0, 1 0, 1

0, 0, 1 0, 1 0, 1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 1

          ( ) ( )

          ( ) ( )       

                  ( ) min ( ), ( ) 

i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

h f h f

h f h f

f f h f h

+ +

=

+

- - -

- - -

- - - -

㊣|||||㊣|||||㊣

＜
- - ＜

-

X E X E X

X X E X E X

X X X E X E

 

≤  

式中，X0,0=X0。经过这样的试探，得到 X0,n。 

若 X0,n≠X0,0，转到步骤（3）；若 X0,n=X0,0，步长减半，即置 h=h/2，重新进行探索，

直到步长 h缩小到足较小时，仍得不到新的下降点，则迭代停止，置 X*=X0，转到步骤（6）。 

（3）进行模式移动。 

令 0 0, 0,0n-=P X X ，取λ0=1（亦可进行一维搜索确定λ0），可得 

0, 1 0, 0 0, 0,02n n n-+= + =X X P X X  
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若 0, 1 0,( ) ( )n nf f＜+X X ，置 1,0 0, 1n+=X X ；否则，置 1,0 0,n=X X 。 

（4）假设已经求得了第 k 次迭代点 Xk,0，k≥1。从 Xk,0出发，依次沿各坐标方向，以 h

为步长进行搜索，取得下降迭代点 

{ }

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) min ( )  ( )

k,i i k,i i k,i

k,i k,i i k,i i k,i

k,i k,i k,i i k,i i

h          f h f    

h          f h f       

                 f f h , f h  

+ +

=

+

- - -

- - -

- - - -

㊣|||||㊣|||||㊣

＜
- - ＜

-

X E X E X

X X E X E X

X X X E X E

 

≤  

经过探索，得到 Xk,n。 

若 Xk,n≠Xk,0，转到步骤（5）；若 Xk,n=Xk,0，步长减半，即置 h=h/2，重新进行探索，

直到步长 h＜ε，仍得不到新的下降点，则迭代停止，置 X*=Xk,0，转到步骤（6）。 

（5）进行模式移动。 

令 , 1,0k k n k= --P X Z ，取λk=1（亦可进行一维搜索确定λk），可得 

, 1 , , 1,2k n k n k k n k n+= + = --X X P X Z  

若 , 1 ,( ) ( )k n k nf f＜+X X ，置 1,0 , 1k k n+ +=X X ；否则，置 1,0 ,k k n+ =X X ，转到步骤（4）。 

（6）打印最优解 X*和 f (X*)，停止程序执行。 

图 3.5.1是二维模式搜索法的搜索轨迹。在 X3,0处，以原搜索步长 h进行探索求不到新的

下降点，这时搜索步长 h减半。 

 

图 3.5.1  二维模式搜索法示意图 

模式搜索法程序框图如图 3.5.2所示。 

例3.5.1  用模式搜索求函数 2 2
1 2 1 1 2( ) 2 4 2f x x x x x- -= +X 的极小点，取初始点X0=(0,3)T，

初始步长 h=1，经过 39 次迭代，用作者编写的模式搜索法程序的计算最优解为 X*=

(3.998535,1.999512)T，f(X*)=-8[注：精确解为 X*=(4,2)T，f(X*)=-8]，前 10步计算的搜

索路线如图 3.5.3所示，计算数据如表 3.5.1所示。 
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图 3.5.2  模式搜索法程序框图 

 
图 3.5.3  模式搜索法的搜索路线图 
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表 3.5.1  模式搜索法计算的有关数据  

k h Xk,0 f(Xk,0) Xk,1 f(Xk,1) Xk,2 f(Xk,2) 搜索 

0 1 
0

3

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 18 

1

3

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 9 

1

2

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 1 成功 

1 1 
2

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -6 

3

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7 

3

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7 成功 

2 1 
3

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7 

3

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7 

3

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7 失败 

3 0.5 
3

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7 

3

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7 

3

1.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.5 成功 

4 0.5 
3

1.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.5 

3.5

1.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.75 

3.5

1.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.75 成功 

5 0.5 
3.5

1.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.75 

3.5

1.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.75 

3.5

1.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.75 失败 

6 0.25 
3.5

1.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.75 

3.5

1.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.75 

3.5

1.75

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.875 成功 

7 0.25 
3.5

1.75

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.875 

3.75

1.75

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.9375 

3.75

1.75

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.9375 成功 

8 0.25 
3.75

1.75

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.9375 

3.75

1.75

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.9375 

3.75

1.75

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.9375 失败 

9 0.125 
3.75

1.75

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.9375 

3.75

1.75

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.9375 

3.75

1.875

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
 -7.96875 成功 

 

算法的几点说明： 

（1）算法所得结果的好坏与初始步长 h 的选择有关。在具体计算中，可以对各变量采取

不同的搜索步长 hi ( 1,2, , )i n…= 。 

（2）模式移动方向亦可选用 , ,0k k n k-=P X X 。 

（3）模式搜索法前面几步收敛较快，但接近极小点时收敛速度慢。为了使算法的收敛速

度有所改进，模式搜索法可以与在极小点 X*附近收敛速度快的算法联用。 

3.6  方向加速法 

方向加速法是 1964年由英国著名数学家 Powell[7]提出的，因此，方向加速法又称为 Powell

法。在不依赖于目标函数梯度的所有直接法中，方向加速法是最有效的方法。方向加速法的

理论建立在二次函数的基础上，它的基本理论是利用如下定理 3.6.1逐次构成共轭方向，并以

此方向作为搜索方向，因此，从本质上讲方向加速法也是一种共轭方向法。 

定理 3.6.1  设 n维二次函数 1
( )

2
T Tf c= + +X X AX B X ，其中 A为 n×n阶对称正定矩 

阵， 1 2 m, , ,…P P P 关于矩阵 A共轭，其中 m＜n；X1和 X2是两个互异的点，分别从 X1和 X2出
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发，依次沿 1 2 m, , ,…P P P 作一维搜索，设 *
1X 和 *

2X 分别为它们最后一次一维搜索的极小点，令
* *
1 2-=P X X ，则 1 2 m, , , ,…P P P P 关于矩阵 A共轭。 

    证  设 1 2, , ,k k k
mλ λ λ… 分别为从 Xk(k=1,2)出发，沿 1 2 m, , ,…P P P 方向搜索的最优步长，则有 

*( )kf =▽ X
1

1
1

( )
n

i j j
j i

f λ
-

∑+
=+

+X AP▽  

由上式和定理的条件，可得 
*
1( ) 0T

i f =P X▽        ( 1,2, , )i m…=                （3.6.1） 

 *
2( ) 0T

i f =P X▽         ( 1,2, , )i m…=               （3.6.2） 

上面两式相减，得 

*
1( )T

i f「|㊣ -P X▽ *
2( ) 0f ㊣|」=X▽      ( 1,2, , )i m…=              （3.6.3） 

由于 f (X)为二次函数，故有 

1( )*f -▽ X 2 1 2( )* * *f -= ( )=▽ X A X X AP                （3.6.4） 

将上式代入式（3.6.3），得 

0i =P AP           ( 1,2, , )i m…=  

故 1 2 m, , , ,…P P P P 关于矩阵 A共轭，证毕。 

下面，用二维二次函数对定理 3.6.1 进行几何解释，分别从 X1和 X2出发，沿 P1方向进

行一维搜索求得在 P1方向上的极小点分别为
*
1X 和 *

2X ，令 * *
1 2-=P X X ，则 P、P1关于二维 

二次函数 1
( )

2
T Tf X X X X c= + +A B 中的 A矩阵共轭。P直指二维二次函数的极小点 X*，如 

图 3.6.1所示。 

 

图 3.6.1  二维情形 Powell法原理图 

在 Powell法中，第一阶段迭代的出发点是选取的初始点，第一阶段的搜索方向一般取各

坐标轴的方向。而后，每一个阶段迭代是从上一个阶段的迭代点出发，沿 n 个线性无关的搜

索方向分别作一维搜索。由这 n 次一维搜索求得的终点 Xk,n和出发点 Xk,0确定一个新的搜索
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方向，用这个新的搜索方向代替原 n 个搜索方向中的一个搜索方向作为下一阶段的一组搜索

方向。对于二次函数
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X ，经过 n个阶段的迭代，搜索方向组关于对称

正定矩阵 A共轭。 

原始 Powell算法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 X0、初始搜索方向 Pi=Ei  ( 1,2, , )i n…= ，其中，Ei是第 i个坐标轴上的

单位向量，即 
                                                    

(0, ,0,1,0, ,0)                ( 1,2, , )T
i

i

i n… … …= =E
 

（2）依次沿 Pi方向进行一维搜索，即求最优步长因子λi，使 

1 1( ) min ( )i i i i if fλ λ- -+ = +X P X P  

令 1i i i iλ-= +X X P。 

（3）置 1 0n n-+=P X X 。 

（4）从 Xn出发，沿 Pn+1方向作一维搜索，即使 1 1 1( ) min ( )n n n n nf fλ λ+ + ++ = +X P X P ，令

1 1 1n n n nλ+ + += +X X P 。 

（5）若 1 0n ε- ＜+X X ，令 *
1n+=X X ，打印最优解 X*和 f(X*)，停止程序执行；否则转

到步骤（6）。 

（6）置 0 1n+=X X 和 1i i+=P P ( 1,2, , )i n…= ，转到步骤（2）。 

原始 Powell算法的缺点是在迭代阶段中往往使搜索方向组线性相关或近似线性相关，事

实上，若在某一阶段的迭代过程中，当λ1=0（或λ1≈0）时，则有 

1 0
2

n

n n i i
i

λ- ∑+
=

= =P X X P  

这时，Pn+1是 P2, P3,…, Pn的线性组合。因此，下一阶段的搜索方向 Pi=Pi+1  (i=1,2,…, n)是

线性相关的，致使迭代搜索求出来的极小点不是最优问题的极小点。我们用二维问题来说明

这种情形。当从 X0出发，沿 P1=(1,0)T方向进行一维搜索，得 X1=X0，再从 X1出发，沿 P2=

(0,1)T方向进行一维搜索，得 X2。由于λ1=0， 3 2 0 2 2λ-= =P X X P ，因此，P2与 P3线性相关。

由 X2出发，沿 P3方向进行一维搜索，得 X3=X2。按原始 Powell法，下一阶段的搜索方向为

P2和 P3，就求不到函数的极小点，如图 3.6.2所示。 

现在有这样的一个问题，新的搜索方向 Pn+1=Xn-

X0 是否被接纳作为下一阶段的搜索方向；如果新的搜索

方向 Pn+1被接纳的话，去掉原搜索方向组中的哪一个搜

索方向，才能避免搜索方向组线性相关，并能逐步地使

搜索方向组变为共轭方向组。下面，我们来讨论这个问

题。只注重实用的读者，可以跳过下面理论部分的论述，

直接阅读修改后的 Powell法的主要步骤。 

定理 3.6.2  设 A 为 n×n 阶对称正定矩阵，向量组

P1,P2,…,Pn按下式规格化： 

1T
i i=P AP     ( 1,2, , )i n…=       （3.6.5） 

图 3.6.2  原始 Powell法无法求得二

        维优化问题的极小点情形
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令矩阵 [ ]1 2 n, , , …=B P P P ，则 det B 为最大值的充要条件是 P1,P2,…,Pn关于矩阵 A 共轭，

即 

0T
i j=P AP         (i≠j, 1≤i, j≤n)               （3.6.6） 

证  用反证法证明其必要性，假设式（3.6.6）不成立，不妨假设 

1 2 0T β ≠=P AP  

由式（3.4.3），有 

1/ 2 1/ 2

1 2 1 1 2 2 1T T T =P AP P AP P AP≤
 

分两种情况讨论： 

（1）若|β|=1，有 P1=±P2，根据行列式的性质，有 detB=0。显然，|detB|没有

达到最大值。 

（2）若 0＜|β|＜1，构造新的向量 

1 2

21

β

β

-
-

=
P P

V  

容易证明                        VTAV=1 

令矩阵 [ ]2 n, , , …=B V P P ，有 

1 2 22

1
det det( , , , )

1
nβ

β
…= -

-
B P P P P  

                        
2

1
det det

1 β
＞

-
= B B  

上式说明 det B 仍然没有达到最大值。 

情况（1）和情况（2）证明了定理 3.6.2的必要性。下面，再来证明充分性。 

根据必要性的结论，按 A 矩阵规格化的向量组 Q1,Q2,…,Qn不是关于 A 矩阵共轭的一组

向量，则 1 2det( )n, , ,…Q Q Q 不可能达到最大。因此，要证明其充分性，只需证明按 A 矩阵规

格化的、关于 A矩阵共轭的任意两组向量组 P1,P2,…,Pn和 1 2 n, , ,…P P P ，下式成立： 

det det=B B  

其中， [ ]1 2 n, , , …=B P P P 和 1 2 n, , , 「 ㊣
㊣ 」…=B P P P 。 

由于 P1,P2,…, Pn关于对称正定矩阵 A共轭，由共轭向量组的性质 1可知 P1,P2,…, Pn线性

无关，P1,P2,…, Pn可作为 Rn空间中的一组基向量。因此， 1 2 n, , ,…P P P 可用 P1,P2,…, Pn线性表

示，即 

1

n

j ij i
i

d∑
=

=P P  

令 1 2( )T
j j j njd ,d , ,d…=D ，则上式可表示为 

j j=P BD         ( 1,2, , )j n…=               （3.6.7） 

=B BD                              （3.6.8） 

其中， [ ]1 2 n, , ,…=D D D D 。 
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因为矩阵乘积的行列式等于各矩阵行列式的乘积，故有 

det det det=B B D                             （3.6.9） 

由式（3.6.8），有 
T T T T= = =B AB D B ABD D D I                       （3.6.10） 

其中，I为 n×n阶单位矩阵。 

由式（3.6.10），可得 

det 1±=D  

将上式代入式（3.6.9），得 det det=B B ，证毕。 

定理 3.6.3  使用原始 Powell法求 n维二次函数
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X 的极小点，其 

中 A为 n×n阶对称正定矩阵，设λi ( 1,2, , )i n…= 为从 Xi-1出发、沿 Pi方向的最优步长因子，

1 2 n, , ,…P P P 和 1 0n n+=P X X- 都按下式进行规格化，即选择正常数 ti，使 
1

i i
i

d
t

= P        ( 1,2, , 1)i n…= +                   （3.6.11） 

1T
i id d=A     ( 1,2, , 1)i n…= +                    （3.6.12） 

令                         [ ]1 2 nd ,  d ,  ,  d…=D  

和 

[ ]1 2 1 1 1m m n m nd ,  d ,  ,  d ,  d ,  d ,  ,  d-… …+ +=D  

其中，1≤m≤n。则有 

1

det detm m
m

n

t

t

λ

+

=D D                           （3.6.13） 

证  由定理的条件，有 

1 1( ) min ( )i i i i if fλ λ- -+ = +X P X P  

和 

1i i i iλ-= +X X P  

故有   

1 0 1
1

( )
n

n n i i
i

-- -∑+
=

= =P X X X X  

1 1

n n

i i i i i
i i

t dλ λ∑ ∑
= =

= =P  

1
1

11 1

n
n i i

n i
in n

t
d d

t t

λ∑+
+

=+ +

= =
P

 

根据行列式的某一列乘以一个常数加到另一列上，行列式的值不变。故有 

1 2 1 1
1 1

det det
n

i i
m m i m n

i n

t
d ,  d ,  ,  d ,  d ,  d ,  ,  d

t

λ
-

「 ㊣
| |
| |
㊣ 」

∑… …+
= +

=D  
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                   1 2 1 1
1

det m m
m m m n

n

t
d ,  d ,  ,  d ,  d ,  d ,  ,  d

t

λ
-

「 ㊣
| |
| |
㊣ 」

… …+

+

=  

                   1 2 1 1
1

det m m
m m m n

n

t
d ,  d ,  ,  d ,  d ,  d ,  ,  d

t

λ
-

「 ㊣
| |
| |
㊣ 」

… …+

+

=  

1

detm m

n

t

t

λ

+

= D  

证毕。 

定理 3.6.4  在定理 3.6.3的条件下， i itλ 、 1( ) ( )i if f- -X X 和 det iD  ( 1,2, , )i n…= 这三

组数据取得最大值，必有相同的下标。 
证  由式（3.6.13）可知，则对于 (1,2, , )i n…∈ ，下式成立： 

1

det
det    i i i

n

t
t

λ
+

=
D

D  

由于
1

det
 

nt +

D
为常数，所以， det iD 和  i itλ 取得最大值，必有相同的下标。 

另外，由于函数为二次函数，以及 1i i i iλ-= +X X P，故有 

1 1 1 1

1 1
( ) ( ) ( )

2 2
T T T

i i i i i i i if f- - - -- - -= +X X X AX X AX B X X  

1 1
( ) ( )

2 2
T T T

i i i i i i i i i iλ λ λ- - - -= X P A X P X AX B P  

21

2
T T T

i i i i i i i iλ λ λ- -= P AP P AX B P  

21
( )

2
T T

i i i i i iλ λ-= +P AP P AX B                      （3.6.14） 

由于λi是用一维搜索求得的最优步长因子，即 1 1( ) min ( )i i i i if fλ λ- -+ = +X P X P ，故有 

1( )T
i i i if λ-+ =▽ X P P ( ) ( ) 0T T

i i i if = + =▽ X P P AX B  

而 2 2T T
i i i i i it d d t= =P AP A ，将此式和上式代入式（3.6.14），得 

2 2
1

1
( ) ( )

2i i i if f tλ- - =X X                         （3.6.15） 

式（3.6.15）说明 1( ) ( )i if f- -X X 和 i itλ 取最大值的下标相同，故定理成立，证毕。 

由定理 3.6.3得知，当
1

1m m

n

t

t

λ

+

＞ 时，用 Pn+1代替原搜索方向组中的 Pm。很自然地取 m使 

m m i it tλ λ  ≥  (i=1,2,…,n)。当
1

max 1m m

n

t

t

λ

+

≤ ，保持原搜索方向组不变。而定理 3.6.4提供 
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了一个简单的求得 m的方法，即根据迭代点的函数值 f(Xi-1)-f(Xi)的大小就能确定 m。 

现在的问题是如何用较简单的方法来判断
1

m m

n

t

t

λ

+

是否大于 1。下面，我们将讨论这个问题。 

为了简化记号，令 { }1max ( ) ( ) 1 2m i if f ,  i ,  ,  ,   nΔ - - …= =X X ， 1 0( )f f= X ， 2 ( )nf f= X ，

3 0(2 )nf f -= X X ， 1( )n nf f λ += +X P ，其中λ 为从 Xn出发、沿 Pn+1方向上作一维搜索的最

优步长因子。 

考虑搜索方向 1 0n n-+=P X X 上等距的三个点 X0、Xn和 2Xn-X0，由于函数为二次函数， 

即
1

( )
2

T Tf c= + +X X AX B X ，其中 A 为 n×n 阶对称正定矩阵，因此，经过 Xn点沿 Pn+1方

向，函数为抛物线。设 X 为抛物线的极小点，则 

3 1
1

1 2 32( 2 )n n

f f

f f f

--
- +=

+
X X P                     （3.6.16） 

和 

2
3 1

2
1 2 3

( )

8( 2 )

f f
f f

f f f

--
-=

+
                       （3.6.17） 

证  令           1 0 1 2( ) ( ) ( 1) ( 1)n nf a a aφ λ λ λ λ λ+= + = + + + +X P            （3.6.18） 

当λ=-1时，有 

 1 0f a=                             （3.6.19） 

当λ=0时，有 
2 1 1f f a= +  

1 2 1a f f-=                            （3.6.20） 

当λ=1时，有 

3 1 2 1 22( ) 2f f f f a-= + +  

1 2 3
2

( 2 )

2

f f f
a

- +
=                        （3.6.21） 

令 1 2( ) (2 1) 0a aφ λ λ′ = + + = ，有 

3 11 2

2 1 2 32 2( 2 )

f fa a

a f f f
λ

-- -
-

+
= =

+
                 （3.6.22） 

3 1
1 1

1 2 32( 2 )n n n n

f f
X

f f f
λ + += + =

+

--
-X X P P  

将式（3.6.19）～式（3.6.22）代入式（3.6.18），得 

2
3 1

2
1 2 3

( )

8( 2 )

f f
f f

f f f

--
-=

+
 

证毕。 

由式（3.6.15），得 
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[ ]12 ( ) ( ) 2m m m m mt f fλ Δ-± ±-= =X X                 （3.6.23） 

设 0 1 1nλ += +X X P 和 2 1n nλ += +X X P ，有 

1 0 1 2 1n n nλ λ- -
+ += =( )P X X P                  （3.6.24） 

因此，                             1 2 1λ λ- = 。  

用推导式（3.6.15）的方法，类似地可得 

2 2
1 1 1

1

2 nf f tλ-
+=

 
由于 1 0λ ＞ ，故有 

1 1 12( )nt f fλ -
+=                        （3.6.25） 

同理可得 

2 1 22( )nt f fλ ± -
+=                     （3.6.26） 

由式（3.6.24）～式（3.6.26），可得 

1 1 22( ) 2( )nt f f f f±- -
+=                     （3.6.27） 

当 f3≥f1时，由式（3.6.16）可知， X 必须在 X0和 Xn之间，这时 2 0λ ＜ ，式（3.6.26）

应取负号，有 

1 1 22( ) 2( )nt f f f f- -
+= +                     （3.6.28） 

因为 1 2f f f＞  ≥ ，故有 

1 1 22( ) 2( )nt f f f f- -
+= +  

                       ≥ 1 1 2 22( ) 2( ) 2( )f f f f f f- - -= +  

                       ≥ 1 22( )f f-                                  （3.6.29） 

而   

[ ]1 2 02( ) 2 ( ) ( )nf f f f=- -X X  

[ ]1
1

2 ( ) ( )
n

i i
i

f f- -∑
=

= X X  

2 2

1

( ) ( )
n

i i m m
i

t tλ λ∑
=

= ≥                      （3.6.30） 

由式（3.6.29）和式（3.6.30），可得
1

m m

n

t

t

λ

+

≤1。 

综上所述，当 f3≥f1时，有

1

m m

n

t

t

λ

+

≤1，因此，下一阶段的搜索方向组保持原搜索方向组 

不变。 

当 f3＜f1时， X 必须在点 Xn和 02 n-X X 之间，这时 2 0λ ＞ ，式（3.6.26）应取正号，有 

1 1 22( ) 2( )nt f f f f- - -
+=                      （3.6.31） 

为了使
1

1m m

n

t

t

λ ＞
+

，则有 
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2 2 2
1m m nt tλ ＞ +                             （3.6.32） 

将式（3.6.31）、式（3.6.23）和式（3.6.17）代入式（3.6.32），可得 

1 2 1 22 2( ) 2( ) 4 ( )( )m f f f f f f f fΔ - - - - -＞ +             （3.6.33） 

由上式，可得 

1 2 1 22 ( )( ) 2 mf f f f f f f Δ- - - -＞ +                   （3.6.34） 

由上式右边项 1 2 2 mf f f Δ- -+ ≥0，上式两边平方，可得 
2

1 2 1 24( )( ) ( 2 )mf f f f f f f Δ- - - -＞ +                 （3.6.35） 

而        2 2 2
1 2 1 2 2 1 2 2( 2 ) ( ) 4( )( ) 4( )m m mf f f f f f f f f f fΔ Δ Δ- - - - - - - -+ = + +  

将上式代入式（3.6.35），可得 
2

2 1 24( ) ( )m mf f f fΔ Δ- - -＞                     （3.6.36） 

将式（3.6.17）代入式（3.6.36），可得 
2 2

1 2 3 1 2 1 3( 2 )( ) 0 5 ( )m mf f f f f . f fΔ Δ- - - -＜+                （3.6.37） 

上式等价于
1

1m m

n

t

t

λ ＞
+

。 

综上所述，只有 

（1）f3＜f1                                                           （3.6.38） 

（2） 2 2
1 2 3 1 2 1 3( 2 )( ) 0 5 ( )m mf f f f f . f fΔ Δ- - - -＜+                         （3.6.39） 

同时成立时，才用 Pn+1代替原搜索方向组中的 Pm；否则保持原有搜索方向不变。 

文献[8]中证明了式（3.6.38）和式（3.6.39）的等价公式为 

1 2 3( 2 )

2 m

f f f
Δ

- ＜+
                          （3.6.40） 

证  若式（3.6.40）成立，则有 

1 3
1 2 2m

f f
f f Δ

-- - ＜                         （3.6.41） 

又因为   

f1≥fm-1≥fm≥f2                         （3.6.42） 

其中， 1 1( )m mf f X- -= ， ( )m mf f X= 。 

由式（3.6.40）和式（3.6.41），得 

1 3
1 2 1 2 12 m m m

f f
f f f f f fΔ -

- - - - -＞ = + ≥0              （3.6.43） 

所以 f3＜f1，即式（3.6.38）成立。 

由式（3.6.41）、式（3.6.42）和 f1-f2-Δm的非负性，可得 
2 2

1 2 3 1 2 1 3( 2 )( ) 0 5 ( )m mf f f f f . f fΔ Δ- - - -＜+  

成立，即式（3.6.39）成立。 

现在，用反证法来证明若式（3.6.38）和式（3.6.39）成立，则式（3.6.40）成立。假设式

（3.6.40）不成立，即 

1 2 3( 2 )
0

2 m

f f f
Δ

- +
≥ ≥                        （3.6.44） 

于是，有 
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1 3
1 2 0

2m

f f
f f Δ

-- - ＞≥                       （3.6.45） 

从而，由式（3.6.44）和式（3.6.45）可得 
2 2

1 2 3 1 2 1 3( 2 )( ) 0 5 ( )m mf f f f f . f fΔ Δ- - - -+ ≥  

上式与式（3.6.39）矛盾，因此，式（3.6.40）必须成立，证毕。 

改进的 Powell法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 X0、初始搜索方向 Pi=Ei ( 1,2, , )i n…= ，其中 Ei是第 i个坐标轴上的单

位向量，即 
                                                    

(0, ,0,1,0, ,0)                ( 1,2, , )T
i

i

i n… … …= =E
 

（2）依次沿 Pi方向进行一维搜索，即求最优步长因子λi，使 

1 1( ) min ( )i i i i if fλ λ- -+ = +X P X P  

令 1i i i iλ-= +X X P。 

（3）置 Pn+1=Xn-X0。 

（4）置 1 0( )f f= X 、 2 ( )nf f= X 、 3 0(2 )nf f X-= X 和 { }1max ( ) ( )m i if fΔ - -= X X 。 

（5）若 1 2 32

2 m

f f f
Δ

- +
 ≥ ，转到步骤（8）。 

（6）求最优步长因子λn+1，使 

1 1 1( ) min ( )n n n n nf fλ λ+ + ++ = +X P X P  

令 1 1 1n n n nλ+ + += +X X P 。 

（7）置 Pj=Pj  (j=1,2,…,m-1)和 Pj=Pj+1  (j=m,m+1,…,n)，转到步骤（9）。 

（8）如果 f2≤f3，置 1n n+=X X ；否则， 1 02n n-+=X X X 。 

（9）若 1 0n ε- ＜+X X ，令 *
1n+=X X ，打印最优解 X*和 f(X*)，停止程序执行；否则，

置 X0=Xn+1，转到步骤（2）。 

改进的 Powell法程序框图如图 3.6.3所示。 

例 3.6.1  用修改的 Powell法求函数 2 2
1 2 1 1 2( ) 2 4 2f x x x x x- -= +X 的极小点，取初始点 

0 (0,   3)T=X ，取初始搜索方向为坐标方向，即
1

1

0

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
=P 和

2

0

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
=P 。 

解  1 0( ) 18f f= =X ，令
0 1

0 1

3 0 3

λ
λ λ

㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣
= + = + =X X P ，则有 

2
0 1( ) ( ) 10 18fφ λ λ λ λ-= + = +X P  

求 minφ(λ)，可得 
1 5λ=  

1 0 1 1

0 1 5
5

3 0 3
λ

㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣
= + = + =X X P  

1( ) 7f -=X  
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图 3.6.3  改进的 Powell法程序框图 

令 1 2

5 0 5

3 1 3
λ λ

λ
㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣

= + = + =
+

X X P ，则有 

2
1 2( ) ( ) 2(3 ) 10(3 ) 5fφ λ λ λ λ-= + = + + +X P  

求 minφ(λ)，可得 

λ2=-0.5 

2 1 2 2

5 0 5
0.5

3 1 2.5
λ

㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣
-= + = =X X P  
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f2=f(X2)=-7.5 

f3=f(2X2-X0)=18 

0 1( ) ( ) 25m f fΔ -= =X X  

将上面有关数据代入，可得
1 2 3( 2 )

2 m

f f f
Δ

- +
≥ ，因此，保持原搜索方向组不变，置

0 2

5

2.5

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
= =X X ，进入第二阶段的迭代。 

令 0 1

5 1 5

2.5 0 2.5

λ
λ λ

㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣

+
= + = + =X X P ， 1 0( ) 7.5f f -= =X ，则有 

2
0 1( ) ( ) (5 ) 9(5 ) 12.5fφ λ λ λ λ-= + = + + +X P  

求 minφ(λ)，可得 

λ1=-0.5 

1 0 1 1

5 1 4.5
0.5

2.5 0 2.5
λ

㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣
-= + = =X X P  

1( ) 7.75f -=X  

令 1 2

4.5 0 4.5

2.5 1 2.5
λ λ

λ
㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣

= + = + =
+

X X P ，则有 

2
1 2( ) ( ) 2(2.5 ) 9(2.5 ) 2.25fφ λ λ λ λ- -= + = + +X P  

求 minφ(λ)，可得 

λ2=-0.25 

2 1 2 2

4.5 0 4.5
0.25

2.5 1 2.25
λ

㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣
-= + = =X X P  

f2=f(X2)=-7.875 

f3=f(2X2-X0)=-8 

0 1( ) ( ) 0.25m f fΔ -= =X X  

将上面第二阶段有关数据代入，可得 1 2 3( 2 )

2 m

f f f
Δ

- ＜+
，因此，用 3 2 0

0.5

0.25

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

--
-= =P X X

代替 P1。第三阶段的搜索方向组 1 2

0

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
= =P P 和 2 3

0.5

0.25

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-= =P P 。 

从 X2 出发，沿 3

0.5

0.25

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-=P 作一维搜索，即 2 3 3 2 3( ) ( ) min ( )f fφ λ λ λ= + = +X P X P ，可得
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3 1λ= ； 3 2 3 3

4 5 0 5 4
1

2 25 0 25 2

. .

. .
λ

㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | || | || | || | || | || | || | || | |㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣

-
-= + = + =X X P 。因为，本例的函数为二次函数，且已经在共轭

方向组 2

0

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
=P 和 3

0.5

0.25

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-=P 分别作了两次一维搜索，故 3

*=X X 。函数的等值线和用修改的

Powell法求解搜索路线如图 3.6.4所示。 

 

图 3.6.4  修改的 Powell法的搜索路线图 

下面，验证
2

0

1

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣
=P 和

3

0.5

0.25

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-=P 关于二次函数 2 2

1 2 1 1 2( ) 2 4 2f x x x x x- -= +X 的 Hessian

矩阵共轭。
2 2

( )
2 4

㊣ ㊣|| || || ||㊣ ㊣

-
-=H X ，

2 3

2 2 0.5
( ) (0 1) 0

2 4 0.25
T

㊣ ㊣㊣ ㊣| || || || || || || || |㊣ ㊣㊣ ㊣

- -
- -= =P H X P 。 

3.7  单纯形法 

单纯形法又称可变多面体法。在 n维空间 Rn中，单纯形是指具有 n+1个顶点的多面体。

若多面体的各棱边的长度相等，则称为正规单纯形。例如，在二维空间 R2中，三角形就是一

个单纯形，而等边三角形是一个正规的单纯形。 

单纯形法是对单纯形的 n+1个顶点的函数值进行比较，丢掉其中的最坏点[注：最坏点

是指函数值最大的点，最好点是指函数值最小的点]，代之以较好的新点，从而构成一个新的

单纯形，使单纯形逐步逼近函数的极小点的一种搜索方法。 

有几种初始单纯形的取法，下面，仅介绍常用的正规单纯形的取法。给定一个初始点 X0，

按如下公式产生其余 n点。单纯形的 n+1个顶点的具体公式为 
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0 1 2( )T
na ,a , ,a…=X   

1 1 2( )T
na q,a p, ,a p…= + + +X   

2 1 2( )T
na p,a q, ,a p…+ + +X =  

         ………  

1 2( )T
n na p,a p, ,a q…= + + +X  

其中，
1 1

2

n
p a

n

++
= ，

1 1

2

n n
q a

n

-+ +
= ，a为正规单纯形的棱长。 

下面，我们来讨论 p和 q的由来。 

0

                          

( )                 ( 1,2, , )T
i

i

p,  , p, q,  p,  , p i n… … …= =-X X
 

                                            

(0 0 0 0     0 0)T
i j

i j

,  ,  ,  q p,  ,  , , p q, , ,… … …=- - -X X
    

(i≠j, 1≤i, j≤n)
 

由上面两式，可得  
2 2 2 2

0 ( 1)i n p q a- -= + =X X                   （3.7.1） 

2 2 22( )i j p q a- -= =X X                      （3.7.2） 

不妨取 0p q＞ ＞ ，由式（3.7.2），得 

2

a
p q= +                                （3.7.3） 

将上式代入式（3.7.1），求解可得 

1 1

2

n n
q a

n

-+ +
=                         （3.7.4） 

将上式代入式（3.7.3），求解可得 

1 1

2

n
p a

n

++
=                            （3.7.5） 

单纯形法的主要步骤如下： 

（1）给定 X0、a和收敛精度ε 。 

（2）按正规单纯形产生其余 n顶点 X1,X2,…,Xn。 

（3）计算单纯形各顶点的函数值 f(Xi)  ( 0 1 2 )i , , , ,n…= 。  

（4）求最坏点 XH、次坏点 XG和最好点 XL 

{ }( ) max ( ),    (0 )H if f i n=X X ≤ ≤
 

{ }( ) max ( ),    ( ,0 )G if f i H i n≠=X X ≤ ≤
 

{ }( ) min ( ),    (0 )L if f i n=X X ≤ ≤
 

（5）求去掉最坏点以外其余点的形心 XC，即 

0

1
  

n

C i
i ,i Hn ≠
∑
=

=X X                              （3.7.6） 
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（6）求反射点 Xn+1，即  

1 ( )n C C Hα -
+= +X X X X                        （3.7.7） 

其中 a(a＞0)为反射系数，一般取 a=1。 

二维情形反射过程的几何意义如图 3.7.1所示。 

（7）延伸 

若 1( ) ( )n Lf f＜+X X ，则沿 1n C-
+X X 方向延伸，得到延伸点 Xn+2，即 

2 1( )n C n Cγ -
+ += +X X X X                          （3.7.8） 

其中，γ( γ ＞1)称为延伸系数，一般取γ =2。若 2( ) ( )n Lf f＜+X X ，用 Xn+2代替 XH；否则，

用 Xn+1代替 XH，转到步骤（10）。 

二维情形延伸过程的几何意义如图 3.7.2所示。 

             

图 3.7.1  反射点                       图 3.7.2  延伸点 

（8）若 1( ) ( )n Gf f＜+X X ，用 Xn+1代替 XH，转到步骤（11）。 

（9）收缩 

① 若 1( ) ( )n Hf f＞+X X ，则令收缩点为 

3 ( )n C H Cβ -
+= +X X X X                       （3.7.9） 

② 若 1( )nf +X ≤ ( )Hf X ，则令收缩点为 

3 1( )n C n Cβ -
+ += +X X X X                         （3.7.10） 

其中，β(0＜ β＜1)称为收缩系数，常取 0.5β= 。 

若 3( ) ( )n Hf f+X X＜ ，用 Xn+3代替 XH ，转到步骤（11）。 

二维情形收缩过程的几何意义如图 3.7.3所示。 

（10）缩边 

若 3( )nf +X ≥ ( )Hf X ，则将单纯形的各棱边的长度向最好点缩小一半，即向量 i L-X X 的

长度缩小一半。有 

( )

2
i L

i L

-
= +

X X
X X   ( 0 1 2 )i , , , ,n…=                 （3.7.11） 

二维情形缩边的几何意义如图 3.7.4所示。 

                

   图 3.7.3  收缩                           图 3.7.4  缩边 

（11）收敛准则 
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若 [ ]
1 2

2

0

1
( ) ( )

/n

i L
i

f f
n

ε
㊣ ㊣| || |㊣ ㊣| || |㊣ ㊣

- ＜∑
=

X X 或 ( ) ( )H Lf f ε- ＜X X ，令 *
L=X X ，打印最优解 X*和

f(X*)，停止程序执行；否则转到步骤（3）。 

单纯形法程序框图如图 3.7.5所示。 

 

图 3.7.5  单纯形法程序框图 
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本章讨论多维约束最优化问题，其一般形式为 

minf(X)  (X∈Rn) 

满足于 

gi(X)≤0  （i=1,2,…,m）                    （4.0.1） 

hj(X)=0  （j=1,2,…,l） 

式中，gi(X)≤0（i=1,2,…,m）称为不等式约束条件，hj(X)=0(j=1,2,…,l)称为等式约束条件，

不等式约束条件和等式约束条件统称为约束条件。 

我们把满足所有约束条件的向量 X∈Rn称为可行点或可行解，所有可行点组成的集合称

为可行解集，可行解集可表示为 

D={X：gi(X)≤0  (i=1,2,…,m)；hj(X)=0  (j=1,2,…,l)；X∈Rn}   （4.0.2） 

因此，约束优化问题可表示为 

min f(X)  （X∈D）                    （4.0.3） 

求解约束优化问题（4.0.1）是指在可行解集 D中找一点 X*，对于所有 X∈D，使 

f(X*)≤f(X)                        （4.0.4） 

成立。点 X*称为约束优化问题（4.0.1）的全局最优点。对于一般非线性约束最优化问题，求

最优解是一件很复杂的工作。 

求解约束优化问题的方法有[9～13]：线性逼近法、罚函数法、半惩罚函数法、梯度投影法、

可行方向法、网格法、复合形法、拉格朗日乘子法和增广拉格朗日乘子法等。下面介绍常用

的几种约束优化问题的求解方法。 

4.1  罚函数法 

首先看一个例子，求解 

{ }2 2
1 2min x x+  

满足于 

x1+x2-2=0 

用图解法或拉格朗日乘子法不难求出它的极小点 X*=(1,1)T。 

我们设想构造一个函数φ(X)，当 X∈D 时，φ(X)=f(X)；当 X∉D 时，φ(X)为无穷大。对

于上例，其构造函数φ(x1,x2)为 
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2 2
1 2 1 2

1 2

1 2

2 0
( , )

2 0

x x      x x
x x

            x x
φ

∞

㊣||㊣||㊣ ≠
-
-

+ + =
=

+
 

虽然，φ(x1,x2)的极小点一定落在直线 x1+x2-2=0上。但由于φ(x1,x2)的不连续性，函数

的特性太坏，以致无法用无约束最优化方法求解。 

考虑求如下函数的极小点： 
2 2 2

1 2 1 2 1 2( , , ) ( 2)x x x x  x xφ γ γ -= + + +  

式中，γ为很大的正数。 

φ(x1,x2,γ)可以用无约束最优化方法求解，下面我们用解析法求解。令 X*(γ)为函数φ(x1,x2,γ)
的极小点，则有 

* ( ) 0Xφ γ「 ㊣▽ | |㊣ 」=  

即 

1 1 2
1

2 2 ( 2) 0x x x
x

φ γ∂
∂

-= + + =  

2 1 2
2

2 2 ( 2) 0x x x
x

φ γ∂
∂

-= + + =  

解上式得 

* *
1 2

2

2 1
x x

γ
γ

= =
+

 

取γ1=10,γ2=10γ1,…, γk+1=10γk，有如下序列： 

{ }1
20 200 2000 20000 200000( ) ,
21 201 2001 20001 200001

*
kx , , , ,γ …=  

显然，有 

*
1lim ( ) 1k

k
x γ =

→∞
 

上例说明约束最优化问题可以转化为无约束最优化问题来求解。将约束条件 gi(X)和 hj(X)

以某种形式附加到目标函数上，形成一个无约束最优化问题；然后，用无约束最优化方法求

解，这就是罚函数法。之所以称为罚函数法是因为对于 X∉D的点，对目标函数进行惩罚；而

对于 X∈D 的点，不对目标函数进行惩罚。根据惩罚函数的不同，可分为外点罚函数法、内

点罚函数法（或称障碍函数法）和扩展的内点罚函数法。 

4.1.1  外点罚函数法 

将约束最优化问题（4.0.1）转化为无约束最优化问题，则 

minφ(X,γ)                            （4.1.1） 

其中，φ(X,γ)=f(X)+γα(X)，γ为任意大的正数。 

函数α(X)应满足以下条件： 

（1）α(X)在 Rn上的连续函数； 
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（2）当 X∉D时，α(X)＞0； 

（3）当 X∈D时，α(X)=0。 

一般称α(X)为惩罚项，γ为惩罚因子，φ(X,γ)为惩罚函数。可取惩罚项α(X)为 

2 2

1 1

( ) {max[0, ( )]} ( )
m l

i j
i j

g hα ∑ ∑
= =

= +X X X  

上述惩罚项α(X)的选取，会使惩罚函数φ(X,γ)的函数值、梯度在边界处连续，但是，二阶
方向导数在边界处不连续。 

在讨论算法之前，我们首先研究约束最优化问题（4.0.1）与无约束最优化问题（4.1.1）

的关系。 

定理 4.1.1  若 X*是原优化问题（4.0.1）的极小点，则 X*必为罚函数φ(X,γ)的极小点。 

证  因为 X*是问题（4.0.1）的解，故 X*∈D，则有 

α(X*)=0 

对于一切 X∈D，有 

φ(X*,γ)=f(X*)+γα(X*) 

            ≤f(X)+γα(X)=φ(X,γ) 
对于一切 X∉D，有 

 φ(X*,γ)=f(X*)+γα(X*) 

     ≤f(X*)+γ α(X)                            （4.1.2） 

式中，γ ＞0，取一个的正数γ使γ =min
*( ) ( )

( )

f fγ
α

㊣ ㊣| || |㊣ ㊣| || |㊣ ㊣

-
+

X X

X
≥0成立。有 

φ(X*,γ)≤f(X*)+γ α(X) 

           ≤f(X)+γα(X)≤φ(X,γ) 
因此，X*是问题（4.1.1）的最优解，证毕。 

定理 4.1.2  对于任意固定的正数γk，设 X*(γk)为罚函数φ(X,γ)的最优解。如果 X*(γk)∈D，

则 X*(γk)必为原优化问题（4.0.1）的极小点。 

证  对于一切 X∈D，有α(X)=0。由定理的条件，有 

f[X*(γk)]=φ[X*( γk), γk] 
       ≤φ[X,γk]=f(X) 

证毕。 

定理 4.1.2告诉我们，α[X(γk)]＜ε可作为罚函数算法的收敛准则，其中ε为任意小的正数。 
定理 4.1.3  假设 f、gi  (i=1,2,…,m)和 hj  (j=1,2,…,l)都是连续函数，则由外点罚函数

产生的任何收敛序列{Xk}的极点必为原问题（4.0.1）的极小点。 

定理的证明请参看文献[4]P324。 

为了能用无约束最优化方法求解惩罚函数φ(X,γ)，惩罚函数φ(X,γ)中的惩罚因子γ是逐步增
大的。为了求得约束最优化问题的解，需要求解一系列的无约束最优化问题的解，因此，罚

函数法又称为序列无约束极小化方法，即 SUMT（Sequential Unconstrained Minimization 

Technique）法。 
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外点罚函数法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 X0，X0可以不属于可行解集 D，选取初始惩罚因子γ1＞0，一般取γ1=10，

惩罚因子放大系数 c＞0，一般取 c=10，置 k=1。 

（2）以 Xk-1为初始点，求解如下无约束最优化问题： 

min{f(X)+γkα(X)} 

其中， [ ]{ }2 2

1 1

( ) max 0, ( ) ( )
m l

i j
i j

g hα ∑ ∑
= =

= +X X X ，设其极小点为 Xk。 

（3）若α(Xk)＜ε，则 Xk就是所求的最优点 X*，打印最优解 X*和 f(X*)，停止程序执行；

否则转到步骤（4）。 

（4）置γk+1=cγk，k=k+1，转到步骤（2）。 

可以用任意一种求解无约束最优化问题的方法求解 min{f(X)+γkα(X)}，但选用的方法不

同，直接影响算法的收敛速度，当然，我们应当选择收敛速度快的无约束最优化方法。 

罚函数法程序框图如图 4.1.1所示。 

 

图 4.1.1  罚函数法程序框图 

例 4.1.1  用外点罚函数法求解如下一维优化问题： 
2( 2)

min ( )
20

x
f x

+
=  

满足于 

1

(1 )
( )

2

x
g x

-
= ≤0 

2

( 2)
( )

2

x
g x

-
= ≤0 
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解             
2 22( 2) 1 2( , ) max 0, max 0,

20 2 2

x x xxφ γ γ
㊣ ㊣| |「 ㊣ 「 ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || || | | |㊣ ㊣| || || || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || | | |㊣ 」 ㊣ 」| |㊣ ㊣

- -+
= + +  

上式等价于 

≤ ≤

2 2

2

2 2

( 2) (1 )
                 ( 1)

20 4

( 2)
( , )                                      (1 2)

20

( 2) ( 2)
                ( 2)

20 4

x x
x

x
x x

x x
x

γ

φ γ

γ

㊣|||||||||㊣|||||||||㊣

- ＜

- ＞

+
+

+
=

+
+

 

分别令 
2 2

1

( 2) (1 )
( ) ( 1)

20 4

x x
f x xγ

- ＜+
= +

 

2

2

( 2)
( )

20

x
f x

+
=   (1≤x≤2) 

2 2

3

( 2) ( 2)
( ) ( 2)

20 4

x x
f x xγ

- ＞+
= +

 

分别求函数 f1(x)、f2(x)和 f3(x)的极小点，它们的极小点分别为 

*
1

5 2
( )

5 1
x

γγ
γ
-

=
+

 

*
2 ( ) 1x γ =  
*
3 ( ) 2x γ =  

式中， * ( )ix γ 为函数 fi(x)  (i=1,2,3)的极小点。 

比较 f1(x)、f2(x)和 f3(x)极小点的函数值，得到函数φ(x,γ)的极小点为 
5 2

( )
5 1

x
γγ
γ
-

=
+

 

函数φ(x,γ)在极小点处的函数值为 

*
2

369[ ( )]
20 20(5 1)

x
γφ γ
γ

-=
+

 

取  γ={1,10,100,1000,…}，有 

{ }* 1 48 498 4998( )
2 51 501 5001

x , , , ,γ …=  

*lim ( ) 1k
k

x γ
→∞

=  

* 9
lim ( )

20kk
xφ γ

→∞
「 ㊣| |㊣ 」=  

图 4.1.2和图 4.1.3分别表示了例 4.1.1优化问题的目标函数、约束条件和惩罚函数等情况。 
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 图 4.1.2  目标函数、约束条件和可行域          图 4.1.3  外点罚函数法中γ与φ(X,γ)的关系曲线 

用外点罚函数法求解时，初始点 X0可以不属于可行域 D，这给算法带来了很大的便利；

但另一方面，从例 4.1.1可以看出，当惩罚因子增大时，X*(γ)→X*，但 X*(γ)∉D，只有当

γ→∞时，X*(γ)∈D。但实际计算不可能取γ为无穷大，用外点罚函数法求得的 X*(γ)有可能为
不切实际的解。这一点被认为是外点罚函数法的缺点，而内点罚函数法能克服这一缺点。 

4.1.2  内点罚函数法 

内点罚函数法与外点罚函数法的不同之处有两点，其一是对不等式约束函数取的惩罚函

数的形式不同，其二是惩罚因子在优化过程中是下降的。内点罚函数法的初始点必须满足所

有不等式约束条件。内点罚函数法的基本思想是对不等式约束，在接近可行解集的边界的点

施加越来越大的惩罚，对可行解集的边界的点施加无穷大的惩罚。 

对不等式约束，内点罚函数的惩罚项为 

1
1

1( )
( )

m

i ig
α -∑

=

=X
X

                          （4.1.3） 

利用式（4.1.3），并且包含外点罚函数法对等式约束的惩罚项，则内点罚函数法的惩罚函

数为 

21( , , ) ( ) ( )
( )

m l

j
i ji

f h
g

φ γ γ γ γ-∑ ∑
=1 =1

= + +X X X
X

               （4.1.4） 

其中，惩罚因子γ (γ ＞0)在优化过程中是下降的，而γ(γ＞0)在优化过程中是增大的。 

式（4.1.3）的另一种形式为 

1
1

( ) log[ ( )]
m

i
i

gα - -∑
=

=X X                       （4.1.5） 

由于式（4.1.5）数值条件数比式（4.1.3）稍好，因此，经常被推荐使用。 

内点罚函数法的主要步骤如下： 

（1）给定初始点 X0、初始惩罚因子 1γ 、γ1和惩罚因子系数 c(0＜c＜1)，置 k=1。 

（2）以 Xk-1为初始点，求解如下无约束最优化问题： 
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2
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设其极小点为 Xk。 

（3）若||Xk-Xk-1||＜ε1和 f(Xk-1)-f(Xk)＜ε2，则 Xk就是所求的最优点 X*，打印最优解 X*

和 f(X*)，停止程序执行；否则转到步骤（4）。 

（4）置 1k kcγ γ+= ，γk+1=γk/c，k=k+1，转到步骤（2）。 

内点罚函数法，要求初始点 X0为可行点，即 X0∈D。下面介绍求解约束最优化问题可行

点的两种方法。 

第一种求解约束最优化问题可行点的方法的主要步骤为[3]： 

（1）给定初始点 X0，置 k=0。 

（2）设 I={i：gi(Xk)＜0}，如果 I={1,2,…,m}，则 Xk为所求的可行点；否则，选一个 j∉I，

转到步骤（3）。 

（3）用内点罚函数法求解如下优化问题： 

min{gj(X)}                           （4.1.6） 

满足于 

gi(X)＜0  （i∈I） 

设 Xk+1为上述优化问题的解，如果 gj(Xk+1)≥0，则可行解集为空集，停止程序执行；否

则，置 k=k+1，转到步骤（2）。 

第二种求解约束最优化问题可行点的方法是作者在文献[14]中提出的一种求解最优化问

题可行解的快速有效方法，现将该方法叙述如下。 

因为内点罚函数法要求初始点 0X 满足 0( ) 0ig ＜X   (i=1,2,…,m)，将不等式约束 gi(X)≤0

转化为 ( ) ( ) 0i ig g ε＜= +X X   (i=1,2,…,m)。其中ε为较小的正数。ε的值由具体问题确定，一
般可取ε=0.01～0.1。 

为了求得满足所有不等式约束的可行点，建立如下函数： 

[ ]{ }2

2
1

( ) max 0, ( )
m

i
i

gα ∑
=

=X X                     （4.1.7） 

α2(X)具有函数和一阶导数连续，以及满足约束条件 ( ) ( ) 0i ig g ε＜= +X X   (i=1,2,…,m)

的所有 X都是函数α2(X)的全局最小点的特点，且有α2( X )=0。 

第二种求解约束最优化问题可行点的方法的主要步骤： 

（1）初始点 X0。 

（2）以 X0为初始点，求解 

[ ]{ }2

2
1

min ( ) min max 0 ( )
m

i
i

 ,gα ∑
=

=X X  

设 X1为上述优化问题的解，如果α2(X1)＞0，则可行解集为空集；若α2(X1)=0，则 X1为

一个可行点。 

与第一种求解约束最优化问题可行点的方法比较，第二种求解约束最优化问题可行点的方法有

两个优点。第一个优点是整个约束优化问题的可行解集都是优化函数α2(X)的最优解，而方法一的gj(X)

函数最优解一般只有一个最优点，因此，与方法一比较方法二更容易求解。第二个优点是计算时间
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大幅度减少，设方法一需要求解最优化问题（4.1.6）为 k1次，平均每次用内点罚函数法求解最优化

问题（4.1.6）需要 k2次无约束最优化问题的求解，用方法一共需要 k1×k2次无约束最优化问题的求

解；而方法二只需要一次无约束最优化问题的求解。同时，考虑到方法一的最优点一般只有一个点，

而方法二的最优点是整个可行解集，因此，方法二的计算量不到方法一的计算量的 k1×k2分之一。 

作者用 Powell法作为无约束最优化问题的求解方法，编写了求解约束最优化问题可行解

方法二的程序，用程序计算的数例如下。 

例 4.1.2  求第 1章利润问题的可行解，即 

g1(X)=3x1+4x2-12≤0 

g2(X)=3x1+3x2-10≤0 

g3(X)=4x1+2x2-8≤0 

g4(X)=-x1≤0 

g5(X)=-x2≤0 

取初始点 X0=(90,-90)T，用程序求得的可行点为 0.6172,0.556 TX=( ) 。 

例 4.1.3  用内点罚函数法求例 4.1.1。 

解             
2

1

( 2)1 2 2(  ) ( )
( ) 20 1 2

m

i i

x
x, f X

g X x x
φ γ γ γ ㊣ ㊣|| || ||㊣ ㊣

- -
- -∑

=

+
= + = +  

2 2

( 2) 2 2( ) 0
10 (1 ) ( 2)

x
x,

x x
φ γ γ

㊣ ㊣||′ || || ||㊣ ㊣
- -

- -
+

= =  

取 0 5 0 1 0 01 0 001 0 0001 0 00001 0 000001. , . , . , . , . , . , .γ={ }，分别将γ 代入上式，得 

{ }* ( ) 1.4895 1.4475 1.2365 1.0805,1.0255,1.0085,1.0025x , , ,γ ≈  

对于不同的惩罚因子γ ， ( )X,φ γ 的函数值如图 4.1.4所示。 

 

图 4.1.4  内点罚函数法中 γ 与 (  )X,φ γ 的关系曲线 

内点罚函数法除了要求初始点 X0∈D以外，内点罚函数法对无约束最优化算法要求很高。

从图 4.1.4可以看出，一不小心，如果迭代点进入非可行域，就会导致无法求得最优解，从非
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可行域靠近边界时， ( ),φ γX 的函数值为负无穷大。 

4.1.3  扩展的内点罚函数法 

扩展的内点罚函数法充分利用了内、外点罚函数法的优点，克服了它们的缺点。这种方

法处理等式约束与外点罚函数法相同，因此，为了简单，在下面的讨论中，省略等式约束的

处理。 

1.线性扩展罚函数 

我们取惩罚项为 

1
1

( ) ( )
m

i
i

gα ∑
=

=X X                             （4.1.8） 

式中，

≤

2

1                        ( )
( )

( )
2 ( )

          ( )

i
i

i

i
i

g
g

g
g

g

ε

ε
ε

ε

㊣|||||㊣|||||㊣

-

-- ＞
=

X
X

X
X

X
                                 （4.1.9） 

ε为一个很小的负数，文献[11]推荐按下式计算： 

kc αε γ-=   （ 1
3
≤α≤ 1

2
） 

式（4.1.8）定义的函数α1(X)在 gi(X)=ε处连续，且一阶导数也连续；但二阶导数不连续。 
例 4.1.4   用线性扩展的内点罚函数法求解例 4.1.1。 

解  取 0 5 0 1 0 01 0 001 0 0001 0 00001 0 000001. , . , . , . , . , . , .γ={ }，c=0.15，a=0.5，用线性扩展的

内点罚函数法求解，得 
* ( ) 1.489 1.447 1.236 1.080,1.026,1.008,1.003{ }x , , ,γ ≈  

对于 c=0.15和 a=0.5，线性扩展罚函数的情形如图 4.1.5所示。 

从例 4.1.3和例 4.1.4可知，用内点罚函数法和用线性扩展的内点罚函数法求得的最优解
* ( )x γ 几乎相同，但线性扩展的内点罚函数法所用的罚函数的特性较好，函数和一阶导数连续，
这大大降低了对无约束最优化算法的要求，初始点 X0也可以选择不属于可行域的点。 

2.二次扩展罚 

在式（4.1.8）中，取 ( )ig X 为 

≤

2

1                                             ( )
( )

( )
( ) ( )1 3 3       ( )

i
i

i
i i

i

g
g

g
g g

g

ε

ε
ε ε ε

㊣||||||㊣ ㊣ ㊣| |「 ㊣ 「 ㊣| | || | | | || ㊣ ㊣| | | | || || ㊣ 」 ㊣ 」| |㊣ ㊣|㊣

-

- - ＞
=

+

X
X

X
X X

X
            （4.1.10） 

式（4.1.10）定义的函数α1(X)在 gi(X)=ε处具有函数、一阶导数和二阶导数连续性；但
( , ),φ γ γX 函数的非线性增大。因此，用一阶导数的无约束最优化方法求解 ( , ),φ γ γX 时，建

议采用线性扩展函数。 
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图 4.1.5  线性扩展内点罚函数法中γ 与 (  )X,φ γ 的关系曲线 

4.2  复合形法 

复合形法是求解约束最优化问题的直接方法之一，是无约束最优化问题的单纯形法的推

广。它只适用于只有不等式约束的最优化问题，即 

min f(X)                           （4.2.1） 

满足于 

gi(X)≤0  (i=1,2,…,m) 

用单纯形法求解约束最优化问题，在处理约束条件时会

出现一些困难。当向边界调优时，单纯形法容易退化降维，

当反射点 XR≈XC时，产生降维现象，如图 4.2.1 所示。一旦

产生了降维现象，就不能求得最优化问题的最优解。复合形

法是以 n1个初始点为顶点构成一个不规则的多面体，为了防

止退化降维现象，复合形法的多面体的顶点数 n1要大于 n+1，

一般 n+1＜n1≤2n。 

复合形法的基本思想是先在可行域内产生一个具有 n1个

顶点的初始复合形（对于低维优化问题，n1可以多于 2n个点；

对于高维优化问题，n1可以少于 2n个点，但 n1必须多于 n+1

个点）。对复合形顶点的函数进行比较，不断地丢掉其中的最

坏点，代之以较好的新点，构成新的复合形，从而逐步使复合形逼近函数的极小点。复合形

法的主要步骤如下： 

（1）初始复合形的 n1个顶点的产生。产生 n1个顶点的方法有许多，下面，我们介绍输入

一个初始点，其余 n1-1个点用随机函数产生的方法。 

① 输入一个可行的初始点 X1。 

② 产生其余的 n1-1个点。 

用下式产生 Xk+1  (k=1,2,…,n1-1)点： 

xk+1,i=ai+ζ(bi-ai)                          （4.2.2） 

图 4.2.1  产生降维示意图 
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式中，xk+1,i是 Xk+1第 i个分量，ai和 bi分别为 xi的最优解估计的下限和上限，ζ为 0～1之间

的随机数。 

如果 Xk+1满足约束条件，继续产生下一个顶点；否则，求前 k个点的形心 

1

1 k

C i
ik
∑
=

=X X                               （4.2.3） 

将 Xk+1沿 Xk+1与 XC的连线向形心点 XC缩小一半，即 

Xk+1=XC+0.5(Xk+1-XC)                       （4.2.4） 

然后，再验证 Xk+1 是否满足约束条件。如果仍然不满足，再按上式计算，再验证 Xk+1

是否满足约束条件，如此重复，直到 Xk+1满足约束条件为止。 

如果 XC不满足约束条件，即可行域为非凸集，则上面的方法是无效的，使程序陷入死循

环。作者建议当可行域为非凸集时，采用罚函数法求解，或者重新产生 Xk+1点。 

（2）计算复合形各顶点的函数值 

fi=f(Xi)  (i=1,2,…,n1)                       （4.2.5） 

（3）求最坏点 XH和最好点 XL 

f(XH)=max{fi,(1≤i≤n1)} 

f(XL)=max{fi,(1≤i≤n1)} 

（4）若
1

1
2

2

11

1 ( )
1

n

i L
i

f f
n

ε
=

「 ㊣
| |
| |
㊣ 」

- ＜- ∑ （ε为控制收敛精度的最小的正数），令 X*=XL，打印最

优解 X*和 f(X*)，停止程序执行；否则，转到步骤（5）。 

（5）求去掉最坏点以外其余点的形心 

1

11

1
1

n

C i
i ,i Hn ≠- ∑=

=X X                            （4.2.6） 

如果 XC不满足约束条件，令 A=XL，B=XH和 X1=XL，转到步骤（1），重新产生新的

复合形。 

（6）求反射点 

XR=XC+α(XC-XH)                          （4.2.7） 

其中，α(α＞0)为反射系数，一般取α=1.3。 

（7）验证 XR是否是可行点。若 XR不是可行点，则置
2
αα= ，转到步骤（6）。 

（8）计算 f(XR)，如果 f(XR)＜f(ZH)，则用反射点 XR代替最坏点 ZH，构成新的复合形，转

到步骤（3）；如果 f(XR)≥f(ZH)，转到步骤（9）。 

（9）置
2
αα= ，若α≤δ（δ为预先给定的一个小的正数），转到步骤（10）；否则转到步

骤（6）。 

（10）如果上次不是用次坏点代替最坏点，则用次坏点 XG  

f(XG)=max{f(Xi)(1≤i≤n1,i≠H)}                      （4.2.8） 

代替最坏点 XH，转到步骤（3）；否则，转到步骤（11）。 
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（11）缩边。 

复合形各顶点向最好点 XL收缩二分之一，即 

Xi=XL+0.5(Xi-XL)  (i=1,2,…,n1)                   （4.2.9） 

验证 Xi是否为可行点，若某个 Xi不是可行点，建议按复合形法的第（5）步处理；若所

有 Xi是可行点，转到步骤（2）。 

复合形法程序框图如图 4.2.2所示。 

 

图 4.2.2  复合形法程序框图 

例 4.2.1  用复合形法求第 1章利润问题的最优解。 

max{4x1+3x2} 
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满足于                              3x1+4x2≤12 

3x1+3x2≤10 

4 x1+2 x2≤8 

x1, x2≥0 

用作者编写的复合形法程序计算的最优解为 X*=(0.8000025,2.399994)T，f(X*)=10.39999

[注：精确解为 X*=(0.8,2.4)T，f(X*)=10.4]。 

4.3  半惩罚函数法[15] 

4.3.1  半惩罚函数法提出的原因 

作者在研究双动拉延压力机内滑块十杆机构的优化设计（该机构的优化设计将在第 8 章

8.7节中讨论）时发现：① 很难求得该机构的最优化设计问题的可行点；② 即使求到了初始

可行点或输入一个可行的初始点，后面的优化设计过程也无法进行下去。分析其原因有两个，

其一是因为该机构复杂，约束条件较多，并且，它们之间相互联系；另一个更重要的原因是

当破坏约束条件时，会使其他约束条件或计算目标函数中的 arccosx中 x的绝对值大于 1，致

使计算程序中断。 

当 arccosx中 x的绝对值大于 1时，用罚函数法计算难以处理；用复合形法计算，又找不

到可行点，arccosx中 x的绝对值大于 1也难以处理；其他最优化方法处理这样的最优化问题

也存在困难。 

4.3.2  半惩罚函数法 

首先，将约束最优化问题中的不等式约束条件分为两类。第一类约束条件为破坏约束条

件会引起计算程序中断的约束条件，例如，如果拉延压力机内滑块十杆机构优化设计中某些

约束条件不满足，十杆机构优化设计中的约束条件
2 2 2
2 3 1

min
2 3

( )
arccos

2

l l C l

l l
φ

- -- +
≤0（见第 8

章 8.7节）中
2 2 2
2 3 1

2 3

( )
1

2

l l C l

l l

- - ＞+
，导致计算程序中断。用 I1来表示所有第一类约束条件

的下标的集合，即 I1={i：gi(X)≤0,gi(X)≤0为第一类约束条件}。第二类约束条件为破坏约

束条件不会引起计算程序中断的约束条件。用 I2来表示所有第二类约束条件的下标的集合，

即 I2={i：gi(X)≤0,gi(X)≤0为第二类约束条件}。 

其次，将第二类不等式约束条件和等式约束条件按照外点罚函数法来处理，将其惩罚项

加到目标函数中形成惩罚函数，而保留第一类约束条件，形成新的最优化问题，即 

minφ(X, γk)=f(X)+γkα(X)                    （4.3.1） 
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满足于                             gi(X)≤0  （i∈I1） 

式中，γk为外点罚函数法中的惩罚因子，惩罚项α(X)为 

2

2 2

1

( ) {max[0, ( )]} ( )
l

i j
i I j

g hα
∈
∑ ∑

=

= +X X X  

最后，我们用复合形法求解新的最优化问题（4.3.1）。因为，约束条件中的一部分约束条

件用惩罚函数的方法转化为目标函数，而另一部分约束条件继续保留下来，因此，作者将这

种优化方法称为半惩罚函数法。 

半惩罚函数法之所以能够求解双动拉延压力机内滑块十杆机构这类最优化问题，是因为

将一部分约束条件用惩罚项转化到目标函数中，这样使得求解新的最优化问题的可行点变得

容易；同时，保留了破坏约束条件会引起计算程序中断的第一类约束条件。 

半惩罚函数法的主要步骤： 

（1）给定满足第一类约束条件的任意初始点 X0、初始惩罚因子γ0、c、ε和 nmax（nmax为在

惩罚因子γk下，计算函数最好点的最大次数，即将 nmax作为一个收敛准则），令 k=0。 

（2）以 Xk作为复合形的一个顶点，用复合形法求解最优化问题（4.3.1），设 Xk+1为所求

的解。 

（3）若α(Xk+1)＜ε，令 X*=Xk+1，打印最优解 X*和 f(X*)，停止程序执行；否则，转到步

骤（4）。 

（4）置γk+1=cγk，k=k+1，转到步骤（2）。 

半惩罚函数法程序框图如图 4.3.1所示。 

 

图 4.3.1  半惩罚函数法程序框图 
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4.4  增广拉格朗日乘子法[16] 

在本章的 4.1节中，我们讨论了三种罚函数法求解约束最优化问题的古典方法，这些方法

容易编程，且被认为是非常有效的方法。我们注意到引入 Kuhn-Tucker 条件方程式（1.8.6）

中的拉格朗日乘子到罚函数法中，这些方法会得到很大的改进，著名数学家 Powell指出：没

有包含拉格朗日乘子的 SUMT算法作为一种实用方法已经过时了。 

在这一节中，我们将讨论如何将拉格朗日乘子引入到算法中来改进算法的有效性和可靠

性。主要目的是减少算法对惩罚因子的依赖性。下面，我们讨论增广拉格朗日乘子法（ALM

法）。ALM 法首先用于解等式约束的最优化问题，然后，扩展到不等式约束的最优化问题，

最后是两种方法合并起来求解一般约束最优化问题。 

4.4.1  等式约束最优化问题 

ALM法首先用于解等式约束的最优化问题 

     min f(X)                             （4.4.1） 

满足于                          hj(X)=0  (j=1,2,…,l)                      （4.4.2） 

很显然，为了使上述最优化问题有意义，l必须小于 n（n为最优化问题的维数），即 l＜n；

当 l=n 时，由式（4.4.2）就能确定唯一的可行点 X*，当然，X*就是最优点；当 l＞n 时，该

最优化问题变得无意义。 

Kuhn-Tucker条件方程式（1.8.6）等价于建立如下拉格朗日函数： 

                           
1

( , ) ( ) ( )
l

j j
j

L f hλ
=

= +∑X X Xλ                       （4.4.3） 

拉格朗日函数 L(X,λ)的驻点条件和等式约束条件式（4.4.2）就是最优化解的必要条件。

从理论上可以证明，求解拉格朗日函数的最小点并满足等式约束条件（4.4.2）就是原优化问

题（4.4.1）和（4.4.2）的解。因此，我们用外点罚函数法求解。其罚函数形式为 

                      2

1

( , , ) ( ) ( ) ( )
l

k j j k j
j

A f h hγ λ γ
=

= + +「 ㊣| |㊣ 」∑X X X Xλ                （4.4.4） 

由上式定义的函数 A(X,λ,γk)称为增广拉格朗日函数，显然，式（4.4.4）是外点罚函数的

一种修正形式。这种形式的函数有某些引人入胜的特性。第一，如果所有拉格朗日乘子λj=0，

A(X,λ,γk)还原为外点罚函数法的惩罚函数φ(X,γ)。第二，如果选择 *
j jλ λ= （

*
jλ 是满足

Kuhn-Tucker条件的一组解），对于任意γk＞0，A(X, λ*,γk)的最优解就是原优化问题（4.4.1）和

（4.4.2）的一个真正的最优解。如果我们预先知道λ*，只需要一次无约束最优化问题的求解就

可以求得等式约束最优化问题的最优解。第三，我们注意到用古典的外点罚函数法求解，只

有当惩罚因子γ→∞，才能保证得到精确的最优解，而所有λ=λ*，只需要一次无约束最优化

问题的求解就可以求得等式约束最优化问题的最优解，因此，ALM法对于有限的惩罚因子，

有可能得到等式约束最优化问题的精确可行的最优解。 
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在实际中，因为预先不知道λ*，因此，我们必须设计一种迭代方法，对于任意初始点λ0

（通常取 0或 1），能很快地接近最优解λ*。当然，我们把λj作为独立变量是适合的，但是，这

会使设计变量数增加，因此，我们宁愿用其他方法。通常建议使用的方法是从 0 0jλ = (j=1,2,…,l)

和一个小的惩罚因子γ开始。另外，我们也可以选择 0 1jλ = ，对于 ( ) ( ) 0T
jh F▽ ▽ ＜X X ；而对

于 ( ) ( ) 0T
jh F▽ ▽ ＞X X ， 0 1jλ -= 。后者具有λ在数值上从正确方向开始的优点。让λk和γk保

持为常数，求 minA(X, λk,γk)，令 Xk为问题的最优解。下一阶段的迭代，拉格朗日乘子λ按下
式进行迭代： 

1 2 ( )k k
j j k j khλ λ γ+= + X   (j=1,2,…,l)                  （4.4.5） 

惩罚因子按下式计算： 

≤ max
1

max max

k k
k

k

c c

c

γ γ γ
γ

γ γ γ

㊣||㊣||㊣ ＞+=                      （4.4.6） 

其中，γmax为设定的惩罚因子的上限。可取γmax(γmax＞0)任意常数。但适当地选择较大的γmax，

能加快算法的收敛速度。 

尽管我们对于拉格朗日乘子的修正公式（4.4.5）的可行性没有证明，但它是建立在理论

基础上的，对于理论感兴趣的读者可以参考有关的书籍。 

关于收敛准则，通常建议使用 1k k
j jλ λ+= （j=1,2,…,l）。不过也可以使用古典罚函数法的

收敛准则，即α(Xk+1)＜ε。 

例 4.4.1  用增广拉格朗日乘子法求解如下最优化问题： 
2 2
1 2min ( )f x x= +X  

满足于                         h1(X)=x1+x2-1=0 

解  用拉格朗日乘子法不难求得本题的最优解为 * *
1 2 0.5x x= = ，λ*=-1。 

本题的增广拉格朗日函数为 
2 2 2
1 2 1 2 1 2( , , ) ( 1) ( 1)A x x x x x xγ λ γ= + + + + +- -X λ  

求增广拉格朗日函数 A(X,λ,γ)的梯度 

1 1 1 2

2 1 2

2

2 2 ( 1) 0

2 2 ( 1) 0

A
x x x xA

x x xAX
x

λ γ
λ γ

㊣ ㊣∂ || || | ㊣ ㊣ ㊣ ㊣|∂ |∂ | || | || | || || || || | | | || ||∂∂ ㊣ ㊣| ㊣ ㊣| || || ||∂㊣ ㊣

-
-

+ + +
= = =

+ + +
 

解上式，可得最优点为 

* *
1 2

2

4 2
x x

γ λ
γ
-

= =
+

 

显然，若取λ=λ*=-1，从上式可知，对于任意惩罚因子γ，可得到该最优化问题的最优
解为 * *

1 2 0.5x x= = 。 

现在，用 ALM法求解这个问题，我们考虑如下三种情况。 

第一种情况  取λ0=0，γ0=1，γmax=1，求解无约束最优化问题极小点的前 5次迭代点的

结果如表 4.4.1所示。从表 4.4.1中可以看出最优解是从 h1(X)的负方向接近于最优解。 
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第二种情况  取λ0=-2，γ0=1，γmax=1，求解无约束最优化问题极小点的前 5次迭代点

的结果如表 4.4.2所示。从表 4.4.2中可以看出最优解是从 h1(X)的正方向接近于最优解。 

第三种情况  取λ0=0，γ0=1，c=10，γmax=100，求解无约束最优化问题极小点的前 4次

迭代点的结果如表 4.4.3所示。从表 4.4.3中可以看出最优解是从 h1(X)的负方向接近于最优解。 

表 4.4.1  迭代数据（一） 

迭代次数 λ γ x1=x2 h1(X) 

1 

2 

3 

4 

5 

0.000 

-0.6667 

-0.8889 

-0.9630 

-0.9877 

1 

1 

1 

1 

1 

0.33333 

0.44444 

0.48148 

0.49381 

0.49794 

-0.33333 

-0.11111 

-0.03704 

-0.01235 

-0.00041 

 

表 4.4.2  迭代数据（二） 

迭代次数 λ γ x1=x2 h1(X)  

1 

2 

3 

4 

5 

-2.0000 

-1.3333 

-1.1111 

-1.0370 

-1.0123 

1 

1 

1 

1 

1 

0.66667 

0.55556 

0.51852 

0.50617 

0.50206 

0.33333 

0.11111 

0.03704 

0.01235 

0.00041 

 

表 4.4.3  迭代数据（三） 

迭代次数 λ γ x1=x2 h1(X)  

1 

2 

3 

4 

0 

-0.6667 

-0.9841 

-0.9999 

1 

10 

100 

100 

0.33333 

0.49206 

0.49996 

0.50000 

-0.33333 

-0.01587 

-0.00008 

-0.00000 

 

从上例可知，为了得到最优解，ALM法并不要求惩罚因子取得很大；但前几步增大惩罚

因子可以改善算法的收敛速度。另一方面，ALM法从等式约束的一边接近最优解，从哪一边

接近最优解决定于初始拉格朗日乘子λ0的选取。 

在下面我们讨论不等式约束的情况中，ALM法或者是从可行域接近最优解，或者是从可

行域外接近最优解。 

4.4.2  不等式约束最优化问题 

不等式约束最优化问题为 

minf(X)                             （4.4.7） 
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满足于                         gi(X)≤0  (i=1,2,…,m)                     （4.4.8） 

第一步我们引入松弛变量，将不等式约束问题转化为等式约束问题 
2( ) 0i ig Z+ =X   (i=1,2,…,m)                        （4.4.9） 

用
2
iZ 而不用 Zi是为了数学上处理方便，因为无论 Zi是正数还是负数，

2
iZ 总是正数。在

式（4.4.4）中，用 2( )i ig Z+X 代替 hj(X)得到增广拉格朗日函数 

{ }22 2

1

( , , , ) ( ) ( ) ( )
m

i i i i i
i

A Z f g Z g Zγ λ γ
=

= + + + +「 ㊣ 「 ㊣| | | |㊣ 」 ㊣ 」∑X X X Xλ          （4.4.10） 

为了建立增广拉格朗日函数，必须增加 m个松弛变量 2
iZ ，大大增加了设计变量，然而，

式（4.4.10）在数学上等价于下式[16]： 

2

1

( , , ) ( )
m

i i i
i

A fγ λφ γφ
=

= + +∑X Xλ                   （4.4.11） 

其中 

max ( ),
2

i
i ig

λ
φ

γ
「 ㊣
| |
| |㊣ 」

-
= X                      （4.4.12） 

同等式约束情况一样，求解 A(X,λ,γ)。我们假设 f(X)函数和一阶导数连续，A(X,λ,γ)具有

函数和一阶导数连续，但二阶导数在 ( )
2

i
ig

λ
γ
-

=X 处不连续。 

拉格朗日乘子按下式进行迭代： 
1 2k k

i i k iλ λ γ φ+= +   (i=1,2,…,m)                       （4.4.13） 

4.4.3  一般约束最优化问题 

一般约束最优化问题是指既有等式约束又有不等式约束的最优化问题，即 

min f(X)  (X∈Rn) 

满足于                        gi(X)≤0  (i=1,2,…,m) 

hj(X)=0  (i=1,2,…,l) 

我们将等式约束最优化问题和不等式约束最优化问题结合起来，建立一般约束最优化问

题的增广拉格朗日函数 

( )2 2

1 1

( , , ) ( ) ( ) ( )
m l

k i i k i j m j k j
i j

A f h hγ λφ γ φ λ γ+
= =

= + + + +「 ㊣| |㊣ 」∑ ∑X X X Xλ        （4.4.14） 

式中 

max ( ),
2

i
i i

k

g
λ

φ
γ

「 ㊣
| |
| |
㊣ 」

-
= X                         （4.4.15） 

设 Xk为优化问题（4.4.14）的解，拉格朗日乘子和惩罚因子的迭代公式为 
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1 2 max ( )
2

k
k k i
i i k i k

k

g ,
λ

λ λ γ
γ

㊣ ㊣「 ㊣| || || |㊣ ㊣| || || |㊣ 」㊣ ㊣

-+= + X   (i=1,2,…,m)           （4.4.16） 

1 2 ( )k k
j m j m k j khλ λ γ+
+ += + X   (j=1,2,…,l)                （4.4.17） 

≤ max
1

max max

                   

                  
k k

k
k

c c

c

γ γ γ
γ

γ γ γ
㊣||㊣||㊣ ＞+=                 （4.4.18） 

增广拉格朗日乘子法程序框图如图 4.4.1所示。 

 

图 4.4.1  增广拉格朗日乘子法程序框图 

增广拉格朗日乘子法具有如下优点： 

（1）方法不依赖于惩罚因子的值，没有必要取γk→∞； 

（2）求得的最优解 X*有可能精确满足约束条件 gi(X
*)≤0和 hj(X

*)=0； 

（3）修改拉格朗日乘子能加速优化迭代过程； 

（4）初始点既可以是可行点，也可以是非可行点； 

（5）在 X*处，自动地求得起作用的不等式约束条件集的拉格朗日乘子 *
iλ 。 



 

第 5章  多目标函数的优化设计方法[6,17] 

5.1  引  言 

在最优化设计中，某个设计方案的好坏仅涉及一项设计指标，称它为单目标函数的优化

设计问题。对于这种优化问题，应用前面介绍的最优化方法就可以直接求得最优设计方案。

然而，在许多实际问题中，对于一个设计方案往往期望几项设计指标同时达到最优解。例如，

设计飞剪机剪切机构时（见第 8章 8.1节），第一项设计指标是：在剪切过程中，要求剪切刀

刃在水平方向上的速度 Vx尽量均匀，并且等于或略大于轧制钢坯的运行速度。第二项设计指

标是：在剪切过程中，为了减少两个剪切刀刃的阻力和防止刀刃相互干涉，要求在剪切区域

内两个剪切刀刃垂直于轧制钢坯。在优化设计中，这种同时要求两项或两项以上设计指标达

到最优值的问题称为多目标函数的优化问题。 

多目标函数的优化设计问题的一般形式为 

min[f1(X), f2(X),…,fp(X)]T  (p≥2, X∈R n) 

满足于                          gi(X)≤0  (i=1,2,…,m)                    （5.1.1） 

hj(X)=0  (j=1,2,…,l) 

令可行解集 D={X：gi(X)≤0  (i=1,2,…,m)；hj(X)=0  (j=1,2,…,l)；X∈R n}和 F(X)=

[f1(X), f2(X),…,fp(X)]T，多目标规划可简化为 

min F(X)  （X∈D）                     （5.1.2） 

在求解多目标函数的优化设计中，同时使几个目标函数达到最优解，一般是不可能的。

在求解过程中，使一个目标函数达到最优解，往往会引起另一个或几个目标函数变坏。 

求解多目标函数最基本方法为评价函数法。评价函数法的基本思想是：借助于几何或应用

中的直观背景，构造一个评价函数，从而将多目标优化问题转化为单目标函数优化问题。然后，

利用单目标函数优化的求解方法求出最优解，并把这种最优解作为多目标规划的最优解。 

5.2  多目标函数优化设计的求解方法 

5.2.1  理想点法 

在多目标函数优化中，先求解 p个单目标函数的最优解： 

min fi(X)  (i=1,2,…,p; X∈D)                   （5.2.1） 

设其最优值为
*

if ，我们称 (* * *
1 2, ,f f=F … )*,

T

pf 为值域中的一个理想点。因为一般很难达到理
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想点，我们期望在某种度量下，寻求值域中距离 F*最近的 F作为近似解。 

用下式作为一种尺度： 

( )*( )
p

i i
i

z fφ -∑
=1

=Z                            （5.2.2） 

式中，Z=(z1,z2,…,zp)
T值域中的一个点。 

则多目标函数的优化问题可转化为如下单目标函数的优化问题： 

[ ]
2*

1

min ( ) ( )
p

i i
i

f fφ 「 ㊣| |㊣ 」-∑
=

=F X X   （X∈D）                  （5.2.3） 

5.2.2  线性加权法 

在多目标函数优化问题中，人们总希望对那些相对重要的目标函数给予较大的权系数。

基于这个事实，我们可以构造如下评价函数： 

[ ]
1

( ) ( )
p

i i
i

W fφ ∑
=

=F X X                           （5.2.4） 

其中，Wi称为加权系数，Wi＞0。 

则多目标函数的优化问题可转化为如下单目标函数的优化问题： 

[ ]
1

min ( ) ( )
p

i i
i

W fφ ∑
=

=F X X   （X∈D）                   （5.2.5） 

加权系数 Wi的选取有两个作用，其一是通过适当选取 Wi，使各分目标函数值在数量级上

大体相等；其二是通过适当选取 Wi，来体现各分目标函数在设计中的重要程度，突出主要的

设计指标。 

5.2.3  乘除法 

若多目标函数优化问题中，p个分目标函数分为两类，第一类是有 s个分目标函数希望函

数值越小越好，这类目标函数有耗材料、成本、工时和重量等；第二类是有 t 个分目标函数

希望函数值越大越好，这类目标函数有产品的产量、效率、利润和承载能力等。对于这种情

况，可取如下统一的目标函数： 

[ ] 1

1

( )
min ( )

( )

s

i i
i

p

i i
j s

W f

W f

φ
∑

∑
=

= +

=

X
F X

X

                          （5.2.6） 

式中，Wi称为加权系数，Wi＞0。 

值得注意是：当
1

( ) 0
p

i i
j s

W f∑
= +

=X 或≈0时，乘除法将无法计算。 
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5.2.4  极大极小法 

在决策时，采取保守策略是稳妥的，即在最坏的情况下，寻求最好的结果。按照这种思

路，多目标函数优化问题可转化为如下统一的目标函数： 

1≤i≤p
[ ]( ) max ( )ifφ =F X X                          （5.2.7） 

然后，求解 

X∈D 1≤i≤p
[ ]min ( ) min  max ( )iF fφ =X X                    （5.2.8） 

并将它的最优解 X*作为多目标函数优化问题的最优解。 



 

第 6 章  遗传算法简介[18～20] 

6.1  引言 

遗传算法是基于达尔文的自然选择原理、自然遗传机制、优胜劣汰和适者生存的生物遗

传和进化的规律而形成的一种随机搜索优化算法，它由美国Michigan大学 John Holland教授

于 1975 年首先提出。达尔文在 1858 年用自然选择来解释物种的起源和生物的进化，其自然

选择学说包括以下三个方面内容： 

（1）遗传  遗传是生物的普遍特征，“种瓜得瓜，种豆得豆”，亲代把生物信息交给子代，

子代按照所得信息而发育、分化，因而子代和亲代具有相同和相似的性状。生物有了这个特

征，物种才能稳定存在。 

（2）变异  亲代和子代之间以及子代的不同个体之间总有些差异，这种现象称为变异。

变异是随机发生的，变异的选择积累是生命多样性的根源。 

（3）生存斗争和适者生存  自然选择来自繁殖过剩和生存斗争。由于弱肉强食的生存斗

争不断地进行，其结果是适者生存。适应性强的个体被保留下来，适应性弱的个体被淘汰，

通过一代代的生存环境的选择作用，物种特性被定向朝这一方向积累，于是物种的性状与原

先的祖先不同，演变为新的物种。这种自然选择过程是一个长期的、缓慢的和连续的过程。 

6.2  遗传算法及其特点 

6.2.1  遗传算法的基本思路及其特点 

遗传算法的基本思路是从代表问题可能潜在解集的一个种群开始的，而一个种群通过基

因编码的一定数目的个体组成。每个个体实际上是染色体带有特征的实体，它是遗传物质的

主要载体，由多个遗传基因组成。染色体内部表现是某种基因的组合，它决定了个体的形状

的外部表现。从表现型（即由染色体决定性状的外部表现）到基因型的映射需要进行编码工

作。由于仿照基因编码的工作非常复杂，因此，我们进行简化编码，如二进制编码。初始种

群产生之后，按照适者生存和优胜劣汰的原理，逐代演化产生出越来越好的近似解。在每一

代中根据个体的适应度大小挑选个体，并借助自然遗传学的遗传算子进行组合交叉和变异，

产生出代表新的解集的种群。这个过程将导致像自然进化一样的后代种群比前代更加适应于

环境，末代种群中的最好个体经过解码，可以作为优化问题的近似最优解。  

利用遗传算法解最优化问题，首先，应对可行域中的点进行编码，一般采用二进制编码；
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然后，在可行域中随机挑选一些编码作为进化起点的第一代编码组，并计算每个解的目标函

数值，也就是编码的适应度。接着就像自然界中生物进化一样，利用选择机制从编码组中随

机挑选编码作为繁殖过程前的编码样本。选择机制应保证适应度较高的解保留较多的样本；

而适应度较低的解则保留较少的样本，甚至被淘汰。在繁殖过程中，遗传算法提供了交叉和

变异两种算子对挑选后的样本进行交换。交叉算子交换随机挑选的两个编码的某些位，变异

算子则直接对一个编码中的随机挑选的某一位进行反转。这样通过选择和繁殖就产生了下一

代编码组。重复上述选择和繁殖过程，直到满足结束条件为止。进化过程最后一代中的最优

解就是用遗传算法解最优化问题所得到的最终结果。 

从以上介绍可以看出，遗传算法具有下述特点：  

（1）遗传算法不是直接处理优化问题变量本身的实际值，而是以优化问题变量的编码为

运算对象。  

（2）遗传算法是从优化问题解的编码组开始搜索的，而不是从单个解开始搜索的。  

（3）遗传算法不要求目标函数连续，更不要求目标函数可微。  

（4）遗传算法使用的选择、交叉、变异这三个算子都是随机操作，而不是确定的规则。  

6.2.2  遗传算法的基本步骤 

我们习惯上把 John Holland教授 1975年提出的遗传算法称为传统的遗传算法，它由如下

五个重要的环节组成。  

1.编码和初始群体的生成 

遗传算法在进行搜索之前，先将解空间的解数据表示成表达空间（也称遗传空间）的基

因型串结构数据。然后，随机产生 M个初始串结构数据，每个串结构数据称为一个个体，M

个个体构成了一个群体。遗传算法以这 M个串结构数据作为初始点开始迭代。  

2.验证收敛准则 

以验证算法的收敛准则是否满足来控制算法是否结束，可以采用最大迭代次数或者与适

应度有关的准则来判断是否终止遗传算法运算。  

3.适应度评估检测和选择 

适应度函数表明个体或解的优劣性，在程序开始时应该评价个体的适应度，以便进行比

较。不同的问题，适应度函数的定义方式是不同的。根据适应度的好坏，进行选择。选择的

目的是为了从当前群体中选出优良的个体，使它们有机会作为父代为下一代繁殖子孙。进行选

择的原则是适应度强的个体为下一代贡献一个或多个后代的概率大。遗传算法通过选择过程

体现这一思想，选择实现了达尔文的适者生存原则。 

4.交叉 

按照交叉概率 Pc进行交叉。交叉是遗传算法中最主要的遗传算子，通过交叉运算可以得

到新一代个体，新个体组合了其父辈个体的特性。 
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交叉体现了信息交换的思想，可以选定一个点对两个编码串进行互换，也可以随机选取

几个点进行交叉运算。交叉概率如果太大，种群更新快，但是，高适应度的个体很容易被淹

没；交叉概率太小，会使搜索停滞不前。  

5.变异 

按照变异概率 Pm进行变异。首先，在群体中随机选择一个个体，对于选中的个体以一定

的概率随机地改变串结构数据中某一位的值。同生物界一样，遗传算法中变异发生的概率很

低。变异为新个体的产生提供了机会。  

综上所述，标准遗传算法的主要步骤如下： 

（1）随机产生一组初始个体构成的初始群体。 

（2）计算群体中个体的适应度。 

（3）判断算法收敛准则是否满足，若满足就输出搜索结果并停止运算，否则转下一步。 

（4）选择运算，按优胜劣汰规律执行复制操作。 

（5）交叉运算，按一定的方式进行交叉操作。 

（6）变异运算，按一定的规律执行变异操作。 

（7）转到步骤（2）。 

遗传算法程序框图如图 6.2.1所示。 

 

图 6.2.1  遗传算法程序框图 

6.3  遗传算法的实现方法 

6.3.1  编码方法 

遗传算法不是对求解问题的变量直接进行操作，而是通过对个体编码进行交叉和变异的

进化运算过程，不断搜索出适用度高的新个体，最终寻求问题的最优解或近似最优解。遗传



 

107第 6章  遗传算法简介 

算法不能直接处理优化问题的空间参数，必须把它们转化成遗传算法表达空间的基因链码的

形式，这一转换操作称为编码。 

通过编码之后，问题的解转而由某种基因链码形式表示，我们称该基因链码的所有个体

构成了表达空间。因此，编码问题实际是从问题空间到表达空间的映射问题。设计编码策略

时，应考虑以下三个问题： 

（1）完备性  对问题空间的任何一个点有表达空间的一个点与之对应，即问题空间的所

有可能解都能表示为所设计的基因编码形式。 

（2）健全性  对于表达空间中的任何一个点都有问题空间中的一个点与之对应，即任何

一个基因编码都对应于一个可行解。 

（3）非冗余性  问题空间和表达空间一一对应。 

下面，介绍几种常用的编码方法。 

1.二进制编码 

二进制编码是将原问题的解映射成 0 和 1 组成的编码串的表达空间，结果再通过解码过

程还原成其解空间的解，然后，再进行适应度的计算。 

由于很多最优化问题都可以用二进制编码来应用遗传算法，同时二进制编码表达的模式

最多，所以，二进制编码方法是遗传算法中最常用的一种编码方法。它具有如下优点： 

（1）编码、解码操作简单易行。 

（2）交叉、变异等遗传操作便于实现。 

（3）符合最小字符集编码原理。 

（4）便于用模式定理进行分析，因为，模式定理（模式定理见参考文献[19]）就是以二进

制为基础的。 

二进制编码符号的长度与问题所要求的精度有关。假设某一参数的取值范围是[Umin，

Umax]，用长度为 l的二进制编码串来表示该参数，则总共能产生 2l种不同的编码。若使参数

编码时的对应关系如下： 

min0 0 0 0 0    0 0 0 0 0     0              U→… =  

 min0 0 0 0 0    0 0 0 0 1     1               U δ→… = +  

min0 0 0 0 0    0 0 0 1 0     2              2U δ→… = +  

                                                          ︙︙︙…︙  
l

max1 1 1 1 1    1 1 1 1 1     2 1        U… = →-  

二进制编码的编码精度δ为 

max min

2 1l

U U
δ=

-
-                              （6.3.1） 

假设某个个体的二进制编码是 

S： 1 2 2 1       l l lb b b b b…- -                          （6.3.2） 

则对应的解码公式为 

1 max min
min

1

2
2 1

l
i

i l
i

U U
x U b= +

-

=

㊣ ㊣|| || || |㊣ ㊣

-× -∑                       （6.3.3） 
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例 6.3.1  对于 x∈[0,31]，若用 5位长的二进制编码来表示该参数，则 S=01101对应于

问题空间中 x=13，按式（6.3.1）计算，编码精度δ=1。若要精确到小数的后 1 位，需要 9

位长的二进制编码。 

二进制编码有如下缺点： 

（1）相邻整数的二进制编码可能具有较大 Hamming距离，例如 15和 16的二进制表示为

01111 和 1000，因此，算法要从 15 改进到 16 时必须改变所有的位。二进制编码的这一缺点

有时被称为 Hamming悬崖（Hamming Cliffs）。 

（2）二进制编码时，一般要先给出求解的精度以确定串长，而一旦精度确定后，就很难

在算法执行过程中进行调整，从而使算法缺乏微调功能。若在算法一开始就选取较高的精度，

那么，串长较大，这样就会降低算法的效率。 

（3）在求解高维优化问题时，二进制编码串长非常大，从而使得算法的搜索效率很

低。 

2.格雷（Gray）编码 

格雷编码是将二进制编码通过一个变换得到的编码。设有二进制编码串为 B=blbl-1bl-2…

b2b1，对应的格雷编码为 G=glgl-1gl-2…g2g1，按以下公式将二进制编码转化为格雷编码： 

1

                                                 

         ( 1, 2, ,2,1)
l l

i i i

g b

g b b i l l+

㊣||㊣| ⊕|㊣ - - …
=

= =
                 （6.3.4） 

式中，符号⊕表示异或运算符，如1 0 1=⊕ ，1 1 0=⊕ 。 

格雷编码转化为二进制编码的公式为 

1

                                                 

         ( 1, 2, ,2,1)
l l

i i i

b g

b b g i l l+

㊣ =||㊣| = ⊕ = - -|㊣ …
                  （6.3.5） 

格雷编码的目的是克服二进制编码的 Hamming悬崖，改善连续函数优化问题的局部搜索

能力。格雷编码在连续的两位整数所对应的编码值之间仅有一个码位不相同，其余码位完全

相同。表 6.3.1所示为十进制数 0～15对应的二进制编码和格雷编码。 

例 6.3.2  对于 x∈[0，31]，x=19的二进制编码为 10011，转化为格雷编码为 11010；

x=20的格雷编码为 11110，二进制编码为 10100。 

表 6.3.1  二进制编码和格雷编码 

十进制数 二进制编码 格雷编码 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 0 0 1 

2 0 0 1 0 0 0 1 1 

3 0 0 1 1 0 0 1 0 

4 0 1 0 0 0 1 1 0 
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续表 

十进制数 二进制编码 格雷编码 

5 0 1 0 1 0 1 1 1 

6 0 1 1 0 0 1 0 1 

7 0 1 1 1 0 1 0 0 

8 1 0 0 0 1 1 0 0 

9 1 0 0 1 1 1 0 1 

10 1 0 1 0 1 1 1 1 

11 1 0 1 1 1 1 1 0 

12 1 1 0 0 1 0 1 0 

13 1 1 0 1 1 0 1 1 

14 1 1 1 0  1 0 0 1 

15 1 1 1 1 1 0 0 0 

3.实数编码 

为了克服二进制编码的缺点，当问题的变量是实向量时，直接采用十进制数进行编码。

直接采用十进制的实数编码是连续参数优化问题的直接描述，不存在编码和解码过程。  

在实数编码中常有浮点数出现，一般将个体的每个基因用某一范围内的一个浮点数来表

示。个体的编码长度等于决策变量的个数。 

4.多参数映射编码 

通常优化问题的求解中往往会碰到多参数优化问题，例如，函数 f（x,y）=x2y2，而 x∈

[0,63]、y∈[0,63]的优化问题。可以采用如下编码方法：将 x用 8位的二进制编码放在前面，y

用 8位的二进制编码放在后面，构成 16位二进制编码。 

一般来说，每个参数可以用不同的编码长度或编码精度，也可以具有不同的上下限。 

5.动态编码方法 

动态编码方法是当算法收敛到局部极值时增加搜索的精度，增加精度的办法是在保持串

长不变的前提下减小搜索区域。 

6.3.2  适应度函数 

在遗传算法中，用适应度评估个体或解的优劣，这个评估个体适应度的函数称为适应度

函数。适应度较高的个体遗传到下一代的概率大，而适应度较低的个体遗传到下一代的概率

小。为了用遗传算法求解最优化问题，应该建立遗传算法中适应度函数与最优化问题目标函

数的某种对应关系，下面，讨论这个问题。 
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1.目标函数映射成适应度函数 

对于函数的优化问题，必须将优化问题的目标函数 f（x）与遗传算法中个体的适应度函

数 fit（S）建立一定的映射关系，S为解空间变量 X对应的遗传算法表达空间的基因链码。由

于遗传算法中要对个体的适应度比较排序，并在此基础上确定选择概率，所以适应度函数

fit（S）应取正数。同时，为了使遗传算法的最优解能代表优化问题的最优解，要求在优化过

程中目标函数 f（X）的变化方向[如求 minf (X)或 maxf (X)]应与群体进化过程中的适应度函

数 fit（S）的变化方向一致。  

对于求极小化的目标函数 min f (X)，可取如下适应度函数 fit(S)： 

≤ 
( ) max max

max

( )         ( ) 0

0                            ( ) 0

C f X C f X
fit S

C f X

㊣||㊣||㊣

- - ＞
-=                   （6.3.6） 

对于求极大化的目标函数 max f（X），可取如下适应度函数 fit(S)： 

≤ 
( ) min min

min

( )          ( ) 0

0                          ( ) 0

f X C f X C
fit S

f X C

㊣||㊣||㊣

＞+ +
=

+
                 （6.3.7） 

式中，Cmin和 Cmax为可调参数。Cmax可以是一个合适的输入值，也可以用迄今为止进化进程

中 f(X)的最大值，或者 f(X)的最大值。同样，Cmin可以是一个合适的输入值，或者当前代或前

K代 f(X)的最小值，或者 f(X)的最小值。 

2.适应度函数调整 

在遗传算法的初始阶段，群体中可能存在少数适应度很高的个体，若使用基于适应度的

概率选择方法，这些个体就会被大量繁殖，从而在群体中占有很大比重。而适应度很低的个

体在群体中过早地被淘汰，造成群体多样性急剧下降。这样可能导致群体早熟提前收敛，或

者将遗传算法搜索导向局部极值点。 

在遗传算法的迭代的后期阶段，群体中所有个体的适应度可能接近于群体中最佳个体的

适应度。这时，所有个体无竞争力，它们都会有相接近的概率遗传到下一代。这将导致无法

对重点区域进行重点搜索。 

基于以上理由，在遗传算法的不同阶段，有必要对适应度函数进行适当的扩大或缩小。这种适

应度函数的缩放称为适应度函数调整。目前，常用的个体适应度函数调整有线性调整和幂调整等。 

（1）线性调整 

设原适应度函数为 fit(S)，调整后的适应度函数为 Fit(S)，则线性调整可用下式表示： 

Fit(S)=a fit(S)+b                            （6.3.8） 

式中，系数 a和 b为待定常数，它们满足如下两个条件： 

① 原适应度的平均值 fitavg等于调整后适应度的平均值 Fitavg。 

② 调整后适应度的最大值 Fitmax要等于原适应度平均值的指定的 C倍，即 

Fitmax=C fitavg                             （6.3.9） 

其中，C为最优个体所期望的复制数。 

实验表明，对于一个 50～100个体的群体，一般取 C=1.2～2。此条件是保证群体中最好
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的个体能够复制C倍到新一代群体中。 

由式（6.3.8）可得 

max max

avg avg

 

 

Fit a fit b

Fit a fit b

㊣||㊣||㊣

= +

= +
                         （6.3.10） 

由系数 a和 b满足的两个条件，解上式可得 

avg
max avg

max avg
avg

max avg

1
  

 

C
a fit

Fit fit

fit C fit
b fit

Fit fit

=

=

㊣||||||㊣||||||㊣

-
-
-
-

                       （6.3.11）  

在搜索过程后期，C 有可能对原适应度函数进行了过分收缩，使少数异常个体调整后适

应度为负数，这将给后面的处理带来不便。解决这个问题的方法可修改系数 C，使调整后的

适应度大于零。将式（6.3.11）代入式（6.3.8），经推导可得 

≤ 
max min

avg min

 fit fit
C

fit fit

-
-                             （6.3.12） 

（2）幂调整 

幂调整可用下式计算： 

Fit(S)=fit(S)k                         （6.3.13）   

上式为调整后适应度是原适应度的某个指定乘幂。幂指数 k与所求的问题有关，并且在
算法执行过程中需要不断对其进行修订，才能满足一定的缩放要求。 

6.3.3  遗传算子 

遗传算法中包括三个基本遗传算子：选择、交叉和变异。 

1.选择算子 

选择算子（或称复制算子）是对群体中的个体按照优胜劣汰的方式选取，并遗传到下一

代群体的运算操作，它是建立在群体中个体的适应度评估基础上的。适应度较高的个体被遗

传到下一代群体中的概率较大，适应度较低的个体被遗传到下一代群体中的概率较小。下面

介绍经常用到的几种选择方法。 

（1）适应度比例方法 

适应度比例方法又称轮盘赌选择方法，是目前遗传算法中最基础的、也是最常用的选择

方法。在该方法中，每个个体的选择概率与其适应度值成比例。 

设群体大小为 M，个体 i的适应度为 fiti，则个体 i被选中的概率为 

1

i
i M

i
i

fit
P

fit∑
=

=     (i=1,2,…,M)                       （6.3.14） 
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概率 Pi 反映了个体 i的适应度在整个个体的适应度总和中所占的比例，可以用轮盘赌中
转盘来直观地理解该选择方法。首先，将一个圆盘（或转盘）分为 M个扇形，第 i个扇形的

中心角为 2 πPi。其次，在进行选择时，假想转动一下圆盘，若参照点落入到第 i个扇形内，

则选择个体 i。显然，适应度比例方法类似于轮盘赌方法，扇形的中心角越大，参照点落入该

扇形内的概率就越大，即个体的适应度值越大，它被选择的机会也越多。表 6.3.2给出了采用

适应度比例方法的个体的适应度与选择概率的例子。 

表 6.3.2   个体的适应度与选择概率的关系 

个体 适应度 选择概率 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1.0 

3.0 

2.5 

0.8 

1.8 

1.2 

0.9 

0.1 

0.9 

1.4 

0.07 

0.22 

0.18 

0.06 

0.13 

0.09 

0.07 

0.01 

0.07 

0.10 

累计 13.6 1 

 
（2）最佳个体保存方法 

该方法的思想是把群体中适应度最高的个体不进行交叉而直接复制到下一代中，当然，

这样做的前提是下一代中不存在该个体。 

采用这种方法的优点是进化过程中某一代的最优解可不被交叉或变异破坏。但是，这也

隐含一种危机，即局部最优个体的遗传基因会急剧增加而使进化有可能陷于局部解。也就是

说，该方法的全局搜索能力差。它适应于单峰（或单谷）目标函数的优化问题，而不适应于

多峰（或多谷）目标函数的优化问题。所以，该方法一般与其他选择方法结合使用。 

（3）期望值方法 

当个体数不大时，适应度比例选择方法有时因为随机数，可能出现不正确地反映个体的

选择，即出现统计误差，也就是说，适应度高的个体有可能被淘汰，适应度低的个体有可能

被选择。为了克服这种缺点，期望值方法的基本思想是根据每个个体在下一代群体中的生存

期望值来进行随机运算。期望值方法步骤如下： 

① 计算群体中每个个体在下一代中生存的期望数目 Ni，即 

avg

1

i i
i M

j
j

fit M fit
N

fit
fit∑

=

= =       （i=1,2,…,M）                 （6.3.15） 

② 若某个个体被选中并要参与配对和交叉，则它在下一代中的生存的期望数目减去 0.5，

若不参与配对和交叉，则该个体的生存的期望数目减去 1。 
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③ 随着选择过程的进行，若一个个体的期望值小于零，则该个体不参与选择。 

（4）排序选择方法 

所谓排序选择方法是指在计算出每个个体的适应度后，根据适应度大小在群体中对个体

进行排序，然后，把事先设计好的概率表按序分配给个体，作为各自的选择概率。表 6.3.3给

出了排序选择方法中个体的适应度与选择概率的关系的一个例子。从表中可以看出，所有个

体按适应度大小降序排列，选择概率与个体的适应度无直接关系，而仅与序号有关。 

表 6.3.3  个体的序号与选择概率的关系 

     序号 个体 适应度 选择概率 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

3 

1 

7 

5 

10 

8 

4 

2 

9 

6 

3.0 

2.5 

2.5 

2.1 

1.8 

1.3 

1.2 

1.0 

0.9 

0.8 

0.35 

0.20 

0.15 

0.10 

0.06 

0.05 

0.04 

0.03 

0.02 

0.00 

 

2.交叉算子 

在遗传算法中，使用交叉算子产生后代个体来模仿两个同源染色体通过交配重组形成新

染色体的生物进化过程。在遗传算法中，交叉算子的作用非常重要。一方面，它使得在原来

的群体中优良个体的特性能够在一定程度上保持；另一方面，它使得算法能够探索新的基因

空间，从而使新的群体中的个体具有多样性。下面，介绍经常使用的交叉算子。 

（1）单点交叉 

单点交叉又称简单交叉，其具体操作是在个体基因串中随机设定一个交叉点，实行交叉

时，两个配对父辈个体的部分染色体在设定点相互交换，并生成新的个体。下面，给出单点

交叉的例子。 

父辈个体 A  1101  001           1101011  后代个体 A′ 

父辈个体 B  1001  011           1001001  后代个体 B′ 

在以上例子中，配对父辈个体 A和个体 B为 7位二进制编码，交叉点设在第 4个和第 5个

基因座之间。交叉时，该交叉点后的两个父辈个体的部分编码相互交换。父辈个体 A第 1个到第

4个基因与父辈个体 B第 5个到第 7个基因组成一个后代个体 A′ ，父辈个体 B第 1个到第 4个

基因与父辈个体 A第 5个到第 7个基因组成一个后代个体 B′。交叉点是随机设定的，当染色体长

度为 l时，有 l-1个可能的交叉点，所以，单点交叉可能实现 l-1个不同的交叉结果。   

（2）两点交叉和多点交叉 

两点交叉是在个体编码串中随机设定两个交叉点，然后，将两个父辈配对个体的中间部

单点交叉
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分基因进行交换。两点交叉的例子如下： 

父辈个体 A  11  010  01           1111001  后代个体 A′ 

父辈个体 B  10  110  11           1001011  后代个体 B′ 

在以上例子中，配对父辈个体 A和个体B为 7位二进制编码，第 1个交叉点设在第 2个

和第 3个基因座之间，第 2个交叉点设在第 5个和第 6个基因座之间。交叉时，将父辈配对

个体 A和个体 B在第 1个交叉点和第 2个交叉点之间部分基因进行相互交换，分别生成了后

代个体 A′和个体 B′。 

多点交叉又称为广义交叉，它是在个体编码串中随机设置多个交叉点，然后，进行基因交换。 

三点交叉的例子如下： 

父辈个体 A  aa  aa  aaa  aaa             aabbaaabbb   后代个体 A′ 

父辈个体 B  bb  bb  bbb  bbb             bbaabbbaaa   后代个体 B′ 

一般来讲，多点交叉不经常被采用，这是因为随着交叉点的增加，个体的结构被破坏的

可能性也逐渐增大，有可能破坏一些好的模式，很难有效地保存一些较好的模式，从而影响

遗传算法的性能。 

（3）均匀交叉 

均匀交叉则是依照概率交换两个父辈个体基因串的每一位。其过程是：先随机地产生一

个与父辈个体基因串具有相同长度的二进制串，其中，0表示不交换，1表示交换。这个二进

制串称为交叉模板。然后，根据该模板对两个父辈基因串进行交叉，得到的两个新基因串即

为后代新个体。例如，模板串为 001101011100，均匀交叉为：  

父辈个体 A  110010111000              111011101000  后代个体 A′ 

父辈个体 B  101011101011              100010111011  后代个体 B′ 

由于均匀交叉在交换位时并不考虑其所在位置，破坏模式的概率较大。但另一方面它能

搜索到一些基于点交叉方法无法搜索到的模式。 

（4）算术交叉 

对于实数编码的个体可采用算术交叉的方法。它是由两个父辈个体的线性组合而产生两

个后代个体。若两个父辈个体
t
AX 和

t
BX 之间进行算术交叉，则交叉运算后所产生的两个后代

个体 1t
AX + 和 1t

BX + 为 

1

1

(1 )

(1 )

t t t
A B A
t t t
B A B

X X X

X X X

α α
α α

+

+

㊣||㊣||㊣

-
-

= +

= +
                         （6.3.16） 

式中，α为一参数。它可以是一个常数，此时所进行的交叉运算称为均匀算术交叉；它也可以
是一个由进化代数所决定的变量，此时所进行的交叉运算称为非均匀算术交叉。 

在很多应用中，交叉算子是以一定的概率实现的，这一概率称为交叉概率 Pc。 

3.变异算子 

变异操作模仿自然界生物体进化中染色体上某位基因发生的突变现象，从而改变染色体

的结构和物理性状。在遗传算法中，用变异算子来产生出新的个体。变异算子的基本内容是

对群体中的个体编码串的某些基因位置上的基因值作变动。对于二进制的编码串而言，变异

操作就是以变异概率 Pm把某个基因位置上的基因值取反，即 0→1或 1→0。对于有浮点数编

两点交叉

三点交叉

通过模板串
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码的个体，若某一变异点的基因值的取值范围为[Umin,Umax]，变异操作就是用该范围内的一个

随机数去替换原基因值。 

变异算子操作的基本步骤如下： 

① 在群体中所有个体的编码串范围内，随机地确定基因位置。 

② 以事先设定的变异概率 Pm来对这些基因位置的基因值进行变换。 

在遗传算法中，交叉算子因其全局搜索能力而作为主要算子，变异算子因局部搜索能力

而作为辅助算子。遗传算法通过交叉和变异这一对相互配合和相互竞争的操作，而使其具备

兼顾全局和局部的搜索能力。所谓相互配合是指群体在进化中陷于搜索空间某个超平面而仅

靠交叉不能摆脱时，通过变异操作可能有助于这种摆脱。所谓相互竞争，是指当前通过交叉

已形成所期望的基因模式时，变异操作有时可能破坏这些基因模式。 

遗传算法中使用变异算子使得遗传算法有局部的搜索能力，而且可以使遗传算法维持群

体的多样性。下面，介绍二进制变异和实值变异算子。 

（1）二进制变异 

对群体中的基因链码随机挑选 c 个基因位置，并对这些基因位置的基因值以变异概率取

反，即 0→1 或 1→0。例如，个体 A 为 110010111000，c=2，变异基因位置为第 2 位和第 6

位，则个体 A变异后的新个体为 100011111000。 

（2）实值变异 

设 X= (x1,x2,… ,xk,… ,xl)为群体中的一个个体，若 xk 为变异点，xk 的取值范围为

( )kk UU maxmin , 。在 xk 处对个体 X=(x1,x2,…,xk,…,xl)进行变异操作后，可得一个新的个体 X′=

（x1,x2,…,x′k,…,xl），其中变异点的新基因值为： 

min max min( )k k k
kx U U Uζ′ -= +                       （6.3.17） 

其中， ζ为[0,1]范围内服从均匀概率分布的一个随机数。 

6.3.4  遗传算法运行参数的选择 

1.二进制编码串长度 l  

对于二进制编码而言，编码串长度 l的选择与所求解的精度有关，若编码串精度为δ，由
式（6.3.1），可得二进制编码串长度 l为 

max min
2log

U U
l

δ
δ
+

=
㊣ ㊣|| || |||㊣ ㊣
-

                        （6.3.18） 

2.群体的大小 M 

作为遗传算法控制的参数之一，群体的大小对于遗传算法的效能发挥有一定影响。在我

们的认识中，群体的大小M应该较大，这样，遗传算法处理的模式较多，生成有意义的基因

块并逐渐进化为最优解的机会就越高。也就是说，群体规模越大，群体中个体的多样性越高，

算法陷入局部解的危险就越小。但是，群体规模太大，算法的计算量也增大。 

对于具体的优化问题，没有理论结果告诉我们如何选择群体的大小。根据有关文献报道，
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群体大小的取值范围一般为M=10～160。 

3.交叉概率 Pc 

交叉概率 Pc用于控制交叉的频度。较大的交叉概率可增强遗传算法开辟新的搜索区域的能

力，种群中编码串更新很快，但种群中优良模式的个体会遭受到破坏。若交叉概率取值太小，交

叉产生新个体的速度较慢，从而会使搜索停滞不前。一般建议交叉概率的取值范围为 0.4～0.9。 

4.变异概率 Pm 

变异概率 Pm直接影响算法的收敛性和最终解的性能。较大的变异概率会使算法不断地探索新

的解空间，增加模式的多样性，但较大的变异概率会影响算法的收敛性。较小的变异概率会使变异

操作产生新个体的能力和抑制早熟现象的能力变差。一般建议变异概率的取值范围为 0.001～0.1。 

5.算法终止条件 

遗传算法的理论已证明了算法具有以概率 1收敛的极限性质，然而，实际操作不允许它无限

地进行下去；而且，通常问题的最优解也未必知道，因此，需要一种终止算法过程的条件。 

一般采用的终止算法过程的条件有： 

① 事先给定一个最大的遗传进化代数，当到达此值时，就停止运行。一般建议最大的遗

传进化代数的取值范围为 100～1000。  

② 连续几代个体平均适应度的差异小于要求的很小的偏差值ε。 

③ 群体中所有个体适应度的方差小于要求的很小的偏差值ε。 

6.4  遗传算法应用实例[18] 

考虑如下最优化问题： 

max f(x)=xsin(10 πx)+2.0    x∈[-1,2]               （6.4.1） 

该目标函数曲线如图 6.4.1 所示。用其他方法不难求得该优化问题的最优解为 x*=

1.850548，f（x*）=3.850274。 

 

图 6.4.1  目标函数曲线图 
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下面，我们用遗传算法求解如上最优化问题。 

1.编码 

采用二进制编码，变量 x的取值范围是[Umin,Umax]∈[-1,2]，设求解精度确保留 6位小数，

由式（6.3.18）可计算二进制编码串的长度 l为 

l≥ max min
2 2

2 1 0.000001
log log 21.52

0.000001

U U㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || || || || || ㊣ ㊣㊣ ㊣
- + ++

= =
δ

δ
            （6.4.2） 

所以，二进制编码的长度 l取 22位。 

例如，二进制编码串 S1=1000101110110101000111，由式（6.3.3）可计算它所对应的实

数值为 0.637197。二进制编码串 0000000000000000000000表示-1，二进制编码串  

1111111111111111111111表示 2。 

由于优化问题是求极大化，并且，在 x的取值范围[-1,2]内，目标函数 f(x)的值大于 0，

因此，取 Cmin=0，由式（6.3.7）可得该优化问题个体的适应度函数 fit（S）为 

fit(S)=f(x)=xsin(10πx)+2.0                   （6.4.3） 

这里，二进制编码串 S对应变量 x的值。 

例如，有三个个体的二进制编码串为 

S1=1000101110110101000111 

S2=0000001110000000010000 

S3=1110000000111111000101 

它们分别对应的变量值为 x1=0.637197，x2=-0.958973，x3=1.627888，个体的适应度

函数值分别为 

fit(S1)=f(x1)=2.586347 

fit(S2)=f(x2)=1.078877 

fit(S3)=f(x3)=3.250654 

显然，三个个体中 S3的适应度函数值最大，S3为最佳个体。 

2.遗传操作 

（1）交叉运算 

假设经过选择操作（如轮盘赌选择方法）挑选的两个配对父辈个体为 S2和 S3，随机选择一

个交叉点，假设交叉点为第 5位和第 6位之间的位置，则交叉运算产生的后代新个体 S′2和 S′3为 

S2 00000  01110000000010000          0000000000111111000101  S′2 

S3 11100  00000111111000101          1110001110000000010000  S′3 

这两个后代新个体 S′2和 S′3的适应度函数值分别为 

fit(S′2)=f(-0.997113)=1.909673 

fit(S′3)=f(1.666028)=3.459252 

我们注意到个体 S′3的适应度函数值比其两个父辈个体的适应度函数值高。 

（2）变异运算 

假设已经以一小概率选择了 S3的第 5个遗传因子（即第 5位）变异，遗传因子由原来的

0变为 1，产生新个体 3S=1110100000111111000101，计算个体的适应度函数值 fit( 3S )=

交叉 
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f(1.721638)=0.917738，发现个体 3S 的适应度函数值比其父辈个体的适应度函数值减少了。但

如果 S3 的第 10 个遗传因子变异，遗传因子由原来的 0 变为 1，产生新个体

3S=′ 1110000001111111000101，计算个体的适应度函数值 fit( 3S ′ )=f(1.630818)=3.343549，又

发现个体 3S ′的适应度函数值比其父辈个体的适应度函数值改善了，这说明了变异操作的“扰
动”作用。 

3.遗传算法模拟结果 

设定种群大小为 50，二进制编码串长度为 22，交叉概率 Pc=0.25，变异概率 Pm=0.01，

按照基本遗传算法（Simple Genetic Algorithm, SGA）进行运算，模拟世代的种群中最佳个体

的演变情况如表 6.4.1所示，运行 89代时获得的最佳个体为 

Smax=1111001100111111001011 

fit(Smax)=f(1.850549)=3.850274 

用遗传算法求得的问题（6.4.1）的最优解为 x*=1.850549，f(x*)=3.850274。这与用其他

方法计算出来的最优解非常吻合。 

表 6.4.1  模拟世代的种群中最佳个体的演变情况  

世代数 个体的二进制串 x  适应度 

1 

4 

7 

11 

17 

18 

34 

40 

54 

71 

89 

150 

1111000110100001110001 

1111001010001101100000 

1111001110011101010111 

1111001110011101010110 

1111001011111101010111 

1111001011111101110000 

1111001101111011000011 

1111001100010001001011 

1111001100010110110001  

1111001101000110110010 

1111001100111111001011 

1111001100111111001011 

1.831624 

1.842416 

1.854860 

1.854860 

1.847536 

1.847554 

1.853290 

1.848443 

1.848699 

1.850897 

1.850549 

1.850549 

3.534806 

3.790362 

3.833280 

3.833286 

3.842004 

3.842102 

3.843402 

3.846232 

3.847155 

3.850162 

3.850274 

3.850274 

注：在文献[18]中，表 6.4.1中个体的二进制串数据前后位置颠倒。 
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最优化方法在压力加工中的应用实例较多，本书只限于讨论作者在压力加工中所进行的

优化设计实例。本章涉及的优化设计实例有：① 多层压配组合挤压凹模优化设计，包括按第

四强度理论和疲劳强度理论进行的最优化设计；② 冲裁零件排样优化设计。 

7.1  多层压配组合挤压凹模优化设计[21～23] 

因为金属挤压工艺要求挤压成形凹模具有足够的强度，故挤压成形凹模一般采用组合式

凹模结构。一至三层挤压成形凹模如图 7.1.1所示。组合凹模的优化设计就是在挤压工作条件

下，优选组合凹模各层零件尺寸参数和配合处的过盈量。使用组合凹模能充分发挥模具材料

的潜力、解决凹模开裂、减少凹模尺寸，提高组合凹模的承载能力和提高组合凹模的使用寿

命。 

 
（a）整体式凹模                    （b）两层组合凹模               （c）三层组合凹模 

图 7.1.1  挤压成形凹模 

7.1.1  组合凹模的特点 

多层压配组合挤压凹模的特点是层与层之间采用过盈配合，产生预紧力，挤压时坯料对

组合凹模产生工作压力，预紧力和工作压力都会使组合凹模内层产生应力。这两组应力对组

合凹模内层来讲，无论是径向应力还是切向应力，它们的作用的方向是相反的。根据力的叠

加原理，这两组应力相互抵消，大大改善了组合凹模内层的应力状态，从而提高组合凹模的

强度。 

组合凹模有如下优点： 

（1）提高了凹模的强度，对一定尺寸的凹模（即凹模的内、外半径相同），二层组合凹模

的强度约为整体单层凹模强度的 1.8 倍，三层组合凹模的强度约为整体单层凹模强度的 2 倍
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（其数据见后面组合凹模优化数例）；特别是对硬质合金等脆性和抗拉性能差的材料作为挤压

成形凹模材料，预应力组合凹模更显其优越性。 

（2）凹模内圈的尺寸减小，使耗用的高级合金钢的材料相应减少。原先整个凹模都用高

级合金钢制成，而组合凹模仅内圈用高级合金钢材料，中圈与外圈可改用性能较差的其他金

属材料。 

（3）由于内圈尺寸减小，热处理变得容易，提高了凹模热处理质量。 

（4）当凹模内圈磨损或损坏后，仅需要调换其内圈，不必整个凹模报废等。 

但多层预应力组合凹模也存在加工要求严格、压合工艺要求高等问题。 

7.1.2  整体凹模受力分析 

一般组合凹模各层均为厚壁圆筒，其结构和受力如图 7.1.2所示。设 r1、r2为厚壁圆筒的

内、外半径，在内压 p1和外压 p2的作用下，假设没有轴向力，即σz=0。由弹性力学可知，

截面内任意一点半径 r处的切向应力σt与径向应力σr和径向位移u有如下通解[24]： 

2

2

                      

                          

1
(1 ) (1 )

t

r

A
C

r
A

C
r

A
u Cr

E r

σ

σ

ν ν

㊣|| -|||||||㊣|||| 「 ㊣| | ||| | || ㊣ 」|㊣
- -

= +

= +

= + +

                        （7.1.1）   

式中，ν和 E分别为材料的泊桑系数和弹性模量，A和 C为待定常数。 

式（7.1.1）是拉美（Lame）提出来的，故称为拉美方程或拉美公式。 

             

图 7.1.2  厚壁圆筒的受力图                图 7.1.3  厚壁圆筒的应力分布 
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由边界条件（即 r=r1，σr=p1和 r=r2，σr=-p2）确定 A和 C，代入式（7.1.1）可得 

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2
2 1 2 1

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2
2 1 2 1

2 2
1 1 2 2 1 2 1

2 2
2 1

( )
                                

( )

( )
                               

( )

( ) ( )1 1

t

r

r p r p p p r r

r r r r r

r p r p p p r r

r r r r r

r p r p r p p r
u

E r r E

- -
- -
- --
- -

- --
-· ·

= +

=

+
= +

σ

σ

ν ν 2 2
2

2 2
2 1

1r

r r r

㊣|||||||||㊣|||||||||㊣ - ·

              （7.1.2） 

当挤压凹模为整体凹模时，其受力情况与只受内压 p1作用的厚壁圆筒完全相同。因此，

将 p2=0代入式（7.1.2），得整体凹模内任意点 r处的切向应力σt和径向应力σr的计算公式 

2 2
1 1 2

2 2 2
2 1

2 2
1 1 2

2 2 2
2 1

1

1

t

r

r p r

r r r

r p r

r r r

σ

σ

㊣ ㊣ ㊣| || | || | ||| ||㊣ ㊣||㊣| ㊣ ㊣| ||| || || | ||| ㊣ ㊣|㊣

-

-
-

= +

=

                           （7.1.3） 

根据式（7.1.3），厚壁圆筒的σt和σr的分布情况如图 7.1.3所示。由图可知，σt为拉应力，

σr为压应力，两者的绝对值都是在 r=r1处为最大。 

下面，分析整体式凹模存在的问题。按照第四强度理论，整体式凹模的等效应力σν 由下

式计算： 

2 2
ν t r t rσ σ σ σ σ-= +                         （7.1.4） 

将式（7.1.3）代入上式，得 

4
1 2

2 4
1 3

1ν

p r

k r
σ -= +                          （7.1.5） 

式中， 2

1

r
k

r
= 。 

由上式可知，r越小，σν越大。当 r=r1时，σν为最大值，即内壁处的等效应力最大。由

式（7.1.5）得 

4

max
2

1

1
3

1
1

ν k

p

k

σ
㊣ ㊣|| || ||㊣ ㊣

㊣ ㊣|| || ||㊣ ㊣
-

+

=                           （7.1.6） 

式中，σνmax为最大等效应力。 

根据式（7.1.6）， max

1

ν

p

σ
与 k的关系曲线如图 7.1.4所示。 

从上述分析可以看出： 

（1）整体式凹模的切向应力σt为拉应力，径向应力σr为压应力，它们都与作用在凹模内
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壁的压力 p1成正比。切向拉应力σt的最大值在凹模内壁，该拉应力足够大时，就能引起凹模

从内壁开始的纵向开裂，如图 7.1.5所示，这是整体凹模存在的最大问题。 

             

图 7.1.4  σνmax/p1与 k的关系曲线                 图 7.1.5  整体式凹模的纵向开裂           

（2）凹模内壁处的等效应力σν 为最大，即凹模强度的薄弱部位在内壁。因此，验算凹模

的强度时，危险断面应取在内壁。 

（3）从图 7.1.4可知，当 k≤2.5时， max

1

ν

p

σ
有明显地减少；当 k＞2.5时， max

1

ν

p

σ
减少非常

缓慢。因此，当 k＞2.5时，增大凹模的壁厚来减少
1

max

p
νσ 的方法是不可取的。 

7.1.3  组合凹模的力学分析 

下面，讨论 3层组合凹模的力学分析。设 ri、ri+1、Ei、νi(i=1,2,3)分别为 3层组合凹模的第i
层零件的内半径、外半径、材料的弹性模量和泊桑系数。假设组装时，第 1层（最内层）和第 2

层先压配合。设两层零件之间的单边过盈量为Δr2，压配后的预紧力 p2。由式（7.1.2）可得  

2
2

2

r
p

f

Δ
=                               （7.1.7） 

式中，f2为柔度系数。 

用下式计算 f2： 

2 22 2
3 22 2 1 2

2 1 22 2 2 2
1 2 1 2 3 2

r rr r r r
f

E r r E r r
ν ν

㊣ ㊣㊣ ㊣ || || || || || || | || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣
-

- -
++

= + +                   （7.1.8） 

由式（7.1.2）可得，由 p2引起的第 1层和第 2层零件的应力公式。设 3rΔ 为由预紧力 p2

引起中间层外半径 r3的扩大量，由式（7.1.2）可得 

2
2 3 2

3 3 2 2
2 3 2

2
( )

( )

r r p
r u r

E r r
Δ -= =                         （7.1.9） 
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设第 2 层和第 3 层零件之间加工预留的单边过盈量为 3rΔ ，第 3 层压配时，实际单边过

盈量为 3 3r rΔ Δ+ 。设压配后的预紧力 p3，设 Ai和 Ci（i=1，2）为 p3=1 时引起组合凹模第 i

层的应力和位移式（7.1.1）中的系数。由边界条件可得 

1
12

1

1 2
1 22 2

2 2

2
22

3

0                                                                              

                                                                      

1           

A
C

r

A A
C C

r r

A
C

r
-

+ =

+ = +

+ =

1 2
1 1 1 2 2 2 2 2

1 2 2 2

                                                                  

1 1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

A A
C r C r

E r E r
ν ν ν ν

㊣|||||||||||||㊣||||||| 「 ㊣ 「 ㊣|| | | | ||| | | | || ㊣ 」 ㊣ 」|㊣
- - - -+ + = + +

        （7.1.10） 

解上式可得 Ai和 Ci（i=1,2）。 

由下式计算预紧力 p3： 

3 3
3

3

r r
p

f

Δ Δ+
=                              （7.1.11） 

式中，f3为柔度系数。 

用下式计算 f3： 

2 2
3 4 3 2

3 3 2 2 2 32 2
3 4 3 2 3

1
(1 ) (1 )

r r r A
f C r

E r r E r
ν ν ν

㊣ ㊣ ㊣ ㊣| || || || || || || || |㊣ ㊣ ㊣ ㊣
- - -

-
+

= + + +             （7.1.12） 

由式（7.1.10）、式（7.1.11）、式（7.1.12）和式（7.1.1）可得由 p3引起的第 1 层和第 2

层零件的应力公式，由式（7.1.11）、式（7.1.12）和式（7.1.3）可得由 p3引起的第 3层零件的

应力公式。 

另设  iA 、  iC （i=1，2，3）为组合凹模第 i层由工作载荷 p1（承载能力）引起的应力

和位移（7.1.1）式中的系数，由边界条件可得 
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解上式可得  iA 、  iC （i=1，2，3）。将  iA 、  iC 代入式（7.1.1），可得由工作载荷 p1

所引起各层零件的应力。 

根据以上计算公式和力的叠加原理，可求得 3 层组合凹模压配后和在工作状态下各层零

件内表面上的应力计算公式（见表 7.1.1）。 

表 7.1.1  3层组合凹模各层零件内表面上的应力计算公式 

零

件 

应

力 
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注：为了简化，用σrij和σtij分别代表第 i行和第 j列的σr和σt，ppj=-σri2j（i=1，2，3；j=1，2，3）。 

7.1.4  组合凹模的强度校核 

由于组合凹模各层皆为厚壁圆筒，因此，组合凹模的强度校核就可以转化为厚壁圆筒的

强度校核。下面，分别按最大剪应力强度理论、畸变能强度理论和疲劳强度理论讨论组合凹

模的强度校核。组合凹模的三个主应力一般为：σ1=σt、σ2=σz=0和σ3=σr。  

1.最大剪应力强度理论（第三强度理论） 

1 3
max 2 2 2

t r sσ σ σ σ σ
τ

- -
= = ≤

 

即  

σt-σr≤σs                              （7.1.14） 

式中，σs为材料的屈服极限。 

现在，讨论厚壁筒强度校核点所在的位置，由式（7.1.1）得 

2

2
t r

A

r
σ σ- -=                             （7.1.15） 
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由上式可知，无论内压 p1和外压 p2为何值，按最大剪应力强度理论校核，厚壁筒强度校

核点在厚壁筒的内表面上。 

2.畸变能强度理论（第四强度理论） 

当采用畸变能强度条件时，其等效应力为 

≤ 
2 2 2

1 2 2 3 3 1

1
( ) ( ) ( )

2ν sσ σ σ σ σ σ σ σ「 ㊣| |㊣ 」- - -= + +
 

即 

≤ 
2 2

ν r t r t sσ σ σ σ σ σ-= +                         （7.1.16） 

下面，讨论厚壁筒强度校核点所在的位置，由式（7.1.1）得 
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= +                                         （7.1.17） 

由式（7.1.17）可知，无论内压 p1和外压 p2为何值，厚壁筒的最大等效应力在厚壁筒的

内表面上，因此，按畸变能强度理论校核，厚壁筒强度校核点也在厚壁筒的内表面上。 

3.疲劳强度理论 

设σ-1、σb、σs和σ′s分别为材料的疲劳极限、拉伸极限强度、拉伸屈服强度和压缩屈服强
度，σa和σm为单向循环载荷作用下的应力幅和平均应力。单向循环荷载应力疲劳极限应力曲

线如图 7.1.6曲线 ABCD所示[25]，其数学式为 

 

图 7.1.6  单向循环荷载应力疲劳极限曲线 
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影响疲劳极限的因素有很多。对于厚壁筒，主要有零件尺寸系数ε和零件的表面加工质量
系数β。零件尺寸系数ε为[26] 

ε=(d0/d)α                              （7.1.19） 

式中，d和 d0分别为零件直径和疲劳实验试件的直径。 

对于结构钢，指数α在 0.08～0.12范围内。按壁厚等效的原则计算厚壁筒的等效直径d ，
厚壁筒的疲劳强度为圆柱形的疲劳极限的 0.97 倍[25]。考虑到这些因素，疲劳强度σ-1应做适

当的调整。设 1σ- 为调整后的厚壁筒的疲劳强度，则 1 10.97σ εβσ- -= 。将 1σ- 代替式（7.1.18）

中的σ-1，把相关的强度除以安全系数 n，就可以进行疲劳强度校核了，即对于挤压组合凹模

第 i层零件，满足σeai≤σai，σai按式（7.1.18）计算。 

用 Sines方法[27]将厚壁筒的循环多向应力等效地转化为单向循环应力。在脉冲循环载荷作用

下，组合凹模的第 i层等效的应力幅σeai和等效平均应力σemi分别为  

2 2
eai ari ati ari atiσ σ σ σ σ-= +                        （7.1.20） 

σemi=σmri+σmti                            （7.1.21） 

式中，σaηi=
1

2
(ση3i-ση2i)和σmηi=

1

2
(ση3i+ση2i) (i=1,2,3, η=r,t)，ση2i等见表 7.1.1。 

现在，讨论厚壁筒的疲劳强度校核点所在的位置。挤压组合凹模第 i 层零件由压配组装

引起的应力为 
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                           （7.1.22） 

式中，A′ 和 C′ 为待定常数。 

由工作压力 p1引起的应力为 
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式中， A′′和C ′′为待定常数。 

由式（7.1.20）～式（7.1.23）得 
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式（7.1.24）表明了组合凹模各层的平均应力σemi为常数；在组合凹模各层的内表面上，组合
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凹模各层的应力幅σeai最大。因此，挤压组合凹模的各层零件疲劳强度校核点在其内表面上。 

从以上讨论知，不管按什么强度理论进行校核，其强度校核点都在组合凹模各层的内表

面上。  

7.1.5  多层压配组合挤压成形凹模的优化设计 

下面，讨论 1～3层压配组合挤压凹模的优化设计。 

1.按畸变能强度理论进行优化设计 

首先，确定设计变量。可取结构尺寸参数 r2、r3和 r4，预紧力 p2和 p3，以及组合凹模的

承载能力 p1（或称工作压力）作为设计变量。 

其次，建立目标函数。目标函数可为两类，第一类是给定组合凹模的承载能力，使组合

凹模外半径最小，即节省模具材料，从而降低模具费用；第二类是给定凹模的外半径，使凹

模的承载能力最大，即提高组合凹模的强度，从而提高模具的使用寿命。 

对于 1～3层组合凹模，第一类目标函数为 

2 2

3 2 3 2

4 2 3 4 2 3

min ( )                                 

min ( , , )                        

min ( , , , , )             

r r

r r r p

r r r r p p
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                         （7.1.25） 

对于 1～3层组合凹模，第二类目标函数为 

1 1

1 2 1 2

1 2 3 1 2 3

max ( )                                    
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max ( , , , , )                  

p p

p r p p

p r r p p p
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                      （7.1.26） 

最后，建立约束条件。在装配和工作条件下，组合凹模各层内表面上的等效应力不超过

材料的许用应力，保证组合凹模各层的壁厚不小于最小壁厚、不大于最大壁厚，组合凹模满

足刚度条件，以及预紧力非负的条件。按畸变能强度理论，3层组合凹模的约束条件为 
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         （7.1.27） 

式中，[σ1]、[σ2]和[σ3]分别为组合凹模第 1层、第 2层和第 3层材料的许用应力；[δ]
为组合凹模的刚度条件，即组合凹模内径允许的径向位移；Δrimin为组合凹模第 i层的最小壁厚，

对于 1层凹模

对于 2层凹模

对于 3层凹模

对于 1层凹模

对于 2层凹模

对于 3层凹模
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Δrimax为组合凹模第 i层的最大壁厚，σr1i、σt1i、σr2i和σt2i等见表 7.1.1。 

删除 3层组合凹模中多余的约束条件，并且令 p3=0，可得 2层组合凹模的约束条件为 
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                 （7.1.28） 

删除 3层组合凹模中多余的约束条件，并且令 p2=0和 p3=0，可得整体式凹模的约束条件为 
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例 7.1.1  取 r1=70mm，[σ1]=[σ2]=[σ3]=2000MPa,E1=E2=E3=210000MPa，

ν1=ν2=ν3=0.3，Δr1min=Δr2min=Δr3min=10mm。为了便于比较，取消了最大壁厚和刚度约束。

分别用两类目标函数进行优化设计，采用复合形法求解（注：本节其他例也是采用复合形法

求解），求得 1～3 层组合凹模承载能力与最小外半径的关系曲线如图 7.1.7 所示，1～3 层组

合凹模外半径与最大承载能力的关系曲线如图 7.1.8 所示。 

       

图 7.1.7  1～3层组合凹模承载能力与凹模      图 7.1.8  1～3层组合凹模外半径与最大承载 

  最小外半径的关系曲线                       能力的关系曲线 
 
例 7.1.2  在例 7.1.1中，加入刚度条件[δ]=0.6mm，用第二类目标函数进行优化设计，

求得 1～3层组合凹模外半径与最大承载能力的关系曲线如图 7.1.9 所示，其中 2层与 3层组

合凹模的最大承载能力完全相同，这是刚度条件所引起的。 
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图 7.1.9  1～3层组合凹模外半径与最大承载能力的关系曲线 

 

例 7.1.3  取[σ1]=2000MPa，[σ2]=1600MPa，[σ3]=1100MPa，其余数据与例 7.1.1

相同。当 3层组合凹模的外半径为 700mm，用第二类目标函数进行优化，求得的凹模最大承

载能力为 1986.5MPa，与例 7.1.1求得的 3层组合凹模的最大承载能力完全相同。 

比较例 7.1.1与例 7.1.3 可知，除组合凹模各层使用的材料不同外，在其他条件完全相同

的条件下，优化后的组合凹模的最大承载能力相同。这说明组合凹模内层使用强度高的材料，

第 2 层使用强度中等的材料，第 3 层使用强度较低的材料，这样选择组合凹模的材料是最适

合的，它既能满足组合凹模的强度要求，又能节省优质模具材料。 

2.按疲劳强度理论进行优化设计 

多层压配组合凹模按疲劳强度优化设计的设计变量和目标函数与多层压配组合凹模按畸

变能强度理论优化设计的设计变量和目标函数完全相同，其目标函数参看式（7.1.25）和

式（7.1.26）。 

最后，确定约束条件。约束条件有疲劳强度条件、刚度条件，各层零件最大和最小壁厚，

以及预紧力 p2和 p3非负条件等。设Δrimin、Δrimax和σ-1i分别为组合凹模第 i层零件的最小壁厚、
最大壁厚和材料的疲劳强度，δ为组合凹模内半径允许的径向位移。3层挤压组合凹模的约束

条件为 
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删除 3层组合凹模中多余的约束条件，可得 2层组合凹模的约束条件为 
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删除 2层组合凹模中多余的约束条件，可得整体式凹模的约束条件为 
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例 7.1.4  为了比较起见，取消了最大壁厚约束条件，各层零件使用同一种材料。有关参

数为：σsi=2000MPa，σ′si=2400MPa，σbi=2600MPa，σ-1i=1200MPa，Ei=350000MPa，

νi=0.3，Δrimin=10mm，βi=0.92，（i=1，2，3），α=0.10，r1=70mm，n=1.2，δ=0.4mm，

和 d0=8mm。分别对 1～3 层挤压组合凹模的外半径从 140～700mm，承载能力从 200～

1300MPa一系列数据进行了优化设计，其优化结果如下： 

1～3层挤压组合凹模的最大承载能力与其外半径的关系曲线如图 7.1.10所示，它们的最

大承载能力分别为 639MPa、1205MPa和 1301MPa。从图 7.1.10可得出结论：①2层和 3层组

合凹模的最大承载能力分别为单层凹模的 1.89和 2.04倍。②当 1～3层组合凹模的外半径为

内半径的 4倍时，它们的承载能力分别为它们最大承载能力的 99.7%、95.3%和 94.6%。③当

外半径大于 350mm，单层凹模的最大承载能力反而随着外半径的增大而减少，这是因为凹模

材料的疲劳强度值随着外半径的增大而减少的缘故。 

1～3层组合凹模的最小外半径和工作载荷的关系曲线如图 7.1.11所示。从图 7.1.11可以

看出：①当工作载荷较小时，2 层和 3 层组合凹模的外半径反而大于单层凹模的外半径，这

是由于最小壁厚约束条件的缘故。②当承载能力接近于最大的承载能力，组合凹模的外半径

有突然增大的现象。从图 7.1.11可知，对于 2层组合凹模，当承载能力为 1200MPa时，组合

凹模的外半径约为 563mm；当承载能力为 1100MPa 时，组合凹模的外半径约为 222mm。2

层组合凹模的承载能力仅提高了
1200 1100

100% 9%
1100

≈- × ，组合凹模的壁厚却提高了

(563 70) (222 70)
100% 224%

(222 70)
≈- - - ×- 。对于 3层组合凹模，当承载能力为 1300MPa时，组

合凹模的外半径约为 673mm；当承载能力为 1200MPa时，组合凹模的外半径约为 245mm。3

层组合凹模的承载能力仅提高约 8%，组合凹模的壁厚却提高了 245%。因此，对于 2 层和 3

层组合凹模，使用组合凹模最大承载能力的 90%较为合适。 
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图 7.1.10  1～3层组合凹模最大承载能力与       图 7.1.11  1～3层组合凹模最小外半径与工作 

        外半径关系曲线                                载荷关系曲线 
 
承载能力 1200MPa，2层组合凹模的壁厚是 3层组合凹模的壁厚的 2.8倍。因此，合理地

确定组合凹模的层数也是非常重要的。 

对于 2层组合凹模，用第一类优化数学模型[即式（7.1.25）]进行优化的结果如表 7.1.2

所示；对于 3层组合凹模，用第二类优化数学模型[即式（7.1.26）]进行优化的结果如表 7.1.3

所示。 

表 7.1.2  2层组合凹模的优化结果 

pp1（MPa） 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 

pp2（MPa） 137.4 144.5 209.1 267.3 332.1 403.4 481.4 566.4 673.2 774.3 844.3 

r2（mm） 80.000 80.000 82.490 86.420 90.461 94.677 99.140 103.844 101.420 96.274 97.200

R3（mm） 90.000 90.000 97.553 106.667 116.776 127.925 140.134 153.388 170.720 221.563 536.476

Δr2（mm） 0.206 0.082 0.114 0.165 0.223 0.289 0.367 0.456 0.431 0.324 0.272 

表 7.1.3  3层组合凹模的优化结果 

r4（mm） 140 210 280 350 420 480 560 630 700 

r2（mm） 94.991 80.000 80.000 80.000 80.000 80.000 80.000 80.000 80.000 

r3（mm） 122.040 120.062 130.940 123.389 127.403 128.380 125.681 131.212 133.360

Δr2（mm） 0.363 0.051 0.034 0.003 0.026 0.030 0.032 0.035 0.037 

Δr3（mm） 0.206 0.311 0.304 0.293 0.255 0.243 0.229 0.232 0.231 

pp1（MPa） 893.4 1165.8 1231.3 1261.3 1277.6 1287.3 1293.6 1298.0 1301.1 

pp2（MPa） 617.3 976.5 1034.1 1060.5 1074.9 1083.5 1089.0 1092.9 1095.6 

pp3（MPa） 224.2 571.1 583.1 676.7 638.7 636.5 649.8 623.3 614.5 

 
通过上述讨论和多层压配组合挤压凹模按疲劳强度优化实例的计算，可得到关于多层压

配组合挤压凹模设计的一些结论： 

（1）组合凹模的强度校核点在各层零件的内表面上。 
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（2）由于 2层和 3层组合凹模的最大承载能力分别为单层凹模的 1.89 和 2.04倍，因此，

没有必要使用 3层以上的组合凹模。 

（3）组合凹模的外半径没有必要大于其内半径的 4倍，事实上，1～3层组合凹模的外

半径为内半径的 4 倍时，它们的承载能力分别为它们最大承载能力的 99.7%、95.3%和

94.6%。  

（4）当承载能力接近于最大的承载能力，1～3层组合凹模的外半径都有突然增大的现象。

使用组合凹模最大承载能力的 90%较为合适。 

 

7.2  冲裁零件排样优化设计[28] 

7.2.1  冲裁零件排样 

冲裁工艺是通过冲头与凹模，利用冲压设备加压于冲头和凹模间的被冲材料，实现冲裁

零件从被冲材料分离的工序，如图 7.2.1所示。 

 

 

图 7.2.1  冲裁示意图 

 

冲裁零件排样是指冲裁件在板料、条料或带料上的布置方式。常见的冲材零件的排样有：

根据零件排样的排数分为单排和双排；根据排样方式分为普通、翻转和兑头排样。冲裁零件

常见的排样方式如表 7.2.1所示[29]。 

冲裁零件排样合理与否，对材料利用率的高低有着直接的影响，从而影响冲裁零件

的成本。在冲裁零件成本中，材料费用占整个冲裁零件费用的 60%～80%。提高材料利用

率是降低冲裁零件成本的主要途径，而材料的利用率决定于冲裁零件的排样。对于轮廓

曲线较为复杂的冲裁零件，仅凭人的经验进行冲裁零件排样几乎不可能达到最高的材料

利用率。 
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表 7.2.1  常见的冲裁零件排样方式 

排样方式 排样图示 

单排 

 

翻转单排 

 

兑头单排 

 

普通双排 

 

翻转双排 

 

兑头双排 
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7.2.2  冲裁零件排样优化目标函数的建立 

材料利用率η是冲裁零件的实际面积 F0与原材料面积 F的百分比，即 

0 100%
F

F
η ×=                           （7.2.1） 

冲裁零件排样优化是以实现材料利用率最高作为目标函数，即 

0max max 100%
F

F
η

㊣ ㊣| || |㊣ ㊣| || |㊣ ㊣
×=                       （7.2.2） 

为了便于计算，作者将冲裁零件外轮廓图形加二分之一搭边值后的轮廓图形称为排样零

件。在普通、翻转和兑头单、双排冲裁零件排样方式中，普通单排排样方式，排样单元内只

含一个冲裁零件；其余冲裁零件排样方式，排样单元内含两个冲裁零件。为了统一起见，普

通单排排样方式亦用两个零件作为一个排样单元。 

为了简化计算，使用材料利用率等价的参数作为冲裁零件排样优化的目标函数。下面，

在原材料分别为带料和板料的情况下，讨论材料利用率等价的参数。 

1.带料 

将带料视为“无限长”的条料。所谓“无限长”条料是指条料的长度远远大于排样单元

的步长，在计算材料的利用率时，可以不考虑第一个排样单元多损耗的长度及端部工艺要求

的损耗的长度。第一个排样单元多损耗的长度为第一个排样单元所耗原材料的长度减去非第

一个排样单元所耗原材料的长度。因此，冲裁零件材料利用率按下式计算： 

0 100%
A

A
η ×=                           （7.2.3） 

式中，A0为一个排样单元内冲裁零件的面积，A为一个排样单元所消耗的原材料面积。 

A按下式进行计算： 

A=WH                               （7.2.4） 

式中，W为排样单元的步长，H为带料的宽度。 

由于 A0为常数，由式（7.2.3）可知，使材料利用率最高等价于使一个排样单元所消耗的

原材料面积 A最小。因此，对于原材料为带条的情况，冲裁零件排样优化的目标函数为 

minA=min{WH}                           （7.2.5） 

2.板料 

用板料作为冲裁零件的原材料，是用剪板机将板料剪成一定宽度的条料，再在条料上冲

裁零件。对于板料，冲裁零件的材料利用率为 

100%
nS

LB
η ×=                           （7.2.6） 

式中，n为一张板料上冲裁零件的个数，S为一个冲裁零件的面积，L和 B分别为板料的长度

和宽度。 

由于 S、L和 B为常数，由式（7.2.6）可知，使材料利用率最高等价于使一张板料上冲裁
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零件个数最多，因此，对于原材料为板料的情况，冲裁零件排样优化的目标函数为 

max{n}                              （7.2.7） 

每块板料冲裁零件的个数等于每块板料剪切的条数乘以每一条条料冲裁零件的个数。下

面讨论n的计算。 

（1）按板料长度方向下料 

所谓按长度方向下料是指从板料上用剪板机剪切下来的条料的长度等于板料的长度。 

若每一条条料冲裁偶数个零件，则n为 

n=2[B/H][1+(L-W1)/W]                      （7.2.8） 

若每一条条料冲裁奇数个零件，则n为 

n=[B/H][1+2(L-W2)/W]                      （7.2.9） 

式中，W为排样单元的步长，H为条料的宽度，W1为第一排样单元所占条料的长度与两端工

艺要求所需损耗的长度之和，W2为第一个零件所占条料的长度与两端工艺要求所需损耗的长

度之和，[]表示取整。 

（2）按板料宽度方向下料 

所谓按宽度方向下料是指从板料上用剪板机剪切下来的条料的长度等于板料的宽度。 

若每条条料冲裁偶数个零件，则 n为 

n=2[L/H][1+(B-W1)/W]                   （7.2.10） 

若每条条料冲裁奇数个零件，则 n为 

n=[L/H][1+2(B-W2)/W]                   （7.2.11） 

7.2.3  条料宽度和排样单元步长的计算 

在冲裁零件排样优化中，设计变量分别是零件的旋转角度α和第二个零件相对于第一个零
件在 y轴上移动的距离 h，如图 7.2.2所示。 

 

图 7.2.2  排样有关参数示意图 

1.条料宽度 H的计算 

条料宽度是零件的旋转角度α和第二个零件相对于第一个零件在 y轴上移动的距离 h的函
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数，条料宽度 H可按下式计算： 

H(α,h)=H1(α)+h+δh                       （7.2.12） 

式中，δh为一个搭边量与板料每下一条条料剪切的损耗量之和，H1(α)为第一个排样零件的高

度，即 

H1(α)=y1max-y1min                        （7.2.13） 

式中，y1max和 y1min分别为第一个排样零件轮廓线的最大和最小的 y坐标值，如图 7.2.2所示。 

2.排样单元步长W 的计算 

首先，按设计变量α、h和排样方式的关系将第二个零件在 y轴上的相对位置摆正确，而

它们在 x轴上的位置可以任意，即不要求它们相互相切，如图 7.2.2所示。 

其次，定义两个排样零件轮廓线之间的水平距离函数为 

d(y)=x2j(y)-x1i(y)                         （7.2.14） 

式中，xk,l(y) (k=1,2;l=i, j)为第 k个排样零件第 l条线段上的 x坐标值。 

令 

dmax=maxd(y)                          （7.2.15） 

dmin=mind(y)                          （7.2.16） 

式中，dmin的几何意义是两个排样零件相互相切，且第二个零件在第一个零件的右边时，它们

相对 x轴上的平移量。 

类似于式（7.2.14）定义第一排样零件轮廓线之间的水平距离函数 

d1(y)=x1j(y)-x1i(y)                         （7.2.17） 

令    

d1max=maxd1(y)                           （7.2.18） 

排样单元的步长是两个排样零件相切时，它们的轮廓线之间的最大水平距离，故排样单

元的步长为 

W(α,h)=max{dmax-dmin,d1max}                   （7.2.19） 

由上面的讨论可知，排样单元的步长可简单地通过计算轮廓线之间的最大和最小水平距

离来确定。下面，讨论最大和最小水平距离的计算。由于冲裁件的轮廓线一般由直线和圆弧

组成，因此，仅讨论直线段和圆弧段之间的最大和最小水平距离的计算。 

（1）直线段与直线段 

由于直线段与直线段之间的水平距离函数 d(y)和 d1(y)为线性函数，而线性函数在端点处

达到最大或最小，因此只要比较直线段端点处的水平距离函数值就能确定直线段和直线段之

间的最大和最小水平距离。 

（2）直线段与圆弧段 

直线段与圆弧段之间的最大和最小水平距离如图7.2.3所示，设直线段与 x轴的夹角为α1，

则 1点和 2点分别为直线段与圆弧段之间的水平距离函数的极值点，它们相应的圆心角为 

β1=90°+α1                           （7.2.20） 

β2=270°+α1                          （7.2.21） 

式中，α1为直线段与 x轴的夹角。 

比较驻点处（即β1和β2处）、直线段的端点和圆弧段的端点处的水平距离就能确定直线段
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与圆弧段之间水平距离的最大值和最小值。 

 

图 7.2.3  直线段与圆弧段水平距离极值点示意图 

（3）圆弧段与圆弧段 

设 xi、yi、ri（i=1，2）分别为第 i个排样零件某圆弧段的圆心坐标和半径，由式（7.2.14）

得 

2 2 2 2
2 1 1 1 2 2( ) ( ) ( )d y x x r y y r y y± ±- - - - -=                （7.2.22） 

为了确定圆弧段与圆弧段之间的最大和最小水平距离，求水平距离函数 d（y）的驻点。

由 d′（y）=0，得水平距离函数 d（y）的驻点为： 

当 r1=r2时，有 

* 1 2

2

y y
y

+
=                           （7.2.23） 

当 r1≠r2时，有 

* 1 2 2 1
1

1 2

* 1 2 2 1
2

1 2

r y r y
y

r r

r y r y
y

r r

㊣|||||㊣|||||㊣

-
-=

+
=

+

                          （7.2.24） 

比较驻点 *
1y 与 *

2y （或 y*）和两圆弧段的端点处的水平距离函数来确定圆弧段与圆弧段之

间的最大和最小水平距离。 

3.W1和W2的计算 

第一个排样单元和第一个排样零件所占条料长度分别用如下两个公式计算： 

W1(α,h)=x2max-x1min-dmin+δb                    （7.2.25） 

W2(α,h)=x1max-x1min+δb                      （7.2.26） 

式中，ximax和 ximax（i=1，2）分别为第 i 个排样零件轮廓线的最大和最小的 x 坐标值，如图

7.2.2所示，δb为一个搭边量与条料两端工艺要求的损耗量之和。 



 

 

138 最优化方法及其在机械行业中的应用 

由于排样优化设计目标函数的离散性，并且优化设计变量只有 2 个，适宜采用优化方法

中的枚举法。所谓枚举法就是枚举出可行解集合内的所有可行解，从中求出最优解。对于连

续函数，该方法要求对其进行离散化处理。对于设计变量数多的优化设计问题，枚举法的效

率比较低，有时甚至在目前先进的计算机上也难以求解。用枚举法求解排样优化设计问题的

具体做法是：将总的旋转角度α等分为 n份，将第二个零件相对于第一个零件在 y轴上总的移

动距离 h 等分为 m份，用枚举法进行求解，假设求得的最优点为(αi,hj)
T。再将总的旋转角度

缩小为α=αi+1-αi-1，总的移动距离缩小为 h=hj+1-hj-1，再等分再求解，如此反复计算，

最终求得最优解。 

7.2.4  隔离开关 GN2-10/2000 的支承条零件排样优化设计 

选用某厂生产的隔离开关 GN2-10/2000的支承条零件作为冲裁零件排样优化设计的实例。

原材料为 2000×1000的钢板规格，厚度为 5mm。δ b=5mm，δ h=5mm，搭边值为 5mm。 

分别用普通、翻转和兑头排样方式对该零件进行排样优化设计，其各自的优化结果分别

如表 7.2.2和图 7.2.4所示。  

表 7.2.2  支承条零件排样优化结果 

排样方式 α* h* n W H W1 W2 下料方式 

普通 70° 0 272 115.38 124.45 148.41 90.72 按长度方向 

翻转 90° 32 252 94.08 161.00 108.04 61.00 按长度方向 

兑头 90° 0 285 102.58 129.00 106.97 61.00 按宽度方向 

 

图 7.2.4  支承条零件排样优化设计 

通过优化设计可知，隔离开关 GN2-10/2000 的支承条零件以兑头排样方式和按板料宽度

方向下料，能最大限度地提高材料的利用率。 
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最优化方法在机构设计中的应用实例较多，本书只限于讨论作者在机构设计中所进行的

优化设计实例。在这些实例中，有些是作者首次独立完成的；有些是在其他学者研究的基础

上，用改进目标函数等方法进行的优化设计的完善工作。本章涉及的机构优化设计实例有：

①飞剪机剪切机构的优化设计；②蟹爪式装载机扒取机构的优化设计；③热锯机送进机构的

优化设计；④J88 型冷挤压机拉力肘杆机构优化设计；⑤JA88 型冷挤压机压力肘杆机构优化

设计；⑥八连杆双动拉延压力机内外滑块执行机构优化设计；⑦双动拉延压力机内滑块十杆

机构的优化设计。 

8.1  飞剪机剪切机构的优化设计[30] 

飞剪机是连续轧钢机组中重要而复杂的辅助设备。它的任务是将运行着的轧制钢坯按照

工艺要求的尺寸横向剪断。 

有各种类型的飞剪机，按照飞剪机剪切机构的种类来分有：滚筒式飞剪机、曲柄连杆式

飞剪机、曲柄偏心式飞剪机、摆式飞剪机和曲柄摇杆式飞剪机等。 

曲柄连杆式飞剪机的结构如图 8.1.1所示[31]。 

 

图 8.1.1  曲柄连杆式飞剪机 
1—刀架  2—曲柄轴  3—摆杆  4—传动齿轮 
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8.1.1  对飞剪机剪切机构的要求 

飞剪机的任务是将运行着的轧制钢坯按照工艺要求的尺寸横向剪断。由于轧制钢坯的运

动，要求飞剪机的两个刀刃不仅要有剪切动作（两个剪切刀刃垂直运动），而且还要有水平方

向上的运动。飞剪机剪切机构的结构如图 8.1.2所示。根据飞剪机的功能作用，对剪切机构有

如下要求[32]： 

（1）为了保证剪断轧制钢坯，两个剪切刀刃运动轨迹曲线具有一定的重叠度ξ，如图 8.1.2

（a）所示。 

（2）在剪切过程中，为了减少两个剪切刀刃的阻力和防止刀刃相互干涉，在剪切区域内

两个剪切刀刃垂直于轧制钢坯，如图 8.1.2（b）所示。 

（3）在剪切过程中，要求剪切刀刃在水平方向上的速度Vx尽量均匀，并且等于或大于 2%～

3%轧制钢坯的运行速度 V0，即 0(1 1.03)～xV V= 。 

 
（a）剪切机构简图                     （b）剪切过程中刀刃位置图 

图 8.1.2  飞剪机的剪切机构 

8.1.2  飞剪机构的运动分析 

飞剪机剪切机构计算简图如图 8.1.3所示，图中的符号意义分别为： 

lc —— 对称四连杆机构的中心距；  

ξ —— 两个剪切刀刃运动轨迹曲线的重叠度； 

α —— 0x A y′ ′和 0xA y坐标系的相对位置角，逆时针方向为正（图 8.1.2和图 8.1.3中α为
负值）； 

θ  —— 连杆MA与连杆 AB的夹角，以连杆 AB起计逆时针方向为正； 

φ —— 曲柄 A0A与 x′轴的夹角； 

δ —— 连杆 AB与 x′轴的夹角； 

li —— 第 i构件的长度， 1,2,3,4,5i= 。 
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由几何关系得 

1 cosAx l φ′=                             （8.1.1） 

1 sinAy l φ′=                             （8.1.2） 

4 3 cosBx l l Ψ′ -=                           （8.1.3） 

3 sinBy l Ψ′=                             （8.1.4） 

式中， 0 0A B BΨ ∠= ， A A B Bx y x y′ ′ ′ ′、 、 和 分别为点 A和点 B在坐标系 0x A y′ ′中的坐标值。 

 

图 8.1.3  剪切机构运动分析简图 

由余弦定理，得 
2 2 2

1 4 1 42 cosl l l l l φ-= +                        （8.1.5） 

2 2 2
4 1

1
4

( )
cos

2

l l l

l l
Ψ

-+
=                        （8.1.6） 

2 2 2
3 2

2
3

( )
cos

2

l l l

l l
Ψ

-+
=                        （8.1.7） 

式中，l为 AB0的长度， 1 0 0A B AΨ ∠= ， 2 0AB BΨ ∠= ，见图 8.1.3。 

利用三角函数关系，可得 

1 2 1 2sin sin cos cos sinΨ Ψ Ψ Ψ Ψ= +                 （8.1.8） 

1 2 1 2cos cos cos sin sinΨ Ψ Ψ Ψ Ψ-=                （8.1.9） 

将 1
1

sin
sin

l

l

φ
Ψ= 和 2

2 2sin 1 cosΨ Ψ-= 代入上面两式，并化简可得 

sin
sin

a bw

z

φΨ +
=                           （8.1.10） 

sin
cos

ab w

z

φΨ
-

=                          （8.1.11） 

式中 
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2 2 2
3 2

1 32

l l l
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l l
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=                        （8.1.12） 
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Al x
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=                          （8.1.13） 
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sin
l

z b
l

φ= = +                        （8.1.14） 

22

1

sinl
w z a

l

Ψ
= = -                     （8.1.15） 

连杆上M点在 0x A y′ ′坐标系中的坐标值为 

5 (cos cos sin sin )M Ax x l θ δ θ δ′ ′ -= +                （8.1.16） 

5 (sin cos cos sin )M Ay y l θ δ θ δ′ ′= + +                （8.1.17） 

式中 

2

cos B Ax x

l
δ

′ ′-
=                          （8.1.18） 

2

sin B Ay y

l
δ

′ ′-
=                         （8.1.19） 

利用坐标系的旋转变换关系式，M点在坐标系 0xA y中的坐标值为 

cos sinM M Mx x yα α′ ′-=                     （8.1.20） 

sin cosM M My x yα α′ ′= +                     （8.1.21） 

将式（8.1.20）对时间求导，得M点水平方向上的速度为 

cos sinx x yV V Vα α′ ′-=                     （8.1.22） 

这里 

5

2

cos ( ) sin ( )Bx Ax By Ay

x Ax

l V V V V
V V

l

θ θ「 ㊣′ ′ ′ ′| |㊣ 」′ ′
- - -

= +           （8.1.23） 

5

2

sin ( ) cos ( )Bx Ax By Ay

y Ay

l V V V V
V V

l

θ θ「 ㊣′ ′ ′ ′| |㊣ 」′ ′
- -+

= +           （8.1.24） 

式中 

1 sinAxV lω φ′ -=                       （8.1.25） 

1 cosAyV lω φ′=                        （8.1.26） 

3 sinBxV lΨ Ψ′ ′=                        （8.1.27） 

3 cosByV lΨ Ψ′ ′=                       （8.1.28） 

而 
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2 2 22 2 2
3 2 1 44 1 1

3 2 3 2
3

( ) sin( ) sin

2 1 / 2 1 /

l l l l ll l l l

l b z l l a z

ω φω φ
Ψ ′

- -- -
- -

= +      （8.1.29） 

式中，ω为曲柄的角速度。 

连杆MA与 x轴的位置角为 

δ θ δ α= + +                        （8.1.30） 

式中 

2

arcsin B Ay y

l
δ

′ ′-
=                      （8.1.31） 

8.1.3  剪切机构的优化设计数学模型的建立 

1.设计变量 

以飞剪机剪切机构的参数 l1、l2、l3、l4、l5、α 和θ 作为设计变量。为了使剪切机构的设
计更加合理和减少设计变量个数和计算量，对该机构附加的两个条件是：①当曲柄与 y 轴重

合时，曲柄与连杆 AM在同一条铅垂线上；②两个剪切刀刃的运动轨迹曲线的重叠度ξ精确地
为某一特定值，如图 8.1.4所示。  

 

图 8.1.4  飞剪机构附加条件简图 

由于附加了以上两个条件，使 l1、l2、l3、l4、l5、α 和θ 变量中 l5和θ 变为非独立变量，
由几何关系得 

5 12
cll l
ξ -+

=                           （8.1.32） 

1 2180θ β β° - -=                         （8.1.33） 

式中  
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4
1

cos
arcsin( )

l

l

α
β=                        （8.1.34） 

2 2 2
2 3

2
2

arccos( )
2

l l l

l l
β

-+
=                     （8.1.35） 

这里                             2 2
1 4 1 42 sinl l l l l α= + +                     （8.1.36） 

剪切机构的设计变量 X由该机构的独立参数确定，即设计变量 X为 

1 2 3 4 5 1 2 3 4( , , , , ) ( , , , , )T TX x x x x x l l l l α= =             （8.1.37） 

2.目标函数 

根据上面所述的对剪切机构的 3条要求。第（1）条要求为了保证剪断轧制钢坯，两个剪

切刀刃运动轨迹曲线具有一定的重叠度ξ。由于上面的附加条件②，使第（1）条要求自动满

足。  

第（2）条要求是在剪切过程中，要求剪切刀刃在水平方向上的速度 Vx 尽量均匀，并且

等于或略大于轧制钢坯的运行速度。在剪切工作区间，应满足剪切刀刃M点在 x轴方向上的

速度 Vx尽量与轧件的速度相等。我们可用如下函数来衡量它们之间的误差： 

1 1
2

( ) ( , )
k

x i x
i

f X V X Vφ -∑
=

=                     （8.1.38） 

式中，k为剪切工作区曲柄所在的角区间的分割点数，φi为第 i个分割点曲柄与 x′轴的夹角，

Vx1为剪切刀刃开始剪切时要求 M点水平方向上的速度。为了防止剪切刀刃的损坏和考虑

到该机构在剪切过程中 Vx逐渐增加等因素，Vx1可取等于或略小于轧件的运动速度。 

第（3）条要求是在剪切过程中，为了减少两个剪切刀刃的阻力和防止刀刃相互干涉，

在剪切区域内两个剪切刀刃垂直于轧制钢坯。连杆 MA 与 x 轴的位置角尽量等于 90°，

因此，我们可用如下函数来衡量在剪切工作区内，连杆 MA 与 x 轴的位置角与 90°之间

的误差： 

2
1

( ) ( , ) 90
k

i
i

f X Xδ φ °-∑
=

=                      （8.1.39） 

从上面对目标函数的讨论可知，飞剪机剪切机构的优化设计问题是一个多目标函数的优

化设计问题，我们用加权方法将多目标函数转化为单目标函数，即 

1 1 2 2( ) ( ) ( )f X W f X W f X= +                      （8.1.40） 

式中，W1和W2为加权因子。 

3.约束条件 

约束条件由曲柄连杆机构存在、最小传动角的要求和飞剪机结构布置等确定。 

曲柄连杆机构存在的条件为 

x2-x1≥0 

x3-x1≥0 
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x4-x1≥0 

x3+x2-x1-x4≥0 

x4+x2-x1-x3≥0 

x4+x3-x1-x2≥0 

最小传动角的要求，应满足下列关系式： 
2 2 2

2 3 2 3 4 12 cos[ ] ( )x x x x x xγ - - -+ ≥0 
式中，[ ]γ 为最小传动角。 

飞剪机结构布置因素，各变量应在各变量的上、下限内取值，即  

minix ≤ ix ≤ max    ( 1,  2,  3,  4,  5)ix i=  

式中， minix 和 maxix 分别为 ix 取值的上下限。 

综上所述，飞剪机剪切机构的优化设计数学模型的标准形式为 

[ ]1 1 2 2min ( ) min ( ) ( )f X W f X W f X= +   5( )X R∈        （8.1.41） 

满足于 

1 1 2( )g X x x-= ≤0 

2 1 3( )g X x x-= ≤0 

3 1 4( )g X x x-= ≤0 

4 1 4 2 3( )g X x x x x- -= + ≤0  

5 1 3 2 4( )g X x x x x- -= + ≤0 

6 1 2 3 4( )g X x x x x- -= + ≤0 

[ ]2 2 2
7 2 3 2 3 4 1( ) 2 cos ( )g X x x x x x xγ- - -= + ≤0 

7 2 1 min( )i i ig X x x- = -
+ ≤0    ( 1 2 5)i , , ,…=  

7 2 max( )i i ig X x x-+ = ≤0      ( 1 2 5)i , , ,…=  

8.1.4  50t 飞剪机剪切机构的优化设计 

对 60 mm 60 mm× 钢坯 50t飞剪机的剪切机构进行优化设计。根据该机构的具体情况，

取 200≤x1≤500，200≤x2≤1080，200≤x3≤550，200≤x4≤1050，-30°≤x5≤30°， 

1 2000mm/sxV = ， 1285mmcl= ， 30mmξ= ， [ ] 30γ °= ， 6k= ， 1

1

200
W= ， 2 10W= 。 

用复合形法进行求解，其优化结果与文献[32]的优化结果和原设计方案的有关数据的比较

分别列于表 8.1.1和表 8.1.2中。从表 8.1.1和表 8.1.2的数据比较可知，作者在文献[30]中，对

飞剪机剪切机构的优化设计的优化结果，无论是剪切刀刃水平上的速度均匀程度，还是连杆

MA与 x轴的位置角，都优于文献[32]中的优化结果和原设计方案。这主要是对剪切机构附加

的当连杆 MA 与 y 轴重合时，曲柄与连杆在同一条铅垂线上和两个剪切刀刃的运动轨迹曲线

的重叠度精确地为某一特定值的条件所致。同时，能使两个剪切刀刃的运动轨迹曲线的重叠

度ξ精确地为预先给定的某一特定值。 
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表 8.1.1  优化的飞剪机构尺寸参数和有关数据的比较 

  优化的结果[30] 优化的结果[32] 原设计方案[32] 

构 

件 

尺 

寸 

参 

数 

l1 370.455 330 320 

L2 1025.684 1020.08 1015 

L3 467.122 490.40 470 

L4 1034.079 973.91 1050 

L5 207.045 327.49 360 

α -18 58 55° ′ ′′  -10 53 9° ′ ′′  - 18 °  

θ 103 32 14° ′ ′′  91 39 23° ′ ′′  90 °  

有 

关 

数 

据 

比 

较 

ξ 30 29.98 74.61 

*
1( )f X  1278.346 1626.702 2963.415 

*
2 ( )f X  0.325 600 1.590 897 8.665 169 

*( )f X  9.647 725 24.042 48 101.468 8 

ω 6.274 073 7.139 445 8.816 907 

γ1 30 11° ′′  30 8° ′′  41 10 6° ′ ′′  

注：γ1为剪切机构的最小传动角。 

表 8.1.2  剪切机构在剪切区间内有关数据的比较 

 iφ  Mx  My  xV  δ  

文 

献 

[30] 

优 

化 

80 26 50° ′ ′′
 

86 9 15° ′ ′′
 

91 51 40° ′ ′′
 

97 34 5° ′ ′′
 

103 16 30° ′ ′′
 

108 58 55° ′ ′′
 

176.41 

143.71 

109.37 

73.74 

37.16 

0 

612.5 

628.48 

641.08 

650.17 

655.66 

657.5 

-2000 

-2114.83 

-2207.63 

-2278.09 

-2326.08 

-2351.71 

90 7 00° ′ ′′
 

90 6° ′′  

89 56 12° ′ ′′
 

89 54 54° ′ ′′
 

89 56 8° ′ ′′
 

90 °  

文 

献 

[32] 

优 

化 

70 37 7° ′ ′′
 

76 40 15° ′ ′′
 

82 43 23° ′ ′′
 

88 46 32° ′ ′′
 

94 49 40° ′ ′′
 

100 52 48° ′ ′′
 

168.27 

137.58 

104.96 

70.80 

35.50 

-0.56 

612.5 

628.48 

641.04 

650.14 

655.65 

657.49 

-2000 

-2143.73 

-2260.99 

-2351.75 

-2416.06 

-2454.17 

89 39 42° ′ ′′
 

89 36 38° ′ ′′
 

89 38 1° ′ ′′
 

89 43 30° ′ ′′
 

89 52 56° ′ ′′
 

90 6 14° ′ ′′
 

原 

设 

计 

方 

案 

70 6 16° ′ ′′
 

77 41 11° ′ ′′
 

85 16 6° ′ ′′
 

92 51 1° ′ ′′
 

100 25 56° ′ ′′
 

108 50° ′′

200.53 

168.48 

132.85 

94.37 

53.79 

11.84 

612.5 

636.18 

655.03 

668.72 

677.02 

679.80 

-2000 

-2262.82 

-2476.99 

-2641.90 

-2757.45 

-2824.26 

89 22 3° ′ ′′
 

88 53 31° ′ ′′
 

88 32 12° ′ ′′
 

88 17 25° ′ ′′
 

88 8 46° ′ ′′  

88 6 8° ′ ′′
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8.2  蟹爪式装载机扒取机构的优化设计[33] 

8.2.1  扒取机构 

蟹爪式装载机是矿山采掘、土方工程、仓库和码头等用于散颗粒物料连续装载的一种高

效率设备。在蟹爪式装载机中，它的工作机构如图 8.2.1所示[32]。工作机构由两个对称布置的

扒取四连杆机构组成。连杆的伸出端呈仿“蟹爪”形状，当曲柄连续转动时，“蟹爪”的端点

M产生一定形状的运动曲线，模仿蟹爪动作。两个扒取机构的曲柄位置错开180°，因而两个

扒爪就能交替地进行扒取物料，实现连续装载。 

 

图 8.2.1  蟹爪式装载机扒取机构 

从运动学上来说，蟹爪式装载机扒取机构有两种基本结构形式。第一种结构形式是曲柄

弧形导杆机构，如图 8.2.2（a）所示；第二种结构形式是曲柄直线导杆机构，如图 8.2.2（b）

所示。不论采用哪种形式的机构，从实现扒取物料的高效率和能量的低消耗来看，对动作都

有一定的基本要求。 

 

（a）曲柄弧形导杆机构             （b）曲柄直线导杆机构 

图 8.2.2   蟹爪式装载机扒取机构的形式 
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扒取机构的一个工作循环分为扒爪插入料堆、扒集物料、扒爪将物料沿接受板送到运输

槽和扒爪空回运动 4个阶段，对这 4个阶段的基本要求如下[32]： 

（1）当扒爪插入料堆时，扒爪的位置角（即扒爪的几何中心线与料堆工作面之间的夹角）

最好接近 90°，这样可以减少作用在扒爪上的阻力，使扒爪顺利插入料堆。 

（2）当扒爪扒取物料时，希望扒爪不要过深地插入料堆，扒爪端点的运动轨迹适当地伸

出接受板的前端边缘，并且最好与边缘平行。同时，为了有效地扒集物料，扒爪的位置角最

好在 48°～85°之间变化。 

（3）当扒爪沿着接受板移动物料时，要求轨迹曲线有一定的长度，以便能有效地把物料

推送到运输槽内。随后，要求从料堆中扒取出来的物料全部送走，避免出现物料在左右扒爪

之间抛来抛去的现象，因此，要求扒爪在这一阶段的位置角不宜过大，最好在 23°～60°范

围内。 

（4）扒爪返回时的运动轨迹与扒集阶段的运动轨迹之间的距离不能过小，防止扒爪在空

回程时带走大块的物料，这就要求曲柄半径与最大块度之间有如下关系： 

1 (0.35l= ～ max0.4)D                        （8.2.1） 

式中， maxD 为物料的最大块度，以径向的最大尺寸计算； 1l 为曲柄的长度。  

8.2.2  扒取机构的运动学分析 

扒爪机构简图如图 8.2.3所示。 

 

图 8.2.3  扒取机构简图 

图 8.2.3中符号的意义分别是： 

A——曲柄回转中心，坐标为 ( , )A Ax y ； 

B——导杆摆动支点，坐标为 ( , )B Bx y ； 

C——曲柄铰链点，坐标为 ( , )C Cx y ； 
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M——导杆扒爪端点，在动坐标 x By′ ′中，坐标为 ( , )M Mx y′ ′ ，在固定坐标 xOy中，坐标为

( , )M Mx y ； 

φ——曲柄转角，由负 x轴起计，顺时针为正； 

β——导杆对 y轴的偏角，即动坐标相对于固定坐标的旋转角，逆时针为正； 

θ——导杆中心线与扒爪中心线的夹角，由 y′轴起计，顺时针为正； 

l1——曲柄长度，即 AC的长度； 

l2——Q点到 C点的距离； 

l3——M点到 Q点的距离； 

l——导杆的变长度，即 CB的长度。 

由图 8.2.3的几何关系，可得 

1 cosC Ax x l φ-=                         （8.2.2） 

1 sinC Ay y l φ= +                         （8.2.3） 
1

2 2 2( ) ( )C B C Bl x x y y「 ㊣| |㊣ 」- -= +                   （8.2.4） 

1

1

cos
arctan

sin
A B

A B

l x x

y y l

φ
β

φ
-

-
+

=
+

                   （8.2.5） 

3 sinMx l θ′=                           （8.2.6） 

3 2cosMy l l lθ′= ++                        （8.2.7） 

根据坐标系平移和旋转的关系，扒爪端点M的运动轨迹曲线方程为 

cos sinM M M Bx x y xβ β′ ′-= +                    （8.2.8） 

sin cosM M M By x y yβ β′ ′= + +                    （8.2.9） 

Ψ θ β-=                           （8.2.10） 
式中，Ψ 为扒爪位置角，由 y轴起计，顺时针为正。 

8.2.3  扒取机构优化设计的数学模型的建立 

1.设计变量 

扒取机构优化设计变量为曲柄回转中心 A坐标(xA, yA)、导杆摆动支点 B坐标(xB, yB)、扒

取四连杆机构的尺寸参数 li(i=1,2,3)和导杆中心线与扒爪中心线的夹角θ，即  

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )T T
A A B BX x x x x x x x x l l l x y x y θ= =        （8.2.11） 

2.目标函数 

在文献[32]中，对蟹爪式装载机进行了优化设计，其中目标函数是这样选取的，用作图法

确定曲柄 16个转角φj (j=1,2,…,16)对应于理想轨迹曲线上的 16个点的位置，再选取这个曲柄

16 个转角φj对应的扒爪端点的理想位置与实际位置之差的平方之和作为目标函数。由于完全

满足理想轨迹曲线的机构不存在，即使存在，事先也无法知道，因此，文献[32]中确定理想轨

迹曲线上的 16个点的位置存在误差。从而导致目标函数不能真实地反映理想轨迹曲线与实际

轨迹曲线之间的误差，最终导致优化结果不理想，其优化结果见 8.2.4节中的优化实例。 
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下面，讨论如何合理地建立蟹爪式装载机扒取机构优化设计的目标函数。 

从对蟹爪式装载机扒取机构的 4 条要求中，我们可将它们归纳为两点：第一点是尽量使

导杆扒爪端点M的实际运动轨迹曲线与理想轨迹曲线重合；第二点是尽量使扒爪的实际位置

角与理想位置角重合。 

为了衡量导杆扒爪端点M的实际运动轨迹曲线与理想轨迹曲线的误差，作者将导杆扒爪

端点M的实际运动轨迹曲线与理想轨迹曲线分为外曲线和内曲线。外曲线由导杆扒爪端点M

的实际运动轨迹曲线和理想轨迹曲线外面的曲线部分组成，内曲线由导杆扒爪端点M的实际

运动轨迹曲线和理想轨迹曲线里面的曲线部分组成，如图 8.2.4所示。 

 

图 8.2.4   轨迹曲线与内、外曲线 

导杆扒爪端点M的运动轨迹曲线与理想轨迹曲线之间的误差可用如下函数来衡量： 

1( )f X S= 外 S- 内                         （8.2.12） 

式中，S外和 S内分别为外曲线所包围的面积和内曲线所包围的面积。 

下面，我们来讨论 S外和 S内的计算问题，计算时用折线代替曲线。具体计算步骤如下： 

第一步，将理想轨迹曲线用折线代替，用 k个点（如 16个点）的折线代替后的理想轨迹

曲线如图 8.2.5所示。 

 

图 8.2.5  用折线近似代替理想轨迹曲线 
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第二步，按曲柄等分角度计算导杆扒爪端点M的位置，将各点连接成封闭曲线来近似代

替实际轨迹曲线。 

第三步，在理想轨迹曲线内取一点，如图 8.2.6中的 O点。为了计算方便，尽量使 O点

在内曲线的几何中心位置。 

 

图 8.2.6  内、外曲线面积计算原理图 

第四步，按近似实际轨迹曲线各直线段，计算理想轨迹曲线和实际轨迹曲线各三角形的

面积。计算时，有下述两种情况发生。 

第一种情况是实际轨迹与理想轨迹不相交的情况。假设近似的实际轨迹曲线第 i段为 AB，

AB段与理想轨迹曲线不相交（见图 8.2.6），OA和 OB的延长分别交于理想轨迹曲线于 A1点

和 B1点，由于 A1点和 B1点分别交于近似理想轨迹的不同直线段上，设 C1点为近似理想轨迹

的这两条不同直线段的交点。则 

1 1 1 1OC A OB CiS S S外= +△ △                       （8.2.13） 

S内 i OBAS= △                           （8.2.14） 

式中，S内 i为近似的实际轨迹曲线第 i 段为 AB 和内点 O 组成的三角形的面积，S外 i为近似的

实际轨迹曲线第 i段为 AB对应的理想轨迹曲线段 A1C1B1和内点 O组成的四边形的面积，

S△OBA表示△OBA的面积，其余类推。 

以△OBA为例来说明三角形面积的计算。设△OBA的三个顶点的坐标值分别为 O点的坐

标为 ( , )O Ox y ，B点的坐标为 ( , )B Bx y ，A点的坐标为 ( , )A Ax y 。则 

S△OBA

1
1

1
2

1

O O

B B

A A

x y

x y

x y

= [ ]1
( )( ) ( )( )

2 B O A O A O B Ox x y y x x y y- - - - -=    （8.2.15） 

第二种情况是实际轨迹与理想轨迹相交的情况。假设近似的实际轨迹曲线第 j段为 DE，

DE段与理想轨迹曲线相交于 G点（见图 8.2.6），OD和 OE的延长分别交于理想轨迹曲线于

D1点和 E1点，由于 D1点和 E1点分别交于近似理想轨迹的不同直线段上，设 F1点为近似理

想轨迹的这两条不同直线段的交点。则 
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1 1 1OF D OGF OEGjS S S S外= + +△ △ △                       （8.2.16） 

S内 j
1OGD OE GS S△ △= +                         （8.2.17） 

第五步，将第四步按近似实际轨迹曲线各直线段计算的外曲线和内曲线的各三角形的面

积 S外 i和 S内 i相加，即 

1

k

i
i

S S∑外 外
=

=                         （8.2.18） 

S内
1

k

i
∑
=

= S内 i                        （8.2.19） 

用 f2(X)来衡量扒爪实际位置角与理想位置角之间的误差函数。为了使 f2(X)能真正反映扒

爪实际位置角与理想位置角之间的误差函数，首先，将实际轨迹曲线的 x 取值区间进行放大

或缩小、平移使之与理论轨迹曲线的 x 取值区间相同；其次，将轨迹曲线在 x 最大和最小处

分为上曲线和下曲线；最后，将有位置角要求的上、下曲线的 x区间段内取 N个点，设这些

点的 x坐标为 jx ( 1,2, , )j N= … ；取 f2(X)为这 N个点处实际位置角与理想位置角之差的绝对值

之和，即 

2
1

( ) ( ) ( )
N

j j
j

f X x xΨ Ψ′ -∑
=

=                 （8.2.20） 

式中， ( )jxΨ 为 jx 处的理想位置角， ( )jxΨ ′ 为与 jx 处相对应的实际轨迹曲线 Mx 处的实际位置

角。因为，将实际轨迹曲线进行平移和放大，因此，作者称 ( )jxΨ ′ 为相对位置角。根据放大

和平移的关系， jx 与 Mx 有如下关系： 

min min( )j M Mx x M xα -= +                 （8.2.21） 

式中， max min

max minM M

x x

x x
α

-
-= ， minx 和 maxx 分别为理想轨迹曲线 x的取值区间的最小值和最大值， 

minMx 和 maxMx 分别为实际轨迹曲线 x的取值区间的最小值和最大值。 

综上所述，扒取机构的优化是使导杆扒爪端点 M的运动轨迹曲线与理想轨迹曲线之间的

误差、扒爪实际位置角与扒爪理想位置角之间的误差最小。它是一个多目标函数的优化设计

问题，用线性加权法将多目标函数转化为单目标函数，则扒取机构的优化设计的目标函数为 

1 1 2 2( ) ( ) ( )f X W f X W f X= +                   （8.2.22） 

式中，W1和 W2是加权因子，f1(X)为扒爪端点 M实际运动轨迹曲线与理想轨迹曲线之间的误

差函数，f2(X)为扒爪实际位置角与理想位置角之间的误差函数。 

3.约束条件 

根据扒取机构的运动学特性、工艺条件和机器的总体设计要求，建立如下约束条件： 

1 max0.35x D- ≥0 
1

2 2 2
4 6 5 7 1( ) ( )x x x x x「 ㊣| |㊣ 」- - -+ ≥0 

2x ≥0 

3x ≥0 
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minAx ≤x4≤ maxAx                              （8.2.23） 

minAy ≤x5≤ maxAy  

minBx ≤x6≤ maxBx  

minBy ≤x7≤ maxBy  

式中， maxD 为物料的最大块度，以径向最大尺寸计算； minAx 表示 Ax 的最小取值，其余类推。 

综上所述，蟹爪式装载机扒取机构优化设计数学模型的标准形式为 

[ ]1 1 2 2min ( ) min ( ) ( )f X W f X W f X= +   ( 8X R∈ )      （8.2.24） 

满足于 

1 max 1( ) 0.35g X D x-= ≤0 
1

2 2 2
2 1 4 6 5 7( ) ( ) ( )g X x x x x x「 ㊣| |㊣ 」- - -= + ≤0 

3 2( )g X x-= ≤0 

4 3( )g X x-= ≤0 

5 min 4( ) Ag X x x-= ≤0 

6 4 max( ) Ag X x x-= ≤0   

7 min 5( ) Ag X y x-= ≤0 

8 5 max( ) Ag X x y-= ≤0 

9 min 6( ) Bg X x x-= ≤0 

10 6 max( ) Bg X x x-= ≤0 

11 min 7( ) Bg X y x-= ≤0 

12 7 max( ) Bg X x y-= ≤0 

8.2.4  矿用蟹爪式装载机的扒取机构优化设计实例 

以 2100mm 机宽的矿用蟹爪式装载机的扒取机构为例进行优化设计。已知机头接受板宽

为 2100mm，运输槽宽为 700mm，运输槽至接受板的前端距离为 900mm，两曲柄回转中心距

离为 1460mm，根据传动装置的尺寸，曲柄回转中心 A点距接受板前端距离为 780mm，装载

最大块度 max 600mmD = 。 

部分变量的上、下限为：280≤xA≤400，380≤yA≤470，280≤xB≤370，0≤yB≤60。理

想轨迹曲线部分点的坐标及理想位置角如表8.2.1所示。作者在优化设计计算中，为了减少 f1(X)

近似计算带来的误差，在理想轨迹曲线上附加了 8个点，这些附加点是根据文献[32]的理想轨

迹曲线图得到的。取加权因子 W1=1/1000，W2=1/10，用复合形法求得蟹爪式装载机扒取机

构最优解为（括号中的数据为文献[32]的最优解）： 

1 1 230.070x l*= =   （224.930 mm） 

2 2 341.782x l*= =   （110.055 mm） 

3 3 362.162x l*= =   （539.556 mm） 

4 395.776Ax x*= =   （319.761 mm） 

5 407.002Ax y*= =   （419.968 mm） 

6 369.957Bx x*= =   （314.776 mm） 



 

 

154 最优化方法及其在机械行业中的应用 

7 2.744Bx y*= =     （20.330 mm） 

8 31.194x θ* °= =    （35.083°） 

65.91428f X *（ ）=  

作者优化后的实际轨迹曲线与理想轨迹曲线如图 8.2.7所示，理想轨迹曲线与位置角和优

化后相对位置角如表 8.2.1 所示，曲柄各转角与实际轨迹曲线点及位置角如表 8.2.2 所示（表

中括号内的数据为文献[32]的数据）。 

对图 8.2.7、表 8.2.1和表 8.2.2进行比较发现，文献[33]优化后的位置角与文献[32]优化后

的位置角基本相同，并且与理论位置角相差不大。但文献[33]优化后的轨迹曲线更接近于理想

轨迹曲线，这主要是 f1(X)更能反映实际轨迹与理想轨迹的误差，因此，作者所用的目标函数

为诸如此类优化问题较为理想的目标函数。 

 

图 8.2.7  理想轨迹曲线与优化轨迹曲线 

表 8.2.1  理想轨迹曲线、位置角和优化机构的相对位置角 

点 

序 

号 

理想轨迹曲线位置 理想位置角 优化相对位置角 

jx （mm） jy （mm） ( )jxΨ （°） ( )jxΨ ′  （°） 

1 45 1090 5 4.570 （6.060） 

2 150 1200 10 11.491 （12.853） 

3 300 1240 20 19.219 （20.400） 

4 570 1240 30 31.486 （32.374） 

5 830 1240 40 43.410 （44.023） 

6 930 1220 50 48.514 （49.015） 

7 1000 1150 60 52.486 （52.910） 

8 1050 1070 65 55.676 （55.047） 

9 1160 820 70 67.394 （67.699） 
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续表 

点 

序 

号 

理想轨迹曲线位置 理想位置角 优化相对位置角 

jx （mm） jy （mm） ( )jxΨ （°） ( )jxΨ ′  （°） 

10 1120 700   

11 1000 680   

12 900 720   

13 480 830   

14 280 850   

15 110 880   

16 20 980   

 

表 8.2.2  优化机构的曲柄转角与轨迹曲线 

曲柄转角 Mx （mm） My （mm） 位置角（°） 

0 39.291  (100.571) 1073.158  (1052.729) 4.389  (6.256) 

22.5 127.514  (185.584) 1170.799  (1174.533) 10.421  (12.419) 

45 262.526  (313.042) 1247.092  (1193.196) 17.622  (19.666) 

67.5 428.962  (468.092) 1286.678  (1215.554) 25.433  (27.479) 

90 609.698  (634.276) 1280.486  (1193.988) 33.525  (35.540) 

112.5 786.563  (794.367) 1226.264  (1127.287) 41.653  (43.809) 

135 942.036  (931.762) 1128.805  (1020.894) 49.586  (51.446) 

157.5 1061.124  (1032.968) 999.749  (886.823) 57.031  (58.742) 

180 1132.833  (1088.562) 857.234  (747.425) 63.527  (63.795) 

202.5 1150.346  (1093.915) 726.348  (616.153) 68.205  (69.245) 

225 1107.186  (1045.767) 642.620  (541.951) - 

247.5 977.839  (922.537) 658.869  (577.456) - 

270 676.862  (645.490) 793.969  (737.550) - 

292.5 284.977  (304.582) 872.108  (840.964) - 

315 75.105  (124.421) 903.700  (892.663) - 

337.5 13.408  (72.884) 975.395  (965.463) - 
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8.3  热锯机送进机构的优化设计[34] 

8.3.1  热锯机四连杆送进机构  

热锯机是广泛应用于冶金厂型钢、尤其是异型断面型钢轧制生产线上的一种切断设备，

它的主要作用是将轧机轧制出来的轧件切头、切尾和切定尺。由于热锯机的进锯速度远小于

锯齿线速度，所以每个锯齿只能刮下极薄的一层金属，这是其他切断方法所无法比拟的。另

外，与其他切断设备比较，热锯机具有设备简单、重量轻、生产效率高的优点。热锯机一般

装设在轧机后面的生产线上，在很多情况下，整个轧钢车间的生产量常因热锯机生产能力的

限制而受到影响。 

四连杆机构作为热锯机的送进机构，由于机构简单、运转灵活和维修方便，所以应用广

泛。图 8.3.1为 1800φ 四连杆式热锯机的结构图[31]。 

 

图 8.3.1  1800φ 四连杆式热锯机 

1—横移减速机   2—夹轨器   3—送进减速机   4—锯架   5—锯座 

6—摇杆  7—锯片罩   8—防护罩   9—辊道    10—曲柄   11—轨道 
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8.3.2  送进机构运动学分析 

热锯机四连杆送进机构如图 8.3.2所示，图中符号的意义分别是： 

O1——曲柄回转中心，坐标为 1(0, )oy ； 

O2——摆杆回转中心，坐标为 2( ,0)ox ； 

A——曲柄铰链点； 

B——摆杆铰链点； 

D——锯轴中心点； 

φ1——曲柄 O1A与负 x轴的夹角，由负 x轴起计，顺时针为正； 

φ2——连杆 AB与负 x轴的夹角，由负 x轴起计，顺时针为正；  

φ3——摆杆 O2B与负 x轴的夹角，由负 x轴起计，顺时针为正； 

l1——曲柄长度，即 O1A杆的长度； 

l2——连杆长度，即 AB杆的长度； 

l3——摆杆长度，即 O2B杆的长度；  

l4——B点到 C点的距离，即 BC杆的长度； 

l5——C点到 D点的距离，即 CD杆的长度。 

 

图 8.3.2  热锯机送进机构简图 

由图 8.3.2中的几何关系可得 

3φ α β= +                           （8.3.1） 

1 1 1 3 3
2

2 1 1 3 3

sin sin
arctan

cos cos
o

o

y l l

x l l

φ φ
φ

φ φ
-
-

+
=

+
                （8.3.2） 

1 1 1

2 1 1

sin
arctan

cos
o

o

y l

x l

φ
α

φ
+

=
+

                     （8.3.3） 

2 2 2
3 2

3

arccos
2

C l l

Cl
β

-+
=                        （8.3.4） 

式中 

( ) ( )2 2

1 1 1 2 1 1sin coso oC y l x lφ φ= + + +  
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由于 90BCD °∠ = ，由图 8.3.2中的几何关系，可得锯轴中心 D的坐标为             

4 2 2 1 1 5 2( )cos cos sinDx l l l lφ φ φ- -= +                  （8.3.5） 

3 3 4 2 5 2sin sin cosDy l l lφ φ φ- -=                    （8.3.6） 

由上面两式，可得锯轴中心点 D的速度为 

2 2
Dx DyV V V= +                           （8.3.7） 

式中 

2 4 2 2 1 1 1 5 2 2( ) sin sin cosDxV l l l lω φ ω φ ω φ- -= + +  

3 3 3 4 2 2 5 2 2cos cos sinDyV l l lω φ ω φ ω φ-= +  

而 

[ ]
[ ]

1 1 1 2 3 3 1 1 1 3 3 1 1 1
3

3 3 2 3 3 1 1 3 3 3 1 1 1

sin ( cos cos ) cos ( sin sin )

sin ( cos cos ) cos ( sin sin )
o o

o o

l x l l l y l

l x l l l y l

ω φ φ φ φ φ φ
ω

φ φ φ φ φ φ
- - -
- - -

+ +
=

+ +
   

[ ]2
2 1 1 1 2 1 3 3 3 2 3

2
2 1 1 3 3

cos (cos tan sin ) (cos tan sin )

cos coso

l l

x l l

φ ω φ φ φ ω φ φ φ
ω

φ φ
-
-

+ +
=

+
 

式中，ω1为曲柄的角速度。 

8.3.3  送进机构优化设计数学模型的建立 

1.设计变量 

送进机构的设计变量为各杆的长度、曲柄回转中心 O1点和摆杆回转中心 O2点的位置，

因此，热锯机送进机构优化设计变量为 

1 2 7 1 2 3 4 5 2 1( , , , ) ( , , , , , , )T T
o oX x x x l l l l l x y= =…               （8.3.8） 

2.目标函数 

根据送进机构和热锯机的工作特点，φ1在区间[ ]60 120,  ° ° 作为热锯机的工作行程阶段是

比较理想的。热锯机送进机构优化设计的目标函数可根据对热锯机的要求来确定。对热锯机

的要求是：在工作行程阶段，锯轴中心运动速度尽量均匀、锯轴中心运动轨迹在垂直方向波

动量尽量小，同时，使热锯机的工作行程为预先给定的值和位置。分别用函数 f1(X)来表示锯

轴中心运动速度的均匀程度、用函数 f2(X)来表示锯轴中心运动轨迹在垂直方向波动量程度、

用 f3(X)来表示热锯机的实际工作行程值和位置与预先确定工作行程值和位置之差。热锯机送

进机构优化设计是一个多目标函数的优化设计问题，用线性加权法将多目标函数转化为单目

标函数，则热锯机送进机构优化设计的目标函数为 
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1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )f X W f X W f X W f X= + +                    （8.3.9）  

式中 
1

2 2

1
1

1
( )  

m

mi
i

f X V( ) V
m

φ
㊣ ㊣| || |「 ㊣㊣ ㊣| |㊣ 」| || |㊣ ㊣

-∑
=

=  

[ ]

1
2 2

2
1

1
( )  

m

D i m
i

f X y ( ) y
m

φ
㊣ ㊣| || |㊣ ㊣| || |㊣ ㊣

-∑
=

=  

3 1 2( ) (60 ) (120 )  D D D Df X x x x x° °- -= +  

这里 

1

1
( )

m

m i
i

V V
m

φ∑
=

=  

而 

1

( ) i
i

V( )
V

φ
φ

ω
=  

式中，m为热锯机工作行程阶段 1 60 120φ ° °= ～ 的等分点数；φi为第 i个等分点曲柄 l1所在的

位置角；ym为热锯机工作行程阶段要求锯轴中心 yD的值；xD1和 xD2由热锯机的工作行程和位

置决定；W1、W2和 W3为加权系数。 

3.约束条件 

根据四杆机构为曲柄摆杆机构的条件、传动角的要求以及热锯机总体的布局等，可建立

如下约束条件： 

2 1x x- ≥0 

3 1x x- ≥0 

1A x- ≥0 

2 3 1x x x A- -+ ≥0 

3 1 2A x x x- -+ ≥0 

2 1 3A x x x- -+ ≥0                           （8.3.10） 

2 2 2
2 3 1

2 3

( )
arccos

2

x x A x

x x

- -+
≥ minγ  

2 2 2
2 3 1

2 3

( )
arccos

2

x x A x

x x

-+ +
≤ maxγ  

minix ≤xi≤ maxix     ( 1,2, ,7)i= …  
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式中， 2 2
6 7A x x= + ； min maxγ γ和 为 2ABO∠ 的最小值和最大值（即 2ABO∠ 的取值范围为

[ ]min max,   γ γ ）； minix 和 maxix 为 ix 的最大和最小值。 

综上所述，热锯机送进机构的优化设计数学模型的标准形式为 

[ ]1 1 2 2 3 3min ( ) min ( ) ( ) ( )f X W f X W f X W f X= + +   7( )X R∈     （8.3.11） 

满足于 

1 1 2( )g X x x-= ≤0  

2 1 3( )g X x x-= ≤0 

3 1( )g X x A-= ≤0 

4 1 2 3( )g X x A x x- -= + ≤0 

5 1 2 3( )g X x x A x- -= + ≤0 

6 1 3 2( )g X x x A x- -= + ≤0  

2 2 2
2 3 1

7 min
2 3

( )
( ) arccos

2

x x A x
g X

x x
γ

- -- +
= ≤0 

2 2 2
2 3 1

8 max
2 3

( )
( ) arccos

2

x x A x
g X

x x
γ

- -+ +
= ≤0 

8 2 1 min( )i i ig X x x- = -
+ ≤0      ( 1 2 7)i , , ,= …  

8 2 max( )i i i g X x x-+ = ≤0       ( 1 2 7)i , , ,= …  

8.3.4  热锯机送进机构优化设计实例 

作者选用文献[35]提供的实例作为优化设计的数例，取 W1=W2=5，W3=1， max 140γ °= ，

min 40γ °= ，m=7，ym=2380mm，xD1=4150mm，xD2=5050mm，800≤x1≤1000，2800≤x2

≤3300，2400≤x3≤2800，1400≤x4≤1800，170≤x5≤210，2800≤x6≤3300，1600≤x7≤2000。 

用复合形法求解，作者优化的结果为    
* (900 3077.527 2547.594 1518.521 190.625 3075.277 1600.016)TX = ， ， ， ， ， ，  

文献[35]优化的结果为 
* (880.434 2999.954 2599.96 1483.92 181.259 2999.93 1800)TX = ， ， ， ， ， ，  

原设计方案为 

(900 3000 2610 1600 190 3000 1800)TX= ， ， ， ， ， ，  

热锯机有关数据的比较如表 8.3.1所示，从表中可发现，作者在文献[34]中优化的机构，

在工作行程阶段，锯轴中心运动轨迹在垂直方向波动量小，运动速度均匀程度都优于文献[35]

的优化结果和原设计方案；并且热锯机的工作行程和工作行程的位置精确地为预先给定的值。 
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表 8.3.1  原机构与优化机构有关数据的比较 

    文献[34] 文献[35] 原方案 

iφ  Dy  V  Dy  V  Dy  V  

60° 2380.171 779.564 2381.140 744.111 2376.374 758.822 

70° 2379.625 841.329 2378.973 810.386 2372.959 826.905 

80° 2380.216 882.805 2378.765 857.285 2372.080 875.544 

90° 2380.467 899.975 2378.959 880.470 2372.085 900.051 

100° 2379.898 889.845 2378.911 876.853 2372.281 897.149 

110° 2379.216 850.161 2379.081 844.265 2373.136 864.596 

120° 2380.395 779.526 2381.127 781.479 2376.380 801.217 

S 900 880.433 900.001 

1Dx  4150 4043.654 4149.442 

δ  0.07876 0.1011 0.1034 

minγ  53.28717° 55.18957° 54.65391° 

maxγ  101.4242° 102.6479° 103.0473° 

注：① 
( )

max
m i

m

V V

V

φδ
-

= ； 

② 工作行程 (120 ) (60 )D DS x x° °-= 。 

 

8.4  J88 型冷挤压机拉力肘杆机构优化设计[36～41] 

8.4.1  冷挤压机概述 

为了保证顺利地实施冷挤压生产加工，除了具有一副符合技术要求的冷挤压模具以外，

还应有适合生产要求的冷挤压设备。 

在冷挤压生产中，单位挤压力很大，冷挤压件的精度要求高。因此，对冷挤压机除要求

能量大、刚性好、导向精度高以外，还要求冷挤压机能提供适合的挤压速度。为了降低挤压

过程中的冲击作用，一般要求冷挤压机具有较高的空程向下和回程速度，而挤压行程时，速

度尽量地低和均匀。一般认为较好的挤压速度在 100～400mm/s范围内[37]。 

J88型冷挤拉力肘杆机构由曲柄滑块机构加上曲柄摆杆机构组成，如图 8.4.1所示。由于

这两套机构均在接近下死点附近区域内工作，这种压机滑块的工作行程速度缓慢，有利于冷

挤压工艺。又由于机构具有急回特性，对提高生产效率有利。但这种压机的缺点是滑块的压

力行程较小。有色金属冷挤压时，由于其变形程度较大，不需要很大的工作行程即可挤出较

长的零件，因此，采用拉力肘杆式挤压机挤压有色金属是比较理想的。 

 



 

 

162 最优化方法及其在机械行业中的应用 

              

图 8.4.1   拉力肘杆机构                     图 8.4.2  拉力肘杆机构参数 

8.4.2  J88 型冷挤压机拉力肘杆机构 

J88型冷挤压机拉力肘杆机构由曲柄 OA、连杆 AB、摆杆 DB和拉杆 BC组成。J88型冷

挤压机拉力肘杆机构如图 8.4.1和图 8.4.2所示，图中符号的意义分别是： 

O——曲柄回转中心； 

D——摆杆回转中心； 

A——曲柄铰链点； 

B——摆杆铰链点； 

C——拉杆与滑块的铰链点； 

R——曲柄的长度； 

L——连杆的长度； 

l1——摆杆的长度； 

l3——拉杆的长度； 

e——滑块偏置值； 

a——曲柄回转中心与摆杆回转中心的水平尺寸； 

b——曲柄回转中心与摆杆回转中心的垂直尺寸。 

8.4.3  拉力肘杆机构非独立构件尺寸参数的计算 

拉力肘杆机构由 l1、l3、e、R、L、a和 b等参数确定。将 l1和 a定为独立参数，l3、e、R、

L和 b等为非独立参数。非独立参数由 J88型冷挤压机的滑块行程 SM、滑块的工作行程 SP和

机构的急回特性系数 K等技术参数，以及为了防止滑块在一个工作行程中出现两次下死点的
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现象而规定压机开始工作时拉杆 l3处于铅垂线的位置来

确定。  

下面，我们来讨论拉力肘杆机构非独立参数的计算。 

由于摆杆、拉杆和滑块组成的机构当摆杆和拉杆共线

时出现下死点，因此，为了防止滑块在一个工作行程中出

现两次下死点的现象，可取摆杆 l1与铅垂线重合时作为滑

块的下死点。经过分析可知，压机开始工作时，拉杆 l3处

于铅垂线的位置（如图 8.4.3所示的位置）较为理想[40]。 

由图 8.4.3中的几何关系，有 
2 2

3 P 1l Y S l e-= + +           （8.4.1） 

2 2 2 2
P 3 3 1 1S l l e l e l- - - -= +     （8.4.2） 

由式（8.4.1）和式（8.4.2）求解可得 

1e D=               （8.4.3） 

式中 

                          
2

1 1 1
1

4

2

B B C
D
- -+

=  

                          P
1 1 P( )

2

S
A Yl Y S-= +  

                          2
1 1 P2 ( )B A Y S= + +  

                          2 2 2
1 1 P 1( )C A Y S l-= +  

Y 由摆杆回转中心至工作台面的距离、压机的最大封闭高度和拉杆与滑块的铰链点 C 至

滑块底面的距离来决定。将偏置 e代入式（8.4.1）可得拉杆的长度 l3。 

由图 8.4.2中的几何关系，可得  

2 2 2 2
M 3 1 1 3 1( sin ) cosb bS l l e l l e lρ ρ- - - - -= +              （8.4.4） 

解上式得 

2
2 2 2 2

2

4
arcsin

2b

D D C E

C
ρ

- -+
=                    （8.4.5） 

式中 

                             2 2
2 M 3 1A S l e l- -= +  

                             2 2 2 2
2 2 1 3B A l e l-= + +  

                             2 2 2
2 1 24 ( )C l e A= +  

                             2 2 14D B l e-=  

 

图 8.4.3  机构参数与工作行程关系图 
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                             2 2 2
2 2 2 14E B A l-=  

设Ψ 为曲柄和连杆两个极限位置的夹角，它与机构的急回特性系数Κ的关系为 

1
180

1

K

K
Ψ °

-
=

+
·                           （8.4.6） 

式中 2

1

V
K

V
= ，V1、V2分别为滑块回程和滑块向下运行的平均速度。 

由图 8.4.2中的几何关系，还可得 

11
2 1

1

cos
arctan arctan

sin
b

b

b lb l

a a l

ρ
Ψ Ψ Ψ

ρ
--- -= =
+

            （8.4.7） 

解上式得 

2
3 3 3 3

3

4

2

C C B D
b

B

- - -
=                         （8.4.8） 

式中  

                    3 1 sin bA a l ρ= +  

                    3 tanB Ψ=  

                    [ ]3 1 3 (1 cos ) sinb bC l B ρ ρ-= + +  

                    2
3 3 1 3 1 3( cos ) ( cos )b bD B l aA l A aρ ρ-= + +  

连杆长度 L和曲柄半径 R可分别计算如下： 

2 2
1

1
( )

2
L a b l「

|㊣
-= + + 2 2

1 1( sin ) ( cos )b ba l b lρ ρ ㊣
|」

-+ +          （8.4.9） 

2 2
1( )R L a b l- -= +                        （8.4.10） 

8.4.4  拉力肘杆机构的运动分析 

取滑块下死点 C1作为滑块位移 S的计算起点，由图 8.4.4中的几何关系，得 

2 2
3 1 1( sin ) cosS l l e l Yρ ρ- - - -=             （8.4.11） 

式中 

                  
2 2 2
4 1 4

4 1 4

arccos arctan
2

C l L A

C l B
ρ

- -+
=     

                  4 cosA a R δ= +  

                  4 sinB b R δ-=  

                  2 2
4 4 4C A B= +  
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                  0δ α α-=  

                  1
0 arctan

b l

a
α

-
=                                   

根据拉力肘杆机构的运动特点，滑块的运动速度为 

d d d d

d d d d

S S
V

t t

ρ α
ρ α

= = · ·                     （8.4.12） 

由式（8.4.11），可得 

( )

( )
1 1

1 22
3 1

sin cosd
sin

d sin

e l lS
l

l e l

ρ ρ
ρ

ρ ρ

-

- -
= +

· ( )11
1

sincos sin
sin

cos cos

ll
l

ρ θρ θ
ρ

θ θ
+

= + =    （8.4.13） 

由图 8.4.4中的几何关系，可得 

1sin sin cosL b R lβ δ ρ- -=         （8.4.14） 

1cos cos sinL a R lβ δ ρ= + +          （8.4.15） 

分别对式（8.4.14）和式（8.4.15）两边求导，整理可得 

1

d 1 d
cos sin

d cos d
R l

L

β ρδ ρ
α β α

㊣ ㊣|| || ||㊣ ㊣
-= +       （8.4.16） 

1

d 1 d
sin cos

d sin d
R l

L

β ρδ ρ
α β α

㊣ ㊣|| || ||㊣ ㊣
-=       （8.4.17） 

由式（8.4.16）和式（8.4.17），可得 

( )
( )1

sind

d cos

R

l

δ βρ
α ρ β-

+
=          （8.4.18） 

将式（8.4.13）和式（8.4.18）代入式（8.4.12），整理可

得滑块的速度 

d sin( )sin( )

d cos cos( )

s R
V

t

ω ρ θ δ β
θ ρ β-
+ +

= =                     （8.4.19） 

式中 

                      1

1

sin cos
arctan

cos sin

b R l

a R l

δ ρ
β

δ ρ
- -

=
+ +

 

                      1

3

sin
arcsin

e l

l

ρ
θ

-
=  

                      
d

dt

αω=  

ω为曲柄的角速度。 

 

图 8.4.4  拉力肘杆机构运动分析图 
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8.4.5  拉力肘杆机构优化设计数学模型的建立 

1.设计变量 

在 8.4.3节中，拉力肘杆机构构件参数 l1、l3、e、R、L、a和 b分为独立参数和非独立参

数。非独立参数由独立参数和冷挤压机的滑块行程 SM、滑块的工作行程 SP和机构的急回特性

系数 K等技术参数确定。拉力肘杆机构的优化设计的设计变量由机构的独立参数组成，因此，

拉力肘杆机构优化设计变量为 

1 2 1( , ) ( , )T TX x x l a= =                         （8.4.20） 

2.目标函数 

挤压工艺要求滑块的挤压速度尽量均匀，一般认为较为理想的挤压速度为 100～400mm/s；

挤压速度由滑块 C来实现，可用如下函数来衡量滑块挤压速度均匀的程度： 

1/ 2
2

1
1

( ) ( , )
M

mi
i

f X V X Vδ
㊣ ㊣| || |「 ㊣㊣ ㊣| |㊣ 」| || |㊣ ㊣

-∑
=

=              （8.4.21） 

式中  

                             
1

1
( , )

M

m i
i

V V X
M

δ∑
=

=  

                             
( , )

( , ) i
i

V X
V X

δ
δ

ω
=  

                             0i iδ α α-=  

式中，M 为工作行程区域内，曲柄的工作压力角αp的等分点数，αi为第 i 个等分点曲柄所在

的位置角。 

工作行程压力角αp为 

2 2 2
5 5

0
5 5

arccos arctan
2p

R C L B

RC A
α α π

-- -+
= +          （8.4.22） 

式中 

                               5A a e= +  

                               2 2
5 1B b l e- -=  

                               2 2
5 5 5C A B= +  

同时，为了降低滑块与导轨的磨损，要求滑块与导轨的摩擦力在压力行程中所做的功尽

量减少。在整个压力行程中，冷挤压工艺的挤压力可近似地视为常数[41]，设挤压机的公称压

力为 Pg，导轨与滑块的摩擦系数为μ，则导轨与滑块所损耗的摩擦功率为 

( , ) tan ( , )i g iA X P V Xδ μ θ δ=                  （8.4.23） 
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为了减少计算量，将一些常数项放到加权系数中去或将常数项视为 1。则使滑块与导轨

的摩擦力在压力行程过程中所做的功尽量减少的目标函数可取为 

2
1

( , ) tan ( , )
M

i i
i

f X V Xδ θ δ∑
=

=                   （8.4.24） 

J88 型冷挤压机拉力肘杆机构的优化设计是使滑块的挤压速度尽量均匀和使滑块与导轨

的磨损最小。它是一个多目标函数的优化设计问题，用线性加权法将多目标函数转化为单目

标函数，则 J88型冷挤压机拉力肘杆机构优化设计的目标函数为 

1 1 2 2( ) ( ) ( )f X W f X W f X= +                  （8.4.25） 

式中  

                            
1/ 2

2

1
1

( ) ( , )
M

mi
i

f X V X Vδ
㊣ ㊣| || |「 ㊣㊣ ㊣| |㊣ 」| || |㊣ ㊣

-∑
=

=  

                            ( )2
1

, tan ( , )
M

i i
i

f X V Xδ θ δ∑
=

=  

W1和W2为加权因子。 

3.约束条件 

由于非独立构件参数的计算，会使拉力肘杆机构中的四连杆机构自动地为曲柄摆杆机构，

故约束条件不需考虑四连杆机构成立的条件。考虑挤压机结构的布置、传动角的限制等，可

建立如下约束条件： 

                   1 minl ≤l1≤ 1 max l  

                    mina ≤a≤ max a  

                   mine ≤e≤ max e  

                   minR ≤R≤ max R  

                   b≤  max b  

bρ ≤  max ρ                                        （8.4.26） 

                   2 2
3 1l e l Y- - - ≤0 

                   2 2
1( )tR a b l- -+ ≤0 

                   minγ ≤
2 2 2 2 2

1

1

( )
arccos 

2

L l a b R

Ll

- -+ +
 

                   
2 2 2 2 2

1

1

( )
arccos 

2

L l a b R

Ll

-+ + +
≤ maxγ  

式中，Rt为曲柄上大齿轮或球副蜗轮的半径； min maxγ γ和 为 ABD∠ 的最小值和最大值（即 ABD∠
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的取值范围为 [ ]min max,   γ γ ）； 1minl 和 1maxl 分别为 l1取值的上限和下限，其余类推。 

综上所述，J88型冷挤压机拉力肘杆机构优化数学模型的标准形式为 

[ ]1 1 2 2min ( ) min ( ) ( )f X W f X W f X= +   2( )X R∈           （8.4.27） 

满足于 

          1 1 min 1( )g X l l-= ≤0 

          2 1 1 max ( )g X l l-= ≤0 

          3  min( )g X a a-= ≤0 

          4  max ( )g X a a-= ≤0 

          5 min( )g X e e-= ≤0 

          6  max ( )g X e e-= ≤0 

          7 min( )g X R R-= ≤0 

          8 max( )  g X R R-= ≤0 

          9  max( )g X b b-= ≤0 

          10 b  max( )g X ρ ρ-= ≤0  

          2 2
11 3 1( )g X l e l Y- - -= ≤0 

          2 2
12 1( ) ( )tg X R a b l- -= + ≤0 

          
2 2 2 2 2

1
13 min

1

( )
( ) arccos 

2

L l a b R
g X

Ll
γ

- -- + +
= ≤0 

          
2 2 2 2 2

1
14 max

1

( )
( ) arccos 

2

L l a b R
g X

Ll
γ

- -+ + +
= ≤0 

8.4.6  J88-400 型冷挤压机拉力肘杆机构优化设计  

对J88-400 型冷挤压机拉力肘杆机构进行优化设计，取压机的技术参数为 M 160mmS = ，

P 10mmS= ，K=1.05，原 J88-400型冷挤压机拉力肘杆机构参数见文献[40]。 

根据压机的具体情况，取 Y=1300，260≤l1≤350，300≤a≤450， 60≤e≤100，120≤R

≤200，bmax=800，ρmax=70°，Rt=500，γmin=45°，γmax=135°，M=20，W1=1，W1=2。 

用复合形法求解，其优化结果为：a=367.169，b=651.308，l1=311.895，l3=1613.507，

L=661.783，R=161.778，e=71.889，f(X*)=14.88811。 

优化的拉力肘杆机构的滑块位移和速度曲线如图 8.4.5 所示，由图 8.4.5可知，滑块在工

作区间内的速度比较均匀。 
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图 8.4.5  优化机构滑块位移和速度曲线 

8.5  JA88 型冷挤压机压力肘杆机构优化设计[42] 

8.5.1  JA88 型冷挤压机压力肘杆机构 

JA88型冷挤压机压力肘杆机构如图 8.5.1所示，主要部件有曲柄 R、连杆 L、摆杆 l1和压

杆 l2等。与 J88型冷挤压机拉力肘杆机构（见 8.4节）一样，JA88型冷挤压机压力肘杆机构

也是由曲柄滑块机构加上曲柄摆杆机构组成。由于这两套机构均在接近下死点附近区域内工

作，这种挤压机滑块的工作行程速度缓慢，有利于冷挤压工艺；又由于机构具有急回特性，

对提高生产效率有利。 

 

图 8.5.1  压力肘杆机构  
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图 8.5.1中符号的意义分别是： 

O——曲柄回转中心； 

D——摆杆回转中心； 

A——曲柄铰链点； 

B——摆杆铰链点； 

C——压杆与滑块的铰链点； 

R——曲柄的长度； 

L——连杆的长度； 

l1——摆杆的长度； 

l2——压杆的长度； 

a——曲柄回转中心与摆杆回转中心的水平尺寸； 

b——曲柄回转中心与摆杆回转中心的垂直尺寸。 

8.5.2  压力肘杆机构非独立构件尺寸参数的计算 

压力肘杆机构由 l1、l2、R、L、a和 b等参数确定。为了精确地满足 JA88型冷挤压机的

滑块行程 SM、滑块的工作行程 SP和机构的急回特性系数 K 等技术参数的要求，将机构的参

数 l1、l2和 a定为独立参数，而机构的参数 R、L和 b等定为非独立参数。 

下面，我们来讨论压力肘杆机构非独立参数的计算。 

为了防止在一个循环中滑块出现两次下死点的现象，应保证ρ0≥0°，ρ0为摆杆 l1与水平

线的夹角（见图 8.5.1）。考虑到构件尺寸的加工误差等，一般取ρ0=0.5°～1.5°。 

设ρb为摆杆 l1与水平线的最大夹角，由图 8.5.1中的几何关系，可得滑块行程 

2 2 2 2 2 2
M 1 0 2 1 0 1 2 1cos sin cos sinb bS l l l l l lρ ρ ρ ρ- - - -= +  

解上式得    

2 2 2
2 1 1

1 1

arccos
2b

l l A

A l
ρ

- -
=                        （8.5.1） 

式中， 2 2 2
1 M 1 0 2 1 0cos sinA S l l lρ ρ- - -=  。 

同理可得 

2 2 2
2 1 2

2 1

arccos
2p

l l A

A l
ρ

- -
=                          （8.5.2） 

式中， 2 2 2
2 P 1 0 2 1 0cos sinA S l l lρ ρ- - -= ；ρP为开始压力行程时摆杆 l1与水平线的夹角；SP

为滑块的工作行程。 

设Ψ 为曲柄和连杆重合时，曲柄和连杆两个极限位置的夹角，它与机构的急回特性系数
Κ的关系为 
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1
180

1

K

K
Ψ °

-
=

+
                           （8.5.3） 

式中， 2

1

V
K

V
= ，V1、V2分别为滑块回程和滑块向前运行的平均速度。 

由图 8.5.1中的几何关系，可得 

1 0 1

1 0 1

cos cos
arctan arctan

sin sin
b

b

l a l a

b l b l

ρ ρ
Ψ

ρ ρ
- --=

+ +
 

解上式，可得 

2
3 3 3 3

3

4

2

B B A C
b

A

- -+
=                       （8.5.4） 

式中 

3 tanA Ψ=  

[ ]3 1 3 0 0(sin sin ) cos cosb bB l A ρ ρ ρ ρ-= + +  

2
3 3 1 0 1 0 1 1 0 1sin sin ( cos )( cos ) sin ( cos )b b bC A l l a l a l l aρ ρ ρ ρ ρ ρ「 ㊣| |㊣ 」- - -= + +  

1 1 0sin ( cos )bl l aρ ρ --  

由图 8.5.1中的几何关系，还可得 

2 2
1 1( cos ) ( sin )b bL R l a b lρ ρ-+ = + +  

2 2
1 0 1 0( cos ) ( sin )L R l a b lρ ρ- -= + +  

求解上面两式，可得连杆长度 L和曲柄半径 R的计算公式为 

2 2 2 2
1 0 1 0 1 1

1
( cos ) ( sin ) ( cos ) ( sin )

2 b bL l a b l l a b lρ ρ ρ ρ「 ㊣
| |㊣ 」

- -= + + + + +       （8.5.5） 

2 2
1 0 1 0( cos ) ( sin )R L l a b lρ ρ- -= + +                     （8.5.6） 

8.5.3  压力肘杆机构的运动分析 

因为摆杆 l1与水平线的夹角ρ0作为滑块的下死点，取滑块下死点 C1作为滑块位移 S的计

算起点，由图 8.5.2中的几何关系可得滑块的位移为 
2 2 2

1 0 2 1 0 1 2cos sin cos cosS l l l l lρ ρ ρ θ- - -= +            （8.5.7） 

式中 

2 2 2 2 2 2
4 4 1 4 4 1

4 4 1 4 4 1

arctan arccos 90 arctan arcsin
2 2

A C l L A C l L

B C l B C l
ρ °

- -- -+ +
= + =     

1

2

sin
arcsin

l

l

ρ
θ=  
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4 sinA a R δ= +  

4 cosB b R δ= +  

2 2
4 4 4C A B= +  

0δ α α-=   

1 0
0

1 0

cos
arctan

sin

l a

b l

ρ
α

ρ
-

=
+

                                

 

图 8.5.2  压力肘杆机构运动分析图 

将式（8.5.7）对时间 t求导，整理可得滑块的速度为  

d sin( )sin( )

d cos cos( )

S R
V

t

ω ρ θ δ β
θ ρ β

-
-

+
= =                  （8.5.8） 

其中， 1

1

sin cos
arctan

cos sin

R a l

R b l

δ ρ
β

δ ρ
-+

=
+ +

，
d

dt

αω= 为曲柄的角速度。 

8.5.4 压力肘杆机构的受力分析与曲柄轴摩擦扭矩的计算 

设滑块上的作用力为压机的公称压力 Pg，由图 8.5.3和力的三角形关系，可得 

cos
g

BC

P
P

θ
=                              （8.5.9） 

tanN gP P θ=                             （8.5.10） 

sin( )

cos cos( )
g

AB

P
P

ρ θ
θ ρ β-

+
=                       （8.5.11） 
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cos( )

cos cos( )
g

BD

P
P

θ β
θ ρ β-

+
=                       （8.5.12） 

若考虑摩擦的影响，设摩擦系数为μ，则侧压力为 

cos sin( )

cos( )
g

N

P
P

φ θ λ
φ θ λ

+
=

+ +
                      （8.5.13） 

式中， arctanφ μ= ，
2

( )
arcsin B CR R

l

μ
λ

+
= ，RB为销轴 B的半径，RC为销轴 C的半径。 

 

图 8.5.3  压力肘杆机构受力分析图 

挤压时曲柄轴所需要的扭矩 Mq，除使工件变形所需要的扭矩 Ml外，还要克服由于各运

动部分的摩擦而引起的摩擦力矩Mμ，故有 

q lM M M μ= +                          （8.5.14） 

由图 8.5.3，可得工件变形所需要的扭矩为  

sin( )sin( )

cos cos( )
g

l AB

RP
M P OH

ρ θ δ β
θ ρ β

-
-

+
= =                （8.5.15） 

由功能平衡原理知，曲柄轴所增加的摩擦力矩Mμ在单位时间里所做的功（即功率）等于

单位时间内各处摩擦所损耗的功，故有 

N O A B C DM A A A A A Aμω= + + + + +                   （8.5.16） 
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式中，ω为曲柄轴的角速度。 

设摩擦系数为μ，则滑块与导轨所损耗的摩擦功率为 

tanN N gA P V P Vμ μ θ= =                     （8.5.17） 

由于在工作行程中，滑块的速度 V和θ角都很小，故 AN可忽略不计。 

设曲轴两支承的半径为 RO，则曲轴两支承处摩擦所损耗的功率 AO为 

sin( )

cos cos( )
O g

O O AB

R P
A R P

μ ω ρ θ
μ ω

θ ρ β-
+

= =                   （8.5.18） 

设曲柄颈的半径为 RA，则曲柄颈 A处摩擦所损耗的功率为 

sin( )d cos( )
( ) 1

d cos cos( ) cos( )
A g

A A AB

R P R
A R P

t L

μ ω ρ θβ δ ρμ ω
θ ρ β ρ β

「 ㊣
| |
| |㊣ 」

-- -
- -
+

= =     （8.5.19） 

设销轴 D的半径为 RD，则销轴 D处摩擦所损耗的功率为 

2
1

cos( )sin( )d

d cos cos ( )
D g

D D BD

R R P
A R P

t l

μ ω β θ δ βρμ
θ ρ β

-
-

+
= =             （8.5.20） 

设销轴 C的半径为 RC，则销轴 C处摩擦所损耗的功率为 

2
2

cos sin( )d

d cos cos( )
C g

C C BC

R R P
A R P

t l

μ ω ρ δ βθμ
θ ρ β

-
-= =              （8.5.21） 

设销轴 B的半径为 RB，则销轴 B处摩擦所损耗的功率为 

d(180 ) d(90 )

d dB B BC ABA R P P
t t

θ ρ ρ βμ
° °「 ㊣

| |
| |㊣ 」

- - -- +
= +  

2 1

cos 1
sin( )

cos cos( ) cos
B gR R P

l l

μ ω ρδ β
θ ρ β θ

㊣ 「 ㊣|| | |㊣ | ||| ㊣ 」㊣
-

-= +  

  
1

sin( ) sin( ) cos( )

cos( ) l L

ρ θ δ β δ ρ
ρ β

㊣||㊣||㊣

- --
-
+

+                  （8.5.22） 

注：上式中的负号和取绝对值的理由分别是在工作行程阶段，由于 (180 )θ ρ° - - 角随α
的增加而减少； (90 )ρ β° - - 角随α 的增加有时增加，有时减少；而摩擦总是消耗有用功。 

将式（8.5.18）～式（8.5.22）代入式（8.5.16），整理可得曲柄轴所增加的摩擦力矩M μ为 

( )sin( )

cos cos( )
g O A

RP R R
M

Rμ

μ ρ θ
θ ρ β

㊣||㊣||㊣-
+ +

=       

1

sin( ) cos( ) cos( )sin( )

cos( )
B B AR R R

l L L

δ β δ ρ δ ρρ θ
ρ β

「 ㊣
| |
| || |㊣ 」

- - -- -
-
+

+  
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1 2 1

( )coscos( )
sin( )

cos( ) cos
C BD BR RR R

l l l

ρβ θ
δ β

ρ β θ

㊣「 ㊣||| |㊣| |||㊣ 」㊣
-

-
++

+ + +                    （8.5.23） 

8.5.5 压力肘杆机构优化设计数学模型的建立 

1.设计变量 

在 8.5.2节中，压力肘杆机构构件参数 l1、l2、R、L、a和 b分为独立参数和非独立参数。

非独立参数由独立参数和冷挤压机的滑块行程 SM、滑块的工作行程 SP和机构的急回特性系数

K 等技术参数确定。压力肘杆机构的优化设计的设计变量由机构的独立参数组成，因此，压

力肘杆机构的设计变量为 

1 2 3 1 2( , , ) ( , , )T TX x x x l l a= =                  （8.5.24） 

2.目标函数   

挤压工艺要求滑块的挤压速度尽量均匀，一般认为较为理想的挤压速度为 100～400mm/s。

同时，为了降低飞轮的转动惯量和节约能源，要求在挤压过程中消耗的能量最小；为了减少

滑块对导轨的摩擦，要求滑块对导轨的侧压力尽量小。分别用函数 f1(X)来表示滑块的挤压速

度的均匀程度、用函数 f2(X)来表示在挤压过程中消耗的能量的大小、用 f3(X)来表示滑块对导

轨的侧压力的大小。将某些常数放到加权因子W1、W2和W3中或省略，则可建立压力肘杆机

构构件优化设计的目标函数如下： 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )f X W f X W f X W f X= + +                （8.5.25） 

式中 

1/ 2
2

1
1

( ) ( , )
M

mi
i

f X V X Vα
㊣ ㊣| || |「 ㊣㊣ ㊣| |㊣ 」| || |㊣ ㊣

-∑
=

=  

2
1

( , )
( )

M
q i

i g

M X
f X

P

α
∑
=

=  

3

( , )( , ) cos sin( )
( ) max

cos( )
N pN i

g g

P XP X
f X

P P

αα φ θ λ
φ θ λ

「 ㊣
| |
| |
| |㊣ 」

+
= = =

+ +
 

这里 

1

1
( , )

M

m i
i

V V X
M

α∑
=

=  

而 

( , )
( , ) i

i

V X
V X

α
α

ω
=  

其中，M 为挤压工作行程区域内曲柄的工作压力角αp的等分点数；αi为第 i 个等分点曲
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柄所在的位置角。 

3.约束条件 

由于非独立构件参数的计算，会使压力肘杆机构中的四杆机构自动地为曲柄摆杆机构，

故约束条件不需考虑四杆机构成立的条件。考虑到压机结构的布置、传动角的限制等，可建

立如下约束条件： 

                     1minl ≤l1≤ 1max l  

                      mina ≤a≤ max a  

                     l2≥l1 

                     1 2l l+ ≤ [ ]1 2 max
l l+  

bρ ≤ max ρ                                      （8.5.26） 

                     minb ≤b≤ max b  

                     2
3 3 34B A C- ≥0 

                     
2 2 2 2 2

1

1

( )
arccos 

2

L l a b R

Ll

-+ + +
≤ maxγ  

                     
2 2 2 2 2

1

1

( )
arccos 

2

L l a b R

Ll

- -+ +
≥ minγ  

式中， min maxγ γ和 为 ABD∠ 的最小值和最大值（即 ABD∠ 的取值范围为 [ ]min max,   γ γ ）；1minl 和 1maxl

分别为 l1取值的上下限，其余类推。 

综上所述，JA88型冷挤压机压力肘杆机构优化数学模型的标准形式为 

1 1 2 2 3 3min ( ) min{ ( ) ( ) ( )}f X W f X W f X W f X= + +   3( )X R∈      （8.5.27） 

满足于    

                      1 1 min 1( )g X l l-= ≤0 

                      2 1 1max ( )g X l l-= ≤0 

                      3  min( )g X a a-= ≤0 

                      4  max ( )g X a a-= ≤0 

                      5 1 2( )g X l l-= ≤0 

                      6 1 2 1 2 max( ) [ ]g X l l l l+-= + ≤0 

                      7  max ( ) bg X ρ ρ-= ≤0 

                      8 min( )g X b b-= ≤0 

                      9  max ( )g X b b-= ≤0 
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                      2
10 3 3 3( ) 4g X A C B-= ≤0 

                  
2 2 2 2 2

1
11 max

1

( )
( ) arccos 

2

L l a b R
g X

Ll
γ

- -+ + +
= ≤0 

                  
2 2 2 2 2

1
12 min

1

( )
( ) arccos 

2

L l a b R
g X

Ll
γ

- -- + +
= ≤0 

8.5.6  JA88-160 型冷挤压机压力肘杆机构优化设计 

对 JA88-160 型冷挤压机压力肘杆机构进行优化设计，取冷挤压机的技术参数为

250mmMS = ， 5mmPS = ， 1.2K= 。 

根据压机的具体情况，取 RO=65mm，RA=65mm，RB=40mm，RC=30mm，RD=30mm，

200≤l1≤350，150≤a≤350，470≤b≤600， max 70ρ °= ， min 30γ °= ， max 120γ °= ，120≤R

≤200， max 800mmb = ，M=12，μ=0.06，W1=5，W2=1，W3=1500， 1 2 max[ ] 1050mml l+ = 。 

用复合形法求解 JA88-160 型冷挤压机压力肘杆机构优化设计问题，其优化结果为：

1 297 947mml .= ， 2 750.548mml= ， 262.196mma= ， 470.002mmb= ， 621.088mmL= ，R=

145.742mm， *( ) 304.0292f X = ， *
1( ) 22.220 14f X = ， *

2 ( ) 91.484 62f X = ， *( , ) 10.82( )N pP X Tα = 。 

优化的压力肘杆机构在工作压力行程区间内有关计算数据如表 8.5.1所示。 

表 8.5.1  优化机构有关计算数据 

( )α ° ( )ρ ° (mm)S /V ω q gM /P

0 0.769230 -0.000 0.0000 0.1403 

4.611194 0.838853 0.007 0.1838 0.5122 

9.222387 1.047215 0.032 0.4577 0.9977 

13.833851 1.393470 0.086 0.9106 1.6847 

18.444774 1.876562 0.186 1.6288 2.6582 

23.055968 2.495210 0.357 2.6947 3.9994 

27.667161 3.247704 0.631 4.1854 5.7840 

32.278355 4.132027 1.044 6.1711 8.0803 

36.889548 5.145612 1.639 8.7128 10.9632 

41.500742 6.285525 2.463 11.8607 14.4787 

46.111935 7.548215 3.565 15.6521 18.6593 

50.723129 8.929742 5.000 20.1099 23.5268 

8.6  八连杆双动拉延压力机内外滑块执行机构优化设计[43～45] 

8.6.1  板料拉延工艺  

利用具有一定圆角半径的拉延模（亦称为拉深模），将平板毛坯或开口空心毛坯冲压成容

器状零件的冲压过程称为拉延。 
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拉延工艺是主要的冲压工序之一，其应用很广，如汽车和拖拉机的一些罩件、覆盖件，

仪器仪表的壳体件，以及众多的日用品等都是应用拉延工艺成型的。 

对于深拉延件，变形程度较大，为了防止起皱，需要对毛坯施加压边力，如图 8.6.1所示。

采用双动拉延压力机进行深拉延件加工时，压边力是由双动拉延压力机的外滑块施加的，而

拉延力是由压机的内滑块施加的，如图 8.6.2所示[29]。 

      

图 8.6.1  带压边圈的冲压模具               图 8.6.2  双动拉延压力机与模具的关系 

                                               1—内滑块  2—外滑块  3—压边圈 

为了保证拉伸工艺顺利进行，首先，要保证外滑块带动模具的压边圈将坯料的外缘紧紧

压住。在内滑块拉伸过程中，压边圈静止不动，拉延工艺允许外滑块位移的波动量仅为 0.03～

0.05mm[41]。其次，内滑块和外滑块的运动应保持一定的关系，即内滑块开始拉伸之前，外滑

块提前压紧坯料，一般提前角为 15°左右。再其次，为了保证拉伸结束时拉伸零件顶在下模

平面上，并防止在内滑块回程过程中上模将拉伸零件带上，使零件破坏或产生事故，所以，

外滑块的回程应稍滞后于内滑块，一般滞后角为 10°左右。最后，在内滑块在拉伸过程中，

要求滑块的速度缓慢，并且均匀。图 8.6.3（a）为原苏联生产的 6.3/4MN 板冲压力机内、外

滑块位移曲线图[46]。 

         

（a）内滑块位移曲线（1）和外滑块位移曲线（2）        （b）外滑块在停留阶段的位移曲线 

图 8.6.3  6.3/4MN压力机的滑块位移曲线图 
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8.6.2 八连杆双动拉延压力机内外滑块执行机构   

八连杆双动拉延压力机内、外滑块执行机构如图 8.6.4 所示，它们具有公共的四杆机构

OACD。内、外滑块执行机构的曲柄为 OA，其尺寸参数为 R；其他构件以及构件尺寸参数如

图 8.6.4所示。通过仔细地分析发现，外滑块机构只是内滑块机构的一种特殊形式，外滑块机

构是内滑块机构构件 OB的尺寸参数 R1=0和偏置 e=0的一种特殊形式。因此，在下面推导

机构的运动参数公式时，我们只需要推导内滑块机构的运动参数公式即可。由于这种机构复

杂，因此，用传统的作图方法来确定内、外滑块执行机构构件尺寸参数，不但不能使压力机

达到最优状态，也无法使压力机精确满足预先规定的运动技术参数。特别是在压紧角内，外

滑块位移的波动量大，达不到拉延工艺压边允许外滑块位移的波动量为 0.03～0.05mm的要

求[41]，从而严重影响压力机的工作性能。从图 8.6.3（b）中可以清楚地看出，原苏联生产的

6.3/4MN板冲压力机在压边阶段，外滑块位移的波动量约为 0.43mm，远远大于拉延工艺要求

的外滑块的波动量 0.03～0.05mm，从而严重影响压力机的工作性能。 

            
（a）内滑块执行机构                               （b）外滑块执行机构 

图 8.6.4  八连杆双动拉延压力机内外滑块执行机构 

8.6.3  机构构件非独立构件尺寸参数的计算 

为了使压力机内滑块行程 Sn、内滑块的压力行程 Sg、外滑块行程 Sm、在压紧角αp内外滑

块的波动量ΔS精确地为预先给定的值，将机构尺寸参数 l1、l2、l3、l5、l6、l8、l10、l11、l12、a、

b、e、θ1、θ2、θ3 和θ4定为独立参数，而其他参数 l4、l7、l9、R和 R1定为非独立参数。独立

参数在优化设计中作为设计变量，因此，下面我们仅讨论非独立构件尺寸参数的计算和处理

方法。 
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将构件 l11与 l12成直线时作为外滑块的下死点。设ρb为构件 l11与铅垂线的最大夹角，由

图 8.6.5中的几何关系，可得外滑块的行程为 

2 2 2
11 12 11 12 11cos sinm b bS l l l l lρ ρ- - -= +            （8.6.1） 

解上式得 

2 2 2
12 11 1

1 11

arccos
2b

l l A

A l
ρ

- -
=                  （8.6.2） 

式中， 1 11 12mA S l l- -= 。 

同理可得 

2 2 2
12 11 2

0
2 11

arccos
2

l l A

A l
ρ

- -
=               （8.6.3） 

式中， 2 11 12A S l lΔ - -= ，R0为在压紧角内，允许外滑块位移的波动量为ΔS 时，构件 l11与铅

垂线左右摆动的最大夹角，见图 8.6.5。 

                 

图 8.6.5   滑块运动分析图（1）                 图 8.6.6   运动分析图（2） 

当构件 l8和 l9在一条直线上时，如图 8.6.6所示，由几何关系得 

[ ] [ ]2 2

9 10 3 0 10 3 0 8sin( ) cos( )l a l b l lθ ρ θ ρ- - - -= + +        （8.6.4） 

由图 8.6.7中的几何关系可得连杆长度 l7和曲柄半径 R分别为： 

[ ] [ ]{ 2 2

7 6 1 4 6 1 4

1
sin( ) cos( )

2
l a l b lΨ θ Ψ θ- -= + + + +  
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[ ] [ ] }2 2

6 2 4 6 2 4sin( ) cos( )a l b lΨ θ Ψ θ- -+ + +                 （8.6.5） 

[ ] [ ]2 2

7 6 1 4 6 1 4sin( ) cos( )R l a l b lΨ θ Ψ θ- - -= + + +            （8.6.6） 

式中 

2 2 2
3 8 3 9

1
3 8 3

arctan arccos
2

A l C l

B l C
Ψ

-- +
=  

2 2 2
8 4 94 4

4 8 4 4
2 2 2 2

8 4 94 4

4 8 4 4

arctan arccos                  0  
2

arctan arccos             0     
2

l C lA A

B l C B

l C lA A

B l C B

Ψ
π

㊣||||||㊣||||||㊣

-

- ＜

+
+

=
+

+ +

≥

 

                    3 10 3 0sinA a l θ ρ-= （ + ） 

                    3 10 3 0cosB b l θ ρ= + （ + ） 

                    2 2
3 3 3C A B= +  

                    4 10 3sin bA a l θ ρ-= （ + ） 

                    4 10 3cos bB b l θ ρ= + （ + ） 

                    2 2
4 4 4C A B= +  

为了改善内滑块的受力状态，取构件 R1、l1和 l2成一条直线作为内滑块位移的下死点，

由几何关系可得 

2 2
4 6 6l A B= +                           （8.6.7） 

式中 

6 1 1 3 1 1 5 3sin sin( ) sinA a R l lα θ α Ψ- - -= +  

6 1 1 3 1 1 5 3cos cos( ) cosB b R l lα θ α Ψ- - -= +  

其中 

1
1 1 2

arcsin
e

R l l
α=

+ +
 

2 2 2
5 6 5 7

3 2
5 6 5

arctan arccos
2

A l C l

B l C
Ψ θ

-- -+
=  

而     

5 1sinA a R α= +  

5 1cosB b R α= +  

 

图 8.6.7  运动分析图（3） 
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2 2
5 5 5C A B= +  

用改变 R1的方法来改变内滑块的行程 Sn，使内滑块的行程 Sn精确地为预先给定的值。可

以证明内滑块行程 Sn是 R1的单调函数，可用一维优化方法来确定 R1。对于小于内滑块的压

力行程 Sg的机构，对优化设计的目标函数进行惩罚，使 Sg精确地为预先规定值。 

8.6.4  内、外滑块位移和速度公式的推导 

由于 l4是在构件 R1、l1和 l2成一条直线的条件下计算出来的，构件 R1、l1和 l2成一条直

线时，内滑块所在的位置是内滑块下死点，因此，内滑块的位移为 

2 2
1 1 2 1 1 1 2 2( ) cos cos cosS R l l e R l lα β β- - - -= + +         （8.6.8） 

式中 

1 2 1 1 2
β ρ ρ θ π- -= +  

                            1 1 1
2

2

sin sin
arcsin

R l e

l

α β
β

-+
=  

其中 

                           7
1

7

arctan
B

A
ρ=  

                           
2 2 2
3 7 4

2
3 7

arccos
2

l C l

l C
ρ

-+
=  

而   

                            7 1 5sin sinA a R lα Ψ-= +  

                            7 1 5cos cosB b R lα Ψ-= +  

                            2 2
7 7 7C A B= +  

                            4 5 2Ψ Ψ Ψ θ-= +  

这里 

8
8

8
4

8
8

8

arctan                                   0  

arctan                             0    

A
B

B

A
B

B

Ψ
π

㊣||||||㊣||||||㊣
＜

=

+

 

2 2 2
6 8 7

5
6 8

arccos
2

l C l

l C
Ψ

-+
=  

≥
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而   

                            8 sinA a R α= +  

                            8 cosB b R α= +  

                            2 2
8 8 8C A B= +  

式中， 1 2ρ ρ、 和 4Ψ 等角度的意义如图 8.6.8所示。 

 
图 8.6.8  滑块运动参数图 

内滑块位移对时间求导可得内滑块的运动速度 V，由式（8.6.8）得   

1 2
1 1 1 2 2

d dd
sin sin sin

d d d

S
V R l l

t t t

β β
ω α β β= = + +          （8.6.9） 

式中 

1 2 1d d d

d d dt t t

β ρ ρ-=  

1
1 1 1

2

2 2

d
cos cosd d

d cos

R l
t

t l

βω α ββ
β

+
=  

其中 

7 5 1 7 5 1
1

2
7

d d
( sin sin ) ( cos cos )d d d

d

A l R B l R
t t

t C

Ψ ΨΨ ω α Ψ ω αρ - -+
=  

2 2 2
3 7 4 72

2
3 7 2

dd
 

d 2 sin d

l C l C

t l C t

ρ
ρ

- -
=      

而 

7 1 5 7 5 1
7

7

d d
( cos cos ) ( sin sin )d d d

d

A R l B l RC t t
t C

Ψ Ψω α Ψ Ψ ω α- -+
=  

这里 

54 ddd

d d dt t t

ΨΨΨ
= +              
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8 84
2
8

( cos sin )d

d

R B A

t C

ω α αΨ +
=  

2 2 2
5 8 6 7 8 8

3
6 8 5

d ( )( sin cos )

d 2 sin

R C l l B A

t l C

Ψ ω α α
Ψ

- -+
=   

d

dt

αω=    

式中，ω为曲柄的角速度。 

由图 8.6.4可知，外滑块执行机构是内滑块执行机构 e=0和 R1=0的一种特殊机构形式。

内滑块的位移计算公式（8.6.8）和速度计算公式（8.6.9）也适应于外滑块，即在式（8.6.8）

和式（8.6.9）中令 e=0和 R1=0即可得到外滑块的位移计算公式和速度计算公式。 

8.6.5  八连杆内、外滑块执行机构优化设计目标函数的建立 

1.设计变量  

在 8.6.3节中，将机构尺寸参数 l1、l2、l3、l5、l6、l8、l10、l11、l12、a、b、e、θ1、θ2、θ3 

和θ 4定为独立参数，而其他机构尺寸参数 l4、l7、l9、R和 R1定为非独立参数。非独立构件尺

寸参数由压力机内滑块行程 Sn、内滑块的压力行程 Sg、外滑块行程 Sm、在压紧角σp内外滑块

的波动量ΔS精确地为预先给定的值，以及独立构件尺寸参数来确定。八连杆双动拉延压力机

内、外滑块执行机构优化设计的设计变量由机构的独立参数组成，因此，八连杆内、外滑块

执行机构优化设计变量为 

1 2 16 1 2 3 5 6 8 10 11 12 1 2 3 4( , , , ) ( , , , , , , , , , , , , , , , )T TX x x x l l l l l l l l l a b e θ θ θ θ…= =      （8.6.10） 

2.目标函数  

为了出色地完成拉伸工作，拉伸滑块在工作区间的速度应为 300～500mm/s（低碳薄钢

板），130～180mm/s（抗腐蚀钢板），500～660mm/s（铝和黄铜），80～220mm/s（锌）[46]。

内滑块在压力行程阶段速度均匀和较低的速度有利于拉延成形工艺，因此，要求内滑块在压

力行程阶段速度尽量均匀，并且平均速度尽量低。同时，使内滑块的压力行程 Sg满足预先给

定的值 Sg1。分别用函数 f1(X)来表示在压力行程阶段中内滑块速度的均匀程度、用函数 f2(X)

来表示在压力行程阶段中内滑块平均速度的高低、用 f3(X)来表示内滑块的压力行程 Sg满足预

先给定的值 Sg1之差。八连杆双动拉延压力机内、外滑块执行机构优化设计是一个多目标函数

的优化设计问题，用线性加权法将多目标函数转化为单目标函数，则八连杆双动拉延压力机

内、外滑块执行机构优化设计的目标函数为 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )f X W f X W f X W f X= + +                  （8.6.11） 

式中 
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1
2 2

1
1

1
( ) ( )  

m

mi
i

f X V V
m

α
㊣ ㊣| || |「 ㊣㊣ ㊣| |㊣ 」| || |㊣ ㊣

-∑
=

=  

2 ( ) mf X V=  

1

3
1 1

0                              S
( )

                   S
g g

g g g g

S
f X

S S S

㊣||㊣||㊣ - ＜=  
≥ 

  
其中 

1

1
( )

m

m i
i

V V
m

α∑
=

=  

( ) ( ) /i iV Vα α ω=  

( , )g gS S X α=   

而 

2 2 2
9 9 7

9 7

arctan arccos
2g t

A R C l

B Rl
α απ

-- -+
= +  

这里 

9 6 6 4sin( )A a l Ψ θ-= +  

9 6 6 4cos( )B b l Ψ θ-= +  

2 2
9 9 9C A B= +  

而 

2 2 2
3 8 3 9

6
3 8 3

arctan arccos
2

A l C l

B l C
Ψ

-+
= +  

式中，at为内滑块压力行程之前，外滑块压边所需要的提前压紧角；m为压紧角 (p pα α = 

1)gα α- 的等分数；ai为第 i个等分点曲柄 R所在的位置角。  

3.约束条件 

由于非独立构件参数的计算，机构中的曲柄摆杆机构自动成立。考虑到压力机结构的布

置、机构成立的条件和传动角的要求等，可建立如下约束条件： 

                      mini x ≤xi≤ maxi x       ( 1 2 16)i , , ,= …  

                      8 10 9l l l-+ ≤c 

                      11 12b l l+ + ≤ [ ]11 12 max
b l l+ +  

                      1 1 2b R l l+ + + ≤ [ ]1 1 2 max
b R l l+ + +   

                      1R ≤ 1maxR  
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                      1maxOE ≤ 9 10l l+   

1minOE ≥ 10 9l l-  

maxBE ≤ 3 4l l+                                  （8.6.12） 

                      minBE ≥ 3 4l l-  

                      2 4Ψ θ+ ≤ arctan
a

b
π+  

                      1 4Ψ θ+ ≥ arctan
a

b
 

                      3bρ θ+ ≤ b 3 max[ ]ρ θ+  

                      
2 2 2
6 7

6 7

( )
arccos

2

l l c R

l l

-+ +
≤ maxγ  

                      
2 2 2
6 7

6 7

( )
arccos

2

l l c R

l l

- -+
≥ minγ  

                      
2 2 2

10 9 10

10 9

arccos
2

l l C

l l

-+
≤ maxφ  

                      
2 2 2 2

10 8 9

10 8 9

( )
arccos

2 ( )

l l l a b

l l l

- -+ +

+
≥ minφ  

                      1 3α α+ ≥ 1 3 min[ ]α α+  

式中 

                      2 2
10 8 2 8 2( sin ) ( cos )C a l b lΨ Ψ- -= +  

                      2 2c a b= +  

                      
2 2 2

9 9 7
3

9 9

arctan arccos
2

A R C l

B RC
α π

-- - +
=  

综上所述，八连杆双动拉延压力机内外滑块执行机构优化设计数学模型的标准形式为 

[ ]1 1 2 2 3 3min ( ) min ( ) ( ) ( )f X W f X W f X W f X= + +   16( )X R∈    （8.6.13） 

满足于 

           2 1 min( )i i ig X x x- -= ≤0      ( 1 2 16)i , , ,= …  

           2 max( )i i i g X x x-= ≤0       ( 1 2 16)i , , ,= …  

           33 8 10 9( )g X l l l c- -= + ≤0  

           [ ]34 11 12 11 12 max
( )g X b l l b l l-= + + + + ≤0  
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           [ ]35 1 1 2 1 1 2 max
( )g X b R l l b R l l-= + + + + + + ≤0  

           36 1 1max( )g X R R-= ≤0 

           1max37 9 10( )g X OE l l- -= ≤0  

           1min38 10 9( )g X l l OE- -= ≤0  

           max39 3 4( )g X BE l l- -= ≤0  

           min40 3 4( )g X l l BE- -= ≤0 

           41 2 4( ) arctan
a

g X
b

Ψ θ π- -= + ≤0 

           42 1 4( ) arctan
a

g X
b

Ψ θ- -= ≤0 

           [ ]43 3 3 max
( ) b bg X ρ θ ρ θ-= + + ≤0  

           
2 2 2
6 7

44 max
6 7

( )
( ) arccos

2

l l c R
g X

l l
γ

- -+ +
= ≤0 

           
2 2 2
6 7

45 min
6 7

( )
( ) arccos

2

l l c R
g X

l l
γ

- -- +
= ≤0 

           
2 2 2

10 9 10
46 max

10 9

( ) arccos
2

l l C
g X

l l
φ

- -+
= ≤0 

           
2 2 2 2

10 8 9
47 min

10 8 9

( )
( ) arccos

2 ( )

l l l a b
g X

l l l
φ

- -- + +
=

+
≤0 

           48 1 3 min 1 3( ) [ ]g X α α α α+ - -= ≤0 

8.6.6  八连杆双动拉延压力机内外滑块执行机构优化设计实例 

本节对文献[46]中八连杆板冲压力机ДBS2-1000-3的内外滑块执行机构进行优化。根据该

压力机的具体情况，取 750≤l1≤850，1700≤l2≤1900，700≤l3≤800，700≤l5≤800，500≤

l6≤650，650≤l8≤750，550≤l10≤650，700≤l11≤850，1700≤l12≤1950，1000≤a≤1350，

400≤b≤700，100≤e≤250，45°≤θ1≤70°，40°≤θ2≤60°，45°≤θ3≤70°，50°≤θ4≤

70°， [ ]11 12 max
3350b l l+ + = ， [ ]1 1 2 max

3500b R l l+ + + = ， R1≤ 260， [ ]3 max
150bρ θ °+ = ，

maxγ = 140° ， min 40γ °= ， max 140φ °= ， min 40φ °= ，[ ]1 3 min
10α α °+ = ， 0.040 SΔ = ， 640 mS = ，

 nS= 800， 200 gS = ， 10tα °= ， 1 4W= ， 2 1W= ， 3 20W= ， 20m= 。 

用复合形法求解，该压力机执行机构优化设计和原方案构件尺寸及有关数据如表 8.6.1所

示，其中，括号中的数据为原方案构件尺寸及有关数据。比较表中的数据可知，优化设计的

执行机构的运动参数 Sn、Sg、Sm和ΔS较精确地为预先给定的值，它们的微小误差由数据结尾
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误差所引起。并且，内滑块压力行程的准平均速度 mV 和速度的均匀程度优于原方案，特别是

在压紧角内，外滑块的波动量仅为 0.03mm，完全能满足拉延工艺压边允许外滑块的波动量为

0.03～0.05mm的要求。 

表 8.6.1  执行机构优化设计和原方案构件尺寸及有关数据 

l1 792.531   （800） e 191.977  （200） 

l2 1732.625  （1810） R 357.128  （380） 

l3 727.993  （750） R1 151.416  （180） 

L4 882.156  （755） θ1 46.50814  （58.15） 

l5 740.142  （730） θ2 43.71663  （45.88333） 

l6 532.043  （595） θ3 45.98792  （52.38333） 

l7 1249.605  （1265.18） θ4 69.83939  （64.98333） 

l8 656.084  （683） ΔS 0.030  （0.430） 

l9 493.289  （502.38） Sm 640.000  （638.610） 

l10 590.478  （615） Sn 800.002  （802.524） 

l11 710.161  （773） Sg 190.018  （191.449） 

l12 1919.134  （1880） *
1 ( )f X  35.5404  （45.76715） 

a 1188.376  （1200） mV  131.7816  （138.0369） 

b 442.469  （550） *( )f X  273.9432  （321.1057） 

 
优化的八连杆板冲压力机ДBS2-1000-3 的内、外滑块执行机构的位移和速度曲线如图

8.6.9 所示，原八连杆板冲压力机ДBS2-1000-3 的内外滑块执行机构的位移和速度曲线如图

8.6.10 所示，优化的外滑块执行机构和原压力机外滑块执行机构在压紧角内的位移曲线如图

8.6.11所示。从图 8.6.11可以明显地看出，优化的外滑块执行位移的波动量仅为 0.03mm，完

全能满足拉延工艺压边允许外滑块位移的波动量为 0.03～0.05mm的要求；而原压力机外滑块

位移的波动量约为 0.43mm，不能满足拉延工艺压边允许外滑块位移的要求。 

 
图 8.6.9  优化的执行机构内外滑块位移和速度曲线 
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图 8.6.10  原执行机构内外滑块位移和速度曲线 

 

图 8.6.11  原设计与优化外滑块在压紧角内的位移曲线比较 

8.7  双动拉延压力机内滑块十杆机构的优化设计[15,47] 

8.7.1  内滑块十杆机构 

双动拉延压力机内滑块十杆机构如图 8.7.1所示。由于该机构具有显著的急回特性，压力

行程速度较慢，因此，这种机构非常适合于作拉延压力机内滑块的运动机构。内滑块十杆机

构尺寸参数如下：  
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O——曲柄回转中心； 

C——摆杆 l3、l4回转中心； 

M——连杆与滑块的铰链点； 

R——曲柄的长度，即 R OG= ； 

l1——杆 OA的长度； 

l2——杆 AB的长度； 

l3——摆杆 BC的长度； 

l4——摆杆 CD的长度； 

l5——杆 DE的长度； 

l6——杆 OE的长度； 

l7——杆 OF的长度； 

l8——杆 FH的长度； 

l9——杆 GH的长度； 

l10——连杆 HM的长度； 

e——滑块偏置值； 

xC——曲柄回转中心与摆杆回转中心的水平尺寸； 

yC——曲柄回转中心与摆杆回转中心的垂直尺寸。 

1 BCDθ ∠=  

2 EOFθ ∠=  

8.7.2  非独立机构构件尺寸参数的计算 

为了改善拉延压力机内滑块十杆机构的受力条件和防止内滑块在一个周期循环内出现两

次向下移动的现象，取机构参数 R、l9和 l10成一条直线时作为内滑块位置的下死点。为了使

R、l9和 l10成一条直线，取构件参数 l2为非独立参数。根据拉延压力机内滑块十杆机构的几

何关系，l2的计算公式为 
2 2

2 3 3 1 0 3 3 1 0( cos sin ) ( sin cos )c cl x l l y l lα α α α= + + + + +          （8.7.1） 

式中 

 
2 2 2

1 4 5
3 2 1

1 4

arccos
2

C l l

C l
α α θ

-+
= + +  

6 1
2

6 1

sin
arctan

cos
c

c

l y

l x

α
α

α
-
-=       （0°≤α2≤360°） 

                 
2 2 2
7 9 8

1 2 0
7 9

( )
arccos 90

2 ( )

l R l l

l R l
α θ α °

- - -+ +
= +

+
 

                 0
9 10

arcsin
e

R l l
α=

+ +
 

 

图 8.7.1  内滑块十杆机构简图 
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                2 2
1 6 1 6 1( cos ) ( sin )c cC l x l yα α- -= +  

α0、α1、α2和α3都是当 R、l9和 l10成一条直线（即滑块在下死点）时的一些几何角度。

α0为构件 R与铅垂线的夹角；α1为 l6与 x轴的夹角；α2为CE与 x′ 轴的夹角；α3为 l3与 x′ 轴
的夹角。[注：α2（0°≤α2≤360°）的取值范围与一般数学中正切函数的取值范围不同，要

根据分子作为 y 坐标值、分母作为 x 坐标值组成的点（x,y）所在的象限来确定，如分子、分

母的值分别为-1和-1，则α2=225°，而不是α2=45°。以下角度在 0°到 360°范围内取值

的反三角函数类同。]  

8.7.3  内滑块位移和速度公式的推导 

取滑块位移的下死点作为滑块位移的起点，滑块的位移为 
2 2

9 10 9 10( ) sin sin cosS R l l e R l lα Ψ ρ- -= + + + +         （8.7.2） 

式中 

         9

10

cos cos
arcsin

R l e

l

α Ψ
ρ

- - -
=  

         1 2Ψ Ψ Ψ-=  

         7
1

7

sin sin
arctan

cos cos

l R

l R

γ α
Ψ

γ α
-
-=             （0°≤ 1Ψ ≤360°） 

         
2 2 2
2 9 8

2
2 9

arccos
2

C l l

C l
Ψ

-+
=  

         2 2
2 7 7( cos cos ) ( sin sin )C l R l Rγ α γ α- -= +   

         1 2 2γ γ γ θ-= +  

         4
1

4

sin
arctan  

cos
c

c

y l

x l

β
γ

β
+

=
+

           （0°≤γ1≤360°） 

         
2 2 2
3 6 5

2
3 6

arccos
2

C l l

C l
γ

-+
=  

         2 2
3 4 4( cos ) ( sin )c cC l x l yβ β= + + +  

         1 2 1β β β θ-= +  

         1
1

1

sin
arctan

cos
c

c

l y

l x

α
β

α
-
-=            （0°≤β1≤360°） 

         
2 2 2
4 3 2

2
4 3

arccos
2

C l l

C l
β

-+
=  

         2 2
4 1 1( cos ) ( sin )c cC l x l yα α- -= +  

β1、β2、β、γ1、γ2、γ、Ψ1、Ψ2和Ψ是当曲柄 R为α 时的一些几何角度。其中， 2 ACBβ ∠= ；
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β1为CA与 x′ 轴的夹角；β为 l4与 x′ 轴的夹角； 2 EODγ ∠= ，γ1为OD与 x的夹角，γ为 l7与 x

轴的夹角； 2 FGHΨ ∠= ，Ψ1以 G点作为坐标原点，GF 与 x轴的平行线的夹角，Ψ以 G点作

为坐标原点；l9与 x轴的平行线的夹角。 

滑块的位移 S对时间 t求导，可得滑块的速度为  

9 10

d d d
cos cos sin

d d d

S
V R l l

t t t

Ψ ρω α Ψ ρ= = + +               （8.7.3） 

式中 

                  
9

10

d
sin sind d

d cos

R l
t

t l

Ψω α Ψρ
ρ

+
=  

                  1 2d dd

d d dt t t

Ψ ΨΨ -=  

这里 

                  

2 2 2
1 7 7

1
2

7

d d
cos cos( )

d dd
 

d ( cos cos )

l R Rl
t t

t l R

γ γΨ ω ω γ α
Ψ

γ α

「 ㊣㊣ ㊣||| ||| ||| |㊣ ㊣㊣ 」
- -

-

+ +

=  

                  
7 9 2 2

2
2

9 2 2

d
( cos )sin( )

d d
d sin

l R l C
t

t l C

γ ω Ψ γ α
Ψ

Ψ

㊣ ㊣|| || ||㊣ ㊣
- - -

=  

其中 

                  1 2d dd

d d dt t t

γ γγ
= +  

而 

                  

2
4 1 4

1
2

4

d
cos ( cos sin )d d

d ( cos )

c c

c

l l x y
t

t x l

β γ β βγ
β

+ +
=

+
 

                  
4 6 2 3

2
2

6 3 2

d
( cos )( cos sin )d d

d sin

c cl l C y x
t

t l C

β γ β βγ
γ

- -
=  

式中 

                  1 2d dd

d d dt t t

β ββ
= +  

而 

                  
2

1 1 11
2

1

cos ( cos sin )d

d ( cos )
c c

c

l l x y

t l x

ω β α αβ
α
- -
-=  

                  1 3 2 42
2

3 4 2

( cos )( sin cos )d

d sin
c cl l C x y

t l C

ω β α αβ
β

- -
=  
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这里，ω为曲柄角速度，其值为 

d

dt

αω=  

8.7.4  内滑块十杆机构优化设计数学模型的建立 

1.设计变量  

在 8.7.2节中，机构尺寸参数 l2定为非独立参数。双动拉延压力机内滑块十杆机构优化设

计的设计变量由机构的独立参数组成，为了使所有设计方案的内滑块行程和内滑块的压力行

程精确地为预先给定的值，以及便于计算和减少设计变量，可先将曲柄半径取为单位长度（即

R=1），而其他构件尺寸取为相对长度（即构件尺寸与曲柄半径的比值），求出滑块的相对行

程，然后由滑块行程和滑块的相对行程确定曲柄半径及其他构件尺寸参数。因此，内滑块十

杆机构优化设计的设计变量为 

1 2 14 1 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2( , , , ) ( , , , , , , , , , , , , , )T T
C CX x x x l l l l l l l l l x y e θ θ…= =    （8.7.4） 

2.目标函数  

内滑块在压力行程阶段速度均匀有利于拉延成形工艺，因此，要求内滑块在压力行程阶

段速度尽量均匀；还要求减少滑块对导轨的摩擦，即使滑块对导轨的侧压力尽量小。将双动

拉延压力机的拉延压力在整个压力行程中近似地视为常数，设拉延压力为压机的公称压力 Pg，

同时，拉延压力机工作时，连杆 l10与铅垂线的夹角ρ较小，则有ρ ≈tanρ，把导轨与滑块的摩
擦系数μ和压机的公称压力 Pg等常数放到加权因子中，则滑块对导轨的侧压力的大小等价于ρ
的大小。分别用函数 1( )f X 来表示压机在压力行程阶段中内滑块速度的均匀程度、用函数

2 ( )f X 来表示在压力行程阶段滑块对导轨的侧压力的大小。双动拉延压力机内滑块十杆机构

优化设计是一个多目标函数的优化设计问题，用线性加权法将多目标函数转化为单目标函数，

则双动拉延压力机内滑块十杆机构优化设计的目标函数为 

1 1 2 2( ) ( ) ( )f X W f X W f X= +                   （8.7.5） 

式中 

                           

1
2 2

1
1

1
( ) ( )  

m

mi
i

f X V V
m

α
㊣ ㊣| || |「 ㊣㊣ ㊣| |㊣ 」| || |㊣ ㊣

-∑
=

=  

                           2 max( )f X ρ=  

其中 

                           
1 1

( )1 1
( )

m m
i

m i
i i

V
V V

m m

α
α

ω=

=∑ ∑
=

=  

                           { }max max ( ) 1 2i   , i , , ,mρ ρ α …= =  

式中，m为在拉延压力机压力行程阶段 Sg内曲柄 R所在的位置角的等分点数；αi为第 i个等

分点曲柄 R的位置角；W1和W2为加权系数。 
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3.约束条件 

根据十杆机构成立的条件、传动角的要求和机身结构尺寸的限制，可建立如下约束条件： 

                           2 1l l- ≥0  

                           3 1l l- ≥0 

                           1C l- ≥0 

                           2 3 1l l l C- -+ ≥0 

                           3 1 2C l l l- -+ ≥0 

                           2 1 3C l l l- -+ ≥0 

                           
2 2 2
2 3 1

2 3

( )
arccos

2

l l C l

l l

- -+
≥ minφ  

2 2 2
2 3 1

2 3

( )
arccos

2

l l C l

l l

-+ +
≤ maxφ                 （8.7.6） 

                           8 7 9l l R l- -+ ≥0 

                           9 7 8l R l l- -+ ≥0 

                           9 8 7l R l l- -+ ≥0 

                           
2 2 2
9 8 7

9 8

( )
arccos

2

l l l R

l l

- -+
≥ minχ  

                           
2 2 2
9 8 7

9 8

( )
arccos

2

l l l R

l l

-+ +
≤ maxχ  

                           
2 2 2
7 8 9

7 8

( )
arccos

2

l l l R

l l

- -+
≥ minη  

                           
2 2 2
7 8 9

7 8

( )
arccos

2

l l l R

l l

-+ +
≤ maxη  

                           
2 2 2

1 4 5

1 42

C l l

C l

-+
≤1 

                           5 6 3maxl l C-+ ≥0 

                           3min 5 6C l l- - ≥0 
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2 2 2
5 6 3min

5 6

arccos
2

l l C

l l

-+
≥ minφ  

                           
2 2 2
5 6 3max

5 6

arccos
2

l l C

l l

-+
≤ maxφ  

                           
2 2 2
4 5 5min

4 5

arccos
2

l l C

l l

-+
≥ minϑ  

                           
2 2 2
4 5 5max

4 5

arccos
2

l l C

l l

-+
≤ maxϑ  

                           9 10R l l+ + ≤ 9 10 max[ ]R l l+ +  

                           minR ≤R≤ maxR  

                           minix ≤xi≤ maxix           ( 1,2, ,14)i= …  

式中， 5max 5maxC C= ， [ ] [ ]2 2

6 1 2 6 1 25
cos( ) sin( )c cl x l yC γ γ γ γ- -+ + += ， 2 2

c cC x y= + ； minφ 和

maxφ 为 ABC∠ 的最小值和最大值（即 ABC∠ 的取值范围为 min max[ ,   ]φ φ ）； maxix 为 ix 的最大值，

其余类推。 

综上所述，双动拉延压力机内滑块十杆机构优化设计数学模型的标准形式为 

1 1 2 2min ( ) min[ ( ) ( )]f X W f X W f X= +   14( )X R∈           （8.7.7） 

满足于 

                 1 1 2( )g X l l-= ≤0 

                 2 1 3( )g X l l-= ≤0 

                 3 1( )g X l C-= ≤0 

                 4 1 2 3( )g X l C l l- -= + ≤0 

                 5 1 2 3( )g X l l C l- -= + ≤0 

                 6 1 3 2( )g X l l C l- -= + ≤0 

                 
2 2 2
2 3 1

7 min
2 3

( )
( ) arccos

2

l l C l
g X

l l
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- -- +
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2 3

( )
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2

l l C l
g X

l l
φ

- -+ +
= ≤0        

                 9 9 8 7( )g X R l l l- -= + ≤0 

                 10 8 9 7( )g X l l R l- - -= ≤0 
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                 11 7 9 8( )g X l l R l- - -= ≤0 
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                 [ ]23 9 10 9 10 max
( )g X R l l R l l-= + + + + ≤0 

                 24 min( )g X R R-= ≤0 

                 25 max( )g X R R-= ≤0 

                 25 2 1 min( )i i ig X x x+ - -= ≤0           ( 1 2 14)i , , ,= …  

                 25 2 max( )i i ig X x x+ -= ≤0            ( 1 2 14)i , , ,= …  
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8.7.5  用半惩罚函数法求内滑块十杆机构优化设计的最优解 

用第 4 章 4.3 节提出的半惩罚函数法求解双动拉延压力机内滑块十杆机构优化设计的最

优解，必须将约束最优化问题中的不等式约束条件分为两类：第一类约束条件为破坏约束条

件会引起计算程序中断的约束条件，用 I1来表示所有第一类约束条件的下标的集合，即 I1=

{i∶gi(X) ≤0, gi(X) ≤0为第一类约束条件}；第二类约束条件为破坏约束条件不会引起计算程

序中断的约束条件，用 I2来表示所有第二类约束条件的下标的集合，即 I2={i∶gi(X) ≤0, gi(X) 

≤0为第二类约束条件}。 

经过分析，可将双动拉延压力机内滑块十杆机构优化设计中的约束条件分为第一类和第

二类约束条件。第一类约束条件的下标的集合 { }1 1,2,3,4,5,6,9,10,11,16,17,18I= ，第二类约束

条件的下标的集合 { }2 7,8,12,13,14,15,19,20,21, ,53I …= 。 

将第二类约束条件按照外点罚函数法来处理，将其惩罚项加到目标函数中形成罚函数，

而保留第一类约束条件，形成新的最优化问题，即 

[ ]min ( , ) min ( ) ( )k kX f X Xφ γ γ α= +                        （8.7.8） 

满足于 

( )ig X ≤0       1( )i I∈  

其中，γ k为外点罚函数法中的惩罚因子，惩罚项为 

{ }
2

2
( ) max[0, ( )]i

i I

X g Xα
∈
∑=                        （8.7.9） 

式（8.7.8）和式（8.7.9）中的具体函数可由式（8.7.7）求得。 

8.7.6  双动拉延压力机内滑块十杆机构的优化设计实例 

选用文献[48]中内滑块行程为 850mm、最大拉深行程为 390mm的十杆机构作为优化设计

的数例，取 W1=1，W2=1，m=15。 

原双动拉延压力机内滑块十杆机构构件尺寸参数为：R=160mm，l1=285mm，l2=510mm，

l3=760mm，l4=570mm，l5=320mm，l6=445mm，l7=700mm，l8=950mm，l9=890mm，

l10=1600mm，xC=380mm，yC=850mm，e=60mm，θ1=32°，θ2=150°。 

原双动拉延压力机内滑块十杆机构的目标函数值为 0( ) 55.883 593f X = ，滑块行程

0 851.512mmS= ；压力机压力行程阶段，连杆 l10对滑块的最大压力角 0max 9.358 261ρ °= 。 

用本节建立的优化设计的数学模型优化后，双动拉延压力机内滑块十杆机构构件尺寸参

数为：R*=208.107mm， *
1 312.372mml= ， *

2 606.677mml= ， *
3 720.439mml= ， *

4 461.540mml= ，
*
5 302.165mml= ， *

6 434.345mml= ， *
7 952.485mml= ， *

8 756.678mml= ， *
9 952.695mml= ，

*
10 1491.320mml = ， * 260.710mmCx = ， * 852.231mmCy = ， * 23.278mme= ， *

1 24.1345θ °= ，
*
2 159.882θ °= 。 

优化后双动拉延压力机内滑块十杆机构的目标函数值为 *( ) 23.34176f X = ，滑块行程

0 850.002mmS= ；压力机压力行程阶段，连杆 l10对滑块的最大压力角
*
max 5.830957ρ °= 。 

内滑块位移和准速度（曲柄角速度ω=1 时，滑块的速度）如图 8.7.2 所示，其中曲线 1
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和曲线 3为优化后拉延压力机内滑块位移和准速度曲线，曲线 2和曲线 4为原拉延压力机内

滑块位移和准速度曲线。 

 

图 8.7.2  内滑块位移和准速度曲线 

比较得知，在压力机压力行程 Sg阶段，优化后双动拉延压力机内滑块速度更加均匀，连

杆 l10对滑块的最大压力角更小。优化的内滑块十杆机构会使压力机拉延工艺更好、滑块对导

轨磨损更小。 

 



 

第 9 章  最优化方法在拟合公式中的应用 

在实际工程中，有许多问题无法用精确的数学公式来表示，科学家们通过实验等手段得

到这些问题的有关数据，然后，根据这些实验数据，得到这些问题的近似公式。我们可以借

助最优化方法来寻找这些问题的近似公式，或者提高这些问题原有近似公式的计算精度。最

优化方法在拟合公式中的应用实例较多，本书只限于讨论作者在拟合公式方面所进行的优化

设计实例。这些实例是作者首次独立完成的，本章涉及的优化设计实例有：① 有心扇形滑移

线场的近似解析式的确定；② 假塑性塑料熔体在鱼尾形流道中的流动公式中二项式积分的插

值公式的拟合。 

9.1  有心扇形滑移线场的近似解析式的拟合[49] 

9.1.1  有心扇形滑移线场的近似解析式 

滑移线理论是 20 世纪 20 年代初提出来的，滑移线解法是求解理想刚塑性材料平面应变

问题的精确理论，但在具体求解时，所建立的滑移线场是近似的，所以，得到的解是近似的。

所谓滑移线是指在平面塑性流动区内各点最大切应力方向的轨迹曲线。按滑移线理论可在塑

性流动区内画出滑移线场，并容易求出滑移线上的正应力和切应力，从而可求出流动区内各

点的应力分布。 

滑移线理论假设变形材料是各向同性的刚—塑性体，即在塑性区内忽略了弹性变形，在

非塑性区内认为是刚性的。在塑性区内各点的变形抗力是常数，并忽略各点的变形速度和变

形温度对变形抗力σs或最大剪切应力 k的影响。 

滑移线的基本概念可归纳如下[50]： 

（1）滑移线是变形体进入塑性状态后，各点的最大切应力方向的轨迹线，是二族正交的

曲线族，过一点只能有两条滑移线。 

（2）滑移线与主应力轨迹线相交成 45°。 

（3）滑移线场分布于整个变形体中，一直延伸到变形体的边界。 

（4）应力场不同，滑移线场也不同。若滑移线场已确定，则相应地应力场也就确定。 

（5）滑移线场中任一点的最大切应力数值均相同，即τmax=k。 

利用滑移线理论求解塑性成形问题的关键在于建立一个准确的滑移线场。常见的滑

移线场有均匀场、简单扇形场、渐开线场、对数螺旋线场、摆线场和有心扇形场等类型。

除有心扇形场外，其他各类滑移线场均可用准确的数学解析式来表达，只有有心扇形场

无解析式可循，这就给求解这类问题带来极大的不便，给滑移线方法在工程实际中的应
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用造成了困难。 

为了解决这一问题，已有不少学者在差分法的基础上，提出了一些有心扇形场滑移线场

近似解析解。例如，对图 9.1.1 所示的上下对称的有心扇形场，其对称线上各节点的位置η

（
y

b
η= ）与扇形场张角θ之间的关系就有如下两种近似解析式： 

 

图 9.1.1  上下对称的有心扇形滑移线场 

第一种近似解析式为[51] 

2

2

0.535 0.6 0.065           0   
4    

0.15 0.2 0.007                  
4 2

η η θ
θ

η η θ

π

π π

㊣|||||㊣|||||㊣

- -

-

+ =

=

+ =

～

～
  （9.1.1） 

或写成 

4.615 13.071 15.385               0  
4

14.286 225.51 142.86               
4 2

θ θ
η

θ θ

π

π π

㊣|||||㊣|||||㊣

- -

- -

=

=

=

 
～ 

～ 
  （9.1.2） 

第二种近似解析式为[52] 

 0.6lnθ η=                   （9.1.3） 

或写成 

1.67e θη=                         （9.1.4） 

为了了解这些近似解析式的准确程度，作者用差分法对上述有心扇形滑移线场进行了计

算，并将计算结果与上述两种近似解析式进行比较（见表 9.1.1）。发现这两种近似解析式精

度都不高，另外，第一种近似解析式的适用范围窄。 
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表 9.1.1  有心扇形滑移线差分解和近似解析式计算精度比较 

θi(°) 
Δω=0.05° 

按差分计算 

按式（9.1.11）计算 按式（9.1.2）计算 按式（9.1.4）计算 

η(θi) 误差 η(θi) 误差 η(θi) 误差 

0 1 1 0 1 0 1 0 

5 1.182606 1.182761 0.01 1.190703 0.68 1.156890 -2.17 

10 1.383321 1.383824 0.04 1.392671 0.68 1.338393 -3.25 

15 1.605407 1.606291 0.06 1.608173 0.17 1.548373 -3.55 

20 1.852620 1.853785 0.06 1.840360 -0.66 1.791297 -3.31 

25 2.129293 2.130546 0.06 2.093837 -1.67 2.072333 -2.68 

30 2.440447 2.441530 0.04 2.375822 -2.65 2.397460 -1.76 

35 2.791904 2.792536 0.02 2.698856 -3.33 2.773597 -0.66 

40 3.190435 3.190340 -0.00 3.088781 -3.19 3.208745 0.57 

45 3.643925 3.642870 -0.03 3.621423 -0.62 3.712163 1.87 

50 4.161563 4.159394 -0.05 4.243612 1.97 4.294563 3.20 

55 4.754081 4.750753 -0.07 4.884800 2.75 4.968336 4.51 

60 5.434008 5.429620 -0.08 5.573049 2.56 5.747816 5.77 

65 6.216003 6.210817 -0.08 6.320546 1.68 6.649588 6.98 

70 7.117219 7.111676 -0.08 7.145878 0.40 7.692839 8.09 

75 8.157731 8.152466 -0.06 8.080021 -0.95 8.899764 9.10 

80 9.361063 9.356885 -0.04 9.182383 -1.91 10.29604 9.99 

85 10.75479 10.75265 -0.02 10.60097 -1.43 11.91139 10.75 

90 12.37126 12.37217 0.01 13.23180 6.96 13.78016 11.39 

95 14.24842 14.25334 0.03   15.94212 11.89 

100 16.43078 16.44049 0.06   18.44327 12.25 

105 18.97065 18.98542 0.08   21.33683 12.47 

110 21.92944 21.94875 0.09   24.68436 12.56 

115 25.37932 25.40134 0.09   28.55708 12.52 

120 29.40512 29.42607 0.07   33.03739 12.35 

125 34.10660 34.11981 0.04   38.22060 12.06 

130 39.60101 39.59591 -0.01   44.21702 11.66 

135 46.02637 45.98686 -0.09   51.15421 11.14 

最大相对误差 0.09% 6.96% 12.56% 

误差波动范围 -0.09～0.09%  -3.33～6.96% -3.55～12.56% 

 
下面，讨论如何在差分法的基础上，利用优化方法寻找一种高精度有心扇形滑移线近似

解析解。 
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9.1.2  有心扇形场的差分公式 

在图 9.1.1中，令， 1AO b= = 。 

圆弧上各点(0,n)的坐标为 

0,

0,

2 sin(45 )      

1 2 cos(45 )

n

n

y n

x n

ω

ω

Δ

Δ

㊣|||㊣|||㊣ -

°

°

= +

= +
      （9.1.5） 

令 

0,0 45ω - °=           （9.1.6） 

则 

, 0,0

, 1 0,0

1, 0,0

      

1

1

m n

m n

m n

n m

n m

n m

ω ω ω
ω ω ω
ω ω ω

Δ
Δ
Δ

-

-

㊣||||㊣||||㊣

-
- -
-

=( ) +

=( ) +

=( + ) +

      （9.1.7） 

场中任意一点（m,n）的坐标 , ,( , )m n m ny x 按下述差分公式计算： 

, 1, , , 1
, 1 1, 1, , 1

,
, 1, , , 1

, 1,
, 1, , 1,

tan cot
2 2

tan cot
2 2

tan                                        
2

m n m n m n m n
m n m n m n m n

m n
m n m n m n m n

m n m n
m n m n m n m n

x x y y
y

x x y y

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω

- -
- -- -

- -

-
- -

㊣||||||||㊣||||||||㊣

-

-

+ +
+ +

=
+ +

+

+
= +( )

 （9.1.8） 

作者对有心扇形滑移线采用上述公式，分别按 0.1ωΔ °= 和 0.05ωΔ °= 进行了计算。发现它

们之间的绝对误差仅为 0.00001，这说明按 0.05ωΔ °= 进行差分计算已具有了相当的精度。水

平对称线上节点η（ y

b
η= ）的差分结果列于表 9.1.1中。 

9.1.3  用优化方法确定有心扇形滑移近似解析式 

在上述差分数值计算的基础上，作者根据问题的特点，选用如下函数作为有心扇形滑移

线水平对称线上节点坐标与张角函数关系的近似解析式： 

e 1ba c aθη θ -= + +        （9.1.9） 

式中，a、b和 c为待定常数，这些待定常数用优化方法来确定。 

用最大相对误差作为优化的目标函数，即 
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( ) ( )
min ( , , ) min max ,1

( )
i i

i

f a b c i n
η θ η θ
η θ

㊣ ㊣「 ㊣| || || |㊣ ㊣| || || |㊣ 」㊣ ㊣

-
=    （9.1.10）  

式中，n——有心扇形张角θ0的等分数； 

η(θi)——由式（9.1.9）计算的η值； 

  η (θi)——由差分公式（9.1.8）计算的η值。 

通过优化方法确定式（9.1.10）中系数 cba 和、 ，得到有心扇形滑移线近似解析式为 

1.7930.638e 0.856 0.362θη θ= + +      （9.1.11） 

为了验证用优化方法确定的有心扇形滑移线近似解析式的精度，将按式（9.1.11）计算的

结果列于表 9.1.1 中。由表 9.1.1 可知，这种近似解析式的精度高，误差稳定，在θ=0～135°

范围内，最大相对误差在 0.09%以下。而第一种近似解析式仅在θ=0～90°范围内，采用两个

公式，其最大相对误差达到 6.96%。第二种近似解析解的最大相对误差高达 12.56%。 

从上面讨论中可以看出，用优化方法来确定有心扇形滑移线近似解析式的精度非常高，

其最大相对误差不到千分之一。  

9.1.4  有心扇形滑移线场的近似解析式的应用 

以平冲头压入有限厚度板坯的滑移线场为例，见图 9.1.2所示。用上节有心扇形滑移线近

似解析式求压入力
k

p

2
的解析解。 

由图 9.1.2中e和 g点的应力状态可知 

mgσ = xg kσ -             （9.1.12） 

meσ = p k+-           （9.1.13） 

式中， mgσ 和 meσ 分别为 g点和 e点的平均应力。 

由汉基应力方程可知 

2mg kσ θ- = 2me kσ θ+         （9.1.14） 

由式（9.1.12）、式（9.1.13）和式（9.1.14）得 

xgσ = 2 (1 2 )p k θ- + +           （9.1.15） 

式中，σxg为沿对称线 1≤η≤η0区段各点的水平应力。 

在 0≤η≤η0区段为均匀场，其应力为 

                      x p kσ -= +                             （9.1.16） 

 

因为板坯并未受水平方向的外力，故有 

≤ ≤ 

 

图 9.1.2  有心扇形滑移线场应用实例
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0

0
d 0x

η
σ η∫ =                               （9.1.17） 

将式（9.1.15）和式（9.1.16）代入上式，分段积分，整理后可得 

                     
0

2
1

2

p

k η
=+

0

1
d

η
θ η∫                          （9.1.18） 

由式（9.1.11）可得 

                       1.793d 0.638 1.793e 0.856 dθη θ×=( + )                （9.1.19） 

将式（9.1.19）代入式（9.1.18），可得 

0

0
0

2
1

2

p

k

θ
θ

η ∫=+ 1.793(0.638 1.793e 0.856)dθ θ× +  

                     0 01.793 1.793 2
0 0

0

2 0.638
(1.793 e e 1) 0.828 1

1.793
θ θθ θ

η
「 ㊣
| |
| |㊣ 」

-= + + +     （9.1.20） 

在本例中， 0

5

12
θ π
= ，将 0

5

12
θ π
= 代入式（9.1.11），可得 0 8.152465736η= ，将 0θ 和 0η 的值

代入式（9.1.20）求得 2.496517827
2

p

k
= ；按 0.05ωΔ = °用差分方法求得η，再按式（9.1.18）

进行数值积分求得 2.49792
2

p

k
= ，两者比较，其相对误差仅有 0.056%，这说明用近似解析式

求得的压入力
k

p

2
的解析解的计算精度非常高。 

 

9.2  假塑性塑料熔体在鱼尾形流道中的近似流动公式的拟合[53] 

9.2.1  假塑性塑料熔体在鱼尾形流道中的流动公式的推导 

在注射成型中，大多数聚合物熔体都是非牛顿流体，且它们的大多数又都近似服从

Ostwald-De Waele提出的指数流动规律[54]，即 

nKτ γ.=          （9.2.1） 

式中，K——与聚合物和温度有关的常数，它反映聚合物熔体的黏稠性，称为稠度系数； 

n——与聚合物和温度有关的常数，它反映聚合物熔体偏离牛顿流体的程度，称为非
牛顿指数； 

γ.——切应变速率； 
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     τ ——剪切应力。 

式（9.2.1）可改写为 

aτ η γ.=          （9.2.2） 

其中 

1n
a Kη γ -.=         （9.2.3） 

这里， aη 称为聚合物的表观黏度。 

在聚合物流变学理论中，凡是服从指数流动规律的非牛顿流体，统称为黏性液体。根据

非牛顿指数n的取值，聚合物熔体可分为膨胀性流体和假塑性流体等。当 1＜n 时，称为假塑

性流体。在注射成型中，绝大多数热塑性塑料属于假塑性流体。 

所谓鱼尾形流道，是指既具有厚度方向锥度 2θ ，又具有宽度方向锥度 2φ的双线性变化的
矩形狭缝截面通道（如图 9.2.1 所示），它是注塑模设计中常用的一种浇道。在图 9.2.1 中，

W1、H1为流道入口处的宽度和高度，W2、H2为流道出口处的宽度和高度，L为流道的长度。 

 

图 9.2.1  鱼尾形流道 

由式（9.2.1）可以推出塑料熔体在矩形狭缝截面流道中压力降 PΔ 和流量 Q的关系为[55] 

2 1

4 2 2
n

n
n n

n KL
P Q

n W h
Δ
㊣ ㊣|| || ||㊣ ㊣ +

+
=             （9.2.4） 

式中，L、W和 H分别为矩形狭缝截面流道的长度、宽度和高度。 

由式（9.2.4）可得鱼尾形流道在 l处 dl长度上的压力降 dP和流量 Q的关系为 

2 1

4 2 d
d 2

n
n

n n

n l
P K Q

n W h

㊣ ㊣|| || ||㊣ ㊣ +

+
=             （9.2.5） 

式中，W 和h分别为鱼尾形流道 l处横截面的宽度和高度，它们与 l的关系为 

1 2 tanh H l θ-=        （9.2.6） 

1 2 tanW W l φ-=        （9.2.7） 
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由式（9.2.6）和式（9.2.7）得 

h a bW= +         （9.2.8） 

式中 

    1 2

1 2

tan

tan

H H
b

W W

θ
φ

-
-= =        （9.2.9） 

1 1a H bW-=        （9.2.10） 

由式（9.2.7）可得 

2 1

cot
d d d

2

L
l W W

W W

φ
= =-

-      （9.2.11） 

将式（9.2.8）和式（9.2.11）代入式（9.2.5），得 

2 1
2 1

2 4 2 d
d

( )

n
n

n n

KL n W
P Q

W W n W a bW +

㊣ ㊣|| || ||㊣ ㊣-
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    （9.2.12） 

上式两边积分，得 

2 1

2 4 2
n

nKL n
P Q

W W n
Δ

+
=

㊣ ㊣|| || ||㊣ ㊣-
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW∫ ++
     （9.2.13） 

为了求得假塑性流体在鱼尾形流道中塑料熔体的压力降ΔP和流量 Q的关系式，还需求定

积分
2

1
2 1

d

( )

W

n n
W

W

W a bW +∫
+ 

的值，由微积分中牛顿-莱布尼兹公式可知，求得不定积分的原函数后，

很容易求得定积分的值。因此，为了节省篇幅，下面，仅讨论不定积分 2 1

d

( )n n

W

W a bW +∫
+ 

的

求解。 

分如下四种情况讨论不定积分 2 1

d

( )n n

W

W a bW +∫
+ 

的求解。 

（1）当 0a= （即 1 1 2 2/ /H W H W= ）时 

2 1

d

( )n n

W

W a bW +∫
+ 2 1 3

1

3 n n
c

nb W
= ++
-     （9.2.14） 

式中， c为积分常数，下同。 

（2）当 0b= （即宽楔形流道）时 

2 1

d

( )n n

W

W a bW +∫
+ 

2 1 1

3

1
        1

( 1)

ln
                             1

n n
c n

n a W

W
c n
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+ -
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≠
- +

=

+ =

  （9.2.15） 

（3）当 n=0时 
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2 1

d ln( )
( )n n

W a bW
cW a bW b

+∫
+

+
+ =       （9.2.16） 

（4）当 a≠0、b＞0和 n≠0时， 2 1

d

( )n n

W

W a bW +∫
+

属于二项式积分，由契比协夫定理知，

仅下列三种情形可化为有理函数的积分。 

第一种情形，2n+1为整数，即 n∈{1/2,1,3/2,…}； 

第二种情形，n+1为整数，即 n∈{1,2,3,…}； 

第三种情形，3n+2为整数，即 n∈{1/3,2/3,1,…}。 

由于绝大多数塑料熔体的非牛顿指数 n＜1，而 n=1 为牛顿流体的特殊情形，因此，下

面我们仅讨论 n∈{1/3,1/2,2/3,1}时， 2 1

d

( )n n

W

W a bW +∫
+ 

的求解。 

① 当 n=1/3时 

2 / 3
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d 3

( ) 2n n

W W
c

W a bW a a bW+

㊣ ㊣
| |
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② 当 n=1/2时 
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③ 当 n=2/3时 
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④ 当 n=1时 

( )2 1

d
nn

W

W a bW
+∫

+ ( ) ( )23 2

1 1 1
ln

2

W
c

a a bW a a bW a a bW
= + + +

+ + +
   
（9.2.20）

 

9.2.2  用优化方法确定插值公式 

从上节讨论知，只有当塑料熔体的非牛顿指数 n∈{0,1/3,1/2,2/3,1,…}时，才能用公式求

出定积分
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+

的值。对于 n 为一般值时，当然，可以用数值积分的方法求解
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2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+ 

。下面，我们不讨论用数值积分的方法求解
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+ 

，而讨论

用优化方法确定
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+ 

积分的插值公式中的待定常数，从而得到

2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+ 

积分的插值公式。 

对于 n∉{0,1/3,1/2,2/3,1,…}，通过 n∈{0,1/3,1/2,2/3,1,…}中两个有精确积分公式的值进行插值。

例如，对于 n=0.4的定积分
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+

的计算，用 n=1/3和 n=1/2两个有精确积分

公式（9.2.17）和公式（9.2.18）的值进行插值。根据被积函数的特点，选用如下形式的插值

公式： 

( )f n=
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫ + 1 2 3 4( )x n x x n x

A B

a bWW
+ +

≈ +
+

   （9.2.21） 

式中， 1 2

2

W W
W

+
= ；x1、x2、x3和 x4作为变量用优化方法确定； A和B为待定常数，通过相

邻两个精确解与插值公式的值相等来确定。 

为了确定插值公式（9.2.21）中系数 x1、x2、x3和 x4，选用如下 7个数例。 

例 1.W1=100，H1=10，W2=60，H2=5。 

例 2.W1=150，H1=10，W2=60，H2=5。 

例 3.W1=250，H1=15，W2=60，H2=5。 

例 4.W1=250，H1=25，W2=60，H2=5。 

例 5.W1=100，H1=10，W2=90，H2=5。 

例 6.W1=50，H1=5，W2=30，H2=2。 

例 7.W1=40，H1=3，W2=10，H2=1。 

用辛卜生数值积分方法求得的定积分
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+

的值如表 9.2.1所示。选用插值函数

与定积分数值积分的值的相对误差函数作为参数优化设计的目标函数，其具体的目标函数为 

( )
( ) ( )

( )
7 7

1 1

,
min min

i j i j

j i i j

f X n f n
f X

f n= =

-
∑∑=        （9.2.22） 

式中， ( )ji nf 为当塑料熔体的非牛顿指数为 jn ，第 i 例按数值积分计算的定积分

2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+ 

的值；fi（X，nj）为用插值公式（9.2.21）计算的
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+ 

的值；

nj∈{n1,n2, n3, n4, n5, n6, n7}={0.2,0.3,0.4,0.6,0.7,0.8,0.9}。 
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表 9.2.1  鱼尾形流道中 ( )nf 的计算值 

n 例 1 例 2 例 3 例 4 例 5 例 6 例 7 

0 5.5452 12.4767 20.8736 15.2897 1.3863 6.1086 16.4792 

0.2 
1.0705 

(1.0772) 

2.3080 

(2.3320) 

3.4 127 

(3.4522) 

2.3160 

(2.3117) 

0.2563 

(0.2584) 

1.8784 

(1.8890) 

7.3743 

(7.3393) 

0.3 
0.4724 

(0.4735) 

0.9992 

(1.0031) 

1.4023 

(1.4083) 

0.9252 

(0.9245) 

0.1105 

(0.1108) 

1.0487 

(1.0509) 

5.0113 

(5.0023) 

1/3 0.3599 0.7566 1.0450 0.6839 0.0835 0.8644 4.4158 

0.4 
0.2091 

(0.2093) 

0.4345 

(0.4354) 

0.5822 

(0.5836) 

0.3756 

(0.3754) 

0.0477 

(0.0478) 

0.5881 

(0.5887) 

3.4402 

(3.4360) 

1/2 0.0928 0.1897 0.2442 0.1548 0.0207 0.3312 2.3849 

0.6 
0.0413 

(0.0413) 

0.0832 

(0.0833) 

0.1034 

(0.1036) 

0.0647 

(0.0647) 

0.0090 

(0.0089) 

0.1873 

(0.1875) 

1.6688 

(1.6668) 

2/3 0.0241 0.0481 0.0586 0.0364 0.0051 0.1284 1.3217 

0.7 
0.0158 

(0.0158) 

0.0366 

(0.0367) 

0.0442 

(0.0443) 

0.0274 

(0.0274) 

0.0039 

(0.0039) 

0.1064 

(0.1065) 

1.1779 

(1.1761) 

0.8 
0.0083 

(0.0083) 

0.0162 

(0.0163) 

0.0190 

(0.0191) 

0.0117 

(0.0117) 

0.0017 

(0.0017) 

0.0607 

(0.0609) 

0.8383 

(0.8351) 

0.9 
0.0037 

(0.0038) 

0.0072 

(0.0072) 

0.0083 

(0.0083) 

0.0051 

(0.0051) 

0.0007 

(0.0007) 

0.0347 

(0.0349) 

0.6011 

(0.5993) 

1 0.0017 0.0032 0.0036 0.0022 0.0003 0.0200 0.4341 

δ 2.7% 1.0% 1.2% 0.2% 0.8% 0.6% 0.5% 

 
注：① 所有 f(n)的值均为负数，为了简洁，表中数据统一省略了负号； 

② 当 n∈{0,1/3,1/2,2/3,1,…}时，用数值积分和推导的公式（9.2.17）～式（9.2.20）计算的定积分的值完全相同，为了简洁，

表中只填写了一个数据； 

③ 括号中数据为用插值公式（9.2.23）的计算值。 
 
用以上 7个数例的数据和优化方法求解式（9.2.22）来确定插值公式中 x1、x2、x3和 x4，并对

变量适当取整后，得到定积分
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+

的插值公式为 

( )
( )1.6 3 4 5n n

A B
f n

W a bW
+ += +

+
      （9.2.23） 

用以上插值公式（9.2.23）计算的 7个数例定积分
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+

的值亦列于表 9.2.1

中。比较表中的数据可知，通过优化方法确定的定积分
2

1
2 1

d

( )

W

n nW

W

W a bW +∫
+

近似插值公式的计

算精度是非常高的，最大相对误差δ=2.7%。 
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对于 n∉{0,1/3,1/2,2/3,1}，由式（9.2.13）和式（9.2.23），可得假塑性流体在鱼尾形流道

中塑料熔体的压力降ΔP和流量 Q的近似关系式为 

( )1.6 3 4 5
2 1

2 4 2
n

n
n n

KL n A B
P Q

W W n W a bW
Δ + +

「 ㊣
| |㊣ ㊣|| | ||| || | |㊣ ㊣ | |㊣ 」

-
+

= +
+

    （9.2.24） 

对于 n∈{0,1/3,1/2,2/3,1}，假塑性流体在鱼尾形流道中塑料熔体的压力降ΔP和流量 Q有

精确的关系式，这些精确的关系式可由式（9.2.13）～式（9.2.20）求得，这些精确的关系式

就不一一列出。 



 

附录 A  多层压配组合挤压凹模疲劳

强度优化设计 C++程序 

1.源程序 
//This is a program of optimun design of mult-layer composite cold extrusion die 

#include <iostream.h> 

#include <iomanip.h> 

#include <math.h> 

#include <stdlib.h> 

double sss[3]={2000,2000,2000}; 

double ssc[3]={2400,2400,2400}; 

double ssb[3]={2600,2600,2600}; 

double ssf0[3]={1200,1200,1200}; 

double suf[3]={0.92,0.92,0.92}; 

double rmin[3]={10,10,10}; 

double rmax[3]={880,880,880}; 

double e1=210000,e2=210000,e3=210000; 

double v1=0.3,v2=0.3,v3=0.3; 

double ds=0.8; 

double r1=70,r4=650,r3=280,r2=500,p1=1200,csafe=1.2,d0=9; 

//  one-layer data 

//  const int nn=1,mm=4; 

//  double x[nn]={350}; 

//  double bo[nn][2]={{50,700}}; 

//  two-layer data 

//  const int nn=3,mm=8; 

//  double x[nn]={97,560,229}; 

//  double bo[nn][2]={{68,140},{80,200},{200,400}}; 

//  three-layer data 

  const nn=5,mm=12; 

  double x[nn]={80,120,700,32,195}; 

  double bo[nn][2]={{68,140},{90,250},{90,800},{50,600},{50,400}}; 

const int n2=100*nn; 

int result=0,nlayer; 

const double ee=0.000005,eb=0.001; 
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char yy; 

const char p1r4=′r′; 

double ff,xx,df; 

double xk[nn],ga[mm],p[nn][nn]; 

int subject() { 

 int kk=0; 

 int ii; 

 double a1,c1,a2,c2,ap1,cp1,ap2,cp2,ap3,cp3,p2,p3,dd,ssf[3]; 

 double aa1,bb1,cc1,dd1,aa2,bb2,cc2,dd2,aa3,bb3,cc3,dd3,cc; 

 double stressr[3][2],stresst[3][2],strssa,strssar,strssat,strssm; 

// one-layer 

 if (nlayer==1) { 

  if (yy==p1r4) ff=x[0]; 

  else ff=-x[0]; 

  if (yy==p1r4) r2=x[0]; 

  else p1=x[0]; 

  ga[0]=-r2+r1+rmin[0]; 

  ga[1]=r2-r1-rmax[0]; 

  stressr[0][0]=0; 

  stressr[0][1]=-p1; 

  stresst[0][0]=0; 

  stresst[0][1]=p1*(r2*r2+r1*r1)/(r2*r2-r1*r1); 

  if (result) { 

   if (yy==p1r4) cout<<setw(12)<<＂r2＂<<setw(12)<<＂p1＂; 

   else cout<<setw(12)<<＂p1＂<<setw(12)<<＂r2＂; 

   cout<<endl<<endl; 

   for (ii=0;ii<nn;ii++) { 

    cout<<setw(12)<<x[ii]; 

   } 

   if (yy==p1r4) cout<<setw(12)<<p1; 

   else cout<<setw(12)<<r2; 

   cout<<endl<<endl; 

  } 

  for (ii=0;ii<nn;ii++) { 

   dd=2*(r2-r1); 

   ssf[ii]=0.97*ssf0[ii]*powl(dd/d0,-0.1); 

   strssar=(stressr[ii][1]-stressr[ii][0])/2; 

   strssat=(stresst[ii][1]-stresst[ii][0])/2; 

   strssm=(stressr[ii][1]+stressr[ii][0])/2; 

   strssm+=(stresst[ii][1]+stresst[ii][0])/2; 

   strssa=sqrt(strssar*strssar+strssat*strssat-strssar*strssat); 

   cc3=-200; 

   ga[2+ii]=0; 

   cc1=ssb[ii]*(ssf[ii]-ssc[ii])/(ssb[ii]+ssf[ii]); 

   cc2=ssb[ii]*(sss[ii]-ssf[ii])/(ssb[ii]-ssf[ii]); 
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   if (-ssc[ii]<=strssm && strssm<cc1)  cc3=ssc[ii]+strssm; 

   if (cc1<=strssm && strssm<cc2)  cc3=(1-strssm/ssb[ii])*ssf[ii]; 

   if (cc2<=strssm && strssm<sss[ii])  cc3=sss[ii]-strssm; 

   if (cc3<1e16) ga[2+ii]=strssa-cc3; 

  } 

        ga[3]=50*(((r2*r2+r1*r1)/(r2*r2-r1*r1)+v1)*p1*r1/e1-ds); 

 } 

// two-layer 

 if (nlayer==2) { 

  if (yy==p1r4) ff=x[1]; 

  else ff=-x[1]; 

  if (yy==p1r4) r3=x[1]; 

  else p1=x[1]; 

  ga[0]=-x[0]+r1+rmin[0]; 

  ga[1]=-r3+x[0]+rmin[1]; 

  ga[2]=x[0]-r1-rmax[0]; 

  ga[3]=r3-x[0]-rmax[1]; 

  ga[4]=-x[2]; 

  p2=x[2]; 

  aa1=1/(x[0]*x[0])-1/(r1*r1); 

  bb1=1/(r3*r3)-1/(x[0]*x[0]); 

  cc1=p1; 

  aa2=-((1+v1)/x[0]+(1-v1)*x[0]/(r1*r1))/e1; 

  bb2=((1+v2)/x[0]+(1-v2)*x[0]/(r3*r3))/e2; 

  cc2=(1-v1)*x[0]*p1/e1; 

  cc=aa1*bb2-aa2*bb1; 

  a1=(cc1*bb2-cc2*bb1)/cc; 

  a2=(aa1*cc2-aa2*cc1)/cc; 

  c1=-a1/(r1*r1)-p1; 

  c2=-a2/(r3*r3); 

         // inner surface stess of each layer under the press-fitted 

  // and loading situation 

  stressr[0][0]=0; 

  stressr[0][1]=-p1; 

  stresst[0][0]=-2*x[0]*x[0]*p2/(x[0]*x[0]-r1*r1); 

  stresst[0][1]=-a1/(r1*r1)+c1+stresst[0][0]; 

  stressr[1][0]=-p2; 

  stressr[1][1]=(a2/(x[0]*x[0])+c2)+stressr[1][0]; 

  stresst[1][0]=(r3*r3+x[0]*x[0])/(r3*r3-x[0]*x[0])*p2; 

  stresst[1][1]=-a2/(x[0]*x[0])+c2+stresst[1][0]; 

 if (result) { 

  cout<<setw(12)<<＂r2＂; 

  if (yy==p1r4) cout<<setw(12)<<＂r3＂; 

  else cout<<setw(12)<<＂p1＂; 

  cout<<setw(12)<<＂p2＂; 
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  if (yy==p1r4) cout<<setw(12)<<＂p1＂; 

  else cout<<setw(12)<<＂r3＂; 

  cout<<setw(12)<<＂pp2＂<<setw(12)<<＂dr2＂<<endl; 

  for (ii=0;ii<nn;ii++)  { 

   cout<<setw(12)<<x[ii]; 

  } 

  if (yy==p1r4) cout<<setw(12)<<p1; 

  else cout<<setw(12)<<r3; 

  cout<<setw(12)<<-stressr[1][1]; 

  dd3=((x[0]*x[0]+r1*r1)/(x[0]*x[0]-r1*r1)-v1)/e1; 

  dd3+=((r3*r3+x[0]*x[0])/(r3*r3-x[0]*x[0])+v2)/e2; 

  cout<<setw(12)<<dd3*x[0]*p2<<endl<<endl; 

 } 

 // verify fatigue strenth of each layer 

 for (ii=0;ii<2;ii++) { 

  if (ii==0) dd=2*(x[0]-r1); 

  if (ii==1) dd=2*(r3-x[0]); 

  ssf[ii]=0.97*ssf0[ii]*powl(dd/d0,-0.1); 

  strssar=(stressr[ii][1]-stressr[ii][0])/2; 

  strssat=(stresst[ii][1]-stresst[ii][0])/2; 

  strssm=(stressr[ii][1]+stressr[ii][0])/2; 

  strssm+=(stresst[ii][1]+stresst[ii][0])/2; 

  strssa=sqrt(strssar*strssar+strssat*strssat-strssar*strssat); 

  cc3=-200; 

  ga[5+ii]=0; 

  cc1=ssb[ii]*(ssf[ii]-ssc[ii])/(ssb[ii]+ssf[ii]); 

  cc2=ssb[ii]*(sss[ii]-ssf[ii])/(ssb[ii]-ssf[ii]); 

  if (-ssc[ii]<=strssm && strssm<cc1) cc3=ssc[ii]+strssm; 

  if (cc1<=strssm && strssm<cc2) cc3=(1-strssm/ssb[ii])*ssf[ii]; 

  if (cc2<=strssm && strssm<sss[ii]) cc3=sss[ii]-strssm; 

  if (cc3<1e16) ga[5+ii]=strssa-cc3; 

 } 

 ga[7]=50*(((1-v1)*c1*r1-(1+v1)*a1/r1)/e1-ds); 

 } 

//  three-layer 

 if (nlayer==3) { 

  if (yy==p1r4) ff=x[2]; 

  else ff=-x[2]; 

  if (yy==p1r4) r4=x[2]; 

  else p1=x[2]; 

  ga[0]=-x[0]+r1+rmin[0]; 

  ga[1]=-x[1]+x[0]+rmin[1]; 

  ga[2]=-r4+x[1]+rmin[2]; 

  ga[3]=x[0]-r1-rmax[0]; 

  ga[4]=x[1]-x[0]-rmax[1]; 
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  ga[5]=r4-x[1]-rmax[2]; 

  ga[6]=-x[3]; 

  ga[7]=-x[4]; 

  aa1=2*(r1*r1-x[0]*x[0]); 

  bb1=2*(x[0]*x[0]-x[1]*x[1]); 

  cc1=powl(x[1],2); 

  aa2=2*e2*((1+v1)*r1*r1+(1-v1)*x[0]*x[0]); 

  bb2=-2*e1*((1+v2)*x[1]*x[1]+(1-v2)*x[0]*x[0]); 

  cc2=(1+v2)*e1*powl(x[1],2); 

  cc=aa1*bb2-aa2*bb1; 

  c1=(cc1*bb2-cc2*bb1)/cc; 

  c2=(aa1*cc2-aa2*cc1)/cc; 

  a1=-2*c1*r1*r1; 

  a2=-powl(x[1],2)*(1+2*c2); 

  p2=x[3]; 

  p3=x[4]; 

  aa1=2*(x[0]*x[0]-r1*r1); 

  bb1=2*(x[1]*x[1]-x[0]*x[0]); 

  cc1=2*(r4*r4-x[1]*x[1]); 

  dd1=r1*r1*p1; 

  aa2=2*r1*r1*((1+v1)*e2-(1+v2)*e1)+2*x[0]*x[0]*((1+v2)*e1+(1-v1)*e2); 

  bb2=-4*e1*x[0]*x[0]; 

  cc2=0; 

  dd2=r1*r1*((1+v2)*e1-(1+v1)*e2)*p1; 

  aa3=2*(1+v2)*e3*(r1*r1-x[0]*x[0]); 

  bb3=2*e3*((1+v2)*x[0]*x[0]+(1-v2)*x[1]*x[1]); 

  cc3=-2*e2*((1+v3)*r4*r4+(1-v3)*x[1]*x[1]); 

  dd3=-(1+v2)*e3*r1*r1*p1; 

  cc=aa1*bb2*cc3+aa2*bb3*cc1+aa3*bb1*cc2-aa1*bb3*cc2-aa2*bb1*cc3-aa3*bb2*cc1; 

  cp1=dd1*bb2*cc3+dd2*bb3*cc1+dd3*bb1*cc2-dd1*bb3*cc2-dd2*bb1*cc3-dd3*bb2*cc1; 

  cp1/=cc; 

  cp2=aa1*dd2*cc3+aa2*dd3*cc1+aa3*dd1*cc2-aa1*dd3*cc2-aa2*dd1*cc3-aa3*dd2*cc1; 

  cp2/=cc; 

  cp3=aa1*bb2*dd3+aa2*bb3*dd1+aa3*bb1*dd2-aa1*bb3*dd2-aa2*bb1*dd3-aa3*bb2*dd1; 

  cp3/=cc; 

  ap1=-r1*r1*(p1+2*cp1); 

  ap2=2*x[0]*x[0]*(cp1-cp2)+ap1; 

  ap3=-2*r4*r4*cp3; 

         // inner surface stess of each layer under the press-fitted 

  // and loading situation 

  stressr[0][0]=0; 

  stressr[0][1]=-p1; 

  stresst[0][0]=(-a1/(r1*r1)+2*c1)*p3-2*x[0]*x[0]*p2/(x[0]*x[0]-r1*r1); 

  stresst[0][1]=-ap1/(r1*r1)+2*cp1+stresst[0][0]; 

  stressr[1][0]=(a2/(x[0]*x[0])+2*c2)*p3-p2; 
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  stressr[1][1]=ap2/(x[0]*x[0])+2*cp2+stressr[1][0]; 

  stresst[1][0]=(-a2/(x[0]*x[0])+2*c2)*p3; 

  stresst[1][0]+=(x[1]*x[1]+x[0]*x[0])*p2/(x[1]*x[1]-x[0]*x[0]); 

  stresst[1][1]=-ap2/(x[0]*x[0])+2*cp2+stresst[1][0]; 

  stressr[2][0]=-p3; 

  stressr[2][1]=ap3/(x[1]*x[1])+2*cp3-p3; 

  stresst[2][0]=(r4*r4+x[1]*x[1])*p3/(r4*r4-x[1]*x[1]); 

  stresst[2][1]=-ap3/(x[1]*x[1])+2*cp3+stresst[2][0]; 

 if (result) { 

  cout<<setw(10)<<＂r2＂<<setw(10)<<＂r3＂; 

  if (yy==p1r4) cout<<setw(10)<<＂r4＂; 

  else cout<<setw(10)<<＂p1＂; 

  cout<<setw(10)<<＂p2＂<<setw(10)<<＂p3＂; 

  if (yy==p1r4) cout<<setw(10)<<＂p1＂; 

  else cout<<setw(10)<<＂r4＂; 

   

  cout<<setw(10)<<＂pp2＂<<setw(10) 

   <<＂pp3＂<<endl; 

  for (ii=0;ii<nn;ii++)  { 

   cout<<setw(9)<<x[ii]; 

  } 

  if (yy==p1r4) cout<<setw(15)<<p1; 

  else cout<<setw(15)<<r4; 

  cc1=(ap1+p3*a1)/(x[0]*x[0])+2*(cp1+p3*c1)-p2; 

  cc2=ap3/(x[1]*x[1])+2*cp3-p3; 

  cout<<setw(9)<<-cc1<<setw(9)<<-cc2<<endl<<endl; 

  cc1=((x[0]*x[0]+r1*r1)/(x[0]*x[0]-r1*r1)-v1)/e1; 

  cc1=x[0]*p2*(cc1+((x[1]*x[1]+x[0]*x[0])/(x[1]*x[1]-x[0]*x[0])+v2)/e2); 

  cc2=-2*x[0]*x[0]*x[1]*p2/(e2*(x[1]*x[1]-x[0]*x[0])); 

  cc2+=x[1]*p3*((r4*r4+x[1]*x[1])/(r4*r4-x[1]*x[1])+v3)/e3; 

  cc2-=p3*(-(1+v2)*a2/x[1]+(1-v2)*c2*x[1])/e2; 

  cout<<setw(10)<<＂dr2＂<<setw(10)<<＂dr3＂<<endl; 

  cout<<setw(10)<<cc1<<setw(10)<<cc2<<endl; 

 } 

 for (ii=0;ii<3;ii++)  { 

  if (ii==0) dd=2*(x[0]-r1); 

  if (ii==1) dd=2*(x[1]-x[0]); 

  if (ii==2) dd=2*(r4-x[1]);  

  ssf[ii]=0.97*ssf0[ii]*powl(dd/d0,-0.1); 

  strssar=(stressr[ii][1]-stressr[ii][0])/2; 

  strssat=(stresst[ii][1]-stresst[ii][0])/2; 

  strssm=(stressr[ii][1]+stressr[ii][0])/2; 

  strssm+=(stresst[ii][1]+stresst[ii][0])/2; 

  strssa=sqrt(strssar*strssar+strssat*strssat-strssar*strssat); 

  cc3=-200; 
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  ga[8+ii]=0; 

  cc1=ssb[ii]*(ssf[ii]-ssc[ii])/(ssb[ii]+ssf[ii]); 

  cc2=ssb[ii]*(sss[ii]-ssf[ii])/(ssb[ii]-ssf[ii]); 

  if (-ssc[ii]<=strssm && strssm<cc1) cc3=ssc[ii]+strssm; 

  if (cc1<=strssm && strssm<cc2) cc3=(1-strssm/ssb[ii])*ssf[ii]; 

  if (cc2<=strssm && strssm<sss[ii]) cc3=sss[ii]-strssm; 

  if (cc3<1e16) ga[8+ii]=strssa-cc3; 

 } 

 ga[11]=50*((2*(1-v1)*cp1*r1-(1+v1)*ap1/r1)/e1-ds); 

 } 

 for (ii=0;ii<mm;ii++) 

  if (ga[ii]>0) kk=1; 

  return kk; 

 } 

double function() { 

 double ff; 

 if (yy==p1r4) ff=x[nlayer-1]; 

 else ff=-x[nlayer-1]; 

 return ff; 

} 

main() { 

 int i,j,k,k1,nh,nl,nc,count=0; 

 double a,df; 

 char y; 

 const char convex=′y′; 

 double xx[n2][nn],xo[nn],f[n2]; 

 for (i=0;i<3;i++) { 

  sss[i]/=csafe; 

  ssc[i]/=csafe; 

  ssb[i]/=csafe; 

  ssf0[i]=ssf0[i]*suf[i]/csafe; 

 } 

 cout<<＂ The number of the layer     ＂; 

 cin>>nlayer; 

 cout<<＂Do you want to min r or max p1 in the optimum design?＂<<endl 

  <<＂If you select to min r, please put r     ＂; 

 cin>>yy; 

 yy=tolower(yy); 

 cout<<setiosflags(ios∶∶left); 

 cout<<＂If feasile set is not convex, ＂ 

  <<＂complex method is used. Please input y＂<<endl; 

 cin>>y; 

 y=tolower(y); 

 if (subject()) { 

  for (i=0;i<mm;i++) { 
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   if (i<9) cout<<＂g[＂<<(i+1)<<＂]=＂<<setw(15)<<ga[i]; 

   else cout<<＂g[＂<<(i+1)<<＂]=＂<<setw(14)<<ga[i]; 

   if ((i+1)%4==0) cout<<endl; 

  } 

  cout<<＂X0 is not feasile ＂; return 0;} 

 cout<<setiosflags(ios∶∶left); 

 result=0; 

loop1∶ 

 for (i=0;i<nn;i++) 

  xx[0][i]=x[i]; 

 for (i=1;i<n2;i++) { 

  for (j=0;j<nn;j++) { 

   xx[i][j]=bo[j][0]+rand()/32767.*(bo[j][1]-bo[j][0]); 

   x[j]=xx[i][j]; 

  } 

  if (!subject()) continue; 

  for (j=0;j<nn;j++) { 

   xo[j]=0.0; 

   for (k=0;k<i;k++) 

    xo[j]+=xx[k][j]; 

   xo[j]=xo[j]/i; 

   x[j]=xo[j]; 

  } 

  if (subject()) { 

   if (y!=convex)  {cout<<＂Feasile is not convex. ＂<<endl; return 0;} 

  } 

  do{ 

   for (j=0;j<nn;j++) { 

    xx[i][j]=xo[j]+0.5*(xx[i][j]-xo[j]); 

    x[j]=xx[i][j]; 

   } 

  } while (subject()); 

 } 

loop2∶ 

 for (i=0;i<n2;i++) { 

  for (j=0;j<nn;j++) 

   x[j]=xx[i][j]; 

  f[i]=function(); 

 } 

loop3∶ 

 nh=0; 

 nl=0; 

 for (i=0;i<n2;i++) { 

  if (f[i]>f[nh]) nh=i; 

  if (f[i]<f[nl]) nl=i; 
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 } 

 cout<<＂fmax=＂<<setw(15)<<f[nh]<<＂fmin=＂<<setw(15)<<f[nl]; 

 df=0.0; 

 for (i=0;i<n2;i++)  

  df+=powl((f[i]-f[nl]),2); 

 df=sqrt(df/(n2-1)); 

 if (fabs(f[nl])>10.0) df/=fabs(f[nl]); 

 count+=1; 

 if (df<ee || count==20000*nn) { 

  cout<<endl<<endl<<endl<<＂The last results＂<<endl<<endl; 

/*  for (i=0;i<nn;i++) { 

   if (i<9) cout<<＂X[＂<<(i+1)<<＂]=＂<<setw(15)<<xx[nl][i]; 

   else cout<<＂X[＂<<(i+1)<<＂]=＂<<setw(14)<<xx[nl][i]; 

  } 

  cout<<＂f(X*)=＂<<f[nl]<<endl<<endl; */ 

  result=1; 

  for (i=0;i<nn;i++) 

   x[i]=xx[nl][i]; 

  cout<<＂optimization result and relative parameter＂<<endl; 

  subject(); 

  cout<<endl<<＂subject to ＂<<endl; 

  for (i=0;i<mm;i++) { 

   if (i<9) cout<<＂g[＂<<(i+1)<<＂]=＂<<setw(15)<<ga[i]; 

   else cout<<＂g[＂<<(i+1)<<＂]=＂<<setw(14)<<ga[i]; 

  } 

  cout<<endl<<endl; 

  return 0; 

 } 

 for (i=0;i<nn;i++) { 

  xo[i]=0.0; 

  for (j=0;j<n2;j++) 

   xo[i]+=xx[j][i]; 

  xo[i]=(xo[i]-xx[nh][i])/(n2-1); 

  x[i]=xo[i]; 

 } 

 if (subject()) { 

  if (y!=convex)  {cout<<＂Feasile is not convex. ＂<<endl; return 0;} 

  for (i=0;i<nn;i++) { 

   x[i]=xx[nl][i]; 

   bo[i][0]=xx[nl][i]; 

   if (fabs(xx[nh][i]-xx[nl][i])>2) bo[i][1]=xx[nh][i]; 

   else bo[i][1]=bo[i][0]+2; 

  } 

  goto loop1; 

 } 
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loop4∶ 

 a=1.5; 

loop5∶ 

 do { 

  for (i=0;i<nn;i++) 

   x[i]=xo[i]+a*(xo[i]-xx[nh][i]); 

  a/=2.; 

 } while (subject()); 

 if (function()<f[nh]) goto loop7; 

 if (a>eb) goto loop5; 

 k1+=1; 

 if (k1==2) goto loop6; 

 if (nh==0) nc=1; else nc=0;  

 for (i=0;i<n2;i++) 

  if ((i!=nh) && (f[i]>f[nc])) nc=i; 

 for (i=0;i<nn;i++) 

  xx[nh][i]=xx[nc][i]; 

 f[nh]=f[nc]; 

 goto loop4; 

loop6∶ 

 for (i=0;i<n2;i++) { 

  for (j=0;j<nn;j++) { 

   xx[i][j]=xx[nl][j]+0.5*(xx[i][j]-xx[nl][j]); 

   x[j]=xx[i][j]; 

  } 

  if (!subject()) continue; 

  if (y!=convex)  {cout<<＂Feasile is not convex. ＂<<endl; return 0;} 

  for (j=0;j<nn;j++) { 

   x[j]=xx[nl][j]; 

   bo[j][0]=xx[nl][j]; 

   if (fabs(xx[nh][j]-xx[nl][j])>2) bo[j][1]=xx[nh][j]; 

   else bo[j][1]=bo[j][0]+2; 

  } 

  goto loop1; 

 } 

 k1=0; goto loop2; 

loop7∶ 

 k1=0; 

 f[nh]=function(); 

 for (i=0;i<nn;i++) 

  xx[nh][i]=x[i]; 

 goto loop3; 

} 
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2.程序使用输入数据说明 
double sss[3]={2000,2000,2000};    

sss[3] — 组合凹模 1～3层材料屈服强度σs，按第 1层（内 

层）、中层和外层的顺序排列（下同） 

double ssc[3]={2400,2400,2400};    

ssc[3] — 组合凹模 1～3层材料压缩屈服强度 Sσ ′  

double ssb[3]={2600,2600,2600};    

ssb[3] — 组合凹模 1～3层材料拉伸极限强度σb     

double ssf0[3]={1200,1200,1200};   

ssf0[3] — 组合凹模 1～3层材料标准试件的疲劳强度σ-1   

double suf[3]={0.92,0.92,0.92};     

suf[3] — 组合凹模 1～3层表面加工质量系数β 

double rmin[3]={10,10,10};       

rmin[3] — 组合凹模 1～3层最小壁厚Δrimin 

double rmax[3]={880,880,880};    

rmax[3] — 组合凹模 1～3层最大壁厚Δrimax 

double e1=210000,e2=210000,e3=210000;   

ei — 组合凹模 1～3层材料的弹性模量 Ei(i=1,2,3)  

double v1=0.3,v2=0.3,v3=0.3;      

vi — 组合凹模 1～3层材料的泊桑系数 νi(i=1,2,3)  

double ds=0.8;                   

ds — 组合凹模的刚度条件，即内层允许的径向位移[δ] 

double r1=70,r4=650,r3=280,r2=500,p1=1200,csafe=1.2,d0=9;  

r1 — 组合凹模的内半径 r1 

r4 — 3层组合凹模的外半径 r4 

r3 — 2层组合凹模的外半径 r3 

r2 — 整体式凹模的外半径 r2 

p1 — 组合凹模预定的工作压力 p1 

csafe — 安全系数 n 

d0 — 材料疲劳强度试件的直径 d0 

//  one-layer data 

//  const int nn=1,mm=4;      

nn和 mm — 分别为整体凹模的变量数和约束条件数 

//  double x[nn]={350};       

x[nn] —  整体凹模优化设计变量的初始点 

//  double bo[nn][2]={{50,700}};   

bo[nn][2] —  整体凹模优化设计变量的下限和上限 

//  two-layer data  

//  const int nn=3,mm=8;         

nn和 mm — 分别为 2层组合凹模的变量数和约束条件数 

//  double x[nn]={97,560,229};     

x[nn] —  2层组合凹模优化设计变量的初始点 

//  double bo[nn][2]={{68,140},{80,200},{200,400}};   

bo[nn][2] —  2层组合凹模优化设计变量的下限和上限 
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//  three-layer data 

  const nn=5,mm=12; 

nn和 mm — 分别为 3层组合凹模的变量数和约束条件数 

  double x[nn]={80,120,700,32,195}; 

x[nn] —  3层组合凹模优化设计变量的初始点 

  double bo[nn][2]={{68,140},{90,250},{90,800},{50,600},{50,400}}; 

bo[nn][2] —  3层组合凹模优化设计变量的下限和上限 

注：并不是所有数据都要输入，根据具体情况进行输入。如果 3层组合凹模按给定组合凹模的

承载能力，使组合凹模外半径最小的第一类目标函数进行优化设计，r4、 r3和 r2等不必输入。 

3.程序运行中需要输入的数据说明 
 cout<<＂ The number of the layer     ＂; 
 cin>>nlayer; 

nlayer —  组合凹模的层数 
 cout<<＂Do you want to min r or max p1 in the optimum design?＂<<endl 
    <<＂If you select to min r, please put r     ＂; 
 cin>>yy; 

yy  —  如果组合凹模的优化设计是使组合凹模外半径最小，则输入 
英文字母 r或 R；如果组合凹模的优化设计是使组合凹模承载能力最 
大，则输入其他任意英文字母 

 cout<<＂If feasile set is not convex, ＂ 
  <<＂complex method is used. Please input y＂<<endl; 
 cin>>y; 

y  —  如果组合凹模疲劳强度优化设计的可行集为非凸集，继续进行 
优化计算，则输入英文字母 y或 Y；如果组合凹模疲劳强度优化设计 
的可行集为非凸集，停止进行优化计算，则输入其他任意英文字母 

4.程序运行中打印结果说明 
 cout<<＂fmax=＂<<setw(15)<<f[nh]<<＂fmin=＂<<setw(15)<<f[nl]; 
                        fmax 和 fmin — 打印中间结果，复合形中，最坏点和最好点的函数值 
 cout<<setw(10)<<＂r2＂<<setw(10)<<＂r3＂; 
  if (yy==p1r4) cout<<setw(10)<<＂r4＂; 
                             r2、r3和 r4 — 优化的组合凹模 1～3层外半径，即 2r 、 3r 和 4r  
cout<<setw(10)<<＂dr2＂<<setw(10)<<＂dr3＂<<endl; 
                             dr2和 dr3 — 第 1层与第 2层和第 2 层与第 3层之间的过盈量

Δr2和Δr3 
cout<<setw(10)<<＂p1＂; 

                       p1 — 组合凹模承受的工作压力 
 cout<<setw(10)<<＂p2＂<<setw(10)<<＂p3＂; 
                            p2和 p3 — 组合凹模第 1层与第 2 层和第 2层与第 3层之间的

预紧装配后的径向应力 
cout<<setw(10)<<＂pp2＂<<setw(10)<<＂pp3＂<<endl; 

pp2和 pp3 — 组合凹模第 1层与第 2层和第 2层与第 3层之间的工作时 
径向应力等 
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