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前    言 

以频域方法为基础的古典控制理论在经历了一百多年之后，直到 20 世纪的四五十年代

才形成完整、独立的控制理论。毫无疑问，古典控制理论在解决广泛的控制问题上是非常

有效的，并且已被广大从事自动控制的工程技术人员所掌握。它的广泛应用给人类带来了

巨大的社会和经济效益，它的突出成就是导致自动化技术的诞生和发展。但是，也正是这

种社会的进化过程对控制理论不断地提出新的更加严格的要求，使古典控制理论面临着挑

战。随着 20 世纪 50 年代兴起的航天技术及其他生产技术的发展，一方面使控制对象变得

更加复杂，另一方面对控制的要求提出了更加苛刻的条件。例如，非线性的、时变的或者

分布参数的系统的控制问题，对系统本身或其周围环境的不确定因素的适应控制问题，多

输入-多输出（MIMO）系统的分析与综合问题，以及实现控制的某种目标函数意义下的最

优化问题等，都不是单纯依赖古典控制理论所能解决的。面对这些挑战，控制理论必须向

前发展，而在这个时期整个科学的进步，特别是现代数学和计算机技术的成就恰好为控制

理论的发展提供了强有力的工具。正是在这种历史背景下，现代控制理论应运而生。在 20

世纪五六十年代，很多科学家为此做出了杰出的贡献，其中应特别提出的有庞特里亚金的

极值原理，贝尔曼（Bellman）的动态规划，以及卡尔曼（Kalman）的滤波、能控性与能观

测性理论等。正是他们的这些理论上的突破性成果奠定了现代控制理论的基础，成为控制

理论由古典控制理论发展到现代控制理论的里程碑。至今 40 多年来，现代控制理论不论在

理论方面还是在应用方面一直处于十分活跃的发展状态。它不仅在航天与航空技术上取得

了举世瞩目的惊人成就，而且在电气、机械、化工、冶金、交通等工程系统及生物工程、

企业管理和社会科学等广泛领域内都有成功的应用。可以毫不夸张地说，现代控制理论已

经成为渗透到各个学科领域的横向科学。显然，控制理论的发展与成就标志着人类对客观

世界的认识能力和改造能力的进一步提高。因此，它也必然会对人类的认识论和方法论给

以重大影响。 

本书共分 6 章：第 1 章介绍了控制系统的状态空间表达式，由姚成玉编写；第 2 章介

绍了控制系统状态空间表达式的解，由魏立新编写；第 3 章介绍了线性控制系统的能控性

与能观性，由吴忠强编写；第 4 章介绍了控制系统的稳定性，由李峰磊编写；第 5 章介绍

了线性定常系统的综合，由张秀玲编写；第 6 章介绍了最优控制，由罗小元编写。全书由

关新平、吴忠强汇总整理。本书可作为高等学校自动化专业的本科生和非自动化专业的研

究生教材。 

由于时间仓促，本书难免有疏漏之处，恳请读者批评指正。 

 

                                                    编  者   
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第 1 章  控制系统的状态空间表达式 

在经典控制理论中，对线性定常系统，可用常微分方程或传递函数加以描述，可将某

个单变量作为输出，直接与输入联系起来。实际上，系统除了输出量这个变量以外，还包

含其他相互独立的变量，而微分方程或传递函数对这些内部的中间变量是不便描述的，因

而不能包含系统的所有信息。显然，从能否完全揭示系统的全部运动状态来说，用微分方

程或传递函数描述线性定常系统有其不足之处。 

然而，现代工程系统日趋复杂，性能要求越来越高，因此，对系统的描述应该更加精

细。对一个复杂系统的分析与综合，不仅需要了解它的输入-输出关系，而且要求知道它的

内部结构。经常遇到的受控对象，不仅是定常的，也可能是有许多时变的；不仅是线性的，

也可能是非线性的；不仅是确定性的，也可能是随机的。总之，对象的多样性，要求描述

系统的数学工具应具有一定的适应性。尤其是现代许多复杂系统中，往往都需要有计算机

参与工作。因此，为适应控制系统理论这种发展趋势的要求，在描述系统的数学方法上，

需要进一步改进。控制理论发展到 20 世纪五六十年代便产生了一种新的描述方法——状态

空间法。 

这一方法的特点是：采用状态空间表达式（状态空间描述）作为系统的数学模型，系

统的动态特性是用由状态变量构成的一阶微分方程组来描述的。它能反映系统的全部独立

变量的变化，从而能同时确定系统的全部内部运动状态，而且还可以方便地处理初始条件。

这样，在分析和设计控制系统时，不再只局限于输入量、输出量、误差量，为提高系统性

能提供了有力的工具。加之可利用计算机进行分析设计及实时控制，因而可以应用于非线

性系统、时变系统、多输入-多输出系统及随机过程。 

本章在阐述状态空间表达式基本概念、表达形式的基础上，介绍依据不同已知条件（物

理模型、框图、微分方程、传递函数）的建立方法。然后，介绍状态矢量的线性变换及约

旦标准型。最后，介绍从状态空间表达式求解传递函数阵。 

1.1  状态变量及状态空间表达式 

1.1.1  状态变量 

足以完全表征系统运动状态的最小个数的一组变量为状态变量。一个用 n 阶微分方程

描述的系统，就有 n 个独立的变量，当这 n 个独立变量的时间响应都求得时，系统的运动

状态也就被揭示无遗了。因此，可以说该系统的状态变量就是 n 阶系统的 n 个独立变量。 
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同一个系统，究竟选取哪些变量作为独立变量，这不是唯一的，重要的是这些变量是

相互独立的，且其个数应等于微分方程的阶数；又由于微分方程的阶数唯一地取决于系统

中独立储能元件的个数，因此，状态变量的个数就应等于系统独立储能元件的个数。 

众所周知，n 阶微分方程式要有唯一确定的解，就要必须知道 n 个独立的初始条件。

很明显，这 n 个独立的初始条件就是一组状态变量在初始时刻 t0 的值。 

综上所述，状态变量是既足以完全确定系统运动状态而个数又是最小的一组变量，当

其在 0t t= 时刻的值已知时，则在给定 0t t≥ 时间的输入作用下，便能完全确定系统在任何

0t t≥ 时间的行为。 

1.1.2  状态矢量 

如果 n 个状态变量用 1（ ）x t ， 2 （ ）x t ，…， （ ）nx t 表示，并把这些状态变量看做是矢量 x（t）的分

量，则 x（t）就称为状态矢量，记作 

1

2

（ ）

（ ）
（ ）

（ ）n

x t

x t
t

x t

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

…
x   或  [ ]T

1 2（ ） （ ） （ ） （ ）nt x t x t x t= …x  

并且，状态矢量 x 的维数定义为其组成状态变量 1（ ）x t ， 2 （ ）x t ，…， （ ）nx t 的个数，即 dim n=x 。 

1.1.3  状态空间 

以状态变量 1（ ）x t ， 2 （ ）x t ，…， （ ）nx t 为坐标轴所构成的 n 维空间，称为状态空间。在特定时

刻 t，状态矢量 x（t）在状态空间中是一点。已知初始时刻 t0 的状态 0（ ）tx ，就得到状态空间中

的一个初始点。随着时间的推移，x（t）将在状态空间中描绘出一条轨迹，称为状态轨线。状

态矢量的状态空间表示将矢量的代数表示和几何概念联系起来了。 

1.1.4  状态方程 

由系统的状态变量构成的一阶微分方程组称为系统的状态方程。 

用如图 1-1 所示的 RLC 电路，说明如何用状态变量描述这一系统。 

 

图 1-1  RLC 电路 

此系统有两个独立储能元件，即电容 C 和电感 L，所以，应有两个状态变量。状态变
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量的选取，原则上是任意的，但考虑到电容的储能与其两端的电压 uC和电感的储能与流经

它的电流 i 均直接相关，故通常就以 uC和 i 作为此系统的两个状态变量。 

根据电学原理，容易写出含有两个状态变量的一阶微分方程组，即 

d

d
d

d

C

C

u
C i

t
i

L Ri u u
t

㊣ =||
㊣
| + + =
|㊣

 

亦即 

1

1 1

C

C

u i
C

R
i u i u

L L L

㊣ =||
㊣
| = - - +
|㊣

.

.
                       （1-1） 

式（1-1）就是如图 1-1 所示系统的状态方程，若将式中状态变量用一般符号 xi 表示，

即令 1 Cx u= ， ix =2 ；并写成矢量矩阵形式，则状态方程变为 

1 1

2 2

1
0 0

1 1

x xC u
x xR

L L L

「 ┐ 「 ┐
| | | |「 ┐ 「 ┐
= +| | | || | | |
| | | |└ 」 └ 」- -| | | |└ 」└ 」

.

.
                   （1-2） 

或 

u= +x Ax b.  

式中 

1

2

x

x

「 ┐
= | |
└ 」

x ，

1
0

1
C
R

L L

「 ┐
| |
= | |
| |- -| |└ 」

A ，

0

1

L

「 ┐
| |=
| |
| |└ 」

b  

1.1.5  输出方程 

在指定系统输出的情况下，该输出与状态变量间的函数关系式，称为系统的输出方程。 
在如图 1-1 所示系统中，指定 1 Cx u= 作为输出，输出一般用 y 表示，则有 

Cy u=  

或 

1y x=                               （1-3） 

式（1-3）就是如图 1-1 所示系统的输出方程，它的矩阵表达式为 

[ ] |
」

┐
|
└

「
=

2

101
x

x
y  

或 
y = cx                               （1-4） 

式中， [ ]1 0=c 。 
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1.1.6  状态空间表达式 

状态方程和输出方程综合起来，构成对一个系统完整的动态描述，称为系统的状态空

间表达式。 

例如，式（1-1）和式（1-3），或式（1-2）和式（1-4）就是如图 1-1 所示系统的状态

空间表达式。 

在经典控制理论中，用指定某个输出量的高阶微分方程来描述系统的动态过程。如

图 1-1 所示的系统，在以 uC 作为输出时，从式（1-1）消去中间变量 i，得到二阶微分方

程为 

1 1
C C C

R
u u u u

L LC LC
+ + =.. .                         （1-5） 

其相应的传递函数为 

2

1
（ ）

1（ ）
CU s LC

RU s s s
L LC

=
+ +

                          （1-6） 

如果要从高阶微分方程或从传递函数变换为状态方程，即分解为多个一阶微分方程，

那么此时的状态方程可以有无穷多种形式，这是由于状态变量的选取可以有无穷多种的缘

故。这种状态变量的非唯一性，归根到底，是由于系统结构的不确定性造成的。关于这个

问题，下面还将论及，此处暂不多述。 
回到式（1-5）或式（1-6）的二阶系统，若选 uC和 Cu. 作为两个状态变量，即令 1 Cx u= ，

2 Cx u= . ，则得一阶微分方程组为 

1 2

2 1 2
1 1

x x

R
x x x u

LC L LC

=㊣
|
㊣
= - - +|㊣

.

.
                      （1-7） 

即 

0 1 0

1 1 uR

LC L LC

「 ┐ 「 ┐
| | | |= +
| | | |- -
| | | |└ 」 └ 」

.x x                       （1-8） 

若以 dq i t= 和 i 作为两个状态变量，即令 1x q= ， 2x q i= =. ，同样可求得一个状态方程。

比较式（1-8）和式（1-2），显而易见，同一系统中，状态变量选取的不同，状态方程也

不同。 

从理论上说，并不要求状态变量在物理上一定是可以测量的量，但在工程实践上，仍

以选取那些容易测量的量作为状态变量为宜，因为在最优控制中，往往需要将状态变量作

为反馈量。 
设单输入-单输出定常系统，其状态变量为 1 2， ， ， nx x x… ，则状态方程的一般形式为 
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1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n n nn n n

x a x a x a x b u

x a x a x a x b u

x a x a x a x b u

= + + + +㊣
| = + + + +|
㊣
|
| = + + + +㊣

. …

. …

…

. …

 

输出方程式为 

1 1 2 2 n ny c x c x c x du= + + + +…  

用矢量矩阵表示时的状态空间表达式为 
u

y du

= +
= +

x Ax b

cx

.
                           （1-9） 

式中：

1

2

n

x

x

x

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

x
…

为 n 维状态矢量； 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

A

…

…

… … …

…

为系统内部状态的联系，称为系统矩阵，为 n×n 方阵； 

1

2

n

b

b

b

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

b
…

为输入对状态的作用，称为输入矩阵或控制矩阵，这里为 n×1 的列阵； 

[ ]1 2 nc c c=c … 为状态对输出的影响，称为输出矩阵，这里为 1×n 的行阵； 

d 为输入与输出直接传输项，这里为一标量。 

对于一个复杂系统，具有 r 个输入，m 个输出，此时状态方程变为 

1 11 1 12 2 1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2 21 1 22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

n n r r

n n r r

n n n nn n n n nr r

x a x a x a x b u b u b u

x a x a x a x b u b u b u

x a x a x a x b u b u b u

= + + + + + + +
= + + + + + + +

= + + + + + + +

. … …

. … …

…

. … …

 

至于输出方程，不仅是状态变量的组合，而且在特殊情况下，还可能有输入矢量的直

接传递，因而有如下的一般形式： 

1 11 1 12 2 1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2 21 1 22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

n n r r

n n r r

m m m mn n m m mr r

y c x c x c x d u d u d u

y c x c x c x d u d u d u

y c x c x c x d u d u d u

= + + + + + + +
= + + + + + + +

= + + + + + + +

… …

… …

…

… …

 

因而，多输入-多输出系统状态空间表达式的矢量矩阵形式为 
= +㊣

㊣ = +㊣

.x Ax Bu

y Cx Du
                         （1-10） 
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式中： x 和 A 同单输入系统，分别为 n 维状态矢量和 n×n 系统矩阵； 

1

2

r

u

u

u

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

u
…

为 r 维输入（或控制）矢量； 

1

2

m

y

y

y

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

y
…

为 m 维输出矢量； 

11 12 1

21 22 2

1 2

r

r

n n nr

b b b

b b b

b b b

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

B

…

…

… … …

…

为 n×r 输入（或控制）矩阵； 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

c c c

c c c

c c c

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

C

…

…

… … …

…

为 m×n 输出矩阵； 

11 12 1

21 22 2

1 2

r

r

m m mr

d d d

d d d

d d d

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

D

…

…

… … …

…

为 m×r 直接传递矩阵。 

为了简便，下面除特别说明，在输出方程中，均不考虑输入矢量的直接传递，即令

0=D 。 

1.1.7  状态空间表达式的系统框图 

和经典控制理论类似，可以用框图表示系统信号传递的关系。对于式（1-9）和式（1-10）

所描述的系统，它们的框图分别如图 1-2（a）和图 1-2（b）所示。图中用单线箭头表示标

量信号，用双线箭头表示矢量信号。 

  

图 1-2  系统信号传递框图 
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从状态空间表达式和系统框图都能清楚地说明：它们既表征了输入对于系统内部状态

的因果关系，又反映了内部状态对于外部输出的影响，所以，状态空间表达式是对系统的

一种完全的描述。 

1.1.8  状态空间法的特点 

通过以上对状态空间描述的初步认识，可总结出如下几点： 

（1）动力学系统的状态定义为完全地表征系统时间域行为的一个最小内部变量组。 

（2）状态空间描述考虑了“输入-状态-输出”这一过程，其中，它考虑了被经典控制

理论的输入-输出描述所忽略的状态，因此它揭示了问题的本质，即输入引起系统状态的变

化，而状态和输入则决定了输出的变化。 

（3）输入引起状态的变化是一个运动过程，数学上表现为微分方程，即状态方程。状

态和输入决定输出的变化是一个变量间的转换过程，数学上表现为变换方程，即代数方程。 

（4）系统的状态变量个数仅等于系统包含的独立储能元件的个数。 

（5）对于给定的系统，状态变量的选择不是唯一的。如果 x 是系统的一个状态矢量，

只要矩阵 T 是非奇异的，那么 1-=x T x 也是一个状态矢量。 

（6）一般来说，状态变量不一定是物理上可测量或可观察的量，但从便于控制系统的

构成来说，把状态变量选为可测量或可观察的量更为合适。 

（7）系统的状态空间分析法是时域内的一种矩阵运算方法，特别适合用计算机来计算，

有利于把工程技术人员从繁琐的计算中解脱出来，使他们在控制系统的分析与综合中从事

更富有创造性的工作。 

1.2  模拟结构图 

在状态空间分析中，采用模拟结构图（或称状态变量图）来反映系统各状态变量之间

的信息传递关系，对建立系统的状态空间表达式很有帮助。 

为了简便，这里用框图代替模拟计算机的详细模拟图，它是由积分器、放大器、加法

器等基本元素组成的。状态空间表达式的结构图可按如下步骤绘制：积分器的数目应等于

状态变量数，将它们画在适当的位置，每个积分器的输出表示相应的某个状态变量，然后

根据所给的状态方程和输出方程，画出相应的加法器和比例器，最后用箭头将这些元件连

接起来。 

对于一阶标量微分方程 

x ax bu= +.  

它的模拟结构图如图 1-3 所示。 

再以三阶微分方程为例： 

2 1 0x a x a x a x bu+ + + =... .. .  

将最高阶导数留在等式左边，上式可改写成 

0 1 2x a x a x a x bu= - - - +... . ..  
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它的模拟结构图如图 1-4 所示。 

            

 图 1-3  一阶标量微分方程的模拟结构图             图 1-4  三阶微分方程的模拟结构图 

图 1-4 也是传递函数
3 2

2 1 0

（ ）
b

W s
s a s a s a
=
+ + +

的模拟结构图。可见，模拟结构图既描

述状态变量间的相互关系，又说明状态变量的物理意义。可以说，模拟结构图是系统相应

框图拉普拉斯反变换的图形。 

结合上面的方法，可以画出下列传递函数的模拟结构图： 

2
1 0

（ ）
b

W s
s a s a
=
+ +

 

1
1 1 0

（ ）
n n

n

b
W s

s a s a s a-
-

=
+ + + +…

 

同样，已知状态空间表达式，也可画出相应的模拟结构图，如图 1-5 所示是下列三阶

系统的模拟结构图。 

1 2

2 3

3 1 2 3

1 2

6 3 2

x x

x x

x x x x u

y x x

=
=
= - - - +
= +

.

.

.
 

 

图 1-5  系统模拟结构图 

1.3  状态空间表达式的建立（一） 

用状态空间法分析系统时，首先要建立给定系统的状态空间表达式。通常可以采用两

条可能的途径来求得。 

一是分析的途径，适用于结构和参数为已知的系统。对于框图已知的系统，可以根据

系统各环节的实际框图连接，写出相应的状态空间表达式；对于物理模型已知的系统，可

利用机理分析进行推导得到。 
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二是辨识的途径，适用于结构和参数难以搞清楚的系统。它通过实验的手段取得数据

并采用适当方法确定系统的输入-输出模型（高阶微分方程或传递函数），然后再由所得到

的系统输入-输出描述来导出相应的状态空间表达式。这里，前一个步骤称为系统辨识和参

数估计，其内容已超出本书的范围。后一个步骤称为实现问题，将在 1.4 节介绍。 

本节介绍分析的途径。 

1.3.1  从系统框图出发建立状态空间表达式 

当系统的描述是以框图形式给出时，无须求出总的传递函数，可直接由框图导出其

相应的状态空间表达式。这是由 1.2 节的模拟结构图得到的启示，其步骤如下：首先，将

系统的各个环节按 1.2 节所述方法，变换成相应的模拟结构图，并把每个积分器的输出选

作一个状态变量 xi，其输入便是相应的 ix. ；然后，由模拟图直接写出系统的状态方程和输

出方程。 

【例 1-1】  系统框图如图 1-6（a）所示，输入为 u，输出为 y。试求其状态空间表达式。 

解  首先，传递函数 
1

1

1
1 11 1

K K K s

Ts T Ts s
T T

-

-
= =

+ + +
 

其模拟结构图如图 1-6（b）所示。系统的模拟结构图如图 1-6（c）所示。 

 

图 1-6  系统框图及模拟结构图 
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由图可知 

3
1 2

3

2
2 2 3

2 2

1 4 1
3 1 3

1 1 1

1

1

K
x x

T

K
x x x

T T

K K K
x x x u

T T T

㊣
=|

|
|| = - +㊣
|
|
= - - +|

|㊣

.

.

.

  （状态方程） 

1y x=   （输出方程） 

写成矢量矩阵形式，系统的状态空间表达式为 

[ ]

3

3

2

2 2

11 4

11 1

0 0 0

1
0 0

1
0

1 0 0

K

T

K
u

T T

KK K

TT T

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |
| | | | |
| | | | |
= - +| | | | ||

㊣ | | | |
| | | | |
| | |- - | |

| || || └ 」└ 」
|
=|㊣

.x x

x

              （1-11） 

对于含有零点的环节，如图 1-7（a）所示的系统，可将其展开成部分分式，即
s z

s p

+
=

+
 

1
z p

s p

-
+
+

，从而得到等效框图如图 1-7（b）所示，模拟结构图如图 1-7（c）所示。由图可

得系统的状态空间表达式为 

[ ]

1 0 0

0

（ ） 0

1 0 0

a

K K K u

z p p z p

y

㊣ -「 ┐ 「 ┐
| | | | |= - +| | | | |㊣ | | | |- - - -└ 」 └ 」|
| =㊣

.x x

x

               （1-12） 

顺便指出，
s z

s p

+
+

还可以展开为 

1

1 1

1

1 1

s z s z zs

s p s p s p ps ps

-

- -

+
= + = +

+ + + + +
 

其模拟结构图如图 1-7（d）所示。 

同理，
1

1

s
K

Ts

τ +
+

可以写成 

1 1 1
1

1
1 11

ss K K TK
Ts T Ts s

T T

τ τ ττ τ
「 ┐+ -| |+

= = +| |+ | |+ +
| |└ 」
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图 1-7  系统框图及模拟结构图 

或 

1

1 1

1 1
1 1 1 11 1 1

s K s K s
K

Ts T Ts s s s
T T T T

τ τ τ -

- -

「 ┐ 「 ┐
| | | |+

= + = +| | | |+ | | | |+ + + +| | | |└ 」 └ 」

 

对于系统中包含二阶振荡环节的情况，以如图 1-8（a）所示的例子进行说明。 

首先把系统各环节的传递函数化为最简形式的组合，这里主要讨论如何把二阶振荡环

节化成一阶环节的组合形式，即 

0
0 02 2

1 0 1 0

（ ）
ak

k k G s
s a s a s a s a

= =
+ + + +

 

式中， 0 0/k k a= 。 

若将上述二阶标准传递函数 G（s）看做是一单位反馈闭环结构的闭环传递函数，则其前

向通道的传递函数应为 



现代控制理论 

 12 

0
0

1

（ ）
（ ）

1 （ ） （ ）

aG s
G s

G s s s a
= =
- +

 

于是二阶振荡环节的单位反馈闭环结构有如图 1-8（b）所示的形式。这样原结构图可

化为由最简形式的各环节传递函数构成的结构图如图 1-8（c）所示。 

 

图 1-8  含有二阶振荡环节的系统框图及其框图变换 

选各一阶环节输出为状态变量： 

[ ] [ ]

[ ]

1 2
1

0
2 1 0 3 0 1 3

3 1

1
（ ） （ ）

1
（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

1
（ ） （ ）

X s X s
s a

a
X s X s k X s a X s kX s

s s

X s X s U
s b

=
+

= - + = - +

= - +
+

 

将上式进行拉普拉斯反变换得 

1 1 1 2

2 0 1 3

3 1 3

x a x x

x a x kx

x x bx u

= - +
= - +

= - - +

.

.

.

 

系统的输出方程为 

1y x=  

写成矩阵形式为 

[ ]

1 1 1

2 0 2

3 3

1

2

3

1 0 0

0 0

11 0

1 0 0

x a x

x a k x u

x xb

x

y x

x

㊣ -「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
|| | | || | | |= - +|| | | || | | |
|| | | || | | |- - └ 」└ 」|└ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = | ||
| || └ 」㊣

.

.

.
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本算例中，对于传递函数
2

1 0

k

s a s a+ +
也可以直接按 1.2 节的方法画出模拟结构图，但

状态变量会不同。 

1.3.2  从系统的机理出发建立状态空间表达式 

一般常见的控制系统，按其能量属性，可分为电气、机械、液压、气动、热力等系统。

根据其物理规律，如基尔霍夫定律、牛顿定律、能量守恒定律等，即可建立系统的状态方

程。当指定系统的输出时，也很容易写出系统的输出方程。 

【例 1-2】  RLC 电路如图 1-9 所示，图中，电源电压 u 为输入，电容电压 uC为输出，

试写出此网络的状态空间表达式。 

 

图 1-9  RLC 电路图 

解  此网络是一个二阶系统，有两个独立储能元件，以电感 L 中的电流 iL和电容 C 上

的电压 uC作为状态变量，即令 

1 2，L Cx i x u= =  

根据基尔霍夫定律写出 

1 1 2
1

1 2 2 2

1
（ ）= - +

= + +

. .

. .

x u Lx Cx
R

u Lx x R Cx

 

经整理得 

1 1 2 2 1
1

1 2 1 2

1
2 1 2

1 2 1 2

1

（ ） （ ）

= - -
+ +

= -
+ +

.

.

x R R x Ru
x

L L R R L R R

R
x x x

C R R C R R

 

最后，得到状态空间表达式为 

[ ]

1 2 1

1 2 1 21 1

2 21

1 2 1 2

1

2

1 1 1

1
0

（ ） （ ）

1 0

㊣ 「 ┐ 「 ┐- -| | | | |+ +「 ┐ 「 ┐| | |= + | || | | || | | | ||└ 」 └ 」-| |㊣ | |└ 」+ +└ 」|
| 「 ┐
| = | |
| └ 」㊣

.

.

R R R

L R R L R Rx x L u
x xR

C R R C R R

x
y

x

           （1-13） 

【例 1-3】  如图 1-10 所示的机械运动模型中，m1、m2 为质量块（同时也为质量），k1、

k2为弹簧，也为弹性系数，f 是阻尼器，列写出在外力 F 作用下，以质量块 m1和 m2的位移

y1 和 y2 为输出的状态空间表达式。 
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图 1-10  机械运动模型图 

解  弹簧 k1、k2，质量块 m1、m2 是储能元件，故弹簧的伸长度为 y1、y2，质量块 m1、

m2 的速度 v1、v2 可以选作状态变量。由结构图可以直接看出，它们是相互独立的。若 

1 1x y= ， 2 2x y=  

1
3 1

d

d

y
x v

t
= = ， 2

4 1

d

d

y
x v

t
= =  

根据牛顿定理，对于 m1，有 

1 2 1
1 2 2 1 1 1

d d d
（ ）

d d d
╭ ╮= - + - -| |
╰ ╯

v y y
m k y y f k y

t t t
 

对于 m2，有 

2 2 1
2 2 2 1

d d d
（ ）

d d d
╭ ╮= - - - -| |
╰ ╯

v y y
m F k y y f

t t t
 

把 1 1x y= ， 2 2x y= ， 1
3

d

d

y
x

t
= ， 2

4

d

d

y
x

t
= 及u F= 代入上面两个式子，经整理可得 

1 3

2 4

2
3 1 2 1 2 3 4

1 1 1 1

2 2
4 1 2 3 4

2 2 2 2 2

1
（ ）

1

=
=

= - + + - +

= - + - +

.

.

.

.

x x

x x

k f f
x k k x x x x

m m m m

k k f f
x x x x x u

m m m m m

 

写成矩阵形式为 

1

2 2
1 2

1 1 1 13

4 2 2

2 2 2 2

0 0 1 0

0 0 0 1

1
（ ）

「 ┐
| |「 ┐ | || | | || | - + -= | || | | || | | || |└ 」 - -| |
| |└ 」

.

.

.

.

x

x k f f
k k

m m m mx

x k k f f

m m m m

1

2

3

4

x

x

x

x

「 ┐
| |
| |
| |
| |
| |└ 」

2

0

0

0

1

u

m

「 ┐
| |
| |
| |+
| |
| |
| |└ 」

        （1-14a） 

指定 x1、x2为输出，故有 
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1

1 2

2 3

4

1 0 0 0

0 1 0 0

x

y x

y x

x

「 ┐
| |「 ┐ 「 ┐ | |=| | | | | |└ 」└ 」
| |
| |└ 」

                        （1-14b） 

【例 1-4】  试写出如图 1-11 所示的机械旋转运动模型的状态空间表达式。图中，k 为

扭转轴的刚性系数，J 为转动惯量，f 为粘性阻尼系数，T 为施加于扭转轴上的力矩。 

 

图 1-11  机械旋转运动模型 

解  选择扭转轴的转动角度 θ及其角速度 ω为状态变量，并令 

1x θ= ， 2x θ= .，u T=  

于是有 

1 2x xθ= =.. ， 2x θ= ...  

根据牛顿定理 

J f k Tθ θ θ+ + =.. .  

即 
1k f

T
J J J

θ θ θ= - - +.. .  

从而有 

1 2x x=.  

2 1 2
1k f

x x x u
J J J

= - - +.  

指定 x1 为输出，则 

1y x=  

或者写成 

[ ]

1 1

2 2

1

2

0 1 0

1

1 0

x x
u

x xk f

J J J

x
y

x

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |「 ┐ 「 ┐
| = +| | | || | | |
| | | | |└ 」 └ 」- -㊣ | | | |└ 」 └ 」|
| 「 ┐
=| | |

└ 」㊣

.

.
                  （1-15） 

【例 1-5】  图 1-12 是直流他励电动机的示意图。图中，R、L 分别为电枢回路的电阻

和电感，J 为机械旋转部分的转动惯量，f 为旋转部分的粘性摩擦系数。列写该图在电枢电

压作为控制作用时的状态空间表达式。 
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图 1-12  直流他励电动机示意图 

解  电感 L、转动惯量 J 是储能元件，相应的物理变量电流 i 及旋转速度 ω 是相互独

立的，可选择为状态变量，即 

1

2

x i

x ω
=
=

 

则 

1d d

d d

x i

t t
= ， 2d d

d d

x

t t

ω
=  

由电枢回路的电路方程，有 
d

d

i
L Ri e u

t
+ + =  

由动力学方程，有 
d

d aJ B K i
t

ω ω+ =  

由电磁感应关系，有 

be K ω=  

式中，e 为反电动势； aK 、 bK 为转矩常数和反电动势常数。 

把上面三个公式整理，改写成 
d 1

d
bKi R

i u
t L L L

ω= - - +  

                              
d

d
aK B

i
t J J

ω ω= -  

把 1x i= ， 2x ω= 代入，有 

1 1

2 2

1

0

b

a

KR
x xL L uL
x xK B

J J

「 ┐- - 「 ┐| |「 ┐ 「 ┐ | |= +| || | | | | || |└ 」 └ 」- | |└ 」| |└ 」

.

.
                 （1-16a） 

若指定角速度 ω为输出，则 

1
2

2

[0 1]
x

y x
x

「 ┐
= = | |

└ 」
                      （1-16b） 

若指定电动机的转角 θ 为输出，则上述两个状态变量尚不足以对系统的时域行为进行

全面描述，必须增添一个状态变量 x3，即 

3x θ=  

则 

3 2x xθ= =..  
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于是状态方程为 

1 1

2 2

3 3

1
0

0 0

00 1 0

b

a

KR

L L Lx x
K B

x x u
J J

x x

「 ┐ 「 ┐- -| | | |
「 ┐ 「 ┐| | | |
| | | || | | |= - +| | | || | | |
| | | || | | |└ 」 └ 」

| | | |
| | | |└ 」└ 」

.

.

.

               （1-17a） 

输出方程为 

[ ]
1

3 2

3

0 0 1

x

y x x

x

「 ┐
| |= = | |
| |└ 」

                    （1-17b） 

1.4  状态空间表达式的建立（二） 

已知系统的内部结构，很容易求得它的状态空间表达式，如 1.3 节所述。已知系统的

状态空间表达式，也很容易求出它的外部描述——传递函数或运动方程式，后者将在 1.6

节中介绍。至于它的逆问题，即由描述系统输入-输出动态关系的运动方程式或传递函数，

建立系统的状态空间表达式，这样的问题称为实现问题。所求得的状态空间表达式既保持

了原传递函数所确定的输入-输出关系，又将系统的内部关系揭示出来。这是一个比较复杂

的问题，因为根据输入-输出关系求得的状态空间表达式并不是唯一的，会有无穷多个内部

结构能够获得相同的输入-输出关系。这个问题将在 1.5 节中讨论。 

尽管实现是非唯一的，但只要原系统传递函数中分子和分母没有公因子，即不出现零

极点对消，则 n 阶系统必有 n 个独立状态变量，必有 n 个一阶微分方程与之等效，系统矩

阵 A 的元素取值虽各有不同，但既为一个系统的实现，其特征根必是相同的。通常把这种

没有零极点对消的传递函数的实现称为最小实现。本节仅讨论最小实现问题。 

1.4.1  传递函数中没有零点时的实现 

在这种情况下，系统的微分方程为 
1

1 1 0 0
n n

ny a y a y a y b u-
-+ + + + =.…                （1-18a） 

相应的系统传递函数为 

0
1

1 1 0

（ ）
n n

n

b
W s

s a s a s a-
-

=
+ + + +…

               （1-18b） 

1.能控标准Ⅰ型 

如前所述，式（1-18a）和式（1-18b）的实现，可以有多种结构，常用的简便形式可由

相应的模拟结构图（图 1-13）导出。这种由中间变量到输入端的负反馈，是一种常见的结

构形式，也是一种最易求得的结构形式。 
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图 1-13  系统模拟结构图 

将图中每个积分器的输出取作状态变量，有时称为相变量，它是输出 y（或 0/y b ）的

各阶导数。至于每个积分器的输入，显然就是各状态变量的导数。顺便指出，相变量即相

位变量，是一组特殊的状态变量，由系统的某个变量及其一阶导数直到 1n - 阶导数所构成，

相变量一般不是物理变量。 

从图 1-13 容易列出系统的状态方程为 

1 2

2 3

1

0 1 1 2 2 1 1

n n

n n n n n

x x

x x

x x

x a x a x a x a x u
-

- - -

=
=

=
= - - - - - +

.

.

…

.

. …

 

输出方程为 

0 1y b x=  

表示成矩阵形式为 

︸

[ ]

1 1

2 2

1 1

0 1 2 1

0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

1

0 0 0

n n

n n n

x x

x x

u

x x

x a a a a x

y b

- -

-

㊣「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
|| | | | | | | |
|| | | | | | | |
|| | | | | | | |= +
|| | | | | | | |
|| | | | | | | |㊣| | | | | | | |- - - - └ 」└ 」 └ 」 └ 」|
|
|
=|

|
㊣

. …

. …

… … … … … … … …

. …

. …
㊣㊣㊣ ㊣㊣㊣㊣—————㊣—————㊣
.

…
㊣———㊣———㊣

bx xA
x

c

           （1-19） 

顺便指出： 

（1）当矩阵 A 具有式（1-19）的形式时，称为友矩阵。友矩阵的特点是，主对角线上

方的元素均为 1，最后一行的元素为特征多项式系数的负值，而其余元素均为零。 

（2）形如式（1-19）的状态空间表达式，称为能控标准Ⅰ型。这里，能控标准Ⅰ型的

特点是，A 为友矩阵；矢量 b 最后一个元素为 1，其余元素均为 0。关于能控标准型，详见

第 3 章。 
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2.能观标准Ⅰ型 

若将图 1-13 中的输出 y 前面的 b0 移至加法器前面，则该模拟结构图对应的传递函数是

不变的。此时，系统的状态方程为 

1 2

2 3

1

0 1 1 2 2 1 1 0

n n

n n n n n

x x

x x

x x

x a x a x a x a x b u
-

- - -

=
=

=

= - - - - - +

.

.

…

.

. …

 

输出方程为 

1y x=  

表示成矩阵形式为 

︸

[ ]

1 1

2 2

1 1

0 1 2 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

1 0 0 0

n n

n n n

x x

x x

u

x x

x a a a a x b

y

- -

-

㊣「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
|| | | | | | | |
|| | | | | | | |
|| | | | | | | |= +
|| | | | | | | |
|| | | | | | | |㊣| | | | | | | |- - - -└ 」 └ 」 └ 」 └ 」|
|
|
=|

|
㊣

. …

. …

… … … … … … … …

. …

. …
㊣㊣㊣ ㊣㊣㊣㊣—————㊣—————㊣
.

…
㊣———㊣———㊣

x x bA
x

c

           （1-20） 

顺便指出，形如式（1-20）的状态空间表达式，称为能观标准Ⅰ型。这里，能观标准

Ⅰ型的特点是，A 为友矩阵，矢量 c 第一个元素为 1，其余元素均为 0。关于能观标准型，详

见第 3 章。 

【例 1-6】  系统的输入-输出微分方程为 

9 23 15 6y y y y u+ + + =... .. .  

列写其状态方程和输出方程。 

解   

1）能控标准Ⅰ型 
选 / 6y 、 / 6y. 、 / 6y.. 为状态变量，即 

1 6

y
x = ， 2 6

y
x =

.
， 3 6

y
x =
..

 

可得 

1 2

2 3

3 1 2 3

6

6

15 23 9
6

y
x x

y
x x

y
x x x x u

= =

= =

= = - - - +

.
.

..
.

...
.
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写成矩阵方程 

1 1

2 2

3 3

0 1 0 0

0 0 1 0

15 23 9 1

x x

x x u

x x

「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |= +| | | || | | |
| | | || | | |- - -└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

 

输出为 

[ ]
1

1 2

3

6 6 0 0

x

y x x

x

「 ┐
| |= = | |
| |└ 」

 

2）能观标准Ⅰ型 
选 y 、 y.、 y..为状态变量，即 

1 2 3， ，x y x y x y= = =. ..  

可得 

1 2

2 3

3 1 2 315 23 9 6

x x

x x

x x x x u

=
=
= - - - +

.

.

.

 

写成矩阵方程 

1 1

2 2

3 3

0 1 0 0

0 0 1 0

15 23 9 6

x x

x x u

x x

「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |= +| | | || | | |
| | | || | | |- - -└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

 

输出为 

[ ]
1

1 2

3

1 0 0

x

y x x

x

「 ┐
| |= = | |
| |└ 」

 

1.4.2  传递函数中有零点时的实现 

此时，系统的微分方程为 
1 1

1 1 0 1 1 0
n n m m

n m my a y a y a y b u b u b u b u- -
- -+ + + + = + + + +. .… …      （1-21a） 

相应地，系统传递函数为 
1

1 1 0
1

1 1 0

（ ）
m m

m m
n n

n

b s b s b s b
W s

s a s a s a

-
-
-

-

+ + + +
=

+ + + +
…

…
，m n≤                （1-21b） 

这种包含输入函数导数情况下的实现问题，与上述实现的不同点主要在于选取合适的

结构使得状态方程中不包含输入函数的导数项，否则将给求解和物理实现带来麻烦。 

为了说明方便，又不失一般性，这里先从三阶微分方程出发，找出其实现规律，然后

推广到 n 阶系统。 

设待实现的系统传递函数为 



第 1 章  控制系统的状态空间表达式 

 21 

3 2
3 2 1 0
3 2

2 1 0

（ ）
（ ）

（ ）

b s b s b s bY s
W s

U s s a s a s a

+ + +
= =

+ + +
， 3n m= =                （1-22） 

1.能控标准Ⅰ型 

因为 n m= ，式（1-22）可变换为 
2

2 2 3 1 1 3 0 0 3
3 3 2

2 1 0

（ ） （ ） （ ）
（ ）

b a b s b a b s b a b
W s b

s a s a s a

- + - + -
= +

+ + +
 

令 

1 3 2
2 1 0

1
（ ） （ ）Y s U s

s a s a s a
=
+ + +

 

则 
2

3 1 2 2 3 1 1 3 0 0 3（ ） （ ） （ ）[（ ） （ ） （ ）]Y s b U s Y s b a b s b a b s b a b= + - + - + -  

对上式求拉普拉斯反变换，可得 

3 2 2 3 1 1 1 3 1 0 0 3 1（ ） （ ） （ ）y b u b a b y b a b y b a b y= + - + - + -.. .  

据此可得系统模拟结构图，如图 1-14 所示。 

 

图 1-14  系统模拟结构图 

每个积分器的输出为一个状态变量，可得系统状态空间表达式为 

1 2

2 3

3 0 1 1 2 2 3

3 2 2 3 3 1 1 3 2 0 0 3 1（ ） （ ） （ ）

x x

x x

x a x a x a x u

y b u b a b x b a b x b a b x

=
=
= - - - +
= + - + - + -

.

.

.
 

或表示为 

[ ]

1 1

2 2

3 0 1 2 3

1

0 0 3 1 1 3 2 2 3 2 3

3

0 1 0 0

0 0 1 0

1

（ ） （ ） （ ）

x x

x x u

x a a a x

x

y b a b b a b b a b x b u

x

㊣「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
|| | | | | | | |= +|| | | | | | | |
|| | | | | | | |- - - └ 」|└ 」 └ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = - - - +| ||
| || └ 」㊣

.

.

.
         （1-23） 
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推广到 n 阶系统（m n= ），式（1-22）的能控标准Ⅰ型实现，可以为 

[ ]

1 1

2 2

1 1

0 1 2 1

1

2

0 0 1 1 2 2 1 1

1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

1

（ ） （ ） （ ） （ ）

n n

n n n

n n n n n n n n

n

n

x x

x x

u

x x

x a a a a x

x

x

y b a b b a b b a b b a b

x

x

- -

-

- - - -

-

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |= +
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |- - - - └ 」└ 」 └ 」 └ 」

「 ┐
|
|
|= - - - -
|
|
|└

. …

. …

… … … … … … … …

. …

. …

… … nb u

㊣
|
|
|
|
|
||
㊣
|

||
||
| +|
||
||
|| 」㊣

 （1-24） 

它的状态方程与式（1-19）是相同的，所不同的只是输出方程。注意到这个差别，就

很容易根据式（1-24），由传递函数中分子分母多项式的系数，写出系统的状态空间表达式。

对于式（1-24），若m n＜ ，则至少 0nb = ，于是， [ ]0 1 1nb b b -=c … ， 0d = 。 

2.能观标准Ⅰ型 

前面已经提到，实现是非唯一的。仍以三阶系统出发，以式（1-22）的传递函数为例，

图 1-15 与图 1-14 相比，从输入-输出的关系看，二者是完全等效的。从图 1-15 可以看出，

输入函数的各阶导数
d

d

u

t
，

2

2

d

d

u

t
，

3

3

d

d

u

t
作适当的等效移动，可以用图 1-16（a）表示，只要

β0，β1，β2，β3 系数选择适当，从系统的输入-输出看，二者是完全等效的。将综合点等效

地移到前面，得到等效模拟结构图如图 1-16（b）所示。 

 

图 1-15  系统模拟结构图 

从图 1-16（b）容易求得其对应的传递函数为 

3 2 2
3 2 1 0 2 2 1 1 2 0

3 2
2 1 0

3 2
3 2 3 2 1 3 2 2 1 0 3 1 2 2 1 0

3 2
2 1 0

（ ） （ ） （ ）
（ ）

（ ） （ ） （ ）

s a s a s a s a s a s a
W s

s a s a s a

s a s a a s a a a

s a s a s a

β β β β

β β β β β β β β β β

+ + + + + + + + +
=

+ + +

+ + + + + + + + +
=

+ + +

   （1-25） 
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图 1-16  系统模拟结构图 

为求得 βi，令式（1-25）与式（1-22）相等，通过对 s 多项式系数的比较，得 

3 3

2 3 2 2

1 3 2 2 1 1

0 3 1 2 2 1 0 0

b

a b

a a b

a a a b

β
β β
β β β
β β β β

=
+ =
+ + =
+ + + =

 

故得 

3 3

2 2 2 3

1 1 1 3 2 2

0 0 0 3 1 2 2 1

b

b a

b a a

b a a a

β
β β
β β β
β β β β

=㊣
| = -|
㊣ = - -|
| = - - -㊣

                   （1-26） 

为便于记忆，可将式（1-26）写成式（1-27）的形式，即 

3 3

2 2 2

1 2 1 1

0 1 2 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0

1

b

a b

a a b

a a a b

β
β
β
β

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
| | | | | |
| | | | | |=
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |└ 」 └ 」 └ 」

                   （1-27） 

将图 1-16（a）的每个积分器输出选作状态变量，得到这种结构下的状态空间表达式为 
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1 2 2

2 3 1

3 0 1 1 2 2 3 0

1 3

x x u

x x u

x a x a x a x u

y x u

β
β

β
β

= +
= +
= - - - +
= +

.

.

.
 

即 

[ ]

1 1 2

2 2 1

3 0 1 2 3 0

1

2 3

3

0 1 0

0 0 1

1 0 0

x x

x x u

x a a a x

x

y x u

x

β
β
β

β

㊣「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
|| | | | | | | |= +|| | | | | | | |
|| | | | | | | |- - -|└ 」 └ 」 └ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = +| ||
| || └ 」㊣

.

.

.
                 （1-28） 

扩展到 n 阶系统，其状态空间表达式为 

[ ]

1 1 1

2 2 2

1 1 1

0 1 2 1 0

1

2

1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

n

n

n n

n n n

n

n

n

x x

x x

u

x x

x a a a a x

x

x

y u

x

x

β
β

β
β

β

-

-

- -

-

-

㊣「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
|| | | | | | | |
|| | | | | | | |
|| | | | | | | |= +
|| | | | | | | |
|| | | | | | | |
|| | | | | | | |- - - -|└ 」 └ 」 └ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| ||
| ||
| |= +|
| ||
| ||
| || └ 」㊣

. …

. …

… … … … … … … …

. …

. …

… …

          （1-29） 

式中 

∑
-

=
---

-----

---

-=----=

--=
-=

=

1

0
01111000

11222

111

n

i
ininnn

nnnnnn

nnnn

nn

abaaab

aab

ab

b

βββββ

βββ
ββ

β

…

…
            （1-30a） 

或记为 

1 1 1

2 1 2 2

0 1 1 0 0

1

1 0

1

1

n n

n n n

n n n n

n

b

a b

a a b

a a a b

β
β
β

β

- - -

- - - -

-

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |=
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |└ 」 └ 」 └ 」

… … … … … …

…

                （1-30b） 

【例 1-7】  已知系统的输入-输出微分方程为 
9 23 15 3 6y y y y u u+ + + = +... .. . .  

试列写其状态空间表达式。 
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解  由微分方程系数知 

2 9a = ， 1 23a = ， 0 15a = ， 3 0b = ， 2 0b = ， 1 3b = ， 0 6b =  

1）能控标准Ⅰ型 

根据式（1-24）直接写出状态方程和输出方程为 

[ ]

1 1

2 2

3 3

1

2

3

0 1 0 0

0 0 1 0

15 23 9 1

6 3 0

x x

x x u

x x

x

y x

x

㊣「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
|| | | || | | |= +|| | | || | | |
|| | | || | | |- - -└ 」 └ 」|└ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = | ||
| || └ 」㊣

.

.

.
 

2）能观标准Ⅰ型 

首先根据式（1-30）的计算公式求出 

3 3

2 2 2 3

1 1 1 3 2 2 1

0 0 0 3 1 2 2 1 0 2 1

0

0

3

21

b

b a

b a a b

b a a a b a

β
β β
β β β
β β β β β

= =
= - =
= - - = =
= - - - = - = -

 

按式（1-29）直接写出状态方程和输出方程分别为 

[ ]

1 1

2 2

3 3

1

2

3

0 1 0 0

0 0 1 3

15 23 9 21

1 0 0

x x

x x u

x x

x

y x

x

㊣「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
|| | | || | | |= +|| | | || | | |
|| | | || | | |- - - -└ 」 └ 」|└ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = | ||
| || └ 」㊣

.

.

.
 

值得注意的是，这两种方法所选择的状态变量是不同的。这一点可以从它们的模拟结

构图（图 1-14 和图 1-16（a））中很清楚地看到。 

1.5  状态矢量的线性变换（坐标变换） 

1.5.1  状态空间表达式的非唯一性 

对于一个给定的定常系统，可以选取许多种状态变量，相应地有许多种状态空间表达

式描述同一系统，也就是说系统可以有多种结构形式。所选取的状态矢量之间，实际上是

一种矢量的线性变换（或称坐标变换）。 

设给定系统为 
= +㊣

㊣ = +㊣

.x Ax Bu

y Cx Du
， 0（0） =x x                     （1-31） 
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总可以找到任意一个非奇异矩阵 T，将原状态矢量 x 作线性变换，得到另一状态矢量 z ，

设变换关系为 

=x Tz  

即 
1-=z T x  

有 
1 1 1 1（ ）- - - -= = + = +z T x T Ax Bu T ATz T Bu..  

得到新的状态空间表达式为 
1 1- -㊣ = +|

㊣
= +|㊣

.z T ATz T Bu

y CTz Du
， 1 1

0（0） （0）- -= =z T x T x             （1-32） 

很明显，由于 T 为任意非奇异矩阵，故状态空间表达式为非唯一的。通常称 T 为变换矩阵。 

顺便指出，如果两个状态空间描述之间存在式（1-31）和式（1-32）的关系，则称它

们是代数等价的，即它们具有相同的一些代数特性。同一系统采用不同的状态变量所导出

的两个状态描述之间，必然是代数等价的。 

以例 1-7 求得的两个状态空间表达式为例，已知系统的状态空间表达式为 

[ ]

0 1 0 0

0 0 1 0

15 23 9 1

6 3 0

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= +| | | | |㊣ | | | |- - -└ 」 └ 」|
| =㊣

x x

x

.
 

若取变换矩阵

9 7 1
1

15 14 2
9

30 31 4

「 ┐
| |= - - -| |
| |└ 」

T ，求得 1

6 3 0
adj

0 6 3

45 69 21

-
「 ┐
| |= = | |
| |- - -└ 」

T
T

T
，则变换后

的状态空间表达式为 

[ ]

1 1

0 1 0 0

0 0 1 3

15 23 9 21

1 0 0

u u

y

- -

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= + = +| | | | |㊣ | | | |- - - -└ 」 └ 」|
| = =㊣

z T ATz T b z

CTz z

.
 

【例 1-8】  某系统状态空间表达式为 

[ ]

0 2 2

1 3 0

0 3

u

y

㊣ -「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |-└ 」 └ 」㊣

| =㊣

x x

x

.
，

1
（0）

1

「 ┐
= | |
└ 」

x                   （1-33） 

（1）若取变换矩阵 1

6 2

2 0

「 ┐
= | |
└ 」

T ，即 1
1

0 11

1 32
- 「 ┐
= | |-└ 」

T ，则变换后的状态矢量为 

1
1

0 11

1 32
- 「 ┐

= = | |-└ 」
z T x x  
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即 

1 2

2 1 2

1

2
1 3

2 2

z x

z x x

=

= -
 

则新的状态变量 1z 、 2z 是原状态变量 1x 、 2x 的线性组合。 

在这个状态变量下，变换后的状态空间表达式为 

[ ] [ ]

1 1
1 1 1

1

1
1

0 1 0 2 6 2 0 1 21 1

1 3 1 3 2 0 1 3 02 2

0 1 0

2 3 1

6 2
0 3 6 0

2 0

1
0 1 11

（0） （0） 2
1 3 12

1

u u

u

- -

-

㊣ -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= + = +| | | | | | | | | | |- - -└ 」 └ 」 └ 」 └ 」 └ 」|

| 「 ┐ 「 ┐| = +| | | |- -| └ 」 └ 」|
㊣ 「 ┐

= = =| | |
└ 」|

| 「 ┐| 「 ┐ 「 ┐ | |= = =| | | | | | |-└ 」 └ 」| -| |└ 」㊣

.z T AT z T b z

z

y cT z z z

z T x

  （1-34） 

（2）若取变换矩阵 2

2 1

1 1

「 ┐
= | |
└ 」

T ，即 1
2

1 1

1 2
- -「 ┐
= | |-└ 」

T ，则变换后的状态矢量为 

1
2

1 1

1 2
- -「 ┐

= = | |-└ 」
z T x x～  

在这样一组状态矢量情况下，得到系统的另一种状态空间表达式，见式（1-35），它的

系统矩阵是对角线型的，因此是一种并联实现。 

[ ] [ ]

1
2

1 1 0 2 2 1 1 1 2

1 2 1 3 1 1 1 2 0

1 0 2

0 2 2

2 1
0 3 3 3

1 1

1 1 1 0
（0） （0）

1 2 1 1

u

u

-

㊣ - - -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= +| | | | | | | | | | |- - -└ 」 └ 」 └ 」 └ 」 └ 」|

| -「 ┐ 「 ┐| = +| | | |- -|| └ 」 └ 」
㊣

「 ┐| = =| || └ 」|
| -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐

= = =| | | | | | |-| └ 」 └ 」 └ 」㊣

.～ ～

～

～ ～

～

z z

z

y z z

z T x

          （1-35） 

（3）若欲将式（1-35）的控制列阵 b 从
2

2

「 ┐
| |-└ 」

变换成
1

1

「 ┐
| |
└ 」

的形式，则需再行寻求变换矩

阵 T3。考虑到
2 0 1 2

0 2 1 2

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
=| | | | | |- -└ 」 └ 」 └ 」

，故可选 3

2 0

0 2

「 ┐
= | |-└ 」

T ；此时， 1
3

1
0

2
1

0
2

-

「 ┐
| |
= | |
| |-| |└ 」

T ，则 
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1
3

1
0

2
1

0
2

-

「 ┐
| |

= = | |
| |-| |└ 」

z T z z～～ ～ ～  

可得 

[ ] [ ]

1 1
3 3 3

3

1
3

1 0 2 1 0 1

0 2 2 0 2 1

3 3 6 6

0
（0） （0） 1

2

u u- -

-

㊣ - -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐| = + = +| | | | | | | |- -| └ 」 └ 」 └ 」 └ 」
|

= = -|
㊣
|

「 ┐|
| || = =
| |-| | |└ 」㊣

.～ ～ ～～ ～ ～

～ ～～ ～

～～ ～

z T T z T z

y T z z

z T z

      （1-36） 

1.5.2  特征值及特征矢量 

1.特征值 

系统 
= +㊣

㊣ = +㊣

.x Ax Bu

y Cx Du
 

系统特征值就是系统矩阵 A 的特征值，也即特征方程 

0λ - =I A                             （1-37） 

的根。 nn× 方阵 A 有 n 个特征值；实际物理系统中，A 为实数方阵，故特征值或为实数，

或为成对共轭复数；如 A 为实数对称方阵，则其特征值都是实数。 

2.特征值的不变性 

同一系统，经非奇异变换后，得 

1 1- -㊣ = +|
㊣
= +|㊣

.z T ATz T Bu

y CTz Du
 

其特征方程为 
1 0λ -- =I T AT                         （1-38） 

式（1-37）与式（1-38）形式虽不同，但实际是相等的，即系统的非奇异变换，其特

征值是不变的。可以证明如下： 

1 1 1 1 1

1 1

1

（ ）

λ λ λ

λ λ

λ λ

- - - - -

- -

-

- = - = -

= - = -

= - = -

I T AT T T T AT T T T AT

T I A T T I A T

T T I A I A
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由于状态变量的选择带有人为的性质，而系统的特性具有客观性，因此，系统在坐标

变换下的不变量反映了其固有的特性。特征值在坐标变换下保持不变，反映了系统的稳定

性这一固有特性。 

将特征方程写成多项式形式 1
1 1 0 0n n

na a aλ λ λ λ-
-- = + + + + =…I A 。由于特征值全由

特征多项式的系数 1na - ， 2na - ，… ， 1a ， 0a 唯一地确定，而特征值经非奇异变换是不变的，那么，

这些系数 1na - ， 2na - ，… ， 1a ， 0a 也是不变的。 

3.特征矢量 

一个 n 维矢量 pi 经过以 A 作为变换阵的变换，得到一个新的矢量 ip～ ，即 

i i=p Ap～  

如果此 i i iλ=p p～ ，即矢量 pi 经 A 线性变换后，方向不变，仅长度变化 λi倍（λi为标量，它

是变换阵 A 的特征值），则称 pi 为 A 的对应于 λi 的特征矢量，此时有 i i iλ=Ap p ，即

（ ） 0I A pλ - =i i 。 

【例 1-9】  试求 
2 1 1

0 1 0

0 2 1

- -「 ┐
| |= -| |
| |└ 」

A  

的特征矢量。 

解  A 的特征方程为 
2 1 1

0 1 0 （ 2）（ 1）（ 1） 0

0 2 1

I A

λ
λ λ λ λ λ

λ

-
- = + = - + - =

- -
 

由此得特征值为 

1 2λ = ， 2 1λ = - ， 3 1λ =  

（1）对应于 1 2λ = 的特征矢量 p1，设

11

1 21

31

p

p

p

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

p ，按定义 

1 1 1λ=Ap p  

则有 

11 11

21 21

31 31

2 1 1

0 1 0 2

0 2 1

p p

p p

p p

- - 「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | || |- =| | | || |
| | | || |└ 」 └ 」 └ 」

 

即 

21 31

21

21 31

0

3 0

2 0

p p

p

p p

+ =
=

- =
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解得 

21 0p = ， 31 0p =  

取基本解 

1

1

0

0

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

p  

（2）同理，可以算出对应于 1λ = - 时的特征矢量为 

2

0

1

1

「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

p  

对应于 1λ = 时的特征矢量为 

3

1

0

1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

p  

1.5.3  约旦标准型 

系统矩阵 A 的特征值是表征系统的动力学特性的重要参量。系统的状态方程可通过适

当的线性非奇异变换而化为由特征值表征的标准型。并且，当特征值两两相异（无重根）

时，标准型具有对角线标准型的形式；而特征值非互异（有重根）时，标准型将为约旦标

准型（也称约当标准型）。在后面的章节中将可看到，这种以特征值表征的标准型状态方程，

对于分析系统的结构特性是非常直观的。 

这里的问题是将 
= +㊣

㊣ =㊣

.x Ax Bu

y Cx
                         （1-39） 

变换为 
1-㊣ = +|

㊣
=|㊣

.z Jz T Bu

y CTz
                        （1-40） 

根据系统矩阵 A，求其特征值，可以直接写出系统的约旦标准型矩阵 J 如下： 

（1）无重根时，一般为 

1

2

0

 

0
n

λ
λ

λ

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

J Λ
…

 

此时，称为对角线标准型。 

（2）有重根时（q1 个重根λ1，q2 个重根λ2），一般为 
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1 2

1 2

1

1

1

2

2

2

1

2

1 0

1
0

0
1 0

1
0

0
0

0

q q

q q

n

λ
λ

λ
λ
λ

λ

λ

λ

λ

+ +

+ +

「 ┐
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |=
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| || |└ 」

J

…

…

…

…

…

 

而要得到变换的控制矩阵 1-T B 和输出矩阵 CT，则必须求出变换矩阵 T。下面根据系

统矩阵 A 的形式及有无重根的情况，分别介绍几种求 T 的方法。 

1.系统矩阵 A为任意形式 

1）特征值无重根时 

设λi（ 1，2， ，i n= … ）是 A 的 n 个互异特征根，求出λi 的特征矢量 pi，则变换矩阵由 A

的特征矢量 p1， p2， … ， pn 构成，即 

1 2[ ]n=T p p p…                       （1-41） 

证明如下： 
（1）由于特征值 1 2， ， ， nλ λ λ… 互异，故特征矢量 1 2， ， ， np p p… 线性无关，从而由它们构

成的矩阵 1 2[ ， ， ， ]n=T p p p… 必为非奇异，即 1-T 存在，坐标变换后可得到 

1 1- -= +
=

z T ATz T Bu

y CTz

.
 

（2）如果变换矩阵 

1 2[ ]n=T p p p…  

两边左乘 A，有 

1 2[ ]n=AT A p p p…  

由特征矢量的定义 

i i iλ=Ap p ， 1，2， ，i n= …  
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有 

[ ]

[ ]

1 1 2 2

1

2
1 2

1

2

0

0

0

0

n n

n

n

n

λ λ λ
λ
λ

λ

λ
λ

λ

=

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

AT p p p

p p p

T

…

…
…

…

 

上式两边左乘 1-T ，得 

1

21

0

0
n

λ
λ

λ

-

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

T AT
…

                   （1-42） 

从而证明了式（1-42）中系统矩阵 1-T AT 是对角阵。 

【例 1-10】  试将下列状态方程变换为对角线标准型 

[ ]

0 1 1 1

6 11 6 0

6 11 5 0

0 1 0

u

y

㊣ -「 ┐ 「 ┐
| | | | |= - - +| | | | |㊣ | | | |- -└ 」 └ 」|
| =㊣

x x

x

.
 

解  首先求出矩阵 A 的特征值，其特征方程为 

3 2

1 1

6 11 6 6 11 6 0

6 11 5

λ
λ λ λ λ λ

λ

-
- = + - = + + + =

-
I A  

与例 1-9 不同，本例需要解三次代数方程。若该方程有整数根，则是常数项的约数。

对于本例而言，常数项的约数有 1± 、 2± 、 3± 、 6± ，考虑到不能取正根，将这四个负数依

次代入（或利用综合除法），最后得到方程的根为 

1 1λ = - ， 2 2λ = - ， 3 3λ = -  

注意：矩阵 A 的迹（主对角线元素之和）等于矩阵 A 的特征值之和，即
1

tr
n

i
i

λ
=

= ∑A ；

同时，又有 1tr 6na -= - = -A 。 

可算出对应于各特征值的特征矢量为 

1

1

0

1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

p ， 2

1

2

4

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

p ， 3

1

6

9

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

p  
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进而构成变换矩阵 T 并计算得 1-T ，即 

[ ]1 2 3

1 1 1

0 2 6

1 4 9

「 ┐
| |= = | |
| |└ 」

T p p p  

1

6 5 4
56 8 6 3 2
22 3 2adj

3 4 3
2

3
1 1

2

-

- -「 ┐
| | 「 ┐- -| | | |
| |- - | |└ 」= = = - -| |- | |

-| |
| |└ 」

T
T

T
 

则变换后各有关矩阵分别为 

1
1

2

3

0 1 0

2

0 0 3

λ
λ
λ

-

-「 ┐ 「 ┐
| | | |= = = -| | | |
| | | |-└ 」└ 」

Λ T AT  

1

5
3 2 1 32
3 4 3 0 3

3 0 1
1 1

2

-

「 ┐-| | 「 ┐ 「 ┐
| | | | | |= - - = -| | | | | |
| | | | | |└ 」 └ 」-| |
| |└ 」

T b  

[ ] [ ]
1 1 1

0 1 0 0 2 6 0 2 6

1 4 9

「 ┐
| |= =| |
| |└ 」

cT  

于是变换后的状态空间表达式为 

[ ]

1 1

2 2

3 3

1

2

3

1 0 0 3

0 2 0 3

0 0 3 1

0 2 6

z z

z z u

z z

z

y z

z

㊣ -「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
|| | | || | | |= - + -|| | | || | | |
|| | | || | | |-└ 」 └ 」|└ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = | ||
| || └ 」㊣

.

.

.
 

可见，在对角线标准型下，各个状态变量间实现了完全解耦，可表示成为 n 个独立的

状态变量方程。 

2）系统矩阵 A 的特征值有重根时 
设 A 的特征值有 q 个λ1重根，其余 n q- 个根为互异根，现不加证明地引出变换矩阵 T

的计算公式如下： 

1 2 1[ ]q q n+=T p p p p p… …                （1-43） 

式中， 1， ，q n+p p… 是对应于 n q- 个单根的特征矢量，求法同前。对于 q 个λ1重根的各矢量

1， ， qp p… ，应根据下式计算： 
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1 1 1

1 2 2 1

1 1

0

q q q

λ
λ

λ -

- =㊣
| - = -|
㊣
|
| - = -㊣

…

p Ap

p Ap p

p Ap p

                    （1-44a） 

或 

1 1

2
1 2

1

（ ） 0

（ ） 0

（ ） 0q
q

λ

λ

λ

- =㊣
|

- =|
㊣
|
| - =㊣

…

I A p

I A p

I A p

                     （1-44b） 

显然，p1 仍为λ1 对应的特征矢量，其余 2 ， ， qp p… 则称为广义特征矢量。 

【例 1-11】  试将下列状态空间表达式化为约旦标准型。 

[ ]

0 1 0 0

0 0 1 0

2 3 0 1

1 0 0

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= +| | | | |㊣ | | | |└ 」 └ 」|
| =㊣

.x x

x

 

解  先求出系统矩阵 A 的特征值，其特征方程为 

3

1 0

0 1 3 2 0

2 3

λ

λ

λ

λ λ λ
-

- = - = - - =
- -

I A  

得                              

1，2 1λ = - ， 3 2λ =  

对应于 1 1λ = - 的特征矢量 p1 可按式（1-38）求得 

11 11

21 21

31 31

0 1 0

0 0 1

2 3 0

p p

p p

p p

「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | || | = -| | | || |
| | | || |└ 」 └ 」 └ 」

 

解得 

11

1 21

31

1

1

1

p

p

p

「 ┐ 「 ┐
| | | |= = -| | | |
| | | |└ 」└ 」

p  

再求对应于 1 1λ = - 的另一广义特征矢量 p2，即 

1 2 2 1λ - = -p Ap p  

12 12

22 22

32 32

0 1 0 1

0 0 1 1

2 3 0 1

p p

p p

p p

「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |- - = - -| | | || | | |
| | | || | | |└ 」 └ 」└ 」 └ 」

 

解得 
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2

1

0

1

「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

p  

最后确定对应于 3 2λ = 的特征矢量 p3，即 

3 3 3λ =p Ap  

可得 

3

1

2

4

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

p  

于是变换矩阵 

[ ]1 2 3

1 1 1

1 0 2

1 1 4

「 ┐
| |= = -| |
| |-└ 」

T p p p  

从而可得 

1

2 5 2
1

6 3 3
9

1 2 1

-

-「 ┐
| |= -| |
| |└ 」

T  

这样可计算出变换后各矩阵分别为 

1

1 1

1

2

-

-「 ┐
| |-= = | |
| |└ 」

J T AT  

1

2
1

3
9

1

-
「 ┐
| |= -| |
| |└ 」

T b  

[ ]1 1 1=cT  

可见，当系统矩阵 A 的特征值有重根时，通常不可能通过变换实现状态变量间的完全

解耦，约旦标准型是可能达到的最简耦合形式。在这种标准型下，每一个状态变量的方程

只多与下一序号的状态变量构成耦合。 
顺便指出，以本例题中 1 1λ = - 为例，为二重根，故其代数重数 1 2σ = ；几何重数

1 1rank（ ） 3 2 1a n λ= - - = - =I A ，几何重数表示约旦小块的个数。当某一重根的几何重数等

于代数重数时，则表现为对角线标准型。也就是说，只有重特征值对应的独立特征矢量的

个数等于它的代数重数时，系统矩阵 A 才能化为对角线标准型。例如： 
1 0 1

0 1 0

0 0 2

-「 ┐
| |= | |
| |└ 」

A  

其特征值为 

1，2 1λ = ， 3 2λ =  
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可以求出 
1 0 1

0 1 0

0 0 1

-「 ┐
| |= | |
| |└ 」

T  

和 

1

1 0 1

0 1 0

0 0 1

-
「 ┐
| |= | |
| |└ 」

T  

则 

1
1

2

3

0 1 0

1

0 0 2

λ
λ
λ

-
「 ┐ 「 ┐
| | | |= = =| | | |
| | | |└ 」└ 」

J T AT  

此时，几何重数等于代数重数。 

2.系统矩阵 A为友矩阵 

系统矩阵 A 为友矩阵时，即 

0 1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

na a a a -

「 ┐
| |
| |
| |=
| |
| |
| |- - - -└ 」

A

…

…

… … … … …

…

…

 

（1）A 的特征值无重根时，其变换矩阵是一个范德蒙德（Ⅴandermonde）矩阵，为 

1 2

2 2 2
1 2

1 1 1
1 2

1 1 1

n

n

n n n
n

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ- - -

「 ┐
| |
| |
| |=
| |
| |
| |
| |└ 」

T

…

…

…

… … …

…

                    （1-45） 

如 
0 1 0

0 0 1

6 11 6

「 ┐
| |= | |
| |- - -└ 」

A  

的特征值为 

1 1λ = - ， 2 2λ = - ， 3 3λ = -  

其变换矩阵为 

1 2 3

2 2 2
1 2 3

1 1 1 1 1 1

1 2 3

1 4 9

λ λ λ

λ λ λ

「 ┐ 「 ┐
| | | |= = - - -| | | |
| | | |└ 」└ 」

T  
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有 

1
1

2

3

0 1 0

2

0 0 3

λ
λ
λ

-

-「 ┐ 「 ┐
| | | |= = = -| | | |
| | | |-└ 」└ 」

Λ T AT  

（2）A 的特征值有重根时，以有λ1 的三重根为例，即 

1 4

2 2 2
1 1 4

3 2 3 3
1 1 1 4

2
1 1 1 1 1

1 1 1 42
1

1 0 0 1 1

1 0

2 1

3 3

d 1 d

d 2！ d

n

n

n

n n n n n
n

λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ
λ λ

- - - - -

「 ┐
| |
| |
| |
| |
= | |
| |
| |
| |
| |
| |└ 」

T

…

…

…

…

… … … … …

…

           （1-46） 

【例 1-12】  试将下列状态空间表达式化为约旦标准型。 

[ ]

0 1 0 0

0 0 1 0

2 3 0 1

1 0 0

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= +| | | | |㊣ | | | |└ 」 └ 」|
| =㊣

.x x

x

 

解  A 的特征值为 

1，2 1λ = - ， 3 2λ =  

其变换矩阵为 

1 3

2 2
1 1 3

1 0 1 1 0 1

1 1 1 2

1 2 42

λ λ

λ λ λ

「 ┐ 「 ┐
| | | |= = -| | | |
| | | |-└ 」└ 」

T  

从而可计算得 

1

8 2 1
1

6 3 3
9

1 2 1

-

- -「 ┐
| |= -| |
| |└ 」

T  

这样可计算出变换后各矩阵分别为 

1

1 1
0

0 1

0 2

-

-「 ┐
| |-= = | |
| |└ 」

J T AT  

1

1
1

3
9

1

-

-「 ┐
| |= -| |
| |└ 」

T b  

[ ]1 0 1=cT  
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3.模态标准型 

当系统矩阵 A 的特征值出现共轭复数时，化为对角标准型，计算特征矢量将出现复数

矢量，结果 1-T AT 、 1-T B 、 cT 也是复数矩阵。同样，模拟结构图也会出现复数。复数信

号的物理意义不清晰，因此，当有共轭复根时，可化为模态标准型。 
如果系统矩阵 A 是二阶矩阵，且有共轭复数特征值 1 2j ， jλ σ ω λ σ ω= + = - ，则 A 通

过非奇异变换后得到的模态标准型为 

1 σ ω
ω σ

- 「 ┐
= | |-└ 」

T AT  

T 是对应λ1（或λ2）的特征矢量的实部和虚部为列矢量构成的矩阵。 
证明如下。设对应 1 jλ σ ω= + 的特征矢量为 1 jp = +α β ，其中，p1 是二维复数矢量，

，α β 都是二维实数矢量，根据特征值的定义有 

1 1 1λ =p Ap  

即 
（ j ）（ j ） （ j ）Aσ ω+ + = +α β α β  

令实部、虚部分别相等，即 
A

A

σ ω
ω σ
- =㊣

㊣ + =㊣

α β α
α β β

 

写成一个矩阵方程，即 

[ ] [ ]A
σ ω
ω σ
「 ┐

=| |-└ 」
α β α β  

则 

[ ]T = α β  

有 

1 σ ω
ω σ

- 「 ┐
= | |-└ 」

T AT  

T 是对应λ1的特征矢量的实部和虚部为列矢量构成的矩阵。 

【例 1-13】  将系统矩阵
0 1

2 2

「 ┐
= | |- -└ 」

A 变换为约旦标准型和模态标准型。 

解  特征值为共轭复数对 

1 1 jλ = - + ， 2 1 jλ = - -  

对应的特征矢量 

1

1

1 j

「 ┐
= | |- +└ 」

p ， 2

1

1 j

「 ┐
= | |- -└ 」

p  

变换矩阵为 

[ ]1 2

1 1

1 j 1 j

「 ┐
= = | |- + - -└ 」

T p p  
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1 1 j j1

1 j j2
- - -「 ┐
= | |+└ 」

T  

约旦标准型为 

1 1 j 0

0 1 j
- - +「 ┐

= | |- -└ 」
T AT  

为避免在系统矩阵中出现复数，应化成模态标准型。 

1

1 1 0
j

1 j 1 1

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= = +| | | | | |- + -└ 」 └ 」 └ 」

p  

则 
1 0

1 1

「 ┐
= | |-└ 」

T ， 1 1 0

1 1
- 「 ┐
= | |
└ 」

T  

模态标准型为 

1 1 1

1 1
- -「 ┐

= | |- -└ 」
T AT  

当

0 1 2 3

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

a a a a

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
- - - -| |└ 」

A 时，系统的特征根为 

1，2 jλ σ ω= ± ， 3 4λ λ≠  

有                                 

1 1 1λ =p Ap  

设 

11

21
1

31

41

p

p

p

p

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

p  

有 

11 21

21 31

31 41

（ j ）

（ j ）

（ j ）

σ ω
σ ω
σ ω

+ =
+ =
+ =

p p

p p

p p

 

最后一个方程根据凯莱-哈密尔顿定理自然成立。凯莱-哈密尔顿定理将在后面介绍。 
取 11 1p = ，得 

11

21

2 2 2
31

3 3 2 2 3
41

1

j

（ j ） j2

（ j ） （ 3 ） j（3 ）

σ ω

σ ω σ ω σω

σ ω σ σω σ ω ω

=
= +

= + = - +

= + = - + -

p

p

p

p
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1 2 2

2 33 2

1 0

j
2

33

σ ω
σωσ ω

σ ω ωσ σω

「 ┐ 「 ┐
| | | |
| | | |= +| | | |-
| | | |

-| || |- └ 」└ 」

p  

即 

3 4

2 2 2 2
3 4

3 2 2 3 3 3
3 4

1 0 1 1

2

3 3

σ ω λ λ

σ ω σω λ λ

σ σω σ ω ω λ λ

「 ┐
| |
| |= | |-
| |
| |- -└ 」

T                （1-47） 

此时 

1

3

4

0

0
0

0

σ ω
ω σ

λ
λ

-

「 ┐
| |-| |= | |
| |
| |└ 」

T AT                  （1-48） 

4.系统的并联实现 

已知系统传递函数 
1

1 1 0

1 1 0

（ ）
m m

m m
n n

n

b s b s b s b
W s

s a s a s a

-
-

-

+ + + +
=

+ + + +
…

…
               （1-49） 

现将式（1-49）展开成部分分式。由于系统的特征根有两种情况：一是所有根均是互

异的；二是有重根，分别讨论如下。 

1）具有互异根的情况 

此时式（1-49）可写成 
1

1 1 0

1 2

（ ）
（ ）（ ） （ ）

m m
m m

n

b s b s b s b
W s

s s sλ λ λ

-
-+ + + +

=
- - -

…

…
                 （1-50） 

式中， 1 2， ， ， nλ λ λ… 为系统的特征根。 

将其展开成部分分式，即 

1 2

11 2

（ ）
（ ）

（ ）

n
n i

in i

k kk kY s
W s

U s s s s sλ λ λ λ=

= = + + + =
- - - -∑…             （1-51） 

式中， ik （ 1，2， ， ）i n= … 为待定系数， lim （ ）（ ）
i

i i
s

k W s s
λ

λ
→

= - 。 

根据式（1-51）容易看到，其模型结构图如图 1-17（a）或图 1-17（b）所示，这种结

构采取的是积分器并联的结构形式。 

取每个积分器的输出作为一个状态变量，系统的状态空间表达式分别为 



第 1 章  控制系统的状态空间表达式 

 41 

[ ]

1

2

1 2

0 0 1

0 0 1

0 0 1n

n

u

y k k k

λ
λ

λ

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |
| | | | |= +| | | | |㊣ | | | || | || | └ 」└ 」|
| =㊣

…

…
.

… … … … …

…

…

x x

x

                    （1-52） 

[ ]

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0

1 1 1

n n

k

k
u

k

y

λ
λ

λ

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |
| | | | |= +| | | | |㊣ | | | || | | | |└ 」 └ 」|
| =㊣

…

…
.

… … … … …

…

…

x x

x

                   （1-53） 

式（1-52）和式（1-53）互为对偶。同理，图 1-17（a）和图 1-17（b）也有其对偶关系。 

不论式（1-52）还是式（1-53），它们都属于约旦标准型（或对角线标准型），因此，

约旦标准型的实现是并联型的。 

    

图 1-17  并联型模拟结构图 

【例 1-14】  设 （ ） 3 2

（ ） 6

（ ） 6 11 6

Y s
W s

U s s s s
= =

+ + +
，试求其状态空间表达式。 

解  其特征根为 

1 1λ = - ， 2 2λ = - ， 3 3λ = -  

对应的待定系数为 

1
1 1

2
2 2

3
3 3

6
lim （ ）（ 1） lim 3

（ 2）（ 3）

6
lim （ ）（ 2） lim 6

（ 1）（ 3）

6
lim （ ）（ 3） lim 3

（ 1）（ 2）

s s

s s

s s

k W s s
s s

k W s s
s s

k W s s
s s

→- →-

→- →-

→- →-

= + = =
+ +

= + = = -
+ +

= + = =
+ +
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因此，其相应的状态空间表达式为 

[ ]

1 1

2 2

3 3

1

2

3

1 0 0 1

0 2 0 1

0 0 3 1

3 6 3

x x

x x u

x x

x

y x

x

㊣ -「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
|| | | || | | |= - +|| | | || | | |
|| | | || | | |-└ 」 └ 」|└ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = - | ||
| || └ 」㊣

.

.

.
 

或 

[ ]

1 1

2 2

3 3

1

2

3

1 0 0 3

0 2 0 6

0 0 3 3

1 1 1

x x

x x u

x x

x

y x

x

㊣ -「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
|| | | || | | |= - + -|| | | || | | |
|| | | || | | |-└ 」 └ 」|└ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = | ||
| || └ 」㊣

.

.

.
 

2）具有重根的情况 
设有一个 q 重的主根 1λ ，其余 1 2， ， ，q q nλ λ λ+ + … 是互异根。这时 （ ）W s 的部分分式展开式

为 

1（ 1） 111 12
1 2

111 1 1

（ ）
（ ） （ ）（ ） （ ） （ ）

n
q q i

q q
i q i

k k kk k
W s

s ss s s λ λλ λ λ
-

-
= +

= + + + + +
- -- - - ∑…       （1-54） 

式中， 1 （ 1，2， ， ）k qρ ρ = … ， （ 1， 2， ， ）ik i q q n= + + … 为待定系数；
1

1

1 1

1 d
lim

（ 1）！ ds
k

s

ρ

ρ ρλ ρ

-

-→
=

-
  

1（ ）（ ）W s s ρλ「 ┐-└ 」； lim （ ）（ ）
i

i i
s

k W s s
λ

λ
→

= - 。 

从式（1-54）可知系统的一种实现，具有如图 1-18 所示的结构，除重根是取积分器串

联的形式外，其余均为积分器并联。 

从图 1-18 的结构图，不难列出其相应的状态空间表达式为 

（ ）

1 1 1 2

2 1 2 3

1 1 1

1

1 1 1

11 1 12 2 1 1 1 11 1

q q q

q q

q q q

n n n

q q q q q n nq

x x x

x x x

x x x

x x u

x x u

x x u

y k x k x k x k x k x k x

λ
λ

λ
λ

λ

λ

- -

+ + +

- + +-

= +
= +

= +
= +

= +

= +
= + + + + + + +

.

.

…

.

.

.

…

.

… …
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图 1-18  并联型模拟结构图 

用矢量矩阵形式表示，即 

1 11

2 21

1 11

1

11 1

1 0

1 0

0

1 0

1

1

0

1

q q

q q

qq q

nn n

x x

x x

x x
ux x

x x

x x

λ
λ

λ
λ
λ

λ

- -

++ +

「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |
| | | || | | |
| | | || | | |
| | | || | | |
| | | || | | |= +| | | || | | |
| | | || | | |
| | | || | | |
| | | || | | |
| | | || | | |
| | | || | | || || | | | └ 」└ 」└ 」 └ 」

.

.

… …… … …

.

.

.

… …… …

.

 

1

2

1

11 12 1（ 1） 1 1

1

q

q q q n
q

q

n

x

x

x
y k k k k k k x

x

x

-
- +

+

「 ┐
| |
| |
| |
| |
| |「 ┐= | |└ 」
| |
| |
| |
| |
| || |└ 」

…

… …

…

             （1-55） 

【例 1-15】  设
2

3

（ ） 2 5 1
（ ）

（ ） （ 2）

Y s s s
W s

U s s

+ +
= =

-
，试求其状态空间表达式。 

解  其特征根为 

1 2 3 2λ λ λ= = =  
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待定系数为 
3 2

11
2 2

3
12

2 2

2
3

13 22

lim （ ）（ 2） lim（2 5 1） 19

d
lim （ ）（ 2） lim（4 5） 13

d

1 d 4
lim （ ）（ 2） 2

2！ 2d

s s

s s

s

k W s s s s

k W s s s
s

k W s s
s

→ →

→ →

→

= - = + + =

「 ┐= - = + =└ 」

「 ┐= - = =└ 」

 

因此，其相应的状态空间表达式为 

[ ]

1 1

2 2

3 3

1

2

3

2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

19 13 2

x x

x x u

x x

x

y x

x

㊣「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
|| | | || | | |= +|| | | || | | |
|| | | || | | |└ 」 └ 」|└ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = | ||
| || └ 」㊣

.

.

.
 

1.6  从状态空间表达式求传递函数阵 

以上介绍了从传递函数求状态空间表达式的问题，即系统的实现问题。本节介绍从状

态空间表达式求传递函数（阵）的问题。 

1.6.1  传递函数（阵） 

1.单输入-单输出系统 

已知系统的状态空间表达式 
u

y du

= +㊣
㊣ = +㊣

.x Ax b

cx
                         （1-56） 

式中  x——n 维状态矢量； 

A——n×n 方阵； 

b——n×1 列阵； 

y——输出，标量； 

c——1×n 行阵； 

d——标量，一般为零； 

u——输入，标量。 

对式（1-56）进行拉普拉斯变换，并假设初始条件为零，则有 
1（ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ）

s s s

s s d s

-㊣ = -|
㊣

= +|㊣

X I A bU

Y cX U
                     （1-57） 
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故 U-X 间的传递函数为 

1（ ）
（ ） （ ）

（ ）ux
s

s s
s

-= = -
X

W I A b
U

                    （1-58） 

它是一个 n×1 的列阵函数。 

U-Y 间的传递函数为 

1（ ）
（ ） （ ）

（ ）

s
W s s d

s
-= = - +

Y
c I A b

U
                   （1-59） 

它是一个标量。 

2.多输入-多输出系统 

已知系统的状态空间表达式 
= +㊣

㊣ = +㊣

.x Ax Bu

y Cx Du
                          （1-60） 

式中  u——r×1 输入列矢量； 

y——m×1 输出列矢量； 

B——n×r 控制矩阵； 

C——m×n 输出矩阵； 

D——m×r 直接传递阵； 

x，A——同单输入-单输出系统。 

对式（1-60）进行拉普拉斯变换，并假设初始条件为零，则有 
1

1 1

（ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

s s s

s s s s s s

-

- -

㊣ = -|
㊣ 「 ┐= - + = - +| └ 」㊣

X I A BU

Y C I A BU DU C I A B D U
         （1-61） 

故 U-X 间的传递函数为 
1（ ） （ ）ux s s -= -W I A B                         （1-62） 

它是一个 n×r 矩阵函数。 

由 1（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）s s s s s-「 ┐= - + =└ 」Y C I A B D U W U ，可知 U-Y 间的传递函数为 

1（ ） （ ）s s -= - +W C I A B D                       （1-63） 

它是一个 m×r 矩阵函数，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

（ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ）
（ ）

（ ） （ ） （ ）

r

r

m m mr

W s W s W s

W s W s W s
s

W s W s W s

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

W

…

…

… … …

…

 

式中，各元素 （ ）ijW s 都是标量函数，它表征第 j 个输入对第 i 个输出的传递关系。当 i j≠ 时，

意味着不同标号的输入与输出有关联，称为耦合关系，这正是多变量系统的特点。 

式（1-63）可以表示为 
1

（ ） adj（ ）s s s
s

= 「 - + - ┐└ 」-
W C I A B D I A

I A
             （1-64） 
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可以看出，W（s）的分母，就是系统矩阵 A 的特征多项式，W（s）的分子是一个多项式矩阵。 

应当指出，同一系统，尽管其状态空间表达式可以作各种非奇异变换而不是唯一的，

但它的传递函数阵是不变的。对于已知系统见式（1-60），其传递函数阵为式（1-63）。当

作坐标变换，即令 1-=z T x 时，则该系统的状态空间表达式为 
1 1- -㊣ = +|

㊣
= +|㊣

.z T ATz T Bu

y CTz Du
                       （1-65） 

那么，对应式（1-65）的传递函数阵为 
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1

（ ） （ ） [ （ ） ]

[ （ ） ]

（ ） （ ）

s s s

s

s s

- - - - - -

- - - -

-

= - + = - +

= - +

= - + =

～W CT I T AT T B D C T I T AT T B D

C T I T TT ATT B D

C I A B D W

 

即同一系统，其传递函数阵是唯一的。 

这个结论在物理上的含义是，当系统的输入和输出变量确定后，不管如何选取其状态

变量，系统的输入-输出特性将总是一样的。从数学上看，则此结论说明，所有代数等价的

状态空间描述均具有等同的输入-输出特性。 

1.6.2  组合系统的状态空间表达式及传递函数阵 

实际的控制系统，往往由多个子系统按一定的连接构成组合系统。组合的基本方式有

并联、串联和反馈三种类型。现仅以上述三种基本组合方式，分别讨论组合系统的状态空

间表达式及传递函数阵。 

设系统 1 为 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

= +㊣
㊣ = +㊣

x A x B u

y C x D u

.
                         （1-66） 

简记为 

1 1 1 11： （ ， ， ， ）Σ A B C D  

设系统 2 为 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

= +㊣
㊣ = +㊣

x A x B u

y C x D u

.
                        （1-67） 

简记为 

2 2 2 22 ： （ ， ， ， ）Σ A B C D  

1.并联连接 

并联连接，是指各子系统在相同输入下，组合系统的输出是各子系统输出的代数和，

结构简图如图 1-19 所示。 
由式（1-66）和式（1-67），并考虑 1 2u u u= = ， 1 2= ±y y y ，得系统的状态空间表达式

为 
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图 1-19  并联连接系统结构图 

1 1 1 1

2 2 2 2

1
1 2 1 2

2

[ ] （ ）

㊣「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= +|| | | | | | | |

|└ 」 └ 」 └ 」 └ 」
㊣

「 ┐| = ± + ±| || └ 」㊣

.

.

x A x B
u

x A x B

x
y C C D D u

x

0

0
 

从而系统的传递函数阵为 
1

1 1
1 2 1 21

22

1 1
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2

（ ）
（ ） [ ] （ ）

（ ）

（ ） （ ）

（ ） （ ）

s
s

s

s s

s s

-

-

- -

「 ┐- 「 ┐
= ± + ±| | | |

- └ 」| |└ 」
「 ┐ 「 ┐= - + ± - +└ 」 └ 」
= ±

I A B
W C C D D

BI A

C I A B D C I A B D

W W

0

0
          （1-68） 

故子系统并联时，系统传递函数阵等于子系统传递函数阵的代数和。若推广到 N 个子

系统并联连接（以相加为例），则有
1

（ ） （ ）
N

i
i

s s
=

= ∑W W 。 

2.串联连接 

串联连接如图 1-20 所示。显然 

2 2 2 2 1 2 1 1 2 1= = = = =y y W u W y W W u W W u  

可见，其串联连接传递函数阵为 

2 1（ ） （ ） （ ）s s s=W W W                        （1-69） 

即子系统串联时，系统传递函数阵等于子系统传递函数之积。但应注意，传递函数阵相

乘，先后次序不能颠倒。若按此连接次序，推广到 N 个子系统串联连接，则有 （ ） （ ）Ns s=W W  

1 1（ ） （ ）N s s-W W… 。 

 

图 1-20  串联连接系统结构图 

串联连接系统的状态空间表达式为 
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[ ]

1 1 1 1

2 2 1 2 2 2 1

1
2 1 2 2 1

2

㊣「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= +|| | | | | | | |

|└ 」 └ 」 └ 」 └ 」
㊣

「 ┐| = +| || └ 」㊣

.

.

x A x B
u

x B C A x B D

x
y D C C D D u

x

0

 

3.反馈连接 

反馈连接系统结构如图 1-21 所示。 

 

图 1-21  反馈连接系统结构图 

由图可得 

1 1 1 1 2 2（ ）= + -x A x B u C x.  

2 2 2 2 1 1= +x A x B C x.  

1 1= =y y C x  

即 

[ ]

1 1 1 2 1 1

2 2 1 2 2

1
1

2

0

0y

㊣ -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= +|| | | | | | | |

└ 」|└ 」 └ 」 └ 」
㊣

「 ┐| = | || └ 」㊣

.

.

x A B C x B
u

x B C A x

x
C

x

 

从而系统的传递函数阵为 

[ ]
1

1 1 2 1
1

2 1 2

（ ）
（ ） 0

（ ）

s
s

s

--「 ┐ 「 ┐
= | | | |- - └ 」└ 」

I A B C B
W C

B C I A 0
 

这里又遇到分块求逆的问题，假设 
1

11 121 1 2

21 222 1 2

（ ）

（ ）

s

s

- 「 ┐-「 ┐
= | || |- - | |└ 」 └ 」

F FI A B C
F FB C I A

 

故有 

11 12 1 1 2

21 22 2 1 2

（ ）

（ ）

s

s

-「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
=| | | | | |- - └ 」└ 」 └ 」

F F I A B C I

F F B C I A I

0

0
 

从而得 

11 1 12 1

11 1 12 2

（ ）

（ ）

s

s

- - =
+ - =

2

2

F I A F B C I

F B C F I A 0
 

由以上两式解得 
1

11 1 12 2 1 11 1 2 2 2 1（ ） （ ）s s -- = + = - -F I A F B C I I F B C I A B C  

即 
1 1 1

11 1 11 1 2 2 2 1 1（ ） （ ） （ ）s s s- - -= - - - -F I A F B C I A B C I A  
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于是 

[ ] 11 12 1
1 1 11 1

21 22

1 1 1
1 1 1 1 11 1 2 1 2 1 1 1

1 2 1

（ ）

（ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ）

s

s s s

s s s s

- - -

「 ┐ 「 ┐
= =| | | |

└ 」└ 」
= - - - -
= -

F F B
W C C F B

F F

C I A B C F B C I A B C I A B

W W W W

0
0

 

所以 

[ ] 1
1 2 1（ ） （ ） （ ） （ ）s s s s

-= +W W I W W                   （1-70） 

式（1-70）还可通过下面方法证明。由图 1-21，可得 

1 2 2 2 2 1 2 1 1= - = - = - = -u u y u W u u W y u W W u  

整理得 
1

1 2 1（ ）u I W W u-= +  

又 

1 1 1= =y y W u  

则有 
1

1 2 1（ ）y W I W W u-= +  

如图 1-21 所示，系统的传递函数阵还有另一种形式，下面给出简要证明。由图 1-21，

可得 

1 1 1 2（ ）y W u W u W y= = -  

整理得 

1 2 1（ ）I W W y W u+ =  

即 
1

1 2 1（ ）y I W W W u-= +  

最后，求得 

[ ] 1
1 2 1（ ） （ ） （ ） （ ）s s s s

-= +W I W W W                   （1-71） 

还需指出，在子系统反馈连接的讨论中，假设 1 2= =D D 0 ，这是为了使结果不致于过

分复杂，而且这也是符合大多数实际问题的。 

1.7  离散时间系统的状态空间表达式 

连续时间系统的状态空间方法，完全适用于离散时间系统。类似在连续系统中，从微

分方程或传递函数建立状态空间表达式，称为系统的实现。在离散系统中，从差分方程或

脉冲传递函数求取离散状态空间表达式，也是一种实现。 

设系统差分方程为 

1 1 0

1 1 0

（ ） （ 1） （ 1） （ ）

（ ） （ 1） （ 1） （ ）
n

n n

y k n a y k n a y k a y k

b u k n b u k n b u k b u k
-

-

+ + + - + + + +
= + + + - + + + +

…

…
              （1-72） 
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相应地系统脉冲传递函数为 
1

1 1 0
1

1 1 0

（ ）
n n

n n
n n

n

b z b z b z b
W z

z a z a z a

-
-
-

-

+ + + +
=

+ + + +
…

…
                        （1-73） 

实现的任务就是确定一种状态空间表达式，即 

（ 1） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ）

k k hu k

y k k du k

+ = +㊣
㊣ = +㊣

x Gx

cx
                              （1-74） 

在两相邻采样时刻， （ ）u k 不变的条件下，式（1-73）的状态空间表达式也可以用模拟结构

图（图 1-22）表示。图 1-22 中，T 代表单位延迟器，类似于连续系统中的积分器。 

 

图 1-22  离散系统模拟结构图 

实现是非唯一的，较简单的实现见如图 1-23 所示的模拟结构图。图中， ia 为已知参数，

ih 为待定常数。以每个延迟器的输出作为一个状态变量，可得 

 

图 1-23  离散系统模拟结构图 

1 2 1

2 3 2

1 1

0 1 1 2 1 1 0

（ 1） （ ） （ ）

（ 1） （ ） （ ）

（ 1） （ ） （ ）

（ 1） （ ） （ ） （ ） （ ）

n

n

n n

n n n

x k x k h u k

x k x k h u k

x k x k h u k

x k a x k a x k a x k h u k

-

-

-

- -

+ = +
+ = +

+ = +
+ = - - - - +

…

…

 

1（ ） （ ） （ ）ny k x k h u k= +  
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矢量矩阵形式的离散状态空间表达式为 

1

2

1

0 1 2 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

（ 1） （ ） （ ）

0 0 0 1

n

n

n

h

h

k k u k

h

a a a a h

-

-

-

「 ┐ 「 ┐
| | | |
| | | |
| | | |+ = +
| | | |
| | | |
| | | |- - - -└ 」 └ 」

…

…

… … … … … …

…

…
㊣—————㊣—————㊣ ㊣㊣㊣

G h

x x  

[ ] ︸
（ ） 1 0 0 0 （ ） （ ）ny k k h u k

d

= +…
㊣———㊣———㊣

x

c

 

式中， ih 的求法，类似于 1.4 节中式（1-30）求 iβ 的计算公式。即 

1 1 1

1

0 0 0 1 1 1 0
1

n n

n n n n

n

n n n n i i
i

h b

h b a h

h b a h a h a h h a h

- - -

-

- -
=

=
= -

= - - - - = -∑

…

…

 

多变量离散状态空间表达式为 

（ 1） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ）

k k k

k k k

+ = +㊣
㊣ = +㊣

x Gx Hu

y Cx Du
                                （1-75） 

习    题 

1-1  试求如图 1-24 所示系统的模拟结构图，并建立其状态空间表达式。 

 

图 1-24  系统框图 
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1-2  有电路图如图 1-25 所示。以电压 u 为输入量，求以电感中的电流和电容上的电

压为状态变量的状态方程，以及以电阻 R2 上的电压作为输出量的输出方程（注：令

1 1 2 2 3， ， Cx i x i x u= = = ）。 

 

图 1-25  电路图 

1-3  有机械系统如图 1-26 所示，质量块 m1 和 m2分别受外力 F1 和 F2 的作用，其位移

分别为 y1、y2。求以 m1 和 m2 的运动速度 v1、v2 为输出时的状态空间表达式。 

 

图 1-26  机械系统 

1-4  两输入 u1、u2，两输出 y1、y2 的系统，其模拟结构图如图 1-27 所示，试求其状态

空间表达式。 

 

图 1-27  双输入-双输出系统模拟结构图 

1-5  已知系统模拟结构图如图 1-28 所示，试求系统特征值之和 iλ∑ 。 

1-6  系统的动态特性由下列微分方程描述： 
（1） 6 11 6 6y y y y u+ + + =... .. .  

（2） 6 12 8 2 5y y y y u u u- + - = + +... .. . .. .  
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图 1-28  系统模拟结构图 

列写其相应的状态空间表达式，并画出相应的模拟结构图。 

1-7  已知系统传递函数 

（1）
3（ 2）

（ ）
（ 1）（ 3）（ 5）

s
W s

s s s

+
=
+ + +

 

（2）
2

6（ 1）
（ ）

（ 2）（ 3）

s
W s

s s s

+
=

+ +
 

试求出系统的约旦标准型的实现，并画出相应的模拟结构图。 

1-8  已知系统微分方程或传递函数 
（1） 6 11 6 3 12 11y y y y u u u+ + + = + +... .. . .. .  

（2） （ ）
2

3 2

3 12 11

6 11 6

s s
W s

s s s

+ +
=
+ + +

 

试利用本章方法求出系统的各种实现。 

1-9  给定下列状态空间表达式 

1 1

2 2

3 3

0 1 0 0

2 3 0 1

1 1 3 2

x x

x x u

x x

「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |= - - +| | | || | | |
| | | || | | |- -└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

 

[ ]
1

2

3

0 0 1

x

y x

x

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

 

（1）画出相应的模拟结构图； 

（2）求系统的传递函数。 

1-10  求下列矩阵的特征值及特征矢量。 

（1）
2 1

1 2

-「 ┐
= | |- -└ 」

A      （2）
0 1

2 3

「 ┐
= | |- -└ 」

A  

（3）

0 1 0

3 0 2

12 7 6

「 ┐
| |= | |
| |- - -└ 」

A     （4）

1 0 1

0 1 0

0 0 2

-「 ┐
| |= | |
| |└ 」

A  

1-11  试将下列状态空间表达式化成约旦标准型（并联分解）。 

（1） 1 1

2 2

2 1 0

1 2 1

x x
u

x x

-「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
= +| | | || | | |-└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.
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[ ] 1

2

1 0
x

y
x

「 ┐
= | |

└ 」
 

（2）
1 1

2 2

3 3

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 2 1

x x

x x u

x x

-「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |= +| | | || | | |
| | | || | | |└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

 

1
1

2
2

3

1 0 0

0 1 0

x
y

x
y

x

「 ┐
「 ┐ 「 ┐ | |=| | | | | |└ 」└ 」 | |└ 」

 

1-12  已知 1-=A T AT ，

1 1 1

1 2 3

1 4 9

「 ┐
| |= - - -| |
| |└ 」

T ， 2

3

e 0 0

0 e 0

0 0 e

t

t t

t

-

-

-

「 ┐
| |
= | |
| |
| |└ 」

Ae ；试求 detA，即 A 。 

1-13  已知两子系统的传递函数阵 W1（s）和 W2（s）分别为 

1

1
0

1（ ）
1

0
2

ss
s

s

「 ┐
| |+= | |

+| |
| |+└ 」

W ； 2

1 1

3 4（ ）
1

0
1

s ss

s

「 ┐
| |+ += | |
| |
| |+└ 」

W  

试求两子系统串联连接和并联连接时，系统的传递函数阵。 

1-14  已知如图 1-21 所示的系统，其中子系统 1、2 的传递函数阵分别为 

1

1 1

1（ ）
1

2
2

s ss

s

「 ┐-| |+= | |
| |
| |+└ 」

W ； 2

1 0
（ ）

0 1
s
「 ┐
= | |
└ 」

W  

试求反馈连接系统的传递函数阵。 

1-15  已知离散时间系统的差分方程为 
（ 2） 5 （ 1） 3 （ ） （ 1） 2 （ ）y k y k y k u k u k+ + + + = + +  

试求系统的状态空间表达式。 

 

 

 



 

第 2 章  控制系统状态空间表达式的解 

对系统进行分析的目的，是要揭示系统状态的运动规律和基本特性。系统状态空间描

述的建立为分析系统的行为和特性提供了可能性。在经典控制理论中分析动力学系统的时

域行为，研究系统运动的规律和特性，归结于求解标量微分方程，导出输出量依时间变化

的规律来考察其各项动力学性能指标是否符合给定性能指标要求的问题。对于状态空间分

析法，描述系统动力学特性的数学模型是状态空间方程，因此，分析系统的动态特性，必

然借助于求解系统的状态方程，导出状态变量依时间变化的规律，为系统的稳定性分析及

系统的状态空间的综合奠定必要的基础。本章将重点讨论状态转移矩阵的定义、性质和计

算方法，从而导出状态方程的求解公式。 

2.1  线性定常系统的自由运动 

2.1.1  齐次状态方程的解 

对于线性定常系统在无控制、无扰动作用下的自由运动，实质上是求解齐次状态方程，

即输入为零的状态方程 

=x Ax.                               （2-1） 

此方程的解就是在初始状态的作用下系统的自由运动。本节将给出以下三种解法。 

1. 一般解法 

一阶常系数标量微分方程为 

x ax=.                               （2-2） 

其特征方程及特征值为 

0aλ - = ， aλ =  

方程的通解为具有下述指数形式的解，即 

（ ） e eat tx t p p λ= =  

而相应于初始条件 0（ ） | （0）tx t x= = 的特解为 

（ ） （0）e （0）eat tx t x x λ= =  

类似于上述一阶标量微分方程，齐次状态方程为 

=x Ax.                               （2-3） 

也应具有指数形式的解，根据方程是线性、常系数的特点，式（2-3）应具有下述指数形式

的解，即 



现代控制理论 

 56 

1 1

22

e

e
（ ） e e

e

t

t
t t

t
nn

p p

pp
t

pp

λ

λ
λ λ

λ

「 ┐ 「 ┐
| | | |
| | | |= = =| | | |
| | | |
| | | |└ 」└ 」

x P
……

                     （2-4） 

式中， λ是待定常数，而 [ ]T1 2， ， ， np p p=P … 是与λ相应的待定矢量。 

如果上述形式的解 e tλP 确是式（2-3）的解，则必满足状态方程。于是有 
d

e e
d

t t

t
λ λ=P AP  

或 

e et tλ λλ =P AP      

即 

（ ） e 0tλλ - =I A P  

因为 e tλ 不可能为零，则 
（ ） 0λ - =I A P                           （2-5） 

式中， （ ）λ -I A 是状态方程的特征矩阵， λ -I A 即为状态方程的特征多项式，特征方程

0λ - =I A 的根就是系数矩阵 A 或状态方程的特征值； P 为与特征值相应的特征矢量。 

下面仅讨论微分方程无重特征值的情况。 

设微分方程 =x Ax. 的 n个特征值 1 2， ， ， nλ λ λ… 互异， [ ]T1 2， ， ，i i i nip p p= …P 为与特征值 iλ
相应的特征矢量， 1，2， ，i n= … ，则n 个矢量函数 

1 1

11

21
1 1

1

1

2

（ ） e e

（ ） e en n

t t

n

n

nt t
n n

nn

p

p
t

p

p

p
t

p

λ λ

λ λ

㊣ 「 ┐
| | |
| | |= =| | |
| | |

| || └ 」
|
㊣
| 「 ┐| | || | |= =| | || | || | |└ 」㊣

…

…

…

x p

x p

                     （2-6） 

是矢量微分方程的 n 个解。由于 1， ， nλ λ… 互异，特征矢量 1， ， nP P… 线性无关，故矢量函数

（ ） e it
i it p λ=x （ 1，2， ， ）i n= … 也必线性无关。因此，求得 n 个线性无关的解，而它们的线性组

合就是微分方程的通解，即 

1 1 2 2（ ） （ ） （ ） （ ）n nt t t tα α α= + + +…x x x x                    （2-7） 

式中， 1 2， ， ， nα α α… 是由初始条件 0（ ） | （0）tt = =x x 所确定的任意常数，当 1 2， ， ， nα α α… 确定后，

相应于初始条件的特解就随之确定。 

因此，求解齐次矢量微分方程，实质上就是求其状态阵 A 的特征值及特征值相应的特

征矢量，并根据初始状态 （0）x 确定 1 2， ， ， nα α α… 的问题。 
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即根据特征方程 0λ - =I A ，求 1 2， ， ， nλ λ λ… ，再根据特征矢量定义式（2-5）确定的一

组代数方程 

1 1

2 2

（ ） 0

（ ） 0

（ ） 0n n

I A p

I A p

I A p

λ
λ

λ

- =㊣
| - =|
㊣
|
| - =㊣

…
                           （2-8） 

解出特征量 1 2， ， ， np p p… 。 

于是求得 n个线性无关的基本解 1 2（ ）， （ ）， ， （ ）nt t tx x x… ，这一组基本解称为基本解组，而

此基本解组构成的函数矩阵为 

[ ]
11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

（ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ）
（ ）， （ ）， ， （ ）

（ ） （ ） （ ）

n

n
n

n n nn

x t x t x t

x t x t x t
t t t

x t x t x t

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

X x x x

…

…
…

… … …

…

           （2-9） 

称为基本解阵。其相应的行列式称为郎斯基（Wornskion）行列式，可见判定 n 个

1 2（ ）， （ ）， ， （ ）nt t tx x x… 矢量是方程 =x Ax. 的线性无关解的充要条件是郎斯基行列式不等于零。 

若将微分方程的通解写为矩阵的形式，即 

1

2
1 2（ ） [ （ ）， （ ）， ， （ ）]n

n

t t t t

α
α

α

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

…
…

x x x x Xα                  （2-10） 

并代入初始条件          

0（0） =x X α  

则待定系数 1 2， ， ， nα α α… 可由下式确定 

1
1

0 （0）

n

α

α

-
「 ┐
| |= =| |
| |└ 」

… X xα                         （2-11） 

式中 

[ ]0 1 2（0）， （0）， ， （0）n=X x x x…  

所以，微分方程特解的矩阵式为 
1

0（ ） （0）t -=x XX x                          （2-12） 

一般地，如果初始时刻 0t t= ，则            

0

1
0（ ） （ ）tt t-=x XX x                         （2-13） 

【例 2-1】  已知系统的状态方程为 
0 1

2 3

「 ┐
= | |- -└ 」

x x.  

试求在初始状态 1 2（0）， （0）x x 作用下系统的自由运动。 
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解  首先求出系统的特征值及特征矢量 

特征方程为                     
（ 2）（ 1） 0I Aλ λ λ- = + + =  

特征值为                           

1 2λ = - ， 2 1λ = -  

相应于 1 2λ = - 的特征矢量，由方程 1 1（ ） 0I A pλ - = 求得，即 

[ ] [ ]T T
1 11 21 1 2= = -p p p  

相应于 2 1λ = - 的特征矢量，由方程 2 2（ ） 0I A pλ - = 求得，即 

[ ] [ ]T T
2 12 22 1 1= = -p p p  

于是                         1 2
1 1

1
（ ） e e

2
t tt λ --「 ┐

= = | |
└ 」

x p  

2
2 2

1
（ ） e e

1
t tt λ -「 ┐

= = | |-└ 」
x p  

基本解阵为 

[ ]
2

1 2 2

e e
（ ） （ ）

2e e

t t

t t
t t

- -

-

「 ┐-
= = | |

-| |└ 」
X x x  

故                       [ ]0 1 2

1 1
（0） （0）

2 1

-「 ┐
= = | |-└ 」

X x x  

所以 
12

1
0 2

2 2

2 2

e e 1 1
（ ） （0） （0）

2 12e e

2e e e e
（0）

2e 2e e 2e

t t

t t

t t t t

t t t t

t
-- -

-
-

- - - -

- - - -

「 ┐- -「 ┐
= = | | | |-- └ 」| |└ 」
「 ┐- -
= | |
- + - +| |└ 」

x XX x x

x

 

2. 幂级数法 

通常，常微分方程的解都是用大家所熟知的初等函数来表示，自从有了函数项级数及

幂级数的概念以后，微分方程的解，许多可用函数项级数，特别是幂级数的形式来表示。 

设 =x Ax. 的解是 t 的矢量幂级数，即 

2
0 1 2

0

（ ） k k
k k

k

t t t t t
∞

=

= + + + + + = ∑x b b b b b… …               （2-14） 

式中， 0 1， ， ， ，kb b b… …为待定常矢量；矢量函数 （ ）tx 的各元为纯量幂级数。因为幂级数中 t 的

各项系数待定，故解的具体形式并未确定。 

将所设的解代入式（2-1），得 
2 1

1 2 3 0 1 22 3 （ ）k k
k kt t k t t t t-+ + + + + = + + + + +b b b b A b b b b… … … …       （2-15） 

如果上式对 0t≥ 均成立，则所设的解就是方程的真实解，这样式（2-15）两边的各项

系数对应相等，有 
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1 0

2
2 1 0

3
3 2 0

1 0

1 1

2 2！
1 1

3 3！

1 1

！
k

k kk k-

=㊣
|
| = =
|
|
| = =|
㊣
|
|
| = =|
|
|㊣

b Ab

b Ab A b

b Ab A b

b Ab A b

…

…

                      （2-16） 

把式（2-16）代入式（2-14），得 

2 2
0 0 0 0

2 2
0

0
0

1 1
（ ）

2！ ！
1 1

（ ）
2！ ！

1

！

x b Ab A b A b

I A A A b

A b
∞

=

= + + + + +

= + + + + +

╭ ╮
= | |
╰ ╯
∑

… …

… …

k k

k k

k k

k

t t t t
k

t t t
k

t
k

            （2-17） 

考虑到初始条件 0（ ） | （0）tt = =x x ，可求出待定常矢量 0 （0）=b x ，于是微分方程的特解为 

0

1
（ ） （0）

！
k k

k

t t
k

∞

=

╭ ╮
= | |
╰ ╯
∑x A x                      （2-18） 

由于纯量指数函数的幂级数定义式为 

2 2

0

1 1 1
e 1

2！ ！ ！
at k k k k

k

at a t a t a t
k k

∞

=

= + + + + + = ∑… …  

可见式（2-18）中所示的无穷幂级数对于有限的 t 值，也是绝对收敛的，其解析式为 

2 2

0

1 1 1

2！ ！ ！
A I A A A A

∞

=

= + + + + + = ∑… …t k k k k

k

t t t t
k k

e          （2-19） 

并称为矩阵指数函数，简称矩阵指数。 

因此，齐次矢量微分方程的解为 

（ ） （0）Ax x= tt e                           （2-20） 

如果起始时刻不在 0t = ，而在 0t t= ，其初始条件为
0 0（ ） | （ ）t tt t= =x x ，则有 

0
0 0（ ） Atx t b= e  

即 0
0 0（ ）Atb x t-= e （2.2 节将证明 At-e 为 Ate 的逆） 

在此情形下的解为 

0 0（ ）
0 0（ ） （ ） （ ）At A t tAtx t x t x t- -= =e e e                  （2-21） 

【例 2-2】  已知
0 1

2 3

「 ┐
= | |- -└ 」

A ，求 Ate 。 
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解 
2 32 3

2 3 2 3

2 3 2 3

1 0 0 1 0 1 0 1

0 1 2 3 2 3 2 32！ 3！

3 7
1

2 6
7 7 5

2 3 1 3
3 2 2

A 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= + + + +| | | | | | | |- - - - - -└ 」 └ 」 └ 」 └ 」
「 ┐- + + - - +| |
= | |
| |- + - + - + - +| |└ 」

…

… …

… …

t t t
t

t t t t t

t t t t t t

e

 

3. 拉普拉斯变换解法 

同样，可参照标量微分方程的拉普拉斯变换法，求解齐次状态方程。 

对于式（2-1）所示的状态方程，两边取拉普拉斯变换 
（ ） （0） （ ）s s s- =x x Ax                          （2-22） 

式中， （ ） [ （ ）]s L t=x x 。                                                   （2-23） 

由式（2-22）整理得 
（ ） （ ） （0）s - =I A x s x                          （2-24） 

由于状态阵 A 的特征矩阵必有逆阵 1（ ）s --I A ，则 
1（ ） （ ） （0）x I A x-= -s s                         （2-25） 

取 （ ）sx 的反拉普拉斯变换 
1 1（ ） [（ ） ] （0）s- -= -x t L I A x                        （2-26） 

标量情况下有理函数 1（1 ）x -- 的幂级数展开式为 
1 2（1 ） 1 kx x x x-- = + + + + +… …  

若令
a

x
s
= ，则 

1 2

2
1 1

k

k

a a a a

s s s s

-
╭ ╮- = + + + + +| |
╰ ╯

… …  

依照上式可导出 1（ ）s --I A 的幂级数展开式为 
1 1 2

1
2 3 1

1
（ ）

A A I A A A
I A I I

- -
-

+

「 ┐╭ ╮ ╭ ╮- = - = - = + + + + +| | | || |╰ ╯ ╰ ╯└ 」
… …

k

k
s s

s s s s s s s
     （2-27） 

因此， 1（ ）s --I A 的拉普拉斯反变换为 

1 1 2 2

0

1 1 1
[（ ） ]

2！ ！ ！
AI A I A A A A

∞
- -

=

- = + + + + + = =∑… …k k k k t

k

L s t t t t
k k

e      （2-28） 

将式（2-28）代入式（2-26）得微分方程的解为 

（ ） （0）Ax x= tt e  

若初始时刻 0t t= ，
0 0（ ） | （ ）t tt t= =x x ，则 

0（ ）
0（ ） （ ）Ax x-= t tt te  

【例 2-3】  
0 1

2 3

「 ┐
= | |- -└ 」

A ，试用拉普拉斯反变换法求 Ate 。 
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解                          
1

2 3

s
s

s

-「 ┐
- = | |+└ 」

I A  

1 3 11 1
（ ） adj（ ）

2（ 1）（ 2）

3 1

（ 1）（ 2） （ 1）（ 2）

2

（ 1）（ 2） （ 1）（ 2）

2 1 1 1

1 2 1 2
2 2 1 2

1 2 1 2

I A I A
I A

- +「 ┐
- = - = | |-- + + └ 」

+「 ┐
| |+ + + +| |=

-| |
| |+ + + +└ 」
「 ┐- -| |+ + + += | |
- -| |+ +| |+ + + +└ 」

s
s s

ss s s

s

s s s s

s

s s s s

s s s s

s s s s

 

得              
2 2

1 1

2 2

2e e e e
[（ ） ]

2e 2e e 2e

A I A
- - - -

- -
- - - -

「 ┐- -
= - = | |

- + - +| |└ 」

t t t t
t

t t t t
L se  

2.1.2  齐次状态方程解的统一形式——状态转移矩阵 

综合上述三种解法，尽管方程的求解方法不同，但方程的解必然是一致的，因为在给

定的初始条件下，线性定常微分方程仅有唯一的解。 

由一般解法的解为 

0

1
0（ ） （ ）tt t-=x XX x  

由解法 2 和解法 3，得 
0（ ）

0（ ） （ ）Ax x-= t tt te  

若令 0

0

（ ） 1A XX- -=t t
te ，则三种方法的唯一解可表示为 

0（ ） Ax x= tt e 或 0（ ）
0（ ） Ax x-= t tt e  

从这个表达式可知，它反映了从初始时刻的状态矢量 0x ，到任意 0t ＞ 或 0t t＞ 时刻的状态

矢量 （ ）x t 的一种矢量变换关系，变换矩阵就是矩阵指数函数 Ate 。它不同于第 1 章的线性变

换矩阵 T，它不是一个常数矩阵，它的元素一般是时间 t 的函数，即是一个 n n× 的变函数

矩阵；从时间角度而言，这意味着它使状态矢量随着时间的推移，不断地在状态空间中作

转移，所以， Ate 也称状态转移矩阵，通常记为 （ ）tΦ 。 （ ） A= ttΦ e 表示 （0）x 到 （ ）x t 的转移矩

阵，而 0（ ）
0（ ） A -- = t tt tΦ e 表示 0（ ）x t 到 （ ）x t 的转移矩阵。 

这样， x Ax=. 的解，又可表示为 
（ ） （ ） （0）x x=t tΦ  

或                             

0 0（ ） （ ） （ ）x x= -t t t tΦ  
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它的几何意义，以二维状态矢量为例，可用图形表示，如图 2-1 所示。从图 2-1 可知，

在 0t = 时， 10

20

（0）
x

x
x

「 ┐
= | |
└ 」

，若以此为初始条件，且已知 1（ ）tΦ ，那么在 1t t= 时的状态将为 

11
1 1

21

（ ） （ ） （0）
x

x x
x

「 ┐
= =| |
└ 」

t tΦ                          （2-29） 

若已知 2（ ）tΦ ，那么 2t t= 时的状态将为 

12
2 2

22

（ ） （ ） （0）
x

x x
x

「 ┐
= =| |
└ 」

t tΦ                         （2-30） 

即状态从 （0）x 开始，将按 1（ ）tΦ 或 2（ ）tΦ 转移到 1（ ）x t 或 2（ ）x t ，在状态空间中描绘出一跳动

轨线。 
若以 1t t= 作为初始时刻，则状态 1（ ）x t 的初始状态 1t 转移到 2t 的状态将为 

2 2 1 1（ ） （ ） （ ）x x= -t t t tΦ                          （2-31） 

 

图 2-1  状态转移轨线 

把式（2-29）的 1（ ）x t 代入式（2-31），可得 

2 2 1 1（ ） （ ） （ ） （0）x x= -t t t tΦ Φ                        （2-32） 

式（2-32）表示 （0）x 转移到 1（ ）x t ，再由 1（ ）x t 转移到 2（ ）x t 的运动规律。 

比较式（2-30）和式（2-32），可知转移矩阵（或矩阵指数）有以下关系： 

2 1 1 2（ ） （ ） （ ）- =t t t tΦ Φ Φ  

或                              
2 1 1 2（ ）A A A- =t t t te e e                           （2-33） 

这种关系称为组合性质。 

利用状态转移矩阵，可以对系统的运动，建立一个统一解的表达式。 

对于线性定常系统 

=x Ax.                                （2-34） 
相应于初态 0（ ） | （0）x x= =tt 的解，可表示为如下更一般的形式： 

（ ） （ ） （0）x x=t tΦ                          （2-35） 

式中， （ ）tΦ 为 n×n 维函数矩阵，且是矩阵微分方程 

（ ） （ ）A=. t tΦ Φ ， （0） I=Φ                       （2-36） 
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的唯一解。 
证明  如果 （ ） （ ） （0）x x=t tΦ 的确是式（2-34）的解，则必然满足此微分方程及初始条件，

将其代入式（2-34），有 

0 0

（ ） （0） （ ） （0）

（ ） | （ ） （0） | （0） （0） （0）

x A x

x x x x= =

㊣ =
㊣

= = =㊣

.

t t

t t

t t

Φ Φ
Φ Φ

               （2-37） 

则有   

（ ） （ ）A=. t tΦ Φ ， （0） I=Φ  

因此，只要某一具体形式的函数阵 （ ）tΦ 满足上述矩阵方程及初始条件，那么 （ ）tΦ 是矩

阵方程的唯一解。于是 （ ） （ ） （0）x x=t tΦ 也必定是式（2-34）的唯一解。 

对于初始时刻 0t t= 的情况，有 

0 0（ ） （ ） （ ）x x= -t t t tΦ                         （2-38） 

是方程的唯一解。 

当取 （ ） A= ttΦ e 时，有 

2 2

2 3 2 1

d d 1 1
（ ）

d d 2！ ！

1 1
                   

2！ ！

A

I A A A

A A A A +

╭ ╮= = + + + + +| |
╰ ╯

= + + + + +

. … …

… …

t
k k

k k

t t t t
t t k

t t t
k

Φ e

 

有                    

2 21 1

2！ ！
AA I A A A A

╭ ╮+ + + + =| |
╰ ╯

… k k tt t t
k

e  

0（0） eA I.= =Φ  

可见，函数阵 Ate 满足式（2-36）的矩阵方程及初始条件，因此，它是矩阵方程的唯一

解，从而 （ ） （0）Ax x= tt e 则是式（2-34）的唯一解。 

综上分析可以看出，利用状态转移矩阵，可以从任意指定的初始时刻的状态矢量 0（ ）x t ，

求得任意时刻 t 的状态矢量 （ ）x t 。换言之，矩阵微分方程的解，在时间上可以任意分段求

取，这是动态系统用状态空间表示法的又一优点。因为在经典控制理论中，用高阶微分方

程描述的系统，在求解时，对初始条件的处理是很麻烦的，一般都假设初始时刻 0t = 时，

初始条件也为零，即从零初始条件，去计算系统的输出响应。 

2.2  矩阵指数 

考虑到矩阵指数 Ate 在分析线性定常系统运动时的重要性，有必要对它的基本性质，计

算方法等进行较深入的讨论。 

n阶方阵 A 构成的矩阵指数定义为如下的一个无穷幂级数： 

2 2

0

1 1 1

2！ ！ ！
A I A A A A

∞

=

= + + + + + = ∑… …t k k k k

k

t t t t
k k

e  
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它也是一个 n阶方阵，且是时间 t 的函数阵，并对有限的 t 值是绝对收敛的。 

性质 1  对于矩阵指数 Ate 成立 
d

d
A A AA A= . = .t t t

t
e e e                        （2-39） 

证明  根据 Ate 的定义式： 

0

1

！
A A

∞

=

= ∑t k k

k

t
k

e  

由于此无穷幂级数对有限 t 值是绝对收敛的，所以，可将式（2-39）逐项的对 t 求导，

则有 

2 2

2 3 2 1

2 2 1 1

d d 1 1

d d 2！ ！

1 1
         

2！ （ 1）！

1 1
         

2！ （ 1）！

         

A

A

I A A A

A A A A

A I A A A

A

-

- -

╭ ╮= + + + + +| |
╰ ╯

= + + + + +
-

╭ ╮
= + + + + +| |-╰ ╯
= .

… …

… …

… …

t
k k

k k

k k

t

t t t
t t k

t t t
k

t t t
k

e

e

 

或           

2 2 1 1d 1 1
 

d 2！ （ 1）！

A
AI A A A A A- -╭ ╮

= + + + + + = .| |-╰ ╯
… …

t
k k tt t t

t k

e
e  

此性质说明矩阵 A 及其构成的矩阵指数 Ate 阵相乘，它们的相乘次序是可交换的。 
性质 2  若 1t 和 2t 为两个独立的自变量，则成立 

（ ）1 2 1 2 2 1A A A A A+ = . = .t t t t t te e e e e  

证明  根据 Ate 的定义式，得 

（ ）

1 2 2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 3 2 2 3
2 31 2 1 1 2 1 2 2

1 2 1 2

1 2 2
1 1 2 1 2 1

1 1

2！ 2！

               
2！ 2！ 3！ 2！ 2！ 3！

             
！ （ 1）！ 2！（ 2）！

A A I A A I A A

I A A A

A
- - -

╭ ╮╭ ╮. = + + + + + +| || |
╰ ╯╰ ╯

╭ ╮ ╭ ╮
= + + + + + + + + + + +| | | |

╰ ╯ ╰ ╯

+ + + +
- -

… …

…

…

t t

k k k k
k

t t t t

t t t t t t t t
t t t t

t t t t t t

k k k

e e

1 2

2 2

2 3
2 31 2 1 2 1 2

1 2

（ ）
1 2

0

！（ ）！ ！

（ ） （ ） （ ）
              （ ）

2！ 3！ ！

1
              （ ）

！
A

I A A A A

A
∞

+

=

╭ ╮
+ + +| |

-╰ ╯
+ + +

= + + + + + + +

= + =∑

… …

… …

i i k

k
k

t tk k

k

t t

i k i k

t t t t t t
t t

k

t t
k

e

 

性质 3                       0
0|A A I.
= = =t

te e                         （2-40） 

令 Ate 的定义式中 0t = 即可证得。 

性质 4  Ate 为非奇异矩阵，必有逆阵，其逆阵为 A- te 。 

证明  由性质 2 有 （ ）A t sA As +. =te e e  
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若令 s t= - ，则 
0A A A I-. = =t te e e  

又因任意非奇异阵与它的逆阵相乘必然为单位阵，所以 
1（ ）A A I- =t te e  

故得                              
1（ ）A A- -=t te e  

从而证明了 A- te 是 Ate 的逆阵，由于其逆存在，它是非奇异阵，可见，不论矩阵 A 是否

奇异，它构成的矩阵指数总是非奇异的。 

性质 5  设 n阶方阵 A 与 B ，若 A、 B 可交换，即 =AB BA ，则 
（ ）A B A B B A+ = . = .t t t t te e e e e                        （2-41） 

A 、 B 不可交换，即 ≠AB BA，则式（2-41）不成立。 

证明  根据 Ate 的定义式，有 

（ ） 2 2 3 3

2 2

3 3

1 1
（ ） （ ） （ ）

2！ 3！
1

           （ ） （ ） 
2！

1
             （ ）

3！

A B

2

3 2 2 2 2

I A B A B A B

I A B A AB BA B

A A B ABA AB BA BAB B A B

+ = + + + + + + +

= + + + + + + +

+ + + + + + + +

…

…

t t t t

t t

t

e

    （2-42） 

2 2 3 3 2 2 3 3

2 2 3 2 2 3 3

1 1 1 1

2！ 3！ 2！ 3！

1 1
            （ ） （ 2 ） （ 3 3 ）

2！ 3！

A B

2

I A A A I B B B

I A B A AB B A A B AB B

╭ ╮╭ ╮. = + + + + + + + +| || |
╰ ╯╰ ╯

= + + + + + + + + + +

… …

…

t t t t t t t t

t t t

e e
 （2-43） 

将两式相减 
2 3

（ ） 2 2（ ） （ 2 2 ）
2！ 3！

A B A 2 2BA AB ABA BAB B A BA A B AB+ - . = - + + + + - - +…t t Bt t t
e e e  （2-44） 

由式（2-44）可见，当矩阵 A 及 B 可交换时，等式右边项均为零，故 
（ ）A B A B+ = .t t te e e  

当矩阵 A 及 B 不交换时，等式右边各项均不为零，故 
（ ）A B A B+ ≠ .t t te e e  

又因 + = +A B B A，所以 
（ ） （ ）A B B A+ +=t te e  

同样可证得，当 A 、 B 相乘可交换时， （ ）A B B A+ = .t t te e e  

故                          
（ ）A B A B B A+ = . = .t t t t te e e e e  

性质 6  若 n阶方阵 A 为对角阵 

11

22

nn

a

a

a

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

A
…
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则 Ate 也必为对角阵，即       
11

22

e

e

e

A

「 ┐
| |
| |= | |
| |
| |└ 」

…

nn

a t

a t
t

a t

e                     （2-45） 

证明  根据定义式： 

2 2

2
11 11

22 22 2

1

2！

1

1 1
      

2！

1

A I A A= + + +

「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | || |
| | | || |= + + +
| | | || |
| | | || |

| | | | | |└ 」 └ 」 └ 」

…

…
… ……

t

nn nn

t t

a a

a a
t t

a a

e

 

2 2
11 11

2 2
22 22

2 2

1
1

2！
1

1
2！

1
1

2！nn nn

a t a t

a t a t

a t a t

「 ┐+ + +| |
| |
| |+ + +| |=
| |
| |
| |

+ + +| || |└ 」

…

…

…

…

 

11

22

11
0

22
0

0

1

！
e

1
e

！

e
1

！

nn

k k

k a t

k k a t

k

a t

k k
nn

k

a t
k

a t
k

a t
k

∞

=

∞

=

∞

=

「 ┐
| |
| | 「 ┐
| | | |
| | | |= =| | | |
| | | |
| | | |└ 」| |
| || |└ 」

∑

∑

∑

…
…

 

性质 7  n阶方阵 A 经相似变换后构成的矩阵指数
1（ ）T AT- te ，必等于矩阵指数 Ate 的相

似变换阵 1 AT T- te 。即 
1（ ） 1T AT AT T
- -=t te e                        （2-46） 

证明  根据矩阵指数的定义式，有 
1（ ） 1 1 2 2 11 1

（ ） （ ） （ ）
2！ ！

T AT I T AT T AT T AT
- - - -= + + + + +… …t k kt t t

k
e       （2-47） 

又由 
1 1 1 1 1（ ） （ ）（ ） （ ）T AT T AT T AT T AT T A T- - - - -= =…k k              （2-48） 

所以      
1（ ） 1 1 2 2 11 1

（ ） （ ） （ ）
2！ ！

T AT I T AT T A T T A T
- - - -= + + + + +… …t k kt t t

k
e  

1 2 2

1

1 1
            （ ）

2！ ！

            A

T I A A A T

T T

-

-

= + + + + +

=

… …k k

t

t t t
k

e
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性质 8  设 n阶方阵 A 具有互异的特征值 1 2， ， ， nλ λ λ… ，则 Ate 可经相似变换化为 

1

2
1

e

e
e

e

t

t
At At

t

T T

λ

λ

λ

-

「 ┐
| |
| |= = | |
| |
| |└ 」

…

n

e                   （2-49） 

证明  由于矩阵 A 具有互异的特征值，必可经相似变换化成对角阵，即 

1

21

n

λ
λ

λ

-

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

A T AT
…

 

根据性质 7 有
1（ ） 1A T AT AT T
- -= =t t te e e  

则

1

2
1

e

e

e

A AT T

λ

λ

λ

-

「 ┐
| |
| |= = | |
| |
| |└ 」

…

n

t

t
t t

t

e e （根据性质 6）。 

【例 2-4】  
0 1

2 3

「 ┐
= | |- -└ 」

A ，求 Ate 。 

解 
21

3 2 （ 1）（ 2）
2 3

I A
λ

λ λ λ λ λ
λ
-

- = = + + = + +
+

 

所以                           

1 1λ = - ， 2 2λ = -  

可得相应的变换矩阵 

2 1

2 2

「 ┐
= | |- -└ 」

T ， 1
1

1
2

1 1

-
「 ┐
| |=
| |
- -| |└ 」

T  

这样 

2

1
2 1 e 0 1

2
2 2 0 e 1 1

A
-

-

「 ┐「 ┐「 ┐ | |= | || | | |- -└ 」 | |└ 」 - -| |└ 」

t
t

t
e

2 2

2 2

2e e e e

2e 2e e 2e

t t t t

t t t t

- - - -

- - - -

「 ┐- -
= | |
- + - +| |└ 」

 

性质 9  n阶方阵 A 具有 n重特征值 1λ ，则 Ate 必经相似变换为 
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1 1 1

1

1

1

1

e e e
（ 1）！

e

e

A AT T

λ λ λ

λ

λ

-

-

「 ┐
| |-| |
| |= =
| |
| |
| |
| |└ 」

…

… …

…

n
t t t

t t

t

t

t
t

n

t

e e             （2-50） 

证明  由于矩阵 A 具有 n重特征值，故必经相似变换化成约旦阵。 

1

11

1

1

1

λ
λ

λ

-

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

A T AT
…

…
 

1 1

2

1

1

2 1

1

2

λ λ

λ
λ

「 ┐
| |
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

A

…
… …

 

则 

（ ）
1

1 1 11
1 1

1
1

1

d 1 d
（ ） （ ）

d 1 ！ d

d
（ ）

d

A

λ λ λ
λ λ

λ
λ

λ

-

-

「 ┐
| |-| |
| |
| |=
| |
| |
| |
| |└ 」

…

… …

…

n
n n n

n

n

n

n

n

           （2-51） 

由矩阵指数定义式，有 

1 1 1

1

1

2 2

2
1 1

1

2

1 1

2
1

1

1

2！

2 1
1

1

1 1
2！

1 2

e e e
（ 1）！

e

e

A I A A

λ λ λ

λ

λ

λ λ
λ

λ λ

λ
-

= + + +

「 ┐「 ┐
| || |「 ┐ | || || | | || |= + + +| | | || || | | |└ 」 | |
| || |└ 」 | |└ 」

「 ┐
| |-| |
| |
| |
= | |
| |
| |
| |
| |
| |└ 」

…

… …

… … … … …

…

… …

t

n
t t t

t

t

t t

t
t

t
t

n

t

e
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【例 2-5】  

0 1 0

0 0 1

2 5 4

「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

A ，求 Ate 。 

解 

2

1 0

0 1 （ 1） （ 2）

2 5 4

I A

λ
λ λ λ λ

λ

-
- = - = - -

- -
 

1 2 1λ λ= = ， 3 2λ =  

得 
1 1 0

0 1 0

0 0 2

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

J      

所以 

2

e e 0

e 0 e 0

0 0 e

t t

t t

t

t「 ┐
| |
= | |
| |
| |└ 」

J  

问题是仍然需要求出变换矩阵 T 及 T -1。按第 1 章所述方法，可得 
1 1 1

1 0 2

1 1 4

T

-「 ┐
| |= | |
| |└ 」

， 1

2 5 2

2 3 1

1 2 1

T -
-「 ┐
| |= - -| |
| |-└ 」

 

所以         

2

e e 01 1 1 2 5 2

1 0 2 0 e 0 2 3 1

1 1 4 1 2 10 0 e

A

「 ┐- -「 ┐ 「 ┐| || | | |= - -| || | | || || | | |-└ 」 └ 」| |└ 」

t t

t t

t

t

e

  

   

2

2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

e e e e 2 5 2

e e 2e 2 3 1

1 2 1e e e 4e

2 e e 3 e 2e e e e e

2（e e e ） 3 e 5e 4e e 2e 2e

2 e 4e 4e 3 e 8e 8e e 3e 4e

t t t t

t t t

t t t t

t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t

t

t

t t t

t t t

t t t

「 ┐- -「 ┐| | | |= - -| | | || | | |-+ └ 」| |└ 」
「 ┐- + + - - - +
| |
= - - + - - - +| |
| |- - + + - - - +| |└ 」

 

性质 10  矩阵指数 Ate 可化为 A 的有限项表达式。 

设 A 为 n阶方阵，其构成的矩阵指数 Ate 可表示为一个 （ 1）-n 次有限项表达式，即 
1

0 1 1（ ） （ ） （ ）A I A Aα α α -
-= + + +…t n

nt t te                （2-52） 

式中， 0 1 1（ ）， （ ）， ， （ ）α α α -… nt t t 为 t 的一组标量函数。 
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证明  根据凯莱-哈密顿（Cayley-Hamilton）定理。 

凯莱-哈密顿定理：设 n阶方阵 A 的特征多项式为 
1

1 1 0（ ） I Aα λ λ λ λ λ-
-= - = + + + +…n n

na a a  

以λ = A 代入多项式，则有 
1

1 1 0（ ） 0A A A A Iα -
-= + + + + =…n n

na a a               （2-53） 

这一定理说明，矩阵 A 满足其自身的特征多项式，或 A 的特征多项式是 A 的零化多项

式，即 
1 2

1 2 1 0（ ）A A A A I- -
- -= - + + + +…n n n

n na a a a                  （2-54） 
1 1 2

1 2 1 0

1 2
1 2 1 0

1 1 2
1 1 1 0 2 1 0

2 1
1 2 1

（ ）

                   （ ）

                   （ ） （ ）

                   （ ） （

A AA A A A A I

A A A A

A A I A A A

A

+ - -
- -

-
- -

- -
- - -

-
- - - -

= = - + + + +

= - - + + +

= + + + - + + +

= - +

…

…

… …

n n n n
n n

n n
n n

n n
n n n

n
n n n n

a a a a

a a a a

a a a a a a a

a a a a 2
2 3 1 1 0 1 0） （ ）A A I-

- - -- + + - +…n
n n na a a a a a

 （2-55） 

以上两式表明， nA 可用 A 的 （ 1）-n 次多项式表示， 1n+A 也可用 A 的 （ 1）-n 次多项式表

示，同理可导出 2n+A 及 A 的更高次幂都可用 A 的 （ 1）-n 次多项式表示，由此可知，在 Ate 的

无穷幂级数表达式中，仅有 0 2 1， ， ， ，A I A A A -= … n 是独立的，而所有高于 （ 1）-n 次幂的
1， ，n n+A A …都可表示为 2 1， ， ， ，I A A A -… n 的线性组合。于是，把上述 1， ，n n+A A …的表达式代

入 Ate 的定义式，并把具有 2 1， ， ， ，I A A A -… n 的各项分别归并一起，就得到了 Ate 的关于 A 的

（ 1）-n 次有限项表达式。 1 2
1 2 1 0（ ） （ ） （ ） （ ）t n n

n na t a t a t a t- -
- -= + + + +…A A A A Ie ，其中 A 的各项

系数是 t 的标量函数。 
现在，剩下的问题是怎样求得系数 0 1 1（ ）， （ ）， ， （ ）-… na t a t a t 。 

（1）若 n 阶方阵 A 的特征值 1 2， ， ， nλ λ λ… 互异，则计算 0 1 1（ ）， （ ）， ， （ ）-… na t a t a t 的关系式为 

1

2

11
1 10

1
1 2 2

1
1

1 e（ ）

（ ） 1 e

（ ） 1 e

λ

λ

λ

λ λ

λ λ

λ λ

--

-

-
-

「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | || |
| | | || | = | | | || |
| | | || |
| | | || |└ 」 └ 」└ 」

…

…

… … … … …

… n

n t

n t

n t
n n n

a t

a t

a t

                （2-56） 

证明  根据指数函数 e itλ 的幂级数展开式，有 

2 2 1 11 1 1
e 1

2！ （ 1）！ ！
λ λ λ λ λ- -= + + + + + +

-
… …it n n n n

i i i it t t
n n

 

因 （ 1，2， ， ）λ = …i i n 为 A 的特征多项式 1
1 1 0I Aλ λ λ λ-
-- = + + + +…n n

na a a 的特征值。 

则有 1
1 1 0 0n n

i n i ia a aλ λ λ-
-+ + + + =… ，即 

1
1 1 0（ ）λ λ λ-
-= - + + +…n n

i n i ia a a  

1 1

1 2 1
2 1 0 1 0（ ） （ ）λ λ λ

- -

+ -
- -= - + + - +…

n n

n n
i n i i na a a a a a a  

可见， 1， ，n n
i iλ λ + …可表示为 iλ 的 （ 1）-n 次多项式，将 1， ，n n

i iλ λ + …代入 e itλ 的定义式，同

样，可导出 e itλ 的有限项表达式，即 
1

0 1 1e （ ） （ ） （ ）λ λ λ --= + + +…it n
i n ia t a t a t                 （2-57） 
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由式（2-52）和式（2-57）的求导过程可知，两式的系数 0 1 1（ ）， （ ）， ， （ ）-… na t a t a t 必然对应

相等。于是，由式（2-57）可得 
1

2

1
0 1 1 1 1

1
0 1 2 1 2

1
0 1 1

e （ ） （ ） （ ）

e （ ） （ ） （ ）

                           

e （ ） （ ） （ ）

λ

λ

λ

λ λ

λ λ

λ λ

-
-

-
-

-
-

㊣ = + + +
|

= + + +|
㊣
|
| = + + +㊣

…

…

…

…n

t n
n

t n
n

t n
n n n

a t a t a t

a t a t a t

a t a t a t

 

上述代数方程组的矩阵式为 
1

2

1
1 1 0

1
12 2

1
1

1 e（ ）

（ ）1 e

（ ）1 e

λ

λ

λ

λ λ

λ λ

λ λ

-

-

-
-

「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | || |
| | | || | =| | | || |
| | | || |
| | | || |└ 」 └ 」└ 」

…

…

…… … … …

… n

n t

n t

n t
nn n

a t

a t

a t

                （2-58） 

将式（2-58）等号左右同乘式中方阵的逆，得式（2-56）。 

【例 2-6】  
0 1

2 3

「 ┐
= | |- -└ 」

A ，求 Ate 。 

解  由例 2-4 知 1 1λ = - ， 2 2λ = - 为互异根，则 

1

2

1 1
0 1

2
21

2

2 2

1 e 1 1 e

1 1 2 ee

2 1 e 2e e

1 1 e e e

t t

t t

t t t

t t t

λ

λ

α λ
λα

- - -

-

- - -

- - -

「 ┐ 「 ┐-「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= =| | | || | | | | |-└ 」 | || |└ 」└ 」 └ 」└ 」

「 ┐ 「 ┐- -「 ┐
= =| | | || |- -└ 」 | | | |└ 」 └ 」

 

得              

0 1（ ） （ ）A I Aα α= +t t te  

2 2

2 2

2 2

1 0 0 1
（2e e ） （e e ）

0 1 2 3

2e e e e

2e 2e e 2e

t t t t

t t t t

t t t t

- - - -

- - - -

- - - -

「 ┐ 「 ┐
= - + -| | | |- -└ 」 └ 」
「 ┐- -
= | |
- + - +| |└ 」

 

（2）若 n 阶方阵 A 有 n 重特征值 1λ ，则计算 0 1 1（ ）， （ ）， ， （ ）-… na t a t a t 的关系式为 

1

1

1

1

12 1
1 1 1

0
2

1 1
1 2

3
2 1

1 1

e
1

（ ） e
1 2 （ 1）（ ） 1

e1（ ） 1 （ 1）（ 2） 2！
2！              

（ ） 1
e1

（ 1）！

λ

λ

λ

λ

λ λ λ

λ λ

λ

--

-

-

- -

「 ┐
「 ┐ | |「 ┐ | | | || | -| | | || | | | | || | = | |- - | || | | | | || | | | | || | | | | |└ 」 | |└ 」 | |-| |└ 」

…

…

…
… …

… …

t
n

t
n

t
n

n tn

a t t
na t

ta t n n

a t
t

n

      （2-59） 

证明  已知，对于方阵 A 的特征值 1λ ，必有 
12 1

0 1 1 2 1 1 1（ ） （ ） （ ） （ ） eλλ λ λ -
-+ + + + =… tn

na t a t a t a t               （2-60） 
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但因矩阵 A 仅有一个为 1λ 的重特征值，由 1e tλ 的表达式无法解出 n 个未知量，为了寻

找 n 个线性无关的代数方程来求解 0 1 1（ ）， （ ）， ， （ ）-… na t a t a t ，可对式（2-60）逐次求导。 

将式（2-60）对 1λ 求一次导，得 
12 2

1 1 2 1 3 1 1 1（ ） 2 （ ） 3 （ ） （ 1） （ ） eλλ λ λ -
-+ + + + - =… tn

na t a t a t n a t t  

再将上式对 1λ 求一次导，得 
13 2

2 3 1 1 12 （ ） 6 （ ） （ 1）（ 2） （ ） eλλ λ -
-+ + + - - =… tn

na t a t n n a t t  

如此下去，直到对 1λ 的零次项系数化为 1，得 

1

1

1

1

2 3 1
0 1 1 2 1 3 1 1 1

2 2
1 2 1 3 1 1 1

2
3

2 3 1 1 1

1

1

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） e

（ ） 2 （ ） 3 （ ） （ 1） （ ） e

（ 1）（ 2）
（ ） 3 （ ） （ ） e

2！ 2！

（ ） e
（ 1）！

λ

λ
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λ

λ λ λ λ

λ λ λ
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-
-

-
-

-
-

-

-

㊣
| + + + + + =
|

+ + + + - =|
| - -| + + + =㊣
|
|
|
| =| -㊣
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n
t

n

a t a t a t a t a t

a t a t a t n a t t

n n t
a t a t a t

t
a t

n

          （2-61） 

将代数方程组（2-61）写成矩阵形式，即 
1

1

1

1

2 1
1 1 1
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1 1
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3
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e
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（ ） e
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- -
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t
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a t
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        （2-62） 

上式等号左右同乘式中方阵的逆，得式（2-59）。 

【例 2-7】  

0 1 0

0 0 1

2 5 4

「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

A ，求 Ate 。 

解  由例 2-5 知 1 2 1λ λ= = ， 3 2λ = ，有一对重根。 
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1

3

1

1

3

1
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1 1 1

2
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2

0 1 2 e

1 e

e1

e e0 1 2 2 0 1
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1 2 4 1 1 1 ee
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| || || | = | || || | | || || |└ 」 | |└ 」 └ 」
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2 2

2

2 2 2

2 2 2

2

1 0 0 0 1 0

（ 2 e e ） 0 1 0 （3 e 2e 2e ） 0 0 1

0 0 1 2 5 4

0 0 1

（ e e e ） 2 5 4

8 18 11

2 e e 3 e 2e 2e e e e

2（e e e ） 3 e 5e 4e e 2e 2e

2 e 4e 4e 3 e 8

A

「 ┐ 「 ┐
| | | |= - + + + - +| | | |
| | | |-└ 」 └ 」
「 ┐
| |- - + -| |
| |-└ 」

- + + - - - +

= - - + - - - +

- - + +

t t t t t t

t t t

t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t t

t t

t

t t t

t t t

t t

e

2 2e 8e e 3e 4e

「 ┐
| |
| |
| |- - - +| |└ 」

t t t t tt

 

2.3  线性定常系统的强迫运动 

线性定常系统在控制作用下的运动，称为强迫运动。研究控制作用下系统强迫运动的

规律（状态对输入的响应）实质上是求解非齐次状态方程的问题。 
线性定常系统在控制作用 （ ）u t 下的强制运动。此时状态方程为非齐次矩阵微分方

程，即 

= +x Ax Bu.                                （2-63） 
当初始时刻 0 0t = ，初始状态 0（ ） （0）x x=t 时，其解为 

0
（ ） （ ） （0） （ ） （ ）dx x Bτ τ τ= + -∫

t
t t t uΦ Φ                      （2-64） 

式中， （ ） A= ttΦ e 。 

当初始时刻为 0t ，初始状态为 0（ ）x t 时，其解为 

0
0 0（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）dx x Bτ τ τ= - + -∫

t

t
t t t t t uΦ Φ                    （2-65） 

式中， 0（ ）
0（ ） A -- = t tt tΦ e 。 

很明显，式（2-63）的解 （ ）x t 由两部分组成：等式右边第一项表示由初始状态引起的

自由运动，第二项表示由控制激励作用引起的强制运动。 

证明  采用类似标量微分方程求解的方法，将式（2-63）写成 

- =x Ax Bu.  

等式两边同左乘 A- te ，得 

[ ] （ ）A Ax Ax B- -- =.t t u te e  

即 
d

（ ） （ ）
d

A Ax B- -「 ┐ =└ 」
t tt u t

t
e e                      （2-66） 

对式（2-66）在 0～t 积分，有 

00
（ ） （ ）dA Ax Bτ τ τ- -= ∫

t tt t ue e  
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整理后可得 
（ ）

0
（ ） （0） （ ）dA Ax x Bτ τ τ-= + ∫

tt tt ue e  

同理，若对式（2-66）在 0t ～ t 积分，即可证明式（2-65）。 

式（2-64）也可从拉普拉斯变换法求得，对式（2-63）进行拉普拉斯变换，有 
（ ） （0） （ ） （ ）X x AX BU- = +s s s s  

即                         
（ ） （ ） （0） （ ）I A X x BU- = +s s s  

上式左乘 1（ ）I A --s ，得 
1 1（ ） （ ） （0） （ ） （ ）X I A X I A BU- -= - + -s s s s               （2-67） 

注意：式（2-67）等号右边第二项，其中 

[ ]1（ ） （ ）I A -- =s L tΦ  

[ ]（ ） （ ）U =s L u t  

两个拉普拉斯变换函数的积是一个卷积分的拉普拉斯变换，即 
1

0
（ ） （ ） （ ） （ ）dI A BU Bτ τ τ- 「 ┐- = -| |└ 」∫

t
s s L t uΦ  

以此代入式（2-67），并取拉普拉斯反变换，即得 

0
（ ） （ ） （0） （ ） （ ）dx x Bτ τ τ= + -∫

t
t t t uΦ Φ  

【例 2-8】  求下述系统在单位阶跃函数作用下的解。 
0 1 0

2 3 1
u

「 ┐ 「 ┐
= +| | | |- -└ 」 └ 」

x x.  

解  （1）先求 （ ）tΦ 。从例 2-2、例 2-4、例 2-6 已求得 
2 2

2 2

2e e e e
（ ）

2e 2e e 2e

A
- - - -

- - - -

「 ┐- -
= = | |

- + - +| |└ 」

t t t t
t

t t t t
tΦ e  

（2）将
0

1

「 ┐
= | |
└ 」

B 及 （ ） 1（ ）u t t= 代入式（2-64），得 
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若初始条件为零，即 （0） 0x = ，则系统的响应仅取决于控制作用的激励部分，而为 
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2
1

22

1 1
e e（ ）

2 2
（ ）

e e

- -

- -

「 ┐- +「 ┐ | |=| | | |└ 」 -| |└ 」

t t

t t

x t

x t
 

在特定控制作用下，如脉冲函数、阶跃函数和斜坡函数的激励下，系统的解式（2-64）

可以简化为以下公式。 

1. 脉冲响应 

当 （ ） （ ）u Kδ=t t ， 0（0 ）x x- = 时，有 

0（ ） A Ax x BK= +t tt e e  

式中， K 为与 （ ）u t 同维的常数矢量。 

2. 阶跃响应 

当 （ ） 1（ ）u K= ×t t ， 0（0 ）x x- = 时，有 
1

0（ ） （ 1）A Ax x A BK-= + -t tt e e                     （2-68） 

3. 斜坡响应 

当 （ ） 1（ ）u K= ×t t t ， 0（0 ）x x- = 时，有 
2 1

0（ ） （ 1）A Ax x A A BK- -「 ┐= + - -└ 」
t t tt e e                   （2-69） 

2.4  离散时间系统的状态空间分析 

分析连续时间动力学系统的状态空间法，可推广到离散时间系统中去。用状态空间法

分析离散系统，首要的问题仍是确立离散系统状态空间的数学模型，然后对数学模型求解，

从而获得系统在离散空间的运动信息。在经典控制理论中，离散系统的动力学特性是由标

量差分方程或脉冲传递函数来描述的，同样，它仅能反映离散系统的输入-输出间的外部特

性，而离散系统的状态空间方程在引入系统状态变量的基础上，却能完全描述系统的动力

学特征。参照连续系统的状态空间分析所涉及的内容，本节主要讨论线性定常离散系统状

态空间方程的确立及状态方程的求解，并引出离散系统的状态转移矩阵的概念。 

2.4.1  连续系统状态空间方程的离散化 

在利用数字机对连续系统进行数字仿真或对连续时间的被控过程实行计算机控制时，

都会遇到要求把连续系统化为离散系统的问题。在经典控制理论中，是将连续系统的传递

函数离散化为脉冲传递函数，在状态空间分析法中，则要求将连续系统的状态空间方程离

散化为离散系统的状态空间方程。 

下面讨论连续定常系统状态空间方程离散化方法。 

连续系统状态方程解的一般形式： 
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0

0

（ ） （ ）
0（ ） （ ） （ ）dA Ax x Bτ τ τ- -= + ∫

tt t t

t
t t ue e                    （2-70） 

若式（2-70）中令 0t kT= ， （ 1）= +t k T ，则可得到系统在 （ 1）= +t k T 采样时刻的状态，

即 
（ 1） [（ 1） ][（ 1） ] （ ） （ ）dA Ax Bτ τ τ
+ + -+ = + ∫

k TT k T

kT
k T x kT ue e               （2-71） 

进行积分变量代换： 

令 

， d dkTτ ξ τ ξ= + = ， 0T ξ≥ ≥  

积分下限为 kTτ = ，对应 0ξ = ；积分上限为 （ 1）k Tτ = + ，对应 Tξ = ，则 

（ ）

0
[（ 1） ] （ ） （ ）dA Ax x Bξ ξ ξ-+ = + +∫

TT Tk T kT u kTe e                 （2-72） 

采用零阶保持器，kT ～ （ 1）k T+ 保持器的输出为恒定值，且等于 kT 时刻的采样值，即 

（ ） （ ） （ ）hu kT u kT u kTξ ξ+ = + =                      （2-73） 

故可将 （ ）u kT 从积分号下提出，得 

（ ）

0
[（ 1） ] （ ） d （ ）A Ax x Bξ ξ-+ = + ∫

TT Tk T kT u kTe e                 （2-74） 

并记 

（ ）

0
d

A

A

G

H Bξ ξ-

㊣ =|
㊣
=|㊣ ∫

T

T T

e

e
 

对于 H，如果再做一次积分变量代换，令 

， d dt T tξ ξ= - = -  

积分下限为 0ξ = ，则对应 t T= ；积分下限 Tξ = ，对应 0t = ，故 
0（ ）

0 0
d d dA A Aξ ξ- = - =∫ ∫ ∫

T TT t t

T
t te e e  

最后得 

0
d

A

A

G

H B

㊣ =|
㊣
=|㊣ ∫

T

T t t

e

e
                        （2-75） 

于是离散化的状态空间方程为 
[（ 1） ] （ ） （ ）

（ ） （ ）

x k T x kT u kT

y kT x kT

+ = +㊣
㊣ =㊣

G H

C
                  （2-76） 

【例 2-9】  给定线性连续定常系统 

1 1

2 2

0 1 0
， 0

0 2 1
u t

「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
= +| | | || | | |-└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

x x

x x
≥  

且采样周期为 0.1sT = ，要求建立其时间离散化模型。 

首先求出给定连续的矩阵指数函数 Ate 。考虑到 
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1
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1 1
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对其求拉普拉斯反变换，即得 
2

2

1 0.5（1 e ）

0 e

A
-

-

「 ┐-
= | |
| |└ 」

t
t

t
e  

再利用式（2-75）可求出 
2

2

1 0.5（1 e ） 1 0.091

0 0.8190 e

AG
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-
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└ 」| |└ 」

t
T

T
e  

（ ）
2

20 0

2

2

2

2

1 0.5（1 e ） 0
d d

10 e

0.5 0.25e 0.25 0

10 0.5e 0.5

0.5 0.25e 0.25 0.005

0.0910.5e 0.5

AH B
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-

╭ ╮「 ┐- 「 ┐
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「 ┐+ - 「 ┐
= | | | |

- + └ 」| |└ 」
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e

 

于是给定连续系统的离散化模型的状态方程为 

1 1

2 2

（ 1） （ ）1 0.091 0.005
（ ）

（ 1） （ ）0 0.819 0.091

+「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
= +| | | || | | |+ └ 」 └ 」└ 」 └ 」

x k x k
u k

x k x k
 

2.4.2  线性定常离散系统的运动分析 

与线性定常连续系统类似，分析离散系统的时域行为，在状态空间分析法中实质上是

求解离散系统的状态方程或矢量差分方程。 

1.迭代法解离散系统的状态方程 

设线性定常离散系统的状态方程为 

（ 1） （ ） （ ）k k k+ = +x Gx Hu                          （2-77） 

式中，依次令 k=0，1，2，…，则有 

（1） （0） （0）

（2） （1） （1）

（3） （2） （2）

（ ） （ 1） （ 1）k k k

= +㊣
| = +|| = +㊣
|
|

= - + -|㊣

x Gx Hu

x Gx Hu

x Gx Hu

x Gx Hu

…

                       （2-78） 
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将式（2-78）中第 1 式代入第 2 式得 
2（2） [ （0） （0）] （1） （0） （0） （1）= + + = + +x G Gx Hu Hu G x GHu Hu  

再代入第 3 式，又得 
3 2（3） （0） （0） （1） （2）= + + +x G x G Hu GHu Hu  

如此迭代下去，最后得 
1

1
1

0

（ ） （0） （0） （ 2） （ 1）

（0） （ ）

k k

k
k k i

i

k k k

i

-

-
- -

=

= + + + - + -

= +∑

…x G x G Hu GHu Hu

G x G Hu
        （2-79） 

或                      
1

0

（ ） （0） （ 1）
k

k i

i

k k i
-

=

= + - -∑x G x G Hu                （2-80） 

将上述各步解的表达式写为矩阵形式为 

2

23

1 2

（1） （0）

（2） （1）

（0）（3） （2）

（ ） （ 1）kk k-

「 ┐ .「 ┐「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |.| | | || | | |
| | | || | | |= + . .| | | || | | |

. . .| | | || | | |
| | | || | | |+└ 」 └ 」| || | └ 」└ 」

… … ……

…

G Hx u
GHGx u

xx G H uG

x k uG H G H GH HG

        （2-81） 

式（2-79）或式（2-80）表明，状态方程的解由两部分组成，第一项是 （0）kG x ，它是

系统对初始状态的响应，也就是系统的自由运动，第二项
1

0

（ 1）
k

i

i

k i
-

=

- -∑G Hu 是由输入的各次

采样信号所引起的强迫分量或称受控量，正是因为此受控量的存在，才有可能选择适当的

控制律，确定相应的控制 （ ）ku ，使被控过程按性能指标的要求达到预期的状态变化规律。 

在上述讨论的基础上，如果要确定系统输出变化规律，则可将状态方程的解代入系统

的输出方程，则有 
1

1

0

（ ） （0） （ ）
k

k k i

i

k C C i
-

- -

=

= + ∑y G x G Hu                       （2-82） 

或                  
1

0

（ ） （0） （ 1）
k

i

i

k C C k i
-

=

= + - -∑y Gx G Hu                      （2-83） 

【例 2-10】  离散时间系统的状态方程 
（ 1） （ ） （ ）x Gx Hu+ = +k k k  

0 1

0.16 1

「 ┐
= | |- -└ 」

G ；
1

1

「 ┐
= | |
└ 」

H  

试求当初始状态
1

（0）
1

x
「 ┐
= | |-└ 」

和控制作用为 （ ） 1u =k 时，此系统的 （ ）kΦ 和 （ ）x k 。 

解  根据定义           
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0 1
（ ）

0.16 1
G

「 ┐
= = | |- -└ 」

k
kkΦ  

按上式直接计算 （ ）kΦ 有一定困难，为此，将原状态方程变换成约旦标准型，即将 G 变

换为对角线型。 
令 （ ） （ ）x Tx=k k ，代入原式得 

1 1（ 1） （ ） （ ）x T GTx T Hu- -+ = +k k k  

相应地有 
1- =T GT Λ； 1（ ） （ ）T GT-= =～ k kkΦ Λ  

1
1

0

（ ） （ ） （0） （ ） （ 1）x x T Hu
-

-

=

= + - -∑～ ～～ ～
k

j

k k j k jΦ Φ              （2-84） 

1
（ 0.2）（ 0.8） 0

0.16 1
I G

λ
λ λ λ

λ
-

- = = + + =
+

 

1 0.2λ = - ； 2 0.8λ = -  

则         

0.2 0

0 0.8

-「 ┐
= | |-└ 」
Λ ；

0.2 0 （ 0.2） 0
（ ）

0 0.8 0 （ 0.8）

「 ┐- -「 ┐
= = | || |- -└ 」 | |└ 」

～
k k

k
kΦ  

又求得 

1 1

0.2 0.8

「 ┐
= | |- -└ 」

T ； 1

4 5

3 3
1 5

3 3

-

「 ┐
| |
= | |
| |- -| |└ 」

T  

从而容易求得 

1

4 5
1 1 （ 0.2） 0 3 3（ ） （ ）
0.2 0.8 1 50 （ 0.8）

3 3

T T -

「 ┐
| |「 ┐-「 ┐

= = | || || |- - - | |└ 」 | |└ 」 - -| |└ 」

～
k

k
k kΦ Φ  

4（ 0.2） （ 0.8） 5 （ 0.2） （ 0.8）1
                           

3 0.8 （ 0.2） （ 0.8） （ 0.2） 4（ 0.8）

「 ┐「 ┐- - - - - -└ 」| |=
| |「 ┐- - - - - - + -└ 」└ 」

k k k k

k k k k
 

现按式（2-84）先求 （ ）x k ，等式右边第一项为 

（ ）

1

4 5
（ 0.2） 0 13 3（ ） （0） （ ） （0）

1 5 10 （ 0.8）
3 3

0.21

3 4（ 0.8）

x T x-

「 ┐
| |「 ┐- 「 ┐

= = | || | | |-- | | └ 」| |└ 」 - -| |└ 」
「 ┐- -

= | |
| |-└ 」

～ ～
k

k

k

k

k kΦ Φ

 

该式右边第二项为 
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1 1
1

0 0

1 1

0 0

2 1

2

4 5
13 3（ ） （ 1） （ ） 1

1 5 1

3 3

（ 0.2） 0 3 3（ 0.2）

20 （ 0.8） 2（ 0.8）

3 1 （ 0.2） （ 0.2） （ 0.2）

2 1 （ 0.8） （ 0.8） （

k k

j j

j jk k

j j
j j

k

j k j j
- -

-

= =

- -

= =

-

「 ┐
| | 「 ┐

- - = .| | | |-| | └ 」- -| |└ 」
「 ┐ 「 ┐- -「 ┐

= =| | | || |-- - -└ 」| | | |└ 」 └ 」

「 ┐+ - + - + + -└ 」=
- + - + - + +

∑ ∑

∑ ∑

～ ～

…

…

T HuΦ Φ

10.8）

3 1 （ 0.2）

1.2

2 1 （ 0.8）

1.8

k

k

k

-

「 ┐
| |
| |「 ┐-└ 」└ 」
「 ┐「 ┐- -└ 」| |
| |= | |「 ┐- - -| |└ 」
| |└ 」

 

1
1 （ 0.2）

（ 0.2）1 0.4（ ）
13 4（ 0.8） 1 （ 0.8）

0.9

17 5
（ 0.2）

6 2
22 10

（ 0.8）
9 9

x

「 ┐「 ┐- -| |└ 」「 ┐- -
= + | || |

- | || |└ 」 「 ┐- - -└ 」| |└ 」
「 ┐- - +| |
= | |
| |- -| |└ 」

～

k
k

k
k

k

k

k

 

17 5
（ 0.2）

1 1 6 2（ ） （ ）
0.2 0.8 22 10

（ 0.8）
9 9

x Tx

「 ┐- - +| |「 ┐
= = | || |- - | |└ 」 - -| |└ 」

～

k

k

k k  

17 22 25
（ 0.2） （ 0.8）

6 9 18
3.4 17.6 7

（ 0.2） （ 0.8）
6 9 18

「 ┐- - + - +| |
= | |
| |- - - +| |└ 」

k k

k k

 

2.Z变换法解离散系统的状态方程 

线性离散系统的状态方程重写如下： 
（ 1） （ ） （ ）k k k+ = +x Gx Hu  

对上式进行 Z 变换，得 
（ ） （0） （ ） （ ）z z z z z- = +x x Gx Hu                    （2-85） 

或    
（ ） （ ） （0） （ ）z z z z- = +I G x x Hu                    （2-86） 

式中，
0

（ ） [ （ ）] （ ） k

k

z Z k k z
∞

-

=

= = ∑x x x ；
0

（ ） [ （ ）] （ ） k

k

z Z k k z
∞

-

=

= = ∑u u u 。 
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则   
1 1（ ） （ ） （0） （ ） （ ）z z z z z- -= - + -x I G x I G Hu                             （2-87） 

取 Z 反变换 1 1 1 1（ ） [（ ） ] （0） [（ ） （ ）]k Z z z Z z z- - - -= - + -x I G x I G Hu                （2-88） 

此结果与迭代法求得的解相比较，应有 
1 1[（ ） ]k Z z z- -= -G I G                          （2-89） 

1
1 1 1

0

（ ） [（ ） （ ）]
k

k i

i

i Z z z
-

- - - -

=

= -∑G Hu I G Hu                    （2-90） 

这一结论不难证明。因为，根据 Z 变换的定义式有如下性质： 

（1）   1 2 2

0

[ ]k k k k k

k

Z z z z z
∞

- - -

=

= = + + + + +∑ … …G G I G G G                （2-91） 

1 1 1 2 2

0

[ ]k k k k k

k

z Z z z z z z
∞

- - - - - -

=

= = + + + +∑ … …G G G G G G G            （2-92） 

两式相减得 
1（ ） [ ]kz Z-- =I G G I                           （2-93） 

则 
1 1 1 1 1[ ] （ ） [（ ） ] （ ）kZ z z z z z- - - - -= - = - = -G I G I G I G              （2-94） 

两边取 Z 反变换得 
1 1[（ ） ]k Z z z- -= -G I G  

（2）
1 1

1 1

0 0 0

（ ） （ ）
k k

k i k i k

i k i

Z i i z
- ∞ -

- - - - -

= = =

㊣ ㊣「 ┐ 「 ┐| | =㊣ ㊣| | | |
| |└ 」 └ 」㊣ ㊣
∑ ∑ ∑G Hu G Hu                         （2-95） 

式（2-95）中，由于不存在 1-G ，应有 1 0k i- - ≥ ，即 1k≥ ，所以有 
1

1

1 0

1 2 3

1

1 2 3

1 2 3

（ ）

[ （0） （1） （2） ]

（0） （1） （2）

k
k i k

k i

k k k k

k

k k k k k k

k k k

i z

z

z z z

∞ -
- - -

= =

∞
- - - -

=

∞ ∞ ∞
- - - - - -

= = =

「 ┐
| |
└ 」

= + + +

= + + +

∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑

…

…

G Hu

G Hu G Hu G Hu

G Hu G Hu G Hu

 

1 1 2

1

1

0 0

[ （0） （1） （2） ]

[ ] [ （ ） ]

k k

k

k k k

k k

Z z z

z Z k z

∞
- - - -

=

∞ ∞
- - -

= =

= + + +

=

∑

∑ ∑

…G H u u u

G H u

 

1 1 1（ ） （ ） （ ） （ ）z z z z z z- - -= - = -I G H u I G Hu                        （2-96） 

最后得 
1

1 1 1

0

（ ） [（ ） （ ）]
k

k i

k

i Z z z
-

- - - -

=

= -∑G Hu I G Hu  

【例 2-11】  同例 2-10，试用 Z 反变换法求 （ ）kΦ 和 （ ）x k 。 
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解  因 （ ） 1=u k ，所以 （ ）
1

=
-
z

u z
z

。 

1 1

1
1 1

（ ） （ ）

1 1 1

0.16 1 0.16（ 0.2）（ 0.8）

k Z z G z

z zz
Z z Z

z zz z

- -

-
- -

「 ┐= -└ 」
㊣ ㊣- ㊣ + ㊣「 ┐ 「 ┐| | | |= =㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | | |+ -+ +| |└ 」 └ 」㊣ ㊣| |㊣ ㊣

IΦ

 

1

4 1 5 5

0.2 0.8 0.2 0.8
0.8 0.8 1 43

0.2 0.8 0.2 0.8

4（ 0.2） （0.8） 5（ 0.2） 5（ 0.8）1

3 0.8（ 0.2） 0.8（ 0.8） （ 0.2） 4（ 0.8）

k k k k

k k k k

z z z z zZ

z z z z

-

㊣ - - ㊣「 ┐+ +| || || |+ + + += | |㊣ ㊣- -| || |+ +| || |+ + + +└ 」㊣ ㊣
「 ┐- - - - -

= | |
- - + - - - + -| |└ 」

 

再计算 
2

2

1 1（0） （ ）
2

1 1

z z
z z zz z
z z z z

z z

「 ┐「 ┐
| || |「 ┐ - -| |+ = + =| || |- | |- +└ 」 | |
| || |└ - 」 └ - 」

x Hu  

所以 

[ ]1（ ） （ ） （0） （ ）z z z z-= - +x I G x Hu  

2

2

（ 2） （17 / 6） （22 / 9） （25 /18）
（ 0.2）（ 0.8）（ 1） 0.2 0.8 1

（3.4 / 6） （ 17.6 / 9） （7 /18）（ 1.84 ）
0.2 0.8 1（ 0.2）（ 0.8）（ 1）

「 ┐+ -「 ┐+ +| | | |+ + - + + -| |= = | || | - -- + | |+ +| | | |+ + -└ 」+ + -| |└ 」

z z z z z
z z z z z z

z z zz z z
z z zz z z

 

[ ]1

17 22 25
（ 0.2） （ 0.8）

6 9 18（ ） （ ）
3.4 17.6 7

（ 0.2） （ 0.8）
6 9 18

k k

k k

k Z x z-

「 ┐- - + - +| |
= = | |

| |- - - +| |└ 」

x  

3.离散系统的状态转移矩阵 

回顾由连续系统自由运动引出的状态转移矩阵的概念，同样对于离散系统，也可由齐

次矢量差分方程解的一般形式引出离散系统状态转移矩阵的概念。 

考察如下齐次矢量差分方程 

0

（ 1） （ ）

（ ） | （0）k

k k

k =

+ =㊣
㊣ =㊣

x Gx

x x
                          （2-97） 

设解的一般形式为 
（ ） （ ） （0）k k=x xΦ                           （2-98） 

如果所设的解是方程的真实解，则必满足此差分方程及其初始条件。 
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故                        
0

（ 1） （0） （ ） （0）

（ ） | （0） （0）k

k k

k =

+ =㊣
㊣ =㊣

x G x

x x

Φ Φ
Φ

                     （2-99） 

即                             
（ 1） （ ）

（0）

G

I

+ =㊣
㊣ =㊣

k kΦ Φ
Φ

                         （2-100） 

因此，某一具体形式的离散时间函数矩阵 （ ）kΦ 若能满足上述矩阵差分方程，则 （ ）kΦ 必

是矩阵差分方程的唯一解。那么 （ ） （ ） （0）k k=x xΦ ，也必是齐次矢量差分方程的唯一解。 

根据前面求得的系统的自由运动，即 

（ ） （0）kk =x G x                           （2-101） 

则 

（ ） kk =GΦ  

容易验证， kG 是矩阵差分方程的唯一解。 

首先，它满足初始条件 0（0） G I= =Φ ，其次，依次令 k=0，1，2，…则 

2

0 ： （1） （0）

1： （2） （1）

： （ ） （ 1） k

k

k

k k k k

= = =

= = =

= = - =

G G

G G

G G

…

Φ Φ

Φ Φ

Φ Φ

 

所以， （ ） kk =GΦ 的确是矩阵差分方程 （ 1） （ ）k k+ =GΦ Φ ，在初始条件 0（0） G I= =Φ 下

的唯一解。 

定义 （ ） kk =GΦ 为线性定常离散系统的状态转移矩阵，它描述了系统由初态 （0）x 向任

意时刻 t kT= 的状态 （ ）tx 转移的特性，且唯一地确定了状态空间中系统自由运动的离散状

态轨线。可以说，状态转移矩阵 （ ）kΦ 包含系统自由运动的全部信息。 

状态转移矩阵 （ ）kΦ 的性质如下： 

（1）不同于连续系统，离散系统的状态转移矩阵 （ ）kΦ = kG ，并非一定是非奇异的，仅

当状态方程的状态阵 G 是非奇异阵时， （ ）kΦ 才是非奇异的，显然，当 G 是奇异阵时， kG

也必然是奇异阵。但应当注意，对于由连续系统离散化而得到的离散系统，其状态方程的

状态阵 G= ATe 总是非奇异的，所以， （ ）kΦ 必定非奇异（因为对于连续系统，不论状态矩阵

A 是否非奇异， （ ） A= TtΦ e 总是非奇异的）。 

（2）如果离散状态方程的状态阵 G 是对角阵，即 1 2diag（ ， ， ， ）ng g g=G … ，则 （ ）kΦ 也必

为对角阵，即 

（ ）kΦ = kG =
1
k

k
n

g

g

「 ┐
| |
| |
| |
└ 」

…  

（3）如果系数矩阵 G 具有互异的特征值 1 2， ， ， nz z z… ，则通过相似变换可使 （ ）kΦ 化为对

角阵。 
（4）连续系统的状态阵 A 具有互异的特征值 1 2， ， ， nλ λ λ… ，则经离散化后离散系统的状
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态阵 AG = Te 也具有互异的特征值 1 2， ， ， nz z z… ， （ ）kΦ 可化为对角阵。 

证明  经相似变换 
1

1

1 1 （ ）

1e

e

A P APG P GP P P
λ

λ

-- -= = =

「 ┐ 「 ┐
| | | |= =| | | |
| | | |└ 」└ 」

… …

n

T T

T

T
n

z

z

e e

 

式中，矩阵 G 的特征值为 e iT
iz λ= ，i=1，2， …，n。 

iz 也就是离散系统脉冲传函的极点，由性质（3）得， （ ）kΦ 可化为对角阵。 

习    题 

2-1  试证明同维方阵 A 和 B，当 AB=BA 时， （ ）A B A B+. =t t te e e ，而 AB ≠ BA 时，
（ ）A B A B+. ≠t t te e e 。 

2-2  已知矩阵 A=

0 1 0

0 0 1

6 11 6

「 ┐
| |
| |
| |- - -└ 」

，试用拉普拉斯反变换法求 Ate 。 

2-3  用三种方法计算以下矩阵指数函数 Ate 。 

（1）A=
0 1

4 0

-「 ┐
| |
└ 」

  （2）A=
1 1

4 1

「 ┐
| |
└ 」

 

2-4  下列矩阵是否满足状态转移矩阵的条件，如果满足，试求与之对应的矩阵 A。 

（1）

1 0 0

（ ） 0 sin cos

0 cos sin

t t t

t t

「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

Φ    

（2）
2

2

1
1 （1 e ）

（ ） 2

0 e

t

t

t
-

-

「 ┐-| |= | |
| |└ 」

Φ  

（3）
2 2

2 2

2e e 2e 2e
（ ）

e e 2e e

t t t t

t t t t
t

- - - -

- - - -

「 ┐- -
= | |

- -| |└ 」
Φ  

（4）

3 3

3 3

1 1
（e e ） （ e e ）

2 4（ ）
1

（ e e ） （e e ）
2

t t t t

t t t t

t

- -

- -

「 ┐+ - +| |
= | |
| |- + +| |└ 」

Φ  

2-5  求下列状态空间表达式的解。    

[ ]

0 1 0

0 0 1

= 1 0

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |
└ 」 └ 」㊣

|
㊣

.x x

x
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初始状态 x
1

（0）
1

「 ┐
= | |
└ 」

，输入u （ ）t 是单位阶跃函数。 

2-6  有系统如图 2-2 所示，试求离散化的状态空间表达式。设采样周期分别为 T=0.1
和 1，而 1u 和 2u 为分段常数。 

 

图 2-2  系统结构图 

2-7  有离散时间系统如下，试求 （ ）x k 。 

1

2

（ 1）

（ 1）

x k

x k

+「 ┐
| |+└ 」

=

1 1

2 8
1 1

8 2

「 ┐
| |
| |
| |
| |└ 」

1

2

（ ）

（ ）

x k

x k

「 ┐
| |
└ 」

+
1 0

0 1

「 ┐
| |
└ 」

1

2

（ ）

（ ）

u k

u k

「 ┐
| |
└ 」

 

1（0） 1x = - ； 2 （0） 3x =  

输入 1（ ）u k 是从斜坡函数 t 采样而来， 2 （ ）u t 是从 e t- 同步采样而来。 

2-8  试将下列连续时间系统按等采样周期T 离散化。 
0 1 0

0 2 1
u

「 ┐ 「 ┐
= +| | | |-└ 」 └ 」
.x x  

 

 



 

第 3 章  线性控制系统的 

能控性与能观性 

1960 年，卡尔曼（Kalman）提出能控性和能观性概念，深刻地揭示了动力学系统关于

内部结构的两个基本属性，是现代控制理论中的两个重要概念，是最优控制和最优估计的

设计基础。 

能控性指的是控制作用对受控系统影响的可能性。能观性指的是由系统的输出量确定

系统状态的可能性。这两个概念是状态空间描述所带来的新概念。而经典控制理论只限于

讨论单变量控制系统且侧重于系统的外部特性，输入与输出的关系由系统传递函数唯一地

确定，只要满足稳定性条件，系统对输出就是能控制的，而输出量本身就是被控制量，对

一个实际物理系统而言，它一般是能观测到的。 

本章将给出能控性和能观性的定义，介绍系统能控性和能观性的判别准则，以及能控

性与能观性之间的对偶关系。然后介绍能控标准型和能观标准型，以及线性系统的结构分

解。最后介绍传递函数矩阵的最小实现问题。 

3.1  能控性定义及能控性判据 

研究能控性时，只考察系统在控制作用下，状态矢量的转移情况，与输出无关，故只

需依据系统的状态方程即可。 

3.1.1  状态能控性的定义 

线性定常系统 
（ ） （ ） （ ）t t t= +x Ax Bu.  

如果存在一个连续或分段连续的控制输入 （ ）tu ，能在有限时间区间 0 1[ ， ]t t 内，使系统由某一

初始状态 0（ ）tx ，转移到终端状态 1（ ） 0t =x ，则称此状态是能控的。 

如果状态空间中的所有非零状态都是能控的，则称此系统是状态完全能控的，或简称

系统是能控的。如果状态空间中至少存在一个非零状态是不能控的，则称此系统是状态不

完全能控的，或简称系统是不能控的。可见系统中某一状态的能控和系统的状态完全能控

在含义上是不同的。 
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对状态的能控性作以下解释和讨论： 
（1）定义中把系统的初态 0（ ）tx 定义为状态空间的任意非零有限点，而目标状态定义在

状态空间的原点，这只是为了研究问题方便而且不失一般性，因为总可以通过坐标变换，

使终态置于状态空间的原点上。因此，能控性问题又称达原点的能控性问题。从控制工程

的观点看该控制问题相应于讨论调节问题的能实现性。反之，如果取初态为状态空间的原

点，而终态取为状态空间的任意非零有限点，这样的问题称为能达性问题，从工程的观点

看相应于讨论跟踪问题的能实现性。 
（2）定义中，使系统由任意初态转移至终态的时间规定为某一有限时间 0 1[ ， ]t t ，但对于

线性定常系统而言，由于系统的结构与参数不变，即系统的状态阵 A 和控制阵 B 为常数阵，

因此，只要系统在有限时间 0 1[ ， ]t t 上是能控的，那么在任意取定的时间区间必定是能控的。

在讨论中，通常设初始时刻为 0 0t = 。 

（3）定义中的控制 （ ）tu 几乎没有限制条件。只要保证状态方程解存在即可。 （ ）tu 的分

段连续性在工程中是很容易满足的，因此，控制 （ ）tu 几乎是没有限制的。 

（4）在讨论能控性问题时，考察的重点并不在如何选择控制 （ ）tu ，以及将 0（ ）tx 驱动到

1（ ）tx 的轨迹如何，而是分析整个状态空间中哪些状态是可控态，可控态在状态空间如何分布。 

3.1.2  线性定常系统的能控性判别 

线性定常系统能控性判别准则有两种形式：一种是先将系统进行状态变换，把状态方

程化为约旦标准型 ˆ ˆ（ ， ）A B ，再根据 B̂ 阵，确定系统的能控性；另一种方法是直接根据状态

方程的 A 阵和 B 阵，确定其能控性。 

1.规范型判据 

1）单输入系统 

具有约旦标准型系统矩阵的单输入系统，状态方程为 

=x. Λ ubx +                           （3-1） 

或                                 

u= +x Jx b.                             （3-2） 

式中 

1

2

0

0 n

λ
λ

λ

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

…
Λ ， 1 2 3 nλ λ λ λ≠ ≠ ≠ ≠… 即 n 个互异根； 

1

2

k

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

J

J
J

J

…

0

0

，其中

1 0

1

0

i

i

i

λ

λ

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

J
… …

， iλ （ im 重根），且
1

k

i
i

m n
=

=∑ ； 
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1

2

n

b

b

b

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

b
…

。 

对下述三个二阶系统进行能控性分析。 

1

2 2

0 0

0
u

b

λ
λ

「 ┐ 「 ┐
= +| | | |

└ 」 └ 」
x x.                        （3-3） 

1

1 2

1 0

0
u

b

λ
λ

「 ┐ 「 ┐
= +| | | |

└ 」 └ 」
x x.                         （3-4） 

1 1

1

1

0 0

b
u

λ
λ

「 ┐ 「 ┐
= +| | | |

└ 」└ 」
x x.                         （3-5） 

（1）对式（3-3）的系统，系统矩阵 A 为对角线型，其标量微分方程形式为 

1 1 1x xλ=.                              （3-6） 

2 2 2 2x x b uλ= +.                            （3-7） 

从式（3-7）可知， 2x. 可以受控制量 u 的控制，但是从式（3-6）又知， 1x. 与 u 无关，

即不受 u 控制。因而，只有一个特殊状态 

2

0
（ ）

（ ）
t

x t

「 ┐
= | |

└ 」
x  

是能控状态，故为状态不完全能控的，因而为不能控系统。 

就状态空间而言，如图 3-1 所示，能控部分是图中粗线所示的一条线，它属于能控状

态子空间，除此子空间以外的整个空间，都是不能控的状态子空间。 
式（3-3）系统的方块结构图如图 3-2 所示。它是一个并联型的结构，而对应 1x 这个方

块而言，是一个与 （ ）u t 无联系的孤立部分，即与它相应的自然模式 1e tλ 是不能控的。而状态

2x 受 （ ）u t 影响，其自然模式 2e tλ 是能控的。 

                            

      图 3-1  状态不完全能控的状态空间表示        图 3-2  不完全能控的系统模拟结构图 

（2）对于式（3-4）的系统，系统矩阵 A 为约旦型，微分方程组为 

                        （3-8） 

                       （3-9） 
虽然式（3-8）与 （ ）u t 无直接关系，但它与 2x 是有联系的，而 2x 却是受控于 （ ）u t 的，

所以，不难断定式（3-4）的系统是状态完全能控的。根据式（3-8）和式（3-9）画出系

1 1 1 2

2 1 2 2

x x x

x x b u

λ
λ

= +㊣
㊣ = +㊣

.

.
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统的方块结构图如图 3-3 所示。它是一个串联型结构，没有孤立部分，也表明其状态是完

全能控的。 

 

图 3-3  能控系统的模拟结构图 

（3）对于式（3-5）的系统，系统矩阵虽也为约旦型，但控制矩阵第二行的元素却为 0，

其微分方程组为 

                          （3-10） 

                              （3-11） 
式（3-11）中只有 2x 本身，它不受 （ ）u t 的控制，而为不能控的，从如图 3-4 所示的方

块结构图中看，存在一个与 （ ）u t 无关的孤立部分。 

 

图 3-4  不完全能控系统的模拟结构图 

通过以上分析，可以得出以下几点结论： 

（1）系统的能控性，取决于状态方程中的系统矩阵对（A，b）。 

系统矩阵 A 是由系统的结构和内部参数决定的，控制矩阵 b 是与控制作用的施加点及

其传递增益有关的，因此，系统的能控性是结构的性质，取决于系统的结构、参数，以及

控制作用的施加点。如图 3-3 所示，控制作用只施加于 2x ，未施加于 1x ，图 3-4 则相反，

孤立部分和控制无直接联系也无间接联系，这些没有与输入联系的孤立部分所对应的状态

变量是不能控制的，这一点可以作为由方块图判定系统存在不可控制部分的依据。 

（2）在 A 为对角线规范型的情况下，如果 b 的元素有为零的，则与之相应的一阶标

量状态方程必为齐次微分方程，而与 （ ）u t 无关；这样，该方程的解无强制分量，在非零

初始条件时，系统状态不可能在有限时间 ft 内，衰减到零状态，从状态空间上说，

[ ]T
1 2 nx x x=x … 是不完全能控的。 

（3）在 A 为约旦标准矩阵的情况下，每个约旦块所对应的一组状态变量间具有串联结

构。由于前一个状态总是受下一个状态的控制，故只有当 b 中相应于约旦块的最后一行的

元素为零时，相应地为一个一阶标量齐次微分方程，而成为不完全能控的。 
（4）不能控的状态，在结构图中表现为存在与 （ ）u t 无关的孤立方块，它对应的是一阶

齐次微分方程的模拟结构图，其自由解是 （0）e it
ix λ ，故为不能控的状态，也表现为与之相应

的特征值的自然模式 e itλ 的不能控。 

1 1 1 2 1

2 1 2

x x x b u

x x

λ
λ

= + +㊣
㊣ =㊣

.

.
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2）具有一般系统矩阵的多输入系统 

系统的状态方程为 
（ ）t = +x Ax Bu.                          （3-12） 

（1）若令 =x Tz ，式（3-12）可变换为约旦标准型 
1-= +.z Λz T Bu                          （3-13） 

或                                
1z Jz T Bu-= +.                          （3-14） 

（2）可以证明，系统的线性变换不改变系统的能控性条件。 
第 1 章已经证明，线性变换不改变系统的特征值，而从上一段可知，若第 i 个状态 ix 不

能控，就是 （0）e it
ix λ 的自由分量不能控，也即相应特征值的自然模式 e itλ 不能控，既然系统

线性变换不改变系统特征值，所以，不改变系统的能控性。 

（3）据此可推得一般系统的能控性判据如下： 

若系统矩阵 A 的特征值互异，则式（3-12）可变换为式（3-13）的形式，此时系统能

控性的充分必要条件是控制矩阵 1-T B 没有全零行。 

若系统矩阵 A 的特征值有相同的，则式（3-12）可变换为式（3-14）的形式，此时系

统能控性的充分必要条件如下： 

① 在 1-T B 中对应于相同特征值的部分，它与每个约旦块最后一行相对应的一行的元

素不全为零。 

② 1-T B 中对于互异特征值部分，它的各行元素不全为零。 

（4）应指出，A 的特征值互异时，其对应的特征矢量必然互异，故必然能变换为式（3-13）

的对角线型。但即使 A 的特征值相同时，其对应的特征矢量也有可能是互异的，故也有可

能变换为式（3-13）的对角线型。如此，则在 1-=J T AT 中，将出现两个以上与同一特征

值有关的约旦块。在这种情况下，不能简单地按上述（3）的判据确定系统的能控性。可以

证明，在这种情况下，对单输入系统是不能控的，对多输入系统，则尚需考察 1-T B 中，与

那些相同特征值对应的约旦块的最后一行元素所形成的矢量是否线性无关。若它们线性无

关，系统才是能控的。 

【例 3-1】  判断下列系统的能控性。 

（1）
1 1

2 2

3 3

8 0 0 1

0 6 0 2

0 0 2 3

x x

x x u

x x

-「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |= - +| | | || | | |
| | | || | | |-└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

 

（2）
1 1

2 2

3 3

8 0 0 1

0 6 0 0

0 0 2 3

x x

x x u

x x

-「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |= - +| | | || | | |
| | | || | | |-└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

 

（3）
1 1

2 2

3 3

8 0 0 0 1

0 6 0 4 0

0 0 2 5 6

x x

x x u

x x

-「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |= - +| | | || | | |
| | | || | | |-└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

 

解  （1）、（3）两系统属能控系统；（2）系统为不能控系统。 
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【例 3-2】  判断下列系统的能控性。 

（1）

1 11

2 2
1

3 3
2

4 4

5 5

0 54 1 0 0 0

0 00 4 1 0 0

1 00 0 4 0 0

0 00 0 0 2 0

6 70 0 0 0 3

x x

x x
u

x x
u

x x

x x

「 ┐ 「 ┐- 「 ┐「 ┐
| | | | | || |-| | | | | || | 「 ┐| | | | | || |= +- | || | | | | || | └ 」-| | | | | || |
| | | | | || |-└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

.

.

 

（2）
1 1

1
2 2

2
3 3

2 1 0 7 3

0 2 0 0 0

0 0 4 5 0

x x
u

x x
u

x x

-「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
「 ┐| | | || | | |= - + | || | | || | | | └ 」| | | || | | |-└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

 

（3）

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

12 1 0 0 0

20 2 1 0 0

30 0 2 0 0

40 0 0 3 1

00 0 0 0 3

x x

x x

x x u

x x

x x

「 ┐ 「 ┐- 「 ┐「 ┐
| | | | | || |-| | | | | || |
| | | | | || |= +-
| | | | | || |

-| | | | | || |
| | | | | || |-└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

.

.

 

（4）

1 1

2 2
1

3 3
2

4 4

5 5

2 1 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0 0

0 0 2 0 0 1 0

0 0 0 3 1 0 0

0 0 0 0 3 0 1

x x

x x
u

x x
u

x x

x x

「 ┐ 「 ┐-「 ┐ 「 ┐
| | | || | | |-| | | || | | | 「 ┐| | | || | | |= +- | || | | || | | | └ 」-| | | || | | |
| | | || | | |-└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

.

.

.

 

解  （4）系统属能控系统；而（1）、（2）、（3）系统为不能控系统。 

【例 3-3】  有系统如下，试判断其是否能控。 
4 5 10

1 0 2

- -「 ┐ 「 ┐
= +| | | |

└ 」 └ 」
x x u.  

解  将其变换成约旦型，先求其特征根 

24 5
4 5 （ 5）（ 1） 0

1

λ
λ λ λ λ λ

λ
+ -

- = = + - = + - =
-

I A  

得 1 5λ = - ； 2 1λ = 。 

再求变换矩阵 

[ ]1 2

5 1

1 1
p p

-「 ┐
= = | |

└ 」
T ， 1

1 1

6 6
1 5

6 6

-

「 ┐-| |
= | |

| |
| |└ 」

T  

故                     

1 1
10 26 6

1 5 2 0

6 6

-

「 ┐-| | -「 ┐ 「 ┐
= =| | | | | |

| | └ 」 └ 」
| |└ 」

T b1  
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得变换后的状态方程为 
5 0 2

0 1 0
- - -「 ┐ 「 ┐

= + = +| | | |
└ 」 └ 」

z T ATz T bu z u. 1 1  

1-T b 有一行元素为零，故系统是不能控的，其不能控的自然模式为 et 。 

【例 3-4】  有系统如下，判断其是否能控。 
0 1 0

2 3 1

「 ┐ 「 ┐
= +| | | |- -└ 」 └ 」

x x u.  

解  A 的特征值为 1 1λ = - ， 2 2λ = - 互异，将其变换为对角线阵时，变换矩阵 

1 1

1 2

「 ┐
= | |- -└ 」

T ， 1 2 1

1 1
- 「 ┐

= | |- -└ 」
T  

得   

1 2 1 0 1 1 1 1 0

1 1 2 3 1 2 0 2
- -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐

= = =| | | | | | | |- - - - - - -└ 」 └ 」 └ 」 └ 」
A T AT  

1 2 1 0 1

1 1 1 1
- 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐

= = =| | | | | |- - -└ 」 └ 」 └ 」
b T b  

对角线型为 
1 0 1

0 2 1

-「 ┐ 「 ┐
= +| | | |- -└ 」 └ 」

x x u.  

1-T b 中不含零元素，系统为能控的。因此，把凡是具有本例形式的状态方程，称为能

控标准型。即具有能控标准型的系统一定是状态完全能控的。 

2.直接从 A与 b判别系统的能控性 

1）单输入系统 

线性连续定常单输入系统 

u= +x Ax b.                              （3-15） 

其能控的充分必要条件是由 A、b 构成的能控性矩阵 
2 1-「 ┐= └ 」

nM b Ab A b A b…                     （3-16） 

满秩，即 rank n=M 。否则，当 rank n≠M 时，系统为不能控的。 

证明  式（3-15）的解为 

0
0 0（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）d

t

t
t t t t t uτ τ τ= - + -∫x x bΦ Φ ， 0t t≥              （3-17） 

根据能控性定义，对任意的初始状态矢量 0（ ）tx ，应能找到 （ ）u t ，使之在有限时间 0ft t≥ 内

转移到零状态[ （ ） 0ft =x ]。 

那么由式（3-17），并令 ， （ ） 0f ft t t= =x ，得 

0
0 0（ ） （ ） （ ） （ ）d         

ft

f ft
t t t t uτ τ τ- = - -∫x bΦ Φ  

即                         

0
0 0（ ） （ ） （ ）d         

ft

t
t t uτ τ τ= - -∫x bΦ                 （3-18） 
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又因                            
1

j 0

（ ） e （ ）
n

j
jt tα

-

=

= =∑At AΦ                     （3-19） 

将式（3-19）代入式（3-18），有 

0

1 1

0 0
0 0

（ ） （ ） （ ）dx A b A bα τ τ τ γ
- -

= =

= - - = -∑ ∑∫
f

n ntj j
j jt

j j

t t u             （3-20） 

其中                         

0
0（ ） （ ）dγ α τ τ τ= -∫

ft

j jt
t u  

由于 （ ）u t 为标量，又是定积分，所以， jγ 也是标量，将式（3-20）写成矩阵形式，有 

0

12 1
0

1

（ ）x b Ab A b A b

γ
γ

γ

-

-

「 ┐
| |
| |「 ┐= - └ 」 | |
| |
| |└ 」

…
…

n

n

t                 （3-21） 

要使系统能控，则对任意给定的初始状态 0（ ）x t ，应能从式（3-21）解出 0γ ， 1 1， ， nγ γ -…

来，即 

0 1 0

11 2 02 1

1 0

（ ）

（ ）

（ ）

b Ab A b A b

γ
γ

γ

--

-

「 ┐ 「 ┐
| | | |
| | | |「 ┐= - └ 」| | | |
| | | |
| | | |└ 」 └ 」

…
… …

n

n n

x t

x t

x t

 

因此，必须保证 
2 1n-「 ┐= └ 」M b Ab A b A b…  

的逆存在，即其秩必须等于 n。判据得证。 

【例 3-5】  系统同例 3-3，判明其能控性。 

解                      

[ ] 10 50

2 10

-「 ┐
= = | |-└ 」

M b Ab  

其秩为 1，降秩，故系统为不能控的。 

【例 3-6】  系统同例 3-4，判明其能控性。 

解                        

[ ] 0 1

1 3

「 ┐
= = | |-└ 」

M b Ab  

其秩为 2，系统总是能控的。 

【例 3-7】  判明如下系统的能控性。 
1 0 1

0 1 1

-「 ┐ 「 ┐
= +| | | |-└ 」 └ 」

x x u.  

解                        
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[ ] 1 1

1 1

-「 ┐
= = | |-└ 」

M b Ab  

其秩为 1，降秩，故系统为不能控的。 

最后指出，在单输入系统中，根据 A 和 b 还可以从输入和状态矢量间的传递函数阵确

定能控性的充分必要条件。 

由第 1 章中式（1-58），知 -u x 间的传递函数阵为 
1（ ） （ ）W I A b-= -ux s s  

在这种情况下，状态完全能控的充分必要条件是 （ ）Wux s 没有零点和极点重合现象。否则，

被相消的极点就是不能控的模式，系统为不能控系统。 

这是很明显的，因为若传递函数分子和分母约去一个相同公因子之后，就相当于状态

变量减少了一维，系统出现了一个低维能控子空间和一个不能控子空间，故属不能控系统。 

【例 3-8】  系统同例 3-3，从输入和状态矢量间的传递函数确定其能控性。 

解  u-x 间的传递函数阵为 

1（ ） （ ）W I A b-= -ux s s =
1

4 5 10 10（ 1）1

1 2 2（ 1）（ 5）（ 1）

-+ - - - -「 ┐ 「 ┐「 ┐
=| | | || |- -+ -└ 」 └ 」 └ 」

s s

s ss s
 

显然，传递函数阵中有一个相同的零点和极点，该极点所对应的自然模式为 et 为不能控的，

所以，该系统为不能控系统。 

【例 3-9】  系统同例 3-4，从输入和状态矢量间的传递函数确定其能控性。 

解  -u x 间传递函数阵为 
1

2

1 0 11
（ ）

2 3 1 3 2
W

--「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= =| | | | | |+ + +└ 」 └ 」 └ 」

ux

s
s

s ss s
 

显然， （ ）Wux s 中不可能出现相同的零点和极点，即其分子和分母不存在公因子的可能性，

故能控标准型的状态方程一定是能控的。 

【例 3-10】  系统同例 3-7，从输入和状态矢量间的传递函数确定其能控性。 

解  u - x 间传递函数阵为 
1

2

1 0 1 11
（ ）

0 1 1 1（ 1）
W

-+ +「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= =| | | | | |+ ++└ 」 └ 」 └ 」

ux

s s
s

s ss
 

显然，传递函数阵中有一个相同的零点和极点，该极点所对应的自然模式为 e t- 为不能控的，

所以，该系统为不能控系统。 

2）多输入系统 

对多输入系统，其状态方程为 

= +x Ax Bu.                         （3-22） 

式中  B —— n r× 矩阵； 

u —— r 维列矢量。 

其能控的充分必要条件是矩阵 1-「 ┐= └ 」
2 nM B AB A B A B… 的秩为 n。 

证明可仿照单输入系统的方法进行，不赘述。所不同的是在式（3-20）中，控制 u 不

再是标量而是矢量， u 是 r 维列矢量，相应地 iγ 变为 
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0
0（ ） （ ）dΓ uτ τ τ= -∫

ft

j jt
tα  

也是一个 r 维列矢量，故式（3-21）变为 

0

1
2 1

0 2

1

（ ） n

n

Γ

Γ

x B AB A B A B Γ

Γ

-

-

「 ┐
| |
| |

「 ┐ | |= - └ 」 | |
| |
| |└ 」

…

…

t                （3-23） 

它不再是有 n 个未知数的 n 个方程组，而是有 nr 个未知数的 n 个方程组，根据代数理

论，在非齐次方程（3-23）中，有解的充分必要条件是它的系数矩阵 M 和增广矩阵

[ ]0（ ）M x t 的秩相等，即 [ ]0rank rank （ ）M M x= t 。 

考虑到 0（ ）tx 是任意给定的，若使上面的关系式成立，M 的秩必须是满秩。 

综上所述，若要使式（3-22）的线性定常系统是状态完全能控的，必须从式（3-23）

线性方程组中解出 jΓ ，而方程组有解的充分必要条件是矩阵 M 满秩，故线性定常系统状

态能控的充分必要条件是 M 满秩。 
在上述证明过程中，主要思路是围绕“把初始状态 0（ ）tx 转移到零的控制作用 （ ）tu 是否

存在”这个问题，而没有要求求出具体的 （ ）tu 。对于多输入系统， r ＞1，故由式（3-23）

线性方程组解出的 jΓ 有无穷多个，当然响应的 （ ）tu 也是无穷多个。对于单输入系统， 1r = ，

虽然由式（3-20）线性方程组解出的 jΓ 是唯一的，但是由于 

（ ）
0

0（ ） d
ft

j jt
t τ τ τ= -∫ uΓ α  

所以，相应的 （ ）u t 也是无穷多个。                                       

此外，在多输入系统中，M 是 n nr× 矩阵，不像在单输入系统中是 n n× 方阵，其秩的

确定一般来说要复杂一些。由于矩阵 M 与 TM 的积 TMM 是方阵，而它的非奇异性等价于

M 的非奇异性，所以，在计算行比列少的矩阵的秩时，常用 Trank rank=M MM 的关系，通

过计算方阵 TMM 的秩确定 M 的秩。 
附带指出，不论单输入或多输入系统，为简便计，有时不写出 M 矩阵，而记为 [ ]，A b 对

或 [ ]，A B 对，M 满秩时，也可以说 [ ]，A b 或 [ ]，A B 是能控对。 

【例 3-11】  判别三阶两输入系统的能控性。 

1

2

1 2 3 1 9

1 4 6 0 0

2 1 7 2 1

u

u

「 ┐ 「 ┐
「 ┐| | | |= + | || | | | └ 」| | | |└ 」 └ 」

x x.  

解 
1 9 7 * * *

0 0 13 * * *

2 1 16 * * *

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

M

… …

… …

… …

 

可控矩阵 M 计算到第三列就知道满秩，系统是能控的，以后各列就不必计算了。所以，

在多输入系统中，有时并不一定要计算出全部 M 阵。这也说明，在多输入系统中，系统的
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能控条件是较容易满足的。 

【例 3-12】  判别三阶两输入系统的能控性。 

1

2

1 1 0 0 1

0 1 0 1 0

0 1 7 0 1

u

u

「 ┐ 「 ┐
「 ┐| | | |= + | || | | | └ 」| | | |└ 」 └ 」

x x.  

解   
0 1 1 1 2 1

1 0 1 0 1 0

0 1 1 1 2 1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

M

… …

… …

… …

， T

8 3 8

3 3 3

8 8 8

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

MM ， =0Tdet（ ）MM  

不满秩，系统不能控。 

【例 3-13】  判别三阶两输入系统的能控性。 

1

2

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

0 0 3 0 1

u

u

「 ┐ 「 ┐
「 ┐| | | |= + | || | | | └ 」| | | |-└ 」 └ 」

x x.  

解   
0 1 0 1 0 1

1 0 1 0 1 0

0 1 0 3 0 9

「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

M

… …

… …

… …

，秩为 3，系统能控。 

注意：此例是特征值有重根的对角线型，对应 B 阵中的行线性无关，则能控。 

【例 3-14】  判别三阶两输入系统的能控性。 

1

2

1 0 0 1 2

0 1 0 2 4

0 0 3 0 1

u

u

「 ┐ 「 ┐
「 ┐| | | |= + | || | | | └ 」| | | |-└ 」 └ 」

x x.  

解   
1 2 1 2 1 2

2 4 2 4 2 4

0 1 0 3 0 9

「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

M

… …

… …

… …

，秩为 2，不满秩，系统不能控。 

注意：此例也是特征值有重根的对角线型，对应 B 阵中的行线性相关，则不能控。 

3.2  能观性定义及能观性判据 

前面提到，在构成一个闭环系统时，需要对受控过程的输出量的量测获得系统的状态

信息，这一问题能否实现，实际上就是系统的状态观测性问题。如图 3-5（a）所示系统是

状态能观测的，因为系统的每一个状态变量对输出都产生影响。如图 3-5（b）所示系统是

状态不能观测的，因为状态 2x 对输出 y 不产生任何影响，当然要从输出量 y 的信息中获得

2x 的信息也是不可能的。 
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图 3-5  系统模拟结构图 

1.能观性定义 

能观性所表示的是输出 （ ）ty 反映状态矢量 （ ）tx 的能力，与控制作用没有直接关系，所

以分析能观性问题时，只需从齐次状态方程和输出方程出发，即 

（ ）0 0； t㊣ = =|
㊣

=|㊣

x Ax x x

y Cx

.
                         （3-24） 

如果对任意给定的输入 u ，在有限观测时间 0ft t＞ ，使得根据 0[ ， ]ft t 期间的输出 （ ）ty 能

唯一地确定系统在初始时刻的状态 0（ ）tx ，则称状态 0（ ）tx 是能观测的。若系统的每一个状

态都是能观测的，则称系统是状态完全能观测的，或简称是能观的。 

对上述定义作如下几点说明： 

（1）在定义能观测性时，仅考虑无控制作用的自由系统，其理由是显然的，因为在初

态作用下系统作自由运动时状态能通过 （ ）ty 识别，则在控制作用下系统作强迫运动时的状

态也必然能通过 （ ）ty 识别。 

（2）从输出方程可以看出，如果输出量 y 的维数等于状态的维数，即m n= ，并且C 是

非奇异阵，则求解状态是十分简单的，即 1（ ） （ ）t t-=x C y 。 

显然，这是不需要观测时间的。可是在一般情况下，输出量的维数总是小于状态变

量的个数，即 m n＜ 。为了能唯一地求出 n 个状态变量，不得不在不同的时刻多测量几组

输出数据 0 1（ ）， （ ）， ， （ ）ft t ty y y… ，使之能构成 n 个方程式。倘若 0 1， ， ， ft t t… 相隔太近，则

0 1（ ）， （ ）， ， （ ）ft t ty y y… n 个方程虽然在结构上是独立的，但其数值可能相差无几，而破坏了其

独立性。因此，在能观性定义中，观测时间应满足 0ft t≥ 的要求。 

（3）在定义中之所以把能观性规定为对初始状态的确定，这是因为一旦确定了初始状

态，便可根据给定的控制量（输入），利用状态转移方程 

0
0 0（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）dx x Buτ τ τ= - + -∫

t

t
t t t t tΦ Φ  

求出各个瞬时的状态。 

2.定常系统能观性的判别 

定常系统能观性的判别也有两种方法，一种是对系统进行坐标变换，将系统的状态空

间表达式变换成约旦标准型，然后根据标准型下的 C 阵，判别其能观性；另一种方法是直

接根据 A 阵和 C 阵进行判别。 
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1）转换成约旦标准型的判别方法 

线性时不变系统的状态空间表达式为 
=x Ax. ； 0 0（ ）t =x x  

=y Cx                             （3-25） 

现分两种情况叙述如下。 

情况 1：A 为对角线矩阵，即 

1

2

0

0 n

λ
λ

λ

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

A
…

Λ  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

c c c

c c c

c c c

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

C

…

…

… … …

…

 

这时式（3-25）用方程组形式表示，可有 

1 1 1

2 2 2

      

n n n

x x

x x

x x

λ
λ

λ

=㊣
| =|
㊣
|
| =㊣

.

.

…

.

；

1

2

10

20

0

e

e
（ ）

e

x

λ

λ

λ

「 ┐
| |
| |= | |
| |
| |└ 」

…

n

t

t

t
n

x

x
t

x

                    （3-26） 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m mn n

y c x c x c x

y c x c x c x

y c x c x c x

= + + +㊣
| = + + +|
㊣
|
| = + + +㊣

…

…

…

…

                   （3-27） 

从而可得结构如图 3-7 所示。将式（3-26）代入输出方程式（3-27），得 
1

2

1011 12 1

21 22 2 20

1 2 0

e

e
（ ）  

e

λ

λ

λ

「 ┐「 ┐
| || |
| || |= | || |
| || |
| || |└ 」 └ 」

…

…

… … … …

… n

t
n

t
n

t
m m mn n

xc c c

c c c x
y t

c c c x

                （3-28） 

由式（3-28）可知，假使输出矩阵 C 中有某一列全为零，例如，第二列中 12 22 2， ， ， mc c c…

均为零，则在 （ ）y t 中将不包含 2
20e t xλ 这个自由分量，即不包含 2 （ ）x t 这个状态变量，很明显，

这个 2 （ ）x t 不可能从 （ ）y t 的测量值中推算出来，即 2 （ ）x t 是不能观的状态，从状态矢量空间而

言，只有 [ ]T
1 3（ ） 0 nt x x x=x … 是能观测子空间，其余的是不能观的子空间。其系统

模拟结构图如图 3-6 所示。 

综上所述，可得能观性判据如下： 

在系统矩阵 A 为对角线型的情况下，系统能观的充分必要条件是输出矩阵 C 中没有全

为零的列。若第 i 列全为零，则与之相对应的 （ ）ix t 为不能观的。 
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图 3-6  系统模拟结构图 

【例 3-15】  判别系统的能观性。 

（1）
1 1

2 2

3 3

7 0 0

0 5 0

0 0 1

x x

x x

x x

-「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | || |= -| | | || |
| | | || |-└ 」└ 」 └ 」

.

.

.

 

[ ]
1

2

3

0 4 3

x

y x

x

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

 

（2）
1 1

2 2

3 3

7 0 0

0 5 0

0 0 1

x x

x x

x x

-「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | || |= -| | | || |
| | | || |-└ 」└ 」 └ 」

.

.

.

 

1
1

2
2

3

3 2 0

0 3 1

x
y

x
y

x

「 ┐
「 ┐ 「 ┐ | |=| | | | | |└ 」└ 」 | |└ 」

 

解  （1）系统是状态不完全能观测的；（2）系统是状态完全能观测的。 

情况 2：A 为约旦标准型矩阵。以三阶为例： 

1

1

1

1 0

0 1

0 0

λ
λ

λ

「 ┐
| |= = | |
| |└ 」

A J  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

c c c

c c c

c c c

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

C  

这时，状态方程的解为 

1 1 1

1 1

1

2
10 20 30

1

2 20 30

3 30

1
e e e

（ ） 2！

（ ） （ ） e e

（ ） e

x

λ λ λ

λ λ

λ

「 ┐+ +| |「 ┐ | || |= = +| || | | || |└ 」 | |
| |└ 」

t t t

t t

t

x t x t x
x t

t x t x t x

x t x

            （3-29） 

由式（3-29）可知，当且仅当输出矩阵 C 中第一列不全为零时， （ ）ty 中总包含着系统
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的全部自由分量而为完全能观。 

约旦标准型的系统具有串联型的结构，如图 3-7 所示，从图中可以看出，若串联结构

中的最后一个状态变量能够测量到，则驱动该状态变量的前面的状态变量 2 3，x x 也必然能够

观测到，因此，只要 11 21 31， ，c c c 不全为零，就不可能出现与输出无关的孤立部分，系统就一

定是能观的。 

 

图 3-7  系统模拟结构图 

因此，在系统矩阵为约旦标准型的情况下，系统能观的充分必要条件是输出矩阵 C 中，

对应每一个约旦块开头的一列的元素不全为零。 

由于任意系统矩阵 A 经 1-T AT 变换后，均可演化为对角线型或约旦型，此时只需根据

输出矩阵 CT 是否有全为零的列，或对应约旦块的 CT 的第一列是否全为零，便可以确定系

统的能观性。 

【例 3-16】  判别系统的能观性。 

（1）

1 1

2 2

33

44

55

3 1 0 0 0

0 3 1 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 2 1

0 0 0 0 2

x x

x x

xx

xx

xx

「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | || |
| | | || |
| | | || |=
| | | || |

-| | | || |
| | | || |-└ 」 └ 」└ 」

.

.

.

.

.

 

    

1

1 2

2 3

4

1 1 1 1 0

1 1 1 0 0

x

y x

y x

x

「 ┐
| |「 ┐ 「 ┐ | |=| | | | | |└ 」└ 」
| |
| |└ 」

 

（2）

1 1

2 2

3 3

4 4

2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3

x x

x x

x x

x x

「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | || |
| | | || |=
| | | || |
| | | || |

| || | | |└ 」└ 」 └ 」

.

.

.

.

 



第 3 章  线性控制系统的能控性与能观性 

 101 

    

1

1 2

2 3

4

0 1 1 1 0

0 1 1 1 1

x

y x

y x

x

「 ┐
| |「 ┐ 「 ┐ | |=| | | | | |└ 」└ 」
| |
| |└ 」

 

解  （1）系统是状态完全能观测的；（2）系统是状态不完全能观测的。 

2）直接从 A、C 阵判断系统的能观性 

从式（3-24）解得 

0 0（ ） （ ）x x= -t t tΦ  

从式（3-19）有 
1

0 0
0

（ ） （ ）Aα
-

=

- = -∑
n

j
j

j

t t t tΦ  

1

0 0
0

（ ） （ ） （ ）y Cx CA xα
-

=

= = -∑
n

j
j

j

t t t t  

[ ]0 1 1 0

1

（ ）

n

C

CA
y I I I x

CA

α α α -

-

「 ┐
| |
| |= | |
| |
| |└ 」

…
…nt                     （3-30） 

因此，根据在时间区间 0 ft t t≤ ≤ 测量到的 y（t），要能从式（3-30）唯一地确定 0x ，即

完全能观的充分必要条件是 nm n× 矩阵，即 

1-

「 ┐
| |
| |= | |
| |
| |└ 」

n

C

CA
N

CA

…
                          （3-31） 

的秩为 n。式（3-31）称为能观性矩阵，或称为[A，C]对，当 N 满秩，则称[A，C]为能观性对，

也可写成 
T T T T T 1 T（ ）nN C A C A C-「 ┐= └ 」…                 （3-32） 

【例 3-17】  判别系统的能观性。 

1 0 0

0 1 0

0 0 3

0 1 0

1 0 1

㊣ 「 ┐
| | |=| | || | |-㊣ └ 」
| 「 ┐| = | || └ 」㊣

x x

y x

.

 

解  系统的能观测性判别阵为 
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2

0 1 0

1 0 1

0 1 0

1 0 3

0 1 0

1 0 9

「 ┐
| |
| |「 ┐
| |-| |

= = | || | -| || |
└ 」 | |

| |
| |└ 」

C

N CA

CA

，秩为 3，系统状态完全能观测。 

【例 3-18】  判别系统的能观性。 

1 0 0

0 1 0

0 0 3

1 2 0

2 4 1

㊣ 「 ┐
| | |=| | || | |-㊣ └ 」
| 「 ┐| = | || └ 」㊣

x x

y x

.

 

解  
2

1 2 0

2 4 1

1 2 0

2 4 3

1 2 0

2 4 9

「 ┐
| |
| |「 ┐
| |- -| |

= = | || | - -| || |
└ 」 | |

| |
| |└ 」

C

N CA

CA

，秩为 2，系统状态不完全能观测。 

3.3  能控性与能观性的对偶关系 

能控性与能观性有其内在关系，这种关系是由卡尔曼提出的对偶原理确定的，利用对

偶关系可以把对系统能控性分析转化为对其对偶系统能观性的分析。从而也沟通了最优控

制问题和最优估计问题之间的关系。 

1.线性系统的对偶关系 

有两个系统，一个系统∑1 为 

1 1 1 1 1

1 1 1

= +㊣
㊣ =㊣

x A x B u

y C x

.
 

另一个系统∑2 为 

2 2 2 2 2

2 2 2

= +㊣
㊣ =㊣

x A x B u

y C x

.
 

若满足以下条件，则称∑1 与∑2 是互为对偶的，即 
T T T

2 1 2 1 2 1= = =A A ，B C ，C B                     （3-33） 

式中  1x ， 2x ——n 维状态矢量； 

  1u ， 2u ——各为 r 与 m 维控制矢量； 

  1y ， 2y ——各为 m 与 r 维输出矢量； 
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  1A ， 2A —— n n× 系统矩阵； 

  1B ， 2B ——各为 n r× 与 n m× 控制矩阵； 

  1C ， 2C ——各为m n× 与 r n× 输出矩阵。 

显然，∑1 是一个 r 维输入 m 维输出的 n 阶系统，其对偶系统∑2是一个 m 维输入 r 维

输出的 n 阶系统。图 3-8 是对偶系统∑1 和∑2 的方块结构图，从图中可以看出，互为对偶的

两系统，输入端与输出端互换，信号传递方向相反，信号引出点和综合点互换，对应矩阵

转置。 
再从传递函数矩阵来看对偶系统的关系，根据图 3-8（a），其传递函数矩阵 1（ ）sW 为

m r× 矩阵，即 
1

1 1 1 1（ ） （W C I A B-= -s s ）                         （3-34） 

根据图 3-8（b），其传递函数矩阵 2 （ ）sW 为 r m× 矩阵，即 
1

2 2 2 2

T T 1 T
1 1 1

T 1 T T
1 1 1

（ ） （ ）

（ ）

[（ ） ]

W C I A B

B I A C

B I A C

-

-

-

= -

= -

= -

s s

s

s

                      （3-35） 

 

图 3-8  对偶系统的模拟结构图 

对 2 （ ）sW 取转置 

T 1
2 1 1 1 1[ （ ）] （ ） （ ）W C I A B W-= - =s s s                   （3-36） 

由此可知，对偶系统的传递函数矩阵是互为转置的。 

同样可求得系统输入-状态的传递函数阵 1
1 1（ ）I A B--s ，是与其对偶系统的状态-输出的

传递函数阵 1
2 2（ ）C I A --s 互为转置的。而原系统的状态-输出的传递函数阵 1

1 1（ ）C I A --s 是

与其对偶系统输入-状态的传递函数阵 1
2 2（ ）I A B--s 互为转置的。 

此外，还应指出，互为对偶的系统，其特征方程式是相同的，即 

1 2I A I A- = -s s  

因为 T
2 1 1I A I A I A- = - = -s s s 。 

2.对偶原理 

系统∑1 1 1 1（ ， ， ）= A B C 和∑2 2 2 2（ ， ， ）= A B C 是互为对偶的两个系统，则∑1 的能控性等价于

∑2 的能观性，∑1 的能观性等价于∑2 的能控性。或者说，若∑1 是状态完全能控的（完全能

观的），则∑2是状态完全能观的（完全能控的）。 
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证明  对∑2而言，能控性判别矩阵（ n mn× ） 
1

2 2 2 2 2 2[ ]n-=M B A B A B…  

的秩为 n，则系统状态为完全能控的。 

将式（3-33）的关系式代入上式，有 
T T T T 1 T T

2 1 1 1 1 1 1[ （ ） ]n-= =M C A C A C N…  

说明∑1 的能观性判别矩阵 1N 的秩也为 n，从而说明∑1 为完全能观的。 

同理，有               
T T T T T 1 T
2 2 2 2 2 2

1
1 1 1 1 1

[ （ ） ]

[ ]

n

n

-

-

=

=

N C A C A C

B A B A B

…

…
 

即若∑2 的 2N 满秩，为完全能观时，则∑1 的 1M 也满秩而为状态完全能控。 

对偶原理是现代控制理论中一个十分重要的概念，利用对偶原理可以把系统能控性分

析方面所得到的结论用于其对偶系统，从而很容易地得到其对偶系统能观性方面的结论。 

3.4  状态空间表达式的能控标准型与能观标准型 

由于状态变量选择的非唯一性，系统的状态空间表达式也不是唯一的。在实际应用中，

常常根据所研究问题的需要，将状态空间表达式化成相应的几种标准形式：如约旦标准型

对于状态转移矩阵的计算，可控性和可观性的分析是十分方便的；而对于系统的状态反馈

则化为能控标准型是比较方便的；对于系统状态观测器的设计及系统辨识，则将系统状态

空间表达式化为能观标准型是方便的。 

把状态空间表达式化成能控标准型（能观标准型）的理论根据是状态的非奇异变换不改变

其能控性（能观性），只有系统是状态完全能控的（能观的）才能化成能控（能观）标准型。 

下面讨论单变量系统的能控标准型和能观标准型。 

1.单输入系统的能控标准型 

对于 n 维定常系统 
u

y

= +㊣
㊣ =㊣

x Ax b

Cx

.
 

如果系统是状态完全能控的，即满足 
1rank[ ] n- =nb Ab A b…  

在能控判别阵中只有唯一的一组线性无关矢量，因此，一旦组合规律确定，其能控标准型

的形式是唯一的。 

1）能控标准Ⅰ型 

若线性定常单输入系统 
u

y

= +㊣
㊣ =㊣

x Ax b

Cx

.
                          （3-37） 

是能控的，则存在线性非奇异变换 

1= cx T x                             （3-38） 



第 3 章  线性控制系统的能控性与能观性 

 105 

1
1 2

1

2 3

1 2 1

1 0

1

[ ]

1

n
n n

n

a

a a

a a a

-
- -

-

「 ┐
| |
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

cT A b A b b… … …

… …

           （3-39） 

使其状态空间表达式（3-37）化成 

u

y

㊣ = +|
㊣

=|㊣

x Ax b

Cx

.
                            （3-40） 

式中 

1
1 1

0 1 2 1

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

n na a a a

-

- -

「 ┐
| |
| |
| |= =
| |
| |
| |- - - -└ 」

c cA T AT

…

…

…

…

…

              （3-41） 

1
1

0

0

0

1

-

「 ┐
| |
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

cb T b …                             （3-42） 

1 0 1 1[ ]nβ β β -= =cC CT …                       （3-43） 

称形如式（3-40）的状态空间表达式为能控标准Ⅰ型。其中， ia ， 0，1， ， 1i n= -… 为特征

多项式 
1

1 1 0I Aλ λ λ λ-
-- = + + + +…n n

na a a  

的各项系数。 

iβ ， 0，1， ， 1i n= -… 是 1cCT 相乘的结果，即 
1 2

0 1 1

2 1

1

（ ）

（ ）

n n
n

n n

n

a a

a

β

β
β

- -
-

- -

-

㊣ = + + +
|
|
㊣

= +|
| =㊣

C A b A b b

C Ab b

Cb

…

…
                （3-44） 

证明  因假设系统是能控的，故 1n× 矢量 1， ， ， n-b Ab A b… 是线性独立的。按下列组合方

式构成的 n 个新矢量 1 2， ， ， ne e e… 也是线性独立的。 
1 2 3

1 1 2 1

2 3
2 3 2

1 1

n n n
n n

n n
n

n n

n

a a a

a a

a

- - -
- -

- -
-

- -

㊣ = + + + +
|

= + + +|
|
㊣
| = +|
| =
㊣

e A b A b A b b

e A b A b b

e Ab b

e b

…

…

… …               （3-45） 
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式中， ia ， 0，1， ， 1i n= -… 是特征多项式各项系数。 

由 1 2， ， ， ne e e… 组成变换矩阵 1cT 为 

[ ]1 1 2 n=cT e e e…                      （3-46） 

由                              
1

1 1
-= c cA T AT  

得          

[ ] [ ]1 1 1 2 1 2n n= = =c cT A AT A e e e Ae Ae Ae… …         （3-47） 

把式（3-45）分别代入上式，有 
1 2

1 1 1

1
1 1 0 0

0

0

（ ）

（ ）

n n
n

n n
n

n

a a

a a a a

a

a

- -
-

-
-

= + + +

= + + + + -

= -

= -

Ae A A b A b b

A b A b Ab b b

b

e

…

…
 

2 3
2 1 2

1 2
1 2 1 1

1 1

（ ）

（ ）

n n
n

n n
n

n

a a

a a a a

a

- -
-

- -
-

= + + +

= + + + + -

= -

Ae A A b A b b

A b A b Ab b b

e e

…

…  

…  

1 1

2
1 2 2

2 2

（ ）

（ ）

n n

n n n

n n n

a

a a a

a

- -

- - -

- -

= +

= + + -

= -

Ae A Ab b

A b Ab b b

e e

 

1 1

1 1

（ ）n n n

n n n

a a

a
- -

- -

= = + -

= -

Ae Ab Ab b b

e e
 

把上述 1 2， ， ， nAe Ae Ae… 代入式（3-47），有 

[ ]

[ ]

1 1 2 0 1 1 1 1

1 2

0 1 2 2 1

[ （ ） （ ）]

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

c n n n n n n

n

n n

a a a

a a a a a

- -

- -

= = - - -

「 ┐
| |
| |
| |=
| |
| |
| |- - - - -└ 」

… …

…

…

… … …

…

…

T A Ae Ae Ae e e e e e

e e e
 

再证                         [ ]T
0 0 1=b …  

由                                  
1

1
-= cb T b  

得                                    

1 =cT b b  

把式（3-45）中 n=b e 代入，有 
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[ ]1 1 2

0

0

1

cT b e e e e

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

…
…

n n  

从而证得 

0

0

1

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

b
…

 

最后推证C 得 

[ ]1 1 2 n= =cC CT C e e e…  

把式（3-45）中 1 2， ， ， ne e e… 的表达式代入上式，有 
1 2

1 1 1

0 1 1

[（ ）， ， （ ）， ]

[ ]

n n
n n

n

a a a

β β β

- -
- -

-

= + + + +

=

C C A b A b b Ab b b… …

…
 

式中 
1 2

0 1 1（ ）n n
na aβ - -
-= + + +C A b A b b…

…
 

2 1（ ）n naβ - -= +C Ab b  

1nβ - = Cb  

或者写成 

11 2

1 1

1 0

[ ]

1

nn n

n

a

a a

-- -

-

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

C C A b A b b…
…

…

  

显然 

11 2
1

1 1

1 0

[ ]

1

nn n

n

a

a a

-- -

-

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

cT A b A b b…
…

…

 

采用能控标准Ⅰ型的 A 、 b 、C ，求系统的传递函数是很方便的。 
1

1 2
1 2 1 0

1
1 1 0

（ ） （ ）W C I A b

β β β β

-

- -
- -

-
-

= -

+ + + +
=

+ + + +
…

…

n n
n n

n n
n

s s

s s s

s a s a s a

              （3-48） 

从式（3-48）可以看出，传递函数分母多项式的各项系数是 A 的最后一行的元素的负

值；分子多项式的各项系数是C 阵的元素。那么根据传递函数的分母多项式和分子多项式

的系数，便可以直接写出能控标准Ⅰ型的 A 、 b 、C 。 

【例 3-19】  试将下列状态空间表达式变换成能控标准Ⅰ型。 

…

…
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[ ]

1 2 0 2

3 1 1 1

0 2 0 1

0 0 1

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= - +| | | | |㊣ | | | |└ 」 └ 」|
| =㊣

x x

x

.
 

解  由能控性判据可知，系统是能控的。 

    再计算系统的特征多项式 
3 210 32 32I Aλ λ λ λ- = - + -  

即                         

2 10a = - ， 1 32a = ， 0 32a = -  

构造变换阵 

2
1 1

2 1

1 0 0 4 2 1 1 0 0 16 8 1

1 0 8 1 0 10 1 0 2 1 0

1 16 4 1 32 10 1 8 6 1
cT A b Ab b

-「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
| | | | | | | |「 ┐= = - = -└ 」 | | | | | | | |
| | | | | | | |- -└ 」 └ 」 └ 」 └ 」

a

a a

 

根据式（3-41）、式（3-42）及式（3-43），可得 

0 1 2

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

32 32 10a a a

「 ┐ 「 ┐
| | | |= =| | | |
| | | |- - - -└ 」└ 」

A  

[ ] [ ]

2
2

1 2

1 0 0

1 0

1

16 8 1

1 1 0 2 1 0 14 7 1

8 6 1

C C A b Ab b

「 ┐
| |「 ┐= └ 」 | |
| |└ 」

-「 ┐
| |= - = -| |
| |-└ 」

a

a a
 

因此，系统的能控标准Ⅰ型为 

[ ]

0 1 0 0

0 0 1 0

32 32 10 1

14 7 1

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= +| | | | |㊣ | | | |-└ 」 └ 」|
| = -㊣

x x

x

.
 

采用式（3-44）可以直接写出该系统的传递函数为 
2 2

2 1 0
3 2 3 2

2 1 0

7 14
（ ）

10 32 32

s s s s
W s

s a s a s a s s s

β β β+ + - +
= =

+ + + - + -
 

本例也可先求出系统传递函数 （ ）W s ，而后再由传递函数 （ ）W s 的分母多项式和分子多

项式的系数，写出能控标准Ⅰ型的状态空间表达式。 

2）能控标准Ⅱ型 

若线性定常单输入系统 
u

y

= +㊣
㊣ =㊣

x Ax b

Cx

.
                            （3-49） 
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是能控的，则存在线性非奇异变换 
1

2
n-「 ┐= = └ 」cx T x b Ab A b x…                     （3-50） 

相应的状态空间表达式（3-49）转换成 

u

y

㊣ = +|
㊣

=|㊣

x Ax b

Cx

.
                           （3-51） 

0

1
1

2 2 2

1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1 n

a

a

a

a

-

-

-「 ┐
| |

-| |
| |= = -
| |
| |
| |-└ 」

c cA T AT

…

…

…

… … … …

…

                  （3-52） 

1
2

1

0

0

0

-

「 ┐
| |
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

cb T b …                           （3-53） 

2 0 1 1[ ]nβ β β -= =cC CT …                     （3-54） 

称形如式（3-51）的状态空间表达式为能控标准Ⅱ型。 
式（3-52）中的 0 1 1， ， ， na a a -… 是系统特征多项式 

1
1 1 0I Aλ λ λ λ-

-- = + + + +…n n
na a a  

的各项系数，即系统的不变量。 
式（3-54）中的 0 1 1， ， ， nβ β β -… 是 2cCT 相乘的结果，即 

0

1

1
1

n
n

β
β

β -
-

=㊣
| =|
㊣
|
| =㊣

Cb

CAb

CA b

…
                         （3-55） 

证明  因为系统为能控的，所以，能控判别阵 
1n-「 ┐= └ 」M b Ab A b…  

是非奇异的，令状态变换 

2= cx T x  

的变换矩阵 2cT 为 
1

2
n-「 ┐= └ 」cT b Ab A b…                     （3-56） 

其变换后的状态方程和输出方程为 
1 1

2 2 2

2

u u

y

- -= + = +

= =
c c c

c

x Ax b T AT x T b

Cx CT x

.
 

首先推证式（3-52）中的 A  
1 2

2
n n-「 ┐ 「 ┐= =└ 」 └ 」cAT A b Ab A b Ab A b A b… …           （3-57） 
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利用凯来-哈密尔顿定理 
1 2

1 2 1 0A A A A I- -
- -= - - - - -…n n n

n na a a a  

将上式代入式（3-57）中，有 
2 1 2

2 1 2 0（ ）cAT Ab A b A A I b- -
- -「 ┐= - - - -└ 」… …n n

n na a a  

写成矩阵形式为 

0

1
1

2 2

1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

n

n

a

a

a

a

-

-

-「 ┐
| |-| |

「 ┐ | |= -└ 」 | |
| |
| |-└ 」

cAT b Ab A b

…

…

… …

… … … …

…

 

即                        

0

1

2 2 2

1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1 n

a

a

a

a -

-「 ┐
| |-| |
| |= -
| |
| |
| |-└ 」

c cAT T

…

…

…

… … … …

…

 

上式两边左乘 1
2
-

cT ，得 

0

1
1

2 2 2

1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1 n

a

a

a

a

-

-

-「 ┐
| |

-| |
| |= = -
| |
| |
| |-└ 」

c cA T AT

…

…

…

… … … …

…

 

再推证式（3-53）的b  

因 
1

2
-= cb T b  

即                        
1

2
n-「 ┐= = └ 」cb T b b Ab A b b…  

显然，要使上式成立，必须有 

1

0

0

0

「 ┐
| |
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

b

…

 

1
2

n-「 ┐= = └ 」cC CT Cb CAb CA b…  

即                            

0 1 1[ ]nβ β β -=C …  
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【例 3-20】  试将例 3-19 中的状态空间表达式变换为能控标准Ⅱ型。 

解  例 3-19 中已经求得 

2 10a = - ， 1 32a = ， 0 32a = -  

由式（3-52）、式（3-53）、式（3-54）、式（3-55）可得 

0

1

2

0 0 0 0 32

1 0 1 0 32

0 1 0 1 10

a

a

a

-「 ┐ 「 ┐
| | | |= - = -| | | |
| | | |-└ 」 └ 」

A  

1

0

0

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

b  

[ ]2 1 3 12「 ┐= =└ 」C Cb CAb CA b  

状态空间表达式的能控标准Ⅱ型为 

[ ]

0 0 32 1

1 0 32 0

0 1 10 0

1 3 12

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= - +| | | | |㊣ | | | |└ 」 └ 」|
| =㊣

x x

x

.
 

2.单输出系统的能观标准型 

与变换为能控标准型的条件相似，只有当系统是状态完全能观时，即 
TT T T T 1 Trank （ ）C A C A C-「 ┐ =└ 」… n n  

系统的状态空间表达式才可能导出能观标准型。 

状态空间表达式的能观标准型也有两种形式，能观标准Ⅰ型和能观标准Ⅱ型，它们分

别与能控标准Ⅱ型和能控标准Ⅰ型相对偶。 

1）能观标准Ⅰ型 

若线性定常系统 
u

y

= +㊣
㊣ =㊣

x Ax b

Cx

.
                              （3-58） 

是能观的，则存在非奇异变换 

o1=x T x～                                 （3-59） 

使其状态空间表达式（3-58）化成 

u

y

㊣ = +|
㊣

=|㊣

x Ax b

Cx

. ～ ～～ ～

～ ～
                               （3-60） 

式中 

1
o1 o1

0 1 2 1

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

n na a a a

-

- -

「 ┐
| |
| |
| |= =
| |
| |
| |- - - -└ 」

A T AT

…

…
～ … … … …

…

…

                   （3-61） 
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0

11
o1

1n

β
β

β

-

-

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

b T b～
…

                              （3-62） 

[ ]o1 1 0 0 0= =C CT～ …                          （3-63） 

称形如式（3-60）的状态空间表达式为能观标准Ⅰ型。式中， ia ， 0，1， ， 1i n= -… 是矩阵 A

的特征多项式的各项系数。 
取变换阵 o1T  

1
o1

1n

-

-

「 ┐
| |
| |= = | |
| |
| |└ 」

C

CA
T N

CA

…
                          （3-64） 

直接验证，或者用对偶原理来证明。证明过程如下： 

首先构造 （ ， ， ）∑ = A b C 的对偶系统∑ 
* *（ ， ， ）* *= A b C  

* T

* T

* T

=

=

=

A A

b C

C b

 

然后写出对偶系统∑ * * * *（ ， ， ）= A b C 的能控标准Ⅱ型 （ ， ， ）A b C ，∑ 的状态空间表达式的

能观标准Ⅰ型和∑ *的能控标准Ⅱ型对偶。 

即 
T

T

T

=

=

=

A A

b C

C b

～

～

～

 

式中  ， ，A b C ——系统 （ ）* * * *∑ = A ，b ，C 的能控标准Ⅱ型对应的系数阵； 

， ，A b C～ ～ ～ ——系统 （ ， ， ）∑ = A b C 的能观标准Ⅰ型对应的系数阵； 

*， *， *A b C ——系统 （ ， ， ）∑ = A b C 的对偶系统的系数阵。 

2）能观标准Ⅱ型 

若线性定常单输出系统 
u

y

= +㊣
㊣ =㊣

x Ax b

Cx

.
                           （3-65） 

是能观的，则存在非奇异变换 

o2=x T x～  
1

1 2 1
2

3 2
1

o2

1

1

0 1

0 0 1

0 0 0 1

n

n
n

n

a a a

a a

a

-
-

-

-

-

「 ┐「 ┐ | || | | || | | || |= | || | | || | | || |└ 」 | |└ 」

CA

CA

T

CA

C

…

…

…… … … … …

…

…

               （3-66） 
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使其状态空间表达式（3-65）变换为 

u

y

㊣ = +|
㊣

=|㊣

x Ax b

Cx

. ～ ～～ ～

～ ～
                           （3-67） 

式中 

0

1
1

o2 o2 2

1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1 n

a

a

a

a

-

-

-「 ┐
| |

-| |
| |= = -
| |
| |
| |-└ 」

A T AT

…

…
～ …

… … … … …

…

                   （3-68） 

0

11
o2

1n

β
β

β

-

-

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

b T b～
…

                           （3-69） 

[ ]1
o2 0 0 0 1-= =C CT～ …                       （3-70） 

称形如式（3-67）的状态空间表达式为能观标准Ⅱ型。式中， ia ， 0，1， ， 1i n= -… 是矩阵 A 的

特征多项式的各项系数。 iβ ， 0，1， ， 1i n= -… 是 1
o2
-T b 的相乘结果， iβ 的具体计算见式（3-62）。 

上述变换可根据对偶原理直接由其对偶系统的能控标准Ⅰ型导出，其过程与能观标准

Ⅰ型类同，不再重复。 

和能控标准Ⅰ型一样，根据状态空间表达式的能观标准Ⅱ型，也可以直接写出系统的

传递函数，为 
1 2

1 2 1 0
1

1 1 0

（ ）
n n

n n
n n

n

s s s
W s

s a s a s a

β β β β- -
- -

-
-

+ + + +
=

+ + + +
…

…
 

式中，分母多项式的各项系数是 A～ 阵的最后一列元素的负值，分子多项式的各项系数是 b～

阵的元素。这个现象用对偶原理不难解释。 

【例 3-21】  试将例 3-19 中的状态空间表达式变换为能观标准型。 

解  由约旦型判据可知，系统状态完全能观。 

（1）求状态空间表达式的能观标准Ⅰ型。 

由式（3-61）、式（3-62）、式（3-63），可得 
0 1 0

0 0 1

32 32 10

「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

A～ ；

1

3

12

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

b～ ； [ ]1 0 0=C～  

状态空间表达式的能观标准Ⅰ型为 

[ ]

0 1 0 1

0 0 1 3

32 32 10 12

1 0 0

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= +| | | | |㊣ | | | |-└ 」 └ 」|
| =㊣

x x

x

.～ ～

～
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和例 3-20 的状态空间表达式的能控标准Ⅱ型相比较，可知二者之间是互为对偶的。 

（2）求能观标准Ⅱ型 

由式（3-67）、式（3-68）、式（3-69），可得 
0 0 32

1 0 32

0 1 10

「 ┐
| |= -| |
| |└ 」

A～ ；

14

7

1

「 ┐
| |= -| |
| |└ 」

b～ ； [ ]0 0 1=C～  

状态空间表达式的能观标准Ⅱ型为 

[ ]

0 0 32 14

1 0 32 7

0 1 10 1

0 0 1

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= - + -| | | | |㊣ | | | |└ 」 └ 」|
| =㊣

x x

x

.～ ～

～

 

显然与例 3-19 得到的能控标准Ⅰ型成对偶关系。 

3.5  线性系统的结构分解 

前已说过，如果一个系统是不完全能控的，则其状态空间中所有的能控状态构成能控

子空间，其余为不能控子空间。如果一个系统是不完全能观的，则其状态空间中所有能观

测的状态构成能观子空间，其余为不能观子空间。但是，在一般形式下，这些子空间并没

有被明显地分解出来。本节将讨论如何通过非奇异变换即坐标变换，将系统的状态空间按

能控性和能观性进行结构分解。 

把线性系统的状态空间按能控性和能观性进行结构分解是状态空间分析中的一个重要

内容。在理论上它揭示了状态空间的本质特征，为最小实现问题的提出提供了理论依据。

实践上，它与系统的状态反馈、系统镇定等问题的解决都有密切的关系。 

1.按能控性分解 

设线性定常系统 
u

y

= +㊣
㊣ =㊣

x Ax B

Cx

.
                         （3-71） 

是状态不完全能控，其能控性判别矩阵 
1n-「 ┐= └ 」M B AB A B…  

的秩 

1rank n n= ＜M  

则存在非奇异变换 
ˆ= cx R x                             （3-72） 

将状态空间表达式（3-71）变换为 

ˆ㊣ =|
㊣
|㊣

x.
                                （3-73） 
ˆ ˆ +Ax ˆ ˆBu  
ˆ ˆy = Cx  
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式中  
1

1

1

2

ˆ

ˆ

ˆ

x

x

x
-

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

…

n

n n

 

1ˆ -= =c cA R AR
︸

1

11Â「
|
|
|└ n

0
︸

1

12

22

（ ）

ˆ

ˆ

n n-

┐
|
|
|」

A

A
1

1（ ）

}

}

n

n n-

                  （3-74） 

1
1

ˆ
c

B

B R B
-

「 ┐
| |= = | |
| |└ 」

…

0

1

1（ ）

}

}

n

n n-

                      （3-75） 

ˆ
c= =C CR
︸

1

1
ˆ

n

「
|
|└
C ︸

1

2

（ ）

ˆ

n n-

┐
|
|」

C                        （3-76）   

可以看出，系统状态空间表达式变换为式（3-73）后，系统的状态空间就被分解成能

控的和不能控的两部分，其中 1n 维子空间 

1ˆ =x. 11Â 1ˆ +x 1 12 2
ˆˆ ˆ+B u A x  

是能控的，而 1（ ）-n n 维子系统 

2ˆ =x. 22 2
ˆ ˆA x  

是不能控的。对于这种状态结构的分解情况如图 3-9 所示，因为u 对 2x̂ 不起作用， 2x̂ 仅作

无控的自由运动。显然，若不考虑 1（ ）-n n 维子系统，便可得到一个低维的能控系统。 

 

图 3-9  系统能控性的结构划分 

至于非奇异变换阵 

11 2 n n「 ┐= └ 」… …cR R R R R                （3-77） 

式中，n 个列矢量可以按如下方法构成，前 1n 个列矢量
11 2， ， ， nR R R… 是能控性矩阵 M 中的 1n

个线性无关的列，另外的 1（ ）-n n 个列
1 1， ，n n+R R… 在确保 cR 为非奇异的条件下，完全是任

意的。 
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【例 3-22】  设线性定常系统如下，判别其能控性，若不是完全能控的，试将该系统

按能控性进行分解。 

[ ]

0 0 1 1

1 0 3 1

0 1 3 0

0 1 2

u

y

㊣ -「 ┐ 「 ┐
| | | | |= - +| | | | |㊣ | | | |-└ 」 └ 」|
| = -㊣

x x

x

.
      

解  系统能控性判别矩阵 

2

1 0 1

1 1 3

0 1 2

rank 2 n

-「 ┐
| |「 ┐= = -└ 」 | |
| |-└ 」

= ＜

M b Ab A b

M

 

所以，系统是不完全能控的。 
按式（3-77）构造非奇异变换阵 cR  

1

1

1

0

「 ┐
| |= = | |
| |└ 」

R b ； 2

0

1

1

「 ┐
| |= = | |
| |└ 」

R Ab ； 3

0

0

1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

R  

即 
1 0 0

1 1 0

0 1 1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

cR  

式中， 3R 是任意的，只要能保证 cR 为非奇异即可。 

变换后系统的状态空间表达式 
1ˆ -= c cx R AR. 1ˆ u-+ cx R b  

1 1
1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1

ˆ1 1 0 1 0 3 1 1 0 1 1 0 1

0 1 1 0 1 3 0 1 1 0 1 1 0

0 1 1 1

ˆ1 2 2 0

0 0 1 0

u

u

- --「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
| | | | | | | | | |= - +| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |-└ 」 └ 」 └ 」 └ 」 └ 」

- -「 ┐ 「 ┐
| | | |= - - +| | | |
| | | |-└ 」 └ 」

x

x

 

ˆy = =cCR x [ ] ˆ1 1 2- - x  

在构造变换矩阵 cR 时，式中， 1（ ）-n n 列的选取，是在保证 cR 为非奇异的条件下任选

的。现将 3R 选取为另一矢量 [ ]T
3 1 0 1=R ，则 

1 0 1

1 1 0

0 1 1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

cR  
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㊣
|
|
㊣
|
|㊣

 

于是 
0 1 0

ˆ 1 2 2

0 0 1

-「 ┐
| |= - -| |
| |-└ 」

x.
1

ˆ 0

0

u

「 ┐
| |+ | |
| |└ 」

x  

[ ] ˆ1 1 2y = - - x  

从两个状态空间表达式可以看出，它们都把系统分解成两部分，一部分是二维能控子

系统；另一部分是一维不能控子系统，且其二维能控子空间的状态空间表达式是相同的，

均属能控标准Ⅱ型，即 

1

0 1
ˆ

1 2

-「 ┐
= | |-└ 」

x. 1

1
ˆ

0
u

「 ┐
+ | |

└ 」
x  

其实，这一现象并非偶然，因为变换矩阵的前 1n 列是能控性判据中的 1n 个线性无关列。 

2.按能观性分解 

设线性定常系统 
u= +㊣

㊣ =㊣

x Ax B

y Cx

.
                         （3-78） 

是状态不完全能观的，其能观性判别矩阵 

1n-

「 ┐
| |
| |= | |
| |
| |└ 」

C

CA
N

CA

…
 

的秩                             1rank n n= ＜N  

则存在非奇异变换 

0= ～x R x                            （3-79） 

将状态空间表达式（3-78）变换为 

u㊣ = +|
㊣

=|㊣

x Ax B

y Cx

. ～ ～～ ～

～ ～
                         （3-80） 

式中 

︸ ︸
1 1

11
1

0 0 21 22

0

n n n

A

A A
-

-

「 ┐
| |= = | |
| |└ 」

A R AR

～
～ ～ ～

1

1（ ）

}

}

n

n n-
                 （3-81） 

1
1

0

2

-

「 ┐
| |

= = | |
| |
└ 」

B

B R B

B

～

～ …

～ （ ）

1

1

}

}

n

n n-

                     （3-82） 

︸ ︸
1 1

0 1

（ ）

0
n n n

C
-

「 ┐
| |= =
| |└ 」

C CR～ ～                       （3-83） 
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1

2

x
x

x

「 ┐
= | |

└ 」

～
～
～

1

1（ ）

}

}

n

n n-
 

可见，经上述变换后系统分解为能观的 1n 维子系统，即 

1 11 1 1

1 1

u㊣ = +|
㊣

=|㊣

x A x B

y C x

. ～ ～～ ～

～ ～
 

和不能观的（ 1n n- ）维子系统，即 

2 21 1 22 2 2u= + +x A x A x B. ～ ～ ～～ ～  

图 3-10 是其结构图。显然，若不考虑

（ 1n n- ）维不能观测的子系统，便得到一个 1n

维的能观系统。 
非奇异变换阵 0R 是这样构成的，取 

1

1

2

1
0

n

n

R

R

R

R

-

′「 ┐
| |′| |
| |

= | |′| |
| |
| |

′| |└ 」

R
…

…

          （3-84） 

式中，前 1n 行矢量
11 2， ， ， n′ ′ ′R R R… 是能观性判别阵中的 1n 个线性无关的行，另外的（ 1n n- ）

个行矢量
1 1n n+′ ′…R R 在确保

1

0

-
R 为非奇异的条件下，完全是任意的。 

【例 3-23】  设线性定常系统如下，判别其能观性，若不是完全能观的，将该系统按

能观性进行分解。 

[ ]

0 0 1 1

1 0 3 1

0 1 3 0

0 1 2

u

y

㊣ -「 ┐ 「 ┐
| | | | |= - +| | | | |㊣ | | | |-└ 」 └ 」|
| = -㊣

x x

x

.
 

解  系统的能观性判别矩阵 

2

0 1 2

1 2 3

2 3 4

N

「 ┐ -「 ┐
| | | |= = -| | | |
| | | |- -└ 」└ 」

C

CA

CA

 

其秩                             rank 2 n= ＜N  

所以，该系统是状态不完全能观的。 

为构造非奇异变换阵 1
0
-R ，取 

[ ]
[ ]

[ ]

1

2

3

0 1 2

1 2 3

0 0 1

′ = = -

′ = = -

′ =

R C

R CA

R

 

 

图 3-10  系统按能观性分解结构图 
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得 

1
0

0 1 2

1 2 3

0 0 1

-

-「 ┐
| |= -| |
| |└ 」

R ， 0

2 1 1

1 0 2

0 0 1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

R  

式中， 3′R 是在保证 1
0
-R 为非奇异的条件下任意选取的。于是系统状态空间表达式变换为 

[ ]

1 1
0 0 0

0

0 1 0 1

1 2 0 1

1 0 1 0

1 0 0

x R AR x R b x

CR x x

- -

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= + = - - + -| | | | |㊣ | | | |-└ 」 └ 」|
| = =㊣

.～ ～ ～

～ ～

u u

y

 

3.按能控性和能观性进行分解 

如果线性系统是不完全能控和不完全能观的，若对该系统同时按能控性和能观性进行

分解，则可以把系统分解成能控且能观、能控不能观、不能控能观、不能控不能观四部分。

当然，并非所有系统都能分解成有这四个部分的。 

若线性定常系统 

u= +㊣
㊣ =㊣

x Ax B

y Cx

.
                         （3-85） 

不完全能控不完全能观，则存在非奇异变换 

=x Rx                            （3-86） 

把式（3-85）的状态空间表达式变换为 

u㊣ = +|
㊣

=|㊣

x Ax B

y Cx

.
                         （3-87） 

式中 

11 13

21 22 23 241

33

43 44

0 0

0 0 0

0 0

A A

A A A A
A R AR

A

A A

-

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

                 （3-88） 

1

21

0

0

-

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

B

B
B R B                         （3-89） 

[ ]1 30 0= =C CR C C                       （3-90） 

从 A 、 B 、C 的结构可以看出，整个状态空间分为能控能观、能控不能观、不能控能观、

不能控不能观四个部分，分别用 cox 、 cox 、 cox 、 cox 表示。于是式（3-87）可以写成 



现代控制理论 

 120 

11 13 1

21 22 23 24

33

43 44

0 0

0 0 0 0

0 0 0

x x

x x
u

x x

x x

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
| | | | | | | |
| | | | | | | |= +
| | | | | | | |
| | | | | | | |

| || | | | | | └ 」└ 」 └ 」 └ 」

co co

co co 2

co co

co co

A A B

A A A A B

A

A A

.

.

.

.

              （3-91） 

[ ]1 30 0

x

x
y

x

x

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

co

co

co

co

C C  

并且（ 11A ， 1B ， 1C ）是能控能观子系统。 

式（3-87）的方块结构图如图 3-11 所示。 

 

图 3-11  系统的结构图 

从结构图可以清楚地看出四个子系统传递信息的情况。在系统的输入 u 和输出 y 之间，

只存在唯一的单向控制通道，即 1 1 1u Σ→ → → →B C y 。显然，反映系统输入输出特性的

传递函数阵 （ ）W s 只能反映系统中能控且能观的那个子系统的动力学行为，即 
1 1

1 11 1（ ） （ ） （ ）W C I A B C I A B- -= - = -s s s                  （3-92） 

从而也说明，传递函数阵只是对系统的一种不完全的描述，如果在系统中添加（或去掉）

不能控或不能观的子系统，并不影响系统的传递函数。因而根据给定传递函数阵求对应的

状态空间表达式，其解将有无穷多个。但是其中维数最少的那个状态空间表达式是最常用

的，这就是最小实现问题。 

变换矩阵 R 确定之后，只需经过一次变换便可对系统同时按能控性和能观性进行结构

分解，但是矩阵 R 的构造需要涉及较多的线性空间概念，下面介绍一种逐步分解的方法。

这种方法虽然计算较繁，但较直观，易于掌握，其步骤如下： 
（1）先将系统 （ ， ， ）Σ = A B C 按能观性分解取状态变换 

x

x

「 ┐
= | |

└ 」
c

c
c

x R                              （3-93） 

将系统变换为 

1 1 1 2

40 0

x x xA A B
u u

x x xA
- - 「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐ 「 ┐

= + = +| | | || | | | | |
└ 」 └ 」 └ 」 └ 」└ 」

c c c
c c c

c c c

R AR R B
.

.
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1 1 2

x x
y

x x

「 ┐ 「 ┐
「 ┐= =| | | |└ 」

└ 」 └ 」
c c

c
c c

CR C C                    （3-94） 

式中  xc ——能控状态； 

  xc ——不能控状态； 

  cR ——根据式（3-77）构造。 

（2）将上式中不能控的子系统 4 2（ 0 ）c A C∑ = 按能观性分解。 

对 cx 取状态变换 

02

x

x

「 ┐
= | |

└ 」
co

c
co

x R  

将 4 2（ 0 ）∑ =c A C 分解为 

[ ]

331
02 4 02

43 44

2 2 02 3

0

0

x x A x

x x A A x

x x
y C

x x

-「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= =| | | | | | | |

└ 」 └ 」 └ 」 └ 」
「 ┐ 「 ┐

= =| | | |
└ 」 └ 」

co co co

co co co

co co

co co

R A R

C R

.

.
 

式中  xco ——不能控但能观的状态； 

      xco ——不能控不能观的状态； 

      02R ——根据式（3-84）构造的 4 2（ 0 ）∑ =c A C 按能观性分解的变换阵。 

（3）将能控子系统 1 1（ ）∑ =c A B C 按能观性分解。 

对 cx 取状态变换 

01

x

x

「 ┐
= | |

└ 」
co

c
co

x R  

由式（3-94）有 

1 2= + +c c cx A x A x Bu.  

把状态变换后的关系代入上式，有 

01 1 01 2 02

x x x

x x x

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= + +| | | | | |

└ 」 └ 」 └ 」
co co co

co co co

R A R A R Bu
.

.
 

两边左乘 1
01R- ，有 

[ ]

1 1 1
01 1 01 01 2 02 01

1311 1

23 2421 22 2

1 1 01 1

00

0

x x x

x x x

x
y

x

- - -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= + +| | | | | |

└ 」 └ 」 └ 」
「 ┐ 「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐

= + +| | | | | || | | |
└ 」 └ 」└ 」 └ 」 └ 」

「 ┐ 「 ┐
= =| | | |

└ 」 └ 」

co co co

co co co

co co

co co

co co

co co

R A R R A R R Bu

x A xA B
u

x A A xA A B

x
C R C

x

.

.

     

式中  cox ——能控能观状态； 

      cox ——能控不能观状态； 

      01R ——根据式（3-84）构造的 1 1 1（ ）∑ =c A B C 按能观性分解的变换阵。 
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综合以上三次变换，便可导出系统同时按能控性和能观性进行结构分解的表达式： 

           

[ ]

11 13 1

21 22 23 24 2

33

43 44

1 3

0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0

x A A x B

x A A A A x B
u

x A x

x A A x

x

x
y

x

x

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
| | | | | | | |
| | | | | | | |= +
| | | | | | | |
| | | | | | | |

| || | | | | | └ 」└ 」 └ 」 └ 」
「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

co co

co co

co co

co co

co

co

co

co

C C

.

.

.

.
 

【例 3-24】  已知系统 

[ ]

0 0 1 1

1 0 3 1

0 1 3 0

0 1 2

u

y

㊣ -「 ┐ 「 ┐
| | | | |= - +| | | | |㊣ | | | |-└ 」 └ 」|
| = -㊣

x x

x

.
 

是状态不完全能控和不完全能观的，试将该系统按能控性和能观性进行结构分解。 

解  例 3-22 已将系统按能控性进行分解 
1 0 0

1 1 0

0 1 1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

cR  

经变换后，系统分解为 
10 1 1

1 2 2 0

0 0 1 0

c c

c c

x x

x x

- -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | | | || |= - - +| | | | | || |
| | | | | || |-└ 」 └ 」└ 」 └ 」

.

.

u  

[ ]1 1 2

c

x

y

x

「 ┐
| |= - - | |
| |└ 」

c

 

从上面可见，不能控子空间 cx 仅一维，且显见是能观的，故无须再进行分解。 

将能控子系统 c∑ 按能观性进行分解，即 

[ ]1

0 1 1 1

1 2 2 0

1 1

c c c

c

u

y

㊣ - -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= + +| | | | | | |- -└ 」 └ 」 └ 」㊣

| = -㊣

x x x

x

.
 

按能观性分解，根据式（3-84）构造非奇异变换阵，即 

1
0

1 1

0 1
- -「 ┐

= | |
└ 」

R  

将 c∑ 按能观性进行分解为 
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1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 2 0 1 0 1 2 0 1 0

x x
u

x x

- -- - - - - -「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= + +| | | || | | | | | | | | | | | | |- -└ 」 └ 」 └ 」 └ 」 └ 」 └ 」 └ 」└ 」 └ 」

co co
c

co co

x
.

.
 

即 
1 0 1 1

1 1 2 0

x x
u

x x

-「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= + +| | | || | | | | |- -└ 」 └ 」 └ 」└ 」 └ 」

co co
c

co co

x
.

.
 

[ ]

[ ]

1

1

1 1
1 1

0 1

1 0

x
y

x

x

x

-- 「 ┐「 ┐
= - | || |

└ 」 └ 」
「 ┐

= | |
└ 」

co

co

co

co

 

综合以上两次变换结果，系统按能控性和能观性分解为 

[ ]

1 0 1 1

1 1 2 0

0 0 1 0

1 0 2

x x

x x u

x x

x

y x

x

㊣ -「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
|| | | || | | |= - - +|| | | || | | |
|| | | || | | |-└ 」 └ 」|└ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = - | ||
| || └ 」㊣

co co

co co

co co

co

co

co

.

.

.
 

3.6  传递函数中零极点对消与状态能控性和能观性 
     之间的关系 

既然系统的能控且能观性与其传递函数阵的最小实现是同义的，那么能否通过系统传

递函数阵的特征来判别其状态的能控性和能观性呢？可以证明，对于单输入系统、单输出

系统或者单输入-单输出系统，要使系统是能控并能观的充分必要条件是其传递函数的分子

分母间没有零极点对消。可是对于多输入-多输出系统来说，传递函数阵没有零极点对消，

只是系统最小实现的充分条件，也就是说，即使出现零极点对消，这种系统仍有可能是能

控和能观的。鉴于这个原因，本节只限于讨论单输入-单输出系统的传递函数中零极点对消

与状态能控且能观之间的关系。 
对于一个单输入-单输出系统∑ （ ， ， ）A b c ，有 

x Ax b

x

= +㊣
㊣ =㊣

. u

y c
                             （3-95） 

要使其是能控并能观的充分必要条件是传递函数 
1（ ） （ ）W I A b-= -s c s                          （3-96） 

的分子分母间没有零极点对消。 
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下面举例说明。 

例如，系统的传递函数为 
（ ） （ 2.5）

（ ）
（ ） （ 2.5）（ 1）

y s s
W s

u s s s

+
= =

+ -
 

分子分母有相同因式 （ 2.5）+s ，系统状态是不完全能控，或不完全能观，或是既不完全能

控又不完全能观的。上述传递函数的实现可以是 

[ ]

1 0 1

0 2.5 1

1 0

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |-└ 」 └ 」㊣

| =㊣

x x

x

.
 

可见系统是能控的，但不能观。因此，上述实现不是最小实现，相应的结构图如图 3-12（a）

所示。 

上述传递函数的实现又可以是 

[ ]

1 0 1

0 2.5 0

1 1

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |-└ 」 └ 」㊣

| =㊣

x x

x

.
 

这时系统是不能控但却是能观的。相应的系统结构，如图 3-12（b）所示。上述传递函数的

实现还可以是 

[ ]

1 0 1

0 2.5 0

1 0

u

y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |-└ 」 └ 」㊣

| =㊣

x x

x

.
 

系统是既不能控又不能观的。系统结构如图 3-12（c）所示。 

 

图 3-12  系统实现的模拟结构图 

通过这个例子可以看到，在经典控制理论中基于传递函数零极点对消原则的设计方法。

虽然简单直观，但是它破坏了系统状态的能控性或能观性。不能控部分的作用在某些情况

下会引起系统品质的变坏，甚至使系统成为不稳定的。 
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习    题 

3-1  时不变系统 

3 1 1 1

1 3 1 1

1 1

1 1

u

y

㊣ -「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |-| └ 」 └ 」

㊣
「 ┐| = | || -└ 」㊣

x x

x

.

 

试用两种方法判别其能控性与能观性。 
3-2  确定使下列系统为状态完全能控和状态完全能观的待定常数 ，i iα β 。 

（1） 1

2

1

0

α
α

「 ┐
= | |

└ 」
A ，

1

1

「 ┐
= | |

└ 」
b ， [ ]1 1c = -  

（2） 1 2

3 4

α α
α α
「 ┐

= | |
└ 」

A ，
1

1

「 ┐
= | |

└ 」
b ， [ ]1 0c =  

（3）

0 0 2

1 0 3

0 1 4

「 ┐
| |= -| |
| |-└ 」

A ， 2

3

1

β
β

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

b ， [ ]0 0 1c =  

3-3  线性系统的传递函数为  

3 2

（ ）

（ ） 10 27 18

+
=

+ + +
y s s a

u s s s s
 

（1）试确定 a 的取值，使系统或为不能控，或为不能观的。 

（2）在上述 a 的取值下，求使系统为能控的状态空间表达式。 

（3）在上述 a 的取值下，求使系统为能观的状态空间表达式。 

3-4  已知系统的微分方程为 
6 11 6 6y y y y u+ + + =... .. .  

试写出其对偶系统的状态空间表达式及其传递函数。 

3-5  已知能控系统的状态方程 ，A b阵为 

1 2

3 4

- -「 ┐
= | |

└ 」
A ，

1

1

「 ┐
= | |

└ 」
b  

试将该状态方程变换为能控标准型。 

3-6  已知能控系统的状态方程 ， ，A b c 阵为 

1 1

1 1

-「 ┐
= | |

└ 」
A ，

2

1

「 ┐
= | |

└ 」
b ， [ ]1 1c = -  

试将该状态方程变换为能观标准型。 

3-7  已知系统的传递函数为 
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2

2

6 8
（ ）

4 3

s s
W s

s s

+ +
=

+ +
 

试求其能控标准型和能观标准型。 

3-8  给定下列状态空间方程，试判别其能否变换为能控和能观标准型。 
0 1 0 0

2 3 0 1

1 1 3 2

u

「 ┐ 「 ┐
| | | |= - - +| | | |
| | | |- -└ 」 └ 」

x x. ， [ ]0 0 1y = x  

3-9  试将下列系统按能控性进行结构分解。 

（1）

1 2 1

0 1 0

0 4 3

-「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

A ，

0

0

1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

b ， [ ]1 1 1= -c  

（2）

2 2 1

0 2 0

1 4 0

- -「 ┐
| |= -| |
| |-└ 」

A ，

0

 0

1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

b ， [ ]1 1 1= -c  

3-10  试将下列系统按能观性进行结构分解。 

（1）

1 2 1

0 1 0

1 4 3

-「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

A ，

0

0

1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

b ， [ ]1 1 1= -c  

（2）

2 2 1

0 2 0

1 4 0

- -「 ┐
| |= -| |
| |-└ 」

A ，

0

0

1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

 b ， [ ]1 1 1= -c  

3-11 试将下列系统按能控性和能观性进行结构分解。 

（1）

1 0 0

2 2 3

2 0 1

「 ┐
| |= | |
| |-└ 」

A ，

1

2

2

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

b ， [ ]1 1 2c =  

（2）

1 0 0 0

2 3 0 0

1 0 2 0

4 1 2 4

「 ┐
| |-| |=
| |-
| |

- - -| |└ 」

A ，

0

0

1

2

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

b ， [ ]3 0 1 0c =  

3-12  设 1 2，Σ Σ 为两个能控且能观的系统 

1Σ ： 1

0 1
 

3 4

「 ┐
= | |- -└ 」

A ，
0

1

「 ┐
= | |

└ 」
b ， [ ]1 2 1c =  

2Σ ： 2 2= -A ， 2 1=b ， 2 1c =  

（1）试分析由 1 2，Σ Σ 所组成的串联系统的能控性和能观性，并写出其传递函数。 

（2）试分析由 1 2，Σ Σ 所组成的并联系统的能控性和能观性，并写出其传递函数。 
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稳定性是系统的一种重要的结构性质，它和系统的可控性和可观性一样是系统一种定

性特性。对系统稳定性的分析和综合是系统控制理论的重要组成部分。系统的稳定性主要

是研究系统受到外界干扰而偏离平衡状态时，系统是否有再返回平衡状态的性质。一个实

际的系统必须是稳定的，只有稳定才能付诸工程应用。虽然稳定还不是系统达到成功的工

程应用的全部，但是它是系统实际应用的前提和先决条件。 

在经典控制理论中进行稳定性分析时，通常采用 Routh-Hurwitz 和 Nyquist 等稳定性判

据。这些判据对线性定常系统的稳定性分析很有效，但对一些较复杂的线性时变系统，非

线性系统的稳定性分析常常会遇到困难。在现代控制理论中，由于以状态空间法为出发点，

因此，以状态方程为基础的李雅普诺夫直接法（或称第二方法）来分析系统的稳定性，得

到越来越多的重视和应用。这种方法不仅能用于线性定常系统，而且能用于线性时变系统

和非线性系统的稳定性分析，尤其是在最佳控制系统、自适应控制系统、模型参考系统、

大系统等的控制系统的分析和综合中，广泛地应用这种方法。 

早在 1892 年，俄国数学家李雅普诺夫提出了两类解决运动稳定性问题的方法，第一种

方法是通过求微分方程的解来分析运动稳定性，第二种方法则是一种定性方法，它无须求

解微分方程，而是通过一类具有某些性质的函数 V（李雅普诺夫函数），研究它及其对于系

统的全导数的有关性质，从而得出稳定性的结论。第二种方法又称直接方法，它具有科学

的概念体系，判定方法和自成一套的理论，现今学术界广为应用且影响巨大的李雅普诺夫

方法就是直接方法。 

4.1  稳定性的基本概念 

4.1.1  系统状态的运动及平衡状态 

考虑由下列动态方程描述的系统 
（ ， ）x x= f t. ， 0 0（ ）x x=t                    （4-1） 

式中，x 是 n 维状态矢量； （ ， ）xf t 为 n 维矢量函数，其各分量是 1x ， 2x ，…， nx 和 t 的函数；t0

和 0（ ）x t 是系统的初始时刻和初始状态。 （ ， ）xf t 一般为时变的非线性函数，如果不含 t，则

为定常的非线性函数。 
对于线性系统 （ ， ）xf t 可表示为 x 的线性矢量函数，或者习惯表示成 

（ ）t=x A x. ， 0 0（ ）x x=t ， 0t t≥                       （4-2） 
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对于线性定常系统，式（4-1）又可以习惯表示成 
=x Ax. ， 0 0（ ）x x=t ， 0t t≥                       （4-3） 

假设式（4-1）有唯一解，其解为 0 0（ ； ， ）t txΦ 。 0 0（ ； ， ）t txΦ 是 t0 到 t 的转移函数，而且

0 0 0 0（ ； ， ） （ ）t t t=x xΦ 。 

0 0（ ； ， ）t txΦ 实际上描述了式（4-1）系统在 n 维状态空间中从初始条件 0 0（ ， ）xt 出发的一

条状态运动的轨迹，简称系统的运动或状态轨线。 

由于这一运动是由初始状态的扰动引起的，因此，常称为系统的受扰运动。实质上，

它等同于系统状态的零输入响应。 

研究系统的稳定性，常限于研究没有外部输入作用时的系统。通常，这类系统称为自

治系统。自治系统一般表示为 
（ ， ）x x=. f t ， 0 0（ ）x x=t ， 0t t≥                      （4-4） 

对于所考察的式（4-1）系统，如果存在某个状态 ex ，使成立有 

e e（ ， ） 0= =.x f x t ， 0t t∀ ≥                       （4-5） 

则称 xe为系统的一个平衡状态。在大多数情况下，xe=0，即状态空间的原点为系统的一个平

衡状态。除此之外，系统也可以有非零平衡状态。进而，如果系统的平衡状态在状态空间中

呈现为彼此分隔的孤立点，则称其为孤立平衡状态。对于孤立平衡状态，总是可以通过移动

坐标系而将其转换为状态空间的原点，所以，今后的讨论中将常假设平衡状态 xe就是原点。 

因此，系统运动的稳定性，就是研究其平衡状态的稳定性，也即偏离平衡状态的受扰

运动能否只依靠系统内部的结构性质而返回到平衡状态，或者限制在它的一个有限邻域内。 

4.1.2  预备知识 

1.球域 

若用 e|| ||x - x 表示状态矢量 x 与平衡状态 xe的距离，用点集 （ ）s ε 表示以 xe为球心，ε 为

半径的超球体，那么 （ ）x ε∈ s ，则表示 

e|| ||x ε- x ≤                            （4-6） 

式中， e|| ||x - x 为欧几里得范数。 

在 n 维状态空间中，有 
1

2 2 2 2
e 1 e1 2 e2 e|| || （ ） （ ） （ ）x 「 ┐- = - + - + + -└ 」… n nx x x x x x x             （4-7） 

当ε很小时，则称 （ ）s ε 为 xe 的邻域。因此，若有 0 （ ）x s δ∈ ，则意味着 0 e|| ||x x δ- ≤ 。

同理，若状态方程的解 0 0（ ； ； ）t x tΦ 位于球域 （ ）s ε 内，便有 

0 0（ ； ； ）t x t εΦ ≤ ， 0t t≥                        （4-8） 

式（4-8）表明齐次方程式（4-1）由初始状态 x0或短暂扰动引起的自由响应是有界的。 

2.二次型 

n 个变量 1 2， ， ， nx x x… 的二次齐次多项式为 
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2
1 2 11 1 12 1 2 1 1

2
21 2 1 22 2 2 2

2
1 1 2 2

（ ， ， ） = + + +

+ + + +

+ +

+ + + +

… …

…

…

…

n n n

n n

n n n n nn n

V x x x a x a x x a x x

a x x a x a x x

a x x a x x a x

 

称为二次型。式中， ika ， ， 1，2， ，i k n= … 是二次型的系数。 

用矩阵表示二次型较为方便，即 

111 12 1

21 22 2 2 T
1 2

1 2

（ ） [ ]x x Px

「 ┐「 ┐
| || |
| || |= =
| || |
| || |

| | | |└ 」 └ 」

…

…
…

… … … …

…

n

n
n

n n nn n

xa a a

a a a x
V x x x

a a a x

 

必须指出，二次型是一个标量，最基本的特征是它的定号性，也就是 V（x）在坐标原点

附近的特性。 

1）正定性 

当且仅当 x=0 时，才有 V（x）=0；对任意非零 x，恒有 V（x）＞0，则 V（x）为正定。 

2）负定性 

当且仅当 x=0 时，才有 V（x）=0；对任意非零 x，恒有 V（x）＜0，则 V（x）为负定。 

3）半正定性与半负定性 
如果对于任意的 ≠ 0x ，恒有 （ ） 0xV ≥ ，则 （ ）xV 为半正定，或称非负定。 

如果对于任意的 ≠ 0x ，恒有 （ ） 0xV ≤ ，则 （ ）xV 为半负定，或称非正定。 

4）不定性 
如果无论取多么小的原点的某个邻域， （ ）xV 可为正值也可为负值，则 （ ）xV 不定。 

3.塞尔维斯特准则 

（1）二次型 T（ ）x x Px=V 或对称矩阵 P 为正定的充分必要条件是 P 的主子行列式均为

正，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

…

…

… … …

…

P  

如果 1 11 0aΔ = ＞ ，
11 12

2
21 22

0Δ = ＞
a a

a a
，…， | | 0PΔ = ＞n ，则 P 为正定，即 （ ）xV 为正定。 

（2）二次型 T（ ）V x = x Px或对称矩阵 P 为负定的充分必要条件是，P 的主子行列式满足

0Δ ＜i ，i 为奇数； 0iΔ ＞ ，i 为偶数； 1，2， ，i n= … 。 

4.1.3  系统稳定性概念 

李雅普诺夫根据系统响应是否有界把系统的稳定性定义为四种情况。 
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1.李雅普诺夫意义下的稳定性 

设 xe 为式（4-1）系统的一个平衡状态。如果对给定的任一实数 0ε ＞ ，都对应地存在

一个实数 0（ ， ）δ ε t ，使得由满足不等式 

0 e 0|| || （ ， ）x x δ ε- t≤  

的任一初始状态 0x 出发的运动轨迹都满足不等式 

0 0 e 0|| （ ； ， ） || ，t t t tε- ∀x x ≤ ≥Φ  

则称此平衡状态 xe为李雅普诺夫意义下稳定的。如果δ 的选取只依赖于ε 而与初始时刻

t0 无关，则进一步称平衡状态 xe是一致稳定的。 

该定义的几何含义是，对任给正实数ε，在状态空间中以 xe 为球心，构造半径为ε的
一个超球体，其球域记为 （ ）εs ，则若存在对应的一个正实数 0（ ， ）tδ ε ，其大小同时依赖于 ε
和 t0，而可构造原点为球心，半径为 0（ ， ）tδ ε 的另一个超球体，相应的球域记为 （ ）δs ，且由

球域 （ ）δs 内的任一点出发的运动轨迹 0 0（ ； ， ）t x tΦ ，对于所有 0t t＞ ，都不脱离球域 （ ）εs 。那

么就称原点平衡状态 ex 是李雅普诺夫意义下稳定的。以二维情形为例，上述几何含义可以

形象的用图 4-1 来描述。 
对于定常系统， ex 的稳定等价于一致稳定；但对时变系统， ex 的稳定并不意味着其为

一致稳定。而且，从实际的角度来说，常要求一致稳定，以便在任意时刻 0t 出发的受扰运

动都是李雅普诺夫意义下稳定的。 

2.渐近稳定和一致渐近稳定 

设 ex 为式（4-1）系统的一个平衡状态。如果 ex 是李雅普诺夫意义下稳定的，并且当 t

无限增长时，系统轨线不仅不超出 （ ）εs ，而且还最终收敛于 ex ，则称这种平衡状态 ex 渐近

稳定，如图 4-2 所示。 

                         

          图 4-1  李雅普诺夫意义下稳定                       图 4-2  渐近稳定 

从工程观点而言，渐近稳定比李雅普诺夫意义下稳定更重要。实际上，渐近稳定即为

工程意义下的稳定，而李雅普诺夫意义下的稳定则是工程意义下的临界不稳定。但是由于

渐近稳定是一个局部概念，通常只确定某平衡状态的渐近稳定性并不意味着整个系统就能

正常运行。因此，如何确定渐近稳定的最大区域，并且尽量扩大其范围是尤其重要的，通

常这个区域为平衡状态的吸引区。 
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3.大范围渐近稳定 

如果以状态空间中的任一有限点 0x 为初始状态的受扰运动 0 0（ ； ， ）t txΦ 都是有界的，且

成立 

0 0 elim （ ； ， ）
t

t t x
→∞

=xΦ  

则称式（4-1）系统的平衡状态 ex 是大范围渐近稳定的。 

通常，也称大范围渐近稳定为全局渐近稳定，而称小范围渐近稳定为局部渐近稳定。

显然，系统为大范围渐近稳定的必要前提是系统只有唯一一个孤立平衡状态。对于线性系

统，由于其满足叠加原理，所以，当它为渐近稳定时，就一定是大范围渐近稳定的。在工

程问题中，通常总是希望系统具有大范围渐近稳定的特性。 

4.不稳定 

如果对于不管取多大的有限实数 0ε ＞ ，都不可能找到相

应的实数 0（ ， ） 0δ ε ＞t ，使得由满足 0 e 0（ ， ）x x δ ε- t≤ 的任一初

态出发的运动满足不等式 

0 0 e 0（ ； ， ） ，t t t tε- ∀x x ≤ ≥Φ  

则称平衡状态 ex 为不稳定的，如图 4-3 所示。 

4.2  李雅普诺夫稳定性理论 

4.2.1  李雅普诺夫第一法 

李雅普诺夫第一法又称间接法。它的基本思想是通过系统状态方程的解判别系统的稳

定性。对于线性定常系统，只需解出特征方程的根即可作出稳定性判断。对于非线性不很

严重的系统，可先将其非线性状态方程在平衡状态附近进行线性化，即在平衡状态处对其

求一次泰勒展开式，得到线性化方程，然后再根据其特征值来判断系统的稳定性。 

1.线性系统的稳定判据 

线性定常系统 
u

y

= +㊣
㊣ =㊣

.x Ax b

cx
                          （4-9） 

平衡状态 ex = 0渐近稳定的充分必要条件是系统矩阵 A 的所有特征值均具有负实部。 

以上讨论的都是系统的状态稳定性，或称内部稳定性。但从工程意义上看，往往更重

视系统的输出稳定性。 

如果系统对于有界输入 u 所引起的输出 y 是有界的，则称系统为输出稳定。 

 

图 4-3  不稳定 
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线性定常系统 （ ， ， ）A b c∑ = 输出稳定的充分必要条件是其传递函数 
1（ ） （ ）s s -= -W c I A b  

的极点全部位于 s 的左半平面。 

2.非线性系统的稳定性 

设非线性动态系统的状态方程为 
（ ， ）x f x=. t  

xe为其平衡状态；f （x，t）为与 x 同维的非线性矢量函数，且对 x 具有连续的偏导数。为讨论

系统在 xe处的稳定性，可将非线性矢量函数 f （x，t）在 xe邻域内展成泰勒级数，得 

e e eT
（ ， ） （ ） （ ）

f
x f x x x R x x

x

∂
= + - + -

∂
. t                 （4-10） 

式中， e（ ）-R x x 为泰勒级数展开式中的高阶导数项；而 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2T

1 2

f

x

×

∂ ∂ ∂「 ┐
| |∂ ∂ ∂| |
| |∂ ∂ ∂

∂ | |∂ ∂ ∂= | |∂ | |
| |
∂ ∂ ∂| |
| |∂ ∂ ∂└ 」

…

…

… … …

…

n

n

n n n

n n n

f f f

x x x

f f f

x x x

f f f

x x x

 

称为雅可比矩阵。 
若令 ex x xΔ = - ，并取式（4-10）的一次近似式，可得系统的线性化方程为 

x A xΔ = Δ.                             （4-11） 

式中 

e

T
x x

f
A

x =

∂
=
∂

 

在一次近似的基础上，李雅普诺夫给出下述结论： 

（1）如果线性化系统的状态方程（4-11）中系统矩阵 A 的所有特征值都具有负实部，

则原非线性系统（4-10）在平衡状态 xe是渐近稳定的，而且系统的稳定性与 R（x）无关。 

（2）如果线性化系统的系统矩阵 A 的特征值，至少有一个具有正实部，式（4-11）原非线

性在平衡状态 xe是不稳定的，而且系统的稳定性与 R（x）无关。 

（3）如果线性化系统的系统矩阵 A 存在实部为零的特征值，其余特征值都具有负实部，

系统处于临界情况，则原非线性系统的平衡状态 xe的稳定性取决于高阶导数项 R（x），而不

能由 A 的特征值符号来确定。 

由上述结论可知，李雅普诺夫第一法与经典控制理论中的稳定性判据的思路一致，需

要求解线性化状态方程或线性化方程的特征值。区别在于，经典控制理论讨论输出稳定性

问题，而李雅普诺夫方法讨论状态稳定性问题。 

【例 4-1】  某装置的动力学特性用非线性矢量方程描述为 
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21

2
2 1 1 2 2 1（ 1）

xx

x k x x k x

「 ┐「 ┐
= | || | - -└ 」 └ 」

.

.
， 1 2， 0k k ＞               （4-12） 

试确定系统在平衡状态的稳定性。 

解  由方程可知，原点为该系统的平衡状态，即 xe=0。将系统在原点处线性化，则系

统矩阵为 

e

T
2 1

0 1f
A

x =

「 ┐∂
= = | |- -∂ └ 」x x k k

 

因此，系统的特征方程为 2
1 2| | 0I Aλ λ λ- = + + =k k 。 

由李雅普诺夫第一法可知，该非线性系统在平衡状态处渐近稳定的充分条件是 

1 0k ＞ ， 2 0k ＞  

4.2.2  李雅普诺夫第二法 

李雅普诺夫第二法又称直接法。它的基本思想不是求解系统的运动方程，而是借助于

李雅普诺夫函数来直接对系统平衡状态的稳定性作出判断，是从能量观点进行稳定性分析

的。如果一个系统被激励后，其储备的能量随着时间的推移逐渐衰减，到达平衡状态时，

能量将达到最小值，那么，这个平衡状态就是渐近稳定的。反之，如果系统不断地从外界

吸收能量，储能越来越大，那么这个平衡状态就是不稳定的。如果系统的平衡状态既不增

加，也不消耗，那么这个平衡状态就是李雅普诺夫意义下稳定的。 
由于系统的复杂性和多样性，往往不能直观地找到一个能量函数来描述系统的能量关

系，于是李雅普诺夫定义一个正定的标量函数 V（x），作为虚构的广义能量函数，然后根据

（ ） d （ ） / dx x=.V V t 的符号特征来判别系统的稳定性。对于一个给定系统，如果能够找到一个

正定的标量函数 （ ）xV ，而 （ ）x.V 是负定的，则这个系统是渐近稳定的，这个 （ ）xV 称为李雅

普诺夫函数。任何一个标量函数只要满足李雅普诺夫稳定性判据所假设的条件，均可作为

李雅普诺夫函数。 
由此可见，应用李雅普诺夫的关键问题可归结为寻找李雅普诺夫函数 （ ）xV 的问题。过

去，寻找李雅普诺夫函数几乎完全凭借设计者的经验和技巧，严重地阻碍着李雅普诺夫第

二法的推广应用。现在，随着计算机技术的发展，借助数字计算机不仅可以找到所需要的

李雅普诺夫函数，而且还能确定系统的稳定区域。但是要想找到一套对任何系统都普遍适

用的方法仍很困难。 

定理 4-1  设系统的状态方程为 
（ ， ）x f x=. t  

式中， （ ， ）t =0 0f （ 0t t≥ ）。如果存在一标量函数 （ ， ）xV t ，其具有连续的一阶偏导数，且满

足以下条件： 
（ ， ）xV t 是正定的； 

（ ， ）x. tV 是负定的。 
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则在原点处的平衡状态是渐近稳定的。如果当 || ||x →∞时，有 （ ， ）x →∞V t ，则在原点

处的平衡状态是大范围渐近稳定的。 

【例 4-2】  设系统方程 

（ ）
（ ）

2 2
1 2 1 1 2

2 2
2 1 2 1 2

x x x x x

x x x x x

㊣ = - +|
㊣
= - - +|㊣

.

.
                      （4-13） 

试确定其平衡状态的稳定性。 
解  很明显，原点是给定系统的唯一平衡状态，选取一个正定的标量函数 V（x）为 

2 2
1 2（ ）x = +V x x （正定） 

其一阶导数为 

1 1 2 2（ ） 2 2x = +. . .V x x x x  

将系统方程（4-13）代入上式得 

（ ） （ ）
（ ）

2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

22 2
1 2

（ ） 2 2

2

x 「 ┐ 「 ┐= - + + - - +└ 」 └ 」

= - +

.V x x x x x x x x x x

x x
  （负定） 

又由于当 || ||x →∞时， （ ）x →∞V ，因此，系统在平衡点处是大范围渐近稳定的。 

定理 4-2  设系统的状态方程为 
（ ， ）x f x=. t  

式中， （ ， ）t =0 0f （ 0t t≥ ）。如果存在一标量函数 Ⅴ（x，t），其具有连续的一阶偏导数，且满

足以下条件： 
（ ， ）xV t 是正定的； 

（ ， ）x.V t 是半负定的； 

（ ， ）x.V t 对任意 0t 和任意 x ≠ 0，在 0t t≥ 时不恒等于零。 

则在原点处的平衡状态是渐近稳定的。如果当 || ||x →∞时，有 （ ， ）x →∞V t ，则在原点

处的平衡状态是大范围内渐近稳定的。 

【例 4-3】  设系统方程为 

1 2

2 1 2

2

2

x x

x x x

=㊣
㊣ = - -㊣

.

.
                        （4-14） 

确定系统平衡状态的稳定性。 

解  显然，原点为给定系统的唯一平衡状态。选李雅普诺夫函数为标准二次型函数，

即 
2 2
1 2（ ） 2x = +V x x       （正定） 

1 1 2 2

1 2 2 1 2

2
2

（ ） 2 4

4 4 （ 2 ）

8

x = +
= + - -

= -

. . .V x x x x

x x x x x

x

     （半负定） 

当 1 20， 0x x= = 时， （ ） 0x =.V ； 

当 1 20， 0x x≠ = 时， （ ） 0x =.V ； 
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其他情况 （ ） 0x ＞.V ，因此， （ ）x.V 是半负定的。 

下面进一步分析 （ ）x.V 的定号性，即当 1 0x ≠ ， 2 0x = 时， （ ）x.V 是否恒等于零。由于
2
2（ ） 8x = -.V x 恒等于零，必须要求 2

2x 在 0t t≥ 时恒等于零；而 2
2x 恒等于零必须要求 2x 恒等于

零，从而 2x. 也必须恒等于零。但从状态方程 2 1 22x x x= - -. 来看，在 0t t≥ 时，要使 2 0x =. 和

2 0x = ，必须满足 1 0x = 的条件。这表明 （ ）x.V 只可能在原点处（ 1 20， 0x x= = ）恒等于零，

因此，系统在原点处的平衡状态是渐近稳定的。又由于当 x →∞时，有 （ ， ）V t →∞x ，所

以，系统在原点处的平衡状态是大范围内渐近稳定的。 

若选取如下正定函数作为李雅普诺夫函数，即 

（ ）2 2 2
1 2 1 2

1
（ ）

2
x 「 ┐= + + +└ 」V x x x x  

则 （ ）2 2
1 2（ ） 2x = - +.V x x 是负定的。而且当 x →∞时，有 （ ， ）x →∞V t ，所以，系统在原点处

的平衡状态是大范围内渐近稳定的。 

定理 4-3  设系统的状态方程为 
（ ， ）t=.x f x  

式中， （ ， ）t =0 0f （ 0t t≥ ）。如果存在一标量函数 （ ， ）xV t ，其具有连续的一阶偏导数，且满

足以下条件： 
（ ， ）xV t 是正定的； 

（ ， ）x.V t 是半负定的，但在某一状态值恒为零。 

则在原点处的平衡状态是李雅普诺夫意义下稳定的，而非渐近稳定。此时，系统可以

保持在一个等幅振荡状态上。 
【例 4-4】  系统状态方程为 

1 2

2 13

x x

x x

= -㊣
㊣ =㊣

.

.
                       （4-15） 

试确定平衡状态的稳定性。 

解  显然，原点为系统平衡状态。选取正定函数李雅普诺夫函数，即 
2 2
1 2（ ） 3x = +V x x  

则其导数为 

1 1 2 2 1 2 1 2（ ） 6 2 6 6 0x = + = - + =. . .V x x x x x x x x  

由上式可见， （ ）x.V 在任意 x 值上均可保持为零，则系统是李雅普诺夫意义下稳定的，

但不是渐近稳定的。 

上述定理均只给出了系统稳定的充分条件，而没有给出必要条件，即对给定的系统，

如果可以找到满足条件李雅普诺夫函数，则系统必定是稳定的；但如果找不到满足条件李

雅普诺夫函数，也并不意味着系统是不稳定的。 
定理 4-4  设系统的状态方程为 

（ ， ）x f x=. t  
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式中， （ ， ）t =0 0f （ 0t t≥ ）。如果存在一标量函数 （ ， ）xV t ，其具有连续的一阶偏导数，且满

足以下条件： 
（ ， ）xV t 在原点的某一邻域内是正定的； 

（ ， ）x.V t 在同一邻域内是正定的。 

则系统在原点处的平衡状态是不稳定的。 

【例 4-5】  设系统的状态方程为 

1 1 2

2 1 2

x x x

x x x

= -㊣
㊣ = +㊣

.

.
                         （4-16） 

坐标原点是其平衡状态。试判断系统在坐标原点处平衡状态的稳定性。 
解  选取二次型函数 （ ）xV 为李雅普诺夫函数 

2 2
1 2（ ）x = +V x x  

显然， （ ）xV 为正定函数，其沿系统轨迹的导数为 
2 2

1 1 2 2 1 2（ ） 2 2 2 2x = + = +. . .V x x x x x x  

（ ）x.V 也是正定的，因此，根据定理 4-4 可知，系统在坐标原点处的平衡状态是不稳

定的。 

4.3  线性系统的李雅普诺夫稳定性分析 

设线性定常系统为 

=.x Ax                              （4-17） 

式中，x 为 n 维状态矢量，A 为 n n× 维系统矩阵，假设 A 为非奇异矩阵。因为判定系统的

稳定性，主要取决于系统的自由响应，所以令 u=0，由系统状态方程可知，系统唯一的平

衡状态是坐标原点 ex = 0。 

定理 4-5  式（4-17）线性定常连续系统的平衡状态 ex = 0 为渐近稳定的充分必要条件

为，对于任意给定的一个正定矩阵 Q，都存在一个正定矩阵 P 为矩阵方程，即 
T+ = -PA A P Q                         （4-18） 

的解，并且正定函数 T（ ）x x Px=V 即为系统的一个李雅普诺夫函数。 

证明  充分性，即证明对任意的正定矩阵 Q，若存在正定矩阵 P 满足式（4-18），则平

衡状态 ex = 0是渐近稳定的。 

已知满足矩阵方程（4-18）的正定矩阵 P 存在，故令 T（ ）x x Px=V 。 （ ）V x 沿轨线对时

间 t 的全导数为 

T T T T T

T T T

d
（ ） （ ） （ ） （ ）

d

（ ）

x x Px x Px x Px Ax Px x P Ax

x A P PA x x Qx

= = + = +

= + = -

. . .V
t          （4-19） 

而 Q 为正定矩阵，故 （ ）x.V 为负定函数。根据定理 4-1，即证明了系统的平衡状态 ex = 0 是

渐近稳定的。充分性得证。 
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必要性，即证明若系统在
ex = 0 处是渐近稳定的，则对任意给定的正定矩阵 Q，必存

在正定矩阵 P 满足矩阵方程（4-18）。对任意给定的正定矩阵 Q，令 
T

0
e e dt At t
∞

= ∫ AP Q                         （4-20） 

由矩阵指数函数 e tA 的定义和性质可知，上述被积矩阵函数的各元素一定具有 ek tt λ 形式的

各项之和，其中，λ为 A 的特征值。因为系统是渐近稳定的，则矩阵 A 的所有特征值 λ的
实部一定小于零，因此，上述积分一定存在，即 P 为有限对称矩阵。又由于 Q 为正定矩阵，

则有方程（4-19）可知，P 一定为有限的正定矩阵。 

将矩阵 P 的表达式（4-20）带入矩阵方程（4-18）可得 
T T

T T

T T

0 0

0 0

e e d e e d

d
e e d e e

d

t t t t

t t t t

t t

t
t

∞ ∞

∞∞

+ = +

= = = -

∫ ∫

∫

A A A A

A A A A

PA A P Q A A Q

Q Q Q

 

必要性得证。 

在应用这个定理时，应注意以下几点。 

（1）如果 T（ ）V = -. x x Qx 沿任意一条轨迹都不恒等于零，那么 Q 可取为半正定的。 

（2）该定理阐述的条件，是充分且必要的。 

（3）只要矩阵 Q 是正定的，可以任意选取，并且系统渐近稳定性判定的最终结果与 Q

的具体选取无关。因此，在确定是否存在一个正定的实对称矩阵 P 时，可以简单地选 Q=I，

这里 I 为 n 维单位矩阵。即根据 
TA P PA I+ = -  

求得 P，然后检验 P 正定与否。 

（4）将上述定理同从矩阵 A 的特征值分布来分析系统稳定性联系起来看，它实际上就

是 x x=. A 中矩阵 A 的特征值具有负实部的充分必要条件。 
可以证明，要求特征值均具有小于某一数值的负实部，即 Re（ ）λ σ＜i 的充分必要条件

（考虑衰减程度）为 

对于任意给定的正定对称矩阵 Q，存在正定对称矩阵 P，它为矩阵方程 
T 2σ+ - =A P PA P Q  

的解。 

证明  用上述定理考察系统 =.x Ax ，若特征值均具有负实部（充分必要条件是对任

意正定对称矩阵 Q，存在正定对称矩阵 P，满足 T+ = -PA A P Q ），对系统做平移变换，

将 A Iσ- 替代上式中的 A ，则 
T（ ） （ ）P A I A I P Qσ σ- + - = -  

即 
T 2σ+ - = -PA A P P Q  

【例 4-6】  设系统的状态方程为 

1 1

2 2

0 1

1 1

x x

x x

-「 ┐ 「 ┐「 ┐
=| | | || |-└ 」└ 」 └ 」

.

.
                          （4-21） 

显然，坐标原点是系统的一个平衡状态，试判定该系统的稳定性。 
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解  设系统的李雅普诺夫函数为 
T（ ）x x Px=V                             （4-22） 

式中，P 为对称矩阵，由下式求得 
T+ = -PA A P Q                            （4-23） 

选取Q I= ，得 

11 12 11 12

12 22 12 22

12 11 12 12 22

22 12 22 11 12 12 22

0 1 0 1 1 0

1 1 1 1 0 1

1 0

0 1

p p p p

p p p p

p p p p p

p p p p p p p

- -「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
+ =| | | || | | | | |- - - -└ 」 └ 」 └ 」└ 」 └ 」

- - -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
+ =| | | | | |- - - - - - -└ 」└ 」 └ 」

           （4-24） 

将矩阵方程展成代数方程组，有 

12

11 12 22

12 22

2 1

0

2 2 1

p

p p p

p p

= -㊣
|- - + =㊣
|- - = -㊣

                         （4-25） 

解得 

11 12

12 22

3 1

2 2
1

1
2

p p

p p

「 ┐-| |「 ┐
= = | || |

| |└ 」 -| |└ 」

P                       （4-26） 

因为 

1 11
3

0
2

pΔ = = ＞                             （4-27） 

11 12
2

12 22

3 1
52 2 0

1 4
1

2

p p

p p
Δ

-
= = = ＞

-
                   （4-28） 

所以，由塞尔维斯特准则可知 P ＞ 0。该系统是大范围渐近稳定的。 

4.4  非线性系统的李雅普诺夫稳定性分析 

在线性系统中，如果平衡状态是局部渐近稳定的，那么它一定也是大范围渐近稳定的。

但在非线性系统中，在大范围内不是渐近稳定的平衡状态可能是局部渐近稳定的。线性系

统中局部不稳定的平衡状态必然也是在大范围内不稳定的，但在非线性系统中，局部的不

稳定并不能说明系统是不稳定的。 

雅可比矩阵法，又称克拉索夫斯基方法，二者表达形式略有不同，但基本思想是一致

的。针对非线性系统，仿照线性系统用状态 x 构成李雅普诺夫函数的形式，该方法以状态

变量的导数 x.来构造李雅普诺夫函数。 

设非线性定常连续系统的动态方程为 
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（ ）x f x=.                            （4-29） 

对该系统有如下假设： 
（1）所讨论的平衡态 e = 0x ； 

（2） （ ）f x 对状态变量 x 是连续可微的，即存在雅可比矩阵
T

（ ）
f

J x
x

∂
=
∂

。 

定理 4-6  非线性定常连续式（4-29）系统的平衡态 e = 0x 为渐近稳定的充分条件是，

对任意给定的正定矩阵 P，下列矩阵 
T（ ） [ （ ） （ ）]Q x J x P PJ x= - +                     （4-30） 

为正定的矩阵函数，且 
T T（ ） （ ） （ ）x x Px f x Pf x= =. .V                     （4-31） 

为该系统的一个李雅普诺夫函数。更进一步，当 x →∞时，有 （ ）x →∞V ，则该平衡状态

是大范围渐近稳定的。 

证明  选取二次型函数 
T T（ ） （ ） （ ）x x Px f x Pf x= =. .V                      （4-32） 

为李雅普诺夫函数，其中，P 为对称正定矩阵，因而 V（x）正定。 

其导数为 
T

T T
T T

T T T T

d （ ） （ ）
（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

d

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

f x f x
x f x Pf x Pf x f x P

x x

f x J x Pf x f x PJ x f x f x Q x f x

∂ ∂「 ┐ 「 ┐= = +| | | |∂ ∂└ 」 └ 」
= + = -

. . .V x x
t       （4-33） 

如果 （ ）Q x 正定，则 T（ ） （ ） （ ） （ ）x f x Q x f x= -.V 必为负定。所以，该非线性系统平衡态

e = 0x 是渐近稳定的。如果当 x →∞时， （ ）x →∞V ，则该非线性系统大范围渐近稳定。 

关于定理的几点说明： 
（1）该定理对非线性系统的一个平衡状态只给出了稳定的充分条件，若 （ ）Q x 不是正定

的，则得不出任何结论，此时这种方法无效。 
（2）使 （ ）Q x 为正定的必要条件是， （ ）J x 主对角线上的所有元素不为零，即 

（ ）
0i

i

∂
≠

∂
f x

x
， 1， 2， ，i n= …                   （4-34） 

这实际上要求状态方程中的第 i 个方程要含有 xi 这个对应分量，否则 （ ）Q x 就不可能是

正定的。这就是该定理的局限性。 

如果取 P I= ，则 
T（ ） （ ） （ ）Q x J x J x「 ┐= - +└ 」                    （4-35） 

称式（4-35）为克拉索夫斯基表达式。这时有 
T（ ） （ ） （ ）x f x f x=V  

和 
T T（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）x f x J x J x f x「 ┐= +└ 」

.V  

上述两种方法是等价的。 
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推论  对于线性定常系统 =.x Ax ，若矩阵 A 非奇异，且矩阵 T（ ）A A+ 为负定，则系统

的平衡状态 ex = 0 是大范围渐近稳定的。 

【例 4-7】  设系统的状态方程 

1 1 2

3
2 1 2 2

3x x x

x x x x

= - +㊣|
㊣
= - -|㊣

.

.
                     （4-36） 

试用克拉索夫斯基方法分析 ex = 0 处的稳定性。 

解  由系统可知 

1 2

3
1 2 2

3
（ ）f x

- +「 ┐
= | |

- -└ 」

x x

x x x
 

计算其雅可比矩阵 

T 2
2

3 1（ ）
（ ）

1 1 3

f x
J x

x

-「 ┐∂
= = | |
∂ - -└ 」x

 

（ ）T
2
2

3 2
（ ） （ ）

2 2 6
Q J x J x

-「 ┐
= - + = | |

- -└ 」x
 

由于Q 对所有 x ≠ 0是负定的，故系统在平衡状态 ex = 0是渐近稳定的。而当 x →∞

时，有 T（ ） （ ） （ ）x f x f x= →∞V ，所以，平衡状态 ex = 0是大范围渐近稳定的。 

习    题 

4-1  判断下列二次型函数的符号性质。 
（1） 2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 1 3（ ） 6 4 2 4 2x = - - - + - -Q x x x x x x x x x  

（2） 2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 1 3（ ） 3 5 2 6 4x = + + - - +Q x x x x x x x x x  

（3） T（ ）x x Qx=V  

1 5

0 3

「 ┐
= | |
└ 」

Q ， [ ]1 2，x x=x  

（4）
2

2 2
1 2

2

（ ）
1

x
V x

x
= +

+
x ， [ ]1 2，x x=x  

4-2  试用李雅普诺夫第二法确定下列系统平衡状态的稳定性。 

（1）
1 1

2 3

-「 ┐
= | |-└ 」
.x x  

（2）
1 1

0 1

- -「 ┐
= | |-└ 」
.x x  

4-3  设非线性微分方程为 

1 1

3
2 1 2

x x

x x x

=㊣|
㊣
= - -|㊣

.

.
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试求其平衡点，然后对各平衡点进行线性化，并判断平衡点的稳定性。 

4-4  非线性系统状态方程为 

1 1

3
2 1 2

x x

x x x

= -㊣|
㊣
= -|㊣

.

.
 

试用雅可比矩阵法确定其平衡状态的稳定性。 

4-5  著名的 Lorenz 混沌系统的动力学方程为 

1 2 1

2 1 2 1 3

3 1 2 3

（ ）σ= -㊣
| = - -㊣
| = -㊣

.

.

.

x x x

x rx x x x

x x x bx

 

式中，σ ， r 和b 是正常数。试用李雅普诺夫第二法分析该混沌系统的稳定性。 

4-6  考虑 Ⅴan der pol 振子方程 
3

0
3

y
y y yε

╭ ╮
+ - - =| |

╰ ╯

.
.. .  

试用李雅普诺夫第二法分析其稳定性。 

 

 

 



 

第 5 章  线性定常系统的综合 

对于给定的受控系统，确定其控制规律，也就是设计控制器的结构和参数，使控制过

程满足规定的性能指标，这便是系统的综合。通常总是先对所研究的工程问题初步设计一

个系统，然后对该系统的性能进行各方面的分析研究，如果系统的品质不能令人满意，那

么应按要求对初步设计的系统参数加以适当的修正，或者重新构造一个能符合要求的系统

以满足需要。因此，系统的综合与性能指标密切相关。 

研究控制系统的分析与综合是控制系统研究的两大课题。前者是在建立数学模型的基

础上分析系统的各种性能（如前面各章讨论过的系统响应、能控性、能观性和稳定性等）

及其与系统的结构、参数和外部作用间的关系。后者的任务在于设计控制器，寻求改善系

统性能的各种控制规律，以保证系统的各项性能指标要求都得到满足。本章仅讨论一些典

型问题。 

5.1  控制系统的结构、特性及极点配置 

在现代控制理论中，控制系统的基本结构和经典控制理论一样，仍然是由受控对象和

反馈控制器两部分构成的闭环系统。不过在经典理论中通常采用输出反馈，而在现代控制

理论中则更多地采用状态反馈。由于状态反馈能提供更丰富的状态信息和可供选择的自由

度，因而容易使系统获得更为优异的性能。 

5.1.1  状态反馈 

状态反馈是将系统的每一个状态变量乘以相应的反馈系数，然后反馈到输入端与参考

输入相加形成控制律，作为受控系统的控制输入。如图 5-1 所示是一个多输入-多输出系统

状态反馈的基本结构。 

 

图 5-1  多输入-多输出系统的状态反馈结构 
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图中受控系统的状态空间表达式为 
= +㊣

㊣ =㊣

.x Ax Bu

y Cx
                             （5-1） 

式中， nR∈x ； rR∈u ； mR∈y 、 n n×A 、 n r×B 、 m n×C 。简记为 0 （ ， ， ）Σ A B C 。 

状态线性反馈控制律 u 为 

= +u Kx v                               （5-2） 

式中  v —— 1r × 维参考输入； 

K —— r n× 维状态反馈系数阵或状态反馈增益阵。对单输入系统， K 为 n×1 维行

矢量。把式（5-2）代入式（5-1），整理可得状态反馈闭环系统的状态空间表达式为 

（ ）㊣ = + +|
㊣

=|㊣

.x A BK x Bv

y Cx
                       （5-3） 

简记为 [（ ）， ， ]kΣ +A BK B C 。 

闭环系统的传递函数矩阵 

（ ） （ ）k s s= - +「 ┐└ 」W C I A BK B                （5-4） 

比较开环系统 0 （ ， ， ）Σ A B C 与闭环系统 [（ ）， ， ]kΣ +A BK B C 可见，状态反馈阵 K 的引入，

并不增加系统的维数，但可通过 K 的选择自由地改变闭环系统的特征值，从而使系统获得

所要求的性能。 

5.1.2  输出反馈 

输出反馈是采用输出矢量 y 构成线性反馈律。在经典控制理论中主要讨论这种反馈形

式。如图 5-2 所示为多输入-多输出系统输出反馈的基本结构。 

 

图 5-2  多输入-多输出系统的输出反馈结构 

图中受损系统的状态空间表达式为 
= +㊣

㊣ =㊣

.x Ax Bu

y Cx
                               （5-5） 

输出线性反馈控制律为 
vHyu +=                                （5-6） 

式中， H 为 r m× 维输出反馈增益阵。对单输出系统， H 为 1r × 维列矢量。 

闭环系统状态空间表达式可把式（5-5）代入式（5-6），求得 

= +u HCx v                                   （5-7） 
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再把式（5-7）代入式（5-5），求得 

（ ）㊣ = + +|
㊣

=|㊣

.x A BHC x Bv

y Cx
                           （5-8） 

简记为 [（ ）， ， ]Σ +H A BHC B C 。由式（5-8）可知，通过选择输出反馈增益阵 H 也可以改变

闭环系统的特征值，从而改变系统的控制特性。 

输出反馈系统的传递函数矩阵为 

（ ） （ ） 1
s s

-
= - +「 ┐└ 」HW C I A BHC B                     （5-9） 

比较上述两种基本形式的反馈可以看出，输出反馈中的 HC 与状态反馈中的 K 相当。

但由于m n＜ ，所以， H 可供选择的自由度远比 K 小，因而输出反馈只能相当于一种部分

状态反馈。只有当 = 1C 时， =HC K ，才能等同于全状态反馈。因此，在不增加补偿器的

条件下，输出反馈的效果显然不如状态反馈系统好，但输出反馈在技术实现上的方便性则

是其突出优点。 

5.1.3  从输出到状态矢量导数 x.反馈 

从系统输出到状态矢量导数 x.的线性反馈形式在状态观测器中获得应用。图 5-3 表示

了这种反馈结构。 

 

图 5-3  多输入-多输出系统从输出到 x. 反馈的结构 

设受控系统 0 （ ， ， ）Σ A B C  

= +㊣
㊣ =㊣

.x Ax Bu

y Cx
                            （5-10） 

加入从输出矢量 y 到状态矢量导数 x.的反馈增益阵 n m×G ，可得闭环系统为 

= + +㊣
㊣ =㊣

.x Ax Gy Bu

y Cx
                         （5-11） 

将式（5-11）中的 y 代入 x.整理得 

（ ）㊣ = + +|
㊣

=|㊣

.x A GC x Bu

y Cx
                        （5-12） 

记为 [（ ）， ， ]GΣ +A GC B C 。 

闭环系统的传递函数阵 

（ ） （ ） 1
s s

-
= - +「 ┐└ 」GW C I A GC B                    （5-13） 
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从式（5-12）看出，通过选择矩阵G 也能改变闭环系统的特征值，从而影响系统的特性。 

5.1.4  闭环系统的能控性与能观性 

引入各种反馈构成闭环后，系统的能控性与能观性是关系到能否实现状态控制与状态

观测的重要问题。 
定理 5-1  状态反馈不改变受控系统 0 （ ， ， ）Σ A B C 的能控性，但不保证系统的能观性不变。 

证明  只证能控性不变。这只要证明它们的能控判别矩阵同秩即可。 
受控系统 0∑ 和状态反馈系统的 k∑ 的能控性判别阵为 

2 1
0c

-「 ┐= └ 」
nQ B AB A B A B…                  （5-14） 

（ ） （ ） （ ）2 1
ck

-「 ┐= + + +└ 」
n

Q B A BK B A BK B A BK B…       （5-15） 

比较式（5-15）与式（5-14）两个矩阵的各对应分块，可以看到： 

第一分块 B 相同。 
第二分块 （ ） （ ）+ = +A BK B AB B KB ，其中 （ ）KB 是一常阵，因此，（ ）+A BK B 的列矢

量可表示成 [ ]B AB 的线性组合。 

同理，第三分块 （ ） （ ） （ ） （ ）2 2+ = + + +A BK B A B AB KB B KAB B KBKB 的列矢量也可用

2「 ┐└ 」B AB A B 的线性组合表示。其余各分块类同。因此 ckQ 可看做由 0cQ 经初等变换得到

的，而矩阵作初等变换并不改变矩阵的秩。所以， ckQ 与 0cQ 的秩相同，定理得证。 

状态反馈不保持系统的能观性，可作如下解释。例如，对单输入-单输出系统，状态反

馈会改变系统的极点，但不影响系统的零点。这样就有可能使传递函数出现零极点对消现

象，因而破坏了系统的能观性。 
实际上，受控系统 0 （ ， ， ， ）dΣ A b c 的传递函数为 

（ ） （ ） 1
0 s s d

-= - +W c I A b                      （5-16） 

将 0∑ 的能控标准Ⅰ型代入上式，得 
1 2

1 2 1 0
0 1

1 1 0

n n
n n

n n
n

b s b s b s b
d

s a s a s a

- -
- -

-
-

+ + + +
= +

+ + + +
W

…

…
 

（ ） 1
1 1 1 1 0 0

1
1 1 0

（ ） （ ）n n
n n

n n
n

ds b da s b da s b da

s a s a s a

-
- -

-
-

+ + + + + + +
=

+ + + +

…

…
          （5-17） 

引入状态反馈后，闭环系统的传递函数为 

（ ） （ ） 1

k s s d
-

= - + +「 ┐└ 」W c I A bK b  

（ ） （ ） （ ） （ ）
（ ） （ ） （ ）

1
1 1 1 1 0 0 0 0

1
1 1 1 1 0 0

n
n n n n

n n
n n

b da d a k s b da d a k

s a k s a k s a k

-
- - - -

-
- -

「 ┐ 「 ┐+ - - + + + - -└ 」 └ 」=
+ - + + - + -

…

…
 

（ ）
（ ） （ ） （ ）

1
1 1 1 1 0 0

1
1 1 1 1 0 0

（ ） （ ）n n
n n

n n
n n

ds b da s b da s b da

s a k s a k s a k

-
- -

-
- -

+ + + + + + +
=

+ - + + - + -

…

…
                （5-18） 
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比较式（5-17）和式（5-18），可以看出，引入状态反馈后传递函数的分子多项式不变，

即零点保持不变，但分母多项式的每一项系数均可通过选择 K 而改变，这就有可能使传递

函数发生零极点相消而破坏系统的能观性。 
【例 5-1】  试分析系统引入状态反馈 [ ]2 0= -K 后的能控性与能观性。 

[ ]

0 1 0

1 0 1

0 1

u
㊣ 「 ┐ 「 ┐

= +| | | | |
└ 」 └ 」㊣

| =㊣

.x x

y x

 

解  容易验证原系统是能控且能观的。 

因为 

[ ] 0 1
rank rank 2

1 0

「 ┐
= =| |

└ 」
b Ab  

和 
0 1

rank rank 2
1 0

「 ┐ 「 ┐
= =| | | |

└ 」 └ 」

c

cA
 

加入 [ ]2 0= -K 后，得闭环系统状态矩阵为 

[ ]0 1 0 0 1
2 0

1 0 1 1 0

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
+ = + - =| | | | | |-└ 」 └ 」 └ 」

A bK  

相应地有              （ ） 0 1
rank rank 2

1 0

「 ┐
+ = =「 ┐ | |└ 」

└ 」
b A bK b          满秩 

            （ ）
0 1

rank rank 2
1 1

「 ┐ 「 ┐
= =| | | |+ -└ 」└ 」

c

c A bK
            满秩 

可见，引入状态反馈 [ ]2 0= -K 后，闭环系统保持能控性、能观性不变。 

若引入状态反馈 [ ]1 0= -K 后，则闭环系统保持能控性不变，却破坏了系统的能观性。

这实际上反映了在传递函数上出现的零极点相消的现象。因为 

（ ） （ ） [ ]
1

1
0 2

1 0
0 1

1 1 1

s s
s s

s s

-
- -「 ┐ 「 ┐

= - = =| | | |- -└ 」 └ 」
W c I A b  

（ ） （ ） [ ]
1

1

2

1 0 1
0 1

0 1k

s s
s s

s ss

-
- -「 ┐ 「 ┐

= - + = = =「 ┐ | | | |└ 」
└ 」 └ 」

W c I a bK b  

从以上论证可以看出，状态反馈保持了原系统的能控性，但却不一定能保持原系统的

能观性。因为经反馈后的输入量包含状态变量的信息，会对系统输出产生影响。 
定理 5-2  输出反馈不改变受控系统 0 （ ， ， ）Σ A B C 的能控性和能观性。 

证明  关于能控性不变。因为 

（ ）= + +x A BHC x Bu.                         （5-19） 

若把 （ ）HC 看做等效的状态反馈阵 K ，那么状态反馈便保持受控系统的能控性不变。 

关于能观性不变。由能观性判别阵 
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00

1n-

「 ┐
| |
| |= | |
| |
| |└ 」

…

C

CA
Q

CA

                           （5-20） 

和                        
（ ）

（ ）

0

1n-

「 ┐
| |+| |= | |
| |

+| |└ 」

C

Q
…H

C A BHC

C A BHC

                     （5-21） 

仿照定理 5-1 的证明方法，同样可以把 0HQ 看做是 00Q 经初等变换的结果。而初等变换不改

变矩阵的秩，因此，能观性保持不变。 

一般地，由输出引出的反馈不会改变系统的能观性。一个浅显解释是，与状态反馈不

同，输出反馈中不含有不可测状态变量的信息值，当然不会改变系统的能观性。 

5.2  极点配置问题 

一个控制系统的特性或品质指标，很大程度上是由系统的极点位置决定的。因此，通

过选择适当的反馈阵以改变系统的极点值，使其处于希望位置，这就是极点配置问题。 

5.2.1  采用状态反馈 

定理 5-3  采用状态反馈对系统 0∑ （ ， ）A b，c 任意配置极点的充分必要条件是 0∑ 完全

能控。 
证明  充分性。若 0∑ 完全能控，通过状态反馈必成立 

（ ） （ ）det fλ λ*- + =「 ┐└ 」I A bK                       （5-22） 

式中， （ ）f λ* 为期望特征多项式。 

（ ） （ ） 1
1 1 0

1

n
n n

i n
i

f a a aλ λ λ λ λ λ* * * - * *
-

=

= - = + + + +∏ …              （5-23） 

式中， ， 1， 2， ，i i nλ* = … 为期望的闭环极点（实数极点或共轭复数极点）。 

（1）若 0∑ 完全能控，必存在非奇异变换，即 

= cx T xⅠ  

式中，TcⅠ为能控标准Ⅰ型变换矩阵。 

能将 0∑ 化成能控标准Ⅰ型 

㊣ = +
㊣

=㊣

.x Ax bu

y c x
                         （5-24） 



现代控制理论 

 148 

式中                 1

0 1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0
c

na a a a

-

-

「 ┐
| |
| |
| |= =
| |
| |
| |- - - -└ 」

…

…

… … … …

…

…

cA T ATⅠ Ⅰ  

1

0

0

1

-

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

…
cb T bⅠ  

[ ]0 1 1nb b b -= = …cc CTⅠ  

受控系统 0∑ 的传递函数为 

（ ） （ ）
1 2

1 1 2 1 0
0 1

1 1 0

n n
n n

n n
n

b s b s b s b
s s

s a s a s a

- -
- - -

-
-

+ + + +
= - =

+ + + +
…

…
W C I A b           （5-25） 

（2）加入状态反馈增益阵 

0 1 1nk k k -「 ┐= └ 」K …                          （5-26） 

可求得对 x 的闭环状态方程表达式为 

（ ） u

y

㊣ = + +|
㊣

=|㊣

.x A bK x b

cx
                           （5-27） 

式中           

（ ） （ ） （ ）0 0 1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n na k a k a k- -

「 ┐
| |
| |
| |+ =
| |
| |
| |- - - - - -| |└ 」

A bK

…

…

… … … …

…

… …

 

闭环特征多项式为 

（ ） （ ）f λ λ= - +I A bK  

（ ） （ ） （ ）1
1 1 1 1 0 0

n n
n na k a k a kλ λ λ-
- -= + - + + - + -…           （5-28） 

闭环传递函数为 

（ ） （ ） 1

k s s
-

「 ┐= - +└ 」W C I A bK b  

（ ） （ ） （ ）0011
1

11

0
1

1
2

2
1

1

kaskaskas

bsbsbsb
n

nn
n

n
n

n
n

-+-++-+

++++
=

-
--

-
-

-
-

…

…
             （5-29） 

（3）使闭环极点与给定的期望极点相符，必须满足 

（ ） （ ）f fλ λ*=  

由等式两边λ 同次幂系数对应相等，可解出反馈阵各系数 

i i ik a a*= - ， 0， 1， ， 1i n= -…                    （5-30） 

于是得 
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0 0 1 1 1 1n na a a a a a* * *
- -「 ┐= - - -└ 」K …  

（4）把对应于 x 的 K ，通过如下变换，得到对应于状态 x 的 K，即 
1

c
-=K KTⅠ                              （5-31） 

这是由于 1
cu v v -= + = +K x KT xⅠ 的缘故。 

必要性。已知可任意配置极点，要证系统状态能控。采用反证法，反设系统状态不完

全能控。则经线性变换，化为如下的能控性结构规范形。 

1 111 12

22 2

ˆ

ˆ
u

「 ┐「 ┐ 「 ┐
= +| || | | |

| | └ 」└ 」 └ 」0 0

～ ～ ～.～
～

X BA A
X

A X
 

设一状态反馈增益阵 1 2「 ┐= └ 」K K K～ ～ ～ ，状态反馈系统特征方程为 

11 12 1
1 2

22

ˆ
det （ ） dets s

「 ┐「 ┐「 ┐
「 ┐ 「 ┐- + = - -| || || | └ 」└ 」 | |└ 」 └ 」└ 」0 0

～ ～
～ ～ ～ ～ ～

～
A A B

I A BK I K K
A

 

             11 1 1 12 1 2

22

det
s

s

「 ┐- - - -
= | |

-└ 」0

～ ～～ ～ ～ ～

～
I A B K A B K

I A
 

           （ ） （ ）11 1 22det det

0

s s= - - -

=

～ ～～ ～I A B K I A
 

式中， （ ）22det 0s - =～I A 为不能控子系统的特征方程，不能任意配置极点，与已知矛盾，反

设不成立，系统能控。 

【例 5-2】  设系统的传递函数为 

（ ） （ ）（ ）
1

1 2
s

s s s
=

+ +
W  

试设计状态反馈控制器，使闭环系统的极点为 2- ， 1 j1- ± 。 

解  （1）因为传递函数没有零极点对消现象，所以，原系统能控且能观。可直接写出

它的能控标准Ⅰ型实现，其结构如图 5-4 所示。 

[ ]

0 1 0 0

0 0 1 0

0 2 3 1

1 0 0

u

y

「 ┐ 「 ┐
| | | |= +| | | |
| | | |- -└ 」 └ 」

=

x x

x

.
 

（2）加入状态反馈阵 [ ]0 1 2， ，k k k=K ，如图 5-4 虚线所示。闭环系统特征多项式为 

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）3 2
2 1 0det 3 2f b k k kλ λ λ λ λ= - + = + - + - + -「 ┐└ 」I A K  

（3）根据给定的极点值，得期望特征多项式为 

（ ） （ ）（ ）（ ） 3 22 1 1 4 6 4f j jλ λ λ λ λ λ λ* = + + - + + = + + +  

（4）比较 f （ ）λ 与 （ ）f λ* 各对应项系数，可解得 

0 1 24， 4， 1k k k= - = - = -  

即 

[ ]4 4 1= - - -K  
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图 5-4  例 5-2 闭环系统结构图 

几点讨论： 

（1）选择期望极点，是确定综合指标的复杂问题。一般应注意以下两点： 

① 对一个 n维系统，必须指定 n个实极点或共轭复极点。 

② 极点位置的确定，要充分考虑它们对于系统性能的主导影响及其与系统零点分布状

况的关系。同时还要兼顾系统抗干扰的能力和对参数漂移低敏感性的要求。 

（2）对于单输入系统，只要系统能控，必能通过状态反馈实现闭环极点的任意配置，

而且不影响原系统零点的分布，但如果故意制造零极点对消，那么，此时闭环系统是不能

观的。 

（3）上述原理同样适用于多输入系统，但具体设计要困难得多。因为将综合指标化为

期望极点需要凭借工程处理。其次，把受控系统化为能控标准型也相当麻烦，而且状态反

馈阵 K 的解也非唯一。此外，还可能改变系统零点的形态等。 

5.2.2  采用输出反馈 

定理 5-4  对完全能控的单输入-单输出系统 0 （ ）Σ A，b，c ，不能采用输出线性反馈来实现

闭环系统极点的任意配置。 
证明  对单输入-单输出反馈系统 [（ ） ]Σ +h A bhc ，b，c ，闭环传递函数为 

（ ） （ ） （ ）
（ ）

1 0

01

s
s s

s

-
= - + =「 ┐└ 」 +h

W
W c I A bhc b

hW
                （5-32） 

式中， （ ） （ ） 1
0 s s

-= -W c I A b 为受控系统的传递函数。 

由闭环系统特征方程式可得闭环根轨迹方程为 

（ ）0 1s = -hW                             （5-33） 

当 （ ）0 sW 已知时，以 h（0～∞）为参变量，可求得闭环系统的一组根轨迹。很显然，

不管怎样选择h，也不能使根轨迹落在那些不属于根轨迹的期望极点位置上。定理因此得证。 

不能任意配置极点，正是输出线性反馈的基本弱点。为了克服这个弱点，在经典控制

理论中，往往采取引入附加校正网络，通过增加开环零极点的方法改变根轨迹走向，从而

使其落在指定的期望位置上。 
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经典控制中采用输出反馈方案，由于其可调参数有限，只能影响特征方程的部分系数，

如根轨迹法仅能在根轨迹上选择极点，它们往往做不到任意配置极点；而状态反馈的待选

参数多，如果系统能控，特征方程的全部 n 个系数都可独立任意设置，便获得了任意配置

闭环极点的效果。一般 K 阵元素越大，闭环极点离虚轴越远，频带越宽，响应速度越快，

但稳态抗干扰能力越差。 

5.2.3  采用从输出到 x.反馈 

定理 5-5  对系统 0 （ ）Σ A，b，c 采用从输出到 x.的线性反馈实现闭环极点任意配置的充分

必要条件是 0Σ 完全能观。 

证明  根据对偶原理，如果 0 （ ）Σ A，b，c 能观，则 T T T
0 （ ， ， ）Σ =～ A c b 必能控，因而可以任

意配置 （ ）T T T+A c G 的特征值。而 （ ）T T T+A c G 的特征值和 （ ）TT T T+A c G 的特征值相同，又因

为 

（ ）TT T T+ = +A c G A Gc  

因此，对 （ ）T T T+A c G 任意配置极点就等价于对 （ ）+A Gc 任意配置极点。于是设计 0Σ 输出

反馈阵G 的问题便转化成对其对偶系统 0Σ～ 设计状态反馈阵 K 的问题。具体步骤如下： 

（1）取线性变换 

0=x T xⅡ                                 （5-34） 

式中， 0T Ⅱ为能观标准Ⅱ型变换矩阵。 

将系统 0 （ ）Σ A，b，c 化为能观标准Ⅱ型 

㊣ = +
㊣

=㊣

.x Ax bu

y c x
                               （5-35） 

式中                   

0

1
1

0 0

2

1

0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 0 1
n

n

a

a

a

a

-

-

-

-「 ┐
| |-| |
| |= =
| |

-| |
| |-└ 」

…

…

… … … …

…

…

A T ATⅡ Ⅱ  

0

11

1n

b

b

b

-

-

「 ┐
| |
| |= =
| |
| |
| |└ 」

cb T b
…Ⅱ  

[ ]0 1= =cc cT …Ⅱ  

（2）引入反馈阵 [ ]T
0 1 1ng g g -= …G 后，得闭环系统矩阵为 
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（ ）
（ ）
（ ）

（ ）

0 0

1 1

2 2

1 1

0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1 n n

a g

a g

a g

a g- -

「 ┐- -
| |- -| |
| |+ = - -
| |
| |
| |- -└ 」

A Gc

…

…

…

… … … …

…

                 （5-36） 

和闭环特征多项式为 

（ ） （ ） （ ） （ ）1
1 1 0 0

n n
n nf a g a gλ λ λ λ -
- -= - + = + - + + -…I A Gc         （5-37） 

（3）由期望极点得期望特征多项式为 

（ ） （ ） 1
1 1 0

1

n
n n

i n
i

f a a aλ λ λ λ λ λ* * * - * *
-

=

= - = + + + +∏ …  

（4）比较 （ ）f λ 与 （ ）f λ* 各项系数，可解出 

i i ig a a*= - ， i = 0 ，1，…， 1n -  

即                 
T

0 0 1 1 1 1n na a a a a a* * *
- -「 ┐= - - -└ 」…G                   （5-38） 

（5）将在 x 下求得的G 变换到 x 状态下便得 

0=G T GⅡ                               （5-39） 

和求状态反馈阵 K 的情况类似，当系统维数较低时，只要系统能观，也可以不化成能

观标准Ⅱ型，通过直接比较特征多项式系数来确定G 矩阵。 

【例 5-3】  设系统 

[ ]

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |-└ 」 └ 」㊣

| =㊣

.x x u

x

 

试选择反馈增益阵G ，将其极点配置为 5- ， 8- 。 

解  （1）检验能观性。因为 
1 0

rank rank 2
0 1

「 ┐ 「 ┐
= = =| | | |

└ 」 └ 」

C
N

CA
 

系统能观。 

（2）设 0

1

g

g

「 ┐
= | |

└ 」
G ，得闭环特征多项式为 

（ ） （ ） （ ）2
0 11f g gλ λ λ λ= - + = - + -I A GC  

（3）期望特征多项式为 

（ ） （ ）（ ） 25 8 13 40f λ λ λ λ λ* = + + = + +  

（4）比较系数得 
13

39

-「 ┐
= | |-└ 」

G  

闭环系统模拟图如图 5-5 所示。 
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图 5-5  例 5-3 的闭环系统模拟图 

5.3  系统镇定问题 

镇定问题是一种特殊的闭环极点配置问题。可定义如下： 

若被控系统通过状态反馈能使其闭环极点均具有负实部，即闭环系统渐近稳定，则称

系统是状态反馈可镇定的。 

显然，能控的非渐近稳定系统可通过状态反馈改变闭环极点，实现镇定。如果系统不

能控，是否还可以镇定呢？基于状态反馈不改变系统能控性的认识，可得到如下定理： 
定理 5-6  对系统 0 （ ）Σ = A，B，C ，采用状态反馈能镇定的充分必要条件是其不能控

子系统为渐近稳定。 
证明  （1）设系统 0 （ ）Σ = A，B，C 不完全能控，因此，通过线性变换可将其按能控性分解为 

1 11 12

22

- 「 ┐
= = | |

└ 」0

～ ～
～

～c c

A A
A R AR

A
， 1 1- 「 ┐

= = | |
└ 」0

～
～

c

B
B R B  ， 1 2「 ┐= = └ 」cC CR C C～ ～ ～      （5-40） 

式中  11 1 1（ ， ， ）∑ =c A B C～ ～ ～～ ——能控子系统； 

22 2（ ，   0， ）∑ =c A C～ ～ ～ ——不能控子系统。 

（2）由于线性变换不改变系统的特征值，所以，有 

[ ]det dets s「 ┐- = -└ 」
～I A I A  

1 11 12

2

det
s

s

「 ┐- -
= | |

-└ 」0

～ ～

～
22

I A A

I A
                    （5-41） 

1 11 2 22det dets s「 ┐ 「 ┐= - . -└ 」 └ 」
～ ～I A I A                          

（3）由于 0 （ ， ， ）∑ = A B C～ ～ ～～ 与 0 （ ）Σ = A，B，C 在能控性和稳定性上等价。考虑对 0∑～ 引入状态

反馈阵 

1 2「 ┐= └ 」K K K～ ～ ～                            （5-42） 

于是得闭环系统的状态矩阵为 
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11 12 1
1 2

22

11 1 1 12 1 2

22

「 ┐ 「 ┐
「 ┐+ = +| | | | └ 」

└ 」└ 」
「 ┐+ +

= | |
└ 」

0 0

0

～ ～ ～
～ ～ ～ ～

～

～ ～～ ～ ～ ～

～

A A B
A BK  K K

A

A B K A B K

A

                 （5-43） 

和闭环系统特征多项式为 

（ ） （ ）1 11 1 1 2 22det det dets s s「 ┐ 「 ┐ 「 ┐- + = - + . -└ 」└ 」 └ 」
～ ～ ～～ ～ ～ ～I A BK I A B K I A        （5-44） 

比较式（5-44）和式（5-41）可见，引入状态反馈阵 K
～
，只能通过选择 1K～ 使 （ ）11 1 1+A B K～ ～ ～

的特征值均具有负实部，从而使Σ c
～ 这个子系统为渐近稳定。但 K～ 的选择并不能影响Σ c

～ 的

特征值分布。因此，仅当 22A～ 的特征值均具有负实部，即不能控子系统Σ c
～ 为渐近稳定的，

此时整个系统 0Σ 才是状态反馈能镇定的。 

定理 5-7  系统 0 （ ， ， ）Σ = A B C 通过输出反馈能镇定的充分必要条件是， 0Σ 结构分解中

的能控且能观子系统是输出反馈能镇定的，其余子系统是渐近稳定的。 
证明  （1）对 0 （ ， ， ）Σ = A B C 进行能控性能观性结构分解，有 

11 13

21 22 23 24

33

43 44

「 ┐
| |
| |= | |
| |
| |└ 」

0 0

0 0 0

0 0

～ ～

～ ～ ～ ～
～

～

～ ～

A A

A A A A
A

A

A A

，

1

2

「 ┐
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

0

0

～

～
～

B

B
B ， 1 3「 ┐= └ 」0 0～ ～ ～C C C       （5-45） 

因为 0 （ ， ， ）Σ = A B C 和 0 （ ， ， ）∑ = A B C～ ～ ～～ 在能控性、能观性和能镇定性上完全等价，所以，

对Σ c
～ 引入输出反馈阵 H ，可得闭环系统的状态矩阵为 

 

11 13 1

21 22 23 24 2
1 3

33

43 44

11 1 1 13 1 3

21 2 1 22 23 2 3 24

33

42 44

「 ┐ 「 ┐
| | | |
| | | | 「 ┐+ = + └ 」| | | |
| | | |

| || | └ 」└ 」
「 ┐+ +
| |

+ +| |= | |
| |
| |└ 」

0 0

0 0
0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0

～ ～ ～

～ ～ ～ ～ ～
～ ～ ～ ～～ ～ ～

～

～ ～

～ ～ ～ ～～ ～ ～ ～

～ ～ ～ ～ ～ ～～ ～ ～ ～

～

～ ～

A A B

A A A A B
A BHC H C C

A

A A

A B HC A B HC

A B HC A A B HC A

A

A A

          （5-46） 

和闭环系统特征多项式为 

（ ）
（ ）11 1 1 22 33 44

det

det det det det

s

s s s s

「 ┐= - +└ 」
「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐= - + . - . - . -└ 」 └ 」 └ 」└ 」

～ ～～ ～

～ ～ ～ ～ ～～ ～

I A BHC

I A B HC I A I A I A
    （5-47） 

式（5-47）表明，当且仅当 （ ）11 1 1+A B HC～ ～～ ～ 、 22A～ 、 33A～ 、 44A～ 的特征值均具负实部时，闭环

系统才为渐近稳定。定理得证。 

应当指出，对一个能控且能观的系统，既然不能通过输出线性反馈任意配置极点，自
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然也不能保证这类系统一定具有输出反馈的能镇定性。 

【例 5-4】  设系统 

0 1 0 0

0 0 1 1

1 0 0 0

1 0 0

0 0 1

u

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= - +| | | | || | | | |-㊣ └ 」 └ 」
| 「 ┐| = | || └ 」㊣

.x x

y x

 

试证明不能通过输出反馈使之镇定。 

解  经检验，该系统能控且能观，但从特征多项式 

[ ] 3

1 0

det 0 1 1

1 0

s

s s s

s

-「 ┐
| |- = = -| |
| |└ 」

I A  

看出各系数异号且缺项，故系统是不稳定的。 
若引入输出反馈阵 [ ]0 1h h=H ，则有 

[ ]0 1 0 1

0 1 0 0 0 1 0
1 0 0

0 0 1 1 0 1
0 0 1

1 0 0 0 1 0 0

h h h h

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
「 ┐| | | | | |+ = - + = - +| || | | | | |└ 」| | | | | |- -└ 」 └ 」 └ 」

A bHc  

（ ） （ ）3
0 1 0 1

1 0

det 1 1

1 0

s

s h s h s h s h

s

「 ┐
| |- + = - + = - + -「 ┐└ 」 | |
| |-└ 」

I A bHc

 
由上式可见，经 H 反馈闭环后的特征式仍缺少 2s 项，因此，无论怎样选择 H ，也不能使

系统获得镇定。这个例子表明，利用输出反馈未必能使能控且能观的系统得到镇定。 
定理 5-8  对系统 0 （ ）Σ = A，B，C ，采用从输出到 x.反馈实现镇定的充分必要条件是 0Σ

的不能观子系统为渐近稳定。 
证明  （1）将系统 0 （ ）Σ = A，B，C 进行能观性分解，得 

1 11
0 0

21 22

- 「 ┐
= = | |

└ 」

0A
A R AR

A A
， 1 1

0
2

- 「 ┐
= = | |

└ 」

B
B R B

B
， 0 1「 ┐= = └ 」0C CR C       （5-48） 

 

式中   0 11 1 1（ ， ， ）Σ = A B C ——能观子系统； 

       22 2（ ， ，0）Σ =0 A B ——不能观子系统。 

开环系统特征多项式为 

1 11
1 11 2 22

21 2 22

det det det det
s

s s s
s

「 ┐-
「 ┐ 「 ┐ 「 ┐- = = - . -| |└ 」 └ 」 └ 」- -└ 」

0I A
I A I A I A

A I A
    （5-49） 

（2）因为 （ ）， ，A B C 和 （ ）， ，A B C 的能观性、稳定性等价，考虑对 （ ）， ，A B C 引

入从输出到 x.的反馈阵
T

1 2「 ┐= └ 」G G G ，于是有 
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11 1
1

21 22 2

11 1 1

21 2 1 22

「 ┐ 「 ┐
「 ┐+ = +| | | | └ 」

└ 」 └ 」
「 ┐+

= | |+└ 」

0
0

0

A G
A GC C

A A G

A G C

A G C A

                     （5-50） 

（ ） （ ）
（ ）

（ ）

1 11 1 1

21 2 1 2 22

1 11 1 1 2 22

det det

det det

s
s

s

s s

「 ┐- +
| |「 ┐- + =└ 」 | |- + -└ 」
「 ┐ 「 ┐= - + -└ 」└ 」

0I A G C
I A GC

A G C I A

I A G C I A

            （5-51） 

式（5-51）表明，引入反馈阵G ，只影响 （ ）11 1 1， ，A B C 的特征值。因此，要使系统获得镇定，

仅在 （ ）22 2， ， 0A B 为渐近稳定时才能做到。 

5.4  状态观测器 

对于线性定常系统，在一定的条件下，可以通过状态反馈实现任意的极点配置。但前

提是状态变量必须能直接测量到，这就给状态反馈的实现带来了困难。因此，人们想到了

通过系统的可测量参量（输入量和输出量）来重新构造估计状态的方法，该重构状态在一

定指标下和系统真实状态等价。实现状态重构的系统称为状态观测器。本节讲述在确定性

控制条件下系统状态观测器的设计原理与方法。 

5.4.1  状态观测器定义 

设线性定常系统 0 （ ， ， ）Σ = A B C 的状态矢量 x 不能直接检测。如果动态系统 Σ̂ 以 0Σ 的

输入 u 和输出 y 作为其输入量，能产生一组输出量 x̂ 渐近于 x ，即 （ ）ˆlim 0
t→∞

- =x x ，则称 Σ̂

为 0Σ 的一个状态观测器。 

根据上述定义，可得构造观测器的原则为 

（1）观测器 Σ̂ 应以 0Σ 的输入 u 和输出 y 为其输入量。 

（2）为满足 （ ）ˆlim 0
t→∞

- =x x ， 0Σ 必须完全能观，或其不能观子系统是渐近稳定的。 

（3） Σ̂ 的输出 x̂ 应以足够快的速度渐近于 x 。即 Σ̂ 应有足够宽的频带。但从抑制干扰

角度看，又希望频带不要太宽。因此，要根据具体情况予以兼顾。 

（4） Σ̂ 在结构上应尽量简单。即具有尽可能低的维数，以便于物理实现。 

5.4.2  状态观测器的实现 

定理 5-9  若线性定常系统 0 （ ， ， ）Σ = A B C 完全能观，则其状态矢量 x 可由输出 y 和输

入 u 进行重构。 
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证明  将输出方程对 t 逐次求导，代以状态方程并整理可得 

（ ） （ ） （ ） （ ）1 2 3 2 1n n

u

u u

u u u- - - - -

=㊣
| - =|
| - - =㊣
|
|
| - - - - =㊣

.

.. .

…

…

2

n n n

y Cx

y CB CAx

y CB CAB CA x

y CB CAB CA B CA x

       （5-52） 

将各式等号左边用矢量 z 表示，则有 

（ ） （ ） （ ） （ ）

1

1 2 3 2 1n n

u

u u u- - - - -

「 ┐ 「 ┐「 ┐
| | | || | -| | | || |= = = =| | | || |
| | | || |

| | - - - - | || |└ 」 └ 」└ 」

2

n n n
n

y Cz
y CB CAz

z x Nx

z CAy CB CAB CA B

.

… ……

…

  （5-53） 

若系统完全能观， rank n=N ，则有 
1-=x N z                                （5-54） 

根据式（5-54）可以构造一个新系统 z ，它以原系统的 y 、u 为其输入，它的输出 z 经
1-N 变换后便得到状态矢量 x 。换句话说，只要系统完全能观，那么状态矢量 x 便可由系

统的输入 u 、输出 y 及其各阶导数估计出来，状态估计值记为 x̂ 。观测器的结构如图 5-6

所示。系统 z 中包括 0～ 1n - 阶微分器，这些微分器将大大加剧测量噪声对于状态估计值

的影响。因此，这样构造观测器是没有工程价值的。 

 

图 5-6  利用 u 和 y 重构状态 x  

为了避免微分器，一个直观的想法是仿照系统 0 （ ， ， ）Σ = A B C 的结构，设计一个相同的

系统来观测状态 x ，如图 5-7 所示。 

 

图 5-7  开环观测器 

容易证明，这种状态观测器只有当观测器的初态与系统初态完全相同时，观测器的输

出 x̂ 才严格等于系统的实际状态 x 。否则，二者相差可能很大，但是要严格保持系统初态
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与观测器初态完全一致，实际上是不可能的。此外，干扰和系统参数变化的不一致性也将

加大它们之间的差别，所以，这种开环观测器是没有使用意义的。 

如果利用输出信息对状态误差进行校正，便可构成渐近状态观测器，其原理结构如图 5-8

所示。它和开环观测器的差别在于增加了反馈校正通道。当观测器的状态 x̂ 与系统实际状

态 x 不相等时，反映到它们的输出 ŷ 与 y 也不相等，于是产生一误差信号 ˆ-y y ˆ= -y Cx ，

经反馈矩阵 n m×G 馈送到观测器中每个积分器的输入端，参与调整观测器状态 x̂ ，使其以一

定的精度和速度趋近于系统的真实状态 x 。渐近状态观测器因此得名。 

根据图 5-8 可得状态观测器方程为 

x̂. ˆ= +Ax Bu （ ）ˆ+ -G y y ˆ= +Ax Bu ˆ+ -Gy GCx  

即 

x̂. （ ） ˆ= - + +A GC x Gy Bu                               （5-55） 

式中    x̂ ——状态观测器的状态矢量，是状态 x 的估值； 
ŷ ——状态观测器的输出矢量； 

G ——状态观测器的输出误差反馈矩阵。 

根据式（5-55），可将状态观测器表示成图 5-8（b）。从图中可看出，它有两个输入，一个

是待观测系统的控制作用u ，另一个是待观测系统的输出 y 。它的一个输出就是状态估值 x̂ 。 

 

图 5-8  渐近状态观测器原理结构图 

5.4.3  反馈矩阵G的设计 

为了讨论状态估值 x̂ 趋近于状态真值 x 的渐近速度，引入状态误差矢量 

ˆ= -x x x～                               （5-56） 

可得状态误差方程为 

ˆ= -x x x..～ . （ ） ˆ= + - - - -Ax Bu A GC x Gy Bu （ ） ˆ= - - -Ax A GC x GCx     （5-57） 

         （ ）（ ）ˆ= - -A GC x x  

即 

x.～ （ ）= -A GC x～                            （5-58） 
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式（5-58）是一个关于 x～ 的齐次微分方程，其解为 

x～ e （0）-= （ ） ～A GC t x ， 0t≥                         （5-59） 

由式（5-59）可以看出，若 （ ）0 0=x～ ，则在 0t≥ 的所有时间内， 0≡x～ ，即状态估值 x～

与状态真值 x 严格相等。若 （ ）ˆ 0 0≠x ，二者初值不相等，但 （ ）-A GC 的特征值均具有负实

部，则 x～将渐近衰减至零，观测器的状态 x̂ 将渐近地逼近实际状态 x 。状态逼近的速度将

取决于G 的选择和 （ ）-A GC 特征值的配置。关于矩阵G 的设计方法和步骤，请参阅 5.2 节。 

应当指出，当系统 （ ）， ，A B C 不完全能观，但其不能观子系统是渐近稳定的，则仍可构

造状态观测器。但这时， x̂ 趋近于 x 的速度将不能由G 任意选择，而要受到不能观子系统

极点位置的限制。 

【例 5-5】  已知系统           

[ ]

1 0 1

0 0 1

2 1

u

y

「 ┐ 「 ┐
= +| | | |

└ 」 └ 」
= -

x x

x

.
 

设计状态观测器使其极点为 1- ， 1- 。 

解  方法一：状态变化法 

（1）检验能观性。 

因 
2 1

2 0

-「 ┐ 「 ┐
= =| | | |

└ 」 └ 」

c
N

cA
满秩，系统能观，可构造观测器。 

（2）将系统化成能观Ⅱ型。 

系统特征多项式为 

[ ] 21 0
det det

0

λ
λ λ λ

λ
-「 ┐

- = = -| |
└ 」

I A  

得 

1 1a = - ， 0 0a = ， 1 1 1 1

1 0 1 0

a -「 ┐ 「 ┐
= =| | | |

└ 」 └ 」
L  

及 

1 1 1 2 1 0 1

1 0 2 0 2 1
- - -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐

= = =| | | | | |-└ 」 └ 」 └ 」
T LN  

1 1
2 2

1 0

「 ┐
= | |

└ 」
T  

于是 

1 1 0 0 1

1 1 1
u u- - 「 ┐ 「 ┐

= + = +| | | |
└ 」 └ 」

.x T AT x T b x  

[ ]0 1y = =CTx x  

（3）引入反馈阵 1

2

g

g

「 ┐
= | |

└ 」
G 得观测器特征多项式 

㊣
|
㊣
|
㊣
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（ ） （ ） （ ）

（ ）
2

1

2

2 1

det det
1 1

         1

g
f

g

g g

λ
λ λ

λ

λ λ

「 ┐「 ┐= - - = | |└ 」 - - -└ 」

= - - +

I A Gc
 

（4）根据期望极点得期望特征式 

（ ） （ ）（ ） 21 1 2 1f λ λ λ λ λ* = + + = + +  

（5）比较 （ ）f λ 与 （ ）f λ* 各项系数得 

1 1g = ， 2 3g =  

即 
1

3

「 ┐
= | |

└ 」
G  

（6）反变换到 x 状态下 
1 1

1 2
2 2

3 1
1 0

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐| |= = =| | | || | └ 」 └ 」| |└ 」

G TG  

（7）观测器方程为 

x̂. （ ）ˆ ˆu y y= + + -Ax B G
1 0

ˆ
0 0

「 ┐
= | |

└ 」
x （ ）1 2

ˆ
1 1

u y y
「 ┐ 「 ┐

+ + -| | | |
└ 」 └ 」

 

模拟结构图如图 5-9 所示。 

 

图 5-9  例 5-5 系统的状态观测器 

方法二：直接法 

当系统维数较低时，在检测能观性后也可不经过化成能观Ⅱ型的步骤直接按特征式比

较来确定反馈阵G 。本例，有 

[ ]1 1 1

2 2 2

1 21 0
2 1

20 0

g g g

g g g

-「 ┐ 「 ┐「 ┐
- = - - =| | | || | -└ 」 └ 」 └ 」

A Gc  

（ ） （ ） （ ）

（ ）
2

1 1

2 2

1 2 2

1 2
det det

2

         2 1

g g
f

g g

g g g

λ
λ λ

λ

λ λ

- - -「 ┐
= - - =「 ┐ | |└ 」 -└ 」

= + - - +

I A Gc
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与期望特征值比较，得 

1 2

2

2 1 2

1

g g

g

- - =
=

 

故 

1

2

2

1

g

g

「 ┐ 「 ┐
= =| | | |

└ 」└ 」
G  

两种方法，答案一致，显然直接法计算量少，简单直观。 

5.5  带状态观测器的状态反馈系统 

状态观测器解决了被控系统的状态重构问题，为系统实现状态反馈创造条件。这又带

来两个问题：在状态反馈系统中，是否要用状态估计值重新计算状态反馈增益矩阵？当观

测器被引入系统后，状态反馈部分是否会改变已经设计好的观测器的极点配置？以下将分

析这两个问题。状态观测器解决了受控系统的状态重构问题，可使状态反馈系统得以实现。

但是，利用观测器进行状态估值反馈的系统，与状态直接反馈的系统之间，究竟有何异同，

是本节要讨论的问题。 

5.5.1  系统结构 

图 5-10 是一个带有全维状态观测器的状态反馈系统。包括原被控系统，观测器和状态

反馈三部分。 

 

图 5-10  带有全维状态观测器的状态反馈系统 

设能控能观的受控系统 0 （ ）Σ = A，B，C 为 

= +㊣
㊣ =㊣

.x Ax Bu

y Cx
                       （5-60） 

状态观测器ΣG 为 

x̂. （ ） ˆ= - + +A GC x Gy Bu                  （5-61） 

ŷ ˆ= Cx  

㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
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反馈控制律为 

xKvu ˆ+=                              （5-62） 

将式（5-62）代入式（5-60）和式（5-61），整理或直接由结构图得整个闭环系统的状

态空间表达式为 

x. ˆ= + +Ax BKx Bv  

x̂. （ ） ˆ= + - + +GCx A GC BK x Bv              （5-63） 

=y Cx  

写成矩阵形式为 （ ）1 1 1， ，A B C ，即 

[ ]

ˆˆ

ˆ

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= +| | | | | | | |- +└ 」 └ 」 └ 」└ 」

「 ┐
= | |

└ 」
0

.

.

x A BK x B
v

GC A GC BK x Bx

x
y C

x

                 （5-64） 

这是一个 2n 维的闭环控制系统。 

5.5.2  闭环系统的基本特性 

1.闭环极点的分离特性 

闭环系统的极点包括 0Σ 直接状态反馈系统 （ ， ， ）kΣ +A BK B C 的极点和观测器 GΣ 的极

点两部分。但二者独立，相互分离。 

设状态估计误差为 ˆ= -x x x～ ，引入等效变换： 

「 ┐
| |
└ 」

x

x～ ˆ
「 ┐ 「 ┐

= =| | | |-└ 」 └ 」

0I x

I I x ˆ
「 ┐
| |-└ 」

x

x x
                   （5-65） 

令变换阵为 

「 ┐
= | |-└ 」

0I
T

I I
，

1
1

-
- 「 ┐ 「 ┐

= = =| | | |- -└ 」 └ 」

0 0I I
T T

I I I I
             （5-66） 

经线性变换后的系统 （ ）1 1 1， ，A B C 为 

1
1 1

- +「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= = =| | | | | | | |- - + - -└ 」 └ 」 └ 」 └ 」

0 0

0

I A BK I A BK BK
A T A T

I I GC A GC BK I I A GC
 

1
1 1

- 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= = =| | | | | |-└ 」 └ 」 └ 」

0

0

I B B
B T B

I I B
                   （5-67） 

[ ] [ ]1 1

「 ┐
= = =| |-└ 」

0
0 0

I
C C T C C

I I
 

或者展开成          x. （ ）= - + +A BK x BKx Bv～  

x.～ （ ）= -A GC x～                                     （5-68） 

=y Cx  

㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
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其等效结构如图 5-11 所示。 

 

图 5-11  带状态观测器的状态反馈系统的等效结构图 

由于线性变换不改变系统的极点，因此，有 

（ ）
（ ）1det det

s
s

s

- + -「 ┐
「 ┐- = | |└ 」 - -└ 」0

I A BK BK
I A

I A GC
 

（ ） （ ）det dets s= - + . - -「 ┐ 「 ┐└ 」 └ 」I A BK I A GC          （5-69） 

式（5-69）表明，由观测器构成状态反馈的闭环系统，其特征多项式等于矩阵 （ ）+A BK

与矩阵 （ ）-A GC 的特征多项式的乘积。即闭环系统的极点等于直接状态反馈 （ ）+A BK 的极

点和状态观测器 （ ）-A GC 的极点总和，而且二者相互独立。因此，只要系统 （ ）， ，A B C 能控

能观，则系统的状态反馈阵 K 和观测器反馈阵G 可分别进行设计。这个性质称为闭环极点

设计的分离性。 

2.传递函数矩阵的不变性 

这个不变性表示用观测器构成的状态反馈系统和状态直接反馈系统具有相同的传递函

数阵。根据分块矩阵的性质可知，对于一个分块矩阵 

「 ┐
= | |

└ 」0

R S
Q

T
                             （5-70） 

若分块 R 和T 均可逆，则成立 
1 1 1 1

1

1

- - - -
-

-

「 ┐-「 ┐
= = | || |

└ 」 | |└ 」0 0

R S R R ST
Q

T T
                 （5-71） 

利用上式计算
1

1s
-

「 ┐-└ 」I A ，可方便地求得 （ ）1 1 1， ，A B C 的传递函数阵： 

（ ） [ ] （ ）
（ ）

[ ]
（ ） （ ） （ ）

（ ）

（ ）

1
1

1 1 1

1 1 1

1

1

0

s
s s

s

s s s

s

s

-
-

- - -

-

-

- + -「 ┐ 「 ┐「 ┐= - = | | | |└ 」 - - └ 」└ 」
「 ┐- + - + . . - -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐└ 」 └ 」 └ 」| |= | || | └ 」- -「 ┐└ 」└ 」

= - +「 ┐└ 」

0
0 0

00

I A BK BK B
W C I A B C

I A GC

I A BK I A BK BK I A GC B
C

I A GC

C I A BK B

（5-72） 



现代控制理论 

 164 

式（5-72）表明，带观测器状态反馈闭环系统的传递函数阵等于直接状态反馈闭环系

统的传递函数阵。或者说，它与是否采用观测器反馈无关，这一点可从图 5-13 上看的更清

楚。实际上，由于观测器的极点已全部被闭环系统的零点相消了，因此，这类闭环系统是

不完全能控的。但由于不能控的分状态是估计误差 x～ ，所以，这种不完全能控性并不影响

系统正常工作。 

3.观测器反馈与直接状态反馈的等效性 

由式（5-68）看出，通过选择G 可使 （ ）-A GC 的特征值均具有负实部，所以，必有

lim 0
t→∞

=x～ ，因此当 t → ∞ 时，必有 

（ ）= + +

=

x A BK x Bv

y Cx

.
                        （5-73） 

成立。这就表明，带观测器的状态反馈系统只有当 t → ∞ ，进入稳态时，才会与直接状态

反馈系统完全等价。但是，可通过选择G 来加速 0→x～ ，即 x 渐近于 x 的速度。 

5.5.3  带观测器状态反馈系统与带补偿器输出反馈系统的等价性 

在工程实际中，往往更关心系统输入和输出之间的控制特性，即传递特性。可以证明，

仅就传递特性而言，带观测器的状态反馈系统完全等效于同时带有串联补偿器和反馈补偿

器的输出反馈系统，或者说用补偿器可以构成完全等效于观测器反馈的系统。 

设带观测器的状态反馈系统如图 5-12 所示。图中， （ ）0
ˆ sW 为受控系统的 0Σ 传递函数

阵，Σ *
G 为带反馈阵 K 的观测器系统。系统Σ *

G 的状态空间表达式为 

x̂. （ ） ˆ= - + +A GC x Gy Bu  

ŷ ˆ= Kx                                     （5-74） 

 

图 5-12  带观测器的状态反馈系统 

式中  ， ，A B C ——受控系统 0Σ 的相应系数矩阵； 

（ ）-A GC ——状态观测器的系数矩阵，其特征值均具有负实部，但与 A 的特征值不相等； 

K ——状态反馈矩阵。 

将式（5-74）取拉普拉斯变换，可导出Σ *
G 的传递特性为 

（ ） （ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ）

1

1 1

ˆ

       

s s s s

s s s s

-

- -

= - - +「 ┐ 「 ┐└ 」 └ 」

= - - + - -「 ┐ 「 ┐└ 」 └ 」

Y K I A GC GY BU

K I A GC BU K I A GC GY
 

或 

㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
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（ ） （ ） （ ） （ ）1 2
ˆ s s s s*= +G GY W U W Y                     （5-75） 

式中                   （ ） （ ） 1

1 s s
-* = - -「 ┐└ 」GW K I A GC B                      （5-76） 

（ ） （ ） 1

2 s s
-

= - -「 ┐└ 」GW K I A GC G                      （5-77） 

式（5-75）表明，从传递特性的角度看，观测器等效于两个子系统的并联：一个子系

统以 u 为输入，以 （ ）1G s*W 为传递函数阵；另一个子系统以 y 为输入，以 （ ）2G sW 为传递函

数阵。由这两个子系统构成的闭环系统结构如图 5-13（a）所示。将其变换又可等效于

图 5-13（b）、（c）。并且成立 

（ ） （ ）
1

1 1G Gs s
-*「 ┐= -└ 」W I W                           （5-78） 

 

图 5-13  带观测器状态反馈系统传递特性的等效变换 

现在来证明 （ ）1GW s 是物理可实现的。由于 

（ ） （ ）{ }1

1G s
-*「 ┐- + - - -「 ┐└ 」└ 」I W s I K I A GC BK B  

（ ） （ ）

（ ） （ ）

1 1

1 1

s s

s s

- -

- -

= - - - + - - -「 ┐ 「 ┐└ 」 └ 」

- - - - - -「 ┐ 「 ┐└ 」 └ 」

I K I A GC B K I A GC BK B

K I A GC BK I A GC BK B
          （5-79） 

及 

（ ） （ ） （ ）1 1
s s s

- -
- - - = - - - - -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐└ 」 └ 」 └ 」I I A GC BK I A GC I A GC BK       （5-80） 

得 

（ ） （ ） （ ）1 1
s s s

- -
- - = - - - - - -「 ┐ 「 ┐ 「 ┐└ 」 └ 」 └ 」I A GC BK I I A GC I A GC BK       （5-81） 

将式（5-81）代入式（5-79）可得 

（ ） （ ）{ }1G s s
-*「 ┐- + - - - =「 ┐└ 」└ 」

1
W K A GC BI I I BK I           （5-82） 

于是          （ ） （ ） （ ）
1 1

1G G1s s s
- -*「 ┐= - = + - - -「 ┐└ 」└ 」W I W I K I A GC BK B        （5-83） 
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式（5-83）表明 （ ）1G sW 是物理可实现的。因而证明，一个带观测器的状态反馈系统，

在传递特性意义下，完全等效于一个带串联补偿器和反馈补偿器的输出反馈系统。 

两个补偿器的状态空间表达式根据式（5-77）和式（5-83）得 

（ ） （ ） （ ） （ ）2 2 2= - +z A GC z Gu.  

（ ） （ ）2 2=W Kz                                  （5-84） 

和 

（ ） （ ） （ ） （ ）1 1 1= - + +z A GC BK z Bu.  

（ ） （ ） （ ）1 1 1= +W Kz u                                （5-85） 

由两个补偿器和 （ ， ， ）Σ A B C 构成的闭环系统如图 5-14 所示。 

 

图 5-14  由补偿器构成的闭环系统结构图 

闭环系统的状态方程表达式为 

（ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ）

（ ）

（ ） （ ） （ ）

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2

1 2 2

= + = + +㊣
|

= - +|
|

= - + +||
㊣

= =|
|

= + = +|
| =|㊣

.

.

.

x Ax Bw Ax BKz Bu

z A GC z Gu

z A GC BK z Bu

u y Cx

u u w u Kz

y Cx

                （5-86） 

或写成矩阵形式为 

（ ）

（ ）

（ ）

（ ）

（ ）

（ ）

[ ]
（ ）

（ ）

2 2

1 1

2

1

㊣「 ┐ 「 ┐-「 ┐ 「 ┐|| | | || | | |= +|| | | || | | ||| | | || | | |- + └ 」└ 」| | | ||└ 」 └ 」
㊣

「 ┐|
| || = | ||
| || | |└ 」㊣

0 0

0

0 0

.

.

.

z zA GC GC

x BK A BK x B u

z BK A GC BK z B

z

y C x

z

         （5-87） 

令 

「 ┐
| |= | |
| |- -└ 」

0 0

0 0

I

T I

I I I

， 1- =T T                      （5-88） 

作线性变换得 
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（ ）

（ ）

（ ）
（ ）

（ ）

（ ）

（ ）

[ ]
（ ）

（ ）

2 2

1 1

2

1

㊣「 ┐ 「 ┐-「 ┐ 「 ┐|| | | || | | || = + - +| | | || | | ||| | | || | | |- └ 」└ 」| | || || └ 」└ 」㊣
「 ┐|
| ||

= | ||
| ||
| || └ 」㊣

0 0

0

0 0 0

0 0

.～ ～

.～ ～

.～ ～

～

～

～

z zA GC GC

x A BK BK x B u

z A GC z

z

y C x

z

         （5-89） 

它的传递函数阵为 

（ ） （ ） （ ）1

ks s s
-

= - + =「 ┐└ 」zW C I A BK B W                 （5-90） 

可见，从传递特性上看，补偿器和观测器完全等效。 

5.5.4  状态观测器期望特征值的配置原则 

在状态观测器的状态反馈系统中，状态反馈的设计与观测器的设计可以独立进行，状

态反馈系统的特征值按照对系统动态性能指标要求配置，观测器的特征值要按对观测器动

态性能指标要求来配置。通常为保证观测器所估计的状态更加逼近系统的状态，应使状态

观测器的动态过程比原系统的动态过程更快，为此，观测器的主导极点负实部通常取为状

态反馈主导极点负实部的 2～3 倍。 

【例 5-6】  设受控系统的状态方程

[ ]

0 1 0

0 6 1

1 0y

㊣ 「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |-└ 」 └ 」㊣

| =㊣

.x x u

x

，试设计实现上述反馈的全

维观测器（设其极点为 10- 、 10- ），构成状态反馈系统，将闭环系统极点配置为 4 j6- ± 。 

解  （1）判断能控性、能观性。 

由已知的能控标准型可知系统是完全能控的，直接写出对应的传递函数
1

（ ）
（ 6）

W s
s s

=
+

，

可知系统是能观的，因而存在状态反馈及状态观测器。根据分离特性分别进行系统设计。 

（2）设计状态反馈阵 K 。 

 
令 [ ]1 2k k=K ，得对应闭环系统特征多项式 

（ ） （ ） （ ）2
2 1det 6f k kλ λ λ λ= - + = + + +「 ┐└ 」I A bK  

期望特征多项式 

（ ） （ ）（ ） 24 j6 4 j6 8 52f λ λ λ λ λ* = + - + + = + +  

比较得 

[ ]52 2=K  

（3）设计全维观测器。 
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令 1

2

g

g

「 ┐
= | |

└ 」
G ，得观测器特征多项式 

（ ） （ ）2
1 1 2det 6 （6 ）g g gλ λ λ- - = + + + +「 ┐└ 」I A Gc  

与期望特征多项式 

（ ） （ ）2 210 20 100f λ λ λ λ* = + = + +  

比较得 
14

16

「 ┐
= | |

└ 」
G  

全维观测器方程为 

x̂. （ ） ˆ= - + +A Gc x Gy bu  

       
14 1 14 0

ˆ
16 6 16 1

-「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
= + +| | | | | |-└ 」 └ 」 └ 」

x y u  

习    题 

5-1  已知系统状态方程为 

1 1 1 0

0 1 1 0

1 0 1 1

[0 0 1]

㊣ -「 ┐ 「 ┐
| | | | |= +| | | | |㊣ | | | |└ 」 └ 」|
| =㊣

.x x u

y x

 

试设计一状态反馈使闭环系统极点配置为-1、-2 和-4。 

5-2  设系统状态方程为 

1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 10 1

[0 0 1]

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= - +| | | | |㊣ | | | |-└ 」 └ 」|
| =㊣

.x x u

y x

 

试设计一状态反馈阵，将其极点配置为-10、-1 和-2。是否可通过观测器重构系统状态？ 

5-3  有系统 

[ ]

2 1 0

0 1 1

1 0

㊣ -「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |-└ 」 └ 」㊣

| =㊣

.x x u

y x

 

（1）画出模拟结构图。 

（2）若动态性能不满足要求，可否通过状态反馈任意配置极点？ 

（3）若指定极点为-3、3，求状态反馈阵。 
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5-4  设系统的传递函数为  

（ ）（ ）
（ ）（ ）（ ）

1 2

1 2 3

s s

s s s

- +
+ - +

 

试问可否利用状态反馈将其传递函数变成 

（ ）（ ）
2

4 5

s

s s

+
+ +

 

若有可能，试求状态反馈阵，并画出系统结构图。 

5-5  试判断下列系统通过状态反馈能否镇定。 

（1）  

1 2 2

0 1 1

1 0 1

- - -「 ┐
| |= -| |
| |-└ 」

A ，

2

0

1

「 ┐
| |= | |
| |└ 」

b  

（2）  

2 1 0 0 0

0 2 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 5 1

0 0 0 0 5

-「 ┐
| |-| |
| |= -
| |

-| |
| |-└ 」

A ，

4

5

0

7

0

「 ┐
| |
| |
| |=
| |
| |
| |└ 」

b  

5-6  设系统状态方程为 

0 1 0 0 0

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0

0 0 11 0 1

「 ┐ 「 ┐
| | | |-| | | |= +
| | | |
| | | |

-| | | |└ 」 └ 」

x x u  

（1）系统是否稳定？ 

（2）能否通过状态反馈镇定？若能，试设计状态反馈使之稳定。 

5-7  已知系统 

[ ]

2 1 1

1 1 2

1 0

㊣ 「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |-└ 」 └ 」㊣

| =㊣

.x x u

y x

 

试设计一全维状态观测器，使观测器的极点为 1， 2- - 。 

5-8  已知系统 

[ ]

2 1 0

0 1 1

1 0

㊣ -「 ┐ 「 ┐
= +| | | | |-└ 」 └ 」㊣

| =㊣

.x x u

y x

 

设状态变量 2x 不能测取，试设计观测器重构 2x ，使观测器极点为-3。 
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5-9  已知系统 

[ ]

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0

㊣ 「 ┐ 「 ┐
| | | | |= +| | | | |㊣ | | | |└ 」 └ 」|
| =㊣

.x x u

y x

 

设计一全维观测器，使观测器极点为-4、-5 和-1。画出模拟结构图。 



 

第 6 章  最 优 控 制 

在古典控制理论中，设计控制系统的各种方法大多建立在试凑的基础上，设计结果与

设计人员的经验有很大关系，因此，这些方法存在很大的局限性。另外，对于多输入-多输出

系统，或者要求高控制精度的复杂系统，这些设计方法往往不能得到令人满意的控制效果，

迫切需要探索新的设计方法。20 世纪 60 年代初，由于空间技术的迅猛发展和计算机技术

在控制领域的广泛应用，系统控制的优化理论得到了迅速发展，形成了最优控制这一重要

的学科分支，受到了广泛的重视，并在控制工程、经济管理与决策及人口控制等领域得到

了成功的应用，取得了显著的成效。本章将介绍最优控制的基本原理和常用方法。 

6.1  最优控制的一般概念 

6.1.1  最优控制的基本概念 

最优控制的目的是使系统的某种性能指标达到最佳。因此，最优控制研究的主要问题

是，根据已建立的被控对象的数学模型，选择一个容许的控制律，使得被控对象按预定要

求运行，并使给定的某一性能指标达到最佳。对于不同的系统有不同的要求，对于同一系

统，也可能有不同的要求。例如，在机床加工中可要求加工成本最低为最优；在导弹飞行

控制中可要求燃料消耗最少为最优；在截击问题中可选时间最短为最优等。因此，最优是

以选定的性能指标最优为依据的。 

6.1.2  最优控制问题 

一般来讲，达到一个目标的控制方式很多，但实际上在经济、时间、环境、制造等方

面有各种限制，因此，可实行的控制方式是有限的。当需要实行具体控制时，有必要选择

某一控制方式。考虑这些情况，引入控制的性能指标概念，使这种指标达到最优值（指标

可以是极大值或极小值）就是一种选择方法。这样的问题就是最优控制问题。但一般来讲，

不是把经济、时间等方面的要求全部表示为这种性能指标，而是把其汇总的一部分用这种

指标来表示，其余部分用系统工作范围中的约束来表示。 

例如，1969 年美国阿波罗 11 号实现了人类历史上的首次载人登月飞行，任务要求登

月舱在月球表面实现软着陆，即登月舱到达月球表面时的速度为零，并在登月过程中，选

择登月舱发动机推力的最优控制律，使燃料消耗最少，以便航天员到达月球完成考察任务

后，登月舱有足够的燃料离开月球与母船会合，从而安全返回地球。由于登月舱发动机的
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最大推力是有限的，因而这是一个控制有闭集约束的最小燃耗控制问题。设登月舱软着陆

示意图如图 6-1所示。 

 

图 6-1  登月舱软着陆示意图 

图中，m（t）为登月舱质量；h（t）为高度；v（t）为登月舱垂直速度；g为月球重力加速度；

u（t）为登月舱发动机推力。设登月舱不含燃料时的质量为 M，登月舱所载燃料质量为 F，登

月舱发动机的末端时刻为 ft ，发动机最大推力为 maxu 。已知登月舱登月时的初始高度为 0h ，

初始垂直速度为 0v ，初始质量为 0m ，则控制有约束的最小燃耗控制问题可归纳如下： 

运动方程 

（ ） （ ）

（ ）
（ ）

（ ）

h t v t

u t
v t g

m t

㊣ =
|
㊣ = -|
㊣

.

.
                            （6-1） 

边界条件 
（ ） （ ），   constm t ku t k= - =.  

初始条件 

0（0）h h= ， 0（0）v v= ， 0（0）m m M F= = +  

末端条件 
（ ） 0fh t = ， （ ） 0fv t =  

控制约束 

max0 （ ）u t u≤ ≤                             （6-2） 

性能指标 
（ ）fJ m t=                              （6-3） 

最优控制的任务是在满足控制约束条件下，寻求发动机推力的最优变化律 * （ ）u t ，使登

月舱由已知初态转移到要求的末态，并使性能指标 （ ） maxfJ m t= = ，从而使登月过程中燃

料消耗量最小。 
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又如钢铁冶炼液压控制过程中，利用伺服电动机驱动液压缸进行工作。在控制过程中，

要求液压缸有一定工作行程，从而要求伺服电动机从静止状态启动，转过一定角度后停止。

在运动过程中，要求选择最优控制律，使电枢绕组上的损耗最小，则控制有约束的最小损

耗控制问题可归纳如下。 

电枢控制的直流电动机的动态方程为 
d

d L M aJ M C I
t

ω
+ =                         （6-4） 

式中， LM 为恒定复杂转矩；J为转动惯量； aI 为电枢电流；ω为电动机的角速度； MC 为

转矩系数。 
根据控制要求，考虑电动机在 ft 时间内，从静止状态启动，转过一定的角度 aθ 后停止，

即 

（0） 0ω = ， （ ） 0ftω = ，
0

d
ft

at
tω θ=∫                    （6-5） 

在时间[0， ]ft 内，使电枢绕组上的损耗最小的最优控制问题性能指标为 

0

2d
ft

at
J RI t= ∫                           （6-6） 

式中，R为绕组电阻。 

综上所述，将上述最优控制问题写成状态空间描述。 
设状态变量 1x θ= ， 2x ω= ，则状态方程为 

（ ） （ ） （ ）t t u t= +.x Ax B                         （6-7） 

式中 

1

2

（ ）
（ ）

（ ）

x t
t

x t

「 ┐
= | |
└ 」

x ；
0 1

0 0

「 ┐
= | |
└ 」

A ；
0

/MC J

「 ┐
= | |
└ 」

B ； （ ） L
a

M

M
u t I

C
= - 。 

初始状态和终点状态给定为 

1（0） 0x = ， 1（ ） 0fx t =  

2 （0） 0x = ， 2 （ ） 0fx t =  

状态变化量满足 

0
2d

ft

at
x t θ=∫                           （6-8） 

最优控制的目标是在满足控制约束条件下，寻求电动机的最优变化律 * （ ）u t ，使转速由

已知初态转移到要求的末态，并使性能指标 

0

2

（ ） d min
ft L

t
M

M
J R u t t

C

「 ┐
= + =| |

└ 」
∫                   （6-9） 

从而使电枢绕组损耗量最小。 

上述最优控制表明，一个典型最优控制问题可以用如下的数学形式统一表达。 

已知控制的最优性能指标为 

0 0

[ （ ）， ] | [ （ ）， （ ）， ]d
ff

tt
t t

J t t L t t t tφ= +∫x x u                （6-10） 



现代控制理论 

 174 

附加约束为 

（ ） [ （ ）， （ ）， ]t f t t t=.x x u                         （6-11） 

对应的边界条件（如给定的初始和终止条件等）为 
[ （ ）， ] 0f ft tΨ =x                           （6-12） 

即最优控制问题可用下列泛函形式表示： 

0 0（ ）
min/ max [ （ ）， ] | [ （ ）， （ ）， ]d

s.t.   （ ） [ （ ）， （ ）， ]

[ （ ）， ] 0

ff
tt

t tu t

f f

J t t L t t t t

t f t t t

t t

Ω
φ

Ψ

∈

㊣ = +|
| =㊣
| =|
㊣

∫
.

x x u

x x u

x

             （6-13） 

式中，Ω 是容许控制域。 

需要指出，性能指标 J在控制系统设计中又称为损失函数，在数学上称为泛函。通常，

在实际系统中，特别是在工程项目中，损失函数的确定很不容易，需要多次反复。性能指

标 J 是一个标量，在最优控制中它代替了传统的设计指标，如最大超调量、阻尼比、相位

裕度等。适当选择性能指标，使系统设计符合物理上的标准，即性能指标既要对系统做有

意义的估价，又要使数学处理简单，这就是对于给定的系统很难选择一个合适的性能指标

的原因，尤其是对于复杂系统，更是如此。最优控制系统的控制要求和性能指标之间的形

式密切相关，因此，性能指标具有几种公式化的常用标准形式。 

1）积分型性能指标 

数学描述为 

0

[ （ ）， （ ）， ]d
ft

t
J L t t t t= ∫ x u                        （6-14） 

积分型性能指标表示在整个控制过程中，系统的状态及控制应该满足的要求。如最优控制

中常见的最短时间控制问题，其性能指标可表示为 

0
0d

ft

ft
J t t t= = -∫                         （6-15） 

还有最小能量控制问题、最小燃料控制问题、线性调节器问题、线性伺服问题等。 

2）末值型性能指标 

数学描述为 

0
[ （ ）， ] | ft

tJ t tφ= x                          （6-16） 

其中末端时刻可以固定，也可自由。末值型性能指标表示在控制过程结束后，对系统末态 （ ）fx t

的要求，例如，要求导弹的脱靶量最小，而对控制过程中的系统状态和控制不做任何要求。 

3）复合型性能指标 

数学描述见式（6-10）。复合型性能指标是最一般的性能指标形式，表示对整个过程和

末端状态都有要求。 
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6.2  无约束最优控制的变分方法 

从数学的观点看，最优控制研究的是求解一类带有约束条件的泛函极值问题，属于变

分学的范畴。当控制作用不受约束时，即容许控制属于开集的一类最优控制问题时，其求

解的数学基础为经典变分理论。 

6.2.1  经典变分理论 

无约束最优控制的提法如下。 

已知受控系统的状态方程为 
（ ） （ ， ， ）t f t=.x x u                          （6-17） 

在 0[ ， ]ft t 范围内有效。式中， x为 n维状态矢量；u为 r维控制矢量。这是等式约束。给定

初端和终端的一种情况：始点和终点的时间固定，状态自由。 
要求确定控制作用 （ ）tu ，使性能指标 

0 0

[ （ ）， ] | [ （ ）， （ ）， ]d
ff

tt
t t

J t t L t t t tφ= +∫x x u                （6-18） 

达到极小值。 

由上述最优控制的提法知，约束方程为状态方程，所以，现在的问题成为有约束条件

的泛函极值问题，即在状态空间中，在曲面上找出极值曲线。求解的一种方法是先解状态

方程，求出 1x ， 2x ，… ， nx ，再将其代入 J中求解，此法很繁。另一种方法是组成新的泛函 J，

求考虑约束的极值问题，即拉格朗日乘子法，它的具体步骤如下： 
（1）用一个矢量拉格朗日乘子 （ ）tλ ，将约束（即系统的状态方程）加到原来的性能指

标 J中去，得到新的性能指标 J ′为 

{ }
0 0

T[ （ ）， ] | [ （ ）， （ ）， ] （ ） [ （ ）， （ ）， ） ] d
ff

tt
t t

J t t L t t t t f t t t tφ′ = + + -∫ .x x u x u xλ      （6-19） 

（2）定义一个标量函数 
T[ （ ）， （ ）， （ ）， ] [ （ ）， （ ）， ] （ ） [ （ ）， （ ）， ]H t t t t t t t t f t t tΦ= +x u x u x uλ λ     （6-20） 

称它为哈密尔顿（Hamilton）函数。由此新的性能指标为 

{ }
0 0

T[ （ ）， ] | [ （ ）， （ ）， ] （ ） （ ） d
ff

tt
t t

J t t H t t t t t tφ′ = + +∫ .x x u xλ               （6-21） 

（3）对 J ′的最后一项进行分部积分 

00 0

T T T（ ） （ ）d （ ） （ ） | （ ） （ ）d
f ff

t tt
tt t

t t t t t t t t= -∫ ∫ ..x x xλ λ λ          （6-22） 

因此 

{ }
0 0

T T{ [ （ ）， ] （ ） （ ）} | [ （ ）， （ ）， ] （ ） （ ） d
ff

tt
t t

J t t t t H t t t t t tφ′ = - + -∫ .x x x u xλ λ        （6-23） 

（4）求 J对控制矢量及状态矢量的一次变分，并利用内积可换位性质（为方便，以下

用 J代替 J ′），有 
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T
TJ J

x x
δ δ∂ ∂╭ ╮ ╭ ╮=| | | |∂ ∂╰ ╯ ╰ ╯

x x                        （6-24） 

得 

0 0

T T
T T

T T T   = | d
ff

tt
t t

J J J J
J

x x x u

H J
t

x x u

δ δ δ δ δ

φδ δ δ

∂ ∂ ∂ ∂╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮= + = +| | | | | | | |∂ ∂ ∂ ∂╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯
㊣ ∂ ㊣ ㊣ ∂ ∂ ㊣「 ┐ 「 ┐- + + +㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | | |∂ ∂ ∂└ 」 └ 」㊣ ㊣ ㊣ ㊣

∫ .

x u x u

x x uλ λ
          （6-25） 

（5）因为极小值存在的必要条件是 J 对变分 x uδ δ、 的一次变分为零，所以令 
0Jδ =                               （6-26） 

得到 

0

T | 0            

（ ， ， ）            

                          

0   

ft
tx

H
f t

H

x
H

u

φδ

λ

㊣ ∂「 ┐- =| | |∂└ 」|
| ∂
= =|| ∂㊣
∂| = -| ∂

|∂| =
| ∂㊣

.

.

x

x x u

λ

λ
                   （6-27） 

以上四个方程，称为控制作用不受约束的庞特里亚金方程。 
（6）极小值存在的充分条件是，沿着满足 （ ， ， ）x f t=. x u 的一切轨线，J的二次变分必须

非负。取 （ ， ） （ ， ）J J Jδ δΔ = + + -x x u u x u 的台劳级数展开式的二次项为 J的二次变分，有 

一次变分 

0 0

T T T| d
ff

tt
t t

H J
J t

x x u

φδ δ δ δ㊣ ∂ ㊣ ㊣ ∂ ∂ ㊣「 ┐ 「 ┐= - + + +㊣ ㊣ ㊣ ㊣| | | |∂ ∂ ∂└ 」 └ 」㊣ ㊣ ㊣ ㊣
∫ .x x uλ λ         （6-28） 

二次变分 

0

0

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2

22
T T T

T2 2 2

2

1 1
（ ） 2

2 2

1
    [   ] d

2

f

f

t
t

t
t

J J J
J J x x u u

x ux u

H H

x ux
t

x H H

x u u

δ δ

δφδ δ δ δ
δ

「 ┐╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮∂ ∂ ∂′= = ∂ + ∂ ∂ + ∂| || | | | | |
∂ ∂∂ ∂| |╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯└ 」

「 ┐∂ ∂
| |∂ ∂∂「 ┐ 「 ┐∂ | |= +| | | || |∂ 「 ┐∂ ∂ └ 」└ 」 | || || |∂ ∂ ∂└ 」└ 」

∫
x

x x x u
u

      （6-29） 

如果 
2 2

2

T2 2

2

0

H H

x ux

H H

x u u

「 ┐∂ ∂
| |∂ ∂∂| |
| |「 ┐∂ ∂| || || |∂ ∂ ∂└ 」└ 」

≥                         （6-30） 

半正定，及 

贯截方程

 

系统方程

 

伴随方程

 

控制方程



第 6 章  最优控制 

 177 

2

2
0

x

φ∂
∂
≥                              （6-31） 

半正定，则 2 Jδ 为非负值，即上述两个半正定条件为 J极小的充分条件。 

由庞特里亚金方程知，初端与终端的各种不同情况都将影响贯截方程，即贯截条件，

这一点是较难掌握的。 

6.2.2  贯截条件 

前面研究的两端固定，且初始时刻 0t 和末端时刻 ft 同时固定的情况，是一种最简单的

情况。在实际工程问题中，初始时刻 0t 和初始状态 0（ ）x t 往往是固定的，但末端时刻 ft 可以

固定，也可以自由，末端状态 （ ）fx t 可以固定，也可以自由，也可以受约束。下面将讨论 ft

固定和 ft 自由时的两种贯截条件。 

1. ft 固定时的贯截条件 

始点时间、状态固定及终点时间固定、状态自由时，相应的新泛函指标为 

{ }
0

T[ （ ）， ] [ （ ）， （ ）， ] （ ）[ [ （ ）， （ ）， ] （ ）] d
ft

f f t
J t t t t t t f t t t t tφ Φ= + + -∫ .x x u x u xλ        （6-32） 

因为 0 0（ ）t =x x 固定，所以 0（ ） 0tδ =x ，而 （ ）ftδ x 是完全任意的，则由前面推导出的贯

截方程 

0

T[ ] 0ft
tx

φδ ∂
- =

∂
x λ                       （6-33） 

得到贯截条件为 

0 0

[ （ ）， ]
（ ） ， （ ）

（ ）
f f

f
f

x t t
t t

x t

φ∂
= =

∂
x x λ                  （6-34） 

2. ft 不固定时的贯截条件 

系统的始点时间与状态都固定，终点状态固定而时间不固定时，因为 0（ ）x tδ 和 （ ）fx tδ 都

为 0，没有选择的余地，所以，始点与终点的状态对性能指标极小化不产生影响，于是 J

中便没有末值项了，即 

0

[ （ ）， （ ）， ]d
ft

t
J t t t tΦ= ∫ x u                     （6-35） 

由于 [ （ ）， ] 0f fx t tφ = ，可得贯截条件方程为 

（ ）ft = aλ                             （6-36） 

式中， [ ]T1 2 na a a= …a 为待定常数乘子。 
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6.3  有约束最优控制的极小值原理 

应用经典变分法求解最优控制问题时，要求控制矢量不受任何约束，而且要求哈密尔

顿函数对控制矢量连续可微分。但是，在实际工程问题中，控制变量往往受到一定的限制。

例如，高性能飞机的舵偏角一般不超过 5± °；又如，采用空气舵的地空战术导弹，容许的
最大偏舵角一般不超过 20± °。这就使得飞机和导弹的控制力矩受到一定的限制，容许控制

集形成一个有界闭集，在容许控制集边界上，控制变分 uδ 不能任意，最优控制的必要条件
/ 0H u∂ ∂ = 也不满足。 

为了解决控制有约束的变分问题，庞特里亚金提出并证明了极小值原理，其结论与经

典变分法的结论有许多相似之处，能够应用于控制变量受边界限制的情况，并且不要求哈

密尔顿函数对控制矢量连续可微分，因此，获得了广泛应用。 

考虑如下定常系统、积分型性能指标、末端自由、控制受约束的最优控制问题： 

0

0 0

min （ ） [ （ ）， ] [ （ ）， （ ）， ]d

. .   （ ） （ ， ， ）， （ ）

ft

t f t
J u t t L t t t t

s t t f t t

φ= +

= =

∫
.

x x u

x x u x x
            （6-37） 

式中， （ ） nt R∈x ； （ ） mt RΩ∈ ⊂u 为任意分段连续函数；Ω 为容许控制域；末端状态 （ ）ftx 自

由；末端时刻 ft 固定或自由。 

极小值原理指出，在上述条件下，使 J 达到极小值的容许控制 0（ ） ， [ ， ]ft t t tΩ∈ ∈u 是存

在的，其必要条件为 

定义哈密尔顿函数 
T[ （ ）， （ ）， （ ）， ] [ （ ）， （ ）， ] （ ） [ （ ）， （ ）， ]H t t t t L t t t t f t t t= +x u x u x uλ λ         （6-38） 

则有 

（1）正则方程 

（ ） [ （ ）， （ ）， ] ， （ ）
H H

t f t t t t
x

λ
λ
∂ ∂

= = =
∂ ∂

..x x u                （6-39） 

（2）边界条件和贯截条件 

0 0（ ）t =x x ， （ ）ft = aλ （ a为待定常数乘子）            （6-40） 

（3）极小值条件 
* *[ （ ）， （ ）， （ ）， ] min [ （ ）， （ ）， （ ）， ]

u
H t t t t H t t t t

Ω∈
=x u x uλ λ            （6-41） 

式（6-41）的含义是，在控制时间 0[ ， ]ft t t∈ 内，若 *（ ）tu 是最佳控制，由它构成的哈密尔顿

函数 H，是控制作用 （ ）tu 在容许空间Ω 中构成所有的哈密尔顿函数 H中的一个最小值。 

前面叙述了极小值原理的含义，其证明可参考相关文献，此处略。 

与上一节的变分法相比，极小值原理的重要意义有如下几个方面： 

（1）容许控制条件放宽了。极小值条件对通常的控制约束均适用。 

（2）最优控制是哈密尔顿函数取全局极小值。当满足经典变分法的应用条件时，其极

值条件 / 0H u∂ ∂ = 是极小值原理中极小值条件 * min
u

H H
Ω∈

= 的一种特例。 
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（3）极小值原理不要求哈密尔顿函数对控制矢量的可微性，因而扩大了应用范围。 

（4）极小值原理给出的是最优解的必要而非充分条件。如果有实际工程问题的物理意

义可以判断解是存在的，而由极小值原理求出的控制又是唯一的，则该控制为要求的最优

控制。实际遇到的工程问题往往属于这种情况。 

【例 6-1】  设一阶系统方程为 
（ ） （ ） （ ）， （0） 5x t x t u t x= - =.  

其中控制约束： 0.5 （ ） 1u t≤ ≤ 。试求使性能指标 
1

0
[ （ ） （ ）]dJ x t u t t= +∫  

为极小值的最优控制 *（ ）u t 及最优轨线 *（ ）x t 。 

解  本例为定常系统、积分型性能指标、 ft 固定、末端自由、控制受约束的最优控制

问题。令哈密尔顿函数 
（ ） （1 ） （1 ）H x u x u x uλ λ λ= + + - = + + -  

由于 H是 u的线性函数，根据极小值原理知，使 H绝对极小就相当于使性能指标极小，
因此要求 （1 ）u λ- 极小。因 u的取值上限为 1，下限为 0.5，故应取 

* 1，        1
（ ）

0.5，     1
u t

λ
λ
＞㊣

= ㊣ ＜㊣
 

由协态方程 

（ ） （1 ）
H

t
x

λ λ∂
= - = - +
∂

.  

其解为 （ ） e 1tt cλ -= - ，其中，常数 c待定。 

由贯截条件 
1（1） e 1 0cλ -= - =  

求出 c=e。于是 
1（ ） e 1ttλ -= -  

显然，当 （ ） 1stλ = 时， *（ ）u t 产生切换，其中， st 为切换时间。令
1（ ） e 1 1st

stλ
-= - = ，

0.307st = ，故最优控制 

* 1，        0 ＜0.307
（ ）

0.5，     0.307 1

t
u t

t

㊣
= ㊣
㊣

≤
≤ ≤  

将 *（ ）u t 代入状态方程，有 

（ ） 1，          0 ＜0.307
（ ）

（ ） 0.5，     0.307 1

x t t
x t

x t t

-㊣
= ㊣ -㊣

.
≤
≤ ≤  

解得 

1

2

e 1，          0 ＜0.307
（ ）

e 0.5，     0.307 1

t

t

c t
x t

c t

㊣ +|= ㊣
+|㊣

≤
≤ ≤

 

代入 （0） 5x = ，求出 1 4c = ，因而 
* （ ） 4e 1，    0 0.307tx t t= + ＜≤  
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在上式中，令 t=0.307，可以求出 0.307 1t≤ ≤ 时 （ ）x t 的初态 （0.307） 6.44x = ，从而求得

2 4.37c = 。于是，最优轨线为 

* 4e 1，             0 ＜0.307
（ ）

4.37e 0.5，     0.307 1

t

t

t
x t

t

㊣ +|= ㊣
+|㊣

≤
≤ ≤

 

本例最优解曲线如图 6-2所示。 

 

图 6-2  最优解响应曲线 

6.4  线性二次型调节问题的最优控制 

在现代控制理论中，如果所研究的系统是线性的，且性能指标为状态变量和控制变量

的二次型函数，则最优控制问题称为线性二次型问题。它是最优控制理论中的一个重要问

题。由于利用变分法建立起来的无约束最优控制方法对线性二次型问题的最优解具有统一

的解析表达式，且可导致一个简单的状态反馈控制律，易于构成闭环最优反馈控制，便于

工程实现，因而在实际工程中得到了广泛应用。 

6.4.1  线性二次型调节问题 

给定 n阶线性时变系统的动态方程为 
（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）t t t t t= +.x A x B u ， 0 0（ ）t =x x                   （6-42） 
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性能指标为 

{ }
0

T T T1
（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） d

2
ft

f f t
J t t t t t t t t t= + +∫x Sx x Q x u R u           （6-43） 

式中， （ ） ， （ ）n mt t∈ ∈x R u R ，无约束； （ ）， （ ）t tA B 为适当维数的时变矩阵，其各元连续且有界；

， （ ）tS Q 是对称非负定矩阵， （ ）tR 对称正定； 0t 及 ft 固定。要求确定 *（ ）tu ，使性能指标 J最小。 

在二次型性能指标中，其各项都有明确的物理意义。式（6-43）右端第一项是末值项，

实际上它是对终端状态提出一个符合需要的要求，表示给定的控制终端时刻 ft 到来时，系

统的终态 （ ）ftx 接近预定终态的程度。这一项对于控制大气层外导弹的拦截、飞船的会合等

问题是很重要的。 

式（6-43）右侧积分项是一项综合指标。积分中的第一项表示对所有的 0[ ， ]ft t t∈ 对状

态 （ ）tx 的要求，用它来衡量整个控制期间系统的实际状态与给定状态之间的综合误差，类

似于古典控制理论中给定参考输入与被控制量之间的误差的平均积分，这一积分项越小，

说明控制的性能越好。积分的第二项是对控制总能量的限制，如果仅要求控制误差尽量小，

则可能造成求得的控制矢量 （ ）tu 过大，控制能量消耗过大，甚至在实际上难以实现。实际

上，上述两个积分项是互相制约的，要求控制状态的误差平均积分减小，必然导致控制能

量的消耗增大；反之，为了节省控制能量，就不得不降低对控制性能的要求。求两者之和

的极小值，实际上是求取在某种最优意义下的折中，这种折中侧重哪一方面，取决于加权

矩阵 （ ）tQ 和 （ ）tR 的选取。如果重视控制的准确性，则应增大加权矩阵 （ ）tQ 的各元，反之则

应增大加权矩阵 （ ）tR 的各元。 （ ）tQ 中的各元体现了对 （ ）tx 中各分量的重视程度，如果 （ ）tQ

中有些元素等于零，则说明对 （ ）tx 中对应的状态分量没有任何要求，这些状态分量往往对

整个系统的控制性能的影响较微小，由此也能说明加权矩阵 （ ）tQ 为什么可以是正定或非负

定对称矩阵。因为对任一控制分量所消耗的能量都应限制，又因为计算中需要用到矩阵 （ ）tR

的逆矩阵，所以， （ ）tR 必须是正定对称矩阵。 

常见的二次型性能指标最优控制分为两类，即线性调节器和线性伺服器，它们在实际

中已得到了广泛的应用。由于二次型性能指标最优控制的突出特点是其线性的控制规律，

即其反馈控制作用可以做到与系统状态的变化成比例，即 （ ） （ ）t K t= -u x （实际上，它是采

用状态反馈的闭环控制系统），因此，这类控制易于实现，也易于驾驭，是很引人注意的

一个课题。 

1.线性调节器问题 

如果施加于控制系统的参考输入不变，当被控对象的状态受到外界干扰或受到其他因

素影响而偏离给定的平衡状态时，就要对它加以控制使其恢复到平衡状态，这类问题称为

调节器问题。 

2.线性伺服器问题 

对被控对象施加控制，使其状态按照参考输入的变化而变化，这就是伺服器问题。 

从控制性质看以上两类问题，虽然有差异，但在寻求最优控制的问题上，它们有许多

一致的地方。 
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这两类问题，又可根据要求的性能指标不同，分为两种情况： 
（1）终端时间有限（ ft ≠ ∞）的最优控制。因为所给控制时间 0 ft t→ 是有限的，这就

限制了终端状态完全进入终端稳定状态，所以，终端状态 （ ）ftx 可以是自由的，也可以是受

限制的，往往不可能要求 （ ）ftx 完全固定。此外，该问题中性能指标应该有末值项，因为积

分项上限 ft 是有限的。 

（2）终端时间无限（ ft →∞）的最优控制。当终端时间 ft →∞时，终端状态 （ ）ftx 进

入给定的终端稳定状态 fx ，所以，性能指标中不应有末值项，此时积分项上限 ft 为∞。 

6.4.2  终端时间有限时变状态调节器 

设线性时变系统的状态方程为 
（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）t t t t t= +.x A x B u                     （6-44） 

给定初始条件 0 0（ ）t =x x ，寻求最优控制 （ ）tu ，使性能指标 

{ }
0

T T T1
（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） d

2
ft

f f t
J t S t t Q t t t t t t= + +∫x x x x u R u         （6-45） 

达到极小值。 
由于控制矢量 （ ）tu 不受约束，故可用变分法原理求解。 

引入 n维拉格朗日乘子矢量 （ ）tλ ，构建哈密尔顿函数 

[ ]T T T1
[ （ ）， （ ）， （ ）， ] （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

2
H t t t t t t t t t t t t t t t「 ┐= + + +└ 」x u x Q x u R u A x B uλ λ （6-46） 

则实现最优控制的条件如下： 

（1）正则方程组 

状态方程 
（ ） / （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）t H t t t t t= ∂ ∂ = +.x A x B uλ                  （6-47） 

协态方程 
T（ ） / （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）t H t t t t tλ = -∂ ∂ = - -. x Q x A λ                （6-48） 

（2）极值条件 
T/ （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） 0H t t t t t∂ ∂ = + =u R u B λ                   （6-49） 

（3）贯截条件 

T1
（ ） [ （ ） （ ）] （ ）

（ ） 2f f f f
f

t t t S t
t

∂
= =
∂

x Sx x
x

λ                 （6-50） 

（4）初始条件 

0 0（ ）t=x x                            （6-51） 

由式（6-49）得 
* 1 T（ ） （ ） （ ） （ ）t t t t-= -u R B λ                      （6-52） 

设 
（ ） （ ） （ ）t t t= P xλ                         （6-53） 
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式中， （ ）tP 为待求的时变矩阵。则有 
* 1 T（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）t t t t t t t-= - = -u R B P x K x                （6-54） 

式中， 1 T（ ） （ ） （ ） （ ）t t t t-=K R B P 为反馈增益矩阵。 

由于 （ ）tR ， （ ）tB 均为已知，所以，求最优控制 *（ ）tu 的问题就归结为求解矩阵 （ ）tP 。 

对式（6-53）中 t求导，并将式（6-47）及式（6-54）代入，可得 

1 T

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

      （ ） （ ） （ ）[ （ ） （ ） （ ） （ ）]

      [ （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）] （ ）

t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t t t-

= +

= + +

= + -

. . .

.

.

P x P x

P x P A x B u

P P A P B R B P x

λ

           （6-55） 

将式（6-53）代入式（6-48），有 
T（ ） [ （ ） （ ） （ ）] （ ）t t t t t= - -. Q A P xλ                     （6-56） 

令式（6-55）与式（6-56）相等，可得 
T 1 T（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）t t t t t t t t t t t-= - - - +.P P A A P Q P B R B P         （6-57） 

式（6-57）为 n n× 维非线性矩阵微分方程，称为黎卡提（Riccati）方程。 
当 ft t= 时，式（6-53）可写为 

（ ） （ ） （ ）f f ft t t= P xλ                            （6-58） 

比较式（6-50）和式（6-58），可得黎卡提方程的边界条件，为 
（ ）ft =P S                               （6-59） 

由此可见， （ ）tP 是以式（6-59）为边界条件的黎卡提微分方程的解。已经证明，对

0[ ， ]ft t t∀ ∈ ， （ ）tP 为对称矩阵，对于一切 0[ ， ]ft t t∈ ， （ ）tP 为非负定矩阵。由于 （ ）tP 是一个

对称矩阵，所以，实际上只需解 （ 1） / 2n n + 个一阶微分方程，便可确定 （ ）tP 的所有元素。 

黎卡提方程是一个非线性微分方程，虽然有一些求解方法，但却相当繁琐，只是在方程

形式很简单的情况下，才能求得解析形式的解，大多数情况下只能通过计算机求其数值解。 

进一步证明，当按式（6-54）决定最优控制 *（ ）tu 后，闭环系统是渐近稳定的。因为 

T T T T

T T T

T T 1

d
[ （ ） ] （ ） （ ） （ ）

d

    （ ） （ ） （ ） （ ）（ ）

    [ （ ） （ ） （ ） 2 （ ） （ ）]

t t t t
t

t t t

t t t t t-

= + +

= + + + +

= + + -

.. .

.

.

x P x x P x x P x x P x

Ax Bu P x x P x x P Ax Bu

x P A P x P A P BR BP x

          （6-60） 

由式（6-57）可得 

T T 1d
[ （ ） ] [ （ ） （ ） （ ）]

d
t t t t

t
-= - -x P x x Q P BR BP x              （6-61） 

已知 R是正定矩阵， （ ）tQ 是半正定矩阵，因此，式（6-61）右端必永远为负。可用由

黎卡提方程求得的矩阵 （ ）tP 所构成的函数 T （ ）tx P x作为线性调节器的李雅普诺夫函数。由

李雅普诺夫第二法知， （ ）tP 是一个正定矩阵， Td
[ （ ） ]

d
t

t
x P x 永远为负，可见由线性调节器构

成的闭环系统是一个渐近稳定的系统。 

还可以进一步证明，当按式（6-54）决定最优控制 *（ ）tu 后，则系统的最优性能指标为 



现代控制理论 

 184 

* T
0

1
[ （ ）， ] （ ） （ ） （ ）

2
J t t t t t=x x P x                      （6-62） 

【例 6-2】  二阶系统的状态方程为 
0 1 0

（ ） （ ） （ ）
0 0 1

t t t
「 ┐「 ┐

= + | || |
└ 」 └ 」

.x x u  

二次性能指标为 

0

T T 21 0 2 11 1 1
（ ） （ ） { （ ） （ ） （ ）}d

0 2 4 12 2 2
ft

f f t
J t t t t t t

「 ┐ 「 ┐
= + +| | | |

└ 」 └ 」
∫x x x x u  

试求使系统的性能指标 J为极小值的最优控制。 

解  本题为定常线性系统。根据式（6-54），最优控制为 
* 1 T

11 12

21 22

12 1 22 2

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

（ ） （ ）
      2[0 1] （ ）

（ ） （ ）

      2 （ ） （ ） 2 （ ） （ ）

u t t t t t

p t p t
t

p t p t

p t t p t t

-= -

「 ┐
= - | |

└ 」
= - -

R B P x

x

x x

 

矩阵 （ ）tP 满足黎卡提微分方程（6-57），即 
T 1 T（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） 0t t t t t-+ + - + =.P P A A P P BR B P Q  

或 

[ ]

11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 22

11 12 11 12

21 22 21 22

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）0 1 0 0

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）0 0 1 0

（ ） （ ） （ ） （ ）0 2 1
2 0 1

（ ） （ ） （ ） （ ） 1 41

p t p t p t p t p t p t

p t p t p t p t p t p t

p t p t p t p t

p t p t p t p t

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
+ +| | | | | || | | |

└ 」 └ 」└ 」 └ 」 └ 」
「 ┐ 「 ┐「 ┐ 「 ┐
- + =| | | || | | |

└ 」└ 」└ 」 └ 」

. .

. .

0 0

0 0

「 ┐
| |
└ 」

 

根据黎卡提方程的边界条件式（6-59），当 3ft = 时，有 

11 12

21 22

（3） （3） 1 0

（3） （3） 0 2

p p

p p

「 ┐ 「 ┐
= =| | | |

└ 」└ 」

. .

. .
S  

黎卡提方程可分解为 3个微分方程和相应的边界条件为 

11 11

12 11 12 22

2
22 12 22

11

12

22

（ ） 2 （ ） 2

（ ） （ ） 2 （ ） （ ） 1

（ ） 2 （ ） 2 （ ） 4

（3） 1

（3） 0

（3） 2

p t p t

p t p t p t p t

p t p t p t

p

p

p

= -㊣
| = - + -|
| = - + -|
㊣

=|
| =
|

=|㊣

.

.

.
 

解此微分方程，则可得 11 12 22（ ）， （ ）， （ ）p t p t p t 。将 12 （ ）p t 和 22 （ ）p t 代入 *（ ）tu 的表达式，即

可求得最优控制。显然，由于微分方程组的非线性，故不能直接求得其解析解，而只能利

用计算机求得其数值解。 

根据式（6-54），系统的反馈增益矩阵为 
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[ ] 11 121 T

21 22

12 22

（ ） （ ）
（ ） （ ） 2 0 1

（ ） （ ）

       2 （ ） 2 （ ）

p t p t
K t t

p t p t

p t p t

- 「 ┐
= = | |

└ 」
= +

R B P
 

本例中，虽然矩阵 A ， B ， Q ， R均为常数矩阵，但系统的最优控制的反馈增益仍然是时

变的。 

【例 6-3】  设被控对象的状态方程是 
（ ） （ ） （ ）t a t t= +.x x u ， 0（0） =x x  

试求最优控制，使性能指标 

0

2 2 21
（ ） （ ） （ ） d

2
ft

f t
J S t t t t「 ┐= + +└ 」∫x x u  

为最小值。 

解  根据式（6-57）的黎卡提矩阵微分方程 
2（ ） （ ） 2 （ ） 1t t a t= - -.P P P  

它是非线性标量微分方程。将黎卡提方程中的变量 t用τ 代换，分离变量后，对等式两
端积分，积分的下限为 t及 （ ）tP ，上限为终端时间 ft 及 （ ）ftP ，则有 

（ ）

2（ ）

d （ ）
d

（ ） 2 （ ） 1

f ft t

t t
t

a

τ
τ τ

=
- -∫ ∫

P

P

P

P P
 

考虑到终端贯截条件 
（ ）ft S=P  

所以，又可写成 

2（ ）

d （ ）
d

（ ） 2 （ ） 1

fS t

t t
t

a

τ
τ τ

=
- -∫ ∫P

P

P P
 

将等式左侧被积函数的分母分解因式，再写成部分分式，则可得 
1 1

2 2
2（ ） （ ） （ ）

d （ ） d （ ）d （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ）（ ） 2 （ ） 1

1 [ （ ） （ ）][ （ ）]
      ln

2 [ （ ） （ ）][ （ ）]

S S Sb b

t t t

f

a b a ba

t a b a b
t t

b t a b a b

τ ττ
τ ττ τ
-

= -
- + - -- -

- + - -
= + = -

- - - +

∫ ∫ ∫P P P

P PP

P PP P

P S

P S

 

式中， 2 1b a= + 。 

或写成 
2 （ ） [ （ ） （ ）][ （ ）]

e
[ （ ） （ ）][ （ ）]

fb t t t a b a b

t a b a b
- - - + - -

=
- - - +

P S

P S
 

经整理得 
2 （ ）[ （ ）]

[ （ ）]

2 （ ）[ （ ）]
[ （ ）]

（ ） （ ） e
（ ）

1 e

f

f

b t ta b
a b

b t ta b
a b

a b a b
t

- -- +
- -
- -- +

- -

+ + -
=

-

S
S

S
S

P  

将求得的 （ ）tP 代入下式，得最优控制 
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* （ ） （ ） （ ）t t t= -u P x  

于是系统的最优轨迹 （ ）x t 是下面标量时变微分方程的解，即 

（ ） [ （ ）] （ ）t a t t= -.x P x ， 0（0） =x x  

或写成 

0
[ （ ）]d*

0（ ） e
t

a t t
t

-∫=
P

x x  

对黎卡提方程所解的 （ ）tP 进行分析，得 

当 1a = - ， 2b = ， 0S = 时，有 

（ ） （ ） 2 2（ ）

2 2（ ）1 2
1 2

2 1 1 2 e
（ ）

1 e

f

f

t t

t t
t

- -

- --
+

- + -
=

-
P  

当 1a = - ， 2b = ， 1S = 时，有 

（ ） （ ） 2 2（ ）2 2
2 2

2 2（ ）2 2
2 2

2 1 1 2 e
（ ）

1 e

f

f

t t

t t
t

- --
+

- --
+

- + +
=

-
P  

在图 6-3中画出了当 1，4，9ft = 时，对应于 0S = 与 1S = 的几何图形。 

 

图 6-3  不同 S的解 

由图 6-3可见： 
（1）当 ft t= ，即当终端时间有限时， （ ）ftP 由黎卡提方程的终端条件决定。事实上 

2 （ ）[ （ ）]
[ （ ）]

2 （ ）[ （ ）]
[ （ ）]

（ ） （ ） e
lim （ ） lim

1 e

f

ff f

b t tS a b
S a b

b t tS a bt t t t
S a b

a b a b
t S

- -- +
- -
- -- +→ →

- -

+ + -
= =

-
P  

（2）当 t→∞，即当终端时间无限时， （ ）ftP 趋于稳态值，这是因为 

2 （ ）[ （ ）]
[ （ ）]

2 （ ）[ （ ）]
[ （ ）]

（ ） （ ） e
lim （ ） lim 2 1

1 e

f

f

b t tS a b
S a b

b t tS a bt t
S a b

a b a b
t a b

- -- +
- -
- -- +→∞ →∞

- -

+ + -
= = + = -

-
P  

这一点很重要，它说明了黎卡提方程的解 （ ）tP 的一个重要性质，这时黎卡提矩阵微分

方程退化为黎卡提矩阵代数方程，即 
T 1 T 0-+ - + =PA A P PBR B P Q                    （6-63） 
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6.4.3  终端时间无限状态调节器 

由例 6-3可知，当终端时间 ft 趋于无穷时， （ ）tP 将趋于某常数，即 （ ）tP 可视为常数，

从而最优反馈时变系统随之转化为最优控制定常系统，这样就得到无限时间状态调节器。 

设线性定常系统的状态方程为 
（ ） （ ） （ ）t t t= +.x Ax Bu                          （6-64） 

给定初始条件 0 0（ ）t =x x ，寻求最优控制 （ ）tu ，使性能指标 

0

T T（ ） （ ） （ ） （ ） （ ） d
t

J t t t t t t
∞
「 ┐= +└ 」∫ x Qx u R u                 （6-65） 

达到极小值。其中 Q=QT≥0，R=RT＞（t）0。 

可以证明，最优控制存在且唯一，即 
* 1 T（ ） （ ） （ ）t t t-= - = -u R B Px Kx                      （6-66） 

式中， 1 T-=K R B P，P 为 n n× 维正定常数矩阵，满足黎卡提矩阵代数方程（6-63），该黎

卡提方程的解实际上是黎卡提矩阵微分方程（6-57）的稳态解。因此，问题最终归结到解

黎卡提方程（6-63）。 

适用于线性定常系统的无限时间状态调节器，要求系统完全能控，这是因为在无限时

间状态调节器中，控制区间扩大至无穷，倘若系统不能控，则无论哪一个控制矢量都将由

于 t→∞而使性能指标趋于无穷。而对于有限时间状态调节器，由于系统性能指标中积分
项的上限为有限值，即使系统状态不完全能控，但在有限的积分时间内，积分值也是有限

的。所以，对有限时间状态调节器，可不强调对系统的能控性的要求。 

【例 6-4】  设被控对象的状态方程为 
1 0 0

（ ） （ ） （ ）
0 1 1

t t t
「 ┐「 ┐

= + | || |
└ 」 └ 」

.x x u ，
1

（0）
0

「 ┐
= | |
└ 」

x  

二次性能指标为 

0

T 21 01
{ （ ） （ ） （ ）}d

0 12 t
J t t t t

∞ 「 ┐
= +| |

└ 」
∫ x x u  

试求使系统的性能指标 J为极小值的最优控制。 

解  直接写出黎卡提代数方程，设其解为 

11 12

12 22

p p

p p

「 ┐
= | |
└ 」

P  

则由式（6-63）可得 

[ ]11 12 11 12 11 12 11 12

12 22 12 22 12 22 12 22

1 0 1 0 0 1 0
0 1

0 1 0 1 0 11

p p p p p p p p

p p p p p p p p

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐「 ┐「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
+ - = -| | | | | | | || || | | | | |

└ 」 └ 」 └ 」└ 」└ 」 └ 」 └ 」 └ 」
 

展开写成方程组 
2

11 12

12 12 22

2
22 22

2 1

2 0

2 1

p p

p p p

p p

㊣ - = -
|

- =㊣
| - = -㊣
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解该方程组可得 

11

12

22

1

2
0

1 2

p

p

p

㊣ = -|
|

=㊣
|

= ±|
㊣

 

注意到 P 为正定矩阵的要求，因此，黎卡提代数方程（6-63）无解。无解的原因是被控系

统不是完全能控的，即因可控性条件 

[ ] 0 0
rank rank 1 2

1 1

「 ┐
= = ≠| |

└ 」
B AB  

不满秩。 

【例 6-5】  二阶系统的状态方程为 
0 1 0

（ ） （ ） （ ）
0 0 1

t t u t
「 ┐「 ┐

= + | || |
└ 」 └ 」

.x x  

二次性能指标为 

0

T 211
{ （ ） （ ） （ ）}d

2 t

b
J t t u t t

b a

∞ 「 ┐
= +| |

└ 」
∫ x x  

式中， 2 0a b- ＞ 。试求使系统的性能指标 J为极小值的最优控制。 

解  验证系统能控性 

[ ] 0 1
rank rank 2

1 0

「 ┐
= =| |

└ 」
B AB  

系统完全能控，且 1R = 及
1

0
b

b a

「 ┐
= ＞| |
└ 」

Q ，故最优控制存在且唯一。根据式（6-66），最优

控制为 

[ ] 11 12* 1 T
12 1 22 2

12 22

（ ） （ ） 1 0 1 （ ） （ ） （ ）
p p

u t t t p x t p x t
p p

- 「 ┐
= - = - = - -| |

└ 」
R B Px x  

矩阵 P满足黎卡提代数方程（6-63），展开为 

[ ]11 12 11 12 11 12 11 12

12 22 12 22 12 22 12 22

0 1 0 1 0 1
0 1

0 0 0 0 1

p p p p p p p p b

p p p p p p p p b a

「 ┐ 「 ┐ 「 ┐ 「 ┐「 ┐「 ┐ 「 ┐ 「 ┐
+ - = -| | | | | | | || || | | | | |

└ 」 └ 」 └ 」└ 」└ 」 └ 」 └ 」 └ 」
 

写成方程组 
2
12

11 12 22

2
12 22

1

0

2 0

p

p p p b

p p a

㊣ =
|
- + =㊣

| - + =㊣

 

解该方程组，在保证 Q和 P正定的条件下，可得解为 

11

12

22

1

2

2

p

p a

p a b

=㊣
|

= +㊣
|

= + -㊣
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则最优控制为 
*

12 1 22 2 1 2（ ） （ ） （ ） （ ） 2 （ ）u t p x t p x t x t a x t= - - = - - +  

最优状态调节器的闭环系统结构图如图 6-4所示。 

 

图 6-4  最优状态调节器闭环系统结构图 

6.5  最短时间控制和最小能量控制 

最短时间控制和最小能量控制，是可用极小值原理求最优解的最优控制类型。若把系

统由初始状态转移到目标集的时间作为性能指标，使系统的转移时间为最短的控制称为时

间最优控制，也称为最速控制。例如，要求导弹以最短时间击毁敌机或要求被控对象以最

快速度达到平衡等。由于这种控制方式的目标泛函特别简单且实用价值较大，因此，受到

了广泛的关注。 

在航空航天控制问题中，无论是简单的高度控制或姿态控制，还是复杂的交会控制，

都提出了节省燃料的共同要求，从而构成了最少燃料的最优控制，也称最小能量控制。最

小能量控制是指在有限时间的控制过程中，要求控制系统的能量消耗为最小。由于这种控

制方式的目标泛函中的被积函数为各控制分量绝对值的线性组合且比较复杂，因而远不如

时间最优控制那样成熟。 

本节在简要地介绍 Bang-Bang控制原理的基础上，以线性定常系统为例，侧重讨论最

短时间控制问题和最小能量控制问题。 

6.5.1  Bang-Bang控制原理 

对线性定常系统，若系统非奇异，则可应用极小值原理求解最优控制问题。当控制过

程具有继电器特性，即在容许控制域内，控制矢量的各个分量都取控制域的边界值，且不

断地从一个边界值来回切换到另一个边界值，从而构成一种最强的控制作用，称为

“Bang-Bang控制”，也称为开关控制或“乒乓”控制。 

设能控的线性定常系统状态方程为 
（ ） （ ） （ ）t t u t= +.x Ax B                         （6-67） 

边界条件为 

0 0（ ） ， （ ） 0ft t= =x x x ，且 ft 自由                （6-68） 

性能指标为 
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0

d
ft

t
J t= ∫                            （6-69） 

约束条件为 
（ ） 1iu t ≤                             （6-70） 

寻求最优控制 *（ ）tu ，使系统以最短时间从给定初始状态 （ ）0tx 转移到原点 （ ） 0ft =x 。 

应用最小值原理，取哈密尔顿函数为 
T[ （ ）， （ ）， ] 1 （ ）[ （ ） （ ）]H t u t t t t u tλ= + +x Ax B                （6-71） 

状态方程为 
[ （ ）， （ ）， ]

（ ） （ ） （ ）
（ ）

H t u t t
t t u t

tλ
∂
= = +

∂
.

x
x Ax B                 （6-72） 

伴随方程为 

T[ （ ）， （ ）， ]
（ ） （ ）

（ ）

H t t t
t t

t
λ ∂
= - = -

∂
. x u

A
x

λ                    （6-73） 

贯截条件方程为 
（ ）ft = aλ （ a为待定常数乘子） 

（ ）0 0 ， （ ） 0ft t= =x x x  

由于控制作用受不等式约束，根据极小值原理，当哈密尔顿函数取极小值时的容许控

制 （ ）u t 即为最优控制。为使哈密尔顿函数取极小值，从式（6-71）可看出 

当 T 0＞Bλ 时，取 （ ） 1u t = - ； 

当 T 0＜Bλ 时，取 （ ） 1u t = 。 

或 
* T（ ） sgn（ ）u t = - Bλ                        （6-74） 

式中， sgn为符号函数。 

这种根据 TBλ 符号取 （ ）u t 的容许边界值的开关控制，即“Bang-Bang”控制，它要求

的控制变量只取边界值，但符号与 TBλ 相反。 

由状态方程与伴随方程求得 （ ）tλ 与 （ ）tx 的关系，再代入 *（ ）u t 中，就可得出状态反馈最

优控制律。 

将式（6-74）代入式（6-67），得 
* * T（ ） （ ） sgn（ ）t t= -.x Ax B Bλ                    （6-75） 

式（6-75）为非线性常微分方程，当系统阶数不高时，可按分解求解析解，但当阶数高时，

一般用计算机求解。 

6.5.2  最短时间控制 

前述“Bang-Bang”控制原理所示的控制问题即最短时间控制问题。对于线性定常系统

最短时间控制问题，经过理论推导和证明，可得出如下的重要结论。 

（1）当且仅当 m个矩阵 
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2 1n
j j j j j

-「 ┐= └ 」…G b Ab A b A b ， 1j = ， 2 ，… ， m         （6-76） 

至少有一个为奇异矩阵时，则系统是奇异的；而且仅当这 m个矩阵全部为非奇异矩阵时，
系统是平凡的。式中， jb 为 B的第 j列矢量。 

（2）线性定常系统中常数矩阵 A的特征值全部具有非正的实部时，系统的最优解存

在。 

（3）系统是平凡的且最短时间控制存在，则最短时间控制必然是唯一的。 

总而言之，根据式（6-76）判定系统是平凡的后，若最短时间控制存在，则最短时间

控制是唯一的。 

【例 6-6】  导弹飞行偏离预定轨道，要求在最短时间内返回轨道，如图 6-5所示。设

偏离角为θ ，围绕质心的转动惯量为 J，每个喷嘴产生的推力为 F/2，则总的推力矩为

2 1 1
2

F
F× × = × ，围绕质心的角加速度

F l
u

J
θ .
= =.. ，令 1x θ= ，则有 

1 2

2

x x

x u

θ

θ

㊣ = =|
㊣
= =|㊣

..

...
 

即 
0 1 0

（ ） （ ） （ ）
0 0 1

t t u t
「 ┐ 「 ┐
= +| | | |
└ 」 └ 」

.x x  

此系统为双积分系统。该方程也可能代表其他系统的运动方程，如理想振荡器的运动

方程或理想物体的运动方程。 

对上述方程描述的二阶定常系统，给定初始状态 0 0（ ）t =x x ，且控制 （ ）u t 受 1 （ ） 1u t- ≤ ≤
约束，求使系统从初始状态 0x 以最短时间转移到终止状态 （ ） 0ft =x 的最优控制。 

解  根据题意，性能指标为 

0

d
ft

t
J t= ∫  

哈密尔顿函数 H为 
T

1 2 2[ （ ）， （ ）， ] 1 （ ）[ （ ） （ ）] 1H t u t t t t u t x uλ λ= + + = + +x Ax Bλ  

伴随方程为 

T

1

0 0
（ ） （ ） （ ）

（ ）1 0
t t t

t

「 ┐「 ┐
= - = - = - | || |

└ 」 └ 」

0. Aλ λ λ
λ

， （ ）ft = aλ  

式中， a为待定的常数乘子。由上式有 

1 1 1

2 1 22 1

（ ） 0 （ ）

（ ）（ ） （ ）

t t c

t c t ct t

λ λ
λλ λ

㊣ = =㊣| ⇒㊣ ㊣ = - += -| ㊣㊣

.

.
 

式中， 1c ， 2c 为由初始条件 0x 决定的常量。 

极值条件为 
* T

2 2 1 1 2（ ） sgn（ ） sgn （ ） sgn（ ） sgn（ ）u t t c c t c t cλ= - = - = - - = -Bλ  

不失一般性，取 0 0t = 。图 6-6给出了 2 （ ）tλ 和 （ ）u t 在某一初始状态下的图形。 
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为了求出 （ ）u t 和 （ ）tx 的关系，即组成状态反馈系统，需要将状态方程的解求出。已知

控制 （ ） 1u t = ± ，所以有： 

（1）当 （ ） 1u t = - 时，状态方程为 

1 2

2

（ ） （ ）

（ ） 1

x t x t

x t

=㊣
㊣ = -㊣

.

.
 

解得 

2 20 20

2 2 2 2
1 20 20 10 20 10 20

2 2
2 10 20

（ ） （ ）

1 1 1 1
（ ） （ ） （ ）

2 2 2 2
1 1

      （ ）
2 2

x t t x t x

x t t x t x x t x x x

x x x

= - + = - -

= - + - + = - - + +

= - + +

      （6-77） 

（2）当 （ ） 1u t = 时，状态方程为 

1 2

2

（ ） （ ）

（ ） 1

x t x t

x t

=㊣
㊣ =㊣

.

.
 

解得 

2 20（ ）x t t x= +                              （6-78） 

2 2
1 2 10 20

1 1
（ ） （ ）

2 2
x t x x x= + -  

                   

       图 6-5  导弹飞行偏离轨道示意图                  图 6-6  2 （ ）tλ 和 （ ）u t 的关系图 

显然，式（6-77）、式（6-78）代表的是初始状态时的两个抛物线族，如图 6-7所示。 

 

图 6-7  抛物线族 
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图中阴影部分表示式（6-78）的曲线族，非阴影部分表示式（6-77）的曲线族。从图（6-7）

中可以看出， 1x 轴上面的相点的移动方向是从左向右（因为 1
2

d

d

x
x

t
= 为正）； 1x 轴下面的相

点的移动方向是从右向左（因为 1
2

d

d

x
x

t
= 为负）。在 1u = + 区域内，由于 1

2

d

d

x
x u

t
= = 为正，

所以，式（6-78）的曲线族的运动方向是从下向上；在 1u = - 区域内，由于 1
2

d

d

x
x u

t
= = 为

负，所以，式（6-77）的曲线族的运动方向是从上向下。以上两族曲线中各有一条曲线能

进入坐标原点，这就是在 1u = + 区域内的曲线 2
10 20

1
0

2
x x- = ，以及在 1u = - 区域内的曲线

2
10 20

1
0

2
x x+ = ，两条曲线在坐标原点处相遇，它们对应的方程是 

2
1 2

2
1 2

1
（ ）

2
1

（ ）
2

x t x

x t x

㊣ =||
㊣
| = -
|㊣

 

将两式合写成 

1 2 2
1

2
x x x= -  

这条通过坐标原点的相轨迹（图 6-7中的曲线 AB）将整个相平面划分成 1u = + 和 1u = -

两个区域，曲线 AB称为系统的最小时间开关曲线。 

实现最佳快速控制的方法如下： 
设系统的初始状态 0 0（ ）x t x= ，它在 1u = - 的区域内，在控制 1u = - 的作用下，相点 0x 沿

它所在的那条抛物线运动，直到与最小时间开关曲线 BO 相交为止，如图 6-8 所示。相点

到达 B点后，将开关打至 1u = + ，于是系统沿着曲线 BO由 B点运动到坐标原点，这一控

制过程，即最佳快速控制。 

 

图 6-8  最佳快速控制示意图 

控制方程求解如下。 

根据式（6-78），并令 

2 2
1 2 10 20

1 1
（ ） 0

2 2
K x x x x x= - = - ≤ ， 1u = +  

根据式（6-77），并令 
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2 2
1 2 10 20

1 1
（ ） 0

2 2
K x x x x x= + = + ≥ ， 1u = -  

将上两式合并写成 

1 2 2
1

（ ）
2

K x x x x= +  

令 

2 2 2
1

（ ）
2

F x x x=  

则 

1 2（ ） （ ）K x x F x= +  

此结果与例 6-6的控制方程相对应，即将 1c ， 2c 用 1x ， 2x 来表示，得 

1 2 2
1

sgn[ （ ） （ ） （ ） ]
2

u x t x t x t= - +  

系统方框图如图 6-9所示。 

 

图 6-9  控制系统方框图 

由以上分析可见： 

（1）为实现“Bang-Bang”控制，系统中使用了继电器，并在相应过程中最多切换了一

次，因此，最佳转移时间 T及性能指标 J，可由式（6-77）、式（6-78）求出。 
例如，初始状态 10 1x = ， 20 2x = （图 6-8）。系统由初始状态 10 1x = ， 20 2x = 转移到 1（ ）bx t ，

2 （ ）bx t ，所经由的相轨迹方程为 

2 2 2
1 2 10 20 2

1 1 1
（ ） （ ） 3

2 2 2
x t x x x x= - + + = - +  

系统由初始状态 1（ ）bx t ， 2 （ ）bx t 转移到坐标原点所经过的相轨迹就是开关曲线，即 

2
1 2

1
（ ）

2
x t x=  

当 bt t= 时，两条相轨迹上的点重合，即有 

2 2
2 2

1 1
3

2 2
x x= - +  

解得 2 （ ） 3bx t = ± ，其中 3+ 不合理，故应取 

2 （ ） 3bx t = -  

于是 
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1
3

（ ）
2bx t =  

下面可以求出 bt 和总的响应时间。首先将 2 （ ） 3bx t = - 代入式（6-77），得 

20 2 （ ） 2 3b bt x x t= - = +  

对于 bt t＞ 以后的一段时间，可以用 2 （ ） 3bx t = - 作为后一段响应的初态，而以

2 （ ） 0f bx t t- = 作为终态，将它们代入式（6-78）中，得到 

2 2（ ） （ ） 3f b f b bt t x t t x t- = - - =  

则系统由初态 10 1x = ， 20 2x = 按时间最优控制所确定的最佳轨迹转移到坐标原点所需要的时

间为 

3 2 2 3 5.46（s）f bt t= + = + =  

当 10x 和 20x 不同时，得到的 ft 也不同，但都是最短时间。 

（2） （ ）u t 和 （ ）x t 的关系是非线性的，这与前面介绍的二次型性能指标最优控制形成的

线性反馈是不同的。 

同理，根据上述计算过程，如初始状态 10 4x = - ， 20 8x = - ，按时间最优控制转移到坐

标原点所需时间为 20s。 

6.5.3  最小能量控制 

设线性定常系统状态方程为 
（ ） （ ） （ ）t t t= +.x Ax Bu                       （6-79） 

该系统完全能控，且容许控制 （ ）tu 的各个分量满足约束条件 

（ ） 1 ， 1， 2， ，iu t i m= …≤                    （6-80） 

试确定最优控制 *（ ）tu ，使系统从已知初始状态 （0）x α= 在给定时间 ft 内转移到预定终

态 （ ）ft =x β 时，目标函数 

0 1

[ （ ）] （ ）d
f

mt

jt
j

J t u t t
=

= ∑∫u                     （6-81） 

取极小值。 

应用最小值原理，系统的哈密尔顿函数为 

T

1

T T

1

[ （ ）， （ ）， （ ）， ] （ ） （ ）[ （ ） （ ）]

                            （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

m

j
j

m

i
j

H t t t t u t t t t

u t t t t t

=

=

= + +

= + +

∑

∑

x u Ax Bu

Ax Bu

λ λ

λ λ
         （6-82） 

要使性能指标 [ （ ）]J u t 达最小值，以实现最优控制的必要条件如下： 

（1）正则方程组 

状态方程 
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* * *[ （ ）， （ ）， （ ）， ]
（ ） （ ） （ ）

（ ）

H t t t t
t t t

t

∂
= = +

∂
.

x u
x Ax Bu

λ
λ

             （6-83） 

协态方程 

T[ （ ）， （ ）， （ ）， ]
（ ） （ ）

（ ）

H t t t t
t t

t

∂
= = -

∂
. x u

A
x

λλ λ                 （6-84） 

（2）极值条件 

* T * T *

1

T T

（ ） 1 1

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

    min （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）
j

m

j
j

m

j
u t j

u t t t t t

u t t t t t

=

=

+ +

「 ┐
= + +| |

| |└ 」

∑

∑

Ax Bu

Ax Bu

λ λ

λ λ
≤

           （6-85） 

（3）控制不等式约束 

（ ） 1 ，ju t j =≤ 1 ， 2 ，… ， m                     （6-86） 

（4）初始、终端条件 
（0） =x α， （ ）ft =x β                        （6-87） 

为了阐明最少燃料控制系统的基本性质，先侧重分析上述的极值条件。式（6-85）可

改写为如下的分量形式 

* T *

（ ） 11 1 1 1

（ ） （ ） （ ） min （ ） （ ） （ ）
j

m m m n

j j j ij i
u tj j j i

u t t u t u t u t b t
= = = =

「 ┐╭ ╮
+ = +| || |

| |╰ ╯└ 」
∑ ∑ ∑ ∑B

≤
λ λ        （6-88） 

式中， ijb 为矩阵 B中的第 i行第 j列上的元素。 

为了讨论方便，定义函数 

1

（ ） （ ）
n

j ij i
i

q t b tλ
=

=∑                        （6-89） 

或等价为 m维矢量 
T（ ） （ ）t t=q B λ                         （6-90） 

将式（6-89）代入式（6-88），可得 

{ }* T *

（ ） 11 1

（ ） （ ） （ ） min （ ） （ ） （ ）
j

m m

j j j j
u tj j

u t t t u t u t q t
= =

+ = +∑ ∑Buλ
≤

            （6-91） 

为了确立 * （ ）ju t 对 （ ）jq t 的依从关系，必须要确定 * （ ）ju t 的极性和大小。由式（6-91）可知，

要达到最小值，则要求括号中第二项为非正，即 （ ） （ ） 0j ju t q t ≤ ， * （ ）ju t 应取与 （ ）jq t 相反的符

号。利用这一关系，式（6-91）可改写为 

{ }* T *

（ ） 11 1

（ ） （ ） （ ） min （ ） （1 （ ））
j

m m

j j j
u tj j

u t t t u t q t
= =

+ = -∑ ∑Buλ
≤

           （6-92） 

由式（6-92）可以推出 （ ）ju t 和 （ ）jq t 的关系为： 

当 （ ） 1jq t ＜ 时，则 （ ） 0ju t = ； 

当 （ ） 1jq t ＞ 时，则 （ ） 1ju t = ； 
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当 （ ） 1jq t = 时，则 0 （ ） 1ju t≤ ≤ 。 

将确定 * （ ）ju t 的极性和大小的规则结合起来，即得 * （ ）ju t 对 （ ）jq t 应满足的关系为： 

当 1 （ ） 1jq t- ＜ ＜ 时，则 * （ ） 0ju t = ； 

当 （ ） 1jq t ＜ - 时，则 * （ ） 1ju t = ； 

当 （ ） 1jq t ＞ 时，则 * （ ） 1ju t = - ； 

当 （ ） 1jq t = - 时，则 *0 （ ） 1ju t≤ ≤ ； 

当 （ ） 1jq t = 时，则 *1 （ ） 0ju t- ≤ ≤ 。 

定义死区函数 { }deza b= ，则有 

{ } { }

 ，

                  0     ，  1

          sgn     ，  1
dez

[0，1]     ，  1

[ 1，0]   1

b

b b
a b

b

b

㊣ ＜
|

＞|= = ㊣
=|

| - = -㊣

             （6-93） 

由此推出线性定常系统的最优控制为 

{ }* T（ ） dez （ ） dez[ （ ） ]t t t= - = -u q Bλ                （6-94） 

对于线性定常系统最少燃料控制问题，经过理论推导和证明，可得出如下的重要结论： 

（1）平凡最少燃料控制的充分条件为 
T Tdet[ ] 0j ≠G A  

对 1j = ，… ， m中的每个值均成立。 

奇异最少燃料控制的充分条件为 
T Tdet[ ] 0j =G A  

至少对 1j = ， 2 ，… ， m中的某一个值均成立。 

式中， 2[ ]n
j j j j jb b b b= …G A A A 为 n n× 矩阵。 

（2）系统是平凡的且燃料最优控制存在，则燃料最优控制必然是唯一的。 

（3）在最少燃料控制中，目标泛函的相对极小值也是唯一的。 

【例 6-7】  已知二阶系统的状态方程为 

1 2

2

（ ） （ ）

（ ） （ ）

x t x t

x t u t

=㊣
㊣ =㊣

.

.
 

不等式控制约束为 
（ ） 1u t ≤  

试确定最优控制 *（ ）u t ，使系统由任意初态 T
10 20（0） [   ]x x=x 转移到终态 T（ ） [0   0]ft =x 时，

目标函数 

0

[ （ ）] （ ） d
ft

t
J u t u t t= ∫  

取极小值。式中， ft 是自由的。 

解  应用最小值原理，系统的哈密尔顿函数为 

中任意值

中任意值

当 

当 

当 

当
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1 2 2[ （ ）， （ ）， （ ）， ] （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）H t u t t t u t t x t t u tλ λ= + +x λ  

考虑最少燃料控制，为使 H函数全局最小，最优控制应为 

{ }
{ }

 ，

2

2*
2

2

2

0     ，  （ ） 1

sgn     ，  （ ） 1
（ ） dez （ ）

[0，1]     ，  （ ） 1

[ 1，0]   （ ） 1

t

b t
u t t

t

t

λ

λ
λ

λ

λ

㊣ ＜
|

＞|
= - ㊣

= -|
| - =㊣

             （6-95） 

为了确定最优控制 * （ ）u t ，必须求解 2 （ ）tλ 。由协态方程可知 

1
1

2 1
1

（ ） 0

（ ） （ ）

H
t

x

H
t t

x

λ

λ λ

∂㊣ = - =| ∂|
㊣ ∂| = - = -
| ∂㊣

.

.
                       （6-96） 

解得 

1 10

2 10 20

（ ）

（ ）

t

t t

λ λ
λ λ λ

=㊣
㊣ = - +㊣

                        （6-97） 

式中， 10λ ， 20λ 为由初始条件决定的常量。 

由于 H函数不显含时间 t，且 ft 自由，所以，沿最优轨线 H函数等于零，即 
* *[ （ ）， （ ）， （ ）， ] 0H t u t t t =x λ                     （6-98） 

2 （ ）tλ 的变化规律有两种不同情况： 

（1）当 10 0λ = 时，由式（6-95）知，为满足式（6-98），应有 20 1λ = ± 。这时，只能利

用式（6-96）确定最优控制 * （ ）u t 的符号及取值范围，而无法确定其变换规律，从而出现奇

异现象。此时，最优控制为 

{ }*
20（ ） sgn （ ）u t v tλ= - .                      （6-99） 

式中， （ ）v t 为任意不恒等于零的非负分段连续函数。 

（2）当 10 0λ ≠ 时，由式（6-97）知， 2 10 20（ ）t tλ λ λ= - + 是时间的线性函数。这时，在区

间[0， ]ft 内， 2 （ ）tλ 最多出现一次 1和一次-1，即最多有两个点满足 2 （ ） 1tλ = ，这属于平凡

系统，最优控制必是三位控制，即在-1， 0， 1之间最多只能进行两次切换。 2 （ ）tλ 与 （ ）u t 的对

应关系如图 6-10所示。 

 

图 6-10  2 （ ）tλ 与 （ ）u t 的对应关系图 

中任意值 

中任意值

当 

当  

当 

当 
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应用相平面分析法绘制状态轨线，并寻找最优控制 * （ ）u t 与最优状态轨线 *（ ）tx 之间的关系。 

当 0 at t≤ ≤ 时， *（ ） 1u t = - ，状态方程的解为 

2
1 10 20

2 20

1
（ ）

2
（ ）

x t x x t t

x t x t

㊣ = + -|
㊣
| = -㊣

                     （6-100） 

消去时间变量 t，相应的轨线方程为 

2 2
1 2 10 20

1 1
（ ） （ ）

2 2
x t x t x x= - + +                     （6-101） 

最优轨线为自左向右的抛物线族，其行进方向自上向下，如图 6-11所示。 

当 a bt t t≤ ≤ 时， *（ ） 0u t = ，状态方程的解为 

2 1 20

2
1 20 10 20

（ ） （ ） const

1
（ ） （ ）（ ）

2

a a

a a a

x t x t x t

x t x t t t x x t t

= = - =㊣
|
㊣

= - - + + -|㊣

          （6-102） 

由于 2 （ ） constx t = ，最优轨线为平行于 1x 轴的直线族，如图 6-11所示。 

 

图 6-11  最优轨线图 

当 b ft t t≤ ≤ 时， *（ ） 1u t = + ，状态方程的解为 

2 2
1 20 10 20

1 20

1 1
（ ） （ ） （ ）（ ）

2 2
（ ）

b a a

a b

x t t t x t t t x x t t

x t t t t x

㊣ = - - + - + + -|
㊣
| = - - +㊣

         （6-103） 

消去时间变量 t，相应的轨线方程为 

2 2
1 2 10 20

1 1
（ ） （ ）

2 2
x t x t x x= + -                      （6-104） 

最优轨线为自左向右的抛物线族，其行进方向自下向上，如图 6-11所示。 

显然，通过坐标原点的开关曲线方程为 

1 2 2
1

（ ） （ ） （ ）
2

x t x t x t= -                       （6-105） 

进一步根据给定的终端条件 1 2（ ） （ ） 0f fx t x t= = ，令 ft t= 代入式（6-103），则可得出切

换时间的 at 和 bt 计算公式，即 
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2 2 1/ 2
20 20 20 10

2 2 1/ 2
20 20 20 10

1
[（ ） （ 2 4 ） ]

2
1

[（ ） （ 2 4 ） ]
2

a f f f

b f f f

t t x t x t x x

t t x t x t x x

㊣ = + - - - -||
㊣
| = + + - - -
|㊣

            （6-106） 

习    题 

6-1  已知系统的状态方程为 
0 1 0

（ ） （ ） （ ）
0 0 1

t t u t
「 ┐「 ┐

= + | || |
└ 」 └ 」

.x x  

初始条件为 1 2（0） （0） 1x x= = 。试求使性能指标 

2 2
10

[ （ ） （ ）]dJ x t u t t
∞

= +∫  

为极小值的最优控制。 

6-2  设某一 LC振荡器的时间常数
1

1T
LC
= = ，其状态方程为 

0 1 0
（ ） （ ） （ ）

1 0 1
t t u t

「 ┐「 ┐
= + | || |-└ 」 └ 」

.x x ，
1 0 10

2 0 20

（ ）

（ ）

x t x

x t x

「 ┐ 「 ┐
=| | | |

└ 」 └ 」
 

式中，u为控制电压。求使性能指标 
2 2
10

[ （ ） （ ）]dJ x t u t tρ
∞

= +∫ ， 0ρ ＞  

为最小值的最优控制。 

6-3  已知二阶系统如图 6-12所示。 

求使性能指标 
T 2

0
[ （ ） （ ） （ ）]dJ t t u t t
∞

= +∫ x Qx R ， T 0= ＞Q Q ， 0＞R  

 

图 6-12  习题 6-3图 

为最小值的最优控制。 

6-4  已知一阶系统 
1

（ ） （ ） （ ）
2

x t x t u t= - +.  

求使性能指标 
12 2 2

0

1 1
[10 （1）] [2 （ ） （ ）]d

2 2
J x x t u t t= + +∫  

为最小值的最优控制 * （ ）u t 。 
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6-5  设二阶系统的传递函数为 

2
1 0

（ ） 1
（ ）

（ ）

Y s
G s

U s s a s a
= =

+ +
 

若设 1（ ） （ ）x t y t= ， 2 （ ） （ ）x t y t= . 。试确定使性能指标 

2 2 2
1 20

[ （ ） （ ） （ ）]d  ，  0J x t qx t ru t t q
∞

= + + ＞∫ ， 0r ＞  

最小的线性二次型最优控制 * （ ）u t ，并绘制最优闭环系统的结构图。 

6-6  已知一阶系统 
（ ） （ ） （ ）x t x t u t= - +. ， （0） 3x =  

（1）试确定最优控制，使系统在 2ft = 时转移到 （2） 0x = ，并使性能指标 
2 2

0
[1 （ ）]d minJ u t t= + =∫  

（2）如果使系统转移到 （ ） 0fx t = 的终端时间 ft 自由，问 *（ ）u t 应如何确定？ 

6-7  设系统状态方程及初始条件为 

1 2 1

2 2

（ ） （ ），        （0） 2

（ ） （ ），         （0） 1

x t x t x

x t u t x

= =
= =

.

.
 

性能指标为 

2

0

1
（ ）d

2
ft

J u t t= ∫  

要求达到 （ ） 0ft =x ，试求 

（1） 5ft = 时的最优控制 * （ ）u t ； 

（2） ft 自由时的最优控制 * （ ）u t 。 

6-8  在磁场控制直流电动机的系统中，若令电动机轴的转角 （ ）tθ 为 1（ ）x t ，电动机负载

的转动惯量为 J。当摩檫力 f忽略不计，且假设磁场电感量 L=0时，可得系统的状态方程为 

0 1 0
（ ） （ ） （ ）

0 0
t t u t

K

「 ┐「 ┐
= + | || |
└ 」 └ 」

.x x ， 1 0 1

2 0 2

（ ）

（ ）

x t

x t

ξ
ξ

「 ┐ 「 ┐
=| | | |
└ 」└ 」

 

式中，K为比例常数； 2 （ ）x t 为电动机转速； （ ）u t 为磁场控制电压。 

磁场消耗的能量可表示为 
2

0
（ ）d

T

uE u t t= ∫  

求在满足能量消耗最少的条件下，在 T时间内使系统从初始状态转移到[ ，0]θ 状态需要的控

制作用。 

6-9  系统方程为 

1 2

2 1

（ ） （ ）

（ ） （ ） （ ）

x t x t

x t x t u t

=㊣
㊣ = - +㊣

.

.
 

不等式控制约束为 1 （ ） 1u t- ≤ ≤ 。试求给定的 0（ ）tx 到 （ ） 0ft =x 的最短时间控制，并在 1 2（ ， ）x x

空间中画出用这个最优控制的最优轨线。 
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6-10  设二阶系统的状态方程为 

1 2

2

（ ） （ ）

（ ） （ ）

x t x t

x t u t

=㊣
㊣ =㊣

.

.
 

不等式控制约束为 （ ） 1u t ≤ 。试证明使系统由初态 T（0） [1  1]=x 转移到终态 T（4） [0   0]=x 时

所消耗燃料为最少时的最优控制为  

（ ）
（ ） （ ）
（ ）

*

1
1 ，            0 5 3

2
1 1

（ ） 0 ，             5 3 5 3
2 2
1

1  ，          5 3 4
2

t

u t t

t

㊣- -|
|
|= - +㊣
|
|
+ +|㊣

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤
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