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第３版前言

“电子工程物理基础”涉及量子物理、统计物理、固体物理基础以及半导体物理方面的

有关内容。
量子物理、统计物理和固体物理原本是综合性大学物理系的重要理论基础课。但随着现

代科学技术的发展，大量多样的新材料、新器件不断涌现，既发展了应用，也丰富了理论。新型
材料、器件尺寸更小，原理更新，功能更全，与基础物理的联系更加密切。所以，多年来大多数
工科院校的电子工程及有关专业类普遍开设了量子力学、统计物理、固体物理和半导体物理的
课程。

编者在多年的教学实践中感到，理工科院校电子工程等专业类的培养目标、课程设置以及
学生对理论基础知识需求的深度、广度，都与物理类专业存在很大差异。因此，沿用过去的模
式，分门别类去讲授这几门课显得难以适应相关工科专业的特点及专业方向的发展。另一方
面，这几门课本身有着内在的联系，理论物理基础是正确理解固体物理的前提，而半导体理论
则是固体物理的特殊应用。基于上述原因，我们尝试着将这几门课中有关内容结合起来，作为
一门课程进行系统的讲授。为此，编写了这本配套的教材《电子工程物理基础》。本教材在

２００２年出版后，经过多年使用，获得了不错的效果，并于２００６年被正式列选普通高等教育“十
一五”国家级规划教材，２０１４年又被遴选为“十二五”江苏省高等学校重点教材（编号：２０１４１
１３８）（电子科学与技术类专业精品教材）。

本教材以非物理类专业的本科生为主要读者，以培养学生离开书本后仍能独立思考，自由
想象为目的，努力搭建一套符合常识，前后连贯的知识体系。在物理层面上，着重展现基础物
理体系的完整架构，理性关系和逻辑顺序。在工程层面上，着重提示基础理论转向实际应用后
从术语体系和关注对象上发生的变化。

为此，本次修订对内容布局进行了较大幅度调整。教材不急于巨细无遗地铺陈理论，而是
以每种物理的的基本对象、基本量和基本规律为知识核心，引导读者通过常识性思考而非记忆
来了解物理架构，形成简明完整的物理图景。行文中还参考了新兴的科普作品，适当增添了人
文色彩，增强了阅读性。本次修订中，第１章做了部分调整，以粒子、波动和统计概念为基础重
述了物理框架。第２章和第３章分别选取大量原子核和大量电子为观测对象，示范物理体系
在固体中的主要应用。第４章加强叙述了半导体理论与前文物理和后文应用的逻辑关系。第

５章增加了各种常用半导体材料及新型低维材料的相关介绍，根据发展需要，增加了“应用实
例分析”章节。

考虑到不同学校不同专业对该课程的教学要求不尽相同，本教材可灵活使用。例如，以物
理为侧重点，主要讲授第１～３章，用３２～４８学时，后两章作为前三章的应用实例自学。又如，
以工程为侧重点，第１章自学，主要讲授第２～５章，用４８学时。也可以５章内容全讲授，约用

６４学时。
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本教材第１版由东南大学唐洁影、刘柯林、汪开源执笔。
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第１章　微观粒子的状态

１．１　微观粒子的力学

１．１．１　粒子、波动和统计

放眼自然界，我们可以轻易发现许许多多的运动现象。风在吹，云在飘，雨在下，水在流，
人在走，鸟在飞；树叶沙沙，麦浪滚滚，山摇地动，星移斗转。在这些现象中，人们发现了三种最
基本的运动形式。

第一种是粒子性的运动。保持有限范围内的固定特征而运动是它的根本特性，简称为定
域实在性。定域使粒子的行动轨迹可以一个一个时刻和位置地描述，实在性使每个粒子具有
独立清晰的运动特征，易于追踪和分辨（见图１１），不会混淆。这类运动在生活中比比皆是，
是非常容易被注意到的物理行为。粒子物理规律也是最早被人类发现的物理规律。

然而，当我们看到多米诺骨牌依次倒下，看到麦浪翻滚，涟漪飘逝，歌声远扬，欢乐洋溢，光
阴流逝的时候，也会觉得有东西在传播、运动，如图１２所示。这些运动的主体不是有限范围
内的实在物体，而是整块区域上的某种现象。它也有两个显著的特征，一个是在整块区域上同
时出现的全域性，还有一个是可以混合叠加的相容性。由于这种运动也是随处可见，而它的特
征又同粒子性运动截然相反，因此人们称之为波动性，用另一套运动理论来描述它的行为。波
动像是全域的精神，粒子像是定域的行者。波动常为粒子的信使、媒介和相互作用。粒子常为
波动的载体、波源和约束。两者错综组合构成世界上的各种确定性现象。

图１１　粒子性运动

　　　

图１２　波动性运动

还有一类运动，它没有像粒子和波动那样有清晰、确定的特征，但又不是没有特征，如
图１３所示。大量偶然事件的总体都有一定的规律性。这种通过统合事物内部分布态势而总
结出的现象形式和特性称为统计性。统计理论构成了它的量化描述。

就这样，人们从生来就有的直觉中出发，逐渐发现和整理现象中的显著规律，终于在１９世
纪末的时候，分别从波动、粒子和统计三个角度发展出电动力学、经典力学、热力学与统计力学
的成熟理论，建立起蔚为壮观的经典物理体系，如图１４所示。

利用这三套理论，已经可以自如地解释三个物理领域内的各种现象。这时候唯独不太好
解释的就是为什么不同物理领域的现象也存在密切的联系，例如，电能产生力，光能产生热，等
等。对此，当时的主流意见采用了唯能论的思想，认为能量是最基本的物理要素，它可以在不
同物理领域间相互转化，无需再引入其他机制来解释能量本身，只需恪守能量守恒定律。在这
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图１３　统计性运动

　

图１４　经典物理学的三大力学体系

种思想的影响下，人们一度认为经典物理的大厦已经落成。

１．１．２　微观粒子的发现

正是对各类交叉领域问题的研究导致了经典大厦的崩塌。这些问题最开始包括以下几
方面。

（１）统计－波动方面，基于电动力学和热力学会推出不同的黑体辐射曲线，而且都不能与
实验结果完全吻合。

（２）统计－波动方面，人们仍然认为光波与机械波一样，是大量粒子运动的特殊表现，但
一直无法实测到光波传播的粒子媒介———以太。

（３）波动－粒子方面，人们一直无法解释为什么原子光谱由离散的谱线组成。
（４）波动－粒子方面，无法解释光生电流密度与光的频率而非强度有关。
（５）粒子－统计方面，无法解释为什么不同温度下相同固体的比热会发生变化。
（６）粒子－统计方面，发现了各类粒子射线的存在。
种种迹象提示人们，只有从更为底层的物质内部入手，从三大力学体系之间的联系入手，

才有望对上述难题找出合理解释。

光量子假设
１９００年，普朗克率先解决了黑体辐射问题。他发现，如果假设电磁场能量的传递不是连

续的，而是一份一份的，就能推出完全吻合实验结果的黑体辐射公式。普朗克精确地推出了表
征这种能量份额的参数，即普朗克常数ｈ（６．６３×１０－３４Ｊ·ｓ）。他把这种一份一份的能量称为
“（能）量子”。

量子这一全新概念的引入，让一些天才物理学家茅塞顿开。１９０５年，爱因斯坦在量子思
路指导下解决了光电效应问题。他不仅支持普朗克的能量量子化假说，认为粒子以量子形式
交换能量，而且还大胆地指出这种交换媒介就是粒子形式的光，“光（量）子”。每个光子携带的
能量为：

Ｅ＝ｈν＝ｈω （１１）
式中，ｈ＝ｈ／（２π）；ν是光的频率，ω＝２πν是光的角频率。按照这种说法，光就像电流一样，是光子
的流动，它与外界的能量交换是通过发射和接受光子来进行的。这与之前早已深入人心的“光是
能量连续的电磁波”的观念截然相反。爱因斯坦还根据它创立了狭义相对论中的质能方程：

Ｅ＝ｍｃ２

推出每个光子的动量应该为：

　ｐ＝ｍｃ＝Ｅｃ ＝ｈ
ν
ｃ ＝

ｈ
λ

需要提醒的是，光量子假设的本质，只是波动的量子化假设。光子可视为相同频率下自然界能
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存在的最小能量的电磁波。但因为粒子以及大量粒子和波动的统计体都是用波动来传递作用
的，所以波动能量被量子化以后，整个物理世界就面临着全部都要量子化的局面。

事实也是如此。爱因斯坦很快就把相同的理念推及到其他物理领域。１９０７年，爱因斯坦
将能量量子化概念引入热能域，解决了固体比热随温度跳变的难题；再引入到化学领域，提出
光化学第二定律。他明确地支持分子论，指出只有把物质视为由分子构成，利用大量分子的统
计力学分析，才能很好地解释液体中大块微粒的布朗运动。他首先提出了用光子出现在空间
的概率来解释光波幅度的物理意义。他也是最早意识到微观领域的粒子不再符合经典统计分
布的学者之一。对于这样一个在所有经典物理学科领域都留下浓墨重笔的科学家，他的使命
似乎就是为了唤醒世界进入前所未有的量子时代。

另一个同样天才的物理学家玻尔也搭上了物理世界量子化的早班车。１９１３年，玻尔以电
子轨道能级只能取特定不连续值等一系列假设，改进了原有的原子模型，解决了氢原子谱线不
连续的难题。他提出电子的量子跃迁的概念，指出电子以在不连续能级间跃迁的形式，发射或
吸收外界光子的能量，从而解释了光、电、磁之间的能量转化机理。这样就把本该是粒子的电
子也推上量子化进程，同时也为从微观量子层面为宏观的能量守恒定律找到了合理的解释，大
大提高了量子学说的生命力。历史上把这段时期称为旧量子论时期，它为量子力学的诞生打
下了无法撼动的基础。

物质波假设
紧接着的问题是，为什么电子的能级是不连续的？
对于这个问题，玻尔只是人为假设如此，并猜出了能级的量子化表达式。虽然大家能够接

受他的结论，但并不喜欢这种主观色彩严重的假设。有没有什么可以自然推出量子能级的方
法呢？人们开始从记忆里搜索所有与离散有关的知识，希望从中找到灵感。

第一个想到的是德布罗意。德布罗意在对物理感兴趣之前曾学过历史。这种特殊的史学
素养使得他从前人的工作中找到线索。他研究了光从粒子论发展为波动论，波动理论和质点
力学统一为哈密顿力学，以及同时代量子论发展的各种成果，尤其是爱因斯坦的光子说，发现
了波和粒子运动在形式上的对称性。既然对光波的描述需要引入粒子，为什么对粒子的描述
不可以引入波呢？波动理论中限定边界条件的驻波能量只能取特定的分立值，这已经具有强
烈的量子化色彩。如果电子具有波的特性，那么它的能级量子化不就顺理成章了吗（德拜首先
提出了驻波说，但他没有上升到物质波的高度）？１９２３年，德布罗意大胆地提出物质波假设，
指出所有运动的物质粒子都具有波的特性，如果粒子的动量矢量为ｐ，则对应物质波的波长λ
满足德布罗意公式：

ｐ＝ｈλｎ＝ｈｋ
（１２）

式中，ｎ是方向矢量；ｋ是波矢，其数值２π／λ是波数。波矢的矢量特征使它比波长λ更频繁地
用来描述问题。物质波假说在１９２７年由电子晶格衍射实验得到证实。电子的衍射图案和预
测的一模一样。而在此之前，无论是阴极射线的发现，还是云室中的电子轨迹实验，都指向电
子是粒子的结论。

物质波假说诞生之后，立刻受到爱因斯坦的关注，他推荐正在研究气体统计力学问题的薛
定谔认真考虑该假说的价值。１９２６年，波粒在理论上的统一体———薛定谔方程横空出世，以
其无与伦比简洁的形式，深奥的内涵和准确的描述，将经典力学升级到波动力学版本，赢得了
整个物理界的赞美。有趣的是，薛定谔并不是基于严格的方法推导出这个方程的，而是用物理
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直觉有意把质点力学和波动理论关联起来后猜出了这个结果。我们将在下一节中详细了解这
个方程。

第二个想到的是海森堡。１９２５年，年轻的海森堡以一种近乎哲学的视角提出了风格迥异
的解决办法。他觉得，与其建立一个想象中的模型来解释观测到的量子化结果，不如基于测得
的结果来建立这个模型。在能级量子化问题中，只有能级差是能被观测到的，能级本身的值无
法观测，因此它没有物理意义。基于这种思路，海森堡与约尔当合作，建立了一套形式统一的
方程组，每个方程分别对应一个被观测到的能级差。当海森堡把这个方法汇报给他的老师玻
尔时，玻尔指出，这就是数学中的矩阵。现在我们都知道，矩阵问题和波动方程一样，都具有离
散的本征值。这种用矩阵方法表示的力学理论，就是经典力学的另一个升级版本，矩阵力学。
同年，狄拉克用更简单的泊松括号方法简化了矩阵力学的表达形式。

值得说明的是，矩阵力学的思路，不用假设粒子具有波动性，但需要以牺牲物理量的连续
性为代价。换句话说，海森堡认为，物理量的连续性是假象，我们实际上能观测到的，只是两次
观测之间物理量的差，无论位移、动量、能量，还是时间都是如此。我们会以为物理量是连续
的，是因为差值太小，就像动画片相邻图片间隔太短就会造成连续的错觉一样。
１９２６年，薛定谔、泡利和约尔当各自证明，波动力学和矩阵力学这两个升级版本完全等

价。它们基本上就构成了我们现在所说的量子力学。它沿着牛顿力学、拉格朗日力学和哈密
顿力学一路发展而来。牛顿力学描述了宏观粒子的力与运动的关系，而量子力学则揭示了微
观粒子的力与运动规律。随着研究对象的尺寸从微观向宏观增加，量子力学的结果将逐渐逼
近直至吻合牛顿力学结果。所以说，量子力学兼容了经典力学，它并不是一种独立的物理分
支，而是对原有物理体系的重新阐释。

概率波假设
方程形式虽然尘埃落定，但真正的硝烟才刚刚燃起。尽管两种力学方程被证明等价，但我

们看到，它们的前提思路截然不同。波动方程是以连续的波动性为前提，而矩阵力学是以不连
续性的粒子性为前提。在物质到底是波还是粒子的问题上，它们显然代表相反的观点。尽管
波动方程在形式上更加优美简洁，但方程的主角，波函数的意义迟迟没有确定。从德布罗意开
始，它就只是假设出来的波函数，没有人给出合理的物理解释，包括薛定谔自己。薛定谔曾经
假设电子波函数是电荷密度分布函数。但如果按照这种解释，电子的质量和电荷都将不再集
中在一个点上，那么它在很多问题中都将无法表现出显著的粒子特性，这与实验结果不符。

在此之前，爱因斯坦曾经对光波波幅的微观意义提出过合理的假设，认为光波幅度的模平
方（即强度）反映大量光子分布空间的概率。受此启发，１９２６年，海森堡的另一位老师波恩做
出了一个比爱因斯坦更加大胆的论断：波函数不仅可以反映了大量粒子分布的概率，而且可以
反映单个粒子出现的概率，它就是单个粒子的概率波！其中最关键的区别在于，概率分布的大
量粒子中，每个粒子仍然遵守因果规律。理论上说，我们可以不用统计方法，而用经典力学方
法对每个粒子建立方程，预测每个粒子的运动轨迹，应该与统计方法计算出的结果相同。这个
概率性只是我们把大量粒子行为按统计平均后打乱了时间次序的结果。然而，如果单个粒子
也是以概率形式出现，那么物理事件的发生将不再遵循因果律！电子的轨迹将变得神出鬼没，
你只能知道它出现在某个位置的概率，而不知道它什么时候会出现在这里。最有力的证据就
是电子衍射实验。电子的光斑是一个一个随机出现在荧光屏上的，无法预测下一个电子将出
现在什么位置，只能预测统计后的衍射图案。为此，人们把概率波的观点形象地比喻为“上帝
掷的骰子”。
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单体概率波假设的提出，把统计物理十分自然地揉入了已经渐渐被统一的波动和粒子理
论中，使微观粒子成为一个兼具波动，粒子和统计特性的完备的物理对象。它就像是一个全能
发展的学生，从每位老师身上习得各种经典而宝贵的能力，为日后经历更多更艰难的现实考验
打足了基础。

不确定性原理
更离奇的还不止于此。１９２６年，创立了矩阵力学的海森堡继续发现，如果承认矩阵力学

方程是正确的，那么根据矩阵乘法的不可交换性，会导出一个奇怪的结论，那就是ｐ·ｑ≠ｑ·ｐ，
其中ｐ为动量矩阵，而ｑ为位移（位置）矩阵。海森堡一贯坚持只有可测的物理量才有意义，因
此，他特别关注这种不可交换性与测量之间的关系。海森堡从ｐ和ｑ的测量误差Δｐ和Δｑ的
角度，对这个不等式进行了推演，结果发现了下面的两个推论：

Δｐ·Δｑ＞ｈ （１３）
这个推论的另一个等价形式为：

ΔＥ·Δｔ＞ｈ （１４）
这就是不确定性原理。因为它是理论推导的产物，所以不是假设，而是原理。该原理说明，既
无法同时准确获得动量和位置，也无法同步准确获得能量（变化）和时间（差）。推论是，经典力
学量是不可能被同时准确测得的。海森堡对其物理原因做出了简单的解释：任何一种测量手
段，在测量某物理量的同时，必定带来对其对应物理量的干扰，使得这一对物理量无法同时被
准确测得。例如，测量某粒子的位置，需要接受它发出的光子，而发出光子必然影响其原有
动量。

不确定性原理暗示了测量在物理诠释中的地位，解释了波动性和粒子性实验现象的矛盾
起源，并且为概率波假设提供了有力的理论依据。当我们去做粒子类实验，如电子云室轨迹实
验时，一旦我们测定其位置，就完全无法测准动量。动量测不准，物质波波长就不能确定，因而
无法在粒子类实验中观测到对象的波动性。而在波动类实验，如电子衍射实验中，一旦我们测
到电子是物质波，会衍射，就无法像阴极射线那样确定其位置，只能看到随机出现的电子光斑。
总之，测准粒子就测不准波，测准波就测不准粒子。薛定谔方程中的波函数就是站在波的一面
描述对象，因此对象的粒子性无法确定，粒子位置只能听从概率分布。

不确定性原理中的最小误差乘积，即普朗克常数ｈ，还为衡量微观和宏观问题的界限提供
了理论依据。普朗克常数决定了物理上所能测量到的位置和动量的误差乘积的极限。即使采
用最精良的设备，也不可能突破这个误差。在宏观领域中普朗克常数ｈ的作用可以略去，但在
微观领域它起着重要的作用。例如，我们将动量的不确定性改写成速度的形式，这样ΔｐｘΔｘ

＝ｈ变为ΔｖｘΔｘ＝ｈｍ
，只有当质量ｍ很大时，右端才为零，但这只有在宏观物体上才会出现，

这是说宏观时“测得准”。当ｍ很小时，ΔｖｘΔｘ≠０，此时用再精良的测试方法也无法将低测
量误差的乘积降为零，也就是说微观时“测不准”。如一粒微尘，ｍ≈１０－１２ｇ，若其位置不准确
度Δｘ≈１０－８ｃｍ，这对宏观测量来说已是相当精确了。由不确定性原理可得Δｖ≈６．６×１０－７

ｃｍ／ｓ，而实际宏观测量的误差远没有这么小，因此微尘也将表现出“精确”的轨道和速度。但
如果是氢原子中的电子，按玻尔理论估计出其速度量级为１０６ｍ／ｓ，假定电子速度的不确定度
与速度值的量级相仿，那么由不确定性原理可知，电子位置的不确定度为１０－１０ｍ，这与氢原子
的线度已经同数量级，因此电子运动轨迹的概念完全失去意义，电子以概率形式在空间出现。
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互补原理
不确定性原理仅仅告诉我们，波和粒子特性无法同时测得。然而一个物质到底是粒子还

是波？当海森堡将不确定性原理汇报给老师波尔后，波尔对这一段时期以来量子力学的研究
成果进行了深刻地思考，于１９２７年提出互补原理，把波粒二象性上升到了量子力学的最高原
理的高度。他的原话是这样的：“一些经典概念的应用不可避免地排除另一些经典概念的应
用，而这‘另一些经典概念’在另一条件下又是描述现象不可或缺的；必须而且只需将所有这些
既互斥又互补的概念汇集在一起，才能而且定能形成对现象的详尽无遗的描述”。这其实已经
是哲学原理。

表面上看，互补原理似乎只是把不可调和的波动性和粒子性敷衍地拼凑在一起。但事实
上，波尔想强调的是一种测量现象意义上的互补性。他既不认为物质同时具有波和粒子特性，
即波粒的相容性，也不认为必须从波动性和粒子性中选定其一，即波粒的矛盾性。物质特性只
有一个，即波粒二象性。但这个特性在每次测量中只能表现出一面，要么是波动性的那一面，
要么是粒子性的那一面。

没过多久，理论上的自然发展就把这个原理推向更大的舞台。现象不只是可以呈现出波
动象或粒子象，而是可以根据观测方式不同而展现出不同现象，一种观测方式对应一种观测现
象。这样所有的观测现象都没有真正反映现象的本质，它们都只是事物在当前方式下的“表
象”。由此生成的表象理论已经在现代物理中得到广泛应用。

图１５　电子双缝干涉实验

尽管理论上可以随意摆弄，但这个原理有一个让人费解
的现实推论，想观测哪一面，另外一面就不会表现出来。典
型的例子是电子双缝干涉实验，如图１５所示。实验本来的
设置是“想观测波动性”，控制缝隙线度使波动干涉现象展
现。正常做法下足够长时间后就会看到荧屏Ａ上出现预期
的干涉条纹。但如果人们想观测电子究竟经过了哪个缝，而
在缝后设置荧屏Ｂ时（或是其他检测手段），那么就是“想观
测粒子性”。这时荧屏Ｂ上可以观测到亮点，但在荧屏Ａ上
就没有干涉条纹，甚至连衍射条纹都没有。这是因为电子已经在测量中展现过了粒子性，因此
无法再展现波动性。这实际上暗示着，想测到什么可以影响到发生了什么，结果可以影响原
因，从而又一次违背了因果律。后来人们又设计出更多的精妙实验，把这一结论推向难以辩驳
的地步。

撇开波粒二象性原理中隐藏的逻辑软肋和现实问题不谈，玻尔的这种实证主义做法，就像
一件合体的紧身衣，以最简单、紧凑的方式容纳了量子物理的思维基础。它不引入任何多余的
假设或理论，避免陷入无休止的循环论证，为量子理论正身立名继续前进提供了有力的支持。

坍缩
最后还剩下一个关键问题。既然每次观测只能看到对象的一面，那么这种由本质上的波

粒二象性转化为观测时刻的粒子性／波动性的过程，究竟是怎样发生的？以想测到电子波动性
的电子衍射实验为例，观测到电子之前，电子应该是弥漫在空间中的波动，这样它才可能具有
想要观测的波动特征。但用肉眼在荧光屏上观测到单个电子位置的那一刹那，电子并不是散
布在屏幕上各个位置，而是在瞬间随机选择一个位置，以１００％概率出现于此。人们把这种原
先弥漫在全域的波态瞬间集中于定域一点的行为称为坍缩。哪怕原本概率波分布的空间再
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大，例如整个宇宙，在观测的一刹那，其他地方的概率都像约好了一样一起瞬间消失。按爱因
斯坦的说法，这实际上暗示了一种超距作用。它们怎么能够在这么短的时间里和这么大分布
空间中保持同步行动呢？

对于这一质疑，玻尔等人依旧避繁就简，从哲学而不是物理上予以回答。玻尔指出，只有
被观测时物理状态才有意义，不去观测时物理状态没有意义，不存在也不必去讨论。既然不存
在，那么不符合物理常识就不足为奇。我们看到，这种论断赋予了“测量”极高的物理地位，符
合玻尔等人的一贯做法。但它实在有些主观，遭到了很多学者的怀疑。爱因斯坦打趣地说，很
难想象你不去看月亮的时候它是不存在的，并联合其他物理学家提出ＥＰＲ佯谬进行质疑。薛
定谔也提出了家喻户晓的薛定谔猫佯谬，幽默地指出了该解释在现实中随意应用所带来的离
奇结果。此后的研究者相继提出意识作用、平行宇宙、退相干等各种原理，试图回答这一难题。
读者可以参阅曹天元编写的《量子力学史话———上帝掷骰子吗》，了解这些有趣的故事。

这个奇怪的话题并没有随着量子启蒙时期的结束而告终。只从理论上看，波动作为天生
的全域对象本身就已经是超乎现实常识的存在，它所潜藏的超时空同步性到底只是遗漏了现
实因素的理想画饼，还是像目前正在被不断展示的那样是一个可以证实、重现甚至改变寻常生
活的神奇能力，这些就留给时间本身来展示。

小结
尽管概率波、不确定、互补、坍缩这一系列概念与经典的因果性、精确性和物质决定论理念

是如此的格格不入，但它们合在一起，确实构成了逻辑上相对圆满的解释体系。提出这些解释
的物理学家波尔、海森堡和玻恩当时都在丹麦的哥本哈根大学理论物理学研究所工作。他们
相互启发，互为师友，形成了著名的哥本哈根学派。

令人感慨的是，这一套解释遭到了另外三位量子力学的奠基者，爱因斯坦、薛定谔和德布
罗意的坚决反对。他们都是坚定的因果律者，不相信物理事件会以概率形式不够精确地发生。
用爱因斯坦的话说，上帝不掷骰子。这两派为了哥本哈根学派解释的完备性问题进行了反复
的论战，但基本都是以“哥派”的不败而告终。无论如何，哥本哈根学派的解释至少稳住了量子
力学的根基，使人们得以把更多精力投入到它的应用中。后来的发展也逐渐印证了他们的合
理见地。为此，人们把它称为正统解释，以此认可哥本哈根学派在开创和普及量子力学过程中
所做出的巨大贡献。

量子物理的诞生是物理学有史以来最大的一次革命。它几乎颠覆了经典物理所有的常
识。这次革命是如此的彻底，以至于玻尔曾经矛盾地说过，谁要是说他懂得量子力学，那么他
实际上还没有懂。物理就是这样不可思议。而爱因斯坦却说，世界上难以理解的，就是事情是
可以理解的。难道不是如此吗？

１．２　单个微观粒子的状态

物理大厦不仅没有崩塌，反而以波动，粒子和统计性兼具的微观粒子为基石，重生为更加
牢靠的理性圣地。受此鼓舞，人们就像当年热切地航行驶向大洋彼岸那样，向同样陌生而神秘
的微观世界发起了勇敢的征程。这其中最伟大的壮举之一，就是从固体中找到了可以导电的
电子和它终日伴随的声子和光子，为它们构造出舒适的结构和精密的轨道，使其千姿百态地奔
腾流动，在肉眼看不见的尺度上滋养出庞大辉煌的信息世界。这项壮举就是电子工程，我们就
从单个微观粒子的运动开始来描述它。
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１．２．１　微观粒子和运动方程

固体中最常见的有两类、三个微观粒子。
一类是宏观上是粒子，微观上能显现出波动特性的物理对象，主要指电子。电子衍射条纹

显现的就是电子的波动象。原子核、原子核内的质子和中子也属此类，但它们的波动性不如电
子明显。以费米为主的物理学家确定这类微观粒子的统计运动规律，故也称它为费米子。

另一类是宏观上是波动，微观上也具有粒子特征的物理对象，包括光子和声子。光子可以
简单视为相同频率下最小能量的电磁波（的粒子象）。声子可以视为相同频率下最小能量的机
械波，该机械波由原子核序列组成。单光子有同单电子几乎一样的衍射实验和结果，它被观测
时也会坍缩在单个确定位置上展现出粒子象。以玻色为主的物理学家确定了它的统计运动规
律，故也称它为玻色子。

这两类微观粒子的主要区别在运动方程和统计特性上，讲清全部细节需要动用较深的物
理。我们跳过一些内容，只看必要的以及用常识就能理解的部分。

波动方程
大量玻色子在宏观上的有序统计结果就体现为确定的宏观波动，它的运动方程就是波动

方程，以Φ为波幅；ｖ为相速度，即
２Φ
ｔ２＝ｖ

２２Φ
ｘ２

（１５）

根据不同的教学顺序，可能有些读者目前还不太熟悉这个方程，但我们在初中就已经了解的简
谐波ｃｏｓ（ｋｘ－ωｔ＋θ）及其相速度ｖ＝λｆ＝ω／ｋ就是这个方程的基本解和结论。有关简谐波的
各种讨论实际上也在阐述该运动方程的基本性质。在大学的数理方法和电磁波类课程中还会
再深入地了解它。随着粒子种类的不同，波动方程还可以有其他变化，但光子和声子都符合上
式给出的形式。

大量玻色子的无序统计运动不具有确定的波动性，而变为统计性现象，在１．３节将阐述玻
色子的统计物理描述。

薛定谔方程
大量费米子的无序统计运动也是统计性现象，将在１．３节叙述费米子的统计物理描述。
大量或高能费米子在宏观上的有序统计结果就体现为确定的粒子运动，它符合牛顿定律

不必多言。但反过来却不能说单个费米子在微观上也简单符合牛顿定律，因为牛顿定律中根
本就找不到波函数的踪影，ｘ（ｔ）是定域粒子的全域轨迹，而不是像Φ（ｘ，ｔ）这样的全域波态。

正因为如此，寻找费米子波态的运动方程才成为一个物理难题，且经历了一段漫长的过
程。若详细展开这段过程，会成为好几本专业教材。但如果跳过它，粒子的波动方程就显得与
牛顿力学毫无联系。因此，我们权且以囫囵吞枣的速度来浏览这段历史。

在理论物理欣欣向荣的１８世纪，物理原理的数学本质开始得到人们的理解。欧拉发明了
把函数作为自变量来分析的泛函数变分法，使人们找到一直以来仅存于思想中的高级物理原
理的数学语言，探索物理秘密更多成为一种数学工作。拉格朗日可谓是物理问题数学化的集
大成者，他把牛顿定律以后发展的各类粒子力学和连续体力学的结论用数学方法总结在一起，
形成一个能同时解释数个领域粒子性运动规律的方程，称为拉格朗日方程：

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑ
·（ ）ｉ ︵ｐ－Ｌｑｉ＝０　

（ｉ＝１，２，３，…，Ｎ） （１６）
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式中：Ｌ＝Ｔ－Ｖ，称为系统的拉格朗日函数，或拉格朗日量；Ｔ为动能；Ｖ为势能。ｑｉ和ｑｉ分别
是某自由度下的位移和速度，下角标ｉ是自由度序号，Ｎ是系统自由度总数。只取一个自由
度，也即只考虑粒子的一维运动，将粒子的动能Ｔ＝ｍｖ２／２和力与保守场势能关系Ｆ＝－ｄＶ／

ｄｘ代入其中，它就变成我们熟知的保守场力下的牛顿力学方程Ｆ＝ｍｄ
２ｖ
ｄｔ２
。但它的适用范围

比牛顿定律大得多。
与此同时，描述波动性的光波理论和连续介质力学也在蓬勃发展，波动方程和它的各类同

胞，如常用的拉普拉斯调和方程和泊松方程，也都在这一时期纷纷建立。波动迥异于粒子的各
类特性也得到越来越准确的认识。

到了１９世纪，实验物理复兴，各领域的研究相互交叉，人们开始思索各物理学科的内在联
系。１８３４年，在光学、天文学和理论力学方面潜心多年的哈密顿在波粒理论集成的道路上又
迈出了重要的一步。哈密顿意识到速度不是一个附属量，而是一个独立的变量。而从形式上
看，真正与位移ｑ同等重要的那个独立变量还不是速度ｑ

· 本身，而是Ｌ／ｑ
·，这个量就是标准

定义下的动量ｐ：

ｐ＝Ｌ
ｑ
·，　ｑ＝Ｌ

ｐ
· （１７）

接下来只要想办法将原本由ｑ和ｑ
·表示的Ｌ换成由ｑ和ｐ来表示即可。这在数学中就是勒让

德坐标变换问题，变换方式为：

Ｈ＝－Ｌ＋∑
Ｎ

１
ｐｑ
· （１８）

Ｈ就是拉格朗日量Ｌ变换后的形式，称为哈密顿函数，或哈密顿量。变换后就得到了完全以
Ｈ形式表示的新方程：

ｑ
·
＝Ｈｐ

，　ｐ
·
＝－Ｈｑ

，　Ｌｔ＝－
Ｈ
ｔ

（１９）

这就是哈密顿正则方程。它与拉格朗日方程等价，但变量数增倍，微分阶数减半，方程形式更
对称。原本只在ｘ空间以不同速度ｖ运动的粒子，现在可视为是在ｘ空间和ｐ空间以给定状
态运动。这个由ｘ和ｐ正交组成的空间就称为相空间，或称μ空间。加入动量ｐ空间的意义
不只是在于美化方程形式，到量子时代人们就发现，波动物理中动量ｐ空间的实质就是与ｘ
空间相对应的的波点ｋ空间，它与ｘ空间以傅里叶变换相关联。因此，哈密顿方程中已经埋
下了波粒二象性的种子。

哈密顿方程本身并不容易看懂，但它有一个我们非常熟悉的推论。如果方程中的拉格朗
日量不显含时间ｔ，就可以简单理解为是保守势场问题，它就能推出：

ｄＨ／ｄｔ＝０　Ｈ＝Ｔ＋Ｖ （１１０）
这就是保守场的能量守恒定律。如果保守势能取作重力势能，它就变为机械能守恒定律。到
了这一步，保守场下的牛顿定律通过多次等价变换终于上升到能量的层面，哈密顿量Ｈ 也正
式成为此类问题中能量Ｅ的表现形式。很多文献中都会看到Ｈ＝Ｔ＋Ｖ而不是Ｅ＝Ｔ＋Ｖ，就
是源出于此。

粒子本来不能直接视为波动，但是到了普适的动量和能量层面以后，就有希望脱离现象的
具体特征，统合波动和粒子理论形式。现在还欠缺的一步是，即使在相同的动量和能量下，也
可能有很多种具体的波动分布或粒子路径形式，但现实中只可能呈现出其中的一种，究竟是哪
一种呢？对于这个问题，物理学家也早有察觉。他们先后以费马原理、莫培督原理、最小势能
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原理等形式四处显现。到了哈密顿手里，又被统一成为一个简单的终极原理———哈密顿原理：

δＳ＝０，　　Ｓ＝∫
ｔ２

ｔ１
Ｌｄｔ （１１１）

式中Ｓ称为哈密顿主函数，或称哈密顿作用量。该原理也称最短（平稳）路径原理。它说的
是，在所有可能的路径中，真实物理事件总是以最平稳（作用量关于路径变分为零）的方式发
生。也可以说，最平稳方式是所有可能方式中出现概率最大的。这一原理的适用范围实际上
已经超越了波动光学和粒子力学，成为所有物理在统计视角下的核心规律，是物理学最本质的
规律之一。它与微观统计的不确定性原理、与宏观统计的熵增原理殊途同归，多面地展现出所
有不确定性的共同根源，指明物理从不确定性走向确定性的依据。

把统计的能量和作用量也加进来以后，从粒子中找出波动的时机就真正成熟了。１９２５
年，薛定谔假设了一个在定常势场中可能存在的平面波函数形式：

＝ｅｉ
（ｋ·ｒ－νｔ）＝ｅ

ｉ
ｈ（ｐ·ｒ－Ｅｔ） （１１２）

式中ｒ是位移矢量；ｐ和Ｅ分别是该粒子的动量和能量。再应用哈密顿原理的推论，得到薛定
谔方程：

ｉｈｔ＝－
ｈ２
２ｍ

Δ

２＋Ｖ （１１３）

式中

Δ

是拉普拉斯算子。克莱因、泡利和狄拉克把它推广到电子自旋问题和相对论问题中，使
其应用范围变得更加广泛。

我们对式（１１３）稍加处理，便可看明更多的物理含义。假设一个简单情况，波函数是如

式（１１２）所示的一维正向平面波，那么方程（１１３）右边第一项可简化为－ｈ
２

２ｍ
ｄ２
ｄｘ ＝

ｐ２
２ｍ

，具

有动能Ｔ的物理意义。牛顿力学中的力Ｆ项，演变为方程中的势能Ｖ项。方程左边则演化为
Ｅ。整个方程变为：

Ｅ＝（Ｔ＋Ｖ）
从能量层面上它仍保留了牛顿定律的大致形式。

量子力学中最简单基本的问题就是定常势场问题，简称定态问题。所谓定常势场就是边
界条件稳定，除边界条件以外的势场恒常不变。定态问题总可以应用分离变量法，将波函数表
示为：

（ｒ，ｔ）＝ψ（ｒ）ｆ（ｔ） （１１４）
代入含时薛定谔方程，有：

ｉｈ
ｆ（ｔ）

ｄｆ（ｔ）
ｄｔ ＝ １

ψ（ｒ）
－ｈ

２

２ｍ

Δ

２ψ（ｒ）＋Ｖψ（ｒ［ ］）＝Ｅ
式中左端只含ｔ，右端只含ｒ，如果要相等，只能共同等于一个常数，令其为Ｅ，得到：

ｆ（ｔ）＝Ｃｅ－
ｉ
ｈＥｔ （１１５）

和

－ｈ
２

２ｍ

Δ

２ψ（ｒ）＋Ｖψ（ｒ）＝Ｅψ（ｒ） （１１６）

此式称为定态薛定谔方程。与之相对，薛定谔方程的完整形式［式（１１３）］常称为含时薛定谔

方程。解出ψ（ｒ），即可得到定态波函数（ｒ，ｔ）＝ψ（ｒ）ｅ
－
ｉ
ｈＥｔ，整个问题得解。
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因为Ｔ＋Ｖ具有哈密顿量Ｈ 的含义，所以也常把它们合写作哈密顿量的形式，即

　 －ｈ
２

２ｍ

Δ

２＋（ ）Ｖψ＝Ｈ^ψ＝Ｅψ （１１７）

式中 Ｈ^ 是哈密顿量Ｈ 的算符形式。有关算符问题在下一节继续介绍。在数学上，该方程是
一个典型的Ｈ^算符的本征值问题。Ｅ是算符Ｈ^ 的本征值，ψ是对应的本征函数。定态薛定谔
方程就是在求解粒子波可以取何种本征值能量。我们将各本征值对应的能量用能级Ｅｎ（ｎ＝
１，２，３，…）表示，对应本征函数用φｎ（ｎ＝１，２，３，…）表示，ｎ称为量子数。将这些函数描述的
状态称为本征态。特别将最低的能级Ｅ１对应的状态称为基态，其余称为激发态。在大多数
常见问题中，本征值都是离散的，所以粒子波只能取特定能量值。也就是说，能量是量子化的。

有了定态本征函数解集，理论上就可以求解时变薛定谔方程［式（１１３）］。可以证明，定
态本征函数构成了给定边界条件（如果有）下连续函数空间的线性正交完备集，那么满足边界
条件的任何一个连续函数都可以表示成已有定态本征函数的线性组合。如果函数还随时间变
化，就可以表示为已有本征函数的含时线性组合：

（ｒ，ｔ）＝∑
ｉ
Ｃｉ（ｔ）ψｉ（ｒ） （１１８）

将其代入含时薛定谔方程［（１１３）］，理论上说即可得到时变解。
找到能量层面的意义后，再回过头来看波动方程，它立刻也变得清晰起来。用波动函数

［式（１１２）］代入波动方程［式（１５）］，得到：
Ｅ２Φ＝ｐ２ｖ２Φ

说明如果能把波动视为一个粒子，这个粒子的能量Ｅ和动量ｐ之间将满足上述关系，于是波
动方程可视为在描述一个玻色子的力学运动规律。甚至连这个方程的解法也同薛定谔方程高
度相似。给定边界下它同样也构成本征值问题，也是用分离变量法，只在Ｔ（ｔ）部分略有不同。

波动方程与薛定谔方程的主要区别就是时间项的次数不同。波动方程式是二次，而薛定
谔方程是一次。就是这么一点区别，导致了两者波动解在物理意义和根本性质上的许多差异，
产生微观粒子玻色子和费米子的区别。简单地说，一次时间项的方程总体上更能反映常识中
的单序时间演进过程，而二次时间项的方程不可避免地隐含了时间和能量的正负顺序问题，使
波动从本质上异于粒子，包含种种非现实运动的可能。但在大多数限定观测位置和次序的问
题中，玻色子和费米子的行为仍然有很多相似性。因为本书主要关注费米子电子，而波动方程
和光子在光学和电磁学课程中都有大量的专述，所以下文都以薛定谔方程和费米子为例，阐述
玻色子和费米子通用的理论和理解方式，只在两者出现显著分歧时候加以提示。

１．２．２　波态和物理量

概率密度和位置
有了方程，再看怎么理解波函数。它为何既是粒子又是波？与第一节的量子力学基本原

理有什么关系？
首先介绍正统解释：认为波函数具有概率波含义，波函数在空间某点的强度（波幅模平方）

与粒子在该点出现的概率成比例。为了保证波函数在整个空间出现的总概率为１，必须先进
行归一化处理，即

∫｜｜２ｄτ＝１ （１１９）

归一化之后的波函数就能用来求各位置上的概率密度ｗ：
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ｗ＝ ＝｜｜２ （１２０）
以下如不特别说明，波函数均已归一化。波函数在归一化后也不是完全确定的，它可以包含任
意一个相位因子ｅｉδ，但这不影响概率分布结果。为使解有现实意义，波函数还应满足三个条
件：有限性、连续性和单值性。这三个条件称为波函数的标准条件，求解时经常要用到。

再来看不同波态的物理意义；先以一个Ｌ长度范围内的平面电子波为例，把式（１１２）代
入式（１２０）得到：

ｗ＝Ｌ１／２ （１２１）
式（１２１）说明它在Ｌ范围内每点出现的概率都相同，而不是像粒子那样一次只能出现在一个
特定位置上，也印证了“想测波就测不到粒子”的不确定性原理。可一旦人们设置荧光屏在ｒ＝
ｒ０处测到它时，它就瞬间坍缩为该处的一个冲激函数：

＝δ（ｒ－ｒ０）
按冲激函数性质它在ｒ＝ｒ０上的概率密度无限大，概率为１００％。应用时－频变换知识，知道

图１６　一种可能的概率密度形貌

冲激函数在波数ｋ（动量ｐ）空间可展开为所有波动的等密度
叠加。这正好就是上述情况的相倒模式，意味着对应于每种
波长的波幅趋于零，几乎测不到波的特性，这也印证了“测到
粒子就测不到波”。

其他波态介于这两者之间。从概率幅波形和概率密度波
形上，可以看出各种与粒子性有关的位置信息。例如，对于
图１６所示的概率密度形貌，如果把该对象看作一个粒子，那
它经常会出现在ｒ０位置附近，粒子性在这里体现得最强烈。

但从总体上看，粒子的质心却不在这里，而是在平均观测位置：

ｒ＝∫ｒｗｄτ （１２２）

还可以得到反映粒子偏离中心程度的均方根位置：

ｒ２＝∫ｒ２ｗｄτ （１２３）

【例１．１】　一维运动的粒子，描写其状态的波函数如下：

（ｘ，ｔ）＝
０ ｘ≤０ｘ≥ａ

Ａｅ－
ｉ
ｈＥｔｓｉｎπａｘ ０＜ｘ＜烅

烄

烆
ａ

，

其中，Ｅ和ａ是确定的常数；Ａ是任意常数，求：（１）归一化波函数；（２）概率分布函数（概率密
度）；（３）珚ｘ和ｘ２。

解：（１）由归一化条件∫
＋∞

－∞
｜（ｘ，ｔ）｜２ｄｘ＝１，得到：

｜Ａ｜２∫
ａ

０
ｓｉｎ２πａｄｘ＝１｜Ａ｜

２＝２ａ
取Ａ＝ ２／槡 ａ。归一化波函数为：

（ｘ，ｔ）＝
０ ｘ≤０　ｘ≥０

２槡ａｅ－
ｉ
ｈＥｔｓｉｎπａｘ ０＜ｘ＜

烅
烄

烆 ａ

（２）粒子概率分布函数为：
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ｗ（ｘ）＝
０ ｘ≤０，ｘ≥ａ

２
ａｓｉｎ

２π
ａｘ ０＜ｘ＜烅

烄

烆
ａ

对上式求极值，令 ｄ
ｄｘ
２
ａｓｉｎ

２π
ａ［ ］ｘ ＝０，可知在ｘ＝ａ／２处发现粒子的概率最大。

（３）珚ｘ和ｘ２求解：

　　　　　珚ｘ＝∫
＋∞

－∞
ｘ｜（ｘ）｜２ｄｘ＝２ａ∫

ａ

０
ｘｓｉｎ２πａｘｄｘ＝

ａ
２

　　　　　ｘ２＝∫
＋∞

－∞
ｘ２（ｘ） ２ｄｘ＝２ａ∫

ａ

０
ｘ２ｓｉｎ２πａｘｄｘ＝

ａ２
３－

ａ２
２π２

因为实际观测到的都是概率密度ｗ而不是波函数，所以实用中薛定谔方程也常常改写
成以概率密度ｗ表示的形式。定态问题中波函数Ｔ（ｔ）＝ＣｅｉＥｔ／ｈ部分的模方始终为１，使概率
密度ｗ不随时间变化。因此，只需要讨论含时问题。以不含势场项的含时薛定谔方程为例，
把方程中的波函数按概率密度定义取模方，简单推演后得到：

ｗ
ｔ＋

Δ

·Ｊ＝０ （１２４）

其中Ｊ为概率流密度：

Ｊ＝－ｉｈ２ｍ
（

Δ

－

Δ

） （１２５）

这就是概率粒密度的连续性方程。它反映出单个粒子出现概率在空间中的消长规律。没有其
他粒子注入时，它就是粒密度守恒定律。在式（１２５）两边同乘以质量ｍ即得到质量守恒定
律。同乘以电荷ｑ即得到电荷守恒定律。

物理量和算符
以上都只是与位置ｘ有关的物理信息。用同样的方法可以得到其他的物理量，是速度ｖ

和力Ｆ吗？不行。首先，薛定谔方程中就没有ｖ和Ｆ这些经典物理量。其次，概率波给出的
只是关于位置ｘ的分布概率，也不是这些物理量的分布概率，所以不能用位置的概率去计算
其他量的平均值。但问题是，量子力学在宏观状态下是应该能兼容经典力学的。那么这些经
典的量跑到哪里去了？它们的值又是多少？

这个问题在哈密顿力学中已有提示。哈密顿力学把位置ｑ和动量ｐ视为力学问题的基本
量。量子力学沿袭了这一做法，把位置ｒ和动量ｐ视为最基本的物理量，其他经典量退化为其
衍生量。但时间ｔ作为基本维度量维持不变，各类属性量，如质量ｍ，电荷ｑ也没有改变。当
薛定谔猜出粒子的波动方程，答案就变得更加清楚。从波动方程的能量写法上看，因为物理对
象从定域的粒子变成全域的波动，所以物理量也不再以单值的符号量形式出现，而是表现为作
用在波函数上的算符，常以对应物理量符号顶上加上尖括号来表示。

位置算符最简单，它的作用形式就是直接乘上波函数：
ｒ^＝ｒ （１２６）

一维时它就写作ｘ。
动量算符的作用形式是对波函数按位置求导：

ｐ^＝－ｉｈ

Δ

（１２７）
一维时它是－ｉｈ／ｘ。这并不是严格推导的结果，而是用薛定谔方程的物理意义反推出来的
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形式。有了这两个算符，就可以按照经典力学的物理关系衍生出其他物理量算符的形式。常
见衍生的算符如下。

势能算符，作用形式同位置算符：

Ｖ^ ＝Ｖ （１２８）
角动量算符：

Ｌ^＝ｒ×ｐ （１２９）
动能算符：

Ｔ^＝ｐ
２

２ｍ
（１３０）

粒子的能量算符，即哈密顿量算符：

Ｈ^ ＝－ｐ
２

２ｍ＋Ｖ
（１３１）

力算符：

Ｆ^＝－

Δ

Ｖ （１３２）
速度算符：

ｖ^＝ｐｍ
（１３３）

加速度算符：

ａ^＝－

Δ

Ｖ
ｍ

（１３４）

把每个算符作用在波函数上，可以写成其对应的本征值方程，也即该算符关于该波函数的
本征值方程，可以解释有关该算符的一系列物理意义。以动量算符为例，就是：

ｐ^＝ｐ
使该本征值方程成立的ｐ就是动量本征值，就是动量本征态。每个动量本征态的动量就是
它的动量本征值。例如，归一化后只要ｘ部分是ｅｉｐｘ／ｈ形式的波态都是动量本征态，它的动量
就是ｐ，也只有形如ｅｉｐｘ／ｈ的波态的动量为ｐ。无论这个波态是玻色子的态，还是费米子的态都
是如此。其他算符也同理。从这个角度看，定态薛定谔方程本质上就是哈密顿算符的本征值
方程，它的解是能量（哈密顿算符）的本征值和本征态。

如果一个波态由多个本征态叠加而成，那么它没有确定的瞬时观测值，但却有确定的平均
观测值。对经典力学量ｆ，都能用其对应的算符，按如下方法获得其平均观测值：

ｆ＝∫^ｆｄτ （１３５）

每种算符作用下粒子波函数的平均观测值就具有该粒子物理量值的含义。
怎么理解式（１３５）呢？简单地说，我们对ｘ空间的（ｘ）波态做了一个十分扭曲但本质

（范数）不变的坐标变换，将其变换到ｐ空间，该式就是像式（１２２）直观ｘ空间平均ｘ位置那
样，在ｐ空间直观到的平均ｐ位置，也即ｐ的平均观测值。稍加详细地说，可以证明经典物理
算符的本征态集都是正交完备集，能将处于空间中的任一函数展开为它们的级数和，即

ψ（ｘ）＝∑ｃｎｎ（ｘ） （１３６）

因为不同本征态彼此正交，把展开后的波态代入式（１３５），会发现它其实等于：

ｆ＝∑ｗｎｆｎ，　　ｗｎ＝｜ｃ２ｎ｜＝∫
ａ

－ａψ
（ｘ）ψｎ（ｘ）ｄｘ （１３７）
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式中，ｆｎ就是ψｎ本征态对应的本征值。把该式与式（１２２）对比，就可以发现它恰好表示了该
物理量在自身空间中的平均位置。举个例子，归一化ｃｏｓ（ｐｘ／ｈ）由等幅ｅ±ｉｐｘ

／ｈ叠加而成。既可
以直接把它代入式（１３５），得到它的平均动量为０，也可以想成它在动量ｐ空间是由两个系数
相等、值分别是±ｐ的动量本征值构成。因为系数相等，模方后表示的显现概率还是相等，两
个相等概率显现的±ｐ合在一起，就形成为平均值为０的动量观测值。每次观测时，动量按概
率取其中一个本征值显现，一半概率看到ｐ，一半概率看到－ｐ，统计来看等于０。

因为ｐ／ｈ出现在ｃｏｓ（ｋｘ）的ｋ位置上，具有波数ｋ的含义，所以在波动理论中动量ｐ和波
数ｋ只差一个ｈ，除去ｈ后动量ｐ的本征值方程就是波数ｋ的本征值方程，看到波动的波数ｋ就
等于看到动量ｐ。这样我们就明白哈密顿早在这套理论发明之前就把动量看作位置同样重要
的物理量是多么的明智。位置ｘ是粒子性（在ｘ空间）最主要的定域特征，波数ｋ正是波动性
（在ｘ空间）最主要的全域特征，它体现在粒子的波动上就成为它的全域量动量ｐ。但注意这
是波粒合流为量子理论后的产物，只适用于微观粒子的波态。宏观粒子没有波函数，动量仍然
是用ｐ＝ｍｖ来定义的。大量微观粒子统计表现出宏观粒子行为后，这两个不同角度定义的动
量会自然重合起来。

有了这套理论后，我们又重新感受到经典物理的存在。这种从最基本（正则）粒子物理量
的算符化出发，将经典粒子物理体系赋予波动性，改编成量子物理版本的做法，就被称为正则
量子化。正则量子化不仅能重建物理体系，还具有探索未知世界的潜力。从算符角度可以自
然给出不确定性原理的数学描述。如果两个算符不可对易，例如：

ｐ^^ｒ≠ｒ^^ｐ （１３８）
则这两个算符对应的物理量就遵循不确定性原理，否则就无需遵守。基于算符和本征值理论，
利用已有算符特性凭空推演新算符，观察其对易性和衍生的其他性，猜测其蕴含物理意义并加
以实证，是一种相当有效的物理探索手段。

１．２．３　势阱模型

薛定谔方程可以用于分析许多微观问题，下面介绍最经典的几个。

图１７　一维无限深势阱

首先介绍势阱模型，它描述微观粒子处于势阱中的状态，对应粒子在局部区域受到束缚时
的各类问题。无限深势阱是势阱中更有代表性的特例。

先看最简单的情况。如图１７所示一维无限深势阱的势函数为：

Ｖ（ｘ）＝
０ ｜ｘ｜＜ａ
∞ ｜ｘ｜≥｛ ａ

这里只关注粒子在势阱中稳定后的情形，所以直接从定态薛定谔方程出发进行求解：

－ｈ
２

２ｍ

Δ

２ψ（ｒ）＋Ｖψ（ｒ）＝Ｅψ（ｒ）

｜ｘ｜≥ａ时，Ｖ→∞，对应地ψ（ｘ）＝０。

｜ｘ｜＜ａ时，Ｖ＝０，定态薛方程变为：

ｈ２
２ｍ
ｄ２
ｄｘ２ψ

（ｘ）＋Ｅψ（ｘ）＝０ （１３９）

令ｋ２＝２ｍＥ／ｈ２，则式（１３９）变为：
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ｄ２ψ（ｘ）
ｄｘ２

＋ｋ２ψ（ｘ）＝０ （１４０）

其解为：

ψ（ｘ）＝Ａｓｉｎｋｘ＋Ｂｃｏｓｋｘ
式中Ａ、Ｂ和ｋ都待定。代入｜ｘ｜＝ａ时（ｘ）＝０的边界条件，得到：

－Ａｓｉｎｋａ＋Ｂｃｏｓｋａ＝Ａｓｉｎｋａ＋Ｂｃｏｓｋａ＝０

Ａ、Ｂ有非零解的条件是Ａ＝０且ｃｏｓｋａ＝０，或者Ｂ＝０且ｓｉｎｋａ＝０。

如Ａ＝０且ｃｏｓｋａ＝０，则ｋ＝ｎπ２ａ
（ｎ＝±１，３，５，…），ψ１（ｘ）＝Ｂｃｏｓ

ｎπ
２ａｘ

（ｎ＝±１，３，５，…）。

如Ｂ＝０且ｓｉｎｋａ＝０，则ｋ＝ｎπ２ａ
（ｎ＝±２，４，６，…），ψ２（ｘ）＝Ａｓｉｎ

ｎπ
２ａｘ

（ｎ＝±２，４，６，…）。

两组解可合并为一个：

ψｎ（ｘ）＝Ｃｓｉｎ
ｎπ
２ａ
（ｘ＋ａ）　　（ｎ＝±１，２，３，…）

由归一化条件确定常数Ｃ为Ｃ＝１／槡ａ。因此：

ψｎ（ｘ）＝
１
槡ａ
ｓｉｎｎπ２ａ

（ｘ＋ａ）　　（ｎ＝±１，２，３，…） （１４１）

将式（１４１）代入式（１３９），求出能级Ｅｎ为：

Ｅｎ＝ｈ
２ｋ２
２ｍ ＝π

２ｈ２
８ｍａ２ｎ

２　　（ｎ＝±１，２，３，…） （１４２）

到这里可以看出，ｋ具有波数的物理含义；ｈｋ具有动量ｐ的含义。能级还有另一个简单的求
法。从波动角度来看，限定两端齐次边界条件后只有驻波才能在势阱内稳定存在。而形成驻
波的条件为，势阱宽度是驻波波长λ／２的整数倍。由此得到λｎ＝４ａ／ｎ，代入德布罗意关系式和
能量表达式得到：

Ｅｎ＝ｈ
２ｋ２
２ｍ ＝ｈ

２

２ｍ
２π
λ（ ）ｎ

２

＝π
２ｈ２
８ｍａ２ｎ

２

图１８　一维无限深势阱中

运动的粒子的能量

可见在量子化现象不必人为假定，从理论本身就可自然得出。由能级

解得到每个能级对应的本征函数为：

ψｎ（ｘ）＝
０ ｜ｘ｜≥ａ

１
槡ａ
ｓｉｎｎπ２ａ

（ｘ＋ａ）（ｎ＝±１，２，３…）｜ｘ｜＜烅
烄

烆
ａ

由本征函数可以求出概率分布为：

ｗ（ｘ）＝｜ψｎ（ｘ）｜２＝
１
ａｓｉｎ

２ｎπ
２ａ
（ｘ＋ａ）ｄｘ

前面各能级对应的波函数和概率分布如图１９和图１１０所示。注意图１９没有画ｎ取负的
各种情况。

·６１·



图１９　粒子的波函数 图１１０　概率分布

这些结果和经典力学有什么联系？驻波是由幅度相同、角频率ω相同、波数ｋ相反的波叠
加而成的。波数ｋ相反说明动量ｐ相反。在经典图景上看，深势阱中具有动量ｐ＝±ｈｋ和能
量Ｅ＝（ｈｋ）２／（２ｍ）的粒子就是一个匀速运动并来回碰撞的粒子。因为匀速，它显现在阱中各
处的概率是相同的。而从薛定谔方程的解上看，当ｎ很大时，概率分布ｗ也会趋向于一条平
直线，表示各处概率密度近乎相同，符合碰壁粒子的经典图景。而且ｎ很大时，（Ｅｎ＋１－
Ｅｎ）／Ｅｎ＋１∝１／ｎ很小，能级看起来很密，使粒子的能量在宏观精度上可以取连续值，也符合宏
观的常识。

由此可见，能级序数ｎ的大小具有分界经典和量子行为的作用。由式（１４２）可得到以下
关系式：

｜ｈｋａ｜＝ｈｎπ／２ （１４３）
式中，ｈｋ是动量；而ａ是位置的线度，两者乘积大小构成不确定性原理的判据。当ｎ很大时，
乘积远大于普朗克常数，量子效应不明显。只有ｎ很小时才会出现测不准的量子效应。

多个本征态可以线性叠加成叠加态。考虑到求解复杂，这里假设已经求出一叠加态解：

ψ（ｘ）＝Ａ（ａ＋ｘ）（ａ－ｘ） （１４４）
将其归一化，得到归一化的波函数：

Ａ２＝ １

∫
ａ

－ａ
（ｘ＋ａ）２（ｘ－ａ）２ｄｘ

＝ １５
１６ａ５

，　ψ（ｘ）＝
１５
１６ａ槡 ５（ａ＋ｘ）（ａ－ｘ） （１４５）

将归一化之后的叠加态波函数和归一化基态函数画在一张图里，可以看出两者很接近。
应用本征值理论可以算出归一化基态的系数模方，也即基态在全部的波态中的比重为ｗ１

≈０．９９８，表明基态占很大的权重。这也是图１１１中两者形状非常接近的原因。反过来，利
用式（１３５）可以算出该叠加态对应的能量为：

Ｅ＝∫
ａ

－ａψ
（ｘ）Ｈ^ψ（ｘ）ｄｘ＝１．０２６６Ｅ１

注意，这仅仅是能量的平均观测值。每次观测时，能量并不一定显现此值，而是按照每个归一
·７１·



图１１１　一维无限深势阱中非定态
函数与基态函数

化本征波函数前叠加系数的模方，即它出现的概率随
机显现一个能量本征值。只有在较长时间的观测中
才显示这一数值。观测值不确定是叠加态和本征态
的重要区别。

１．２．４　谐振子模型

谐振子是另一个十分经典的物理模型。一般说
来，任何体系在平衡点附近的振动行为，都可以近似地用一维谐振子来表示。例如，固体中的
原子在晶格位置附近的小幅度弹性振动。

图１１２所示的是抽象后的谐振子模型，其中振子的弹簧系数为β，粒子质量为ｍ，振动频

率为ω＝ β／槡 ｍ。因为谐振子受的力是Ｆ＝－βｘ，所以它的势能即势函数为：

Ｖ（ｘ）＝１２ｍω
２ｘ２

图１１２　谐振子问题的等效模型和势函数

根据势函数写出谐振子的定态薛定谔方程为：

－ｈ
２

２ｍ
ｄ２
ｄｘ２ψ

（ｘ）＋１２ｍω
２ｘ２ψ（ｘ）＝Ｅψ（ｘ） （１４６）

令α＝
ｍω槡ｈ ，引入无量纲的变量ξ＝αｘ＝

ｍω
ｈ槡 ｘ和λ＝２Ｅｈω

，则上式变为：

ｄ２ψ
ｄξ２
＋（λ－ξ２）ψ＝０ （１４７）

这是一个变系数二阶微分方程。考察｜ξ｜→∞时ψ的渐近行为，该式可写为
ｄ２ψ
ｄξ２
＝ξ２ψ

其渐近解为ψ≈ｅ±ξ
２／２。根据波函数有限性要求，渐近解中只能取负指数的解ψ～ｅ－ξ

２／２。
因此可以把式（１４７）的解写成如下形式：

　ψ（ξ）＝ｅ－ξ
２／２Ｈ（ξ） （１４８）

式中待求的函数Ｈ（ξ）必须保证ψ（ξ）有限。将式（１４８）代入式（１４７），得到Ｈ（ξ）应当满足的
方程：

ｄ２Ｈ
ｄξ２
－２ξ

ｄＨ
ｄξ
＋（λ－１）Ｈ＝０ （１４９）

这样求解定态方程就化为求解方程式（１４９）的问题。将Ｈ（ξ）展成ξ的幂级数：
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Ｈ（ξ）＝∑
∞

ν＝０
ａνξν

代入（１４９），比较ξν的系数，得到系数间递推公式：

ａν＋２＝ ２ν＋１－λ
（ν＋１）（ν＋２）ａν　　

（ν＝０，１，２，…） （１５０）

因此，系数ａ２、ａ３、ａ４…可以依次用ａ０和ａ１来计算。如果ａ０＝０，这个级数只出现奇次幂；反
之，若ａ１＝０，这个级数只含偶次幂。

现在考察所得到的级数Ｈ（ξ），当ξ很大时，级数中起决定作用的是幂指数ν大的项：
ａν＋２
ａν ＝

２ν＋１－λ
（ν＋１）（ν＋２）～

２
ν

若将指数函数ｅξ
２ 展成级数就可以发现，在变数很大的区域，Ｈ（ξ）的行为与ｅξ

２ 相似，而波函数

ψ＝ｅ－ξ
２／２Ｈ（ξ）≈ｅξ

２／２，当｜ξ｜→∞时ψ→∞，波函数发散。在上面的讨论中，我们是把Ｈ（ξ）当
作无穷级数来处理的。若Ｈ（ξ）是有限的多项式，则可保证当｜ξ｜→∞时ψ→０，因此：

ψｎ（ξ）＝Ｎｎｅ－ξ
２／２Ｈｎ（ξ） （１５１）

就是谐振子定态方程满足物理要求的解，其中Ｈｎ（ξ）称为厄米多项式。若Ｈｎ（ξ）是ξ的ｎ次
多项式，由递推公式（１５０）可知，要求ａν＋２＝０，即λ＝２ｎ＋１。而λ＝２Ｅ／ｈω，因此，只有：

Ｅ＝ｎ＋１２ｈω　　
（ｎ＝０，１，２，…） （１５２）

图１１３　谐振子的能级图

时，Ｈ（ξ）才是多项式，波函数ψ（ξ）才满足有限性的物理要求。ｎ的
每一个值０，１，２，…称为谐振子相应状态的量子数。特别的，ｎ＝０
对应振子的基态。基态能量Ｅ０＝ｈω／２称为零点能。零点能的存
在是量子力学的一个重要结论，并为许多实验所证实。两相邻能
级间的距离为：

ΔＥｎ＝Ｅｎ＋１－Ｅｎ＝ｈω
可见能级间隔是均匀的，如图１１３所示。谐振子在不同能级之间
跃迁、吸收或辐射的能量都为ｈω的整数倍。

谐振子的前几个波函数如图１１４所示。由于Ｈｎ（ξ）是ｘ的ｎ次多项式，所以ψｎ（ｘ）有ｎ
个零点。

图１１４　谐振子前几个波函数

将量子谐振子与经典谐振子的概率分布情况做对比，如图１１５所示。对于经典谐振子
ｘ＝Ａｃｏｓωｔ，其能量为：

Ｅ＝ １２ｍｐ
２＋１２ｍω

２ｘ２＝１２ｍω
２Ａ２

·９１·



上式说明能量与振幅Ａ有关，可以连续变化。经典谐振子在Ｕ（ｘ）＝Ｅ处势能最大，动能为
零，出现概率最大，对应图中ｘ＝±Ａ位置。粒子只限于在［－Ａ，Ａ］内运动，如图中竖直虚线
所示，在这区域之外不可能发现粒子。而到了量子力学，［－Ａ，Ａ］外，｜ψｎ（ｘ）｜２一般并不为
零，不过粒子在此区域外出现的概率很快趋近于零，如图１１５（ｂ）中实线表示。在前几个量子
态时，量子谐振子概率分布与经典情况毫无相似之处。但当ｎ＝１０以后，量子振子的平均值与
经典振子逐渐接近，差别只在于｜ψｎ（ｘ）｜２迅速振荡而已。

图１１５　经典谐振子的概率密度和允许区（虚线），以及量子谐振子的概率密度（实线）

【例１．２】　 电荷为ｅ的线性谐振子受恒定弱电场ε作用，电场沿ｘ正方向，求体系的能量
和波函数。

解：谐振子所受的势场除ｍω２ｘ２／２外，还附加了电场作用，其电势能为－ｅεｘ，所以体系的
势能为：

Ｖ（ｘ）＝１２ｍω
２ｘ２－ｅεｘ＝１２ｍω

２ ｘ－ ｅεｍω（ ）２
２

－ｅ
２ε２
２ｍω２

定态薛定谔方程为：

－ｈ
２

２ｍ
ｄ２
ｄｘ２＋

１
２ｍω

２ ｘ－ ｅεｍω（ ）２［ ］
２

ψ＝ Ｅ＋ｅ
２ε２
２ｍω（ ）２ ψ

令ｘ′＝ｘ－ ｅεｍω２
，Ｅ′＝Ｅ＋ｅ

２ε２
２ｍω２

，可将定态方程改写为：

－ｈ
２

２ｍ
ｄ２
ｄｘ′２＋

１
２ｍω

２ｘ′（ ）２ψ＝Ｅ′ψ
可见所讨论的体系仍是一线性谐振子模型，只不过每个能级都比无电场时低 ｅ

２ε２
２ｍω２

。

１．２．５　氢原子模型

氢原子是最简单的原子，其原子核周围只有一个电子。薛定谔方程十分成功地解释了氢
原子模型，为类比了解其他原子提供了基础。

需要提醒的是，文献中常说的氢原子模型，实际上是氢原子中的电子模型的简称。它没有
关心原子核内部情况，和氢气中的氢原子模型也不是一回事。下文提到氢原子能级和状态这
些概念时，也都是指氢原子中的电子能级和状态。

·０２·



基本方程和波函数
氢原子的势场就是点电荷的库仑电势场。它显然是球对称的，适合用球坐标描述问题，如

图１１６所示。假定氢原子中原子核静止不动，电子在原子核库仑场中的势能为：

Ｖ（ｒ）＝－ｅ
２
ｓ

ｒ

式中ｅｓ＝ ｅ
４πε槡 ０

是国际单位制中电子的电荷。

图１１６　氢原子模型和势函数

球坐标中，氢原子的定态薛定谔方程为：

－ｈ
２

２ｍ
１
ｒ２

ｒ
ｒ２ψ
（ ）ｒ ＋ １

ｒ２ｓｉｎθ

θ
ｓｉｎθψ

（ ）θ ＋ １
ｒ２ｓｉｎ２θ

２ψ
φ［ ］２ －ｅ２ｓｒψ＝Ｅψ （１５３）

用分离变量法求解该方程，得出波函数标准条件解为：

ψｎ，ｌ，ｍｌ（ｒ，θ，φ）＝Ｒｎ，ｌ（ｒ）Ｙｌ，ｍｌ（θ，φ） （１５４）
其中

Ｙｎ，ｌ，ｍｌ（θ，φ）＝ＡＰ
ｍｌｌ （ｃｏｓθ）ｅｉｍｌφ （１５５）

式中Ｐｍｌｌ （ｃｏｓθ）是关联勒让德函数。可以看到，由于氢原子中的电子有三个自由度，因此要用
三个量子数ｎ，ｌ，ｍｌ来描写其运动状态，它们的物理意义在后面的结果中分析。Ｒｎ，ｌ（ｒ）是径向
波函数，它是一个多项式。角度部分的波函数Ｙｌ，ｍ，ｌ（θ，φ）又称为球谐函数。将式（１５４）代入
式（１５３），可以相互独立的Ｒｎ，ｌ（ｒ）和Ｙｌ，ｍ，ｌ（θ，φ）方程。

在本问题中没有明显的边界条件，波函数的连续性、有限性和单值条件就是对解合理性的
主要限制。在此基础上，波函数还必须能归一化。式（１５４）的归一化条件为：

ψｎ，ｌ，ｍｌψｎ，ｌ，ｍｌｄτ＝∫Ｒ２ｎ，ｌ（ｒ）ｒ２ｄｒＹ
ｌ，ｍｌＹｌ，ｍｌｓｉｎθｄθｄφ＝１

这要求波函数的径向部分和角度部分都必须归一化。径向部分归一化条件为：

∫Ｒ２ｎ，ｌ（ｒ）ｒ２ｄｒ＝１
式中被积函数Ｒ２ｎ，ｌｒ２ｄｒ的意义是在ｒ（－ｒ＋ｄｒ）的球壳内，电子出现的概率。角度部分的归一
化条件为：

∫
π

０∫
２π

０
Ｙｌ，ｍｌ

２ｓｉｎθｄθｄφ＝∫
π

０∫
２π

０
Ｙｌ，ｍｌ

２ｄΩ＝１

式中被积函数 Ｙｌ，ｍｌ
２ｄΩ表示空间立体角为ｄΩ的一个锥体内电子出现的概率。
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量子数与简并
可以证明，为了使Ｒｎ，ｌ（ｒ）满足有限性条件并可以归一化，数学上要求式（１５３）中的Ｅ只

能取离散值。完整推导过程较复杂，这里略去，只给出结论为：

Ｅｎ＝－ｍｅ
４
ｓ

２ｈ２
·１
ｎ２＝－

ｅ２ｓ
２ａ０
·１
ｎ２　

（ｎ＝１，２，３…） （１５６）

式中 ａ０＝ ｈ
２

ｍｅ２ｓ
（１５７）

图１１７　氢原子中电子的能级图

显然，Ｅ具有能量的含义，式（１５６）导出的就是能级的量子化结
果。量子数ｎ表征了原子能级序数，称为主量子数。根据该结
果将氢原子中电子能级如图１１７所示。ｎ＝１对应氢原子基态
Ｅｎ＝－１３．６ｅＶ。ａ０＝０．５３×１０－１０ｍ称为第一玻尔半径，它在旧
量子论时期就已经确定。随量子数ｎ的增加，氢原子能级间的
间隔越来越小。当ｎ→∞时，能级接近连续分布，且Ｅ∞ →０，将
零能级位置称为真空能级，代表电子不再受原子核束缚的状态。
若要使处于基态的氢原子电离，必须外加１３．６ｅＶ的能量。

另可证明，为了满足Ｙｌ，ｍｌ（θ，φ）的有限性条件，数学上要求
满足：

Ｌ２＝ｌ（ｌ＋１）ｈ２　　（ｌ＝０，１，２，…，ｎ－１） （１５８）
式中Ｌ＝ｒ×ｐ是角动量算符，已在第１．２．２节说明。因为ｌ描述了角动量的量子化条件，所以
将其称为角量子数。当主量子数ｎ确定以后，角量子数ｌ可以取从０～（ｎ－１）的ｎ个数值。注
意到Ｌ２具有角动量幅度的含义，所以角量子化条件在物理上意味着，电子运动的速度只能取
有限值。在光谱学和化学中，习惯将ｌ为０、１、２、３…的状态依次称为ｓ态、ｐ态、ｄ态、ｆ态，
等等。

为了满足Ｙｌ，ｍｌ（θ，φ）的单值性条件，数学上还要求满足：
Ｌｚ ＝ｍｌｈ　（ｍｌ＝０，±１，±２，…，±１） （１５９）

式中Ｌｚ是角动量算符在ｚ方向上的投影。当主量子数ｎ和角量子数ｌ确定以后，ｍｌ可以取
－ｌ～ｌ之间，共（２ｌ＋１）个值。但在物理上这意味着什么？我们知道，电子在运动时不仅会产生
电流，还可能产生磁场，特别是围绕ｚ轴旋转时会产生磁矩，称为轨道磁矩。微观下电子绕原子
核运动产生的轨道磁矩只能是有限多个。可以证明氢原子中角动量和轨道磁矩的关系为：

Ｌｚ＝－２ｍμｚ／ｅ （１６０）
再加上玻尔在旧量子论中定义的玻尔磁子μＢ：

μＢ＝
ｅｈ
２ｍ

（１６１）

可以将式（１５９）重新表述为：

μｚ ＝－ｍｌμＢ （１６２）
这表明电子轨道磁矩只能是波尔磁子的整数倍。因此ｍｌ具有轨道磁矩量子化的物理意义，
称为磁量子数。

从以上讨论可以看出，即使主量子数ｎ确定，能级Ｅｎ确定后，电子仍可以在半径ａｎ所限
定的球面上以多种运动方式运行，每种方式显然对应不同的量子态。因此，这意味着一个能级
可以容纳多个量子态，也就是能级简并。能级所能容纳的量子态数即为简并度。把每个主量
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子数下的角量子和磁量子数加起来，会发现每个电子能级上的简并度是ｎ２个。
不同的外界作用可以不同程度地解除简并状态，使简并能级分裂。从上面求解过程来看，

只需引入的外界作用能破坏势场的球对称性，即能解除能级简并。电场、磁场和热都具有这样
的作用。用电场解除简并的方法称为斯塔克效应，用磁场解除简并的方法称为塞曼效应。

自旋
１９２１年，斯特恩和盖拉赫在实验中发现，一束银原子通过非均匀磁场后分裂为两条径迹，

而不是连续偏转的痕迹。这证明了磁矩量子化的存在。然而，这个磁矩又不像是轨道磁矩。
因为若按轨道磁矩量子化的推理，当ｌ一定时，ｍｌ可以取２ｌ＋１个值，所以分裂后应有２ｌ＋１
个不同的轨迹空间取向。２ｌ＋１是奇数，而实验观测到的是两个取向。况且实验中的银原子
处于５ｓ态，ｎ＝５，ｌ＝０，ｍｌ＝０，不应当有轨道磁矩。１９２５年，乌仓贝克与高斯密特提出电子
具有自旋角动量的假设，解释了上述实验以及光谱线存在精细结构的现象。

按电子具有自旋角动量的假设，每个电子都具有自旋角动量Ｓ，它的取值与轨道角动量Ｌ２

＝ｌ（ｌ＋１）ｈ２相似：
Ｓ２＝ｓ（ｓ＋１）ｈ２ （１６３）

ｓ是自旋量子数。但它与轨道角量子数ｌ不同，ｓ只能取一个值，１／２。因此自旋角动量也只能
取一个值，所以Ｓ２＝３ｈ２／４。自旋角动量在外磁场方向（设为ｚ向）的投影也是量子化的：

Ｓｚ＝－ｍｓｈ　（ｍｓ＝±１／２） （１６４）
式中ｍｓ是自旋磁量子数，其地位与轨道磁量子数ｍｌ相当，不过它只能取两个数值：±１／２。
因为电子带有电荷，当它做自旋运动时必然产生一个相应的磁矩，称为自旋磁矩，用μｓ表示。
电子自旋磁矩与自旋角动量的关系是：

μｓ＝－ｅｍＳ
（１６５）

采用自旋磁矩在外磁场方向的投影量μｓｚ，可将自旋磁量子化条件重新表示为：

μｓｚ ＝ｍｓμＢ （１６６）
考虑自旋问题后，每个本征态还会进一步简并两个自旋态。但这两个状态无法由薛定谔

方程［式（１１３）］中推出。在狄拉克找到了符合相对论的费米子运动方程以后，就可以从中自
然推出自旋性质，证明了电子自旋是一种相对论效应。这样，氢原子中每个电子能级上的简并
度将增加到２ｎ２个。

有趣的是，由于轨道磁矩和自旋磁矩本身就会相互作用，所以自旋的简并状态可以自动被
这种作用解除。但由于这种作用非常细微，所以分裂后的能级非常接近，只有对原子光谱进行
精度很高的观测时才会发现。通常把这种效应称为光谱的精细结构。因为精细能级间隙稳定
且间隙很小，产生和控制都较方便，所以这种效应被用来制作精度极高的原子钟，规范精密实
验所需的时间刻度。

小结
（１）氢原子的能量是量子化的，能级与主量子数ｎ有关。

当电子从Ｅｎ能级跃迁到Ｅｍ能级时，发出或吸收辐射的频率为ω＝
Ｅｎ－Ｅｍ
ｈ

（２）氢原子的运动状态要用４个量子数来描述：
主量子数ｎ＝１，２，３…；角量子数ｌ＝０，１，２，…，ｎ－１；
磁量子数ｍｌ＝０，±１，±２，…，±ｌ；自旋磁量子数ｍｓ＝±１／２。
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无外界作用时，能级Ｅｎ是２ｎ２度简并的。
（３）电子自旋是一种相对论效应，它只有两个量子数。

１．２．６　势垒模型

最后介绍的经典模型是势垒模型，它反映粒子碰到一定高度的势垒后的透过、吸收和反射
的情况。

图１１８　一维有限高度
势垒的势函数

前三类势阱模型中，势阱的约束作用迫使波态只能待在有限区
域，稳定后形成驻波，能量被量子化，常把它们统称为束缚态模型。
而势垒模型却相反，它没有这样的约束，波动相对处于自由状态，能
量可以取任意值。因为波动可以从远处来、到远处去，所以常称之
为散射态。散射态模型也有很多典型行为，这里只讨论很常用的势
垒隧穿效应。

设势垒的宽度为ａ，粒子在图１１８所示的势垒势场中运动。
势垒的势函数为：

Ｖ（ｘ）＝
０ ｘ＜０
Ｖ０ ０≤ｘ≤ａ
０ ｘ＞
烅
烄

烆 ａ
假定入射粒子的能量Ｅ＜Ｖ０，在不同区域，波函数满足的定态方程是

ｄ２ψ
ｄｘ２
＋２ｍＥｈ２ψ＝０　

（ｘ＜０，ｘ＞ａ）

ｄ２ψ
ｄｘ２
－２ｍ

（Ｖ０－Ｅ）
ｈ２ ψ＝０　（０≤ｘ≤ａ）

令ｋ２＝２ｍＥｈ２
，α２＝２ｍ

（Ｖ０－Ｅ）
ｈ２

，得到方程解的形式。

在ｘ＜０区域：

ψ１＝Ａｅｉｋｘ＋Ａ′ｅ－ｉｋｘ　（ｘ＜０）
容易看出，式中的第一项代表向ｘ正方向入射的平面波，而第二项则表示向ｘ负方向传播平
面波，它由如入射波在ｘ＝０位置的反射产生。在势垒区：

ψ２＝Ｂｅαｘ＋Ｂ′ｅ－αｘ　（０＜ｘ＜ａ）
式中第二项表示入射波在势垒内部指数衰减。第一项则应理解为入射波在ｘ＝ａ处的反射，
其沿－ｘ方向指数衰减，形式上表现为正的指数。ａ１α时，ＢＢ′，此时可将势垒区波函数
合理简化为：

ψ２＝Ｂ′ｅ
－αｘ

在ｘ＞ａ区域：

ψ３＝Ｃｅｉｋｘ＋Ｃ′ｅ－ｉｋｘ　（ｘ＞ａ）
注意到该区域中没有由右向左运动的粒子，因而只应有向右传播的透射波，不应有向左传播的
波。所以有Ｃ′＝０，得到：

ψ３＝Ｃｅｉｋｘ

在ｘ＝ａ处，｜ψ｜２应当连续，即满足：

｜Ｃ｜２＝｜Ｂ′｜２ｅ－２ａα
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在ｘ＝０处，｜Ａｅｉｋｘ｜２和｜Ａｅ－ｉｋｘ｜２应与｜ψ２｜２有相同的量级：

｜Ａ｜２～｜Ｂ′｜２

由此即可估算出透射波与入射波强度之比，即透射系数Ｄ约为：

　Ｄ＝ Ｃｅｉｋｘ ２

Ａｅｉｋｘ ２＝
Ｃ ２

Ａ ２≈ｅ－２ａα＝ｅ－
２ａ
ｈ ２ｍ（Ｖ０－Ｅ槡 ） （１６７）

为了对透射系数量级有较具体的概念，以电子为例进行计算。ｍ＝９．１×１０－３１ｋｇ，ｈ＝１．１
×１０－３４Ｊ·Ｓ，设Ｖ０－Ｅ＝５ｅＶ＝８×１０－１９Ｊ，当势垒宽度ａ＝０．１ｎｍ（原子线度）时，Ｄ≈０．１；而当
ａ＝１ｎｍ时，Ｄ≈３×１０－１０。容易看出，式（１６７）指数部分在数量级上与ａ／λ相当，λ是入射粒
子波的波长。因此，若入射粒子波的波长与势垒宽度相当，或大于势垒宽度时，隧道效应将比
较明显。因此原子线度下只有质量非常小的电子才能表现出隧道效应。若把电子换成质子，
因为ｍｐ／ｍｅ＝１８４０，ａ＝０．１ｎｍ时，Ｄ≈１０－４１，即使是原子线度也没有隧道效应，因此固体才能
稳定存在。能量Ｅ越大，隧道效应也越明显。在电子工程里，能量高的电子可能透过薄的绝
缘体导致漏电。在核聚变反应中，能量很高的质子也能发生隧穿，越过质子间的巨大的静电斥
力产生的势垒而发生聚变。

１．２．７　微扰问题

以上依次介绍了薛定谔方程的几个典型模型，这些模型的势场都非常简单。如氢原子模型
中，假设库仑势场完全理想，与外界电场、磁场和温度都没有任何关系。这等于就是一个真空、绝
对零度和完全孤立的氢原子。实际问题当然不可能这样简单。只要出现任何热、电、磁的外界作
用，势场Ｖ就会随之变化，就需要重新求解薛定谔方程。但大多数问题中这些作用引起的势场变
化和原势场相比都很小，可以视为原来的势场叠加一个小量构成。这样就可以在原来精确解的
基础上，应用近似解法得到简单合理的结论。一般将这类势场变化足够小的问题称为微扰问题。
本小节将以势场变化与时间无关的定态微扰问题为例，介绍此类问题的基本解法。

非简并定态微扰
因为体系的哈密顿算符不显含时间ｔ，所以体系有确定的能量Ｅ。假设体系的哈密顿算符

Ｈ^可以分为两部分：一部分是体系未受外界微扰时的哈密顿算符；另一部分是微扰算符；包含
微扰后的定态薛定谔方程为：

（Ｈ^０＋Ｈ^′）ψ＝Ｅψ （１６８）

式中，Ｈ^０的本征值Ｅ（０）ｋ 和本征函数ψ
（０）
ｋ 是已知的。在能级非简并时，每个波函数与能级一一

对应：
Ｈ^０ψ

（０）
ｋ ＝Ｅ（０）ｋψ

（０）
ｋ

因为微扰足够小，所以对Ｅ和ψ的影响都不大，可以把微扰作用下每个新能级Ｅｋ 视为原有
Ｅ（０）
ｋ 叠加一小量Ｅ（１）

ｋ 组成，把每个新波函数ψｋ视为原有ψ
（０）
ｋ 叠加一小量ψ

（１）
ｋ 组成，即

（Ｈ^０＋Ｈ^′）［ψ
（０）
ｋ ＋ψ

（１）
ｋ ］＝［Ｅ（０）ｋ ＋Ｅ（１）ｋ ］［ψ

（０）
ｋ ＋ψ

（１）
ｋ ］ （１６９）

展开后得到：

Ｈ^０ψ
（１）
ｋ ＋Ｈ^′ψ

（０）
ｋ ＝Ｅ（０）ｋψ

（１）
ｋ ＋Ｅ（１）ｋψ

（０）
ｋ

由于原定态本征函数集正交完备，所以总能将ψ
（１）
ｋ 表示为ψ

（１）
ｋ ＝∑

ｎ
ａ（１）ｎψ

（０）
ｎ ，代入上式得到：

∑
ｎ
ａ（１）ｎ Ｅ（０）

ｎψ
（０）
ｎ ＋Ｈ^′ψ

（０）
ｋ ＝Ｅ（０）ｋ ∑

ｎ
ａ（１）ｎψ

（０）
ｎ ＋Ｅ（１）ｋψ

（０）
ｋ
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两端左乘ψ
（０）
ｍ 并积分，利用本征函数正交归一性得到：

ａ（１）ｍＥ（０）
ｍ ＋Ｈ′ｍｋ＝Ｅ（０）ｋａ（１）ｍ ＋Ｅ（１）ｋδｍｋ

式中Ｈ′ｍｋ＝∫ψ（０）ｍ Ｈ＾′ψ
（０）
ｋ ｄτ。取ｍ＝ｋ，即可算出Ｅ（１）ｋ ＝Ｈ′ｋｋ＝∫ψ（０）ｋ Ｈ＾′ψ

（０）
ｋ ｄτ，并发现ａ（１）ｋ

可以取任意值。取ｍ≠ｋ，可算出ａ（１）ｍ ＝ Ｈ′ｍｋ
Ｅ（０）
ｋ －Ｅ（０）ｍ

。这样整个问题得到近似解，体系的新能

级和新波函数近似为：
Ｅｋ＝Ｅ（０）ｋ ＋Ｈ′ｋｋ

ψｋ ＝ψ
（０）
ｋ ＋∑

ｎ

Ｈ′ｎｋ
Ｅ（０）
ｋ －Ｅ（０）ｎψ

（０）
ｎ

（１７０）

式中求和号∑′ｎ表示在求和中不包含ｎ＝ｋ的项。
如果觉得这样求解的精度不够高，可以重复上述过程，在得到的一级近似解基础上，再次

假设叠加一个小量，得到二级近似解。这里直接给出二级近似能量解为：

Ｅｋ＝Ｅ（０）ｋ ＋Ｈ′ｋｋ＋∑
ｎ
′ Ｈ′ｎｋ ２

Ｅ（０）ｋ －Ｅ（０）ｎ
（１７１）

一般对能量计算到二级近似解，对波函数计算到一级近似解即可满足应用要求。
微扰论适用的条件是：

Ｈ′ｎｋ
Ｅ（０）
ｋ －Ｅ（０）ｎ １　　（Ｅ（０）ｋ ≠Ｅ（０）ｎ ） （１７２）

可以看出，微扰方法能否适用，不仅取决于微扰矩阵元Ｈ′ｎｋ的大小，而且还决定于能级间的距
离 Ｅ（０）ｋ －Ｅ（０）ｎ 。对于原子模型而言，一般它只适用于计算低能级的情况，只有此时能级间
距才足够大。

简并定态微扰
实际问题大多数是存在简并的问题。此时无法利用上述方法计算同一能级上简并态波函

数的变化情况，因为这些简并态对应相同的能量，由式（１７０）看出，求和式中的分母为零，失
去意义。

在微扰之前，简并能级的波函数可以是各简并态波函数的任意线性组合，但微扰之后，假
设简并完全解除，所有简并能态都分裂开来，此时的状态只可能是原来某种特定的线性组合变
化而成的，将其称为零级近似波函数，找到它的形式就能解决简并微扰问题。

设Ｅ（０）ｋ 是ｆ度简并，属于 Ｈ^０的本征值Ｅ（０）ｋ 有ｆ个本征函数：φ１，φ２，…，φｆ，并有：

Ｈ^０φｉ＝Ｅ
（０）
ｋφｉ　（ｉ＝１，２，…，ｆ）

把这ｆ个本征函数线性叠加起来，构成零级近似波函数

ψ
（０）
ｋ ＝∑

ｆ

ｉ＝１
Ｃ（０）ｉφｉ

正确的零级近似波函数应该能满足：

Ｈ^０ψ
（１）
ｋ ＋Ｈ^′ψ

（０）
ｋ ＝Ｅ（０）ｋψ

（１）
ｋ ＋Ｅ（１）ｋψ

（０）
ｋ

因此得到：

（Ｈ^０－Ｅ（０）ｋ ）ψ
（１）
ｋ ＝Ｅ（１）ｋ ∑

ｆ

ｉ＝１
Ｃ（０）ｉφｉ－∑

ｆ

ｉ＝１
Ｃ（０）ｉ Ｈ^′φｉ

以Ｅ（０）ｋ 的某一简并态波函数ψ
（０）
ｍ 左乘上式并积分，可以证明将得到：
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∑
ｆ

ｉ＝１
（Ｈ′ｍｉ－Ｅ（１）ｋδｍｉ）Ｃ（０）ｉ ＝０ （ｍ＝１，２，…，ｆ）

式中Ｈ′ｍｉ＝∫φｍ Ｈ′φｉｄτ。该式是是以系数Ｃ（０）ｉ 为未知数的一次齐次方程组，它有非零解的条
件是系数行列式为零，即

Ｈ′１１－Ｅ（１）ｋ Ｈ′１２ … Ｈ′１ｆ
Ｈ′２１ Ｈ′２２－Ｅ（１）ｋ … Ｈ′２ｆ
  

Ｈ′ｆ１ Ｈ′ｆ２ … Ｈ′ｆｆ－Ｅ（１）ｋ

＝０

这个方程称为久期方程，解此方程可以得到ｆ个不同的根Ｅ（１）
ｋｊ （ｊ＝１，２，…，ｆ），将这些根代回

齐次方程组即得到Ｃ（０）ｉ 解。由此得到体系微扰后每个简并态变成的新能态对应的能级为：

Ｅ（１）ｋ ＝Ｅ（０）ｋ ＋Ｅ（１）ｋｊ
如果其中有重根，说明简并只是部分解除。

【例１．３】　氢原子在外电场作用下产生的谱线分裂现象，称为氢原子的斯塔克效应。其
原因是氢原子能级是简并的，加入外电场后，势场的对称性被破坏，原来简并的能级发生分裂。
一般外电场的强度远小于原子内部场强外电场，因此可看作微扰，对应微扰算符为：

Ｈ′＝ｅε·ｒ＝ｅεｚ＝ｅεｒｃｏｓθ
这里关注外电场作用下能级Ｅ２的变化情况。

属于这个能级有４个简并态：

Φ１＝ψ２００＝Ｒ２１ｙ００
Φ２＝ψ２１０＝Ｒ２１ｙ１０＝Ｒ２１Ｐ１
Φ３＝ψ２１１＝Ｒ２１ｙ１１＝Ｒ２１Ｐ１１ｅｉφ

Φ３＝ψ２１－１＝Ｒ２１ｙ１－１＝Ｒ２１Ｐ１１ｅ－ｉφ

因此，这是一个简并定态微扰问题需要求解久期方程。首先求出Ｈ′ｍｉ，得到：

Ｈ′１２＝Ｈ′２１＝∫Φ１ Ｈ^′Φ２ｄτ＝－３ｅεａ０
而其他矩阵元对角度θ积分后为零。代入久期方程，得到：

－Ｅ（１）２ －３ｅεａ０ ０ ０
－３ｅεａ０ －Ｅ（１）２ ０ ０
０ ０ －Ｅ（１）２ ０
０ ０ ０ －Ｅ（１）２

＝０

此方程的４个根是：

Ｅ（１）２１ ＝３ｅεａ０，Ｅ（１）２２ ＝－３ｅεａ０，Ｅ（１）２３ ＝Ｅ（１）２４ ＝０
可见，在外电场作用下，原来四度简并的能级在一级修正中分裂成三个能级，原来一条谱线分
裂成三条，简并被部分消除。

１．３　大量微观粒子的状态

和宏观问题相比，微观问题的重要特征就是粒子小，数量多。因为粒子数目实在过于巨
大———１摩尔物质包含１０２３量级的粒子数，常规尺度下再去关注单个微观粒子的运动已经没

·７２·



有意义。大量微观粒子的有序运动构成了宏观的波动和粒子运动，仍然可交给波－粒物理解
决。它们的无序运动，虽然名为无序，但在无序的程度和形式上却有确定的规律，因此交给统
计物理来分析。例如，１００００个粒子以相同速度同行，就可视为一个超大的粒子，并应用牛顿
定律分析；但把１００００个粒子随机关在一间密室里，使其自然均匀散开，就已经在显现统计
规律。

１．３．１　经典统计分析原理

统计物理最初研究的是定常势场中大量气体分子热运动问题，由１９世纪中期两位具有远
见的物理学家，玻尔兹曼和麦克斯韦开创。当时微观物质结构研究尚未起步，唯能论思想盛
行，人们认为能量已经是物质的基本形式，无需继续划分物质结构。玻、麦二人坚信物质由微
观粒子构成，认为能量，尤其是气体的热能（内能）可以由大量气体分子的热运动形式加以理论
描述。他们将数学中的概率论引入物理研究，通过对大量微观粒子的统计分析找到热力学问
题的微观解释。下面我们就以此类问题为例，了解统计力学的基本思想，并将它推广到量子
层面。

统计力学最简单的分析对象是运动自由、规律相同、相互独立的粒子组成的气体。这样每
个粒子的变化就足够随机，适用概率原理。为了得到确定结果，同样要给系统施加约束。单看
体系中每个粒子，它的具体行为都在变化，无法限制。因此只能从统计层面约束它的各类统计
物理量，例如，数量Ｎ或自由度Ｆ能量Ｅ，压强Ｐ体积Ｖ，温度Ｔ熵Ｓ。如果我们只想分析一
些稳定常态下的普遍结论，那么后４个量通常都是给定的，所以问题主要变为分析充分无序运
动后数量Ｎ和能量Ｅ的关系。

我们假设一个实验。把粒子比作豆子，把能级比作高低不同的盒子。然后我们一次次地
把所有豆子聚齐，以相同的总能量抛洒到系统中，最后豆子们会随机地落在各个盒子中。在豆
子落定之后，我们把“每个盒子依次落了哪些豆子”的每种结果称为微观态，可简称状态，把“每
个盒子依次落了多少豆子”的每种结果称为宏观态，可简称分布。显然，一种状态只对应一种
分布，而一种分布可能对应多个状态。统计力学认为，平衡孤立系统中，所有微观态出现的概
率相同，即等概率假设。也就是说抛洒豆子时，不会因为抛洒方法不当，导致某种微观态更容
易或更不容易出现。这样，经过足够多次抛洒，所有可能的状态和分布都将呈现出来。既然每
种微观态等概率出现，那么每种分布出现的概率将正比于它对应的微观态数。必定有一种分
布对应微观态数最多，出现概率最大。统计力学将这种分布称为最概然分布，并断定，最概然
分布就是自然选中的分布，实际中大量微观粒子就是这么分布的。

现在我们回到物理实例上，看看为什么统计力学这样重视最概然分布。假设一个微观粒
子的子系统中有三个微观谐振子。根据薛定谔方程，它们的本征能级为ｈν／２、３ｈν／２、５ｈν／２、
７ｈν／２……现在令系统总能量为９ｈν／２，则谐振子总共可以下表中的三种方式在能级上分布：

每能级上粒子数 ｎ０（ｈν／２） ｎ１（３ｈν／２） ｎ２（５ｈν／２） ｎ３（７ｈν／２）

Ａ ０ ３ ０ ０

Ｂ ２ ０ ０ １

Ｃ １ １ １ ０

根据概率论中的排列组合原理，不难知道，每种分布对应的微观态数为：
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ＷＡ＝ Ｎ！

∏ｎｉ！
＝ ３！
０！３！０！＝１

，　ＷＢ＝ Ｎ！

∏ｎｉ！
＝ ３！
２！０！０！１！＝３

，

ＷＣ＝ Ｎ！

∏ｎｉ！
＝ ３！
１！１！１！＝６

式中，Ｎ是粒子数；∏ｎｉ！＝ｎ０！ｎ１！ｎ２！……因此共有１０种微观态。Ｃ分布出现的概率最大，
为６０％。它就是此问题中的最概然分布。尽管如此，我们并不能说Ａ和Ｂ分布不可能出现。

现在我们把系统中的谐振子数扩大为Ｎ＝２５个。令系统总能量为７５ｈν／２。这时可能的
分布和微观态都会显著增加。限于篇幅无法全部列出，我们只看与上表类似的三个：

每能级上粒子数 ｎ０（ｈν／２） ｎ１（３ｈν／２） ｎ２（５ｈν／２） ｎ３（７ｈν／２） ｎ４（９ｈν／２） ｎ２５（５１ｈν／２）

Ａ ０ ２５ ０ ０ ０ ０

Ｂ ２４ ０ ０ ０ ０ １

Ｃ １２ ６ ４ ２ ０ １

可以算出每种分布对应的微观态数为：

ＷＡ＝ Ｎ！

∏ｎｉ！
＝ ２５！
０！２５！０！＝１

，　ＷＢ＝ Ｎ！

∏ｎｉ！
＝ ２５！
２４！０！０！１！＝２４

，　

ＷＣ＝ Ｎ！

∏ｎｉ！
＝ ２４！
１２！６！４！２！＝９．４×１０

１１

可以大致看出，随着粒子数的增加，最概然分布与其他分布出现概率的差距会显著拉大，以至
于到最后几乎可以忽略其他分布。因此有理由认为，大量粒子问题中，最概然分布就是实际的
分布。不难看出，这就是最平稳作用量（哈密顿）原理或熵增原理的在Ｎ－Ｅ问题上的应用。
最概然分布就是给定熵为最大（平稳）时的分布。

在此基础上，再考虑比较现实且更普遍的能级简并情况，即一个能级包含多个不同的粒子
态。注意粒子态和微观态不是一个概念，粒子态说的是“每个豆子可能呈现出来”的粒子状态，
微观态说的是“每个盒子依次落了哪些豆子”的体系状态。这些粒子态虽然能量相同，但是它
们的总有一个物理量的状态不同，因此分析时要区别对待。氢原子有氢原子的简并法，氦原子
有氦原子的简并法，每个统计体都有各自不同的简并特征，完全没有简并的统计体是最简单的
统计体。我们可以把简并方式简单看作统计体的内秉属性。

如果能级Ｅｉ简并度为ｇｉ，那么分布在Ｅｉ上的每个粒子的可取粒子态数将增加到ｇｉ个，
分布ｎｉ个粒子后就会使微观态数增加到ｇｎｉｉ 个。其他能级依此类推，从而使系统总的微观态

数目增加到原来的∏ｇｎｉｉ 倍。设有一个体积为Ｖ，能量为Ｅ，粒子数为Ｎ的大量粒子系统，每
个粒子可占据能级为Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｉ……每能级的简并度为ｇ０，ｇ１，…，ｇｉ……每能级分布的粒
子数分别为ｎ０，ｎ１，…，ｎｉ……则每种分布对应微观态数为：

Ｗｘ ＝ Ｎ！

∏ｎｉ！∏
ｇｎｉｉ

系统总微观态数为：

Ｗ ＝∑
ｘ
Ｗｘ ＝∑

ｘ

Ｎ！

∏ｎｉ！∏
ｇｎｉｉ ＝Ｎ！∑

ｘ
∏ｇｎｉｉ
ｎｉ！

（１７３）
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如果能求出此时的最概然分布，就能知晓大量粒子的普遍分布规律。

１．３．２　麦克斯韦－玻尔兹曼分布

如何求解最概然分布ｎ０，ｎ１，ｎ２，…，ｎｉ……从数学上看，可归结为Ｗｘ 的最大化问题。即
在粒子数和能量守恒的前提下，

∑
ｉ
ｎｉ＝Ｎ （１７４）

∑
ｉ
ｎｉＥｉ＝Ｅ （１７５）

找出一种能级分布数ｎ０，ｎ１，ｎ２，…，ｎｉ，使Ｗｘ ＝Ｎ！∏ｇｎｉｉ
ｎｉ！

取最大值。

利用数学中求条件极值的方法可以推得，只要粒子在能级上的分布满足负指数形式：

ｎｉ＝ｇｉｅ－α－βＥｉ （１７６）
即可使Ｗｘ取得最大值。将该式代入条件式（１７４），解出α：

ｅ－α＝ＮＺ
其中 Ｚ＝∑

ｉ
ｇｉｅ－βＥｉ （１７７）

称为粒子的配分函数，或有效状态和。这里的状态指粒子态。尽管体系中理论上有各种可能
的粒子态，但算上分布因素后，高能级粒子态很少被粒子占据，所以它们对系统实际粒子态数
的贡献很少。Ｚ就表示把各粒子态的实际贡献考虑进去后体系有效的总粒子态数。Ｚ是一个
相当重要的物理量，利用它可以将统计力学中的微观物理量和热力学中的宏观物理量联系
起来，

另一个参数β无法只由上述条件推出。这是因为到现在为止我们只在纯数学空间讨论问
题，没有给定另外几个与时空现实相关的统计量。给定其他统计量，与时空现实情况相互印证
后，可得出结果为β＝１／ｋ０Ｔ，Ｔ为温度。因此最终的分布解为：

ｎｉ＝Ｎｇｉｅ
－
Ｅｉ
ｋＴ

Ｚ
（１７８）

式中ｋ为玻尔兹曼常数。这就是麦克斯韦玻尔兹曼分布，简称麦玻分布。两边同除以Ｎ，
得到粒子在能量上的分布概率ｆＥ为：

ｆＥ＝ｇｉｅ
－
Ｅｉ
ｋＴ

Ｚ
（１７９）

可以看出，同一温度Ｔ下，能级越高，粒子分布概率越小。随着温度的升高，粒子在高能级上
分布概率将增加。这与经典力学领域的物理常识是一致的，而统计力学则用更简单的方法得
到了定量的物理结论。

不连续能级结论可以推广到连续能级的情况。当能级分布很密集且近乎连续时，就像离
散的概率在连续时用概率密度表示一样，离散的每能级Ｅ上简并度ｇ变为连续的ｇ（Ｅ）＝ｄｇ／
ｄＥ函数，因为它具有粒子态在能级上有多密集的物理含义，所以常称为态密度。此时可用关
于能量的概率密度ｆＥ（Ｅ）形式将麦玻分布表示为：

ｆＥ（Ｅ）＝ｇ
（Ｅ）
Ｚ ｅ－

Ｅ
ｋＴ （１８０）

粒子的配分函数为：
·０３·



Ｚ＝∫
∞

０
ｇ（Ｅ）ｅ－

Ｅ
ｋＴｄＥ （１８１）

根据等概率假设不难理解，每个粒子简并态上的分布概率也应该是相同的。因此将上式
两边除以态密度ｇ（Ｅ），就可以得到粒子在每个简并态上的最概然分布概率ｆ：

ｆ＝１Ｚｅ
－ＥｋＴ （１８２）

这个分布不受态密度的影响，适用范围更广。每当我们在默认语境下讨论最概然分布规律时，
常常就是指每个简并态上的最概然分布。

１．３．３　玻色爱因斯坦分布

早在提出光（量）子假设时，爱因斯坦就已指出光波函数与大量光子概率分布之间的物理
联系。１９２４年，玻色将统计物理的研究方法应用于黑体辐射问题，将黑体视为大量光子组成
的光子气体系统。他注意到光子和宏观粒子的区别以及它与波动的密切联系，统一了玻色子
统计理论，成功解释了光子气的统计行为。后人就把这一类的微观粒子统称为玻色子。

从统计特性上看，作为微观粒子的玻色子首先具有宏观粒子没有的全同性。简单地说，全
同性就是指所有（同类）微粒的内秉属性完全相同，状态无法区分。从理论上说，就是交换体系
中两个微粒状态对整个体系的任何可观测物理量都不产生影响。在宏观气体中，气体分子不
全同，因为气体分子的状态可以用它的轨道来分辨，只要跟踪各个分子的定域位置就会发现分
子交换后的变化。但到微观粒子问题时，微观粒子本身也是全域的波动，没有轨道可言。一杯
水里的两片茶叶可以交换，但把两杯水倒进一个杯子里后就无所谓再怎么交换。玻色子也是
一样，作为全域波动的基本粒子，它具有全同性，即交换对称性，不管怎么换，所有系统量都纹
丝不动。

玻色子的另一个重要的统计特性是从波动中继承而来的相容性。简单地说，相容性就是
指两个现象（波动）可以同时存在，简单叠加，叠加后还属于同一性质的现象（波动）。从理论上
说，就是可以有任意多玻色子处于同一个波态，否则总有一种波态是无法叠加出来的。我们可
能会觉得宏观粒子也符合这个特性，因为前文经典统计分析中也可以有任意多粒子取相同粒
子态。但每当这么做时，我们不会把这么多粒子又当作一个质量大一点的粒子来分析，每个粒
子之所以成为“单个”粒子的轨道独立性就丧失了，它们能叠加看作一个大粒子本身就是放弃
追踪单个粒子轨迹，改为关注粒子统计数量分布，把粒子数量看作波幅时展现的波动相容性。

全同性使玻色子在不同能态上的排列顺序变得没有意义。相容性使同一个能态上仍然可
以待任意多玻色子。于是玻色子分布对应的微观态数不再符合式（１７３），而由下式描述：

Ｗ ＝∏
ｉ

（ｎｉ＋ｇｉ－１）！
ｎｉ！（ｇｉ－１）！

（１８３）

如果能级都不简并，ｇｉ＝１，则Ｗ＝１，每种分布对应的微观态不再可区分，这与全同性假设是
一致的。但在能级简并时，玻色子选择在同一能级内哪几个简并态上分布，还是会构成微观态
的区别，仍需计入统计考虑。

与推导麦玻分布类似的方法，得到玻色子的分布函数为

ｎｉ＝ ｇｉ
ｅα＋βＥｉ－１

（１８４）

对于任何一个体系而言，即使是绝热，也无法阻止其通过电磁波辐射和吸收方式损失和增加光
子数。因此玻色子数守恒条件无法得到满足，理论上式中的α因子无法解出。参照现实情况
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后可将玻色子在粒子态上的分布规律定性表示为：

ｆ＝ １
ｅ
Ｅ
ｋＴ －１

（１８５）

这就是玻色爱因斯坦分布，简称玻爱分布。它给出了黑体辐射问题的理论依据。
玻色提出全同性假设是在哥本哈根学派提出概率波、测不准和互补原理之前。他更多的

是为了得到一个足够准确的概率分布公式来解决黑体辐射问题。但从上文分析中看到，当粒
子具有确定轨迹时可以被区分，失去轨迹含义后不可区分。这实际上意味着，全同性假设具有
与不确定性原理和互补原理同等重要的物理地位，都是判别粒子是否出现量子效应，是否算是
微观粒子的重要标志。

可能正是这一关键的物理认识，使得玻色的工作立刻得到了爱因斯坦的重视。爱因斯坦
敏锐地将全同性假设推广到原子气体问题中。认为原子气体在动量极小、相互靠近的情况下，
量子效应将变得十分明显，因此也会遵循全同性原理。他大胆地预测，在极低温度下可以利用
类似于冷凝的原理，制得一种不同于普通低温固体的新物态。该物态中绝大多数原子因为无
法停留在更高能态而被“凝聚”到同一基态，且相互不可区分，使得整个原子系统看上去像是一
个众多原子（波）整齐重叠起来的超级大原子（波）一样。简单地理解，这就如同是把原子当作
光子组成了一束高度相干的原子激光。人们将这一物态称为玻色爱因斯坦凝聚态，１９９５
年，人们制得了铷原子的玻色爱因斯坦凝聚态，验证了这一预言。

１．３．４　费米狄拉克分布

就在玻色刚刚提出全同性假设不久，１９２５年，泡利从浩如烟海的原子光谱数据中发现了
电子的泡利不相容原理，指出原子中没有任何两个电子可以拥有完全相同的状态。这些发现
为当时原子结构和电子轨道的研究扫清了道路，更是完美地解释了化学元素表的周期排列规
律。１９２６年，费米和狄拉克分别对电子体系重新进行了统计力学分析，得到了这种新的微观
粒子统计分布规律，费米狄拉克分布，简称费狄分布。此后这类微观粒子就被称为费米子。

费米子的不相容性正是来自宏观粒子的轨道独立性。我们用不同的轨道来区分宏观粒
子，也用不同状态来区分它们在微观世界的化身。但作为微观粒子，费米子仍然具有全同性。
不过相比较玻色子，它的全同性要略打折扣，变成反对称性，即交换两个费米子，系统的所有物
理量观测平均值仍然不变，但系统态会改变正负号。观测平均值都是系统态模方层面上的结
果。简单地理解，在纸上画了两条贯穿纸面的曲线以后，交换它们虽然对看到的图案没有影
响，但却可能隐藏着正面看和反面看的微妙区别。可见比起全域无死角的玻色子来，费米子的
全域性还留有方向上的破绽。

同时考虑不相容和全同性原理后，每种费米子分布对应的微观态数又是另一番面貌，可由
下式描述：

Ｗ ＝∏
ｉ

ｇｉ！
ｎｉ！（ｇｉ－ｎｉ）！

（１８６）

能级不简并时，ｇｉ＝ｎｉ＝Ｗ＝１，符合全同性假设。能级简并时，电子按不相容原理在各简并状
态上分布。同样方法得到电子的分布函数为

ｎｉ＝ ｇｉ
ｅα＋βＥｉ＋１

（１８７）

可以证明，式中α＝－ＥＦ／ｋＴ，ＥＦ称为费米能级。由此得到在状态上的费米狄拉克分布为：
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ｆ＝ １

ｅ
Ｅｉ－ＥＦ
ｋＴ ＋１

（１８８）

在电子工程物理中，电子的分布规律是关注的重点，因此费米能级是非常重要的物理量。
图１１９给出了简化形式的费米狄拉克分布。当Ｔ＝０Ｋ时，因为泡利不相容原理，电子不能
像玻色子那样全部都处于最低能态，而是从低到高能级依次填充，最后关于状态的概率分
布为：

ｆ＝
１ （对Ｅ＜Ｅ０Ｆ）

０ （对Ｅ＞Ｅ０Ｆ烅
烄
烆 ）

（１８９）

式中Ｅ０Ｆ是０Ｋ时的费米能。这表明能量比Ｅ０Ｆ低的能级全被粒子占据，而比Ｅ０Ｆ高的能级全空
着。这一结果给出了费米能级比较形象的物理含义，即费米能级就是绝对零度时电子刚好填
充完时对应的那个能级。从热力学意义上，它反映了体系等效的“热”度。因而两个体系接触
后，电子会从费米能级高的一边流向低的一边，直到热平衡时两者费米能级持平。以后的章节
中会进一步看到费米能级和费米狄拉克分布在电子工程物理中发挥的重要作用，并讨论费
米能级的具体求法。

图１１９　费米－狄拉克分布函数

在确定了光子和电子的统计特性后，人们陆续发
现更多的微观粒子，从不同粒子的对比中加深了对统
计规律的认识。实证表明，费米子都具有半整数倍的
自旋量子数，是构成物质结构的“粒子”，如电子、质子、
中子等。玻色子都具有整数倍的自旋量子数，大多是
用于传递作用的“波动”的粒子，如光子、声子、介子等。
各种费米子和玻色子相互组合由底向上形成世界上所
有的物质。原子既可以是费米子也可以是玻色子，取
决于它统计层面上的自旋状态。元素周期表中约有７５％的稳定同位素原子是玻色子，如氢原
子和多数碱金属原子。交换正反对称性，自旋量子数，最概然分布特性都是这些微观粒子统计
特征在不同理论处理方式上的体现，可视为等价的判据。有了这些特性后，统计物理的量子版
本就被正式建立起来，常称为量子统计物理。

所有量子版本的物理到了宏观尺度上都会趋近经典结论，统计物理也不例外。由
式（１８４）和式（１８７）可见，当ｅα＝Ｚ／Ｎ＞＞１时，分母中的１可以忽略不计。此时无论是玻
爱分布，还是费狄分布，都退化为经典的麦玻分布（１７８）。因此Ｚ／Ｎ值可视作统计物理中
区分量子和经典的判据。
Ｚ／Ｎ＞＞１表面上的含义是，有效粒子态数远大于粒子数，大多数粒子态都被空着。常将

这种系统称为非简并系统，因为空着当然不会简并。反之则是多个微观粒子挤在一个能级上
的简并系统。但换个角度看，它还是在反映系统的测不准程度。以三维立方体中气体为例，先
把宏观气体视为大量费米子的统计体，相信它在宏观测度上能自然演化出宏观统计特性。用
后面３．２．１节介绍的方法可求得三维自由费米子气的态密度为：

ｇ（Ｅ）＝２πＶ
（２ｍ）

３
２

ｈ３ Ｅ
１
２

代入连续情况下配分函数定义式（１８１），积分、化简得到：

Ｚ＝Ｖ ２πｍｋＴｈ（ ）２

３
２
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因此Ｚ／Ｎ＞＞１等效于：

Ｚ
Ｎ ＝

１
Ｎ／Ｖ

２πｍｋＴ
ｈ（ ）２

３
２

＞＞１

可以看出，要使Ｚ／Ｎ＞＞１，需要粒子密度Ｖ／Ｎ小，粒子质量ｍ大，平均动能ｋＴ大（温度高）。

考虑到粒子密度与分子平均自由程之间的联系ｌ＝ Ｖ／（ ）Ｎ
１
３ ，以及能量与动量之间的联系

ｐ＝ ２槡ｍＥ ，上式转化为：

ｌ·ｐｈ／槡π
从而又回到不确定性原理上。满足该式时，粒子自由程和动量乘积远大于普朗克常数，使得两
者都有相对精确的观测值，因此符合经典理论。反之，则需要采用量子统计。

问题与习题

１１　一维运动的粒子处在下面状态

ψ（ｘ）＝
Ａｘｅ－λｘ （ｘ≥０，λ＞０）

０ （ｘ＜０烅
烄

烆
）

① 将此项函数归一化；②求粒子坐标的概率分布函数；③在何处找到粒子的概率最大？
１２　若在一维无限深势阱中运动的粒子的量子数为ｎ。① 距离势阱的左壁１／４宽度内发现

粒子概率是多少？②ｎ取何值时，在此范围内找到粒子的概率最大？③ 当ｎ→∞时，这
个概率的极限是多少？这个结果说明了什么问题？

１３　一个势能为Ｖ（ｘ）＝１２ｍω
２ｘ２的线性谐振子处在下面状态

ψ（ｘ）＝Ａｅ－
１
２α
２ｘ２ （α＝ ｍω槡ｈ ）

求：①归一化常数Ａ；②在何处发现振子的概率最大；③势能平均值珡Ｕ＝１２ｍω
２ｘ２。

１４　设质量为ｍ的粒子在下列势阱中运动，求粒子的能级。

Ｖ（ｘ）＝
∞ ｘ＜０

１
２ｍω

２ｘ２ ｘ≥烅
烄

烆
０

１５　电子在原子大小的范围（～１０－１０ｍ）内运动，试用不确定关系估计电子的最小能量。

１６　氢原子处在基态ψ（ｒ，θ，φ）＝
１
πａ槡 ３
０
ｅ－

ｒ
ａ０ ，求：①ｒ的平均值；②势能－ｅ

２
ｓ

ｒ
的平均值；③最

概然半径。

１７　假设一体系未受微扰作用时，只有两个能级Ｅ０１及Ｅ０２，受到微扰 Ｈ^′作用，微扰矩阵元
Ｈ′１２＝Ｈ′２１＝ａ，Ｈ′１１＝Ｈ′２２＝ｂ。ａ、ｂ都是实数，用微扰公式求能级的二级修正值。

１８　氢分子的振动频率是１．３２×１０１４Ｈｚ，求在５０００Ｋ时，下列两种情况下振动态上粒子占
据数之比。①ｎ＝０，ｎ＝１；②ｎ＝１，ｎ＝２。

１９　求在室温下（ｋＴ＝０．０２５ｅＶ）电子处在费米能级以上０．１ｅＶ和费米能级以下０．１ｅＶ的概
率各是多少？
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第２章　晶体中原子的状态

固体是由大量原子组成的，如果考虑粒子间的互相作用，可以说固体由以电磁场相互作用
的电子和原子核组成，电磁场是大量光子的波动。因此，固体可视为包含大量电子、光子和原
子核的多体。选择不同视角来看它，能产生出不同的理论或学科。

以光子为主角，把电子和原子核看作电磁波的介质，主要产生光电子物理大类的知识，例
如光学、电磁场／波、量子光学，高频电子器件、光电子器件，等等，这些都有专业课程讲解。

以电子和原子核为主角，把光子看作它们间的相互作用，主要产生固体电子和微电子大类
的知识，例如包含固体物理的凝聚态物理，电子学，电路学，微电子器件学，等等。其中基于半
导体材料的微电子器件技术，是应用最广泛的电子工程技术。接下来本书将沿着固体物理、半
导体物理和器件原理的顺序逐步深入。

只以原子核为主角，那么原子核与光子和电子的综合作用都会被视为原子核间的力。人
们习惯把原子核同周围的电子和光子合称为原子，于是固体就被看作是相互作用的原子序列，
描述它的规律是本章的重点。但这只是一套以原子序列运动为特定对象的观测视角和研究方
法。因为过于笼统地把电子和光子运动都看作原子间力，所以在这套理论中电子和光子运动
本身的物理全都无法展现出来。这种缺陷将分别由专业电磁学理论以及本书下一章的固体电
子理论来填补。

２．１　固体原子的结合

学物理的时候，以函数论为基础的波动理论是最主流的理论形式。虽然我们花了很大力
气了解了电子为何以及怎样表示为全域的波动，但在谈论它的时候，仍然喜欢用力、键、得到、
失去这些定域的粒子化的语言。要想学好电子工程物理，首先要理清它们之间的关系。

２．１．１　原子间的力

１．多体模型
原子以近似线性回复力互连就构成固体。先看为什么固体中原子是近似线性回复力。按

１．２．１节的氢原子模型，一个氢原子和另一个氢原子结合成氢分子，应该是由两个原子核和两
个电子构成的多体模型，可由定态薛定谔方程描述：

　　［Ｔｅ１（ｒ１）＋Ｔｅ２（ｒ２）＋ＴＮ１（Ｒ１）＋ＴＮ２（Ｒ２）＋Ｖ（ｒ１，ｒ２，Ｒ１，Ｒ２）］ψ（ｒ１，ｒ２，Ｒ１，Ｒ２）

＝Ｅψ（ｒ１，ｒ２，Ｒ１，Ｒ２） （２１）
式中，ψ是描述体系状态的波函数；ｒｉ是每个电子的ｘ坐标；Ｒｉ是每个原子核的ｘ坐标。前４
个Ｔ算符是电子和原子核的动能算符，Ｖ是电子和原子核间所有相互作用的势能算符，包括
电子与电子，原子与原子核，电子与原子核的静电势能，以及微粒间的交换能，等等。

这个模型的严格解析求解十分困难。这里只想说清逻辑过程，假设总有办法解出它，最后
得到四体系统定态本征解ψｉ和能量本征值Ｅｉ。通常只用到基态ψ１。有了ψｉ（ｒ１，ｒ２，Ｒ１，
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Ｒ２），必定能找出电子和原子核的平均位置，及模方粒密度｜ψｉ｜２的分布态势，由此得到不同本
征态下氢分子的物理结构。从中又可找到系统总能量Ｅ与原子核间距ｒ的关系。假设氢分
子质心不动，去掉质心动能，Ｅ中就只剩下系统势能Ｖ，Ｅ－ｒ关系就变成Ｖ－ｒ关系。它正是
原子间作用力对应的势能。从中得到作用力Ｆ为：

Ｆ＝－ｄＶｄｒ
（２２）

对氢分子而言，可得到如图２１所示的计算结果。

图２１　原子间的相互作用

根据图２１，原子靠近到ｒ＜ｒ０时，斥力大于引力，净
作用为斥力。两原子远离到ｒ＞ｒ０时，引力大于斥力，净
作用为引力。只有在适当距离ｒ０处，引力和斥力达到平
衡。此处是势能Ｖ 的驻点。由图可见，驻点附近小范围
内，势能曲线形状对称，可近似产生线性回复力。驻点处
能量相对ｒ→∞的能量，可看作两个原子从自由运动到稳
定结合时所释放的能量，被称为结合能。如果以ｒ→∞处
的势能为零，那么驻点处的势能就是结合能。

当原子数量增加后，作用结果会发生变化。如果所
有原子间都能形成图２１的近似线性回复力，那么它们
就能形成固体。热力学零度下系统处于基态。但随着温
度升高，系统处于高能的激发态，原子核与电子的平均动
能都会增加。

如果Ｎ个原子能结合成固体，设固体中任意两原子的互作用势能为Ｖ（ｒｉｊ），ｒｉｊ为第ｉ个原
子与第ｊ个原子之间的距离，那么第ｉ个原子与晶体中所有其他原子的互作用能为：

Ｖｉ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
′Ｖ（ｒｉｊ） （２３）

Σ′表示求和时要除去ｉ＝ｊ的项，就是说，不计粒子与自身的相互作用。总势能为：

Ｖ＝１２∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｖｉ＝１２∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
′Ｖ（ｒｉｊ）　（ｉ≠ｊ） （２４）

式（２４）中出现因子１／２，是由于互作用是在一对原子之间发生的，求和会出现两次。理想情
况下每个原子与晶体中所有其他原子的相互作用是相同的，此时势能可简化为：

Ｖ＝１２∑
Ｎ

ｊ＝１
′Ｖ（ｒｉｊ）＝１２ＮＶｉ

（２５）

按系统总倾向于处于最低能量，因此静止时大量原子总倾向于按相同方式紧密排列，以达成最
低势能，形成周期性的空间结构。

原子数量剧增后，按此方法求解原子序列的作用与运动会变得非常困难。２．３节将对大
量原子的振动问题提供更简单的解决办法。

２．原子间的电子
以上从多个微粒的势能角度阐述了原子间作用。这些叙述来自量子理论，讲述的电子已

经不是经典粒子。但人的思维很大程度上仍是粒子性的，总是习惯用经典粒子方式思考和陈
述问题。为此人们引入了电子云的概念。这里为了便于讨论电子和它们组成的键，先介绍一
些基本理论。
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描述电子运动状态的波函数的模方ｎ（ｘ）＝ （ｘ）２具有概率密度场的含义，被形象地
称作电子云。常见的说法有：

（１）概率密度ｎ（ｘ）高的位置，可视为粒子电子所在的位置。按电子云的ｘ空间位置，可
称内层电子，外层电子。

（２）按波函数的具体形式对应的量子数，可分为ｓ／ｐ／ｄ／ｆ态电子，１ｓ／２ｓ态电子，等等。按
ｎ（ｘ）在不同本征态上的分布程度，可称电子占满／未占满该态／层，满／不满壳层。注意，本征
态的电子云可能为各种形状，也可能同时占据内层和外层，本征态是ｋ空间的分类结果，内层／
外层是ｘ空间的分类结果。但通常主量子数小／大的本征态主要占据的部分仍是内层／外层。

（３）原子靠近后，电子云会发生交叠而改变，也就是模型的解会改变。如果某本征态的电
子云变动不大，高密度区主要在原子核附近，称该原子仍拥有该电子，电子仍来自该原子。如
果变动很大，按电子云密集区的分布，以及与不同原子核的相对位置及电荷的空间分布情况的
不同，可称其为原子得到／失去电子、成为负／正离子、原子共享电子、自由电子，等等。

（４）原子相互靠近后电子云因交叠而发生改变，称作原子间的成键。键上的电子被称为
价电子。价电子的得到与失去，会使原子变成不同价的离子。

按照这些共识，可以把原子间作用以电子、力这些经典术语描述得更加直观。例如，原子
靠近后，内层电子和原子核不受影响，构成稳定的带正电的离子实。外层电子则会由于距离太
近而与其他离子实和电子之间发生相互作用，最终形成新的稳定分布。

２．１．２　原子间的键

以原子核为主角，电子被看作原子间力的载体。电子云交叠并稳定改变的区域，就像两个
人握手时伸出的手，是这个力主要分布的区域，被称作键。键的强度常用键能来描述，它也就
是原子间的势能，结合能。

键可以展示原子以怎样的空间结构互连。知道键是怎样，就能推测原子会怎样排列成固
体。原子间的键主要有离子键、共价键、分子键、金属键以及氢键５种类型。

１．离子键
离子键由正负离子通过静电力形成，如图２２所示。
典型的离子键由元素周期表中ⅠＡ族元素与ⅦＢ族元素结合产生。ⅠＡ族元素易于失去

电子而带正电荷，ⅦＢ族元素易于得到电子而带负电荷，使两者的价电子态都变为满壳层。
离子键的显著特点是，除了原子核与电子的吸引力外，正、负离子之间也会产生额外的强

图２２　离子键

烈吸引力，迫使系统中产生强烈的排斥作用与之平衡。当离子相互
靠近时，电子云首先相互交叠，电子间因静电力相互排斥。电子云
交叠后，某些电子还会试图占据其他原子的电子态。但在双方都已
达成满壳层的情况下，为了满足不相容性，这些电子只能占据原来
能量更高的空态，这将会使系统的能量显著增加。多体系统总是倾
向待在最小能量状态，占据新态所需的能量越高，系统就越不容易
达到该态，表现为靠近后不易成键。

离子键是强键，离子键形成的物质通常都很稳固。例如ＮａＣｌ，相邻正负离子间距为２．８１
×１０－８ｃｍ，相应的结合能达到５．１ｅＶ。它们还常有导电性能差、熔点高、硬度高且膨胀系数小
的特点。
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２．共价键
共价键常由元素周期表中ⅣＡ族元素原子形成，如Ｃ、Ｓｉ、Ｇｅ、Ｓｎ等。
形成共价键的原子不倾向得到／失去电子，而倾向共享电子。每个键含有自旋相反的两个

电子，分别来自两个不同原子。ⅣＡ族元素都有４个价电子，最多能与周围最邻近的４个原子
形成４个共价键，称为饱和共价键。此时每个原子周围都有８个电子，使各原子的价电子态都
变为满壳层。

图２３　共价键

ⅣＡ族元素价电子云的形状像纺锤一样，如图２３所示，
方向性很明显，这使得它们的共价键也具有强烈的方向性。Ｃ
的金刚石结构的４个键的方向是沿着正四面体的４个顶角方
向，键间的夹角为１０８°２８′。饱和性和方向性是ⅣＡ族元素价
键的两个显著特点。

共价键也是一种强键。例如，在Ｓｉ的共价键中，相邻原子
间距为５．４３×１０－８ｃｍ，结合能达到４．６３ｅＶ。它还常有熔点高、导电性差、硬度高等特点。

３．金属键
金属键常由元素周期表中ⅠＡ、ⅡＡ族及过渡元素原子形成。

图２４　金属键

这些原子最外层一般有一两个容易失去的价电子，如图２４所示。
这些价电子不特别束缚在原子核附近，形成的电子云几乎没有方向
性。它们弥漫在空间中，为所有原子所共有，金属离子仿佛浸没在电
子云中。因此它们被称为金属中的自由电子。键的结合力主要是来
自离子和电子云之间的静电力。

金属键没有方向性，因此对原子排列的具体形式没有特殊要求，
只受最小能量原理的限制。由于金属的价电子是自由电子，所以金属
常有很高的电导率和较高的热导率。又因为离子和电子云之的作用没有明显的方向性，所以
金属的延展性也挺好。

４．分子键
典型的分子键可由惰性元素原子在低温下形成，如Ｎｅ、Ａｒ、Ｋｒ、Ｘｅ等。

图２５　分子键

与前面三种键不同，分子键形成时原子外层的价电
子云几乎没有变化，如图２５所示。惰性元素具有稳定
的球对称的满壳层电子结构。它们靠近时，相互之间产
生范德瓦耳斯力。其具体可分为三种：①静电力，也称
葛生力，是由正负电荷中心不重合的极性分子的永久偶
极矩形成；②诱导力，也称德拜力，是由极性分子的永久
偶极矩与其所诱导的非极性分子的偶极矩形成；③色散

力，也称伦敦力，是由非极性分子的瞬时偶极矩形成。对于不同分子，三种力所占比例不同，色
散力常起主导作用。

范德瓦耳斯力很弱。因此，分子键形成固体熔点通常很低，比如Ｎｅ、Ａｒ、Ｋｒ、Ｘｅ晶体的熔
点分别是２４Ｋ、８４Ｋ、１１７Ｋ和１６１Ｋ。常温下它们都是气体。
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５．氢键
氢键是氢原子参与成键的特殊键型，如２６所示。

图２６　氢键

氢原子半径很小，电离能很大，一般情况下不易失去
电子，而是与其他原子形成共价键。氢原子又只有一个
电子，它同时也是价电子。当氢原子唯一的价电子与其
他原子形成共价键后，电子云分布便靠近共价键一边，另
一边只剩下带正电的原子核，因为没有其他价电子中和
其正电荷，它很容易与其他带负电荷的任何结构相结合，
形成氢键。这种结合一般结合力较弱。氢键结构常用
Ｘ—Ｈ…Ｙ表示。Ｘ—Ｈ是较强的共价键，Ｈ…Ｙ就是较
弱的氢键。水、冰和ＮＨ３中都有氢键。

氢键能一般在０．１ｅＶ的量级，比范德瓦耳斯键强。它有方向性和饱和性。方向性使原子
按特定方向成键。饱和性使氢键只能连接两个原子。第三个负离子会因为受到已结合的两个
原子／离子的排斥作用而不能形成氢键。

多数固体材料都同时存在着两类或两类以上的结合力。例如，石墨片层中每个Ｃ原子的
三个价电子以共价键方式与最近邻的原子结合，这三个价电子近似分布在一个平面上形成一
层３配位的结构。第四个价电子较自由地在层间运动，具有金属键性质。层与层之间还存在
着范德瓦耳斯力。又如，共价键和离子键之间的区别只在于电子多大程度上偏向键的一侧，很
多时候没有明显界限。ＧａＡｓ的共价键约占３１％，离子键约占６９％。同素异形体的结合方式
常常也不同。Ｃ形成石墨时只在层内成共价键，但形成金刚石时却能形成饱和共价键。

２．２　晶体原子的排列

大量原子以键相互结合构成原子序列结构。为了描述它们，产生一套独立的晶体学理论。

２．２．１　晶体和非晶体

只有固体的原子间有线性回复力，原子必须待在平衡位置附近。作为流体的气体和液体
原子都可以相对自由地移动。因此，只有固体的原子排列会呈现出有序性，即使在运动时也不
会轻易改变排列次序。只要原子序列中存在有序排列结构，都可称为广义的晶体，其有序排列
结构称为晶格。根据有序程度的差异，产生不同的晶体学术语。

有序性最强的是单晶体，简称单晶，如图２７（ａ）所示。它也是狭义上的晶体。单晶体中的
原子总体排列具有严格周期性，比如平移或者旋转对称性。劳埃（Ｌａｕｅ）在１９１２年使用Ｘ射
线衍射验证了单晶体的周期性结构。因为排列方式很稳定，所以单晶体有固定熔点；因为强键
通常都有方向性，所以强键形成的稳定单晶体通常具有各向异性。单晶Ｓｉ、单晶Ｇｅ是半导体
工业常用的的单晶体。

在所有位置上都维持严格周期性排列不是件容易的事。如果只在少量位置上破坏周期
性，就称之为有缺陷的晶体。

如果在某一尺度以下都能周期性排列，而在该尺度以上则不能，其表现为许多大小和取向
不同的小晶粒的无序排列，就称为多晶体，简称多晶，如图２７（ｂ）所示。多晶的微观有序性使
其仍然具有稳定的物化性质，宏观无序性使其宏观上没有方向性，呈现各向同性。多晶硅和部
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分金属都是常见的多晶体。有缺陷的单晶体以及多晶是自然界常见的情形。
如果在与原子／分子间距相当的尺度上也没有有序性，只因为原子／分子键约束而有序排

列，俗称长程无序，短程有序，则称其为非晶体，非晶，如图２７（ｃ）所示。非晶体常常是在微观
尺度上破坏原子有序排列的结果。作为一种无序的固体，非晶材料反而具有某些晶体材料所
不具备的优良性质。塑料、玻璃都可视为非晶体。因为金属键弱而没有方向性，所以金属原子
也可以形成无序排列，部分金属也会形成非晶体，比较典型的有使用极冷或者高能球磨等方法
制备的非晶合金材料。

较稠密的液体也可看作非晶体，因为液体原子／分子距离较近时，它们的短程排列仍可能
是有序的。如果液体的短程排列有序性较强，方向性明显，就称作液晶，如图２７（ｄ）所示。它
因为流动性和可控性强已经得到非常广泛的应用。

气体原子／分子距离太远，不可能有序排列。

图２７　单晶、多晶、非晶、液晶、液体、气体中原子结构的二维示意图

自然界中晶体成型的过程，就像学生排队做操一样，是围绕核心依次排列而成的。最初是
无序排列的液体或气体，其中总有少数原子先稳定成键，构成晶核。温度缓慢降低到熔点时，
原子倾向组成总势能更低的固体，于是就围绕晶核，按照键的方向性要求，自发地一步步扩大
有序排列结构，生长晶格，称为结晶。难免有原子因为外界的作用，没有长在理想的位置上，产
生晶体缺陷，或长成多晶体。如果想得到完全无序的非晶体，就要抑制所有自发的结晶过程，
例如使液体迅速掠过晶体熔点冷却，结晶过程就可能无法发生。

虽然多晶、非晶和液晶都有不亚于单晶的重要应用，但作为入门学习，下文仍然讨论最规
则的单晶体。它能提供最稳定有序、易于描述的排列结构。

２．２．２　晶体的几何结构

按照逻辑顺序，我们应该先确定要讨论什么物质，里面有哪些原子，按多体模型求出这些
原子的键结构，根据键的方向性分析原子会怎么排列，这种排列最终看起来像什么样，怎么描
述，有没有普遍规律，等等。也就是按照先物理后几何，先具体再抽象的顺序。但这么做太花
费篇幅，是材料学的研究重点，而不是电子工程物理入门学习必备的。所以我们倒过来，先介
绍人们已经发现的几何结构规律和描述方法，再到物理实例印证这些理论。

１．点阵和基元
如果把原子看作一个几何点，它按照一定的规律排列形成的结构就是晶体的几何结构。
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谈论晶体几何结构的规律，就等于是问，点能排出多少种具有周期性的图案？答案是无限多，
因为这么问并没有限定周期大小，可以在更大／小的周期上无穷无尽地排下去，如图２８（ａ）
所示。

现在给定周期大小，只问在该周期下，点能排出多少种图案？答案还是无限多，因为没有
限定点的相对位置，同样周期下可以把点排在任意位置上，如图２８（ｂ）所示，基元中两个点的
相对位置有无限多种排法。我们把所有按照相同周期排列的点看作一个原子或原子集团，称
为基元。从基元中选一个点，以它的排列代表基元的排列。这个确定的点，就称作格点。格点
排列的结构，称作点阵或者晶格。

如果基元由多个原子构成，那么晶格可以被看作由多个相同的点阵按特定空间相对关系
套构而成。此时完整的原子排列结构被称作复式晶格。如果基元中只有一个原子，则为简单
晶格。

图２８　可能有的点的有序排列

确定周期、基元和点阵后，再问格点能排出多少种图案，就有明确答案了。
一维的点阵，只能排出图２９（ａ）所示的图案。
二维的点阵，典型的，可能排出图２９（ｂ）所示的图案，其可看作平行四边形在二维平面上

周期性重复。但根据视角和基元不同，也可看作三角形、六边形的排列。根据边长和角度不
同，看作平行四边形、长方形、正方形的排列。

三维的点阵，典型的，可能排出图２．９（ｃ）所示的图案，其可看作平行六面体在三维空间上
周期性重复。但根据视角和几何细节的差异，可产生更多细致的分类。布拉菲（Ｂｒａｖａｉｓ）找到
了按形状、边长和角度差异细分晶格类型的普适理论，把晶格分为７大晶系１４种类型，如表２
１所示。它后来被代数方法发展为更普适的群理论。

２．原胞和晶胞
由此可见，晶格结构可以看作是由一个最小重复单元周期性重复排列而成。这个最小重

复单元就称作固体物理学原胞，简称原胞。可以用空间几何／矢量代数来描述它。以某原胞格
点为原点，以原胞边长为基矢，可描述空间任一格点的位置。对三维原胞，图２９（ｃ）中的ａ１、
ａ２和ａ３就是基矢，任意格矢Ｒｌ的位置为：

Ｒｌ＝ｌ１ａ１＋ｌ２ａ２＋ｌ３ａ３ （２６）
其中ｌ１、ｌ２、ｌ３是任意整数。
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图２９　点阵的排列

　　　表２１　布拉菲晶格的１４种类型

晶系 晶格类型数 对边长和角的限制

三斜 １
ａ１≠ａ２≠ａ３

α≠β≠γ

单斜 ２
ａ１≠ａ２≠ａ３

α＝γ＝９０°≠β

正交 ４
ａ１≠ａ２≠ａ３

α＝β＝γ＝９０°

四角 ２
ａ１≠ａ２≠ａ３

α＝γ＝９０°≠β

立方 ３
ａ１＝ａ２＝ａ３

α＝β＝γ＝９０°

三角 １
ａ１＝ａ２＝ａ３

α＝β＝γ＜１２０°，≠９０°

六角 １
ａ１≠ａ２≠ａ３

α＝β＝９０°，γ＝１２０°

从图２９（ｂ）可以看出，原胞的取法并不是唯一的。在保证它是最小重复单元的前提下，
有很多种选取方法，如图２９（ｂ）前三种选法。但无论怎么选取，每个原胞必定只含一个格点。
三维情况下，原胞的体积Ω必定为：

Ω＝ａ１·（ａ２×ａ３） （２７）
在所有原胞的选法中，有一种方法是普适的，而且有深刻的物理意义。将某个格点与其所

有相邻格点用线段连接起来，它们的垂直平分面围成的最小形状，称为维格纳塞兹原胞
（ＷｉｇｎｅｒＳｅｉｔｚ），简称维塞原胞，如图２９（ｂ）中的第５种选法。维塞原胞所含的格点就在原
胞中心，它的物理意义在２．２．４节详述。

虽然原胞的概念很简单，但原胞的选法只能体现晶格的周期性，也就是平移对称性。除了
平移对称性外，晶格中肯定还有很多其他对称性，如旋转对称，反射对称等。晶格结构的对称
性与其物理化学性质的各向异性密切相关，并且可以反映晶体的外形结构。为此，人们切换视
角，从晶格中选出最能充分反映晶格对称性的单元，称作结晶学原胞，简称晶胞。图２．９（ｂ）中
的第４种选法就可看作晶胞，它显然比其他原胞包含更多的对称性。

只要不是最简情形，对称性强的晶胞肯定能包含只有平移对称性的原胞，因此晶胞中
常常不止一个格点。除了角上的格点外，其他格点通常出现在能反映对称性的位置上，如
体心、面心。三维时常用ａ、ｂ、ｃ表示晶胞结构中的基矢。晶胞的边长，也就是基矢长度称为
晶格常数。

需要注意，晶胞只是同一个晶格不同种选法下的可重复单元。晶胞中包含多个格点，
与基元中包含多个原子点是两回事。晶胞的每个格点都是一个基元，已经包含了基元中的
所有原子点。如果基元中有多个原子点，那么完整的排列结构就是复式晶格，由多个简单
晶格套构按特定空间关系套构而成。

电子工程物理中最常用的材料都有较强的对称性，它们的晶胞大都能用最简单的立方晶
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系来描述，理解起来十分方便。立方晶系最常见的晶格有简立方，体心立方和面心立方，如
图２１０所示，其细节如下。

图２１０　最常见的立方晶格的晶胞和原胞

（１）简立方结构。
格点在立方体的顶角上，晶胞其他部分没有格点。晶胞就是原胞。因为每个原子为８个

原胞所共有，所以它对一个原胞的贡献只有１／８。８个顶点上的格点对一个原胞的贡献合起来
恰好是一个格点，因此，一个简立方晶胞只含有一个格点。简立方每个格点周围最近邻的格点
有６个，也称配位数是６。

（２）体心立方结构。
体心立方晶胞除顶角上有格点外，还有一个格点在立方体的中心。乍看之下，顶角和体心

上格点周围情况似乎不同，实际上就整个空间的晶格来看，完全可以把晶胞的顶点取在原胞的
体心上。这样心变成角，角也就变成心，体心立方晶胞中包含两个格点。体心立方每个格点周
围最近邻的格点有８个，配位数是８。

（３）面心立方结构。
面心立方晶胞除顶角上有格点外，在立方体的６个面的中心还有６个格点，故称面心立

方，同对体心立方情形的论证相同，面心格点和顶角格点周围的情况是一样的。每个面为两个
相邻的原胞所共有，于是每个面心格点只有１／２是属于一个晶胞，６个面心格点对一个晶胞的
贡献只等于３个格点。因此，面心立方结构的每个晶胞含有４个格点。面心立方的配位数是
１２，它是一种最紧密的排列方式。

【例２．１】　写出晶格常数为ａ的体心立方和面心立方其晶胞基矢ａ、ｂ、ｃ和固体物理学原
胞的基矢ａ１、ａ２、ａ３、的表示式，并求出原胞体积。

解：首先看体心立方结构，取晶轴为坐标轴，以ｉ、ｊ、ｋ表示坐标轴的单位长度矢量，那么
晶胞基矢分别为ａｉ、ａｊ和ａｋ。按图２１０（ｂ）所示的方法选取原胞，则原胞基矢为

ａ１＝ａ２
（－ｉ＋ｊ＋ｋ）　ａ２＝ａ２

（ｉ－ｊ＋ｋ）　ａ３＝ａ２
（ｉ＋ｊ－ｋ） （２８）

按式（２７）求得原胞体积为：
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Ω＝ａ１·（ａ２×ａ３）＝ａ
３

８

－１ １ １

１ －１ １

１ １ －１

＝ａ
３

２
（２９）

它是晶胞体积的１／２。体心立方晶胞含两个格点，因此该原胞只含一个格点，与其定义是一致
的。上述分析启发我们，可以用一种简便的方法求原胞的体积，即

原胞体积＝
晶胞体积（ａ３）

晶胞包含的格点数 （２１０）

３．晶列和晶面
有了原胞和晶胞，就可以清楚地描述方向。有两种表示方向的方法，一种用晶列，一种用

晶面。
在空间点阵中，可以连接格点后获得无限多个直线族，每族中的直线相互平行，且相邻间

隔相同。这些相互平行等距的直线族称之为晶列，如图２１１（ａ）所示。在现实中晶列会表现
为晶体的晶棱。

因为任一格点Ａ的格矢表示为Ｒｌ＝ｌ１ａ１＋ｌ２ａ２＋ｌ３ａ３，那么。把ｌ１、ｌ２、ｌ３约成互质整
数，就可以用来表示晶列的方向，称为晶向指数，习惯上用方括号记作［ｌ１ｌ２ｌ３］。若其中有负
数，可在负数上面加一横，如－ｌｉ记为ｌｉ。图２１１（ａ）的二维晶格中，ＯＡ晶列的晶向指数为
［２１］，ＯＣ为［１１］。图２１１（ｂ）中ＯＡ为［１００］，ＯＢ为［１１０］，ＯＣ为［１１１］。

对称的方向上晶体的特性是相同的。因此所有对称的晶向可以用一个等效晶向表示，常
用尖括号记为〈ｌ１，ｌ２，ｌ３〉。如图２１１（ｃ）中等效晶向：〈１００〉包括 ［１００］、［０１０］、［００１］、［１００］、
［０１０］和［００１］。

　
（ａ）二维晶向 （ｂ）三维晶向 （ｃ）等效晶向

图２１１　晶列与晶向

空间点阵中也可以划分成无限多个格点平面族，这些平面族中的平面互相平行，且每个平面
上的格点分布相同。这种平面称为晶面。晶面有两个重要特征，一个是空间方向，由晶面的法线
方向表示；另一个是晶面族中相邻平面的间距。不同方向的晶面族，面间距常常是不同的。

为了标志不同族的晶面，引入晶面指数。如图２１２（ａ）所示，设面ＡＢＣ和基矢为ａ１、ａ２、

ａ３的原胞坐标系轴交于三点，截距分别为ＯＡ＝ｒａ１，ＯＢ＝ｓａ２，ＯＣ＝ｔａ３，它的晶面指数就由
和１／ｒ，１／ｓ，１／ｔ成正比的三个最小互质整数ｈ１，ｈ２，ｈ３表示，常用圆括弧记以（ｈ１ｈ２ｈ３），负方向
同样用数字上加负号表示。在２．２．４小节将揭示晶面指数更本质的物理意义，并证明立方晶
格中过原点垂直于（ｈ１ｈ２ｈ３）晶面族的格点直线一定经过（ｈ１ｈ２ｈ３）。这是它比较简单的判断方
法，但只在立方晶格成立。
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根据晶体的对称性，晶面方向同样也有对称性，对称的晶面可以用一个等效晶面表示，常
用大括号记为｛ｈ１ｈ２ｈ３｝。图２１１（ｃ）中等效晶面｛１００｝包括 （００１），（００１）、（０１０）、（０１０）、
（１００）和（１００）。

实际工作中晶胞更常用，所以用晶胞基矢ａ，ｂ，ｃ构成的晶胞坐标系也常用于表示晶列和
晶面指数，按习惯分别记为［ｍｎｐ］和（ｈｋｌ）。晶胞坐标系中的晶面指数（ｈｋｌ）被特别称为密勒
指数。图２１２（ｂ）给出了立方晶系中一些重要晶面的密勒指数。后文的晶面指数默认为立方
晶系的密勒指数。

（ａ）从晶面求晶面指数 （ｂ）立方晶胞坐标系的常见晶面

图２１２　晶面族与晶面指数

【例２．２】　 在立方晶胞中，画出（１０１），（０２１），（１２２）和（２１０）晶面。
解

图２１３　几个晶面的画法

图２１４　面心点阵中的晶面Ａ
和晶面Ｂ

【例２．３】　分别写出图２１４所示面心点阵中晶面Ａ和晶面Ｂ的晶面指数和密勒指数。
解：晶面Ａ与ａ１、ａ２、ａ３轴的截距分别为∞、１、１，相应的倒数比为０∶１∶１，那么其晶面指

数为（０１１）；晶面Ｂ与ａ１、ａ２、ａ３轴的截距分别为∞、２、２，对应的
倒数比为０∶１／２∶１／２，再化为互质的整数比０∶１∶１，所以Ｂ
面的晶面指数也为（０１１）。显然，相互平行的两晶面其晶面指
数相同，它们属同一晶面族。

晶面Ａ与ａ，ｂ，ｃ轴的截距分别为１／２、∞、∞，相应的倒数
比为２∶０∶０，那么密勒指数为（２００）。晶面Ｂ与ａ、ｂ、ｃ轴的截
距分别为１、∞、∞，相应的倒数为１∶０∶０，那么，密勒指数为
（１００）。可见同一晶面在不同坐标系中的表示是不同的。
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２．２．３　晶体的物理结构

在几何结构的基础上，进一步说明格点上的原子类型，基元结构和键结构，以及晶体的物
理结构。物理结构决定了晶体究竟是什么物质，下面介绍电子工程材料中最经典的几种结构。

１．无方向性键的密排结构
金属键无方向性，对原子排列的形式没有特殊要求，只受最小能量原理的限制。理想的情

况是，原子尽最大可能密排，这样可以把离子与无方向性电子云的静电势能降到最低。面心立
方和六角密排结构是最紧密的结构，体心立方则不算最紧密结构。

图２１５　无方向性金属
键的六角密积结构

Ｌｉ、Ｎａ、Ｋ、Ｒｂ、Ｃｓ、Ｆｅ等会排成体心立方结构。Ｂｅ、Ｍｇ、Ｚｎ、Ｃｄ、
Ｔｉ、Ｚｒ等会六角密排。常用的导电材料Ｃｕ、Ａｕ、Ａｇ、Ｐｂ、Ｎｉ、Ｃｏ、Ｐｔ、

γＦｅ、Ａｌ等均为面心立方结构。如图２１５所示，六角密排结构由两

个简单六方晶格平移１
３ａ－

１
３ｂ＋

１
２ｃ
后套构而成，配位数是１２，与

面心立方相同。
除了金属外，惰性元素的分子键也没有方向性，它们也会尽量

密排。Ｎｅ、Ａｒ、Ｋｒ、Ｘｅ都是面心立方结构。

２．离子键的ＮａＣｌ／ＣｓＣｌ结构
这是二元离子晶体常见的结构。
ＮａＣｌ由Ｎａ＋和Ｃｌ－结合而成，Ｎａ＋和Ｃｌ－交替排列，构成图２１６（ａ）的结构。它可以看作

由两个晶格常数相同而原子类型不同的面心立方相对平移１／２晶格常数后套构而成。因此
ＮａＣｌ结构属面心立方，基元由一个Ｎａ＋和一个Ｃｌ－组成。许多二元化合物都具有ＮａＣｌ型结
构，如ＬｉＦ、ＫＣｌ、ＫＢｒ、ＰｂＳ晶体等。
ＣｓＣｌ晶体的晶胞如图２１６（ｂ）所示，是由Ｃｌ－和Ｃｓ＋各自的简立方晶格，沿立方体空间对

角线位移１／２对角线长度套构而成。所以ＣｓＣｌ结构属于简立方，基元由一个Ｃｓ＋和一个Ｃｌ－

组成。ＣｓＣｒ、ＣｓＩ、ＴｉＣｌ、ＴｉＢｒ、ＴｉＩ等化合物晶体都属于ＣｓＣｌ结构。

（ａ）ＮａＣｌ结构 （ｂ）ＣｓＣｌ结构

图２１６　离子键的ＮａＣｌ／ＣｓＣｌ结构

３．共价键的金刚石／闪锌矿结构
这是饱和共价键晶体常见的结构。
Ｃ原子按金刚石结构结合时，最外层的４个２ｓ１／２ｐ３价电子云交叠杂化成空间对称的共

价键，每个Ｃ原子与周围的４个Ｃ原子以饱和共价键互连，形成正四面体结构，如图２１７（ａ）
所示。图中用棒状连线表示方向性很强的价电子云。在相同晶列方向上，正四面体中心的Ｃ
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原子键朝左上方，顶角上的Ｃ原子键朝右下方，它们是同一个基元中的两个所处空间位量不
同的碳原子。仔细观察图２１７（ａ）就能看出，金刚石结构是由两个面心立方沿体对角线位移
１／４晶格长度后套构而成。除了Ｃ形成的金刚石外，最常用的半导体材料Ｓｉ和Ｇｅ都是金刚
石结构。

如果不是单质原子，就不易得到完美的饱和共价键，但仍可能形成类似的结构。闪锌矿
ＺｎＳ的结构就由Ｓ和Ｚｎ两种原子的面心立方结构沿空间对角线位移１／４晶格长度套构而成，
如图２１７（ｂ）所示。Ｚｎ和Ｓ所成的键中有很大部分共价键的成分。很多化合物半导体材料，
如ＧａＡｓ、ＩｎＰ、ＩｎＳｂ等都是属于这种结构。其可谓是电子工程材料的专用结构。

（ａ）金刚石结构 （ｂ）闪锌矿结构

图２１７　共价键的金刚石／闪锌矿结构

表２２列出了上述常见几何结构和物理结构的主要特征。可见实际物理结构中复式晶格
是十分常见的情形。复式晶格可以看作由格点上／基元中只有一个原子的简单晶格按特定空
间关系套构而成。弄清这些概念是为了明确我们所讨论的材料到底是什么结构，在以怎样的
周期进行周期性排列。

表２２　常见电子工程材料的晶格特征

结构 类别 基元中的粒子数 点阵 配位数

ＮａＣｌ结构 复式 ２ 面心立方 ６

ＣｓＣｌ结构 复式 ２ 简立方 ８

金刚石结构 复式 ２ 面心立方 ４

闪锌矿结构 复式 ２ 面心立方 ４

注：ＮａＣｌ、ＣｓＣｌ、金刚石结构和闪锌厂中的配位数指原子模型中不同类型原子间配位计算得到的配位数。

４．晶格的缺陷
我们把缺陷也看作一种特殊的晶格形式在此讨论。因为在理论模型中，缺陷常常被看作

偏离理想晶格的微扰作用。而在实用中，缺陷不仅不能被忽略，还会被刻意利用，发挥十分重
要的作用。

实际晶体内部总会有缺陷，其具体形式非常广泛。按几何形状大致可将其区分为为点缺
陷、线缺陷和面缺陷几种主要类型。

点缺陷为三维尺寸都很小，不超过几个原子直径的缺陷。其基本形式有空位，间隙原子和
替位原子，如图２１８所示。空位是指未被原子所占有的晶格位置。间隙原子是处在晶格间隙
中的多余原子。替位原子是指当异质原子进入晶体后，代替本来的原子占据在平衡位置上。

线缺陷是指三维晶体中在两维方向上尺寸较小，在另一维方向上尺寸较大的缺陷。典型
的如晶体中某处一列缺失的原子。
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图２１８　点缺陷示意图

面缺陷是指两维尺寸很大而第三维尺寸很小的缺
陷，比如晶体中某处缺失了某一个晶面上的原子。此
外，晶体表面位置的原子排列相对于体内不同，也可看
作一种缺陷。由于表面原子的异常排列而产生的性质
常称为表面效应。

缺陷的存在会导致其附近的局域原子排列发生变
化。晶格的变化，可能导致晶体性质的剧烈变化。第３

章将陈述为什么如此，第４章将介绍人们怎么利用它。

２．２．４　晶体的倒易结构

上文介绍的几何结构和物理结构都是ｘ空间的结构。但因为这些结构具有显著的周期
性，所以最适合表述波动物理的不是ｘ空间，而是与之相倒的ｋ空间。既然打算用晶格／格波
方式描述原子序列的运动，那么最应该知道的是它们在ｋ空间是什么样。

１．倒格子
实际上，ｘ空间和ｋ空间是以傅里叶变换相关联的。ｘ空间的函数ｆ（ｘ）在ｋ空间的形式

由其傅里叶变换Ｆ（ｋ）给出。
但现在遇到的不是一个函数，而是一个矢量代数表示的晶格。它的基矢为ａ１、ａ２和ａ３，任

意格矢为Ｒｌ＝ｌ１ａ１＋ｌ２ａ２＋ｌ３ａ３。表面上看用不了函数的傅里叶变换。但点在不同代数形式
中有不同表示方法，比如位置ｘ＝ｘ０，坐标（ｘ０），矢量ｘ０和函数δ（ｘ－ｘ０）是完全等价的。函数
不仅能兼容矢量，还能表示矢量不能表示的幅度。只要把矢量Ｒｌ改成δ（ｒ－Ｒｌ），就能继续应
用熟悉的傅里叶变换。

先看一维晶格。一维晶格写作函数就是周期冲激序列：

ｆ（ｘ）＝∑
ｌｉ
δ（ｘ－ｌｉａ１），　ｌｉ为任意整数 （２１１）

它傅里叶变换到ｋ空间为：

Ｆ（ｋ）＝∑
ｈｉ
δ（ｋ－ｈｉｂ１），ｂ１＝２πａ１

，ｈｉ为任意整数 （２１２）

从图２１９不难看出，ｘ空间的周期点阵在ｋ空间也是周期点阵，只不过周期从ａ１变为ｂ１＝
２π／ａ１，两者关于２π呈倒数关系。因为ｘ和ｋ空间的基矢关于２π互为倒数，所以称它们互为
倒空间。以ｘ空间为正空间时，ｋ空间就是倒空间。ｋ空间中的点阵称为倒点阵。

有了倒点阵，那么基于点阵定义的其他所有概念就都有倒的版本。比如，倒晶格、倒坐标
系、倒基矢、倒格矢、倒原胞。一维情况下，ｂ１就是倒基矢，它同时也对应一个倒原胞。

图２１９　一维周期点阵在不同空间的函数表示
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对三维晶格，它在ｘ空间原胞坐标系中写作：

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ ∑
ｌ１，ｌ２，ｌ３

δ（ｘ１－ｌ１ａ１）δ（ｘ２－ｌ２ａ２）δ（ｘ３－ｌ３ａ３） （２１３）

如果原胞是简立方坐标系，情况就很简单，因为三个ｘ方向正交，可以当作三个独立的一维情
况分别变换，得到ｋ空间倒点阵：

Ｆ（ｋ１，ｋ２，ｋ３）＝ ∑
ｈ１，ｈ２，ｈ３

δ（ｋ１－ｈ１ｂ１）δ（ｋ２－ｈ２ｂ２）δ（ｋ３－ｈ３ｂ３） （２１４）

三个倒基矢ｂ１＝２π／ａ１，ｂ２＝２π／ａ２，ｂ３＝２π／ａ３仍然正交。倒原胞仍然是简立方。利用倒基矢，
可将任意倒格矢记为Ｋｈ＝ｈ１ｂ１＋ｈ２ｂ２＋ｈ３ｂ３，其中ｈ１、ｈ２和ｈ３是整数。

但只要正原胞不是简立方，原胞坐标系就不是正交坐标系，按数学推导过程的要求，此时
只有当正、倒基矢满足：

ａｉ·ｂｊ＝
２π ｉ＝ｊ
０ ｉ≠｛ ｊ

ｉ，ｊ＝１，２，３ （２１５）

关系时，才能保证每个ｘｉ到ｋｉ的傅里叶变换仍然与另两个方向无关而得到式（２１４）。简立
方的情况只是它的特例。

按此普遍条件下，正、倒格矢始终满足：
Ｒｌ·Ｋｈ＝２πμ，μ为整数 （２１６）

根据式（２７）和式（２１５），正、倒原胞体积Ω和Ω始终满足：

Ω＝
（２π）３
Ω

（２１７）

此外还能看出，正、倒空间在数学形式上是完全对称的，与所在空间类型没有关系。习惯
上以ｘ空间为正空间，ｋ空间为倒空间。但若以ｋ为正空间，则ｘ为倒空间，所有结论都不变。

式（２１５）的正、倒基矢条件只是数学推导上的要求，但它能如此自然地推出倒点阵这样
实用的结论，必定有着深刻的物理渊源。结合式（２７），它可以等价地改写作：

ｂ１＝２πａ２×ａ３Ω
，　ｂ２＝２πａ３×ａ１Ω

，　ｂ３＝２πａ１×ａ２Ω
（２１８）

记ａ２ａ３、ａ３ａ１、ａ１ａ２晶面族的面间距分别为ｄ１、ｄ２和ｄ３，就会发现：

ｂ１ ＝２π ａ２×ａ３Ω ＝２πｄ１
，

ｂ２ ＝２π ａ３×ａ１Ω ＝２πｄ２
，

ｂ３ ＝２π ａ１×ａ２Ω ＝２πｄ３

（２１９）

这说明倒基矢ｂｉ的模具有反比于正空间晶面间距的物理意义。
从式（２１５）或式（２１８）都能看出，倒基矢ｂｉ的方向具有垂直交于对应晶面族的意义。从

数学上说，ｋ空间和ｘ空间不是重叠的几何空间，它们的方向是毫不相干的两个概念。但在这
样强烈的暗示下，我们不妨就把它们认为是重叠的空间，倒空间方向就是正空间方向，研究任
意倒格矢与正空间晶格参数的关系，看看能产生什么普遍的物理意义。

如图２２０所示，首先画出晶面族（ｈ１ｈ２ｈ３）。晶面指数是晶面在正原胞坐标系ａ１、ａ２和ａ３
轴上截距的倒数，且已化为最小互质整数，所以由截距ａ１／ｈ１、ａ２／ｈ２和ａ３／ｈ３连成的ＡＢＣ面是
离原点最近的晶面。接着在重叠空间中画出倒格矢Ｋｈ＝ｈ１ｂ１＋ｈ２ｂ２＋ｈ３ｂ３。因为ｈｉ是最小
的互质整数，所以它是在该方向上最短的倒格矢。

·９４·



图２２０　倒格矢与
晶面族的关系

在ＡＢＣ面上取两个矢量ＣＡ和ＣＢ，则

ＣＡ＝ＯＡ－ＯＣ＝ａ１ｈ１－
ａ２
ｈ２

ＣＢ＝ＯＢ－ＯＣ＝ａ２ｈ２－
ａ３
ｈ３

（２２０）

根据式（２１５），有
Ｋｈ·ＣＡ＝０，　Ｋｈ·ＣＢ＝０ （２２１）

因此倒格矢Ｋｈ＝ｈ１ｂ１＋ｈ２ｂ２＋ｈ３ｂ３与正晶面族（ｈ１ｈ２ｈ３）正交。
在立方晶格中，ａｉ和ｂｉ方向相同，ｈ１ｂ１＋ｈ２ｂ２＋ｈ３ｂ３必定经过
（ｈ１，ｈ２，ｈ３）点，这就解释了２．２．２节把“立方晶格中过原点垂直
（ｈ１ｈ２ｈ３）晶面族的格点直线一定经过（ｈ１，ｈ２，ｈ３）”作为晶面指
数判据的原因。

正晶面族（ｈ１ｈ２ｈ３）的面间距ｄｈ１，ｈ２，ｈ３可看作任一截距在Ｋｈ方向上的投影：

ｄｈ１，ｈ２，ｈ３ ＝
ａ１
ｈ１
· Ｋｈ
Ｋｈ ＝ ２π

Ｋｈ
（２２２）

这再次证明了倒格矢ｈ１ｂ１＋ｈ２ｂ２＋ｈ３ｂ３的模反比于正晶面族（ｈ１ｈ２ｈ３）的面间距。由此可推
论，倒基矢ｂ１与正晶面族（１００）正交，且其模为２π／ｄ１００。这与式（２２１）的结论是一致的。

图２２１　画在重叠空间中的
正、倒基矢和原胞

以上过程说明，倒格矢ｈ１ｂ１＋ｈ２ｂ２＋ｈ３ｂ３的方向与晶面族
（ｈ１ｈ２ｈ３）正交，模关于２π反比于该晶面族（ｈ１ｈ２ｈ３）的面间距。
按此原理可根据正基矢和正原胞轻松地画出倒基矢和倒原胞，
如图２２１所示。

正晶面族与倒格矢有着非常显著的对应关系，晶面指数
（ｈ１ｈ２ｈ３）明确地指出了对应倒格矢的特征。它的法向是倒格矢
的方向，而它的面间距则是其长度。这是倒空间最直观的理解
方法。晶格的Ｘ射线衍射实验能直接呈现出倒晶格的图案，从
中可以看到正晶格晶面族的排列规律。

【例２．４】　试证面心立方和体心立方互为倒晶格。
解：体心立方正晶格的原胞基矢可取为：

ａ１＝ａ２
（－ｉ＋ｊ＋ｋ），　ａ２＝ａ２

（ｉ－ｊ＋ｋ），　ａ３＝ａ２
（ｉ＋ｊ－ｋ） （２２３）

ｉ、ｊ、ｋ分别为平行于晶轴ａ、ｂ、ｃ的单位矢量；ａ为晶格常数。代入式（２１５）得到倒原胞基
矢为：

ｂ１＝２πａ
（ｊ＋ｋ），　ｂ２＝２πａ

（ｋ＋ｉ），　ｂ２＝２πａ
（ｋ＋ｉ） （２２４）

面心立方正原胞基矢可表示为：

ａ１＝ａ２
（ｊ＋ｋ），　ａ２＝ａ２

（ｋ＋ｉ），　ａ３＝ａ２
（ｋ＋ｉ） （２２５）

与体心立方的倒原胞基矢相比只相差一常数公因子。因此，正空间晶格常数为ａ的体心立方
晶格，其倒晶格为晶格常数为４π／ａ的面心立方晶格。同理，可证明面心立方的倒晶格是体心
立方。
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２．布里渊区
有了正、倒基矢／格矢，就能方便地描述正、倒空间的所有现象。ｘ空间周期晶格中的现象

通常都以正格矢Ｒｌ为周期：

ｆ（ｒ）＝ｆ（ｒ＋Ｒｌ） （２２６）
例如，格点、晶列、晶面的周期性特征都可以这么描述。晶格本身的δ函数表示法也符合此式。
它的傅里叶变换为：

ｆ（ｒ）＝∑
Ｋｈ

Ｆ（Ｋｈ）ｅｉＫｈ
·ｒ，　Ｆ（Ｋｈ）＝１Ω∫Ωｆ（ｒ）ｅ－ｉＫｈ

·ｒｄｒ （２２７）

可见周期函数虽然在ｘ空间是连续的，但在ｋ空间它是只在倒格点上有幅值的离散函数，如
图２２２所示。

图２２２　正空间的周期函数在倒空间中的表现（图中态均只画实幅度为示意，未画相位）

按第１章１．２．２，波的幅度ｆ（ｘ）及其模方ｎ（ｘ）都有重要的物理意义。在描述能量Ｅ和粒
数／密度的场合，ｎ（ｘ）更常用。如果现象是以ｎ（ｘ）或Ｅ（ｘ）表示的，那么为了让它具有
式（２２６）的周期性，以一维为例，ｆ（ｘ）至少需满足：

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋２Ｒｌ） （２２８）
这样傅里叶变换后的最小的倒位置就只有倒基矢的一半，即为±ｂｉ／２。因此（－ｂｉ／２，ｂｉ／２）是
倒空间十分重要的一段定义域。超出该范围的Ｆ（ｋ）信息，只能表示ｘ空间周期性小于基矢ａｉ
的波模方量，简单地说就是原胞尺度以下的周期现象特征。在此范围内的Ｆ（ｋ）信息，只能表
示ｘ空间原胞尺度范围以上的周期现象特征。

同样的道理，随着ｋ空间定义域范围的增大，域内Ｆ（ｋ）信息所表示的ｘ空间现象会越来越
细微。设Ｎ为正整数，则从（－（Ｎ－１）ｂｉ／２，（Ｎ－１）ｂｉ／２）到（－Ｎｂｉ／２，Ｎｂｉ／２）的每段区域，能依
次表示从ａｉ／Ｎ到ａｉ／（Ｎ－１）尺度范围内的ｘ空间现象。有了这种认识，只需要知道某个现象，
如晶格缺陷的ｘ空间尺寸特征，就可以估计它的信息会集中表现在ｋ空间的什么区域。

布里渊（Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ）首先发现这些倒空间区域的重要性，此后它们就被称为布里渊区。
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　　后来人们又发现它可以从倒空间的维塞原胞上找到更清楚的解释。从原点作出与其他
所有近邻格点连线的中垂面，中垂面围成的最小区域就是维塞原胞。不难理解，在ｋ空间中
按此定义画出的倒维塞原胞，就是上文所说的能描述ｘ空间最大尺度特征的ｋ空间区域，一
维时就是（－ｂｉ／２，ｂｉ／２）。它被称作第一布里渊区。

图２２３　ｋ空间的布里渊区的画法

同样的画法，在ｋ空间中每次画出所有晶列方向上第正
整数Ｎ 倍最短格矢所对格点的连线和中垂面，就能围出第Ｎ
块ｋ空间定义域。第Ｎ块和第Ｎ１块定义域围成的区域，就
称作第Ｎ 布里渊区。二维时如图２２３所示，图中具有相同
形式的阴影部分对应于同一个布里渊区，白色和标有同类型
阴影线的区域分别为第一、第二、第三布里渊区。第Ｎ 布里
渊区能描述ｘ空间１／Ｎ到１／（Ｎ－１）倍原胞尺度范围内的
现象。第一布里渊区能描述所有宏观尺度上的现象，为最重
要的布里渊区。

由布里渊区的定义可推知它的基本性质。
（１）每个布里渊区的形状都是相对原点对称的，具体的

对称性由倒格点对称性决定。
（２）每个布里渊区的体积都是相同的。因为第一布里渊区就是倒维塞原胞，所以它们都

等于倒原胞体积。
（３）可以证明，布里渊区边界位置上的波矢ｋ满足：

ｋ·Ｋｈ ＝１２ Ｋｈ
２ （２２９）

称为布里渊区边界方程。
【例２．５】　画出图２２４（ａ）（ｂ）中二维斜格子的的第一布里渊区。
解：首先在倒晶格中从原点Ｏ到邻近各点画倒格矢，然后作这些矢量的垂直平分线，被围

成的最小面积就是第一布里渊区，如图２２４（ｂ）所示。

图２２４　二维斜晶格及第一布里渊区的构图

【例２．６】　画出体心立方晶格的第一布里渊区，并求出它的大小。
解：由例２．４知，晶格常数为ａ的体心立方，倒格子是晶格常数为４π／ａ的面心立方。
倒格矢为：

　　　　　Ｋｈ ＝ｈ１ｂ１＋ｈ２ｂ２＋ｈ３ｂ３

＝２πａ
［（ｈ２＋ｈ３）ｉ＋（ｈ１＋ｈ３）ｊ＋（ｈ１＋ｈ２）ｋ］ （２３０）

１２个最近邻格点的格矢为：

２π
ａ
（±ｉ±ｊ），　２πａ

（±ｊ±ｋ），　２πａ
（±ｋ±ｉ） （２３１）
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将该式和任一波矢ｋ＝ｋｘｉ＋ｋｙｊ＋ｋｚｋ代入布里渊区边界方程，得到：

±ｋｘ±ｋｙ ＝πａ
，　±ｋｙ±ｋｚ＝πａ

，　±ｋｚ±ｋｘ ＝πａ
（２３２）

它们围成了如图２２５所示的菱形十二面体。
根据式正、倒原胞体积关系式（２１７），得到倒原胞体积为：

Ω ＝
（２π）３
Ω ＝

（２π）３
ａ３／２ ＝

１６π３
ａ３

（２３３）

所以体心立方晶格第一布里渊区的大小也为１６π３／ａ３。
同理可得，面心立方晶格的第一布里渊区为图２２６所示的十四面体，也称截角八面体。

图２２５　体心立方晶格的第一布里渊区 图２２６　面心立方晶格的第一布里渊区

２．３　晶体原子的振动

晶体中大量原子在平衡位置附近振动的集体行为可视为一种特殊的波动，称为格波。应
用波动理论可以把看似复杂的大量原子振动问题分析得很简单。

２．３．１　原子序列的运动

图２２７给出了一种可能的二维晶格模型。它包含了完整的原子，基元中包含不止一个原
子。只看点阵组成的简单晶格，可以用原胞坐标系或晶胞坐标系，描述正、倒空间的所有几何

图２２７　二维晶格的格波模型

特征。在此基础上，说清基元中原子的相对位置，或是晶格
的套构方式，就描述了完整的复式晶格。

晶格运动模型中每两个原子之间都有相互作用力。现
在要把这些力画出来，如图２２７中所示的波浪线。它们的
定性分析已经在２．１节介绍，准确的数值可以由软件模拟和
实验测得。

这个模型比较复杂。为了简化分析需要做一些近似。
（１）绝热近似
２．１．１节以多原子问题介绍原子间作用力时，用的是定

态薛定谔方程，其中不仅包含了原子核之间的相互作用，也
包含了原子核与电子之间的相互作用。对比，奥本海默（Ｏｐｐｅｎｈｅｉｍｅｒ）和玻恩（Ｂｏｒｎ）提出一
种近似方法，认为原子核的质量远大于电子，运动速度相对很小，因此在晶格振动时，电子能很
快适应原子核位置的变化，在任何一个瞬间，原子间的作用力不变，可由定态模型的基态解推
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得。这种近似被称作玻恩奥本海默近似，也更常被称为绝热近似，绝热意为不考虑电子受激
跃迁到激发态带来的影响。

（２）最近邻近似
原子相距越近，互作用就越强，因此可以假设每个原子仅受最近邻原子的作用，其他原子

的影响因相对较小可以忽略。这就是最近邻近似。这个近似使格波更像一个理想的离散波，
只需按坐标位置描述相邻格点的数学关系。

（３）简谐近似
这个近似在２．１．１节已经说过，不管原子间势能曲线具体如何，它在平衡位置ｒ０附近总

可以近似看作抛物线，得到恒定对称的原子间作用力，体现为线性回复力。因此只要原子只在
平衡位置附近微小振动，它的运动都可以看作是线性回复力作用下的简谐运动，称为简谐近
似。对原子序列，平衡位置ｒ０用平衡时原子的间距ａ代替。

这三个近似是配套使用的。先按绝热近似，只考虑定态的基态问题，认为它也适用所有运
动情况。接着，按最近邻近似用模拟或实测方法，得到只考虑相邻原子相互作用时的基态解，
从中得到系统势能与原子间距的关系Ｖ（ｒ）。最后根据简谐近似，对该Ｖ（ｒ）在原子平衡间距ｒ
＝ａ附近作泰勒展开，只保留到简谐振动势能项，得到：

　　　　　Ｖ（ｒ）＝Ｖ（ａ）＋ ｄＶ
ｄ（ ）ｒ ａ

Δｒ＋１２
ｄ２Ｖ
ｄｒ（ ）２ ａ

Δｒ２＋…

＝Ｖ（ａ）＋１２
ｄ２Ｖ
ｄｒ（ ）２ ａ

Δｒ２＋… （２３４）

式中Δｒ＝ｒ－ａ，并用到平衡位置是势能驻点的结论。由此求得原子间作用力Ｆ为：

Ｆ＝－ ｄＶ
ｄ（ ）ｒ ａ

＝－ ｄ２Ｖ
ｄｒ（ ）２ ａ

Δｒ＝－βΔｒ （２３５）

简谐近似下它一定是线性回复力，β称为回复力常数。
三种近似把大量原子的振动问题完全转化为一个以弹力相互作用的经典多体问题。因为

每个原子只在平衡位置作微小振动，不改变排列次序，所以适合用机械波／格波的视角进行
研究。

２．３．２　简单晶格的格波

１．格波模型
先看最简单的一维简单晶格情形。

图２２８　 一维简单晶格的格波

如图２２８所示，一维简单晶格是一个等
距点列，简单晶格的格点对应于单个原子。设
原子间距为ａ，用排列序数ｎ表示每个原子，
则每个原子的平衡位置为ｘｎ＝ｎａ。这样每个
原子就只有一个振动自由度，振幅／位移为
ｕｎ。为了方便观察，图中把它画成横波形式。

根据三个近似，第ｎ个原子的基本运动方
程为：
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ｍｄ
２ｕｎ
ｄｔ２ ＝β

（ｕｎ＋１－ｕｎ）－β（ｕｎ－ｕｎ－１）＝β（ｕｎ＋１＋ｕｎ－１－２ｕｎ） （２３６）

它可以写为如下形式：

　　　　　ｄ
２ｕｎ
ｄｔ２ ＝

１
ｍ
ａβ（ｕｎ＋１－ｕｎ）

ａ
－
ａβ（ｕｎ－ｕｎ－１）

ａ

＝β
ｍ
ａ２
（ｕｎ＋１－ｕｎ）
ａ －

（ｕｎ－ｕｎ－１）
ａ

ａ ＝ ａ β槡
烄
烆

烌
烎ｍ

２
Δ２ｕｎ
Δｘ２

（２３７）

其中Δｘ＝ａ是原子坐标的间隔。这正是一个差分版的无源波动方程，说明格波本质上是离散

波。对比波动方程ｕｔｔ＝ｖ２ｕｘｘ，ａ β／槡 ｍ显然具有格波速度ｖ的含义：

ｖ＝ａ β槡ｍ （２３８）

接下来的分析又回到波动物理的轨道上。该方程的基本解为：

ｕｎ＝ｅｉ
（ｑｎａ－ωｔ） （２３９）

出于历史习惯，离散的波矢ｋ常用ｑ表示，因此ｑ＝２π／λ，λ是格波波长。将基本解代回格波方

程得到：

ω２＝
２β
ｍ
（１－ｃｏｓｑａ） （２４０）

它是离散版的ω２＝ｖ２ｋ２关系。

对比格波的ωｑ关系和连续波的ωｋ关系发现，单频连续波的相速度是定值，但单频格

波的相速度却与波矢ｑ有关，不同波矢ｑ的速度不同。按１．２．１节，这与介质中光的色散现象

类似，不同波长的光因相速度不同而发生色散。因此人们借用这一名称，把格波的ωｑ关系也

称作色散关系、色散曲线。下面将讲述格波ωｑ关系的种种细节。

２．频率范围

按色散关系画出的ωｑ曲线本来应该在４个象限上都存在，如图２２９（ａ）所示。但对于可观

测的实幅度的波动来说，ｅ－ｉωｔ和ｅｉωｔ总是等幅成对出现的。根据式（２４０）奇偶对称性，一般只取

ω＞０的点为代表，把ωｑ曲线画在ω＞０的上半平面。按此约定，可将色散关系改写为：

ω＝２ β槡ｍ ｓｉｎ１２ｑａ ＝ωｍ ｓｉｎ１２ｑａ
（２４１）

画出的色散曲线如图２２９（ｂ）所示。它在ｑ空间中以２π／ａ为周期重复，并关于原点对称。当

ｑ＝±π／ａ时，ω达到最大值：
ωｍａｘ＝２ β／槡 ｍ （２４２）

这说明，格波的角频率ω不能像自由的连续波那样任意取值。ω＞ωｍａｘ的格波根本无法出现在
一维晶格中，这段频率区域如同是它的禁区，一维简单晶格如同是格波的低通滤波器。

３．同波效应
从基本解式（２３９）中可以看出，当波矢ｑ 只改变 ２π／ａ 的整数 Ｎ 倍时，因为

·５５·



图２２９　一维简单晶格格波的完整ωｑ关系

ｃｏｓ（２Ｎπ／ａ）＝１，所以基本解不会有任何变化。从色散关系上可看出，此时角频率ω也不会
发生变化。再从图２３０（ａ）上看，ｑ＝π／２ａ和ｑ′＝ｑ＋２π／ａ的两个格波，波长分别是４ａ和
４／５ａ，但只如果观察格点的振动，这两个波描述的是完全相同的振动行为。注意，这并不是波
态的简并，因为这些波并不是相同能量的不同波态，而是同一个波态。为便叙述，把这种现象
称为格波的同波效应。造成同波效应的原因是格点的离散周期性。就像一维弹簧—质量块只
有固定振动频率，不能反映任意复杂频谱的振动一样，恒定间距和回复系数的离散格点序列也
不能自由地承载任意细节的波动。越精细的频率、波数等特征，就越难反映出来。

因为波矢周期２π／ａ以外的格波完全相同，且色散关系关于原点对称，所以只要用（－π／ａ，
＋π／ａ）内的波矢ｑ就可以表示所有格波。按２．２．４节所述，一维情况下ｘ空间正基矢为ａ，ｋ
空间倒基矢为２π／ａ，（－π／ａ，＋π／ａ）正是第一布里渊区。它确实像前面说的那样，只反映了原
子间距ａ尺度范围以上的现象。而本应由其他布里渊区反映的更细节现象，则因为受到离散
格点的最小间距限制而无法体现出来。作为结论，可以把原本周期性扩展的ωｑ关系只画在
第一布里渊区里，得到简约的色散曲线画法，如图２３０所示。

（ａ）ｘ空间等效的格波

　　
　　（ｂ）第一布里渊区中的简约色散曲线

图２３０　格波的同波效应

４．周期性边界条件
波可以用初始条件、边界条件和波源来约束。因为我们讨论的是大量原子无序振动问题，

无需预测波的确定演化过程，通常只要知道边界条件。
最简单的边界条件是第１章一直用的双端齐次边界条件，对Ｎ个格点组成的格波，就是

ｕ１＝０和ｕＮ＝０。但这不符合事实，晶格边界的格点再怎么近似也不能看作是不动的。而边界
格点真实的运动又是很难确知的。为此，玻恩和卡曼想出了一个巧妙的办法。他们把晶格首
尾相接，形成环状的结构，如图２３１（ａ）所示。首尾相接并不会改变物理性质，但形成环状结
构却十分确定地给出了以格点数Ｎ，或晶格长度Ｌ＝Ｎａ为周期的约束条件：

ｕｎ＝ｕｎ＋Ｎ 　或　ｕ（ｘｎ）＝ｕ（ｘｎ＋Ｌ） （２４３）
它被称作玻恩卡曼边界条件，也常称周期性边界条件。注意这里的周期是指晶格长度Ｌ，而
不是格点间距ａ。

·６５·



（ａ）首尾相接的晶格
　　

（ｂ）边界条件使色散曲线离散化

图２３１　一维格波的周期性边界条件

周期性边界条件和齐次边界条件的相同点是，它们都使波矢ｑ一次量子化，只能取分立的
值，但具体结果有差异。将式（２４３）代入式（２３９）可知，周期性边界条件下波矢ｑ只能取：

ｑ＝２πＮａＺ＝
２π
ＬＺ　Ｚ

是整数 （２４４）

按式（２４４）的要求，现在第一布里渊区（－π／ａ，π／ａ）内Ｚ只能取（－Ｎ／２，Ｎ／２）的整数，因此
可取的ｑ值一共有Ｎ 个。这样第一布里渊区内的色散曲线，就变成Ｎ个间隔为２π／Ｌ的离散
点。它们连线的轮廓仍然与以前一样，只是由连续变为离散，如图２３１（ｂ）所示。

每个ωｑ点对应的态，都是当前约束下格波的本征态，也称振动模式。它们构成了所有
格波态的正交完备集，每个振动模式都是线性无关，相互独立的。从波动角度看，现在一共有

Ｎ个独立的本征态。而从粒子角度看，只考虑振动自由度的Ｎ个原子的序列正好也有Ｎ 个
独立的振动自由度。这并不是巧合，而是反映了一种维度不变性。即不管用什么方法分析现
象，只要它们的基本单元能构成正交完备集，则它们的秩数／维度／自由度一定是相等的。如果
允许原子平动，格波平均振幅不为零，那么原子序列自由度会变为２Ｎ个，平均振幅不为零的
格波必须由不等幅的ｅ－ｉωｔ和ｅｉωｔ叠加，±ω半平面的信息不再相同，本征态数也会变为２Ｎ个，
两者维数仍然相等。因为格波理论通常不考虑平动，所以下文都取Ｎ个自由度的结论。

周期性边界条件是最自然的边界条件。它不像齐次条件那样对格点施加特定的约束，而
允许振幅取任意值。因此，该条件下的格点运动是最自由的。此时无论把格波看作格点独立
振动的叠加，还是格波本征态的运动叠加，都能构成正交完备集，自由度均为Ｎ。周期性边界
条件只适用于远大于原子尺度的情形。当晶体整体或某方向上的尺寸小到原子尺度上时，内
部和边界上原子受力情况会产生显著差异，此时就不能再应用对每个原子无差别的周期性边
界条件。

因为没有给定初始条件和波源，周期性边界条件下的解仍然不是特解，而是范围更小的本
征解集。格波由这些本征态按待定系数Ａ线性叠加而成：

ｕ＝∑
ｋ
Ａｋｅｉ

（ｑｋｎａ－ωｋｔ） （２４５）

大量格波的无序运动是不确定性问题，所以谈论单个格波的确定系数Ａｋ是没有意义的。然
而，按波动／波粒理论，态幅模方｜Ａ｜２具有概率粒密度含义。每个本征态叠加系数的模方，决
定了格波取该本征态的概率ｎｊ∝｜Ａｊ｜２。格波由这些本征态怎样叠加而成的问题，就是概率

ｎｊ在本征态上如何分布的问题，这是一个标准的在１．３．２节中进过的统计问题。这样我们就
从格波的波动模型中自然演化出它的统计模型。

５．长波近似
当ｑπ／ａ，λ２ａ时，ｓｉｎ（ｑａ／２）≈ｑａ／２，色散关系可简化为：
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ω＝ａ β槡ｍ ｑ ＝ｖｑ （２４６）

这正是连续机械波的ωｋ关系，如图２３２所示。说明波长远大于原子尺度时，格波就变为宏
观连续的机械波，这种转变也常称为长波近似。反过来，按弹性机械波理论，波速本由弹性模

量Ｅ和密度ρ表示为ｖ＝ Ｅ／槡 ρ，但一维时有βｕ＝βａε＝Ｅε，ρ＝ｍ／ａ，ε是弹性应变，因此
也有：

ｖ＝ Ｅ槡ρ ＝ βａ
ｍ／槡ａ

＝ａ β槡ｍ （２４７）

说明式（２４６）和式（２４７）这两个速度定义方式是等价的。表明，离散的格波和连续的机械波
只是同一个波动现象在不同观测方式下的表现。

图２３２　一维格波的长波近似

２．３．３　复式晶格的格波

１．格波模型
实际中的晶体大多都是复式晶格，在基元中不止一个原子。下面以一维双原子晶格为对

象，介绍复式晶格振动的普遍规律。
如图２３３所示，ｘ空间一维晶格的原胞中含有两个不同的原子，设其质量分别为Ｍ 和

ｍ，ｍ＜Ｍ，平衡时相邻原子距离为ａ。注意此时原胞长度为２ａ。质量Ｍ原子的振幅都用偶数
序数表示，如ｕ２ｎ，质量ｍ原子的振幅用奇数序数表示，如ｕ２ｎ＋１。

图２３３　一维双原子晶格

采用类似于一维单原子链的方法，得到两种格波的运动方程分别为：

ｍｄ
２ｕ２ｎ＋１
ｄｔ２ ＝β（ｕ２ｎ＋２＋ｕ２ｎ－２ｕ２ｎ＋１）

Ｍｄ
２ｕ２ｎ＋２
ｄｔ２ ＝β（ｕ２ｎ＋３＋ｕ２ｎ＋１－２ｕ２ｎ＋２）

（２４８）

它们的基本解分别为：
ｕ２ｎ＋１＝Ａｅｉ

［ｑ（２ｎ＋１）ａ－ωｔ］

ｕ２ｎ＋２＝Ｂｅｉ
［ｑ（２ｎ＋２）ａ－ωｔ］

（２４９）

式中Ａ、Ｂ分别为两种格波的振幅。将基本解代入格波方程，得到：

（ｍω２－２β）Ａ＋（２βｃｏｓａｑ）Ｂ＝０
（２βｃｏｓａｑ）Ａ＋（Ｍω２－２β）Ｂ＝

烍
烌

烎０
（２５０）
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若Ａ、Ｂ有非零解，齐次方程组的系数行列式必须为零，即

ｍω２－２β ２βｃｏｓａｑ

２βｃｏｓａｑ Ｍω２－２β
＝０ （２５１）

由此得到：

ω２＝β
ｍ＋Ｍ
ｍＭ １± １－ ４ｍＭ

（ｍ＋Ｍ）２
ｓｉｎ２ａ槡｛ ｝ｑ （２５２）

图２３４　一维双原子
格波的色散曲线

这就是双原子复式格波的色散关系。式中的正、负号对应
两个不同的色散关系，因而与双原子晶格相关的有两支色
散曲线。这与简单晶格是不同的。按上一节的方法，把它
们画在第一布里渊区，如图２３４所示。

同样可施加周期性边界条件。对于Ｎ 个原胞构成的
双原子晶格，该条件为：

ｕ２ｎ ＝ｕ２（ｎ＋Ｎ） （２５３）
因为原胞长度是２ａ，所以第一布里渊区内可取的波矢

数值为：

ｑ＝ π
ＮａＺ　－Ｎ

／２＜Ｚ≤Ｎ／２ （２５４）

它的数量仍然是Ｎ个。但因为现在色散曲线由一支变为两支，所以每个ｑ对应的角频率ω有
两个，所以总本征态数为２Ｎ个。而此时晶格中全部的原子数为２Ｎ个，只考虑振动自由度时
总自由度也是２Ｎ个。波动数仍然等于粒子数。

２．声学波与光学波
图２３４中的每支格波曲线都有非常重要的物理意义。
与式（２５２）中负号相对应的是频率较低的曲线，被称为声学波，或者声频支格波。与正

号相对应的频率较高的曲线称为光学波，或者光频支格波。前者可用超声波来激发，其长波极
限的情况就是弹性机械波，也即低频时就是声波，所以称为声学波。后者的频率较高，已经进
入红外光频范围，它能产生各种光与晶格振动的相互作用，是晶体光学性质的重要来源，所以
称为光学波。可见格波理论本身也是固体光学和声学理论的基础。

声学波曲线的特征与简单晶格相似。曲线经过原点，角频率ω－随着ｑ增大而显著增加，

在ｑ＝π２ａ
处达到最大值：

ω－ｍａｘ＝ ２β／槡 Ｍ （２５５）
光学波曲线不经过原点，ｑ＝０时为：

ω＋＝
２β槡μ 　μ＝

ｍＭ
ｍ＋Ｍ

（２５６）

对于μ和β的典型值，ω＋ｍａｘ＝（２×５×１０３／１０－２３）１
／２≈３×１０１３Ｈｚ，这个值已经进入红外光频

段。角频率ω＋随着ｑ增大而逐渐减小，ｑ＝π２ａ
时减小到最小值：

ω＋ｍｉｎ＝ ２β／槡 ｍ （２５７）
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因为Ｍ＞ｍ，μ与ｍ 相差较小，所以光学波的角频率变化并不显著。
声学波顶部和光学波底部之间的频率范围是格波的禁区，复式晶格中不允许这样的格波

存在。因此，复式晶格能同时起到低／高频带通和中频带阻的作用。
满足长波条件ｑ≈０时两种格波的情况对应于宏观情形，这在实际应用中常有重要意义。

下面对其细节稍加讨论。
声学波的色散关系在ｑ→０时可化简为：

ω－＝ａ
２β

ｍ＋槡 Ｍ ｑ
（２５８）

这与简单晶格的色散关系相似。此时它也转化为连续的弹性波，随着高频超声技术的发展，长
声学波已可用超声波来激发。将式（２５８）代入式（２５０）可得：

Ａ
Ｂ ＝

２βｃｏｓ（ａｑ）
２β－ｍω２－

→１ （２５９）

式（２５９）说明同一原胞内的两个原子始终保持同向振动，频率越低，两者振幅越接近，因此长
声学波实际上可代表原胞质心的振动。对于ｑ＝０的极限情况，则代表整个晶体的平动。

光学波的色散关系在ｑ＝０时达到最小值，因此ｑ→０时仍如式（２５６）所示。代入式（２
５０）可得：

Ａ
Ｂ ＝

２β－Ｍω２＋
２βｃｏｓ（ｑａ）

→－Ｍｍ
（２６０）

式（２６０）说明同一原胞内的两个原子以反向和不同振幅振动，它们质心的平均位置ｍＡ＋ＭＢ
＝０。因此，长光学波描述的是原胞内原子关于原胞质心的相对振动。现在很容易理解，单原
子晶格的振动只有声学支，没有光学支。

长光学波对离子晶体有特别的意义。因为离子原胞内包含的是带正、负电荷的离子，所以
当两个离子反向振动时，电荷分布不再均匀，进而产生以光学波波长为周期的电荷区。如果波
长很大，就会使晶体呈现出宏观上的极化现象，即产生电偶极矩。这时如果用电磁波照射晶
体，离子的电偶极矩就会与电磁波发生显著作用，同时改变电磁波和光学格波的色散曲线，产
生极化激元的耦合现象。黄昆先生曾经在相关方面进行了系统的研究，他建立的“黄昆方程”
为描述电磁波和离子晶体光学波的耦合提供了重要的理论基础。

３．普遍规律
通过上述分析，我们已经了解了格波一些重要的特征和基本规律，这些结论可以简单地加

以推广。最普遍的情形是，三维复式晶格中有Ｎ个原胞，每个原胞中ｌ个原子，每个原子都能
在三维方向上运动。下面看看此时的色散关系会变成什么样。

从粒子角度看，只考虑振动自由度，则总自由度为３Ｎｌ个。按照前文所说的规律：
格波本征态数 ＝ 原子序列自由度

可以预料，周期性边界条件下，色散曲线必定由３Ｎｌ个点组成。
当原子在三维方向上振动时，会分别产生两个横波、一个纵波，实际振动为它们的叠加，这

会使它们的幅度ｕ变为矢量。但除此以外，这三种格波的幅值和模型没有任何其他区别，因此
格波方程和色散关系解也不会发生变化。全部色散曲线必定是由三套形式相同的色散曲线组
成。它们可以只用一套色散曲线来反映。但此时图上的一套曲线实际代表三套曲线，所以这
张图上一共只有Ｎｌ个点。

三维复式晶格在倒空间也是三维的，应该得到三个维度的波矢ｑｘ、ｑｙ和ｑｚ，和一张四维的
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ω（ｑｘ，ｑｙ，ｑｚ）曲线图。四维图画不出来，所以通常只画出它在特定ｑ方向上投影的ω（ｑ）图。
需要同时表示多个ｑ方向上的ω（ｑ）关系时，因为ω（ｑ）总是关于ｑ对称的，所以可以把每种

ω（ｑ）曲线只画半侧再拼成一张整图。
因为不是简单晶格，所以纵波的色散曲线必定包含多支曲线。其中只有声学支是经过原

点位于最底层的，其余的都是光学支。声学支是把原胞当成格点时的解，所以声学支的波矢数
必定和简单晶格解一样，有Ｎ个。相同周期性边界条件下，光学支只增加角频率ω数，不增加
波矢ｑ数，它们和声学支共享同样的波矢ｑ坐标。因此有：

格波波矢数 ＝ 晶体原胞数
作为结论，三维复式晶体的实格波波矢数目为Ｎ，振动模式数为３Ｎｌ。３Ｎｌ个格波又可分

为３ｌ支曲线，３ｌ支中有３支是声学波，其余３（ｌ－１）支是光学波。例如，ＮａＣｌ晶体中原胞中含
两个原子，因此共有６支格波，其中声学波有３支，其余３支为光学波。若ＮａＣｌ晶体包含Ｎ
个原胞，那么每支格波就包含Ｎ个格波，整个晶体中共有３Ｎ个声学波和３Ｎ个光学波，共６Ｎ
个格波。

最后，ωｑ色散曲线上的点都是格波本征态，实际格波由这３Ｎｌ个本征态线性叠加而成，
仍如式（２４５）所示。大量格波的无序运动是不确定性问题，它们叠加后的平均结果会呈现确
定的宏观波动特性或统计分布。这些结论和简单晶格时都是一样的。

２．４　声子

２．４．１　从格波到声子

１．声子的能量
以一个含有Ｎ个原子的一维简单晶格中的实格波为例。
格波可看作线性回复力下的原子序列运动，其总能量可写作：

Ｈ＝Ｔ＋Ｖ＝１２∑ｎ ｍ
ｄｕｎ
ｄ（ ）ｔ

２

＋β
２∑ｎ ｕｎ＋１－ｕ（ ）ｎ ２ （２６１）

式中包括了ｕｎ＋１ｕｎ交叉项，它是原子振动相互联系的反映。现在试着通过坐标变换把它消
除掉。

格波总能为：

ｕ＝∑
ｑ
Ａｑｅ

ｉ［ｑｎａ－ω（ｑ）ｔ］＝∑
ｑ
Ａｑｅ－

ｉω（ｑ）ｔｅｉｑｎａ ＝∑
ｑ
Ａｑ（ｔ）ｅ

ｉｑｎａ （２６２）

归一化的格波态为：

＝ １
槡Ｎ∑ｑ Ａｑ

（ｔ）ｅｉｑｎａ （２６３）

引入广义位移Ｑ（ｑ，ｔ）＝ 槡ｍＡｑ（ｔ），则有

＝ １
槡Ｎｍ∑ｑＱ

（ｑ，ｔ）ｅｉｑｎａ　 ＝ １
槡Ｎｍ∑－ｑＱ

（－ｑ，ｔ）ｅｉｑｎａ （２６４）

利用正交完备集的正交性质：

∑
ｑ
ｅｉｑ（ｎ－ｎ′）ａ ＝

Ｎ　ｎ＝ｎ′
０　ｎ≠｛ ｎ′

　∑
ｎ
ｅｉｎ（ｑ－ｑ′）ａ ＝

Ｎ　ｑ＝ｑ′
０　ｑ≠ｑ｛ ′

（２６５）
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将式（２６４）代入式（２６１）得到：

Ｈ＝１２∑ｑ
Ｑ（ｑ，ｔ）
ｔ

Ｑ（－ｑ，ｔ）
ｔ ＋∑

ｑ

β
ｍ
（１－ｃｏｓｑａ）Ｑ（ｑ，ｔ）Ｑ（－ｑ，ｔ） （２６６）

因为格波是可观测的，所以一定有：

＝ １
槡Ｎｍ∑ｑＱ

（ｑ，ｔ）ｅｉｑｎａ ＝ １
槡Ｎｍ∑－ｑＱ

（－ｑ，ｔ）ｅｉｑｎａ ＝ （２６７）

因此：
Ｑ（ｑ，ｔ）＝Ｑ（－ｑ，ｔ） （２６８）

将式（２６８）代入式（２６６），并利用简单晶格的ωｑ色散关系，可得：

Ｈ＝∑
ｑ

１
２
Ｑ（ｑ）
［ ］ｔ

２

＋１２ω
（ｑ）２Ｑ（ｑ）｛ ｝２ （２６９）

定义：

Ｐ（ｑ）＝Ｑ
（ｑ）
ｔ

（２７０）

把Ｑ看作广义位移，Ｐ就具有广义动量的含义，因此总能量可继续写作：

Ｈ＝∑
ｑ

１
２Ｐ
（ｑ）２＋１２ω

（ｑ）２Ｑ（ｑ）［ ］２ （２７１）

式（２７１）不仅不含交叉项，而且从形式上看，方括号中的项正是一个广义谐振子的能量形式。
上面引入新的位置和动量重新描述运动的做法也正是１．２．２节所说的正则变换。通过正则变
换，任意格波的运动都可被改述为多个谐振子的运动。

当格波幅度微小的时候。按正则量子化方法，位置Ｑ算符化后仍是Ｑ，动量Ｐ算符化变

成ｉｈＱ
，由此直接写出每个谐振子的薛定谔方程为：

－ｈ
２

２
２

Ｑ（ｑ）２＋
１
２ω
（ｑ）２Ｑ（ｑ［ ］）＝Ｅ （２７２）

按谐振子模型，它的能级是均匀分布的，第ｎ个能级的能量为：

Ｅｎ＝ ｎ（ｑ）＋［ ］１２ ｈω（ｑ）　ｎ（ｑ）＝０，１，２，… （２７３）

这只是一个ｑ上的结果。格波总能量Ｅ是所有Ｎ 个波矢ｑ上谐振子能量的叠加，即

Ｅ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｎ（ｑｉ）＋［ ］１２ ｈω（ｑｉ） （２７４）

推广到Ｎ个原胞，每原胞ｌ个原子的三维晶格系统，总能量Ｅ为：

Ｅ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３ｌ

ｊ＝１
ｎｊ（ｑｉ）＋［ ］１２ ｈωｊ（ｑｉ） （２７５）

式中的１／２项是谐振子模型特有的零点能，它在微观中有特定的物理含义，但宏观应用中较少
涉及，故不多述。整个格波能量可看作是许多谐振子能量的叠加，每个谐振子的能级间隔为
ｈωｊ（ｑｉ），能量只能按ｈωｊ（ｑｉ）正整数倍发生变化，最小为ｈωｊ（ｑｉ）。每变化ｈωｊ（ｑｉ）后吸收或
放出的就是一个格波的玻色子，称作声子。

作为总结，任意格波总可看作由不同ωｑ本征态／振动模式的格波叠加而成，每个ωｑ本
征态的格波对应一个谐振子。格波振幅为零时谐振子处于基态，振幅非零时处于激发态。每
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个ωｑ态谐振子状态改变时会吸收或放出声子，其能量为ｈω的整数倍。每个ωｑ态对应一种
声子，例如三维复式晶格振动中共有３Ｎｌ个声子。

２．声子的准动量
按照玻色子理论，对于每种ωｑ态的波粒，其能量为ｈω，动量为ｈｑ。它们本该能直接用

到守恒定律中，但实际上却不行。
按格波的同波效应，ｑ和ｑ＋Ｋｈ的波矢描述的是完全相同的格波，超出第一布里渊区以外

的格波不增加新的状态，因此它们不可能有不同的动量。这说明ｑ不是真正的格波动量，但它
仍然具有物理意义。想象一辆大车中有一个光滑的小球。外力撞击大车后，车会运动，球也会
来回碰壁而振动，两者都能分担外界传入的动量。现在格波就像小球，晶体就像大车。如果外
界撞击不大，因为小球质量远小于大车，所以主要靠小球来回碰壁运动来承担外界传入动量，
这就是第一布里渊区内格波对应的动量。但如果外界撞击很强，传入动量很大，光靠小球就无
法承担，这时大车也会发生质心运动，分担部分动量，这就是超出第一布里渊区以外的波矢所
多出来的动量，也即晶格质心平动的动量。这个例子也能反过来帮助理解为什么格波具有同
波效应。

从理论上看，要求ｈｑ＝ｈ（ｑ＋Ｋｈ），说明ｈＫｈ＝０，倒格矢Ｋｈ的格波不承担动量。而因为晶
格是离散粒子序列，晶格平动必定要求粒子序列振幅具有ｕ（ｘ＋ｎａ）＝ｕ（ｘ）的周期性。按
式（２２７），它恰好就是倒格矢Ｋｈ 的格波集的叠加。可见格波理论在把原子序列平动独立出
去的同时，也把倒格矢Ｋｈ的格波集独立了出去。它们虽然不承担格波动量，却承担质心平动
动量。

实际固体物理问题主要分析固体内部的物理特性，不关注晶体的平动，因此默认格波理论
的做法，将ｈｑ称为格波的准动量，或赝动量，将格波的动量守恒定律，放宽为准动量守恒定律：

∑ｈｑ＝ｃｏｎｓｔ．＋ｈＫｈ （２７６）

这样就不用特别引入新的理论而能继续讨论问题。
同样的道理，声子的能量Ｅ也是不守恒的，因为格波和晶体的运动都能承担能量。相对

电子和声子来说，宏观晶体的质量ｍ是非常巨大的。这就如同小球弹性撞击地球时绝大部分
动能是由小球而不是地球承担一样。所以当声子把动量传给晶体时，几乎没有能量损失，仍可
看作能量守恒。

同样的分析可知，声子的动量ｐ也是不守恒的。但不涉及转动和磁场类问题时，只用能
量守恒和准动量守恒就已足够。

３．声子的散射
有了最基本的能量和准动量，就可以将声子视为一个准粒子进行讨论。
本章一开始说，固体由电子、光子和原子核组成。现在更合理的说法应该是，固体是由电

子、光子和声子组成。它们三者的运动规律和相互作用为各固体物理学分支所讨论的主题。
经典粒子的相互作用常称之碰撞，微观粒子的相互作用常用波的概念称之遭受到散射。固体
物理也是讲述三类粒子相互散射的物理。

散射是一个包容甚广的概念，涵盖了波与粒子相互作用的所有情形。所以声子与声子、声
子与电子、声子与光子，以及声子与其他粒子之间具体如何散射，是一个很大的话题，常常被分
解到不同学科中专述。这里只介绍一些最基本的规律和应用。

先看声子与声子的散射。
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基于简谐近似的格波理论中，声子和声子是不会自发散射的，因为此时产生声子的格波本
征态都是线性无关的。如果没有外界作用，每个格波本征态相互独立，因此也不会有声子间的
相互作用。

只有在考虑非简谐效应后，格波态之间相互作用才会发生态的转变，产生声子与声子的散
射。把非简谐项代入格波模型，会发现它在格波方程右边增加了一个波源项，使无源格波方程
变为有源波动方程。波源项也可以放在方程的左边，使无势场格波方程变成有势场格波方程，
使宏观无序格波变成势场下的声子气。无论是理解成势场还是波源，都使格波／声子中出现了
力。这个力不是外力，而是格波的非简谐项产生的，因此它可被视为是格波／声子的相互作
用力。

最容易发生的声子散射过程是两个声子碰撞产生另一个声子，或一个声子分解成两个声
子。设ωｉ和ｑｉ分别是声子的角频率和波矢，按声子的运动规律此时有：

ｈω１＋ｈω２＝ｈω３
ｈｑ１＋ｈｑ２＝ｈｑ３＋ｈＫｈ

（２７７）

Ｋｈ＝０时，所有声子的波矢ｑ都在第一布里渊区内，是最符合常规的情形，称为正规过程，
或称Ｎ过程，如图２３５（ａ）所示。Ｋｈ≠０，合成声子的波矢ｑ超出第一布里渊区外。但此时能
真实表征动量的波矢，仍是与之相差倒格矢Ｋｈ的第一布里渊区内的波矢ｑ３。换句话说，合成
声子的波矢和动量不仅没有变大，反而变小了，而且连方向都被倒转。因此它被称为翻转过
程，或Ｕ过程，如图２３５（ｂ）所示。

图２３５　声子碰撞过程

再看声子与光子的散射。
原子序列对晶体学而言是晶格，对电磁／光学来说就是光／电磁波的传播介质。格波的运

动可能会影响电磁波的传播特性。从粒子化视角来看，格波与电磁波相互作用的过程就是声
子和光子的散射。光子与声学波声子散射称为布里渊散射；光子与光学波声子散射称为拉曼
散射。

从光学角度更关注从入射光到散射光的变化。此时常见的是ωｋ态的光子与ωｊｑ态的
声子作用后散射为ω′ｋ′态的光子，散射过程遵守：

ｈω±ｈωｊ＝ｈω′

ｈｎｋ±ｈｑ＝ｈｎｋ′＋ｈＫｈ
（２７８）

式中ｎ是晶体的折射率，光子在晶体中的波矢应是在自由空间的波矢的ｎ倍。负号代表发射
声子过程，常称为斯托克斯散射，正号代表吸收声子过程，称为反斯托克斯散射。散射过程的
波矢关系如图２３６（ａ）和（ｂ）所示。
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（ａ）散射的波矢关系图

　
（ｂ）用声子和光子散射测声子谱的原理

图２３６　声子和光子的散射

如果用可见光频段附近的电磁波为入射波，则其光子波长远大于原子尺度，波矢ｋ和ｋ′
远小于第一布里渊区尺度。此时只有声子波矢ｑ在第一布里渊区内且Ｋｈ＝０才能满足动量
守恒。声子的角频率ωｊ通常远小于可见光光子，因此ω≈ω′。这说明光子的波矢ｋ变化也很
小，反映在图２３６（ｂ）中的波矢关系图近似为等腰三角形，有：

ｑ＝２ｎｋｓｉｎθ２＝２ｎ
ω
ｃｓｉｎ

θ
２

（２７９）

式中ｃ是光速。如果能测得入射和散射光角频率ω和波矢ｋ方向的变化角θ，就能计算出声子
的角频率ωｊ和波矢ｑ，由此得到ωｑ色散关系。声子的色散曲线图也常被称为声子谱，也即
格波的色散曲线。因此这种方法就常被用来测定声子谱。

从原理上看，上述办法只适合靠近ｋ＝０点，也即长波近似下的色散关系。为了扩大声子
谱的测量范围，需要采用更大波矢ｋ的光子，如Ｘ射线的波矢范围就与布里渊区尺度相当。
但按ω＝ｋｃ，此时Ｘ射线的角频率／能量远远超过声子的角频率／能量，容易产生过大的相对误
差。如果能找到一种波矢ｋ和角频率ω都与声子相近的粒子，而且它不与固体中的电子发生
显著散射，那将是更好的解决办法。后来人们发现它可以是中子。

设波矢为ｋ的中子入射晶体后散射为ｋ′，散射过程满足：

（ｈｋ）２
２ｍ ±ｈωｊ＝

（ｈｋ′）２
２ｍ

ｈｋ±ｈｑ＝ｈｋ′＋ｈＫｈ
（２８０）

中子质量大，同样速度下能量高，它的波矢ｋ／动量ｐ和角频率ω／动能Ｔ都容易精确控制和测
量。通常中子和声子能量都在０．０２～０．０４ｅＶ范围，波长和原子尺度相当。其实声子所描述
的就是原子序列的运动，用中子作散射类似于用原子撞原子，它们的参数当然相近。用中子而
不用质子是因为中子不带电，不会与带电的电子散射。

２．４．２　声子气的统计分布

因为格波可视为声子，所以宏观格波／机械波的无序运动部分就是大量声子的统计运动，
其具有类似大量气体分子的运动特征，因此格波模型可以当作声子气的模型，应用统计物理的
方法进行探讨。

声子虽然在动量问题上是准玻色子，但它在相容性和全同性上和其他玻色子没有区别。
每个能态上都能待任意多声子，交换两个声子不改变系统态。所以按１．３节推导的最概然分
布ｆ（Ｅ）也不会有差异，仍符合玻色爱因斯坦统计分布。声子数目不守恒，随温度增减而
增减。

·５６·



虽然所有波、粒基本单元的角频率ω和能量Ｅ 都符合Ｅ＝ｈω，但出于历史习惯，描述波
动／玻色子时人们倾向用ω而非Ｅ。用ω可把玻爱分布重新写为：

ｆ（ω）＝ １
ｅ
ｈω
ｋＴ －１

（２８１）

在确定了统计分布上的基础上还需确定简并度／态密度ｇ（Ｅ）和约束，才能确定最终的状态
分布。

在声子理论中，简并度／态密度ｇ（Ｅ）常用ω表示为ρ（ω），称为振动模式密度。大量声子
能级分布密集，可视为连续分布。ρ（ω）＝ｄＦ／ｄω表示ω空间中自由度Ｆ的密度。格波的自由
度就是本征态数，也是ωｑ色散曲线中的点数。因此有：

ρ（ω）＝
ｄＦ
ｄω＝

ｄＦ
ｄＶｑ
ｄＶｑ
ｄω

（２８２）

式中，Ｖｑ是一维／二维／三维色散曲线占据的ｑ空间长度／面积／体积；ｄＦ／ｄＶｑ表示其中点的密
度，而ｄＶｑ／ｄω与当前对象的ωｑ关系有关。为方便描述和绘图，下面先以二维情况为例进行
分析，然后再推广到三维普遍情况。

对于周期性边界条件下边长为Ｌ的正方晶格，二维ｑ空间点必定均匀分布，间距为２π／Ｌ，
如图２３７所示。ｑ空间中每个点占据（２π／Ｌ）２面积，点密度为（Ｌ／２π）２。推广到三维，周期性
边界条件下的三维简立方晶格，在ｑ空间的点密度为（Ｌ／２π）３。记立方晶格体积为Ｖ＝Ｌ３，点
密度也可写作Ｖ／（２π）３。

但一张ωｑ图中只有一套色散曲线，如果晶格振动是三维的，就对应三套重叠的曲线。
此时图上的一个点实际对应三个振动模式。将所有模式都考虑在内，ｑ空间的点密度为：

ｄＦ
ｄＶｑ ＝

３Ｖ
８π３

（２８３）

注意这只是特定条件下的特例。对不同晶格、不同约束和不同偏振条件，会有不同形式。
知道了ωｑ的表达式，就知道色散图的几何形状。因此总能得到每增加ｄω后，一维／二

维／三维ｑ空间增加的ｄＶｑ长度／面积／体积。最简单的情况是，ωｑ关系在ｑ空间各向同性，
此时一维／二维／三维ωｑ关系关于原点中心／圆／球对称，它增加的必定是一个双线段／圆环／
球壳的长度／面积／体积。图２３７给出了二维ｑ空间时的圆环情形。不难推知三维ｑ空间下
增加的球壳体积为：

ｄＶｑ
ｄω ＝

４πｑ２ｄｑ
ｄω

（２８４）

其中ｄｑ／ｄω总能根据ωｑ色散关系得到。
综合上述条件，三维时的模式密度ρ（ω）为：

ρ（ω）＝
ｄＦ
ｄＶｑ
ｄＶｑ
ｄω ＝

３Ｖ
８π３
４πｑ２ｄｑｄω

（２８５）

这个最简单理想的结果对定性分析有重要意义。
约束使通解变为特解。热平衡态时声子气的约束条件有两个。一个通常总是温度Ｔ，它

反映每自由度上平均能量，按经典能量均分律Ｅ＝ＦｋＴ／２。另一个是可能来自总能量Ｅ、总
粒子数Ｎ或总自由度Ｆ，这三个参数如知道一个就能推出另两个。

按２．３．３节的普遍规律所述，声子气有一个天然的总自由度Ｆ的约束条件：

Ｆ＝∫
∞

０ρ
（ω）ｄω＝３Ｎｌ （２８６）
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图２３７　解在ｑ空间的分布（声子气态密度ρ（ω）的辅助图解）

声子气数量Ｎｎ不守恒，通常没法约束，故

Ｎｎ＝∫
∞

０
ｆ（ω）ρ（ω）ｄω （２８７）

为避免烦琐，格点数和声子数不同时出现时，都把声子数记作Ｎ。
声子气的能量和数量一样也是不守恒的，总能量为：

Ｅ＝∫
∞

０
ｆ（ω）ρ（ω）ｈωｄω （２８８）

２．４．３　声子气的统计性质

声子气的统计行为对固体的热学性质有十分重要的影响。下面以固体的热容为例，展示
声子气统计理论的实用价值。

１．声子气热容
固体由电子、光子和声子组成。固体的内能／热能按理应该等于所有电子、光子和声子无

序运动能量的总和。但相比较被束缚在固体中的电子和由晶格定义而来的声子来说，全域性
更强的光子／电磁波在传统上经常不被认为是固体内部物理的一员，而被独立为光学类学科单
独研究。这只是出于认知习惯。设想有一个能束缚大量光子的固体黑体，它的内能中必定有
一部分是光子的能量。后文遵循这种习惯，只介绍由声子和电子贡献的统计物理。

虽然声子和电子都能产生热，但绝缘体中电子对热能的贡献远远小于声子气（见３．２．３
节）。因此绝缘体中的声子气问题就变为比较纯粹的声子气问题，成为本小节讨论的重点。

设有一个三维振动晶格，其内含有Ｎ个原胞，每原胞中ｌ个原子。固体的体积很稳定，可
近似认为晶格结构尺寸不随温度变化，考虑固体的定容热容ＣＶ：

ＣＶ ＝ＥＴ Ｖ
（２８９）

式中　Ｅ是固体内能，也就是声子气的总能量。三维复式晶格原子总自由度为Ｆ＝６Ｎｌ从经
典能量均分律Ｅ＝ＦｋＴ／２可以看出，热容ＣＶ 实际上也是自由度Ｆ的标度。按能量均分律，热
平衡时静止固体热容应为：

ＣＶ ＝ＥＴ Ｖ
＝ｄ
（６Ｎｌ·ｋＴ／２）
ｄＴ ＝３Ｎｌｋ （２９０）
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这就是杜隆珀替定律。
常温和高温时，该定律与实际符合得很好，固体热容是一个常数（见图２３８）。但低温时，

实测绝缘体的比热按Ｔ３关系趋近于零，导体的比热按Ｔ趋于零。

图２３８　晶体热容的实验曲线示意图

对此的定性分析是，常温和高温下，低频／低能
量格波本征态上激发的声子数量很多，高频／高能量
格波本征态上激发的声子能量高，因此，所有态上表
现出大量／高能声子统计平均出的宏观波动行为，符
合经典理论。低温下所有态上激发的声子数都很
少，且不足以统计、平均出宏观波动行为，因此各种
宏观经典理论都会失效。这时只能用声子的统计理
论来继续分析问题。

改用２．４．２节的声子统计理论后，声子气的总
能量Ｅ为：

Ｅ＝∫
∞

０
ｆ（ω）ρ（ω）ｈωｄω＝∫

∞

０

ｈω
ｅ
ｈω
ｋＴ －１

ρ（ω）ｄω （２９１）

因此热容为：

ＣＶ ＝ＥＴ Ｖ
＝∫

∞

０
ｆ（ω）ρ（ω）ｈωｄω＝∫

∞

０
ｋｈω（ ）ｋＴ

２ ｅ
ｈω
ｋＴ

ｅ
ｈω
ｋＴ －（ ）１２ρ

（ω）ｄω （２９２）

可见问题关键仍然是确定声子气的模式密度ρ（ω），它是每种晶体材料独有的特征。

２．爱因斯坦模型
按照本章的逻辑顺序，可以用计算机软件从薛定谔方程一步步计算出键结构、晶格结构、

倒格子结构、声子色散关系和声子态密度。但在没有计算机辅助分析的年代里，物理学家仍想
出一些巧妙的近似办法，可以预知有用的结论。

一种是爱因斯坦模型。爱因斯坦模型认为所有原子都近似以相同频率ωＥ 振动。这样就
把ωｑ色散关系简化为过ωＥ 的一条平直线，如图２３９所示。３Ｎｌ个本征态全都简并在这一
个频率上，因此简并度ρ（ωＥ）＝３Ｎｌ，它自然满足了式（２８６）的自由度约束条件。于是热容为：

ＣＶ ＝３Ｎｌｋ ｈω（ ）ｋＴ
２ ｅ

ｈω
ｋＴ

（ｅ
ｈω
ｋＴ －１）２

＝３ＮｌｋｆＥ ｈω（ ）ｋＴ
，　ｆＥ（ｘ）＝ ｘ２ｅｘ

（ｅｘ－１）２
（２９３）

图２３９　爱因斯坦模型的色散
关系示意图

式中ｆＥ（ｘ）被称作爱因斯坦热容函数。所有声子都叠在一个角频率ωＥ 上，也就是都具有相
同的能量ｈωＥ。因此它也是平均能量。按经典的能量均分
律，平均能量对应温度为：

ＴＥ ＝ｈωＥｋ
（２９４）

该温度被称为爱因斯坦温度。用它可以把热容重写作：

ＣＶ ＝３ＮｌｋｆＥ
ＴＥ（ ）Ｔ （２９５）

高温时，ＴＥＴ，ｆＥ（ＴＥ／Ｔ）→１，与经典结论相同。在
１００～３００Ｋ温度范围内，ｆＥ（ＴＥ／Ｔ）也与实验数据符合得很
好，是一个简单实用的近似。
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但当温度很低时，ＴＥ Ｔ，ｆＥ（ＴＥ／Ｔ）→（ＴＥ／Ｔ）２／ｅＴＥ／Ｔ ，不符合实测的Ｔ３衰减趋势。
这当然是该模型过于简化的结果。在常温和高温时，以３００Ｋ为例，可估算ＴＥ＝３００Ｋ对应的
声子频率为６×１０１２Ｈｚ，与常见的光学波声子相仿，光学波声子在第一布里渊区的角频率变化
较小，等效成一条平直线是较合理的，所以爱因斯坦模型特别适合这种场合。而在低温下，主
要激发的是低频的声学波声子。温度越低，角频率低的长声学波声子就约占多数，长波近似时
的色散关系是线性的斜线，肯定不能近似为一条平直线，所以此时爱因斯坦模型就不再有效。

图２４０　德拜模型的色散关系示意图

３．德拜模型
另一种是德拜模型，它在各温度范围都符合得较

好，低温时尤其准确。这是因为德拜模型就是按照低温
激发的长声学波声子来近似色散关系的，如图２４０所
示。也就是假设：

ω＝ｑν （２９６）
这样一来，式（２８５）的模式密度就变为：

ρ（ω）＝
３Ｖ
８π３
４πｑ２ｄｑｄω＝

３Ｖ
２π２ν３ω

２ｄω （２９７）

式（２８６）总自由度的约束条件会对声子的最大频率ωＤ，也就是ω的积分上限提出要求：

∫
ωＤ

０ρ
（ω）ｄω＝∫

ωＤ

０

３Ｖ
２π２ν３ω

２ｄω＝３Ｎｌ

ωＤ＝ν６π２（ ）ｎ １／３，ｎ＝ＮｌＶ

（２９８）

式中ｎ是单位体积内的原子数。由此求出热容为：

ＣＶ ＝ ３Ｖ
２π２ν３∫

ωＤ

０
ｋｈω（ ）ｋＴ

２ ｅ
ｈω
ｋＴ

（ｅ
ｈω
ｋＴ －１）２

ω２ρ（ω） （２９９）

积分上限是ωＤ，而不是无穷大。
这个结果看似有些奇怪，因为光学波声子明明可以达到很高的频率。不过仔细一想，德拜

模型的本质就是用始终占数量优势的声学波声子，甚至只是长声学波声子的行为代替全部声
子行为。所以这里的频率上限是式（２５５）声学波声子上限ω－ｍａｘ的自然要求，可以预料ωＤ与

ω－ｍａｘ大小相当。ωＤ就被称作德拜频率。它对应德拜温度ＴＤ为：

ＴＤ＝ｈωＤｋ
（２１００）

如果取晶格是单原子序列，所有声子都是声学波声子的极端情况，就有ωＤ ＝νｑＤ ＝ａ

β／槡 ｍπ／ａ＝πω－ｍａｘ／２的近似结论。用德拜温度ＴＤ可以把热容式改写为：

ＣＶ ＝９Ｎｌｋ Ｔ
Ｔ（ ）Ｄ

３

∫
ＴＤ／Ｔ

０

ｅｘｘ４
（ｅｘ－１）２

ｄｘ （２１０１）

在常温和高温范围，它仍趋近于经典结果。在ＴＴＤ的低温区域，式（２１０１）近似为：

ＣＶ ≈１２π
４Ｎｌｋ
５

Ｔ
Ｔ（ ）Ｄ

３
（２１０２）

这正是实测到的Ｔ３衰减趋势，被称作德拜定律，用来替代经典的杜隆珀蒂定律。根据实测
·９６·



数据也可以反推更精确的德拜温度ＴＤ和德拜频率ωＤ值。
温度越低，长声学波所占比重越大，声子气总体越符合德拜近似的色散关系。温度增高

后，德拜近似必定会偏离实际。此时可以用随温度Ｔ变化的德拜温度ＴＤ来延长该模型的应
用范围。到了现代，高速的数值计算和精密的实验都能得到更精确的热容模型，但上述两种模
型展现的合理近似方法仍可作为经典物理思维的范例。

２．４．４　声子气的单元性质

除了在热容问题上的直接应用外，声子统计理论还可以解释固体的其他力学和热学性质。
这里以一个固体单元的热膨胀系数和热导率为例，展示声子理论在相关方面的应用。

１．热膨胀
简谐近似下固体不会热膨胀。因为温度再高，格波也只是增加平均振幅Ａ，而不会改变平

衡时的原子间距ａ。用非简谐理论就能解释热膨胀。首先在原子间势能中泰勒展开出更多的
非简谐项：

Ｕ（ｒ）＝Ｖ（ａ）＋ ｄＶ
ｄ（ ）ｒ ａ

Δｒ＋１２
ｄ２Ｖ
ｄｒ（ ）２ Δｒ２＋１６ ｄ

３Ｖ
ｄｒ（ ）３ Δｒ３＋…

≈Ｖ（ａ）＋１２βΔｒ
２－１３γΔｒ

３， γ＝－１２
ｄ３Ｖ
ｄｒ（ ）３

（２１０３）

式中Δｒ＝ｒ－ａ。因此原子间力为：

Ｆ＝－ｄＶｄｒ＝－βΔｒ＋γΔｒ
２ （２１０４）

图２４１　非简谐近似时原子间势能

式中，β是线性回复系数，前文已述。γ是第一项
非线性回复系数。此时势能曲线如图２４１所示，
虚线是简谐近似的曲线，实线是保留第一项的非
简谐近似曲线。非简谐近似的宏观格波是有源／
势场力下的声子气，它必定会偏离原来无源／无势
场力时的热平衡位置。这是格波／声子角度的理
解方法。

从原子角度看，它在ｘ空间的粒密度场满足：

ｎ（ｘ）∝ｅ－
Ｖ
ｋＴ （２１０５）

非简谐后势能不对称，左侧斜率变大，斥力增强，右侧斜率变小，引力减弱。因为相同势能Ｖ
下的粒密度ｎ相同，所以分布在左侧和右侧的相同数量的原子产生的统计力会不平衡，导致平
衡位置发生偏移，其平均偏移量Δｒ

—为：

Δ珔ｒ＝∫
＋∞

－∞
Δｒｅ－

Ｖ
ｋＴｄｒ

∫
＋∞

－∞
ｅ－

Ｖ
ｋＴｄｒ

（２１０６）

如果Ｖ中只保留简谐的β项，代入后它为零，表示无热膨胀。将非简谐的γ项代入后得到：

Δｒ＝∫
＋∞

－∞
Δｒｅ－

Ｖ
ｋＴｄｒ

∫
＋∞

－∞
ｅ－

Ｖ
ｋＴｄｒ

≈∫
＋∞

－∞
Δｒｅ－

１
ｋＴ（

β
２Δｒ

２γ３Δｒ
３）ｄｒ

∫
＋∞

－∞
ｅ－

１
ｋＴ（

β
２Δｒ

２γ３Δｒ
３）ｄｒ

≈γｋＴ
β２

（２１０７）
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计算中用到γ
３Δｒ

３β２
Δｒ２，ｅ－

１
ｋＴ（

β
２Δｒ

２＋γ３Δｒ
３）＝ｅ－

βΔｒ２

２ｋＴ·ｅ
γΔｒ３
３ｋＴ ≈ｅ－

βΔｒ２

２ｋＴ
（１＋１３

γ
ｋＴΔｒ

３）。从中即可得到热膨

胀系数：

α＝１ａ
ｄΔｒ
ｄＴ ＝

γｋ
ａβ２

（２１０８）

只保留一次非简谐项时，它是常数。保留更高次非简谐项后，它也会随温度Ｔ而变化。

２．热导率
热导率是单元物理中传热学的物理参数。固体可以依靠声子和电子导热，这里只关注声

子导热。
所谓导／传热就是声子携带能量产生定向运动。简谐近似时声子与声子不散射，声子可以

携带任意能量无阻碍地运动，因此热导率无限大。非简谐近似时，声子间会散射，因此也像经
典粒子气一样会发生粒数扩散粒数漂移、热扩散，具体可套用经典粒数场理论和传热学。声子
与声子的散射已在２．４．１节介绍。它只符合准动量守恒，除了常规的Ｎ过程，还有非常规的

Ｕ过程。同向声子散射后，合成声子的准动量不增反降，而且方向会发生折变。
理想粒子气的热导率为：

κ∝ＣＶｖｌ （２１０９）
式中，ｖ是平均速度；ｌ是平均自由程。按波动理论，格波／声子的相速度就是色散曲线的斜率，
因此平均速度就是所有声子相速度按统计分布的平均值。平均自由程ｌ通常与粒密度呈反
比，但受外界作用影响大，要按具体情况讨论。

高温时：
（１）绝缘体热容ＣＶ 是常数。
（２）只要不是极高的温度，玻爱分布下总是低频的声学波声子居多，它们的色散关系占

主导地位。频率低、数量多的长声学波声子，色散曲线长波近似为过原点的两条斜线，相速度
为定值。因此声子的平均速度也基本是定值，不随温度变化。

（３）玻爱分布可近似为：

ｆ（ω）＝ １
ｅ
ｈω
ｋＴ －１

≈ｋＴｈω
（２１１０）

角频率ω／能量高的声学波声子数量显著增加，按照声学支色散关系，它们的波矢ｑ也较大，使
得声子与声子散射时很容易发生波矢ｑ超出第一布里渊区的翻转Ｕ过程。Ｕ过程中，声子散
射后动量减小，方向倒转。而经典粒子气中的粒子碰撞只不过是使粒子速度归零。因此Ｕ过
程的散射会形成更强的热阻。声学波声子始终是多数，如果大多数声学波声子都能产生Ｕ过
程散射，那么它必定就是声子气热阻／热导的主导机制。此时平均自由程ｌ近似反比于声子总
数，反比于温度。

综上所述，此时热导率也反比于温度：

κ∝１Ｔ
（２１１１）

温度适中时：
（１）绝缘体热容ＣＶ 基本上仍是常数。
（２）同理，平均速度ｖ基本不随温度变化。
（３）因为能量不够高，波矢不够大，不是所有声学波声子都能产生Ｕ 过程。但因为Ｕ 过
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程的热阻较强，只要有足够数量的声子产生了Ｕ 过程，它就会取代Ｎ过程成为主要的热阻机
制。考虑平均情况，至少波矢ｑ超过１／４布里渊区尺度的声学波声子相互散射才能产生Ｕ 过
程。声学支近似线性，在布里渊区边界达到ω－ｍａｘ，且ωＤ ≈ω－ｍａｘ，因此这些声子能量约在
ｈωＤ／２以上，它们的数量满足：

ｆ（ω）＝ １

ｅ
ｈωＤ／２
ｋＴ －１

≈ １
ｅＴＤ／Ｔ

（２１１２）

综上所述，此时热导率遵循：

κ∝ｌ∝ｅＴＤ
／Ｔ

低温时：
（１）绝缘体热容ＣＶ 符合德拜模型，ＣＶ ∝Ｔ３。
（２）同理，平均速度ｖ基本不随温度变化。
（３）低ω低ｑ的声学波声子占据多数，它们波矢很小，不能产生热阻显著的Ｕ过程。不仅

如此，低温时非简谐效应也减弱，声子间的力和Ｎ过程散射也很小，几乎不散射。此时所有常
规下不明显的非理想因素造成的散射都开始变得明显起来，尤其是来自晶格缺陷的散射，包括

图２４２　热导率与温度的
关系示意图

晶体的不均匀性、多晶晶界、晶体表面，晶体内部杂质等。这些缺陷
通常都是宏观尺度，与晶体／晶粒长度Ｌ相仿，不随温度变化。所以
声子的平均自由程ｌ也在这个尺度上，不随温度变化。

综上所述，此时热导率遵循：

κ∝Ｔ３

把上述分析结果画在一起，得到图２４２所示的热导率κ随温
度Ｔ变化的曲线。它与实测结构吻合得很好，证明声子气理论具有
实用价值。

问题与习题

２１　试说明格波和弹性波有何不同？
２２　证明：在长波范围内，一维单原子晶格和双原子晶格的声学波传播速度均与一维连续介

质弹性波传播速度相同，即

ｖ＝ Ｅ槡ρ
式中，Ｅ为弹性模量；ρ为介质密度。

２３　设有一维原子链，第２ｎ个原子与第２ｎ＋１个原子之间的恢复力常数为β，第２ｎ个原子
与第２ｎ－１个原子之间的恢复力常数为β′（β′＜β）。设两种原子的质量相等，最近邻间
距为ａ，试求晶格振动的振动谱以及波矢ｑ＝０和ｑ＝π／２ａ时的振动频率。

２４　一维双原子晶格振动中，证明在布里渊区边界ｑ＝± π２ａ
处，声频支中所有轻原子ｍ静

止，光频支所有重原子Ｍ静止。
２５　什么叫声子？它和光子有何异、同之处？
２６　一维双原子点阵，已知一种原子的质量ｍ＝５×１．６７×１０－２７ｋｇ，另一种原子的质量Ｍ＝

４ｍ，力常数β＝１５Ｎ·ｍ－１，求：
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① 光学波的最大频率和最小频率ωＯｍａｘ、ωＯｍｉｎ；

② 声学波的最大频率ωＡｍａｘ；

③ 相应的声子能量是多少ｅＶ？

④ 在３００Ｋ可以激发多少个频率为ωＯｍａｘ、ωＯｍｉｎ和ωＡｍａｘ的声子？

⑤ 如果用电磁波来激发长光学波振动，试问电磁波的波长要多少？
２７　设晶体中每个振子的零点振动能量１２ｈν，试用德拜模型求晶体的零点振动能。
２８　设长度为Ｌ的一维简单晶格，原子质量为ｍ，间距为ａ，原子间的互作用势可表示成

Ｕ（ａ＋δ）＝－Ａｃｏｓ（δａ
）。试由简谐近似求：

① 色散关系；

② 模式密度ρ（ω）；

③ 晶格热容（列出积分表达式即可）。
２９　有人说，既然晶格独立振动频率ν的数目是确定的（等于晶体的自由度数）。而ｈν代表

一个声子。因此，对于一给定的晶体，它必拥有一定数目的声子。这种说法是否正确？
２１０　应用德拜模型，计算一维、二维情况下晶格振动的频谱密度、德拜温度、晶格比热。
２１１　简述绝缘体热导在以下三个温度范围内和温度的关系，并说明物理原因：①ＴθＤ；

②ＴθＤ；③介于①、②之间的温度。
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第３章　晶体中的大量电子

如果不以原子核／原子为观测主体，不把其余电子和光子都看作原子核的势场，而是以电
子为观测主体，把其余光子和原子核都看作电子的势场，把整个固体看作势场下的大量电子，
就产生固体的电子学。

３．１　大量电子的运动

３．１．１　多体模型

考虑电子与电子、电子与原子核、原子核与原子核间的相互作用，薛定谔方程为：

Ｈ^ψ（ｒ，Ｒ）＝Ｅψ（ｒ，Ｒ） （３１）

Ｈ^（ｒ，Ｒ）＝Ｈ^ｅ（ｒ）＋Ｈ^Ｎ（Ｒ）＋Ｈ^ｅ－Ｎ（ｒ，Ｒ） （３２）

式中，ｒ是电子坐标｛ｒｉ｝对应的相坐标；Ｒ是原子核坐标｛Ｒｉ｝对应的相坐标；Ｈ^ 是系统的哈密

顿算符。Ｈ^ｅ包括所有电子的动能项和势能项：

Ｈ^ｅ－ｅ（ｒ）＝Ｔｅ（ｒ）＋Ｖｅ－ｅ（ｒ）＝ｈ
２

２ｍ∑ｉ
Δ

２
ｉ＋ １
８πε０∑′ｉ，ｊ

ｅ２
ｒｉ－ｒｊ

（３３）

式中ｍ为电子的质量。这里只考虑真空中电子。Ｈ^Ｎ包括所有原子核的动能项和势能项：

Ｈ^Ｎ（ｒ）＝Ｔ^Ｎ（ｒ）＋Ｖ^Ｎ－Ｎ（ｒ）＝－∑
ｊ

ｈ２
２Ｍｊ

Δ

２
ｊ＋１２∑′ｊ，ｊ′ＶＮ－Ｎ（Ｒｊ－Ｒｊ′） （３４）

Ｍｊ为第ｊ个原子核的质量。Ｈ^ｅ－Ｎ为电子和原子核之间的互作用项：

Ｈ^ｅ－Ｎ（ｒ，Ｒ）＝∑
ｉ
∑
ｊ
Ｖｅ－Ｎ（ｒｉ－Ｒｊ）＝∑

ｉ
Ｖ（ｒｉ） （３５）

式中Ｖ（ｒｉ）是只由原子核贡献的每个电子的势能。上述模型中只考虑最显著的静电能，还可
以进一步考虑自旋、轨道角动量磁矩产生磁能，以及不相容原理产生的交换能等。

在第２章，我们同样是从这个方程出发的。但因为原子核很容易被看作经典粒子，绝热近
似下它又几乎不动，所以很快从它过渡到原子间作用力的模型，随后就转化为以回复力相互作
用的经典粒子序列来讨论问题。本章关注的对象是电子，我们将继续用量子理论来分析。

３．１．２　统计模型

多体模型中，只要单体数稍稍增大就不再有确定收敛解，这一点与第２章是一致的。所以它
必定要被转化为电子气的统计模型来分析。第２章的转化方法很简单，就是用三近似从多体模
型中推导出格波模型。格波是全域的波动，它的基本单元是玻色子，声子。玻色子相容、交换对
称全同，能直接叠加成任意波动。但本章关注的电子是费米子，费米子不相容、交换反对称，两个
费米子不能直接叠加。所以这里我们要用不一样的办法，它仍然是三个近似，但远比第２章的复
杂。为示区别，下文称它们为固体电子／电子气三近似，称第２章的为格波／声子气三近似。
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１．绝热近似
这里的电子气三近似与第２章的声子气三近似，两者的绝热近似是一样的，都认为电子运

动只能提供原子核间定常的作用力／键，不能动态地影响原子核运动。它们的作用都是把多体
运动分解成两种对象的独立运动：原子核运动和电子运动。原子核单独运动的问题已经在第
２章解决，最终它被等效为声子的运动。绝热近似认为原子核是相对静止不动的，原子核之间
的势能ＶＮ（Ｒ）是常数，作为本底能量扣除。于是式（３１）的多粒子哈密顿算符简化为多电子
哈密顿算符：

Ｈ^（ｒ）＝Ｈ^ｅ（ｒ）＋Ｈ^ｅ－Ｎ（ｒ，Ｒ）＝Ｔ^ｅ（ｒ）＋Ｖｅ－ｅ（ｒ）＋∑
ｉ
Ｖ（ｒ） （３６）

它可以进一步改写为：

Ｈ^（ｒ）＝ Ｔ^ｅ（ｒ）＋∑
ｉ
Ｖ（ｒｉ［ ］）＋Ｖｅ－ｅ（ｒ）＝∑

ｉ
Ｈ^ｉ＋∑

ｉ，ｊ
′Ｈ^ｉｊ （３７）

式中单电子算符 Ｈ^ｉ表示每个电子相对静止原子核作用下的能量，双电子算符Ｈ^ｉｊ表示每个电
子在所有电子作用下的能量。这样就把原子核与电子的作用分开。

２．单电子近似
热平衡态下统计体中每个单体的平均运动都是一样的，因为它们都是统计平均的结果。

因此，在最终的电子气统计模型中，热平衡时每个电子的运动规律必定是相同。
基于这种思想，哈特里（Ｈａｔｒｅｅ）假设电子气中每个电子都在相同的统计平均势场下运动。

来自原子核的势场本来就是静态不变的，需要统计平均的只是来自电子的势场。为了求出它，
可以以一个电子在原子核势场下的运动方程为起点，一个一个增加电子，重新求解当前多体方
程。把每次得到的多体解作为下一个电子的势场，如此反复迭代，得到电子的平均势场
Ｖ（ｒｉ）。福克（Ｆｏｃｋ）进一步考虑了电子态密集时自旋简并的问题，在势能中加入交换能。于
是这套方法被称为哈特里福克自洽场方法。最终多体问题被转化为单个电子在平均势场Ｖ
下的问题，它的薛定谔方程为：

Ｈ^＝－ｈ
２

２ｍ

Δ

２＋Ｖ （３８）

这个“单电子”本质上是一个电子气统计体，或称统计电子。它的实际数量不是一个，而是固体
中多个电子的总数多个。这就如同不管多少个波动怎么叠加，最终结果仍可被视为一个波一
样。费曼（Ｆｅｙｎｍａｎ）曾戏称世界上只有一个电子，指的就是这种情形。因为它只是同一个统
计电子的模型，所以该电子波内部的不同部分可以直接叠加，这些部分就对应一个或多个普通
的电子。这就解决了不同费米子态不能直接叠加的问题，回到了和声子气统计相似的轨道上。
此外，薛定谔方程和格波方程一样，都是以经典的波幅而不是以具有粒数／密度意义的波幅
模方ｎ为波动幅度的。如果想直接看到粒数场的规律，如电子云的分布，电子流的运动等，需
要对波幅取模方后改写成粒数连续性方程。

３．周期势场近似
周期势场近似，就是试图把某个周期势场作为平均势场的主体，把所有偏离周期场的小的

势场起伏都视为微扰的近似方法。对于规则排列的晶体，这种近似思想十分自然。如果
图３１（ａ）是孤立原子的势场，那么图３１（ｂ）的实线部分就是一维晶格下的周期势场。它可视
为每个孤立原子的势场近距离交叠后的结果。对三维普遍情况，它的周期性可用正格矢Ｒｌ描
述为：
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Ｖ（ｒ＋Ｒｌ）＝Ｖ（ｒ） （３９）

图３１　原子的势场

作为总结，绝热近似把大量原子核和电子的多体问题转化为大量电子的多体问题，单电子
近似把它转化为势场下电子气的统计问题，周期势场近似把它转化为有微扰的周期势场下电
子气的统计问题。接下来的工作，就是确定周期势场，确定微扰，求本征态，对其应用统计
理论。

３．２　自由电子气

最简单的情况是周期势场为零，微扰为零。这种对象被称作自由电子气。它就像无势场
的理想气体一样，是电子气统计物理中最简单的情形。

３．２．１　自由电子气的统计分布

１．单电子方程与解
自由电子气最常见情形是在金属中的自由电子。常见金属给人最深刻的印象就是，它们

可以源源不断地提供电子。这不禁使人们猜测，金属中的电子是不是没有什么束缚。特鲁德
（Ｄｒｕｄｅ）等人在解释金属的电和热性质时就提出这种假设，认为金属中电子的运动像理想气
体分子一样自由。后来这种简化认识又得到洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｚ）与索末菲（Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ）等的改
进，发展成为成熟的自由电子气模型。这些模型很好地符合了相关的实验结果。

三维定态薛定谔方程为：

－ｈ
２

２ｍ

Δ

２ψ＝Ｅψ＋Ｖψ （３１０）

对于边长为Ｌ，体积为Ｖ＝Ｌ３的三维立方金属来说，可把这一立方金属中的自由电子所处的
势场Ｖ定义为：

Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０，　０≤ｘ，ｙ，ｚ＜Ｌ
Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝∞，　其他

（３１１）

这正是一个三维的无限深势阱问题。参照第１章介绍的一维深势阱模型，本征态和能量本征
值可以直接写出，即

ψ＝
１
槡Ｖ
ｅｉｋ·ｒ＝ １

槡Ｖ
ｅｉ（ｋｘｘ＋ｋｙｙ＋ｋｚｚ） （３１２）

Ｅ（ｋ）＝ｈ
２ｋ２
２ｍ ＝ｈ

２

２ｍ
（ｋ２ｘ＋ｋ２ｙ＋ｋ２ｚ） （３１３）

ｋｘ ＝ｎｘπＬ
，　ｋｙ＝ｎｙπＬ

，　ｋｚ＝ｎｚπＬ
，　ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ为整数）

但前文说过，齐次边界条件不太符合实际。电子具有波动属性，边界以外位置并非电子的禁
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区。因此与格波问题一样，更常用的是周期性边界条件。三维情况下它为：

ψ（ｘ，ｙ，ｚ＋Ｌ）＝ψ（ｘ，ｙ，ｚ）

ψ（ｘ，ｙ＋Ｌ，ｚ）＝ψ（ｘ，ｙ，ｚ）

ψ（ｘ＋Ｌ，ｙ，ｚ）＝ψ（ｘ，ｙ，ｚ）

（３１４）

在此边界条件下，本征态／值的形式不变，仅波数ｋ的可取值变为：

ｋｘ ＝ｎｘ２πＬ　ｋｙ＝ｎｙ
２π
Ｌ　ｋｚ＝ｎｚ

２π
Ｌ
（ｎｘ、ｎｙ、ｎｚ为整数） （３１５）

由此得出电子本征能量为：

Ｅ（ｋ）＝ｈ
２ｋ２
２ｍ ＝ｈ

２

２ｍ
２ｎπ（ ）Ｌ

２
（３１６）

这就是自由电子气的Ｅｋ关系。不管哪种边界条件，波数ｋ都被一次量子化为分立值，能量
Ｅ也随之量子化，呈现为分立能级，Ｅｋ关系从自由电子的连续抛物线，变为现在的离散抛
物线。

２．电子气的统计分析
单电子近似后的方程已经是电子气的方程。其概率粒密度，就是电子在电子气中分布的

统计概率粒密度。因此可直接展开电子气的统计分析。主要需确定最概然分布ｆ（Ｅ），态密度

ｇ（Ｅ）和统计约束。
电子气热平衡时其ｆ（Ｅ）遵循费米狄拉克分布：

ｆ（Ｅ）＝ １

ｅ
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ ＋１

（３１７）

态密度ｇ（Ｅ）的求法与声子气的模式密度ρ（ω）相似。
日常问题中电子数量大，整体来看能级分布密集，可看作准连续分布，ｇ（Ｅ）是连续函数，

ｇ（Ｅ）＝ｄＺ／ｄＥ，Ｚ是本征态数。每个分立的ωｋ本征态对应Ｅｋ图上一个点。因此Ｚ也是
Ｅｋ图上点数。于是有：

ｇ（Ｅ）＝ｄＺｄＥ＝
ｄＺ
ｄＶｋ
ｄＶｋ
ｄＥ

（３１８）

式中，Ｖｋ是一维／二维／三维Ｅｋ图占据的ｋ空间长度／面积／体积；ｄＺ／ｄＶｋ表示ｋ空间点的密
度，而ｄＶｋ／ｄＥ来自当前对象的Ｅｋ关系。为方便描述和作图，下面先分析二维情况，再推广
到三维普遍情况。

对于周期性边界条件下，边长为Ｌ的正方晶格，二维ｋ空间点必定均匀分布，间距为
２π／Ｌ，如图３２所示。ｋ空间中每个点占据（２π／Ｌ）２面积，点密度为（Ｌ／２π）２。推广到三维，周
期性边界条件下的三维简立方晶格，在ｋ空间的点密度为（Ｌ／２π）３，即Ｖ／（２π）３。

但Ｅｋ图上每个点，只是薛定谔方程的本征解。薛定谔方程不能考虑电子自旋情形。算
上一个本征态上的两个自旋角动量，实际对应两个自由度。因此Ｅｋ图上的一个点实际对应
两个状态。因此ｋ空间的状态点密度为：

ｄＺ
ｄＶｋ ＝

Ｖ
４π３

（３１９）

知道Ｅｋ关系，就总能知道每增加ｄｋ后，一维／二维／三维ｋ空间增加的ｄＶｋ长度／面积／
体积。最简单的情况是，Ｅｋ关系在ｋ空间各向同性，此时一维／二维／三维Ｅｑ关系关于原
点中心／圆／球对称，它增加的必定是一个双线段／圆环／球壳的长度／面积／体积。图３２同时
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给出了二维ｋ空间时的情形。对于理想的三维立方金属，按式（３１６）的Ｅｋ关系，它等于：

ｄＶｋ
ｄＥ ＝

ｄＶｋ
ｄｋ
ｄｋ
ｄＥ＝４πｋ

２ ２槡ｍ
２ 槡ｈ Ｅ

（３２０）

实际晶体中的电子的Ｅｋ关系没这么简单。此时应严格按照Ｅｋ形状，求解能量间隔ｄＥ下
不同等能面之间的ｋ空间体积。

图３２　解在ｋ空间的分布 （电子气态密度ｇ（Ｅ）的辅助图解）

综合上述条件，三维理想立方金属的态密度为：

ｇ（Ｅ）＝ ｄＺｄＶｋ
ｄＶｋ
ｄｋ
ｄｋ
ｄＥ＝ＣＥ

１／２，其中Ｃ＝４πＶ ２ｍｈ（ ）２
３／２

（３２１）

约束使通解变为特解。热平衡态时电子气的约束条件有两个。一个通常总是温度Ｔ，另
一个是可能来自总能量Ｅ、总粒数Ｎ，或总本征态数Ｚ。知道一个就能推出另外两个。

根据态密度定义，总本征态数Ｚ为：

Ｚ＝∫
∞

０
ｇ（Ｅ）ｄＥ （３２２）

电子不相容，一个本征态最多只能容纳一个电子。所以通常ＺＮ，很难被约束。这同声子
气中约束本征态数Ｚ而不约束声子Ｎ 恰好相反。

因此，最自然和常见的约束，是给定电子总数Ｎ：

Ｎ＝∫
∞

０
ｆ（Ｅ）ｇ（Ｅ）ｄＥ （３２３）

电子气的总能量Ｅ为：

Ｅ＝∫
∞

０
ｆ（Ｅ）ｇ（Ｅ）ＥｄＥ （３２４）

３．２．２　费米能级

费米能级ＥＦ是电子工程物理中最重要、最独特的参数之一，值得专门阐述它的物理
意义。

　根据图３３的费狄分布，热力学零度时有：

ｆ（Ｅ）＝１，Ｅ＜ＥＦ
ｆ（Ｅ）＝０，Ｅ＞ＥＦ

（３２５）

可见，费米能级表示电子由低至高依次填充能态所能达到的最高能级。它也可表达为，电子气
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中每增加或减少一个电子所增加或减少的能量。因而也被称为粒数势．化学势、电路学中电势
都具有粒数势的含义。因此ＥＦ／（－ｑ）被定义为电子的费米势Ｆ。

根据上节结论，对理想金属，热力学零度时总电子数满足：

∫
Ｅ０Ｆ

０
槡Ｃ ＥｄＥ＝２３Ｃ

（Ｅ０Ｆ）３／２＝Ｎ （３２６）

由此可确定热力学零度时费米能级为：

Ｅ０Ｆ＝ｈ
２

２ｍ
（３ｎπ２）２／３ （３２７）

式中　ｎ＝Ｎ／Ｖ表示单位体积内的电子数目。三维ｋ空间中费米能级为Ｅ＝ＥＦ的能面，简称
费米面。热力学零度时，费米面包含的ｋ空间体积内填满电子，面外无电子。

热力学零度时每个电子的平均能量为：

Ｅ＝１Ｎ∫
∞

０
ｆ（Ｅ）ｇ（Ｅ）ＥｄＥ＝１Ｎ∫

Ｅ０Ｆ

０
ＣＥ３／２ｄＥ＝３５Ｅ

０
Ｆ （３２８）

这说明，即使在热力学零度，电子气仍有内能。电子气的自由度Ｆ是由电子数Ｎ 决定的，根据
经典能量均分律Ｅ＝ＦｋＴ／２，该式按电子数Ｎ平均的能量应该具有温度的含义。由此引入
费米温度ＴＦ，定义为：

ＴＦ＝ＥＦｋ
（３２９）

设电子浓度ｎ＝１０２８／ｍ３，电子静止质量ｍ＝９×１０－３１ｋｇ，则ＥＦ约为几个电子伏特（ｅＶ），费
米温度ＴＦ约在１０４～１０５Ｋ，是一个很高的温度，它显然不是经典的温度Ｔ。

为什么Ｔ＝０的电子气还有如此高的费米能ＥＦ和费米温度ＴＦ呢？
因为按不相容性和最低能量原理，费米能级越往下，电子占据能态越满，空能态越少。这

里的电子除非获得很高的能量，跃迁到很高的能级，否则它会因为邻近能态都被其他电子占据
而无法跃迁。看似没有约束，实则由不相容性提供了额外的约束。结果低能态电子没有运动
自由，只有费米能ＥＦ 附近能态上的电子才有运动自由。观测时只能看到这些电子的表观能
量，体现为电子气的观测温度ＴＴＦ。只有温度Ｔ高到ＴＦ时，不相容引起的堵塞现象才会
完全消失，每个电子才算真正自由，平均能量才能反映观测温度Ｔ。

图３３　费米狄拉克分布
（实线表示费狄分布；
虚线表示麦波分布）

高温时，在几乎所有能量上都有Ｅ－ＥＦｋＴ，因此有：

ｆ（Ｅ）＝ １

ｅ
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ ＋１

＝ ２

ｅ－
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ ＋１

１

２ｅ
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ
≈１２ｅ

－
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ （３３０）

费狄分布退化为经典麦玻分布的形状，如图３３中
虚线所示。而在正常温度下，当Ｅ－ＥＦｋＴ时（即费
米能级的右半侧），也有：

ｆ（Ｅ）＝ １

ｅ
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ ＋１

≈ｅ－
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ （３３１）

也退化成经典统计分布形状，如图３３中点虚线所示。
后一种是电子工程物理常见的情形。这两种情况的共
同点都是，所关注能量范围内的电子能量足够大和／
或在能态上分布足够疏散，可以掩盖费米子特有的不
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相容性和交换反对称性对统计分布的影响，表现得像经典粒子。
不仅如此，电子气还有一种与众不同的统计平衡机制。
当费米能高的电子气遇到低的电子气后，因为费米能低处有更多的未填能态，所以电子气

一定会发生从费米能高处到低处的独特的“扩散”运动，直到扩散结果使两处费米能齐平为
止。这种运动不是经典的热扩散运动。它的目的不是使温度Ｔ相等，而是使费米能级ＥＦ 齐平。
所以，即使在热力学零度或双方温度Ｔ相等时，这种运动也会发生。第４章、第５章中将看到，
它是半导体理论中一种重要的基本运动。

从根本上说，这种现象并没有破坏统计物理。因为费米能级是电子不相容性引入的额外相
互作用的结果，它可被视为电子气的粒数势。费米能级不同的电子，受的力／势场不同，因而在
力／势场的作用下发生任何运动都不奇怪。图３４展现了通过产生势差ΔＥＦ＝ＥＦ１－ＥＦ２使两
者费米能齐平的一种可能，它是半导体中最常见的情形，具体在第５章详述。

图３４　不同费米能的电子气重新达成粒数势平衡

３．２．３　固体的统计性质

绝热近似把固体问题分解成声子气和电子气问题。在２．４节单独讨论了声子气的行为，现
在可以把电子气的统计特性也加进来，构成更完整的固体统计规律。下面以金属热容问题为例
建立一些基本认识。

温度Ｔ≠０时，对金属自由电子气有：

　　　　　　
Ｎ＝∫

∞

０
ｆ（Ｅ）ｇ（Ｅ）ｄＥ＝∫

∞

０
Ｃｆ（Ｅ）Ｅ１／２ｄＥ

＝２３Ｃｆ
（Ｅ）Ｅ３／２

∞

０
－２３Ｃ∫

∞

０
Ｅ３／２ｄｆ（Ｅ）ｄＥ ｄＥ

（３３２）

Ｅ→∞时，ｆ（Ｅ）按近似负指数衰减，因此第一项为零。按图３３，温度不高且ＥＦ ｋＴ 时，

ｆ（Ｅ）只在ＥＦ 附近显著变化，以ＥＦ 为中心在此范围内将Ｅ３／２ 泰勒展开，取前两项后代入
式（３３２）第二项积分，得到：

Ｎ＝２３ＣＥ
３／２
Ｆ １＋π

２

８
ｋＴ
Ｅ（ ）Ｆ［ ］

２
（３３３）

对比热力学零度时情形得到：

ＥＦ≈Ｅ０Ｆ １－π
２

１２
ｋＴ
Ｅ０（ ）Ｆ［ ］

２
（３３４）

因为费米温度很高，所以在常温下必定有ＴＦＴ，因此ＥＦ与Ｅ０Ｆ相比没有显著变化，这说明
费米能级ＥＦ在日常问题中是一个相当稳定的参数。此时电子的平均能量为：
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珚Ｅ＝珚Ｅ０ １＋５１２π
２ ｋＴ
Ｅ０（ ）Ｆ［ ］

２
（３３５）

因此电子气贡献的热容为：

ＣＶ ＝ ＥＴ Ｖ
＝ 

（Ｎ珚Ｅ）
Ｔ Ｖ

＝５６
珚Ｅ０π２Ｎ ｋ

２Ｔ
（珚Ｅ０Ｆ）２＝

π２
２ｋＮ

Ｔ
ＴＦ

（３３６）

室温下ＴＦＴ，大多数电子运动不自由，对热容贡献很小，只有费米面附近约ｋＴ范围的电子
才对热容有显著贡献。所以一般情况下电子气的热容很小。早期人们用经典粒子气理论估测
金属电子气热容，比实测值大了两个数量级，说明实际活跃的电子只有百分之一左右。

综合电子气和声子气两方面的贡献，金属总热容可写作：
ＣＶ ＝ＡＴ＋ＢＴ３ （３３７）

系数Ａ和Ｂ由前文理论定性确定，由实测定量修正。低温下，声子气热容按Ｔ３迅速衰减，所
以按Ｔ衰减的电子气热容就显现出来。

【例３．１】　求出晶格常数ａ的一维Ｎ 原子金属自由电子气的（１）能态密度；（２）费米能级

图３５　一维金属自由电子气的Ｅｋ图

Ｅ０Ｆ；（３）电子平均动能；（４）一个电子对热容的
贡献。

解 ：（１）按电子气的统计分析方法，考虑自
旋后Ｅｋ空间点密度为：

ｄＺ
ｄＶｋ ＝２

Ｎａ
２π

（３３８）

自由电子气Ｅｋ关系满足Ｅ ＝ｈ２ｋ２／（２ｍ），如
图３５所示。故态密度ｇ（Ｅ）为：

ｇ（Ｅ）＝ｄＺｄＥ＝
ｄＺ
ｄＶｋ
ｄＶｋ
ｄｋ
ｄｋ
ｄＥ＝２

Ｎａ
２π×２×

ｄｋ
ｄＥ

＝Ｎａπｈ
· ２ｍ槡Ｅ （３３９）

（２）热力学零度时，费米能级以下的量子态全部被电子占据，所以电子数为：

Ｎ＝∫
Ｅ０Ｆ

０
ｆ（Ｅ）ｇ（Ｅ）ｄＥ＝∫

Ｅ０Ｆ

０
ｇ（Ｅ）ｄＥ＝∫

Ｅ０Ｆ

０

Ｎａ
πｈ
· ２ｍ槡ＥｄＥ＝２Ｎａ ２ｍＥ０槡 Ｆ

πｈ
（３４０）

因此费米能为：

Ｅ０Ｆ＝π
２ｈ２
８ｍａ２

（３４１）

（３）温度Ｔ下电子的平均动能为：

珚Ｅ＝１Ｎ∫
∞

０
ｆ（Ｅ）ｇ（Ｅ）ＥｄＥ＝ａ ２槡ｍ

πｈ∫
∞

０
槡Ｅｆ（Ｅ）ｄＥ （３４２）

利用求式（３３４）一样的方法，得到：

珚Ｅ＝２ａ ２槡ｍ
３πｈ

Ｅ３／２Ｆ ＋ π２

８ Ｅ槡 Ｆ

（ｋ０Ｔ）［ ］２ （３４３）

（４）平均一个电子对热容量的贡献为：
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ＣＶｅ＝ 
珚Ｅ
Ｔ Ｖ

＝π
２ｋ
１２

Ｔ
Ｔ（ ）Ｆ （３４４）

以上是统计物理在固体性质上最简单的应用。
固体由电子、光子和声子组成。统计大类物理有单元、统计和相对三种观测方法。以不同

视角，按不同结构，声子、电子和光子可以向上组织成许许多多具有稳定特征的单元和统计现
象，例如，电偶极子、等离子体、激子，极化激元，超导电子对，费米液体，超流……它们构成了至
今都在蓬勃发展的凝聚态物理。

３．３　周期势场下的电子气

从这一节起，我们就将直奔电子工程的主题，关注电子气三近似后任意周期势场下电子气
的运动行为。

３．３．１　布洛赫电子与能带图

１．布洛赫电子
周期势场下运动电子的基本方程为：

－ｈ
２

２ｍ

Δ

２＋Ｖ（ｒ［ ］）ψ（ｒ）＝Ｅψ（ｒ）　Ｖ（ｒ＋Ｒｌ）＝Ｖ（ｒ） （３４５）

这里的势场Ｖ已经是按照单电子近似后的势场，而不是最原始的势场。另外此处考虑的是定
态薛定谔方程情况。根据１．４．２节，所有解的时间部分都是ｅ－ｉＥｔ／ｈ，以下略去不写。有关非定
态的情况将在３．４节中介绍。

布洛赫证明，晶格势场中该方程的通解一定具有以下形式：

ψｋ（ｒ）＝ｅｉｋ
·ｒｕｋ（ｒ）　ｕｋ（ｒ＋Ｒｌ）＝ｕｋ（ｒ） （３４６）

这就是布洛赫定理。周期势场下定态薛定谔方程的解，总能写成ｅｉｋ·ｒ与某个正空间周期函数

ｕｋ（ｒ）的乘积形式。人们把这种形式的波函数称作布洛赫函数，或布洛赫波，由它描述的电子
称为布洛赫电子。布洛赫波的通式ｅｉｋ·ｒｕｋ（ｒ）与势场Ｖ的形式无关，是晶体中电子气普适的规
律。ｕｋ（ｒ）的具体形式由具体势场决定。注意只有ｕｋ（ｒ）是周期函数，ψｋ（ｒ）并不是一定周期
函数。

布洛赫波有着明确的物理意义。ｅｉｋ·ｒ是零势场下自由电子的解。ｕｋ（ｒ）反映是周期势场对
电子的影响，它使ｅｉｋ·ｒ被调幅为ｅｉｋ·ｒｕｋ（ｒ）。这说明同一个布洛赫电子有概率出现在晶体的任
何位置上，不专属于哪一个原子。这常被特称为电子的共有化运动。

将布洛赫波函数代回周期势场下薛定谔方程，可化为：

－ｈ
２

２ｍ
（

Δ

＋ｉｋ）２＋Ｖ（ｒ［ ］）ｕｋ（ｒ）＝Ｅ（ｋ）ｕｋ（ｒ） （３４７）

求解式（３４７）可得到全套通解，包括能量本征值Ｅ，本征态ｕｋ（ｒ）和式（３４５）的本征态ψｋ（ｒ）＝
ｅｉｋ·ｒｕｋ（ｒ）。　

【例３．２】　在晶格常数为ａ的一维晶格中，电子的波函数为ψｋ（ｘ）＝∑
＋∞

－∞

（－ｉ）ｍｆ（ｘ－ｍａ）。

求第一布里渊区内的电子的波矢。
解：根据布洛赫定理，一维时有ψ（ｘ＋ａ）＝ｅｉｋａψ（ｘ）。因此：
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ψｋ（ｘ＋ａ）＝∑
＋∞

－∞

（－ｉ）ｍｆ［ｘ－（ｍ－１）ａ］＝－ｉ∑
＋∞

－∞

（－ｉ）ｍ－１ｆ［ｘ－（ｍ－１）ａ］

＝－ｉ∑
＋∞

－∞

（－ｉ）－ｌｆ（ｘ－ｌａ）＝－ｉψｋ（ｘ） （３４８）

这要求ｅｉｋａ ＝－ｉ，所以第一布里渊区（－π／ａ，π／ａ）内，ｋ＝π／（２ａ）。
前文中已经反复强调，ｋ空间是最容易直观波动的空间，为了精简地画出布洛赫波的Ｅｋ

图，还需要继续做一些特殊的处理。
ｕｋ（ｒ）是周期函数，但ｅｉｋ·ｒｕｋ（ｒ）不一定是周期函数。因此它的傅里叶变换后不只对应ｋ

空间的一个（或一对）点。一定要画在Ｅｋ图上，每个能量就可能对应很多点，图形就变得无
法辨认。然而，每个布洛赫波中最明显的特征，只要用ｅｉｋ·ｒ和ｕｋ（ｒ）共同对应的那个波矢ｋ就
能说清。这就如同我们经常更换衣服，改变ｕｋ（ｒ）细节，但因为我们的体态特征不变，ｅｉｋ·ｒ不
变，所以只用ｅｉｋ·ｒ的特征ｋ就能指代每一个人。因此对于布洛赫波，人们只用ｅｉｋ·ｒ中的ｋ来代
表ｅｉｋ·ｒｕｋ（ｒ）。Ｅｋ图上的一个点，不再代表ｅｉｋ·ｒ，而代表ｅｉｋ·ｒｕｋ（ｒ）。

对布洛赫波施加周期性边界条件后，因为ｕｋ（ｒ）描述原子尺度的细节特征，而第一布里渊
区内的ｅｉｋ·ｒ描述晶体尺度的宏观特征，所以宏观的周期性边界条件只会约束ｅｉｋ·ｒ的ｋ，而不影
响ｕｋ（ｒ）。所以约束后的ｋ值和自由电子气模型是一样的，仍如式（３１５）所示。ｋ只能取离散
的值，能量Ｅ也只能取离散的值，Ｅｋ图变为离散的点集。

２．能带图
至此，周期性边界条件和周期势场下电子气的所有可取的态都已得到。和前文所有的波

动物理一样，它们可以清楚被画在一张Ｅｋ图上。这张Ｅｋ图有着明显的普适特征，蕴含着重
要的物理参数，看懂它的每一个细节是固体电子学的基本功。在展开具体分析前，先以一维情
形为主，对图的特征做定性的介绍。

（１）周期性边界条件会使ｋ、Ｅ量子化，状态点因此由连续变离散。但因为Ｌ是宏观量，
以２π／Ｌ为间隔的ｋ取值很密集，可看作近似连续，或称准连续。

（２）因为布洛赫波是被周期性调幅的自由电子波，所以它的Ｅｋ图必定与自由电子的Ｅ
ｋ图密切相关。一维时，该Ｅｋ图的形状接近一维自由电子Ｅ＝（ｈｋ）２／（２ｍ）的抛物线。但因
为周期势场的影响，曲线上所有布里渊区边界处点都发生偏移，使整条曲线发生“断裂”，如图
３６所示。具体原因在３．３．２节详述。

图３６　能带示意图
　

断开后的Ｅｋ曲线，在能量Ｅ轴上呈现出一段一段的投影，这种由近似连续能级组成的
带状能量区域称为能带。其中本征解所在的能带，称为允带。允带与允带之间的能量间隙，称
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为禁带，它们是布洛赫波解的禁区。这张周期势场下布洛赫电子气的具有断裂特征的Ｅｋ图，
就被称为能带图。

回顾２．３．３节复式晶格的格波ωｑ色散曲线图，把ω按ｈω改成Ｅ，ｑ改记为ｋ后发现它其
实也是一张Ｅｋ能带图。声学支和光学支对应允带，两者间的区域为禁带。原胞中原子数增
加后，可能产生多个允带和禁带。

（３）不难证明，周期势场下的Ｅｋ图一定具有反射对称性：

Ｅｎ（ｋ）＝Ｅｎ（－ｋ） （３４９）

因此只要画出一半区域的Ｅｋ图，就能反映整体信息。同样格波的色散关系也是反射对
称的。

（４）不难证明，周期势场下的Ｅｋ图沿ｋ轴一定具有倒格矢Ｋｈ周期性，每个周期重复的
点对应同一个态：

Ｅｎ（ｋ＋Ｋｈ）＝Ｅｎ（ｋ），　ψｎ，ｋ＋Ｋｈ（ｒ）＝ψｎ，ｋ（ｒ） （３５０）

这个推论同格波的同波效应是一样的。它们都是正格矢Ｒｌ周期性约束下的必然结果。
在描述格波同波效应的图２３０中，只要把每个格点简单地看作受ｕｋ（ｒ）＝δ（ｒ－Ｒｌ）调制后的

ｅｉｋ·ｒ，它就可看作是描述布洛赫电子同波效应的图。再具体点说，虽然不同ｋ的ｅｉｋ·ｒ是不同的，
但是ｕｋ（ｒ）是跟随ｋ变化的，它会使ｅｉｋ·ｒｕｋ（ｒ）仍然保持相同。因此Ｅｋ关系图只要画在一个
布里渊区就已足够，它可以是任意一个布里渊区。

这种理解产生了以下三种能带图的画法。

① 周期布里渊区图。所有布里渊区都画出能带，但不同布里渊区的信息是重复的，如
图３７（ａ）所示。

② 扩展布里渊区图。以自由电子Ｅｋ图为轮廓，不同能带分别画在不同布里渊区中，如
图３７（ｂ）所示。它有着显著的物理对比意义。图３６就是这种画法。

③ 简约布里渊区图像。所有能带都画在第一布里渊区中，如图３７（ｃ）所示。它最大限度
地浓缩了有效信息，同格波的色散关系一样，是工程物理最常见的画法。

　

图３７　能带图的三种画法

更关键的是与格波一样，因为第一布里渊区以外不增加新的状态，所以布洛赫电子也不符
合动量守恒，而只符合准动量守恒。当布洛赫电子动量大到超过第一布里渊区边界时，多出来
的动量将传递给晶体，由其质心平动来分担。３．４节将继续讨论这个问题，并介绍能带图除几
何特征以外更多的物理含义。
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（５）实际晶格的坐标ｘ、倒晶格的坐标ｋ都是三维的。如果常用的只有少数几个方向，可
以把它们各取半侧画在一张或多张Ｅｋ图上。图３８（ａ）就是把ｋ空间［１１１］和［１００］方向上
的Ｅｋ图画在一张Ｅｋ图上的结果。

虽然看不到Ｅ，但仍然能对Ｅ改变后ｋ空间等能面的变化有直观的感受。例如在一维情况，
等差增大Ｅ时，通过观察ｋ轴上的一对投影ｋ点的运动就能反推此时的Ｅｋ关系。三维情况也
类似，它用三维ｋ空间的等能面来变相反映现在的Ｅｋ关系，如图３８（ｂ）所示。如果倒晶格有ｓ
种对称性，每种对称性产生一种等能曲面，完整的等能面将由ｓ个这样的曲面围成。如果Ｅｋ关
系各向同性，则等能面为球面。实际中Ｅｋ关系多为各向异性，可近似看作椭球面。

图３８　三维ｋ空间能带图的表示法

（６）同自由电子气一样，布洛赫电子气粒密度ｎ在能量Ｅ上的分布，遵循电子气的统计分
布ｎ（Ｅ）＝ｆ（Ｅ）ｇ（Ｅ）。其中ｆ（Ｅ）始终是费米狄拉克分布，简并度／态密度ｇ（Ｅ）＝ｄＺ／ｄＥ表
示每次变化ｄＥ时等能面多围出的ｋ空间体积中的态／点数ｄＺ。周期性边界条件下，它可以根
据Ｅｋ关系用３．２．１节的方法求出。

图３９　描述电子气完整统计分布的
粒密度ｎ能量Ｅ波矢ｋ图

对一维情况或三维情况的一维投影而言，最终
得到的ｎ（Ｅ）可以同Ｅｋ图画在一起，形成一张三维
的ｎＥｋ图，如图３９所示。这张ｎＥｋ图既能
反映电子的波动特征，也能反映电子气的统计特征。
为了简化作图，可将它投影到二维Ｅｋ图上，用平
行于ｋ轴的一系列线段的密度反映该处的粒密度ｎ。
但注意该作图法中这些线段只是辅助线，线上除了
与Ｅｋ曲线的交点外，并与没有其他的状态点。

除此以外，从Ｅｋ图上还能读出把电子看作经
典粒子时的运动特征，具体在３．４．１节介绍。

如果说ｘ空间的晶格是固体的“外表”，那么能带图就像“内心”一样，是识别固体物理性质的
关键依据。固体物理学首要的工作，就是解出、画出、能带图。实际晶格远比一维单原子晶格复
杂，实际的能带图的求解，是一项专业的工作。我们可以借助两个典型浏览这类工作的过程。
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３．３．２　近自由电子与禁带

近自由电子气比自由电子气稍复杂，它考虑了势场微小的周期性起伏，如图３１０所示。
它对应外层电子受原子核束缚较弱的情形，更接近实际的金属模型。

图３１０　近自由电子气的势场

以一维为例。对原胞总数Ｎ，晶格常数ａ，晶体长度Ｌ的一维晶体，其电子气定态方
程为：

－ｈ
２

２ｍ
ｄ２ψ（ｘ）
ｄｘ２ ＋Ｖ（ｘ）ψ（ｘ）＝Ｅψ（ｘ），Ｖ（ｘ）＝Ｖ（ｘ＋ｎａ） （３５１）

式中，ｎ取任意整数。该周期势场可用傅里叶变换展开为：

Ｖ０＝１Ｌ∫
Ｌ

０
Ｖ（ｘ）ｄｘ

Ｖ（ｘ）＝Ｖ０＋ΔＶ

ΔＶ＝∑
ｎ
′Ｖｎｅｉ

２πｎ
ａｘ　Ｖｎ＝１Ｌ∫

Ｌ

０
Ｖ（ｘ）ｅ－ｉ

２πｎ
ａｘｄｘ

（３５２）

式中，Ｖ０为平均势能；Σ′表示累加时不包括ｎ＝０的项。Ｖ０并不重要，它可以看作势能的零

点。ΔＶ反映了势场的微小起伏，可视为微扰，即Ｈ^′＝ΔＶ。它的作用如图３６所示，是使Ｅ
ｋ曲线偏离无势场时的抛物线，断成能带。下面就从理论上解释为什么如此。

利用微扰理论，非简并微扰时，一级微扰解为：

　　　　Ｅ（１）ｋ ＝Ｈ′ｋｋ＝∫
Ｌ

０ψ
０
ｋ （ｘ）Ｈ

（

ψ０ｋ（ｘ）ｄｘ

＝∫
Ｌ

０ψ
０
ｋ （ｘ）Ｖ（ｘ）－Ｖ［ ］０ψ０ｋ（ｘ）ｄｘ＝Ｖ０－Ｖ０＝０ （３５３）

　　ψｋ（ｘ）＝ψ０ｋ＋ψ
（１）
ｋ （ｘ）＝ψ０ｋ＋∑

ｋ′
′ Ｈ′ｋ′ｋ
Ｅ０ｋ－Ｅ０ｋ′ψ

（０）
ｋ′

Ｈ′ｋｋ′＝∫
Ｌ

０ψ
０
ｋ Ｈ

（

ψ０ｋ′ｄｘ＝
１
Ｌ∫

Ｌ

０∑ｎ′Ｖｎｅ
ｉ（ｋ′－ｋ＋２πｎａ ）ｘｄｘ＝

Ｖｎ ｋ′－ｋ＝２πｎａ

０ ｋ′－ｋ≠２πｎ
烅

烄

烆 ａ

（３５４）

式中ｋ和ｋ′态表示微扰前的不同ｋ态。只有ｋ与ｋ′相差倒格矢时，Ｈ′ｋｋ′才不为零。因此一级
微扰波态还可写为：

ψｋ（ｘ）＝
１
槡Ｌ
ｅｉ熿

燀
ｋｘ １＋∑

ｎ
′ Ｖｎｅ－ｉ

２πｎ
ａｘ

ｈ２ｋ２
２ｍ －

ｈ２
２ｍｋ－

２πｎ（ ）ａ

燄

燅
２ ＝ １

槡Ｌ
ｅｉｋｘｕｋ（ｘ） （３５５）

一级微扰能量却为零，不能反映能带图的变化，还需计算二级微扰，其微扰能量为：
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Ｅ（２）ｋ ＝∑
ｋ′
′ Ｈ′ｋｋ′ ２

Ｅ０ｋ－Ｅ０ｋ′ ＝
ｈ２ｋ２
２ｍ ＋∑ｎ′

Ｖｎ ２

ｈ２ｋ２
２ｍ －

ｈ２
２ｍｋ－

２πｎ（ ）ａ
２ （３５６）

非简并微扰的求解到此结束。

ψｋ（ｘ）可视为由两部分波叠加而成。一部分是ｅｉｋｘ ，另一部分是受周期势场散射的散射
波。因为势场具有正格矢周期性，所以它只会使波散射为与ｋ相差若干个倒格矢的ｋ′态，方括
号中的第二项就是它们的幅度。两者叠加就得到周期场散射后的完整波态。很容易证明
ｕｋ（ｘ）＝ｕｋ（ｘ＋ｎａ），所以它的确是一个布洛赫波。

微扰前后的波函数虽然ｋ不同，ｕｋ（ｘ）也不同，但它们组合出的ｅｉｋｘｕｋ（ｘ）却是满足同一个

体系的布洛赫波。而在微扰前，所有不用波矢ｋ对应的波所叠加的ｅｉｋｘ（１＋∑′ｅｉ２πｎ／ａ）显然也
是一个布洛赫波，其ｕｋ为常数。因此简单地说，周期场的作用就是把一个布洛赫波散射成另
一个布洛赫波。周期内势场细节的变化不改变ｋ，只影响ｕｋ。这也是为什么我们始终可以用
核心ｋ表征布洛赫波的原因。根据上述分析，在Ｅｋ图中，布洛赫波被周期势场散射后ｋ不
变，只有Ｅ发生变化，体现为偏离无势场时的曲线。

以上介绍的是非简并微扰情形，可以分析微扰态的大部分变化的来源，但不能分析来自简
并态的影响。因为能量相同，简并态会使非简并微扰项中的分母等于零，非单并微扰理论不再
适用。

布洛赫波的Ｅｋ图都是反射对称的。因此简约布里渊区能带图中每个Ｅ必定对应一对
（Ｅ，±ｋ）简并态（不考虑自旋）。但从式（３５４）上看，只要－ｋ和ｋ相差不是倒格矢，虽然分母
趋于零，但分子也趋于零。因此只有－ｋ和ｋ相差是倒格矢的简并态才真正构成主要的简并
微扰条件。而它们正是每个布里渊区边界上的ｋ＝±ｎπ／ａ态。先把它们的ｋ统一记作：

ｋ＝ｎπａ
（１＋Δ），Δ１ （３５７）

应用简并微扰方法。先设微扰波态为简并态线性组合ψ＝Ａｅｉｋｘ＋Ｂｅ－ｉｋｘ ，代入微扰势场下的
薛定谔方程，整理出：

（Ｅ－Ｅ０ｋ）Ａ－ＶｎＢ＝０
－Ｖ

ｎＡ＋（Ｅ－Ｅ０ｋ′）Ｂ＝０
（３５８）

其非零解要求上述系数的行列式为零，即久期方程，由此推得：

Ｅ±＝Ｔｎ（１＋Δ２）± Ｖｎ ２＋４Ｔ２ｎΔ
　槡 ２　Ｔｎ＝ｈ

２

２ｍ
ｎπ（ ）ａ

２
（３５９）

Ｔｎ就是微扰前的能量。

Δ＝０时，也就是在每个布里渊区边界处：
Ｅ＋＝Ｅ０ｋ＋ Ｖｎ 　Ｅ－＝Ｅ０ｋ－ Ｖｎ （３６０）

简并态解除，分裂为能量不同的两个状态。这就是能带发生断裂的原因。它们的能量差
２｜Ｖｎ｜就是禁带的宽度。利用式（３５８）可求得这两个态满足：

ψ＋＝－
２Ａｉ
Ｌｓｉｎ

ｎπ
ａｘ　ψ－＝

２Ａ
Ｌｃｏｓ

ｎπ
ａｘ

（３６１）

这表明周期微扰后的简并波态都变作驻波。它们被周期势场束缚，像在深势阱中那样“驻留”
在每个周期的势阱中，使原有的自由行波状态被破坏，这是导致能带断裂的另一种形象解释。

Δ≠０时，因Δ１，可将式（３４８）小量近似，保留到Δ２项，得到：
·７８·



Ｅ＋＝Ｔｎ＋ Ｖｎ ＋Ｔｎ ２ＴｎＶｎ ＋（ ）１Δ２
Ｅ－＝Ｔｎ－ Ｖｎ －Ｔｎ ２ＴｎＶｎ －（ ）１Δ２

（３６２）

图３１１　近自由电子气的能带

可见微扰后能量以抛物线方式分别趋于Ｔｎ＋｜Ｖｎ｜和Ｔｎ－
｜Ｖｎ｜，如图３１１所示。远离这些区域后，就退化为非简并微
扰的情形。这就充分地解释了能带为何断裂，以及如何
断裂。

二维／三维晶体可采用类似方法分析。布里渊区边界面
位置的ｋ态由ｋ·Ｋｎ ＝ Ｋｎ ２／２确定。远离该区域时用非
简并微扰，否则用简并微扰，产生简并能级的分裂。但二维／
三维情况中有一个重要的区别。一维能级分裂时，必然出现
禁带。二维／三维时却不一定。如图３１２所示，图（ｂ）、
图（ｃ）分别为二维布里渊区ｋ和ｋ′方向上的能带图，各自在

该ｋ方向的布里渊区边界处能带断裂。但是它们断开的位置和禁带宽度都不同，这样，ｋ′方向
上第一层能带的最大值，大于ｋ方向上第二层能带的最小值 ，能带出现交叠。这种交叠可能
会多个允带贯通，导致很大范围内没有禁带，能级上都能填充电子的自由情形。第４章会发
现，这正是金属易于导电的原因之一。

图３１２　能带交叠示意图

３．３．３　紧束缚电子与允带

紧束缚电子是另一个极端，它的周期势场对电子的束缚很强，以至于每个周期内的势场看
起来都像孤立原子的势场或深势阱。它对应原子间距较大的固体，键很强的绝缘体中价电子，
或是内层电子的情形。

如图３１３所示，因为束缚很强，势阱很深，电子主要受该原子核的势场影响，而其他原子
核势场的作用则视为微扰。如果只关注特定轨道上的电子，如键上的价电子，可以把原子核和
除了待研究电子以外的其他电子整体当作离子实来处理。在不引起歧义的情况下，以下将原
子核和离子实都简称原子。电子被强烈束缚后，电子仿佛只出现在原子周围，为它所“专有”。
此时就不说电子在共有化运动，而只将束缚在每个原子附近的电子态作为观测和分析对象。

为简单起见，我们仅就价电子是一个ｓ轨道电子的情况来进行分析。如不考虑杂化，ｓ轨
道电子的波态是各向同性的球对称态，它模方后的电子云也是这个形状，这就免去了电子云形
状细节引入的讨论。

设晶体中第ｍ个原子的位矢为Ｒｍ ＝ｍ１ａ１＋ｍ２ａ２＋ｍ３ａ３，在其附近运动的电子位矢用ｒ

·８８·



图３１３　紧束缚电子气的势场

表示，则（ｒ－Ｒｍ）表示该电子相对于第ｍ个原子中心的位置。用Ｖ（ｒ－Ｒｍ）表示第ｍ个格点
上原子对电子的势场，那么整个晶体的势场写作：

Ｕ（ｒ）＝∑
ｍ
Ｖ（ｒ－Ｒｍ） （３６３）

它显然也是周期势场。假设晶体中电子的波函数为ψ（ｒ），于是紧束缚电子气基本方程为：

－ｈ
２

２ｍ

Δ

２＋Ｕ（ｒ［ ］）ψ（ｒ）＝Ｅψ（ｒ）　Ｕ（ｒ）＝Ｕ（ｒ＋Ｒｌ） （３６４）

采用上述思想，将它改写为：

－ｈ
２

２ｍ

Δ

２＋Ｖ（ｒ－Ｒｍ）＋［Ｕ（ｒ）－Ｖ（ｒ－Ｒｍ｛ ｝）］ψ（ｒ）＝Ｅψ（ｒ） （３６５）

意为以第ｍ个原子的势场Ｖ（ｒ－Ｒｍ）为微扰前状态，把其他个原子的影响看作微扰［Ｕ（ｒ）－
Ｖ（ｒ－Ｒｍ）］。用φｉ（ｒ－Ｒｍ）表示第ｍ个原子附近运动的电子所处的某束缚态，于是在这个原
子的局部坐标中，电子方程可写为：

－ｈ
２

２ｍ

Δ

２＋Ｖ（ｒ－Ｒｍ［ ］）φｉ（ｒ－Ｒｍ）＝Ｅｉφｉ（ｒ－Ｒｍ） （３６６）

虽然我们只列出了第ｍ个原子附近的势场情形，但该方程同样适用于所有原子附近的势
场。因此，每个原子附近的电子态，都是所有Ｎ个原子附近电子态的统计平均态。它一开始

就是个Ｎ度简并态，要用简并微扰法求解。设微扰态为原简并态线性组合ψ＝∑
ｍ
ａｍφｉ（ｒ－

Ｒｍ），代入式（３６５），并利用式（３６６），得到：

∑
ｍ
ａｍ［Ｅｉ＋Ｕ（ｒ）－Ｖ（ｒ－Ｒｍ）］φｉ（Ｖ－Ｒｍ）＝Ｅ∑ａｍφｉ（ｒ－Ｒｍ） （３６７）

不同原子的波态未必正交，但如果假设它们在ｘ空间上几乎不交叠，可近似认为满足正交
条件：

∫φｉ （ｒ－Ｒｎ）φｉ（ｒ－Ｒｍ）ｄｒ＝δｎｍ，　　（ｍ≠ｎ） （３６８）

以φｉ（ｒ－Ｒｎ）左乘式（３６７），积分再化简，得到：

∑ａｍ∫φｉ （ｒ－Ｒｎ）［Ｕ（ｒ）－Ｖ（ｒ－Ｒｍ）］φｉ（ｒ－Ｒｍ）ｄｒ＝（Ｅ－Ｅｉ）ａｎ （３６９）

这样的方程有Ｎ个。为使ａｍ 有非零解，它们的系数行列式为零，构成久期方程。
可以看出，式（３６９）等式左侧中的积分项只决定于相对位置Ｒｎ－Ｒｍ ，因此可引入交叠

积分：

Ｊ（Ｒｎ－Ｒｍ）＝－∫φｉ （ｒ－Ｒｎ）［Ｕ（ｒ）－Ｖ（ｒ－Ｒｍ）］φｉ（ｒ－Ｒｍ）ｄｒ （３７０）
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取负号为保证Ｕ（ｒ）－Ｖ（ｒ－Ｒｍ）为负时，交叠积分为正。用交叠积分重写式（３６９）为：

－∑
ｍ
ａｍＪ（Ｒｎ－Ｒｍ）＝（Ｅ－Ｅｉ）ａｎ （３７１）

因为方程系数只与（Ｒｍ －Ｒｎ），即正格矢有关，可以预料微扰态ψ＝∑
ｍ
ａｍφｉ（ｒ－Ｒｍ）形式

必为：

ψ＝
１
槡Ｎ∑ｍｅ

ｉｋ·Ｒｍφｉ（ｒ－Ｒｍ） （３７２）

它已经对电子数进行归一化，现在每个φ代表１个ｓ态电子。容易验证，该微扰态也是布洛赫
函数，因为它可以改写成：

ψ＝
１
槡Ｎ
ｅｉｋ·ｒ［∑

ｍ
ｅ－ｉｋ·（ｒ－Ｒｍ）φｉ（ｒ－Ｒｍ）］＝

１
槡Ｎ
ｅｉｋ·ｒｕｋ（ｒ） （３７３）

且ｕｋ（ｒ）＝ｕｋ（ｒ＋Ｒｌ）。将微扰态代入久期方程，得到微扰能量形式为：

　　　　　　　　　Ｅ＝Ｅｉ－∑
ｍ
Ｊ（Ｒｎ－Ｒｍ）ｅ－ｉｋ·（Ｒｎ－Ｒｍ）

＝Ｅｉ－∑
Ｒｓ

Ｊ（Ｒｓ）·ｅ－ｉｋ·Ｒｓ （３７４）

Ｒｓ＝Ｒｎ－Ｒｍ 为原子的相对位置。至此简并微扰求解结束。
与适合分析禁带的近自由电子模型相反，紧束缚模型特别适合解释允带和禁带的物理机制。

图３１４　能级与能带的对应的示意图

首先，它提供了允带的一种简化理解方法。以ｓ轨
道电子为例。不计自旋时，ｓ态本来没有简并，但由求解
过程可知，其余原子势场微扰使其解除简并后，它最多
可能分裂为Ｎ个十分靠近的非简并能级，从而形成一个
密集的允带。以此类推，２ｐ态不计自旋本是３度简并，
它最能分裂成３Ｎ个能级组成的能带。不考虑能带交叠
的话，每个晶体的允带都可以看作是由单原子模型中的
一个分立能级分裂而成，如图３１４所示。但实际情况
中能带交叠是十分常见的，它也就是常说的轨道杂化。

越到高能级，轨道半径越大，交叠部分越大，越容易形成上下贯通的允带。这时就很难再有原
子能级与晶体能带的简单对应关系。

其次，它能较精确地算出允带的宽度，具体分析如下例题。
【例３．３】　利用紧束缚电子气模型的解，分析简单立方晶体中由孤立原子ｓ态分裂成的

能带。
解 ：首先写出交叠积分的具体形式：

∫φｓ（ｒ－Ｒｎ）［Ｕ（ｒ）－Ｖ（ｒ－Ｒｍ）］φｓ（ｒ－Ｒｍ）ｄｒ＝－Ｊ（Ｒｎ－Ｒｍ） （３７５）

被积函数中φｓ（ｒ－Ｒｎ）和φｓ（ｒ－Ｒｍ）表示相距为Ｒｓ＝Ｒｎ－Ｒｍ 的两原子的ｓ态。它们的球
对称电子云有交叠时，Ｊ才不为零。Ｒｓ＝０时交叠最大，用Ｊ０表示。Ｒｓ越大，交叠可能越小。
所以除了Ｒｓ＝０外，可以只取最邻近格点对应的Ｒｓ。于是则式（３７４）简化为：

Ｅ（ｋ）＝Ｅｉ－Ｊ０－ ∑
Ｒｓ＝ｎｅａｒ

Ｊ（Ｒｓ）ｅ－ｉｋ·Ｒｓ （３７６）

对于简立方晶体，最近邻格点有６个，Ｒｓ分别为（ａ，０，０），（０，ａ，０），（０，０，ａ），（－ａ，０，０），
（０，－ａ，０），（０，０，－ａ）。对于ｘ空间球对称的ｓ态，Ｊ（Ｒｓ）只与｜Ｒｓ｜距离有关，所以上述６
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个格点有相同的Ｊ（Ｒｓ），记为Ｊ１。将这些条件代入式（３７４），简单运算后得到ｋ空间的Ｅｋ
关系，即该ｓ态分裂成的能带为：

Ｅ（ｋ）＝Ｅｓ－Ｊ０－２Ｊ１（ｃｏｓｋｘａ＋ｃｏｓｋｙａ＋ｃｏｓｋｚａ） （３７７）
简立方晶格的第一布里渊区，即ｋ空间维塞原胞仍是简立方，如图３１５所示。由Ｅｋ关系
得到ｋ空间中Γ、Ｘ、Ｒ点对应的能量Ｅ如下。

Γ点：　　　　　　　　ｋ＝（０，０，０），Ｅ（Γ）＝Ｅｓ－Ｊ０－６Ｊ１

Ｘ点： ｋ＝ π
ａ
，０，（ ）０ ，Ｅ（Ｘ）＝Ｅｓ－Ｊ０－２Ｊ１ （３７８）

Ｒ点： ｋ＝ π
ａ
，π
ａ
，π（ ）ａ ，Ｅ（Ｒ）＝Ｅｓ－Ｊ０＋６Ｊ１

不难看出，Γ点和Ｒ点分别对应允带底和允带顶。因此整个允带宽度为１２Ｊ１。带宽决定
于Ｊ１，而Ｊ１大小主要取决于近邻电子云的交叠程度。交叠越多，能带就越宽。

（ａ） （ｂ）

图３１５　（ａ）简立方的第一布里渊区；（ｂ）由ｓ态分裂成为允带

３．３．４　布洛赫电子的实际情况

以上两种方法各自定性分析了能带图的主要特征，但是它们与定量的实际结果仍有不小
的差异。即使在可以用软件辅助计算的今天，要想精确地计算出复杂晶体的能带图仍然有一
定难度，合理精简的理论模型对提高计算速度和精度都十分重要。本节简单介绍人们在处理
实际晶体时使用的一些方法。

１．正交平面波方法
晶体中的价电子通常既可能是近自由电子也可能是紧束缚电子，更可能是两者兼有之。

当这些价电子在离子实区域附近时，受到很强的局域势作用，波态与孤立原子类似，起伏十分
剧烈。但在远离离子实区域时，波函数较平滑。

为了描述这种实际形状，先按紧束缚方法将孤立原子的轨道波函数线性组合起来，描述内
层电子的状态：

Φｊ（ｋ，ｒ）＝ １
槡Ｎ∑ｍｅ

ｉｋ·Ｒｍφｉ（ｒ－Ｒｍ） （３７９）

再将此函数与平面波函数线性组合：

ｉ（ｋ，ｒ）＝ １
Ｎ槡 Ω
ｅｉ（ｋ＋Ｋｈ）·ｒ－∑

ｌ

ｊ＝１
μｉｊΦｊ（ｋ，ｒ） （３８０）

求和遍及ｌ个内层电子波函数。同内层电子波函数正交的平面波必然会在离子实区域内引进
强烈变化成分，这恰好与价电子的特征吻合，所以构造的波函数ｉ（ｋ，ｒ）必须同时与内层电子

·１９·



的波函数正交。因此μｉｊ可由正交条件决定：

∫ＮΩΦ
ｊ （ｋ，ｒ）·ｉ（ｋ·ｒ）ｄｒ＝０ （３８１）

与内层电子态正交的平面波称为正交平面波。这种构建波函数进行求解的方法就称为正交平
面波方法。但由于原子波态的的局域性，Φｊ在离子实区域之外变得很小，ｉ（ｋ，ｒ）接近平面
波。得到正交化平面波形式后，可由它构造价晶体电子波函数：

ψｋ（ｒ）＝∑
ｐ

ｉ
αｉｉ（ｋ，ｒ） （３８２）

式中αｉ为待定参量，个数ｐ的选取视具体情况而定。这样得到的波函数在离原子核较远时，
接近于平面波；在离原子核较近时，接近于原子核的束缚态。将式（３８２）代入薛定谔方程能
得到本征解。

这种方法曾被用作计算Ｂｅ、金刚石、Ｓｉ和Ｇｅ，以及一些ⅢⅤ族和ⅡⅣ族化合物半导体
的能带，所有计算结果均获得成功。

２．赝势法
赝势法是基于正交平面波方法发展起来的。它把离子实的内部势能用一个假想的势能取

代，同时尽量不影响离子实以外区域的结果。这个假想的势能就称为赝势，它的假设原理
如下。

首先令：

φ（ｒ）＝∑
ｐ

ｉ＝１

αｉ
Ｎ槡 Ω
ｅｉ（ｋ＋Ｋｈ）·ｒ （３８３）

将式（３８３）代入式（３８２），可以写成如下形式：

ψｋ（ｒ）＝φ（ｒ）－∑
ｐ

ｉ＝１
∑
ｌ

ｊ＝１
αｉμｉｊΦｊ（ｋ，ｒ） （３８４）

将式（３８４）代入薛定谔方程：

－ｈ
２

２ｍ

Δ

２＋Ｖ（ｒ［ ］）ψｋ（ｒ）＝Ｅψｋ（ｒ） （３８５）

并注意到，

－ｈ
２

２ｍ

Δ

２＋Ｖ（ｒ［ ］）Φｊ（ｋ，ｒ）＝ＥｊΦｊ（ｋ，ｒ） （３８６）

Ｅｊ是内层电子能量。因此有：

－ｈ
２

２ｍ

Δ

＋Ｖ（ｒ）－［ ］Ｅφ（ｒ）－∑
ｐ

ｉ＝１
∑
ｌ

ｊ
αｉμｉ（Ｅｊ－Ｅ）Φｊｋ ＝０ （３８７）

整理后写成如下形式

［

：

－ｈ
２

２ｍ

Δ

＋珟Ｖ（ｒ］）φ（ｒ）＝Ｅφ（ｒ），珟Ｖ＝Ｖ（ｒ）＋
∑
ｐ

ｉ
∑
ｌ

ｊ
αｉμｉｊ（Ｅ－Ｅｊ）Φｊｋ

∑
ｐ

ｉ＝１

αｉ
Ｎ槡 Ω
ｅｉ（ｋ＋Ｋｈ）·ｒ

（３８８）

式中珟Ｖ就是赝势，且式（３８８）称为赝势方程，φ（ｒ）称为赝波函数。
式（３８３）表明φ（ｒ）由有限的平面波构成，因此它比较平滑，对应起伏很小的势场。所以

赝势珟Ｖ是一个较小的量。因为价电子能量大于内层电子的能量，所以赝势中（Ｅ－Ｅｊ）总是正
值，相当于排斥势。另一方面，晶格的周期势场Ｖ（ｒ）总是负值，是吸引势。排斥势将抵消部
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分吸引势，使得赝势较小。
图３１６给出了赝势、赝波函数与周期势、布洛赫波函数的比较。对比后可以看出，赝势法

的基本思想就是适当选取一平滑势，波函数用少数平面波展开，使计算量减小，但算出的能态
仍与真实接近。确定赝势的方法不是唯一的。

图３１６　（ａ）周期势；（ｂ）赝势；（ｃ）布洛赫波函数；（ｄ）赝波函数

３．密度泛函理论
密度泛函理论直接用概率密度ｎ（ｘ），而不是波函数ψ（ｘ）来描述电子运动。它的基本量ｎ

具有直观的电子云密度的含义。泛函是把函数看作自变量求极值的一种数值分析方法。简单
地说，密度泛函理论证明了电子数不变时，在所有可能的电子云密度分布中，真实解会使电子
气基态能量Ｅ取最小值。
３．１．１节的多电子态ψ（ｒ１，ｒ２，…，ｒＮ）转化为电子云密度ｎ，即为

ｎ（ｒ）＝∫ψ（ｒ１，…，ｒＮ）∑ｉδ（ｒ－ｒｉ）ψ（ｒ１，…，ｒＮ）ｄｒ （３８９）

基态能量Ｅ可以转化密度的函数为：

　　　　　

Ｅ＝∫ψＨψｄτ＝∫ψ（Ｔｅ＋Ｖｅ－ｅ）ψｄτ＋∫ψＶψｄτ
＝∫ψ（Ｔｅ＋Ｖｅ－ｅ）ψｄτ＋∫Ｖ（ｒ）ｎ（ｒ）ｄｒ
＝Ｆ［ｎ］＋∫Ｖ（ｒ）ｎ（ｒ）ｄｒ

（３９０）

以密度ｎ为自变量进行极值分析就能得到真实的密度解。同波函数的各种合理近似一样，密
度函数也能进行各种合理近似。

随着数值分析理论的发展和高性能计算机的普及应用，凝聚态物理的模拟软件也得到很
好的发展。目前已有很多软件能够快速、精确地计算固体结构和能带，如 ＭａｔｅｒｉａｌＳｔｕｄｉｏ、
ＶＡＳＰ、Ｗｅｉｎ２Ｋ、ＰＷＳＣＦ、Ｇａｕｓｓｉｏｎ、ＡＢＩＮＴ，等等。
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３．４　外界作用下的电子

到目前为止，讨论的都是静止周期势场下的单电子波函数和热平衡下的电子气统计态。
它们就像粒子的匀速运动一样，是特殊的平衡状态。受力粒子的加速运动，才是粒子物理的主
要规律。同样，任意外界作用下电子气的非平衡态才是更主要的固体物理。

从微观角度，固体中的所有作用都是由声子、电子和光子的散射和作用组成的，从宏观角
度，它们呈现出各种固体的力、电、磁、声、光、热学现象。本书的重点是普及日常应用的电子工
程物理，因此微观上主要关注电子的常规散射，宏观上主要关注电流的运动规律。

３．４．１　固体中电子的概念

１．定域统计电子
所谓外界作用，从微观上看，就是电子被其他电子、光子和声子的散射作用。声子只能在

固体中存在，固体中的电子指布洛赫电子。
一个电子与一个或多个电子、光子和声子的散射机制，是微观物理中很重要的内容，由量

子电动力学等专业理论来研究。但在固体环境下讨论它们却没有必要，因为每个电子是在不
停地与大量电子、光子和声子发生散射的。散射的平均作用和被散射的平均行为才是关注的
重点。

因此，作为分析对象的被散射的电子，一定是统计平均的电子。它常被描述为一个统计电
子，代表一团电子气中所有电子的统计平均状态。热平衡态下，这个统计电子不动，只有平均
能量，用温度Ｔ表征，粒密度ｎ在Ｅ空间呈热平衡态ｎ（Ｅ）分布，它可以用统计物理方法转化
为ｘ空间的ｎ（ｘ）分布。也就是常说的浓度分布。

与前两节不同的是，现在关注的是外界作用下的非平衡态，因此现在每个电子不一定是全
部区域（简称全域）所有电子的统计平均态。如果外界作用只加在特定ｘ区域（简称为定域），
那么把该定域内的电子单独统计平均成一个定域统计电子显然是合理的做法。由于较大尺度
的微元／点中，实际上都包含大量电子，已经是统计体，所以每个微元／点中所有电子都可以统
计平均为该微元／点的定域统计电子，如图３１７所示。

从纯粹的统计物理角度来说，不管ｘ和ｋ每处的电子到底如何分布，始终可以用一个
ｎ（Ｅ）分布的统计粒子代表全域所有电子的统计平均态。它不用在乎ｘ和ｋ空间的细节，只要
整个问题空间没有达到热平衡，ｎ（Ｅ）分布就在发生变化，其规律由统计物理描述。如果每个
微元／点内部还有更细节的非平衡分布，那么该微元／点的定域统计电子实际也是该定域空间
内的全域统计粒子。

虽然固体中的电子通常都是统计电子的概念，但具体选取多大范围做统计平均，要由问题
性质和处理需要来决定。选取每个ｘ空间的宏观微元／点作定域统计平均的做法较为符合常
识。这种方法下，每个ｘ点的统计电子的统计分布ｎ（Ｅ）都可以是不同的，它们的差异导致了
电子气的各种运动。

统计平均的结果未必一定要是无序的。例如，１０００个粒子同向同速运动也能统计平均成
一团有序运动的经典粒子。统计平均后最无序的情形对应统计物理的热平衡态，例如，１０００
个粒子在封闭空间内无序碰撞而最终均布在空间中。

如果统计后势场在宏观上有序，那么统计电子响应该势场的那部分行为必定也是宏观有
·４９·



图３１７　全域和定域的统计电子

序的。该问题就化简为单个电子在有序势场下的跃迁运动。微观行为上，这些势场下的运动
常被描述成一个电子吸收／放出／散射其他一个或多个光子、声子和电子的过程。宏观现象上
常体现为电、磁、光的作用与特性，如光电性、导电性、磁性等。在响应有序势场前，统计电子是
处于热平衡态的。所以响应的态是叠加在无序热平衡态上的。叠加结果必定是无序的非平
衡态。

如果统计后的势场宏观上无序，那么统计电子的行为也是无序的，这就回到电子气、光子
气和声子气混合的统计分布问题上，可应用统计物理。微观行为上体现为一个统计电子的各
种非平衡态统计物理特性，宏观现象上常体现为热、力、声和粒数的作用与特性。电子气只要
不在非平衡态，就会试图返回热平衡态。如果外界停止作用，它很快就能返回。如果外界持续
作用，它就会达到新的稳定的非平衡态。不论外界作用是否有序，非平衡态中必定包含返回平
衡态的统计物理行为，如图３１８所示。

图３１８　外界作用对统计电子态的影响

·５９·



　　外界作用的非平衡态总结如下：
（１）固体中的一个电子常为一个定域的统计电子，定域范围由分析需要决定。
（２）统计电子在有序外界作用下的有序运动，可看作一个普通电子在势场下的运动，描述

为一个电子与其他一个或多个电子、光子和声子的作用。该运动叠加在热平衡态上形成统计
电子的非平衡态。

（３）每个非平衡态统计电子一定有试图返回热平衡态的统计物理行为，描述为它的非平
衡态特性。

２．准经典电子
接下来将介绍一个听起来很简单，但只有学到这里才能真正认清原因的常识，就是在固体

中，每个电子在一定条件下都可近似看作是经典的粒子。
电子被视为波动是量子时代以后的事。在此之前的物理中，电子一直以经典粒子面貌出

现在电流、电压和射线中，与理论和实验结果都符合得很好。因此人们希望并且也相信能找到
一种把电子当作经典粒子来处理的近似方法。

下面将以一维问题为例，不计自旋和交换反对称性。
固体电子的Ｅｋ图就是能带图，图上每个态／点对应一个布洛赫态Ｃｅｉｋｘｕｋ（ｘ）ｅ－ｉＥｔ／ｈ。它

的相速度是ω／ｋ。它常表述为电子的共有化运动。表面上看它不能看作经典电子。
但能带图是统计电子的Ｅｋ图，每个态都是统计电子态的一部分，可以直接叠加。一共

Ｎ个电子按状态幅值（下简称态幅）模方粒密度ｎ（Ｅ）＝ｆ（Ｅ）ｇ（Ｅ）的规律分布在这所有态上。

因此，费米能级以下及其附近的点／态都是可叠加，近似连续的。总能从中选取若干个，按槡ｎ
叠加成一个波包：

ｘ，（ ）ｔ ＝∫ｋ槡ｎＣｕｋ（ｘ）ｅｉ ｋｘ－
Ｅ
ｈ　（ ）ｔ ｄｋ＝∫ｋＡｕｋ（ｘ）ｅｉ ｋｘ－

Ｅ
ｈ　（ ）ｔ ｄｋ （３９１）

因为费米能级往下每个态几乎被电子填满，即近满，所以该波包中通常不止一个电子。但总能
通过等比例选取每个波函数幅度的一部分进行叠加的方法，使波包归一化后只包含一个电子，
记归一化系数为Ａ。下面一步步说明，这一个波包电子非常接近一个经典粒子电子。

首先它具有明显的平均能量Ｅ和动量ｐ。Δｋ很小时，它们就近似为Ｅ＝Ｅ０和ｐ＝ｈｋ０。
这就是经典粒子电子的能量和动量。事实上还有很多其他物理参数，因为能量和动量最重要，
足够分析日常问题，所以只讨论它们。

按波动理论，ωｋ曲线的切线斜率ｄω／ｄｋ表示群速度。只要Ｅｋ关系不是线性，就会出
现色散现象。当波包传播过程中散开时则无法将其视为经典粒子。电子的Ｅｋ图通常都不是
线性的。为了避免波包色散，只能选任一Ｅ０－ｋ０点附近很小的±Δｋ／２范围内的态以相同系
数叠加成波包，如图３１９（ａ）所示。这样它们的群速度ｖｇ就近似为定值，且简单地等于：

ｖｇ ＝ｄωｄｋ＝
ｄＥ
ｈｄｋ≈

ｄＥ
ｈｄｋ ｋ０

（３９２）

按此选取条件可把波包态重写为：

　　　　

（ｘ，ｔ）≈Ａｕｋ０（ｘ）ｅ（ｉ ｋ０ｘ－
Ｅ０
ｈ　 ）ｔ∫

Δｋ／２

－Δｋ／２
ｅｉ［ξ（ｘ－ｖｇｔ）］ｄξ

＝Ａｕｋ０（ｘ）ｅ（ｉ ｋ０ｘ－
Ｅ０
ｈ　 ）ｔ ｓｉｎ

Δｋ
２ ｘ－ｖｇ（ ）ｔ

１
２
（ｘ－ｖｇｔ）

（３９３）
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它的模方，即ｘ空间粒密度分布为：

　　　　 （ｘ，ｔ）２＝ Ａｕｋ０（ｘ）
２·
ｓｉｎΔｋ２

（ｘ－ｖｇｔ）

Δｋ
２
（ｘ－ｖｇｔ

熿

燀

燄

燅
）

２

·Δｋ２ （３９４）

其瞬时的形状大致如图３１９（ｂ）所示，该形状以群速度ｖｇ 前进。ｕｋ０（）ｘ
２会按正格矢周期

调制该波包的细节，但不会影响其总体形状。

（ａ）能带图中波包态的选取范围 （ｂ）波包粒密度在ｘ空间的形状

图３１９　等效为准经典粒子的波包

从图３１９中看，波包在ｘ空间主要集中在：

Δｘ ≤２πΔｋ
（３９５）

范围内。为了能呈现定域性，波包的展开范围Δｘ应该足够小。但Δｘ越小，Δｋ就越大，Ｅｋ
曲线就越不能视为线性，波包色散越严重，越不能视为经典粒子。这正是ｘｋ不确定关系的
自然体现，说明Δｋ和Δｘ的选取要兼顾双方的实际限制。

Δｋ的限制主要来自布里渊区的尺度２π／ａ。从能带图上看，Ｅｋ曲线反射对称，半侧第一
布里渊区内的曲线大多已经偏离线性。所以如果想避免色散，必定要求：

Δｋ ２πａ
（３９６）

另一方面，因为布洛赫波的同波效应，只有第一布里渊区内的电子才符合动量守恒，超出
第一布里渊区就只符合准动量守恒。经典粒子当然应该满足动量守恒，所以它们应该尽量落
在第一布里渊区范围内。

Δｋ的另一个限制来自波包的平均自由寿命。上文只是理想地假设Δｋ内Ｅｋ曲线近似
线性，但实际上再小的Δｋ范围内它都是非线性的，波包总是要色散的。Δｋ越大，色散速度就
越快。如果在电子的平均自由寿命内波包已经完全散开，它就很难再展现出经典的碰撞行为。
但通常如果已经满足上个限定条件，Ｅｋ曲线变化就不剧烈，Δｋ范围内的相速度差异就远小
于群速度，波包来不及色散。

Δｘ的限制主要来自电子气的平均自由程ｌ。相比宏观尺度，Δｘ再大都仍是足够小的。
但当Δｘ大到超过电子气的平均自由程ｌ时，电子气就不能看作经典粒子气，各种统计结论就
要失效。３．４．３节会看到平均自由程对电学特性影响是很大的。因此要求：

Δｘ ｌ （３９７）
综合两方面的限制，最后要求：

ａ Δｘ ｌ，２πｌ  Δｋ ２πａ
（３９８）

一般固体中电子平均自由程在１００量级上，原子尺度在１量级上，所以该条件能够满足。
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这些限制最终使得波包电子的概念只适用于固体中的电子。一个自由电子也可以在连续
ｋ轴上取出小范围的本征态按系数叠加成波包，但随着时间ｔ的推移，它最终要色散开来。固
体中电子远在色散之前就已经发生碰撞，因而能近似保持经典行为。对于弹道导电、超导这样
平均自由程很大的晶体来说，波包电子的概念都不再适用，此时要应用电子的波动理论。

作为经典粒子，我们希望粒子其他的物理量也能用经典方法来描述。根据第１章的量子

化方法，波动的物理量算符都可以用ｘ^算符和ｐ^＝ｉｈｄ／ｄｔ算符按经典关系推得。因此，只看
布洛赫波的核心部分ｅｉｋｘ ，可得到经典电子的力Ｆ：

Ｆ＝ｄｐｄｔ＝
ｈｄｋ
ｄｔ

（３９９）

式中，把物理量算符都简记为粒子物理量（下同）。接下来并不能用Ｆ／ｍ来求加速度ａ，因为
这个波包电子的质量不是来自自由电子的Ｅｋ关系和静止质量，而是由能带图的Ｅｋ关系及
选取范围决定的，因此，由它的速度ｖｇ与时间ｔ的关系来反推波包粒子等效的加速度ａ：

ａ＝ｄｖｇｄｔ ＝
ｄＥ
ｈｄｋｄｔ＝

１
ｈ

　

ｄ２Ｅ
ｄｋ２
ｄｋ
ｄｔ＝

１
ｈ２
ｄ２Ｅ
ｄｋ２Ｆ

（３１００）

和质量ｍ：

ｍ ＝ｈ２／ｄ
２Ｅ
ｄｋ２

（３１０１）

式中，ｍ也称有效质量。
ｄ２Ｅ／ｄｋ２的几何意义很明确，它近似等于Ｅｋ曲线的曲率，它的倒数就是曲率半径。因此

不同位置的有效质量从Ｅｋ图上一眼就能看出来，如图３２０所示。能带底部ｋ＝０附近曲率
为正，电子有效质量是正值。能带越弯曲，曲率半径越小，有效质量越小。该范围内布洛赫电
子的Ｅｋ图与自由电子相似，因此它们的行为也相似。

图３２０　Ｅｋ图中群速度和有效质量的几何意义

在能带顶部第一布里渊区边界附近，曲率为负，电子有效质量是负值，同样也是越弯曲越
小。负质量表示电子的行径与经典情况是相反的。简单地理解，它对应所有能使电子受力后
反向运动的区域。

因为实际中ｘ和ｋ都是三维的，所以实际的Ｅｋ图是四维的而且常为各向异性，此时波
包粒子的群速度ｖｇ为三维矢量：

ｖｇ＝１ｈ　

Δ

ｋＥ（ｋ） （３１０２）

有效质量ｍ为二阶对称张量：
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ｍ ＝１ｈ２

２Ｅ
ｋ２ｘ

２Ｅ
ｋｘｋｙ

２Ｅ
ｋｘｋｚ

２Ｅ
ｋｙｋｚ

２Ｅ
ｋ２ｙ

２Ｅ
ｋｙｋｚ

２Ｅ
ｋｚｋｘ

２Ｅ
ｋｚｋｙ

２Ｅ
ｋ２

熿

燀

燄

燅ｚ

－１

（３１０３）

通常可以通过坐标系变换将它对角化为：

ｍ ＝

ｍｘ ０ ０

０ ｍｙ ０

０ ０ ｍ

熿

燀

燄

燅ｚ

（３１０４）

式中ｍｘ 、ｍｙ 、ｍｚ 是三个新坐标系主轴上的有效质量，它们不一定相等。
【例３．４】　求例３．３紧束缚近似下简立方晶格的ｓ能带的有效质量。
解：将ｓ能带的Ｅｋ关系代入式（３１０３），得到：

　　

２Ｅ
ｋｉｋｊ＝

０ （ｉ＝ｊ）

ｍｘ ＝ ｈ２
２ａ２Ｊ１

（ｃｏｓｋｘａ）－１，　ｍｙ ＝ ｈ２
２ａ２Ｊ１

（ｃｏｓｋｙａ）－１，　ｍｚ ＝ ｈ２
２ａ２Ｊ１

（ｃｏｓｋｚａ）－１

（３１０５）

在能带底，ｋ＝（０，０，０），有效质量为：

ｍｘ ＝ｍｙ ＝ｍｚ ＝ ｈ２
２ａ２Ｊ１

（３１０６）

因为三个主轴质量相等，它可以简写成ｍ ＝ｈ２／（２ａ２Ｊ１）。
在能带顶，ｋ＝（±π／ａ，±π／ａ，±π／ａ），有效质量为：

ｍｘ ＝ｍｙ ＝ｍｚ ＝－ ｈ２
２ａ２Ｊ１

（３１０７）

可简写成ｍ ＝－ｈ２／（２ａ２Ｊ１）。
通过上述分析，我们从电子气中找出具有所有经典物理量的波包电子。它可以很好地解

释为什么工程应用中可以无视电子的波动性，仍把电流看作经典电子的流动。但它毕竟不是
真的经典粒子，在波包的尺度范围（即动量／能量范围），有效质量等问题上有各种限制和差异，
因此被常称作准经典电子，这种近似方法称为准经典近似。

准经典近似为半导体物理中对晶体中载流子输运特性的分析提供了便利。现在统计电子

Ｅｋ图上的每个点，既可以视为电子的波动态，也可以粗略地视为该点附近很小范围内适当
选取波态叠加出的准经典电子态。每当我们就这张Ｅｋ图讨论一个电子波动态的跃迁问题
时，几乎就是在讨论一个经典电子的运动问题。不仅如此，既然每个电子波动态都能近似为粒
子态，那么电子气也就能近似为经典粒子气。因此，固体中所有的“电子”概念，都可以近似用
经典粒子电子的概念代替。这其实就是在未学习电子工程物理之前，我们心里默认的一种模
糊观念。现在通过理论推导，对它做出了合理的解释，也指明了它不适用的情形。
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３．４．２　固体中电子的运动

因为上节已经介绍了固体中所有的电子概念以及它们的联系，以后就只用“电子”这个词
简化叙述。它具体指代的概念请读者根据上下文判断。

把上节的结论合在一起，就整理出我们要分析的最主要的问题：
（１）固体中电子如何与其他粒子散射。
（２）固体中电子如何响应外界作用。
（３）响应后电子如何回到热平衡态。

１．微观散射机制
固体中电子最主要的散射就是与电子、光子和声子散射。
回顾准经典近似的分析会发现，它自始至终都是以波动理论为框架，所有的结论都是从

Ｅｋ图中派生出来的。核心的物理仍是Ｅｋ图，它所展现的动量／准动量ｐ、能量Ｅ，以及它们
遵循的动量／准动量守恒和能量守恒定律。

因此，完全一样的分析可以照搬到光子和声子上，得到光子和声子的准经典粒子、动量／准
动量、能量、群速度、有效质量……声子的ωｋ关系前文已述。在真空和匀质固体中，光子ωｋ
呈线性，不色散，没有静止质量。但在折射率周期性变化的固体中它也可以有有效质量和准动
量，具体可参见专业光学理论。

既然三者有相似的理论基础，它们的相互作用就可以放在一起讨论。按常规情况把第一
布里渊区内的简约Ｅｋ图画在一起，会呈现出图３２１（ａ）的局面。Ｅｋ曲线每点具有能量Ｅ，
准动量／动量ｈｋ含义，到原点斜率Ｅ／ｋ具有相速度含义，切线斜率ｄＥ／ｄｋ具有群速度含义，曲
率ｄ２Ｅ／ｄｋ２的倒数曲率半径具有质量的含义。

图３２１　固体中光子、电子和声子的散射机制

在此基础上就可以讨论三者的散射行为。全部的散射机制是非常大的话题，本书作为入
门学习，只普及一些为了形成连贯物理思维所需要的基本知识。以电子行为为主要对象，依次
介绍如下问题。

（１）选择定则。
三者之间不管如何作用，必定符合能量守恒和准动量守恒定律。在远离第一布里渊区边

界和动量较小时符合动量守恒。除动量和能量外，还要满足准角动量守恒关系。这些合在一
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起，构成了散射的选择定则，它决定了粒子之间可以发生的微观作用。这些作用统计后体现为
各种宏观现象和特性。

（２）玻色子和费米子。
声子和光子是玻色子，电子是费米子。它们的定义不同，行为不对称。电子就像容器，可

以任意吸收／辐射／散射光子和声子，之后它还是同一个电子，只是状态改变。光子和声子就像
容器里装的单元，它们的状态是固定的，数量不守恒，可以待在电磁波／格波里，也可以待在电
子中。较常规的情况是一个电子在一次散射中吸收／辐射／散射一个或多个光子和／或声子，以
及电子与电子散射时交换一个或多个光子和／或声子。

（３）准动量守恒。
电子和声子一样显著受到周期场作用，都有准动量问题。但一般半导体都只用ｋ＝０或第

一布里渊区内特定ｋ位置附近很小范围的态来形成电流，所以工程理论中准经典电子一般都
符合动量守恒。普通晶格除非按光子晶体技术特别设计，否则对光的周期性调制不明显，所以
这里也不讨论光子的准动量限制。

（４）垂直和非垂直跃迁。
光速最大，光子Ｅｋ曲线极陡，相同能量Ｅ下的ｋ极小。因此，常规电子吸收／辐射／散射

单个光子时几乎不改变动量，体现为图３２１（ｂ）的ｋ几乎没有变化的垂直跃迁，也称直接跃
迁。直接跃迁在有的文献中被用作其他定义，所以称垂直跃迁不容易产生歧义。如果电子吸
收／辐射／散射声子，或是它与相似ｋ的电子散射，就很容易发生图３２１（ｂ）中的非垂直跃迁，
也称间接跃迁。垂直跃迁有一个很大的好处，它一般只伴随着光子的吸收／辐射，这使得它在
光／电磁波和吸收／辐射器件的工作中发挥着重要的作用。

（５）带间、带内跃迁。
如图３２１（ｂ）中所示。电子要想从一个允带越过禁带跃迁到另一个允带，就必须吸收或

辐射能量大于禁带宽度的光子和／或声子，称为带间跃迁。电子只在同一允带内跃迁称为带内
跃迁。从跃迁机制上看，它们没有什么本质区别，但按３．４．３节所述，因为不同允带的电子行
为不同，它们会对宏观特性造成影响。如果电子的跃迁是垂直的带间跃迁，则称为垂直带隙跃
迁，否则为非垂直带隙跃迁。电子通过任何方式获得足够能量从允带向上跃迁到自由状态对
应的真空能级，都称为发射，如图３２１（ｂ）中所示。费米能级ＥＦ 到真空能级的距离称为功函
数，或称为逸出功。

２．宏观势场作用
大量微观粒子的散射作用统计起来就形成固体受到的为外界作用。有序的外界作用全都

能体现为电子的势场，从而把问题转化为电子在势场下的运动问题。具体如下。
（１）静电场。
静电场作用可视为大量光子对电子有序散射传递动量的作用。具体机制要用到量子电动

力学，这里不再展开。
静电场是最常见的外加势场。通常它就是电路学中的外加电压。空间电荷也都会产生静

电场。
静电场的基本模型可以是线性势场下的薛定谔方程问题，也可以准经典地近似为粒子的

牛顿力学问题。
（２）电磁场。
电磁场作用可视为大量光子对电子的有序散射传递能量的作用，也可简单视为大量光子
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的有序叠加。
宏观中它最常体现为光照作用和电磁波辐射作用。施加变化电场和变化磁场也能产生电

磁场。施加或者改变静电场／静磁场后，在到达稳定状态前的瞬态过程中，也是电磁场在发挥
作用。高频电路中以交变电流产生的是电磁场，而不是电流为信号载体。

如果外加电磁场只是单频简谐平面波施加在匀质固体上，它的基本模型就是交变势场下
的电子跃迁模型。此时电子吸收或辐射光子发生垂直跃迁。但如果电磁场和固体电学结构复
杂，就演变为宏观电磁场问题。

（３）静磁场。
静磁场作用可视为大量光子对电子的有序散射传递角动量的作用。
静磁场下电子运动常被独立成磁学或电磁耦合问题专门研究。因为通常电子速度远小于

光速，日常固体的磁学运动弱于电学运动。所以本书不讨论这类问题。
静磁场下单个电子运动也是经典薛定谔方程问题。
（４）力与声。
压力、拉力、剪力与声波分别是大量声子对电子的有序散射传递动量、角动量和能量的作

用，本质上是大量原子核和电子对电子的有序散射作用。因为对固体的力必定是以改变压强
和体积的形式加在整个电子气上的，所以它是无序统计作用的一种形式。

任何宏观的力和振动都能施加力和声场。热膨胀在受到约束时候也能产生热应力。精细
的声波需要用专业方法产生。力与声作用下的电子运动使电子器件具有传感和驱动力学运动
的重要能力。

力与声直接改变了电子的晶格周期势场，因而能改变Ｅｋ能带图。因此它们可以看作能
直接改变固体电子本性的作用。通常都能作为势场的微扰项进行分析。

（５）热度和温度。
所有微粒的无序散射作用都能产生热，并改变温度的分布，它是宇宙中最普遍的运动，也

是最根本的无序统计作用形式。
热通常靠温度场来施加。但所有的有序势场都只是一种特殊的非平衡态统计势场，它们

一直都处在返回热平衡态的运动中。
热平衡态电子气分布一直是前文分析的重点。非平衡态电子气运动构成了本书最关注的

电流运动，因而对它的分析放在第４章和第５章专门介绍。
（６）粒数。
粒数作用是指外界以有序方式直接增加或减少电子数量的作用。因为增加数量会导致扩

散，所以它是也无序统计作用的一种形式。
上述任一种外界作用在改变电子的其他物理量的同时，都有可能间接改变电子数量（或浓

度）。如果只从粒数的增加或减少角度观测，它们就构成粒数作用。此外，只要设定了所关注
对象的边界，边界以外位置不管什么方式流入或流出的电子数量，都可看作一种粒数作用，常
称为注入或抽取。用化学方法改变、渗入和扩散原子分子，用电子束／射线轰击固体也都属于
粒数作用。

粒数作用主要行为是改变空间的ｎ（ｘ）浓度分布，它是一种类ｎ（Ｅ）统计分布在ｘ空间的
体现，也是非平衡统计运动的内容，因此放在后续第４章和第５章专门介绍。

３．非平衡态特性
有序和无序势场都会使电子偏离热平衡态。势场稳定时，最终会达到稳定的非平衡态，也
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可称为势场下热平衡态。势场不稳定或被撤销后尚未返回平衡态的瞬态，是更广泛的非平
衡态。

（１）所有非平衡态都存在着返回热平衡态的运动。对电子而言，这就是自发跃迁。如果
电子需要降低能量才能返回热平衡态，就称为自发辐射。反之称为自发激发。常态下外界作
用都会使高能级电子数增多，因此自发辐射是常见情形。

（２）所有热平衡态都存在着返回绝对零度热平衡态的运动。该运动必定与从绝对零度产
生该热平衡态的温度作用相互抵消。这种运动可以同上一点的运动合并为同一种统计运动，
也就是统计体试图回到最无序状态的运动。对电子而言，这就是回到不相容性允许的最低能
态的自发辐射运动。

（３）非平衡态最简单的模型，就是假设非平衡态回到热平衡态的概率是一个定值。按此
假设，得到：

ｄΔｎ／Δｎ
ｄｔ ＝－１τ

（３１０８）

式中，Δｎ表示非概率态偏离热平衡态的粒数；ｄΔｎ／Δｎ是按粒数归一化的变化概率；１／τ表示
该概率的待定值，负号表示非平衡态消失的趋势。该式的解为：

Δｎ（ｔ）＝Δｎ０ｅ－
ｔ
τ （３１０９）

式中Δｎ０是初始值。由此得到：

τ＝∫
∞

０
ｔΔｎ（ｔ）ｄｔ

∫
∞

０
Δｎ（ｔ）ｄｔ

（３１１０）

图３２２　非平衡态随时间的变化

它表明τ的物理意义是每个电子在非平衡态的平均存在
时间，也就是平均寿命，寿命。非平衡态随时间的变化如
图３２２所示。

水分蒸发、产品变质、原子核衰变这些实例都较好地
符合了这个模型。更复杂的非平衡态机制大都可转化为
寿命非定值或不同寿命的情况加以处理。对于电子来说，
只要找到非平衡电子的寿命，就有了最简单的处理手段。
有关非平衡电子的寿命将在第４章具体详述。

３．４．３　固体的导电性

１．导电电子数量
在所有外加势场引起的非平衡态电子运动中，电子工程物理最关注的是电场导致的电子

的定向运动，它能形成电流。
这种运动本来是Ｅｋ空间统计分布ｎ（Ｅ，ｋ）的非平衡运动在ｘｔ空间的体现形式，按道理

应该用统计物理对ｎ（Ｅ，ｋ）分析结果转化来得到。但因为电子可以被准经典近似为粒子，所以
大量电子在ｘ空间的运动可看作大量粒子的运动，以我们熟悉的牛顿力学为主的方法来加以
分析，它往往比以统计为主的分析方法更直观有效。但这种运动又不完全是我们熟知的单个
粒子的经典运动，因为它还包含有粒数／浓度ｎ（ｘ）在空间的分布变化问题，第４章的后半部分
将以半导体中电流运动为例专门介绍这种方法。但在此先提前普及一些常识，介绍加入了浓
度变数后，以浓度ｎ、速度ｖ和电流密度ｑｎｖ为关注对象的电流运动常识。
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先看看电子气与经典粒子气不同的地方。
经典粒子的性质是稳定的，它的数量、质量和运动规律都不会随着外力作用而改变。但准

经典电子的数量、有效质量和运动规律都是来自ｎＥｋ能带图的。外加电场既改变了布洛赫
波的势场，也改变了统计分布的势场。因此理论上Ｅｋ关系和ｎＥ分布都会变化。但日常
应用中电场相对变化较小，稳定速度较快，可把它们分别看作周期势场的微扰问题，以及势场
下的热平衡问题。此时Ｅｋ图不变，外电场以电势形式叠加在电子气的粒数势上，ｎＥ分布
随粒数势的分布而发生变化，这是以下分析的前提。

先看Ｊ＝ｑｎｖ中的ｎ。它表示能导电的电子浓度。给定固体的成分、体积和质量，就能算
出固体所含的电子数和浓度，但是这些电子并不都能用来导电（否则所有物质都应该能导电）。
大量电子不能导电，是因为它们不够自由，这同３．２．２节的问题是一样的。

定性地说，不相容性和最低能量原理使常态下电子只能按能量从低向高填充能态，低能态
电子除非获得很高能量，否则因为邻近能态全被占据，几乎没有跃迁或运动的自由。只有费米
能级附近的电子有运动自由。如果这部分电子较多，导电的电子浓度ｎ就大，导电性就好且稳
定，这种固体称作导体。如果自由电子较少，导电的电子浓度ｎ就小，这种固体称作半导体。
如果费米能级恰好出现在禁带中间而且禁带宽度较大，那么费米能附近的电子又会被禁带堵
住。不能获得足够能量时，所有电子全被堵在禁带以下，导致该物质不能导电，这种固体称作
绝缘体。这就如同半瓶的水可以晃动，而满瓶的水无法晃动，半瓶水也只有表面的水会晃得厉
害。同样的结论不仅适用导电，也适用所有与电子气运动自由相关的物理性质。例如，绝缘体
不用考虑自由电子气的热容。

下面结合ｎＥｋ能带理论进一步讨论导电的电子浓度ｎ的细节，以一维情形为例。为简
化作图，ｎＥｋ图取阴影密度代表粒密度程度的投影Ｅｋ图画法。

先看无外场情况，如图３２３所示。Ｅｋ能带图总是关于ｋ反射对称，一维时即偶对称，
Ｅ（ｋ）＝Ｅ（－ｋ）。因此ｖ（ｋ）＝ｄＥ／ｄ（ｈｋ）总是奇对称，ｖ（ｋ）＝－ｖ（－ｋ）。热平衡时ｎ（Ｅ）在Ｅ的
所有简并态上等概率分布，因此ｎ（ｋ）是偶对称，ｎ（ｋ）＝ｎ（－ｋ）。于是总电流为：

Ｊ＝∑
ｋ＞０
ｑｎ（ｋ）ｖ（ｋ）＋∑

ｋ＜０
ｑｎ（ｋ）ｖ（ｋ）＝∑

ｋ＞０
ｎ（ｋ）［ｖ（ｋ）－ｖ（ｋ）］＝０ （３１１１）

说明无外场时没有总电流。注意此时电子都是在做微观运动，它们只是统计电流为零。

图３２３　无外场时晶体电子Ｅｋ能带图

再看有外电场情况，如图３２４所示。小电场下可假设Ｅｋ图不变，但每个定域ｘ位置上
的ｎＥ分布都可能随该处的电场或电势而不同，这里只关注给定ｘ位置定域统计的一般情
况，也可理解为无限ｘ空间中均匀电场的一般情况。一维时电场只能朝一个方向，设为＋ｘ
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向。把图３２３（ｂ）的统计叠加结果视为统计单电子态的初始条件，把电场视为势场作用，代入
单电子近似薛定谔方程求解，则单电子态会发生稳定的变化，它可以表示为原本征态按新系数
的叠加，叠加系数的模方概率密度ｎ会呈现出如图３２４（ｂ）的分布趋势。单电子近似的解就
是统计电子的解，所以它也是最终的ｎＥ分布。在此分布下，ｎ关于ｋ不对称，所以必定有：

Ｊ＝∑
ｋ＞０
ｑｎ（ｋ）ｖ（ｋ）＋∑

ｋ＜０
ｑｎ（ｋ）ｖ（ｋ）≠０ （３１１２）

图３２４　有电场时晶体电子的Ｅｋ图

这样一来，允带有没有填满，就成为衡量它能不能导电的重要依据。我们把填满的允带称
为满带，全空的允带称为空带。未填满的允带称为不满带，根据其填充程度可分为近满带、半
满带、半空带、近空带。

按照统计分布常态可以预料，如果禁带上侧允带是半满带，那么该允带上的电子即可能参
与导电，产生电流。因而它被称作导带，其中的电子为导带电子。导带主要由原子最外层电子
态在原子靠近形成固体时交叠而成。导带下面的那个允带，常被称作价带，其中的电子为价带
电子，或称价电子。导带和价带间的禁带仍称为禁带，但它常为工程理论中默认的禁带。价带
再往下的允带或者与价带贯通，或者都是满带，不常被讨论。

在此基础上就可以按导电性对固体进行分类。
至少有一个半满带或半空带的晶体就是导体。导体的常态为费米能级在导带中，离价带

很远，因此价带是满带，导带是半满带。金属基本上都是导体。金属的导带常由外层电子交叠
而成，如Ｎａ；也可由外层和次外层电子态杂化而成，如Ｍｇ。

只有满带和空带的晶体就是绝缘体。典型绝缘体的费米能级处在禁带中央，且禁带很宽。
因此价带是满带，导带是空带。能形成强烈且稳定价键的单质和化合物晶体大都是绝缘体，如
金刚石Ｃ，ＮａＣｌ等。

导电性介于导体和绝缘体之间的晶体就是半导体。一般，半导体的费米能级仍在禁带中
央，但其禁带较小。因此导带是近空带，而价带是近满带。这两个能带都能导电，但是导电性
都不够强。只要外界稍有作用，价带电子就能获得足够能量跃迁到导带，使价带和导带的导电
性都发生显著变化。Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ是最常用的半导体。作为对比，绝缘体金刚石Ｃ的禁带
宽度可以达到Ｓｉ的５倍以上。

图３２５给出了导体、绝缘体和半导体的对比图。半导体在低温和外场微弱时是绝缘体，
而高温和外场强烈时就变为导体，它作为导电性质最容易被调节的晶体得到了广泛的应用。
更具体的关于半导体导电性的讨论在第４章的半导体理论中展开。
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图３２５　基本能带示意图

２．导电电子速度
再看Ｊ＝ｑｎｖ中的ｖ。ｖ是准经典电子在电势、电场下的统计平均群速度。它同样是一个

对电流有巨大影响的量。通常希望它越大越好，ｖ越大导电性越强，传递信息的速度越快。
限制固体中电子速度的机制主要有以下几种。
（１）静态晶格散射。
宏观或微观作用下，随着ｋ的增大，自由电子能按Ｅ＝（ｈｋ）２／（２ｍ）的Ｅｋ关系，像宏观粒

子一样加速。但晶体的布洛赫电子不行。从图３２０上看，它只在允带底部附近有与自由电子
相似的Ｅｋ特征，此时它波包电子的行为最接近经典粒子。当外力Ｆ＝ｄ（ｈｋ）／ｄｔ使电子ｋ增
大到第一布里渊区边界附近位置时，Ｅｋ曲线就会发生严重扭曲，有效质量变负，群速度降
低。有效质量变负意为正向力使粒子减速，直接的效果就是群速度降低。因此，只靠静态晶格
产生的周期场就已经严重地限制了准经典电子的群速度。

更特别的是，如果继续加力使ｋ超出第一布里渊区边界时，因为同波效应，准经典电子会
把多余的动量传给晶体质心，自己散射回第一布里渊区内，发生与声子Ｕ形过程散射一模一
样的翻转行为。以一维为例，ｋ刚刚超出π／ａ的电子，会立刻回到（ｋ－２π／ａ）的态。在图３２０
的Ｅｋ图上，这两个ｋ态附近的群速度大小相同，方向相反。此时电子就不只是降低群速度
了，而是直接碰撞反弹。这当然会严重限制它的速度上限。固体中电子受力运动到底有多不
合常规，是由Ｅｋ图的具体形状决定的，上述只是它为图３２０形状时的特例。这就是为什么
Ｅｋ图很重要的原因，它才是真正决定电子运动规律的图。

（２）晶格振动散射。
晶格振动散射虽然也来自晶格势场，但与静态晶格散射大不相同。静态不变的晶格势场

本身已经能对电子产生散射作用。晶格振动时会进一步动态改变周期势场，从而动态改变

Ｅｋ能带图和布洛赫电子态，用变化的势场给电子施加变化的力，体现在微观过程上就是声子
与电子的散射。

从图３２１可以看出，常态下数量占主导的低能级声学波声子与电子的Ｅ、ｋ很接近，可以
预料大量声子与电子的散射会十分显著地改变电子的运动行为，以增加散射概率，缩短电子平
均自由时间和自由程，进一步降低电子定向移动的平均速度。因此，晶格振动散射是常态下最
重要的散射机制，它在所有常规固体中都普遍存在，并随着温度变化而显著变化。

（３）电离杂质散射。
电离杂质晶格势场中引入额外的静电势场。如果它们的浓度达到了一定程度，那么就会

严重改变晶格势场，进而改变整个Ｅｋ图和电子运动规律。但如果它们的浓度很低，就不会
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显著改变Ｅｋ图，可以视为孤立带电中心，对电子产生额外的散射作用。如果我们把杂质和缺
陷都看作不完美的晶格，那么它本质上也是一种特殊的晶格散射。

杂质和缺陷通常都是难以避免的，对尺寸日渐缩小的电子器件而言更是如此。因此，电离
杂质散射也是重要的散射机制。它只与杂质电离的浓度有关，当杂质全部电离后，不再随温度
变化，在低温时相对于晶格振动散射表现尤为显著。

（４）电子与电子的散射。
电子气的Ｅｋ关系是用单电子近似方法得到的，单电子近似把大量电子和原子核对电子的

作用转化为一个势场下的统计电子。如果去掉原子核引入的势场，Ｅｋ曲线中剩下的偏离自由
电子抛物线的部分就包含了电子与电子散射的结果。它也可以细分为静态和动态两种情形。

电子对电子的动态作用，就是一个电子非定态运动后产生的动态势场对另一个电子的作
用，这就是通常意义上的电子散射电子。常识上我们会认为电子和电子的散射是很多很强的，
但因为实际运动的只是费米能级附近的电子，它们的数量相对来说很少，所以常态下运动电子
的相互散射并不强，常被声子和杂质离子的散射所掩盖。

谈论电子对电子的静态作用，就是问一个定态电子会不会同另一个定态电子相互作用。
如果我们指的的是电子气中的两个定态电子，例如两个定态自由电子，两个定态布洛赫电子，
那么答案是不会。因为它们都是同一个统计电子定态解的一部分，既然是定态就已经不随时
间变化，所以没有相互作用。如果指的是两个确定群速度的准经典电子，那么会发生相互作
用。因为无论自由电子还是布洛赫电子，它们的Ｅｋ曲线通常都是非线性的，准经典波包电
子一定会色散，而且群速度越大，Ｅｋ切线斜率越陡，ｋ邻域内相速度差距越大，色散越明显。
色散导致波包电子的分解和重组，可以变相地看作若干个波包电子间的作用。但无外界作用
时，无论定域准经典电子如何相互作用，总的作用必定相互抵消，因为此时统计电子态是定态，
不随时间改变。

（５）统计约束。
以上都是只看两个微观粒子的有序散射时的影响。把有序作用分出去后剩下的，或是许

多有序作用无序叠加产生的都是无序统计作用。它常常能抛开单个电子运动的微观机制，直
接对电子的统计平均速度产生决定性影响。最简单的例子就是低能电子气不活跃，不导电，即
使有外界作用，平均速度仍然为零。这对于单个或少量电子来说是难以想象的。

温度Ｔ会以自由度均分能量ｋＴ／２的形式决定电子平均速度，但在低温时电子自由度下
降，观测温度和速度都降低。

除温度以外，总粒数Ｎ、总能量Ｅ、费米能级ＥＦ和体积Ｖ／应变，外力／压强Ｐ都是常见
约束。知道统计分布ｎ（Ｅ，ｋ）就能叠加出统计电子态Φ。如果统计电子态是热平衡或非平
衡的定态，那么不管电子与其他粒子间有着多么复杂的微观散射机制，它们的统计速度必
定为零。

（６）电子、光子和声子的非常规散射和作用。
除了最简单的弹性散射外，电子、光子、声子和其他微观粒子还存在多种多样的非常规散

射和互作用方式，体现为组合成新单元、单元与单元间耦合作用、反应出新粒子等许许多多微
观作用机制。真实的微观世界可能一点也不比宏观世界简单。这也是为什么凝聚态物理始终
能保持旺盛的活力不断产生有趣和惊人发现的原因。

根据这些影响机制，就能得到如下提高固体电子速度的基本思路。
（１）利用电子的波动特性。
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最理想的情况是，电子不以准经典电子的群速度导电，而直接以电子波态的相速度导电。
例如一个本征态的布洛赫电子，它理论上的导电性是无限大的，因为电荷量是随概率粒密度

ｎ（ｘ）同时分布在整个ｘ空间中的。只要在一个定域位置改变电子态，那么全域的电子态就同
时发生变化。这正是所有全域波动在理论上都能量子超距通信的原因。

当材料尺寸减小到平均自由程以下后，电子在运动过程中就几乎不发生常规散射，称为弹
道输运。继续减小尺寸后，准经典近似也不再适用。此时粒波电子固有的波动性就会展露出
来，例如隧穿、干涉，以及利用波包色散后重组特性产生的非稳非本地输运，等等。

（２）利用微粒间作用改变散射机制。
利用固体电子与电子、光子、声子乃至其他粒子的相互稳定作用，形成某种特定性质的稳

定微观结构或过程，它从本质上能自然避免某种常见的电子散射机制，从而轻易超越该散射机
制下群速度的极限。例如目前主流的超导机制就是利用一对电子与声子组成的稳定耦合结
构，避免了主要的晶格振动散射，从而获得超强的导电性。又如，电子在用于导电的非垂直带
内跃迁中，常与声子和光子发生散射，但因为两者散射效果和速率都不同。与光子散射只显著
改变能量，常为垂直跃迁；与声子散射显著改变动量／速度，常为斜或近水平跃迁，所以如果后
者速率快于前者速率，那么通过减小尺寸缩短时间就能提高近水平跃迁的比重，从而变相提高
速度。这被称作速度过冲效应。

（３）利用新材料获得优越的晶格与能带结构。
从固体结构上展开探索，寻找晶格结构稳定，缺陷少，Ｅｋ能带结构在特定区域有极大曲

率、极小有效质量的固体材料，用该处的准经典电子导电。有效质量小，相同电场下获得的平
均速度就大，导电性就强。石墨烯Ｃ结构就兼具上述特点。控制能带结构除了能提高速度
外，也能改变运动规律，产生特殊的导电效果。具体在第４章介绍。

（４）改善常规材料的结构，减少杂质和缺陷。
这是成本较低也较实用的方法。例如提高工艺清洁度，减小全部或特定维度上的尺寸，降

低杂质数量，利用外力微弱改变Ｓｉ晶格常数以显著改变Ｅｋ图曲率的应力硅技术，等等。

问题与习题

３１　按照经典的观点，在室温下，金属中每个电子对比热的贡献为３ｋ０／２，按照量子论的观
点，如取ＥＦ ＝５ｅＶ，则反为ｋ０／４０，只及经典值的１／６０。试解释何以两者相差这么大。

３２　限制在边长为Ｌ的正方形中的Ｎ 个自由电子。电子能量

Ｅ（ｋｘ，ｋｙ）＝ｈ
２

２ｍ
（ｋ２ｘ＋ｋ２ｙ）

① 求能量Ｅ到Ｅ＋ｄＥ之间的状态数；

② 求此二维系统在绝对零度的费米能量。

３３　设有一金属样品，体积为１０－５ｍ３，其电子可视为自由电子，试计算低于５ｅＶ的总的状
态数。

３４　在低温下金属钾的摩尔热容量的实验结果可写成
Ｃ＝（２．０８Ｔ＋２．５７Ｔ３）×１０－３Ｊ／ｍｏｌ·Ｋ

若一个摩尔的钾有Ｎ＝６×１０２３个电子，试求钾的费米温度ＴＦ和德拜温度θＤ。
３５　一维周期场中电子波函数ψｋ（ｘ）应当满足布洛赫定理，若晶格常数是ａ，电子的波函数
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如下，试求电子在这些状态的波矢。

①ψｋ（ｘ）＝ｓｉｎ
π
ａｘ
；

②ψｋ（ｘ）＝ｉｃｏｓ
３π
ａｘ
；

③ψｋ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝－∞
ｆ（ｘ－ｌａ）（ｆ是某个确定的函数）。

３６　证明，当ｋＴ＜＜Ｅ０Ｆ时，电子数目每增加一个，则费米能变化如下，其中ｇ（Ｅ０Ｆ）为费米能
级的能态密度。

ΔＥ０Ｆ＝ １
ｇ（Ｅ０Ｆ）

３７　试证明布洛赫函数不是动量的本征函数。
３８　电子在周期场中的势能：

　　　　　　　Ｖ（ｘ）＝１２ｍω
２［ｂ２－（ｘ－ｌａ）２］　（ｌａ－ｂ≤ｘ≤ｌａ＋ｂ）

＝０ ［（ｌ－１）ａ＋ｂ≤ｘ≤（ａ－ｂ）］
式中，ａ＝４ｂ；ω是常数。试画出此势能曲线，并求此势能的平均值。

３９　用近自由电子模型处理上题。求此晶体的第一个以及第二个禁带宽度。
３１０　在一维周期场中运动的电子，每一个状态ｋ都存在一个与之简并的状态－ｋ，为什么只

在ｎπ
ａ
附近才用简并微扰，而其他ｋ值却不必用简并微扰处理呢？

３１１　能带宽窄由什么因素决定？它与晶体所包含的原胞总数Ｎ有无关系？
３１２　布里渊区的边界面一定是能量的不连续面吗？
３１３　已知一维晶体的电子能带可写成

Ｅ（ｋ）＝ ｈ
２

ｍａ２
７
８－ｃｏｓｋａ＋

１
８ｃｏｓ２（ ）ｋａ

其中ａ是晶格常数，试求：①能带的宽度；②电子在波矢ｋ的状态时的速度；③能带底部
和顶部电子的有效质量。

３１４　用紧束缚方法处理面心立方晶体的ｓ态电子，若只计最近邻的相互作用，试导出能
带为：

Ｅ（ｋ）＝Ｅ０－Ａ－４Ｊｃｏｓｋｘａ２ｃｏｓ
ｋｙａ
２ ＋ｃｏｓ

ｋｙａ
２ｃｏｓ

ｋｚａ
２ ＋ｃｏｓ

ｋｚａ
２ｃｏｓ

ｋｘａ（ ）２
并求能带底部电子的有效质量。

３１５　紧束缚方法导出体心立方晶体ｓ态电子的能带

Ｅ（ｋ）＝Ｅ０－Ａ－８Ｊｃｏｓｋｘａ２ｃｏｓ
ｋｙａ
２ｃｏｓ

ｋｚａ（ ）２
试画出沿ｋｘ方向（ｋｙ ＝ｋｚ ＝０），Ｅ（ｋｘ）和ｖ（ｋｘ）的曲线。

３１６　用图示法表示出金属、绝缘体、本征半导体的能带填充情况。画出费米能级的位置。
并注明能隙的典型数据。

３１７　为何引入密度泛函理论处理能带问题，有何优点？

·９０１·
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第４章　半导体电流理论

导体和绝缘体相比，半导体是唯一能灵活控制体内电流的材料。在半导体中人们能找到
各种办法控制电流的大小、流向、时序等，使受控的电流能够携带数学信息，产生理性功能，发
展出层出不穷的电子器件和系统，将机器理性不断渗透到生活的各个领域。

４１　半导体常识

４１１　晶格和能带

ｘ空间结构图
硅（Ｓｉ）、锗（Ｇｅ）和砷化镓（ＧａＡｓ）晶体是最常用的半导体材料。下文主要以这几种材料为

例，介绍半导体理论的具体内容。
按第２章的介绍，Ｓｉ和Ｇｅ能形成如图４１（ａ）所示的金刚石结构，ＧａＡｓ能形成图４１（ｂ）

所示的闪锌矿结构，它们总体上都是由两个面心立方晶胞套构而成，原子密度高，价电子都能
饱合成键，结构在各个方向上都很稳定。与同为金刚石结构的金刚石Ｃ相比，元素序数较高
的Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ在保留金刚石结构优点的同时，减轻了原子核对外层电子的束缚，使材料在
常温下就可能成为半导体。

图４１　常见半导体ｘ空间结构
　

因为三维结构画起来不方便，所以工程中常画成二维简化图。如图４２所示，每个Ｓｉ或

Ｇｅ原子都能和４个最近邻原子共享价电子形成４个非极性共价键。Ｇａ最外层有３个价电
子，而Ａｓ有５个，因此ＧａＡｓ键的正、负电荷平均位置分离，偏于电负性较高的Ａｓ，属极性共
价键。图中键上有黑点表示电子留在价带成键，成为价电子。如果键上出现黑点空缺表示价
带电子跃迁到导带后成为自由电子。

以上这些都是静止的ｘ空间结构图，如果要描述电子的运动，就需画出ｘ ｔ图。但比起
ｘ ｔ图来，电子运动的规律更适合在与之相倒的Ｅ ｋ空间中进行描述。

Ｅ ｋ能带图
因为同波效应，电子处于周期势场下时只需画出ｋ空间第一布里渊区内的信息。第一布
·０１１·



图４２　ｘ空间结构的二维简化图，黑点表示形成共价键的电子
　

图４３　三维Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ晶体
在ｋ空间的第一布里渊区

　

里渊区就是ｋ空间的维塞原胞，而ｋ空间晶格是ｘ空间
晶格的倒晶格，因此，对三维ｘ空间面心立方套构而成的
金刚石结构，它的能带图只需画在三维ｋ空间的维塞原
胞内，也就是图４３的截角八面体中。

三维ｋ空间布里渊区中无法画出四维Ｅ ｋ能带图，
所以工程中有两种方法来表述它。一种就是图４４的二
维简化画法。它只画出ｋ空间最主要晶列方向［１００］和
［１１１］上的二维能带图。因为能带图必定反射对称，所以
每种只要画一半。Γ是布里渊区中心，Ｘ和Ｌ分别为晶向
［１００］和［１１１］与第一布里渊区边界的交点。在３４３节
已经介绍，导带底Ｅｃ／价带顶Ｅｖ附近能态对导电最重要。
从图４４上可明显看到它们未必都在ｋ＝０附近。设导带底在（ｋｃｘ，ｋｃｙ，ｋｃｚ）附近，用主轴有效
质量ｍｘ、ｍｙ 和ｍ

ｚ 可将该处导带底附近的能带结构近似表示为：

Ｅ（ｋ）＝Ｅｃ＋
２

２
（ｋｘ－ｋｃｘ）２
ｍｘ ＋

（ｋｙ－ｋｃｙ）２
ｍｙ

＋
（ｋｚ－ｋｃｚ）２
ｍ［ ］ｚ

（４１）

价带顶部位于波数ｋ＝０处，由于能带简并，价带结构也很复杂，在此对该能量表达式不做具体
描述了。

图４４　Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ的简化Ｅ ｋ能带图
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另一种就是借助ｋ空间三维等能面间接反映四维Ｅ ｋ结构，如图４５所示。因为Ｓｉ、Ｇｅ
和ＧａＡｓ的Ｅ ｋ图总体上为各向异性，所以价带顶／导带底附近的等能面多为椭球面。

图４５　Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ的等能面形状
　

这两种方法相互参照就得到完整的能带图。
Ｓｉ的导带底不在ｋ＝０处，而是沿［１００］轴位于布里渊区长度的０８５倍处。根据立方对称

性，［１００］有６个等效晶向，另５个分别为［１
－
００］，［０１０］，［０１

－
０］，［００１］，［００１

－］，常统一记为
〈１００〉。这些方向上都有同样的能带结构，共形成６个导带底及其附近的椭球等能面。Ｓｉ的
价带结构较复杂，包含３个交叠能带。因为自旋 轨道耦合作用，第３个能带能量下降，与另两
个价带分开，离开价带顶，因此一般只关注前两个价带。图４４中只画出ｋ＝０时能量相重合
的两个价带。Ｓｉ的导带底和价带顶并不在同一个ｋ位置上，因此属非垂直带隙半导体，也称
间接带隙半导体。
Ｇｅ的导带底也不在中心处，而是沿［１１１］轴位于布里渊区边界位置。根据立方对称性，

〈１１１〉方向共有８个等效方向，共形成８个导带底。每个等能面只有一半在第一布里渊区内，
因此区内一共只有４个整的椭球面。Ｇｅ的价带结构与Ｓｉ相似，导带底和价带顶也不在同一
个ｋ位置上，也是非垂直带隙半导体。
ＧａＡｓ的导带底就在ｋ＝０处，等能面是球面。但ＧａＡｓ的导带不止一个极小值，在［１１１］

和［１００］方向的布里渊区边界Ｌ和Ｘ 处还各有一个极小值。Ｌ处的能量极小值比布里渊区中
心处的仅高０２９ｅＶ，这会赋予ＧａＡｓ一些特别的电学特性（在４５节介绍）。ＧａＡｓ价带的情
形与Ｓｉ、Ｇｅ类似。ＧａＡｓ的导带底和价带顶对应ｋ值相同，属于垂直带隙半导体，或称直接带
隙半导体。用它制备发光和感光器件时，辐射和吸收光的效率高。

４１２　电子和空穴

电子、空穴和载流子
按３２２节的分析可知，半导体的费米能级应该处于禁带中，价带顶和导带底电子都是费

米能级附近有运动自由的电子，都可用来导电。
现在假设满价带顶的ｋ态附近有一个电荷为－ｑ，群速度为ｖ的准经典电子跃入导带，留

下一个空态，使价带变为近满带，如图４６所示，那么在电场犈作用下近满带会产生非零的电
流Ｉ。满价带的零电流可视为近满带电流Ｉ与那个跃迁前的电子电流之和：

Ｉ＋（－ｑ）ｖ＝０ （４２）
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说明该近满带电流等效于一个正电荷ｑ的粒子以速度ｖ的运动。同样的，满价带电子气在电
场作用下不运动，受力为零，因此有：

ｍｎｄｖｄｔ＋
（－ｍｎ）ｄｖｄｔ＝０

（４３）

第一项是跃迁前电子受到的电场力，第二项是近满带电子气等效的正电荷粒子受到的电场力。
它们之和为零要求该正电荷粒子具有与该电子相反的有效质量。价带顶电子的有效质量ｍｎ
均为负值，因此该正电荷粒子有效质量－ｍｎ 为正值。

综上所述，每个价带顶电子所占据的Ｅ ｋ态成为空态后，都可视为一个具有正电荷ｑ、正
有效质量－ｍｎ 的粒子，这个粒子就被称作空穴。除了电荷和质量符号不同外，价带顶空穴的
其他理论形式都与导带底电子相同。

图４６　近满价带中的空穴
　

单个电子和空穴携带的电荷总是固定的，为单位电荷

ｑ，因此有效质量是可以区别它们的物理属性。从能带图
上看，Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ的导带底都只有一条Ｅ ｋ曲线，常
将沿椭球长轴方向的有效质量称为纵向有效质量，记作
ｍｌ；沿椭球短轴方向的两个横向有效质量相等，记作ｍｔ。
但Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ的价带顶都有两条Ｅ ｋ曲线，曲率大
的那条对应的有效质量小，记作ｍｐｌ，称为轻空穴；曲率小
的有效质量大，记作ｍｐｈ，称为重空穴。表４１给出了它们
实测的电子和空穴有效质量数据。

表４１　Ｓｉ中载流子的有效质量

材料 ｍｌ
ｍ０

ｍｔ
ｍ０

ｍｐｈ
ｍ０

ｍｐｌ
ｍ０

Ｓｉ ０９２ ０１９７ ０４８ ０１６

Ｇｅ １６４ ００８３ ０２８ ００４４

ＧａＡｓ ００６７ ００６７ ０４５ ００８２

携带电荷运动产生电流的粒子可统称为载流子。导带电子和价带空穴都参与导电，所以
半导体中有两种不同的载流子。工程上常用ｎｅｇａｔｉｖｅ的首字母ｎ或Ｎ来表示电子，用ｐｏｓｔｉｖｅ
的首字母ｐ或Ｐ表示空穴。就像水瓶盛水少时水的运动适合用瓶底的水来描述，盛水多时适
合由顶部的气泡来描述一样，价带顶的电流更适合用价带顶空穴电流来描述。

两种载流子在两种导电通道上导电是半导体非常重要的特点和优点。如果这两个通道中
电流的大小、方向及时序都能被精确控制，就能实现用电流承载信息的目的，这正是半导体结
构和器件技术努力的方向（将在第５章介绍）。

最概然分布ｆ（Ｅ）
有了载流子空穴后，半导体的所有统计理论也都被分为两个部分，分别应用于导带底电子

和价带顶空穴。为了确定它们的统计分布，依次要确定两者的最概然分布ｆ（Ｅ）、态密度ｇ（Ｅ）
和外界作用／约束。

先看最概然分布ｆ（Ｅ）。导带底电子气分布沿用３２１节和３２２节的结论，热平衡态时
符合费 狄分布：
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ｆｎ（Ｅ）＝ １
ｅ
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ ＋１

（４４）

表示每个能级Ｅ上每个电子简并态的粒密度。空穴所占据的概率ｆｐ就是电子不占据的概
率，热平衡态时有：

ｆｐ（Ｅ）＝１－ １
ｅ
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ ＋１

＝ ｅ
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ

ｅ
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ ＋１

（４５）

表示每个能级Ｅ上每个空穴简并态的粒密度。半导体的ＥＦ常常出现在禁带中央区域，导带
顶和价带底到它的距离远，通常大于常温下的ｋＴ≈００２６ｅＶ，分别满足Ｅｖ－ＥＦｋＴ和ＥＦ－
ＥｃｋＴ条件。此时费 狄分布退化为各自的麦 波分布，与经典粒子气的统计分布一致：

ｆｎ（Ｅ）＝ｅ－
Ｅ－ＥＦ
ｋＴ ，　　ｆｐ（Ｅ）＝ｅ－

ＥＦ－Ｅ
ｋＴ （４６）

态密度ｇ（Ｅ）
导带底电子与自由电子的Ｅ ｋ图很接近，差异就是有效质量。把自由电子气的态密度

中的电子静止质量替换成导带底电子状态密度有效电子质量ｍｄｎ，就能得到它的态密度：

ｇｎ（Ｅ）＝４πＶ ２ｍ

ｎ

ｈ（ ）２

３／２
（Ｅ－Ｅｃ）１／２

ｍｎ ＝ｍｄｎ＝ｓ２／３（ｍｌｍ２ｔ）１／３ （４７）
式中，ｍｄｎ综合考虑了导带底椭球等能面上长、短轴有效质量ｍｌ、ｍｔ的影响（推导从略）。根据
表４１，对于Ｓｉ为ｓ＝６，ｍｄｎ＝１０８ｍ０；对Ｇｅ为ｓ＝４，ｍｄｎ＝０５６ｍ０。

同理价带顶电子气可用价带顶空穴状态密度有效空穴质量ｍｄｐ表述，式（４７）改为：

ｇｐ（Ｅ）＝４πＶ０
（２ｍｐ）３／２
ｈ３

（Ｅｖ－Ｅ）１／２

ｍｐ ＝ｍｄｐ＝［（ｍｐ）３／２ｌ ＋（ｍｐ）３／２ｈ ］２／３ （４８）
式中，ｍｄｐ综合价带顶轻、重空穴的影响，对Ｓｉ为ｍｄｐ＝０５９ｍ０；对Ｇｅ为ｍｄｐ＝０３７ｍ０。

外界作用
之前的统计分析主要针对热平衡态，本章除４２节以外的分析重点都在非平衡态上。就

像在静止或匀速粒子上施加外力就产生加速度一样，在热平衡态粒子气基础上施加外界作用
就会产生非平衡态。

约束，条件，作用，载荷，激励，力，源，势场……这些名词代表的都是同一个意思，即能确定
物理对象内部属性和状态的外部条件。具体用哪一个条件，因场景和习惯而定。载流子较常
用的有作用，势场和约束。作用是所有可能改变的条件的统称。人们习惯把还不知究竟的机
制归为内部作用，而将已经明了且可以控制改变的条件全部都算作外界作用。力和势场都专
指粒子受的外界作用，如载流子的电场力和电场；约束指能直接确定对象状态的作用，如边界
条件、初始条件、已知物理量，等等。

外界作用可能改变体系的任何物理量。后文会详细阐述载流子气的各种外界作用，这里
先简介一些基本常识。

载流子有三种直接的外界作用。
第一种是改变温度Ｔ的作用，常体现为给定或改变环境温度。温度能直接改变ｆ（Ｅ）从

而改变ｎ（Ｅ）和载流子数。非热力学零度的热平衡态都自然承受了这种作用。
第二种是单独改变粒数Ｎ的作用，常体现为给定温度下的粒数注入／抽取作用，它是本章
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新出现的外界作用。
从３２１节知，热平衡态电子气的约束既可以是总电子数Ｎ，也可以是总能量Ｅ或费米

能级ＥＦ，给定ｆ（Ｅ）和ｇ（Ｅ）时它们彼此等价。因此，这种外界作用也可视为对费米能级ＥＦ的
作用。

从式（４６）可以看出，热平衡态ＥＦ能同时约束两种载流子粒数。但非平衡态时两种载流
子粒数可能任意变化，不能由一个费米能级ＥＦ描述。就像水流东、西但同归大海一样，只要
作用不是太强烈和混乱，足够小范围内的定域导带电子气和价带空穴气仍会倾向遵守热平衡
分布，只是它们合在一起和更大范围内的电子气不再遵循热平衡分布。此时常见的做法是认
为ｇ（Ｅ）形式不变，用电子准费米能级ＥＦｎ和空穴准费米能级ＥＦｐ按费 狄分布分别表示两者在
定域的ｆ（Ｅ）分布状态：

ｆｎ（Ｅ）＝ １
ｅ
Ｅ－ＥＦｎ
ｋＴ ＋１

ＥＥ
→
Ｆｎ
ｅ－

Ｅ－ＥＦｎ
ｋＴ 　　ｆｎ（Ｅ）＝ ｅ

Ｅ－ＥＦｐ
ｋＴ

ｅ
Ｅ－ＥＦｐ
ｋＴ ＋１

ＥＥＦ
→
ｐ
ｅ－

ＥＦｐ－Ｅ
ｋＴ （４９）

第三种是改变电场犈的作用，也就是加电场或电压。只要粒子带电荷，就一定会受到电磁
场的作用。电路学问题中最常见的是加电场。它也是本章新出现的外界作用。

按电磁场理论，电场犈、电势φ都由电荷浓度Ｑ产生，其运动规律由电磁场方程描述。准
静态问题中它可简化为泊松方程与电场定义形式，一维时为：

ｄ２φ
ｄｘ２＝－

ｄ犈
ｄｘ＝－

Ｑ
ε

（４１０）

式中ε是介电常数。
改变电场犈的同时也会改变费米能级ＥＦ。按３２２节，费米能ＥＦ具有粒数势ＶＮ 的含

义，即每增加一个电子后系统增加的能量。在电势φ处每增加一个电子系统会增加－ｑφ的能
量，因此电势φ会简单地改变费米能级ＥＦ，使其变为：

ＶＮ＝ＥＦ＝（ＥＦ＋ｑφ）－ｑφ （４１１）
从能带图上可以直观看出等式右侧两项的区别。如图４７所示，－ｑφ是有了电势后电势能等
效的粒数势，它提高了能带结构的能量起点。ＥＦ＋ｑφ是费米能ＥＦ到能量起点的距离，所以它
仍然是电子按不相容性从低到高填充能态所达到的能量，也就是传统意义上统计粒数势。

图４７　电势φ处的费米能级ＥＦ
　

因为电场犈能改变费米能级ＥＦ，电荷浓度Ｑ能改变电场犈，而未被中和的载流子浓度和
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离子浓度乘以单位电荷量就是电荷浓度Ｑ，所以除了对粒数Ｎ和费米能级ＥＦ的直接约束外，
载流子统计分布还有一种普遍的约束条件是描述净电荷总量的电中性约束条件：

Ｑ＝ｑｐ＋Ｑ＋－ｑｎ－Ｑ－ （４１２）
式中，Ｑ是空间净电荷浓度；Ｑ＋和Ｑ－分别表示外界作用引入的正、负离子电荷浓度，它们可能
来自杂质和缺陷；ｎ和ｐ分别为电子浓度和空穴浓度。对热平衡态匀质半导体，结构的对称性
必定要求其处处电中性：

ｑｐ＋Ｑ＋－ｑｎ－Ｑ－＝０ （４１３）
这将构成热平衡态分析的最常用的约束条件。非匀质半导体即使在热平衡态也未必处处电中
性，具体将在４５３节讨论。

ｎ（Ｅ，ｋ）分布
给定外界作用后，根据此时的ｆ（Ｅ）、ｇ（Ｅ）和ＥＦ就能求出每种载流子的统计分布ｎ（Ｅ）。

ｎ（Ｅ）分布和Ｅ ｋ关系合起来就得到ｎ（Ｅ，ｋ）分布。
我们对ｎ（Ｅ，ｋ）分布并不陌生，它的来源是费 狄分布的ｆ（Ｅ，ｋ）分布。当相同能级Ｅ上有

ｇ个ｋ简并态时，费 狄分布可以直接确定的值是每个ｋ简并态上的ｆ（Ｅ，ｋ），而不是ｆ（Ｅ）。

ｆ（Ｅ，ｋ）乘以ｇ（Ｅ）后才是该能级上真正的分布ｎ（Ｅ）。热平衡时能量均分律使每个简并态的

ｆ（Ｅ，ｋ）相等，ｎ（Ｅ，ｋ）分布关于ｋ轴对称，出于简化和习惯用ｆ（Ｅ）表示ｆ（Ｅ，ｋ），用ｎ（Ｅ）表示
ｎ（Ｅ，ｋ）。但非平衡态时ｆ（Ｅ，ｋ）可不相等，ｎ（Ｅ，ｋ）可不对称，此时更普适的统计分析应该是基
于ｎ（Ｅ，ｋ）分布进行的。

为了简化作图，下文在需要作三维ｎ Ｅ ｋ图时都采用二维投影图画法，把每个（Ｅ，ｋ）态
的粒密度ｎ都用它从该态开始在Ｅ轴上的投影长度来表示，如图４８所示。

图４８　载流子气的ｎ Ｅ ｋ分布图

４１３　半导体术语

利用半导体理论对上述统计分析结论做进一步推演，产生如下各种新的物理量和术语。

ｎ（ｘ）分布
由ｎ Ｅ ｋ分布可得到给定能量区间的载流子数量，分为电子数Ｎ和空穴数Ｐ。

Ｎ＝∫Ｅｆｎ（Ｅ）ｇｎ（Ｅ）ｄＥ＝∫ｋｎ（Ｅ，ｋ）ｄｋ　Ｐ＝∫Ｅｆｐ（Ｅ）ｇｐ（Ｅ）ｄＥ＝∫ｋｐ（Ｅ，ｋ）ｄｋ
（４１４）

从３４１节知，工程分析是以每个ｘ处微元／点上的定域统计电子／空穴为基本单元的，所以更
实用的结论是该微元／点中单位体积内的载流子数，即载流子浓度。ｘ处电子和空穴浓度分别
记为ｎ（ｘ）和ｐ（ｘ），简写作ｎ和ｐ，热平衡态时浓度写作ｎ０和ｐ０。
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ＥＦ远离导带底和价带顶时，可用麦 波分布代替费 狄分布简化推导，得到热平衡时载流
子浓度为：

　　　　　　　　　　ｎ０＝１Ｖ∫
∞

Ｅｃ
４πＶ ２ｍ


ｎ

ｈ（ ）２

３／２
（Ｅ－Ｅｃ）１／２·ｅ

－（Ｅ－ＥＦ）
ｋＴ ｄＥ

　＝４π
（２ｍｎ）
ｈ３

３／２

ｅ
－（Ｅｃ－ＥＦ）
ｋＴ∫

∞

Ｅｃ
η１
／２ｅ－ηｄη＝Ｎｃｅ

－（Ｅｃ－ＥＦ）
ｋＴ （４１５）

式中：　　　　　　　　　　Ｎｃ＝２２πｍ

ｎｋＴ
ｈ（ ）２

３／２
，　　η＝（Ｅ－Ｅｃ）／（ｋＴ）

　　　　　　　　　　ｐ０＝１Ｖ∫
∞

Ｅｖ
ｆｐ（Ｅ）ｇｐ（Ｅ）ｄＥ＝Ｎｖｅ

－（ＥＦ－Ｅｃ）
ｋＴ （４１６）

式中：　　　　　　　　Ｎｖ＝２２πｍ

ｐｋＴ
ｈ（ ）２

３／２

式中，Ｎｃ和Ｎｖ分别称为导带和价带有效状态密度；Ｅｃ和Ｅｖ一般定义为导带底能量和价带顶
能量。这４个参数都是由能带结构决定的，因此只要给定材料，它们就可视为常数。外加电压

φ时，导带底和价带顶能量会增加－ｑφ，但按此定义Ｅｃ和Ｅｖ不变。本来式中应积分到导带
顶／价带底，但考虑到电子／空穴只分布在导带底／价带顶，因此将积分上限延伸到无穷大后，对
积分结果影响就很小。这种处理使计算变得简单，但仍能保证分析精度。

不均匀的势能Ｖ会使粒子气浓度按ｎ～ｅ－Ｖ／ｋＴ不均匀分布。因此，考虑晶格周期势场后，ｘ
空间电子气浓度本来不是均匀分布的，但晶格势场的起伏尺度是微观尺度，而半导体理论关注
的微元／点常为宏观尺度，因此用该点内部的平均浓度已能满足宏观精度要求。如果势场的分
布尺度也在宏观量级，那么载流子浓度就会呈现出宏观分布，如４５３节所述的非均匀半导体。

需要特别提醒的是，本书用同一个符号ｎ表示了两种不同的粒密度，即统计分布ｎ（Ｅ）和
ｘ空间浓度ｎ（ｘ）。ｎ（Ｅ）＝ｄＮ／ｄＥ是能量Ｅ空间中的粒密度，而浓度是ｘ空间粒密度。它们
定义不同，本该采用不同的物理符号。但因为它们都是粒数Ｎ 在不同物量空间衍生的密度
量，为了避免引入过多物理符号，仍然都用ｎ表示。根据上下文不难看出每处ｎ的含义。

常用术语
从结论上看，费米能级ＥＦ对电子和空穴浓度都有着指数级的调节作用。ＥＦ的一点点移

动，会使ｎ和ｐ发生剧烈的变化。ｎ（ｘ）和ｐ（ｘ）的变化是半导体理论关注的重点。根据它们
的分布态势产生了一些半导体专用的术语。

如果半导体中一种载流子远多于另一种，多的就被称作多数载流子，简称多子。少的称作
少数载流子，简称少子。如果半导体中多子是导带电子，就称作ｎ型半导体。如果多子是价带
空穴，称作ｐ型半导体。如果两者数量相当，称作中性半导体，呈现本征特性。不难预料，热平
衡时ｎ型半导体的ＥＦ必定靠近导带底Ｅｃ，ｐ型半导体ＥＦ靠近价带顶Ｅｖ。

如果费米能级ＥＦ离Ｅｃ或Ｅｖ很近，就不满足Ｅｃ－ＥＦｋＴ或ＥＦ－ＥＶｋＴ条件，不能把
费 狄分布简化为麦 波分布。与远离ＥＦ能态的载流子相比，ＥＦ附近的载流子的简并度ｇ（Ｅ）
更大，ｎ（Ｅ）更密集，所以此时的半导体被称作简并半导体，具体在４２３节介绍。本章讨论的
主要是非简并半导体。

将式（４１５）与式（４１６）相乘得到：

ｎ０ｐ０＝ＮｃＮｖｅ
Ｅｇ
ｋＴ （４１７）

式中Ｅｇ＝Ｅｃ－Ｅｖ是禁带宽度，给定材料时它也是较稳定的值。该式称为热平衡载流子浓度
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积公式。它与费米能级ＥＦ的具体位置无关，是热平衡时的普遍关系，给定材料时是定值，估
算载流子浓度时很方便。

外界作用会使载流子气进入非平衡态。如果不改变温度Ｔ，只加电场犈或改变粒数Ｎ，载
流子就只在热平衡态分布基础上发生变化。习惯上将偏离给定温度下热平衡态的分布的载流
子称为非平衡载流子，其浓度常记作Δｎ和Δｐ：

Δｎ＝ｎ－ｎ０，　　Δｐ＝ｐ－ｐ０ （４１８）
如果假设非平衡态电子和空穴不改变热平衡时的分布形式，只改变数量，就可以将其写作：

ｎ＝Ｎｃｅ－
Ｅｃ－ＥＦｎ
ｋＴ ，　ｐ＝Ｎｖｅ－

ＥＦｐ－Ｅｖ
ｋＴ （４１９）

此时载流子浓度积变为：

ｎｐ＝ｎ０ｐ０ｅ
ＥＦｎ－ＥＦｐ
ｋＴ （４２０）

这种假设并不是自然成立的，但正如前文所述，对于足够小的微元中定域载流子气，有理由认
为它能很快达到热平衡，所以它成为半导体理论中一个重要的隐性假设。

Ｅ ｘ能带图
为了便于形象直观地描述载流子在ｘ空间中的运动，工程中还会把ｘ各处载流子气的

Ｅ ｋ能带图转化为一张Ｅ ｘ能带图。
具体做法如图４９所示。先根据理论求得各ｘ位置上定域统计载流子的Ｅ ｋ图，只取

其Ｅ轴得到三个主要的能量点，即价带顶Ｅｖ、导带底Ｅｃ和费米能级ＥＦ。将每处的能量点沿
ｘ轴依次连接得到三条曲线，分别对应Ｅｖ（ｘ）、Ｅｃ（ｘ）和ＥＦ（ｘ）。ＥＦ连线常用点画线表示。它
们分隔出的区域就是导带、价带和禁带在ｘ空间的分布。因为它们也呈带状分布，所以称其
为Ｅ ｘ能带结构。Ｅ ｘ图通常只画Ｅｖ和Ｅｃ，价带以下和导带向上能带都不画。有时导带
最上方也会示意性地画出真空能级。最后根据载流子浓度ｎ（ｘ）和ｐ（ｘ）的分布结果，用适量
黑点或阴影线填充导带底区域，用白点或留白填充价带顶区域，填充面积视浓度大小而定。注
意Ｅ ｘ图的本质是能量分布，而这种浓度画法反映的是浓度分布，它是根据统计分析结果添
加能量分布图上辅助理解的标记。

图４９　由每点的Ｅ ｋ能带图形成Ｅ ｘ能带图
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无外场同质均匀材料的热平衡态是最简单的情形。此时每个ｘ点上都有相同的统计分
布，Ｅｖ（ｘ）、Ｅｃ（ｘ）和ＥＦ（ｘ）都是水平直线，载流子浓度分布均匀。更多情况下Ｅ ｘ能带图会
有各种变化，在后文依次展开。

除了反映Ｅ ｋ图外，Ｅ ｘ图与ｘ空间结构图也有密切联系。如图４１０所示，Ｅ ｘ图上
每个ｘ位置上的载流子浓度标记反映的是该处载流子气的平均运动状态。因为Ｅ ｘ图是宏
观尺度，结构图是微观尺度，所以Ｅ ｘ图上一般画不出原子、键和载流子细节。可如果结构
特征尺寸大到宏观水平，就能在Ｅ ｘ图上得到反映，例如４２２节的掺杂半导体。Ｅ ｘ图
上的导带电子对应于晶格中自由运动的电子，价带空穴对应于共价键内的空态，禁带宽度Ｅｇ
就是共价键对电子的束缚能。

图４１０　Ｅ ｘ能带图与ｘ空间结构图
　

如果我们把自然界水流在重力势能下的势能分布也画成Ｅ ｘ图，并添加对应水量的标
记，会发现它与载流子运动的Ｅ ｘ图十分相似，如图４１１所示。借助对水流的想象可以很
快了解载流子运动的基本概念：

（１）河水沿地上和地下两条河道流动，载流子也分处导、价两个通道。
（２）土质和统计规律会控制总体的水位，材料和温度也能控制热平衡态下载流子浓度ｎ，

将在４２节介绍。
（３）下雨、蒸发和地下渗透等能改变每处的水量，外界作用也能在定域产生和复合非平衡

态载流子、将在４４节介绍。
（４）河床起伏和密度差异会迫使河水定向流动，能带起伏和浓度差异也能引起载流子的

定向流动将在４５节介绍。
（５）以上所有运动共同构成实际的水流，所有载流子运动也构成实际的电流，将在４５节介绍。

图４１１　借助水流理解载流子运动的基本概念
　

电流概念
从ｘ空间结构图中画出一个足够小的载流子气微元，就能说清电流的物理来源。
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粒子携带电荷定向运动就构成电流。单位时间在运动方向上通过给定截面Ｓ的总电荷
量就是电流的值：

Ｉ＝ｄ∑ｑｄｔ
（４２１）

对图４１２的载流子气微元，它的截面积为Ｓ，长度为ｄｘ，平均浓度为ｎ，平均速度为ｖ，每个载
流子所带电荷ｑ相同，因此它形成的电流Ｉ为：

Ｉ＝ｑｎ
（ｖｄｔ）Ｓ
ｄｔ ＝ｑｎｖＳ （４２２）

而单位截面积上的电流Ｉ，即电流密度Ｊ为：

Ｊ＝ｄＩｄＳ＝
Ｉ
Ｓ＝ｑｎｖ

（４２３）

可以看出，电流密度Ｊ只与各处的粒子浓度ｎ和速度ｖ有关，它比电流Ｉ更能反映每个ｘ定域
微元／点的物理特征。不同ｘ位置的载流子浓度ｎ和速度ｖ可以不同且随时间ｔ变化，因此电
流密度Ｊ的完整形式为：

Ｊ（ｘ，ｔ）＝ｑｎ（ｘ，ｔ）ｖ（ｘ，ｔ） （４２４）
只要找到一个定域载流子微元的浓度ｎ和速度ｖ的运动规律，就找到了电流运动的全部规律。
这就是本章的分析目的。

图４１２　载流子气微元中的电流
　

到了宏观电路学，分析对象由微元变为器件，不再关注载流子浓度ｎ和速度ｖ的微观分
布，而着眼于电流运动的宏观特征。电路工程常用细长结构在长度方向上导电，截面上电流分
布细节不太重要，使电流Ｉ比电流密度Ｊ更常用，成为电路学的基本量。虽然电场犈和电势φ
都方便进行宏观观测，但电势φ对应只与位置相关的保守静电势能ｑφ，与重力势能ｍｇｈ很相
似，更符合人们的认知习惯，所以它成为另一个电路学的基本量，常写作电压Ｖ。这样电场下
的载流子运动就全都被归纳为电流Ｉ和电压Ｖ的基本关系，体现为图４１３中的电容Ｃ，电阻
Ｒ，电感Ｌ和更多器件模型的形式，在４５４节介绍。

图４１３　宏观器件中的电流
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４２　热　平　衡

为了形成可控的电流，首先要产生稳定可控的载流子。只靠环境温度能自然产生热平衡
态载流子，称为热激发。

４２１　本征半导体

先看最简单的情形。纯净无杂质和缺陷的半导体称为本征半导体，它的热激发成为本征
热激发。因为没有杂质和缺陷能态，本征半导体的载流子只能处于价带和导带。

假如热力学零度时本征半导体是绝缘体，价带全满，导带全空。给定环境温度Ｔ后，每个
价带电子激发到导带时产生一个导带电子和一个价带空穴，因此电中性约束条件简单写作：

ｎ０＝ｐ０ （４２５）
将式（４１５）和式（４１６）代入式（４２５），由此求得费米能级ＥＦ为：

ＥＦ＝Ｅｉ＝Ｅｃ＋Ｅｖ２ ＋ｋＴ２ｌｎ
Ｎｖ
Ｎｃ＝

Ｅｃ＋Ｅｖ
２ ＋３ｋＴ４ｌｎ

ｍｐ
ｍｎ

（４２６）

本征半导体的ＥＦ是很重要的参数，故用符号Ｅｉ专门表示它，称为本征费米能级。对于常温下
的Ｓｉ和Ｇｅ，式（４２６）右边的第一项远大于第二项，使Ｅｉ近似位于禁带中心位置，此时也可称
其为中心能级。将ＥＦ代回式（４１５）、式（４１６），有：

ｎ０＝ｐ０＝ｎｉ＝（ＮｃＮｖ）１／２ｅｘｐ －Ｅｇ２（ ）ｋＴ
（４２７）

ｎｉ是同样重要的本征载流子浓度。
用Ｅｉ和ｎｉ可把载流子分布解重写为：

ｎ０＝ｎｉｅｘｐＥＦ－Ｅｉ（ ）ｋＴ
，　　ｐ０＝ｎｉｅｘｐＥｉ－ＥＦ（ ）ｋＴ

（４２８）

ｎ０ｐ０＝ｎ２ｉ （４２９）
它们在工程物理中使用率很高。

表４２列出了Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ的本征半导体参数。图４１４是实验测得的Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ
材料的ｌｎｎｉ与１／Ｔ关系的曲线。实测结果很好地验证了理论模型。

表４２　３００Ｋ下Ｇｅ、Ｓｉ、ＧａＡｓ的相关参数及本征载流子浓度

各项参数 Ｅｇ／ｅＶ ｍｄｎ ｍｄｐ Ｎｃ／ｃｍ－３ Ｎｖ／ｃｍ－３ ｎｉ（ｃｍ－３）计算值 ｎｉ（ｃｍ－３）测量值

Ｇｅ ０６７ ０５６ｍ０ ０２９ｍ０ １０５×１０１９ ３９×１０１８ １７×１０１３ ２３３×１０１３

Ｓｉ １１２ １０６２ｍ０ ０５９ｍ０ ２８×１０１９ １１×１０１９ ７８×１０９ １０２×１０１０

ＧａＡｓ １４２８ ００６８ｍ０ ０４７ｍ０ ４５×１０１７ ８１×１０１８ ２３×１０６ １１×１０７

　　这些结果都能直观地画到Ｅ ｘ能带图上。
室温下Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ的本征载流子浓度ｎｉ都在１０１３ｃｍ－３量级以下，尤以ＧａＡｓ最小。

这个数量比它们原子密度的１０２２ｃｍ－３量级要小得多。至少要１０９个原子才能提供１个本征载
流子。与此同时，ｎｉ对温度又非常敏感，温度只上升１０Ｋ左右，ｎｉ就会增长１倍。这些结论说
明，虽然本征热激发原理简单，但产生的载流子数量太少，受环境影响太大。因此本征半导体
的热激发并不是最好的提供稳定可控载流子的办法。实际中，本征半导体常常只被用作后续
加工的基底，或近似用作绝缘体，如图４１５所示。
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图４１４　本征Ｓｉ、Ｇｅ、ＧａＡｓ载流子浓度的实测结果
　

图４１５　本征半导体的Ｅ ｘ能带图

４２２　浅能级杂质半导体

为了能产生足够多可控的热平衡载流子，不但不希望半导体纯净，反而会刻意掺入杂质。
有序掺入杂质控制导电性的半导体称为掺杂半导体，杂质半导体，非本征半导体。例如，只要
在纯Ｓｉ中掺入１／１０６的硼（Ｂ），其电阻率就会从２０×１０６Ω·ｃｍ下降到０４Ω·ｃｍ，导电性提
高５０万倍。但比起金属约１０－６Ω·ｃｍ量级的电阻率来，它又不至于成为导体，导电性仍可自
由调节。

为了达到精确控制的目的，掺杂工艺本身就能构成一门理论。因为本书是工程物理教材，
所以跳过掺杂工程所必需的设施、设备、工艺、模型、质量控制等知识，假设杂质已经按需要掺
入半导体中。这并非是因为这些技术不重要，而是因为很重要，不适合在这里草草介绍，半导
体工艺类课程会对此进行专述。

Ｅ ｘ能带图
浅能级轻掺杂能最精确地控制载流子浓度。图４１６是其期望达成的Ｅ ｘ能带图。我

们先用这张图展开思考和设计，最后再看设计结果是否达标。它的特征为：
（１）杂质可以提供载流子，也就是杂质原子中的电子／空穴很容易电离成为自由载流子。
（２）只掺一种杂质，即单质掺杂。
（３）轻掺杂，杂质浓度很低。杂质原子微观上相距很远分散在ｘ空间中，相互之间几乎没

有影响。因此在Ｅ ｘ能带图上呈现为用小短线标示的孤立能级，称为杂质能级。
（４）浅能级掺杂，杂质能级离导带底或价带顶距离较近。
（５）均匀掺杂，杂质能级在ｘ空间均匀分布。各ｘ位置的特性均一。
利用这些特征能得到以下定性结论。靠近导带底的浅杂质能级上，杂质中电子只要获得

ΔＥＤ的电离能就能跃迁到导带底，成为导带载流子。因为这些杂质很容易“施予”电子，被特
称为施主（Ｄｏｎｏｒ）杂质，对应施主能级，如图４１６（ａ）所示。施予电子后，施主原子变为离子带
正电荷。如果半导体中只掺施主杂质，就会使导带电子成为多子，成为ｎ型半导体。这种杂
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质／掺杂就称为ｎ型杂质／掺杂。
靠近价带顶的浅杂质能级上，杂质中空穴容易跃迁到价带顶，成为价带载流子。换句话

说，价带顶电子只要获得ΔＥＡ的电离能就能跃迁到这些杂质能级上。因为它们容易“接受”电
子，称为受主（Ａｃｃｅｐｔｏｒ）杂质，对应受主能级，如图４１６（ｂ）所示。接受电子后受主原子变为离
子带负电荷。如果半导体只掺受主杂质，就会使价带空穴成为多子，形成ｐ型半导体，称为ｐ
型杂质／掺杂。

图４１６　浅能级杂质在Ｅ ｘ能带结构中的体现
　

ｘ空间结构图
为了实现这种Ｅ ｘ能带结构，半导体应该具有以下ｘ空间晶格结构。
对Ｓｉ、Ｇｅ进行施主掺杂时，可选择其相邻的Ⅴ族元素为杂质，常用的如磷（Ｐ）和砷（Ａｓ）。

如图４１７（ａ）所示，Ｐ原子和Ｓｉ原子尺寸相差不大，掺入后很容易占据Ｓｉ原子位置，形成替位
式掺杂。Ｐ有５个价电子，其中４个与Ｓｉ形成共价键。剩下１个束缚很弱，容易电离为导带自
由电子，对应Ｅ ｘ图中施主能级到导带底的跃迁。电离后Ｐ变为Ｐ＋离子。注意化学反应中
Ｐ常见的离子是Ｐ３－，这里却是Ｐ＋，它们来自不同的原子互作用方式。

对Ｓｉ、Ｇｅ进行受主掺杂时，可选择其邻族Ⅲ族元素为杂质，常用的如硼（Ｂ）。如图４１７（ｂ）所
示，Ｂ原子比Ｓｉ小，它除了能占据Ｓｉ原子位置，还可能会留在晶格间隙中。通过适当工艺可促
使其产生替位式掺杂。Ｂ容易获取１个价电子，形成４个饱和共价键，对应Ｅ ｘ图中价带顶
到受主能级的跃迁。电离后Ｂ变为Ｂ－离子。

图４１７　二维ｘ空间结构图
　

Ｅ ｋ关系
日常应用中杂质浓度很低，距离很远。比如在ｘ空间结构图中要画出１０６个Ｓｉ原子后，

才能找到１个Ｐ或Ｂ原子。因此它们几乎不影响本征半导体的周期势场，每个杂质离子和它
所能电离的载流子可视为类氢原子模型，独立出来分析。氢原子的能级结构已在第１章介绍，
这里关注不同之处。

以施主Ｐ（磷）为例，它可看作Ｐ＋离子和电子构成的类氢原子。氢原子中电子的能量

Ｅｎ为：
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Ｅｎ＝－ ｍ０ｑ４
（４πε０）２·２２

·１
ｎ２

（４３０）

氢原子基态电子的电离能为｜Ｅ１｜＝１３６ｅＶ。与氢原子模型相比，晶体的相对介电常数εｒ不为
１，Ｐ＋离子电离的电子是导带底电子，有效质量为ｍｎ。所以它的电离能应改为：

ΔＥＤ＝ ｍｎｑ４
２（４πε０εｒ）２·２＝

ｍｎ
ｍ０
Ｅ０
ε２ｒ

（４３１）

同理受主杂质电离能为：

ΔＥＡ＝ ｍｐｑ４
２（４πε０εｒ）２·２＝

ｍｐ
ｍ０
Ｅ０
ε２ｒ

（４３２）

这样就可确定施主ＥＤ／受主能级ＥＡ位置，这与它们掺什么杂质，掺多少杂质都没有关系。这
些结论的前提假设是杂质电离的载流子未电离前总是处于杂质原子基态。这个假设不是自然
成立的，因此这些结论只是近似结果。

表４３是电离能的估算值。室温下Ｓｉ的禁带宽度Ｅｇ是１１２ｅＶ，Ｇｅ为０６７ｅＶ。比较起
来杂质电离能确实很小，是名副其实的浅能级。

表４３　Ｓｉ和Ｇｅ中的杂质电离能

各项参数 εｒ ｍｎ ΔＥＤ ｍｐ ΔＥＡ

Ｓｉ １２ ０２６ｍ０ ００２５ｅＶ ０４９ｍ０ ００４６ｅＶ

Ｇｅ １６ ０１２ｍ０ ０００６４ｅＶ ０２８ｍ０ ００１５ｅＶ

ｎ Ｅ分布
杂质浅能级是孤立的类氢原子能级，而不是周期势场下的能带能级，所以电子气在杂质能

级上的分布规律ｆ（Ｅ）和ｇ（Ｅ）不同于周期场结论。可以证明每个施主能级ＥＤ被施主电离电
子占据的概率为：

ｆＤ（Ｅ）＝ １

１＋１ｇＤｅ
ＥＤ－ＥＦ
ｋＴ

（４３３）

每个受主能级ＥＡ被受主电离空穴占据的概率为：

ｆＡ（Ｅ）＝ １

１＋１ｇＡｅ
ＥＦ－ＥＡ
ｋＴ

（４３４）

式中ｇＤ和ｇＡ分别表示施主和受主能级基态的简并度。对Ｇｅ、Ｓｉ和ＧａＡｓ等，ｇＤ＝２，ｇＡ＝４。因
为式中已经包含了简并度／态密度ｇ（Ｅ），所以这里的ｆ（Ｅ）就相当于前文中ｎ（Ｅ）＝ｆ（Ｅ）ｇ（Ｅ）。

设施主杂质浓度为ＮＤ，受主杂质浓度为ＮＡ，每种杂质最多只能电离１个载流子，则占据
施主能级的电子浓度ｎＤ和占据受主能级的空穴浓度ｐＡ为：

ｎＤ＝ＮＤｆＤ（Ｅ）＝ ＮＤ
１＋ １

ｇＤｅ
ＥＤ－ＥＦ
ｋＴ

（４３５）

ｐＡ＝ＮＡｆＡ（Ｅ）＝ ＮＡ
１＋ １

ｇＡｅ
ＥＦ－ＥＡ
ｋＴ

（４３６）

已从杂质能级上电离出来的导带电子浓度ｎ＋Ｄ 和价带空穴浓ｐ－Ａ 分别为：

ｎ＋Ｄ＝ＮＤ－ｎＤ＝ＮＤ［１－ｎＤ（Ｅ）］＝ ＮＤ
１＋ｇＤｅ－

ＥＤ－ＥＦ
ｋＴ
＝Ｑ＋ （４３７）
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ｐ－Ａ＝ＮＡ－ｐＡ＝ＮＡ［１－ｐＡ（Ｅ）］＝ ＮＡ
１＋ｇＡｅ－

ＥＦ－ＥＡ
ｋＴ
＝Ｑ－ （４３８）

它们同时也分别是已电离的施主离子浓度Ｑ＋，和已电离的受主离子浓度Ｑ－。
因为杂质并没有显著改变半导体本来的周期势场，所以由周期势场产生的本征热激发仍

然起作用。两者叠加后得到热平衡时导带电子总浓度ｎ０与价带空穴总浓度ｐ０为：
ｎ０＝ｎ＋Ｄ＋ｎｉ （４３９）

ｐ０＝ｐ－Ａ＋ｎｉ （４４０）
均匀同质掺杂半导体热平衡时处处电中性，因此电中性约束条件写作：

ｎ０＋Ｑ－＝ｐ０＋Ｑ＋ （４４１）
在已知Ｅｃ、Ｅｖ、ＥＤ、ＥＡ、ｇＤ、ｇＡ、ＮＤ和ＮＡ的前提下，这些对浓度的约束条件都等效于约束

费米能级ＥＦ。
随着温度不同，杂质电离出载流子数量不同，会产生不同的载流子分布。这里先只关注其

中最常用也是最简单的情形（更多分析在４５５节温度效应中介绍）：

① 只掺一种杂质。

② 杂质几乎全部电离，称为强电离。此时ｎＤ≈０或ｐＡ≈０，ｎ＋Ｄ ≈ＮＤ或ｐ－Ａ≈ＮＡ。从
式（４３５）和式（４３６）上看，这要求ＥＤ－ＥＦｋＴ 或ＥＦ－ＥＡｋＴ。常温下ｋＴ 只有约
００２６ｅＶ，ΔＥＤ和ΔＥＡ同此数量级或更小，Ｅｇ常在１ｅＶ数量级，因此只要ＥＦ不是太靠近导带
底／价带顶，几乎都满足强电离条件。

③ 杂质浓度远大于对应本征载流子浓度，即ＮＤｎ０＝ｎｉ或ＮＡｐ０＝ｎｉ。这也很容易达
成。常温下ｎｉ只有１０１０／ｃｍ３，哪怕在１０２２／ｃｍ３个Ｓｉ原子中只掺１／１０６的杂质，１０１６／ｃｍ３的杂
质浓度也远大于１０１０／ｃｍ３的本征载流子浓度。

这种情形下，电中性约束条件得到简化，对施主掺杂为：
ｎ０＝ｐ０＋ＮＤ＝ｎｉ＋ＮＤ≈ＮＤ　　ｐ０＝ｎｉ （４４２）

对受主掺杂为：
ｐ０＝ｎ０＋ＮＡ＝ｎｉ＋ＮＡ≈ＮＡ　　ｎ０＝ｎｉ （４４３）

因为情况过于简单，所以该约束本身已经是统计分布的解。根据式（４１５）和式（４１６）得
到费米能级为：

ＥＦ＝Ｅｃ＋ｋＴｌｎＮＤＮ（ ）ｃ 　或 　ＥＦ＝Ｅｖ－ｋＴｌｎＮＡＮ（ ）ｖ （４４４）

从该式可以反过来看出，只要ＮＤＮｃ或ＮＤＮＡ，就能满足强电离条件。由此可见，日常情
形下只掺一种浅能级杂质且掺杂范围在ｎｉＮＤＮｃ或ｎｉＮＡＮｃ之间时，就可只靠精确
控制掺杂浓度来控制载流子浓度。精确受控的ｎ型／ｐ型半导体，是电子工程物理最基本的器
件单元的材料基础。

因为这种情形下杂质并没有显著改变晶格和能带结构，所以绘制Ｅ ｘ能带图时常常省
略杂质能级，只画出费米能级和载流子浓度，如图４１８所示。

图４１８　掺杂半导体常态下的Ｅ ｘ能带图
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４２３　其他掺杂情况

既然常规的掺杂是提供载流子如单质掺杂、轻掺杂、浅能级掺杂和均匀掺杂，那么非常规
的掺杂就可能是消除载流子，如补偿掺杂，重掺杂，深能级掺杂和非均匀掺杂。非均匀掺杂涉
及物理知识较多，将在４５３节专述。

陷阱
施／受主杂质可视为多带了电子／空穴的杂质，它献出这个电子／空穴后才达成统计平衡。

陷阱却是少带了电子／空穴的杂质，它得到电子／空穴后才达成统计平衡。因此，陷阱杂质的主
要功能是俘获载流子，使载流子数量减少。意外掺入的杂质离子或是未饱和成键的晶格缺陷
都可能成为陷阱杂质。

一种极性的陷阱只能俘获一种载流子，因此有电子陷阱和空穴陷阱之分。因为陷阱杂质
对载流子起的是反作用，只要把施／受主杂质模型中的杂质浓度都取相反的符号，就得到陷阱
杂质模型，具体不再展开。

图４１９　陷阱杂质的Ｅ ｘ能带图
　

虽然陷阱也能改变载流子数量，但对半导体而言这不
是常规的用法，陷阱出现的时候多半是意外的，孤立的，不
均匀的。在能带图上它们也不会统一地改变费米能级，而
是根据陷阱位置使Ｅ ｘ能带图出现高低起伏（见图４１９）。
对绝缘体而言，因为它常态下没有载流子，所以如果有办法
能控制体内陷阱的数量和位置，那么俘获载流子的绝缘体
就能提供确定的空间电荷，产生实用价值。

补偿掺杂
非单一掺杂就是有计划地掺入多种杂质。半导体工程中它的重要应用是浅能级杂质的补

偿掺杂。
就像精美的妆容不可能一步到位一样，受工艺方法的限制，人们也很难在微小的半导体中

一次性把所有区域的掺杂同步完成，而是按工艺步骤依次掺入不同类型杂质。这些掺杂肯定
都会对载流子浓度产生不同影响。但如果都是浅能级杂质，就不怕这种影响，反而能加以利
用。例如，先掺入Ｐ原子后再掺入Ｂ原子，且ＮＤ＞ＮＡ，因为Ｐ多１个价电子，而Ｂ少１个价
电子，且ＥＤ＞ＥＡ，所以ＥＡ能态很容易俘获ＥＤ能态上的ＮＡ 个电子，使它们不到导带上成为
载流子，只有多出来的ＮＤ－ＮＡ的电子才能电离到导带上成为载流子。

图４２０　补偿掺杂至本征
半导体的Ｅ ｘ能带图

由此可见，依此掺入不同极性的浅能级杂质后，载流子
浓度会按掺杂极性和大小作简单叠加，后次掺杂会部分或者
全部补偿前次掺杂结果，因此该方法被称为补偿掺杂，这是
一项很实用的工程技术。利用它可以调整载流子浓度，改变
半导体的导电性和类型。特别是当ＮＤ≈ＮＡ 时掺杂被高度
补偿，半导体除了本征载流子外不提供多余的载流子，可近
似作为绝缘体使用（见图４２０）。

重掺杂
重掺杂就是浓度很高的掺杂，例如Ｓｉ、Ｇｅ掺杂浓度达到１０１８ｃｍ－３以上，ｎ型ＧａＡｓ和ｐ型

ＧａＡｓ掺杂浓度分别达到高于１０１６ｃｍ－３和１０１８ｃｍ－３时的掺杂。重掺杂虽然能够获得更高的导
·６２１·



电性，但是它会改变能带图，产生新的效应。
随着杂质浓度增加，杂质原子间距不断减小，越来越不可能被视为本征周期势场中的孤立

原子。它会与本征材料的原子序列合在一起，改变原有的Ｅ ｋ关系，产生新的杂质能带。体
现在Ｅ ｘ能带图上，杂质能级不再是一根根分立的短线，而是一条具有一定宽度的杂质能带
（见图４２１）。

图４２１　重掺杂的

Ｅ ｘ能带图
　

如果掺杂浓度过高，按３３３节所述，杂质能级分裂严重，
杂质能带变宽。这时它很容易与导带／价带发生交叠，变相地
扩大导带／价带范围，减小禁带宽度，改变半导体的本性，Ｅｃ、
Ｅｖ、ＥＤ、ＥＡ和Ｅｇ这些参数都会发生改变。

不仅如此，施主／受主掺杂浓度变高后，费米能级ＥＦ的位
置也会不断上升／下降，越来越靠近甚至超过Ｅｃ或Ｅｖ。这会使
非简并半导体变为简并半导体，经典麦 波分布变回费 狄分
布。ＥＦ低于Ｅｃ或高于Ｅｖ约２ｋＴ时可视为非简并，０～２ｋＴ视
为弱简并，高于Ｅｃ或低于Ｅｖ视为简并。

将费 狄分布分别代入式（４１５）和式（４１６）中，导电电子／价带空穴浓度最终可写作：

ｎ０＝Ｎｃ ２
槡π
Ｆ１／２ ＥＦ－Ｅｃ（ ）ｋＴ

，　　Ｎｃ＝２
（２πｍｎｋ０Ｔ）３／２

ｈ３
（４４５）

ｐ０＝Ｎｖ ２
槡π
Ｆ１／２ Ｅｖ－ＥＦ（ ）ｋＴ

，　　Ｎｖ＝２
（２πｍｐｋＴ）３／２

ｈ３
（４４６）

式中Ｆ１／２（ξ）＝∫
∞

０

ｘ１／２
１＋ｅｘ－ξ

ｄｘ称作费米积分。图４２２给出了按两种统计分布计算结果的

区别。
这一系列效应的显著结果是，载流子浓度并不能随着掺杂浓度增大而线性增加。所以对

图４２２　非简并与简并条件下
载流子浓度计算值的差异

半导体的常规用法而言，重掺杂不是理想的掺杂方法。但在
充分理解其物理机制的基础上，人们想出了一些办法，使重掺
杂也能发挥重要作用，详见第５章。

深能级掺杂
如果在Ｓｉ、Ｇｅ中掺入的不是常规的Ⅲ族或Ⅵ族杂质，那

么它们对能带的影响，就不能用仅电离一个载流子的类氢原
子模型来描述。多数情况下，它们可能在离导带底或价带顶
更远的禁带深处引入杂质能级，称作深能级杂质／掺杂。

金（Ａｕ）是一种常用的深能级杂质。图４２３给出了用Ａｕ
掺杂Ｓｉ和Ｇｅ时所引入杂质能级的情形。因为深能级杂质的
物理模型很复杂，所以该图不是理论计算结果而是实测结果。
Ａｕ是ＩＢ族元素，有一个价电子。Ａｕ原子很大，在Ｇｅ

中以替位的方式存在。因此Ａｕ原子的这个价电子可以电离到导带，产生施主能级ＥＤ。但因
为Ａｕ对价电子的束缚较强，所以电离能较大，结果ＥＤ 反而靠近价带，距价带只差００４ｅＶ。
另一方面，Ａｕ也可以依次电离出三个价带空穴，对应三个受主能级ＥＡ１、ＥＡ２和ＥＡ３。从图中
看，ＥＡ２、ＥＡ３距离价带远，距离导带近，与导带底距离仅为０２０ｅＶ和００４ｅＶ。ＥＡ１则离价带相
对较近，距离约０１５ｅＶ，但它仍比Ⅲ族杂质的受主能级深得多。
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图４２３　用Ａｕ掺杂Ｓｉ和Ｇｅ的Ｅ ｘ能带图
　

Ａｕ掺杂Ｓｉ时，在禁带中只能实测到一个施主能级和一个受主能级。其他杂质能级可能
因为电离能相对过大而直接进入导带或价带。

深能级杂质除了能成为施主和受主外，也可以成为陷阱。尤其是处于中间价位的那些离
子，它们既可以得到电子／空穴，也可以失去电子／空穴，具体只能依据计算和实测结果来确定。

由此可见，深能级杂质在禁带中产生能级的机制复杂，没有普遍规律。既然深能级的电离
能大，那么常温下就不能通过强电离精确控制载流子浓度。这些都是不利于工程设计的一面。
但只要它有重复性，可以控制，就能设法发挥它的作用，深能级的应用在４３３节叙述。

４３　产生复合

热平衡态只是载流子气的基准状态，零状态，不动的状态。半导体功能总是通过外界作用
下的非平衡运动来实现的。因为电流理论着重关注载流子气浓度ｎ和速度ｖ的变化，所以从
这种角度来看，非平衡运动可分为三种：只改变ｎ的运动；只改变ｖ的运动；ｎ和ｖ耦合相互影
响的运动。

本节分析第一种运动，即只改变载流子浓度ｎ的产生复合运动。它是有序的受激跃迁和
无序的自发回复跃迁的结果。

４３１　跃迁常识

ｎ Ｅ ｋ分布与Φ（ｘ，ｔ）波态
非平衡态载流子气的运动总能体现为其ｎ Ｅ ｋ分布的变化。因为载流子本质上来自布

洛赫电子，所以这个问题的性质是求解布洛赫态随外界作用的演化，遵循薛定谔方程。
时空中电子态用Φ（ｘ，ｔ）描述，外界作用写作薛定谔方程中的势场项。给定电子初始态，

用薛定谔方程总能求出势场下Φ（ｘ，ｔ）的变化。每个Φ（ｘ，ｔ）可展开为归一化本征态的叠加Φ
＝∑Ｔｉ（ｔ）Ｘｉ（ｘ），每个本征态Ｘｉ（ｘ）常对应Ｅ ｋ能带图上的一个Ｅ ｋ点／态，系数Ｔｉ（ｔ）的
模方代表电子在ｔ时刻处于该态的概率Ｐ，也就是ｎ Ｅ ｋ分布离散化为ＮＥ ｋ分布时概率
粒数Ｎ的含义：

Ｎ（Ｅ，ｋ，ｔ）＝Ｐ（Ｅ，ｋ，ｔ）＝ Ｔｉ（ｔ）２ （４４７）
由此可见，ｎ Ｅ ｋ分布的变化与波态Φ（ｘ，ｔ）的变化是一一对应的，如图４２４所示。

单电子近似后的电子气内部的态可以直接叠加，电子气的ｎ Ｅ ｋ分布可视为许多
电子ｎ Ｅ ｋ分布叠加的结果。但因为它本质上仍是单电子，所以这个单电子仍然遵循
薛定谔方程。
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图４２４　二维投影ｎ Ｅ ｋ分布与Φ（ｘ，ｔ）关系
　

跃迁基本概念
每次观测一个电子时，它不是处在这个本征态，就是处在那个本征态，它在不同本征态

上概率性呈现的行为就如同跳跃一样，被称作跃迁。出于历史原因，这个术语被广泛接受，
以至于人们在描述波态变化时习惯用“跃迁”，而不常说“演化”“变化”“处于”。因此Ｐ（ｔ）的
演化过程常被称作跃迁过程，Ｐ（ｔ）常被称作电子在ｔ时刻跃迁到Ｘｉ（ｘ）态的概率，即跃迁
概率。

跃迁概率Ｐ随时间ｔ变化的速度称为跃迁速率ω：

ω＝ｄＰｄｔ
（４４８）

如果跃迁的来回是对称的，它也会被称为跃迁频率。
假设一个电子初始态处于Ｘ０（ｘ）和Ｅ０ｋ０态，最终跃迁到目标态Ｘｉ（ｘ）和Ｅ ｋ态。如果

该电子花了τ时间完成这段过程，就称它的跃迁时间为τ。由该定义它应满足：

τ＝１ω
（４４９）

给定势场和初始态时，到所有可能目标态的跃迁概率、速度和时间都可由薛定谔方程求
得。求解结论表明，衡量跃迁速率ω和时间τ有两个简单的依据。一个是跃迁时间τ与跃迁
Ｅ间隔和｜ｋ｜２间隔呈正比；另一个是跃迁时间τ与势场强度呈反比。跃迁幅度越大，时间越
长；作用强度越大，时间越短。这个结论在后文所有动态问题的定性分析中都发挥着重要的
作用。

假设一个电子初始态处于Ｘ０（ｘ），Ｅ０ ｋ０ 态，最终跃迁到多个目标态概率叠加而成的
Ｐ（Ｅ，ｋ）叠加态，那么计算平均跃迁时间应该用：

１
τ ＝ω＝∫ｋω（Ｅ，ｋ）ｄｋ＝∫ｋｄＰ

（Ｅ，ｋ）
ｄｔ ｄｋ （４５０）

也就是说跃迁时间不能直接叠加／平均，而应该用跃迁概率或速率叠加／平均再求倒数来得
到它。

如果有多个电子都发生了相同的跃迁，跃迁速率ω再乘以粒密度ｎ就是单位时间内跃迁
到该态的粒密度，称为粒密度的变化率：

ｄｎ
ｄｔ＝ｎω＝

ｎ
τ

（４５１）

对ｎ（Ｅ，ｋ）按式（４１５）积分平均后能得到ｘ空间浓度ｎ（ｘ），这里的两个ｎ不是一个意思，但积
分运算是线性的，所以粒密度ｎ的变化率能积分转化为浓度ｎ的变化率，它的形式与上式完全
相同。
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统计电子是所有电子按ｎ Ｅ ｋ分布的统计平均态。统计电子发生状态跃迁时，内部每
个电子的初始态Ｅ ｋ不一定相同，每个电子的目标态可能由多个Ｅ′ｋ′态概率叠加而成，综合
这些因素后得到它的平均跃迁时间为：

１
τ ＝ω＝

∫ｋ∫ｋ′ｎ（Ｅ，ｋ）ω（Ｅ′，ｋ′）ｄｋ′ｄｋ
∫ｋｎ（Ｅ，ｋ）ｄｋ

（４５２）

统计电子从一个状态用跃迁时间τ变到另一个状态，构成了它最基本的运动形式。

跃迁衍生概念
从ｎ Ｅ ｋ分布上看，有几种跃迁过程，它们的特征也很显著，并有专门的术语。这些概

念在３４２节已经介绍，再复习一遍：

Ｅ不变ｋ变的跃迁称为动量跃迁；ｋ不变Ｅ变的跃迁称为能量跃迁，它同时也是垂直
跃迁。ｋ变化的跃迁都属于非垂直跃迁。

 初始态能量低于目标态的跃迁必定是电子吸收声子或光子引起的，称为吸收。初始态
能量高于目标态的跃迁是电子辐射声子或光子引起的，称为辐射。

 只在同一个能带内跃迁称为带内跃迁。在能带之间跃迁称为带间跃迁。跃迁到真空
能级称为发射。

除了这些以始末态特征命名的普适行为外，本节将进一步关注以改变载流子数量为特征
的运动过程，并产生新的术语。

外界作用使电子跃迁称为受激跃迁。不用外界作用，由非平衡电子自发回复到热平衡态
的跃迁称为自发跃迁。这两种跃迁都可以继续分出吸收和辐射两个过程。交变势场作用下电
子既会受激吸收，也会受激辐射。能量高于热平衡态水平的电子会自发辐射，低于该水平的会
自发吸收。

载流子分布随时间变化的态称为瞬态，分布稳定时称为稳态。稳态不是不跃迁的状态，而
是所有态上跃出和跃入的跃迁率处于平衡的态。热平衡态是最常见的稳态。从一个稳态经历
瞬态变化到另一个稳态的过程称为弛豫，所花时间称为弛豫时间。

这里增加载流子浓度的运动称为产生，减少载流子浓度的运动称为复合。通过受激跃迁
改变载流子浓度称为受激产生和受激复合。通过自发跃迁改变载流子浓度称为自发产生和自
发复合（见图４２５）。

图４２５　外界作用下载流子的产生和复合运动（图中夸大了载流子浓度变化，忽略了能带结构变化）
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从微观过程上看，价带电子受激吸收到导带会同时受激产生两种载流子。导带电子受激
辐射到价带会同时受激复合两种载流子。杂质缺陷能态上电子受激跃迁到导带／价带会只产
生导带电子／只复合价带空穴，反过来跃迁时会只复合导带电子／只产生价带空穴。从宏观作
用上看，静电场、电磁场或光、静磁场、外力、振动、温度变化都可能受激产生和复合载流子。载
流子数量高于热平衡态水平时会自发复合，低于时会自发产生。

“产生”作为术语用时只对应数量增加，但“产生”也常作为普通词语使用。常识上每当说
“产生了某个作用／状态／结果／效应”时，既可以指从无到有，从少到多的运动，也可以指产生后
并维持某稳定状态的行为。例如，用热激发“产生”的热平衡态载流子就是产生并维持的情形。
这两种情形的物理性质是不同的，前者是非平衡的瞬态，后者是平衡的稳态。“复合”也是个多
义词。半导体理论中有两个英语术语都会被翻译成复合。一个是Ｃｏｍｂｉｎｅ，意为组合，综合，
混合，复式，多样，例如复合材料，复合机制。另一个是Ｒｅｃｏｍｂｉｎｅ，指两个分开的事物重新合
并起来，这是本节的用法。这些请读者注意分辨。

常态下价带电子近满，导带电子近空，受激吸收几率大，受激辐射几率小。外界作用很容
易在热平衡态基础上使价带电子受激吸收跃迁到导带上，受激产生一对非平衡载流子。非平
衡电子会自发带间辐射回到价带，自发复合一对非平衡载流子。最终所有受激跃迁与自发跃
迁运动相互平衡，载流子分布进入新稳态。这一过程构成了半导体中常见的载流子气运动。
下文就以这种常态为例，分析受激产生和自发复合的基本过程。同样的方法可以分析受激复
合和自发产生，不再多述。

４３２　受激产生

首先定义载流子浓度增加的速率称为产生率ｇ，减少的速率称为复合率ｒ，且

ｇｎ＝ｄｎｄｔ
，　ｇｐ＝ｄｐｄｔ

（４５３）

ｒｎ＝－ｄｎｄｔ
，　ｒｐ＝－ｄｐｄｔ

（４５４）

对于每种外界作用，找到它对应的势场形式后，用４３１节介绍的方法总能求得ｎ Ｅ ｋ
分布的变化。对每个初始态为Ｅ ｋ态的电子，挑出它能改变载流子数量的那些跃迁，就可得
到它们的跃迁概率Ｐ，跃迁速率ω，跃迁时间τ和跃迁率ｎω。增加载流子的部分用增加下标ｇ
表示；减少载流子的部分用增加下标ｒ表示。

１
τｇ＝ωｇ＝

ｄＰｇ
ｄｔ 　　１τｒ＝ωｒ＝

ｄＰｒ
ｄｔ

（４５５）

把体积Ｖ内所有Ｅ ｋ态电子的到目标态Ｅ′ｋ′的产生率和复合率相减，就得到该外界作用的
净产生率ｇ：

ｇ＝－ｒ＝１Ｖ∫ｋ∫ｋ′［ｎ（Ｅ，ｋ）ωｇ（Ｅ′，ｋ′）－ｎ（Ｅ，ｋ）ωｒ（Ｅ′，ｋ′）］ｄｋ′ｄｋ （４５６）

电子作带间跃迁，或者杂质能态跃迁到导带和价带都可以产生载流子。这里只以电子从
价带到导带的带间跃迁为例作定性介绍，如图４２６所示。其他情况类推。常态下价带满导带
空，净产生行为主要由价带电子承担。因为带间跃迁间隔较大，对跃迁速率和时间起决定性作
用，所以每个Ｅ ｋ态价带电子跃迁到导带的速率和时间差异不大，可近似认为它们相等，用
一个跃迁速率ωｇ代替，于是有：
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ｇ≈１Ｖ∫Ｅｎｖ（Ｅ，ｋ）ωｇｄｋ＝ｎｖ（ｘ）ωｇ （４５７）

式中，ｎｖ（Ｅ，ｋ）表示Ｅ空间价带电子粒密度；ｎｖ（ｘ）表示ｘ空间中价带电子浓度。这个速率ωｇ
又可细分为价带电子跃迁到导带上每个空态速率的概率叠加。它可以用价带电子从一个价带
满态跃迁到导带空态的平均速率ωｇｊ来表示。这些导带空态可简单看作导带的空穴，记其ｘ空
间浓度为ｐｃ（ｘ），于是受激产生率可继续写作：

ｇ≈ｎｖωｇ＝Ｇｎｖｐｃ　　Ｇ≈ωｇｐｃ＝Ｖωｇｊ
（４５８）

式中Ｇ常被称作产生系数，它正比于价带态到导带态跃迁的平均速率ωｇｊ。

图４２６　受激产生的能带图
　

按前文分析，态到态的跃迁速率ωｇｊ只由态间Ｅ ｋ间隔和势场强度决定。电子只在价带
底和导带顶附近跃迁时，可认为其Ｅ ｋ间隔固定，只由能带结构决定。因此给定势场和能带
结构时ωｇｊ和Ｇ都是确定的系数。因为跃迁时间τ与Ｅ ｋ间隔呈正比，而受激产生多为带间
跃迁，所以它比带内跃迁时间长。但又因为跃迁时间τ与势场强度呈反比，所以当该Ｅ ｋ间
隔对应势场较强时，它的跃迁时间仍然是很短的，可看作是瞬间完成。常规的有序势场作用如
光照／电磁场／振动都可这样看待。

除了有序势场外，无序的温度作用本身也在提供激励作用。给定环境温度Ｔ后，它一边
会使声子气和光子气达成该温度下的热平衡ｎ Ｅ ｋ分布，一边用它们在每段Ｅ ｋ间隔上
叠加而成的电磁场和格波势场作用在电子气上。因为它把势场能量分散到所有Ｅ ｋ态上，
所以同样能量下势场强度通常不如有序作用强，温度Ｔ改变后的受激跃迁时间更长。

４３３　自发复合

直接复合
无论有序的还是无序的作用，只要有净产生的载流子，就一定会启动自发回复热平衡态的

统计运动，使载流子自发复合。当自发复合与受激产生平衡时，就形成稳定的载流子浓度。这
种“产生并维持”的稳态载流子数习惯上也被视为“产生”的结果，典型的如４２节热平衡态“产
生”的载流子。因此完整的统计运动分析一定要包括自发复合过程。

非平衡电子直接从导带自发带间跃迁到价带，复合一对载流子，称为直接自发复合，常简
称直接复合，如图４２７所示。在杂质能态与导带和价带间自发跃迁复合载流子称为间接
自发复合，常简称间接复合。讨论受激产生时我们没有刻意区分带间直接跃迁和杂质能带
间接跃迁，而在这里做了区分，这是因为直接和间接跃迁对自发复合的影响远大于对受激
产生的影响，在后文细述。
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图４２７　直接自发复合的能带图
　

自发跃迁和受激跃迁的物理本质不同，它不是由外界作用直接造成的，而是没有外界作用
也能进行的自发运动，按理不能用受激跃迁模型来分析。但用经典图景来做类比，受激跃迁和
自发跃迁的经典图景分别对应谐振子在外力下的受迫振动和撤销外力后的阻尼振动。从该图
景上看，这两种振动的运动形式没有太大差异，由此可假定载流子的自发跃迁和受激跃迁形式
上也相似，仍按受激跃迁的理论框架，得到自发复合率的形式为：

ｒ≈ｎωｒ＝Ｒｎｐ　Ｒ＝ωｒｐ＝Ｖωｒｊ
（４５９）

式中，ｎ和ｐ分别是ｘ空间导带电子和价带空穴浓度；ωｒ是导带底电子自发跃迁速率；Ｒ为自
发复合系数，正比于每个导带底电子态到态自发跃迁到价带顶的速率ωｒｊ。

既然自发回复跃迁可视为阻尼振动，那么自发回复速率必定与载流子的振动阻尼有关。
用经典电子来说，它一振动时就会辐射电磁波，振动阻尼就是辐射阻尼，由电磁场方程决定，与
外界作用无关。由此可假定ωｒｊ和Ｒ也只与载流子本身的物理属性有关，与外界作用无关。

热平衡时只有温度作用。温度作用下受激产生率ｇ０和自发复合率ｒ０满足：

ｒ０＝Ｒｎ０ｐ０＝ｇ０＝Ｇ０ｎｖ０ｐｃ０ （４６０）
式中的下标“０”表示都处于热平衡态。

给定温度下施加有序外界作用后，受激产生非平衡态载流子。因为自发复合系数Ｒ，不随
外界作用改变，所以载流子的自发复合率仍为ｒ＝Ｒｎｐ。如果一直保持该外界作用，例如持续
光照，那么随着受激产生的载流子浓度ｎ和ｐ不断增大，最终自发复合率总能大到与受激产
生率相互平衡：

ｒ＝Ｒｎｐ＝ｇ＝Ｇｎｖｐｃ （４６１）
使非平衡载流子进入新稳态。

因为自发回复运动无需外界作用就能进行，总是作用在非平衡载流子上，以回复到热平衡
态为目的，所以它实际上是一种独立的运动，可以脱开温度以外的外界作用单独描述它的运动
特征。给定温度下，只关注偏离热平衡态的非平衡载流子浓度Δｎ＝ｎ－ｎ０和Δｐ＝ｐ－ｐ０，可
以得到非平衡载流子的自发复合率Δｒ为：

Δｒ＝ｒ－ｒ０＝Ｒ（ｎｐ－ｎ０ｐ０） （４６２）
自发复合使非平衡电子跃回价带，非平衡空穴跃回导带，它们完成这种跃迁所需的平均跃

迁时间τ满足：

Δｒ＝Δｎω＝Δｐω＝Δｎτ ＝
Δｐ
τ

（４６３）
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这个跃迁时间有着特殊的物理意义，它是没有外界作用时非平衡载流子自发从有变为无的时
间，因此被特别称为非平衡载流子的寿命τ。３４２节的式（３１０８）～式（３１１０）表明，非平衡
载流子寿命实际上反映的是非平衡载流子在外界作用撤除后的平均生存时间。结合式（４
６２）和式（４６３），并将ｎ＝ｎ０＋Δｎ和ｐ ＝ｐ０＋Δｐ代入，得到：

τ＝ΔｎΔｒ＝
Δｐ
Δｒ＝

１
Ｒ［（ｎ０＋ｐ０）＋Δｎ］＝

１
Ｒ［（ｎ０＋ｐ０）＋Δｐ］

（４６４）

外界作用不强时，非平衡载流子浓度Δｎ和Δｐ远小于热平衡态浓度ｎ０和ｐ０，即小注入情况，
该式可简化为：

τ≈ １
Ｒ（ｎ０＋ｐ０）

（４６５）

此时非平衡载流子寿命τ近似为常数。外界作用很强，非平衡载流子剧增时，即大注入情况，
式（４６４）简化为：

τ≈ １
ＲΔｎ＝

１
ＲΔｐ

（４６６）

非平衡载流子的自发复合既是带间跃迁，能量间隔大，又是自发跃迁，不能被外界作用加
强。因此它的跃迁时间即寿命τ是载流子所有跃迁时间中最慢的一个。它真正决定了载流子
气从施加外界作用到重新进入稳定平衡所需的弛豫时间。这使得它成为一个独立的物理参数
出现在后文所有的理论中。

间接复合
只要禁带中存在其他的能态，电子在带间跃迁的路径就不止一条。此时导电电子和价带

空穴不光会直接复合，也能借助其他的能态间接复合。禁带中的施／受主杂质和陷阱杂质一般
都能提供禁带中的能态，起到间接产生 复合作用。

间接复合运动可看作是多个直接复合运动的组合，分析方法上没有本质区别。如图４２８

图４２８　间接自发复合的４个过程
　

所示，导带电子／价带空穴与杂质能态空穴／电子
的复合行为，称作杂质能态俘获电子／空穴。单位
时间俘获电子／空穴浓度称为俘获率，分别记作ｒｎ
和ｒｐ。杂质能态向导带／价带电离电子／空穴的行
为仍称作产生，分别记作ｇｎ和ｇｐ。设Ｅｔ为杂质
能级，Ｎｔ为杂质浓度，ｎｔ为杂质能态上电子浓度，
则ｐｔ＝Ｎｔ－ｎｔ为为杂质能态上空穴浓度。假设
杂质能态无简并，则它们满足：

ｎｔ＝Ｎｔｆ（Ｅ）ｇ（Ｅ）＝Ｎｔ １
ｅ
Ｅｔ－ＥＦ
ｋＴ ＋１

，　　ｐｔ＝Ｎｔ－ｎｔ＝Ｎｔ ｅ
Ｅｔ－ＥＦ
ｋＴ

ｅ
Ｅｔ－ＥＦ
ｋＴ ＋１

（４６７）

求出杂质能态上电子和空穴浓度，就能推知间接复合运动的完整情形。
用与直接复合一样的方法，分析产生 俘获电子和俘获 产生空穴的行为，得到：

ｒｎ＝Ｒｎｎｐｔ　ｇｎ＝Ｇｎｎｔｐｃ≈ωｎｎｔ
ｒｐ＝Ｒｐｎｔｐ　ｇｐ＝Ｇｐｎｖｐｔ≈ωｐｐｔ （４６８）

Ｒｎ，ｐ在这里称为电子／空穴俘获系数。比起ｎｔ和ｐｔ来，常态下导带空穴浓度ｐｃ和价带电子浓
度ｎｖ几乎不变，因此产生运动中的产生速率ωｎ和ωｐ近似不变，可用它们代替Ｇｎｐｃ和Ｇｐｎｖ
简化分析。

·４３１·



热平衡时，电子／空穴的产生率和俘获率是相等的，即

ｒｎ＝ｇｎ　　ｒｐ＝ｇｐ （４６９）
结合式（４６８），这使得：

ωｎ＝Ｒｎｎ１　ｎ１＝Ｎｃｅ－
Ｅｃ－Ｅｔ
ｋＴ

ωｐ＝Ｒｐｐ１　ｐ１＝Ｎｖｅ－
Ｅｔ－Ｅｖ
ｋＴ （４７０）

稳定的非平衡态下，杂质能态上的载流子数是稳定的，不净产生载流子，因此电子和空穴
的净俘获率是相等的：

ｒｎ－ｇｎ＝ｒｐ－ｇｐ （４７１）
联立上述各式得到：

ｎｔ＝ Ｎｔ（Ｒｎｎ＋Ｒｐｐ）
Ｒｎ（ｎ＋ｎ１）＋Ｒｐ（ｐ＋ｐ１）

（４７２）

这样只要给定ｎ和ｐ，就能知道杂质能态上ｎｔ和ｐｔ的分布结果。
杂质能态以相同净俘获率俘获电子和空穴，等价于电子和空穴通过该杂质能态间接复合，

因此，净俘获率［式（４７１）］实际上就是载流子的复合率ｒ。将式（４６８）和式（４７２）代入
式（４７１），并结合ｎｉ定义，有ｎ１ｐ１＝ｎ０ｐ０，从而得到：

ｒ＝ ＮｔＲｎＲｐ（ｎｐ－ｎ２ｉ）
Ｒｎ（ｎ＋ｎ１）＋Ｒｐ（ｐ＋ｐ１）

（４７３）

由此得到非平衡载流子的净复合率为：

Δｒ＝ｒ－ｒ０＝ ＮｔＲｎＲｐ（ｎ０Δｎ＋ｐ０Δｎ＋Δｎ２）
Ｒｎ（ｎ０＋ｎ１＋Δｎ）＋Ｒｐ（ｐ＋ｐ１＋Δｎ）

（４７４）

因此非平衡载流子寿命为：

τ＝ΔｎΔｒ＝
Ｒｎ（ｎ０＋ｎ１＋Δｎ）＋Ｒｐ（ｐ＋ｐ１＋Δｎ）

ＮｔＲｎＲｐ（ｎ０＋ｐ０＋Δｎ）
（４７５）

上两式中Δｎ都可换为Δｐ，结论相同。

复合中心
用施／主杂质提供载流子，或者用陷阱杂质俘获载流子，是它们的常规用法。这些用法希

望杂质要么只电离电子／空穴，要么只俘获电子／空穴。热平衡时能强烈电离／俘获某种载流子
的杂质，必定也能强烈地复合／产生那种载流子。但它们都不能同时增强两种载流子的产生—
复合率，因此并不能提高电子和空穴通过杂质能态的间接复合率。在半导体工程中，减少非平
衡载流子寿命对提高器件工作速度有益，所以除了上述用法外，还希望有一种杂质专门用来提
高载流子的间接复合率，它被称作复合中心。

按此要求看看复合中心杂质应具有怎样的特点。非平衡载流子数相对少时（小注入情
况），有：

τ≈

（ｎ０＋ｎ１）
Ｒｐ ＋

（ｐ０＋ｐ１）
Ｒｎ

Ｎｔ（ｎ０＋ｐ０）
（４７６）

此时寿命近似为常数，只由ｎ０、ｐ０、ｎｔ和ｐｔ的相对关系和俘获能力Ｒ决定。通过控制费米能级
ＥＦ和杂质能级Ｅｔ的相对位置，可以调节这些浓度的相对关系，进而控制非平衡载流子的寿命。

作为复合中心，希望该寿命足够短。片面增大电子／空穴哪一方的产生 俘获系数Ｒ对这
个目标都没有好处，因为增大一方，另一方就必然减小，总寿命会增大。当ｎ１／ｐ１＝ｎ０／ｐ０＝
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Ｒｐ／Ｒｎ＝１时是最佳状态。此时要求复合中心俘获电子和空穴的能力相等，且正好位于禁带中
央。这是不难预料的结论，只有当复合中心不偏不倚时，它才能最大限度均衡俘获电子和空穴
的能力。因此靠近禁带中央且处于中间离子价数的杂质最适合成为复合中心，而这正是

４２３节介绍的深能级杂质常具有的特点，于是像Ａｕ这样的深能级杂质就有了用武之地。

Ａｕ可以在Ｓｉ和Ｇｅ中以非饱和价离子地提供靠近禁带中央的深能级。适当增大和控制Ａｕ
离子的掺杂浓度，可以显著缩短和控制非平衡载流子寿命。

除了用Ａｕ等深能级杂质均匀掺杂形成复合中心外，所有晶体的表面位置天生就有复合
中心的潜质。巴丁（Ｂａｒｄｅｅｎ）有句名言，“上帝创造晶体，魔鬼增添表面”。晶格表面因为排列
不对称，晶格成长时间最晚，受内部缺陷累积效应最大，受表面处理工艺影响最大，受外界作用
最强等种种因素影响，必定与体内晶格排列有着巨大区别。它们对能带的完整影响很复杂，是
一门专业的学问。但引入深能级，形成复合中心却不是难事。

表面效应最简单的模型是将其视为独立机制，与体内复合率按粒数权重叠加：

１
τ＝ｎＶ

１
τＶ＋ｎＳ

１
τＳ

（４７７）

式中，ｎＳ和τＳ是受到表面复合影响的载流子浓度和寿命；ｎＶ 和τＶ 是体内非平衡载流子浓度
和寿命。

如果晶体尺度较大，表面只占小部分体积，该材料称为体材料。此时只有表面位置载流子
受到影响。如果晶体整体或局部维度上的尺度与晶格常数相近，则整个晶体都可称为表面，体
现为纳米材料，表面材料，薄膜材料等。现代微电子器件的尺寸是在不断缩小的，所以表面效
应对非平衡载流子寿命的影响越来越显著。为此人们会专门设计和优化工艺以减小外界对表
面特征的影响。通过测量对比体材料和表面材料的复合率，可以间接评估表面效应的影响。

４４　漂移 扩散

本节分析载流子的第二种运动，即只改变速度ｖ的运动。这种运动也可分为有序和无序
两种方式，分别体现为漂移流和扩散流。

４４１　近经典粒子气

从ｎ Ｅ ｋ分析到ｎ ｖ τ分析
从本节起我们将遇到一次分析方法上的突变。
从第２章至此的绝大多数分析都以微观粒子的统计物理为基础，以电子／光子／声子气的

ｎ Ｅ ｋ分布为对象，分析它们在外界作用下的变化。按３４１节，将载流子ｎ Ｅ ｋ分布中

每处的ｖ＝１ｈ
ｄＥ
ｄｋ
按ｎ（Ｅ，ｋ）进行加权平均，就可以得到它的平均速度ｖ。因此，理论上我们可

以延续这种方法，仍然通过分析外界作用对ｎ Ｅ ｋ分布的影响来推论它们对速度ｖ的影响。
这正是玻耳兹曼的做法，外界作用对ｎ Ｅ ｋ分布的影响就写作玻耳兹曼连续性方程。这种
做法普适性很强，在非常规问题分析时更有效。

但对于经典常规的问题这种方法有点复杂。所谓粒子速度ｖ变化的运动实际上就是粒子
受力运动，大量粒子的受力运动就是经典粒子气的统计运动。如果载流子气的行为接近经典
粒子气，那么就可以用经典粒子物理的方法简化分析。
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在半导体中，弱电场下载流子只在导带底或价带顶附近运动，此处Ｅ ｋ曲线接近抛物
线，与自由粒子Ｅ ｐ关系相似。如果半导体是非简并半导体，那么电子和空穴的费 狄分布
还可近似用经典粒子气的麦 玻分布来代替。于是对非简并半导体的导带底电子和价带顶空
穴而言，它们的单体近似经典粒子，它们的统计体近似经典粒子气。我们将满足这些条件的载
流子称为近经典粒子，对它们改用经典粒子气的分析方法。当载流子的运动偏离上述前提时
就进入非经典运动。

近经典粒子气毕竟不是单个粒子，总带有粒子不具备的统计特性，所以实际采用的是粒子
物理和统计物理结合的方法。两者结合后将形成ｘ空间的单元物理，它以ｘ空间微元为分析
对象，除浓度ｎ和速度ｖ外添加自由时间τ为基本量，分析ｎ ｖ τ的运动规律。粒子气自身
的统计物理仍然也在发挥作用，它能辅助单元物理得到更多基本量的关系，尤其是与温度Ｔ
的关系。本节将以单元物理的ｎ ｖ τ分析为主，辅以部分经典统计物理结论。

除此以外，载流子还有一个区别于经典粒子的特点，就是它总是携带电荷。电荷一旦运动
就会产生与电磁波的相互作用。这种运动从性质上与经典粒子气运动是相互独立的，从粒子
物理的立场出发，本节只考虑荷电粒子受电场力作用的那部分运动，不考虑电荷还会产生电磁
场使两者相互耦合。这样载流子气除了多带电荷受电场力以外，其基本运动规律和普通粒子气
相同（见图４２９）。至于电荷与电磁场的互作用部分将放在４５节综合运动中介绍。４２节和４３
节都没有遇到这个问题，是因为之前只有ｎ在变化，速度ｖ一直是零，不必考虑电荷运动的影响。

图４２９　定域近经典载流子气的ｎ Ｅ ｋ分布和ｎ ｖ τ描述
　

统计粒子的受力运动
下面我们以最简化的一维经典粒子气为例，定性地说明它在ｘ空间统计运动的规律。这

种以统计粒子ｘ空间运动为对象的视角就是单元物理的视角。
设粒子间距相等，也即浓度ｎ均布。每个粒子从ｘ＝０处出发，沿＋ｘ方向ｔ＝τ时间运动

到ｘ＝ｌ处时与下一个粒子发生一次碰撞。碰撞后沿原路返回到ｘ＝０处时再次碰撞上一个粒
子，如此往复不止。热平衡时往返过程对称，平均花了τ时间运动ｌ距离后发生一次碰撞，τ称
为平均自由时间，ｌ称为平均自由程。由τ和ｌ可计算出每段过程的平均速度ｖ＝ｌ／τ，这个速
度常被称作热运动速度、热速度，以下用ｖＴ表示。因为往返过程对称，所以粒子总平均速度ｖ
＝０，质心不动。

这样分析时默认粒子没有体积，一维时粒子总能与相邻粒子撞个正着。此时平均自由程
只由粒子平均间距决定。事实上，粒子完全可以与相邻粒子擦肩而过，而与更远的粒子发生碰
撞。因此，我们还要引入一个量来反映粒子发生每种自由程碰撞占所有碰撞的比例。在三维
问题中这个量体现为有效散射截面Ｓ。总有办法把它归入其他物理量中变相表示，使常规讨
论的载流子都与相邻载流子发生弹性碰撞。
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自由时间τ，自由程ｌ和散射截面Ｓ已经描述了一个统计粒子碰撞运动的主要特征。因为
散射截面Ｓ另有处理，给定τ时，ｖ和ｌ的描述相互等价，而ｖ的概念远比ｌ直观，所以在实际
中最常见到的是自由时间τ和速度ｖ这两个量，以下分析都围绕它们展开。

一个统计粒子的常规运动是边受力边碰撞的运动，它相当于粒子的受力运动。
设粒子间距相等。在热平衡态下对粒子加＋ｘ向力，例如，对电子加电场力后，往返过程

不再对称。粒子的往过程速度都加快，而返过程减慢。间距相等时每个粒子与相邻粒子行为
不同，与相隔粒子行为相同，分别设为粒子Ａ和粒子Ｂ，由这两类粒子可推理一维粒子气的完
整情形。

如图４３０所示，在两次碰撞之间粒子Ａ和粒子Ｂ必定经历了相同的自由时间τ。对粒子
Ａ，自由时间τ内，外力引入动量ｐ＝Ｆτ。它使粒子Ａ往过程末的速度在热速度ｖＴ 基础上增
加了：

ｖ＝ｐｍ＝
Ｆ
ｍτ

（４７８）

变为ｖＴ＋ｖ。对粒子Ｂ则相反，它处于减速的返过程，末速度变为－ｖＴ＋ｖ。粒子Ａ在ｔ＝τ时
撞上粒子Ｂ。弹性碰撞下粒子Ａ获得－ｖＴ＋ｖ速度折返后退，粒子Ｂ获得ｖＴ＋ｖ速度折返前
进。以ｖ为参照系速度来看，Ａ仍是以－ｖＴ速度返回，Ｂ仍是以ｖＴ速度前进。因此这整个过
程可看为，粒子气受外力加速获得总平均速度ｖ，而粒子仍在其内部按热平衡态±ｖＴ速度往返
碰撞。前者就是统计运动中的有序部分，后者为无序部分。

图４３０　定域统计粒子的运动
　

按道理在接下来的每段τ时间内粒子气会被不断加速，但如果我们讨论的问题是固体中
的电子气或者声子气情况则不然。第２章和第３章中介绍过，固体中装满了电子和声子，电子
气和声子气就有如置于大货车中来回碰撞的小球，它们在外力作用下不能无限地获得动量和
能量，而是通过碰撞把多余的动量和能量传给固体，转化为固体质心的运动，而常规的电子气
和声子气理论是不考虑这种运动的。因此，对固体电流问题而言，电子气的加速只能积累一次

τ时间，每段时间τ结束时它以电子 声子散射形式撞上固体晶格，将多余动量和能量传给声
子气运动和固体质心运动。

把这个结论落实到上述模型中，就是电场力下电子Ａ和电子Ｂ并不直接发生碰撞，而是
与图中未画出的声子相碰撞。碰撞后速度不是±ｖＴ＋ｖ，而是损失从电场中获得的动量和动
能，回到±ｖＴ速度。如果忽略固体微弱的质心运动，这些损失的动能几乎全就被转化为声子
气的动能，体现为晶格的热能。这正是固体通电流会发热的原因，它使器件的发热功率恒等于
电场／电压对电子／电流做功使其获得速度ｖ的功率。碰撞后粒子Ａ和粒子Ｂ重复着与上一
段相同的往返过程，如此构成电子气的受力统计运动。
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粒子Ａ在ｔ＝τ时碰上粒子Ｂ。这种碰撞的本质是无序碰撞，它的作用是消除偏离热平衡
态的有序特征。因此，每次碰撞后粒子Ａ和粒子Ｂ都回到±ｖＴ 速度，动量守恒，动能损失转
化为ｍｖ２／２的热能。这也是通电流会发热的原因。碰后粒子Ａ返过程与粒子Ｂ返过程相同，
粒子Ｂ往过程与粒子Ａ往过程相同，直至两者与前后相邻的粒子发生下一次碰撞。这种往复
碰撞过程持续进行构成了粒子气的受力统计运动。

只从这个简单的一维模型来看，粒子Ａ和粒子Ｂ相对运动的合速度始终不变，为２ｖＴ。往
过程自由程增加ｖτ，返过程减少ｖτ，平均自由程不变。所以只要粒子气密度不变，自由程不
变，自由时间τ就不会改变。这说明粒子气受力时不会显著改变ｘ空间的统计运动特征。如
果想显著改变自由时间τ，自由程ｌ和热速度ｖＴ，只能去改变统计物理量。例如，减小体积Ｖ
或增加压强Ｐ或增加粒数Ｎ 以缩短粒子间距，提高温度Ｔ增大粒子的热速度ｖＴ，等等。实际
问题中往往给定环境温度Ｔ，载流子气符合近经典假设，Ｐ＝ｎｋＴ。这样浓度ｎ均匀分布时压强
Ｐ也均匀分布，载流子的τ、ｌ和ｖＴ都不变化，只有平均速度ｖ会变化（将在４４２节分析）。浓度
ｎ不均匀分布时压强Ｐ也不均匀分布，它会产生额外的速度（将在４４３节分析）。

更细致地来看，考虑上述模型，粒子是按时间统计平均后的统计粒子，如果考虑三维模型，
则要区分算术平均速度和均方根平均速度这两个不同的概念。外力和动量能直接改变的是受
力运动方向上的算术平均速度。而热速度却是不区分方向的均方根平均速率，是它真正决定
了自由时间。

当ｖｖＴ时，外力作用后粒子Ａ和粒子Ｂ的：
算术平均速度为（ｖ＋ｖＴ＋ｖ－ｖＴ）／２＝ｖ，
算术平均速率为（ｖＴ－ｖ＋ｖＴ＋ｖ）／２＝ｖＴ，

均方根平均速率约为 （ｖ＋ｖＴ）２
２＋（ｖ－ｖＴ）２／［ ］２

１／２

≈ｖＴ。

但当ｖ接近ｖＴ时，算术平均速度仍为ｖ，算术平均速率仍为ｖＴ，均方根平均速率却会显著
偏离ｖＴ值。这会使粒子气的热速度增大，自由时间τ缩短。此时就不能再用自由时间τ不变
的假设。因为它不是最常见的情形，所以有关该问题的细节将放在４５节继续展开讨论。

４４２　漂移电流

载流子的漂移速度
上述模型中的总平均速度ｖ是粒子气特有的受力运动速度。如果我们以粒子的轨迹ｘ（ｔ）

为关注对象，它确实是每个粒子和它们组成的粒子气的质心运动速度。这种分析方法常称为
拉格朗日分析法。

但对于很多以给定体积范围内粒子气运动为研究对象的问题，例如，给定半导体体积的载
流子气，给定水域的水流，等等，拉格朗日分析法反而不够方便，因为粒子气一旦运动后，其质
心完全可能移出给定范围。相比之下，因为有着连续的补充，粒子气的定域浓度ｎ（ｘ）和速度
ｖ（ｘ）反而容易成为定域内特征稳定的物理量。此时我们就会以ｎ（ｘ）和ｖ（ｘ）的分布取代轨迹
作为研究对象，这种分析方法常称为欧拉分析法。因为改变了视角，ｖ不再具有粒子质心运动
速度的含义，而被称为漂移速度。从名字上看，它可看作河水漂流的速度。虽然每处河水都在
漂移，但给定区域的河流本身没有移走，河还在那里，如图４３１（ａ）所示。从本质上说，漂移速
度是全域的动量流对应的流速度，与波动的相速度含义类似，而不是粒子质心动量的质心速度
或群速度。
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虽然改变了观测方法，欧拉分析法下的粒子气仍然可以有质心运动，体现为质密度的运
动。仍以河水漂流为例，即使给定水域，河水也可以从一处聚集向另一处，使质心发生偏移。
特别是当上游没有补给时，孤立的一团河水从一处流到另一处的运动，就是欧拉法下的质心运
动，如图４３１（ｂ）所示。以此反观固体理论，把固体体积看作给定区域，半导体中的声子气和
电子气看作河水，则只有固体晶格本身发生质心位移时，声子气和电子气才可能有质心运动。
常规电场下中性的固体几乎没有质心运动，所以第２章的声子气理论和第３章的电子气理论
可以合理地把质心平动部分移出理论外，它们与本章的所有结论也都兼容。

虽然常规电场不足以立刻移动整个固体，但如果总是施加特定方向的电场，通过载流子一
点点地把动量传递给晶格质心，时间一长，原子核或离子就会缓慢位移，改变晶格结构，产生电
迁移现象。

图４３１　漂移速度的含义
　

本节分析的漂移速度都是指欧拉法下固定单元内的流速度。既然粒子移动速度和流速度
不是一个概念，它们严格的定义和复杂三维情况下的具体求法本来是不同的。但对于一维匀
质或可局部近似为此类情况的问题，这两个速度的差异很小，例如在上述模型中它们就是相等
的。因此我们仍然可以把粒子物理分析得到的速度ｖ的结论简单应用到单元物理中，看作是
一个浓度为ｎ的流单元的漂移（流）速度ｖ。

迁移率
把上述统计粒子受力运动模型应用到荷电粒子，就得到漂移电流的概念。以下先以带正

电的荷电粒子作为普遍分析，再把它落实到电子和空穴上。该荷电粒子的运动规律与空穴
一致。

因为载流子通常携带等量电荷ｑ，所以可将ｑ并入迁移率中，只把电场犈看作外界作用。
定义漂移速度与电场的关系为迁移率μ，且

μ＝
ｄｖ
ｄ犈

（４７９）

用绝对值定义迁移率只是出于早期认知习惯。从无到有施加电场犈后，它引起的漂移电流密
度Ｊμ可写作普遍形式：

Ｊμ＝ｑｎμ犈 （４８０）
在近经典粒子气和弱电场假设下，每个荷电粒子受电场力Ｆ＝ｑ犈。按式（４７８）可得到其

漂移速度为：

ｖ＝ｑτ犈ｍ
（４８１）

这说明此时的迁移率μ为：

μ＝
ｑτ
ｍ

（４８２）
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上述结论落实到载流子上，即为：

Ｊμｎ＝ｑｎμｎ犈　　μｎ＝－
ｄｖｎ
ｄ犈＝

ｑτｎ
ｍｎ

（４８３）

Ｊμｐ＝ｑｐμｐ犈　　μｐ＝
ｄｖｐ
ｄ犈＝

ｑτｐ
ｍｐ

（４８４）

常用半导体中μｎ＞μｐ，两者相差数倍至数十倍，如表４４所示。因此，相同电场下导带电子速
度更高，电子电流更大，以电子为多子的半导体常具有更好的性能。

表４４　３００Ｋ时较纯净半导体样品的迁移率

材料 电子迁移率／ｃｍ２／（Ｖ·ｓ） 空穴迁移率／ｃｍ２／（Ｖ·ｓ）

Ｇｅ ３８００ １８００

Ｓｉ １４５０ ５００

ＧａＡｓ ８０００ ４００

三维载流子的ｎ Ｅ ｋ图经常不是各向同性。有效质量、散射率和迁移率都会随方向而
不同。宏观问题中晶体常用固定方向导电，所以希望对不同方向的μ进行整合，仍以μ＝ｑτ／ｍ
的简单形式来分析问题。

以Ｓｉ的导带电子为例，其Ｅ ｋ能谷附近的三维等能面为旋转椭球面，如图４５所示。电

场沿ｘ向加载时，各能谷中电子沿ｘ向运动的迁移率不同。［００１］和［００１
－］及［０１０］和［０１

－
０］能

谷中电子的ｘ向迁移率为μ１＝μ２＝ｑτｎ／ｍｔ，［１００］和［１
－
００］能谷中电子的ｘ向迁移率为μ３＝

ｑτｎ／ｍｌ。假定电场较小，没有显著改变ｎ Ｅ ｋ分布，那么相同Ｅ下电子分布在６个等效ｋ方
向态的比例相等，使电子在所有态上的平均速度为：

ｖｎ＝１３
（μ１＋μ２＋μ３）犈＝

１
３
ｑτｎ
ｍｔ＋

ｑτｎ
ｍｔ＋

ｑτｎ
ｍ（ ）ｌ Ｅ＝ｑτｎｍｎｃ犈 （４８５）

式中ｍｎｃ为用于描述该平均速度的有效质量。ｍｎｃ＝３ ２
ｍｔ＋

１
ｍ（ ）ｌ 这个有效质量与式（４７）的静止

的状态密度有效质量ｍｎ 不同，它们都只是物理框架下为了理论方便引入的人为概念。因为该
质量与描述导电性有关，常称作电导有效质量。Ｓｉ的ｍｎｃ＝０２６ｍ０，Ｇｅ的ｍｎｃ＝０１ｍ０。

瞬态分析
以上分析的一直是电场恒定，电流稳定时结果。实际中两者都可能随时间变化。漂移电

流的变化主要是由漂移速度ｖ的变化引起的，可展开为：

ｄｖ
ｄｔ＝

ｄ（μ犈）
ｄｔ
＝犈
ｄμ
ｄｔ
＋μ
ｄ犈
ｄｔ

（４８６）

用热平衡态下加电场的问题来说，ｄμ／ｄｔ反映给定电场犈时载流子从初始漂移速度ｖ＝０
增加到ｖ＝μ犈时的变化速度。用ｎ Ｅ ｋ图说就是它在热平衡态和非平衡态间瞬态跃迁的过
程。使载流子漂移速度改变的跃迁都属带内跃迁，Ｅ ｋ间隔小，跃迁时间τ短，从受激跃迁、
自发回复跃迁到稳定的时间尺度常常远小于宏观电场变化的时间尺度。因此虽然ｄμ／ｄｔ引起
的瞬时电流很大，但它作用时间极短，可认为载流子能紧跟电场犈瞬间获得速度ｖ＝μ犈。因此
实际分析时常移除这一项。注意移除不是忽略，而只是推迟运动过程的时间起点。载流子引
起的瞬时电流可以很大，引起电感效应，火花放电等宏观现象。移除ｄμ／ｄｔ项后漂移电流的变
化就只由电场变化ｄ犈／ｄｔ决定，也就是说Ｊ（ｔ）中μ是常量，只有犈（ｔ）随时间变化：

Ｊμ（ｔ）＝ｑｎｖ（ｔ）＝ｑｎμ犈（ｔ） （４８７）
·１４１·



４４３　扩散电流

扩散电流
现在我们把统计粒子受力运动模型略做改动，允许一个位置上能同时出现多个统计粒子，

这会引入新的运动方式。
如图４３２所示，设Ａ处有Ｎ＋ΔＮ个粒子，Ｂ处有Ｎ个粒子，每个粒子质量都是ｍ，初始

时每个粒子单程热速度都是ｖＴ。因为两处粒子数不同，即使不加外力，Ａ和Ｂ第一次碰撞后，
无序碰撞使得两者恢复到±ｖＴ速度，按动量守恒定律，Ａ处多出的ΔＮ个粒子会转移到Ｂ处
以速度ｖＴ继续运动，它会使Ｂ处粒子变相增加运动速度ｖ＝ΔＮｖＴ／Ｎ。如果Ｂ再往后的每处
粒子都是一样多，这个速度在下一次碰撞后就会一直传递下去。ΔＮ个粒子转移到哪里，哪里
就多出来漂移速度。这是理想的一维粒子扩散运动。粒子从Ａ处转移到Ｂ处的运动就形成
扩散流。如果Ａ处有粒子补给，与Ｂ始终保持ΔＮ的粒数差，最终各处都会形成稳定的扩散
电流。

图４３２　粒子浓度不均时的扩散电流
　

到了三维，粒子可以向所有方向上转移，随着转移范围扩大，每处转移的粒子数会不断减
少，直到最后完全消失。这是标准的三维粒子扩散运动。实际分析中的扩散都是指这种扩散，
所以要用三维结论。

直接套用三维自由粒子气结论，热平衡态浓度ｎ的统计粒子对每个方向上的压强都为：
Ｐ＝ｎｋＴ （４８８）

如果在ｄｘ范围内多出来ｄｎ个粒子，它沿ｘ方向产生的压强为：
ｄＰ
ｄｘ＝－ｋＴ

ｄｎ
ｄｘ

（４８９）

这一压强所产生的外力，可使ｄｘ范围ｄＳ截面内，也即单位体积内ｎ个统计粒子增加速度：

ｖ＝τｎｍ
ｄＰ
ｄｘ＝－

τｋＴ
ｎｍ
ｄｎ
ｄｘ

（４９０）

根据迁移率μ＝ｑτ／ｍ和电流Ｊ＝ｑｎｖ可得到它对应的扩散电流为：

ＪＤ＝－ｑＤｄｎｄｘ
（４９１）

式（４９１）就是扩散电流密度ＪＤ的一般表达式。Ｄ称为扩散系数，它必定满足：
Ｄ
μ
＝ｋＴｑ

（４９２）

这就是爱因斯坦关系在电场下荷电统计粒子运动中的具体体现。从推导过程上看，只用到热
平衡态三维经典粒子气的结论，因此这个关系适用于在热平衡态附近范围运动的近经典载流
子气。
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这些结论具体落实到电子和空穴上为：

ＪＤｎ＝ｑＤｎｄｎｄｘ　　
Ｄｎ
μｎ
＝ｋＴｑ

（４９３）

ＪＤｐ＝－ｑＤｐｄｐｄｘ　　
Ｄｐ
μｐ
＝ｋＴｑ

（４９４）

因为有这样简单的联系，所以迁移率μ的其他细节分析都可以直接应用到扩散系数Ｄ
上，不再多述。因为扩散电流也只是带间跃迁的结果，所以它达成速度稳定的过程也是很快
的，可以移除Ｄ（ｔ）的瞬态变化过程，认为Ｄ是常数，扩散电流的变化只由ｎ（ｔ）决定：

ＪＤ（ｔ）＝－ｑＤｎ
（ｔ）
ｘ

（４９５）

粒数势驱动下的电流
既然漂移流与扩散流只是同一种运动的两个部分，它们理应能表示为统一的电流形式。

先把它们合写为：

Ｊ＝Ｊμ＋ＪＤ＝－ｑｎμ
ｄφ
ｄｘ－ｑＤ

ｄｎ
ｄｘ＝－ｑｎμ

ｄφ
ｄｘ－μｋＴ

ｄｎ
ｄｘ

（４９６）

取和一般性载流子极性相同的空穴浓度分布形式ｎｉｅ（Ｅｉ－ＥＦ）／ｋＴ代入后得到：

Ｊ＝－ｑｎμ
ｄφ
ｄｘ－μｋＴｎ

１
ｋＴ
ｄ（Ｅｉ－ＥＦ）
ｄｘ ＝ｎμ －

ｄ（－ＥＦ＋Ｅｉ＋ｑφ）
ｄ［ ］ｘ

（４９７）

Ｅｉ总是靠近禁带的中心位置，它到Ｅ ｋ图能量起点的距离是定值。电势φ会按势能Ｖ＝ｑφ
改变能量Ｅ的起点值，因为电子气以电子能量为正，所以Ｅ要反转正负号，按Ｖ＝－ｑφ改变，
从Ｅ＝０移到Ｅ＝－ｑφ。因此Ｅｉ＋ｑφ仍然代表是Ｅｉ到原点的距离，恒为定值，ｄ（Ｅｉ＋ｑφ）／ｄｘ
＝０。于是有：

Ｊ＝ｎμ －
ｄ（－ＥＦ）
ｄ［ ］ｘ ＝ｎμ

ｄＥＦ
ｄｘ

（４９８）

据３２２节所述，电子气的费米能级ＥＦ具有粒数势ＶＮ的含义。因此电流可视为粒数势

ＶＮ梯度驱动下的电流。
由此带来的便利是，只要在Ｅ ｘ能带图上看到费米能级ＥＦ的相对位置和走势，就立刻

能判断此时的载流子分布ｎ和费米能级梯度ｄＥＦ／ｄｘ，从而直观地看出电流大小，当费米能级
梯度ｄＥＦ／ｄｘ为０时，ＥＦ＝常数，没有载流子流动。根据上述分析，电流中的漂移流和扩散部
分始终对应：

Ｊμ＝ｎμ
ｄ（－ｑφ）
ｄｘ 　　ＪＤ＝ｎμ

ｄ（ＥＦ＋ｑφ）
ｄｘ

（４９９）

因此，从能带的走势就能估量漂移电流，从费米能相对能带的走势就能估量扩散电流。
仿照电势能－ｑφ与电势φ的关系，也常把费米能级ＥＦ用费米势φＦ来表示：

ＥＦ＝－ｑφＦ （４１００）
从而把两种电流写为更统一的形式：

Ｊμ＝－ｑｎμ
ｄφ
ｄｘ　

ＪＤ＝－ｑｎμ
ｄ（φＦ－φ）
ｄｘ 　
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图４３３　从Ｅ ｘ能带图上估量电流

Ｊ＝－ｑｎμ
ｄφＦ
ｄｘ

（４１０１）

这有利于把费米势φＦ当作电势一样来思考问题。
上述分析可以落实到电子和空穴上，具体为：

Ｊｎ＝ｎμｎ
ｄＥＦｎ
ｄｘ 　　Ｊｐ＝ｐμｐ

ｄＥＦｐ
ｄｘ

（４１０２）

热平衡时，电子准费米能级ＥＦｎ与空穴准费米能级ＥＦｐ
重合为一条费米能级ＥＦ。非平衡时它们可能分开。只
要电场不大，载流子气仍符合近经典假设，以上分析结

论就都适用。

４５　连续性运动

载流子的浓度ｎ和速度ｖ不仅能各自变化，而且会相互影响，紧密耦合，构成完整的电流
运动。

４５１　连续性方程

粒子以速度ｖ在ｘ空间运动时必定会不断改变各处的粒数分布。如果每秒总有两个粒子
流入某区域，而只有一个粒子流出，该区域处的粒子数就会以每秒一个的速度增加。定义单位
时间流过单位面积的粒子数为粒数流密度Ｊ。用和分析电流一样的方法不难得到：

Ｊ＝ｎｖ （４１０３）
粒子携带相同电荷量运动时，可以用电荷量代替粒数作为观测对象，此时流密度就变为电流密
度Ｊ＝ｑｎｖ。下文先分析粒数流密度，然后再落实到电流上。

如果各处的流密度不均匀，那么即使没有外界作用，也会因为流入流出粒数的差异而改变
定域内的粒子浓度：

ｎ
ｔ＋

（ｎｖ）
ｘ ＝０ （４１０４）

因为这个方程反映了ｘ空间粒子数的守恒和连续条件，所以被称之为粒数连续性方程，简称
连续性方程。因为它反映了粒数分布场ｎ（ｘ，ｔ）的运动规律，所以也称粒数场方程。

值得提醒的是，粒子数守恒和连续并不是最基本的物理定律。ｘ空间的粒子数完全可以
不守恒，两个粒子可以在运动过程中合为一个粒子，或者发生反应形成更多粒子。但对于电子
气和经典粒子气而言，常态下它们不会轻易改变粒子数，可认为遵守粒数守恒和连续条件。把
ｎ乘以每粒子质量ｍ 后，该方程就变为质量动量守恒／连续性方程。乘以每粒子电荷ｑ就变
为电荷电流连续性方程。质量和电荷守恒其实是比粒数守恒更普遍的守恒条件。

有外界作用时，无源连续性方程变为有源连续性方程：

ｎ
ｔ＋

（ｎｖ）
ｘ ＝ｆ （４１０５）

除了增加源项ｆ外，外界作用还可以体现为浓度的初始条件、边界条件以及特定位置的约
束等。

常见的粒数源作用就是４３节介绍的定域内的产生 复合作用。把受激产生和自发复合
运动考虑进来后，方程变为：
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ｎ
ｔ＋

（ｎｖ）
ｘ ＝ｇ－ｎ－ｎ０τ

（４１０６）

这个方程中速度ｖ随外界作用的变化已经由４４节分析清楚，体现为漂移和扩散两种形式。
把它们代入到方程中，得到：

ｎ
ｔ＋μ

（ｎ犈）
ｘ －Ｄ

２ｎ
ｘ２＝ｇ－

Δｎ
τ

（４１０７）

这就是综合产生、复合、漂移和扩散运动后得到的基本方程。因为它的主体框架仍然是连续性
方程，所以仍称其为连续性方程。它落实到电子流和空穴流上即为：

ｎ
ｔ＋μｎ

（ｎ犈）
ｘ ＋Ｄｎ

２ｎ
ｘ２＝ｇｎ－

ｎ－ｎ０
τｎ

，　　ｐｔ＋μｐ
（ｐ犈）
ｘ －Ｄｐ

２ｐ
ｄｘ２＝ｇｐ－

ｐ－ｐ０
τｐ
（４１０８）

以上是不带电荷的近经典粒子气满足的普遍规律。当粒子携带电荷运动时，它还要遵循
电磁场物理，其中电场影响荷电粒子运动部分已经通过４４２节的方法考虑到漂移电流中，但
荷电粒子运动影响电磁场的部分也同等重要。

因为电荷与电磁场相互作用直至稳定的电磁弛豫过程是以速度最快的电磁场为媒介的，
而一般性粒子与粒子相互作用直至稳定的统计粒子弛豫过程是以普通速度碰撞的粒子为媒介
的，所以前者一般远远快于后者，它的弛豫时间短得可以忽略，剩下的绝大部分时间里进行的
仍然只是统计粒子一般性的弛豫运动。这样在统计粒子运动的时间尺度上看，电荷几乎不产
生动态效应。此时可移除电荷与电磁场的互作用过程，将其简化视为电荷与静电场的准静态
关系。一维问题中，每个ｘ位置上未被中和的净电荷浓度Ｑ与电场犈和电势φ之间满足：

－犈ｘ＝
２φ
ｘ２＝－

Ｑ
ε＝－

ｑｐ＋ｑＮＤ－ｑｎ－ｑＮＡ
ε ＝－ｑΔｐ－ｑΔｎε

（４１０９）

也就是泊松方程。从方程上看，载流子浓度ｎ的变化会影响电场犈，从而影响载流子的漂移速度
ｖ。这样一来，电荷φ电磁场的耦合作用等效于在连续性方程外引入了另一组ｎφｖ耦合关系。

除了粒子携带电荷ｑ引入的额外的ｎ ｖ耦合外，携带磁矩μ和携带质量ｍ 也会引入额外
的ｎ ｖ耦合，分别体现为各种磁学效应和相对效应，但在大多数低速平动电流问题中它们的
影响不够显著，本书不再展开介绍。更短时间内准静态假设不成立，要把它替换为普适的电磁
场方程。

把式（４１０８）和式（４１０９）中的方程联立在一起，就构成完整的载流子运动方程组。
从原理上说，给定边界条件就能解出浓度ｎ和电场犈，用ｄｎ／ｄｘ和犈能求出ｖ，用ｎ和ｖ能

得到Ｊ。这样电流密度Ｊ＝ｑｎｖ的问题就得解。但考虑到两种载流子４种电流的密切耦合，这
个问题实际求解是相当复杂的。但在特定场合下，连续性方程式（４１０８）可以简化成较为简
单的形式加以应用。例如：

半导体掺杂均匀时，有
ｎ０
ｘ＝０

，　　ｐ０ｘ＝０
（４１１０）

外界光照恒定时，有
ｎ
ｔ＝０

，　　ｐｔ＝０
（４１１１）

电场均匀时，有
Ｅ
ｘ＝０

（４１１２）
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光均匀照射整个半导体时，有
Δｎ
ｘ＝０

，　　Δｐｘ＝０
（４１１３）

对于更多的问题，我们还可以采用分而析之的方法，找出最基本的运动单元，用它们的组
合来描述所有运动。这两个基本单元就是多子漂移电流和少子扩散电流。

４５２　多子和少子电流

多子漂移电流
只要有电场犈存在，就有多子漂移电流。
以ｐ型均匀半导体为例，在热平衡态上施加电场犈后必定会产生漂移电流。它的结论我

们已经知道，为：
Ｊ＝ｑｐμｐ犈＋ｑｎμｎ犈 （４１１４）

ｐ型半导体中空穴是多子，ｐｎ，常态下两者相差十多个数量级，所以上式可继续简化为：
Ｊ≈ｑｐμｐ犈 （４１１５）

这说明半导体中有多子时漂移电流只由多子承担，故称为多子漂移电流。

图４３４　多子漂移
电流的Ｅ ｘ能带图

　

如图４３４所示，半导体中的具体结论都可以在Ｅ ｘ图
上直观表示。电场犈形成的电势φ按－ｑφ提高各处能带位
置。而费米能级相对能带的位置ＥＦ＋ｑφ不随ｘ变化。所以
粒数势ＥＦ梯度直接由电势梯度即电场决定。它就像高度差
作用于水流一样作用于载流子，使电子朝着能带图能量低的
方向流动，空穴朝着对电子能量高的地方流动。电场越大，倾
斜越强，漂移速度就越快，漂移电流越大。

多子漂移流更重要的意义在于它提供了与热平衡态一样
的基准状态。把ｎ（ｘ）均布的漂移电流项代入连续性方程就能发现，它对连续性方程没有任何
影响。因此把该项作为基准去除后，剩下的ｎ（ｘ）分布变化才是方程求解的主要目标。

少子扩散电流
去除多子漂移流后，剩下的部分必定是扩散电流。扩散电流基本是非平衡载流子的运动，

可用非平衡载流子写出其连续性方程为：

Δｎ
ｔ＋μ

（Δｎ犈）
ｘ －Ｄ

２Δｎ
ｘ２ ＝ｇ－

Δｎ
τ

（４１１６）

可见扩散电流才是连续性方程开始真正发挥用处的地方。
与多子漂移电流不同，扩散电流中各处的浓度分布不同，不能自动满足电中性条件。所以

还要把它分成两种载流子的扩散电流，再与泊松方程联立后才能构成完整的运动方程组。这
样一来就使求解变得很复杂，没有普适方法。常常需要借助其他物理的分析，找到足够充分和
合理的简化，才能得出实用的结论。

以ｐ型均匀半导体为例，假设外界作用在边界ｘ＝０处注入了浓度Δｎ稳定的非平衡少子
电子。因为浓度差异，它会沿着ｘ轴开始扩散，一路改变ｎ（ｘ）分布。

电子浓度一改变，就会按泊松方程改变电荷密度Ｑ，产生内建电荷、电场和电势。该内建
电场立刻就会引起以多子空穴为主的漂移流，试图中和净电荷，回到电中性状态。多子的弛豫
速度极快，因此可忽略多子空穴漂移回到电中性的过程，认为它能紧随少子电子产生近似相同
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的浓度分布，时刻维持电中性：

Δｐ≈Δｎ （４１１７）
一旦多子和少子建立起相同的非均匀浓度分布，就又会引入多子的扩散电流，其目的是抹

平这种分布。一旦扩散使多子分布变化，必定又会破坏电中性，回到上一个过程。就这样多子
扩散电流和漂移电流通过内建电场在短期内反复较量，结果多子仍保持与少子近似相同的浓
度分布，但该浓度分布引起的多子扩散电流与内建电场犈引起的多子漂移电流几乎平衡，使得
多子电流几乎为零：

ＪＤｐ＋Ｊμｐ＝－ｑＤｐ
ｄｐ
ｄｘ＋ｑｐμｐ犈≈０ →由此推得 犈≈Ｄｐ

μｐ
ｄｐ
ｐｄｘ＝

ｋＴ
ｑ
ｄｐ
ｐｄｘ

（４１１８）

说几乎为零是因为它并不真的为零，稍后再述。
这个内建电场犈既然能产生反向的多子漂移电流，阻碍多子扩散，必定同时也会产生正向

的少子漂移电流，变相推动少子扩散。利用Δｐ≈Δｎ和爱因斯坦关系可得到：

　　　　　　ＪＤｎ＋Ｊμｎ＝－ｑＤｎ
ｄｎ
ｄｘ＋ｑｎμｎ犈　　　　　

≈－ｑＤｎｄｎｄｘ＋ｑｎμｎ
ｋＴ
ｑ
ｄｐ
ｐｄｘ≈－ｑＤｎ １＋

ｎ（ ）ｐ ｄｎ
ｄｘ

（４１１９）

说明该内建电场变相将少子扩散系数增大了 １＋ｎ（ ）ｐ 倍。当少子浓度ｎ远小于多子浓度ｐ时

可忽略不计，认为少子扩散电流不受内建电场影响，忽略少子漂移电流影响。工程上把这类问
题特称为小注入。但当非平衡少子注入量很大，同多子浓度可以比拟时，这种影响就不能再忽
略，称为大注入。

这样的过程将伴随少子扩散过程一路产生。少子一边朝着更远处扩散，一边还在与空穴
不断复合，不断转化为多子电流。该多子电流就是每处多子漂移电流和扩散电流平衡后剩下
的那一小部分漂移电流，也就是式（４１１８）中几乎为零的那部分电流。最终少子在扩散长度ｘ
＝Ｌ处复合殆尽，少子和多子的扩散电流一起消失，少子扩散电流全部转化为多子漂移电流。
因为扩散区域内没有其他粒数源，ｄｎ／ｄｔ＝０，所以总电流是处处连续的，ｄＪ／ｄｘ＝０。所有电流
都来自ｘ＝０处的少子扩散电流，到扩散长度ｘ＝Ｌ处只剩下多子漂移流，在扩散区域的其他
位置则由少子扩散电流和多子漂移电流两部分组成：

图４３５　少子扩散
电流的Ｅ ｘ能带图

　

Ｊ＝ＪＤｎ（０）＝Ｊμｐ（Ｌ）＝ＪＤｎ（ｘ）＋Ｊμｐ（ｘ） （４１２０）
可见只要求出少子扩散电流，就可以推得多子漂移电流。

利用这些线索可以推断出能带图的主要特征。如图４
３５所示，漂移和扩散流本质上都可视为粒数势ＥＦ下的流动，
表示为Ｊ＝ｑｎμｄＥＦ／ｄｘ。从Ｅ ｘ图上看，电场使能带倾斜的
－ｑφ部分产生漂移流，ＥＦ相对能带倾斜的ＥＦ＋ｑφ部分产生
扩散流。从这些斜率和浓度上可估量电流大小：

ＪＤｎ
Ｊμｐ
＝ｑｎμｎｋＤｑｐμｐｋμ

ｋＤ＝
ｄ（ＥＦｎ＋ｑφ）
ｄｘ

ｋμ＝
ｄ（－ｑφ）
ｄｘ

（４１２１）
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μｎ和μｐ相差一般不多。因为少子电流是逐渐变为多子电流，所以大部分位置上ＪＤｎ和Ｊμｐ数
量相仿。于是斜率ｋＤ和ｋμ的比例在数量级上近似于浓度ｎ和ｐ的比例，即

ｋμ
ｋＤ～

ｎ
ｐ

（４１２２）

因为空穴是多子，ｎｐ，所以ｋμｋＤ，常态下两者差１０多个数量级。因此能带结构几乎不倾
斜，电子准费米能级ＥＦｎ的倾斜全部由它相对能带结构的ＥＦｎ＋ｑφ倾斜来承担。

这样一来，我们通过各种合理的辅助分析找到两种载流子４种电流密切耦合问题的简单
结论，把它简化为以求解少子扩散电流为核心的问题。

只考虑扩散电流项后，电流稳定时少子连续方程变为：

Ｄｄ
２Δｎ
ｄｘ２ －

Δｎ
τ ＝０

（４１２３）

该方程的通解为：

Δｎ（ｘ）＝Ａｅ－
ｘ
Ｌｎ＋Ｂｅ－

ｘ
Ｌｎ，　Ｌｎ＝ Ｄｎτ槡 ｎ

（４１２４）

如果样品足够厚，非平衡载流子在体内已复合消失。则边界条件为：

Δｎ（０）＝ｎ０，　　Δｎ（∞）＝０ （４１２５）
于是得到非平衡少子分布Δｎ（ｘ）的特解：

Δｎ（ｘ）＝Δｎ０ｅ－
ｘ
Ｌｎ （４１２６）

所有少子的平均位置在：

珚ｘ＝∫
∞

０
ｘｅ－

ｘ
Ｌｎｄｘ

∫
∞

０
ｅ－

ｘ
Ｌｎｄｘ

＝Ｌｎ （４１２７）

说明如果它们平均只能存在于ｘ＝０到ｘ＝Ｌｎ的范围内，于是Ｌｎ被称为扩散长度。非平衡少

子的行为可被描述为，在寿命τ时间内走完扩散长度后，被复合干净。按Ｌｎ＝ Ｄｎτ槡 ｎ的关系，
扩散越快，寿命越长，扩散长度就越大，这再次说明少子扩散电流包含复合运动。如果少子是

空穴，同样也有Ｌｐ＝ Ｄｐτ槡 ｐ。
由Δｎ（ｘ）解得到少子的总电流密度，它同时也是ｘ＝０的最大扩散电流密度：

Ｊｎ＝ｑＤｎｄΔｎｄｘ ｘ＝０
＝ｑＤｎΔｎ０Ｌｎ

（４１２８）

式（４１２８）表明通过增加注入量Δｎ，减小扩散长度Ｌｎ，就能明显增大少子扩散电流。但Ｌｎ是
由晶体中载流子的统计特性决定的，材料不变时，它很难发生剧烈变化。为此人们发现了另一
种同样简单的控制方法。

如果样品厚度有限为Ｗ，但是能够设法将到达ｘ＝Ｗ 处的非平衡少子全部抽取出来。那
么边界条件变为：

Δｎ（０）＝ｎ０　　Δｎ（Ｗ）＝０ （４１２９）
此时特解为：

Δｎ（ｘ）＝Δｎ０ｓｈ
［（Ｗ－ｘ）／Ｌｎ］
ｓｈ［（Ｗ）／Ｌｎ］

（４１３０）

当ＷＬｐ时，它可近似为

Δｎ（ｘ）＝Δｎ０
（Ｗ－ｘ）／Ｌｎ
Ｗ／Ｌｎ ＝Δｎ（０ １－ｘ）Ｗ （４１３１）

说明非平衡少子浓度呈近似线性分布，于是最大少子扩散流密度为：
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Ｊｎ＝ｑＤｎｄΔｎｄｘ ｘ＝０
＝ｑＤｎΔｎ０Ｗ

（４１３２）

这样就可以通过尽量缩小Ｗ 而显著增大少子扩散电流。
虽然少子本身的浓度很小，但却能通过很大的浓度梯度产生不弱于多子的电流。它们都

是电子工程中重要的设计资源。

４５３　稳态综合运动

多子漂移和少子扩散问题使我们了解了半导体电流的基本分析思路。在此基础上可以分
析更多问题。本节讨论稳态的各种情形。

非均匀半导体的热平衡态
以浅能级掺杂ｎ型半导体为例，设施主浓度沿ｘ方向呈Ｎ（ｘ）分布。当其全部电离为多

子电子时，初始状态下电子浓度也呈ｎ０（ｘ）＝Ｎ（ｘ）分布。多子分布不均会产生多子扩散流，
一旦扩散又会引入内建电场和多子漂移电流。与少子扩散模型不同的是，这里的多子浓度差
异不是伴随少子注入产生的，而是直接由掺杂浓度分布产生的，它不能由少子扩散电流代为分
析。因此必须要考虑泊松方程的影响：

－ｄ犈ｄｘ＝
ｄ２φ
ｄｘ２＝－

Ｑ
ε≈－

ｑＮ－ｑｎ
ε

（４１３３）

连续性方程为：

Ｄｎｄ
２ｎ
ｄｘ２＋μｎ

ｄ（ｎ犈）
ｄｘ ＝０　　Ｄｐｄ

２ｐ
ｄｘ２－μｐ

ｄ（ｐ犈）
ｄｘ ＝０ （４１３４）

它仍然是个较复杂的问题，有几种常见情形可以简化求解。一种是Ｑ＝０的情形，在下文分
析。还有一种是通过其他分析已知Ｑ分布的情形，留到第５章ｐｎ结中介绍。
Ｑ＝０说明处处没有净电荷，处处电中性。因此有：

ｎ（ｘ）＝Ｎ（ｘ）　　ｐ（ｘ）＝ ｎ２ｉ
Ｎ（ｘ）

（４１３５）

这已经是浓度ｎ的解。接下来再求解速度ｖ和电流Ｊ。
热平衡时多子扩散电流必定等于多子漂移电流，因此有：

Ｊｎ＝ｑＤｎｄｎｄｘ＋ｑｎμｎ犈＝０
（４１３６）

方程（４１３６）实际上是未代入连续性方程前的受力运动方程，它是连续性方程成立的充
分条件。将浓度ｎ＝Ｎ代入即可求出内建电场犈和电势φ：

犈＝－Ｄｎ
μｎ
ｄｎ
ｎｄｘ＝－

ｋＴ
ｑ
ｄＮ
Ｎｄｘ

，　　φ＝
ｋＴ
ｑｌｎＮ＋Ｃ

（４１３７）

Ｑ＝０的假设要求ｄＮ／（Ｎｄｘ）为常数，它的通解即为指数级分布的Ｎ（ｘ）～ｅｘ。只有这种不均
匀分布下才会呈现处处电中性的结果。其他形式的不均匀分布都会引入空间电荷和内建
电场。

因为掺杂浓度趋于均匀时，内建电势φ被约定为０。因此，用均匀半导体的多子浓度ｎ公
式可确定系数Ｃ，求得内建电势分布：

φ＝
ｋＴ
ｑｌｎ

Ｎ（ｘ）
Ｎｃ

（４１３８）

当Ｎ（ｘ）按指数级分布时，它必定呈线性分布。
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最后可以把这些结论表示在Ｅ ｘ能带图上（见图４３６）。Ｎ（ｘ）呈指数级分布时，体内
无内建电荷Ｑ，内建电势φ线性分布，按－ｑφ分布使能带倾斜。每处载流子在－ｑφ梯度驱
动下产生漂移运动，在ＥＦ＋ｑφ梯度驱动下产生扩散运动，热平衡时两者相互抵消，ＥＦ齐平，
体内无电流。

图４３６　非均匀
半导体的Ｅ ｘ能带图

　

电场下小注入
电场下小注入可以包含很多具体情形。例如，非均匀半导

体内建电场下的小注入，均匀半导体注入程度较大引起内建电
场作用不可忽略时的小注入，外电场下的小注入，等等。

为了简化分析，这里假设内建电场已知且均匀分布，ｄ犈／ｄｘ
＝０，则ｐ型半导体少子小注入的连续性方程为：

Ｄｎｄ
２Δｎ
ｄｘ２ ＋μｎ犈

ｄΔｎ
ｄｘ－

Δｎ
τｎ＝０

（４１３９）

在Δｎ（０）＝Δｎ０边界条件下其特解为：

Δｎ（ｘ）＝Δｎ０ｅ－
ｘ
Ｌｎ

Ｌｎ＝ ２（Ｄｎτ槡 ｎ）２

４（Ｄｎτ槡 ｎ）２＋（μｎ犈τｎ）槡 ２－μｎ犈τｎ

（４１４０）

式中μｎ犈τｎ为电子在平均寿命内漂移的距离，常称为牵引长度。

当电场弱时，μｎ犈τｎ Ｄｎτ槡 ｎ，Ｌｎ≈ Ｄｎτ槡 ｎ，与前文结论一致。
当电场较强且其漂移电流与扩散电流同向时，利用小量近似有：

Ｌｎ≈μｎ犈τｎ Ｄｎτ槡 ｎ （４１４１）
式（４１４６）说明此时电场会显著增大有效扩散长度，削弱扩散电流。由该式推知少子总电
流为：

Ｊｎ ｘ＝０≈ｑＤｎΔｎ０Ｌｎ ＋ｑ
（ｎ＋Δｎ０）μｎ犈～Ｃ１

１
犈＋Ｃ２犈

（４１４２）

可以看出，当同向电场按倒数关系削弱扩散电流时，它引起的漂移电流却在线性增强。这使得
少子总电流最终还是会随着电场增大。如果仍把此时总电流不严格地看作少子扩散电流，那
么同向电场会变相增强少子扩散作用。

当电场较强且其漂移电流与扩散电流反向时：

Ｌｎ≈ Ｄｎ
μｎ 犈

＝ｋＴｑ犈
（４１４３）

说明此时电场会显著减小有效扩散长度，增强扩散电流。但此时少子总电流为：

Ｊｎ ｘ＝０≈ｑＤｎΔｎ０Ｌｎ ＋ｑ
（ｎ＋Δｎ０）μｎ犈　　　　

≈ｑＤｎΔｎ０ｑ犈ｋＴ －ｑ
（ｎ＋Δｎ０）μｎ 犈 ＝－ｑｎμｎ 犈 （４１４４）

说明反向电场在增强扩散电流的同时，它引起的漂移电流却在反方向按变得更强，直至完全抵
消非平衡少子的扩散电流，只剩下多子漂移电流。因此反向电场会阻碍少子扩散作用。

在了解了这些原理后，人们开始有意识地在半导体工艺中引入非均匀掺杂，用掺杂浓度梯
度控制内建电场，再用内建电场加强或阻碍少子的扩散电流。例如，在ｎｐｎ双极结型晶体管
中，在ｎ型衬底表面掺入受主杂质，形成补偿掺杂后的ｐ型基区，然后在ｐ型基区表面再掺入
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施主杂质，形成二次补偿后的ｎ型发射区，如图４３７所示。掺杂工艺使各区载流子浓度分布
不均匀，引起内建电场。基区载流子以扩散电流为主，它的内建电场会显著加速少子电子的扩
散，提高器件的工作频率。

图４３７　双极结型晶体管中由非均匀掺杂引起的内建电场
　

大注入
大注入时，非平衡少子浓度很高，与多子浓度相仿。这时候区分少子和多子已经没有意

义，两种载流子的４种电流在外加电场犈０、内建电场犈、浓度梯度ｄｎ／ｄｘ的综合作用下形成错
综复杂的运动。以一维情况为例，电流稳定连续时，完整的运动方程组为：

Ｄｎｄ
２Δｎ
ｄｘ２ ＋μｎ

（犈０＋犈）ｄΔｎｄｘ＋μｎΔｎ
ｄ（犈０＋犈）
ｄｘ －Δｎτｎ＝０

Ｄｐｄ
２Δｐ
ｄｘ２ －μｐ

（犈０＋犈）ｄΔｐｄｘ－μｐΔｐ
ｄ（犈０＋犈）
ｄｘ －Δｐτｐ ＝０

－ｄ犈ｄｘ＝
ｄ２φ
ｄｘ２＝－

ｑｐ＋ｑＮＤ－ｑｎ－ｑＮＡ
ε

（４１４５）

理论上给出两种载流子４个边界条件，以及一个零电场边界条件后就能求出方程组（４１４５）的
解。但其普遍解过于复杂且不具代表性，故不进行讨论。

只是定性地看，连续性方程从形式上可简化为一种方程：

Ｄｄ
２Δｎ
ｄｘ２ ±μ犈

ｄΔｎ
ｄｘ－

Δｎ
τ ＝０

（４１４６）

这正是前文讨论的电场下注入模型，因此结论形式也一样。随着注入浓度的增大，总电场也会
随着非平衡载流子浓度的梯度而增大。它会不断削弱少子的扩散电流，增强其漂移电流和总
电流，减小少子与多子准费米能级间的斜率差距。直到最后少子也变为多子，少子扩散电流全
都变为漂移电流，准费米能级与能带结构斜率相同，两种载流子浓度稳定均匀分布，只剩下两
种载流子的漂移流为止，如图４３８所示。

图４３８　注入浓度增大后Ｅ ｘ能带图的定性变化
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４５４　瞬态综合运动

瞬态运动是浓度ｎ和速度ｖ都在随时间变化的运动。它是真正的电流“运动”。
前文已在多处介绍了各分运动的细节，这里以弱电场下常规电流运动为例，把两种载流子

的运动结合在一起，按逻辑和时间顺序浏览一下它们的完整过程。

动量弛豫和能量弛豫
载流子所有的运动都可视为ｎ Ｅ ｋ分布的跃迁运动。它从一个稳定状态到另一个稳定

状态的过程就称为弛豫过程，所花时间称为弛豫时间。因为载流子运动很细微，所以从宏观角
度考虑问题时，大都希望提炼出弛豫时间作为整个运动的特征。

从宏观经典角度看，粒子速度的变化ｖ＝ｄＥ／ｄｐ同能量Ｅ和动量ｐ的变化对应。
考虑统计平均、微观物理和更复杂ｎ Ｅ ｋ关系后，统计载流子从初始态变到目标态时有

许多路径可走。在不同路径区段中，它可以通过散射声学波／光学波声子和光子，使Ｅ ｋ态
发生不同变化，从而使其能量Ｅ和动量ｐ经历不同的变化过程。因此，完整的弛豫过程被分
为能量Ｅ的弛豫过程和动量ｐ的弛豫过程，分别花费能量弛豫时间和动量弛豫时间。这两种
时间差异显著时会带来非经典的效应。例如，动量弛豫时间较短时载流子会先改变动量，使它
在这段时间内的平均速度ｖ＝ｄＥ／ｄｐ会比等到能量弛豫时间结束后的ｄＥ／ｄｐ更大，产生速度
过冲效应。

速度弛豫
近经典载流子仍然符合经典结论，所以它的能量动量弛豫过程可由速度弛豫过程统一

反映。
给定温度Ｔ下施加弱电场后，它在很短的带内跃迁时间内改变载流子的速度ｖ，使其产生

漂移电流。因为从加电场犈到速度ｖ达到稳定的弛豫过程很快，所以μ也被看作常量，载流子
速度变化ｖ（ｔ）只由犈（ｔ）决定：

Ｊμ（ｔ）＝ｑｎｖ（ｔ）＝ｑｎμ犈（ｔ） （４１４７）
该形式既是稳态结论也是瞬态结论。

如果半导体结构不均匀和／或电场不均匀，那么不同位置浓度ｎ（ｘ）分布也会不均匀。它
也会在很短的带内跃迁时间内改变载流子速度，使其产生稳定扩散电流：

ＪＤ＝－ｑＤｎ
（ｔ）
ｘ ＝ｑｎμ

－ｋＴ
ｑｎ（ｔ）

ｎ（ｔ）
［ ］ｘ

（４１４８）

同理，可忽略很短的Ｄ（ｔ）弛豫过程，认为Ｄ是常量，载流子速度变化只由ｎ（ｔ）决定。

浓度弛豫
除了能量 动量和速度外，粒子的总粒数Ｎ／浓度ｎ也会发生变化，体现为浓度的弛豫过

程，由粒数连续性方程来描述：

ｎ
ｔ＋

（ｎｖ）
ｘ ＝ｇ－ｎ－ｎ０τ

（４１４９）

浓度弛豫受到外界注入，外界受激跃迁和自发回复跃迁三种运动的影响，分别体现为方程中的
后三项。三者平衡后载流子浓度达到稳定，完成浓度弛豫过程。

从上述各式可见，ｎ（ｔ）变化会影响ｖ（ｔ），ｖ（ｔ）变化也会影响ｎ（ｔ），两者相互影响，最终都达
到稳定时才算弛豫结束。因此连续性方程和受力运动方程共同描述了统计粒子普遍遵循的瞬
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态弛豫过程。

多子介电弛豫
介电弛豫是荷电粒子特有的弛豫过程。电磁场使荷电粒子运动获得速度ｖ，电荷运动又

会产生电磁场，两者相互作用变化到两者状态都稳定的过程就是介电弛豫过程，所花时间为介
电弛豫时间。

它的完整运动规律由电磁场方程描述。但因为下文将要叙述的原因，它常常可简化为只
考虑静电场的泊松方程，即

－犈ｘ＝
２φ
ｘ２＝－

Ｑ
ε＝－

ｑｐ＋ｑＮＤ－ｑｎ－ｑＮＡ
ε ＝－ｑΔｐ－ｑΔｎε

（４１５０）

因为电荷密度的稳定等同于载流子浓度ｎ的稳定，电磁场的稳定等同于载流子浓度ｎ和速度
ｖ的稳定，所以电磁场方程／泊松方程是另一组影响ｎ（ｔ）与ｖ（ｔ）耦合关系的运动方程。具体来
说，就是ｎ（ｔ）变化引起净电荷密度Ｑ（ｔ）变化，Ｑ（ｔ）变化引起内建电场犈（ｔ）变化，犈（ｔ）变化引
起速度ｖ（ｔ）变化，ｖ（ｔ）变化后又引起ｎ（ｔ）变化。

以电中性为判据可以定性评估介电弛豫的弛豫时间。设载流子浓度ｎ不变，只靠内建电
场犈引入的速度ｖ来中和单位截面ｄｘ范围内浓度为Ｑ的净电荷，则需要花费时间：

τ＝ＱｄｘｄＪ＝
Ｑｄｘ
ｑｎｄｖ＝

Ｑｄｘ
ｑｎμｄ犈

＝εｑｎμ
（４１５１）

介电常数ε和迁移率μ都是常量，因此介电弛豫时间只与载流子浓度ｎ相关。多子浓度常比
少子高十几个数量级，因此多子介电弛豫时间极短，而少子介电弛豫时间很长。这意味着以达
成电中性为目的的介电弛豫运动必定是由多子而不是少子来完成的，而且该过程可视为瞬间
完成。这就是少子扩散电流模型中用到的假设。

多子在瞬间达成电中性起到了诸多的效果。第一，少子不用考虑介电弛豫。第二，小注入
下多子浓度总是紧随少子浓度变化。第三，除了最平凡的多子漂移电流外，其他所有场合下多
子的普通ｎ ｖ弛豫和介电弛豫一定是并生的，可合称为多子介电弛豫。第四，因为多子弛豫
时间很短，所以在这段时间内实际发生的各种瞬态的电荷 电流 电场 磁场耦合运动都可以不
予关注，这样净电荷密度Ｑ只由不动的空间电荷和变化速度缓慢的少子浓度来改变，电磁场
方程可化简为准静态的泊松方程。

在此认识基础上可以更清楚地理解少子小注入的动态过程。

图４３９　电中性影响载流子分布的示例

以少子空穴注入为例。空穴注入后立刻破坏电中性，出现空间净正电荷。它同时可能从
两个方面吸引电子过来中和它。体现在图４３９中，一种是价带电子向左移动，它等效于少子
空穴的介电弛豫；另一种是吸引导带电子向左移动，这就是多子介电弛豫。因为多子的介电弛
豫时间远小于少子，所以实际的中和过程总是由导带电子来完成。无论价带空穴分布怎么变
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化，多子电子总是能紧随其建立相同浓度分布，以近似维持电中性。多子一旦浓度不均就会自
发扩散，一扩散又破坏电中性。但因为多子介电弛豫很快，所以它立刻建立起内建电场，用向
左的漂移电流补充向右的扩散电流，使各处既保持电中性，又能维持住和少子相同的浓度分
布。少子和多子一路保持相同分布，一路扩散和复合，少子扩散流不断转化为多子漂移流。外
界稳定注入少子时，在扩散区最终能形成稳定电流，在扩散区末以多子漂移流流出。

少子弛豫
既然多子总是伴随少子而运动，少子弛豫才是电流运动的真正的主角。
多子行为单一，行动迅速，它的过程太平凡太短被移除。少子行为丰富，行动缓慢，围绕它

有很多运动细节可以分析。想象一瓶水倒入大海，海平面会瞬间齐平。但如果把它倒在水平
的干地上，水流淌开来就要花时间，这是少子电流消逝时间。倒在倾斜的地面上，水从一侧流
到另一个侧需要时间，这是少子渡越时间。持续地倒在平地上，水形成稳定流动需要时间，这
是少子弛豫时间。

这里以少子电流消逝时间为例展示少子弛豫的分析过程。
在一块均匀的Ｎ型半导体材料中，用很短暂的外场，例如光或电脉冲信号，引入一定量的

非平衡少子空穴，脉冲停止后考察这部分空穴的运动情况。此时连续性方程为：

Δｐ
ｔ＝Ｄｐ

２Δｐ
ｘ２ －

Δｐ
τｐ

（４１５２）

假设这个方程的解具有如下形式

Δｐ＝ｆ（ｘ，ｔ）ｅ－
ｔ
τｐ （４１５３）

将它代入连续性方程，得到

ｆ（ｘ，ｔ）
ｔ ＝Ｄｐ

２ｆ（ｘ，ｔ）
ｘ２

（４１５４）

这是一维热传导方程的标准形式。若ｔ＝０时，过剩空穴只局限于ｘ＝０附近的很窄的区域内，
则解为

ｆ（ｘ，ｔ）＝Ｂ
槡ｔ
ｅ－

ｘ２
４Ｄｐｔ （４１５５）

式中Ｂ是常数。将上式代入式（４１５３），得到

Δｐ＝Ｂ
槡ｔ
ｅｘｐ － ｘ２

４Ｄｐｔ＋
ｔ
τ（ ）［ ］ｐ

（４１５６）

上式对ｘ从－∞到∞积分后，再令ｔ＝０，就得到单位面积上产生的空穴数Ｎｐ，因此有

Ｂ＝ Ｎｐ
４πＤ槡 ｐ

（４１５７）

最后得到

Δｐ＝ Ｎｐ
４πＤｐ槡 ｔ

ｅｘｐ － ｘ２
４Ｄｐｔ＋

ｔ
τ（ ）［ ］ｐ

（４１５８）

式（４１５８）表明，没有外加电场时，光脉冲停止以后，注入的空穴由注入点向两边扩散，同时不
断发生复合，其峰值随时间下降，如图４４０（ｂ）所示。

如果样品加上一个均匀电场，则连续性方程为：

Δｐ
ｔ＝Ｄｐ

２Δｐ
ｘ２ －μｐ｜犈｜

Δｐ
ｘ－

Δｐ
τｐ

（４１５９）
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令ｘ′＝ｘ－μｐ｜犈｜ｔ，并假设Δｐ＝ｆ（ｘ′，ｔ）ｅ－
ｔ
τｐ，把它代入上式，左边等于

ｆ（ｘ′，ｔ）
ｔ －｜犈｜μｐ

ｆ（ｘ′，ｔ）
［ ］ｘ′ ｅ－

ｔ
τｐ－１τｐｆ

（ｘ′，ｔ）ｅ－
ｔ
τｐ （４１６０）

于是得到
ｆ（ｘ′，ｔ）
ｔ ＝Ｄｐ

２ｆ（ｘ′，ｔ）
ｘ′２

（４１６１）

这说明ｆ（ｘ′，ｔ）也服从同样的方程。因此其解与ｆ（ｘ，ｔ）形式上完全相同。因而可以得到

Δｐ＝ Ｎｐ
４πＤｐ槡 ｔ

ｅｘｐ －
（ｘ－μｐ｜犈｜ｔ２）
４Ｄｐｔ －ｔτ［ ］ｐ （４１６２）

式（４１６２）表明，加上外电场时，光脉冲停止后，整个非平衡载流子的“包”以漂移速度μｐ｜犈｜向
样品的负端运动。同时，也像不加电场时一样，非平衡载流子要向外扩散并进行复合。这种情
形如图４４０（ｃ）所示。

这个例子的实用价值在于，它通过一次实验，引起产生、复合、漂移、扩散等各种运动，使其
运动形式与迁移率μ、扩散系数Ｄ，少子寿命τ，扩散长度Ｌ等各种重要的物理参数都有直接联
系，为这些物理量的测量提供基础。利用图４４０（ａ）所示的实验装置，只要测出扫描脉冲和被
测脉冲之间的时间间隔，就可以通过外加电场犈和半导体长度算出迁移率μ。而通过观察被
测脉冲的波形展开情况，还可以了解到少子寿命的信息。

图４４０　非平衡载流子的脉冲光注入

电路学电流
在给定电场犈下，浓度ｎ和速度ｖ的瞬态运动最终都体现为电流密度Ｊ＝ｑｎｖ、电流Ｉ＝

ＳＪ的瞬态运动。以电流Ｉ和电势φ的变化为宏观观测对象，就形成我们熟知的电路学理论。
以Ｖ Ｒ Ｌ Ｃ电路为例，电路学理论有以下几个前提假设：
（１）电路学中的电势φ只计算静电场犈的电势，不包含无序部分的φＦ－φ，习惯将电势φ

称作电压Ｖ。
（２）电路学电流方向与物理电流是相反的。正ｘ向电压Ｖ下，负ｘ向流入的电流才是电

路学的正向电流Ｉ。
（３）器件两端电流Ｉ相等。对于无源器件，从连续性方程上看无源项时ｄｎ／ｄｔ＝－ｄＪ／ｄｘ＝

０，因此电流不随ｘ变化。有源器件很难相等，例如上例中光照下的少子电流就不是处处相
等，但此时它的源项ｄｎ／ｄｔ会被等效为电压源或者电流源器件，使电路中所有器件端口电流总
是相等。我们看到电路的ｘ空间结构时很容易认为电流Ｉ也在ｘ空间分布，实际上它只随ｔ
变化，不随ｘ变化。

在此基础上就能分析每种经典电路概念的物理来源。以下都以等截面Ｓ内均匀分布的
电流来简化分析。

先看电阻Ｒ，它反映Ｖ＝ＲＩ的关系。
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如果外加电压Ｖ只引起多子漂移流变化，或者说只关注它变化中的多子漂移流部分，那
么按上述符号约定，它应满足：

Ｉ
Ｓ＝Ｊ＝－ｑｎｖ＝ｑｎμ

ｄＶ
ｄｘ

（４１６３）

因此有：

ｄＶ＝ＩｄＲ　　ｄＲ＝ρ
ｄｘ
Ｓ 　　ρ＝

１
σ 　　σ＝ｑｎμ

（４１６４）

这就是电路学的欧姆定律。式（４１６４）微观上解释了电阻Ｒ，电导率σ和电阻率ρ的机制。电
导率σ形式上与ｎ和μ正相关，比较常用。它落实到电子和空穴上后变为：

σ＝ｑｎμｎ＋ｑｐμｐ （４１６５）
因为电路学中电压Ｖ只是静电势φ，所以当把无序部分φＦ－φ的影响也考虑进去后，它会将原
来按变相改变元件电阻的状况改变。φＦ是随浓度ｎ变化的量，没有简单的普适规律。因此，
电子器件如果不是被特别设计为电阻，一般不用恒定电阻Ｒ的概念，而用Ｉ Ｖ 关系来描述，
如图４４１所示。

图４４１　电路学电阻的物理模型
　

再看电容Ｃ，它反映的是Ｉ＝ＣｄＶ／ｄｔ关系。
假设元件出入的电流都只是为了实现长度Ｌ两端空间净电荷浓度Ｑ的变化，就有：

Ｉ＝－Ｓｄ
（Ｑｄｘ）
ｄｔ

（４１６６）

按泊松方程这些净电荷密度Ｑ的变化会使电场犈和电压Ｖ变化：

－ｄＶＬ ＝ｄ犈＝
Ｑｄｘ
ε

（４１６７）

如果初始状态时空间没有净电荷，那么这些电荷必定全部是由外电压Ｖ引起的，从而得到：

Ｉ＝ＣｄＶｄｔ　　Ｃ＝
εＳ
Ｌ

（４１６８）

这就是电容Ｃ的定义，这个模型也是我们熟悉的平板电容器模型。
用电容和电导率的定义来看介电弛豫时间，发现它可等效为：

τ＝εｑｎμ
＝ＳＳ
ｄｘ
ｄｘ
ε
ｑｎμ

＝εＳｄｘ
ρｄｘ
Ｓ ～ＲＣ

（４１６９）

这正是把空间净电荷视为等待充／放电电容上的电荷的充／放电时间，说明介电弛豫过程可以
视为以消除净电荷为目的充放电过程。

电路学电容的物理模型如图４４２所示。当电容器在初始状态就已经积累起净电荷时，不
用外加电压，它们就已经建立起内电场和内电势φ。这就是电源的模型。当电源与外界连通
时，在两端电势差驱动下，载流子从一端通过外界回路流到另一端，直至电势差抹平。如果电
源电容Ｃ很大，初始时积累净电荷很多，而外界电阻Ｒ又不够小，那么流至电势差抹平的弛豫
时间τ＝ＲＣ就很大，对电池来说这就是它的工作寿命。短路可以提供很小的Ｒ和τ，很快把电
势差抹平。给电源加同向电压可为其充电，继续增加净电荷的浓度。
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除了电势φ外，统计粒数势φＦ－φ也有对应的电容。但它不反映净电荷变化，而只反映载
流子浓度的变化。载流子浓度变化本质上也是电荷量的变化，只不过它不体现为净电荷。为
了改变载流子浓度分布的差异需要额外的载流子，它们的出入运动就形成该电容的充放电电
流。只要器件工作时有浓度分布变化就会产生这类电容，因而它在器件理论中十分普遍，具体
参见第５章的介绍。

图４４２　电路学电容的物理模型
　

再看电感Ｌ，它反映Ｖ＝ＬｄＩ／ｄｔ的关系。
从广义上说，因为Ｉ＝－Ｓｑｎｖ，所以ｄＩ／ｄｔ必定体现为ｖｄｎ／ｔ和／或ｎｄｖ／ｄｔ。所有与这些速

率线性相关的外界作用都可能体现为电感。狭义上的电感特指载流子运动引入的电磁感应作
用。从宏观上说，外电场使载流子变速运动后，变化的电流会产生变化的磁场，变化的磁场反
过来产生反向变化的电场和电势，来阻碍电流的变化。

从微观上说，载流子变速运动后会与更多的光子／声子发生碰撞和相互作用，改变平均自
由时间τ，从而改变迁移率μ，电阻率ρ和速度ｖ。如果仍认为载流子气电阻率不变，那么被改
变的速度ｖ可变相地视为一种额外电势作用下的结果，这就是自感应电势，用自感Ｌ按ΔＶ＝
ＬｄΔＩ／ｄｔ关系可描述它的强度。所有电流变化本质上都会产生自感，但把导线绕成圈后，因为
每个微元上的电磁感应结果可以同向叠加，所以会体现得特别明显。电路学电感的物理模型
如图４４３所示。

图４４３　电路学电感的物理模型
　

载流子的运动规律是由微观互作用机制决定的，有着许多经典情形下难以想象的运动方
式。它们不仅能体现为电阻Ｒ，电容Ｃ和电感Ｌ，还能呈现更多更细节的Ｉ Ｖ关系。但其中
与每个载流子最基本的运动规律有关，能以大量载流子同相位叠加方式得以增强为宏观行为
的只有上述三种方式。这也是只用等效Ｒ Ｌ Ｃ就能描述大多数元件的Ｉ Ｖ关系并建立电
路学的原因。

４５５　温度和强电场效应

前文分析的一直是给定温度和弱电场假设时的情形，接下来将讨论温度变化和强电场时
的情形，它们在实际工作中的应用也很普遍。
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ｎ Ｔ关系
温度Ｔ能从多个角度显著影响载流子的浓度ｎ。
首先，它能显著改变热平衡时的最概然费 狄分布ｆ（Ｅ），从而按式（４１５）、式（４１６）和

式（４２７）关系决定本征半导体的ｎ Ｔ关系，即

ｎ０＝ｐ０＝ｎｉ＝２２π ｍｎｍ槡 ｐｋＴ
ｈ（ ）２

３／２

ｅｘｐ －Ｅｇ２（ ）ｋＴ
（４１７０）

其次，温度也会改变原子核间距和声子气的统计分布，从而改变电子气的能带结构，即态
密度ｇ（Ｅ），从而影响质量ｍ和禁带宽度Ｅｇ。但相对来说，此类改变通常不太显著，可以经验
公式表示。如禁带宽度的温度效应常由半经验公式表示为：

Ｅｇ（Ｔ）＝Ｅｇ（０）－αＴ
２

Ｔ＋β
（４１７１）

Ｓｉ、Ｇｅ、ＧａＡｓ的α和β实测值列于表４５中。综合以上关系后，载流子浓度ｎ与温度Ｔ基本呈
倒指数关系，如图４１４所示。

表４５　Ｓｉ、Ｇｅ、ＧａＡｓ的禁带参数

参　　数 Ｓｉ Ｇｅ ＧａＡｓ

α ４７３×１０－４ｅＶ／Ｋ ４７７４×１０－４ｅＶ／Ｋ ５４０５×１０－４ｅＶ／Ｋ

β ６３６Ｋ ２３５Ｋ ２０４Ｋ

Ｅｇ（０） １１７ｅＶ ０７４ｅＶ １５２ｅＶ

Ｅｇ（Ｔ＝３００Ｋ） １１２ｅＶ ０６６ｅＶ １４２ｅＶ

对掺杂半导体而言，温度还能通过影响杂质电离程度来显著改变载流子浓度。４２２节
仅讨论了常温强电离假设下的情形，此时载流子浓度ｎ只由掺杂浓度Ｎ 决定，与温度无关。
但某些情形却非如此。

极低温时，杂质电子无法获得足够热能强电离，称作低温弱电离，ｎ＋ＤＮＤ。本征热激发
的载流子极少，可以忽略，ｎ０≈ｎ＋Ｄ，ｐ０≈０。因此约束条件可写作：

ｎ０＝ｎ＋Ｄ　　ｐ０＝０ （４１７２）
取杂质能级简并度为ｇＤ＝２，将式（４１５）、式（４３７）代入（４１７２）后得到：

Ｎｃｅ
Ｅｃ－ＥＦ
ｋＴ ＝ ＮＤ

１＋２ｅ－
ＥＤ－ＥＦ
ｋＴ

（４１７３）

因为ｎ＋ＤＮＤ，此时必有ＥＦ－ＥＤｋＴ，所以上式右边分母可简化为２，由此得到：

ＥＦ＝１２
（Ｅｃ＋ＥＤ）＋１２ｋＴｌｎ

ＮＤ
２Ｎ（ ）ｃ （４１７４）

代入式（４１５），推出：

ｎ０＝ ＮｃＮＤ槡２ ｅ－
ΔＥＤ
２ｋＴ （４１７５）

较低温时，仍然弱电离，但本征热激发载流子不可忽略。约束条件写作：

ｎ０＝ｐ０＋ｎ＋Ｄ （４１７６）
展开为：

Ｎｃｅ
Ｅｃ－ＥＦ
ｋＴ ＝ＮＶｅ－

ＥＦ－Ｅｖ
ｋＴ

ＮＤ

１＋２ｅ－
ＥＤ－ＥＦ
ｋＴ

（４１７７）
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从中可求得费米能级ＥＦ及载流子浓度ｎ０和ｐ０。情况不够简化时没有简单的解析解。
较高温时，杂质强电离，ｎ＋Ｄ≈ＮＤ，本征热激发的载流子明显增多，相对杂质电离的载流子

来说不可忽略。此时约束条件为：
ｎ０＝ｐ０＋ＮＤ （４１７８）

联立式（４３０）的热平衡载流子浓度积，可求得：

ｎ０＝ＮＤ＋
（Ｎ２Ｄ＋４ｎ２ｉ）１／２
２ ＝ＮＤ２ １＋ １＋４ｎ

２
ｉ

Ｎ２（ ）Ｄ
１／

［ ］
２

ｐ０＝ｎ
２
ｉ

ｎ０＝
２ｎ２ｉ
ＮＤ １＋ １＋４ｎ

２
ｉ

Ｎ２（ ）Ｄ
１／

［ ］
２

（４１７９）

因为ＮＤ已知，所以这里能用浓度积简化求解。低温时ｎ＋Ｄ 未知，没法这么做。
高温时，本征热激发载流子剧增，远远多于杂质电离载流子，ｎ＋ＤＮＤ，于是又回到本征热

激发情形。掺杂浓度越低越容易回到本征热激发。按图４１４，杂质浓度为１０１０／ｃｍ３的ｎ型Ｓｉ
只需室温就能使本征热激发占据主导地位。而对杂质浓度为１０１６／ｃｍ３的ｎ型Ｓｉ则需８００Ｋ
以上。

将上述结果画在一起就得到掺杂半导体完整温度范围内的ｎ Ｔ 关系，如图４４４所示。
图中的饱和区就是前文所说的日常情形，饱和指载流子浓度ｎ几乎不随温度Ｔ 变化。因为该
区能最精确地控制载流子浓度，所以我们希望半导体工作这个区域。但半导体尤其功率半导
体很容易因为发热而进入本征区。由于禁带宽度越大，本征载流子越少，进入本征区所需温度
越高，因此功率器件常选择宽禁带半导体作器件材料。

图４４４　不同温度下Ｎ型Ｓｉ中的电子浓度和费米能级

晶格振动散射下的τ Ｔ关系
温度Ｔ还会显著影响单元物理的两个全域量，即自由时间τ和热速度ｖＴ。温度Ｔ对热速

度ｖＴ的影响已在前文中说明，这里专述对自由时间τ的影响。
因为电子气与光子气／声子气是耦合互补的，所以温度Ｔ是同时施加在这所有统计体上

的，它的完整作用要从这些统计体的相互作用角度来理解。先看最普遍的影响。
绝对零度时，光子和声子数量为零，电子已经排到费米能级ＥＦ位置。温度Ｔ上升后，声

子和光子数逐渐增加，电子通过与它们相互作用而改变其统计分布。但从图４４５的Ｅ ｋ图
上看，光子ｋ小Ｅ大，电子吸／辐／散射光子几乎只能垂直跃迁，对电流贡献很小。声子分布的
Ｅ ｋ范围大，电子吸／辐／散射声子后能跃迁到的态更广泛，它们尤其覆盖了电子显著改变ｋ
产生漂移速度ｖ的那些运动。因此声子对电子的散射是最普遍的作用，它决定了电子气完整
的ｎ Ｅ ｋ分布。因为声子就是晶格振动波的波粒，所以这种散射常被称为晶格振动散射。
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在这种机制下，温度越高，声子数越多，激励电子在相同Ｅ不同ｋ之间跃迁的跃迁时间越
短，自由时间τ越短。其中较简单的一种情形是温度Ｔ较高时的金属。金属的电子数几乎不
随温度变化。但温度较高时，按玻 爱分布，热平衡态低频声学波声子和光子数与温度近似呈
正比，它们叠加而成的势场强度也随温度线性变化。电子往返跃迁的主要部分就是这种由低
频势场引起的（Ｅ，ｋ）态附近的低能量带间跃迁。按受激跃迁模型势场强度线性影响跃迁速
率。因此在热平衡态附近，体积不变，自由程不变，电子数不变，势场随温度线性变化的前提
下，电子的往返跃迁时间也即自由时间τ必定也随温度Ｔ线性变化：

１
τ∝Ｔ

（４１８０）

其他情形下自由时间τ与温度Ｔ 的关系会受到不同温度区段电子数，声子／光子数和能
带结构与温度关系的综合影响，没有简单普适的结论。但总体上自由时间τ与温度Ｔ 反相
关，随温度升高而降低。

图４４５　晶格振动散射下的载流子运动
　

电离杂质散射下的τ Ｔ关系
掺杂半导体会在Ｅ ｋ能带中引入额外的杂质能态，在ｘ空间的原子核周期势场中引入

额外的杂质离子，它们会对载流子产生额外的散射作用，从而进一步改变其自由时间。
从ｘ空间看，杂质离子会对经过的载流子产生静电吸引或排斥作用，改变其运动方向。

这种散射不是本征的晶格振动势场引起的，而是由杂质电离后静态离子势场引起的，常称之为
电离杂质散射。从常识上看，电离杂质浓度Ｎ 越大，数量越多，散射越强。但如果温度Ｔ够
高，载流子热速度够大，就能很快掠过杂质，相对少受影响。因此可预料散射强度与杂质浓度
Ｎ和温度Ｔ有关。

从ｎ Ｅ ｋ分布上看，多出杂质能态后，会增加载流子留在杂质能态的可能。热平衡时载
流子除了发生普通的带内跃迁外，还可能发生杂质能态之间，杂质能态与导带底／价带顶之间
的往返跃迁，分别对应ｘ空间中围绕离子的运动和从离子附近到自由空间的往返运动如图４４６
所示。为进行区分，我们将原先不经过杂质离子的那些由声子散射引起的跃迁称为本征运动。

以ｎ型施主杂质为例，热平衡态时，设杂质能态上的电子浓度为ｎＤ，导带电子平均浓度为
ｎ０，电子做杂质散射运动的自由时间为τＤ，导带底电子本征运动自由时间为τ０，则电子的总平
均自由时间满足：

１
τ＝ω＝

ｎ０
ｎ０＋ｎＤ

１
τ０＋

ｎＤ
ｎ０＋ｎＤ

１
τＤ

（４１８１）

式中第二项就是由电离杂质散射额外引入的。低温时，按４２２节ｎＤｎ０，τ≈τＤ。τＤ只由杂
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图４４６　电离杂质散射下的载流子运动，粗线为杂质电离散射引入的额外运动
　

质能态的电离能ΔＥ决定，是确定的值。按受激跃迁模型，τＤ由杂质离子的势场强度决定。杂
质浓度Ｎ越大，势场越强，τＤ越短。随着温度Ｔ升高，ｎＤ与掺杂浓度Ｎ呈固定比例不变，但
ｎ０的比例却会不断增加，直至ｎＤｎ０。因此杂质电离的影响会不断削弱，直至τ≈τ０。这些结
论同上文从ｘ空间分析得到的结论是一致的。

光学波声子散射下的τ Ｔ关系
除了杂质离子外，电子还可能受到额外的光学波声子的散射。
按２３３节，离子晶体的晶格振动能引起空间电偶，它能直接吸收电磁场能量，产生谐振。

这等效于引入光子和声子的作用，在相同温度Ｔ下改变声子气的ｆ（Ｅ）和ｎ Ｅ ｋ分布，显著
增加光学波声子数量。由于光学波声子的Ｅ值和ｋ值都比较大，因此当光学波声子增加后，
电子受激吸收／辐射／散射光学波声子出现在更多高能Ｅ ｋ态的数量也会显著增加，从而改
变电子气的ｆ（Ｅ）和ｎ Ｅ ｋ分布（如图４４７所示）。因为散射电子的声子总数量增加，总势
场增强，所以自由时间τ会进一步降低。

图４４７　光学波声子散射下的载流子运动
　

迁移率和电导率的温度效应
综合上述分析就能解释掺杂半导体的载流子迁移率μ和电阻率ρ的温度效应。
先看迁移率。如图４４８所示，载流子只在导带底／价带顶附近运动时，其有效质量随温度

Ｔ变化不大，μ Ｔ关系主要由τ Ｔ关系决定。受晶格振动散射的普遍影响，自由时间τ随温
度Ｔ降低，因此总体上迁移率μ随温度减小。但低温时电离杂质散射占主导地位，它使低温
区的τ和μ接近常数，杂质浓度越大影响越明显。随着温度升高它的影响逐渐减弱，使温度曲
线恢复普遍特征。

而掺杂半导体电阻率ρ随温度Ｔ的关系为：

ρ（Ｔ）＝
１

ｑｎ（Ｔ）μ（Ｔ）
＝ ｍ
ｑ２ｎ（Ｔ）τ（Ｔ）

（４１８２）
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图４４８　Ｓｉ中电子和空穴迁移率与杂质浓度和温度的关系
　

低温区ｎ随Ｔ 剧烈增加，受电离杂质散射影响τ变化不大，电阻率ρ随Ｔ 升高而下降。中温
区ｎ Ｔ关系进入饱和区，ｎ几乎不变，而τ Ｔ 关系回到晶格振动散射模式上，τ随Ｔ 增大而

图４４９　半导体电阻率随
温度变化的一般关系

减小，使电阻率ρ随Ｔ升高而增大。高温区ｎ Ｔ 关系
进入本征区，呈指数级增长，而τＴ则仍按１／Ｔ降低，使
电阻率随Ｔ升高而减小，如图４４９所示。

强电场效应
电场强度增大后弱电场漂移假设被打破，生出各种

非常规运动。狭义强电场效应专指载流子迁移率μ偏
离常量的行为。广义强电场效应泛指所有与弱电场漂
移理论不符的物理行为。

（１）受激产生 复合载流子。
强电场也能引起产生 复合运动。从载流子角度说，电场能加速价带电子使其获得足够能

量跃入导带，产生一对载流子。从ｘ空间看，就是电场牵出价键上价电子成为自由电子。同
理反向挪移时电场引受激复合作用。实际中这种效应并不明显，因为在电场强度还没大到按
这种方式显著产生载流子之前就已经会产生以下的各类效应。

图４５０　碰撞电离雪崩效应，Ａ Ｂ Ｃ的
碰撞能引起雪崩，Ｄ Ｅ的碰撞不能

（２）碰撞电离雪崩效应。
强电场下净产生的每个导带电子／价带空穴都可

能通过碰撞方式将能量传给另一个电子／空穴。如果
它碰撞的是另一个价带电子／导带空穴，碰撞后它自己
仍然留在导带／价带，那么就有可能使那个被碰撞的价
带电子／导带空穴跃入导带／价带，从而净产生一对载
流子。从ｘ空间看，就是价自由电子把价键上的价电
子碰撞出了原位，成为自由电子，同时自己仍然保持自
由，常称之为碰撞电离（如图４５０所示）。这一新一旧
两个载流子在各自能带中又会重复相同的运动，净产
生两对、４对、８对……更多的载流子。这种连锁效应
能在很短时间内产生海量的载流子，称为碰撞电离雪
崩效应，简称雪崩效应。雪崩效应把半导体中尽量多的价带电子都调动起来用于导电，在电子
器件中有重要应用。
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（３）热载流子效应。
热载流子就是在强电场情况下，动能ｋＴｃ高于平均热运动能量（～ｋＴ）的载流子。由于热

载流子所造成的一些影响，就称为热载流子效应。因为导带底电子有效质量小，Ｅ ｋ曲率大，
投影挪移相同ｋ后平均能量Ｅ 增大的更多，所以热电子常比热空穴温度高，热电子效应更
常见。

具体来说，热电子能量高，能散射更多光子和光学波声子，使其自由时间τ缩短，迁移率μ
降低，速度与电场关系逐渐饱和。热电子速度大，动能大，更容易穿越势垒，破坏势垒阻隔电流
的绝缘作用。热电子更容易通过碰撞电离和俄歇效应将能量交换给价带电子，使其带间跃迁
产生二次载流子，等等。这些效应对实际工作都有着重要的影响，在电子器件理论中会有专
述，这里只定性介绍到这里。

（４）非经典ｎ Ｅ ｋ分布变化及其效应。
随着电场增大，载流子将工作在更多ｎ Ｅ ｋ分布区域，Ｅ ｋ关系可能逐渐偏离能谷附

近的抛物线关系，ｎ Ｅ分布可能逐渐偏离ｎ～ｅ－Ｅ／ｋＴ的经典分布，近经典假设会被打破，产生
各种非经典行为。从图４４的能带图上不难看到，除了抛物线关系以外，Ｅ ｋ结构还有很多
复杂形状。其中较具有代表性的是ＧａＡｓ的负微分电导效应。如图４５１所示，ＧａＡｓ的Ｅ ｋ
结构在ｋ较大时会经历先升后降的变化，产生额外的势垒和能谷。电场增强后，能量最高的那
部分载流子首先会越过势垒，放出高能光子或光学波声子，落入新的能谷。相比较ｋ＝０处的
导带底能谷来说，这里的Ｅ ｋ曲率更小，有效质量更大。因此电子落入该能谷后，不仅将损
失速度，还会增加有效质量，降低迁移率。这些都会使该范围内的导带电子电流随外加电压增

图４５１　ＧａＡｓ的负微分电导效应
　

大而减小，表现出违反常规的负电导效应。特别是在Ｅ ｋ曲线持续下降的那段不短的区域

上，交流微分电导ｄＪ
ｄε
始终为负，如图４５２所示，当电场达到３×１０３Ｖ／ｃｍ后，ＧａＡｓ的ｖ ε曲

线呈现ｄν
ｄε＝

１
ｎｑ
ｄＪ
ｄε＜０

的图像。负微分电导效应为高频振荡器件设计提供稳定重要的素材。

这种Ｅ ｋ结构还会使一个Ｅ对应多个ｋ，从而改变常规的ｇ（Ｅ）和ｎ（Ｅ）分布。
除了因为电子气的Ｅ ｋ非常能带结构引起的非经典效应外，电子、声子和光子之间除了简
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单散射外，其他微观作用也会改变载流子的经典行为。例如前文多次介绍的离子晶体中光学波
声子与光子的耦合，以及霍耳效应、超导等。本书只普及常规电流运动，这部分内容不再展开。

图４５２　漂移速度与电场强度关系的实测结果

（５）速度饱和效应。
当工作区ｎ Ｅ ｋ分布进入第一布里渊区边界附近或某Ｅ ｋ能峰附近时，Ｅ ｋ关系常

会由能谷附近的正有效质量转为能峰附近的负有效质量，使载流子受力后不再像经典运动那
样加速，速度增幅显著降低。从ｘ空间来看，就是载流子受强电场作用力后立刻撞上光学波
声子，把动量和能量传给声子，自身速度几乎不增加。当ｎ Ｅ ｋ分布移出第一布里渊区边界
时，受同波效应限制，所有移出的Ｅ ｋ态会回到第一布里渊区的另一侧，提供符号相反的波
矢ｋ和速度ｖ。在ｘ空间就是载流子撞上声子后不但不前进，反而会反弹。这些都使得载流
子的波矢ｋ最多只能挪移到半个第一布里渊区长度的距离，从而限制了电场下载流子速度的
上限，即饱和速度。实际中ｎ Ｅ ｋ分布结构远比这里假设的复杂，使饱和速度受到更多因素
的限制，不能一一举例。这些效应合在一起就构成载流子速度与电场的完整关系。载流子速
度不能随电场增大而不断增大，称为狭义的强电场效应。

问题与习题

４１　从能带底到能带顶，晶体中电子的有效质量将如何变化？为什么？
４２　为什么半导体满带中少量空状态可以用具有正电菏和一定质量的空穴来描述？金属中

是否也会有空穴存在？
４３　当Ｅ－ＥＦ分别为ｋＴ、４ｋＴ、７ｋＴ，用费米分布和玻尔兹曼分布分别计算分布概率，并对结

果进行讨论。
４４　设晶格常数为ａ的一维晶格，导带极小值附近的能量Ｅｃ（ｋ）和价带极大值附近的能量

Ｅｎ（ｋ）分别为

Ｅｃ（ｋ）＝
２ｋ２
３ｍ＋

２（ｋ－ｋ１）２
ｍ

，　　Ｅｖ（ｋ）＝
２ｋ２１
６ｍ－

３２ｋ２
ｍ

式中ｍ为电子惯性质量，ｋ１＝π／ａ，ａ＝３１４，试求出：

① 禁带宽度；

② 导带底电子的有效质量；
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③ 价带顶电子的有效质量；

④ 导带底的电子跃迁到价带顶时准动量的改变量。

４５　ｎ（ｘ）和ｎ（Ｅ，ｋ）都表示粒子分布，请说明各自的意义及两者的关系。
４６　热平衡时，电子和空穴浓度可以用本征载流子浓度表示，如本章中式（４２８）所示，请推

导之。

４７　什么是浅能级杂质？什么是深能级杂质？将它们掺入半导体材料中各自起什么作用？
举例说明。

４８　何谓非简并半导体和简并半导体？在简并半导体中杂质能带将发生怎样的变化，何故？
４９　什么是自发产生？受激产生？自发复合？受激复合？请分别举一例进一步说明受激产

生和自发复合的概念。

４１０　从式（４７６）出发，证明非平衡载流子间接复合的净复合率Δｒ在Ｅｔ＝ＥＦ时最大，即位
于禁带中央的深能级是最有效的复合中心。

４１１　一块补偿硅材料，已知掺入受主杂质浓度ＮＡ＝１×１０１５ｃｍ－３，室温下测得其费米能级
位置恰好与施主能级重合，并测得热平衡时电子浓度ｎ０＝５×１０１５ｃｍ－３。已知室温下本
征载流子浓度ｎｉ＝１５×１０１０ｃｍ－３，试问：

① 平衡时空穴浓度为多少？

② 掺入材料中施主杂质浓度为多少？

③ 电离杂质中心浓度为多少？

④ 中性杂质散射中心浓度为多少？

４１２　一个半导体棒，光照前处于热平衡态，光照后处于稳定态的条件，分别由题图４１给出
的能带图来描述。设室温（３００Ｋ）时的本征载流子浓度ｎｉ＝１０１０ｃｍ－３，试根据已知的数
据确定：

① 热平衡态的电子和空穴浓度ｎ０和ｐ０；

② 稳定态的空穴浓度ｐ；

③ 当棒被光照射时，“小注入”条件成立吗？试说明理由。

４１３　假设ｎ型半导体中的复合中心位于禁带的上半部，试根据４２３中间接复合的理论分析
半导体由低温至高温时非平衡少数载流子寿命随温度的变化，解释题图４２中的曲线。

题图４１　光照前后的能带图
　

　

题图４２　ｎ型半导体中少子
寿命随温度的变化曲线

　

４１４　光照一均匀掺杂的ｎ型硅样品，ｔ＝０时光照开始并被样品均匀吸收，非平衡载流子的
产生率为Ｇ，空穴的寿命为τ，忽略电场的作用。

① 写出光照条件下非平衡载流子所满足的方程；

② 光照达到稳定状态时的非平衡载流子浓度；

③ 如果产生率为１０２０ｃｍ－３ｓ－１，寿命为５×１０－１９ｓ，求样品的附加电导率。
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４１５　若稳定光照射在一块均匀掺杂的Ｎ型半导体中均匀产生非平衡载流子，产生率为Ｇｏｐ，
如题图４３所示。假设样品左侧存在表面复合，那么少数载流子如何分布呢？

４１６　设一无限大均匀ｐ型半导体无外场作用。假设对一维晶体，非平衡少子电子只在ｘ＝０
处以ｇｎ产生率产生，也即小注入，如题图４４所示。显然少子电子将分别向正负ｘ方
向扩散，求解稳态时的非平衡少数载流子。（假设Ｔ＝３００Ｋ时ｐ型半导体，掺杂浓度为
ＮＡ＝５×１０１６ｃｍ－３，τｎ＝５×１０－７ｓ，Ｄｎ＝２５ｃｍ２／ｓ，Δｎ（０）＝１０１５ｃｍ－３）

题图４３　光均匀照射半导体样品
　

　　

题图４４　ｘ＝０处少子电子
注入下的ｐ型半导体

　

４１７　如题图４５所示，一个无限大的掺杂均匀的ｐ型半导体样品，无外加电场。假设对于一
维晶体，其中心附近长度为２ａ的范围内被一稳定光照射，产生的载流子分别向＋ｘ和
－ｘ方向扩散。假定光均匀的穿透样品，电子 空穴对的产生率为Ｇ。

题图４５　光照半导体样品局部区域
　

① 根据少子的连续性方程，分别写出样品ｘ＜－ａ，
－ａ＜ｘ＜ａ，ｘ＞ａ三个区域中的少数载流子方程表
达式；

② 分别求出三个区域中的载流子ｎ（ｘ）的表达式。
４１８　半导体Ｓｉ、Ｇｅ和ＧａＡｓ，哪一种最适合制作高温器

件，为什么？
４１９　在杂质半导体中，对载流子的散射机构主要有哪两

种？它们对温度的依赖特性有何不同，为什么？
４２０　从能带理论出发，简述半导体能带的基本特征，利用能带论分析讨论为什么金属和半

导体电导率具有不同的温度依赖性。
４２１　为什么在高掺杂情况下，载流子的迁移率随温度的变化是比较小的，而且在低温区其

温度系数为正，在高温区温度系数为负？
４２２　硅原子作为杂质原子掺入砷化镓样品中，设杂质浓度为１０１０／ｃｍ３，其中５％硅原子取代

砷，９５％硅原子取代镓，若硅原子全部电离，本征激发可忽略不计，求样品的电导率。
（μｎ＝８８００ｃｍ２／Ｖ·ｓ，μｐ＝４００ｃｍ２／Ｖ·ｓ，ｑ＝１６×１０－１９Ｃ）

４２３　早期锗硅等半导体材料常利用测其电阻率的办法来估计纯度，若测得室温下电阻率为
１０Ω·ｃｍ，试估计Ｎ型锗的纯度，并讨论其局限性。（３００Ｋ较纯锗样品的电子迁移率μｎ
＝３９００ｃｍ２Ｖ－１ｓ－１，锗原子密度ｄ＝４４２×１０２２ｃｍ－３，电子电荷量ｅ＝１６×１０－１９Ａ·ｓ）

４２４　试证明半导体中当μｎ≠μｐ且电子浓度ｎ＝ｎｉ μｐ／μ槡 ｎ；空穴浓度ｐ＝ｎｉ μｎ／μ槡 ｐ时，材料
的电导率σ最小，并求σｍｉｎ的表达式。试问当ｎ０和ｐ０（除了ｎ０＝ｐ０＝ｎｉ以外）为何值
时，该晶体的电导率等于本征电导率？并分别求出ｎ０ 和ｐ０。（已知ｎｉ＝２５×１０１３／
ｃｍ３，μｐ＝１９００ｃｍ２／Ｖ·ｓ，μｎ＝３８００ｃｍ２／Ｖ·ｓ）

４２５　什么是饱和速度？引起饱和的原因是什么？
４２６　请根据ＧａＡｓ的能带结构定性解释ＧａＡｓ电子平均漂移速度与电场强度的关系。
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第５章　半导体结构理论

有了泥土就能烧出锅碗，有了矿石就炼成刀剑。半导体是电子工程的泥土和矿石，各种不
同的半导体结构具有不同的功能 ，能够实现不同的应用。

５１　材　料

对电子而言，材料本身就已经是结构。
学过前４章就能明白，所谓给定一种材料，就是给定它的ｘ空间原子排列结构。有了它就

有了倒易空间点除结构和ｎ Ｅ ｋ能带结构。在不同能带结构中，电子会按不同方式运动。
导带和价带天生就构成两条流道，电子在其中的“产生 复合 漂移 扩散”构成了丰富的电流
运动。

既然如此，只从材料上就有非常多的方法能控制电流的特性。材料不仅是承载电子气的
结构，也是承载光子气，声子气的结构。控制材料不仅对导电性有用，而且对介电性，压电性，
铁电性，乃至磁、光、声、力、热、核各门各类都非常有用。有关材料的制造、表征、物理和应用的
学问形成了各行业相当独立的材料学。这里只想从原理上谈谈，对于搭建电路传递信号而言，
会用到怎样的半导体材料。

５１１　无机体材料

按传统化学观点，半导体材料可以分出如表５１所示的类别。
表５１　半导体材料类型

无机晶态半导体

元　　素 Ｓｉ、Ｇｅ、Ｂ、ＴｅＳｅ

化　合　物
ＩＩＩＶ族，ＧａＡｓ、ＧａＮ等

ＩＩＶＩ族，ＺｎＳｅ，ＨｇＳ等；ＩＶＩＶ族，如ＳｉＣ等；氧化物半导体晶体（如

ＺｎＯ）等

固　溶　体
Ｓｉ１－ｘＧｅｘ、Ｇａ１－ｘＡｌｘ、ＡｓＧａ１－ｘＩｎｘＡｓ１－ｙＰｙ（０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜１）等二

元、三元、四元、多元

无机非晶态半导体

硫系玻璃 ＡｓＳｅ、ＡｓＳ、ＡｓＴｅＧｅＳｉ

四面体键 αＳｉ、αＧｅ、αＧａＡｓ等

氧　化　物 ＧｅＯ２、ＢａＯ、ＴｉＯ２、ＳｎＯ２、Ｔａ２Ｏ３等

有机半导体
有机小分子化合物 并五苯、三苯基胺、富勒烯、酞菁、!衍生物和花菁等

有机高分子化合物（聚合物）聚乙炔型、聚芳环型、共聚物型

无机晶态半导体
无机晶态半导体晶格确定，精细可控。
传统的无机晶态半导体是以单晶Ｓｉ和Ｇｅ为代表的元素半导体，常被称为第一代半导体。

它由单一元素制成。纵然单方面性能未必是最佳，但是在制备和掺杂改性方面它们却比其他
材料容易得多。Ｓｉ更是其中行伍出身终成大器的精兵。只要有沙有石（硅酸盐）的地方就能
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炼出Ｓｉ，化学上它稳定不易氧化还原，物理上它坚韧不易断折，良好的导热性也满足了常规集
成电路散热的需求。尽管晶态半导体已数次换代，Ｓｉ始终稳居工程半导体材料榜的首位，用
量能达到９０％以上。

用第一代半导体开发出集成电路以后，人们从其结构更小、速度更快的需求出发，意识到
半导体材料中隐藏的性能提升空间，开始有目的地采用化学手段来制造更复杂的化合物晶态
材料，开发出以ＧａＡｓ和ＩｎＰ为代表的第二代半导体。拿ＧａＡｓ来说，它的能带包含直接带
隙，能不依赖声子直接收发光子，不仅能导电还适于发光感光，拓宽了光速传输与电传输转换
时的瓶颈。它的禁带宽度比Ｓｉ更大，不掺杂时绝缘度高，更耐高温高压。掺杂后，ＧａＡｓ主能
谷中的电子有效质量更小，迁移率比Ｓｉ大近一个数量级，尺度缩小后能继续提高速度的过冲
效应，次能谷的存在还提供了适于制造振荡电路的负电导微分效应。ＧａＡｓ和导电性最佳的
金属Ａｕ也存在着加工方法和能带结构上的匹配性。把这些优点集中在一起，我们看到一个
在导电性和光电转换能力上俱佳的ＧａＡｓ电路，正是它引领着光电子技术取得质的突破，开启
了２０世纪９０年代后的高速信息时代。但质地优良的另一面往往就是脆弱娇贵。ＧａＡｓ圆片
很脆，它的制备工艺毒性强，设备贵。制备纯度只能达到小数点后６位，而Ｓｉ的纯度能到１２
位。绝缘ＧａＡｓ往往不是由纯度高、杂质少的材料获得，而是由杂质和缺陷互相补偿来获得。
说到掺杂就又触到ＧａＡｓ的痛处。Ｓｉ只有两种点缺陷形式，即替位和间隙。但是作为Ⅲ Ⅴ族
材料的ＧａＡｓ有６种点缺陷，两种替位、两种间隙、两种反位，把杂质 缺陷络合物算进去就更
多。这种固有的弱点大大增加了低缺陷密度ＧａＡｓ的制备难度，使其电路成本高昂，只能在关
键部位和特殊场合使用。

第三代半导体材料严格来说并没有材料结构上的更新换代，只是把第二代材料朝着性能
更强、功能更多的领域继续推进。典型的如以ＧａＮ和ＳｉＣ为代表的宽禁带半导体。顾名思

图５１　ＧａＮ的纤锌矿结构
　

义，宽禁带半导体的首要特征就是禁带宽，但不至于宽到只能作绝
缘体使用。这常常是原子键长且结构排列不如金刚石和闪锌矿结
构那么对称的结果，例如ＧａＮ常呈现图５１的六方纤锌矿结构，Ｇａ
原子六方密堆，Ｎ原子填充在半数的四面体空隙中，配位数均为４。
宽禁带直接带来耐高压、耐高温、抗辐射、低损耗、收发电磁波／光频
率范围更广的优点，因为允带不易交叠杂化，容易控制，常常又间接
带来载流子迁移率高、饱和速度高、热导率大、直接带隙的优点，拓
宽了它们在高速、高频、功率、全彩、高亮度、高辐射等更多军民领域
的应用。另一类半导体材料则走上了面向低频红外领域的窄禁带

路线，如ＰｂＳｅ和ＣｄＳ，可用于高效地采集和应用太阳能。
不过，要说起满足生活需求，更实用的做法是由化合物半导体混合而成的固溶体半导体，

又称为混晶半导体或合金半导体。简单地说，它是多个同晶格化合物按合适的比例有序混合
的结果。较严格地说，它是同点阵类型的溶质原子溶入溶剂晶格中而仍保持溶剂类型的合金
相。根据溶质质点在溶剂中的位置可分为置换式和间隙式，如图５２所示。金属键晶格和小
溶质原子容易形成间隙式。强键晶格和大小相仿的原子容易在保留晶格的前提下形成置换
式，这在应用中很常见。如ＳｉＧｅ半导体，它可算是Ｓｉ升级到第二代的改良版。它并非严格
１∶１比例的ＳｉＧｅ，而是二元固溶体Ｓｉ１－ｘＧｅｘ。ＡｌＡｓ和 ＧａＡｓ能混合形成三元固溶体
Ｇａ１－ｘＡｌｘＡｓ，ＡｌＮ、ＩｎＮ和ＧａＮ能混成四元固溶体ＡｌｘＩｎｙＧａ１－ｘ－ｙＮ，等等。

混合以后，ｘ空间的晶格常数ａ会发生显著改变，服从维加德（Ｖｅｇａｒｄ）定律，如：
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图５２　置换式和间隙式固溶体晶格示意图
　

ａ（Ｓｉ１－ｘＧｅｘ）＝（１－ｘ）ａＳｉ＋ｘａＧｅ （５１）
ａ（Ｇａ１－ｘＡｌｘＡｓ）＝ｘａＡｌＡｓ＋（１－ｘ）ａＧａＡｓ （５２）

ａ（ＡｌｘＩｎｙＧａ１－ｘ－ｙＮ）＝ｘａＡｌＮ＋ｙａＩｎＮ＋（１－ｘ－ｙ）ａＧａＮ （５３）
ｘ空间结构一变，能带结构和所有性能都跟随改变。人们尤为看重的是禁带宽度的变化，这对
拓宽和调节各类电磁波收发范围来说至关重要。固溶体的禁带宽度近似为组分的线性函数：

ＥＡＢｇ ＝ｘＥＡｇ＋（１－ｘ）ＥＢｇ （５４）
ＥＡＢＣｇ ＝ｘＥＡｇ＋（１－ｘ）ＥＢｇ＋（１－ｘ－ｙ）ＥＣｇ （５５）

也有一些固溶体半导体禁带宽度与组分的关系偏离线性关系，可表示为：
Ｅｇ＝ａｘ＋ｂｘ＋ｃｘ２ （５６）

因此，调节ＳｉＧｅ能拓宽红外光收发范围，可提高太阳能利用效率。调节ＧａＡｓ能拓宽可
见光收发范围，产生和接收五颜六色的光。混晶的另一个好处是在同一套加工流程中自然提
供更多晶格兼容的半导体材料素材，从而能集成制造出更多更精细的半导体结构，这一点随着
下文展开就能明白。２０世纪末开发成熟的物理和化学气相淀积技术为混晶技术提供了关键
的支持。通过调节反应气源来生成合金。这种方法既合乎工序利于设计，又能显著减少异质
材料的界面缺陷。它使无机晶格材料的微加工技术达到了新的水平。

无机非晶态半导体
混晶半导体仍然保留了晶格整体上的有序特征。当这种特征也被打乱以后，半导体就变

为非晶半导体。它宏观尺度上的原子排列是混乱无序的，键长键角不规则，常有悬挂键，错位
键，即长程无序，但在原子尺度上仍保留相邻原子稳定成键的本性，即短程有序（如图５３所
示）。就像大量粒子充分地无序运动反而能展现稳定的统计性一样，大量短程有序的键长程充
分无序地排列也会呈现出稳定特性，这足以使非晶半导体作为一种可控的工程材料参与实际
应用。

图５３　晶体和非晶体结构示意图
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安德森（Ａｎｄｅｒｓｉｏｎ）就利用这样的统计思想对非晶态结构进行了研究，并因此荣获１９７７
年的诺贝尔物理学奖。他留下句名言叫“Ｍｏｒｅｉｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔ”。安德森假设原子位置保持在格
点上，但势阱深度在一定范围内随机变化，然后求解该势场下的电子运动，如图５４所示，其中
Ｂ为能带宽度，Ｗ 为无序宽度。对理想晶体而言Ｗ＝０。

图５４　势场示意图
　

有序分布只是无序分布的一种极端特例，后者必定包含前者。同理可知，非晶的能带结构
同晶体虽然有差别，但它也有导带、价带和禁带。深势阱中的势场排列，其无序部分可简单看
作叠加在周期上的随机分布的杂质势场，它们会在禁带中引入无序分布的杂质能级，使导带和
价带边缘出现不同程度的带尾。足够无序后这些带尾就能呈现稳定分布，如图５５所示。

图５５　半导体Ｅ ｘ能带示意图

转念一想，如果该分布能稳定下来，它不是和混晶
技术一样，也在提供一种可靠的能带调节方法吗？顺着
这个的思路，人们开始有目的地研究和开发非晶技术。
非晶的一大优点是它造起来容易。玻璃就是一种典型
的非晶。正因为它制作方法简单，所以才替代石英这样
昂贵的晶体材料，成为平民百姓能消费得起的日用品和
装饰品。非晶半导体常用熔融态直接冷却就可制得。
等到各类淀积技术成熟后，在足够低温的衬底上淀积薄
膜，因为原子相互作用不够活跃，成起键来任性随意，也
能呈现出非晶态。但想把非晶用起来却没那么容易，原
因也是出在无序上。非晶的“杂质”本身就很多很乱，掺
杂它是起不到多大效果的，这使它不容易改性。杂质一

多，电子运动时遇到的杂质散射就多，自由时间就短，结果漂移速度又低得可怜。这些因素至
少在相当长的时期内都阻碍了非晶半导体在电子器件中的应用。

但它的制造和成本优势实在是诱人，不能当模拟器件用，那就当数字开关用，不善于导电，
就拿来感光，没多久各类实用技术就相继问世。非晶硫系玻璃因其感光特性和形成大面积薄
膜的能力，早已在复印机的硒鼓硒粉上得到广泛应用。ＡｓＴｅＧｅＳｉ系玻璃半导体电开关制
作的电可改写主读存储器已有商品生产。利用电的开关与存储效应以及非晶硫系玻璃晶态与
非晶态之间的转换特性，发展了荧光灯的瞬间开关和可重写的相变型ＤＶＤ光盘。利用光脉
冲使Ｔｅ薄膜玻璃化制作的光存储器也正在研制之中。实用技术的开发也使人们摸索出更多
非晶中电子的运动规律，发现了非常规的电子 声子作用方式和隧穿式导电机制，促进了固体
物理的发展。

５１２　有机体材料

在量子时代之前，化学和物理是两个相对独立的学科，分别研究温度作用下的分解化合运
动和力作用下的平动转动波动，无机化学和有机化学是两门相对独立的化学，分别研究没生命
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的化合物和“与生命有关”的化合物。等到原子层面上的微观粒子行迹都被摸透以后，所有（核

图５６　Ｃ Ｃ双键结构
　

外）物质本质上就只有电子，声子（或原子核）和光子组织结构上的
区别。

但这时候回过头来再看那些“与生命有关”的化合物时，却发现它
们还是有一些特别。生命似乎不那么喜欢死板规整的化合方法，因此
它合成有机体时不是以千篇一律的晶体原胞为单位的，而是以元素相同形式各异的分子结构
为基本单位的。有机半导体材料的分子中，一般含有碳－碳双键（Ｃ Ｃ）结构（见图５６），通
常还有Ｈ、Ｏ、Ｓ、Ｎ、Ｐ等元素，而且分子键很弱，随意性很强，这些分子间继续形成的结构也是
千差万别，琳琅满目。常见的小分子类有机半导体包括五苯、三苯基胺、富勒烯、酞菁、 衍生
物和花菁等，如图５７所示。它们继续向上构成种种看似随意却逐渐展现出稳定功能的高分
子结构，常见的高分子有机半导体主要包括聚乙炔型、聚芳环型和共聚物型几大类，如图５８
所示。再向上直至这些结构的功能性和生命性越来越强，呈现出病毒、细胞、组织、器官和生命
的形态。如果把无机晶体比作材料界的军队，那么有机材料就是繁衍生息的百姓黎民。

图５７　几种小分子类有机半导体
　

图５８　几种高分子有机半导体
　

这种分子内有序，分子外无序的特征足以使有机材料学仍然能作为一门相对独立的学科
而存在。因为分子外无序，所以前文所有与晶体宏观特性相关的内容就不再适用，但继续深入
到分子内部以后，原子层面的物理规律依然不变，仍然遵守薛定谔方程成键，微观上仍然是电
子声子（或原子核）和光子相互作用，宏观上还会呈现电、磁、光、声、力、热特性，也同样有许多
有机分子是半导体。以下仅就有机的半导体材料来介绍一些常识。

拿有机体来导电，就如同拿苹果来发电，拿人体来挡箭一样，是硬把有机体充作无机体来
使用的做法，论效率远不如无机物高。但用多了就发现它们在导电以外的种种好处。有机材
料来源丰富，易于制备，结构柔顺，兼容生态，和人体很相宜。早期的有机产品要么是取自生物
的燃料和调料，要么是制法简单价格低廉的塑料，都很简单实用。等到电子工程技术普及以
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后，人们想起来要挖掘它们潜藏的导电本能。三位化学家首先从聚乙炔上发现它改性成为良
导体的方法，他们因此获得２０００年的诺贝尔化学奖。

下面简单解释有机材料导电原理。有机体中有许多Ｃ原子，Ｃ要想成键就要动用最外层
２ｓ２２ｐ６８个电子。成键时这些电子态会被微扰杂化成各种形态，杂化后常形成４团（种）电子
云（态），每团可简并两个自旋态。这些电子云通常都有各向异性，能以不同结构方式稳定成
键。我们在金刚石结构中看到的是最对称的ｓｐ３杂化，每团电子云形状相同，就像σ形的单头
球棒，棒头四面伸出。它们或者彼此棒头直对形成Ｃ—Ｃ键，称作σ键，或者同其他原子成键，
例如以氢键形成ＣＨ４。但Ｃ也能ｓｐ２杂化，此时有三团能量较低的电子云仍然是单头球棒，但
２ｐｚ态上的电子云却未参与同２ｓ态的杂化，保留了原有较高的能量和较弱的各向异性，当它们
彼此成键时就不像σ形而像π形，严格来说应该是像“ＩＩ”形。因为电子云交叠带来的简并微
扰，构成σ键或π键的两个简并态一定还会继续分裂成两个非简并态，一个是能量略低的σ键
或π键（态），另一个是能量略高的σ或π反键（态）。因为π键的交叠不像σ键那么多，所以
不像σ和σ键分裂得那么严重，键能相差不大，而能量略低的π键已经接近ｓｐ２杂化态的能
量，这些态通常都对应价带，上面填满了被束缚的电子。计算后表明，π键正是无外界作用时
电子最高能填充到的轨道（态），称作ＨＯＭＯ，π反键正是电子最低填不到的轨道（态），称作
ＬＵＭＯ。适当改性或激发以后，ＨＯＭＯ上的电子就能跃迁到ＬＵＭＯ上，使它们实际上表现
出价带能级和导带能级的功能（如图５９所示）。相似的原理不仅适用Ｃ—Ｃ成键，也适用于
所有存在导电可能的材料和键结构，只要我们能设法找到其中潜在的ＬＵＭＯ和ＨＯＭＯ就
行。例如，有机分子结合后也会成键，也存在分裂成ＨＯＭＯ和ＬＵＭＯ的可能。利用前文紧
束缚模型的推论可知，只要参与相同成键方式的原子或分子数量足够多，键上的态就会不断解
除简并，从单个能级一直分裂成最后的能带。

图５９　两个碳原子之间的ｓｐ２杂化示意图
　

然而，因为有机体结构松散易变，周期性差，所以键上的简并度远没有晶体中那么高，形成
能带以承载大量载流子的能力并不容易得到充分的施展。结果有机体中的载流子往往不能像
近经典粒子那样通过准连续能级间的连续跃迁（即连续变速）形成电流，而常常是绕道载流子
的波动性，借助量子隧穿越过分立能态间较窄的势垒来形成电流。这与非晶体的导电机制一
样，都是把周期性不强的势场等效看作杂质后引起额外杂质散射的后果。结构松散的另一个
坏处就是陷阱增多，尤其是电子的陷阱增多。到处都是渴望获得电子的悬挂键、极性键和氢
键，它们只要不是ＨＯＭＯ态，本质上就可能构成陷阱，ＨＯＭＯ上电子没跑多远就会被它们抢
走，更不用说ＬＯＭＯ上的电子了。要想冲出虎口，只能指望ＨＯＭＯ态与这些陷阱态之间势
垒够窄，有机会能隧穿。结果有机物即使能导电，也常常是用空穴来导电，或者更确切地说，以
价带和陷阱轮番争夺电子的方式来导电。
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综上所述，抛开那些少数结构简单排列紧密到已经逼近无机晶体定义的有机聚合物特例
不谈，正统意义上的有机体导电是不会以超越无机物为目标的，而仍会发挥自己平易近人的特
长。有机物的制备工艺可以算是所有电子材料工艺中最简单低廉的，传统上不是用微观的生
长和淀积的方法，而是用宏观的挤压和涂抹的方法，制造规模几乎没有限制，这与造纸、刷漆差
不了多少。要想制备越好的有机半导体，就越会向制造无机晶体的方法靠近，极致时也会用上
气相淀积。虽然不能依靠它精益求精地控制电子和电流，但是在制作那些集成低、结构少、用
量大、可穿戴、易磨损、一次性、卖相好的日用消费品，如玩具饰品，屏幕电池内存元件天线时，
因为省下的成本可以投到外观技术上，而有机物恰恰又柔韧易塑，所以优势就立刻显现出来。
发光，吸收光（用补色变相发光）和感光也是有机物擅长的领域。因为有机分子结构多样，潜在
的活跃能态很多，其中有许多能级间隔都接近可见光范围，还没有毒性，所以人类自远古以来长
期使用的染料几乎全都是有机物。看的和玩的都已经用上了，穿的和吃的还会远吗？由此来看，
有机物导电的远景不像是要创建一个精雕细琢的系统，倒更像是在还原一个有血有肉的生命。

５１３　低维材料

无机晶体，非晶与有机材料之所以不同，主要是在原子或分子尺度以上的宏观有序性上有
差异。但是，如果材料的一个或多个维度上的结构尺度都已经小到原子级别，这种差异就无从
谈起了。此时它们全都变成一类材料，就是低维材料。低维材料也可称其为纳米材料，但这个
词语也常用来表示在微观尺度上经过改性或重构但仍保留宏观尺度的材料，涵盖范围过于广
泛，容易引起混用。

只有一个维度缩小，变得薄过纸片，常称为二维材料、薄膜材料。薄膜材料是目前最为常
见的。两个维度上都缩小，变得细过发丝，可称为一维材料、纳米／量子线材料。三个维度都缩
小成点，可称为零维材料、纳米／量子点材料。称量子是因为尺度小到如此地步后一定会展现
出微观粒子的物理。再小下去就缩成一个原子了。与之相反，三个维度上全都是宏观尺度的
材料，就称其为体材料，前两小节的节名就由此而来。人肉眼所能分辨的、哪怕是再薄再细的
材料都是体材料，纸和发丝在所有维度上都能高于１００μｍ量级，远远超过了纳米尺度。

ｘ空间的尺度缩小会带来诸多影响。从周期性边界条件上看，它会使ｋ空间的准连续状
态向着不连续的状态过渡。由式（２４４）和式（３１５）可知，周期性边界条件下相邻波数间距Δｋ
与结构线度Ｌ＝Ｎａ成反比，ａ为晶格常数，Ｎ为原胞数。由于宏观体积中Ｌ很大，Ｎ很大，所
以Δｋ很小，可视为准连续。当某维度上尺度不断缩小后，Ｎ减小，波数间隔Δｋ相对线度Ｌ显

图５１０　能态密度随尺度的演变

著增大，准连续就逐渐变为不连续甚至明显分立，每个ｋ对应的能量Ｅ也随之分立，能带变为孤
立能级，态密度ｇ（Ｅ）呈现出图５１０所示的变化。更重要的是，小尺寸会使材料的比表面积增
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加，并使单个杂质和缺陷的作用变得显著，表面、杂质和缺陷固有的强烈定域作用将得到充分显
现。从原子核角度说，表面附近原子成键受到的体束缚少，外界作用多，排列结构会显著偏离内
部晶格，甚至改变晶体相，固体相。从电子和声子角度说，定域性的势阱束缚或势垒排斥作用会显
著增强，全域性的共有化特征被会显著削弱。这些全都会导致低维材料的特性迥异于宏观体材料。

二维材料
二维材料的典型代表是石墨烯。石墨烯是Ｃ的同素异形体。它外层的电子呈现ｓｐ２杂

化，三团相同的ｓｐ２态电子云在层内相互交叠成键，构成稳定对称的六角蜂窝结构。剩下的电
子云在层外成键连接各层蜂窝结构，构成石墨。但如果只有一层，它们就不发挥作用，石墨就
变成石墨烯。层数不多时也可视为石墨烯。这种结构在制备出来以前一直被认为是热力学不
稳定的。但是在２００４年被成功制备后，人们发现它具有非常好的结构稳定性。它的强度是如
此之高，以至于可以用机械剥离的方法把它从石墨上一层层剥出来。图５１１（ａ）给出石墨烯的
结构图；图５１１（ｂ）给出了使用机械剥离的方法制备出的石墨烯结构覆盖在硅／二氧化硅
（２００ｎｍ）衬底上的光学显微照片。

图５１１　石墨烯结构示意图
　

石墨烯材料的电学性能也很优异，甚至可算是怪异。如图５１２所示，从能带结构来看，它
具有零带隙的能带结构，常态下是导体。在布里渊区中心点附近会呈现出近似锥形能带形状，
称为狄拉克锥，锥顶端的电子理论上有效质量趋近于０，因此它常态下能达到很高的迁移率。
Ｅ ｋ关系在很大范围内呈现出与光子一样的线性关系，而不是电子的抛物线关系，因此电子
的速度稳定，波包不会色散。因为行为接近光子，石墨烯电子很少发生同声子的晶格振动散
射，只受制于杂质散射，这又进一步提高了它的迁移率上限，而且还摆脱了晶格振动散射固有
的温度效应问题。最终石墨烯的电子迁移率可达到硅的１００倍以上。

图５１２　石墨烯结构的能带结构图
　

更有趣的还在后面。因为有效质量小，运动速度高，石墨烯电子在常态下就可能展现相对
论效应。克莱因（Ｋｌｅｉｎ）曾用薛定谔方程的相对论版，即狄拉克方程研究了相对论电子在势垒
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问题中的运动状态，预言它可能在势垒中引起一种特殊的电子—空穴耦合态，并借助它以
１００％的概率穿出常速电子无法隧穿的极宽势垒，称为克莱因隧穿。石墨烯电子很好地验证了
这个预言。因为电子更像是借助耦合态“变”过去的，而不是硬穿过去的，所以克莱因隧穿更像
是瞬移而非隧穿，电子更像是载荷子而非载流子。这会给石墨烯器件结构留下了更自由的设
计空间，对传统的设计思维方式发起了不小的挑战。

种种神奇的特性引起了人们极大的研究兴趣，从全世界范围内掀起了一股石墨烯技术的
研发热潮。虽然本征石墨烯是导体，但是通过掺杂，外加电场，化学势场等方法可以调节能隙，
使其改性为半导体，制作电子器件。高电子迁移率大大提高了石墨烯纳米电子器件的开关速
度，使器件理论运行速度可由硅工艺下的吉赫兹（ＧＨｚ）提高为太赫兹（ＴＨｚ）。人们期待着有
朝一日能用石墨烯替代硅来制造超微型晶体管，生产未来的超级计算机。到了那一天，以石墨
烯为代表的纳米电子材料可能引发一场全新的产业技术革命，像有些学者预言的那样“彻底改
变２１世纪”。

一维材料
一维材料的典型代表是碳纳米管，它也是Ｃ的同素异形体。碳纳米管是由单层或多层石

墨烯片绕中心按一定角度卷曲而成的中空无缝管状结构，如图５１３所示。其管壁大多由六边
形碳原子网格组成，直径只有几个或几十纳米。电子在碳纳米管中，一般只能沿轴向运动，径
向运动受到很大限制。碳纳米管也兼具结构稳定、机械强度高、导热性好、导电性优异的诸多
优点，载流子可沿轴向、在一个自由度长度范围内进行弹道输运。作为石墨烯的嫡系同胞，我
们对这一点已经不感到惊奇。

碳纳米管的结构可以用手性指数（ｍ，ｎ）来表示，根据碳六边形沿轴向的不同取向分成三
种。如图５１４所示，当ｎ＝０时为锯齿形（ｚｉｇｚａｇ）碳纳米管；当ｍ＝ｎ时为扶手椅形（ａｒｍｃｈａｉｒ）
碳纳米管；其他情况下一般称为手性碳纳米管。碳纳米管的光电特性与其结构相关，满足ｍ－
ｎ＝３ｑ，呈现金属性（简记为Ｍ），ｍ－ｎ≠３ｑ呈现半导体性（简记为Ｓ）。两种组合可以有ＭＭ、
ＭＳ和ＳＳ三种分子结。制作半导体器件时，金属性碳纳米管可以用作连接导线，而半导体性
碳纳米管用作功能元件，理论上仅靠碳纳米管就能构建“全碳”电路。这反而是身为二维结构
的石墨烯（在现有电路设计思维下）难以做到的。从现有硅电路遇到的技术瓶颈出发，人们期
待着高迁移率的碳电路能胜任更高频、更大电流和大注入的工作环境。碳纳米管优良的机械
性和热特性也展现出它在纳米机械、电极材料、储能等领域的应用前景。

图５１３　碳纳米管结构
　

　　

图５１４　碳纳米管的结构指数确定方法
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零维材料
零维材料从宏观上看就是一个点，微观上仍然有稳定具体的结构。它的典型代表仍是一

个Ｃ的同素异形体，即Ｃ６０，也称富勒烯。如图５１５所示，富勒烯中所有的原子都是表面原子，

图５１５　富勒烯（Ｃ６０）的
结构示意图

　

它们共同围出一个近似球形的领域。因为长得像一个足球，俗称足
球烯。富勒烯材料的新颖性主要在于其结构非常特殊和稳定，其中
五元环的存在是其成为球状的重要原因。在石墨烯的平面结构中，
五元环的出现通常导致其产生面外的扭曲形变，而富勒烯反而是因
为其结构中具有的多个五元环结构稳定了其球状结构。Ｃ６０并不是唯
一的具有球状结构的碳材料，这一系列球状结构的形成机理目前仍
然受到广泛的研究。

更多的元素或化合物不能像Ｃ这样形成这么多标致的低维材
料，但当它们的尺寸减小到只包含几个原子或几十个原子以后，或者说当宏观的晶体和非晶的
长程排列被彻底拆散，碎成一粒粒微晶以后，材料的性能的确与宏观时大不相同。有相当多的
材料可以在特定环境中稳定地保持这种微型的结构，它们在越来越实用的微观技术中常常能
发挥微型工人的重要作用。于是它们就被称为量子点材料，或准零维材料，成为另一个研究
热点。

量子点材料中有很多也是半导体，较典型的有半导体单质量子点，ＩＩＩＶＩ和ＩＩＶＩ化合物
量子点。以Ｓｉ量子点为例，体Ｓｉ材料的能带结构是非垂直带隙，发光效率低，而且偏离可见
光范围。把Ｓｉ做成量子点以后，因为全域周期性减弱，参与解除简并的原子数减少，杂化态交
叠的程度减弱，禁带宽度会呈现随着尺寸缩小而不断展宽，能带朝着能级逐渐靠拢，如图５１６
所示。当量子点的尺寸小至载流子的玻尔半径（常为５ｎｍ）时，这一效应开始变得十分明显。

除了禁带宽度变宽到可见光范围外，周期性削弱后布里渊区的形状和结构也会变化，从而
移动Ｅ ｋ能谷的位置，使非垂直带隙变为垂直带隙。这样硅量子点在光电领域就真正找到
了用武之地。硅量子点中可以观察到非常强的发光现象，并且可以通过调节其尺寸的方法来
调节其发光位置。尺寸缩小后的硅量子点的发光峰位置发生明显的蓝移。通过调控硅量子点
的尺寸调节波长，这为宽光谱范围内的低成本、高性能的光电子集成器件提供了可能。

在改变能带结构以外，量子点还能发挥它比表面积大，容易与外界作用的特点，有意地去
吸附或反应不同性质的离子和官能团，达到改变量子点物理化学特性的目的，这是人工可调材
料制备的基础。

图５１６　硅量子点的带隙Ｅｇ随尺寸ｄ的变化曲线
（空心点表示表面清洁硅量子点的情况；实心点表示表面有氢原子吸附后的情况。）
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晶体尺寸在微米尺度的无机晶体就是微晶。有机非晶材料本来就没有晶格，拆碎以后还
是大大小小的分子。有机分子大小不一，结构庞杂，可以是二维、一维、零维的，更可以是三维
的，比如著名的双螺旋形ＤＮＡ分子。上文叙述的三个同素异形体原则上也都可视为分子材
料。总有许多有机分子，它们天生似乎就应该是这样的结构，拆分得更细以后就会丧失了它原
有的功能。因为我们尚不清楚分子结构除了物理组织方式以外还隐藏着什么秘密，所以也无
法在这样小的尺度下对它们做出更合理的划分。下面就实际工作举个例子，介绍一种与无机
量子点不同的研究角度。

图５１７（ａ）显示了一个分子桥器件结构，其中一个单分子连通了两个极端靠近的电极。电
极通常都用淀积—光刻—刻蚀的方法从无机的Ｓｉ和金属材料中刻出。但这个分子却是有机
分子，结构为２″—氨基—４—乙炔苯基—４′—乙炔苯基—５′硝基—１′—苯—硫醇，采用化合合
成的方法制得，利用其官能团的化学特性以自组装的形式“爬”到两个电极之间。哪怕分子式
再长一点，作为一个单分子，它的尺度也不过是在纳米量级，刚好够上刻出的电极间距。这个
器件本身只是用于被动地测量该有机分子的特性，但同样的制备原理和结构却正在推广到更
多主动式工作的微型生化和医疗器件中。

图５１７　一种常见的分子器件原型示意图
　

图５１８　分子器件中的负阻行为
　

低温下用该结构测试该分子的性能，发现其具
有负阻效应，对应图５１８中曲线的下降部分。这
里的负阻效应也是由载流子获得足够能量后隧穿
到达更低有效质量能谷引起的。负阻效应与常规
电阻区结合在一起，构成一种双态电阻的器件特
性，分子可以在不同电压下展现出两个不同的电
阻，差异大到１０３量级。这种性质指向了它在存储
器件等领域的潜在应用。除了这种测试结构外，还
可以用更多的方法探测它的性能，如用原子力显微
镜的导电针尖尖端和分子接触后，在针尖和承载分子的导电衬底三者之间形成单分子接触，然后
根据需要施加外界作用。

５２　ｐｎ结

把不同形状的绝缘体，半导体和导体材料组合在一起，就形成绝缘体－半导体－导体结
构。因为半导体是其中唯一能调节电流的区域，所以也简称为半导体结构。它可以简单理解
为，电流的流道结构。

ｐｎ结是最经典的半导体结构，由同质的ｐ型半导体和ｎ型半导体直接组合而成。
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５２１　基本结构

在一块ｎ型（或ｐ型）半导体单晶上，用适当的工艺技术（如合金、扩散和离子注入等）可以
把ｐ型（或ｎ型）杂质掺入其中，使这块单晶的不同区域分别具有ｐ型（或ｎ型）导电类型，在两
者交界面处就能形成ｐｎ结。理想情况下，每边半导体的杂质均匀分布，杂质浓度在结处发生
突变，称为突变结。但现实技术常常只能形成不均匀分布的杂质，杂质浓度在结区附近逐渐变
化，称为缓变结。

先以突变结为例了解ｐｎ结的形成过程。如图５１９（ａ）所示，接触前，ｐ型和ｎ型半导体具
有相同的能带结构，但费米能级不同，分别记为ＥＦｐ和ＥＦｎ。接触后，按照３２２节介绍的原
理，费米能级差会使载流子发生扩散运动，导带电子将从电子费米级能高的ｎ区流向ｐ区，价
带空穴将从空穴费米能级高的ｐ区流向ｎ区。扩散的结果是，ｐ区界面区域内留下空间负电
荷，ｎ区留下空间正电荷。按照４５１节介绍的泊松方程，空间净电荷会引起内建电场和电
势。电场从正电荷区指向负电荷区，即从ｎ到ｐ。电势则是ｐ区高，ｎ区低，形成电势差，常称
为接触电势差。内建电场引起了电子和空穴的漂移流，流动方向和扩散流相反，削弱了两者的
扩散运动。随着内建电场增强，接触电势差增大，最终漂移流强到完全抵消扩散流，载流子不
再流动。按４４３节介绍的原理，此时两边费米能级也一定处于齐平状态，所有物理量也都达
成稳定分布。

ｐｎ结的核心部分就是中间那段能带结构剧变的区域。为了便于叙述，先介绍一些常用概
念。这个区最普通的称呼就是接触区。从它构成特定结构的角度，也称结区。从阻碍载流子
运动角度，常把能带不平的部分称作势垒区。电势／电势能的不均匀分布是由净电荷造成的，
围绕该处有净电荷的特征，又可称之为空间电荷区。因为电子和空穴流失，费米能级远离导带
和价带顶，所以比起两边的ｐ区和ｎ区来，该区的载流子处于耗尽状态，按此特征可称为耗尽
区。在本例中这些概念都指向同一个区域，但因为定义方式不同，其他情形下可能会有细微区
别，具体不再展开，只需在提及时会意即可。

图５１９　ｐｎ结接触前、后的能带图
　

求解稳态分布所需的所有理论都已经在４５３节介绍，而且ｐｎ结实际上可简单看作是一
个杂质浓度分布极端不均匀的非均匀半导体。但因为它在工程应用中十分基础，所以仍有必
要熟悉其完整结论。

先看接触电势差ＶＤ，它反映能带究竟弯曲了多少。我们前几章φ来表示电势，这更符合
电磁场物理的习惯。但如４５４节所述，电路学中习惯用电压Ｖ代替电势φ，因此本章我们就
改用Ｖ来描述所有电势，顺应工程学的习惯。从ＶＤ的物理意义上可知：

ｑＶＤ＝ＥＦｎ－ＥＦｐ （５７）
根据费米能级的定义，有：
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ｎｎ０＝ｎｉｅ
ＥＦｎ－Ｅｉ
ｋＴ ，　ｎｐ０＝ｎｉｅ

ＥＦｐ－Ｅｉ
ｋＴ （５８）

式中，ｎｎ０和ｐｐ０分别指ｎ区和ｐ区的多子浓度。由此得到：

ＶＤ＝ｋＴｑｌｎ
ｎｎ０
ｎｐ０＝

ｋＴ
ｑｌｎ

ｎｎ０ｐｐ０
ｎ２ｉ

（５９）

对于非简并半导体，多子浓度基本就是杂质的掺杂浓度，即ｎｎ≈ＮＤ，ｐｐ≈ＮＡ，ＮＡ 和ＮＤ分别
是ｎ区的施主掺杂浓度和ｐ区的受主掺杂浓度。因此上式变为：

ＶＤ＝ｋＴｑｌｎ
ＮＤＮＡ
ｎ２ｉ

（５１０）

可见ＶＤ与ｐｎ结两侧掺杂浓度、温度、材料等参数有关。对于最重要的半导体材料硅，一般掺
杂水平下，如ＮＡ≈１０１７ｃｍ－３，ＮＤ≈１０１５ｃｍ－３时，接触电势差ＶＤ约为０７Ｖ，对应ｐｎ结的势垒
高度为０７ｅＶ。同样条件下，锗的ＶＤ 只有０３２Ｖ。这是因为室温下硅的禁带宽度Ｅｇ＝
１１２ｅＶ比锗的Ｅｇ＝０６７ｅＶ大，因而ｎｉ更小的缘故。

图５２０　ｐｎ结中电荷、
电场、电势和能带的关系

再看电场和电势的分布。因为电离的载流子耗尽，剩下的净电荷全都是杂质离子，所以空
间电荷区的电荷浓度就是两边半导体原有的杂质浓度，分别为ＮＡ 和ＮＤ。在此基础上应用
式（４１０９）的泊松方程，有：

　　　　ｄ
２Ｖ１（ｘ）
ｄｘ２ ＝ｑＮＡεｒε０　

（－ｘｐ＜ｘ＜０）

　　　　ｄ
２Ｖ２（ｘ）
ｄｘ２ ＝－ｑＮＤεｒε０

（０＜ｘ＜ｘｎ） （５１１）

εｓ＝εｒε０为半导体的介电常数，因为两边同质，故假设为同一
常数。电场的边界条件为：

犈（－ｘｐ）＝－
ｄＶ１（ｘ）
ｄｘ ｘ＝ｘｐ

＝０

犈（ｘｎ）＝－ｄＶ２
（ｘ）
ｄｘ ｘ＝ｘＤ

＝０ （５１２）

由此可解出电场分布：

犈１（ｘ）＝ｄＶ１ｄｘ＝
ｑＮＡ（ｘ＋ｘｐ）
εｒε０

，　（ｘｐ＜ｘ＜０）

犈２（ｘ）＝ｄＶ２ｄｘ＝
ｑＮＤ（ｘ－ｘｎ）
εｒε０

，　（０＜ｘ＜ｘｎ）（５１３）

如图５２０（ｃ）所示。当ｘ＝０时，电场取得最大值 犈ｍ

犈ｍ ＝ｑＮＡｘｐεｒε０ ＝
ｑＮＤｘｎ
εｒε０ ＝

Ｑ
εｒε０

（５１４）

由式（５１３）和式（５１４）描述的突变结势垒区内电场分布如
图５２０（ｃ）所示。对式（５１３）积分，并注意到电势的自然边
界条件为，Ｖ１（－ｘｐ）＝０，Ｖ２（ｘｎ）＝ＶＤ，Ｖ１（０）＝Ｖ２（０），可求
得势垒区的电势分布为：

Ｖ１（ｘ）＝ｑＮＡ
（ｘ２＋ｘ２ｐ）
２εｒε０ ＋ｑＮＡｘｘｐεｒε０ 　（－ｘｐ＜ｘ＜０）

Ｖ２（ｘ）＝ＶＤ－ｑＮＤ
（ｘ２＋ｘ２ｎ）
２εｒε０ ＋ｑＮＤｘｘｎεｒε０ 　（０＜ｘ＜ｘｎ）

（５１５）
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具体如图５２０（ｄ）所示。
最后再看看势垒区的几何尺寸，即两边的势垒区宽度ｘｐ和ｘｎ，以及势垒区总宽度Ｗ＝ｘｎ

＋ｘｐ。由Ｖ１（０）＝Ｖ２（０）及式（５１５），得到突变结接触电势差ＶＤ与势垒区宽度的关系为：

ＶＤ＝ｑ
（ＮＡｘ２ｐ＋ＮＤｘ２ｎ）
２εｒε０

（５１６）

考虑到半导体的电中性，势垒区正负电荷总量相等，有：

ｑＮＡｘｐ＝ｑＮＤｘＤ （５１７）
因为Ｗ＝ｘｎ＋ｘｐ，可得：

ｘｎ＝ ＮＡＷ
ＮＤ＋ＮＡ

，　ｘｐ＝
ＮＤＷ
ＮＤ＋ＮＡ

（５１８）

代入式（５１６），整理后得到势垒区的宽度：

Ｗ＝ ＶＤ２εｓｑ
ＮＡ＋ＮＤ
ＮＡＮ槡 Ｄ

（５１９）

同样的方法可得出缓变结中势垒区高度和宽度，不再展开。

５２２　常规特性

在ｐｎ结上加电压Ｖ后，因为两边势能的差异，载流子开始流动，形成电流Ｉ。从电路学角
度，我们不关心内部载流子的运动状态，只关注外部看到的Ｉ Ｖ特性。

先看在ｐｎ结上加正偏电压，即ｐ正ｎ负时的情形，如图５２１（ａ）所示。正偏压缩小了接触
电势差，抑制了漂移作用，增强了扩散作用，使更多电子涌向ｐ区，空穴涌向ｎ区，产生显著的
电流。电路学上就称其为正向导通。形象地看，ｐｎ结就是通过大陆架连接的大陆与深海，只
需海底稍有抬升，ｎ区电子海水会涌向ｐ区大陆。

再看ｐ负ｎ正的反偏电压情形。如图５２１（ｂ）所示，反偏压增大了势垒高度和内建电场
强度，抑制了扩散作用，增强了漂移作用。但ｐ区的电子本来就很少，场强再大，也找不到更多
的电子能漂移回ｎ区。ｎ区的空穴也是同理。因此反偏后几乎不能形成电流，电路学上称为
反向截止。形象地说，抬高大陆地势以后，陆地上没有水可以流回大海。

图５２１　ｐｎ结加压后的变化情况
　

正向导通，反向不通，构成电路学上的整流特性，是二极管的基本功能。它能把交流信号
变成等幅直流信号，是无线电接收技术的重要环节，而一个简单的ｐｎ结就已经实现了这一功
能，一个ｐｎ结就是一个二极管。但ｐｎ结的作用还远远不止于此。只要把ｎ区看作海洋，ｐ区
看作平陆或高山，就能明白ｐｎ结的电势能结构，实际上构成了引导电子流动的地势结构。水
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利工程中有多少种方法整治河道，电子工程就有多少种方法控制电流，而ｐｎ结只是其中最基
本的结构单元。当人们领会了利用ｐｎ结单元控制电流电势的基本思想后，紧接着就发明出
许许多多的新结构，如ｐｎ ｐ结构，ｐｎ ｐｎ结构等。它们能精密地控制着电流的行止方向，
产生形形色色的电子器件。具体会在器件类课程中专述。

下面按照第４章的理论推导ｐｎ结具体的Ｉ Ｖ特性。
不加电压时，扩散电流和漂移电流相互平衡。以电子电流密度Ｊｎ为例，写为：

Ｊｎ＝ｎｑμｎε＋ｑＤｎ
ｄｎ
ｄｘ

（５２０）

式中，μｎ是电子迁移率；Ｄｎ是电子扩散系数。按４４３节理论它可改写为式（４１０２）形式，即

Ｊｎ＝ｎμｎ
ｄＥＦ
ｄｘ

（５２１）

说明电子费米能级的倾斜导致了电子的流动。空穴情况同理不述。
外加正偏电压后，两种载流子分别向对方区域灌注，构成粒数／浓度的注入运动。偏压不

大时，注入浓度远小于对方的多子浓度，构成一个标准的少子扩散电流问题，这里可照搬
４５２节的全套理论，简单复述如下：

注入的少子会一边复合转化为多子漂移电流，一边向扩散区的深处扩散，直到在扩散长度
的位置上，所有少子都被复合殆尽，少子扩散电流完全转化为多子漂移电流。扩散区内费米能
级分裂成两条。因为电流相仿而浓度差异巨大，所以少子的费米能级显著弯曲，如
图５２２（ａ），多子的费米能级几乎不弯曲。因为电流连续，只需求解扩散区起始位置上的扩散
电流，它等于各处的稳态总电流。最终只需求出给定注入浓度时扩散区起始（ｐ ｐ′或ｎ ｎ′）
处的少子扩散电流，就能推出其他所有位置上的电流解。

图５２２　正偏时ｐｎ结的能带图及非平衡载流子分布情况
　

然而，和４５２节的问题比起来，现在还缺少一个条件：不知道扩散区起始处的少子注入
浓度是多少。这里扩散区都紧邻着耗尽区，扩散区起始处就在耗尽区的边界位置。严格来说，
有了４５１节的三个基本方程，只要给定所有约束的外界作用，一定能解出所有物理量。但对
小注入问题来说，不用这样大费周章。仍与４５２节解释为何只有少子费米能级发生弯折时
一样，可以用式（５２１）来进行简单的分析。各处电流大小相仿的情况下，费米能级的斜率与浓
度呈反比关系。现在对同一种载流子（如电子）。它在ｎ区、耗尽区和ｐ型扩散区三个区域中，
浓度最低的是扩散区，因为电子一路扩散 复合过来的，复合只会使它越来越少，到扩散长度位
置上达到最少，等同于该区的少子浓度。耗尽区虽然名为耗尽，但指的是多子被耗尽，耗尽区
的少子浓度比起扩散区来说还是要大很多。既然扩散区的电子浓度最少，为了保持电流连续
性，扩散区的电子准费米能级斜率应该比其他各处都大。换句话说，费米能级在其他各区都保
持齐平，一进扩散区就开始弯折。能带如何弯曲我们已经有答案，现在又分析出费米能级在其
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他各区保持齐平的结论，两相对比就能得到扩散区始端费米能级和能带结构的距离，由此推得
该处的少子浓度。

利用这样的思想，推出正偏下ｐ型扩散区始端注入的（ｐ ｐ′位置）少子电子浓度ｎｐ１为

ｎｐ１＝ｎｐ０ｅｘｐｑＶ（ ）ｋＴ
（５２２）

式中ｎｐ０是ｐ区深处电子浓度，如图５２２（ｂ）所示。因此该处电子的净注入浓度Δｎｐ为：

Δｎｐ＝ｎｐ０ ｅｘｐｑＶ（ ）ｋＴ［ ］－１ （５２３）

套用少子扩散电流理论得到该处扩散电流密度为：

Ｊｎ＝ｑＤｎＬｎΔｎｐ＝
ｑＤｎ
Ｌｎｎｐ０ ｅｘｐ

ｑＶ（ ）ｋＴ［ ］－１ （５２４）

它同时也等于ｐ型扩散区其他各处由少子注入扩散引起的总电流，也就是电子扩散电流和它
复合后转化成的多子漂移电流的和。同理可以得到ｎ区势垒区边缘处的空穴扩散电流密
度为：

Ｊｐ＝ｑ
Ｄｐ
Ｌｐｐｎ０ ｅｘｐ

ｑＶ（ ）ｋＴ［ ］－１ （５２５）

它同时也等于ｎ型扩散区其他各处其他各处由少子注入扩散引起的总电流。这两个电流加在
一起就构成了整个ｐｎ结中的总电流密度：

Ｊ＝Ｊｎ＋Ｊｐ＝ ｑＤｎＬｎｎｐ０＋
ｑＤｐ
Ｌｐｐ（ ）ｎ０ ｅｘｐｑＶ（ ）ｋＴ［ ］－１ （５２６）

再看反偏电压的情况。此时势垒区边缘的少子不但没有补给，还会因为反向电场的抽取
而枯竭。尽管ｐ区、ｎ区深处的少子已经很少，但仍比抽干后的少子多，所以会向势垒区边界，
反向扩散，以补充此处少子的不足。结果准费米能级的走向完全被反过来，如图５２３所示。
虽然扩散方向相反，但在公式形式上都没有变化，最后得到的结论仍为式（５２６）。当反向电
压较大时，指数项趋于零可忽略，总电流密度变为：

Ｊ≈－Ｊｓ＝－ ｑＤｎＬｎｎｐ０＋
ｑＤｐ
Ｌｐｐ（ ）ｎ０ （５２７）

一般将Ｊｓ称为反向饱和电流，它是ｐｎ结的重要参数。利用它可将式（５２７）重写为

Ｊ＝Ｊｓ ｅｘｐｑＶ（ ）ｋＴ［ ］－１ （５２８）

用电流密度Ｊ的公式乘以ｐｎ结的横截面积Ａ即得到电流Ｉ。

图５２３　反偏时ｐｎ结的能带图及非平衡载流子公布情况
　

将上述计算结果绘成图，就得到ｐｎ结的Ｉ Ｖ特性曲线，如图５２４（ａ）所示。随正偏电压
增大，电流呈指数级增长。正偏电压增大到一定程度时，电流值会增至显著的数量级，可认为
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ｐｎ结正式导通。使ｐｎ结导通所需的正偏电压就称为阈值电压。对于硅ｐｎ结，阈值电压一般
在０７Ｖ左右。导通后的电流仍然沿指数级增长。综合上述特征，有时也将ｐｎ结的Ｉ Ｖ曲
线理想化成图５２４（ｂ），形成一条有阈值电压的整流特性曲线。ｐｎ结的Ｉ Ｖ特性与温度密切
相关，由式（５２６）和式（５２８）可知，正、反向电流均随温度的升高而迅速增大，这点在实际应用
中必须考虑。

实测的Ｉ Ｖ特无性曲线往往与图５２４所示的理想曲线存在一定误差。小注入情况下的
误差主要源于理想情况忽略了正／反向偏置的势垒区的复合／产生电流。

图５２４　ｐｎ结Ｉ Ｖ曲线图
　

至此为止推导的都是稳态的解。当外加电压瞬态变化时，就必须用上４５４节的瞬态结
论。严格求解瞬态解又是三个基本方程联立的问题。运动不复杂时，电路学上还是希望简化
的分析方法，常采用４５４节的方法，把各种瞬态运动等效为电容和电感的形式。常态下电容
行为来源更多、表现更显著，这里只介绍它的常用结论。

ｐｎ结中的电容行为就是势垒区电荷的充放电运动。反偏增大时，更多载流子被抽走，净
电荷增加，相当于充电。反偏减小时，则相反。正偏增大时，载流子流回增加，净电荷减少，相
当于放电，反之相当于充电。用Ｑ表示势垒区净电荷量，Ｖ表示外加电压，可定义该电容为：

Ｃ＝ｄＱｄＶ
（５２９）

这种由于势垒区电荷变化导致的ｐｎ结电容就称为势垒电容。势垒区电荷Ｑ与电压Ｖ的关系
在前文已有推导，可直接推论得到单位截面积上势垒电容ＣＴ为：

ＣＴ＝ εｒε０ｑＮＡＮＤ
２（ＮＡ＋ＮＤ）（ＶＤ－Ｖ槡 ） （５３０）

反偏电压越大，势垒电容越小。常见ｐｎ结势垒电容的典型数值约在１０－１０Ｆ量级。式（５３０）
的推导利用了耗尽近似，因此对正偏情况不适用。正偏电容一般用经验公式Ｇ＝４ＣＴ（０）近似
计算。

除了势垒区，扩散区的电荷量也会随着外加偏压而变化。但它属于４５４节所说的由统
计粒数势φＦ－φ引起的电容，即净电荷不变，但载流子浓度分布改变，为了填补分布改变需要
额外的载流子，它们的出入运动就形成该电容的充放电电流。这种由于扩散区电荷变化导致
的ｐｎ结电容就称为扩散电容。扩散区的少子总电荷可表示为：

Ｑｐ＝∫
∞

ｘｎ
ｑΔｐ（ｘ）ｄｘ，Ｑｎ＝∫

－ｘｐ

－∞
ｑΔｎ（ｘ）ｄｘ （５３１）

式中，

Δｐ（ｘ）＝ｐｎ（ｘ）－ｐｎ０＝ｐ ［ｎ０ ｅｑＶｋＴ ］－１ｅ
ｘｎ－ｘ
Ｌｐ
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Δｎ（ｘ）＝ｎｐ（ｘ）－ｎｐ０＝ｎｐ［０ ｅｑＶｋＴ ］－１ｅ
ｘｐ＋ｘ

Ｌｎ

由此可得扩散区单位截面积的扩散电容ＣＤ为：

ＣＤ＝ｑ２ｎｐ０Ｌｎ＋ｐｎ０Ｌｐ［ ］ｋＴ ｅｘｐｑＶ［ ］ｋＴ
（５３２）

图５２５　ｐｎ结中寄生电容示意图
　

正偏电压越大，扩散电容越大。常见ｐｎ结扩散电容
的典型数值约在１０２～１０３ｆＦ量级。

扩散电容和势垒电容共同构成了ｐｎ结的电容。
结电容的存在会干预ｐｎ结的正常功能，这是人们本
不希望的，所以常称之寄生电容（如图５２５所示）。
电路工作频率稍微高一点以后，就必须考虑这种寄生
电容的影响，因此，常见ｐｎ结的等效电路模型中都会
包含它。

５２３　异常特性

人们最开始使用ｐｎ结是用来实现整流特性的。图５２４所示的ｐｎ结Ｉ Ｖ特性也很好地
实现了这一预期。但在使用过程中，人们发现这张图还不全，它只描绘了最中间一段工作区域
的特性。随着正、反偏电压不断增大，曲线继续往左或往右延伸，这种特性的趋势是否能一直

图５２６　ｐｎ结异常工作方式下的
典型Ｉ Ｖ曲线

　

保持下去，图５２６给出了结论，两边都不能。以下我们将简
要介绍这两个异常区域的工作特性。

先看正偏不断增大后的情况。此时图５２６曲线的斜率
渐渐降低，表明表面随着正偏电压的增大，载流子的注入受
到阻挡。特别是当注入的少子载流子浓度大到与该区的多
子浓度可以相比拟后，这种趋势表现得尤为明显。在４５３
节曾提过，这种注入称为大注入。从理论上说，注入的少子
量已经接近多子，开始显著干预空间的电中性，因此在大注
入了少子ΔＰｎ的区域，会吸引Δｎｎ的多子到来以维护ｎ区的
电中性，如图５２７所示，ΔＰｎ和Δｎｎ分布相同。由于电子与
空页以不同速度向ｎ区体内方向扩散，从而形成内建电场，阻碍与它同极性的载流子的进一步

图５２７　大注入时的ｐ＋ｎ结能带图
　

注入。表现在能带图上，扩散区的内建电场虽然加强了
该区以后各处的少子扩散，但却抬高了扩散区始端的势
垒，阻碍了少子的进一步注入。简化推导后可得到大注
入后的近似特性为：

Ｊｎ≈ ｑ２ＤｎＬｎｎ（ ）ｉｅｘｐ ｑＶ
２ｋ０（ ）Ｔ （５３３）

尽管扩散系数增加了，但是指数级增长速度却降低了一
半，所以总的增长势头会显著放缓。大注入的极限情况
就是少子和多子一样多，处处变成均匀的本征半导体，

ｐｎ结的特性完全消失。
再看负向偏压不断增大的情况。从图５２６可以看到，反偏增加到某一阈值时，反向电流

会急剧增大。表现的与高压击穿绝缘体的现象类似，因此称为ｐｎ结击穿。本来这不算是什么
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好现象，但从图中曲线可以看到，击穿后的电流上升速度远比正向大注入区要迅速，Ｉ Ｖ曲线
十分陡直。这带来两个很不错的推论：第一，击穿状态的ｐｎ结能提供很大的电流；第二，击穿
状态的ｐｎ结更容易维持相对稳定的电压。这两个结论分别奠定了击穿效应在功率器件和稳
压器件中的重要地位，使可控的击穿成为一种良性的效应，有着很多积极的器件应用。适当设
计后的ｐｎ结常常刻意反／偏，用作稳压二极管，就属这类应用。

ｐｎ结反向击穿基于两种机理，一种就是雪崩击穿效应，在４５５节已进行分析。这里结
合ｐｎ结的结构再简单说明。如图５２８所示，反向偏压很大时，势垒区的电场很强，势垒区内
电子和空穴在很短的时间和距离内便能获得很大动能。以电子为例，高能导带电子会与价电
子碰撞，使其跃迁进入导带。这样一个载流子在一次碰撞中产生了额外的两个载流子。新产
生的载流子又会以同样方式继续碰撞，就像滚雪球一样，把价带足够多数量的电子调动起来参
与导电。雪崩后的载流子在反向电场作用下立刻漂向两端。从极性上看，电子会漂入ｎ区，空
穴会漂入ｐ区，都是各自区域的多子，因此立刻就融入到多子漂移电流中形成器件电流。因此
整个雪崩过程几乎没有少子参与到其中的复合和扩散过程，少了慢腾腾的少子，所有过程都能
干净利落地完成，因此击穿电流立刻就提升上去，即使在瞬态激励下也能保持良好的击穿
特性。

反向击穿的另一种机理是隧穿，也称齐纳击穿。如图５２９所示，反偏电压足够大时，能抬高

ｐ区价带达到ｎ区导带的高度。如果ｐｎ结两端掺杂较重，构成ｐ＋ｎ＋结，那么按式（５１９），势
垒区就会较薄。这两个因素合在一起，就构成了ｐ区价带电子（注意不是空穴）隧穿到ｎ区导
带的条件。隧穿也不用动用少子，也是响应速度非常快的机制。实际使用中，击穿和隧穿这两
种机制可能会同时发生。一般来说，轻掺杂强反偏有利于雪崩击穿，重掺杂利于齐纳击穿。

图５２８　ｐｎ结反偏时雪崩击穿的机理
　

　　

图５２９　ｐｎ结反偏时隧穿的机理
　

除上述两种电击穿以外，ｐｎ结还可能发生热击穿。它的原理很简单。通电会使ｐｎ结发
热，而发热后又会进一步增加热激发的载流子数，按式（５２８）使电流变得更大，发热量更高。
任由这样恶性循环下去，很快ｐｎ结就会被烧毁。上文介绍的两种反向击穿中都存在着因为
电流过大滑向热击穿的隐患。热击穿一旦发生，结构的晶格就被永久地破坏，击穿就成为不可
逆行为。这是我们想利用击穿时一定要避免发生的问题。因为该效应是Ｉ Ｖ特性固有的温
度效应带来的，通常用加强散射的办法加以预防。但也因此衍生了各种从器件和电路结构上
想出的办法，在后续课程中会有介绍。

５３　异 质 结

所谓异质结，就是两种不同半导体材料接触后形成的结构。精心设计后的异质结往往能
比同质结提供更多、更巧妙的电势形貌，提供更好的电流控制手段。
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５３１　基本结构

异质结的制备比较困难。它通常使用薄膜生长工艺进行制备。在一块（或一层）材料表面
上利用物理或化学方法长出另一层材料。控制生长条件可以获得良好的接触质量。制备中常
遇到的问题是，如果两种材料的晶格结构、晶格常数和热膨胀系数相差过大，界面处就会产生
明显的界面态。这一问题在金属有机气相沉积法和分子束外延等工艺开发成功后得到缓解。
工艺成熟后的异质结为器件设计者的想象力提供了充分的发挥空间，几乎成为高端电子器件
结构的代名词。

根据形成异质结的两种不同材料的导电类型来分，异质结可以分成同型异质结（如ｎｎ
结、ｐｐ结）和异型异质结（如ｐｎ结、ｎｐ结），习惯上将禁带宽度窄的材料写在前面。以
图５３０（ａ）的ｐｎ异型异质结为例，未接触前，两个半导体的导带位置、价带位置、禁带宽度、费
米能级均不相同。接触后，因为电流为零，所以费米能级仍然要齐平，又因为材料没有变，所以
每种材料内能带的相对结构不能改变，接触界面处的相对位置也不能变，结果热平衡态时就形
成图５３０（ｂ）的结构。其他类型的异质结就留给读者自己分析。

图５３０　ｐｎ异质结
　

如果通过５２节的阅读，能够理解到同质ｐｎ结本质上是在为电流流动提供合适的电势地
貌，那么理解异质结就没什么困难了，无非是这里的地貌更复杂、更巧妙而已。在图５３０例子
中，我们很快就能辨别出许多新的地貌特征，也不难猜到它们的潜在作用。图５３０（ｂ）中的能
量凹口具有聚集电子的作用，它应该能使电子的浓度显著增高。图中的尖峰可以提供垂直纸
面方向上电流的边界，足够窄时还可能使电子隧穿，打通平行纸面方向上电流的通道。ｐ区和
ｎ区的导带底高度相距较近，而价带顶相距较远，意味着势垒区阻碍价带空穴漂移的作用比阻
碍导带电子漂移的作用更加强烈。下面就针对这些能带特征的实际特性展开讨论。

５３２　优异特性

利用两边导带底和价带顶不一样高的特点，异质结可以获取很高的注入比，也就是正向偏
压下ｎ区向ｐ区注入的电子电流与ｐ区向ｎ区注入的空穴电流之比。这常对强化优势电流有
利。假设ｐ区和ｎ区的杂质全电离，Ｄｎ和Ｄｐ、Ｌｎ和Ｌｐ相差不大，用５２２节的扩散电流模型
能简化分析ｐｎ异质结的注入比。由式（５２４）和式（５２５）可知：

Ｊｎ
Ｊｐ＝

ＤｎＬｐ
ＤｐＬｎ

ｎｐ０
ｐｎ０＝

ＤｎＬｐ
ＤｐＬｎ

（ｎ２ｉ）ｐ
（ｎ２ｉ）ｎ

ｎｎ０
ｐｐ０＝

ＤｎＬｐＮＤ
ＤｐＬｎＮＡｅ

ΔＥ
ｋ０Ｔ （５３４）

式中，ΔＥ＝ΔＥＣ＋ΔＥＶ＝（Ｅｇ）ｎ－（Ｅｇ）ｐ对于同质结，ΔＥ＝０，提高注入比的唯一途径是增加ｎ
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区的电子浓度。要想获得较大的注入比，往往要掺杂很高的浓度，既破坏了浓度与导电性呈线

性的轻掺杂条件，也限制了结构的设计范围。但对于异质结，注入比主要由指数因子ｅ
ΔＥ
ｋ０Ｔ决

定，即使ＮＤ＜ＮＡ，仍可获得很大的注入比，使异质结在依赖注入比工作的器件，例如，双极结
型晶体管中能发挥重要作用。

能带中的凹口、尖峰和费米能级相互配合，能起到聚集某种载流子的特殊作用。以ｐｎ异
质结为例，随着外加正向电压的增大，图５３０中的异质结势垒逐渐被拉平，ｎ区的电子不断向

图５３１　ｐｎ异质结外加大
正向电压时的能带图

　

ｐ区注入，这时ｐ区的电子准费米能级将大幅度偏离热平衡
时的费米能级，甚至抬高到与ｎ区的电子准费米能级一致，如
图５３１所示。由于ΔＥＣ 的存在，此时有ＥＣ２－ＥＦｎ＞ＥＣ１－
ＥＦｎ，因此ｎ１＞ｎ２，出现注入到窄带材料中的少数载流子超过
宽带材料中的多数载流子浓度的现象，常称为超注入效应。
这种现象已在半导体激光器中得到证实和应用，实现了激光
器所要求的粒子数翻转这一必要条件。

合适控制尺寸后，凹口处的载流子往往还能获得不同的运动特性。一个典型的例子就是
二维电子气。下面以宽禁带重掺杂的ｎ型ＡｌＧａＡｓ与不掺杂的ＧａＡｓ［图５３２（ａ）所示］构成的
ＧａＡｓ／ＡｌＧａＡｓ突变调制掺杂异质结为例进行分析。调制掺杂异质结就是指一边重掺杂，另
一边轻掺杂或者不掺杂的异质结。因为是突变结，导带底能量在界面处会有突变ΔＥＣ，构造
出陡峭的尖峰和凹口。宽带隙的ＡｌＧａＡｓ掺杂浓度很高，电子从ＡｌＧａＡｓ向ＧａＡｓ注入，将进
入ＧａＡｓ一侧的凹口中，在ＡｌＧａＡｓ一侧形成薄空间电荷层。图５３２（ｂ）所示中的“尖峰”也就
是电子的势垒，“凹口”也就是电子的势阱。如果“凹口”势阱的深度足够大，则其中的电子就只
能在势阱中紧贴着异质结界面运动，在垂直于异质结界面的方向势阱很窄，电子势场尺度被等
效地低维化，使能量呈现出分立状态。这种情况下电子只能二维运动，故称为二维电子气，简
写为２ＤＥＧ。又因为势阱中的二维电子气处在本征半导体一边，因此虽然有很高的电子浓度，
但该区域电子在运动过程中受到电离杂质的散射作用却很小，因而迁移率可以很高。特别是
在较低温度下，晶格振动减弱，迁移率更高。这样的调制掺杂异质结结构既满足了载流子浓度
高和速度高的要求，对制造高速器件十分有利。此外，调制掺杂异质结中的二维电子气还具有
在极低温度下不会复合消失的特质。这是因为浓度很高时电子同电离杂质的中心位置是分离
开来的，温度降低后电子也无法回到杂质中心上去，从而在极低温度下它们也不会消失，能够
正常工作。这就为低温电子学的研究与发展提供了器件基础。

图５３２　ＧａＡｓ／ＡｌＧａＡｓ异质结能带图
　

此外，在ＡｌＧａＮ／ＧａＮ异质结中也能形成二维电子气，且较其他半导体异质结的二维电子
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气面密度高近一个数量级，迁移率可高达２０００ｃｍ２／Ｖ·ｓ，是制作微波器件的优选材料。
ＡｌＧａＮ／ＧａＮ异质结界面处之所以能够产生如此高的面密度，与材料内部的极化效应密切相
关。我们知道，ＩＩＩ族氮化合物的晶体结构为纤锌矿结构，不具有中心对称性，其晶胞内的正负
中心不重合，形成电偶极矩，故存在自发极化。由于晶格常数存在差异，ＡｌＧａＮ／ＧａＮ形成异
质结结构时还会产生压电极化效应。很强的自发极化和压电极化在异质结界面附近感生出极
高密度的界面电荷，强烈调制了异质结的能带结构，加强了对２ＤＥＧ的二维空间限制，从而提
高了２ＤＥＧ的面密度。

综合这些优点，异质结尽管制备不易，还是在各种高端电子器件中得到广泛应用。它的设
计潜力远远超出同质结，只要发挥想象力还可能其中发现更多更新的电子控制途径。

５４　金属 半导体结构

历史上最早出现的半导体结构不是ｐｎ结，而是金属 半导体结构，简称金 半结构。最早
的时候，电子器件都由金属和简单的半导体拼成，很容易就发现这种结构。第一个金 半结构
是矿石二极管，人们发现用通电的金属探针点触黄铁矿石的某些部位时会产生整流特性。当
时不知道是什么原理，只是拿来应用了，直到能带结构理论成熟以后才揭开了它的工作原理。

５４１　基本结构

金属通常也是晶体，也有能带结构，因为它的允带常常贯通为一个导带，所以金属只要考
虑导带和导带电子。金属的电子浓度很高，费米能级ＥＦｍ位于导带之中。而半导体可以分ｐ
型和ｎ型，有两种载流子，费米能级ＥＦｓ常位于禁带中。它们接触以后会构成不同的结特性，
下面依次介绍。

首先分析ｎ型半导体与金属接触，且半导体的功函数小于金属的情形。在两者还没有接
触之前，各自的能带图如图５３３（ａ）所示。这时它们各自是独立的系统，相互不发生能量交换。
图中，半导体费米能级与导带的距离用符号Ｅｎ表示。费米能级到真空能级的距离称为（逸
出）功函数，常用符号Ｗ 表示，它表示整体水平上电子要从固体中挣脱成为完全自由的电子所

需吸收的能量。导带底到真空能级的距离称为（电子）亲和能，常用符号χ表示。它表示原子
保护导带（即最外层）电子不被其他原子获取的能力。这个概念在化学反应中用得更多。根据
这些定义，可以写出金属功函数Ｗｍ为

Ｗｍ＝Ｅ０－ＥＦｍ （５３５）
ｎ型半导体功函数Ｗｓ为

Ｗｓ＝Ｅ０－ＥＦｓ＝χ＋（ＥＣ－ＥＦｓ）＝χ＋Ｅｎ （５３６）
半导体和金属一旦接触后，由于费米能级不同，电子就会在两者之间产生流动。在图５３３（ａ）
中，金属的功函数比ｎ型半导体大，即Ｗｍ＞Ｗｓ，费米能级较低，因此电子将从半导体向金属扩
散，产生并受到内建电场的反向漂移作用的阻碍，最终两边费米能级齐平为止，扩散流和漂移流
平衡。既要使费米能级齐平，又要保持两边能带相对结构和界面处相对位置，最终就形成
图５３３（ｂ）所示的能带结构。这些机制与同质、异质结都是相同的。不同的地方在于金属没有掺
杂浓度之说，它几乎能源源地不断提供电子，所以金属一侧不会有杂质电离后剩下的净电荷，因
而不会产生电场。结果内建电场全部都被分布在半导体一侧，它同时也对应能带结构弯曲的
部分。
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图５３３　金属和半导体接触前、后平衡时的能带图

５４２　肖特基接触

根据能带图的特征很容易看出金 半结的Ｉ Ｖ工作特性。
不加电压时，如图５３４（ａ）所示，金属侧能带平坦，而半导体侧能带起伏。两者接触电势差

正好是费米能级差，或功函数差：
ｑＶＤ＝Ｗｍ－Ｗｓ （５３７）

加正偏电压时，如图５３４（ｂ）所示，半导体侧的能带被抬高，电势差缩小，漂移作用削弱，
更多半导体电子流向金属，形成正向电流。

图５３４　外加电场下金 半接触整流特性的能带机理
　

加反偏压电压时，金属一侧能带抬高。按理它能带抬高以后，金属中电子也会朝着半导体
侧注入。可从半导体进入金属时，能带是渐变的，界面靠右的电子已经站在山头附近，只要稍
加努力就能越过山头落入左边的电子海洋中。可从金属中进入半导体时，能带是突变的，界面
靠左的电子一上来都是待在海平面上的，它们必须先翻过界面处陡直的峭壁势垒才能进入半
导体。这个峭壁常称为阻挡层，它的能量高度是由金属和半导体的导带底部的能级差决定的，
记为ｑφｎｓ，根据前面的物理量定义有

ｑφｎｓ＝Ｗｍ－χ （５３８）
不管外加电压如何变化，界面处的相对位置都不变，所以从金属侧看去，该势垒的高度始终不
变。常态下金属电子无法获得足够能量越过这个势垒，因此反偏时不能产生电流。

于是我们又得到正向导通，反向不通的整流特性。历史上这类理论首先由肖特基解释清
楚的，因此具有整流特性的金 半接触常称为肖特基接触。它是金 半接触的一种典型方式。
虽然肖特基接触和ｐｎ结都有整流特性，但从此例中可以看到，肖特基接触中两边的电子总是
多子，无论导通还是截止，过程速度都很快。而ｐｎ结则恰好相反，它的导通和截止都是靠少
子慢慢流过或流回势垒和扩散区来实现的。因此肖特基接触的突出优势就是速度快，在高速
开关器件中有着广泛应用。

５４３　欧姆接触

金 半接触的另一种典型方式是欧姆接触。所谓欧姆接触，就是接触体的电流—电压符合
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欧姆定律，正向、反向都能导通，表现得像一个线性电阻。
图５３５所示的金 半接触就是一种欧姆接触。这仍然是一个金属和ｎ型半导体的接触，

但在这里金属的功函数比ｎ型半导体的小，Ｗｍ＜Ｗｓ，因此电子会从金属流向半导体。结果在
接触区形成的不是峭壁，而是个海沟，常称为反阻挡层。海沟本身就不会阻碍流动，所以无论
正偏还是反偏，两边多子都是畅通无阻，形成欧姆接触。

图５３５　金属 半导体欧姆接触前、后的能带图
　

然而，现实中却并不是用这样的方法来实现金 半欧姆接触的。主要原因是，实际中半导
体和金属材料的选择会受到很多因素限制，很难找到图中那样理想的配对，Ｓｉ配Ａｌ、Ａｕ和多
晶硅，ＧａＡｓ配Ａｕ都是百般尝试以后的搭配定势，很难轻易改变。即使找到了合适的配对，它

图５３６　利用隧穿效应实现
金属 半导体欧姆接触

　

们间的接触也多多少少存在界面态问题。这个问题对肖特
基接触影响不大，因为肖特基接触看中的是整流特性，而不
是良导性。可欧姆接触的用法却是看中良导性，希望接触
电阻越小越好，这就必然会遇上界面态问题的困扰。

因此，常用的欧姆接触是采用另一种方法做到的，如
图５３６所示。如果半导体是重掺杂，电子流走后的空间电
荷密度也会很高，阻挡层宽度就会显著减小，这样势垒不仅
陡而且薄。两边的导带电子将直接隧穿势垒，变肖特基接
触为欧姆接触。为了达成这种结构，工艺中都会对半导体

的接触区进行重掺杂，然后再将它与金属导线或导体接触，形成接触电阻很小的欧姆接触。
以上介绍了金属与ｎ型半导体接触后的几种情况。金属与ｐ型半导体接触后的分析方法

同理，结论类似，就留给读者自己尝试。

５５　ＭＯＳ结构

绝缘体的禁带宽度比半导体更大，常态下不能导电。不能导电的物质对于电子的控制有
什么作用呢？它能构成电流的堤坝，引导和控制电流按照想要的方法流动。ＭＯＳ结构很好地
体现了绝缘体的这种功能。

５５１　基本结构

所有的电势势垒都构成电流的堤坝。前面两节已经看到不少，如金 半接触的能量峭壁，
以及ｐｎ结的势垒区等。但比起绝缘体来，这些堤坝的高度、宽度和稳定性都是不够的，因此
它们往往不能有效地隔绝电子的流动。图５３７给出了一种经典的 ＭＯＳ结构能带图。ＭＯＳ
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结构的全称是金属（Ｍｅｔａｌ）氧化物（Ｏｘｉｄｅ）半导体（Ｓｅｍｉｃｏｎｄｕｃｔｏｒ）结构，叫这个名字只是源

图５３７　ＭＯＳ结构

于历史习惯，它不太能概括这类结构的特点。更严格的名称
应该是绝缘栅结构。在图５３７中，势垒就对应绝缘体，它可
以是任何绝缘体，不必非得是氧化物；它的右边是半导体，左
边就是金属。左边没画出能带结构，是因为这个结构的重点
不在于左边的材料是什么———它只要有导电性就行，金属或
半导体都可以，重点在于绝缘体和右边半导体的特性。理想
的绝缘体可看作完全没有载流子，禁带非常宽，所以多数时候它的能带结构也不用画出，因为
能带图上能看到的部分都没跑出它的禁带。图中绝缘区的顶部就对应禁带的顶部，但也仅仅
是一个示意。绝缘体的费米能级也不用画出，因为理想绝缘体中没有电流通过，费米能级不起
什么作用。但是读者应该明白，实际上这些略去不画出的部分全都是存在的。如果这个绝缘
体的禁带不是那么的宽，那么画出来的就会是一个异质结能带图。

以一个绝缘体和ｐ型半导体的结构为例，简介它的工作特性。
沿绝缘体 半导体方向外加正偏电压时，如图５３８所示，绝缘体侧（电子）电势能降低，或

者说半导体侧被抬高。电子本该朝着绝缘体方向流动，但遇到绝缘体无法流动，只能聚集在两
者界面附近。电子从其他位置聚集到这里，其他位置上的电子就流失，露出空间正电荷，产生
反向内建电场。由于电势差和漂移作用，阻碍了电子继续聚集。最终费米能级齐平，两种运动
平衡，内部无电流。这些又是和前文相同的原理。不同之处在于，ｐ型半导体中电子本来是少
子，可随着正偏电压不断增大，内建电场和电势差会增加，能带弯曲程度会增大，热平衡时费米
能级导带顶距离会减小，界面附近的电子浓度会增加，少子电子会越聚越多。总有一个时刻，
在界面附近，费米能级会更靠近导带而非价带，电子会从少子变成多子，半导体的极性会从ｐ
型变成ｎ型。这种情形就称为反型，它是ＭＯＳ结构的核心工作机制。反型后的电子仍然不
能在图中的面内方向上形成电流，但是却可以用它们在面外方向上形成电流。通过控制绝缘
体侧加的电压，可以使面外电流从无变有，从小变大，绝缘体就像一个水闸一样控制面外电流
的通断，这就是ＭＯＳ结构的基本工作原理，也是它称为绝缘栅结构的原因。这还意味着，要
想把ＭＯＳ结构用起来，至少需形成二维（面内面外）的电流分布，所以有关ＭＯＳ的完整结构
理论比前几种半导体结构更复杂，具体内容留到器件类课程中介绍。

加反偏电压时，界面处的少子电子会驱赶至更少，多子空穴反而会积累至更多，如图５３９所
示。利用多子空穴的浓度变化也可以产生某些特定用处，但不是最主要的工作机理，不再多述。

图５３８　正偏时绝缘体 半导体的能带图
　

图５３９　反偏时绝缘体 半导体的能带图
　

５５２　介质电荷

既然绝缘体有着这样重要的作用，那么它的质量好坏就成为一个大问题。硅基半导体结
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构中，最常见的绝缘体就是二氧化硅。二氧化硅和硅是非常匹配的材料。硅表面只要放在空
气中，就能长出二氧化硅层。但它通常极薄，不易在实际中使用。所以一般热氧化或者采用化
学汽相淀积的方法，在硅表面淀积出一层二氧化硅。但这样长出的二氧化硅有可能会混入一
些杂质、缺陷等，影响其电学特性。总结起来，它会存在以下问题。

图５４０　硅 二氧化硅
系统中的电荷和态

首先，二氧化硅中将容易混进可动离子（见图５４０）。
可动离子有钠、钾、氢等，其中最主要且对器件稳定性影
响最大的是钠离子。钠离子来源于所使用的化学试剂、
玻璃器皿、高温器材以及人体污染等。用热氧化或化学
气相淀积法长出的二氧化硅薄膜呈无定形结构，是一种
近程有序的网络状结构，这种网络状结构的基本单元是
一个由硅氧原子组成的四面体。钠的离子相对较小，以
间隙式杂质存在于网络间隙之中，它很容易摄取二氧化
硅中的氧原子，削弱或破坏了网状结构，使二氧化硅呈现
多孔性，从而导致杂质原子更容易在其中迁移或扩散。
保持加工环境的清洁是减少可动离子的有效途径。

其次，二氧化硅和硅的界面处存在着大量空间正电
荷，称之为固定表面电荷。人们发现它的电荷密度相对
稳定，位置相对固定，受氧化层厚度或硅中杂质类型及浓

度的影响较小，且与晶体的取向有明显的关系。硅键密度最大的（１１１）面的固定电荷密度最
大，而（１００）面则最小。可以想象，这很可能是因为不同晶向硅晶体表面上生长二氧化硅后，
（１００）面留下的未被氧饱和的硅键最少，而（１１１）未饱和硅键最多所致。这种固定表面电荷不
太容易用工艺方法消除，所以实际设计中通常总要考虑它的影响。

再次，二氧化硅和硅的界面处还存在快速界面态。所谓快速界面态，是指存在于硅 二氧
化硅界面处且能值位于硅禁带中的一些分立的或连续的电子能态，可能是施主也可能是受主。
因为它们与内部半导体的导带和价带邻近，可以迅速地与半导体导带或价带交换电荷。快速
界面态的成因之一和固定电荷相似，都是界面位置硅键的不饱和所致。硅表面的晶格缺陷、损
伤以及界面处杂质等也可能引入界面态。快界面态和固定电荷的最大区别在于，它会随着外
加电压的变化而影响表面位置的载流子分布和浓度。高温退火使晶格重新组合匹配，可以有
效地降低界面态密度。

最后，在二氧化硅的体内可能存在着各种能级陷阱，可以俘获热载流子形成空间电荷。这
些陷阱的成因有多种可能。淀积工艺温度不高，氧化层不够致密都可能引起体内缺陷的产生。
高电压和高能射线辐射都可能制造出各种能级陷阱。例如，当氧化层中存在电场时且受到辐
射时，辐射同时激发出电子和空穴。由于电子在二氧化硅中较易移动，可以通过陷阱通道移动
出半导体，而空穴由于在二氧化硅中很难移动，可能陷入陷阱中。这些被陷阱捕获的空穴就表
现为正的空间电荷。辐照感应的空间电荷也可以用退火的方法消除。

５５３　表面态

除了与氧化物绝缘体接触会产生界面态外，即使是单纯的硅晶体表面置于真空中时也会
出现界面态，我们称之为表面态。硅表面以外的地方通常就是近似绝缘的空气或自然氧化层，
所以它和ＭＯＳ结构的形成机理有不少类似之处，放在这里一起介绍。
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表面态的概念可以从化学键方面来说明。以硅晶体为例，因晶格在表面处突然终止，在表
面的最外层的每个硅原子将有一个未配对的电子，即有一个未饱和的键。这个键称为悬挂键
（见图５４１），与之对应的电子能态就是表面态。因每平方厘米表面有约１０１５个原子，故相应的
悬挂键数亦应为约１０１５个。

图５４１　硅表面悬挂键示意图
　

由于悬挂键的存在，表面可以与体内交换电子和空穴。例
如，ｎ型硅，悬挂键可以从体内获得电子，使表面带负电。负的
表面电荷可排斥表面层中电子使之成为耗尽层甚至变为ｐ型
反型层。悬挂键的存在破坏了晶格势场的周期性，在禁带中产
生了附加能级。若表面态密度大于１０１３ｃｍ－２，则表面处的费米
能级位于禁带的１／３处（相对价带顶），与界面态的密度无关，
如图５４２所示。半导体材料表面的各种缺陷、杂质也会在半导
体禁带中引入能级，产生施主或受主特性的表面能级。表面电荷的存在使得半导体表面附近
形成电场，引起电荷的重新分布，导致能带的弯曲。由于表面态密度很大，所以表面能带弯曲
可能很严重乃至反型。因此，半导体材料的表面可能存在双层结构，即最表面可能存在一层导
电类型与体内不同的反型层。不过一般情况下，表面更多的是耗尽层或积累层。

图５４２　半导体的表面态
　

以上讨论的是半导体暴露在真空中的表面态。如果半导体暴露在一般气体中，那么气体
分子可以通过物理吸附和化学吸附两种方式吸附在半导体材料的表面。如果是氧化性气体，
如氧气，则半导体倾向于失去电子。如果吸附的是还原性气体，则倾向于得到电子。因此当气
体分子与半导体表面接触时，会有电荷流动。当两种原子结合时，原子之间电荷的流动多少与
两种原子的电负性强弱有关。如果两种原子的电负性相差大，则电荷流动就多，反之，若两种
原子的电负性相差小，则电荷流动就少。假如气体分子（原子）对应的电负性为χ１，半导体材
料原子对应的电负性为χ２，则根据泡利的电负性理论，两者之间一对原子间的电荷转移量为

ΔＱ＝１－ｅ
（χ１－χ２）
４ （５３９）

例如氧原子的电负性为３５，硅原子的电负性为１８，当氧原子与硅原子接触时，可算出它们之
间的电荷转移量为０４８个电子电荷，即有０４８个电子电荷从硅原子转移到氧原子上。

假定半导体是ｎ型，真空时没有表面态和杂质缺陷能级，由于气体吸附，电荷在半导体和
气体分子间转移，使表面附近出现空间电荷，形成内建电场，导致能带弯曲。由于气体在表面
的吸附量大，密度高，所以半导体表面因吸附气体导致的势垒区可能很宽，能带弯曲可能很严
重。对ｎ型半导体，吸附了大量氧化性气体后可能使费米能级降至本征费米能级以下，使表面
反型，如图５４３（ａ）所示。因此吸附气体后的半导体表面也可能存在双层结构，即最表面的反
型层与较内部的耗尽层。吸附还原性气体的情形如图５４３（ｂ）所示。
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图５４３　半导体表面的能带
　

５６　应用实例分析

到目前为止，我们已经学习了半导体物理的基本概念、基本规律，以及组成半导体器件的
基本结构单元。这些知识是今后学习、理解和分析各种半导体器件的基础，且贯穿于始终。为
了加深对已有知识的印象和理解，不妨在这里再看几个应用实例，一边看、一边重温从固体物
理到半导体结构的相关内容。

双极结型晶体管
双极结型晶体管是一种电压控制的电流源，电子和空穴同时参与导电。作为放大、振荡、

开关等被广泛应用。它详细的原理和器件性能在后续课程中会讨论，这里只把重点放在对前
文知识点的回顾和综合上。

图５４４　ｎｐｎ型双极结型晶体管的平面结构示意图（显示了正向模式下电子的注入和收集）
　

欧姆接触　首先看一下ｎｐｎ双极结型晶体管的构成。图５４４显示了一个ｎｐｎ型双极结
型晶体管的截面示意图，它包含有两个ｐｎ结，晶体管结构是如何实现的呢？首先，衬底选用
高掺杂的ｎ型半导体材料（表示为ｎ＋），通常使用半导体Ｓｉ。高掺杂的目的是引出金属电极ｃ
时，能够降低半导体的电阻，形成欧姆接触（原理参见５４３节）。

杂质补偿　接着在ｎ＋衬底上外延生长一层轻掺杂的ｎ型半导体Ｓｉ作为集电区。实际上
整个双极结型晶体管电路就制作在这一外延层上。在外延层中注入受主杂质，如硼（Ｂ），且注
入的受主杂质浓度高于ｎ型外延层中原有的施主杂质浓度。由４２３节讲述的杂质补偿概念
可知，通过扩散在外延层中可形成ｐ型半导体区域，这个ｐ型半导体区域称为基区。接着在ｐ
型半导体的局部区域再注入高浓度的施主杂质磷（Ｐ）或砷（Ａｓ），杂质再次补偿后，局部形成高
掺杂的ｎ＋型半导体区域，被作为发射区。最后淀积ＳｉＯ２绝缘层，刻蚀出接触窗口，引出电极ｅ
和ｂ，形成欧姆接触。这样，在ｎ型外延层中，经过两次注入杂质，杂质补偿后形成了三个掺杂
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不同的区域（发射区、基区和集电区）和两个ｐｎ结（发射结和集电结）。通常，发射区、基区和
集电区的典型掺杂浓度分别为１０１９ｃｍ－３、１０１７ｃｍ－３和１０１５ｃｍ－３。

载流子输运　在５２１节中，我们对ｐｎ结能带图进行过较详细的描述，因此这里很容易
得到ｎｐｎ结构的能带图，进而了解载流子的输运规律。热平衡时，三个区域对应的能带图如
图５４５（ａ）所示。工作时，ｂｅ结正偏，ｂｃ结反偏，能带图如图５４５（ｂ）所示。正向有源情况下，
ｅｂ势垒降低，发射区电子向基区扩散。注入到基区的电子，会越过基区扩散到ｂｃ结（集电结）
的空间电荷区中，那里的电场会把电子扫到集电区中。通常我们希望发射区的电子尽可能多
地到达集电区，那么电子在经过基区时最好没有损失。由４５２节中式（４１３１）和式（４１３２）
可知，当基区的宽度与少子扩散长度Ｌｎ相比很小时，经过基区的电子基本不会与基区的空穴
复合而损失。因此，双极结型晶体管的基区宽度必须很小。这样由发射区注入到基区的电子，
小部分在基区与空穴复合成为基极电流Ｉｂ，其余大部分均能扩散到集电结而被其电场收集到
集电区，形成集电极电流Ｉｃ。

图５４５　ｎｐｎ双极结型晶体管的能带示意图
　

衬底晶向　注意到双极结型晶体管中的两个ｐｎ结是通过掺杂形成的，对于器件性能而
言，结面平坦非常重要。它有利于提高结的击穿性能。尤其对基区，其宽度决定于两个ｐｎ结
深度之差。为了保证基区宽度很小而又不穿通，其更需要结构平坦。如果掺杂工艺采用的是
热扩散技术，那么要保证扩散结面平坦，就希望衬底片上原子的分布要均匀。对于Ｓｉ晶体，在
（１１１）晶面上的原子分布最均匀，每一个原子的周围都有６个原子，按照正六边形分布。所以
Ｓｉ双极型器件衬底常常是采用（１１１）晶面的衬底。当然，如果双极型器件中的ｐｎ结不是采用
热扩散技术，而是离子注入或外延方法来实现的，那么衬底片就不一定需要采用（１１１）晶面。
这时可以更加合理地考虑其他有关性能的要求来选取衬底晶面。因为（１００）晶面的表面态密
度最小，所以这时往往就采用（１００）晶面的衬底片。

如果再进一步考虑实际器件的输入输出特性，一些非理想效应，如大注入效应、基区掺杂
的非均匀性等更多的半导体物理概念将被涉及。此外，由５３节可知，要提高ｎｐｎ双极结型晶
体管发射极的发射效率，可以采用异质结结构提高电子电流和空穴电流的注入比。异质结结
构的双极结型晶体管还能获取高电子迁移率。

以上分析表明，一个典型的双极结型晶体管的结构和基本工作原理，涉及我们之前讲过的
绝大部分半导体物理概念。如晶体的各向异性、掺杂和杂质补偿原理、载流子的扩散运动和复
合机制、ｐｎ结的形成及少数载流子的注入理论、金 半结的欧姆接触、大注入效应、非均匀掺杂
效应等。进一步的考虑还有异质结特性等。读者在后续课程的学习中，会进一步体会到半导
体物理的理论和概念是半导体器件和集成电路的基础。

应变硅技术
迁移率直接影响到半导体器件和电路的导电特性及工作频率，设法提高半导体中载流子
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的迁移率是微电子研究领域中的热门课题。由第４章式（４８２）知，载流子的迁移率与遭受散
射的概率及有效质量成反比。那么，只要采用能够减小散射概率和降低有效质量的措施，就都
可以提高载流子的迁移率。应变硅技术即是其中的一种重要措施。

所谓应变硅技术是指通过在半导体中引入应变来改变能带结构的一种技术。其基本原理
是：设法迫使硅原子的间距加大，以减小电子通行所受到的阻碍，也即减小有效质量和降低散
射概率，使得载流子迁移率得以提高。那么如何使硅晶体的原子间距加大呢？幸运的是大自
然中存在着另一种半导体材料，它与Ｓｉ元素相似，但原子和原子间距均大于Ｓｉ，这就是我们前
面介绍过的半导体Ｇｅ。Ｓｉ的晶格常数ａ＝５４３０５，原子半径ｒ＝１１７。Ｇｅ的晶格常数ａ＝
５６４６３，原子半径ｒ＝１５２。于是，研究人员想到通过向Ｓｉ原料中掺入Ｇｅ的方式扩大原
子间距，开发出改进的半导体材料———硅锗（ＳｉＧｅ）。图５４６为ＳｉＧｅ晶体结构线性扩张的示
意图。硅原子在锗原子原子间力的作用下发生了应变，扩张了原子间距，因而这种材料又称作
“应变Ｓｉ”。在半导体器件应用中，应变硅是指一层仅有几纳米厚度的超薄应变层，这段扩张
出来的应变层就是电子流动的空间，利用应变硅代替原来的高纯硅制造晶体管内部的通道。

图５４６　硅锗晶体结构线性扩张的示意图
　

应变Ｓｉ的电子和空穴的迁移率明显高于无应变硅，这样一来发热量和能耗都会降低，而
运行速度则得以提升。这可大大提高ＭＯＳ器件的性能，非常有利于高频高速器件。据报道，
理想条件下的测试表明电子在应变硅材料中的流动速度要比其在非应变硅中快７０％。当然
在实际使用中复杂程度要高得多，会有更多的因素来限制迁移率的提升，它们也可能会抹杀应
变硅所带来的改进。

石墨烯光探测器
在５１４节我们对石墨烯材料的特点做了简单介绍，它的优良性能催生了许多高性能器

件的发展。这里举个典型的例子，使用石墨烯可以制备宽谱响应的高速光探测器件。
图５４７（ａ）显示了ＴｈｏｍａｓＭｕｅｌｌｅｒ等人发表在《自然光子学》杂志上的一种典型的石墨烯光
探测器件结构。器件的源和漏两极分别由金属钯、钛和石墨烯接触构成，石墨烯与衬底一侧的
氧化硅薄膜紧贴。光照使得石墨烯中产生非平衡的载流子。这些载流子在接触势和外电场的
驱动下发生定向移动产生电流，如图５４７（ｂ）所示。衬底一侧的栅电压会影响几个势场的分
布状况，从而对光电流的大小产生一定的调控作用。由于石墨烯中载流子具有非常高的迁移
率，使用这一原理制备成的光探测器件具有非常高的工作频率。可以用于１０Ｇｂ／ｓ数据传输
速率的光电子电路。
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图５４７　石墨烯光探测器件原理图
　

碳纳米管场效应管
得益于碳纳米管中非常高的载流子迁移率，基于碳纳米管的器件可以实现载流子的弹道

输运。亦即在这种状态下载流子可以无散射地通过碳纳米管沟道，实现高效率的载流子输运。
器件的能量利用效率得以提高，功耗降低。因此，器件可以工作在更高频、大电流、大注入等极
端环境下，并保持优良的器件性能。这一类器件通常使用类似于ＡｌｉＪａｖｅｙ等人发表在《自然》
杂志上的一篇论文中所提出的结构，如图５４８（ａ）所示。由于金属钯可以与碳纳米管形成良好
的欧姆接触，通常使用金属钯作为碳纳米管器件的电极接触材料。但是，由于金属钯与氢气的
高反应活性，当钯金属电极经过氢气吸附后其与碳纳米管的接触从欧姆接触转变为肖特基接
触，如图５４８（ｂ）所示。不论是何种接触状态下，载流子在碳纳米管沟道中都是以弹道疏运的
方式迁移。通过这个例子也可以看到，与常规的宏观器件不同，碳纳米管器件中，影响器件性
能的关键因素是碳管和金属的接触界面特性，而碳管材料本身实际上只起到一种高效输运载
流子的通道。

图５４８　碳纳米管场效应管
　

问题与习题

５１　试述ＧａＡｓ与Ｓｉ相比，在导电特性和光电转换特性方面有哪些优势？但Ｓｉ又有何明显
的不可取代的优势？

５２　第三代半导体材料有何优异属性？
５３　低维材料包括哪些？分别描述其定义，并举例说明。
５４　请分析ｐ型半导体与金属相接触时的接触特性，分别讨论半导体功函数大于或小于金属

功函数的两种情况，并画出相应的能带图。
５５　在半导体器件制造中，常遇到低掺杂半导体引线问题，一般采用在低掺杂上外延一层相
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同导电类型重掺杂半导体，请以金属 ｎ＋半导体 ｎ为例，分别画出平衡时、正向偏置和
反向偏置情况下的能带图，并说明其欧姆接触特性。

５６　试比较ｐｎ结和肖特基结的主要异同点。为什么金 半二极管（肖特基二极管）消除了载
流子注入后的存储时间？

５７　为什么隧道击穿时击穿电压具有负温度系数而雪崩击穿具有正温度系数？
５８　在实际半导体二极管中，ｐｎ结反向电流包括哪几个部分的贡献？
５９　说明在小注入情形下ｐｎ结中注入基区的少子主要以扩散运动为主。
５１０　施主浓度为１０１７ｃｍ－３的ｎ型硅，室温下的功函数是多少？如果不考虑表面态的影响，试

画出它与金（Ａｕ）接触的能带图，并标出势垒高度和接触电势差的数值。已知硅的电子

亲和势χ＝４０５ｅＶ，金的功函数为４５８ｅＶ。
５１１　导出ｐｎ结的正向电流与Ｖ／ＶＤ的函数关系，此处Ｖ为外加电压，并求３００Ｋ时ｐｎ结的

正向电流为１Ａ时的外加电压值（设μｐ＝２００ｃｍ２／Ｖ·ｓ，μｎ＝５００ｃｍ２／Ｖ·ｓ，τｎ＝τｐ＝
１μｓ，ＮＡ＝１０１８ｃｍ－３，ＮＤ＝１０１６ｃｍ－３）

５１２　在室温下（ｋ０Ｔ＝００２６ｅＶ），当反向偏置电压等于０１３Ｖ时，流过ｐｎ结二极管的电流为
５μＡ。试计算当二极管正向偏置同样大小的电压时，流过二极管的电流为多少μＡ？

５１３　为什么ＳｉＯ２层下面的ｐ型硅表面有自行变为ｎ型的倾向？
５１４　证明ｐｎ结反向饱和电流公式可写为

Ｊｓ＝ ｂσ２ｉ
（１＋ｂ）２

ｋ０Ｔ
ｑ

１
σｎＬｎ＋

１
σｐＬ（ ）ｐ

式中，ｂ＝μｎ／μｐ，σｎ和σｐ分别为ｎ型和ｐ型半导体电导率，σｉ为本征半导体电导率。
５１５　已知电荷分布ρ（ｘ）为：（１）ρ（ｘ）＝０；（２）ρ（ｘ）＝ｃ；（３）ρ（ｘ）＝ｑαｘ（ｘ在０～ｄ之间）。分

别求电场强度犈（ｘ）及电位Ｖ（ｘ），并作图。
５１６　试画出并分析ｎｐ异质结和ｎｎ异质结的能带图。
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附录Ａ　常用物理参数

物　理　量 符　　号 数　　值

基本电荷 ｅ １．６０２×１０－１９Ｃ

自由电子静止质量 ｍ０ ９．１０８×１０－３１ｋｇ

电子伏特 ｅＶ １．６０２×１０－１９Ｊ

玻尔兹曼常数 ｋ １．３８０×１０－２３Ｊ／Ｋ

普朗克常数 ｈ ６．６２６×１０－３４Ｊ·ｓ

约化普朗克常数 ｈ
２π  １．０５５×１０－３４Ｊ·ｓ

阿伏加德罗常数 ＮＡ ６．０２２×１０２３ｍｏｌ－１

真空中光速 ｃ ２．９９８×１０８ｍ／ｓ

真空中介电常数 ε０ ８．８５４×１０－１２Ｆ／ｍ

硅介电常数 εＳｉ １１．８

锗介电常数 εＧｅ １６．２

二氧化硅介电常数 εＳｉＯ２ ３．９

硅能带宽度（３００Ｋ） Ｅｇ １．１２ｅＶ

锗能带宽度（３００Ｋ） Ｅｇ ０．６６ｅＶ

砷化镓能带宽度（３００Ｋ） Ｅｇ １．４２ｅＶ

二氧化硅能带宽度 Ｅｇ ～９ｅＶ

硅中电子迁移率 μｎ １３５０ｃｍ２／（Ｖ·ｓ）

硅中空穴迁移率 μｐ ４８０ｃｍ２／（Ｖ·ｓ）

锗中电子迁移率 μｎ ３９００ｃｍ２／（Ｖ·ｓ）

锗中空穴迁移率 μｐ １９００ｃｍ２／（Ｖ·ｓ）

砷化镓中电子迁移率 μｎ ８５００ｃｍ２／（Ｖ·ｓ）

砷化镓中空穴迁移率 μｐ ４００ｃｍ２／（Ｖ·ｓ）

注：表中载流子迁移率参数适合３００Ｋ，轻掺杂样品。
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