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前  言 

自从 1909年丹麦工程师 Erlang开创了排队论学科以来，经典排队论已经经

历了逾百年的历史，并已发展成为运筹学和应用概率论中的重要分支学科。排队

论又名随机服务系统理论，经典随机服务系统理论到目前为止已经基本确立了成

熟的理论体系，并在生产、交通、服务、通信、管理和军事等领域得到了广泛的

应用。 

然而，在经典随机服务系统理论的研究过程中，顾客和服务员在排队和提供

服务的过程中往往被视为完全理性主体，而不被视为主观能动的有限理性主体，

不能通过权衡自身的利益得失来主动地做出各类决策。然而，现实之中系统主体

的偏好类型及信息环境等都会影响他们的决策行为。当随机服务系统中的顾客和

服务员被视为有限理性主体时，出于自身利益最大化的目的，他们内部之间势必

会产生非合作博弈行为，这种博弈行为的结果就是各自进行均衡决策。因此，从

合理性和实用性的角度看，对有限理性主体的博弈和决策行为进行分析的重要性

不言而喻。 

20世纪 60年代末，Naor（1969）发表在 Econometrica上的一篇文章开创了

该领域的研究先河。后来，为了和经典随机服务系统理论相区分，该领域被命名

为 Economics of Queues，可译为排队经济学，也可称为排队博弈论。在本书中称

其为经济学随机服务系统理论。经济学随机服务系统理论的主要研究内容是排队

系统中有限理性顾客与有限理性服务员的博弈和决策行为，以及由他们相互或内

部之间的博弈行为所产生的经济学问题。 

目前，经济学随机服务系统理论被归为行为运筹学的一个分支，并正作为一

个蓬勃发展的研究领域受到排队论研究者、经济学工作者和服务企业管理者等群

体的高度关注。然而，该领域的理论体系还远远没有完善，若干典型的排队系统

的研究工作还仅仅停留在经典随机服务系统理论的层面上。  
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作者撰写本书的目的：让读者通过阅读，能够对经济学随机服务系统理论这

个学科的研究背景及意义有一个初步的认识，了解它的发展现状，熟悉该领域问
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对该领域展开研究的学者之一，到目前已经积累了一些研究成果。本书中除“绪

论”之外均为作者自己的研究工作。而且，在每章的最后都设置了“相关文献评

述”一节，给出本章内容和相关工作的出处，便于读者阅读和进一步的文献研究。 

阅读本书需要高等数学、微观经济学、概率论、经典排队论、博弈论、随机

过程和矩阵分析等的基本知识，因此一些基础的预备知识在本书中不加赘述。 

2012年至 2016年间，我们关于经济学随机服务系统理论及其应用的研究得到

了国家自然科学基金青年项目、面上项目的连续资助。与本书内容直接相关的研究

成果，主要来自于编号为 71101124、71301139和 71671159三个项目的子课题。 

在此，我们对国家自然科学基金委表示感谢，对第一作者的博士生导师田乃

硕教授在课题研究和生活方面的无私帮助表示衷心的感谢，对在书稿撰写过程中

提出宝贵意见和建议的金顺福教授、马占友教授和徐秀丽教授等表示感谢，对在

课题研究过程中做了大量工作的毛炳蔚副教授、鄂成国博士等表示感谢。 
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第 1章 绪 论 

1.1 经典随机服务系统理论 

排队是我们在日常生活中经常遇到的现象，如顾客到商店购买商品形成的排

队；上下班坐公共汽车，等待公共汽车的排队；文件等待打印和发送；电话局的

占线；故障机器的停机待修；水库的存贮调节，等等。由于顾客到达间隔时间和

服务时间具有随机性，使排队现象不可避免。一般来说，排队是一种分配稀缺商

品（服务资源）的办法。在资源配置不足的情况下，往往不得不引入排队机制来

解决分配问题，因为排队可最大限度地节约顾客的时间成本，使资源得到相对的

优化配置。为了解决排队现象对顾客个人和社会带来的不利影响以及相应的优化

设计问题，此方面的研究工作就逐渐发展成了一门学科——排队论（Queueing 

Theory），即随机服务系统理论（Random Service System Theory）。 

经典的随机服务系统理论是研究服务系统在运行过程中所产生的排队等待

现象的一门数学理论，是运筹学的一个重要分支。具体地说，它是在研究各种排

队系统概率规律性的基础上，通过研究各种服务系统在排队中的概率特性，得到

队长、等待时间等数量指标的变化规律，解决相应排队系统的最优设计和最优控

制问题。 

经典随机服务系统理论起源于丹麦工程师 Erlang[1]关于电话交换机使用情况

的研究。一直到第二次世界大战之后，经典随机服务系统理论才得以迅猛发展。

在 20世纪 50年代，英国统计学家 Kendall[2]给出了排队系统的符号表示。从此，

学者们对随机服务系统展开了大量的研究，研究对象主要集中在连续时间排队系

统。然而，随着计算机通信网络的普及与发展，学者们发现离散时间排队系统正

是刻画计算机通信网络结构与原理的最理想模型，且最初由 Meisling[3]对其展开

了研究。平行于连续时间经典随机服务系统理论，离散时间经典随机服务系统理

论也已经发展得比较完善，请见参考文献[4]与[5]。 
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从 20 世纪七八十年代开始，随着计算机网络、柔性制造系统和异步转移模

式等高新技术领域的发展，以往的关于无休假排队系统的研究结果在处理这些新

领域提出的新问题时表现出了局限性。Levy和 Yechiali[6]从有效利用系统闲期的

观点出发，首次研究了具有休假策略的M/G/1型排队系统，并引入了“休假”和

“休假策略”等术语。关于经典休假排队系统的研究工作可参见参考文献[7]与

[8]。在 2002年，Servi和 Finn[9]又引入了一类半休假策略，指的是在休假期间服

务员将以较低的速度接待顾客，而不是完全停止对顾客的服务，又称为工作休假

（Working Vacation，WV）策略。关于各种工作休假策略的介绍及相关文献请见

参考文献[10]与[11]。 

从经典随机服务系统理论的研究历史来看，研究目标主要是导出系统各类数

量指标并进行优化控制。在此过程中，研究对象均是完全理性主体，即顾客或服

务员在排队或提供服务的过程中不能主动地做出各类排队决策，即他们不具有主

观能动性。 

1.2 经济学随机服务系统理论 

与经典随机服务系统理论不同，经济学随机服务系统理论中将研究对象定义

为有限理性主体，即顾客或服务员在排队或提供服务的过程中能够根据自身的利

益得失而主动地做出各类排队决策。在现实之中，这是更加合乎常理的，因为系

统主体的偏好类型及信息环境等都会影响他们的决策行为。 

1.2.1 问题的提出 

当随机服务系统中的顾客和服务员被视为有限理性主体时，出于自身利益最

大化的目的，他们内部之间势必会产生非合作博弈行为，这种博弈行为的结果就

是导致一个均衡格局的形成，这种均衡格局在经济学和博弈论中被称为“纳什均

衡”或“非合作博弈均衡”（Nash Equilibrium）[12–16]。然而，这个均衡从整个全

局或社会角度看很可能并不是最优的（经典的案例就是纳什提出的“囚徒的困境”

问题），由此大量经济学和排队论学者针对这一经济学现象在排队论和博弈论背

景和框架下开始了研究工作。 

从学科归属来看，该研究方向属于行为运筹学（Behavioral Operations Re- 

search）的一个分支，是经济学、经典排队论、博弈论、决策论和心理学等学科
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相结合的一门交叉学科。从名称上来说，按照国外知名学者对该方向的归纳命名，

可译为排队经济学（Economics of Queues）[17]。简而言之，排队经济学的主要研

究内容是排队系统中有限理性顾客与有限理性服务员的博弈和决策行为，以及由

他们相互或内部之间的博弈行为所产生的经济学问题。对排队经济学系统中的博

弈和决策行为进行研究，即是对顾客或服务员的均衡决策过程和均衡策略选择进

行研究。 

为了便于排队论学者和其他读者能够正确认识排队经济学与经典随机服务

系统理论的联系和区别，我们在本书中用经济学随机服务系统理论的名称来代替

排队经济学的名称，以与经典随机服务系统理论相呼应。最早的该领域的研究成

果要从 Naor[18]在 1969年发表在 Econometrica上的一篇文章算起。此后，有关经

济学随机服务系统理论的研究成果不断涌现。 

1.2.2 均衡决策行为 

对随机服务系统主体的均衡决策行为进行研究是经济学随机服务系统理论

的主要目的。对于顾客而言，主要的决策行为包括均衡止步策略与均衡退出策略

的选择，对于优先权排队或重试排队来说，是否购买优先权或重试频率的选择等

也是顾客面临的决策行为之一[19]。我们将在后续章节的相关文献评述部分对文献

内容给予介绍。而对于服务员来说，均衡决策行为包括服务价格与服务能力的确

定，对于多服务员排队来说，服务顺序及出价顺序等的确定也是服务员需要面临

的决策行为。 

从服务员利润最大化的角度考虑，Naor[18]就已经在他的模型中提出了为使利

润最大化而对顾客收取的费用要高于社会所希望收取的费用的观点。此后，又陆

续出现了许多关于服务员定价的研究成果[20–27]，但相比之下，服务能力选择和竞

争方面的研究工作并不多见[28,29]。至于服务顺序和出价顺序决策行为方面的研

究，Hassin[30]讨论了具有两个服务员的排队系统，其服务顺序分别为先到先服务

（First Come First Service，FCFS）与随机服务（Random Service，RS），数值结果

表明，均衡状态下，具有先到先服务顺序的服务员将占有大部分的市场份额。Guo

和 Hassin[31]同样讨论了两个服务员排队系统，在出价顺序方面，当服务需求较大

时，先出价者将具有先动优势（First-mover Advantage），否则，当服务需求较小

时，先动优势将不复存在。 
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1.2.3 系统信息环境 

在经济学随机服务系统中，系统信息环境对于主体决策选择往往起到至关重

要的作用。对于顾客来说，系统信息一般包括顾客到达时的队列长度、服务率、

服务价格、服务员所处状态等。对于服务员来说，系统信息一般包括顾客到达率、

队列长度等。当然，如果是多服务员排队系统，其他服务员的服务率和服务价格

等信息对于其中任意一个服务员的决策行为也是具有重要意义的。 

一般地，我们用信息水平或信息精度来度量系统信息量的多少，且当主体能

观察到某类信息时，称为可视情形（Observable Case），否则，称为不可视情形

（Unobservable Case）。一般地，当主体能观察到有关系统状态的所有信息时，称

为完全可视情形（Fully Observable Case），当主体能观察到有关系统状态的部分

主要信息时，称为几乎可视情形（Almost Observable Case）；否则，当主体只能

观察到有关系统状态的部分次要信息时，称为几乎不可视情形（Almost 

Unobservable Case），当主体完全不能观察到有关系统状态的所有信息时，称为

完全不可视情形（Fully Unobservable Case）。 

经济学随机服务系统理论的奠基人 Naor[18]首次研究了怎样管理和控制队长

可视 M/M/1 排队系统的问题。他发现在队长可视排队系统中，个体顾客的决策

往往背离整个社会的利益偏好。这种差异是由于个体最优行为所产生的负面作用

引起的。首先发现基本的队长不可视排队系统性质的是 Edelson和 Hildebrand[32]，

他们对 Naor[18]的模型进行了改进，取消了队长可视的条件而假定队长不可视。

与队长可视排队一样，得出了个体顾客为了追求自身利益最大化而导致系统过度

拥塞的结论。针对队长可视和队长不可视两类排队系统的异同，Hassin[33]最早对

它们中的社会福利与服务员利润进行了比较。读者还可参阅其他一些有关系统信

息环境的代表性文献与综述[34–37]。 

1.2.4 顾客偏好类型 

与系统信息环境一样，顾客偏好类型对顾客的决策行为同样起着决定性的作

用。在经济学随机服务系统中，顾客偏好类型一般可分为风险规避（Risk Averse）、 

风险中立（Risk Neutral）和风险偏好（Risk Appetite）三种类型，且顾客的偏好

类型体现在其对排队延迟损耗的敏感度上。在同一系统中，到达顾客可以全部

为同类顾客（Homogeneous Customers），也可以为有限类顾客，甚至彼此可均
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为异类顾客（Heterogeneous Customers）。顾客偏好类型的不同，可致使两种可

能现象的发生：拥挤偏好（Follow the Crowd，FTC）和拥挤厌恶（Avoid the Crowd，

ATC）。在 ATC情形下，最多只有一个均衡点，而在 FTC情形下，可能存在多

个均衡点。 

Guo和Hassin[38]首先研究了具有阈值休假策略的队长可视与队长不可视排队

系统中同类顾客的均衡和最优止步策略，且在队长不可视情形下系统最多具有三

个均衡点。随后，Guo和 Hassin[39]又研究了具有阈值休假策略的完全可视与完全

不可视排队系统中异类顾客（包括两类顾客和无穷类顾客）的均衡和最优止步策

略，且在队长不可视情形下系统可具有多个均衡点。更多关于异类顾客的研究工

作可参阅 Hassin和 Haviv的综述[36]。 

1.2.5 系统最优控制 

由于顾客的个体均衡决策行为往往背离整个社会的整体利益偏好，因此，对

于社会计划者（Social Planner）而言，希望通过调整服务规则（出售优先权）或

调节服务费用（调高收费标准）等措施，来达到控制顾客均衡决策行为的目的，

从而使得顾客的均衡和社会最优决策行为尽量保持一致。 

Naor[18]在他的模型中就提出，要想控制顾客的均衡行为，就需要对顾客收取

一定的费用。Hassin[33]对 Naor[18]的模型进行了改进，提出了 LCFS-PR 模型并对

此进行了初步研究。他提出了一种新的方法，在此方法下，即使不对顾客收取费

用，也能达到社会福利最优。最早对优先权排队系统进行纳什均衡分析的学者是

Balachandran[40]，他讨论了一个队长可视M/M/1排队系统，服务顺序不再采用先

到先服务规则，而是根据顾客的付款额度高低来对其服务顺序进行排序。

Hassin[41]则首先建议用优先权拍卖的方法来解决不可视排队系统中均衡状态下

顾客的过度拥塞问题。 

1.3 预备知识 

本节将简要介绍本书中涉及的基本概念及术语[17,19,42]，主要包括博弈及其构

成、非合作博弈、顾客剩余效用与单位社会福利。 
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1.3.1 博弈及其构成 

博弈，即一些个人、队组或其他组织，面对一定的环境条件，在一定的规则

下，同时或先后，一次或多次，从各自允许选择的行为或策略中进行选择并加以

实施，各自取得相应结果或收益的过程。 

从上述定义中可以看出，规定或定义一个博弈需要设定下列五个方面。 

1. 博弈的参加者（Players） 

即在所定义的博弈中究竟有哪几个独立决策、独立承担结果的个人或组织。

对我们来说，只要在一个博弈中统一决策、统一行动、统一承担结果，不管一个

组织有多大，哪怕是一个国家，甚至是许多国家组成的联合国，都可以作为博弈

中的一个参加者。并且，在博弈的规则确定之后，各参加者都是平等的，大家都

必须严格按照规则办事。只有两个参与者的博弈现象称为“两人博弈”，而多于

两个参与者的博弈现象称为“多人博弈”。 

2. 各参与者选择的全部策略（Strategies）或行为（Actions）的集合 

即规定每个参与者在进行决策时，可以选择的方法、做法或经济活动的水平、

量值等。在不同博弈中可供参与者选择的策略或行为的数量很不相同，在同一个

博弈中，不同参与者的可选策略或行为的内容和数量也常不同，有时只有有限的

几种，甚至只有一种，而有时又可能有许多种，甚至无限多种可选策略或行为。 

3. 博弈信息（Information） 

即参与者所掌握的对选择策略有帮助的情报资料或知识，特别是有关自然的

选择，其他参与者的特征和行动的知识。根据一个参与者是否对其他参与者（包

括虚拟人自然）的行为选择有准确的了解，可将博弈进行分化。 

4. 进行博弈的次序（Orders） 

在现实的各种博弈活动中，当存在多个独立参与者进行决策时，有时候需要

这些参与者同时做出选择，因为这样能保证公平合理，而很多时候各参与者的决

策又有先后之分，并且有时一个参与者还要做不止一次的决策选择，这就会产生

次序问题。因此规定一个博弈必须规定其中的次序，即使博弈的其他方面都相同，

次序不同往往会导致不同的博弈结果。 

5. 参与者的收益（Payoffs） 

对应于各参与者的每一组可能的决策选择，都应有一个结果表示该策略组合

下各参与者的得失。绝大多数的博弈本身都有数量的结果或可以量化为数量的结
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果，如收入、利润、损失、个人效用和社会效用、社会福利等。博弈中的这些可

能结果的量化数值，称为各参与者在相应情况下的“收益”。规定一个博弈必须

对收益做出规定，收益可以是正值，也可以是负值，它们是分析博弈模型的标准

和基础。值得注意的是，虽然各参与者在各种情况下的收益应该是客观存在的，

但这并不意味着各参与者都了解各方的收益情况。 

确定了上述五个方面就确定了一个博弈。博弈论就是系统研究用上述方法定

义的各种博弈问题的理论和方法，在各参与者具有充分或者有限理性、能力的条

件下，寻求合理的策略选择和合理选择策略时博弈的结果，并分析这些结果的经

济意义和效率意义。 

我们把所有参与者同时或可看作同时选择策略的博弈称为“静态博弈”

（Static Game），把决策有先后顺序的博弈称为“动态博弈”（Dynamic Game）。

动态博弈中，在决策之前对博弈的进程完全了解的参与者，称为具有“完美信息”

（Perfect Information）的参与者，如果动态博弈的所有参与者都具有完美信息，

则称为“完美信息动态博弈”。动态博弈中，在决策之前不完全了解此前全部博

弈进程的参与者，称为具有“不完美信息”（Imperfect Information）的参与者，

具有该类参与者的动态博弈则称为“不完美信息动态博弈”。 

 1.3.2 非合作博弈 

一般地，我们将允许存在有约束力协议的博弈称为“合作博弈”（Cooperative 

Game）。与此相对的是，我们将不允许存在有约束力协议的博弈称为“非合作

博弈”（Uncooperative Game）。由于在合作博弈和非合作博弈两类博弈中，参

与者的基本行为逻辑和研究方法有很大差异，因此它们是两类很不相同的博弈。

事实上，合作博弈理论和非合作博弈理论正是博弈论最基本的一个分类，它们

在产生和发展的路径，在经济学中的地位、作用和影响等许多方面都有很大的

差异。现代博弈论的研究重点，也是研究和应用较多较广泛的，主要是非合作

博弈理论。 

1.3.2.1 纯策略与混合策略 

我们常用 G表示一个非合作博弈。如果 G有 n个参与者，每个参与者全部可

选策略的集合称为策略空间，分别用 Si（i =1, 2, …, n）表示。 

一般地，我们将各参与者都完全了解所有参与者各种情况下的博弈称为完全

信息（Complete Information）博弈，而将至少有部分参与者不完全了解其他参与
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者收益情况的博弈称为不完全信息（Incomplete Information）博弈或贝叶斯博弈

（Bayesian Game）。 

纯策略（Pure Strategy）：在完全信息博弈中，如果在每个给定信息下，只

能选择一种特定策略，这个策略称为纯策略。 

混合策略（Mixed Strategy）：如果在每个给定信息下只以某种概率选择不同

策略，称为混合策略。混合策略是纯策略在空间上的概率分布，纯策略是混合策

略的特例。 

收益函数（Payoff Function）：每个参与者在参与博弈时依据其所属类型和

选择的行动可获得的收益。 

记 s = (s1, …, sn)为一个策略组合， i is S 表示第 i个参与者的策略，每个参

与者的收益函数为 Fi(s)。用 s−i表示除了第 i个参与者，其他所有参与者的策略组

合。假设第 i个参与者有两种行为选择， 1
is 和

2
is ，如果 si是一个混合策略，以概

率 α选择 1
is ，以概率 1−α选择 2

is ，那么第 i个参与者在该混合策略下的收益就是 
1 2( , ) ( , ) (1 ) ( , )i i i i i i i i iF s s F s s F s s       

策略 1
is 被称为比策略

2
is “弱占优”（Weakly Dominant）的策略，指的是对于任意

其他所有参与者的策略组合 s−i都有
1 2( , ) ( , )i i i i i iF s s F s s ≥ 成立，其中至少有一个

s−i使得“>”成立。如果称 si是一个弱占优的策略，那么它对其他所有策略都是

弱占优的。 

如果 
*

{ }
arg max ( , )

i i
i i i i

s S
s F s s


  

那么策略 *
is 被称为是相对于 s−i的最佳策略。 

1.3.2.2 纳什均衡 

在博弈 G 中，如果由各个参与者的各一个策略组成的某个策略组合 s = 

(s1, …, sn)中，任一参与者 i的策略 e
is ，都是对其余参与者策略组合

e
is 的最佳策略，

也即 

( , ) ( , )e e e
i i i i i iF s s F s s ≥  

对任意的 i is S 都成立，则称 1( , , )e e e
ns s s  为 G 的一个纳什均衡。本书中提到

的“均衡”都表示的是“纳什均衡”。 

如果各参与者都是同类型的，那么得到的是对称均衡（Symmetric Equilibrium）。

由一个动态博弈第一阶段以外的某阶段开始的后续博弈阶段构成的，有初始信息

集和进行博弈所需要的全部信息，能够自成一个博弈的原博弈的一部分，称为原
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动态博弈的一个子博弈（Subgame）。 

如果在一个完美信息动态博弈中，各参与者的策略构成的一个策略组合满足

在整个动态博弈及它的所有子博弈中都构成纳什均衡的条件，那么这个策略组合

称为该动态博弈的一个子博弈精炼纳什均衡（Subgame Perfect Equilibrium）。简

单地说，这组策略必须在每一个子博弈中都是最优的。子博弈精炼纳什均衡是稳

定的，是比纳什均衡更强的均衡（排除均衡策略中不可置信的威胁或承诺）。如

果不是子博弈精炼纳什均衡，可能在某些子博弈中不符合参与者的自身利益。 

1.3.3 顾客剩余效用 

在随机服务系统中，顾客在接受服务之后会得到相应的回报收益（Reward），

而在排队等待的过程中会产生等待损耗（Waiting Cost），需要支付等待费用。等

待费用为顾客等待时间的函数，且函数形式与顾客风险偏好类型有关。除了间接

的等待费用之外，可能在服务之前还需要直接支付一定的服务费用（Service 

Payment）或优先权购买费用等。把顾客直接和间接的花费合在一起称为总费用，

那么顾客剩余效用（Customer Residual Utility）就是回报收益与总费用之差。在

非合作博弈中，顾客的个人目标是让自己的剩余效用达到最大，而不考虑其他人

的收益情况。 

1.3.4 单位社会福利 

如果从整个社会的角度来考虑一个随机服务系统，那么其目标就是使得单位

社会福利（Social Welfare Per Time Unit）达到最大。这里的单位社会福利指的是

单位时间内排队系统中所有成员（包括顾客和服务员）积累的总平均剩余效用，

通常也称为单位平均社会福利或简称为社会福利。如果考虑系统运行时产生的各

种成本费用，还需要在单位社会福利中将其剔除掉。需要注意的是，顾客和服务

员之间的利益转换（如服务员向顾客收取的服务费用或优先权购买费用等）对单

位社会福利不产生任何影响。 
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第 2章 具有启动-关闭策略的排队系统 

2.1 启动-关闭策略 

本章考虑三种启动-关闭策略：可中断、可跳跃和非中断启动-关闭策略。当

系统空竭后，服务员开始一个关闭期。若关闭期内没有顾客到达，转入空闲状态。

一旦有顾客到达，则转入启动期。对于具有可中断启动-关闭策略的排队系统，

如果关闭期内有顾客到达则立即停止关闭期进入忙期；对于具有可跳跃启动-关

闭策略的排队系统，如果关闭期内有顾客到达则在关闭期结束之后立即进入忙

期；而对于具有非中断启动-关闭策略的排队系统，即使关闭期内有顾客到达也

必须经历一个启动期才能转入忙期。 

对于分别具有这三类启动-关闭策略的排队系统，本章考虑了完全可视和完

全不可视两种情形。对于完全可视情形，导出了顾客的均衡阈值止步策略，分析

了系统的稳态行为。另一方面，对于完全不可视情形，分别得到了顾客的均衡和

社会最优混合止步策略并找到了最大社会福利。为了使得顾客的均衡混合止步策

略与最优混合止步策略保持一致，得到了使服务员利润最大化的定价策略。 

本章内容为作者研究成果[43,44]的进一步完善和补充。 

2.2 可中断启动-关闭策略 

2.2.1 模型描述 

首先考虑具有可中断启动-关闭策略的完全可视和完全不可视排队系统。顾

客到达过程服从参数为 λ的 Poisson过程，且服务时间服从参数为 µ的指数分布。 

一旦系统空竭，服务员进入一个关闭期。如果期间有顾客到达，则服务员立

即进入忙期。否则，服务员进入空闲状态，直到有顾客到达为止。该到达顾客将
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使服务员进入启动期，启动期内顾客可继续到达并等候启动期结束。关闭期和启

动期均服从指数分布，参数分别为 ξ 和 θ。假设到达间隔、服务时间、关闭期和

启动期相互独立。 

在此，用符号(N(t), I(t))表示时刻 t系统所处的状态，其中 N(t)表示时刻 t系

统中的顾客数（即队长），I(t)表示时刻 t服务员所处的状态，且 

0,

( ) 1

2

I t


 



服务员处于忙期

, 服务员处于关闭期

,服务员处于启动期

 

因此，在完全可视情形下，到达顾客在决定是否进入系统前可观测到系统的状态 N(t)

和 I(t)。相反，在完全不可视情形下，到达顾客不能观测到系统的状态 N(t)和 I(t)。 

在分析完全可视情形时，均衡状态下一个顾客在状态 i (i = 0, 1, 2)进入系统的

平均逗留时间可表示为 se(i)，且相应的平均剩余效用可表示为 be(i)。显然，对于具

有可中断启动-关闭策略的完全可视排队系统，过程{(N(t), I(t)) : t≥0}是一个具有状

态空间 S = {(n, 0) : n≥1}∪{(n, 1) : n = 0}∪{(n, 2) : n≥0}的连续时间Markov链。 

本章的核心目的是为了研究在均衡和社会最优条件下顾客是如何做出是否

进入队列的决策问题的，即研究顾客的均衡和最优止步策略。为了对此决策过程

进行建模，假设每个顾客服务完成后获得的收益为 R，在其排队过程中每单位时

间需要承受的损耗为 C，此顾客需交纳的服务费用为 p。均衡状态下，顾客风险

中立且使得自身的平均剩余效用最大。但在社会最优条件下，顾客将使得单位社

会福利最大化。假设 

 
C C

R p
 

     （2-1） 

这个条件保证了在一个到达顾客发现服务员处于启动期并决定进入系统的情况

下，接受服务所得的收益大于排队过程中的平均损耗。否则，一旦某个关闭期内

没有顾客到达，以后将不会有顾客再进入系统。假设决定不进入系统而离开的顾

客将永远不再回来，且进入系统的顾客不允许中途退出。 

2.2.2 完全可视排队系统 

在完全可视情形下，顾客在到达时刻 t既可观察到服务员的状态 I (t)又可观察

到队列长度 N (t)。假设一个顾客观察到系统状态为(n, i)而决定进入系统，则他的

逗留时间为 
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因此他的平均剩

( (0), (1e eb b

如果剩余效用为

定理 2.2.

如果时刻 t到达

 ( en

且“N(t) ≤ne(I

对于系统

值止步策略，则

∪{(n, 2) | 0≤n

图

相应的系统

  p(0, 1) (λ

      p(0

 p(1, 0) (λ

 p(n, 0) (λ

 p(n, 0) (λ

 p(ne(0) +

 p(n, 2)(λ +

 p(ne(2) + 

的唯一正则解。

随机服务系统 

( (0),e es s

剩余效用为 

1), (2))eb R


 


为正值，则此顾

1 在具有可中

达的顾客观测到

(0), (1), (2)e e en n

I(t))则进入系统

的稳态分析，注

则系统过程是一

n≤ne(2) +1}的

图 2-1 可中断启

统稳态队长分布

λ + ξ) = p(1, 0)µ

0, 2)λ = p(0, 1)ξ

λ + µ) = p(0, 1)λ

λ + µ) = p(n − 1,

λ + µ) = p(n − 1,

1, 0)µ = p(ne(0)

+ θ) = p(n − 1, 2

1, 2)θ = p(ne(2)

。定义 

(1), (2))e e

n
s




 


( 1)
,

C n
p R




 

顾客一定会进入

中断启动-关闭策

到系统状态为(N

( )
))

R p

C

   

统，否则放弃离

注意到如果所有

一个状态空间为

Markov链，且

动-关闭策略和完

布{pob(n, i) : (n, 

µ

ξ

+ p(1, 2)θ + p(2

 0)λ + p(n, 2)θ +

 0)λ + p(n + 1, 0

), 0)λ

2)λ, 1≤n≤ne(2

, 2)λ

,  
 


 

1 1 1
, ,

n

   
 



,
C C

R p R


  

入系统。 

策略的完全可视

N(t), I(t))，则存

(
1, 0,

R p

C

   

离开”是唯一的均

有的顾客遵从式

为 Sob={(n, 0) | 1

且状态转移图如

完全可视情形下的

i)∈Sob}为以下

2, 0)µ

+ p(n + 1, 0)µ, 2

0)µ, ne(2) + 2≤

2)


 

 

1






 

( 1)C n C
p

 


 

视 M/M/1 排队

存在阈值 

)
1

 


   
 

均衡止步策略。

式（2-2）给出

≤n≤ne(0)+1}

如图 2-1所示。 

状态转移图 

下均衡方程组 

2≤n≤ne(2) + 1

n≤ne(0)

p




 

系统中，

（2-2） 

。 

的均衡阈

∪{(0, 1)}

 

（2-3） 

（2-4） 

（2-5） 

1 （2-6） 

（2-7） 

（2-8） 

（2-9） 

（2-10） 
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迭代式（2-7）和式（2-9），并同时考虑式（2-4）、式（2-8）和式（2-10），得到 

       ( , 2) (0,1),  0 (2)n
ep n p n n

 


 ≤ ≤
                      

（2-11） 

  (2)( (2) 1, 2) (0,1)en
ep n p

 


 
                                

（2-12） 

       (2) 1( , 0) ( (2) 1, 0),  (2) 1 (0) 1en n
e e ep n p n n n n     ≤ ≤      （2-13） 

( (2) 1, 0) ( (2), 0) ( (2) 1, 2)e e ep n p n p n                         （2-14） 

从式（2-6）和式（2-14），可知{p(n,1):1≤n≤ne(2)+1}是非齐次线性差分方程 

 

1 1( ) ( , 2)

                                        (0,1),   2 (2)

n n n

n
e

x x x p n

p n n

    
 


     

  ≤ ≤
 

（2-15） 

的解。考虑其相应的特征方程 
2 ( ) 0x x        

此方程具有两个实根：1和 ρ，所以式（2-15）的齐次形式的通解为 1hom n n
nx A B 

（假设 ρ≠1），而式（2-15）的通解为 gen hom spec
n n nx x x  ，其中 spec

nx 是式（2-15）的

一个特解。由于式（2-15）的非齐次部分 (0,1)n p
 


 是参数的几何形式，因

此可得到形为 nC 的特解（假设 σ≠1，σ≠ρ）。将 spec n
nx C 代入式（2-15），得到 

 
( )

(0,1)
( )

C p
  

   



 

 （2-16） 

因此，式（2-15）的通解为 

 1 ,    1 (2) 1gen n n n
n ex A B C n n    ≤ ≤  （2-17） 

其中 A, B为未知系数。从式（2-17）可知，当 n = 1时，有 

 (0,1) (0,1)A B p p
  

   
 

       
 （2-18） 

当 n = 2时，将式（2-17）代入式（2-5），得到 

 2 (0,1) (0,1)
( )( )

A B p p
    

       
 

         
 （2-19） 

求解方程组（2-18）和（2-19），得到 

0

( )
1 (0,1)

( )

A

B p
  

   




       

 

因此，根据式（2-17），得到 
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( )

( , 0) ( ) (0,1),    1 (2) 1
( )

n n n
ep n p n n

    
   

 
      

≤ ≤  （2-20） 

最后，状态概率 p(0, 1)可通过平衡方程 
(0) 1 (2) 1

1 0

( , 0) (0,1) ( , 2) 1
e en n

n n

p n p p n
 

 
     

求得。经简化后，以下定理给出了系统稳态队长分布。 

定理 2.2.2 在具有可中断启动-关闭策略的完全可视 M/M/1 排队系统中，

如果顾客均采用如式（2-2）所示的均衡阈值止步策略，且 σ ≠ 1 ≠ ρ ≠ σ，则系统

稳态队长分布{pob(n, i) : (n, i)∈Sob}为 

 

(2) 1

1
(2) 1 (0) 2

(0) 2

1
(0,1)

(1 )(1 ) (1 )(1 )

1 1
               1

(1 )( ) 1

e

e
e

e

n

ob

n n
n

p
 
     

 
    




 



 
     

               

＝

 （2-21） 

 
1

( , 2) (0,1) (0,1),    0 (2)n n
ob ob ob ep n p p n n

  
  

  ≤ ≤  （2-22） 

 (2) (2) 11
( (2) 1, 2) (0,1) (0,1)

(1 )
e en n

ob e ob obp n p p
  
   

  


 （2-23） 

 

( )
( , 0) ( ) (0,1)

( )

1
              ( ) (0,1),    1 (2)

n n n
ob ob

n n n
ob e

p n p

p n n

    
   

  
  

      
     

≤ ≤
 （2-24） 

 

(2) 1

(2) 1 (2) 1 (2) 1

( )
( , 0) 1 1 (0,1)

( )

1
             ( ) (0,1)

                (2) 1 (0) 1

e

e e e

n

n
ob ob

n n n n n
ob

e e

p n p

p

n n n

   
    

   
  



   

                
     

 ≤ ≤

 （2-25） 

由于顾客的止步状态为(ne(0)+1, 0)或(ne(2)+1, 2)，因此，均衡状态下，顾客

的单位社会福利为 

 (0) 1 (2) 1

1 0

( ) (1 ( (0) 1, 0) ( (2) 1, 2))

        ( , 0) ( , 2)
e e

ob ob e ob e

n n

ob ob
n n

U R p p n p n

C np n np n


 

 

     

 
   

 
 

 （2-26） 

注释 2.2.1 对于完全可视情形下顾客的最优止步策略来说，定义顾客的最



优止步阈值为

    

SW

由于服务员在

证社会最优止

费用不是太高

图

2.2.3 完

2.2.3.1 

接下来，开

下，有两种纯策

策略可以由进

为 qe，均衡混

态转移图如图

为(n∗(0), n∗(1), n∗
* *( (0), (2))

                         

obW n n

在各个状态的最优

止步阈值策略的存

高，一般情况下

图 2-2 可中断启动

完全不可视排

纳什均衡 

开始考虑完全不

策略可供顾客选

入概率 q(0≤q≤

混合止步策略下

图 2-3所示。 

∗(2)) (n∗(1) = 0)，

* (0) 1

1

) (1 (

    

ob

n

n

R p n

C np






 


 




优止步阈值的显

存在性，如图

，ne(0) > n∗(0)和

动-关闭策略和完

排队系统 

不可视情形下顾

选择：进入系统

≤1)来描述。假

下的有效到达率为

第 2章 具有

，则社会最优条

*

*

(2) 1

0

(0) 1,0)

( , 0)

ob

n

ob
n

n p

p n




 

 

显式无法得到，

2-2所示。可以

和 ne(2) > n∗(2)是

全可视情形下的单

顾客的均衡止步行

统和止步离开。一

假设顾客潜在到达

为 e ，且显然有

有启动-关闭策略

条件下的单位社
*( (2) 1,2))

( , 2)

b

ob

n

np n







 

所以通过数值

以明显地观察到

是成立的。 

单位社会福利 

行为。在完全不

一个纯策略或者

达率为，均衡
有 e eq   ≤

的排队系统 

·15· 

社会福利为 

值算例来佐

到只要服务

 

不可视情形

者一个混合

衡进入概率

  。状



经济学视角下的随

·16· 

图

定理2.2.

假设 Λ<µ，则

 eq 

证明 考

M/M/1排队系统

定义忙期开始时

Qb的分布律为

 

其中 c*(Λq)表示

启动期内到达的

因此，得到

 

此顾客的平均附

 

也就是说，附加

于剩余的启动期

随机服务系统 

图 2-3 可中断启动

3 在具有可中

“以概率 qe进入

1

1 1

1,

R p
C





   
    
  
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




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统来说，顾客到

时系统中的顾客

为 

jb
 


示关闭期内没有

的概率。由于启

* ( )c q




到忙期开始时系

[E Q

附加延迟 E[Wd

[E W

加延迟以概率(

期。因此，此顾

动-关闭策略和完全

中断启动-关闭策

入系统”为唯一

21 ,
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C
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
 





 
 

   
   



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


顾客，对于具有

到达率为 Λq(Λ<

客数为 Qb。以关
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1
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c q c

c q u


 

  



有顾客到达的概

启动期和关闭期

0
  ju

q


 



 

系统中的平均顾

*] 1 ( )bQ c q  

d]为 
*1 ( )

]
[ ]d

b

c q
W

E Q




1−c∗(Λq))/E[Qb

顾客的平均逗留

全不可视情形下的

策略的完全不可

一的均衡混合止

2

,

1

1

C C
p

C
C

  




 


  


  
 




有可中断启动-关

<µ)，首先导出此

关闭期内是否有

0( ) , 1

1

q u j

j

 


概率，uj( j≥0)表

期都服从指数分

(( )
!

j
qqt

e
j

 


 

顾客数 E[Qb]为

* 1
( )qc q 




* ( ) 1
[ ]b

qc q
E Q

 
 



]等于零，以概

留时间为 

 

的状态转移图 

可视M/M/1排队

止步策略，且 

21

1

,

C
p

p






   
  

 




  




 

关闭策略的完全

此顾客的平均逗

有顾客到达为条

表示有 j个顾客

分布，所以有 

) dt t  

概率(Λqc∗(Λq))/(θ

队系统中，

（2-27） 

全不可视

逗留时间。

条件，得到

（2-28） 

于随后的

（2-29） 

（2-30） 

θE[Qb])等
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0
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[ ] [ ] [ ] ( )

1
d unE W E W E W W q

q




  



    




 （2-31） 

其中 E[W0]=1/(µ−Λq)为经典M/M/1排队系统的平均逗留时间，其平均剩余效用为 

 
211

1
R C p

q




  


  
    

 

 （2-32） 

当 

2
1

,
1

C
C C C

R p p









   

           
    

 

时，式（2-32）在区间(0, 1)内具有唯一零点，即为式（2-27）的前半支。当 

2
1

,
1

C
C

R p









 

          
    

 

时，式（2-32）对于任一 q都为正数，因此 qe=1，即式（2-27）的后半支。 

因此，均衡状态下，单位社会福利为 

 
211

1
un e

e

U q R C p
q




  


    
          

 （2-33） 

2.2.3.2 社会最优 

继续考虑完全不可视情形下顾客的社会最优止步策略。定义顾客的社会最优混

合止步策略为 q∗。对于社会计划者来说，决策的过程就是选择最优的进入概率 q∗

使得社会福利 SWun(q)达到最大，其中 

 
211

( )
1

unSW q q R C
q




  


    
         

 （2-34） 

下列引理给出了社会福利函数的特征。 

引理 2.2.1 如果 ρ = /µ<1，则社会福利函数（2-34）单峰且在区间[0,1]上
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为严格凹函数。

证明 重写

其一阶和二阶导

因为 Wun(q)为严

即在区间[0,1]上

式（2-34）
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图

随机服务系统 

。 
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得到 
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。 

统来说，图 2-4

入概率分别为 q∗

和 SW∗(q∗) = 6.63

最大社会福利 

（2-35） 

（2-36） 

*
fdq ； 

给出了单
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333。 
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最后考虑

pm，因此 pm+C

 

由于垄断

顾客收取费用
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图 2-5说
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类似于以

利润最大 

虑垄断情形。显然

CWun(q) = R。垄

mp

断者与社会计划

得到，所以此

*
mp p R 

fd。 

明垄断服务费用

达率的增加会导致

付较高的服务费用

图 2-5 可

可跳跃启动-

以上关于具有可

然，垄断者会对

垄断者的目的就

1
m R C

 




   


者的目标一致，

费用也可以使得

*( )fdR CW R 

用 pm单调非增。

致顾客等待时间

用，即服务质量

可中断启动-关闭策

-关闭策略

可中断启动-关闭

第 2章 具有
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的服务费用

（2-37） 

可以通过对

该费用为 

（2-38） 

价格下降。

的增加，顾

 

接下来开始
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考虑具有可跳跃启动-关闭策略的排队系统中顾客的止步行为，并得到与其平行

的结果。 

不同于具有可中断启动-关闭策略的排队系统，关闭期内到达的顾客（如果

有到达）不能被马上服务而必须在关闭期完成之后才能开始一个忙期，同时随后

的启动期将被跳过。如果关闭期内没有顾客到达，服务员进入空闲期且期间一旦

有顾客到达则其进入启动期，启动期结束后开始进入忙期。在此系统中，假设

C C
R p

 
   。否则，系统第一次空竭后就不会有顾客再进入系统。 

2.3.1 完全可视排队系统 

在具有可跳跃启动-关闭策略的排队系统中，如果均衡状态下到达顾客在观

察到系统状态为(n, i)后决定进入系统，他的平均逗留时间为 
1 1 1 1 1

( (0), (1), (2)) , ,e e e

n n n
s s s

    
      

 
 

平均剩余效用为 
   ( (0), (1), (2))

( 1) ( 1) ( 1)
, ,

e e eb b b

C n C n C C n C
R p R p R p

    
            

 

 

如果剩余效用为正值，则此顾客一定会进入系统。 

定理 2.3.1 在具有可跳跃启动-关闭策略的完全可视 M/M/1 排队系统中，

如果时刻 t到达的顾客观测到系统状态为(N(t), I(t))，则存在阈值 

 

   ( (0), (1), (2))

( ) ( ) ( )
1, 1, 1

e e en n n

R p R p R p
C C C

    
 

                          

 （2-39） 

且“N (t)≤ne (I(t))则进入系统，否则放弃离开”是唯一的均衡止步策略。 

如果所有的顾客遵从式（2-39）给出的均衡阈值止步策略，则系统过程是一个

状态空间为 Sob={(n, 0)|1≤n≤ne(0)+1}∪{(n, 1)|0≤n≤ne(1)+1}∪{(n, 2)|0≤n≤

ne(2)+1}的 Markov链。状态转移图如图 2-6所示。 

 

图 2-6 可跳跃启动-关闭策略和完全可视情形下的状态转移图 
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相应的系统稳态队长分布{ ( , ) : ( , ) }ob obp n i n i S 为以下均衡方程组 

 (0,1) ( ) (1, 0)p p     （2-40） 

      (0, 2) (0,1)p p   （2-41） 

 (1, 0) ( ) (1, 2) (2, 0) (1,1)p p p p         （2-42） 

 
( , 0)( ) ( 1, 0) ( , 2) ( ,1) ( 1, 0) ,

                           2 (1) 1e

p n p n p n p n p n

n n

           
≤ ≤

 （2-43） 

 
( , 0)( ) ( 1, 0) ( , 2) ( 1, 0) ,

                           (1)+2 (2) 1e e

p n p n p n p n

n n n

         
≤ ≤

 （2-44） 

 ( , 0)( ) ( 1, 0) ( 1, 0) , (2) 2 (0)e ep n p n p n n n n         ≤ ≤  （2-45） 

( (0) 1, 0) ( (0), 0)e ep n p n    （2-46） 

 ( , 2)( ) ( 1, 2) ,  1 (2)ep n p n n n     ≤ ≤  （2-47） 

( (2) 1, 2) ( (2), 2)e ep n p n    （2-48） 

 ( , 1)( ) ( 1,1) ,  1 (1)ep n p n n n     ≤ ≤  （2-49） 

 ( (1) 1, 1) ( (1), 1)e ep n p n    （2-50） 

的唯一正则解。定义 


 



 

迭代式（2-45）、式（2-47）、式（2-49），并同时考虑式（2-41）、式（2-46）、式（2-48）、

式（2-50），得到 

       ( , 1) (0, 1),  0 (1)n
ep n p n n ≤ ≤  （2-51） 

  (1)( (1) 1,1) (0,1)en
ep n p

 


   （2-52） 

       (2) 1( , 0) ( (2) 1, 0),  (2) 1 (0) 1en n
e e ep n p n n n n     ≤ ≤  （2-53） 

(2)( (2) 1, 0) ( (2), 0) (0, 1)en
e ep n p n p      （2-54） 

       ( , 2) (0,1),  1 (2)n
ep n p n n

 


 ≤ ≤  （2-55） 

 (2)( (2) 1, 2) (0,1)en
ep n p

 


   （2-56） 

鉴于式（2-51）至式（2-56），首先考虑概率{p(n, 0) : 1≤n≤ne(1)+1}。从式（2-43）

观察到它们是非齐次线性差分方程 

 
1 1( ) ( , 2) ( , 1)

                                        (0,1),  2 (1)

n n n

n n
e

x x x p n p n

p n n

     
   


      

    
 

≤ ≤
 （2-57） 
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的解。由于式（2-57）的非齐次部分是参数和 的几何形式，所以它的特解 spec
nx

可设形为 1 1
n nC D  。将 1 1

spec n n
nx C D   代入式（2-57），得到 

 
1 2

1 2

( ) (0,1)
( )( )

( ) (0,1)
( )

p
C

p
D

    
       

  
      

  
     

  
     

 （2-58） 

因此，式（2-57）的通解为 

 1 1 1 11 ,   1 (1) 2gen n n n n
n ex A B C D n n      ≤ ≤  （2-59） 

其中 A1和 B1是未知系数。结合式（2-40），当 n = 1时，从式（2-59）得到 

 1 1 1 1 (0,1)A B C D p
   



     （2-60） 

而且当 n = 2时，将式（2-59）代入式（2-57）中并同时考虑式（2-40）、式（2-51）、

式（2-55），得到 

 2 2 2
1 1 1 1

1 ( )( )
(1 ) (0,1)A B C D p

        
 

         
 

 （2-61） 

解方程组（2-60）和（2-61）得到 A1= 0， 
2

1

( )
(0,1)

( ) ( )
B p

   
       

  
      

 

因此，由式（2-59）得到 

 

2
1

1

( )
( , 0)

( ) ( )

              (0,1),    1 (1) 2

n n

n
e

p n

p n n

     
          

 
  





   
         

   
≤ ≤

 （2-62） 

类似地，导出稳态概率{ ( , 0) : (1) 2 (2)}e ep n n n n ≤ ≤ 。它们是差分方程 

 1 1( ) ( , 2) (0,1)n
n n nx x x p n p

     
         （2-63） 

的解，其中 (1) 1 (2)e en n n ≤ ≤ 。因为式（2-63）的非齐次部分是参数的几何形

式，所以考虑形为 2
nC  的特解。将 2

spec n
nx C  代入式（2-63）中，得到 

 2 1

( ) (0,1)
( )

p
C C

  
   


 

 
 （2-64） 

因此，式（2-63）的通解为 

 2 2 21 ,   (1) 1 (2)gen n n n
n e ex A B C n n n     ≤ ≤  （2-65） 

其中 A2和 B2为未知系数。当 (1) 1en n  和 (1) 2en n  时，将式（2-65）代入
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式（2-62）中，得到 

 

(1) 1 (1) 1
2 2

2
(1) 1

(1) (1)

( ) (0,1)
( )

( )
( ) ( )

(0,1)

e e

e

e e

n n

n

n n

p
A B

p

   
   

    
       

  
     

 




 

 

   
      

      

 （2-66） 

 

(1) 2 (1) 2
2 2

2
(1) 1

(1) 1 (1) 1

( ) (0,1)
( )

( )

(0,1)

e e

e

e e

n n

n

n n

p
A B

p

   
   

    
     

    
     

 



 


 

 

   
      

      
（ + ）

 （2-67） 

解方程组（2-66）和（2-67），得到 

 

2
(1) 1

2

(1) 1 (1) 1

( )
1 ( ) ( )

      (0,1)
( )

e

e e

n

n n

A

p

      
        

   
      



 

   
       

       

 （2-68） 

 

2
(1) 1

2 (1) 1

(1) 1 (1) 1

1 ( )
( ) ( )(1 )

(1 )
      (0,1)

(1 )( )

e

e

e e

n
n

n n

B

p

     
        

    
      




 

   
       

         

 （2-69） 

所以由式（2-65）可得 

2
(1) 1 (1) 1

2
(1) 1 (1) 1

(1) 1

(1) 1

( , 0)

( )
1 ( ) ( ) ( )

1 ( )
( ) ( )(1 )

(1 )
(1 )( )

e e

e e

e

e

n n

n n
n

n n

p n

       
            

       
           

    
      

 

 




    
            

               
 

 
    

(1) 1 ( )
(0,1)

( )

(1) 1 (2)

e n n

e e

p

n n n

   
   

       
 ≤ ≤

 （2-70） 

根据式（2-54），得到 
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(2)

(2) (2) (2)
2 2 2

( (2) 1, 0) ( (2),0) (0,1)

                      ( ) (0,1)

e

e e e

n
e e

n n n

p n p n p

A B C p

 


   


  

   
 （2-71） 

又根据式（2-53），有 

 
(2) 1 (2) (2) (2)

2 2 2( , 0) ( ) (0,1) ,

               (2) 2 (0) 1

e e e en n n n n

e e

p n A B C p

n n n

    


       
 

 ≤ ≤
 （2-72） 

这样，就把所有的稳态概率表示成了关于p(0,1)的形式，且由式（2-51）、式（2-52）、

式（2-55）、式（2-56）、式（2-62）、式（2-70）至式（2-72），以及平衡方程 

 
(0) 1 (1) 1 (2) 1

1 0 0

( , 0) ( ,1) ( , 2) 1
e e en n n

n n n

p n p n p n
  

  
      （2-73） 

可得到稳态概率 p(0, 1)的表达式。以下定理给出了系统稳态队长分布。 

定理 2.3.2 在具有可跳跃启动-关闭策略的完全可视排队系统中，如果顾客

均采用如式（2-39）所示的均衡阈值止步策略，且 1 ,  1           ，

则系统稳态队长分布{ ( , ) : ( , ) }ob obp n i n i S 为 

       ( , 1) (0,1),  1 (1)n
ob ob ep n p n n ≤ ≤  （2-74） 

  (1)( (1) 1,1) (0,1)en
ob e obp n p

 


   （2-75） 

       ( , 2) (0,1),  1 (2)n
ob ob ep n p n n

 


 ≤ ≤  （2-76） 

 (2)( (2) 1, 2) (0,1)en
ob e obp n p

 


   （2-77） 

 

2
1

1

( )
( , 0)

( ) ( )

                 (0,1),  1 (1)

n n
ob

n
ob e

p n

p n n

     
          

 
  





   
         

   
≤ ≤

 （2-78） 

2
(1) 1 (1) 1

2
(1) 1 (1) 1

(1) 1

( )
( , 0)

1 ( ) ( ) ( )

1 ( )
                 

( ) ( )(1 )

(1 )
                 

(1

e e

e e

e

n n
ob

n n

n

p n
      

 
            

      
 

           

 

 

 


  
  

      

   
  

     




 
 
 

 
 
 

(1) 1 (1) 1 ( )
(0, 1),

)( ) ( )

                    (1) 1 (2)

e en n n n
ob

e e

p

n n n

    
   

          
  
 

      




  

≤ ≤

（2-79） 



( , 0)

                 

              

obp n 




 
   




   
(1

                 
 







其中 pob(0, 1)可

因为顾客

态下，单位社

(

        

obU R

C

 



2.3.2 完

2.3.2.1 

首先，考虑

图

定理2.3.

假设 Λ < µ，则

 

*1
,    

1,        
e

x

q




 



其中 x∗是下列

 

(1) 1

(
1 (

en

   
   

  
 



 
 

    
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)( )

e en n n
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  
   

   


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



可以由平衡方程
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1

(1) 1

2) 



（2-80） 

此，均衡状

 （2-81） 

2-7所示。 

队系统中，

（2-82） 

（2-83） 
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的唯一非负可行解。 

证明 标记一个顾客。由于顾客到达率为 ( )q   ，导出此顾客的平均逗

留时间。以关闭期内是否有顾客到达为条件，得到忙期开始时的顾客数 Qb 的分

布律为 

 *
1( ) ,    1j j jb c c q u j   ≥  （2-84） 

其中 

( )

0

( )
d

!

j
q t

j

qt
c e t

j
  


    

表示关闭期内有 j个顾客到达的概率。因此，得到忙期开始时系统中的平均顾客

数 E[Qb]为 

 *1 1
[ ] ( ) 1bE Q q c q q  

 
    
 

 （2-85） 

因此平均附加延迟 E[Wd]为 

 

* 1
( )( 1)1 1

[ ]
[ ] [ ]d

b b

q
c q q

E W
E Q E Q



 
 

 


   （2-86） 

也就是说，附加延迟以概率 / ( [ ])bq E Q  等于剩余关闭期，以概率 * ( ) / [ ]bc q E Q

等于整个启动期，并以概率 * ( ) / ( [ ])bqc q E Q   等于剩余启动期。因此，平均逗

留时间为 

 

2 3

0 2 3

1 ( ) ( )
[ ] [ ] [ ] ( )

( ) ( )d un

q q q
E W E W E W W q

q q q q
      

         
  

    
     

（2-87） 

且平均剩余效用为 

 
2 3

2 3

1 ( ) ( )
( ) ( )
q q q

R C p
q q q q

      
         

   
       

 （2-88） 

当 
2 3

2 3

( ( ) ( ))
,

( ) ( )
C C C C

R p p
      

           
   

          
 

时，式（2-88）在区间（0, 1）内有唯一零点，即为式（2-82）的前半支。当 
2 3

2 3

( ( ) ( ))
,

( ) ( )
C C

R p
      

         
   

         
 

时，式（2-88）的值对于任何一个 q都为正值，因此唯一的均衡进入概率为 qe = 1，

即为式（2-82）的后半支。 

因此，均衡状态下，单位社会福利为 
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因此最优进入

定理 2.3.
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图 2-8 可跳跃启动

给出一个具体的充

分析在此条件下

.1 如果  

严格凹函数。 

(
(
e e

e e e

q q
q q q

 
  




下的社会福利函

1
C

q q


  


 

2

2 2 2

2 3

3

3

( )
( )

)
) (

( )
(

q q
q q

q
q

q
q

   
    

    
    

  
  






 
 

 
  2))

( ) 0unSW q  的解

果 *0 1fdq  和 S
*( ) 0un fdSW q > 或

关闭策略的完全不
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下关系。 

存在唯一 *q 

存在唯一 * 1q  。

统来说，图 2-8

入概率分别为 q

和 SW∗(q∗) = 11.9

最大社会福利 

数（2-90）单峰

函数（2-90）在

的排队系统 
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 （2-89） 





 （2-90） 

) 



（2-91） 

*
fdq ； 

 

给出了单

q∗	= 0.8626

9444。 

 

峰且为严格

在区间[0, 1]
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证明 标记 q q  为 q的线性函数。只需证明如果  ，则 ( ) 0un qSW   。

因为 ( )un qW  的一阶和二阶导数分别为 
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2 2 2 2 2
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( ) ( )

2 ( )( )( 3 )2
( )
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 （2-92） 
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≤
 

可见  是 ( ) 0un qW   和 ( ) 0un qW   的充分条件。基于 
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可知，如果  ，则 ( ) 0un qSW   。 

当条件  满足时，式（2-90）的一阶最优条件为 

  
2 2 2 2 2 2

2

( 2 2 )
( )

( )un

R R q R q C C C q q C
SW q

q
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  
      


 （2-93） 

解方程 ( ) 0unSW q  得到唯一的最优可行解 

 
2 2

*
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R C R C C
q

C R
    

 
   




 （2-94） 

定理 2.3.5 （1）如果 *0 1fdq  ，存在唯一的最优进入概率 * *
fdq q ； 

（2）如果 * 1fdq ≥ ，存在唯一的最优进入概率 * 1q  。 

图 2-9给出了当  时单位社会福利关于顾客进入概率的敏感度。最优进

入概率分别为 q∗	 = 0.7799和 q∗	 = 1，最优社会福利分别为 SW∗(q∗) = 4.0668和

SW∗(q∗) = 6.3。 

2.3.2.3 利润最大 

现考虑垄断情形。对于具有可跳跃启动-关闭策略的完全不可视排队系统来

说，垄断者的目的就是使得 mqp 达到最大，且 
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 （2-95） 



图 2-9

其中 * *
fd fq 

2.4 非

最后，考

服务员则不可

须等到启动期

2.4.1 完

在具有非

9 可跳跃启动-关

*
fd 。图 2-10说

图 2-10 可

非中断启动-

考虑具有非中断

可能中断此关闭期

期结束后才能对其

完全可视排队

非中断启动-关闭

关闭策略下的最优

明垄断服务费用

可跳跃启动-关闭策

-关闭策略

断启动-关闭策略

期及随后的启动

其进行服务。

队系统 

闭策略的排队系
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止步策略和最大社

用 pm单调非增

策略下的垄断服务

略的排队系统。

动期。即使关闭

系统中，如果均

有启动-关闭策略

社会福利（θ = ξ）

。 

 

务费用 

一旦系统进入

闭期内有顾客到

均衡状态下到达

的排队系统 
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入关闭期，

到达，也必

达顾客在观
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察到系统状态为(n, i)后决定进入系统，他的平均逗留时间为 
1 1 1 1 1 1

( (0), (1), (2)) , ,e e e

n n n
s s s

     
       

 
 

则平均剩余效用分别为 
   ( (0), (1), (2))

( 1) ( 1) 1 1 ( 1)
, ,

e e eb b b

C n C n C n C
R p R C p R p

     
                

  

 

如果剩余效用为正值，则此顾客一定会进入系统。 

定理 2.4.1 在具有非中断启动-关闭策略的完全可视 M/M/1 排队系统中，

如果时刻 t到达的顾客观测到系统状态为(N (t), I(t))，则存在阈值 
   ( (0), (1), (2))

( ) ( ) 1 1 ( )
1, 1, 1

e e en n n

R p R p R p
C C C

   
  

                             

   （2-96） 

且“N (t) ≤ne(I(t))则进入系统，否则放弃离开”是唯一的均衡止步策略。 

如果所有的顾客遵从式（2-96）给出的均衡阈值止步策略，则系统过程是一

个状态空间为 Sob={(n, 0) | 1≤n≤ne(0)+1}∪{(n, 1) | 0≤n≤ne(1)+1}∪{(n, 2) | 0≤

n≤ne(2)+1}的Markov链，且状态转移图如图 2-11所示。 

 
图 2-11 非中断启动-关闭策略和完全可视情形下的状态转移图 

相应的系统稳态分布{pob(n, i) : (n, i)∈Sob}为以下均衡方程组 

  (0,1)( ) (1, 0)p p     （2-97） 

      (0, 2) (0,1)p p   （2-98） 

 (1, 0)( ) (1, 2) (2, 0)p p p       （2-99） 

 
( , 0)( ) ( 1, 0) ( , 2) ( 1, 0) ,

                           2 (2) 1e

p n p n p n p n

n n

         
≤ ≤

 （2-100） 

 ( , 0)( ) ( 1, 0) ( 1, 0) , (2) 2 (0)e ep n p n p n n n n         ≤ ≤  （2-101） 

( (0) 1, 0) ( (0), 0)e ep n p n    （2-102） 

 ( , 2)( ) ( 1, 2) ( , 1) , 1 (1) 1ep n p n p n n n       ≤ ≤  （2-103） 

 ( , 2)( ) ( 1, 2) , (1) 2 (2)e ep n p n n n n      ≤ ≤  （2-104） 
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 ( (2) 1, 2) ( (2), 2)e ep n p n    （2-105） 

  ( , 1)( ) ( 1, 1) , 1 (1)ep n p n n n     ≤ ≤  （2-106） 

 ( (1) 1, 1) ( (1), 1)e ep n p n    （2-107） 

的唯一正则解。迭代式（2-101）、式（2-104）和式（2-106），并同时考虑式（2-102）、

式（2-105）、式（2-107），得到 

       ( , 1) (0, 1),  0 (1)n
ep n p n n ≤ ≤  （2-108） 

  (1)( (1) 1,1) (0,1)en
ep n p

 


   （2-109） 

       (2) 1( , 0) ( (2) 1, 0), (2) 1 (0) 1en n
e e ep n p n n n n     ≤ ≤  （2-110） 

( (2) 1, 0) ( (2), 0) ( (2) 1, 2)e e ep n p n p n       （2-111） 

       (1) 1( , 2) ( (1) 1, 2), (1) 1 (2)en n
e e ep n p n n n n     ≤ ≤  （2-112） 

 (2) (1) 1( (2) 1, 2) ( (1) 1, 2)e en n
e ep n p n

 


     （2-113） 

然后，考虑式（2-108）并迭代式（2-103），得到 

 

( , 2) ( 1, 2) (0,1)

           ( 1, 2) (0,1)

( )
          (0,1),  1 (1) 1

n

n

n n
n

e

p n p n p

p n p

p n n

 
 
 


   
  

  


    
 

 
    

≤ ≤

 （2-114） 

根据式（2-112）至式（2-114）有 

 
(1) 1

1( , 2) (0,1),   (1) 1 (2)
1

en

n
e ep n p n n n




  


 

  
      

 

≤ ≤     （2-115） 

  
(1) 1

(2)1( (2) 1, 2) (0,1)
1

e

e

n

n
ep n p




  


 

  
       

 

 （2-116） 

鉴于式（2-114）至式（2-116），考虑{p (n, 0) : 1≤n≤ne (1)}。它们是非齐

次线性差分方程 

 1 1

( )
( ) (0,1)

n n
n

n n nx x x p
       
   

 
      

 （2-117） 

的解，其中2 (1) 1en n ≤ ≤ 。因为式（2-117）的非齐次部分是 和 的几何形式，

所以考虑形为 1 1
n nC D  的特解。将 1 1

spec n n
nx C D   代入式（2-117）中，得到 
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1 2

1 2

1 (0,1)
( )( ) (0,1)

( )( )( )

(0,1) ( ) (0,1)
( )( )( )

p
p

C

p p
D

          
         

       
        

           
     




        

 （2-118） 

因此，式（2-117）的通解为 

 1 1 1 11 ,    1 (1) 2gen n n n n
n ex A B C D n n      ≤ ≤  （2-119） 

其中 A1和 B1为未知系数。当 n = 1时，从式（2-119）得到 

 1 1 1 1 (0,1)A B C D p
 


   
     （2-120） 

当 n = 2时，将式（2-119）代入式（2-99）中，并考虑式（2-97）和式（2-114），

得到 

2 2 2
1 1 1 1

1 ( )( ) (1 )
(0,1)A B C D p

       
  

        
 

   （2-121） 

解方程组（2-120）和（2-121），得到 A1 = 0， 

1

( )
1 (0,1)

( ) ( )( )
B p

    
           

            
 

因此，由式（2-119）得到 

1 1

( )
( , 0) 1

( ) ( )( )

( )
              (0,1),

( )( ) ( )( )

                  1 (1) 2

n

n n

e

p n

p

n n

     
           

     
         

 

             
          

≤ ≤

  （2-122） 

类似地，开始推导稳态概率{ ( , 0) : (1) 1 (2)}e ep n n n n ≤ ≤ 。它们是非齐次线

性差分方程 

 

(1) 1

1 1
1( ) (0,1)

1

en

n
n n nx x x p




     


 



 

                
 

  （2-123） 

的解，其中 (1) 1 (2)e en n n ≤ ≤ 。因为式（2-133）的非齐次部分是参数 的几何

形式，考虑形为 2
nC  的特解，将 2

spec n
nx C  代入式（2-123），得到 

  
(1) 1

2

( )( ) ( )
(0,1)

( )( ) ( )( )

en

C p
         
           

                  
   （2-124） 

因此，式（2-123）的通解为 
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 2 2 21 ,     (1) 1 (2)gen n n n
n e ex A B C n n n     ≤ ≤  （2-125） 

其中 A2和 B2为未知系数。当 (1) 1en n  和 (1) 2en n  时，将式（2-125）代入

式（2-123），得到 

 (1) 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1
2 2 2 1 1 1

e e e e en n n n nA B C B C D              （2-126） 

 (1) 2 (1) 2 (1) 2 (1) 2 (1) 2
2 2 2 1 1 1

e e e e en n n n nA B C B C D              （2-127） 

解方程组（2-126）和（2-127），得到 

 (1) 1
2

( )
1 (0,1)

1 ( )
enA p

      
      

        
 （2-128） 

 

2

(1)

( )
1

( ) ( )( )

1
       (0,1)

(1 ) ( )( )( )

en

B

p

    
           

 
          

             
           

 （2-129） 

因此，由式（2-125）得到 

(1) 1

(1)

(1) 1

( , 0)

( )
1 1

1 ( ) ( )

( ) 1
( )( ) (1 ) ( )( )( )

( )
( )( ) ( )( )

e

e

e

n

n

n

n

p n

       
            

     
                

     
          





                    
                    

              

1 (0,1),

(1) 1 (2)

n

e e

p

n n n

 

    

 ≤ ≤

（2-130） 

根据式（2-110）、式（2-111）和式（2-116），有 

(1) 1

(2) (2) (2) (2)
2 2 2

( , 0)

1 (0,1) ,
1

(2) 1 (0) 1

e

e e e e

n

n n n n n

e e

p n

A B C p

n n n

    
 





                     
 ≤ ≤

（2-131） 

由式（2-108）至式（2-109）、式（2-114）至式（2-116）、式（2-122）、

式（2-130）至式（2-131），以及平衡方程 

 
(0) 1 (1) 1 (2) 1

1 0 0

( , 0) ( ,1) ( , 2) 1
e e en n n

n n n

p n p n p n
  

  
      （2-132） 

可得到稳态概率 p (0, 1)的表达式。以下定理给出了系统稳态队长分布。 

定理 2.4.2 在具有非中断启动-关闭策略的完全可视排队系统中，如果顾客
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均采用如式（2-96）所示的均衡阈值止步策略，且 1     ， 1     ，

则系统稳态队长分布{ ( , ) : ( , ) }ob obp n i n i S 为 

( , 1) (0,1),  1 (1)n
ob ob ep n p n n ≤ ≤  （2-133） 

(1)( (1) 1,1) (0,1)en
ob e obp n p

 


   （2-134） 

1 ( )
( , 2) (0,1),1 (1)

n n
n

ob ob ep n p n n
   

   
 

   
≤ ≤  （2-135） 

1 ( ) 1( , 2) (0,1),
1

                  (1) 1 (2)

n
n

ob ob

e e

p n p

n n n

   
 

       
 

 ≤ ≤

 （2-136） 

(2)

1
1

( (2) 1, 2) 1 (0,1)
(1 )

e

n

n
ob e obp n p

  
    

              
  

 （2-137） 

1
1

( )
( , 0) 1

( ) ( )( )

( )
                (0,1),

( )( ) ( )( )

                 1 (1)

n
ob

n
obn

e

p n

p

n n

     
           

    
          




             
          

≤ ≤

 （2-138） 

(1) 1

(1)

( , 0)

1 1
1 ( )

( ) 1
( )( ) (1 ) ( )( )( )

e

e

ob

n

n

n

p n

       
           

     
                

               
                    

( + - )

( + - )
 

(1) 1

1( )
(0,1),

( )( ) ( )( )

(1) 1 (2)

en

n
ob

e e

p

n n n

      
          



                   

 ≤ ≤

 

（2-139）

 

(1) 1 (2)

(1)

( , 0)

( )
1 1

1 ( ) ( )

( ) 1
( )( ) (1 ) ( )( )( )

e e

e

ob

n n

n

p n

         
            

    
                


                      

                    
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≤ ≤

      

（2-140） 

其中 pob(0, 1)可以由平衡方程（2-132）得到。 

因为顾客的止步状态为 ( (0) 1,0)en  、 ( (1) 1,1)en  和 ( (2) 1, 2)en  ，因此，均

衡状态下，单位社会福利为 

(0) 1 (1) 1 (2) 1

1 0 0

( ) (1 ( (0) 1,0) ( (1) 1,1) ( (2) 1,2))

        ( ,0) ( ,1) ( ,2)
e e e

ob ob e ob e ob e

n n n

ob ob ob
n n n

U R p p n p n p n

C np n np n np n


  

  

       

 
    

 
  

  （2-141） 

2.4.2 完全不可视排队系统 

2.4.2.1 纳什均衡 

考虑完全不可视情形下顾客的均衡止步行为，且状态转移图如图 2-12所示。

顾客的均衡行为由以下定理给出。 

 

图 2-12 非中断启动-关闭策略和完全不可视情形下的状态转移图 

定理2.4.3 在具有非中断启动-关闭策略的完全不可视M/M/1排队系统中，

假设 Λ < µ，则“以概率 qe进入系统”为唯一的均衡混合止步策略且 

2
*

2

1 1 1 1
( )

1
, ,

1 1
( )

1 1 1 1
( )

1, ,
1 1

( )

e

C
C C C

x R p p
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C
C

R p

      
    

    

      
 

    

                                    
                                   

（2-142） 
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其中 x∗是下列方程 
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    

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               
        

 （2-143） 

的唯一非负可行解。 

证明 标记一个顾客，首先导出此顾客的平均逗留时间。由于顾客到达率为

( )q   ，以关闭期内是否有顾客到达为条件，得到忙期开始时系统中的顾客

数 Qb的分布律为 

 *
1

1

( ) ,      1
j

j i j i j
i

b c u c q u j 


  ≥  （2-144） 

所以忙期开始时系统中的平均顾客数 E[Qb]为 

 *1 1
[ ] ( )bE Q q c q 

 
    
 

 （2-145） 

因此，平均附加延迟 E[Wd]为 

 
*1 1 1 ( ) 1

[ ]
[ ] [ ] [ ]d

b b b

q q
c q

E W
E Q E Q E Q

 
 

   
     
 

 （2-146） 

即附加延迟以概率 / ( [ ])bq E Q  为剩余关闭期和一个启动期，以概率 * ( ) / [ ]bc q E Q

为一个启动期，以概率 / ( [ ])bq E Q  为剩余启动期。因此， 
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 （2-147） 

且平均剩余效用为 
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 （2-148） 

当 
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时，式（2-148）在（0, 1）内有唯一解，即为式（2-142）的前半支。否则，当 R

不小于上区间的右端点时，式（2-148）对任一 q都为正，因此 qe = 1，即式（2-142）

的后半支。 

因此，均衡状态下，单位社会福利为 
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   （2-149） 

2.4.2.2 社会最优 

非中断启动-关闭策略下的社会福利函数为 
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 （2-150） 

它的一阶导数为 
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 （2-151） 
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所以社会最优进入概率 q*与方程 ( ) 0unSW q  的解 *
fdq 存在以下关系。 

定理 2.4.4 （1）如果 *
10 1q  和 *

1( ) 0unSW q ≤ ，存在唯一 * *
1q q ； 

（2）如果 *
10 1q  和 *

1( ) 0unSW q > 或者 *
1 1q ≥ ，存在唯一 * 1q  。 

同样给出一个充分条件来保证社会福利函数（2-150）单峰且为严格凹函数。 
引理 2.4.1 如果 / 1    且进入概率 q的取值范围 [ , ]q q 非空并满足 

3 3 2 3[ , ] [0,1] { | ( ) 3 0}q q q q q        ∩ ≤  

则社会福利方程（2-150）在区间 [ , ]q q 内单峰且为严格凹函数。 
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 （2-152） 

其中 * *
fd fdq  。图 2-14说明垄断服务费用 pm同样是单调非增。 

 

图 2-14 非中断启动-关闭策略下的垄断服务费用 

2.5 数值比较 

本节将数值比较分别具有三种启动-关闭策略的完全不可视排队系统中顾客

的均衡和社会最优止步行为。首先，对于每种策略，对均衡进入概率和社会最优

进入概率进行内部比较。然后，针对三种策略，对均衡进入概率和社会最优进入

概率进行纵向比较。 

对于具有可中断启动-关闭策略的排队系统来说，当实际服务费用分别高于

或低于垄断服务费用的情况下，图 2-15 比较了均衡进入概率 qe和社会最优进入

概率 q*。观察到，当潜在到达率较小时，qe和 q*都等于 1。然而，当 Λ超过某个

阈值后两者均递减。对于所有可能的 ( )  ，得到结论：当 *p p 时， *
eq q≥ ，

且当 *p p 时， *
eq q≤ 。 
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图 2-15 可中断启动-关闭策略下 qe和 q*的比较 

 

图 2-16 可跳跃启动-关闭策略下 qe和 q*的比较 

 

图 2-17 非中断启动-关闭策略下 qe和 q*的比较 

当然，当 p = p*时，qe = q*。平行于图 2-15，图 2-16和图 2-17分别比较了具

有可跳跃启动-关闭策略和具有非中断启动-关闭策略的排队系统中的均衡进入概

率和社会最优进入概率。 



图 2-18和

最优进入概率

这是因为顾客

延迟。 

接下来，

用，即均衡状态

所示。 

图 2-20表

顾客的均衡剩

和图 2-19则分别

率。容易观察到
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完全不可视情形

第 2章 具有
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且 * *
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（包括启动期和

闭策略下 qe的比较

闭策略下 q*的比较

闭策略下单位时

它们随某些参数

关闭策略，完全

形下的要大。这

有启动-关闭策略

下的均衡进入概

*
type 3q  

和关闭期）而导

 

较 

 

较 

时间内顾客的均

数的变化规律，

全可视情形下单

这说明系统信息

的排队系统 
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概率和社会

导致的附加

均衡剩余效

如图 2-20

单位时间内

息量的多少
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确实影响顾客的均衡剩余效用。 

至于三种启动-关闭策略下顾客均衡剩余效用关于其他一些参数的敏感度，

观察到它们均随 R 和 θ 递增。然而，可中断启动-关闭策略下单位时间内顾客的

均衡剩余效用随 ξ递减，这与可跳跃和非中断启动-关闭策略下的递增趋势相反。

这说明在可中断启动-关闭策略下，关闭期越长，对顾客越有利。原因在于随着

关闭期的缩短，到达顾客发现服务员处于关闭期状态的概率越小，因此平均延迟

增加而导致均衡剩余效用降低。对于 λ来说，单位时间内顾客的均衡剩余效用均

可达到最大值。 

 

图 2-20 完全可视和完全不可视情形及三种启动-关闭策略下的顾客均衡剩余效用 

2.6  相关文献评述 

从经典随机服务系统的研究角度，Doshi[45]最早研究了一个具有启动期的

GI/G/1排队系统。Krishna和 Reddy等[46]分析了一个具有多重休假和启动期的批
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到达排队系统。随后，Choudhury[47,48]与 Bischof[49]考虑了各类具有启动期的单服

务员排队系统，Ke[50]研究了具有各类休假策略与启动期的 M/G/1 排队系统中的

优化控制问题。然而，Artalejo和 Economou等[51] 则讨论了多类更复杂的具有启

动期的多服务员排队系统。 

除了启动期之外，Takagi[7]又最早提出了关闭期的概念，并研究了一个具有

启动关闭策略的 M/G/1 排队系统。Arumuganathan 和 Jeyakumar[52]分析了一个具

有多重休假和关闭期的 MX/G(a,b)/1 排队系统。随后，他们[53]又考虑了一个同类

型的排队系统，并将 N策略与启动期加入模型假设之中。Ke[54,55]则研究了一个具

有服务员失效与启动关闭策略的M/G/1排队系统。 

以上文献均是从经典随机服务系统的研究角度去导出系统的主要性能指标，

而有关顾客均衡止步策略的研究工作，最早要追溯到 Burnetas和 Economou[35]于

2007 年发表的一篇文章。他们在文中研究了具有启动策略的 Markov 单服务员排

队系统中顾客的均衡止步策略。根据顾客已知的系统信息量的多少，分别讨论了完

全可视、几乎可视、几乎不可视与完全不可视四类信息量水平。而后，孙微等[43,44]

则讨论了具有三类启动关闭策略的排队系统：可中断启动-关闭策略、可跳跃启

动-关闭策略和非中断启动-关闭策略，研究了顾客的均衡和最优止步策略及服务

员的利润最大化策略。 
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第 3章 具有多重休假策略的排队系统 

3.1 多重休假策略 

多重休假策略是经典休假策略的一种常见形式。休假规则为：一旦排队系统

空竭，服务员则进入休假状态，休假期间不对顾客提供服务。当一次休假结束后，

若服务员发现系统中没有顾客等待，将立即开始下一次休假，直到某次休假结束

时，系统中至少有一位顾客等待服务为止。否则，服务员立即开始一个新的忙期。 

3.2 具有不同决策准则的排队系统 

本节将研究具有多重休假策略的队长不可视 Markov 排队系统，导出并比较

具有五类决策标准［最大最小（maximin）准则、最大最大（maximax）准则、

Hurwicz准则、最小最大后悔值（minimax regret）准则和 Laplace准则］与三类

等待费用函数（线性、二次与指数形式）的同类顾客的均衡阈值/混合止步策略。 

本节内容为作者研究成果[56]的进一步完善和补充。 

3.2.1 模型描述 

我们假设同类顾客到达过程服从 Poisson 分布，顾客潜在到达率为 Λ，服务员

服务率服从参数为 µ的指数分布。假定队长不可视，且到达顾客只知道服务时间服

从指数分布，但参数 µ的具体取值并不被告知。由于队长不可视且顾客类型相同，

他们将采取同样的均衡策略。将均衡状态下顾客的进入概率记为 qe(0 ≤ qe ≤ 1)，

因此，有效到达率为 λe =Λqe。 

一旦系统空竭，服务员将采取多重休假策略。假定随机长度的单次休假期 V

服从一般分布，记 V的前三阶原点矩分别为 E[V ] = v, E[V 2] = v (2)和 E[V 3] = v (3)。
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因此，服务员的状态可分为 


 


0

1

，服务员处于休假期
服务员状态

，服务员处于忙期
 

就像队长和服务时间参数取值一样，假定服务员所处状态信息也对到达顾客是封

闭的。 

单个顾客服务完成后的服务收益为 R，等待 w个时间单位（包括服务时间）

后的等待损耗为 c(w)。因此，单个顾客的平均剩余效用记为 U，为 U = R – c(w)。

函数 c(·)的不同形式代表着顾客对潜在风险的不同的敏感度。假定所有顾客具有

相同的等待损耗函数和延迟敏感参数，且服务顺序为先到先服务。 

3.2.1.1 两者取一 

首先假定有关服务时间参数 µ的部分信息为 µ1和 µ2两者中的某一个，且 0 < 

µ1 < µ2。将该信息和服务员可能的两个状态相结合，我们可以确定存在四类可能

的系统状态，分别为 

1 1

1 1

2 2

2 2

( , ),   

( , ),   

( , ),   

( , ),   

  
  
  
  


  


 

1

0

1

0

服务员处于忙期且

服务员处于假期且
系统状态

服务员处于忙期且

服务员处于假期且

 

3.2.1.2 取值范围 

然后假定有关服务时间参数 µ的部分信息为 µ处于闭区间[ , ]内，且 0 < <

。在此情形下，将存在无穷多个可能的系统状态，即为 

1

1

2

2

( , ),   

( , ),   

( ( , ), ),   ( , )

( ( , ), ),   ( , )

( , ),   

( , ),   

  

  

     

     

  
  





    
  

 
 

1

0

1

0

1

0

服务员处于忙期且

服务员处于假期且

服务员处于忙期且
系统状态

服务员处于假期且

服务员处于忙期且

服务员处于假期且

 

以下我们将看到具有不同决策准则的顾客会得到完全不同的系统状态的估

计结果。 

3.2.2 线性等待损耗 

首先，假定所有顾客的等待损耗均为等待时间的线性函数，即 c(w) = cw，其
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中 c为常数且 c > 0。显然，这类顾客为风险中立顾客。 

3.2.2.1 两者取一 

为了得到各种决策准则下顾客的均衡混合策略，我们应该首先找到顾客在各

个系统状态下的平均剩余效用。 

如果系统状态ሺµ1, 1ሻ最终实现，顾客完成服务之后的平均剩余效用为	

1( , 1)
join

1

c
U R

 
 


①	

其中 λ是有效到达率。 

如果系统状态(µ1, 0)最终实现，顾客的平均剩余效用为 

1

(2)
( , 0)
join

1 2

c cv
U R

v


 
 


-  

其中 cv(2)/(2v)为顾客到达时的剩余休假期。 

如果系统状态(µ2, 1)最终实现，顾客的平均剩余效用为 

2( , 1)
join

2

c
U R

 
 


 

如果系统状态(µ2, 0)最终实现，顾客的平均剩余效用为 

2

(2)
( , 0)
join

2 2

c cv
U R

v


 
 


-  

接下来，我们开始分别分析在五类决策准则下，风险中立顾客的均衡混合

策略。 

1. 最大最小准则 

最大最小准则又称为悲观准则，到达顾客总是假定系统状态为最不利的

(µ1,0)。因此，只有当 1( , 0)
join 0U   时，该类顾客才会进入，否则离开。求解方程 

1

(2)
( , 0)
join

1

= 0
2

c cv
U R

v


 
 


-  

得到如下命题中的结果。 

命题 3.2.1 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，且

顾客的决策准则为最大最小准则，则具有线性等待损耗 c(w) = cw的顾客的均衡

有效到达率为 

—————————— 
① 顾客等待时间的一阶矩和二阶矩，以及具有指数损耗函数的顾客平均等待时间的推导过程请见参考

文献[56]。 
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1 (2)

pes
( )

1 1(2) (2)

2

2 2

a
e cw

c
cv

R
v

c c
cv cv

R R
v v

  


  

 
 
 
   


 

， 

，

≤

 （3-1） 

以及相应的均衡进入概率为 pes pes
( ) ( ) /a a

e cw e cwq   。 

2. 最大最大准则 

和悲观准则相反，最大最大准则又称为乐观准则，即到达顾客总是假定系统

状态为最有利的(µ2, 1)。求解方程 

2( , 1)
join

2

= 0
c

U R

 
 


 

得到如下命题中的结果。 

命题 3.2.2 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，且

顾客的决策准则为最大最大准则，则具有线性等待损耗 c(w) = cw的顾客的均衡

有效到达率为 

 
2

opt
( )

2 2

a
e cw

c

R
c c

R R

  


  

  
   


， 

，

≤
 （3-2） 

以及相应的均衡进入概率为 opt opt
( ) ( ) /a a

e cw e cwq   。 

3. Hurwicz准则 

定理 3.2.1 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 <µ2，以

下方程 

 
(2)

2 1

(1 ) (1 ) 0
2

cv c c
R

v
  

   
 

        
 （3-3） 

的解为 λ*，且顾客的决策准则为 Hurwicz准则，则具有线性等待损耗 c(w) = cw的

顾客的均衡有效到达率为 

 
*

Hur
( ) * *

a
e cw

  


  
 



，

，

≤
 （3-4） 

以及相应的均衡进入概率为 Hur Hur
( ) ( ) /a a

e cw e cwq   。特别地，如果没有休假策略，则有

1 2
( ) 1 2

1 1 4 4
= (1 ) 4

2 2
aHur

e cw wv

c c c c

R R R R

         
          
   

2

1 2 1 2+ - - -  
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证明 根据以下的顾客效用表格，可得以下结论。 

效用 ( 1)1，  ( 0)1，  ( 1)2，  ( 0)2，  

进入 
1

c
R

 



 

(2)

1 2

c cv
R

v 
 


 

2

c
R

 



 

(2)

2 2

c cv
R

v 
 


 

止步 0 0 0 0 

其中假定所有的潜在顾客均选择进入系统，则进入顾客的联合效用为 
(2)

join
2 1

(1 )
2

c c cv
U R R

v
 

   
   

            
 

而显然，离开顾客的联合效用为 Ubalk = 0。因此，最大的联合效用为 
(2)

Hur

2 1

max (1 ) 0
2

c c cv
U R R

v
 

   
    

              
，  

如果 Ujoin >0，所有顾客选择进入，否则，他们将选择混合策略。因此，通过求解

Ujoin = 0得到顾客的均衡有效到达率为 λ*。根据 λ*与 Λ间的大小关系，得到 Hur
( )

a
e cw 。 

4. 最小最大后悔值准则 

定理 3.2.2 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，以

下方程 

 
(2)

1 2

2 0
2

cv c c
R

v    
 

      
 （3-5） 

的解为 λ*，且顾客的决策准则为最小最大后悔值准则，则具有线性等待损耗 c(w) = 

cw的顾客的均衡有效到达率为 

 
*

reg
( ) * *

a
e cw

  


  
 



，

，

≤
 （3-6） 

以及相应的均衡进入概率为 reg reg
( ) ( ) /a a

e cw e cwq   。特别地，如果没有休假策略，则有 

2

reg
( ) 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
2( ) 4

2 2
a

e cw wv

c c c

R R R
        

              
   

 

证明 我们将分以下三种情况证明该定理。 

（1）如果 Λ≤ µ1− c/(R – cv (2)/2v)，有如下的后悔值表格： 

后悔值 1( 1) ，  1( 0) ，  2( 1) ，  2( 0) ，  

进入 0 0 0 0 

止步 
1

c
R

 



 

(2)

1 2

c cv
R

v 
 


 

2

c
R

 



 

(2)

2 2

c cv
R

v 
 


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因此，进入系统的最大后悔值为 ρjoin = 0，而离开系统的最大后悔值为 ρbalk = R− 

c/(µ2 – Λ)。这样，最小最大后悔值为 ρ∗ = min{0, R − c/(µ2 – Λ)} = 0，所有顾客选

择进入，即 reg
( ) 1a

e cwq  。 

（2）如果 µ1− c/(R – cv (2)/2v) < Λ≤ µ2 − c/R，有如下的后悔值表格： 

后悔值 1( 1) ，  1( 0) ，  2( 1) ，  2( 0) ，  

进入 0或
1

c
R

 



 

(2)

12

cv c
R

v  
 


 0 

(2)

22

cv c
R

v  
 


或 0 

止步 
1

0
c

R
 



或  0 

2

c
R

 



 

(2)

2

0
2

c cv
R

v 
 


或  

因此，ρjoin = cv(2)/(2v)+c/(µ1−Λ)−R且 ρbalk = R−c/(µ2−Λ)，最小最大后悔值为 ρ* = 

min{cv(2)/(2v) + c/(µ1−Λ) −R，R−c/(µ2−Λ)}。令 
(2)

1 22

cv c c
R R

v    
   

 
 

用其他参数来表示 Λ，并用 λ*表示该表达式。如果 µ1 − c/(R − cv (2)/2v) < Λ <λ*，

所有顾客选择进入，即 reg
( ) 1a

e cwq  ；如果 λ*≤Λ≤µ2 – c/R，所有顾客将以概率
reg *
( ) /a

e cwq   选择进入。 

（3）如果 Λ > µ2 − c/R，有如下的后悔值表格： 

后悔值 1( 1) ，  1( 0) ，  2( 1) ，  2( 0) ，  

进入 
1

c
R

 



 

(2)

12

cv c
R

v  
 


 

2

c
R

 



 

(2)

22

cv c
R

v  
 


 

止步 0 0 0 0 

因此，ρjoin = cv(2)/(2v)+c/(µ1−Λ)−R和 ρbalk = 0，最小最大后悔值为 ρ*= min{cv(2)/ 

(2v)+c/(µ1−Λ)−R,0}= 0，说明所有顾客需以概率 reg *
( ) /a

e cwq   选择混合策略而非选

择进入系统这种纯策略。 

结合以上讨论，得到定理中的结论。 

5. Laplace准则 

定理 3.2.3 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，

且顾客的决策准则为 Laplace准则，则具有线性等待损耗 c(w) = cw的顾客的均

衡有效到达率和具有最小最大后悔值准则的顾客的均衡有效到达率一致，即
Lap reg
( ) ( )

a a
e cw e cw  。 

证明 由于存在四种可能的系统状态，则顾客进入系统的平均剩余效用为 
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(2)

join
1 1

(2)

2 2

(2)

1 2

1 1

4 4 2

1 1

4 4 2

1 1 1

2 2 2 2

c c cv
U R R

v

c c cv
R R

v

c c cv
R R

v

   

   

   

   
           

   
           
   

           

 

而离开系统的平均剩余效用为 0。因此，最大的平均剩余效用为 
(2)

Lap

1 2

1 1 1
max 0

2 2 2 2

c c cv
U R R

v   
    

             
，  

通过求解 Ujoin = 0，得到 Lap
( )

a
e cw ，且观察到 Lap reg

( ) ( )
a a

e cw e cw  。 

假定 Λ足够大，图 3-1①比较了各种决策准则下顾客的均衡有效到达率。我们

观察到， opt Hur reg Lap pes
e e e e e    ≥ ≥ ≥ ，其直观地反映出具有不同决策准则的顾

客对系统风险的处置态度。图 3-2 比较了顾客的均衡进入概率，类似于图 3-1，
opt Hur reg Lap pes
e e e e eq q q q q≥ ≥ ≥ 。 

 

图 3-1 两者取一信息下顾客的均衡有效到达率[c(w) = cw] 

—————————— 
① 为了使图更加清晰，我们在图例中简化了参数的上下标，并在横轴位置对部分信息类型和等待损耗函数

形式进行了说明。 
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图 3-2 两者取一信息下顾客的均衡进入概率[c(w) = cw] 

3.2.2.2 取值范围 

我们继续考虑关于服务时间参数的第二类部分信息，即 0        ， ，
①。

对于具有最大最小准则的顾客，他们总是假设系统状态为 ( ) 0， 。因此，得到顾

客的均衡有效到达率为 

 pes
( ) (2)

=

2

r
e cw

c
cv

R
v

  


 （3-8） 

对于具有最大最大准则的顾客，他们总是假设系统状态为( , 1)。因此，得

到顾客的均衡有效到达率为 

 opt
( ) =r

e cw

c

R
    （3-9） 

对于具有 Hurwicz准则的顾客，他们假设系统状态以概率 α为( , 1)，而以

概率 1 − α为( , 0)。因此，通过求解 

 
(2)

(1 ) (1 ) 0
2

cv c c
R

v
  

   
 

         
 （3-10） 

可得到顾客的均衡有效到达率为 Hur
( )

r

e cw 。 

在此，我们重点分析在最小最大后悔值准则和 Laplace 准则下顾客的均衡有

效到达率。 

—————————— 
① 在此省略顾客在各种系统状态下的平均剩余效用。 
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定理 3.2.4 如果服务时间参数 µ处于区间[ , ](0 < < )内，记以下方程 

 
(2)

2 0
2

cv c c
R

v    
 

       
 （3-11） 

的解为 * ，且顾客的决策准则为最小最大后悔值准则，则具有线性等待损耗

c(w)=cw的顾客的均衡有效到达率为 

 
*

reg
( ) * *

r
e cw

  


  
 


，

，

≤
>

 （3-12） 

以及相应的均衡进入概率为 reg reg
( ) ( ) /r r

e cw e cwq   。 

证明  （1）如果 (2)/ ( / 2 )c R cv v   ≤ ，有如下的后悔值表格： 

后悔值 ( 1)，  ( 0)，  ( ( ) 1)    ， ，  

进入 0 0 0 

止步 
c

R
 




 
(2)

2

c cv
R

v 
 


 

c
R

 



 

 

后悔值 ( ( ) 0)    ， ，  ( 1)，  ( 0)，  

进入 0 0 0 

止步 
(2)

2

c cv
R

v 
 


 

c
R

 



 

(2)

2

c cv
R

v 
 


 

因此，ρjoin = 0且 ρbalk = R−c/(−Λ)，最小最大后悔值为 ρ∗	= min{0, R−c/( −Λ)}= 0，

所有顾客将选择进入系统，即 reg
( ) 1r

e cwq  。 

（2）如果 − c/(R – cv (2)/2v) < Λ≤− c/R，有如下的后悔值表格： 

后悔值 ( 1)，  ( 0)，  ( ( ) 1)    ， ，  

进入 0或
c

R
 




 
(2)

2

cv c
R

v  
 


 0或

c
R

 



 

止步 
c

R
 



或 0 0 

c
R

 



或 0 

 

后悔值 ( ( ) 0)    ， ，  ( 1)，  ( 0)，  

进入 0或
(2)

2

cv c
R

v  
 

 0 0或
(2)

2

cv c
R

v  
 


 

止步 
(2)

2

c cv
R

v 
 

 或 0
c

R
 




 
(2)

2

c cv
R

v 
 

 或 0 


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因此，ρjoin = cv(2)/(2v)+c/( −Λ) − R且 ρbalk = R − c/(−Λ)，最小最大后悔值

为 ρ∗= min{cv (2)/(2v) + c/( − Λ) − R, R − c/(− Λ)}。令 
(2)

=
2

cv c c
R R

v    
  

 
 

用其他参数来表示 Λ，并用 λ*表示该表达式。如果 − c/(R – cv(2)/2v）< Λ < λ*，所

有顾客选择进入，即 reg
( ) 1r

e cwq  ；如果 λ*≤Λ≤  −c/R，所有顾客将以概率
reg *
( ) /r

e cwq   选择进入系统。 

（3）如果 Λ >− c/R，有如下的后悔值表格： 

后悔值 ( 1)，  ( 0)，  ( ( ) 1)    ， ，  

进入 
c

R
 




 
(2)

2

cv c
R

v  
 


c

R
 




 

止步 0 0 0 

 

后悔值 ( ( ) 0)    ， ，  ( 1)，  ( 0)，  

进入 
(2)

2

cv c
R

v  
 


 

c
R

 



 

(2)

2

cv c
R

v  
 


 

止步 0 0 0 

因此，ρjoin = cv(2)/(2v)+c/( −Λ)−R且ρbalk = 0，最小最大后悔值为ρ* = min{cv(2) /(2v) 

+c/( −Λ) −R , 0}= 0，说明所有顾客将以概率 reg *
( ) /r

e cwq   选择混合策略。 

结合以上讨论，得到定理中的结论。 

定理 3.2.5 如果服务时间参数 µ 处于区间[  ,  ](0<  <  )内，且顾客的

决策准则为 Laplace准则，则具有线性等待损耗 c(w) = cw的顾客的均衡有效到

达率为 

 

( 2)

( 2)

( 2) (2)

( 2) ( 2)

4

4
Lap
( )

4 4

4 4

e

e 1

e e
,

e 1 e 1

r

R v

c v

R v

c v

e cw
R v R v

c v c v

R v R v

c v c v

 

 

   

   

 
 



   


 
  

 

 
  

 

   
       

   

   
       

   


 


  


 

  

( - )

( - )

( - ) ( - )

( - ) ( - )

， ≤

>

 （3-13） 
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以及相应的均衡进入概率为 Lap Lap
( ) ( ) /r r

e cw e cwq   。 

证明 由于服务员以等概率处于休假或忙期状态，且 µ在区间[ , ]上均匀

分布，则顾客进入系统的平均剩余效用为 

   

(2)

join

(2)

1 1 1 1
d d

2 2 2

1 1
ln( ) ln( )

2 22

c c cv
U R R u

v

cv
R c R c

v

 

 

 
 


       

      
  

   
             

 
         

 

( )

 

(2)1
ln

2 2

cv c
R

v

 
   

 
       

 

而顾客离开的平均效用为 Ubalk = 0。因此，最大的平均效用为 
(2)

Lap 1
max ln 0

2 2

cv c
U R

v

 
   

             
，  

求解 Ujoin = 0，得到 Lap
( )

r
e cw 。 

平行于图 3-1，图 3-3 中比较了此种情况下各种决策准则下顾客的均衡有效

到达率。我们观察到， opt Lap reg Hur pes
e e e e e    ≥ ≥ ≥ ≥ ，说明最小最大后悔值准则

是一个最理性和人性化的决策准则，也是顾客最常采用的决策准则。图 3-4比较

了顾客的均衡进入概率，类似于图 3-3， opt Lap reg Hur pes
e e e e eq q q q q≥ ≥ ≥ ≥ 。 

 

图 3-3 取值范围信息下的均衡有效到达率[c(w)=cw] 
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图 3-4 取值范围信息下的均衡进入概率[c(w)=cw] 

3.2.3 二次等待损耗 

不同于风险中立顾客，具有二次等待损耗函数的风险规避顾客在等待 w个单

位时间后的等待损耗为 c(w) = cw2。 

3.2.3.1 两者取一 

如果系统状态(µ1, 1)最终实现，顾客完成服务之后的平均剩余效用为 

1( ,1)
join 2

1

2

( )
U R c

 
 

    
 

如果系统状态(µ1, 0)最终实现，顾客的平均剩余效用为 

1

(2) (3)
( ,0)
join 2

1 1

2

( ) ( ) 3

v v
U R c

v v


   
 

      
 

如果系统状态(µ2, 1)最终实现，顾客的平均剩余效用为 

2( ,1)
join 2

2

2

( )
U R c

 
 

    
 

如果系统状态(µ2, 0)最终实现，顾客的平均剩余效用为 

2

(2) (3)
( ,0)
join 2

2 2

2

( ) ( ) 3

v v
U R c

v v


   
 

      
 

1. 最大最小准则 

求解下列方程 
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1

(2) (3)
( ,0)
join 2

1 1

2
0

( ) ( ) 3

v v
U R c

v v


   
 

       
 

得到如下命题中的结果。 

命题 3.2.3 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，且

顾客的决策准则为最大最小准则，令 
(2) 2 (2)2 2 (3) 2

*
1 (3)

3 9 24 72
=

6 2

cv c v c v v Rcv

Rv cv
    




 

则具有二次等待损耗 c(w) = cw2的顾客的均衡有效到达率为 

 2

*
pes
( ) * *

a

e cw

  


  
 


，

，

≤
>

 （3-14） 

以及相应的均衡进入概率为 2 2
pes pes
( ) ( )

/a a

e cw e cw
q   。 

2. 最大最大准则 

求解下列方程 

2( ,1)
join 2

2

2
0

( )
U R c

 
 

    
 

得到如下命题中的结果。 

命题 3.2.4 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，且

顾客的决策准则为最大最大准则，则具有二次等待损耗 c(w) = cw2的顾客的均衡

有效到达率为 

 2

2
opt
( )

2 2

2

2 2
a

e cw

c

R

c c

R R

  


  


 

   

，

，

≤
 （3-15） 

以及相应的均衡进入概率为 2 2
opt opt
( ) ( )

/a a

e cw e cw
q   。 

3. Hurwicz准则 

命题 3.2.5 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，以

下方程 
(3) (2)

2 2
2 1 1

2 2
(1 ) (1 ) 0

3 ( ) ( ) ( )

v v
R c c

v v
  

     
  

              

（3-16） 

的解为 * ，且顾客的决策准则为 Hurwicz准则，则具有二次等待损耗 c(w) = cw2

的顾客的均衡有效到达率为 
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 2

*
Hur
( ) * *

a

e cw

  


  
 


，

，

≤
>

 （3-17） 

以及相应的均衡进入概率为 2 2
Hur Hur
( ) ( )

/a a

e cw e cw
q   。 

4. 最小最大后悔值准则 

定理 3.2.6 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，记

以下方程 

 
(2) (3)

2 2
2 1 1

2 2
2 0

( ) ( ) ( ) 3

c v v
R c

v v     
 

        
 （3-18） 

的解为 λ*，且顾客的决策准则为最小最大后悔值准则，则具有二次等待损耗 c(w) = 

cw2的顾客的均衡有效到达率为 

 2

*
reg
( ) * *

a

e cw

  


  
 


，

，

≤
>

 （3-19） 

以及相应的均衡进入概率为 2 2
reg reg
( ) ( )

/a a

e cw e cw
q   。 

证明  （1）如果 Λ≤Λ*，有如下的后悔值表格： 

后悔值 1( 1) ，  1( 0) ，  2( 1) ，  2( 0) ，  

进入 0 0 0 0 

止步 2
1

2

( )
R

c

 



 

2
1

(3)(2)

1

2

( )

3( )

c
R c

v

v

v

v

 

 

 









 

 2
2

2

( )
R

c

 



 

2
2

(2) (3)

2

2

( )

( ) 3

R c

v v

v v

 

 

 













 

因此，ρjoin = 0且ρbalk = R−2c/(µ2−Λ)2，最小最大后悔值为ρ∗	= min{0, R−2c/(µ2−Λ)2}= 0，

所有顾客将选择进入系统，即 2
reg
( )

1a

e cw
q  。 

（2）如果 Λ∗ < Λ≤µ2 − 2 /c R，有如下的后悔值表格： 

后悔值 1( 1) ，  1( 0) ，  

进入 0或
2

1

2

( )
R

 



 

(2) (3)

2
1 1

2

( ) ( ) 3

v v
c R

v v   
 

     
 

止步 2
1

2

( )

c
R

 


 或 0 0 
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后悔值 2( 1) ，  2( 0) ，  

进入 0 
(2) (3)

2
2 2

2

( ) ( ) 3

v v
c R

v v   
 

     
或 0 

止步 2
2

2

( )

c
R

 



 0或

(2) (3)

2
2 2

2

( ) ( ) 3

v v
R c

v v   
 

     
 

因此，ρjoin = c(v(3)/(3v)+v(2)/((µ1−Λ))v+2/(µ1−Λ)2)−R且ρbalk = R−2c/(µ2−Λ)2，最小

最大后悔值为 ρ*	= min{c(v(3)/(3v)+v(2)/((µ1–Λ))v+2/(µ1−Λ)2)−R, R−2c/(µ2−Λ)2}。令 
(3) (2)

2 2
1 1 2

2 2
=

3 ( ) ( ) ( )

v v c
c R R

v v     
 

       
 

用其他参数表示 Λ，并用 λ*表示该表达式。如果 Λ* < Λ <λ*，所有顾客选择进入，

即 2
reg
( )

1a

e cw
q  ；如果 *

2 2 /c R   ≤ ≤ ，所有顾客将以概率 2 2
reg reg
( ) ( )

/a a

e cw e cw
q   选

择进入。 

（3）如果 Λ > µ2 – 2 /c R，有如下的后悔值表格： 

后悔值 1( 1) ，  1( 0) ，  2( 1) ，  2( 0) ，  

进入 2
1

2

( )

c
R

 



 

2
1

(2) (3)

1

2

( )

( ) 3

c

v v
R

v v

 

 




 










 
2

2

2

( )

c
R

 



 

2
2

(2) (3)

2

2

( )

( ) 3

c

v v
R

v v

 

 




 










 

止步 0 0 0 0 

因此， (3) (2) 2
join 1 1( / (3 ) / (( )) 2 / ( ) )c v v v v R          且 ρbalk = 0，最小

最大后悔值为  * (3) (2) 2
1 1min ( / (3 ) / (( )) 2 / ( ) ) 0 = 0c v v v v R          ， ，

说明所有顾客需以概率 2
reg *
( )

/a

e cw
q   选择混合策略。 

结合以上讨论，得到定理中的结论。 

5. Laplace准则 

定理 3.2.7 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，以

下方程 
(2) (2) (3)

2 2
1 2 1 2

1 1 2
4 4 0

( ) ( ) ( ) ( ) 3

v v cv
R c c

v v v       
   

              
（3-20） 

的解为 λ*，且顾客的决策准则为 Laplace准则，则具有二次等待损耗 c(w) = cw2的

顾客的均衡有效到达率为 
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 2
Lap
( )

a

e cw

  


  
 


，

，

*

* *

≤
>

 （3-21） 

以及相应的均衡进入概率为 2 2
Lap Lap
( ) ( )

/a a

e cw e cw
q   。 

证明 顾客进入系统的平均剩余效用为 
(2) (3)

2 2
1 1 1

(2) (3)

2 2
2 2 2

(2) (2) (3

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

4 ( ) 4 ( ) ( ) 3

1 2 1 2

4 ( ) 4 ( ) ( ) 3

1 1 1

( ) ( ) 4 ( ) ( )

join

c v v
U R R c

v v

c v v
R R c

v v

v v cv
R c c

v v

     

     

       

    
               

    
               

   
              

)

6v

 

而离开系统的平均效用为 Ubalk = 0。因此，最大平均效用为 
(2) (2) (3)

Lap
2 2

1 2 1 2

1 1 1
max 0

( ) ( ) 4 ( ) ( ) 6

v v cv
U R c c

v v v       
                      

，  

求解 Ujoin= 0，得到 2
Lap
( )

a

e cw
 。 

图 3-5和图 3-6比较了此种情况下具有各种决策准则的顾客的均衡有效到达

率。我们观察到， opt Hur Lap reg pes
e e e e e    ≥ ≥ ≥ ≥ 且 opt Hur Lap reg pes

e e e e eq q q q q≥ ≥ ≥ ≥ 。

显然，它们的值都小于（至少不大于）风险中立情况下的值。 

 

图 3-5 两者取一信息下的均衡有效到达率[c(w) = cw2] 



经济学视角下的随机服务系统 

·60· 

 

图 3-6 两者取一信息下的均衡进入概率[c(w) = cw2] 

3.2.3.2 取值范围 

假定关于服务时间参数的部分信息为 ,     ，0    。对于具有最大

最小决策准则的顾客，他们的均衡有效到达率为 

 2

(2) 2 (2)2 2 (3) 2
pes
( ) (3)

3 9 24 72

6 2
r

e cw

cv c v c v v Rcv

Rv cv
    

 


 （3-22） 

具有最大最大决策准则的顾客的均衡有效到达率为 

 2
opt
( )

2
r

e cw

c

R
    （3-23） 

求解以下方程 
(3) (2)

2 2

2 2
(1 ) (1 ) 0

3 ( ) ( ) ( )

v v
R c c

v v
  

     

  
              

   （3-24） 

可得到具有 Hurwicz准则的顾客的均衡有效到达率 2
Hur
( )

r

e cw
 。 

定理 3.2.8 如果服务时间参数 µ处于区间 , 0       ， 内，以下方程 

 
(2) (3)

2 2

2 2
2 0

( ) ( ) ( ) 3

c v v
R c

v v     
 

         
 （3-25） 

的解为 λ*，且顾客的决策准则为最小最大后悔值准则，则具有二次等待损耗 c(w) = 

cw2的顾客的均衡有效到达率为 
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 2
reg
( )

r

e cw

  


  
 


，

，

*

* *

≤
>

 （3-26） 

以及相应的均衡进入概率为 2 2
reg reg
( ) ( )

/r r

e cw e cw
q   。 

定理 3.2.9 如果服务时间参数 µ处于区间 ,   内，0    ，以下方程 

 
(2) (3)2 1 1

ln 0
2 6

c c v cv
R

v v

 
         

   
                 

 （3-27） 

的解为 λ*，且顾客的决策准则为 Laplace准则，则具有二次等待损耗 c(w) = cw2的

顾客的均衡有效到达率为 

 2
Lap
( )

r

e cw

  


  
 


，

，

*

* *

≤
>

 （3-28） 

以及相应的均衡进入概率为 2 2
Lap Lap
( ) ( )

/r r

e cw e cw
q   。 

证明 基于 Laplace准则的特点，顾客进入系统的平均剩余效用为 

   
(2) (3)

join 22

(2) (3)

2

1 2 1 1 2 1
d d

2 ( ) 2 3

1 2 1 2
d

2( ) 2( ) ( ) ( ) 3

1 1

( ) 2(

c v v
U R R c

v v

c v v
R R c

v v

c c
R

 

 

 
  

 
        

  
         

       

                      
   

                  
 

         

 


(2) (3)

(2) (3)

2
ln( )

) 3

2 1 1
ln

( ) 2 6

v v

v v

c c v cv
R

v v


  

 

 
         

 
    

   
                 

 

而顾客离开的平均效用为 Ubalk = 0。因此，最大平均效用为 
(2) (3)2 1 1

max ln ,0
2 6

Lap c c v cv
U R

v v

 
         

                         
 

求解 Ujoin = 0，得到 2
Lap
( )

r

e cw
 。 

图 3-7和图 3-8比较了此种情况下具有各种决策准则的顾客的均衡有效到

达率。显然， opt Lap reg Hur pes
e e e e e    ≥ ≥ ≥ ≥ 且 opt Lap reg Hur pes

e e e e eq q q q q≥ ≥ ≥ ≥ 。与

图 3-5和图 3-6类似，它们的值也都不大于风险中立情况下的值。 
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图 3-7 取值范围信息下的均衡有效到达率[c(w) = cw2] 

 

图 3-8 取值范围信息下的均衡进入概率[c(w) = cw2] 

3.2.4 指数等待损耗 

除了具有二次等待损耗的风险规避顾客，我们继续考虑另一类具有指数等待

损耗的风险规避顾客，即 c(w) = ceaw (a > 0)。特别地，假设休假时间服从参数为

1/v(> a)的指数分布。 
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3.2.4.1 两者取一 

如果系统状态(µ1, 1)最终实现，顾客的平均剩余效用为 

1( ,1) 1
join

1

( )

( )

c
U R

a
  

 


 
 

 

如果系统状态(µ1, 0)最终实现，顾客的平均剩余效用为 

1( ,0) 1
join

1

( )

(( ) )(1 )

c
U R

a va
  

 


 
  

 

如果系统状态(µ2, 1)最终实现，顾客的平均剩余效用为 

2( ,1) 2
join

2

( )

( )

c
U R

a
  

 


 
 

 

如果系统状态(µ2, 0)最终实现，顾客的平均剩余效用为 

2( ,0) 2
join

2

( )

(( ) )(1 )

c
U R

a va
  

 


 
  

 

1. 最大最小准则 

求解以下方程 

1( ,0) 1
join

1

( )
0

(( ) )(1 )

c
U R

a va
  

 


  
  

 

得到如下命题中的结果。 

命题 3.2.6 如果服务时间参数µ为µ1和µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，且满足 

 1 1 1

(1 ) 1
,

(1 )

Ra va
a

R va c v
           

 （3-29） 

则具有最大最小准则和指数等待损耗c(w) = ceaw (a > 0)的顾客的均衡有效到达率为 

 
( )

1 1

(1 )

(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

a
aw

pes
e ce

Ra va

R va c

Ra va Ra va

R va c R va c

  


  

         
    

，

，

1≤
 （3-30） 

以及相应的均衡进入概率为 pes pes
( ) ( )

/a a
aw awe ce e ce

q   。 

2. 最大最大准则 

求解以下方程 

2( ,1) 2
join

2

( )
0

( )

c
U R

a
  

 


  
 

 

得到如下命题中的结果。 

命题 3.2.7 如果服务时间参数µ为µ1和µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，且满足 



经济学视角下的随机服务系统 

·64· 

 2 2 2

1Ra
a

R c v
         

，  （3-31） 

则具有最大最大准则和指数等待损耗c(w) = ceaw (a > 0)的顾客的均衡有效到达率为 

 
2

opt
( )

2 2

a
awe ce

Ra

R c
Ra Ra

R c R c

  


  

   
   
  

，

，

≤
 （3-32） 

以及相应的均衡进入概率为 opt opt
( ) ( )

/a a
aw awe ce e ce

q   。 

3. Hurwicz准则 

命题 3.2.8 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，且

如果以下方程 

 2 1

2 1

( ) ( )
(1 ) 0

( ) (( ) )(1 )

c c
R

a a va

    
   

 
   

    
 （3-33） 

的解 λ*处于区间 2 1 2 1( (1 ) 1 / (1 ) )v a          ， 之内，则具有 Hurwicz

准则和指数等待损耗 c(w) = ceaw (a > 0)的顾客的均衡有效到达率为 

 Hur
( )

a
awe cw

  


  
 


，

，

*

* *

≤
>

 （3-34） 

以及相应的均衡进入概率为 Hur Hur
( ) ( )

/a a
aw awe ce e ce

q   。 

4. 最小最大后悔值准则 

定理 3.2.10 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 <µ1 <µ2，且

如果以下方程 

 2 1

2 1

( ) ( )
2 0

( ) (( ) )(1 )

c c
R

a a va

   
   

 
  

    
 （3-35） 

的解 λ*处于区间 1 1( 1 / , )v a   之内，则具有最小最大后悔值准则和指数等待损

耗 ( ) ( 0)awc w ce a  的顾客的均衡有效到达率为 

 
*

reg
( ) * *

,

,
a

awe cw

  


  
 


≤
>

 （3-36） 

以及相应的均衡进入概率为 reg reg
( ) ( )

/a a
aw awe ce e ce

q   。 

证明  （1）如果 (1 ) / ( (1 ) )Ra va R va c      1≤ ，有如下后悔值表格： 

后悔值 1( 1)，  1( 0)，  2( 1)，  2( 0)，  

进入   0   0   0   0 

止步 
1

1

( )

( )

c
R

a

 

 




 
 

1

1

( )

(( ) )(1 )

c
R

a va

 

 




  
2

2

( )

( )

c
R

a

 

 




 
 

2

2

( )

(( ) )(1 )

c
R

a va

 

 




  
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因此，ρjoin = 0且 ρbalk = R−c(µ2−Λ)/((µ2−Λ)−a)，最小最大后悔值为 ρ∗	= min{0, 

R−c(µ2−Λ)/((µ2−Λ) −a)} = 0，所有顾客将选择进入系统，即 reg
( )

1a
awe ce

q  。 

（2）如果 µ1 – Ra(1 – va)/(R(1 − va) – c) < Λ≤µ2 − Ra/(R – c)，有如下后悔值

表格： 

后悔值 1( 1)，  1( 0)，  2( 1)，  2( 0)，  

进入 

0或 

1

1

( )

( )

c
R

a

 

 




 

1

1

( )

(( ) )(1 )

c
R

a va

 

 




  
0 

2

2

( )

(( ) )(1 )

c
R

a va

 

 




  

或 0
 

止步 

1

1

( )

( )

c
R

a

 

 




 

或 0
 

0 
2

2

( )

( )

c
R

a

 

 




 

0或 

2

2

( )

(( ) )(1 )

c
R

a va

 

 




  
 

因此，ρjoin = c(µ1−Λ)/(((µ1−Λ)−a)(1−va))−R且 ρbalk = R−c(µ2−Λ)/((µ2−Λ)−a)，最

小最大后悔值为 ρ* = min{c(µ1–Λ)/(((µ1–Λ)−a)(1−va))−R, R−c(µ2–Λ)/((µ2–Λ)−a)}。令 

1 2

1 2

( ) ( )

(( ) )(1 ) ( )

c c
R R

a va a

   
   

 
  

    
 

用其他参数表示 Λ，且用 λ*表示该表达式。如果 1 (1 ) / ( (1 ) )Ra va R va c     
*  ，所有顾客选择进入；如果 λ*≤Λ≤µ2−Ra/(R−c)，顾客以概率 reg *

( )
/a

awe ce
q  

选择进入。 

（3）如果 Λ > µ2 − Ra/(R – c)，有如下后悔值表格： 

后悔值 1( 1)，  1( 0)，  2( 1)，  2( 0)，  

进入 
1

1

( )

( )

c
R

a

 

 




 
1

1

( )

(( ) )(1 )

c
R

a va

 

 




  

2

2

( )

( )

c
R

a

 

 




 
2

2

( )

(( ) )(1 )

c
R

a va

 

 




  
 

止步 0 0 0 0 

因此， join 1 1( ) / ((( ) )(1 ))c a va R          且 ρbalk = 0，最小最大后悔

值为  *
1 1min ( ) / ((( ) )(1 )) 0 0c a va R          ， ，说明所有顾客需以概

率 reg *
( )

/a
awe ce

q   选择混合策略。 

结合以上讨论，得到定理中的结论。 

5. Laplace准则 

定理 3.2.11 如果服务时间参数 µ为 µ1和 µ2两者中的一个，0 < µ1 < µ2，

且如果以下方程 
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 1 2

1 2

( )(2 ) ( )(2 )
4 0

(( ) )(1 ) (( ) )(1 )

c va c va
R

a va a va

   
   

   
  

     
 （3-37） 

的解λ*处于区间((µ1 + µ2)/2 − 1/v, (µ1 + µ2)/2 − a）之内，则具有Laplace准则和指数

等待损耗c(w) = ceaw(a > 0)的顾客的均衡有效到达率为 

 Lap
( )

a
awe cw

  


  
 


，

，

*

* *

≤
>

 （3-38） 

以及相应的均衡进入概率为 Lap Lap
( ) ( )

/a a
aw awe cw e cw

q   。 

证明 顾客进入系统的平均剩余效用为 

1 1

1 1

2 1

2 1

1 2

1 2

1 ( ) 1 ( )

4 ( ) 4 (( ) )(1 )

1 ( ) 1 ( )

4 ( ) 4 (( ) )(1 )

( )(2 ) ( )(2 )
,

4(( ) )(1 ) 4(( ) )(1 )

join

c c
U R R

a a va

c c
R R

a a va

c va c va
R

a va a va

   
   

   
   

   
   

    
             

    
             

   
  

     

 

而顾客离开的平均效用为 Ubalk = 0。因此，最大平均效用为  

1 2Lap

1 2

( )(2 ) ( )(2 )
max 0

4(( ) )(1 ) 4(( ) )(1 )

c va c va
U R

a va a va

   
   

    
   

      
，  

求解 Ujoin = 0，得到 Lap
( )

a
awe ce

 。 

图 3-9 和图 3-10 比较了此种情况下具有各种决策准则的顾客的均衡有效到达

率和均衡进入概率。令 a = 0.1，显然， opt Hur Lap reg pes
e e e e e    ≥ ≥ ≥ ≥ 且 opt Hur

e eq q≥ ≥
Lap reg pes
e e eq q q≥ ≥ 。而且， Lap reg

e e  且 Lap reg
e eq q 。重置 a = 1.0，图 3-11和图 3-12

表明顾客的均衡有效到达率和均衡进入概率相比图 3-9和图 3-10发生了锐减。这

说明具有参数 a = 1.0的顾客比具有参数 a = 0.1的顾客对部分信息可能导致的附

加延迟更加敏感。 

3.2.4.2 取值范围 

对于具有最大最小决策准则的顾客，如果 (1 ) / ( (1 ) )Ra va R va c     

( 1 / )v a  ， ，则他们的均衡有效到达率为 

 pes
( )

(1 )

(1 )
r
awe ce

Ra va

R va c
  

 
 

 （3-39） 

对于具有最大最大决策准则的顾客，如果 / ( ) ( 1 / )Ra R c v a      ， ，

则他们的均衡有效到达率为 

 opt
( )

r
awe ce

Ra

R c
  


 （3-40） 
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图 3-9 两者取一信息下的均衡有效到达率[c(w) = ceaw且 a = 0.1] 

 

 

图 3-10 两者取一信息下的均衡进入概率[c(w) = ceaw且 a = 0.1] 

 

 



经济学视角下的随机服务系统 

·68· 

 

 

 

图 3-11 两者取一信息下的均衡有效到达率[c(w) = ceaw且 a = 1] 

 

 

图 3-12 两者取一信息下的均衡进入概率[c(w) = ceaw且 a = 1] 
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对于具有 Hurwicz 决策准则的顾客，如果 ( (1 ) 1 / ,v        

(1 ) )a   ，可以通过求解方程 

 
( )( )

(1 ) 0
( ) (( ) )(1 )

cc
R

a a va

   
   


   

    
 （3-41） 

得到顾客的均衡有效到达率 Hur
( )

r
awe ce

 。 

定理 3.2.12 如果服务时间参数 µ处于区间 ,   内，0    ，且如果

以下方程 

 
( )( )

2 0
( ) (( ) )(1 )

cc
R

a a va

  
   


  

    
 （3-42） 

的解 λ*处于区间 ( 1 / , )v a   之内，则具有最小最大后悔值准则和指数等待损

耗 c(w) = ceaw(a > 0) 的顾客的均衡有效到达率为 

 reg
( )

r
awe ce

  


  
 


，

，

*

* *

≤
>

 （3-43） 

以及相应的均衡进入概率为 reg reg
( ) ( )

/r r
aw awe ce e ce

q   。 

定理 3.2.13 如果服务时间参数 µ 处于区间 , ,0        内，且如果以

下方程 

 
(2 ) (2 ) ( )

2 ln 0
1 ( )(1 ) ( )

c va ac va a
R

va va a

 
   

    
         

 （3-44） 

的解 λ*处于区间 (( ) / 2 1 / , ( ) / 2 )v a       之内，则具有 Laplace 准则和指

数等待损耗 c(w) = ceaw(a > 0)的顾客均衡有效到达率为 

 Lap
( )

r
awe ce

  


  
 


，

，

*

* *

≤
>

 （3-45） 

以及相应的均衡进入概率为 Lap Lap
( ) ( )

/r r
aw awe ce e ce

q   。 

证明 基于 Laplace准则的特点，顾客进入系统的平均剩余效用为 

join

1 ( ) 1
d

2 ( )

1 ( ) 1 1
d

2 1 ( ) ( ) 1

c
U R

a

c v
R

v a va









  
   

  
     

 
     

  
           




 

其中 

1 ( ) 1 1
d d

2 ( ) 2( ) ( )

c ac
c

a a

 

 

   
       

 
        

 
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( )
ln

2 2( ) ( )

c ac a

a

 
   

  
       

 

1 ( ) 1 1
d 1 d

2 1 ( ) 1 2( )(1 ) 1 ( )

1 ( )
ln

2 ( )(1 ) 1 ( ) 2(1 )

1 ( ) 1
d

2 (( ) )(1 ( ))

1 1 1
d d

2( ) 1 ( ) 1 1 ( )

c v c

v va va v

c v c

v va v va

c

a v

ac c

va a va v

 

 





 

 

   
       

 
   

  
     

 
     

 
          

  
        


    


 

      

 



 

1 ( ) 1 ( )
ln ln

2( ) 1 ( ) (1 ) 1 ( )

ac a c v

va a v va v

   
     


 
 

       
                   

 

因此， 

join

(2 ) (2 ) ( )
ln

2(1 ) 2( )(1 ) ( )

c va ac va a
U R

va va a

 
   

    
          

 

而顾客离开的平均效用为Ubalk = 0。因此，最大平均效用为 

Lap (2 ) (2 ) ( )
max ln ,0

2(1 ) 2( )(1 ) ( )

c va ac va a
U R

va va a

 
   

                   
 

求解 Ujoin = 0，得到 Lap
( )

r
awe ce

 。 

图 3-13和图 3-14比较了此种情况下具有各种决策准则的顾客的均衡有效到
达率和均衡进入概率。令 0.1a  ， opt Lap reg Hur pes

e e e e e    ≥ ≥ ≥ ≥ 且 opt Lap
e eq q≥ ≥  

 
图 3-13 取值范围信息下的均衡有效到达率[c(w) = ceaw且 a = 0.1] 
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reg Hur pes
e e eq q q≥ ≥ 。类似于图 3-9，图 3-13说明 Lap reg Hur

e e e  , , 和 pes
e 的极限值几乎

相等。重置 a=1.1，图 3-15和图 3-16也表明顾客的均衡有效到达率和均衡进入概

率相比图 3-13和图 3-14发生了锐减。 

 

图 3-14 取值范围信息下的均衡进入概率[c(w) = ceaw且 a = 0.1] 

 

图 3-15 取值范围信息下的均衡有效到达率[c(w) = ceaw且 a = 1.1] 
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图 3-16 取值范围信息下的均衡进入概率[c(w) = ceaw且 a = 1.1] 

3.3 具有阈值多重休假策略的排队系统 

本节将研究具有多重休假与 N策略的Markov单服务员排队系统中顾客的均

衡和最优止步策略，且分别讨论完全可视与完全不可视两种信息水平。 

本节内容为作者研究成果[57]的进一步完善和补充。 

3.3.1 模型描述 

本节考虑一些具有多重休假和 N 策略的Markov单服务员排队系统。假定顾

客的潜在到达率为 Λ，服务员在忙期的服务率为 µ。一旦系统空竭，服务员开始

进行多重休假，单次休假 V 服从参数为 θ 的指数分布。当某次休假结束后，系

统中的顾客数不少于 N个，服务员进入忙期：否则，继续休假。 

令 (L(t), I(t))表示时刻 t时的系统状态，其中 L(t)表示时刻 t时的系统队长，

I(t)表示时刻 t时的服务员状态，且 

0,
( )

1,
I t


 


服务员处于休假期

服务员处于忙期
 

因此，完全可视情形意味着到达顾客可同时观测到系统信息 L(t)和 I(t)，完全不可

视情形意味着系统信息 L(t)和 I(t)均对顾客封闭。 
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在此，标记一个到达顾客，服务完成可获得服务收益 R，但也需承担单位等

待损耗 C。我们采用线性等待损耗函数，因此平均剩余效用为 U = R − CE[W]，

其中 E[W]表示他的平均逗留时间。显然，如果他离开，则 U = 0。假设服务顺序

为先到先服务，不允许出现插队和中途退出队列行为。 

3.3.2 完全可视排队系统 

在完全可视排队系统中，定义标记顾客在观测到系统状态(n, i)后的逗留时间

为W (n, i)，均值为 E[W (n, i)]，服务完成后的平均剩余效用为 U (n, i)。因此，在

服务员状态 i下顾客的均衡止步阈值记为 ne (i)，整体阈值策略记为(ne(0), ne (1))。

另一方面，在服务员状态 i下顾客的社会最优止步阈值记为 n*(i)，整体阈值策略

记为(n*	(0), n*(1))。 

3.3.2.1 纳什均衡 

首先考虑完全可视情形下顾客的均衡止步行为，即时刻 t到达的顾客可同时

观测到 L(t)和 I(t)。对于顾客在观测到系统状态(n, 1)后的逗留时间W (n, 1），显

然等于 n+1个顾客（包括他自己）的服务时间，即 

   1
( ,1)

n
E W n




  （3-46） 

均衡状态下，顾客服务完成后的平均剩余效用 Ue (n, 1) 等于零，即 Ue (n, 1) = 

R−CE [W (n, 1)] = 0。求解 Ue (n, 1) = 0，得到 

 (0) 1e

R
n

C

    
 （3-47） 

可见 ne (1)与 N 和 θ并不相关。对于顾客在观测到系统状态(n, 0)后的逗留时间W 

(n, 0)，我们需要讨论两种情况：n < N − 1和 n≥N − 1。如果 n≥N − 1，W (n, 0)等

于一个剩余休假时间和 n + 1个服务时间之和，因此 

   1 1
( , 0)

n
E W n

 


   （3-48） 

均衡状态下，顾客服务完成后的平均剩余效用 Ue (n, 0)等于零，即 Ue (n, 0) = R − 

CE[W (n, 0)] = 0。求解 Ue (n, 0) = 0，得到 

 
1

(0) 1e

R
n

C



        

 （3-49） 

为了保证服务员始终能被激活，显然需要保证条件 ne (0) ≥ N − 1成立，而没有

必要再考虑另一种情况 n < N − 1。因此，ne (1) > ne (0) ≥ N − 1且 ne (0)随 θ递增。 
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为了得到均衡状态下所有顾客的单位社会福利，首先需要导出队长的平稳分

布。定义整体止步阈值策略为(n (0), n (1))，状态转移图如图 3-17所示，其中N − 1≤

n (0)≤n (1)。因此，该Markov过程{L (t), I (t)}的状态空间为 

   ( ,0) :0 (0) 1 ( ,1) :1 (1) 1e
ob n n n n n n   ≤ ≤ ≤ ≤  

 

图 3-17 完全可视排队系统的状态转移图[N−1≤n(0)≤n(1)] 

定义稳态队长分布为 

   , , lim ( ) , ( ) ( , ) 0,1e
n j ob

t
P L n I j P L t n I t j n j j


       ， ，  

得到稳态状态转移概率方程为 

0,0 1,1     （3-50） 

,0 1,0 , 1 1n n n N   ≤ ≤  （3-51） 

,0 1,0( ) , (0)n n N n n      ≤ ≤  （3-52） 

(0) 1,0 (0),0n n      （3-53） 

1,1 2,1( )       （3-54） 

,1 1,1 1,1( ) , 2 1& (0) 2 (1)n n n n N n n n           ≤ ≤ ≤ ≤
 
（3-55） 

,1 1,1 1,1 ,0( ) (0) 1n n n n N n n             ， ≤ ≤  （3-56） 

(1) 1,1 (1),1n n      （3-57） 

首先考虑概率 ,0 0 (0) 1n n n ≤ ≤ 。由方程（3-50）和方程（3-51），可以得到 

 ,0 1,1 0 1n n N
 


 ， ≤ ≤  （3-58） 

再由方程（3-52）和方程（3-58），得到 

 

1

,0 1,0 1,0

1

1,1, (0)

n N

n n N

n N

N n n

   
   

  
  

 

 

 

      

    
≤ ≤

 （3-59） 

然后根据方程（3-53）和方程（3-59），导出 
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(0) 1 (0) 1

(0) 1 ,0 1,1 1,1

n N n N

n

      
      

   


           

 （3-60） 

接下来考虑概率{πn,1 | 1≤n≤N − 1}。根据方程（3-55），可知上述概率是下

列齐次线性差分方程 

 1 1( ) 0, 2 1n n nx x x n N        ≤ ≤  （3-61） 

的解。因此，它的特征方程为 
2 ( ) 0x x        

且有两个解：1 和 /   ( 1)，所以方程（3-60）的通解为 hom
1 1

n
nx A B   ，

其中 A1、B1是未知系数。由方程（3-53），得到 

 
1 1 1,1

2( )( ) ( )

A B

A B A B

 

    

 

 1 1 1 1+ + = +

  

从而解得 

 

1 1,1

1 1,1

1

2 1

1
=

2 1

A

B

 





  


 

 （3-62） 

因此， 

 ,1 1 1 1 1n
n A B n N   ，≤ ≤  （3-63） 

然后再考虑概率 ,1{ (0) 1}n N n n ≤ ≤ 。由方程（3-56）可知，以上概率是以

下非齐次线性差分方程 

  
1

1 1 1,1 (0)
n N

n n nx x x N n n
     

  

 

 
       

≤ ≤，  （3-64） 

的解。由于方程（3-64）对应的齐次差分方程的通解为 hom
2 2

n
nx A B   ，所以方

程（3-64）的通解为 gen hom spec
n n nx x x  ，其中 spec

nx 是一个特解，考虑形式为
spec

1= ( / ( ))n
nx C    的一个特解，将其代入方程（3-64）中，得到 

 1 1,12

( )

(( ) ( )( ) )

N

N
C

   
       




    
 （3-65） 

因此， 

 gen
2 2 1 (0) 1

n

n
nx A B C N n n


 

      
， ≤ ≤  （3-66） 

其中，A2和 B2为未知系数。由方程（3-63），得到 
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1

2 1 1

1

2 1 1

(1 )

( )(1 )

( ) ( )(1 )

N

N

A A C

B B C

   
    

 
     





         


         

 （3-67） 

所以由方程（3-66），得到 

 ,1 2 2 1 (0) 1
n

n
n A B C N n n

 
 

      
， ≤ ≤  （3-68） 

特别地，基于方程（3-60）和方程（3-68），可求解出 
(0) 1 (0) 1

(0) 2
(0) 2,1 2 2 1 1,11

n n N

n
n A B C

    
    

  



                 

  （3-69） 

最后，考虑概率{πn,1 | n (0)+3≤n≤n (1)+1}。在此情形下，方程（3-61）的通

解为 hom
3 3

n
nx A B   ，其中 A3、B3是未知系数。由方程（3-57）和方程（3-69），

得到 A3 = 0和 

 (0) 2,1
3 (0) 2

n

n
B







  （3-70） 

因此， 

 ,1 3 (0) 3 (1) 1n
n B n n n   ， ≤ ≤  （3-71） 

总之，所有导出的稳态队长概率 , | ( , ){ }e
n j obn j  都与 1,1 相关。利用平衡方

程，可得到如下定理中的结果。 

定理 3.3.1 对于具有多重休假与 N策略的完全可视 Markov排队系统，状

态空间为 {( ,0) : 0 (0) 1} {( ,1) :1 (1) 1}e
ob n n n n n n   ≤ ≤ ≤ ≤ ，如果 1N  ≤

(0) (1)n n≤ ，则稳态队长分布 ,{ | ( , ) }e
n j obn j  为 

 

,0 1,1

1

,0 1,1

(0) 1

(0) 1,0 1,1

1

(0)

n

n N

n

n N

n

n N

N n n

 


  
  

  
  

 

 




 


     
       

，0

，

≤ ≤

≤ ≤  （3-72） 

且 
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,1 1 1

,1 2 2 1

(0) 1 (0) 1

(0) 2
(0) 2,1 2 2 1 1,1

,1 3

1 1

(0) 1

1

(0) 3 (1) 1

n
n

n

n
n

n n N

n
n

n
n

A B n N

A B C N n n

A B C

B n n n

 

 
 

    
    

 

  




   

        


                   
   

，

，

，

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤
 

（3-73） 

其中 / 1 ( 1 2) ( 1 2 3)i jA i B j     ； ， ， ，， 和 C1由方程（3-62）、方程（3-65）、

方程（3-67）、方程（3-70）分别给出，且 π1,1可由下列平衡方程 

 ,
( , )

1
e
ob

n j
n j




  （3-74） 

解出。 

基于图 3-17和定理 3.3.1，顾客的止步状态为(n(0)+1, 0)和(n(1)+1, 1)。因此，

如果 N  1≤n(0)≤n(1)，单位社会福利为 

        
(0) 1 (1) 1

(0) 1,0 (1) 1,1 ,0 ,1
1 1

( , (1)) (1 )
n n

e n n n n
n n

U n n R C n n    
 

 
 

 
     

 
 (0)   （3-75） 

显然，均衡社会福利为 Ue (ne (0), ne (1))。 

3.3.2.2 社会最优 

接下来，我们考虑完全可视排队系统中的顾客的社会最优止步行为。在社会

最优条件下，除了以上讨论的情形 N − 1≤n (0)≤n (1)之外，其他两种情形 N − 1≤

n (1)≤n (0)和 n (1) < N − 1≤n (0)也应该考虑。状态转移图分别如图 3-18和图 3-19

所示。因此，这两种情形的状态空间相同，都为 

   1 2 ( ,0) : 0 (0) 1 ( ,1) :1 (0) 1s s
ob ob n n n n n n    ≤ ≤ ≤ ≤  

 
图 3-18 完全可视排队系统的状态转移图[N−1≤n(1)≤n(0)] 

 

图 3-19 完全可视排队系统的状态转移图[n (1) < N − 1≤n (0)] 
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对于第二种情形 N − 1≤n (1)≤n (0)，稳态转移概率方程为 

0,0 1,1     （3-76） 

,0 1,0 1 1n n n N   ， ≤ ≤  （3-77） 

,0 1,0( ) (0)n n N n n      ， ≤ ≤  （3-78） 

(0) 1,0 (0),0n n      （3-79） 

1,1 2,1( )       （3-80） 

,1 1,1 1,1( ) 2 1n n n n N          ， ≤ ≤  （3-81） 

,1 1,1 1,1 ,0( ) (1)n n n n N n n             ， ≤ ≤  （3-82） 

(1) 1,1 (1),1 (1) 1,0 (1) 2,1n n n n             （3-83） 

,1 ,0 1,1 (1) 2 (0)n n n n n n       ， ≤ ≤  （3-84） 

(0) 1,1 (0) 1,0n n      （3-85） 

应用与第一种情形类似的分析方法，可以得到第二种情形下的稳态队长分布
1

,{ | ( , ) }s
n j obn j  。 

定理 3.3.2 对于具有多重休假与 N策略的完全可视Markov排队系统，状态

空间为    1 ( ,0) : 0 (0) 1 ( ,1) :1 (0) 1s
ob n n n n n n  ≤ ≤ ≤ ≤ ，如果 1 (1)N n ≤ ≤

(0)n ，则稳态队长分布 1
,{ | ( , ) }s

n j obn j  为 

 

,0 1,1

1

,0 1,1

(0) 1

(0)+1,0 1,1

0 1

(0)

n

n N

n

n N

n

n N

N n n

 


  
  

  
  

 

 

  

       
       

，

，

≤ ≤

≤ ≤  （3-86） 

且 

   

,1 1 1

,1 2 2 1

(1)

,1 2 1

(1) (1) 2

1,1

(0) 1

(0) 1,1

1 1

(1)+1

(1 )

(1) 2 (0)

n
n

n

n
n

n

n

n N n n

n N

n

A B n N

A B C N n n

A C

n n n

 

 
 

   
   

    
      


 

 

 



  

      

             
                        

    

，

，

，

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

1,1

















（3-87） 
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其中 ρ =Λ/µ≠1，Ai，Bi (i=1,2)和 C1由方程（3-62）、方程（3-65）、方程（3-67）

分别给出，且 π1,1可由下列平衡方程 

 
1

,
,

1
s
ob

n j
n j





( )

 （3-88） 

解出。 

基于图 3-18和定理 3.3.2，顾客的止步状态为(n(0)+1,0)和{(n,1) | n(1)+1≤n≤

n (0)+1}。因此，如果 N-1≤n(1)≤n (0)，单位社会福利为 

1

(0) 1 (0) 1 (1) 1

(0) 1,0 ,1 ,0 ,1
(1) 1 1 1

( (0), (1)) 1 0
n n n

s n n n n
n n n n

U n n R C n    
  


   

   
       

  
       （3-89） 

类似地，对于情形 n(1)<N − 1≤n (0)来说，稳态转移概率方程为 

0,0 1,1   
  

（3-90） 

,0 1,0 1n n n N   ，1≤ ≤  （3-91） 

,0 1,0( ) (0)n n N n n      ， ≤ ≤  （3-92） 

(0) 1,0 (0),0n n      （3-93） 

1,1 2,1( )       （3-94） 

,1 1,1 1,1( ) , 2 (1)n n n n n          ≤ ≤  （3-95） 

(1) 1,1 (1),1 (1) 2,1n n n         （3-96） 

,1 1,1, (1) 2 1n n n n N    ≤ ≤  （3-97） 

,1 ,0 1,1 , (0)n n n N n n       ≤ ≤  （3-98） 

(0) 1,1 (0) 1,0n n      （3-99） 

定理 3.3.3 对于具有多重休假与 N策略的完全可视Markov排队系统，状态

空间为    2 ( ,0) : 0 (0) 1 ( ,1) :1 (0) 1s
ob n n n n n n   ≤ ≤ ≤ ≤ ，如果 n (1) < N−1≤

n (0)，则稳态队长分布 2
, | ( , ) s

n j obn j  为 

 

,0 1,1

1

,0 1,1

(0) 1

(0) 1,0 1,1

1

, (0)

n

n N

n

n N

n

n N

N n n

 


  
  

  
  

 

 




 


     
       

，0≤ ≤

≤ ≤  （3-100） 

且 
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,1 1 1

,1 1

,1 1 1,1

(0) 1

(0) 1,1 1,1

,1 (1) 1

(1 ), (1) 2

(1 ) 1 , 1 (0)

n
n

n

n N

n

n N

n

A B n n

A n n N

A N n n

 
 

  
 

 
 



 



   


  
               


      

≤ ≤
≤ ≤

≤ ≤  （3-101） 

其中 ρ = Λ /µ≠1，A1、B1由方程（3-62）给出，且 π1,1可由下列平衡方程 

 
2

,

( , )

1
s
ob

n j

n j




  （3-102） 

解出。 

基于图 3-19和定理 3.3.3，如果 n(1)<N−1≤n(0)，单位社会福利与式（3-89）

形式相同。总之，定义单位社会福利为 Us(n (0), n (1))，且 

 
1

2

( (0), (1)), 1 (0) (1)

( (0), (1)) ( (0), (1)), 1 (1) (0)

( (0), (1)), (1) 1 (0)

e

s s

s

U n n N n n

U n n U n n N n n

U n n n N n

 


 
  

如果

如果

如果

≤ ≤
≤ ≤

≤
 （3-103） 

因此，最优社会福利为 Us (n
* ሺ0), n*(1)) = max{Us (n (0), n (1))}。 

图 3-20表明 n*	 (0)和 n*	 (1)均随 N递增，这说明即使 N增大，社会计划者也

希望顾客能够积极踊跃地进入系统。显然，当 N ≤10时，n*	(0) ≤ n*	(1)，而当

N >10时，n*	(0) > n*	(1)。原因在于当 N 较小时，Us (n*	(0), n*	(1)) = Ue (n*	(0), n*	(1)，

而随着 N 的增大，逐渐转变为 Us (n*	(0), n*	(1)) = Us2 (n*	(0), n*	(1))。而且，当 N > 

5时，n*	(0) = N − 1，即当 N > 5时，休假状态下的最优止步阈值降到最低，这

个阈值只能保证服务员能够被再次激活。相反，图 3-21 表明 n*	 (0)和 n*	 (1)均

随 θ递减，说明顾客的个人行为偏离最优行为。而且，当 θ > 4时，它们的值

几乎保持不变，尤其是 n*	(0) = N − 1。因此，有趣的是，社会计划者不希望在

休假期积压太多的顾客，他希望通过加速服务员状态转换的方法来减少顾客的

等待损耗。 

当 N = 3和 N = 15时，图 3-22和图 3-23分别比较了 ne (i)和 n*	(i) (i=0, 1)的大

小。图中说明 ne (i)和 n*	(i)均随 µ递增，且显然 ne (i)的增速要比 n*	(i)快。而且，

ne (i)≥n*	(i)始终成立，因此顾客的均衡行为相比最优行为会使系统更拥塞。再者，

图 3-24和图 3-25说明 Us (n*	(0), n*	(1))随 N 递减但随 θ递增。也就是说，社会计

划者希望系统退化为一个经典的无休假排队系统，即 N = 1和 θ = ∞，尤其是当 Λ
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较小时更是如此。由于顾客也希望系统无休假以最大化他的剩余效用，因此在这

点上顾客和社会计划者的目标是一致的。 

 

图 3-20 最优止步阈值关于 N的敏感度（R = 10, C = 1, µ = 3, Λ = 5, θ = 0.1） 

 

图 3-21 最优止步阈值关于 θ的敏感度（R = 10, C = 1, µ = 3, Λ = 5, N = 3） 

 

图 3-22 均衡和最优止步阈值（R = 10, C = 1, Λ = 4, µ = 0.5, N = 3） 
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图 3

图 3-2

图

随机服务系统 

-23 均衡和最优

24 最优社会福利

图 3-25 最优社会

优止步阈值（R = 2

利关于 N的敏感度

会福利关于 θ的敏感

20, C = 1, Λ = 4, µ

度（R = 10, C = 1,

感度（R=10, C=1

= 0.5, N = 15） 

 
, µ = 3, θ = 0.1） 

 
, µ=3, N=3） 
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3.3.3 完全不可视排队系统 

在完全不可视排队系统中，顾客的决策问题即为选择一个进入概率q(0≤q≤1)，

使得有效到达率为λ=Λq。因此，顾客的均衡混合止步策略即为均衡进入概率qe或

均衡到达率λ=Λqe。另一方面，顾客的最优混合止步策略即为最优进入概率q*或最

优到达率λ*=Λq*。状态转移图如图3-26所示。 

 

图 3-26 完全不可视排队系统的状态转移图 

3.3.3.1 纳什均衡 

首先讨论完全不可视情形下顾客的均衡止步行为，即时刻 t到达的顾客观测

不到系统状态 I(t)和 L(t)。为了得到 λe（或 qe），需导出系统稳态队长分布。根据

图 3-26，观察到过程{L (t), I (t)}为一个拟生灭过程，状态空间为 

   (0,0) ( , ) : 0,1un n j n j   ≥1,  

如果 / 1    ，令（L, I）为过程{L(t), I(t)}的稳态极限。记稳态队长分布为 

   
0,0 1 2 ,0 ,1

,

( ) ( ) 1

lim ( ) ( ) = , 0,1

n n n

n j un
t

n

P L n I j P L t n I t j n j j

  




 

      

， ， ， ， ，

， ， ，( ) ，

≥   
 

该过程的最小生成元为 Q，得到稳态状态转移概率方程 πQ = 0为 

             0,0 1,1     （3-104） 

              ,0 1,0 1 1n n n N   ，≤ ≤  （3-105） 

         ,0 1,0( )n n n N      ，≥  （3-106） 

         1,1 2,1( )       （3-107） 

         ,1 1,1 1,1( ) 2 1n n n n N          ， ≤ ≤  （3-108） 

         ,1 1,1 1,1 ,0( ) ,n n n n n N             ≥  （3-109） 

应用字典序方法，Q可写成分块矩阵的形式 
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0 0

1 1

1

1

1

A 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

C

B A C

B A C

B A C

Q

B A C

B A C

B A C

 （3-110） 

其中 

T
0 1 0 1

0
(0 ) ( 0)

0 ( )

0 0 0 ( + )

0 0 0 ( + )

A


  
 

   
   

 
        

     
            

， ， ，

， ，

B C A

B C A

 

求解以下二次方程 

 2 0  R B RA C  （3-111） 

得到 R的最小正根为 

 
0

 
 



 
    
 

R   

应用矩阵解析方法[58]，得到 

 ,n N
n N n N ≥  R  （3-112） 

向量（π0,0, π1, π2,⋯, πN −1, πN ）满足 

  0,0 1 2 1( , , , , , ) 0N N      B R  （3-113） 

其中 

  

0 0

1 1

1

1

1

A 
 
 
 
 

  
 
 
 
  

  

C

B A C

B A C

B R B A C

B A C

B RB A

 （3-114） 

将式（3-114）代入式（3-113），得到 
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0,0 1,1

,0 1,0

,0 1,0

1,1 2,1
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,1 1,1 ,0
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( ) 1

( )
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n n n

N N N

n N

n N
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 
    
    
      
      





 




  
  
  
    


  

，2

≤ ≤

≤ ≤

 （3-115） 

求解方程（3-112）和方程（3-115），得到 

,0 1,1

1
,1 1,1

,

1 (1 ) ,

n N

n

n N

n N N n N
n

n N

n N

  
   

      
      




  

      
                    

≥

≥
 

（3-116） 

其中 π1,1可由平衡方程 

 
1

1
0,0

1

( ) 1
N

n N
n








    e I R e  （3-117） 

求得，其中 I为单位矩阵，e为单位向量。因此， 

 1,1 2
=

( )N

  
  
( - )

 （3-118） 

根据式（3-116）和式（3-118），系统无条件平均队长为 

   ,0 ,1
1

( 1)
( ) ( )

2( )
n n

n

N N
E L n

N

    
    






    

   （3-119） 

顾客无条件平均逗留时间为 

    ( ) 1 1 ( 1)
( )

2 ( )

E L N N
E W

N

 
      


   

 
 （3-120） 

由于 E[W (λ)]关于 λ的二阶导数为 

   
  3 3 2 2 3

2 ( 1) ( 1) ( 1)
( )

( ) ( ) ( ) ( )

N N N N N N
E W

N N N

  
          

  
   

   
 （3-121） 

如果 ρ = λ /µ < 1，该二阶导数为正，显然，E[W (λ)]关于 λ是严格凸的。因此，顾

客的平均剩余效用为 

   1 1 ( 1)
( ) ( )

2 ( )
e

N N
U R CE W R C

N

 
     
 

        
 （3-122） 

以下命题对均衡结果进行了总结。 
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命题 3.3.1 （1）如果 R − CE[W ( ° )] < 0，则不存在正均衡到达率； 

（2）如果 R−CE[W( ° )] = 0，则存在唯一一个均衡到达率 λe = °当且仅当 ° ≤ ； 

（3）如果 R−CE[W( ° )] > 0，且 

• 如果 λ2≤Λ，则存在两个正均衡到达率 λe={λ1, λ2}； 

• 如果λ1 <Λ< λ2，则存在两个正均衡到达率λe={λ1, Λ}； 

• 如果Λ = λ1，则存在一个正均衡到达率λe =Λ； 

• 如果λ1>Λ，则不存在正均衡到达率。 

其中 °是方程 

 
1 ( 1) 1 1

0
2 ( )

N N

N N


       

       2( - )
 （3-123） 

的唯一解，λ1和 λ2 (0≤λ1≤λ2)是方程 
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的解。 

3.3.3.2 社会最优 

下面讨论完全不可视情形下顾客的最优止步行为。根据方程（3-119），可

以得到单位社会福利为 
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由于 Us (λ)关于 λ的二阶导数为 
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如果 ρ = λ /µ < 1，该二阶导数显然是负的，所以 Us (λ)关于 λ严格凹。因此，当

Λ≥λ*时，顾客的社会最优混合止步策略（λ*	> 0或 q* > 0）是唯一的，且可通过

求解方程 
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得到。否则，当 Λ < λ*时，λ*= Λ。 

鉴于均衡到达率 λ1并不稳定，我们只考虑稳定的均衡到达率 °、λ2或 Λ。

图 3-27表明 λe≥λ
*，且观察到当 Λ >λ1时，N的取值对 λe和 λ*并没有显著影响，

而 λ1随 N 递增。因此，除非 Λ很大，否则较高的 N值将致使顾客选择止步离开。

图 3-28 说明 N 越大，顾客越不愿意选择进入系统，而社会计划者为了能激活服



务员，希望顾

希望缩短平均

图 3-27 

当所有顾客

另一方面，他

和图 3-31也说

系统还是完全

划者的偏好也

顾客能更踊跃地加

均休假时间以减少

 完全不可视情形

图 3-28 

（R =

客均选择均衡混

们的最优社会福

说明社会计划者

不可视系统，如

也许会改变。 

加入队列。然而

少顾客的等待损

形下的均衡和最优

 均衡和最优到达

= 10, C = 1, θ = 0.

混合止步策略 λe

福利可记为 Us(

者希望系统退化为

如果考虑系统运

第 3章 具

而，图 3-29 说

损耗。 

优到达率（R = 10, 

达率关于 N的敏感

2, Λ = 5, µ = 4）

e时，他们的均衡

(λ*)。类似于图

为无休假系统。

运行费用或状态

具有多重休假策略

说明顾客和社会

C = 1, θ = 2, µ = 3

 

感度 

衡社会福利可记

3-24和图 3-25

当然，无论是

态转换费用的话

的排队系统 
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会计划者都

 

3） 

记为Us(λe)。

5，图 3-30

是完全可视

话，社会计
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  图 3-29 

图 3

图 3-32 比

全可视情形，表

员将不能再被激

这表明先到顾客

时。然而，到达

的增大，顾客将

势。通过比较，

时，Us (λe)≤U

随机服务系统 

 均衡和最优到达

-30 最优社会福

比较了完全可视

表明当 Λ很小时

激活。然后，随

客的进入行为对

达峰值后，Us (n

将面临更高的等

，图 3-32说明

Us(ne (0), ne (1))。

达率关于 θ的敏感

福利关于 N的敏感

视和完全不可视

时，顾客的均衡

随着 Λ的增大，

对后到顾客来说

ne (0), ne(1))开始

等待损耗。类似

当 Λ < TΛe时，

这说明当 Λ低

度（R = 10, C = 1

度（R = 10, C = 1

视情形下顾客的

衡策略是离开，

Us (ne (0), ne (

说是有利的，尤

始减小并最终归

似地，Us (λe)也

Us (λe)≥Us (ne (

低于某个阈值时

 

1, N = 3, Λ = 5, µ =

 

1, θ = 2, µ = 3） 

的均衡社会福利
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时，系统管理者应
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到峰值。

且 N较小

于随着 Λ

的变化趋

当 Λ≥TΛe
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统信息，否则，应公开系统信息。 

 

图 3-31 最优社会福利关于 θ的敏感度（R = 10, C = 1, N = 3, µ = 3） 

 

图 3-32 两类信息水平下的均衡社会福利（R = 10, C = 1, θ = 0.5, N = 3, µ = 4） 

相应地，图 3-33比较了完全可视和完全不可视情形下顾客的最优社会福利。

对于完全可视情形，图中表明 Us (n
*	(0), n*	(1))始终随 Λ递增，但递增率趋缓。原

因在于 n*	(0)和 n*	(1)随 Λ递减，且当 Λ足够大时，n*(0) = n*(1) = N − 1(=2)，这使

得所有顾客均选择止步离开的概率趋近于 1。因此，Us (n
*(0), n*(1))的递增率受到

限制。对于完全不可视情形，显然，当 Λ<λ*时，Us (λ
*) 先单增，然后当 Λ≥λ*时，

再保持恒定。类似于图 3-32，图 3-33也表明当 Λ < TΛ* 时，Us (λ
*)≥Us (n

*(0), n*(1))，



经济学视角下的随机服务系统 

·90· 

而当 Λ≥TΛ*时，Us (λ
*)≤Us (n

*(0), n*(1))。这说明社会计划者应该和系统管理者采

取同样的策略。当然，两个阈值 TΛe和 TΛ*一般情况下并不一致。 

 

图 3-33 两类信息水平下的最优社会福利（R = 10, C = 1, θ = 0.5, N = 3, µ = 4） 

3.4 相关文献评述 

对于具有经典休假策略的排队系统中顾客的均衡行为，Burnetas和Economou[35]

首先研究了具有启动期的 Markov 单服务员排队系统中顾客的均衡止步策略。接

下来，Economou 和 Kanta[59]讨论了具有不可靠服务员的队长可视排队系统中顾

客的均衡止步策略。Adan[60]详细分析了具有多重休假策略的排队系统中顾客的同

步退出行为。针对完全可视与几乎可视两种信息水平，刘维奇和马琰等[61]考虑了

具有单重休假策略的排队系统中顾客的均衡止步行为，而王金亭和张峰[62]则研究

了具有不可靠服务员与延迟修理的排队系统中顾客的均衡止步行为。随后，孙微

等[56]研究了具有多重休假策略的队长不可视 Markov排队系统，导出并比较具有

五类决策标准与三类等待费用函数的同类顾客的均衡止步策略。对于离散时间排

队系统，马琰和刘维奇等[63]研究了具有多重休假策略的 Geo/Geo/1排队系统中顾

客的均衡止步行为。 

除了研究顾客的均衡止步行为之外，许多文献也对顾客的最优止步行为进行了

对比研究。比如，孙微等[43,44]讨论了具有三类启动关闭策略的排队系统，并研究了

顾客的均衡和最优止步策略。Economou等[64]则进一步讨论了具有一般服务时间和

休假时间分布的完全不可视与几乎不可视排队系统中顾客的均衡和最优止步策略。 
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除了以上文献中涉及的经典休假策略之外，N 策略也是一类常用的休假策

略[7,8]。然而，从经济学的角度研究具有 N 策略的排队系统的工作较少。针对空

竭服务系统，Guo和 Hassin[38,39]分别研究了具有同类顾客与异类顾客的完全可视

与完全不可视 N策略排队系统，得到了顾客的均衡和最优止步策略。而后，Guo

和 Li[65]又分析了与 Guo 和 Hassin[38]的研究中类似的系统，考虑了另两类信息水

平，即几乎可视与几乎不可视情形。最近，孙微等[57]研究具有多重休假与 N策略

的完全可视与完全不可视排队系统中顾客的均衡和最优止步策略。另一方面，针

对非空竭服务系统，Dimitrakopoulos和 Burnetas[66]考虑了具有动态 N策略的队长

不可视M/M/1排队系统中顾客的均衡止步行为。 
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第 4章 具有工作休假策略的排队系统 

4.1 工作休假策略 

随着电子商务和现代技术的迅猛发展，管理机构和通信网络的运行越来越复

杂，对服务质量和系统性能要求也越来越高。随机服务系统理论作为解决系统理

论分析和应用研究的有效工具，需要不断引入新的休假策略，建立新的排队模型。

在此背景下，提出了工作休假策略，即休假期间，系统以较低速率继续为顾客提

供服务，而并非完全停止服务。 

与经典休假排队系统相比，工作休假排队系统具有更加复杂的结构，其建模

和顾客的行为分析也更加困难。本章针对几类具有工作休假策略的排队系统，从

经济学的角度对顾客的均衡和最优止步行为进行了研究。 

本章内容为作者研究成果[67–70]的进一步完善和补充。 

4.2 具有多重工作休假策略的排队系统 

本节将分别对具有多重工作休假策略的完全可视、几乎不可视与完全不可视

Markov 单服务员排队系统进行研究，得到顾客的均衡和最优止步策略并进行比

较，并对均衡和最优社会福利进行灵敏度分析。 

4.2.1 模型描述 

考虑具有多重工作休假策略的 Markov 单服务员排队系统。假设顾客潜在到

达率为 λ，服务员正常服务率为 µb。一旦系统空竭，服务员开始一个工作休假期 V，

且 V 服从参数为 θ 的指数分布。在休假期间，到达顾客以服务率 µv接受服务且

µv<µb。休假结束后，如果系统中无顾客等待，则继续进行下一次休假，否则，服
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务员将服务率由 µv调整为 µb，开始一个正常忙期。记该排队系统为M/M/1/MWV

排队系统。 

令(Nv(t), I(t))表示时刻 t时的系统状态，其中 Nv(t)表示时刻 t的系统队长，I(t)

表示时刻 t的服务员状态，且 

0,
( )

1,
I t


 


服务员处于工作休假期

服务员处于忙期
 

因此，完全可视情形意味着到达顾客可同时观测到系统信息 Nv(t)和 I(t)，几乎不

可视情形意味着到达顾客可观测到系统信息 I(t)而观测不到 Nv(t)，完全不可视情

形意味着系统信息 Nv(t)和 I(t)均对顾客封闭。 

在此，标记一个到达顾客，服务完成可获得服务收益 R，但也需承担单位等

待损耗 C。我们采用线性等待损耗函数，即平均剩余效用 U = R − CE[W]，其中

E[W]表示顾客的平均逗留时间。假设到达过程、服务过程及工作休假时间相互独

立，服务顺序为先到先服务。 

4.2.2 完全可视排队系统 

首先，考虑完全可视情形下顾客的均衡止步行为。由于时刻 t到达的顾客可

观测到系统状态 Nv(t)和 I(t)，所以当其观测到系统状态为(n, i)(n≥0)时，需要选择

止步阈值 n(i)(i = 1, 2)，即整体止步策略(n(0), n(1))。记在服务员状态 i进入的顾

客的逗留时间为W(i)，均值为 E[W(i)]，该顾客的平均剩余效用为 U(i)。因此，顾

客在服务员状态 i下的均衡止步阈值可记为 ne(i)，整体止步策略记为(ne(0), ne(1))。 

为了导出一标记顾客在系统状态(n, 0)下的平均逗留时间 E[W(0)]，我们做一

些准备工作。记工作休假期的一个服务时间为 Sv，显然，其服从参数为 μv的指数

分布，记 ( )n
vS 为 (0)( 0, 0)vn n S≥ ≡ 个独立同分布的 Sv之和。因此，它服从参数为

(n, µv)的 Erlang分布，且密度函数为 
1( )

( ) ,     0, 1
( 1)!

v

n
v v x

n

x
f x e x n

n
  




≥ ≥  

显然， ( )n
vS 和 V相互独立。接下来给出如下引理。 

引理 4.2.1 如果 ( )n
vS V ， ( )n

vS 的条件分布服从参数为(n, θ + µv)的 Erlang

分布。 

证明 首先，导出事件 ( ){ }n
vS V 发生的概率为 
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 （4-1） 

然后可以导出 ( )n
vS 的条件分布函数为 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

1

0

1
( )

0

{ , }
{ | }

{ }

( )
        { } d

( 1)!

( )(( ) )
d

( 1)!

v

v

n n
v vn n

v v n
v

n nx
v v v u

v

nx
v v u

P S x S V
P S x S V

p S V

u
P u V e u

n

u
e u

n



 

   


   





 

 
  



 
    

 








 （4-2） 

显然，被积函数是参数为 ( , )vn   的 Erlang分布的密度函数。 

引理 4.2.2 如果 ( ) ( 1)n n
v vS V S   ，V的条件分布服从参数为 ( 1, )vn    的

Erlang分布。 

证明 根据式（4-1），可导出事件{ ( ) ( 1)n n
v vS V S   }发生的概率为 
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 （4-3） 

因此，V的条件分布函数为 

 

( ) ( 1)

( ) ( 1)

( ) ( 1)

( ) ( )

0

1 1

0 0

1
1 ( )

{ | }

{ , }

{ }

{ } d

( ) ( )
{ }d d

( 1)!

( ) d d
( 1)!

v

v

n n
v v

n n
v v

n n
v v

n
x

v v n n u
v v v

v

n nx u
v v v w u

vn
v

n
n u

v

P V x S V S

P V x S V S

P S V S

P S u S S e u

w
e P S u w we u

n

w
e u

n



 

 

    
 

   


 









 
 


  

  

  


 

  
    
 


  



 




 

0 0

( )

0

( )(( ) )
d .

!
v

x u

nx
v v u

w

u
e u

n
       



 



 （4-4） 
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显然，被积函数是参数为 ( 1, )vn    的 Erlang分布的密度函数。 

基于以上引理中的结论，需要在状态(n, 0)时讨论两种情况：如果剩余休假时

间，记为 VR，足够服务完 n+1（包括标记顾客自己）个顾客，顾客的逗留时间

W(0)等于 n+1个参数为 v 的服务时间，否则，有 j(0≤j≤n)个顾客在 VR内完成服

务，W(0)等于 VR与 n+1−j个参数为 v 的服务时间之和。因此，得到W(0)的 Laplace

变换为 

 

  
1

* ( 1)
0

1 1

( ) ( 1)

0

1 1

( )

         { }

         

         

n

vn
v R

v

j n j
n

v bj j
v R v

j v b

n n

v v

v v

j

v v

v v v

W s P S V
s

P S V S
s s

s

s

 
 

  
  

  
   

   
     





  





 

 
     

   
           

   
         

    
           



1 1

0

1 1

0

1 1

( )
         

( )

         
( )

( )
         1

( )

j n j
n

b

j b

n n j
n

v b v b

jv b v b v

n n

v b b

v b b b v

v b

b v

s

s

s s s s

s s s

s

s




    
       

   
      

 
  

  



 



 

 
   

     
                 

   
           

 
     





1n 
 
 
 

 （4-5） 

从而得到 °*
0[ (0)] (0)E W W   ，即 

 
1

( 1)
[ (0)] 1

n

b v v

b b v

n
E W

   
   

            
 （4-6） 

另一方面，在状态(n, 1)下标记顾客的平均逗留时间 E[W(1)]显然等于 n+1个

参数为 b 的逗留时间之和，即 

 
1

[ (1)]
b

n
E W




  （4-7） 

根据式（4-6）和式（4-7），容易得到 U(0)和 U(1)分别为 

 
1

( 1)
(0) [ (0)] 1

n

b v v

b b v

n
U R CE W R C

   
   

                  
 （4-8） 
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均衡状态下，顾

和 Ue(1) = 0，

( (0), (1)) (e en n 

的增速比 ne(0)

图 4-1

接下来，导

示。因此，过程

定义稳态队长分

πkj 

随机服务系统 

(1)U

顾客服务完成后

可得到唯一可
* *( (0) , (1)e en n      

)快得多。 

1 完全可视情形

导出完全可视情

程{Nv (t), I(t)}的

{( ,0) | 0ob nΩ

图 4-2 

分布为 
{ ,vP N k I  

[ (1)]R CE W 

后的平均剩余效

可行解 * (0)en 和

) 。图 4-1表明

下的均衡止步阈值

情形下系统的稳

的状态空间为

(0) 1}n n ≤ ≤

 完全可视排队系

} lim { (v
t

j P N t




( 1)
]

b

C n
R




 

效用为零，即 U
* (1)en ，且顾客

明 ne(0)和 ne(1)均

值（R = 10, C = 1,

稳态队长分布，

{( ,1) |1n n≤ ≤

系统的状态转移图

) , ( ) },t k I t j 

Ue(i) = 0。求解

的均衡阈值止步

均随 b 递增，然

 
, μv = 1, θ = 0.2） 

状态转移图如

(1) 1}n ≤  

图 

    ( , ) obk j Ω  

（4-9） 

Ue(0) = 0

步策略为

然而 ne(1)

如图 4-2所
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状态转移概率方程为 

00 11 10b vπ π π                                （4-10） 

0 10 10( ) ,     1 (0)n v n n vπ π π n n         ≤ ≤             （4-11） 

(0) 10 (0)0( )n v nπ π                                     （4-12） 

11 10 21( )b bπ π π                                  （4-13） 

1 11 11 0( ) ,     2 (0) 1n b n n b nπ π π π n n         ≤ ≤      （4-14） 

1 11 11( ) ,     (0)+2 (1)n b n n bπ π π n n n       ≤ ≤          （4-15） 

(1) 11 (1)1n b nπ π                                    （4-16） 

根据式（4-10）至式（4-12），首先考虑概率 0{ | 0 (0) 1}nπ n n ≤ ≤ 。从式（4-11）

中，观察到上述概率为以下齐次线性差分方程 

 1 1( ) 0,     1 (0)v n v n nx x x n n          ≤ ≤  （4-17） 

的解。考虑相应的特征方程 
2 ( ) 0v vx x          

显然，它有两个解 

 
2

*
1,2

( ) ( ) 4

2
v v v

v

x
      


     

  （4-18） 

差分方程（4-17）的通解为 * *
1 1 1 2

hom n n
nx A x B x  （显然 * *

1 2x x ），其中 A1、B1为未

知系数。根据式（4-10）和式（4-12），得到关于 A1和 B1的方程 

 
* *

1 1 1 2 11

* (0) 1 * (0) * (0) 1 * (0)
1 1 1 1 2 2

( ) ( )

( ( ) ) ( ( ) ) 0

v v b

n n n n
v v

A x B x π

A x x B x x

    
      

    


     
 （4-19） 

求解式（4-19），得到 
* (0) 1 * (0)
2 2

1 11* (0) 1 * (0) * (0) 1 * (0)* *
1 2 2 2 1 1

* (0) 1 * (0)
1 1

1 * (0) 1 * (0) * (0) 1* *
2 1 1 1 2 2

( ( ) )

( )( ( ) ) ( )( ( ) )

( ( ) )

( )( ( ) ) ( )( ( )

n n
v b

n n n n
v v v v

n n
v b

n n n
v v v v

x x
A π

x x x x x x

x x
B

x x x x x x

   
         

   
        



 



 

 


      

 


       11* (0) )n
π








  

（4-20） 

因此， 

 * *
0 1 1 1 2 ,    0 (0) 1n n

nπ A x B x n n  ≤ ≤  （4-21） 

类似地，再考虑概率 1{ |1 (0) 2}nπ n n ≤ ≤ 。由式（4-14）可知，它们是以下

非齐次线性差分方程 

 
* *

1 1 0 1 1 1 2( ) ( ),     2 (0) 1n n
b n b n n nx x x π A x B x n n              ≤ ≤  （4-22） 

的解。差分方程（4-22）的齐次部分的通解为 2 21hom n n
nx A B   （假设 1  ），

其中 / b   。因此，差分方程（4-22）的通解为 gen hom spec
n n nx x x  ，其中 spec

nx 为
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式（4-22）的特解。由于式（4-22）的非齐次部分为参数 *
1x 和 *

2x 的几何形式，所

以考虑一个形为 * *
1 1 1 2

spec n n
nx C x D x  的特解，并将其代入式（4-22），得到 

 

*
1 1

1 * *
1 1

*
2 1

1 * *
2 2

( 1)( )

(1 )( )

b

b

x A
C

x x

x B
D

x x


 


 


  


   

 （4-23） 

因此，差分方程（4-22）的通解为 

 * *
2 2 1 1 1 21 ,     1 (0) 2gen n n n n

nx A B C x D x n n    ≤ ≤  （4-24） 

其中 A2, B2为未知系数。根据式（4-13），得到 

 
* *

2 2 11 1 1 1 2

2 * * *2 *2
2 2 11 1 1 1 2 1 1 1 2

( )

( ) ( ) ( ) ( )b b b

A B π C x D x

A B π A x B x C x D x


     

    


      
 （4-25） 

求解式（4-25），得到 

 

* * *2 *2 * *
11 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

2

*2 *2 * * * *
1 1 1 2 1 1 1 2 11 1 1 1 2

2

( ) ( ) ( )

(1 )

( ) ( )

(1 )

b b

b

b

π C x D x C x D x A x B x
A

C x D x C x D x π A x B x
B

   
 

  
 

      
 


       

 （4-26） 

因此，根据式（4-24），得到 

 * *
1 2 2 1 1 1 2 ,     1 (0) 2n n n

nπ A B C x D x n n    ≤ ≤  （4-27） 

最后，导出概率 1{ | (0) 1 (1) 1}nπ n n n ≤ ≤ 。由式（4-15）可知，它们是式（4-22）

的齐次部分的解，即 3 31hom n n
nx A B   ，其中 A3、B3为未知系数。考虑式（4-27）

和式（4-16），得到 

 
* (0) 2 * (0) 2(0) 2 (0) 2

3 3 2 2 1 1 1 2

(1) 1 (1)
3 3 3 3( ) 0

n nn n

n n

A B A B C x D x

A B A B

 
  

  



     


   
 （4-28） 

求解式（4-28），得到 

 
3

* (0) 2 * (0) 2(0) 2
2 2 1 1 1 2

3 (0) 2

0
n nn

n

A

A B C x D x
B




 






   


 （4-29） 

因此， 

 1 3 ,     (0) 1 (1) 1n
nπ B n n n  ≤ ≤  （4-30） 

总之，所有稳态概率{ | ( , ) }kj obπ k j Ω 均与 11π 有关。应用平衡方程，得到如

下定理中的结果。 

定理 4.2.1 对于具有多重工作休假策略的完全可视 Markov 排除系统，状
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态空间为 {( ,0) | 0 (0) 1} {( ,1) |1 (1) 1}ob n n n n n n  Υ≤ ≤ ≤ ≤Ω ，其中(n(0), n(1))

为顾客的阈值策略，则稳态队长分布{ | ( , ) }kj obπ k j Ω 为 

 * *
0 1 1 1 2 ,     0 (0) 1n n

nπ A x B x n n  ≤ ≤  （4-31） 

 * *
1 2 2 1 1 1 2 ,     2 (0) 1n n n

nπ A B C x D x n n    ≤ ≤  （4-32） 

 1 3 ,     (0)+2 (1) 1n
nπ B n n n ≤ ≤  （4-33） 

其中 / 1b    和 * *
1 2 1 2 1 1 2 2 3x x A B C D A B B、 、 、 、 、 、 、 、 分别由式（4-18）、式（4-20）、

式（4-23）、式（4-26）、式（4-29）给出，且 π11可由平衡方程 

 
( , )

1
ob

kj
k j

π



Ω

 （4-34） 

解出。 

基于状态转移图 4-2和定理 4.2.1中的结论，到达顾客的止步状态为(n(0)+1,0)

或(n (1) + 1, 1)。因此，单位社会福利为 

 
(0) 1 (1) 1

(0) 10 (1) 11 0 1
1 1

( (0), (1)) (1 )
n n

s n n n n
n n

U n n R π π C nπ nπ
 

 
 

 
      

 
   （4-35） 

一方面，当所有顾客采用均衡阈值止步策略(ne(0), ne(1))时，单位社会福利可

表示为 Us(ne(0), ne(1))。从图 4-3中我们观察到，Us(ne(0), ne(1))随 λ先增后减且在

λ=1.6 处达到峰值。原因在于，当 λ 较小时，系统很少出现拥挤的现象，所以顾

客不需要等待太长时间就能完成服务，这使得社会福利不断增加。然而，当社会

福利达到峰值后，若 λ继续增大，顾客将面临越来越大的等待损耗，这将给社会

福利带来负效应，使其不断减少。 

 
图 4-3 完全可视情形下的均衡社会福利（R = 10, C = 1, µb = 2, µv = 1, θ = 1） 
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另一方面，

记为(n∗(0), n∗(1

规划 max Us(n

观察到 ne(0)>n

情况下，均衡止

图 4-4 完全

4.2.3 几

接下来，考

不到Nv(t)。因此

且他们的均衡混

为了导出顾

状态转移图如图

拟生灭过程，且

如果 1 /b q 

kjπ 

最小生成元为

随机服务系统 

，对于社会计划

1))，以使社会福

e(0), ne(1))得到

n∗(0)且 ne(1)>n

止步阈值随 µb

全可视情形下的均

几乎不可视排队

考虑几乎不可视

此，顾客的决策行

混合止步策略可

顾客的均衡混合

图 4-5 所示。根

且状态空间为

po Ω

1b  ，令(Nv,

0 1 2= ( , , ,ππ π π

{ ,vP N k I  

Qv，则状态转移

划者来说，将设法

福利最大化，其

到。图 4-4比较了

∗(1)，说明顾客

的增速比社会最

均衡和最优止步阈

队系统 

视排队系统，即时

行为可表示为一

可记为(qe (0), q

合止步策略(qe (

根据状态转移图

{(0,0)} {( , )k j

I)为过程{Nv(t)

0 00),    ,  π π
} lim { (v

t
j P N t




移概率方程 πQ

法使顾客采用社

其中(n∗(0), n∗(1))

了(ne(0), ne(1))和

客个人最优偏离

最优止步阈值的

值（R = 10, C = 1

时刻 t到达的顾

一对进入概率 0(q

qe (1))。 

(0), qe (1))，首

图，观察到过程

) : 1, 0, 1}k j ≥

), I(t)}的稳态极

0 1   ( , )k k kπ ππ

) , ( ) },  k I t j 

Qv = 0为 

社会最优阈值止

)可通过求解无

和(n∗(0), n∗(1))

离社会最优。而且

的增速要快。 

 

1, λ = 1, μv = 1, θ =

顾客只可观测到 I

1, )(0 1,iq q≤ ≤

首先导出稳态队长

程{Nv(t), I(t)}显然

}  

极限。记稳态队长

),     1k≥  

   ( , ) pok j Ω  

止步策略，

约束整数

，并且可

且，一般

= 0.5） 

I(t)而观测

, 0, 1)i  ，

长分布，

然为一个

长分布为 



第 4章 具有工作休假策略的排队系统 

·101· 

00 0 11 10b vπ q π π     （4-36） 

0 0 10 0 10( ) ,     1n v n n vπ q π q π n         ≥  （4-37） 

11 1 10 21( )b bπ q π π       （4-38） 

1 1 11 1 11 0( ) ,     2n b n n b nπ q π q π π n         ≥  （4-39） 

应用字典序，Qv可写成分块矩阵的形式： 

 

0  

  

      

         

           

A 
 
 
 
 
 
 
 

0

1



v

C

B A C

Q B A C

B A C

 （4-40） 

其中 

0 0 0 0 1,      (   0),      v

b

A q q


 

 

     
 

C B  

0 0

1 1

0 0 ( )
,      ,      

0 0 0 ( )
v v

b b

q q

q q

     
   

       
             

B C A  

现在需要求解以下矩阵二次方程 

 2    0R B RA C  （4-41） 

的最小非负解，即率阵 R。 

 

图 4-5 几乎不可视排队系统的状态转移图 

引理 4.2.3 以下一元二次方程 

 2
0 0( ) 0v vz q z q          （4-42） 

具有两个不同的根 (0 1)v vr r  和 * *( 1)v vr r  ，且 rv满足 

 0

1
v

v v

q

r r

   


① （4-43） 

—————————— 
① 容易验证 2

0 0 0( ( ) 4 ) / 2 (0,1)v v v v vr q q q                ，将其代入式（4-42）得到式（4-43）。 
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引理 4.2.4 如果 1 / 1b bq    ，则方程（4-41）具有最小非负解 

 (1 )

0

v
v

b v

b

r
r

r






 
    
 

R  （4-44） 

证明 因为 A、B、C均为上三角矩阵，所以 R一定也为上三角阵。假设 

11 12

220

r r

r

 
  
 

R  

将其代入式（4-41），得到方程组 
2

11 0 11 0

2
22 1 22 1

12 11 22 11 1 12

( ) 0

( ) 0

( ) ( ) 0

v v

b b

b b

r q r q

r q r q

r r r r q r

    
   
   

    


   
     

 

根据引理 4.2.3的结果，从第一个方程得到 r11 = rv，从第二个方程得到 r22 = ρb。

将 rv和 ρb代入到第三个方程中，得到 r12。 

定理 4.2.2 对于具有多重工作休假策略的几乎不可视 Markov 排队系统，

状态空间为 {(0,0)} {( , ) : 1, 0,1}po k j k j  ≥Υ ，如果顾客均服从策略(q0, q1)且

1 / 1b bq    ，则稳态队长分布{ | ( , ) }kj poπ k j  为 

 
0

1
1

1
0

, 0

, 1
(1 )

k
k v

k
k jv j

k v b
jb v

π Kr k

r
π K r k

r

 



 







 


≥

≥
 （4-45） 

其中 
1

(1 )(1 ) 1
(1 )

v
v b b

b v

r
K r

r

 



 

      
 

且 rv满足方程 

0

1
v

v v

q

r r

   


 

证明 应用矩阵分析方法，得到 

 1
0 1 10 11( , ) ( , ) ,     1k

k k kπ π π π k  ≥π R  （4-46） 

且( 00 10 11, ,π π π )满足方程 

 00 10 11( , , ) [ ]π π π B  0R  （4-47） 

平衡条件为 

 1
00 10 11( , )( ) 1π π π   I R e  （4-48） 

其中 I为单位阵，e为单位向量，且 
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0 0
0 0

0

0
0

[ ] (1 )
       + 1

0

v v vv
v

b
b b

q q
q q

B q r
r

 
 

   


 

 
   
                 

R
RB A

 （4-49） 

将 B[R]代入式（4-47），得到 

0 00 10 11

0 00 0 10

10 11

0

( (1 )) 0

0
1

v b

v v

b
v

q π π π

q π q r π

π π
r

  
   
 

   
     

  
 

 

令 00π K ，得到 

00 10 11( , , ) 1, ,
(1 )

v
v

b v

r
π π π K r

r




 
   

 

而且， 
2

21
1

0

1

,     2(1 )

0

k
k jvk j

v v bk
jb v

k
b

r
r r

R kr

 





 






 
   
 
 

 ≥  

将 10 11( , )π π 和 1kR 代入式（4-46），得到式（4-45），其中 K 可由式（4-48）求

得。 

根据式（4-45），系统处于休假状态和忙期的概率 p0和 p1分别为 

 
1

0 0
0

{ 0} (1 ) 1
(1 ) 1

v
k b b

k b v v

r K
p P I π

r r

 






 
          

  （4-50） 

1

1 1 2
1

{ 1} 1
(1 ) (1 ) (1 )(1 )

v v v
k b

k b v b v b b v

r r K r
p P I π

r r r

  
   





 
           

    （4-51） 

因此，可得到休假和忙期状态下的条件平均队长分别为 

 
1

01
0 2

00

[ ]
(1 ) 1 1

k v vk

v v vkk

k Kr K r
E L

r r r





 






 
      




 （4-52） 

 

1
11

1 2 2 2
11

1
[ ]

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )(1 )

1
                             

(1 )(1 )

k v v b vk

b v b v b b vkk

v b

v b

k K r r K r
E L

r r r

r

r

   
   




 






 
        




 


  （4-53） 

用 E[L1]替换式（4-7）中的 n，可得到顾客在忙期状态下的条件平均逗留时间为 

 1

2
[ ]

(1 )(1 )
b v

v b b

r
E W

r


 

 


 
 （4-54） 
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对于顾客在休假状态下的条件平均逗留时间，记为 E[W0]，我们可类似于完

全可视情形，讨论在状态(k, 0)(k≥0)下的两种同样的情况。因此，可得到顾客在

休假状态下逗留时间的 Laplace变换 
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1 1
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 （4-55） 

因此，休假状态下条件逗留时间的 Laplace变换为 

 

* *
0 0

0

1 1
( ) ( )

(1 ) (1 )

1
          

(1 ) (1 )

v b
v

v v b v

v b
v

v v b v

r K
W s W s

p K r s r s

r

r s r s


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
  

 
        

 
       



 （4-56） 

从而得到 *
0 0[ ] (0)E W W    ，即 
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0 2

2 2
0 0

2 ( ( )) 4 2 ( ) 4
[ ]

( ( )) 4
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q q
E W

q q
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       
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       
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 （4-57） 

因此，根据式（4-57），得到休假状态下顾客的平均剩余效用为 

 
2

0 0
0 2

2 2
0 0

2 ( ( )) 4 2 ( ) 4
(0; )

( ( )) 4

b v v b v v

b v v v

q q
U q R C

q q

         

       

 
       
  

           

 （4-58） 

可见 U(0; q0)并不依赖于 q1。另一方面，根据式（4-54），得到忙期状态下顾客



的平均剩余效

 

求解 0(0; )eU q

均衡混合止步

虽然 μv <

待损耗较低且

休假时间很长
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因此，策略(q0

 0 1,sU q q R

其中  0p q 

当所有顾

Us(qe(0), qe(1))

具有先增后减

效用为 

(0U

0 和 0(1; ;eU q q

步策略为 ( (0),eq q

 μb，图 4-6表明

且休假时间较短

长时，顾客就很难

-6 几乎不可视情

我们考虑均衡和最

 0
0

k
k k

L k




  

0 , q1)下的单位

  R CE L p 

0 1 1q p q 。 

顾客采用均衡混

)。图 4-7表明，

减的变化趋势。

0 10; , )
(1

q q R 

1) 0q  ，得到唯

*(1)) (min{e eq q

明 qe(0)不一定小

时，μv能够满足

难接受休假期的

情形下的均衡混合

最优社会福利。

1
1 1

v
k

k v

Kr
k

r








 



社会福利为 

0 0 1 1
1

C
q p q R 

混合止步策略(q

，类似于图 4-3

第 4章 具

(2 )

1 )(1 )
b v

v b b

C r

r


 

 
 

唯一可行解 *( (0eq
*(0),1}, min{ (1eq

小于 qe(1)。这是

足顾客需求。然

的低服务率了。

合止步策略（R = 1

。根据定理 4.2




1

1 1v b
r








 


1

1
v

v v b

CKr

r r 


 
 

qe(0), qe(1))时，

3中的 Us(ne(0),

具有工作休假策略

*0), (1))eq 。因此

1),1})。 

是因为休假状态

然而，当等待损

 

 

10, μb = 2, μv = 1）

2.2，条件平均队


  2 2

1

1

v b

b v

r

r







 

 

 
   2 2

1

1 1

v b

b v

r

r

 



 

，单位社会福

ne(1))，Us(qe(0

的排队系统 

·105· 

（4-59） 

此，顾客的

态下，当等

损耗很高或

 

队长为 

（4-60） 






 （4-61） 

利可记为

0), qe(1))也
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图 4-7 几

然而，社

* *( (0), (1))q q 可

* *( (0), (1))q q ，

客个人最优同样

随机服务系统 

几乎不可视情形下

社会计划者希望

可通过 0 1( , )sU q q

观察到 (0)eq ＞

样也偏离社会最

图 4-8 几乎不

（R = 

下的均衡社会福利

望顾客采用最

)的一阶最优条
* (0)q＞ 且 (1)eq ＞

最优。 

不可视情形下的均

10, C = 1, μb = 2, 

利（R = 10, C = 1, μ

最优混合止步

条件得到。图 4-
* (1)q ，说明在

均衡和最优混合止

μv = 1, θ = 0.1）

 

μb = 2, μv = 1, θ = 

策略 * *( (0),q q

8比较了 ( (0)eq

在几乎不可视情形

 

止步策略 

1） 

(1)) ，且

), (1))eq 和

形下，顾
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4.2.4 完全不可视排队系统 

最后，讨论完全不可视排队系统中顾客的均衡和最优止步行为，即时刻 t到

达的顾客观测不到系统状态 I(t)和 Nv(t)。因此，顾客的决策问题即为选择一个进

入概率 q(0≤q≤1)，且他们的均衡混合止步策略记为 qe。状态转移图如图 4-9

所示。 

 

图 4-9 完全不可视排队系统的状态转移图 

根据参考文献[71]中的结果，得到顾客的平均逗留时间为 
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 （4-62） 

其中 / bq   ＜1且 r满足 
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 （4-63） 

因此，顾客的平均剩余效用为 
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   （4-64） 

求解 Ue(q) = 0且考虑式（4-63），得到唯一可行解 *
eq 。因此，顾客的均衡混合

止步策略为  *min ,1e eq q 。 

根据式（4-62），可得到策略 q下的单位社会福利为 

 

    

   

1
1

1 1
1 1

s

v v

b b b

U q q R CE W

r
q R C r

q r



 
    



 

                   

 （4-65） 

当所有顾客采用均衡混合策略qe时，单位社会福利可记为Us(qe)。类似于Us(ne(0), 

ne(1))和Us(qe(0), qe(1))，图 4-10说明Us(qe)随 λ也具有先增后减的变化趋势。 
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图 4-10 完

从社会最优

可通过 Us(q)的

仍然表明 qe > q

 

随机服务系统 

完全不可视情形下

优化的角度考虑

的一阶最优条件

q*。 

图 4-11 完全

（R = 

下的均衡社会福利

虑，顾客的社会

件得到。类似于

不可视情形下的均

10, C = 1, μb = 2, 

（R = 10, C = 1, μ

会最优混合止步

完全可视和几乎

均衡和最优混合止

μv = 1, θ = 0.1）

 

μb = 2, μv = 1, θ = 0

步策略可记为 q

乎不可视情形，

 

止步策略 

0.1） 

q*，且 q*

图 4-11
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4.3 具有双阶段工作休假策略的排队系统 

考虑到实际问题中服务员既不进行单重休假也不进行多重休假，本节将对具

有两阶段工作休假策略的完全可视、几乎不可视与完全不可视 Markov 排队系统

进行研究，其中两阶段工作休假期间服务员的慢速服务率不同，分别得到并比较

顾客的均衡止步策略及均衡和最优社会福利。 

4.3.1 模型描述 

考虑一些具有双阶段工作休假策略的 Markov 单服务员排队系统。假定顾客

的潜在到达率为 λ，服务员的正常服务率为 µb。一旦系统空竭，服务员开始第一

阶段工作休假 V1，V1服从参数为 θ的指数分布。在此期间，到达顾客以服务率
1v

接受服务，且
1v < µb。在第一阶段工作休假结束之后，无论系统中有无顾客，服

务员将继续进行第二阶段工作休假 V2，且 V2与 V1分布类型相同。在此期间，服

务率由
1v 转换为 2v ，且 2v < µb。当第二阶段工作休假结束后，如果有顾客等待，

则开始一个新的忙期，否则，服务员处于闲期，直到有顾客到达为止。我们记该

类排队系统为M/M/1/(T-S)WV排队系统。 

令(N (t), I(t))表示时刻 t时的系统状态，其中 N (t)表示时刻 t时的系统队长，

I (t)表示时刻 t时的服务员状态，且 

0,

( ) 1,

2,

I t


 



服务员处于忙期或闲期

服务员处于第一阶段工作休假期间

服务员处于第二阶段工作休假期间

 

在此，标记一个到达顾客，服务完成可获得服务收益 R，但也需承担单位等

待损耗 C。我们采用线性等待损耗函数，因此平均剩余效用 U = R − CE[W]，其

中 E[W]表示顾客的平均逗留时间。假设到达过程、服务过程以及两阶段休假时

间相互独立，服务顺序为先到先服务。 

4.3.2 完全可视排队系统 

首先，考虑完全可视情形下顾客的均衡止步行为，即时刻 t到达的顾客可同

时观测到 N(t)和 I(t)。定义标记顾客在观测到系统状态(n, i)(i=0,1,2)后的逗留时间

为Wi (n)，均值为 E[Wi (n)]，服务完成后的平均剩余效用为 Ui (n)。因此，在服务
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员状态 i下顾客的均衡止步阈值记为 ne (i)，现在我们需要找到顾客的均衡整体止

步策略(ne (0), ne (1), ne (2))。 

对于 E[W0 (n)]，显然它等于 n+1个参数为 µb的服务时间之和，即 

  0

1
( )

b

n
E W n




  （4-66） 

另一方面，为了导出 E[Wi (n)](i=1,2)，需要讨论在状态(n,1)下的三种可能情

况：第一阶段的剩余工作休假时间 V1R内足够服务完 n+1个顾客，则标记顾客的

逗留时间 W1(n)等于 n+1 个参数为
1v 的服务时间之和；如果只有 j(0≤j≤n)个顾

客在 V1R期间完成服务，而其他 n+1−j个顾客在第二阶段工作休假期间完成服务，

则 W1(n)等于 V1R与 n+1−j 个参数为
2v 的服务时间之和；否则，如果有 j(0≤j≤n)

个顾客在 V1R 期间完成服务，有 i(0≤i≤n−j)个顾客在 V2 期间完成服务，其他

n+1−i−j个顾客在下个忙期完成服务，则W1(n)等于 V1R、V2 和 n+1−i−j个参数为

µb的服务时间之和。因此，得到W1 (n)的 Laplace变换为 

    

 

* 1

1 1 1 2

1

1 2

1 1 2 2

1 2

1

1

1

( 1) ( ) ( 1) ( 1 )
1 1 1 2

0

1 1

( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 2

0 0

( )

n
n

vn j j n j
R Rv v v v

jv

j n j
n jn

v v j j i i
Rv v v v

j iv v

v

v

W s P S V P S V S S V
s

P S V S S V S
s s

s

 
 

   
   

 
 



   



  


 

 

 
         

    
                 

 
 
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




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0
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

    
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 
         



2 2 1

1 2 2 1

1

1 1

( )( )

n

n n

v v v

v v v vs s s

  
      



 

          
                        

（4-67）

 

然后得到 E[W1(n)]=− °
*

1 (0)W  ，即 
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  1 2 1 1 2 1

1 2 1

2 2 2

1 2 2

1
2

1

1

2 21
( )

( )

( )

( )

n

b v v v b v b v v

b b b v v v

n

v b v v

b v v v

n
E W n

        
        

   
     





    
       

 
     

（4-68） 

对于系统状态(n, 2)，我们需要讨论两种情况：如果第二阶段工作休假的剩余

时间 V2R内足够服务完 n+1个顾客，则W2(n)等于 n+1个参数为 µv2的服务时间之

和，否则，如果只有 j(0≤j≤n)个顾客在 V2R期间完成服务而其他 n + 1- j个顾客

在下个忙期完成服务，则W2(n)等于 V2R和 n + 1- j个参数为 µb的服务时间之和。

因此，得到W2(n)的 Laplace变换为 
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（4-69） 

然后得到E[W2(n)] = - ° *

2 (0)W  ，即 

   2 2

2

1

2

1
( ) 1

n

b v v

b b v

n
E W n

  
   

            
 （4-70） 

基于式（4-66）、式（4-68）和式（4-70），可分别得到 Ui (n) = R − CE[Wi (n)] 

(i = 0,1,2)。均衡状态下，标记顾客的平均剩余效用等于零，即 ( ) 0e
iU n  。因此，

求解 ( ) 0e
iU n  ，可得到唯一可行解 * ( )en i

①
。因此，均衡状态下，顾客的整体止步

—————————— 
① 在先到先服务的服务规则和到达过程与休假时间独立的假设下，在休假期内一个顾客的进入只会给后到

达顾客带来负效应，因此 U1(n)显然随 n单调递减。 
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阈值为 ( (0),en n

图 4-12表

另一方面，如果

第 n个顾客相比

期内完成服务。

到达的顾客将面

明随着 µb的增

可行的 µb，当

超过 µv2
很多且

接下来，我

的大小关系，我

衡状态转移图如

因此，该M

1ob 

 

————————
① 情形 ne (1) =

随机服务系统 

(1), (2)) (e en n  

表明 ne (i) (i=0,1,

果 µv1
相比 µv2

很

比于在第二阶段

。然而，随着 µ

面临更加乐观的

增长，起初 ne(1

µv1
 <µv2

或 µv1
超

且 µv1
接近 µb时，

图 4-12 

           

我们导出完全可

我们讨论两种情

如图 4-14所示。

Markov过程{N

( ,0) : 0n n ≤ ≤

——— 
= ne (2)可被认为是 ne

* *(0) , (1) ,e en n    

,2)随 µb递增，

很大且 µb相对较

段工作休假期到

µb的增大，尽管

的形势，因此 n

)≥ne(2)而后 ne

超过 µv2
不是很多

，此结论不成立

 完全可视情形下

 （R = 5, C = 1, µ

可视情形下系统

情形：ne(1)>ne(2

。 

N (t), I (t)}的状态

 (0) 1 (en  ≤

e (1) > ne (2)或 ne (1) <

* (2) )en   。 

且当 µv1
 <µv2

时

较小时, 在第一

到达的第 n个顾

管 µv2
较小，但

ne(2)的增速相比

e(2)≥ne(1)。总

多时，ne(0)≥ne

立。 

下的均衡止步阈值

µv1
 = 0.8, µv2

 = 1, µ 

统的稳态队长分布

2)与 ne(1)<ne(2)①

态空间为 

, ) : 0n j n n≤ ≤

< ne(2)的特殊情况。

时，ne (0)≥ne(2

一阶段工作休假期

顾客更有可能在

但在第二阶段工

比 ne(1)更快。图

总之，可观察到

e(2)≥ne(1)。然而

 

值 

 = 0.5） 

布。鉴于 ne(1)与
①。对于第一种

(1) 1, 1, 2e j 

 

2)≥ne(1)。

期到达的

当前休假

作休假期

图 4-13表

对于所有

而，当 µv1

与 ne(2)间

种情形，均
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状态转移
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图 4-13

         

图 4-14 完全可

队长分布为 

 ,j P N n I  

移概率方程为 

00 02     

10)b n     

10)b n     

(0) 10 (0)0eb n   

10) b     

3 完全可视情形

  （R = 5, C = 1, 

可视排队系统的均

 lim (
t

j P N


 

10 2n b n    

10 , ( )n b en  1


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形下的均衡止步阈值

µv1
 = 3, µv2

 = 1, µ =

均衡状态转移图[n

( ) , ( )t n I t j  ，

, 1 (1)en n ≤ ≤

2 (0)en n ≤ ≤

具有工作休假策略

 

值 

= 0.5） 

ne(1)>ne(2)] 

1obn j ，( , )  

1

)

的排队系统 
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（4-71） 

（4-72） 

（4-73） 

（4-74） 

（4-75） 
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1 11 11 11( ) , 1 (1)n v n n v en n            ≤ ≤  （4-76） 

1(1) 11 (1)1( )
e en v n        （4-77） 

202 01 12( ) v          （4-78） 

2 22 12 12 1( ) , 1 (2)n v n n v n en n               ≤ ≤  （4-79） 

2 2(2) 12 (2)2 (2) 22 (2) 11( )
e e e en v n n v n               （4-80） 

2 22 12 1( ) , (2) 2 (1)n v n v n e en n n          ≤ ≤  （4-81） 

2(1) 12 (1) 11( )
e en v n        （4-82） 

首先考虑第一阶段工作休假期间的队长概率{πn1 | 0≤n≤ne(1)+1}。根据式（4-76），

注意到上述概率为以下齐次线性差分方程 

 
1 11 1( ) 0, 1 (1)v n v n n ex x x n n          ≤ ≤  （4-83） 

的解，且相应的特征方程 

1 1

2 ( ) 0v vx x          

有两个解，分别为 

 1 1 1

1

2

*
1,2

( ) ( ) 4

2
v v v

v

x
      


     

  （4-84） 

因此，方程（4-83）的通解为 hom * *
1 1 1 2

n n
nx A x B x  （显然， * *

1 2x x ），其中 A1、B1

为未知系数。根据式（4-75）和式（4-77），得到 

  
       

  
       

1

1 1 1 1

1

1 1 1 1

* (1) *
2 2 10

1 * (1) * (1)* * * *
2 2 1 1 1 2

* (1) *
1 1 10

1 * (1) * (1)* * * *
1 1 2 2 2 1

e

e e

e

e e

n
v b

n n
v v v v

n
v b

n n
v v v v

x x
A

x x x x x x

x x
B

x x x x x x

    

           

    

           

  
 
         


 


        

（4-85） 

因此， 

 * *
1 1 1 1 2 , 0 (1) 1n n

n eA x B x n n   ≤ ≤  （4-86） 

对于第二阶段工作休假期间的队长分布，首先考虑概率 2{ (2) 2n en  ≤

(1) 1}en n ≤ 。根据式（4-81），上述概率为以下非齐次线性差分方程 

 
 

 
2 21 1

* *
1 1 1 2 , (2) 2 (1)

v n v n n

n n
e e

x x

A x B x n n n

    


    

    ≤ ≤
 （4-87） 

的解。由于式（4-87）的齐次形式的通解为 hom
3 2ˆn

nx B x ，其中 

 2

2

2ˆ v

v

x
 



  （4-88） 
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因此，方程（4-87）的通解为 gen hom spec
n n nx x x  ，其中 spec

nx 为方程（4-87）的一个

特解。由于方程（4-87）的非齐次部分为参数 *
1x 和 *

2x 的几何形式，我们考虑一

个形为 spec * *
2 1 2 2

n n
nx C x D x  的特解。将其代入方程（4-87），得到 

 
 

 

2 2

2 2

1
2 *

1

1
2 *

2

v v

v v

A
C

x

B
D

x


  


  

   
  
  

 （4-89） 

因此， 

 gen * *
3 2 2 1 2 2ˆ , (2) 2 (1) 1n n n

n e ex B x C x D x n n n    ≤ ≤  （4-90） 

其中 B3为未知系数。再考虑式（4-82），得到 

 
    

 
2

2

* (1) 1 * (1) 1 * (1) 1 * (1) 1
1 1 1 2 2 1 2 2

3 (1) 1
2ˆ

e e e e

e

n n n n
v

n
v

A x B x C x D x
B

x

  

 

   



   



 （4-91） 

因此，根据式（4-90），可得到 

 * *
2 3 2 2 1 2 2ˆ (2) 2 (1) 1n n n

n e eB x C x D x n n n     ， ≤ ≤  （4-92） 

然后考虑概率 2 0 (2) 1n en n ≤ ≤ 。根据式（4-79），上述概率为以下非

齐次线性差分方程 

 
 2 2

* *
1 1 1 1 1 1 2( ) ,

1 (2)

n n
v n v n n n

e

x x x A x B x

n n

                

≤ ≤
 （4-93） 

的解。由于式（4-93）的齐次形式的通解为 hom
2 1 2 2

n n
nx A x B x   ，其中 

 
   2 2 2

2

2

1,2

4

2

v v v

v

x
      



     
  （4-94） 

因此方程（4-93）的通解为 gen hom spec
n n nx x x  。其中 spec * *

2 1 1 2
n n

nx C x D x  。将其代入

方程（4-93），得到 

 
 

 

2 2

2 2

*
1 1

1 *2 *
1 1

*
1 2

1 *2 *
2 2

v v

v v

A x
C

x x

B x
D

x x


    


    

 
    


     

 （4-95） 

因此， 

 gen * *
2 1 2 2 1 1 1 2 , 0 (2) 1n n n n

n ex A x B x C x D x n n      ≤ ≤  （4-96）	

其中 A2、B2为未知系数。再考虑式（4-78）、式（4-80）和式（4-82），得到 
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        
   

          
    

2 2 2

2

2 2

2 2

* (2) * (2)* *
2 2 1 1 1 1 2 2

* (2) 1 * (2) 1 (2) 2 * (2) 2 * (2) 2
1 1 1 2 3 2 2 1 2 2

(2) * *
2 2 1 1 1 1 1 2 1 1

(2)
1 1

ˆ

e e

e e e e e

e

e

n n
v v v

n n n n n
v

n
v v

n
v v

A x C x x D x x

A x B x B x C x D x

x x A B C x D x C D

x x x

        

 

      

     

    

       

    

        

    



 

          
        
   

        

2 2

2 2 2

2

2 2

1
(2)

2 2 2 1

* (2) * (2)* *
2 1 1 1 1 1 2 2

* (2) 1 * (2) 1 (2) 2 * (2) 2 * (2) 2
1 1 1 2 3 2 2 1 2 2

(2) * *
1 1 1 1 1 1 1 2

ˆ

e

e e

e e e e e

e

n
v v

n n
v v v

n n n n n
v

n
v v

x x x

B x C x x D x x

A x B x B x C x D x

x x A B C x D x C

     

        

 

      



    

    

       

    

       

  



    
            2 2 2 2

1 1

1
(2) (2)

2 2 1 1 1 2
e en n

v v v v

D

x x x x x x           
















 


               

（4-97） 

因此，根据式（4-96），可得到 

 * *
2 2 1 2 2 1 1 1 2 , 0 (2) 1n n n n

n eA x B x C x D x n n       ≤ ≤  （4-98） 

接下来分析服务员处于忙期的队长分布，首先考虑概率 0{ 0n n ≤ ≤

(2) 1}en  。根据式（4-72），上述概率为以下非齐次线性差分方程 

 
 

1 1 2

* *
2 1 2 2 1 1 1 2 ,1 (2)

b n b n n n

n n n n
e

x x x

A x B x C x D x n n

     


     

      ≤ ≤
（4-99） 

的解。因此，方程（4-99）的通解为 gen hom spec
n n nx x x  ，其中 hom

4 4
n

nx A B   且

spec * *
1 1 1 2 3 1 3 2

n n n n
nx E x F x C x D x     。将其代入方程（4-99），得到 

 

 

 

 

 

1

1

2 1
1 2

1

2 2
1 2

2 2

*
1

3 *2 *
1 1

*
1 2

3 *2 *
2 2

b b

b b

b b

b b

A x
E

x x

B x
F

x x

C x
C

x x

D x
D

x x


   


   


   


   

    
 

   
  
   


    



 



 
 （4-100） 

因此， 

 gen * *
4 4 1 1 1 2 3 1 3 2 , 0 (2) 1n n n n n

n ex A B E x F x C x D x n n        ≤ ≤  （4-101） 

其中 A4，B4为未知系数。再考虑式（4-71），得到 

 

* *
2 2 1 1 1 1 3 3 10 1 1 1 2 3 1 3 2

4

* *
2 2 1 1 1 1 3 3 10 1 1 1 2 3 1 3 2

4

( ( ) ( )) ( ( ))

( ( ) ( )) ( ( ))
(1 )

b

b

A B C D E F C D E x F x C x D x
A

A B C D E F C D E x F x C x D x
B

   
 

   
 

            
 


             

 

 

（4-102） 

因此，根据式（4-101），可得到 
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 * *
0 4 4 1 1 1 1 3 1 3 2 , 0 (2) 1n n n n n

n eA B E x F x C x D x n n         　　≤ ≤  （4-103） 

然后考虑概率 0{ | (2) 2 (1) 1}n e en n n  ≤ ≤ ，上述概率为以下非齐次线性差

分方程 

1 1 2

* *
3 2 2 1 2 2

( )

( ), (2) 2 (1) 1
b n b n n n

n n n
e e

x x x

B x C x D x n n n

     


     

      ≤ ≤
（4-104） 

的解。因此，方程（4-104）的通解为 gen hom spec
n n nx x x  ,其中 hom

5 5
n

nx A B   且
spec * *

2 2 4 1 4 2
n n n

nx F x C x D x   。将其代入方程（4-104），得到 

 

3 2
2 2

2 2

*
2 1

4 *2 *
1 1

*
2 2

4 *2 *
2 2

( )

( )

( )

b b

b b

b b

B x
F

x x

C x
C

x x

D x
D

x x


   


   


   

    
 

   
 


  



 

 （4-105） 

因此， 
gen * *

5 5 2 2 4 1 4 2 , (2) 2 (1) 1n n n n
n e ex A B F x C x D x n n n       　　 ≤ ≤   （4-106） 

其中 A5、B5为未知系数。再考虑式（4-103），得到 

 

(2) 1 (2) 1
1 1 1 2 2 1 2

5 4

* (2) 1 * (2) 1* *
1 1 3 4 2 2 3 4

(2) 1 (2) 1
1 1 1 2 2 1 2

5 4 (2 1)

* (2) 1 **
1 1 3 4 2

( ) ( )( )
1

( )( ) ( )( )
1

(1 ) (1 )( )
(1 )

(1 )( )

e e

e e

e e

e

e e

n n

n n

n n

n

n n

E x x x x F F
A A

x x C C x x D D

E x x x x F F
B B

x x C C x

 


 


 

 

 

 





   
 



    




   
 



  


   

   

(2) 1 *
2 3 4

(2 1)

(1 )( )
(1 )en

x D D
 















 
 

 （4-107） 

因此，根据式（4-106），可得到 
* *

0 5 5 2 2 4 1 4 2 , (2) 2 (1) 1n n n n
n e eA B F x C x D x n n n        　 ≤ ≤     （4-108） 

最后，考虑概率 0{ | (1) 2 (0) 1}n e en n n  ≤ ≤ 。根据式（4-73），得到 hom
6nx A 

6
nB  ，其中 A6、B6为未知系数。再考虑式（4-74）和式（4-108），得到 A6 = 0和 

 
(1) 2 * (1) 2 * (1) 2(1) 2

5 5 2 2 4 1 4 2
6 (1 2)

e e ee

e

n n nn

n

A B F x C x D x
B




  



   



 （4-109） 

因此， 

 0 6 , (1) 2 (0) 1n
n e eB n n n   　　 ≤ ≤  （4-110） 

总之，所有稳态状态概率
1

,nj obn j    均与 10 相关。应用平衡方程，得

到如下定理中的结果。 
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定理 4.3.

空间为 1 {ob 

ne(1), ne(2))为顾
*

1 1 1
n

n A x 

2 2 1
n

n A x  

2 3 2ˆn
n B x 

0 4n A  

0 5n A  

0 6n B 

其中 / b  

1 2F F、 由式（4

式（4-95）、式

式（4-109）分别

 

求得。 

基于图 4

{( , 2) : (2)en n 

 

sU

对于第二种

随机服务系统 

1 对于具有两

( ,0) : 0n n n≤ ≤
顾客的均衡阈值止

*
1 2 , 0n nB x 　 ≤

*
2 2 1 1

n n nB x C x 

* *
2 2 1 2 2
n nC x D x 

4 1 1
n nB E x F  

5 2 2
n nB F x C  

, (1) 2n
en 　　

1 且 *
1,2 1,2x x、 、

4-84）、式（4-85

式（4-97）、式

别给出，且 10

4-14 和定理

1 (1) 1en n ≤ ≤

( (0), (1), (e e en n n

种情形 ne(1)<ne

图 4-15 完全

两阶段工作休假策

(0) 1} {( ,en n 

止步策略，则系

(1) 1en n ≤ ≤
*

1 2 , 0nD x 　　≤

, (2) 2n
en 　　

*
1 2 3 1

n nF x C x D 

* *
4 1 4 2 ,n nC x D x

(0) 1en n ≤ ≤

2ˆ ( 1,2,4,5ix A i 、

5）、式（4-88）

（4-100）、式

可由平衡方程 

1( , ) ob

nj
n j





4.3.1，顾客止

1}。因此，均衡

(0)

1

(2)) 1

e

n

n

n

R

C

 






 





－

e(2)，状态转移

全可视排队系统的

策略的完全可视

) : 0 (1ej n n≤ ≤
系统稳态队长分布

(2) 1en n ≤

2 (1) 1en n ≤ ≤
*

3 2 , 0nD x n　　≤ ≤

(2) 2en 　 ≤

1

5) (1 6)jB j、 ≤ ≤

、式（4-89）、

（4-102）、式

 

1j 

止步状态为 ( en

衡状态下的单位

(0) 10 (1) 11

1 (1) 1

0
1

(

e e

e

n n

n

n
n

n n



 

 





 

 

移图如图 4-15所

的状态转移图[ne(1)

视Markov排队系

1) 1, 1, 2},j  其

布 ,nj n j   

 

(2) 1en ≤  

(1) 1en n ≤  

) (1k kC D k、 、 ≤

式（4-91）、式

（4-105）、式（

(0) 1,0), ( (1e en

位社会福利为 
(1) 1

2
(2) 1

1 2 )

e

e

n

n
n n

n n



 



 


 




 



 

所示。 

)<ne(2)] 

系统，状态

其中(ne(0), 

1ob 为 

（4-111） 

（4-112） 

（4-113） 

（4-114） 

（4-115） 

（4-116） 

14) E、 、≤

式（4-94）、

（4-107）、

（4-117） 

) 1,1) 或

（4-118） 
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因此，Markov过程{N(t), I(t)}的状态空间为 

2
{( , ) : 0 ( ) 1, 0,1, 2}ob n j n n j j   ≤ ≤  

状态转移概率方程为 

        00 02     （4-119） 

   0 10 10 2( ) , 1 (2) 1n b n n b n en n             　　≤ ≤  （4-120） 

   0 10 10( ) , (2) 2 (0)n b n n b e en n n          　　 ≤ ≤  （4-121） 

    (0) 10 (0)0e en b n      （4-122） 

    
101 10 11( ) b v          （4-123） 

1 11 11 11( ) , 1 (1)n v n n v en n            　　≤ ≤  （4-124） 

1(1) 11 (1)1( )
e en v n        （4-125） 

    
202 01 12( ) v          （4-126） 

2 22 12 12 1( ) , 1 (1) 1n v n n v n en n               　　≤ ≤  （4-127） 

2 22 12 12( ) , (2)n v n n v e en n n            　　 (1)+ 2≤ ≤  （4-128） 

     2(2) 12 (2)2e en v n      （4-129） 

与第一种情形类似，我们也可得到第二种情形下的稳态队长分布

2
{ | ( , ) }nj obn j  。根据图 4-15，可知顾客的止步状态为(ne(0)+1,0),(ne(1)+1,1)或

(ne(2)+1,2)。因此，均衡状态下的单位社会福利为 

 

(0) 10 (1) 11

(0) 1 (1) 1 (2) 1

0 1 2
1 1 1

( (0), (1), (2)) (1 )
e e

e e e

s e e e n n

n n n

n n n
n n n

U n n n R

C n n n

  

  

 

  

  

 

 
   

 
  

=

-
 （4-130） 

针对 ne(1)>ne(2)和 ne(1)<ne(2)两种情形，图 4-16和图 4-17分别展示了均衡社

会福利关于的敏感度。我们观察到 Us(ne(0), ne(1), ne(2))都是先增后减的变化趋

势，说明当较小时，顾客无须等待太长时间，但随着的增大，顾客面临越来

越大的等待损耗，从而使均衡社会福利持续减少。 

4.3.3 几乎不可视排队系统 

接下来，考虑几乎不可视排队系统，即顾客在时刻 t只可观测到服务员状

态 I(t)，但观测不到队长 N(t)。因此，顾客的决策问题其实是确定一组进入概

率 0 1 2( , , )q q q (0 1, 0,1,2)iq i ≤ ≤ ，且均衡状态下，这组进入概率表示为

( (0), (1), (2))e e eq q q 。 
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为了导出

所示。 

根据图 4-

如果 0 /q  

随机服务系统 

图 4-16 

               

图 4-17 

               

( (0), (1), (e e eq q q

18，可知过程{

p

1b ＜ ，令(N,I)

 当 (1) (2)e en n＞ 时

（R = 10, C = 1,

 当 (1) (2)e en n＜ 时

（R = 10, C = 1,

2))，首先导出

{ ( ), ( )}N t I t 为一

{( , ) :po k j k ≥

)为过程{ ( ),N t I

时的均衡社会福利

b = 3,
1v = 2.5, 

时的均衡社会福利

b = 3,
1v = 1.2, 

出稳态队长分布

一个拟生灭过程

0,1, 2}j 0,  

( )}I t 的稳态极限

 
利 

2v = 1, θ = 0.2） 

 
利 

2v = 1, θ = 0.2） 

。状态转移图如

程，状态空间为

限。记稳态队长

 

如图 4-18

 

长分布为 
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图 4-18 几乎不可视排队系统的状态转移图 

0 1 2 0 1 2( , , , ), ( , , ), 0k k k k k    ≥    　 　　  

{ , } lim, { ( ) , ( ) }, ( , )kj pot
P N k I j P N t k I t j k j


      　　  

该过程的无限生成元记为 Q，因而得到稳态状态转移概率方程为  0Q ，即 

           00 0 02q     （4-131） 

     0 0 10 0 2 10( ) , 1k b k k k bq q k             　　 ≥  （4-132） 

       101 1 10 11( ) b vq          （4-133） 

   1 11 1 11 1 11( ) , 1k v k k vq q k            　　 ≥  （4-134） 

        202 2 01 2( ) vq          （4-135） 

   2 22 2 12 2 12 1( ) , 1k v k k v kq q k               　　 ≥  （4-136） 

应用词典序，Q可写成分块矩阵，即 

 

00

10

 
 
 
 
 
 
 
   

A C

B A C

Q B A C

B A C

 （4-137） 

其中 

1

2

0

00 1 10

2

0 0 0 0

0 ( ) , 0 0

0 ( ) 0

b

v

v

q

q

q

 
   

    

   
        

       

　　A B  
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1

2

0

1

2

0 0 0 0

0 0 , 0 0

0 0 0 0

b

v

v

q

q

q

 
 

 

   
       

     

B C  

1

2

0

1

2

( ) 0 0

0 ( )

0 ( )

b

v

v

q

q

q

 
   

   

  
     
    

A  

现在，需要求解下列矩阵二次方程 

 2 0  R B RA C  （4-138） 

的最小非负解，即率阵 R。鉴于 A, B, C的特殊结构，可知 R具有类似的结构。

因此，假设 

 
11

21 22 23

31 33

0 0

0

r

r r r

r r

 
   
 
 

R  （4-139） 

将其代入式（4-138），可得到如下方程组 

 1 1

2 2

2 2

2
11 11 0 0

21 11 22 21 23 31 21 0 23

2
22 22 1 1

22 23 23 33 22 23 2

31 11 33 31 31 0 33

2
33 33 2 2

( ) 0

( ) ( ) 0

( ) 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( ) 0

b b

b b

v v

v v

b b

v v

r r q q

r r r r r r r q r

r r q q

r r r r r r q

r r r r r q r

r r q q

   
   

    
    
   

    

   
     

    

     

    

    










 （4-140） 

求解式（4-140），得到 

1 1

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1

1

1

1 2 2 1

1 2 1 1 1 2

1 1 2

0
11

2

21
1

22

23

2
1 2 2 1

31
1

2

(( )( 2 2 ) (2 ))

2

(2 ( ) 4 ( ) )

(( )(

b

v q

b v q q v q v q v v q v v

q

v

q

v q v q

v q q v q q

b v q q

q
r

r
r

q r r r r r

r
r

r
r

r r

q r q r q q r r
r

q r r




 
          




 

      
   



    





 

   






       






   


 
2 1 1 2 2 1 2 1 2

2

2

33

2 2 ) (2 ))

2

v q v q v v q v v

q

v

r r r

r
r

      



   

















      






（4-141） 
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其中 

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2 2

2
1 1 1

2
2 2 2

2
2 2 2

( ) 4

( ) 4

( ) 4

q v v v

q v v v

q v v v

r q q q

r q q q

r q q q

       

       

       







      

      

      

 

应用矩阵解析方法，得到 

 0 1 2 00 01 02( , , ) ( , , ) , 0k
k k k k k       　　 ≥R  （4-142） 

且 00 01 02( , , )   满足 

 00 01 02 10 00( , , )( )     0RB A  （4-143） 

平衡条件为 

 1
00 01 02( , , )( ) 1    I R e  （4-144） 

其中 I为单位阵，e是单位向量，且 

 
1 2

2

0 11

10 00 21 22 1 23

31 33 2

0

0
b

b v v

b v

q r

r r q r

r r q

 
     

    

 
       
   

RB A  （4-145） 

将式（4-145）代入式（4-143），得到 

 
1

2 2

0 00 02

11 00 21 22 1 01 31 02

23 01 33 2 02

0

( ) 0

( ) ( ) 0

b b v b

v v

q

r r r q r

r r q

  
        

      

  


     
     

 （4-146） 

求解式（4-146），得到 

2

2

0 2 33 0
00 01 02 00

23

( )
( , , ) 1, ,

( )
v

v

q q r q
r

       
   
  

   
 

而且， 

11

1 2 2 1
1 2 1

21 11 22 23 31 11 22 33 22 23 22 33
0 0 0 0

1
1

31 11 33 33
0

0 0

, 1

0

k

k k k i k
j k j j k j i j k jk i k

j i j j

k
j k j k

j

r

r r r r r r r r r r r r k

r r r r

    
      

   


 



 
 
 
 

  
 
 
  
 

   



　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　

　　　　　　　　　　　 　　　

≥R  

将(π00, π01, π02)和 Rk
 代入式（4-142），可得到稳态队长分布为 
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       
   

        
 

2

2 2

2

0 2 33 0000 0 31 00 21
0 11 11 33 11 22

11 33 11 2223 23

23 31 23 31 23 31
11 22 33

11 22 11 33 11 22 22 33 11 33 22 33

0 2 33
1

,

vk k k k k
k

v v

k k k

v
k

q q rq r r
r r r r r

r r r rr r

r r r r r r
r r r k

r r r r r r r r r r r r

q q r

      
     

    


  
       


         

 


≥0

 
 
    

2

2

2

00
22

23

2 33 230 00
2 22 33 33

23 22 33

, 0

, 0

k

v

v k k k
k

v

r k
r

q r rq
r r r k

r r r

  
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其中π00可由式（4-144）求得。 

根据式（4-147），系统处于状态i(i = 0,1,2)的概率pi分别为 
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因此，可得到系统处于状态i (i = 0, 1, 2)的条件平均队长为 
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将式（4-66）中的 n替换为 E[L0]，可得到系统处于忙期时顾客的条件平均逗留时

间，记为 E[W0]，为 
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对于系统处于第一阶段工作休假期时顾客的条件平均逗留时间，记为 E[W1]，

我们可类似于完全可视情形进行讨论，从而得到顾客逗留时间的 Laplace 变换

W1
*(s)为 
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因此，系统处于第一阶段工作休假期时顾客的条件逗留时间的 Laplace变换为 
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从而得到   °  *
11E W W s  ，即 
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另一方面，对于系统处于第二阶段工作休假期时顾客的条件平均逗留时间，

记为 E[W2]，也可类似于完全可视情形进行讨论，从而得到顾客逗留时间的

Laplace变换为 
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因此，系统处于第二阶段工作休假期时顾客的条件逗留时间的 Laplace变换为 
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从而得到   °  *
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        2 2

1

22 23 23 2 33
2 33

1
1

v vr r r q r
r

    


     

（4-160） 

因此，根据式（4-157），可知在第一阶段工作休假期内到达的顾客的平均剩余

效用为 U(1; q1) = R−CE[W1]，且与 q0和 q2无关。根据式（4-160），可知在第二

阶段工作休假期到达的顾客的平均剩余效用为 U(2; q1, q2) = R−CE[W2]，且只与

q1和 q2有关，而与 q0无关。再根据式（4-154），可知在忙期到达的顾客的平均

剩余效用为 U(0; q0, q1, q2) = R−CE[W0]，且与 q0, q1和 q2均相关。求解方程组

U(1; q1) = 0, U(2; q1, q2) = 0和 U(0; q0, q1, q2) = 0，可得到其根为(q*(0), q*(1), q*(2))。

至于(q*(0), q*(1), q*(2))的唯一性问题，由于其表达式的复杂性，我们只通过数值

方法观察到对于固定的 λ，的确只存在唯一的可行非负解。这说明大批顾客的到
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达只具有负效应

qe(2)) = (min{q

虽然
1v ＜

高。原因在于

处于休假期，较

由于
2v 太低，

以 qe(2)最低。当

的取值。 

除了图 4-

数 、
1v 和 

速远高于 qe(2

导致的。图 4-

但 qe(1)可能大

长。类似于图

至图 4-22均表

qe(1)或 qe(2)。

  

 

随机服务系统 

应。因此，在几乎

q*(0), 1}, min{q*

b 且 2v b ＜ ，

1v 相比 b 并不

较短的队长也会

且队列中可能

当然，qe(2) > qe(

-19，图 4-20至

2v 的敏感度。图

)(<0.5)，这是

21 表明 qe(1)随

大于 qe(2)，这是

4-20，图 4-22

表明 qe(0)几乎不

 

图 4-19 几

             （

乎不可视情形下
*(1), 1}, min{q*

但是图 4-19表

不算太低，因此

会吸引顾客进入

能包括在上一阶

(0)或 qe(1) < qe(

至图 4-22分别表

图 4-20表明 qe

由
1v =

2
2 v 以及

随
1v 递增，但

是因为在第一阶

表明 qe(1)和 q

不变，且如果休

几乎不可视情形下

10, 1, bR C  

下，顾客的均衡
* (2), 1})。 

表明 qe(2)最低，

此能够满足顾客

入。然而，在第

阶段工作休假期

(2)也可能发生，

表示的是顾客的

e(1)和 qe(2)均随

及第一阶段工作

qe(2)随
1v 递减

阶段工作休假期

e(2)均随
2v 递增

休假环境足够好

下的均衡混合止步

1 2
3, 2,   

衡止步策略为(qe

且 qe(0)不一定

客服务需求。而且

第二阶段工作休

内未被服务的顾

，这取决于 b , 

的均衡止步策略

随 递增，但 q

作休假期内积压

减。而且，虽然

期内具有较短的

增。至于 qe(0)

好的话，qe(0)不一

 

策略 

1, 0.1  ）
 

e(0), qe(1), 

定比 qe(1)

且，尽管

休假期内，

顾客，所

1v 和 2v

略关于参

qe(1)的增

压的顾客

1v <
2v ，

的平均队

，图 4-20

一定大于



图

图

 

图 4-20 几乎不可

5R （

图 4-21 几乎不可

1R （

可视情形下的均衡

5, 1, 3,bC    

视情形下的均衡混

10, 1, 3,bC    
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衡混合止步策略关于

1 2
5, 1, 0.5v v  

混合止步策略关于

1
3, 1, 0.1v   

具有工作休假策略

 

于 θ的敏感度 

5） 

 
于

1v 的敏感度 

）
 

的排队系统 
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图

然后，考虑

均队长为 


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
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因此，单

在均衡止步策

qe(2))。与 Us(

先增后减。 

4.3.4 完

最后，讨论

随机服务系统 

4-22 几乎不可视

10R （

虑均衡状态下的
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完全不可视排队
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视情形下的均衡混
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为 Us(q0, q1, q2)

(1), qe(2))下，

(2))类似，图 4

队系统 

排队系统，即顾

混合止步策略关于

2
3, 1, 0.1v   ）

利。根据式（4
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) =  (p0q0 + p1

均衡社会福

4-23表明 Us(q

顾客在时刻 t 观

 

于
2v 的敏感度 

 

4-147），系统无




 2
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q1 + p2q2)R−C

福利为 Us(qe(0

qe(0), qe(1), qe(2

观测不到服务员

无条件平





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22 33
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22

v

r r

r



  

（4-161） 

CE[Lpo]。

0), qe(1), 

2))仍随 λ

员状态 I(t)



和队长 N(t)。

均衡混合止步

图 4-23 几

在式（4-

下的稳态平均

因此，顾客的决

步策略可记为 qe

乎不可视情形下的

图 4-24 

161）中，将所

均队长 E[Luo]。因

决策相当于选择

。状态转移图如

的均衡社会福利（

 完全不可视排队

所有的 qi(i = 0, 

因此，顾客的稳

第 4章 具

择一个进入概率

如图 4-24所示

10, 1, bR C   （

队系统的状态转移

1, 2)替换为 q，

稳态平均逗留时

具有工作休假策略

率 q (0≤q≤1)，

。 

 

1 2
3, 2, 1,v v    

移图 

可得到完全不

时间为 

的排队系统 
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且顾客的

0.1  ） 

 

不可视情形
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因此，顾客

为 q*，因此顾客

果 / bq   ＜
减，而图 4-26

根据式（4

策略 qe下，均

qe(2))，图 4-29
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＜1，我们也观察

至图 4-28表明

图 4-25 

            

4-162），得到
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效用为 U(q) = R

策略为 qe = min

察到 U(q) = 0具

明 qe均随 θ、 v

 完全不可视情形

10, 1, bR C  （

单位社会福利为

Us(qe)。类似于

随 λ先增后减。
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具有唯一正根。

1v
和

2v 递增。
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解 U(q) = 0，可得

似于几乎不可视情

。图 4-25表明

 

略 
1, 0.1  ） 

R-CE[W])。在均

), ne(2))和 Us(qe


（4-162） 

得到其根

情形，如

qe随 λ递

均衡止步

e(0), qe(1), 



 

 

 

图 4-26 完全不
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图 4-27 完全不
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不可视情形下的均

5, 1, 3,bC    

可视情形下的均衡
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θ的敏感度

5） 
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图 4-28 完全不可

10R （

图 4-29 

             

可视情形下的均衡
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4.4 具有双级工作休假策略的排队系统 

本节将研究具有双级工作休假策略的几乎不可视与完全不可视排队系统中

顾客的均衡和最优止步策略，并导出队长和等待时间的随机分解结果以及均衡和

最优社会福利。 

4.4.1 模型描述 

考虑一些具有双级工作休假策略的 Markov 单服务员排队系统。假定顾客的

潜在到达率为，服务员的正常服务率为 b 。一旦系统空竭，服务员开始第一

级工作休假期 V1，V1服从参数为 θ 的指数分布。在此期间，顾客以服务率
1v

 接

受服务，且
1v

 < b 。休假结束后，如仍有顾客等待，则开始一个新的忙期。否则，

进行第二级工作休假 V2，V2与 V1具有相同的分布，且服务率由 1v
 转换为

2v ，

一般
2v <

1v
 。第二级工作休假结束后，如果有顾客等待，则进入忙期，否则进

入闲期等待顾客到达。因此，我们记该类排队系统为M/M/1/(D-A)WV排队系统。 

令(N(t), I(t))表示时刻 t时的系统状态，其中 N(t)表示时刻 t时的系统队长，I(t)

表示时刻 t时的服务员状态，且 

 
0,

1,

2,

I t







服务员处于忙期或闲期

服务员处于第一级工作休假期间

服务员处于第二级工作休假期间

 

在此，标记一个到达顾客，服务完成可获得服务收益 R，但也需承担单位等

待损耗 C。我们采用线性等待损耗函数，且到达过程、服务过程以及两级休假时

间相互独立，服务顺序为先到先服务。 

4.4.2 几乎不可视排队系统 

首先，考虑几乎不可视排队系统中顾客的均衡和最优止步策略。由于顾客可

观测到服务员状态，因此，他们的决策问题可表示为一组实际到达率 0 1 2( , , )  

( , 0,1, 2)i i  ≤ 。在此，分别记顾客的均衡止步策略为 ( (0), (1), (2))e e e   ，最优

止步策略为 ( (0), (1), (2))s s s   。 

为了得到 ( (0), (1), (2))e e e   ，首先导出稳态队长分布。状态转移图如图 4-30

所示。根据图 4-30，可知过程{N(t), I(t)}为一个拟生灭过程，且状态空间为 
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  , : 0 0 1 2k j k j  ≥ , = , ,  

如果 0 b   / ＜1，令(N, I)为过程{N(t), I(t)}的稳态极限。记稳态队长分布为 

0 1 2 0 1 2( , , ), ( , , ), 0k k k kπ π π k π π π π π ≥  

        , lim , , ,kj
t

π P N k I j P N t k I t j k j


        

最小生成元为 Q，从而得到状态转移概率方程为  0πQ ，即 

              00 0 02     （4-163） 

        0 0 10 0 10 1 2( ) , 1k b k k b k k k                ≥  （4-164） 

          101 1 10 11( ) b v          （4-165） 

     1 11 1 11 1 11( ) , 1k v k k v k            ≥  （4-166） 

         202 2 01 12( ) v          （4-167） 

    2 22 2 12 2 12( ) , 1k v k k v k            ≥  （4-168） 

应用字典序，Q可表示为分块矩阵的形式： 

 

00

10

 
 
 
 
 
   

A C

B A C
Q

B A C
 （4-169） 

其中 
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A  

现在需要求解以下矩阵二次方程 

 R2B + RA + C = 0 （4-170） 

的最小非负解，即率阵 R。鉴于 A、B、C的特殊结构，R必将具有类似的结构。

因此，假设 
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图 4-30 几乎不可视排队系统的状态转移图 
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R  （4-171） 

将其代入式（4-170），得到方程组 
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 （4-172） 

求解方程组（4-172），得到 

 1
1

1

2
2

2

0 0

0
1

0
1

b

b

r
r

r

r
r

r









 
 
 
 
 
 
 
 

( - )

( - )

R  （4-173） 

其中 
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 （4-174） 
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显然，0<ri<1(i =1, 2)。应用矩阵解析方法，得到 

 0 1 2 00 01 02( )=( ) , 0k
k k k k k      , , , , ≥R  （4-175） 

且 00 01 02  ( , , )满足 

 00 01 02 10 00( , , )( )     0RB A  （4-176） 

平衡方程为 

 1
00 01 02( , , )( ) 1    I R e  （4-177） 

其中 I为单位阵，e为单位向量，且 
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RB A  （4-178） 

将式（4-178）代入式（4-176），得到 
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 （4-179） 

根据式（4-173），求解方程组（4-179）得到 

20 2 2 0
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而且， 
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   

R ≥  

将 00 01 02  ( , , )和 Rk代入式（4-175），得到稳态队长分布为 
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 （4-180） 
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其中 00 可通过求解方程（4-177）得到，且 

2 22 1 1 2
00 1 2 1 2

2 1

(1 ) (1 )
(1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )

(1 ) 1

r r r r
r r r r

r r
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  
           

      （4-181） 
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              
  

根据式（4-180），系统处于状态 i(i=0,1,2)的概率 pi分别为 
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 （4-182） 

为了得到顾客在忙期的条件平均逗留时间，记为 E[W0]，首先得到顾客逗留

时间的 Laplace变换为 
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0 1 2 2*
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      
   （4-183） 

因此，顾客在忙期的条件逗留时间的 Laplace变换为 

 * *
0 0

0

1
( ) ( )W s W s

p
%  （4-184） 

从而得到   *
0 0 (0)E W W  % ，即 
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       

×

 （4-185） 

对于顾客在第一级工作休假期内的条件平均逗留时间，记为 E[W1]，我们需
要讨论在状态(k, 1)(k≥0)下的两种情形：首先标记一个在状态(k, 1)到达的顾客。

如果剩余休假时间内足够服务完 k+1（包括他自己）个顾客，顾客的逗留时间为
k+1 个参数为 μv1

的服务时间之和；否则，如果只有 j(0≤j≤k)个顾客在剩余休假

期内完成服务，顾客的逗留时间为剩余休假时间与 k+1−j个参数为 μb的服务时间
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之和。因此，得到顾客逗留时间的 Laplace变换为 
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 

  （4-186） 

因此，顾客在第一级工作休假期内的条件逗留时间的 Laplace 变换为 *
1 ( )W s %

*
1 1( )W s p/ 。从而得到 *

1 1[ ] (0)E W W   % ，即 
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 （4-187） 

另一方面，对于顾客在第二级工作休假期内的条件平均逗留时间，记为

2[ ]E W ，我们可类似讨论在状态(k, 2)(k≥0)下的两种情形。因此，顾客逗留时间

的 Laplace变换为 
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 （4-188） 

顾客在第二级工作休假期内的条件逗留时间的Laplace变换为 * *
2 2 2( ) ( ) /W s W s p% 。

从而得到 *
2 1[ ] (0)E W W   % ，即 
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 （4-189） 

因此，根据式（4-187），顾客在第一级工作休假期内的平均剩余效用为 1 1( )U  

1[ ]R CE W ，即 
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 （4-190） 

可见其只与 1有关。类似地，根据式（4-189），顾客在第二级工作休假期内的平

均剩余效用为 2 2 2( ) [ ]U R CE W   ，即 
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 （4-191） 

可见其只与 2 有关。再根据式（4-185），顾客在忙期的平均剩余效用为U0(λ0, λ1, λ2) = 

R–CE[W0]，即 
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（4-192） 

可见其与和 0 , 1和 2 均相关。求解方程组 1 1 2 2( ) 0, ( ) 0U U   和 U0(λ0, λ1, λ2) = 0，

可得正可行解为 * * *
0 1 2( , , )   。现在，我们检验 *

1 和
*
2 的唯一性，即 [ ]( 1,2)iE W i 

是否随 i单调递增。实际上， 
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都为正，因此 [ ( )] [ ( )] ( ) 0( 1,2)i i i i i iE W E W r r i   > ，这说明 *
1 和

*
2 具有唯一性。

对于 *
0 ，鉴于E[W0]表达式的复杂性，我们只做一些数值分析，且观察到

* *
0 0(0 min{ , })b     不唯一且一般具有两个值，即 E[W0]关于 0 严格凸。原因

在于大批的顾客到达可以刺激服务员以高服务率提供服务，从而避免休假，因此

0 的增大同时具有正负效应。但是很显然，只有 0 取较大值时才稳定。因此我们

只考虑顾客唯一稳定的均衡止步策略 ( (0), (1), (2))e e e   ，即 ( (0), (1), (2))e e e   
* * *
0 1 2(min{ , },min{ , },min{ , })      。 

然后，我们考虑顾客的最优止步策略，以及顾客的均衡和最优社会福利。根

据式（4-180），可知无条件平均队长为 
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    （4-193） 

因此，对于实际到达率 0 1 2( , , )   来说，单位社会福利为 

 0 1 2 0 0 1 1 2 2( , , ) [ ] ( ) [ ]sU R CE L p p p R CE L             （4-194） 

其中， 0 0 1 1 2 2p p p      。 

在均衡止步策略 ( (0), (1), (2))e e e   下，均衡社会福利可表示为 ( (0),s eU 
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(1)e b  。原

( (0), (1),s e eU  

图

另一方面，

以最大化社会福

无约束非线性规

4-32表明个人最

随机服务系统 

虽然
1v b  ，

因在于第一级工

, (2))e 是的凹

图 4-31 几乎不

  （R = 10

图 4-32 几乎不可

  （R = 10,

，社会计划者希

福利，记为 (sU

规划 0max (sU 

最优偏离社会最

图 4-31和图 4

工作休假期间的

凹函数，直至U

可视情形下顾客在

0, C = 1, μb = 2, μv1
=

可视情形下顾客在

 C = 1, μb = 2, μv1

希望顾客采用最

( (0), (1), (s s s  

1 2, , )  （当然

最优。特别地，

-32表明 (1)e 不

的队长比忙期时

( (0), (1),s e eU   

在忙期的均衡和最

= 1, μv2
= 0.5, θ = 0

在休假期的均衡和

= 1, μv2 = 0.5, θ =

最优止步策略，记

(2))，且 ( (0),s

， 0 1 2, ,   ≤

(0)e 与 (0)s

不一定小于 (0e

时的要短。图 4

(2))e 降为零。

 

最优到达率 

0.1） 

最优到达率 

0.1） 

记为 ( (0), (1s s 

, (1), (2))s s  可通

）得到。图 4

间的差距最小

0)，甚至

4-33 说明

 

 

1), (2))s ，

通过求解

4-31 和图

，这是由



于在忙期顾客

( (0), (1)s s sU  

   

4.4.3 完

接下来，

客观测不到系

客到达具有正效

), (2))s 单增且最

图 4-33 

               

图 4-34 

            （R

完全不可视排

继续讨论完全

系统状态，他们

效应的原因。对

最终保持恒定。

 几乎不可视情形

（R = 10, C = 1, 

 几乎不可视情形

R = 10, C = 1, μb =

排队系统 

全不可视情形下

们的决策问题

第 4章 具

对于最优社会福

。 

形下的均衡社会福

μb = 2, μv1
= 1.0, μv

形下的最优社会福

= 2, μv1 = 1.0, μv2 =

下顾客的均衡和

题相当于选择一

具有工作休假策略

福利来说，图 4

 

福利 

v2
= 0.5, θ = 0.1） 

 

福利 

0.5, θ = 0.1） 

和最优止步策略

一个统一的实

的排队系统 

·143· 

4-34 表明

略。由于顾

际进入率
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( )  ≤ 。他们的均衡和最优止步策略分别记为 e 和 s ，状态转移图如图 4-35

所示。 

 

图 4-35 完全不可视排队系统的状态转移图 

现在，首先导出系统稳态平均队长和顾客的平均逗留时间。同时，队长和逗

留时间的随机分解结果如以下定理所示。 

定理 4.4.1 对于具有双级工作休假策略的完全不可视M/M/1排队系统，如

果 / 1b    且
1b v  ，

2b v  ，则稳态平均队长可分解为两部分：E[L]= 

E[L0]+E[Ld]，其中 

 0[ ]
1

E L






 （4-195） 

为经典M/M1排队系统的稳态平均队长，E[Ld]为附加队长，且 
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 （4-196） 

其中 

 
2( ) 4

, 1,2
2

i i i

i

v v v

i
v

r i
      



     
   （4-197） 

且 
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  （4-198） 

证明 在式（4-180）和式（4-181）中，令 0 1 2      ,得到稳态队长分

布为 

    

2
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2 2 00
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,
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≥

 （4-199） 

其中 / b   。因此，得到队长 L的母函数为 

2
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0 1 2
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1 2

1 1 1
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 （4-200） 
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显然，L(z)可分解为两部分，其中 

 0

1
( )

1
L z

z








 （4-201） 

为经典 M/M/1 排队系统队长的母函数，服从参数为 1  的几何分布，且

0 0[ ] (1)E L L 。另一部分 
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 （4-202） 

为由双级工作休假策略导致的附加队长的母函数。记 
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因此，Ld(z)可表示为 

 1 2
0 1 2

1 2

(1 ) (1 )
( )

1 1d

r z r z
L z

r z r z
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 
  

 
 （4-203） 

根据 00 ，容易证明 0 1 2 1     。 ( )dL z 的结构说明附加队长 Ld服从修正的几

何分布。因此，Ld以概率 0 等于零，以概率 1 服从一个参数为 11 r 的几何分布，

以概率 2 服从一个参数为 21 r 的几何分布。所以， [ ] (1)d dE L L 。总之， [ ]E L 

0 0 0(1) (1) (1) (1) (1) [ ] [ ]d d dL L L L L E L E L      。 

定理 4.4.2 对于具有双级工作休假策略的完全不可视M/M/1排队系统，如

果 ρ = λ/μb<1 且 μb>μvl，μb>μv2，则顾客平均逗留时间可分解为两部分：

E[W]=E[W0]+E[Wd]，其中 

 0

1
[ ]

(1 )b

E W
 




 （4-204） 

为经典M/M/1排队系统的稳态平均逗留时间，E[Wd]为附加延迟，且 
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 （4-205） 

证明 事实上，当一个顾客服务完成离开系统时，队长 L为在他的逗留时间W

内到达的顾客数。因此，基于定理 4.4.1以及 L的母函数和 W的 Laplace变换之

间的关系式： *( ) ( (1 ))L z W z  ，得到 
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其中  1 1 11 /r r   ,  2 2 21 /r r   。类似于 L(z)，  *W s 也可分解为两部分，

其中 
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为经典 M/M/1 排队系统的顾客逗留时间的 Laplace 变换，说明 0W 服从参数为

 1b  的指数分布，且  *
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                  （4-208） 

为由双级工作休假策略导致的附加延迟的 Laplace变换。记 
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得到 
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因此，类似于 dL 的分解结果，附加延迟 dW 服从一个修正的指数分布。也就

是说， dW 以概率 0 等于零，以概率 1 服从参数为 1 的指数分布，以概率 2 服

从参数为 2 的指数分布。因此，
*[ ] (0)d dE W W    。总之，

*[ ] (0)E W W   

* * * *
0 0 0(0) (0) (0) (0) [ ] [ ]d d dW W W W E W E W        。 

根据定理4.4.2，顾客的平均剩余效用为 

 
 

   
22 00 1 1
2

11

1
[ ]

1 11

v

b b

r r rC
U R CE W R

rr

    


   

                

   
00 2 2

2
22

                          
11 b

r r

rr

 
 

 
     

 （4-210） 

求解   0U   ，可得到正可行解 * 。至于 * 的唯一性，我们可通过数值方法验

证 E[W]是先减后增的凸函数还是严格增函数。结果表明， [ ]dE W 为凹函数且始终

严格递增  b  ，且由于 0[ ]E W 为凸函数且也是始终严格递增，所以 E[W]必为

严格增函数。这说明顾客到达的正效应几乎可以被忽略。因此，我们推定顾客的

正稳定均衡止步策略 e 是唯一的，且
*min{ , }e   。 

再根据式（4-210），对于实际到达率来说，单位社会福利为 

 
 

   

   

22 00 1 1
2

11

00 2 2
2

22

[ ]
1 11

                          
11

v

s
b

b

r r rC
U R CE L R

rr

r r

rr

     
   

  

 
 

              
 
     

（4-211） 
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在均衡止步策略 e 下，均衡社会福利可记为 ( )s eU  ，而最优止步策略 s 可

通过求解最优问题max ( )( )sU   ≤ 得到，且最优社会福利可记为 ( )s sU  。类似

于几乎不可视情形，图 4-36 表明个人最优偏离社会最优，图 4-37 表明 ( )s eU  具

有先增后减的变化趋势，而图 4-38表明 ( )s sU  单增且最终恒定。 

 

图 4-36 完全不可视情形下的均衡和最优混合止步策略 
         （R = 10, C = 1, 2b  ,

1
1.2,v 

2
0.8v  , µ = 0.5） 

 

图 4-37 完全不可视情形下的均衡社会福利 

                   （R = 10, C = 1, 2b  ,
1

1.2v  ,
2

0.8v  , = 0.5） 
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图 4-38 完全不可视情形下的最优社会福利 

                  （R = 10, C = 1, 2b  ,
1

1.2v  ,
2

0.8v  , = 0.5） 

4.5 具有阈值工作休假策略的排队系统 

本节将研究具有工作休假和阈值策略的有限容量排队系统中顾客的均衡和

最优止步策略，并研究系统费用对顾客止步行为和最优社会福利的影响，以及顾

客和社会计划者对空竭与非空竭服务规则的偏好。 

4.5.1 模型描述 

分析两类具有阈值工作休假策略的单服务员且容量有限的 Markov 排队系

统，它们的区别在于服务规则不同，一类为空竭服务系统，一类为非空竭服务系

统。假设服务需求很大，即顾客潜在到达率 Λ足够大，顾客的实际到达率为 λ，

服务员在忙期的服务率为 b 。对于空竭排队系统，一旦系统空竭，服务员则开始

一个服务率为  v v b   的工作休假，当队长达到 rT 时，服务员开始一个新忙期。

然而，对于非空竭排队系统，服务员根据 rT 阈值自动变换服务率。也就是说，当

顾客数少于 rT 时，服务率设为 v ，否则，服务率转为 b 。因此，我们记这两类

排队系统分别为  M / M / 1 / ,rN T E 和  M / M / 1 / ,rN T NE 排队系统，其中 N 表

示系统容量。 

令 ( ( ), ( ))( 1, 2)i iL t I t i  分别表示M / M / 1 / ( , )rN T E 系统和M / M / 1 / ( , )rN T NE

系统中时刻 t的系统状态，其中 ( )iL t 表示系统队长， ( )iI t 表示时刻 t时的服务员
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状态，且 

  0,

1,
iI t


 


服务员处于工作休假期

服务员处于忙期
 

我们考虑完全不可视情形，即到达顾客观测不到系统状态 ( )iL t 和 ( )iL t 。 

在此，标记一个到达顾客，服务完成可获得服务收益 R，但也需承担单位等

待损耗 wc 。我们采用线性等待损耗函数，因此平均剩余效用为 [ ]wU R c E W  ，

其中 E[W]表示他的平均逗留时间。假定系统总费用由状态转换费用和系统运行

费用两部分构成，且单次转换费用为 sc ，单位时间运行费用为  r r sc c c≤ 。而且，

系统运行费用除了和运行时间 rt 有关，还与服务率的大小成正比。因此，我们
采用一个二元系统运行费用函数  ,r rC t 且  ,r r r rC t c t  。假设服务顺序为先

到先服务，不允许顾客插队或中途退出系统。 

4.5.2 队长与忙循环 

4.5.2.1 空竭排队系统 

对于空竭排队系统，首先导出稳态队长分布。显然，过程    1 1{ , }L t I t 为拟

生灭过程，且状态空间为 

   1 { ,0 : 0 1} { ,1 :1 }rk k T k k N   ≤ ≤ ≤ ≤  

令(L1, I1)为过程    1 1{ , }L t I t 的稳态极限。记稳态队长分布为 

     
     

0 1 0 0,0 1 0 1,0 1 1,1 2,1 ,1

, 1 1 1 1 1

, = , , , , ,

{ , } lim { , }, ,

rT N

k j t
P L k I j P L t k I t j k j

     






 

      

     ，， ， ，
 

最小生成元为Q ，且状态转移概率方程  0Q 为 

0,0 1,1 1,0b v       （4-212） 

  ,0 1,0 1,0 ,1 2v k k v k rk T         ≤ ≤  （4-213） 

  1,0 2,0r rv T T       （4-214） 

  1,1 2,1b b       （4-215） 

  ,1 1,1 1,1 , 2 1,b k k b k rk N k T          ≤ ≤  （4-216） 

  ,1 1,1 1,1 1,0r r r rb T T b T T             （4-217） 

1,1 ,1N b N     （4-218） 

令 i j0 为 i j 阶的零向量， (1 1j rj T ≤ ≤ 或1 )j N≤ ≤ 为单位列向量， T
j 为它

的转置。应用字典序，Q可写成分块矩阵的形式： 
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 

  
 

A C
Q

B D
 （4-219） 

其中 

 

 
 

r r

v v

v v

v v T T

 
   

  

  


  
   
   
   

   

  A  

 

     

 1 1 1

1 1 1 1

,

r r

r r
rr

b T T N

T
N N T T

T NN T





   

    


  
  
     
  

   

0 O

B C

0 0

 

 
 

 

 

b

b b

b b

b b

b b N N

  

   

   

   

 


 


  


   

  
  

  
D  

且 A, D为三对角矩阵。为了以下证明方便，我们将 A写成分块形式： 

   

1

1 0 1 1r r

T

v T T

 

    

 

 


  

A

A

  

引理 4.5.1 A0和 D均为可逆阵，且它们的行列式分别为 

 
 

 

1

0
1

1 ,

,

r r
r

r

T T
T v

v
v

T

r vT

   
 

  





 
   

  

A  （4-220） 

和 

  N

b D  （4-221） 

证明 根据|A0|的结构，得到递推公式： 
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     1 2

0 0 0v v      A A A  

由此得到 
      

      
 

1 1 2

0 0 0 0

2 13

0 0

1

r

r

v v

T

v

T

  

 



  





   

  

 

A A A A

A A  

从而，当 v ≠ 时， 

         
1

1 1 1 1

0 0
0

1
rrr

vr r r

TTT
T k T k T

v v
k v

 
   

 


    




        

A A  

特别地，如果 v  ，我们有 

       
1

1 1 1 1

0 0
0

r
r r r

T
T T T

r
k

T   


   



       A A  

类似地，通过初等变换，也可得到 D的行列式的值。将 D的后 N-1列加到第一列

上，然后将 D对应的行列式按第一列展开，得到 
   1 N

b b    D D  

定理 4.5.1 对于具有 Tr阈值工作休假策略的空竭服务M/M/1/N排队系统，

稳态系统队长分布为 

 

 

 

,0 0,0

1
,1 0,0

, 1 1

, 1

r r

r r

r

rr r

j T j T j
v

j rT T
v

T
v T

j T jT T
v

j T

j N

  
 

 
  

   
 

 



 
 




  

≤ ≤

≤ ≤D

 （4-222） 

其中 

 
   
  

 
1

1
0,0 1

r r r r

rr rr r

T T T T
r v v v T

T NT TT T
vv v

T         
 

    




    

   
   

D e  （4-223） 

且  11,1, ,1
T

N N
 e 。 

证明 由于 满足  1 rT N Q 0 ，因此得到 

 0 1 1

0 1 1

rT

N





 


 

 
 

A B 0

C D 0
 （4-224） 

令 0 0,0 0 1 1,1 1( , ), ( , )       ，所以 
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   
 

     

1 11

0,0 0 1,1 1 1

1 0 1 1 1 1

, ,
r

r

r
r

T
b T

T

v N N T
N T

 
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 

 



     

  
        
  

   

 

0

0

A 0 0

 

由此得到 

 
 
 

1
0 1 0 0,0

1 1
1 1 0 0,0

1,

1,

T

T

 

 



 

  


 





A

A CD
 （4-225） 

令 1
1 0
T  A X 且向量 1 2 1( , , , )

rTx x x  X ，则 X可通过求解 0 1
T T A X 得到。 

根据克莱姆法则（Cramer’s Rule），得到方程组的解为 

 0( 1) , 1 1
r r

r

T j T j
vT j T

j r
v

x j T
 

 

 
  


A ≤ ≤  （4-226） 

将式（4-220）代入式（4-226），得到 

 1
,0 1 0 0,0 0,0 , 1 1

r r

r r

j T j T j
vT

j j rT T
v

x j T
  

   
 

 



  


≤ ≤A  

根据 C的特殊结构，还可得到 

1 1
1 1,0 0,0

( )r

r r rr r

T
vT T

T T TT T
v

     
 

 



   


D D  

因此， 

1
,1 0,0

( )
, 1

r

rr r

T
v T

j T jT T
v

j N
     
 


 


D ≤ ≤  

根据平衡方程 1
rT N e ，其中  1(1,1, ,1)

r r

T
T N T N   e ，可得到 0,0 的表达式。 

令 1
N

 D e Y ，可通过求解 NDY e 得到 Y。 

鉴于定理 4.5.1中的结果，系统处于状态 i(i = 0, 1)的概率 pi分别为 

 
 

1

0 ,0 0,0
0

1
1 ,1 0,0

1

r r

r r

r

rr r

T T
r v

j T T
j v v

TN
v T

j T NT T
j v

T
p

p

  
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
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 （4-227） 

平均队长为 

 
1

1 ,0 ,1
1 0

rT N

j j
j j

E L j j 


 

     
（4-228）

 

   
  

 
 

  1
0,02

1 1

2

r r r r

rr rr rr r

T T T T
v r v v r r v T

T NT TT TT T
vvv v

T T T         
  

     


     
   
   

D     

其中 (1, 2, , )T
N N   。因此，顾客的平均逗留时间为 1 1 ,1[ ] [ ] ( (1 ))NE W E L    ，
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且顾客的均衡到达率 1
e 可通过求解  1 0R c E W  得到。如果不考虑系统费用，

平均社会福利为 
  1 ,1 1( ) (1 )NS R c E L      （4-229） 

现在，为了分析系统费用以及考虑系统费用条件下的社会福利，继续推导空

竭服务系统的平均忙循环。鉴于阈值策略和空竭服务规则，在整个工作休假期间，

到达顾客数与服务完成顾客数之差应为阈值 Tr。因此，如果在休假期间有 j(j≥0)

个顾客完成服务且到达顾客数不少于 j个，则休假长度应等于 Tr + j个到达间隔。

令 1 1( ),v t v 分别为空竭服务系统中休假长度的概率密度函数和均值，得到 

 
 

 
     1 1

1
0 0

( ) 1
1 ! ! !

r

v

T j j kj
v t t

j kr

t t t
v t e e

T j j k
       

  

 

 
  
    

   （4-230） 

从而得到平均休假时间为 

 
   

 
   

1

1 2 1 2 1
0 1 0

2 ! 2 !

1 ! ! 1 ! ! ! 2

r r

r r

jT j j T j k j
r rv v

T j T j k
j j kr rv v

T j T j k
v

T j j T j j k s

   
   

   

    
  

  
 

     
   

（4-231） 

根据式（4-227），得到空竭服务系统的平均忙循环，记为 e
cB ，并且 1 0/e

cB v p 。

因此，单位时间内系统总费用 e
TC 为 

    0 1 0 1

1
2 2e

T r v b s se
c

C c p p c c p p
B

 
  

      
  

 （4-232） 

其中 .  是向下取整函数。不失一般性，假定一个忙循环开始于一个工作休假期

开始的时刻。因此，考虑系统费用条件下的社会福利为 

         1 ,1 1 0 1 0 1

1
1 2 2N r v b s se

c

S R c E L c p p c c p p
B

    
  

         
  

 

  （4-233） 

4.5.2.2 非空竭排队系统 

对于非空竭排队系统，过程{L2(t), I2(t)}仍为一个拟生灭过程，且状态空间为 

   2 ( ,0) : 0 1 ( ,1) :r rk k T k T k N   ≤ ≤ ≤ ≤  

记稳态队长分布为 

0 1 0 0,0 1,0 1,0 1 ,1 1,1 ,1( , ), ( , , , ), ( , , , )
r r rT T T N               

从而得到状态转移概率方程为 

 0,0 1,0v    （4-234） 

   ,0 1,0 1,0 , 1 2v j j v j rj T         ≤ ≤  （4-235） 
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   1,0 2,0 ,1r r rv T T b T          （4-236） 

   ,1 1,0 1,1r r rb T T b T          （4-237） 

   ,1 1,1 1,1, 1 1b j j b j rT j N          ≤ ≤  （4-238） 

 ,1 1,1b N N     （4-239） 

定理 4.5.2 对于具有 Tr阈值工作休假策略的非空竭服务 M/M/1/N 排队系

统，稳态系统队长分布为 

 

,0 0,0

1 1

,0 0,0

, 0 1

,
r r

j

j r
v

j T T

j r r
b v

j T

T j N

 


  
 

  

  
   

  

    

    
   

≤ ≤

≤ ≤

 （4-240） 

其中 

 
 

 

1
1 1

1
0,0 1
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r

N TT N TT T
bvT

v N T
v b b

    
    

   


 

 
  

   
 （4-241） 

证明 求解式（4-235），可得到递推公式： 

 1,0 ,0 ,0 1,0 0,01
j

j j j j
v v v

      
   

   
       

   
 

考虑式（4-234），得到 
1

,0 1,0 0,0

1

0,0 0,0
0

0,0

1

1

,0 1

j

j j
v v

ij

i v v

j

r
v

j T
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 

 










   
     

   

   
     

   

 
  
 



≤ ≤

 

将式（4-234）至式（4-236）加在一起，可得到关系式 
1

,1 1,0 0,0

r

r r

T

T T
b b v

    
  




  

    
  

 

再考虑式（4-237），可得 
2 1

1,1 ,1 1,0 0,0

r

r r r

T

b
T T T

b b b v

       
   



 
   

      
   

 

因此，根据式（4-238），得到递推公式： 
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 
1 1
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从而得到 
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

≤ ≤

 

方程（4-239）说明 ,1N 具有与 ,1 : 1j rT j N ≤ ≤ 一样的形式。根据平衡方程

1N e ，得到 0,0 。 

基于定理 4.5.2中的结果，系统处于状态 i (i = 0, 1)的概率为 
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 （4-242） 

平均队长为 
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   （4-243） 
因此，顾客的平均逗留时间为 2 2 ,1[ ] [ ] ( (1 ))NE W E L    ，且顾客的均衡到达率 2

e

可通过求解 2[ ] 0R c E W  得到。如果不考虑系统费用，平均社会福利为 

 2 ,1 2( ) (1 ) [ ]NS R c E L       （4-244） 

接下来，导出非空竭服务系统的平均忙循环。类似地，鉴于阈值策略和非空

竭服务规则，在整个工作休假期间，到达顾客数与服务完成顾客数之差应为 1。因

此，如果在休假期间有 (0 1)rj j T ≤ ≤ 个顾客完成服务，则休假长度应等于 j+1个

到达间隔。如果在 Tr-1 个顾客的服务期间（且只有 j 个顾客完成服务）有至少

1( )r rj T j T  ≥ 个顾客到达，则休假长度应等于 j + 1个到达间隔。令 2 2( ),v t v 分

别为非空竭服务系统中休假长度的概率密度函数和均值，得到 



经济学视角下的随机服务系统 

·158· 

               
 

   
1 2

2
0

0 0

d
! ! ! ! ! !

r
r r

v v v

r

j j j j j T kT T
v v vt t u

j j T k r

t t t t u u
v t e e e u

j j j j j T k
                    

  

 
  

（4-245） 

从而得到平均休假时间为 
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  （4-246） 

根据式（4-242），得到非空竭服务系统的平均忙循环，记为 n
cB ，并且 2 0/n

cB v p 。

因此，单位时间内系统总费用 n
TC 为 

    0 1 0 1

1
2 2n

T r v b s sn
c

C c p p c c p p
B

 
  

      
  

 （4-247） 

因此，考虑系统费用条件下的社会福利为 

          2 ,1 2 0 1 0 1

1
1 2 2N r v b s sn

c

S R c E L c p p c c p p
B

    
  

         
    

  （4-248） 

4.5.3 数值比较 

4.5.3.1 忙循环 

首先，我们比较空竭服务系统和非空竭服务系统的平均忙循环。从图 4-39

和图 4-40 观察到，空竭系统的平均忙循环总是比非空竭系统的更长，而且空竭

系统的平均忙循环对各类系统参数变化的敏感度更高。 

 
图 4-39 空竭与非空竭排队系统的忙循环关于(1) Tr的敏感度 2, 4, 1, 20b v N     （ ）、 

(2) v 的敏感度 2, 4, 20, 5b rN T    （ ） 
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图 4-40 空竭与非空竭排队系统的忙循环关于 λ的敏感度 

对于空竭系统，随着 rT 的增加，一个工作休假期显然会增长，且忙期开始时

会积压更多的顾客，从而使得忙期长度也增长，所以忙循环 e
cB 相应增长。然而，

非空竭系统的忙循环 n
cB  对 rT 的敏感度并不高，甚至，当 rT 接近于 N时，忙循环

长度变得更短。实际上，这是由有限系统容量 N造成的，当 rT 接近于 N时，会有

更少的顾客接受服务，从而忙期减短。 

对于忙循环关于 v 的敏感度来说，我们观察到忙循环始终随 v 递增。然而，

图 4-40 表明，无论对于空竭系统还是非空竭系统，忙循环始终随 b 递减。这也

说明系统负载越低，平均忙循环越短。而且，由于实行阈值策略，对于空竭系统

和非空竭系统，图 4-40表明，当较小时，一个工作休假和整个的忙循环都随

递减，而当足够大后，工作休假减少的部分不足以抵消忙期增加的部分，因而

忙循环开始随递增。 

4.5.3.2 系统费用 

接下来，在一个固定时间区间 T内，比较空竭系统和非空竭系统的系统费用。在

空竭系统中，显然，较高的阈值 rT 能降低服务员状态转换的频率，从而减少系统费用。

因此，图 4-41表明系统费用随 rT 递减，尤其是当 cs远大于 cr时更是如此。而且，无论

cs与 cr的大小关系如何，当 rT 超过某个域值后，系统费用的递减率将明显降低。 

另一方面，对于非空竭系统来说，虽然较大的阈值 rT 能减少系统运行费用，但

服务员状态转换的频率不一定与 rT 成反比。尤其是当 rT 接近 N时，由于越来越短的

忙期，服务员的状态转换频率可能会越来越高。因此，当 cs > cr且 rT 趋近于N时，

从图 4-41可以观察到系统费用有一个小的反弹。实际上，对于固定的 cr和 cs以及可变

的 v 和 b ，我们已经验证了当 rT 趋近于N时，系统费用仍然有一个小的反弹，尤其是

当 b 和 v 的差距较小时。图4-41还表明一般当 cs > cr时， n e
T TC C> ，这是由于 e n

c cB B> ，



经济学视角下的随机服务系统 

·160· 

且 n
TC 的减速比 e

TC 要快，这说明系统运行费用在系统总费用中应占更大比例。 

 
图 4-41 空竭与非空竭排队系统在 T时间段内的系统费用关于 rT的敏感度

2, 4, 1, 60, 20b v T N      （ ） 

4.5.3.3 到达率与社会福利 

最后，我们分别比较空竭系统和非空竭系统的顾客均衡到达率、最优到达率以

及最优社会福利。在此，我们只考虑稳定的均衡到达率。图 4-42表明 1
e 总是高于 2

e 。

原因在于顾客相信，在非空竭系统中，他们更有可能遇到低速服务的服务员。然而，

当 rT 很小或接近于 N 时，他们的差距并不明显。而且， 2
e 相比 1

e 来说，对 rT 的敏

感度更高。因此，在非空竭系统中，通过调节阈值来控制系统负载将更有效。 

 
图 4-42 空竭与非空竭排队系统的均衡到达率关于 Tr的敏感度

10, 1, 1, 0.5, 20b vR C N     （ ）
 

不考虑系统费用，图 4-43 表明 * * * *
1 2 1 2, ( ) ( )S S   ≥ ≥ ，且随着 rT 的增大，

二者几乎相等。而且，对于空竭系统和非空竭系统，它们的最优阈值并不相等，
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即空竭系统的最优阈值为 2rT  ，非空竭系统的最优阈值为 1rT  。这说明，尽管

没考虑系统费用，至少对于空竭系统来说，采取阈值策略对增加社会福利是有益

的，并能提高服务员效率。 

类似于图 4-43，图 4-46表明 * *
1 2 ≥ 且 * *

1 2( ) ( )S S ≥ 。而且， *
1 和 *

1( )S  均

随 N 递减，而 *
2 和 *

2 ( )S  几乎保持不变。这说明对于社会计划者而言，空竭系

统的系统负载应高于非空竭系统的系统负载，这使得空竭系统的性能指标对 N变

化的敏感度更高。 

另一方面，在社会福利中考虑系统费用，图 4-44说明，当 rT > 2时，最优到

达率和最优社会福利不一定随 Tr递减。这主要是由于系统费用一般情况下是随 rT

递减的。而且， *
1( )S  并不总是大于 *

2 ( )S  ，这是由于在非空竭系统中，系统费

用随 rT 的减速更高。因此，如果考虑系统费用，空竭服务规则对于社会计划者来

说并不一定是更好的选择，即当 rT > 11时，他应选择非空竭服务规则。而且，与

图 4-43类似，空竭系统和非空竭系统的最优阈值并不一致。 

与图 4-43和图 4-44相反，图 4-45表明，当 v 比 b 低很多时，为了保证系统正

常运行，随着 rT 的增大，社会计划者始终希望更多的顾客加入系统，尤其是对于非空

竭服务系统。然而，显然，这与顾客的个人意愿是冲突的。而且，不同于最优到达率，

最优社会福利始终随 rT 递减，因此 rT  = 1对于空竭和非空竭系统来说都是最优的。 

 
图 4-43 空竭与非空竭排队系统的最优到达率和最优社会福利（不包括系统费用） 

关于 rT的敏感度 10, 1, 1, 0.5, 20b vR C N     （ ） 

和图 4-46相比，除了空竭系统的最优到达率和最优社会福利随 N递减之外，

图 4-47 还表明在非空竭系统中，二者均具有先递增而后不变最后递减的变化趋

势。主要原因就是对于非空竭系统，当 N相比 rT 较小时，状态转换费用随 N递减，

而当 N相比 rT 大很多时，系统运行费用随 N递增。 
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图 4-44 空竭与非空竭排队系统的最优到达率和最优社会福利（包括系统费用） 

     关于 rT的敏感度 10, 1, 0.1, 0.5, 1, 0.5, 20r s b vR C c c N       （ ）
 

 

图 4-45 空竭与非空竭排队系统的最优到达率和最优社会福利（包括系统费用） 

    关于 rT的敏感度 10, 1, 0.1, 0.5, 2, 0.1, 10r s b vR C c c N       （ ）
 

 

图 4-46 空竭与非空竭排队系统的最优到达率和最优社会福利（不包括系统费用） 

关于 N的敏感度 10, 1, 1, 0.5, 8b v rR C T     （ ） 
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图 4-47 空竭与非空竭排队系统的最优到达率和最优社会福利（包括系统费用） 

      关于 N的敏感度 10, 1, 0.1, 0.5, 1, 0.5, 8r s b v rR C c c T       （ ） 

4.6 相关文献评述 

最初的关于排队系统中工作休假策略的详细描述是由 Servi和 Finn[9]给出的。

Servi 和 Finn[9]采用古典生灭过程方法研究了多重工作休假的 M/M/1 排队，得到

了稳态队长和等待时间。之后，Wu与 Takagi[72]等文献进一步扩展了M/M/1工作

休假排队，使用嵌入 Markov 链和复函数围道积分研究了多重工作休假的 M/G/1

排队系统。接下来，应用拟生灭过程理论及方法，李继红、田乃硕等[71,73,74]分别

分析了具有多重工作休假的 Markov 排队系统、M/G/1 排队系统，以及具有单重

工作休假的 GI/M/1 排队系统，得到了稳态队长分布与随机分解结果。更多关于

工作休假的介绍及相关文献请参考田乃硕等[10]给出的综述以及李继红[11]的博士

学位论文。 

从经济学的研究角度来看，针对空竭服务系统，孙微等[67,68,70]、王金亭等[75,76]

和 Guha等[77]分别得到了具有多重工作休假、单重工作休假、双阶段工作休假和

双级工作休假的排队系统中顾客的均衡止步策略。针对非空竭服务系统，

Dimitrakopoulos 和 Burnetas[66]考虑了具有工作休假和阈值策略的队长不可视

M/M/1排队系统中顾客的均衡止步行为。孙微等[69]研究了具有工作休假和阈值策

略的有限容量排队系统中顾客的均衡和最优止步策略，并研究了系统费用对顾客

止步行为和最优社会福利的影响。 
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第 5章 具有中途退出行为的排队系统 

5.1 中途退出行为 

在实际的随机服务系统中，顾客除了在进入队列前可能会产生止步行为之

外，由于一些外部因素的影响，也有可能迫使或诱使其产生中途退出队列的行为。

比如，在服务员休假期或慢速服务期（工作休假期），一些外生的退出机遇会有

规律的到达系统，或者，服务员在提供服务的过程中，可能会由于自身原因或不

可抗拒的外力原因而导致其失去服务能力。在这些时刻，在场顾客均将面临是否

中途退出系统以及以何种方式退出系统的选择。 

本章将研究由上述这些随机性外因导致的顾客退出行为对系统性能的影响，

尤其是对顾客止步行为的影响，从而强调顾客不同阶段行为之间的制约关系，凸

显顾客在进入复杂系统前的能动性与前瞻性。 

本章内容为作者研究成果[78,79]的进一步完善和补充。 

5.2 具有不可靠服务员与维修员的排队系统 

服务员因自身或外力原因失效后，在场顾客面临多种选择，如全部离开（“清

场”系统）、部分离开（同时独立决策或顺序独立决策）及全部等待。在服务员

维修期间，维修员仅以一定的概率保证一次性修理成功，因此，单次修理过程完

成后，在场顾客鉴于维修结果仍面临类似选择。本节将对其中的两类模型中顾客

的止步行为进行对比。 

5.2.1 模型描述 

分析两类具有不可靠服务员和不可靠维修员的Markov单服务员排队系统，他们

的区别在于分别采用清场机制（服务员因不可抗力的灾难性原因而导致失效）和非
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清场机制（服务员因自身寿命终结而导致失效）。假定顾客的潜在到达率 Λ足够大，

实际到达率为 λ，服务员服务率为 µ。在服务员处于忙期或闲期时，可能会由于外力

原因或自身原因导致服务员失效，失效的发生过程服从参数为 η的 Poisson过程。 

为了便于比较，我们假定外来不可抗力的灾难性原因的到达间隔与服务员的

寿命均服从同样的参数为 η 的 Poisson 分布。在每个失效时刻，对于清场系统，

所有在场顾客均立即离场，而对于非清场系统，所有在场顾客均与服务员一起经

历一个修理时间。在修理期间，顾客可正常到达系统。在经历一个服从参数为 γ

的指数分布的修理时间后，服务员仅以概率 p(0＜p＜1)恢复正常。一旦服务员修

理失败（概率为 q =1-p），所有在场顾客均离场，同时下一个修理时间开始。 

令(Li(t),Ii(t))(i=1，2)分别表示清场系统和非清场系统中时刻 t 的系统状态，

其中 Li(t)表示时刻 t的系统队长，Ii(t)表示时刻 t的服务员状态，且 

0,
( )

1
iI t


 


服务员处于修理期

, 服务员处于正常状态  
我们考虑完全不可视排队系统，即到达顾客观测不到系统状态 Li(t)与 Ii(t)。 

对于每个进入系统的顾客，他服务完成可获得服务收益 R（如果中途退出的话

将一无所获），但也需承担单位等待损耗 c。我们采用线性等待损耗函数，且假定

到达过程、失效过程、服务过程和修理时间相互独立，服务顺序为先到先服务。 

5.2.2 非清场排队系统 

对于非清场排队系统，为了分析顾客止步行为，首先设法得到稳态队长分布

的母函数。显然，过程{L1(t), I1(t)}为一个拟生灭过程，且状态空间为 Ω1={(k, j)：

k≥0, j=0, 1}。令(L1, I1)为过程{L1(t), I1(t)}的稳态极限。记稳态队长分布为 

0 1 0, 1,

, 1 1 1 1 1

( , ), ( , , ), 0,1

{ , } lim { ( ) , ( ) }, ( , )

j j j

k j
t

j

P L k I j P L t k I t j k j

 




  

      



Ω
   

　　
 

由状态转移图 5-1可知，稳态状态转移概率方程为 

0,0 0,1 ,0
0

( ) j
j

q     



     （5-1） 

,0 ,1 1,0( ) , 1n n n n        ≥　　  （5-2） 

0,1 1,1 0,0( ) p         （5-3） 

          ,1 1,1 1,1 ,0( ) 1n n n np n             ≥,　  （5-4） 

定义系统稳态队长分布的母函数为 ( )z ，状态 0 和状态 1 下的偏概率母函

数分别为 0 (z)和 1 (z)。显然， 0 1( ) ( ) ( )z z z     ，且 
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0 ,0 1 ,1
0 0

( ) ( )n n
n n

n n

z z z z 
 

 
    ，  

 

图 5-1 非清场系统的状态转移图 

定理5.2.1 对于具有不可靠服务员和不可靠维修员的非清场M/M/1排队系

统，稳态队长分布的偏概率母函数 0 ( )z 和 1( )z 分别为 

0
0

0 0

1

2

(1 )
( ) 1

( )( ) (1 )( )

( )

q z z z
z p

p z z z z

p z
z z

z

  
          

      
  



  
            

 
          

（5-5） 

2
0

1
0 0

1

2

(1 )
( )

(1 )( )

( )

pq z z z
z

p z z z

p z
z z

z

 
       

      
  



 
         

 
        

 

其中 z0为以下方程 
2 3 2(2 ) (( )( ) ) ( ) 0z z p z                              （5-6） 

的解且 0<z0<1。 

证明 将式（5-1）和式（5-2）关于 n≥0求和，得到 

 0 1(1) (1)p     （5-7） 

结合式（5-7）与平衡方程 0 1(1) (1) 1    ，得到 

 0 1(1) , (1)
p

p p
 

   
   

 
　　  （5-8） 

分别用 z0和 zn与式（5-1）和式（5-2）相乘，再关于 n≥0求和，然后代入式（5-8），

得到 



第 5章 具有中途退出行为的排队系统 

·167· 

 0 1( ) ( )
(1 )

q
z z

z p
 

   
        

 （5-9） 

类似地，分别用 z0和 zn与式（5-3）和式（5-4）相乘，再关于 n≥0求和，得到 
2

2
1 0,1( ) ( ) (1 )

(1 ) (1 )
p z pq z

z z z z
z p z

         
     

                 
（5-10） 

显然，关于 z的三次方程 

 2 ( ) 0
(1 )

p z
z z

z
     

 
     

 
 （5-11） 

具有三个根。定义函数 
2 3 2( ) (2 ) (( )( ) ) ( )f z z z p z                            

有 

(0) ( ) 0, (1) 0f f q      ＜ 　　 ＞  

所以有一个根 z0(0，1)且很容易验证它的唯一性。在式（5-10）中，令 z = z0（注

意到：因为 0<z0<1，所以 1 0( )z 收敛），得到 

 
2

0
0,1

0 0(1 )( (1 ) )
pq z

p z z
 
    


   

 （5-12） 

首先将式（5-12）代入式（5-10），可求解出 1 ( )z 。然后, 将 1 ( )z 代入式（5-9），

可求解出 0 ( )z 。 

鉴于定理 5.2.1中的结果，非清场系统中的稳态平均队长 E[L1]为 

 

2
0

1 0 1
0 0

( )
[ ] (1) (1)

( ) (1 )( (1 ) )

( )
( ) ( )

p z
E L

p z z

p p
q

p q p

   
    

     
      

             
         

（5-13） 

因此，稳态下任意顾客的平均逗留时间为 E[W1] = E[L1]/λ。然而，对于一个进入

系统的标记顾客，他可能面临两种结果：服务完成离开系统（情况 1）或由于维

修员修理失败而退出系统（情况 2）。现在，我们设法导出它在两种情况下的条

件平均逗留时间。定义该顾客在情况 i 下的逗留时间为 W1i，Laplace 变换为
*

1 ( )( 1, 2)iW s i  ，首先，在情况 1下，该顾客最终完成服务，所以有 
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 （5-14） 

因此，顾客最终完成服务离开系统的概率 p11为 
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 （5-15） 

在式（5-5）中，令 ( ) / ( )z p      即可得到 p11的表达式。定义顾客在情况 1

下的条件逗留时间的 Laplace 变换为 *
11 ( )W s ，所以有 * *

11 11 11( ) ( ) /W s W s p ，且顾客

在情况 1下的平均逗留时间 E[W11]为 
*

11 11

1 0 0

[ ] (0)

( )
( ) ( )

E W W

p p p p p p p         
             

 

                                  

　

１  

   
1

0

p p
p

   
   


                  

１   （5-16） 

将式（5-5）关于 z求导，令 ( ) / ( )z p      ，并将其结果与式（5-15）一并

代入式（5-16），得到 E[W11]。定义该顾客因服务员修理失败而离开系统的概率

为 p10，他在情况 2下的平均逗留时间为 E[W10]。显然， 10 111p p  ，且 

 1 11 11 10 10[ ] [ ] [ ]E W P E W p E W   （5-17） 

所以根据式（5-13）、式（5-15）和式（5-16），可得到 E[W10]的表达式。该顾

客的平均剩余效用 1 ( )RU  为 

 1
11 11 10 10 11 1( ) ( [ ]) ( [ ]) [ ]RU p R cE W p cE W p R cE W        （5-18） 

定义顾客正的均衡到达率为 1
e 。求解 1 ( ) 0RU   ，可得到 1

e 。平均单位社会福利为 

 1 11 1( ) ( [ ])SW p R cE W    （5-19） 

求解优化问题 1max ( )SW  ，可得到顾客的最优到达率 *
1 。 
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有趣的是，图 5-2 表明 1
e 和 *

1 不一定随 p 递增，这似乎有悖常理。其实，这种

现象的主要原因在于顾客的平均逗留时间随 p增长很快，尤其是情况 2下顾客的平均

逗留时间更是如此，这就导致一些顾客放弃进入队列而止步离开，从而， 1
e 随 p递减。

为了最大化社会福利，只要 p不是很小，社会计划者也希望 *
1 随 p递减。图 5-3表明

1
e 和 *

1 均随递减，且随着服务员失效发生频率的增加，所有顾客都将选择止步。
另一方面，图 5-4则表明 1

e 和 *
1 均随 递增，但当它们超过某个域值后，通过提高修

理速度来吸引更多顾客收效甚微。而且，显然，在图5-2至图5-4中， 1
e ≥ *

1 均成立。 

 
图 5-2 非清场系统中顾客的均衡和最优到达率关于 p的 

    敏感度（R = 10, c = 1,  = 2, = 1, = 0.2） 

 
图 5-3 非清场系统中顾客的均衡和最优到达率关于 的 

    敏感度（R = 10, c = 1,  = 2, = 1, p = 0.8） 



经济学视角下的随机服务系统 

·170· 

 
图 5-4 非清场系统中顾客的均衡和最优到达率关于  的 

     敏感度（R = 10, c = 1,  = 2, = 0.2,p = 0.8） 

除了 p相对较小的情况下，图 5-5表明 10[ ]eE W 几乎均大于 11[ ]eE W 。事实上，

只要 p较大（如 p = 0.8），顾客就有希望等待较短的时间而服务完成离开，而不

是被迫清场。由于到达率随锐减，图 5-6 表明 10[ ]eE W 和 11[ ]eE W 也随递减。而
且，图 5-7 表明，由于当修理率超过某个域值之后 1

e 增长很慢，因此 10[ ]eE W 和

11[ ]eE W 几乎不再受 的影响。 

 

图 5-5 非清场系统中顾客的均衡逗留时间关于 p的 

敏感度（  = 2,  = 1, = 0.2） 
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图 5-6 非清场系统中顾客的均衡逗留时间关于 的 

敏感度（  = 2,  = 1, p = 0.8） 

 
图 5-7 非清场系统中顾客的均衡逗留时间关于  的 

敏感度（  = 2,  = 0.2, p = 0.8） 

5.2.3 清场排队系统 

对于清场排队系统，过程{L2(t),I2(t)}仍为一个拟生灭过程，且状态空间仍然

是 1Ω 。类似地，首先需要得到稳态队长分布的母函数。根据状态转移图 5-8所示，

可得到状态转移概率方程为 

0,0 ,1 ,0
0 0

( ) j j
j j

q      
 

 
   

 
（5-20） 
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,0 1,0( ) , 1n n n      ≥　　  
（5-21） 

0,1 1,1 0,0( ) p         
（5-22） 

,1 1,1 1,1 ,0,( ) 1n n n np n             ≥　　  
（5-23） 

 

图 5-8 清场排队系统的状态转移图 

定理 5.2.2 对于具有不可靠服务员和不可靠维修员的 M/M/1 清场排队系

统，稳态队长分布的偏概率母函数 0 ( )z 和 1( )z 为 

0

2
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1 2
1 1
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(1 )( )( )( ( ) )
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p z

p z z z
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z z zp z z


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 
           

 
  

              

（5-24） 

其中 

 
2

1

( ) ( ) 4
2

z
      


     

  （5-25） 

证明 将式（5-20）和式（5-21）关于 n≥0求和，得到 

 0 1(1) , (1)
p

p p
 

   
   

 
　　  （5-26） 

分别用 z0和 zn与式（5-20）和式（5-21）相乘，再关于 n≥0求和，然后代入式（5-26），

得到 

 0 ( )
( )( (1 ) )

z
p z


   

 
  

 （5-27） 

类似地，分别用 z0和 zn与式（5-22）和式（5-23）相乘，再关于 n≥0求和，得到 

 
2

2
1 0,1( )( ( ) ) (1 )

(1 )
p z

z z z z
p z

       
   

       
  

 （5-28） 

显然，关于 z的二次方程 

 2 ( ) 0z z          （5-29） 
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有两个根， 
2

1

( ) ( ) 4
2

z
      


     

  

为其中一个，且 z1(0,1)。在式（5-28）中，令 z = z1，得到 

 
2

1
0,1

1 1(1 )( (1 ) )
p z

p z z
 
    


   

 （5-30） 

将式（5-30）代入式（5-28），可得到 1( )z 的表达式。 

鉴于定理 5.2.2中的结果，清场系统中的稳态平均队长 E[L2]为 
2

1
2 0 1

1 1

1
[ ] (1) (1) ( )

(1 )( (1 ) )
pz p

E L
p z z

   
     

             
 （5-31） 

因此，稳态下任意顾客的平均逗留时间为 2 2[ ] [ ] /E W E L  。类似于非清场系统，

对于一个进入系统的标记顾客，也可能面临同样的两种结果：服务完成离开系统（情

况 1）或者由于服务员失效或维修员修理失败而退出系统（情况 2）。定义该顾客

在情况 i下的逗留时间为W2i，Laplace变换为 *
2 ( )( 1, 2)iW s i  。在情况 1下，我们有 
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=

 （5-32） 

因此，顾客最终完成服务离开系统的概率 p21为 
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 （5-33） 

在式（5-24）中，令 / ( )z     即可得到 p21的表达式。定义顾客在情况 1下的

条件逗留时间的 Laplace变换为 *
21 ( )W s ，所以有 * *

21 21 21( ) ( ) /W s W s p ，且顾客在情

况 1下的平均逗留时间 E[W21]为 
*
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１ 0   （5-34） 



经济学视角下的随机服务系统 

·174· 

将式（5-24）关于 z求导，令 / ( )z     ，并将其结果与式（5-33）一并代入

式（5-34），得到 E[W21]。定义该顾客因服务员失效或因维修员修理失败而离开系

统的概率为 p20，其在情况 2下的平均逗留时间为 E[W20]。显然，p20 =1-p21，且 

 2 21 21 20 20[ ] [ ] [ ]E W p E W p E W   （5-35） 

所以根据式（5-31）、式（5-34）和式（5-35），可得到 20[ ]E W 的表达式。该顾

客的平均剩余效用 2 ( )RU  为 

 2
21 2( ) [ ]RU p R cE W    （5-36） 

定义顾客正的均衡到达率为 2
e 。求解 2 ( ) 0RU   ，可得到 2

e 。单位社会福利为 

 2 21 2( ) ( [ ])SW p R cE W    （5-37） 

求解最优化问题 2max ( )SW  ，可得到顾客的最优到达率 *
2 。 

图 5-9表明 2
e 和 *

2 均随 p递增但增速逐渐放缓。因此，由于采用清场机制，

即使 p值较大，对于顾客甚至社会计划者来说也并不具有很大的吸引力。相反，

图 5-10表明， 2
e 和 *

2 显然会受到 η的影响，且当 η较小时，它们还可能随 η递

增。主要原因在于当 η 较小时， 20[ ]eE W 和 21[ ]eE W 均随 η 递减。与图 5-4 类似，

图 5-11也说明当 超过某个域值后， 和 很难再有增长的空间，且 *
2 2
e ≥ 。

在图 5-12至图 5-14中， 20 21[ ] [ ]e eE W E W≥ 始终成立，且 21[ ]eE W 随 η 的增大有微小

的反弹。事实上，即使 21[ ]eE W 足够小，如果服务员失效过于频繁，顾客也不可能

最终接受服务。 

 

图 5-9 清场系统中顾客的均衡和最优到达率关于 p的 

    敏感度（R = 10,c = 1,  = 2,  = 1, = 0.2） 

2
e *

2
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图 5-10 清场系统中顾客的均衡和最优到达率关于 的 

      敏感度（R = 10,c = 1,  = 2,  = 1, p = 0.8） 

 

 
图 5-11 清场系统中顾客的均衡和最优到达率关于  的 

        敏感度（R = 10, c = 1,  = 2, = 0.2, p = 0.8） 
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图 5-12 清场系统中顾客的均衡逗留时间关于 p的 

 敏感度（  = 2,  = 1, = 0.2）   

 

 
图 5-13 清场系统中顾客的均衡逗留时间关于 的 

 敏感度（  = 2,  = 1, p = 0.8） 
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图 5-14 清场系统中顾客的均衡逗留时间关于  的 

敏感度（  = 2, = 0.2, p = 0.8） 

5.2.4 数值比较 

针对以上清场系统和非清场系统中顾客的到达率和逗留时间的数值分析，

表 5-1总结且列举出了主要的对比结果。 

表 5-1 清场系统和非清场系统中顾客的到达率和逗留时间的比较结果 

非清场系统 清场系统 

1  

*
1 1
e ≥  

如果 p不是太小， 1
e 与 *

1 随 p递减

1
e 与 *

1 随 递减 

*
2 2
e ≥

 
2
e 与 *

2 随 p递增 

如果 较小， 2
e 与 *

2 随 递增 
2  

e
i 与 *

i 均随 ( 1,2)i  递增
 

1 2
e e ≤ 且 * *

1 2 ≤  

1[ ]eE W  

如果 p不是太小， 11 10[ ] [ ]e eE W E W≤
 

11[ ]eE W 随 递减 

11[ ]eE W 随  递增 

21 20[ ] [ ]e eE W E W≤
 如果 不是太小， 21[ ]eE W 随 递增

 
21[ ]eE W 随  递减 

2[ ]eE W  

1[ ]e
iE W 与 0[ ]e

iE W 均随 p递增，且 0[ ]e
iE W 增速更快(i = 1,2) 

11 21[ ] [ ]e eE W E W≥ 且 10 20[ ] [ ]e eE W E W≥  

从表 5-1 可知，清场系统相对于非清场系统而言，顾客的均衡行为更加偏离社

会最优行为。而且，在非清场系统中，无论顾客最终是否接受了服务，其在均衡状
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态下的平均逗留

除了比较顾

服务的概率。图

大了顾客中途被

益处。也就是说

至图 5-20表明

的概率更大，但

图

图

随机服务系统 

留时间相对更长

顾客的到达率和

图 5-15至图 5-1

被清场的风险。

说，修理速率越

* *
1 2SW SW≤ 始

但是他们更喜欢

图 5-15 清场系统

 敏感度（

图 5-16 清场系统

 敏感度（

长，这使得顾客和

和逗留时间之外

17表明 11
ep p≥

而且，有趣的是

越高，顾客最终

始终成立。因此，

欢加入清场系统

与非清场系统中顾

 = 2, = 0.2,  =

与非清场系统中顾

 = 2,  = 1, p = 0

和社会计划者都

外，我们继续比较

21
e 始终成立。因

是，高修理速率

终接受服务的概

，虽然在非清场

统，且社会计划者

顾客的均衡服务概

=１） 

顾客的均衡服务概

0.8） 

都倾向于采用清场

较一个顾客最终

因此，显然，清

率对于顾客来说

率越低。然而，

场系统中顾客最

者的观点也是如

 

概率关于 p的 

 

概率关于 的 

场机制。 

能够接受

场机制加

没有任何

图 5-18

终被服务

如此。 



 

 

图

 

 

 

图 5-17 清场系统

 敏感度（

图 5-18 清场系

 敏感度

统与非清场系统中

（  = 2, = 0.2, p =

系统与非清场系统

度（  = 2, = 0.2, 

第 5章 具

顾客的均衡服务概

= 0.8） 

统中的最优社会福利

 = 1） 

具有中途退出行为

 
概率关于  的 

 

利关于 p的 

的排队系统 

·179· 
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图 5-19 清场系统与非清场系统中的最优社会福利关于 的 

 敏感度（  = 2,  = 1, p = 0.8） 

 

 
图 5-20 清场系统与非清场系统中的最优社会福利关于  的 

 敏感度（  = 2, = 0.2, p = 0.8） 
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5.3 具有顺序退出行为与休假策略的排队系统 

在服务员可靠的前提条件下，虽然服务速率控制是调节系统运作的有效方

法，但在服务员休假期或服务慢速期，由于一些外部退出机遇的不断出现以及对

未来等待损耗的不可预见性，顾客难免也会趁机产生中途退出系统的行为，尽管

顾客已知退出收益（可能为零）必将显著低于进入系统前最初的服务收益。 

5.3.1 模型描述 

分析具有顺序退出行为和单重休假策略的 Markov 单服务员排队系统。假定

潜在顾客的到达率 Λ 足够大，实际到达率为 λ，服务员服务率为 µ。一旦系统空

竭，服务员开始一个服从参数为 γ的指数分布的休假时间。休假结束时，如果系

统中仍无顾客，服务员处于闲期并等待顾客到达。在休假期间，退出机遇的到达

过程服从参数为 ξ 的 Poisson 过程。在退出机遇到达的瞬间，顾客顺次决定是否

中途退出，且决策顺序与他们在队列中的位置相一致，即排在前面的顾客先做决

策。每位顾客以概率 p 退出系统，以概率 q 继续排队，且 p+q = 1。一旦有顾客

决定继续排队或所有顾客均选择退出，退出过程结束。因此，在退出机遇到达时，

退出顾客数服从参数为 p的几何分布。 

令(L(t), I(t))表示时刻 t的系统状态，其中 L(t)表示系统队长，I(t)表示服务员

状态，且 

0,
( )

1
I t


 


服务员处于休假期

, 服务员处于忙期或闲期
 

我们考虑四种系统信息水平，即完全/几乎可视系统与几乎/完全不可视系统。 

对于每个进入系统的顾客，服务完成可获得服务收益 R，中途退出可获得一

部分补偿收益 r(0≤ r<R)，但也需承担单位等待损耗 c。我们采用线性等待损耗函

数，且假定顾客到达过程，退出机遇到达过程，服务过程和休假时间相互独立，

服务顺序为先到先服务。 

5.3.2 完全可视排队系统 

对于完全可视排队系统，我们可以很容易地得到顾客在忙期的均衡阈值止步策

略。标记一个顾客，定义在他观测到系统状态(n, 1)后的平均逗留时间为 1[ ( )]foE W n ，
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服务完成后的平均剩余效用为 1 ( )foU n ，均衡止步阈值为 1
en 。因此，显然， 

 1 1

( 1)
( ) [ ( )]fo fo c n

U n R cE W n R



     (5-38） 

所以 

 1 1e R
n

c
    

 (5-39） 

否则，如果顾客观测到系统状态(n, 0)，可能面临两种可能的结果：完成服务离开

系统或在休假期中途退出。定义该顾客最终完成服务的概率为 1
fop ，中途退出的

概率为 0
fop ，因此，得到 

 
1

1
0 0 0

d (1 ) d 1
n n

fo t t t k t

k

p
p e e t e p q e t     

 

 
   


    

   (5-40） 

 
1

1
0

0
(1 ) d

n
fo t n t p

p e p e t  
 


    

  (5-41） 

定义该顾客逗留时间的 Laplace变换为 *
0

foW (s)，且 

 

1

*
0

0

0 1

1

0 0

1 1

1 1

( ) d

(1 ) d

(1 ) d

( ( ))

n

fo t t

t k t

k n

n k

t k t

k

n n

n n

W s e e t
s s

e p q e t
s

e p q e t
s s

q
s s s

p s

 

 

 

 
 




 
 

    
      

 





 


 

 

 
 



 

 

        

     

         
                
 









1

1 ( )

n

n n

p
p s


  






   

 (5-42） 

则该顾客的平均逗留时间 0[ ( )]foE W n 为 

 
1

*
0 0

1 1 (1 )
[ ( )] (0)

( )

n
fo fo n p p

E W n W
q


    


  

    


　  (5-43） 

顾客的平均剩余效用 0 ( )foU n 为 

 
0 1 0 0

1 1 1

( ) [ ( )]

1 1 (1 )
1

( )

fo fo fo fo

n n n

U n p R p r cE W n

p rp n p p
R c

q
  
        

  

  

    
             

 (5-44） 

定义顾客在休假期的均衡止步阈值为 0
en 。求解 0 ( ) 0foU n  ，可得到 0

en 。至于 0
en 和

1
en 的大小关系，由于中途退出现象的存在， 0 1

e en n＜ 不一定成立，二者的关系依赖

于参数 , 和 p的取值。 
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图 5-21和图 5-22表明 0 1
e en n＜ ，但在图 5-23和图 5-24中，该关系式并不是始

终成立的。而且，当 p＞0.5时， 0
en 波动较大，且当 p接近于 1时，毕竟 0≤r＜R，

所以 0
en 可能会降低。图 5-23表明 0

en 也可能随 降低，且当 足够大时， 0 1
e en n 。

也就是说，当休假时间很短时，服务员休假与否对顾客来说无异。 

 

图 5-21 均衡止步阈值关于 p的敏感度 

                 （R = 5, r = 2, c = 1,  = 2,  = 0.5, = 4） 

 
图 5-22 均衡止步阈值关于  的敏感度 

                  （R = 5, r = 2, c = 1,  = 0.5, = 4, p = 0.1） 
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图 5-23 均衡止步阈值关于  的敏感度 

                 （R = 5, r = 2, c = 1,  = 2, = 8, p = 0.8） 

 
图 5-24 均衡止步阈值关于 的敏感度（R = 5, r = 2, c = 1,  = 2,  = 3, p = 0.8） 

5.3.3 几乎可视排队系统 

对于几乎可视排队系统，首先设法导出稳态队长分布。在此，我们只对队

长分布的推导思路加以说明。记顾客的均衡止步阈值为 ne，根据状态转移图（如

图 5-25所示），得到均衡状态下系统状态转移概率方程为 
1

0,0 1,1 ,0
0

( )
en

j
j

j

p      



      (5-45） 



第 5章 具有中途退出行为的排队系统 

·185· 

1

,0 1,0 ,0,( ) 1
en

j n e
n n j

j n

p q n n      






     　　≤ ≤  (5-46） 

1,0 ,0( ) e en np      (5-47） 

        0,1 0,0   (5-48） 

   ,1 1,1 1,1 ,0( ) 1 e
n n n n n n          ,　　≤ ≤  (5-49） 

      1,1 ,1 1,0e e en n n      (5-50） 

根据式（5-47）和递推公式（5-46），我们可以倒序地得到概率 ,0{ , 0 }e
nπ n n≤ ≤ 。

然后根据式（5-45）和式（5-48），可分别得到 1,1π 和 0,1π 的表达式。最后，根据

式（5-49）、式（5-50）和 1,1π , 0,1π ，可以正序地得到概率 ,1{ , 2 1}e
nπ n n ≤ ≤ 。显

然，所有概率均与 1,0enπ  相关。对于 1,0enπ  ，可通过求解以下平衡方程 

 
1

,0 ,1
0

( ) 1
en

n n
n

 



   (5-51） 

得到。 

 

图 5-25 几乎可视排队系统的状态转移图 

然后，分析顾客的均衡阈值止步策略。标记一顾客，该顾客观测到队长 n

且加入队列，定义顾客服务完成或退出系统后的平均剩余效用为 ( )aoU n 。根据

式（5-38）和式（5-44），得到 

,1 ,0
1 0

,1 ,0 ,1 ,0

1 1
,1 ,0

,1 ,0 ,1 ,0

1

( ) ( ) ( )

( 1)
1

1 1 (1 )
( )

n nfo foao

n n n n

n n
n n

n n n n

n

U n U n U n

c n p rp
R R

n p p
c

q

 
   

   
        


    

 



 
 

                
  

     

 （5-52） 
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求解 ( )aoU n = 0

图 5-26和

0.2 个单位（或

ne几乎不随其他

出行为对顾客的

      

      

随机服务系统 

0，得到 ne。 

和图 5-27表明 n

或 R 增加 0.5 个

他参数变动，如

的止步策略几乎

图 5-26

                

图 5-27

                  

ne随 μ或 R递增

个单位），ne增

如 , p 或 。因

乎没有影响。

6 均衡止步阈值

  （R = 5, r = 2, c

7 均衡止步阈值

  （r = 2, c = 1,

增，且递增率几

增加一个单位。

因此，这说明发

值关于  的敏感度

c = 1, = 3,  = 0.

值关于 R的敏感度

 = 3,  = 2,  = 0.

几乎恒定，即每

然而，我们数值

发生在休假期间

 
度 

.5, = 4, p = 0.1）

 

度 

5, = 4, p = 0.1）

当 μ增加

值证实了

的顾客退
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5.3.4 几乎不可视排队系统 

类似于几乎可视排队系统，对于几乎不可视排队系统，首先仍然是导出稳态

队长分布。由于到达顾客可观测到服务员状态，所以顾客在状态 0和状态 1分别

具有不同的实际到达率，分别记为 λ0和 λ1。显然，过程{L(t), I(t)}为一个拟生灭

过程，且状态空间为 {( , ) : 0, 0,1}k j k j  ≥ 。令(L, I)为过程{L(t), I(t)}的稳态极

限。记稳态队长分布为 

, { , } lim { ( ) , ( ) }, ( , )k j t
P L k I j P L t k I t j k j


       　　 Ω  

根据状态转移图（如图 5-28所示），可得到状态转移概率方程为 

0 0,0 1,1 ,0
0

( ) j
j

j

p      



      （5-53） 

0 ,0 0 1,0 ,0,( ) 1j n
n n j

j n

p q n       






     ≥　　  （5-54） 

1 0,1 0,0 ;     
（5-55） 

1 ,1 1 1,1 1,1 ,0( ) 1n n n n n           ,　　 ≥  （5-56） 

 

图 5-28 几乎不可视排队系统的状态转移图 

定理 5.3.1 如果 1 / 1    ，则稳态队长分布为 

,0 0,0 1

1 1
,1 1 0,0

1 1 1 1 1 1 1

, 0

, 0
(1 )( ) (1 )( )

n
n

n n
n

x n

x x
x n

x x x x

 

    
    



             

　　

　　

≥

≥
  （5-57） 

其中 
2

0 0 0 0
1

0

( (1 ) ) ( (1 ) ) 4 ( )
2 ( )

p p p p p
x

p
         

  
         


 

  （5-58） 

且 
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1

1 1
0,0 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 (1 )( ) 1 (1 ) ( )

x x
x x x x x

  
     


              

   （5-59） 

证明 首先，重写式（5-54），得到 

 ,0 0 ,0 0 1,0
1

( ) 0, 1j n
j n n

j n

q p p n       





 
     　　 ≥  （5-60） 

显然，它的特征方程是一个齐次线性差分方程 

 1
0 0

1

( ) 0j n j n

j n

q p x p x    


  

 
      （5-61） 

简化式（5-61），得到一个一元二次特征方程 

 2
0 0 0( ) ( (1 ) ) 0p x p p x               （5-62） 

求解式（5-62），得到如下两个根： 
2

0 0 0 0
1,2

0

( (1 ) ) ( (1 ) ) 4 ( )
2 ( )

p p p p p
x

p
         

  
        


 


 （5-63） 

其中 10 1x≤ ＜ 且 2 1x＞ ，则式（5-54）的通解为 

,0 1 1 1 2 , 0n n
n A x B x n   　　 ≥  

其中 A1和 B1为未知系数。因为 x2>1，所以 B1= 0，进而 A1= 0,0 ，即 

 ,0 0,0 1 , 0n
n x n  　　 ≥  （5-64） 

类似地，式（5-56）的特征方程为一个非齐次线性差分方程 
 2

1 1 ,0 1 0,0( ) n
nx x x            （5-65） 

因此，式（5-56）的通解为 spechom
,1 ,1 ,1 ( 0)n n n n    ≥ ，其中 hom

,1 2 2
n

n A B   且 pec
,1

s
n

为式（5-56）的一个特解。由于式（5-65）的非齐次部分为参数 x1的几何形式，

我们考虑一个形为 spec
,1 1

n
n Cx  的特解。将其代入式（5-56），得到 

 1
0,0

1 1 1(1 )( )
x

C
x x
 
 


 

 （5-66） 

根据式（5-53）和式（5-55），得到 A2= 0且 

 1
2 0,0

1 1 1 1(1 )( )
x

B
x x

  
  

     
 （5-67） 

因此， 

 ,1 2 1 , 0n n
n B Cx n   　　 ≥  （5-68） 

且 0,0 可通过求解平衡方程 

 ,0 ,1
0

( ) 1n n
n

 



   （5-69） 

得到。 
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现在，在忙期和休假期，分别定义稳态队长分布的偏概率母函数为 0 ( )z 和

1 ( )(| | 1)z z ≤ 。鉴于定理 5.3.1的结果，得到 

0 ,0 0,0 1
0 0

1

1 1
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( )

1 1 1
1 1 (1 )( ) 1 (1 ) ( )

n n
n

n n

z z x z

x x
x z x x x x x

 

  
     

 

 



  

               

 
（5-70） 

1 ,1
0

1 1
0,0 1

0 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

( )

( ) ( )
(1 )( ) (1 )( )

1 1
(1 )( ) 1 (1 )( ) 1

1 1
1 (1 )( ) 1 (1 )

n
n

n

n n

n

z z

x x
z x z

x x x x

x x
x x z x x x z

x x
x x x x

  
    

  
     

  
   









  

            
             

          





1

2
1 1( )x 


 
  

 （5-71） 

如果标记顾客在忙期进入系统，他的条件平均逗留时间 1 0 1[ ( , )]auE W   为 

1 0 1 ,1 1 1
0

1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1 1

1

1 1
2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
[ ( , )] ( (1) (1))

(1 )( ) (1 )( )(1 ) (1 )

1 1
1 (1 )( ) 1 (1 ) ( )

au
n

n

n
E W

x x x
x x x x x

x x
x x x x x

  
 

   
     

  
     







      
 

            

              



１

１

 

（5-72） 

另一方面，如果标记顾客在休假期进入系统，类似于完全可视情形，可能面

临两种结果：完成服务离开系统或在休假期中途退出。定义顾客逗留时间的

Laplace变换为 *
0 ( )auW s ，则 

    

*
0 ,0

00 1

1

0

1

0 0

( ) (1 ) d

d

(1 ) d

au t k t
n

n k n

n

t t

n k

t k t

k

W s e p q e t
s

e e t
s s

e p q e t
s s

 

 

 

 


 
 

 
 

 
 

  




 

 
 



      

        
           

 




 （5-73） 

0( )( )s s s
  

    
         
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0 0 0( ) ( )
q

p p p p
q sp s s
   

  
               

  

顾客的条件平均逗留时间 0 0[ ( )]auE W  为 

 
*

0 1
0 0

0 1 1

(0) 1 1 (1 )
[ ( )] 1

(1) (1 ) ( ) 1

au
au W p p x

E W
x q px


    

           

　

 （5-74） 

定义该顾客最终完成服务的概率为 01
aup ，中途退出的概率为 00

aup 。因此，得到 

 

,0
01

0 00 00

1

1

d (1 ) d
(1)

1
1

1

n
nau t t t k t

n k

p e e t e p q e t

p x
px

   
 


 


 

   

 

 
     


 

 

  
 （5-75） 

   ,0 1
00

00 10 1

1
(1 ) d

(1) 1
nau t k t

n k n

p x
p e p q e t

px
  

 

 
 

  

  
      
   （5-76） 

显然， 01 001au aup p  。该顾客在休假期到达的平均剩余效用 0 0( )auU  为 

 0 0 01 00 0 0( ) [ ( )]au au au auU p R p r cE W     （5-77） 

该顾客在忙期或闲期到达的平均剩余效用 1 0 1( , )auU   为 

 1 0 1 1 0 1( , ) [ ( , )]au auU R cE W      （5-78） 

分别定义顾客在忙期或休假期的正的均衡到达率为 1
e
s 和 0

e
s
①。求解 0 0( ) 0auU  

和 1 0 1( , ) 0auU    ，可得到 1
e
s 和 0

e
s 。单位社会福利 0 1( , )au

sSW   为 

 0 1 0 0 01 00 0 0

1 1 1 0

( , ) (1)( [ ( )])

(1)( [ ( , )])

au au au au
s

au

SW p R p r cE W

R cE W

   
  

   

  
 （5-79） 

求解在约束 1 ＜ 下的优化问题 max 0 1( , )au
sSW   ，可得到顾客的最优到达率 *

0s

和 *
1s 。将其代入式（5-79），可得到最优社会福利 *au

sSW 。 

图 5-29和图 5-30表明 0
e
s 随 线性递增，而随 p凸增。比较图 5-30和图 5-21，

发现当 p 接近于 1 时，在同样的条件下， 0
e
s 并不减少。这说明信息量的多少的

确影响顾客的均衡止步策略。然而， 1
e
s 并不受 或 p的影响 0( 1.643)e

s  ②。也就

是说，在几乎不可视情形下，尽管在上一个休假期顾客的中途退出行为会影响下

一个忙期开始时的队长，但该忙期内到达的顾客在做决策时，并不将这种退出行

为加以考虑。而且， 0 1
e e
s s ＞ ，这种现象在没有退出行为的系统中一般是不可能

出现的。 

—————————— 
① 1

e
s 和 0

e
s 的下标“s”是为了将其与多重休假系统中的相应指标相区分。 

② 记多重休假系统中顾客的均衡到达率分别为 1
e
m 和 0

e
m ，且已验证，在与图 5-29和图 5-30相同的条件下，

0 0
e e
m s  且 1 11.634 1.634e e

m s  ＜ 。 



5.3.5 完

在完全不

定理 5.3.1中的

所示。 

图 5-29 休

          （

图 5-30 休

         

完全不可视排

不可视排队系统

的 0 和 1 替换为

休假期间的均衡到

（R = 5, r = 2, c = 1

休假期间的均衡到

（R = 5, r = 2, c = 1

排队系统 

统中，到达顾客

为 ，即得到稳

第 5章 具

到达率关于 的敏

1,  = 2,  = 0.5, p

到达率关于 p的敏

1,  = 2,  = 0.5,

客不能观测到系

稳态队长分布，

具有中途退出行为

 

敏感度 

p = 0.2） 

 

敏感度 

 = 4） 

系统状态，因此

且状态转移图

的排队系统 

·191· 

此，只要将

如图 5-31
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图 5-31 完全不可视排队系统的状态转移图 

类似于完全可视和几乎不可视情形，标记一顾客，如果该顾客进入系统，他

可能面临两种结果：完成服务离开系统或在休假期中途退出。定义该顾客最终完

成服务的概率为 1
fup ，中途退出的概率为 0

fup 。因此， 

1 ,1 ,0
0 00 0 0

1

2

d (1 ) d

1 1 1
1

1 1 (1 )( ) 1 (1 ) ( )

fu t t t k t
n n

n n k

p e e t e p q e t

p x x
px x x x x x

      

   
       

   
   

  



     
 

                 

   

　　

（5-80） 

0 ,0
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1

2

(1 ) d

1 1 1
1 1 (1 )( ) 1 (1 ) ( )

fu t k t
n

n k n

p e p q e t

p x x
px x x x x x

  

   
       

 
 

  



   
 

                

 

　

 

（5-81） 

其中 /   且 

 
2( (1 ) ) ( (1 ) ) 4 ( )

2 ( )
p p p p p

x
p

         
  

         


 
 （5-82） 

显然， 1 01fu fup p  。定义顾客逗留时间的 Laplace变换为 * ( )fuW s ，则 
1

*
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该顾客的平均逗留时间 [ ( )]fuE W  为 
*

2 2

2

1

2

[ ( )] (0)

1
(1 )( ) (1 )( )(1 ) (1 )

1 1 1
(1 ) ( ) 1 1(1 )

1 1
1 (1 )( ) 1 (1 ) ( )

fu fuE W W

x x x
x x x x x

p p
x q x pxx

x x
x x x x x



   
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
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  
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              
             

              

　

  

（5-84） 

顾客的平均剩余效用 ( )fuU  为 

 1 0( ) [ ( )]fu fufu fuU p R p r cE W     （5-85） 

定义顾客正的均衡到达率为 e
s 。求解 ( ) 0fuU   ，可得到 e

s 。单位社会福利

( )fu
sSW  为 

 1 0( ) ( [ ( )])fu fufu fu
sSW p R p r cE W      （5-86） 

求解在约束 ＜ 下的优化问题 max ( )fu
sSW  ，可得到顾客的最优到达率 *

s 。将

其代入式（5-86），可得到最优社会福利 * fu
sSW 。 

5.3.6 数值比较 

对于几乎不可视和完全不可视排队系统，我们比较单重休假和多重休假策略

下顾客的均衡和最优止步行为以及最优社会福利①。 

类似于单重休假系统中的符号定义，在几乎不可视的多重休假系统中，定义

顾客在休假期和忙期的最优到达率分别为 *
0m 和 *

1m （ 0
e
m 和 1

e
m 已经在以上脚注中

定义），以及最优社会福利为 *au
mSW 。然后，在完全不可视的多重休假系统中，

定义顾客的均衡和最优到达率分别为 e
m 和 *

m ，以及最优社会福利为 * fu
mSW 。 

图 5-32表明 *
0s 和 *

0m 均随 或 p递增。与图 5-29相比，我们发现最优到达

率与均衡到达率相似，都具有递增的趋势，但是 *
0s 和 *

0m 不再相等，而是¸
* *
0 0s m ＜ 。另一方面，图 5-33 表明，除了 p 很大的情况， *

1s 和 *
1m 均随 或 p 递

—————————— 
①  对于完全（几乎）可视情形，顾客的均衡止步行为在两种休假策略下（几乎）无异。 
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减。这说明不同于顾客的均衡行为，社会计划者希望忙期到达的顾客在决策之前能

够考虑上一个休假期出现的中途退出行为。而且，显然， * e
si si ＜ 且 * ( 0,1)e

mi mi i  ＜ 。 

对于完全不可视排队系统，图 5-34和图 5-35表明 e e
m s ＜ ，但是 * *

m s ＞ 。因

此，顾客和社会计划者对休假策略的选择具有不同的偏好。而且， * e
s s ＜ 且

* e
m m ＜ 依然成立。将几乎不可视和完全不可视排队系统中顾客的均衡止步行为进

行比较，发现 1 0
e e e
s s s  ＜ ＜ 且 1 0

e e e
m m m  ＜ ＜ 。对于几乎不可视排队系统，在服务员

处于休假期时，社会计划者希望顾客选择多重休假策略，而在忙期时，他希望顾

客选择单重休假策略。 

 
图 5-32 *

0s 与 *
0 : (1) 5m R  , r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, p = 0.2; 

(2)R = 5, r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, = 4 

 
图 5-33 *

1s 与 *
1 : (1) 5m R  , r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, p = 0.2; 

(2)R = 5, r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, = 4 

最后，比较最优社会福利。图 5-36和图 5-37都说明多重休假系统中的最优社

会福利低于单重休假系统中的最优社会福利，尤其是在完全不可视排队系统中更是

明显。而且，显然， * *fu au
s sSW SW＜ 且 * *fu au

m mSW SW＜ ，这是由信息量的多少决定的。 
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图 5-34 e
s 与 : (1) 5e

m R  , r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, p = 0.2; 

 (2)R = 5, r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, = 4 

 
图 5-35 *

s 与 * : (1) 5m R  , r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, p = 0.2; 

(2) R = 5, r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, = 4 

 
图 5-36 *au

sSW 与 * : (1) 5au
mSW R  , r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, p = 0.2; 

 (2) R = 5, r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, = 4 
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图 5-37 * fu
sSW 与 * : (1) 5fu

mSW R  , r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, p = 0.2; 

 (2)R = 5, r = 2, c = 1,   = 2,  = 0.5, = 4 

5.4 相关文献评述 

从经典随机服务系统的研究角度，假定在服务员休假期或慢速服务期由外因

而导致顾客中途退出的研究工作，共分三类：独立退出行为（ Independent 

Abandonment）、同时退出行为（Synchronized Abandonment）与顺序退出行为

（Sequential Abandonment）。Altman和 Yechiali[80]首次考虑了顾客在服务员休假

期的独立退出行为，其假定每个顾客在休假期开始时开启各自的“计时器”，若

倒计时完毕则退出系统，其倒计时时长为外生量，其分布由外因事先给定。更多

关于独立退出行为的文献可参阅 Laxmi和 Jyothsna[81]以及岳德权等[82]等的作品。

除了独立退出行为之外，Adan等[60]、Kapodistria[83]考虑了一些马尔科夫与非马尔

科夫休假系统中顾客的同时退出行为，其假定外生的退出机遇（Abandonment 

Opportunity）的到达过程服从某种点过程（如 Poisson 过程），每位顾客独立且

同时做出是否退出队列的决策。此时，一次性退出系统的顾客数服从二项分布。

接下来，Dimou等[84]考虑了休假系统中顾客的顺序退出行为，每位顾客独立且按

一定顺序顺次做出是否退出队列的决策，一旦有顾客决定继续等待，退出过程结

束。此时，一次性退出系统的顾客数服从几何分布。 

上述文献均假定服务员可靠，而在现实的服务系统之中，服务员可能会因自

身或外力作用而失去服务能力。Yechiali[85]首先考虑了 M/M/c清场系统中顾客在

服务员修理期的独立退出行为，得到了最终接受服务的顾客的平均逗留时间、接

受服务顾客的比例、清场率、退出率等服务质量指标。然而，Economou 和
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Kapodistria[86]则考虑了类似模型中顾客的同时退出行为。作为补充与扩展，Dimou

与 Economou[87]研究了M/M/1清场系统中顾客在服务员修理期的顺序退出行为。 

相比之下，从经济学的视角来分析具有顾客退出行为的排队系统中顾客的止

步行为的研究工作还是很少的。Boudali和 Economou[88]假定在服务员修理期间禁

止顾客进入系统，得到了可视与不可视情形下顾客的均衡和最优止步策略。而后，

Boudali和 Economou[89]又去除了该假定，研究了类似的模型，得到了顾客的均衡

止步策略。 

从以上文献中看到，在研究顾客的中途退出行为时，都是提前为顾客的等待

时间阈值设定一个外生的概率分布，或假定诱使顾客退出的外来机遇（包括服务

员失效等）按某种规律出现或发生。相反，从内生量的角度考虑顾客的中途退出

行为的研究成果较少。最初，Hassin和 Haviv[90]研究了一个较简单的带有同类顾

客止步和中途退出行为的不可视 Markov 单服务员排队系统，得到了顾客的均衡

和社会最优止步和中途退出策略组合。而后，Haviv和 Ritov[91]又研究了只带有同

类顾客中途退出行为的不可视 Markov 多服务员排队系统。与此同时，除了同类

顾客，Mandelbaum和 Shimkin等[92–94]考虑了更一般的带有异类顾客中途退出行为

的不可视Markov多服务员排队系统，均得到了均衡状态下顾客的退出阈值策略。 
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第 6章 具有部分服务信息的排队系统 

对于刚刚到达一个服务系统的顾客来说，只知道部分服务信息的情况非常普

遍，也就是对服务系统的某些指标或参数，如服务时间的具体分布，并不明确知

道。因此，顾客需要根据已有的不完全服务信息，来对服务时间的分布进行估计

和猜测，以此做出是否排队等候或止步离开的决定。至于顾客将采取哪种标准或

原理来对此进行估计，我们在本章假设最大熵原理。 

本章考虑了两个具有不完全服务信息和不同类型顾客的队长不可视排队系

统，顾客类型分别为风险中立型和风险规避型。基于最大熵原理，主要分析了顾

客的均衡止步策略和社会最优止步策略，以及服务员在均衡状态下对于不同类型

的部分服务信息所给出的垄断价格和获得的最大利润。 

本章内容为作者研究成果[95]的进一步完善和补充。 

6.1 最大熵原理 

在不完全信息的前提下，最大熵原理本质上是一种偏差最小的统计方法。根

据最大熵原理，在给定的不完全信息下，对一个随机事件或随机变量的分布函数

进行估计，所得的此分布函数即为最大熵分布。最大熵原理说明决策者应当选择

留下最大剩余不确定性（即最大熵）的那个概率分布，这样就没有引入任何附加

假设或偏差。因此，最大熵分布是所有符合不完全信息的概率分布中最无偏最客

观的分布，它没有掺杂进任何已知信息以外的信息。 

在本章考虑的排队系统中，顾客只被告知服务时间分布的部分信息。因此，

顾客首先需要对服务时间分布函数的形式进行估计。根据部分服务信息和最大

熵原理得到最大熵分布后，计算平均剩余效用，以指导其做出是否加入队列的

决策。 
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6.2 模型描述 

为以下分析方便起见，结合各种类型的部分服务信息，首先给出一些关于最

大熵分布的预备知识[96]。 

引理 6.2.1 如果给定部分服务信息是服务时间的取值范围[s1, s2]，则服务时

间的最大熵分布是区间[s1, s2]上的均匀分布。 

引理 6.2.2 如果给定部分服务信息是服务时间的均值 s ，则服务时间的最

大熵分布是参数为 1/ s 的指数分布。 

引理 6.2.3 如果给定部分服务信息是服务时间的取值范围[s1, s2]和均值 s ，

则服务时间的最大熵分布是参数为 λ1的截尾指数分布，也就是最大熵分布密度函

数为 

  
1

1 1 1 2

1
1 2,

x

s s

e
f x s x s

e e



 

 

 


≤ ≤  （6-1） 

其中，λ1满足方程 

 

1 1 2( ) 1 2

1 1

( ) 1

( ) 1
s s s s

e
s s

 


   


   （6-2） 

引理 6.2.4  如果给定部分服务信息是服务时间的均值 s 和方差 2
s ，则: 

（1）若服务时间的变差系数 /s s 满足 /s s <1，则服务时间的最大熵分布

是截尾正态分布, 其密度函数为 

 
2

2

( )

21 1

2

x

f x e
Φ




 






 
 
 

    （6-3） 

其中， 和 是以下方程的解： 

22 1 1 s

s
Φ

Φ Φ


 



  
  
 
 

  
     
 
   

                                    

- =

   （6-4） 

（2）若服务时间的变差系数 /s s 满足 /s s =1，则服务时间的最大熵分布

是参数为 1/ s (或 1/ s )的指数分布； 
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（3）若服务时间的变差系数 /s s 满足 /s s >1，则服务时间的最大熵分布

不存在。 

假设潜在顾客的到达过程服从参数为 Λ的泊松分布，且顾客类型相同。对于

刚刚到达的顾客，有两种纯策略可供选择：加入队列等待服务或立即止步离开。

在队长不可视的排队系统中，顾客采取进入概率为 q(0<q<1)的混合止步策略。因

此，实际到达率为 =Λq，且均衡状态下有 e =Λqe。 

基于经典M/G/1排队的关于稳态逗留时间的结果[7]，有其一阶矩 E[W]为 

 

2
1[ ]

2(1 )

s
E W s




 
  （6-5） 

和二阶矩 E[W2]为 

 

2 2
2 32 1 2

2 2
[ ]

2(1 ) 1 3(1 )

ss s s
E W s

 
  

   
    （6-6） 

其中 1 1 2 3, , ,s s s s  分别是服务时间的前三阶矩。 

假设顾客不允许中途退出。服务完成所得的效用为 R，单位等待费用为 c，

等待费用函数为 c(W)。风险中立顾客采用线性费用函数，即 c(W) = cE[W]，而风

险规避顾客采用二次费用函数，即 c(W) = cE[W2]。因此，风险中立顾客的剩余效

用函数为 UR = R−cE[W]，风险规避顾客的剩余效用函数为 UR = R−cE[W2]。 

6.3 风险中立顾客 

首先考虑具有风险中立顾客和不完全服务信息的队长不可视排队系统。基于

最大熵原理，首先考虑在各种部分服务信息下顾客的均衡止步行为，其部分服务

信息包括：取值范围、均值、取值范围和均值、均值和方差。这里用符号 R-信

息、M-信息、MR-信息和MV-信息分别表示各类信息，并用上标 R、M、MR、

MV 分别对其进行标记。然后给定几种常见的服务时间分布函数：均匀分布、指

数分布、截尾指数分布，考虑社会最优止步行为并把两者结果进行对比。最后讨

论均衡状态下，服务员在各种部分信息下的最优价格和最大利润，并进行比较。 

6.3.1 纳什均衡 

6.3.1.1  R-信息 

如果到达顾客只被告知服务时间的取值范围[s1, s2]，0 < s1 < s2，根据  
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引理 6.2.1，顾客估计服务时间为区间[s1, s2]上的均匀分布。因此，根据式（6-5），

顾客的平均逗留时间 E[W(q)]为 

 
 

 
  

2 2
1 1 2 21 2

1 22 3 2

Λq s s s ss s
E W q

Λq s s

 
     

  （6-7） 

平均剩余效用为 UR(q) = R−cE[W(q)]。因为在均衡状态下，队长不可视排队系统

中顾客的平均剩余效用为零，所以解方程 UR(q) = 0 得到顾客的均衡进入概率 qe

为 

 

  
    

1 2

2 2
1 2 1 1 2 2

6 2

6 4

R
e

R c s s
q

Λ R s s c s s s s

 


   
 （6-8） 

6.3.1.2 M-信息 

如果到达顾客只被告知服务时间的均值 s ，根据引理 6.2.2，顾客估计服务时

间是参数为 1/ s 的指数分布。因此，顾客的平均逗留时间为 

 

2

[ ( )
1

Λqs
E W q s

Λqs
 

  （6-9） 

平均剩余效用为 ( ) [ ( )]RU q R cE W q  。解 ( ) 0RU q  ，得到顾客的均衡进入概率为 

 

M
e

R cs
q

RΛs




 （6-10） 

6.3.1.3 MR-信息 

如果到达顾客既被告知服务时间的取值范围[s1, s2]，又被告知均值 s ，根据

引理 6.2.3，顾客估计服务时间是参数为 1 的截尾指数分布，其中 1 满足式（6-2）。

因此，顾客的平均逗留时间为 

    
 
 

1 1 1 21 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2

2 2
1 21 2

2
1 1

22
[ ( )]

2 1

s ss s

s s s s

s e s es e s eΛq
E W q s

Λqs e e e e

  

    

  

   

     
    

（6-11） 

平均剩余效用为    [ ]RU q R cE W q  。解   0RU q  ，得到 MR
eq 的分子为 

   1 1 1 22
12 s sN

eq e e R cs                  （6-12） 

分母为 

 
      

 
1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2

2 2 2 2
1 1 1 2

1 1 2

2

2 .

s s s sD
e

s s

q Λ e e R cs s c c s e s e

c s e s e

   

 

 



   

 

     

 
 （6-13） 

6.3.1.4 MV-信息 

如果到达顾客既被告知服务时间的均值为 s ，又被告知方差为 2
s ，则顾客的
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平均逗留时间为 

 
 
 

2 2

[ ( )]
2 1

sΛq s
E W q s

Λqs


 


   （6-14） 

平均剩余效用为 ( ) [ ( )]RU q R cE W q  。解 ( ) 0RU q  ，得到顾客的均衡进入概率为 

 
  2 2

2

2

MV
e

s

R cs
q

Λ Rs c s




 
   （6-15） 

因此，关于服务时间的均值和方差的部分信息对风险中立顾客做出决定来说

已经足够，顾客无须再对具体的服务时间分布进行估计。 

6.3.2 社会最优 

对于具有均值 s 和方差 2
s 的任意服务时间分布，下面来分析不同情况下顾客

的社会最优混合止步策略。首先假设 R cs≥ ，单位社会福利  SW q 为 

 
 
 

2 2

2 1

sΛq s
SW q Λq R c s

Λqs

  
    

    
    （6-16） 

则社会最优目标函数为 

 
2 2

0 1

(
max

2 1
s

q

Λq s
Λq R c s

Λqs

  
       ≤ ≤

   （6-17） 

基于一阶最优条件  ' 0SW q  ，得到社会最优进入概率 *q 为 

      
  

2 2 2 2 2 2

*

2 2

2 2

2

s s s

S

Rs c s c s Rs c s
q

sΛ Rs c s

  



     


 
  （6-18） 

根据假设R cs≥ ， *q 非负。因此，如果 * 1q  ， * = Λq ；否则， * = Λ ， * = 1q 。 

接下来，将考虑几种常见的服务时间分布函数，导出顾客的社会最优混合止

步策略，并与顾客在各种部分信息下的均衡止步策略进行比较。 

6.3.2.1 均匀分布 

如果实际的服务时间分布函数为区间[s1, s2]上的均匀分布，则假设 2R cs≥ 。

单位社会福利函数为 

 
 

  
2 2
1 1 2 21 2

1 22 3 2

Λq s s s ss s
SW q Λq R c

Λq s s

       
     

  （6-19） 

则社会最优目标函数为 
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 
  

2 2
1 1 2 21 2

0 1
1 2

max
2 3 2q

Λq s s s ss s
Λq R c

Λq s s

      
     

≤ ≤
  （6-20） 

基于一阶最优条件  ' 0SW q  ，得到社会最优进入概率 *q 的分子为 

    
      

* 2 2
1 2 1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

2 6 4

2 2 6 4

Nq R s s c s s s s

c s s s s R s s c s s s s

    

      
 （6-21） 

分母为 

      * 2 2
1 2 1 2 1 1 2 26 4Dq s s R s s c s s s s Λ        （6-22） 

根据假设  1 2 / 2R c s s  ， *q 非负。因此，如果 * 1q  ，则 * *Λq  ；否则， * Λ  ，

* 1q  。 

接下来，比较三种部分服务信息下的均衡和社会最优止步策略。如果顾客只被

告知服务时间的取值范围[s1, s2]，则最大熵分布与实际分布吻合，也就是顾客的估计

是准确的，这样均衡进入概率 eq 由式（6-8）给出：如果顾客被告知服务时间的均值

s 和方差 2
s ，即  1 2 / 2s s s  ，  22

2 1 / 12s s s   ，则顾客的决策独立于服务时

间的真实分布，所以均衡进入概率与只告知服务时间取值范围时相等。 

如果顾客只被告知服务时间的均值 s ，即 1 2( ) / 2s s s  ，则最大熵分布是参

数为1 / s 的指数分布，与实际服务时间分布不符。此时，均衡进入概率为 

 
 

1 2

1 2

2
e

R c s sR cs
q

RΛs RΛ s s

 
 


   （6-23） 

如果顾客被告知服务时间的取值范围[s1, s2]和均值  1 2 / 2s s s  ，则最大熵

分布是区间[s1, s2]上参数为 1 的截尾指数分布，其中 1 满足 

   
 

1 1 2 1 1 2

1 2 1

2

2
s s s s

e
s s

 


   


 
 

解得 1 = 0。根据洛必达法则（L’Hospital Rule），把 1 = 0代入式（6-12）和式

（6-13）中，得到均衡进入概率 

 
    

  
    

1 2

2 2 2 2
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e

R c s sR cs
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Λ s R cs c s s s s Λ R s s c s s s s
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 

       
（6-24） 

与只被告知服务时间取值范围[s1 , s2]时的均衡进入概率相等。另一方面，通过把 1 = 0

代入式（6-1），发现服务时间的密度函数变为 

 
1 1 1

1 1 1 2 1 2 1 1

1 1
1 2

2 12 1

1
,

x x x

s s s s

e e xe
f x s x s

s se e s e s e

  

   

   

   


  

 
≤ ≤  （6-25） 
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说明区间[s1, s2]上的参数为 1 0  的截尾指数分布实际上是均匀分布。这个结果说明

当实际服务时间分布为均匀分布时，顾客被告知服务时间均值和取值范围与顾客只

被告知取值范围效果相同，服务时间的均值这个附加信息对顾客的决策不起作用。 

当实际的服务时间分布为均匀分布时，图 6-1比较了顾客的均衡进入概率 eq

和社会最优进入概率 *q 。观察到所有的 eq 都大于 *q 。与式（6-25）一致，部分信

息取值范围、取值范围和均值、均值和方差下的均衡进入概率都是相等的，且大

于部分信息为均值下的均衡进入概率。 

 
图 6-1 服务时间为均匀分布时的 eq 和 q* 

6.3.2.2 指数分布 

如果实际的服务时间分布函数是参数为1 / s 的指数分布，则假设 R cs≥ 。单位

社会福利函数为 

 
2

1

Λqs
SW q Λq R c s

Λqs

  
       

   （6-26） 

则社会最优目标函数为 
2

0 1
max

1q

Λqs
Λq R c s

Λqs

  
      ≤ ≤

   （6-27） 

基于一阶最优条件  ' 0SW q  ，得到社会最优进入概率 *q 为 

* R Rcs
q

RΛs


       （6-28） 

基于假设 R cs≥ ， *q 非负。因此，如果 *q < 1， * *q  ；否则， * Λ  ， * 1q  。 
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如果顾客只被告知服务时间的均值 s ，则最大熵分布与实际分布吻合。这样

均衡进入概率 eq 由式（6-10）给出；如果顾客被告知服务时间的均值 s 和方差
2 2
s s  ，则顾客的决策独立于服务时间的真实分布，所以均衡进入概率与只告

知服务时间均值时相等。 

当实际的服务时间分布为指数分布时，图 6-2比较了顾客的均衡进入概率 eq

和社会最优进入概率 *q 。显然，部分信息均值、均值和方差下的均衡进入概率大

于社会最优进入概率。 

 

图 6-2 服务时间为指数分布时的 eq 和 q* 

6.3.2.3 截尾指数分布 

如果实际的服务时间分布函数是区间 1 2[ , ]s s 上参数为 1 的截尾指数分布，则

假设 1R cs≥ 。单位社会福利函数为 

   
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SW q Λq R c s
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   （6-29） 

其中 
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   



 

 

 
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 
  
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  （6-30） 

则社会最优目标函数为 
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 
2

1
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1
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Λqs
Λq R c s
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  
       ≤ ≤

   （6-31） 

基于一阶最优条件  ' 0SW q  ，得到社会最优进入概率 *q 为 

     
  

1 1 2 2 1 1 2*

1 1 1 2

2 2

2

s R cs cs cs s R cs cs
q

s Λ s R cs cs
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

 
  （6-32） 

其中 1s 和 2s 由式（6-30）给出。基于假设 1R cs≥ ，q*非负。因此，如果 q*<1， * Λq  ；

否则， Λ  ，q* = 1。 

如果顾客被告知服务时间的取值范围为[s1, s2]，则最大熵分布为均匀分布，

与实际分布不符。因此， eq 由式（6-8）给出。如果顾客只被告知服务时间的均值

1s ，则最大熵分布为指数分布，与实际分布也不符。因此， eq 为 

      
    

21 1 1 2 1 1 1 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2
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 （6-33） 

如果顾客被告知服务时间的取值范围 1 2[ , ]s s 和均值 1s ，则最大熵分布与实际

服务时间分布吻合， eq 由式（6-12）和式（6-13）给出。如果顾客被告知服务时

间的均值 1s 和方差
2 2

2 1s s s   ，其中 1s 、 2s 由式（6-30）给出，则顾客的决策独

立于服务时间的真实分布，所以均衡进入概率与被告知服务时间均值和取值范围

时相等。 

当实际的服务时间分布为截尾指数分布时，图 6-3和图 6-4比较了顾客的均 

衡进入概率 eq 和社会最优进入概率 q*。当 1 = 1 时，图 6-3 中的均衡进入概率存

在关系 MR MV M R
e e e eq q q q ＞ ＞ 。然而，当 1 0.2  时，图 6-4 中的均衡进入概率存在

关系 MR MV R M
e e e eq q q q ＞ ＞ 。而且，在图 6-3中，当顾客只被告知服务时间范围时，

均衡进入概率甚至小于社会最优进入概率。 

6.3.3 利润最大 

现在考虑均衡状态下服务员在各种类型的部分服务信息下的利润和定价问

题。假设服务价格为 p，则顾客在某种部分服务信息下的均衡进入概率满足 

[ ( )]eR p cE W q      （6-34） 

基于式（6-5），解方程得 
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图 6-3 服务时间分布是参数为 1 =1的截尾指数分布时的 qe和 q* 

 
图 6-4 服务时间分布是参数为 1 = 0.1的截尾指数分布时的 qe和 q* 
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   （6-35） 

因此，均衡状态下服务员的利润 Π(p)为 
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e

s

p R p cs
p Λq p p

s R p c s
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  （6-36） 

解方程 ' (p) = 0，得到垄断价格为 

     2 2 2 2 2 2 2

*
2 2

2

s s sRs c s s Rsc c s
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s
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 （6-37） 
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相应的最大利润为  * * *
eΛq p p  。根据最大熵原理，对于任意的服务时间分

布函数，给定不同的部分服务信息，顾客将对服务时间的均值 s 和方差 2
s 给出

不同的估计结果。因此显然，部分服务信息的种类直接关系到服务员的利润和

价格。 

假设实际服务时间分布分别为均匀分布，指数分布和截尾指数分布，在各种

类型的部分服务信息下，对均衡状态下服务员的利润和价格进行一下数值比较。 

当实际的服务时间分布为均匀分布时，图 6-5对部分信息取值范围（取值范围和

均值、均值和方差）或均值下的服务员利润进行了比较。对应于 R MR MV
e e eq q q  ，部

分信息取值范围（取值范围和均值、均值和方差）下的利润存在关系 R MR MV    。

而且，对于任意给定的价格，关系 M R MR MV   ≤  始终保持。如果部分信息

为均值，则垄断价格为 PM *= 5.5279，最大利润为
*

1.5279M  。如果部分信息为取

值范围（取值范围和均值、均值和方差），则垄断价格为PR *= PMR *= PMV *= 5.9464，

最大利润为 ПR *=ПMR *= 1.9464。这说明顾客需根据不同的部分服务信息来设定不同

的垄断价格以使利润最大化。而且，如果有可能，告知顾客服务时间的取值范围（取

值范围和均值、均值和方差）要优于只告知其均值。 

 

图 6-5 服务时间为均匀分布时的服务员利润 

当实际的服务时间分布为指数分布时，图 6-6展示了部分信息均值（均值和

方差）下的服务员利润。如果部分信息为均值（均值和方差），则垄断价格为

PM *= PMV *= 6.8377，最大利润为 ПM *= ПMV *= 4.6754。 
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图 6-6 服务时间为指数分布时的服务员利润 

当实际的服务时间分布为截尾指数分布时，图 6-7和图 6-8对部分信息取值

范围、均值或取值范围和均值（均值和方差）下的服务员利润进行了比较。图 6-7

中， 1 1  ，而图 5-8 中， 1 0.5  。也就是说，取值范围下的最大利润和均指下

的最大利润之间的大小关系由截尾指数分布的参数 1 决定。从图 6-7观察到：如

果部分信息为取值范围，则垄断价格为 PR *=5.9464，最大利润为 ПR *=1.9464；如

果部分信息为均值，则垄断价格为 PM *=5.8927，最大利润为 ПM *= 2.0584；如果部

分信息为取值范围和均值（均值和方差），则垄断价格为 PMR *= PMV *=6.3146，最

大利润为 ПMR *=ПMV *=2.5586。然而在图 6-8 中，如果部分信息为均值，则

PM *=5.7151，ПM *=1.7789；如果部分信息为取值范围和均值（均值和方差），则

PMR *= PMV *=6.1337，ПMR *=ПMV *=2.235。因此，顾客被告知的部分服务信息越多

越丰富，服务员的利润就会越大。 

6.4 风险规避顾客 

除了考虑风险中立顾客，下面继续考虑具有风险规避顾客的队长不可视排队

系统。显然，由定义可知，无论在何种部分信息下，风险规避顾客的均衡进入概

率不会大于风险中立顾客的均衡进入概率。平行于对具有风险中立顾客的排队系

统的研究，考虑在各种部分服务信息下顾客的均衡止步行为，其部分服务信息包

括：取值范围、均值、取值范围和均值、均值和方差、前三阶原点矩。这里用符
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号 3M-信息表示前三阶原点矩信息，并用上标 3M对其进行标记。然后给定几种

常见的服务时间分布函数：均匀分布、指数分布、截尾指数分布、截尾正态分布，

考虑社会最优止步行为并把两者结果进行对比。最后讨论均衡状态下，服务员在

各种部分信息下的最优价格和最大利润，并进行比较。 

 

图 6-7 服务时间是参数为 λ1 = 1的截尾指数分布时的服务员利润 

 
图 6-8 服务时间分布是参数为 1 0.5  的截尾指数分布时的服务员利润 

根据引理 6.2.4，为保证最大熵分布的存在性，假设变差系数 /s s 满足

/ 1s s  ，特别地，如果实际服务时间分布函数为指数分布，则变差系数满足

/ 1s s  。 
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6.4.1 纳什均衡 

6.4.1.1 R-信息 

如果到达顾客只被告知服务时间的取值范围为 1 2[ , ]s s ， 1 20 s s  ，则顾客逗

留时间的二阶矩  2[ ]E W q 为 

 
   

  
  

  

22 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 22 1 1 2 2

2
1 21 2

2 3 2 3
[ ]

36 29 2

Λq s s s s Λq s s s s s s s s s s
E W q

Λq s sΛq s s

      
  

  

（6-38） 

平均剩余效用为    2[ ]RU q R cE W q  。解方程   0RU q  ，得到顾客的均衡进

入概率 R
eq 的分子为 

    
         

2

1 2 1 2

32 62 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 12

3 96 4

N
eq s s c s s R

c R s s s s s s c s s c s s

   

       
 （6-39） 

分母为 

     2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 218 4D

eq s s R c s s cs s         （6-40） 

6.4.1.2 M-信息 

如果到达顾客只被告知服务时间的均值为 s ，则顾客逗留时间的二阶矩

 2[ ]E W q 为 

   
 

3
2 2

2

2 2
[ ] 2

1

Λqs Λqs
E W q s

Λqs


 


   （6-41） 

平均剩余效用为    2[ ]RU q R cE W q  。解方程   0RU q  ，得到顾客的均衡进

入概率 M
eq 为 

2M
e

R s Rc
q

RΛs


     （6-42） 

6.4.1.3 MR-信息 

如果到达顾客被告知服务时间的取值范围为 1 2[ , ]s s ，均值为 s ，则顾客逗留

时间的二阶矩  2[ ]E W q 为 

   
   

2 2
22 32

2 2
[ ]

1 3 12 1

Λq s ΛqsΛqss
E W q s

Λqs ΛqsΛqs
   

 
  （6-43） 

其中 
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1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 1

3 3 2 2
1 2 1 2

3 3
1 1

2( )2

( )

3( )6

( )

s s s s

s s s s

s s s s

s s s s

s e s e s e s e
s

e e e e

s e s e s e s e
s

e e e e

   

   

   

   

 

 

   

   

   

   

  
    


      

   

（6-44）

 

且 1 满足式（6-2）。平均剩余效用为 2( ) [ ( )]RU q R cE W q  。解方程   0RU q  ，

得到顾客均衡进入概率 MR
eq 为 

2 2 2
3 2 3 2 2 2

2 2
2 3

6 3 ( 3 ) 18 ( )

( 3 6 2 )
MR
e

Rs cs css c s ss cs R cs
q

cs Rs cs s Λ

     


  
 （6-45） 

其中 2s 、 3s 由式（6-2）和式（6-44）给出。 

6.4.1.4 MV-信息 

如果到达顾客被告知服务时间的均值为 s ，方差为 2
s ，则根据引理 6.2.4，

如果变差系数满足 / 1s s ＜ ，最大熵分布为截尾正态分布。顾客逗留时间的二阶

矩 2[ ( )]E W q 为 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 3
2

( ) ( ) (3 ( ) )
[ ( )] ( )

2(1 ) 3(1 )
s s

s

Λq s Λq s s s
E W q s

Λqs Λqs

 


  
   

 
  （6-46） 

其中 
 2

23 2
3 0

1 1
d

2

x

s x e x
 





 






 
 
 

    （6-47） 

且  和 是方程（6-4）的解。平均剩余效用为 2( ) [ ( )]RU q R cE W q  。解方程

  0RU q  ，得到顾客均衡进入概率 MV
eq 的分子为 



2 2
3

2 2 2 2 2 2 2 2
3 3

(6 ) 3 ( )

( ) ( 18 9 ( 2 )) 6 ( )

N
e s

s s s

q sR cs cs s

c s R c s cs s s cs



  

    

        
 （6-48） 

分母为 
2 4 2 2 2 2

3( 6 3 6 3 ( ) 2 )D
e s sq Rs cs c s c cs s Λ         （6-49） 

其中 3s 由式（6-4）和式（6-47）给出。另一方面，如果变差系数满足 / 1s s  ，

顾客估计服务时间分布服从参数为1 / s（或1/ s ）的指数分布， eq 由式（6-42）

给出。 

6.4.1.5 3M-信息 

如果到达顾客被告知服务时间的前三阶原点矩为 1 2 3{ , , }s s s ，则顾客逗留时间

的二阶矩  2[ ]E W q 为 
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    
 

 
 

2 2
1 2 322

22
11

3
[ ]

3 12 1

Λq s s sΛq s
E W q s

ΛqsΛqs


  


   （6-50） 

平均剩余效用为    2[ ]RU q R cE W q  。解方程   0RU q  ，得到顾客均衡进入概

率 3M
eq  为 

    
 

2 2
1 1 2 3 1 2 1 2 3 2 2 33

2 2
1 3 1 2

6 3 3 3 2 18

6 2 3
M

e

Rs cs s cs c cs s s s s s R cs cs
q

Rs cs s cs Λ

      


 
（6-51） 

因此，关于服务时间的前三阶矩的部分信息对风险规避顾客做决策来说已经

足够，顾客无须再对具体的服务时间分布进行估计。 

6.4.2 社会最优 

一般情况下，对于前三阶原点矩为 1 2 3{ , , }s s s 的任意服务时间分布函数，根据

式（6-6），单位社会福利函数为 

   
 

 
 

2 2
1 2 32

22
11

3

3 12 1

Λq s s sΛq s
SW q Λq R c s

ΛqsΛqs

  
     

    
  （6-52） 

类似于风险中立顾客的讨论过程，在此也考虑几种服务时间分布函数，导出

风险规避顾客的社会最优混合止步策略。 

6.4.2.1 均匀分布 

如果实际的服务时间分布函数为区间 1 2[ , ]s s 上的均匀分布，则单位社会福利函数为 

   
  

  
  

22 2 2
1 1 2 2

2

1 2

2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

2
( )

9 2

3 2 3

36 2

Λq s s s s
SW q Λq R c

Λq s s

Λq s s s s s s s s s s

Λq s s

        
      
  

 （6-53） 

则社会最优目标函数为  max{ ,0 1}SW q q≤ ≤ ，基于一阶最优条件  ' 0SW q  ，

可得到社会最优进入概率 q*。鉴于 q*表达式的复杂性，此后将省略其书写。 

如果顾客只被告知服务时间的范围 1 2[ , ]s s ，则最大熵分布与实际分布吻合，

eq 由式（6-39）和式（6-40）给出。如果顾客被告知服务时间的前三阶原点矩

1 2 3, ,s s s ，即 

 
2 2 4 4

1 2 1 1 2 2 2 1
1 2 3

2 1

, ,
2 3 4

s s s s s s s s
s s s

s s

   
  


  （6-54） 
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则顾客的决策独立于服务时间的真实分布，所以均衡进入概率与只告知服务时间

取值范围时相等。 

如果顾客只被告知服务时间的均值 s ，即  1 2 / 2s s s  ，则最大熵分布与实

际服务时间分布不符。此时，均衡进入概率为 

 
 
 
1 2

1 2

2 22
e

R s s RcR s Rc
q

RΛs RΛ s s

 
 


 （6-55） 

如果顾客被告知服务时间的取值范围 1 2[ , ]s s 和均值  1 2 / 2s s s  ，则最大熵

分布是区间 1 2[ , ]s s 上参数为 1 0  的截尾指数分布。根据式（6-25），均衡进入

概率与部分服务信息为取值范围时的一致，且由式（6-39）和式（6-40）给出。 

如果顾客被告知服务时间的均值 s 和方差 2
s ，则最大熵分布是均值为

 1 2 / 2s s s  ，方差为  22
2 1 / 12s s s   的截尾正态分布。因此，均衡进入概率

分子为 

     
         
 

2 3 3
1 2 1 2 1 2 3

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 3 3 1 2 1 1 2 2

1
2 2 2
1 2 1 2

18 2 6

36 2

6 12

N
eq R c s s s s c s s s

c R cs s s s s s cs s s s s s s s

cs s R cs s

       

        

 

 

分母为 

       2 2 2 2 2
1 2 1 2 3 1 2 1 29 2 6 2D

eq s s R c s s cs s s cs s Λ         

其中 
 2

23 2
3 0

1 1
d

2

x

s x e x
Φ





 






 
 
 

  

且 和 是方程组 

 

1 2

2

2 12

=
2

1 1
12

s s

Φ

s s

Φ Φ


 



  
 
 
 

  
    
 
   

                                      

   （6-56） 

的解。 
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当实际的服务时间分布为均匀分布时，图 6-9 比较了风险规避顾客的均衡进入

概率 qe和社会最优进入概率 q*。观察到部分信息取值范围、取值范围和均值、前三

阶矩下的均衡进入概率都是相等的，且大于部分信息为均值或均值和方差下的均衡

进入概率，甚至部分信息为均值下的均衡进入概率要小于社会最优进入概率。 

 
图 6-9 服务时间为均匀分布时的 qe和 q* 

6.4.2.2 指数分布 

如果实际的服务时间分布函数是参数为1 / s 的指数分布，则单位社会福利函

数为 

   
 

3
2

2

2 2
2

1

Λqs Λqs
SW q Λq R c s

Λqs

  
    

    
  （6-57） 

则社会最优目标函数为  max{ ,0 1}SW q q≤ ≤ 。基于一阶最优条件  ' 0SW q  ，

可得到社会最优进入概率 q*。 

如果顾客被告知服务时间的均值 s ，则最大熵分布与实际分布吻合，这样均

衡进入概率 eq 由式（6-42）给出。如果顾客被告知服务时间的前三阶原点矩

1 2 3, ,s s s ，也就是 2 3
1 2 3, 2 , 6s s s s s s   ，则顾客的决策独立于服务时间的真实分

布，所以均衡进入概率与只告知服务时间均值时相等。 

如果顾客被告知服务时间的均值 s 和方差 2
s ，则 2 2

s s  ，即 / 1s s  。根

据引理 6.2.4，最大熵分布是参数为1 / s 的指数分布，也与实际分布相吻合。换句

话说，这三种类型部分信息下的均衡进入概率相同。 

当实际的服务时间分布为指数分布时，图 6-10 比较了风险规避顾客的均衡
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进入概率 qe和社会最优进入概率 q*。显然，部分信息：均值、均值和方差、前三

阶矩下的均衡进入概率不小于社会最优进入概率。 

 
图 6-10 服务时间为指数分布时的 qe和 q* 

6.4.2.3 截尾指数分布 

如果实际的服务时间分布函数是区间 1 2[ , ]s s 上参数为 1 的截尾指数分布，则

单位社会福利函数为 

   
   

2 2
2 31 2

2 2
1 11

1 3 12 1

Λq s ΛqsΛqs s
SW q Λq R c s

Λqs ΛqsΛqs

  
      

     
（6-58） 

其中 1 2 3, ,s s s 由式（6-30）和式（6-44）给出。社会最优目标函数为  max{ ,0 1}SW q q≤ ≤ 。

基于一阶最优条件  ' 0SW q  ，可得到社会最优进入概率 q*
。 

如果顾客被告知服务时间的取值范围 1 2[ , ]s s ，则最大熵分布与实际分布不

符。因此，均衡进入概率 eq 由式（6-39）和式（6-40）给出。如果顾客被告知服

务时间的均值 1s ，则 

      
    

1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2

1 1 2

2s s s s s s

e s s s s

R e e Rc e e s e s e
q

RΛ e e s e s e

     

   

 



     

   

    


  
 

（6-59） 

如果顾客被告知服务时间的取值范围 1 2[ , ]s s 和均值 1s ，则最大熵分布与实际分

布吻合，这样均衡进入概率 eq 由式（6-45）给出。如果顾客被告知服务时间的前三

阶原点矩 1 2 3, ,s s s ，它们分别由式（6-30）和式（6-44）给出，则顾客的决策独立于

服务时间的真实分布，所以均衡进入概率与告知服务时间均值和取值范围时相等。 
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如果顾客被告知服务时间的均值 s 和方差 2
s ，则最大熵分布是均值为 

1 1 1 2

1 1 1 2

1 2
1

1

1 s s

s s

s e s e
s s

e e

 

 

 

 


  


    （6-60） 

方差为 

  
 

1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 21 1 1 2

1 1 1 2

22 2
2 1 2 1 2 1 2

2
1 11

2 2 2
1 2 1

2 2
1

2( )2 1

( )

( ) ( )

( )

s s s s s s

s s s s s s s

s ss s

s s

s e s e s e s e s e s e

e e e e e e

e e e s s

e e

     

     

 

 


 




     

     

  

 

   
        

  



　　

 （6-61） 

的截尾正态分布。因此，均衡进入概率的分子为 

   

       
2 2

3

22 2 2 2 2 2 2
3 3

6 3

18 9 2 6

N
e s

s s s

q sR cs cs s

c s R c s cs s s cs



  

    

        　　
 

分母为 
2 4 2 2 2 2

3( 6 3 6 3 ( ) 2 )D
e s sq Rs cs c s c cs s Λ        

其中， s 和 2
s 由式（6-60）和式（6-61）给出， 

 2
23 2
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s x e x




 
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
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 
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 
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s e s e

e e
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e e
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 
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 


    
   
 

 

 

  

 

  
     

 
   

                                          

 （6-62） 

的解。 

当实际的服务时间分布为截尾指数分布时，图 6-11和图 6-12比较了风险规

避顾客的均衡进入概率 qe和社会最优进入概率 q∗。当 1 1.5  时，图 6-11中的均

衡进入概率存在关系 3MR M MV M R
e e e e eq q q q q    。然而，当 1 0.8  时，图 6-12中

的均衡进入概率存在关系 3MR M MV R M
e e e e eq q q q q    。而且，当顾客被告知服务

时间范围或均值时，均衡进入概率小于社会最优进入概率。 
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图 6-11 服务时间是参数为 λ1 = 1.5的截尾指数分布时的 qe和 q* 

 

图 6-12 服务时间是参数为 λ1 = 0.8的截尾指数分布时的 qe和 q* 

注释 6.4.1 对于均匀分布和截尾指数分布来说，如果部分服务信息为取值

范围和均值，则均值总是不会大于取值范围的中值，所以顾客不会因为一个过大

的服务时间均值而对队列望而却步。因此，本章通过数值算例得到的规律是合理

的，即部分信息为均值和取值范围下的均衡进入概率不会小于部分信息为取值范

围下的均衡进入概率。 

6.4.2.4 截尾正态分布 

如果实际的服务时间分布函数是区间（0,+∞）上参数为 µ和 σ的截尾正态分

布，则单位社会福利函数为 
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       
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 （6-63） 

其中 
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

 （6-64） 

社会最优目标函数为  max{ ,0 1}SW q q≤ ≤ 。基于一阶最优条件  ' 0SW q  ，可得

到社会最优进入概率 *q 。 

如果顾客被告知服务时间的均值 s ，即    / / /s         ，则最大

熵分布与实际服务时间分布不符。因此， 

  

2
2

e

R Rc
R s Rc

q
R s

R

    
  

   
 

                     
            

  （6-65） 

如果顾客被告知服务时间的均值 s 和方差 2
s ，则最大熵分布与实际服务时间

分布相吻合，且 eq 由式（6-48）和式（6-49）给出。如果顾客被告知服务时间的

前三阶原点矩 1s s 、 2 2
2 ss s   和 3s ，其中 s 、 2

s 、 3s 由式（6-64）给出，则

顾客的决策独立于服务时间的真实分布，所以均衡进入概率与告知服务时间均值

和方差时相等。 

当实际的服务时间分布为截尾正态分布时，图 6-13 比较了风险规避顾客的

均衡进入概率 eq 和社会最优进入概率 q∗。观察到部分信息为均值和方差下的均衡

进入概率大于最优进入概率，而部分信息为均值下的均衡进入概率则小于最优进

入概率。 
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6.4.3 利

平行于对具

下，具有风险规

和定价问题。假

满足 

基于式（6-6）
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 R p
 

（6-67） 

（6-68） 

（6-69） 

* *p 。对

避顾客根
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据最大熵原理将对服务时间的前三阶矩给予不同的估计。 

假定实际服务时间分布分别为均匀分布、指数分布、截尾指数分布、截尾正

态分布。部分服务信息分别为取值范围、均值、取值范围和均值、均值和方差、

前三阶矩，图 6-14至图 6-18分别比较了不同情况下服务员的利润和价格。这里

只对图 6-17和图 6-18加以说明。 

 

图 6-14 服务时间为均匀分布时的服务员利润 

 

图 6-15 服务时间为指数分布时的服务员利润 

从图 6-17观察到如果部分信息为取值范围，则垄断价格为
*

3.391Rp  ，最大利

润为
*

0.4257R  ；如果部分信息为均值，则
*

3.8795MP  ，
*

0.7028M  ；如果
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部分信息为均值和方差，则
*

5.4465MVp  ，
*

1.7024MV  ；如果部分信息为取值

范围和均值或前三阶矩，则
*

5.6163MRp  ，
*

1.8676MR  。而在图 6-18 中，如果

部分信息为均值，则
*

2.9114Mp  ，
*

0.3176M  ；如果部分信息为均值和方差， 

则
*

4.651MVp  ，
*

1.0118MV  ；如果部分信息为取值范围和均值或前三阶矩，

则
*

4.852MRp  ，
*

1.173MR  。因此，在此得到相似的结论，即顾客被告知的部

分服务信息越多越丰富，服务员的利润就会越大。 

 

图 6-16 服务时间为截尾正态分布时的服务员利润 

 
图 6-17 服务时间是参数为 1 3  的截尾指数分布时的服务员利润 



第 6章 具有部分服务信息的排队系统 

·223· 

 
图 6-18 服务时间是参数为 1 1.5  的截尾指数分布时的服务员利润 

6.5 相关文献评述 

熵最初是热力学中的一个非常重要的概念。1948年，电气工程师 Shannon[97]

创立了信息论，首次将信息量与熵联系起来，并用信息熵定量地刻画了随机事件

的不确定性。可以看到，Shannon 的工作使熵闯入了距其出生地非常遥远的概率

论与数理统计、通信、计算机领域。1957年，Jaynes[98]首次提出了最大熵原理。

对于初学者，还可以参考 Kapur和 Kesavan[96]给出的相关文献，其中对最大熵原

理给出了详尽的介绍。 

除了根据最大熵原理对服务时间分布进行估计之外[95]，还可以根据最小最大

后悔值准则（Minimax Regret Criterion）来进行估计。最小最大后悔值准则是管

理决策中不确定型决策的一种方法。后悔值是指当某种自然状态出现时，决策者

由于从若干方案中选优时没有采取能获得最大收益的方案，而采取了其他方案，

以致在收益上产生的某种损失。最小最大后悔值准则一般应用于库存控制和收益

管理等决策问题之中。Perakis和 Roels[99]研究了一个具有部分需求分布信息的报

童模型，并根据最小最大后悔值准则导出了报童的订货量。 

然而，将最小最大后悔值准则应用于排队系统中顾客的行为分析的研究工作

还很少。Veeraraghavan和 Debo[100]考虑了具有两个服务员的排队系统，服务员服
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务率未知，但顾客在选择之前被告知有关两服务员的正面和负面两种信息，根据最

小最大后悔值准则，顾客会在具有较短队列长度的服务员前进行排队。孙微等[56]

研究了具有多重休假策略和五类决策标准（包括最小最大后悔值准则）的排队系

统中顾客的均衡止步策略。 
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第 7章  具有随机服务参数的排队系统 

7.1 服务参数的不确定性 

在随机服务系统中，除了大家熟知的服务员服务率可变之外，和顾客最终剩

余服务效用密切相关的服务参数也往往是可变的。比如，随着服务环境的恶化，

顾客的单位等待损耗会增加或服务收益会减少等。重要的是，这些系统参数一般

表现为随机变动，当其中某个参数变化时，服务员应采取何种定价策略以保证利

润最大是其最关心的问题。再者，顾客对这种随机变动的规律（即参数的随机分

布类型）已知与否会对服务员利润产生何种影响，利润对于参数不确定性的灵敏

度如何，也都是系统管理者关心且急需解决的问题。 

本章内容为作者研究成果[101]的进一步完善和补充。 

7.2 模型描述 

考虑一些队长不可视的 Markov 排队系统，潜在顾客均为风险中立顾客且到

达率足够大。假设服务员服务率为 µ，单位等待损耗为 C，服务价格为 T，服务

收益为 R①①。在此，我们考虑三种类型的不确定性，即假定 µ、C、R分别为离散

型随机变量。记符号 q表示某类服务参数，分布律为    1k kP q q p k n   ≤ ≤

                                                        
①
① 对于确定的服务参数 R、C、µ和 T，Hassin与 Haviv[36]已经给出了有关服务员定价和最大利润的结果。

如果 R – T < C/µ，则均衡到达率是零。否则，均衡到达率满足 R − T = C/(µ − λ) 或 λ =µ − C/(R − T )。假设 R、C

和 µ给定，T是一个决策变量，则服务员利润率为 Π = λT。如果 R < C/µ，则服务员利润为零。否则，令 T = R −

/RC  ，可使 Π达到最优。因此，最大利润率为 

 2

*

0

R C   


C
R

C
R







≤
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且
1

1
n

kk
p


 。定义 q 的均值和方差分别为

1

n

k kk
q p q


  和  

1
Var

n

kk
q p


 

 2

kq q 。 

对于上述每类服务参数，我们分析 5种情况，建立 5个子模型。首先，第一种

情况，该可变服务参数的分布信息对顾客是封闭的，服务员实行单一定价策略。在

其他 4 种情况中，该可变服务参数的分布信息对顾客是公开的。然而，服务员定价

决策的制定受到许多因素的影响，如采用多层次定价的费用问题及相关的定价制度

约束等。因此，我们将其可能的定价决策进行分化。第二种情况，服务员对于可变

服务参数的 n 个实现值只能实行单一定价。第三种情况，服务员对于每个实现值都

分别采用不同的定价，即对较高服务率、较低单位损耗或较高服务收益征收较高的

费用。称上述两种定价策略为纯策略。第四种情况，服务员对前 k(1≤k≤n-2)个实

现值采取不同的定价，对后 n-k 个实现值采取单一定价。相反，第五种情况，服务

员对后 n-k(2≤k≤n-1)个实现值采取不同的定价，对前 k 个实现值采取单一定价。

称上述两种策略为混合策略。事实上，我们已经全面考虑了所有可能的定价策略。 

现定义一些符号，特别是在各种不确定性和定价策略条件下服务员的利润率： 

●   λk   µ(C,R)的第 k(1≤ k≤n)个实现值 µk(Ck, Rk)下顾客的均衡到达率； 

● un
 , un

C , un
R
     

参数 µ(C,R)的分布信息封闭条件下服务员的利润率； 

● in
n , in

nC , in
nR   参数 µ(C,R)的分布信息公开且对参数的 n 个实现值

实行 n重定价条件下服务员的利润率； 

● 
1
in
 , 1

in
C , 1

in
R       参数 µ(C,R)的分布信息公开且对参数的 n 个实现值

实行单一定价条件下服务员的利润率； 

● 
( +1)
in
k  , ( +1)

in
k C , ( +1)

in
k R      参数 µ(C,R)的分布信息公开且对参数的 n个

实现值实行 k +1 (1≤k≤n-2)重定价条件下服务员的利润率； 

● 
( +1)
in
n k  -

, ( +1)
in
n k C -

, ( +1)
in
n k R -

     参数 µ(C,R)的分布信息公开且对参数

的 n个实现值实行 n-k +1(2≤k≤n-1)重定价条件下服务员的利润率。 

7.3  可变服务速率 

假定服务率的分布律为    1k kP p k n    ≤ ≤ ，
1

1
n

kk
p


 且 1 2  

n 。 
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7.3.1  服务速率信息封闭 

假定服务率的分布信息对顾客是封闭的，定义服务员的利润最大化价格为
unT ，顾客的均衡到达率为

un
 。因为 un

 ≥0且 un
 ≥0，不失一般性， 

 
1

n
un k

k k

p
R T C 

 ≥  （7-1） 

引理 7.3.1  服务员的利润最大化价格 unT 和顾客的均衡到达率
un
 是以下方

程组 

  

 

2
1 1

2
1

n n
k k

k k kk

n
k

k k

p pR

C

p
T C


  


 

 




  


  

 


 （7-2） 

的解。 

证明  均衡状态下，有以下关系式 

 
1

n
k

k k

pR T

C  


-

 （7-3） 

其中，λ可以看作是 T的隐函数。因此，得到 λ关于 T的一阶导数 

 

 2
1

1'
T n

k

k k

p
C



 

 




 

由于利润 T  ，一阶最优条件可表示为 0'
TT   ，即 

 

 2
1

= 0
n

k

k k

T
p

C


 






 （7-4） 

求解方程（7-3）与方程（7-4），得到 un
 和 unT ，然后再计算出

un
 = un


unT 。 

7.3.2  服务速率信息公开 

7.3.2.1  服务速率信息公开—n重价格 

假定服务率的分布信息对顾客是公开的，且服务员可根据服务率的 n个实现

值实行 n重定价。如果 R > C/μn，不论服务率为何实现值，一定有顾客进入系统，

因此利润率以概率 pk(1≤k≤n)由 n部分构成；如果 C/j-1<R≤C/j(2≤j≤n) ，只

有>j时才能有顾客进入，因此利润率以概率 pk(1≤k≤j-1) 由 j-1 部分构成；

然而，如果 R≤C/1，将没有顾客进入系统。基于 Hassin与 Haviv[36]给出的上述
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相关结果，得到 

 

 

 
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1 1

1
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,

1 1
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1
0,

n
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p R C
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R
p R C j n

C

R

C







 







 






  









若 ＞

,若 ＜ ≤ ≤ ≤

若 ≤

 （7-5） 

7.3.2.2  服务速率信息公开—单一价格 

假定服务率的分布信息对顾客是公开的，但服务员只能实行单一定价。首

先，假定价格 T不太高，即 T < R − C/µn，因此，对于 µ = µk (1≤k≤n)，有 λk > 

0。给定 µ = µk，顾客到达率为 λk = µk – C/(R-T)，而给定 T，顾客的平均到达

率为 

 
1 1 1

n n n

k k k k k k
k k k

C C C
p p p

R T R T R T
    

  

           
    （7-6） 

其中
1

n

k kk
p 


  。因为平均利润率为 Πµ(T) = λT，因此由一阶最优条件

( ) 0T  可得到利润最大化价格 1T ，即 

 1 RC
T R 

 
①

①

 （7-7） 

到达率为 1 /C R    。因此，平均利润率 1
 为 

  2
1 R C     （7-8） 

另一方面，服务员也可能会选择一个相对较高的价格，使得当 µ = µk或 µ = µj 

(2 ≤ j, k ≤n, j > k) 时，顾客不会进入系统，即 R−C/µk≤T＜R−C/µk−1。在此情况

下，λ1, λ2, ⋯, λk−1＞0且 λk, λk+1, ⋯ , λn= 0，因此，当 µ =µk−1时，服务员将选择

利润最大化价格 2
1/k kT R RC    ，相应的利润率 2

k 为 

 
1

2 1

11

, 2
k

k
k j j

jk

CRC
R p k n

R










  
        

   
 ≤ ≤  （7-9） 

服务员将选择 2
k 与 1

 中的较大者。因此，实际的利润率为 

                                                        
① 由于假定 T< R-C/n，另一个解 1 +

RC
T R 

 被舍弃。 
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（7-10） 

假定 R = 20，C = 4，p1 = p2 = p3 = 1/3，µ1 = 4，µ2 = 2，µ3 = 1时，图 7-1（a）

展示的是平均利润率与价格之间的变化关系。在这些参数取值之下，R − C/µ3 = 16 

且 R − C/µ2 = 18。而且，注意到即使当 µ = µ2或 µ = µ3时，服务员仍值得降低价

格以吸引更多的顾客。在图 7-1（b）中，将 µ1从 4增加到 16，服务员如果选择

一个更高的价格则将使利润更大。但在此价格下，当 µ = µ3时，将没有顾客选择

进入。在图 7-1（c）中，将 µ1再次从 16增加到 64，服务员会选择一个比图 7-1（b）

中还要高的价格。但在此价格下，当 µ = µ2或 µ = µ3时，将没有顾客选择进入。 

7.3.2.3  服务速率信息公开— k＋1重价格 

假定服务中对服务率的前 k(1≤k ≤n－2)个实现值采取不同的定价，而对其

后的 n-k个实现价值采取单一定价。因此，服务员可采取 k+1重定价。在这种混

合定价策略下，即使在服务率较小的情况下，也可以鼓励顾客进入系统。 

对于的前 k 个实现值，服务员可获取顾客的所有剩余效用，因此，根据信

息公开且 n重价格情况下的结果，得到利润率的第一部分，记为 1
( 1)k  ，其为 
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 （7-11） 

对于 µ的其他 n-k个实现值，根据信息公开且单一价格的分析过程，可类似分析服

务员的定价策略和利润率。首先假定 T<R-C/n，因此 λk+1, λk+2, ⋯ , λn＞0。给定 µ = 

µl，顾客到达率为 λ1 =µl –C/(R–T)(k+1≤l≤n)。给定 T，顾客的平均到达率为 

 

1 1

n n

l l l l
l k l k

C
p p

R T
  

   

     
   （7-12） 

因为平均利润率为 2
 (T)= λT，由一阶最优条件 2


 (T) = 0可得到利润最大化价格 
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图 7-1  平均利润率与价格之间的变化关系 
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以及相应的到达率为 
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因此，利润率的第二部分，记为 2
 ，为 
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另一方面，假定 R − C/µj ≤T < R − C/µj−1(k+2≤j≤n)，因此 λk+1, λk+2, ⋯ , 

λj−1＞0且 λj, λj+1, ⋯, λn = 0。当 µ = µj−1时，服务员将选择利润最大化价格，记

为 2
jT ，为

2
jT  =R - 1/ jRC   ，因此利润率的第二部分，记为

2
j ，其为 
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从而，总平均利润率 ( 1)
in
k+  归纳如下 
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（7-15） 

假定服务率的所有实现值等概率出现，图 7-2 比较了 n = 3,4,5 时 ( 1)
in
k+   

(1≤k≤n-2)的大小。我们观察到不论 n和 k的取值如何， ( 1)
in
k+  都随 R递增，但随

n递减。而且，对于 n的同一取值， ( 1)
in
k+  随 k递增，原因在于当 k较大时，服务 
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图 7-2  ( 1)
in
k+  (1≤k≤n-2，n = 3,4,5) 

员可获取更多顾客的剩余效用。然而，对于固定的 n，观察到对不同的 k值，利

润之间的差距并不明显，尤其是当 µ的 n个实现值比较接近时更是如此。 

7.3.2.4  服务速率信息公—n -k+1重价格 

假定服务员对服务率的后 n-k (2≤k≤n-1)个实现值采取不同的定价，而对前

k个实现值采取单一定价。因此，服务员可采取 n-k +1重定价。 

对于 µ的后 n-k个实现值，服务员可获取顾客的所有剩余效用，因此根据
信息公开且 n 重价格情况下的结果，得到利润率的第二部分，记为 2

( - 1)n k+  ，

为 

 

 

2

1

1 2
2
( 1)

1 1

1

1
,

1 1
, , 2

1
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n

l l
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n k l l
l k j j

k

R
p R C

C

R
p R C k j n

C

R

C







 



 



 
  




 


    









若

若 ≤ ≤ ≤

若 ≤

（7-16） 

对于前 k个实现值，首先假设 T < R − C/µk，所以 λ1, λ2, ⋯ , λk＞0。给定 µ = µl (1≤l≤k)，

顾客到达率为 λl =µl − C/(R − T)。因此，给定价格 T，顾客的平均到达率为 

 

1 1

k k

l l l l
l l

C
p p

R T
  

 

     
   （7-17） 

因为平均利润率为 1
 (T) = λT，由一阶最优条件 1


 (T) = 0 可得到利润最大化价

格，记为 1
( +1)n kT - ，其为 

 1 1
( +1)

1

k

ll
n k k

l ll

p RC
T R

p







  


-
 

以及相应的到达率为 

1 1
( +1)

1
1

k
k

l ll
n k l l k

l ll

p C
p

p R



  




 
    
 




-
 

因此，利润率的第一部分，记为 1
( +1)n k  - ，其为 

 

2

1 1 1
( +1) ( +1) ( +1)

1 1

k k

n k n k n k l l l
l l

T R p C p   
 

 
     

 
 - - -  （7-18） 

另一方面，假定R − C/µj≤T<R − C/µj−1(2≤j≤k)，因此 λ1, λ2, ⋯, λj−1＞0且 λj, 
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λj+1, ⋯ , λk = 0。当 µ = µj−1时，服务员将选择利润最大化价格
1
jT ，且

1
jT  = R-

1/ jRC   。因此利润率的第一部分，记为
1
j ，其为 

 

1
11

11

, 2
j

j
j l l

lj

CRC
R p j k
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
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






  
     

   
   

 ≤ ≤  （7-19） 

从而，总平均利润率 ( +1)
in
n k  - 归纳如下 
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 （7-20） 

假定服务率的所有实现值等概率出现，图 7-3 比较了 n = 3,4,5 时 ( 1)
in
n k+  -  

(2≤k≤n-1)的大小。图 7-2与图 7-3的主要区别为对于 n的同一取值， ( 1)
in
n k+  -

随

k递减，这是由于当 k较小时，服务员可以获取更多的顾客剩余效用。 

 
图 7-3  ( 1)

in
n k+  - (2≤k≤n-1，n = 3,4,5) 
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图 7-4则比较了 n = 3,4,5情况下其他三类利润率。不论 n的取值如何以及服

务率分布信息是否公开，这三类利润率均随 R 递增。对于任意的 n，

1
in in un
n    ≥ ≥ ，且利润率均随 n 递减。有趣的是，信息封闭和信息公开条件

下的利润率之间的差距随 n递增。这说明信息量对服务员利润的影响是随服务率

实现值个数的增多而不断增大的。而且，如果服务员无法有效控制 n值，对顾客

封闭信息是对其最不利的选择。 

 
图 7-4  , ,un in in

n     (n = 3,4,5) 

7.3.3  可变服务速率对利润的影响 

下面，我们将数值观察服务率的不确定性对服务员利润的影响。考虑不确定

性下的两种情况，且在两种情况下固定
1

n

k kk
p 


 。 

●  第一种情况下，除了 µk之外，固定所有的 µj(1≤j, k≤n, j≠k)。假定存在

一系列的关于 pj (1≤j≤n)和 µk的关系方程{fj(p1, p2,⋯, pn, µk)=0, 1≤j≤n-2 }。通

过同时变换 pj (1≤j≤n)和 µk，保持不变但 Var(µ)发生变化。在图 7-5（a）中，

假定 n = 3，R = 20，C = 1， = 2，µ1 = 3，µ2 = 2以及 p1 = 2p2。 

●  第二种情况下，固定所有满足 0≤pk≤1 和 1
=

n

kk
p


 条件的概率

pk(1≤k≤n)，且假定存在一系列关于 µk(1≤k≤n)的方程{fj (µ1, µ2,⋯, µn) = 0, 
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1≤j≤n-2}①。通过同时变换 µk，保持不变但 Var(µ)发生变化。在图 7-5（b）

中，假定 n = 3，R = 20，C = 1， = 2，p1 = p2 = 1/6，p3 = 2/3及 µ1 = 4/3µ2。 

 

图 7-5  服务率的不确定性对服务员利润的影响 

从图 7-5中，观察到 un
 随Var(µ)递减，且 1 2 3

un in in in
      ≤ ≤ ≤ 始终成立。

利润率 un
 在两种情况下的唯一区别在于图 7-5（a）中，它为凹减函数，而在图 7-5

（b）中，它为凸减函数。然而，由于 in
 (k=1) ②和 3

in
 为Var(µ)的非减函数，因此它

们的曲线均为递增曲线。至于 1
in
 ，先是保持不变，然后再递增，直至非常逼近 3

in
 。 

7.4  可变等待损耗 

假定单位时间等待损耗的分布律为 P{C = Ck} = pk (1≤k≤n)，
1

=
n

kk
p


 且

C1 < C2 < · · · < Cn，因此 C的均值可记为
1

n

k kk
C p C


  。 

                                                        
①  在第一种情况中，除了以下约束条件和定义式： 

1

1

2

1

1

Var( )

n

kk

n

k kk

n

k kk

p

p

p

 

  







 

 


 



 ( )

 

我们假定其他方程个数为 n-2个，以保证在 Var(µ)给定的条件下，pj(1≤j≤n)和 µk这 n+1个未知量能确定下来；

在第二种情况中，除了以上的后面两个定义式之外，仍然假定其他方程个数为 n-2个，以保证在 Var(µ)给定的条

件下，µk(1≤k≤n)这 n个未知量能确定下来。 

②  由于 in
 (k+1=2)和 in

 (n-k+1=2)的差距并不明显，因此在此只考虑在 k+1重价格策略下的服务员的利

润率。对于后面将要讨论的 in
C (k =1)和 in

R (k =1)仍类似处理。 
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7.4.1  等待损耗信息封闭 

给定价格 T，顾客的均衡到达率为 λ = µ − C /(R − T)。因此，服务员的最大利

润率可由一阶最优条件 ( )C T = λ + TT = 0得到，即 

  2

,

0,

un
C

R C R C

R C

 



   


＞若

若 ≤

 （7-21） 

7.4.2  等待损耗信息公开 

7.4.2.1  等待损耗信息公开—n 重价格 

假定单位等待损耗的分布信息对顾客是公开的，且服务员可根据 C的 n个实

现值实行 n重定价。类似于式（7-5），可得到服务员利润率为 
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 （7-22） 

7.4.2.2  等待损耗信息公开—单一价格 

对于 T < R − Cn/µ，有 λ1, λ2,⋯, λn ＞0。给定价格 T，顾客的均衡到达率

为 λk = µ −Ck/(R − T)。因此，服务员的平均利润率 C 为 

 
=1 =1

=
n n

k
C k k k

k k

C CT
T p T p T T

R T R T
  

 
      

 
 

- -
 （7-23） 

这与信息封闭情况下的表达式相同，且平均利润率为 

  2
1
C R C    （7-24） 

对于 R − Ck/µ≤T<R − Ck-1/µ (2≤k≤n)，有 λ1, ⋯, λk-1＞0且 λk, ⋯, λn = 0。在此

范围内，利润最大化价格为 2
1 /kC kT R RC   - ，利润率为 
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kC j

j k
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R p k n
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 
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
-

-

-

≤ ≤  （7-25） 

比较式（7-24）和式（7-25）的大小，以确定在 R和 µ给定条件下的最大利润率。

因此， 



第 7章  具有随机服务参数的排队系统 

·237· 

 

1

2
1 1

1

,

, 2

0

C n

in
C kC k k

R C

C R C k n

R C







 


   



若

若 ≤ ， ≤ ≤

， 若 ≤

 （7-26） 

当 R = 20，µ = 2，p1 = p2 = p3 = 1/3，C1 = 1，C2 = 2，C3 = 6时，图 7-6（a）表

明服务员值得通过降低价格的方式来吸引更多的顾客进入系统。在图 7-6（b）中，

分别增大 C2和 C3，使得C2 = 4，C3 = 16，观察到服务员如果选择一个更高的价格将

使得它的利润更大。但在此价格下，当C = C3时，将没有顾客进入系统。在图 7-6（c）

中，继续增大 C2和C3，使得C2 = 16，C3 = 32，服务员会选择一个比图 7-6（b）中

还高的价格。但在此价格下，当C = C2和 C = C3时，将没有顾客进入系统。 

 
图 7-6  平均利润率与价格之间的变化关系 
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7.4.2.3 等待损耗信息公开——k +1重价格  对于 C的前 k (1≤k≤n−2)个

实现值，根据信息公开且 n重价格情况下的结果，得到服务员利润率的第一部分，
记为 1

( 1)k C ，为 
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 （7-27） 

对于其他的 n–k个实现值，首先假定 T<R−Cn/µ，因此 λk+1, λk+2,⋯ , λn＞0。给定

C=Cl (k+1≤l≤n)，顾客到达率为 λl =-Cl/(R-T)。因此，在给定 T的情况下，顾

客的平均到达率为 
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因为平均利润率为 2 ( )C T = λT，由一阶最优条件 2 ( )C T = 0得到利润最大化价

格为 
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以及相应的到达率为 
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因此，利润率的第二部分，记为 2
C ，为 
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假定 R − Cj /µ≤T<R − C j-1/µ(k+2≤j≤n)，因此 λk+1, λk+2, ⋯ , λj-1＞0且 λj, 
λj+1, ⋯ , λn=0。当 C = Cj-1 时，服务员将选择利润最大化价格

2
jCT ，且 2

jCT =R-

1 /jRC  。因此，利润率的第二部分，记为 2
jC ，其为 
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从而，总平均利润率 ( +1)
in
k C 归纳如下： 



第 7章  具有随机服务参数的排队系统 

·239· 

 

 

 

2
2

1

2
2

1
( 1) 1

21

1
1

1

,

, , 2

, 2 1

0,

k

l l C n
l

k

in l l jC j j
k C l

i

l l i i
l

p R C R C

p R C C R C k j n

p R C C R C i k

R C

 

 

 






 







 



      

   









+ 若 ＞

+ 若 ≤ ≤ ≤

， 若 ≤ ≤ ≤

若 ≤

  （7-31） 

假定等待损耗的所有实现值等概率出现，图 7-7 比较了 n = 3,4,5 时 ( +1)
in
k C

(1≤k≤n-2)的大小。类似于图 7-2，图 7-7表明 ( +1)
in
k C 也随 n递减。这说明顾客

的剩余效用随 n递减，从而直接影响到了服务员的最大利润。而且，对于 n的同

一取值， ( +1)
in
k C 仍随 k递增。 

 

图 7-7  ( +1)
in
k C (1≤k≤n-2，n = 3,4,5) 

7.4.2.4 等待损耗信息公开—n-k+1重价格 

对于 C的后 n-k (2≤k≤n-1)个实现值，根据信息公开且 n重价格情况下的结

果，可得到服务员利润率的第二部分，记为 2
( +1)n k C - ，其为 
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若 ≤ ≤ ≤
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（7-32） 

对于 C的前 k个实现值，首先假定 T < R − Ck/µ，因此 λ1, λ2, ⋯ , λk＞0。给定

C = C l (1≤l≤k)，顾客到达率为 λl=µ− Cl / (R − T)。给定 T，顾客的平均到达率

为 

 
1 1

k k
l

l l l
l l

C
p p

R T
  

 

     
   （7-33） 

因为平均利润率为 1 ( )C T =λT，由一阶最优条件 1 ( )C T = 0 得到利润最大化价格

为 

1 1
( 1)

1

k

l ll
n k C k

ll

p C R
T R

p 


 



  


 

以及相应的到达率为 

11
( 1)

1
1

k
k

l ll
n k C l k

l l ll

C p
p

p C R


  

 




 
    
 




 

因此，利润率的第一部分为 

 

2

1
( 1)

1 1

k k

n k C l l l
l l

R p p C 
 

 
    

 
   （7-34） 

假定 R − Cj /µ≤T<R − C j-1/µ(2≤j≤n)，因此 λ1, λ2, ⋯ , λj-1＞0且 λj, λj+1, ⋯, 

λk = 0。当 C = Cj-1时，服务员将选择利润最大化价格
1
jCT ，且 1

jCT =R- 1 /jRC  。

因此，利润率的第一部分，记为 1
jC ，其为 

 
1

11

1 1

, 2
j

j l
jC l

l j

RC C
R p j k

RC
 






 

  
     

      
 ≤ ≤  （7-35） 

从而，总平均利润率 ( +1)
in
n k C - 归纳如下： 
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（7-36） 

假定等待损耗的所有实现值等概率出现，图 7-8比较了 n = 3，4，5时 ( +1)
in
n k C -

(2≤k≤n-1)的大小。与图 7-7 不同的是，图 7-8 表明 ( +1)
in
n k C - 随 k 递减。而与

图 7-7类似的是， ( +1)
in
n k C - 仍随 n递减。 

 
图 7-8  ( +1)

in
n k C - (2≤k≤n-1，n = 3,4,5) 

图 7-9比较了 n = 3,4,5情况下其他三类利润率。可见这三类利润率都随 R递

增，且对于每个 n， 1
in in un
nC C C  ≥ ≥ 。然而，利润率均随 n递减，且 in

nC 与 1
in
C

或 un
C 之间的差距随 n 递增。因此，类似于图 7-4，这说明信息量对服务员利润

的影响是随着等待损耗可能实现值个数的增多而不断增大的。 



经济学视角下的随机服务系统 

·242· 

 

图 7-9  1, ,un in in
C C nC    (n = 3,4,5) 

7.4.3  可变等待损耗对利润的影晌 

下面，考虑等待损耗的不确定性对服务员利润的影响。考虑不确定性下的两

种情况，且在两种情况下固定
1

n

k kk
C p C


  。 

●  第一种情况下，除了 Ck之外，固定所有的 Cj (1≤j, k≤n, j≠k)。假定存

在一系列关于 pj (1≤j≤n)和 Ck的方程{fj (p1, p 2,⋯, p n, Ck) = 0, 1≤j≤n-2 }，通过

同时变换 pj (1≤j≤n)和 Ck，C保持不变而 Var(C)发生变化。在图 7-10（a）中，

假定 n = 3，R = 20，µ = 2，C = 2，C1 = 1，C2 = 2以及 p1 = 2p2。 

●  第二种情况下，固定所有满足 0≤pk≤1和
1

=1
n

kk
p

 的概率 pk(1≤k≤n)，

且假定存在一系列关于 Ck(1≤k≤n)的方程{fj (C1, C 2,⋯, C n) = 0, 1≤j≤n-2}。通

过同时变换 Ck(1≤k≤n)，C保持不变而 Var(C)发生变化。在图 7-10（b）中，假

定 n = 3，R = 20，µ = 2，C = 2，p1 = 2/3，p2 = p3=1/6以及 C2 = 2C1。 

从图 7-10中可见，由于 un
C 与 Var(C)无关， un

C 不随 Var(C)的增大而变化。

然而， 2 ( 1)in
C k  和 3

in
C 始终随 Var(C)递增， 1

in
C 先不变后递增。而且，在第一种

情况下， 1
in
C 几乎平行于 3

in
C ，而在第二种情况下， 1

in
C 非常接近于 3

in
C 。 
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图 7-10  等待损耗的不确定性对服务员利润的影响 

7.5  可变服务收益 

假定服务收益的分布律为 { } (1 )k kP R R p k n  ≤ ≤ 。 1 1n
k kp  且 1 2R R 

nR 。记R的均值为 1
n
k k kR p R 。 

7.5.1 服务收益信息封闭 

给定T，顾客的均衡到达率为  /C R T    。因此，服务员的最大利润率为 

  2

,
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R C

 
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
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若

若 ≤  
（7-37） 

7.5.2 服务收益信息公开 

7.5.2.1  服务收益信息公开— n重价格 

定单位等待损耗的分布信息对顾客是公开的，且服务员可根据 R的 n个

实现值实行 n重定价。因此，可得到 

 
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（7-38） 
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7.5.2.2  服务收益信息公开—单一价格 

对于 /nT R C   ，有 1 , 2 ,⋯ , 0n  。给定 T，顾客的均衡到达率为

/ ( )k kC R T    。因此服务员的平均利润率 R 为 

 
1 1 1

n n n
k

R k k k
k k kk k

pC
T p T p T CT

R T R T
  

  

 
        

    （7-39） 

一阶最优条件为 

 
 2

1 1

0
n n

k k

k kk k

p p
C CT

R T R T


 

  
 

   （7-40） 

求解该方程，得到利润最大化价格 1
RT 以及平均利润率为 1 1 1

R R RT  ，其中

  1 1
1 /n

R k k k Rp C R T    。 

对于  1/ / 2k kR C T R C k n   ≤ ≤ ≤ ，有 1 1, , 0k    且 , , 0k n   。

在此范围内，利润最大化价格为 2
1 1 /kR k kT R R C    ，利润率为 

1
2 1

1
1 1

1

, 2
k

k
kR k j

j k
j k

R C C
R p k n

R C
R R










 



  
  

                       

 ≤ ≤   （7-41） 

比较式（7-39）和式（7-41），以确定C和给定条件下利润率的最大可能值。因此， 
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 （7-42） 

当 C = 1, µ = 2, 1 2 3 1 / 3p p p   ， 1=20R , 2 =18R , 3=16R 时，图 7-11（a）

表明服务员值得降价以吸引顾客。在图 7-11（b）中，增大 R1和 R2，使 1= 30R ，

2 = 20R ，减小 R3，使 3=10R ，此时若选择一个更高的价格将使其利润更大。但当

3=R R 时，将无顾客进入系统。在图 7-11（c）中，继续增大 R1，使 1= 60R ，服

务员会选择一个比图 7-11（b）中还高的价格。但当 2=R R 或 3=R R 时，将无顾客

进入系统。 
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图 7-11  平均利润率与价格之间的变化关系 

7.5.2.3  服务收益信息公开—k+1重价格 

对于 R的前 (1 2)k k n ≤ ≤ 个实现值，可以得到服务员利润率的第一部分，

记为 1
( 1)k R ，其为 
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 （7-43） 
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对于其他的 n k 个实现值，首先假定 /nT R C   ，因此 1k  , 2k  , ⋯, 0n＞ 。

给定 ( 1 )lR R k l n  ≤ ≤ ，顾客到达率为 / ( )l lC R T    。因此，平均利润

率为 

 
 2

1 1 1 1

n n n n
l

R l l l l
l k L k l k l kl l
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（7-44） 

一阶最优条件为 
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求解该方程，得到利润最大化价格 2
RT 以及平均利润率的第二部分为 2 2 2

R R RT  ，

其中   2 2
1 /n

R l k l l Rp C R T     。 

然后假定 Rj-C/  ≤ T＜Rj-1-C/  (k+2≤ j≤ n)，因此 1 2, , ,k k    1 0j ＞ 且

j ， 1, , 0j n   。当 1jR R  时，服务员选择利润最大化价格 2
jRT ，且 2

1jR jT R  

1 /jR C  。因此，利润率的第二部分，记为 2
jR ，其为 
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（7-46） 

从而，总平均利润率 ( 1)
in
k R 归纳如下 
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（7-47） 

假定服务收益的所有实现值等概率出现，图 7-12 比较了 n = 3,4,5 时

( 1) (1 2)in
k R k n ≤ ≤ 的大小。不同于图 7-2与图 7-7，图 7-12表明 ( 1)

in
k R 不仅随

C递减，而且随 n递减。对于 n的同一取值， ( 1)
in
k R 仍随 k递增。 
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图 7-12   1 (1 2 3 4 5)in
k R k n n  ≤ ≤ ， ，，  

7.5.2.4  服务收益信息公开—n-k+1重价格 

对于 R 的后 (2 1)n k k n ≤ ≤ 个实现值，可以得到服务员利润率的第二

部分，记为 2
( 1) ,n k R  其为 
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（7-48） 

对于 R 的前 k 个实现值，首先假定 T＜Rk-C/µ，因此 λ1, λ2,⋯, 0k＞ 。给定

(1 )lR R l k ≤ ≤ ，顾客到达率为 / ( )l lC R T    。因此，给定价格 T，平均

利润率为 
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1 1 1 1
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一阶最优条件为 
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求解该方程，得到利润最大化价格 1
( 1) ,n k RT   并由此得到平均利润率的第一部分
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1 1 1
( 1) ( 1) ( 1) ,n k R n k R n k RT        其中   1 1

( 1) 1 1/k
n k R l l l n k Rp C R T        。 

然后假定 1/ / (2 )j jR C T R C j k  ＜≤ ≤ ≤ ，因此 1 2 1, , , 0j     且

1, , , 0j j k    。当 1jR R  时，服务员将选择利润最大化价格 1
jRT ，且 1

jRT 

1 1 /j jR R C   。因此，利润率的第一部分，记为 1
jR ，其为 
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从而，总平均利润率  1
in
n k R  归纳如下： 
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假定服务收益所有实现值等概率出现，图 7-13 比较了 3, 4, 5n  时 ( 1)
in
n k R 

(2 1)k n ≤ ≤ 的大小。不同于图 7-3与图 7-8，图 7-13表明 ( 1)
in
n k R  随 C和 n均

递减。而和图 7-3和图 7-8类似，对于 n的同一取值， ( 1)
in
n k R  仍随 k递减。 

图 7-14比较了 3, 4, 5n  情况下其他三类利润率。可见这三类利润率都随 C

递减。对于每个 n， 1
in
R 先大于后小于 un

R ，最后等于 in
nR 。然而，利润率均随

n递减。 

7.5.3 可变服务收益对利润的影晌 

下面考虑服务收益的不确定性对服务员利润的影响。考虑不确定性下的两

种情况，且在两种情况下固定 1
n
k k kR p R 。 

●  第一种情况下，除了 kR 之外，固定所有的 (1 , , )jR j k n j k≤ ≤ 。假定存

在一系列关于 (1 )jp j n≤ ≤ 和 kR 的方程 1 2{ ( , , , , ) 0,1 2}j n kf p p p R j n  ≤ ≤ 。通

过同时变换 (1 )jp j n≤ ≤ 和 kR ，R保持不变而Var ( )R 发生变化。在图 7-15（a）中，
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假定 1 23, 1, 2, 20, 30, 20n C R R R      以及 1 22p p 。 

 
图 7-13  ( 1) (2 1, 3, 4,5)in

n k R k n n   ≤ ≤  

 
图 7-14  1, , ( 3, 4,5)un in in

R R nR n     

●  第二种情况下，固定所有满足 0 1kp≤ ≤ 和 1 1n
k kp  的概率 kp

(1 )k n≤ ≤ ，且假定存在一系列关于 (1 )kR k n≤ ≤ 的方程 1 2{ ( , , , )j nf R R R 

0,1 2}j n ≤ ≤ 。通过同时变换 (1 )kR k n≤ ≤ ，R保持不变而Var ( )R 发生变化。
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在图 7-15（b）中，假定 1 2 33, 1, 2, 20, 2 / 3, 1 / 6n C R p p p       以及

1 22R R 。 

从图 7-15中，观察到 un
R 保持不变而 3

in
R 始终递增。然而， 1

in
R 先减后增且

小于 un
R ， 2 ( 1)in

R k  也是先减后增最后等于 3
in

R 。有趣的是，图 7-15（a）表明

2 ( 1)in
R k  的变化趋势为：锐减 缓增 激增。而且，随着Var ( )R 的增大，

2 ( 1)in
R k  最先为最小的利润率，而后顺次超过 1

in
R 和 un

R ，最终成为与 3
in

R 相等

的最大的利润率。 

 
图 7-15  服务收益的不确定性对服务员利润的影响 

7.6  比较结果总结 

通过以上数值比较，总结出参数的不确定性对服务员利润的主要影响如下。 

（1）对于固定的 n（n＞2），服务员无论在何种情况下，都更加愿意公开服

务率和单位等待损耗的分布信息，但只有当单位等待损耗大于某个阈值时，服务

员才愿意公开服务收益的分布信息。 

（2）对于固定的 n（n＞2），在分布信息公开且采用混合价格策略的条件下，服

务员的利润率对 k的取值并不敏感。因此，服务员不必为了 k值的选取而过于费心。 

（3）对于固定的 n（n＞2），在分布信息公开且采用单一价格策略的条件下，

如果可变服务参数的实现值之间差距不大，服务员愿意以低价格来吸引更多顾

客，否则，服务员宁愿设定较高价格。 

（4）对于变化的 n（n＞2），当可变服务参数的分布律为均匀分布或递增分

布时，n值的增大对服务员利润具有负作用。因此，如果 n为服务员的内生量，
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其将设法减少可变服务参数的可能实现值个数。 

（5）对于变化的 n（n＞2），无论对于哪类价格策略，随着 n的增大，信息

公开相比信息封闭来说，应该都是服务员更好的选择。 

7.7  相关文献评述 

对于系统信息的价值，目前为止已有不少的文献对其进行了研究，这里只列举一

些最具代表性的成果。Hassin[33]发现阻止服务员封闭队长信息不一定是社会最优的，

但是，如果服务员愿意公开队长信息，而管理者却鼓励其封闭信息一定不是最优的。

Guo和Zipkin[37]讨论了三类系统信息水平，证明了信息精度越高，社会福利越大。随

后，Guo和Zipkin[102]将上述模型一般化，采用了位相型服务时间分布。Guo等[95]分析

了具有部分服务时间分布信息的排队系统中顾客的均衡和最优止步行为。关于系统信

息的价值，读者还可以参考其他相关参考文献[24,100,103–106]。 

对于系统信息对主体行为的影响，Arnott 等[107,108]分析了在具有服务率和需

求波动的排队系统中，系统信息对顾客止步行为的影响，且发现在合理的价格管

控下，信息精度的提高有助于增加社会福利，否则将适得其反。Guo和 Zipkin[109] 

研究了系统信息对顾客和服务员的影响，发现其对服务员利润的影响取决于顾客

对延迟的敏感度，且较高精度的信息一般情况下对顾客是有利的。关于系统信息

对主体行为的影响，读者还可以参考其他相关参考文献[35,43,59,64,110]。 

除此之外，对于服务参数的不确定性对主体行为的影响，Hassin[111]以及孙微、

李世勇[101]分别研究了三类系统参数服从两点分布和服从一般离散时间分布的具

有多层次系统信息及多类定价策略的队长不可视排队系统。他们主要分析了服务

参数的不确定性对顾客止步行为和服务员定价策略选择的影响以及服务员利润

关于服务参数的不确定性的灵敏度。 
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