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前 言 

 

模型预测控制（Model Predictive Control，MPC）是一种在工业过程控制

领域得到成功应用的控制策略。由于直接产生于实际工业过程控制，且全面

考虑了工业实际需求，具有较高的综合控制质量，因此 MPC 自其诞生之日

起便吸引了众多研究者的目光，并逐渐引起了工业控制界和理论界的重视。

迄今为止，模型预测控制已被广泛应用于发电、炼油、冶金、化工、汽车、

航空航天等领域。MPC 作为一种新兴的控制理论能得到如此成功应用，其主

要原因可总结为以下两点： 

一是通过滚动优化策略在线求解局部最优问题。模型预测控制是一种动

态优化方法，通过优化窗口的滚动，对模型预测输出值和实际输出值进行比

较，再通过反馈校正实现系统输出对参考值的跟踪。由于 MPC 采用有限时

域优化窗口，仅需求解局部最优问题，大大减少了优化计算量。同时，采用

反馈校正可解决多种不确定性问题，包括系统干扰、模型失配等。 

二是直接处理约束条件的能力。模型预测控制通过在线优化求解控制

律，在其在线优化过程中可以全面考虑各种约束条件（如状态约束、输入约

束、输入增量约束、输出约束等），从而得出既能使优化指标最优又能满足

各种约束条件的控制律，这是传统的 PID 控制和经典最优控制理论所无法实

现的。 
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上述两个特点使得 MPC 更接近实际的工业生产控制过程，因此得到了

众多工程技术人员和研究者的青睐。 

预测控制自诞生至今，在工程实践和理论研究方面都取得了重大进展。

但现有的具有代表性的学术研究成果大多是基于线性模型描述的系统，目前

成熟的 MPC 商用软件也主要针对线性系统开发，即使在过程工业控制技术

中，MPC 技术的应用也只局限在某些过程非线性特征不明显的领域。而实际

工业生产过程中遇到的对象系统往往具有明显的非线性特征和不确定特性，

因此，著者以同时添加终端代价函数和终端状态约束集的非线性预测控制为

对象进行了理论研究。 

本书内容包括预测控制的终端状态约束集、终端代价函数、鲁棒预测控

制、跟踪问题中的预测控制以及预测控制的实际应用等方面。具体包括：第

1 章介绍了预测控制的研究背景与发展、几种典型的非线性预测控制方法以

及关于非线性预测控制方法的国内外研究现状。第 2 章介绍了为保证系统稳

定性，预测控制的终端状态约束集需要满足的条件，并提出了两种求取最大

终端状态约束集的方法：用外包集序列逼近最大终端状态约束集；用子集序

列逼近最大终端状态约束集。第 3 章分析了预测控制的终端代价函数分别与

终端状态约束集和预测控制消耗的全局性能指标之间的关系，并给出了一种

简单的求取终端代价函数的方法；设计了一种具有可变自调节终端代价函数

的 NMPC（Nonlinear Model Predictive Control）控制方案。第 4 章针对存在

有界干扰时的非线性系统，设计了三种鲁棒预测控制算法：以集合包含度为

优化指标的鲁棒预测控制算法；基于优化线性反馈控制律的鲁棒预测控制算

法；基于优化多项式反馈控制律的鲁棒预测控制算法。另外，针对鲁棒预测

控制系统中存在的外来干扰，介绍了现有典型非线性滤波器的适用范围，并

比较了几种典型粒子滤波器的估计精度与计算速度。第 5 章将跟踪问题按期

望输出的形式分为两种类型：对单个稳定期望输出点的逼近；对期望输出轨

迹的跟踪。针对这两种跟踪问题，分别设计了非线性预测控制器，并提出了
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一种求取次优滚动控制律的方法。第 6 章介绍了航天器的末端自主交会技术，

并将预测控制应用于航天器的末端交会控制。第 7 章研究了飞行器的姿态机

动问题，提出一种在给定时域内将飞行器姿态驱动到设定姿态的模型预测控

制算法，并用仿真验证针对飞行器姿态机动的预测控制算法的有效性。第 8

章对全书工作进行了回顾和总结，并对未来工作进行了展望。 

全书共 8 章。第 2、4、6 章由张友安与王亚锋共同编写，第 3 章的 3.6

节、第 5 章的 5.5 节及第 7 章由盖俊峰与刘京茂（山东南山国际飞行有限公

司高工）共同编写，第 3、5 章的其余各节由张友安、王亚锋与刘京茂共同

编写，第 1、8 章由张友安与孙玉梅（烟台南山学院教授）共同编写。全书

由烟台南山学院教授张友安统稿。 

本书的部分内容参考和引用了国内外同行专家、学者的最新研究成果，

在此特向他们表示由衷的感谢。本书的出版得到了烟台南山学院、海军航空

工程学院与电子工业出版社各级领导和朱雨萌编辑的大力支持，在此一并表

示感谢！ 

由于著者学术水平有限，加之出版时间仓促，书中存在错误与不足之处

在所难免，敬请广大读者批评指正。 
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第 1 章 

绪 论 

1.1  预测控制的研究背景与发展 

预测控制从基本的工业控制中发展起来，如发电厂控制、炼油控制等。

发展至今，预测控制已成功应用到化工、食品制造、汽车、航空航天、冶金、

造纸等领域。预测控制之所以能取得如此大的成功应用，可以归纳为两方面

的原因。 

（1）采用滚动优化策略。预测控制将系统在未来一个时域内的动态行为

作为优化指标，利用在线优化求取控制量。这意味着在设计预测控制器时，

一些干扰因素对系统的影响也可以被提前预测出来。因此，在设计控制器时

可以充分考虑这些干扰因素的影响，使得系统输出可以更接近设定值。 

（2）在线优化中充分考虑各种约束条件。预测控制是通过在线优化求解

控制律的，在预测控制的在线优化中，可以将各种约束，如输入约束、状态

约束、输出约束等纳入优化的约束条件。因此，通过在线优化得到的控制律

是满足这些约束条件且使得优化指标最佳的控制律。 
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尽管预测控制取得了大量的成功应用，但是其仍主要采用线性模型来描

述系统。然而，实际工业过程往往都存在固有的非线性环节，采用线性模型

来描述系统会产生一定偏差，造成控制精度不高，有时甚至会造成系统不稳

定。因此，采用非线性模型来描述系统，进而设计非线性预测控制器成为近

年来一个很有吸引力的研究领域。 

预测控制，因为其处理带约束系统（包括输入约束、状态约束、输出约

束等）的能力而在近年来取得了巨大的发展。其发展历史可以归纳为两个阶

段：第一阶段，经典预测控制；第二阶段，现代预测控制。 

第一阶段，基于线性模型的经典预测控制。为了适应复杂的工业过程，

1978 年，Richalet 等提出了基于脉冲响应模型的模型预测启发式控制（Model 

Predictive Heuristic Control，MPHC）或模型算法控制（Model Algorithmic 

Control，MAC）[1,2]。Richalet 的方法在工业界得到了很好的应用，也奠定了

预测控制发展的基本思路。1980 年，Cutler 等提出了基于阶跃响应模型的动

态矩阵控制（Dynamic Matrix Control，DMC）[3]。1982 年，Garica 等提出了

内模控制（Internal Model Control，IMC）[4]。Garica 的理论使得人们可以从

结构的角度分析预测控制系统，进而理解预测控制的运行机制。1986 年，

Kuntze 等提出了预测函数控制（Predictive Functional Control，PFC）[5]。1987

年，Clarke 等提出了基于可控自回归积分平均滑动模型（CARIMA）的广义

预测控制（Generalized Predictive Control，GPC）[6,7]。 

这些方法对控制对象的模型要求低，且算法简单、容易实现，在实际工

业控制中展现了良好的控制性能。 

第二阶段，基于非线性模型的现代预测控制。以非线性模型描述系统进

而设计非线性预测控制（Nonlinear Model Predictive Control，NMPC）吸引了

众多学者的注意，对这类预测控制而言，李雅普诺夫理论是分析其稳定性的

主要工具，我们将这种类型的预测控制统称为现代预测控制。 
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对于主要采用线性模型系统描述的经典预测控制而言，研究方向主要为

对已有预测控制算法进行定量分析，通常采用内模控制理论[4]对算法的稳定

性进行分析。而对于采用非线性模型系统描述的现代预测控制而言，研究方

向主要为设计具有稳定性或其他控制性能的预测控制方法，其稳定性分析的

主要工具为李雅普诺夫理论，而评估其控制性能的参照体系为最优控制。从

这一点上讲，预测控制可以解释为用有限时域优化逼近最优控制的无限时域

优化的一种次优控制算法。除了用有限时域的在线滚动优化取代最优控制的

无限时域离线优化，预测控制与最优控制并无其他本质区别。 

1.2  几种典型的非线性预测控制方法 

上面已经提到，最优控制被作为评估预测控制的控制性能的参照体系。

对此，首先给出最优控制的优化问题。考虑如下离散系统模型 

  1 ,k k kx f x u   （1-1） 

其中， n
kx R , m

ku R 分别为系统在 k 时刻的状态和输入；  ,f   为关于

kx , ku 的连续函数，满足  0,0 0f  。系统的状态约束和输入约束分别为

kx X , ku U ，满足 X 和U 都是紧的，且都包含原点。控制目标是将系统

状态引导至平衡点（此处的平衡点为原点）。 

最优控制在初始点 0x 的优化问题  0P x 可描述为 

 

 
      

      
   

0
0 0 0

,
0

0 0 0

0 0

min , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , ,

u i x U i
J x q x i x u i x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U










 

  

u

 （1-2） 

其 中 ，         0 0 0 00, , 1, , 2, , , ,u x u x u x u x    u 表 示 控 制 量 序 列 ，

 0 00,x x x ， 0x 表示优化起始点； X 和U 分别为前面所述的状态约束与输
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入约束；  ,q x u 为阶段指标函数，其形式为   T T,q x u x x u u Q R ，Q 和 R

分别为对应维数的正定矩阵。  

求解优化问题  0P x 是很难的，尤其是当  ,f   为非线性函数的时候，

 0P x 的求解几乎是不可能的。为了避免这个问题，可用预测控制的有限时

域优化（或半无限时域优化[8,9]）取代最优控制的无限时域优化。但是，这种

逼近需要解决一个关键问题——稳定性。对于最优控制，只要无限时域优化

存在可行解即可保证其稳定性；对于预测控制，则需要在其在线优化中附加

条件以保证其闭环稳定性，常见方法有 4 种。 

1.2.1  添加终端零约束的预测控制     

这类预测控制的代表文献主要有文献[10-13]。其优化问题  0NP x 可描

述为 

 

 
      

      
   
 

0

1

0 0 0
,

0

0 0 0

0 0

0

min , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1

, 0

N

u i x U i
J x q x i x u i x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U i N

x N x








 

    



u


 （1-3） 

其中，  0 00,x x x ， 0x 表示优化起始点； N 为预测步长。 

所有满足优化问题式（1-3）有解的状态点的集合称为此类预测控制的

吸引域。定义  0,J xu 的极小值为  *
0J x ，优化问题式（1-3）的最优输入

序列为 

       * * *
0 0 00, , , 1,x u x u N x    u  （1-4） 

优化问题式（1-3）的最优状态预测轨迹为 

       * * *
0 0 01, , , ,x x x x N x   x  （1-5） 
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在实际控制中，只将  *
00,u x 作用于实际系统，下一时刻的输入由下一

时刻的优化给出，每一时刻如此反复，即所谓的预测控制滚动优化，借此滚

动优化可得到滚动控制律 

     * *
RH 0 10, , 0, ,u x u x   u  （1-6） 

其中 

  1 , 0,i i ix f x u x   

通过对末端状态强制施加零约束 

  0, 0x N x   （1-7） 

可保证在   1 0 0, 0,x f x u x 时刻的优化问题  1NP x 存在可行控制律 

         * * *
1 0 0 01, , 2, , , 1, ,0x u x u x u N x    u  （1-8） 

且与此可行控制律对应的性能指标   1 1,J x xu 满足 

        * *
1 1 0 0 0, , 0, 0J x x J x q x u x   u  （1-9） 

所以有 

         * * *
1 0 1 1 0, 0J x J x J x x J x  u≤  （1-10） 

可见  *J  为李雅普诺夫函数，因此，系统状态可由滚动控制律 RHu 引导

至原点，即当采用滚动控制律 RHu 时，系统是稳定的。 

1.2.2  添加终端状态集约束的预测控制 

这类预测控制的代表文献有文献[14,15]。其优化问题可描述为 
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 
      

      
   
 

0

1

0 0 0
,

0

0 0 0

0 0

0

min , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1

,

N

u i x U i

f

J x q x i x u i x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U i N

x N x X








 

    



u


 （1-11） 

其中， fX 表示终端状态约束集，也称终端状态集或终端约束集，其为闭集

且包含原点，即 0 fX 。 

类似地，所有满足优化问题式（1-11）有解的状态点的集合称为此类预

测控制的吸引域。这类预测控制一般采用双模控制结构，当状态在 fX 外时，

采用滚动控制律 RHu ；当状态进入 fX 内部时，采用线性反馈控制律

locu K x U  ，其中， locK 为线性反馈增益，这里，下标 loc 是 local 的缩写，

表示局部的意思。为保证稳定性， fX 需要满足三个条件。 

条件 1： fX 为包含原点且包含于 X 的闭集。 

条件 2： fX 内的所有点都可由线性反馈控制律 locu K x U  引导至原点。 

条件 3： fX 为线性反馈控制不变集，即对 fx X  ，都有  loc, ff x K x X 。 

1.2.3  添加终端代价函数的预测控制 

这类预测控制的代表文献有文献[16,17]。其优化问题可描述为 

 

 
         

      
   

0

1

0 0 0 0
,

0

0 0 0

0 0

min , , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1

N

u i x U i
J x q x i x u i x F x N x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U i N






 

 

    

u



 （1-12） 

其中，  F  为终端代价函数，满足  0 0F  ，    F x x≥ ，    是 类

函数［ : R R   （ R 为正实数）连续且严格递增，且满足  0 0  ］。 



 第 1 章  绪论 

 
·7· 

对于这类预测控制来说，其吸引域定义为所有满足优化问题式（1-12）

有解且其优化末端状态  0,x N x 会自动进入某一原点邻域 的状态点的集

合。另外，此吸引域必须满足不变集特性，即对吸引域内的任意点 0x ，其优

化末端状态  0,x N x 会自动进入  ，下一时刻状态 1x 的优化末端状态

 1,x N x 也会自动进入 。为保证稳定性， 需要满足一个条件。 

对 x   ，都 locu U  ，使得下式成立 

       loc loc, ,F x q x u F f x u≥  （1-13） 

且有 

  loc,f x u   （1-14） 

与添加终端零约束的预测控制类似，定义  0,J xu 的极小值为  *
0J x ，

最优输入序列为 

      * * *
0 0 00, , , 1,x u x u N x    u  

最优状态预测轨迹为 

      * * *
0 0 01, , , ,x x x x N x   x  

若优化问题式（ 1-12 ）有解且优化末端状态自动进入  ，即

 *
0,x N x  ，则当系统过渡到下一个状态 1x 时，取可行控制律为 

         * * *
1 0 0 0 loc1, , 2, , , 1, ,x u x u x u N x u    u  （1-15） 

其中， locu 为满足 

          * * *
0 0 loc 0 loc, , , , ,F x N x q x N x u F f x N x u≥  （1-16） 

且 

   *
0 loc, ,f x N x u   （1-17） 

的控制律。 
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很明显，与此可行控制律对应的性能指标   1 1,J x xu 满足 

 

    
      

     
  

*
1 1 0

* *
0 loc 0 loc

* *
0 0 0

*
0 0

,

, , , ,

, 0, ,

, 0,

J x x J x

q x N x u F f x N x u

q x u x F x N x

q x u x



  





u

≤

 （1-18） 

所以有 

 

        
  

* * *
1 0 1 1 0

*
0 0

,

, 0,

0

J x J x J x x J x

q x u x

 





u≤

≤  （1-19） 

可见  *J  为李雅普诺夫函数，因此，当采用滚动控制律 RHu 时，系统是

稳定的。 

1.2.4  同时添加终端状态集约束和终端代价函数的预测控制 

这类预测控制的代表文献有文献[18-29]。其优化问题  0NP x 可被描述为 

 

 
         

      
   
 

0

1

0 0 0 0
,

0

0 0 0

0 0

0

min , , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1

,

N

u i x U i

f

J x q x i x u i x F x N x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U i N

x N x X






 

 

    



u


 （1-20） 

与添加终端代价函数的预测控制类似，终端代价函数  F  满足

 0 0F  ,    F x x≥ ,    是 类函数。不同的是，添加终端代价函数

的预测控制在线优化的末端状态会自动进入原点邻域 ，而此类预测控制则

是对末端状态强制施加约束 

  0, fx N x X  （1-21） 
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此处的 fX 与 1.2.2 节中的 fX 有所不同，此处的 fX 需要满足三个条件。 

条件 1： fX 为包含原点并包含于 X 的闭集。 

条件 2：对 fx X  ，都 locu U  ，使得 

       loc loc, ,F x q x u F f x u≥  （1-22） 

条件 3： fX 为控制不变集，即采用条件 2 中的控制作用时，有 

  loc, ff x u X  （1-23） 

同样，定义  0,J xu 的极小值为  *
0J x ，最优输入序列为 

      * * *
0 0 00, , , 1,x u x u N x    u  

最优状态轨迹为 

      * * *
0 0 01, , , ,x x x x N x   x  

系统过渡到下一个状态 1x 时，构造 

         * * *
1 0 0 0 loc1, , 2, , , 1, ,x u x u x u N x u    u  （1-24） 

其中， locu 为满足 

          * * *
0 0 loc 0 loc, , , , ,F x N x q x N x u F f x N x u≥  （1-25） 

且 

   *
0 loc, , ff x N x u X  （1-26） 

的控制律。 

很明显，  1xu 是系统在状态 1x 时的一组可行控制律。而与  1xu 对应的

性能指标   1 1,J x xu 满足 
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    
      

     
  

*
1 1 0

* *
0 loc 0 loc

* *
0 0 0

*
0 0

,

, , , ,

, 0, ,

, 0,

J x x J x

q x N x u F f x N x u

q x u x F x N x

q x u x



  





u

≤

 （1-27） 

所以有 

 

        
  

* * *
1 0 1 1 0

*
0 0

,

, 0,

0

J x J x J x x J x

q x u x

 





u≤

≤  （1-28） 

因此，当采用滚动控制律 RHu 时，系统是稳定的。 

关于现代预测控制的研究主要集中在这 4 种类型上。其中，第一种预测

控制结构简单、通俗易懂，但是强行施加的末端状态零约束使得存在可行解

的状态点比较少，所以其吸引域也相对较小；第二种预测控制与第一种预测

控制类似，但是其控制模态的切换为其工程应用带来一定的阻碍；第三种预

测控制的在线优化中没有附加末端状态约束，所以其优化的计算负担相对较

小，所耗优化时间也相对较短一些，但是因为要求优化末端状态自动进入原

点邻域 ，所以其吸引域也比较小；第四种预测控制虽然附加了末端状态约

束，优化计算负担较大，但是其理论框架易于分析，稳定性条件也比较容易

实现，吸引域较之于其他几种也大一些，所以第四种预测控制也是吸引现有

研究目光最多的一种。  

1.3  国内外研究现状 

本节主要以第四种预测控制为对象，介绍近年来的一些研究成果。前面

已经提到，最优控制被认为是评估预测控制的控制性能的参照体系，只是用

预测控制的有限时域优化逼近最优控制的无限时域优化。在稳定性可以得到
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保证的前提下，如何提高预测控制的控制性能近年来吸引了相当多的研究目

光。预测控制的控制性能主要包含两个方面：吸引域的大小；全局性能指标

消耗（采用预测控制时消耗的阶段指标函数从初始时刻到无穷时刻的积分）

的多少。对于同时添加终端状态约束集和终端代价函数的预测控制来说，吸

引域的大小主要与预测控制的预测步长和终端状态约束集相关，预测步长越

长，终端状态约束集越大，预测控制的吸引域也越大，而终端状态约束集的

大小又与终端代价函数相关；全局性能指标主要与预测控制的预测步长和终

端代价函数相关，预测步长越长，终端代价函数与最优性能函数（采用最优

控制的性能指标的最优解）越相似，全局性能指标消耗得越少。 

简而言之，预测控制的控制性能主要与三方面的因素相关：预测步长；

终端状态约束集；终端代价函数。虽然预测步长越长，吸引域越大，消耗的

全局性能指标越少，但是预测步长的加大会增加在线优化的计算负担，增长

控制律的求取时间，降低预测控制的时效性。因而，近年来对于预测控制的

控制性能的研究主要集中在两个方面：如何使得终端状态约束集更大；如何

求取一个合适的终端代价函数。 

在实际的工业系统中都存在不确定性外来干扰，而预测控制器本身虽说

具有一定的鲁棒性[30]，但是当系统的实际模型与其标称模型差别较大时，

系统的稳定性得不到保证，设计具有强鲁棒性的预测控制算法吸引了众多

的眼球。 

我们的介绍主要包括三个方面：如何求取大的终端状态约束集；如何求

取合适的终端代价函数；鲁棒预测控制器设计。另外，再大体介绍一下在求

取预测控制优化解方面的一些研究成果。 

1.3.1  关于如何求取终端状态约束集 

终端状态约束集对预测控制来说至关重要，正是由于在预测控制的优化
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问题中添加了终端状态约束  0, fx N x X ，才使得系统的稳定性得以保证。

终端状态约束集的引入不仅使得系统的稳定性分析更加直观，而且通过终端

状态约束集的大小也可确定系统的吸引域大小。因此，求取一个可保证预测

控制系统稳定的终端状态约束集至关重要。 

文献[8]构造了一个椭球集作为预测控制的终端状态约束集，此椭球集内

的任意点都可由线性反馈控制律引导至平衡点。换句话说，作者将系统的线

性反馈控制可稳定椭球域作为预测控制的终端状态约束集。考虑到系统存在

控制约束，文献[31]采用饱和控制律替代了文献[8]的线性反馈控制律，并将

系统的饱和控制稳定域作为预测控制的终端状态约束集，此终端状态约束集

内的任意点都可由饱和控制律引导至平衡点。文献[32-34]采用了收缩预测控

制的策略以保证系统的稳定性，通过构造逐渐减小的终端状态约束集序列，

使得系统状态由较大的终端状态约束集逐渐进入较小的终端状态约束集，以

此保证系统的稳定性。文献[35]通过在预测控制的优化问题中引入松弛终端

约束来增大预测控制的吸引域。与文献[8]类似，文献[36]也将系统的线性反

馈控制可稳定域作为预测控制的终端状态约束集，不过作者并没有采用椭球

集来描述终端状态约束集，而是用多面体集来描述终端状态约束集，其得到

的多面体集相较于椭球集更大一些。文献[37]与文献[8]和文献[36]类似，将

系统的线性反馈控制可稳定域作为预测控制的终端状态约束集，作者利用支

持向量机将整个状态空间分为两部分，即线性反馈不可稳定域和线性反馈可

稳定域，然后将用支持向量机估计得到的线性反馈可稳定域作为预测控制的

终端状态约束集。文献[37]没有将终端状态约束集局限于椭球或多面体形式，

对一些系统而言，其所得结果要大得多。 

1.3.2  关于如何求取终端代价函数 

如前所述，衡量一种预测控制算法的好坏主要看两方面因素：吸引域的

大小；全局性能指标消耗的多少（将初始状态控制至平衡点所消耗的性能指



 第 1 章  绪论 

 
·13· 

标总和）。终端代价函数对预测控制的控制性能起着很关键的作用，选取一

个好的终端代价函数不仅能增大系统的吸引域，还能降低消耗的全局性能指

标。但是，关于终端代价函数与全局性能指标之间的具体关系及如何求取终

端代价函数的文献并不多见。文献[38]针对无终端状态约束的预测控制证明

了按比例增大终端代价函数也会增大预测控制的吸引域；文献[39]重点分析

了无终端状态约束的预测控制的全局性能指标，给出了全局性能指标的上下

界；文献[40]设计了一种预测控制算法，其标称消耗的全局性能指标与最优

性能指标一致，但其终端代价函数中   fF x C 在本质上是一种终端等式约

束，这会给预测控制的在线优化带来很大的困难；文献[21]给出了一种带比

例参数的二次型终端代价函数，并指出通过选择合适的比例系数和二次型矩

阵可以保证系统渐近稳定，但其并没有讨论如何选择的问题，也没有讨论不

同的选择会对预测控制的控制性能产生何种影响；文献[8]针对连续系统给出

了一种简单的求取方法，得到了一个二次型终端代价函数；文献[37]采用支

持向量机拟合产生了一个终端代价函数，但这种方法不容易给出终端代价函

数的显式表达。 

1.3.3  关于鲁棒预测控制器设计 

对于无干扰系统而言，为保证稳定性，普遍方法是在预测控制的优化问

题中添加终端代价函数与终端状态约束[25]。前面已经提到，预测控制器本身

具有一定的鲁棒性[30]，但是当系统的实际模型与其标称模型差别较大时，系

统的稳定性得不到保证，此时就需要设计具有强鲁棒性的预测控制算法。现

有鲁棒预测控制算法大多数可归入三个范畴：基于多胞模型的鲁棒预测控

制；基于逼近模型（如神经网络模型、模糊模型等）的鲁棒预测控制；基于

扰动模型的鲁棒预测控制。其中，基于扰动模型的鲁棒预测控制因为物理意

义直观明了、适用范围大等优点，吸引了众多的眼球。文献[41,42]针对受扰

系统分别设计了滚动时域 H预测控制器，其中文献[42]的优化问题可以方便
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地转化为 LMI 问题来求解；文献[43]针对多胞不确定系统设计了基于椭圆不

变集的鲁棒预测控制器；文献[44]用多面体不变集替代了文献[43]中的椭圆不

变集，扩大了系统的初始可行域；文献[45,46]定义了基于某一控制量的近似预

测可达集，设计了基于近似预测可达集的预测控制器；文献[47]针对有界扰动

系统给出了一个通用的输入状态大致稳定的 min-max MPC 控制器；文献[48]

以文献[47]为基础，先离线计算出一个线性反馈控制增益，将待优化控制律

看成一仿射输入控制（线性反馈控制律与修正量的和），再对修正量进行在

线优化求解得到最终控制律。还有一些其他的鲁棒预测控制方法，如文献

[49-58]，此处不再一一详述。 

系统存在扰动即意味着真实的状态信息是无法得到的，此时，需要采用

滤波器对系统状态进行估计。现有的非线性滤波器主要有两类：一类是卡尔

曼滤波体系下的非线性滤波器，包括扩展卡尔曼滤波器（EKF）[59,60]、无迹

卡尔曼滤波器（UKF）[61,62]和中心差分滤波器（CDF）[63-66]，这几种滤波器

都要求系统噪声和量测噪声服从高斯分布；另一类是基于蒙特卡罗方法的粒

子滤波器（PF）[67-71]，与卡尔曼滤波体系下的滤波器不同，粒子滤波器不要

求系统噪声和量测噪声服从高斯分布。按照建议分布的不同选取，现有典型

粒子滤波器有以下 4 种：直接将预测分布作为建议分布的 PF；用 EKF 来传

递建议分布的扩展卡尔曼粒子滤波器（EKPF）[72]；用 UKF 来传递建议分布

的无迹卡尔曼粒子滤波器（UKPF）[73]；用 CDF 来传递建议分布的中心差分

粒子滤波器（CDPF）[74]。此外，对基于集合理论的集员滤波器（SMF）[76-81]

及基于模型误差最小准则的预测滤波器[82-84]，也有不少学者进行了相关研究。 

1.3.4  关于跟踪问题中的预测控制 

对于很多系统来说，有时要求其系统输出稳定在某一个期望输出点或跟

踪某一条期望输出轨迹，这就要求研究跟踪问题中的预测控制器设计。跟踪

问题中的预测控制器设计相对镇定问题中的预测控制器设计来说要难得多。
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文献[85-90]分别针对跟踪问题中的线性系统设计了预测控制器。其中，文献[85]

设计了一个指令规划器使得系统的性能指标达到最小化；文献[86]指出线性

约束系统的任意收敛域都可以作为跟踪的收敛域；文献[87]针对线性系统对

常值期望输出的跟踪设计了一种预测控制器，其优化问题可以用多参数二次

规划进行求解；文献[88]针对线性约束系统对分段常值期望输出的跟踪设计

了一种双模预测控制器；文献[89]同样针对线性约束系统对分段常值期望输

出的跟踪设计了预测控制器，在期望输出点不稳定时，文献[89]的控制器可

将系统输出引导至离此不稳定期望输出点最近的一个稳定输出点；文献[90]

通过增大跟踪误差惩罚项的权重减小了最优性的丢失。对于非线性系统在跟

踪问题中的预测控制器设计，现有文献并不多。文献[91]设计了一种收缩预

测控制器，使得非线性系统的输出可到达某一事先设计好的稳定目标点。

另外一些文献主要采用以其他易于设计控制律的模型对原非线性系统进行

逼近，在此基础上设计预测控制器，如模糊模型[92,93]、神经网络模型、多模

型[94,95]、支持向量机[96]、多项式逼近模型[97]、增量型最小化模型[98]、灰色模

型[99]、小波网络模型、线性近似模型[100-102]等。 

1.4  结构安排 

本书主要以同时添加终端代价函数和终端状态约束集的预测控制为对

象，进行了较深入的研究工作，具体各章内容安排如下。 

第 1 章介绍了本书的研究背景、预测控制的发展、几种典型的非线性预

测控制方法及关于非线性预测控制方法的国内外研究现状。 

第 2 章介绍了为保证系统稳定性，预测控制的终端状态约束集需要满足

的条件，并提出了两种求取最大终端状态约束集的方法：用外包集序列逼近

最大终端状态约束集；用子集序列逼近最大终端状态约束集。 
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第 3 章分析了预测控制的终端代价函数分别与终端状态约束集和预测控

制消耗的全局性能指标之间的关系，并给出了一种简单的求取终端代价函数

的方法；提出了一种具有自调节终端代价函数的模型预测控制方案，使终端

代价函数能随着控制过程的推进而进行适当的调整，可用较少的全局性能指

标消耗保证闭环系统的性能。 

第 4 章针对存在有界干扰时的非线性系统设计了三种鲁棒预测控制算

法：以集合包含度为优化指标的鲁棒预测控制算法；基于优化线性反馈控制

律的鲁棒预测控制算法；基于优化多项式反馈控制律的鲁棒预测控制算法。

另外，针对鲁棒预测控制系统中存在的外来干扰，介绍了现有典型非线性滤

波器的适用范围，并比较了几种典型粒子滤波器的估计精度与计算速度。 

第 5 章将跟踪问题按期望输出的形式分为两种类型：对单个稳定期望输

出点的逼近；对期望输出轨迹的跟踪。针对这两种跟踪问题，分别设计了非

线性预测控制器，并提出了一种求取次优滚动控制律的方法。另外，给出了

一种基于线性近似的非线性模型预测控制方法，并在此基础上提出了一种基

于 RBF 神经网络逼近的非线性模型预测控制方案。 

第 6 章介绍了航天器的末端自主交会技术，并将预测控制应用于航天器

的末端交会控制。 

第 7 章研究了飞行器的姿态机动问题，提出一种在给定时域内将飞行器

姿态驱动到设定姿态的模型预测控制算法。 

第 8 章对全书工作进行了回顾和总结，并对未来工作进行了展望。 



 

 

 

 

第 2 章 

求取预测控制的终端状态约束集 

2.1  引言 

众所周知，增大预测步长、增大终端状态约束集（终端状态集）能增大

预测控制的吸引域。但是，如前所述，预测步长的加大会增加在线优化的计

算负担，增长控制律的求取时间，降低预测控制的时效性。因此，以增大终

端状态约束集为手段来增大预测控制的吸引域吸引了众多研究者的目光。文

献[8]用一个线性反馈控制可稳定椭球域作为预测控制的终端状态约束集；文

献[31]用系统的饱和控制稳定域作为预测控制的终端状态约束集；文献[36]

用一个线性反馈控制可稳定多面体集作为预测控制的终端状态约束集；文

献[37]也将线性反馈控制可稳定域用作终端状态约束集，但是，作者没有将

终端状态约束集局限于椭球或多面体形式，而是用支持向量机将线性反馈控

制可稳定域从整个状态空间中分离出来，因此，对一些系统而言，其所得结

果要大得多。 

上述文献所采用的方法本质上都基于同一种思想：事先给定某一控制律

（如线性反馈控制律、饱和控制律等），再计算出与此控制律相对应的可稳定
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域，并将此稳定域用作预测控制的终端状态集。因此，这些方法相对比较保

守。本章同样以带终端状态约束集和终端代价函数的预测控制为研究对象，

重点讨论如何求取预测控制的终端状态约束集。 

受文献[37]的启发，本章也采用支持向量机将整个状态空间分为两个区

域，一个区域内的所有点都满足终端状态集需要满足的条件，另一个区域内

的点不满足。对此，首先归纳出为保证闭环系统稳定，终端状态集需要满足

的三个基本条件[25]；其次，设计了两种迭代逼近的方法，并且分别证明了当

迭代至无穷次数时，所得到的状态区域就是最大终端状态集；最后，分别采

用支持向量机对每一步迭代计算的过渡状态集进行集合近似估计。 

2.2  终端状态集需要满足的三个基本条件 

为方便起见，重写系统模型如下： 

  1 ,k k kx f x u   （2-1） 

其中， n
kx R , m

ku R 分别为系统在采样时刻 k 的状态和输入；  ,f   为关

于 kx , ku 的非线性连续函数，满足  0,0 0f  。系统的状态约束和输入约束分

别为 kx X , ku U ，满足 X 和U 都是紧的，且都包含原点。 

带终端状态约束集和终端代价函数的预测控制的优化问题  N kP x 可描

述为 

 

 
         

      
   
 

1

,
0

min , , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1

,

k

N

k k k k
u i x U i

k k k

k k

k f

J x q x i x u i x F x N x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U i N

x N x X






 

 

    



u


 （2-2） 
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其中，  0, k kx x x ， kx 表示优化起始点；N 为预测步长； fX 为终端状态约束

集；  F  为终端代价函数，满足  0 0F  ,    F x x≥ ，    是 类函数。 

定义  *
kJ x 为  , kJ xu 的极小值，  *

kxu =     * *0, , , 1,k ku x u N x     

为其最优输入序列，  *
kxx =     * *1, , , ,k kx x x N x   为相应的最优状态轨迹。

在实际控制中，只将  * 0, ku x 作用于实际系统，下一时刻的输入由下一时刻

的优化给出，如此反复，即可得到滚动控制律 RHu =     * *
10, , 0, ,k ku x u x     。 

在第 1 章中已经提到，若终端状态集 fX 满足三个条件，即可保证预测

控制系统的闭环稳定性[25]，如引理 2.1 所示。 

引理 2.1  定义   *: | ,N fx X x N x X    ，对任意的 Nx  ，如果 fX

满足三个条件： 

（C1） fX 为闭集，且 0 fX X  。 

（C2）  F  的李雅普诺夫特性。对任意的 fx X ，都有 

       min , ,
u U

F x q x u F f x u


≥  

（C3）不变集特性。对任意的 fx X ，采用条件（C2）中的最优控制作

用时，满足 

 , ff x u X  

则采用滚动控制律 RHu 可使 x 最终收敛到零。 

引理 2.1 由文献[25]整理而来，具体证明可查阅文献[25]。 

N 称为预测控制的吸引域，如前所述，增大终端状态集 fX 可增大 N 。

定义 ,maxfX 为满足条件（C1）、（C2）、（C3）且最大的 fX ，本章要解决的问

题即可描述为：针对系统式（2-1），对于给定的终端代价函数  F  ，估计出

与其对应的 ,maxfX 。 
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2.3  用外包集序列逼近最大终端状态集 

至今，已有很多相关文献对 fX 的构造提出了切实可行的方法。但是，

如前所述，这些方法很多都是事先给定某一控制律  u k x （如线性反馈控

制律、饱和控制律等），再计算出与此控制律相应的终端状态集 fX ，使得对

于任意点 fx X ，满足 

        , ,F x q x k x F f x k x≥  

且 

 k x U  

  , ff x k x X  

这种方法对 fX 的构造比较保守，并没有最大限度地逼近 ,maxfX 。本章

直接从条件（C1）、（C2）、（C3）出发构造 fX ，策略为：首先通过条件（C2）、

（C3）构造 fX ，然后验证 fX 是否满足条件（C1）。 

注 2.1  fX 的构造与 ,maxfX 的逼近都是在 X 的内部进行的，且自始至终

都包含了原点，也就是说， 0 fX X  提前就已满足。因此，此处对 fX 的

构造以条件（C2）和（C3）为基础，待得出结果后再通过证明其为闭集以满

足条件（C1）。 

基于条件（C2）和（C3），可将 fX 定义为  

     *: | ff XX x X F x F x  ≥  （2-3） 

其中，  *
fXF x 是下述优化问题的极小值： 

 
      

 
min , ,

s.t. ,

fX
u U

f

F x q x u F f x u

f x u X


 


 （2-4） 
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显然，在 fX 未知时，对某一点 x X ，直接依据式（2-3）、式（2-4）

是无法判别其是否属于 fX 的，难点就在于优化问题式（2-4）中的状态约束

用到了 fX 本身。为避免这个问题，我们采用以外包集进行迭代逼近的方法

对 fX 进行估计，首先给出一个最初估计 0
ffX X ，借由 0

fX 得到一个更精确

的估计 1
fX ，如此反复，依次得到 2

fX , 3
fX ,   ，满足 0 1 j

ff f fX X X X      。

随着 j 的增大， j
fX 逐渐收敛到某一集合 fX ，此 fX 即 fX 的最终估计。 

2.3.1  外包集序列的构造方法 

用外包集序列逼近最大终端状态集的示意图如图 2-1 所示。 

 

图 2-1  用外包集序列逼近最大终端状态集的示意图 

在图 2-1 中， 0
fX 的定义为 

     0
0 *: |

ff XX x X F x F x  ≥  （2-5） 

其中，  0
*

fXF x 是下述优化问题的极小值： 

 
      

 
0min , ,

s.t. ,

fXu U
F x q x u F f x u

f x u X


 


 （2-6） 
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类似地， 1
fX 的定义为 

     1
1 *: |

ff XX x X F x F x  ≥  （2-7） 

其中，  1
*

fXF x 是下述优化问题的极小值： 

 
      

 
1

0

min , ,

s.t. ,

fXu U

f

F x q x u F f x u

f x u X


 


 （2-8） 

以此类推， j
fX 的定义为 

     *: | j
f

j
f XX x X F x F x  ≥  （2-9） 

其中，  *
j
fXF x 是下述优化问题的极小值： 

 
      

  1

min , ,

s.t. ,

j
fXu U

j
f

F x q x u F f x u

f x u X




 


 （2-10） 

2.3.2  外包集序列的收敛性分析 

用 2.3.1 节的方法构造的 j
fX 是否收敛？如果收敛，又是否收敛于 ,maxfX

呢？定理 2.1 为 j
fX 的收敛性提供了答案。 

定理 2.1  对于式（2-9）中定义的 j
fX ，当 j  时，有 ,max

j
ffX X 。 

证明采用反证法。 

（I）假设存在 spo ,maxfX X ，使得 j 时， spo
j
fX X ，则对任意的

spox X ，都满足 

       min , ,
u U

F x q x u F f x u


≥  

且 
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  spo,f x u X  

这与 ,maxfX 是满足这两个条件的最大集矛盾。 

（II）假设存在 spo ,maxfX X ，使得 j  时， spo
j
fX X ，则存在

0 N  ≤ ，使得 ,max
N

ffX X ，且 1
,max \ N

f fX X   ，其中，意指空集。

取任意点 1
,max \ N

f fx X X  ，显然， x 满足 

       min , ,
u U

F x q x u F f x u


≥  

且   ,max, N
f ff x u X X  。又因 N

fx X ，故 x满足 1N
fX  的定义，即 1N

fx X  ，

显然矛盾。 

证毕。 

注 2.2  在实际计算过程中，因时间有限，是无法计算到 j 的。若

迭代到 stopj N 步时， stopN
fX 与 stop 1N

fX  很接近（基本重合），即可将 stopN
fX 作为

对 ,maxfX 的最终估计。可以看出， stopN
fX 本质上只是 ,maxfX 的一个外包集，将

stopN
fX 作为终端状态集求取预测控制的吸引域可能会包含一些本不属于吸引

域的状态点，这是这种方法的不足之处。 

鉴于支持向量机在低样本数情况下也有很好的寻优能力，我们选用支持

向量机作为集合估计工具，依次估计出 0
fX , 1

fX , , j
fX 。具体思路为：采用

支持向量机寻找确定每一个集合的最优分类面，由此最优分类面从状态空间

中依次分离出 0
fX , 1

fX , , j
fX 。 

2.3.3  支持向量机 

支持向量机是统计学习理论中最年轻的部分，其目标是在有限样本的情

况下得到一个最优分类面。对于非线性问题，支持向量机通过非线性变换将

其转换到高维的特征空间，在高维特征空间中构造线性判别函数来实现原空

间中的非线性判别函数。 
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以将 X 分成 A与 \X A两类，即从 X 中估计 A为例。从 X 中抽取任意点，

并对每一个 ix A ，引入变量 1iy   ；类似地，对每一个 \ix X A ，引入变

量 1iy   。定义  : : 1iI i y    ，  : : 1iI i y    。 

采用支持向量机在 A与 \X A之间找到一个最优分类面 

    : 0O x w x b     （2-11） 

满足   0O x ≥ 的点属于 A ，否则属于 \X A。而  O x 可由下面的优化问题

求取： 

 

   1
min

2

s.t.    0

          0 , ; 0,

i j i j i j i
i j i

i i
i

i i

y y x x

y

C i I i I


    



  

 



   

 


≤ ≤ ≥

 （2-12） 

其中，内积    i jx x  可由下述高斯核函数代替： 

 

     
2

2

ker ,

exp
2

i i

i

x x x x

x x

 





 
  
 
 

 （2-13） 

关于支持向量机的研究，有大量文献可参阅，如文献[103-111]，但其超

出我们的研究范围，我们不作详细介绍。此处，以从 X 估计出 0
fX 为例，简

单介绍用支持向量机进行集合估计的原理。首先，通过求解式（2-6）描述的

非线性优化得到与每一个 ix 对应的 iy ，并将所有训练样本 ,i ix y 输入支持向

量机；其次，支持向量机通过求解式（2-12），得到与每一个 ,i ix y 对应的 i ；

最后，支持向量机由训练样本中选取出 0P 个支持向量，并由此 0P 个支持向量

确定估计 0
fX 所需的最优分类面。  

    
0

0

1

ker ,
P

i i
i

O x w x x b


    （2-14） 
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其中， i i iw y 表示权重系数，
0P

i
i

b   表示分类阈值。得到  0O x 后， 0
fX

即可由其表示为 

   0 0| 0fX x X O x ≥  （2-15） 

2.3.4  最大终端状态集的外包估计 

如前所述，最大终端状态集 ,maxfX 的估计是一个渐近的逼近过程，首先

估计 0
fX ，再依次估计 1

fX , 2
fX ,，当 j

fX 与 1j
fX  很接近时，即可将 j

fX 作为

,maxfX 的最终估计。用支持向量机对这些过渡状态集进行估计首先要解决训

练样本的获取问题。 

以估计 0
fX 为例，抽取任意点 ix X ， iy 的判别如下：  

如果    0
*

fi iXF x F x≥  

则， 1iy    

否则， 1iy    

其中，  0
*

f iXF x 是优化问题式（2-6）的极值。 

得到训练样本后，将其输入支持向量机，得到最优分类面  0 0O x  ，

最终确定 0
fX ，即   0 0| 0fX x X O x ≥ 。 

以 0
fX 为基础，可对 1

fX 进行估计。类似地，抽取任意点 0
i fx X ，判别

与其对应的 iy ： 

如果    1
*

fi iXF x F x≥  

则， 1iy    

否则， 1iy    

其中，  1
*

f iXF x 是优化问题式（2-8）的极值。 
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同理，将训练样本输入支持向量机可得到最优分类面  1 0O x  ，如此

反复，可得到一系列的   0jO x  。 

当 stopj N 时，若满足 

    
stop

stop stop
stop

1

1

NP
N N

i i N
i

O x O x P



 ≤  （2-16） 

即可认为 stopN
fX 与 stop 1N

fX  比较接近，并将 stopN
fX 作为对 ,maxfX 的最终估计。其

中，
stopsup,i Nx X ,

stopsup,NX 表示 stopj N 时的支持向量集，
stopNP 表示 stopj N 时

的支持向量个数， 为某一设定的阈值，其值越小， stopN
fX 对 ,maxfX 的逼近越

准确。最终， ,maxfX 可用其外包集来近似估计：   stop
,max | 0N

fX x X O x ≥ 。 

注 2.3  采用式（2-16）来判断两个集合比较接近的依据是：状态集本身

由其最优分类面确定，而以支持向量机为工具进行分类得到的最优分类面本

质上是一个函数表达式，这个函数表达式的参数由其所选取的支持向量确

定。换句话说，不同的最优分类面的函数值在其支持向量处是最敏感的。因

此，两个集合是否接近可以简单地用两个分类函数在其中一个分类面所选取

的支持向量处的差值的范数来判断。所以，式（2-16）中用到的支持向量集

也可以用
stopsup, 1NX  来替代。 

定理 2.2  由此方法得到的 ,maxfX 满足条件（C1）。 

证明： 

（I）根据 fX 的构造与 ,maxfX 的逼近原理，明显可以看出， ,maxfX X 。 

（II）取原点状态 0x  。当 0u  时，有 

0 X 且         *
00 0 0,0 0,0 0F F q F f     

显然， 0 点满足条件（C2）和（C3），因此， ,max0 fX 。 
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（III）用支持向量机估计得到的 ,maxfX 的表达式为 

  stop
,max | 0N

fX x X O x ≥  

可以看出，边界包含于此估计集合中，因此，此估计集合为闭集。由（I）、

（II）、（III）可知，用支持向量机估计得到的 ,maxfX 满足条件（C1）。 

证毕。 

注 2.4  整个 fX 的构造与 ,maxfX 的逼近过程都是以条件（C2）和（C3）

为基础的，而最后得到的估计集合也满足条件（C2）和（C3），因此，用此

方法得到的 ,maxfX 可作为预测控制的终端状态集。 

2.3.5  用外包集序列逼近最大终端状态集的计算步骤 

综上所述，采用此方法求取预测控制终端状态集的步骤可整理如下。 

第一步：设置 SVM 的训练样本数及循环终止阈值 。 

第二步：导入循环 0,1,2,j    ，用 SVM 求取最优分类面   0jO x  ，确

定 j
fX ： j

fX     1 | 0j j
fx X O x ≥ ，当 0j  时， 1

fX X  。用 SVM 求取

最优分类面   0jO x  的步骤如下。 

Step1：求取训练样本。抽取任意点 1j
i fx X  （当 0j  时，则抽取任意

点 ix X ），并判断与 ix 对应的 iy ，其判断方法如下：  

如果    *
j
f

i iXF x F x≥  

则， 1iy    

否则， 1iy    

其中，  *
j
f

iXF x 是下述优化问题的极值： 
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      
  1

min , ,

s.t. ,

j
fXu U

j
f

F x q x u F f x u

f x u X




 


 

Step2：将训练样本输入支持向量机。将由 Step1 中求取的每一对 ix , iy 输

入支持向量机。 

Step3：求取最优分类面   0jO x  ，确定 j
fX 。支持向量机从所有的训

练样本中抽取出 jP 个支持向量，并将 jP 个支持向量 ix 和与之对应的权重系数

iw 及分类阈值 b 一并输出。保存这些数据，由式（2-17）确定最优分类面

  0jO x  。 

    
1

ker ,
jP

j
i i

i
O x w x x b



    （2-17） 

其中， jP 为支持向量个数， iw 为支持向量 ix 所对应的权重系数，b 为分类阈

值，  ,iker x x 为高斯核函数，其形式如式（2-13）所示。得到  jO x 后， j
fX

即可描述为 

  1 | 0j j j
f fX x X O x ≥  

第三步：判断是否满足循环终止条件。当 stopj N 时，若满足 

   
stop

stop stop
stop

1

1

NP
N N

i i N
i

O x O x P



 ≤  

则跳出循环。 

第四步：获取终端状态集的最终估计。 

  stop stop
,max | 0N N

f fX X x X O x  ≥  

以上就是求取终端状态集的具体步骤。当终端状态集确定后，式（2-2）

表示的优化问题即可描述为 
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 
         

      
      stop

1

,
0

min , , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , , 0

k

N

k k k k
u i x U i

k k k

N
k k k

J x q x i x u i x F x N x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U O x N x






 

 

  

u

≥

 （2-18） 

其中，  stopNO x 是 stopj N 时的最优分类函数，其形式为 

    
stop

stop

1

ker ,
NP

N
i i

i
O x w x x b



    （2-19） 

注 2.5   stopNO x 的获取是一个离线计算过程，并不参与到预测控制的在

线优化中。因此，  stopNO x 的获取对时间并没有特别高的要求，这也是可以

采用支持向量机对其进行迭代逼近的原因之一。但是，可以看出，由最优分

类函数  stopNO x 确定的终端状态集并不一定是凸的，这会导致在预测控制的

在线优化计算中，计算量偏大，计算时间偏长。如何在此终端状态集内求取

一个最大凸集作为新的终端状态集将是我们下一步的研究方向。 

注 2.6  如式（2-19）所示，采用此方法求取的终端状态集只与其最优分

类函数相关，而最优分类函数的复杂度与其用到的支持向量个数相关。支持

向量个数与迭代次数之间并不存在必然联系，因此，最终得到的终端状态集

不会随着迭代次数的增加而愈发复杂。 

2.3.6  仿真算例 

将文献[8,37]中的模型离散化后用作本节方法的仿真模型。  

 
 

 
 

 
 

 
 

1 1 1

2 2 2

1 1 01

1 0 4 11
k k

x k x k T x kT T
u u

x k x k T x kT T



           

                        
 

其中， 0.5  ；状态约束与输入约束分别为  1
| 4X x x ≤ ,  | 2U u u ≤ ；

采样时间 0.1sT  ；预测步长 3N  。在文献[8,37]中，代价函数取二次型性

能指标，   T T
0 0,q x u x x u u Q R , 0 0.5IQ , 0 1R ，离散形式的代价函数需
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将其乘以采样时间，即 0TQ Q , 0TR R ；终端代价函数   TF x x x P ，

[345 300;300 345]P 。 

对于支持向量机来说，训练样本数的选取很重要，太小则精度不高，太

大则计算量大。经过多次仿真试验，将训练样本数选定为 3000，计算量较小

且精度与更大样本数的精度相差无几。首先选取 3000 个任意点，再对每一

个点 ix 判别其相应的 iy ，最后将 ix , iy , 1, ,3000i     两组数据输入支持向

量机，得到最优分类面。 

在式（2-13）中，高斯核函数的参数选取为 1  ，判别不等式（2-16）

中的阈值设置为 1  。仿真结果显示，当迭代至 15j  时，已经满足 

   
15

15 14
15

1

1
P

i i
i

O x O x P


  ≤  

此时，即可认为 15
fX 与 14

fX 已经很接近，并将 15
fX 作为 ,maxfX 的最终估计。

整个逼近过程如图 2-2 所示。  

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x1

x 2 1

1

Xf
15

Xf
15

15

15

15 15

15

 

图 2-2  外包集序列的收敛示意图 
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在图 2-2 中，标号为“1”的实线（图中左下角由横坐标约为3.6 的位置

出发、到纵坐标约为 0.3 的位置结束的那条曲线，以及图中右上角由横坐标

约为 3.4 的位置出发、到纵坐标约为 0.5 的位置结束的那条曲线，其在右上

角处还有一小部分）表示从状态空间中分离 0
fX 的最优分类面；标号为“15”

的加粗点画线（图中左上角与右下角均标有 15
fX 的那片空白区域的边界围线）

表示分离 15
fX 的最优分类面；实线“1”与实线“15”之间的实线表示分离

j
fX , 2, ,14j   的最优分类面。确定  15O x 时用到的支持向量个数为

15 33P  ，保存这 33 个支持向量及其对应的权重系数 iw 及分类阈值b（因篇

幅所限，这里就不一一给出），代入式（2-19），即可得到 15
fX 的近似描述： 

 
15

15

1

| ker , 0
P

i if
i

X x X w x x b


 
   

 
 ≥  

15
fX 便可作为优化问题式（2-18）中的终端状态约束集。取任意点 3x  。

本例中， 3 与 15
fX 非常接近，因此，我们任意选取 15

fx X ，观察其收敛性，

如图 2-3 所示。 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

本文：Xf

本文：Xf

x1

x 2

Ong：Xf

Chen：Xf

状态收敛曲线
初始状态点

 

图 2-3  状态收敛曲线 
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在图 2-3 中，位于图中心处的细实线椭圆区域表示文献[8]中 Chen 给出

的终端状态约束集，点画线区域表示文献[37]中 Ong 给出的终端状态约束集，

本节方法得到的终端状态约束集用虚线区域表示。实线表示状态点的收敛曲

线，可以看出，状态点都可被引导至平衡点，而且采用此方法得到的终端状

态约束集比文献[8]和文献[37]得到的结果都大。 

2.4  用子集序列逼近最大终端状态集 

用外包集序列逼近最大终端状态集的逼近策略是由大到小，即由整个状

态空间向最大终端状态集逼近。这种方法存在一个不足之处：得到的只是最

大终端状态集的一个外包集，与此外包集对应的吸引域可能包含一些非稳定

点。对此，可采用一种思想与此类似但由小到大的逼近策略，即由最大终端

状态集的一个已知子集向其逼近的迭代策略，得到越来越大的子集。 

与 2.3 节介绍的方法类似，采用由小到大的迭代逼近策略对 fX 进行估

计。首先给出一个最大终端状态集的初始子集 0
fX ，再借由 0

fX 得到一个更大

的子集 1
fX ，如此反复，依次得到 2

fX , 3
fX ,，满足 0 1 j

f f fX X X     

,maxfX 。随着 j 的增大， j
fX 逐渐收敛到某一集合 fX ，此 fX 即 ,maxfX 的最

终估计。 

2.4.1  子集序列的构造方法 

用子集序列逼近最大终端状态集的示意图如图 2-4 所示。 
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图 2-4  用子集序列逼近最大终端状态集的示意图 

与用外包集序列逼近最大终端状态集的逼近策略不同，用子集序列逼近

最大终端状态集得到的状态区域仍然是最大终端状态集的子集，对系统稳定

性没有影响。但是，这种方法需要一个前提，即已经知道最大终端状态集的

某一子集。 

假设 2.1  ,maxfX 的一个包含原点的不变子集是已知的，将此子集记   

为 0
fX 。 

借由 0
fX ，我们可以构造出 ,maxfX 的另一个子集 1

fX 。 

     0
1 *: |

ff XX x X F x F x  ≥  （2-20） 

其中，  0
*

fXF x  是下述优化问题的极小值：   

 
      

 
0

0

min , ,

s.t. ,

fXu U

f

F x q x u F f x u

f x u X


 


 （2-21） 

很明显， 0 1
f fX X 。类似地，另一个子集 2

fX 可以通过相同的方法构造

出来。 

     1
2 *: |

ff XX x X F x F x  ≥  （2-22） 
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其中，  1
*

fXF x 是下述优化问题的极小值： 

 
      

 
1

1

min , ,

s.t. ,

fXu U

f

F x q x u F f x u

f x u X


 


 （2-23） 

如此反复, j
fX , 3,4, ,j     都可以被构造出来。 

     1
*: | j

f

j
f XX x X F x F x  ≥  （2-24） 

其中，  1
*

j
fXF x 是下述优化问题的极小值： 

 
      

 
1

1

min , ,

s.t. ,

j
fXu U

j
f

F x q x u F f x u

f x u X






 


 （2-25） 

2.4.2  子集序列的收敛性分析 

通过 2.4.1 节的方法构造得到的 jfX 显然满足 1j j
f fX X  ，随着迭代次

数 j 的增加， jfX 将会收敛至某一集合 fX （如果 jfX 不收敛， fX 就与 X

完全重合）。以下结论将告诉我们， fX  就是我们所要求取的最大终端状态

约束集。 

定理 2.3  当迭代次数 j 趋近于无穷大时，通过上述方法构造得到的集合

序列 jfX 将收敛至 ,maxfX 。  

证明：此处的证明与定理 2.1 的证明类似，都用反证法。 

（I）假设存在 spo ,maxfX X ，使得 j  时， spo
j
fX X 。由假设 2.1

可知， 00 fX 。因为 0
spofX X ，所以明显有 

spo0 X ， ,max spo0 \fX X  

因此，对任意的 0 ,max spo\fx X X ，都有  F x ≥ ，其中，  是

  ,max spo| \fF x x X X 的下确界。 
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另外，对任意的 0 ,max spo\fx X X ，不存在这样一个u U ，使得 

      0 0 0, ,F x q x u F f x u≥  

 0 spo,f x u X  

成立。但是，由条件（C2）和（C3）可知，  0u x U  ，使得如下两式被

满足 

      0 0 0 1,F x q x u x F x≥  

 1 ,max spo\ff x X X  

其中 

  1 0 0,x f x u x  

类似地，存在  iu x U , 1,2, ,i     ，使得如下两式被满足 

      1,i i i iF x q x u x F x ≥  

 1 ,max spo\i ff x X X   

其中 

  1 ,i i ix f x u x   

可以看出，  F  是一个李雅普诺夫函数。因此，对任意的 0  ，都存

在 0N  ，使得对任意的 i N≥ ，都满足 

 iF x   

,max spo\i fx X X  

选择一个 ，使其满足  ，则存在 0N  ，使如下两式被满足 

 NF x      

,max spo\N fx X X   
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显然，这与 是   ,max spo| \fF x x X X 的下确界相矛盾。 

（II）假设存在 spo ,maxfX X ，使得 j  时， spo
j
fX X 。对任意的

spox X ，有 

       min , ,
u U

F x q x u F f x u


≥  

  spo,f x u X  

成立。 

很明显，这与 ,maxfX 是满足条件（C2）和（C3）的最大终端状态约束集

相矛盾。 

证毕。 

注 2.7  与用外包集序列来逼近 ,maxfX 类似，在实际计算过程中，因时间

有限，是无法计算到 j 的。若迭代到 stopj N 时， stopN
fX 与 stop 1N

fX  很接

近，即可将 stopN
fX 作为对 ,maxfX 的最终估计。由此方法得到的 stopN

fX 本质上是

,maxfX 的一个子集，不会影响预测控制的稳定性。因此，用子集序列来逼近

,maxfX 相较于用外包集序列来逼近 ,maxfX 更加优越一些。 

2.4.3  用子集序列逼近最大终端状态集的计算步骤 

与用外包集序列逼近最大终端状态集类似，子集序列中的各个子集可

用支持向量机从状态空间中一个一个分离估计出来，具体步骤可整理如下。 

第一步：设置 SVM 的训练样本数及循环终止阈值 ，并给定包含原点

的初始子集 0
fX 。 

第二步：导入循环 1,2,3,j    ，用 SVM 求取最优分类面   0jO x  ，   

确定 j
fX    1 | 0j j

fx X O x ≥ 。用 SVM 求取最优分类面   0jO x  的步骤

如下。 
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Step1：求取训练样本。抽取任意点 ix X ，并判断与 ix 对应的 iy ，其

判断方法如下：  

如果    *
j
f

i iXF x F x≥  

则， 1iy    

否则， 1iy    

其中，  *
j
f

iXF x 是下述优化问题的极值： 

      
  1

min , ,

s.t. ,

j
fXu U

j
f

F x q x u F f x u

f x u X




 


 

Step2：将训练样本输入支持向量机。将由 Step1 中求取的每一对 ix , iy 输

入支持向量机。 

Step3：求取最优分类面   0jO x  ，确定 j
fX 。支持向量机从所有的训

练样本中抽取出 jP 个支持向量，并将 jP 个支持向量 ix 和与之对应的权重系数

iw 及分类阈值b 一并输出。保存这些数据，确定最优分类面   0jO x  。 

   
1

ker ,
jP

j
i i

i
O x w x x b



    

其中， jP 为支持向量个数， iw 为支持向量 ix 所对应的权重系数，b 为分类阈

值，  ,iker x x 为高斯核函数，其形式为 

     
2

2

ker ,

exp
2

i i

i

x x x x

x x

 





 
  
 
 

 

得到  jO x 后， j
fX 即可描述为 

  1 | 0j j j
f fX x X O x ≥  
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第三步：判断是否满足循环终止条件。当 stopj N 时，若满足 

   
stop

stop stop
stop

1

1

NP
N N

i i N
i

O x O x P



 ≤  

则跳出循环。 

第四步：获取终端状态集的最终估计。 

  stop stop
,max | 0N N

f fX X x X O x  ≥  

以上就是求取终端状态集的具体步骤。当终端状态集确定后，预测控制

的优化问题即可描述为  

 
         

      
      stop

1

,
0

min , , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , , 0

k

N

k k k k
u i x U i

k k k

N
k k k

J x q x i x u i x F x N x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U O x N x






 

 

  

u

≥

  

其中，  stopNO x 是 stopj N 时的最优分类函数，其形式为 

   
stop

stop

1

ker ,
NP

N
i i

i
O x w x x b



    

2.4.4  仿真算例 

此处的仿真模型与 2.3.6 节一致，各仿真条件也一致， ,maxfX 的子集序列

的初始子集选用文献[8]的终端状态约束集，即 

0 T
16.5926 11.5926

| 0.7
11.5926 16.5926

fX x X x x
      
   

≤  

采用支持向量机进行子集估计，当迭代至 22j  时， 22ˆ
fX 与 21ˆ

fX 很接近，

因此可将 22ˆ
fX 作为 ,maxfX 的最终估计。整个逼近过程如图 2-5 所示。 



 第 2 章  求取预测控制的终端状态约束集 

 
·39· 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x1

x 2

 

图 2-5  子集序列的收敛示意图 

同样，从吸引域中选取任意点，观察其收敛性，如图 2-6 所示。 

x

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x1

2

状态收敛曲线

 

图 2-6  状态收敛曲线 
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在图 2-5 中，位于图中心位置的椭球区域表示文献[8]的终端状态约束集，

它是这次仿真中选择的初始子集；另外 22 条实线描述了由文献[8]的终端状

态约束集向最大终端状态约束集逐渐逼近的过程。 

在图 2-6 中，位于图中心位置的椭球区域表示文献[8]的终端状态约束集，

虚线围起来的区域表示文献[37]的结果，点画线围起来的区域表示采用本节

方法的终端状态约束集，另外几条实线为状态的收敛曲线。  

2.5  本章小结 

本章给出了两种求取最大终端状态约束集的方法，采用这两种方法得到

的终端状态约束集相较于现有文献得到的结果要大一些，这对增大预测控制

的吸引域具有一定的意义。其中，第一种方法采用以外包集序列逼近最大终

端状态约束集的策略，第二种方法采用以子集序列逼近最大终端状态约束集

的策略。从理论上证明了两种方法随着迭代次数的增加，状态集序列都逐渐

收敛于最大终端状态集。两种方法都以支持向量机为分类工具从状态空间中

依次分离出状态集序列，由图 2-2 与图 2-5 可以看出，这两种方法得到的终

端状态集几乎相同。但是，从原理上讲，第一种方法对预测控制的稳定性有

所影响，而第二种方法却没有。 

 



 

 

 

 

第 3 章 

求取预测控制的终端代价函数 

3.1  引言 

由条件（C2）和（C3）可以看出，预测控制的终端状态约束集与终端代

价函数之间有着密切的关系。而第 2 章求取终端状态约束集的方法都是基于

终端代价函数已知这个前提的，因此，有必要研究如何求取预测控制的终端

代价函数。第 1 章已经提到，除了与终端状态约束集有密切的关系，终端代

价函数还与预测控制所消耗的全局性能指标有关。但是，迄今为止，关于终

端代价函数的这些性质的研究却很少见。文献[38]针对无终端状态约束预测

控制证明了按比例增大终端代价函数也会增大预测控制的吸引域；文献[39]

重点分析了无终端状态约束的预测控制的全局性能指标，给出了全局性能指

标的上下界；文献[40]设计了一种预测控制算法，其标称消耗的全局性能指

标与最优性能指标一致，但其终端代价函数中   fF x C 本质上是一种终端

等式约束。 

如前所述，衡量一种预测控制算法的好坏主要看两方面因素：吸引域的

大小（在预测步长一定的前提下，取决于终端状态约束集的大小）；全局性
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能指标消耗的多少（采用滚动控制律将初始状态控制至平衡点所消耗的性

能指标总和）。因此，终端代价函数的选择对决定预测控制的控制性能的好

坏有着很关键的作用，而衡量预测控制的控制性能的好坏则主要是以最优

控制为参考的。 

本章首先给出预测控制与最优控制的关系；接着分析预测控制的终端代

价函数分别与终端状态约束集和全局性能指标之间的定性关系，以此定性关

系为基础，给出一种简单的求取预测控制终端代价函数的方法；最后提出一

种具有自调节终端代价函数的模型预测控制方案，使终端代价函数能随着控

制过程的推进而进行适当的调整，可用较少的全局性能指标消耗保证闭环系

统的性能。 

3.2  预测控制与最优控制的关系 

考虑如下系统［此系统即第 2 章中的系统式（2-1）］： 

  1 ,k k kx f x u   （3-1） 

最优控制在初始点 0x 的优化问题  0P x 可被描述为 

 

 
      

      
   

0
0 0 0

,
0

0 0 0

0 0

min , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , ,

u i x U i
J x q x i x u i x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U










 

  

u

 （3-2） 

其中，  0 00,x x x ， 0x 表示优化起始点； X 和U 分别为状态约束与输入约

束；  ,q x u 为形式为   T T,q x u x x u u Q R 的阶段指标函数，其中Q 和 R 分

别为对应维数的正定矩阵。 

如果优化问题  0P x 有解，则定义  *
0J x 为  0,J x u 的极小值，最优
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输入序列为 

           * * * *
0 0 0 0 00, , 1, , 2, , , ,x u x u x u x u x        *u  （3-3） 

最优预测状态轨迹为 

           * * * *
0 0 0 0 01, , 2, , 3, , , ,x x x x x x x x x        *x  （3-4） 

众所周知，如果优化问题  0P x 有解，则采用最优控制消耗的全局性能

指标就是  *
0J x ，而最优控制的吸引域  则可定义为所有满足优化问题

式（3-2）有解的状态点的集合，即 

   : |x X P x    有解  （3-5） 

但是，求解优化问题  0P x 是很难的，尤其是当  ,f   为非线性函数的

时候。而预测控制则可以避免这个问题，从这个层面上讲，预测控制可以理

解为用基于有限时域优化（或半无限时域优化[8,9]）的次优控制算法来逼近基

于无限时域优化的最优控制算法的一种控制算法。 

以带终端状态约束集和终端代价函数的预测控制为例，其优化问题

 0NP x 可描述为 

 

 
         

      
   
 

0

1

0 0 0 0
,

0

0 0 0

0 0

0

min , , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1

,

N

u i x U i

f

J x q x i x u i x F x N x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U i N

x N x X






 

 

    



u


 （3-6） 

其中， fX 为终端状态约束集；  F  为终端代价函数。 

定义  *
0J x 为  0,J xu 的极小值，  *

0xu =     * *
0 00, , , 1,u x u N x     

为其最优输入序列，  *
0xx =     * *

0 01, , , ,x x x N x   为相应的最优预测状态

轨迹。在实际控制中，采取的是滚动控制策略，即真正输入实际系统的是滚
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动控制律 

       * * *
RH 0 1 20, , 0, , 0, ,u x u x u x   u  （3-7） 

采用预测控制消耗的全局性能指标即可描述为 

     *
RH 0

0

, 0,i i
i

J x q x u x




  （3-8） 

考虑到阶段代价函数的形式，预测控制消耗的全局性能指标可进一步表

示为 

      TT * *
RH 0

0

0, 0,i i ii
i

J x x x u x u x




  Q R  （3-9） 

其中 

   *
1 , 0, , 0,1, ,i i ix f x u x i        （3-10） 

第 2 章中已经定义了预测控制的吸引域，即 

   *: | ,N fx X x N x X     （3-11） 

前面已经提到，为保证预测控制系统的闭环稳定性，终端状态集 fX 需

要满足（C1）、（C2）和（C3）三个条件。 

理想的终端状态集为 

 fX    （3-12） 

理想的终端代价函数为 

    *F J    （3-13） 

如果式（3-12）与式（3-13）都能满足，则预测控制的优化问题可描

述为 
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 
         

      
   
 

0

1
*

0 0 0 0
,

0

0 0 0

0 0

0

min , , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1

,

N

u i x U i
J x q x i x u i x J x N x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U i N

x N x 










 

 

    



u


 （3-14） 

此时，预测控制的吸引域为 

 N    （3-15） 

而其消耗的全局性能指标则为 

    *
RHJ J    （3-16） 

注 3.1  当式（3-12）与式（3-13）都能满足时，预测控制的吸引域与其

预测步长之间没有必然的联系。 

但是，正如前面内容所示，求解优化问题  0P x 是很难的，尤其是当

 ,f   为非线性函数的时候，  0P x 的求解几乎是不可能的。因此，  *J  是

得不到的， 也是得不到的。也正是由于这一点，使得我们所设计的预测

控制算法的吸引域总是小于最优控制的吸引域，即 

 N  ≤  （3-17） 

而预测控制所消耗的全局性能指标也总是大于最优控制的最优指标，即 

    *
RHJ J ≥  （3-18） 

因此，在设计预测控制算法时，总是希望预测控制的吸引域 N 尽量大

（在预测步长一定的前提下，终端状态集 fX 尽量大），消耗的全局性能指标

 RHJ  尽量少。但实际上，兼得这两者却是很难的。3.3 和 3.4 节将着重讨论

这一问题，分析预测控制的终端代价函数与终端状态约束集以及终端代价函

数与全局性能指标之间的定性关系。 
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3.3  终端代价函数与终端状态集之间的关系 

对于系统式（3-1）和预测控制式（3-6），考虑按比例增大预测控制的终

端代价函数，其优化问题定义为  , 0NP x ，具体描述如下： 

 

 
         

      
   
 

0

1

0 0 0 0
,

0

0 0 0

0 0

0

min , , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1

,

N

u i x U i

f

J x q x i x u i x F x N x

x i x f x i x u i x

x i x X u i x U i N

x N x X 







 

 

    



u


 （3-19） 

其中，  F  为终端代价函数， 1≥ 为比例系数， fX  为与终端代价函数

 F  对应的终端状态约束集。 

定义 ,maxfX  为以  , 0NP x 描述的预测控制的最大终端状态约束集。文献[38]

针对在线优化中不带显式终端状态约束的预测控制（第 1 章中讲到的第三种

预测控制）证明了按比例增大终端代价函数，预测控制的终端状态集（对第

三种预测控制来说，即其在线优化末端状态会自动进入的原点邻域 ）会增

大。本节将证明对于带终端代价函数与终端状态约束的预测控制来说，这一

性质仍然成立。 

定理 3.1  考虑终端代价函数  F  和与之对应的最大终端状态约束集

,maxfX ，按比例增大终端代价函数至  F  ，当 1≥ 时，其对应的最大终端

状态约束集 ,maxfX  也会增大，即 ,max ,maxf fX X  。 

证明： 

对任意的 0 ,maxfx X 来说，满足条件（C1）（C2）和（C3）是指存在一

个控制序列  0 1 2, , ,u u uu  , iu U ，使得下面的不等式成立： 
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     1,i i i iF x q x u F x ≥ , 0,1,2,i    

其中 

 1 ,i i ix f x u   

很明显，当终端代价函数为  F  时，采用同样的控制序列，下面的不

等式也成立： 

     1,i i i iF x q x u F x  ≥  

可知 

0 ,maxfx X   

因此 

,max ,maxf fX X   

证毕。 

注 3.1  由定理 3.1可以看出，按比例增大终端代价函数，预测控制的最

大终端状态约束集 ,maxfX  也会增大。因此，当预测步长一定时，预测控制的

吸引域也会增大。 

3.4  终端代价函数与全局性能指标之间的关系 

由 3.3 节可以看出，按比例增大终端代价函数，预测控制的最大终端状

态约束集也会增大，这是否意味着我们可以随意增大终端代价函数呢？答案

是否定的，本节将给出其具体原因。 

定义  *
, 0NJ x 为优化问题  , 0NP x 的极小值，最优控制序列为 
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       0 , 0 00, , , ,N, N,x u x u N x     * * *
Nu  （3-20） 

最优预测状态轨迹为 

       0 , 0 00, , , ,N, N,x x x x N x     * * *
Nx  （3-21） 

预测控制的滚动控制轨迹为 

     * *
RH, 0 0 1,( ) 0, , 0, ,N Nx u x u x    u  （3-22） 

滚动状态轨迹为 

    RH, 0 0 1, 2,, , ,x x x x     x  （3-23） 

其中 

  *
1, , ,, 0, , 1,2, ,i i N ix f x u x i          

0, 0x x   

预测控制消耗的全局性能指标为 

     *
RH, 0 , ,

0

, 0,i N i
i

J x q x u x  





   （3-24） 

考虑到阶段代价函数的形式，全局性能指标可进一步表示为 

      TT * *
RH 0 , , ,,

0

0, 0,i i ii
i

J x x x u x u x  





  Q R  （3-25） 

假设 3.1  对任意的 0 Nx  ，其中， N 为以优化问题  0NP x ［如式（3-6）

所示］描述的预测控制的吸引域，求解优化问题  , 0NP x 得到的终端状态落

入 ,maxfX 内，即  0 ,max,N, fx N x X * 。 

注 3.2  假设 3.1成立则意味着，对任意的 0 Nx  ，将优化问题  0NP x

［如式（3-19）所示］中的终端状态约束集 ,maxfX  替换成 ,maxfX 后，其最优解

不变。对于 N 内的大多数点来说，假设 3.1是成立的，只有极少数点可能会
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不满足，为方便起见，我们忽略了这些少数点的影响。 

当假设 3.1 成立时，显然有    * *
, 0 0N NJ x J x ≥ ，而且下述引理也很容易

得到。 

引理 3.1  若假设 3.1 成立，则对任意的 0 Nx  ，下述结论成立： 

          * * * *
1, 1 0 1, 1 , 01, 1,N N N N N NJ J x x J J x x      * *≥  （3-26） 

证明： 

由最优性可知，  *
0NJ x 可被描述为 

        * *
0 0 0 1 0, 0, 1,N N N NJ x q x u x J x x * *  （3-27） 

由假设 3.1 和最优性可知 

        * *
0 0 0 1 0, 0, 1,N N, N N,J x q x u x J x x * *≤  （3-28） 

类似地，  *
, 0NJ x 可被描述为 

        * *
, 0 0 , 0 1, , 0, 0, 1,N N N NJ x q x u x J x x    * *  （3-29） 

同理，由最优性可知 

        * *
, 0 0 0 1, 0, 0, 1,N N N NJ x q x u x J x x * *≤  （3-30） 

显然，将不等式（3-30）的右边减去不等式（3-28）的左边得到的结果

要大于不等式（3-28）的右边减去不等式（3-30）的左边，即 

 
        

        
* *

0 0 1, 0 0

* *
, 0 0 0 1 0

, 0, 1,

, 0, 1,

N N N

N N, N N,

q x u x J x x J x

J x q x u x J x x



  





 

 

* *
N

* *

≥
 （3-31） 

因此有 

         * * * *
1, 1 0 1, 1 01, 1,N N N N N N,J J x x J J x x      * *≥  
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证毕。 

定义 F 为这样一类 类函数：对任意的 1 2,F F F  和 1 2,x x X ，如果

   1 1 1 2F x F x≥ 成立，则    2 1 2 2F x F x≥ 也成立。 

假设 3.2  本章用到的所有代价函数，如 *
1NJ  、 *

NJ 、 *
1,NJ  、 *

,NJ  ，以

及其正定的和差运算，如 * *
1, 1N NJ J  、 * *

1,N NJ J  ，都属于 F 。 

当假设 3.2 成立时，由引理 3.1 可知，对任意的 0 Nx  ，都有 

      0 , 01, 1,N NF x x F x x
* *≥   （3-32） 

基于不等式（3-32），我们可以得到另一条关键结论。 

引理 3.2  当假设 3.1 和假设 3.2 成立时，对任意的 0 Nx  ，任意的正

定代价函数 traF F  ，若满足 *
tra 1NF J ≤ ，则有 

          0 0 tra 1 0 , 0 tra 1,, 0, , 0,N Nq x u x F x q x u x F x  * *≤  （3-33） 

证明： 

首先明确， 1x 意指  01,x x*
N ， 1,x  意指  , 01,Nx x

* 。若假设 3.2 成立，显

然有  *
1 traNJ F F    ，因此，我们可以得到 

 

    
       
       
    

0 0 tra 1

* *
0 0 1 1 1 tra 1

* *
0 0 1 1, 1 tra 1,

0 0 tra 1,

, 0,

, 0,

, 0,

, 0,

N

N N N

N, N N

N,

q x u x F x

q x u x J x J F x

q x u x J x J F x

q x u x F x

  

 

 

 



   

  

 

*

*

*

*

≤
 （3-34） 

在此处的证明中，我们用到了两个结论，即 

   * *
0 , 0N NJ x J x≤  

     * *
1 tra 1 1 tra 1,N NJ F x J F x   ≥  
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证毕。 

至此，不能随意增大终端代价函数的原因就可以给出，如定理 3.2 所示。 

定理 3.2  当假设 3.1 和假设 3.2 成立时，对任意的 0 Nx  ，都有 

    RH 0 RH, 0J x J x≤  （3-35） 

证明： 

很明显，因为 * *
1N NJ J ≤ ，所以 *

NJ 满足引理 3.2 中的条件。选择引理 3.2

中的 *
tra NF J ，有 

          * *
0 0 1 0 , 0 1,, 0, , 0,N N N Nq x u x J x q x u x J x  * *≤  （3-36） 

类似地，对任意的 Nx  ，下述结果也成立： 

 

     
     

 
 

*

*
1

*

*
1

, 0, 1,

, 0, 1,

N N N

N N N

N

N

q x u x J x x

q x u x J x x

J x

J x











* *

* *≤

≤

 （3-37） 

因此，可以选择 

        *
tra , 0, 1,N N NF x q x u x J x x * *  （3-38） 

将式（3-38）中的 x分别用 1x , 1,x  代替，可以得到 

 

       
    
    
        

*
0 0 1 1 2

0 0 tra 1

0 0 tra 1,

*
0 0 1, 1, 1,

, 0, , 0,

, 0,

, 0,

, 0, , 0, 1,

N N N

N

N,

N, N N N

q x u x q x u x J x

q x u x F x

q x u x F x

q x u x q x u x J x x

 

   

 

 



  

* *

*

*

* * *

≤
 （3-39） 

又由假设 3.1 可知，如果 0 Nx  ，则 1,x  也属于 N ，即 1, Nx   。用 1,x 

替代不等式（3-36）中的 0x ，可以得到 
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     

    

*
1, 1, 1,

*
1, , 1, 2,

, 0, 1,

, 0,

N N N

N N

q x u x J x x

q x u x J x

  

   





* *

*≤
 （3-40） 

所以有 

 

       
       
        

*
0 0 1 1 2

*
0 , 0 1, 1, 2,

*
0 , 0 1, 1, 2,

, 0, , 0,

, 0, , 0,

, 0, , 0,

N N N

N N, N

N N, N

q x u x q x u x J x

q x u x q x u x J x

q x u x q x u x J x

    

     

 

 

 

* *

* *

* *
,

≤

≤

 （3-41） 

如此反复，我们可以得到  

 
       

        
*

0 0 1

*
0 , 0 , , , , 1,

, 0, , 0,

, 0, , 0,

N j N j N j

N j N j N j

q x u x q x u x J x

q x u x q x u x J x     





     

     

* *

* *≤
（3-42） 

因此，当 j 时，有 

   RH 0 RH, 0J x J x≤  

证毕。 

注 3.3  由定理 3.2可知，按比例增大终端代价函数，采用预测控制所消

耗的全局性能指标会增多。因此，在选择终端代价函数时，不能一味地追求

大的终端状态约束集，而忽略终端代价函数对全局性能指标的影响。 

3.5  求取一个合适的终端代价函数 

由定理 3.1 和定理 3.2 可知，在选择终端代价函数时，要综合考虑吸引

域与全局性能指标两个因素，依据侧重点的不同，选择不同的终端代价函数。

至今，已有相关文献提出了一些求取终端代价函数的方法。文献[21]指出带

比例参数的二次型函数可以用作预测控制的终端代价函数，并从理论上证明

了通过选择合适的比例系数和二次型矩阵可以保证系统渐近稳定。文献[8]
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通过将非线性系统在平衡点处进行一阶泰勒展开线性化，再利用最优控制理

论得到了一个针对连续系统的二次型终端代价函数。文献[37]在终端状态集

内抽取大量随机点，并求取这些随机点采用线性反馈控制所消耗的全局性能

指标，最后采用支持向量机进行拟合计算，得到了一个终端代价函数，但这

种方法不容易给出终端代价函数的显式表达式。 

本节针对系统式（3-1）介绍一种简单的求取终端代价函数的方法，其基

本思路是：首先将系统式（3-1）在原点处一阶泰勒展开线性化，利用线性最

优控制理论求得一个初始的终端代价函数，再依据定理 3.1、定理 3.2 及我们

的需要对此初始终端代价函数进行调整得到最终的终端代价函数。 

前面已经提到，理想的终端代价函数应为    *F J   ，而由于系统的非

线性，  *J  是无法得到的。但是，我们可以在原点处做到  F  与  *J  尽量

逼近。具体方法是：将系统式（3-1）围绕原点进行泰勒展开，取其一阶近似，

得到系统式（3-1）的近似线性模型，再用线性最优控制理论求得与此  *J  相

近的终端代价函数。文献[8]针对连续系统给出了具体的求解方法，此处，我

们将文献[8]的方法拓展至离散系统。 

将系统式（3-1）在原点处进行线性化处理，得到其近似线性模型如下： 

 1k k kx x u  A B  （3-43） 

其中 

  / 0,0f x  A  

  / 0,0f u  B  

假设此近似线性系统是稳定的，则可以用线性最优控制理论得到一个初

始终端代价函数，具体步骤如下。 

第一步：求解黎卡堤方程得到 0G 。 
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     1T T T T
0 0 0 0 0

   G A G A A G B B G B R B G A Q  （3-44） 

第二步：求得系统的一个局部线性稳定反馈增益 K 。 

    1T T
0 0K   B G B R B G A  （3-45） 

第三步：求解黎卡堤方程得到 KG 。 

    T
K K K K K    A G A G Q  （3-46） 

其中 

K K A A B  

T
K K K Q Q R  

[1, )   是一个可调参数，满足 

 max 1KV A  

其中，  max KV A 为 KA 的幅值最大的特征值。 

通过上述步骤得到 KG 后，便可将   T
KF x x x G 用作初始终端代价函数。

然后以定理 3.1 和定理 3.2 为基础，依据我们的需要对  F x 进行调整，以得

到一个合适的终端代价函数，    T
KF x x x  G , 0  。例如，如果要求

终端状态约束集大一些，而对预测控制消耗的全局性能指标并不是很关心，

则可以选择一个较大的；相反，如果要求消耗的全局性能指标尽量少，而

系统的吸引域相较于其工作区域要大得多，则可以选择一个较小的。 

3.6  具有可变自调节终端代价函数的 NMPC 方案 

在 3.5 节中，我们讨论了终端代价函数与终端状态集及全局性能指标之

间的关系。由定理 3.1 和定理 3.2 可知，终端代价函数的增大不仅能增大终
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端状态集，同时也增加了全局性能指标的消耗。因此，在预测控制选取终端

代价函数时，应综合考虑对二者的影响。本节提出了一种具有自调节终端代

价函数的模型预测控制方案，使终端代价函数能随着控制过程的推进而进行

适当的调整，可用较少的全局性能指标消耗保证闭环系统的性能。 

3.6.1  问题描述 

考虑非线性离散系统式（3-1） 

 ( 1) ( ( ), ( ))x k f x k u k    

其中， nx R 为系统状态， mu R 为系统输入， 0,1,k  为采样时刻，  ,f  

为非线性函数，且有 0(0)x x ,  0 0,0f x x 。系统须服从状态约束和输入约

束 ( , )x u Z , Z X U  ，满足 , ,Z X U 为紧的。 Z 在 X 上的投影表示为 XZ 。 

本节要考虑的模型预测控制方案是在一般模型预测控制问题的基础上，

引入可变自调节因子 ( )k ，从而使终端代价函数具有了可变自调节性能。具

有自调节终端代价函数的 NMPC 方案的最优化问题可描述为 

 
1

0

min ( , , ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( ))
N

u i
J x u q x i k u i k k q x N k u N k 





   （3-47） 

满足以下约束条件： 

 

[0, 1]

[0, ]

(0 )

( 1 ) ( ( ), ( )),

( ( ), ( )) ,

( ) ( ( ), ( ))

( ( ), ( )) ( )

N

N

x k x

x i k f x i k u i k i I

x i k u i k Z i I

x N k f x N k u N k

q x N k u N k k





  

 



≤

 （3-48） 

式（3-47）中的 ( ) ( ( ), ( ))k q x N k u N k 即本节所指的可变自调节终端代

价函数，表示为 ( )N kQ ，其可变自调节性能由自调节因子 ( )k 来实现。    
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式（3-48）中包含了广义终端约束条件，意味着预测终端状态 ( )x N k 必须对

任意稳态可达。优化问题式（3-47）的最优输入序列为 

 : [ (0 ), , ( )]u u k u N k        

相应的状态序列为 

 : [ (0 ), , ( )]x x k x N k        

在预测控制中，通常仅将 k 时刻最优输入序列的第一项 (0 )u k 代入系统

中。不难看出，终端代价函数值与终端代价项自调节因子  的取值直接相关。

式（3-48）中的参数序列 ( )k 会根据先验终端状态代价进行更新，则 1k  时

刻的闭环系统可描述为 

 
( 1) ( ( ), (0 ))

( 1) ( ( ), ( ))

x k f x k u k

k q x N k u N k



 

 

 
 （3-49） 

式（3-48）和式（3-49）中的序列 ( )k 为非增且有下界（ ( , ) 0s sq x u  ）

的收敛序列。用 : lim ( )
k

k  
 0≥ 定义其极限值，则是闭环系统预测终端

状态极限值。 

下面通过一个简单实例证明，当采用本节的模型预测控制方案时， 取

值的大小对值并无决定性影响，可以选择较小的终端代价函数值使预测的

终端稳态代价任意地接近最优可达稳态代价，也就是说，可用较少的全局性

能指标消耗保证闭环系统的性能。 

考虑有状态约束和输入约束的离散时间非线性系统 

 

( 1) ( )[ ( ) 1]

[ 3.5,3.5]

[ 12,12]

x k x k u k
Z X U
U
X

  
 
 
 
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代价函数 

 4 3 2 2
2 12 3

( , ) 35 ( 3)
5 5 5

q x u x x x u        

预测域 1N  。 

采用本节的 NMPC 方案，仿真结果如图 3-1 所示。图 3-1 表明了  取 4

个不同常值时的闭环状态序列。可以看出，当 2.5  和 10  时，x 收敛于 0，

因此， (0,3) 35q   ；当 5  和 12.5  时， x 收敛于 5，因此，

(5,3) 0q   。由本例结果可以看出，  取值的大小对 值并无决定性影

响，可以选取较小的终端代价函数值使预测的终端稳态代价任意地接近最优

可达稳态代价，即可用较少的全局性能指标消耗保证闭环系统的性能。 

2 4 6 8 10 12 14 16
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

k

x

β=12.5
β=5
β=10
β=2.5

 

图 3-1   取不同值时的闭环系统状态序列 

3.6.2  对闭环系统性能的证明 

本节将研究式（3-47）中的自调节因子  可变，从而引起终端代价函数

变化时，闭环系统式（3-49）的渐近稳定性。也就是说，当自调节因子  根
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据某适当选取的自调节规则 B 变化时，闭环系统的性能指标函数必须有界，

这样才能保证增加终端代价函数后的 NMPC 优化问题可近似为无穷时域最

优化问题，从而保证系统的渐近稳定性。自调节规则 B 的表示形式如下： 

 
 

0

( 1) ( ), ( ), ( )

(0) 0

k B k x k k  
 

 

 ≥
 （3-50） 

为了证明闭环系统性能指标函数的有界性，我们给出以下关于  的

假设。 

假设 3.3  令 ( ) : ( 1) ( )e k k k    。对所有的 0k I ≥ 和某些约束 ,c R  ，

式（3-28）的自调节规则B 可以保证序列 ( )  满足 ( )e k c≤ , ( )k ≥ ，且有 

 
lim ( ) 0

lim ( )
k

k

e k

k






 
  

定理 3.3  假设式（3-47）的最优化问题在 0k  处有可行解。若闭环系

统式（3-49）和式（3-50）满足假设 3.3，则有 

 
1

0

1
lim ( ( ), ( ))

T

T k
q x k u k

T








 ≤  （3-51） 

证明： 

在一般的模型预测控制问题中，问题式（3-47）在 1k  时刻的一个可行

解是由先前的最优解末项加上稳态输入给出的，即 

 ˆ( 1) : (1 ), , ( ), ( )u k u k u N k u N k            

由此可得 

 

*( ( 1), ( 1), ( 1)) ( ( ), ( ), ( ))

ˆ( ( 1), ( 1), ( 1)) ( ( ), ( ), ( ))

(1 ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

J x k u k k J x k u k k
J x k u k k J x k u k k

e k q x N k u N k q x k u k

 
 





 

   
   

  

≤  （3-52） 
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如前所述，序列 ( ( ), ( ))q x N k u N k 
在 k 时刻是非增的，且当 k 

时收敛于。这表明当 k 时， ( ) : ( ( ), ( ))k q x N k u N k  
  收敛

于 0。另外，对所有 0k I ≥ ，有   

 0 ( ) (0)k   ≤ ≤   

对任一 1T≥ ，由不等式（3-52）可得 

 

* *
0 0 0

1

0

( ( ), ( ), ( )) ( , , )

[(1 ( ))( ( )) ( ( ), ( ))]
T

k

J x T u T T J x u

e k k q x k u k

 

 







  ≤
 （3-53） 

首先，考虑满足假设 3.3 中 lim ( ) 0
k

e k


 的情况。对式（3-53）两边都取

极限平均值，得到   

 

 * *
0 0 0

1

0

1

0

1

0

lim(1 / ) ( ( ), ( ), ( )) ( , , )

lim(1 / ) ( ( ), ( ))

lim(1 / ) [ ( ) (1 ( )) ( )]

lim(1 / ) ( ( ), ( ))

T

T

T k

T

T k

T

T k

T J x T u T T J x u

T q x k u k

T e k e k k

T q x k u k

 



 




























    
 

   
 

   
 







≤

≤

 （3-54） 

这里最后一个不等式遵循以下事实： 

 

lim ( ) 0

lim ( ) 0

0

k

k

k

e k













≤

≥

  

且对于所有 0k I ≥ ，有 

 
0 ( ) (0)

( )

k
e k c
   


≤ ≤

≤ ≤
  

另外，若对于所有 0k I ≥ 都有 ( )k ≥  ，且满足q为连续的、Z 为紧的，
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则通过定义式（3-47）中的代价函数 J 可得，存在一个常量 J R ，满足对所

有 0k I ≥ ，有 

 *( ( ), ( ), ( ))J x k u k k ≥ J   

因此可得 

 

* *
0 0 0

*
0 0

( ( ), ( ), ( )) ( , , )
lim

( (0), , )
lim( / ) lim

0

T

T T

J x T u T T J x u
T

J x uJ T
T

 




 








≥  （3-55） 

结合式（3-54）和式（3-55）得出式（3-51）是成立的。 

其次，考虑满足假设 3.3 中 lim ( )
k

k


 的情况。此时，存在一个无限的

时间点序列 0{ }ik I ≥ ，满足对所有的 ik 和某些  ，有 ( )ik ≤ 。由  e k

的定义得 

 
1

0
0

( ) ( )
ik

i
k

e k k 




    

由假设可得对所有的 0k I ≥ 有 ( )e k c≤ ，由式（3-53）可得 

 
 

* *
0 0 0

1

0
0

( ( ), ( ), ( )) ( , , )

( ) (1 ) ( ) ( ( ), ( ))
i

i i i

k

i
k

J x k u k k J x u

k c k q x k u k

 

   


 




    ≤
 （3-56） 

不等式两边取极限平均值可得 

 

 

 

* *
0 0 0

* *
0 0 0

1

0
0

1

0

lim(1 / ) ( ( ), ( ), ( )) ( , , )

lim(1 / ) ( ( ), ( ), ( )) ( , , )

lim(1 / ) ( ) [(1 ) ( ) ( ( ), ( ))]

lim(1 / ) [(1 ) ( ) ( ( ), ( ))]

i

i

T

i i i i
i

k

i i
i k

k

i
i k

T J x T u T T J x u

k J x k u k k J x u

k k c k q x k u k

k c k q x k u k

 

 

   

 







 















 
     

 

  



≤

≤

≤ 

 （3-57） 
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1

0

1

0

lim(1 / ) ( ( ), ( ))

lim(1 / ) ( ( ), ( ))

ik

i
i k

T

T k

k q x k u k

T q x k u k



























≤

≤
 （3-57 续） 

这里第四个不等式再次由“对于所有 0k I ≥ 有 lim ( ) 0
k

k


 和 ( )k ≤  

(0)  ”这一事实得到，且最后一个不等式遵循“{ }ik 是 0I≥ 的一个无限子

序列”这一事实。由式（3-57）也可得出式（3-51）是成立的。至此，便证

明了带有可变自调节终端代价项的闭环系统性能指标函数的有界性，则闭环

系统（3-49）是渐近稳定的。 

3.6.3  对自调节规则的说明 

在 3.6.2 节中已经证明了预测终端状态极限值 为闭环系统性能指标函

数的上界，在本小节中将给出使  满足假设 3.3 且使 取较小值的自调节规

则 B 。显然，由文献[118]中定义的 ( , )s sq x u 可知，对每一种自调节规则 B 都

有 ( , ) 0s sq x u ≥ 。一般说来，在不对系统和代价函数做进一步假设的前提

下，期望的最好结果是 与相应的自调节规则的 极限集合的最优可达稳

态代价相等。在本小节中，我们将给出自调节规则的一个充分条件（定理 3.4），

使上述性质成立。 

令 0( )B x 为闭环状态序列（3-49）的 极限集合，初始状态为 0x ，自

调节规则 B 的形式如式（3-50）所示。给出如下的定理。 

定理 3.4  假设自调节规则 B 对所有序列 ( )x  和 ( )  都成立，且当 ( )x  和

( )  作为式（3-50）的开环输入量时，使下式成立： 

 minlim ( ( )) 0 lim ( )
k k

q x k k 
 

     （3-58） 

对闭环系统式（3-49）和式（3-50），极限 minlim ( ( ))
k

q x k


存在，且满足 

 min min 0lim ( ( )) ( ), ( )B
k

q x k q y y x 


 ≤  （3-59） 
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证明（用反证法）： 

首先，假设如果  满足式（3-58），则 

 minlim ( ( )) 0
k

q x k


 ≤   

即假设 minlim ( ( )) 0
k

q x k


  的矛盾结果成立。由式（3-58）可得 

 lim ( )
k

k


   

但是，文献[118]已经证明，若对任一 0  都有 /a  （ a是有限常数，

且 0a  ），那么对所有的 ( )x k 都有 

 min( ( ), ( )) ( ( ))q x N k u N k q x k   ≤   

然而，由 lim ( )
k

k


可得 

 minlim ( ( ))
k

q x k


   

这与开始的假设矛盾。由 和 minq 的定义可知，极限 minlim ( ( ))
k

q x k


存在且有 

minlim ( ( )) 0
k

q x k


   

这证明了式（3-59）中的等号是成立的。 

其次，根据 极限集合 0( )B x 的定义，对任一 0( )By x 和任一 0 

存在一个无限的时间序列{ }y
ik ，使 ( ) ( )y

Xix k B y Z  成立，同时表明 

 min min minlim ( ( )) lim ( ( )) ( , )y
i

k i
q x k q x k q y 

 
  ≤   

当其对任一 0( )By x 和任一 0  都成立时，得到 

 min min 0lim ( ( )) ( ), ( )B
k

q x k q y y x 


 ≤   

证毕。 
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在定理 3.4 中，能证明最优可达稳态代价沿闭环系统收敛，即极限

minlim ( ( ))
k

q x k


是存在的。而 值与此极限值相等，那么说明它至少与闭环系

统在 极限集合的最优鲁棒可达稳态代价相等，这对于自调节规则来说是

期望的理想条件，因此，定理 3.4 可视为自调节规则的一个充分条件。 

3.6.4  几种自调节规则及其性质 

在本小节中，我们将针对自调节因子  提出几种自调节规则，并确保其

满足定理 3.3 和定理 3.4 中规定的条件。首先，为了使  单调递增，设定了

最简单的自调节规则 1。其次，引入参数 ( ) : ( ( ), ( ))k q x N k u N k     

min ( ( ))q x k ，设定了较为复杂的自调节规则 2 和自调节规则 3。 

自调节规则 1： 1( ( ), ( ), ( )) : ( )B k x k k k     ，其中 0  。 

自调节规则 2： 2 ( ( ), ( ), ( )) : ( ) ( ( ))B k x k k k k      ，其中 。 

自调节规则 3： 3

1, ( ) 0
( ( ), ( ), ( )) :

( ) ( ( )),

C k
B k x k k

k k
 

  


 
 其他

≤
，其中 

(0) 0C  ，且对每个 1k I ≥ ，有 ( ) : ( ( ), ( ))C k q x N k u N k   ( ( ),lq x N k  

( ))lu N k  ( ( ))k  ，式中 , ( ) 1: max 1l s k sk s  ≤ ， ,  。 

由上述自调节规则的定义式可以看出，自调节规则 1 与自调节规则 2 相

比的一个最大的优点是，不需要在每个时刻 k 都知道 min ( ( ))q x k 的值。但是，

自调节规则 1 并不是在  的任意情形下都是可取的。与自调节规则 1 和

自调节规则 2 相比，在自调节规则 3 下，自调节因子  可以根据需要随时重

新设定，因此能更好地满足闭环系统的性能要求。 

下面通过一个实例对自调节规则的性质进行分析。由于自调节规则 1 的

性质是显而易见的，因此本小节的实例仅对自调节规则 2 和自调节规则 3 的

性质进行分析。 
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考虑如下的离散时间非线性系统： 

 ( 1) ( ) ( ) ( )x k x k x k u k     

状态约束和输入约束为 

 2[0,1]Z X U     

代价函数为 

 2( , ) / 2q x u x u    

预测域 1N  。最优稳态为 ( , ) (0,0)s sx u  ，且对所有的 x X ，有 min ( )q x   

( , ) 0s sq x u  。 (0 ) min{ ( ) ( ),1}u k k x k  ， (1 ) 0u k  ，则最优化问题式（3-47）

和式（3-48）的最优解很容易得出。 ( )k 的值根据不同的自调节规则得出。 

闭环系统可以表示为 

 ( 1) ( ) ( )min{ ( ) ( ),1}x k x k x k k x k     

对上述的任一自调节规则和任一初始状态 0x X 和 0 0  ， 极限集

合都是由 0( ) {0}B x  给出的，且有 

00
min min

( )( )
max ( ) min ( ) 0

BB y xy x
q y q y

 
   

在自调节规则 1 下，由定义式可以直接看出， 总是无界的。在自调节

规则 2 下，当 ( )r r  时， x 会缓慢地收敛到零，此时  也不会保持有界，

如图 3-2 中的带圈虚线所示；当 2( )r r  时， 会保持有界且收敛，如图 3-2

中的虚线所示。在自调节规则 3 下，当 2( )r r  , ( )r r  时， 1  ，如图 3-2

中的带圈实线所示；当 ( ) ( )r r r   时， 的值呈锯齿状变化，有界但不收

敛，如图 3-2 中的实线所示。由本例的仿真图 3-2 可以看出，当采用不同的

自调节规则时，  值在闭环系统中的变化规律是不同的。 
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图 3-2   在不同自调节规则下的变化曲线 

3.7  仿真算例 

本节通过仿真验证 3.3 和 3.4 节得到的关于终端代价函数的两条性质，

并说明如何采用 3.5 节的方法求取预测控制的终端代价函数。 

同样以第 2 章中的例子为本次仿真的对象，即 

 
 

 
 

 
 

 
 

1 1 1

2 2 2

1 1 01

1 0 4 11
k k

x k x k T x kT T
u u

x k x k T x kT T



           

                        
 

其 中 ， 0.5  ； 状 态 约 束 与 输 入 约 束 分 别 为  1
| 4X x x ≤ ，

 | 2U u u ≤ ；采样时间 0.1sT  。阶段指标函数为二次型性能指标，

  T T,q x u x x u u Q R ，其中， 0.5T I Q ， 1T R 。 

首先将仿真模型在原点处进行泰勒一阶展开处理为线性近似系统 

 
 

 
 

1 1

2 2

1 1 0.1 0.05

1 0.1 1 0.05
k

x k x k
u

x k x k
      

              
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然后利用线性最优控制理论求得此线性系统的局部线性稳定反馈增益 

[2.0107  2.0107]K    

并求得 KA 的幅值最大的特征值的幅值为 

 max 0.9000KV A  

取可调参数 1.11  ，即可得到一个初始终端代价函数为   TF x x x G ，

其中 

[1107.356 857.231; 857.231 1107.356]G  

假设需要终端状态约束集大一些，则可以增大初始终端代价函数。此处，

我们将其增大 10 倍，即    T10 10F x x x G 为增大后的终端代价函数。为方

便起见，用（A）表示终端代价函数为   TF x x x G 的预测控制，用（B）表

示终端代价函数为    T10 10F x x x G 的预测控制，采用第 2 章中求取终端状

态约束集的方法，可以得到（A）和（B）的终端状态约束集，如图 3-3 所示。 

 

图 3-3  终端状态约束集对比示意图 
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在图 3-3 中，点画线围起来的区域为（A）的终端状态约束集，实线围

起来的区域为（B）的终端状态约束集。可以看出，（B）的终端状态约束集

比（A）的大一些。 

但是，正如定理 3.2 所示，按比例增大终端代价函数，采用预测控制所

消耗的全局性能指标会增多。为验证此结论，取预测步长为 3N  ，并在（A）

的吸引域中选取任意点，分别用（A）和（B）进行控制。其收敛曲线和消耗

的性能指标分别如图 3-4 和表 3-1 所示。 

 

图 3-4  状态收敛轨迹对比 

表 3-1  全局性能指标对比 

初始状态点 (2,-1) (1,-2) (-1,2) (-1,1) 

（A）的全局性能指标 34.7915 18.2460 16.4528 7.9936 

（B）的全局性能指标 37.0120 20.6714 23.2854 23.8467 

在图 3-4 中，实线表示（A）的状态收敛曲线，点画线表示（B）的状态
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收敛曲线。可以看出，在相同的预测步长下，（A）的吸引域中的点都可由（B）

引导至原点。但是，由表 3-1 可以看出，（B）所消耗的全局性能指标却要比

（A）大。 

下面采用 3.6 节中的方法对上述算例中的系统进行研究，以便与其他方

法进行比较。采用 3.6.4 节中的自调节规则 2 对终端代价函数进行调节，

即令          2 ( ) ( ( ))F x B F x k k F x      。 

为 了 便 于 比 较 ， 用 （ a ） 表 示 采 用 放 大 后 的 终 端 代 价 函 数

     T10 10F x F x x x  G 的预测控制，用（b）表示采用原始终端代价函数

  TF x x x G 的预测控制，用（c）表示采用 3.6 节自调节终端代价函数

     ( ) ( ( ))F x k k F x    的预测控制，令 2( )r r  。采用第 2 章中介绍

的求取终端状态约束集的方法，可分别得到（a）、（b）和（c）的终端状态约

束集，如图 3-5 所示。 

    -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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      x1 

图 3-5  终端状态约束集对比示意图 
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在图 3-5 中，实线之间的区域代表（a）的终端状态约束集，点画线之间

的区域代表（b）的终端状态约束集，虚线之间的区域代表（c）的终端状态

约束集。可以看出，（a）的终端状态约束集最大，而（b）和（c）的终端状

态约束集大小并无明显差距。可见，方案（c）与原始方案相比并未引起终

端状态集的明显缩小，因此并未使系统的吸引域减小。接下来再对比采用三

种方案时的全局性能指标消耗。由于定理 3.2 已经证明，若按比例增大终端

代价函数，则预测控制过程对全局性能指标的消耗必然会增多。因此，仅对

（b）和（c）的全局性能指标消耗进行对比。 

取预测步长 4N  ，并在（b）和（c）共同的吸引域中选取几个不同的

点，分别用（b）和（c）的方案进行控制，各自消耗的性能指标如表 3-2 所

示。由表中结果可得，在相同的预测步长下，将选取的点成功引导至原点后，

（c）所消耗的全局性能指标要小于（b）。可见，采用 3.6 节的方法可在不减

小系统吸引域的前提下，降低全局性能指标的消耗。 

表 3-2  全局性能指标消耗对比 

初始状态点 (3,-2) (3,-3) (-2,2) (-2,3) 

（b） 32.65 31.72 14.57 9.73 

（c） 31.46 29.48 13.19 8.36 

3.8  本章小结 

关于终端代价函数与终端状态约束集及全局性能指标之间的关系，现有

相关研究比较少见。本章首先分析了预测控制的终端代价函数与终端状态约

束集以及终端代价函数与全局性能指标之间的定性关系，证明了按比例增大

终端代价函数会增大终端状态约束集，但同时也会使预测控制的全局性能指

标消耗得更多；其次，在此基础上给出了一种简单的求取终端代价函数的方
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法，此终端代价函数是通过将非线性系统在原点处线性化展开，利用线性最

优控制理论得到的；再次，以终端代价函数与终端状态约束集以及终端代价

函数与全局性能指标之间的定性关系为准则，对利用线性最优控制理论得到

的终端代价函数进行比例调整，得到最终的终端代价函数；最后，提出了一

种具有自调节终端代价函数的模型预测控制方案，使终端代价函数能随着控

制过程的推进而进行适当的调整，可用较少的全局性能指标消耗保证闭环系

统的性能。 

 

 



 

 

 

 

第 4 章 

鲁棒预测控制方法 

4.1  引言 

在第 1 章中已经提到，预测控制器本身具有一定的鲁棒性[30]。但是当系

统的实际模型与其标称模型差别较大时，系统的稳定性得不到保证，需要设

计具有强鲁棒性的预测控制算法。目前，对于鲁棒预测控制算法的设计按照

系统模型的不同主要分为三类：一类基于多胞模型；一类基于逼近模型（如神

经网络模型、模糊模型等）；一类基于扰动模型。其中，基于扰动模型的鲁棒

预测控制因为物理意义直观明了、适用范围大等优点吸引了众多的眼球。文

献[41,42]针对受扰系统分别设计了滚动时域 H 预测控制器；文献[43]针对多

胞不确定系统设计了基于椭圆不变集的鲁棒预测控制器；文献[44]用多面体不

变集替代了文献[43]中的椭圆不变集，扩大了系统的初始可行域；文献[45,46]

设计了基于近似预测可达集的预测控制器；文献[47]针对有界扰动系统给出了

一个通用的 min-max MPC 控制器；文献[48]以文献[47]为基础，先离线计算出

一个线性反馈控制增益，将待优化控制律看成一个仿射输入控制律（线性反馈

控制律与修正量的和），再对修正量进行在线优化求解得到最终控制律。 
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本章以基于扰动模型的鲁棒预测控制为研究对象，首先给出系统的干扰

模型，然后设计了三种基于扰动模型的鲁棒预测控制算法。 

考虑如下有界干扰离散模型：  

  1 ,k k k kx f x u w    （4-1） 

其中， n
kx R , m

ku R 分别为系统在采样时刻 k 的状态和输入； w
kw R 为系

统干扰；非线性映射 f 满足  0,0 0f  。系统的状态约束和输入约束分别为

kx X , ku U ，X 和U 都是紧凸的，且都包含原点，系统干扰 kw W 不随

时间衰减至零，但满足 2-范数有界，即
2kw W≤ ，W 为其 2-范数的上界。 

考虑如下两条假设。 

假设 4.1  系统状态已知且准确。 

假设 4.2  存在这样一个原点邻域 X  ，其满足鲁棒控制不变集条件

（RCIS 条件）：对 x   ，存在u U ，使得对 w W  ，都有  ,f x u w   。 

 称为鲁棒控制不变集。如果没有外来干扰或干扰随时间逐渐衰减至

零，则系统状态可被稳定在原点。但是对于系统式（4-1）来说，系统状态是

不可能被稳定在原点的，只能被控制在某个原点邻域内。 

4.2  以集合包含度为优化指标的鲁棒预测控制 

受文献[45,46]的启发，本节设计了一个基于近似预测可达集的鲁棒预测

控制器。为避免双模控制中控制量的切换问题，以终端状态约束集对可达集

的包含度为优化指标，并采用预测步长逐渐减小的控制策略，将吸引域内的

状态点在有限步长内引导至终端状态约束集，当状态点进入终端状态约束集

之后，仍采用预测控制使其始终停留在此集之内。 



 第 4 章  鲁棒预测控制方法 

 
·73· 

4.2.1  预测可达集与集合包含度的定义 

为方便起见，首先定义关于集合的相关运算。考虑集合 A，将集合运算

 g A 定义为     |g A g x x A  。 

k 时刻，已知状态为 kx ，考虑控制序列 

        0, , 1, , 2, ,k k k kx u x u x u x   u  

系统在 k i （ 1i≥ ）时刻的预测可达集可描述为 

         1, , , 1,i k k i k k kX x x f X x x u i x W  u u  （4-2） 

其中                           

  0 ,k k kX x x xu  

考虑集合 A和 B ，定义 B 对 A的包含度为 

   2,sD A B a  （4-3） 

其中， a表示满足 A aB 的最小实数。 

显然，当 A B 时，  , 1sD A B ≤ ；反之，  , 1sD A B  。 

4.2.2  鲁棒预测控制器设计 

在系统干扰不随时间逐渐衰减至零的情况下，系统状态是不可能被稳定

在原点的，控制目标转变为将状态控制在某个原点邻域内。以 对系统的预

测可达集的包含度为优化指标，采用预测步长逐渐减小的控制策略，并将

作为预测控制的终端状态约束集。初始时刻，预测控制的优化问题  0 0P x 可

描述为 
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 （4-4） 

其中，N 为预测步长， 0  为一个可调权重系数。定义  *
0J x 为  0,J xu 的

极小值，       * * *
0 0 00, , , 1,x u x u N x    u 为其最优控制输入序列，


 = 

      * *
0 1 0 0 0 0, , , , ,Nx X x x X x x  u u 为相应的最优预测可达集序列。在实际

控制中，只将  *
00,u x 作用于实际系统，下一时刻的输入由下一时刻的优化

给出，如此反复，得到滚动控制律     * *
RH 0 10, , 0, ,u x u x   u 。 

定义   0|x P x  有解 ，即对 x   ，与其对应的预测控制优化问题

［如式（4-4）所示］都有解。 并不是一个不变集，即与   *
1 0 0, 0,x f x u x   

0w 对应的优化问题  0 1P x 不一定有解。这也是我们采用预测步长逐渐减小的

控制策略的原因。 

k 时刻，有   *
1 1 1, 0,k k k kx f x u x w    ，预测控制的优化问题  k kP x 可

描述为  

当 1,2, , 1k N     时， 

 

 
 

       
        

  
  

,

1

0

1

min ,

, , , ,

s.t. , , , ,

,

,

k
k

u i x U

N k

s i k k s N k k k
i

i k k i k k k

i k k

N k k k

J x

D X x x D X x x

X x x f X x x u i x W

X x x X

X x x

  





 








 

 







u

u u

u u

u

u

 （4-5） 
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当 k N≥ 时， 

 

 
 

     
     
  

0,

1

1

1

min ,

, , 0, ,

s.t. , 0, , 0,

, 0,

k
k

u x U

s k s k k

k k k k

k k

J u x

D x D X x u x

X x u x f x u x W

X x u x

  





 

 



 （4-6） 

N 时刻， Nx 已进入（如定理 4.1 所示），因此式（4-6）表示的实际上

就是 内的点的优化问题。此时，预测步长退化到只有一步。 

注 4.1  在 内，控制目标转变为最小化    1 , 0, ,s k kD X x u x  ，而

 0, 0sD   ，意指控制器使得状态的一步预测可达集尽量逼近原点，这与

我们的理想控制目标是一致的。 

定理 4.1  对 0x   ，采用滚动控制律 RHu ， 0x 可在 N 步内进入 ，

随后一直处于 中。 

证明： 

当 1k  时，预测步长为 1N  ，     * *
0 01, , , 1,u x u N x    是优化问题

 1 1P x 的一条可行控制序列，其对应的性能指标  1,J xu 是  1 1P x 的一个可行

解，因此，  1 1P x 有解。 

类似地，当 2, , 1k N     时，  k kP x 都有解。当 k N 时， Nx 进入 ，

又由假设 4.2 可知，对 x   ，都存在u U ，使得  ,f x u W   。因此，

当 k N≥ 时，式（4-6）表示的优化问题都有解， kx 也会一直处于 中。 

证毕。 

4.2.3  预测可达集与终端状态集的计算方法 

本小节旨在介绍一种计算预测可达集与终端状态集的简单方法。为后面
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章节描述方便，首先将系统模型式（4-1）改写为 

  1 , , 1,2, ,i
i k k kkx f x u w i n        （4-7） 

其中， 1
i
kx  表示 1kx  的第 i 维分量， if 表示与之对应的映射关系。 

1．预测可达集的计算方法 

为方便起见，假设当前时刻的状态集为 A，控制量为u ，那么下一时刻

的预测可达集可表示为  ,f A u W 。直接求取预测可达集  ,f A u W 是一

件很困难的事情，需用另一个比较容易求取的近似预测可达集  ,A u W 

来替代，而  ,A u W  需要满足两个条件。 

S1：    , ,f A u W A u W   。 

S2：对 1A A  ，都有    1, ,A u W A u W    。 

我们选取简单的多面体作为可达集的描述，其形式如下： 

 
 

  11 1 1
max maxmin min

,

, , | , , nn n n

A u W

x x x x x x x x

 

      ≤ ≤ ≤ ≤
 （4-8） 

在式（4-8）中， ix , 1, 2, ,i n    表示 x 的第 i 维分量， min
ix 表示第 i 维分

量的下确界， max
ix 表示第 i 维分量的上确界。  ,A u W  由 min

ix , max
ix 确定，

min
ix 和 max

ix 的求取方法如下： 

  min
,

min ,i
i

x A w W
x f x u w

 
   （4-9-1） 

  max
,

max ,i
i

x A w W
x f x u w

 
   （4-9-2） 

其中， 1,2, ,i n    ， if 表示与 ix 对应的映射关系。 

显然，用本小节方法求取的近似预测可达集满足条件 S1 和 S2。 
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注 4.2  用以替代  ,f A u W 的  ,A u W  原则上应该越小越好，本小

节只是介绍一种简单的求取方法，所得到的结果比文献[45]用区间运算法所

得到的近似预测可达集和文献[46]中的对称多胞形都要大一些，但是本小节

的计算量却要小得多。 

2．终端状态集的计算方法 

与近似预测可达集类似，终端状态集也可用简单的多面体来近似，其形

式如下： 

   1
max,min,, , | , 1,2, ,i in ix x x x x i n        ≤ ≤  （4-10） 

其中， min,
ix  和 max,

ix  通过求解以下优化问题得到： 

 

    
  

 

 

1 1
max, max,min, min,

,

1
max,min,

min, ˆ ,

max, ˆ ,

max,min,

max

ˆs.t. , , |

min max ,

max min ,

, 1,2, ,

ˆ

ˆ0

n n
x A w W

i in i

i
i

u Ux w W

i
i

u Ux w W

i i

x x x x

x x x x x

x f x u w

x f x u w

x x i n

X

  

















 

 

 

     

   





   





≤ ≤

≤

≥

≤

 （4-11） 

注 4.3  式（4-11）的优化目标是最大化多面体的体积，第二条和第三条

约束表示对 内的任意点 x ，都存在 u U ，使其一步预测可达集

 ,x u W   ，以保证 的不变集特性；最后一条约束表示 必须包含

原点，因为设计控制器的理想目标是使状态尽量逼近原点。 

注 4.4  本节中 的求取方法与近似预测可达集的求取方法是互相对应

的，文献[45]中的终端状态集比本节的要大，但是对于本节求取的近似预测

可达集而言，文献[45]中终端状态集的“大”是没有意义的，而且其计算量

也大得多。本节只是介绍一种计算近似预测可达集与终端状态集的简单方
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法，主要贡献是提出以终端状态约束集对近似预测可达集的包含度为预测控

制在线优化的优化指标，避免双模控制中控制量的切换问题。 

4.2.4  仿真算例 

将文献[45,46]中的搅拌釜反应器模型离散化后用作本次仿真模型。 

          

      

      

0

0

1 exp

1

exp

AA A s Af A A C

s f

s A c T
p p

q EC k C k T C C k k C k w
V RT k

qT k T k T T T k
V

Hk E UAT C k T T k w
C RT k V C 

  
            

    

  
          

 

模型中各参数的具体数值如下： 

4

10 1
0

4

1000g / l, 0.239J / gK, 5 10 J / mol;

/ 8750K, 7.2 10 min , 1 mol / l;

100 l / min, 350K, 100 l;

5 10 J / min K

p

Af

f

C H
E R k C
q T V
UA




     

   

  

 

 

系统的稳态工作点（也是我们的控制目标）为： 

0.5mol / l, 350K, 300Kd d d
cAC T T    

采样时间取 0.03minsT  ，系统的状态约束为0.4mol / l 0.6mol / lAC≤ ≤ ；

输入约束为 280K 370KcT≤ ≤ ；干扰满足界限约束  0.1mol / lminACw ≤ ，

2K / minTw ≤ ；在如此干扰界限下，得到的终端状态集为 

  = , | 0.4 0.6, 347.47 352.8  A AC T C T ≤ ≤ ≤ ≤  

取初始预测步长 12N  ，权重系数 3  ，在吸引域中选任意点

 0 0.42,300x  ，得到如图 4-1～图 4-3 所示的仿真结果。 
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图 4-1  初始点的近似预测可达集序列 
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图 4-2  状态收敛曲线图 

T 
T 
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k 

图 4-3  滚动控制作用曲线图 

图 4-1 表示 0x 的预测可达集序列，可以看出，末端可达集落在终端状态

集（点画线表示的矩形长框）之内。 

图 4-2 表示采用预测控制律 RHu 时状态的收敛曲线，可以看出，由于系

统干扰不随时间衰减至零，状态并未收敛至稳态工作点，只是在其一个小邻

域内来回震荡。 

图 4-3 给出的是滚动控制作用的变化曲线，很明显，控制量始终满足输

入约束。 

4.3  基于优化线性反馈控制律的鲁棒预测控制 

受文献[47]的启发，本节引入输入状态大致稳定的概念，并将预测控制

的待优化控制律看成一个线性反馈控制律，再对其线性反馈增益进行在线优

化求解，从而设计了一种基于优化线性反馈控制律的 min-max 鲁棒预测控制

T c
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器。本节方法相较于文献[48]的方法要更灵活一些，因为文献[48]的方法是先

离线计算出一个线性反馈控制增益，将待优化控制律看成一个仿射输入控制

（线性反馈控制律与修正量的和），再对修正量进行在线优化求解得到最终控

制律。我们从理论上证明了采用本节所设计的鲁棒预测控制器，系统是输入

状态大致稳定的，并通过数字仿真验证了其可行性。 

4.3.1  输入状态大致稳定的概念及相关结论 

首先介绍一些相关符号及定义。 

函数 1 :f R R  称为 类函数，其中  | 0R x R x   ≥ ，且其满足连

续、严格递增且  1 0 0f  。 

函数 2 :f R R  称为  类函数，当其是 类函数且满足 s 时，

有  2f s 。 

函数 3 :f R R R    称为类函数，若其对任意固定的 0d≥ ，都有

 3 ,f d 为  类函数，那么对任意固定的 0s≥ ，当 d  时，有

 3 ,f s d 。 

定义 4.1[47]  考虑系统  1 ,k k kx g x w  ，其称为在 X 内是输入状态大致稳

定的，如果对任意输入 kw W ，任意 0x X ，都存在一个  类函数    和

一个类函数  ,   ，使得以下不等式成立。 

    02 2
,kx x k W ≤  （4-12） 

引理 4.1[47]  系统  1 ,k k kx g x w  是输入状态大致稳定的，如果存在连续

函数 : nV R R ，使得对 kw W  , kx X  ，都有 

        1 2 12 2k k kx V x x W  ≤ ≤  （4-13） 

        1 2 3 2k k kV x V x W x   ≤  （4-14） 
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其中，      1 2 3, ,     为  类函数，    1 2,   为类函数；  V  称为输

入状态大致稳定性李雅普诺夫函数。 

引理 4.1 的证明请查阅文献[47]。 

4.3.2  鲁棒预测控制器设计 

对于无干扰系统而言，为保证系统稳定性，通常情况下，在预测控制的

优化问题中添加终端代价函数与终端状态集，使得终端代价函数满足李雅普

诺夫函数特性且终端状态集为一个相应的控制不变集[25]。对于存在干扰且干

扰不随时间衰减至零的系统而言，为保证系统稳定采取的方法与无干扰系统

类似，只是对终端代价函数的李雅普诺夫函数特性的要求有所放松，且终端

状态集为相应的鲁棒控制不变集。文献[47]针对有界扰动系统给出了一个通

用的 min-max 鲁棒预测控制器，初始时刻对应的优化问题如下： 

 

 

        

       
    

 

0

1

0 0 0
0

0 0 0

0 0

0

, ,

min max , , , ,

s.t. 1, , , ,

, , , ,

= 0,1,2, , 1, ,

N

N

i
w i

i i

i i

J x w

q x i x x i x F x N x

x i x f x i x x i x w

x i x U x i x X w W,

i N x N x

















 

  

   

    


 （4-15） 

其中，   i   ，  iw w ，  ,q   为阶段指标，  i  为待优化控制律，  F 

为终端代价函数， 为终端状态集。 

注 4.5  可以看出，如果将优化问题式（4-15）中的随机状态  01,x i x （因

干扰 iw 的存在而导致的状态随机性）逐一替换成预测可达集，即将 

       0 0 0 0 0

0

1, 0, , 0,x x f x x x x w

w W

 

 
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       0 0 1 0 1

1

2, 1, , 1,x x f x x x x w

w W

 

 
 

… 

       0 0 1 0 1

1

, 1, , 1,N N

N

x N x f x N x x N x w

w W

  



   

 
 

用预测可达集 

   1 0 0 0, 0,X f x x x W   

  2 1 1 1,X f X X W   

… 

  1 1 1,N N N NX f X X W     

替代，再将阶段指标函数  ,q   和终端代价函数  F  拓展至集合形式，则基

于 min-max 原理的优化问题式（4-15）就转变为基于预测可达集的优化问题，

如下： 

 

    

  
 

0

1

0

1

, ,

min ,

s.t. ,

, , = 0,1,2, , 1

N

N

i i N
i

i i i i

i i i

N

J x w

q X X F X

X f X X W

X U X X i N
X


















 

 

    




 

因此，基于 min-max原理的鲁棒预测控制器与基于预测可达集的鲁棒预

测控制器在本质上是一致的。 

定义  *
0NJ x 为优化问题式（4-15）的最优性能指标，为保证系统稳定性，

 *
NJ  需要满足输入状态大致稳定性李雅普诺夫函数特性。因此，文献[47]

对 的要求不只是满足 RCIS 条件，其要求为： 



非线性模型预测控制方法  

 
·84· 

对 x   ，存在u U ，使得 w W  ，都有 

 ,f x u w    

        2, ,F f x u w F x q x u W   ≤  

其中，  2W 为关于 2W 的  类函数。 

直接求解优化问题式（4-15）是很困难的，原因在于当不知道待优化控

制律  i  的具体形式时，现有优化算法是无法对优化问题式（4-15）进行直

接求解的。为了克服这个问题，文献[45,46]直接将  i  看成一个具体控制量，

即  i iu   （此时，  i  不是一个函数，而是一个向量），再对这个控制量

进行在线优化求解。文献[48]首先离线计算出一个线性反馈控制律，并将

 i  看成一个仿射输入控制律，即  i ix Kx e   （ K 为离线计算的线性反

馈增益， ie 为修正量），再对修正量 ie 进行在线优化求解。可以看出，文献[48]

相较于文献[45,46]更优越一些，但是其线性反馈增益是事先离线计算的，

而且每一个  i  都用相同的反馈增益，因此，文献[48]的方法还是比较保

守的。 

受文献[47]的启发，与文献[48]类似，本方法将  i x 看成一个线性反馈

控制律 iK x ，再对其线性反馈增益 iK 进行在线优化求解，并取阶段指标函数

为   T,q x u x x Q ，其中，Q 为正定矩阵。 

初始时刻的优化问题如下： 

 

 

   

   
      
   

 

0

1
T

0 0
0

T
0 0

0 0 0

0 0

0

, ,

min max , ,

, ,

s.t. 1, , , ,

, , , ,

= 0,1,2, , 1, ,

N

N

K w i

i i

i i

J K x w

x i x Qx i x

x N x Px N x

x i x f x i x K x i x w

K x i x U x i x X w W

i N x N x 





 

  

   

   



 （4-16） 
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其中，  iK K ，    T
0 0, ,x N x Px N x 为终端代价函数。为保证闭环系统稳

定，与文献[47]类似，我们不只要求 为鲁棒控制不变集，还需要满足下述

假设 4.3 的条件。 

假设 4.3  存在某个原点邻域 X  、线性反馈控制律 locu K x U  、非

负定矩阵 P 及一个正实数  ，使得对 x   , w W  ，都有： x   ，且

T T 2 Tx x x x W x x   P P Q≤ 。其中，  ,x f x u w   。 

定义  *
0NJ x 为优化问题式（4-16）的最优性能指标，  * *

iK K 为相应

的最优反馈增益。在实际预测控制中，只有控制量 *
0 0 0u K x 真正作用于系统，

而下一时刻的控制量则通过求解其相应时刻的优化问题给出。因此，滚动控

制律可描述为   *
RH 0x K xu ，其中， *

0K 为通过在线优化求取的线性反馈增益

序列的第一项。 

定理 4.2  当假设 4.3 成立时，对 0x X  ，若其对应优化问题式（4-16）

有解，则采用滚动控制律  RH xu ，系统是输入状态大致稳定的。 

证明分两步：第一步证明若 0k  时刻，优化问题式（4-16）有解，则 1k 
时刻，对应的优化问题存在可行解；第二步证明  *

NJ  满足输入状态大致稳

定性李雅普诺夫函数特性。 

第一步： 1k  时刻，取  * * *
1 2 1 loc, , , ,f NK K K K K    ，可知 

 11,x N x    

其中 

 *
1 0 0 0,x f x K x w   

又由假设 4.3 可知，当  11,x N x   时，对 w W  ，都有 

 1,x N x   
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其中 

      1 1 loc 1, 1, , 1,x N x f x N x K x N x w     

因此， fK 为 1k  时刻的一组可行解。 

第二步：将 fK 作用于系统时，其性能指标  1, ,N fJ K x w 满足 

   
       
   
       
   

*
1 0

T T
1 1 1 1

T T
0 0 0 0

T T
1 1 1 1

T T
1 1 0 0

, ,

, , 1, 1,

, ,

, , 1, 1,

1, 1,

N f NJ K x w J x

x N x x N x x N x x N x

x N x x N x x x

x N x x N x x N x x N x

x N x x N x x x



    



    

  

P Q

P Q

P Q

P Q

 

已知  11,x N x   ，由假设 4.3 可知  

   
   
   

T
1 1

T 2
1 1

T
1 1

, ,

1, 1,

1, 1,

x N x x N x

x N x x N x W

x N x x N x



 
 
   
 
   

P

Q

P

≤  

将其代入上式，有 

   * 2 T
1 0 0 0, ,N f NJ K x w J x W x x  Q≤  

因此， 

   * * 2 T
1 0 0 0N NJ x J x W x x  Q≤  

又知道，显然存在  类函数  3  ，其满足 

  T
3 0 0 02

x x x Q≤  

所以有 

     * * 2
1 0 3 0 2N NJ x J x W x  ≤  
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由引理 4.1 可知，系统是输入状态大致稳定的。 

证毕。 

4.3.3  终端代价函数与终端状态集的求取方法 

关于假设 4.3 中终端状态集 、非负定矩阵 P 的求取方法，可以查阅文

献[48]。 P 的求取也可利用 H控制的思想，此处只给出大体的计算步骤。 

第一步：将系统式（4-1）在原点处经泰勒一阶展开近似处理成线性系统。 

1k k k kx x u w   A B C  

第二步：设计线性反馈控制增益 locK ，使得 KR locK A A B 的特征值都

处于单位圆内，最好使 KRA 的特征值尽量靠近原点。  

第三步：求取非负定矩阵 P ，使得 P 满足 

T
KRKR 0  A PA P Q  

T 0 C PC I  

另外，第 2 章中用子集序列逼近最大终端状态集的思想也可用于求取鲁

棒预测控制的最大终端状态集，只是子集序列的构造方法与第 2 章中子集序

列的构造方法稍有不同。此处，我们只给出简单的构造思想，具体的计算方

法不再详述。 

定义 max 为终端代价函数取   TF x x x P 时的最大终端状态集，基于已

经得到的 ，可以构造出 max 的另一个比较大的子集 1 。 

     * T 2
1 : |x X F x F x x x W    Q≥  （4-17） 

其中，  *F x 是下述优化问题的极小值： 
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 

    
 

loc

loc loc

loc

min max

, ,

s.t. ,

K w W
F x

q x K x F f x K x w

f x K x w







  

 

 （4-18） 

类似地，另一个子集 2 可以通过相同的方法构造出来。 

     1
* T 2

2 : |x X F x F x x x W    Q≥  （4-19） 

其中，  1
*F x 是下述优化问题的极小值： 

 

 

    
 

1
loc

loc loc

loc 1

min max

, ,

s.t. ,

K w W
F x

q x K x F f x K x w

f x K x w







  

 

 （4-20） 

如此反复， j , 3,4, ,j     都可以被构造出来。 

     1
* T 2: | jj x X F x F x x x W    Q≥  （4-21） 

其中，  1
*

jF x  是下述优化问题的极小值： 

 

 

    
 

1
loc

loc loc

loc 1

min max

, ,

s.t. ,

jK w W

j

F x

q x K x F f x K x w

f x K x w









  

 

 （4-22） 

与第 2 章中的方法类似，采用支持向量机可从状态空间中依次估计

j , 1,2, ,j     ，并设置截断函数，中止迭代计算，得出最大终端状态集的

最终估计。 

注 4.6  本节介绍的鲁棒预测控制是基于优化线性反馈控制律的，而对

于有些系统来说，其控制输入被约束在幅值很小的范围内，此时可以考虑用

饱和控制律（在线性反馈控制律的基础上添加饱和约束）来替代本节的线性

反馈控制律。若采用饱和控制律，则需要对预测控制的优化问题进行相应的

修改，而且终端状态集也应该转变为相应的饱和控制稳定域。 
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4.3.4  仿真算例 

本次仿真采用文献[48]所用模型的离散形式作为仿真模型。 

 
 

 
   

   
       

   

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

1 1

1 1
0.1

4 1 1 4

x i x iT T
u i

x i x iT T

T x i x i
u i T w i

T x i x i







      
               

    
        

 

其中， 0.5  ， 0.1sT  ，状态约束和输入约束分别为  1
| 2X x x ≤ , 

 | 2U u u ≤ ，干扰w 的 2-范数界为 0.2412W  。 

预测控制的预测步长 5N  ，可调参数取 1  ，阶段指标函数取

  T,q x u x x 。本次仿真中的终端代价函数与终端状态集直接取文献[48]的结

果，即终端代价函数为 Tx xP ，其中 

[80  0.5; 0.5   80]  P  

终端状态集为 

 T| 4.01x x x  P ≤  

 内的线性反馈增益为 

 loc 3.1648 3.1648K     

图 4-4 表示吸引域中的任意初始点在采用本节预测控制算法时的收敛

曲线。 

在图 4-4 中，细实线围成的椭圆区域表示终端状态集，较粗的实线表示

状态的收敛曲线。由状态的收敛曲线可以看出，采用本节所设计的鲁棒预测

控制器，吸引域内的任意初始点都可被引导至原点的一个小邻域内。 
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图 4-4  状态收敛曲线 

4.4  基于优化多项式反馈控制律的鲁棒预测控制 

在 4.3 节中介绍了一种基于优化线性反馈控制律的 min-max 鲁棒预测控

制算法，其基本思想是将待优化控制律  i x 看成一个线性反馈控制律 iK x ，

再对其线性反馈增益 iK 进行在线优化求解。这种方法简单明了、易于实现，

但是仅仅将待优化控制律看成一个线性反馈控制律是比较保守的，直接对

 i x 进行优化求取又是不可能的，因为  i x 的形式是未知的。如果  i x

连续，则可借助魏尔斯特拉斯第一定理对  i x 进行多项式逼近。 

假设 4.4  每一个  i x , = 0,1,2, , 1i N    都是连续函数。 

 i x 连续且都定义在 X 上，X 是紧的即意味着其为有界闭集。魏尔斯

特拉斯第一定理指出，任意定义在有界闭区间上的连续函数都可以用多项式

x 2 
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来逼近。因此，当假设 4.4 成立时，  i x 可由多项式去逼近。由此我们得到

启发，采用多项式来逼近  i x ，再对其各项系数进行在线优化。折中考虑

逼近精度与计算负担两方面因素，本节用一种结构简单的三次多项式来逼近

预测控制的待优化控制律，设计了一种输入状态大致稳定的鲁棒预测控制

器，其在线优化的待优化参数为表征控制律的三次多项式的各项系数。为了

说明基于预测可达集的预测控制与基于min-max原理的预测控制在本质上的

一致性，定义了集合与向量之间的距离，以近似预测可达集与原点之间的距

离为优化指标，将文献[45,46]中预测可达集的概念引入输入状态大致稳定的

鲁棒预测控制中，并采用文献[45]中的扩展区间算法求取预测控制的近似预

测可达集。 

4.4.1  相关定义 

首先定义与 4.2 节类似的预测可达集（在 4.2 节中，预测可达集的定义

是基于单个控制量的，而此处预测可达集的定义是基于状态反馈控制的）。

考虑集合 nA R ， nB R ，向量 nRx ， m n 维矩阵 K ，映射

 1 : n mg R R  ，  2 , : n m ng R R   。一些关于集合与向量的运算定义如下： 

 |A a a A   x x ,  | ,A B a b a A b B     , 

 |A a a A K K ，     1 1 |g A g a a A  , 

      2 1 2 1, , |g A g A g a g a a A   

定义 4.2  考虑集合 nA R ，向量 nRx ， n n 维正定矩阵 P ，称

 ,PD A x 为 A与 x 之间的 P 距离。同理，对 n n 维正定矩阵Q ，称  ,QD A x

为 A与 x 之间的Q 距离。其中 

       T
, max |PD A a a a A   x x P x  （4-23） 

       T
, max |QD A a a a A   x x Q x  （4-24） 
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很明显，对 a A  , B A  ，都有 

    , ,P PD a D Ax x≤  （4-25） 

    , ,P PD B D Ax x≤  （4-26） 

定义 4.3  考虑预测步长为 N ，已知 k 时刻的初始状态为 kx ，将控制律

序列       0 1 1, , ,k Nx          作用于系统，系统式（4-1）在 1k i 

（ 0i≥ ）时刻的预测可达集定义为 

        1 , , , ,i k i k i i kX x f X x X x W       （4-27） 

其中 

 0 ,k kX x x   

为方便起见，将式（4-27）改写为 

     1 , ,ii k i kX x f X x W     （4-28） 

与 4.2 节类似，直接求取  1 ,i kX x  所需的计算量是非常大的。为了降

低计算负担，需用其他简单映射  if  对  if  进行近似处理，而这种近似处

理需要满足两个条件。 

S1——包含性：    i if A f A   。 

S2——单调性： B A  ，    i if B f A   。 

基于这种近似处理，预测可达集可由一些比较容易获取的集合来逼近。 

定义 4.4  考虑预测步长为 N ，已知 k 时刻的系统状态为 kx ，将控制律

序列       0 1 1, , ,k Nx          作用于系统，系统在 1k i  （ 0i≥ ）时刻

的近似预测可达集定义为 

     1
ˆ ˆ, ,ii k i kX x f X x W     （4-29） 
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其中 

 0
ˆ ,k kX x x   

由近似预测可达集的定义，显然可知 

    1 1
ˆ, ,i k i kX x X x    （4-30） 

我们采用文献[45]中的扩展区间算法对  if  进行近似处理。 

4.4.2  区间算法简介 

顾名思义，区间算法是定义在区间上的数学运算，其 4 个基本公式为[112] 

      , , ,a b c d a c b d     （4-31） 

      , , ,a b c d a d b c     （4-32） 

       , , [min , , , , max , , , ]a b c d a c a d b c b d a c a d b c b d           （4-33） 

        1 1
, / , , , ,0 ,a b c d a b c d

d c
     

 （4-34） 

以这 4 个基本公式为基础，可将区间算法进行扩展，得到诸如正弦、余

弦、指数、对数、开平方等的区间运算结果。此处不对其进行一一详述，具

体算法请查阅文献[114]。区间算法的 4 个基本公式及其扩展至其他映射的结

果统称为扩展区间算法。 

引理 4.2[113] 采用扩展区间算法对  if  进行近似处理，可满足条件 S1

（包含性）与 S2（单调性）。 

关于引理 4.2 的证明请查阅文献[113]。由引理 4.2 可知，使用扩展区间

算法得到的集合可作为系统的近似预测可达集。 
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4.4.3  鲁棒预测控制器设计 

前面已经提到，当假设 4.4 成立时，待优化控制律  i x 可由多项式去逼

近。综合考虑计算量与逼近精度两方面因素，我们采用一种结构简单的三次

多项式来逼近  i x 。为方便起见，将  i x 表示成其向量形式 

         T
1 2, , , m

i i i ix x x x        （4-35） 

在式（4-35）中，m 为控制量的维数，对每一维上的  j
i x , 1,2, ,j m    ，

用如下三次多项式逼近： 

              2 3

, ,0 , ,1 , ,2 , ,3
1

n
j r r r rr r r

i i j i j i j i j
r

x K K x K x K x


     （4-36） 

其 中 ， n 为 状 态 量 的 维 数 ， rx 表 示 x 在 第 r 维 上 的 分 量 ，

 , ,0
r
i jK ,  , ,1

r
i jK ,  , ,2

r
i jK ,  , ,3

r
i jK 为第 i 个预测时刻第 j 维控制分量上对应于第 r

维状态分量的多项式系数。 

将  i x 经过三次多项式近似处理后，对  i x 的在线优化转变为对三次

多项式的系数进行在线优化。可以看出，文献[45,46,48]所采用的方法都可以

纳为此方法的一种特殊形式。当预测步长为 N 时，此方法的在线优化参数个

数为 4N n m   ，而文献[45,46,48]的待优化参数个数为 N m 。因此，此方

法在增加灵活性的同时，也相应地增加了在线优化的计算负担。 

假设 4.5  对于正定矩阵Q ，存在原点邻域 X  、线性反馈控制律

locu K x U  、正定矩阵 P 及一个正实数 ，使得对 A   ，都有 

 locKA f A W      

     2,0 ,0 ,0P P QD A D A W D A  ≤  

其中，  locKf A 表示用于逼近    loc loc,Kf A f A K A 的扩展区间算法。 

以三次多项式表示的控制律为待优化对象，以近似预测可达集与原点的
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距离为优化指标，基于优化多项式反馈控制律的预测控制器在 0 时刻对应的

具体优化问题可描述为 

 

       
    

   
    

1

0 0 0
0

1 0 0

0 0 0 0

0 0

ˆ ˆ, , min , ,0 , ,0

ˆ ˆs.t. , ,

ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ, , ,

= 0,1,2, , 1

i

N

N Q i P N
i

i i

N

i i i

J x w D X x D X x

X x f X x W

X x x X x

X x X X x U

i N





  

 

  

  







 

 

 

 

   




 （4-37） 

其中，   0
ˆ ,i if X x  表示采用扩展区间算法对   0

ˆ ,i if X x  进行近似处理

的集合映射；         0 0 0
ˆ ˆ ˆ, , , ,i i i i if X x f X x X x     ；   0

ˆ ,i iX x  表

示状态量空间至控制量空间的集合映射，其形式如式（4-35）和式（4-36）

所示；   0
ˆ , ,0Q iD X x  为阶段指标函数，   0

ˆ , ,0P ND X x  为终端代价函数，

 为终端状态集。 

定义  * *
0 , ,NJ x w 为优化问题式（4-37）的极小值，   * *

i   为相应

的最优控制律，   *
0

ˆ , , 1,2, ,iX x i N     为采用 * 时相应的近似可达集序

列。在实际预测控制中，采用的是滚动控制律    *
RH 0x xu 。 

定理 4.3  对 0x X  ，若其对应的优化问题式（4-37）有解，则当采用

滚动控制律  RH xu 时，系统是输入状态大致稳定的。 

证明分两步：第一步证明若 0k  时刻优化问题式（4-37）有解，则 1k 
时刻对应的优化问题存在可行解；第二步证明  *

NJ  为输入状态稳定李雅普

诺夫函数。 

第一步：可行解的存在。 1k  时刻，   *
1 0 0 0 0,x f x x w  ，取

        * * *
1 2 1, , , ,N N            ，其中，  N  表示 内的线性反馈控制

律，即   locN x K x  。 
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定义   1
ˆ , , 1,2, ,iX x i N     为初始状态为 1x 时采用控制律序列 的近

似预测可达集序列。因  *
1 1 0

ˆ ,x X x  ，显然有 

   *
1 1 0

ˆ ˆ, ,i iX x X x  , 1,2, , 1i N      

已经知道，  *
0

ˆ ,NX x   且    *
1 1 0

ˆ ˆ, ,N NX x X x   ，则由假设 4.5

和 Nf 的单调性可知 

    1 1 1
ˆ ˆ, ,NN NX x f X x W      

因此， 为 1k  时刻的一组可行解。 

第二步：  *
NJ  为输入状态稳定李雅普诺夫函数。很明显，由  *

NJ  的定

义可知，    2
*

0 0 2NJ x x≥ 。优化问题式（4-37）有解表示  *
0NJ x 有界，所

以存在正实数 1 2,c c ，使得 0x X   ，都有 

     2 2
*

0 1 0 22NJ x c x c W  ≤  

将  作用于系统时，由于    *
1 1 0

ˆ ˆ, ,i iX x X x  , 1,2, , 1i N     ，由  

式（4-25）和式（4-26）可知 

     *
1 1 0

ˆ ˆ, ,0 , ,0Q i Q iD X x D X x ≤  

所以性能指标  1, ,NJ x w 满足 

   
     
     
     
     

* *
1 0

1 Q 1 1

* *
0 0 0

1 1 1

*
1 1 0 0

, , , ,

ˆ ˆ, ,0 , ,0

ˆ ˆ, ,0 , ,0

ˆ ˆ, ,0 , ,0

ˆ ˆ, ,0 , ,0

N N

P N N

P N Q

P N Q N

P N Q

J x w J x w

D X x D X x

D X x D X x

D X x D X x

D X x D X x

 

 

 

 

 









 



 



≤

≤

 

已知  1 1
ˆ ,NX x    ，由假设 4.5 可知  
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     
  
1 1 1

2

1 1

ˆ ˆ, ,0 , ,0

ˆ , ,0

P N Q N

P N

D X x D X x
W

D X x

 








  
 
  
 

≤  

将其代入上式，有 

   
  

* *
1 0

2 *
0 0

2 T
0 0

, , , ,

ˆ , ,0

N N

Q

J x w J x w

W D X x

W x x

 

 







  Q

≤  

考虑到存在  类函数  3  ，其满足 

  T
3 0 0 02

x x x Q≤  

因此有 

     * * 2
1 0 3 0 2N NJ x J x W x  ≤  

由引理 4.1 可知，系统是输入状态稳定的。 

证毕。 

注 4.7  与注 4.6介绍的方法类似，本节的多项式反馈控制律也可以考虑

添加饱和约束。同样，只需对预测控制的优化问题进行相应的修改，在计算

终端状态集时，也应该将终端状态集考虑为饱和控制的稳定域。 

4.4.4  仿真算例 

采用 4.3 节中的例子作为本次仿真模型，各仿真条件不变，预测步长为

7N  ，可调参数取 1  ，阶段指标函数取   T,q x u x x ，终端代价函数仍

取   TF x x x P ，其中 

[80 0.5; 0.5  80]  P  
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终端状态集为 

 1 2| 0.1588, 0.1588x x x  ≤ ≤  

从预测控制的吸引域中取任意初始点，观察采用本节预测控制方法的收

敛性。本次仿真初始点为    T
0 0.5, 0.8x   ，图 4-5 表示 0k  时刻的近似预

测可达集，图 4-6 表示采用本节鲁棒预测控制方法的状态收敛曲线。 

在图 4-5 与图 4-6 中，点画线围起来的矩形区域表示终端状态集 。    

图 4-5 中的细实线小区域为近似预测可达集，图 4-6 中的实线表示状态的收

敛曲线。由图 4-5 与图 4-6 可以看出，在 0k  时刻，若末端近似可达集进入

 ，则状态可被引导至原点的某个小邻域内。 

   -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5



 
       x1 

图 4-5  初始时刻的近似预测可达集 

x 2 


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    -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

 
       x1 

图 4-6  状态收敛曲线 

 

4.5  鲁棒预测控制系统中的状态估计研究 

前面介绍了存在系统干扰时的几种鲁棒预测控制算法。在这几种鲁棒预

测控制算法中，进行在线优化求取的控制律都是基于状态反馈的，也就是说，

我们用到了一条假设：状态已知且准确。但是，在实际系统中，这一假设往

往不满足，真正用于反馈求取控制律的通常是状态的估计值。因此，在实际

系统中，预测控制优化问题中的状态应由其估计值替代，如下（以 min-max

鲁棒预测控制在 k 时刻的优化问题为例）： 

x 2 
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 

       

       
    

 

1
T T

0

ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆmin max , , , ,

ˆ ˆ ˆs.t. 1, , , ,

ˆ ˆ, , , , = 0,1,2, , 1

ˆ,

N k

N

k k k k
w i

k k i k i

i k k i

k

J x w

x i x x i x x N x Px N x

x i x f x i x x i x w

x i x U x i x X w W, i N

x N x















 

  

       




 （4-38） 

其中，  ˆ ˆ0, k kx x x 。可以看出，如果在 k 时刻真实的状态 kx 是未知的，则可

由其估计值 ˆkx 替代，而 ˆkx 可以借助滤波器进行状态估计而得到。选取非线性

滤波器进行状态估计正是本节的研究内容。 

现有用得比较多的非线性滤波器主要是卡尔曼滤波在非线性系统中的

一些拓展滤波器，一般称这类滤波器为卡尔曼滤波体系下的非线性滤波器。

但是，卡尔曼滤波体系下的非线性滤波器包括扩展卡尔曼滤波器（Extended 

Kalman Filter，EKF）[59,60]、无迹卡尔曼滤波器（Unscented Kalman Filter，

UKF）[61,62]、中心差分滤波器（Central Difference Filter，CDF）[63-66]，都要

求系统噪声和量测噪声服从高斯分布。但是，实际系统中的噪声往往都不服

从高斯分布，甚至有时噪声的统计均值都不为零。为了解决这个问题，粒子

滤波器（Particle Filter，PF）[67-71]应运而生。与卡尔曼滤波体系下的滤波器

不同，基于蒙特卡罗（Monte Carlo，MC）方法的粒子滤波器用大量的随机

采样点去逼近任意的分布。因此，粒子滤波器不要求系统噪声和量测噪声服

从高斯分布。按照建议分布的不同选取，现有 4 种典型的粒子滤波器：直接

将预测分布作为建议分布的 PF；用 EKF 来传递建议分布的扩展卡尔曼粒子

滤波器（Extended Kalman Particle Filter，EKPF）[72]；用 UKF 来传递建议分

布的无迹卡尔曼粒子滤波器（Unscented Kalman Particle Filter，UKPF）[73]；

用 CDF 来传递建议分布的中心差分粒子滤波器（Central Difference Particle 

Filter，CDPF）[74]。 

此外，也有很多学者研究了基于集合理论的集员滤波器（Set-Membership 
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Filter，SMF）[76-81]及基于模型误差最小准则的预测滤波器（Predictive Filter）[82-84]。 

本节首先对粒子滤波器进行简单的介绍，然后将 EKPF、UKPF 和 CDPF

的估计精度与计算速度进行综合比较。 

4.5.1  粒子滤波器简介 

粒子滤波器采用蒙特卡罗方法描述已知分布，也就是用大量随机点模拟

一个已知分布。在 1k  时刻，假设由状态的后验分布中采样得到 N 个粒子点，

如果系统不存在过程噪声，那么，当这 N 个粒子点通过系统过程传递至 k 时

刻时，得到的 N 个新的粒子点可很好地描述 k 时刻的后验分布。但是，事实

上，完全准确的系统过程是得不到的，这 N 个新的粒子点代表的只是 k 时刻

后验分布的一个近似，称为预测分布。此时就需要借助 k 时刻的量测信息来

修正这个预测分布，得到 k 时刻真正的后验分布。而贝叶斯理论正是对预测

分布进行修正得到后验分布的工具。 

1．MC 描述法及贝叶斯理论 

前面已经提到，在 PF 中，一个已知分布是用大量随机采样点描述的，即 

        
0:

0: 0: 0: 0: 0:0:
1

ˆ| | di
k

N
i

k k k k kk x
i

p x y p x y x 


   （4-39） 

其中，    为狄拉克函数，N 为采样点个数（ N 越大，MC 描述对一个分布

的逼近越精确）， 0:
i

kx , 1,2, ,i N  为采样点， 0:
i

k 为采样点的权重系数。 

定义  1: 1|k kp x y  为 k 时刻状态的先验分布， ky 为量测量，则 k 时刻状态

的后验分布  1:|k kp x y 可通过贝叶斯理论得到，即 

      
 

1: 1
1:

1: 1

| |
|

|
k k k k

k k
k k

p y x p x y
p x y

p y y




  （4-40） 
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其中 

      1: 1 1: 1| | | dk k k k k k kp y y p y x p x y x    （4-41） 

为归一化系数。 

2．序贯重要性采样 

很多时候，我们是无法从状态的后验分布中直接进行采样的，甚至有时

后验分布根本就不可知。此时就需要用一个已知且容易采样的分布来逼近后

验分布，也就是通常所说的建议分布（也称重要性密度）。假设 k 时刻所设计

的建议分布为  0: 1:|k kq x y ，我们可以由  0: 1:|k kq x y 进行采样得到 N 个采样点

{ i
kx }，再利用贝叶斯理论对这 N 个采样点进行权重修正，得到加权的 N 个采

样点。这 N 个加权的采样点即可作为对后验分布的一个估计。 

      0: 1:
1

| di
k

N
i

k k kk x
i

p x y x 


  （4-42） 

其中 

 
 
 

1:0:

1:0:

|

|

i
kki

k i
kk

p x y
q x y

   （4-43） 

将建议分布  0: 1:|k kq x y 写成分解形式 

     0: 1: 0: 1 1: 0: 1 1: 1| | , |k k k k k k kq x y q x x y q x y    

并且考虑到 

 

 
   

 
   

   

     

0: 1:

0: 1: 1

1: 1

1
0: 1 1: 1

1: 1

1 0: 1 1: 1

|

| |

|

| |
|

|

| | |

k k

k k k k

k k

k k k k
k k

k k

k k k k k k

p x y

p y x p x y
p y y

p y x p x x
p x y

p y y

p y x p x x p x y






 



  







 （4-44） 
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可以得到权重的递推更新公式为 

 

     
   
   
 

1: 11 0: 1

1: 1: 10: 1 0: 1

1
1

1:0: 1

| | |

| , |

| |

| ,

i i i i
k kk k k ki

k i i i
k kk k k

i i i
k k k ki

k i i
kk k

p y x p x x p x y
q x x y q x y

p y x p x x
q x x y





 

 










 （4-45） 

通过权重的递推更新公式，可以很方便地计算每一个时刻粒子点的权

重，从而得到每一个时刻状态的后验分布估计，这种方法称为序贯重要性

采样。 

3．粒子退化 

从权重的递推更新公式中可以看出，随着时间的推移，只有少数一些粒

子点甚至只有一个粒子点的权重比较大，而大多数粒子点的权重几乎退化到

零，量测噪声很小的时候尤其严重，这种现象称为粒子退化。粒子退化的出

现违背了粒子滤波的初衷，大量的计算负担用在了更新那些权重几乎退化到

零的粒子上，而这些粒子对我们进行状态估计几乎没有什么贡献。为了克服

这个问题，需要对粒子进行重采样。重采样的思想就是剔除小权重的粒子，

复制大权重的粒子。假设 k 时刻的后验分布由权重为{ i
k }的 N 个粒子描述，

{ i
k }中各个权重值有大有小。经过重采样，这 N 个权重为{ i

k }的粒子被 N 个

权重都为1 / N 的新粒子取代。因此，重采样的应用消除了粒子退化的现象，

但是这又带来一个新的问题，即这 N 个新粒子很多都是相同的，甚至有时它

们都是同一个粒子的复制，过程噪声很小的时候尤其严重，这种现象称为粒

子贫乏。一种有效的解决方法是采用马尔科夫链蒙特卡罗（Markov Chain 

Monte Carlo，MCMC）方法，如吉布斯采样器和 Metropolis Hastings 算法，

具体算法这里不再给出，请查阅文献[73]。 

4．建议分布 

另外，一个好的建议分布也可以减轻粒子退化的程度，建议分布越逼近
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后验分布，粒子退化的现象就越轻。我们总是希望建议分布能最大限度地逼

近后验分布，使得从建议分布中进行采样得到的粒子在描述后验分布时，每

个粒子的权重都相差不多。 

已知 0: 1kx  和 1:ky ，最优的建议分布  0: 1:|k kq x y 为 

      0: 1: 0: 1 1: 0: 1 1: 1| | , |k k k k k k kq x y q x x y p x y    （4-46） 

其中 

    0: 1 1: 0: 1 1:| , | ,k k k k k kq x x y p x x y   （4-47） 

由于  0: 1 1:| ,k k kp x x y 很难得到，至今，最流行的选择为 

   0: 1 1: 1| , |k k k k kq x x y p x x   

其中，  1|k kp x x  表示过渡先验分布。 

 1|k kp x x  的求取很简单，但是它并没有用到最新的量测信息 ky ，这会

导致比较严重的粒子退化现象。因此，在设计建议分布时考虑最新的量测信

息 ky 吸引了很多学者的目光。其中，文献[72]采用 EKF 来传递粒子以得到建

议分布，文献[73]采用 UKF 来传递粒子以得到建议分布，文献[74]采用 CDF

来传递粒子以得到建议分布。下面以用 CDF 来传递粒子为例，介绍如何得

到建议分布。 

在 1k  时刻，假设从状态的后验分布中进行采样得到权重都为1 / N 的

N 个粒子{ 1
i
kx  , 1,2, ,i N  }。用 CDF 将这 N 个粒子传递至 k 时刻，可以得

到与此 N 个粒子对应的 N 个高斯分布估计  ˆˆ ,i i
k kx P ，其中， ˆ i

kx 表示这个高

斯分布的均值， ˆ i
kP 表示方差。从每一个高斯分布中进行采样可以得到一个随

机粒子 i
kx ，对 N 个高斯分布进行采样可以得到 N 个随机粒子{ i

kx }。对每一

个 i
kx 进行权重计算，得到其相应权重 i

k 。最后，这 N 个权重系数为{ i
k }的

粒子{ i
kx }即可用来描述 k 时刻的建议分布。 
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      0: 1 1:
1

| , di
k

N
i

k k k kk x
i

q x x y x 


    （4-48） 

对每一个 i
kx 来说，其权重可以通过下式求取： 

 
 

 
1

1:0: 1

|

| ,

i i
k ki

k i i
kk k

p x x
q x x y

 









 （4-49） 

其中 

    1:0: 1
ˆˆ| , ,i i i i

kk k k kq x x y x P    （4-50） 

而  1|i i
k kp x x  则由系统的过程噪声决定。 

再依据贝叶斯理论对每一个粒子 i
kx 的权重进行修正，得到其更新后的

权重 i
k 。 

  |i i i
kk k kp y x    （4-51） 

进行权重更新后，这 N 个权重系数为{ i
k }的粒子{ i

kx }即可用来描述 k 时

刻的状态后验分布。 

        1: 1:
1

ˆ| | di
k

N
i

k k k k kk x
i

p x y p x y x 


     （4-52） 

采用重采样和马尔科夫链蒙特卡罗方法，最终可以得到表征 k 时刻状态

后验分布的 N 个权重都为1 / N 的新粒子{ i
kx }。 

综上所述，我们以中心差分粒子滤波器为例，给出其具体的计算步骤[74]。 

Step 1：设置粒子滤波中的粒子数为 N ，并初始化 0k  。 

对 1:i N ，从状态的后验分布  kp x 中进行采样，得到 i
kx 。 

Step 2：用 CDF 传递粒子。 

对 1:i N ，运行 CDF 算法[64,65]得到 1ˆ i
kx  和  ˆ 1i

xxP k  。 
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Step 3：重要性采样。 

对 1:i N ，由     1: 11 0: 1
ˆˆ| , , 1i i i i

k xxk k kq x x y x P k   进行采样得到 i
kx , 计

算其权重并进行归一化处理。 

 
   

 
1 1 1

1
1: 11 0:

| |

| ,

i i i
k k k ki

k i i
kk k

p y x p x x
q x x y

   





 


 （4-53） 

 
1

1 1 1
1

N
i i i
k k k

i
  



  


   
 
  （4-54） 

Step 4：重要性采样。 

剔除小权重的粒子，复制大权重的粒子。 

Step 5：运行 MCMC 算法[73]。 

运行 MCMC 算法，得到表征 1k  时刻状态后验分布的 N 个权重都为

1 / N 的新粒子{ 1
i
kx  }。 

Step 6：置 1k k  ，返回 Step 2。 

4.5.2  滤波器性能对比仿真 

本次仿真采用文献[73,74]中的模型为仿真对象，比较 EKPF、UKPF、

CDPF 的估计精度与计算速度。过程方程为  

 1 11 sink k kx k x w        

量测方程为 

2
2

3

, 30

2 , 30
kk

k
k k

x n k
y

x n k




    

≤
 

其中，在过程方程中，参数设置为 24 10   , 1 0.5  ，过程噪声 kw 为伽马
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噪声  3,2aG ；在量测方程中，参数设置为 2 0.2  , 3 0.5  ，量测噪声 kn 为

高斯噪声  0,0.01 。 

取粒子数 200N  ，区间长度 3h  ，并设置初始的真实状态为 1 1x  ，

其估计值取为 1ˆ 0x  。程序运行 100 次，通过统计计算求取均值，分别得到

采用三种滤波器进行状态估计的结果和消耗的计算时间如图 4-7、表 4-1 和  

表 4-2 所示。 

 

图 4-7  三种滤波器的状态估计比较示意图 

表 4-1  三种滤波器的状态估计均方差 

Mean MSE of EKPF Mean MSE of UKPF Mean MSE of CDPF 

0.4973 0.2996 0.2392 

表 4-2  三种滤波器消耗的计算时间 

Mean time cost of EKPF Mean time cost of UKPF Mean time cost of CDPF 

6.1603s 19.2578s 13.4645s 
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从图 4-7、表 4-1 和表 4-2 中可以看出，CDPF 在估计精度上相较于 EKPF

更优越一些，与 UKPF 相当，虽然其消耗的计算时间仍然比 EKPF 多，但相

较于 UKPF 却明显减少了。 

4.5.3  CDPF 在鲁棒预测控制中的应用仿真 

鉴于 CDPF 相对于 EKPF 在估计精度上的优势及相对于 UKPF 在计算速

度上的优势，以 4.2 节介绍的鲁棒预测控制方法为例，将 CDPF 应用于鲁棒

预测控制中的状态估计。仿真模型取 4.2 节中的例子，其中，过程方程为 

          

      

      

0

0

1 exp

1

exp

AA A s Af A A C

s f

s A c T
p p

q EC k C k T C C k k C k w
V RT k

qT k T k T T T k
V

Hk E UAT C k T T k w
C RT k V C 

  
            

    

  
          

 

过程方程中各参数与 4.2 节中的例子一致。量测方程取 

   
 

11 0
1

10 1
A C

T

C k v
y k

T k v
    

          
 

量测噪声取  rand 0,0.03Cv  ，  rand 1,0.5Tv   ，其中，  rand 0,0.03 表示

区间  0,0.03 上的平均分布随机噪声，  rand 1,0.5 表示区间  1,0.5 上的平

均分布随机噪声。 

与 4.2 节类似，采样时间取 0.03minsT  ，将 CDPF 应用于鲁棒预测控制

中的状态估计后，得到如图 4-8 所示的仿真结果。 
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图 4-8  状态收敛曲线图 

在图 4-8 中，点画线表示鲁棒预测控制的终端状态集。可以看出，在鲁

棒预测控制的优化问题中，将真实的状态用滤波估计状态代替后，系统的估

计状态仍可以被控制至原点的某个小邻域内。 

4.6  本章小结 

本章介绍了三种基于扰动模型的鲁棒预测控制算法：以集合包含度为优

化指标的鲁棒预测控制；基于优化线性反馈控制律的鲁棒预测控制；基于优

化多项式反馈控制律的鲁棒预测控制。在理论上证明了本章所介绍的鲁棒预

测控制算法的稳定性，并通过仿真验证了算法的可行性。另外，本章针对非

线性系统的状态估计，大体介绍了现有非线性滤波方法的适用范围并对粒子

T 
Es

tim
at

io
n 
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滤波器进行了简单介绍，比较了几种典型粒子滤波器的估计精度与计算速

度，并将 CDPF 滤波器应用于非线性系统鲁棒预测控制的状态估计中。但是，

在我们所设计的预测控制系统中，用状态估计值替代真实的状态时，势必会

影响系统的稳定性。因时间所限，我们并没有分析滤波的收敛过程对预测控

制系统的稳定性会产生何种影响，这一部分内容将是我们下一阶段的研究方

向。较之于现有的鲁棒预测控制方法，本章所设计的基于优化线性反馈控

制律的鲁棒预测控制方法和基于优化多项式反馈控制律的鲁棒预测控制方

法在待优化控制律的选取上更灵活，其鲁棒预测控制系统的稳定域也要大

一些。 



 

 

 

 

第 5 章 

跟踪问题中的预测控制 

 

5.1  引言 

第 2～4 章讨论了针对镇定问题的预测控制，即控制目标为将系统状态

引导至平衡点。对很多系统来说，不仅需要研究镇定问题的预测控制，还需

要研究跟踪问题的预测控制。文献[85-90]分别针对跟踪问题中的线性系统设

计了预测控制器。对于非线性系统在跟踪问题中的预测控制器设计，现有文

献并不多见。难点就在于跟踪问题中的非线性预测控制器的稳定性分析相对

镇定问题中的稳定性分析来说要难得多。 

本章将非线性系统的跟踪问题按期望输出的形式分为两种：对单个稳定

期望输出点的逼近问题（也称定值调节问题）；对某条期望输出轨迹的跟踪

问题。针对这两种跟踪问题，分别设计了非线性预测控制器，最后针对第二

种跟踪问题给出了一种简单的计算预测控制次优解的方法。 
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5.2  对单个稳定期望输出点的逼近 

5.2.1  问题描述 

这种形式的跟踪问题一般指的是要求系统的输出穿越一些事先设置好

的稳定期望输出点。例如，要求飞行器由 A 点出发，依次经过 B 点、C 点、

D 点，最后返回 A 点。这种形式的跟踪问题最终都可以归纳为对单个期望输

出点的逼近，下面以上述飞行器例子来说明这一问题。初始时刻，可以将控

制目标设置为飞行器对 B 点的逼近，待飞行器到达 B 点时，切换控制目标至

对 C 点的逼近。因此，本节要解决的问题可陈述为： 

对于给定的稳定期望输出 dy ，设计预测控制器，使得系统输出能最终到

达期望输出 dy 。 

考虑非线性系统如下： 

  1 ,k k kx f x u   （5-1） 

 1 1k n n ky I x    （5-2） 

在过程方程中， n
kx R , m

ku R 分别为系统在采样时刻 k 的状态和输入；

 ,f   为关于 kx , ku 的已知非线性连续函数，满足利普希茨有界。系统的状态

约束和输入约束分别为 kx X , ku U ，满足 X 和U 都是紧的。在输出方程

中， 1
n

ky R  表示系统在采样时刻 1k  时的输出。 

为简单起见，将系统式（5-1）、式（5-2）用如下输入输出模型来表示： 

  1 ,k k ky f y u   （5-3） 
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初始时刻，预测控制的优化问题为 

 

 
          

      
   
   

0

1

0 0 d 0 0 d
, 0

0 0 0

0 0

0 d

min , , , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1
,

N

u i y U
i

f

J y q y i y y u i y F y N y y

y i y f y i y u i y

y i y Y u i y U i N

y N y Y y






   

 

    



u


（5-4） 

其中，N 为预测步长，  0 00,y y y ， dy 表示期望输出，Y 为输出约束集，U

为控制约束集，  dfY y 为输出的终端状态约束集，它与期望输出 dy 有关。一

般情况下，  d d ,0y f y 是不能满足的，所以，优化问题式（5-4）中的阶段

指标函数不考虑对控制能量的限制，形式为      T
d d d,q y y u y y y y   Q ，

Q 为对应维数的正定矩阵。此时，阶段指标函数可以用更简洁的形式描述为

     T
d d dq y y y y y y   Q 。 

5.2.2  稳定性分析 

定义跟踪误差 e为系统输出与期望输出的差值，即 

 de y y   （5-5） 

将跟踪误差代入系统的输入输出模型式（5-3），可得跟踪误差的动态过

程为 

  1 d d ,k k ke y f e y u     （5-6） 

定义 

    d d, ,e k k k kf e u f e y u y    （5-7） 

则动态过程式（5-6）可以转化为 

  1 ,k e k ke f e u   （5-8） 
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由于  ,f   为已知非线性函数，而 dy 为已知的期望输出，因此，  ,ef   是

已知的。 

引入跟踪误差变量后，控制目标转变为将跟踪误差控制到零，此时，优

化问题式（5-4）变形为 

 

 
       

      
   
 

0

1

0 0 0
, 0

0 0 0

0 d 0

0

min , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1
,

N

u i e U
i

e

f

J e q e i e F e N e

e i e f e i e u i e

e i e y Y u i e U i N

e N e E






 

 

     



u


 （5-9） 

其中， fE 为跟踪误差的终端状态集。 

定义  0,J eu 的极小值为  *
0J e ，最优输入序列为 

      * * *
0 0 00, , , 1,e u e u N e    u  

最优跟踪误差序列为 

      * * *
0 0 01, , , ,e e e e N e   e  

在实际控制中，只将  *
00,u x 作用于实际系统，下一时刻的输入由下一

时刻的优化给出，如此反复，得到滚动控制律 

    * *
RH 0 10, , 0, ,u e u e   u  

其中 

  *
1 0 0, 0,ee f e u e  

考虑如下假设。 

假设 5.1  存在原点（此处的原点意指 0e  ）的一个邻域 fE ，满足： 

（TC1） fE 为包含零点的闭集，并且对任意的 fe E ，都有 de y Y  。 
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（ TC2 ） 对 任 意 的 fe E ， 都 存 在 locu U ， 使 得    F e q e ≥  

  loc,eF f e u 成立，并且  loc,e ff e u E 。 

基于假设 5.1，可以得到以下结论。 

定理 5.1  当假设 5.1 成立时，如果初始跟踪误差 0e 满足 0 de y Y  且

 *
0, fe N e E ，则采用滚动控制律 RHu 可使 0e 最终收敛到零。 

证明： 

已经知道 0k  时刻的最优输入序列为 

      * * *
0 0 00, , , 1,e u e u N e    u  

最优跟踪误差序列为 

      * * *
0 0 01, , , ,e e e e N e   e  

将  *
00,u e 作 用 于 系 统 ， 过 渡 到 下 一 时 刻 ， 跟 踪 误 差 为

  *
1 0 0, 0,ee f e u e ，构造输入序列 

        * * *
1 0 0 0 loc1, , 2, , , 1, ,e u e u e u N e u    u  

其中， locu 为满足 

         * * *
0 0 0 loc, , , ,eF e N e q e N e F f e N e u≥  

并且 

  *
0 loc, ,e ff e N e u E  

的控制输入。 

很明显，  1eu 是系统在 1k  时刻的一组可行控制律。而与  1eu 对应的

性能指标   1 1,J e eu 满足 
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           
    

* * *
1 1 0 0 0 loc

*
0 0

, , , ,

,

eJ e e J e q e N e F f e N e u

q e F e N e

   



u
 

因为 

         * * *
0 0 0 loc, , , ,eF e N e q e N e F f e N e u≥  

所以有 

        
 

* * *
1 0 1 1 0

0

,

0

J e J e J e e J e

q e

 





u≤

≤  

因此，当采用滚动控制律 RHu 时， 0e 可最终收敛到零。 

证毕。 

5.2.3  终端代价函数的求取 

dy 是稳定的期望输出点，意味着存在这样一个（或几个） u U ，使得

 0 0,ef u ，即  d d ,y f y u 成立。 

考虑如下假设。 

假设 5.2  使得  0 0,ef u 成立的u 是可求的。 

当假设 5.2 成立时，可先求出u ，再定义 k ku u u   ，将跟踪误差的动

态过程式（5-8）转换为 

    1 , ,k e k k eu k ke f e u u f e u       （5-10） 

此时，可采用与第 3 章中求取终端代价函数相同的方法来求取跟踪误差

的终端代价函数。将式（5-10）沿  0,0 泰勒展开，进行线性化处理，得到其

近似线性模型如下： 
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 1k k ke e u   A B  （5-11） 

其中 

  / 0,0euf e  A  

  / 0,0euf u  B  

基于近似线性模型式（5-11），可利用线性最优控制理论求得一个终端代

价函数，具体计算方法见第 3 章，此处不再详述。 

另外，与第 3 章中的定理 3.1 类似，在跟踪问题中，按比例增大终端代

价函数，跟踪误差的终端状态约束集也会增大。 

5.2.4  终端状态约束集的求取 

首先依据条件（TC1）确定跟踪误差的约束范围，记为 E ，E 需要满足：

对任意的 e E ，都有 de y Y  。得到 E 后，可以借鉴第 2 章中求取终端状

态约束集的方法来求取跟踪问题下的跟踪误差的终端状态约束集。 

定义 fE 为 

     *: |
ff EE e E F e F e  ≥  （5-12） 

其中，  *
fEF e 是下述优化问题的极小值： 

 
      

 
loc

loc

loc

min ,

s.t. ,

fE e
u U

e f

F e q e F f e u

f e u E


 


 （5-13） 

拟采用第 2 章中用子集序列逼近终端状态约束集的方法，假设一个包含

原点的终端状态约束集是已知的，记为 0
fE 。基于 0

fE ，可以构造出另一个终

端状态约束集 1
fE 。 

    0
1 *: |

ff EE e E F e F e  ≥  
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其中，  0
*

fEF e 是下述优化问题的极小值：   

      
 

0
loc

loc

0
loc

min ,

s.t. ,
f

eE
u U

e f

F e q e F f e u

f e u E


 


  

类似地， 2
fE 可以通过相同的方法构造出来。 

    1
2 *: |

ff EE e E F e F e  ≥   

其中，  1
*

fEF e 是下述优化问题的极小值：   

      
 

1
loc

loc

1
loc

min ,

s.t. ,
f

eE
u U

e f

F e q e F f e u

f e u E


 


 

如此反复， j
fE , 3,4, ,j     都可以被构造出来。 

    1
*: | j

f

j
f EE e E F e F e  ≥   

其中，  1
*

j
fEF e 是下述优化问题的极小值： 

      
 

1
loc

loc

1
loc

min ,

s.t. ,

j
f

eEu U

j
e f

F e q e F f e u

f e u E






 


  

与第 2 章类似，采用支持向量机对 j
fE 进行估计。同样，可设置一个终止

迭代阈值，得到 fE 的最终估计。具体方法见第 2 章，此处不再详述。 

5.2.5  鲁棒预测控制器设计 

考虑干扰输入输出系统为 

  1 ,k k k ky f y u w    （5-14） 

其中， kw W 为有界系统干扰。 
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定义 dy 为给定的稳定期望输出，u 为使得  0 0,ef u ，即  d d ,y f y u

成立的控制输入。类似地，将系统的输入输出模型式（5-14）转换为跟踪误

差的动态过程模型 

    1 , ,k e k k eu k k ke f e u u f e u w        （5-15） 

其中， dk ke y y  ， k ku u u   ，    d, ,eu k k k kf e u f e y u u     。 

此时，系统式（5-14）对    d, ,k ky u y u 的逼近就转变为系统式（5-15）

对    , 0,0k ke u  的镇定，可直接采用第 4 章中介绍的鲁棒预测控制方法，

此处不再详述。 

5.2.6  仿真算例 

考虑如下输入输出系统：  

        
               

1 1 s 2 1

2 2
2 2 s 0 1 d 21 1

1

1 1

y k y k T y k w k

y k y k T k y k k y k c y k u k w k

   

           
 

系统中各参数的具体数值为： 0 0.3k  ； d 0.7k  ； 0.2c  ；采样时间

s 0.1sT  ；输入约束为 0.5 0.5u ≤ ≤ ；输出约束为 20.1 0.5y ≤ ≤ ；系统干

扰分别为    1 rand 0.0025,0.0025w k   ，    2 rand 0.0025,0.0025w k   ，其

中，  rand 0.0025,0.0025 表示  0.0025,0.0025 区间上的平均分布随机噪声。 

取预测步长 20N  ，阶段指标函数为      T
d d 2 2 dq y y y y I y y    ，

控制目标设置为系统输出由  0.2,0.05 出发，依次穿越  d 0.3,0y  , 

 d 0.4,0y  ,  d 0.7,0y  ，最后到达  d 0.5,0y  。分别求得 0.1137u  , 

0.1654u  , 0.38u  , 0.2263u  为针对这 4 个期望输出点满足  d d ,y f y u

的控制输入，将系统的跟踪问题分别围绕这 4 对  d ,y u 转换为镇定问题，

采用 4.3 节介绍的鲁棒预测控制方法得到如图 5-1 所示的仿真结果。 
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1 2 34

 
            y1 

图 5-1  输出的跟踪曲线 

在图 5-1 中，标号为“1”“2”“3”“4”的小圆圈表示系统输出需要依次

穿越的期望点，实线表示系统的输出曲线。可以看出，采用本节介绍的预测

控制方法可使系统输出跟踪事先设置好的期望输出点。 

5.3  对期望输出轨迹的跟踪 

5.3.1  问题描述 

这种形式的跟踪问题指的是要求系统的输出跟踪某一条事先设置好的

期望输出轨迹。假设期望输出轨迹为       ref ref ref ref0 , 1 , ,Y y y y     ，本节

要解决的问题可陈述为： 

对于给定的期望输出轨迹 refY ，设计预测控制器，使得系统输出能跟踪

这条期望输出轨迹。 

y 2 
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5.3.2  稳定性分析 

初始时刻，预测控制的优化问题可描述为 

 

 
         

    
      
   
    

0

1

0 0 ref 0
, 0

0 ref

0 0 0

0 0

0 ref

min , , , ,

,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1

,

N

u i y U
i

f

J y q y i y y i u i y

F y N y y N

y i y f y i y u i y

y i y Y u i y U i N

y N y Y y N






  



 

    



u



 （5-16） 

其中，  refy i 表示 i 时刻的期望输出，   reffY y N 为输出的终端状态约束集，

它与 N 时刻的期望输出  refy N 有关。考虑到阶段指标函数取形式为

     T
ref ref ref,q y y u y y y y   Q ，优化问题式（5-16）可简化为 

 
            

      
   
    

0

1

0 0 ref 0 ref
, 0

0 0 0

0 0

0 ref

min , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1

,

N

u i y U
i

f

J y q y i y y i F y N y y N

y i y f y i y u i y

y i y Y u i y U i N

y N y Y y N






   

 

    



u


（5-17） 

同样，定义跟踪误差 e为系统输出与期望输出的差值，即 refe y y  。将

跟踪误差代入系统的输入输出模型式（5-3），可得跟踪误差的动态过程为 

     1 ref ref1 ,k k ke y k f e y k u      （5-18） 

定义 

       ref ref, , 1k k k k kf e u f e y k u y k     （5-19） 

则动态过程式（5-18）可以转换为 

  1 ,k k k ke f e u   （5-20） 
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类似地，由于  ,f   为已知非线性函数，而  refy k 、  ref 1y k  为已知的

期望输出，因此，  ,kf   也是已知的。此时，优化问题式（5-17）可转换为 

 

 
       

      
     
 

0

1

0 0 0
, 0

0 0 0

0 ref 0

0

min , , ,

s.t. 1, , , ,

1, 1 , , , 0, , 1
,

N

u i e U
i

i

f

J e q e i e F e N e

e i e f e i e u i e

e i e y i Y u i e U i N

e N e E






 

 

      



u


 （5-21） 

其中， fE 为跟踪误差的终端状态约束集。 

考虑如下假设。 

假设 5.3  存在原点（此处的原点意指 0e  ）的一个邻域 fE ，满足： 

（TC1） fE 为包含零点的闭集，并且对任意的 fe E 、任意的  ref refy k Y ，

都有  refe y k Y  。 

（TC2）对任意的 fe E 、任意的  ,kf   ，都存在 loc,ku U ，使得

      loc,,k kF e q e F f e u≥ 成立，并且  loc,,k k ff e u E 。 

定理5.2  当假设5.3成立时，如果初始跟踪误差 0e 满足  0 ref 0e y Y  且

 *
0, fe N e E ，则采用滚动控制律 RHu 可使 0e 最终收敛到零。 

证明与定理 5.1 的证明类似。 

假设 0k  时刻的最优输入序列为       * * *
0 0 00, , , 1,e u e u N e    u ，最

优跟踪误差序列为       * * *
0 0 01, , , ,e e e e N e   e 。 

将  *
00,u e 作用于系统，过渡到下一时刻，跟踪误差为   *

1 0 0 0, 0,e f e u e ，

构造输入序列         * * *
1 0 0 0 loc,1, , 2, , , 1, , Ne u e u e u N e u    u 。其中，  

loc,Nu 为 满 足          * * *
0 0 0 loc,, , , ,N NF e N e q e N e F f e N e u≥ 并 且

  *
0 loc,, ,N N ff e N e u E 的控制输入。 
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显然，  1eu 是系统在 1k  时刻的一组可行控制律。而与  1eu 对应的性

能指标   1 1,J e eu 满足 

    
      

    
 

*
1 1 0

* *
0 0 loc,

*
0 0

0

,

, , ,

,

0

N N

J e e J e

q e N e F f e N e u

q e F e N e

q e



  





u

≤
≤

 

所以有 

        * * *
1 0 1 1 0, 0J e J x J e e J x u≤ ≤  

证毕。 

从上述稳定性分析中可以看出，假设 5.3 中对跟踪误差的终端状态约束

集 fE 的要求非常苛刻，有时甚至会出现终端状态约束集只能取 0 或根本不存

在的情况。举个一维情况下的简单例子，输出 y 被限幅在[ 5,5] 之内， 1k  时

刻的期望输出为  ref 1 5y   ， 2k  时刻的期望输出为  ref 2 5y  ，此时，终

端状态约束集就只能取 0fE  。如果某一个  refy k 是不稳定的，那么，终端

状态约束集就退化到空集。另外，就算存在这样一个满足假设 5.3 的 fE ，其

求取也是非常困难的，因为不同的 k 时刻，期望输出  refy k 是不同的，与其

对应的  ,kf   也是不同的。如果期望输出跨幅很大，则求取 fE 时计算量是非

常大的，有时甚至根本就不可求。 

5.3.3  预测控制器设计 

为避免对 fE 的求取带来的困难，我们引入大致跟踪的概念，放宽对跟踪

误差的收敛性要求。 

定义 5.1  对于给定的跟踪误差范围  |rE e e 


 ≤ ，如果系统的跟踪
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误差落入此范围之内，即 ref ry y E  ，则称系统输出能大致跟踪期望输出。 

由定义 5.1 可以看出，系统输出能大致跟踪期望输出指的是每一时刻的

跟踪误差都在给定的范围之内。因此，预测控制的优化问题中应当考虑优化

初始时刻的下一时刻的跟踪误差约束，而不是跟踪误差的终端状态约束，这

是因为通过预测控制的优化问题求解的最优控制序列只有第一项真正作用

于实际系统。 

此时，关于跟踪误差的滚动优化问题可描述为 

 

 
       

      
     
 

0

1

0 0 0
, 0

0 0 0

0 ref 0

0

min , , ,

s.t. 1, , , ,

1, 1 , , , 0, , 1
1,

N

u i e U
i

i

r

J e q e i e F e N e

e i e f e i e u i e

e i e y i Y u i e U i N

e e E






 

 

      



u


 （5-22） 

将关于跟踪误差的优化问题切换至关于输出的优化问题，可得初始时刻

关于输出的优化问题为 

 

 
           

      
   
   

0

1
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, 0

0 0 0

0 0

0 ref

min , , ,

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1
1, 1

N

u i y U
i

r

J y q y i y y i F y N y y N

y i y f y i y u i y

y i y Y u i y U i N

y y y E






   

 

    

 

u


（5-23） 

k 时刻关于输出的优化问题为 

 

 
      

    
      
   
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min , ,
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s.t. 1, , , ,
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k k k

k k

k r

J y q y i y y i k

F y N y y N k

y i y f y i y u i y

y i y Y u i y U i N

y y y k E






   

 

 

    

  
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

 （5-24） 
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由优化问题式（5-24）可以看出，对预测输出的约束只有当前时刻的下

一时刻才有。考虑到在跟踪问题中，要求每一时刻的预测输出都尽量逼近期

望输出，而不是对优化末端时刻的预测输出有更强的逼近要求，因此可以

不用在终端代价函数中对末端输出误差施加额外的权重比例。考虑到阶段

指标函数的形式为      T
ref ref refq y y y y y y   Q ，可取终端代价函数的

形式为 

      T
ref ref refF y y y y y y   Q  （5-25） 

又考虑到  0, k ky y y 是系统在 k 时刻的实际输出，     ref0, kq y y y k

已经是一个固定值，与当前时刻及未来时刻的输入没有关系，所以，优化问

题式（5-24）可以用更简洁的形式描述，如下： 

 

 
      

      
   
   

1

ref
, 0

ref

min , 1, 1

s.t. 1, , , ,

1, , , , 0, , 1
1, 1

k

N

k k
u i y U

i

k k k

k k

k r

J y q y i y y i k

y i y f y i y u i y

y i y Y u i y U i N

y y y k E






    

 

    

  

u


 （5-26） 

此时，系统的大致跟踪可用预测控制的优化问题来进行描述。假设当前

时刻为 k ，如果优化问题式（5-26）有可行解，则称系统输出在 1k  时刻是

能大致跟踪期望输出  ref 1y k 的。 

假 设 5.4  对 于 任 意 的  ref refy k Y 、 任 意 的 re E ， 都 存 在

  ref ,u y k e U ，使得        ref ref ref, , 1 rf y k e u y k e y k E    。 

定理 5.3  当假设 5.4 成立时，如果初始时刻的系统输出满足

 0 ref 0 ry y E  ，则采用以优化问题式（5-26）描述的预测控制器能使系统

输出在跟踪误差范围为 rE 时大致跟踪期望输出轨迹 refY 。 
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证明： 

假设当前时刻为 k ，优化问题式（5-26）有解。定义优化问题式（5-26）
的最优控制序列为  , , 0,1,2, , 1ku i y i N  ，将  0, ku y 作用于系统，系统

过渡到 1k  时刻。因为式（5-26）有解，则意味着 1k  时刻的实际输出 1ky 

满足 

 1 ref 1k ry y k E     

即                                

1k re E   

又由假设 5.4 可知，存在 

  ref 11 , ku y k e U   

使得                  

     1 ref 1 ref, 1 , 2k k rf y u y k e y k E      

成立。 

因此， 1k  时刻对应的优化问题有解。 

又因为初始时刻的系统输出满足  0 ref 0 ry y E  ，因此初始时刻对应的

优化问题有解。 

所以，系统输出能大致跟踪期望输出轨迹 refY 。 

得证。 

5.3.4  鲁棒预测控制器设计 

本节针对干扰输入输出系统式（5-14） 
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 1 ,k k k ky f y u w    

设计能使系统输出大致跟踪期望输出轨迹的鲁棒预测控制器。其设计思路与

无干扰系统类似，但是需要考虑系统干扰对跟踪性能的影响。 

当系统存在干扰时，预测控制在 k 时刻的优化问题可描述为 

 

 
      

      
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1

ref
, 0
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min max , 1, 1
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1, 1
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k k
u i y U w W

i

k k k i

k k

k r

J y q y i y y i k

y i y f y i y u i y w

y i y Y u i y U i N

y y y k E



 


    

  

    

  

u


 （5-27） 

假设 5.5  对任意的  ref refy k Y 、任意的 re E 及任意的 w W ，都存在

  ref ,u y k e U ，使得        ref ref ref, , 1 rf y k e u y k e w y k E     。 

可以看出，假设 5.5 相对于假设 5.4 来说，要求更苛刻一些，因为干扰

的引入使得系统的稳定性降低。此时，为保证系统输出能大致跟踪期望输出

轨迹，就需要施加额外的条件。而且系统跟踪误差的范围也要适当进行调整，

如果 rE 选得太小，例如， rE W ，那么，以 rE 为跟踪误差范围定义的大致

跟踪，系统是根本达不到的。所以，系统跟踪误差范围的选取必须满足

rW E 。 

定理 5.4  当假设 5.5 成立时，如果初始时刻的系统输出满足

 0 ref 0 ry y E  ，则采用以优化问题式（5-27）描述的鲁棒预测控制器能使

系统输出在跟踪误差范围为 rE 时大致跟踪期望输出轨迹 refY 。 

定理 5.4 的证明过程与定理 5.3 的证明类似，此处不再详述。 

5.3.5  仿真算例 

考虑如下仿真对象： 
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     
        

       
     

1
1 1 1 2 12

1

2
2 2 1 2 22

2

0.2
1 sin 1.5

1

1.5
1 0.2 0.6

1

s

s

y k
y k y k T u k u k w k

y k

u k
y k y k T u k y k w k

u k

 
        

 
        

 

在该对象中，采样时间为 0.1ssT  ，系统干扰范围为   1 2 1, 0.01,W w w w ≤  

2 0.01w ≤ ； 输 入 约 束 为   1 2 1 2, 1, 1U u u u u ≤ ≤ ； 输 出 约 束 为

  1 2 1 2, 2, 2Y y y y y ≤ ≤ 。 

本次仿真分三种情况。 

1．第一种情况 

期望输出轨迹设置为 

    
    

1,ref

2,ref

0.5 1 sin / 20

0.5 1 cos / 20

y k k

y k k

    

    
, 0,1,2, ,k       

跟踪误差范围设置为 

  1

1

2

1 1,ref
2

2 2,ref

0.005
,

0.005
y

r y y

y

e y y
E e e

e y y

     
   

≤

≤
 

在这种情况下，程序在求解第一次优化时就中止，因为跟踪误差范围比

系统的干扰范围还小，优化问题式（5-27）中的约束条件无法得到满足。 

2．第二种情况 

期望输出轨迹设置为 

    
    

1,ref

2,ref

0.5 1 sin / 20

0.5 1 cos / 20

y k k

y k k





   

   
 

跟踪误差范围设置为 
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  1

1

2

1 1,ref
2

2 2,ref

0.03
,

0.03
y

r y y

y

e y y
E e e

e y y

     
   

≤

≤
 

仿真结果如图 5-2～图 5-5 所示。 
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图 5-2  y1的跟踪曲线 
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图 5-3  y2的跟踪曲线 
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图 5-4  y1的跟踪误差 
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图 5-5  y2的跟踪误差 

3．第三种情况 

期望输出轨迹设置为 



 第 5 章  跟踪问题中的预测控制 

 
·131· 

    
    

1,ref

2,ref

1 1 sin / 20

1 1 cos / 20

y k k

y k k

    

    
 

跟踪误差范围设置为 

  1

1

2

1 1,ref
2

2 2,ref

0.03
,

0.03
y

r y y

y

e y y
E e e

e y y

     
   

≤

≤
 

仿真结果如图 5-6 和图 5-7 所示。 

在第二种情况下，系统输出能在事先设置的跟踪误差范围内大致跟踪

期望输出。但是，当对期望输出进行调整后，如第三种情况所示，系统输

出大致跟踪期望输出到某一时刻时，就无法再跟踪下去，原因是期望输出

的设置与跟踪误差范围的设置无法再满足假设 5.5，优化问题式（5-27）没

有可行解。 
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图 5-6  y1的跟踪曲线 
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图 5-7  y2的跟踪曲线 

5.4  滚动控制律的次优解法 

由于非线性优化的计算量都比较大，很多学者采用将非线性模型线性化

的方法来简化优化问题的求解。例如，文献[100]利用中值定理将非线性系统

进行线性化处理，用三次样条函数逼近线性系统的时变参数，并对样条函数

的常值参数进行辨识；文献[101]采取直接辨识控制器参数的方法构建直接广

义预测控制器，但是对辨识参数的初值选取很敏感。文献[102]针对只含有输

出非线性环节（系统方程中与输出相关的非线性项）的系统沿期望输出轨迹

用泰勒一阶展开近似线性化，但是其方法无法处理具有输入非线性环节的系

统。本节沿袭将非线性模型线性化的思路，针对一类不可逆非线性系统给出

了一种求取跟踪问题中次优预测控制律的方法，思路为：首先求取一条逼近

最优滚动控制序列的近似滚动控制序列，然后将非线性系统沿近似滚动控制

序列和期望输出轨迹处理为线性系统。鉴于基于斯特林插值公式的级数展开

不需要作求导运算[61-63]，将斯特林插值公式作为对非线性系统进行线性化处

理的工具。 
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5.4.1  基于斯特林插值公式的近似处理 

考 虑 向 量 , znRz z ， 非 线 性 函 数 : znf R R 。 定 义   z z z  

 T
1 2 znz z z     ，并令 jz 为 z的第 j 个元素， je 为第 j 个元素为 1 的单位

向量，基于斯特林插值公式的一阶展开可描述为[64,65] 

          D1D1
1

zn
j

j
j

f f f z f f


   z z z z z z  （5-28） 

其中， h表示区间长度，为可调参数。 

      
D1 2

j jj
f he f he

f
h

  


z z
z  （5-29） 

        1 2
D1 D1 D1 D1

znf f f f     z z z z  （5-30） 

用斯特林插值公式对非线性函数进行展开与泰勒级数展开类似，当

0h  时，式（5-29）就是泰勒展开中的求导运算。但是，正是由于不要求

0h  ，使得它可处理并不严格满足连续可导条件的非线性系统。 

5.4.2  近似滚动控制序列的求取 

考虑如下不可逆非线性输入输出系统： 

 ( ) ( 1), ( 2), , ( ), ( 1), ( 2), , ( )a by k f y k y k y k n u k u k u k n             （5-31） 

其中，k 为正整数； ( )y  为系统输出， an 为输出阶次； ( )u  为系统输入， bn 为

输入阶次；  , ,f      为关于 ( 1), , ( ), ( 1), , ( )a by k y k n u k u k n          的已知非

线性函数，满足斯特林有界；Y 和U 分别表示系统的输出约束集和控制（输

入）约束集。 

期望输出轨迹设置为       ref ref ref ref0 , 1 , ,Y y y y     ，考虑预测控制在

k 时刻的优化问题为 
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       

  


 
   

1

ref
( ) 0

ref

min , 1 1

s.t. 1 ( ), , ( 1 ), ( ), ,
( 1 )

1 , ( ) , 0, , 1
1 1

N

u k i
i

a

b

r

J y k q y k i y k i

y k i f y k i y k i n u k i

u k i n

y k i Y u k i U i N

y k y k E






     

             

  

      

   

u



 （5-32） 

假设 5.6  对于期望输出轨迹 refY 和给定的误差范围 rE ，采用以优化问题

式（5-32）描述的预测控制的滚动控制律，系统输出能大致跟踪期望输出

轨迹。 

当假设 5.6 成立时，定义       RH RH RH RH0 , 1 , ,u u u    u 为采用以优化

问题式（5-32）描述的预测控制的滚动控制序列。在没有对系统实施真正

的控制之前， RHu 是未知的。此时，可用一条近似滚动控制序列来逼近 RHu ，

记为 

      0 , 1 , ,r r ru u u    ru  

以下内容给出了一种求取近似滚动控制序列的方法。设当前时刻为 k ，

近似滚动控制  ru  的选取分 k j 时刻和 k j 时刻两种情况。 

在 , 1,2, ,k j j k     时刻，近似滚动控制取系统实际输入。 

 ( ) ( )ru k j u k j   , 1,2,i      （5-33） 

在 , 0,1, ,k j j     时刻，按如下方式选取： 

 
min min

min max

max max

, ( 1) ( )
( ) ( 1) ( ), ( 1) ( )

, ( 1) ( )

r r

r r r r r

r r

u u k u k u

u k u k u k u u k u k u

u u k u k u

   
      
    

≤ ≤  （5-34） 

其中， minu , maxu 表示控制输入幅值约束的上下界。 
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 

ref ref ref
ref

1

( ), ( 1), , ( 1 ),
( 1)

( 1), ( 1), , ( 1 )
( )

1

a

r r r b
r

u

y k y k y k n
y k f

u k u k u k n
u k

D k

       
            


 （5-35） 

 
 

ref ref ref

1

ref ref ref

( ), ( 1), , ( 1 ),
( 1) , ( 1), , ( 1 )

1
2

( ), ( 1), , ( 1 ),
( 1) , ( 1), , ( 1 )

2

a

r r r b
u

a

r r r b

y k y k y k n
f

u k h u k u k n
D k

h
y k y k y k n

f
u k h u k u k n

h

      
           

      
         

 （5-36） 

注 5.1  求取 k时刻近似滚动控制的思路为：先用已知的 ( 1)ru k  近似替

代未知的 ( )ru k ，预测 1k  时刻的输出，再由此预测输出与 ref ( 1)y k  的差值

来修正 ( 1)ru k  得到最终的 ( )ru k 。  

注 5.2  当选定 h后，式（5-36）中用到的都是已知量（包括期望输出和

k时刻之前的近似滚动控制）；式（5-35）中有两个 ( 1)ru k  ，第一个 ( 1)ru k 

只是 ( )ru k 的近似替代；通过式（5-34）求取最终的 ( )ru k 用到的都是已知量。 

同理， ( 1)ru k  可由已经计算出来的 ( )ru k 近似替代，再用 ref ( 2)y k  修

正得到最终的 ( 1)ru k  。依次类推，可得 

min min

min max

max max

( )
, ( 1) ( )

( 1) ( ), ( 1) ( )
, ( 1) ( )

r

r r

r r r r

r r

u k j

u u k j u k j u

u k j u k j u u k j u k j u

u u k j u k j u



     
          
      

≤ ≤
（5-37） 

其中 

 

ref ref ref
ref

1

( )
( ), ( 1), , ( 1 ),

( 1)
( 1), ( 1), , ( 1 )

1

r

a

r r r b

u

u k j

y k j y k j y k j n
y k j f

u k j u k j u k j n

D k j

 

          
               

 

（5-38） 
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 1

ref ref ref

ref ref ref

1
( ), ( 1), , ( 1 ),

( 1) , ( 1), , ( 1 )
2

( ), ( 1), , ( 1 ),
( 1) , ( 1), , ( 1 )

2

u

a

r r r b

a

r r r b

D k j

y k j y k j y k j n
f

u k j h u k j u k j n

h
y k j y k j y k j n

f
u k j h u k j u k j n

h

 

         
             

         
            

 （5-39） 

5.4.3  预测输出的求取 

求得近似滚动控制序列后，即可将非线性系统沿近似滚动控制序列和期

望输出轨迹处理为线性系统。为方便起见，首先定义实际控制作用与近似滚

动控制作用之间的差值为修正输入 du 。 

当前时刻为 k ，显然，k j 时刻的近似滚动控制取系统实际输入，因此 

 d ( ) 0u k j  , 0,1,2,j      （5-40） 

而 k j 时刻的修正输入为 

 d ( ) ( ) ( )ru k j u k j u k j      （5-41） 

可以看出，使性能指标 J 取得极小值的  u  可通过优化  du  间接得到其

次优值。在 k 时刻，将 ( 1)y k  沿期望输出 ref ref ref( ), ( 1), , ( 1)ay k y k y k n      和

近似滚动控制序列 ( ), ( 1), , ( 1)r r r bu k u k u k n      用斯特林插植公式一阶展

开，可得 

 
   

 

ref ref

ref
1

1

ˆ( 1) ( 1)
( ), , ( 1 ),

( ), , ( 1 )

1 ( 1 ) ( 1 )

1 d ( 1 )

a

b

a

r r b

n

yi
i

n

ui
i

y k y k

y k y k n
f

u k u k n

D k y k i y k i

D k u k i





  

     
       

       

   





 （5-42） 
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考虑到  

d ( 1) d ( 2) d ( 1 ) 0bu k u k u k n            

式（5-42）可以简化为 

    

 

ref ref

ref
1

1

( ), , ( 1 ),
ˆ( 1)

( ), , ( 1 )

1 ( 1 ) ( 1 )

1 d ( )

a

a

r r b

n

yi
i

u

y k y k n
y k f

u k u k n

D k y k i y k i

D k u k


     
        

       

 

  （5-43） 

同理有 

 

   

 
 
 

ref ref

ref
1

1

2

( 1), , ( ),
ˆ( )

( 1), , ( )

ˆ( ) ( )

d ( 1)
d ( 2)
d ( )

a

a

r r b

n

yi
i

u

u

uj

y k j y k j n
y k j f

u k j u k j n

D k j y k j i y k j i

D k j u k j

D k j u k j

D k j u k



       
          

       

    

        

 


 （5-44） 

其中，当 0j i ≤ 时， ˆ( )y k j i  表示当前时刻之前（包括当前时刻）的输

出近似值，可直接取系统的实际输出 ˆ( ) ( )y k j i y k j i     。   ,yiD k j  

1,2, , ai n    和   , 1,2, ,uiD k j i j     均为已知量，其求取方法如下： 

 

ref ref ref

ref ref ref

( 1), , ( ) , , ( ),
( 1), , ( )

2
( 1), , ( ) , , ( ),

( 1), , ( )
2

a

r r b
yi

a

r r b

y k j y k j i h y k j n
f

u k j u k j n
D k j

h
y k j y k j i h y k j n

f
u k j u k j n

h

             
          

             
        

（5-45） 
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 

ref ref

ref ref

( 1), , ( ),
( 1), , ( ) , , ( )

2
( 1), , ( ),

( 1), , ( ) , , ( )
2

a

r r r b
ui

a

r r r b

y k j y k j n
f

u k j u k j i h u k j n
D k j

h
y k j y k j n

f
u k j u k j i h u k j n

h

       
                

       
              

 （5-46） 

为方便起见，将式（5-44）简记为 

 



ˆ ˆ ˆ( ) ( 1), , ( ),

d ( 1), ,d ( ),0, ,0
k j ay k j f y k j y k j n

u k j u k

        

       
 （5-47） 

其中，  , ,k jf       为关于 ˆ ˆ( 1), , ( ),d ( 1), ,d ( ),ay k j y k j n u k j u k             

0, ,0   的线性函数；当 0j i ≤ , 1,2, , ai n    时， ˆ( ) ( )y k j i y k j i     。 

5.4.4  次优控制律的求取 

经过上述处理后，预测控制的优化问题式（5-32）可转换为 

       

     

 
   

1

ref
d ( ) 0

1

ref

ˆmin , 1 1

ˆ ˆ( ), , ( 1), , , 1 ,
ˆs.t. 1

d ( ), ,d ( ),0, ,0
ˆ 1 ,d ( ) ( ) , 0, , 1
ˆ 1 1

N

u k i
i

a
k i

r

r

J y k q y k i y k i

y k i y k y k y k i n
y k i f

u k i u k

y k i Y u k i u k i U i N

y k y k E






 

     

            
    

       
        

   

u



（5-48） 

求解式（5-48），可得到一个修正控制序列 d ( )u k i ，将其与近似滚动

控制序列 ( )ru k i 相加，即可得到一个原非线性预测控制的次优控制序列。

在实际控制中，只有 ( ) d ( ) ( )ru k u k u k  作用于系统，下一时刻的控制由下

一时刻的优化给出，如此反复，得到一个次优滚动控制序列。 

将非线性模型进行线性近似处理后，基于线性化模型的在线优化计算量

要比直接基于非线性模型的在线优化计算量小得多。但是，线性化截断误差
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的引入使得系统的稳定性受到影响，为了保证稳定性，对系统的要求就更加

苛刻。 

假设 5.7  存在一个线性化截断误差范围 Ê ，考虑  ˆ
ˆ,r rE a b a E b E    ，

对于任意的    ref ref ref, , 1ay k y k n Y      、任意的     ˆ, , 1a re k e k n E      、

任 意 的    1 , ,a a bu k n u k n n U        ， 以 及 满 足  1au k n    

 d 1au k n U   的  d 1au k n  ，都有 

   
       

       
          

ref ref

ref ref

ˆ

1 1 , ,
1 d 1 , 2 , ,

1 1 , , ,d 1 , ,0
ˆ

a

a a

a a

a a a a b

k n a a a

y k n y k n

y k n e k n y k e k
f

u k n u k n u k n u k n n

f y k n e k n y k e k u k n

E



  

          
               

             



 

其中，  , ,
ak nf       为用斯特林插值公式对  , ,f      的逼近。 

假设 5.8  对于任意的    ref ref ref, , 1ay k y k n Y      、任意的   , ,e k     

  ˆ1a re k n E   ， 都 存 在 满 足    1 d 1r a au k n u k n U      的

 d 1au k n  ，使得 

   
          

ref

ref ref

ˆ

1 1 , , ,d 1 , ,0
a

a a

k n a a a

r

y k n y k n

f y k n e k n y k e k u k n

E



  

              



 

其中，  1r au k n  为采用式（5-34）求取的近似滚动控制。 

定理 5.5  当假设 5.7 和假设 5.8 都成立时，如果初始时刻的系统输出满

足     ˆref0 0 ry y E  ，则采用上述方法求解得到的次优滚动控制律可使系统

输出在跟踪误差范围 r̂E 内大致跟踪期望输出轨迹。 

证明： 

假设当前时刻为 k ，优化问题式（5-48）有解，定义其最优修正输入序
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列为 d ( ), 0,1, , 1u k i i N      ，将 ( ) d ( ) ( )ru k u k u k  作用于系统，系统过

渡到 1k  时刻。因为式（5-48）有解，则意味着  ˆ 1y k  满足 

   refˆ 1 1 ry k y k E     

又由假设 5.7 可知， 1k  时刻的实际输出  1y k  满足 

    ˆˆ1 1y k y k E     

因此  

    ˆref1 1 ry k y k E     

这意味着，存在一个   ˆ1 re k E  ，使得      ref1 1 1y k y k e k     。 

由假设 5.8 可知，存在修正输入 d ( 1)u k  ，使得 

   refˆ 2 2 ry k y k E     

因此， 1k  时刻对应的优化问题有解。 

又因为初始时刻的系统实际输出满足     ˆref0 0 ry y E  ，因此初始时刻

对应的优化问题有解。所以，系统输出能大致跟踪期望输出轨迹。 

得证。 

由定理 5.5 可以看出，线性化截断误差的引入使得系统输出的跟踪精度

降低，原滚动控制律可使系统输出在跟踪误差范围 rE 内大致跟踪期望输出，

而次优滚动控制律只能使系统输出在跟踪误差范围 r̂E 内大致跟踪期望输出。 

5.4.5  仿真算例 

本次仿真取被控对象为 
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 
           
           

2

2

0.1 2sin 1 5 1 , ( ) 1
1

0.1 4cos 1 7 2 1 , ( ) 1

y k y k u k y k u k y k
y k

y k y k u k y k u k y k

        
     


≤
 

系统控制输入的幅值约束为 

2 2u ≤ ≤  

考虑期望输出为 

 
ref

1
( ) 5sin , 1,2,

20
k

y k k
  

     
 

 

预测步长取 3N  ，可调参数取 0.5h  ，初始参数设置为 

ref ref( 1) (0) 0y y   ; ( 1) (0) 0y y   ; ( 1) (0) 0u u    

基于原非线性模型的大致跟踪误差范围取 0.6 0.6e ≤ ≤ ，经过多次仿真

验证得出，基于线性近似模型的大致跟踪误差范围可取 1 1e ≤ ≤ 。 

图 5-8 和图 5-9 是仿真 100 步的结果。 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-6

-4

-2

0

2

4

6

8

Time

y,
y re

f

基于线性近似模型进行优化的系统输出
期望输出
基于原非线性模型进行优化的系统输出

 
图 5-8  输出跟踪对比 
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1

Time

y-
y re

f
基于线性近似模型进行优化的跟踪误差
基于原非线性模型进行优化的跟踪误差

 
图 5-9  跟踪误差对比 

分别将仿真 100 步后两种方法进行优化计算的时间消耗进行统计求均

值，得到两种方法平均每步优化计算的消耗时间。 

经计算，基于近似线性模型的优化计算消耗时间为 0.02491s ；直接基于

原非线性模型的优化计算消耗时间为 0.05899s 。 

可以看出，将基于近似线性模型进行优化得到的控制律作用于系统，其

跟踪精度要比将直接基于原非线性模型进行优化得到的控制律作用于系统

的跟踪精度低一些。其原因是在对非线性模型进行线性近似的处理过程中，

不可避免地引入了线性化截断误差，使得系统的跟踪精度降低。但是，基于

近似线性模型进行优化的平均时间消耗要比直接基于原非线性模型进行优

化的平均时间消耗要少得多。 
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5.5  基于线性近似和神经网络逼近的非线性系统 
预测控制 

非线性系统预测控制的关键问题在于如何处理非线性和降低在线计算

量。由于非线性系统的设计和分析往往比线性系统困难得多，所以非线性微

分方程通常不可能得到封闭形式的解析解，除非经过特殊处理。而傅里叶变

换、拉普拉斯变换、叠加原理等适用于线性系统的数学工具都不再适用于非

线性系统的控制问题。因此，对于实际工程人员和理论研究者来说，处理非

线性系统最直接也是最有效的办法就是将系统的非线性特性线性化，然后再

用成熟的线性系统设计方法完成控制过程[119]。 

在 5.4 节中，我们针对不同类型的非线性系统，分别用泰勒级数和斯特

林插值公式进行了线性近似处理，并设计了模型预测控制器。在进行预测控

制器设计时，为了减少在线计算量，人为地忽略了线性化过程中产生的非线

性高阶项。如果能对被忽略的非线性高阶项进行有效估计，则无疑会大大提

高预测模型的精度，从而改善控制效果。 

由于神经网络（Neural Network，NN）能够充分逼近复杂的非线性映射

关系，已成为对非线性系统建立预测模型和进行优化控制的关键技术之一[120]，

并产生了多种基于神经网络的预测控制算法[121-127]。当前，反向传播（Back 

Propagation，BP）网络是应用最为成熟的神经网络，但存在局部最优、训练

速度慢等缺点；而径向基函数（Radial Basis Function，RBF）神经网络在一

定程度上克服了 BP 网络的缺点，已在预测控制领域得到较好的应用[128,129]；

文献[130]以二次型函数作为预测控制器的目标函数，使用递归 BP 神经网络

构造一个非线性多步预测模型，设计了一种非线性多步预测控制器；文献[131]

采用多层局部回归神经网络离线建立预测模型，采用二次型函数作为性能指

标函数，设计了预测控制器，改善了控制性能。 
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受文献[130]和文献[131]的启发，本节设计了基于线性近似和二次型重构

的非线性模型预测控制器。通过将对象非线性系统进行线性近似处理，并将

控制性能指标函数重构为易于处理的二次型问题，明显减少了在线计算量，

同时得到了较满意的控制效果。在此基础上，为了提高模型精确度，用 RBF

神经网络对线性化过程中产生的非线性高阶项进行逼近，显著提高了对象系

统模型的精确度，控制效果也得到了进一步改善。 

5.5.1  问题描述 

考虑如下的离散时间非线性系统： 

 
      

     
1 ,x k f x k u k

y k C k x k

 


 （5-49） 

其中， ( ) nx k R 为状态向量， ( ) mu k R 为控制输入向量， ( ) py k R 为输出

向量。  f  为一个连续的非线性函数，  C k 为一个常数矩阵。 

在实际的工业生产过程中，受设备功率等条件的限制，对系统的控制量

和控制增量都是有一定限制的，需服从如下的约束条件： 

 min max

min max

( )
( )

u u k u

u u k u  
≤ ≤
≤ ≤

 （5-50） 

同时，为了避免系统输出超过限制量，给出以下的输出约束： 

 min max( )y y k y≤ ≤  （5-51） 

其中， min maxu u≤ 、 min maxu u ≤ 和 min maxy y≤ 分别为各向量的下界和上界。 
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5.5.2  基于线性近似的非线性模型预测控制 

1．对象系统的线性近似 

由于线性化是处理非线性系统最直接也最有效的方法，因此近年来发展

出了若干以微分几何为主要工具的精确线性化方法，为非线性控制系统的分

析与综合问题提供了有效的解决方案。精确线性化方法在应用时必须满足苛

刻的条件，并且结构相对复杂，在实际的应用过程中往往很难得到所需的非

线性变换结果。另外，大多数实际系统并不满足精确线性化方法中的对合条

件，因而研究非线性系统的近似处理方法受到了工程技术人员和理论研究者

的高度重视。近年来出现的先进的线性近似方法主要包括最佳拟线性化、伪

线性化、近似输入输出线性化、近似状态反馈线性化、中心流形法等[119]。但

在工程应用领域，传统的泰勒级数展开法仍然受到工程技术人员的青睐，这

是因为泰勒级数展开法具有物理意义明确、线性近似过程简单的优点。而斯

特林插值公式法[135]在现有的关于线性近似的文献中并不多见，但文献[132]

指出利用斯特林插值公式对非线性函数进行线性化处理的精度要高于泰勒

一阶近似，且不需要对其进行求导运算。因此，本节拟用上述两种方法对预

测控制中的非线性系统进行线性近似处理。 

在本节中，将根据非线性函数  f  是否可微，分别用泰勒级数展开法和

斯特林插值公式法对系统进行不同的线性近似处理。当然，斯特林插值公式

法也可对连续可微的非线性函数进行线性近似，在这里之所以采用泰勒级数

展开法对其进行处理，是因为泰勒级数展开法有其自身优点，即物理意义明

确、线性近似过程简单。 

1）输入输出函数可微分的情况 

当  f  为一个连续可微的非线性函数时，可直接用泰勒级数公式将非线

性系统式（5-49）在工作点  0 0,x u 处展开，分解为一个线性系统和一个未知

非线性项相加的形式。 
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        

      

0 0

0 0

0 0 , 0

, 0

,
1 ,

,

x u

x u

f x u
x k f x u x k x

x
f x u

u k u k
u




    




 


 （5-52） 

其中，  0 0 0,f x u x ，而  k 是相应的泰勒级数的高阶项。定义  k A  

 
0 0,

,
x u

f x u

x




,    
0 0,

,
x u

f x u
k

u





B ,     0x k x k x   和     0u k u k u   ，则

系统式（5-49）可重写为 

 
           

     
1x k k x k k u k k

y k k x k

   

 

   



A B

C
 （5-53） 

2）输入输出函数不可微的情况 

当  f  为一个连续不可微的非线性函数时，泰勒级数在此不再适用。与

泰勒级数展开线性近似不同，用斯特林插值公式对非线性函数进行线性近似

时无须进行求导运算，只需用有限线性运算来逼近该非线性函数[133,134]。由

于斯特林插值公式能对余项直接进行控制，这使得在某些应用中其比泰勒近

似更具吸引力。如果能选取合适的区间长度，则可以确保斯特林余项能接近

完整泰勒级数的高阶项[135]。 

下面用斯特林插值公式对非线性系统式（5-49）进行线性近似。首先定

义如下函数： 

 

 

 

2 2

2 2
2

h h
f x f x f x

h h
f x f x

f x





         
   
        
   

 （5-54） 

其中，   :f R R  为非线性函数；h为一个可调参数，一般为取自区间  0,1

内的实数； 为差分算子； 为平均算子。令 ph x x x   ，用斯特林插值

公式将  f x 在 x x 处展开，表述如下： 
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   

     
2

2

2!

f x f x ph

p
f x p f x f x 

 

   
 （5-55） 

此处只保留其一阶项，将高阶项写为一个参数的形式，则非线性函数的

线性近似为 

 
       

     
D1

D1

f x f x f x ph k

f x f x x k





  

  
 （5-56） 

其中 

      
D1 2

f x h f x h
f x

h

  
  （5-57） 

拓展到向量形式，即 nx R , : n nf R R ,  T
1 2 nx x x x    。令 jx 为

x的第 j 个元素， je 为第 j 个元素为1的单位向量，则式（5-56）可拓展为 

 
   

   

21
2!x x

x

f x f x D f D f

f x D f k

 

 

   

  

  


 （5-58） 

其中 

  
1

1 n

x i i i
i

D f x f x
h

  


 
  

 
  （5-59） 

式（5-54）拓展为 

 

 

 

2 2

2 2
2

i i i

i i

i

h h
f x f x e f x e

h h
f x e f x e

f x





         
   
        
   

 （5-60） 

其中， ie 为第 i 个元素为1的单位向量。 
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下面用斯特林插值公式将非线性系统式（5-49）在工作点  0 0,x u 处展开。

此时，  T
0 0x x u ,     T

x x k u k    , 2n  。则式（5-58）重写为 

 

      

        

   

1 1 0 2 2 0 0 0

0 0

1 ,
1 ,

,

x k f x k u k

x k x u k u f x u
h
f x u k

   



 

    



 （5-61） 

其中，  0 0 0,f x u x ，而  k 是相应的斯特林插值公式的高阶项。差分算子

1 2,  和平均算子 1 2,  可由式（5-60）计算得出。定义   1 1 0x
k

h

  A , 

  2 2 0x
k

h

  B ,     0x k x k x   和     0u k u k u   ，则系统式（5-53）可

重写为 

 
           

     
1x k k x k k u k k

y k k x k

   

 

    



A B

C
 （5-62） 

至此，无论非线性函数  f  是否可微，非线性系统式（5-49）均可以通

过线性近似方法构造为如式（5-53）或式（5-62）的形式。这种形式可为构

造二次型最优化问题提供方便，将在下面详细说明。 

2．性能指标函数的二次型重构 

在第 1 章中已经提到，模型预测控制是一种迭代最优化方法，即在每个

采样时刻 k 测量或估计当前状态，然后通过对一个控制性能指标函数的最优

化来获得最优的控制输入向量。对模型式（5-49），给出如下满足有限时域二

次型规则的性能指标函数： 

        
12 2

1 0

uNN

Q R
j j

J k r k j k y k j k u k j k


 

         （5-63） 

其中，  r k j k 为输出信号的参考轨迹，  y k j k 为预测输出，  u k j k 

为输入增量，且      1u k j k u k j k u k j k       。N 和 uN 分别为预测
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域和控制域，其中 1N≥ ，0 uN N ≤ 。Q 和 R 为适当选取的权值矩阵。
Q


和
R

 为权值欧氏范数。式（5-63）等号右边第一项表示预测输出和参考输出

之间的误差，第二项考虑了控制增量的影响。在点  0 0,x u 处，    0y k r k ，

因此性能指标函数式（5-63）可以重写为 

      
12 2

1 0

uNN

Q R
j j

J k y k j k u k j k


 

       （5-64） 

定义如下向量： 

 

     
     
     
     
     
     

T

T

T

T

T

T

1

1

1

1

1

1

u

u

k k k k N k

k k k k N k

y k y k k y k N k

u k u k k u k N k

x k x k k x k N k

u k u k k u k N k

  

  

  

  

  

    

    

    

    

    

       













 （5-65） 

则根据式（5-63），预测输出  y k 可表示为 

          1y k x k u k u k k        K L G H  （5-66） 

根据式（5-62），预测输出  y k 可表示为 

          1y k x k u k u k k           K L G H  （5-67） 

由于式（5-66）和式（5-67）都是由线性近似方法得来的，不仅具有相

似的表示形式，本质上也并无区别，因此，基于式（5-66）和式（5-67）的

二次型重构形式也是相似的。下面仅以式（5-66）为例进行说明。 
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式（5-66）中各参数分别为 

 

 

 

 

 

   

T2

1

1

1 2

0
0

0 0
0

u

N

N

N N N

N N



 

 



 
  
 
 

   
 
  
 
 

     
 
 
 
 
 
 

K CA CA CA

CB
C A I B

L

C A I B

CB
C A I B

G

C A I B C A I B

C
CA C

H

CA CA C









 
 




   


  

因此，对式（5-63）的最优化问题可重写为 

 

 
         

 
   

       

2 2

min max

min max

min max

min 1

s.t.

1
1

Q Ru k
x k u k u k k u k

u u k u

u u k I u k u

y x k u k u k k y

  

  

    


      

  

  

    

K L G H

K L G H


≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （5-68） 

其中 

 min min 0 max max 0

min min 0 max max 0

0 0
0

u u u u u u

y y y y y y

 
 

 
 
 
 
 
 

   
   

I
I I

I

I I I




   


 （5-69） 
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定义   Nu k R    ，则对式（5-64）的最优化问题可重构为一个二次

规划（QP）问题。 

 
T T1min

2
s.t. s l

  



W

E≤ ≤


 （5-70） 

其中 

 

 
      

 
 

     
     

T

T

T

min

max

min

max

min

max

2

2 1

1
1

1
1

x k u k k

s
u

b
l

u

u u k

u u k
b

y x k u k k

y x k u k k

  

 
 

   
   

 

   

    
 

   
 

   
   

         
 

     

W G QG R

G Q K L H

E I I G G I

K L H
K L H

 



  

此处，由于Q 和 R 为正定阵，矩阵W 也为正定阵，且所有的可行域都

是凸的，因此最优化问题式（5-70）为一个凸二次规划问题。对二次规划问

题式（5-70）求解，得到一个在控制域 N 上的控制增量向量  u k ，从而可

计算出 k 时刻的最优控制输入序列。 

3．仿真分析 

由于斯特林插值公式法处理非线性系统的范围更宽，因此在本节中仅对

采用此方法进行线性近似的情况进行仿真分析。选取某非线性对象系统，其

非线性函数  f  不满足连续可微条件，泰勒级数展开法不再适用于此处，故

用斯特林插值公式法对其进行线性近似处理。 
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例 5-1  所选非线性对象系统描述如下： 

  
           
           

2

2

0.6 2 1 4 1 , ( ) 1
1

0.6 4 1 7 2 1 , ( ) 1

x k x k u k x k u k x k
x k

x k x k u k x k u k x k

        
     


≤
  

其中，预测域 10N  ，控制域 3uN  ，控制时长 100st  。权值矩阵

2.5Q I , 0.5R I 。输入约束为  35 35u k ≤ ≤ ，控制增量约束为

 40 40u k ≤ ≤ ，输出约束为  10 10y k ≤ ≤ 。本例的参考输出轨迹设置

为一个方波信号。 

本例对直接基于原非线性模型的情况和基于近似线性模型的情况分别

进行了仿真，结果如图 5-10～图 5-12 所示。在图 5-10 中，yref为参考输出轨

迹， 1y 为采用基于原非线性模型的 MPC 方案时系统的输出轨迹， 2y 为采用

基于本章近似线性模型的 MPC 方案时系统的输出轨迹；图 5-11 为两种不同

情况下的控制输入曲线，其中， 1u 为采用基于原非线性模型的 MPC 方案时

的控制输入， 2u 为采用基于本章近似线性模型的 MPC 方案时的控制输入；

在图 5-12 中， 1 1 refe y y  ， 2 2 refe y y  ，分别表示采用两种 MPC 方案时

的系统对参考输出轨迹的跟踪误差。 
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图 5-10  系统输出跟踪曲线 
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图 5-11  系统控制输入曲线 
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图 5-12  跟踪误差曲线 

在仿真过程中，分别对两种方法进行 100 步优化计算所消耗的时间进行

统计求均值，可得到两种方法平均每步优化计算所消耗的时间。 
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经计算，直接基于原非线性模型的 MPC 方案消耗时间为 0.04672s ；基

于本章近似线性模型的 MPC 方案消耗时间为 0.01925s 。 

由仿真结果可以看出，本章基于线性近似模型的 MPC 方案的跟踪精度

要比直接基于原非线性模型的 MPC 方案的跟踪精度略低。其原因是在对非

线性模型进行线性近似处理时，忽略了非线性高阶项，这必然引入了线性化

截断误差，使系统的跟踪精度降低。但是，与直接基于原非线性模型的 MPC

方案相比，基于线性近似模型的 MPC 方案能减少控制能量的消耗，而且大

大节省了跟踪时间。 

5.5.3  基于 RBF 神经网络逼近的模型预测控制 

1．RBF 神经网络对非线性高阶项的逼近 

在上一小节中，我们对非线性对象系统式（5-49）进行了线性近似处理，

对性能指标函数进行了二次型重构，证明了无论非线性函数  f  是否可微，

均可以将对式（5-64）的最优化问题重写为式（5-68）的形式，进而重构为

一个凸二次型最优化问题式（5-70）。但是，仅用线性近似方法并不能得到非

线性高阶项    ,k k  的值，因此，式（5-65）中的    ,k k  项也未能得

出，式（5-70）中的参数 , l 也为未知。在上一小节的仿真计算中，上述参

数都被忽略，从而降低了模型精确度。只有计算或估计出    ,k k  的值，

才能对二次规划问题式（5-70）精确求解，进而准确计算 k 时刻的最优控制

输入。 

RBF 神经网络已经被证明能够以任意精度对某连续函数进行逼近[136]。

对一个 RBF 神经网络，若网络输入为 n维向量u ，网络输出为m 维向量 y ，

则 RBF 神经网络隐层第 i 个节点的输出为 

  i iq R u c   （5-71） 
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其中， u 为 n 维输入向量； ic 为第 i 个隐节点的中心， 1,2,i  ；  通常为

欧氏范数；  R  为 RBF 函数，具有局部感受特性。网络输出层第 k 个节点的

输出为 

 k ki i k
i

y w q    （5-72） 

其中， kiw 为 iq 到 ky 的连接权， k 为第 k 个输出节点的阈值。RBF 神经网络

的学习算法此处不再赘述，文献[136]中有详细的训练学习步骤。 

用 RBF 神经网络来估计    ,k k  值的过程为（仅以  k 为例）： 

首先将  k 重写为 

                  0 0 0 0, ,k f x k u k f x u k x k x k u k u      A B （5-73） 

令  T
0 0x u x u 为输入向量，  k 为目标向量。然后用适当的采样数

据对 RBF 神经网络进行训练，就可以建立目标向量  k 的模型，进而可估

计出在预测域内每个采样时刻 k 的  k 值。 

2．基于 RBF 神经网络逼近的 NMPC 方案 

结合上面给出的二次规划问题式（5-70），基于 RBF 神经网络逼近的

NMPC 方案可总结如下： 

（1）令 1k  。设置控制时间终点为 T，预测域为 N ，控制域为
uN ，采

样周期为 ，权值矩阵为 Q 和 R。 

（2）用 RBF 神经网络无导师（非监督）学习方法离线建立  k 模型。 

（ 3）用第（ 2）步中的训练模型计算  k 。计算过程模型矩阵

K , L ,G , H , I 和二次规划矩阵 ,W  , E , b 。 

（4）对二次规划问题式（5-70）求解以获得最优控制增量向量  u k 。 
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（5）计算最优控制向量  u k ，仅将第一项控制量  u k k 作用于系统。 

（6）如果 k T ，则令 1k k  ，返回第（3）步；否则结束。 

由以上步骤可以看出，本章提出的算法考虑了线性近似过程中的高阶项

   ,k k  ，并且可以通过 RBF 神经网络方法对其进行离线估计，不仅能提

高模型的精确度，而且可以提高具有高频采样率工业过程的整体效率。 

3．仿真分析 

本节选取两种不同的非线性对象系统，用上一小节介绍的模型预测控制

方案进行仿真分析。例 5-1 中所选取对象系统中的非线性函数  f  是可微的，

可直接用泰勒级数对其进行线性近似处理；例 5-2 中所选取对象系统中的非

线性函数  f  是不可微的，用斯特林插值公式法对其进行线性近似处理。本

节两个算例均考虑了约束条件的影响，并且都分为考虑高阶项和不考虑高

阶项两种情况进行分析，仿真结果表明考虑高阶项时可以达到更好的控制

效果。 

例 5-2  考虑如下非线性被控对象系统： 

 
 

 
 

 
 

 
 

1 1 1

2 2 2

1 1 01
1 0 4 11 k k

x k x k T x kT T
u u

x k x k T x kT T




           
                        

 

其中， 0.5  ，采样时间 0.1sT  ；预测域 10N  ，控制域 3uN  ，控制时

长 100st  ；阶段指标函数为   T T,q x u x x u u Q R ，其中， 0.5T Q I ，

0 1T R ；权值矩阵 1.5Q I ， 0.2R I ；输入约束为  25 25u k ≤ ≤ ，

控制增量约束为  30 30u k ≤ ≤ ，输出约束为  8 8y k ≤ ≤ 。本例的参

考输出轨迹设置为一个方波信号。 

将对象模型在原点处进行一阶泰勒展开，分解为一个线性系统和一个未

知非线性项相加的形式。 
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 
 

 
   1 1

2 2

1 1 0.1 0.05
1 0.1 1 0.05 k

x k x k
u k

x k x k


      
               

  

为了应用上一小节介绍的模型预测控制方案，首先需用 RBF 神经网络离

线逼近非线性项  k 的模型。可首先利用高斯白噪声信号作为系统输入，然

后用采集到的输入量和输出量来构造训练样本（本仿真中训练样本数据为

800 个），利用 K-means 算法得到隐层各节点的高斯核函数的中心值及宽度向

量，在决定好隐层的参数后求出输出层的权值。本例对考虑高阶项的情况和

不考虑高阶项的情况分别进行了仿真，结果如图 5-13 和图 5-14 所示。在    

图 5-13 中， 1y 为考虑高阶项  k 时系统对参考输出轨迹的跟踪效果， 2y 为

不考虑高阶项  k 时系统对参考输出轨迹的跟踪效果。图 5-14 为两种不同

情况下的输入曲线，其中， 1u 为考虑高阶项  k 时的控制输入， 2u 为不考

虑高阶项  k 时的控制输入。 
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图 5-13  系统输出跟踪曲线 
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图 5-14  系统控制输入曲线 

综合图 5-13 和图 5-14 可以看出，运用本章的 MPC 方案时能对参考输出

轨迹进行有效的跟踪，而考虑高阶项时能达到更好的控制效果，在两种情况

下的控制输入无显著差别。在仿真结果中，控制输入量、控制增量和输出量

均能满足设定的约束条件。 

例 5-3  本例采用与例 5-1 相同的被控对象系统。 

 
           
           

2

2

0.6 2 1 4 1 , ( ) 1
1

0.6 4 1 7 2 1 , ( ) 1

x k x k u k x k u k x k
x k

x k x k u k x k u k x k

        
     


≤
 

其中，预测域 10N  ，控制域 3uN  ，控制时长 100st  ；权值矩阵 2.5Q I ，

0.5R I ；输入约束为  35 35u k ≤ ≤ ，控制增量约束为  40 u k ≤ ≤ 

40，输出约束为  10 10y k ≤ ≤ 。本例的参考输出轨迹设置为另一个方波

信号。 

由于本例的对象系统不满足连续可微的条件，不能用泰勒级数展开法进

行处理，故采用斯特林插值公式法对其进行线性近似。参考例 5-1 中的步骤，
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本例也对考虑高阶项的情况和不考虑高阶项的情况分别进行了仿真，结果如

图 5-15 和图 5-16 所示。在图 5-15 中， 1y 为考虑高阶项  k 时系统对参考输

出轨迹的跟踪效果， 2y 为不考虑高阶项  k 时系统对参考输出轨迹的跟踪

效果。 
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图 5-15  系统输出跟踪曲线 
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图 5-16  系统控制输入曲线 
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图 5-16 为两种不同情况下的输入曲线，其中， 1u 为考虑高阶项  k 时

的控制输入， 2u 为不考虑高阶项  k 时的控制输入。 

综合图 5-15 和图 5-16 可以得出与例 5-2 相似的结论，两种情况下的控

制能量无明显差别，而考虑高阶项时依然能达到更好的跟踪精度。在仿真结

果中，控制输入量、控制增量和输出量也均能满足约束条件。 

5.6  本章小结 

关于跟踪问题中的非线性预测控制，现有研究主要集中在设计跟踪常值

期望输出的控制器上，而对某条期望输出轨迹的跟踪问题的研究很少见。本

章将非线性系统的跟踪问题按期望输出的形式分为两种：对单个稳定期望输

出点的逼近问题；对某条期望输出轨迹的跟踪问题。针对这两种跟踪问题，

首先，分别设计了非线性预测控制器，给出了为保证系统稳定所需满足的条

件；其次，针对第二种跟踪问题给出了一种简单的计算预测控制次优控制律

的方法；最后，给出了一种基于线性近似的非线性模型预测控制方法，并在

此基础上提出了一种基于 RBF 神经网络逼近的非线性模型预测控制方案。在

基于线性近似的预测控制方法中，首先运用斯特林插值公式法对非线性函数

进行线性近似处理，然后将模型预测控制性能指标重构为一个二次型最优化

问题，通过对二次型最优化问题的求解得到了模型预测控制的最优控制序

列。为了降低计算的复杂度，该 MPC 方案忽略了线性近似过程中产生的非

线性高阶项。在基于 RBF 神经网络逼近的非线性模型预测控制方案中，

用 RBF 神经网络逼近线性化过程中产生的非线性高阶项，提高了模型的

精确度。 

 



 

 

 

 

第 6 章 

预测控制在航天器末端
自主交会中的应用 

6.1  引言 

近年来，很多国家一直在研究航天器的自主交会对接技术，取得了不少

成果，在理论上提出了一些很具参考价值的运动模型和控制方法[115-117]，俄

罗斯也首次实现了两枚航天器的自主交会对接。所谓自主交会对接，指的是

航天器不依靠地面站的参与，依赖自身的星载敏感器对两枚航天器（追踪航

天器与目标航天器）的相对位置信息、相对速度信息以及相对姿态和相对姿

态速率信息进行测量，通过自身的星载计算机输出控制指令，实现两枚航天

器的交会对接任务。 

本章以航天器的末端交会控制为研究目标，建立两枚航天器的末端交会

运动模型，并设计末端交会过程中的控制算法。在末端交会时，两枚航天器

相距较近且大致处于同一轨道平面内，为保证精度，追踪航天器一般采用有

限推力发动机。为了实现平稳交会，需要对两枚航天器之间的接近速度和相



非线性模型预测控制方法  

 
·162· 

对姿态速率施加约束，而预测控制处理状态约束和控制约束的能力使得其在

航天器末端交会中具有良好的应用前景。本章首先建立了基于视线坐标系的

相对运动方程，然后将预测控制应用于航天器的末端交会，在控制过程中采

用中心差分粒子滤波器对状态信息进行估计，最后通过仿真验证了算法的可

行性。 

6.2  基于视线坐标系的相对运动方程 

基于视线坐标系的自主交会按照视线角的定义分为两种类型：基于惯性

坐标系的视线制导交会；基于目标轨道坐标系的视线制导交会。本章采用基

于惯性坐标系的视线制导交会，坐标系选取如图 6-1 所示。 

 
图 6-1  坐标系定义 

为方便起见，首先定义相关概念。 

惯性坐标系 i i i iX Y Z O ：原点 iO 为地球质心； i i iX Y O 为目标轨道面， iX 、

iY 定义在目标轨道面内，按需要选择其具体位置，相互垂直，惯性空间位置

Zs 
Ys 

Xi

Oi Yi

Xs 

Os 

Zi

Rc

Rt

αβ
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固定，不随地球的自转与目标航天器的运动而运动； iZ 垂直于目标轨道面，

与 iX 、 iY 构成右手坐标系。 

视线坐标系 s s s sX Y Z O ：在惯性坐标系的基础上，按照 3 2  转动顺序

得到；原点 sO 为追踪航天器质心。 

tR ：目标航天器距离地球质心的径向量。 

cR ：追踪航天器距离地球质心的径向量。 

视线 s sO X ：追踪航天器指向目标航天器。 

视线角  ：视线在 i i iX Y O 平面内的投影与 i iO X 的夹角。 

偏离角 ：视线与 i i iX Y O 平面的夹角。 

 ：地球引力常数。 

tr ：目标航天器与地球质心的距离，即 t tr R 。 

cr ：追踪航天器与地球质心的距离，即 c cr R 。 

下面以目标航天器与追踪航天器的运动方程为基础，推导基于视线坐标

系的相对运动方程[116,117]。 

目标航天器的运动方程为 

 
3

t
t t

t

R
R f

r


    （6-1） 

其中，
3

t

t

R

r


 为目标航天器所受的地球引力； tf 为目标航天器轨道摄动。 

追踪航天器的运动方程为 

 
3

c
c c c

c

R
R f u

r


     （6-2） 
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其中，
3

c

c

R

r


 为追踪航天器所受的地球引力； cf 为追踪航天器轨道摄动； cu

为追踪航天器的控制加速度向量。 

用式（6-2）减去式（6-1）（因视线方向是由追踪航天器指向目标航天器，

所以应为目标航天器的运动方程减去追踪航天器的运动方程）可得 

 
2

2

d
d c

i

g f u
t


    


 （6-3） 

其中， t cR R  


为相对视线距离向径；
2

2

d
d t c

i

R R
t


 


  为相对视线距离向径

的二次导数；
3 3

t c

t c

R R
g

r r

 
    为两枚航天器的引力差； t cf f f   为两枚

航天器的轨道摄动差。 

因为要建立的是基于视线坐标系的相对运动方程，所以需要将
2

2

d
d it


投

影到视线坐标系上，经推导可得  

 
2 2

2 2

d d d2
d d dis is is is

i s st t t

               
      （6-4） 

定义 

2

2

d
d st

 
 ; d

d st

 
  

可得 

 
2

2

d 2
d is is is is

it

                
        （6-5） 

考虑到 

  
0

0
0

isz isy

is isz isx

isy isx

 
  

 

 
    
  

 （6-6） 
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  
0

0
0

isz isy

is isz isx

isy isx

 
  

 

 
    
  

 
  

 
 （6-7） 

并且根据视线角与偏离角定义，可以得到 

 
1 0 sin 0 sin
0 1 0
0 0 cos cos

isx

isy

isz

  
  
   

       
              
             



 
 

 （6-8） 

 
cos sin

sin cos

isx

isy

isz

    
 
    

   
      
       

  
 

  
 （6-9） 

将式（6-8）代入式（6-6），将式（6-9）代入式（6-7），可以得到 

  
0 cos

cos 0 sin
sin 0

is

  
    

  

 
 

   
   

 
 


 （6-10） 

 
0 sin cos

sin cos 0 cos sin
cos sin 0

is

    
        

    

 
 

     
    

  
     

  
（6-11） 

将式（6-10）、式（6-11）代入式（6-5），并定义  为相对视线距离， 

为相对视线距离速率， 为相对视线距离加速度，则有 

 T0 0 
  

 T0 0 
   

 T0 0 
   
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最终可以得到 

 

    

 

22

2 .

2

2

cos

d cos 2 cos 2 sin
d

2 sin cos
it

    

       

     

   
 

       
 

   
 

 


   

  

 （6-12） 

将式（6-12）写成分量形式： 

     22 cos x x xg f u             （6-13） 

 
.

cos 2 cos 2 sin y y yg f u              
 

     （6-14） 

  2
2 sin cos z z zg f u                （6-15） 

其中， xu 、 yu 、 zu 为视线坐标系上追踪器的控制加速度； xg 、 yg 、 zg

为视线坐标系上两枚航天器的引力差； xf 、 yf 、 zf 为视线坐标系上两枚

航天器的摄动差。 

在最终逼近段，追踪航天器与目标航天器基本处于同一轨道面上，且距

离比较小，所以偏离角 可近似看成零；引力差与摄动差都很小，将其看成

噪声项处理。 

因此，可以得到二维坐标系内的运动方程如下： 

  2
x xw u      （6-16） 

 2 y yw u       （6-17） 

其中， x x xw g f    ， y y yw g f    ，可将其看成噪声项处理。 

式（6-16）称为追踪航天器在视线坐标系内的纵向运动，式（6-17）称
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为追踪航天器在视线坐标系内的横向运动。纵向与横向的运动由单独的发动

机控制，分别称为纵向发动机与横向发动机。 

为与前面章节对应，将此相对运动方程转变为离散形式。考虑采样时间

sT ，用一阶龙格库塔法将式（6-16）和式（6-17）离散化为 

 1k k s kT       （6-18） 

  2
1 , ,k k s k k s x k s x kT T u T w          （6-19） 

 1k k s kT       （6-20） 

 1 , ,
2 1 1k k

k k s s y k s y k
k k k

T T u T w
  
  

     
        

    

    （6-21） 

为方便起见，将式（6-18）、式（6-19）、式（6-20）、式（6-21）规整为

向量形式： 

  1 , ,k k k kx f x u w   （6-22） 

其中，  T
, , ,k k k k kx      为状态向量；  T

, ,,k x k y ku u u 为控制输入；

 T
, ,,k x k y kw w w 为过程噪声。 

追踪航天器可依赖自身的星载敏感器对两枚航天器的相对视线距离、相

对视线距离速率及视线角和视线角速率进行测量，量测方程可描述为 

 k k ky x v H  （6-23） 

其中， kv 为量测噪声； 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

H  

至此，基于视线坐标系的相对运动方程及观测方程就已得出，下一节将

通过计算机仿真验证预测控制在末端交会中的应用。 
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6.3  应用仿真 

在本次末端交会仿真中，采样时间取 1ssT  ，将其代入式（6-18）～式

（6-21），则末端交会的相对运动方程为 

 
1

2
1 , ,

1

1 , ,
2 1 1

k k k

k k k k x k x k

k k k

k k
k k y k y k

k k k

u w

u w

  

   

  

  
  









 


   

  


              
    



 



  

 

0 时刻的初始状态为 

0 200m  ; 0 0.5m / s  ; 0 120   ; 0 0.03 / s     

目标状态为 

ref 5m  ; ref 0m / s  ; ref 180   ; ref 0 / s    

过程噪声为 

      TT, rand 0.01,0.02 , rand 0.02,0x yw w w    

其中，  rand 0.01,0.02 为位于区间  001,0.02 上的均值噪声；  rand 0.02,0 为

位于区间  0.02,0 上的均值噪声。 

追踪航天器上星载敏感器的量测误差为 

        T
0,0.2 , 0,0.1 , 0,0.01 , 0,0.01v       

其中，  0,0.2 表示均值为 0 且方差为 0.2 的高斯白噪声，其他类似。 
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状态约束为 

 
ref

ref

ref

ref

2m 205m
1m/s 1m/s

, , ,
80 80
5 / s 5 / s

X

 
 

   
 

 

  
         
     

 

 

≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤

≤ ≤

 

控制约束为 

 
2 2

2 2
y

0.2m/s 0.2m/s
,

0.2m/s 0.2m/s
x

x x

u
U u u

u

       

≤ ≤
≤ ≤

 

本次仿真采用 4.3 节中的鲁棒预测控制算法，即基于优化线性反馈控制

律的鲁棒预测控制。考虑到控制量被约束在很小的幅值范围之内，所以用饱

和控制律来替代线性反馈控制律。取预测步长 20N  ，考虑到 

 T
, , ,k k k k kx      ;  T

, ,,k x k y ku u u ; 

 T
, ,,k x k y kw w w ;  T

ref ref ref ref ref, , ,x       

并取阶段指标函数为   Tq x,u = x xQ ，其中 

0.01 0 0 0
0 0.01 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0.1

 
 
 
 
 
 

Q  

则预测控制在 k 时刻的优化问题为 

 

     

     

1 T
ref ref

0
T

ref ref

ˆ, ,

ˆ ˆmin max , ,

ˆ ˆ, ,

N k

N

k k
K w

i

k k

J K x w

x i x x x i x x

x N x x x N x x





   

 

 Q

P
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       
 
  

ref

ref

ˆ ˆ ˆs.t. 1, , , ,

ˆ, , = 0,1,2, , 1

ˆ,

k k i k i

k i

k

x i x f x i x Sat x i x x w

x i x X w W, i N

x N x x 

   

     

 

 

    T
refˆ, ,i k x ySat x i x x u u   

   

       

   

ref 1,1

ref ref1,1 1,1

ref 1,1

ˆ0.2, , 0.2

ˆ ˆ, , , 0.2

ˆ0.2, , 0.2

i k

x i k i k

i k

K x i x x

u K x i x x K x i x x

K x i x x

  

  

   


≤  

   

       

   

ref 2,1

ref ref2,1 2,1

ref 2,1

ˆ0.2, , 0.2

ˆ ˆ, , , 0.2

ˆ0.2, , 0.2

i k

y i k i k

i k

K x i x x

u K x i x x K x i x x

K x i x x

  

  

   


≤  

其中，  iK K ；  T
max 0.2,0.2U  ，  T

min 0.2, 0.2U    ；    T
0 0, ,x N x x N xP

为终端代价函数；ˆkx 为 k 时刻状态的估计值。考虑到过程噪声并不满足高斯分

布，且均值并不为零，我们在对状态进行估计时采用中心差分粒子滤波方法。 

拟采用 4.3.3 节中的方法求取终端代价函数中的正定矩阵，首先将末端

交会相对运动方程围绕目标点  T
ref ref ref ref ref, , ,x      进行一阶泰勒展开处

理为近似线性系统 

1k k k kx x u w   A B C  

其中 

1 0 0
0 1 0 0
0 0 1
0 0 0 1

s

s

T

T

 
 
 
 
 
 

A ;

0 0
0

0 0
0 0.2

s

s

T

T

 
  
 
 

 

B ;

0 0
0

0 0
0 0.2

s

s

T

T

 
 
 
 
 
 

C  

其次，求取使得 KR locK A A B 的特征值都处于单位圆内的线性反馈控

制增益。 
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loc
0.618 1.618 0 0

=
0 0 4.580 9.580

K
 
 
 

 

最后，设置可调参数 0.8  ，求取非负定矩阵 P ，使其满足 

T
KRKR 0  A PA P Q  

0T  B PB I  

得到的结果为 

0.393 0.243 0 0
0.243 0.393 0 0

=
0 0 31.374 16.374
0 0 16.374 17.874

 
 
 
 
 
 

P  

考虑将饱和控制的稳定域用作预测控制的终端状态约束集，经计算得到

的终端状态约束集可取为 

    T 4
ref ref 1.509 10x X x x x x     P ≤  

将 P 和 带入预测控制的优化问题，并采用滚动控制策略，经过仿真，

得到如图 6-2～图 6-7 所示的结果。 

    
    k 

图 6-2  视线距离变化曲线 

视
线
距
离
（

m
）
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    k 

图 6-3  视线距离速率变化曲线 

 

      
    k 

图 6-4  视线角变化曲线 

视
线
距
离
速
率
（

m
/s
）

 
视
线
角
（
度
）
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      k 

图 6-5  视线角速率变化曲线 

 

     
      k 

图 6-6  纵向控制输出 

视
线
角
速
率
（
度

/s
）

 
纵
向
发
动
机
输
出
（

m
/s

2 ）
 



非线性模型预测控制方法  

 
·174· 

     
      k 

图 6-7  横向控制输出 

由图 6-2～图 6-7 可以看出，视线距离、视线角都可被控制至目标点，而

且视线距离速率、视线角速率都满足约束条件；纵向控制指令和横向控制指

令也都满足纵向发动机与横向发动机的输出约束。 

6.4  本章小结 

关于航天器的末端交会控制，现有方法通常采用滑模变结构控制。而滑

模变结构控制在处理一些约束条件（如控制量幅值约束、状态量幅值约束）

时显得比较困难。考虑到预测控制处理约束条件的能力，本章将预测控制方

法应用于航天器的末端交会控制，并采用中心差分粒子滤波器对两枚航天器

的相对视线距离、视线距离速率、视线角、视线角速率进行估计，通过计算

机仿真验证了预测控制方法应用于末端交会控制的可行性。 

横
向
发
动
机
输
出
（

m
/s

2 ）
 



 

 

 

 

第 7 章 

模型预测控制在飞行器
姿态机动中的应用 

7.1  引言 

在现代空间任务中，如航天器空间交会对接、空天飞行器再入段姿态调

整、飞行器的姿态捕获、飞行器空间光通信、近地小卫星的编队飞行等，通

常要求飞行器具有良好的姿态机动能力[137]。在无人飞行器，尤其是大型无

人机自动着陆或着舰的过程中，需要飞行器以预设的姿态降落，以使飞行器

机体平面与跑道平面啮合，达到最好的着陆或着舰效果，这实际上也是一类

飞行器姿态机动问题。描述飞行器姿态的系统通常是具有强耦合特性的多输

入多输出（MIMO）非线性系统，这为解决飞行器姿态控制问题带来了巨大

困难。传统控制方案一般先通过特征点局部线性化及系数“冻结”法来获得

飞行器姿态模型，然后按线性系统的控制方案进行设计[138]，这要求原始模

型必须相对精确，而对姿态进行调整的范围却十分有限。滑模变结构控制方

法是能较好地处理非线性问题的方法之一[139]，但当对高阶（MIMO）非线性
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系统进行处理时，往往需要在多个滑模面上进行切换，这大大增加了计算的

复杂度。并且由于切换开关的存在，还会给系统带来高频“抖振”，从而影

响系统的性能指标。模型预测控制（Model Predictive Control，MPC）是一种

基于滚动优化的在线控制策略，具有对模型要求低、抗干扰性好、鲁棒性强

等优点，而且能够在优化性能指标的同时较好地处理各种约束条件，因此近

年来得到了众多工程技术人员和理论研究者的重视，并被应用到飞行器姿态

控制问题的研究中[140-144]。 

本章针对飞行器的姿态机动问题，提出了一种将飞行器姿态驱动到设定

姿态的模型预测控制算法。由于模型预测控制的一个重要特征是能实现对设

定参考点或参考轨迹的有效跟踪，因此本章要解决的飞行器姿态机动问题可

以转换为对设定姿态的跟踪问题。即将设定的机动姿态作为参考点，如果能

通过对某一性能指标的滚动优化，在某一时域内使飞行器的姿态成功跟踪参

考点姿态，那么就实现了飞行器的姿态机动。如果飞行器的设定姿态多于一

个，则可转换为对多个参考点组成的参考轨迹的跟踪问题。仿真结果表明，

本章的模型预测控制算法成功实现了飞行器的姿态机动。 

7.2  飞行器姿态运动方程的转换与解耦 

本章考虑的飞行器姿态运动方程是基于机体坐标轴系描述的，如图 7-1

所示。原点O为飞行器的质心， x轴垂直于飞机纵向对称平面指向飞行器的

两侧，从机尾看向右为正； y 轴在飞机对称面内并平行于飞机的纵轴线，机

头方向为正； z 轴由 x轴和 y 轴按右手螺旋定则确定，一般向上为正。 



 第 7 章  模型预测控制在飞行器姿态机动中的应用 

 
·177· 

 
图 7-1  坐标系定义 

在建立飞行器姿态运动方程之前，首先做出如下假设[145,146]： 

（1）飞行器为刚体且质量保持不变。 

（2）地球曲率为零，即将地球表面看作平面。 

（3）重力加速度为常值，不随飞行高度变化。 

（4）飞行器为面对称的，对称平面为机体坐标轴系的Oyz 平面，飞行器

的几何外形和内部质量都是对称分布的。 

设 1 、 2 、 3 分别为本章所研究刚体飞行器的滚转角、偏航角和俯仰角；

1 、 2 、 3 分别为飞行器绕 y 轴、 z 轴和 x 轴的旋转角速率； 1J 、 2J 、

3J 分别为飞行器关于 y 轴、 z 轴和 x 轴的转动惯量； 1L 、 2L 、 3L 分别为飞

行器关于 y 轴、 z 轴和 x 轴所受到的控制力矩。则飞行器姿态运动方程可描

述为[147] 
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1 1 2 1 3 3 1 3

1 1
2 2 3

3 3

3 3 1 2 1

2 3 1
1 2 3

1 1

3 1 2
2 3 1

2 2

1 2 3
3 1 2

3 3

cos tan sin tan
cos sin
cos cos

cos sin
J J L

J J

J J L

J J

J J L

J J

       
   
 

    

  

  

  

     

  



 
   

   

   














 （7-1） 

由式（7-1）可知飞行器姿态运动方程为非线性的，且各通道之间存在较

强的耦合作用。本章按文献[147]的方法对飞行器姿态运动方程进行反馈线性

化及通道间解耦。 

首先给出式（7-1）的状态空间描述。作如下定义： 

 

1 1 2 3 1
1 1

2 2 1 1

3 3 3 1 2
2 2

4 1 2 2

1 2 35 2
3 3

3 36 3

, ,

x J J L
u

x J J
x J J L

u
x J J

J J Lx
u

J Jx








 


       
         
      

  

  

取飞行器的输出为三个姿态角，则可用状态空间方程对飞行器姿态运动

方程进行描述，具体形式为 

  x  




x A Bu
y Cx


 （7-2） 

其中 

 
 

T
1 2 3 4 5 6

T
1 2 3

, , , , ,

, ,

x x x x x x

u u u





x

u
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 T
1 2 3, ,y y yy  

 

4 5 1 3 6 1 3

1 1
5 6

3 3

6 1 5 1

1 5 6

2 6 4

3 4 5

cos tan sin tan
cos sin
cos cos

cos sin

x x x x x x x

x x
x x

x x

x x x xx

x x

x x

x x





    
 
 
 
   
 
 
 
 
 

A  

 
 

T
3 3 3 3

3 3 3 3

,
,

 

 





B 0 I

C I 0
 

接下来用反馈线性化方法实现对姿态运动方程的线性化处理和各通道

间解耦。作如下状态变换： 

 

0
11

1
4 5 1 3 6 1 31

0
22

1 11
5 62

3 3
0

33

1
6 1 5 13

cos tan sin tan

cos sin
cos cos

cos sin

z x

z x x x x x x x

z x

x x
z x x

x x

z x

z x x x x


     
 

  



  

  

为了确定上述状态变换的可逆性，写出  z xz 的雅可比矩阵为 

   

   

2
5 1 6 1 3 6 1 5 1 3 1 3 1 3

5 1 6 1 3 5 1 6 1 3 3 1 3 1 3

5 1 6 1 1 1

1 0 0 0 0 0
sin cos tan 0 sin cos sec 1 cos tan sin tan

0 1 0 0 0 0
sin cos sec 0 cos sin sec tan 0 cos sec sin sec

0 0 1 0 0 0
cos sin 0 0 0 sin cos

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

 
     


       



 

z









 

其中，  T0 0 01 1 1
1 1 2 2 3 3, , , , ,z z z z z zz 。计算z 的行列式   3det sec x  z 可知其值

恒不为 0，而  z xz 显然是光滑的，因此由反函数存在定理可知，非线性
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状态变换  z xz 为全局有意义的。 

对控制输入进行变换如下： 

  v P Hu  （7-3） 

其中 

 
 
 
   
 
 

T
1 2 3

T
1 2 3

TT T T
1 2 3

1 5 1 6 1 4 6 1 3 5 1 3 3

2
6 1 5 1 3 1 5 6 2 4 6 1 3 3 4 5 1 3

2 5 1 6 1 5 1 3 6 1

, ,

, ,

, ,

sin cos sin tan cos tan tan

sin cos sec cos tan sin tan

sin cos 2 cos tan 2 sin

v v v

P P P

H H H

P x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

P x x x x x x x x x

  







      
     

    

v

P

H

 
 

  
 

 
 
 

3 4 3

4 2 6 1 3 5 1 3

3 4 6 1 3 5 1 3 5 1 6 1

4 2 6 1 3 5 1

1 1 3 1 3

2 1 3 1 3

3 1 1

tan sec
cos sin sec
sin tan cos tan cos sin
sin cos

1,cos tan ,sin tan
0,cos sec , sin sec
0,sin ,cos

x x x

x x x x x x

P x x x x x x x x x x x

x x x x x

H x x x x

H x x x x

H x x

 

 

 



      



  

   



 

通过上述变换过程，可得飞行器姿态控制系统的状态和输出方程为 

 0 0

0

 
 

z A z B v
y C z


 （7-4） 

其中 

 

1
0

2
0 0 0

3
0

0 1
, , 1,2,3

0 0
i i

 
          

A
A A A

A
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1
0

2
0 0 0

3
0

0
, , 1,2,3

1
i i

 
          

B
B B B

B
  

    
1
0

2
0 0 0

3
0

, 1 0 , 1,2,3i i

 
    
  

C
C C C

C
  

式（7-4）即经过反馈线性化得到的飞行器姿态控制系统的状态空间描述。

由式（7-4）可直接看出，系统式（7-1）已经被解耦成三个相互独立的控制

通道，每个通道都为临界稳定的线性能控规范型。 

7.3  模型预测控制器设计 

在 7.2 节中，我们将飞行器的姿态控制系统式（7-1）进行了线性化解耦，

得到了式（7-4）所示的状态空间描述。本节采用连续系统的模型预测控制理

论对系统式（7-4）设计模型预测控制器。 

首先考虑一般形式的用状态空间描述的连续系统 

 m m

m

x x u

y x

 
 

A B
C


 （7-5） 

其中， nx R , mu R 和 ly R 分别为系统的状态、控制输入和输出。针对上

述系统的模型预测控制性能指标函数通常选为如下形式： 

         T T

0
dpT

i i i iJ x t t t x t t t u t u t t        Q R   （7-6） 

其中， pT 为预测步长，Q 和 R 为给定的加权矩阵。系统的当前状态为  ix t 。

通过最小化代价函数式（7-6）可得滚动优化的最优控制律  u t 。但是这种

对代价函数的描述方式并不能体现系统对设定点或设定轨迹的跟踪效果。
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为了在优化问题中考虑到系统对设定点的跟踪，可以选取如下的性能指标

函数： 

              T T

0
dpT

i i i i i iJ r t y t t t r t y t t t u t u t t          R   （7-7） 

其中，  ir t 为设定点，在优化时域内为常值（或常值的集合），  i iy t t t 为

it 时刻预测的 it t 时刻的系统输出，通过对代价函数式（7-7）的最小化，

则可以得到驱动系统输出无限接近设定点的控制律。为了将式（7-7）转换为

与标准式（7-6）相同的形式，给出如下的增广模型： 

 
 
 

 
   
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0 0

i i i im m m

m l l l mi i i i
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u t

e t t t e t t t 

                           

A B
C





 （7-8） 

其中， 0 pt T≤ ≤ ，  i ie t t t 为系统跟踪误差，由式（7-8）可得其值为 

        i i i i i m i ie t t t y t t t r t x t t t       C  （7-9） 

 ir t 为常值向量，定义如下： 

         T
1 2i i i l ir t r t r t r t      

将式（7-9）代入式（7-7）中可得 
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定义 T
m mQ C C ，代入上式中，则式（7-7）可描述为 

         T T

0
dpT

i i i iJ x t t t x t t t u t u t t        Q R   （7-10） 
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其中，  i ix t t t 可由式（7-8）得出。针对性能指标函数式（7-10）的模型

预测控制优化问题可描述为 

 

 
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T
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F x t u t t


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 





Q R 







 （7-11） 

其中，        T T( (0; ), ( ))i i i i iF x t u t x t t t x t t t u t u t       Q R  为阶段代价函

数，  , nD R 为所有可测量且本质有界函数 : nR D R   的集合。则通过

对优化问题式（7-11）求解即可得到模型预测控制的最优控制序列 

 *
MPC 0( ) ( ; ,0), 0T pu t u t x t T ≤  （7-12） 

将对象系统式（7-5）替换为 7.3 节中给出的飞行器姿态控制系统的状态

和输出方程式（7-4），重复上述变换过程，可得 it 时刻的飞行器姿态跟踪的

模型预测控制优化问题如下： 

 

([ , ], )

([ , ], )

min ( , )

min ( ( ; ), ( ))d
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

 （7-13） 

其中，T 为预测域，  0,t T ， Z 和U 分别为系统的状态约束和输入约束。

另外，对  ,i it t t T  ，开始于初始状态
itz 受 ( )v t 驱动的状态预测轨迹用

( ; )z t t 表示。假设使 ( ( ), )T iJ z t v 取最小值的最优控制量是由 * ( ; , )
iT t iv t z t , 

 ,i it t t T  给出的。相应的最优性能指标由 * ( )
iT tJ z 定义，相应的预测轨迹

为 * ( ; , )
iT t iz t z t ,  ,i it t t T  。对给定的采样时间 0  ，系统的控制输入由预

测控制优化问题式（7-13）在采样时刻 it i 的最优解来定义，为如下形式： 
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 *
MPC ( ) ( ; , ),

iT t i i iv t v t z t t t t   ≤  （7-14） 

由于本章的模型预测控制算法是在有限时域内的局部优化问题，在对设

定姿态进行跟踪时无须将其近似为无穷时域的全局最优化问题，因此未添加

终端代价函数约束也能保证系统的闭环稳定性。同时，由于模型预测控制本

身的鲁棒性，在滚动优化过程中已实时考虑了外部干扰对飞行器姿态的影

响。当给定参考点姿态后，通过对当前飞行器系统状态 0z 的测量及对预测域

pT 和控制域 cT 的设定，在预测步长 NT 内，用本节的模型预测控制算法可实

现对设定姿态的跟踪，从而完成飞行器的姿态机动。我们将在 7.4 节用仿真

实例对本节针对飞行器姿态机动的模型预测控制算法的有效性进行验证。 

7.4  应用仿真分析 

本节用实例验证 7.3 节中飞行器姿态机动模型预测控制算法的有效性。 

作如下假设：某飞行器的姿态运动方程可用式（7-1）描述，并可通过反

馈线性化转换为式（7-4）的状态方程描述。该飞行器执行自动着陆任务，到

达自动着陆窗口后，根据当前自身速度及与着陆点的距离计算着陆前时间，

作为预测步长 NT ；根据预测步长设定预测域 pT 和控制域 cT ；将当前自身参

数 10 , 20 , 30 , 10 , 20 , 30 , 10L , 20L , 30L 转换为预测控制初始状态 0z ；将着陆

点时的设定姿态  1 2 3, ,r r rr    ,  1 2 3, ,r r rr    作为参考点，进行在线滚

动优化控制，达到成功跟踪设定着陆姿态的控制目标。为了实现飞行器的平

稳安全着陆，需要对飞行器的旋转角速率等进行限制，作为预测控制的约束

条件。初始参数设置如下： 

预测步长 10 sNT  ，预测域 4 spT  ，控制域 2 scT  ；初始姿态角

   10 20 30, , 0.5,0.3, 0.4      ，单位为 rad ；初始角速率  10 20 30, ,     

 0,0,0 ，单位为 rad s；初始控制力矩    10 20 30, , 3, 1,2L L L   ，单位为 N m 。 
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为了使飞行器平稳着陆，参考点姿态设置为 
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对控制过程中的角速率约束为 0.3 rad s , 1,2,3i i ≤ 。 

由 7.2 节中的参数设定可得 
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对系统模型式（7-4）采用 7.3 节的模型预测控制算法，通过求解优化问

题式（7-13）可得到使飞行器对设定参考点姿态进行有效跟踪的最优控制律，

从而实现飞行器的姿态机动。具体仿真结果如图 7-2～图 7-4 所示。其中，   

图 7-2 为飞行器姿态角的跟踪效果图，图 7-3 为飞行器绕各坐标轴的旋转角

速率变化图，图 7-4 为飞行器关于各坐标轴所受到的控制力矩的变化图。由

曲线可以看出，在给定的预测步长内，模型预测控制器对各姿态角都实现了

成功跟踪，且跟踪过程的角速率均能满足给定的约束。因此，本章的模型预

测控制算法能使飞行器成功实现姿态机动。 

本例的方法可应用到对舰载无人机的自动着舰控制中，但需要对着舰甲

板的运动姿态进行准确预报，并实现舰机间的实时通信。舰载无人机进入着

舰窗口后，以同样的方法计算出着舰前时间。以当前预报的着舰时刻甲板姿

态作为参考点，进行在线滚动优化控制。随着着舰前时间的缩短，对着舰时

刻甲板平面姿态的预报结果会发生变化，即设定参考点会实时更新。通过

舰机间的实时通信，由对单一参考点的姿态跟踪问题演变为对一个动态参
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考点的跟踪问题。因此，对数据精度和技术水平要求更高，预测控制问题

也更复杂。 
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图 7-2  姿态角跟踪曲线 
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图 7-3  角速率变化曲线   
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图 7-4  控制力矩变化曲线 

如果本例中的飞行器不是执行自动着陆任务，而是在飞行阶段的姿态机

动，则对当前参考点姿态进行成功跟踪后，将跟踪后的姿态作为初始状态。

重复本例的过程，即可进行对下一个设定参考点姿态的跟踪，从而实现飞行

器的空中连续机动。 

7.5  本章小结 

本章针对飞行器的姿态机动问题，提出了一种将飞行器姿态驱动到设定

姿态的模型预测控制算法。基于经反馈线性化处理并实现了三通道解耦的飞

行器姿态运动系统设计了模型预测控制器。仿真结果表明，本章的模型预测

控制算法成功实现了飞行器的姿态机动。在后续研究中，可将本章的方法扩

展到舰载机自动着舰和飞行器空中连续机动的姿态控制问题中。 

 



 

 

 

 

第 8 章 

结论与展望 

8.1  主要工作总结 

预测控制由于其处理约束条件的能力在工业控制中获得了巨大的成功，

而针对线性系统的预测控制研究已经相对成熟。但是，实际工业过程往往都

存在固有的非线性环节，采用线性模型来描述系统会产生一定偏差，造成控

制精度不高，有时甚至会造成系统不稳定。因此，针对非线性系统的预测控

制研究就成为控制工程界的重要研究领域。本书总结了前人的研究工作，在

此基础上，对非线性预测控制的一些问题进行了较为深入的研究，主要研究

成果总结如下： 

（1）针对非线性系统的预测控制，分析了为保证系统稳定，终端状态约

束集所需满足的条件，并提出了两种求取终端状态约束集的方法。第一种方

法是采用外包集序列逼近预测控制的最大终端状态约束集，从理论上证明

了，当迭代次数趋近于无穷步时，外包集序列收敛于最大终端状态约束集。

此序列中的每一个外包集均采用支持向量机依次从状态空间中分离得到。第

二种方法是采用子集序列逼近预测控制的最大终端状态约束集，同样，从理
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论上证明了在迭代次数趋近于无穷时，子集序列收敛于最大终端状态约束集。

而此序列中的每一个子集也采用支持向量机依次从状态空间中分离得到。 

（2）分析了非线性预测控制的终端代价函数分别与终端状态约束集和预

测控制消耗的全局性能指标之间的关系。证明了按比例增大终端代价函数，

预测控制的终端状态约束集会增大，但同时采用预测控制所消耗的全局性能

指标也会增多。给出了一种简单的求取终端代价函数的方法：首先，将非线

性系统在原点处线性化展开处理为近似线性系统；其次，利用线性最优控制

理论得到一个初始的终端代价函数；最后，以终端代价函数与终端状态约束

集及终端代价函数与全局性能指标之间的定性关系为准则，按照我们的需要

对已经得到的终端代价函数进行比例调整得到最终的终端代价函数。 

（3）针对存在有界干扰时的非线性系统，设计了三种鲁棒预测控制算法。

第一种为以集合包含度为优化指标的鲁棒预测控制算法，该方法以终端状态

约束集对近似预测可达集的包含度为优化指标，采用预测步长逐渐减小的控

制策略，将系统状态控制至一个鲁棒控制不变集。第二种为基于优化线性反

馈控制律的鲁棒预测控制算法，将预测控制的待优化控制律考虑为线性反馈

控制律，通过在线求解 min-max 优化问题得到线性反馈增益。第三种为基于

优化多项式反馈控制律的鲁棒预测控制算法，将预测控制的待优化控制律考

虑为三次多项式反馈控制律，并以近似预测可达集与原点的距离为优化指

标，通过在线优化求解三次多项式反馈控制的各项系数。 

（4）比较了用 CDF、UKF、EKF 为 PF 传递建议分布时各自的优缺点，

指出 CDF 相较于 UKF 在速度上的优势及其相较于 EKF 在精度上的优势使

CDF 比 UKF、EKF 更适合为 PF 传递建议分布，并将中心差分粒子滤波器

（CDPF）应用于鲁棒预测控制的状态估计。 

（5）针对非线性系统在跟踪问题中的预测控制器设计，将跟踪问题按期

望输出的形式分为两类：对单个稳定期望输出点的逼近；对期望输出轨迹的
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跟踪。针对这两种跟踪问题，分别设计了非线性系统的预测控制器。在第一

种跟踪问题中，将系统对单个稳定期望输出点的逼近问题转换为对跟踪误差

的镇定问题，得到了预测控制的稳定性条件。在第二种跟踪问题中，引入了

大致跟踪的概念，指出了系统输出能大致跟踪期望输出所需满足的条件。针

对一类非线性系统的第二种跟踪问题，提出了一种求取次优滚动控制律的方

法。给出了一种基于线性近似的非线性模型预测控制方法，并在此基础上提

出了一种基于 RBF 神经网络逼近的非线性模型预测控制方案。 

（6）介绍了航天器的末端自主交会技术，建立了基于视线坐标系的交会

相对运动方程，并将预测控制应用于航天器的末端交会控制；针对飞行器的姿

态机动问题，提出了一种将飞行器姿态驱动到设定姿态的模型预测控制算法。 

8.2  存在的问题与下一步的研究方向 

本书针对非线性预测控制做了一定的研究工作，但是所做工作只是针对

非线性预测控制的某些问题进行讨论的。关于非线性预测控制，仍有大量的

问题迫切需要进一步的研究与探讨，而我们目前的工作也存在着很多不足与

缺陷，主要有以下几个方面： 

（1）设计了两种求取终端状态约束集的方法，即用外包集序列和子集序

列逼近最大终端状态约束集。这两种方法得到的终端状态约束集都可能不是

凸集，这会使得预测控制的在线优化不满足凸优化的条件，因此计算量会增

大，如何在已经得到的终端状态约束集内求取一个最大的凸集需要进一步的

研究。 

（2）在求取预测控制的终端代价函数时，我们只考虑了阶段指标函数为

二次型的情况。当预测控制的阶段指标函数取其他形式时，如何求取终端代

价函数是一个值得进一步研究的课题。 
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（3）在求取鲁棒预测控制的终端代价函数与终端状态约束集时，我们所

用的方法相对于系统不存在干扰时的方法来说比较独立，如何将系统不存在

干扰时求取终端代价函数与终端状态约束集的方法拓展至干扰系统需要进

一步的研究。 

（4）在设计鲁棒预测控制方法时，我们是在假设状态完全已知的情况下

证明系统的稳定性的，而真正的状态则是需要用滤波方法来估计的，我们并

没有证明用滤波估计值替代真实状态时系统的稳定性。因此，如何保证滤波

估计状态收敛与控制系统稳定的统一性需要进一步的研究。 
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