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前    言 

本书是与同济大学数学系编写的教材《高等数学（第七版）》相配套的辅导教材. 同济大学数学

系编写的《高等数学》是本科生学习高等数学的经典之作。因此，本书也力求成为更适合大学生学习

《高等数学》的指导书, 可作为报考硕士研究生入学考试的复习参考书, 还可为高等数学教师批改作业

或备课提供参考.  
为方便读者使用, 本书在内容上严格按照同济大学《高等数学（第七版）》的各章顺序对应编写, 其

内容包括三篇.  
第一篇是《高等数学（下册）》习题解答, 内容包括: ① 基本内容, 列出各章节的基本理论知识; 

② 基本要求, 提出学生对各章节知识点需要掌握的程度; ③ 习题解答, 给出《高等数学（下册）》教

材各章节习题、总习题的解答.  
第二篇是历年考研部分试题及解答, 内容涵盖向量代数与空间解析几何、多元函数微分学、多元

函数积分学、无穷级数, 给出了每道试题的年份及类别, 学生可以根据自己的具体情况进行选做.  
第三篇是《高等数学（下册）》期末考试试卷选编及参考答案.  
本书由青岛农业大学理学与信息科学学院数学教师编写. 其中, 第一篇内容的第 8 章由曹秀梅编

写, 第 9 章由姜兆英、赵静编写, 第 10 章由王述香、孙春薇编写, 第 11 章由吴春妹编写, 第 12 章由吴

伟、孙宝山编写. 第二篇历年考研部分试题及解答由姜德民编写; 第三篇及最终的统稿、定稿由常桂

娟完成.  
由于时间仓促, 在编写上难免会有错误, 敬请同行、专家、读者批评指正.  
 
 
 

编  者     

    2015 年 4 月   
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第 8章  

空间解析几何与向量代数  

 

一、基 本 内 容 
1. 向量及其线性运算 
   (1) 向量的相关概念: 向量、自由向量、向量相等、单位向量、零向量、向量的夹角、向量共

线、向量共面、向量的模、向量的方向角、向量的方向余弦和向量在轴上的投影; 
   (2) 空间直角坐标系的相关概念: 坐标轴、坐标面、卦限、向量的坐标、点的坐标和向径; 
   (3) 向量的线性运算: 向量的加减法、向量与数的乘法及运算规律.  
2. 数量积、向量积和*混合积 
   (1) 数量积的定义、性质、运算规律、坐标表示式; 
   (2) 向量积的定义、性质、运算规律、坐标表示式、几何意义; 
   (3) 混合积的定义、性质、运算规律、坐标表示式、几何意义.  
3. 平面及其方程 
   (1) 曲面与空间曲线的概念; 
   (2) 平面的点法式方程、一般方程和截距式方程; 
   (3) 两平面的夹角和点到平面的距离的计算公式.  
4. 空间直线及其方程 
   (1) 空间直线的一般方程、对称式方程（即点向式方程）和参数方程; 
   (2) 两直线的夹角和直线与平面的夹角的计算公式.  
5. 曲面及其方程 
   (1) 旋转曲面、母线和轴的概念; 
   (2) 柱面、准线和母线的概念; 
   (3) 九类特殊二次曲面：椭圆锥面、椭球面、单叶双曲面、双叶双曲面、椭圆抛物面、双曲抛

物面、椭圆柱面、双曲柱面和抛物柱面的标准方程与图形.  
6. 空间曲线及其方程 
   (1) 空间曲线的一般方程; 
   (2) 空间曲线的参数方程和*曲面的参数方程; 
   (3) 空间曲线在坐标面上的投影.  

二、基 本 要 求 

1. 掌握向量的相关概念和空间直角坐标系的相关概念; 能够熟练利用坐标计算向量的模、方向

角、方向余弦、向量在轴上的投影及向量的线性运算.  
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2. 掌握数量积和向量积的概念与性质; 能够熟练利用坐标计算数量积和向量积; 了解混合积的计

算公式.  
3. 熟练掌握平面的点法式方程和一般式方程的表示形式与求法; 牢记两平面的夹角和点到平面

的距离的计算公式.  
4. 熟练掌握空间直线的一般方程、对称式方程（即点向式方程）和参数方程的表示形式、相互转

化方法及求法; 牢记两直线的夹角和直线与平面的夹角的计算公式.  
5. 掌握九类特殊二次曲面的方程与图形; 会求坐标平面上的曲线绕坐标轴旋转后所得到的旋转

曲面的方程.  
6. 了解空间曲线的一般方程与参数方程的表示形式; 会求空间曲线在坐标面上的投影.  

三、习 题 解 答 

习题8-1  

1. 设 2= − +u a b c , 3= − + −v a b c . 试用a 、b 、c 表示2 3−u v .  
解  2 3 2( 2 ) 3( 3 )− = − + − − + −u v a b c a b c 5 11 7= − +a b c .  

 
2. 如果平面上一个四边形的对角线互相平分, 试用向量证明它是平行

四边形.  
证明   作四边形 ABCD 如图 8-1 所示 , 假设已知 ,AM MC=   

DM MB= ,  
则有 AB AM MB MC DM DC= + = + = , 即 AB 与 DC 平行且相等, 
从而四边形 ABCD 为平行四边形.  
 

3. 把 ABC△ 的 BC 边五等分, 设分点依次为 1 2 3 4D D D D、 、 、 , 再把各分点与点 A 连接. 试以

AB = c 、BC = a 表示向量 1D A、 2D A 、 3D A和 4D A .  

解                 1 1
1 1
5 5

D A D B BA BC AB= + = − − = − −a c ; 

2 2
2 2
5 5

D A D B BA BC AB= + = − − = − −a c ; 

3 3
3 3
5 5

D A D B BA BC AB= + = − − = − −a c ; 

4 4
4 4
5 5

D A D B BA BC AB= + = − − = − −a c . 

 
4. 已知两点 1(0,1,2)M 和 2 (1, 1,0)M − . 试用坐标表示式表示向量 1 2M M 和 1 22M M− .  

解                   1 2 (1 0, 1 1,0 2) (1, 2, 2)M M = − − − − = − − ;  

1 22 2(1, 2, 2) ( 2, 4,4)M M− = − − − = − . 

 
5. 求平行于向量 (6,7, 6)= −a 的单位向量.  

解  2 2 26 7 ( 6) 11= + + − =a . 

 

图 8-1 
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平行于向量 (6,7, 6)= −a 的单位向量为
6 7 6, ,

11 11 11
−⎛ ⎞± = ±⎜ ⎟

⎝ ⎠
a
a

.  

 
6. 在空间直角坐标系中, 指出下列各点在哪个卦限. 

(1, 2,3); (2,3, 4); (2, 3, 4); ( 2, 3,1)A B C D− − − − − − . 

解  A 在第四卦限; B 在第五卦限; C 在第八卦限; D 在第三卦限.  
 

7. 在坐标面上和在坐标轴上的点的坐标各有什么特征? 指出下列各点的位置. 
(3,4,0); (0, 4,3); (3,0,0); (0, 1,0)A B C D − . 

解  在 xOy 面上点的竖坐标为零; 在 yOz 面上点的横坐标为零; 在 zOx 面上点的纵坐标为零; 
在 x 轴上点的纵、竖坐标均为零; 在 y 轴上点的横、竖坐标均为零; 在 z 轴上点的横、纵坐标

均为零.  
A 在 xOy 面上; B 在 yOz 面上; C 在 x 轴上; D 在 y 轴上.  

 
8. 求点 ( , , )a b c 关于(1)各坐标面; (2)各坐标轴; (3)坐标原点的对称点的坐标.  

解  (1) 关于 xOy 面、 yOz 面、 zOx 面的对称点分别为 ( , , )a b c− 、 ( , , )a b c− 、 ( , , )a b c− ;  
(2) 关于 x 轴 y、 轴 z、 轴的对称点分别为 ( , , )a b c− − 、 ( , , )a b c− − 、 ( , , )a b c− − ;  
(3) 关于坐标原点的对称点为 ( , , )a b c− − − .  

 
9. 自点 0 0 0 0( , , )P x y z 分别作各坐标面和各坐标轴的垂线, 写出各垂足的坐标.  

解  0P 在 xOy 面、 yOz 面、 zOx 面的垂足坐标分别为 0 0 0 0 0 0( , ,0) (0, , ) ( ,0, )x y y z x z、 、 ; 0P 在 x  
轴 y、 轴 z、 轴上的垂足坐标分别为 0 0 0( ,0,0) (0, ,0) (0,0, )x y z、 、 .  

 
10. 过点 0 0 0 0( , , )P x y z 分别作平行于 z 轴的直线和平行于 xOy 面的平面, 问在它们上面的点的坐

标各有什么特点? 
解  过点 0 0 0 0( , , )P x y z 且平行于 z 轴的直线上的所有点的横坐标均为 0x , 纵坐标均为 0y ; 过
点 0 0 0 0( , , )P x y z 且平行于 xOy 面的平面上的所有点的竖坐标均为 0z .  

 
11. 一边长为 a 的立方体放置在 xOy 面上, 其底面的中心在坐标原点, 底面的顶点在 x 轴和 y 轴

上, 求它各顶点的坐标. 
解  根据题意作图 8-2, 则各顶点坐标分别为 

2 ,0,0
2

A a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 20, ,0
2

B a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

2 ,0,0
2

C a
⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 20, ,0
2

D a
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2 ,0,
2

E a a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

20, ,
2

F a a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2 ,0,
2

G a a
⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 20, ,
2

H a a
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
12. 求点 (4, 3,5)M − 到各坐标轴的距离.  

 

图 8-2 
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解  点 (4, 3,5)M − 到 x 轴的距离为 2 2( 3) 5 34xd = − + = ; 到 y 轴的距离为

2 24 5 41yd = + = ; 到 z 轴的距离为 2 24 ( 3) 5zd = + − = .  

 
13. 在 yOz 面上, 求与三点 (3,1,2) (4, 2, 2)A B − −、 和 (0,5,1)C 等距离的点.  

解  根据题意设所求点为 (0, , )P y z , 由 PA PB PC= = 得 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 ( 1) ( 2) 4 ( 2) ( 2)

3 ( 1) ( 2) ( 5) ( 1)

y z y z

y z y z

⎧ + − + − = + + + +⎪
⎨
⎪ + − + − = − + −⎩

 

解得 1, 2y z= = − . 故所求点为 (0,1, 2)− .  

 
14. 试证明以三点 (4,1,9) (10, 1,6) (2, 4,3)A B C−、 、 为顶点的三角形是等腰直角三角形.  

证明  因为         2 2 2(10 4) ( 1 1) (6 9) 7AB = − + − − + − =  
2 2 2(2 4) (4 1) (3 9) 7AC = − + − + − =  

2 2 2(2 10) (4 1) (3 6) 7 2BC = − + + + − =  

所以 AB AC= 且
2 2 2AB AC BC+ = , 故 ABC△ 为等腰直角三角形.  

 
15. 设已知两点 1(4, 2,1)M 和 2 (3,0, 2)M . 计算向量 1 2M M 的模、方向余弦和方向角.  

解  因为 1 2 (3 4,0 2,2 1) ( 1, 2,1)M M = − − − = − − ,  

所以模为 2 2 2
1 2 ( 1) ( 2) 1 2M M = − + − + = ;  

方向余弦分别为
1 2 1cos ,cos ,cos
2 2 2

α β γ= − = − = ;  

方向角分别为
2 3 1π, π, π
3 4 3

α β γ= = = .  

 
16. 设向量的方向余弦分别满足(1) cos 0α = ; (2) cos 1β = ; (3) cos cos 0α β= = , 问这些向量与坐

标轴或坐标面的关系如何? 

解  (1) 当cos 0α = 时, 即 π
2

α = , 此时向量与 x 轴垂直, 与 yOz 面平行;  

(2) 当cos 1β = 时, 即 0β = , 此时向量与 y 轴同向, 与 zOx 面垂直;  

(3) 当cos cos 0α β= = 时, 即 π
2

α β= = , 此时向量与 xOy 面垂直, 与 z 轴平行.  

 

17. 设向量 r 的模是4 , 它与轴u 的夹角是
π
3

, 求 r 在轴u 上的投影.  

解  π( ) cos 4 cos 2
3u θ= = ⋅ =r r .  

 
18. 一向量的终点在点 (2, 1,7)B − , 它在 x 轴、 y 轴和 z 轴上的投影依次为4 、 4− 和7 . 求该向量

的起点 A 的坐标.  
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解  设 A 的坐标为 ( , , )x y z  , 则 (2 , 1 ,7 )AB x y z= − − − − ,  
由题知2 4, 1 4, 7 7x y z− = − − = − − = , 即 2, 3, 0x y z= − = = , 
故 A 的坐标为 ( 2,3,0)− .  

 
19. 设 3 5 8 , 2 4 7= + + = − −m i j k n i j k 和 5 4= + −p i j k . 求向量 4 3= + −a m n p 在 x 轴上的投

影及在 y 轴上的分向量.  
解  4 3 4(3 5 8 ) 3(2 4 7 ) (5 4 )= + − = + + + − − − + −a m n p i j k i j k i j k 13 7 15= + +i j k , 
故a 在 x 轴上的投影为13 , 在 y 轴上的分向量为7 j .  

习题8-2  

1. 设 3 2 , 2= − − = + −a i j k b i j k , 求:  
(1) ⋅a b 及 ×a b ; (2) ( 2 ) 3− ⋅a b 及 2×a b ; (3) a b、 的夹角的余弦.  
解  (1) ⋅a b (3, 1, 2) (1, 2, 1) 3 1 ( 1) 2 ( 2) ( 1) 3= − − ⋅ − = × + − × + − × − = ,  

3 1 2 (5,1,7)
1 2 1

× − − =
−

i j k
a b = ;  

(2) ( 2 ) 3 6( ) ( 6) 3 18− ⋅ = − ⋅ = − × = −a b a b ,  
2 2( ) 2(5,1,7) (10,2,14)× = × = =a b a b ;  

(3) 3 3cos( , )
14 6 2 21

⋅
= = =

⋅
a ba b
a b

.  

 
2. 设a b c、 、 为单位向量, 且满足 0+ + =a b c , 求 ⋅ + ⋅ + ⋅a b b c c a .  

解  因为 0+ + =a b c , 所以 ( ) ( ) 0+ + ⋅ + + =a b c a b c , 

即
2 2 2 2( ) 2( ) 2( ) 0+ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ =a b c a b b c c a , 故 3

2
⋅ + ⋅ + ⋅ = −a b b c c a .  

 
3. 已知 1(1, 1,2)M − 、 2 (3,3,1)M 和 3 (3,1,3)M . 求与 1 2M M 、 2 3M M 同时垂直的单位向量.  

解 由题知 1 2 (2, 4, 1)M M = − , 2 3 (0, 2, 2)M M = − , 

则 1 2 2 3 2 4 1 (6, 4, 4)
0 2 2

M M M M× − = − −
−

i j k
= , 

故所求向量为 1 2 2 3

1 2 2 3

3 2 21 , ,(6, 4, 4)
17 17 172 17

M M M M
M M M M

− −× ⎛ ⎞± = ± − − = ±⎜ ⎟
× ⎝ ⎠

.  

 
4. 设质量为100 kg 的物体从点 1(3,1,8)M 沿直线移动到点 2 (1,4,2)M , 计算重力所作的功（长度单

位为 m, 重力方向为 z 轴负方向）.  
解  由题知 (0,0, 980)= −F , 1 2 ( 2,3, 6)M M = − − , 

所作的功为 1 2 (0,0, 980) ( 2,3, 6) 5880W M M= ⋅ = − ⋅ − − =F (J).  

 
5. 在杠杆上支点O 的一侧与点O 的距离为 1x 的点 1P 处, 有一与 1OP 成角 1θ 的力 1F 作用着; 在O
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的另一侧与点O 的距离为 2x 的点 2P 处, 有一与 2OP 成角 2θ 的力 2F 作用着（见图 8-3）. 问

1 2θ θ、 、 1x 、 2x 、 1F 、 2F 符合怎样的条件才能使杠杆保持平衡？ 

解  有固定转轴的物体的平衡条件是力矩的代数和等于零.  
又根据对力矩正负号的规定可得杠杆保持平衡的条件为

1 1 1 2 2 2sin sin 0x xθ θ− =F F , 即 1 1 1sinx θF = 2 2 2sinx θF .  

 
6. 求向量 (4, 3, 4)= −a 在向量 (2, 2,1)=b 上的投影.  

解  
2 2 2

(4, 3, 4) (2, 2,1) 6Prj 2
32 2 1

⋅ − ⋅
= = = =

+ +
b

a ba
b

.  

 
7. 设 (3,5, 2)= −a , (2,1, 4)=b , 问λ 与μ 有怎样的关系, 能使得λ μ+a b 与 z 轴垂直? 

解  (3,5, 2) (2,1,4) (3 2 ,5 , 2 4 )=λ μ λ μ λ μ λ μ λ μ+ − + = + + − +a b ,  
记 z 上的一个单位向量 (0,0,1)=e , 要使λ μ+a b 与 z 轴垂直, 只需λ μ+a b 与e 垂直,  
即 ( ) 0λ μ+ ⋅ =a b e , 代入坐标得 2 4 0λ μ− + = , 故当 2λ μ= 时, λ μ+a b 与 z 轴垂直.  

 
8. 试用向量证明直径所对的圆周角是直角.  

证明  设圆心为O , 直径为 AB , C 为圆周上任取点（除点 A 、B 外）, 则要证
π
2

ACB∠ = ,  

只需 AC BC⊥ , 即 0AC BC⋅ = .  
而 ( ) ( )AC BC AO OC BO OC⋅ = + ⋅ + AO BO AO OC OC BO OC OC= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

          
2 2

0AO AO OC OC AO OC= − + ⋅ − ⋅ + = ,  

故直径所对圆周角为直角.  
 

9. 已知向量 2 3 , 3= − + = − +a i j k b i j k 和 2= −c i j , 计算: 
(1) ( ) ( )⋅ − ⋅a b c a c b ;  (2) ( ) ( )+ × +a b b c ;  (3) ( )× ⋅a b c .  
解  (1) ( ) ( )⋅ − ⋅a b c a c b [2 1 ( 3) ( 1) 1 3)](1, 2,0)= ⋅ + − ⋅ − + ⋅ − [2 1 ( 3) ( 2) 1 0)](1, 1,3)− ⋅ + − ⋅ − + ⋅ −  
                     (0, 8, 24)= − − ; 

(2) ( ) ( ) (3, 4, 4) (2, 3,3)+ × + = − × −a b b c = 3 4 4 (0, 1, 1)
2 3 3

− = − −
−

i j k
; 

(3) 2 3 1 ( 8, 5,1)
1 1 3

× = − = − −
−

i j k
a b , ( ) ( 8, 5,1) (1, 2,0) 2× ⋅ = − − ⋅ − =a b c .  

 
10. 已知 3 , 3OA OB= + = +i k j k , 求 OAB△ 的面积.  

解  1 1 11 0 3 3 3
2 2 2

0 1 3
OABS OA OB= × = = − − +

i j k
i j k△

19
2

= .  

 
   *11. 已知 ( , , ), ( , , ), ( , , )x y z x y z x y za a a b b b c c c= = =a b c , 试利用行列式的性质证明:  

 

图 8-3 
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( ) ( ) ( )= =× ⋅ × ⋅ × ⋅a b c b c a c a b . 

证明  ( ) ( )
x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

a a a b b b b b b
= b b b a a a c c c

c c c c c c a a a
× ⋅ = − = = × ⋅a b c b c a  

同理可知 ( ) ( )=× ⋅ × ⋅b c a c a b , 故 ( ) ( ) ( )= =× ⋅ × ⋅ × ⋅a b c b c a c a b .  

 
12. 试用向量证明不等式 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3a a a b b b a b a b a b+ + + + + +≥ , 其中 1a 、 2a 、 3a 、 1b 、

2b 、 3b 为任意实数, 并指出等号成立的条件.  
证明  设 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a b b b= =a b ,  

因为 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3a a a b b b= + + + +a b , 1 1 2 2 3 3a b a b a b⋅ = + +a b  

且                         cos( , )⋅ =a b a b a b a b≤ ,  

故                 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3a a a b b b a b a b a b+ + + + + +≥ .  

其中当 cos( , ) 1=a b , 即a 与b 平行, 也就是 31 2

1 2 3

aa a
b b b

= = 时, 等号成立.  

习题8-3  

1. 求过点 (3,0, 1)− 且与平面3 7 5 12 0x y z− + − = 平行的平面方程.  
解  由题知, 所求平面的法向量为 (3, 7,5)− , 平面又过点 (3,0, 1)− , 
故所求平面方程为3( 3) 7( 0) 5( 1) 0x y z− − − + + = , 即3 7 5 4 0x y z− + − = .  

 
2. 求过点 0 (2,9, 6)M − 且与连接坐标原点及点 0M 的线段 0OM 垂直的平面方程.  

解  由题知, 平面的法向量为 0 (2,9, 6)OM = − , 平面又过点 0 (2,9, 6)M − , 故所求平面方程为

2( 2) 9( 9) 6( 6) 0x y z− + − − + = , 即2 9 6 121 0x y z+ − − = .  

 
3. 求过 1(1,1, 1)M − 、 2 ( 2, 2,2)M − − 和 3 (1, 1,2)M − 三点的平面方程.  

解  平面的一个法向量为 

1 2 1 3 3 3 3 ( 3,9,6)
0 2 3

M M M M× = − − = −
−

i j k
 

故所求平面方程为 3( 1) 9( 1) 6( 1) 0x y z− − + − + + = , 即 3 2 0x y z− − = .  

 
4. 指出下列各平面的特殊位置, 并画出各平面. 

(1) 0x = ;  (2) 3 1 0y − = ;      (3) 2 3 6 0x y− − = ;     (4) 3 0x y− = ;     
(5) 1y z+ = ; (6) 2 0x z− = ;   (7) 6 5 0x y z+ − = .  
解  (1) 0x = 为 yOz 面, 如图 8-4(1)所示;  

(2) 3 1 0y − = 表示过点
1(0, ,0)
3

且平行于 zOx 面的平面, 如图 8-4(2)所示;  

(3) 2 3 6 0x y− − = 表示平行于 z 轴的平面, 如图 8-4(3)所示;  
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(4) 3 0x y− = 表示过 z 轴的平面, 如图 8-4(4)所示;  
(5) 1y z+ = 表示平行于 x 轴的平面, 如图 8-4(5)所示;  
(6) 2 0x z− = 表示过 y 轴的平面, 如图 8-4(6)所示;  
(7) 6 5 0x y z+ − = 表示过原点的平面, 如图 8-4(7)所示.  

 

图 8-4 

 
5. 求平面2 2 5 0x y z− + + = 与各坐标面的夹角的余弦.  

解  设平面与 xOy 面、 yOz 面和 zOx 面的夹角分别为 1 2θ θ、 和 3θ , 记平面的法向量为

2 2,1= −n （， ）, xOy 面、 yOz 面和 zOx 面的法向量分别为 1 0,0,1=n （ ）、 2 1,0,0=n （ ）和

3 0,1,0=n （ ）, 则 

1
1 2 2 2

1

2 0 2 0 1 1 1cos
32 ( 2) 1 1

θ
⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅

= = =
+ − + ⋅

n n
n n

,  

同理有 2
2

2

2cos
3

θ
⋅

= =
n n
n n

 , 3
3

3

2cos
3

θ
⋅

= = −
n n
n n

.  

 
6. 一平面过点 (1,0, 1)− 且平行于向量 (2,1,1)=a 和 (1, 1,0)= −b , 试求该平面方程.  

解  所求平面的法向量为 

2 1 1 (1,1, 3)
1 1 0

= × = = −
−

i j k
n a b , 

故所求平面方程为1 ( 1) 1 ( 0) 3 ( 1) 0x y z⋅ − + ⋅ − − ⋅ + = , 即 3 4 0x y z+ − − = .  

 
7. 求三平面 3 1,2 0, 2 2 3x y z x y z x y z+ + = − − = − + + = 的交点.  

解  联立方程组

3 1
2 0

2 2 3

x y z
x y z
x y z

+ + =⎧
⎪ − − =⎨
⎪− + + =⎩

解得

1
1

3

x
y
z

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

, 故三平面的交点为 (1, 1,3)− .  

 
8. 分别按下列条件求平面方程.  
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(1) 平行于 xOz 面且经过点 (2, 5,3)− ;  
(2) 通过 z 轴和点 ( 3,1, 2)− − ;  
(3) 平行于 x 轴且经过两点 (4,0, 2)− 和 (5,1,7) .  
解  (1) 设所求平面方程为 0By D+ = , 将点 (2, 5,3)− 代入方程得 5D B= , 故所求平面方程为

5 0By B+ = , 即 5 0y + = .  
(2) 设所求平面方程为 0Ax By+ = , 将点 ( 3,1, 2)− − 代入方程得 3B A= , 故所求平面方程为

3 0Ax Ay+ = , 即 3 0x y+ = .  
(3) 设所求平面方程为 0By Cz D+ + = , 将点 (4,0, 2)− 和 (5,1,7) 分别代入方程得 

2 0
7 0

C D
B C D
− + =⎧
⎨ + + =⎩

, 解得
2
9

D C
B C
=⎧

⎨ = −⎩
. 

故所求平面方程为 9 2 0Cy Cz C− + + = , 即9 2 0y z− − = .  

 
9. 求点 (1, 2,1) 到平面 2 2 10 0x y z+ + − = 的距离.  

解  距离
2 2 2

1 2 2 2 1 10
1

1 2 2
d

+ ⋅ + ⋅ −
= =

+ +
.  

习题8-4  

1. 求过点 (4, 1,3)− 且平行于直线
3 3

2 1 5
x y z− −

= = 的直线方程.  

解  由题知, 所求直线的方向向量为 (2,1,5) , 直线过点 (4, 1,3)− , 故所求直线方程为

4 1 3
2 1 5

x y z− + −
= = .  

 
2. 求过两点 1(3, 2,1)M − 和 2 ( 1,0,2)M − 的直线方程.  

解  由题知, 直线的方向向量为 1 2 ( 1 3,0 2, 2 1) ( 4, 2,1)M M = − − + − = − , 故所求直线方程为

3 2 1
4 2 1

x y z− + −
= =

−
.  

注：由于取直线上的点不同, 所得直线的对称式方程表达式也不同.  
 

3. 用对称式方程及参数方程表示直线 

1,
2 4.
x y z

x y z
− + =⎧

⎨ + + =⎩
 

解  由题知, 直线的方向向量为 

(1, 1,1) (2,1,1) 1 1 1 ( 2,1,3)
2 1 1

= − × = − = −
i j k

s . 

令 1x = 代入直线的一般方程, 解得 1y z= = .  

故直线的对称式方程为
1 1 1

2 1 3
x y z− − −

= =
−

, 参数方程为

1 2
1
1 3

x t
y t
z t

= −⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

.  
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4. 求过点 (2,0, 3)− 且与直线
2 4 7 0

3 5 2 1 0
x y z
x y z
− + − =⎧

⎨ + − + =⎩
垂直的平面方程.  

解  由题知, 平面的法向量为直线的方向向量, 即 

1 2 4 ( 16,14,11)
3 5 2

= = − = −
−

i j k
n s , 

故所求平面的方程为 16( 2) 14( 0) 11( 3) 0x y z− − + − + + = , 即16 14 11 65 0x y z− − − = .  

 

5. 求直线
5 3 3 9 0,
3 2 1 0

x y z
x y z
− + − =⎧

⎨ − + − =⎩
与直线

2 2 23 0,
3 8 18 0

x y z
x y z
+ − + =⎧

⎨ + + − =⎩
的夹角的余弦.  

解  两直线的方向向量分别为 

1 (5, 3,3) (3, 2,1) 5 3 3 (3, 4, 1)
3 2 1

= − × − = − = −
−

i j k
s , 

2 (2, 2, 1) (3,8,1) 2 2 1 (10, 5,10)
3 8 1

= − × = − = −
i j k

s , 

故两直线夹角的余弦 1 2
1 2 2 2 2 2 2 2

1 2

3 10 4 5 1 10
cos( , ) 0

3 4 ( 1) 10 ( 5) 10

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
= = =

+ + − + − +

s s
s s

s s
.  

 

6. 证明直线
2 7,

2 7
x y z

x y z
+ − =⎧

⎨− + + =⎩
与直线

3 6 3 8,
2 0
x y z
x y z
+ − =⎧

⎨ − − =⎩
平行.  

证明  两直线的方向向量分别为 

1 1 2 1 (3,1,5)
2 1 1

= − =
−

i j k
s ,   2 3 6 3 3(3,1,5)

2 1 1
= − = −

− −

i j k
s , 

显然 2 13= −s s , 故两直线必平行.  

 
7. 求过点 (0, 2, 4) 且与两平面 2 1x z+ = 和 3 2y z− = 平行的直线方程.  

解  要使所求直线与两平面都平行, 则所求直线的方向向量与两平面的法向量都垂直, 即 

               (1,0,2) (0,1,3) 1 0 2 ( 2,3,1)
0 1 3

= × = = −
−

i j k
s ,  

故所求直线的方程为
2 4

2 3 1
x y z− −
= =

−
.  

 

8. 求过点 (3,1, 2)− 且通过直线
4 3

5 2 1
x y z− +

= = 的平面方程.  

解  由题知, 平面过两点 (3,1, 2)A − 和 (4, 3,0)B − , 且平面的法向量与向量 (1, 4, 2)AB = − 和
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(5, 2,1)=s 都垂直, 则平面的法向量为 

1 4 2 ( 8,9, 22)
5 2 1

AB× = − = −
i j k

n = s , 

故所求平面方程为 8( 3) 9( 1) 22( 2) 0x y z− − + − + + = , 即8 9 22 59 0x y z− − − = .  

 

9. 求直线
3 0,

0
x y z
x y z
+ + =⎧

⎨ − − =⎩
与平面 1 0x y z− − + = 的夹角.  

解  直线的方向向量为 1 1 3 (2, 4, 2)
1 1 1

= = −
− −

i j k
s , 平面的法向量为 (1, 1, 1)= − −n , 则 

                
2 2 2 2 2 2

2 1 4 ( 1) ( 2) ( 1)
sin 0

2 4 ( 2) 1 ( 1) ( 1)
ϕ

⋅ ⋅ + ⋅ − + − ⋅ −
= = =

+ + − + − + −

s n
s n

, 

故直线与平面的夹角为 0.  
 
10. 试确定下列各组中的直线与平面间的关系.  

(1) 3 4
2 7 3

x y z+ +
= =

− −
和4 2 2 3x y z− − = ;  

(2) 
3 2 7
x y z
= =
−

和3 2 7 8x y z− + = ;  

(3) 2 2 3
3 1 4

x y z− + −
= =

−
和 3x y z+ + = .  

解  (1) 直线的方向向量为 ( 2, 7,3)= − −s , 平面的法向量为 (4, 2, 2)= − −n , 则
( 2) 4 ( 7) ( 2) 3 ( 2) 0⋅ = − ⋅ + − ⋅ − + ⋅ − =s n , 即 ⊥s n .  

将直线上的点 ( 3, 4,0)− − 代入平面方程不成立, 故直线与平面是平行的.  
(2) 直线的方向向量为 (3, 2, 7)= − −s , 平面的法向量为 (3, 2,7)= −n , 则 s n , 即直线与平面

垂直.  
(3) 直线的方向向量为 (3,1, 4)= −s , 平面的法向量为 (1,1,1)=n , 则

3 1 1 1 ( 2) 1 0⋅ = ⋅ + ⋅ + − ⋅ =s n , 即 ⊥s n .  
将直线上的点 (2, 2,3)− 代入平面方程成立, 故直线在平面内.  

 

11. 求过点 (1, 2,1) 而与两直线
2 1 0,

1 0
x y z
x y z
+ − + =⎧

⎨ − + − =⎩
和

2 0,
0

x y z
x y z

− + =⎧
⎨ − + =⎩

平行的平面的方程.  

解  两直线的方向向量分别为 

1 1 2 1 (1, 2, 3)
1 1 1

= − = − −
−

i j k
s ,   2 2 1 1 (0, 1, 1)

1 1 1
= − = − −

−

i j k
s , 

又因为平面的法向量与两方向向量都垂直, 所以 1 2 1 2 3 ( 1,1, 1)
0 1 1

× = − − = − −
− −

i j k
n = s s ,  
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故平面方程为 ( 1) ( 2) ( 1) 0x y z− − + − − − = , 即 0x y z− + = .  

 
12. 求点 ( 1, 2,0)− 在平面 2 1 0x y z+ − + = 上的投影.  

解  由题知, 过点 ( 1, 2,0)− 且与已知平面垂直的直线方程为
1 2

1 2 1
x y z+ −

= =
−

, 直线与平面

的交点即为所求的投影, 所以将直线与平面方程联立方程组, 解得
5 ,
3

x = −  2
3

y z= = . 故所

求的投影坐标为
5 2 2, ,
3 3 3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 

13. 求点 (3, 1, 2)P − 到直线
1 0,

2 4 0
x y z

x y z
+ − + =⎧

⎨ − + − =⎩
的距离.  

解  直线的方向向量为 1 1 1 (0, 3, 3)
2 1 1

= − = − −
−

i j k
s , 则过点 (3, 1, 2)P − 且与直线垂直的

平面方程为 3( 1) 3( 2) 0y z− + − − = , 即 1 0y z+ − = .  

将直线与平面方程联立方程组, 解得
1 31, ,
2 2

x y z= = − = , 即为直线与平面的交点.  

故点到直线的距离为
2 2

2 3 21 3(3 1) 1 2
22 2

d ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + =− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

 
14. 设 0M 是直线 L 外一点, M 是直线 L 上任意一点, 且直线的方向向量为 s , 试证: 点 0M 到直

线 L 的距离为 

0M M
d

×
=

s

s
. 

证明  以 0M M 和 s 为邻边作平行四边形如图 8-5 所示, 一方

面由平行四边形的面积公式知 A d= ⋅s , 另一方面由向量积的

几何意义知平行四边形的面积为 0A M M= × s , 所以

0d M M⋅ = ×s s , 即
0M M

d
×

=
s

s
.  

 

15. 求直线
2 4 0,
3 2 9 0

x y z
x y z
− + =⎧

⎨ − − − =⎩
在平面4 1x y z− + = 上的投影直线的方程.  

解  过直线的平面束方程为 
2 4 (3 2 9) 0x y z x y zλ− + + − − − = , 

即            (2 3 ) (4 ) (1 2 ) 9 0x y zλ λ λ λ+ − + + − − = ,  其中λ 为待定常数.  

该平面与已知平面垂直的条件是 (2 3 ) 4 (4 ) ( 1) (1 2 ) 1 0λ λ λ+ ⋅ − + ⋅ − + − ⋅ = , 解得
13
11

λ = − , 将

其代入平面束方程可得投影平面方程为17 31 37 117 0x y z+ − − = .  

 

图 8-5 
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故所求的投影直线的方程为 
17 31 37 117 0,
4 1.

x y z
x y z
+ − − =⎧

⎨ − + =⎩
 

 
16. 画出下列各曲面所围成的立体的图形. 

(1) 0, 0, 0, 2, 1,3 4 2 12 0x y z x y x y z= = = = = + + − = ;  

(2) 0, 0, 1, 2,
4
yx z x y z= = = = = .  

解  如图 8-6(1)和图 8-6(2)所示。 

 

图 8-6 

习题8-5  

1. 一球面过原点及 (4,0,0)A 、 (1,3,0)B 和 (0,0, 4)C − 三点, 求球面的方程及球心的坐标和半径.  

解  由题知, 设球面方程为 
2 2 2 0Ax Ay Az Dx Ey Fz+ + + + + = , 

分别将点 A 、B 和C 的坐标代入上述方程得

16 4 0
9 3 0

16 4 0

A D
A A D E

A F

+ =⎧
⎪ + + + =⎨
⎪ − =⎩

, 解得

4
2

4

D A
E A
F A

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

, 故所求球

面方程为 2 2 2 4 2 4 0x y z x y z+ + − − + = , 整理得 2 2 2( 2) ( 1) ( 2) 9x y z− + − + + = , 即球心坐标

为 (2,1, 2)− , 半径为3 .  

 
2. 建立以点 (1,3, 2)− 为球心且通过坐标原点的球面方程.  

解  由题知, 球半径为 2 2 21 3 ( 2) 14+ + − = , 故所求球面方程为
2 2 2( 1) ( 3) ( 2) 14x y z− + − + + = , 即 2 2 2 2 6 4 0x y z x y z+ + − − + = .  

 
3. 方程 2 2 2 2 4 2 0x y z x y z+ + − + + = 表示什么曲面? 

解  原方程可整理为 2 2 2( 1) ( 2) ( 1) 6x y z− + + + + = , 

所以方程表示的是以 (1, 2, 1)− − 为球心、以 6 为半径的球面.  

 
4. 求与坐标原点O 及点 (2,3, 4) 的距离之比为1: 2 的点的全体所组成的曲面的方程, 它表示怎样

的曲面? 
解  设动点坐标为 ( , , )x y z , 由题知 
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2 2 2

2 2 2

1
2( 2) ( 3) ( 4)

x y z

x y z

+ +
=

− + − + −
, 

化简整理得
2 2 2

22 4 2( 1) 29
3 3 3

yx z⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + =+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 即动点形成的轨迹是以
2 4, 1,
3 3

⎛ ⎞− − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

为

球心、以
2 29
3

为半径的球面.  

 
5. 将 xOz 坐标面上的抛物线 2 5z x= 绕 x 轴旋转一周, 求所生成的旋转曲面的方程.  

解  将 xOz 坐标面上的曲线 ( , ) 0f x z = 绕 x 轴旋转一周时, 只需将方程 ( , ) 0f x z = 中的 z 改成

2 2y z± + , 即为所求旋转曲面的方程.  

由上知, 所求旋转曲面方程为 2 2 2( ) 5y z x± + = , 化简为 2 2 5y z x+ = .  

 
6. 将 xOz 坐标面上的圆 2 2 9x z+ = 绕 z 轴旋转一周, 求所生成的旋转曲面的方程.  

解  将方程中的 x 改为 2 2x y± + , 得 2 2 2 2( ) 9x y z± + + = , 

即 2 2 2 9x y z+ + = 为所求旋转曲面方程.  

 
7. 将 xOy 坐标面上的双曲线 2 24 9 36x y− = 分别绕 x 轴及 y 轴旋转一周, 求所生成的旋转曲面的

方程.  
解  双曲线绕 x 轴旋转一周所生成的旋转曲面的方程为 2 2 24 9 9 36x y z− − = , 双曲线绕 y 轴

旋转一周所生成的旋转曲面的方程为 2 2 24 4 9 36x z y+ − = .  

 
8. 画出下列各方程所表示的曲面. 

(1) 
2 2

2

2 2
a ayx⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
;      (2) 

2 2

1
4 9
x y

− + = ;    (3) 
2 2

1
9 4
x z

+ = ; 

(4) 2 0y z− = ;         (5) 22z x= − .  

解  如图 8-7(1)至图 8-7(5)所示。 

 

图 8-7  
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9. 指出下列方程在平面解析几何中和在空间解析几何中分别表示什么图形. 
(1) 2x = ;    (2) 1y x= + ;   (3) 2 2 4x y+ = ;   (4) 2 2 1x y− = .  
解  (1) 2x = 在平面解析几何中表示过 (2,0) 点且平行于 y 轴的一条直线; 在空间解析几何中

表示过 (2,0,0) 点且平行与 yOz 面的平面.  
(2) 1y x= + 在平面解析几何中表示过 ( 1,0)− 点且斜率为 1的一条直线; 在空间解析几何中表示

一个平行于 z 轴的平面.  
(3) 2 2 4x y+ = 在平面解析几何中表示以原点为圆心、以 2 为半径的圆周; 在空间解析几何中

表示以 xOy 面上的圆周 2 2 4x y+ = 为准线, 母线平行于 z 轴的圆柱面.  

(4) 2 2 1x y− = 在平面解析几何中表示以 x 轴为实轴、以 y 轴为虚轴的双曲线; 在空间解析几

何中表示以 xOy 面上的双曲线 2 2 1x y− = 为准线, 母线平行于 z 轴的双曲柱面.  

 
10. 说明下列旋转曲面是怎样形成的. 

(1)
2 2 2

1
4 9 9
x y z

+ + = ;          (2)
2

2 2 1
4
yx z− + = ;  

(3) 2 2 2 1x y z− − = ;           (4) 2 2 2( )z a x y− = + .  

解  (1)
2 2 2

1
4 9 9
x y z

+ + = 可视为由 xOy 面上的椭圆
2 2

1
4 9
x y

+ = 绕 x 轴旋转一周而形成的旋转

椭球面; 或者也可视为由 xOz 面上的椭圆
2 2

1
4 9
x z

+ = 绕 x 轴旋转一周而形成的旋转椭球面.  

(2)
2

2 2 1
4
yx z− + = 可视为由 xOy 面上的双曲线

2
2 1

4
yx − = 绕 y 轴旋转一周而形成的单叶旋

转双曲面; 或者也可视为由 yOz 面上的双曲线
2

2 1
4
yz − = 绕 y 轴旋转一周而形成的单叶旋转

双曲面.  
(3) 2 2 2 1x y z− − = 可视为由 xOy 面上的双曲线 2 2 1x y− = 绕 x 轴旋转一周而形成的双叶旋转

双曲面; 或者也可视为由 xOz 面上的双曲线 2 2 1x z− = 绕 x 轴旋转一周而形成的双叶旋转双

曲面.  
(4) 2 2 2( )z a x y− = + 可视为由 xOz 面上的两条直线 z a x− = ± 绕 z 轴旋转一周而形成的圆锥

面; 或者也可视为由 yOz 面上的两条直线 z a y− = ± 绕 z 轴旋转一周而形成的圆锥面.  

 
11. 画出下列方程所表示的曲面. 

(1) 2 2 24 4x y z+ − = ;   (2) 2 2 24 4x y z− − = ;  (3)
2 2

3 4 9
z x y
= + .  

解  (1) 单叶双曲面, 参考主教材中的图 8-40.  
(2) 双叶双曲面, 参考主教材中的图 8-41.  
(3) 椭圆抛物面, 参考主教材中的图 8-50.  
 

12. 画出下列各曲面所围立体的图形. 
(1) 2 20, 3, 0, 3 0, 1z z x y x y x y= = − = − = + = （在第一卦限内）;  

(2) 2 2 2 2 2 20, 0, 0, ,x y z x y R y z R= = = + = + = （在第一卦限内）.  
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解  如图 8-8(1)和图 8-8(2)所示. 

 

图 8-8 

习题8-6  

1. 画出下列曲线在第一卦限内的图形. 

(1)
1 ,
2 ;

x
y
=⎧

⎨ =⎩
          (2) 

2 24 ,
0 ;

z x y
x y

⎧⎪ = − −
⎨

− =⎪⎩
     (3) 

2 2 2

2 2 2

,

.

x y a

x z a

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
 

解  如图 8-9(1)至图 8-9(3)所示。 

 

图 8-9 

2. 指出下列方程组在平面解析几何中和在空间解析几何中分别表示什么图形. 

(1)
5 1 ,
2 3 ;

y x
y x
= +⎧

⎨ = −⎩
        (2)

2 2

1,
4 9

3.

x y

y

⎧
+ =⎪

⎨
⎪ =⎩

 

解  (1) 方程组在平面解析几何中表示两直线的交点; 在空间解析几何中表示两平面的交线.  
(2) 方程组在平面解析几何中表示椭圆与其一条切线的交点 (0,3) ; 在空间解析几何中表示椭

圆柱面与其切平面的交线.  
 

3. 分别求母线平行于 x 轴及 y 轴且通过曲线
2 2 2

2 2 2

2 16,

0

x y z

x z y

⎧ + + =⎪
⎨

+ − =⎪⎩
的柱面方程.  

解  方程组消去 x 得 2 23 16y z− = , 即为母线平行于 x 轴且通过已知曲线的柱面方程.  

同理, 方程组消去 y 得 2 23 2 16x z+ = , 即为母线平行于 y 且通过已知曲线的柱面方程.  

 
4. 求球面 2 2 2 9x y z+ + = 与平面 1x z+ = 的交线在 xOy 面上的投影的方程.  

解  将两方程联立方程组后消去 z 得 2 22 2 8x x y− + = , 此为球面与平面的交线关于 xOy 的投

影柱面, 则所求投影曲线的方程为
2 22 2 8
0

x x y
z

⎧ − + =⎪
⎨

=⎪⎩
.  
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5. 将下列曲线的一般方程化为参数方程. 

(1) 
2 2 2 9,

;
x y z
y x

⎧ + + =⎪
⎨

=⎪⎩
        (2) 

2 2 2( 1) ( 1) 4,
0.

x y z
z

⎧ − + + + =⎪
⎨

=⎪⎩
 

解  (1) 把 y x= 代入 2 2 2 9x y z+ + = , 得 2 22 9x z+ = , 即
2 2

2 2 1
33

2

x z
+ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

令
3 cos
2

x t= , 则 3sinz t= , 从而该曲线的参数方程为 

3 cos
2
3 cos
2

3sin

x t

y t

z t

⎧ =⎪
⎪
⎪ =⎨
⎪
⎪ =
⎪
⎩

   [0,2π]t∈ . 

(2) 把 0z = 代入 2 2 2( 1) ( 1) 4x y z− + + + = , 得 2 2( 1) 3x y− + = , 令 1 3 cosx t− = , 则

3 siny t= , 从而该曲线的参数方程为 

1 3 cos

3sin
0

x t

y t
z

⎧ = +
⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪⎩

  [0, 2π]t∈ . 

 

6. 求螺旋线

cos ,
sin ,

x a
y a
z b

θ
θ

θ

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

在三个坐标面上的投影曲线的直角坐标方程.  

解  方程组前两个方程联立消去θ 得 2 2 2x y a+ = , 即为螺旋线关于 xOy 面的投影柱面, 所以

螺旋线在 xOy 面上的投影曲线方程为
2 2 2

0
x y a
z

⎧ + =⎪
⎨

=⎪⎩
.  

方程组中第一个与第三个方程联立消去θ 得 sin zy a
b

= , 即为螺旋线关于 zOx 面的投影柱面, 

所以螺旋线在 zOx 面上的投影曲线方程为
sin

0

zy a
b

x

⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

.  

方程组中第二个与第三个方程联立消去θ 得 cos zy a
b

= , 即为螺旋线关于 yOz 面的投影柱面, 

所以螺旋线在 yOz 面上的投影曲线方程为
cos

0

zy a
b

x

⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

.  

 
7. 求上半球 2 2 20 z a x y− −≤ ≤ 与圆柱体 2 2 ( 0)x y ax a+ >≤ 的公共部分在 xOy 面和 xOz 面上

的投影.  
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解  如图 8-10 所示, 上半球面 2 2 2z a x y= − − 与圆柱面 2 2x y ax+ = 的交线在 xOy 面上的投

影曲线为
2 2

0
x y ax
z

⎧ + =⎪
⎨

=⎪⎩
, 结合图形可知两立体的公共部分在 xOy

面上的投影恰为该投影曲线的内部, 即圆面 2 2x y ax+ ≤ .  

上半球面 2 2 2z a x y= − − 与圆柱面 2 2x y ax+ = 在 zOx 面上的投

影曲线为
2

0
z a ax
y

⎧⎪ = −
⎨

=⎪⎩
, 结合图形可知, 两立体的公共部分在

zOx 面上的投影为由 x 轴、 z 轴和曲线 2z a ax= − 所围的区域.  
 
8. 求旋转抛物面 2 2 (0 4)z x y z= + ≤ ≤ 在三个坐标面上的投影.  

解  曲面 2 2z x y= + 与平面 4z = 的交线在 xOy 面上的投影曲线为
2 2 4

0
x y
z

⎧ + =⎪
⎨

=⎪⎩
, 而所求旋转

抛物面在 xOy 面上的投影恰为该曲线内部, 即 2 2 4x y+ ≤ .  

曲面 2 2 (0 4)z x y z= + ≤ ≤ 与平面 0y = 的交线在 zOx 面上的投影曲线为
2

0
z x
y

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
, 其中

0 4z≤ ≤ , 而所求旋转抛物面在 zOx 面上的投影为该曲线内部, 即 2 4x z≤ ≤ . 同理, 旋转抛

物面在 yOz 面上的投影为 2 4y z≤ ≤ .  

总 习 题 八 

1. 填空 
(1) 设在坐标系[ ; , , ]O i j k 中点 A 和点M 的坐标依次为 0 0 0( , , )x y z 和 ( , , )x y z , 则在[ ; , , ]A i j k

坐标系中, 点M 的坐标为________, 向量OM 的坐标为________.  
(2) 设数 1 2 3λ λ λ、 、 不全为 0, 使 1 2 3 0λ λ λ+ + =a b c , 则a b c、 、 三个向量是________的.  
(3) 设 (2,1,2)=a , (4, 1,10)= −b , λ= −c b a , 且 ⊥a c , 则λ = ________.  
(4) 设 3, 4, 5= = =a b c , 且满足 0+ + =a b c , 则 × + × + × =a b b c c a ________.  

解  (1) 根据坐标系的平移知, M 的坐标为 0 0 0( , , )x x y y z z− − − , 向量OM 的坐标为 ( , , )x y z .  
(2) 由于 1 2 3 0λ λ λ+ + =a b c , 所以 1 2 3[( ) ] 0λ λ λ+ + × ⋅ =a b c b c , 从而得 ( ) 0× ⋅ =a b c , 故三向量

是共面的.  
(3) 由题知 (4 2 , 1 ,10 2 )λ λ λ= − − − −c , 又因为 ⊥a c , 所以 0⋅ =a c ,  
即2 (4 2 ) 1 ( 1 ) 2 (10 2 ) 0λ λ λ⋅ − + ⋅ − − + ⋅ − = , 解得 3λ = .  

(4) 由 0+ + =a b c 得 = − −c a b , 所以 

( ) ( ) 3× + × + × = × + × − − + − − × = ×a b b c c a a b b a b a b a a b , 

又因为 3, 4, 5= = =a b c , 所以
2 2 2+ =a b c , 即以 a b c、 、 为边的三角形是直角三角形, 

故 3 3 sin( , ) 36× + × + × = × = =a b b c c a a b a b a b .  

 
2. 下列两题中给出了四个结论, 从中选出一个正确的结论. 

 

图 8-10 
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(1) 设直线 L 的方程为
1,

2 4,
x y z

x y z
− + =⎧

⎨ + + =⎩
则 L 的参数方程为（    ）; 

 A．

1 2 ,
1 ,
1 3

x t
y t
z t

= −⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

                            B．
1 2 ,

1 ,
1 3

x t
y t
z t

= −⎧
⎪ = − +⎨
⎪ = +⎩

 

 C．
1 2 ,
1 ,
1 3

x t
y t
z t

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ = +⎩

                            D．

1 2 ,
1 ,

1 3

x t
y t
z t

= −⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = +⎩

 

(2) 下列结论中, 错误的是（    ）.  
 A． 2 22 0z x y+ + = 表示椭圆抛物面 

 B． 2 2 22 1 3x y z+ = + 表示双叶双曲面 

 C． 2 2 22 ( 1) 0x y z+ − − = 表示圆锥面 

 D． 2 5y x= 表示抛物柱面 
解  (1) L 的方向向量为 (1, 1,1) (2,1,1) ( 2,13)− × = − , 排除 C、D, 再分别将 A 中的点 (1,1,1)和 B
中的点 (1, 1,1)− 代入直线 L 方程, 满足方程的即为正确答案, 故选 A.  

(2) 选项 B 为单叶双曲面, 故选 B.  
 

3. 在 y 轴上求与点 (1, 3,7)A − 和 (5,7, 5)B − 等距离的点.  

解  设所求点为 (0, ,0)P y , 由题知 PA PB= , 即 2 2 2 2 2 21 ( 3 ) 7 5 (7 ) ( 5)y y+ − − + = + − + − , 

解得 2y = . 故所求点为 (0, 2,0) .  

 
4. 已知 ABC△ 的顶点为 (3,2, 1)A − 、 (5, 4,7)B − 和 ( 1,1, 2)C − , 求从顶点C 所引中线的长度.  

解  由题知, 线段 AB 的中点坐标为
3 5 2 4 1 7, ,

2 2 2
+ − − +⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 即 (4, 1,3)− , 故所求中线长度为

2 2 2(4 1) ( 1 1) (3 2) 30+ + − − + − = .  

 
5. 设 ABC△ 的三边BC = a 、CA = b 、AB = c , 三边中点依次为D E F、 、 , 试用向量a b c、 、 表

示 AD BE CF、 、 , 并证明 0AD BE CF+ + = .  

证明  1 1
2 2

AD AB BD AB BC= + = + = +c a , 同理有
1
2

BE = +a b , 1
2

CF = +b c .  

从而
31 1 1 ( ) 0
22 2 2

AD BE CF ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + + = + + =+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

a b cc a a b b c .  

 
6. 试用向量证明三角形两边中点的连线平行于第三边, 且其长度等于第三边长度的一半.  

证明  设 ABC△ 中, D 和E 分别为边 AB 和 AC 的中点, 则 

                  1 1 1
2 2 2

DE AE AD AC AB BC= − = − = ,  

即DE BC 且
1
2

DE BC= , 得证.  
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7. 设 + = −a b a b , (3, 5,8)= −a , ( 1,1, )z= −b , 求 z .  

解  (2, 4,8 ), (4, 6,8 )z z+ = − + − = − −a b a b , 由 + = −a b a b 得 

2 2 2 2 2 22 ( 4) (8 ) 4 ( 6) (8 )z z+ − + + = + − + −  

解得 1z = .  
 

8. 设 π3, 1, ( , )
6

= = =a b a b , 求向量 +a b 与 −a b 的夹角.  

解  2 2 2 2 cos( , )+ = + +a b a b a b a b π3 1 2 3 cos 7
6

= + + = , 

    2 2 2 2 cos( , )− = + −a b a b a b a b π3 1 2 3 cos 1
6

= + − = , 

从而   
2 2

( ) ( ) 2 7cos( )
77 1

−+ ⋅ −
+ − = = =

+ − ⋅

a ba b a ba b,a b
a b a b

,  

故所求两向量的夹角为
2 7arccos

7
.  

 
9. 设 3 7 5+ ⊥ −a b a b , 4 7 2− ⊥ −a b a b , 求 ( )a,b .  

解  由 3 7 5+ ⊥ −a b a b 得 2 2( 3 ) (7 5 ) 7 16 15 0+ ⋅ − = + ⋅ − =a b a b a a b b ;  ① 

由 4 7 2− ⊥ −a b a b 得
2 2( 4 ) (7 2 ) 7 30 8 0− ⋅ − = − ⋅ + =a b a b a a b b .    ② 

将上面两式相减得
246 23 0⋅ − =a b b , 即 2 2= ⋅b a b .        ③ 

再将③式代入①式可得 =a b . 故 1cos( )
2

⋅
= =

a ba,b
a b

, 即 π( )
3

=a,b .  

 
10. 设 (2, 1, 2)= − −a , (1,1, )z=b , 问 z 为何值时 ( )a,b 最小? 并求出此最小值.  

解  记 ( ) θ=a,b . 因为 

2 2 2 2 2 2 2

2 1 ( 1) 1 ( 2) 1 2cos
2 ( 1) ( 2) 1 1 3 2

z z

z z
θ ⋅ ⋅ + − ⋅ + − ⋅ −
= = =

+ − + − + + +

a b
a b

, 所以
2

1 2arccos
3 2

z

z
θ −
=

+
.  

而 

2
2

22

2

22 2 (1 2 )
d 1 1 2 2
d 3 2(1 2 )1

9(2 )

zz z
z

z zz
z

θ
− + − −

+= − ⋅ ⋅
+−

−
+

2 2

4

(2 ) 5 4 17

z

z z z

+
=

+ + +
, 

显然, 当 4z < − 时, d 0
dz
θ
< , 函数单调递减; 当 4z > − 时, d 0

dz
θ
> , 函数单调递增.  

故当 4z = − 时, 夹角θ 取到最小值 min
2 πarccos

2 4
θ = = .  

 

11. 设 π4, 3, ( )
6

= = =a b a,b , 求以 2+a b和 3−a b 为边的平行四边形面积.  

解  平行四边形的面积 
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( 2 ) ( 3 ) 3 2 6 5S = + × − = × − × + × − × = ×a b a b a a a b b a b b a b  

π5 sin( ) 5 4 3 sin 30
6

= = ⋅ ⋅ ⋅ =a b a,b . 

 
12. 设 (2, 3,1), (1, 2,3), (2,1,2)= − = − =a b c , 向量 r 满足 ,⊥ ⊥r a r b , Prj 14=c r , 求 r .  

解  设 ( , , )x y z=r ,  
由 ,⊥ ⊥r a r b 可得2 3 0x y a− + =   ①,  2 3 0x y z− + =   ②.  

又由Prj 14= ⋅
=c

r cr
c

可得 2 2 42x y z+ + =   ③.  

将上面的式①、式②和式③联立方程组, 解得 14, 10, 2x y z= = = . 故所求 (14,10, 2)=r .  

 
13. 设 ( 1,3, 2), (2, 3, 4), ( 3,12,6)= − = − − = −a b c , 证明三向量a 、b 、c 共面, 并用a 和b 表示c .  

证明  因为

1 3 2
[ ] ( ) 2 3 4 0

3 12 6

−
= × ⋅ = − − =

−
a,b,c a b c ,  

所以三向量a 、b 、c 共面. 设 λ μ= +c a b , 则 

( 3,12,6) ( 1,3,2) (2, 3, 4) ( 2 ,3 3 ,2 4 )λ μ λ μ λ μ λ μ− = − + − − = − + − −  

从而有

2 3
3 3 12
2 4 6

λ μ
λ μ
λ μ

− + = −⎧
⎪ − =⎨
⎪ − =⎩

, 解得 5, 1λ μ= = . 故 5= +c a b .  

 
14. 已知动点 ( , , )M x y z 到 xOy 面的距离与点M 到点 (1, 1,2)− 的距离相等, 求点M 的轨迹方程.  

解  由题知 
2 2 2( 1) ( 1) ( 2)z x y z= − + + + − , 

化简整理得 2 2( 1) ( 1) 4( 1) 0x y z− + + − − = .  

 
15. 指出下列旋转曲面的一条母线和旋转轴. 

(1) 2 22( )z x y= + ; (2) 
2 2 2

1
36 9 36
x y z

+ + = ;  (3) 2 2 23( )z x y= + ;   (4) 
2 2

2 1
4 4
y zx − − = .  

解  (1) 母线
22

0
z x
y

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
, 旋转轴为 z 轴;  

(2) 母线

2 2

0
36 9

0

x y

z

⎧
+ =⎪

⎨
⎪ =⎩

, 旋转轴为 y 轴;  

(3) 母线
3

0
z x
y

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
, 旋转轴为 z 轴;  

(4) 母线

2
2 1

4
0

yx

z

⎧
− =⎪

⎨
⎪ =⎩

, 旋转轴为 x 轴.  
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16. 求通过点 (3,0,0)A 和 (0,0,1)B 且与 xOy 面成
π
3
角的平面的方程.  

解  由题知, 可设平面方程为 ( 3) 0A x By Cz− + + = ,  
平面过点 (0,0,1)B , 可得 3 0A C− + = ,      ① 

平面与 xOy 面成
π
3
角, 可得

2 2 2 2 2 2 2

( , , ) (0,0,1)π 1cos
3 21

A B C C

A B C A B C

⋅
= = =

+ + + +
,  

整理得 2 2 23 0A B C+ − = ,      ② 

由式①和式②联立方程组, 解得 26 , 3B A C A= ± = .  
故所求平面方程为 ( 3) 26 3 0x y z− ± + = .  

 

17. 设一平面垂直于平面 0z = , 并通过从点 (1, 1,1)− 到直线
1 0,

0
y z
x
− + =⎧

⎨ =⎩
的垂线, 求此平面方程.  

解  因为直线
1 0

0
y z
x
− + =⎧

⎨ =⎩
的方向向量为 0 1 1 (0, 1, 1).

1 0 0
= − = − −

i j k
s   

所以过点 (1, 1,1)− 且以 (0, 1, 1)= − −s 为法向量的平面为 1 ( 1) ( 1) 0,y z− ⋅ + − − = 即 0,y z+ = 联

立方程组

1 0
0

0

y z
x
y z

− + =⎧
⎪ =⎨
⎪ + =⎩

, 解得
1 10, ,
2 2

x y z= = − = , 即垂足为
1 1 .0, ,
2 2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

由于所求平面垂直于平面 0z = , 故设所求平面方程为 0.Ax By D+ + =  

又知所求平面过点 (1, 1,1)− 及垂足
1 1 ,0, ,
2 2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 故有

0
1 0
2

A B D

B D

− + =⎧
⎪
⎨
− + =⎪⎩

, 解得 2 , .B D A D= =  

从而所求平面方程为 2 0,Dx Dy D+ + = 即 2 1 0.x y+ + =  

 

18. 求过点 ( 1,0, 4)− 且平行于平面3 4 10 0,x y z− + − = 又与直线
1 3

1 1 2
x y z+ −

= = 相交的直线方程.  

解  设 1 3
1 1 2

x y z t+ −
= = = , 则已知直线与所求直线的交点可记为 ( 1, 3, 2 )t t t− + , 从而所求

直线的方向向量为 ( , 3, 2 4)t t t= + −s .  
又由所求直线与已知平面平行, 可得 3 4( 3) (2 4) 0t t t− + + − = , 解得 16t = .  

故所求直线方程为
1 4

16 19 28
x y z+ −

= = .  

 
19. 已知点 (1,0,0)A 及点 (0,2,1)B , 试在 z 轴上求一点C , 使 ABC△ 的面积最小.  

解  设点 (0,0, )C z , 则所求面积为 

21 1 11 2 1 5 2 5
2 2 2

1 0
S AB AC z z

z
= × = − = − +

−

i j k
. 

由于
2

2 2415 2 5 5
55

z z z⎛ ⎞− + = +−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 所以
1
5

z = , 即 1(0,0, )
5

C 时, min
30
5

S = .  
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20. 求曲线
2 2

2 2

2 ,

( 1) ( 1)

z x y

z x y

⎧ = − −⎪
⎨

= − + −⎪⎩
在三个坐标面上的投影曲线的方程.  

解  方程组消去 z , 得 2 2 0x y x y+ − − = , 故已知曲线在 xOy 面上的投影曲线方程为

2 2 0
0

x y x y
z

⎧ + − − =⎪
⎨

=⎪⎩
. 

方程组消去 x , 得 2 22 2 4 3 2 0y yz z y z+ + − − + = , 故已知曲线在 yOz 面上的投影曲线方程为

2 22 2 4 3 2 0
0

y yz z y z
x

⎧ + + − − + =⎪
⎨

=⎪⎩
.  

方程组消去 y , 得 2 22 2 4 3 2 0x xz z x z+ + − − + = , 故已知曲线在 xOz 面上的投影曲线方程为

2 22 2 4 3 2 0
0

x xz z x z
y

⎧ + + − − + =⎪
⎨

=⎪⎩
.  

 
21. 求锥面 2 2z x y= + 与柱面 2 2z x= 所围立体在三个坐标面上的投影.  

解  将两曲面方程联立方程组后消去 z , 得 2 2 2 0x y x+ − = , 故立体在 xOy 面上的投影为

2 2 2 0
0

x y x
z

⎧ + −⎪
⎨

=⎪⎩

≤
.  

同理, 方程组消去 x 后, 得
22

2 11
2
z y⎛ ⎞ + =−⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 结合图 8-11 知立体在 yOz 面上的投影为 

22
2 1, 01

2
0

z y z

x

⎧⎛ ⎞ +⎪ −⎜ ⎟⎨⎝ ⎠
⎪ =⎩

≤ ≥ . 

方程组消去 y 后, 得 2 2z x= , 结合图 8-11 知立体在 xOz 面上的投影为
2

0
x z x
y

⎧⎪
⎨

=⎪⎩

≤ ≤ .  

 

图 8-11 

 
22. 画出下列各曲面所围立体的图形. 

(1) 抛物柱面 22y x= , 平面 0z = 及 1
4 2 2
x y z
+ + = ;  

(2) 抛物柱面 2 1x z= − , 平面 0, 0y z= = 及 1x y+ = ;  

(3) 圆锥面 2 2z x y= + 及旋转抛物面 2 22z x y= − − ;  
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(4) 旋转抛物面 2 2x y z+ = , 柱面 2y x= , 平面 0z = 及 1x = .  

解  如图 8-12(1)至图 8-12(4)所示。 

 

图 8-12 
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第 9章  

多元函数微分法及其应用  

 

一、基 本 内 容 

1. 多元函数的基本概念 
   (1) 平面点集, *n 维空间; 
   (2) 多元函数的概念; 
   (3) 多元函数的极限; 
   (4) 多元函数的连续性. 
2. 偏导数 
   (1) 偏导数的定义及其计算法;  
   (2) 高阶偏导数. 
3. 全微分 
   (1) 全微分的定义; 
  *(2) 全微分在近似计算中的应用. 
4. 多元复合函数的求导法则 
   (1) 一元函数与多元函数复合的情形;   
   (2) 多元函数与多元函数复合的情形;   
   (3) 其他情形, 全微分形式不变性. 
5. 隐函数的求导公式 
   (1) 一个方程的情形: 隐函数存在定理 1、隐函数存在定理 2;  
   (2) 方程组的情形: 隐函数存在定理 3. 
6. 多元函数微分学的几何应用 
   (1) 一元向量值函数及其导数; 
   (2) 空间曲线的切线与法平面; 
   (3) 曲面的切平面与法线. 
7. 方向导数与梯度 
   (1) 方向导数; 
   (2) 梯度. 
8. 多元函数的极值及其求法 
   (1) 多元函数的极值及最大值与最小值;  
   (2) 条件极值, 拉格朗日乘数法. 
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    *9. 二元函数的泰勒公式 
   (1) 二元函数的泰勒公式;  
   (2) 极值充分条件的证明. 

    *10. 最小二乘法 

二、基 本 要 求 

1. 理解多元函数的概念和二元函数的几何意义. 
2. 了解二元函数的极限与连续性的概念. 
3. 理解多元函数偏导数和全微分的概念, 会求全微分, 了解全微分存在的必要条件, 了解全微分

形式的不变性. 
4. 掌握多元复合函数偏导数的求法. 
5. 会求隐函数（包括由方程组确定的隐函数）的偏导数. 
6. 了解曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的概念, 会求它们的方程. 
7. 理解方向导数与梯度的概念并掌握其计算方法. 
8. 了解二元函数的二阶泰勒公式. 
9. 理解多元函数的极值和条件极值的概念, 掌握多元函数极值存在的必要条件, 了解二元函数极

值存在的充分条件, 会求二元函数的极值, 会用拉格朗日乘数法求条件极值. 
10. 了解多元函数最大值和最小值的概念, 并会解决一些简单的应用问题. 

三、习 题 解 答 

习题9-1  

1. 判定下列平面点集中哪些是开集、闭集、区域、有界集、无界集, 并分别指出它们的聚点所成

的点集（称为导集）和边界. 
(1) {( , ) 0, 0}x y x y≠ ≠ ;      (2) 2 2{( , ) 1 4}x y x y< + ≤ ;  

(3) 2{( , ) }x y y x> ;    (4) 2 2 2 2{( , ) ( 1) 1} {( , ) ( 2) 4}x y x y x y x y+ − + −∩≥ ≤ . 

解  (1) 此集合是开集, 无界集; 导集为 2R , 边界为{ }( , ) 0 0x y x y= =或 .  

(2) 此集合既非开集也非闭集, 是有界集; 导集为 2 2{( , ) 1 4},x y x y+≤ ≤  边界为

2 2 2 2{( , ) 1} {( , ) 4}x y x y x y x y+ = + =∪ .  

(3) 此集合是开集, 区域, 无界集; 导集为 2{( , ) },x y y x≥ 边界为 2{( , ) }.x y y x=
 

(4) 此集合为闭集, 有界集; 导集为集合本身, 边界为 
2 2 2 2{( , ) ( 1) 1} {( , ) ( 2) 4}x y x y x y x y+ − = + − =∪ .

 
 

2. 已知函数 2 2( , ) tan xf x y x y xy
y

= + − , 试求 ( , )f tx ty .  

解  2 2( , ) ( ) ( ) ( )( ) tan txf tx ty tx ty tx ty
ty

= + − 2 22 tan xx y xyt
y

⎛ ⎞+ −= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 ( , )t f x y= .  
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3. 试证函数 ( , ) ln lnF x y x y= ⋅ 满足关系式 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F xy uv F x u F x v F y u F y v= + + + . 
证明  ( , ) ln( ) ln( ) (ln ln ) (ln ln )F xy uv xy uv x y u v= ⋅ = + ⋅ +  

              ln ln ln ln ln ln ln lnx u x v y u y v= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

              ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F x u F x v F y u F y v= + + + . 

 
4. 已知函数 ( , , ) w u vf u v w u w += + , 试求 ( , , )f x y x y xy+ − .  

解  2( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .xy x y x y xy xf x y x y xy x y xy x y xy+ + −+ − = + + = + +  

 
5. 求下列各函数的定义域. 

(1) 2ln( 2 1)z y x= − + ;         (2) 1 1z
x y x y

= +
+ −

;  

(3) z x y= − ;          (4) 
2 2

ln( )
1

xz y x
x y

= − +
− −

;  

(5) 2 2 2 2

2 2 2 2

1 ( 0)u R x y z R r
x y z r

= − − − + > >
+ + −

;  

(6) 
2 2

arccos zu
x y

=
+

.  

注: 求多元函数的定义域与求一元函数的定义域相类似, 就是先求出构成该函数的各个简单函

数的定义域, 然后再求出它们的交集, 即为所求的定义域.  
解  (1) 2{( , ) 2 1 0}x y y x− + > .  

(2) {( , ) 0, 0}x y x y x y+ > − > .  

(3) 2{( , ) 0, 0, }x y x y x y≥ ≥ ≥ .  

(4) 2 2{( , ) 0, 0, 1}x y y x x x y− > + <≥ .  

(5) 2 2 2 2 2{( , , ) }x y z r x y z R< + + ≤ .  

(6) 2 2 2 2 2{( , , ) , 0}x y z x y z x y+ + ≠≥ .  

 
6. 求下列各极限. 

(1) 2 2( , ) (0,1)

1lim
x y

xy
x y→

−
+

;   (2) 
2 2( , ) (1,0)

ln( e )lim
y

x y

x

x y→

+

+
;   (3) 

( , ) (0,0)

2 4
lim

x y

xy
xy→

− +
; 

(4) 
( , ) (0,0)

lim ;
2 e 1xyx y

xy
→ − −

 (5) 
( , ) (2,0)

tan( )lim
x y

xy
y→

;        (6) 2 2

2 2

2 2( , ) (0,0)

1 cos( )lim
( )ex yx y

x y
x y→

− +

+
.  

解  (1) 2 2( , ) (0,1)

1lim
x y

xy
x y→

−
+

1 0 1.
0 1
−

= =
+  

(2)
0

2 2( , ) (1,0)

ln( e ) ln(1 e )lim ln 2.
1

y

x y

x

x y→

+ +
= =

+
 

注: 上述两小题是利用多元初等函数在其定义域是连续的这个性质来求极限的, 即函数在该点
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的极限值等于函数在该点的函数值.  

(3)
( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

2 4 4 ( 4)lim lim
(2 4)x y x y

xy xy
xy xy xy→ →

− + − +
=

+ + ( , ) (0,0)

1 1lim .
42 4x y xy→

−
= = −

+ +
 

(4)
( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

lim lim ( 2 e 1) 1 2 2.
1 e2 e 1

xy
xyxyx y x y

xy xy
→ →

= − + = − ⋅ = −
−− −

 

注: 此题先运用了分母有理化, 然后又利用了当 ( , ) (0,0)x y → 时, e 1xy xy− ～ .  

(5) 
( , ) (2,0) ( , ) (2,0)

tan( ) tan( )lim lim 1 2 2.
x y x y

xy xy x
y xy→ →

= ⋅ = ⋅ =
 

注: 本题利用了当 ( , ) (2,0)x y → 时, tan( )xy xy～ .  

(6) 2 2 2 2

2 2 2
2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

1 ( )1 cos( ) 2lim lim
( )e ( )ex y x yx y x y

x yx y
x y x y→ →

+− +
=

+ +
2 2

2 2

( , ) (0,0)

1 1lim 0 0.
2 2ex yx y

x y
→

+
= = ⋅ =  

注: 本题利用了当 ( , ) (0,0)x y → 时, 2 2 2 2 211 cos( ) ( )
2

x y x y− + +～ .
 

 
   *7. 证明下列极限不存在. 

(1) 
( , ) (0,0)

lim
x y

x y
x y→

+
−

;      (2) 
2 2

2 2 2( , ) (0,0)
lim

( )x y

x y
x y x y→ + − .  

注: 证明极限
0

lim ( )
P P

f P
→

不存在常用的方法有: (1) 找两条不同的路径, 使得点P 沿着这两条路

径趋于 0P 时, ( )f P 的极限存在但不相等; (2) 找一条特殊的路径, 使得点P 沿着这条路径趋于

0P 时, ( )f P 的极限不存在. 本题采用第一种方法.  

解  (1) 当点 ( , )x y 沿直线
1 , 2
2

y x y x= = 这两条路径趋于 (0,0) 时, 有 

( , ) (0,0) 0
1
2

1
2lim lim 3,
1
2

x y x

y x

x xx y
x y x x→ →

=

++
= =

− −
  

( , ) (0,0) 0
2

2lim lim 3.
2x y x

y x

x y x x
x y x x→ →

=

+ +
= = −

− −
 

故所求极限不存在.  
(2) 当点 ( , )x y 沿直线 ,y x y x= = − 这两条路径趋于 (0,0) 时, 有 

2 2 4

2 2 2 4( , ) (0,0) 0
lim lim 1,

( ) 0x y x
y x

x y x
x y x y x→ →

=

= =
+ − +

 

2 2 4 2

2 2 2 4 2 2( , ) (0,0) 0 0
lim lim lim 0.

( ) 4 4x y x x
y x

x y x x
x y x y x x x→ → →

=−

= = =
+ − + +

 

故所求极限不存在.  
 

8. 函数
2

2
2
2

y xz
y x

+
=

−
在何处是间断的？ 

解  这个函数的定义域是 2{( , ) 2 0}x y y x− ≠ , 也就是函数在曲线 2 2y x= 上没有定义, 因此曲

线 2 2y x= 上的各点均为函数的间断点.  
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   *9. 证明
2 2( , ) (0,0)

lim 0
x y

xy

x y→
=

+
.  

证明  0ε∀ > . 

因为

2 2

2 2
2 2 2 2

1 ( ) 120
2

x yxy x y
x y x y

+
− = +

+ +
≤ , 要使

2 2
0xy

x y
ε− <

+
, 只要 2 2 2x y ε+ < , 

所以取 2δ ε= , 则当 2 20 x y δ< + < 时, 有
2 2

0xy

x y
ε− <

+
成立, 即

2 2( , ) (0,0)
lim 0.

x y

xy

x y→
=

+
 

 
   *10. 设 ( , ) ( )F x y f x= , ( )f x 在 0x 处连续. 证明: 对任意 0 R, ( , )y F x y∈ 在 0 0( , )x y 处连续.  

证明  取点 2
0 0 0( , ) RP x y ∈ , 因为 ( )f x 在 0x 处连续, 所以 0ε∀ > , 0,δ∃ > 当 0x x δ− < 时, 

有 0( ) ( ) .f x f x ε− <  所以当 0( , ) ( , )P x y U P δ∈ 时, 有 0 0( , )x x P Pρ δ− < < , 从而有 

0 0 0( , ) ( , ) ( ) ( ) ,F x y F x y f x f x ε− = − <  即 ( , )F x y 在 0 0( , )x y 处连续.  

习题9-2  

1. 求下列函数的偏导数. 

(1) 3 3z x y y x= − ;       (2) 
2 2u vs
uv
+

= ;   (3) ln( )z xy= ; 

(4) 2sin( ) cos ( )z xy xy= + ;   (5) ln tan xz
y

= ;      (6) (1 ) yz xy= + ;  

(7) 
y
zu x= ;          (8) arctan( )zu x y= − .  

解  (1) 2 3 3 23 , 3z zx y y x y x
x y
∂ ∂

= − = −
∂ ∂

.  

(2) 利用商的求导法则, 得 
2 2

2 2
2 ( ) 1

( )
s u uv u v v v
u vuv u
∂ ⋅ − +

= = −
∂

,  
2 2

2 2
2 ( ) 1

( )
s v uv u v u u
v uuv v
∂ ⋅ − +

= = −
∂

. 

(3) 1 1 1 1
2 ln( ) 2 ln( )

z y
x xyxy x xy
∂

= ⋅ ⋅ ⋅ =
∂

,  1 1 1 1
2 ln( ) 2 ln( )

z x
y xyxy y xy
∂

= ⋅ ⋅ ⋅ =
∂

.  

(4) cos( ) 2cos( ) [ sin( )] [cos( ) sin(2 )]z y xy xy xy y y xy xy
x
∂

= + ⋅ − ⋅ = −
∂

,  

cos( ) 2cos( ) [ sin( )] [cos( ) sin(2 )]z x xy xy xy x x xy xy
y
∂

= + ⋅ − ⋅ = −
∂

. 

(5) 21 1 1 2 2sec csc
tan sin cos

z x x
x x xx y y y yy
y y y

∂
= ⋅ ⋅ = =

∂
,  

2
2 2

2

1 2 2sec csc
tan sin cos

xz x x x x
x x xyy y yyy
y y y

⎛ ⎞∂ −= ⋅ ⋅ = − = −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
. 
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(6) 2 1(1 ) yz y xy
x

−∂
= +

∂
, ln(1 ) ln(1 )(e ) (1 )

1
y xy y xyz xyxy

xyy y
+∂ ∂ ⎡ ⎤+ += = + ⎢ ⎥+∂ ∂ ⎣ ⎦

. 

(7) 
1

2
1, ln , ln

y y y
z z zu y u u yx x x x x

x z y z z z
−∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂

.  

(8) 
1 1

2 2
( ) ( ),

1 ( ) 1 ( )

z z

z z
u z x y u z x y
x yx y x y

− −∂ − ∂ −
= = −

∂ ∂+ − + −
, 2

( ) ln( )
1 ( )

z

z
u x y x y
z x y
∂ − −

=
∂ + −

.  

 

2. 设 2π /T l g= , 求证 0T Tl g
l g

∂ ∂
+ =

∂ ∂
.  

证明  因为
1 1 12 . . .
2 /

T
l gl g gl

∂ π
= π =

∂
,  2

1 1 π2π
2 /

lT l
gg l g g g

⎛ ⎞∂ −= ⋅ ⋅ ⋅ = −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
, 所以

π / π / 0T Tl g l g l g
l g

∂ ∂
+ = − =

∂ ∂  
 

 

3. 设
1 1

e x yz
⎛ ⎞+−⎜ ⎟
⎝ ⎠= , 求证 2 2 2z zx y z

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

.  

证明  因为

1 1 1 1

2 2
1 1e , ex y x yz z

x yx y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂

= =
∂ ∂

, 所以有 

1 1 1 1
2 2 e e 2 .x y x yz zx y z

x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂

+ = + =
∂ ∂

 

 

4. 设 ( , ) ( 1) arcsin xf x y x y
y

= + − , 求 ( ,1)xf x .  

解  1 1 1( , ) 1 . .
1 2

x
yf x y

yx x
y y

−
= +

−
, 所以 ( ,1) 1.xf x =  

 

5. 曲线

2 2

4
4

x yz

y

⎧ +
=⎪

⎨
⎪ =⎩

在点 (2, 4,5)处的切线对于 x 轴的倾角是多少? 

解  设 ( , )z f x y= , 按偏导数的几何意义, (2,4)xf 就是曲线在点 (2,4,5)处的切线对于 x 轴的

斜率, 而
2

1(2, 4) 1
2x

x
f x

=

= = , 所以所求倾角为
4
π .  

 

6. 求下列函数的
2 2 2

2 2,z z z
x yx y

∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂

和 . 

(1) 4 4 2 24z x y x y= + − ;   (2) arctan yz
x

= ;   (3) xz y= .  

解  (1) 3 24 8 ,z x xy
x
∂

= −
∂

 3 24 8 ,z y x y
y
∂

= −
∂
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2
2 2

2 12 8 ,z x y
x
∂

= −
∂

 
2

2 2
2 12 8z y x

y
∂

= −
∂

, 
2

16z xy
x y
∂

= −
∂ ∂

. 

(2) 2 2 22
1 ,

1

z yy
x x yxy

x

∂ ⎛ ⎞= ⋅ = −−⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 2 2 2
1 1

1

z x
y x x yy

x

∂
= ⋅ =

∂ +⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

2

2 2 2 2
2

( )
z xy

x x y
∂

=
∂ +

,  
2

2 2 2 2
2

( )
z xy

y x y
∂

= −
∂ +

,  
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
.2

( ) ( )
z x y y y y x

x y x y x y
∂ + − −

= − =
∂ ∂ + +

. 

(3) ln ,xz y y
x
∂

=
∂

 1xz xy
y

−∂
=

∂
,  

2
2

2 lnxz y y
x
∂

=
∂

, 
2

2
2 ( 1) xz x x y

y
−∂

= −
∂

, 
2

1(1 ln )xz y x y
x y

−∂
= +

∂ ∂
. 

 
7. 设 2 2 2( , , ) ,f x y z xy yz zx= + +  求 (0,0,1), (1,0,2), (0, 1,0)xx xz yzf f f − 和 (2,0,1)zzxf .  

解  因为 2 2xf y xz= + , 22yf xy z= + , 22zf zy x= + , 2xxf z= , 2xzf x= , 2yzf z= , 
2zzf y= , 0zzxf = , 所以有 (0,0,1) 2xxf = , (1,0, 2) 2xzf = , (0, 1,0) 0yzf − = , (2,0,1) 0zzxf = .  

 

8. 设 ln( ),z x xy= 求
3

2
z

x y
∂
∂ ∂

和
3

2
z

x y
∂
∂ ∂

.  

解  ln( ) . 1 ln( )z yxy x xy
x xy
∂

= + = +
∂

, 
2

2
1z y

xy xx
∂

= =
∂

, 
3

2 0z
x y
∂

=
∂ ∂

,  

2 1z x
x y xy y
∂

= =
∂ ∂

, 
3

2 2
1z

x y y
∂

= −
∂ ∂

.  

 
9. 验证:  

(1)
2

e sinkn ty nx−= 满足
2

2
y yk
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
.  

(2) 2 2 2r x y z= + + 满足
2 2 2

2 2 2
2r r r
rx y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
.  

证明  (1) 因为
22e sinkn ty kn nx

t
−∂

= −
∂

, 
2

e coskn ty n nx
x

−∂
=

∂
, 

2
2

2
2 e sinkn ty n nx

x
−∂

= −
∂

,  

所以有
2

2
y yk
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
.  

(2) 
2 2 2

r x x
x rx y z

∂
= =

∂ + +
, 

2 2 2

2 2 3

rr xr r xx
x r r

∂
−∂ −∂= =

∂
, 由于函数关于自变量对称, 得 

2 2 2

2 3
r r y

y r
∂ −

=
∂

, 
2 2 2

2 3
r r z

z r
∂ −

=
∂

, 

所以有
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 3
3 2r r r r x y z

rx y z r
∂ ∂ ∂ − − −

+ + = =
∂ ∂ ∂

. 
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习题9-3  

1. 求下列函数的全微分. 

(1) xz xy
y

= + ;      (2) e
y
xz = ;   (3) 

2 2

yz
x y

=
+

;     (4) yzu x= .  

解  (1) 因为
1z y

x y
∂

= +
∂

, 2
z xx
y y
∂

= −
∂

, 所以 

2
1

d d d d d
xz z xyz x y x y

y yx y
⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞ −+= + = + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

(2) 因为 2 e
y
xz y

x x
∂

= −
∂

, 1 e
y
xz

y x
∂

=
∂

, 所以 

2
1d d d e ( d d )

y
xz zz x y y x x y

x y x
∂ ∂

= + = − −
∂ ∂

. 

(3) 因为 2 2 32 2
2 2 2

1 2
2

( )

z y x xy
x x y x y x y

∂
= − ⋅ ⋅ = −

∂ + + +

,  

2 2
2 2

2 2

. yx y y
x yz

y x y

+ −
+∂

= =
∂ +

 
2

3
2 2 2( )

x

x y+

, 所以 

3
2 2 2

d d d ( d d )
( )

z z xz x y y x x y
x y

x y

∂ ∂
= + = − −
∂ ∂

+

.  

(4) 因为 1yzu yzx
x

−∂
=

∂
, lnyzu zx x

y
∂

=
∂

, lnyzu yx x
z
∂

=
∂

, 所以 

1d d d d d ln d ln dyz yz yzu u uu x y z yzx x zx x y yx x z
x y z

−∂ ∂ ∂
= + + = + +
∂ ∂ ∂

. 

 
2. 求函数 2 2ln(1 )z x y= + + 当 1, 2x y= = 时的全微分.  

解  因为 2 2
2

1
z x
x x y
∂

=
∂ + +

, 2 2
2

1
z y
y x y
∂

=
∂ + +

, 所以
1 1
2 2

1 2,
3 3x x

y y

z z
x y= =

= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
, 从而所求全微分 

1
2

1 2d d d
3 3

x
y

z x y=
=
= + . 

 

3. 求函数
yz
x

= 当 2, 1, 0.1, 0.2x y x y= = Δ = Δ = − 时的全增量和全微分.  

解  y y yz
x x x
+ Δ

Δ = −
+ Δ

, 2
1d yz x y
xx

= − Δ + Δ , 所以当 2, 1, 0.1, 0.2x y x y= = Δ = Δ = − 时的全增量

1 0.2 1 0.119
2 0.1 2

z −
Δ = − = −

+
, 全微分

0.1 1d ( 0.2) 0.125
4 2

z = − + × − = − .  
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4. 求函数 exyz = 当 1, 1, 0.15, 0.1x y x y= = Δ = Δ = 时的全微分.  

解  因为d e exy xyz zz x y y x x y
x y
∂ ∂

= Δ + Δ = Δ + Δ
∂ ∂

, 

所以当 1, 1, 0.15, 0.1x y x y= = Δ = Δ = 时的全微分d e 0.15 e 0.1 0.25ez = ⋅ + ⋅ = .  

 
5. 考虑二元函数 ( , )f x y 的下面四条性质:  

(1) ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 连续;  
(2) ( , ), ( , )x yf x y f x y 在点 0 0( , )x y 连续;  
(3) ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 可微分;  
(4) 0 0 0 0( , ), ( , )x yf x y f x y 存在.  
若用“ P Q⇒ ”表示可由性质 P 推出性质Q , 则下列四个选项中正确的是（    ）.  
A． (2) (3) (1)⇒ ⇒        B． (3) (2) (1)⇒ ⇒  
C． (3) (4) (1)⇒ ⇒        D． (3) (1) (4)⇒ ⇒  
解  由已证定理知, 二元函数可微分可推得二元函数偏导数存在且连续, 而偏导数连续可推得

函数可微分, 也即得到 (2) (3) (1) (4)⇒ ⇒ 、 , 所以选 A.  

 
   *6. 计算 3 3(1.02) (1.97)+ 的近似值.  

解  设 3 3z x y= + , 则
2

3 3

3

2
x

xz
x y

=
+

, 
2

3 3

3

2
y

yz
x y

=
+

.  

所以 3 3 3 3( ) ( )x x y y x y z+ Δ + + Δ = + + Δ  

   
2 2

3 3 3 3
3 3

3 3d
2

x x y yx y z x y
x y

Δ + Δ
≈ + + = + +

+
. 

取 1, 2, 0.02, 0.03x y x y= = Δ = Δ = − , 可得 
2

3 3 3

3

3 1 0.02 3 2 ( 0.03)(1.02) (1.97) 1 2 2.95
2 1 2

× × + × × −
+ ≈ + + =

+
. 

 
   *7. 计算 1.05(1.97) 的近似值（ ln 2 0.693= ）.  

解  设 yz x= , 则 1, lny y
x yz yx z x x−= = . 所以 

1( ) d lny y y y y y yx x x z x z x yx x x x y+Δ −+ Δ = + Δ ≈ + = + ⋅Δ + ⋅Δ . 

取 2, 1, 0.03, 0.05x y x y= = Δ = − Δ = , 可得 
1.05(1.97) 2 0.03 2ln 2 0.05 2.039.≈ − + ⋅ ≈  

 
   *8. 已知边长为 6mx = 与 8my = 的矩形, 如果 x 边增加5cm 而 y 边减少10cm,问这个矩形的对角

线的近似变化怎样？ 

解  矩形的对角线的长为 2 2z x y= + , 则 

2 2

1d ( )z zz z x y x x y y
x y x y

∂ ∂
Δ ≈ = Δ + Δ = Δ + Δ

∂ ∂ +
. 
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所以当 6, 8, 0.05, 0.1x y x y= = Δ = Δ = − 时, 对角线的变化 

2 2

1 (6 0.05 8 0.1) 0.05
6 8

zΔ ≈ × − × = −
+

, 

也即这个矩形的对角线的长减少大约5cm . 
 

   *9. 设有一无盖圆柱形容器, 容器的壁与底的厚度均为0.1cm , 内高为20cm , 内半径为4cm . 求容

器外壳体积的近似值.  
解  圆柱形的体积 2πV r h= , 所求容器外壳体积就是圆柱体体积的增量 VΔ , 而 

2d 2π πV VV V r h rh r r h
r h

∂ ∂
Δ ≈ = Δ + Δ = Δ + Δ

∂ ∂
. 

则当 4, 20, 0.1r h r h= = Δ = Δ = 时, 22 3.14 4 20 0.1 3.1 4 0.1 55.3VΔ ≈ × × × × + × × ≈ , 即容器外

壳的体积大约是 355.3cm .  
 

   *10. 设有直角三角形, 测得其两直角边的长分别为 (7 0.1)cm± 和 (24 0.1)cm± . 试求利用上述二值

来计算斜边长度时的绝对误差.  

解  设两直角边长度分别为 x 和 y , 则斜边长度为 2 2z x y= + ,  

2 2 2 2

d

1 1( ) ( )x y

z z z zz z x y x y
x y x y

x x y y x y
x y x y

δ δ

∂ ∂ ∂ ∂
Δ ≈ = Δ + Δ Δ + Δ

∂ ∂ ∂ ∂

= Δ + Δ +
+ +

≤

≤

, 

可得
2 2

1 ( )z x yx y
x y

δ δ δ= +
+

. 则当 7, 24, 0.1, 0.1x yx y δ δ= = = = 时,  

2 2

1 (7 0.1 24 0.1) 0.124
7 24

zδ = × + × ≈
+

. 

即计算斜边长度的绝对误差约为0.124cm .  
 

   *11. 测得一块三角形土地的两边边长分别为 (63 0.1)m± 和 (78 0.1)m± , 这两边的夹角为 60 1±D D . 

试求三角形面积的近似值, 并求其绝对误差和相对误差.  

解  设三角形的两边长分别为a 和b , 它们的夹角为θ , 则三角形的面积为
1 sin
2

S ab θ= ,  

d S S S S S SS S a b a b
a b a b

θ θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Δ ≈ = Δ + Δ + Δ Δ + Δ + Δ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
≤  

                    1 1 1sin sin cos
2 2 2

b a a b abθ θ θ θ= Δ + Δ + Δ  

 1 1 1sin sin cos
2 2 2a bb a ab θθδ θδ θδ+ +≤ ,  

可得                1 1 1sin sin cos
2 2 2S a bb a ab θδ θδ θδ θδ= + + ,  
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则当
π π63, 78, , 0.1, 0.1,
3 180a ba b θθ δ δ δ= = = = = = 时, 三角形面积的近似值为 

21 π63 78 sin 2127.8(m )
2 3

S = × × ⋅ ≈ , 

绝对误差为 

21 3 1 3 1 3 1 π78 0.1 63 0.1 63 78 27.6(m )
2 2 2 2 2 2 2 180Sδ = × × × + × × × + × × × × × ≈ , 

相对误差为 
27.6 1.30%

2127.8
S

S
δ

≈ ≈ . 

 
   *12. 利用全微分证明: 两数之和的绝对误差等于它们各自的绝对误差之和.  

证明  设u x y= + , 则 

d u uu u x y x y
x y
∂ ∂

Δ ≈ = Δ + Δ = Δ + Δ
∂ ∂ x yx y δ δΔ + Δ +≤ ≤ , 

于是有 u x yδ δ δ= + , 即两数之和的绝对误差等于它们各自的绝对误差之和.  

 
   *13. 利用全微分证明: 乘积的相对误差等于各因子的相对误差之和; 商的相对误差等于被除数及

除数的相对误差之和.  

证明  设 , xu xy v
y

= = , 则 

d u uu u x y y x x y
x y
∂ ∂

Δ ≈ = Δ + Δ = Δ + Δ
∂ ∂ x yy x x y y xδ δΔ + Δ +≤ ≤ , 

2d v v y x x yv v x y
x y y
∂ ∂ Δ − Δ

Δ ≈ = Δ + Δ =
∂ ∂ 2 2

x yy xy x x y

y y

δ δ+Δ + Δ
≤ ≤ , 

于是有 u x yy xδ δ δ= + , 2
x y

v
y x

y

δ δ
δ

+
= , 从而有 

x y yu xy x
u xy x y

δ δ δδ δ+
= = + ,  2

1 x y yv xy x
v x yx y

y

δ δ δδ δ+
= ⋅ = + . 

即乘积的相对误差等于各因子的相对误差之和; 商的相对误差等于被除数及除数的相对误差

之和.  

习题9-4  

1. 设 2 2 , , ,z u v u x y v x y= + = + = −而 求 ,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

.  

解  2 1 2 1 4z z u z v u v x
x u x v x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,  
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    2 1 2 ( 1) 4z z u z v u v y
y u y v y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

.  

 

2. 设 2 ln , , 3 2 ,xz u v u v x y
y

= = = −而 求 ,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

.  

解  
212 ln 3z z u z v uu v

x u x v x y v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2

2 2
2 3ln(3 2 )

(3 2 )
x xx y

y x y y
= − +

−
,  

 
2

22 ln ( 2)
xz z u z v uu v
yy u y v y v

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠

2 2

3 2
2 2ln(3 2 )

(3 2 )
x xx y
y x y y

= − − −
−

.  

 

3. 设 2 3e , sin , ,x yz x t y t−= = =而 求
d
d
z
t

.  

解  2 2 2d d d e cos e ( 2) 3
d d d

x y x yz z x z y t t
t x t y t

− −∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = + ⋅ − ⋅
∂ ∂

3sin 2 2e (cos 6 )t t t t−= − .  

 

4. 设 3arcsin( ), 3 , 4 ,z x y x t y t= − = =而  求 d
d
z
t

.  

解  d d d
d d d
z z x z y
t x t y t

∂ ∂
= ⋅ + ⋅
∂ ∂

2
2

2 2 3 2

1 ( 1) 3(1 4 )3 12
1 ( ) 1 ( ) 1 (3 4 )

tt
x y x y t t

− −
= ⋅ + ⋅ =

− − − − − −
.  

 

5. 设 arctan( )z xy= , 而 exy = , 求 d
d

z
x

.  

解  2 2 2 2 2 2
d d e (1 )e .
d d 1 1 1 e

x x

x
z z z y y x x
x x y x x y x y x

∂ ∂ +
= + ⋅ = + =
∂ ∂ + + +

 

 

6. 设 2
e ( ) ,

1

ax y zu
a

−
=

+
而 sin , cos ,y a x z x= = 求

d
d
u
x

.  

解  d d d
d d d
u u u y u z
x x y x z x

∂ ∂ ∂
= + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ 2 2 2

e ( ) e ecos ( sin )
1 1 1

ax ax axa y z a x x
a a a

−
= + ⋅ − ⋅ −

+ + +
 

       2
2
e ( sin cos cos sin ) e sin

1

ax
axa x a x a x x x

a
= − + + =

+
.  

 

7. 设 arctan ,xz
y

= 而 , ,x u v y u v= + = − 验证 2 2
z z u v
u v u v
∂ ∂ −

+ =
∂ ∂ +

. 

证明  
z x z y z x z yz z
x u y u x v y vu v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

           2 22 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

x x
y yy yx x x x

y y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −= ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2 2 2
2y u v

x y u v
−

= =
+ +

.  
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8. 求下列函数的一阶偏导数（其中 f 具有一阶连续偏导数）. 

(1) 2 2( , e )xyu f x y= − ;   (2) ,x y
u f

y z
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

;   (3) ( , , )u f x xy xyz= .  

解  (1) 令 2 2s x y= − , exyt = , 则函数 2 2( , e )xyu f x y= − 可视为由函数 ( , )u f s t= 及

2 2 ,s x y= − exyt = 复合而成, 根据复合函数的求导法则, 得 

1 22 exyu u s u t xf y f
x s x t x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

1 22 exyu u s u t yf x f
y s y t y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

(2) 令 xs
y

= , yt
z

= , 则 ,x y
u f

y z
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

可视为由 ( , ) ,x yu f s t s t
y z

= = =及 复合而成, 根据复合函

数的求导法则, 得 

1
1u u s f

x s x y
∂ ∂ ∂ ′= ⋅ =
∂ ∂ ∂

, 

1 22
1u u s u t x f f

y s y t y zy
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

22
u u t y f
z t z z
∂ ∂ ∂ ′= ⋅ = −
∂ ∂ ∂

. 

(3) 令 , ,s x t xy r xyz= = = , 则 ( , , )u f x xy xyz= 可视为由函数 ( , , )u f s t r= 及 , ,s x t xy= =  
r xyz= 复合而成, 根据复合函数的求导法则, 得 

1 2 3
u u s u t u r f yf yzf
x s x t x r x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

2 3
u u t u r xf xzf
y t y r y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

3
u u r xyf
z r z
∂ ∂ ∂ ′= ⋅ =
∂ ∂ ∂

. 

 

9. 设 ( ),z xy xF u= + 而 , ( )yu F u
x

= 为可导函数, 证明 

z zx y z xy
x y
∂ ∂

+ = +
∂ ∂

. 

证明  ( )( ) ( )
uz z u x xF ux y x yy F u xF u
yx y x
∂∂ ∂ ⎡ ⎤∂⎡ ⎤ ′+′+ = ++ + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ∂∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

                ( ) ( )] [ ( )yx y F u F u y x F u
x

⎡ ⎤′ ′= + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
( ) .xy xF u xy z xy= + + = +  

 

10. 设 2 2( )
yz

f x y
=

−
, 其中 ( )f u 为可导函数, 验证 
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2
1 1z z z
x x y y y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

. 

证明  令 2 2u x y= − , 因为  2 2
( ) 2 2 ( )
( ) ( )

z yf u x xyf u
x f u f u

′ ′∂ − ⋅
= = −

∂
,  

2

2 2
( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )

( ) ( )
z f u yf u y f u y f u
y f u f u

′ ′∂ + ⋅ +
= =

∂
, 

所以   
2

2 2 2
1 1 2 ( ) ( ) 2 ( ) 1

( )( ) ( )
z z yf u f u y f u z

x x y y yf uf u yf u y
′ ′∂ ∂ − +

+ = + = =
∂ ∂ . 

 

 

11. 设 2 2( ),z f x y= +  其中 f 具有二阶导数, 求
2 2 2

2 2, ,z z z
x yx y

∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂

.  

解  令 2 2u x y= + , 则 2 2( )z f x y= + 可视为由函数 ( )z f u= 和 2 2u x y= + 复合而成, 根据复

合函数求导法则, 得 
d 2
d

z z u xf
x u x
∂ ∂ ′= ⋅ =
∂ ∂

, d 2
d

z z u yf
y u y
∂ ∂ ′= ⋅ =
∂ ∂

, 

所以                    
2

2
2 2 2 2 4 ,z uf xf f x f

xx
∂ ∂′ ′′ ′ ′′= + ⋅ = +

∂∂
 

2

2 4z uxf xyf
x y y
∂ ∂′′ ′′= ⋅ =
∂ ∂ ∂

, 

2
2

2 2 2 2 4 .z uf yf f y f
yy

∂ ∂′ ′′ ′ ′′= + ⋅ = +
∂∂

 

 

   *12. 求下列函数的
2 2 2

2 2, ,z z z
x yx y

∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂

（其中 f 具有二阶连续偏导数）. 

(1) ( , )z f xy y= ;         (2) , xxz f
y

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  

(3) 2 2( , )z f xy x y= ;        (4) (sin ,cos ,e )x yz f x y += .  
解  (1) 令 s xy= , t y= , 则 ( , )z f xy y= 可视为由 ( , ) ,z f s t s xy t y= = =及 复合而成, 根据复

合函数的求导法则, 得 

1
z z s yf
x s x
∂ ∂ ∂ ′= ⋅ =
∂ ∂ ∂

, 1 2
z z s z t xf f
y s y t y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

这里 1 2,f f′ ′仍然是以 ,s t 为中间变量的关于变量 ,x y 的函数. 所以 
2

1 112 ( )z syf yf
x xx

∂ ∂ ∂′ ′′= = ⋅
∂ ∂∂

2
11y f ′′= , 

2

11 121 1
d

( )
d

s tz f fyf f y
y yx y y
∂∂ ∂ ⎛ ⎞′′ ′′′ ′ ⋅ + ⋅= = + ⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠

1 11 12f xyf yf′ ′′ ′′= + + , 

2

11 121 2 21 222

d d( )
d d

s tz s tf fxf f x f f
y yy y yy
∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞′′ ′′′ ′ ′′ ′′⋅ + ⋅= + = + ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂∂ ∂∂ ⎝ ⎠

2
11 12 222x f xf f′′ ′′ ′′= + + . 
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注: 因为 f 具有二阶连续偏导数, 所以 12 21f f′′ ′′= .  

(2) 令 s x= , xt
y

= , 则 , xxz f
y

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

可视为由 ( , )z f s t= 和 s x= , xt
y

= 复合而成, 根据复合

函数的求导法则, 得 

1 2
1z z s z t f f

x s x t x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,  22
z z t x f
y t y y
∂ ∂ ∂ ′= ⋅ = −
∂ ∂ ∂

, 

这里 1 2,f f′ ′仍然是以 ,s t 为中间变量的关于变量 ,x y 的函数. 所以 
2

1 2 11 12 21 222
1 1( )z s t s tf f f f f f

x y x x y x xx
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′= + = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ 11 12 222

2 1f f f
y y

′′ ′′ ′′= + + , 

2

1 2 12 2 222

1 1 1z t tf f f f f
yx y y y y yy

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′′ ′ ′′+= = ⋅ − + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
12 2 222 2 3

1x xf f f
y y y

′′ ′ ′′= − − − , 

2

2 2 2222 3 2
2xz x x tf f f

yy yy y y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂′− ′ ′′= = − ⋅⎜ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠

2

2 223 4
2x xf f
y y

′ ′′= + . 

(3) 令 2s xy= , 2t x y= , 则 2 2( , )z f xy x y= 可视为由 ( , )z f s t= 和 2s xy= , 2t x y= 复合而成, 

根据复合函数的求导法则, 得 

2
1 22z z s z t y f xyf

x s x t x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

2
1 22z z s z t xyf x f

y s y t y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

所以 
2

2 2
1 2 211 12 21 222

2 2 2
11 12 2 21 22

4 3 2 2
11 12 2 22

2
2

1 2

( 2 ) 2 2

( 2 ) 2 2 ( 2 )

4 2 4

( 2 )

z s t s ty f xyf y yf xyf f f f
xx x x x x

y y f xyf yf xy y f xyf

y f xy f yf x y f

z y f xyf
x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′′′ ′′ ′′ ′′= + = + +⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′′ ′′ ′ ′′ ′′= + + + +

′′ ′′ ′ ′′= + + +

∂ ∂ ′ ′= +
∂ ∂ ∂

2
11 12 21 221 2

2 2 2
1 11 12 2 21 22

3 2 2 3
1 2 11 12 22

2
2

1 22

2 2 2

2 (2 ) 2 2 (2 )

2 2 2 5 2

(2 ) 2

s t s tf f f fyf y xf xy
y y y y

yf y xyf x f yf xy xyf x f

yf xf xy f x y f x yf

z xyf x f xf
yy

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′′ ′⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′= + + + + +

′ ′ ′′ ′′ ′′= + + + +

∂ ∂ ′ ′ ′= + =
∂∂

2
11 12 21 221

2 2 2
1 11 12 21 22

2 2 3 4
1 11 12 22

2

2 2 (2 ) (2 )

2 4 4 .

s t s tf f f fxy x
y y y y

xf xy xyf x f x xyf x f

xf x y f x yf x f

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′ ′′ ′′ ′′ ′′= + + + +

′ ′′ ′′ ′′= + + +

 

(4) 令 sin , cos , ex ys x t y r += = = , 则 (sin ,cos ,e )x yz f x y += 可视为由函数 ( , , )z f s t r= 及

sin , cos , ex ys x t y r += = = 复合而成, 根据复合函数的求导法则, 得 

1 3
d cos e
d

x yz z s z r xf f
x s x r x

+∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂

, 
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2 3
d sin e
d

x yz z t z r yf f
y t y r y

+∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = − +
∂ ∂ ∂ ∂

, 

所以 
2

1 32

1 311 13 31 33

1 11 13 3 31 33
2

3 1

(cos e )

d dsin cos e e
d d

sin cos (cos e ) e e (cos e )

e sin cos

x y

x y x y

x y x y x y x y

x y

z xf f
xx

s r s rxf x ff f f f
x x x x

xf x xf f f xf f

f xf x

+

+ +

+ + + +

+

∂ ∂ ′ ′= +
∂∂

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′′′ ′′ ′′ ′′= − + + +⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′= − + + + + +

′ ′ ′= − + 2( )
11 13 332e cos ex y x yf xf f+ +′ ′′ ′′+ +

 

2

1 3

12 13 32 333

12 13 3 32 33

3 12 13

(cos e )

d d
cos e e

d d

cos ( sin e ) e e ( sin e )

e cos sin e cos e

x y

x y x y

x y x y x y x y

x y x y

z xf f
x y y

t r t rf f f fx f
y y y y

x yf f f yf f

f x yf xf

+

+ +

+ + + +

+ +

∂ ∂ ′ ′= +
∂ ∂ ∂

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′′⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′′ ′′ ′ ′′ ′′= − + + + − +

′ ′′ ′′= − + − 2( )
32 33sin ex y x yyf f+ +′′ ′′+

 

2

2 32

22 23 32 332 3

2 22 23 3 32 33

3 2

( sin e )

d d
cos sin e e

d d

cos sin ( sin e ) e e ( sin e )

e cos sin

x y

x y x y

x y x y x y x y

x y

z yf f
yy

t r t rf f f fyf y f
y y y y

yf y yf f f yf f

f yf

+

+ +

+ + + +

+

∂ ∂ ′ ′= − +
∂∂

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′′ ′⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅= − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′= − − − + + + − +

′ ′= − + 2 2( )
22 23 332e sin e .x y x yyf yf f+ +′′ ′′ ′′− +

 

 
   *13. 设 ( , )u f x y= 的所有二阶偏导数连续, 而

 3 3,
2 2

s t s tx y− +
= = , 

证明

22 2 2uu u u
yx s t
∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

及
2 2 2 2

2 2 2 2
u u u u

x y s t
∂ ∂ ∂ ∂

+ = +
∂ ∂ ∂ ∂

.  

证明  因为
1 3
2 2

u u x u y u u
s x s y s x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 3 1
2 2

u u x u y u u
t x t y t x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

所以

2 22 2 1 3 3 1
2 2 2 2

u u u u u u
s t x y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = ++ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22

.
uu
yx
∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

又因为 
2

2
1 3
2 2

u u u
ss x y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= +⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

           

2 22 2

22

1 3
2 2

u x u yu x u y
y x s ss x y s yx

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= + ++ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

           

2 22 2

22

1 3 1 31 3
2 2 2 22 2

u uu u
y xx y yx

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂∂ ∂= + ++ ⎜ ⎟⎜ ⎟
∂ ∂∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

           

2 2 2

2 2
1 3 3
4 2 4

u u u
x yx y

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂
,  
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2

2
3 1

2 2
u u u

tt x y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= − +⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

           

2 22 2

22

3 1
2 2

u x u yu x u y
y x t tt x y t yx

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= − + ++ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

           

2 22 2

22

3 1 3 13 1
2 2 2 22 2

u uu u
y xx y yx

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂∂ ∂= − + − +− + ⎜ ⎟⎜ ⎟
∂ ∂∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

           

2 2 2

2 2
3 3 1
4 2 4

u u u
x yx y

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂∂ ∂
.  

所以 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 3 3 3 3 1
4 2 4 4 2 4

u u u u u u u u
x y x ys t x y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + + − +

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2

2 2
u u

x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

.  

习题9-5  

1. 设 2sin e 0xy xy+ − = , 求 d
d
y
x

.  

解  令 2( , ) sin exF x y y xy= + − , 则 
2e , cos 2x

x yF y F y xy= − = − , 

所以
2d e .

d cos 2

x
x

y

Fy y
x F y xy

−
= − = −

−
 

 

2. 设 2 2ln arctan yx y
x

+ = , 求 d
d
y
x

.  

解  令 2 2( , ) ln arctan yF x y x y
x

= + − , 则 

2 2 222 2 2 2

1 1

1
x

x x yyF
x yxyx y x y

x

+⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ =−⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎛ ⎞+ + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

2 2 22 2 2 2

1 1 1

1
y

y y xF
x x yyx y x y

x

−
= ⋅ − ⋅ =

+⎛ ⎞+ + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

所以
d .
d

x

y

Fy x y
x F x y

+
= − =

−
 

 

3. 设 2 2 0x y z xyz+ + − = , 求 z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

及 .  

解  令 ( , , ) 2 2F x y z x y z xyz= + + − , 则 

1x
yzF
xyz

= − , 2y
xzF
xyz

= − , 1z
xyF
xyz

= − , 

所以 
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x

z

yz xyzFz
x F xyz xy

−∂
= − =

∂ −
 , 

2
.y

z

F xz xyzz
y F xyz xy

−∂
= − =

∂ −
 

 

4. 设 lnx z
z y
= , 求 z z

x y
∂ ∂
∂ ∂

及 .  

解  令 ( , , ) lnx zF x y z
z y

= − , 则 

1
xF

z
= , 2

1
y

zyF
yz y

⎛ ⎞−= − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2 2
1

z
x y x zF

z yz z
+

= − − ⋅ = − , 

所以 x

z

Fz z
x F x z
∂

= − =
∂ +

, 
2

( )
y

z

Fz z
y F y x z
∂

= − =
∂ +

.  

 

5. 设 2sin( 2 3 ) 2 3x y z x y z+ − = + − , 证明 1.z z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂  

证明  令 ( , , ) 2sin( 2 3 ) 2 3F x y z x y z x y z= + − − − + , 则 
2cos( 2 3 ) 1xF x y z= + − − , 4cos( 2 3 ) 2 2y xF x y z F= + − − = , 

2cos( 2 3 ) ( 3) 3 3y xF x y z F= + − ⋅ − + = − , 

所以
1 2 1.
3 3

yx

z z

FFz z
x y F F
∂ ∂

+ = − − = + =
∂ ∂

 

 
6. 设 ( , ), ( , ), ( , )x x y z y y x z z z x y= = = 都是由方程 ( , , ) 0F x y z = 所确定的具有连续偏导数的函数, 

证明 

1x y z
y z x
∂ ∂ ∂

⋅ ⋅ = −
∂ ∂ ∂

. 

证明  因为
y

x

Fx
y F
∂

= −
∂

, z

y

Fy
z F
∂

= −
∂

, x

z

Fz
x F
∂

= −
∂

,  

所以 1.y z x

y zx

F F Fx y z
F Fy z x F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ − −⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = −−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
7. 设 ( , )u vφ 具有连续偏导数, 证明由方程 ( , ) 0cx az cy bzφ − − = 所确定的函数 ( , )z f x y= 满足

z za b c
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

.  

证明  令u cx az= − , v cy bz= − , 则函数 ( , )cx az cy bzφ − − 可视为由函数 ( , )u vφ 和u cx az= − , 
v cy bz= − 复合而成, 所以 

x u u
u c
x

φ φ φ∂
= ⋅ =

∂
, y v v

v c
y

φ φ φ∂
= ⋅ =

∂
, z u v u v

u v a b
z z

φ φ φ φ φ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = − −

∂ ∂
, 

所以 

,x u

z u v

cz
x a b

φ φ
φ φ φ

∂
= − =

∂ +
,x u

z u v

cz
x a b

φ φ
φ φ φ

∂
= − =

∂ +
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从而有 .u v

u v u v

c cz za b a b c
x y a b a b

φ φ
φ φ φ φ

∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ + +  
 

   *8. 设e 0z xyz− = , 求
2

2
z

x
∂
∂

.  

解  令 ( , , ) ezF x y z xyz= − , 则 

xF yz= − , ez
zF xy= − , 

于是有
e

x
z

z

Fz yz
x F xy
∂

= − =
∂ −

, 所以 

2

2 ez
yzz

xyxx
⎛ ⎞∂ ∂

= ⎜ ⎟−∂∂ ⎝ ⎠ 2

(e ) e

(e )

z z

z

z zy xy yz y
x x

xy

∂ ∂⎛ ⎞− − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠=
−

2 3 2 2

3
2 e 2 e

(e )

z z

z
y z xy z y z

xy
− −

=
−

. 

 

   *9. 设 3 33z xyz a− = , 求
2 z

x y
∂
∂ ∂

.  

解  令 3 3( , , ) 3F x y z z xyz a= − − , 则 

3xF yz= − , 3yF xz= − , 23 3zF z xy= − , 

于是有 2
x

z

Fz yz
x F z xy
∂

= − =
∂ −

, 2
y

z

Fz xz
y F z xy
∂

= − =
∂ −

, 所以 

2

2
yzz

z xyx y y
⎛ ⎞∂ ∂

= ⎜ ⎟−∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠

2

2 2

2( )

( )

z zz y z xz xy yz
y y

z xy

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
−

 

           

2
2

2 2

2 2

2( )

( )

xyz xzz z xy yz x
z xy z xy

z xy

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
−

4 3 2 2

2 3
( 2 )

( )
z z xyz x y

z xy
− −

=
−

.  

 
10. 求由下列方程组所确定的函数的导数或偏导数. 

(1) 设
2 2

2 2 2

,

2 3 20,

z x y

x y z

⎧ = +⎪
⎨

+ + =⎪⎩
求

d d, .
d d
y z
x x

 

(2) 设 2 2 2

0,

1,

x y z

x y z

+ + =⎧⎪
⎨

+ + =⎪⎩
求

d d, .
d d
x y
z z

 

(3) 设 2

( , ),

( , ).

u f ux v y

v g u x v y

= +⎧⎪
⎨

= −⎪⎩
其中 ,f g 具有一阶连续偏导数, 求 ,u v

x x
∂ ∂
∂ ∂

;  

(4) 设
e sin ,

e cos ,

u

u

x u v

y u v

⎧ = +⎪
⎨

= −⎪⎩
求 , , ,u u v v

x y x y
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

.  

解  (1)分别在两个方程两端同时对 x 求导, 得

d d2 2 ,
d d

d d2 4 6 0.
d d

z yx y
x x

y zx y z
x x

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ + + =
⎪⎩
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整理, 得

d d2 2 0,
d d
d d2 3 0.
d d

y zy x
x x
y zy z x
x x

⎧ − + =⎪⎪
⎨
⎪ + + =
⎪⎩

 

所以当系数行列式
2 1

6 2 0
2 3

y
D yz y

y z
−

= = + ≠ 时, 解方程组得 

2 1
3d 6

d 6 2

x
x zy xz x

x D yz y

−

− −
= − =

+
,  

2 2
2d 2

d 6 2 3 1

y x
y xz xy x

x D yz y z
= − = =

+ +
. 

(2) 分别在两个方程两端同时对 z 求导, 得

d d 1 0,
d d

d d2 2 2 0.
d d

x y
z z

x yx y z
z z

⎧ + + =⎪⎪
⎨
⎪ + + =
⎪⎩

 

所以当系数行列式
1 1

2( ) 0
2 2

D y x
x y

= = − ≠ 时, 解方程组得 

1 1
2 2d 2 2

d 2( )
z yx z y z y

z D y x y x
− −

= − = =
− −

,  

1 1
2 2d 2 2

d 2( )
x zy z x x z

z D y x y x
− + −

= − = =
− −

. 

(3) 此方程组可以确定两个二元隐函数 ( , ), ( , )u u x y v v x y= = , 分别在两个方程两端同时对 x

求偏导, 得
1 2

1 2

,

2 .1

u vuf fu x
x xx
v vug g yv
x xx

∂ ∂⎧ ∂⎛ ⎞′ ′= + ⋅+⎜ ⎟⎪∂ ∂∂⎪ ⎝ ⎠
⎨
∂ ∂∂⎛ ⎞⎪ ′ ′= + ⋅−⎜ ⎟⎪∂ ∂∂⎝ ⎠⎩

 移项整理得 

1 2 1

1 2 1

( 1) 0,

(2 1) 0.

u vxf f uf
x x

u vg yvg g
x x

∂ ∂⎧ ′ ′ ′− + ⋅ + =⎪⎪ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂⎪ ′ ′ ′+ − − =
⎪ ∂ ∂⎩

 

所以当系数行列式 1 2
1 2 2 1

1 2

1
( 1)(2 1) 0

2 1
xf f

D xf yvg f g
g yvg
′ ′−

′ ′ ′ ′= = − − − ≠
′ ′ −

时, 解方程组得 

1 2

1 2 1 2 2 1

1 2 2 1

2 1 (2 1)
( 1)(2 1)

uf f
g yvg uf yvg f gu

x D xf yvg f g

′ ′
′ ′− − ′ ′ ′ ′− − −∂

= − =
′ ′ ′ ′∂ − − −

, 

1 1

1 1 1 1 1

1 2 2 1

1
( 1)

( 1)(2 1)

xf uf
g g g xf ufv

x D xf yvg f g

′ ′−
′ ′− ′ ′ ′+ −∂

= − =
′ ′ ′ ′∂ − − −

. 

(4) 此方程组可以确定两个二元隐函数 ( , ), ( , )u u x y v v x y= = , 在两个方程两端分别同时对

,x y 求偏导, 得 

1 e sin cos ,

0 e cos sin .

u

u

u u vv u v
x x x
u u vv u v
x x x

∂ ∂ ∂⎧ = + +⎪⎪ ∂ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂ ∂⎪ = − +
⎪ ∂ ∂ ∂⎩

     
0 e sin cos ,

1 e cos sin .

u

u

u u vv u v
y y y
u u vv u v
y y y

∂ ∂ ∂⎧ = + +⎪ ∂ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂ ∂⎪ = − +
⎪ ∂ ∂ ∂⎩
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移项整理得 

(e sin ) cos 1 0,

(e cos ) sin 0.

u

u

u vv u v
x x
u vv u v
x x

∂ ∂⎧ + + − =⎪⎪ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂⎪ − + =
⎪ ∂ ∂⎩

,  
(e sin ) cos 0,

(e cos ) sin 1 0.

u

u

u vv u v
y y
u vv u v
y y

∂ ∂⎧ + + =⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ − + − =
⎪ ∂ ∂⎩

 

所以当系数行列式
e sin cos

e (sin cos ) 0
e cos sin

u
u

u

v u v
D u v v u

v u v

+
= = − + ≠

−
时, 解方程组得 

1 cos
0 sin sin sin

e (sin cos ) e (sin cos ) 1u u

u v
u vu u v v

x D u v v u v v

−

∂ −
= − = =

∂ − + − +
, 

0 cos
1 sin cos cos

e (sin cos ) e (sin cos ) 1u u

u v
u vu u v v

y D u v v u v v
−∂ −

= − = =
∂ − + − +

, 

e sin 1

e cos 0 cos e
e (sin cos )

u

u u

u

v

vv v
x D u v v u

+ −

−∂ −
= − =

∂ − +
, 

e sin 0

e cos 1 e sin
e (sin cos )

u

u u

u

v

vv v
y D u v v u

+

− −∂ +
= − =

∂ − +
. 

 
11. 设 ( , )y f x t= , 而 ( , )t t x y= 是由方程 ( , , ) 0F x y t = 所确定的函数, 其中 ,f F 都具有一阶连续

偏导数. 试证明 

d
d

f F f F
y x t t x

f F Fx
t y t

∂ ∂ ∂ ∂
−

∂ ∂ ∂ ∂=
∂ ∂ ∂

+
∂ ∂ ∂

. 

证明  构造方程组
( , )

( , , ) 0
y f x t
F x y t
=⎧

⎨ =⎩
, 则它可以确定两个一元隐函数 ( ), ( )y y x t t x= = .  

分别在两个方程两端同时对 x 求导, 得 

d d ,
d d

d d 0.
d d

y f f t
x x t x
F F y F t
x y x t x

∂ ∂⎧ = + ⋅⎪ ∂ ∂⎪
⎨∂ ∂ ∂⎪ + ⋅ + ⋅ =
⎪ ∂ ∂ ∂⎩

   整理得  

d d 0,
d d

d d 0.
d d

y f t f
x t x x
F y F t F
y x t x x

∂ ∂⎧ − ⋅ − =⎪ ∂ ∂⎪
⎨∂ ∂ ∂⎪ ⋅ + ⋅ + =
⎪ ∂ ∂ ∂⎩

 

所以当系数行列式

1
0

f
F f FtD

F F t t y
y t

∂
−

∂ ∂ ∂∂
= = + ⋅ ≠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

时, 解方程组得 
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d 1 .
d

f f f F f F
y x t x t t x

F f FF Fx D
t t yx t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− − ⋅ − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − =

∂ ∂ ∂∂ ∂ + ⋅
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

习题9-6  

1. 设 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )t f t f t f t= + +f i j k , 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )t g t g t g t= + +g i j k , 
0 0

lim ( ) lim ( ) ,
t t t t

t t
→ →

= =f u,   g v  

证明 [ ]
0

lim ( ) ( )
t t

t t
→

× = ×f g u v . 

证明 

[ ]
0 0

1 2 3

1 2 3

lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

t t t t
t t f t f t f t

g t g t g t
→ →

× =
i j k

f g  

       [ ] [ ] [ ]
0

0 0 0

0 0

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

1 2

lim( ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ))

lim ( ) ( ) ( ) ( ) , lim ( ) ( ) ( ) ( ) , lim ( ) ( ) ( ) ( )

lim ( ) lim ( ) lim

t t

t t t t t t

t t t t t

f t g t f t g t f t g t f t g t f t g t f t g t

f t g t f t g t f t g t f t g t f t g t f t g t

f t f t

→

→ → →

→ →

= − − −

⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
i j k

0

0 0 0

3

1 2 3

( ) .

lim ( ) lim ( ) lim ( )
t

t t t t t t

f t

g t g t g t
→

→ → →

= ×u v

 

 
2. 下列各题中, ( )t=r f 是空间中质点M 在时刻 t 的位置, 求质点M 在时刻 0t 的速度向量和加

速度向量以及在任意时刻 t 的速率.  
(1) 2( ) ( 1) ( 1) 2t t t t= = + + − +r f i j k , 0 1t = ;   

(2) ( ) (2cos ) (3sin ) 4t t t t= = + +r f i j k , 0
π
2

t = ;  

(3) 2 21( ) (2 ln( 1))
2

t t t t= = + + +r f i j k , 0 1t = .  

解  (1)速度向量 0 1
1

d ( 2 2 ) 2 2 ,
d t

t
t

t =
=

= = + + = + +
rv i j k i j k 加速度

2

0 2
1

d 2 ,
d tt =

= =
ra j  速率

22 2 5 4 .t t t= + + = +v i j k  

同理, (2) 0 2 4 ,= − +v i k 0 3 ,= −a j 220 5cos .t t= +v  

(3) 0 2 ,= + +v i j k 0
1 2 ,
2

= − + +a i j k 2
2

45 .
( 1)t t
t

= +
+

v  

 

3. 求曲线 ( ) ( sin ) (1 cos ) 4sin
2
tt t t t ⎛ ⎞= = − + − + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
r f i j k 在与 0

π
2

t = 相应点处的切线及法平面方程.  

解  0
π
2

t = 对应的点为
π
2

π( sin ), (1 cos ), 1,1, 2 24sin
22 t

tt t t
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
, 曲线在该点的切向
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量为 0( ) (1,1, 2)t′ =f , 于是所求切线方程为 

π 1
1 2 22

1 1 2

x
y z

⎛ ⎞− −⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ = = , 

法平面方程为 

π 1 1 2( 2 2) 0
2

x y z⎛ ⎞− − + − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

即                             π2 4.
2

x y z+ + = +  

 

4. 求曲线
1

tx
t

=
+

, 1 ty
t
+

= , 2z t= 在对应于 0 1t = 的点处的切线及法平面方程.  

解  对应于 0 1t = 的点为
1 ,2,1
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 该点处的切向量为 

2 2
1

1 1 1( (1), (1), (1)) , , 2 , 1,2 ,
4(1 )

t

= x y z t
t t

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠
T  

于是曲线在该点处的切线方程为 
1

2 12 ,
1 1 2
4

x y z− − −
= =

−
 

即                            

1
2 12 .

1 4 8

x y z− − −
= =

−
 

法平面方程为 

1 1 ( 2) 2( 1) 0,
4 2

x y z⎛ ⎞− − − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

即                              2 8 16 1 0.x y z− + − =  

 
5. 求曲线 2 2y mx= , 2z m x= − 在点 0 0 0( , , )x y z 处的切线及法平面方程.  

解  将曲线方程两端对 x 求导得 

d d2 2 , 2 1
d d
y zy m z
x x
= = − , 即 d d 1,

d d 2
y m z
x y x z
= = − . 

所以曲线在点 0 0 0( , , )x y z 的切向量为
0 0

11, ,
2

m
y z

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

T . 于是所求切线方程为 

0 0

0 0 0
1

2
1 m

y z

x x y y z z
−

− − −
= = . 

所求法平面方程 0 0 0
0 0

1( ) ( ) ( ) 0.
2

mx x y y z z
y z

− + − − − =  
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6. 求曲线
2 2 2 3 0

2 3 5 4 0
x y z x

x y z
⎧ + + − =⎪
⎨

− + − =⎪⎩
在点 (1,1,1)处的切线及法平面方程.  

解  曲线方程两端分别对 x 求导得 

d d2 2 2 3,
d d

d d3 5 2.
d d

y zy z x
x x

y z
x x

⎧ + = − +⎪⎪
⎨
⎪ − =
⎪⎩

 

解方程组得 

2 3 2 2 2d 10 4 15 ,
2 5 3 5d 10 6

2 2 3 2 2d 6 4 9 .
3 2 3 5d 10 6

x z y zy x z
x y z

y x y zz x y
x y z

− + − −
= =

− − − −

− + + −
= =

− − −

 

故
(1,1,1) (1,1,1)

d 9 d 1, .
d 16 d 16
y z
x x

= = − 于是在点 (1,1,1)处的切向量取为 (16,9, 1)− . 所求切线为 

1 1 1
16 9 1

x y z− − −
= =

−
. 

所求法平面为16( 1) 9( 1) ( 1) 0,x y z− + − − − = 即16 9 24 0.x y z+ − − =  

 
7. 求出曲线 x t= , 2y t= , 3z t= 上的点, 使在该点的切线平行于平面 2 4.x y z+ + =  

解  由于 21, 2 , 3x y t z t′ ′ ′= = = , 设所求点对应的参数为 a , 于是该点处的切向量可取为

2(1, 2 ,3 )a a=T . 已知平面的法向量为 (1, 2,1)=n , 由切线与平面平行, 得 
21 4 3 0a a⋅ = + + =T n , 

解得 1a = − 或
1
3

a = − . 故所求点为 ( 1,1, 1)− − 或
1 1 1,
3 9 27

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 
8. 求曲面e 3z z xy− + = 在点 (2,1,0) 处的切平面及法线方程.  

解  令 ( , , ) e 3,zF x y z z xy= − + − 则法向量为 

(2,1,0) (2,1,0) (2,1,0)
( , , ) ( , , e 1) (1,2,0).z

x y zF F F y x= = − =n  

于是所求切平面方程为 ( 2) 2( 1) 0x y− + − = , 即 2 4.x y+ =  所求法线方程为 
2 1 0 .

1 2 0
x y z− − −

= =  

 
9. 求曲面 2 2 2 1ax by cz+ + = 在点 0 0 0( , , )x y z 处的切平面及法线方程.  

解  方法同题 8. 所求切平面方程为 
0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) 0,ax x x by y y cz z z− + − + − =  

即                     2 2 2
0 0 0 0 0 0 1.ax x by y cz z ax by cz+ + = + + =  

所求法线方程为                0 0 0

0 0 0
.

x x y y z z
ax by cz
− − −

= =  



 
50    高等数学（同济第七版 下册）习题辅导书 

10. 求椭球面 2 2 22 1x y z+ + = 上平行于平面 2 0x y z− + = 的切平面方程.  

解  令 2 2 2( , , ) 2 1.F x y z x y z= + + − 故法向量为 ( , , ) (2 , 4 , 2 ).x y zF F F x y z= =n  所求切平面与

已知平面平行, 故 

2 4 2
1 1 2
x y z
= =
−

, 即 2 , 4 .x y z y= − = −  

代入椭球面方程得 222 1y = , 故 1
22

y = ± , 2 2, 2
11 11

x z= =∓ ∓ .  

于是所求切平面方程为 

2 1 22 2 0
11 22 11

x y z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

± − + ± =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓ , 

即                             112 .
2

x y z− + = ±  

 
11. 求旋转椭球面 2 2 23 16x y z+ + = 上点 ( 1, 2,3)− − 处的切平面与 xOy 面的夹角的余弦.  

解  令 2 2 2( , , ) 3 16.F x y z x y z= + + −  故法向量为 

( 1, 2,3) ( 1, 2,3)( 1, 2,3)
( , , ) (6 ,2 ,2 ) ( 6, 4,6).x y zF F F x y z

− − − −− −
= = = − −n  

xOy 面的法向量为 1 (0,0,1)=n , 则所求夹角的余弦即n与 1n 的夹角的余弦为 

1

1

6 3 .
36 16 36 1 22

⋅
= =

+ + ⋅

n n
n n

 

 
12. 试证曲面 ( 0)x y z a a+ + = >  上任何点处的切平面在各坐标轴上的截距之和等于a .  

证明  设 ( , , )F x y z x y z a= + + − , 则曲面在点 ( , , )x y z 处的法向量为 

1 1 1, ,
2 2 2x y z

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

于是曲面在任一点 ( , , )M b c d 处的切平面方程为 
1 1 1( ) ( ) ( ) 0,

2 2 2
x b y c z d

b c d
− + − + − =  

即                       ,x y c b c d a
b c d
+ + = + + =  

所以截距之和为 2( ) ( ) .a b c d a a+ + = =  

 
13. 设 ( )tu 、 ( )tv 是可导的向量值函数, 证明:  

(1) [ ]d ( ) ( ) ( ) ( )
d

t t t t
t

′ ′± = +u v u v ;  

(2) [ ]d ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d

t t t t t t
t

′ ′⋅ = ⋅ + ⋅u v u v u v ;  

(3) [ ]d ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d

t t t t t t
t

′ ′× = × + ×u v u v u v .  
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证明  (1) [ ] [ ] [ ]
0

( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( ) lim
d t

t t t t t t
t t

t tΔ →

Δ Δ

Δ

+ ± + − ±
± =

u v u v
u v      

                       
0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( )
t t

t t t t t t t t
t tΔ → Δ →

Δ Δ

Δ Δ

+ − + − ′ ′= ± = ±
u u v v u v .  

(2) 

[ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

0

0 0

0 0 0

d ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) lim
d

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( ) ( ) lim

( ) ( ) ( ) ( ).

t

t t

t t t

t t t t t tt t
t t

t t t t t t t t t
=

t t
t t t t t t

= t t t
t t

= t t t t

Δ →

Δ → Δ →

Δ → Δ → Δ →

+ Δ ⋅ + Δ − ⋅
⋅ =

Δ
+ Δ − ⋅ + Δ ⋅ + Δ −

Δ Δ
+ Δ − + Δ −

⋅ + Δ ⋅
Δ Δ

′ ′⋅ + ⋅

u v u vu v

u u v u v v
+

u u v v
v + u

u v u v

 

(3) 同(2), 略.  

习题9-7  

1. 求函数 2 2z x y= + 在点 (1, 2)处沿从点 (1, 2)到点 (2,2 3)+ 的方向的方向导数.  

解  由题意得, 方向 (1, 3)=l , 1 3,
2 2

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

le . 又 

(1,2)
(1,2)

2 2,z x
x
∂

= =
∂ (1,2)

(1,2)

2 4,z y
y
∂

= =
∂

 

故                         
( )1,2

1 32 4 1 2 3.
2 2

z
l
∂

= ⋅ + ⋅ = +
∂

 

 
2. 求函数 ln( )z x y= + 在抛物线 2 4y x= 上点 (1, 2)处, 沿着这条抛物线在该点处偏向 x 轴正向的

切线方向的方向导数.  

解  先求切线斜率: 在 2 4y x= 两端对 x 求导, 得 d2 4.
d
yy
x
= 于是 

(1,2) (1,2)

d 2 1,
d
yk
x y

= = =  

切线方向 (1,1)=l , 2 2,
2 2

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

le . 又 

(1,2) (1,2) (1,2) (1,2)

1 1 1 1, .
3 3

z z
x x y y x y
∂ ∂

= = = =
∂ + ∂ +

 

故                          
( )1,2

1 2 1 2 2 .
3 2 3 2 3

z
l
∂

= ⋅ + ⋅ =
∂

 

 

3. 求函数
2 2

2 21 x yz
a b

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
在点 ,

2 2
a b⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

处沿曲线
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 在该点的内法线方向的方向导数.  
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解  先求切线斜率: 在
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 两端分别对 x 求导, 得 2 2
2 2 d 0.

d
x y y

xa b
+ =  于是 

2

2
,

2 2

d d, ,
d d a b

y b x y bk
x x aa y ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − = = −  

法线斜率为
1 ,ak
k b

′ = − = 内法线方向 ( , )b a= − −l , 
2 2 2 2

, .b a

a b a b

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

le  又  

2 2
, , ,,

2 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2, .
a b a b a ba b

z x z y
x a y ba b⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∂ ∂
= − = − = − = −

∂ ∂
 

故        2 2

2 2 2 2
,

2 2

2 2 1. 2( ).
a b

z b a a b
l a b aba b a b⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
= − ⋅ − − − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

4. 求函数 2 3u xy z xyz= + − 在点 ( )1,1,2 处沿方向角
π π π, ,
3 4 3

α β γ= = = 的方向的方向导数.  

解  因为  2 2, 2 , 3 ,u u uy yz xy xz z xy
x y z
∂ ∂ ∂

= − = − = −
∂ ∂ ∂

 

所以  
(1,1,2) (1,1,2)(1,1,2)

1, 0, 11.u u u
x y z
∂ ∂ ∂

= − = =
∂ ∂ ∂

 

又   π π π 1 2 1cos ,cos ,cos , ,
3 4 3 2 2 2

⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
le ,  

故   
( )1,1,2

1 2 11 0 11 5.
2 2 2

u
l

∂
= − ⋅ + ⋅ + ⋅ =

∂
 

 
5. 求函数u xyz= 在点 (5,1, 2) 处沿从点 (5,1, 2) 到点 (9,4,14) 的方向的方向导数.  

解  由题意, 得方向 (4,3,12)=l , 4 3 12, , .
13 13 13
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

le  

又 (5,1,2) (5,1,2) (5,1,2)
(5,1,2) (5,1,2)(5,1,2)

2, 10, 5.u u uyz xz xy
x y z
∂ ∂ ∂

= = = = = =
∂ ∂ ∂

 

故
( )5,1,2

4 3 12 982 10 5 .
13 13 13 13

u
l

∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

∂
 

 
6. 求函数 2 2 2u x y z= + + 在曲线 2 3, ,x t y t z t= = = 上点 (1,1,1)处, 沿曲线在该点的切线正方向（对

应于 t 增大的方向）的方向导数.  
解  先求曲线在给定点处的切线方向. 因为 21, 2 , 3 ,x y t z t′ ′ ′= = = 所以曲线在点 (1,1,1) 处的切

线的方向向量可取为 1 2 3(1, 2,3), , , .
14 14 14

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
TT e  

又 (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
(1,1,1) (1,1,1)(1,1,1)

2 2, 2 2, 2 2.u u ux y z
x y z
∂ ∂ ∂

= = = = = =
∂ ∂ ∂
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故                      
( )1,1,1

1 2 3 62 14.
714 14 14

u
T
∂ ⎛ ⎞

= + + =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
 

 
7. 求函数 u x y z= + + 在球面 2 2 2 1x y z+ + = 上点 0 0 0( , , )x y z 处, 沿球面在该点的外法线方向的

方向导数.  
解  设 2 2 2( , , ) 1F x y z x y z= + + − , 则 2 , 2 , 2 .x y zF x F y F z= = = 于是球面在点 0 0 0( , , )x y z 处的

外法线方向向量可取为 0 0 0 0 0 0(2 , 2 ,2 ), ( , , )lx y z x y z= =l e .  

又
0 0 0 0 0 00 0 0

( , , ) ( , , )( , , )

1.
x y z x y zx y z

u u u
x y z
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

故  

0 0 0

0 0 0

( , , )
( , , )

cos cos cos x y z
x y z

u u u u
l x y z

α β γ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
0 0 0.x y z+ +  

 
8. 设 2 2 2( , , ) 2 3 3 2 6f x y z x y z xy x y z= + + + + − − , 求 

( )grad 0,0,0f 及 ( )grad 1,1,1f . 

解       grad ( , , ) (2 3) (4 2) (6 6)x y zf x y z f f f x y y x z= + + = + + + + − + −i j k i j k  

grad (0,0,0) 3 2 6 ,f = − −i j k   grad (1,1,1) 6 3 .f = +i j  

 
9. 设函数 ( , , ), ( , , )u x y z v x y z 的各个偏导数都存在且连续, 证明:  

(1) ( ) ( )cu c u∇ = ∇ （其中 c为常数）;   (2) ( ) ( ) ( )u v u v∇ ± = ∇ ±∇ ;  

(3) ( ) ( ) ( )uv v u u v∇ = ∇ + ∇ ;     (4) 2
( ) ( )u v u u v

v v
∇ − ∇⎛ ⎞∇ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  

证明  (1) ( ) , , , , ( ).u u u u u ucu c c c c c u
x y z x y z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = = = ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(2) ( ) , ,u v u v u vu v
x x y y z z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ ± = ± ± ±⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

           , , , , ( ) ( ).u u u v v v u v
x y z x y z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ± = ∇ ±∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(3) ( ) ( ), ( ), ( ) , ,u v u v u vuv uv uv uv v u v u v u
x y z x x y y z z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

        , , , , ( ) ( ).u u u v v vv u v u u v
x y z x y z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = ∇ + ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(4)
2 2 2, , , ,

u vu v u vv uv u v uu u u u y yx x z z
v x v y v z v v v v

∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂−− −⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟∇ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

        ( ) ( )
2 2

1 , , , , .
v u u vu u u u v v v

v x y z x y zv v
∇ − ∇⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
10. 求函数 2u xy z= 在点 ( )0 1, 1,2P − 处变化最快的方向, 并求沿这个方向的方向导数.  
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解  2 22 ,u u uu y z xyz xy
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + + = + +
∂ ∂ ∂

i j k i j k  
0

2 4 .Pu∇ = − +i j k  

由方向导数与梯度的关系可知, 2u xy z= 在点 0 (1, 1,2)P − 处沿
0

2 4Pu= ∇ = − +n i j k 的方向增

加最快, 其方向导数为 

0
0

21;P
P

u u
n
∂

= ∇ =
∂

 

沿
0

1 2 4Pu += −∇ = − −n i j k 方向减少最快, 其方向导数为
0

0
1

21.P
P

u u
n
∂

= − ∇ = −
∂

 

习题9-8  

1. 已知函数 ( , )f x y 在点 (0,0) 的某个邻域内连续, 且 

2 2 2( , ) (0,0)

( , )lim 1,
( )x y

f x y xy
x y→

−
=

+
 

则下述四个选项中正确的是（    ）.  
A. 点 (0,0) 不是 ( , )f x y 的极值点 B. 点 (0,0) 是 ( , )f x y 的极大值点 
C. 点 (0,0) 是 ( , )f x y 的极小值点  D. 根据所给条件无法判断点(0,0) 是否为 ( , )f x y 的极值点.  

解  令 2 2 ,x yρ = + 则 4 4( , ) ( ).f x y xy oρ ρ= + +  当 ( , ) (0,0)x y → 时, 0.ρ →  
由于 ( , )f x y 在点 (0,0) 附近的值主要取决于 xy 的值, 而 xy 在点 ( )0,0 附近符号不定, 故点

(0,0) 不是 ( , )f x y 的极值点, 应选 A.  

 
2. 求函数 2 2( , ) 4( )f x y x y x y= − − − 的极值.  

解  解方程组 

4 2 0
,

4 2 0
x

y

f x
f y

= − =⎧⎪
⎨ = − − =⎪⎩

 

求得驻点为 (2, 2)− . 又 
2(2, 2) 2 0, (2, 2) 0, (2, 2) 2, 4 0,xx xy yyA f B f C f AC B= − = − < = − = = − = − − = >  

由判定极值的充分条件知: 在 (2, 2)− 处, 函数取得极大值 (2, 2) 8.f − =  

 
3. 求函数 2 2( , ) (6 )(4 )f x y x x y y= − − 的极值.  

解  解方程组 
2

2

(6 2 )(4 ) 0
,

(6 )(4 2 ) 0
x

y

f x y y

f x x y

⎧ = − − =⎪
⎨

= − − =⎪⎩
 

求得五组解:  
1

1

0,
0,

x
y
=⎧

⎨ =⎩
  2

2

0,
4,

x
y

=⎧
⎨ =⎩

  3

3

3,
2,

x
y

=⎧
⎨ =⎩

 4

4

6,
0,

x
y

=⎧
⎨ =⎩

 5

5

6,
4.

x
y
=⎧

⎨ =⎩
 

又 2 2( , ) 2(4 ), ( , ) 4(3 )(2 ), ( , ) 2(6 ).xx xy yyf x y y y f x y x y f x y x x= − − = − − = − −  

由判定极值的充分条件知:  
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在 (0,0) 处, (0,0) 0, (0,0) 24, (0,0) 0,xx xy yyA f B f C f= = = = = = 2 224 0,AC B− = − < 故 (0,0)f

不是极值;  
在 (0, 4) 处, (0,4) 0, (0,4) 24, (0, 4) 0,xx xy yyA f B f C f= = = = − = = 2 224 0,AC B− = − < 故

(0, 4)f 不是极值;  

在 (3, 2) 处, (3, 2) 8 0, (3,2) 0, (3, 2) 18,xx xy yyA f B f C f= = − < = = = = − 2 144 0,AC B− = > 故函

数在 (3, 2) 点取到极大值, 极大值为 (3, 2) 36;f =  

在 (6,0) 处, (6,0) 0, (6,0) 24, (6,0) 0,xx xy yyA f B f C f= = = = − = = 2 224 0,AC B− = − < 故

(6,0)f 不是极值;  

在 (6, 4) 处, (6,4) 0, (6, 4) 24, (6, 4) 0,xx xy yyA f B f C f= = = = = = 2 224 0,AC B− = − < 故 (6,4)f

不是极值.  
 

4. 求函数 2 2( , ) e ( 2 )xf x y x y y= + + 的极值.  

解  解方程组 
2 2

2

( , ) e (2 2 4 1) 0
,

( , ) e (2 2 ) 0

x
x

x
y

f x y x y y

f x y y

⎧ = + + + =⎪
⎨

= + =⎪⎩
 

求得驻点为 1 , 1
2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 又 

2 21 1 1, 1 2e 0, , 1 0, , 1 2e, 4e 0,
2 2 2xx xy yyA f B f C f AC B⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = > = − = = − = − = >⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

由判定极值的充分条件知, 在点 1 , 1
2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

处, 函数取到极小值 1 e, 1 .
2 2

f ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
5. 求函数 z xy= 在适合附加条件 1x y+ = 下的极大值.  

解  由 1x y+ = 得 1y x= − , 代入 z xy= 得 (1 )z x x= − .  

又 d 1 2 0
d

z x
x
= − = , 得 1 .

2
x =  

由于
2

2 1
2

d 2 0,
d

z
x

= − < 所以根据一元函数取得极值的充分条件知
1
2

x = 为极大值点, 极大值为

1 1 11 .
2 2 4

z ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 
6. 从斜边之长为 l 的一切直角三角形中, 求有最大周长的直角三角形.  

解  设直角三角形的两个直角边之长分别为 ,x y , 则周长 

(0 , , )S x y l x y l= + + < < . 

则问题转化为求周长 S 在 2 2 2x y l+ = 条件下的条件极值问题.  

作拉格朗日函数 
2 2 2( , ) ( ).L x y x y l x y lλ= + + + + −  

解方程组 
1 2 0,
1 2 0,

x

y

L x
L y

λ
λ

= + =⎧⎪
⎨ = + =⎪⎩
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得
1 ,

2
x y

λ
= = − 代入 2 2 2x y l+ = , 得 2

2l
λ = − , 于是

2
lx y= = , ,

2 2
l l⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

是唯一可能的

极值点, 根据问题性质可知这种周长最大的三角形一定存在, 所以在斜边为 l 的一切直角三角

形中, 周长最大的是等腰直角三角形.  
 

7. 要造一个容积等于定数 k 的长方体无盖水池, 应如何选择水池的尺寸, 方可使它的表面积最小.  
解  设水池的长宽高分别为 , ,x y z , 则水池的表面积为 

2 2 ( , , 0).S xy xz yz x y z= + + >  

约束条件为 .xyz k=  作拉格朗日函数 ( , , ) 2 2 ( ).L x y z xy xz yz xyz kλ= + + + −  解方程组 

2 0,
2 0,

2 2 0,
,

x

y

z

L y z yz
L x z xz

L x y xy
xyz k

λ
λ

λ

= + + =⎧
⎪ = + + =⎪
⎨

= + + =⎪
⎪ =⎩

 

得 3 3 3
1 322 , 2 , .
2

x y k z k
k

λ= = = = −  3 3 312 , 2 , 2
2

k k k⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

是唯一可能的极值点, 所以表面积

最小的水池的长和宽都应是 3 2k , 高为
3 2

2
k .  

 
8. 在平面 xOy 上求一点, 使它到 0, 0x y= = 及 2 16 0x y+ − = 三直线的距离的平方之和最小.  

解  设所求点为 ( , )x y , 则此点到三直线的距离分别是
2 16

, ,
5

x y
x y

+ −
, 其平方和为 

2 2 21 ( 2 16) .
5

z x y x y= + + + −  

解方程组 

22 ( 2 16) 0,
5
42 ( 2 16) 0,
5

z x x y
x
z y x y
y

∂⎧ = + + − =⎪∂⎪
⎨∂⎪ = + + − =
⎪∂⎩

 

求得唯一可能的极值点
8 16,
5 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 所以所求点为
8 16,
5 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 
9. 将周长为 2 p 的矩形绕它的一边旋转而构成一个圆柱体. 问矩形的边长各为多少时, 才可使圆

柱体的体积为最大? 
解  设矩形的一边长为 x , 则另一边长为 p x− . 假设矩形绕长为 p x− 的边旋转, 则所成圆柱

体的体积为 2π ( ).V x p x= −  由 d π (2 3 ) 0,
d
V x p x
x
= − = 得驻点

2 .
3
px =  由于驻点唯一, 所以矩

形当边长为
2
3
p
与

3
p
时, 绕短边旋转所得圆柱体体积最大.  

 
10. 求内接于半径为a 的球且有最大体积的长方体.  



 
第 9 章  多元函数微分法及其应用    57

解  设球面方程为 2 2 2 2x y z a+ + = , ( , , )x y z 是它的内接长方体在第一卦限内的一个顶点, 
则长方体的长、宽、高分别为2x 、2y 、2z , 体积为 8 .V xyz=  

令 2 2 2 2( , , ) 8 ( ),L x y z xyz x y z aλ= + + + −  解方程组 

8 2 0,
8 2 0,
8 2 0,

x

y

z

L yz x
L xz y
L xy z

λ
λ
λ

= + =⎧
⎪ = + =⎨
⎪ = + =⎩

 

得
4

x y z λ
= = = − , 代入 2 2 2 2x y z a+ + = 得

4
3
aλ = − , 故 , ,

3 3 3
a a a⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

是唯一可能的极值

点, 所以当长方体的长、宽、高都是
2

3
a
时其体积最大.  

 
11. 抛物面 2 2z x y= + 被平面 1x y z+ + = 截成一椭圆, 求该椭圆上的点到原点的距离的最大值与

最小值.  
解  设椭圆上的点为 ( , , )x y z , 则椭圆上的点到原点的距离平方为 2 2 2 2d x y z= + + .  

, ,x y z 满足 2 2z x y= + , 1x y z+ + = . 作拉格朗日函数 
2 2 2 2 2( , , ) ( ) ( 1).L x y z x y z x y z x y zλ μ= + + + + − + + + −  

令  

2 2 0,
2 2 0,
2 0,

x

y

z

L x x
L y y
L z

λ μ
λ μ

λ μ

= + + =⎧
⎪ = + + =⎨
⎪ = − + =⎩

                               
(1)
(2)
(3)

 

式(1)减去式(2), 得 (1 )( ) 0x yλ+ − = , 故 1λ = − 或 .x y=   

由 1λ = − 得
10,
2

zμ = = − , 不合题意, 故舍去.  

将 x y= 代入 2 2z x y= + 和 1x y z+ + = 得
1 3 , 2 3

2
x y z− ±
= = = ∓ , 于是得到两个可能的

极值点 

1
1 3 1 3, , 2 3 ,

2 2
M

⎛ ⎞− + − +
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
2

1 3 1 3, , 2 3
2 2

M
⎛ ⎞− − − −

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

由于

2
21 32 (2 3) 9 5 3,

2
⎛ ⎞− ±

+ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓ ∓ 故距离的最大值与最小值分别是 

max min9 5 3 , 9 5 3d d= + = − .  

 
12. 设有一圆板占有平面闭区域 2 2{( , ) | 1}x y x y+ ≤ . 该圆板被加热, 以致在点 ( , )x y 的温度是 

2 22 .T x y x= + −  

求该圆板的最热点与最冷点.  
解  解方程组 

2 1 0,
4 0,

x

y

T x
T y

= − =⎧⎪
⎨ = =⎪⎩
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求得驻点
1 ,0
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 1,0
2

1
1
4

T T ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = − .  

在边界 2 2 1x y+ = 上, 
2

2 9 12 ( ) .
4 2

T x x x⎛ ⎞= − + = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 当 1
2

x = − 时, 有边界上的最大值

2
9
4

T = , 1x = 时, 有边界上的最小值 3 0.T =  

比较知, 最热点在
1 3,
2 2

⎛ ⎞
− ±⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, max
9
4

T = , 最冷点在
1 ,0
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, min
1 .
4

T = −  

 
13. 形状为椭球 2 2 24 4 16x y z+ + ≤ 的空间探测器进入地球大气层, 其表面开始受热, 1 小时后在

探测器的点 ( , , )x y z 的温度 28 4 16 600T x yz z= + − + , 求探测器表面最热的点.  

解  作拉格朗日函数 
2 2 2 28 4 16 600 (4 4 16).L x yz z x y zλ= + − + + + + −  

令   

                            
16 8 0,
4 2 0,

4 16 8 0,

x

y

z

L x x
L z y

L y z

λ
λ
λ

= + =⎧
⎪ = + =⎨
⎪ = − + =⎩

   
(1)
(2)
(3)

 

由式(1)得 0x = 或 2.λ = −  将 2λ = − 代入式(2)、式(3)得 4
3

y z= = − . 再 4
3

y z= = − 将代入约

束条件 
                                  2 2 24 4 16x y z+ + =  (4)  

得
4 .
3

x = ± 于是得到两个可能的极值点 1 2
4 4 4 4 4 4, , , , ,
3 3 3 3 3 3

M M⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 .  

若 0x = , 由式(2)、式(3)、式(4)得 0, 4, 0y zλ = = = ; 3, 2, 3y zλ = = − = ; 3,λ = − 2,y = −  

3z = − . 于是得到另外三个可能的极值点:  

3 4 5(0,4,0), (0, 2, 3), (0, 2, 3).M M M− − −  

比较T 在上述五个可能极值点处的数值知: 
1 2

1928
3M MT T= = 为最大, 因此探测器表面的最

热的点为
4 4 4, , .
3 3 3

M ⎛ ⎞± − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

*习题 9-9  

1. 求函数 2 2( , ) 2 6 3 5f x y x xy y x y= − − − − + 在点 (1, 2)− 的泰勒公式.  
解  (1, 2) (1, 2)(1, 2) 5, (1, 2) (4 6) 0, (1, 2) ( 2 3) 0,x yf f x y f x y

− −
− = − = − − = − = − − − =  

(1, 2) 4, (1, 2) 1, (1, 2) 2.xx xy yyf f f− = − = − − = −  

此函数的 3 阶及以上的偏导数均为 0, 故 
21( , ) (1, 2) (1, 2)( 1) (1, 2)( 2) (1, 2)( 1)

2!
[x y xxf x y f f x f y f x= − + − − + − + + − − +  

        22 (1, 2)( 1)( 2) (1, 2)( 2) ]xy yyf x y f y− − + + − +  
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2 2

2 2

15 4( 1) 2( 1)( 2) 2( 2)
2

5 2( 1) ( 1)( 2) ( 2) .

x x y y

x x y y

⎡ ⎤= + − − − + − +⎣ ⎦

= + − − − + − +
 

 
2. 求函数 ( , ) e ln(1 )xf x y y= + 在点 ( )0,0 的三阶泰勒公式.  

解  2 3
e e 2ee ln(1 ), , , .

1 (1 ) (1 )

x x x
x

x xx xxx y xy yy yyyf f f y f f f f
y y y

= = = + = = = − =
+ + +

 令 

0, 0h x k y= − = − , 则 (0,0) 0, (0,0) (0,0) (0,0) ,x yf h k f hf kf k
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= + = + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

2
2 2 2(0,0) (0,0) 2 (0,0) (0,0) 2 ,xx xy yyh k f h f hkf k f hk k

x y
⎛ ⎞∂ ∂

+ = + + = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

3
3 2 2 3(0,0) (0,0) 3 (0,0) 3 (0,0) (0,0)xxx xxy xyy yyyh k f h f h kf hk f k f

x y
⎛ ⎞∂ ∂

+ = + + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

                  2 2 33 3 2 ,h k hk k= − +   

故 2 2 2 3
3

1 1( , ) e ln(1 ) (2 ) (3 3 2 ) ,
2 6

xf x y y y xy y x y xy y R= + = + − + − + + 其中 

( )
4

3

,

1 ,
4!

h x k y

R h k f h k
x y

θ θ
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥= +⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

  
3 2 2 3 4

4
2 3 4

e 4 6 8 6ln(1 ) , (0 1)
24 1 (1 ) (1 ) (1 )

x x y x y xy yx y
y y y y

θ

θ θ
θ θ θ θ

⎡ ⎤
= + + − + − < <⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

.  

 

3. 求函数 ( , ) sin sinf x y x y= 在点
π π,
4 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的二阶泰勒公式.  

解   
cos sin , sin cos , sin sin , cos cos , sin sin ,x y xx xy yyf x y f x y f x y f x y f x y= = = − = = −

cos sin , sin cos , cos sin , sin cos .xxx xxy xyy yyyf x y f x y f x y f x y= − = − = − = −  

于是
π π 1, ,
4 4 2

f ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

π π π π π π 1 1, , , ,
4 4 4 4 4 4 2 2x yh k f hf kf h k

x y
⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2
2 2 2 2π π π π π π π π 1 1, , 2 , , ,

4 4 4 4 4 4 4 4 2 2xx xy yyh k f h f hkf k f h hk k
x y

⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + + = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

其中 π π,
4 4

h x k y= − = − . 故 

1 1 π 1 πsin sin
2 2 4 2 4

x y x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2
1 1 π π π 1 π ,
2! 2 4 4 4 2 4

x x y y R
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − + − − − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 

其中 ( )
3

2
π π,
4 4

1 ,
3!

h x k y

R h k f
x y

ξ η
= − = −

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥= +⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
   

        
3 21 π π πcos sin 3sin cos

6 4 4 4
x x yξ η ξ η

⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − − +⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎣
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2 3π π π3cos sin sin cos ,

4 4 4
x y yξ η ξ η

⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎥⎦

 

π π π π, ,0 1.
4 4 4 4

x yξ θ η θ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + − < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
4. 利用函数 ( , ) yf x y x= 的三阶泰勒公式, 计算 1.021.1 的近似值.  

解  先求 ( , ) yf x y x= 在点 ( )1,1 处的三阶泰勒公式. 令 1, 1h x k y= − = − , 则 
1 2

(1,1) (1,1) (1,1)(1,1) 1, (1,1) | 1, (1,1) ln | 0, (1,1) ( 1) | 0,y y y
x y xxf f yx f x x f y y x− −= = = = = = − =  

1 1 2
(1,1)(1,1)

(1,1) ln 1, (1,1) ln | 0,y y y
xy yyf x yx x f x x− −⎡ ⎤= + = = =⎣ ⎦  

3 2 2
(1,1) (1,1)

(1,1) ( 1)( 2) | 0, (1,1) (2 1) ( 1) ln 1,y y y
xxx xxyf y y y x f y x y y x x− − −⎡ ⎤= − − = = − + − =⎣ ⎦  

1 1 2 3
(1,1) (1,1)(1,1) 2 ln ln | 0, (1,1) ln | 0.y y y

xyy yyyf x x yx x f x x− −⎡ ⎤= + = = =⎣ ⎦  

从而 [ ] 2
3

1 11 ( 1) 2( 1)( 1) 3( 1) ( 1)
2! 3!

yx x x y x y R⎡ ⎤= + − + − − + − − +⎣ ⎦  

      2
3

11 ( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( 1)
2

x x y x y R= + − + − − + − − +  

于是 1.02 211.1 1 0.1 0.1 0.02 0.1 0.02 1.1021.
2

≈ + + × + × × =  

 
5. 求函数 ( , ) ex yf x y += 在点 (0,0) 的n 阶泰勒公式.  

解  (0,0) (0,0)(0,0) 1, (0,0) e | 1, (0,0) e | 1.x y x y
x yf f f+ += = = = =  用数学归纳法可证 

( )
(0,0)(0,0) e | 1, 0,1, , .m n m

n x y
x yf m n−

+= = = "    

令 , ,h x k y= = 于是 

21 1e 1 ( ) ( ) ( ) ,
2! !

x y n
nx y x y x y R

n
+ = + + + + + + + +"  

其中 1 ( )1 ( ) e (0 1).
( 1)!

n x y
nR x y

n
θ θ+ += + < <

+
 

*习题 9-10  

1. 某种合金的含铅量百分比（%）为 p , 其溶解温度（℃）为θ , 由实验测得 p 与θ 的数据如下表:  

/ %p 36.9 46.7 63.7 77.8 84.0 87.5
°/ Cθ 181 197 235 270 283 292

试用最小二乘法建立θ 与 p 之间的经验公式 ap bθ = + .  

解  设M 是各个数据的偏差平方和, 即 [ ]
6

2

1

( ) .i i
i

M ap bθ
=

= − +∑ 令 

[ ]

[ ]

6

1
6

1

2 ( ) 0

.

2 ( ) 0

i i i
i

i i
i

M p ap b
a

M ap b
b

θ

θ

=

=

⎧∂
= − − + =⎪

∂⎪
⎨
∂⎪ = − − + =⎪ ∂⎩

∑

∑
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整理得 
6 6 6

2

1 1 1
6 6

1 1

.

6

i i i i
i i i

i i
i i

a p b p p

a p b

θ

θ

= = =

= =

⎧
+ =⎪

⎪
⎨
⎪ + =⎪
⎩

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

计算得
6 6 6 6

2

1 1 1 1

28365.28, 396.6, 101176.3, 1458.i i i i i
i i i i

p p pθ θ
= = = =

= = = =∑ ∑ ∑ ∑  

代入方程组, 解得 2.234, 95.33.a b= =  故经验公式为 2.234 95.33.pθ = +  

 
2. 已知一组实验数据为 1 1 2 2( , ), ( , ), , ( , ).n nx y x y x y"  现若假定经验公式是 

2 .y ax bx c= + +  

试按最小二乘法建立a 、b 、c应满足的三元一次方程组.  

解  设M 是各个数据的偏差平方和, 即 
22

1

( ) .
n

i i i
i

M y ax bx c
=

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦∑  令 

2 2

1

2

1

2

1

2 ( ) 0

2 ( ) 0 .

2 ( ) 0

n

i i i i
i

n

i i i i
i

n

i i i
i

M y ax bx c x
a

M y ax bx c x
b

M y ax bx c
c

=

=

=

⎧∂ ⎡ ⎤= − − + + =⎪ ⎣ ⎦∂⎪
⎪
∂⎪ ⎡ ⎤= − − + + =⎨ ⎣ ⎦∂⎪

⎪ ∂⎪ ⎡ ⎤= − − + + =⎣ ⎦⎪ ∂⎩

∑

∑

∑

 

整理,得a 、b 、c应满足的三元一次方程组如下:  

4 3 2 2

1 1 1 1

3 2

1 1 1 1

2

1 1 1

.

n n n n

i i i i i
i i i i

n n n n

i i i i i
i i i i

n n n

i i i
i i i

a x b x c x x y

a x b x c x x y

a x b x nc y

= = = =

= = = =

= = =

⎧
+ + =⎪

⎪
⎪
⎪ + + =⎨
⎪
⎪
⎪ + + =
⎪⎩

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

总 习 题 九 

1. 在“充分”、“必要”和“充分必要”三者中选择一个正确的填入下列空格内. 
(1) ( , )f x y 在点 ( , )x y 可微分是 ( , )f x y 在该点连续的        条件. ( , )f x y 在点 ( , )x y 连续是

( , )f x y 在该点可微分的         条件;  

(2) ( , )z f x y= 在点 ( , )x y 的偏导数
z
x
∂
∂

及
z
y
∂
∂

存在是 ( , )f x y 在该点可微分的          条件. 

( , )z f x y= 在点 ( , )x y 可微分是函数在该点的偏导数
z
x
∂
∂

及
z
y
∂
∂

存在的          条件;  
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(3) ( , )z f x y= 在点 ( , )x y 的偏导数
z
x
∂
∂

及
z
y
∂
∂

在点 ( , )x y 存在且连续是 ( , )f x y 在该点可微分的 

        条件;  

(4) 函数 ( , )f x y 的两个二阶混合偏导数
2 z

x y
∂
∂ ∂

及
2 z

y x
∂
∂ ∂

在区域 D 内连续是这两个二阶混合偏导

数在D 内相等的        条件.  
解  (1) 充分, 必要.  (2) 必要, 充分.  (3) 充分.   (4) 充分.  
 

2. 下题中给出了四个结论, 从中选出一个正确的结论. 
设函数 ( , )f x y 在点 (0,0) 的某邻域内有定义, 且 (0,0) 3xf = , (0,0) 1yf = − , 则有        .  

A. (0,0)d 3d dz x y= −  

B. 曲面 ( , )z f x y= 在点 (0,0, (0,0))f 的一个法向量为 (3, 1,1)−  

C. 曲线
( , ),

0
z f x y
y
=⎧

⎨ =⎩
在点 (0,0, (0,0))f 的一个切向量为 (1,0,3)  

D. 曲线
( , ),

0
z f x y
y
=⎧

⎨ =⎩
在点 (0,0, (0,0))f 的一个切向量为 (3,0,1)  

解  函数 ( , )f x y 在点 (0,0) 处的两个偏导数存在, 不一定可微分, 故 A 不对.  
曲面 ( , )z f x y= 在点 (0,0, (0,0))f 处的一个法向量是 (3, 1, 1)− − , 而不是 (3, 1,1)− , 故 B 不对.  
取 x 为参数, 则 , 0, ( ,0)x x y z f x= = = 在点 (0,0, (0,0))f 处的一个切向量是 (1,0,3) , 故 C 正确.  

 

3. 求函数
2

2 2

4
( , )

ln(1 )
x y

f x y
x y
−

=
− −

的定义域, 并求
1( , ) ,0
2

lim ( , )
x y

f x y
⎛ ⎞→⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

解  函数的定义域为 2 2 2{( , ) 0 1, 4 }D x y x y y x= < + < ≤ . 由于
1 ,0 ,
2

D⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

( , )f x y 为初等函数, 

故
1( , ) ,0
2

1 2lim ( , ) ,0
2 ln 3 ln 4x y

f x y f
⎛ ⎞→⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
.  

 

   *4. 证明极限
2

2 4( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ +

不存在.  

解  取两条趋于 (0,0) 的路径, 1 : 0C x = 和 2
2 :C y x= , 沿着这两条路径分别求函数的极限有 

1

2 2

2 4 2 4( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
( , ) 0

lim lim 0;
x y x y
x y C x

xy xy
x y x y→ →

∈ =

= =
+ +

 

2
2

2 2 2

2 4 2 4 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0) 0
( , )

1lim lim lim .
22x y x y x

x y C y x

xy xy x
x y x y x→ → →

∈ =

= = =
+ +

 

由于函数沿着不同的路径趋于 (0,0) 时的极限不相等 , 故
2

2 4( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ +

不存在.  
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5. 设

2
2 2

2 2

2 2

, 0,
( , )

0, 0.

x y x y
f x y x y

x y

⎧
+ ≠⎪

= +⎨
⎪ + =⎩

 求 ( , )xf x y 及 ( , )yf x y .  

解  当 2 2 0x y+ ≠ 时,  

2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 ( ) 2 2( , ) ,
( ) ( )

( ) 2 ( )( , ) .
( ) ( )

x

y

xy x y x y xyf x y
x y x y

x x y x y x x yf x y
x y x y

+ −
= =

+ +

+ − −
= =

+ +

 

当 2 2 0x y+ = 时,  

0 0

0 0

( ,0) (0,0) 0(0,0) lim lim 0,

(0, ) (0,0) 0(0,0) lim lim 0.

x x x

y y y

f x ff
x x

f y ff
y y

Δ → Δ →

Δ → Δ →

Δ −
= = =

Δ Δ
Δ −

= = =
Δ Δ

 

故 
3

2 2
2 2 2

2 2

2 2 2
2 2

2 2 2

2 2

2 , 0,
( , ) ( )

0, 0.

( ) , 0,
( , ) ( )

0, 0.

x

y

xy x y
f x y x y

x y

x x y x y
f x y x y

x y

⎧
+ ≠⎪

= +⎨
⎪ + =⎩
⎧ −

+ ≠⎪
= +⎨
⎪ + =⎩

 

 
6. 求下列函数的一阶和二阶偏导数: (1) 2ln( )z x y= + ;  (2) yz x= .  

解  (1) 
2

2 2 2 2 2
1 2 1, , ,

( )
z z y z
x yx y x y x x y
∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂+ + ∂ +

 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2( ) 4 2( ) 1 2, .

( ) ( ) ( )
z x y y x y z y

x y yy x y x y x y x y
⎛ ⎞∂ + − − ∂ ∂

= = = = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ + + + +⎝ ⎠
 

(2)
2

1 2
2, ln , ( 1) ,y y yz z zyx x x y y x

x y x
− −∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂

 

  
2 2

2 1 1 1
2 ln , ( ) ln .y y y yz zx x yx x yx x

x y yy
− − −∂ ∂ ∂

= = = +
∂ ∂ ∂∂

 

 

7. 求函数 2 2
xyz

x y
=

−
当 2, 1, 0.01, 0.03x y x y= = Δ = Δ = 时的全增量和全微分.  

解  2 2 2
2.01 1.03 2 0.03.

(2.01) (1.03) 2 1
z ×

Δ = − =
− −

 

又
3 2 3 2

2 2 2 2 2 2
(2,1) (2,1)(2,1) (2,1)

( ) 5 10, ,
9 9( ) ( )

z y x y z x xy
x yx y x y
∂ − + ∂ +

= = − = =
∂ ∂− −
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故 2, 0.01
2, 0.03 (2,1) (2,1)

d 0.03.x x
y y

z zz x y
x y

= Δ =
= Δ =

∂ ∂
= ⋅Δ + ⋅Δ =
∂ ∂

 

 

   *8. 设

2 2
2 2

32 2 2

2 2

, 0,
( , ) ( )

0, 0.

x y x y
f x y x y

x y

⎧
+ ≠⎪⎪= ⎨ +

⎪
+ =⎪⎩

 证明 ( , )f x y 在点 (0,0) 处连续且偏导数存在, 但不

可微分.  

证明  因为
2 2 2 2 2

2 2
3 32 2 2 22 2

( )0
( ) ( )

x y x y x y
x y x y

+
= +

+ +
≤ ≤ , 且 2 2

( , ) (0,0)
lim 0

x y
x y

→
+ = , 所以 

( , ) (0,0)
lim ( , ) 0.

x y
f x y

→
=  

又 (0,0) 0f = , 故 ( , )f x y 在点 (0,0) 处连续.  

0 0

(0 ,0) (0,0) 0(0,0) lim lim 0,x x x

f x ff
x xΔ → Δ →

+ Δ −
= = =

Δ Δ
 

0 0

(0,0 ) (0,0) 0(0,0) lim lim 0.y y y

f y ff
y yΔ → Δ →

+ Δ −
= = =

Δ Δ
 

2 2

3/22 2

( ) ( )(0,0) (0,0) ,
( ) ( )

x y
x yz f x f y

x y

Δ Δ⎡ ⎤Δ − Δ + Δ =⎣ ⎦
⎡ ⎤Δ + Δ⎣ ⎦

 

因为

2 2

3/22 2
4

20 0 2

( ) ( )

( ) ( ) 1( )lim lim 0
42( )x x

y x

x y

x y x

xρΔ → Δ →
Δ =Δ

Δ Δ

⎡ ⎤Δ + Δ Δ⎣ ⎦ = = ≠
⎡ ⎤Δ⎣ ⎦

, 故 ( , )f x y 在点 (0,0) 偏导数存在, 但不

可微分.  
 

9. 设 yu x= , 而 ( ), ( )x t y tϕ ψ= = 都是可微函数, 求 d
d
u
t

.  

解  1d d d ( ) ln ( ).
d d d

y yu u x u y yx t x x t
t x t y t

ϕ ψ−∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂

 

    

10. 设 ( , , )z f u v w= 具有连续偏导数, 而 , ,u v wη ζ ζ ξ ξ η= − = − = − , 求 , ,z z z
ξ η ζ
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

.  

解   ,v w
z z u z v z w f f

u v wξ ξ ξ ξ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

     ,u w
z z u z v z w f f

u v wη η η η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

     .u v
z z u z v z w f f

u v wζ ζ ζ ζ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 

11. 设 ( , , ), e yz f u x y u x= = , 其中 f 具有连续的二阶偏导数, 求
2 z

x y
∂
∂ ∂

.  
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解    e ,y
u x u x

z uf f f f
x x
∂ ∂

= ⋅ + = ⋅ +
∂ ∂

 

     

2

2

( e ) e e

e e

e e e e .

y y y
u x u u x

y y
uu uy u xu xy

y y y y
uu uy xu xy u

z f f f f f
x y y y y

u uf f f f f
y y

x f f x f f f

∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + = ⋅ + ⋅ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= + + + +

  

          

12. 设 e cos , e sin ,u ux v y v z uv= = = . 试求 ,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

.  

解  分别在 e cos , e sinu ux v y v= = 两端对 x 求偏导数, 得 

e cos e sin 1,

e sin e cos 0,

u u

u u

u vv v
x x

u vv v
x x

∂ ∂⎧ − =⎪⎪ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂⎪ + =
⎪ ∂ ∂⎩

 

解得 e cos , e sin .u uu vv v
x x

− −∂ ∂
= = −

∂ ∂
 从而 

e ( cos sin ).uz z u z v v v u v
x u x v x

−∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

分别在 e cos , e sinu ux v y v= = 两端对 y 求偏导数, 得 

e cos e sin 0,

e sin e cos 1,

u u

u u

u vv v
y y
u vv v
y y

∂ ∂⎧ − =⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ + =
⎪ ∂ ∂⎩

 

解得 e sin , e cos .u uu vv v
y y

− −∂ ∂
= =

∂ ∂
 从而 

( )e cos sin .uz z u z v u v v v
y u y v y

−∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

13. 求螺旋线 cos , sin ,x a y a z bθ θ θ= = = 在点 ( ,0,0)a 处的切线及法平面方程.  

解  d d dsin , cos , .
d d d

x y za a bθ θ
θ θ θ
= − = =  

点 ( ,0,0)a 所对应的参数 0θ = , 故曲线在此点的切向量为 (0, , )a b=T , 于是切线方程为 

0
x a y z

a b
−

= = , 

法平面方程为                   ( 0) ( 0) 0a y b z− + − = ,  
即                                 0.ay bz+ =  

 
14. 在曲面 z xy= 上求一点, 使该点处的法线垂直于平面 3 9 0x y z+ + + = , 并写出该法线的方程.  

解  设所求点为 0 0 0 0( , , )M x y z , 曲面在该点处的一个法向量 0 0( , , 1)y x= −n , 平面的法向量

为 (1,3,1) . 由题意, n垂直于平面, 故有 



 
66    高等数学（同济第七版 下册）习题辅导书 

0 0 1.
1 3 1
y x −

= =  

求得 0 0 0 0 03, 1, 3.x y z x y= − = − = =  于是所求点为 ( 3, 1,3)− − , 法线方程为 

3 1 3 .
1 3 1

x y z+ + −
= =  

 
15. 设 (cos ,sin )θ θ=le , 求函数 2 2( , )f x y x xy y= − + 在点 (1,1) 沿方向 l 的方向导数, 并分别确定

角θ , 使该导数有(1)最大值, (2)最小值, (3)等于0 .  

解  (1,1) (1,1)
(1,1) (1,1)

(2 ) 1, (2 ) 1.f fx y y x
x y
∂ ∂

= − = = − =
∂ ∂

 

(1,1) (1,1) (1,1)

πcos sin cos sin 2 sin .
4

f f f
l x y

θ θ θ θ θ∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞= + = + = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠
 

所以(1) 当 π
4

θ = 时, 方向导数最大, 其最大值为 2 .  

(2) 当 5π
4

θ = 时, 方向导数最小, 其最大值为 2− .  

(3) 当 3π
4

θ = 或
7π
4

时, 方向导数为 0.  

 

16. 求函数 2 2 2u x y z= + + 在椭球面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = 上点 0 0 0 0( , , )M x y z 处沿外法线方向的方向

导数.  

解  椭球面在点 0 0 0 0( , , )M x y z 处外法线的方向向量为 0 0 0
2 2 2, ,

x y z
a b c

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

n ,  

0 0 0
2 2 22 2 2

0 0 0
4 4 4

1 , , .
x y z
a b cx y z

a b c

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ +
ne  

( )0 0 0

0 0 0
0 0 02 2 22 2 2 2 2 2

, , 0 0 0 0 0 0
4 4 4 4 4 4

1 22 2 2 .
x y z

x y zu x y z
n a b cx y z x y z

a b c a b c

∂ ⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
+ + + +

 

 

17. 求平面 1
3 4 5
x y z
+ + = 和柱面 2 2 1x y+ = 的交线上与 xOy 平面距离最短的点.  

解  设交线上的点为 ( , , )M x y z , 它到 xOy 面上的距离的平方为 2z . 作拉格朗日函数 

2 2 21 ( 1).
3 4 5
x y zL z x yλ μ⎛ ⎞= + + + − + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

解方程组 
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2 2

2 0,
3

2 0,
4

2 0,
5

1 0,
3 4 5

1 0.

x

y

z

L x

L y

L z

x y zL

L x y

λ

μ

λ μ

λ μ

λ

⎧ = + =⎪
⎪
⎪ = + =⎪
⎪
⎨ = + =
⎪
⎪
⎪ = + + − =
⎪
⎪ = + − =⎩

 

得
4 3 35, , .
5 5 12

x y z= = =  于是, 得可能的极值点 0
4 3 35, ,
5 5 12

M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 即为距离最短的点.  

 

18. 在第一卦限内作椭球面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = 的切平面, 使该切平面与三坐标面所围成的四面体的

体积最小. 求该切平面的切点, 并求此最小体积.  

解  设切点为 0 0 0( , , )M x y z , 
2 2 2

2 2 2( , , ) 1x y zF x y z
a b c

= + + − , 2 2 2
2 2 2( , , ) , , .x y z

x y zF F F
a b c

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

n  

曲面在点M 处的切平面方程为 

0 0 0
0 0 02 2 2( ) ( ) ( ) 0

x y z
x x y y z z

a b c
− + − + − = , 

即 0 0 0
2 2 2 1

x x y y z z
a b c

+ + = . 于是, 切平面在三个坐标轴上的截距依次是
2 2 2

0 0 0
, ,a b c

x y z
, 则切平面与

三个坐标平面围成的四面体的体积为 
2 2 2

0 0 0

1 .
6

a b cV
x y z

=  在
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = 的条件下, 求V 的

最小值, 即分母 xyz 的最大值. 作拉格朗日函数 
2 2 2

2 2 2( , , ) 1x y zL x y z xyz
a b c

λ
⎛ ⎞

= + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

令  

2

2

2

2 0.

2 0.

2 0.

x

y

z

xL yz
a

yL xz
b

zL xy
c

λ

λ

λ

⎧ = + =⎪
⎪
⎪ = + =⎨
⎪
⎪

= + =⎪
⎩

 

解得 , , .
3 3 3

a b cx y z= = =  于是, 得到可能极值点 , ,
3 3 3

a b cM ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

故所求切点为 , ,
3 3 3

a b cM ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 四面体的体积最小为 min
3 .

2
V abc=  

 
19. 某厂家生产的一种产品同时在两个市场销售, 售价分别为 1p 和 2p , 销售量分别为 1q 和 2q , 

需求函数分别为 1 1 2 224 0.2 , 10 0.05 ,q p q p= − = − 总成本函数为 1 235 40( )C q q= + + . 
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试问: 厂家如何确定两个市场的售价, 才能使其获得的总利润最大？最大总利润为多少？ 
解  总收入函数为 

2 2
1 1 2 2 1 1 2 224 0.2 10 0.05R p q p q p p p p= + = − + − , 

总利润函数为 2 2
1 1 2 232 0.2 0.05 12 1395.L R C p p p p= − = − − + −  

由极值的必要条件, 得方程组 

1
1

2
2

32 0.4 0,

0.1 12 0,

L p
p
L p
p

∂⎧ = − =⎪ ∂⎪
⎨ ∂⎪ = − + =
⎪∂⎩

 

解得 1 280, 120.p p= =  故当 1 280, 120p p= = 时, 厂家所获得总利润最大, 最大利润为 

( )80,120 605.L =  

 
20. 设有一小山, 取它的底面所在的平面为 xOy 坐标面, 其底部所占的闭区域为D = 2{( , ) |x y x +  

2 75}y xy− ≤ , 小山的高度函数为 2 2( , ) 75 .h f x y x y xy= = − − +  
(1) 设 0 0( , ) ,M x y D∈ 问 ( , )f x y 在该点沿平面什么方向的方向导数最大？若记此方向导数的

最大值为 0 0( , ),g x y 试写出 0 0( , )g x y 的表达式;  

(2) 现欲利用此小山开展攀岩活动, 为此需要在山脚找一上山坡度最大的点作为攀岩的起点. 
也就是说, 要在 D 的边界线 2 2 75x y xy+ − = 上找出(1)中 ( , )g x y 达到最大值的点. 试确定攀

岩起点的位置.  
解  (1) 由梯度与方向导数的关系知, ( , )h f x y= 在点 0 0( , )M x y 处沿梯度 

0 0 0 0 0 0grad ( , ) ( 2 ) ( 2 )f x y y x x y= − + −i j  

方向的方向导数最大, 其最大值为该梯度的模, 所以 
2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( 2 ) ( 2 ) 5 5 8 .g x y y x x y x y x y= − + − = + −  

(2) 欲在 D 的边界上求 ( , )g x y 达到最大值的点, 只需求 2 2 2( , ) ( , ) 5 5 8F x y g x y x y xy= = + −

达到最大值的点. 因此, 作拉格朗日函数 
2 2 2 25 5 8 ( 75).L x y xy x y xyλ= + − + + − −  

令 

                        
2 2

10 8 (2 ) 0,
10 8 (2 ) 0,

75 0,

x

y

L x y x y
L y x y x

L x y xyλ

λ
λ

⎧ = − + − =
⎪

= − + − =⎨
⎪ = + − − =⎩

           
(1)
(2)
(3)

 

(1) + (2)得 ( )(2 ) 0x y λ+ + = , 解得 y x= − 或 2λ = − .  

若 2λ = − , 则由(1)得 y x= , 再由(3)得 5 3y x= = ± .  
若 y x= − , 则由(3)得 5, 5.x y= ± = ∓  

于是得到四个可能的极值点:  

1 2 3 4(5 3,5 3), ( 5 3, 5 3), (5, 5), ( 5,5).M M M M− − − −  
由于 1 2 3 4( ) ( ) 150, ( ) ( ) 450F M F M F M F M= = = = , 故 ( )3 5, 5M − 或 ( )4 5,5M − 可作为攀岩的

起点.  
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第 10章  

重  积  分  

 

一、基 本 内 容 

1. 二重积分的概念与性质. 
2. 二重积分的计算方法及应用. 
3. 三重积分的概念及计算方法.  

二、基 本 要 求 

1. 理解重积分的定义, 熟悉重积分的性质. 
2. 掌握二重积分的计算方法, 包括直角坐标、极坐标; 掌握三重积分的计算方法, 包括直角坐标、 

柱面坐标、球面坐标. 
3. 熟悉重积分在几何物理中的应用, 包括平面图形的面积、立体体积; 平面薄片和空间立体的质

量、重心、转动惯量.  

三、习 题 解 答 

习题10-1  

二重积分的概念与性质 

1. 设有一平面薄板（不计其厚度）, 占有 xOy 面上的闭区域 D , 薄板上分布有面密度为

( , )x yμ μ= 的电荷, 且 ( , )x yμ 在D 上连续, 试用二重积分表达该板上的全部电荷Q .  
解  对 D 进行剖分, 将其分成 n 个小闭区域 iσΔ , 其面积也记为 iσΔ ( 1, 2, ,i n= " ). 任取一点

( , )i iξ η ∈ iσΔ , 则 iσΔ 上分布的电荷为 iQΔ ( , )i iμ ξ η≈ iσΔ , 所以该板上的全部电荷为 

Q =
0

1

lim ( , )
n

i i i
i

λ
μ ξ η σ

→
=

Δ∑ = ( , )d
D

x yμ σ∫∫ , 

其中
1
max{ }ii n

λ σ= Δ 的
≤ ≤

直径 .  

 
2. 设

1

2 2 3
1 ( ) d

D

I x y σ= +∫∫ , 其中 { }1 ( , ) 1 1, 2 2D x y x y= − −≤ ≤ ≤ ≤ ;  
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又

2

2 2 3
2 ( ) d

D

I x y σ= +∫∫ , 其中 { }2 ( , ) 0 1,0 2D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ .  

试利用二重积分的几何意义说明 1I 与 2I 之间的关系.  
解  如图 10-1 所示, 由二重积分的几何意义知, 1I 表示底为 1D 、

顶为曲面 2 2 3( )z x y= + 的曲顶柱体 1Ω 的体积; 2I 表示底为 2D 、

顶为曲面 2 2 3( )z x y= + 的曲顶柱体 2Ω 的体积. 2D 面积为 1D 面积

的四分之一. 由于位于 1D 上方的曲面 2 2 3( )z x y= + 关于 yOz 面

和 zOx 面均对称, 故 yOz 面和 zOx 面将 1Ω 分成四个等积的部分, 
其中位于第一卦限的部分即为 2Ω . 所以 1I 24I= .  

 
3. 利用二重积分定义证明:  

(1) d
D

σ σ=∫∫ （其中σ 为D 的面积）;  

(2) ( , )d
D

kf x y σ∫∫ k= ( , )d
D

f x y σ∫∫ （其中 k 为常数）;  

(3) ( , ) d
D

f x y σ∫∫ =
1

( , )d
D

f x y σ∫∫ +
2

( , )d
D

f x y σ∫∫ . 其中 1 2D D D= ∪ , 1D , 2D 为两个无公共内

点的闭区域.  
证明  (1) 由于被积函数 ( , ) 1f x y ≡ , 所以由二重积分定义得 

d
D

σ∫∫ 0
1

lim ( , )
n

i i i
i

f
λ

ξ η σ
→

=

= Δ∑ 0
1

lim
n

i
i

λ
σ

→
=

= Δ∑ =
0

lim
λ

σ
→

σ= . 

(2) ( , )d
D

kf x y σ∫∫ 0
1

lim ( , )
n

i i i
i

kf
λ

ξ η σ
→

=

= Δ∑ 0
1

lim ( , )
n

i i i
i

k f
λ

ξ η σ
→

=

= Δ∑ = k ( , )d
D

f x y σ∫∫ .  

(3) 因为函数 ( , )f x y 在闭区域上 D 可积, 所以无论怎样分割 D , 积分和的极限总是一样的. 
因此在分割D 时, 可以使 1D 和 2D 的公共边界永远是一条分割线. 这样 ( , )f x y 在 1 2D D∪ 上的

积分和就等于 1D 上的积分和加 2D 上的积分和, 记为 

1 2

( , )i i i
D D

f ξ η σΔ∑
∪

=
1

( , )i i i
D

f ξ η σΔ∑ +
2

( , )i i i
D

f ξ η σΔ∑ . 

令所有 iσΔ 的直径的最大值 0λ → , 上式两端同时取极限, 即得 

1 2

( , )d
D D

f x y σ∫∫
∪

=
1

( , )d
D

f x y σ∫∫ +
2

( , )d
D

f x y σ∫∫ . 

 
4. 试确定积分区域 D, 使二重积分 2 2(1 2 )d d

D
x y x y− −∫∫ 达到最大值.  

解  二重积分的几何意义是曲顶柱体的体积, 当被积函数小于零时所对应的体积为负值, 所以

积分区域为{ }2 21 2 0D x y− − ≥ 时二重积分 2 2(1 2 )d d
D

x y x y− −∫∫ 达到最大值.  

 
5. 根据二重积分的性质, 比较下列积分的大小. 

 

图 10-1 
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(1) 2( ) d
D

x y σ+∫∫ 与 3( ) d
D

x y σ+∫∫ , 其中积分区域D 由 x 轴 y 轴与直线 1x y+ = 所围成;  

(2) 2( ) d
D

x y σ+∫∫ 与 3( ) d
D

x y σ+∫∫ , 其中积分区域D 由圆周 2 2( 2) ( 1) 2x y− + − = 所围成;  

(3) ln( )d
D

x y σ+∫∫ 与 [ ]2ln( ) d
D

x y σ+∫∫ , 其中D 是三角形闭区域, 三顶点分别为

(1,0), (1,1), (2,0) ;  

(4) ln( )d
D

x y σ+∫∫ 与 [ ]2ln( ) d
D

x y σ+∫∫ , 其中 { }( , ) 3 5,0 1D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ .  

解  (1)在积分区域D 上, 0 1x y+≤ ≤ , 故有 3 2( ) ( )x y x y+ +≤ . 所以 

                        3( ) d
D

x y σ+∫∫ ≤
2( ) d

D

x y σ+∫∫ .  

(2) 圆心 (2,1) 到 1x y+ = 的距离为
2 1 1

2
1 1

d
+ −

= =
+

, 所以直线 1x y+ = 与圆相切, 故积分区

域D 内的点满足 1x y+ ≥ , 故在D 上有 2 3( ) ( )x y x y+ +≤ , 从而 

                       2( ) d
D

x y σ+∫∫ ≤
3( ) d

D

x y σ+∫∫ .    

(3) (1,1) , (2,0) 两点连线方程为 2x y+ = , 过点 (1,0)与 2x y+ = 平行的直线方程为 1x y+ = , 

所以积分区域D 位于条形区域{ }( , ) 1 2x y x y+≤ ≤ 内, 故知区域D 上的点满足

0 ln( ) 1x y+≤ ≤ , 从而有[ ]2ln( )x y+ ≤ ln( )x y+ . 因此 

[ ]2ln( ) d
D

x y σ+∫∫ ≤ ln( )d
D

x y σ+∫∫ . 

(4) 过点 (3,0) 与 x y k+ = 平行的直线为 3x y+ = , 所以积分区域 D 内的点满足 3x y+ ≥ , 从

而 2[ln( )]x y+ ln( )x y+≥ . 因此 

[ ]2ln( ) d
D

x y σ+∫∫ ≥ ln( )d
D

x y σ+∫∫ . 

 
6. 利用二重积分的性质估计下列积分的值. 

(1) ( )d
D

I xy x y σ= +∫∫ , 其中 {( , ) 0 1,0 1}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ;  

(2) 2 2sin sin d
D

I x y σ= ∫∫ , 其中 {( , ) 0 π,0 π}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ;  

(3) ( 1)d
D

I x y σ= + +∫∫ , 其中 {( , ) 0 1,0 2}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ;  

(4) 2 2( 4 9)d
D

I x y σ= + +∫∫ , 其中 2 2{( , ) 4}D x y x y= + ≤ .  

解  (1) 在积分区域D 上, 0 1x≤ ≤ , 0 1y≤ ≤ , 从而0 2x y+≤ ≤ , 0 1xy≤ ≤ , 所以

0 ( ) 2xy x y+≤ ≤ . 又D 的面积为 1, 因此 

0 ( )d 2
D

xy x y σ+∫∫≤ ≤ . 
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(2) 在积分区域 D 上, 0 sin 1x≤ ≤ , 0 sin 1y≤ ≤ , 从而 2 20 sin sin 1x y≤ ≤ , 又 D 的面积为

2π , 因此 
2 2 20 sin sin d π

D

x y σ∫∫≤ ≤ . 

(3) 在积分区域D 上有1 1 4x y+ +≤ ≤ , D 的面积为 2, 因此 

2 ≤ ( 1) d 8
D

x y σ+ +∫∫ ≤ . 

(4) 因为在积分区域D 上有 2 20 4x y+≤ ≤ , 所以有 
2 29 4 9x y+ +≤

2 24( ) 9 25x y+ +≤ ≤ . 

又D 的面积为 4π , 所以 

36π≤  2 2( 4 9) d
D

x y σ+ +∫∫ ≤ 100π . 

习题10-2  

二重积分的计算法 

1. 计算下列二重积分. 

(1) 2 2( )d
D

x y σ+∫∫ , 其中 {( , ) 1, 1}D x y x y= ≤ ≤ ;  

(2) (3 2 )d
D

x y σ+∫∫ , 其中D 是由两坐标轴及直线 2x y+ = 所围成的闭区域;  

(3) 3 2 3( 3 )d
D

x x y y σ+ +∫∫ , 其中 {( , ) 0 1,0 1}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ;  

(4) cos( )d
D

x x y σ+∫∫ , 其中D 是顶点分别为 (0,0) , (π,0) 和 (π,π)的三角形闭区域.  

解  (1) 2 2( )d
D

x y σ+∫∫
1 1

2 2

1 1
d ( )dy x y x

− −
= +∫ ∫

131
2

1
1

d
3
x y x y

−
−

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦∫  

                     
1

2 2

1

1 1 d
3 3

yy y
−

⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

13

1

2 2
3 3
y y

−

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

8
3

= .  

(2) D 可用不等式表示为0 2x≤ ≤ , 0 2y x−≤ ≤ 或0 2y≤ ≤ , 0 2x y−≤ ≤ .  

    (3 2 )d
D

x y σ+∫∫
2 2

0 0
d (3 3 ) d

y
y x y x

−
= +∫ ∫

222

0
0

3 2 d
2

y
x yx y

−
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦∫  

                 
2

2

0

3 d(2 ) 2 (2 )
2

yy y y⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

23 3
2

0

(2 ) 22
2 3

y yy
⎡ ⎤− −

= + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

20
3

= . 

(3) 3 2 3( 3 )d
D

x x y y x+ +∫∫
1 1

3 2 3

0 0
d ( 3 )dx x x y y y= + +∫ ∫

141
3 2 2

0
0

3 d
2 4

yx y x y x
⎡ ⎤

= + +⎢ ⎥
⎣ ⎦∫  

                      
1

3 2

0

3 1 d
2 4

xx x⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

14 3

0
4 2 4
x x x⎡ ⎤

= + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

1= .  
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(4) D 可用不等式表示为0 πx≤ ≤ , 0 y x≤ ≤ . 所以 

cos( )d
D

x x y σ+∫∫
π

0 0
d cos( )d

x
x x x y y= +∫ ∫

π

0
0

[sin( )] dxx x y x= +∫  

                 
π

0
(sin 2 sin )dx x x x= −∫ =

π

0
sin 2 dx x x∫

π

0
sin dx x x−∫  

                 
π

0
dcos2

2
x x−

= ∫
π

0
d cosx x+∫  

                 
π

π
0

0

cos2cos 2 d
2 2
x xx x−

= + ∫
π

π
0

0
cos cos dx x x x+ − ∫

3 π
2
−

= .  

 
2. 画出积分区域, 并计算下列二重积分. 

(1) d
D

x y σ∫∫ , 其中D 是由两条抛物线 y x= , 2y x= 所围成的闭区域;  

(2) 2d
D

xy σ∫∫ , 其中D 是由圆周 2 2 4x y+ = 及 y 轴所围成的右半闭区域;  

(3) e dx y

D

σ+∫∫ , 其中 {( , ) 1}D x y x y= + ≤ ;  

(4) 2 2( )d
D

x y x σ+ −∫∫ , 其中D 是由直线 2y = , y x= 及 2y x= 所围成的闭区域.  

                   

                                图 10-2                                    图 10-3 

解  (1) 如图 10-2 所示, D 可用不等式表示为0 1y≤ ≤ , 2y x y≤ ≤ 或0 1x≤ ≤ , 
2x y x≤ ≤ . 由于先对 y 后对 x 的积分不好计算, 所以我们选用先对 x 后对 y 的积分次序, 

故有 

d
D

x y σ∫∫ 2

1

0
d d

y

y
y y x x= ∫ ∫ 2

21

0
d

2
y

y
xy y= ∫

41

0
d

2
y yy y⎛ ⎞−= ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫
3 91
2 2

0

1( )d
2

y y y= −∫
6
55

= . 

(2) 如图 10-3 所示, D 可用不等式表示为0 2x≤ ≤ , 2 24 4x y y− − −≤ ≤ 或

20 4x y−≤ ≤ , 2 2y− ≤ ≤ . 由于先对 y 后对 x 的积分不好计算, 所以我们选用先对 x 后对

y 的积分次序, 故有 

2d
D

xy σ∫∫
22 4

2

2 0
d d

y
y y x x

−

−
= ∫ ∫

2
2 2

2

1 64(4 )d
2 15

y y y
−

= − =∫ . 
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                             图 10-4                                图 10-5 

(3) 如图 10-4 所示, 1 2D D D= ∪ , 其中 1 {( , ) 1 0, 1 1}D x y x x y x= − − − +≤ ≤ ≤ ≤ ,  

2 {( , ) 0 1, 1 1}D x y x x y x= − − +≤ ≤ ≤ ≤ . 或 1 {( , ) 0 1, 1 1 }D x y y y x y= − −≤ ≤ ≤ ≤ ,  

2 {( , ) 1 0, 1 1}D x y y y x y= − − − +≤ ≤ ≤ ≤ , 所以 

                    e dx y

D

σ+∫∫ =
1 2

e d e dx y x y

D D

σ σ+ ++∫∫ ∫∫   

                       
1 1 0 1

0 1 1 1
e d e d e d e d

y y
y x y x

y y
y x y x

− +

− − − −
= +∫ ∫ ∫ ∫  

                        
1 0

2 1 2 1 1

0 1

1

(e e )d (e e )d

e e .

y yy y− + −

−

−

= − + −

= −

∫ ∫   

(4) 如图 10-5 所示, D 可用不等式表示为0 2y≤ ≤ , 
2
y x y≤ ≤ , 所以 

             2 2( )d
D

x y x σ+ −∫∫ =
2

2 2

0
2

d ( )d
y

yy x y x x+ −∫ ∫  

                             =
3 22

2

0
2

d
3 2

y

y

x xy x y
⎡ ⎤

+ −⎢ ⎥
⎣ ⎦∫  

                             =
2

3 2

0

19 3 d
24 8

yy y⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ = 13

6
.  

 
3. 如果二重积分 ( , )d d

D

f x y x y∫∫ 的被积函数 ( , )f x y 是两个函数 1( )f x 及 2 ( )f y 的乘积 , 即

1 2( , ) ( ) ( )f x y f x f y= ⋅ , 积分区域 {( , ) , }D x y a x b c y d= ≤ ≤ ≤ ≤ , 证明这两个二重积分等于

两个单积分的乘积, 即 1 2( ) ( )d d
D

f x f y x y⋅∫∫ = 1( )d
b

a
f x x⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦∫ 2 ( )d
d

c
f y y⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦∫ .  

证明  1 2( ) ( )d d
D

f x f y x y⋅∫∫ = 1 2d ( ) ( )d
b d

a c
x f x f y y∫ ∫ .  

在上式右端的第一次单积分 1 2( ) ( )d
d

c
f x f y y∫ 中, 1( )f x 与积分变量 y 无关, 可作为常数提到积

分号外, 因此上式右端等于 1 2( )d ( )d
b d

a c
f x x f y y∫ ∫ . 由于积分上下限为常数, 故两个积分相互独

立, 从而得到 
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1 2( ) ( )d d
D

f x f y x y⋅∫∫ = 1( )d
b

a
f x x⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ⋅ 2 ( )d
d

c
f y y⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦∫ . 

证毕.  
 

4. 化二重积分 

( , )d
D

I f x y σ= ∫∫  

为二次积分（分别列出对两个变量先后次序不同的两个二次积分）, 其中积分区域D 是:  
(1) 由直线 y x= 及抛物线 2 4y x= 所围成的闭区域;  

(2) 由 x 轴及半圆周 2 2 2x y r+ = ( 0)y≥ 所围成的闭区域;  

(3) 由直线 y x= , 2x = 及双曲线
1y
x

= ( 0x > )所围成的闭区域;  

(4) 环形闭区域 2 2{( , ) 1 4}x y x y+≤ ≤ .  

解  (1) 如图 10-6 所示, 直线 y x= 及抛物线 2 4y x= 的交点为 (0,0) 和 (4,4) , 积分区域D 为

{ }( , ) 0 4, 4x y x x y x≤ ≤ ≤ ≤ 或{ }2( , ) 0 4, / 4x y y y x y≤ ≤ ≤ ≤ , 所以 

4 4

0
d ( , )d

x

x
I x f x y y= ∫ ∫    或   2

4

0
4

d ( , )d
y

yI y f x y x= ∫ ∫ .  

(2) 将D 用不等式表示为 r x r− ≤ ≤ , 2 20 y r x−≤ ≤ , 或表示为0 y x≤ ≤ , 
2 2r y x− − ≤ ≤  2 2r y− , 于是可将其化为如下的先对 y 后对 x 的二次积分: 

2 2

0
d ( , )d

r r x

r
I x f x y y

−

−
= ∫ ∫    或  

2 2

2 20
d ( , )d

r r y

r y
I y f x y x

−

− −
= ∫ ∫ .  

                 

                              图 10-6                                   图 10-7 

(3) 如图 10-7 所示, 三条边界曲线两两相交, 先求得 3 个交点坐标为 (1,1) , 12,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

和 (2,2) . 积

分区域D 可表示为                1( , ) 1 2,x y x y x
x

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤ ,  

或                 1 1( , ) 1, 2 1 2, 2
2

x y y x y y x
y

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

且≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ,  

所以                           
2

11
d ( , )d

x

x

I x f x y y= ∫ ∫ ;  
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或                     
1 2 2 2

1 1 1
2

d ( , )d d ( , )d
y

y

I y f x y x y f x y x= +∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

图 10-8 

(4) 将D 按图 10-8(a)和图 10-8(b)所示的两种不同方式划分为 4 块, 分别得 

              
2 2

2 2

1 4 1 4

2 1 1 1
d ( , )d d ( , )d

x x

x x
I x f x y y x f x y y

− − −

− − − − −
= + +∫ ∫ ∫ ∫  

                 
2

2

1 1

1 4
d ( , )d

x

x
x f x y y

− −

− − −∫ ∫ +
2

2

2 4

1 4
d ( , )d

x

x
x f x y y

−

− −∫ ∫ ,  

和 
2 2

2 2

1 4 1 1

2 4 1 4
d ( , )d d ( , )d

y y

y y
I y f x y x y f x y x

− − − −

− − − − − −
= + +∫ ∫ ∫ ∫  

 
2

2

1 4

1 1
d ( , )d

y

y
y f x y x

−

− −∫ ∫ +
2

2

2 4

1 4
d ( , )d

y

y
x f x y x

−

− −∫ ∫ . 

 
5. 设 ( , )f x y 在D 上连续, 其中D 是由直线 y x= , y a= 及 x b= ( )b a> 所围成的闭区域, 证明 

d ( , )d
b x

a a
x f x y y∫ ∫ = d ( , )d

b b

a y
y f x y x∫ ∫ . 

证明  等式两端的二次积分分别是先对 y 后对 x 和先对 x 后对 y 的二重积分 ( , )d
D

f x y σ∫∫ , 因

而它们相等.  
 

6. 改换下列二次积分的积分次序. 

(1) 
1

0 0
d ( , )d

y
y f x y x∫ ∫ ;             (2) 

2

2 2

0
d ( , )d

y

y
y f x y x∫ ∫ ;  

(3) 
2

2

1 1

0 1
d ( , )d

y

y
y f x y x

−

− −∫ ∫ ;           (4) 
22 2

1 2
d ( , )d

x x

x
x f x y y

−

−∫ ∫ ;  

(5) 
e ln

1 0
d ( , )d

x
x f x y y∫ ∫ ;           (6) 

π sin

0 sin
2

d ( , )d
x

xx f x y y
−∫ ∫ .  

解  (1)如图 10-9 所示, 由所给积分知积分区域D 为{( , ) 0 1,0 }x y y x y≤ ≤ ≤ ≤ , D 可改写为

{( , ) 1,0 1}x y x y x≤ ≤ ≤ ≤ , 所以 
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原式 =
1 1

0
d ( , )d

x
x f x y y∫ ∫ . 

(2) 如图10-10所示, 由所给积分知积分区域D 为 2{( , ) 2 ,0 2}x y y x y y≤ ≤ ≤ ≤ . 又D 可表示

为 ( , ) ,0 4
2
xx y y x x⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤ , 于是 

原式 =
4

0
2

d ( , )d
x

xx f x y y∫ ∫ . 

         

                            图 10-9                            图 10-10 

(3) 如图 10-11 所示, 由所给积分知积分区域D 为{ }2 2( , ) 1 1 ,0 1x y y x y y− − −≤ ≤ ≤ ≤ . 又

D 可表示为{ }2( , ) 0 1 , 1 1x y y x x− −≤ ≤ ≤ ≤ , 于是 

原式 =
21 1

1 0
d ( , )d

x
x f x y y

−

−∫ ∫ . 

(4) 如图10-12所示, 由所给积分知积分区域D 为{ }2( , ) 2 2 ,1 2x y x y x x x− −≤ ≤ ≤ ≤ . 又D

可表示为{ }2( , ) 2 1 1 ,0 1x y y x y y− + −≤ ≤ ≤ ≤ , 于是 

原式 =
21 1 1

0 2
d ( , )d

y

y
y f x y x

+ −

−∫ ∫ . 

              

                       图 10-11                                 图 10-12 

(5) 如图 10-13 所示, 由所给积分知积分区域D 为{( , ) 0 ln ,1 e}x y y x x≤ ≤ ≤ ≤ . 又D 可表示

为{( , ) e e,0 1}yx y x y≤ ≤ ≤ ≤ , 于是 

原式
1 e

0 e
d ( , )d

y
y f x y x= ∫ ∫ . 
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(6) 如图 10-14 所示, 由所给积分知积分区域D 为 ( , ) 0 π, sin sin
2
xx y x y x⎧ ⎫

−⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤ , 又当

π0,
2

x ⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
时 siny x= 的反函数是 arcsinx y= . 而当

π ,π
2

x ⎛ ⎤∈⎜ ⎥⎝ ⎦
时 , ππ 0,

2
x ⎡ ⎞− ∈ ⎟⎢⎣ ⎠

. 于是由

sin sin(π )y x x= = − 可得 π arcsinx y− = , 从而得反函数 π arcsinx y= − .  
所以D 可表示为 1 2D D∪ , 其中, 

1 {( , ) arcsin π arcsin ,0 1}D x y y x y y= −≤ ≤ ≤ ≤ 2 {( , ) 2arcsin π, 1 0}D x y y x y= − −≤ ≤ ≤ ≤ . 

因此              原式
1 π arcsin

0 arcsin
d ( , )d

y

y
y f x y x

−
= ∫ ∫ +

0 π

1 2arcsin
d ( , )d

y
y f x y x

− −∫ ∫  

            

                           图 10-13                               图 10-14 

 
7. 设平面薄片所占的闭区域D 由直线 2x y+ = , y x= 和 x 轴所围成, 它的面密度

2 2( , )x y x yμ = + , 求该薄片的质量.  
解  如图 10-15 所示, 积分区域 {( , ) 0 1, 2 }D x y y y x y= −≤ ≤ ≤ ≤ ,  

所以质量      M = ( , )d
D

x yμ σ∫∫ =
1 2

2 2

0
d ( )d

y

y
y x y x

−
+∫ ∫ =

21
3 2

0

1 d
3

y

y
yx xy

−
⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

                 =
1

3 2 3

0

1 7 d(2 ) 2
3 3

yy y y⎡ ⎤− + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ = 4
3

.  

 
8. 计算由四个平面 0x = , 0y = , 1x = , 1y = 所围成的柱体被平面 0z = 及 2 3 6x y z+ + = 截得

的立体的体积.  
解  如图 10-16 所示, 此立体为一曲顶柱体, 它的底是 xOy 面上的闭区域 {( , ) 0 1,D x y x= ≤ ≤  
0 1}y≤ ≤ , 顶是曲面 6 2 3z x y= − − . 所以体积为 

                    

                        图 10-15                                       图 10-16 
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V = (6 2 3 )d d
D

x y x y− −∫∫ =
1 1

0 0
d (6 2 3 )dx x y y− −∫ ∫ =

1

0

9 d2
2

xx⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ = 7

2
. 

 
9. 求由平面 0x = , 0y = , 1x y+ = 所围成的柱体被平面 0z = 及抛物面 2 2 6x y z+ = − 截得的立

体的体积.  
解  如图 10-17所示, 此曲顶柱体的底是 xOy 面上的闭区域 {( , ) 0 1 ,0 1}D x y y x x= −≤ ≤ ≤ ≤ , 

顶是曲面 2 26 ( )z x y= − + , 所以体积为 

V = 2 2[6 ( )] d d
D

x y x y− +∫∫ =
1 1

2 2

0 0
d (6 )d

x
x x y y

−
− −∫ ∫ = 17

6
. 

 

10. 求由曲面 2 22z x y= + 及 2 26 2z x y= − − 所围成的立体的体积.  

解  如图 10-18 所示, 由
2 2

2 2

2

6 2

z x y

z x y

⎧ = +⎪
⎨

= − −⎪⎩
消去 z , 得 2 2 2x y+ = , 所以该立体在 xOy 面上的

投影区域为 
2 2{( , ) 2}D x y x y= + ≤ . 

该立体的体积等于两个曲顶柱体体积的差 

V = 2 2(6 2 ) d
D

x y σ− −∫∫ 2 2( 2 ) d
D

x y σ− +∫∫ = 2 2(6 3 3 ) d
D

x y σ− −∫∫ = 2(6 3 ) d d
D

ρ ρ ρ θ−∫∫  

  =
2π 2

2

0 0
d (6 3 ) dθ ρ ρ ρ−∫ ∫ = 6π .  

注: 求类似于第 8～10题中这样的立体体积时, 并不需要画出立体的准确图形, 但一定要会求

出立体在坐标面上的投影区域, 并知道立体的底和顶的方程.  

                

                        图 10-17                               图 10-18 

 
11. 画出积分区域, 把积分 ( , )d d

D

f x y x y∫∫ 表示为极坐标形式的二次积分, 其中积分区域D 是:  

(1) 2 2 2{( , ) }x y x y a+ ≤ ( 0)a > ;     (2) 2 2{( , ) 2 }x y x y x+ ≤ ;  

(3) 2 2 2 2{( , ) }x y a x y b+≤ ≤ , 其中0 a b< < ;   (4){( , ) 0 1 ,0 1}x y y x x−≤ ≤ ≤ ≤ .  

解  (1)如图 10-19 所示, 在极坐标系中, 最小的 ρ 在积点取为 0ρ = , 最大的 ρ 在圆周
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2 2 2x y a+ = 上取为 aρ = , 所以 

( , )d d
D

f x y x y∫∫ = ( cos , sin ) d d
D

f ρ θ ρ θ ρ ρ θ∫∫ =
2π

0 0
d ( cos , sin ) d

a
fθ ρ θ ρ θ ρ ρ∫ ∫ . 

(2) 如图 10-20 所示, 在极坐标系中易知
π π
2 2

θ− ≤ ≤ , 0 2cosρ θ≤ ≤ . 所以 

( , )d d
D

f x y x y∫∫ = ( cos , sin ) d d
D

f ρ θ ρ θ ρ ρ θ∫∫ =
π 2cos
2
π 0
2

d ( cos , sin ) df
θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ
−∫ ∫ . 

               

                        图 10-19                               图 10-20 

(3) 如图 10-21 所示, 在极坐标系中易知 0 2πθ≤ ≤ , 最小的 ρ 在圆周 2 2 2x y a+ = 上取为

aρ = , 最大的 ρ 在圆周 2 2 2x y b+ = 上取为 bρ = , 所以 

( , )d d
D

f x y x y∫∫ = ( cos , sin ) d d
D

f ρ θ ρ θ ρ ρ θ∫∫ =
2π

0
d ( cos , sin ) d

b

a
fθ ρ θ ρ θ ρ ρ∫ ∫ . 

(4) 如图10-22所示, 在极坐标系中易知
π0
2

θ≤ ≤ , 最小的 ρ 在积点取为 0ρ = , 最大的 ρ 在

直线 1x y+ = 上取, 即 cos sin 1ρ θ ρ θ+ = , 所以最大的 ρ 为
1

cos sinθ θ+
, 所以 

( , )d d
D

f x y x y∫∫ = ( cos , sin ) d d
D

f ρ θ ρ θ ρ ρ θ∫∫ =
π 1
2 cos sin

0 0
d ( cos , sin ) dfθ θθ ρ θ ρ θ ρ ρ+∫ ∫ . 

                      

                            图 10-21                                   图 10-22 

 
12. 化下列二次积分为极坐标形式的二次积分. 

(1) 
1 1

0 0
d ( , )dx f x y y∫ ∫ ;           (2) 

2 3
2 2

0
d ( )d

x

x
x f x y y+∫ ∫ ; 
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(3) 
21 1

0 1
d ( , )d

x

x
x f x y y

−

−∫ ∫ ;          (4) 
21

0 0
d ( , )d

x
x f x y y∫ ∫ ; 

解   (1) 如图 10-23 所示 , 由所给积分知 , 积分区域

{( , ) 0 1,0 1}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ , 最小的 ρ 在积点取为 0ρ = , 
最大的 ρ 在直线 1y = 和 1x = 上取, 为两条直线, 所以用直线

y x= 将积分区域D 分成 1D 和 2D 两部分:  

1
π( , ) 0 ,0 sec ;
4

D ρ θ θ ρ θ⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤  

2
π π( , ) ,0 csc
4 2

D ρ θ θ ρ θ⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤ . 

所以 

原式 = 
π sec
4

0 0
d ( cos , sin ) df

θ
θ ρ θ ρ θ ρ ρ∫ ∫ +

π csc
2
π 0
4

d ( cos , sin ) df
θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ∫ ∫ . 

(2) 如图 10-24 所示, 在极坐标系中易知 π π
4 3

θ≤ ≤ ，0 2secρ θ≤ ≤ , 

所以原式等于 
π 2sec
3
π 0
4

d ( ) d .f
θ

θ ρ ρ ρ∫ ∫  

(3) 如图 10-25所示, 由所给积分知, 积分区域 { }2( , ) 0 1,1 1D x y x x y x= − −≤ ≤ ≤ ≤ , 最小的 ρ

在直线 1y x= − 上取为
1

sin cos
ρ

θ θ
=

+
, 最大的 ρ 在圆周上取为 1ρ = ，所以原式等于 

π 1
2

10
sin cos

d ( cos , sin ) df
θ θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ
+

∫ ∫ . 

(4) 如图 10-26 所示, 在极坐标系中易知
π0
4

θ≤ ≤ , 1 1tan
cos cos

θ ρ
θ θ

≤ ≤ , 所以 

原式 = 
π sec
4

0 tan sec
d ( cos , sin ) df

θ

θ θ
θ ρ θ ρ θ ρ ρ∫ ∫ . 

             

              图 10-24                           图 10-25                          图 10-26             

 

 

图 10-23 
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13. 把下列积分化为极坐标形式, 并计算积分值. 

(1) 
22 2

2 2

0 0
d ( ) d

a ax x
x x y y

−
+∫ ∫ ;             (2) 2 2

0 0
d d

a x
x x y y+∫ ∫ ;  

(3) 
2

11
2 2 2

0
d ( ) d

x

x
x x y y

−
+∫ ∫ ;                 (4) 

2 2

2 2

0 0
d ( )d

a a y
y x y x

−
+∫ ∫ .  

解  (1) 如图 10-27 所示, 在极坐标系中易知
π0
2

θ≤ ≤ , 0 2 cosaρ θ≤ ≤ .  

所以原式等于 

   
π 2 cos

22

0 0
d d

a θ
θ ρ ρ ρ⋅∫ ∫ =

2 cosπ 4
2

0
0

d
4

a θ
ρ θ
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦∫ =

π
4 42

0
4 cos da θ θ∫ =

π 2
4 2

0

1 cos24 d
2

a θ θ+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

                      =
π

4 22

0
(1 2cos 2 cos 2 )da θ θ θ+ +∫  

                      =
π

4 2

0

1 cos4 d1 2cos2
2

a θ θθ +⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ = 43 π

4
a .  

(2) 如图 10-28 所示, 在极坐标系中易知
π0
4

θ≤ ≤ , 0
cos

aρ
θ

≤ ≤ . 所以 

原式 = 
π sec
4

0 0
d d

a θ
θ ρ ρ ρ⋅∫ ∫ =

π3
34

0
sec d

3
a θ θ∫ , 

             

                              图 10-27                                图 10-28 

又       
π

34

0
sec dθ θ∫ =

π
4

0
sec d tanθ θ∫ =

π
4
0[sec tan ]θ θ

π
4

0
tan sec tan dθ θ θ θ− ⋅ ⋅∫  

                    = 2
π

24

0
(sec 1)sec dθ θ− −∫ = 2 −

π
34

0
sec dθ θ∫ +

π
4

0
sec dθ θ∫ .  

所以 
π ππ

34 44 0
0 0

1 1 1sec d ( 2 [ln(sec tan )] ) [ 2 ln( 2 1)].2 sec d2 2 2
θ θ θ θθ θ

⎛ ⎞
= = + + = + +⎜ ⎟+

⎝ ⎠∫ ∫  

所以原式等于
3

[ 2 ln( 2 1)]
6
a

+ + .  

(3) 如图 10-29 所示, 在极坐标系中易知
π0
4

θ≤ ≤ , 0 tan secρ θ θ⋅≤ ≤ . 所以 

原式 = 
π tan sec
4

0 0

1d d
θ θ

θ ρ ρ
ρ
⋅∫ ∫ =

π
4

0
tan sec dθ θ θ∫ =

π
4
0[sec ]θ = 2 1− . 
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(4) 由所给积分知积分区域 D 可用不等式表示为 0 x≤ ≤  
2 2a y− , 0 y a≤ ≤ . 在极坐标系中易知 , π0

2
θ≤ ≤ , 

0 aρ≤ ≤ . 所以 

原式 = 
π

24

0 0
d d

a
θ ρ ρ ρ⋅∫ ∫ = 4π

8
a . 

 
14. 利用极坐标计算下列各题. 

(1) 
2 2

e dx y

D

σ+∫∫ , 其中D 是由圆周 2 2 4x y+ = 所围成的闭区域;  

(2) 2 2ln(1 )d
D

x y σ+ +∫∫ , 其中D 是由圆周 2 2 1x y+ = 及坐标轴所围成的在第一象限内的闭区域;  

(3) arctan d
D

y
x

σ∫∫ , 其中 D 是由圆周 2 2 4x y+ = , 2 2 1x y+ = 及直线 0y = , y x= 所围成的

在第一象限内的闭区域.  
解  (1) 在极坐标系中易知积分区域D 可用不等式表示为0 2πθ≤ ≤ , 0 2ρ≤ ≤ . 所以 

  
2 2

e dx y

D

σ+∫∫ =
2

e d d
D

ρ ρ ρ θ⋅∫∫ =
22π 2

0 0
d e dρθ ρ ρ⋅∫ ∫ =

2 2

0

e2π
2

ρ⎡ ⎤
⋅ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= 4π(e 1)− . 

(2) 在极坐标系中易知积分区域D 可用不等式表示为
π0
2

θ≤ ≤ , 0 1ρ≤ ≤ . 所以 

           2 2ln(1 )d
D

x y σ+ +∫∫ = 2ln(1 ) d d
D

ρ ρ ρ θ+∫∫ =
π 1

22

0 0
ln(1 ) ddθ ρ ρ ρ+ ⋅∫ ∫  

                    =
1

2 2

0

π 1 ln(1 )d(1 )
2 2

ρ ρ⋅ + +∫ =
1

2 2 1
0

0

π (1 ) ln(1 ) 2 d
4

ρ ρ ρ ρ⎡ ⎤+ + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

                    = π (2ln 2 1)
4

− .  

(3) 在极坐标系中易知积分区域 D 可用不等式表示为
π0
4

θ≤ ≤ , 1 2ρ≤ ≤ , arctan y
x

θ= , 

所以 

arctan d
D

y
x

σ∫∫ = d d
D

θ ρ ρ θ⋅∫∫ =
π 2
4

0 1
d dθ θ ρ ρ∫ ∫ = 23 π

64
. 

 
15. 选用适当的坐标计算下列各题. 

(1) 
2

2 d
D

x
y

σ∫∫ , 其中D 是由直线 2x = , y x= 及曲线 1xy = 所围成的闭区域;  

(2) 
2 2

2 2
1 d
1

D

x y
x y

σ− −
+ +∫∫ , 其中D 是由圆周 2 2 1x y+ = 及坐标轴所围成的在第一象限内的闭区域;  

(3) 2 2( )d
D

x y σ+∫∫ , 其中D 是由直线 y x= , y x a= + , y a= , 3y a= ( 0)a > 所围成的闭区域;  

 

图 10-29 



 
84    高等数学（同济第七版 下册）习题辅导书 

(4) 2 2 d
D

x y σ+∫∫ , 其中D 是圆环闭区域 2 2 2 2{( , ) }x y a x y b+≤ ≤ .  

解  (1) 如图 10-30 所示, 根据D 的形状, 选用直角坐标比较合适.  
1( , ) 1 2,D x y x y x
x

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤ , 所以 

2

2 d
D

x
y

σ∫∫ =
2

2
1 21

1d d
x

x

x x y
y∫ ∫ =

2
2

1 1

1 d
x

x

x x
y

⎡ ⎤
−⎢ ⎥
⎣ ⎦∫ = 9

4
. 

(2) 根据积分区域D 的形状和被积函数的特点, 选用极坐标比较合适.  
π( , ) 0 ,0 1
2

D ρ θ θ ρ⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤ , 所以原式等于 

        
2

2
1 d d
1

D

ρ ρ ρ θ
ρ

−
+∫∫ =

π 21
2

20 0

1d d
1

ρθ ρ ρ
ρ

−
+∫ ∫ =

21

40

π 1 d
2 1

ρ ρ ρ
ρ

−
⋅

−∫  

                        =
1

40

π d
2 1

ρ ρ
ρ

⋅
−∫ −

31

40

π d
2 1

ρ ρ
ρ

⋅
−∫  

                        =
1

2
40

π 1 d
4 1

ρ
ρ

⋅
−∫ +

31
4

40

π d(1 )
8 1

ρ ρ
ρ

⋅ −
−∫  

                        = 2 1
0

π arcsin
4

ρ + 4 1
0

π 1
4

ρ− = π (π 2)
8

− .  

(3) 如图 10-31 所示, 根据积分区域D 的形状, 选用直角坐标比较合适. 又根据D 的边界曲线

情况, 适合采用先对 x 后对 y 的积分次序. 所以 

                

                              图 10-30                                图 10-31 

2 2( )d
D

x y σ+∫∫ =
3

2 2

0
d ( )d

a y

y a
y x y x

−
+∫ ∫ = 414a . 

(4) 根据积分区域 D 的形状 , 选用极坐标比较合适 . 积分区域 D 可用不等式表示为

0 2πθ≤ ≤ , a bρ≤ ≤ . 所以 

2 2 d
D

x y σ+∫∫ = d d
D

ρ ρ ρ θ⋅∫∫ =
2π

2

0
d d

b

a
θ ρ ρ∫ ∫ = 3 32 π( )

3
b a− . 

 

16. 设平面薄片所占的闭区域 D 由螺线 2ρ θ= 上的一段弧
π0
2

θ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤ 与直线
π
2

θ = 所围成, 它

的面密度为 ( , )x yμ = 2 2x y+ . 求该薄片的质量.  
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解  如图 10-32 所示, 由二重积分的几何意义知薄片的质量为 

M = ( , )d
D

x yμ σ∫∫ = 2 2( )d
D

x y σ+∫∫ = 2 d d
D

ρ ρ ρ θ⋅∫∫ =
π 2

32

0 0
d d

θ
θ ρ ρ∫ ∫ =

5π
40

. 

 
17. 求由平面 0y = , ( 0)y kx k= > , 0z = 以及球心在原点、半径为 R 的上半球面所围成的在第一

卦限内的立体的体积.  
解  如图 10-33 所示, 由二重积分的几何意义知 

V = 2 2 2 d
D

R x y σ− −∫∫ = 2 2 d d
D

R ρ ρ ρ θ−∫∫ = 2 2

0 0
d d

a R
Rθ ρ ρ ρ−∫ ∫  

            = 2 2 2 2

0

1 d( )
2

R
a R Rρ ρ− − −∫ = 3

3
a R =

3

arctan
3

R k .  

                      

                        图 10-32                               图 10-33 

 
18. 计算以 xOy 面上的圆周 2 2x y ax+ = 围成的闭区域为底, 而以

曲面 2 2z x y= + 为顶的曲顶柱体的体积.  

解  如图 10-34 所示, 由于曲顶柱体关于 xOz 面对称, 所以选

择 xOy 面上第一象限的半圆形区域为积分区域, 即积分区域

D 可用不等式表示为0 x a≤ ≤ , 20 y ax x−≤ ≤ . 根据积分

区域和被积函数的特点, 本题适合选用极坐标, 用解不等式的

方法解出积分区域 D 的范围为
π0
2

θ≤ ≤ , 0 cosaρ θ≤ ≤ . 

所以体积 

V = 2 22 ( ) d d
D

x y x y+∫∫ = 22 d d
D

ρ ρ ρ θ⋅∫∫ =
π cos

32

0 0
2 d d

a θ
θ ρ ρ∫ ∫  

                =
π4

42

0
cos d

2
a θ θ∫ =

π4
22

0
(1 cos 2 ) d

8
a θ θ+∫ = 43 π

32
a .  

 
   *19. 作适当的变换, 计算下列二重积分. 

(1) 2 2( ) sin ( )d d
D

x y x y x y− +∫∫ , 其中 D 是平行四边形闭区域, 它的四个顶点是 (π,0) , (2π,π) , 

(π,2π) 和 (0,π) ;  

 

图 10-34 
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(2) 2 2d d
D

x y x y∫∫ , 其中 D 是由两条双曲线 1xy = 和 2xy = , 直线 y x= 和 4y x= 所围成的在

第一象限内的闭区域;  

(3) e d d
y

x y

D

x y+∫∫ , 其中D 是由 x 轴 y 轴和直线 1x y+ = 所围成的闭区域;  

(4) 
2 2

2 2
d d

D

x y x y
a b

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠∫∫ , 其中
2 2

2 2( , ) 1x yD x y
a b

⎧ ⎫⎪ ⎪= +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

≤ .  

解  (1) 如图 10-35 所示, 令 x yμ = − ,ν x y= + , 则
2

x μ ν+
= , 

2
uy ν −

= . 在此变换下, D

的边界 πx y− = − , πx y+ = , 3πx y+ = , πx y− = 依次与 πμ = − , πν = , 3πν = , πμ = 对应. 

于是 

D′ ={( , ) π π,π 3π}μ ν μ ν− ≤ ≤ ≤ ≤ , 

 

图 10-35 

又
( , )
( , )
x yJ
μ ν

∂
=
∂

=

1 1
2 2
1 1
2 2

−
= 1

2
, 所以 

2 2( ) sin ( )d d
D

x y x y x y− +∫∫ =
'

2 2 1sin d d
2

D

u vμ ν ⋅∫∫ =
π 3π

2 2

π π

1 d sin d
2

μ μ ν ν
−∫ ∫ =

4π
3

. 

(2) 如图 10-36 所示, 令u xy= , yv
x

= , 则 ux
v

= , y uv= .  

 

图 10-36 
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在该变换下, D 的边界 1xy = , y x= , 2xy = , 4y x= 依次与 1u = , 1v = , 2u = , 4v = 对应.  
所以D′ ={( , ) 1 2,1 4}u v u v≤ ≤ ≤ ≤ .  

又
( , )
( , )
x yJ
u v

∂
=
∂

=
3

1
2 2

2 2

u
uv v
v u
u v

−

= 1 1 1
4 v v
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 1
2v

. 所以 

2 2d d
D

x y x y∫∫ =
'

2 1 d d
2

D

u u v
v

⋅∫∫ =
2 4

2

1 1

1 1d d
2

u u v
v∫ ∫ = 7 ln 2

3
. 

(3) 令 x yμ = − ,ν y= , 则 x u v= − , y v= . 在该变换下, D 的边界 0y = , 0x = , 1x y+ = 依

次与 0v = , u v= , 1μ = 对应. 所以 

D′ ={( , ) 0 1,0 }uμ ν μ ν≤ ≤ ≤ ≤ . 

又
( , )
( , )
x yJ
μ ν

∂
=
∂

=
1 1
0 1

−
=1 . 所以 

e d d
y

x y

D

x y+∫∫ =
'

e d d
v
u

D

u v∫∫ =
1

0 0
d e d

vu
uu v∫ ∫ = 1 (e 1)

2
− . 

(4) 作广义极坐标变换
cos
sin

x a
y b

ρ θ
ρ θ

=⎧
⎨ =⎩

, ( 0, 0, 0,0 2π)a b ρ θ> > ≥ ≤ ≤ . 在该变换下, 与 D 对

应的闭区域为D′ ={( , ) 0 1,0 2π}ρ θ ρ θ≤ ≤ ≤ ≤ . 又 

( , )
( , )
x yJ
ρ θ

∂
=
∂

=
cos sin
sin cos

a a
b b

θ ρ θ
θ ρ θ

−
= abρ . 

因此
2 2

2 2
d d

D

x y x y
a b

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠∫∫ =
'

2 d d
D

abρ ρ ρ θ⋅∫∫ =
2π 1

3

0 0
d dab θ ρ ρ∫ ∫ = 1 π

2
ab .  

 
   *20. 求由下列曲线所围成的闭区域D 的面积. 

(1) D 是由曲线 4xy = , 8xy = , 3 5xy = , 3 15xy = 所围成的第一象限部分的闭区域;  

(2) D 是由曲线 3y x= , 34y x= , 3x y= , 34x y= 所围成的第一象限部分的闭区域.  

解  (1) 令 u xy= , 3v xy= ( 0, 0)x y≥ ≥ , 则 3 /x u v= , /y u v= . 在该变换下, 与 D 对

应的uOv平面上的闭区域为D′ ={( , ) 4 8,5 15}μ ν μ ν≤ ≤ ≤ ≤ .  

( , )
( , )
x yJ
μ ν

∂
=
∂

=

3 3

3

3 1/ /
2 2
1 1 1/
2 2

u v u v

v u
uv

−

−
= 1

2v
, 

所以所求面积为 

d d
D

A x y= ∫∫ = 1 d d
2

D

u v
v

′
∫∫ =

8 15

4 5

1 1d d
2

u v
v∫ ∫ = 2ln 3 . 

(2) 令 3
yu
x

= , 3
xv
y

= ( 0, 0)x y> > , 则
3 1
8 8x u v

− −
= , 

1 3
8 8y u v

− −
= . 在该变换下, 与 D 对应的
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uOv平面上的闭区域为D′ ={( , ) 1 4,1 4}μ ν μ ν≤ ≤ ≤ ≤ . 又 

( , )
( , )
x yJ
μ ν

∂
=
∂

=

11 1 3 9
8 8 8 8

9 3 1 11
8 8 8 8

3 1
8 8
1 3
8 8

u v u v

u v u v

− − − −

− − − −

− −

− −

=
3 3
2 21

2
u v
− −

. 

所以所求面积为 

d d
D

A x y= ∫∫ =
'

3 3
2 21 d d

8
D

u v u v
− −

∫∫ =
3 34 4
2 2

1 1

1 d d
8

u u v v
− −

∫ ∫ = 1
8

. 

 

   *21. 设闭区域D 由直线 1x y+ = , 0x = , 0y = 所围成, 求证 cos d d
D

x y
x y

x y
−⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠∫∫ = 1 sin1
2

. 

证明  如图 10-37 所示, 令u x y= − , v x y= + , 则
2

u vx +
= , 

2
v uy −

= . 在该变换下, D 的边界 1x y+ = , 0x = , 0y =

依次与 1v = , 0u v+ = , 0v u− = 对应.  
于是D′ ={( , ) ,0 1}v vμ ν μ ν− ≤ ≤ ≤ ≤ . 又 

( , )
( , )
x yJ
u ν

∂
=
∂

=

1 1
2 2
1 1
2 2

−
= 1

2
. 

所以 

cos d d
D

x y
x y

x y
−⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠∫∫ = 1cos d d
2

D

u u v
v

′

⋅∫∫ =
1

0

1 d cos d
2

v

v

uv u
v−∫ ∫ =

1

0
sin1dv∫ = 1 sin1

2
. 

 
   *22. 选取适当的变换, 证明下列等式. 

(1) ( , )d d
D

f x y x y∫∫ =
1

1
( )df u u

−∫ , 其中闭区域 {( , ) 1}D x y x y= + ≤ ; 

(2) ( )d d
D

f ax by c x y+ +∫∫ =
1

2 2 2

1
2 1 ( )du f u a b c u

−
− + +∫ , 其中 2 2{( , ) 1}D x y x y= + ≤ , 且

2 2 0a b+ ≠ .  
证明  (1) 闭区域D 的边界为 1x y+ = − , 1x y+ = , 1x y− = − , 1x y− = , 令u x y= + , 

v x y= − , 即
2

u vx +
= , 

2
u vy −

= . 在该变换下, D 变为uOv平面上的闭区域 

D′ ={( , ) 1 1, 1 1}μ ν μ ν− −≤ ≤ ≤ ≤ . 

又
( , )
( , )
x yJ
u ν

∂
=
∂

=

1 1
2 2
1 1
2 2

−
= 1

2
− , 所以 

 

图 10-37 
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( , )d d
D

f x y x y∫∫ = 1( ) d d
2

D

f u u v
′

−∫∫ =
1 1

1 1

1 ( )d d
2

f u u v
− −∫ ∫ =

1

1
( )df u u

−∫ . 

(2) 比较等式的两端可知需作变换 

2 2u a b+ = ax by+ , 即
2 2

ax byu
a b

+
=

+
, 

又 D 的边界曲线为 2 2 1x y+ = , 所以令
2 2

bx ayv
a b

−
=

+
. 因此有 2 2 1u v+ = , 故与 D 对应的闭

区域为 
2 2{( , ) 1}D u v u v′ = + ≤ . 

又由u 、v的表达式可解得 

2 2

au bvx
a b

+
=

+
, 

2 2

bu avy
a b

−
=

+
, 

所以雅可比式 

( , )
( , )
x yJ
u ν

∂
=
∂

=
2 2 2 2

2 2 2 2

a b

a b a b
b a

a b a b

+ +
−

+ +

= 1− , 

因此 

( )d d
D

f ax by c x y+ +∫∫ = 2 2( ) 1d d
D

f u a b c u v
′

+ + −∫∫  

                           =
2

2

1 1
2 2

1 1
d ( )d

u

u
u f u a b c v

−

− − −
+ +∫ ∫  

=
1

2 2 2

1
2 1 ( )du f u a b c u

−
− + +∫ .  

习题10-3  

三重积分 

1. 化三重积分 ( , , )d d dI f x y z x y z
Ω

= ∫ ∫ ∫ 为三次积分, 其中积分区域Ω 分别是 

(1) 由双曲抛物面 xy z= 及平面 1 0, 0x y z+ − = = 所围成的闭区域;  

(2) 由曲面 2 2z x y= + 及平面 1z = 所围成的闭区域; 

(3) 由曲面 2 22z x y= + 及 22z x= − 所围成的闭区域; 

(4) 由曲面 ( 0)cz xy c= >  , 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = , 0z = 所围成的在第一卦限内的闭区域.  

解  (1) 积分区域可表示为 
{( , , ) |  0 ,0 1 ,0 1}x y z z xy y x xΩ = −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是                      
1 1

0 0 0
d d ( , , )d

x xy
I x y f x y z z

−
= ∫ ∫ ∫ .  
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(2) 积分区域可表示为 
2 2 2 2{( , , ) | 1,  1 1 ,  1 1}x y z x y z x y x xΩ = + − − − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是                    
2

2 2 2

1 1 1

1 1
d d ( , , )d

x

x x y
I x y f x y z z

−

− − − +
= ∫ ∫ ∫ .  

(3) 积分区域可表示为 
2 2 2 2 2{( , , ) | 2 2 ,  1 1 ,  1 1}x y z x y z x x y x xΩ = + − − − − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是                    
2 2

2 2 2

1 1 2

1 1 2
d d ( , , )d

x x

x x y
I x y f x y z z

− −

− − − +
= ∫ ∫ ∫ .  

提示: 曲面 2 22z x y= + 与 22z x= − 的交线在 xOy 面上的投影曲线为 2 2 1x y+ = .  

(4) 积分区域可表示为 

{ }2 2( , , ) | 0 ,  0 ,  0xy bx y z z y a x x a
c a

Ω = −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是                    
2 2

0 0 0
d d ( , , )d

xyb
a ca a x

I x y f x y z z
−

= ∫ ∫ ∫ .  

提示: 区域Ω 的上边界曲面为曲面cz xy= , 下边界曲面为平面 0z = .  

 
2. 设有一物体, 占有空间闭区域 {( , , ) | 0 1,0 1,0 1}x y z x y zΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 在点 ( , , )x y z 处的密

度为 ( , , )x y z x y zρ = + + , 计算该物体的质量.  

解     
1 1 1

0 0 0
d d d d d ( )dM x y z x y x y z z

Ω

ρ= = + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
1 1

0 0

1d d
2

x yx y⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

          
11 1

2

0 00

1 1 d ( 1)d
2 2

x x xxy y y⎡ ⎤= = ++ +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫
12
0

1 3( 1)
2 2

x= + = .  

 
3. 如果三重积分 ( , , )d d df x y z x y z

Ω
∫ ∫ ∫ 的被积函数 ( , , )f x y z 是三个函数 1( )f x 、 2 ( )f y 、 3( )f z 的乘

积, 即 1 2 3( , , ) ( ) ( ) ( )f x y z f x f y f z= ⋅ ⋅ , 积分区域 {( , , ) | , , }x y z a x b c y d l z mΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

证明这个三重积分等于三个单积分的乘积, 即 

1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )d d d ( )d ( )d ( )d
b d m

a c l
f x f y f z x y z f x x f y y f z z

Ω

=∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

证明  1 2 3( ) ( ) ( )d d df x f y f z x y z
Ω
∫ ∫ ∫ 1 2 3 d d( ) ( ) ( )d

b d m

a c l
y xf x f y f z z⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

          1 2 3 d d( ) ( ) ( )d
b d m

a c l
y xf x f y f z z⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫ ∫ 1 3 2 d( ) ( )d ( )d

b m d

a l c
xf x f z z f y y⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

          13 2 ( ) d( )d ( )d
b m d

a l c
f x xf z z f y y⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫ ∫ 13 2 ( )d( )d ( )d

bm d

al c
f x xf z z f y y⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠∫∫ ∫  

          1 2 3( )d ( )d ( )d
b d m

a c l
f x x f y y f z z= ∫ ∫ ∫ .  
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4. 计算 2 3d d dxy z x y z
Ω
∫ ∫ ∫ , 其中Ω 是由曲面 z xy= 与平面 y x= , 1x = 和 0z = 所围成的闭区域.  

解  积分区域可表示为 
{( , , ) | 0 ,0 ,0 1}x y z z xy y x xΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是       2 3d d dxy z x y z
Ω
∫ ∫ ∫

1
2 3

0 0 0
d d d

x xy
x x y y z z= ∫ ∫ ∫

41
2

0 0 0

d d
4

xyx zx x y y⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

                          
1

5 5

0 0

1 d d
4

x
x x y y= ∫ ∫

1
12

0

1 1d
28 364

x x= =∫ .  

 

5. 计算 3
d d d

(1 )
x y z

x y z
Ω

+ + +∫ ∫ ∫ , 其中Ω 为平面 0x = , 0y = , 0z = , 1x y z+ + = 所围成的四面体.  

解  积分区域可表示为 
{( , , ) | 0 1 ,0 1 ,0 1}x y z z x y y x xΩ = − − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是   3
d d d

(1 )
x y z

x y z
Ω

+ + +∫ ∫ ∫
1 1 1

30 0 0

1d d d
(1 )

x x y
x y z

x y z

− − −
=

+ + +∫ ∫ ∫  

                        
1 1

20 0

1 1
d d

82(1 )
x

x y
x y

− ⎡ ⎤−= ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦∫ ∫
1

0

1 3 1
d

2(1 ) 8 8
x x

x
⎡ ⎤− += ⎢ ⎥+⎣ ⎦∫  

                        1 5ln 2
2 8
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

提示:  3
d d d

(1 )
x y z

x y z
Ω

+ + +∫∫∫
1 1 1

30 0 0

1d d d
(1 )

x x y
x y z

x y z

− − −
=

+ + +∫ ∫ ∫  

                       
11 1

20 0 0

1
d d

2(1 )

x yx
x y

x y z

− −− ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− + + +⎣ ⎦∫ ∫  

                       
1 1

20 0

1 1
d d

82(1 )
x

x y
x y

− ⎡ ⎤−= ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦∫ ∫  

                       
11

0 0

1 1
d

2(1 ) 8

x

y x
x y

−
⎡ ⎤−= ⎢ ⎥− + +⎣ ⎦∫

1

0

1 3 1
d

2(1 ) 8 8
x x

x
⎡ ⎤− += ⎢ ⎥+⎣ ⎦∫  

                       
1

2

0

1 3 1ln(1 )
2 8 16

x x x⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
 1 5ln 2

2 8
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
6. 计算 d d dxyz x y z

Ω
∫ ∫ ∫ , 其中Ω 为球面 2 2 2 1x y z+ + = 及三个坐标面所围成的在第一卦限内的闭

区域.  
解  积分区域可表示为 

2 2 2{( , , ) | 0 1 ,  0 1 ,  0 1}x y z z x y y x xΩ = − − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是      d d dxyz x y z
Ω
∫ ∫ ∫

2 2 21 1 1

0 0 0
d d d

x x y
x y xyz z

− − −
= ∫ ∫ ∫  

                       
21 1

2 2

0 0

1d (1 )d
2

x
x xy x y y

−
= − −∫ ∫

1
2 2

0

1 (1 ) d
8

x x x= −∫
1
48

= .  
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7. 计算 d d dxz x y z
Ω
∫ ∫ ∫ , 其中Ω 是由平面 0z = , z y= , 1y = 及抛物柱面 2y x= 所围成的闭区域.  

解  积分区域可表示为 
2{( , , ) | 0 ,  1,  1 1}x y z z y x y xΩ = −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是             d d dxz x y z
Ω
∫ ∫ ∫ 2

1 1

1 0
d d d

y

x
x x y z z

−
= ∫ ∫ ∫ 2

1 1
2

1

1d d
2x

x x y y
−

= ∫ ∫  

                              
1

6

1

1 (1 )d 0
6

x x x
−

= − =∫ .  

 

8. 计算 d d dz x y z
Ω
∫ ∫ ∫ , 其中Ω 是由锥面 2 2hz x y

R
= + 与平面 ( 0, 0)z h R h= > > 所围成的闭区域.  

解  当0 z h≤ ≤ 时, 过 (0,0, )z 作平行于面 xOy 的平面, 截得立体Ω 的截面为圆 Dz : 
2

2 2 Rx y z
h

⎛ ⎞+ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 故 Dz的半径为
R z
h

, 面积为
2

2
2

πR z
h

, 于是 

d d dz x y z
Ω
∫ ∫ ∫ =

0
d d d

z

h

D

z z x y∫ ∫ ∫
2 2 2

3
2 0

π πd
4

hR R hz z
h

= =∫ . 

 
9. 利用柱面坐标计算下列三重积分. 

(1) dz v
Ω
∫ ∫ ∫ , 其中Ω 是由曲面 2 22z x y= − − 及 2 2z x y= + 所围成的闭区域;  

(2) 2 2( )dx y v
Ω

+∫ ∫ ∫ , 其中Ω 是由曲面 2 2 2x y z+ = 及平面 2z = 所围成的闭区域.  

解  (1) 在柱面坐标下积分区域Ω 可表示为 

0 2πθ≤ ≤ , 0 1ρ≤ ≤ , 2 22zρ ρ−≤ ≤ , 

于是         dz v
Ω
∫ ∫ ∫

2

2

2π 1 2

0 0
d d dz z

ρ

ρ
θ ρ ρ

−
= ∫ ∫ ∫

1
2 4

0

12π (2 )d
2
ρ ρ ρ ρ= − −∫  

                     
1

3 5

0

7π (2 )d π
12

ρ ρ ρ ρ= − − =∫ .  

(2) 在柱面坐标下积分区域Ω 可表示为 

0 2πθ≤ ≤ , 0 2ρ≤ ≤ , 
2

2
2

zρ
≤ ≤ , 

于是         2 2( )dx y v
Ω

+∫ ∫ ∫ 2 d d dz
Ω

ρ ρ ρ θ= ⋅∫ ∫ ∫ 2

2π 2 2
3

10 0
2

d d dz
ρ

θ ρ ρ= ∫ ∫ ∫  

                           
2π 2

3 5

0 0

1d d2
2

θ ρρ ρ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

2π

0

8 16d π
3 3

θ= =∫ .  

 
   *10. 利用球面坐标计算下列三重积分. 

(1) 2 2 2( )dx y z v
Ω

+ +∫ ∫ ∫ , 其中Ω 是由球面 2 2 2 1x y z+ + = 所围成的闭区域; 
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(2) dz v
Ω
∫ ∫ ∫ , 其中闭区域Ω 由不等式 2 2 2 2( )x y z a a+ + − ≤ , 2 2 2x y z+ ≤ 所确定.  

解  (1) 在球面坐标下积分区域Ω 可表示为 
0 2πθ≤ ≤ , 0 πϕ≤ ≤ , 0 1r≤ ≤ , 

于是             2 2 2( )dx y z v
Ω

+ +∫ ∫ ∫ 4 sin d d dr r
Ω

ϕ ϕ θ= ⋅∫ ∫ ∫  

                                   
2π π 1

4

0 0 0
d sin d dr rθ ϕ ϕ= ∫ ∫ ∫ 4 π

5
= .  

(2) 在球面坐标下积分区域Ω 可表示为 
π0 2π,  0 ,  0 2 cos
4

r aθ ϕ ϕ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是                   dz v
Ω
∫ ∫ ∫ 2cos sin d d dr r r

Ω

ϕ ϕ ϕ θ= ⋅∫ ∫ ∫  

                               
π

44

0

12π sin cos (2 cos ) d
4

aϕ ϕ ϕ ϕ= ⋅∫  

                               
π

4 5 44

0

78π sin cos d π
6

a aϕ ϕ ϕ= =∫ .  

 
11. 选用适当的坐标计算下列三重积分. 

(1) dxy v
Ω
∫ ∫ ∫ , 其中Ω 为柱面 2 2 1x y+ = 及平面 1z = , 0z = , 0x = , 0y = 所围成的在第一卦

限内的闭区域;  

*(2) 2 2 2 dx y z v
Ω

+ +∫ ∫ ∫ , 其中Ω 是由球面 2 2 2x y z z+ + = 所围成的闭区域; 

(3) 2 2( )dx y v
Ω

+∫ ∫ ∫ , 其中Ω 是由曲面 2 2 24 25( )z x y= + 及平面 5z = 所围成的闭区域; 

*(4) 2 2( )dx y v
Ω

+∫ ∫ ∫ , 其中闭区域Ω 由不等式 2 2 20 a x y z A< + +≤ ≤ , 0z ≥ 所确定.  

解  (1) 在柱面坐标下积分区域Ω 可表示为 

π0 ,  0 1,  0 1
2

zθ ρ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是                  dxy v
Ω
∫ ∫ ∫ cos sin d d dz

Ω

ρ θ ρ θ ρ ρ θ= ⋅ ⋅∫ ∫ ∫  

                               
π 1 1

32

0 0 0

1sin cos d d d
8

zθ θ θ ρ ρ= =∫ ∫ ∫ .  

另解: 用直角坐标计算 

dxy v
Ω
∫∫∫

21 1 1

0 0 0
d d d

x
x x y y z

−
= ∫ ∫ ∫

21 1

0 0
d d

x
x x y y

−
= ∫ ∫

31

0
d

2 2
x x x⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  

                      
12 4

0

1
84 8

x x⎡ ⎤= =−⎢ ⎥⎣ ⎦
.  
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*(2) 在球面坐标下积分区域Ω 可表示为 
π0 2π,  0 ,  0 cos
2

rθ ϕ ϕ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是           2 2 2 dx y z v
Ω

+ +∫ ∫ ∫
π2π cos

22

0 0 0
d d sin dr r r

ϕ
θ ϕ ϕ= ⋅∫ ∫ ∫  

                                 
π

42

0

1 π2π sin cos d
4 10

ϕ ϕ ϕ= ⋅ =∫ .  

(3) 在柱面坐标下积分区域Ω 可表示为 

50 2π,  0 2,  5
2

zθ ρ ρ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是                  2 2( )dx y v
Ω

+∫ ∫ ∫
2π 2 5

3
50 0
2

d d dz
ρ

θ ρ ρ= ∫ ∫ ∫  

                                    
2

3

0

52π d 8π5
2

ρ ρρ⎛ ⎞= =−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ .  

*(4) 在球面坐标下积分区域Ω 可表示为 
π0 2π,  0 ,  
2

a r Aθ ϕ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是   2 2( )dx y v
Ω

+∫ ∫ ∫ 2 2 2 2 2 2 2( sin cos sin sin ) sin d d dr r r r
Ω

ϕ ϕ ϕ θ ϕ ϕ θ= +∫ ∫ ∫  

                     
π2π

3 4 5 52

0 0

4πd sin d d ( )
15

A

a
r r A aθ ϕ ϕ= = −∫ ∫ ∫ .  

 
12. 利用三重积分计算下列由曲面所围成的立体的体积. 

(1) 2 26z x y= − − 及 2 2z x y= + ;  

 *(2) 2 2 2 2  ( 0)x y z az a+ + = > 及 2 2 2x y z+ = （含有 z 轴的部分）; 

(3) 2 2z x y= + 及 2 2z x y= + ; 

(4) 2 25z x y= − − 及 2 2 4x y z+ = .  

解  (1) 在柱面坐标下积分区域Ω 可表示为 
20 2π, 0 2, 6zθ ρ ρ ρ−≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是               d d d dV v z
Ω Ω

ρ ρ θ= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
22π 2 6

0 0
d d dz

ρ

ρ
θ ρ ρ

−
= ∫ ∫ ∫  

                     
2

2 3

0

322π (6 )d π
3

ρ ρ ρ ρ= − − =∫ .  

*(2) 在球面坐标下积分区域Ω 可表示为 
π0 2π,  0 ,  0 2 cos
4

r aθ ϕ ϕ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是                    2d sin d d dV v r r
Ω Ω

ϕ ϕ θ= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫   

                          
π2π 2 cos

24

0 0 0
d sin d d

a
r r

ϕ
θ ϕ ϕ= ∫ ∫ ∫  



 
第 10 章  重积分    95

                          
π

3 3 34

0

82π cos sin d π
3

a aϕ ϕ ϕ= =∫ .  

(3) 在柱面坐标下积分区域Ω 可表示为 
20 2π, 0 1, ,zθ ρ ρ ρ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

于是           
2

2π 1 1
2 3

0 0 0

πd d d d 2π ( )d
6

V v z
ρ

ρ
Ω

θ ρ ρ ρ ρ ρ= = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .  

(4) 在柱面坐标下积分区域Ω 可表示为 

2 210 2π,  0 2,  5
4

zθ ρ ρ ρ−≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是   
2

2

2π 2 5

10 0
4

d d dV z
ρ

ρ
θ ρ ρ

−
= ∫ ∫ ∫

22
2

0

22π d π(5 5 4)5 34
ρρ ρρ

⎛ ⎞= = −− −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ .  

 

   *13. 求球体 r a≤ 位于锥面
π
3

ϕ = 和
2 π
3

ϕ = 之间的部分的体积.  

解  用球面坐标计算. 记Ω 为立体所占的空间区域, 有 
2π2π

23
π0 0
3

d d sin d d
a

V v r r
Ω

θ ϕ ϕ= =∫∫∫ ∫ ∫ ∫
32π

3
a

= . 

 
14. 求上、下分别为球面 2 2 2 2x y z+ + = 和抛物面 2 2z x y= + 所围立体的体积.  

解   由 2 2 2 2x y z+ + = 和 2 2z x y= + 消去 z, 解得 2 2 1x y+ = . 从而得立体Ω 在 xOy 面上的

投影区域 xyD 为 2 2 1x y+ ≤ , 于是 

2 2 2 2 2 2{( , , ) | 2 , 1}x y z x y z x y x yΩ = + − − +≤ ≤ ≤ . 

因此           dV v
Ω

= ∫∫∫
2 2

2 2

2
d d d

xy

x y

x y
D

x y z
− −

+
= ∫∫ ∫  

                 
2 2 2 2[ 2 ( )] d d

xyD

x y x y x y= − − − +∫∫ （用极坐标） 

                 
2π 1

2 2

0 0
d ( 2 ) dθ ρ ρ ρ ρ= − −∫ ∫  

                 
8 2 7 π

6
−

= .  

注: 本题也可用“先重后单”的方法按下式方便地求得结果:  

                 
2 2 2 2 2

2 1

1 0
2

d d d d d d
x y z x y z

V z x y z x y
+ − +

= +∫ ∫∫ ∫ ∫∫
≤ ≤

  

                   
2 1

2

1 0
π (2 )d π dz z z z= − +∫ ∫  

                   
4 2 5 1π π

3 2
−

= +
8 2 7 π

6
−

= .  
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   *15. 球心在原点、半径为 R 的球体, 在其上任意一点的密度的大小与该点到球心的距离成正比, 求
该球体的质量.  

解  密度函数为 2 2 2( , , )x y z k x y zρ = + + . 在球面坐标下积分区域Ω 可表示为 

0 2π,0 π,0 ,r Rθ ϕ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

于是      2 2 2 dM k x y z v
Ω

= + +∫ ∫ ∫
2π π

2 4

0 0 0
d sin d d π

R
kr r r k Rθ ϕ ϕ= ⋅ =∫ ∫ ∫ .  

习题10-4  

重积分的应用 

1. 求球面 2 2 2 2x y z a+ + = 含在圆柱面 2 2x y ax+ = 内部的那部分面积.  

解  位于柱面内的部分球面有两块, 其面积是相同的.  

由曲面方程 2 2 2z a x y= − − 得
2 2 2

z x
x a x y

∂
= −

∂ − −
, 

2 2 2

z y
y a x y

∂
= −

∂ − −
, 

于是     
2 2

22

2 1 d d
x y ax

zzA x y
yx

+

∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫∫
≤ 2 2

2 2 2
2 d d

x y ax

a x y
a x y+

=
− −∫∫

≤

  

   
π πcos

22 2
2 20 0 0

14 d d 4 ( sin )d 2 (π 2)
a

a a a a a
a

θ
θ ρ ρ θ θ

ρ
= = − = −

−∫ ∫ ∫ .  

 
2. 求锥面 2 2z x y= + 被柱面 2 2z x= 所割下部分的曲面面积.  

解  由 2 2z x y= + 和 2 2z x= 两式消去 z 得 2 2 2x y x+ = , 于是所求曲面在 xOy 面上的投影

区域 D 为 2 2 2x y x+ ≤ . 

由曲面方程 2 2x y+ 得
2 2

z x
x x y

∂
=

∂ +
, 

2 2

z y
y x y

∂
=

∂ +
, 于是 

      
2 2

22

( 1) 1

1 d d
x y

zzA x y
yx

− +

∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫∫
≤ 2 2( 1) 1

2 d d 2π
x y

x y
− +

= =∫∫
≤

.  

 
3. 求底圆半径相等的两个直交圆柱面 2 2 2x y R+ = 及 2 2 2x z R+ = 所围立体的表面积.  

解  设A1为曲面 2 2z R x= − 相应于区域D: 2 2 2x y R+ ≤ 上的面积. 则所求表面积为A = 4A1.  

      
22

4 1 d d
D

zzA x y
yx
∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫∫

2
2

2 2
4 1 0 d d

D

x
x y

R x
⎛ ⎞−= + +⎜ ⎟

−⎝ ⎠∫∫  

        
2 2

4 d d
D

R x y
R x

=
−∫∫

2

2

2
2 2

14 d d 8 d 16
R R x R

R R x R
R x y R x R

R x

− − −

− − − −
= = =

−∫ ∫ ∫ .  

 
4. 设薄片所占的闭区域 D 如下, 求均匀薄片的质心.  

(1) D 由 2y px= , 0 , 0x x y= = 所围成;  
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(2) D 是半椭圆形闭区域
2 2

2 2( , ) |  1,  0x yx y y
a b

⎧ ⎫
+⎨ ⎬

⎩ ⎭
≤ ≥ ; 

(3) D 是介于两个圆 ( )cos , cos 0a b a bρ θ ρ θ= = < < 之间的闭区域.  

解  (1) 令密度为μ = 1. 
因为区域 D 可表示为 00 ,  0 2x x y px≤ ≤ ≤ ≤ , 所以 

0 02
3
0

0 0 0

2d d d d 2 d 2
3

x px x

D

A x y x y px x px= = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ , 

0 02

0
0 0 0

1 1 1 3d d d d 2 d
5

x px x

D

x x x y x x y x px x x
A A A

= = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ , 

0 02

0
0 0 0

1 1 1 3d d d d d
8

x px x

D

y y x y x y y px x y
A A A

= = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ , 

故所求质心为 0 0
3 3,  
5 8

x y⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(2) 令密度为 1μ = . 因为闭区域 D 对称于 y 轴, 所以 0x = . 
1d d π
2

D

A x y ab= =∫∫ （椭圆的面积）,  

2 2 2
2 2

20

1 1 1 4d d d d ( )d
3π2

b
aa a x a

a a
D

b by y x y x y y a x x
A A A a

−

− −
= = = ⋅ − =∫∫ ∫ ∫ ∫ , 

所求质心为
40,  
3π

b⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

(3) 令密度为 1μ = . 由对称性可知 0y = .  
2 2

2 2πd d π π ( )
42 2

D

b aA x y b a⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫∫ （两圆面积的差）, 

π 2 2cos
2

0 cos

1 2d d d cos d
2( )

b

a
D

a b abx x x y
A A a b

θ

θ
θ ρ θ ρ ρ + +

= = ⋅ ⋅ =
+∫∫ ∫ ∫ , 

所求质心是
2 2

,  0
2( )

a b ab
a b

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟+⎝ ⎠

.  

 
5. 设平面薄片所占的闭区域 D 由抛物线 2y x= 及直线 y x= 所围成, 它在点 ( , )x y 处的面密度

2( , )x y x yμ = , 求该薄片的质心.  

解  
2

1 1
2 4 6

0 0

1 1( , )d d d d ( )d
2 35

x

x
D

M x y x y x x y y x x xμ= = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ , 

    
2

1 1
3 5 7

0 0

1 1 1 1 35( , )d d d d ( )d
2 48

x

x
D

x x x y x y x x y y x x x
M M M

μ= = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ,    

    
2

1 1
2 2 5 8

0 0

1 1 1 1 35( , )d d d d ( )d
3 54

x

x
D

y y x y x y x x y y x x x
M M M

μ= = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ,  

质心坐标为
35 35,  
48 54

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  
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6. 设有一等腰直角三角形薄片, 腰长为 a , 各点处的面密度等于该点到直角顶点的距离的平方, 
求该薄片的质心.  
解  建立坐标系, 使薄片在第一象限, 且直角边在坐标轴上. 薄片上点 ( , )x y 处的函数为

2 2x yμ = + . 由对称性可知 x y= .  

2 2 4

0 0

1( , )d d d ( )d
6

a a x

D

M x y x y x x y y aμ
−

= = + =∫∫ ∫ ∫ , 

2 2

0 0

1 1 2( , )d d d ( )d
5

a a x

D

x y x x y x y x x x y y a
M M

μ
−

= = = + =∫∫ ∫ ∫ , 

薄片的质心坐标为
2 2,  
5 5

a a⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 
7. 利用三重积分计算下列由曲面所围成立体的质心（设密度 1ρ = ）.  

(1) 2 2 2 , 1z x y z= + = ;  

*(2) 2 2 2z A x y= − − , 2 2 2 ( 0), 0z a x y A a z= − − > > = ; 

(3) 2 2z x y= + , x y a+ = , 0x = , 0y = , 0z = .  
解  (1) 由对称性可知, 质心在 z 轴上, 故 0x y= = . 

1d π
3

V v
Ω

= =∫∫∫ （圆锥的体积）, 

2π 1 1

0 0

1 1 3d d d d
4r

z z v r r z z
V V

Ω

θ= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ , 

所求立体的质心为
30,  0,  
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

*(2) 由对称性可知, 质心在 z 轴上, 故 0x y= = . 

   3 3 3 32 2 2d π π π( )
3 3 3

V v A a A a
Ω

= = − = −∫∫∫ （两个半球体体积的差）,  

   
π 4 42π

3 32
3 30 0 0

1 1 3( )sin cos d d d d sin cos d d
8( )

A A az r r r r
V V A a

Ω

ϕ ϕ ϕ θ θ ϕ ϕ ϕ −
= = =

−∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ,  

所求立体的质心为
4 4

3 3
3( )0,  0,  
8( )

A a
A a

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
.  

(3)              
2 2

0 0 0
d d d

a a x x y
V x y z

− +
= ∫ ∫ ∫ 2 2

0 0
d ( )d

a a x
x x y y

−
= +∫ ∫  

                  2 3

0

1 d( ) ( )
3

a
xx a x a x⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ 41

6
a= ,  

                1 dx x v
V

Ω

= ∫∫∫
2 2

5

0 0 0 4

1
1 215d d d 1 5

6

a a x x y a
x x y z a

V a

− +
= = =∫ ∫ ∫ ,  

                2
5

y x a= = ,  
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                1 dz z v
V

Ω

= ∫∫∫
2 2

0 0 0

1 d d d
a a x x y

x y z z
V

− +
= ∫ ∫ ∫ 27

30
a= ,  

所以立体的质心为 22 2 7, ,
5 5 30

a a a⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 
   *8. 设球体占有闭区域 ( ) 2 2 2{ , , | 2 }x y z x y z RzΩ = + + ≤ , 它在内部各点处的密度的大小等于该点

到坐标原点的距离的平方, 试求该球体的质心.  
解  球体密度为 2 2 2x y zρ = + + . 由对称性可知质心在 z 轴上, 即 0x y= = . 

在球面坐标下Ω 可表示为: π0 2π,  0 ,  0 2 cos
2

r Rθ ϕ ϕ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 于是 

                  
π2π 2 cos

2 22

0 0 0
d d sin d d

R
M v r r r

ϕ

Ω

ρ θ ϕ ϕ= = ⋅∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

                    
π

5 52

0

322π sin cos d
5

R ϕ ϕ ϕ= ∫ 532 π
15

R= ,  

                  
π2π 2 cos

52

0 0 0

1 1d d sin cos d d
R

z z v r r
M M

ϕ

Ω

ρ θ ϕ ϕ ϕ= =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

                   
6π

6 72

0 5

8 π2π 64 53sin cos d 326 4π
15

R
R R

M R
ϕ ϕ ϕ= = =∫ ,  

故球体的质心为
50,  0,  
4

R⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 
9. 设均匀薄片（面密度为常数 1）所占闭区域 D 如下, 求指定的转动惯量. 

(1)
2 2

2 2( , ) |  1x yD x y
a b

⎧ ⎫= +⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ , 求 yI ; 

(2) D 由抛物线 2 9
2

y x= 与直线 2x = 所围成, 求 xI 和 yI ; 

(3) D 为矩形闭区域{( , ) | 0 ,0 }x y x a y b≤ ≤ ≤ ≤ , 求 xI 和 yI .  

解  (1) 积分区域 D 可表示为 

2 2,  b ba x a a x y a x
a a

− − − −≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是       
2 2

2 2

2 2 2 2 22d d d d d
ba a x a
a

y ba a x a
aD

bI x x y x x y x a x x
a

−

− − − −
= = = −∫∫ ∫ ∫ ∫ 31 π

4
a b= .  

提示: 
π4

2 2 2 2 42

0

sin πd   sin 2 d
2 8

a

a

x a t ax a x x t t a
−

=
− =∫ ∫ .  

(2) 积分区域 D 可表示为 
0 2,  3 / 2 3 / 2x x y x−≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是             
32 3 /2 2

2 2 2
0 3 /2 0

2 27 72d d d d d
3 52 2

x

x
x

D

I y x y x y y x x
−

= = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ,  
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52 3 /2 2

2 2 2
0 3 /2 0

6 96d d d d d
72

x

y
x

D

I x x y x x y x x
−

= = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ .  

(3)                 
3

2 2 3

0 0

1d d d d
3 3

a b

x
D

abI y x y x y y a b= = = ⋅ =∫∫ ∫ ∫ ,  

                   
3

2 2 3

0 0

1d d d d
3 3

a b

y
D

a bI x x y x x y a b= = = ⋅ =∫∫ ∫ ∫ .  

 
10. 已知均匀矩形板（面密度为常量 μ）的长和宽分别为b 和h , 计算此矩形板对于通过其形心且

分别与一边平行的两轴的转动惯量.  
解  取形心为原点, 取两旋转轴为坐标轴, 建立坐标系.  

2 22 2 3

2 2

1d d d d
12

b h

x b h
D

I y x y x y y bhμ μ μ
− −

= = =∫∫ ∫ ∫ , 

2 22 2 3

2 2

1d d d d
12

b h

y b h
D

I x x y x x y hbμ μ μ
− −

= = =∫∫ ∫ ∫ . 

 
11. 一均匀物体（密度 ρ 为常量）占有的闭区域Ω 由曲面 2 2z x y= + 和平面 0,z = | | ,| |x a y a= = 所

围成. (1) 求物体的体积; (2) 求物体的质心; (3) 求物体关于 z 轴的转动惯量.  
解  (1) 由对称可知 

                     
2 2

0 0 0
4 d d d

a a x y
V x y z

+
= ∫ ∫ ∫  

                       
3

2 2 42
0 0 0

84 d ( )d 4 d
33

a a a ax x y y x aax
⎛ ⎞= + = =+⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ .  

(2) 由对称性知 0x y= = .   

                    
2 2

0 0 0

1 4d d d d
a a x y

z z v x y z z
M V

Ω

ρ
+

= =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

                      
4 2 2 4

0 0

2 d ( 2 )d
a a

x x x y y y
V

= + +∫ ∫  

                      

5
24 3 2

0

2 72 d
153 5

a a x aax a xV
⎛ ⎞= =+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ .  

(3)           
2 2

2 2 2 2

0 0 0
( )d 4 d d ( )d

a a x y

zI x y v x y x y z
Ω

ρ ρ
+

= + = +∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

               4 2 2 4

0 0
4 d ( 2 )d

a a
x x x y y yρ= + +∫ ∫ 6 628 1124

45 45
a aρ ρ= = .  

 
12. 求半径为a 、高为h 的均匀圆柱体对于过中心而平行于母线的轴的转动惯量（设密度 1μ = ）.  

解  建立坐标系, 使圆柱体的底面在 xOy 面上, z 轴通过圆柱体的轴心. 用柱面坐标计算.  

2 2 3( )d d d dzI x y v r r z
Ω Ω

θ= + =∫∫∫ ∫∫∫
2π

3 4

0 0 0

1d d d π
2

a h
r r z haθ= =∫ ∫ ∫ . 
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13. 设面密度为常量μ 的质量均匀的半圆环形薄片占有闭区域 2 2
1 2{( ,  ,  0) | ,  D x y R x y R= +≤ ≤  

0}x≥ , 求它对位于 z 轴上点 0 (0,0, ) ( 0)M a a > 处单位质量的质点的引力F .  
解  引力 ( , , )x y zF F F F= , 由对称性, 0yF = , 而 

               2 2 2 3/2 d
( )x

D

xF G
x y a

μ σ=
+ +∫∫  

                  
2

1

π 2
2

2 2 3/2π
2

cos d d
( )

R

R
G

a
ρμ θ θ ρ ρ

ρ−
= ⋅

+∫ ∫  

                  

2 2
2 2 2 1
2 2 2 2 2 2
1 1 2 1

2 ln
R a R R RG
R a R R a R a

μ
⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥= − +
⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

,  

             2 2 2 3/2
d

( )z
D

F Ga
x y a

μ σ
= −

+ +∫∫
2

1

π
2

2 2 3/2π
2

dd
( )

R

R
Ga

a
ρ ρμ θ

ρ−
= −

+∫ ∫  

               2 2 2 2
2 1

1 1
πGa

R a R a
μ
⎡ ⎤−= ⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
.  

 
14. 设均匀柱体密度为 ρ , 占有闭区域 2 2 2{( , , ) | ,0 }x y z x y R z hΩ = + ≤ ≤ ≤ , 求它对于位于点

0 (0,0, ) ( )M a a h> 处的单位质量的质点的引力.  
解  由柱体的对称性可知, 沿 x 轴与 y 轴方向的分力互相抵消, 故 0x yF F= = , 而 

                   2 2 2 3/2 d
[ ( ) ]z

a zF G v
x y a z

Ω

ρ −
= −

+ + −∫∫∫  

                      
2 2 2

2 2 2 3/20

d d( )d
[ ( ) ]

h

x y R

x yG a z z
x y a z

ρ
+

= − −
+ + −∫ ∫∫

≤

 

                      
2π

2 2 3/20 0 0

d( )d d
[ ( ) ]

h R r rG a z z
r a z

ρ θ= − −
+ −∫ ∫ ∫  

                      2 20

1 1
2π ( ) d

( )

h
G z a za z R a z
ρ

⎡ ⎤−= − ⎢ ⎥− + −⎣ ⎦
∫   

                      
2 2 2 22π [ ( ) ]G h R a h R aρ= − + + − − + .  

习题10-5  

含参变量的积分 

1. 求下列含参变量的积分所确定的函数的极限. 

(1) 
1

2 20

dlim
1

x

x x

y
x y

+

→ + +∫ ;            (2) 
1

2 2

0 1
lim d
x

x y y
→ −

+∫ ;  

(3) 
2

2

0 0
lim cos( )d
x

y xy y
→ ∫ .  

解  (1) 
1

2 20

dlim
1

x

x x

y
x y

+

→ + +∫
1 0

20

d
1 0

y
y

+
=

+ +∫ 1
0[arctan ]y=

π
4

= .  

(2) 
1

2 2

0 1
lim d
x

x y y
→ −

+∫
1

1
| | dy y

−
= ∫

1

0
2 dy y= ∫ 1= . 
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(3) 
2

2

0 0
lim cos( )d
x

y xy y
→ ∫

2
2

0
cos(0)dy y= ∫

8
3

= . 

 
2. 求下列函数的导数. 

(1) 
cos

2 3

sin
( ) ( sin )d

x

x
x y x y yφ = −∫ ;     (2) 

0

ln(1 )( ) d
x xyx y

y
φ +

= ∫ ;  

(3) 
3

2
( ) arctan d

x

x

yx y
x

φ = ∫  ;          (4) 
2

2

( ) e d
x

xy

x
x yφ −= ∫ .  

解  (1) ( )xφ′
cos

2 2 3 2 3

sin
cos d (cos sin cos )(cos ) (sin sin sin )(sin )

x

x
y x y x x x x x x x x′ ′= + − − −∫          

           3 3 21 cos (cos sin ) (cos sin )sin cos
3

x x x x x x x= − + −  

           1 cos (cos sin )(1 2sin 2 )
3

x x x x= − + .  

(2) ( )xφ′  
2

0

1 ln(1 )d
1

x xy
xy x

+
= +

+∫
2

0
1 ln(1 )[ln(1 )]x xxy
x x

+
= + + 22 ln(1 )x

x
= + .  

(3) ( )xφ′
3

2

2 2
2 2 d arctan 3 arctan 2

x

x

y
y x x x x

x y
⎛ ⎞−= + ⋅ − ⋅⎜ ⎟+⎝ ⎠∫  

        
3

2
2 2 2 21 ln( ) | 3 arctan 2 arctan

2
x
xx y x x x x= − + + −  

        
2

2 2
4

1ln 3 arctan 2 arctan
1

x x x x x
x

+
= + −

+
.  

(4) ( )xφ′
2

2 5 32e ( )d e 2 e 1
x

xy x x

x
y y x− − −= − + ⋅ − ⋅∫

2
5 3 222 e e e d

x
x x xy

x
x y y− − −= − − ∫ .  

 

3. 设
0

( ) ( ) ( )d
x

F x x y f y y= +∫ , 其中 ( )f y 为可微分的函数, 求 ( )F x′′ .  

解   
0

( ) ( )d 2 ( )
x

F x f y y xf x′ = +∫ ;  

( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )F x f x f x xf x′′ ′= + + 3 ( ) 2 ( )f x xf x′= + . 

 
4. 应用对参数的微分法, 计算下列积分. 

(1) ( )
π
2

0

1 cos dln | | 1
1 cos cos

a x xI a
a x x

+
= ⋅ <

−∫ ;   (2) 
π

2 2 22

0
ln(cos sin )d ( 0)I x a x x a= + >∫ .  

解  (1) 设
π
2

0

1 cos d( ) ln
1 cos cos

x x
x x

αϕ α
α

+
= ⋅

−∫ , 则 (0) 0ϕ = , ( )a Iϕ = . 由于 

1 cos 1ln
1 cos cos

x
x x

α
α α
∂ +⎛ ⎞⋅⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠ 2 2

2
1 cos xα

=
−

, 

故          
π
2

2 20

2( ) d
1 cos

x
x

ϕ α
α

′ =
−∫

π
2

2 20

2 tan
sec

d x
x α

=
−∫  

                 
π
2

2 20

tan2
(1 ) tan

d x
xα

=
− +∫

π
2

22
0

tan2 arctan
11

x

αα

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

−⎣ ⎦−
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2

2 π
21 α

= ⋅
− 2

π

1 α
=

−
,  

于是        ( ) (0)I aϕ ϕ= −
0

( )d
a
ϕ α α′= ∫ 20

π d
1

a
α

α
=

−∫ πarcsin a= .  

(2) 设
π

2 2 22

0
( ) ln(cos sin )da x a x xϕ = +∫ , 则 (1) 0ϕ = , ( )a Iϕ = . 由于 

2 2 2[ln(cos sin )]x xα
α
∂

+
∂

2

2 2 2
2 sin

cos sin
x

x x
α

α
=

+
, 

故            
π 2
2

2 2 20

2 sin( ) d
cos sin

xa x
x x
αϕ

α
′ =

+∫
2

2 2 20

dtan  2
1 1

x μ μμ α
α μ μ

−∞
= ⋅

+ +∫   

                  2 2 22 0 0

d d2 ( 1)
1 11

μ μα α
μ α μα

+∞ +∞⎡ ⎤−= ≠⎢ ⎥+ +− ⎣ ⎦∫ ∫  

                  2
2 π π

2 21
α

αα
⎛ ⎞= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

π
1α

=
+

;  

又当 1α = 时, 
π 2
2

2 20

2sin(1) d
cos sin

x x
x x

ϕ′ =
+∫

π
22

0
2sin dx x= ∫ π

2
= , 因此 ( )ϕ α′ 在 1x = 处连续. 从

而对任一 0a > , ( )ϕ α′ 在区间[1, ]a （或[ ,1]a ）上连续. 于是 

( ) (1)I aϕ ϕ= −
1

( )d
a
ϕ α α′= ∫ 1

π d
1

a
α

α
=

+∫ 1π ln
2

a +
= . 

 
5. 计算下列积分. 

(1) 
1

20

arctan d

1

x x
x x−∫ ;     (2) ( )

1

0

1sin ln d 0
ln

b ax x x a b
x x

−⎛ ⎞ < <⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

解  (1) 因为
1

2 20

arctan d
1

x y
x x y

=
+∫ , 故 

               原式
11

2 2 200

d d
1 1

y x
x y x

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦ −

∫∫ （交换积分次序） 

                     
11

2 2 200

d
d

(1 ) 1

x
y

x y x
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
+ −⎣ ⎦

∫∫  ,  

由于   
π1
2

2 22 2 20 0

d dsin
1 sin(1 ) 1

x tx t
y tx y x

=
++ −∫ ∫  

                        20

dtan
1 (1 )

t
y
μμ

μ

+∞
=

+ +∫ 2
02

1 [arctan( 1 ) ]
1

y
y

μ +∞= +
+

 

                        
2

π

2 1 y
=

+
 

因此           原式
1

20

π d
2 1

y
y

=
+∫

1
2

0

π
ln( 1 )2 y y⎡ ⎤= + +⎣ ⎦

π ln(1 2)
2

= + .  

(2) 因为  d
ln

b a b
y

a

x x x y
x
−

= ∫ , 故 
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1 1

0 0

1 1sin ln d sin ln d d
ln

b a b
y

a

x x x x x y
x x x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ （交换积分次序） 

                           
1

0

1d sin ln d
b

y

a
y x x

x
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ .  

由于        
1 0

0

1sin ln d  e  sin e ( e )dy t yt tx x x t t
x

− − −

−∞

⎛ ⎞ = ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

                            
( 1)

0
sin e dy tt t

+∞
− += ⋅∫ （分部积分） 

                            
( 1)

02
1 e [cos ( 1)sin ] |

1 ( 1)
y t t y t

y
− + +∞= − +

+ +
 

                            2
1

1 ( 1)y
=

+ +
,  

因此               原式 2
1 d

1 ( 1)

b

a
y

y
=

+ +∫ [arctan( 1)]b
ay= +  

                       arctan( 1) arctan( 1)b a= + − +  .  

总 习 题 十 

1. 填空. 

(1) 积分
22 2

0
d e dy

x
x y−∫ ∫ 的值是_______________; 

(2) 设闭区域 2 2 2{( , ) | }D x y x y R= + ≤ , 则
2 2

2 2
d d

D

x y x y
a b

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠∫∫ =______________.  

解  (1) 交换积分次序并计算所得的二次积分, 得 
2 22 2 2

4

0 0 0

1d e d d e d (1 e )
2

y
y y

x
x y y x− − −= = −∫ ∫ ∫ ∫ . 

(2) 用极坐标计算. {( , ) | 0 ,0 2π}D Rρ θ ρ θ= ≤ ≤ ≤ ≤ , 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 22π
3

2 20 0

4 2π

2 20

4

2 2

cos sind d d d

cos sin d d

1 cos 2 1 cos 2 d
4 2 2
π 1 1

4

D D

R

x y x y
a b a b

a b
R

a b
R

a b

ρ θ ρ θ ρ ρ θ

θ θ θ ρ ρ

θ θ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ −⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫
 

 
2. 以下各题中给出了四个结论, 从中选出一个正确的结论. 

(1) 设有空间闭区域 
2 2 2 2

1 {( , , ) | , 0}x y z x y z R zΩ = + + ≤ ≥ , 2 2 2 2
2 {( , , ) | , 0, 0, 0}x y z x y z R x y zΩ = + + ≤ ≥ ≥ ≥ , 

则有________.  
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A. 
1 2

d 4 dx v x v
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫ ;     B. 
1 2

d 4 dy v y v
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫ ;  

C. 
1 2

d 4 dz v z v
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫ ;      D. 
1 2

d 4 dxyz v xyz v
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫ .  

(2) 设有平面闭区域 {( , ) | , }D x y a x a x y a= − ≤ ≤ ≤ ≤ , 1 {( , ) | 0 , }D x y x a x y a= ≤ ≤ ≤ ≤ , 则

( cos sin )d d
D

xy x y x y+∫∫ =________.  

A. 
1

2 cos sin d d
D

x y x y∫∫ ;      B. 
1

2 d d
D

xy x y∫∫ ; 

C. 
1

4 ( cos sin )d d
D

xy x y x y+∫∫ ;    D. 0 .  

(3) 设 ( )f x 为连续函数, 
1

( ) d ( )d
t t

y
F t y f x x= ∫ ∫ , 则 (2)F ′ =         .  

A. 2 (2)f       B. (2)f       C. (2)f−         D. 0   
解  (1)  C. 提示: ( , , )f x y z x= 是关于 x 的奇函数, 它在关于 yOz 平面对称的区域 1Ω 上的三

重积分为零, 而在 2Ω 上的三重积分不为零, 所以 A 是错的. 类似地, B 和 D 也是错的.  
( , , )f x y z z= 是关于 x 和 y 的偶函数, 它关于 yOz 平面和 zOx 面都对称的区域 1Ω 上的三重积

分可以化为 1Ω 在第一卦限部分 2Ω 上的三重积分的四倍.  

(2) A. 记D的三个顶点为A(a, a), B(-a, a), C(-a, -a). 连接O、B, 则D为△COB和△BOA之并. 

由于△COB 关于 x 轴对称, △AOB 关于 y 轴对称, 而函数 xy 关于 y 和 x 均是奇函数, 从而有 

d d
D

xy x y∫∫  d d d d
AOB COB

xy x y x y= +∫∫ ∫∫
△ △

0 0 0= + = , 

又由于函数cos sinx y 关于 y 是奇函数, 关于 x 是偶函数, 从而有 

cos sin d d
D

x y x y∫∫ cos sin d d cos sin d d
COB AOB

x y x y x y x y= +∫∫ ∫∫
△ △ 1

0 2 cos sin d d
D

x y x y= + ∫∫ , 

因此应选 A. 
(3) B. 解法一. 由于考虑 (2)F ′ , 故可设 1t > . 对所给二重积分交换积分次序, 得 

1 1
( ) ( )d d

t x
F t f x x y= ∫ ∫ 1

( 1) ( )d
t

x f x x= −∫ , 

于是, ( ) ( 1) ( )F t t f t′ = − , 从而有 (2) (2)F f′ = . 故选 B.  
解法二. 设 ( )f x 的一个原函数为 ( )G x , 则有 

1
( ) d ( )d

t t

y
F t y f x x= ∫ ∫ 1

[ ( ) ( )]d
t

G t G y y= −∫ 1 1
( ) d ( )d

t t
G t y G y y= −∫ ∫ 1

( 1) ( ) ( )d
t

t G t G y y= − − ∫ . 

求导得 
( ) ( ) ( 1) ( ) ( )F t G t t f t G t′ = + − − ( 1) ( )t f t= − , 

因此 
(2) (2)F f′ = . 

 
3. 计算下列二重积分. 
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(1) (1 )sin d
D

x y σ+∫∫ , 其中 D 是顶点分别为(0, 0), (1,0) , (1,2)和 (0,1)的梯形闭区域;  

(2) 2 2( )d
D

x y σ−∫∫ , 其中 {( , ) | 0 sin ,0 π}D x y y x x= ≤ ≤ ≤ ≤ ;  

(3) 2 2 2 d
D

R x y σ− −∫∫ , 其中 D 是圆周 2 2x y Rx+ = 所围成的闭区域; 

(4) 2( 3 6 9)d
D

y x y σ+ − +∫∫ , 其中 2 2 2{( , ) | }D x y x y R= + ≤ .  

解  (1) 积分区域可表示为 {( , ) | 0 1,0 1}D x y x y x= +≤ ≤ ≤ ≤ , 于是 

   
1 1 1

0 0 0
(1 )sin d (1 )d sin d (1 )[1 cos( 1)]d

x

D

x y x x y y x x xσ
+

+ = + = + − +∫∫ ∫ ∫ ∫  

                 3 cos1 sin1 cos 2 2sin 2
2

= + + − − .  

(2) 
π sin π

2 2 2 2 2 3

0 0 0

1( )d d ( )d dsin sin
3

x

D

x y x x y y xx x xσ ⎛ ⎞− = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫ ∫ ∫ ∫  

                2 40π
9

= − .  

(3) 在极坐标下积分区域 D 可表示为 

π π ,  0 cos
2 2

Rθ ρ θ− ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是   2 2 2 2 2d d d
D D

R x y Rσ ρ ρ ρ θ− − = −∫∫ ∫∫  

                        
cosπ π 3cos2 22 2 2 2 2

π π02 2 0

1d d d( )
3

rR
R R

θ
θ

θ ρ ρ ρ θρ
− −

⎡ ⎤
= − = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

                        
π π3 3
2 23 3 3
π 02

2 1(1 | sin |)d (1 sin )d (3π 4)
3 3 9

R R Rθ θ θ θ
−

= − = − = −∫ ∫ .  

(4) 因为积分区域 D 关于 x 轴、y 轴对称, 所以 

3 d 6 d 0
D D

x yσ σ= =∫∫ ∫∫ . 

29d 9 d 9π
D D

Rσ σ= =∫∫ ∫∫ . 

因为                   2 2 2 21d d ( )d
2

D D D

y x x yσ σ σ= = +∫∫ ∫∫ ∫∫ ,  

所以   2 2 2 21( 3 6 9)d 9π ( )d
2

D D

y x y R x yσ σ+ − + = + +∫∫ ∫∫  

                         
2π

2 2 2 4

0 0

1 π9π d d 9π
2 4

R
R R Rθ ρ ρ ρ= + ⋅ = +∫ ∫ .  

 
4. 交换下列二次积分的次序. 

(1) 
14 ( 4)2

0 4
d ( , )d

y

y
y f x y x

−

− −∫ ∫ ;    (2) 
1 2 3 3

0 0 1 0
d ( , )d d ( , )d

y y
y f x y x y f x y x

−
+∫ ∫ ∫ ∫ ;  
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(3) 
21 1 1

0
d ( , )d

x

x
x f x y y

+ −

∫ ∫ .  

解  (1) 积分区域为 

1{( , ) | 0 4,  4 ( 4)}
2

D x y y y x y= − − −≤ ≤ ≤ ≤ , 

并且 D 又可表示为 
2{( , ) | 2 0,2 4 4}D x y x x y x= − + − +≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以                
214 ( 4) 0 42

0 4 2 2 4
d ( , )d d ( , )d

y x

y x
y f x y x x f x y y

− − +

− − − +
=∫ ∫ ∫ ∫ .  

(2) 积分区域为 
{( , ) | 0 1,0 2 } {( , ) |1 3,0 3 }D x y y x y x y y x y= ∪ −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

并且 D 又可表示为 

1{( , ) | 0 2,  3 }
2

D x y x x y x= −≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以          
1 2 3 3 2 3

10 0 1 0 0 2

d ( , )d d ( , )d d ( , )d
y y x

x
y f x y x y f x y x x f x y y

− −
+ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .  

(3) 积分区域为 
2{( , ) | 0 1,  1 1 }D x y x x y x= + −≤ ≤ ≤ ≤ , 

并且 D 又可表示为 
2 2{( , ) | 0 1,  0 } {( , ) |1 2,  0 2 }D x y y x y x y y x y y= ∪ −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以        
2 2 21 1 1 1 2 2

0 0 0 1 0
d ( , )d d ( , )d d ( , )d

x y y y

x
x f x y y y f x y x y f x y x

+ − −
= +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .  

 

5. 证明 ( ) ( )

0 0 0
d e ( )d ( )e ( )d

a y a
m a x m a xy f x x a x f x x− −= −∫ ∫ ∫ . 

证明  积分区域为 
{( , ) | 0 ,0 }D x y y a x y= ≤ ≤ ≤ ≤ , 

并且 D 又可表示为 
{( , ) | 0 , }D x y x a x y a= ≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以     ( ) ( ) ( )

0 0 0 0
d e ( )d d e ( )d ( )e ( )d

a y a a a
m a x m a x m a x

x
y f x x x f x y a x f x x− − −= = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .  

 
6. 把积分 ( , )d d

D

f x y x y∫∫ 表为极坐标形式的二次积分, 其中积分区域

2{( , ) | 1, 1 1}D x y x y x= −≤ ≤ ≤ ≤ .  
解  在极坐标下积分区域可表示为 1 2 3D D D D= + + , 其中 

1
π:  0 ,  0 tan sec
4

D θ ρ θ θ≤ ≤ ≤ ≤ ,  
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2
π 3π:  ,  0 csc
4 4

D θ ρ θ≤ ≤ ≤ ≤ , 

3
3π:  π,  0 tan sec
4

D θ ρ θ θ≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以          
π tan sec4

0 0
( , )d d d ( cos , sin ) d

D

f x y x y f
θ θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ=∫∫ ∫ ∫  

                            
3π csc4
π 04

d ( cos , sin ) df
θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ+∫ ∫  

                            
π tan sec

3π 04

d ( cos , sin ) df
θ θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ+∫ ∫ . 

 
7. 设 ( , )f x y 在闭区域 2 2{( , ) | , 0}D x y x y y x= + ≤ ≥ 上连续, 且 

2 2( , ) 1f x y x y= − − −  8 ( , ) d d
π

D

f x y x y∫∫ , 求 ( , )f x y .  

解  设 ( , )d d
D

f x y x y A=∫∫ , 则 

2 2 8( , ) 1
π

f x y x y A= − − − , 

从而                 2 2 8( , )d d 1 d d d d
π

D D D

f x y x y x y x y A x y= − − −∫∫ ∫∫ ∫∫ ,  

又 d d
D

x y D=∫∫ 的面积
π
8

= , 故得 

                             2 21 d d
D

A x y x y A= − − −∫∫ ,  

因此                         2 21 1 d d
2

D

A x y x y= − −∫∫ .  

在极坐标中,  

{ }π( , ) | 0 sin ,0
2

D ρ θ ρ θ θ= ≤ ≤ ≤ ≤ , 

因此             2 21 d d
D

x y x y− −∫∫
π sin

22

0 0
d 1 d

θ
θ ρ ρ ρ= −∫ ∫

π 2
6 9

= − ,  

于是得                            π 1
12 9

A = − .  

从而                       2 2 8 2( , ) 1
9π 3

f x y x y= − − + − .  

 
8. 把积分 ( , , )d d df x y z x y z

Ω
∫∫∫ 化为三次积分, 其中积分区域Ω 是由曲面 2 3 2,z x y y x= + = 及平

面 1, 0y z= = 所围成的闭区域.  

解  积分区域可表示为 
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2 2 2: 0 , 1, 1 1z x y x y xΩ + −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以               
2 2

2

1 1

1 0
( , , )d d d d d ( , , )d

x y

x
f x y z x y z x y f x y z z

Ω

+

−
=∫∫∫ ∫ ∫ ∫ .  

 
9. 计算下列三重积分. 

(1) 2d d dz x y z
Ω
∫∫∫ , 其中Ω 是两个球 2 2 2x y z R+ + ≤ 和 2 2 2 2 ( 0)x y z Rz z+ + >≤ 的公共部分;  

(2) 
2 2 2

2 2 2
ln( 1) d

1
z x y z v

x y z
Ω

+ + +
+ + +∫∫∫ , 其中Ω 是由球面 2 2 2 1x y z+ + = 所围成的闭区域;  

(3) 2 2( )dy z v
Ω

+∫∫∫ , 其中Ω 是由 xOy 面上曲线 2 2y x= 绕 x 轴旋转而成的曲面与平面 5x =

所围成的闭区域.  

解  (1) 两球面的公共部分在 xOy 面上的投影

2
2 2 3

2
x y R

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ , 在柱面坐标下积分区域可

表示为 

2 2 2 23:  0 2π,  0 ,  
2

R R R z R RΩ θ ρ ρ ρ− − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以          
2 2

2 2

32π
2 22

0 0
d d d d d d

R R

R R
z x y z z z

ρ

ρ
Ω

θ ρ ρ
−

− −
=∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

                         
3 3

2 2 2 2 3 52 2
0

1 592π [( ) ( ) ] d π
3 480

R
R R R Rρ ρ ρ ρ= − − − − =∫ .  

(2) 因为积分区域Ω 关于 xOy 面对称, 而被积函数为关于 z 的奇函数, 所以 

                      
2 2 2

2 2 2
ln( 1) d 0

1
z x y z v

x y z
Ω

+ + +
=

+ + +∫∫∫ .  

(3) 曲线 2 2y x= 绕 x 轴旋转而成的曲面的方程为 2 2 2y z x+ = . 由曲面 2 2 2y z x+ = 和平面

5x = 所围成的闭区域Ω 在 yOz 面上的投影区域为 
2 2 2:  ( 10)yzD y z+ ≤ , 

在柱面坐标下此区域又可表示为 

21:  0 2π, 0 10,  5
2yzD xθ ρ ρ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以     
2

2π 10 5
2 2 2

10 0 2

( )d d d dy z v x
ρ

Ω

θ ρ ρ ρ+ = ⋅∫∫∫ ∫ ∫ ∫  
10

3 2

0

25012π d π5
32

ρ ρρ⎛ ⎞= =−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ .  

 
   *10. 设函数 ( )f x 连续且恒大于零,  

2 2 2

( )

2 2

( )

( )d

( )
( )d

t

D t

f x y z v

F t
f x y

Ω

σ

+ +

=
+

∫∫∫

∫∫
,  

2 2

( )

2

( )d

( )
( )d

D t
t

t

f x y

G t
f x x

σ

−

+

=
∫∫

∫
, 
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其中 2 2 2 2( ) {( , , ) | }t x y z x y z tΩ = + + ≤ , 2 2 2( ) {( , ) | }D t x y x y t= + ≤ .  
(1) 讨论 ( )F t 在区间 (0, )+∞ 内的单调性; 

(2) 证明当 0t > 时, 2( ) ( )
π

F t G t> .  

解  (1) 利用球面坐标,  
2π π

2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0
( )

( ) d d sin d ( ) d 4π ( ) d
t t

t

f x y z v f r r r f r r r
Ω

θ ϕ ϕ+ + = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , 

利用极坐标,  

2 2

( )

( )d
D t

f x y σ+∫∫
2π

2

0 0
d ( ) d

t
fθ ρ ρ ρ= ∫ ∫ 2

0
2π ( ) d

t
f ρ ρ ρ= ∫ 2

0
2π ( ) d

t
f r r r= ∫ .  

于是                        

2 2

0

2

0

2 ( ) d
( )

( ) d

t

t

f r r r
F t

f r r r
=
∫
∫

,  

求导得 

2 2

0
2

2

0

2 ( ) ( ) ( )d
( )

( ) d

t

t

tf t f r r t r r
F t

f r r r

−
′ =

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
, 

所以在区间 (0, )+∞ 内, ( ) 0F t′ > , 故 ( )F t 在 (0, )+∞ 内单调增加.  

(2) 证明  因为 2( )f x 为偶函数, 故 

2( )d
t

t
f x x

−∫
2

0
2 ( )d

t
f x x= ∫ 2

0
2 ( )d

t
f r r= ∫ . 

所以 
2π

2

0 0

2

0

d ( ) d
( )

2 ( )d

t

t

f r r r
G t

f r r

θ
=
∫ ∫
∫

2

0

2

0

π ( ) d

( )d

t

t

f r r r

f r r
=
∫
∫

. 

要证明 0t > 时, 2( ) ( )
π

F t G t> , 即证 

2 2 2

0 0

2 2

0 0

2 ( ) d 2 ( ) d

( ) d ( )d

t t

t t

f r r r f r r r

f r r r f r r
>

∫ ∫
∫ ∫

 , 

只需证当 0t > 时, 
2

2 2 2 2

0 0 0
( ) ( ) d ( )d 0( ) d

t t t
H t f r r r f r r f r r r⎡ ⎤= ⋅ − >⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ .  

由于 (0) 0H = , 且 

2 2 2

0
( ) ( ) ( )( ) d 0

t
H t f t f r t r r′ = − >∫ , 

所以 ( )H t 在 (0, )+∞ 内单调增加, 又 ( )H t 在[0, )+∞ 上连续, 故当 0t > 时,  
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( ) (0) 0H t H> = . 

因此当 0t > 时, 有 
2( ) ( )
π

F t G t>  . 

 

11. 求平面 1x y z
a b c
+ + = 被三坐标面所割出的有限部分的面积.  

解  平面的方程可写为
c cz c x y
a b

= − − , 所割部分在 xOy 面上的投影区域为 

{( , ) | 1,  0,  0}x yD x y x y
a b

= + ≤ ≥ ≥ , 

于是             
22 2 2

2 21 d d 1 d d
D D

z c czA x y x y
y a bx
∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫∫ ∫∫  

                   

2 2 2 2

2 2 2 2
11 d d 1
2

D

c c c cx y ab
a b a b

= + + = + +∫∫ .  

 
12. 在均匀的半径为 R 的半圆形薄片的直径上, 要接上一个一边与直径等长的同样材料的均匀矩

形薄片, 为了使整个均匀薄片的质心恰好落在圆心上, 问接上去的均匀矩形薄片另一边的长

度应是多少？ 
解  设所求矩形另一边的长度为 H, 建立坐标系, 使半圆的直径在 x 轴上, 圆心在原点. 不妨

设密度为ρ = 1g/cm3.  
由对称性及已知条件可知 0x y= = , 即 

d d 0
D

y x y =∫∫ , 

从而                         
2 2

d d 0
R R x

R H
x y y

−

− −
=∫ ∫ ,  

即                        3 2 21 [( ) ]d 0
2

R

R
R x H x

−
− − =∫ ,  

亦即                          3 2 21 0
3

R R RH− − = ,  

从而                               2
3

H R= .  

因此, 接上去的均匀矩形薄片另一边的长度为
2
3

R .  

 
13. 求曲抛物线 2y x= 及直线 1y = 所围成的均匀薄片（面密度为常数μ）对于直线 1y = − 的转动

惯量.  
解  抛物线 2y x= 及直线 1y = 所围成区域可表示为 

2{( , ) | 1 1, 1}D x y x x y= − ≤ ≤ ≤ ≤ , 
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所求转动惯量为 

2

1 1 1
2 2 2 3

1 1

1 368( 1) d d d ( 1) d [8 ( 1) ]d
3 105x

D

I y x y x y y x xμ μ μ μ
− −

= + = + = − + =∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
14. 设在 xOy 面上有一质量为 M 的匀质半圆形薄片, 占有平面闭域 

2 2 2{( , ) | , 0}D x y x y R y= + ≤ ≥ , 

过圆心O 垂直于薄片的直线上有一质量为m 的质点P, OP a= . 求半圆形薄片对质点P 的引力.  

解  设 P 点的坐标为 (0,0, )a . 薄片的面密度为 2
2

2
1 ππ
2

M M
RR

μ = = .  

设所求引力为 ( , , )x y zF F F F= .  
由于薄片关于 y 轴对称, 所以引力在 x 轴上的分量 0xF = , 而 

       
2π

2 2 2 3/2 2 2 3/20 0

sind d d
( ) ( )

R

y
D

m yF G m G
x y a a

μ ρ θσ μ θ ρ
ρ

= =
+ + +∫∫ ∫ ∫  

          
2 2π

2 2 3/2 2 2 3/20 0 0
sin d d 2 d

( ) ( )

R R
m G m G

a a
ρ ρμ θ θ ρ μ ρ

ρ ρ
= =

+ +∫ ∫ ∫  

          
2 2

2 2 2

4
ln

π
GmM R a R R

R a a R

⎛ ⎞+ += ⎜ ⎟−⎜ ⎟+⎝ ⎠
,  

       
2π

2 2 2 3/2 2 2 3/20 0
d d d

( ) ( )

R

z
D

m aF G m Ga
x y a a

μ ρσ μ θ ρ
ρ

= − = −
+ + +∫∫ ∫ ∫  

          
2

2 2 3/2 2 2 20

2 1π d
( )

R aGmMm Ga
a R a R

ρμ ρ
ρ

⎛ ⎞−= − = − ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ .  

15. 求质量分布均匀的半个旋转椭球体
2 2 2

2 2( , , ) | 1, 0x y zx y z z
a b

Ω ⎧ ⎫+= +⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≥ 的质心.  

解   设质心为 ( , , )x y z , 由对称性知质心位于 z 轴上, 即 0x y= = . 由于 
2

2 2 2
z 20

d d d d )( , ) | (1 )
z

b

D

zz v z z x y D x y x y a
bΩ

⎧ ⎫
= = + −⎨ ⎬

⎩ ⎭∫∫∫ ∫ ∫∫ （其中 ≤  

                   
2

2
20

π d1
b za z z

b
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

                   
3

2
20

π d
b za zz

b
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

2 2π
4

a b
= ,  

             21 4 π
2 3

V a b= ⋅
22π

3
a b

= ,  

因此

2 2

2

π
4

2π
3

a b

z
a b

=
3
8
b

= , 即质心为
30,0,
8
b⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 
*16. 一球形行星的半径为 R, 质量为 M, 其密度呈球对称分布, 并向着球心线性增加. 若行星表

面的密度为零, 那么行星中心的密度是多少? 
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解  设行星中心的密度为 0μ , 则由题设, 在距球心 (0 )r r R≤ ≤ 处的密度为 0( )r krμ μ= − . 

由于 0( ) 0R kRμ μ= − = , 故 0k
R
μ

= , 即 

0( ) 1 rr
R

μ μ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

于是 

                        2
0 sin d d d1

r R

rM r r
R

μ ϕ ϕ θ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫∫

≤

 

                           
2π π

2
0

0 0 0
d sin d d1

R r r r
R

μ θ ϕ ϕ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

                           2
0

0
4π d1

R r r r
R

μ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

3
0π
3
Rμ

= ,  

因此得 0 3
3
π

M
R

μ = . 
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第 11章  

曲线积分与曲面积分  

 

一、基 本 内 容 

1. 对弧长的曲线积分 
   (1) 对弧长的曲线积分的概念与性质;  
   (2) 对弧长的曲线积分的计算法. 
2. 对坐标的曲线积分 
   (1) 对坐标的曲线积分的概念与性质; 
   (2) 对坐标的曲线积分的计算法; 
   (3) 两类曲线积分之间的联系. 
3. 格林公式及其应用 
   (1) 格林公式; 
   (2) 平面上曲线积分与路径无关的条件; 
   (3) 二元函数的全微分求积; 
  *(4) 曲线积分的基本定理. 
4. 对面积的曲面积分 
   (1) 对面积的曲面积分的概念与性质; 
   (2) 对面积的曲面积分的计算法. 
5. 对坐标的曲面积分 
   (1) 对坐标的曲面积分的概念与性质; 
   (2) 对坐标的曲面积分的计算法; 
   (3) 两类曲面积分之间的联系. 
6. 高斯公式, *通量与散度 
   (1) 高斯公式; 
   (2) 沿任意闭曲面的曲面积分为零的条件; 
  *(3) 通量与散度. 
7. 斯托克斯公式, *环流量与旋度 
   (1) 斯托克斯公式; 
  *(2) 空间曲线积分与路径无关的条件; 
  *(3) 环流量与旋度. 
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二、基 本 要 求 

1. 正确理解两类曲线积分与两类曲面积分的概念和性质及几何意义和物理意义. 
2. 熟练掌握两类曲线积分和两类曲面积分的计算法, 了解两类曲线积分和两类曲面积分之间的

关系. 
3. 掌握格林公式及其应用, 能熟练应用平面曲线积分与路径无关的条件求解曲线积分, 掌握二元

函数全微分方程的求解方法. 
4. 掌握高斯公式及其应用, 了解斯托克斯公式和通量与散度、环流量与旋度的概念. 
5. 能够用曲线积分和曲面积分求一些几何量与物理量（弧长、曲面面积、质量、重心、转动惯量、

功及流量等）. 

三、习 题 解 答 

习题11-1 

1. 设在 xOy 面内有一分布着质量的曲线弧 L , 在点 ( , )x y 处它的线密度为 ( , )x yμ . 用对弧长的曲

线积分分别表达: 
(1) 该曲线弧对 x 轴、对 y 轴的转动惯量 xI 、 yI ; 
(2) 该曲线弧的质心坐标 x 、 y . 

解  (1) 应用元素法. 假设将曲线弧 L 分割成 n 段小的曲线弧, 任意取其中的一段, 其长度记

为 ds , ( , )x y 是曲线弧上的一点. 因为 ds 很小且 ( , )x yμ 在 L 上连续, 所以此段弧的质量近似

等于 ( , )dx y sμ , 质量可近似看做集中在点 ( , )x y , 于是可得曲线弧 L 对于 x 轴和 y 轴的转动惯

量元素: 
2d ( , )dxI y x y sμ= ,  2d ( , )dyI x x y sμ= . 

以这些元素为被积表达式, 在曲线弧 L 上积分, 便得 
2 ( , )dx

L
I y x y sμ= ∫ ,  2 ( , )dy

L
I x x y sμ= ∫ . 

(2) 同(1), 可应用元素法得ds 对 x 轴和 y 轴的静矩元素为 
d ( , )dxM y x y sμ= ,  d ( , )dyM x x y sμ= . 

以这些元素为被积表达式, 在曲线弧 L 上积分, 便得 L 对 x 轴和 y 轴的静矩 

( , )dx
L

M y x y sμ= ∫ ,  ( , )dy
L

M x x y sμ= ∫ . 

又已知曲线弧 L 的质量M 用积分可表示为 

( , )d
L

M x y sμ= ∫ . 

从而 L 的质心坐标为 

( , )d

( , )d
Ly

L

x x y sM
x

M x y s

μ

μ
= =

∫
∫

,  
( , )d

( , )d
Lx

L

y x y sMy
M x y s

μ

μ
= =

∫
∫

. 
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2. 利用对弧长的曲线积分的定义证明性质 3. 

性质 3  设在 L 上 ( , ) ( , )f x y g x y≤ , 则 ( , )d ( , )d
L L

f x y s g x y s∫ ∫≤ . 

特别地, 有 

( , )d ( , ) d
L L

f x y s f x y s∫ ∫≤ . 

证明  假设将曲线弧 L 任意分割成n 段, 第 i 段小曲线弧的长度为 isΔ , ( , )i iξ η 为第 i 段曲线弧

上任意取定的一点. 按性质 3 的假设, 知 
( , )i i if sξ η Δ ≤ ( , )i i ig sξ η Δ  ( 1,2, , )i n= " . 

从而 

1

( , )
n

i i i
i

f sξ η
=

Δ∑ ≤

1

( , )
n

i i i
i

g sξ η
=

Δ∑ . 

令 { }max 0isλ = Δ → , 对上式两端分别取极限, 由极限的保号性得 

( , )d ( , )d
L L

f x y s g x y s∫ ∫≤ . 

又 ( , ) ( , )f x y f x y≤ , ( , ) ( , )f x y f x y− ≤ , 则由上面的结论可得 

( , )d ( , )d
L L

f x y s f x y s∫ ∫≤ , 

( , ) d ( , ) d
L L

f x y s f x y s−∫ ∫≤ , 

即有 

( , )d ( , ) d
L L

f x y s f x y s∫ ∫≤ . 

 
3. 计算下列对弧长的曲线积分. 

(1) 2 2( ) dn

L
x y s+∫○ , 其中 L 为圆周 cosx a t= , siny a t= (0 2 )t π≤ ≤ ; 

(2) ( )d
L

x y s+∫ , 其中 L 为连接 (1,0) 及 (0,1) 两点的直线段; 

(3) d
L

x s∫○ , 其中 L 为由直线 y x= 及抛物线 2y x= 所围成的区域的整个边界; 

(4) 
2 2

e dx y

L
s+∫○ , 其中 L 为圆周 2 2 2x y a+ = , 直线 y x= 及 x 轴在第一象限内所围成的扇形的

整个边界; 

(5) 2 2 2
1 ds

x y zΓ + +∫ , 其中Γ为曲线 e costx t= , e sinty t= , etz = 上相应于 t 从 0 变到 2 的这

段弧; 

(6) 2 dx yz s
Γ∫ , 其中Γ为折线 ABCD , 这里 A 、B 、C 、D 依次为点 (0,0,0) 、(0,0,2) 、(1,0,2) 、

(1,3,2) ; 

(7) 2d
L

y s∫ , 其中 L 为摆线的一拱 ( sin )x a t t= − , (1 cos )y a t= − (0 2 )t π≤ ≤ ; 
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(8) 2 2( )d
L

x y s+∫ , 其中 L 为曲线 (cos sin )x a t t t= + , (sin cos )y a t t t= − , (0 2 )t π≤ ≤ . 

解  (1) 代入公式转化为定积分求解. 

2 2( ) dn

L
x y s+∫○

2
2 2 2 2 2 2

0
( cos sin ) ( sin ) ( cos ) dna t a t a t a t t

π
= + − +∫  

                             
2 2

2 1 2 1 2 1

0 0
d 1d 2n n na t a t a

π π
+ + += = = π∫ ∫ . 

(2) 由题意可得直线的参数方程为 (0 1)
1

x x
x

y x
=⎧

⎨ = −⎩
≤ ≤ , 从而 

[ ]
1

2

0
( )d (1 ) 1 ( 1) d

L
x y s x x x+ = + − + −∫ ∫

1

0
2d 2x= =∫ . 

(3) 设 1L : (0 1)
x x

x
y x
=⎧

⎨ =⎩
≤ ≤ , 2L : 2 (0 1)

x x
x

y x

=⎧⎪
⎨

=⎪⎩
≤ ≤ , 由题意可知 L 由 1L 和 2L 组成, 因此 

1 2

1 1
2

0 0
d d d 1 1d 1 (2 ) d

L L L
x s x s x s x x x x x= + = + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫○  

                         

1 1
2

0 0
2 d 1 4 d

1 (5 5 6 2 1).
12

x x x x x= + +

= + −

∫ ∫
 

(4) 设 1L : (0 )
0

x x
x a

y
=⎧

⎨ =⎩
≤ ≤ , 2L :

cos
0

sin 4
x a t

t
y a t
=⎧ π⎛ ⎞

⎨ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎩
≤ ≤ , 3L :

x x
y x
=⎧

⎨ =⎩
0

2
ax⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤ , 由题意

知 L 由 1L 、 2L 和 3L 共同组成, 因此 
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3

e d e d e d e dx y x y x y x y

L L L L
s s s s+ + + += + +∫ ∫ ∫ ∫○ , 

又 
2 2

1 0 0
e d e d e e 1

aax y x x a

L
s x+ = = = −∫ ∫ , 

2 2

2

2 24

0

4 4

0 0

e d e ( sin ) ( cos ) d

e d e d e ,
4

x y a

L

a a a

s a t a t t

a t a t a

π
+

π π

= − +

π
= = =

∫ ∫

∫ ∫
 

2 2

3

22
0

e d e 1 1d e 1
a

x y x a

L
s x+ = + = −∫ ∫ , 

因此有 
2 2

e d e 1 e e 1 e 2 2
4 4

x y a a a a

L

as a+ π π⎛ ⎞= − + + − = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫○ . 

(5) 弧长元素 2 2 2d ( ) ( ) ( ) dt t ts x y z t′ ′ ′= + +  

              2 2 2(e cos e sin ) (e sin e cos ) (e ) dt t t t tt t t t t= − + + +  

              3e dt t= ,  
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所以 
2

2 2 2 2 2 2 2 20

2
2

2

0
0

1 1d 3e d
e cos e sin e

3 3 3e d e (1 e ).
2 2 2

t
t t t

t t

s t
x y z t t

t

Γ

− − −

= ⋅
+ + + +

= =− = −

∫ ∫

∫
 

(6) 由题意知Γ由 AB 、BC 、CD 三条直线段组成, 各直线段的参数方程如下: 

AB :
0
0 (0 2)

x
y t
z t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

≤ ≤ , BC : 0 (0 1)
2

x t
y t
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

≤ ≤ , CD :
1

(0 3)
2

x
y t t
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

≤ ≤ , 

因此 
2 2 2 2

2 1 3

0 0 0

d d d d

0d 0d 2 d 9.

AB BC CD
x yz s x yz s x yz s x yz s

t t t t

Γ
= + +

= + + =

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

 

(7) 弧长元素 

2 2 2 2 2 2d ( ) ( ) d (1 cos ) sin d 2 1 cos dt ts x y t a t a t t a t t′ ′= + = − + = − , 

所以 
2

2 2 2

0

52
3 2

0

5
2 223 2 3 5

0 0

3 5 3 32

0

d (1 cos ) 2 1 cos d

2 (1 cos ) d

2 2sin d 16 sin d
2

4 2 25632 sin d 32 .
5 3 15

L

tu

y s a t a t t

a t t

ta t a u u

a u u a a

π

π

=
π π

π

= − ⋅ −

= −

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = ⋅ ⋅ =

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

 

(8) 弧长元素 2 2 2 2d ( ) ( ) d ( cos ) ( sin ) d dt ts x y t at t at t t at t′ ′= + = + = , 所以 
2

2 2 2 2 2 2

0

2 2
3 2 3 3

0 0

22 4
3 2 3 2

0

( )d (cos sin ) (sin cos ) d

(1 )d ( )d

2 (1 2 ).
2 4

L
x y s a t t t a t t t at t

a t t t a t t t

t ta a

π

π π

π

⎡ ⎤+ = + + − ⋅⎣ ⎦

= + = +

⎛ ⎞
= + = π + π⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫
∫ ∫  

 
4. 求半径为a 、中心角为 2ϕ 的均匀圆弧（线密度 1μ = ）的质心. 

解  如图 11-1 所示建立直角坐标系. 

则曲线弧 L 的参数方程为
cos

( )
sin

x a t
t

y a t
ϕ ϕ

=⎧
−⎨ =⎩

≤ ≤ . 由对称性

知 0y = . 又 

 

图 11-1 
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2d cos d 2 siny
L

M x s a t a t a
ϕ

ϕ
μ ϕ

−
= = ⋅ =∫ ∫ , 

d d 2
L L

M s s aμ ϕ= = =∫ ∫ （即等于曲线弧的长度）, 

因此 
22 sin sin
2

yM a ax
M a

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= = = , 

所求圆弧的质心坐标为
sin ,0a ϕ
ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
5. 设螺旋形弹簧一圈的方程为 cosx a t= , siny a t= , z kt= , 其中0 2t π≤ ≤ , 它的线密度 ( , ,x yρ  

2 2 2)z x y z= + + . 求: 
(1) 它关于 z 轴的转动惯量 zI ; 

(2) 它的质心. 

解  (1) 2 2 2 2 2 2 2( ) ( , , )d ( )( )dz
L L

I x y x y z s x y x y z sρ= + = + + +∫ ∫  

          
2

2 2 2 2 2 2 2

0
( ) ( sin ) ( cos ) da a k t a t a t k t

π
= + − + +∫  

          
2

2 2 2 2 2 2

0
( )da a k a k t t

π
= + +∫  

          
2 2 2 2 2 22 (3 4 )

3
a a k a k= π + + π . 

(2) 设弹簧的质心坐标为 ( , , )x y z . 

2 2 2

2
2 2 2 2 2

0

2 2 2 2 2

( , , )d ( )d

( ) d

2 (3 4 ),
3

L L
M x y z s x y z s

a k t a k t

a k a k

ρ

π

= = + +

= + +

= π + + π

∫ ∫
∫  

        

2 2 2

2
2 2 2 2 2

0

2 2 2
2 2 2

0

1 1( , , )d ( )d

1 cos ( ) d

( )cos d ,

L L
x x x y z s x x y z s

M M

a t a k t a k t
M

a a k a k t t t
M

ρ

π

π

= = + +

= + ⋅ +

+
= +

∫ ∫

∫

∫

 

因为 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

0 0 0
( )cos d cos d cos d 4a k t t t a t t k t t t k

π π π
+ = + = π∫ ∫ ∫ , 

所以 
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2

4 6
2 3 4(3 4 )
3

a a k k akx
a ka k a k

+ ⋅ π
= =

+ ππ + + π
. 
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类似地, 可得到 

   

2 2 2
2 2 2 2 2 2

0

2 2 2 2 2

2 2 2

1 ( z )d ( )sin d

( 4 ) 6 ,
3 4

L

a a ky y x y s a k t t t
M M

a a k k ak
M a k

π+
= + + = +

+ ⋅ − π − π
= =

+ π

∫ ∫
 

2 2 2
2 2 2 2 2 2

0

2 2 2 2 4 2 2 2 2

2 2 2

1 ( z )d ( )d

(2 4 ) 3 ( 2 ) .
3 4

L

k a kz z x y s t a k t t
M M

k a k a k k a k
M a k

π+
= + + = +

+ ⋅ π + π π + π
= =

+ π

∫ ∫
 

习题11-2 

1. 设 L 为 xOy 面内直线 x a= 上的一段, 证明 ( , )d 0
L

P x y x =∫ . 

证明  不妨设 L 的参数方程为 ( : )
x a

t
y t

α β
=⎧

→⎨ =⎩
, 即 L 是直线 x a= 上参数 t 从α 到β 的一段. 

由对坐标的曲线积分的求解公式, 可得 

( , )d ( , ) d 0d 0
L

P x y x P a t a t t
β β

α α
′= ⋅ = =∫ ∫ ∫ . 

 

2. 设 L 为 xOy 面内 x 轴上从点 ( ,0)a 到点 ( ,0)b 的一段直线, 证明 ( , )d ( ,0)d
b

L a
P x y x P x x=∫ ∫ . 

证明  L 的参数方程为 ( : )
0

x x
x a b

y
=⎧

→⎨ =⎩
, 由对坐标的曲线积分的求解公式, 可得 

( , )d ( ,0)d
b

L a
P x y x P x x=∫ ∫ . 

 
3. 计算对坐标的曲线积分. 

(1) 2 2( )d
L

x y x−∫ , 其中 L 是抛物线 2y x= 上从点 (0,0) 到点 (2,4) 的一段弧; 

(2) d
L

xy x∫○ , 其中 L 为圆周 2 2 2( )x a y a− + = ( 0)a > 及 x 轴所围成的在第一象限内的区域的整

个边界（按逆时针方向绕行）; 

(3) d d
L

y x x y+∫ , 其中 L 为圆周 cosx R t= , siny R t= 上对应 t 从0 到
2
π
的一段弧; 

(4) 2 2
( )d ( )d

L

x y x x y y
x y

+ − −
+∫○ , 其中 L 为圆周 2 2 2x y a+ = （按逆时针方向绕行）; 

(5) 2d d dx x z y y z
Γ

+ −∫ , 其中Γ为曲线 x kθ= , cosy a θ= , sinz a θ= 上对应θ 从0 到π的一段弧; 

(6) d d ( 1)dx x y y x y z
Γ

+ + + −∫ , 其中Γ是从点 (1,1,1) 到点 (2,3,4) 的一段直线; 

(7) d d dx y y z
Γ

− +∫○ , 其中Γ为有向闭折线 ABCA , 这里 A , B , C 依次为点 (1,0,0) 、 (0,1,0) 、

(0,0,1) ; 
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(8) 2 2( 2 )d ( 2 )d
L

x xy x y xy y− + −∫ , 其中 L 是抛物线 2y x= 上从点 ( 1,1)− 到点 (1,1)的一段弧. 

解  (1) L 的参数方程为 2 ( : 0 2)
x x

x
y x

=⎧⎪ →⎨
=⎪⎩

, 则 

23 52
2 2 2 4

0
0

56( )d ( )d
3 5 15L

x xx y x x x x
⎛ ⎞

− = − = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ . 

(2) 设 1L :
cos

( : 0 )
sin

x a a t
t

y a t
= +⎧

→ π⎨ =⎩
, 2L : ( : 0 2 )

0
x x

x a
y
=⎧

→⎨ =⎩
, 由题意知 L 由 1L 和 2L 共同组成, 

从而 

                 
1 2

d d d
L L L

xy x xy x xy x= +∫ ∫ ∫○  

                       
2

0 0
( cos ) sin ( sin )d 0d

a
a a t a t a t t x

π
= + ⋅ ⋅ − +∫ ∫  

                       3 2 2

0
(sin sin cos )da t t t t

π
= − +∫  

                       3 2 2

0 0
sin d sin dsina t t t t

π π⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

                       3 3

0 0

1 cos 2 1d sin
2 3

ta t t
ππ⎡ ⎤−⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

                       
3

3 0
2 2

aa π π⎛ ⎞= − + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(3) [ ]2

0
d d sin ( sin ) cos cos d

L
y x x y R t R t R t R t t

π

+ = ⋅ − + ⋅∫ ∫  

              
2 2 22

0
(cos sin )dR t t t

π

= −∫  

              
2 2

0
cos2 d 0R t t

π

= =∫ . 

(4) L 的参数方程为
cos

( : 0 2 )
sin

x a t
t

y a t
=⎧

→ π⎨ =⎩
, 则 

                   2 2
( )d ( )d

L

x y x x y y
x y

+ − −
+∫○  

                     
2

20

( cos sin ) ( sin ) ( cos sin ) cos da t a t a t a t a t a t t
a

π + ⋅ − − − ⋅
= ∫  

                     
2

0
( 1)d 2t

π
= − = − π∫ . 

(5) 2 2 2

0
d d d sin ( sin ) cos cos dx x z y y z k k a a a aθ θ θ θ θ θ

π

Γ
⎡ ⎤+ − = ⋅ + ⋅ − − ⋅⎣ ⎦∫ ∫  

                   = 3 2 2 3 3 2

0

1( )d
3

k a k aθ θ
π

− = π − π∫ . 
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(6) Γ的参数方程为

1
1 2 ( : 0 1)
1 3

x t
y t t
z t

= +⎧
⎪ = + →⎨
⎪ = +⎩

, 则 

[ ]
1

0

1

0

d d ( 1)d (1 ) 2(1 2 ) 3(1 1 2 1) d

(6 14 ) d 13.

x x y y x y z t t t t t

t t

Γ
+ + + − = + + + + + + + −

= + =

∫ ∫
∫

 

(7) 由题意可得有向线段 AB 、BC 、CA的参数方程为 

AB :
1

( : 0 1)
0

x t
y t t
z

= −⎧
⎪ = →⎨
⎪ =⎩

,  BC :
0
1 ( : 0 1)

x
y t t
z t

=⎧
⎪ = − →⎨
⎪ =⎩

, CA : 0 ( : 0 1)
1

x t
y t
z t

=⎧
⎪ = →⎨
⎪ = −⎩

. 

又Γ由 AB 、BC 、CA组成, 因此 

d d d d d d d d d d d d
AB BC CA

x y y z x y y z x y y z x y y z
Γ

− + = − + + − + + − +∫ ∫ ∫ ∫○  

                           = ( ) ( )
1 1 1

0 0 0
1 1 d 1 1 d 1dt t t t− − + + − +∫ ∫ ∫  

                           3 12 1
2 2

= − + + = . 

(8) L 的参数方程为 2 ( : 1 1)
x x

x
y x

=⎧⎪ − →⎨
=⎪⎩

, 则 

1
2 2 2 3 4 3

1

1
2 3 5 4

1

1
4 2

0

( 2 )d ( 2 ) d ( 2 ) ( 2 ) 2 d

( 2 2 4 )d

142 ( 4 )d .
15

L
x xy x y xy y x x x x x x

x x x x x

x x x

−

−

⎡ ⎤− + − = − + − ⋅⎣ ⎦

= − + −

= − + = −

∫ ∫
∫

∫

 

 
4. 计算 ( )d ( ) d

L
x y x y x y+ + −∫ , 其中 L 是: 

(1) 抛物线 2y x= 上从点 (1,1)到点 (4,2) 的一段弧; 
(2) 从点 (1,1)到 (4,2) 的直线段; 
(3) 先沿直线从点 (1,1)到点 (1,2) , 然后再沿直线到点 (4,2) 的折线; 

(4) 曲线 22 1x t t= + + , 2 1y t= + 上从点 (1,1)到点 (4,2) 的一段弧. 

解  (1) L 的参数方程为
2

( :1 2)x y y
y y

⎧ =⎪ →⎨
=⎪⎩

, 则 

2
2 2

1

2
3 2

1

( )d ( ) d ( ) 2 ( ) d

1(2 ) d 11 .
3

L
x y x y x y y y y y y y

y y y y

⎡ ⎤+ + − = + ⋅ + −⎣ ⎦

= + + =

∫ ∫
∫
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(2) L 的参数方程为
1 3

( : 0 1)
1

x t
t

y t
= +⎧

→⎨ = +⎩
, 则 

[ ]
1

0

1

0

( )d ( ) d 3(1 3 1 ) (1 1 3 ) d

(6 10 )d 11.

L
x y x y x y t t t t t

t t

+ + − = + + + + + − −

= + =

∫ ∫
∫

 

(3) 1L 是由 (1,1) 到 (1,2) 的有向线段, 其参数方程为
1

( : 0 1)
1

x
t

y t
=⎧

→⎨ = +⎩
, 2L 是由 (1,2) 到 (4,2)

的有向线段, 其参数方程为
1 3

( : 0 1)
2

x t
t

y
= +⎧

→⎨ =⎩
, 则 

1 2

1 1

0 0

( )d ( ) d ( )d ( ) d ( )d ( ) d

1 27(1 1)d 3(3 3 )d 14.
2 2

L L L
x y x y x y x y x y x y x y x y x y

t t t t

+ + − = + + − + + + −

= + − + + = + =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

(4) L 的参数方程为
2

2

2 1
( : 0 1)

1

x t t
t

y t

⎧ = + +⎪ →⎨
= +⎪⎩

, 则 

1
2 2 2 2

0

1
3 2

0

( )d ( ) d (2 1 1) (4 1) ( 1 2 1) 2 d

32(10 5 9 2)d .
3

L
x y x y x y t t t x t t t t t

t t t t

⎡ ⎤+ + − = + + + + ⋅ + + + − − − ⋅⎣ ⎦

= + + + =

∫ ∫
∫

 

 
5. 一力场由沿横轴正方向的恒力F 构成. 试求当一质量为m的质点沿圆周 2 2 2x y R+ = 按逆时针

方向移过位于第一象限的那一段弧时场力所作的功. 

解  由题意可知, 常力 ( ),0F=F , 路径 L 的参数方程为
cos

: 0
sin 2

x R t
t

y R t
=⎧ π⎛ ⎞→⎨ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎩

, 因此常力

F 所作的功为 

2

0

d d 0d

( sin )d .

L L
W F x y

F R t t F R
π

= ⋅ = +

= ⋅ − = −

∫ ∫

∫

F r

 

 
6. 设 z 轴与重力的方向一致, 求质量为m 的质点从位置 1 1 1( , , )x y z 沿直线移到 2 2 2( , , )x y z 时重力

所作的功. 

解  重力 (0,0, )mg=F , 质点移动路径 L 的参数方程为

1 2 1

1 2 1

1 2 1

( )
( )
( )

x x x x t
y y y y t
z z z z t

= + −⎧
⎪ = + −⎨
⎪ = + −⎩

 ( : 0 1)t → , 则重

力F 所作的功为 

1

2 1 2 1
0

d 0d 0d d

( )d ( ).

L L
W x y mg z

mg z z t mg z z

= ⋅ = + +

= − = −

∫ ∫
∫

F r
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7. 把对坐标的曲线积分 ( , )d ( , )d
L

P x y x Q x y y+∫ 化成对弧长的曲线积分, 其中 L 为: 

(1) 在 xOy 面内沿直线从点 (0,0) 到点 (1,1) ; 

(2) 沿抛物线 2y x= 从点 (0,0) 到点 (1,1) ; 

(3) 沿上半圆周 2 2 2x y x+ = 从点 (0,0) 到点 (1,1) . 

解  (1) 在曲线弧 L 上任意一点处切向量的方向余弦满足
2cos cos cos

4 2
α β π
= = = , 因此 

[ ]

( , )d ( , )d ( , )cos ( , )cos d

2 ( , ) ( , ) d .
2

L L

L

P x y x Q x y y P x y Q x y s

P x y Q x y s

α β⎡ ⎤+ = +⎢ ⎥⎣ ⎦

= +

∫ ∫

∫
 

(2) 曲线弧 L 的参数方程为 2 ( : 0 1)
x x

x
y x

=⎧⎪ →⎨
=⎪⎩

, 曲线弧上任一点处切向量的方向余弦满足 

2 2

1 1cos
1 ( ) 1 4y x

α = =
′+ +

, 
2 2

2cos
1 ( ) 1 4

y x

y x
β

′
= =

′+ +
, 

因此 

2 2

2

1 2( , )d ( , )d ( , ) ( , ) d
1 4 1 4

( , ) 2 ( , )d .
1 4

L L

L

xP x y x Q x y y P x y Q x y s
x x

P x y xQ x y s
x

⎡ ⎤
+ = ⋅ + ⋅⎢ ⎥

⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
+

=
+

∫ ∫

∫
 

(3) 曲线弧 L 的参数方程为
2

( : 0 1)
2

x x
x

y x x

=⎧⎪ →⎨
= −⎪⎩

, L 上任意一点的切向量的方向余弦满足 

2
2 2

2

1 1cos 2
1 ( ) 11

2

x x
y x

x x

α = = = −
′+ ⎛ ⎞−

+ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 

2
2 2

1cos 2 1
1 ( ) 2

y x x x x
y x x

β
′ −

= = ⋅ − = −
′+ −

, 

因此 
2( , )d ( , )d ( , ) 2 ( , )(1 ) d

L L
P x y x Q x y y P x y x x Q x y x s⎡ ⎤+ = − + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ . 

 
8. 设 Γ 为曲线 x t= , 2y t= , 3z t= 上相应于 t 从 0 变到1 的曲线弧. 把对坐标的曲线积分

d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫ 化成对弧长的曲线积分. 

解  曲线Γ的切向量的方向余弦为 

2 2 2 2 4 2 4

1 1cos
( ) ( ) ( ) 1 4 9 1 4 9

x

x y z t t x x
α

′
= = =

′ ′ ′+ + + + + +
, 
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2 2 2 2 4 2 4

2 2cos
( ) ( ) ( ) 1 4 9 1 4 9

y t x

x y z t t x x
β

′
= = =

′ ′ ′+ + + + + +
, 

2 2

2 2 2 2 4 2 4

3 3cos
( ) ( ) ( ) 1 4 9 1 4 9

z t x

x y z t t x x
α

′
= = =

′ ′ ′+ + + + + +
, 

因此 
2

2 4

2 3d d d d
1 4 9L

P xQ x RP x Q y R z s
x xΓ

+ +
+ + =

+ +∫ ∫ . 

习题11-3 

1. 计算下列曲线积分, 并验证格林公式的正确性. 

(1) 2 2(2 )d ( )d
L

xy x x x y y− + +∫○ , 其中 L 是由抛物线 2y x= 和 2y x= 所围成的区域的正向边界

曲线; 

(2) 2 3 2( )d ( 2 )d
L

x xy x y xy y− + −∫○ , 其中 L 是四个顶点分别为 (0,0) 、 (2,0) 、 (2,2) 和 (0,2) 的

正方形区域的正向边界. 

解  (1) 设 1L : 2 ( : 0 1)
x x

x
y x

=⎧⎪ →⎨
=⎪⎩

, 2L :
2

( :1 0)x y y
y y

⎧ =⎪ →⎨
=⎪⎩

, L 由 1L 和 2L 组成, 因此 

              2 2(2 )d ( )d
L

xy x x x y y− + +∫○  

                 
1

2 2(2 )d ( )d
L

xy x x x y y= − + +∫
2

2 2(2 )d ( )d
L

xy x x x y y+ − + +∫  

                 
1 0

3 2 5 4 5 2

0 1
(2 2 )d (4 2 2 )dx x x x y y y y= + + + − +∫ ∫  

                 7 17 1
6 15 30

= − = . 

又 22P xy x= − , 2Q x y= + , 2P x
y

∂
=

∂
, 1Q

x
∂

=
∂

, 2: 0 1,D x x y x≤ ≤ ≤ ≤ , 从而 

2

1

0

1
2

0

d d (1 2 )d d d (1 2 )d

1(1 2 )( )d .
30

x

x
D D

Q P x y x x y x x y
x y

x x x x

⎛ ⎞∂ ∂
− = − = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

= − − =

∫∫ ∫∫ ∫ ∫

∫
 

即 d d d d
L

D

Q PP x Q y x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
+ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫∫○ . 

(2) 设 (0,0)O 、 (2,0)A 、 (2,2)B 、 (0,2)C , 由题意可知 L 由有向线段OA 、AB 、BC 和CO 共

同组成, 它们的参数方程分别如下: 

OA : ( : 0 2)
0

x x
x

y
=⎧

→⎨ =⎩
,   AB :

2
( : 0 2)

x
y

y y
=⎧

→⎨ =⎩
, 

BC : ( : 2 0)
2

x x
x

y
=⎧

→⎨ =⎩
,   CO :

0
( : 2 0)

x
y

y y
=⎧

→⎨ =⎩
. 
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从而 
232

2 3 2 2

0
0

8( )d ( 2 )d d
3 3OA

xx xy x y xy y x x− + − = = =∫ ∫ , 

2
2 3 2 2

0

8( )d ( 2 )d ( 4 )d 8
3AB

x xy x y xy y y y y− + − = − = −∫ ∫ , 

0
2 3 2 2

2

8( )d ( 2 )d ( 8 )d 16
3BC

x xy x y xy y x x x− + − = − = −∫ ∫ , 

0
2 3 2 2

2

8( )d ( 2 )d d
3CO

x xy x y xy y y x− + − = = −∫ ∫ , 

因此可得 

            2 3 2( )d ( 2 )d
L

x xy x y xy y− + −∫○  

                2 3 2( )d ( 2 )d
OA

x xy x y xy y= − + −∫ 2 3 2( )d ( 2 )d
AB

x xy x y xy y+ − + −∫  

                  2 3 2( )d ( 2 )d
BC

x xy x y xy y+ − + −∫ ( ) ( )2 3 2d 2 d
CO

x xy x y xy y+ − + −∫  

                8 8 8 88 16 8
3 3 3 3

= + − + − − = . 

又 2 3P x xy= − , 2 2Q y xy= − , 23P xy
y

∂
= −

∂
, 2Q y

x
∂

= −
∂

, : 0 2, 0 2D x y≤ ≤ ≤ ≤ , 从而 

2

2 2 2
2 2

0 0 0

d d ( 2 3 )d d

d ( 2 3 )d ( 4 6 )d 8.

D D

Q P x y y xy x y
x y

y y xy x y y y

⎛ ⎞∂ ∂
− = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

= − + = − + =

∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫
 

即 d d d d
L

D

Q PP x Q y x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
+ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫∫○ . 

 
2. 利用曲线积分, 求下面曲线所围成的图形的面积. 

(1) 星形线 3cosx a t= , 3siny a t= ; 

(2) 椭圆 2 29 16 144x y+ = ; 

(3) 圆 2 2 2x y ax+ = . 

解  (1) 星形线取正向的参数方程
3

3

cos
( : 0 2 )

sin

x a t
t

y a t

⎧ =⎪ → π⎨
=⎪⎩

, 因此 

             1
2

A = d d
L

y x x y− +∫○  

               
2

3 2 3 2

0

1 ( sin ) ( 3 cos sin ) cos 3 sin cos d
2

a t a t t a t a t t t
π
⎡ ⎤= − ⋅ − + ⋅ ⋅⎣ ⎦∫  

               
2 2 22 2

2 2

0 0

3 3 sin 2sin cos d d
2 2 4
a a tt t t t

π π
= =∫ ∫  

               
22 22

2

0
0

3 1 3 sin 4 3(1 cos4 )d .
2 8 16 4 8
a a tt t t a

π
π ⎛ ⎞= ⋅ − = − = π⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  
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(2) 椭圆取正向的参数方程
4cos

( : 0 2 )
3sin

x t
t

y t
=⎧

→ π⎨ =⎩
, 因此 

                     1
2

A = d d
L

y x x y− +∫○  

                       [ ]
2

0

1 ( 3sin ) ( 4sin ) 4cos 3cos d
2

t t t t t
π

= − ⋅ − + ⋅∫  

                       
2

0
6 d 12t

π
= = π∫ . 

(3) 圆 2 2 2x y ax+ = 取正向的参数方程
cos

( : 0 2 )
sin

x a a t
t

y a t
= +⎧

→ π⎨ =⎩
, 因此 

                      1
2

A = d d
L

y x x y− +∫○  

                        [ ]
2

0

1 sin ( sin ) ( cos ) cos d
2

a t a t a a t a t t
π

= − − + +∫  

                        
2 2

0
(1 cos )d

2
a t t

π
= +∫

22
2

0

( sin )
2
a t t a

π

= + = π . 

 

3. 计算曲线积分 2 2
d d

2( )L

y x x y
x y
−
+∫○ , 其中 L 为圆周 2 2( 1) 2x y− + = , L 的方向为逆时针方向. 

解  在圆周 L 围成的闭区域内的点 (0,0) 处, 2 22( )
yP

x y
=

+
, 2 22( )

xQ
x y
−

=
+

均无定义, 因此

本题不能直接利用格林公式求解. 如图11-2所示, 构造辅助线 :l
cos

( : 0 2 )
sin

x r t
t

y r t
=⎧

→ π⎨ =⎩
, 在 L

和 l− 所围成的复连通区域D 上应用格林公式, 由于
2 2

2 22( )
Q x y P
x yx y

∂ − ∂
= =

∂ ∂+
, 所以 

2 2
d d d d 0

2( )L l
D

y x x y Q P x y
x yx y−+

⎛ ⎞− ∂ ∂
= − =⎜ ⎟∂ ∂+ ⎝ ⎠∫ ∫∫○ , 

因此 

                2 2
d d

2( )L

y x x y
x y
−

=
+∫○ 2 2

d d
2( )l

y x x y
x y
−
+∫○  

                             

2 2 2 22

20

sin cos d
2

r t r t t
r

π − −
= ∫  

                             
2

0

1 d
2

t
π

= − = −π∫ . 

 

4. 确定闭曲线C , 使得曲线积分
3

32d d
3 3C

yx x y x x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠∫○ 达到最大值. 

解  令
3

3
yP x= + , 32

3
Q y x x= + − , 在坐标平面上任取光滑闭曲线C , 设其围成的闭区域为

D , 则由格林公式得 

 

图 11-2 
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3
32d d d d

3 3C
D

y Q Px x y x x y x y
x x

⎛ ⎞ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠∫ ∫∫○  

                                                 
2 2(1 2 )d d

D

x y x y= − −∫∫  

由二重积分几何意义知，上述二重积分值恰好等于：以 2 2( , ) 1 2f x y x y= − − 为曲顶，以闭区域

D 为底的曲顶柱体体积值, 因此当闭曲线为椭圆曲线 2 22 1x y+ = 时, 曲顶柱体达到最大，从而

积分值达到最大. 
 
5. 设 n 边形的 n 个顶点按逆时针方向依次为 1 1 1( , ),M x y 2 2 2( , )M x y , , ( , )n n nM x y" . 试利用曲线

积分证明此n 边形的面积为 

[ ]1 2 2 1 2 3 3 2 1 1 1 1
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2 n n n n n nA x y x y x y x y x y x y x y x y− −= − + − + + − + −" . 

解  利用格林公式计算n 边形的面积, 设n 边形的边界曲线为 L , 方向取正方向, 则有 

               1
2

A = d d
L

x y y x−∫○  

                 
1 2 2 3 1

1 d d d d d d
2 nM M M M M M

x y y x x y y x x y y x⎛ ⎞= − + − + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫"  

直线段 1 2M M 的参数方程为 

1 2 1

1 2 1

( )
: (0 1)

( )
x x x x t

l t
y y y y t
= + −⎧

⎨ = + −⎩
≤ ≤  

从而 

1 2

1

1 2 1 2 1 2 1 2
0

d d ( )d
M M

x y y x x y y x t x y y x− = − = −∫ ∫ . 

同理可得 

2 3

1

1

2 3 2 3 2 3 2 3
0

1

1 1 1 1
0

d d ( )d ;

d d ( )d .
n

M M

n n n n
M M

x y y x x y y x t x y y x

x y y x x y y x t x y y x

− = − = −

− = − = −

∫ ∫

∫ ∫
#  

于是n 边形的面积 

               1
2

A = d d
L

x y y x−∫○  

                 
1 2 2 3 1

1 d d d d d d
2 nM M M M M M

x y y x x y y x x y y x⎛ ⎞= − + − + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫"  

                 [ ]1 2 2 1 2 3 3 2 1 1 1 1
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2 n n n n n nx y x y x y x y x y x y x y x y− −= − + − + + − + −" . 

 
6. 证明下列曲线积分在整个 xOy 面内与路径无关, 并计算积分值. 
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(1) 
(2,3)

(1,1)
( )d ( )dx y x x y y+ + −∫ ; 

(2) 
(3,4)

2 3 2 2

(1,2)
(6 )d (6 3 )dxy y x x y xy y− + −∫ ; 

(3) 
(2,1)

4 2 3

1,0
(2 3)d ( 4 )dxy y x x xy y− + + −∫ . 

解  (1) 函数P x y= + , Q x y= − 在整个 xOy 平面内具有一阶连续偏导数, 且 

1Q P
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, 

故此曲线积分与路径无关. 设 (1,1)A , (2,1)B , (2,3)C , 取有向折线 ABC , 则 
(2,3)

(1,1)

2 3

1 1

( )d ( )d ( )d ( )d

( )d ( )d ( )d ( )d

5 5( 1)d (2 )d 0 .
2 2

ABC

AB BC

x y x x y y x y x x y y

x y x x y y x y x x y y

x x y y

+ + − = + + −

= + + − + + + −

= + + − = + =

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫

 

(2) 函数 2 36P xy y= − , 2 26 3Q x y xy= − 在整个 xOy 平面内具有一阶连续偏导数, 且 

212 3Q Pxy y
x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
, 

故此曲线积分与路径无关. 设 (1,2)A , (3,2)B , (3,4)C , 取有向折线 ABC , 则 

               
(3,4)

2 3 2 2

(1,2)
(6 )d (6 3 )dxy y x x y xy y− + −∫  

2 3 2 2(6 )d (6 3 )d
ABC

xy y x x y xy y= − + −∫  

                 2 3 2 2(6 )d (6 3 )d
AB

xy y x x y xy y= − + −∫ 2 3 2 2(6 )d (6 3 )d
BC

xy y x x y xy y+ − + −∫  

                 
3 4

2

1 2
(24 8)d (54 9 )dx x y y y= − + −∫ ∫  

                 80 156 236= + = . 

(3) 函数 42 3P xy y= − + , 2 34Q x xy= − 在整个 xOy 平面内具有一阶连续偏导数, 且 

32 4Q Px y
x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
, 

故此曲线积分与路径无关. 设 (1,0)A , (2,0)B , (2,1)C , 取有向折线 ABC , 则 
(2,1)

4 2 3

(1,0)
(2 3)d ( 4 )dxy y x x xy y− + + −∫  

4 2 3(2 3)d ( 4 )d
ABC

xy y x x xy y= − + + −∫  

                   
4 2 3(2 3)d ( 4 )d

AB
xy y x x xy y= − + + −∫ 4 2 3(2 3)d ( 4 )d

BC
xy y x x xy y+ − + + −∫  

               
2 1

3

1 0
3d (4 8 )dx y y= + −∫ ∫  3 2 5= + = . 
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7. 利用格林公式, 计算下列曲线积分. 

(1) (2 4)d (5 3 6)d
L

x y x y x y− + + + −∫○ , 其中 L 为三顶点分别为 (0,0) 、 (3,0) 和 (3,2) 的三角形

正向边界; 

(2) 2 2 2( cos 2 sin e )d ( sin 2 e )dx x

L
x y x xy x y x x x y y+ − + −∫○ , 其中 L 为正向星形线

2 2 2
3 3 3x y a+ =  

( 0)a > ; 

(3) 3 2 2 2(2 cos )d (1 2 sin 3 ) d
L

xy y x x y x x y y− + − +∫ , 其中 L 为在抛物线 22x y= π 上由点 (0,0)

到 ,1
2
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

的一段弧; 

(4) 2 2( )d ( sin ) d
L

x y x x y y− − +∫ , 其中 L 是圆周 22y x x= − 上由点 (0,0) 到点 (1,1)的一段弧. 

解  (1) 设D 是由 L 所围成的三角形闭区域, 2 4P x y= − + , 5 3 6Q y x= + − , 则由格林公式 

(2 4)d (5 3 6)d d d
L

D

Q Px y x y x y x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
− + + + − = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫∫○  

                                       (3 1)d d 4 d d
D D

x y x y= + =∫∫ ∫∫ =12 . 

(2) 设D 是由 L 所围成的闭区域, 2 2cos 2 sin exP x y x xy x y= + − , 2 sin 2 exQ x x y= − , Q
x

∂
=

∂
 

22 sin cos 2 exx x x x y+ −
P
y

∂
=
∂

, 则由格林公式 

                    2 2 2( cos 2 sin e )d ( sin 2 e )dx x

L
x y x xy x y x x x y y+ − + −∫○  

                      d d
D

Q P x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ 0d d 0

D

x y= =∫∫ . 

(3) 设 ,0
2

A π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、 ,1
2

B π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, D 是由 L− 和有向折线OAB 所围成的闭区域, 32P xy= 2 cosy x− , 

2 21 2 sin 3Q y x x y= − + , 则 P 、Q 在D 内具有一阶连续偏导数, 且 

22 cos 6Q Py x xy
x y

∂ ∂
= − + =

∂ ∂
, 

则由格林公式 

                  3 2 2 2(2 cos )d (1 2 sin 3 )d
L OAB

xy y x x y x x y y
− +

− + − +∫○  

                     d d
D

Q P x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ 0d d 0

D

x y= =∫∫ . 

所以       3 2 2 2(2 cos )d (1 2 sin 3 ) d
L

xy y x x y x x y y− + − +∫  

              3 2 2 2(2 cos )d (1 2 sin 3 ) d
OAB

xy y x x y x x y y= − + − +∫  

              3 2 2 2(2 cos )d (1 2 sin 3 )d
OA

xy y x x y x x y y= − + − +∫  



 
第 11 章  曲线积分与曲面积分    131

                3 2 2 2(2 cos )d (1 2 sin 3 )d
AB

xy y x x y x x y y+ − + − +∫  

              
21

22

0 0

30d 1 2 d
4

x y y y
π ⎛ ⎞π

= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

              
12 2

2 3

0
4 4

y y y
⎛ ⎞π π

= − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(4) 设 (1,0)A 、 (1,1)B , D 是由 L− 和有向折线OAB 所围成的闭区域, 2P x y= − , 
2( sin )Q x y= − + , 则 P 、Q 在D 内具有一阶连续偏导数, 且 

1Q P
x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
, 

则由格林公式 

                            2 2( )d ( sin )d
L OAB

x y x x y y
− +

− − +∫○  

                              d d
D

Q P x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ 0d d 0

D

x y= =∫∫ . 

所以      2 2( )d ( sin )d
L

x y x x y y− − +∫  

            2 2( )d ( sin )d
OAB

x y x x y y= − − +∫  

            2 2( )d ( sin )d
OA

x y x x y y= − − +∫ 2 2( )d ( sin )d
AB

x y x x y y+ − − +∫  

            
1 1

2 2

0 0
d (1 sin )dx x y y= + − +∫ ∫  

            
1 13

00

sin 2
3 2 4
x y yy⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

7 sin 2
6 4

− + . 

 
8. 验证下列 ( , )d ( , )dP x y x Q x y y+ 在整个 xOy 平面内是某一函数 ( , )u x y 的全微分, 并求这样的一

个 ( , )u x y . 
(1) ( 2 )d (2 )dx y x x y y+ + + ; 

(2) 22 d dxy x x y+ ; 
(3) 4sin sin3 cos d 3cos3 cos 2 dx y x x y x y− ; 

(4) 2 2 3 2(3 8 )d ( 8 12 e )dyx y xy x x x y y y+ + + + ; 

(5) 2 2(2 cos cos )d (2 sin sin )dx y y x x y x x y y+ + − . 
解  (1) 函数 2P x y= + , 2Q x y= + 在整个 xOy 平面内具有一阶连续偏导数, 且 

2Q P
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, 

因此所给表达式是某一函数 ( , )u x y 的全微分. 取 0 0( , ) (0,0)x y = , 则有 

               ( , )u x y =
( , )

(0,0)
( 2 )d (2 )d

x y
x y x x y y+ + +∫  
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( ,0)

(0,0)
( 2 )d (2 )d

x
x y x x y y= + + +∫

( , )

( ,0)
( 2 )d (2 )d

x y

x
x y x x y y+ + + +∫  

                      
0 0

d (2 )d
x y
x x x y y= + +∫ ∫  

                      
2 21 12

2 2
x xy y= + + . 

(2) 函数 2P xy= , 2Q x= 在整个 xOy 平面内具有一阶连续偏导数, 且 

2Q Px
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, 

因此所给表达式是某一函数 ( , )u x y 的全微分. 取 0 0( , ) (0,0)x y = , 则有 
( , )

2

(0,0)

2 2

0 0

( , ) 2 d d

0d d .

x y

x y

u x y xy x x y

x x y x y

= +

= + =

∫
∫ ∫

 

(3) 函数 4sin sin(3 )cosP x y x= , 3cos(3 )cos(2 )Q y x= − 在整个 xOy 平面内具有一阶连续偏导

数, 且 

6cos(3 )sin(2 )Q Py x
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, 

因此所给表达式是某一函数 ( , )u x y 的全微分. 取 0 0( , ) (0,0)x y = , 则有 
( , )

(0,0)

0 0

( , ) 4sin sin(3 )cos d 3cos(3 )cos(2 )d

0d 3cos(3 )cos(2 )d

sin(3 )cos(2 ).

x y

x y

u x y x y x x y x y

x y x y

y x

= −

= + −

= −

∫
∫ ∫  

(4) 函数 2 23 8P x y xy= + , 3 28 12 e yQ x x y y= + + 在整个 xOy 平面内具有一阶连续偏导数, 且 

23 16Q Px xy
x y

∂ ∂
= + =

∂ ∂
, 

因此所给表达式是某一函数 ( , )u x y 的全微分. 取 0 0( , ) (0,0)x y = , 则有 
( , )

2 2 3 2

(0,0)

3 2

0 0

3 2 2

( , ) (3 8 )d ( 8 12 e )d

0d ( 8 12 e )d

4 12( e e ).

x y
y

x y
y

y y

u x y x y xy x x x y y y

x x x y y y

x y x y y

= + + + +

= + + +

= + + −

∫
∫ ∫  

(5) 函数 22 cos cosP x y y x= + , 22 sin sinQ y x x y= − 在整个 xOy 平面内具有一阶连续偏导数, 且 

2 cos 2 sinQ Py x x y
x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
, 

因此所给表达式是某一函数 ( , )u x y 的全微分. 取 0 0( , ) (0,0)x y = , 则有 
( , )

2 2

(0,0)

2

0 0

2 2

( , ) (2 cos cos )d (2 sin sin )d

2 d (2 sin sin ) d

sin cos .

x y

x y

u x y x y y x x y x x y y

x x y x x y y

y x x y

= + + −

= + −

= +

∫
∫ ∫  
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9. 设有一变力在坐标轴上的投影为 2X x y= + , 2 8Y xy= − , 这变力确定了一个力场. 证明质点

在此场内移动时, 场力所作的功与路径无关. 
解  变力在此场内移动时所作的功为 

2d d ( )d (2 8)d
L L

W X x Y y x y x xy y= + = + + −∫ ∫ . 

函数 2P x y= + , 2 8Q xy= − 在整个 xOy 平面内具有一阶连续偏导数, 且 

2Q Py
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, 

因此此曲线积分与路径无关, 即场力所作的功与路径无关. 
 

   *10. 判别下列方程中哪些是全微分方程. 对于全微分方程, 求出它的通解. 
(1) 2 2 2 2(3 6 )d (6 4 )d 0x xy x x y y y+ + + = ; 

(2) 2 2 2( 2 )d ( ) d 0a xy y x x y y− − − + = （a 为常数）; 

(3) e d ( e 2 )d 0y yx x y y+ − = ; 
(4) ( cos cos ) sin sin 0x y x y y x y′+ − + = ; 

(5) 2( )d d 0x y x x y− − = ; 

(6) 2( 2 )d d 0y x y x x y− − = ; 

(7) 2 2(1 e )d 2 e d 0θ θρ ρ θ+ + = ; 

(8) 2 2( )d d 0x y x xy y+ + = . 
解  判断 d d 0P x Q y+ = 为全微分方程的充要条件是: 在某一单连通区域内, P 、Q 具有一阶

连续偏导数 , 且 Q P
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
. 并且若 ( , )u x y =

( , )

(0,0)
d d

x y
P x Q y+∫ 或 d ( , ) du x y P x= + dQ y , 则

( , )u x y C= 恰好是 d d 0P x Q y+ = 的通解. 因此, 通解的求解方法主要有两种: 曲线积分法和

凑微分法. 

(1) 因为 12Q Pxy
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, 所以 2 2 2 2(3 6 )d (6 4 )d 0x xy x x y y y+ + + = 为全微分方程. 

( , )
2 2 2 2

(0,0)

2 2 2

0 0

3 2 2 3

( , ) (3 6 ) d (6 4 )d

3 d (6 4 )d

43
3

x y

x y

u x y x xy x x y y y

x x x y y y

x x y y

= + + +

= + +

= + +

∫
∫ ∫  

因此所求通解为 3 2 2 34+3
3

x x y y C+ = . 

(2) 因为 2 2Q Px y
x y

∂ ∂
= − − =

∂ ∂
, 所以 2 2 2( 2 )d ( ) d 0a xy y x x y y− − − + = 为全微分方程. 

( , )
2 2 2

(0,0)

2 2

0 0

2 2 2 3

( , ) ( 2 ) d ( ) d

d ( ) d

1 ,
3

x y

x y

u x y a xy y x x y y

a x x y y

a x x y xy y

= − − − +

= + − +

= − − −

∫
∫ ∫  
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因此所求通解为 2 2 2 31
3

a x x y xy y C− − − = . 

(3) 因为 e yQ P
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, 所以e d ( e 2 )d 0y yx x y y+ − = 为全微分方程. 

                      方程左端 e d ( e 2 )dy yx x y y= + −  

                              e d e d 2 dy yx x y y y= + −  

                              2d( e ) d( )yx y= + −  

                              2d( e )yx y= −  

因此所求通解为 2e yx y C− = . 
(4) ( cos cos ) sin sin 0x y x y y x y′+ − + = 等价于 

( cos cos )d ( sin sin )d 0x y x y y x y x+ + − + = . 

因为 cos sinQ Py x
x y

∂ ∂
== − =

∂ ∂
, 所以 ( cos cos ) sin sin 0x y x y y x y′+ − + = 为全微分方程. 

                方程左端 ( cos cos )d ( sin sin )dx y x y y x y x= + + − +  
                        d( sin cos )x y y x= +  
因此所求通解为 sin cosx y y x C+ = . 

(5) 因为 1Q P
x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
, 所以 2( )d d 0x y x x y− − = 为全微分方程. 

                         方程左端 2( )d dx y x x y= − −  

                                 2d d dx x y x x y= − −  

                                 31d d( )
3

x xy⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                                 31d
3

x xy⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

因此所求通解为 31
3

x xy C− = .  

(6) 因为 2 4Q Px x y
x y

∂ ∂
= − ≠ − =

∂ ∂
, 所以 2( 2 )d d 0y x y x x y− − = 不是全微分方程. 

(7) 因为 22eQ Pθ

ρ θ
∂ ∂

= =
∂ ∂

, 所以 2 2(1 e )d 2 e d 0θ θρ ρ θ+ + = 为全微分方程. 

                     方程左端 2 2(1 e )d 2 e dθ θρ ρ θ= + +  

                             2 2d e d 2 e dθ θρ ρ ρ θ= + +  

                             2d( ) d( e )θρ ρ= +  

                             2d( e )θρ ρ= +  

因此所求通解为 2e Cθρ ρ+ = . 

(8) 因为 2Q Py y
x y

∂ ∂
= ≠ =

∂ ∂
, 所以 2 2( )d d 0x y x xy y+ + = 不是全微分方程. 

 
11. 确定常数λ , 使在右半平面 0x > 上的向量 4 2 2( , ) 2 ( )x y xy x y xλ= + −A i 4 2( )x y λ+ j 为某二元

函数 ( , )u x y 的梯度, 并求 ( , )u x y . 
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解  要使 4 2 2 4 2( , ) 2 ( ) ( )x y xy x y x x yλ λ= + − +A i j 为某个二元函数的梯度, 需满足 Q P
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
. 

因为 4 22 ( )P xy x y λ= + , 2 4 2( )Q x x y λ= − + , 则 

4 2 2 4 2 1 32 ( ) ( ) 4Q x x y x x x x
x

λ λλ −∂
= − + − + ⋅

∂
, 

P
y

∂
=

∂
4 2 4 2 12 ( ) 2 ( ) 2P y x y xy x y yλ λλ −= + + + ⋅ , 

由
Q P
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
可得 

4 24 ( ) (1 ) 0x x y λ λ+ + = . 

因为 0x > , 4 2( ) 0x y λ+ > , 所以要使上式成立, 必有 1λ = − . 在 xOy 的右半平面上, 取点

0 0( , ) (1,0)x y = , 则 
( , )

4 2 1 2 4 2 1

(1,0)

2 4 2 1

1 0

2 20

2

2

( , ) 2 ( ) d ( ) d

0d ( ) d

1 d
1

arctan .

x y

x y

y

u x y xy x y x x x y y

x x x y y

y
xy

x
y

x

− −

−

= + − +

= + − +

= −
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −

∫
∫ ∫

∫  

习题11-4 

1. 设有一分布着质量的曲面Σ , 在点 ( , , )x y z 处它的面密度为 ( , , )x y zμ , 用对面积的曲面积分表

示该曲面对于 x 轴的转动惯量. 
解  采用元素法求解. 假设将曲面分割为n（n 是一个很大的数）片, 任取其中一片曲面dS（dS
同时表示此曲面的面积）, ( , , )x y z 是曲面上一点, 则此片曲面的质量可表示为 ( , , )dx y z Sμ , 此

曲面对于 x 轴的转动惯量元素为 
2 2d ( ) ( , , )dxI y z x y z Sμ= + , 

以d xI 为积分元素, 在曲面Σ上进行积分, 可得曲面对于 x 轴的转动惯量 

2 2( ) ( , , )dxI y z x y z Sμ
Σ

= +∫∫ . 

 
2. 按对面积的曲面积分的定义证明公式 

1 2

( , , )d ( , , )d ( , , )df x y z S f x y z S f x y z S
Σ Σ Σ

= +∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

其中Σ由 1Σ 和 2Σ 组成. 
解  将曲面 1Σ 和 2Σ 的边界线作为其中一条分割线, 将曲面Σ分割为 n 份 ( 1,2, , )iS i nΔ = " , 假
设 1Σ 恰好被分为 1n 份, 2Σ 被分为 2n 份, 则 1 2n n n= + . 取λ 为所有n 份曲面直径的最大值, 则 
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0
1

( , , )d lim ( , , )
n

i i i i
i

f x y z S f S
λ

ξ η ζ
→

=Σ

= Δ∑∫∫ , 

1

1

0
1

( , , )d lim ( , , )
n

i i i i
i

f x y z S f S
λ

ξ η ζ
→

=Σ

= Δ∑∫∫ , 

2

2

0
1

( , , )d lim ( , , )
n

i i i i
i

f x y z S f S
λ

ξ η ζ
→

=Σ

= Δ∑∫∫ , 

因为 

1

( , , )
n

i i i i
i

f Sξ η ζ
=

Δ∑ =
1

1

( , , )
n

i i i i
i

f Sξ η ζ
=

Δ∑
2

1

( , , )
n

i i i i
i

f Sξ η ζ
=

+ Δ∑ , 

两侧分别取极限 

0
1

lim ( , , )
n

i i i i
i

f S
λ

ξ η ζ
→

=

Δ∑ =
1

0
1

lim ( , , )
n

i i i i
i

f S
λ

ξ η ζ
→

=

Δ∑
2

0
1

lim ( , , )
n

i i i i
i

f S
λ

ξ η ζ
→

=

+ Δ∑ , 

从而有 

1 2

( , , )d ( , , )d + ( , , )df x y z S f x y z S f x y z S
Σ Σ Σ

=∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

 
3. 当Σ是 xOy 面内的一个闭区域时, 曲面积分 ( , , )df x y z S

Σ
∫∫ 与二重积分有什么关系? 

解  当Σ 是 xOy 面内的一个闭区域时, Σ 可表示为 0z = , 且Σ 在 xOy 面上的投影为Σ 自身, 

面积元素 2 2d 1 d d d dx yS z z x y x y′ ′= + + = , 从而由曲面积分的求解公式得 

( , , )d ( , ,0)d df x y z S f x y x y
Σ Σ

=∫∫ ∫∫ . 

 
4. 计算曲面积分 ( , , )df x y z S

Σ
∫∫ , 其中Σ为抛物面 2 22 ( )z x y= − + 在 xOy 面上方的部分, 

( , , )f x y z 分别如下: 
(1) ( , , ) 1f x y z = ; 

(2) 2 2( , , )f x y z x y= + ; 
(3) ( , , ) 3f x y z z= . 

解  由题意知曲面Σ在 xOy 面上的投影区域 { }2 2( , ) 2D x y x y= + ≤ , 面积元素

2 2 2 2d 1 ( ) ( ) d d 1 4 4 d dx yS z z x y x y x y′ ′= + + = + + . 

(1) ( , , )d df x y z S S
Σ Σ

=∫∫ ∫∫  

                 
2 21 4 4 d d

D

x y x y= + +∫∫ （可转化为极坐标求解） 

                 
21 4 d d

D

ρ ρ ρ θ= +∫∫
2 2

2

0 0
d 1+4 dθ ρ ρ ρ

π
= ∫ ∫  
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23
2 2

0

1 22 (1 4 )
8 3

ρ
⎡ ⎤

= π⋅ ⋅ ⋅ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

13
3

= π . 

(2) 2 2( , , )d ( )df x y z S x y S
Σ Σ

= +∫∫ ∫∫  

                 
2 2 2 2( ) 1 4 +4 d d

D

x y x y x y= + +∫∫ （可转化为极坐标求解） 

                 
2 21 4 d d

D

ρ ρ ρ ρ θ= +∫∫  

                 
2 2

3 2

0 0
d 1 4 dθ ρ ρ ρ

π
= +∫ ∫

1 tan
2

tρ⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠
令  

                 
arctan 2 2

3 2

0

1 12 tan sec sec d
8 2

t t t t= π⋅ ⋅ ⋅∫  

                 
arctan 2 2

3 3

0
tan sec d

8
t t tπ

= ∫  

                 
arctan 2 2

2 2

0
tan sec dsec

8
t t tπ

= ∫  

                 
arctan 2 2

2 2

0
(sec 1)sec dsec

8
t t tπ

= −∫  

                 
arctan 2 2

4 2

0
(sec sec )dsec

8
t t tπ

= −∫  

                 
149

30
π

= . 

(3) ( , , )d 3 df x y z S z S
Σ Σ

=∫∫ ∫∫  

                
2 2 2 23 (2 ) 1 4 4 d d

D

x y x y x y= − − + +∫∫ （可转化为极坐标求解） 

                
2 23 (2 ) 1 4 d d

D

ρ ρ ρ ρ θ= − +∫∫  

                
2 2

2 2

0 0
3 d (2 ) 1+4 dθ ρ ρ ρ ρ

π
= −∫ ∫

1 tan
2

tρ⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠
令  

                
arctan 2 2

2 2 2

0

1 1 16 2 tan 1 tan tan sec d
4 2 2

t t t t t⎛ ⎞= π ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

                
arctan 2 2

2 3

0

3 (8 tan ) tan sec d
8

t t t tπ
= −∫  

                
arctan 2 2 arctan 2 2

2 2 2

0 0

33 sec dsec (sec 1)sec dsec
8

t t t t tπ
= π − −∫ ∫  

                
149 11126
10 10

= π− π = π . 

 
5. 计算 2 2( )dx y S

Σ

+∫∫ , 其中Σ是: 

(1) 锥面 2 2z x y= + 及平面 1z = 所围成的区域的整个边界曲面; 
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(2) 锥面 2 2 23( )z x y= + 被平面 0z = 和 3z = 所截得的部分. 

解  (1) 设 1Σ : 1z = , 2Σ : 2 2z x y= + , 由题意可知积分曲面Σ由 1Σ 和 2Σ 共同组成, 两曲面的

交线为
2 2

1
z x y
z

⎧⎪ = +
⎨

=⎪⎩
, 因此可得 1Σ 和 2Σ 在 xOy 面上的投影 2:xyD x + 2 1y ≤ . 

      
1 2

2 2 2 2 2 2( )d ( )d ( )dx y S x y S x y S
Σ Σ Σ

+ = + + +∫∫ ∫∫ ∫∫  

                   
2 2 2 2( ) 1 ( ) +( ) d d

xy

x y
D

x y z z x y′ ′= + +∫∫ 2 2 2 2( ) 1 ( ) +( ) d d
xy

x y
D

x y z z x y′ ′+ + +∫∫  

                   

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2( )d d ( ) 1 + d d
+

xy xyD D

x y
x y x y x y x y

x y x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + + + ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫ ∫∫  

                   
2 2(1 2) ( ) d d

xyD

x y x y= + +∫∫ （可转化为极坐标求解） 

                   
3(1 2) d d

xyD

ρ ρ θ= + ∫∫
2 1

3

0 0
(1 2) d dθ ρ ρ

π
= + ∫ ∫  

                   
1 1 2(1 2) 2
4 2

+
= + ⋅ π ⋅ = π . 

(2) 锥面Σ : 2 23( )z x y= + , Σ在 xOy 面上的投影 2 2: 3xyD x y+ ≤ . 

          2 2 2 2 2 2( )d ( ) 1 + d d
xy

x y
D

x y S x y z z x y
Σ

′ ′+ = + +∫∫ ∫∫  

                      
2 2

2 2
2 2 2 2

3 3
( ) 1 + d d

3( ) 3( )
xyD

x y
x y x y

x y x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫  

                      2 2( ) 2d d
xyD

x y x y= + ⋅∫∫ （可转化为极坐标求解） 

                      32 d d
xyD

ρ ρ θ= ∫∫
2 3

3

0 0
2 d dθ ρ ρ

π
= ∫ ∫  

                      92 2 9
4

= ⋅ π ⋅ = π . 

 
6. 计算下列对面积的曲面积分. 

(1) 42 d
3

z x y S
Σ

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫ , 其中Σ为平面 1

2 3 4
x y z
+ + = 在第一卦限中的部分; 

(2) 2(2 2 )dxy x x z S
Σ

− − +∫∫ , 其中Σ为平面 2 2 6x y z+ + = 在第一卦限中的部分; 

(3) ( )dx y z S
Σ

+ +∫∫ , 其中Σ为球面 2 2 2 2+x y z a+ = 上 z h≥ (0 )h a< < 的部分; 
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(4) ( )dxy yz zx S
Σ

+ +∫∫ , 其中Σ为锥面 2 2z x y= + 被柱面 2 2 2x y ax+ = 所截得的有限部分. 

解  (1) 曲面 Σ : 44 2
3

z x y= − − , Σ 在 xOy 面上的投影区域 xyD 是由 x 轴、 y 轴和直线

1
2 3
x y
+ = 围成的三角形区域. 

              
2

24 4 4 42 d 4 2 2 1 ( 2) d d
3 3 3 3

xyD

z x y S x y x y x y
Σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = − − + + + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫∫ ∫∫  

                               
4 61 d d

3
xyD

x y= ∫∫  

                               =
4 61

3 xyD⋅ 的面积 

                               =
4 61 1 2 3 4 61

3 2
⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(2) 曲面Σ : 6 2 2z x y= − − , Σ在 xOy 面上的投影区域 xyD 是由 x 轴、y 轴和直线 3x y+ = 围成

的三角形区域. 

       2(2 2 )dxy x x z S
Σ

− − +∫∫ 2 2 2(2 2 6 2 2 ) 1 ( ) +( ) d d
xy

x y
D

xy x x x y z z x y′ ′= − − + − − +∫∫  

                           2 2 2(2 2 6 2 2 ) 1 ( 2) ( 2) d d
xyD

xy x x x y x y= − − + − − + − + −∫∫  

                           23 (2 2 6 3 2 ) d d
xyD

xy x x y x y= − + − −∫∫  

                           
3 3

2

0 0
3 d (2 6 2 3 2 )d d

x
x xy x x y x y

−
= + − − −∫ ∫  

                           27
4

= − . 

(3) 曲面Σ : 2 2 2z a x y= − − , Σ在 xOy 面上的投影区域 xyD : 2 2 2 2x y a h+ −≤ . 
由于积分曲面Σ关于 yOz 面和 xOz 面对称, 所以 

d d 0x S y S
Σ Σ

= =∫∫ ∫∫ , 

       ( )d dx y z S z S
Σ Σ

+ + =∫∫ ∫∫  

                    2 2 2 2 21 ( ) ( ) d d
xy

x y
D

a x y z z x y′ ′= − − + +∫∫  

                    =
2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 21 d d

xyD

x y
a x y x y

a x y a x y

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫  
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                    = 2 2 2
2 2 2

d d
xyD

aa x y x y
a x y

− −
− −∫∫  

                    d d
xyD

a x y= ∫∫  

                    2 2a a h= π( − ) . 

(4) 曲面Σ : 2 2z x y= + , Σ在 xOy 面上的投影区域 xyD : 2 2 2x y ax+ ≤ , 由于积分曲面Σ关

于 xOz 面对称, 而 xy 和 yz 是关于 y 的奇函数, 因此有 

d d 0xy S yz S
Σ Σ

= =∫∫ ∫∫ . 

          ( )dxy yz zx S
Σ

+ +∫∫ dzx S
Σ

= ∫∫  

                           =
2 2

2 2
2 2 2 21 d d

xyD

x y
x x y x y

x y x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫  

                           = 2 22 d d
xyD

x x y x y+∫∫  

                           = 32 cos d d
xyD

ρ θ ρ θ∫∫  

                           
2 cos

32

0
2

2 cos d d
a θ

θ θ ρ ρ
π

π
−

= ∫ ∫  

                           = 4 52

2

4 2 cos da θ θ
π

π
−∫  

                           = 4 52

0
8 2 cos da θ θ

π

∫  

                           
4 44 2 648 2 2

5 3 15
a a= ⋅ ⋅ = . 

 

7. 求抛物面壳 2 21 ( )
2

z x y= + (0 1)z≤ ≤ 的质量, 此壳的面密度为u z= . 

解  曲面Σ : 2 21 ( )
2

z x y= + 在 xOy 面上的投影区域 xyD : 2 2 2x y+ ≤ . 此壳的质量 

                    dm z S
Σ

= ∫∫ = 2 2 2 21 ( ) 1 d d
2

xyD

x y x y x y+ + +∫∫  

                      = 3 21 1 d d
2

xyD

ρ ρ ρ θ+∫∫  

                      
2 2

3 2

0 0

1 d 1 d
2

θ ρ ρ ρ
π

= +∫ ∫  

                      
2

3 2

0
1 dρ ρ ρ= π +∫ . 
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令 2 tρ = 即 tρ = , 1d d
2

t
t

ρ = , 从而 

                
3 12 2

3 2 2 2
0 0

11 d 1 d
2

t t t tρ ρ ρ
−

+ = + ⋅∫ ∫    

                               
2

0

1 1 d
2

t t t= +∫  

                               
3

2 2

0

1 2d (1 )
2 3

t t= +∫  

                               
23 32

2 2
0

0

1 2 1 2(1 ) (1 ) d
2 3 2 3

t t t t
⎡ ⎤

= + − ⋅ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

                               2 (6 3 1)
15

= + , 

因此m =
2 6 3 1

15
( + )π . 

 
8. 求面密度为 0μ 的均匀半球壳 2 2 2 2x y z a+ + = ( 0)z ≥ 对于 z 轴的转动惯量. 

解  曲面Σ : 2 2 2z a x y= − − 在 xOy 平面上的投影 xyD : 2 2 2x y a+ ≤ , 半球壳对于 z 轴的转动

惯量 

            2 2
0( ) dzI x y Sμ

Σ

= +∫∫  

              =
2 2

2 2
0 2 2 2 2 2 2( ) 1 d d

xyD

x y
x y x y

a x y a x y
μ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫  

              = 2 2
0 2 2 2

( ) d d
xyD

ax y x y
a x y

μ +
− −∫∫  

              =
2

3
0 2 20 0

d d
a a

a
μ θ ρ ρ

ρ

π

−∫ ∫  

              = 3
0 2 20

2 d
a a

a
μ ρ ρ

ρ
π

−∫ , 

令 sina tρ = , 则 

                     3
2 20

d
a a

a
ρ ρ

ρ−∫ = 3 32

0
sin cos d

cos
aa t a t t

a t

π

⋅ ⋅∫  

                                      = 4 32

0
sin da t t

π

∫  

                                      
4 42 2

3 3
a a= ⋅ = , 
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所以 zI = 3
0 2 20

2 d
a a

a
μ ρ ρ

ρ
π

−∫ 4
0

4
3

a μ= π . 

习题11-5 

1. 按对坐标的曲面积分的定义证明公式 

[ ]1 2( , , ) ( , , ) d dP x y z P x y z y z
Σ

±∫∫ 1 2( , , )d d ( , , )d dP x y z y z P x y z y z
Σ Σ

= ±∫∫ ∫∫ . 

证明  将曲面 Σ 任意分割为 n 份 iSΔ （ , 1, 2, ,iS i nΔ = "同时表示每片曲面的面积 ）, iSΔ 在

yOz 平面上的投影为 ( )i yzSΔ , 在每片曲面上任意取点 ( , , )i i iξ η ζ , 所有小曲面直径的最大值用

λ 表示, 由对坐标的曲面积分的定义知 

                         [ ]1 2( , , ) ( , , ) d dP x y z P x y z y z
Σ

±∫∫  

                           [ ]1 20
1

lim ( , , ) ( , , ) ( )
n

i i i i i i i yz
i

P P S
λ

ξ η ζ ξ η ζ
→

=

= ± Δ∑  

                           10
1

lim ( , , )( )
n

i i i i yz
i

P S
λ

ξ η ζ
→

=

= Δ∑ 20
1

lim ( , , )( )
n

i i i i yz
i

P S
λ

ξ η ζ
→

=

± Δ∑  

                           1 2( , , )d d ( , , )d dP x y z y z P x y z y z
Σ Σ

= ±∫∫ ∫∫ . 

 
2. 当Σ为 xOy 面内的一个闭区域时, 曲面积分 ( , , )d dR x y z x y

Σ
∫∫ 与二重积分有什么关系? 

解  曲面Σ 可表示为 0z = , 取哪一侧不确定. 假设曲面在 xOy 平面上的投影为 xyD , 则由对

坐标的曲面积分的求解公式得 

( , , )d d ( , ,0)d d
xyD

R x y z x y R x y x y
Σ

= ±∫∫ ∫∫ , 

当曲面取上侧时, 公式取正号, 曲面取下侧时, 公式取负取号. 
 
3. 计算下列对坐标的曲面积分. 

(1) 2 2 d dx y z x y
Σ
∫∫ , 其中Σ是球面 2 2 2 2x y z R+ + = 的下半部分的下侧; 

(2) d d d d d dz x y x y z y z x
Σ

+ +∫∫ , 其中Σ 是柱面 2 2 1x y+ = 被平面 0z = 及 3z = 所截得的在第一

卦限内的部分的前侧; 

(3) [ ] [ ] [ ]( , , ) d d 2 ( , , ) d d ( , , ) d df x y z x y z f x y z y z x f x y z z x y
Σ

+ + + + +∫∫ , 其中 ( , , )f x y z 为连续函

数, Σ是平面 1x y z− + = 在第四卦限部分的上侧; 

(4) d d d d d dxz x y xy y z yz z x
Σ

+ +∫∫w , 其中Σ 是平面 0x = , 0y = , 0z = , 1x y z+ + = 所围成的空间

区域的整个边界曲面的外侧. 
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解  (1) 曲面 2 2 2: z R x yΣ = − − − , 取下侧. Σ在 xOy 平面上的投影区域为 xyD : 2 2 2x y R+ ≤ , 则 

              2 2 2 2 2 2 2d d ( )d d
xyD

x y z x y x y R x y x y
Σ

= − − − −∫∫ ∫∫  

                         5 2 2 2 2cos sin d d
xyD

Rρ θ θ ρ ρ θ= −∫∫  

                         
2

2 5 2 2

0 0

1 sin 2 d d
4

R
Rθ θ ρ ρ ρ

π
= −∫ ∫ （ sinR tρ =令 ） 

                         
2

5 52

0 0

1 1 cos4 d sin cos cos d
4 2

R t R t R t tθ θ
π

π −
= ⋅ ⋅∫ ∫  

                         7 5 72

0
(sin sin )d

4
R t t t

π
π

= −∫  

                         72
105

R= π . 

(2) 因为曲面Σ 在 xOy 平面上的投影为 0 , 所以 d d 0z x y
Σ

=∫∫ . 曲面Σ 在 yOz 平面及 zOx 平面

上的投影为 

{ }( , ) | 0 1, 0 3yzD y z y z= ≤ ≤ ≤ ≤ , 

{ }( , ) | 0 1, 0 3zxD x z x z= ≤ ≤ ≤ ≤ , 

又曲面取的是前侧, 所以 

        d d d d d d d d d dz x y x y z y z x x y z y z x
Σ Σ Σ

+ + = +∫∫ ∫∫ ∫∫  

                             2 21 d d 1 d d
yz zxD D

y y z x z x= − + −∫∫ ∫∫  

                             
3 1 3 1

2 2

0 0 0 0
d 1 d d 1 dz y y z x x= − + −∫ ∫ ∫ ∫  

                             
3 1

2

0 0
2 d 1 dz y y= −∫ ∫  

                             
1

2

0
6 1 dy y= −∫ （可利用几何意义求解） 

                             36
4 2
π

= ⋅ = π . 

(3) 可利用两类曲面积分之间的关系求解. 曲面Σ : 1z x y= − + , 取上侧. 曲面上任意一点处单

位法向量为 

2 2

1 3( , ,1) (1, 1,1)
31 ( ) ( )

x y

x y

z z
z z

′ ′= − − = −
′ ′+ +

n . 

由两类曲面积分之间的关系得 
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            [ ] [ ] [ ]( , , ) d d 2 ( , , ) d d ( , , ) d df x y z x y z f x y z y z x f x y z z x y
Σ

+ + + + +∫∫  

              [ ] [ ]{ ( , , ) cos 2 ( , , ) cosf x y z x f x y z yα β
Σ

= + + +∫∫  

                [ ] }( , , ) cos df x y z z Sγ+ +  

              [ ] [ ] [ ]{ }3 ( , , ) 2 ( , , ) ( , , ) d
3

f x y z x f x y z y f x y z z S
Σ

= + − + + +∫∫  

              3 ( ) d
3

x y z S
Σ

= − +∫∫  

              3 d
3

S
Σ

= ∫∫ 3
3

= ⋅Σ的面积

 

              1
2

= . 

(4) 由题可知, 在三个坐标平面 0x = 、 0y = 、 0z = 上的积分值均为零, 因此只需计算曲面

: 1x y z′Σ + + = 上的积分. 由被积函数和积分曲面关于积分变量的对称性可知 

d d d d d dxz x y xy y z yz z x
′ ′ ′Σ Σ Σ

= =∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

又 

1 1

0 0

d d (1 )d d

d (1 )d

1 ,
24

xyD

x

xz x y x x y x y

x x x y y

′Σ

−

= − −

= − −

=

∫∫ ∫∫

∫ ∫  

所以 

d d d d d d d d d d d dxz x y xy y z yz z x xz x y xy y z yz z x
′ ′ ′Σ Σ Σ Σ

+ + = + +∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫w  

                                         1 13 d d 3
24 8

xz x y
′Σ

= = ⋅ =∫∫ . 

 
4. 把对坐标的曲面积分 

( , , )d d ( , , )d d ( , , )d dP x y z y z Q x y z z x R x y z x y
Σ

+ +∫∫  

化成对面积的曲面积分, 其中 
(1) Σ是平面3 2 2 3 6x y z+ + = 在第一卦限的部分的上侧; 

(2) Σ是抛物面 2 28 ( )z x y= − + 在 xOy 面上方的部分的上侧. 

解  (1) 由曲面取上侧可知, 曲面上任意一点的单位法向量为 
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2 2 2

(cos ,cos ,cos )
1 (3, 2, 2 3)

3 2 (2 3)

3 2 2 3, , ,
5 5 5

α β γ=

= ⋅
+ +

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

n

 

所以 

( , , )d d ( , , )d d ( , , )d dP x y z y z Q x y z z x R x y z x y
Σ

+ +∫∫  

                          [ ]( , , )cos ( , , )cos ( , , )cos dP x y z Q x y z R x y z Sα β γ
Σ

= + +∫∫  

                          3 2 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) d
5 5 5

P x y z Q x y z R x y z S
Σ

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫∫ . 

(2) 由曲面取上侧可知, 曲面上任意一点的单位法向量为 

2 2

2 2

(cos ,cos ,cos )
1 ( , ,1)

1 ( ) ( )

1 (2 ,2 ,1),
1 4 4

x y

x y

z z
z z

x y
x y

α β γ=

′ ′= ⋅ − −
′ ′+ +

= ⋅
+ +

n

 

所以 

( , , )d d ( , , )d d ( , , )d dP x y z y z Q x y z z x R x y z x y
Σ

+ +∫∫  

                          [ ]( , , )cos ( , , )cos ( , , )cos dP x y z Q x y z R x y z Sα β γ
Σ

= + +∫∫  

                          
2 2

2 ( , , ) 2 ( , , ) ( , , ) d
1 4 4

xP x y z yQ x y z R x y z S
x yΣ

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥=
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

∫∫ . 

习题11-6 

1. 利用高斯公式计算曲面积分. 

(1) 2 2 2d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫w , 其中Σ为平面 0x = , 0y = , 0z = , x a= , y a= , z a= 所围成

的立体的表面的外侧; 

*(2) 3 3 3d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫w , 其中Σ为球面 2 2 2 2x y z a+ + = 的外侧; 

*(3) 2 2 3 2d d ( )d d (2 )d dxz y z x y z z x xy y z x y
Σ

+ − + +∫∫w , 其中Σ 为上半球体 2 2 20 z a x y− −≤ ≤ , 

2 2 2x y a+ ≤ 的表面的外侧; 

(4) d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫w , 其中Σ是介于 0z = 和 3z = 之间的圆柱体 2 2 9x y+ ≤ 的整个表

面的外侧; 
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(5) 24 d d d d d dxz y z y z x yz x y
Σ

− +∫∫w , 其中Σ 是平面 0x = , 0y = , 0z = , 1x = , 1y = , 1z = 所围成

的立方体的全表面的外侧. 
解  (1) 由高斯公式得 

2 2 2d d d d d d d d dP Q Rx y z y z x z x y x y z
x y z

Σ Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫∫w  

                                           2( )d d dx y z x y z
Ω

= + +∫∫∫
 

                                           
0 0 0

2 d d ( )d
a a a

x y x y z z= + +∫ ∫ ∫  

                                           2 3 4

0
2 ( )d 3

a
a x a x a= + =∫ . 

*(2) 由高斯公式得 

       3 3 3d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫w d d dP Q R x y z
x y z

Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫  

                               2 2 23 ( )d d dx y z x y z
Ω

= + +∫∫∫ （可利用球面坐标求解） 

                               
2

4

0 0 0
3 d d sin d

a
r rθ ϕ ϕ

π π
= ∫ ∫ ∫  

                               512
5

a= π . 

*(3) 由高斯公式得 

       2 2 3 2d d ( )d d (2 )d dxz y z x y z z x xy y z x y
Σ

+ − + +∫∫w 2 2 2( )d d dz x y x y z
Ω

= + +∫∫∫  

                                              
2

42

0 0 0
d d sin d

a
r rθ ϕ ϕ

π
π

= ∫ ∫ ∫  

                                              52
5

a= π . 

(4) 由高斯公式得 

d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫w 3 d d dx y z
Ω

= ∫∫∫ 81= π . 

(5) 有高斯公式得 
24 d d d d d dxz y z y z x yz x y

Σ

− +∫∫w (4 2 )d d dz y y x y z
Ω

= − +∫∫∫  

                                               (4 )d d dz y x y z
Ω

= −∫∫∫  

由被积函数和积分区域关于积分变量的对称性, 可得 

d d d d d dz x y z y x y z
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫ , 
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从而 

原式 3 d d dz x y z
Ω

= ∫∫∫
1 1 1

0 0 0

33 d d d
2

x y z z= =∫ ∫ ∫ . 

 
   *2. 求下列向量 A穿过曲面Σ流向指定侧的通量. 

(1) yz xz xy= + +A i j k , Σ为圆柱 2 2 2x y a+ ≤ (0 )z h≤ ≤ 的全表面, 流向外侧; 

(2) 2 2(2 )x z x y xz= − + −A i j k , Σ为立方体0 x a≤ ≤ , 0 y a≤ ≤ , 0 z a≤ ≤ 的全表面, 流向外侧; 

(3) 2(2 3 ) ( ) ( 2 )x z xz y y z= + − + + +A i j k , Σ是以点 (3, 1,2)− 为球心、半径 3R = 的球面, 流向

外侧. 
解  (1) 由通量的定义知 

d

d d d d d d

d d d

2 0d d d 0.

yz y z xz z x xy x y

P Q R x y z
x y z

x y z

Σ

Σ

Ω

Ω

Φ = ⋅

= + +

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

= =

∫∫

∫∫

∫∫∫

∫∫∫

A S

 

(2) 由通量的定义知 

                        d
Σ

Φ = ⋅∫∫ A S  

                          2 2(2 )d d d d d dx z y z x y z x xz x y
Σ

= − + −∫∫  

                          2= (2 2 )d d dx xz x y z
Ω

+ −∫∫∫  

                          2= 2d d d ( 2 )d d dx y z x xz x y z
Ω Ω

+ −∫∫∫ ∫∫∫  

                          3 2

0 0 0
2 d d ( 2 )d

a a a
a x y x xz z= ⋅ + −∫ ∫ ∫  

                          3 512
6

a a= − 3 212
6

a a⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(3) 由通量的定义知 

                         d
Σ

Φ = ⋅∫∫ A S  

                           2(2 3 )d d ( )d d ( 2 )d dx z y z xz y z x y z x y
Σ

= + − + + +∫∫  

                           (2 1 2)d d dx y z
Ω

= − +∫∫∫  

                           343 d d d 3 3 108
3

x y z
Ω

= = ⋅ ⋅ π ⋅ = π∫∫∫ . 



 
148    高等数学（同济第七版 下册）习题辅导书 

   *3. 求下列向量场 A的散度. 
(1) 2 2 2( ) ( ) ( )x yz y xz z xy= + + + + +A i j k ; 

(2) 2e cos( ) cos( )xy xy xz= + +A i j k ; 

(3) 2y xy xz= + +A i j k . 

解  (1) 设 2P x yz= + , 2 +Q y xz= , 2R z xy= + , 则 

div 2( )P Q R x y z
x y z

∂ ∂ ∂
= + + = + +
∂ ∂ ∂

A . 

(2) 设 exyP = , cos( )Q xy= , 2cos( )R xz= , 则 

2div e sin( ) 2 sin( )xyP Q R y x xy xz xz
x y z

∂ ∂ ∂
= + + = − −
∂ ∂ ∂

A . 

(3) 设 2P y= 、Q xy= 、R xz= , 则 

div 2P Q R x
x y z

∂ ∂ ∂
= + + =
∂ ∂ ∂

A . 

 

4. 设 ( , , )u x y z 、 ( , , )v x y z 是两个定义在闭区域Ω 上的具有二阶连续偏导数的函数, u
n
∂
∂

、
v
n
∂
∂

依次

表示 ( , , )u x y z 、 ( , , )v x y z 沿Σ的外法线方向的方向导数. 证明 

( )d d du v v u x y z
Ω

Δ − Δ =∫∫∫ dv uu v S
n n

Σ

∂ ∂⎛ ⎞−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫w , 

其中Σ是空间闭区域Ω 的整个边界曲面. 这个公式称为格林第二公式. 
证明  由格林第一公式知 

d d du v x y z
Ω

Δ =∫∫∫ d d d dv u v u v u vu S x y z
n x x y y z z

Σ Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫∫w . 

将公式中的u 、v位置互换, 得 

d d dv u x y z
Ω

Δ =∫∫∫ d d d du u v u v u vv S x y z
n x x y y z z

Σ Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫∫w . 

上面两式相减可得 

( )d d du v v u x y z
Ω

Δ − Δ =∫∫∫ dv uu v S
n n

Σ

∂ ∂⎛ ⎞−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫w . 

 
*5. 利用高斯公式推证阿基米德原理: 浸没在液体中的物体所受液体的压力的合力（即浮力）的

方向铅直向上、其大小等于这物体所排开的液体的重力. 
证明  以液面作为 xOy 平面建立空间直角坐标系, z 轴铅直向上. 设液体的密度为 ρ . 在物体

表面Σ 上取面积元素 dS , ( , , )M x y z 为 dS 上的一点 ( 0)z ≤ , Σ 在点M 处的外法线向量的方

向余弦为cosα 、cosβ 、cosγ , 则dS 所受液体的压力在 x 轴、 y 轴、 z 轴上的分量分别为 

cos dz Sρ α , cos dz Sρ β , cos dz Sρ γ . 

Σ所受液体的总压力在各坐标轴上的分量, 等于上列各个分量元素在Σ上的积分. 由高斯公式
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计算可得 

xF =
( )cos d d 0d 0zz S v v

x
ρρ α

Σ Ω Ω

∂
= = =

∂∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫w , 

yF =
( )cos d d 0d 0zz S v v

y
ρρ β

Σ Ω Ω

∂
= = =

∂∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫w , 

zF =
( )cos d d dzz S v v V

z
ρρ γ ρ ρ

Σ Ω Ω

∂
= = =

∂∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫w （V Ω为 的体积）, 

因此合力 Vρ=F k , 此力的方向铅直向上, 大小等于被物体排开的液体的重力. 

习题11-7 

1. 试对曲面 2 2: z x yΣ = + , 2 2 1x y+ ≤ , 2P y= , Q x= , 2R z= 验证斯托克斯公式. 

证明  不妨设曲面Σ取上侧, 那么按右手规则, Σ的边界曲线Γ从 z 轴正向看过去应取逆时针

方向. 设曲线Γ的参数方程为 cosx t= , siny t= , 1z = ( : 0 2 )t → π , 则 

            d d dP x Q y R z
Γ

+ + =∫○ 2 2d d dy x x y z z
Γ

+ +∫○  

                             
2

2 3

0
cos sin dt t t

π
⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫  

                             
2 2

2

0 0

1 cos2 d (1 cos )dcos
2

t t t t
π π+

= + −∫ ∫  

                             

22 3

0 0

1 sin 2 coscos
2 2 3

t tt t
ππ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

                             0= π+ = π ; 

               

2 2

d d d d d d d d d d d dy z z x x y y z z x x y

x y z x y z
P Q R y x x

Σ Σ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫  

                                  2( )d dx y x y
Σ

= −∫∫ (1 2 )d d
xyD

y x y= −∫∫  

                                  (1 2 sin ) d d
xyD

ρ θ ρ ρ θ= − ⋅∫∫  

                                  
2 1

2

0 0
d ( sin )dθ ρ ρ θ θ

π
= −∫ ∫  

                                  = π , 

即 

d d d d d dy z z x x y

x y z
P Q R

Σ

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂∫∫ d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫○ . 
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   *2. 利用斯托克斯公式, 计算下列曲线积分. 

(1) d d dy x z y x z
Γ

+ +∫○ , 其中Γ为圆周 2 2 2 2x y z a+ + = , 0x y z+ + = , 若从 x 轴的正向看去, 

该圆周取逆时针方向; 

(2) ( )d ( )d ( )dy z x z x y x y z
Γ

− + − + −∫○ , 其中Γ为椭圆 2 2 2+yx a= , 1x z
a b
+ = , ( 0, 0)a b> > , 

若从 x 轴的正向看去, 该椭圆取逆时针方向; 

(3) 23 d d dy x xz y yz z
Γ

− +∫○ , 其中Γ是圆周 2 2 2x y z+ = , 2z = , 若从 z 轴的正向看去, 该圆周

取逆时针方向; 

(4) 22 d 3 d dy x x y z z
Γ

+ −∫○ , 其中Γ是圆周 2 2 2 9x y z+ + = , 0z = , 若从 z 轴的正向看去, 该圆

周是取逆时针方向. 
解  (1) 取Σ 为 0x y z+ + = 被Γ所围成的部分, 并取上侧. 曲面Σ 上任意一点处的单位法向

量为
3 3 3, ,

3 3 3
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 则由斯托克斯公式 

d d dy x z y x z
Γ

+ +∫○
3 3 3

3 3 3
dS

x y z
y z x

Σ

= ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∫∫  

                                          23 d 3S a
Σ

= − = − π∫∫ . 

(2) 取 Σ 为 1x z
a b
+ = 被 Γ 所围成的部分, 并取上侧. 曲面 Σ 上任意一点处的单位法向量为 

2 2 2 2
(cos ,cos ,cos ) ,0,b a

a b a b
α β γ ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
n , 则由斯托克斯公式 

( )d ( )d ( )dy z x z x y x y z
Γ

− + − + −∫○
2 2 2 2

0

d

b a

a b a b
S

x y z
y z z x x y

Σ

+ +
= ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
− − −

∫∫  

                                           
2 2

2( ) da b S
a b Σ

− +
=

+ ∫∫ , 

积分 dS
Σ
∫∫ 恰好为曲面Σ的面积, 因此可以利用曲面积分进行求解, 在这里我们选用一种更方

面的方法求解. 记曲面Σ的面积为 SΣ , Σ在 xOy 面上的投影区域的面积记为 DS , 两者之间满

足关系式 cos
DSS
γΣ = , 而 2

DS a= π , 所以 

2
2 2

2 2
cos

DS aS a a ba

a b
γΣ

π
= = = π +

+

. 
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所以, 原积分 2 2
2 2 2 2

2( ) 2( )d 2 ( )a b a bS a a b a a b
a b a bΣ

− + − +
= = ⋅π + = − π +

+ +∫∫ . 

(3) 取Σ为 2z = 被Γ所围成的部分, 并取上侧. 曲面Σ 上任意一点处的单位法向量为 (cos ,α=n  

cos ,cos ) (0,0,1)β λ = , 且Σ在 xOy 面上的投影区域为 2 2: 4xyD x y+ ≤ , 则由斯托克斯公式 

23 d d dy x xz y yz z
Γ

− + =∫○
2

0 0 1

d

3

S
x y z

y xz yz
Σ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

−

∫∫  

                                           = ( 3)dz S
Σ

− +∫∫  

                                           (2 3)d d
xyD

x y= − +∫∫  

                                           20= − π . 
(4) 取 Σ 为 0z = 被 Γ 所围成的部分 , 并取上侧 . 曲面 Σ 上任意一点处的单位法向量为 

(cos ,cos ,cos ) (0,0,1)α β γ= =n , 且Σ 在 xOy 面上的的投影区域为 2 2: 9xyD x y+ ≤ , 则由斯托

克斯公式 

22 d 3 d dy x x y z z
Γ

+ −∫○
2

0 0 1

d

2 3

S
x y z

y x z
Σ

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

−

∫∫  

                                           2d 3 9S
Σ

= = π ⋅ = π∫∫ . 

 
   *3. 求下列向量场 A的旋度. 

(1) (2 3 ) (3 ) ( 2 )z y x z y x= − + − + −A i j k ; 
(2) ( sin ) ( cos )z y z x y= + − −A i j ; 

(3) 2 2sin sin( ) sin(cos )x y y xz xy z= + +A i j k . 

解  (1) rot 2 4 6

2 3 3 2
x y z

z y x z y x

∂ ∂ ∂
= = + +

∂ ∂ ∂
− − −

i j k

A i j k . 

(2) rot 0

sin ( cos ) 0
x y z

z y z x y

∂ ∂ ∂
= = + + ⋅ = +

∂ ∂ ∂
+ − −

i j k

A i j k i j . 

(3) 

2 2

rot 

sin sin( ) sin(cos )

x y z

x y y xz xy z

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

i j k

A  

        2sin(cos ) cos( ) sin(cos )x z xy xz y z⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ i j 2 2cos( ) cosy z xz x y⎡ ⎤+ −⎣ ⎦k . 
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   *4. 利用斯托克斯公式把曲面积分 rot  dS
Σ

⋅∫∫ A n 化为曲线积分, 并计算积分值, 其中 A、Σ及n分

别如下: 

(1) 2y xy xz= + +A i j k , Σ为上半球面 2 21z x y= − − 的上侧, n是Σ的单位法向量; 

(2) ( )y z yz xz= − + −A i j k , Σ 为立方体{ }( , , ) 0 2, 0 2, 0 2x y z x y z≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 的表面外侧去

掉 xOy 面上的那个底面, n是Σ的单位法向量. 

解  (1) 曲面 Σ的正向边界曲线 Γ是 xOy 平面上的圆周: 2 2 1x y+ = , 且从 z 轴正向看, Γ
取逆时针方向. Γ的参数方程为: cosx t= , siny t= , 0 ( : 0 2 )z t= → π , 则由斯托克斯公式 

                        rot dS
Σ

⋅ =∫∫ A n d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫○  

                                    = 2d d dy x xy y xz z
Γ

+ +∫○  

                                    
2

2 2

0
sin (cos sin )dt t t t

π
= −∫  

                                    
2

2

0
(1 2cos )d cos 0t t

π
= − =∫ . 

(2) 曲面Σ的正向边界曲线Γ是由 0x = , 0y = , 2x = , 2y = 所围成的正方形的边界曲线, 且从

z 轴正向看, Γ取逆时针方向. 由斯托克斯公式 

                        rot dS
Σ

⋅ =∫∫ A n d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫○  

                          = ( )d d dy z x yz y xz z
Γ

− + −∫○ （ 0zΓ在 上 恒为 ） 

                          =
0 0 2 2

d d d d d
x y x y

y x y x y x y x y x
Γ = = = =

= + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫○  

                          
0

2 2
d 2d 4

y
y x x

=
= = = −∫ ∫ . 

 
   *5. 求下列向量场 A沿闭曲线Γ（ z Γ从 轴正向看 依逆时针方向）的环流量. 

(1) y x c= − + +A i j k （c 为常量）, Γ为圆周 2 2 1x y+ = , 0z = ; 

(2) 3 2( ) ( ) 3x z x yz xy= − + + −A i j k , 其中Γ为圆周 2 22z x y= − + , 0z = . 

解  由两类曲线积分之间的关系, 环流量又可表示为 

ds
Γ

⋅∫○ A τ = d
Γ

⋅ =∫○ A r d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫○ . 

(1) 曲线Γ的参数方程为 cosx t= , siny t= , 0 ( : 0 2 )z t= → π , 因此环流量 

                     ds
Γ

⋅ =∫○ A τ d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫○  

                       = d d dy x x y c z
Γ
− + +∫○  

                       [ ]
2

0
( sin ) ( sin ) cos cos d 2t t t t t

π
= − ⋅ − + ⋅ = π∫ . 

(2) 曲线Γ的参数方程为 2cosx t= , 2siny t= , 0 ( : 0 2 )z t= → π , 因此环流量 
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          ds
Γ

⋅ =∫○ A τ d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫○  

                  = 3 2( )d ( )d 3 dx z x x yz y xy z
Γ

− + + −∫○ （ 0zΓ在 上 恒为 ） 

                  = 3d dx x x y
Γ

+∫○  

                  [ ]
2

3

0
2cos ( 2sin ) 8cos 2cos dt t t t t

π
= ⋅ − + ⋅∫  

                  
2 2

4

0 0
4 cos sin d 16 cos dt t t t t

π π
= − +∫ ∫  

                  
2

4

0
0 16 cos dt t

π
= + ∫ （由周期性和对称性） 

                  42

0

3 164 cos d 64 12
4 2 2

t t
π

π
= = ⋅ ⋅ ⋅ = π∫ .

 

 
   *6. 证明 rot( ) rot rot+ = +a b a b . 

证明 设 x y za a a= + +a i j k , x y zb b b= + +b i j k , 其中 xa 、 ya 、 za ; xb 、 yb 、 zb 均为关于 x 、y 、

z 的函数. 

            rot( ) rot ( ) ( ) ( )x x y y z za b a b a b⎡ ⎤+ = + + + + +⎣ ⎦a b i j k  

                     
( ) ( )( ) ( )y y x xz z z za b a ba b a b

y z z x
∂ +⎡ ⎤ ∂ +∂ + ∂ +⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦

i j  

                       
( ) ( )y y x xa b a b

x y
∂ +⎡ ⎤∂ +

+ −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
k  

                     y yx xz za aa aa a
y z z x x y

⎡ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
i j k  

                       y yx xz zb bb bb b
y z z x x y

⎡ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞+ − + − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
i j k  

                     rot rot= +a b . 

 
   *7. 设 ( , , )u u x y z= 具有二阶连续偏导数, 求 rot(grad )u . 

解  grad u u uu
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

i j k , 

2 2 2 2 2 2

rot (grad )u x y z
u u u
x y z

u u u u u u
z y y z x z z x y x x y

∂ ∂ ∂
= ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i j k

i j k
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由于 ( , , )u x y z 具有二阶连续偏导数, 所以有
2 2u u

z y y z
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

, 
2 2u u

x z z x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

, 
2 2u u

y x x y
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

, 从而 

rot (grad ) 0 0 0 0u = + + =i j k . 

总习题十一 

1. 填空. 

(1) 第二类曲线积分 d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫ 化成第一类曲线积分是 ________________ , 其中α 、

β 、γ 为有向曲线弧Γ在点 ( , , )x y z 处的 _______ 的方向角. 

(2) 第二类曲面积分 d d d d d dP y z Q z x R x y
Σ

+ +∫∫ 化成第一类曲面积分是 __________ , 其中α 、

β 、γ 为有向曲面Σ在点 ( , , )x y z 处的 _______ 的方向角. 

解  (1) 由两类曲线积分之间的关系知,  第一个空格填 ( cos cos cos )d
L

P Q R sα β γ+ +∫ ; 第二

空格填“切向量”. 

(2) 由两类曲面积分之间的关系知, 第一个空格填 ( cos cos cos )dP Q R Sα β γ
Σ

+ +∫∫ ; 第二空格

填“法向量”. 
 
2. 下题中给出了四个结论，从中选择一个正确的结论. 

设曲面 Σ 是上半球面 2 2 2 2x y z R+ + = ( 0)z≥ , 曲面 1Σ 是曲面 Σ 在第一卦限中的部分, 则有

_______ . 

A. 
1

d 4 dx S x S
Σ Σ

=∫∫ ∫∫                B. 
1

d 4 dy S x S
Σ Σ

=∫∫ ∫∫  

C. 
1

d 4 dz S x S
Σ Σ

=∫∫ ∫∫                D. 
1

d 4 dxyz S xyz S
Σ Σ

=∫∫ ∫∫  

解  答案 C 
分析: 对于答案 A, 因为被积函数 x 关于 x 为奇函数, 同时积分曲面Σ关于 yOz 平面对称, 因

此有 d 0x S
Σ

=∫∫ . 而在 1Σ 上 0x > , 所以

1

d 0x S
Σ

>∫∫ , 因此

1

d 4 dx S x S
Σ Σ

≠∫∫ ∫∫ . 

同理可得答案 B、D 也是错误的. 对于答案 C, 由于被积函数 z 关于 x 和 y 都是偶函数, 且积分

曲面Σ关于 yOz 和 zOx 平面都是对称的, 因此有

1

d 4 dz S z S
Σ Σ

=∫∫ ∫∫ . 而在曲面 1Σ 上, x 、y 、z

都是对称的, 因此

1 1

d dz S x S
Σ Σ

=∫∫ ∫∫ , 所以有

1

d 4 dz S x S
Σ Σ

=∫∫ ∫∫ 成立. 

 
3. 计算下列曲线积分. 

(1) 2 2 d
L

x y s+∫○ , 其中 L 为圆周 2 2x y ax+ = ; 

(2) dz s
Γ∫ , 其中Γ为曲线 cosx t t= , siny t t= , z t= 0(0 )t t≤ ≤ ; 
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(3) (2 )d d
L

a y x x y− +∫ , 其中L 为摆线 ( sin )x a t t= − , (1 cos )y a t= − 上对应t 从0 到2π的一段弧; 

(4) 2 2 2( )d 2 d dy z x yz y x z
Γ

− + −∫ , 其中Γ是曲线x t= , 2y t= , 3z t= 上由 1 0t = 到 2 1t = 的一段弧; 

(5) (e sin 2 )d (e cos 2)dx x

L
y y x y y− + −∫ , 其中 L 为上半圆周 2 2 2( )x a y a− + = , 0y ≥ 沿逆时针

方向; 

(6) dxyz z
Γ∫○ , 其中Γ 是用平面 y z= 截球面 2 2 2 1x y z+ + = 所得的截痕, 从 z 轴的正向看去, 

沿逆时针方向. 

解  (1) 由题目可得曲线 L 的极坐标方程 cosaρ θ=
2 2

θπ π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤ , 因此 L 的参数方程为

2cos
2 2cos sin

x a
y a

θ θ
θ θ

⎧ = π π⎪ ⎛ ⎞−⎨ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎪⎩
≤ ≤ , 因此 

2 2 2 22

2

d cos ( ) ( ) d
L

x y s a x yθ θθ θ
π

π
−

′ ′+ = ⋅ +∫ ∫○ 2 22

2

cos d 2a aθ θ
π

π
−

= =∫ . 

(2) 
0 2 2 2

0
d ( ) ( ) ( ) d

t

t t tz s t x y z t
Γ

′ ′ ′= ⋅ + +∫ ∫  

         
0 2 2

0
(cos sin ) (sin cos ) 1d

t
t t t t t t t t= ⋅ − + + +∫  

         
0 2

0
2 d

t
t t t= ⋅ +∫  

         
0 2 2

0

1 2 (2 )
2

t
t d t= + +∫  

         
03

2 2

0

1 (2 )
3

t

t= +
3

2 2
0

1 (2 ) 2 2
3

t
⎡ ⎤

= + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

(3) [ ]
2

0
(2 )d d (2 cos ) (1 cos ) ( sin ) sin d

L
a y x x y a a a t a t a t t a t t

π
− + = − + ⋅ − + − ⋅∫ ∫  

                    
2

2

0
sin da t t t

π
= ∫ 22 a= − π . 

(4) 
1

2 2 2 4 6 5 2 2

0
( )d 2 d d ( ) 1 2 2 3 dy z x yz y x z t t t t t t t

Γ
⎡ ⎤− + − = − ⋅ + ⋅ − ⋅⎣ ⎦∫ ∫  

                            
1

6 4

0

13 2 d
35

t t t⎡ ⎤= − =⎣ ⎦∫ . 

(5) 设点 (2 ,0)A a , 添加有向直线段 : 0 ( : 0 2 )OA y x a= → , 则OA 和 L 共同构成封闭的有向曲

线, 其所围成的半圆形闭区域用D 表示, 则由格林公式 

          (e sin 2 )d (e cos 2)d d dx x

L OA
D

Q Py y x y y x y
x y+

⎛ ⎞∂ ∂
− + − = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫∫○  

                                           (e cos e cos 2)d dx x

D

y y x y= − +∫∫  

                                           2a= π , 
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因此有 

                    原式 2 (e sin 2 )d (e cos 2)dx x

OA
a y y x y y= π − − + −∫  

                        
2

2 2

0
0d

a
a x a= π − = π∫ . 

(6) 由题意可知曲线Γ 的一般式方程 2 2 2 1

y z

x y z

=⎧⎪
⎨

+ + =⎪⎩
, 得 2 22 1x y+ = , 则可设曲线的参数方

程为

cos

2 sin ( : 0 2 )2
2 sin

2

x t

y t t

z t

=⎧
⎪
⎪⎪ = → π⎨
⎪
⎪ =
⎪⎩

, 从而 

                    
2

0

2 2 2d cos sin sin cos d
2 2 2

xyz z t t t t t
π

Γ
= ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫○   

                           
2

2 2

0

2 sin cos d
4

t t t
π

= ⋅∫  

                           
2

2

0

2 sin 2 d
16

t t
π

= ∫  

                           
2

0

2 1 cos4 2d
16 2 16

t t
π −

= = π∫ . 

 
4. 计算下列曲面积分. 

(1) 2 2 2
dS

x y z
Σ

+ +∫∫ , 其中Σ是介于平面 0z = 及 z H= 之间的圆柱面 2 2 2x y R+ = ; 

(2) 2 2 2( )d d ( )d d ( )d dy z y z z x z x x y x y
Σ

− + − + −∫∫ , 其中Σ为锥面 2 2 (0 )z x y z h= + ≤ ≤ 的外侧; 

(3) d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫ , 其中Σ为半球面 2 2 2z R x y= − − 的上侧; 

(4) d dxyz x y
Σ
∫∫ , 其中Σ为球面 2 2 2 1x y z+ + = ( 0, 0)x y≥ ≥ 的外侧. 

解  (1) 将曲面Σ分割为两片 1Σ : 2 2x R y= − , 2Σ : 2 2x R y= − − , 两片曲面在 yOz 平面上的

投影都是 { }( , ) , 0yzD y z R y R z H= − ≤ ≤ ≤ ≤ . 

           
1

2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

d 1 1 0 d d
yzD

S y y z
x y z R y y z R yΣ

⎛ ⎞−⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟+ + − + + −⎝ ⎠

∫∫ ∫∫  

                        

2

2 2 2 2
1 d d

yzD

R y z
R z R y

=
+ −∫∫  

                        2 22 2 0

1 1d d
R H

R
R y z

R zR y−
=

+−∫ ∫  
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0

1arcsin arctan
R H

R

y zR
R R R−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                        arctan H
R

= π , 

又被积函数关于 x 为偶函数, 曲面 1Σ 、 2Σ 关于 yOz 平面对称, 所以有 

1

2 2 2
dS

x y z
Σ

=
+ +∫∫

2

2 2 2
dS

x y z
Σ

+ +∫∫ , 

从而 

2 2 2
dS

x y z
Σ

+ +∫∫
1

2 2 2
dS

x y z
Σ

= +
+ +∫∫

2

2 2 2
d 2 arctanS H

Rx y z
Σ

= π
+ +∫∫ . 

(2) 添加曲面 1Σ :{ }2 2 2( , , ) ,x y z z h x y h= + ≤ , 取上侧. 1Σ 在 xOy 面上的投影区域记为 xyD . 曲

面Σ和 1Σ 组成一个封闭的有向曲面且取外侧, 所围成的空间闭区域记为Ω , 由高斯公式 

          
1

2 2 2( )d d ( )d d ( )d d d d dP Q Ry z y z z x z x x y x y x y z
x y z

Σ+Σ Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + − + − = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫∫w  

                                                 0d d d 0x y z
Ω

= =∫∫∫ . 

从而 
2 2 2( )d d ( )d d ( )d dy z y z z x z x x y x y

Σ

− + − + −∫∫  

                           =
1

2 2 20 ( )d d ( )d d ( )d dy z y z z x z x x y x y
Σ

− − + − + −∫∫  

                           =
1

2( )d dx y x y
Σ

− −∫∫ = 2( )d d
xyD

x y x y− −∫∫ , 

由对称性知 

d d 0
xyD

y x y =∫∫ , 2 2d d d d
xy xyD D

y x y x x y=∫∫ ∫∫ , 

从而 

2 2 2 2 21( )d d ( )d d ( )d d ( )d d
2

xyD

y z y z z x z x x y x y x y x y
Σ

− + − + − = − +∫∫ ∫∫  

                                                     
2

3

0 0

1 d d
2

h
θ ρ ρ

π
= − ∫ ∫  

                                                     

4

4
hπ

= − . 

(3) 添加曲面 1Σ : 0z = , 2 2 2x y R+ ≤ , 取下侧. Σ和 1Σ 共同组成一个封闭的有向曲面, 所围成

的空间有界闭区域记为Ω . 由高斯公式 
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1

3 32d d d d d d (1 1 1)d d d 3 d d d 3 2
3

x y z y z x z x y x y z x y z R R
Σ+Σ Ω Ω

+ + = + + = = ⋅ π = π∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫w , 

从而 

                    3d d d d d d 2x y z y z x z x y R
Σ

+ + = π −∫∫
1

d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫  

                                         
1

32 d dR z x y
Σ

= π − ∫∫  

                                         3 32 0d d 2
xyD

R x y R= π − = π∫∫ . 

(4) 将曲面 Σ 分割为两片有向曲面 1Σ : 2 2 2 1x y z+ + = ( 0, 0, 0)x y z≥ ≥ ≥ 取上侧 , 2Σ : 
2 2 2 1x y z+ + = ( 0, 0, 0)x y z≥ ≥ ≤ 取下侧, 曲面 Σ 在 xOy 面上的投影区域用极坐标表示为

( , ) 0 , 0 1
2xyD ρ θ θ ρ⎧ π ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤ , 则 

            d dxyz x y
Σ
∫∫

1

d dxyz x y
Σ

= +∫∫
2

d dxyz x y
Σ
∫∫  

                     

 

2 21 d d
xyD

xy x y x y= − −∫∫ 2 2( 1 )d d
xyD

xy x y x y− − − −∫∫  

                     

 

2 22 1 d d
xyD

xy x y x y= − −∫∫  

                     

 

3 22 cos sin 1 d d
xyD

ρ θ θ ρ ρ θ= −∫∫  

                     

 

1
3 22

0 0
2 cos sin d 1 dθ θ θ ρ ρ ρ

π

= −∫ ∫ ( sin )tρ =令  

                     

 

3 2 3 52 2

0 0
1 sin cos d (sin sin )dt t t t t t

π π

= ⋅ ⋅ = −∫ ∫  

                     

 

2
15

= . 

 

5. 证明 2 2
d dx x y y
x y
+
+

在整个 xOy 平面除去 y 的负半轴及原点的区域G 内是某个二元函数的全微分, 

并求出一个这样的二元函数. 

证明  设 2 2
xP

x y
=

+
, 2 2

yQ
x y

=
+

, 则 P 和Q 在单连通区域G 内具有一阶连续偏导数,且

2 2 2
2

( )
P xy Q
y xx y

∂ − ∂
= =

∂ ∂+
, 因此 2 2

d dx x y y
x y
+
+

在G 内是某一个二元函数 ( , )u x y 的全微分. 

取点 0 0( , ) (1,0)x y = , 则 
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( , )

2 2 2 2(1,0) 1 0

2 2 2

2 2

d d 1 d( , ) d

1 1ln ln( ) ln
2 2

1 ln( ).
2

x y x yx x y y y yu x y x
xx y x y

x x y x

x y

+
= = +

+ +

= + + −

= +

∫ ∫ ∫
 

 

6. 设在半平面 0x > 内有力 3 ( )k x y
ρ

= − +F i j 构成力场, 其中 k 为常数, 2 2x yρ = + . 证明在此

力场中场力所作的功与所取的路径无关. 
解  在此力场中场力所作的功可表示为 

3 3
d dd ( d d )

L L L

k x x y yx x y y k
ρ ρ

+
⋅ = − + = −∫ ∫ ∫F r . 

设 3
kxP
ρ

= − 、 3
kyQ
ρ

= − , 则在单连通区域 0x > 内满足 

5
3P kxy Q

y xρ
∂ ∂

= =
∂ ∂

, 

所以, 此曲线积分与路径无关, 即场力所作的功与所取的路径无关. 
 

7. 设函数 ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 内具有一阶连续导数, L 是上半平面 ( 0)y > 内的有向分段光滑曲线, 
其起点为 ( , )a b , 终点为 ( , )c d . 记 

2 2
2

1 1 ( ) d ( ) 1 d
L

xI y f xy x y f xy y
y y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ , 

(1) 证明曲线积分 I 与路径无关; 
(2) 当ab cd= 时, 求 I 的值. 

解  (1) 证明 设
21 ( )y f xyP
y

+
= 、

2

2

( ) 1x y f xy
Q

y

⎡ ⎤−⎣ ⎦=  , 则 

2
1 ( ) ( )P Qf xy xyf xy

y xy
∂ ∂′= − + + =
∂ ∂

, 

由题意知
P
y

∂
∂

、
Q
x

∂
∂

在上半平面上连续, 所以曲线积分与路径无关. 

(2) 设 ( , )A a b 、 ( , )B c b 、 ( , )C c d , 取路径为有向折线 ABC , 则 

                  2 2
2

1 1 ( ) d ( ) 1 d
ABC

xI y f xy x y f xy y
y y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

                   2 2
2

1 1 ( ) d ( ) 1 d
ABC

xy f xy x y f xy y
y y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

                   2 2
2

1 1 ( ) d ( ) 1 d
c d

a b

cb f bx x y f cy y
b y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  

                   2
1 d ( )d ( )d d

c c d d

a a b b

cx bf bx x cf cy y y
b y

= + + −∫ ∫ ∫ ∫  
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                   ( )d ( )d
dbc cd

ab bc
b

c a cf t t f t t
b y
−

= + + +∫ ∫  

                   = ( )d
cd

ab

c a c c f t t
b d b
−

+ − + ∫  

                   = ( )d
cd

ab

c a f t t
d b
− + ∫  

当ab cd= 时, ( )d 0
cd

ab
f t t =∫ , 所以

c aI
d b

= − . 

 
8. 求均匀曲面 2 2 2z a x y= − − 的质心的坐标. 

解  不妨设曲面的质心坐标为 ( , , )x y z , 由曲面关于坐标平面 yOz 和 xOz 对称知, 0x y= = . 

曲面 2 2 2z a x y= − − 在 xOy 面上的投影 }{ 2 2 2( , )xyD x y x y a= + ≤ , 则曲面的面积 

                

2 2

2 2 2 2 2 2
d 1 d d

xyD

x yS S x y
a x y a x yΣ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫ ∫∫  

                 
2 2 2

d d
xyD

a x y
a x y

=
− −∫∫ 2 2

d d
xyD

a

a

ρ ρ θ
ρ

=
−∫∫  

                 
2

2
2 20 0

d d 2
a a a

a

ρθ ρ
ρ

π
= = π

−∫ ∫ , 

又 

                   2 2 2 2 2d 1 d d
xy

x y
D

z S a x y z z x y
Σ

′ ′= − − ⋅ + +∫∫ ∫∫  

                         
2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 21 d d

xyD

x ya x y x y
a x y a x y

= − − ⋅ + +
− − − −∫∫  

                         2 3d d
xyD

a x y a a a= = ⋅π = π∫∫ , 

因此有 

3

2

d

22

z S
a az

S a
Σ π

= = =
π

∫∫
, 

所以此曲面的质心坐标为 0,0,
2
a⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
9. 设 ( , )u x y 、 ( , )v x y 在闭区域D 上都具有二阶连续偏导数, 分段光滑的曲线 L 为D 的正向边界

曲线. 证明: 

(1) ( )d d grad grad d d
D D

v u x y u v x yΔ = − ⋅ +∫∫ ∫∫ d
L

uv s
n
∂
∂∫○ ; 
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(2) ( )d d
D

u v v u x yΔ − Δ =∫∫ d
L

v uu v s
n n
∂ ∂⎛ ⎞−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫○ , 

其中
u
n
∂
∂

、
v
n
∂
∂

分别是u 、 v沿 L 的外法线向量n的方向导数, 符

号
2 2

2 2x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

称为二维拉普拉斯算子. 

证明  (1) 如图 11-3 所示, n是有向曲线 L 的外法线向量, τ 是

L 的切向量. 设n和τ 与 x 轴正向的夹角分别为ϕ 和α , 由图可

知: 2
α ϕ π
= + , n 的方向余弦为 cosϕ , sinϕ ; τ 的方向余弦为

cosα , sinα . 

             d
L

uv s
n
∂

=
∂∫○ ( cos sin )dx y

L
v u u sϕ ϕ+∫○  

                     = ( sin cos )d (cos d d , sin d d )x y
L
v u u s s x s yα α α α− = =∫○  

                     = d dx y
L
vu y vu x−∫○  

                     
( )( ) d dyx

D

vuvu x y
x y

∂ −⎡ ⎤∂
= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∫∫  

                     ( ) ( ) d dx x xx y y yy
D

u v vu u v vu x y⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦∫∫  

                     ( )d d ( )d dxx yy x x y y
D D

v u u x y u v u v x y= + + +∫∫ ∫∫  

                     d d (grad grad )d d
D D

v u x y u v x y= Δ + ⋅∫∫ ∫∫  

即有 

d d (grad grad )d d
D D

v u x y u v x yΔ = − ⋅ +∫∫ ∫∫ d
L

uv s
n
∂
∂∫○ . 

(2) 在式(1)中交换u 、v的位置得 

d d (grad grad )d d
D D

u v x y u v x yΔ = − ⋅ +∫∫ ∫∫ d
L

vu s
n
∂
∂∫○ , 

式(1)减去式(2)得 

( )d d
D

u v v u x yΔ − Δ =∫∫ d
L

v uu v s
n n
∂ ∂⎛ ⎞−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫○ . 

 
   *10. 求向量 x y z= + +A i j k 通过闭区域 { }( , , ) 0 1, 0 1,0 1x y z x y zΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 的边界曲面流向

外侧的通量. 
解  由通量的定义知, 向量通过闭区域Ω 的边界曲面流向外侧的通量可表示为 

 

图 11-3 
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d d d d d d d

d d d

3 d d d 3 1 3.

S x y z y z x z x y

P Q R x y z
x y z

x y z

Σ Σ

Ω

Ω

Φ = ⋅ = + +

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

= = ⋅ =

∫∫ ∫∫

∫∫∫

∫∫∫

A n

 

 
11. 求力 y z x= + +F i j k 沿有向闭曲线Γ所作的功, 其中Γ为平面 1x y z+ + = 被三个坐标面所截

成的三角形的整个边界, 从 z 轴正向看去, 沿顺时针方向. 
解  平面 1x y z+ + = 与三条坐标轴的交点分别记为 (1,0,0)A 、 (0,1,0)B 、 (0,0,1)C , 力F 沿

闭曲线Γ所作的功可表示为 

                W = d
Γ

⋅ =∫○ F r d d dy x z y x z
Γ

+ + =∫○ d d d
ACBA

y x z y x z+ +∫○  

                  d d d d d d d d d
AC CB BA

y x z y x z y x z y x z y x z y x z= + + + + + + + +∫ ∫ ∫  

有向直线段 AC 、CB 、BA的参数方程可分别表示如下: 
: 1 , 0, ( : 0 1)AC x t y z t t= − = = → , 

: 0, , 1 ( : 0 1)CB x y t z t t= = = − → , 

: , 1 , 0 ( : 0 1)BA x t y t z t= = − = → . 

所以 
1

0

1d d d (1 )d
2AC

y x z y x z t t+ + = − =∫ ∫ , 

1

0

1d d d (1 )d
2CB

y x z y x z t t+ + = − =∫ ∫ , 

1

0

1d d d (1 ) d
2BA

y x z y x z t t+ + = − =∫ ∫ . 

从而得
1 1 1 3
2 2 2 2

W = + + = . 
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第 12章  

无 穷 级 数  

 

一、基 本 内 容 

1. 常数项级数的概念与性质 
   (1) 常数项级数的概念:（常数项）无穷级数（级数）、级数的一般项、无穷级数的收敛与发散;  
   (2) 收敛级数的基本性质: 
        ① 级数的每一项同乘一个不为零的常数后, 它的收敛性不会改变;  
        ② 两个收敛级数可以逐项相加或相减;  
        ③ 在级数中去掉、加上或改变有限项, 不会改变级数的收敛性;  
        ④ 如果级数收敛, 则对该级数的项任意加括号后所成的级数仍收敛, 且其和不变;  

        ⑤ 级数收敛的必要条件: 如果级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛, 则它的一般项 nu 趋于零, 即 lim 0nn

u
→∞

= ;  

 *(3) 柯西收敛原理. 
2. 常数项级数的审敛法 
   (1) 正项级数及其审敛法: 比较审敛法、比较审敛法的极限形式、比值审敛法（达朗贝尔判别

法）、*根值审敛法（柯西判别法）、极限审敛法;  
   (2) 交错级数及其审敛法: 莱布尼茨定理;  
   (3) 绝对收敛与条件收敛级数绝对收敛与级数收敛有如下重要关系: 级数绝对收敛则级数必定

收敛;  
  *(4) 绝对收敛的性质.  
3. 幂级数 
   (1) 函数项级数的概念:（函数项）无穷级数（级数）、收敛点、发散点、收敛域、发散域、和

函数、余项;  
   (2) 幂级数及其收敛性: 
        ① 阿贝尔定理;  

② 收敛半径及其求法.  
   (3) 幂级数的运算: 
        ① 幂级数的加法、减法、乘法、除法运算;  
        ② 幂级数的和函数的重要性质: 幂级数的和函数在其收敛域上连续; 幂级数的和函数在

其收敛域上可积，并由逐项积分公式，逐项积分后所得到的幂级数和原级数有相同的收
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敛半径; 幂级数的和函数在其收敛区间内可导, 且有逐项求导公式, 逐项求导后所得到

的幂级数和原级数有相同的收敛半径. 
4. 函数展开成幂级数 
   (1) 泰勒级数、泰勒展开式及泰勒展开式成立的条件;  
   (2) 麦克劳林级数、麦克劳林展开式.  
5. 函数的幂级数展开式的应用 
   (1) 近似计算;  
   (2) 微分方程的幂级数解法;  
   (3) 欧拉公式. 

   *6. 函数项级数的一致收敛性及一致收敛数的基本性质 
   (1) 函数项级数的一致收敛性: 
        ① 函数项级数的一致收敛性的定义;  
        ② 函数项级数的一致收敛性的判别方法: 魏尔斯特拉斯（Weierstrass）判别法.  
   (2) 一致收敛级数的基本性质.  
7. 傅里叶级数 
   (1) 三角级数、三角级数系的正交性;  
   (2) 函数展开成傅里叶级数;  
   (3) 正弦级数和余弦级数;  
8. 一般周期函数的傅里叶级数 
   (1) 周期为2l 的周期函数的傅里叶级数;  
  *(2) 傅里叶级数的复数形式. 

二、基 本 要 求 

1. 理解常数项级数收敛、发散以及收敛级数的和的概念. 
2. 掌握级数的基本性质及收敛的必要条件. 
3. 掌握几种常见的级数, 如几何级数与 p −级数的收敛与发散的条件.  

4. 熟悉正项级数的审敛法, 掌握正项级数的比较审敛法和比值审敛法，会用根值审敛法.  
5. 掌握交错级数的莱布尼茨定理. 
6. 了解任意项级数绝对收敛与条件收敛的概念, 以及绝对收敛与条件收敛的关系. 
7. 了解函数项级数的收敛域及和函数的概念; 掌握幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的求法;  

了解幂级数在其收敛区间内的一些基本性质.  
8. 会求一些幂级数在收敛区间内的和函数, 并会由此求出某些常数项级数的和; 了解函数展开成

泰勒级数的充分必要条件;  
9. 掌握e ,sin ,cos , ln(1 ),(1 )x x x x x α− + 的 麦 克 劳 林 展 开 式 ,  会 用 它 们将一些简单函数间接

展开成幂级数; 了解幂级数在近似计算上的简单应用;  
10. 了解傅里叶级数的概念和函数展开为傅里叶级数的狄利克雷定理, 会将定义在[ , ]l l− 上的函

数展开为傅里叶级数, 会将定义在[0, ]l 上的函数展开为正弦级数和余弦级数, 会写出傅里叶

级数的和函数的表达式. 
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三、习 题 解 答 

习题12-1 

1. 写出下列级数的前五项. 

(1) 2
1

1
1n

n
n

∞

=

+
+∑ ;              (2) 

1

1 3 (2 1)
2 4 2n

n
n

∞

=

⋅ ⋅ ⋅ −
⋅ ⋅ ⋅∑ "
"

;  

(3) 
1

1

( 1)
5

n

n
n

∞ −

=

−∑ ;            (4) 
1

!
n

n

n
n

∞

=
∑ . 

解 (1) 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 3 2 5 31

5 5 17 131 1 1 2 1 3 1 4 1 5
+ + + + +

+ + + + + = + + + + +
+ + + + +

" " ;  

(2) 1 3 15 105 1 3 5 7 9
2 8 48 384 2 4 6 8 10

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
" ;  

(3) 2 3 4 5
1 1 1 1 1
5 5 5 5 5
− + − + −" ;  

(4) 2 3 4 5
2 3! 4! 5!1
2 3 4 5

+ + + + +" . 

 
2. 根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的收敛性. 

(1) 
1

( 1 )
n

n n
∞

=

+ −∑ ;           (2) 1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1)n n

+ + + + +
⋅ ⋅ ⋅ − +

" " ;  

(3) 2sin sin sin
6 6 6

nπ π π
+ + + +" " ;  (4)

 1

1ln 1
n n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ . 

解  (1) ( 2 1) ( 3 2) ( 1 ) 1 1ns n n n= − + − + + + − = + −" , 所以 lim nn
s

→∞
= +∞ , 级数发散. 

(2) 部分和 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 ( )
2 3 2 3 5 2 2 1 2 1 2 2 1 2ns n

n n n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + + − = − → →∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" , 

所以级数收敛于
1
2

. 

(3) 2sin sin sin
6 6 6n

ns π π π
= + + +" , 注意到 

1sin cos(2 1) cos(2 1)
6 12 122sin

12

k k kπ π π⎡ ⎤= − − +⎢ ⎥π ⎣ ⎦
, 

取 1,2 ,k n= " , 并相加, 得 

1 3 3 5cos cos cos cos cos(2 1) cos(2 1)
12 12 12 12 12 122sin

12
1 cos cos(2 1) ,

12 122sin
12

ns n n

n

⎡ π π π π π π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

π π⎡ ⎤= − +⎢ ⎥π ⎣ ⎦

"
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当n →∞时, cos(2 1)
12

n π
+ 是振荡的, 其极限不存在, 所以 lim nn

s
→∞

不存在, 题设级数发散. 

(4) 注意到
1ln 1 ln(1 ) lnn n
n

⎛ ⎞+ = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 所以 

(ln 2 ln1) (ln3 ln 2) [ln(1 ) ln ] ln(1 ) ln1 ln(1 ),ns n n n n= − + − + + + − = + − = +"  

所以 lim nn
s

→∞
= +∞ , 级数发散. 

 
3. 判定下列级数的收敛性. 

(1) 
2 3

2 3
8 8 8 8( 1)
9 9 9 9

n
n

n− + − + + − +" " ;   (2) 1 1 1 1
3 6 9 3n
+ + + + +" " ;  

(3) 
3

1 1 1 1
3 3 3 3n
+ + + + +" " ;    (4) 

2 3

2 3
3 3 3 3
2 2 2 2

n

n+ + + + +" " ;  

(5) 2 2 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 2 3 2 3 2 3n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" " . 

解  (1) 此为等比（几何）级数, 公比 8 / 9q = − , 且 1q < , 故此级数收敛于 

8 8
89 9

81 171
9

q

− −
= = −

− +
. 

(2) 级数的一般项
1 1
3nu

n
= ⋅ , 由调和级数

1

1

n n

∞

=
∑ 发散, 知题设级数发散. 

(3) 因 1lim lim 1 0
3n nn n

u
→∞ →∞

= = ≠ , 不满足级数收敛的必要条件, 所以该级数发散. 

(4) 此为几何级数, 公比 3 / 2 1q = > , 故该级数发散. 

(5) 将此级数看成两个几何级数之和: 

1 1

1 1
2 3

n n

n n

∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑ , 

这两个级数的公比: 

1 2 1 21 / 2, 1/ 3, 1, 1q q q q= = < < , 

故这两个几何级数收敛, 从而原级数也收敛, 且其和 
1 1 3

1 1 21 1
2 3

s = + =
− −

. 

 
   *4. 利用柯西审敛原理判定下列级数的收敛性. 

(1) 
1

1

( 1)n

n n

∞ +

=

−∑ ;   (2) 1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 4 5 6 3 2 3 1 3n n n

+ − + + − + + − +
− −

" " ;  

(3) 
1

sin
2n

n

nx∞

=
∑ ;   (4) 

0

1 1 1
3 1 3 2 3 3n n n n

∞

=

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠∑ . 
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解  (1) 对于任何自然数 p , 因为 
2 3 1

1 2
( 1) ( 1) ( 1)

1 2

1 1 1( 1)
1 2

1 1 1 1 1 1 ( )
1 2 3 4 5

1 1 1 1 1 ( )
1 2 3 1

1 1 1, , 1.
1 1

n n n p

n n n pu u u
n n n p

n n n p

p
n n n n n n p

p
n n n n p n p

n
n n

ε
ε

+ + + +

+ + +
− − −

+ + + = + + +
+ + +

= − + + −
+ + +

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ + + + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎨

⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ − − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ + + + + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

< < > −
+ +

" "

"

"

"
≤

为偶数

为奇数

令 解得
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

因为 0ε∀ > , 并设 1ε < , 1 1 0,N
ε
⎡ ⎤∃ = − >⎢ ⎥⎣ ⎦

当 n N> 时, 对任何自然数 p , 都有 

1 2
1

1n n n pu u u
n

ε+ + ++ + + < <
+

" , 

由柯西审敛原理, 知所给级数收敛. 
(2) 注意到每三项都有一个负项, 特别地, 取 3p n= , 则 

1 2

1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6

1 1 1 
4 2 4 1 4

1 1 1 ( )
1 4 4 2

1 1 1 1( ) .
4 4 4 4

n n n p n p nu u u S S

n n n n n n

n n n

n
n n n

n
n n n

+ + + ++ + + = −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

> + + +
+ + −

> + + =

"

"

"

"

项

项

 

于是, 给定 0
1
4

ε = , 对于任意 , 3n p n+∈ ∃ =` , 使得 

1 2 0n n n pu u u ε+ + ++ + + >" , 

由柯西审敛原理, 知此级数发散. 
(3) 对于任何自然数 p , 因为 

1 2 1 2

1 2

2

sin( 1) sin( 2) sin( )
2 2 2

1 1 1
2 2 2
1 1 1 1

22 2 2
1 11
2 2
1 ,
2

n n n p n n n p

n n n p

n p

n p

n

n x n x n p xu u u+ + + + + +

+ + +

+ + +
+ + + = + + +

+ + +

⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

<

" "

"

"

≤
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对于 0,ε∀ > 不妨设
ln1, 0,

ln 2
N εε −⎡ ⎤< ∃ = >⎢ ⎥⎣ ⎦

当 n N> 时, 对于任何自然数 p , 都有 

1 2
1
2n n n p nu u u ε+ + ++ + + < <" , 

所以题设级数收敛. 
(4) 与第(2)题类似, 每三项中有一个负项, 特别地, 取 3p n= , 则 

1 2

1 1 1 1 1 1
3 4 3 5 3 6 3 7 3 8 3 9

1 1 1  
3 3 1 3 3 2 12 3

1 1 1 ( )
3 4 3 7 3 3 1

12 1

13
1 ( 1),

13

n p n n n n ps s u u u

n n n n n n

n p n p n

n
n n n p

n
n

n
n

n

+ + + +− = + + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟+ + + + +⎝ ⎠

> + + +
+ + + +

>
+

>

= >

"

"

" 共 项  

于是 , 给定 0 1/13ε = , 对于任意 n∈` 及 1n > , 3p n∃ = , 使得 0n p ns s ε+ − > , 可见级数

2

1 1 1
3 1 3 2 3 3n n n n

∞

=

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠∑ 发散, 从而题设级数也发散. 

习题12-2 

1. 用比较审敛法或极限形式的比较审敛法判定下列级数的收敛性. 

(1) 1 1 11
3 5 (2 1)n

+ + + + +
−

" " ;    (2) 2 2 2
1 2 1 3 11
1 2 1 3 1

n
n

+ + +
+ + + + +

+ + +
" " ;  

(3) 1 1 1
2 5 3 6 ( 1) ( 4)n n

+ + + +
⋅ ⋅ + ⋅ +

" " ;  (4) 2 3sin sin sin sin
2 2 2 2n
π π π π
+ + + + +" " ;  

(5) 
1

1 ( 0)
1 n

n

a
a

∞

=

>
+∑ . 

解  (1) 级数的通项
1

2 1nu
n

=
−

, 与调和级数比较. 因为 

11 1lim lim
2 1 2 1 2n n

n
n n n→∞ →∞

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
, 

而
1

1

n n

∞

=
∑ 发散, 所以题设级数也发散. 

(2) 因 2 2
1 1 1
1n

n nu
nn n n

+ +
= > =

+ +
, 由调和级数

1

1

n n

∞

=
∑ 的发散性和比较法, 知题设级数也发散. 
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(3) 通项
1

( 1)( 4)nu
n n

=
+ +

, 与 p −级数（取 2p = ）比较. 

因为
2

2
1 1lim lim 1

( 1)( 4) ( 1)( 4)n n

n
n n n nn→∞ →∞

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

, 故由 p − 级数 2
1

1

n n

∞

=
∑ 的收敛性, 知题设级

数也收敛. 

(4) 通项 sin
2n nu π

= , 与几何级数
1 2n

n

∞

=

π∑ 比较, 因为 

lim sin 1
2 2n nn→∞

π π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

故由几何级数
1

1
2

n

n

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 及

1

1
2n

n

∞

=

⎛ ⎞π ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 收敛, 知题设级数也收敛. 

(5) 需要讨论参数a 不同的取值情况. 
当 1a ≤ 时, 通项 

1 1 1
1 1 21n nu

a
= =

++
≥ , 

得 lim 0nn
u

→∞
≠ , 故级数发散. 当 1a > , 1 1

a
< 时,  

1 1 1
1

n

n n nu
aa a

⎛ ⎞= < = ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
, 

由几何级数
1

1 10 1
n

n a a

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞< <⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ 收敛, 知题设级数也收敛. 

 
2. 用比值审敛法判定下列级数的收敛性. 

(1) 
2 3

2 3
3 3 3 3

1 2 2 2 3 2 2

n

nn
+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
" " ;             (2) 

2

1 3n
n

n∞

=
∑ ;  

(3) 
1

2 !n

n
n

n
n

∞

=

⋅∑ ;                                  (4) 1
1

tan
2n

n

n
∞

+
=

π∑ . 

解  (1) 
1

1
1

3 33 3lim lim lim 1
2 1 2( 1)2 2

n n
n

n nn n nn

u n
u nn n

+
+

+→∞ →∞ →∞

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= = ⋅ = >⎢ ⎥ ⎜ ⎟++ ⋅ ⎝ ⎠⎣ ⎦
,  

由比值法知, 该级数发散. 

(2) 
22 2

1
1

1 1 1( 1)lim lim lim 1
3 33 3

n
n nn n nn

u nn n
u n
+

+→∞ →∞ →∞

⎡ ⎤⎡ ⎤ ++ ⎛ ⎞= = = <⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 所以该级数收敛. 

(3) ( )1
1

1

2 1 ! 1 22 !lim lim lim 2 2 lim 1,
1 e( 1) 11

nn n
n

n n nn n n nn

nu nn
u nn n

n

+
+

+→∞ →∞ →∞ →∞

⎡ ⎤⎡ ⎤+ ⋅ ⎛ ⎞= = = = <⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟++ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎛ ⎞⎣ ⎦ ⎣ ⎦ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

所以该级数收敛. 

(4) 1
2 1lim lim ( 1) tan tan

2 2
n

n nn nn

u n n
u
+

+ +→∞ →∞

⎡ π π ⎤⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ 2 1
1 1lim 1 1

22 2n nn

n
n + +→∞

+⎡ π π ⎤⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ <⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
, 

所以该级数收敛. 
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   *3. 用根植审敛法判定下列级数的收敛性. 

(1) 
1 2 1

n

n

n
n

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠∑ ;    (2) 

[ ]1

1
ln( 1) n

n n

∞

= +
∑ ;    (3) 

2 1

1 3 1

n

n

n
n

−∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠∑ ;  

(4) 
1

n

nn

b
a

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ , 其中 ( ), , ,n na a n a b a→ →∞ 均为正数. 

解  (1) 1 1lim lim lim 1
2 1 2 1 2

n
n n

nn n n

nu
n n→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞= = = <⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
, 所以该级数收敛. 

(2) 
[ ]

1 1lim lim lim 0 1
ln( 1)ln( 1)

n nn nn n n
u

nn→∞ →∞ →∞
= = = <

++
, 所以该级数收敛. 

(3) 
2 1 12

lim lim lim
3 1 3 1

n
n n

n
nn n n

n nu
n n

−
−

→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

           

1 22 ln
31 1exp lim 2 ln e 1

3 1 3n

n
n n

⋅

→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = = <⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
,  

所以该级数收敛. 
(4) 需讨论参数 ,a b的不同情况, 因为 

lim lim lim
n

n nnn n nn n

b b bu
a a a→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

所以当b a< , 即 1b a < 时, 级数收敛; 当b a> , 即 1b a > 时, 级数发散; 当b a= , 即 1b a =

时, 用此法不能确定级数的收敛性. 
 
4. 判定下列级数的收敛性. 

(1) 
2 33 3 3 32 3

4 4 4 4

n

n⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" " ;  (2) 
4 4 4 41 2 3

1! 2! 3! !
n
n

+ + + + +" " ;  

(3) 
1

1
( 2)n

n
n n

∞

=

+
+∑ ;      (4) 

1

2 sin
3

n
n

n

∞

=

π∑ ;  

(5) 3 12
2

n
n
+

+ + + +" " ;    (6) 1 1 1 ( 0, 0)
2

a b
a b a b na b

+ + + + > >
+ + +

" " . 

解  (1) 3 3 3 3lim lim lim 1 1
4 4 4 4

n
nn n

nn n n
u n n

→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞= = = ⋅ = <⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 所以该级数收敛. 

(2) 
44 4

41 1 1( 1)lim lim lim 0 1 0 1
( 1)! ! 1

n
n n nn

u nn n
n nu n n

+

→∞ →∞ →∞

⎡ ⎤⎡ ⎤ ++ ⎛ ⎞= = = ⋅ = <⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 所以该级数收敛. 

(3) ( 1) 1lim lim lim 1 01 ( 2) 2
n

n n n

u n n n
n n n

n
→∞ →∞ →∞

+ +
= = = >

+ +
, 由级数

1

1

n n

∞

=
∑ 发散, 知题设级数也发散. 

(4) sin( 3 )2lim 2 sin π lim 1
33 3

n n
n

n nn n→∞ →∞

⎡ ⎤ ππ ⎛ ⎞ = = π⋅ = π⎢ ⎥⎜ ⎟ π⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
, 由几何级数

1

2 2(0 1)
3 3

n

n

∞

=

⎛ ⎞ < <⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 收敛, 知

题设级数也收敛. 
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(5) 1 1lim lim lim 1 1 0nn n n

nu
n n→∞ →∞ →∞

+ ⎛ ⎞= = + = ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 所以题设级数发散. 

(6) 11 1lim lim 0
n n

n
na b n na b a→∞ →∞

⎛ ⎞ = = >⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
, 由

1

1

n n

∞

=
∑ 的发散性, 知题设级数也发散. 

 
5. 判定下列级数是否收敛. 如果是收敛的, 是绝对收敛还是条件收敛? 

(1) 
11 1 1 ( 1)1

2 3 4

n

n

−−
− + − + + +" " ;     (2) 1

1
1

( 1)
3

n
n

n

n∞
−

−
=

−∑ ;  

(3) 1
2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( 1)
3 2 3 3 3 32 2 2 2

n
n

−⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + + − ⋅ +" " ;  

(4) 11 1 1 1 1( 1)
ln 2 ln3 ln 4 ln5 ln( 1)

n

n
−− + − + − +

+
" " ;   (5) 

2

1

1

2( 1)
!

n
n

n n

∞
+

=

−∑ . 

解  (1) 此级数的绝对值级数是发散的 p − 级数 ( 1 2 1)p = < ; 但它自身又是莱布尼兹型的交

错级数（即满足莱布尼兹审敛定理两个条件的交错级数）, 事实上,  

1
1 1 1, lim lim 0

1n n nn n
u u u

n n n+ →∞ →∞
= > = = =

+
, 

所以题设交错级数收敛, 且为条件收敛. 

(2) 1
1

1 1 11lim lim lim 1 1
3 33 3

n
n nn n nn

u n n
u n
+

−→∞ →∞ →∞

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞= = + = <⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 所以绝对值级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛, 从而原

级数绝对收敛. 

(3) 变题设级数为 1

1

1 1( 1)
3 2

n
n

n

∞
−

=

−∑ , 显 然，此级数的绝对值级数是收敛的几何级数（公比

: 0 1 2 1q q< = < ）, 故此级数绝对收敛, 乘以1 3仍绝对收敛, 故原级数绝对收敛. 

(4) 先考察绝对值级数
1

1
ln(1 )n n

∞

= +∑ , 因为
1 1 ,

ln(1 ) 1n n
>

+ +
由调和级数

1

1

n n

∞

=
∑ 发散, 知

1

1
1n n

∞

= +∑

发散, 从而
1

1
ln(1 )n n

∞

= +∑ 也发散; 而原级数是莱布尼兹型级数, 事实上,  

1
1 1 1, lim 0

ln(1 ) ln(2 ) ln(1 )n n n
u u

n n n+ →∞
= > = =

+ + +
, 

所以原级数收敛，且为条件收敛. 

(5) 先考察绝对值级数

2

1

2
!

n

n n

∞

=
∑ , 因为 

2 (1 1)2 (2 ) (1 ) 1
! ! ! ! ! ( 1) 2 1

nnn n n n n

n
n n n n nu

n n n n n n n

⎡ ⎤+ + ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦= = = > > = >
− ⋅ ⋅ ⋅
"
"

, 

所以 lim 0 lim 0n nn n
u u

→∞ →∞
≠ ⇒ ≠ , 故原级数发散. 

习题12-3 

1. 求下列幂级数的收敛区间. 
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(1) 2 32 3 nx x x nx+ + + + +" " ;    (2) 
2

2 21 ( 1)
2

n
nx xx

n
− + + + − +" " ;  

(3) 
2 3

2 2 4 2 4 6 2 4 (2 )

nx x x x
n

+ + + + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

" "
"

;  (4) 
2 3

2 21 3 2 3 3 3 3

n

n
x x x x

n
+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
" " ;  

(5) 
2 3

2 3
2

2 2 2 2
2 5 10 1

n
nx x x x

n
+ + + + +

+
" " ;  (6) 

2 1

1

( 1)
2 1

n
n

n

x
n

∞ +

=

−
+∑ ;  

(7) 2 2

1

2 1
2

n
n

n

n x
∞

−

=

−∑ ;       (8) 
1

( 5)n

n

x
n

∞

=

−∑ . 

分析: 求出收敛半径R , 从而可得收敛区间 ( , )R R− . 

解  (1) 因为 1 1 1lim lim lim 1 1n
n n nn

a n
a n n
+

→∞ →∞ →∞

+ ⎛ ⎞= = = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 所以收敛半径 1 1 1R = = , 于是幂级的

收敛区间为 ( 1,1)− . 

(2) 
2

1
2 2

1 1lim lim lim 1
1( 1)

n
n n nn

a n
a nn n
+

→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟++ ⎝ ⎠
, 所以 1 1 1R = = . 所以收敛区间为 ( 1,1)− . 

(3) [ ]1
1

1 1lim lim lim 2( 1)
2 ! 2 ( 1)!

n
n nn n nn

aR n
a n n+→∞ →∞ →∞+

= = = + = +∞
⋅ +

, 故收敛区间为 ( , )−∞ +∞ . 

(4) 1
1

11 1lim lim lim 3 3
3 ( 1) 3

n
n nn n nn

a nR
a nn n +→∞ →∞ →∞+

+⎛ ⎞= = = ⋅ =⎜ ⎟⋅ + ⋅ ⎝ ⎠
. 故幂级数的收敛区间是 ( 3,3)− . 

(5) 
21

2 2 2
1

1 ( 1) 1 1 12 2lim lim lim 1
2 2 21 ( 1) 1 1

n n
n

n n nn

a nR
a n n n

+

→∞ →∞ →∞+

+ +
= = = = ⋅ =

+ + + +
. 

所以幂级数的收敛区间是
1 1,
2 2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(6) 
2 3 2 1

2 21 2 1lim lim lim
2 3 2 1 2 3

n n
n

n n nn

u nx x x x
n nu n

+ +
+

→∞ →∞ →∞

+
= = =

+ + +
, 所以当 2 1x < , 即 1x < 时, 级数绝对

收敛; 当 1x > 时, 绝对值级数发散, 知原级数也发散; 所以幂级数的收敛区间为 ( 1,1)− . 

(7) 分析: 这也是缺项的幂级数, 可用上题的方法解之; 这里我们换一种方法, 用换元法解之. 

令 2y x= , 则原幂级数成为不缺项的幂级数 1

1

2 1
2

n
n

n

n y
∞

−

=

−∑ , 设其各项系数为 nb , 因为 

1
1

2 12 1 2 1lim lim 2 lim 2
2 12 2

n
n nn n nn

b nn nR
b n+→∞ →∞ →∞+

−− +⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ +⎝ ⎠
, 

所以 22 2 0 2y x− < < ⇒ <≤ , 即 2 2x− < < . 故原幂级数的收敛区间是 ( 2, 2)− . 

(8) 令 5y x= − , 原级数成为
1

1 n

n

y
n

∞

=
∑ , 因为 

1

1lim lim 1n
n nn

b nR
b n→∞ →∞+

+
= = = , 

所以 1 1 1 5 1y x− < < ⇒ − < − < , 即 4 6x< < . 所以幂级数的收敛区间是 (4,6) . 
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2. 利用逐项求导或逐项积分, 求下列级数的和函数. 

(1) 1

1

n

n

nx
∞

−

=
∑ ;      (2) 

4 1

1 4 1

n

n

x
n

∞ +

= +∑ ;  

(3) 
3 5 2 1

3 5 2 1

nx x xx
n

−

+ + + + +
−

" " ;  (4) 3

1

( 2) n

n

n x
∞

+

=

+∑ .
 
 

分析: 观察通项系数与幂指数的联系, 并与已知和函数的几何级数求和公式 

2

0

1 1 ( 1)
1

n n

n

x x x x x
x

∞

=

= + + + + + = <
− ∑" "                     ( )∗  

相比较, 不难确定是先逐项求导还是先逐项积分. 
解  (1) 先逐项积分便于利用上述求和公式 ( )∗ . 因为 

1 1

0 0
1 1 1

d d ( 1)
1

x x
n n n

n n n

xnx x nx x x x
x

∞ ∞ ∞
− −

= = =

⎛ ⎞
= = = <⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∫ ∫ , 

所以 1
2

1

1 ( 1)
1 (1 )

n

n

xnx x
x x

∞
−

=

′⎛ ⎞= = <⎜ ⎟− −⎝ ⎠∑ . 

(2) 先逐项求导便于利用已知求和公式. 因为 

4 1 4 1 4
4

4
1 1 1

( 1)
4 1 4 1 1

n n
n

n n n

x x xx x
n n x

∞ ∞ ∞+ +

= = =

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = <⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ , 

所以  
4 1 4 4

4 40 0
1

(1 ) 1d
4 1 1 1

n x x

n

x x xx
n x x

∞ +

=

− − +
= =

+ − −∑ ∫ ∫  

              

2 20

1 1 1 11 d
2 21 1

1 1 1arctan ln ( 1).
2 4 1

x
x

x x
xx x x
x

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
+

= − + <
−

∫
 

(3) 与上题类似, 应先逐项求导. 因为 

2 1 2 1
2 2

2
1 1 1

1
2 1 2 1 1

n n
n

n n n

x x x
n n x

∞ ∞ ∞− −
−

= = =

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ , 

所以原式 20

1 1 1d ln ( 1)
2 11

x xx x
xx

+
= = <

−−∫ . 

(4) 由于
4

3 3 3 3

1 1 1 1

2( 2) ( 4) 2 ( 4) ( 1)
1

n n n n

n n n n

xn x n x x n x x
x

∞ ∞ ∞ ∞
+ + + +

= = = =

+ = + − = + − <
−∑ ∑ ∑ ∑ , 逐项积分得 

5
3 3 3 4

0 0 0
1 1 1 1

( 4) d ( 4) d ( 4) d ( 1),
1

x x x
n n n n

n n n n

xn x x n x x n x x x x
x

∞ ∞ ∞ ∞
+ + + +

= = = =

+ = + = + = = <
−∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫  

所以 

5 4 5
3

2
1

5 4( 4) ( 1),
1 (1 )

n

n

x x xn x x
x x

∞
+

=

′⎛ ⎞ −
+ = = <⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑
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因此 

3 3 3

1 1 1
4 5 4 4 5 2

2 3
2 2 2

( 2) ( 4) 2

5 4 2 3 2 2 ( 1).
1(1 ) (1 ) (1 )

n n n

n n n

n x n x x

x x x x x x x x x
xx x x

∞ ∞ ∞
+ + +

= = =

+ = + −

− −
= − = = − − <

−− − −

∑ ∑ ∑
 

习题12-4 

1. 求函数 ( ) cosf x x= 的泰勒级数, 并验证它在整个数轴上收敛于该函数. 

解  ( ) ( ) cos ,( 1,2, )
2

n nf x x nπ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

" , 从而 ( )f x 的泰勒级数为 

0
20

0 0 0 0 0

coscos( ) 2cos cos ( ) ( ) ( )
2 2! !

n

nxxx x x x x x x x
n

π⎛ ⎞+⎜ ⎟+ ππ⎛ ⎞ ⎝ ⎠+ + − + − + + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

" " . 

又因

10 0
01

0

1cos ( )
2( ) ( ) ,(0 1)

( 1)! ( 1)!

n
n

n

nx x x x x
R x x x

n n

θ
θ

+
+

+⎡ ⎤+ − + π⎢ ⎥ −⎣ ⎦= − < <
+ +

≤ ,  

而

1
0

( 1)!

nx x
n

+−
+

是收敛级数

1
0

0 ( 1)!

n

n

x x
n

+∞

=

−
+∑ 的一般项, 所以有

1
0lim 0

( 1)!

n

n

x x
n

+

→∞

−
=

+
, 于是 lim ( ) 0nn

R x
→∞

= ,  

所以
0

0 0
1

cos
2cos cos ( ) , ( , )

!
n

n

nx
x x x x x

n

∞

=

π⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= + − ∈ −∞ +∞∑ . 

 
2. 将下列函数展开成 x 的幂级数, 并求展开式成立的区间. 

(1) e esh
2

x x

x
−−

= ;                   (2) ln( )( 0)a x a+ > ;  

(3) xa ;                               (4) 2sin x ;  

(5) (1 ) ln(1 )x x+ + ;                     (6) 
21

x

x+
. 

解  (1) 
0 0 0

1 ( ) 1sh 1 ( 1)
2 ! ! 2 !

n n n
n

n n n

x x xx
n n n

∞ ∞ ∞

= = =

⎡ ⎤− ⎡ ⎤= − = − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑  

           
2 1 2 1

1 0

( ).
(2 1)! (2 1)!

n n

n n

x x x
n n

∞ ∞− +

= =

= = ∈
− +∑ ∑ \  

(2) ln( ) ln 1 ln ln 1x xa x a a
a a

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = ⋅ + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

           
1

1
0

ln ( 1)
( 1)

n
n

n
n

xa
n a

∞ +

+
=

= + −
+∑ 1 1,  x a x a

a
⎛ ⎞− < − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤即 . 

(3) ln

0

(ln )e ( ln
!

n
x x a n

n

aa x x a
n

∞

=

= = −∞ < < +∞∑ , 即 )x−∞ < < +∞ . 

(4) 2 1 1 1sin (1 cos2 ) cos2
2 2 2

x x x= − = −  
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2 2 2 1 2
1

0 1

1 1 2 2( 1) ( 1) ( )
2 2 (2 )! (2 )!

n n n n
n n

n n

x x x
n n

∞ ∞ −
−

= =

= − − = − ∈∑ ∑ \ . 

(5) (1 ) ln(1 ) ln(1 ) ln(1 )x x x x x+ + = + + +   

                

1 1

0 0

1 2

1 0

( 1) ( 1)
1 1

( 1) ( 1)
1 1

n n
n n

n n

n n
n n

n n

x xx
n n

x xx
n n

∞ ∞+ +

= =

∞ ∞+ +

= =

= − + −
+ +

= + − + −
+ +

∑ ∑

∑ ∑
 

                

1 1

1

1
1

1

1
1

1

1 1( 1) ( 1)
1

( 1) ( 1) ( 1)
( 1)

( 1) ( 1 1).
( 1)

n n n

n

n n
n

n

n
n

n

x x
n n

n nx x
n n

x x x
n n

∞
− +

=

∞ −
+

=

∞ −
+

=

⎡ ⎤= + − + −⎢ ⎥+⎣ ⎦

⎡ ⎤− + − +
= + ⎢ ⎥+⎣ ⎦

−
= + − <

+

∑

∑

∑ ≤

  

(6) 
1

2 2
2

1(1 )
21

x x x
x

α
− ⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠+

 

          2 4 2

1 3 1 3 1 1
1 2 2 2 2 21
2 2! !

n
n

x x x x
n

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ − − − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= − + + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
" "  

          
3

5 2 1
2
1 3 1 3 (2 1)( 1)

2 2 2! 2 !
n n

n
x nx x x

n
+⋅ ⋅ −

= − + + + − +
⋅ ⋅

"" "  

          2 1

1

(2 1)!!( 1)
(2 )!!

n n

n

nx x
n

∞
+

=

−
= + −∑  

          
2 1

2
1

2(2 )!( 1) ( 1 1)
2( !)

n
n

n

n xx x
n

+∞

=

⎛ ⎞= + − − < <⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ . 

注: 当 1x = ± 时, 上列级数也收敛. 
 
3. 将下列函数展开成 ( 1)x − 幂级数, 并求展开式成立的区间. 

(1) 3x ;                     (2) lg x . 

解  (1) 由二项式级数展开式, 有 

         

[ ]
3

3 2

2

2
2

2
2

0

31 ( 1)
2

3 3 1
3 1 3 3 32 21 ( 1) ( 1) 1 1 ( 1)
2 2! ! 2 2 2
3 3 1 3 1 ( 1)( 3) ( 2 5)1 ( 1) ( 1) ( 1)
2 2 2! 2 2!
3 3 ( 1) 1 3 (2 1)1 ( 1) ( 1)
2 2 2!

n

n
n

n
n

n
n

x x

x x n x
n

nx x x

nx x

α

∞
+

+
=

⎛ ⎞= + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠= + − + − + + − − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⋅ ⋅ ⋅ − − − +
= + − + − + + −

⋅ ⋅

⋅ − ⋅ ⋅ −
= + − + −

⋅∑

" " "

""

"
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             2
2

0

3 3 ( 1) (2 )!1 ( 1) ( 1)
2 2 2 !( 2)!

n
n

n n
n

nx x
n n

∞
+

+
=

⋅ − ⋅
= + − + −

⋅ ⋅ +∑  

             
2

2
0

3 (2 )! 3 11 ( 1) ( 1) ,
2 2( !) ( 1)( 2)2

n
n

n
n

n xx
n n n

+∞

=

−⎛ ⎞= + − + − ⋅ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠∑  

其中, 1 1 1 0 2x x− < − < ⇒ < < . 
注: 二项式级数的公共收敛域为 ( 1,1)− ; 当 (1 )x α+ 中的α 取不同数值时, 其收敛区间的各情形

比较复杂, 各不相同. 可以证明（证略）. 
当 0α > 时, 收敛域为[ 1,1]− ; 当 1α −≤ 时, 收敛域为( 1,1]− ; 当 1 0α− < < 时, 收敛域为( 1,1]− . 

本题的
3 0
2

α = > , 实际收敛域为[ ]0,2 . 

(2) 由对数换底公式和对数级数展开式,  

[ ]
1

1

0 0

ln 1 1 ( 1) 1 ( 1)lg ln 1 ( 1) ( 1) ( 1)
ln10 ln10 ln10 1 ln10

n n
n n

n n

x x xx x
n n

∞ ∞+
−

= =

− −
= = + − = − = −

+∑ ∑ , 

其中, 1 1 1 0 2x x− < − < ⇒ < < . 
 

4. 将函数 ( ) cosf x x= 展开成
3

x π⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

的幂级数. 

解  cos cos cos cos sin sin
3 3 3 3 3 3

x x x x⎡ π π⎤ π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

         

2 2 1

0 0

2 2 1

0

1 3cos sin
2 3 2 3

1 ( 1) 3 ( 1)
2 (2 )! 3 2 (2 1)! 3

1 1 3( 1) ,
2 (2 )! 3 (2 1)! 3

n nn n

n n

n n
n

n

x x

x x
n n

x x
n n

+∞ ∞

= =

+∞

=

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− π − π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑

 

其中, 
3

x xπ
−∞ < + < +∞⇒ ∈\ . 

 

5. 将函数
1( )f x
x

= 展开成 ( 3)x − 的幂级数. 

解  
0

1 1 1 1 1 1 1 3( 1) ,3 33 ( 3) 3 3 3 31 1
3 3

n
n

n

x
x xx x

∞

=

−⎛ ⎞= = = = − ⎜ ⎟− −+ − ⎛ ⎞ ⎝ ⎠+ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

其中, 31 1 0 6
3

x x−
− < < ⇒ < < . 

 

6. 将函数 2
1( )
3 2

f x
x x

=
+ +

展形成 ( 4)x + 的幂级数. 

解  2
1 1 1 1

( 1)( 2) 1 23 2 x x x xx x
= = −

+ + + ++ +
 



 
第 12 章  无穷级数    177

              

1 1
0 0 0

1 1 1 1 1 1
4 43 ( 4) 2 ( 4) 2 31 1

2 3
1 4 1 4 1 1 ( 4) ;
2 2 3 3 2 3

n n
n

n n
n n n

x xx x

x x x
∞ ∞ ∞

+ +
= = =

= − = −
+ +− + + − + + − −

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑ ∑

 

其中, 41 1
2

x +
− < <  且 41 1

3
x +

− < < , 即 6 2x− < < − 且 7 1x− < < − ,  

由 ( 6, 2) ( 7, 1) ( 6, 2)− − − − = − −∩ , 故上述幂级数的收敛区间为 ( 6, 2)− − . 

习题12-5 

1. 利用函数的幂级数展开式求下列各数的近似值. 
(1) ln3（误差不超过0.0001）;   (2) e （误差不超过0.001）;  
(3) 9 522 （误差不超过0.00001）;   (4) cos2D（误差不超过0.0001）. 
解  (1) 把公式 

2 3
1ln(1 ) ( 1)

2 3

n
nx x xx x

n
−+ = − + − + − ⋅ +" " ( 1 1x− < ≤ ), 

中的 x 换成 x− , 得 
2 3

ln(1 )
2 3

nx x xx x
n

− = − − − − − −" " ( 1 1x− <≤ ), 

两式相减, 得 
3 5 2 11ln ln(1 ) ln(1 ) 2

1 3 5 2 1

nx x x xx x x
x n

−⎛ ⎞+
= + − − = + + + + +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

" " ( 1 1x− < < ). 

令
1 3
1

x
x

+
=

−
, 得 1

2
x = . 把 1

2
x = 代入最后一个展开式, 得 

3 5 2 1

11 1 1 1 1 1 1 12ln3 ln 21 2 3 5 2 12 2 21
2

nn −

+ ⎛ ⎞= = + ⋅ + ⋅ + + ⋅ +⎜ ⎟−⎝ ⎠−
" " . 

如果取前n 项作为 ln3的近似值, 则截断误差为 

                   2 1 2 3 2 5
1 1 1 1 1 12

2 1 2 3 2 52 2 2n n n nr
n n n+ + +

⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
"  

                      

2 1 2 1

2 1 2 3 2 5
1 1 2 1 2 2 1 22 1

2 1 2 3 2 52 2 2

n n

n n n
n n

n n n

+ +

+ + +

⎛ ⎞+ +
= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

"  

                      2 1 2 4
1 1 1 12 1

2 1 2 2 2nn +
⎛ ⎞< ⋅ ⋅ + + +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

"  

                      2 1 2 2

2

1 1 1 1 1 12 12 1 2 1 32 21
2

n nn n+ −= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
+ +−

. 

当 5n = 时,  

5 8
1 0.00012

3 11 2
r < ≈

⋅ ⋅
, 
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不符合题意. 当 6n = 时,  

6 10
1 0.00003

3 13 2
r < ≈

⋅ ⋅
, 

符合题意, 于是取 

3 5 7 9 11

2 4 6 8 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln3 2 + +
2 3 5 7 7 112 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 + + .
3 5 7 7 112 2 2 2 2

⎛ ⎞≈ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
 

同样, 考虑到舍入误差, 计算时应取五位小数: 

                   2
1 1 0.08333
3 2
⋅ ≈ , 4

1 1 0.01250
5 2
⋅ = , 6

1 1 0.00223
7 2
⋅ ≈ ,  

                   8
1 1 0.00043
9 2
⋅ ≈ , 10

1 1 0.00009
11 2

⋅ ≈ . 

因此得 

ln3 1.09858 1.0986≈ ≈ . 

(2) 由公式 
2

e 1
2! !

n
x x xx

n
= + + + + +" " ( x−∞ < < +∞ ), 

令
1
2

x = , 得 

1
2

2
1 1 1 1 1e e 1
2 2! !2 2nn

= = + + ⋅ + + ⋅ +" " . 

如果取前n 项作为 e 的近似值, 则截断误差为 

                        1 2
1 1 1 1 1 1
! ( 1)! ( 2)!2 2 2n n n nr

n n n+ += ⋅ + ⋅ + ⋅ +
+ +

"  

                           1 2
1 1 ! 2 ! 21
! ( 1)! ( 2)!2 2 2

n n

n n n
n n

n n n+ +

⎡ ⎤
= ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

"  

                           2 2
1 1 1 1 1 11
! 1 22 ( 1) 2nn n n

⎡ ⎤
< ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

"  

                           
1 1 1 1 1 2( 1)

1! ! 2 12 21
2( 1)

n n
n

n n n
n

+
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

+−
+

. 

当 5n = 时,  

5 5
1 1 12 0.0003
5! 112

r < ⋅ ⋅ < . 

符合题意, 于是取 

2 3 4
1 1 1 1 1 1 1e 1
2 2! 3! 4!2 2 2

≈ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ . 
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同样, 考虑到舍入误差, 计算时应取五位小数: 

2
1 1 =0.125
2 2
⋅ , 3

1 1 0.0208
3! 2
⋅ ≈ , 4

1 1 0.0026
4! 2
⋅ ≈ , 

因此得 

e 1.6484 1.648≈ ≈ . 

(3) 
1
99 9

9
10522 512 10 2 1
2

⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 由公式 

2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1
2! !

m nm m m m m nx mx x x
n

− − − +
+ = + + + + +

"" "   ( 1 1x− < < ), 

令 9
10
2

x = , 1
9

m = , 得 

1 2
9

9 9 9 9

1 1 1 1 11 1 1
10 1 10 10 109 9 9 9 91 1 .

9 2! !2 2 2 2

nn

n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ = + ⋅ + ⋅ + + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
" "  

所以     

          
1
99

9
10522 2 1
2

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

               
2

9 9

1 1 1
1 10 109 92 2 2
9 2!2 2

⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

" 9

1 1 11 1
109 9 92

! 2

nn

n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"  

2

9 2 9
1 10 1 8 102 2 2
9 2 9 2! 2

⋅ ⎛ ⎞= + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠
" 1

9
1 8 (9 10) 10( 1) 2

9 ! 2

n
n

n
n

n
− ⋅ ⋅ ⋅ − ⎛ ⎞+ − ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠

" " . 

上式等号右端从第二项开始为一交错级数, 如果取前三项作为 9 522 的近似值, 则截断误差为 
3

7
3 3 9

1 8 17 102 4.64 10
9 3! 2

r −⋅ ⋅ ⎛ ⎞⋅ ⋅ < ×⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠
≤ , 

符合题意, 于是取 
2

9
9 2 9

1 10 1 8 10522 2 2 2
9 2 9 2! 2

⋅ ⎛ ⎞≈ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠
, 

同样, 考虑到舍入误差, 计算时应取六位小数: 

9
1 102 0.004340
9 2
⋅ ⋅ ≈ , 

2

2 9
1 8 102 0.000038

9 2! 2
⋅ ⎛ ⎞⋅ ⋅ ≈⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠

, 

因此得 
9 522 2.004302 2.00430≈ ≈ . 

(4) cos 2 cos 2 cos
180 90
π π⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
° , 由公式 

2 4 2

cos 1 ( 1)
2! 4! (2 )!

n
nx x xx

n
= − + − + − ⋅ +" " ( x−∞ < < +∞ ), 
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令
90

x π
= , 得 

2 4 21 1 1cos 2 1 ( 1)
2! 90 4! 90 (2 )! 90

n
n

n
π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ + ⋅ − + − ⋅ ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
" "° . 

上式等号右端为一交错级数, 如果取前两项作为cos 2°的近似值, 则截断误差为 
4

8
3

1 6.2 10
4! 90

r −π⎛ ⎞⋅ < ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ , 

符合题意, 于是取 
21cos2 1

2! 90
π⎛ ⎞≈ − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
° , 

同样, 考虑到舍入误差, 计算时应取五位小数, 因此得 

cos 2 1 0.00061 0.99939 0.9994≈ − = ≈° . 

 
2. 利用被积函数的幂级数展开式求下列定积分的近似值. 

(1) 
0.5

40

1 d
1

x
x+∫ （误差不超过0.0001）;  (2) 

0.5

0

arctan dx x
x∫ （误差不超过0.001）. 

解  (1) 由公式 

4 8 4
4 4

1 1 1 ( 1)
1 1 ( )

n nx x x
x x

= = − + − + − +
+ − −

" " ( 1 1x− < < ), 

逐项积分, 得 

             
0.5 0.5

4 8 4
40 0

1 d 1 ( 1) d
1

n nx x x x x
x

⎡ ⎤= − + − + − +⎣ ⎦+∫ ∫ " "  

                        
0.5 0.5 0.5 0.5

4 8 4

0 0 0 0
1d d d ( 1) dn nx x x x x x x= − + − + − +∫ ∫ ∫ ∫" "  

                        5 9 4 11 1 10.5 0.5 0.5 ( 1) 0.5
5 9 4 1

n n

n
+= − ⋅ + ⋅ − + − ⋅ ⋅ +

+
" " . 

上式等号右端为一交错级数, 如果取前三项作为
0.5

40

1 d
1

x
x+∫ 的近似值, 则截断误差为 

13 6
3

1 0.5 9.4 10
13

r −⋅ < ×≤ , 

符合题意, 于是取 
0.5

5 9
40

1 1 1d 0.5 0.5 0.5
5 91

x
x

≈ − ⋅ + ⋅
+∫ , 

同样, 考虑到舍入误差, 计算时应取五位小数, 因此得 
0.5

40

1 d 0.5 0.00625 0.00022 0.49397 0.4940
1

x
x

≈ − + = ≈
+∫ . 

(2) 由公式 

2 4 2
2

1 1 ( 1)
1+

n nx x x
x

= − + − + − ⋅ +" " ( 1 1x− < < ), 
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逐项积分, 得 

2 4 2
20 0

2 4 2

0 0 0 0

1 d 1 ( 1) d
1

1d d d ( 1) d ,

x x
n n

x x x x
n n

x x x x x
x

x x x x x x x

⎡ ⎤= − + − + − ⋅ +⎣ ⎦+

= − + − + − +

∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

" "

" "
 

即 

3 5 2 11 1 1arctan ( 1)
3 5 2 1

n nx x x x x
n

+= − ⋅ + ⋅ − + − ⋅ ⋅ +
+

" " ( 1 1x− ≤ ≤ ), 

因而 

2 4 2arctan 1 1 11 ( 1)
3 5 2 1

n nx x x x
x n

= − ⋅ + ⋅ − + − ⋅ ⋅ +
+

" " , 

逐项积分, 得 

          
0.5 0.5

2 4 2

0 0

arctan 1 1 1d 1 ( 1) d
3 5 2 1

n nx x x x x x
x n

⎡ ⎤= − ⋅ + ⋅ − + − ⋅ ⋅ +⎢ ⎥+⎣ ⎦∫ ∫ " "  

                       
0.5 0.5 0.5 0.5

2 4 2

0 0 0 0

1 1 11d d d ( 1) d
3 5 2 1

n nx x x x x x x
n

= − ⋅ + ⋅ − + − ⋅ ⋅ +
+∫ ∫ ∫ ∫" "  

                       
3 5 2 1

2 2 2
1 1 10.5 0.5 0.5 ( 1) 0.5
3 5 (2 1)

n n

n
+= − ⋅ + ⋅ − + − ⋅ ⋅ +

+
" " . 

上式等号右端为一交错级数, 如果取前三项作为
0.5

0

arctan dx x
x∫ 的近似值, 则截断误差为 

7 4
2 2

1 0.5 1.6 10
7

r −⋅ < ×≤ , 

符合题意, 于是取 
0.5

3 5
2 20

arctan 1 1d 0.5 0.5 0.5
3 5

x x
x

≈ − ⋅ + ⋅∫ . 

同样, 考虑到舍入误差, 计算时应取五位小数, 因此得 
0.5

0

arctan d 0.5 0.0139 0.0013 0.4874 0.487x x
x

≈ − + = ≈∫ . 

 
3. 试用幂级数求下列各微分方程的解. 

(1) 1y xy x′ − − = ;  (2) 0y xy y′′ ′+ + = ;  (3) 2(1 )x y x y′− = − . 

解  (1) 设方程的解为 
2

0 1 2
n

ny a a x a x a x= + + + + +" " , 

则 
2 1

1 2 32 3 n
ny a a x a x na x −′ = + + + + +" " , 

代入方程, 得 
2 1 2

1 2 3 0 1 2( 2 3 ) ( ) 1,n n
n na a x a x na x x a a x a x a x x−+ + + + + − + + + + + − =" " " "  

即 
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[ ]2
1 2 0 3 1 1 1(2 1) (3 ) ( 1) 1n

n na a a x a a x n a a x+ −+ − − + − + + + − + =" " . 

比较上式两端 x 的同次幂的系数, 得 

1 1a = , 2 02 1 0a a− − = , 3 13 0a a− = , ⋅ ⋅ ⋅ , 1 1( 1) 0n nn a a+ −+ − = , ⋅ ⋅ ⋅ . 

于是有 

               1 1a = , 3 1
1 1
3 3

a a= = , 5 3
1 1
5 3 5

a a= =
⋅

, ⋅ ⋅ ⋅ ,  

               2 1 2 3
1 1

2 1 3 5 (2 1)n na a
n n− −= =
− ⋅ ⋅ ⋅ −"

, ⋅ ⋅ ⋅ ;  

               2 0
1 ( 1)
2

a a= + , 4 2 0
1 1 ( 1)
4 2 4

a a a= = +
⋅

, 6 4 0
1 1 ( 1)
6 2 4 6

a a a= = +
⋅ ⋅

, ⋅ ⋅ ⋅ ,  

               2 2 2 0
1 1 ( 1)
2 2 4 6 (2 )n na a a

n n−= = +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅"

, ⋅ ⋅ ⋅ . 

因而 

          2 4 2
0 2 4 2

n
na a x a x a x+ + + + +" "  

             2 4
0 0 0

1 11 ( 1) ( 1) ( 1)
2 2 4

a a x a x= − + + + + + + +
⋅

"  2
0

1 ( 1)
2 4 6 (2 )

na x
n

+ + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

"
"

 

             
22 2 2

0
1 11 ( 1) 1

2 2! 2 ! 2

n
x x xa

n

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= − + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

" "  

             
2

2
01 ( 1)e

x

a= − + + （ x−∞ < < +∞ , 0a 为任意常数）;  

          3 5 2 1
1 3 5 2 1

n
na x a x a x a x −
−+ + + + +" "  

             3 5 2 11 1 1
3 3 5 3 5 (2 1)

nx x x x
n

−= + + + + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

" "
"

 

             3 5 2 11 1 1
3!! 5!! (2 1)!!

nx x x x
n

−= + + + + +
−

" " ( x−∞ < < +∞ ). 

所以 

                 2
0 1 2

n
ny a a x a x a x= + + + + +" "  

                   
2 4 2

0 2 4 2( )n
na a x a x a x= + + + + +" " 3 5 2 1

1 3 5 2 1( )n
na x a x a x a x −
−+ + + + + +" "  

2

3 5 2 12
0

1 1 11 ( 1)e
3!! 5!! (2 1)!!

x
na x x x x

n
−⎡ ⎤

= − + + + + + + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦
" "  

                   

2

3 5 2 12 1 1 1e 1
3!! 5!! (2 1)!!

x
nC x x x x

n
−⎡ ⎤

= + − + + + + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦
" " ,  

                  （ x−∞ < < +∞ , C 为任意常数.） 

(2) 设方程的解为 
2

0 1 2
n

ny a a x a x a x= + + + + +" " , 
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则     

                          2 1
1 2 32 3 n

ny a a x a x na x −′ = + + + + +" " ,  

                          2 2
2 3 42 3 2 4 3 ( 1) n

ny a a x a x n n a x −′′ = + ⋅ + ⋅ + + − +" " ,  

代入方程, 得 

                     2 2
2 3 4(2 3 2 4 3 ( 1) )n

na a x a x n n a x −+ ⋅ + ⋅ + + − +" "  

                         2 1
1 2 3( 2 3 )n

nx a a x a x na x −+ + + + + +" "  

                         2
0 1 2( ) 0n

na a x a x a x+ + + + + + =" " ,  

即       
2

2 0 3 1 4 2(2 ) (3 2 2 ) (4 3 3 )a a a a x a a x+ + ⋅ + + ⋅ + +"  

                         [ ]2( 2)( 1) ( 1) 0n
n nn n a n a x++ + + + + + =" . 

比较上式两端 x 的同次幂的系数, 得 

2 02 0a a+ = , 3 13 2 2 =0a a⋅ + , 4 24 3 3 0a a⋅ + = , ⋅ ⋅ ⋅ , 

2( 2)( 1) ( 1) 0n nn n a n a++ + + + = , ⋅ ⋅ ⋅ . 

于是有       

               3 1
1
3

a a= − , 5 3 1
1 1
5 3 5

a a a= − =
⋅

, ⋅ ⋅ ⋅ ,  

               
1

2 1 2 3 1
1 ( 1)

2 1 3 5 (2 1)

n

n na a a
n n

−

− −
−

= − =
− ⋅ ⋅ ⋅ −"

, ⋅ ⋅ ⋅ ;  

               2 0
1
2

a a= − , 4 2 0
1 1
4 2 4

a a a= − =
⋅

, 6 4 0
1 1
6 2 4 6

a a a= − = −
⋅ ⋅

, ⋅ ⋅ ⋅ ,  

               2 2 2 0
1 ( 1)

2 2 4 6 (2 )

n

n na a a
n n−

−
= − =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅"
, ⋅ ⋅ ⋅ . 

因而      

             2 4 2
0 2 4 2

n
na a x a x a x+ + + + +" "  

                2 4 6
0 0 0 0

1 1 1
2 2 4 2 4 6

a a x a x a x= − + − +
⋅ ⋅ ⋅

" 2
0

( 1)
2 4 6 (2 )

n
na x

n
−

+ +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

"
"

 

                
22 2 2

0
1 11

2 2! 2 ! 2

n
x x xa

n

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= + − + − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

" "  

                
2

2
0e

x

a
−

= ,  （ x−∞ < < +∞ , 0a 为任意常数）;  

             3 5 2 1
1 3 5 2 1

n
na x a x a x a x −
−+ + + + +" "  

                
1

3 5 2 1
1 1 1 1

1 1 ( 1)
3 3 5 3 5 (2 1)

n
na x a x a x a x

n

−
−−

= − + − + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

" "
"

 

                
1

3 5 2 1
1

1 1 ( 1)
3 3 5 3 5 (2 1)

n
na x x x x

n

−
−⎡ ⎤−

= − + − + +⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −⎣ ⎦
" "

"
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1

3 5 2 1
1

1 1 ( 1)
3!! 5!! (2 1)!!

n
na x x x x

n

−
−⎡ ⎤−

= − + − + +⎢ ⎥−⎣ ⎦
" " ,  

                 （ x−∞ < < +∞ , 1a 为任意常数）. 

所以 

                     
2

0 1 2
n

ny a a x a x a x= + + + + +" "  

                      2 4 2
0 2 4 2( )n

na a x a x a x= + + + + +" " 3 5 2 1
1 3 5 2 1( )n

na x a x a x a x −
−+ + + + + +" "  

                      
2 1

3 5 2 12
0 1

1 1 ( 1)e
3!! 5!! (2 1)!!

x n
na a x x x x

n

−− −⎡ ⎤−
= + − + − + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

" " ,  

                      （ x−∞ < < +∞ , 0a , 1a 为任意常数）. 

(3) 设方程的解为 
2

0 1 2
n

ny a a x a x a x= + + + + +" " , 

则      
2 1

1 2 32 3 n
ny a a x a x na x −′ = + + + + +" " , 

代入方程, 得 
2 1

1 2 3(1 )( 2 3 )n
nx a a x a x na x −− + + + + +" " 2 2

0 1 2( )n
nx a a x a x a x= − + + + + +" " , 

即     

[ ]2
1 2 1 3 2 1(2 ) (3 2 ) ( 1) n

n na a a x a a x n a na x++ − + − + + + − +" "  

2
0 1 2( 1) .n

na a x a x a x= − − − − − − −" "  

比较上式两端 x 的同次幂的系数, 得 

1 0a a= − , 2 1 12a a a− = − , 3 2 23 2 ( 1)a a a− = − − , 

4 3 34 3a a a− = − ⋅⋅⋅ , 1( 1) n n nn a na a++ − = − , ⋅ ⋅ ⋅ . 

于是有      

                    1 0a a= − , 2 0a = , 3 2
1 1( 1)
3 3

a a= + = , 4 3
2 1 2
4 3 4

a a ⋅
= =

⋅
, ⋅ ⋅ ⋅ ,  

                    1
1 1 2 3 ( 1)
1 3 4 5 ( 1)n n

n na a
n n+
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

= =
+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

"
"

( 3n≥ ), ⋅ ⋅ ⋅ . 

所以 

               2
0 1 2

n
ny a a x a x a x= + + + + +" "  

                 3 4 5
0 0

1 1 2 1 2 3 1 2 3 ( 2)
3 3 4 3 4 5 3 4 5

nna a x x x x x
n

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
= − + + + + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
"" "
"

 

                 
3 4 5

0
1 1 1 1(1 ) 2

2 3 3 4 4 5 ( 1)
na x x x x x

n n
⎡ ⎤

= − + + + + + +⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ − ⋅⎣ ⎦
" " ,  

                （ 1 1x− ≤ ≤ , 0a 为任意常数）. 
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4. 试用幂级数求下列方程满足所给初始条件的特解. 

(1) 2 3y y x′ = + , 0
1
2xy

=
= ;  (2) (1 ) 1x y y x′− + = + , 0 0xy

=
= . 

解  (1) 设方程的解为 
2

0 1 2
n

ny a a x a x a x= + + + + +" " , 

由 0
1
2xy

=
= 得, 0

1
2

a = . 逐项求导得 

2 1
1 2 32 3 n

ny a a x a x na x −′ = + + + + +" " , 

代入方程, 得 
2 1 2 2 3

1 2 3 0 1 22 3 ( ) ,n n
n na a x a x na x a a x a x a x x−+ + + + + = + + + + + +" " " "  

即      

                 2 1
1 2 32 3 n

na a x a x na x −+ + + + +" "  

                     2
0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0( ) ( )a a a a a a x a a a a a a x= + + + + +  

                       3
0 3 1 2 2 1 3 0 0 1 1 0( 1) ( ) n

n n na a a a a a a a x a a a a a a x−+ + + + + + + + + + +" " " . 

比较上式两端 x 的同次幂的系数, 得 
          1 0 0a a a= , 2 0 1 1 02a a a a a= + , 3 0 2 1 1 2 03a a a a a a a= + + ,  

          4 0 3 1 2 2 1 3 04 1,a a a a a a a a a= + + + + ⋅⋅⋅ , 1 0 1 1 0( 1) n n n nn a a a a a a a+ −+ = + + +" , ⋅ ⋅ ⋅ . 

于是有    

            2
1 0

1
4

a a= = , 2 0 1 1 0
1 1( )
2 8

a a a a a= + = , 3 0 2 1 1 2 0
1 1( )
3 16

a a a a a a a= + + = ,  

            4 0 3 1 2 2 1 3 0
1 1 1 1 9( )
4 4 32 4 32

a a a a a a a a a= + + + + = + = , ⋅ ⋅ ⋅ . 

所以所求解的幂级数展开式的开始几项为 
2

0 1 2

2 3 41 1 1 1 9 .
2 4 8 16 32

n
ny a a x a x a x

x x x x

= + + + + +

= + + + + +

" "

"
 

(2) 设方程的解为 
2

0 1 2
n

ny a a x a x a x= + + + + +" " , 

由 0 0xy
=
= 得, 0 0a = . 逐项求导得 

2 1
1 2 32 3 n

ny a a x a x na x −′ = + + + + +" " , 

代入方程, 得 

                       2 1
1 2 3(1 )( 2 3 )n

nx a a x a x na x −− + + + + +" "  

                         2
0 1 2( ) 1n

na a x a x a x x+ + + + + + = +" " ,  

即 

[ ]2
1 0 2 3 2 1( ) 2 (3 ) ( 1) ( 1) n

n na a a x a a x n a n a x++ + + − + + + − − +" " 1 x= + . 
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比较上式两端 x 的同次幂的系数, 得 

1 0 1a a+ = , 22 1a = , 3 23 0a a− = , ⋅ ⋅ ⋅ , 1( 1) ( 1) 0n nn a n a++ − − = , ⋅ ⋅ ⋅ . 

于是有     

                       1 1a = , 2
1
2

a = , 3
1

2 3
a =

⋅
, 4

2 1
2 3 4 3 4

a = =
⋅ ⋅ ⋅

, ⋅ ⋅ ⋅ ,  

                       1
1 1
1 ( 1)n n

na a
n n n+
−

= =
+ ⋅ +

( 2n≥ ), ⋅ ⋅ ⋅ . 

所以 
2

0 1 2

2 3 41 1 1 1 .
1 2 2 3 3 4 ( 1)

n
n

n

y a a x a x a x

x x x x x
n n

= + + + + +

= + + + + + +
⋅ ⋅ ⋅ −

" "

" "
 

 

5. 验证函数
3 6 3

( ) 1
3! 6! (3 )!

nx x xy x
n

= + + + + +" " ( )x−∞ < < +∞ 满足微分方程 exy y y′′ ′+ + = ，并利

用此结果求幂级数
3

0 (3 )!

n

n

x
n

∞

=
∑ 的和函数. 

解  将 

                         
3 6 3

1
3! 6! (3 )!

nx x xy
n

= + + + + +" " , 

                         
2 5 8 3 1

2! 5! 8! (3 1)!

nx x x xy
n

−

′ = + + + + +
−

" " , 

                         
4 7 3 2

4! 7! (3 2)!

nx x xy x
n

−

′′ = + + + + +
−

" " , 

代入方程 exy y y′′ ′+ + = 的左边，得 

        
4 7 3 2

4! 7! (3 2)!

nx x xy y y x
n

−⎡ ⎤
′′ ′+ + = + + + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

" "  

                  
2 5 8 3 1

2! 5! 8! (3 1)!

nx x x x
n

−⎡ ⎤
+ + + + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

" "
3 6 3

1
3! 6! (3 )!

nx x x
n

⎡ ⎤
+ + + + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

" "  

                
2 3

1 e
2! 3! !

n
xx x xx

n
= + + + + + + =" " ,  

与右边相等. 又当 0x = 时， 1y = ， 0y′ = ，所以
3

0 (3 )!

n

n

xy
n

∞

=

=∑ 为微分方程 exy y y′′ ′+ + = 满足

初值条件 0 1xy
=
= ， 0 0xy

=
′ = 的特解. 这是一个二阶常系数非齐次线性微分方程，且 ex 是

e ( )x
mP xλ 型，其中 1λ = ， ( ) 1mP x = . 与此方程对应的齐次方程为 

0y y y′′ ′+ + = , 

其特征方程为 
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2 1 0r r+ + = , 

其根 1,2
1 3 i
2 2

r = − ± 为一对共轭复根，于是与所给方程对应的齐次方程的通解为 

1 1
2 2

1 2
3 3e sin e cos

2 2
x x

y C x C x
− −

= + , 

由于 1λ = 不是特征方程的根，所以应设特解为 

exy a∗ = , 

把它代入所给方程，得 

3 e ex xa = , 

解得
1
3

a = ，因此求得一个特解为 

1 e
3

xy∗ = , 

从而所给方程的的通解为 
1 1
2 2

1 2
3 3 1e sin e cos e

2 2 3
x x xy C x C x

− −
= + + . 

将条件 0 1xy
=
= 代入通解，得 2

2
3

C = ，从而 

1 1
2 2

1
3 2 3 1e sin e cos e

2 3 2 3
x x xy C x x

− −
= + + , 

将上式对 x 求导，得 
1 1
2 2

1
1 3 3 3e sin e cos
2 2 2 2

x x
y C x x

− −⎛ ⎞
′ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

                             
1 1
2 22 1 3 3 3 1e cos e sin e

3 2 2 2 2 3
x x xx x

− −⎛ ⎞
+ − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

再把条件 0 0xy
=

′ = 代入上式，得 1 0C = ，从而所求特解为 

1
22 3 1e cos e

3 2 3
x xy x

−
= + . 

所以 
13
2

0

2 3 1e cos e
(3 )! 3 2 3

n x x

n

x x
n

∞ −

=

= +∑  ( )x−∞ < < +∞ . 

 
6. 利用欧拉公式将函数e cosx x的展开成 x 的幂级数. 

解  由欧拉公式 
ie cos i sinx x x= + , 

及 
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cos i sin cos i sin
4 4 4 4

n

n nπ π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

得 

                   i (1 i)e cos ie sin e (cos i sin ) e e ex x x x x xx x x x ++ = + = ⋅ =
2 cos isin

4 4e
x π π⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

                 
2

11 2 cos i sin 2 cos i sin
4 4 2! 4 4

x xπ π ⎡ π π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + ⋅ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
"  

                   1 2 cos i sin
! 4 4

n

x
n

⎡ π π ⎤⎛ ⎞+ ⋅ + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
"  

                 211 cos isin ( 2 ) cos 2 isin 2 ( 2 )
4 4 2! 4 4

x xπ π ⎡ π π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
"  

                   1 cos i sin ( 2 )
! 4 4

nn n x
n

⎡ π π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
"  

                 21 11 cos ( 2 ) cos 2 ( 2 ) cos ( 2 )
4 2! 4 ! 4

nx x n x
n

⎡ π π π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
" "  

                   21 1i sin ( 2 ) cos 2 ( 2 ) cos ( 2 )
4 2! 4 ! 4

nx x n x
n

⎡ π π π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
" " . 

比较上式两端复数的实部, 得 

                21e cos 1 cos ( 2 ) cos 2 ( 2 )
4 2! 4

x x x xπ π⎛ ⎞= + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

" 1 πcos ( 2 )
! 4

nn x
n

⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"  

                       2 211 cos ( 2) cos 2 ( 2)
4 2! 4

x xπ π⎛ ⎞= + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"  

                         1 cos ( 2)
! 4

n nn x
n

π⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

" ( x−∞ < < +∞ ). 

*习题 12-6 

1. 已知函数序列 ( ) sinn
xs x
n

= ( 1,2,3, )n = " 在 ( , )−∞ +∞ 上收敛于0 . 

(1) 问 ( , )N xε 取多大, 能使当n N> 时, ( )ns x 与其极限之差的绝对值小于正数ε ;              
(2) 证明 ( )ns x 在任一有限区间[ ],a b 上一致收敛. 

解  (1) 因为 ( ) 0 sinn
xx xs x

n n n
− = =≤ , 对于正数ε , 欲使 ( ) 0ns x ε− < 成立, 只要

x
n

ε< 成

立即可, 即
x

n
ε

> . 取正整数 1
x

N
ε

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 当 n N> 时, ( ) 0ns x ε− < , 即 ( )ns x 与其极限之差

的绝对值小于正数ε . 
(2) 设 x 为有限区间[ ],a b 上任意一点, 取 { }max ,M a b= , 则 x M≤ ,  

( ) 0n
x Ms x
n n

− ≤ ≤ , 
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对于任意给定的正数ε , 欲使 ( ) 0ns x ε− < 成立, 只要
M
n

ε< 成立即可, 即 Mn
ε

> . 取正整数

1MN
ε

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
, 当n N> 时, ( ) 0ns x ε− < 成立, 即 ( )ns x 在任一有限区间[ ],a b 上一致收敛. 

 

2. 已知级数
2 2

2
2 2 21 (1 )

x xx
x x

+ + +
+ +

"在 ( , )−∞ +∞ 上收敛. 

(1) 求出该级数的和;  
(2) 问 ( , )N xε 取多大, 能使当n N> 时, 级数的余项 nr 的绝对值小于正数ε ;                   

(3) 分别讨论级数在区间[ ]0,1 , 1 ,1
2
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

上的一致收敛性. 

解  (1) 级数为等比级数, 公比为 2
1

1 x+
,  

当 0x ≠ 时, 2
1 1

1+x
< , 级数的和为 

2
2

2

( ) 111
1

xs x x

x

= = +
−

+

; 

当 0x = 时, 级数的和为 (0) 0s = . 所以 
21 , 0;

( )
0, 0.

x x
s x

x

⎧ + ≠⎪= ⎨
=⎪⎩

 

(2) 
2 2 2

2 2 1 2 2( )
(1 ) (1 ) (1 )n n n n n

x x xr r x
x x x+ += = + + +

+ + +
"为等比级数, 公比为 2

1
1 x+

. 

当 0x ≠ 时, 2
1 1

1 x
<

+
, 级数的和为 

2

2

2 1

2

1(1 )( ) 1 (1 )1
1

n

n n

x
xr x

x
x

−
+= =

+−
+

; 

当 0x = 时, 级数的和为 (0) 0nr = . 所以 

2 1
1 , 0;

(1 )( )
0, 0.

n
n

x
xr x

x

−
⎧ ≠⎪ += ⎨
⎪ =⎩

 

当 0x = 时, (0) 0nr = , 对于正数ε , 及任意正整数 N , 当 n N> 时, (0)nr ε< ;  

当 0x ≠ 时 , 2 1 2 1
1 1( )

(1 ) (1 )n n nr x
x x− −= =

+ +
, 对于正 数 ε , 欲使 ( )nr x ε< 成 立 , 即

2 1
1

(1 )nx
ε− <

+
, 故 2 1 1(1 )nx

ε
−+ > , 因此 2( 1) ln(1 ) lnn x ε− + > − , 所以 2

ln1
ln(1 )

n
x
ε

> −
+

, 取正

整数 2
ln1 1

ln(1 )
N

x
ε⎡ ⎤

= − +⎢ ⎥+⎣ ⎦
, 当 n N> 时, ( )nr x ε< , 即级数的余项 nr 的绝对值小于正数ε . 
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(3) 因为级数的各项
2

2( )
(1 )n n

xu x
x

=
+

在区间[ ]0,1 上都连续, 若级数在区间[ ]0,1 上一致收敛于

21 , 0;
( )

0, 0.

x x
s x

x

⎧ + ≠⎪= ⎨
=⎪⎩

, 由定理1知, ( )s x 在区间[ ]0,1 上也连续. 

然而 ( )s x 在 0x = 点不连续, 所以级数在区间[ ]0,1 上不一致收敛. 

在区间
1 ,1
2
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

上,  

1

2 1 12

1 1 4( )
5(1 ) 11

2

n

n n nr x
x

−

− −
⎛ ⎞= < = ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎡ ⎤⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

对于正数 ε , 欲使 ( )nr x ε< 成立, 即
14

5

n

ε
−

⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 即 4( 1)ln ln
5

n ε− < , 即 ln1
ln 5 ln 4

n ε
> −

−
, 取

ln1 1
ln 5 ln 4

N ε⎡ ⎤= − +⎢ ⎥−⎣ ⎦
, 当 n N> 时, ( )nr x ε< , 所以级数在区间

1 ,1
2
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

上一致收敛. 

 
3. 按定义讨论下列级数在所给区间上的一致收敛性. 

(1) 
2

1
2 2

1

( 1)
(1 )

n

n

x
x

∞
−

=

−
+∑ , x−∞ < < +∞ ;  (2) 

0

(1 ) n

n

x x
∞

=

−∑ , 0 1x< < . 

解  (1) 级数为交错级数, 且满足莱布尼茨定理, 级数收敛. 
2 2 2

1
2 1 2 1 2

2 2

2 2 2

( ) ( 1)
(1 ) (1 ) (1 )

1 ,
1

n
n n n n

n

x x xr x
x x x

x x
nnx x nx

−
+ +− = <

+ + +

= < =
+ + +"

≤

 

设 x 为 ( , )−∞ +∞ 上任意一点, 对于任意给定的正数ε , 欲使 ( )nr x ε< 成立, 只要
1
n

ε< 成立即

可, 即 1n
ε

> . 取正整数
1 1N
ε
⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

, 当 n N> 时, ( )nr x ε< 成立, 即级数在所给区间上一致

收敛. 
(2) 当0 1x< < 时, 级数的部分和为 

2 1( ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) 1n n
ns x x x x x x x x x += − + − + − + + − = −" , 

和函数为 
1( ) lim ( ) lim(1 ) 1n

nn n
s x s x x +

→∞ →∞
= = − = . 

于是      
1 1( ) ( ) ( ) 1 (1 )n n

n nr x s x s x x x+ += − = − − = . 

对于任意给定的正数n , 取
1

11
2

n
nx

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

( 1,2,3,n = " ), 则 nx 在 (0 1)， 内, 且 
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11
1 11( )

22

n

n
nr x

+

+
⎡ ⎤
⎛ ⎞= =⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

, 

所以, 只要取
1
2

ε < , 不论 n 多么大, 在 (0 1)， 内, 总存在这样的点 nx , 使得 ( )n nr x ε> , 因此所

给级数在所给区间上不一致收敛. 
 
4. 利用维尔斯特拉斯判别法证明下列级数在所给区间上的一致收敛性. 

(1) 
1

cos( )
2n

n

nx∞

=
∑ , x−∞ < < +∞ ;   (2) 

3 4 4
1

sin( )

n

nx

n x

∞

= +
∑ , x−∞ < < +∞ ;  

(3) 2

1

e nx

n

x
∞

−

=
∑ , 0 x < +∞≤ ;   (4) 

1

e
!

nx

n n

∞ −

=
∑ , 10x < ;  

(5) 2 2
1

( 1) (1 e )n nx

n n x

∞ −

=

− −
+∑ , 0 x < +∞≤ . 

解  (1) 对于 ( , )−∞ +∞ 上任意一点 x ,  

cos( ) 1
2 2n n n

nxu = ≤ ( 1,2,3,n = " ), 

正项级数
1

1
2n

n

∞

=
∑ 是公比为

1
2
的等比级数, 收敛, 由维尔斯特拉斯判别法, 原级数在所给区间上

一致收敛. 
(2) 对于 ( , )−∞ +∞ 上任意一点 x ,  

43 3 34 4 4 4 4
3

sin( ) 1 1 1
n

nxu
n x n x n n

= =
+ +

≤ ≤ , 

正项级数 4
1 3

1

n n

∞

=
∑ 是

4 1
3

p = > 的 p 级数, 收敛, 由维尔斯特拉斯判别法, 原级数在所给区间上一

致收敛. 
(3) 对于0 x < +∞≤ 上任意一点 x ,  

2 2 2
2

2
2 2

2( ) e 1 1e 1 ( ) ( )
2! 2!

nx
n nx

x x xu x x
nnx nx nx

−= = = < =
+ + +"

, 

因为 2
1

1

n n

∞

=
∑ 是 2 1p = > 的 p 级数, 收敛, 所以正项级数 2

1

2

n n

∞

=
∑ 收敛, 由维尔斯特拉斯判别法, 

原级数在所给区间上一致收敛. 
(4) 对于 ( 10,10)− 上任意一点 x ,  

10e e (e ) (e )( )
! ! ! !

nx nx x n n

nu x
n n n n

− − −

= = = ≤ , 

正项级数
10

10
e

1

(e ) e 1
!

n

n n

∞

=

= −∑ , 收敛, 由维尔斯特拉斯判别法, 原级数在所给区间上一致收敛. 
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(5) 对于0 x < +∞≤ 上任意一点 x ,  

2 2 2 2 2 2
( 1) (1 e ) 1 e 1 e 1( )

n nx nx nx

nu x
n x n x n n

− − −− − − −
= =

+ +
≤ ≤ , 

正项级数 2
1

1

n n

∞

=
∑ 是 2 1p = > 的 p 级数, 收敛, 由维尔斯特拉斯判别法, 原级数在所给区间上一

致收敛. 

习题12-7 

1. 下列周期函数 ( )f x 的周期为 2π , 试将 ( )f x 展开成傅里叶级数, 如果 ( )f x 在[ ),−π π 上的表达

式为 
(1) 2( ) 3 1f x x= +  ( )x−π < π≤ ;                                

(2) 2( ) e xf x =  ( )x−π < π≤ ;    

(3) 
, 0;

( )
, 0 .

bx x
f x

ax x

⎧ −π <⎪= ⎨
< π⎪⎩

≤

≤
 （ ,a b为常数, 且 0a b> > ）. 

解  (1) 由收敛定理得, 函数 ( )f x 的傅里叶级数在 ( , )−∞ +∞ 上收敛于 ( )f x .  
函数 ( )f x 为偶函数, 计算傅里叶系数如下: 

             0
0

2 ( )da f x x
π

=
π ∫

2 2

0

2 (3 1)d 2( 1)x x
π

= + = π +
π ∫ ,  

             
0

2 ( )cos dna f x nx x
π

=
π ∫

2

0

2 (3 1)cos dx nx x
π

= +
π ∫  

               2
2 3

0

2 3 6 6 1sin( ) cos( ) sin( ) sin( )x nx x nx nx nx
n nn n

π
⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥π ⎣ ⎦

 

               2
12( 1)n

n
= −  ( 1,2,3, )n = " ;  

             0nb = ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为 

[ ]0

1

2
2

1

( ) cos( ) sin( )
2

( 1)1 12 cos( )( ).

n n
n

n

n

af x a nx b nx

nx x
n

∞

=

∞

=

= + +

−
= π + + −∞ < < +∞

∑

∑
 

(2) 由收敛定理得, 函数 ( )f x 的傅里叶级数, 当 (2 1)x n≠ + π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " 时, 收敛于 ( )f x ; 
当 (2 1)x n= + π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " 时, 收敛于 

2 2( ) ( ) e e
2 2

f f+ − − π π−π + π +
= . 

计算傅里叶系数如下: 

                    0
1 ( )da f x x

π

−π
=
π ∫

2 2 21 1e d (e e )
2

x x
π

π − π

−π
= = −
π π∫ ,   
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                    1 ( )cos( )dna f x nx x
π

−π
=
π ∫

21 e cos( )dx nx x
π

−π
=
π ∫  

                      [ ]2
2

1 e sin( ) 2cos( )
4

x n nx nx
n

π

−π

= +
π( + )

 

                      
2 2

2
2(e e )( 1)

4
n

n

π − π−
= −

( + )π
 ( 1,2,3, )n = " . 

                    1 ( )sin( )dnb f x nx x
π

−π
=
π ∫

21 e sin( )dx nx x
π

−π
=
π ∫  

                      [ ]2
2

1 e 2sin( ) cos( )
4

x nx n nx
n

π

−π

= −
π( + )

 

                      
2 2

1
2

(e e )( 1)
4

n n
n

π − π
+ −

= −
( + )π

 ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为 

                       [ ]0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

af x a nx b nx
∞

=

= + +∑  

                           [ ]
2 2

2
1

e e 1 ( 1) 2cos( ) sin( )
4 4

n

n

nx n nx
n

∞π − π

=

⎧ ⎫− −⎪ ⎪= + −⎨ ⎬π +⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ,  

                             ( (2 1) , 0, 1, 2, )x n n≠ + π = ± ± " . 

(3) 由收敛定理得, 函数 ( )f x 的傅里叶级数, 当 (2 1)x n≠ + π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " 时, 收敛于 ( )f x ; 
当 (2 1)x n= + π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " 时, 收敛于 

( ) ( )
2 2 2

f f b a a b+ −−π + π − π+ π ( − )π
= = . 

计算傅里叶系数如下: 

                       0
1 ( )da f x x

π

−π
=
π ∫

1 ( )df x x
π

−π
=
π ∫ ,  

                         
0

0

1 1d dbx x ax x
π

−π
= +
π π∫ ∫

( )
2

a b− π
= ,  

                       1 ( )cos( )dna f x nx x
π

−π
=
π ∫  

                         
0

0

1 1cos( )d cos( )dbx nx x ax nx x
π

−π
= +
π π∫ ∫  

                         
0

2
1 1cos( ) sin( )b nx x nx

nn −π

⎡ ⎤= +⎢ ⎥π ⎣ ⎦ 2
0

1 1cos( ) sin( )a nx x nx
nn

π
⎡ ⎤+ +⎢ ⎥π ⎣ ⎦

 

                         2

( ) 1 ( 1)nb a

n

⎡ ⎤− − −⎣ ⎦=
π

( 1,2,3, )n = " ;  

                       1 ( )sin( )dnb f x nx x
π

−π
=
π ∫  
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0

0

1 1sin( )d sin( )dbx nx x ax nx x
π

−π
= +
π π∫ ∫  

                         
0

2
1 1sin( ) cos( )b nx x nx

nn −π

⎡ ⎤= −⎢ ⎥π ⎣ ⎦ 2
0

1 1sin( ) cos( )a nx x nx
nn

π
⎡ ⎤+ −⎢ ⎥π ⎣ ⎦

 

                         1 ( )( 1)n b a
n

− +
= −  ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为 

           [ ]0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

af x a nx b nx
∞

=

= + +∑  

                1
2

1

( ) 1 ( 1)
cos( ) ( 1) sin( )

4

n
n

n

b aa b a bnx nx
nn

∞
−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤− − −( − )π +⎪ ⎪⎣ ⎦= + + −⎨ ⎬
π⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ,  

                  ( (2 1) , 0, 1, 2, )x n n≠ + π = ± ± " . 

 
2. 将下列函数 ( )f x 展开成傅里叶级数. 

(1) ( ) 2sin
3
xf x = ( )x−π π≤ ≤ ;  (2) 

e , 0;
( )

1, 0 .

x x
f x

x

⎧ −π <⎪= ⎨
π⎪⎩

≤

≤ ≤
 

解  (1) 将函数 ( )f x 作周期延拓, 延拓后的函数是周期为 2π的周期函数. 由收敛定理得, 延
拓后的函数的傅里叶级数, 在 ( , )−π π 上收敛于 ( )f x ; 当 x = ±π时, 收敛于 

2sin 2sin
( ) ( ) 3 3 0

2 2
f f+ −

π π⎛ ⎞− +⎜ ⎟−π + π ⎝ ⎠= = . 

若不计 (2 1)x n= + π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " , 延拓后的函数是奇函数, 计算延拓后的函数的傅里叶系

数如下: 
               0na = ( 0,1,2, )n = " ;  

               
0

2 ( )sin dnb f x nx x
π

=
π ∫ 0

2 2sin sin d
3
x nx x

π
=
π ∫  

                 
0

2 3 1 3 3 1 3sin sin
1 3 3 1 3 3

n nx x
n n

π
⎡ + − ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

                 1
2

18 3( 1)
9

n n
n

−= −
( −1)π

 ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为 

                    [ ]0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

af x a nx b nx
∞

=

= + +∑  

                         1
2

1

18 3 ( 1) sin( )
9 1

n

n

n nx
n

∞
−

=

= −
π −∑  ( )x−π < < π . 

(2) 将函数 ( )f x 作周期延拓, 延拓后的函数是周期为 2π的周期函数. 由收敛定理得, 延拓后

的函数的傅里叶级数, 在 ( , )−π π 上收敛于 ( )f x ; 当 x = ±π时, 收敛于 
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( ) ( ) e 1
2 2

f f+ − −π−π + π +
= . 

计算延拓后的函数的傅里叶系数如下: 

               0
1 ( )da f x x

π

−π
=
π ∫  

                 
0

0

1 1e d 1 dx x x
π

−π
= + ⋅
π π∫ ∫

1 e1
−π−

= +
π

,  

               1 ( )cos( )dna f x nx x
π

−π
=
π ∫  

                 
0

0

1 1e cos( )d 1 cos( )dx nx x nx x
π

−π
= + ⋅
π π∫ ∫  

                 [ ] 0
2

1 e cos( ) sin( )
1

x nx n nx
n −π

= +
π( + ) 0

1 1 sin( )nx
n

π
⎡ ⎤+ ⎢ ⎥π ⎣ ⎦

 

                 2
1 ( 1) e

1

n

n

−π− −
=

( + )π
 ( 1,2,3, )n = " ;  

               1 ( )sin( )dnb f x nx x
π

−π
=
π ∫  

                 
0

0

1 1e sin( )d 1 sin( )dx nx x nx x
π

−π
= + ⋅
π π∫ ∫  

                 [ ] 0
2

1 e sin( ) cos( )
1

x nx n nx
n −π

= −
π( + ) 0

1 cos( )nx
n

π−
π

 

                 2
( 1) e 1 ( 1)

1

n nn n
nn

−π− + − − −
= +

π( + )π
( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为 

               [ ]0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

af x a nx b nx
∞

=

= + +∑  

                   1 e
2

−π+ π −
=

π 2 2
1

1 1 ( 1) e ( 1) e 1 ( 1)cos( ) sin( )
1 1

n n n

n

n nnx nx
nn n

∞ −π −π

=

⎧ ⎫⎡ ⎤− − − + − − −⎪ ⎪+ + +⎨ ⎬⎢ ⎥π + +⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ,  

                   ( )x−π < < π . 

 

3. 将函数 ( ) cos
2
xf x = ( )x−π π≤ ≤ 展开成傅里叶级数. 

解  将函数 ( )f x 作周期延拓, 延拓后的函数是周期为 2π的周期函数, 由收敛定理得, 延拓后

的函数的傅里叶级数, 在[ ],−π π 上收敛于 ( )f x . 

延拓后的函数是偶函数, 计算延拓后的函数的傅里叶系数如下: 

                   0
0

2 ( )da f x x
π

=
π ∫ 0

2 cos d
2
x x

π
=
π ∫ 0

4 4sin
2
x π

= =
π π

,  
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0

2 ( )cos( )dna f x nx x
π

=
π ∫ 0

2 cos cos( )d
2
x nx x

π
=
π ∫  

                     
0

2 1 2 1 1 2 1sin sin
2 1 2 2 1 2

n nx x
n n

π
⎡ + − ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

                     1
2
4( 1)

4 1
n

n
−= −
( − )π

 ( 1,2,3, )n = " ;  

                   0nb =  ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为 

                  [ ]0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

af x a nx b nx
∞

=

= + +∑  

                       1
2

1

2 4 1( 1) cos( )
4 1

n

n

nx
n

∞
−

=

= + −
π π −∑  ( )x−π π≤ ≤ . 

 
4. 设 ( )f x 的周期为2π周期函数, 它在[ ),−π π 上的表达式为 

, ;
2 2

( ) , ;
2 2

, .
2 2

x

f x x x

x

π π⎧− −π < −⎪
⎪

π π⎪= − <⎨
⎪
π π⎪ < π⎪⎩

≤

≤

≤

 

将 ( )f x 展开成傅里叶级数. 
解  由收敛定理得, 函数 ( )f x 的傅里叶级数, 当 (2 1)x n≠ + π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " 时, 收敛于

( )f x ; 当 (2 1)x n= + π  ( 0, 1, 2, )n = ± ± " 时, 收敛于 

( ) ( ) 2 2 0
2 2

f f+ −
π π

− +−π + π
= = . 

若不计 (2 1)x n= + π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " , 函数 ( )f x 是奇函数, 计算傅里叶系数如下: 

                    0na =  ( 0,1,2, )n = " ;  

                    
0

2 ( )sin( )dnb f x nx x
π

=
π ∫  

                      2

0
2

2 2sin( )d sin( )d
2

x nx x nx x
π

π

π
π

= +
π π∫ ∫  

                      
2

2
0

2 1 1sin( ) cos( )nx x nx
nn

π

⎡ ⎤= −⎢ ⎥π ⎣ ⎦
2

2 1 cos( )
2

nx
n

π

π

π⎡ ⎤+ −⎢ ⎥π ⎣ ⎦
 

                      
1

2

sin2 ( 1)2
2

n
n

nn

+
π⎡ ⎤

⎢ ⎥− π
= +⎢ ⎥π ⎣ ⎦

( 1,2,3, )n = " . 
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于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为 

                      [ ]0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

af x a nx b nx
∞

=

= + +∑  

                          1
2

1

2 1 sin ( 1) sin( )
2 2

n

n

n nx
nn

∞
+

=

π π⎡ ⎤= + −⎢ ⎥π ⎣ ⎦∑  

                           ( (2 1) , 0, 1, 2, )x n n≠ + π = ± ± " . 

 

5. 将函数 ( )
2

xf x π−
= (0 )x π≤ ≤ 展开成正弦级数. 

解  将函数 ( )f x 作奇延拓, 再作周期延拓, 延拓后的函数是周期为 2π的周期函数. 由收敛定

理得, 延拓后的函数的傅里叶级数, 在 ( ]0,π 上, 收敛于 ( )f x ; 当 0x = 时, 收敛于 

2 2 0
2

π π
− +

= . 

若不计 2x n= π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " , 延拓后的函数是奇函数, 计算延拓后的函数的傅里叶系数如下: 

                     
0

2 ( )sin( )dnb f x nx x
π

=
π ∫ 0

2 sin( )d
2

x nx x
π π −⎛ ⎞= ⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫  

                       2
0

2 1 1cos( ) sin( ) cos( )
2 22

nx nx x nx
n nn

π
π⎡ ⎤= − − +⎢ ⎥π ⎣ ⎦

 

                       1
n

= ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的正弦级数展开式为 

1

( ) sin( )n
n

f x b nx
∞

=

=∑
1

1 sin( )
n

nx
n

∞

=

=∑  (0 )x< π≤ . 

 
6. 将函数 2( ) 2f x x= (0 )x π≤ ≤ 分别展开成正弦级数和余弦级数. 

解  先将函数 ( )f x 展开成正弦级数. 对函数 ( )f x 作奇延拓, 再作周期延拓, 延拓后的函数是

周期为 2π的周期函数. 由收敛定理得, 延拓后的函数的傅里叶级数, 在[ )0,π 上, 收敛于 ( )f x ; 

当 x = π时, 收敛于 
2 22 2 0
2

− π + π
= . 

若不计 (2 1)x n= + π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " , 延拓后的函数是奇函数, 计算延拓后的函数的傅里叶系

数如下: 

                        
0

2 ( )sin( )dnb f x nx x
π

=
π ∫  

                          2

0

2 2 sin( )dx nx x
π

=
π ∫  

                          2
2 3

0

4 1 2 2cos( ) sin( ) cos( )x nx x nx nx
n n n

π
⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥π ⎣ ⎦
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2

3 3
4 2 2( 1)n

nn n
⎡ ⎤⎛ ⎞π

= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的正弦级数展开式为 

1

( ) sin( )n
n

f x b nx
∞

=

=∑
2

3 3
1

4 2 2( 1) sin( )n

n

nx
nn n

∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞π
= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  (0 )x < π≤ . 

再将函数 ( )f x 展开成余弦级数. 对函数 ( )f x 作偶延拓, 再作周期延拓, 延拓后的函数是周期

为 2π的周期函数. 由收敛定理得, 延拓后的函数的傅里叶级数, 在[ ]0,π 上收敛于 ( )f x . 

延拓后的函数是偶函数, 计算延拓后的函数的傅里叶系数如下: 

                     0
0

2 ( )da f x x
π

=
π ∫

2
2

0

2 42 d
3

x x
π π

= =
π ∫ ,  

                     
0

2 ( )cos( )dna f x nx x
π

=
π ∫

2

0

2 2 cos( )dx nx x
π

=
π ∫  

                       2
2 3

0

4 1 2 2sin( ) cos( ) sin( )x nx x nx nx
n n n

π
⎡ ⎤= + −⎢ ⎥π ⎣ ⎦

 

                       2
8( 1)n

n
= −  ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的余弦级数展开式为 

0

1

( ) cos( )
2 n

n

af x a nx
∞

=

= +∑
2

2
1

2 18 ( 1) cos( )
3

n

n

nx
n

∞

=

π
= + −∑  (0 )x π≤ ≤ . 

 
7. 设周期函数 ( )f x 的周期为2π , 证明: 

(1) 如果 ( ) ( )f x f x− π = − , 则 ( )f x 的傅里叶系数 0 0a = , 2 0ka = , 2 0kb = , ( 1,2,3, )k = " ;  
(2) 如果 ( ) ( )f x f x− π = , 则 ( )f x 的傅里叶系数 2 1 0ka + = , 2 +1 0kb = , ( 1,2,3, )k = " . 

证明  (1) 因为 

0
1 ( )da f x x

π

−π
=
π ∫

0

0

1 1( )d ( )df x x f x x
π

−π
= +
π π∫ ∫ , 

令u x= − π , 即 x u= + π , 又 ( ) ( )f x f x− π = − , 则 

0

0 0
( )d ( )d ( )df x x f x x f u u

π π

−π
= − − π = −∫ ∫ ∫

0
( )df x x

−π
= −∫ , 

所以 0 0a = . 

因为 

2

0

0

1 ( )cos(2 )d

1 1( )cos(2 )d ( )cos(2 )d ,

ka f x kx x

f x kx x f x kx x

π

−π

π

−π

=
π

= +
π π

∫

∫ ∫
 

令u x= − π , 即 x u= + π , 又 ( ) ( )f x f x− π = − , 则 
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0 0

( )cos(2 )d ( )cos(2 )df x kx x f x kx x
π π

= − − π∫ ∫  

                                      
0

( )cos(2 2 )df u k ku u
−π

= − π +∫  

                                      
0

( )cos(2 )df u ku u
−π

= −∫  

                                      
0

( )cos(2 )df x kx x
−π

= −∫ ,  

所以 2 0ka = . 

因为 

2

0

0

1 ( )sin(2 )d

1 1( )sin(2 )d ( )sin(2 )d ,

kb f x kx x

f x kx x f x kx x

π

−π

π

−π

=
π

= +
π π

∫

∫ ∫
 

令u x= − π , 即 x u= + π , 又 ( ) ( )f x f x− π = − , 则 

                         
0 0

( )sin(2 )d ( )sin(2 )df x kx x f x kx x
π π

= − − π∫ ∫  

                                         
0

( )sin(2 2 )df u k ku u
−π

= − π+∫  

                                         
0

( )sin(2 )df u ku u
−π

= −∫  

                                         
0

( )sin(2 )df x kx x
−π

= −∫ ,  

所以 2 0kb = . 

(2) 因为 

[ ]

[ ] [ ]

2 1

0

0

1 ( )cos (2 1) d

1 1( )cos (2 1) d ( )cos (2 1) d ,

ka f x k x x

f x k x x f x k x x

π

+
−π

π

−π

= +
π

= + + +
π π

∫
∫ ∫

 

令u x= − π , 即 x u= + π , 又 ( ) ( )f x f x− π = , 则 

                    [ ] [ ]
0 0

( )cos (2 1) d ( )cos (2 1) df x k x x f x k x x
π π

+ = − π +∫ ∫  

                                         [ ]
0

( )cos 2 1 (2 1) df u k k u u
−π

= ( + )π + +∫  

                                         [ ]
0

( )cos (2 1) df u k u u
−π

= − +∫  

                                         [ ]
0

( )cos (2 1) df x k x x
−π

= − +∫ ,  

所以 2 1 0ka + = . 

因为 
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[ ]

[ ] [ ]

2 1

0

0

1 ( )sin (2 1) d

1 1( )sin (2 1) d ( )sin (2 1) d ,

kb f x k x x

f x k x x f x k x x

π

+
−π

π

−π

= +
π

= + + +
π π

∫
∫ ∫

 

令u x= − π , 即 x u= + π , 又 ( ) ( )f x f x− π = , 则 

                    [ ] [ ]
0 0

( )sin (2 1) d ( )sin (2 1) df x k x x f x k x x
π π

+ = − π +∫ ∫  

                                         [ ]
0

( )sin 2 1 2 1 df u k k u u
−π

= ( + )π + ( + )∫  

                                         [ ]
0

( )sin 2 1 df u k u u
−π

= − ( + )∫  

                                         [ ]
0

( )sin 2 1 df x k x x
−π

= − ( + )∫ ,  

所以 2 1 0kb + = . 

习题12-8 

1. 将下列各周期函数展开成傅里叶级数（下面给出函数在一个周期内的表达式）. 

(1) 2( ) 1f x x= −  1 1
2 2

x⎛ ⎞− <⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ;                        

(2) 

, 1 0;
11, 0 ;( ) 2

11, 1.
2

x x

xf x

x

⎧ − <
⎪
⎪⎪ <= ⎨
⎪
⎪− <
⎪⎩

≤

≤

≤

; 

(3) 
2 1, 3 0;

( )
1, 0 3.

x x
f x

x

⎧ + − <⎪= ⎨
<⎪⎩

≤

≤
 

解  (1) 由收敛定理得, 函数 ( )f x 的傅里叶级数在 ( , )−∞ +∞ 上收敛于 ( )f x .  

函数 ( )f x 为偶函数, 1
2

l = , 计算傅里叶系数如下: 

           0
0

2 ( )d
l

a f x x
l

= ∫
1

22

0

114 (1 )d
6

x x= − =∫ , 

           
0

2 ( )cos d
l

n
n xa f x x

l l
π

= ∫
1

22

0
4 (1 )cos(2 )dx n x x= − π∫  

             21 14 sin(2 ) sin(2 )
2 2

n x x n x
n n

⎡= π − π⎢ π π⎣

1
2

2 3
0

2 2cos(2 ) sin(2 )
(2 ) (2 )

x n x n x
n n

⎤
− π + π ⎥π π ⎦

 

             2
2 14 cos( )

2(2 )
n

n
⎡ ⎤

= − ⋅ ⋅ π⎢ ⎥π⎣ ⎦

1

2 2
1 ( 1)n

n

+−
= ⋅
π

 ( 1,2,3, )n = " ;  

           0nb = ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为 
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0

1

1

2 2
1

( ) cos sin
2

11 1 ( 1) cos(2 )    ( ).
12

n n
n

n

n

a n x n xf x a b
l l

n x x
n

∞

=

∞ +

=

π π⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= + π −∞ < < +∞

π

∑

∑
 

(2) 由收敛定理得, 函数 ( )f x 的傅里叶级数, 当 2x k≠ , 12
2

x k≠ + ( 0, 1, 2, )k = ± ± " 时, 收敛于

( )f x ; 当 2x k= ( 0, 1, 2, )k = ± ± " 时, 收敛于 

(0 ) (0 ) 1 0 1
2 2 2

f f+ −+ +
= = ; 

当
12
2

x k= + ( 0, 1, 2, )k = ± ± " 时, 收敛于 

1 1
2 2 1 1 0

2 2

f f
+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ = = . 

1l = , 计算傅里叶系数如下: 

                   0
1 ( )d

l

l
a f x x

l −
= ∫

1

1
( )df x x

−
= ∫  

                     
10 1
2

11 0
2

d 1d ( 1)dx x x x
−

= + + −∫ ∫ ∫
1
2

= − ,  

                   1 ( )cos d
l

n
l

n xa f x x
l l−

π
= ∫

1

1
( )cos(2 )df x n x x

−
= π∫  

                      

10 1
2

11 0
2

cos( )d 1 cos( )d ( 1) cos( )dx n x x n x x n x x
−

= π + ⋅ π + − ⋅ π∫ ∫ ∫   

                      
0

2
1

1 1cos( ) sin( )
( )

n x x n x
nn

−

⎡ ⎤
= π + π⎢ ⎥ππ⎣ ⎦

1
2

0

1 sin( )n x
n

+ π
π

1

1
2

1 sin( )n x
n

− π
π

 

                      2
1 ( 1) 2 sin

2( )

n n
nn

− − π
= +

ππ
 ( 1,2,3, )n = " ;  

                    
1 ( )sin d

l

n
l

n xb f x x
l l−

π
= ∫

1

1
( )sin(2 )df x n x x

−
= π∫  

                      
10 1
2

11 0
2

sin( )d 1 sin( )d ( 1) sin( )dx n x x n x x n x x
−

= π + ⋅ π + − ⋅ π∫ ∫ ∫  

                      
0

2
1

1 1sin( ) cos( )
( )

n x x n x
nn

−

⎡ ⎤
= π − π⎢ ⎥ππ⎣ ⎦

1
2

0

1 cos( )n x
n

− π
π

1

1
2

1 cos( )n x
n

+ π
π

 

                      1 1 2cos
2

n
n

π⎛ ⎞= −⎜ ⎟π ⎝ ⎠
 ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为 
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              0

1

( ) cos sin
2 n n

n

a n x n xf x a b
l l

∞

=

π π⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  

                  ( )
( )

( ) ( )2
1

2sin 1 2cos1 11 2 2cos sin
4

n

n

n n

n x n x
n nn

∞

=

⎧ π π ⎫⎡ ⎤ −⎪ ⎪⎢ ⎥− −⎪ ⎪= − + + π + π⎨ ⎬⎢ ⎥π ππ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ,  

                    12 , 2 0, 1, 2,
2

x k x k k⎛ ⎞≠ ≠ + = ± ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

"； . 

(3) 由收敛定理得, 函数 ( )f x 的傅里叶级数, 当 3(2 1)x k≠ + ( 0, 1, 2, )k = ± ± " 时, 收敛于 ( )f x ; 
当 3(2 1)x k= +  ( 0, 1, 2, )k = ± ± " 时, 收敛于 

( 3 ) (3 ) 5 1 2
2 2

f f+ −− + − +
= = − . 

3l = , 计算傅里叶系数如下: 

                             0
1 ( )d

l

l
a f x x

l −
= ∫

3

3

1 ( )d
3

f x x
−

= ∫  

                               
0 3

3 0

1 1(2 1)d 1d
3 3

x x x
−

= + +∫ ∫ 1= − ,  

                      1 ( )cos d
l

n
l

n xa f x x
l l−

π
= ∫

3

3

1 ( )cos d
3 3

n xf x x
−

π
= ∫  

                         
0 3

3 0

1 1(2 1)cos d 1 cos d
3 3 3 3

n x n xx x x
−

π π
= + + ⋅∫ ∫  

                         

02

2
3

1 2 3 2 3 3cos sin + sin
3 3 3 3( )

n x n x n xx
n nn

−

⎡ ⎤⋅ π ⋅ π π
= ⋅ +⎢ ⎥π ππ⎣ ⎦

3

0

1 3 sin
3 3

n x
n

π
+ ⋅

π
 

                         2
1 ( 1)6

( )

n

n
− −

= ⋅
π

 ( 1,2,3, )n = " ;  

                       
1 ( )sin d

l

n
l

n xb f x x
l l−

π
= ∫

3

3

1 ( )sin d
3 3

n xf x x
−

π
= ∫  

                         
0 3

3 0

1 1(2 1)sin d 1 sin d
3 3 3 3

n x n xx x x
−

π π
= + + ⋅∫ ∫  

                         

02

2
3

1 2 3 2 3 3sin cos cos
3 3 3 3( )

n x n x n xx
n nn

−

⎡ ⎤⋅ π ⋅ π π
= ⋅ − −⎢ ⎥π ππ⎣ ⎦

3

0

1 3 cos
3 3

n x
n

π
− ⋅

π
 

                         
1 6( 1)n

n
+= −

π
 ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式为 

                       0

1

( ) cos sin
2 n n

n

a n x n xf x a b
l l

∞

=

π π⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  

                           1
2

1

1 6 61 ( 1) cos ( 1) sin
2 3 3( )

n n

n

n x n x
nn

∞
+

=

⎧ ⎫π π⎡ ⎤= − + − − + −⎨ ⎬⎣ ⎦ ππ⎩ ⎭
∑ ,  

                             ( 3(2 1), 0, 1, 2, )x k k≠ + = ± ± " . 
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2. 将下列函数分别展开成正弦级数和余弦级数. 

(1) 
, 0 ;

2( )
, .

2

lx x
f x

ll x x l

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ − ≤
⎪⎩

≤

≤

  (2) 2( )f x x=  (0 2)x≤ ≤ . 

解  (1) 先将函数 ( )f x 展开成正弦级数. 对函数 ( )f x 作奇延拓, 再作周期延拓, 延拓后的函数

是周期为 2l 的周期函数. 由收敛定理得, 延拓后的函数的傅里叶级数, 在 [ ]0,l 上, 收敛于

( )f x . 

延拓后的函数是奇函数, 计算延拓后的函数的傅里叶系数如下: 

        
0

2 ( )sin d
l

n
n xb f x x

l l
π

= ∫  

          2

0
2

2 2sin d ( )sin d
l l

l
n x n xx x l x x

l l l l
π π

= + −∫ ∫  

          
2

2
0

2 2sin cos
( )

l

l n x n xx
l n ln

⎡ ⎤π π
= −⎢ ⎥ππ⎣ ⎦

2

2

2 2 2cos sin cos
( )

l

l

l n x l n x n xx
n l l n ln

⎡ ⎤π π π
+ − − +⎢ ⎥π ππ⎣ ⎦

 

          1
2

2 2

0, 2 ;4 sin
2 4 ( 1)( ) , 2 1.

(2 1)

k

n n kl
ln n k

k

−

π ⎧ =
⎪

= = ⎨ −π ⋅ = −⎪π −⎩

     ( 1,2,3, ; 1,2,3, )n k= =" " . 

于是，函数 ( )f x 的正弦级数展开式为 

1

( ) sinn
n

n xf x b
l

∞

=

π
=∑

1

2 2
1

4 ( 1) 2 1sin
(2 1)

k

k

l k x
lk

∞ −

=

− ( − )π
=
π −∑  (0 )x l≤ ≤ . 

再将函数 ( )f x 展开成余弦级数.  
法一  对函数 ( )f x 作偶延拓, 再作周期延拓, 延拓后的函数是周期为 2l 的周期函数. 由收敛

定理得, 延拓后的函数的傅里叶级数, 在[ ]0,l 上收敛于 ( )f x . 

延拓后的函数是偶函数, 计算延拓后的函数的傅里叶系数如下: 

                
2

0
0 0

2

2 2 2( )d d ( )d
ll l

la f x x x x l x x
l l l

= = + −∫ ∫ ∫  

                 
22 2

0
2

1 2 1
2 2

l l

l

lx lx x
l l

⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,  

               
0

2 ( )cos d
l

n
n xa f x x

l l
π

= ∫  

                 2

0
2

2 2cos d ( )cos d
l l

l
n x n xx x l x x

l l l l
π π

= + −∫ ∫  

                 
2

2
0

2 2cos sin
( )

l

l n x n xx
l n ln

⎡ ⎤π π
= +⎢ ⎥ππ⎣ ⎦

2

2

2 2 2sin cos sin
( )

l

l

l n x l n x n xx
n l l n ln
⎡ ⎤π π π

+ − −⎢ ⎥π ππ⎣ ⎦
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                 2 2
2 2

0, 2 1;4 cos2 1 ( 1) 2 4 ( 1) 1( ) ( ) , 2 .
(2 )

n

m

n n mll
ln n n m

m

π ⎧ = −⎡ ⎤+ − ⎪⎣ ⎦= − + = ⎨ − −π π ⋅ =⎪π⎩

 

                 

( )
( )2 2

0, 2 1;

0, 2 2 2 ;
2 1 , 2 2 2 1 .

2 1

n m

n m k
l n m k

k

⎧ = −
⎪

= = ⋅⎪= ⎨
⎪− ⋅ = = −⎪ π −⎩

  ( 1,2,3, ; 1,2,3, ; 1,2,3, )n m k= = =" " " . 

于是，函数 ( )f x 的余弦级数展开式为 

0

1

( ) cos
2 n

n

a n xf x a
l

∞

=

π
= +∑ 2 2

1

2 1 2(2 1)cos
4 (2 1)k

l l k x
lk

∞

=

− π
= −

π −∑  (0 )x l≤ ≤ . 

法二  对函数 ( )f x 作偶延拓, 再作周期延拓, 延拓后的函数是周期为 l 的周期函数. 由收敛定

理得, 延拓后的函数的傅里叶级数, 在[ ]0,l 上收敛于 ( )f x . 

延拓后的函数是偶函数, 计算延拓后的函数的傅里叶系数如下: 

2 2
0

0 0

2 4( )d d

2

l l

a f x x x xl l
= =∫ ∫

22

0

2
2

l
lx

l
= ⋅ = , 

                          2

0

2 ( )cos d

2 2

l

n
n xa f x xl l
π

= ∫ 2

0

4 2cos d
l

n xx x
l l

π
= ∫  

                            
2

2
0

2 2 2cos sin
( )

l

l n x n xx
l n ln

⎡ ⎤π π
= +⎢ ⎥ππ⎣ ⎦

  

                            2
2 2

0, 2 ;( 1) 1
2 1 , 2 1.( )

(2 1)

n n kl
l n kn

k

⎧ =⎡ ⎤− − ⎪⎣ ⎦= = ⎨− ⋅ = −π ⎪ π −⎩

  

                              ( 1,2,3, ; 1,2,3, )n k= =" " . 

于是，函数 ( )f x 的余弦级数展开式为 

0

1

( ) cos
2

2

n
n

a n xf x a l

∞

=

π
= +∑ 2 2

1

2 1 2(2 1)cos
4 (2 1)k

l l k x
lk

∞

=

− π
= −

π −∑  (0 )x l≤ ≤ . 

(2) 先将函数 ( )f x 展开成正弦级数. 对函数 ( )f x 作奇延拓, 再作周期延拓, 延拓后的函数是周

期为4 的周期函数. 由收敛定理得, 延拓后的函数的傅里叶级数, 在[ )0,2 上, 收敛于 ( )f x , 当

2x = 时, 收敛于 
4 4 0
2

− +
= . 

若不计 2(2 1)x k= +  ( 0,1,2, )n = " , 延拓后的函数是奇函数, 2l = , 计算延拓后的函数的傅里

叶系数如下: 
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0

2 ( )sin d
l

n
n xb f x x

l l
π

= ∫
2

2

0
sin d

2
n xx xπ

= ∫  

                  
22 3

2
2 3

0

2 2 2 2 2cos sin cos
2 2 2( ) ( )

n x n x n xx x
n n n

⎡ ⎤π ⋅ π ⋅ π
= − + +⎢ ⎥π π π⎣ ⎦

  

                  
1

2 3

2 ( 1) 18 ( 1)
nn

n n

+⎧ ⎫⎡ ⎤− −⎪ ⎪− ⎣ ⎦⎨ ⎬= +
⎪ ⎪π π⎩ ⎭

 ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的正弦级数展开式为 

1

( ) sin
2n

n

n xf x b
∞

=

π
=∑

1

2 3
1

2 ( 1) 18 ( 1) sin
2

nn

n

n x
n n

∞ +

=

⎧ ⎫⎡ ⎤− −− π⎪ ⎪⎣ ⎦= +⎨ ⎬π π⎪ ⎪⎩ ⎭
∑  (0 2)x <≤ . 

再将函数 ( )f x 展开成余弦级数. 对函数 ( )f x 作偶延拓, 再作周期延拓, 延拓后的函数是周期

为 4 的周期函数. 由收敛定理得, 延拓后的函数的傅里叶级数, 在[ ]0,2 上收敛于 ( )f x . 

延拓后的函数是偶函数, 2l = , 计算延拓后的函数的傅里叶系数如下: 
22

2 3
0

0 0 0

2 1 8( )d d
3 3

l
a f x x x x x

l
= = = =∫ ∫  ( 0,1,2, )n = " , 

                   
0

2 ( )cos d
l

n
n xa f x x

l l
π

= ∫
2

2

0
cos d

2
n xx xπ

= ∫  

                      

22 3
2

2 3
0

2 2 2 2 2sin cos sin
2 2 2( ) ( )

n x n x n xx x
n n n
⎡ ⎤π ⋅ π ⋅ π

= + −⎢ ⎥π π π⎣ ⎦
  

                      2 2
16 ( 1)n

n
⋅ −

=
π

 ( 1,2,3, )n = " . 

于是，函数 ( )f x 的余弦级数展开式为 

0

1

( ) cos
2 2n

n

a n xf x a
∞

=

π
= +∑ 2 2

1

4 16 ( 1) cos
3 2

n

n

n x
n

∞

=

− π
= +

π ∑  (0 2)x≤ ≤ . 

 
   *3. 设 ( )f x 是周期为2 的周期函数, 它在[ )1,1− 上的表达式为 ( ) e xf x −= , 试将 ( )f x 展开成复数形

式的傅里叶级数. 
解  由收敛定理得, 函数 ( )f x 的傅里叶级数, 当 2 1x k≠ + ( 0, 1, 2, )k = ± ± " 时, 收敛于 ( )f x ; 
当 2 1x k= + ( 0, 1, 2, )k = ± ± " 时, 收敛于 

1( 1 ) (1 ) e e ch 1
2 2

f f+ − −− + +
= = . 

1l = , 计算傅里叶系数如下: 

                            0
1 ( )d
2

l

l
c f x x

l −
= ∫

1

1

1 ( )d
2

f x x
−

= ∫  

                              
1 11

1 1

1 1 e ee d e sh 1
2 2 2

x xx
−

− −

− −

−
= = − = =∫ ,  
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i1 ( )e d

2

n xl
l

n
l

c f x x
l

π
−

−
= ∫

1
i

1

1 e e d
2

x n x x− − π

−
= ∫

1
(1 i )

1

1 1 e
2 1 i

n x

n
− + π

−

= − ⋅
+ π

 

                 
1 i (1 i ) 1

2 2
1 e e 1 e( 1) e ( 1) 1 i( 1) sh1
2 1 i 2 1 i 1

n n n n
n n

n n n

+ π − + π −− − − − − π
= ⋅ = ⋅ = −

+ π + π + π
, ( 1, 2, 3, )n = ± ± ± " . 

于是，函数 ( )f x 的傅里叶级数展开式的复数形式为 

i
( ) e

n x
l

n
n

f x c
π+∞

=−∞

= ∑ i
2 2

1 ish1 ( 1) e
1

n n x

n

n
n

+∞
π

=−∞

− π
= −

+ π∑  ( 2 1, 0, 1, 2, )x k k≠ + = ± ± " . 

 
   *4. 设 ( )u t 是周期为T 的周期函数, 已知它的傅里叶级数的复数形式为（参阅本节例题） 

2i

0

1( ) sin e
n t
T

n
n

h h nu t
T n T
τ τ π+∞

=−∞
≠

π
= +

π ∑  ( )t−∞ < < +∞ , 

试写出 ( )u t 的傅里叶级数的实数形式（即三角形式）. 

解  法一  
2i

0

1( ) sin e
n t
T

n
n

h h nu t
T n T
τ τ π+∞

=−∞
≠

π
= +

π ∑  

                    
2 2i i

1

1 1sin e sin e
n t n t
T T

n

h h n n
T n T n T
τ τ τπ − π∞

=

⎛ ⎞π − π
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟π −⎝ ⎠

∑  

                    
1

1 2 2 2 2sin cos isin cos isin
n

h h n n t n t n t n t
T n T T T T T
τ τ τ τ τ τ∞

=

π ⎡ π π − π − π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

                    
1

2 1 2sin cos
n

h h n n t
T n T T
τ τ∞

=

π π
= +

π ∑  ( )t−∞ < < +∞ . 

法二  由
2i

0

1( ) sin e
n t
T

n
n

h h nu t
T n T
τ τ π+∞

=−∞
≠

π
= +

π ∑
2i

0

0

e
n t
T

n
n
n

c c
π+∞

=−∞
≠

= + ∑ 知 

0
hc
T
τ

= , sinn
h nc

n T
τπ

=
π

, sinn n
h nc c
n T

τ
−

− π
= =
− π

, 

因为  

0
02

a c= , 
2

n n
n

a ib c−
= , +

2
n n

n
a ib c−= , 

所以     

                               0 0
22 ha c
T
τ

= = ,  

                               2n n n na c c c−= + =
2 sinh n
n T

τπ
=

π
,  

                               1 ( ) 0n n nb c c
i −= − =
−

. 

因而 
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                            0

1

2 2( ) cos sin
2 n n

n

a n t n tu t a b
T T

∞

=

π π⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  

                                
1

2 1 2sin cos
n

h h n n t
T n T T
τ τ∞

=

π π
= +

π ∑  ( )t−∞ < < +∞ . 

总习题十二 

1. 填空. 

(1) 对级数
1

n
n

u
∞

=
∑ , lim 0nn

u
→∞

= 是它收敛的        条件, 不是它收敛的        条件;  

(2) 部分和数列{ }ns 有界是正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛的        条件;  

(3) 若级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 绝对收敛, 则级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 必定        ; 若级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 条件收敛, 则级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 必定        . 

分析  若假言判断“若 A 则B ”为真, 则称条件 A 是 B 的充分条件;  
若假言判断“若 A 则B ”（即若非 A 则非B ）为真, 则称条件 A 是 B 的必要条件;  
若假言判断“若 A 则B ”和若“ A 则B ”同时为真, 则称条件 A 是 B 的充要条件. 
解  (1) 必要, 充分;  (2)充要;  (3)收敛, 发散. 

 
2. 下题中给出了四个结果，从中选出一个正确的结果. 

设 ( )f x 是以 2π为周期的周期函数, 它在 [ ),−π π 上的表达式为 x ，则 ( )f x 的傅里叶级数为

（    ）. 

A. 2 2 2
4 1 1 1cos cos3 cos5 cos(2 1)

2 3 5 (2 1)
x x x n x

n
⎡ ⎤π

− + + + + − +⎢ ⎥π −⎣ ⎦
" " ;  

B. 2 2 2 2
2 1 1 1 1sin 2 sin 4 sin 6 sin 2

2 4 6 (2 )
x x x nx

n
⎡ ⎤

+ + + + +⎢ ⎥π ⎣ ⎦
" " ;  

C. 2 2 2
4 1 1 1cos cos3 cos5 cos(2 1)

3 5 (2 1)
x x x n x

n
⎡ ⎤

+ + + + − +⎢ ⎥π −⎣ ⎦
" " ;  

D. 2 2 2 2
1 1 1 1 1cos2 cos 4 cos6 cos 2

2 4 6 (2 )
x x x nx

n
⎡ ⎤

+ + + + +⎢ ⎥π ⎣ ⎦
" " . 

分析: 因为 ( )f x 是偶函数，有 0nb = ( 1,2,3, )n = " ，B 错; 0
0

2 ( )da f x x
π

=
π ∫ 0

2 dx x
π

= = π
π ∫ ， C

和 D 错. 
解  A. 
 

3. 判定下列级数的收敛性. 
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(1) 
1

1
n

n n n

∞

=
∑ ;   (2) 

2

2
1

( !)
2n

n
n

∞

=
∑ ;    (3) 

2

1

cos
3

2n
n

nn∞

=

π

∑ ; 

(4) 10
2

1
lnn n

∞

=
∑ ;    (5) 

1

n

s
n

a
n

∞

=
∑  ( 0, 0)a s> > . 

分析: 所给级数均为正项级数. 

解  (1) 令 1
n n

u
n n

= , 1
nv

n
= , 因为 lim n

n n

u
v→∞

1lim 1
nn

= =
n→∞

, 级数
1

1

n n

∞

=
∑ 发散, 根据正项级数的比

较审敛法的极限形式可知, 级数
1

1
n

n n n

∞

=
∑ 发散. 

( lim x
x

x
→+∞

1

= lim x
x

x
→+∞

1 ln
lim e

x
x

x→+∞
=

ln

lim e
x

x
x→+∞

=

1

1lim e
x

x→+∞
=

1

lim e x
x→+∞

= 0e 1= = ) 

(2) 令 [ ]22

2

( 1)!( !)
22n

nnu
n

−
= = , 因为 lim nn

u
→∞

= ∞ , 即 lim 0nn
u

→∞
≠ , 根据级数收敛的必要条件可知, 

级数
2

2
1

( !)
2n

n
n

∞

=
∑ 发散. 

(3) 令
2cos

3
2n n

nn
u

π

= , 
2n n
nv = , 因为 1lim n

n n

v
v
+

→∞

1
1

2lim

2

n

n
n

n

n
+

→∞

+

=
1 1 1lim 1 1
2 2n n→∞

⎛ ⎞= + = <⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 根据正项级

数的比值审敛法可知, 级数
1 2n

n

n∞

=
∑ 收敛; 又因为 n nu v≤ , 根据正项级数的比较审敛法可知, 级

数

2

1

cos
3

2n
n

nn∞

=

π

∑ 收敛. 

(4) 令 10
1

lnnu
n

= , 1
nv

n
= , 则 lim n

n n

u
v→∞ 10= lim

lnn

n
n→∞

. 

因为
10lnlim

x

x
x→+∞

9 110(ln )
lim

1x

x
x

→+∞

⋅
=

9ln=10 lim
x

x
x→+∞

=" 1=10 9 2 lim
x x→+∞

⋅ ⋅ ⋅" 0= ,  

所以 10lim
lnx

x
x→+∞

+= ∞ . 从而 lim n
n n

u
v→∞ 10lim +

lnn

n= =
n→∞

∞ , 级数
2

1

n n

∞

=
∑ 发散, 根据正项级数的比较

审敛法的极限形式可知, 级数 10
2

1
lnn n

∞

=
∑ 发散. 

(5) 令
n

n s
au
n

= , 因为 1lim n
n n

u
u
+

→∞

1

( 1)lim

n

s

nn

s

a
n

a
n

+

→∞

+=
1lim
11

sn
a a

n

→∞
= ⋅ =

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 根据正项级数的比值审敛

法可知, 当 1a < 时, 级数
1

n

s
n

a
n

∞

=
∑ 收敛, 当 1a > 时, 级数

1

n

s
n

a
n

∞

=
∑ 发散. 
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当 1a = 时, 级数
1

n

s
n

a
n

∞

=
∑

1

1
s

n n

∞

=

=∑ 为 p 级数, 当 1s > 时, 级数
1

n

s
n

a
n

∞

=
∑ 收敛, 当 1s ≤ 时, 级数

1

n

s
n

a
n

∞

=
∑ 发散. 

 

4. 设正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 和

1
n

n

v
∞

=
∑ 都收敛, 证明级数 2

1

( )n n
n

u v
∞

=

+∑ 也收敛. 

证明  由收敛级数的性质知, 正项级数
1

( )n n
n

u v
∞

=

+∑ 收敛, lim 0nn
u

→∞
= , lim =0nn

v
→∞

.  

因为
2( )lim n n

n n n

u v
u v→∞

+
+

lim( ) 0n nn
u v

→∞
= + = , 级数

1

( )n n
n

u v
∞

=

+∑ 收敛, 根据正项级数的比较审敛法的

极限形式可知, 级数 2

1

( )n n
n

u v
∞

=

+∑ 收敛. 

 

5. 设级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛, 且 lim 1n

n n

v
u→∞

= . 问级数
1

n
n

v
∞

=
∑ 是否也收敛? 请说明理由. 

证明  级数
1

n
n

v
∞

=
∑ 不一定收敛. 

若级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 是正项级数, 则级数

1
n

n

v
∞

=
∑ 也收敛. 

因为由 lim 1n
n n

v
u→∞

= 可得, 对于
1
2

ε = , 存在 N , 当n N> 时, 11
2

n

n

v
u

− < , 即 

1 0
2n nv u> > , 3

2n nv u< , 

由正项级数的比较判别法得, 正项级数
1

n
n N

v
∞

= +
∑ 收敛, 所以级数

1
n

n

v
∞

=
∑ 也收敛. 

若级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 不是正项级数, 则级数

1
n

n

v
∞

=
∑ 可能发散. 

例如
1 1

1( 1)n
n

n n

u
n

∞ ∞

= =

= −∑ ∑ , 
1 1

1 1( 1)n
n

n n

v
nn

∞ ∞

= =

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ , 

1
n

n

u
∞

=
∑ 为交错级数, 满足莱布尼茨定理

的条件, 收敛. 
1 1( 1)

1lim lim lim 1 ( 1) 11( 1)

n

nn
n n nnn

v nn
u n

n
→∞ →∞ →∞

− +
⎡ ⎤= = + − =⎢ ⎥⎣ ⎦−

. 

因为
1

1( 1)n

n n

∞

=

−∑ 收敛, 
1

1

n n

∞

=
∑ 是调和级数, 发散, 所以

1
n

n

v
∞

=
∑ 发散. 

 
6. 讨论下列级数的绝对收敛性与条件收敛性. 
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(1) 
1

1( 1)n
p

n n

∞

=

−∑ ;                        (2) 1
1

1

sin
1( 1)n

n
n

n
∞

+
+

=

π
+−

π∑ ;  

(3) 
1

1( 1) lnn

n

n
n

∞

=

+
−∑ ;                   (4) 1

1

( 1)!( 1)n
n

n

n
n

∞

+
=

+
−∑ . 

解  (1) 当 0p ≤ 时, 1lim( 1) 0n
pn n→∞

− ≠ , 级数发散;  

当 0 1p< ≤ 时, 
1 1

1 1( 1)n
p p

n nn n

∞ ∞

= =

− =∑ ∑ 为 p 级数, 0 1p< ≤ , 级数发散; 
1

1( 1)n
p

n n

∞

=

−∑ 为交错级

数, 满足莱布尼茨定理的条件, 收敛, 所以
1

1( 1)n
p

n n

∞

=

−∑ 条件收敛;  

当 1p > 时, 
1 1

1 1( 1)n
p p

n nn n

∞ ∞

= =

− =∑ ∑ 为 p 级数, 1p > , 级数收敛. 所以
1

1( 1)n
p

n n

∞

=

−∑ 绝对收敛. 

(2) 1 1
11 1

1sin
1( 1)n n

nn n
n

∞ ∞

+ +
+= =

π
+− ππ

∑ ∑≤ , 因为 1
1

1
n

n

∞

+
= π∑ 是公比为

1
π
的等比级数, 收敛, 由正项级数的

比较判别法得, +1
1

1

sin
1( 1)n

n
n

n
∞

+
=

π
+−

π∑ 收敛, 所以 1
1

1

sin
1( 1)n

n
n

n
∞

+
+

=

π
+−

π∑ 绝对收敛. 

(3) 
1 1 1

1 1 1( 1) ln ln ln 1n

n n n

n n
n n n

∞ ∞ ∞

= = =

+ + ⎛ ⎞− = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑ ∑ , 因为 

11ln 1
1lim lim ln 1 ln e 11

n

n n

n
n

n
→∞ →∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ = + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

1

1

n n

∞

=
∑ 是调和级数, 发散, 由正项级数的比较审敛法的极限形式得, 

1

1( 1) lnn

n

n
n

∞

=

+
−∑ 发散. 

1

1( 1) lnn

n

n
n

∞

=

+
−∑ 为交错级数, 满足莱布尼茨定理的条件, 收敛, 所以

1

1( 1) lnn

n

n
n

∞

=

+
−∑ 条件收敛. 

(4) 1 1
1 1

( 1)! ( 1)!( 1)n
n n

n n

n n
n n

∞ ∞

+ +
= =

+ +
− =∑ ∑ , 因为 

[ ]
1( 1) 1

1

( 1) 1 !
( 2)( 1)lim lim( 1)! 1 1

nn

n n
n

n
n nn

n n n
n

++ +

→∞ →∞
+

+ +
++ ⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

2 1 1 1lim 111 e11 1
nn

n
n

n n

→∞

+
= ⋅ ⋅ = <

+ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

由正项级数的比值审敛法, 得
1

1( 1) lnn

n

n
n

∞

=

+
−∑ 收敛. 所以

1

1( 1) lnn

n

n
n

∞

=

+
−∑ 绝对收敛. 

 
7. 求下列极限. 

(1) 
2

1

1 1 1lim 1
3

kn

kn
kn k→∞
=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ;    (2) 

11 1 1
3 9 27 3lim 2 4 8 (2 ) nn

n→∞

⎡ ⎤
⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦"  . 
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解  (1) 法一  
2

1

1 11
3

n

n
n n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 为正项级数, 因为 

              

( )2 2

2 2

1

21
1 1 11 1

1 1 11 13lim lim 1 1
3 1 11 1 11 1

3

n n

nn

n nn n

n

n n
n n

n n

ρ

+

+

→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = ⋅ ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

               2

2
1 1

2

1 1 1 1lim 1 1
3 1 1( 1)

( 2)

n
n n

nn n nn
n n

+ +

→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎣ ⎦+
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

               2

2
1 1

2

1 1 1 1lim 1 1
3 1 111

2

n
n n

nn n n

n n

+ +

→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎣ ⎦+⎜ ⎟+⎝ ⎠

  

               2

2 2

2
1 1

2 2

2

1 1 1 1lim 1 1
3 1 1

11
2

n
n n

nn
n n n n

n n

n n

+ +

→∞
+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥+⎜ ⎟+⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

               1 21 ee e 1 1
3 3

−= ⋅ ⋅ ⋅ = < ,  

由正项级数的比值审敛法得, 级数

2

1

1 11
3

n

n
n n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 收敛, 所以其部分和数列{ }ns 有界, 其中

2

1

1 11
3

kn

n k
k

s
k=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ . 因而 

2

1

1 1 1 1lim 1 lim 0
3

kn

nkn n
k

s
n k n→∞ →∞

=

⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ . 

法二  
2

1

1 11
3

n

n
n n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 为正项级数, 因为 

2

1 1 1 1 elim 1 lim 1 1
3 33

n n
n

nn nn n→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + = <⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

由正项级数的根值审敛法得, 级数

2

1

1 11
3

n

n
n n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 收敛, 所以其部分和数列{ }ns 有界, 其中

2

1

1 11
3

kn

n k
k

s
k=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ . 因而   

2

1

1 1 1 1lim 1 lim 0
3

kn

nkn n
k

s
n k n→∞ →∞

=

⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ . 

(2) 因为 
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11 1 1 1 2 3
3 9 27 3 3 9 27 32 4 8 (2 ) 2 2 2 2n n

n
n⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅" "  1

1 2 3
33 9 27 32 2

n

kn
k

kn
=

+ + + +
= =

∑"
, 

故 

1 1

lim
3 3

n

k nn
k n

k n∞

→∞
= =

=∑ ∑ . 

讨论幂级数
1

n

n

nx
∞

=
∑ , 收敛域为 ( 1,1)− , 令 1

1 1

( ) n n

n n

s x nx x nx
∞ ∞

−

= =

= =∑ ∑ , 则 

1

1
3 3n

n

ns
∞

=

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∑ . 

令 1
1

1

( ) n

n

s x nx
∞

−

=

=∑ , 收敛域为 ( 1,1)− , 逐项积分得 

( ) 1 1
1

0 0 0
1 1 1

d d d
1

x x x
n n n

n n n

xs x x nx x nx x x
x

∞ ∞ ∞
− −

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ , 

所以 

1 1 20

1( ) ( )
1 (1 )

x xs x s x dx
x x

′′ ⎡ ⎤⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎢ ⎥ − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  ( 1,1)− . 

于是 1 2( ) ( )
(1 )

xs x xs x
x

= =
−

, 因而 
2

1
1 33
3 411

3

s⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 所以 

1 1 1

111 1 1 3lim
3 3 3 3 43 9 27 3 4lim 2 4 8 (2 ) lim 2 2 2 2 2 8.

n n

k k nnn
k k n

k k n
s

n

n n

∞

→∞
= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→∞ →∞

⎡ ⎤
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = = = = = =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑
"  

 
8. 求下列幂级数的收敛区间. 

(1) 
1

3 5n n
n

n

x
n

∞

=

+∑ ;                  (2) 
2

1

11
n

n

n

x
n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ;  

(3) 
1

( 1)n

n

n x
∞

=

+∑ ;                   (4) 2

1 2
n

n
n

n x
∞

=
∑ . 

解  (1) 因为 
1 1 33 5 3 5

51lim lim 5
13 5 3 1

5

nn n

n n nn n

nn
n

n

ρ

+ +

→∞ →∞

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠+= = ⋅ =

++ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

所以幂级数的收敛半径为
1 1

5
R

ρ
= = , 收敛区间为

1 1,
5 5

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(2) 法一  因为 
2 2

2 2

( 1)

2
1 11 1

1 11 1lim lim 1 1
1 11 11 1

n n

n

n nn n

n n
n n

n n

ρ

+

→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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2 2

2

2
2 2

2
2 1 1

2

2

11
2 1 1lim 1 1

1 111
2

n
n n n n

n
n n

n nn

n n

n n

n n

+ +

+ +

+→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥+⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎣ ⎦= ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎣ ⎦+⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

                 

0
2e e 1 e

e
= ⋅ ⋅ = ,  

所以幂级数的收敛半径为
1 1

e
R

ρ
= = , 收敛区间为

1 1,
e e

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

法二  因为 
2

1 1lim 1 lim 1 e
n n

n
n

n n
x x x

n n→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

由正项级数的根值审敛法, 得当 e 1x < , 即 1
e

x < 时, 
2

1

11
n

n

n

x
n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 收敛, 所以幂级数绝对

收敛; 当e 1x > , 即 1
e

x > 时, 
2

1

11
n

n

n

x
n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 发散, 所以幂级数发散. 

因而幂级数的收敛半径为
1
e

R = , 收敛区间为
1 1,
e e

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(3) 令 1t x= + , 则
1 1

( 1)n n

n n

n x nt
∞ ∞

= =

+ =∑ ∑ . 

讨论幂级数
1

n

n

nt
∞

=
∑ , 因为 

1lim 1
n

n
n

ρ
→∞

+
= = , 

所以幂级数的收敛半径为
1 1R
ρ

= = , 收敛区间为 ( 1,1)− .即 1t < , 或 +1 1x < , 所以 2 0x− < < . 

因而原幂级数的收敛区间为 ( 2,0)− . 

(4) 令 2t x= , 则 2

1 12 2
n n

n n
n n

n nx t
∞ ∞

= =

=∑ ∑ . 

讨论幂级数
1 2

n
n

n

n t
∞

=
∑ , 因为 

1
1

1 1 12lim lim
2 2

2

n

n n
n

n
n

n n
ρ

+

→∞ →∞

+
+

= = ⋅ = , 

所以幂级数的收敛半径为
1 2R
ρ

= = , 收敛区间为 ( 2,2)− , 即 2t < , 或 2 2x < , 所以 2x < . 

因而原幂级数的收敛区间为 ( 2, 2)− .  

9. 求下列幂级数的和函数. 
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(1) 2( 1)

1

2 1
2

n
n

n

n x
∞

−

=

−∑ ;            *(2) 
1

2 1

1

( 1)
2 1

n
n

n

x
n

∞ −
−

=

−
−∑ ;  

(3) 
1

( 1)n

n

n x
∞

=

−∑ ;               *(4) 
1 ( 1)

n

n

x
n n

∞

= +∑ . 

解  (1) 因为 
[ ]2( 1) 1

1 2 2

2( 1)

2( 1) 1
1 2 1 12lim lim2 1 2 2 1 2

2

n
n

n nn
n

n x n x xn nx

+ −
+

→∞ →∞−

+ −
+

= ⋅ ⋅ = ⋅
− −

, 

由正项级数的比值审敛法可知, 当 21 1
2

x⋅ < , 即 2x < 时, 2( 1)

1

2 1
2

n
n

n

n x
∞

−

=

−∑ 收敛, 所以幂级

数绝对收敛; 当 21 1
2

x⋅ > , 即 2x > 时, 2( 1)

1

2 1
2

n
n

n

n x
∞

−

=

−∑ 发散, 所以幂级数发散. 因而幂级

数的收敛半径为 2R = , 收敛域为 ( 2, 2)− . 

设 ( ) ( )2 1

1

2 1
2

n
n

n

ns x x
∞

−

=

−
=∑ , 则 ( ) 10

2
s = , 逐项积分, 得 

             2( 1)

0 0
1

2 1( )d d
2

x x
n

n
n

ns x x x x
∞

−

=

⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ ∫ 2( 1)

0
1

2 1 d
2

x
n

n
n

n x x
∞

−

=

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∫ 2 1

1

1
2

n
n

n

x
∞

−

=

=∑  

                      2

1

1 1
2

n
n

n

x
x

∞

=

= ∑
2

2

2 2
1

1 1 2
2 21

2

n

n

x
x x

x x x x

∞

=

⎛ ⎞
= = ⋅ =⎜ ⎟

−⎝ ⎠ −
∑ ,  

所以 
2

2 2 2
2( )

2 (2 )
x xs x
x x

′ +⎛ ⎞= =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 ( 2 2)x− < < . 

*(2) 因为 
( 1) 1

2( 1) 1

2 2
1

2 1

( 1)
2 12( 1) 1lim lim
2 1( 1)

2 1

n
n

nn nn

x
nn x x
n

x
n

+ −
+ −

−→∞ →∞−

−
−+ − = ⋅ =
+−

−

, 

由正项级数的比值审敛法可知, 当 2 1x < , 即 1x < 时, 
1

2 1

1

( 1)
2 1

n
n

n

x
n

∞ −
−

=

−
−∑ 收敛, 所以幂级数绝

对收敛; 当 2 1x > , 即 1x > 时, 
1

2 1

1

( 1)
2 1

n
n

n

x
n

∞ −
−

=

−
−∑ 发散, 所以幂级数发散. 当 1x = ± 时, 级数

1

1

( 1)
2 1

n

n n

∞ −

=

−
−∑ 与

1

( 1)
2 1

n

n n

∞

=

−
−∑ 是收敛的交错级数, 因此幂级数的收敛域为 1 1x− ≤ ≤ .  

设幂级数的和函数为 ( )s x , 则 
1

2 1

1

( 1)( )
2 1

n
n

n

s x x
n

∞ −
−

=

−
=

−∑ , 
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逐项求导, 得 

            
1 1

2 1 2 1

1 1

( 1) ( 1)( )
2 1 2 1

n n
n n

n n

s x x x
n n

∞ ∞− −
− −

= =

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −′ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ∑ 1 2 2

1

( 1)n n

n

x
∞

− −

=

= −∑ 2 1

1

( )n

n

x
∞

−

=

= −∑  

                2 2
1 1

1 ( ) 1x x
= =

− − +
,  

所以 

20 0

1( )d d
1

x x
s x x x

x
′ =

+∫ ∫ , 

故 ( ) (0) arctan arctan 0s x s x− = − , 又 (0) 0s = , 因而 ( ) arctans x x=  ( 1 1)x− ≤ ≤ . 

(3) 因为 
( 1)( 1)( 1) 1lim lim 1 1

( 1)

n

nn n

n x n x x
nn x

+

→∞ →∞

+ − +
= ⋅ − = −

−
, 

由正项级数的比值审敛法可知, 当 1 1x − < 时, 
1

( 1)n

n

n x
∞

=

−∑ 收敛, 所以幂级数绝对收敛; 当

1 1x − > 时, 
1

( 1)n

n

n x
∞

=

−∑ 发散, 所以幂级数发散.因而幂级数的收敛域为 (0,2) . 

设
1

( ) ( 1)n

n

s x n x
∞

=

= −∑ 1

1

( 1) ( 1)n

n

x n x
∞

−

=

= − −∑ , 令 1
1

1

( ) ( 1)n

n

s x n x
∞

−

=

= −∑ , 逐项积分, 得 

                1
1

1 1
1

( )d ( 1) d
x x

n

n

s x x n x x
∞

−

=

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ ∫ 1

1
1

( 1) d
x

n

n

n x x
∞

−

=

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∫  

                         
1

( 1)n

n

x
∞

=

= −∑ 1
1 ( 1)

x
x
−

=
− −

1
2
x

x
−

=
−

,  

所以 1 2
1 1( )

2 (2 )
xs x

x x

′−⎛ ⎞= =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
, 因而 1 2

1( ) ( 1) ( )
(2 )

xs x x s x
x
−

= − =
−

 (0 2)x< < . 

*(4) 因为 

[ ]
1

( 1) ( 1) 1
lim lim 11 2

( 1)
n n

n n n
n

n n

ρ
→∞ →∞

+ + +
= = =

+
+

, 

所以幂级数的收敛半径为
1 1R
ρ

= = , 收敛区间为 ( 1,1)− , 又当 1x = ± 时, 级数
1

1
( 1)n n n

∞

= −∑ 和

1

( 1)
( 1)

n

n n n

∞

=

−
+∑ 均收敛, 故幂级数的收敛域为[ ]1,1− . 

设
1

( )
( 1)

n

n

xs x
n n

∞

=

=
+∑ , 则

1

1

( )
( 1)

n

n

xxs x
n n

∞ +

=

=
+∑ , 令 

1

1
1

( )
( 1)

n

n

xs x
n n

∞ +

=

=
+∑ , 逐项求导, 得 

1 1

1
1 1

( )
( 1) ( 1)

n n

n n

x xs x
n n n n

∞ ∞+ +

= =

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤
′ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∑ ∑
1

n

n

x
n

∞

=

=∑ , 



 
216    高等数学（同济第七版 下册）习题辅导书 

1
1 1

( )
n n

n n

x xs x
n n

∞ ∞

= =

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′′ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ 1

1

n

n

x
∞

−

=

=∑ 1=
1 x−

, 

积分得 1
0 0

1( )d d
1

x x
s x x x

x
′′ =

−∫ ∫ , 故 1 1( ) (0) ln(1 ) ln(1 0)s x s x′ ′− = − − + − , 又 1(0) 0s′ = , 所以

1( ) ln(1 )s x x′ = − − . 

再积分得 

                1
0 0

( )d ln(1 )d
x x
s x x x x′ = − −∫ ∫  

                         00 0

1ln(1 )d ln(1 ) d
1

x xxx x x x x x
x

−
= − − = − − + ⋅

−∫ ∫  

                         ln(1 ) ln(1 )x x x x= − − + + − ,  

故 1 1( ) (0) ln(1 ) ln(1 )s x s x x x x− = − − + + − , 又 1(0) 0s = , 所以 

1( ) ln(1 ) ln(1 ) (1 ) ln(1 )s x x x x x x x x= − − + + − = + − − , 

因而, 当 [ )1,0 (0,1)x∈ − ∪ 时,  

1
1 1( ) ( ) 1 1 ln(1 )s x s x x
x x

⎛ ⎞= = + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

当 0x = 时, (0) 0s = . 当 1x = 时,  

1 1

1 1(1) lim
( 1) ( 1)

n

n
n i

s
n n i i

∞

→∞
= =

= =
+ +∑ ∑

1

1 1lim
1

n

n
i i i→∞
=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟+⎝ ⎠∑ 1lim 1 1
1n n→∞

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟+⎝ ⎠
. 

所以 

[ )11 1 ln(1 ), 1,0 (0,1);

( )
0, 0;

1 1.

x x
x

s x
x

x

⎧ ⎛ ⎞+ − − ∈ −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪= ⎨ =⎪
⎪ =⎩

∪

，

 

 
10. 求下列数项级数的和. 

(1) 
2

1 !n

n
n

∞

=
∑ ;                 (2) 

0

1( 1)
(2 1)!

n

n

n
n

∞

=

+
−

+∑  

解  (1) 因为 

0

1e
!

x n

n

x
n

∞

=

=∑ ( )x−∞ < < +∞ , 

由幂级数的性质, 得 

1

0

1e
!

x n

n

x x
n

∞
+

=

=∑
1

1
( 1)!

n

n

x
n

∞

=

=
−∑ , 

逐项求导, 得 

1

1 1 1

1 1( e )
( 1)! ( 1)! ( 1)!

x n n n

n n n

nx x x x
n n n

∞ ∞ ∞
−

= = =

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

2
1

1 !
n

n

n x
n

∞
−

=

=∑ , 



 
第 12 章  无穷级数    217

即 
2

1

1

(1 )e
!

x n

n

nx x
n

∞
−

=

+ =∑ ( )x−∞ < < +∞ , 

令 1x = , 得 
2

1

2e
!n

n
n

∞

=

=∑ . 

(2) 因为 

2 1

0

1sin ( 1)
(2 1)!

n n

n

x x
n

∞
+

=

= −
+∑ ( )x−∞ < < +∞ , 

由幂级数的性质, 得 

2 2

0

1sin ( 1)
(2 1)!

n n

n

x x x
n

∞
+

=

= −
+∑ , 

逐项求导, 得 

2 2 2 2 2 1

0 0 0

1 1 2 2( sin )
(2 1)! (2 1)! (2 1)!

n n n

n n n

nx x x x x
n n n

∞ ∞ ∞
+ + +

= = =

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ +′ = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ∑ ∑  

                    2 1

1

12
(2 1)!

n

n

n x
n

∞
+

=

+
=

+∑ . 

即     

2 1

1

1sin cos 2
(2 1)!

n

n

nx x x x
n

∞
+

=

+
+ =

+∑ ( )x−∞ < < +∞ . 

令 1x = , 得 

1

1 1 (sin1 cos1)
(2 1)! 2n

n
n

∞

=

+
= +

+∑ . 

 
11. 将下列函数展开成 x 的幂级数. 

(1) 2ln( 1)x x+ + ;                 (2) 2
1

(2 )x−
. 

解  (1) 令 2( ) ln( 1)f x x x= + + , (0) 0f = ,  
1

2 2
2 2 2

1 1 1 1( ) 1 2 (1 )
21 1 1

f x x x
x x x x

−⎛ ⎞
′ = ⋅ + ⋅ ⋅ = = +⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠

, 

由 

                    2 3( 1) ( 1)( 2)(1 ) 1
2! 3!

m m m m m mx mx x x− − −
+ = + + + +"  

                            ( 1) ( 1)
!

nm m m n x
n

− − +
+ +

" " ( 1 1)x− < < ,   

得 
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             2 2 2 2 3

1 1 1 1 11 1 2
1 2 2 2 2 2( ) 1 ( ) ( )
2 2! 3!

f x x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠′ = + − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"   

                     2

1 1 11 1
2 2 2 ( )

!
n

n
x

n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ +

"
" ( 1 1)x− ≤ ≤  

                  1 2 2 4 3 61 1 3 1 3 51 ( 1) ( 1) ( 1)
2 2 4 2 4 6

x x x⋅ ⋅ ⋅
= + − + − + − +

⋅ ⋅ ⋅
" 2(2 1)!!( 1)

(2 )!!
n nn x

n
−

+ − +" ,  

                      ( 1 1)x− ≤ ≤ ,  

所以 

2

0 0
1

(2 1)!!( ) ( )d 1 ( 1) d
(2 )!!

x x
n n

n

nf x f x x x x
n

∞

=

⎡ ⎤−′= = + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ ∫  

                          2

0 0
1

(2 1)!!1d ( 1) d
(2 )!!

x x
n n

n

nx x x
n

∞

=

⎡ ⎤−
= + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫ ∫  

                          2 1

1

(2 1)!!( 1)
(2 1) (2 )!!

n n

n

nx x
n n

∞
+

=

−
= + −

+ ⋅∑  ( 1 1)x− ≤ ≤ . 

(2) 令 1( )
2

f x
x

=
−

, 则 2
1( )

(2 )
f x

x
′ =

−
, 由 

1
0 0

1 1 1 1 1( )
2 2 2 2 21

2

n
n

n
n n

xf x xxx

∞ ∞

+
= =

⎛ ⎞= = ⋅ = =⎜ ⎟− ⎝ ⎠−
∑ ∑  ( 2 2)x− < <  , 

得 

1
1 1 1

0 0 1

1 1( )
2 2 2

n n n
n n n

n n n

nf x x x x
∞ ∞ ∞

−
+ + +

= = =

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑  , 

即 

1
2 1

1

1
(2 ) 2

n
n

n

n x
x

∞
−

+
=

=
− ∑  ( 2 2)x− < <  . 

 
12. 设 ( )f x 是周期为 2π的函数, 它在[ ),−π π 上的表达式为 

[ )
[ )

0, ,0 ,
( )

e , 0, .x

x
f x

x

⎧ ∈ −π⎪= ⎨
∈ π⎪⎩

 

将 ( )f x 展开成傅里叶级数. 
解  由收敛定理得, 函数 ( )f x 的傅里叶级数, 当 x n≠ π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " 时, 收敛于 ( )f x ; 当

(2 1)x n= + π  ( 0, 1, 2, )n = ± ± " 时, 收敛于 

( ) ( ) 0 e e
2 2 2

f f+ − π π−π + π +
= = ; 

当 2x n= π ( 0, 1, 2, )n = ± ± " 时, 收敛于 

(0 ) (0 ) 0 1 1
2 2 2

f f+ −+ +
= = . 
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计算傅里叶系数如下: 
0

0 00

1 1 1 1 e 1( )d 0d e d ex xa f x x x x
ππ π π

−π −π

−
= = + = =
π π π π π∫ ∫ ∫ , 

0

0

1 1 1( )cos( )d 0 cos( )d e cos( )dx
na f x nx x nx x nx x

π π

−π −π
= = ⋅ +
π π π∫ ∫ ∫ , 

因为 

             
00 0 0

e cos( )d cos( )de e cos( ) e dcos( )x x x xnx x nx nx nx
π π ππ

= = −∫ ∫ ∫  

                          
0

e cos( ) 1 e sin( )dxn n nx x
π

π= π − + ∫ 0
e cos( ) 1 sin( )dexn n nx

π
π= π − + ∫  

                          2
0 0

e cos( ) 1 e sin( ) e cos( )dx xn nx n nx x
πππ= π − + − ∫   

                          2

0
e cos( ) 1 e cos( )dxn n nx x

π
π= π − − ∫ ,  

2 20

e cos( ) 1 e cos( 1) 1e cos( )d
1 1

n
x nnx x

n n

π ππ π − − −
= =

+ +∫  . 

所以   

               2
1 e cos( 1) 1

1

n

na
n

π − −
= ⋅
π +

( 1,2,3, )n = " ;  

               
0

0

1 1 1( )sin( )d 0 sin( )d e sin( )dx
nb f x nx x nx x nx x

π π

−π −π
= = ⋅ +
π π π∫ ∫ ∫ , 

因为    

           
00 0 0

e sin( )d sin( )de e sin( ) e dsin( )x x x xnx x nx nx nx
π π ππ

= = −∫ ∫ ∫  

               
0

e cos( )dxn nx x
π

= − ∫ 0
cos( )dexn nx

π
= − ∫  

               2
0 0

e cos( ) e sin( )dx xn nx n nx x
ππ

= − − ∫  

               2

0
e cos( ) e sin( )dxn n n n nx x

π
π= − π + − ∫ ,  

2 20

e cos( ) 1 ( 1) e 1e cos( )d
1 1

n
x nnx x

n n

π ππ π − − −
= =

+ +∫ , 

所以   

                    2
1 ( 1) e 1

1

n

na
n

π− −
= ⋅
π +

( 1,2,3, )n = "  

1 1

2 2
1 e ( 1) e ( 1) 1

1 1

n n

n
n n nb

n n

π + π +− + − +
= ⋅ = ⋅
π π+ +

 ( 1,2,3, )n = " . 

于是, ( )f x 的傅里叶级数展开式为 

                   [ ]0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

af x a nx b nx
∞

=

= + +∑  

                        
1

2 2
1

e 1 1 ( 1) e 1 ( 1) e 1cos( ) sin( )
2 1 1

n n

n

nx n nx
n n

∞π π + π

=

⎡ ⎤− − ⋅ − − ⋅ +
= + + ⋅⎢ ⎥π π + +⎣ ⎦

∑ ,  

                          ( , 0, 1, 2, )x n n≠ π = ± ± " . 
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13. 将函数 

1, 0 ,
( )

0, .

x h
f x

h x

⎧⎪= ⎨
< π⎪⎩

≤ ≤

≤
 

分别展开成正弦级数和余弦级数. 
解  先将函数 ( )f x 展开成正弦级数. 对函数 ( )f x 作奇延拓, 再作周期延拓, 延拓后的函数是

周期为 2π的周期函数. 由收敛定理得, 延拓后的函数的傅里叶级数, 在 (0, )h ∪ ( ],h π 上, 收
敛于 ( )f x ; 当 0x = 时, 收敛于 

(0 ) (0 ) 1 1 0
2 2

f f− ++ − +
= = ; 

当 x h= 时, 收敛于 
( ) ( ) 0 1 1

2 2 2
f h f h+ −+ +

= = . 

若不计 2x n= π , 2x n h= π ± ( 0, 1, 2, )n = ± ± " , 延拓后的函数是奇函数, 计算延拓后的函数

的傅里叶系数如下: 

                 
0

2 2 2( )sin( )d 1 sin( )d 0 sin( )d
h

n
h

b f x nx x nx x nx x
π π

−π
= = ⋅ + ⋅
π π π∫ ∫ ∫  

                   
0

2 cos( ) 2 1 cos( )hnx nh
n n

−
= − ⋅ = ⋅

π π
,  

于是, ( )f x 的正弦级数展开式为 

1

( ) sin( )n
n

f x b nx
∞

=

=∑
1

2 1 cos( ) sin( )
n

nh nx
n

∞

=

−
=
π∑ , ( ](0, ) ,x h h∈ π∪ . 

再将函数 ( )f x 展开成余弦级数. 对函数 ( )f x 作偶延拓, 再作周期延拓, 延拓后的函数是周期

为 2π的周期函数. 由收敛定理得, 延拓后的函数的傅里叶级数, 在 [ ) ( ]0, ,h h π∪ 上收敛于

( )f x ; 当 x h= 时, 收敛于 

( ) ( ) 0 1 1
2 2 2

f h f h+ −+ +
= = . 

若不计 2x n h= π± ( 0, 1, 2, )n = ± ± " , 延拓后的函数是偶函数, 计算延拓后的函数的傅里叶系

数如下: 

               0
0 0

2 2 2 2( )d 1d 0d
h

h
a f x x x x h

π π
= = + =
π π π π∫ ∫ ∫ ,   

               
0 0

2 2 2( )cos( )d 1 cos( )d 0 cos( )d
h

n
h

a f x nx x nx x nx x
π π

= = ⋅ + ⋅
π π π∫ ∫ ∫  

                  
0

2 sin( ) 2 sin( )hnx nh
n n

= ⋅ = ⋅
π π

 ( 1,2,3, )n = " . 

于是, ( )f x 的余弦级数展开式为 

0

1

( ) cos( )
2 n

n

af x a nx
∞

=

= +∑
1

2 sin( ) cos( )
n

h nh nx
n

∞

=

= +
π π∑  [ ) ( ]0, ,x h h∈ π∪ . 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

第  二  篇 
               

历年考研部分试题及解答 
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第一部分  向量代数与空间解析几何 

一、重点内容提示 

“向量代数”主要是向量的表示法与向量的代数运算（加法、减法、数量积、向量积、混合积）,
关心的问题是向量的大小与方向, 而不是线性相关性. 

“空间解析儿何”主要是空间曲面与空间曲线的方程, 重点是平面、直线的方程及常见曲面的方程,
考研试题中此方面的题目并不多, 但在有关曲面的切平面与曲线的切线以及其他几何应用的问题中, 
经常要用到向量代数与空间解析几何的基本知识. 

历年的试题题型有: ① 向量的运算; ② 求平面及直线方程; ③ 平面、直线间的位置关系; ④ 距
离公式; ⑤ 求旋转面方程; ⑥ 综合题. 

二、考研部分试题及答案 

1.（1995 年数一 3 分）设有直线 :L
3 2 1 0

2 10 3 0
x y z

x y z
+ + + =⎧

⎨ − − + =⎩
及平面 : 4 2 2 0x y zπ − + − = , 则直线 L  

A. 平行于π .      B. 在π上.       C. 垂直于π .       D. 与π斜交. 

解  直线的方向向量为 1 3 2 28 14 7 7(4 2 )
2 1 10

i j k
i j k i j k= = − + − = − − +

− −
l ,  

而平面的法向量 4 2 //i j k L= − + ⇒ ⇒ ⊥ πn l n . 所以答案为 C. 

2.（1998 年数一 3 分）设矩阵
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

是满秩的, 则直线 3 3 3

1 2 1 2 1 2

x a y b z c
a a b b c c
− − −

= =
− − −

与直

线 1 1 1

2 3 2 3 2 3

x a y b z c
a a b b c c
− − −

= =
− − −

 

A. 相交于一点.      B. 重合.       C. 平行但不重合.    D. 异面. 

解  由题意知
1 1 1 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 3 2 3 2 3

3 3 3 3 3 3

0
a b c a a b b c c
a b c a a b b c c
a b c a b c

− − −
= − − − ≠ ,  

所以 1 2 1 2 1 2

2 3 2 3 2 3

a a b b c c
a a b b c c
− − −

= =
− − −

不成立, 所以两直线不平行. 

又因为
1 2 1 2 1 2

2 3 2 3 2 3

3 1 3 1 3 1

0
a a b b c c
a a b b c c
a a b b c c

− − −
− − − =
− − −

,  

所以 1 2 1 2 1 2 2 3 2 3 2 3 3 1 3 1 3 1( , , ),( , , ),( , , )a a b b c c a a b b c c a a b b c c− − − − − − − − − 共面. 
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所以两直线相交. 答案为 A. 
3.（2002 数一 3 分）设有三个不同平面的方程 1 2 3 ( 1,2,3)i i i ia x a y a z b i+ + = = , 它们所组成的线性

方程组的系数矩阵与增广矩阵的秩都为 2, 则这三张平面可能的位置关系为（    ）. 

 
       A.                 B.                 C.             D. 
解  由于线性方程组系数矩阵的秩等于增广矩阵的秩, 且小于未知数的个数 3, 故线性方程组

有无穷多个解, 因此三个平面不可能没有公共交点, 也不可能仅交于一点, 这样就排除了 C、D
和 A. 又由于系数矩阵的秩为 2, 故必有两个平面的法向量线性无关, 即不共线, 因此三平面必

交于一线. 故应选 B. 

4.（1993数一、二3分）设有线 1
1 5 8:

1 2 1
x y zL − − +

= =
−

与直线 2
6

:
2 3
x y

L
y z
− =⎧

⎨ + =⎩
, 则 1L 与 2L 的夹角为 

A. 
6
π .           B. 

4
π .          C. 

3
π .           D. 

2
π . 

解  1L 与 2L 的方向向量 { } { }1 21, 2,1 , 1 1 0 1, 1,2
0 2 1

i j k
t t= − = − = − − ,  

1 2

1 2

1cos
2 3

t t
t t

θ θ
⋅ π

= = ⇒ = . 

故选 C. 
5.（1995 年数一 3 分）设 ( ) 2a b c× ⋅ = , 则[ ]( ) ( ) ( ) _____ .a b b c c a+ × + ⋅ + =  

解  [ ]( ) ( ) ( )a b b c c a+ × + ⋅ + = ( ) ( ) ( ) ( )a b c a b a a c c a c a× ⋅ + × ⋅ + × ⋅ + × ⋅ ( ) ( )b c c b c a+ × ⋅ + × ⋅  
2( ) 4a b c= × ⋅ =  

6.（1996 年数一 3 分）设一平面经过原点及 (6, 3,2)− , 且与平面 4 2 8x y z− + = 垂直, 则平面方程

为 ______ . 
解  由题意设所求平面方程为 0Ax By Cz+ + = , 由于过 (6, 3,2)− , 所以 6 3 2 0A B C− + = , 再

由平面 4 2 8x y z− + = 垂直得
34 2 0 ,
2

a B C A B C A− + = ⇒ = = − , 所以答案为 2 2 3 0x y z+ − = . 

7.（2006 年数一 4 分）点 (2,1,0) 到平面3 4 5 0x y z+ + = 的距离 ____d = . 

解  
2 2 2

3 2 4 1 5 0
2

3 4 5
d

⋅ + ⋅ + ⋅
= =

+ +
. 

8.（1990 数一、二 3 分）过点 (1,2, 1)M − 且与直线

2
3 4

1

x t
y t
z t

= − +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

垂直的平面方程是 _______ . 

解  1( 1) 3( 2) ( 1) 0x y z− − + − + + = . 
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9.（1991 数一、二 3 分）已知两直线的方程是 1 2
1 2 3 2 1: ,  : ,

1 0 1 2 1 1
x y z x y zL L− − − + −

= = = =
−

则过

1L 且平行于 2L 的平面方程是 ______ . 
解  设所求平面方程为 0Ax By Cz D+ + + = , 因为 (1,2,3) 在平面 2 3 0A B C D+ + + = 上, 且 
( , , ) (1,0, 1),( , , ) (2,1,1),A B C A B C⊥ − ⊥  

所以 0A C A C− = ⇒ = ; 2 0 3A B C B A+ + = ⇒ = − 2D A⇒ = ,  
3 2 0 3 2 0Ax Ay Az A x y z− + + = ⇒ − + + = . 

10.（1987 数一、二 3 分）与两直线

1
1 2 11 ,  

1 2 1
2

x
x y zy t

z t

=⎧
+ + −⎪ = − + = =⎨

⎪ = +⎩

都平行且过原点的平面方程

为 ______ . 

解  { } { } { }0,1,1 1,2,1 0 1 1 1,1, 1
1 2 1

i j k
= × = = − −n , 所求平面方程为 0x y z− + = . 

11.（1998 年数一 5 分）求直线
1 1:

1 1 1
x y zL − −

= =
−

在平面 : 2 1 0x y zπ − + − = 上的投影直线 0L 的

方程, 并求 0L 绕 y 轴旋转一周所成曲面的方程. 

解  由
1 1 01 1:
1 1 01 1 1

x y x yx y zL
y z y z
− = − − =⎧ ⎧− −

= = ⇒ ⇒⎨ ⎨= − + − =− ⎩ ⎩
, 过 L 的平面束方程为 

1 ( 1) 0x y y zλ− − + + − =  

与 : 2 1 0x y zπ − + − = 垂直的平面方程的条件 2λ = − , 所求直线 0L 为
2 1 0

3 2 1 0
x y z
x y z
− + − =⎧

⎨ − − + =⎩
（ 0L

还可以用其他方法求, 读者不妨一试）.  

求旋转曲面 S ; 把 0L 表示成

2
1 ( 1)
2

x y

z y

=⎧
⎪
⎨

= − −⎪⎩

, 得

2
2

2
2

1(2 ) (1 ) cos
2

1(2 ) (1 ) sin
2

x y y

y y

z y y

θ

θ

⎧ ⎡ ⎤⎪ = + −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦
⎪ =⎨
⎪
⎪ ⎡ ⎤= + −⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

,  

消去θ 得 2 2 24 17 4 2 1 0x y z y− + + − = . 
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第二部分  多元函数微分学 

一、重点内容提示 

多元函数微分学包括有若干基本概念及其联系; 多元函数的复合函数求导法; 隐函数求导法及其

应用; 全微分的求法; 梯度向量与方向导数的计算方法; 多元函数微分学的几何应用（求空间曲线的切

线、法平面与空间曲面的切平面、法线）; 极值判断与最值问题; 等等. 在历年考试中多元函数微分学

的内容也是比较重要的. 历年试题的题型大致可归纳为: 
1. 多元（主要二元）函数微分学中的若干基本概念及其联系; 
2. 多元（主要二元和三元）初等函数的偏导数或全微分; 
3. 复合函数求导法：① 求带抽象函数记号的复合函数的一、二阶偏导数或全徽分; ② 求隐函数

的导数、偏导数或全微分; ③ 变量替换下方程的变形. 
4. 求二元或三元函数的梯度或方向导数; 
5. 多元函数微分学的几何应用; 
6. 多元函数的极值、最值问题.  

二、考研部分试题及答案 

1.（1997 年数一 3 分）二元函数 2 2 ,( , ) (0,0)
( , )

0 ( , ) (0,0)

xy x y
x yf x y

x y

⎧ ≠⎪ += ⎨
⎪ =⎩

, 在点 (0,0) 处 

A. 连续，偏导数存在.             B. 连续，偏导数不存在. 
C. 不连续，偏导数存在.           D. 不连续，偏导数不存在. 

解  由定义 (0,0) (0,0) 0x yf f= = , 即偏导数存在. 2 2 2( , ) (0,0)
lim

1x y
y kx

xy k
x y k→

=

=
+ +

, k 不同极限不同, 

所以不连续. 答案为 C. 
2.（1997 年数一 3 分）考虑二元函数的下面 4 条性质: 

① ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处连续   ② ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处的两个偏导数连续 
③ ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处可微   ④ ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处的两个偏导数存在 
若用“ P Q⇒ ”表示可由性质 P 推出性质Q , 则有 

A. ②⇒③⇒①      B. ③⇒②⇒①   C. ③⇒④⇒①    D. ③⇒①⇒ ④ 
答案  A. 

3.（2012 年数一 4 分）如果 ( , )f x y 在 (0,0) 处连续，那么下列命题正确的是? 

A. 若极限
0
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

存在，则 ( , )f x y 在 (0,0) 处可微. 
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B. 若极限 2 20
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

存在，则 ( , )f x y 在 (0,0) 处可微. 

C. 若 ( , )f x y 在 (0,0) 处可微，则极限
0
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

存在. 

D. 若 ( , )f x y 在 (0,0) 处可微，则极限 2 20
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

存在. 

答案  B. 

解  由于 ( , )f x y 在 (0,0) 处连续，可知如果 2 20
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

存在，则必有
0
0

(0,0) lim ( , ) 0
x
y

f f x y
→
→

= = ,  

这样， 2 20
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

就可以写成 2 20
0

( , ) (0,0)lim
x
y

f x y f
x yΔ →

Δ →

Δ Δ −
Δ + Δ

， 

也即极限 2 20
0

( , ) (0,0)lim
x
y

f x y f
x yΔ →

Δ →

Δ Δ −
Δ + Δ

存在，可知
2 20

0

( , ) (0,0)lim 0
x
y

f x y f

x yΔ →
Δ →

Δ Δ −
=

Δ + Δ
， 

即 ( )2 2( , ) (0,0) 0 0f x y f x y o x yΔ Δ − = Δ + Δ + Δ + Δ . 

由可微的定义可知, ( , )f x y 在 (0,0) 处可微. 故选 B. 

4.（2013 年数一 4 分）曲面 2 cos( ) 0x xy yz x+ + + = 在点 (0,1, 1)− 处的切平面方程为 
A. 2x y z− + = −     B. 0x y z+ + =     C. 2 3x y z− + = −     D. 0x y z− − =  

答案  A. 
解  法向量 ( , , ) (2 sin( ) 1, sin( ) , )x y zF F F x y xy x xy z y= = − + − +n , (0,1, 1) (1, 1,1)− = −n ,  

切平面的方程为1( 0) 1( 1) 1( 1) 0x y z− − − + + = , 即 2 0x y z− + + = . 

5.（2005 年数一 4 分）设有三元方程 ln e 1xzxy z y− + = , 根据隐函数存在定理，存在点 (0,1,1) 的

一个邻域, 在此邻域内方程 
A. 只能确定一个具有连续偏导数的隐函数 ( , )z z x y= . 
B. 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 ( , ), ( , )y y x z z z x y= = . 
C. 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 ( , ), ( , )x x y z z z x y= = . 
D. 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 ( , ), ( , )x x y z y y x z= = . 

解  ( , , ) ln e 1, (0,1,1) 1xzF x y z xy z y F= − + − = ,  
又因为 (0,1,1) 2 0, (0,1,1) 1 0, (0,1,1) 0x y zF F F= ≠ = − ≠ = , 所以答案为 D. 

6.（2010 年数一 4 分）设函数 ( , )z z x y= 由方程 , 0y zF
x x

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

确定, 其中 F 为可微函数, 且 2 0F ′ ≠ , 

则
z zx y
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 

A. x           B. z          C. x−           D. z−  

解  法一，直接法. 方程 , 0y zF
x x

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

两端分别对 ,x y 求偏导有 

1 22 2
1 0y z zF F
x xx x
∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′− + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 1 2
1 1 0zF F
x x y

∂′ ′+ =
∂

, 

1 2 1

2 2
,yF zF Fz z

x xF y F
′ ′ ′+∂ ∂

= = −
′ ′∂ ∂

z zx y z
x y
∂ ∂

⇒ + =
∂ ∂

, 故答案为 B. 
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法二，公式法. 记 ( , , ) 0, ( , , ) ,y zG x y z G x y z F
x x

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

1 22 2
1

2
2

1
x

z

y zF F
G yF zFz x x

x G xFF
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′+∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − = =
′ ′∂ ′

, 

同理 1

2

Fz
y F

′∂
= −

′∂
z zx y z
x y
∂ ∂

⇒ + =
∂ ∂

. 

7.（2008 年数一 4 分）函数 ( , ) arctan xf x y
y

= 在点 (0,1) 处的梯度等于 

A. i            B. i−             C. j               D. j−   

解  易求
(0,1) (0,1)

,1 0
ff
yx
∂∂ = =
∂∂

, 故答案为 A. 

8.（2003 年数一 4 分）已知函数 ( , )f x y 在点 (0,0) 的某邻域内连续, 且 2 2 20
0

( , )lim 1,
( )x

y

f x y xy
x y→

→

−
=

+
 

A. 点 (0,0) 不是 ( , )f x y 的极值点. 
B. 点 (0,0) 是 ( , )f x y 的极大值点. 
C. 点 (0,0) 是 ( , )f x y 的极小值点. 
D. 根据所给条件无法判断点 (0,0) 是否为 ( , )f x y 的极值点. 

解  由 2 2 20
0

( , )lim 1, (0,0) 0
( )x

y

f x y xy f
x y→

→

−
= ⇒ =

+
; 

令 2 2x yρ = + , 4 4( , ) (0,0) ( , ) 0( )f x y f f x y xy ρ ρ− = = + +   ( ( , ) (0,0) 0x y ρ→ ⇒ → ); 
所以 ( , )f x y 的符号主要由 xy 决定, 而 xy 在 (0,0) 附近符号不定, 故点 (0,0) 不是 ( , )f x y 的极

值点, 答案应选 A. 
9.（2006 年数一 12 分）设 ( , )f x y 与 ( , )x yϕ 均为可微函数, 且 ( , ) 0.y x yϕ′ ≠ 已知 0 0( , )x y 是 ( , )f x y

在约束条件 ( , ) 0x yϕ = 下的一个极值点, 下列正确的是 
A. 若 0 0( , ) 0xf x y′ = , 则 0 0( , ) 0yf x y′ =    B. 若 0 0( , ) 0xf x y′ = , 则 0 0( , ) 0yf x y′ ≠  
C. 若 0 0( , ) 0xf x y′ ≠ , 则 0 0( , ) 0yf x y′ =     D. 若 0 0( , ) 0xf x y′ ≠ , 则 0 0( , ) 0yf x y′ ≠  
解  令 ( , , ) ( , ) ( , )F x y f x y x yλ λϕ= + , 则 0 0( , )x y 满足 

0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , ) 0 
( , ) ( , ) 0

x x x

y y y

F f x y x y
F f x y x y

λϕ
λϕ

′ ′ ′= + =⎧⎪
⎨ ′ ′ ′= + =⎪⎩

              
(1)

(2)
, 

若 0 0( , ) 0xf x y′ = , 由式(1)知 0λ = 或 0 0( , ) 0x x yϕ′ = , 当 0λ = 时, 由式(2)知 0 0( , ) 0yf x y′ = , 当
0λ ≠ 时, 由 ( , ) 0y x yϕ′ ≠ 和式(2)知 0 0( , ) 0yf x y′ ≠ , 故 A 与 B 不对. 

若 0 0( , ) 0xf x y′ ≠ , 由式(1)知 0λ ≠ , 再由式(2)及 ( , ) 0y x yϕ′ ≠ 知 0 0( , ) 0yf x y′ ≠ , 故选 D. 

10.（1998 年数一 3 分）设
1 ( ) ( ), ,z f xy y x y f
x

ϕ ϕ= + + 具有二阶连续导数, 则
2

______z
x y
∂

=
∂ ∂

. 

解  1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z f xy x x y y x y f xy x y y x y
y x

ϕ ϕ ϕ ϕ∂ ′ ′ ′ ′= + + + + = + + + +
∂

,  

    
2 2

( ) ( ) ( )z z f xy y x y y x y
x y y x

ϕ ϕ∂ ∂ ′′ ′ ′′= = + + + +
∂ ∂ ∂ ∂

. 
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11.（2007 年数一 4 分）设 ( , )f u v 为二元可微函数, ( , )y xz f x y= , 则 _____z
x
∂

=
∂

. 

解  1 lny xz f fyx y y
x u v

−∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
. 

12.（2009 年数一 4 分）设函数 ( , )f u v 具有二阶连续偏导数, ( , )z f x xy= , 则
2

____z
x y
∂

=
∂ ∂

. 

解  
2

1 2 12 22 2,z zf f y f x f xy f
x x y
∂ ∂′ ′ ′′ ′′ ′= + = + +
∂ ∂ ∂

. 

13.（2005 年数一 4 分）设函数
2 2 2

( , , ) 1
6 12 18
x y zu x y z = + + + , 单位向量 { }1 1,1,1

3
=n , 则

{ }1,2,3
______u∂ =

∂n
. 

解  3 3 3cos ,cos ,cos
3 3 3

α β γ= = = ,  

{ }1,2,3 (1,2,3) (1,2,3)(1,2,3)

cos cos cos
uu u u
yx z

α β γ
∂∂ ∂ ∂= + +
∂∂ ∂ ∂n

 

                            1 3 1 3 1 3 3
3 3 3 3 3 3 3

= + + = . 

14.（2012 年数一 4 分）
(2,1,1)

grad zxy
y

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ________. 

解  { }2
(2,1,1) (2,1,1)

1grad , , 1,1,1z zxy y x
y yy

⎧ ⎫⎛ ⎞
+ = − =⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎩ ⎭
. 

15.（2000 年数一 5 分）设 , x yz f xy g
y x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

, 其中 f 具有二阶连续偏导数. g 具有二阶连续

导数, 求
2z

x y
∂
∂ ∂

. 

解  1 2 2
1z yf y f g

x y x
∂ −′ ′ ′= + +
∂

,  

2

11 12 1 21 222 2
1z x xf x f y f f x f

x y yy y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ′′ ′′ ′ ′′ ′′= + − + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

                  2 2 2 2
1 1 1yf g g

xy x x
⎛ ⎞ −⎛ ⎞′ ′′ ′+ − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

                11 22 1 23 2 3 2
1 1x yf xy f f f g g

y y x x
′′ ′′ ′ ′ ′′ ′= − + − − − . 

16.（2001 年数一 6 分）设函数 ( , )z f x y= 在点 (1,1)处可微, 且
(1,1)

(1,1) 1, 2,ff
x
∂= =
∂

 

[ ]
(1,1)

3, ( ) , ( , ) .
f

x f x f x x
y

ϕ
∂

= =
∂

 求 3

1

d ( )
d x

x
x
ϕ

=
. 

解  [ ] [ ]1 2
d( ) , ( , ) , ( , ) ( , )
d

x f x f x x f x f x x f x x
x

ϕ′ ′ ′= +  
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         [ ] [ ][ ]1 2 1 2, ( , ) , ( , ) ( , ) ( , )f x f x x f x f x x f x x f x x′ ′ ′ ′= + + ,  

    [ ]1 2 1 2(1) (1,1) (1,1) (1,1) (1,1)f f f fϕ′ ′ ′ ′ ′= + + 2 3(2 3) 17= + + = ,  

    23

1 1

d 3 ( ) ( ) 3 17 51( )
d x x

x xx
x

ϕ ϕϕ
= =

′= = × = . 

17.（2010 年数一 4 分）设函数 ( )f u 具有二阶连续导数, 而 (e sin )xz f y= 满足方程
2 2

2
2 2 e xz z z

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, 求 ( )f u . 

解  
2

2 2
2( )e sin ( )e sin ( )e sinx x xz zf u y f u y f u y

x x
∂ ∂′ ′′ ′= ⇒ = +
∂ ∂

,  

    
2

2 2
2( )e cos ( )e cos ( )e sinx x xz zf u y f u y f u y

y y
∂ ∂′ ′′ ′= ⇒ = −
∂ ∂

,  

所以
2 2

2
2 2 ( )e xz z f u

x y
∂ ∂ ′′+ =
∂ ∂

, 由
2 2

2
2 2 e xz z z

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

得 ( ) ( ) 0f u f u′′ − = 1 2( ) e eu uf u c c −⇒ = + . 

18.（1996 年数一 6 分）设变换
2u x y

v x ay
= −⎧

⎨ = +⎩
可把方程

2 2 2

2 26 0z z z
x yx y

∂ ∂ ∂
+ − =
∂ ∂∂ ∂

化简为
2

0z
u v
∂

=
∂ ∂

, 求常

数a , 其中 ( , )z z x y= 有二阶连续的偏导数. 

解  z z u z v z z
x u x v x u v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 2z z za
y u v
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

,  

                     
2 2 2 2

2 2 22z z z z
u vx u v

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂ ∂
                                (1) 

    
2 2 2 2

2
2 2 24 4z z z za a

u vy u v
∂ ∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂∂ ∂ ∂

                             (2) 

   
2 2 2 2

2 22 ( 2)z z z za a
x y u vu v
∂ ∂ ∂ ∂

= − + − +
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

                            (3) 

式(1)、(2)、(3)代入
2 2 2

2 26 0z z z
x yx y

∂ ∂ ∂
+ − =
∂ ∂∂ ∂

得 

2 2
2

2(10 5 ) (6 ) 0z za a a
u v v
∂ ∂

+ + + − =
∂ ∂ ∂

, 

26 0 3, 2a a a a+ − = ⇒ = = − （舍去）所以当 3a = 时结论成立. 

19.（2007 年数一 11 分）求函数 2 2 2 2( , ) 2f x y x y x y= + − 在区域 { }2 2( , ) | 4, 0D x y x y y= + ≤ ≥ 上的

最大值和最小值. 
解   (1) 求 D 内的驻点及相应的函数值 , 易求驻点为

1 2( 2,1), ( 2,1)M M − ( 2,1) 2f ± = . 
(2) 求 ( , )f x y 在D 的边界上的最大值与最小值. 

边界由两部分组成:  

1L : 0, 2 2y x= − ≤ ≤ ，在 1L 上 2( , )f x y x= , 最大值 = 4, 最

小值 = 0. 

2 :L 2 24 ( 2 2)y x x= − − ≤ ≤ ，在 2L 上 2 4( ) ( , ) 8 5h x f x y x x= = − + , 驻点 2 50,
2

x x= = ,  
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5 7(0) 8,
2 4

h h
⎛ ⎞

= ± =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

( 2) 4h ± = ,  

边界最大值 8, 最小值 0, 所以max ( ) 8,min ( ) 0f x f x= = . 

20.（2008 年数一 11 分）已知曲线
2 2 22 0:

3 5
x y zC
x y z

⎧ + − =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
, 求C 上距离 xOy 面最远的点和最近的点. 

解  设所求点为 ( , , )x y z , 即求 f z= 等价 2f z= 在条件
2 2 22 0

3 5
x y z
x y z

⎧ + − =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
下的最值点. 

令 2 2 2 2( 2 ) ( 3 5)F z x y z x y zλ μ= + + − + + + − , 解方程组 

2 2 2

2 0

2 4 3 0

2 0 (1,1,1),( 5, 5,5)

2 0

3 5 0

F x
x
F z z
z
F y
y
F x y z

F x y z

λ μ

λ μ

λ μ

λ

μ

⎧∂
= + =⎪

∂⎪
⎪∂

= − + =⎪ ∂⎪
∂⎪ = + = ⇒ − −⎨ ∂⎪

⎪∂
= + − =⎪

∂⎪
⎪∂

= + + − =⎪∂⎩

, 

由题意知 (1,1,1),( 5, 5,5)− − 分别是最近和最远的点. 

21.（2004 年数一 12 分）设 ( , )z z x y= 是由 2 2 26 10 2 18 0x xy y yz z− + − − + = 确定的函数, 求
( , )z z x y= 的极值点和极值. 

解  方程 2 2 26 10 2 18 0x xy y yz z− + − − + = 两边分别求导得 

2 6 2 2 0, 6 20 2 2 2 0z z z zx y y z x y z y z
x x y y
∂ ∂ ∂ ∂

− − − = − + − − − =
∂ ∂ ∂ ∂

, 

求出
z
x
∂
∂

和
z
y
∂
∂

，令

0
3 0 3

3 10 00

z
x y x yx

z x y z z y
y

∂⎧ =⎪ − = =⎧ ⎧∂⎪ ⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨∂ − + − = =⎩ ⎩⎪ =
⎪∂⎩

代入原方程有 

2 2 2 2 29 18 10 2 18 0 3y y y y y y− + − − + = ⇒ = ± . 

得驻点 (9,3),( 9, 3)− − 。函数值为 3, −3, 再求驻点的二阶导数. 

对 2 6 2 2 0, 6 20 2 2 2 0z z z zx y y z x y z y z
x x y y
∂ ∂ ∂ ∂

− − − = − + − − − =
∂ ∂ ∂ ∂

两端分别对 ,x y 求导知, 在驻

点(9,3)处, 
222

22
(9,3,3) (9,3,3) (9,3,3)

1 1 5, ,
6 2 3

zzz CBA
x y yx

∂∂∂ = = − ====
∂ ∂ ∂∂

; 

2 1 0, 0
36

AC B A− = > > ，故 (9,3) 是极小值点，极小值为 (9,3) 3z = .  

同理点 ( 9, 3)− − 是 ( , )z z x y= 的极大值点，极大值为 ( 9, 3) 3z − − = − . 

22.（2009 年数一 9 分）求二元函数 2 2( , ) (2 ) lnf x y x y y y= + + 的极值. 
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解  先求驻点. 由

2

2

2 (2 ) 0

2 ln 1 0

f x y
x
f x y y
y

∂⎧ = + =⎪∂⎪
⎨∂⎪ = + + =
⎪∂⎩

得唯一驻点 1( , ) (0,e )x y −= ,  

再由
2 2 2

2 2
2 2

12(2 ), 4 , 2f f fA y B xy C x
x y yx y

∂ ∂ ∂
= = + = = = = +

∂ ∂∂ ∂
; 

可知在 1( , ) (0,e )x y −= 处 20, 0, 0 0A B C AC B> = > ⇒ − > ,  

故 ( , )f x y 在 1( , ) (0,e )x y −= 取极小值 1 1(0,e ) ef − −= − . 

23.（2012 年数一 10 分）求

2 2

2( , ) e
x y

f x y x
+

−
= 的极值. 

解  先求函数的驻点. 令 
2 2

2 2

2 2

2

( , ) (1 )e 0

( , ) e 0

x y

x

x y

y

f x y x

f x y xy

+
−

+
−

⎧
′⎪ = − =⎪

⎨
⎪ ′ = − =⎪⎩

, 

解得驻点为 (1,0),( 1,0)− . 又 
2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

( 3)e ,

(1 )e ,

(1 )e ,

x y

xx

x y

xy

x y

yy

f x x

f y x

f x y

+
−

+
−

+
−

′′ = −

′′ = − −

′′ = − −

 

对点 (1,0) ，有
1 1
2 2

1 1 1(1,0) 2e , (1,0) 0, (1,0) exx xy yyA f B f C f
− −

′′ ′′ ′′= = − = = = = − , 

所以 2
1 1 1 10, 0A C B A− > < ，故 ( , )f x y 在点 (1,0) 处取得极大值

1
2(1,0) ef = . 

对点 ( 1,0)− ，有
1 1
2 2

2 2 2( 1,0) 2e , ( 1,0) 0, ( 1,0) exx xy yyA f B f C f
− −

′′ ′′ ′′= − = = − = = − = , 

所以 2
2 2 2 20, 0A C B A− > > ，故 ( , )f x y 在点 ( 1,0)− 处取得极小值

1
2( 1,0) ef − = − . 

24.（2012 年数一 10 分）求函数
3

( , ) e
3

x yxf x y y +⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

的极值 . 

解：先求驻点. 令 

2 3

3

1 e 0
3

1 e 01
3

x y
x

x y
y

f x y x

f y x

+

+

⎧ ⎛ ⎞= =+ +⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = =+ +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

⇒
1 1
2 4
3 3

x x

y y

= − =⎧ ⎧
⎪ ⎪
⎨ ⎨

= − = −⎪ ⎪⎩ ⎩

或 . 

为了判断这两个驻点是否为极值点，求二阶导数 

2 3

2 3

3

1 e2 2
3

1 e1
3

1 e2
3

x y
xx

x y
xy

x y
yy

f x x y x

f x y x

f y x

+

+

+

⎧ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞= + + +⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞= + +⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩
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在点
21,
3

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

处，
5 5 5
3 3 32 2 2e , e , e1, 1, 1,

3 3 3xx xy yyA f B f C f
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = = = =− − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

因为 20, 0A AC B< − < , 所以
21,
3

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

不是极值点. 

类似地，在点
41,
3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

处，
1 1 1
3 3 34 4 43e , e , e1, 1, 1,

3 3 3xx xy yyA f B f C f
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

因为
2

2 30, 2e 0A AC B
−

> − = > , 所以
41,
3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

是极小值点，极小值为

1 1
3 34 4 1 e e1,

3 3 3
f

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 
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第三部分  多元函数积分学 

一、重点内容提示 

多元函数积分学包括各类积分的概念、计算与应用; 格林公式、高斯公式和斯托克斯公式及其应

用; 平面曲线积分与路径无关及二元函数求积等. 在历年数一考试中, 多元函数积分学占有重要地位, 
也是与数三、数二的主要区别. 题型大体归为如下几种: 

1. 重积分的概念与积分值的比较; 
2. 利用积分区域的对称性及被积函数的奇偶性化简多元函数的积分; 
3. 交换积分次序与累次积分的转换; 
4. 选用适当方法计算二重积分; 
5. 选用适当方法计算三重积分; 
6. 求曲线积分与格林公式、斯托克斯公式; 
7. 求曲面积分与高斯公式; 
8. 计算向量场的散度与旋度; 
9. 曲线积分与路径无关及二元函数全微分求积; 
10. 多元函数积分学应用及综合题.  

二、考研部分试题及答案 

1.（2009 年数一 4 分）如图, 正方形{ }( , ) | 1, 1x y x y≤ ≤ 被其对角线划分为四个区域

( 1,2,3,4)kD k = , 问 cos d d ,
k

k
D

I y x x y= ∫∫ 则 { }
1 4
max kk

I =
≤ ≤

      . 

A. 1I            B. 2I          C. 3I           D. 4I         

 

解  由对称性 2 4 0I I= = , 由 1 20, 0I I> < 知答案为 A. 

2.（2005 年数三 4 分） 2 2 2 2
1 2cos d ,  cos( )d

D D

I x y I x yσ σ= + = +∫∫ ∫∫ , ( )22 2
3 cos d

D

I x y σ= +∫∫ ,

其中 ( ){ }2 2, | 1D x y x y= + ≤ , 则 
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A. 3 2 1I I I> >   B. 1 2 3I I I> >   C. 2 1 3I I I> >   D. 3 1 2I I I> >  

解  在 { }2 2( , ) | 1D x y x y= + ≤ 上有 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) cos( ) cos cosx y x y x y x y x y x y+ + + ⇒ + + +≤ ≤ ≥ ≥ , 

并且不全相等, 所以答案为 A. 

3.（2006 年数一 4 分）设 ( , )f x y 为连续函数, 则
1

4

0 0
d ( cos , sin ) df r r r rθ θ θ

π

∫ ∫ 等于 

A. 
22 1

2

0
d ( , )d

x

x
x f x y y

−

∫ ∫               B. 
22 1

2

0 0
d ( , )d

x
x f x y y

−

∫ ∫  

C. 
22 1

2

0
d ( , )d

y

y
y f x y x

−

∫ ∫                D. 
22 1

2

0 0
d ( , )d

y
y f x y x

−

∫ ∫  

解  22: 0 , 1
2

D y y x y−≤ ≤ ≤ ≤ , 如图所示. 

221 1
4 2

0 0 0
( cos , sin ) d d ( , )d .

y

y
f r r r r y f x y xθ θ

π
−

=∫ ∫ ∫ ∫  

故答案为 C. 
4.（2007 年数一 4 分）设曲线 : ( , ) 1L f x y = （ ( , )f x y 具有一阶

连续偏导数）, 且过第Ⅱ象限内的点M 和第Ⅳ象限内的点 N , 
Γ为 L 上从点M 到点 N 的一段弧, 如图所示. 则下列积分小于零的是 

A. ( , )df x y x
Γ∫                    B. ( , )df x y y

Γ∫  

C. ( , )df x y s
Γ∫                    D. ( , )d ( , )dx yf x y x f x y y

Γ
′ ′+∫  

解  A. ( , )d 1d 0N Mf x y x x x x
Γ Γ

= = − >∫ ∫ ,  

    B. ( , )df x y y
Γ∫ 1d 0N My y y

Γ
= = − <∫ ,  

    C. ( , )d 1d 0f x y s s
Γ Γ

= = Γ >∫ ∫ 的长度 ,  

    D. ( , )d ( , )dx yf x y x f x y y
Γ

′ ′+∫ = 0. 

故答案为 B. 
5.（2000 年数一 3 分）设 2 2 2 2

1: ( 0),  S x y z a z S+ + = ≥ 是 S 在第一卦限中的部分, 则有 

A. 
1

d 4 d
S S

x s x s=∫∫ ∫∫              B. 
1

d 4 d
S S

y s x s=∫∫ ∫∫  

C. 
1

d 4 d
S S

z s x s=∫∫ ∫∫              D. 
1

d 4 d
S S

xyz s xxyz s=∫∫ ∫∫  

解  由对称性有

1

d 4 d
S S

z s z s=∫∫ ∫∫ ，所以答案为 C. 

6.（1988 年数一 3 分）设有空间区域 2 2 2 2
1 : ( 0),x y z R zΩ + + ≤ ≥ 及 2 2 2 2

2 : x y z RΩ + + ≤  
( 0, 0, 0),z y x≥ ≥ ≥  则正确的是 
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A. 
1 2

d 4 dx v x v
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫          B. 
1 2

d 4 dy v y v
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫  

C. 
1 2

d 4 dz v z v
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫            D. 
1 2

d 4 dxyz v xyz v
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫   

答案  C. 

7.（2012 年数一 4 分）设 { }( , , ) 1, 0, 0, 0 ,x y z x y z x y z= + + =∑ ≥ ≥ ≥ 则 2dy S =

∑
∫∫ ________. 

解  由曲面积分的计算公式可知 2 2 2 2 2d 1 ( 1) ( 1) d d 3 d d
D D

y S y x y y x y
∑

= + − + − =∫∫ ∫∫ ∫∫ , 其中

{ }( , ) | 0, 0, 1D x y x y x y= +≥ ≥ ≤ .  

故原式
1 1 1

2 2

0 0 0

33 d d 3 (1 )d
12

y
y y x y y y

−
= = − =∫ ∫ ∫ . 

8.（2001 年数一 3 分）交换二次积分次序:
0 1

1 2
d ( , )d _______

y
y f x y x

−

−
=∫ ∫ . 

解  如图所示. 

               
0 1 0 2

1 2 1 1
d ( , )d d ( , )d

y

y
y f x y x y f x y x

−

− − −
= −∫ ∫ ∫ ∫  

                                
2 0

1 1

( , )d d

d ( , )d

D

x

f x y x y

x f x y y
−

= −

= −

∫∫

∫ ∫
 

                                
2 1

1 0
d ( , )d

x
x f x y y

−
= ∫ ∫ . 

9.（2009 年数一 4 分）设 { }2 2 2( , , ) | 1x y z x y zΩ = + + ≤ , 则 2d d d ____z x y z
Ω

=∫∫∫ . 

解  2 2 2 21d d d ( )d
3

z x y z x y z v
Ω Ω

= + +∫∫∫ ∫∫∫
2 1

2 2

0 0 0

1 4d d sin
3 15

r rθ ϕ ϕ
π π

= = π∫ ∫ ∫ . 

10.（1998 年数一 3 分）设 L 为椭圆
2 2

1,
4 3
x y

+ = 其周长为a , 则 2 2(2 3 4 )d ____
L

xy x y s+ + =∫○ . 

解  2 2(2 3 4 )d
L

xy x y s+ + =∫○ 12d 12
L

s a=∫○ . 

11.（2004 年数一 4 分）设 L 为正向圆周在第一象限中的部分, 则曲线积分 d 2 d
L

x y y x−∫ 的值为

_____ . 

解  由格林公式易求
3d 2 d
2L

x y y x− = π∫ . 

12.（10 年数一 4 分）已知曲线 L 的方程为 [ ]( )1 1,1y x x= − ∈ − , 起点为 ( 1,0)− , 终点为 (1,0) , 则

曲线积分 2d d _____.
L

xy x x y+ =∫  

解  
1 2

2 2d d d d
L L

I xy x x y xy x x y= + + +∫ ∫
0 1

2 2

1 0
(1 ) d (1 ) ( 1) dx x x x x x x x

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ = 0 . 

也可用格林公式求解. 
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13.（2010 年数一 4 分）设曲面 : 1x y zΣ + + = , 如图所示, 则 ( )d ____x y s
Σ

+ =∫∫w . 

解  ( )dx y s
Σ

+ =∫∫w 1d
3

y s
Σ

=∫∫w ( )dx y z s
Σ

+ +∫∫w 1
3

=
8 3 4d 3
3 2 3

s
Σ

= =∫∫w . 

14.（2005 年数一 4 分）设Ω 是由锥面 2 2z x y= + 与半球面 2 2 2z R x y= − − 围成的空间区域, 

Σ是Ω 的整个边界的外侧, 则 d d d d d d ____x y z y z x z x y
Σ

+ + =∫∫ . 

解  由高斯公式有
2

2 34

0 0 0
3d 3 d d sin d (2 2)

R
I v Rθ ϕ ρ ϕ ϕ

π
π

Ω

= = = − π∫∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

15.（2006 年数一 4 分）设Σ是锥面 2 2z x y= + (0 1)z≤ ≤ 的下侧, 则 

d d 2 d d 3( 1)d d ____x y z y z x z x y
Σ

+ + − =∫∫ . 

解  2 2
1 : 1 ( 1)z x yΣ = + ≤  取上侧, 如图所示. 

1

d d 2 d d 3( 1)d d 0 0 0 0x y z y z x z x y
Σ

+ + − = + + =∫∫ , 

1

d d 2 d d 3( 1)d dx y z y z x z x y
Σ+Σ

+ + −∫∫ 6d 2v
Ω

= = π∫∫∫ . 

所以 2 0 2I = π− = π . 

16.（1995 年数一 5 分）设函数 ( )f x 在[ ]0,1 上连续且
1

0
( )df x x A=∫ , 求 

1 1

0
d ( ) ( )d

x
x f x f y y∫ ∫ . 

解  法 1：交换积分次序有 
1 1 1

0 0 0
d ( ) ( )d d ( ) ( )d

y

x
x f x f y y y f x f y x=∫ ∫ ∫ ∫  

即
1 1 1

0 0 0
d ( ) ( )d d ( ) ( )d

x

x
x f x f y y x f x f y x I= =∫ ∫ ∫ ∫ ,  

1 1 1

0 0 0
2 d ( ) ( )d d ( ) ( )d

x

x
I x f x f y y x f x f y x= +∫ ∫ ∫ ∫  

            
1 1 1 1

2

0 0 0 0
d ( ) ( )d ( )d ( )dx f x f y y f x x f y y A= = =∫ ∫ ∫ ∫ ,  

21
2

I A= . 

法 2：分步积分法 

                        
1 1 1 1 1

0 0
( ) ( )d d ( )d d ( )d

x x x
I f x f y y x f y y f y y⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

                          
121 2

0

11 ( )d
22 x

Af y y⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ . 
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17.（2002 年数一 7 分）计算二重积分
{ }2 2max ,e d dx y

D

x y∫∫ , 其中

{ }( , ) | 0 1,0 1D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ , 如图所示. 

解  { }
2

2 2
2

,
max , ( , )

,

x x y
x y x y D

y x y

⎧⎪= ∈⎨
⎪⎩

≥

≥
, 1 2D D D= ∪ ,  

                 { } { }2 2 2 2

1 2

max , max ,e d d e d dx y x y

D D

I x y x y= +∫∫ ∫∫  

                  
2 2 2

1 2 1

e d d e d d 2 e d d   ( )x y x

D D D

x y x y x y D y x= + = =∫∫ ∫∫ ∫∫ 关于 对称  

                  
2 21 1

0 0 0
2 d e d 2 e d e 1

x
x xx y x x= = = −∫ ∫ ∫

选择积分次序

. 

18.（2005年数一11分）设 { }2 2( , ) | 2, 0, 0D x y x y x y= + ≤ ≥ ≥ , 2 21 x y⎡ ⎤+ +⎣ ⎦表示不超过 2 21 x y+ +

的最大整数, 计算二重积分 2 21 d d
D

xy x y x y⎡ ⎤+ +⎣ ⎦∫∫ . 

解  在D 上:
2 2

2 2
2 2

1, 0, 0
1

2 1 2, 0, 0

xy x y x y
xy x y

xy x y x y

⎧ + <⎪⎡ ⎤+ + = ⎨⎣ ⎦ + <⎪⎩

≥ ≥

≤ ≥ ≥
 

2 2
1: 1, 0, 0D x y x y+ < ≥ ≥  ; 2 2

2: 1 2, 0, 0D x y x y+ <≤ ≥ ≥ , 因为 1 2D D D= ∪ , 所以 

 
1 2 1

d d 2 d d 2 d d d d
D D D D

I xy x y xy x y xy x y xy x y= + = −∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫  

      

1
42 1

2 22 2

0 0 0 0

32 d cos sin d d cos sin d
8

r r r r r rθ θ θ θ θ θ
π π

= − =∫ ∫ ∫ ∫ . 

19.（2006 年数一 10 分）设区域 ( ){ }2 2, | 1, 0D x y x y x= + ≤ ≥ , 计算二重积分 2 2
1

1
D

xyI
x y
+

=
+ +∫∫ . 

解  由对称性 2 2 d d 0
1

D

xy x y
x y

=
+ +∫∫ ,  

                          
1

2 2 2 2
1 d dd d 2

1 1
D D

x yI x y
x y x y

= =
+ + + +∫∫ ∫∫  

                           
11

22
20 0 0

12 d ln 2d ln(1 )
221

r r r
r

θ
π

ππ= == +
+∫ ∫ . 

20.（1997 年数一 5 分）计算 2 2( )dI x y v
Ω

= +∫∫∫ , 其中Ω 为平面曲线
2 2

0
y x
x

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
绕 z 轴旋转一周形

成的曲面与平面 8z = 所围成的区域. 

解  2 21 ( )
2

z x y= + ,  

21: 0 2 ,0 4, 8
2

r r zθΩ π≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

2

2 4 8
2

10 0
2

d d d
r

I r r r zθ
π

= =∫ ∫ ∫ 1024
3

π . 
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21.（1999 年数一 5 分）求 e sin ( ) d (e cos )dx x

L
I y b x y x y ax y⎡ ⎤= − + + −⎣ ⎦∫ , 其中 ,a b为正的常数, 

L 为从点 (2 ,0)A a 沿曲线 22y ax x= − 到点 (0,0)O 的弧. 

解  添加辅助线 1L : OA
JJJG

: [ ]( )0 0,2y x a= ∈ , 如图所示. 

1

2

0
d d d

a

L
P x Q y bx x+ = −∫ ∫ 22a b= − , 

1

2 2d d d d ( ) 2
2L

D

Q P
I x y P x Q y b a a a b

x y
∂ ∂ π⎛ ⎞−= − + = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ . 

22.（2003年数一10分）已知平面区域 { }( , ) | 0 ,0D x y x x= π π≤ ≤ ≤ ≤ , L 为D 的正向边界, 试证: 

(1) sin sine d e dy x

L
x y y x−− =∫○ sin sine d e dy x

L
x y y x− −∫○ ; 

(2) sin sin 2e d e d 2y x

L
x y y x−− π∫○ ≥ . 

证明 (1) 左边曲线积分
0

sin sin sin sin

0 0
e d e d (e e )dy x x xy x x

π π
− −

π
= π − π = π +∫ ∫ ∫ ,  

右边曲线积分
0

sin sin sin sin

0 0
e d e d (e e )dy x x xy x x

π π
− −

π
= π − π = π +∫ ∫ ∫ ,  

所以(1)式成立. 

(2) sin sin sin sin 2

0 0
e d e d (e e )d 2d 2y x x x

L
x y y x x x

π π
− −− = π + π = π∫ ∫ ∫○ ≥ . 

23.（2012 年数一 10 分）已知 L 是第一象限中从点 (0,0) 沿圆周 2 2 2x y x+ = 到点 (2,0) ，再沿圆

周 2 2 4x y+ = 到点 (0,2) 的曲线段，计算曲线积分 2 33 d ( 2 )d
L

J x y x x x y y= + + −∫ . 

解  设圆 2 2 2x y x+ = 为圆 1C , 圆 2 2 4x y+ = 为圆 2C ，补线利用格林公式即可. 设所补直线 1L
为 0(0 2)x y= ≤ ≤ ，并设 L 及 1L 所围的平面区域为D ，如图所示. 

用格林公式计算得 

原式 
1 1

2 3 2 33 d ( 2 )d 3 d ( 2 )d
L L L

x y x x x y y x y x x x y y
+

= + + − − + + −∫ ∫  

     
0

2 2

2
(3 1 3 )d d 2 d

D

x x x y y y= + − − −∫∫ ∫  

     4 4
2DS π

= − = − . 

24.（2003 年数一 10 分）计算曲线积分 ( )d ( )d ( )d
C

z y x x z y x y z− + − + −∫○ , 其中C 是曲线

2 2 1
2

x y
x y z

⎧ + =⎪
⎨

− + =⎪⎩
, 从 z 轴正向往 z 轴负向看C 的方向是顺时针的. 

解  法 1  设 cos , sin , 2 cos sinx t y t z t t= = = − + , 由C 的方向知, C 在 xOy 平面上的投影曲

线相应地也是顺时针的, 于是 t 从 2π到 0 代入积分知结果为 2− π . 
法 2   用斯托克斯公式来计算. 设 S 为平面 2x y z− + = 上C 所围成部分. 由C 的定向, 按右

手规则 S 取下侧,  



 
第三部分  多元函数积分学    239

原积分

d d d d d d

2d d 2 d d 2
xyS S D

y z z x x y

x y x y
x y z

z x x z x y

∂ ∂ ∂
= = = − = − π

∂ ∂ ∂
− − −

∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

其中 2 2: 1xyD x y+ ≤ . 

25.（2001 年数一 7 分）计算 I = 2 2 2 2 2 2( )d (2 )d (3 )d
L

y x x z x y x y z− + − + −∫○ , 其中 L 是平面

2x y z+ + = 与柱面 1x y+ = 的交线, 从 z 轴正向看去, L 为逆时针. 
解  设 S 为平面 2x y z+ + = 上 L 所围部分, 由 L 的定向, 按右手法则 S 取上侧, S 的单位法

向量 { } { }1cos ,cos ,cos 1,1,1
3

α β γ= =n , 由斯托克斯公式得 

          

2 2 2 2 2 2

cos cos cos

d

2 3
S

I s
x y z

y z z x x y

α β γ
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

− − −

∫∫  

           2 2(4 2 3 )d (6 )d 2 (6 )d d
3 3

xyS S D

x y z s x y s x y x y= − + + = − + − = − + −∫∫ ∫∫ ∫∫  

           12 d d 24
D

x y= − = −∫∫ . 

注意 ( )d d 0
D

x y x y− =∫∫ . 

26.（1998 年数一 7 分）求
2

1
2 2 2 2

d d ( ) d d 2 ( )d d

( )

ax y z z a x y y z a x yI
x y zΣ

+ + − +
=

+ +
∫∫ , 其中曲面Σ为

2 2z a x y= − − − 的上侧，a 为大于0 的常数. 

解  21 d d ( ) 2 ( )d dI ax y z z a dxdy y z a x y
a

Σ

= + + − +∫∫ ,  

添加 1 : 0zΣ = 下侧，则 

                    
1 1

21 d d ( ) d d 2 ( )d dI ax y z z a x y y z a x y
a

Σ+Σ Σ

⎛ ⎞= − + + − +⎜ ⎟⎜ ⎠⎝
∫∫ ∫∫ , 

                    
2 2 2

321 d d d
3x y a

aa v a x yI
a Ω +

⎧ ⎫⎡ ⎤ π⎪ ⎪− − −= =⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫∫∫ ∫∫

≤

. 

27.（2000 年数一 7 分）设对于半空间 0x > 内任意的光滑有向封闭曲面 S , 都有 
2( )d d ( )d d e d d 0x

S

xf x y z xyf x z x z x y− − =∫∫w , 

其中函数 ( )f x 在 (0, )+∞ 内具有连续一阶导数, 且
0

lim ( ) 1
x

f x
+→

= , 求 ( )f x . 

解  由高斯公式有 2( ) (1 ) ( ) e d 0xxf x x f x V
Ω

⎡ ⎤′ + − − =⎣ ⎦∫∫∫ ,  
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由Ω 的任意性知 2( ) (1 ) ( ) e 0xxf x x f x′ + − − = , 即 21 1( ) 1 ( ) e ( 0)xf x f x x
x x

⎛ ⎞′ + − = >⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

解微分方程得
e( ) (e )

x
xf x c

x
= + , 由

0
lim ( ) 1
x

f x
+→

= 得 1c = − ,  

验证
0

elim (e 1) 1
x

x

x x→ +
− = , 所以

e( ) (e 1)
x

xf x
x

= − . 

28.（2004 年数一 12 分）计算曲面积分 3 3 22 d d 2 d d 3( 1)d dI x y z y z x z x y
Σ

= + + −∫∫ , 其中Σ是曲面

2 21 ( 0)z x y z= − − ≥ 的上侧. 

解  添加辅助面 2 2
1 : 0,( 1)z x yΣ = + ≤ 取下侧. 

记

1

3 3 2 2 22 d d 2 d d 3( 1)d d 6( )dJ x y z y z x z x y x y z v
Σ Σ Ω

= + + − = + +∫∫ ∫∫∫
∪

 

   
22 1 1 1

2 3 2 2 2

0 0 0 0

16 d d ( ) 12 (1 ) (1 ) d 2
2

r
r r z r r r r rθ

π − ⎡ ⎤= + = π − + − = π⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ ,  

1

3 3 2
1 2 d d 2 d d 3( 1)d dJ x y z y z x z x y

Σ

= + + −∫∫  

  
1

3d d 3d d 3
D

x y x y
Σ

= − = − − = π∫∫ ∫∫ ,  

所以 1 2 3I J J= − = π − π = −π . 

29.（2009 年数一 10 分）计算曲面积分 I = 3
2 2 2 2

d d d d d d

( )

x y z y x y z x y

x y zΣ

+ +

+ +
∫∫w , 其中Σ是曲面

2 2 22 2 4x y z+ + = 的外侧. 
解  作以原点为心, 0ε > 为半径的小球面 εΣ , 取内侧, ε 充分小使 εΣ 位于Σ 所围成的椭球

内, 记Σ与 εΣ 所围成的区域为 εΩ , 由高斯公式得 

          d d d d d d d d d d d d dP Q R V P y z Q z x R x y P y z Q z x R x y
x y z

ε εΩ Σ Σ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + = + + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫ ∫∫  

          0 = d d d d d dP y z Q z x R x y
Σ

+ + +∫∫w d d d d d dP y z Q z x R x y
εΣ

+ +∫∫w ,  

          I = − 3 3
2 2 2 2

d d d d d d 1

( )

x y z y x y z x y

x y zε

ε
Σ

+ +
= −

+ +
∫∫w

1

d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫w  

           3
3 3

1 3 43d 4
3

v ε
ε ε

Ω

= = π = π∫∫∫ . 

30.（2002 年数一 8 分）设函数 ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 内具有一阶连续导数, L 是上半平面 ( 0)y > 内的

有向分段光滑曲线, 起点为 ( , )a b , 终点为 ( , )c d . 记 

2 2
2

1 1 ( ) d ( ) 1 d
L

xI y f xy x y f xy y
y y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ . 

(1) 证明: 曲线积分 I 与路径无关; (2) 当ab cd= 时, 求 I 的值. 
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解  (1) 因为 2
1 ( ) ( )P Qf xy xyf xy

y xy
∂ ∂′= − + + =
∂ ∂

, 所以曲线积分 I 与路径无关. 

(2) 取 :L kxy ab cd k y
x

= = = ⇒ = ,  

                     
2 3 2

2 2 2 21 ( ) d ( ) 1 d
c

a

x k x k kI f k x f k x
k x k x x
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞= + + − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

                      2d d( ) ( )
c c

a a

xx k k x x xf k f k
kk x x k

⎛ ⎞= =+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

                      
2 22 c

a

c a c ax
k d bk
−

= = −= . 

31.（2005 年数一 12 分）设函数 ( )yϕ 具有连续导数, 在围绕原点的任意分段光滑简单闭曲线 L 上, 

曲线积分 2 4
( )d 2 d

2L

y x xy y
x y

ϕ +
+∫○ 的值恒为同一常数. 

(1) 证明: 对右半平面 0x > 内的任意分段光滑简单闭曲线C , 有 2 4
( )d 2 d 0

2C

y x xy y
x y

ϕ +
=

+∫○ ; 

(2) 求函数 ( )yϕ 的表达式. 
解  (1) 证明  在 0x > 内任取两点 ,A B , 以 A 为起点, B 为终点任作两条分段光滑曲线

1 2,L L , 记 2 4 2 4
( ) 2,

2 2
y xyP Q

x y x y
ϕ

= =
+ +

, 只要证明
1 2

d d d d
L L

P x Q y P x Q y+ = +∫ ∫ , 以B 为起点

作另一分段光滑曲线 L 绕过原点与 A 连接, 如图所示. 
由题意有 

                
1 2

d d d d
L L L L

P x Q y P x Q y+ = +∫ ∫∪ ∪
 

                  
1 2

d d d d
L L

P x Q y P x Q y⇒ + = +∫ ∫  

                  d d
L

P x Q y⇒ +∫ 在右半平面与路径无关 

⇒ 对右半平面 0x > 内的任意分段光滑简单闭曲线C , 

有 2 4
( )d 2 d 0

2C

y x xy y
x y

ϕ +
=

+∫○ . 

(2) 2 4
( )d 2 d 0

2C

y x xy y
x y

ϕ +
=

+∫○
Q P
x y

∂ ∂
⇔ =

∂ ∂
(( , ) )x y π∈ 右 ,  

5 2 2 4 3

2 4 2 2 4 2
2 4 ( )(2 ) 4 ( ),
(2 ) (2 )

Q y x y P y x y y y
x yx y x y

ϕ ϕ′∂ − ∂ + −
= =

∂ ∂+ +
, 

由
Q P
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
⇒ ( ) 2 0y yϕ′ + = 和 4 3 5( ) 4 ( ) 2y y y y yϕ ϕ′ − = , 

由 ( ) 2y yϕ′ = − ，得 2( )y y cϕ = − + ，代入第二式得 
4 3 5 5 3 5( ) 4 ( ) 2 4 4 2y y y y y y cy yϕ ϕ′ − = − + − = , 

因此 0c = , 从而 2( )y yϕ = − . 

32.（2013 年数一 10 分）设直线 L 过 A(1, 0, 0)和 B(0, 1, 1)两点，将 L 绕 z 轴旋转一周得到曲面Σ，

Σ与平面 0, 2z z= = 所围成的立体为Ω . (1) 求曲面Σ的方程; (2) 求Ω 的重心坐标. 
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解  (1) { }1,1,1AB = −
JJJK

,  

1:
1 1 1

x y zL −
= =

−
, 

0 0 0( , , ) ,  ( , , )M x y z L M x y z∀ ∈Σ 对应于 上的点 , 则 2 2 2 2
0 0 ,x y x y+ = +  

0 2 2 2 2

0

1
: (1 ) ,

x z
x y z z

y z
= −⎧

Σ + = − +⎨ =⎩
由 得 2 2 2: 2 2 1.x y z zΣ + = − +即  

(2) 0, 0.x y= =显然  

d

d

z v

z
v

Ω

Ω

=
∫∫∫
∫∫∫

, 

2

2 2
2

0 0
2 2 1

16 10d d d d (2 2 1)d 4 2
3 3

z z

v z x y z z z
Ω − +

⎛ ⎞= = π − + = π − + = π⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ , 

2

2 2
3 2

0 0
2 2 1

1416d d d d (2 2 )d .8 2
33

z z

z v z z x y z z z z
Ω − +

⎛ ⎞= = = π − + = π =− +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫  

所以
7
5

z = , 所以
70,0,
5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

重心坐标为 . 
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第四部分  无 穷 级 数 

一、重点内容提示 

无穷级数部分包括若干基本概念, 判别级数的敛散性（包括条件收敛与绝对收敛）的各种方法, 幂
级数的收敛性与和函数的性质, 幂级数收敛域的求法, 求幂级数的和函数与求函数的幂级数展开式的

方法, 还有傅里叶级数和它的函数等. 历年试题大致可归纳为如下几类: 
1. 级数收敛性的判别; 
2. 幂级数收敛性的判别; 
3. 求幂级数的收敛域与和函数; 
4. 数值级数求和; 
5. 求函数的幂级数展开式; 
6. 傅里叶级数. 
若级数分为数值级数、幂级数与傅里叶级数, 则幂级数部分考得最多. 

二、考研部分试题及答案 

1.（1998 年数一 5 分）设正项数列{ }na 单调减少, 且
1

( 1)n
n

n

a
∞

=

−∑ 发散, 试问级数
1

1
1

n

nn a

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑ 是否

收敛? 并说明理由. 
解  因为{ }na 单调下降有下界 0, 所以 lim 0nn

a a
→∞

= ≥ 存在. 若 0a = , 由莱布尼兹法则, 交错级

数
1

( 1)n
n

n

a
∞

=

−∑ 收敛矛盾, 于是 0a > , 所以
1 1 1lim lim 1

1 1 1

n

n
n nn na a a→∞ →∞

⎛ ⎞
= = <⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

, 所以原级数

收敛. 

2.（2003 年数一 3 分）设级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛, 则必收敛的级数为 

A. 
1

( 1)n n

n

u
n

∞

=

−∑                          B. 2

1
n

n

u
∞

=
∑   

C. 2 1 2
1

( )n n
n

u u
∞

−
=

−∑                       D. 1
1

( )n n
n

u u
∞

+
=

+∑  

解  易知答案为 D. 

3.（2002 年数一 3 分）设 0( 1,2,3, ),nu n≠ = " 且 lim 1
n n

n
u→∞

= , 则级数 1

11

1 1( 1)n

n nn u u

∞
+

+=

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

A. 发散                          B. 绝对收敛 
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C. 条件收敛                      D. 收敛性根据所给条件不能判断 

解  由 1lim 1 lim 0
n nn n

n
u u→∞ →∞

= ⇒ = 且
1, , 0
n

N n N
u

∃ > > , 所以 1

11

1 1( 1)n

n nn u u

∞
+

+=

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 为交错级数, 

但是
1

1 1

n nu u +

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
不能保证单调. 

考察部分和 1 1 1

1 11 1 1

1 1 1 1( 1) ( 1) ( 1)
n n n

k k k
n

k k k kk k k

S
u u u u

+ + +

+ += = =

⎛ ⎞
= − + = − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

            
1 1

1 1 11 2

( 1) 1 1 ( 1) 1( 1) ( )
n nk n

l

k l nk l

n
u u u u u

+ +

+= =

− −
= − + − = + → →∞∑ ∑ ,  

所以原级数收敛. 

再考察取绝对值后的级数
11

1 1

n nn u u

∞

+=

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , 注意 1

1

1 1
1 21 1

n n

n n

u u n n n
u u n

n

+

+

+
+

= + →
+

, 

1

1

n n

∞

=
∑ 发散

11

1 1

n nn u u

∞

+=

⎛ ⎞
⇒ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 发散, 故答案为 C. 

4.（2004 年数一 4 分）设
1

n
n

a
∞

=
∑ 为正项级数, 下列结论中正确的是 

A. 若 lim 0nn
na

→∞
= , 则级数

1
n

n

a
∞

=
∑ 收敛. 

B. 若存在非零常数λ , 使得 lim nn
na λ

→+∞
= , 则级数

1
n

n

a
∞

=
∑ 发散. 

C. 若级数
1

n
n

a
∞

=
∑ 收敛, 则 2lim 0nn

n a
→+∞

= . 

D. 若级数
1

n
n

a
∞

=
∑ 发散, 则存在非零常数λ , 使得 lim nn

na λ
→+∞

= . 

解  在 B 中由 lim lim 1
n

nn n

ana

n

λ λ
→+∞ →+∞

= ⇒ = , 由比较法极限形式知
1

n
n

a
∞

=
∑ 发散. 

答案  应选 B. 举例说明 A, C, D 不对: 

对于 A , 1
lnna

n n
= ; 对于 C, 3/2

1
na

n
= ; 对于 D, 1

lnna
n n

= 有 lim 0nn
na

→∞
= 但

1
n

n

a
∞

=
∑ 发散. 

5.（2006 年数一 4 分）若级数
1

n
n

a
∞

=
∑ 收敛, 则级数 

A. 
1

n
n

a
∞

=
∑ 收敛                         B. 

1

( 1)n
n

n

a
∞

=

−∑ 收敛 

C. 1
1

n n
n

a a
∞

+
=
∑ 收敛                      D. 1

1 2
n n

n

a a∞
+

=

+∑ 收敛 
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解  由
1

n
n

a
∞

=
∑ 收敛 1

1
n

n

a
∞

+
=

⇒∑ 收敛, 由级数收敛性质知 1

1 2
n n

n

a a∞
+

=

+∑ 收敛，所以选 D. 

6.（2009 年数一 4 分）设有两个数列{ } { },n na b , 若 lim 0nn
a

→∞
= , 则 

A. 当
1

n
n

b
∞

=
∑ 收敛时, 

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 收敛          B. 当

1
n

n

b
∞

=
∑ 发散时

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 发散 

C. 当
1

n
n

b
∞

=
∑ 收敛时, 2 2

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 收敛        D. 当

1
n

n

b
∞

=
∑ 发散时 2 2

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 发散 

解  因为 { }lim 0n nn
a a

→∞
= ⇒ 有界, 由

1
n

n

b
∞

=
∑ 收敛 { }lim 0n nn

b b
→∞

⇒ = ⇒ 有界,  

所以 2 20 n n na b M b≤ ≤ 比较法⇒ 2 2

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 收敛, 故 C 对. 

对 A, B.D 下面举反例说明原因: 

对 A, ( 1) ( 1), ;
n n

n na b
n n

− −
= = 对 B, 1 1, ;n na b

n n
= =  对 D, 1 1,n na b

n n
= = . 

7.（2009 年数一 4 分）设幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 的收敛半径为 3, 则幂级数 1

0

( 1)n
n

n

na x
∞

+

=

−∑ 的收敛区间为

______.  

解  令 1t x= − , 则 1 2 1 2

1 1 1

( )n n n
n n n

n n n

na t t na t t a t
∞ ∞ ∞

+ −

= = =

′= =∑ ∑ ∑ , 逐项求导后的幂级数与原幂级数

有相同的收敛半径 , 
1

n
n

n

a t
∞

=
∑ 的收敛半径为 3 , 

1

( )n
n

n

a t
∞

=

′∑ 的收敛半径也为 3，从而

1 2

1 1

( )n n
n n

n n

na t t a t
∞ ∞

+

= =

′=∑ ∑ 的收敛半径为 3, 收敛区间为 ( 3,3)− , 所以 1

0

( 1)n
n

n

na x
∞

+

=

−∑ 的收敛区

间为 3 1 3 ( 2,4)x− < − < ⇒ − . 

8.（2008 年数一 4 分）已知幂级数
0

( 2)n
n

n

a x
∞

=

+∑ 在 0x = 处收敛, 在 4x = − 处发散, 则幂级数

0

( 3)n
n

n

a x
∞

=

−∑ 的收敛域为__________. 

解  因为幂级数
0

( 2)n
n

n

a x
∞

=

+∑ 在 0x = 处收敛, 所以
0

n
n

n

a t
∞

=
∑ 在 2t = 收敛, 所以 2R≥ . 又因为

0

( 2)n
n

n

a x
∞

=

+∑ 在 4x = − 发散, 所以
0

n
n

n

a t
∞

=
∑ 在 2t = − 发散, 所以 2R ≤ , 于是 2R = , 

0

n
n

n

a t
∞

=
∑ 的

收敛区间是 ( 2,2)− , 收敛域为 ( 2,2]− , 由 2 3 2 1 5t x x− < = − ⇒ < ⇒≤ ≤

0

( 3)n
n

n

a x
∞

=

−∑ 的收敛

域是 (1,5] . 

9.（1995 年数一 3 分）幂级数 2 1

1 ( 3) 2
n

n n
n

n x
∞

−

= − +∑ 的收敛半径 ____R = . 
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解  22 1
1

1lim lim
3( 3) 2

23 1
3

n
nn

n nn n
n n

n nx x−

→∞ →∞
= =

− +
⎡ ⎤−⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

,  

于是当
21 1

3
x < 时, 即 3x < 时幂级数收敛, 当 3x > 时幂级数发散, 所以幂级数的收敛半径

3R = . 

10.（2003 年数一 4 分）设 2

0

cos ( )n
n

x a nx x
∞

=

= π π∑ ≤ ≤ , 则 2 ______a = . 

解  这是傅里叶系数的问题. 已知 2( ) ( )f x x x= −π π≤ ≤ 是以2π为周期的偶函数,  

2 2
2

0 0

2 2 1cos2 d (sin 2 ) 1
2

a x x x x d x
π π

= = =
π π∫ ∫ . 

11.（1999 年数一 3 分）设

10
2( )

12 2 1
2

x x
f x

x x

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪ − < <
⎪⎩

≤ ≤

,  

0

1

( ) cos ,
2 n

n

aS x a nx x
∞

=

= + −∞ < < +∞∑ , 

其中
1

0
2 ( )cos d ( 0,1,2,3, )na f x n x x n= π =∫ " , 则 5

2
S ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

等于  

A. 1
2

            B. 1
2

−              C. 3
4

            D. 3
4

−  

解  ( )S x 可视为 ( )f x 作偶延拓后再作周期为 2 的周期延拓后的函数的傅里叶级数的和, 由于

( )S x 以 2 为周期, 又是偶函数, 所以 
5 5 1 12
2 2 2 2

S S S S⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − + = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

由收敛定理知 
1 1 1 10 0
2 2 2 2

S f f⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

                 
1 10 0
2 2

1 1 1 3lim (2 2 ) lim 1
2 2 2 4x x

x x
→ + → +

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎢ ⎥= − + = + =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦
, 

因此
5 3
2 4

S ⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 故选 C. 

12.（2013 年数一 4 分）设
1( )
2

f x x= − , 
1

0
2 ( )sin d ( 1, 2, )nb f x n x x n= π =∫ " ,  

令
1

( ) sinn
n

S x b n x
∞

=

= π∑ ，则
9
4

S ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

等于 

A. 3
4

            B. 1
4

           C. 1
4

−           D. 3
4

−  

答案  C. 
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解  根据题意，将函数在[ 1,1]− 展开成傅里叶级数（只含有正弦，不含余弦），因此将函数进

行奇延拓: 
1 , (0,1)
2( )

1 , ( 1,0)
2

xx
f x

xx

⎧ ∈−⎪⎪= ⎨
⎪− ∈ −+⎪⎩

, 

它的傅里叶级数为 ( )S x , 它是以 2 为周期的 , 则当 ( 1,1)x∈ − 且 ( )f x 在 x 处连续时 , 
9 1 1 1( ) ( ), .
4 4 4 4

S x f x S S f⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

13.（2000 年数一 6 分）求幂级数
1

1
3 ( 2)

n

n n
n

x
n

∞

= + −∑ 的收敛区间, 并讨论该区间端点处的收敛性. 

解  1
1 1 1 1 1lim lim

33 ( 2)
23 1
3

n n n nn n
n n

n n→∞ →∞
= =

+ −
⎡ ⎤⎛ ⎞+ −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

,  

于是收敛半径 3R = , 收敛区间为 ( 3,3)− . 

当 3x = 时是正向级数
1

3 1
3 ( 2)

n

n n
n n

∞

= + −∑ , 由 3 1
3 ( 2)

n

n n n+ −
1
n

～ , 而
1

1

n n

∞

=
∑ 发散

1

3 1
3 ( 2)

n

n n
n n

∞

=

⇒
+ −∑ ,

即 3x = 时原级数发散. 
当 3x = − 时是变号级数, 用分解法来研究其敛散性: 

( 1) 3 ( 2) ( 2)( 3) 1 1
3 ( 2) 3 ( 2)

n n n nn

n n n nn n

⎡ ⎤− + − − −− ⎣ ⎦=
+ − + −

( 1) 2 1
3 ( 2)

n n

n nn n
−

= −
+ −

, 

由

2 1
3 13 ( 2)lim lim 0

2 3 ( 2)
3

n

nn n

n n nn n

n

n
n→∞ →∞

+ − = =
+ −

, 
1

2
3

n

n

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 收敛, 所以

1

2 1
3 ( 2)

n

n n
n n

∞

= + −∑ 收敛.  

由
1

( 1)n

n n

∞

=

−∑ 收敛, 所以
1

( 3) 1
3 ( 2)

n

n n
n n

∞

=

−
+ −∑ 收敛. 即 3x = − 时幂级数收敛. 

14.（2002年数一7分）(1) 验证
3 6 3

( ) 1 ( )
3! 6! (3 )!

nx x xy x x
n

= + + + + −∞ < < +∞" " 满足 exy y y′′ ′+ + = ; 

(2) 利用(1)的结果求幂级数
3

0 (3 )!

n

n

x
n

∞

=
∑ 的和函数. 

解  (1) 这是缺项的幂级数, 令 3t x= , 则 

原级数 =
3

0 0(3 )! (3 )!

n n

n n

x t
n n

∞ ∞

= =

=∑ ∑ , 

由

1
1(3( 1))!lim lim 01 (3 3)(3 2)(3 1)

(3 )!
n n

n
n n n

n
→∞ →∞

+ = =
+ + +

( , ) ( , )t x⇒ ∈ −∞ +∞ ⇒ ∈ −∞ +∞ 时原级数收敛. 

在收敛区域内对幂级数可以逐项求导任意次. 这里要求求导两次: 
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3 1 3 2

1 1

, , ( , )
(3 1)! (3 2)!

n n

n n

x xy y x
n n

∞ ∞− −

= =

′ ′′= = ∈ −∞ +∞
− −∑ ∑ , 

3 2 3 1 3

1 1 0(3 2)! (3 1)! (3 )!

n n n

n n n

x x xy y y
n n n

∞ ∞ ∞− −

= = =

′′ ′+ + = + +
− −∑ ∑ ∑ , 

由级数的线性性质 
3 2 3 1 3

1 1 0(3 2)! (3 1)! (3 )!

n n n

n n n

x x xy y y
n n n

∞ ∞ ∞− −

= = =

′′ ′+ + = + +
− −∑ ∑ ∑  

3 2 3 1 3 2 3

1

1 1 e
(3 2)! (3 1)! (3 )! 2! 3!

n n n
x

n

x x x x xx
n n n

∞ − −

=

⎡ ⎤
+ + + = + + + =⎢ ⎥− −⎣ ⎦
∑ " . 

(2) exy y y′′ ′+ + = 特征方程为 2 1 0λ λ+ + = , 特征根为 1,2
1 3 i
2 2

λ = − ± , 相应齐次方程的通解为 

1
2

1 2
3 3e cos sin

2 2
x

y C x C x
− ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

设非齐次方程的一个特解为 * exy A= , 代入 exy y y′′ ′+ + =
1
3

A⇒ = ,  

所以 exy y y′′ ′+ + = 的通解为
1
2

1 2
3 3 1e cos sin e

2 2 3
x xy C x C x

− ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

由 (0) 1, (0) 1y y′= = 1 2
2 , 0
3

C C⇒ = = , 因此
3

2

0

2 3 1( ) e cos e
(3 )! 3 2 3

xn
x

n

x y x x
n

∞ −

=

= = +∑ . 

15.（2005 年数一 12 分）求幂级数 1 2

1

1( 1) 1
(2 1)

n n

n

x
n n

∞
−

=

⎡ ⎤
− +⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑ 的收敛区间与和函数 ( )f x . 

解  易求 1R = , 收敛区间为 ( 1,1)− . 

下面求和函数: 

         
2

1 2 2 1 2( 1) 2 2
1 2

1 1 0

( ) ( 1) ( 1) ( 1)
1

n n n n n n

n n n

xf x x x x x x
x

∞ ∞ ∞
− − −

= = =

= − = − = − =
+∑ ∑ ∑  ( 1x < ), 

         1 2
2

1

1( ) ( 1)
(2 1)

n n

n

f x x
n n

∞
−

=

= −
−∑ ,  

         
2 1

1 1 2( 1)
2 2 2

1 1

2( ) 2 ( 1) , ( ) 2 ( 1)
2 1 1

n
n n n

n n

xf x f x x
n x

∞ ∞−
− − −

= =

′ ′′= − = − =
− +∑ ∑   ( 1x < ). 

由 2 2(0) 0, (0) 0f f′ = = 积分两次得 

                 2 2 20 0

1( ) ( )d 2 d 2arctan
1

x x
f x f t t t x

t
′ ′′= = =

+∫ ∫ ,  

                 2 2 20 0 0
( ) ( )d 2 arctan d 2 arctan 2 d

1

x x x tf x f t t t t x x t
t

′= = = −
+∫ ∫ ∫  

                      
22 arctan ln(1 )x x x= − +  ( 1x < ),  

故
2

2
1 2 2( ) ( ) ( ) 2 arctan ln(1 )

1
xf x f x f x x x x

x
= + = + − +

+
  ( 1x < ). 
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16.（2007 年数一 10 分）设幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 在 ( , )−∞ +∞ 内收敛, 其和函数 ( )y x 满足 

2 4 0, (0) 0, (0) 1y xy y y y′′ ′ ′− − = = = ,  

(1) 证明 1
2 , 1,2,3, ;

1n na a n
n+ = =
+

" (2) 求 ( )y x 的表达式. 

解  (1) 1 2
2

1 2 0

, ( 1) ( 2)( 1)n n n
n n n

n n n

y na x y n n a x n n a x
∞ ∞ ∞

− −
+

= = =

′ ′′= = − = + +∑ ∑ ∑  

       2
0 1 0

2 4 ( 2)( 1) 2 4n n n
n n n

n n n

y xy y n n a x na x a x
∞ ∞ ∞

+
= = =

′′ ′− − = + + − −∑ ∑ ∑  

                   [ ]2 0 2
1

2 4 ( 2)( 1) 2( 2) 0n
n n

n

a a n n a n a x
∞

+
=

= − + + + − + =∑ ,  

由 0 2 2(0) 0 0,( 2)( 1) 2( 2) 0n ny a a n n a n a+= = ⇒ = + + − + = ， ( 1,2,3, )n = " ,  

      0 2 2
20, 0, ( 1,2,3, )

1n na a a a n
n+⇒ = = = =
+

" . 

(2) 由 2 0a = 及 2
2

1n na a
n+ =
+

, 2 4 6 2 0 ( 1,2,3, )na a a a n= = = = =" " ,  

由初值 1(0) 1y a′ = = 及 2
2

1n na a
n+ =
+

( 1,2,3, )n = " ,  

3 5 3 7 5 9
2 1 1 1 11, , ,
4 2 3 3! 4!

a a a a a a⇒ = = = = = = ,  

归纳得 2 1
1
!na

n+ =
22 1 2 1

2 1
0 0

1( ) e
!

n n x
n

n n

y x a x x x
n

∞ ∞
+ +

+
= =

⇒ = = =∑ ∑ . 

17.（2010 年数一 10 分）求幂级数
1

2

1

( 1)
2 1

n
n

n

x
n

∞ −

=

−
−∑ 的收敛域及和函数. 

解  
1 2 1 2 1

1 1
1 1

( 1) ( 1)( ) ( ), ( )
2 1 2 1

n n n n

n n

x xs x xs x s x
n n

∞ ∞− − −

= =

− −
= = =

− −∑ ∑ ,  

( )1 2( 1) 2
1 2

1 0

1( ) ( 1) ( 1) ( ) 1
1

n n n n

n n

s x x x x
x

∞ ∞
− −

= =

′ = − = − = <
+∑ ∑ , 

又 1(0) 0s = , 于是 

1 20 0

d( ) ( )d arctan
1

x x ts x s t t x
t

′= = =
+∫ ∫ , 

因此 ( ) arctans x x x= , 即
1

2

1

( 1) arctan
2 1

n
n

n

x x x
n

∞ −

=

−
=

−∑  [ ]1,1x∈ − . 

18.（1996 年数一 7 分）求级数 2
2

1
2 ( 1)n

n n

∞

= −∑ 的和. 

解  设
( )2

2

1
2 1n

n

A
n

∞

=

=
−∑ 1 21 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1
1 12 2 ( 1) 2 ( 1)n n n

n n n

A A
n n n n

∞ ∞ ∞

+ + +
= = =

⎛ ⎞= − = − = −⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠∑ ∑ ∑
记

,  

由
1

1

( 1)ln(1 ) ( 1 1)
n

n

n

x x x
n

∞ −

=

−
+ = − <∑ ≤ ,  
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于是
1

1 1 2
2 1 1

1 1 1 ( 1) 1 1 1ln 1
4 2 4 22 ( 1) 2

nn

n n
n n n

A
nn n

∞ ∞ ∞ −

+ +
= = =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑ ∑ 1 ln 2
4

= ,  

           
1

2
3 3

1 ( 1) 1
22

nn

n
n n

A
nn

∞ ∞ −

= =

− ⎛ ⎞= = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑  

             
21

1

( 1) 1 1 1 1 1 1 1 5ln 1 ln 2
2 2 2 2 2 2 8 8

nn

n n

∞ −

=

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − − − = − − − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ,  

因此 1 2
5 3 ln 2
8 4

A A A= − = − . 

19.（2001 年数一 8 分）设

21 arctan 0( )
1 0

x x xf x x
x

⎧ +
≠⎪= ⎨

⎪ =⎩

, 试将 ( )f x 展开成 x 的幂级数, 并求级数

2
1

( 1)
1 4

n

n n

∞

=

−
−∑ 的和. 

解  2
2

0

1(arctan ) ( 1) , 1
1

n n

n

x x x
x

∞

=

′ = = − <
+ ∑ ,  

2 2 1

0 0
0 0

( 1)arctan (arctan ) d ( 1) d
2 1

nx x
n n n

n n

x t t t t x
n

∞ ∞
+

= =

−′= = − =
+∑ ∑∫ ∫ , [ ]1,1x∈ −  

2
2 2 2 2 2

0 0 0

1 ( 1) ( 1) ( 1)arctan (1 )
2 1 2 1 2 1

n n n
n n n

n n n

x x x x x x
x n n n

∞ ∞ ∞
+

= = =

+ − − −
= + = +

+ + +∑ ∑ ∑  

                          2 2 2

0 1 1

( 1) ( 1) 1 11 ( 1)
2 1 2 1 2 1 2 1

n n
n n n n

n n n

x x x
n n n n

∞ ∞ ∞

= = =

− − ⎛ ⎞= + = + − −⎜ ⎟+ − + −⎝ ⎠∑ ∑ ∑  

                          [ ]2
2

1

( 1) 21 , 1,1 , 0
1 4

n
n

n

x x x
n

∞

=

−
= + ∈ − ≠

−∑  

上式右端当 0x = 时取值为 1, 于是 

[ ]2
2

1

( 1)( ) 1 , 1,1
1 4

n
n

n

f x x x
n

∞

=

−
= + ∈ −

−∑ , 

上式中令 1x = [ ]2
1

( 1) 1 1(1) 1
2 4 21 4

n

n

f
n

∞

=

− π
⇒ = − = −

−∑ . 

20.（2003 年数一 12 分）求函数
1 2( ) arctan
1 2

xf x
x

−
=

+
展开成 x 的幂级数, 并求级数

0

( 1)
2 1

n

n n

∞

=

−
+∑ 的和. 

解  2
2

0

2 1 1( ) 2 ( 1) 4 , ,
2 21 4

n n n

n

f x x x
x

∞

=

− ⎛ ⎞′ = = − − ∈ −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠∑ ,  

由 (0) ,
4

f π
= 两边积分得 

2 2 1

0
0 0

( 1) 4 1 1( ) 2 ( 1) 4 d 2 , ,
4 4 2 1 2 2

n n
n n n n

n n

f x t t x x
n

∞ ∞π
+

= =

π π − ⎛ ⎞= − − = − ∈ −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠∑ ∑∫ , 
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因为 ( )f x 在
1
2

x = 连续, 2 1

1 00
2

1 ( 1)( 1) 4
2 2 12 1

nn n
n

nn x

x
nn

∞∞
+

== =

−−
=

++ ∑∑ 收敛,  

所以 2 1

0

( 1) 4 1 1( ) 2 , ,
4 2 1 2 2

n n
n

n

f x x x
n

∞
+

=

π − ⎛ ⎤= − ∈ −⎜ ⎥+ ⎝ ⎦∑ . 

令
1
2

x = 得 2 1
0 0

1 ( 1) 4 1 ( 1)
2 4 2 1 4 2 12

n n n

n
n n

f
n n

∞ ∞

+
= =

π − π −⎛ ⎞ = − = −⎜ ⎟ + +⎝ ⎠ ∑ ∑ , 又 1 0
2

f ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 因此
0

( 1)
2 1 4

n

n n

∞

=

− π
=

+∑ . 

21.（2006 年数一 12 分）将函数 2( )
2

xf x
x x

=
+ −

展开成 x 的幂级数. 

解  2
1 1 1 1 1

(1 )(2 ) 3 1 22 x x x xx x
⎛ ⎞= = +⎜ ⎟+ − + −+ − ⎝ ⎠

 

             ( )
0 0

1 1 1 1 1 1( 1) 1
3 1 6 3 6 21

2

n
n n

n
n n

xx xxx

∞ ∞

= =

= + = − + <
+ −

∑ ∑ , 

( )1
1

0

1 1( ) ( 1) 1
3 2

n n
n

n

f x x x
∞

+
+

=

⎡ ⎤= − + <⎢ ⎥⎣ ⎦∑ . 

22.（2008 年数一 11 分）将函数 2( ) 1 (0 )f x x x= − π≤ ≤ 展开成余弦级数, 并求
1

2
1

( 1)n

n n

∞ −

=

−∑ 的和. 

解  ( )f x 可视为[ ],−π π 上的偶函数, 2( ) 1 ( )f x x x= − −π π≤ ≤ ,  

2 2
0

0

2 2(1 )d 2
3

a x x
π

= − = − π
π ∫ ,  

2 2

0 0 0

2 2 2( )cos d (1 )cos d cos dna f x nx x x nx x x nx x
π π π

= = − = −
π π π∫ ∫ ∫  

  2
2 20 0 0

2 4 4 4( 1)(sin ) sin d d(cos )
n

x d nx x nx x x nx
n n n n

π π π −
= − = = − = −

π π π∫ ∫ ∫ . 

0( 1,2,3, )nb n= = " ,  
由于 ( )f x 在[ ],−π π 连续, 且 ( ) ( )f f−π = π 满足展开定理的条件,  

[ ]
1

20
2

1 1

1 4( 1)( ) cos 1 cos ( , )
2 3

n

n
n n

af x a nx nx x
n

∞ ∞ +

= =

−
= + = − π + ∈ −π π∑ ∑ , 

令 0x = 得
1 1 2

2
2 2

1 1

1 4( 1) ( 1)1 1
3 12

n n

n nn n

∞ ∞+ −

= =

− − π
= − π + ⇒ =∑ ∑ . 

23.（1995 年数一 6 分）将函数 ( ) 1 (0 2)f x x x= − ≤ ≤ 展开成周期为 4 的余弦级数. 
解  将 ( )f x 作偶延拓后再作周期为 4 的周期延拓, 于是得 ( )f x 的傅里叶系数 

     0nb = ,  

     
2

0 0

2 ( )cos d ( 1)cos d
2

l

n
n x na f x x x x x

l l
π π

= = −∫ ∫  

        
2 2

2 20 0

2 2 4( 1) sin sin d ( 1) 1
2 2

nn nx d x x x
n n n

π π⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − = = − −⎜ ⎟ ⎣ ⎦π π π⎝ ⎠∫ ∫  

        
2 2

8 , 2 1
(2 1)        1,2,3,
0, 2

n k
k k

n k

−⎧ = −⎪ − π= =⎨
⎪ =⎩

" ,  
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2 2

0
0 0

2 ( )d ( 1)d 0
2

a f x x x x= = − =∫ ∫ ,  

由于 ( )f x 在[ ]2,2− 分段单调连续且 ( 1) (1)f f− = ,  

[ ]2 2
1

8 1 (2 1)( ) cos , 0,2
2(2 1)n

nf x x x
n

∞

=

−
= − π ∈

π −∑ . 

24.（2012 年数一 10 分）求幂级数
2

2

0

4 4 3
2 1

n

n

n n x
n

∞

=

+ +
+∑ 的收敛域及和函数. 

解  

2
2 2

21
2

2

4( 1) 4( 1) 3
2( 1) 1lim lim
4 4 3

2 1

n

n
n n nn

n n x
u nR x
u n n x

n

+

+

→∞ →∞

+ + + +
⋅

+ += = =
+ +

⋅
+

, 

1x < , 级数收敛; 1x > , 级数发散. 所以 1R = . 

易知当 1 1x x= = −及 时, 级数
2

2

0

4 4 3
2 1

n

n

n n x
n

∞

=

+ +
+∑ 发散, 可知 ( 1,1)x∈ − 为幂级数的收敛域. 

下面再计算幂级数的和函数: 
2 2 2

2 2 2

0 0 0 0

4 4 3 (2 1) 2 2(2 1)
2 1 2 1 2 1

n
n n n

n n n n

n n n xx x n x
n n n

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

+ + + +
= = + +

+ + +∑ ∑ ∑ ∑ , 

其中 2 2

0
0 0

(2 1) (2 1) d
x

n n

n n

n x n t t
∞ ∞

= =

′⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪+ = +⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑∫  

                
2

2 2 1
2 2 20

0 0

1(2 1) d
1 (1 )

x
n n

n n

x xn t t x
x x

∞ ∞
+

= =

′ ′ ′⎧ ⎫ ⎛ ⎞ +⎪ ⎪ ⎛ ⎞= + = = =⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎝ ⎠
∑ ∑∫ , 

令
2

1
0

2( )
2 1

n

n

xS x
n

∞

=

=
+∑ 则

2 1

1
0

( ) 2
2 1

n

n

xxS x
n

∞ +

=

=
+∑ . 

根据逐项求导定理可知 

[ ] 2
1 2

0

2( ) 2
1

n

n

xS x x
x

∞

=

′ = =
−∑ , 故 1 20

d 1( ) 2 ln
11

x t xxS x
xt

+⎛ ⎞= = ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠∫ ，故当 0x ≠ 时，有

1
1 1( ) ln

1
xS x

x x
+⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 而当 0x = 时, 有 1(0) 2S = . 

故

2
2

2 2 2

0

1 1 1ln , 1 1 0 14 4 3
1(1 )

2 1
3                                   , 0

n

n

x x x xn n x x xx
n

x

∞

=

⎧ + +⎛ ⎞+ − < < < <+ + ⎪ ⎜ ⎟= −− ⎝ ⎠⎨+ ⎪ =⎩
∑ 或

. 

25.（2013 年数一 10 分）设数列{an}满足条件: 0 1 23, 1, ( 1) 0 ( 2).n na a a n n a n−= = − − = ≥ ( )S x 是幂

级数
0

.n
n

n

a x
∞

=
∑ 的和函数  

(1) 证明 ( ) ( ) 0;S x S x′′ − =  
(2) 求 ( ) .S x 的表达式  

(1) 证明  由题意得 
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                   1

1

( ) ,n
n

n

S x na x
∞

−

=

′ =∑  

                   2
2

2 0

( ) ( 1) ( 1)( 2)n n
n n

n n

S x n n a x n n a x
∞ ∞

−
+

= =

′′ = − = + +∑ ∑ ,  

2( 1)( 2) ( 0,1,2, )n na n n a n+= + + =∵ " , ( ) ( )S x S x′′∴ = , 即 ( ) ( ) 0.S x S x′′ − =  

(2) 解  ( ) ( ) 0S x S x′′ − = 为二阶常系数齐次线性微分方程，其特征方程为 2 1 0,λ − = 从而

1λ = ± , 于是 1 2( ) e ex xs x C C−= + , 由 0 1(0) 3, (0) 1S a S a′= = = = , 得 

1 2
1 2

1 2

3
1, 2,

1
C C

C C
C C
+ =⎧

⇒ = =⎨− + =⎩
 

所以 ( ) e 2e .x xS x −= +  

 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

第  三  篇 
               

《高等数学（下册）》期末考试 
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高等数学（下）期末考试试卷（一） 

试    题 

一、填空题（每小题 4 分，共 32 分） 

1. 
( , ) (0,0)

lim
4 2x y

xy
xy→

=
+ －

               . 

2. 若 exyu = , 则du =               . 

3. p 级数
1

1
p

n n

∞

=
∑ ，当 p        时, 级数收敛. 

4. 设 (2,1, 1)= −a ， (1, 1,2)= −b ，计算 ⋅a b =         . 

5. 改换积分次序再计算二次积分
1

0 0

sind d
1

x yx y
y

=
−∫ ∫                   . 

6. 将
2

2

2 4

2 4
d ( , )d

x

x
x f x y y

−

− − −∫ ∫ 转化为极坐标形式下的二次积分为                  . 

7. 曲面 2 2 23 11x y z+ =＋ , 在点 (2,1,2) 的切平面方程为               . 

8. 将 xOz 坐标面上的抛物线 2 5z x= 绕 x 轴旋转一周所生成的旋转曲面方程为          . 

二、计算（每小题 5 分，共 20 分） 

1. 设 2 2 2

2 0

1

x y z

x y z

+ + =⎧⎪
⎨

+ + =⎪⎩
，求

d d,
d d
x y
z z

. 

2. 求曲线

sin
1 cos

4sin
2

x t t
y t

tz

= −⎧
⎪⎪ = −
⎨
⎪ =⎪⎩

在
2

t π
= 处的切平面与法线方程. 

3. 设 e sin , ,uz v u xy v x y= = = + ，求
z
x
∂
∂

. 

4. 求与两平面 4 3x z− = 和 2 5 1x y z− − = 的交线平行且过点(−3, 2, 5)的直线的方程. 

三、计算重积分（每小题 6 分, 共 12 分） 

1. 计算 d
D

xy σ∫∫ ，其中D 为抛物线 2y x= 与直线 2y x= − 所围成的闭区域. 

2. 计算 d d dz x y z
Ω
∫∫∫ ，其中Ω 为曲面 2 2z x y= + 与平面 4z = 所围成的闭区域. 
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四、计算曲线积分与曲面积分（每小题 8 分, 共 16 分） 

1. 计算曲线积分 (4 2)d (6 3 5)d
L

x y x y x y− + + + −∫○ , 其中 L 是三顶点分别为 (0,0) , (2,0) , (2,2) 的

三角形正向边界. 

2. 计算曲面积分 (2 3 )dx y z S
∑

+ +∫∫ , 其中∑为平面 1x y z+ + = 在第一卦限中的部分. 

五、求解下列级数问题（每小题 10 分, 共 20 分） 

1. 判断下列级数的敛散性. 

   (1) 
2

1

( !)
(2 )!n

n
n

∞

=
∑ ;                 (2) 1

1

1( 1)n

n n

∞
−

=

−∑ . 

2. 求幂级数 1

1

n

n

nx
∞

−

=
∑ 的收敛域, 并求其和函数. 

参 考 答 案 

一、填空题（每小题 4 分, 共 32 分） 

1. 4 
2. e d e dxy xyy x x y+  
3. 1p >  

4. 0  

5. 
1 1

0

sind d 1 cos1
1y

yy x
y

= −
−∫ ∫  

6. 
2 2

0 0
d ( cos , sin ) dfθ ρ θ ρ θ ρ ρ

π

∫ ∫  

7. 2( 2) 3( 1) 2( 2) 0x y z− + − + − =  

8. 2 2 5y z x+ =  

二、计算（每小题 5 分, 共 20 分） 

1. 两端关于 z 求导数得 

   
2 1 0

0
z z

z z

x y
xx yy z
+ + =⎧

⎨ + + =⎩
,    2 ,

2 2z z
y z z xx y
x y x y
− −

= =
− −

. 

2. 

1 cos
sin

2cos
2

t

t

t

x t
y t

tz

= −⎧
⎪⎪ =
⎨
⎪ =⎪⎩

 

   故在
2

t π
= 处的切线斜率为 (1,1, 2)=T , 法平面方程为 ( 1) 2( 2 2) 01

2
y zx π⎛ ⎞ + − + − =− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

3. x u x v xz z u z v= + = e sin . e cos e ( sin( ) cos( ))u u xyv y v y x y x y+ = + + + . 
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4. 1 2 (4 3 )= × = − + +s n n i j k ，所以直线方程为
3 2 5

4 3 1
x y z+ − −

= =  

三、计算重积分（每小题 6 分, 共 12 分） 

1. 解 

2

2

2 2

1

222 2
2 5

1 1

24 6
3 2

1

d d d

1d [ ( 2) ]d
2 2

1 4 52 5 .
2 4 3 6 8

y

y
D

y

y

xy xy x y

x y y y y y y

y yy y

σ
+

−

+

− −

−

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
= = + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤
= + + − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫  

2. 解 

      柱面法
2

2 2 4

0 0
d d d d d d d d dz x y z z z z z

ρ
ρ ρ θ θ ρ ρ

π

Ω Ω

= =∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫   

                      
22 2

4 2 6

0 0 0

1 1d (16 )d 8
2 6

θ ρ ρ ρ ρ ρ
π ⎡ ⎤= − = π −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

                      64
3
π

= . 

   截面法
4 4

0 0
d d d d 1d d

Dz

z x y z z z z z zσ
Ω

= = π∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫
43
0

64
3 3

zπ π⎡ ⎤= =⎣ ⎦ . 

四、计算曲线积分与曲面积分（每小题 8 分, 共 16 分） 

1. 解  令 4 2P x y= − + , 6 3 5Q y x= + − , 1P
y

∂
= −

∂
, 3Q

x
∂

=
∂

, 

  由格林公式有 (4 2)d (6 3 5)d
L

x y x y x y− + + + −∫○ = 4d d
D

x y∫∫ = 8. 

2. 解  

∑ : 1z x y= − − , 2 21 x yz z+ + = 3 , xyD 为∑在 xOy 面上的投影区域, 即由直线 0x = , 0y =

及 1x y+ = 所围成的闭区域. 因此 

        (2 3 )dx y z S
∑

+ +∫∫ = 3(1 2 )d d
xyD

x y x y+ +∫∫ =
1 1

0 0
3 d (1 2 )d

x
x x y y

−
+ +∫ ∫ , 

                        =
1

0
3 (2 2 )dx x−∫ = 3 . 

五、求解下列级数问题（每小题 10 分, 共 20 分） 

1. 解 
(1) 利用比值判别法 

∵
2 2

1
2

[( 1)!] (2 )! ( 1) 1 lim  lim  lim 1
[2( 1)]! (2 1)(2 2) 4( !)

n
n n nn

u n n n
u n n nn

ρ +

→∞ →∞ →∞

+ +
= = ⋅ = = <

+ + +
, 

根据比值审敛法, 级数收敛. 
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(2) 级数为交错级数 

令
1

nu
n

= , 则 1 lim 0n n nn
u u u+ →∞

> =且 , 根据莱布尼兹定理, 级数收敛. 

2. 解 

(1) lim 1
1n

n
n→∞

=
+

, 所以 R = 1, 

当 x = ±1 时， 1lim lim( 1) 0n
nn n

a n−

→∞ →∞
= ± ≠ , 所以级数 1

1

( 1)n

n

n
∞

−

=

±∑ 发散, 

所以级数的收敛域为(−1,1) . 

(2) 令 1

1

( ) , ( 1,1)n

n

nx s x x
∞

−

=

= ∈ −∑ . 

因为 1( )n nx nx −′ = , 由逐项积分公式有 

11

0 0 0
1 11

1( )d d d
1 1

x x x
n nn

n nn

xs x x x nx x x xnx
x x

∞ ∞∞
−−

= ==

⎛ ⎞
= = = = ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠

∑ ∑∑∫ ∫ ∫ , 

将等式同时求导得 2
1( ) , ( 1,1)

(1 )
s x x

x
= ∈ −

−
. 
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高等数学（下）期末考试试卷（二） 

试    题 

一、填空题（每小题 4 分，共 32 分） 

1. 函数 2 2z x xy= + 的全微分dz =        . 

2. 由函数取得极值的条件判断 3 3 2 2( , ) 3 3 9z f x y x y x y x= = − + + − 在 (1,0) 点取得       值. 

3. p 级数
1

1
p

n n

∞

=
∑ , 当 p        时级数发散. 

4. 设 2{( , ) | 0 1,0 2 }D x y x y x x= −≤ ≤ ≤ ≤ , ( , )d
D

f x y σ∫∫ 化为极坐标积分为               . 

5. 级数
1

( 3)n
n

u
+∞

=

−∑ 收敛, 则 lim nn
u

→∞
=         . 

6. 曲线 2 3, 2 ,x t y t z t= = = 在点 (1,2,1) 的切线方程为                  . 

7. 交换积分次序
2

2 2

0
d ( , ) d _____________

y

y
y f x y x =∫ ∫ . 

8. 求两平面 2 6 0x y z− − − = 和2 5 0x y z+ + − = 的夹角           . 

二、计算题（每小题 8 分, 共 56 分） 

1. 求旋转抛物面 2 2 2z x y= + + 在点(1,1,4)的切平面及法线方程. 

2. arctan( )z xy= , 求
2z

x y
∂
∂ ∂

. 

3. 设e 0z xyz− = , 求 z
x
∂
∂

, z
y
∂
∂

. 

4. 计算二重积分 d
D

x y σ∫∫ , 其中D 是由抛物线 y x= , 2y x= 所围成的闭区域. 

5. 利用柱面坐标计算三重积分 2 2( )dx y v
Ω

+∫∫∫ , 其中Ω 是由曲面 2 2x y z+ = 及平面 2z = 所围成

的闭区域. 

6. 求 (2 4)d
L

x y x− +∫ , 其中 L 为抛物线 2x y= 上从起点 (0,0)O 到终点 (1,1)A 的有向曲线. 

7. 利用高斯公式计算 d d 2 d d 3( 1)d dx y z y z x z x y
Σ

+ + −∫∫ , 其中Σ 为锥面 2 2z x y= + 夹在

0, 1z z= = 之间部分的外侧. 
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三、求解下列级数问题（每小题 6 分，共 12 分） 

1. 判断级数
1

2 !n

n
n

n
n

∞

=
∑ 的收敛性.  

2. 求幂级数
1

2 1

1

( 1)
2 1

n
n

n

x
n

∞ −
−

=

−
−∑ 的和函数，并求级数

1

1

( 1)
2 1

n

n n

∞ −

=

−
−∑ 的和. 

参 考 答 案 

一、填空题（每小题 4 分，共 32 分） 

1. 2( )d 2 dx y x x y+ +  

2. 极小 
3. 1p ≤  

4. 
2cos

2

0 0
d ( cos , sin ) df

θ
θ ρ θ ρ θ ρ ρ

π

∫ ∫  

5. 3 

6． 1 2 1
1 4 3

x y z− − −
= =  

7. 
2

2 2 4

0 0
2

d ( , )d d ( , )d
y x

xy
y f x y x x f x y y=∫ ∫ ∫ ∫  

8. π
3

 

二、计算题（每小题 8 分，共 56 分） 

1. 解 
2 2 2z x y= + + 在点 ( , , )x y z 处的法向量为 (2 ,2 , 1)x y − , 故在点 (1,1,4) 的法向量为 (2,2, 1)− . 

故切平面方程为2( 1) 2( 1) ( 4) 0x y z− + − − − = , 法线方程为
1 1 4

2 2 1
x y z− − −

= =
−

. 

2. 解 

   

2 2

2 2 2
1 ( ),

1 ( ) [1 ( ) ]
z y z xy
x x yxy xy
∂ ∂ −

= =
∂ ∂ ∂+ +

. 

3. 解  

两端同时求 x 的导数得e ( ) 0z
x xz y z xz− + = , 化简得

ez
z zy
x xy
∂

=
∂ −

. 

两端同时求 y 的导数得e ( ) 0z
y yz x z yz− + = , 化简得

ez
z zx
y xy
∂

=
∂ −

. 

4. 解 
积分区域D 可表示为 

{ }2( , ) ,0 1D x y x y x x= ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是 d
D

x y σ∫∫ =
2

1

0
d d

x

x
x x y y∫ ∫ = 6

55
. 
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5. 解 

              
2 2 2

2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2

0 0
2

( )d d d ( ) d d d d
x y r

x y

x y v x y x y z r r r zθ
π

+
Ω +

+ = + =∫∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫
≤

 （5 分） 

                           
2 2

3 5

0 0

4d (2 )d
3

r r rθ
π π

= − =∫ ∫ . 

6. 解 
1

0

13(2 4)d (2 4)d
3L

x y x x x x− + = − + =∫ ∫ . 

7. 解  
加平面 : 1z′Σ = , 取上侧, 由高斯公式 

d d 2 d d 3( 1)d dy z y z x z x y
′Σ+Σ

+ + −∫∫ 2(1 2 3)d 6 d 6 1 1
3

v v
Ω Ω

π
= + + = = ⋅ ⋅ ⋅∫∫∫ ∫∫∫ 2= π , 

2 2 1

d d 2 d d 3( 1)d d 3( 1)d d 3(1 1)d d 0
x y

y z y z x z x y z x y x y
′ ′Σ Σ +

+ + − = − = − =∫∫ ∫∫ ∫∫
≤

, 

原式 2 0 2= π− = π . 

三、求解下列级数问题（每小题 6 分，共 12 分） 

1. 解 

1lim lim 2
1

n
n

n nn

u n
u n
+

→∞ →∞

⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
2 1
e

= < , 所以级数收敛. 

2. 解 

由

2 1

1
2 1

( 1)
2 1lim
( 1)
2 1

n
n

nn n

x
n

x
n

+

−→∞ −

−
+

−
−

= 22 1lim
2 1n

n x
n→∞

−
+

= 2x 知收敛半径为1，当则 1x = 时，级数为交错级数，且满

足莱布尼兹定理的条件，级数收敛，所以收敛域为[ 1,1]− . 

令
1

2 1

1

( 1)( )
2 1

n
n

n

s x x
n

∞ −
−

=

−
=

−∑ , 求导得 1 2( 1)

1

( ) ( 1)n n

n

s x x
∞

− −

=

′ = −∑ = 2 1

1

( )n

n

x
∞

−

=

−∑ = 2
1

1 x+
, 所以

0
( )d

x
s x x′∫ = 20

1 d
1

x
x

x+∫ , ( )s x − (0)s = arctan x , 而 (0) 0s = , 故 ( ) arctans x x= , [ 1,1]x∈ − . 

可知
1

1

( 1)
2 1

n

n n

∞ −

=

−
−∑ = (1) arctan1s = =

4
π . 



 
262    高等数学（同济第七版 下册）习题辅导书 

参 考 文 献 

[ 1 ]  同济大学数学系编. 高等数学习题全解指南（下册）. 北京：高等教育出版社，2007. 

[ 2 ]  常桂娟等. 高等数学学习指导与习题解答（下册）. 北京：科学出版社，2014. 

 


	扉页
	内 容 简 介
	前 言
	目 录
	第一篇 《高等数学（下册）》习题解答
	第8章  空间解析几何与向量代数
	一、基本内容
	二、基本要求
	三、习题解答
	总习题八

	第9章  多元函数微分法及其应用
	一、基本内容
	二、基本要求
	三、习题解答
	总习题九

	第10章  重积分
	一、基本内容
	二、基本要求
	三、习题解答
	总习题十

	第11章  曲线积分与曲面积分
	一、基本内容
	二、基本要求
	三、习题解答
	总习题十一

	第12章  无穷级数
	一、基本内容
	二、基本要求
	三、习题解答
	总习题十二


	第二篇  历年考研部分试题及解答
	第一部分  向量代数与空间解析几何
	第二部分  多元函数微分学
	第三部分  多元函数积分学
	第四部分  无穷级数

	第三篇 《高等数学（下册）》期末考试试卷选编及参考答案
	高等数学（下）期末考试试卷（一）
	高等数学（下）期末考试试卷（二）
	参考文献




