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前  言 

本书依据高等职业教育高等数学课程改革与教学需求而编写，编写中遵循“基础理

论以应用为目的，以‘必需、够用’为度”的原则。在内容安排上，每一章都至少编写

一个实际案例，体现教学内容的应用性；同时强调知识背景，潜移默化中引导学生体会

知识的“从实践中来，到实践中去”，提高应用能力与自主学习能力，培养创新意识，

充分发挥数学的素质教育之长。本书保持数学自身体系的完整性，只对难点内容做了一

定删减，对部分公式、定理不做严格证明。 

本书是在此前广州城市职业学院数学教学团队集体编写的《高职数学》基础上重新

编写而成。为适应高职教育的能力本位特征及新时期数学教学变化，全书把传统数学中

的例子根据题目内容分别称为案例和任务，练习与习题也改称为实训，重新编排任务，

增加应用案例。如：化学物质浓度与时间的函数关系及应用、个税与收入间函数关系、连

续复利、残值计算、均匀货币流、最大收入利润的灵敏度分析、优化模型求解、稀释模型、

租和买的决策判定、控制体重方案、广告策略、不可积函数的定积分计算、优化近似计算。

删减线性代数基础一章，并为部分“专升本”学生的学习需要，加大部分实训题目的难度，

增加级数一章。本书内容包括函数、极限与连续、导数与微分、导数的应用、不定积分、

定积分、常微分方程、多元函数微分学、多元函数积分学、级数等微积分基础内容和

Mathematica 操作与应用。为使学生更好地掌握学习内容、提高应用能力，各节配有实训，

各章配有总实训。为便于学生自主学习，书末最后还附有常用数学公式及实训参考。 

本书根据高职院校数学课程教育的实际情况，精心选择案例、任务和实训，由浅入

深，体现素质教育特点，注重培养数学方法、数学思想和数学素质；内容难易适中，体

现以应用为目的，以“必需、够用”为度。本书可作为高等职业教育的高等数学、经济

数学等数学基础课程教材，也可作为各类成人高等教育的数学课程教材或参考书。 

本书由广州城市职业学院数学教师姚伟权、陈新宏、鲍建强编写。另外，本书的编

写得到广州大学钟育彬和陈蓉西两位教授的指导和帮助，电子工业出版社工作人员也为

此付出甘辛并提出宝贵意见，对此我们一并表示衷心感谢! 

由于时间仓促和限于编者水平，教材中存在不妥之处，敬请广大师生提出批评和指正。 

 
编 者 

2017 年 5 月 
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第 1 章 函  数 

【案例 1-1】 在某化学反应里，实验得到某物质的浓度 y 与时间 t 的关系，见表 1-1. 任

务：(1)求浓度 y 与时间 t 的函数关系；(2)求在 17 分钟时该物质的浓度；(3)求什么时

间该物质的浓度为 10.1？ 

表 1-1 

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

y 4.0 6.4 8.0 8.4 9.28 9.5 9.7 9.86 10.0 10.2 10.32 10.42 10.5 10.55 10.58 10.6 

解：(1)根据表 1-1，利用 Excel 软件中的插入散点图、添加趋势线功能，得到时间

t-浓度 y 散点图和趋势线图，如图 1-1 所示，并拟合得到浓度 y 与时间 t 的关系(构建过

程详见本章附录)，即函数 
2.2276ln 4.9991y t   

 
图 1-1 

(2)把 17t  代入(1)拟合的函数中，得 17 分钟时该物质的浓度约为 11.31； 

(3)求 2.2276ln 4.9991y t  的反函数，得
4.9991

2.2276e
y

t


 ，把 10.1y  代入得 9.87t  ，

即该物质的浓度为 10.1 的时间大约是 9 分 52 秒(或解方程 2.2276ln 4.9991 10.1t   ，得

到 9.87t  ). 

注：上面的求解结果，是一种最小二乘法的拟合结果，不是标准答案. 

函数是微积分学的研究对象，是变量间依存关系的一种抽象，在运用数学解决实际

问题中起着重要作用. 本章以建立函数并用函数的知识解决实际问题为导向，通过判定
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相同函数、求定义域、求函数值、求函数奇偶性、求反函数和分解复合函数等任务，对函

数的概念及其有关的知识进行系统性的复习，加深对函数的认识，为后续学习打下基础. 

1.1 函数的概念 

1.1.1 常量与变量 

我们在研究一些现象或问题的过程中，往往会遇到各种各样的量，这些量大体上可

分为两类：一类是在研究过程中保持相对不变的量，我们称之为常量，如圆周率 π、物

体的重力加速度 g 等；另一类是在研究过程中变化的、可以取不同值的量，我们称之为

变量，如一天中的气温、销售过程中的销售量等. 一般地，常用字母 a,b,c 等表示常量，

字母 x,y,u,v 等表示变量. 

对于常量与变量，我们要注意： 

(1)常量与变量是相对的. 即同一个量，在某一研究过程中是常量，而在另一研究过

程中可能是变量；反之亦然. 如银行的存款利率，在一个较短的时间段里是常量，而在

一个较长的时间段里则是一个变量. 

(2)常量在实数轴上以一个定点表示，变量在实数轴上以动点表示. 

1.1.2 数集、区间与邻域 

变量可以取的所有不同的数值所构成的集合，称为这个变量的变动区域. 

一个变量的变动区域，称为数集. 常用的数集有自然数集(记为 N )、整数集(记为

Z )、有理数集(记为 Q )与实数集(记为 R ). 

一个连续变量的变动区域通常用区间表示，例如 
(1)数集{ | }x a x b≤ ≤ ，表示为闭区间[ , ]a b ； 

(2)数集{ | }x a x b  ，表示为开区间 ( , )a b ； 

(3)数集{ | }x a x b≤ 和{ | }x a x b ≤ ，分别表示为半开半闭区间[ , )a b , ( , ]a b ； 

(4)数集{ | }x x a 和{ | }x x b≤ ，全体实数，分别表示为无穷区间 ( , )a   , ( , ]b ，

( , )   . 

以点 0x 为中心， 为半径的实数集称为点 0x 的 邻域，记为 0( , )U x  ，即 

0 0 0( , ) ( , )U x x x      

若把邻域 0( , )U x  的中心点 0x 去掉，所得到的数集称为点 0x 的去心  邻域，记为

0( , )U x 


，即 

0 0 0( , ) ( , )U x x x  


∪ 0 0( , )x x   
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1.1.3 函数的定义 

定义 1.1  设 x,y 是两个变量，D 是一个非空实数集，如果对于每一个 xD ，按照

某一对应法则 f，总有一个确定的 y 值与之对应，则称变量 y 是变量 x 定义在 D 上的函

数，记为 
( )y f x  

其中，x 称为自变量，y 也称为因变量，数集 D 称为函数的定义域. 
当 0x x D时，按照对应法则 f 所得到的 0y 称为函数在点 0x 处的函数值，记为 

0x xy  或 0( )f x  

当 x 取遍定义域中每一个值时，对应函数值的全体称为函数的值域. 

注：函数的定义域与对应法则称为函数的两个要素. 两个函数相同的充分必要条件

是它们有相同的定义域和相同的对应法则. 

【任务 1-1】 判断下列函数对是否相同. 

(1) 2 2sin cosy x x  与 1y  ；  (2) 1y x  与
2 1

1
xy
x





； 

(3) 3y x  与 2( 3)y x  ；  (4) 2ln( 1 )y x x   与 2ln( 1 )y t t    . 

解：(1)因为两函数的定义域都是 ( , )   ，且 2 2sin cos 1x x  ，即两者对应法则

也相同，故此函数对相同. 
(2)因为前者的定义域为 1 ( , )D     ，而后者的定义域为 2 ( ,1)D   ∪ (1, )  ，

即两函数的定义域不相同，故此函数对不相同. 

(3)因为 2 3 , 3
( 3) | 3 |

3 , 3


      

x x
x x

x x
≥

，即当 3x  时， 2( 3) 3x x   ，就是说

两函数的对应法则不同，故此函数对不相同. 
(4)因为两个函数的定义域都是 ( , )D     ，且 

2 2
2

2

2

2

( 1 )( 1 )ln( 1 ) ln
1

1ln ln( 1 )
1

x x x xx x
x x

x x
x x

   
  

 

    
 

 

即两函数的对应法则也相同，故此函数对相同. 

关于函数的定义域，在实际问题中，函数被构建时，由实际问题具体确定. 而在数

学上，它是使函数表达式有意义的自变量的取值范围. 对于数学表达式有意义的规定有： 

(1)分式中，分母不能为零； 

(2)偶次根式中，被开方式必须大于或等于零； 

(3)对数式中，真数式必须大于零； 
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(4)正切函数的角的终边不能与 y 轴重合，余切函数的角的终边不能与 x 轴重合； 

(5)反正弦或反余弦的对象式子，其绝对值必须小于或等于 1。 

如果函数的表达式含(1)～(5)中的多项组合，则其定义域是各项有意义的公共部分. 

【任务 1-2】 求下列函数的定义域. 

(1) 2
3

5 6
xy

x x



 

；    (2) 2 5
1

y x
x

  


； 

(3) arcsin( 2)xy
x


 ；    (4) 2ln( 1 )y x x   . 

解 (1)要使函数有意义，必须 
2 5 6 0x x   ,即 2x  且 3x   

故所求的定义域为 ( , 2)D   ∪ (2 , 3) ∪ (3 , )  . 

(2)要使函数有意义，必须 
1 0 1

5 0 5
x x

x x
    

  ≥ ≤
 

故所求的定义域为 ( , 1)D    ∪ ( 1 , 5] . 

(3)要使函数有意义，必须 
| 2 | 1 1 2 1 1 3

0 0 0
x x x

x x x
    

       

≤ ≤ ≤ ≤ ≤
 

故所求的定义域为 [1 , 0)D  ∪ (0 , 3] . 

(4)要使函数有意义，必须 2 1 0x x   ，而对所有 ( , )x   都有 
2 2 21 1 0x x x x       

故所求的定义域为 ( , )D     . 

对于函数值的求解，关键在于对函数与自变量关系的理解. 

【任务 1-3】 求函数值： 
(1)已知 3( ) 2 4 1f x x x   ，求 2 2( 2) , ( ) , ( ) [ ( )]f f x f x f x  和 ； 

(2)设 2( 2) 3 3f x x x    ，求 (0)f 和 ( )f x . 
解  (1) 3 3

2( 2) (2 4 1) 2( 2) 4( 2) 1 7xf x x             
3 3( ) 2( ) 4( ) 1 2 4 1f x x x x x           

2 2 3 2 6 2( ) 2( ) 4 1 2 4 1f x x x x x       
2 3 2[ ( )] (2 4 1)f x x x    

 (2) 2(0) (2 2) 2 3 2 3 1f f        
2

2

( ) [( 2) 2] ( 2) 3( 2) 3
1

f x f x x x
x x

       

  
 

或解 令 2x t  ，则 2x t   
   2 2( ) ( 2) ( 2) 3( 2) 3 1f t f x t t t t           
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2(0) 0 0 1 1f      
2( ) 1f x x x    

1.1.4 函数的表示法 

函数的表示法主要有三种：表格法、图像法和解析法(公式法). 

1. 表格法 

把自变量的值与对应的函数值列成表格来表示函数的方法，示例（某保险公司从业

员上半年业绩表）见表 1-2. 从表格中可以直接查出某些函数值，避免烦琐的运算. 

表 1-2 

月份 x 1 2 3 4 5 6 

金额 y/元 1052 1533 864 678 644 1349 

2. 图像法 

以图像表示函数的方法，如图 1-2 所示. 图像法是对函数

的直观描述，从图像上可以直接看到变量之间的依赖关系和变

化趋势. 

3. 解析法(公式法) 
用数学表达式表示函数的方法，如 2 1y x  ， 2cosy x

等. 解析法是对函数的精确描述，它的形式比较简洁，便于对函数进行分析和研究，是

我们学习本课程时主要采用的方法. 

在某些研究过程中，一个函数不能只用一个式子表示，而是在其定义域的不同范围

内用不同式子来表示，这样的函数称为分段函数. 

1.1.5 分段函数 

在定义域的不同范围内，具有不同解析表达式的函数称为分段函数. 

【案例 1-2】 依照中华人民共和国主席令第四十八号的第三条及附表(见表 1-3 个人

所得税税率表(工资、薪金所得适用))，把全月收入额减去 3500 元后的余额称为全月应

纳税所得额. 任务：(1)求月个人所得税与全月应纳税所得额的函数关系；(2)给出 x 的

取值范围 D；(3)月收入为 6500.63 元时的个税是多少？ 

表 1-3 

级数 全月应纳税所得额 税率/% 

1 不超过 1500 元的  3 

2 超过 1500 元至 4500 元的部分 10 

 
图 1-2 
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续表 
级数 全月应纳税所得额 税率/% 

3 超过 4500 元至 9000 元的部分   20 

4 超过 9000 元至 35000 元的部分 25 

5 超过 35000 元至 55000 元的部分 30 

6 超过 55000 元至 80000 元的部分 35 

7 超过 80000 元的部分  45 

解：(1)设全月应纳税所得额为 x，月个人所得税为 y，则由表 1-3，得 

1500

4500

9000

35000

55000

0 3500 0
0.03 0 1500

0.1( 1500) | 1500 4500
0.2( 4500) | 4500 9000
0.25( 9000) | 9000 35000
0.3( 35000) | 35000 55000

0.35( 55000) | 55000 80000
0.

x

x

x

x

x

x
x x

x y x
x y x

y
x y x

x y x
x y x














  
  


  

  
  

,

,

,

,

,

,

,

≤ ≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤

800004( 80000) | 80000xx y x












    ,

 

即 

0 3500 0
0.03 0 1500

0.1 105 1500 4500
0.2 555 4500 9000

0.25 1005 9000 35000
0.3 2755 35000 55000
0.35 5505 55000 80000
0.4 13505 80000

x
x x

x x
x x

y
x x

x x
x x

x x


 
  


    
  


 
  

,

,

,

,

,

,

,

,

≤ ≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤

为所求的函数. 

(2) [ 3500 ,D    ）； 

(3)月收入为 6500.63 元时，全月应纳税所得额为 x=6500.63−3500=3000.63(元)，对

应的个税为 

3000.63| 0.1 3000.63 105 195.07xy      (元) 

注：分段函数的定义域是自变量的各段取值范围的并集. 

【任务 1-4】 设函数

21 , 5 0
( ) 2 , 0 2

3 1, 2 4

x x
f x x

x x

    
 
  

≤ ≤
≤

，求函数的定义域 D 及 ( 1) , (0) ,f f  

(2.5)f . 

解： ( 5 , 0)D   ∪[0 , 2]∪ (2 , 4] ( 5,4]  ， 
2 2

1( 1) (1 ) 1 ( 1) 0xf x         

(0) 2f   

2.5(2.5) (3 1) 3 2.5 1 8.5xf x        
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1.1.6 函数的基本特征 

1. 有界性 
定义 1.2 设函数 ( )f x 在区间(a,b)内有定义，若存在正数 M，对于区间(a,b)内的

任意 x，恒有 
( )f x M≤  

则称函数 ( )f x 在区间(a,b)内有界；否则，称函数 ( )f x 在区间(a,b)内无界. 

函数 ( )f x 在区间(a,b)内有界的几何意义是： 在(a,b)内的曲线 ( )y f x 完全落在两

条平行于 x 轴的直线 y M y M  与 之间，如图 1-3 所示. 
例如在 ( , )  内，因为 sin 1x ≤ , cos 1x ≤ . 所以

siny x 和 cosy x 在 ( , )  内有界 . 而 tany x 和

coty x 在 ( , )  内无界. 

注意：函数的有界性是基于区间的，如函数
1y
x

 在区

间 (1 , 2) 内有界，而在区间 (0 , 2)内无界. 

2. 单调性 
定义 1.3 设函数 ( )f x 在区间(a,b)内有定义，若对于区间(a,b)内任意两点 1 2x x和 ，

当 1 2x x 时，总有 

(1) 1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )f x 在(a,b)内单调增加； 

(2) 1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )f x 在(a,b)内单调减少. 

单调增加的函数简称增函数，单调减少的函数简称减函数，增函数和减函数统称为

单调函数. 

增函数的函数值 y 随着自变量 x 的增加而增加，其图像从左往右是上升的，如图 1-4

所示；减函数的函数值 y 随着自变量 x 的增加而减小，其图像从左往右是下降的，如

图 1-5 所示. 

            
                        图 1-4                        图 1-5 

函数的单调性和函数的有界性一样，也是基于区间的，例如 2y x 在 ( ,0) 内单调

减少，而在[0, ) 内单调增加，但在 ( , )  内不是单调函数. 

 
图 1-3 
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3. 周期性 
定义 1.4 设函数 ( )f x 的定义域为 D，若存在非零常数 T，使得对于 D 中任意的 x，

恒有 x T D  ，且 
( ) ( )f x T f x   

则称函数 ( )f x 是以T为周期的周期函数. 满足上述等式的最小正数T称为函数的最小正

周期，简称周期. 
例如， siny x 和 cosy x 是以 2π 为周期的周期函数， tan coty x y x 和 是以 π 为

周期的周期函数. 

周期函数在每一个周期上的图像和性质都是一样的，所以我们只要知道它在一个周

期上的图像和性质，就可以知道函数整体的图像和性质，

如图 1-6 所示. 

注意，不是所有的周期函数都有最小正周期，如狄

利克雷函数
1 ,

( )
0 ,

x Q
D x

x Q


  
是一个没有最小正周期的

周期函数. 

4. 奇偶性 
定义 1.5 设函数 ( )f x 的定义域 D 关于原点对称，若对于 D 中任意的 x，有 

(1) ( ) ( )f x f x  ，则称函数 ( )f x 为偶函数； 

(2) ( ) ( )f x f x   ，则称函数 ( )f x 为奇函数. 

如果函数 ( )f x 既非奇函数，也非偶函数，则称函数 ( )f x 为非奇非偶函数. 

奇函数的图像关于原点对称，如图 1-7 所示；偶函数的图像关于 y 轴对称，如图 1-8

所示. 在研究这类函数时，只要知其一半，就能知其全部. 

          
                           图 1-7                         图 1-8 

【任务 1-5】 判断下列函数的奇偶性： 
4 2(1) ( ) 5 3 1f x x x   ；  

2 2(2) ( )
x x

f x
x


 ；  2(3) ln( 1 )y x x    

解：三个函数的定义域都关于原点对称. 

(1)因为 
4 2 4 2( ) 5( ) 3( ) 1 5 3 1 ( )f x x x x x f x           

所以 4 2( ) 5 3 1f x x x   是偶函数； 

 
图 1-6 
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(2)因为 
2 2 2 2( ) ( )

x x x x

f x f x
x x

    
     



（ ）

 

所以 2 2( )
x x

f x
x


 是奇函数； 

(3)因为 
2 2

2

1( ) ln( 1 ) ln ln( 1 ) ( )
1

f x x x x x f x
x x

          
 

 

所以 2ln( 1 )y x x   是奇函数. 

1.1.7 反函数 

两个变量的函数关系往往是相对的，研究时可以根据问题的需要来选择自变量和因

变量.例如本章【案例 1-1】中可以选取浓度 y 是时间 t 的函数，也可以选取时间 t 是浓

度 y 的函数. 我们称此对函数互为反函数. 
定义 1.6 设函数 ( )y f x 的定义域为 D，值域为 W. 如果对于 W 中每一个 y，都

有唯一的 x 满足 ( )y f x ，则变量 x 是定义在 W 上以 y 为自变量的函数，称此函数为

( )y f x 的反函数，记为 1( )x f y ，并称 ( )y f x 称为直接函数. 

一般地，我们习惯以 x 为自变量，y 为因变量，因此通常把 1( )x f y 写成 1( )y f x . 

从而得到互为反函数的两个函数的图像关于直线 y x 对称. 

由反函数的定义，直接函数的定义域是其反函数的值域；直接函数的值域是其反函

数的定义域. 且得到求反函数的过程可分为以下两步： 
(1)把 ( )y f x 看作以 x 为未知量的方程，解得 1( )x f y ； 

(2)交换字母 x 和 y，得 1( )y f x . 

【任务 1-6】 求 1 3y x  的反函数. 

解 由 1 3y x  ，解出 x，得 
1

3
yx 

  

即
1

3
xy 

 为所求的反函数. 

实训 1.1 

1. 判定下列函数对是否相同. 

(1) y x 与
2xy x ；            (2) y x 与

3 3y x ； 
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(3) 2( ) 3 1f x x x   与 2( ) 3 1g t t t   ；  (4) 2( ) ( 1)f x x  与 ( ) 1f x x  . 

2. 已知 ( )
2 1

xf x
x




,求 21( ), (0), ( ), ( ), (2 1),[ ( ) 1]
3

f f f a b f x f x f x     . 

3. 求下列函数的定义域. 

(1) lg(5 2)y x  ；  (2) 2
1
1

xy
x





；   (3) 2
1

6
y

x x


 
； 

(4) 22 9y x
x

   ；  (5) 2 eln(1 )
x

y x
x

   ； (6) arccos
5
xy  . 

4. 设
2

2 1 0
( )

1 0 2

x x
f x

x x

   
 

≤

≤
，求定义域 D，

1 1( ), (0), ( ), (1)
2 2

f f f f . 

5. 判断下列函数的奇偶性. 
(1) 3( ) 2f x x x  ； (2) ( ) ( 0 1)x xf x a a a a   且 ； (3) ( ) ( 1)f x x x  ； 

(4) 2
1( )f x
x

 ；    (5) 2( ) 1f x x x  ；        (6) 2( ) 2 | | 3f x x x   . 

6. 求下列函数的反函数. 

(1) 3 2y x  ；         (2) 1
1

xy
x





. 

1.2 基本初等函数 

【案例 1-1】中，我们是如何确定把浓度 y 与时间 t 关系拟合为对数类函数的呢？为

了搞清楚这个问题，我们要学习基本初等函数. 

基本初等函数包括常数函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函

数，它们是构建函数的基础. 我们要用微积分(后续章节中介绍)研究实际问题，首先要

构建函数模型，这要求我们掌握好基本初等函数的定义域、图像和性质. 
1. 常数函数 y C (C为常数) 

定义域为 ( , )  ，图像过点(0,C)且与 x 轴平行的直线，如

图 1-9 所示. 
2. 幂函数 y x ( 是不为零的常数) 

幂函数的定义域和特性由指数 的取值而确定，但对任意实

数 ， y x 在 (0, ) 内都有定义，图像都过点(1,1). 例如： 

(1) 2y x 的定义域为 ( , )  ，是偶函数，在 ( ,0) 内单调减少，在[0, ) 内单

调增加，但在整个定义域内不是单调函数. 图像是一条以点(0,0)为顶点的抛物线，关于

y 轴对称，如图 1-10 所示. 
(2) 3y x 的定义域为 ( , )  ，是奇函数，在 ( , )  内单调增加. 图像过点(0,0)，

关于原点对称，如图 1-11 所示. 

图 1-9 
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图 1-10 
 

图 1-11 

(3)
1
2y x x  的定义域为[0, ) ，在定义域内单调增加. 图像过点(0,0)，如图 1-12

所示. 

(4) 11y x
x

  的定义域为 ( ,0) (0, )  ，是奇函数，在区间 ( ,0) 和 (0, ) 内

单调减少. 图像是不过原点的双曲线，如图 1-13 所示. 

 

图 1-12 
 

图 1-13 

3. 指数函数 ( 0 1)xy a a a  且  

定义域为 ( , )  ，值域为 (0, ) . 图像过点(0,1)且位于

x 轴的上方. 当 1a  时， xy a 单调增加；当 0 1a  时， xy a

单调减少，如图 1-14 所示. 
注：指数函数与幂函数的区别，幂函数 y x 是自变量 x

在底的位置，常数 是指数；而指数函数 xy a 则是常数 a 在底的位置，自变量 x 是

指数. 
4. 对数函数 log ( 0 1)ay x a a  且  

定义域为 (0, ) ，值域为 ( , )  . 图像过点(1,0)且位于 y 轴

的右侧，如图 1-15 所示. 当 1a  时， logay x 函数单调增加；当

0 1a  时， logay x 函数单调减少. 其中以无理数e 2.71828 

为底的对数函数 elogy x 称为自然对数函数，简记为 lny x . 而以

10 为底的对数函数 10logy x 称为常用对数函数，简记为 lgy x . 

对数函数 logay x 和指数函数 xy a 互为反函数，它们的图像关于直线 y x 对称. 

5. 三角函数 

三角函数包括以下六个函数： 
正弦函数 siny x ，定义域为 ( , )  ，值域[−1,1]，是周期为 2π 、有界的奇函

数，图像如图 1-16 所示. 

 
图 1-14 

图 1-15
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余弦函数 cosy x ，定义域为 ( , )  ，值域[−1,1]，是周期为 2π 、有界的偶函

数，图像如图 1-17 所示. 

 

图 1-16 
 

图 1-17 

正切函数 tany x ，定义域要求
ππ ( )
2

x k k  Z ，值域 ( , )  ，是周期为 π ，

无界的奇函数，图像如图 1-18 所示. 

余切函数 coty x ，定义域要求 π( )x k k Z ，值域 ( , )  ，是周期为 π ，无

界的奇函数，图像如图 1-19 所示. 

 
图 1-18 

 

图 1-19 

正割函数 secy x . 

余割函数 cscy x . 

对于函数 secy x 和 cscy x ，在此不详细描述，我们只须知道
1sec

cos
x

x
 ，

1csc
sin

x
x

 . 

6. 反三角函数 

三角函数在其定义域内都是周期函数，即任意取定一个三角函数值，对应的角有无

穷多个，我们把这种自变量取定一个值，通过某一法则，因变量有多个值与之对应的函

数称为多值函数，而定义 1.1 所定义的函数叫单值函数. 没有特别说明，本书讨论的函

数都是单值函数. 为此，我们把三角函数某个单调区间上定义的反函数，称为反三角函

数的主值，也称反三角函数. 本书讨论的反三角函数是以下四个. 

反正弦函数  arcsiny x ，是正弦函数 siny x 在单调区间
π π[ , ]
2 2

 上的反函数. 其
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定义域为[ 1 ,1] ，值域为
π π[ , ]
2 2

 ，是单调增加的有界奇函数，图像如图 1-20 所示. 

反余弦函数 arccosy x ，是余弦函数 cosy x 在单调区间 [0 , π] 上的反函数. 其

定义域为[ 1 ,1] ，值域为[0 , π]，是单调减少的有界函数，图像如图 1-21 所示. 

 
图 1-20 

 

图 1-21 

反正切函数 arctany x ，是正切函数 tany x 在单调区间
π π( , )
2 2

 上的反函数. 

其定义域为 ( , )   ，值域为
π π( , )
2 2

 ，是单调增加的有界奇函数，图像如图 1-22

所示. 
反余切函数 arccoty x ，是余切函数 coty x 在单调区间 (0 , π) 上的反函数. 其

定义域为 ( , )   ，值域为 (0 , π) ，是单调减少的有界函数，图像如图 1-23 所示. 

 
图 1-22 

 

图 1-23 

实训 1.2 

1. 把下列函数化为基本初等函数的形式. 

(1) 1y
x

 ；   (2)
2

1
2

xy
x

 ；    (3) 4 5( )y x ； 

(4) 4 5y x ；  (5) 2 3y x x  ；  (6) 2 3x xy   . 
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2. 填上正确的值，完善表格. 
(1)      (2)  

3. 求 2
1log (3 1), ,
3

y x x      
 

的反函数. 

1.3 初等函数 

1.3.1 复合函数 

实际问题中，变量间的函数关系不能只用一个基本初等函数表示，往往需要基本初

等函数间的加、减、乘、除和复合等运算构成，下面我们讨论函数的复合运算. 
定义 1.7 若函数 ( )u x 的值域包含在函数 ( )y f u 的定义域中，则变量 y 通过中

间变量 u 构成 x 为自变量的函数，称此函数为由 ( )y f u 和 ( )u x 复合而成的复合函

数，记 
[ ( )]y f x  

其中，u 称为中间变量，把构成复合函数的运算称为函数的复合运算. 

对复合函数，应注意： 
(1)不是任何两个函数都可以构成复合函数. 例如 2lny u u x  和 ，由于 2u x  的

值域是 ( ,0] ，而 lny u 在 ( ,0] 内没有意义，所以它们不能构成复合函数. 

(2)按照定义，把一个比较复杂的复合函数看作是由若干个简单函数复合而成，这

个过程称为复合的分解. 一般来说，基本初等函数和基本初等函数经过有限次四则运算

构成的函数称作简单函数. 因此，分解复合函数，就是要引入一个或多个中间变量，把

复合函数分解为基本初等函数或基本初等函数的和、差、积、商. 
【任务 1-7】 已知 2, 3 1y u u x   ，将 y 表示成 x 的复合函数. 

解：将 23 1u x  代入 y u ，得 23 1y x  . 

【任务 1-8】 已知 2e , sin , 1uy u v v x    ，将 y 表示成 x 的复合函数. 

x −1 0 1 

arcsin x    

arccos x    

arctan x    

arccot x    

x 0 
π
6

 π
4

 π
3

 π
2

 

sin x      

cos x      

tan x      

cot x      

sec x      

csc x      
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解：将 2 1 sinv x u v  代入 ，得 2sin 1u x （ ）， 
再将 2sin 1u x （ ）代入 euy  ，得

2sin 1e xy  （ ）. 

【任务 1-9】 分解下列复合函数. 
(1) 2 5y x x   ；    (2) 2

5log (2 3)y x  ； 

(3) 2sin
3
xy  ；     (4)

1arctan
e xy  . 

解：(1)原函数分解为 y u ， 2 5u x x   ； 

(2)原函数分解为 5logy u  ， 22 3u x  ； 

(3)原函数分解为 2y u ， sinu v ，
3
xv  ； 

(4)原函数分解为 euy  ， arctanu v ，
1v
x

 . 

1.3.2 初等函数 

定义 1.8 基本初等函数经过有限次四则运算和复合运算，并能用一个式子表示的

函数称为初等函数. 

例如
2

3
2

1ln , 2sin 1
1

xy y x x
x


   


都是初等函数； 

但 2 31y x x x    ，
1,

( )
0,

x Q
D x

x Q


  
都不是初等函数. 

实训 1.3 

1. 已知 cos , 3 1y u u x   ，将 y 表示成 x 的复合函数. 

2. 已知 2
2log , 1 sin ,y u u v v x    ，将 y 表示成 x 的复合函数. 

3. 分解下列复合函数. 

(1) sin
2
xy  ；     (2) 2 5(3 1)y x  ； 

(3) ln cosy x ；     (4) tan 4y x  

1.4 常用经济函数 

用数学方法解决经济问题时，首先要建立数学模型，将经济问题转化为数学问题，

这实际上就是找出经济问题中各种变量之间的函数关系，下面介绍几种常用的经济函数. 
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1.4.1 成本函数 

1. 总成本函数 

总成本是指生产者生产产品所需要的费用总和，包括两部分—固定成本与可变成

本. 固定成本是在一定范围内不随产量变化而变化的费用，如厂房费用、一般管理费用

等. 可变成本是随着产量变化而变化的费用，如原材料费用、燃料费用等. 

总成本与产量有着密切的关系，设产量为 q，总成本为 C，则 C 与 q 之间的函数关

系称为总成本函数，记 ( )C q ，即 

0 1( ) ( )C q C C q   

其中， 0 0C ≥ 是固定成本， 1( )C q 是可变成本，总成本函数是产量的单调增函数. 

2. 平均成本函数 

总成本不能得出生产水平的高低，需要进一步研究单位产品的成本，即平均成本，

记AC( )q ，即 

0 1( )( )AC( ) C C qC qq
q q q

    

其中， 1( )C q
q

称为平均可变成本. 

【任务 1-10】 某厂生产某产品的固定成本为 1000 元，每多生产一件产品成本须

增加 3 元. (1)求生产该产品的总成本函数；(2)求生产 200 件该产品时的总成本和平

均成本. 

解：(1)由题意，生产 q 件该产品的总成本函数为 
( ) 1000 3C q q  ； 

(2)产量为 200 件时的总成本为 

200(200) (1000 3 ) 1000 3 200 1600qC q       (元) 

平均成本为 
(200) 1600AC(200) 8
200 200

C
   (元/件) 

1.4.2 收入函数 

生产者出售一定数量产品后得到的全部收入称为总收入，用 R 来表示，总收入取决

于该产品的销售量和价格，若用 p 表示价格，q 表示销售量，则 R 与 q 之间的函数关系

称为收入函数，记作 
( )R q p q   

除了总收入，还有平均收入，它是销售单位产品的收入，即产品的单价. 
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1.4.3 利润函数 

当产量与销售量一致的情况时，我们定义总利润函数为总收入函数与总成本函数之

差，简称利润函数，记作 
( ) ( ) ( )L q R q C q   

可见，若产量为 q，当 ( ) ( )R q C q 时盈利；当 ( ) ( )R q C q 时亏本. 

【任务 1-11】 某厂生产衬衫的总成本函数为 
( ) 30 1200C q q   

其中，q 表示产量或销售量(单位：件). 求每件衬衫卖 50 元时的利润函数和卖出 100 件

时的利润. 

解 由题意，总收入函数为 
( ) 50R q q  

于是，利润函数为 
( ) ( ) ( ) 50 (30 1200) 20 1200L q R q C q q q q       (元) 

所以，卖出 100 件时的利润为 

100(100) (20 1200) 800qL q    (元) 

1.4.4 需求函数和供给函数 

1. 需求函数 

需求是指消费者在一定价格条件下对商品的需要. 市场上，某种商品的需求往往受

到很多因素的影响，如商品的价格、消费者的收入、相关商品的价格、季节等. 为简化

问题的研究，我们只考虑价格影响. 这时，商品的需求量 Q 可以看成是价格 p 的函数，

称为需求函数，记作 
( )Q Q p  

这是定义域为[0, ) 的函数. 

通常需求函数是价格的单调减函数，商品的需求量随价格的下降而增加，随价格的

上涨而减少. 
需求函数 ( )Q Q p 的反函数，称为价格函数，记作 

( )p p q  

【任务 1-12】 销售某种商品，当单价为 20 元时，每月可售出 1000 件；单价为 30

元时，每月可售出 800 件. 求这种商品的线性需求函数. 
解 设所求的线性需求函数为Q ap b  ，根据题意可得 
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20 1000
30 800

a b
a b
 

  
 

解方程组得 20, 1400a b   . 
故所求的线性需求函数为 1400 20Q p  . 

2. 供给函数 

供给是指在某一时期内，生产者在一定的价格条件下，愿意并可能出售的产品. 市

场上，一种产品的供给会受到多种因素的影响，如该产品的价格、生产的成本、生产者

对未来的预期等. 为简化问题的研究，我们只考虑价格影响. 这时，产品的供给量 S 可

以看成是该产品价格 p 的函数，称为供给函数，记作 
( )S S p  

这是定义域为[0, ) 的函数. 

通常供给函数是价格的单调增函数，产品的供给量随价格的上涨而增加，随价格的

下降而减少. 

3. 市场均衡 

均衡是指经济现象中变动着的各种力量处于一种暂时的稳定状态，市场均衡是

讨论价格与供求变化的关系. 使得某种商品的需求量与供给量相等的价格，称为均衡

价格. 

当市场价格低于均衡价格时，供给量大于需求量，此时出现“供过于求”的现象；

当市场价格高于均衡价格时，需求量大于供给量， 此时出现“供不应求”的现象. 

实训 1.4 

1. 已知某产品的成本函数为 
23 1800

4
qC q    

(1)固定成本和可变成本各为多少？(2)求平均成本. 
2. 已知成本函数为 2( ) 10 30C q q q   ，收入函数为 2( ) 2R q q ，求利润函数及当

50q  时的利润. 

3. 某风扇厂生产 100 台风扇，成本为 1500 元，生产 120 台风扇，成本为 1760 元.

求厂家生产风扇的线性成本函数. 
4. 生产某产品的总成本函数为 ( ) 50 120C q q  ，其需求函数为 180 2q p  ，求收

入函数和利润函数. 
5. 设某品牌的手表在第一季度的需求函数和供给函数分别为 9000 100Q p  ，

200 10S p  ，其中 Q 和 S 的单位为只，p 的单位为元/只. 求这一时期的市场均衡价格. 
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总实训 1 

1. 已知 21( ) , ( ) 3 ,
2 1

f x g x x
x

 


求 [ ( )], [ ( )], [ ( )].f f x f g x g f x  

2. 求下列函数的定义域. 
(1) 2 7 12y x x   ;     (2) ln lny x ; 

(3) 2
3 lg( 1)

6
xy x

x x


  
 

;    (4)
21 xy

x


 ; 

(5) 0.2log ( 3)
1
x

y
x





;     (6) 5 2arcsin

| | 1 3
xy

x


 


 

3. 用分段函数表示函数 5 2 3y x   ，并画出图形. 

4. 证明
1y
x

 在 (0, ) 上是单调减函数. 

5. 判断下列函数的奇偶性. 
(1) ( ) ( 1)( 1)f x x x x   ;    (2) ( ) | | cosf x x x  ; 

(3) ( ) sinf x x x ;      (4) 1( ) ln
1

xf x
x





; 

(5) 2 1( ) xf x
x


 ;      (6) 2( ) lg( 1 )f x x x   . 

6. 已知 2ln , 4 ,y u u x   将 y 表示成 x 的复合函数，并确定复合函数的定义域. 

7. 已知 1 , arctan , 3 1y u u v v x     ，将 y 表示成 x 的复合函数，并确定复合函

数的定义域. 

8. 指出下列复合函数是由哪些简单函数复合而成的. 
(1) 5

3(log 2)y x  ;     (2) ln( 1)3 xy  ; 

(3) 2arctan 2 3y x x   ;    (4) 4sin (3 1)y x  ; 

(5)
2cos

e xy  ;       (6) lg tan (2 1)ny x  . 

9. 某装修项目每平方米报价 35 元，当装修面积超过 10 平方米时，超过的部分每平

方米的价格要减少 5%. 试确定该装修项目的报价函数，并求当装修面积为 22 平方米时

的价格. 
10. 某产品的成本函数为 210 5C q  ，市场上每件产品定价为 12 元. 问销售量是

多少才能使厂家不亏本? 

11. 某厂生产某零件的固定成本为 100 元，每多生产一个零件成本增加 2 元. 已知

这种零件在市场上的售价为 6 元/个，求其利润函数. 

12. 某供电公司对某钢铁公司的每天用电意愿需求情况调查见表 1-4，设供电公司每
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kW·h 电的可变成本是 0.15 元，给钢铁公司供电投入的固定成本为 80 万元/天. (1)求供

电公司每天对钢铁公司供电的总成本函数；(2)拟合钢铁公司每天的需求函数；(3)根据

(2)得到的需求函数求价格函数；(4)求供电公司每天对钢铁公司供电的利润函数. 

表 1-4 

p/(元/kW·h) 0.346 0.400 0.450 0.500 0.542 0.600 0.650 0.700 0.738 

Q/(万/kW·h) 515 435 381 355 355 311 291 275 265 

附录 案例 1-1 的任务(1)中构建函数的操作过程 

1. 在 Excel 表格的区域 A1:P2 输入表 1-1 的数据； 

2. 选中区域 A1:P2，选择菜单命令“插入”→“散点图”； 

3. 在散点图中的任一个点处单击鼠标右键，选取快捷菜单的“添加趋势线”； 

4. 由散点图的图形特征，在设置趋势线格式窗口，选取“对数”，“显示公式”两项，

得求. 
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第 2 章 极限与连续 

【案例 2-1】连续复利问题 把一笔本金 3 万元存入银行，设年利率为 3.6%，且今

后 30 年利率不变，每次计算利息后都把利息计入本金，求下列情况下 30 年后的本利之

和. (1)每满 1 年计算 1 次利息；(2)每月(满
1

12
年)计算 1 次利息；(3)每满

1
n
年计算 1

次利息；(4)瞬间计算 1 次利息. 
解：记年利率为 r ，m 年后的本利和为 mA ，则 0 3A  ， 0.036r  . 

(1) 1 0 (1 ) A A r ， 

   2
2 1 0(1 ) (1 )   A A r A r ， 

   …， 
   1 0(1 ) (1 )    m

m mA A r A r ， 

即 30 年后的本利之和是 303(1 0.036)  8.6679(万元)； 

(2)由年利率为 r 知，每年计算 12 次利息，月利率为
12
r
，则 

1 月后的本利和为 0 1
12
rA   

 
，2 月后的本利和为

2

0 1
12
rA   

 
，…，所以 

12

1 0 1
12
rA A    

 
，

2 12

2 0 1
12
rA A


   
 

，…，
12

0 1
12

m

m
rA A


   
 

， 

所以每月计算利息，则 30 年后的本利之和是 3603(1 0.003)  8.81977(万元)； 

(3)由(2)知，每满
1
n
年计算 1 次利息，每年计算 n 次利息，每次利率为

r
n
，则 30

年后的本利之和是 
30 30

30 0
0.0361 3 1

n nrA A
n n

         
   

(万元)； 

(4)瞬间计息，就是(3)中的
1
n
无限小，以至于零，即 n ，这时， 

30
30

30
30 0 0 0lim 1 lim 1 e

rnn
r r

n n

r rA A A A
n n 

 
               

 

 

所以每个瞬间计算 1 次利息，则 30 年后的本利之和是 30 0.0363e   8.83404(万元). 

每个瞬间计算 1 次利息的计算利息方式称为连续复利. 

极限与连续是微积分学的基础，离开了极限与连续，微积分就是无根之萍，它们只
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是一个个知识的个体. 而且极限与连续也是研究微积分学的工具，利用极限与连续，使

微积分学从概念到公式、定理得到严格的逻辑证明. 为此，本章以在自变量作连续变化

时，函数值的变化情况为研究对象，通过各种类型的极限计算任务，帮助我们理解极限、

连续的概念，熟悉极限与连续的性质、公式，掌握各种极限运算方法，为后面学习微积

分学储备知识基础、研究方法和思想. 

2.1 极限的概念 

极限的概念是由于求解某些实际问题的精确解答而产生. 例如，我国魏晋时期(公元

3 世纪)的数学家刘徽利用圆内接正多边形来推算圆周率的方法—割圆术(“割之弥细，

所失弥少，割之又割，以至于不可割，则与圆合体，而无所失矣”)，就是极限思想在

几何上的应用. 下面我们首先从数列的极限开始讨论极限的概念. 

2.1.1 数列的极限 

为数列极限做准备，先改造数列的概念. 按照某一法则，取得一列有序的数

1 2 3, , , , ,nx x x x ，叫作数列，记为{ }nx . 其中的每一个数称为数列的项，第 n项 nx

称为数列的通项. 例如 

(1) 3 4 12 , , , ,1 ,
2 3 n

 ，通项为
11nx
n

  ； 

(2)
11 1 1 ( 1), , , , ,

2 4 8 2

n

n


  ，通项为

1( 1)
2

n

n nx


 ； 

(3) 1 2 13, 3 , 3 , , 4 ,
2 3 n

 ，通项为
14nx
n

  ； 

(4) 11, 1 ,1 , , ( 1) ,n  ，通项为 1( 1)n
nx   ； 

(5) 21, 4 , 9 , , ,n ，通项为 2
nx n . 

考察当 n越来越大时，以上数列通项的变化. 发现数列
11
n

  
 

，
1( 1)

2

n

n

 
 
 

，
14
n

  
 

的通项分别越来越接近数1，0 ， 4；而数列 1{( 1) }n 的通项永远是奇数项为1，偶数项

为 1 ；数列 2{ }n 的通项则越来越大. 提取它们的共性与差别，得到数列极限的定义. 

定义 2.1 对于数列{ }nx 与一个确定的常数 A，如果当 n 越来越大时， nx 无限接近

A，则称当 n 时，数列{ }nx 的极限为 A，或称数列{ }nx 收敛于 A，也称数列{ }nx 的

极限存在. 记 

lim nn
x A


   或   ( )nx A n   

如果对于数列 nx 没有这样的一个常数，则称数列没有极限，或称极限不存在，也称数
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列 nx 发散. 

例如： 

(1) 1lim 1 1
n n

   
 

；  (2)
1( 1)lim 0

2

n

nn






 ；  (3) 1lim 4 4

x n

   
 

； 

(4)数列 1{( 1) }n 发散； (5)数列 2{ }n 发散. 

我们发现，对于数列 2{ }n ，当 n 越来越大时，| |nx 无限增大. 这种绝对值无限增大的特

殊极限不存在称为无穷大，记为 lim nn
x


  . 如 2lim

n
n


 ，lim

n
n


 ， 2lim log

n
n


 等. 

极限的学习中，有 lim
n

C C


 (C 为常数)， lim 0 (| | 1)n

n
q q


  ，

1lim 1 e
n

n n

   
 

等常

见数列的极限. 

定义 2. 1 中的“越来越”、“无限接近”等是定性用语，所以也称定义 2.1 为数列极

限的定性定义. 为准确起见，定义 2.1 可量化如下. 
定义 2.1＇ 对于数列{ }nx 与一个确定的常数 A，如果给定任意小的正数 ，总有正

整数 N ，使得所有满足 n N 的项 nx ，不等式 | |nx A   都成立，则称当 n 时，数

列{ }nx 的极限为 A. 

称定义 2.1＇为数列极限的定量定义. 由于极限的定量定义比较抽象，而且主要用于

极限的证明，为减轻学习负担，我们对后述的极限只以定性定义描述. 

2.1.2 函数的极限 

把数列理解为自变量是正整数 n 的函数   nf n x ，则数列的极限定义可以推广到函

数极限. 

1. 自变量趋于无穷大时函数的极限 
定义 2.2 对于函数 ( )f x 与一个确定的常数 A，如果当|x|无限增大时，函数 ( )f x 无

限接近 A，则称当 x 时，函数 ( )f x 的极限为 A，记 

lim ( ) ( ) ( )
x

f x A f x A x


  或  

例如：(1) 1lim 0
x x

 ；  (2) 2
1lim 1 1

x x

   
 

；  (3) lim (
x

C C C


 为常数). 

注意， x x 且 x ，从而有以下定义： 

定义 2.2.1 对于函数 ( )f x 与一个确定的常数 A，如果 0x  且当 x 无限增大时，函

数 ( )f x 无限接近 A，则称当 x 时函数 ( )f x 的极限为 A，记 

lim ( )
x

f x A


  或 ( ) ( )f x A x   

定义 2.2.2 对于函数 ( )f x 与一个确定的常数 A，如果 0x  且当|x|无限增大时，

函数 ( )f x 无限接近 A，则称当 x  时函数 ( )f x 的极限为 A，记 
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lim ( )
x

f x A


  或 ( ) ( )f x A x   

称 x  和 x  时的函数极限为单边极限， lim ( )
x

f x A


 和两个单边极限间有

以下关系. 

定理 2.1 lim ( )
x

f x A


 的充分必要条件是 lim ( ) lim ( )
x x

f x f x A
 

  . 

【任务 2-1】 考察下列极限： 

(1) lim arctan
x

x


；      (2) lim 2x

x
. 

解：(1)因为
πlim arctan
2x

x


  ，
πlim arctan
2x

x


 ，即 lim arctan lim arctan
x x

x x
 

 ，

所以 lim arctan
x

x


不存在. 

(2)因为 lim 2 0x

x
 ，只有当 lim ( ) lim ( )

x x
f x f x

 
  时， lim ( )

x
f x


  . 

2. 自变量趋于有限值时函数的极限 

函数
2 1

1
xy
x





在点 0 1x  处无定义，考察 x无限接近 0 1x 

时函数值的变化. 如图 2-1 所示，当 x 无限接近1时，函数
2 1

1
xy
x





无限接近 2 . 

定义 2.3 设函数 ( )f x 在点 0x 的某个去心邻域内有定义，

如果当 x无限接近 0x ( 0x x )时，函数 ( )f x 无限接近一个常数 A，则称当 0x x 时， ( )f x

的极限为 A，记作 

0

lim ( )
x x

f x A


  或 0( ) ( )f x A x x   

也称当 0x x 时， ( )f x 的极限存在；否则，称当 0x x 时， ( )f x 的极限不存在. 

例如：
2

1

1lim 2
1x

x
x





，而且容易得到  (1) 

0
0lim

x x
x x


 ； (2) 

0

lim (
x x

C C C


 为常数). 

定义 2.3 中， 0x x 时， x既从 0x 的左侧也从 0x 的右侧趋于 0x . 如果只考虑 0x 的一

侧，有 
定义 2.3.1 设函数 ( )f x 在点 0x 的左侧有定义，如果当 0x x 且 x 无限接近 0x (记

0x x  )时， ( )f x 无限接近一个常数 A，则称当 0x x 时， ( )f x 的左极限为 A，记作 

0
0lim ( ) ( ) ( )

x x
f x A f x A x x






  或  

定义 2.3.2 设函数 ( )f x 在点 0x 的右侧有定义，如果当 0x x 且 x 无限接近 0x (记

0x x  )时， ( )f x 无限接近一个常数 A，则称当 0x x 时， ( )f x 的右极限为 A，记作 

0
0lim ( ) ( ) ( )

x x
f x A f x A x x






  或  

称左、右极限为单侧极限. 
定理 2.2 

0

lim ( )
x x

f x A


 的充分必要条件是
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x A
  

  . 

图 2-1 
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【任务 2-2】 设

1, 0
( ) 2 , 0 1

1, 1

x

x x
f x x

x x

  
 
    

≤
≤ ，讨论(1)

0
lim ( )
x

f x


；(2)
1

lim ( )
x

f x


. 

解  (1) 因 为
0 0

lim ( ) lim ( 1) 1
x x

f x x
  

   ，
0 0

lim ( ) lim 2 1x

x x
f x

  
  ， 即

0
lim ( )
x

f x


  

0
lim ( ) 1
x

f x


 ，所以
0

lim ( ) 1
x

f x


 ； 

(2)因为
1 1

lim ( ) lim 2 2x

x x
f x

  
  ，

1 1
lim ( ) lim( 1) 0
x x

f x x
  

   ，即
1 1

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

 ，所

以
1

lim ( )
x

f x


不存在. 

2.1.3 极限的性质 

1. (唯一性) 若极限 lim ( )f x 存在，则极限值唯一. (这里的极限符号没有标示自变

量的趋势，说明此性质对于各种定义的极限都成立，后同) 

2. (有界性) 若极限
0

lim ( )
x x

f x


存在，则函数 ( )f x 在 0x 的某个邻域内有界. 

3. (保号性) 若
0

lim ( )
x x

f x A


 且 0A  ( 0)A  ，则在 0x 的某个去心邻域内，恒有 

( ) 0f x  ( ( ) 0 )f x  ； 
反之，若

0

lim ( )
x x

f x A


 ，且在 0x 的某个去心邻域内，恒有 ( ) 0 ( ( ) 0)f x f x≥ ≤ ，则

0 ( 0)A A≥ ≤ . 

2.1.4 无穷小量与无穷大量 

1. 无穷小量 

如果在自变量的某个变化过程中，函数 y 的绝对值无限变小，即以零为极限，称变

量 y 为无穷小量. 

定义 2.4 如果当 0x x (或 x  )时， ( ) 0f x  ，则称 ( )f x 为 0x x (或 x  )

时的无穷小量，简称无穷小，常用希腊字母 , ,   等表示无穷小. 

例如当 0x  时， 2 3, , sin , tan , arctanx x x x x 都是无穷小；当 x 时，
1

2x 
是无

穷小. 

由定义知： 

(1)常数零外的无穷小都是有条件的，如当 1x  时， 2( 1)x  为无穷小量，但当 0x 

时， 2( 1)x  不是无穷小； 

(2)零外的常数，在任何条件下都不是无穷小. 

定理 2.3 函数 ( )f x 以 A为极限的充分必要条件是：在 x的某个范围内 ( )f x A   ，

其中 是无穷小. 即 lim ( ) ( ) , (lim 0)f x A f x A       . 
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2. 无穷小量的性质 

(1)有限个无穷小量的代数和仍是无穷小量； 

(2)有限个无穷小量的乘积仍是无穷小量； 

(3)无穷小量与有界变量的乘积仍是无穷小量. 

推论 无穷小量与常数的乘积仍是无穷小量. 

【任务 2-3】 求下列极限： 

(1) 1lim sin
x

x
x

；     (2)
1

1lim( 1)arctan
1x

x
x




. 

解：(1)因为
1lim 0

x x
 ， sin 1x ≤ ，所以

1lim sin 0
x

x
x

 ； 

(2)因为
1

lim( 1) 0
x

x


  ，
1 πarctan

1 2x



，所以

1

1lim( 1)arctan 0
1x

x
x

 


. 

注意： 

(1) lim sin
x

x


和
1

1limarctan
1x x 
都不存在； 

(2) 1 1lim sin lim lim sin
x x x

x x
x x  

  ， 

   
1 1 1

1 1 1lim( 1)arctan lim arctan limarctan
1 1 1x x x

x x
x x x  

  
  

. 

因为“乘积的极限等于极限的乘积”，“和差的极限等于极限的和差”都是有条

件的. 

3. 无穷大量 
定义 2.5  如果当 0x x (或 x  )时，函数的绝对值 ( )f x 无限增大，则称 ( )f x 为

0x x (或 x  )时的无穷大量，简称无穷大，记为
0

lim ( ) lim ( )
x x x

f x f x
 

   或 . 

例如当 0x  时，
1
x
是无穷大；当 x 时， 3x 是无穷大. 

由定义知： 

(1)无穷大不是一个数，而是一个特殊的极限不存在，所以一个常数不管其有多大，

它也不是无穷大； 

(2)无穷大可以分为正无穷大和负无穷大，如
1lim
exx

  ，
0

lim ln
x

x


  ，

lim ln
x

x


  . 

注意，
1lim
exx

 ，
0

lim ln
x

x


  . 

4. 无穷小量与无穷大量的关系 

定理 2.4 在自变量的同一变化过程中，如果 ( )f x 为无穷小，则
1
( )f x

无穷大；反



第 2 章 极限与连续 

 

27

之，若 ( )f x 为无穷大，则
1
( )f x

无穷小. 即，在自变量的同一变化过程中，无穷大与无

穷小互为倒数. 

例如： 

(1) 2

1
lim( 1) 0
x

x


  ， 21

1lim
( 1)x x

 


； 

(2) lim e 0x

x
 ， 

1lim
exx

  . 

5. 无穷小量的比较 

在自变量的同一个变化过程中，不同的无穷小量趋向于零的“快慢”程度不一定相

同. 为比较这种趋向于零的“快慢”程度，定义无穷小量的阶. 

定义 2.6 设在自变量的同一变化过程中， ,  都是无穷小量，且 0  . 

(1)如果 lim =0


，则称 是比  高阶的无穷小，记作 ( )   ，表示 比  趋向

零快； 

(2)如果 lim =


，则称 是比  低阶的无穷小，表示 比  趋向零慢； 

(3)如果 lim 0c

  ，则称 与  是同阶的无穷小，表示 与  趋向零的速度

相近； 

(4)特别地，如果 lim =1


，则称 与  是等价的无穷小，记作 ~  ，表示 与 

趋向零的速度几乎相等. 

例如： 

(1)由
2

20

1lim
33x

x
x

 得，当 0x  时， 2x 与 23x 是同阶的无穷小； 

(2)由
3 4

2
20 0

2 5lim lim(2 5 ) 0
x x

x x x x
x 


   得，当 0x  时， 3 4 22 5 ( )x x x  . 

实训 2.1 

1. ( )f x 在点 0x 处有定义是
0

lim ( )
x x

f x


存在的         条件. 

2. 
0

lim ( ) 0
x x

f x


 是当 0x x 时， ( )f x 为无穷小的         条件. 

3. 当 1x  时，下列函数是否为无穷小量？ 

(1) ( ) 1 cos(1 )f x x   ；  (2) ( ) ln(2 )f x x  ；      (3) 1( )
1

f x
x




. 

4. 当 0x  时，下列函数是否为无穷大量？ 
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(1) ( ) exf x  ；   (2) 2
1

( ) e xf x


 ；   (3) 1( )
ln(1 )

f x
x




. 

5. 利用无穷小量的性质，计算下列极限： 

(1) 2 coslim
x

x
x


；   (2)

0

1lim cos
x

x
x
；   (3) 2

1lim ( 2 )x

x x
 . 

6. 设
2

2 2, 0
( ) 2 , 0 1

2 3, 1

x x
f x x x

x x x

 
 
   

≤ ≤ ，求
0

lim ( )
x

f x


和
1

lim ( )
x

f x


. 

2.2 极限的运算法则 

定理 2.5 如果在自变量的同一变化过程中， ( )f x 和 ( )g x 的极限都存在，且 

lim ( )f x A ， lim ( )g x B  

则 
(1) lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )f x g x f x g x A B     ； 

(2) lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )f x g x f x g x A B     ； 

(3)若 0B  ，则
( ) lim ( )lim
( ) lim ( )

f x f x A
g x g x B

  . 

这里的极限符号没有标示自变量的趋势，说明此定理对于各种定义的极限都成立，

以后不再赘述. 

我们只证如果
0 0

lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x A g x B
 

  ，则 

0 0 0

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x A B
  

      

其余的证明类同. 

证：由
0 0

lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x A g x B
 

  及定理 2.3，在 0x 的某个邻域内 ( ) ,f x A    

( )g x B   ，其中
0 0

lim 0, lim 0
x x x x

 
 

  . 所以在 0x 的某个邻域内 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x A B A B             
而由无穷小的性质，

0

lim ( ) 0
x x

 


  . 所以由定理 2.3 得 

0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x A B


    

故命题成立. 

由定理 2.5 的(2)有以下推论. 
推论 (1) lim[ ( )] lim ( )cf x c f x  (c 是常数)； 

      (2) lim[ ( )] [lim ( )]n nf x f x (n 为正整数). 

【任务 2-4】 求下列极限： 
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(1) 2

1
lim( 2 3)
x

x x


  ；    (2)
2

0

2 3lim
5x

x x
x

 


. 

解：(1)原式 2

1 1 1
lim( ) lim(2 ) lim3
x x x

x x
  

   2

1 1
(lim ) 2lim 3

x x
x x

 
   21 2 1 3 2     ； 

(2)原式

2

0

0

lim( 2 3) 0 0 3 3
lim( 5) 0 5 5

x

x

x x

x




   
  

 
. 

由题解过程，根据定理 2.5，对于多项式和有理式函数 ( )f x ，如果 0( )f x 有意义，则 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


  

称上式求极限的方法为代入法. 但是，代入法是有条件的，根据本章后续的函数连续性 
得到以下结论：如果初等函数 ( )f x 在点 0x 处有定义，则

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 . 

【任务 2-5】 求下列极限： 

(1) 
2

22

2 3 4lim
2 1x

x x
x

 


；    (2)

1

π2 sin
2lim

3 cos( 1)x

x x

x x

   
 

 
. 

解：(1)原式
2

2

2 2 3 2 4 6 2
32 2 1

   
  

 
； 

(2)原式

π2 1 sin 32
3 1 cos0 2

 
 

 
. 

下面我们讨论以下类型的极限：“
0
A
”，“

0
0
”，“



”，“ ”. 注意，这些只

是极限类型的记号，而不是数学表达式，后述内容还有记号“1 ”，“ 0 ”，“ 00 ”，

“ 0 ”等，不再一一说明. 

【任务 2-6】 求
2

2

3 4lim
2x

x x
x

 


. 

分析：因为
2 3 4( )

2
x xf x

x
 




在 2x  处没有定义，所以不能使用代入法求此极限，

但 2
1 2
( ) 3 4

x
f x x x




 
是在 2x  处有定义的初等函数，所以 22

1 2 2lim 0
( ) 2 3 2 4x f x


 

  
. 

则此题可使用无穷小与无穷大的关系求解. 

解：∵ 2 22

2 2 2lim 0
3 4 2 3 2 4x

x
x x

 
 

    
 

  ∴
2

2

3 4lim
2x

x x
x

 
 


 

即，若 0A  ，则“
0
A ” . 此类型极限的计算方法为“考虑倒数”. 

【任务 2-7】 求
3 2

20

3 2lim
4x

x x x
x x

 


. 
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分析：把 0x  代入得，分子、分母都是零，即这是“
0
0
”型的极限，与

2

1

1lim
1x

x
x




的

类型相同. 参照图 2-1，
2

1 1

1lim lim( 1) 2
1x x

x x
x 


  


，即消去分子、分母的零因子 1x  后计

算. 

解：原式
2 2 2

0 0

( 3 2) 3 2 0 3 0 2lim lim 2
(4 1) 4 1 4 0 1x x

x x x x x
x x x 

      
   

   
. 

即，“
0
0
”型极限的计算方法是消去分子分母的零因子后再计算. 

【任务 2-8】 求下列极限： 

(1) 
2

23

2 3lim
5 6x

x x
x x

 
 

；    (2)
0

1 1lim
x

x
x

 
. 

解：(1)原式
3 3

( 3)( 1) 1 3 1lim lim 4
( 3)( 2) 2 3 2x x

x x x
x x x 

   
   

   
； 

(2)原式
0 0 0

( 1 1)( 1 1) 1 1lim lim lim
( 1 1) ( 1 1) 1 1 0 1 1x x x

x x x
x x x x x  

   
   

       
 

       
1
2

 . 

【任务 2-9】 求
2

2
3 6lim
5 2 1x

x x
x x

 
 

. 

分析：这是“



”型的极限，参照“
0
0
”型极限的思想，消去分子、分母的因

子后计算. 

解：原式

2
2

22 2

2 2
2 1 022

1 6 1 11 63 3 63 3 0 6 0lim lim lim2 12 1 5 2 0 01 155 5 2
x x x

x

x
x x xx x x

x
x xx x x x

  



                   
                     

 

3
5

 . 

即，x 时，“


”型极限的计算方法是：分子分母同除以 x的最高次幂，把

1 0
x
 代

入计算. 

【任务 2-10】 求下列极限： 

(1) 
2

3
5 2 coslim

1x

x x x
x

 


；   (2)
3

2
2 4lim
5 3x

x x
x x

 
 

. 

解：(1)原式
2 3

3

5 2 1 cos 0lim 01 11
x

x
x x x

x


 
  


； 
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(2)因为
2 2 3

3

2 3

1 5 3
5 3 0lim lim 02 4 12 4 1

x x

x x x x x
x x

x x
 

  
  

   
，  

所以
3

2
2 4lim
5 3x

x x
x x

 
 

 
. 

【任务 2-11】 求下列极限： 

(1) 31

1 3lim
1 1x x x

    
；    (2) 2lim ( 3 )

x
x x x


  . 

解：(1)原式
2

2 2 21 1 1

2 ( 1)( 2) ( 2)lim lim lim 1
(1 )(1 ) (1 )(1 ) 1x x x

x x x x x
x x x x x x x x  

     
    

       
； 

(2)原式
2 2

2 2

3 3 3 3lim lim lim
233 3 1 1

x x x

x x x x
x x x x x x

x
  

 
   

     
. 

由于“
0
0
”，“




”，“ ”等类型极限的结果可能存在，也可能不存在，所以

把它们称为未定式，此外还有“1 ”，“ 0 ”，“ 0 ”，“ 00 ”等类型的未定式，后

面再介绍它们的求解方法. 

实训 2.2 

求下列极限： 

(1)
2

1

3 1lim
2 1x

x x
x

 


；  (2)
2

2

5lim
2x

x
x




；   (3)
3 2

20

2 4lim
3x

x x x
x x

 


； 

(4)
3 2

22

3 2lim
6x

x x x
x x

 
 

； (5)
3

3
3 2lim

2 1x

x x
x

 


；  (6)
2

3
4 2lim

3 1x

x x
x x

 
 

；  

(7)
4

2
5 1lim

4x

x x
x

 


；  (8)
0

lim
1 1x

x
x x   

； (9) 21

1 2lim
1 1x x x

    
. 

2.3 两个重要极限 

为方便讨论两个重要极限，我们先学习极限存在的两个准则. 

准则 1 在自变量的某个变化过程中，如果总有 ( ) ( ) ( )g x f x h x≤ ≤ ，且 lim ( )g x   

lim ( )h x A ，则 lim ( )f x A . 

准则 2 如果数列{ }nx 单调有界，则 lim nn
x


一定存在. 
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2.3.1 第一个重要极限  
0

sinlim 1
x

x
x

  

证 先证
0

sinlim 1
x

x
x

 . 由 0x  ，不妨设
π0
2

x  ，如

图 2-2 所示，对于半径为 1 的圆，△OBC 的面积小于扇形OBC

的面积，而扇形OBC 的面积又小于△OAC 的面积，即 

1 1 1sin tan
2 2 2

x x x   

所以，当
π0
2

x  时， 0 sin tanx x x    

即          
11

sin cos
x

x x
   

对上式取倒数有 

sincos 1xx
x

   

而
0 0

lim cos 1 , lim 1 1
x x

x
  

  ，故由准则 1 可得 
0

sinlim 1
x

x
x

 . 

下证
0

sinlim 1
x

x
x

 . 由 0x  ，有 0x  ，令 t x  ，则 

0 0 0 0

sin sin( ) sin sinlim lim lim lim 1
x t t t

x t t t
x t t t      

 
   

 
 

根据定理 2.2 得，
0

sinlim 1
x

x
x

 成立. 

【任务 2-12】 求
0

tanlim
x

x
x

. 

解：原式
0 0 0 0

sin 1 sin 1 sin 1 1lim lim lim lim 1 1
cos cos cos cos0x x x x

x x x
x x x x x x   

         . 

【任务 2-13】 求

1sin( arctan )
lim 1 arctan
x

x
x

x
x


. 

解：令
1( ) arctan y x x
x

 ，则当 x 时， ( ) 0 y x ，故，原式
0

sinlim 1
y

y
y

  . 

从解题过程，第一个重要极限
0

sinlim 1
x

x
x

 表明： 

(1)这是一个“
0
0
”型极限； 

(2)不管 x 怎么变化，只要对象 ( ) 0x ，则
sin ( ) 1

( )


x
x



，即

( ) 0

sin ( )lim 1
( )


x

x
x




； 

图 2-2 
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(3)由商的极限运算法则，有
( ) 0

( )lim 1
sin ( )


x

x
x




. 

综上所述，第一个重要极限可理解为：当角变量趋于零时，则角变量与其正弦或正

切是等价无穷小. 

【任务 2-14】 求下列极限： 

(1)
0

tan 3lim
sin 5x

x
x
；  (2)

0

tan 3lim
tan 2 sin 6x

x
x x 

；  (3) 2 2π

sin 2lim
4 4π x

x
x

； 

(4) 20

1 coslim
x

x
x


；  (5) 30

1sin sin 2
2lim

x

x x

x


；  (6)

0

arcsinlim
x

x
x

. 

解：(1)原式
0 0

tan 3 1 tan 3 5 3 3 3lim lim 1 1
1 sin 5 3 sin 5 5 5 5x x

x x x
x x x 

         ； 

(2)原式
0 0

tan 3 tan 3 3 1 3 33lim limtan 2 sin 6 tan 2 sin 6 1 2 1 6 42 6
2 6

x x

x x
x x

x x x x
x x x x

 

 
    

     
； 

(3)原式
π π

sin(2 2π) sin(2 2π) 1 1lim lim
(2 2π)(2 2π) 2 2π 2 2π 4π 

 
   

   x x

x x
x x x x

； 

(4)原式

2
2 2 2

2 20 0 0

2sin sin sin 1 1 12 2 2lim 2lim 2lim 2 1
2 2 2

2
x x x

x x x

xx x  

 
             

  
 

； 

(5)原式 2 20 0 0

sin (1 cos ) sin 1 cos 1 1lim lim lim 1
2 2x x x

x x x x
xx x x  

  
     


； 

(6)令 arcsiny x ，则 sin sin(arcsin )x y x  ，且 0x  时， arcsin 0x  ， 

故原式
0

arcsinlim 1
sin(arcsin )x

x
x

  . 

另外，还可以使用等价无穷小的替换方法求解“
0
0
”型的极限. 

定理 2.6 设在自变量的某个变化过程中， ~ , ~    ，且 lim



存在，则

lim lim 
 





. 

例如，因为 0x  时， 21ln(1 ) ~ ,1 cos ~
2

x x x x  ，所以
0 0 2

2 ln(1 ) 2lim lim 411 cos
2

x x

x x x x
x x

 

 
 


. 

但是，初学者获得等价无穷小不容易，而且和、差形式的无穷小替换是有条件的，

所以我们不建议使用此方法计算极限，如要使用，必须谨慎考察条件. 
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2.3.2 第二个重要极限 
1

0
lim(1 ) ex
x

x


   

如图 2-3 所示，当 x 从 0x  两侧无限接近零时，函数
1

(1 ) xy x  无限接近常数 e，这个 e 是无理数 2.71828…，即 
1

0
lim(1 ) ex
x

x


   

令
1( ) y x
x

 ，则当 x 时， ( ) 0 y x ，有 

1

0

1lim 1 lim(1 ) e
x

y

x y
y

x 

     
 

 

即，第二个重要极限也可记为 
1lim 1 e

x

x x

   
 

，或
1lim 1 e

n

n n

   
 

. 

由第二个重要极限的三种表达式及从

1

0
lim(1 ) ex

x
x


  转化为

1lim 1 e
x

x x

   
 

的过程，

可知 

(1)第二个重要极限是“1 ”型，也记“ (1 0) ”型； 

(2)在第二个重要极限的三种表达式中，无穷小与无穷大的表达式恰好成倒数关系； 

(3)不管 x 怎么变化，只要对象 ( ) 0x ，则 
1
( )1 ( ) e xx  ，即  

1
( )

( ) 0
lim 1 ( ) e.


 

x

x
x 


  

从而，第二个重要极限可理解为：1 加无穷小的无穷大次方，当式子中的无穷大与

无穷小恰好为倒数关系，则其极限等于 e. 

【任务 2-15】 求下列极限： 

(1)
2

0
lim(1 2 ) x
x

x


 ；   (2)
23lim 1

x

x x

  
 

；   (3)  
5 3

0
lim 1 x

x
x




 ； 

(4)
3 41lim 1

5

x

x x





  
 

；  (5)   cot 2lim 1 tan x

x
x 


 ； (6)

2 53 1lim
3 2

x

x

x
x





 
  

. 

解：(1)原式
1 4( 4) 1 42

2
0 0

lim(1 2 ) lim e(1 2 )
x

x
x x

x x
   

 
      

； 

(2)原式

6
( 6)

3 3 63 3lim 1 lim 1 e
x x

x xx x


   



 

 
               

 

； 

(3)原式      
5 5

33

0 0 0
lim 1 (1 ) lim 1 lim 1x x

x x x
x x x x

  
         

       
1

35 5 3 5

0 0
lim[ 1 ] lim 1 e 1 ex

x x
x x

 
       ； 

图 2-3 
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(4)原式

335 4 5 4 3 355 45 51 1 1 1lim 1 1 lim 1 lim 1 e 1 e
5 5 5 5

x x

x x xx x x x

  


  

                          
         

； 

(5)原式      
1

cot 2 2 2tan
π π π

lim 1 tan 1 tan lim(1 tan ) lim 1 tan e 1 ex x
x x x

x x x x
  

           ； 

(6)原式

2
3 32 5 5

2
23

5 3
4 4

3 3 3
2

11 1 111 1 13 e3 3 3lim lim lim 1 e2 2 21 1 1 e23 3 31
3

x
x

x x x
x

xx x x

x x x
x



  

                              
             

          
 

. 

【案例 2-2】 设某人一次性付款 20 万元购买某汽车，该车最多使用 15 年就报废，

报废补贴为 1300 元. 在只考虑折旧而忽略使用价值的前提下，求(1)该车的年折旧率；

(2)该车使用 5 年后的最低售价；(3)设该车已经使用 10 年，现在需要大修，修车费为 2

万元，你认为该车是否还值得维修？ 

解：(1)记该车购买m 年后的残值(剩余价值)为 ( 0 ,1 , 2 , ,15)mA m   ，即 0 200000A 

元， 15 1300A  . 设该车的年折旧率为 r，则 

如果按年折旧的话，有 1 0 (1 )A A r  ， 2
2 0 (1 )A A r  ，…， 0 (1 )m

mA A r  ，…； 

如果按月折旧的话，有
12

1 0 1
12
rA A    

 
，

2 12

2 0 1
12
rA A


   
 

，…， mA 
12

0 1
12

mrA   
 

， 

…； 

按月折旧，就是说折旧周期为
1

12
年. 而时间是连续的，即折旧是时刻发生的，所

以折旧周期
1
n
年是一个无穷小量. 就是说，连续折旧的话，有 0lim 1

nm

m n

rA A
n

    
 

 

0 0lim 1 e

m rn
r mr

n

rA A
n

 






 
      
 

. 

由 0 200000A  元， 15 1300A  ，得 151300 200000e r ，解得 r  0.3357. 故该车的年

折旧率约为 33.57%. 
(2)由(1)， 5 0.3357

5 200000e 37330A    (元)，故该车使用 5 年后的最低售价约为

37330 元； 
(3)因为 10 0.3357

10 200000e 6966A    (元)，即使用 10 年后，该车的残值约只有 6966

元，而修理费却高达 2 万元，远高于 10 年车的残值. 所以，该车不宜再修. 

如果必须考虑使用价值，又该作何决定？这在后续章节中加以讨论，请继续学习. 
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实训 2.3 

1. 求下列极限： 

(1)
0

sin 3lim
sin 5x

x
x
；   (2)

0

tan 3 sinlim
x

x x
x


；  (3)

0

tan 2 sin 4lim
tanx

x x
x


； 

(4) 20

sin 2lim
3x

x x
x x




；  (5) 20

1 cos 2lim
x

x
x


；  (6)

0

tan 2lim
tan 5x

x x
x x




； 

(7) 2 2π

sin( π)lim
π


x

x
x

；  (8)
0

arcsinlim
2x

x
x

. 

2. 求下列极限： 

(1) 21lim(1 )4
x

x x
 ；  (2) 2lim(1 )x

x x
 ；   (3)

133lim(1 )
x

x x



 ； 

(4) 2lim( ) x

x

x
x






；   (5) 23lim( )2

x

x
x
x






 ；  (6)

1

0
lim(1 4 ) x

x
x


 ； 

(7)
3 2

0
lim(1 2 ) x

x
x




 ；  (8) 1 2csc

0
lim(1 sin ) x

x
x 


 . 

2.4 函数的连续性 

极限讨论的是函数值的变化趋势，而函数的连续性，研究的是函数值改变量的变化

趋势，是讨论微积分的前提. 自然界很多量是连续的，如时间、温度的变化，生物的生

长等. 下面首先引入增量的概念，然后引出函数连续性的定义. 

2.4.1 改变量或增量 

我们把变量 u 的终值 1u 与初值 0u 的差 1 0u u 称为变量 u 的改变量，也称增量，记

u ，即 

1 0u u u    

例如，如果温度从初值 0t 变化到终值 1t ，则温度的变量 t 的改变量为 1 0t t t   . 

设函数 ( )y f x 在点 0x 的某个邻域内有定义，当自变量 x 在该邻域内从 0x 变化到

0x x  时，函数 y 相应地从 0( )f x 变化到 0( )f x x  ，则称 0 0( ) ( )f x x f x   为函数 y 在

0x 处关于自变量增量 x 的增量，简称函数 y 的增量，记 y ，即 

0 0( ) ( )y f x x f x      

图 2-4 和图 2-5 所示的 y 为函数增量的几何解释. 
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图 2-4 

 
图 2-5 

2.4.2 函数在一点处的连续性 

如图 2-4 所示，如果曲线 ( )y f x 在点 0x 处连绵不断，则当 x 趋于零时，点 1M 无

限接近点 0M ，并最终与点 0M 重合，即 0y  . 而如果曲线 ( )y f x 在点 0x 处出现间

断(见图 2-5)，则当 x 趋于零时，点 1M 无法无限接近点 0M ，即 y 不趋于零. 于是我

们有定义： 
定义 2.6 设函数 ( )y f x 在点 0x 的某个邻域内有定义，在该邻域内给 0x 一个增量

x . 如果 
0 00 0

lim lim [ ( ) ( )] 0
x x

y f x x f x
   

       

则称函数 ( )f x 在点 0x 处连续. 

设 0x x x   ，则 0x x x   ，且当 0x  时， 0x x ， 

0 0
0 0 0 00

lim [ ( ) ( )] 0 lim[ ( ) ( )] 0 lim ( ) ( )
x x x x x

f x x f x f x f x f x f x
   

          

从而得到如下定义 2.6 的等价定义. 
定义 2.6＇ 设函数 ( )y f x 在点 0x 的某个邻域内有定义，如果 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


  

则称函数 ( )f x 在点 0x 处连续. 

延伸左、右极限的讨论，我们定义左、右连续. 

定义 2.7 如果函数 ( )f x 在点 0x 的左侧有定义，且
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ，则称函数 ( )f x

在点 0x 处左连续；如果函数 ( )f x 在点 0x 的右侧有定义，且
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ，则函数

( )f x 在点 0x 处右连续. 

由极限存在与左、右极限的关系，可得出如下定理. 

定理 2.7 函数 ( )f x 在点 0x 处既左连续又右连续是函数 ( )f x 在点 0x 处连续的充分

必要条件，即 

0 0 0
0 0lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( )

x x x x x x
f x f x f x f x f x

   
     

【案例 2-3】 (1)证明 cosy x 在区间 ( , )   内任一点处连续；(2)计算
π
4

lim cos
x

x


； 
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(3)设函数

3 2 0
( ) sin 0

x a x
f x x x

x


 



≤
，在点 0x  处的连续，求 a的值. 

解：(1)在区间 ( , )   内任取一点 0x ，并给予一个增量 x ，则 

0 0 0 0 0( ) ( ) cos( ) cos 2sin sin
2 2
x xy f x x f x x x x x              

 
 

所以 0 00 0 0 0

sin
2lim lim 2sin sin lim lim sin

2 2 2
2

x x x x

x
x x xy x x xx       


                    

 

                1 0 0     
故， cosy x 在 0x 处连续. 而由 0x 的选取得， cosy x 在区间 ( , )   内任一点处连

续. 

(2)因为
π ( , )
4
    ，由(1)， cosy x 在

π
4

x  处连续，所以 

π
4

π 2lim cos cos
4 2x

x


   

(3)由定理 2.7，要使 ( )f x 在点 0x  处的连续，必须
0

lim ( ) (0)
x

f x f


 ，而 

0 0

sin(0) 3 0 2 2 , lim ( ) lim 1
x x

xf a a f x
x  

       

所以， 2 1a  ，即
1
2

a  . 

由定义 2.6＇，若函数 ( )f x 在点 0x 处连续，则当 0x x 时 ( )f x 的极限存在；但其逆

不成立. 
下面把函数在点 0x 处的连续性推广到函数在区间的连续性. 

2.4.3 函数在区间的连续性 

定义 2.8 若函数 ( )f x 在区间 ( , )a b 内每一点处都连续，则称函数 ( )f x 在区间

( , )a b 内连续，区间 ( , )a b 称为函数的连续区间；若函数 ( )f x 在区间 ( , )a b 内连续，且

在点 a 处右连续，在点 b 处左连续，则称函数 ( )f x 在闭区间 [ , ]a b 上连续，此时区间

[ , ]a b 为 ( )f x 的连续区间. 

例如，函数 lny x 在区间 (0 , )  内连续，其连续区间为 (0 , )  . 

2.4.4 初等函数的连续性 

同【案例 2-3】(1)的证明，可证明如下定理. 

定理 2.8 基本初等函数在其定义域内连续. 



第 2 章 极限与连续 

 

39

由极限的运算法则，根据定理 2.8 得如下定理. 

定理 2.9 初等函数在其定义域内连续. 

定理 2.9 是代入法求极限的基础. 

【任务 2-16】 求下列极限： 

(1) ln(1 )

0

sec3lim 2
2 sin

x

x

x
x



 
； (2)

3

2

π5 2 sin
lim

cos( 2)x

x
x

x x

 

 
； (3)  

0

ln 1
lim
x

x
x


. 

解 (1)原式 ln(1 0) sec0 1 12 1
2 sin 0 2 2

   


； 

(2)原式

3
π5 2 2 sin 22

2 cos0 3

  
 


； 

(3)原式
1 1

0 0
limln(1 ) ln lim(1 ) lne 1x x
x x

x x
 

       

这里，
1 1

0 0
lim ln(1 ) ln lim(1 )x x
x x

x x
 

   ，是由定理 2.9， ( ) lnf u u 在 (0 , )  内连续，即若

0 (0, )u   ，则
0 0

0lim ln ln ln lim
u u u u

u u u
 

  . 令  
1

1 xu x  ，由第二个重要极限，得当 0x 

时，  
1

1 e (0 , )xu x     ). 

2.4.5 函数的间断点 

定义 2.9 设函数 ( )f x 在点 0x 的某个邻域内有定义，如果 ( )f x 在点 0x 处不连续，

则称点 0x 为函数 ( )f x 的不连续点或间断点，也称函数 ( )f x 在点 0x 处间断. 

间断点在函数讨论中有重要的意义，所以我们要掌握求函数间断点的方法. 

根据定义 2.9，函数 ( )f x 的间断点 0x 必须满足两个条件：(1)函数在点 0x 的两侧有

定义；(2)函数在点 0x 处不连续. 而由定义 2.6＇，函数在点 0x 处不连续，只须满足下列

条件之一： 
(1) ( )f x 在点 0x 处没有定义，即 0( )f x 没有意义； 

(2)
0

lim ( )
x x

f x


不存在； 

(3)
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 . 

【任务 2-17】 求下列函数的间断点： 

(1)

1

2
e ( 1)

2

x xy
x x




 
；    (2) 2( )

1
xf x

x



； 

(3)
1, 0

( ) 0 , 0
1, 0

x x
f x x

x x

 
 
  

；   (4)
sin , 0

1 , 0

x x
y x

x

  
 

. 
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分析：由定理 2.9，初等函数的连续区间就是它的定义域，因此初等函数的间断点

首先是使函数没有意义的点；如果分段函数在各分段区间内是初等函数，则其间断点只

能是区间的分段点. 
解：(1)令 2 2 0x x   ，得 1 2x   ， 2 1x  ， 

又令 0x  ，得 3 0x  ，即函数的定义域为 ( , 2)  ∪ ( 2 ,1) ∪ (1 , )  ，故所求的

间断点是 1 2x   ， 2 1x  ， 3 0x  ； 

(2)令 2 1 0x   ，得 1 1x   ， 2 1x  ， 

又因为函数表达式中有 x ，所以必须 0x≥ ，即函数的定义域为[0 ,1) ∪ (1 , )  ，

故所求的间断点是 1x  ； 

(3)因为当 ( , 0)x  时， ( ) 1f x x  是初等函数，所以 ( )f x 在区间 ( , 0) 内连

续；同理， ( )f x 在区间 (0 , )  内连续. 

而
0 0

lim ( ) lim ( 1) 1
x x

f x x
  

    ，
0 0

lim ( ) lim ( 1) 1
x x

f x x
  

   ，即
0

lim ( )
x

f x


不存在，故所求

的间断点为 0x  ； 

(4)因为当 ( , 0)x  ∪ (0 , )  时，
sin( ) xf x

x
 是初等函数，所以 ( )f x 在区间

( , 0) 和 (0 , )  内连续. 

又 
0 0

sinlim ( ) lim 1 (0)
x x

xf x f
x 

   ，即 ( )f x 在点 0x  处连续，故此函数没有间断点. 

2.4.6 间断点的分类 

通常，我们把间断点分为两类：左、右极限都存在的间断点称为第一类间断点；左、

右极限至少一个不存在的间断点称为第二类间断点. 

对于第一类间断点 0x ，如果
0

lim ( )
x x

f x


存在，则称 0x 是函数 ( )f x 的可去间断点，如

0x  是函数
sin xy

x
 的可去间断点. 否则，则称 0x 是函数 ( )f x 的跳跃间断点. 如 0x 

是函数

1, 0
( ) 0 , 0

1, 0

x x
f x x

x x

 
 
  

的跳跃间断点. 

可去间断点的名称很形象，这样的间断点可以通过重新定义间断点处的函数值，使间

断点变成连续点，如 0x  是函数
sin xy

x
 的可去间断点，把函数定义为

sin , 0

1 , 0

x x
y x

x

  
 

，

则点 0x  变成了连续点. 

特别地，第二类间断点中有一种间断点 0x ，满足
0

lim ( )
x x

f x


 ，则称 0x 是函数 ( )f x



第 2 章 极限与连续 

 

41

的无穷间断点，如 2x   是

1

2
e ( 1)

2

x xy
x x




 
的无穷间断点. 

2.4.7 闭区间上连续函数的性质 

(1)闭区间[a,b]上连续的函数，在区间[a,b]上存在最大值和最小值； 

(2)闭区间[a,b]上连续的函数，在区间[a,b]上可取得介于它的最大值与最小值之

间的任何中间值； 

(3)闭区间上[a,b]连续的函数 ( )f x ，如果 ( ) ( ) 0f a f b  ，则在区间(a,b)内至少有

一个点 c，使 ( ) 0f c  . 

实训 2.4 

1. 设函数
cos 1, 0

( )
sin 1, 0

x x
f x

x x


   

≤
，考察函数在点 0x  处的连续性. 

2. 设函数 2
2 , 2

( ) 4
0 , 2

x x
f x x

x

  
 

，考察函数在点 2x  处的连续性. 

3. 求下列函数的间断点： 

(1) 2
2( )

6
xf x

x x



 

；  (2) 2
2 1( )

1
xf x

x
 




；  (3)
2

2
1( )

3 2
xf x

x x



 

； 

(4) 1( ) cosf x x
x

 ；  (5) ( )
sin

xf x
x

 ；   (6)
1 sin

( ) 3
x

xf x  . 

4. 根据函数的连续性，求下列极限： 

(1)
π
2

sin 3lim π
2

x

x

x




；   (2)

1
3

0

lg(1000 )lim
3 tanxx

x
x

 
  

； (3)
1
3

1lim[ ln(1 )]
x

x
x

 . 

5. 求函数 2( ) ln(9 )f x x  的连续区间. 

总实训 2 

1. 在下列各题中，哪些是无穷小量？哪些是无穷大量？ 

(1) 2
12 ,

4
xx

x





；  (2) 0 , 3 1xx   ；  (3) sin0 ,
1 sec

xx
x




； 

(4) 0 , lgx x ；  (5) , 5xx  ；  (6) , e xx   . 

 



高职数学 

 

42 

2. 求下列极限： 

(1)
2

21

3 2lim
1x

x x
x

 


；  (2)
2

24

6 8lim
5 4x

x x
x x

 
 

；  (3)
2

4 22

2lim
1x

x
x x


 

； 

(4)
3

21
lim

2 1x

x x
x x


 

；  (5)
3

5
5 2lim

3 1x

x x
x x

 
 

；  (6)
20 30

50
(2 1) (3 2)lim

(5 1)x

x x
x

 


； 

(7)
2

20

3lim
1 1x

x
x  

；  (8) 2 2lim ( 1)
x

x x x


   . 

3. 求下列极限： 

(1) 3lim
2sinx

x
x x 

；  (2)
0

lim cot
x

x x


；   (3)
0

lim
1 cosx

x
x 
； 

(4)
0

arctanlim
x

x
x

；   (5)
0

1 1lim
sinx

x
x

 
；  (6)

0

sin 5lim
sin 2x

x x
x x




； 

(7) 1lim sin
4x

x
x
；   (8)

0

1 coslim
sinx

x
x x


；   (9) 2 33lim(1 ) x

x x



 ； 

(10) lim( )
2

x

x

x
x 

；   (11) 1lim( )
1

x

x

x
x




；   (12) 3lim( ) cos
1

x

x

x
x x 

； 

(13)
0

lim 1 4
x

x
x


 ；   (14) cot

0
lim(1 3tan ) x

x
x


 . 

4. 设
sin , 0

( )
2 , 0

kx x
f x x

x

  
 

，在 0x  处连续，则 k 取何值. 

5. 设
ln(1 2 ) , 0

( )
, 0

x x
f x x

k x

  
 

，在 0x  处不连续，则 k 取何值. 

6. 设 ( )f x 为初等函数，且 (2) 1f  ，则
2

lim ( )
x

f x


        . 

7. 要使
32 7( )
4

x xf x
x


 在 0x  处连续，则补充定义 (0)f           . 

8. 函数
1

ln(3 2)
y

x



的连续区间是            . 

9. 函数
1( ) ( 2)
1

xf x x
x


 


的连续区间是            . 

10. 设

2

2

1, 0
( ) 1 2 , 0 1

2 1, 1 4

x x
f x x x

x x x

 
   
  

≤

≤ ≤
，求间断点和连续区间. 

附录 均匀货币流 

某人每年把总数 a 万元存入同一银行账户，设年利率为 3.6%，且今后 15 的年利率不

变，每次计算利息后都把利息计入本金，求下列情况下 15 年后该银行账户的本利之和. 
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(1)每满 1 年计算 1 次利息，并同时存入 1 年 a 万元的累加本金； 

(2)每月(满
1

12
年)计算 1 次利息，并同时存入 1 年 a 万元月平均值

1
12

a 万元作为累

加本金； 

(3)每满
1
n
年计算 1 次利息，并同时存入 1 年 a 万元的平均值

1
n

a 万元作为累加本金； 

(4)瞬间计算 1 次利息，并同时存入 1 年 a 万元的平均值作为累加本金. 

解：记年利率为 r ，T 年后的本利和为 TA ，则 0A a ， 0.036r  . 
(1)  1 1A a r a   ， 

   2
2 1(1 ) (1 ) (1 )A A r a a r a r a        ， 

   …， 

    
1

1
1

[1 (1 ) ]1 (1 ) (1 ) (1 )
T

T T
T T

a rA A r a a r a r a r a
r





 

           


 ， 

即 15 年后的本利之和是
15 1

15
[1 (1 0.036) ] 21.1385

0.036
aA a

 
 


(万元)； 

(2)由年利率为 r 知，每年计算 12 次利息，月利率为
12
r
，每次累加本金为

1
12

a 万

元，则 

1 月后的本利和为 1
12 12 12
a r a   
 

， 

2 月后的本利和为
2

1 1
12 12 12 12 12
a r a r a         
   

， 

…， 

所以  
12 11 12

1
0

1 1 1 1
12 12 12 12 12 12 12 12 12

i

i

a r a r a r a a rA


                       
       

 ， 

24 23 2 12

2
0

1 1 1 1
12 12 12 12 12 12 12 12 12

i

i

a r a r a r a a rA




                       
       

 ， 

…， 
12 1

12 112

0

1 1 1
12

1 1 1
12 12 12 121 1

12

T

i TT

T
i

r
a r a a rA

r r







                               
 

  

所以每月计算利息，则 15 年后的本利之和是
12 15 1

15
0.0361 1 19.9934

0.036 12
aA a

        
   

 

(万元)； 
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(3)由(2)知，每满
1
n
年计算 1 次利息，每年计算 n 次利息，每次利率为

r
n
，每次累

加本金为
1
n

a 万元，则 15 年后的本利之和是 

15 1 15 1

15
0.0361 1 1 1

0.036

n na r aA
r n n

                  
         

(万元)； 

(4)瞬间计算利息，就是(3)中的
1
n
无限小，以至于零，即 n ，这时， 

 
1

lim 1 1 lim 1 1 e 1

rTnnT
r rT

T n n

a r a r r a aA
r n r n n r r



 

                                

 

所以每个瞬间计算1次利息，则15年后的本利之和是 15 0.036(e 1) 19.8891
0.036

a a   (万元). 

称这种瞬间计息 1 次，每次累加本金相同，货币像均匀的流水一样流入银行的计存

方式称为均匀货币流. 这里，  e 1rT
T

aA
r

  称为均匀货币流期末价值，金融管理学中还

有  e 1 erT rT
T

aP A
r

    ，称为均匀货币流贴现价值. 
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第 3 章 导数与微分 

【案例 3-1】 设某商品从现在起的第 t 天出售可获利最大，且 t 与该商品质量的增长

速度 r(千克/天)及降价速度 p(元/天)有关系
4 40 2r pt

pr
 

 . 按估计，从现在起该商品

的质量每天会增长 2 千克，价格则每天减少 0.1 元. (1)按估计，求商品获利最大的出售

时机；(2)如果商品质量的变化速度 r 是准确的，即 2r  (千克/天)，请分析当 p 有误差

时对 t 的影响(t 对 p 的敏感度)；(3)如果商品售价的变化速度 p 是准确的，即 0.1p  (元

/天)，请分析 t 对 r 的敏感度. 

解：(1)把 2r  ， 0.1p  ，代入
4 40 2r pt

pr
 

 ，得 10t  ，即第 10 天出售该商品

获利最大； 

(2)当 2r  时，
3 20 3 20pt

p p


   ，0 0.15 p≤ . 记 t 对 p 的相对变化率为 ( )tE p ，

则 

2

20 0

d 3 3( ) lim lim
d 3 20 20 3t p p

t
p t p t ptE p p t p t p p pp

p
   


 

           
 

即 
3

20 3

t
t
p p
p




 

，
3

20 3
t p

t p p
 




 

取 0.1p  ， 1%p
p


 ，得 3%t
t


  . 这说明，当 0.1p  (元/天)时，若商品每天的

降价速度增加 1%，则获利最大的出售时间将约提前 3%. 

(3)当 0.1p  时，
40 60 6040rt

r r


   ， 1.5r ≥ . 记 t 对 r 的相对变化率为 ( )tE r ，

同(2) 
2

2
d 60 3( )
d 40 60 2 3t

r t rE r
t r r rr

   
 

 

即 
3

2 3

t
t
r r

r




 

，
3

2 3
t r

t r r
 



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取 2r  ， 1%r
r


 ，得 3%t
t


 . 这说明，当 2r  (千克/天)时，若商品质量每天的

增长速度增加 1%，则获利最大的出售时间将约推迟 3%. 

导数是微积分学的基本概念，它源于变量变化率的研究. 例如物体运动的速度、国

民经济发展的速度及劳动生产率等. 本章以讨论函数的变化率为任务目标，通过各种函

数的求导数和求微分运算任务，帮助我们理解导数与微分的概念，了解导数与微分的意

义，熟记导数的基本公式，熟练掌握导数和微分的运算，学会用导数和微分的方法解决

实际问题. 

3.1 导数的概念 

3.1.1 实际问题的引入 

例 3-1 直线运动的速度 
设物体运动的路程 s 是时间 t 的函数，记为 ( )s s t ，则在时刻 0t 到 t 的时间间隔

0t t t   内，物体的平均速度为 

0 0( ) ( )s t t s ts
t t

  


 
 

在匀速运动中，这个比值是常量，而在变速运动中，若要知道 0t 时刻的瞬时速度

0( )v t ，可令 t 不断接近 0t ，时间间隔 t 不断缩短，平均速度
s
t




就不断接近 0t 时刻的瞬

时速度. 然而，平均速度毕竟不是瞬时速度，只有当 0t  时，
s
t




的极限值存在，此

极限才是 0t 时刻的瞬时速度，即 

0 0
0 0 0

( ) ( )( ) lim lim
t t

s t t s tsv t
t t   

  
 

 
 

例 3-2 总成本的变化率 
设总成本 C 是产量 q 的函数，即 ( )C C q ，当产量由 0q 变到 0q q  时 ，总成本的

平均变化率为 
0 0( ) ( )C q q C qC

q q
  


 

 

同上例分析，当 0q  时，若
C
q




的极限值存在，此极限就是产量为 0q 时总成本

的变化率即边际成本，表示为 
0 0

0 0

( ) ( )lim lim
q q

C q q C qC
q q   

  


 
 

以上两个例子的实际背景不同，但归纳到数学问题，其本质是一致的，即都是当自
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变量的改变量趋于零时，函数的改变量与自变量的改变量之比的极限问题. 这就是函数

的导数. 

3.1.2 导数定义 

定义 3.1 设函数 ( )y f x 在点 0x 的某个邻域内有定义，当自变量在点 0x 处有增量

x 时，函数 ( )y f x 相应的改变量为 0 0( ) ( )y f x x f x     . 如果当 0x  时，极限 

0 0
0 0

( ) ( )lim lim
x x

f x x f xy
x x   

  


 
 

存在，则称此极限值为函数 ( )y f x 在点 0x 处的导数. 记作 

0( )f x  ， 
0x xy


  或

0

d
d x x

y
x 

 ， 
0

d
d x x

f
x 

. 

即 

 
0

0 0
0 0

( ) ( )| lim limx x x x

f x x f xyy
x x    

    
 

 (3-1) 

也称函数 ( )y f x 在点 0x 处可导. 如果极限
0

lim
x

y
x 




不存在，则称函数 ( )y f x 在点 0x 处

不可导. 

如例 3-1 和例 3-2 中直线运动的速度可表示为 0 0( ) ( )v t s t ，成本的变化率为 0( )C q . 

导数的定义式(3-1)也可以表示为以下的形式： 

 0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h

    (3-2) 

或 
0

0
0

0

( ) ( )( ) lim
x x

f x f xf x
x x

 


 (3-3) 

因为
y
x




是因变量 y 在自变量取 0x 到 0x x  时的平均变化率，所以导数 0( )f x 的本

质就是函数 y 在 0x x 处的变化率. 

若函数 ( )y f x 在区间 ( , )a b 内任意一点处都可导，则称函数 ( )y f x 在区间 ( , )a b

内可导. 
定义 3.2 设函数 ( )y f x 在区间 ( , )a b 内可导，则对于区间 ( , )a b 内每一个 x ,都有

一个导数值 ( )f x 与之对应，即 

0 0

( ) ( )lim lim
x x

y f x x f x
x x   

   


 
 

那么 ( )f x 也是 x 的函数，称为 ( )f x 的导函数，简称导数. 记作 

( )f x ， y  或 d
d

y
x
，

d
d

f
x

. 

由定义 3.2 可知，函数 ( )f x 在 0x 处的导数 0( )f x 就是导函数 ( )f x 在点 0x 处的函数
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值，即 

00( ) ( ) |x xf x f x    

3.1.3 按定义计算导数 

根据导数的定义，可依照以下三个步骤求 ( )f x ： 

(1)求增量 ( ) ( )y f x x f x     ； 

(2)算比值 ( ) ( )y f x x f x
x x

   


 
； 

(3)取极限 
0 0

( ) ( )( ) lim lim
x x

y f x x f xy f x
x x   

      
 

. 

【任务 3-1】 按定义，求下列基本初等函数的导数： 
(1) y C (C 为常数)；  (2) ny x ；  (3) cosy x ；  (4) logay x  

解 (1)给 x 以增量 x ，则 0y C C    ， 

0y
x





， 

0 0
lim lim 0 0
x x

yy
x   

   


； 

(2)给 x 以增量 x ，则 
( )n ny x x x     0 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( )n n n n n n n

n n n n nC x C x x C x x C x x C x x              
1 2 2 3 3( 1) ( 1)( 2)( ) ( ) ( )

2! 3!
n n n nn n n n nnx x x x x x x    

         ， 

1 2 3 2 1( 1) ( 1)( 2)( ) ( ) ( )
2! 3!

n n n ny n n n n nnx x x x x x
x

      
       


 ，  

1 1

0 0
lim lim ( )n n

x x

yy nx nx
x

 

   

   


， 

即 1( )n nx nx   ； 

一般地， 1( )x x    ( 为实数). 

(3)给 x 以增量 x ，则 cos( ) cos( ) 2sin sin
2 2
x xy x x x x           

 
， 

sin2 2sin sin sin
2 2 2

2

x
y x x xx x xx x


                    

， 

 
0 0

sin
2lim lim sin sin 0 1 sin

2
2

x x

x
y xy x x xxx   


                

. 

即  (cos ) sinx x   . 

同理，可得 (sin ) cosx x  . 
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(4)给 x 以增量 x ，则 log ( ) log log 1a a a
xy x x x

x
        

 
， 

 
1log (1 )

log 1
a x

a

x
y xx
x x x




        

， 

1

0 0
lim lim log 1

x

ax x

y xy
x x



   

        

1

0
log lim 1

x

a x

x
x



 

   
 

 

1

log e x
a

1 1log e
lnax x a

  . 

即 1 1(log ) log e
lna ax

x x a
   . 

特别地，
1(ln )x
x

  . 

后续可计算得， ( ) lnx xa a a  ， (e ) ex x  . 

【任务 3-2】 求下列函数的导数： 

(1) 8y x ，
1y
x

 ， y x ，
3 2

1y
x

 ； 

(2) 3logy x ， lgy x ； 

(3) 5xy  ， 2 3x xy   ，
2
3

x

xy  . 

解 (1)由 1( )x x    ，得 
8 7d ( ) 8

d
y x x
x

  ， 

1 2
2

d 1 1( ) ( 1)
d

y x x
x x x

          
 

， 

   
1

1 2
2

1 1
2 2

y xx x x
     ， 

 
5

2 3
33 32 5

1 2 2
3 3

y xxx x




         
 

； 

(2)由 1(log )
lna x

x a
  ，得 

3
d 1(log )
d ln 3

y x
x x

  ， 

d 1(lg )
d ln10

y x
x x

  ； 

(3)由 ( ) lnx xa a a  ，得 

(5 ) 5 ln 5x xy   ， 

(2 3 ) (6 ) 6 ln 6 2 3 (ln 2 ln 3)x x x x x xy         ， 
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2 2 2 2 2ln (ln 2 ln 3).
3 3 33 3

x xx x

x xy
                  

       
 

3.1.4 导数的几何意义 

设函数 ( )y f x 的图像如图 3-1 所示，在曲线

( )y f x 上任取两点 0M 和 M 作割线 0M M ，设割线

的倾角为，则割线 0M M 的斜率为 

0 0( ) ( )tan f x x f xy
x x


  

 
 

 

当点 M 沿曲线 ( )y f x 趋向于 0M 点时，割线

0M M 趋向于极限位置 0M T ，称 0M T 是曲线

( )y f x 在点 0M 处的切线. 设 0M T 的倾角为 ，当

0 0M M x  点 点 时， ，这时割线 0M M 切线 0M T ，    ，于是切线 0M T 的

斜率 k 为 

00
tan lim tan lim ( )

  

    
x

yk f x
x 

   

这说明导数的几何意义是：函数 ( )y f x 在点 0x 处的导数 0( )f x 就是曲线 ( )y f x

在点 0 0 0( , )M x y 处的切线 0M T 的斜率，即 

0( )k f x切线  

由导数的几何意义，如果函数 ( )f x 在点 0x 处可导，则曲线 ( )y f x 上点 0 0( , )x y 处

的切线方程为 

0 0 0( )( )y y f x x x    

如果 ( ) 0f x  ，则法线方程为 

0 0
0

1 ( )
( )

y y x x
f x

   


 

【任务 3-3】 求曲线 cosy x 上点
π 1,
3 2

 
 
 

处的切线方程. 

解：由于 (cos ) siny x x    ， 

故所求的切线斜率为 

3

3sin
3 2




    xk y  

所求的切线方程为 
1 3
2 2 3

     
 

y x  

整理得 

 
图 3-1 
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3 1 3 0
2 2 6

    x y  

由导数的定义，函数 ( )f x 在点 0x 处可导，就是极限
0

lim
x

y
x 




存在. 而
0

lim
x

y
x 




存在的

充分必要条件是
0

lim
x

y
x 




和
0

lim
x

y
x 




都存在且相等，
0

lim
x

y
x 




和
0

lim
x

y
x 




分别称为函数

( )f x 在点 0x 处的左导数和右导数. 即，函数 ( )f x 在点 0x 处可导的充分必要条件是函数

( )f x 在点 0x 处左、右导数存在且相等. 

我们发现，函数 ( )f x 在点 0x 处连续和可导的定义，都有同样的条件“函数 ( )f x 在

点 0x 的某个邻域内有定义”，那么两者间有何关系呢？ 

3.1.5 可导与连续的关系 

定理 3.1 如果函数 ( )y f x 在点 0x 处可导，则 ( )y f x 在点 0x 处连续. 

证 因为 ( )y f x 在点 0x 处可导，即
0

lim
x

y
x 




存在，则 

0 0
lim lim
x x

yy x
x   

       0 0
lim lim 0
x x

y x
x   


   


 

所以，函数 ( )y f x 在点 0x 处连续. 

注意：定理 3.1 的逆命题不成立，即由函数 ( )f x 在点 0x 处连续，不能得到函数 ( )f x

在点 0x 处可导. 

【任务 3-4】 讨论函数 | |y x 在点 0x  处的连续性与可导性. 
解：因为 (0 ) (0)y f x f     | 0 | | 0 | | |x x      ，所以

0 0
lim lim ( ) 0
x x

y x
   
    ，

且
0 0

lim lim 0
x x

y x
   
    ，即

0
lim 0
x

y
 

  . 

所以，函数 | |y x 在点 0x  处连续(见图 3-2). 

而  
0 0

lim lim 1
x x

y x
x x    

 
  

 
 

      
0 0

lim lim 1
x x

y x
x x    

 
 

 
 

即 

0 0
lim lim
x x

y y
x x    

 


 
 

所以
0

lim
x

y
x 




不存在，即函数 | |y x 在点 0x  处不可导. 

这种连续但不可导的点，在后续学习中有重要意义，其图形特征上有两种情况： 
(1)切线不存在，如曲线 | |y x 在点 (0 0)， 处没有切线(见图 3-2)； 

(2)切线垂直于 x 轴，如函数
3 2y x 在点 0x  处连续但不可导，而曲线

3 2y x 在

点 (0 0)， 处的切线 0x  垂直于 x 轴. 

 
图 3-2 
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实训 3.1 

1. 设 2( ) 5y f x x  . 

(1)按定义计算
d
d

y
x
；     (2)求 4|xy  . 

2. 求下列函数的导数： 

(1) 5y x ，
1y
x

 ， 4 3y x ；  (2) 7logy x ， 1
3

logy x ， lgy x ； 

(3) 2xy  ， ex xy a . 

3. 讨论下列函数在 0x  的连续性与可导性： 
(1) | |y x x ；            (2) 3( )f x x . 

4. 证明函数 ( ) | 1|f x x  在 1x  处不可导. 

5. 求下列曲线在指定点处的切线方程： 
(1) 2y x ，点(−2，4)；    (2) siny x ，点(0，0)； 

(3) lny x ，点(1，0). 

3.2 导数的基本公式与运算法则 

求导数是微积分学的基本运算，但当函数比较复杂时，按定义求导数将是困难的. 下

面将给出导数的四则运算法则、复合函数的求导公式、隐函数的求导法及对数求导法，

并给出基本初等函数的导数公式等. 这样，当我们熟练掌握上述公式和方法，并能剖析

函数的构成，将容易求出所有初等函数和部分超越函数的导数. 

3.2.1 导数的四则运算法则 

根据导数的定义、分配律和极限的运算法则，可得到 ( )u v u v     . 但由 

(2 3 ) 2 3 (ln 2 ln 3) (2 ln 2) (3 ln 3)x x x x x x       

易知， ( )uv u v    ，同理，
u u

vv
     

. 

定理 3.2 设函数 ( )u u x 和 ( )v v x 在点 x 处可导，则 

(1) ( )u v u v     ； 

(2) ( )uv u v u v      ； 

(3) 2
u u v uv

vv
    

 
. 
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推论 (1) 1 2 1 2( )n nu u u u u u           ； 

(2) ( )C u C u     (C 为常数)； 

(3) ( )uvw u vw uv w uvw      ； 

(4) 2
1 u

uu
    

 
. 

【任务 3-5】 求下列函数的导数： 

(1) 4
2

23 5 4cos lgexy x x
x

     ；   (2) 3 2(3 2 )( 4 1)y x x x    ； 

(3)
2 ln
sin

x xy
x


 . 

解： (1) 4 23( ) 2( ) (5 ) 4(cos ) (lge)xy x x x           
3 312 2 ( 2) 5 ln 5 4( sin ) 0xx x x         
3

3
412 5 ln 5 4sinxx x
x

    ； 

(2) 3 2 3 2(3 2 ) ( 4 1) (3 2 )( 4 1)y x x x x x x           
2 2 36 ( 4 1) (3 2 )(2 4)x x x x x        

4 3 210 32 6 6 12x x x x      ； 

(3)
22 2

2 2

1(2 )sin ( ln )cos( ln ) sin ( ln )(sin )
sin sin

x x x x xx x x x x x xy
x x

         

2 2

2
(2 1)sin ( ln )cos

sin
x x x x x x

x x
  

 . 

【任务 3-6】 求下列函数的导数： 
(1) tany x ；       (2) secy x . 

解：(1) 2
sin (sin ) cos sin (cos )
cos cos

x x x x xy
x x
        

 
 

2 2
2

2 2
cos sin 1 sec

cos cos
x x x

x x


    

即 
2(tan ) secx x   

同理， 2(cot ) cscx x   . 

(2) 2 2
1 (cos ) sin

cos cos cos
x xy

x x x
       

 
 

1 sin sec tan
cos cos

x x x
x x

    

即 
(sec ) sec tanx x x  . 
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同理， (csc ) csc cotx x x   . 

【任务 3-7】 求下列函数在指定点处的导数： 

(1) sin lny x x x  ，  x ；  (2) 5 ( )( 1)sin   y x x x x ，  x 和 1x  ； 

(3)
5

2
2 1( ) x xf x
x

 
 , 1x  . 

解： (1)因为 ( ) sin ln (sin ) ln sin (ln )y x x x x x x x x x        
11 sin ln cos ln sinx x x x x x x
x

        

sin ln cos ln sinx x x x x x      
所以 | sin ln cos ln sin 0 ( 1)ln 0 ln                    xy . 

(2)参考(1)，由积的导数运算法则，不计算 y，也可得 

| 0 xy  
5

1| 1 (1 )sin1 (1 )sin1      xy  

(3)因为
3

3 22( ) ( 2 )f x x x x
      

5
2 3 22

35

3 3 23 2 ( ) ( 2) 3
2

x x x x
xx

           

所以 2
35

3 2(1) 3 1 4
11

f       . 

3.2.2 复合函数的求导法则 

定理 3.3 设函数 ( )y f u 在点u 处可导，函数 ( )u x 在对应于u 的点 x 处可导，

则复合函数 [ ( )]y f x 在点 x 处可导，且 
d ( ) ( )
d

y f u x
x

   ，或
d d d
d d d

y y u
x u x
  ，或 x u xy y u    . 

定理说明，复合函数的导数等于因变量对中间变量的导数乘以中间变量对自变量的

导数. 
推论 设函数 { [ ( )]}y f x  由 ( ) , ( ) , ( )y f u u v v x    复合而成，且每个函数

对于其自变量可导，则 
d d d d
d d d d

y y u v
x u v x
   . 

推论说明，复合函数的导数运算公式好像链条一样，一环扣一环，所以又称之为链

式法则. 求导数时，先对复合函数进行分解，使要进行导数运算的函数是一个简单函数，

再求导数. 

【任务 3-8】 求下列函数的导数： 

(1) sin 5y x ；  (2) 3cosy x ；  (3)  43 5y x  ；  (4) 2

1
ex

y  . 
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解：(1)函数可分解为 siny u ， 5u x ，所以 

(sin ) (5 )u xy u x    cos 5 5cos5u x    

(2)函数可分解为 3y u ， cosu x ，所以 

 3 2 2( ) (cos ) 3 sin 3cos sinu xy u x u x x x         

(3)函数可分解为 4y u ， 3 5u x  ，所以 

 34 3( ) (3 5) 4 3 12 3 5u xy u x u x          

(4)函数可分解为 1y u ， evu  ， 2v x ，所以 
2 2

2 2

1 2 2 2

1

( ) (e ) ( ) e 2 (e ) e 2

2 (e ) 2 e

  

 

             

   

v v x x
u v x

x x

y u x u x x

x x
 

解法二 函数可分解为 e uy ， 2u x  ，所以 
22(e ) ( ) e ( 2 ) 2 eu u x

u xy x x x            

可见，分解复合函数对于求复合函数的导数非常关键. 分解得当，求解容易且简洁；

分解不得当，求解变得麻烦且烦琐. 

另外，对于由 ( ) , ( )y f u u x  复合而成的复合函数 [ ( )]y f x ，称 ( )y f u 为外

层函数， ( )u x 为内层函数. 这样，复合函数的导数就等于外层函数的导数乘以内层

函数的导数. 当我们熟练掌握复合函数的求导法则后，求导数时只将复合函数的外层函

数分解成基本初等函数并求导，把求导结果(不带中间变量)再乘以内层函数的导数，如

此从外到内，逐层分解，逐层求导，直到简单函数对自变量的导数. 从而省去中间变量，

而且只有这样，才能更好地综合应用导数的四则运算法则和复合函数的导数运算法则. 

【任务 3-9】 求下列函数的导数： 

(1) 24 3y x  ；  (2) ln coty x ；  (3) tan 52 xy  ；  (4) 3cos (1 2 )y x  . 

解：(1) 2

2

1 (4 3 )
2 4 3

y x
x

   
 2 2

1 3( 6 )
2 4 3 4 3

xx
x x

    
 

； 

(2) 1 (cot )
cot

y x
x

   2
2

1 sin 1 1 2( csc )
cot cos sin cos sin 2sin

xx
x x x x xx

          ； 

(3) tan 5 tan 5 2 tan 5 22 ln 2 (tan 5 ) 2 ln 2 sec 5 (5 ) 2 5ln 2 sec 5x x xy x x x x         ； 

(4) 2 23cos (1 2 ) [cos(1 2 )] 3cos (1 2 ) [ sin(1 2 )](1 2 )y x x x x x             
23cos (1 2 ) sin(1 2 )( 2)

3sin(2 4 )cos(1 2 )
     
  

x x
x x

 

【任务 3-10】 求下列函数的导数： 

(1) ( 1) 2 3y x x   ；   (2)
3

2 3
xy

x
    

；   

 (3) 2 2ln( )y x a x   . 

解：(1) ( 1) 2 3 ( 1)( 2 3)y x x x x         
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12 3 ( 1) (2 3)
2 2 3

x x x
x

     


 

12 3 2
2 2 3

xx
x


   


3 2
2 3
x
x





； 

(2)
2 2 2 2

2 2 2 2 2
( ) ( 3) ( 3)3 3

3 3 3 ( 3)
x x x x x x xy

x x x x
                          

 

2 2 2 2

2 2 2 2 4
3 2 3 ( 3)3

3 ( 3) ( 3)
x x x x x x

x x x
           

； 

(3) 2 2 2

2 2

1 1( ) [( ) ( ) ]y x a x x a x
x a x x a x

          
   

2
2 2

  

2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2( ) 1 1
2 2

xx a
x a x x a x a x x a

   
                  2 2

 

2 2

2 2 2 2 2

1 1x x a
x a x x a x a

 
   

   2
. 

【任务 3-11】 求下列函数的导数： 

(1) 1ln
1

xy
x





；          (2) y x (证明一般幂函数的导数公式). 

解：(1) 1 1[ln(1 ) ln(1 )] {[ln(1 )] [ln(1 )] }
2 2

y x x x x


           
 

 

2
1 1 1 1 1 1 1(1 ) (1 )
2 1 1 2 1 1 1

x x
x x x x x

                    
； 

(2) ln ln ln 11( ) (e ) (e ) e ( ln )x x xy x x x x
x

                   
 

. 

即，对于任意实数 ， 1( )x x    成立. 

3.2.3 反函数的求导法则 

定理 3.4 设某个区间内的单调可导函数 ( )x y ，满足 ( ) 0y  ，则其反函数

( )y f x 可导，且 
1( )
( )

f x
y

 


 

就是说，反函数的导数就是直接函数导数的倒数. 

【任务 3-12】 求下列函数的导数： 
(1) xy a ；           (2) arctany x . 

解：(1)因为 xy a 的反函数 logax y 在 (0, ) 上单调、可导，且
1(log ) 0
lna y

y a
   ，

所以由定理 3.4 得 
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1 1( ) ln ln1(log )
ln

x x

a

y a y a a a
y

y a

     


 

即 ( ) lnx xa a a  . 

(2)因为 arctany x 的反函数 tanx y 在
π π( , )
2 2

 上单调、可导，且 2(tan ) sec 0y y   ，

所以由定理 3.4 得 

2 2 2
1 1 1 1(arctan )

(tan ) sec 1 tan 1
y x

y y y x
     

  
 

可得反三角函数的导数公式： 

2

1(arcsin )
1

x
x

 


；         
2

1(arccos )
1

x
x

  


； 

2
1(arctan )

1
x

x
 


；          2

1(arccot )
1

x
x

  


. 

3.2.4 基本初等函数的导数公式和基本求导法则 

至此，我们已经导出了全部基本初等函数的导数公式，并得到导数的四则运算法则

以及复合函数的求导法则，为了便于查阅汇总如下. 

1. 基本初等函数的导数公式 

(1) ( ) 0C    （C 为常数）；     (2) 1( )x x      ( 为任意实数)； 

(3) ( ) lnx xa a a   (a>0 且 a≠1)；   (4) (e ) ex x  ； 

(5) 1(log )
lna x

x a
   (a>0 且 a≠1)；   (6) 1(ln )x

x
  ； 

(7) (sin ) cosx x  ；      (8) (cos ) sinx x   ； 

(9) 2
2

1(tan ) sec
cos

x x
x

   ；    (10) 2
2

1(cot ) csc
sin

x x
x

     ； 

(11) (sec ) sec tanx x x  ；     (12) (csc ) csc cotx x x   ； 

(13)
2

1(arcsin )
1

x
x

 


；     (14)
2

1(arccos )
1

x
x

  


； 

(15) 2
1(arctan )

1
x

x
 


；     (16) 2

1(arccot )
1

x
x

  


. 

2. 导数的四则运算法则 

设u 和 v 是关于 x 的可导函数，有 
(1) ( )u v u v     ；      (2) ( )uv u v uv    ； 

(3) ( )C u C u    (C 为常数)；    (4) 2
u u v uv
v v

     
 

. 
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3. 复合函数的求导法则 
设函数 ( )y f u 对u 可导，函数 ( )u x 对 x可导，则复合函数 [ ( )]y f x 对 x的导

数为 
d ( ) ( )
d

y f u x
x

    或 d d d
d d d

y y u
x u x
   或  x u xy y u    . 

实训 3.2 

1. 求下列函数的导数： 

(1) 12 4 3y x
x

   ； (2) 2 exy x ；    (3) 5(2 3)( 8)y x x   ； 

(4) e cosxy x x ；  (5) ln
sin

xy
x

 ；    (6) 3
3 1

1

x

y
x





； 

(7)
22 3 4x xy

x
 

 ；  (8) 1(1 )(1 )y x
x

   ；  (9) 1 1
1 1

y
x x

 
 

. 

2. 求下列函数的导数： 
(1) sin(7 2)y x  ；  (2) 2

3log (3 2 )y x  ；   (3) 2 2 5y x x   ； 

(4)
3 3 1ex xy   ；   (5) 3cos

2
xy  ；    (6) ln tan

2
xy  ； 

(7) 5(arctan )
5
xy  ；  (8)

1cos
3 xy  ；    (9) ln2x xy  ； 

(10) 2 1siny x
x

 ；   (11) 2 3(3 )(1 )y x x   ；  (12) 2(2 1) 1y x x   ； 

(13)
2

3 1
1
xy

x





；  (14) e cos3xy x ；   (15) 2sin cos 2y x x ； 

(16) 1ln
1

xy
x





；  (17) 21 arcsiny x x x   ；(18) 2 2ln( )y x x a   . 

3.3 三种特殊求导法 

3.3.1 隐函数的求导法 

引例 如图 3-3 所示，“炫”字的中心在圆 2 2 4x y  上运动，

使该字的底部与内圆相切. 如果该字中心在点 (1 , 3) 上，求该字

的转角 . 
分析 “炫”字转角 的正切值，就是圆 2 2 4x y  上点

(1 , 3) 的切线斜率. 记圆 2 2 4x y  对应的函数为 ( )y f x ，由图 3-3 
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导数的几何意义，得 tan (1)f  . 所以，问题的重点是求 ( )f x ， (1)f  . 如何求 ( )f x 呢？ 

定义 3.3 设方程 ( , ) 0F x y  至少有一个解，则 ( , ) 0F x y  就确定了变量 x与 y 的一

个函数关系，把由方程 ( , ) 0F x y  确定的函数称为隐函数，如 2 2 4x y  ， e 2
x
y xy ，

2sin( ) 3 e 0  yx y x 等. 把形如 ( )y f x 的函数称为显函数，如 24y x  ， 2 siny x x 等. 

就是说，引例的求解归结为如何求隐函数的导数问题. 由于方程 2 2 4x y  两边相

等，所以两边对 x 的导数也相等，这样问题就变成了 2y 如何对 x 求导？考虑到 2 2 4x y 

隐含函数 ( )y f x ，所以 2y 是一个以 y 为中间变量 x 为自变量的复合函数，由复合函数

的导数运算法则， 
2

2 d d( ) 2
d dx

y yy y y
y x

      

由此可得，引例的求解如下. 
解：方程 2 2 4x y  两边对 x 求导， 

2 2( ) ( ) (4) 2 2 0x x xx y x y y          

解关于 y为未知量的方程，得
xy
y

   . 

故 

1
3

1 3tan |
33x

y
y 



     ，
3arctan

3 6
  

     
 

  

因此，字中心在点 (1 , 3) 上时，字的转角
6


  . 

从而得到隐函数求导法： 

(1)方程两边对 x 求导； 

(2)求导数时，对于只以 y 为变量的函数，看作 y 为中间变量的复合函数求导，这

时 y 对 x 的导数为 y； 

(3)求解 y为未知量的方程，得到 y . 

【任务 3-13】 求由方程 e y xy 所确定的隐函数的导数
d
d

y
x

. 

解：方程两边同时对 x 求导， 
e y y y xy     

解出 y，得 
e y

yy
x

 


. 

【任务 3-14】 求下列隐函数在指定点处的导数： 

(1)设 cosy x y ，求
0

d
d x

y
x 

；    (2)设 ln 1xy y  ，求
1
1

d
d x

y

y
x 



. 

解：(1)方程两边对 x 求导， 
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( ) cos (cos )xy x y x y     

即 
cos siny y x y y      

解出 y，得  cos
1 sin

yy
x y

 


. 

因为当 0x  时，由原方程得 0y  ，所以
0
0

d 1
d x

y

y
x 



 ； 

(2)方程两边对 x 求导， 
1 0y xy y
y

      

即 
2

1
yy

xy
  


 

把 1x  ， 1y  代入上式得 1
1

d 1
d 2x

y

y
x 


  . 

3.3.2 对数求导法 

对于通过乘、除、乘方、开方构成的复杂函数，和幂指函数 vy u (u、v 都是 x 的

函数，且 u＞0)，通过两边取对数，利用对数的运算性质，化简后转化为隐函数，再按

隐函数求导法求导数. 这样的方法，可使导数运算简单可行，称此法为对数求导法. 

【任务 3-15】 求下列函数的导数： 

(1)
3

2
3 (0 1)

1 (3 )
x xy x

x x


  
 

；   (2) sin ( 0)xy x x  . 

解：(1)两边取自然对数，得 
3

2
3ln ln

1 (3 )
x xy

x x
 

    

13ln ln(1 ) [ln(3 ) 2ln(3 )]
2

x x x x        

两边对 x 求导， 
1 3 1 1 1

1 2(3 ) 3
y

y x x x x
    

  
 

从而 
3 1 1 1

1 2(3 ) 3
         

y y
x x x x

 

即 
3

2
3 3 1 1 1

1 (3 ) 1 6 2 3
            

x xy
x x x x x x
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(2)两边取自然对数， 
ln sin lny x x  

两边对 x 求导， 
1 (sin ) ln sin (ln )y x x x x
y

    
sincos ln xx x

x
   

所以 
sin(cos ln )xy y x x

x
   sin sin(cos ln )x xx x x

x
   

3.3.3 参数方程所确定的函数的导数 

对于本节引例中的曲线 2 2 4x y  ，当 1x  时， 3y   ，就是说 2 2 4x y  确定

的隐函数 ( )y f x 不是一个单值函数. 因此，当 1x  时，判定“炫”字的中心在圆的哪

个位置比较麻烦. 若该曲线表示为
2cos

0 2 )
2sin


 

x
y





（ ≤ ≤ ，则圆上的每一个点被变量

唯一确定，其切线的斜率
d
d

yk
x

 是 的单值函数. 由导数的定义有 

0 0

d
d 2cosdlim lim cotdd 2sin

d
x

y y
y yk x xx x 

  


 
   


       

 


 

这就得到参数方程的导数计算方法. 

设函数 ( )y f x 由方程
( )
( )

x t
y t





 

(a t b≤ ≤ ，t 为参数)确定，如果 ( )x t ， ( )y t

都可导，且 ( ) 0t  ，则 
d

d ( )d
dd ( )
d

y
y tt

xx t
t





 


 

【任务 3-16】 已知椭圆的参数方程为
cos
sin


 

x a t
y b t

，求
d
d

y
x

. 

解：
d ( sin ) cos cot
d ( cos ) sin

y b t b t b t
x a t a t a


    


 

实训 3.3 

1. 求下列方程确定的隐函数的导数
d
d

y
x
： 

(1) 2e 10 0xx y   ；  (2) lny x y  ；   (3) 0x y  ； 
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(4) e 1yx y  ；   (5) 3 3 23 0x y x y   ； (6) sin tan 0yx
x

   . 

2. 利用对数求导法求下列函数的导数： 

(1) 1
1

xy x
x





；   (2) 5

2(3 )
(2 1)
x xy

x
 




；  (3)
32

2
5

1 (3 )
x xy

x x



 

； 

(4) ln(sin ) xy x ；   (5) sin(cos ) xy x ；  (6) 2x

y x . 

3. 求下列参数方程所确定的函数的导数
d
d

y
x
： 

(1)
( sin )
(1 cos )

 
  

x a t t
y a t

；  (2) 3e
2e

 




t

t

x
y

；   (3)
(1 sin )
cos

 
 

x
y

 
 

. 

3.4 高阶导数 

本章开始的直线运动的速度引例，瞬时速度为 ( ) ( )v t s t ，若我们进一步研究速度

对时间的变化率，即加速度 ( ) ( ) [ ( )]a t v t s t    ，微积分学中称 ( )a t 是 ( )s t 的二阶导数. 

定义 3.4 设函数 ( )y f x 在点 x 处的导数 ( )f x 可导，则称 ( )f x 的导数为 ( )f x 的

二阶导数. 记 

( )f x 、 y、
2

2
d
d

y
x

 及 
2

2
d
d

f
x

. 

同理，称 ( )f x 的二阶导数的导数为  f x 的三阶导数. 记 

( )f x  、 y、
3

3
d
d

y
x

及
3

3
d
d

f
x

. 

一般地，称 ( )f x 的 1n  阶导数的导数为 ( )f x 的 n 阶导数. 而且当 4n≥ 时，n 阶导

数记 
( ) ( )nf x 、 ( )ny 、

d
d

n

n
y

x
及

d
d

n

n
f

x
. 

二阶及二阶以上的导数称为高阶导数，而 ( )f x 称为 ( )f x 的一阶导数. 

从定义 3.4 可知，求高阶导数只需进行一系列的求导运算. 通过 1 阶，2 阶，3 阶等

有限阶导数，应用归纳方法，可得出 n 阶导数的表达式. 

【任务 3-17】 求下列函数的指定导数： 
(1) siny x x ，求 y；    (2) 4( ) (6 )f x x  ，求 (2)f  ； 

(3) 3 25 6 3 7y x x x    ，求 y和 (4)y . 

解：(1) sin cosy x x x    

(sin cos ) cos cos sin 2cos siny x x x x x x x x x x         

(2) 3( ) 4(6 )f x x     
2( ) 12(6 )f x x    
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( ) 24(6 ) 24 144f x x x       

所以 (2) 96f    . 

(3) 215 12 3y x x     

30 12y x    

30y   
(4) 0y   

一般地，对于 n 次多项式函数 1
1 1 0

n n
n ny a x a x a x a

        ，则 
( ) !n

ny a n   
( 1) 0ny    

【任务 3-18】 求下列函数的 n 阶导数： 

(1) 2e xy  ；            (2) siny x . 

解：(1) 22e xy     

       2 22 e xy     

       3 22 e xy     

一般地，    ( ) 2 22 e 1 2 en nn x n xy        

(2) cos sin
2
     

 
y x x  

   2cos sin
2 2
           

   
y x x  

   2 3cos sin
2 2
           

   
y x x , 

一般地， ( ) sin
2
   

 
n ny x . 

实训 3.4 

1. 求下列函数的二阶导数： 
(1) 22 lny x x  ；  (2) cosy x x ；   (3) 3 2( 1)y x  ； 

(4)
2

exy  ；    (5) 2ln(1 )y x  ；       (6) 2(1 )arctany x x  . 

2. 求下列函数在给定点处的二阶导数： 

(1)   21f x x x  ，求 (0)f  ；  (2)   ln lnf x x ，求 2(e )f  . 

3. 设 ( 2) secny x x  ，求 ( )ny . 

4. 设 3 lny x x ，求  4y . 
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5. 求下列函数的 n 阶导数： 
(1) exy x ；   (2) sin 2y x ；   (3) ln(1 )y x  . 

3.5 函数的微分 

导数研究的是函数的变化率问题，而微分研究的是函数改变量的近似值问题，下面

引入微分的概念. 
先看一个具体问题. 设一个边长为 0x 的正方形，它的面积为 2

0A x ，当边长增加 x

时，则正方形面积的改变量 A 是 
2 2 2

0 0 0( ) 2 ( )A x x x x x x         ， 

上式中， A 由两项组成，第一项 02x x 是 x 的线性函数，

第二项 2( )x 表示以 x 为边长的小正方形的面积，如图 3-4
所示. 当 x 很小时， 2( )x 比 02x x 小得多. 以至当 x 足够

小时， 2( )x 可以忽略， A 可以近似地用第一项来代替，即 

02A x x    

这是函数微分的一个实例. 

3.5.1 微分的概念 

若函数 ( )y f x 在点 x 处可导，则
0

lim ( )
x

y f x
x 

 


，由极限存在与无穷小的关系，所以 

( )y f x
x

  


 

其中， 是当 0x  时的无穷小量，上式可换算为 
( )y f x x x        

这样，函数改变量 y 可以表示为两项之和：第一项 ( )f x x   是 x 的线性函数，而

第二项 x   是当 0x  时比 x 高阶的无穷小量. 当 x 很小时，称第一项 ( )f x x   是

函数改变量 y 的线性主部，也称为函数 ( )f x 的微分. 

定义 3.5 设函数 ( )y f x 在点 0x 处可导，称 0( )f x x   为函数 ( )f x 在点 0x 处关于

x 的微分，也称函数 ( )f x 在点 0x 处可微. 记作
0

d |x xy  或
0

d ( ) |x xf x  ，即 

0 0 0d | d ( ) | ( )x x x xy f x f x x       

若 ( )y f x 在区间(a,b)内任意一点处可微，则称函数 ( )f x 在区间(a,b)内可微，其

微分记作 d y 或 d ( )f x ，即 

d ( )y f x x    

特别地，当 y x 时，则 

 
图 3-4 
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d d ( )x y x x x       

因此，自变量的微分 d x 就等于它的改变量 x ，所以微分也可以写成 

d ( )dy f x x  

即有 d( )
d

yf x
x

   

由此可见，函数的导数等于函数的微分与自变量的微分的商，所以导数也称微商. 

因此，若函数可微，则也可导；反之，由可微的定义，可导则可微. 所以可导与可

微等价. 
【任务 3-19】 设正方形的边长 0 1x  ，求(1)边长增量为 0.01x  时面积的改变量 A

及其微分 d A；(2)写出 A 与 d A的关系. 

解：(1)正方形的面积 A与其边长 x 的关系为 2A x ， 
所以 2 2 2 2

0 0( ) 1.001 1 0.0201A x x x         
2

1 1

1

d ( )

      2
      2 0.01 0.02

x x

x

A A x x x

x x
 



      

  

  

 

(2)由(1)， dA A  . 

3.5.2 微分的几何意义 

如图 3-5 所示，设函数 ( )y f x 在点 0x 处可导，切

线 0M T 的倾斜角是 ，由导数的几何意义可知切线的

斜率为 

0tan ( )f x   

当自变量在 0x 处取得改变量 x 时，曲线上过点

0M 处的切线的纵坐标的改变量为 NP，在直角三角形

0NM P 中， 

0 0tan ( ) dNP M P f x x y        

可见，函数在 0x 处的微分在几何上表示：曲线上横坐标为 0x 的点处，当自变量有改

变量 x 时，曲线在该点处切线的纵坐标的增量. 因此，当 x 很小时，我们可以用切线

段来近似代替曲线段. 

3.5.3 微分的计算 

根据定义，求函数的微分可先求函数的导数，然后再乘 d x 即可，由此可得基本初

等函数的微分公式和基本微分运算法则. 计算导数或微分都称为微分运算或微分法. 

 
图 3-5 
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1. 基本初等函数的微分公式 
(1) d( ) 0C    (C 为常数)；   (2) 1d( ) da ax ax x  (a 为任意实数)； 

(3) d( ) ln dx xa a a x  (a>0 且 a≠1)； (4) d(e ) e dx x x  

(5) 1d(log ) d
lna x x

x a
  (a>0 且 a≠1)； (6) 1d(ln ) dx x

x
 ； 

(7) d(sin ) cos dx x x ；    (8) d(cos ) sin dx x x  ； 

(9) 2
2

1d(tan ) d sec d
cos

x x x x
x

  ；  (10) 2
2

1d(cot ) d csc d
sin

x x x x
x

    ； 

(11) d(sec ) sec tan dx x x x ；   (12) d(csc ) csc cot dx x x x  ； 

(13)
2

1d(arcsin ) d
1

x x
x




；   (14)
2

1d(arccos ) d
1

x x
x

 


； 

(15) 2
1d(arctan ) d

1
x x

x



；   (16) 2

1d(arccot ) d
1

x x
x

 


. 

2. 微分的四则运算法则 
(1) d( ) d du v u v   ；    (2) d( ) d duv v u u v  ； 

(3) d( ) dCu C u  (C 为常数)；   (4) 2
d dd u v u u v

v v
   

 
，( 0v  ). 

【任务 3-20】 求下列函数的微分： 

(1) 3 2e xy x ；         (2) 1arctany
x

 . 

解：(1)因为 2 2 3 2 2 23 e 2 e e (3 2 )x x xy x x x x     ， 

所以  2 2d d e (3 2 )dxy y x x x x   ；  

(2)因为 2 2

2

1 1 1
1 11

y
x x

x

         
， 

所以 2
dd d

1
xy y x
x

  


. 

3.5.4 微分形式的不变性 

如果 ( )y f u 是以 u 为自变量的可导函数，那么有 d ( )dy f u u ，若 ( )u x＝ 是以 x

为自变量的可导函数，则 d ( )du x x . 因此，对于以 u 为中间变量的复合函数

[ ( )]y f x ，则 

d d ( ) ( )d ( )dxy y x f u x x f u u       

也就是说，不管 u 是自变量还是中间变量，总有 d ( )dy f u u ，这就是微分形式的

不变性. 

【任务 3-21】 求下列函数的微分： 
(1) ln tan2 xy  ；                 (2) 2 2ln( )y x a x   . 
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解：(1) ln tan ln tan 1d 2 ln 2 d ln tan 2 ln 2 d tan
tan

x xy x x
x

      

ln tan 2 ln tancos 12 ln 2 sec d 2 ln 2 d
sin sin cos

x xx x x x
x x x

      

ln tan2 ln 2 2 d
sin 2

x x
x

 ； 

(2) 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1d d( ) (d d )y x a x x a x
x a x x a x

       
   

 

2 2

2 2 2 2

1 1 d( ) d
2

x a x
x a x x a

 
    

   
 

2 22 2

21 d d
2

x x x
x ax a x

    
  

 

2 2

2 2 2 2

1 dx x a x
x a x x a

 
 

  
 

2 2

d x
x a

 


. 

3.5.5 微分的应用 

以下讨论微分的简单应用，主要是微分在求解近似计算问题的应用. 

由微分定义可知，当 x 很小时，有 dy y  . 又由 0 0( ) ( )y f x x f x     ，可得到

以下两个近似计算公式： 

0( )y f x x    

0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x f x x      

前者用于计算函数改变量的近似值，后者用于计算函数值的近似值. 

【任务 3-22】 计算
5
1.03 的近似值. 

分析：
5
1.03 可看成

5
( )f x x 在 1.03x  处的函数值， 

解：设
5

( )f x x ，取 0 1x  ， 0.03x  ，代入近似值计算公式得 

      (1.03) (1) (1) 0.03f f f     
4

5 5

1

11 0.03
5

x

x




    

1 0.006   

1.006  

即    
5
1.03 1.006 . 

容易证明，当 | |x 很小时，有下列常用近似公式： 

(1) (1 ) 1x x    ；  (2) e 1x x  ；  (3) sin x x ； 
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(4) tan x x ；   (5) ln(1 )x x  . 

【任务 3-23】 一个直径为 10cm 的钢球，球壳的厚度为 0.1mm，试求球壳体积的近

似值. 

解：由球体的体积公式，半径为 r 的球体体积V 为 
34

3
 V r  

球壳的体积看作是 V ，则有 
3 2

5
5

4d ( ) 4
3 



       
r

r

V V r r r r  

由钢球的直径为 10cm，球壳的厚度为 0.1mm，知 5(cm)r  ， 0.01(cm)r  ，代入上式，

得球壳的体积 
4π 25 0.01   V 33.14(cm )  

实训 3.5 

1. 求函数 2y x x  在 3x  处，当 x 分别为 0.1，0.01 时的增量与微分. 

2. 求函数 3y x x  ，当 x 由 2 变到 1.99 时的微分. 

3. 求下列函数的微分： 

(1) 32 ln 5y x
x

   ；  (2) 21
xy
x




；   (3) 22 5y x  ； 

(4) cote xy  ；    (5) arcsiny x ；  (6) 2ln 1y x  ； 

(7) 2e sin
3

x xy  ；    (8) 2
cos 2xy

x
 . 

4. 利用微分求近似值： 

(1) 50.99 ；            (2) 0.02e ； 

(3) sin 29；           (4) ln1.01 . 

5. 一平面圆环的内半径为 10cm，环宽为 0.02cm，求圆环面积的准确值与近似值. 

3.6 边际与弹性 

在经济管理学中，函数的变化率称为边际，而相对变化率称为弹性，边际分析和弹

性分析是导数在经济分析中的两个重要应用. 

3.6.1 边际分析 

经济学中，把经济函数的变化率称为边际函数，也就是说，边际函数就是经济函数
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的导数. 边际概念是经济学中的一个重要概念，边际分析是利用一阶导数方法对经济中

两个变量的增量进行对比分析. 

1. 边际成本 
设某厂生产某产品的总成本为 ( )C C q ，其中 q为产量，当产量从 q增加到 q q 

时，总成本相应的增量 ( ) ( )C C q q C q     ，则 
( ) ( )C C q q C q

q q
   


 

 

C
q




表示产量从 q增加到 q q  这段生产过程中的平均成本，平均成本表示每增加

一个单位产量时总成本的增量，即在产量 q 和 q q  之间总成本的平均变化率. 当

0q  时，如果极限 

0 0

( ) ( )lim lim
q q

C C q q C q
q q   

   


 
 

存在，那么这个极限就称为产量为 q 单位时的边际成本. 

显然，边际成本就是成本函数对产量的导数. 因此，要求边际成本，只需对成本函

数求导数就可以了. 
【任务 3-24】 设生产某种产品的总成本为 ( ) 100 6 30C q q q   (元)，q为产量. 试

求：(1)边际成本；(2)当 100q  时的边际成本(并说明其经济意义). 

解：(1)边际成本
15( ) (100 6 30 ) 6C q q q

q
      ； 

(2) 15(100) 6 7.5
100

C    . 

经济意义是：当产量为 100 个单位时，再多生产一个单位则成本增加 7.5 元. 

【任务 3-25】 设某产品的总成本函数是： 21( ) 4 8500
10

C q q q   . 试求： 

(1)产量 100q  个单位时的总成本； 

(2)产量 100q  个单位时平均成本； 

(3)产量 100q  个单位增到 200q  个单位的平均成本； 

(4)产量 100q  个单位及 200q  个单位时的边际成本，并说明其经济意义. 

解：(1) 21(100) 100 4 100 8500 9900
10

C      ； 

(2)因为平均成本

21 4 8500( ) 10( )
q qC qAC q

q q

 
 

1 85004
10

q
q

   ， 

产量 100q  个单位的平均成本为 
1 8500(100) 100 4 99

10 100
AC       或  (100) 9900(100) 99

100 100
CAC     
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(3)因为成本的增量 (200) (100) 3400C C C    ，产量的增量 200 100 100q    . 

所以从 100q  增到 200q  时，平均成本为
3400 34
100

C
q


 


. 

(4)边际成本为 
21 1( ) 4 8500 4

10 5
C q q q q

       
 

 

产量 100q  个单位时的边际成本为 
1(100) 100 4 24
5

C      

产量 200q  个单位时的边际成本为 
1(200) 200 4 44
5

C      

上述数据说明，当产量 100q  个单位时，再多生产一个单位产品，则其成本就增加

约 24 个单位；在产量 200q  个单位时，若再多生产一个单位，则成本增加约 44 个单位. 

2. 边际收入 
类似于边际成本概念，可得到边际收入概念. 边际收入就是收入函数 ( )R R q 关于

销售量 q 的导数，记作 ( )R q . 它的经济意义是当销售量为 q 时，再增加销售一个单位产

品时收入的增量. 

【任务 3-26】 设某产品的收入函数为 2( ) 200 0.01R q q q  (元)，q 为销售量. 试求：

(1)边际收入函数；(2)当 8000q  ，10000，12000 时的边际收入. 

解：(1)边际收入 2( ) (200 0.01 ) 200 0.02R q q q q     ； 

(2) (8000) 200 0.02 8000 40R     , 

(10000) 200 0.02 10000 0R     , 

(12000) 200 0.02 12000 40R      . 

其经济意义分别是： 

当产量 q=8000 时，若再增加销售一个单位产品，则收入增加约 40 元； 

当产量 q=10000 时，若再增加销售一个单位产品，则收入不会增加； 

当产量 q=12000 时，若再增加销售一个单位产品，则收入减少 40 元. 

【任务 3-27】 设某产品价格 p 是销售量 q 的函数 90 3p q  ，求边际收入函数和当

q=10 时的边际收入. 

解：依题意，收入函数为 
2( ) (90 3 ) 90 3R q p q q q q q       

所以边际收入函数为 2( ) (90 3 ) 90 6R q q q q     . 

因此 q=10 时的边际收入为 (10) 90 6 10 30R     . 

即当销售量 q=10 时，若再多销售一个单位，则收入增加 30 个单位. 
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3. 边际利润 

一般来说，利润函数可以看成是总收入函数与总成本函数之差，记总利润函数为

( )L q ，收入函数为 ( )R q ，成本函数为 ( )C q ，则 ( ) ( ) ( )L q R q C q  . 

那么，边际利润 ( ) ( ) ( )L q R q C q    ，也就是说边际利润等于边际收入与边际成本

之差. 
【任务 3-28】 设某厂生产某种产品的总成本函数为 ( ) 5000 20C q q  ，其收入函数

为 2( ) 80 0.1R q q q  . 试求：(1)边际利润；(2)当产量 q=150，q=400 时的边际利润，并

说明其经济意义. 

解：(1)依题意，利润函数为 
2( ) ( ) ( ) 80 0.1 (5000 20 )L q R q C q q q q       

260 0.1 5000q q    

所以边际利润为 ( ) 60 0.2L q q   . 

(2) (150) 60 0.2 150 30L       

   (400) 60 0.2 400 20L       

其经济意义分别是：当销售量 q=150 个单位时，再多销售一个单位的产品，则利润

增加 30 个单位；当销售量 q=400 个单位时，再多销售一个单位的产品，其利润将减少

20 个单位. 

3.6.2 弹性分析 

例 3-3 甲、乙两企业进行技术改革后的月利润都提高了 10 万元，已知甲、乙企业

在技术改革前的月利润分别为 100 万元、50 万元，问哪个企业的技术改革好？ 

因为甲、乙两个企业进行技术改革后的月利润变化率都是 10 万元/月，所以从月利

润变化率无法比较两个企业改革成效的优劣. 不过参照两企业改革前的利润，发现甲企

业技术改革后月利润提高了 10%，而乙企业提高了 20%，所以乙企业的技术改革更好. 

说明有时只讨论变化率是不够的，还要进一步研究相对变化率—弹性. 弹性分析

在经济管理中用于函数的灵敏性分析. 

1. 函数的弹性 
设函数 ( )y f x 的自变量在 x处有增量 x ，相应的函数增量 ( ) ( )y f x x f x     ，

称
x

x


为自变量 x 的相对改变量，称
( ) ( )

( )
y f x x f x

y f x
   

 为函数的相对改变量. 

设函数 ( )y f x 在 x处有增量 x ，如果当 0x  时，极限 

0 0

( ) ( )lim lim
( )x x

y
f x x f xy

x f x
x

   


  



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存在，则称此极限为函数 ( )y f x 在点 x 的弹性，记作
Ey
Ex

. 即 

0

0 0

lim/ ( )lim lim ( )
/ / / / ( )

x

x x

y y
Ey y y f x xx x f x
Ex x x y x y x y x f x

 

   

 
        


 

我们知道， ( )y f x 叫边际变化或边际函数，而
y
x
则是 y 的平均函数，因此，弹性

公式也可以记为： 
( )
/

Ey f x
Ex y x


 

边际函数

平均函数
 

由极限存在与无穷小的关系，

y
Ey y Ey xy

x Ex y Ex x
x


 

   


. 即当 1%x
x


 时，

1%y Ey
y Ex


  ，表明弹性的意义是：当自变量变化 1%时，函数将约变化 1%Ey
Ex

 . 

2. 需求价格弹性 

如果 ( )Q Q p 是某商品的需求函数，其中 p 为价格，则 

( )
( )


EQ p Q p
Ep Q p

 

就是该商品的需求量对价格的相对变化率，称为需求量对价格的弹性，简称需求弹性，

记作 pE . 

由函数弹性的定义，可得
 

 p
Q pE

Q p
，即当 1%p

p


 时， 1%
 p

Q E
Q

，表明需

求价格弹性表示在价格为 p 时，若价格每变化 1%，需求量约变化 %pE . 这样，它就刻

画了价格变化时，需求量变化的灵敏度. 
【任务 3-29】 设某商品的需求函数为 2Q 5000e p . 试求：(1)需求弹性；(2)当
3 , 10p p  时的需求弹性. 

解：(1) pE ＝ 2 2
2 2( ) 5000(e ) 5000e ( 2) 2

( ) 5000e 5000e
 

 
       p p

p p
p p pQ p p

Q p
； 

(2) 3 2 3 6E      ， 10 2 10 20E      . 

即当价格 3p  时，若提价 1%，则销售量将约减少 6%；当价格 10p  时，若提价

1%，则销售量将约减少 20%. 
【任务 3-30】 设某商品的需求函数 0.023000e pQ . 求：(1)价格为 100 时的需求弹

性；(2)这时，如果希望降低 10%的销量，如何定价？ 

解：(1) 0.02 0.02
0.02 0.025000(e ) 5000e ( 0.02) 0.02

5000e 5000e
 

 
      p p

p p p
p pE p  

100 0.02 100 2    E  
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(2)由  
 p

Q pE
Q p

，得





p

Q
p Q
p E

，代入 10%Q
Q


  ， 100 2E   ，得 

10% 5%
2

p
p
 

 


 

即价格为 100 时，如果希望降低 10%的销量，应提价 5%，就是说应定价为 100×(1+5%)= 

105. 
3. 需求弹性分析 
商品的销售收入 R 是商品的售价 p 与销售量Q的乘积，即 R pQ ，由需求弹性 

d d E d
d dp p

p Q p QE pdQ Q p
Q p Q p

      

则 
d( ) d d d d      pR pQ Q p p Q Q p E Q p  

即 
1 ) d   pR E Q p（  

因此，销售活动中应有以下的策略： 
(1)当 | | 1pE 时，宜降价促销，增加收入； 

(2)当 | | 1pE 时，宜提价，增加收入； 

(3)当 | | 1pE 时，称为单位弹性，价格不宜变动. 

【案例 3-2】 某供电公司对某钢铁公司的每天用电意愿需求情况调查见表 1-4(见第 1
章总实训)，利用 Mathematica 进行拟合，得到价格与需求的关系为 4.08519p    

0.60515ln Q (Q 为钢铁公司每天的用电量，单位为万 kW·h；p 为电价，单位为元/kW·h). 

设供电公司每 kW·h 电能的可变成本是 0.15 元，给钢铁公司供电投入的固定成本为 80

万元/天. 求：(1)供电公司每天对钢铁公司供电的总成本函数及边际成本；(2)钢铁公司

每天的需求函数和需求弹性；(3)供电公司每天对钢铁公司供电的收入函数、利润函数、

边际收入和边际利润；(4)假设供电公司给钢铁公司的电价为 0.5 元/kW·h，请根据需

求弹性分析供电价格的变化对供电公司给钢铁公司供电每天的收入和利润的影响. 

解：设供电公司每天给钢铁公司的供电量为 Q，对应的总成本，收入和利润分别为

C，R，L. 

(1)供电公司每天对钢铁公司供电的总成本函数为 
0.15 80 C Q (万元) 

边际成本为 

0.15C  (元/kW·h) 
(2)求价格函数 4.08519 0.60515lnp Q  的反函数，得钢铁公司每天的需求函数为 

1.652854.66e pQ  (万 kW·h) 



高职数学 

 

74 

需求弹性为 
1.652

1.652 (854.66e ) 1.652
854.66e

p
p p

pE p


    (元/kW·h) 

(3)供电公司每天对钢铁公司供电的收入函数为 
4.08519 0.60515 lnR p Q Q Q Q    (万元) 

利润函数为 
( ) ( ) 3.93519 0.60515 ln 80L R Q C Q Q Q Q     (万元) 

边际收入为 
3.48 0.60515lnR Q   (元/kW·h) 

边际利润是 
3.33 0.60515lnL R C Q      (元/kW·h) 

(4)由 1.652pE p  ，得 0.5 0.826E   . 

又由 R p Q  ，得 
d( ) (1 ) 0.174pR p Q E Q p Q p          

由
Ed d d

d
p

p
p QE Q Q p
Q p p

   ，从而 

由 ( ) ( ) 0.15 80L R Q C Q pQ Q     ，得 

d( 0.15 80) (1 0.15 )p
p

E
L pQ Q E Q p

p
          

代入 0.5 0.826E   ， 0.5p  ，得 0.4218L Q p    . 

即当价格 0.5p  时，提价( 0p  )，可使收入和利润都增加. 

请思考一下，提价的最大值是多少？ 

实训 3.6 

1. 已知某种商品的成本函数为
1( ) 1

1
C q q

q
  


，收入函数为 R(q)=2q，这里 q 为

产量(也是销售量). 试求边际成本、边际收入和边际利润函数. 

2. 已知某产品的总成本函数为 C(q)=5000+20q，其需求函数为 q=800−10p. 求边际

利润函数，并计算 q=150 和 q＝400 时的边际利润. 

3. 设某商品的需求量 Q 与价格 p 的函数关系为 5e



p

Q k ，其中 k 是不为零的常数，

求需求弹性. 
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总实训 3 

1. 如果 ( )f x 在点 0x 处可导，求 

(1) 0 0
0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h

 
；  (2) 0 0

0

( ) ( )lim
h

f x ah f x bh
h

  
(其中 ,a b为常数). 

2. 函数
2 1, 1( )

3 1, 1
x xf x
x x

  
 

 ≥
，在点 x = 1 处是否可导？ 

3. 求曲线 (ln 1)y x x  在点 2ex  处的切线方程与法线方程. 

4. 求曲线 2 2y x x   平行于直线 3 0x y   的切线方程. 

5. 求下列函数的导数： 

(1) 2 5( 2 1)y x x   ；     (2) ln(1 2 )xy   ；  (3)
21

xy
x




； 

(4) 2sin (2 1) y x ；  (5) ln cos3 xy  ；          (6)
2

arcsin
2
xy    

 
； 

(7) ln(sec tan )y x x  ； (8) arctane xy  . 

6. 求由下列方程所确定的隐函数的导数
d
d

y
x

 ：  

(1) 2sin e 1xy xy   ；         (2) e ln sin 2xy y x x  ； 

(3) 2 2arctan lny x y
x
  ；         (4) e e 0y xx y  ，求

0
0

d
d x

y

y
x 



. 

7. 用对数求导法求下列函数的导数： 

(1)
3

2

2
( 1)

(1 )





x xy
x

；        (2) 3 2

1
2( 3)



 

xy
x x

； 

(3) (tan ) xy x ；          (4)
1 1
y xx y . 

8. 求下列由参数方程所确定的函数的导数
d
d

y
x
： 

(1)
1 ;

1 .

x a t

y b t

  


 
 ；            (2) e sin ;

e cos .

t

t

x t
y t

 



在

π
3

t  处的导数.   

9. 求下列函数的高阶导数： 

(1) e cos 2xy x ，求 y；    (2)
21

xy
x




，求 y； 

(3) 4 33 2 6y x x x   ，求 (4)y 和 (5)y ； (4)   11 ny x   （n 是正整数），求 ( )ny . 
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10. 求下列函数的微分： 

(1) 1 sin xy
x


 ；               (2) ln(1 ) 1y x x    ； 

(3) 1e arccotxy
x

 ；             (4) 2tan 2y x . 

11. 利用微分计算下列函数的近似值： 

(1)
3
8.02 ；                (2) arctan1.02； 

(3) 0.05e ；                 (4) ln 0.97 . 

12. 半径为 10cm 的金属球，加热后半径伸长了 0.05cm，求体积增加的近似值. 

13. 设某国的国民经济消费模型为 
1
210 0.4 0.01y x x    

其中，y 为总消费(单位：十亿元)；x 为可支配收入(单位：十亿元). 求当可支配收入为

100.05 时总消费的近似值. 

14. 设生产 q 个单位某产品的总成本函数为 21( ) 1100
1200

C q q  . 试求：(1)生产

900 个单位时的总成本和平均成本；(2)生产 900 个单位和 1000 个单位时的边际成本. 

15. 设某商品的需求函数为 31000e pQ  . 求：(1)需求弹性函数；(2)价格为 10 时

的需求弹性，并说明其经济含义. 
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第 4 章 导数的应用 

【案例 4-1】 参照第 3 章案例 3-2 我们得到某供电公司每天给某钢铁公司供电的总 

成本和收入分别是 0.15 80C Q  (万元)， 4.08519 0.60515 lnR Q Q Q  (万元). 这里 Q

是钢铁公司每天的用电量，单位为万 kW·h. 求：(1)供电公司每天给某钢铁公司供电

的最大收入和最大利润；(2)最大收入和最大利润对应的供电价格. 

解：(1)先求最大收入. 计算边际收入 
4.08519 0.60515ln 0.60515 3.48004 0.60515lnR Q Q       

令 0R  ，得驻点 314.4127Q  (万 kW·h).  

而 

314.4127
314.4127

0.60515| 0Q
Q

R
Q



    

故供电公司每天给某钢铁公司供电量 314.4127Q  万 kW·h 时，收入最大，最大收入为

190.2668 万元. 

再求最大利润. 设供电公司每天给某钢铁公司供电的利润为 L，则 
3.93519 0.60515 ln 50L R C Q Q Q      

3.93519 0.60515ln 0.60515 3.33004 0.60515lnL Q Q       

令 0L  ，得驻点 245.3864Q  (万 kW·h).  

而 

245.3864
245.3864

0.60515 0Q
Q

L
Q 

  ＝｜  

故供电公司每天给某钢铁公司供电量 245.3864Q  万 kW·h 时，利润最大，最大利润为

68.4956 万元.  
(2)由第 3 章案例 3-2，供电公司每天给钢铁公司供电的价格函数为 4.08519p    

0.60515ln Q ，把(1)得到的结果代入计算，得供电公司每天给钢铁公司供电获得最大收

入和最大利润时的价格分别为 
0.605p 最大收入 (元/kW·h)， 0.755p 最大利润 (元/kW·h). 

由(1)，当价格约为 0.605 元/kW·h 时，供电公司每天给钢铁公司供电的收入取得极

大值. 这时，如果再提价，收入就会减少. 因此，第 3 章案例 3-2 中当价格为 0.5 元/kW·h

时，从收入的角度考虑，提价的最大值为 0.605 0.5 0.105p    ，就是说最大的提价
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为 21%. 
同理，第 3 章案例 3-2 中当价格为 0.5 元/kW·h 时，从利润的角度考虑，提价的最

大值为 0.255p  ，就是说最大的提价为 51%. 

本章以求解优化模型为主要任务，通过三个微分中值定理作理论基础，讨论导数在

极限计算、函数特性研究等方面的应用，形成应用导数求解优化模型的方法. 我们首先

介绍微分中值定理. 

4.1 微分中值定理 

4.1.1 罗尔定理 

定理 4.1 如果函数 ( )f x 满足： 

(1)在闭区间[ , ]a b 上连续； 

(2)在开区间 ( , )a b 内可导； 

(3) ( ) ( )f a f b . 

则在区间 ( , )a b 内至少存在一点 ，使 ( ) 0f   . 

函数 ( )f x 在闭区间 [ , ]a b 上连续，在开区间 ( , )a b 内可

导，几何上表示曲线 ( )y f x 在 [ , ]x a b 的范围内是一条

连绵不断的、每一点处都有不垂直于 x 轴的切线的曲线弧，

如图 4-1 所示. 从图中可以看出，这样的曲线弧上至少有

一个点 1 1( , ( )f   处的切线平行于 x 轴. 由导数的几何意

义，可知有 1( ) 0f   . 所以，罗尔定理的几何解释是：在

两个高度相同的点之间的一段连续曲线弧上，除端点外，如果处处都有不垂直于 x 轴的

切线，则此曲线弧至少有一点处的切线平行于 x 轴. 当然，也平行于曲线端点 A 和 B 的

连线 AB .  
必须指出，定理中的三个条件都是必须的，缺一不可. 只要函数 ( )f x 不满足其中任

何一个条件，定理的结论就可能不成立.  

但是，对于函数 2( ) 2f x x x   ，有 1(1) ( 2 2) | 0xf x      ，但 (0) (3)f f . 即
2( ) 2f x x x   在区间 [0 , 3] 上不满足罗尔定理的第三个条件，但有 1 (0 , 3)x   ，使罗

尔定理的结论成立. 这说明，罗尔定理的条件(3)是充分条件而非必要条件. 类似的，可

以通过例子得到，罗尔定理的条件(1)、(2)也都是充分条件而非必要条件. 既然这样，

不要其中一个条件，结论会是怎样？ 

 

 

 
图 4-1 
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4.1.2 拉格朗日中值定理 

定理 4.2 如果函数 ( )f x 满足： 

(1)在闭区间[ , ]a b 上连续； 

(2)在开区间 ( , )a b 内可导.  

则在区间 ( , )a b 内至少存在一点 ，使 
( ) ( )( ) f b f af

b a
  


 

即 
( ) ( ) ( )( )f b f a f b a    

称上述二式为拉格朗日公式 . 显然，如果 ( )f b   

( )f a ，则 ( ) 0f   ，这就是罗尔定理. 所以罗尔定理是

拉格朗日中值定理的特例，因此可以从罗尔定理的几何解

释得出拉格朗日中值定理的几何解释：在一段连续曲线弧

上，若处处有不垂直于 x 轴的切线，则在这段曲线弧上至

少能找到一点 1 1( , ( )f   ，使该点的切线平行于曲线端点

A 和 B 的连线 AB ，如图 4-2 所示. 由于 AB 连线的斜率

( ) ( )
AB

f b f ak
b a





，于是有 

1
( ) ( )( ) f b f af

b a
  


 

1 是满足定理 4.2 的点.  

由拉格朗日中值定理可得出下面两个重要的推论： 
推论 1 如果函数 ( )f x 在区间 ( , )a b 内每一点处都有 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在区间 ( , )a b

内是一个常数.  
推论 2 如果函数 ( )f x 与 ( )x 在区间 ( , )a b 内每一点都有 ( ) ( )f x x  ,则 ( )f x 与

( )x 在区间 ( , )a b 内仅差一个常数. 

【任务 4-1】 验证 ( ) sinf x x 在区间
π[0, ]
2

上满足拉格朗日中值定理，并求定理中

的 值.  

解：因为 ( ) sinf x x ， ( ) cosf x x  都是定义域为 ( , )   的初等函数，由初等函

数的连续性， ( ) sinf x x 在 ( , )   内连续且可导 . 而 π[0, ]
2

( , )    ，所以

( ) sinf x x 在区间
π[0, ]
2

上连续，在区间
π(0 , )
2

内可导. 即 ( ) sinf x x 在
π[0, ]
2

上满足拉

格朗日中值定理. 

 
图 4-2 
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令

π( ) (0)
2( ) π 0
2

f f
f 


 


，即 

πsin sin 0 22cos cosπ π
2

 


    

解得区间
π0 ,
2

（ ）内的根 0.8807  为所求的 值. 

【任务 4-2】 证明在[ 1 ,1] 上恒有
πarcsin arccos
2

x x  . 

证明 令 ( ) arcsin arccosf x x x  ，则在区间 ( 1 ,1) 内 

2 2

1 1( ) (arcsin arccos ) 0
1 1

f x x x
x x

     
 

 

由推论 1 可知 ( )f x C ， ( 1 ,1)x  . 

而 
π(0) arcsin 0 arccos0
2

f     

所以， ( 1 ,1)x  时，
πarcsin arccos
2

x x  成立.  

又 
π π π( 1) arcsin( 1) arccos( 1) π , (1) arcsin1 arccos1
2 2 2

f f            ， 

故在[ 1 ,1] 上恒有
πarcsin arccos
2

x x  .  

如果满足拉格朗日中值定理的函数 ( )Y F X 是一个由参数方程
( )
( )

Y f x
X g x


 
确定的

函数，则拉格朗日中值定理被描述为柯西中值定理.  

4.1.3 柯西中值定理 

定理 4.3 如果函数 ( )f x 和 ( )g x 满足： 

(1)在闭区间[ , ]a b 上连续； 

(2)在开区间 ( , )a b 内可导，且在 ( , )a b 内每一点处， ( ) 0g x  .  

则在 ( , )a b 内至少存在一点 ，使 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f f b f a
g g b g a



 


 

 

在这个定理中取 ( )g x x ，则 ( ) ( )g b g a b a   ， ( ) 1g x  ，即柯西中值定理的结
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论就变成拉格朗日中值定理
( ) ( )( ) f b f af

b a
  


.  

实训 4.1 

1. 下列函数在给定区间上是否满足罗尔定理的条件？若满足，求出定理中的 值.  

(1) 2( )f x x ，[−1,1]；     (2) 2
1( )f x
x

 ，[−1,1]. 

2. 下列函数在给定区间上是否满足拉格朗日中值定理的条件？如果满足，求出定理

中的 值.  

(1) 3( )f x x ，[−1,2]；     (2) ( ) arctanf x x ，[0,1].  

4.2 洛必达法则 

前面，我们讨论过“
0
0
”，“




”，“ ”，“1 ”等类型未定式的极限求解问题，

不同类型的极限求解方法不一，而且技巧性比较强. 是否有一个比较一致的方法？下面，

我们学习一种新的针对“
0
0
”和“



”型未定式极限的计算方法——洛必达法则，并在

此基础上，解决其他类型的未定式极限计算问题. 

4.2.1 洛必达法则 

定理 4.4(洛必达法则) 设函数 ( )f x 与 ( )g x 满足条件： 

(1)
0

( )lim
( )x x

f x
g x

是“
0
0
”或“



”型未定式极限；  

(2)在点 0x 的某个邻域内(点 0x 可以除外) ( )f x 与 ( )g x 可导，且 ( ) 0g x  ； 

(3)极限
0

( )lim
( )x x

f x A
g x





(或 ).  

则 

0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x f x A
g x g x 


 


(或 ) 

必须指出，洛必达法则对于函数在自变量的其他趋势下也成立，只是表达略有不同，

在此不再重复.  

【任务 4-3】 求下列极限： 

(1) 20

1 elim
x

x x x




；  (2)
0

ln cotlim
lnx

x
x

；  (3) lnlim nx

x
x

；  (4) elim
x

x

x
x

 . 
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解：(1)原式

0
00

20 0

(1 e ) e elim lim 1
2 1 2 0 1( )

x x

x x xx x 

  
  
   

＝ ； 

(2)原式

2
2

0 0 0

sin 11 ( csc )(ln cot ) coscot sinlim lim lim1 1(ln )x x x

xxx xx x
x

x x
  




  


  


＝  

       
0 0 0

1 1 1lim lim lim 1 1 1
cos sin cos sin cos0x x x

x x
x x x x    

          ； 

(3)原式 1

1
(ln ) 1lim lim lim 0
( )n n nx x x

x x
x nx nx




  


  


＝ ； 

(4)原式
(e ) e 1lim lim lim (e 1)

( ) 1

x x
x

x x x

x
x




  

 
    


＝ .  

另外，在满足条件的前提下，洛必达法则可以重复使用.  

【任务 4-4】 求下列极限： 

(1)
3

3 21

3 2lim
1x

x x
x x x

 
  

；  (2) 30

1 coslim
x

x
x


；  (3)

2(ln )lim
x

x
x

. 

解：(1)原式

0 0
3 2 20 0

3 2 2 21 1 1

( 3 2) 3 3 (3 3)lim lim lim
( 1) 3 2 1 (3 2 1)x x x

x x x x
x x x x x x x  

    

       

＝ ＝  

           
1

6 6 3lim
6 2 6 2 2x

x
x

  
 

； 

(2)原式

0 0
0 0

3 2 20 0 0 0

(1 cos ) sin (sin ) coslim lim lim lim
6( ) 3 (3 )x x x x

x x x x
xx x x   

 
   

 
＝ ＝ ； 

(3)原式

2 2ln 2lnlim lim lim 0
1 1x x x

x xx x
x

 
 

  
 ＝ ＝ .  

但是，在使用洛必达法则时，不能盲目使用，有时可能需要首先进行类型转换.  

如，
π
2

tanlim
tan 3x

x
x
是一个“



”型的极限，直接使用洛必达法则，有 

2

2π π π
2 2 2

tan sec 2sec sec tanlim lim lim
tan 3 18sec3 sec3 tan 33sec 3x x x

x x x x x
x x x xx

 
 

  




＝ ＝  

使用两次洛必达法则后，极限的类型仍然是“


”，而且极限表达式越来越复杂.  

但是，如果转换“
0
0
”型后，再使用洛必达法则求解，则 

0 2
2 20

2 2π π π π 2
2 2 2 2

π3sintan cot 3 3csc 3 3sin 2lim lim lim lim 33πtan 3 cot csc sin 3 sin
2

x x x x

x x x x
x x x x




   


  


＝ ＝  
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事实上，“
0
0
”和“



”型极限是可以相互转换的，但在计算中，只有恰当的类型

使用洛必达法则能让计算简便，所以使用中要注意变换. 

特别要提出的是，洛必达法则的三个条件缺一不可. 而且，就算条件和结论都是满

足，有时也未必能使用洛必达法则. 

【任务 4-5】 求下列极限： 

(1)
2

0

1sin
lim

sinx

x
x

x
；           (2) e elim

e e

x x

x xx








.   

分析：(1)这是一个“
0
0
”型极限，由于

2

0 0

1 1 1sin 2 sin cos
lim lim

(sin ) cosx x

x xx x x
x x 

 
 

  


，是一

个非无穷大的不存在，即不满足洛必达法则的第三个条件，因此

2

0

1sin
lim

sinx

x
x

x
  

2

0

1sin
lim

(sin )x

x
x

x

 
 
 


； 

(2)这是一个“


”型极限，使用洛必达法则，有 

e e (e e ) e e (e e ) e elim lim lim lim lim
e e (e e ) e e (e e ) e e

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x xx x x x x

 
     

        

     
 
     

＝ ＝  

就是说，使用洛必达法则后，
e elim
e e

x x

x xx








没有改进. 是不是极限
e elim
e e

x x

x xx








不存在呢？ 

解：(1)原式

0
0

0 0 0

1 1lim sin lim lim sin 1 0 0
sin sinx x x

x xx x
x x x x  

                 
； 

(2)原式
2

2
(e e )e 1 e 1 0lim lim 1

1 0(e e )e 1 e

x x x x

x x x xx x


  

   

  
  

 
＝ .  

这是一个虽然满足洛必达法则条件，但不能使用洛必达法则计算的极限例子. 

不过，我们也不能因噎废食，从此放弃用洛必达法则求极限. 因为大多数满足洛必

达法则条件的“
0
0
”和“



”型极限是可以使用洛必达法则来计算的，所以，只要是满

足洛必达法则条件的“
0
0
”和“



”型，我们应该大胆使用. 而且，我们通过函数变形

的方法，可以把“ 0 ”，“ ”，“ 00 ”,“ 0 ”，“1 ”等类型的极限转换为“
0
0
”

或“


”型，然后使用洛必达法则计算这些未定式的极限. 
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4.2.2 “ 0 ”型 

因为若 , 0a b  ，则 1 1
a ba b

ab
   ，所以“0 ”型未定式，既可以变换成“

0
0
”型，

也可以变换成“



”型的未定式. 计算中，变换成何类型，要根据具体的极限表达式而定.  

【任务 4-6】 求下列极限： 

(1)
0

lim ln
x

x x


；           (2)
1

πlim(1 ) tan
2x

xx


 . 

解：(1)原式
0

1 20 0 0

1
lnlim lim lim 0

x x x

x x x
x x  


 

   
  


＝ ＝ ； 

(2)原式

0
0 0 2

1 1 12

1 1 2 π 2lim lim lim sinπ π π π 2 πcot csc
2 2 2

x x x

x x
x x



  

 
 


＝ ＝ .  

4.2.3 “ ”型 

与“ 0 ”型的未定式极限一样，“ ”型的未定式计算方法，也是通过恒等

变形转换成“
0
0
”或“



”型后使用洛必达法则计算.  

【任务 4-7】 求下列极限： 

(1)
1

1 1lim
ln 1x x x

   
；        (2)

π
2

lim(sec tan )
x

x x


 .  

解：(1)原式

0 0
20 0

1 1 1
2

1111 ln 1lim lim lim1 1 1( 1) ln 2ln 1
x x x

x x x x
x x x

x x x



  

 


   
＝ ＝ ＝ ； 

(2)原式

0
0

π π π
2 2 2

1 sin 1 sin coslim lim lim 0
cos cos cos sinx x x

x x x
x x x x



  

       
＝ ＝ .  

4.2.4 “ 00 ”，“ 0 ”，“1 ”型 

由 logN a Na ，得 ln lne e
bb a b aa   . 因此“ 00 ”,“ 0 ”，“1 ”等类型未定式可依此

转换成“ 0  ” 型后再计算.  

【任务 4-8】 求下列极限： 

(1) tan

0
lim x

x
x


；   (2) tan 2

π
4

lim(tan ) x

x
x


；   (3)

1

lim (ln ) x
x

x


.  



第 4 章 导数的应用 

 

85

解：(1)原式
0

tan
0

0 lim tan lnln tan ln

0 0
lime lime e

x
x

x xx x x

x x



 




 
 ＝  

而 

0

20 0 0 0

1
ln sinlim tan ln lim lim lim sin 1 0 0
cot cscx x x x

x xxx x x
x xx   


 

   
       


＝ ＝  

所以，原式 0e 1  ； 

(2)原式
πtan 2
4

lim tan 2 ln(tan )1
ln(tan ) tan 2 ln(tan )

π π
4 4

lime lime e
x x

x x
x x x

x x







 
 ＝  

而 
0 2

20 0

2 2π π π π
4 4 4 4

1 secln(tan ) 1 1 sin 2tanlim tan 2 ln(tan ) lim lim lim 1
cot 2 2 tan2csc 2 cosx x x x

xx xxx x
x xx x



   
     


＝ ＝  

所以，原式 1 1e
e

  ； 

(3)原式
10 1 1ln(ln ) lim ln(ln )ln(ln )lim e lim e ex x

x xx x x
x x


  

 
 ＝  

而 

0
1

1 ln(ln ) lnlim ln(ln ) lim lim 0
1x x x

x x xx
x x


 

  
 ＝ ＝  

所以，原式 0e 1  .  

实训 4.2 

利用洛必达法则求下列极限.  

(1)
2

3 21

2 4 2lim
1x

x x
x x x

 
  

；    (2)
0

e elim
x x

x x






；       (3)

0

ln(1 )lim
x

x
x


； 

(4)
0

ln coslim
x

x
x

；      (5) 2
lnlim

x

x
x

；      (6)
0

ln sinlim ( , 0)
ln sinx

ax a b
bx

 ； 

(7)
π
2

lim(sec tan )
x

x x


 ；   (8) 21

2 1lim( )
11x xx




；  (9)
0

lim ln
x

x x


.  

4.3 函数单调性的判定 

第 1 章我们给出了函数的单调性定义，可用定义判别函数在某个区间内的单调性. 

此外还可以利用函数的导数来判定函数的单调性，现在我们就介绍这种方法. 

假设函数 y = f(x)的曲线如图 4-3 所示，容易看出，若曲线是沿着 x 轴正向上升的光
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滑曲线，曲线上任一点处的切线与 x 轴的正方向的夹角 α为锐角，从而切线的斜率 tan
＞0，即 ( )f x =tan ＞0. 

另一种情形是，如图 4-4 所示，曲线是沿着 x 轴正向下降的，曲线上任一点处的切

线与 x 轴正方向的夹角 α为钝角，从而切线的斜率 tan ＜0，即 ( )f x =tan ＜0.  

            
               图 4-3                                             图 4-4 

由此，可猜想：函数的单调性可以通过导数的符号来判定.  
定理 4.5 设函数 ( )f x 在区间(a，b)内可导， 

(1)如果在区间(a，b)内， ( )f x ＞0，则 y = ( )f x 在区间(a，b)内单调增加； 

(2)如果在区间(a，b)内， ( )f x ＜0，则 y = ( )f x 在区间(a，b)内单调减少.  

可以证明，定理中的不等号“＞”与“＜”可以换成“≥”与“≤”，如果满足“ ”

的点是有限的，定理依然成立. 如，函数 3( )f x x 在 ( , )   内 2( ) 3 0f x x  ≥ ，函数

3( )f x x 在 ( , )   内单调增加. 

函数在其定义域内一般会既有单调增加也有单调减少的部分，那么单调区间的分界

0x 有什么特征呢？考虑到 0x 是单调区间的分界点，则由定理 4.5，点 0x 两侧的导数符号

必相反，从而可得 0( ) 0f x  或 0( )f x 不存在.  

【任务 4-9】 研究下列函数的单调性： 

(1) 2 3( ) ( 2) ( 1)f x x x   ；     (2) ( )f x ＝
2
3

3
2

x x .  

解：(1)函数的定义域为 ( , )D     ， 
3 2 2 2( ) 2( 2)( 1) 3( 2) ( 1) ( 2)( 1) (5 4)f x x x x x x x x            

令 ( )f x ＝0，解得 1 2 3
42 , , 1
5

x x x     ，则它们把函数的定义域分成 ( , 2)  ，

4( 2 , )
5

  ，
4( ,1)
5

 ， (1 , )  ，讨论如下： 

当 ( , 2)x   时， ( ) 0f x  ； 

当
4( 2 , )
5

x   时， ( ) 0f x  ； 

当
4( ,1)
5

x  时， ( ) 0f x  ； 

当 (1 , )x  时， ( ) 0f x  .  
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故函数在区间 ( , 2)  和
4( , )
5

   内单调增加，在区间
4( 2 , )
5

  内单调减少.  

(2)函数的定义域为 ( , )D     ， 
1
3

3

3
1( ) 1 ( 0)xf x x x

x
       

即函数有不可导点 1 0x  . 

令 ( ) 0f x  ，得 2 1x  ，则 1 2,x x 把函数的定义域分为 ( , 0) ， (0 ,1)， (1 , )  ，

讨论如下： 
当 ( , 0)x  时， ( ) 0f x  ； 

当 (0 ,1)x 时， ( ) 0f x  ； 

当 (1 , )x  时， ( ) 0f x  .  

故函数在区间 ( , 0) 和 (1 , )  内单调增加，在区间 (0 ,1)内单调减少.  

实训 4.3 

求下列函数的单调区间： 
(1) 3 23 9 10y x x x    ；   (2) 4 22 6y x x   ；   (3) 22 lny x x  ； 

(4) exy x  ；          (5) arctany x x  .  

4.4 函数的极值 

4.4.1 极值的概念 

从函数单调性讨论中我们发现函数单调区间的分

界点 0x 必有 0( ) 0f x  或 0( )f x 不存在，且在 0x 的某个

邻域内如果函数 ( )f x 从单调增加转换成单调减少，则

恒有 0( ) ( )f x f x ；若函数 ( )f x 从单调减少转换成单

调增加，则恒有 0( ) ( )f x f x (见图 4-5). 由函数 ( )f x

的这种特性，我们引出极值的概念.  
定义 4.1 设函数 ( )f x 在点 0x 的某个邻域内有定义，如果对于该邻域内任意的 x(x

≠ 0x )总有： 

(1) ( )f x ＜ 0( )f x ，则称 0( )f x 为函数 ( )f x 的一个极大值，点 0x 称为函数 ( )f x 的一

个极大点； 
(2) ( )f x ＞ 0( )f x ，则称 0( )f x 为函数 ( )f x 的一个极小值，点 0x 称为函数 ( )f x 的一

 
图 4-5 
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个极小点.  

极大值与极小值统称为极值，极大点与极小点统称为极值点. 显然，极值不可能在

定义区间的端点上取得，且极值是一个局部性的概念；只是在极值点的邻域内比较函数

值的大小，邻域内的最大值则为极大值，邻域内的最小值则为极小值. 与函数在整个定

义域(或讨论范围)内的最大值与最小值是完全不同的概念.  

4.4.2 极值的必要条件 

由图 4-5 所示可以看出，在极值点处如果曲线有不垂直于 x 轴的切线存在，那么该

切线平行于 x 轴. 但并不意味着切线平行于 x 轴的点就一定是极值点，如图 4-5 中点 5x 就

不是极值点，而该点处曲线的切线却平行于 x 轴. 因此有以下的极值必要条件定理.  
定理 4.6 设函数 ( )f x 在点 0x 处可导，且在该点处取得极值，则函数在点 0x 处的导

数为零，即 0( ) 0f x  .  

应当注意： 

(1)这是极值存在的必要条件，而不是充分条件 . 如对于函数
3( )f x x 有 (0) 0f   ，但 (0)f 不是 3( )f x x 的极值，如图 4-6 所示. 我

们把使得 ( ) 0f x  的点称为函数的驻点，驻点可能是函数的极值点，也

可能不是极值点； 
(2)当 ( )f x 在点 0x 处的导数不存在时， ( )f x 也可能在该点处取得

极值. 如函数
2
3( )f x x ，有 3

2( )
3

f x
x

  在点 0x  处没有意义，即
2
3( )f x x 在点 0x  处

不可导，几何上表示曲线
2
3y x 在该点处的切线垂直于 x 轴，而

函数
2
3( )f x x 在 0x  处取得极小值，如图 4-7 所示.  

综上所述， 0x 是极值点的必要条件是 0( )f x ＝0 或 0( )f x 不

存在.  

4.4.3 极值的充分条件 

定理 4.7(极值的第Ⅰ判别定理) 设函数 ( )y f x 在点 0x 的某个去心邻域内可导，

且 0( )f x ＝0 或 0( )f x 不存在，如果 

(1)当 0x x 时， ( )f x ＞0；而当 0x x 时， ( )f x ＜0，则 0( )f x 是函数 ( )f x 的极大

值，点 0x 为极大点； 

(2)当 0x x 时， ( )f x ＜0；而当 0x x 时， ( )f x ＞0，则 0( )f x 函是数 ( )f x 的极小

值，点 0x 为极小点； 

(3)若当 0x x 与 0x x 时， ( )f x 符号相同，则 0( )f x 不是极值，点 0x 不是极值点.  

 
图 4-6 

 
图 4-7 
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定理的几何意义是：如果可能极值点的左侧单调上升，右侧单调下降，则 0( )f x 是

极大值；反之，若左侧单调下降，右侧单调上升，则 0( )f x 是极小值；而如果两侧单调

性一样，则 0( )f x 不是极值. 从而得到以下推论.  

推论 单调函数没有极值.  

【任务 4-10】 求下列函数的极值： 
(1) ( )f x 3 22 9 12 2x x x    ；      (2) 2( ) ln(1 )f x x x   .  

解：(1)函数的定义域为 ( , )D     ， 
2( ) 6 18 12 6( 1)( 2)f x x x x x        

令 ( ) 0f x  ，得驻点 1 21 , 2x x  .   

它们把函数的定义域 ( , )D     分为 ( ,1) , (1 , 2) , (2 , )   ，列表讨论如下： 

x ( ,1)  1 (1 , 2)  2 (2 , )  

( )f x  + 0 − 0 + 

( )f x  ↗ 极大值 3 ↘ 极大值 2 ↗ 

故函数 ( )f x 在点的 1x  处取得极大值 (1) 3f  ，在点 2x  处取得极小值 (2) 2f  .  

(2)函数的定义域为 ( , )   ， 
2

2 2
2 (1 )( ) 1 0

1 1
x xf x
x x

    
 

≤  

即函数在 ( , )   内单调减少，没有极值.  

定理 4.7 完备地把所有可能取得极值的情况都讨论清楚了，但在实际应用中，既要

讨论可能极值点左侧的导数符号，又要讨论右侧的符号，比较烦琐. 是否有较快捷的方

法？定理 4.7 的推论给我们揭示：在一定的条件下，这种快捷的判定方法是存在的，但

有一定的前提条件.  
定理 4.8(极值的第Ⅱ判别定理) 如果函数 ( )f x 在点 0x 的某个邻域内二阶可导，且

0( )f x ＝0， 0( ) 0f x  ， 

(1)若 0( )f x ＜0，则函数 ( )f x 在点 0x 处取得极大值； 

(2)当 0( )f x ＞0，则函数 ( )f x 在点 0x 处取得极小值.  

定理中排除 0( ) 0f x  的情况，是因为满足 0( )f x ＝ 0( ) 0f x  的点 0x ，可能不是极

值点，也可能是极小值点或极大值点. 如同样满足 0( )f x ＝ 0( ) 0f x  的点 0 0x  ，于函

数 3y x ，它不是极值点；于函数 4y x ，它是极小值点；而于函数 41y x  ，它是极

大值点.  
【任务 4-11】 求函数 ( )f x sin cosx x  在区间[0, 2π ]上的极值.  

解： ( ) cos sinf x x x   ， ( ) sin cosf x x x     

令 ( ) 0f x  ，得函数在区间(0, 2π )内的驻点 1
π
4

x  ， 2
5π
4

x  .  
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而                  π π π( ) (sin cos ) 0
4 4 4

f       

5π 5π 5π( ) (sin cos ) 0
4 4 4

f       

故函数在点
π
4

x  处取得极大值
π( ) 2
4

f  ，在
5π
4

x  取得极小值
5π( ) 2
4

f   .  

既然有完备的第Ⅰ判别定理又有快捷的第Ⅱ判别定理，说明完备与快捷不可兼得. 

就是说，第Ⅰ判别定理与第Ⅱ判别定理都有不足. 第Ⅰ判别定理在具体应用中比较烦琐，

前面已经讨论过，为便于我们在使用中扬长避短，下面列出第Ⅱ判别定理的不足： 
(1)不能讨论不可导点 0x 是否为极值点； 

(2)不能讨论二阶导数为零的驻点 0x 是否为极值点.  

4.4.4 求极值的一般步骤 

综上所述，我们得到求解极值的一般步骤： 
(1)确定讨论范围，即函数 ( )f x 的定义域 D； 

(2)求函数 ( )f x 的导数 ( )f x ； 

(3)求出所有的可能极值点，即满足 ( ) 0f x  和 ( )f x 不存在点； 

(4)如果函数 ( )f x 既没有不可导点也没有驻点处的二阶导数为零，跳到(6)，否则，

下一步(5)； 

(5)分割定义域 D，列表讨论，使用第Ⅰ判别定理判定，跳到(7)； 

(6)求出所有驻点处的二阶导数符号，使用第Ⅱ判别定理判定； 

(7)求出极值.  

【任务 4-12】 求下列函数的极值： 
(1) ( )f x ＝ ln(1 )x x  ；       (2) 2( ) ( 3) 10ln( 3)f x x x    ； 

(3) 3 2( ) ( 1) ( 1)f x x x   ；        (4) ( )f x ＝
2
3

3
2

x x .  

解：(1)函数 ( )f x 的定义域为 ( 1 , )D     ， 
1( ) 1

1 1
xf x

x x
   

 
 

令 ( ) 0f x  ，得驻点 0 0x  .  

而 

2
0

1(0) 0
(1 ) x

f
x 

  


 

故函数在点 0x  处取得极小值 (0) 0f  .  

(2)函数 ( )f x 的定义域为 ( 3, )D     ， 
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10 2( 2)( 2)( ) 2( 3)
3 3

x xf x x
x x

     
 

 

令 ( ) 0f x  ，得驻点 1 22 , 2x x   .  

而 

( 2) 8 0f      ，
8(2) 0
5

f     

故函数在点 2x   处取得极大值 ( 2) 25f   ，在点 2x  处取得极小值 (2) 1 10ln 5f   .  

(3)函数 ( )f x 的定义域为 ( , )D     ， 
2 2 3 2( ) 3( 1) ( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)(5 1)f x x x x x x x x            

令 ( ) 0f x  ，得驻点 1 2 3
11 , , 1
5

x x x    .  

它们把函数的定义域为 ( , )D     分为
1 1( , 1) , ( 1 , ) , ( ,1) , (1 , )
5 5

     ，列表

讨论如下： 

x  ( , 1)   −1 1( 1 , )
5

  1
5

 1( ,1)
5

 1 (1 , )  

( )f x  + 0 + 0 − 0 + 

( )f x  ↗ 不是极值 ↗ 极大值
3456
3125

↘ 极小值 0 ↗ 

故函数 ( )f x 在点的
1
5

x  取得极大值
1 3456( )
5 3125

f  ，在点 1x  取得极小值 (1)f ＝0. 

(4)函数 ( )f x 的定义域为 ( , )D     ， 

1
3

3

3
1( ) 1 ( 0)xf x x x

x
     

　

 

即函数有不可导点 1 0x  .  

令 ( )f x ＝ 0 ，得驻点 2 1x  ，则 1 2x x， 把函数的定义域 ( , )D     分为

( , 0) , (0 ,1) ， (1 , )  ，列表讨论如下： 

x ( , 0)  0 (0 ,1)  1 (0 , )  

( )f x  + 不存在 − 0 + 

( )f x  ↗ 极大值 0 ↘ 极小值
1
2

  ↗ 

故函数 ( )f x 在点的 0x  取得极大值 (0) 0f  ，在点 1x  取得极小值
1(1)
2

f   .  

实训 4.4 

求下列函数的极值： 
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(1) 3 22 6 18 8y x x x    ；       (2) 4 3 23 4 36 60y x x x    ； 

(3) 2ln(1 )y x x   ；           (4) 2 e xy x  ； 

(5)
2
32 ( 1)y x   ；            (6) siny x x  .  

4.5 函数的最值及其应用 

4.5.1 闭区间上连续函数的最大值与最小值 

在闭区间上的连续函数一定存在最大值和最小值，而且只可能出现在以下三类点处： 

(1)区间内的驻点； 

(2)区间内的不可导点； 

(3)区间的端点.  

因此，讨论闭区间上的连续函数的最值时，只要求出这三类点，再求出它们的函数

值，比较这些函数值的大小，则可求出该区间上的最大值与最小值.  

【任务 4-13】 求下列函数在给定区间上的最大最小值： 
(1) ( )f x 4 22 3x x   ，[−2,3]；    (2) cosy x x   ，[0 , 2π] .  

解：(1) 3 2( ) 4 4 4 ( 1) 4( 1) ( 1)f x x x x x x x x         

令 ( ) 0f x  ，得驻点 1 2 31 , 0 , 1x x x    .  

而 ( 1) 4f    ， (0) 3f   ， ( 2) 5f   ， (3) 60f  .  

所以 ( )f x 在区间[−2,3]上的最大值为 (3) 60f  ，最小值为 ( 1) 4f    .  

(2) 1 sin (1 sin ) 0y x x       ≤  

即函数 cosy x x   单调减少，所以其在 [0 , 2π] 上最大值为 0 1xy  ｜ ，最小值为

2π 1 2πxy   ｜ . 

4.5.2 开区间内连续函数的最大值与最小值 

开区间内的连续函数，其最值的取得比较复杂： 

(1)既有最大值，也有最小值，如 siny x 在区间 (0 , 2π)内既有最大值
πsin 1
2
 ，也

有最小值
3πsin 1
2
  ； 

(2)只有最大值或最小值之一，如 21y x  和 2y x 在区间 ( 1 ,1) 内分别只有最大

值 1，最小值 0； 
(3)既没有最大值，也没有最小值，如 3y x 在区间 ( 1 ,1) 内既没有最大值，也没有

最小值.  
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为此，我们下面只讨论一种情况：设连续函数 ( )f x 在开区间 ( )a b， 内仅有唯一可能

极值点 0x .  

(1)若 0( )f x 是极大值，则 ( )f x 在开区间 ( )a b， 内只有最大值 0( )f x ； 

(2)若 0( )f x 是极小值，则 ( )f x 在开区间 ( )a b， 内只有最小值 0( )f x ； 

(3)若 0( )f x 不是极值，则 ( )f x 在开区间 ( )a b， 内既没有最大值，也没有最小值.  

因此，在开区间 ( )a b， 内求函数 ( )f x 的最值，如果 ( )f x 在区间 ( )a b， 内

仅有唯一可能极值点 0x ，必须验证 0( )f x 是否为极值？是极大值还是极小值？ 

【任务 4-14】 造一个日字形的窗框(见图 4-8)，现有 9m 长的铝材，问

如何确定窗框的长和宽，使得造出的窗户的面积最大，最大面积是多少？ 

解：设窗框的宽为 xm，则长为
1 (9 3 )
2

x m，窗户的面积 S 为 

21 9 3(9 3 )
2 2 2

S x x x x     ， (0 , 3)x  

9S 3
2

x    

令 0S   ，得驻点
3
2

x  .  

而 3
2

3
x

S


   ＜0，故当窗户的宽为
3
2

m，长为
1 3(9 3 )
2 2

  
9
4

m 时，窗户面积最大，

最大面积为
3 9 27
2 4 8
  (m2).  

4.5.3 函数最值的应用――优化模型 

在生产实践中，常常会遇到在一定条件下如何能使成本最低、利润最高、容积最佳

等问题，要解决这类问题我们往往是将其转化为求函数的最大值或最小值来求解. 把应

用数学工具为最优方案的抉择提供数据和解决问题的方法，称为优化模型.  

【任务 4-15】 如图 4-9(a)所示，用一块边长为 30cm 的正方形铁皮，在它的四角各

剪去相等的一块正方形，制成一个无盖正方形容器，如图 4-9(b)所示，问应剪去多大的

正方形，能使容器的容积最大？ 

 
图 4-9 

 
图 4-8 
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解：设剪去的小正方形的边长为 xcm，容器的容积为 Vcm3，则 
2(30 2 )V x x  ， (0,15)x  

2(30 2 ) 2(30 2 )( 2) 12( 15)( 5)V x x x x x           

令 0V   ，得驻点 1 25 15x x ， (舍去).  
而 5 512( 15) | 120 0x xV x       ，故剪去边长为 5cm 的小正方形，制成的无盖

正方形容器的容积最大.  
【任务 4-16】 某厂生产某产品，每月生产 q 个单位的成本为 ( ) 10000 6C q q    

2 6 30.03 10q q ，每个单位产品的价格是 6 元，求使利润最大的产量.  

解：依题意，收入函数为 
( ) 6R q q  

利润函数为 
   ( ) ( ) ( )L q R q C q   

2 6 3 2 6 36 (10000 6 0.03 10 ) 0.03 10 10000q q q q q q         ， 

   
6 2( ) 0.06 3 10L q q q     

令 ( ) 0L q  ，得驻点 1 20000q  ， 2 0q  (舍去).  
而 6

20000(20000) (0.06 6 10 ) 0.06 0qL q
      ｜ ，故使利润最大的产量为 20000

个单位. 
注意到，由于 ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( )L q R q C q R q C q         ，所以在经济学上有结论：当

边际收入等于边际成本时，利润最大.  
【任务 4-17】 设某产品生产 q 件时的总成本 2( ) 9000 40 0.001C q q q   (元). 试求：

(1)平均成本函数；(2)当产量 1000q  时的平均成本；(3)产量 q 为多少时平均成本最低.  

解：依题意，有 

(1)平均成本函数为 
2( ) 9000 40 0.001 9000( ) 40 0.001C q q qA q q

q q q
 

      

(2) 9000(1000) 40 0.001 1000 50
1000

A      (元/件) 

(3) 2
9000( ) 0.001A q

q
     

令 ( ) 0A q  ，得驻点 1 3000q  ， 2 3000q   (舍去).  

而 3
3000

18000(3000) 0
q

A
q 

   ，故当产量 3000q  件时，平均成本最低.  

【案例 4-2】 设某工厂平均每年需要某种零件 8000 个，零件放仓库，估计一个零件

的年保管费是 4 元. 为减少保管费用，采取分期分批进货，每批进货手续费为 40 元，设
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零件的库存量为批量的一半. 试求：(1)经济批量和经济批次(手续费与保管费之和最少

的批量和批次)；(2)分析单位保管费的变化对经济批量的影响.  

解：(1)设批量(每批的进货量)为 q，手续费和保管费之和为 C(q)，记每个零件每

年需要的保管费为 s，则依题意，采购次数为
8000

q
，年采购费为

800040
q

 ，库存量为
2
q
，

保管费为
2
qs

，手续费和保管费之和为 

8000 320000( ) 40
2 2
qs qsC q

q q
      

2
320000( )

2
sC q

q
     

令 ( ) 0C q  ，得 1 2
800 800,q q

s s
   (负值舍去).  

而 3
800

800 640000( ) 0
q

s

C
qs 

   ， 所以当
800q

s
 时，手续费和保管费之和最小，代

入 4s  ，得 400q  个，这时，批次为
8000 20
400

 (次).  

因此经济批量为 400 个，经济批次为 20 次. 

(2)记经济批量对单位保管费(一个零件的年保管费)s 的弹性为 sE ，则函数
800q

s


的弹性为 
3
2d 800 1800 0.5800d 800 2s

s

s q s s sE s
q s s

s


   

        
   

 

这是一个与 s 无关的常数，说明不管当前的单位保管费是多少，只要其减少 10%，

则经济批量将约提高 5%. 

实训 4.5 

1. 求下列函数在给定区间上的最大值与最小值.  

(1) 5 4 35 5 1y x x x    ，[−1,2]；      (2) 1
1

xy
x





， [0,4].  

2. 将长 8cm，宽 5cm 的长方形纸皮的四角各剪去相同的小正方形，折成一个无盖

的盒子. 问盒子的最大容积是多少？ 

3. 已知甲车位于乙车正东方向 625km，以每小时 80 km 的速度向西行驶，而乙车

则以每小时 60 km 的速度向南行驶. 问多长时间后，两车的距离最短？ 
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4. 某商品的生产成本为 2( ) 800 65 2C q q q   (q 为产量)，求使平均成本最低的产

量.  

5. 生 产 某 种 产 品 的 总 成 本 函 数 为 C(q)=5q+200 （ 元 ）， 收 入 函 数 为
2( ) 10 0.01R q q q  ，问生产多少个单位产品时能使利润最大.  

6. 生产某种产品的总成本函数为 21( ) 4 200
24

C q q q   ，而且该产品市场需求规律

是 q=75 − 3p(q 为产量，p 为价格)，求使利润达到最大时的产量 q 及最大利润.  

7. 有一工厂每年需要某种材料 3000 件，这工厂对该材料的消耗是均匀的(这时零件

的库存量为批量的一半). 已知这种材料每件的年保管费为 2 元，每次的采购费用为 30

元，试求使费用最省的经济批量和经济批次.  

4.6 曲线的凹凸性与渐近线 

我们中学时，画函数图形的规范是“描点，画图”. 其实这是基于我们已经清楚函

数的基本形状之上的，而且这些点也不能任意选取，而是我们前面学习过的曲线上升和

下降的分界点及将要学习的拐点. 而且，曲线形态不仅有上升或下降，还有弯曲情况(即

凹凸性)和渐近线等. 

4.6.1 曲线的凹凸性与拐点 

定义 4.2 设函数 ( )f x 在区间 ( , )a b 内连续，则 ( )y f x 在区间 ( , )a b 内的图形是一

连续的曲线弧. 
(1)若此曲线弧总位于其任意一点处的切线上方，则称曲线 ( )y f x 在区间 ( , )a b 内

是(向上)凹的(或凹弧)，称区间 ( , )a b 为凹区间，如图 4-10 所示； 

(2)若此曲线弧总位于其任意一点处的切线下方，则称曲线 ( )y f x 在区间 ( , )a b 内

是(向上)凸的(或凸弧)，称区间 ( , )a b 为凸区间，如图 4-11 所示. 

       
                  图 4-10                                     图 4-11 

由图 4-10 容易看出，凹弧上的切线的斜率 tan 随着 x 的增加而增加，即 ( )f x 单调

递增，由函数单调性有 ( ) 0f x  ；同理，由图 4-11 可以看出，凸弧上的切线的斜率 tan
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随着 x 的增加而减少，即 ( )f x 单调递减，此时有 ( ) 0f x  .因此，可猜想：曲线的凸凹

性可以利用二阶导数的符号来判定. 
定理 4.9 设函数 ( )f x 在区间 ( , )a b 上连续，且具有二阶导数.  

(1)如果在区间 ( , )a b 内， ( ) 0f x  ，则曲线在区间 ( , )a b 内是凹的； 

(2)如果在区间 ( , )a b 内， ( ) 0f x  ，则曲线在区间 ( , )a b 内是凸的.  

定义 4.3 曲线凹凸的分界点称为曲线的拐点. 
注意，拐点既然是凹凸的分界点，则在拐点横坐标的左右邻域内 ( )f x 必然异号，

因而在拐点横坐标 0x 处有 0( ) 0f x  或 0( )f x 不存在. 另外，与极值点的情形类似，使

得 ( ) 0f x  或 ( )f x 不存在的点 0x 不一定就是拐点的横坐标，具体的判定要根据 ( )f x

在点 0x 的左右邻域是否异号来确定. 

因此，可给出求函数凹凸区间和拐点的具体步骤： 
(1)确定函数 ( )y f x 的定义域；  

(2)求二阶导数 ( )f x ，找出使 ( ) 0f x  和 ( )f x 不存在的点； 

(3)用所求的点把定义域分成若干个子区间，判别各子区间上 ( )f x 的符号； 

(4)确定曲线的凹凸区间和拐点. 
【任务 4-18】 求曲线 4 3( ) 2 1f x x x   的凹凸区间及拐点. 
解：函数 ( )f x 的定义域为  ,  ，其一、二阶导数为 

3 2( ) 4 6f x x x   ， 2( ) 12 12 12 ( 1)f x x x x x      

令 ( ) 0f x  ，得 1 20, 1x x  ，则它们把函数的定义域分成三个子区间 ( ,0) ，(0,1) ，

(1, ) . 列表讨论如下： 

x ( , 0)  0 (0 ,1)  1 (1 , )  

( )f x  + 0 − 0 + 

( )f x    (0 ,1)拐点    (1 , 0)拐点    

故曲线 ( )y f x 的凹区间为 ( ,0) 和 (1, ) ，凸区间为 (0,1) ，拐点有 (0 ,1)和 (1 , 0) . 

4.6.2 曲线的渐近线 

定义 4.4 曲线 ( )y f x 上的一点沿着曲线趋于无穷远时，如果该点与某一直线的

距离趋于零，则称此直线为曲线的渐近线. 

曲线的渐近线可分为水平渐近线、铅直渐近线和斜渐近线三种. 

1. 水平渐近线 
对于曲线 ( )y f x ，如果 lim ( )

x
f x C


 ，则称直线 y C 是曲线 ( )y f x 的一条水平

渐近线. 
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2. 铅直渐近线 
设函数 ( )y f x 在点 0x 处间断，且

0

lim ( )
x x

f x


  (或
0

lim ( )
x x

f x


  )，则称直线 0x x

为曲线 ( )y f x 的一条铅直渐近线. 

【任务 4-19】 求曲线
1

2
y

x



的水平渐近线和铅直渐近线. 

解：因为
1lim 0

2x x



，所以 0y  (即 x轴)是曲线的水平渐近线. 

又因为函数
1

2
y

x



在 2x  处间断，且

2

1lim
2x x
 


，所以 2x  是曲线的铅直渐

近线. 

3. 斜渐近线 

若 
( )lim

x

f x k
x

 ， lim[ ( ) ]
x

f x kx b


   

则称直线 y kx b  为曲线 ( )y f x 的斜渐近线. 

【任务 4-20】 求曲线
3

2 3 2
xy

x x


 
的斜渐近线. 

解：因为 

        
2

2
( )lim lim 1

3 2x x

f x xk
x x x 

  
 

 

3 2

2 2
3 2lim[ ( ) ] lim( ) lim 3

3 2 3 2x x x

x x xb f x kx x
x x x x  

 
      

   
 

所以 3y x  为所求曲线的斜渐近线. 

实训 4.6 

1. 求下列函数的凹凸区间和拐点. 

(1) 2lny x ；     (2) 3 22 5 1y x x x    ；    (3)
5
3( 2)y x  ； 

(4) exy x ；       (5) 2 1y x
x

  ；        (6) 2ln(1 )y x  . 

2. 求下列曲线的渐近线. 

(1) 13y
x

  ；     (2) 2
1

2
y

x x


 
； 

(3)
1

1 e xy   ；     (4) 2
5
1

xy
x





. 
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总实训 4 

1. 利用洛必达法则求下列极限. 

(1)
0

tanlim
sinx

x x
x x




；     (2)
π

sin 3lim
tan 5x

x
x
；      (3) 2π

1 coslim
tanx

x
x


； 

(4)
1

1lim( )
1 lnx

x
x x




；     (5)
0

1 1lim( )
e 1x

x x



；    (6)

1

lim (e 1)x
x

x


 ； 

(7) 2lim ex

x
x


；      (8)

0
lim x

x
x


. 

2. 求下列函数的单调区间. 

(1) 2 4( 2) ( 1)y x x   ；   (2)
2

1
xy

x



； 

(3) ln(1 )y x x   ；    (4) 2e ( 2 )xy x x  . 

3. 求下列函数的极值. 

(1) 2e ex xy   ；     (2) 2
2

1
xy
x




；      (3) 2 lny x x ；  

(4) 22y x x   ；    (5) 22 ln(4 )y x x  ；   (6)
1
33 2( 1)y x   . 

4. 求下列函数在给定区间上的最大值与最小值. 

(1) lny x x ，[ 1
4

,1]；  (2) 2100y x  ，[−4,6]. 

5. 求下列曲线的凹凸区间和拐点. 

(1) 3 23 9 1y x x x    ；  (2) e xy x  ；      (3) 2
1

1
y

x



. 

6. 求下列曲线的渐近线. 

(1)
2

2
3 2
1
xy

x





；       (2) ln xy
x

 ；      (3)
22
3

xy
x




. 

7. 设销售 q 个单位产品的收入为 2( ) 400 900R q q q   ，求使平均收入最大的销售

量 q. 
8. 设生产某种产品的总成本函数为 2( ) 0.4 12 100C q q q   ，收入函数为

2( ) 100 1.6R q q q  (q 为产量). 求：(1)当 10q  时的边际成本和边际收入；(2)产量 q

为多少时有最大利润，利润的最大值为多少？ 

9. 旅行社给某单位旅游活动做的报价计划如下，每团至少要 20 人，团费 1200 元/

人.若 20 人以上可给予优惠，每增加 1 人，团费减少 8 元/人，每团最多不超过 100 人.

问每团收多少人可使旅行社收益最大？ 
10. 已知某商品每周生产 x 单位时，总成本为 2( ) 0.2 12 500C x x x   . 若该商品的

销售单价是 18 元，求总利润函数 ( )L x ，并问每周生产多少个单位时才能获得最大利润？ 

11. 设生产某产品的固定成本为 2000 元，每多生产一个产品，成本增加 10 元. 市
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场的需求规律是 100.5 0.05q p   (p 为价格).试求获得最大利润时的产量. 

12. 某商店以每条 100 元的进价购进一批牛仔裤，设此种商品的需求函数 Q=400−2p 

(其中 Q 为需求量，单位为条；p 为销售价格，单位为元). 问应将售价定为多少，可获

得最大利润？最大利润是多少? 

13. 要造一个圆柱形水池，容积为 V. 已知底部的单位面积造价是侧面的一半，问

水池的底部半径 r 和深度 h为多少时造价最省？ 

14. 拟建造一个面积为 5m2 的矩形加半圆形窗框，如图 4-12 所示. 问底宽为多少时

能使周长最小？ 

              
               图 4-12                                        图 4-13 

15. 如图 4-13 所示，A、B 两站相隔 100km 铁路，工厂 C 距离 A 站 20km，AC 垂直

于 AB. 为了运输方便，在 AB 线上选定一点 D 向工厂修一条公路. 已知铁路每公里运输 
费与公路每公里运输费用之比为 3∶5，问 D 点应如何选取才能使货物从 B 站运到工厂

的费用最省？ 



第 5 章 不定积分 

 

101

 

第 5 章 不定积分 

【案例 5-1】 已知容器中装有 10L 浓度为 300g/L 的盐水，若以每分钟 0.5L 的纯水

注入容器，充分混合后以同样的速度流出容器. 求：(1)时刻 t 与容器中盐水浓度的关系；

(2)10min后容器中盐水的浓度；(3)要使容器中盐水的浓度降为 3g/L，问需要多长时间？ 

解：设 t 时刻容器中盐的含量为 ykg，则此时盐水的浓度为
10
y
(kg/L).  

(1)由每分钟流出容器的盐水量为 0.5L，得容器中盐减少的速度为每分钟

0.5
10 20
y y
  (kg). 就是说，容器中盐的变化率为

d
d 20

y y
t
  ，变换得 

1 1d d
20

y t
y

   

即 

1d ln | | d( )
20

y t   

由拉格朗日中值定理的推论 2，得 
1ln | |
20

y t C   (C 为常数)，两边取以 e 为底

的指数运算，得 
1
20e e

tCy


  或
1
20e e

tCy


  (舍去).  

0t  时，盐水的浓度为 300g/L，即 0.3kg/L.  把 0t  ， 10 0.3 3y    (kg) 代入，

得 ln 3C  ，即
1
203e

t
y


 .  

就是说，时刻 t 与容器中盐水浓度 ( )f t 的关系为 

1
120
203e( ) 0.3e

10

t
t

f t



  (kg/L). 

(2)10min 后容器中盐水的浓度为
1 10
20(10) 0.3e 0.182f

 
  (kg/L)； 

(3)因为 3g/L 0.003 kg/L，所以，解方程
1
200.3e 0.003

t
 ，得 92.1t  min.   

故使容器盐水的浓度降为 3g/L，约需要92.1  min.  

案例 5-1 的求解中，关键的运算是由
1 1d d

20
y t

y
  ，得

1d ln | | d( )
20

y t  . 就是说，

如何通过一个未知函数的微分，求出未知函数的运算. 我们把这种已知一个未知函数的

微分(或导数)，求出未知函数的运算，称为不定积分运算. 不定积分运算是导数(微分)

运算的逆运算. 本章以已知变化率求原函数为任务，通过各种类型的求不定积分任务，

帮助我们理解原函数和一定积分的概念，熟记基本积分公式，熟练掌握直接法、换元积
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分法和分部积分法，为积分学的学习打好基础. 

5.1 不定积分的概念 

5.1.1 原函数 

定义 5.1 设函数 ( )f x 是定义在某区间的函数，如果存在一个函数 ( )F x ，使得在该

区间内任意点 x处，都有 

( ) ( )F x f x  或 d ( ) ( )dF x f x x  

则称函数 ( )F x 是 ( )f x 在该区间上的一个原函数.  

例如，因为在区间 ( , )  内，有 5 4( ) 5x x  ，所以 5x 是 45x 在区间 ( , )  内的

一个原函数.  

又如，在区间 ( 0)， ∪ (0 ) ， 内，有
1d ln | | dy y
y

 ，所以 ln | |y 是
1
y
在区间

( 0)， ∪ (0 ) ， 内的一个原函数.  

那么，什么样的函数存在原函数呢？ 

而且，显然 5 2x  ， 5 3x  ， 5 3x  ， 5x C ( C 是任意常数)都是 45x 在区间

( , )  内的原函数. 一个存在原函数的函数有多少个原函数呢？我们有以下结论： 

(1)若函数 ( )f x 在某区间连续，则 ( )f x 在该区间存在原函数； 

(2)若函数 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则 ( )f x 的全部原函数为 ( )F x C (C 为任意

常数).  

结论(1)给出了原函数存在的充分条件；而对于结论(2)，事实上，由拉格朗日中值

定理的推论 2，若函数 ( ) , ( )F x G x 都是 ( )f x 的原函数，则 

( ) ( )G x F x C  ( C 为常数)  

就是说，如果函数 ( )F x 是 ( )f x 在某个区间上的一个原函数，则 ( )F x C (C 为任意常数)

就是 ( )f x 在这个区间上的全部原函数.  

由此可知，如果函数 ( )f x 有一个原函数 ( )F x ，则 ( )f x 就有无穷多个原函数，而且

全部原函数可表示为 ( )F x C (C 为任意常数).  

5.1.2 不定积分的定义 

定义 5.2 称函数 ( )f x 的全部原函数为 ( )f x 的不定积分，记作 ( )df x x . 即，如果

函数 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则 

( )d ( )f x x F x C  ( C 为任意常数).  

其中，记号 称为积分号， ( )f x 称为被积函数， x 称为积分变量， ( )df x x 称为被积表
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达式，C 称为积分常数.  
按定义， ( )f x 的不定积分，就是被积分函数的一个原函数加上一个积分常数C .  

【任务 5-1】 验证下列不定积分： 

(1) 22 dx x x C  ；     (2) cos d sinx x x C ； 

(3) 1 d lnx Cxx
 ；      (4) e d ex xx C .  

解：(1)因为 2( ) 2x x ，即 2x 是 2x 的一个原函数，所以 

22 dx x x C   

(2)因为 (sin ) cosx x  ，即 sin x 是 cos x的一个原函数，所以 

cos d sinx x x C   

(3)因为当 0x  时，
1(ln | |) (ln )x x
x

   ；当 0x  时，
1 1(ln | |) [ln( )]x x
x x

    


. 即

ln | |x 是
1
x
在区间 ( , 0) ∪ (0 , )  内的一个原函数，所以 

1 d ln | |x x C
x

   

(4)因为 (e ) ex x  ，即 ex 是 ex 的一个原函数，所以 

e d ex xx C   

由不定积分的定义可知，不定积分与导数(或微分)互为逆运算，所以有 

(1)[ ( )d ] ( )f x x f x   或 d[ ( )d ] ( )df x x f x x ； 

(2) ( )d ( )F x x F x C    或 d ( ) ( )F x F x C  .  

5.1.3 不定积分的几何意义 

如果函数 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，我们称曲线 ( )y F x

为函数 ( )f x 的一条积分曲线. 那么， ( )d ( )y f x x F x C   表

示无穷多条曲线. 由于[ ( )d ] ( )f x x f x  ，依导数的几何意义知，

这些曲线在相同横坐标对应的点处的切线斜率相等. 因此，不定

积分的几何意义是： ( )dy f x x  在几何上表示一簇积分曲线，

如图 5-1 所示. 这些曲线有以下特点：(1)所有曲线都可由曲线

( )y F x 沿 y 轴向上或向下平移得到； 

(2)所有曲线在横坐标相同的点处的切线互相平行.  

【任务 5-2】 已知曲线上任一点处的切线的斜率等于该点横坐标的两倍，且过点

(1 , 2) ，求此曲线方程. 

 
图 5-1 
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解：设所求的曲线为 ( )y f x ，依题意，得 

( ) 2f x x   

所以 
2( ) 2 dy f x x x x C     

代入 1 , 2x y  ，得 1C  .   

故所求的曲线方程为 2 1y x  .  

实训 5.1 

1. 验证下列各不定积分. 

(1) 11d ( 1)
1

x x x C  


   
 ； 

(2) 2 2 2 22(e e )d (e e ) (e e )x x x x x xx C C         . 

2. 已知曲线上任一点处的切线的斜率等于该点横坐标的余弦，且过点 (0 , 0)，求此

曲线方程. 

5.2 基本积分公式和不定积分的运算性质 

对于上节【任务 5-1】的验证，也可看作是按定义求不定积分. 但是，因为整个过

程都是在积分结果确定后，根据定义得出的结论，这样求解不定积分在大多情况下是行

不通的.  
不妨试求不定积分 (sec cos )dx x x x .  

发现，如果没有熟练掌握不定积分运算方法的话，不可能得到 

(sec cos )d ln | sec tan | sin cosx x x x x x x x x C       

而且，函数
2

( ) exf x  在 ( , )   内连续，即
2

( ) exf x  存在原函数，但此原函数无

法用初等函数表示，即不定积分
2

e dx x 在初等函数范围内无法计算. 就是说，学习不定

积分的运算方法是重要的，为此我们先学习基本积分公式和不定积分的运算性质.  

5.2.1 不定积分的基本公式 

由不定积分与导数(或微分)互为逆运算的关系，根据基本初等函数的导数公式得到

以下的基本积分公式： 

(1) dk x kx C  ( )k为常数 ；   (2) 11d
1

x x x C 


 

 ( 1)   ； 
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(3) 1 d ln | |x x C
x

  ；       (4) 1d ( 0, 1)
ln

x xa x a C a a
a

    ； 

(5) e d ex xx C  ；        (6) cos d sinx x x C  ； 

(7) sin d cosx x x C   ；     (8) 2sec d tanx x x C  ； 

(9) 2csc d cotx x x C   ；    (10) sec tan d secx x x x C  ； 

(11) csc cot d cscx x x x C   ；  (12) 2
1 d arctan arccot

1
x x C x C

x
    

 ； 

(13)
2

1 d arcsin arccos
1

x x C x C
x

    


 . 

以上公式，是求不定积分的基础，必须熟记.  

【任务 5-3】 求下列不定积分. 

(1) 2
1 d x
x ；  (2) dx x x x ；  (3) 1 d

3x x ；  (4) 3 e dx x x .  

解：(1)原式 2 2 1 11 1d
2 1

x x x C x C C
x

           
  ； 

(2)原式
1 1 7 111
2 4 4 44d d

11
x x x x x C

 
     ； 

(3)原式

1
1 33d 13 ln 3ln

3

x

x x

x C C


 
          

  ； 

(4)原式
(3 e) 3 e 3 e(3 e) d
ln(3 e) ln 3 ln 1 ln 3

x x x x x
x x C C C

e


        
   .  

5.2.2 不定积分的运算性质 

性质 1 两个函数的代数和的不定积分等于这两个函数的不定积分的代数和.  

即    ( ) ( ) d ( )d ( )df x g x x f x x g x x      

这一结论可以推广到有限个函数的代数和的情形，即 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ) d ( )d ( )d ( )dn nf x f x f x x f x x f x x f x x            

性质 2 被积函数中的常数因子可以提到积分号外面.  

即      ( )d ( )dkf x x k f x x   

【任务 5-4】 求下列不定积分. 

(1) (cos e )dxx x ；       (2) 2cos dx x .  

解：(1)原式 1 2cos d e d sin ex xx x x x C C        

           1 2sin e ( ) sin ex xx C C x C       1 2( )C C C   
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今后，在求不定积分的运算中，当不再有积分号时，加上一个积分常数C 即可.  

(2)原式 2 cos d 2sinx x x C   . 

对被积函数进行简单的恒等变形后，再利用基本积分公式和性质求不定积分的方

法，称为直接积分法. 

【任务 5-5】 求下列不定积分. 

(1) 5(2 cos )dx x x
x

  ；   (2)
2

2
(1 ) dx x

x


 ；   (3) 3
(1 )( ) dx x x x

x
 

 .  

解：(1)原式
12 d cos d 5 dx x x x x
x

      

           2 212 sin 5ln | | sin 5ln | |
2

x x x C x x x C          

(2)原式
2

2 2
1 2 1 2d ( 1)dx x x x

xx x
 

     2
1 1d 2 d 1dx x x

xx
      

       
1 2ln | |x x C
x

      

(3)原式 3
( ) dx x x x x x

x
  

 
3
2

3 dx x x
x


   

       
7 1 13 7
6 6 6 66 6( )d

13 7
x x x x x C      

【任务 5-6】 求下列不定积分. 

(1)
2

2 d
1

x x
x ；       (2) 2tan dx x ；    (3) 2sin d

2
x x .  

解 (1)原式
2

2 2
1 1 1d (1 )d

1 1
x x x

x x
 

  
   2

11d d arctan
1

x x x x C
x

    
  ； 

(2)原式 2 2(sec 1)d sec d 1d tanx x x x x x x C         ； 

(3)原式
1 cos 1 1d (1 cos )d ( sin )

2 2 2
x x x x x x C

       .  

实训 5.2 

1. 求下列各不定积分. 

(1) 3
1 d x
x ；     (2) 1 d x

x ；     (3) 3 dx x x
x ； 

(4) 10 dx x ；     (5) e d
2

x

x x ；     (6) e dx x . 
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2. 用直接积分法求下列各不定积分. 

(1) 3(4 2 3)dx x x  ；      (2)
2

4 d x
x x ；     (3)

33 2 dx x x
x

 
 ； 

(4)
2 4 d

2
x x
x

 ；         (5) (3 )(2 )dx x x  ；  (6) 10(10 )dx x x ； 

(7)  2 sin 3cos dx x x  ；    (8) sec (sec tan )dx x x x ；(9)
2

2
2 d

1
x x

x  ； 

(10) 3
1 1sin 2 d

sin sin
x x

x x
   
  ； (11)

4

2 d
1

x x
x ；    (12) 2 2

1 d
(1 )

x
x x .  

3. 设生产某产品 x 单位的边际成本 ( ) 59 0.06C x x   ，其固定成本为 1200 元，求

总成本函数.  
4. 已知某产品的总产量Q是时间 t 的函数，其生产率为   22 3Q t t t   ，且当 10t 

时， 0Q  .求该产品的总产量函数 ( )Q t . 

5.3 换元积分法 

对于被积函数中含复合函数的积分，例如 sin 2 dx x ， 20(3 2) dx x ，
2

e dxx x ，

2

1 d
1

x
x 

 等，用直接积分法求解很困难甚至不能进行，为此引进换元积分法.  

5.3.1 第一换元法 

定理 5.1 设 ( )d ( )f u u F u C  ，如果函数 ( )u x 可微，则 

 [ ( )] ( )d [ ( )]f x x x F x C      (5-1) 

对于定理 5.1，因为函数 ( )u x 可微，所以 d ( )du x x ，因此 
( ) ( )

[ ( )] ( )d [ ( )]d ( ) ( )d ( ) [ ( )]
u x u x

f x x x f x x f u u F u C F x C
 

    
 

      ＝ ＝  

上式既可以看作是公式(5-1)的不严格证明，也可以看作是应用公式(5-1)求解不定

积分的一般过程. 公式(5-1)也称第一换元积分公式，我们把利用公式(5-1)求解积分的

方法称为第一换元法. 由于计算中，关键的一步是把 ( )dx x 凑成微分 d ( )x ，所以第

一换元法也称凑微分法.  

【任务 5-7】 求下列不定积分. 

(1) sin 2 dx x ；   (2) 20(3 2) dx x ；   (3)
4

3 5
d

1 2
x x

x
 .  

解：(1)因为
1 1sin 2 d (sin 2 )(2 ) d sin 2 d 2
2 2

x x x x x x x    ，所以，令 2u x ，得 
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原式
21 1 1sin d cos cos 2

2 2 2

u x
u u u C x C


      ＝ ； 

(2)原式 20 201 1(3 2) (3 2) d (3 2) d(3 2)
3 3

x x x x x        

      
3 2 3 2

20 21 21 211 1 1 1 1d (3 2)
3 3 21 63 63

u x u x
u u u C u C x C

   
      ＝ ＝ ； 

(3)原式
1 1 1

5 4 5 5 5 53 3 31 1(1 2 ) d (1 2 ) (1 2 ) d (1 2 ) d(1 2 )
10 10

x x x x x x x x
  

              

    
5 51 2 2 21 2 1 2

53 3 3 31 1 3 3 3d (1 2 )
10 10 2 20 20

u x u x
u u u C u C x C

   
          ＝ ＝ .  

一般地，形如 ( )df ax b x ( ,a b为常数)的积分，利用
1d d( )x ax b
a

   ，然后换元

为u ax b  ，再求积分. 而形如 1 ( )dn nx f ax b x   的积分，利用 1 1d d( )n nx x ax b
an

   ，

然后换元为 nu ax b  ，再求积分.  

由于使用凑微分法，最根本的是把形如 [ ( )] ( )df x x x  的积分，凑成一个已知的

积 分 ( )df u u 再 求 解 . 所 以 ， 在 后 续 学 习 中 不 再 做 形 如 ( )df ax b x 和

1 ( )dn nx f ax b x   的归纳. 另外，如同求复合函数的导数一样，当我们熟练了凑微分

法后，在运算中可以省去书写新的积分变量u .  

【任务 5-8】 求下列不定积分. 

(1)
2

e dxx x ；   (2) cos dx x
x ；   (3)

32

3 2

csc ( ) dx x
x .  

解：(1)原式
2 221 1e d e

2 2
x xx C   ； 

(2)原式
1(cos ) d 2 cos d 2sinx x x x x C
x

      ； 

(3)原式
3 3 3 32 2

3 2

1[csc ( )] d 3 csc ( )d 3cotx x x x x C
x

       .  

有时，使用凑微分法，被积分表达式未必形如 [ ( )] ( )df x x x  .  

【任务 5-9】 求下列不定积分. 

(1) 2 2
1 d ( 0)x a

a x


 ；       (2)
2 2

1 d ( 0)x a
a x




 .  

解：(1)考虑到，如果 1a  ，则 2
1 d arctan

1
x x C

x
 

 ，所以 

原式 2 2 2
1 1 1 1 1d d arctan

1 1

x xx C
a a a aa x x

a a

   
       
   

  ； 
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(2)原式
2 2

1 1 1d d arcsin

1 1

x xx C
a a ax x

a a

   
       
   

  ； 

有了凑分法，对于不太复杂的有理函数的不定积分求解就变得可行.  

【任务 5-10】 求下列不定积分. 

(1) 1 d
1

x
x  ；   (2) 2 2

1 d ( 0)x a
x a


 ；   (3) 2

1 d
4 4 5

x
x x  .  

解：(1)原式
1 d( 1) ln | 1|

1
x x C

x
    

 ； 

一般地，因为 ( )d d ( )f x x f x  ，所以 

( ) d ln | ( ) |
( )

f x x f x C
f x


   

(2)原式  1 1 1 1 1d ( )d ln | | ln | |
( )( ) 2 2

x x x a x a C
x a x a a x a x a a

       
      

    
1 ln

2
x a C

a x a


 


 

(3)原式 2 2 2
1 1 1 1 1 1d d d

4 4 24 (2 1) 1 11 1
2 2

x x x
x

x x

                 
   

    

       
1 1arctan
4 2

x C    
 

 

为更好地掌握第一换元积分法，我们来学习更广泛的能用凑微分法求解的不定积分.  

【任务 5-11】 求下列不定积分. 

(1) ln dx x
x ；   (2) 2 3ln dx x

x


 ；   (3) tan dx x ； 

(4) sec dx x ；   (5) cose sin dx x x ；   (6) 2sin cos dx x x ； 

(7) 3sin dx x ；   (8) 4cos dx x ；    (9) 2
arctan d
1

x x
x .  

解：(1)原式 21 1(ln ) d ln d ln ln
2

x x x x x C
x

      ； 

(2)原式 21 1 1 1(2 3ln ) d (2 3ln )d(2 3ln ) (2 3ln )
3 3 2

x x x x x C
x

             

       21 (2 3ln )
6

x C   ； 

(3)原式
sin 1d d cos ln | cos |
cos cos

x x x x C
x x

       .  

同理，可得 cot d ln | sin |x x x C  ； 
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(4)原式 2 2
1 cos 1 1 1 1d d dsin ( )dsin

cos 2 sin 1 sin 1cos 1 sin
xx x x x

x x xx x
    

      

       

1
2 2

2
1 sin 1 (1 sin ) 1 sinln ln ln
2 sin 1 coscos

x x xC C C
x xx
  

     


 

       ln | sec tan |x x C   . 

同理，可得 csc d ln | csc cot |x x x x C   ； 

(5)原式 cos cose d cos ex xx C     ； 

(6)原式 2 31sin dsin sin
3

x x x C   ； 

(7)原式 2 2 2sin sin d sin d cos (1 cos )d cosx x x x x x x         

       31cos cos
3

x x C    ； 

(8)原式
2

2 2 21 cos 2 1(cos ) d d (1 2cos 2 cos 2 )d
2 4

xx x x x x x      
     

       
1 1 1 1 cos 4 1 1 1 1sin 2 d sin 2 sin 4
4 4 4 2 4 4 8 32

xx x x x x x x C
         

       
3 1 1sin 2 sin 4
8 4 32

x x x C    ； 

(9)原式 21arctan d arctan (arctan )
2

x x x C   . 

下面我们学习形如 3
1 d x

x x ，
2

1 d
1

x
x 

 等无理函数的不定积分.  

5.3.2 第二换元法 

定理 5.2 设函数 ( )x t 单调、可导，且 ( ) 0t  ，则 

 ( )d [ ( )]d ( ) [ ( )] ( )df x x f t t f t t t         (5-2) 

称公式(5-2)为第二换元积分公式，使用第二换元积分公式求积分的方法，称为第 

二换元法. 在积分运算中，通过引入新的积分变量 t，使 [ ( )] ( )df t t t  可算，由此，

第二换元法也称变量代换法，主要有根式代换和三角代换两类.  
【任务 5-12】 求下列不定积分. 

(1) 3
1 d x

x x ；    (2) 1 d
1 3

x
x  ；   (3) 3

1 d
2 1
x x

x

 .  

解：(1)令 6 ( 0)x t t  ，则
33 2,x t x t  ， 6 5d d 6 dx t t t  ， 

原式
3 3 2

5
3 2

1 1 1 ( 1)( 1) 16 d 6 d 6 d 6 d
1 1 1

t t t t tt t t t t
t t tt t

     
    

       

    2 3 21 1 16 ( 1 )d 6( ln | 1|)
1 3 2

t t t t t t t C
t

         
  
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6
6 632 3 6 6ln | 1|

t x
x x x x C


    ＝ ； 

(2)令 23 ( 0)x t t   ，则 23 , 3x t x t    ， d 2 dx t t  ， 

原式
1 1 1 1( 2 )d 2 d 2 (1 )d 2( ln |1 |)

1 1 1
tt t t t t t C

t t t
 

            
      

3
2 3 2ln(1 3 )

t x
x x C

 
     ＝ ； 

(3)令 32 1x t  ，则
3 312 1 , ( 1)

2
x t x t    ， 23d d

2
x t t ， 

原式

3

2 4 5 2

1 ( 1) 1 3 3 3 1 32 d ( 3 )d ( )
2 4 4 5 2

t
t t t t t t t C

t

 
         

3 2 1 3 32 23 9(2 1) (2 1) (2 1)
20 8

t x
x x x C

 
    ＝ .  

【任务 5-13】 求下列不定积分. 

(1) 24 dx x ；   (2)
2

d
1

x
x

 ；   (3)
2

d
9

x
x 

 .  

分析：这三种类型的积分，采用根式代换，不能去掉被积分表达式的根号. 但可利

用三角恒等式 2 21 sin cost t  ，及其变形 2 21 tan sect t  ， 2 2sec 1 tant t  ，因此这样

的代换称为三角代换.  

解：(1)令 π π2sin ( )
2 2

x t t  ≤ ≤ ，则 2 24 4(1 sin ) 2cosx x t    ，d 2cos dx t t ， 

原式 24 cos d 2 (1 cos2 )d 2 sin 2t t t t t t C        

2 2sin cost t t C   ， 

如图 5-2 所示，由 2sinx t 可知， sin ,
2
xt   

24cos , arcsin
2 2

x xt t
   

故，原式
242arcsin 2 2arcsin

2 2 2 2
x x x xC

       24
2
x x C  . 

(2) 令
π πtan ( )
2 2

x t t    ， 则 2 21 1 tan secx x t    ，

2d sec dx t t ， 

原式
2sec d sec d ln | sec tan |

sec
t t t t t t C
t

       

如图 5-3 所示，由 tanx t 可知， 2sec 1t x  .  
故，原式 2ln | 1 |x x C    .  

(3)令 3secx t ，则 2 29 9(sec 1) 3tan , d 3sec tan dx t t x t t t     ， 

 
图 5-2 

 
图 5-3 
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原式
3tan sec d sec d ln | sec tan |

3tan
t t t t t t t C

t
      ， 

如图 5-4 所示， 3secx t 可知，
2 9sec , tan

3 3
x xt t 

  .  

故，原式
2

29ln | | ln | 9 |
3 3
x x C x x C

       . 

 

实训 5.3 

1. 在下列等式的括号内填入适当的函数，使等式成立. 

(1)  3 1 d dx x  (  )；      (2) e d dx x  (  )； 

(3) 1 d d
2 3

x
x




(  )；       (4) 1 d dx
x

 (  )； 

(5) 2
1 d dx
x

 (  )；        (6) 2cos d d
3
x x  (  )； 

(7) 2
1 d d

1
x

x



(  )；       (8) 2 dx x  (  )  3d 2 3x  ； 

(9) 1 d x
x

 (   )  d 3 5ln x ；   (10)
 2

1 d d
3 1

x
x




(  ).  

2. 用第一换元法求下列不定积分. 

(1)  
6

3 1 dx x ；      (2) cos3 dx x ；        (3) 1 d
2 3

x
x  ； 

(4) 1 d
1 5

x
x ；        (5)

 2
1 d

4 3
x

x  ；     (6) 2 2 dx x x ； 

(7) 2 d
1

x x
x ；        (8)

1

2
e d

x
x

x ；           (9) cos dx x
x ； 

(10) ln dx x
x ；       (11)

 
1 d

1 2ln
x

x x ；   (12) 2
1 d

4
x

x ； 

(13) e e 2 dx x x ；    (14)
2

2 d
9

x
x

 ；     (15) sin d
1 3cos

x x
x ； 

(16)  2

2

arctan
d

1
x

x
x ；   (17) 2

5arctan 4 d
1

x
x


 ；   (18) 2

1 d
1
x x

x

 .  

3. 用第二换元法求下列不定积分. 

(1)
 
1 d

1
x

x x  ；   (2) 1dx x x ；      (3) d
2
x x

x ； 

图 5-4 
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(4) 3
1 d

1 1
x

x  ；   (5)
 

3( ) d
2 1
x x x

x

 ；   (6)

2

2
d

4
x x

x
 ； 

(7)
2

d
4 9

x
x 

 ；     (8)
2 2 dx x
x


 ；       (9)
2

2 1 d
9 4

x x
x



 ； 

5.4 分部积分法 

换元积分法是基于复合函数的求导法则得到的，下面我们以积的微分法则为基础，

导出一种新的积分方法――分部积分法. 这种方法主要是针对积的形式的积分，如

cos dx x x ， e dxx x ， ln dx x x ， arcsin dx x x ， e sin dx x x 等.  

设 ( ) , ( )u u x v v x  连续可导，则 

d( ) d duv v u u v   

移项，得 

d d( ) du v uv v u  ， 

对上式两边积分，得 

d d( ) d du v uv v u uv v u        

即 

 d du v uv v u     (5-3) 

式(5-3)称为分部积分公式，利用式(5-3)求不定积分的方法称为分部积分法. 使用

分部积分法求积分，关键在于选取 d v ，使得利用分部积分公式后，新的积分 dv u 易于

(或不难于)原积分 du v .  

【任务 5-14】 计算 cos dx x x .  

解：设 d cos dv x x ， u x ，则 d du x ，由 dsin cos dx x x ，得 d dsinv x ，即

sinv x ，  

原式 sin sin d sin cosx x x x x x x C     .  

上述的求解，使用分部积分公式前，首先是选取 d v ，是一个凑微分运算；使用分

部积分公式后的运算 du ，是一个求微分运算.  
【任务 5-15】 求下列不定积分. 

(1) e dxx x ；       (2) ln dx x x .  

解：(1)设 d e d ,xv x u x  ，则 d du x . 由 de e dx x x ，得 d dexv  ，取 exv  ，则 

原式 e e d e ex x x xx x x C     ； 

(2)设 d d , lnv x x u x  ，则
1d du x
x

 . 由 21d( ) d
2

x x x ，得 21d d( )
2

v x ，取
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21
2

v x ，则 

原式 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1ln d ln d ln
2 2 2 2 2 2 2

x x x x x x x x x x x C
x

           

  2 21 1ln
2 4

x x x C   .  

说明，当我们熟练分部积分公式使用后，可省去设 d v 和u 这一步.  

【任务 5-16】 求下列不定积分. 

(1) arctan dx x x ；       (2) ln(1 )dx x .  

解：(1)原式 2 2 21 1 1arctan d arctan d arctan
2 2 2

x x x x x x     

      2 2 2
2 2

1 1 1 1 1 1arctan d arctan (1 )d
2 2 2 21 1

x x x x x x x
x x

     
    

      21 1 1arctan arctan
2 2 2

x x x x C    ； 

(2)原式
1ln(1 )d(1 ) (1 ) ln(1 ) (1 ) d

1
x x x x x x

x
       

   

    (1 ) ln(1 ) d (1 ) ln(1 )x x x x x x C         .  

有时，用分部积分法求积分，需要重复使用分部积分公式.  

【任务 5-17】 求下列不定积分. 

(1) 2 e dxx x ；   (2) e sin dx x x ；   (3) 3sec dx x .  

解：(1)原式 2 2 2d e e 2 e d e 2 dex x x x xx x x x x x        

           2 2e 2 e 2 e d e 2 e 2ex x x x x xx x x x x C       ； 

(2)因为 e sin dx x x sin d e e sin e cos d e sin cos dex x x x xx x x x x x        

                 e sin e cos e sin dx x xx x x x     

                 e sin e cos e si n dx x xx x x x     

移项，得 

2 e sin d e (sin cos )x xx x x x C    

所以 

1e sin d e (sin cos )
2

x xx x x x C    

(3)因为 3sec dx x 2sec d tan sec tan sec tan dx x x x x x x     

                3 3sec tan (sec sec )d sec tan sec d sec dx x x x x x x x x x         

                3sec tan sec d ln | sec tan |x x x x x x     

移项，得 
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32 sec d sec tan ln | sec tan |x x x x x x C    ， 

所以 

3 1sec d (sec tan ln | sec tan |)
2

x x x x x x C    .  

积分的运算过程中，有时需要综合应用各种方法.  
【任务 5-18】 求下列不定积分. 

(1) e dx x ；           (2) e d
e 1

x

x

x x


 ；   

(3)设 ( )f x 有一个原函数
cos x

x
，求 ( )dx f x x .  

解：(1)令 2 ( 0)x t t ≥ ，则 , d 2 dx t x t t  ， 

原式 e 2 d 2 e d 2 de 2( e e d ) 2 e 2et t t t t t tt t t t t t t t C             

   2 e 2e
t x

x xx C


 ＝  

(2)令 2e 1 ( 0)x t t   ，则 2
2

2e 1 , ln(1 ) , d d
1

x tt x t x t
t

    


， 

原式
2 2 2

2 2
2 2

(1 ) ln(1 ) 2 2d 2 ln(1 )d 2 ln(1 ) 2 d
1 1

t t t tt t t t t t
t t t

 
      

     

    2 2
2

12 ln(1 ) 4 (1 )d 2 ln(1 ) 4 4arctan
1

t t t t t t t C
t

        
  

   
e 1

2 e 1ln(1 e 1) 4 e 1 4arctan e 1
xt

x x x x C
 

       ＝  

    2 e 1 4 e 1 4arctan e 1x x xx C        

(3)因为 ( )f x 有一个原函数
cos x

x
，所以 

cos( )d xf x x C
x

  ， 2
cos sin cos( ) x x x xf x

x x
     

 
， 

原式 d ( ) ( ) ( )dx f x x f x f x x      

    2
sin cos cos 2cossinx x x x xx C x C

x xx
 

         

实训 5.4 

用分部积分法求下列不定积分. 

(1) sin dx x x ；     (2) e dxx x ；   (3) cos d
2
xx x ； 

(4)  ln 2 1 dx x ；   (5) ln dx x
x ；   (6) 2 3e dxx x ； 

(7) arcsin dx x ；    (8)  sin 3 1 dx x x .  
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总实训 5 

1. 求下列不定积分. 

(1) 2 2( 2 ) dx x x ；     (2) 3 1( )d
2

x x x
x
 ； 

(3)
2

2
2 cos d

cos
x x

x


 ；     (4)  
10

1 6 dx x ； 

(5) 3
1sin (2cot )d

sin
x x x

x
 ；   (6)

3 28 9 dx x x  ； 

(7)
 2 2

1 d
arcsin 1

x
x x

 ；   (8)
2

1 d
1 ln

x
x x
 ； 

(9) 1 d
(2 3ln )

x
x x ；     (10) e d

1 e

x

x
x


 ； 

(11) 42

1 d
cos tan 1

x
x x  ；   (12) 2 3sin dx x x ；  

(13) tan 2e sec dx x x ；     (14) 1dx x x ； 

(15) 1 d
2 3 1

x
x   ；     (16) d

3
x x

x  ； 

(17) cos dx x ；      (18)  1 sin 2 dx x x ； 

(19) 2sec dx x x ；      (20) 2 e dxx x ； 

(21) 2 1e dx x ；      (22) ln(1 ) dx x
x


 ； 

(23)
2

d
9

x
x x
 ；      (24)

2

d
4

x
x x 
 .  

2. 已知
1( ) exf x
x

 ，求 ( )dx f x x .  

3. 已知 ( )f x 有一个原函数为 2ln x，求 ( )dx f x x .  
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第 6 章 定积分 

【案例 6-1】 设某人一次性付款 20 万元购买某汽车，该车最多使用 15 年就报废，

报废补贴为 1300 元. 设银行的年利率为 3.6%，且今后 15 年利率不变. 求：(1)以均匀

货币流①方式计算，该车购车成本对应的年使用价值；(2)考虑到 15 年车有点旧，如果

该车用 10 年后能按其残值出售，则该车购车成本对应的年使用价值又是多少？(3)如果

市面上，可用日均 200 元租用同款车型 100 天/年，问是租车合算还是买车合算？ 

解：(1)记银行的年利率为 r ，该车购车成本对应的年使用价值为 a 万元，使用年

限为 T，折现值为 Z. 则按均匀货币流方式计算，第 t ( [0, ]t T )年的年使用价值 a 万元.

即当前使用了 e rta  万元买车，在第 t 年的年使用价值为 a 万元. 称 e rta  万元为 t 年后 a

万元的当前值，则 T 年的年使用价值的当前值之和为
0

e d
T rta t .  

而
0 0 0

0

e d e d e d( ) e (1 e )
T

T T Trt rt rt rt rTa a aa t a t rt
r r r

         
    (万元)  

因该车T 年后报废，报废补贴折现值 Z 万元，其当前值为 e rTZ  .  

由汽车购价为 20 万元，得方程 

 (1 e ) 20 erT rTa Z
r

    ， (6-1) 

取 0.036r  ， 15T  ， 0.13Z  ，解方程得 1.71904a  (万元).  

故以均匀货币流方式计算，该车购车成本对应的年使用价值1.71904 万元.  

(2)按第 2 章的案例 2-2，该车 10T  年后的残值为 10 0.335720e 0.696792Z    (万元)，

取 0.036r  ，代入方程(6-1)，解得 2.32367a  (万元). 即如果该车使用 10 年后，能按

其残值出售，则该车购车成本对应的年使用价值 2.32367 万元.  

(3)日均 200 元租用同款车型 100 天/年，则年租金为 0.02 100 2b    (万元)，即 

1.71904 2.32367b   

这说明，在不考虑汽车的保养费用，且年用车为 100 天的前提下，如果报废年限为 15

年，则购车成本对应的使用价值小于年租金，即买车比租车合算；而如果该车用 10 年

后，能按其残值出售，则购车成本对应的使用价值大于年租金，即租车比买车合算.  

当然，如果用车量比较大，如一年中天天要用车，则年租车的费用为 7.3 万元(365

————————————— 

① 均匀货币流，就是使货币像流水一样以常量源源不断地流进银行，类似于商店每天把固定数量的营业额存进银行的方法. 
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天/年)，按第 2 章的案例 2-2，该车 1T  年后的残值为 0.335720e 14.297  (万元)，就是

说，就算出售价为 14Z  万元，取 0.036r  ，代入方程(6-1)，解得 6.61265a  (万元)，

即购车成本对应的年使用价值约为 6.61265 万元，小于年租车的费用 7.3 万元. 即年年换

新车也比租车合算. 

案例 6-1 的求解中，求
15

0
e drta t 的运算称为定积分计算. 本章以非均匀变化的求和

问题为任务目的，通过定积分的计算和应用等任务，帮助我们理解定积分的概念，熟练

掌握微积分学基本定理，掌握定积分的换元积分法和分部积分法，能用定积分解决简单

问题. 下面我们先来学习定积分的概念和性质. 

6.1 定积分的概念与性质 

6.1.1 引例——曲边梯形的面积 

区间[ , ]a b 上位于 x轴上方的连续曲线 y   ( )f x ( ( ) 0f x ≥ )，直线 x a ，x b 与 x轴

所围成的平面图形称为曲边梯形，如图 6-1 所示，求其面积.  

在初等数学中，我们已经学会求梯形、矩形等

由有限条直线所围成的平面图形的面积. 现在，曲边

梯形在其底边上各点处的高 ( )f x 是变化的，它的面

积就不能直接按矩形面积公式来计算. 然而，由于函

数 ( )y f x 在区间[ , ]a b 上是连续的，为了计算曲边

梯形的面积，我们设法把区间[ , ]a b 划分为若干个小

区间，在每个小区间上，小曲边梯形的面积可以近

似地看作矩形的面积. 这样，所有小矩形面积之和，

就是曲边梯形面积A的近似值(如图 6-2所示). 显然，

底边 [ , ]a b 分割得越细，近似程度就越高. 因此，无

限的细分，使每一个小区间的长度趋于零，面积的近

似值就成为精确值.  

根据上述的分析，可按以下四个步骤计算曲边梯

形面积 A. 
(1)分割. 用分点 0 1 2 1n na x x x x x b      把区间[ , ]a b 分成 n个小区间 

0 1[ , ]x x ， 1 2[ , ]x x ，…， 1[ , ]n nx x  

其中第 i 个小区间长度为 1 ( 1 , 2 , , )i i ix x x i n     .过每一点 ix ( 1 , 2 , , )i n  作平行

y 轴的直线，它们把曲边梯形分成 n个小曲边梯形，记第 i 个小曲边梯形的面积为 iA . 

 
图 6-1 

 
图 6-2 
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于是，曲边梯形的面积等于
1

n

i
i

A


 .  

(2)近似. 在每一小区间 1[ , ]i ix x 上任取一点 i ( 1 , 2 , , )i n  ，以 ix 为底边、 ( )if 

为高作小矩形，则其面积为 

( )i i iS f x    ( 1 , 2 , , )i n     

当 ix 很小时， i iA S   . 

(3)求和. 将 n个小矩形面积求和，即得曲边梯形的面积 A 的近似值，即 

1 1
( )

n n

n i i i
i i

A S S f x
 

      . 

(4)取极限. 如果分点个数无限增大(即 n  )，且
1
max{ }ii n

x  
≤≤

趋于零时， nS 的

极限就是曲边梯形的面积 A. 即 

1 10 0 0

lim lim lim ( )
n n

n i i in n ni i
A S S f x

  


     

       

6.1.2 定积分的概念 

定义 6.1 设函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上有定义. 用点 0 1 2...a x x x    1n nx x b   ，

把区间[ , ]a b 分为 n个小区间： 

0 1[ , ]x x ， 1 2[ , ]x x ，…， 1[ , ]n nx x  

记 1i i ix x x    ( 1 , 2 , , )i n  . 在每一小区间 1[ , ]i ix x 上任取一点 i ，作积 ( )i if x  ，

求和 

1
( )

n

n i i
i

S f x


   

称为积分和. 记小区间长度的最大值为
1
max{ }ii n

x  
≤ ≤

，如果当 n ，且 0  时， nS 的

极限存在，则称函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上可积，并称此极限值为函数 ( )f x 在区间[ , ]a b

上的定积分，记作 

( )d
b

a
f x x  

即              
0 1

( )d lim ( )
nb

i ia
i

f x x f x







   

其中 ( )f x 称为被积函数， [ , ]a b 称为积分区间； a 称为积分下限，b 称为积分上限，x

称为积分变量， ( )df x x 称为被积表达式， ( )d
b

a
f x x 读作“ ( )f x 从 a到 b 的定积分”. 

关于定积分的定义，有以下几点说明： 

(1)函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上的定积分是积分和的极限，它是一个确定的常量. 它只

与被积函数 ( )f x 和积分区间[ , ]a b 有关，而与积分变量使用的字母的选取无关，即 



高职数学 

 

120 

( )d ( )d ( )d
b b b

a a a
f x x f t t f u u    ； 

(2)定积分 ( )d
b

a
f x x 与[ , ]a b 的划分方法及点 i 的取法无关； 

(3)如果函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，则 ( )f x 在区间[ , ]a b 上可积. 甚至可将条件

放宽为：如果函数 ( )f x 是区间 [ , ]a b 上只有有限个第Ⅰ类间断点的有界函数，则函数

( )f x 在区间[ , ]a b 上可积； 

(4)在定积分的定义中，总是假设 a b 的. 而若b a ，由定积分的定义，我们容易

得出 

( )d ( )d
b a

a b
f x x f x x    

即互换定积分的上限与下限时，定积分变号. 

特别地，当 a b 时，有 

( )d 0
a

a
f x x   

6.1.3 定积分的几何意义 

由定义 6.1，引例所讨论的问题可叙述为：如图 6-3 所示，

曲边梯形的面积 A 是函数 ( )f x ( ( ) 0)f x ≥ 在区间[ , ]a b 上的定

积分，即 

A ( )d
b

a
f x x   

一般地，如果被积函数在积分区间上不变号，易知定积分

有如下的几何意义： 

(1)如果 ( ) 0, [ , ]f x x a b≥ ,那么定积分 ( )d
b

a
f x x 表示由曲线 ( )y f x ,直线

x a , x b 与 x 轴所围成的曲边梯形的面积； 

(2)如果 ( ) 0, [ , ]f x x a b≤ ，那么定积分 ( )d
b

a
f x x 表示由

曲线 ( )y f x ,直线 x a , x b 与 x 轴所围成的曲边梯形的

面积的相反数，如图 6-4 所示， ( )d
b

a
A f x x  .  

【任务 6-1】 求定积分 d
b

a
x .  

解：根据定积分的几何意义知，定积分 d
b

a
x 表示由直线 1y  ，直线 x a ，x b 与

x 轴所围成的矩形的面积(见图 6-5)，所以 

d
b

a
x b a   

 

图 6-3 

 
图 6-4 
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6.1.4 定积分的基本性质 

在以下性质中，假设函数 ( )f x 、 ( )g x 均可积.  

性质 1 两个函数代数和的定积分等于各函数定积分的代数和，即 

[ ( ) ( )]d ( )d ( )d
b b b

a a a
f x g x x f x x g x x      

这一结论可以推广到任意有限多个函数代数和的情形. 

性质 2 被积表达式中的常数因子可以提到积分号前，即  

( )d ( )d
b b

a a
kf x x k f x x   (k 为常数)    

性质 3 对任意的点 c ，有 

( )d ( )d ( )d
b c b

a a c
f x x f x x f x x     

此性质称为积分区间的可加性. 注意，不论 [ , ]c a b ，还是 [ , ]c a b ，只要 ( )f x 在

相应区间上可积，这个性质总成立.  
性质 4 如果在区间[ , ]a b 上，恒有 ( ) ( )f x g x≤ ，则  

( )d ( )d
b b

a a
f x x g x x ≤  

性质 5 如果被积函数 ( ) 1f x  ，则 d
b

a
x b a  (见图 6-5). 

性质6 如果函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上有最大值M和最小

值 m，则 

( ) ( )d ( )
b

a
m b a f x x M b a ≤ ≤  

此性质表示曲边梯形的面积介乎于大矩形面积和小矩形面

积之间(见图 6-6).  
性质 7(积分中值定理) 如果函数 ( )f x 在区间 [ , ]a b

上连续，则在 ( , )a b 内至少有一点 ，使得   

( )d ( ( ) , ( , )
b

a
f x x f b a a b      

积分中值定理的几何意义是：由曲线 ( )y f x ，直线

x a , x b 与 x 轴所围成的曲边梯形面积，等于同底且高

为区间 [ , ]a b 内某一点 处的函数值 ( )f  的矩形面积(见

图 6-7).  

下面我们用定积分的性质来估算定积分的值. 

【任务 6-2】 估算定积分
π
2

0
sin dx x 的值. 

解：因为在区间
π[0 , ]
2

上， 0 sin 1x≤ ≤ ，所以 

 
图 6-5 

 
图 6-6 

 
图 6-7 
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π
2

0

π0 sin d
2

x x≤ ≤  

实训 6.1 

1. 试用定积分列出以下各曲边梯形面积的表达式. 

(1)由曲线 22y x ，直线 2 , 2x x   及 x 轴所围成的曲边梯形； 

(2)由曲线 lny x ，直线
1 , 1
e

x x  及 x轴所围成的曲边梯形. 

2. 利用定积分的几何意义，计算下列各式的值. 

(1)
1

0
2 dx x ；   (2) 2 2

0
d

a
a x x ；   (3)

2π

0
sin dx x ；   (4) d

b

a
k x . 

3. 不计算，比较下列定积分的大小. 

(1)
1 2
0

dx x 与
1 3
0

dx x ；          (2)
2 2

1
dx x 与

2 3
1

dx x ； 

(3)
π
2

0
sin dx x 与

π
22

0
sin dx x ；       (4)

3

e
ln dx x 与

3 2
e

ln dx x . 

4. 估计下列定积分的值. 

(1)
5 2
2

( 4)dx x ；            (2)
3π

24
π
4

sin dx x
　

　
. 

6.2  微积分基本定理 

利用定积分的定义及几何意义计算 ( )d
b

a
f x x 都是不切实际，甚至是不可能的. 为

此，我们还需要学习定积分的计算，微积分基本定理能解决定积分的计算问题. 

6.2.1 变上限定积分 

设函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，对于任意的 [ , ]x a b ， ( )f x 在区间[ , ]a x 上也连

续. 所以函数 ( )f x 在区间[ , ]a x 上也可积，且定积分 ( )d
x

a
f t t 的值依赖于积分上限 x. 因

此它是定义在区间 [ , ]a b 上的以 x 为自变量的函数，称此函数为积分上限函数. 记

( ) ( )d , [ , ]
x

a
Φ x f t t x a b  ，也称为变上限定积分. 

定理 6.1 如果函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，则 ( ) ( )d
x

a
Φ x f t t  可导，且 ( )Φ x 等

于被积函数在积分上限 x 处的值. 即 

 ( ) [ ( )d ] ( )
x

a
Φ x f t t f x    (6-2) 
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由定理 6.1 和原函数的定义可得如下推论. 

推论 如果函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，则 ( ) ( )d
x

a
Φ x f t t  是 ( )f x 在区间[ , ]a b

上的一个原函数.  

【任务 6-3】 求下列函数的导数. 

(1) 2
0

( ) e sin 2 d
x tx t t   ；        (2)

1
( ) cos(3 1)d

x
F x t t


  ； 

(3)
2

0
( ) ln(1 )d

x
x t t   ；         (4)

2
31 d

x

x
y t t  .  

解：(1) 2 2
0

( ) ( e sin 2 d ) e sin 2
x t xx t t x     ； 

(2)
1

1

d( ) cos(3 1)d [ cos(3 1)d ] cos(3 1)
d

x

x
F x t t t t x

x



          ； 

(3)
2 22 2

2
0 0

d d d( ) ln(1 )d ln(1 )d ln(1 ) 2 2 ln(1 )
d d d

u x u xx u xx t t t t u x x x
x u x


 

         ＝ ＝ ； 

(4)
2 203 3 3

0

d 1 d ( 1 d 1 d )
d

x x

x x
y t t t t t t

x
          

     3 2 31 1 ( ) 2x x x       

     3 61 2 1x x x     . 

【任务 6-4】 求下列极限. 

(1) 1
1

cos π d
lim

1

x

x

t t

x 


；           (2) 2 00

1lim ln(1 )d
x

x
t t

x
 .  

解：(1)原式

0
0

1
1 1

( cos π d ) cos πlim lim cos π 1
( 1) 1

x

x x

t t x
x 


   




＝ ； 

(2)原式

0 0
0 0 0

0
20 0 0

1
ln(1 )d ln(1 ) 11lim lim lim

2 2 2

x

x x x

t t x x
xx



  

   
＝ ＝ ＝ .  

6.2.2 微积分基本定理 

定理 6.2 如果函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续， ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则 

 ( )d ( ) ( )
b

a
f x x F b F a   (6-3) 

证明 由定理 6.1 的推论知，函数 ( ) ( )d
x

a
x f t t   是 ( )f x 的一个原函数，而函数

( )F x 也是 ( )f x 的一个原函数，所以 ( ) ( )d
x

a
x f t t   与 ( )F x 在 [ , ]a b 上仅差一个常数

C ，即 

( )d ( )
x

a
f t t F x C   

把 x a 代入上式，得 0 ( )F a C  ，即 ( )C F a  .  
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故 

( )d ( ) ( )
x

a
f t t F x F a   

把 x b 代入上式，得 

( )d ( ) ( )
b

a
f t t F b F a   

而定积分与积分变量无关，所以 

( )d ( ) ( )
b

a
f x x F b F a   

上式又可写成 

( )d ( )
b b

aa
f x x F x  

定理 6.2 通常称为微积分基本定理，公式(6-2)称为牛顿(Newton)-莱布尼兹(Leibniz)

公式. 这个公式揭示了定积分与被积函数的原函数或不定积分之间的联系，使定积分的

计算，变成只需求出被积函数的一个原函数，然后计算函数值的差即可.  

【任务 6-5】 计算下列定积分. 

(1)
2 2

1
dx x ；    (2)

π
2

0
cos dx x ；    (3)

1

2

1 d x
x



 .  

解：(1)原式
2

3 3 3

1

1 1 7(2 1 )
3 3 3

x    ； 

(2)原式
π
2
0

πsin | sin sin 0 1
2

x    ； 

(3)原式
1
2ln ln1 ln 2 ln 2x 


     .  

【任务 6-6】 计算下列定积分. 

(1)
1 |
1
e dx x

 ；    (2)设
3 0 1.

( )
e 1 3.x

x x
f x

x

  


　　≤

　 ≤
，求

3

0
( )df x x ；  (3)

1

21

1 d x
x . 

解：(1)原式
0 1 0 1| | |
1 0 1 0
e d e d e d e dx x x xx x x x 

 
        

           
0 1 0 0
1 0

e e (e e) (e e ) 2(e 1)x x          ； 

(2)原式

11 41 3 1 3 3 33 3
10 1 0 1

0

3 3( )d ( )d d e d e e e
4 4

x xf x x f x x x x x x            ； 

(3)原式
1

1

1 1 1 2
x 

       .  

注意，上述求解(3)是错误的，原因是：牛顿-莱布尼兹公式需要满足“函数 ( )f x 在区

间[ , ]a b 上连续”的条件，而 0x  是函数 2
1( )f x
x

 的无穷间断点，所以
1

1

21
1

1 1d x
xx



  . 

另外，如果被积函数在积分区间内是分段函数或有有限个第Ⅰ类间断点，则可利用

积分区间的可加性分成若干个定积分之和再计算，如上述解的(1)和(2).  
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实训 6.2 

1. 求下列函数的导数. 

(1) 2
1

( ) cos d
x

x t t t   ；  (2)
1 3 2( ) ln(1 )d

x
x t t t


  ；  (3)

2
2

0
( ) e d

x tx t t   . 

2. 求下列各极限. 

(1)
2

0
30

sin d
lim

x

x

t t

x


；    (2)

2
0

0

1 d
lim

x

x

t t

x


； 

(3)
2

1
1

e d
lim

ln

x t

x

t

x


；     (4) 0

20

ln(1 )d
lim

x

x

t t

x


.  

3. 计算下列定积分. 

(1)
3 3

1
dx x ；      (2)

1
3 2

3

2 d
1

x
x ；      (3)

9

4
(1 )dx x x ； 

(4)
1
2
1 2
2

1 d
1

x
x 

 ；    (5)
π
4

π 2
6

1 d
sin

x
x ；       (6)

2

0
1 dx x ； 

(7)
1 2
2

dx x x
 ；     (8)

2π 2
0

sin dx x ；      (9)
π

0
1 cos 2 dx x . 

6.3 定积分的计算 

微积分基本定理揭示了不定积分与定积分的联系，因此，定积分的计算与不定积分

的计算相对应，也有换元积分法和分部积分法.  

6.3.1 定积分的换元积分法 

定理 6.3 设函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，函数 ( )x t 在区间[ , ]  上单调且导

数连续，若满足 ( ) a   ， ( ) b   ，则 

 ( )d [ ( )] ( )d
b

a
f x x f t t t




    (6-4) 

此公式称为定积分的换元公式.  

定积分的换元法与不定积分换元法的区别是定积分换元后，积分上限、下限必须同

时更换，最后直接代入新的积分上、下限计算积分值而不必还原回原变量. 因此，定积

分换元法强调：换元必须先换限.  

【任务 6-7】 计算下列定积分. 

(1)
9

0

1 d
1

x
x ；        (2)

π
42

0
5sin cos dx x x .  

解：(1)令 2 (0 3)x t t ≤ ≤ ，则 x t ，d 2 dx t t ，且当 0x  时 0t  ，当 9x  时 3t  ，
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所以 

原式
3 3

0 0

1 2 d 2 d
1 1

tt t t
t t

  
    

    
3 3

00

12 (1 )d 2( ln |1 | )
1

t t t
t

    
  

    2(3 ln 4) 6 4ln 2    ； 

(2)解法一 令 sinu x ，则 d cos du x x ，且当 0x  时 0u  ，当
π
2

x  时 1u  ，

所以 

原式
1 14 5

00
5 d 1u u u   .  

解法二 原式
π π

4 5 5 52 2
00

π5sin dsin sin sin sin 0 1
2

x x x     .  

在解法二中，由于没有引入新的积分变量，所以，计算中不需要改变积分的上、下

限. 因此，对于能用凑微分法求原函数的定积分，尽可能的用解法二，从而节省换限过

程，减少运算，进一步地减少出现错误的机会.  

【任务 6-8】 计算下列定积分. 

(1)
3e

1

d
1 ln

x
x x ；      (2)

1
2
1 2
2

4 d
1

x x
x




 .  

解：(1)原式
3

3e e
11

1 d(1 ln ) 2 1 ln | 2( 1 3 1 0) 2
1 ln

x x
x

        
 ； 

(2)令 π πsin ( )
6 6

x t t  ≤ ≤ ，则 2 21 1 sin cosx t t    ， d cos dx t t ，所以 

原式
π π π
6 6 6
π π π
6 6 6

4 sin π 4πcos d (4 sin )d (4 cos ) | 4 0
cos 3 3

t t t t t t t
t  


          .  

【任务 6-9】 证明： 

(1)如果函数 ( )f x 在区间[ , ]a a 上连续且为偶函数，则 

0
( )d 2 ( )d

a a

a
f x x f x x


  ； 

(2)如果函数 ( )f x 在区间[ , ]a a 上连续且为奇函数，则 

( )d 0
a

a
f x x


 . 

证 (1)因为 ( )f x 在区间[ , ]a a 上连续，所以 ( )f x 在区间[ , ]a a 上可积，且 
0

0
( )d ( )d ( )d

a a

a a
f x x f x x f x x

 
     

由 ( )f x 在区间[ , ]a a 是偶函数，则 ( ) ( )f x f x  ，令 x t  ，则 
0 0 0 0

0
( )d ( ) ( 1d ) ( )d ( )d ( )d

a

a a a a
f x x f t t f t t f x x f x x


              

所以 

0 0 0
( )d ( )d ( )d 2 ( )d

a a a a

a
f x x f x x f x x f x x


       
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故  
0

( )d 2 ( )d
a a

a
f x x f x x


  成立.  

同理可证(2)成立.  

上述结论在定积分运算中可当作定理使用，在计算对称区间上的定积分时，如果能

先判断被积函数的奇偶性，利用上述结论可以使计算过程简化. 如 
1 1 1
2 2 2
1 1 12 2 2
2 2 2

4 4d d d
1 1 1

x xx x x
x x x  


 

  
    

             
1 1
2 2

0 2
0

4 π 4π2 d 0 8arcsin 8
6 31

x x
x

     


 .  

【任务 6-10】 计算下列定积分. 

(1)
3

23
d

cos
x x

x x  ；       (2)
21

21

3 arcsin d
1
x x x

x


 .  

解：(1)因为 2( )
cos
xf x

x x



在区间[ 3 , 3] 上是奇函数，所以 

3

23
d 0

cos
x x

x x


  

(2)虽然
2

2
3 arcsin

1
x xy

x





在区间 [ 1 ,1] 上是非奇非偶函数，但 2
3( )

1
f x

x



在区间

[ 1 ,1] 上是偶函数，
2

2
arcsin( )
1

x xg x
x




在区间[ 1 ,1] 上是奇函数. 所以 

原式
21 1 1

2 2 21 1 0

3 arcsin 3d d 2 d
1 1 1

x xx x x
x x x 

  
      

    1
0

3π6arctan 6 π0
24

x     
 

 

6.3.2 定积分的分部积分法 

设函数 ( )u u x 和 ( )v v x 在区间[ , ]a b 上的导数连续，则由不定积分的分部积分公

式，得 

 d d
b bb

aa a
u v uv v u    (6-5) 

这就是定积分的分部积分公式. 公式表明，原函数已经积出的部分可先代入积分上、下

限计算.  

【任务 6-11】 计算下列定积分. 

(1)
1

0
e dxx x ；    (2)

π
3

π 2
4

d
sin

x x
x ；   (3)

1
2

0
arcsin dx x .  

解：(1)原式
1 11 1

0 00 0
de e e d e ex x x xx x x       

           e e 1 1     
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(2)原式
π π π
3 3 3

π π π
4 4 4

d cot cot | cot dx x x x x x        

    
π π
3 3

π π
4 4

π 3 π cos 1 3 1d ( )π dsin
3 3 4 sin 4 9 sin

x x x
x x

         

       
π
3
π
4

1 3 1 3 π π( )π ln | sin ( )π ln | sin | ln | sin |
4 9 4 9 3 4

x        

       
1 3 3 2 1 3 1 3( )π ln ln ( )π ln
4 9 2 2 4 9 2 2

       ； 

(3)原式
1 11

22 22
0 02 20

1 π 1 1arcsin d d(1 )
2 6 21 1

xx x x x
x x

    
 

    

       
1

2
2
0

π π 3 π 31 1 1
12 12 4 12 2

x          

如同不定积分计算，计算定积分时，经常需要综合使用积分方法.  

【任务 6-12】 计算下列定积分. 

(1)
1

0
e dx x ；          (2)

2
2

2 2
2

( 2)arcsin d
1

x x x
x




 ； 

(3)设 ( )f x 在区间[0 ,1]上连续，且
1

0
( ) arctan ( )df x x x x f x x   ，求

1

0
( )df x x .  

解：(1)令 2 (0 1)x t t ≤ ≤ ，则 

x t ， d 2 dx t t  

当 1x  时， 1t  ；当 0x  时， 0t  .  

因此，原式
1 1 11

00 0 0
e 2 d 2 de 2 e 2 e dt t t tt t t t t        

          
1

0
2e 2e 2e 2e 2 2t       

(2)原式
2 2 2

2 2 2
2 2 02 2 2

2 2

arcsin 2arcsin arcsind d 2 d 0
1 1 1

x x x x xx x x
x x x 

   
  

    

       
22 2

2 2 22 2
00 0

2 arcsin d 1 2 1 arcsin | 2 dx x x x x         

       
1 2 2 2π2 1 arcsin 2( 0) 2
2 2 2 4

        

(3)因为 ( )f x 在区间[0 ,1]上连续，所以 ( )f x 在区间[0 ,1]上可积，令
1

0
( )dI f x x  ，

则由
1

0
( ) arctan ( )df x x x x f x x   ，得 

1 1 1

0 0 0
( arctan )d arctan d dI x x x I x x x x I x x        

            

131 112 22
00 0

0

1 2 1 1 2arctan d(1 ) (1 )arctan d
2 3 2 2 3

x x I x x x x I          

移项，得 
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1 1 π 1 π 1(1 1) (1 0)
3 2 4 2 4 2

I         

故 

3π 3I
4 2

   

即 
1

0

3π 3( )d
4 2

f x x    

实训 6.3 

1. 计算下列定积分. 

(1)
π
π
3

πsin( )d
3

x x ；  (2)
1

22

d
(11 5 )

x
x  ；  (3)

π
32

0
sin cos d   ； 

(4)
2

1
2

0
e d

t

t t ；   (5)
2 2

0
2 dx x ；  (6)

1
3
4

d
1 1

x
x  ； 

(7)
0

22

d
2 2
x

x x   ；  (8)
π

0
1 cos dx x ；  (9)

21

0 3
d

1 2
x x

x
 .  

2. 设函数 ( )f x 在区间  ,a a 上连续且为奇函数，证明 ( )d 0
a

a
f x x


 . 

3. 利用函数的奇偶性计算下列积分. 

(1)
π 4
π

sin dx x x
 ；   (2)  21

2
1 2
2

arcsin
d

1

x
x

x 
 ；  (3)

1

1 2

d
5 4
x x

x 
 ； 

(4)
π

23
π
3

sin cos dx x x
 ；  (5)

π
42

π
2

4cos d 
 ；  (6)

3 25

4 25

sin d
2 1

x x x
x x    . 

4. 计算下列定积分. 

(1)
1

0
e dxx x ；   (2)

e

1
ln dx x x ；   (3)

2π

0
sin dx x x ； 

(4)
π
3

π 2
4

d
cos

x x
x ；   (5)

1

0
arctan dx x x ；  (6)

e
1
e

| ln | dx x . 

6.4 广义积分 

前面所讨论的定积分，既要求积分区间都是有限区间，也要求被积函数在积分区间

上有界. 但是，在实际问题中，往往会遇到积分区间为无穷区间，或者被积函数在积分

区间上无界的定积分，即广义积分.  
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6.4.1 无穷区间上的广义积分 

定义 6.2  设函数 ( )f x 在区间[ , )a   上连续，取实数b a ，若极限 lim ( )d
b

ab
f x x

  存

在，则称此极限值为函数 ( )f x 在无穷区间[ , )a   上的广义积分，记作 ( )d
a

f x x


 ，即 

( )d
a

f x x


 lim ( )d
b

ab
f x x

   

这时也称广义积分 ( )d
a

f x x


 收敛；如果极限 lim ( )d
b

ab
f x x

  不存在，则称广义积分

( )d
a

f x x


 发散.  

类似地，可定义 ( )f x 在其他无穷区间上的广义积分.  

定义 6.3 设函数 ( )f x 在区间 ( , ]b 上连续，取实数a b ，若极限 lim ( )d
b

aa
f x x

  存

在，则称此极限值为函数 ( )f x 在无穷区间 ( , ]b 上的广义积分，记作 ( )d
b

f x x
－ ，即 

( )d
b

f x x


－ lim ( )d
b

aa
f x x

   

这时也称广义积分 ( )d
b

f x x
－ 收敛；如果极限 lim ( )d

b

aa
f x x

  不存在，则称广义积分

( )d
b

f x x
－ 发散.  

定义 6.4  设函数 ( )f x 在区间 ( , )   上连续，对于任意实数 c，若两个广义积分 

( )d
c

f x x


 和 ( )d
c

f x x
－ 都收敛， 

则称它们之和为函数 ( )f x 在无穷区间 ( , )  上的广义积分，记作 ( )df x x


－ ，即 

( )df x x



－ ( )d

c
f x x

－ ( )d
c

f x x


  

这时也称广义积分 ( )df x x


－ 收敛；否则称广义积分 ( )df x x


－ 发散.  

上述三种广义积分统称无穷区间上的广义积分，也称无穷区间上的反常积分.  

根据广义积分的定义可知，广义积分的计算是首先计算定积分，然后计算极限. 不
过为书写方便，在计算过程中可以不写极限符号，分别用记号 ( )F  和 ( )F  表示

lim ( )
x

F x


和 lim ( )
x

F x


，因此，上述三种广义积分可表示为 

( )d
a

f x x


 ( ) ( ) ( )aF x F F a    ； 

( )d
b

f x x
－ ( ) ( ) ( )bF x F b F


    ； 

( )df x x



－ ( ) ( ) ( )F x F F


    .  

【任务 6-13】 计算下列广义积分. 

(1)
0

e dx x
  ；    (2)

0
e dpxx x

－ ( 0p  )；    (3) 2
1 d

1
x

x


 － .  

解：(1)原式 0
00

e d( ) e lim e e 1x x x

x
x

   


         ； 
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(2)原式

0
0 01 1 1de e e dpx px pxx x x

p p p 


   － －
 

       

0
0

2 2
1 1 1 1lim e e d lim e

e
px px px

pxx x

xx px
p pp p 



     －  

       0
2 2

1 1 1 1lim (e lim e )
e

px
pxx xp p p p 

     


； 

其中，极限 lim
e pxx

x


是“


”型的未定式，用洛必达法则计算. 

(3)原式
0 0

2 2 00

1 1d d arctan arctan
1 1

x x x x
x x

 


   

  －
 

       arctan 0 lim arctan lim arctan arctan 0
x x

x x
 

     

       
π π( ) π
2 2

     .  

【任务 6-14】 讨论列广义积分
1

1 dp x
x



 ( p 是常数)的敛散性.  

解：当 1p  时，
1

1 1
1

1 d d
1

p
p

p
xx x x
px

    
    

                       

1

1

1lim 1
1 1

1 1lim 1
(1 ) 1

p

x

px

x p
p p

p
p x p








     

     

    

                       

1

1 11

p

pp

 
 

 

 

当 1p  时， 11

1 d ln | |x x
x

    .  

因此，当 1p  时，
1

1 dp x
x




1

1p



；当 1p≤ 时，

1

1 dp x
x



 发散.  

下面我们来学习另一类广义积分，就是无界函数的广义积分.  

6.4.2 无界函数的广义积分 

定义 6.5 设函数 ( )f x 在区间 ( , ]a b 上连续，而 lim ( )
x a

f x


 ，取 0  ，若极限

0
lim ( )d

b

a
f x x

    存在，则称此极限值为函数 ( )f x 在区间 ( , ]a b 上的广义积分，记作

( )d
b

a
f x x ，即 

( )d
b

a
f x x 0

lim ( )d
b

a
f x x

  
   

这时也称广义积分 ( )d
b

a
f x x 收敛，点 a称为瑕点；否则，称广义积分 ( )d

b

a
f x x 发散.  
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类似地，可以定义函数 ( )f x 在区间[ , )a b 上的广义积分  

( )d
b

a
f x x 0

lim ( )d
b

a
f x x



 




   

定义 6.6 设函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上除点 ( )c a c b  外连续，而在点 c 的邻域内无

界，若广义积分 ( )d
c

a
f x x 和 ( )d

b

c
f x x 都收敛，则称它们之和为函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上

的广义积分，记作 

( )d
b

a
f x x  

即             ( )d
b

a
f x x  ( )d

c

a
f x x ( )d

b

c
f x x  

这时也称广义积分 ( )d
b

a
f x x 收敛；否则，称广义积分 ( )d

b

a
f x x 发散.  

在区间[ , ]a b 上无界函数 ( )f x 的广义积分也称瑕积分，其中函数 ( )f x 的无穷间断点

称为瑕点.  
【任务 6-15】 计算下列广义积分. 

(1)
1

0 2

1 d
1

x
x

 ；       (2)
1

0

1 dp x
x ( p 为常数).  

解：(1)原式
1 1

00 20 0 0

1lim d lim arcsin lim arcsin(1 ) 0
1

x x
x

 

  


  

 

  
    


  

           πarcsin1
2

  ； 

(2)当 1p  时，因为
1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1d d lim d lim ln | |p x x x x
x xx    

       ，所以
1

0

1 d x
x

发散； 

当 1p  时， 
111 1

0 0 0

1 d lim d lim
1

p
p

p
xx x x
px  


 

 


 
 

    

                         
1

0

1
1 lim 1 11 1

1

p p

pp p
p






 



 
       

 

因此，当 1p  时，
1

0

1 dp x
x

1
1 p




；当 1p≥ 时，
1

0

1 dp x
x 发散.  

由此，可知前述
1

21

1 d x
x 发散.  

实训 6.4 

判断下列广义积分的敛散性，若收敛，求其值. 
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(1) 22

1 d x
x



 ；    (2) 4e

d
ln

x
x x



 ；    (3)
0

2
2 d

1
x x
x  ； 

(4) 2
d
4 5
x

x x


   ；  (5)
2

30 2

d
(1 )

x
x

 ；    (6) 2 21

d
( 1)

x
x x



 . 

6.5 定积分的应用 

由定积分的定义，定积分就是一种连续函数的求和运算，所以对于能表示为连续函

数的求和运算问题都可以归结为定积分应用，如求平面图形的面积、旋转体的体积、曲

线弧的弧长、变力所做的功、经济总量计算等.  

6.5.1 微元法 

定积分引例中，第 i 个小曲边梯形的面积近似为矩形的面积计算，即 ( )i i iA f x   . 

我们把第 i 个小区间记为一个任意小区间 [ , ]x x x  ，则当 | |x 足够小时， d A A  ，

即小区间[ , ]x x x  上面积的微分为 

d ( )dA f x x  

从而曲边梯形的面积为 

A d ( )d
b b

a a
A f x x    

上面这种在求和区间内任取一个小区间[ , d ]x x x ，把小区间内变化的函数 ( )f x 看

作是均匀的，则小区间内的总和为 ( )df x x ，最后取定积分 ( )d
b

a
f x x . 把这种求和的方

法称为微元法.  

6.5.2 直角坐标系下平面图形的面积 

由定积分的几何意义，对于区间 [ , ]a b 上的非负函数 ( )f x ，定积分 ( )d
b

a
f x x 表示

由曲线 ( )y f x ，直线 ,x a x b  及 x轴所围平面图形的面积.  

若在区间[ , ]a b 上 ( )f x 不是非负的函数，如图 6-8 所示，由

曲线 ( )y f x ，直线 ,x a x b  及 x轴所围平面图形的面积微元

为 d | ( ) | dA f x x ，面积为 

| ( ) | d
b

a
A f x x   

一般地，由上、下两条曲线 ( )y f x ， ( )y g x 与直线 ,x a x b  所围的平面图形

如图 6-9(a)、(b)所示，其面积微元为 d [ ( ) ( )]dA f x g x x  ，面积为 

[ ( ) ( )]d
b

a
A f x g x x   

 
图 6-8 
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由左、右两条曲线 ( )x y ， ( )x y 与直线 ,y c y d  所围的平面图形如图 6-10

所示，其面积微元为 d [ ( ) ( )]dA y y y   ，面积为 

     
                             图 6-9                                图 6-10 

[ ( ) ( )]d
d

c
A y y y    

【任务 6-16】 求下列平面图形的面积： 
(1)曲线 2y x ， 22y x  所围成的平面图形； 

(2)曲线 2 2y x 与直线 2 2 0x y   所围成的平面图形； 

解：(1)如图 6-11 所示，解方程组
2

22
y x
y x

 


 
，得交点

( 1,1) ， (1,1)， 

故所求的面积为 
1 2 2
1
[(2 ) ]dA x x x


    

              
1 12 2
1 0
(2 2 )d 4 1 )dx x x x


    （  

              
13
0

14( )3x x  8
3     

(2)如图 6-12所示，解方程组
2 2

2 2 0
y x
x y

 


  
，得交点 1( ,1)2 ，

 2, 2 ，故所求的面积为 

1 2
2

1 1[(1 ) ]d22A y y y


    

              
12 3

2
1 1 9( )6 44y y y


        

注意：如果以 x 为积分变量，则所求面积需分块计算，计

算较繁.  
1 22

10 2

9[ 2 ( 2 )]d [2 2 ( 2 )]d 4A x x x x x x          
由此可见，利用定积分求平面图形面积时，选取积分变量很重要，适当的选取积分

变量可使问题简化.  

 
图 6-11 

 
图 6-12 
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【任务6-17】 求在区间[0, π]上曲线 cosy x 与 siny x

之间所围成的平面图形面积. 

解：如图 6-13 所示，在区间 [0, π]上曲线 cosy x 与

siny x 的交点坐标为
π 2( , )4 2M ，因此，所求面积为 

π π4
π0 4

(cos sin )d (sin cos )dA x x x x x x      

                 
ππ

4
π

0 4
(sin cos ) ( cos sin )x x x x      

                 
2 2 2 21 (1 ) 2 2

2 2 2 2
        

由以上求解，可总结出在直角坐标系下求由若干条曲线围成的平面图形面积的一般

步骤： 

(1)画草图，选择适当的积分变量；   

(2)求曲线交点的坐标，确定积分区间； 

(3)用定积分表示平面图形的面积，计算定积分.  

6.5.3 极坐标系下平面图形的面积 

设曲线的方程由极坐标形式给出 

( ) ( )r r     ≤ ≤  

求由曲线 ( )r r  ，射线  和  所围成的曲边扇形(见

图 6-14)的面积 A .  
如图 6-14 所示，选取极角在区间[ , d ]   上的小曲边扇

形为面积微元，则 d 足够小时，这个小曲边扇形可近似为半

径是 ( )r  ，圆心角是 d 的扇形，所以曲边扇形的面积微元为 

2 21 1d π ( ) d ( )d
2π 2

A r r       

面积为 

2 21 1( )d ( )d
2 2

A r r
 

 
       

【任务 6-18】 求下列平面图形的面积： 
(1)心形线 (1 cos ) ( 0)r a a   所围的图形； 

(2)椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

  .  

解：(1)如图 6-15 所示，所求的面积为 

图 6-13 

 
图 6-14 

 
图 6-15 
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π π2 2 2 2
0 0

12 (1 cos ) d (1 2cos cos )d
2

A a a           

            
π2

0

3 cos 2( 2cos )d
2 2

a      

            
π2 2
0

3 1 3π( 2sin sin )
2 4 2

a a        

(2)设椭圆的极坐标方程为 ( ) (0 2π)r r   ≤ ≤ ，其参数方程则为
cos
sin

x r
y r





 

 

(0 2π)≤ ≤ ，代入原方程，得 
2 2 2 2

2 2
cos sin 1r r
a b

 
   

解得， 
2 2

2
2 2 2 2cos sin

a br
b a 




 

故如图 6-16 所示，椭圆的面积为 
π π2 2 2 2
2 2

2 2 2 20 0 2

1 sec4 d 2 d
2 cos sin 1 ( tan )

a b aA ab a
b

 
  

 
 

   

             
π π
2 2

0 02

12 d tan 2 arctan( tan )
1 ( tan )

a aab aba b b
b

 


  


  

             
π2 π
2

ab ab    

说明，事实上，椭圆的参数方程为
cos
sin

x a
y b





 

 

(0 2π)≤ ≤ ，如图 6-16 所示，其面积的微元为 

d d sin d( cos )A y x b a     

故其面积为 
0
π0 0
2

4 d 4 d 4 sin d( cos )
a a

A A y x b a        

   
π π

22 2
0 0

14 sin d 2 ( sin 2 ) π
2

ab ab ab        

这是参数方程所围的平面图形面积的求解方法，有时比极坐标法更简单.  

6.5.4 旋转体的体积 

由一个平面图形绕该平面内一条直线旋转一周而成的立体称为旋转体，这条直线称

为旋转轴.  
如图 6-17(a)所示，是连续曲线 ( )y f x 与直线 ,x a x b  (a < b)及 x 轴所围的平

 
图 6-16 
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面图形绕 x 轴旋转一周而成的旋转体，求此旋转体的体积 V.  
如图 6-17(b)所示，在区间 [ , ]a b 上任取一点 x ，并给 x 一个增量 d x ，使

[ , d ] [ , ]x x x a b  ，则在区间 

 

图 6-17 

[ , d ]x x x 上的小旋转体的体积微元 dV 近似为底面半径是 ( )f x ，高是 d x 的圆柱体的体

积，即 
2d π[ ( )] dV f x x  

故此旋转体的体积为 

2π[ ( )] d
b

a
V f x x  2π [ ( )] d

b

a
f x x   

同理，连续曲线 ( )x y 与直线 , ( )y c y d c d   及 y 轴所围的平面图形绕 y 轴旋

转一周而成的旋转体的体积为 

2π [ ( )] d
d

c
V y y   

连续曲线 ( )y f x 与直线 ,x a x b  (a < b)及 x 轴所围的平面图形绕 y 轴旋转一周

而成的旋转体的体积为 

2π | ( ) | d
b

a
V x f x x   

【任务 6-19】 求下列旋转体的体积： 

(1)椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

  绕 x轴旋转一周而成的旋转体； 

(2)由曲线 2 2, 2y x y x   所围的图形绕 y 轴旋转一周而成的旋转体.  

解：(1)如图 6-16 所示，所求的旋转体可看作曲线 2 2 ( )by a x a x a
a

   ≤ ≤ 绕 x 轴

旋转一周而成，故所求的体积为 
2

2 2 2 2 2
2 0

π ( ) d 2π ( )d
a a

a

b bV a x x a x x
a a

      

        
2

2 3 2
2

0

1 42π ( ) π
3 3

ab a x x ab
a

    

(2)如图 6-11 所示，所求旋转体由两部分构成，一部分为曲线 (0 1)x y y ≤ ≤ 绕 y

轴旋转一周而成；另一部分为曲线 2 (1 2)x y y  ≤ ≤ 绕 y 轴旋转一周而成. 故所求的

体积为 
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1 2 1 22 2
0 1 0 1

π ( ) d π ( 2 ) d π d π (2 )dV y y y y y y y y          

          
1 2

2 2

0 1

1 1π π(2 ) π
2 2

y y y     

也可以另解为 
1 12 2 3
0 0

2π (2 )d 2π (2 2 )dV x x x x x x x       

                 
1

2 4

0

12π( ) π
2

x x    

6.5.5 曲线弧的弧长 

如图 6-18 所示，设函数 ( )y f x 在区间[ , ]a b 上连续可

微，则在区间[ , ]a b 上 ( )y f x 是一段平滑的连续曲线弧，求

此曲线弧的弧长 l.  
如图 6-18 所示，在区间[ , ]a b 任取一点 x ，并给 x 一个增

量 d x ，则由微分的几何意义， d dx y， 和弧长 l 的微元 d l 近

似为直角三角形，即 
2 2 2 2 2d (d ) (d ) (d ) [ ( )d ] 1 [ ( )] dl x y x f x x f x x        

故曲线弧的弧长 l 为 
2d 1 [ ( )] d

b b

a a
l l f x x     

【任务 6-20】 求曲线
1 (3 )
3

y x x  上相应于1 3x≤ ≤ 的一段的弧长.  

解：由弧长公式，所求的弧长为 
3 32

1 1

11 ( ) d d
2

xl y x x
x

     

                      3
1

1 4( ) | 2 3
3 3

x x x     

6.5.6 变力所做的功 

设一个变力作用在某物体上，使其从位置 x a 直线运动移动到位置 x b ，所用的

力是在区间[ , ]a b 上的连续函数 ( )F x ，求此过程中所做的功 W.  

如图 6-19 所示，在区间[ , ]a b 上任意取一点 x ，并给 x

一个增量 d x ，在区间 [ , d ]x x x 上力 ( )F x 近似为常数，则

在区间[ , d ]x x x 上所做的功为 

d ( )dW F x x  

 
图 6-18 

 
图 6-19 
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故物体从位置 x a 移动到位置 x b ，力 ( )F x 所做的功为 

d ( )d
b b

a a
W W F x x    

6.5.7 经济总量计算 

【任务 6-21】 设某产品的生产是连续进行的，总产量Q是时间 t 的函数. 如果总产

量的变化率为 
9

2
324Q ( ) e tt
t


  (单位：吨/天) 

求投产后从 3t  到 30t  这 27 天的总产量 . 

解：总产量 ( )Q t 是其变化率 ( )Q t 的原函数，所以从 3t  到 30t  这 27 天的总产量为 
9 930 30 30

23 3 3

324 9( )d e d 36 e d( )t tQ t t t tt
 

       

                         
9 3

30 310
336 e 36 e e 24.9t

   
      

 
(吨) 

【案例 6-2】 甲企业因生产需要一机器. 该机器如果是购买，需要一次付款 500 万

元现金，机器的使用寿命为 15 年. 如果是向厂家租用该机器，每年需要支付 60 万元的

租金，租金以均匀货币流的方式支付. (1)若银行的年利率为 3.6%，问购买机器与租用

机器哪种方法更好？(2)如果银行的年利率为 10%呢？(3)对生产该机器的厂家来说，更

愿意出租机器，问厂家如何调整机器的年租金？ 

解：(1)记租用机器的租金为 a . 下面计算以均匀货币流的方式每年支付 a，15 年租

金的当前值(贴现价值)总和.  
设现在( 0t  )把现金 y 存入银行，年利率为 r 时，按连续复利计算， t 年后在银行

的存款额恰好为 a，则由第 2 章【案例 2-1】的连续复利计算方法，有 

e ert rta y y a     

称 e rta  为 t 年后金额 a的当前值(也称贴现价值). 如图 6-20

所示，第 t 年均匀流入厂家账户的现金总数 a在时间 d t 内的

当前值微元 d P近似为 e drta t ，即 

d e drtP a t  

就是说，从现在起到 T年内每年流入厂家账户的现金为 a的

当前值总和为 

0 0
0

d e d e (1 e )
T

T T rt rt rTa aP P a t
r r

          

因此，银行年利率为 3.6%，每年支付 60 万元租金，15 年租金的当前值总和为 

 
图 6-20 
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0.036 1560 (1 e ) 695.42 500
0.036

P      (万元)  

就是说，当银行年利率为 3.6%时，购买机器比租用机器方法好.  

(2)当银行年利率为 10%时，则 

0.1 1560 (1 e ) 466.122 500
0.1

P      (万元) 

即当银行年利率为 10%时，租用机器比购买机器方法好.  

(3)综上所述，当银行年利率较小时，15 年租金的当前值总和会多于当前售价 500 万

元. 所以，为使用户更愿意租用机器，必须 15
15

500(1 e ) 500
1 e

r
r

a ra
r


 


≤ ≤ ，代入 0.036r  ，

得 43.139a  (万元)，即银行年利率为 3.6%时，年租金不能超过 43.139 万元.  

说明，若 r 为年利率，在金融管理学中称  1 e rTaP
r

  为均匀货币流贴现价值，

其对变量 T 的导数为 e rTa  ，是 T 年末金额 a 的当前值；又称  e 1rT
T

aA
r

  为均匀货币

流期末价值，其值是每年把总金额 a均匀存入银行，T 年末的本利之和. 根据 erT
TA P

知，以均匀货币流的方式计算，当前一次性把金额  1 e rTaP
r

  存入银行与同期起每

年把总数金额 a均匀存入银行，T 年末的本利之和相等. 

实训 6.5 

1. 求下列平面图形的面积： 

(1)曲线 exy  ， e xy  与直线 1x  所围成的平面图形； 

(2)抛物线 2y x 与直线 2y x 所围成的平面图形； 

(3)曲线 y x 与直线 y x 所围成的平面图形； 

(4)曲线
1y
x

 与直线 y x ， 2x  所围成的平面图形； 

(5)在 [0 ,1]y 时，抛物线 22y x 与 2y x 所围成的平面图形； 

(6)抛物线 2 2y x 与直线 4y x  所围成的平面图形； 

(7)在直角坐标系下，椭圆
2 2

2 2 1 ( 0)x y a b
a b

    所围平面图形； 

(8)求心形线 3(1 sin )   所围的图形.  

2. 将 3 , 2, 0y x x y   所围成的图形分别绕 x 轴及 y 轴旋转，计算所得的两个旋转

体的体积.  

3. 求曲线弧
3
22 (0 1)

3
y x x ≤ ≤ 的弧长.  
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4. 已知某商品销售Q个单位的边际收益为 ( ) 200
50

  
QR Q (元/单位)，求总收益函数. 

5. 设生产某产品 x 箱的总成本为 C(x),总成本的边际成本为 ( ) 2 10C x x   (万元/

箱)，固定成本为 20(万元)，求总成本函数 ( )C x . 

6. 已知某商品的固定成本为 50(元)，边际成本和边际收益分别为 

( ) 0.8 44  C Q Q (元/单位)， ( ) 100 2  R Q Q (元/单位)  

求利润函数，并问产量是多少时利润最大，最大利润是多少？ 

总实训 6 

1. 单选题 

(1)函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续， ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则(  )成立. 

(A) ( )d ( )d
b a

a b
f x x f x x  ；          (B) ( )d ( )d

b b

a a
F x x f x x  ； 

(C) ( )d ( )d ( )d
b c b

a a c
f x x f x x f x x    ；    (D) ( )d ( ) ( )

b

a
f x x F b F a  .  

(2)下列等式中正确的是(  ). 

(A) 
d ( )d ( )

d
x

a
f t t f x

x
 ；             (B) ( )d ( )f x x f x  ； 

(C) d ( ) ( )F x F x ；                          (D) d ( )d ( )d
b

a
f x x f x x .  

(3)设
0

( )d
3

x xf t t  ，则 ( )f x  (  ). 

(A)
3
x
；                                 (B) 1

3
；     

(C) 1
3

 ；                                   (D)
3
x

 .  

(4)设 sin
0

( )d e e
x xf t t   ，则 ( )f x  (     ). 

(A) coscos e xx ；                           (B) sinsin e xx ； 

(C) sincos e xx ；                           (D) cossin e xx .  

(5)下列积分值为零的是(     ). 

(A)
1 2
1

dx x
 ；                            (B)

π
2

0
cos dx x ； 

(C)
π
2
π
2

sin dx x x
 ；                         (D)

2π

0
cos dx x .  

(6)下列积分中不等于 0 的是(     ). 

(A)
1 2
1

dx x
 ；                            (B)

π
2
π
2

sin dx x
 ； 
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(C)
1

1
cos dx x x

 ；                        (D)
1 3
1

dx x
  . 

2. 设
2

1
( ) d

x
f x xt t  ，求 ( )f x .  

3. 求下列极限. 

(1)
2

0
0

0

cos d
lim sin d

x

xx

t t
t t

t





；             (2)

2

0
2

ln(1 )d
lim

x

x

t t

x

 .  

4. 用适当的方法求下列定积分. 

(1)
3

0
1 dx x ；   (2)

e

1

1 ln dx x
x


 ；   (3)

π
2

0
sin dx x x ； 

(4)
2 2
2

sin dx x x
 ；  (5)

1 2
0

e dxx x ；    (6)
π
2

0
(1 cos 2 )dx x x ； 

(7)
3

0
d

1 1
x x

x  ； (8)
1

0

d
(2 ) 1

x
x x  ；  (9)

1 4
1
(2 )arcsin dx x x x


 . 

5. 已知 ( )f x 有一个原函数为 (1 sin ) lnx x ，求  
π
π
2

xf x dx .  

6. 设
22

ln
( ) e dt

x
f x t  ，求

2e

1
1 ( )df x xx .  

7. 求下列平面图形的面积： 

(1)求由曲线
1y
x

 直线 4y  ， 1x  所围成的图形； 

(2)求由曲线 ln , 1y x y  ，x 轴及 y 轴所围成图形； 

(3)求曲线 2 2y x x y  与 所围成的图形.  

8. 求摆线的一拱  ( sin )
0 2π

(1 cos )
x a t t

t
y a t
 

  
≤ ≤ 与 x 轴所围成的图形的面积及其绕 x 轴

旋转一周所得旋转体的体积.  

9. 求曲线弧
πln sec (0 )
3

y x x ≤ ≤ 的弧长. 

10. 【案例 6-2】的机器每年需要保养，如果租用，厂家免费服务；如果购买，则

厂家收取年保养费 10 万元，以均匀货币流的方式支付. 若银行的年利率为 3.6%，问租

用与购买哪个方案更佳？若年保养费是购价的 3.5%，又如何？ 
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第 7 章 常微分方程 

【案例 7-1】 设某人一天的食量折合成热量为 10467J，其中用于基本的新陈代谢（即

自动消耗）需 5038J. 在一天的运动训练中，他所消耗的热量大约是 69（J/kg·day）乘

以他的体重(kg). 假设以脂肪形式贮藏的热量 100%地有效，而 1 kg 脂肪所含热量为

41868J. 试求：(1)此人的体重与时间的函数关系；(2)此人体重的稳定值. 
解：(1)记某人的体重为W (kg)，它是时间 t 的函数，即 ( )W W t ，并记 0 0|tW W  ，

则一天中某人的体重变化为其热量的摄入10467与消耗5038+69 ( )W t 之差所对应的脂肪

重量，即 
10467 (5038 69 ) 5429 69

41868 41868
W W W
t

   
 


 

考虑到一天对人的一生来说只是一个短暂的时间，即 0t  ，所以可以认为 ( )W t 是

关于 t 的连续且充分光滑的函数，故上式中的
W
t




可用
d
d
W
t
代替，由此得到 

0 0

d 5429 69
d 41868

|t

W W
t

W W

 

 

 

对方程
d 5429 69
d 41868
W W
t


 分离变量，得 

d d
5429 69 41868

W t
W




 

两边积分，得 
1 ln | 5429 69 |
69 41868

tW C     

可求得 
23

139565429( ) e
69

t

W t C


    

代入 0 0|tW W  ，得 0
5429

69
C W  ，故此人的体重与时间的函数关系为 

23
13956

0
5429 5429( ) ( )e

69 69

t

W t W


    

(2)因为当 t 时， 
23

13956
0

5429 5429 5429lim ( ) lim[ ( )e ] 78.6812
69 69 69

t

t t
W t W



 
     (kg) 
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所以，经过一段较长的时间，此人体重的稳定值为 78.6812 kg. 与平衡状态下，W 是不

发生变化的，即
d 0
d
W
t
 时，方程

5429 69 0
41868

W
 的解吻合.  

案例 7-1 的求解中，由

0 0

d 5429 69
d 41868

|t

W W
t

W W

 

 

得出
23

13956
0

5429 5429( ) ( )e
69 69

t

W t W


   (kg)，

称为求解微分方程的初值问题. 本章以求解含未知函数及其导数或微分的方程为任务目

的，通过可分离变量的微分方程、一阶线性微分方程、二阶常系数线性微分方程及可降

阶微分方程等简单常微分方程的求解任务，使我们达成理解微分方程的相关概念，熟练

掌握可分离变量微分方程、一阶线性微分方程的求解方法，了解二阶常系数线性微分方

程及可降阶微分方程的求解方法.  

7.1  一阶常微分方程 

7.1.1 引例 

在实际问题中，往往很难直接得出所研究的量之间的函数关系，却较容易得出它们

与其导数或微分之间的关系式，如下面的例子.  
例 7-1 某物体放置于空气中，在时刻 0t  时，测得它的温度为 0 150 Cu   ，要求

确定此物体的温度u 与时间 t 的关系.设空气温度保持在 24 Cau   .  

根据牛顿冷却定律，我们可列出关系等式 

 
0

d ( )
d

150

a

t

u k u u
t

u 

   

 

 (7-1) 

这里 k>0，是比例常数.  

例 7-2 如图 7-1 所示的 R-L 电路中，设 0t  时，电

路中没有电流.要求确定：当开关 k 合上后，电流强度 I 与

时间 t 之间的关系.  

由电路的基尔霍夫第二定律，有 

               
0

d 0
d
0t

IE L IR
t

I 

   

 

              (7-2) 

例 7-3 经研究知道某商品的需求量对价格的弹性为 ln 3P ，且该商品的最大需求量

为 1200（即当 0P  时， 1200Q  ），确定商品需求量Q对价格 P 的函数关系式.  

由需求弹性的意义有下列关系式： 

 
图 7-1 
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0

ln 3

1200P

PQ P
Q

Q 

 

 

 (7-3) 

例 7-4 降落伞从降落塔下落后，所受空气阻力与下落速度成正比，考察下降路程

s 与时间 t 的函数关系.  

由已知，降落伞所受的合外力 F 可由下式计算出，其中 m 为降落伞的质量，k 为阻

力与速度的比例系数，g 为重力加速度.  

 d
d

sF mg kv mg k
t

     (7-4) 

再根据牛顿第二定律可得出关系式： 

 
2

2
d d
d d

s smg k m
t t

   (7-5) 

从上述不同实际问题的例子知道，在我们的生产实践和经济领域中，常常会遇到各

种微分关系式需我们分析和解决，因此，我们有必要对这种微分关系式进行专门的学习

和研究.下面先学习相关概念.  

7.1.2 基本概念 

定义 7.1 含有未知函数及其导数或微分的方程，称为微分方程. 如果方程的未知

函数只有一个自变量，则称这样的微分方程为常微分方程.  

定义7.2 未知函数在微分方程中出现的导数或微分的最高阶数称为微分方程的阶.  

上述例子得出的关系式都是常微分方程，例 7-1～例 7-3 得到的是一阶常微分方程，

而例 7-4 的则是二阶常微分方程.  

定义 7.3 代替微分方程的未知函数后，能使方程成为恒等式的确定函数称为微分

方程的解.  

在例 7-1 中，函数 24 126e ktu   是该常微分方程的解. 事实上 

 d 126 e
d

ktu k
t

   (7-6) 

 ( ) (24 126e 24) 126 ekt kt
ak u u k k          (7-7) 

由式(7-6)和式(7-7)及定义 7.3 可知： 24 126e ktu    是例 7-1 常微分方程的解.  

定义 7.4 n 阶常微分方程的含有 n 个相互独立任意常数的解叫该常微分方程的通

解，不含任意常数的解叫特解.  

24 126e ktu   是案例 7-1 的常微分方程的一个特解.  
【任务 7-1】 验证函数 1 2cos sinx C kt C kt  是常微分方程 
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2
2

2
d 0,( 0)
d

x k x k
t

    

的通解，并求该常微分方程满足初始条件 00
d, 0d tt

xx A t 
  的特解.  

证明  由 1 2cos sinx C kt C kt  ，得 

      1 2
d sin cos
d

x C k kt C k kt
t
    

      
2

2
1 22

d ( cos sin )
d

x k C kt C kt
t

     

把它们代入题设常微分方程的左边，得 
2 2

1 2 1 2( cos sin ) ( cos sin ) 0k C kt C kt k C kt C kt      

而该常微分方程的右边是 0，故 1 2cos sinx C kt C kt  是所述方程的解.   

又函数 1 2cos sinx C kt C kt  中含有两个相互独立的任意常数，而题设常微分方程

是二阶常微分方程 ，所以 1 2cos sinx C kt C kt  是方程
2

2
2

d 0,( 0)
d

x k x k
t

   的通解.  

把初始条件 00
d, 0d tt

xx A t 
  代入 1 2cos sinx C kt C kt  及其一阶导数，得 C1 = A，

C2 = 0. 故所求特解为  cosx A kt  .  

7.1.3 可分离变量微分方程 

定义 7.5  形如 

 d ( ) ( )
d

y f x g y
x
  (7-8) 

的方程，称为可分离变量微分方程. 

为求解方程(7-8)，可先设 g (y) ≠ 0，方程两边同除以 g (y)，再同乘以 dx，即 
1 d ( )d
( )

y f x x
g y

  

这一步叫分离变量. 再在上述等式两边积分，得 
1 d ( )d
( )

y f x x
g y

   

积分后便可得通解. 另若有 0( ) 0g y  ，易知 0y y 也是方程(7-8)的解.  

【任务 7-2】 求微分方程 d 2
d

y xy
x
  .  

解：当 0y  时，分离变量，得 
d 2 dy x x
y
   

两边积分，得 
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2
1ln y x C       （ 1C 为任意常数） 

故  
2 2

1 1e e ex C C xy     ，即 
2

1e eC xy   .  

令 1eCC   ，则C 为非零的任意常数；此外， 0y  也是方程的解. 

综上，原方程的通解为 
2

e xy C   (C 为任意常数）.  

上述解法是严格的，但在解题过程中，时常采用下列简化的表达方法，这表达方法

虽然不够严密，但得出的结果同样是正确的.  

解：分离变量，得 
d 2 dy x x
y
   

两边积分，得 
22ln ln ln ln e xy x C y C       

则通解为
2

e xy C  .  

以后我们常常使用后一种写法.  

【任务 7-3】 求方程 d d 0
1 1

x yx y
y x

 
 

满足初始条件 y(0)=1 的特解.  

解：分离变量，得 
(1 )d (1 )dx x x y y y    

两边积分，得 
2 3 2 31 1 1 1

2 3 2 3
x x y y C     

将初始条件代入上式，得 
1 10
2 3

C   ， 

即
5
6

C    ，从而得到满足该初始条件的特解 

2 2 3 33( ) 2( ) 5 0x y x y      

方程 d d 0
1 1

x yx y
y x

 
 

的通解在这里是以隐函数的形式表示，这种解叫隐式解.  

7.1.4 一阶线性微分方程 

定义 7.6  形如 

 d ( ) ( )
d

y P x y Q x
x
   (7-9) 

的微分方程叫一阶线性微分方程. 特别地，当 ( ) 0Q x  时，方程变为 

 d ( ) 0
d

y P x y
x
   (7-10) 
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称为一阶齐次线性微分方程；而当 ( ) 0Q x  时，方程(7-9)称为一阶非齐次线性微分方程.  

方程(7-10)可用分离变量法求解，分离变量得 
d ( )dy P x x
y
   

两边积分，得 
( )dln ( )d ln ln e P x xy P x x C C      

由此得到方程(7-10)的通解    

 ( )de P x xy C   (7-11) 

我们经常用一种称为常数变易法的方法求解非齐次线性微分方程(7-9)，具体做法

如下： 
在求出齐次线性方程的通解后，将通解中的任意常数C 变易为待定函数 ( )C x ，即

设方程(7-9)的通解为 

 ( )d( )e P x xy C x   (7-12) 

代入方程(7-9)得 
 ( )d ( )d ( )d( )e ( ) ( ) e ( ) ( )e ( )P x x P x x P x xC x C x P x P x C x Q x          

化简整理，得 
( )d( ) ( )e P x xC x Q x    

两边积分，得 
( )d( ) ( )e dP x xC x Q x x C   

从而得到一阶非齐次线性微分方程的通解 

 ( )d ( )de ( )e dP x x P x xy Q x x C          （C 为任意常数） (7-13) 

式(7-11)和式 (7-13)可作为公式使用.  

【任务 7-4】 求方程 1 sin xy y
x x

    的通解.  

解法一：(1)先解方程 
1 0y y
x

    

分离变量，得 

 1 1d dy x
y x

   

两边积分，得 
1 1d dy x
y x

    
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即 

ln ln ln ln Cy x C
x

     

所以 
Cy
x

  

(2)设原方程的解为
( )C xy
x

 ，代入该方程，得 

( ) 1 ( ) sinC x C x x
x x x x


          

 

求导计算并化简，得 
( ) sinC x x   

( ) sin d cosC x x x x C     

所以，原方程的通解为 
cosC xy
x


  

解法二：这里
1 sin( ) , Q( ) xP x x
x x

  ，代入公式(7-13)得 

1 1d d ln lnsin sin 1e ( e d ) e ( e d ) ( sin d )
x x x xx xx xy x C x C x x C

x x x
           

故所求通解为 
1 ( cos )y x C
x

    

在微分方程的求解中，未知函数的因变量和自变量不是固定不变的，如方程

3d ( )d 0y x x y y   不是可分离变量微分方程. 若整理为 3
d 0
d

y y
x x y
 


，也不是关于

y 的一阶线性微分方程. 但如果把变量 x 当作未知函数，方程重新整理为关于 x的微分

方程，则可发现这是形如方程(7-9)的一阶线性微分方程，从而可用公式(7-13)求解.  
【任务 7-5】 求解方程 3d ( )d 0y x x y y   .  

解：原方程改写为 2d 1
d

x x y
y y
  ，则 

21( ) , ( )P y Q y y
y

   

由公式(7-13)，得 
1 1d d ln2 ln 2e ( e d ) e ( e d )

y y yyy yx y y C y y C


 
      

故所求的通解为 
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41 1( )
4

x y C
y

    

请学习者用常数变易法再求解一次.  

实训 7.1 

1. 验证函数 2e xy x 是微分方程 22 3e xy y y    的解，并说明是通解还是特解.  

2. 求下列微分方程的通解. 
(1) (1 )d ( 1)d 0y x x y    ；      (2) e 0xy y   ； 

(3) 2(1 )d 2 ln d 0x y xy y x   ；     (4)
2

2
1
1

yy
x

 


.  

3. 求下列微分方程的通解或特解. 

(1) e xy y    ；            (2) 2 d( 6 ) 2 0
d

yy x y
x

   ； 

(3) 3d 2 ( 1)
d 1

y y x
x x
  


；                (4) 2 2d( 1) 2 4

d
yx xy x
x

   ； 

(5) 3
1

d 2 e , 0
d

x
x

yx y x y
x    ；          (6) 13 , 0xxy y y     .  

4. 试求解例 7-2 和例 7-3 的微分方程.  

7.2  二阶常系数线性微分方程 

7.2.1 二阶常系数线性微分方程解的性质 

定义 7.7  形如 

 0y py qy     (7-14) 

的常微分方程(其中 p,q 为常数)，称为二阶常系数齐次线性微分方程. 为方便叙述，下

面简称二阶齐次线性方程. 

定理 7.1  (叠加原理) 若 y1，y2 是齐次线性方程(7-14)的两个解，则 y = C1 y1 + C2 y2

也是方程(7-14)的解，且当 y1，y2 线性无关时，y = C1 y1 + C2 y2 就是方程(7-14)的通解.  

所谓 y1，y2线性无关，是指 y1 / y2 不恒为某一常数，因而表达式 C1 y1 + C2 y2 中的常

数不能合并，将此表达式代入方程(7-14)，易证该叠加原理.  

定义 7.8 形如 

 ( )y py qy f x     (7-15) 

的常微分方程(其中 p，q 为常数， ( )f x 不恒为 0)称为二阶常系数非齐次线性微分方程，
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称方程(7-14)为方程(7-15)对应的齐次线性方程. 方程(7-15)等号右边的函数 ( )f x 称为

非齐次线性方程(7-15)的自由项.  

定理 7.2 (非齐次线性方程的解结构) 若 yp 是非齐次线性方程(7-15)的某个特解，

yc为齐次线性方程(7-14)的通解，则 
p cy y y   

是非齐次线性方程(7-15)的通解. 
把 p cy y y  代入方程(7-14)并考虑到 yc含有两个独立的任意常数，便可证定理 7.2.  

7.2.2 二阶常系数齐次线性方程的求解方法 

由常系数齐次线性方程左边的结构可推测，可能有形如 y = erx 的特解(r 为待定常

数)，将其代入方程(7-14)，有 
2 e e e 0rx rx rxr pr q    

从而 

 2 0r pr q    (7-16) 

称关于 r 的二次方程(7-16)为齐次线性方程(7-14)的特征方程，而二次方程(7-16)

的根称为齐次方程(7-14)的特征根.按上面讨论，我们有：y = erx 为齐次线性方程(7-14)

的解的充要条件是 r 为齐次线性方程(7-14)的特征根（亦即为二次方程(7-16)的根）. 设
其特征根为 1r 和 2r ,下面分三种情况讨论.  

(1)特征方程(7-16)有两个不等的实数根时，即 1 2r r . 易知，方程(7-14)有两个线

性无关的解 1
1 er xy  和 2

2 er xy  . 因此，方程(7-14)有通解 

 1 2
1 2e er x r xy C C   (7-17) 

(2)特征方程(7-16)有两个相等的实数根时，即 r1 = r2 = r，方程除有解 erxy  外，

还有解 erxy x (请读者验证)，易知，它们是线性无关的，故有通解 

 1 2( )erxy C C x   (7-18) 

(3)特征方程(7-16)有一对共轭的复数根 r i   时，则 e(α +iβ)x是方程(7-14)的解. 

又考虑欧拉公式 

 ( )e e cos e sini x x xx i x        (7-19) 

代入方程(7-14)(注意 i 是常数)，把实部和虚部分别合并，最后得到下式 

[(e cos ) (e cos ) (e cos )] [(e sin ) (e sin ) (sin )] 0x x x x xx p x q x i x p x q x                 

  由于两复数相等则其实部、虚部分别相等，因此可得 e cosxy x  和 e sinxy x  都 

是方程（7-14)的解，显见它们是线性无关的，因而有通解 1 2e cos e sinx xy C x C x    ，

即 
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 1 2e ( cos sin )xy C x C x     （7-20） 

上述讨论整理后见表 7-1.  

表 7-1 

特征方程的根 通解的形式 

1 2r r  1 2
1 2e er x r xy C C   

r1 = r2 = r 1 2( ) erxy C C x   

r = α ± iβ 1 2e ( cos sin )xy C x C x     

【任务 7-6】 求下列微分方程的通解. 
(1) 3 4 0y y y    ；        (2) 4 4 0y y y    .  

解：(1)该方程的特征方程为  2 3 4 0r r   ， 
解得特征根为     1 4r   ， 2 1r  ， 

所以所求通解为   4
1 2e ex xy C C     （C1 ，C2 为任意常数）.  

(2)该方程的特征方程为  2 4 4 0r r   ， 
解得特征根为   1 2 2r r r   ， 

所以所求通解为  2
1 2( )e xy C x C    （C1 ，C2 为任意常数）.  

【任务 7-7】 求方程 2 3 0y y y    满足初始条件 (0) 1y  ， (0) 1y  的特解. 

解：该方程的特征方程为   2 2 3 0r r   ， 
解得特征根为  1 1 2 ir    ， 2 1 2 ir    ， 

所以，所求微分方程的通解为 1 2e ( cos 2 sin 2 )xy C x C x   （C1 ，C2 为任意常数）.  

以 (0) 1y  代入通解可先解出，C1 = 1，得 2e (cos 2 sin 2 )xy x C x  ， 

再求 y，有 2e (cos 2 2 sin 2 ) e ( sin 2 2 cos 2 )x xy x x C x x        ， 

以 (0) 1y  代入上式又可解出， 2 2C  . 于是所求的特解为 

e (cos 2 2 sin 2 )xy x x  .  

7.2.3 二阶常系数非齐次线性方程的求解方法 

由定理 7.2，非齐次线性方程(2.2)的通解 y 等于其任一特解 yp 加上对应齐次方程

(2.2)的通解 yc，yc的求法据前所述，现就下面两种情况讨论怎样找(2.2)的一个特解 yp.   
1. ( ) ( )e x

mf x P x   

这里 λ是常数，而 Pm(x) 是 x 的 m 次多项式，即 

1 0( ) m m q
m m mP x a x a x a

     

此时方程(7-15)为 

 ( ) e x
my py qy P x      (7-21) 
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根据此方程的特点，可推测方程有形如 ( )e x
py Q x  的解，其中 ( )Q x 为待定多项式. 

现把 yp 代入式(7-21)，再同除以 e x ，整理得 

 2( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ( )mQ x p Q x p q Q x P x          (7-22) 

分三种情形讨论如下： 
(1)不是特征根，即 2 0p q    ，由式（7-22）， ( )Q x 也须是 x 的 m 次多项式.  

(2)是 1 重特征根，则 2 0p q    ，同时还有2 0p   ，这是因为若2 0p   ，

那么 p    ，由韦达定理， 又是另一特征根，这样 便是二重特征根，与这一情

形的假设矛盾. 再由式(7-22)易知， ( )Q x 必须是 x 的 m 次多项式，从而可取 

( ) ( )mQ x xQ x     （ ( )mQ x 是 x 的待定 m 次多项式） 

(3)是 2 重特征根，则 2 0p q    ，由韦达定理，2 0p   ，根据式（7-22），

( )Q x 必须是 x 的 m 次多项式，因而可取 
2( ) ( )mQ x x Q x    （ ( )mQ x 是 x 的待定 m 次多项式） 

综上所述，若是特征方程（7-16）的 k 重根（k = 0,1,2），则方程（7-15）有以下

形式的特解： 
( )ek x

p my x Q x   （ ( )mQ x 为 x 的待定 m 次多项式） 

【任务 7-8】 求下列非齐次线性方程的通解. 
(1) 23 2 4 e xy y y x    ；      (2) 24 13 13y y y x    .  

解：(1)对应齐次线性方程的特征方程 2 3 2 0r r   ，其特征根为 1 21, 2r r  ，对

应齐次线性方程的通解是 2
1 2e ex x

cy C C  . 由于 2  是 1 重特征根，故可设原方程的

一个特解为 
2 2 2( )e ( )ex x

py x Ax B Ax Bx     

将 2( )Q x Ax Bx  代入式（7-22），得 

2 (4 3)(2 ) 4A Ax B x     

比较同次项系数，得 
2 0

2 4
A B

A
 

 

2
4

A
B


   

2 2(2 4 )e x
py x x    

所以，所求的通解为  
2 2

1 2e (2 4 )ex xy C x x C      (C1 ，C2 为任意常数)  

(2)对应齐次线性方程的特征方程 2 4 13 0r r   ，其特征根为 1 2 3ir   ，2 2 3ir   ，

对应齐次线性方程的通解是 2
1 2e ( cos3 sin 3 )x

cy C x C x  . 由于 0  是 0 重特征根（即

不是特征根），故可设原方程的一个特解为 
2

py Ax Bx C    

将其直接代入原方程，得 
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2 22 4(2 ) 13( ) 13A Ax B Ax Bx C x       

比较同次项系数，得 

2 4 13 0
8 13 0
13 13

A B C
A B

A

  
   
 

1

8
13
6

169

A

B

C




  

 

 2 8 6
13 169py x x     

所以，所求的通解为  
2 2

1 2
8 6 e ( cos3 sin 3 )

13 169
xy x x C x C x       （C1 ，C2 为任意常数） 

2. ( ) ( )e cosx
mf x P x x   或 ( ) ( )e sinx

mf x P x x    

这里 α，β是实常数， ( )mP x 是关于 x 的 m 次多项式. 此时方程（7-15）变为 

 ( ) e cosx
my py qy P x x      (7-23) 

或 

 ( ) e sinx
my py qy P x x      (7-24)  

令 i    ，引入辅助方程 

 ( i )( ) e x
my py qy P x       (7-25) 

仍可用情形 1 中讲述的方法求得辅助方程的特解 1 2iy y y  ，把这特解代入式

(7-25)，得 

1 1 1 2 2 2( ) i( ) ( )e cos i ( )e sinx x
m my py qy y py qy P x x P x x             

这里用到了欧拉公式 ( )e e (cos sin )i x x x i x       ，从上式看出 y1，y2 分别是方程

(7-23)和(7-24)的解.  
【任务 7-9】 求微分方程 3 2 e cosxy y y x    的通解.  

解：对应齐次线性方程的特征方程 2 3 2 0r r   ，其特征根为 1 2r   ， 2 1r   ，对

应齐次线性方程的通解是 2
1 2e ex x

cy C C   ，构造辅助方程 

 ( 1 i)3 2 e xy y y       

由于 1 i    不是特征方程 2 3 2 0r r   的根，故可设辅助方程有特解
( 1 )e i xy A   ，以 Q(x)= A 代入式(7-22)，得 

2[( 1 ) 3( 1 ) 2] 1i i A        1 1
2 2

A i     

                        1 1( )(e cos e sin )
2 2

x xy i x x      

                           1 1 1 1e cos sin i e cos sin
2 2 2 2

x xx x x x            
   

 

由于原方程的自由项 e cosx x 是辅助方程自由项 ( 1 )e i x  的实部，所以 y 的实部为 
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py 
1 1e cos sin
2 2

x x x    
 

 

是原方程的一个特解. 从而原方程的通解为 
2

1 2
1 1e cos sin e e
2 2

x x xy x x C C        
 

   (C1 ，C2 为任意常数)  

实训 7.2 

1. 求下列各微分方程的通解或在给定初始条件下的特解. 
(1) 4 3 0y y y    ；     (2) 6 0y y y    ； 

(3) 4 4 0y y y    ；     (4) 6 9 0y y y    ； 

(5) 4 0y y   ；      (6) 2 5 0y y y    ； 

(7) 00

15 6 0 1
2 xxy y y y y 

      ， ， ； (8) 00

18 16 0 , , 1
2 xxy y y y y 

       .  

2. 求下列各微分方程的通解或在给定初始条件下的特解. 
(1) 4 2 1y y x    ；     (2) 5 4 3 2y y y x     ； 

(3) 2 2exy y y    ；    (4) 4 cosy y x x   ； 
(5) 48 16 e xy y y x     ；   (6) 0 04 4 , 1 , 0x xy y y y      ； 

(7) 4 8sin 2y y x   .  

7.3 可降阶的高阶微分方程及微分方程应用举例 

7.3.1 可降阶的高阶微分方程 

除前文所述外，还有些高阶微分方程可通过降阶得以求解.  

1. ( ) ( )ny f x 型方程 

很明显，通过 n 次连续的积分可求出其通解.  
【任务 7-10】 求微分方程 2sin 3 e xy x   的通解.  

解：  2 2
1

1 1sin 3 e d cos3 e
3 2

x xy x x x C        

    2 2
1 1 2

1 1 1 1cos3 e d sin 3 e
3 2 9 4

x xy x C x x C x C           
   

     2 2 2
1 2 1 2 3

1 1 1 1sin 3 e d cos3 e
9 4 27 8

x xy x C x C x x C x C x C           
   

(这里 1 1
1
2

C C ) 
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故所求通解为 
2 2

1 2 3
1 1cos3 e
27 8

xy x C x C x C         (C1，C2，C3 为任意常数)  

2.  ( , , ) 0F x y y  型方程 

该类型方程的特点是不显含未知函数 y，可令 y P  ，从而 y P  ，方程变为 

( , , ) 0F x P P   

这样就化成了关于 P 的一阶方程. 具体解法如下例.  
【任务 7-11】 求微分方程 2(1 ) 2 0x y xy    的通解.  

解：令 y P  ，则
d
d

Py
x

  方程化为 

2 d(1 ) 2 0
d

Px xP
x

    

这是可分离变量微分方程，分离变量得 

2
1 2d d

(1 )
xP x

P x



 

两边积分，得 
2 2

1 1ln ln(1 ) ln ln (1 )P x C C x      

从而 
2

1(1 )P C x   

以 y P  代入，得 
2

1(1 )y C x    

积分得所求之通解 
3

1 2
1( )
3

y C x x C    (C1 ，C2 为任意常数) 

3.  ( , , ) 0F y y y  型方程 

该类型方程特点为不显含自变量 x，仍可令 y P  ，则
d d d d
d d d d

P P y Py P
x y x y

    ，

原方程变为 
d, , 0
d

PF y P P
y

 
 

 
 

这样就化成了以 y 为自变量，以 P 为未知函数的一阶方程，如下例. 
【任务 7-12】 求微分方程 2 0yy y   的通解. 

解：令 y P  ，则
d d
d d

P Py P
x y

   方程化为 

2d 0
d

PyP P
y
   

这是可分离变量微分方程，分离变量得 
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1 1d dP y
P y

  

两边积分，得 

1 1ln ln ln lnP y C C y    

从而 

1P C y  

以
d
d

y P
x
 代入，得 

1
d
d

y C y
x
  

同样用分离变量法求解  
1

1 1 2 2
d d ln ln ln eC xy C x y C x C C
y
      

故所求之通解为 
1

2 eC xy C （C1 ，C2 为任意常数） 

7.3.2 常微分方程应用举例 

1. 市场价格模型 
我们来建立描述市场价格形成的动态过程. 假设时刻 t，商品的价格为 ( )p t . 对于纯

粹的市场经济来说， ( )p t 取决于市场的供需情况，当供过于求时， ( )p t 将会减小，新的

价格又产生新的供需，如此不断调节，便构成了市场价格的动态过程. 设 ( )p t 的变化率

与需供之差成正比，记 ( , )f p r 为需求函数(r 为参数)，而 ( )g p 为供给函数. 于是 

0

d [ ( , ) ( )]
d
(0)

p f p r g p
t

p p

  

 

  

其中， 0p 为商品在 0t  时的价格， 为正常数.  

若设 ( , ) , ( )f p r ap b g p cp d     ，其中 a,b,c,d 均为常数，则上式变为 

 
0

d ( ) ( )
d
(0)

p a c p b d
t

p p

      

 

 (7-26)  

这是一阶线性微分方程的初值问题，其解为 
 

0( ) e a a c tb d b dp t p
a c a c

        
 

下面对它进行深入讨论.  
(1)设 p 为静态均衡价格（即供需平衡时的价格），则应满足： 
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 ( , ) 0 b df p r g p ap b cp d p
a c


        


 

从而价格函数 p(t)可写成 
 

0( ) ( )e a a c tp t p p p     

令 t ，取极限得 
lim ( )
t

p t p


  

这说明市场价格逐步趋于均衡价格. 又若初始价格 p0= p ，则动态价格就保持在均

衡价格上，整个动态过程就化为静态过程.  

(2)由于 
( )

0
d ( ) ( )e
d

a c tp p p a c
t

      

所以，当 0p p 时，
d 0, ( )
d

p p t
t
 单调下降向 p 靠拢；当 0p p 时，

d 0, ( )
d

p p t
t
 单调增

加向 p 靠拢. 因此，方程(7-26)在一定程度上反映了价格影响供求，而供求反过来又影

响价格的动态过程并指明了动态价格逐步向均衡价格靠拢的变化趋势.  

2. 振动模型 

生产和经济领域的许多现象都可以抽象为下述振动问题.  

如图 7-2 所示，设有一个弹簧，它的上端固定，下端挂一个质量为 m

的物体. 取平衡位置为坐标原点，x 轴的正方向为竖直向下. 物体在一定

的初始位置x0及初速v0下离开平衡位置，物体在时刻 t的位置坐标x(t). 振

动过程中，物体受阻力作用，阻力大小与物体速度成正比，但方向与速度

相反，即为
d
d
xh
t

 ，h 为阻尼系数. 由虎克定律，物体所受的弹力为 kx , k

为倔强系数. 物体在运动过程中还受外力 ( )f x 作用. 下面研究振动规律.  

由牛顿第二定律有 

 
2

2
d d ( )

dd
x xm h kx f t

tt
     (7-27) 

这是该物体的强迫振动方程. 方程中 ( )f t 未具体给出，下面分四种情况讨论.  

(1)无阻尼自由振动  此时，设物体在振动中既无阻力又无外力，方程(7-27)变为 
2

2
d 0
d

xm kx
t

   

令 2 ( 0)k
m

   ，则方程整理为 

2
2

2
d 0
d

x x
t

   

特征方程 2 2 0r   ，其特征根为 1,2r i  ，微分方程的通解是 

 
图 7-2 
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1 2sin cosx C t C t    

或将其写为 

2 2 1 2
1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

sin cosC Cx C C t t
C C C C

 
 
   
   

 

               cos sin sin cos sinA t t A t         ， 

其中， 2 2 2 1
1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

,sin ,cosC CA C C
C C C C

    
 

 

无阻尼自由振动的振幅 2 2
1 2A C C  ，角频率

k
m

  ，均为常数.  

(2)有阻尼自由振动 此时，物体只受到阻力作用，而没有外力，方程（7-27）变为 
2

2
d d 0

dd
x xm h kx

tt
    

令 2 , 2k h
m m

   ，方程变为 

2
2

2
d d2 0

dd
x x x

tt
     

其特征方程 2 22 0r r    ，特征根为 2 2
1,2r       ，又分三种情况： 

①  ，称为大阻尼情形. 特征根为两不等实根，通解为 
2 2 2 2( ) ( )

1 2e et tx C C             

②  ，称为临界阻尼情形. 特征根为重根，通解为 

1 2( )e tx C C t    

这两种情形，都不发生振动. 当有一初始拢动后，质点慢慢回到平衡位置. x-t 变化

规律分别如图 7-3 和图 7-4 所示.  

             
                        图 7-3                             图 7-4 

③  ，小阻尼情形. 特征根为共轭复根，通解为 
2 2 2 2

1 2e ( sin cos )tx C t C t         

将其化简为 

 2 2e sintx A t      ， 
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其中， 2 2 2
1 2 2 2

1 2

,sin ,cosCA C C
C C

    


 

1
2 2

1 2

C

C C
. 振幅 e tA  随时间 t 的增加而减小，因

此，这是一种衰减振动. x-t 变化规律如图 7-5 所示. 

(3)无阻尼强迫振动 此时，物体不受阻力作

用，其所受外力为简谐力 ( ) sinf t m pt ，方程

(7-27）化为 
2

2
d sin
d

xm kx m pt
t

   

2
2

2
d sin
d

x x pt
t

   

依据 ip 是否等于特征根 iω，其通解分为以下两种情况： 

①当 p  时，用辅助方程法求得该微分方程有特解 2 2
1 sinpx pt

p



，故通解为 

1 22 2
1 sin sin cosx pt C t C t

p
 


  


 

此时，特解的振幅为 2 2
1

p 
，当 p 接近 ω时，振幅将增大，发生类似共振现象. 

②当 p  时，求得该微分方程有特解
1 cos

2px t t
p

  ，故通解为 

1 2
1 cos sin cos

2
x t t C t C t

p
      

此时，特解的振幅随时间 t 的增加而增大，这种现象称为共振. 这就是常说的：当

外力的频率 p 等于物体的固有频率 ω时，将发生共振现象.  

(4)有阻尼强迫振动 此时，振动物体既有外力 ( ) sinf t m pt ，又有阻力
d2
d

x
t

 ，

设  ，方程（7-27）变为 
2

2
2

d d2 sin
dd

x x x pt
tt

     

特征根 2 2 , 0r i        ，则 ip 不可能为特征根，特解为 
sin cospx A pt B pt   

其中，
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2,

( ) 4 ( ) 4
p pA B

p p p p
 

   
 

 
   

.  

由此可见，在有阻尼的情况下，将还会发生共振，不过，当 p  时，若 很小，

仍会有较大的振幅；若 比较大，则还会有较大振幅.  

【任务 7-13】 设有电阻 R、电感 L、电容 C 串联的电路，如图 7-6 所示，其中 R、

 
图 7-5 
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L、C 为常数，设电容器已经已经充电，则当开关合上后，

电容器开始放电，现在我们来研究电容器上的电压随时间变

化的规律.  

解：由电学中的回路电压定律有 
0L R Cu u u    

因 
d d, , ,
d dC L R
Q II Q Cu u L u IR
t t

     

于是 
2

2

d d
d d

C C
R L

u uu RC u LC
t t

 ，  

代入上式，得 
2

2

d d 0
dd

C C
C

u uLC RC u
tt

    

令 21,
2
R
L LC

   ，则上面方程可改写为 

2
2

2

d d2 0
dd

C C
C

u u u
tt

     

这方程与上述有阻尼自由振动有相同的形式，故可类似地分三种情况讨论，在此不

再赘述.  

实训 7.3 

1. 求下列方程的通解. 

(1) siny x x   ；    (2) exy x  ；    (3) 2
1

1
y

x
 


； 

(4) 0xy y   ；     (5) y y x   ；   (6) 2 0y y   ； 

(7) 2 0yy y   ；     (8) 32xy y x x    .  

2. 求下列初值值问题的特解. 

(1) 2e , (1) (1) (1) 0xy y y y      ；    (2)
2

3
3 , (0) 1, (0) 4

1
xy y y y
x

    


； 

(3) 23 , (3) (3) 1
2

y y y y    .  

3. 仿照弹簧振动模型分析【任务 7-13】中 Cu 的变化规律.  

 

 

 
图 7-6 
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总实训 7 

1. 单选题. 
(1)微分方程    4 33 0y y    的阶是(  ).  

(A)4；       (B)3；      (C)2；      (D)1.  
(2)方程 coty y x  的通解是(  ) .  

(A) cosy C x ；  (B) siny C x ；  (C) tany C x ；  (D) / siny C x  .  

(3)下面可分离变量的方程是(  ).  

(A) 2y xy ay y     ；         (B) d
d

y x
x y
 ； 

(C)
2

ln yxy y
x

  ；           (D)
2d 2 e

d
xy xy

x
  .  

(4)方程
de 1
d

x y y
x

  的通解是(  ).  

(A) e ex y C  ；                       (B) e ex y C   ； 

(C) e ex y C  ；                       (D) e ex y C   .  
(5)方程 y y x   满足初始条件    0 0 0y y  的特解是(  ).  

(A)
2

e 1
2

x xy x    ；                 (B) 2e 1xy x x    ； 

(C)
2

e 1
2

x xy x    ；                 (D) 2e 1xy x x    .  

(6)下面为常系数齐次线性微分方程的是(  ).  
(A) 2 5 4 0y y y    ；                 (B) 2 5 4y y y x    ； 

(C) 4 0y y   ；                      (D) 0y xy   .  

(7)方程 2y y y   的特征方程为(  ).  

(A) 2 2 1 0    ；                    (B) 2 2 0   ； 

(C) 2 1 0   ；                        (D) 2 2 1 0    .  
(8)方程 2 3 0y y y    的通解是(  ).  

(A) 1 2e ( cos 2 sin 2 )xy C x C x  ；         (B) 1 2e ( cos 2 sin 2 )xy C x C x  ； 

(C) 2
1 2e [ cos( ) sin( )]xy C x C x    ；     (D) 1 2e [ cos( 2 ) sin( 2 )]xy C x C x    . 

2. 填空题. 
(1)方程 3 d d 0x x y y  的通解是                    ； 

(2)方程 2 21 d 1 d 0x y x y x y    满足初始条件 y(0)=0 的特解是       

         ； 
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(3)方程
2

2 2 e 0xy xy x     的满足 y(0)=e 的特解是             

      ； 
(4)方程 4 29 0y y y    的满足条件 y(0)=0， (0) 15y  的特解是        

       ； 

(5)设 ( )y x 为连续函数，且满足
0

( ) e ( ) ( )d
xxx x t t t    则 ( )x         

     . 
3. 求下列微分方程的通解. 
(1) lny x y y xy   ；            (2) 2cos tany x y x   ； 

(3) 22 ( ) 1xy y y    ；            (4) d 1
d sin

y
x x y



； 

(5) 2(1 )y xy a x y    ；                     (6) 24( ) 0y y   ； 

(7) 5 4 3 2y y y x     ；                    (8) 2 e xy y y     ； 

(9) 22 2cosy y x   ；                      (10) 36 9 e ( 1)xy y y x     ； 

(11) 7 6 siny y y x    .  

4. 求下列微分方程的特解. 
(1) 2 2x y xy y   ， (1) 1y  ； 

(2) exy  是方程 ( )xy p x y x   的一个解，求此微分方程满足条件 (ln 2) 0y  特解； 

(3)求解方程

2

0

(1 ) e , (0 )
lim ( ) 1

x

x

xy x y x
y x



       
 
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第 8 章 多元函数微分学 

【案例 8-1】 某公司计划对新产品进行广告宣传，采用两种形式：一种是电视广告，

投入的费用与费用加上 5(单位：万元)的比等于增加收入的 5‰；另一种是报纸广告，

投入的费用与费用加上 10(单位：万元)的比等于增加收入的 1%. 根据以上资料，两种

广告宣传带来的利润相当于五分之一的广告投入所增加的收入并要扣除广告费用. 问：

(1)公司利润与广告投入的关系；(2)如果广告费用总预算金额为 25 万元，如何分配两

种广告的费用，可使利润达到最大？(3)最大利润是多少？ 
解：(1)记电视广告的费用为 x 万元，报纸广告的费用为 y 万元，公司利润为 L ，则

电视广告投入所增加收入为
2000.005

5 5
x x

x x
 

 
；同理，报纸广告投入所增加收入为

100
10
y

y 
，利润与广告投入的关系为 

200 1001
5 105
x y

L x y
x y

      

40 20
5 10
x y x y

x y
   

 
 

(2)因广告费用总额为 25 万元，即 25x y  ，所以这是条件极值问题. 令 
40 20( , , ) ( 25)

5 10
x yL x y x y x y

x y
       

 
 

则可得方程组 

2

2

200 1 0
(5 )

200 1 0
( 10)

25 0

x

y

L
x

L
y

L x y






    


   



    


 

由方程组的前两个方程得  
2 2(5 ) ( 10)x y    

把 25y x  代入，解得   

15x  (万元)， 10y  (万元) 

根据问题的意义及驻点的唯一性，当投入电视广告费 15 万元，报纸广告费 10 万元

时，可使利润最大.  
(3)把 15 , 10x y  代入利润函数，得最大利润是 
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15
10 15

10

40 20( ) 15
5 10

x
y x

y

x yL x y
x y


 



    
 

(万元) 

正如案例 8-1，在自然科学、工程技术和经济管理中经常会遇到多个自变量的函数，

这种函数称为多元函数. 本章将在一元函数的基础上，重点讨论二元函数的基本概念及

其微分法和应用，因为从一元函数到二元函数会产生很多新问题，而从二元函数的概念

和方法则可以自然地推广到二元以上的函数.  

8. 1 多元函数的极限 

8.1.1 多元函数 

1. 引例 

实际问题中，经常会遇到多个变量之间的依赖关系.  

例 8-1 圆柱体的体积 V 和它的半径 r、高 h 之间具有关系 
2πV r h    

这里，当 r、h 在集合{( , ) | 0, 0}r h r h  内取定一对值时，V 的对应值就随之确定.  

例 8-2 设 R 是电阻 1R 与 2R 并联之后的总电阻，则它们之间具有关系 

1 2

1 2

R RR
R R





 

这里，当 1R ， 2R 在集合 1 2 1 2{( , ) | 0, 0}R R R R  内取定一对值时，R 的对应值就随之确定. 

例 8-3 一定量的理想气体的压强 p，体积 V 和热力学温度 T 之间有如下关系 
RTp
V

 (R 是常数) 

这里，当 T、V 在集合{( , ) | 0, 0}T V T V  内取定一对值时，P 的对应值就随之确定. 

以上几个例子，虽然来自不同的实际问题，但是都说明在一定条件下，三个变量之

间存在一种依赖关系，这种关系给出了一个变量与另两个变量之间的对应法则，依照这

个法则，当两个变量在允许的范围内取定一组数时，另一个变量有唯一确定的值与之对

应. 由这些共性，我们给出二元函数的定义.  

2. 二元函数的定义 

定义 8.1 设 D 是平面上的一个点集，如果对于每个点 ( , )P x y D ，变量 z 按照一

定法则总有唯一确定的值与之对应，则称 z 是变量 x，y 的二元函数(或点 P 的函数)，

并记为 
( , )z f x y 或 ( )z f P  

其中，x，y 称为自变量，点集 D 称为该函数的定义域，z 称为因变量，与点 0 0 0( , )P x y 对
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应的 z 值称为二元函数在点 0 0( , )x y 处的函数值，记为 

 0 0 0
0

,| , |x x x y
y y

z z


或 0 0( , )f x y  

而数集{ | ( , ), ( , ) }z z f x y x y D  称为该函数的值域.  

【任务 8-1】 设 2sin( ) 1z xy y   ，求 π( ,1)
|z


. 

解： 2
π( ,1)

π| sin( 1) 1 1 1 22z


        

按照定义，例 8-1 中，体积 V 是 r 和 h 函数；例 8-2 中，总电阻 R 是 1R 与 2R 的函数；

例 8-3 中，压强 p 是 V 和 T 的函数，它们的定义域都是由实际问题来确定的. 当二元函

数是用解析式表示时，定义域约定为使每个算式有意义的点的集合.  

3. 二元函数的定义域 

一元函数的自变量只有一个，因而函数的定义域比较简单，常见的是区间. 二元函

数有两个自变量，它们的自变量或者是整个平面，或者是平面上的一部分. 由一条或几

条光滑曲线所围成的具有连通性(如果一块部分平面内任意两点均可用完全属于此部分

平面的折线连接起来，这样的部分平面称为具有连通性)的部分平面，称为平面区域，

简称区域. 二元函数的定义域通常为平面区域，围成区域的曲线称为区域的边界，边界

上的点称为边界点. 包括边界在内的区域称为闭域，不包括边界在内的区域称为开域. 

如果区域延伸到无穷远处，则称为无界区域，否则称为有界区域.  

把满足不等式 
2 2

0 0( ) ( ) ( )x x y y         

的点 P(x，y)的全体称为点 0 0 0( , )P x y 的 邻域. 它是以点 0P 为中心， 为半径的圆形开

区域，称不包含点 0P 的邻域为去心邻域.  

常见的区域还有矩形区域： 

{( , ) | , }x y a x b c y d     

【任务 8-2】 求二元函数 z x y  的定义域.  

解：要使 z x y  有意义，必须有 

x y ≥0 

即函数的定义域为 {( , ) | 0}D x y x y  ≥ ，其几何图形为平面上位于

直线 y x  右方的半平面(如图 8-1 所示). 

【任务 8-3】 求二元函数 2 2

2 2

1ln(16 )
4

z x y
x y

   
 

的定

义域及其在点(2,3)处的函数值. 图 8-1 
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解：要使 2 2

2 2

1ln(16 )
4

z x y
x y

   
 

有意义，必须有 

2 2 2 2

2 2 2 2

16 0 16
4 0 4

x y x y
x y x y

       
      

 

即函数的定义域为 2 2{( , ) | 4 16}D x y x y    ，其几何图形为

平面上以原点为圆心、半径为 2 的圆和以原点为圆心、半径为 4

的圆所围成的圆环域(不包括边界线，如图 8-2 所示).  

函数在点(2,3)处的函数值为 (2, 3)
1| ln 3 3z   .  

4. 二元函数的几何意义 

一元函数 ( )y f x 通常表示平面上的一条曲线 . 二元函

数 ( , ), ( , )z f x y x y D  的定义域 D 是平面上的一个区域，任

取一点 ( , )P x y D ，其对应的函数值为 ( , )z f x y ，于是得到

了空间内的一点 ( , , )M x y z . 所有这样确定的点的集合就是二

元函数 ( , )z f x y 的图形，其通常是一张空间曲面 Σ(如图 8-3

所示).  

8.1.2 二元函数的极限与连续 

1. 二元函数的极限 

二元函数的极限在形式上与一元函数很相似. 考察一元函数的极限时，动点(x)趋于

定点的各种方式总是沿坐标轴进行的，而对于二元函数的情形，动点 P(x, y)可以沿平面

上更为复杂的各种方式趋于定点 0P . 

定义 8.2 设二元函数 ( , )z f x y ，如果当点 ( , )x y 以任何方式接近于点 0 0( , )x y 时，

( , )f x y 无限地接近于一个确定的常数 A，则称常数 A 为函数 ( , )z f x y 在 0x x ，

0y y 时的极限，记作 

0
0

lim ( , )
x x
y y

f x y A



 或
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y A


 或 0 0( , ) (( , ) ( , ))f x y A x y x y   

由定义可知，如果点 P 沿不同路径趋于点 0P 时，函数趋于不同的值，则函数的极限

一定不存在.  

【任务 8-4】 求
2 2

2 20
0

sin( )lim
x
y

x y
x y






. 

解：令 2 2u x y  ，因为当 0, 0x y  时， 0u  ，所以 
2 2

2 20 0
0

sin( ) sinlim lim 1
x u
y

x y u
ux y 




 


 

图 8-2 

图 8-3 



高职数学 

 

168 

本例表明，二元函数的极限问题有时可以转化为一元函数的极限问题. 

【任务 8-5】 讨论二元函数

2 2
2 2

2 2

, 0
( , )

0, 0

xy x y
x yf x y

x y

    
  

；

．

，当 ( , ) (0, 0)x y  时是

否存在极限.  

解：令 y x ，即当点 ( , )x y 沿直线 y x 趋于 (0, 0) 时，有 
2

2 20 0
0

1lim ( , ) lim
2x x

y

xf x y
x x 



 


  

又令 2y x ，即当点 ( , )x y 沿曲线 2y x 趋于 (0, 0) 时，有 
3

2 4 20 0 0
0

lim ( , ) lim lim 0
1x x x

y

x xf x y
x x x  



  
 

  

可见 ( , )x y 沿不同路径趋于 (0, 0) 时，函数趋于不同的值，因此，该函数当

( , ) (0, 0)x y  时极限不存在.  

2. 多元函数的连续性 

类似一元函数的连续定义，可利用多元函数极限的概念定义多元函数的连续性.  
定义 8.3 设二元函数 ( , )z f x y 在点 0 0 0( , )P x y 的某个邻域内有定义，若 

0
0

0 0lim ( , ) ( , )
x x
y y

f x y f x y



       (8-1) 

则称二元函数 ( , )z f x y 在点 0 0 0( , )P x y 处连续. 若函数 ( , )z f x y 在区域 D 上每一点处

都连续，则称函数 ( , )f x y 在区域 D 上连续. 

若令 0x x x   ， 0y y y   ，则式(8-1)可写成 

0 0 0 00
0

lim[ ( , ) ( , )] 0
x
y

f x x y y f x y
 
 

       

即 

0
0

lim 0
x
y

z
 
 

   

这里 z 为函数 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处的全增量，即 

0 0 0 0( , ) ( , )z f x x y y f x y        

设函数 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 的某个邻域内有定义，若 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处不连续，

则称函数 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处间断，点 0 0( , )x y 称为间断点.  

可以证明，多元连续函数的和、差、积为连续函数；在分母不为零时，连续函数的

商也是连续函数；连续函数的复合函数也是连续函数. 由此还可以得出如下结论：多元

初等函数在其定义域内连续.  
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实训 8.1 

1. 求下列函数的定义域 D，并作出 D 的图形. 
(1) z x y  ；     (2) lnz xy ； 

(3) 2 24 1z x y   ；    (4) 2 2 29 ln( 1)z x y y x      .  

2. 用不等式组表示下列曲线围成的区域 D. 

(1)D 由 2 2, 1y x y x   围成；  (2) D 由
82 , 2,y x y y
x

   围成； 

(3) D 由 1 , 1,y x y x y    轴围成.  

3. 求下列极限. 

(1)
( , ) (0, 2)

sin( )lim
x y

xy
x

；    (2)
( , ) (0, 0)

2 4
lim

x y

xy
xy

 
； 

(3)
2

3 3( , ) (0, 0)
lim

x y

x y
x y 

；    (4) 2 2( , ) (0,1)

1lim sin
x y

xy
x y 

； 

(5)
   

2 2

, 0,1
lim arcsin

x y
x y


 .  

4. 下列函数在何处间断. 

(1) 2 2ln( )z x y  ；    (2) 2
1

2
z

y x



. 

8.2 偏导数 

以一元函数的导数为基础，本节将介绍多元函数的偏导数.  

8.2.1 偏导数 

与一元函数相似，多元函数也需要讨论变化率问题. 由于多元函数的自变量不止一

个，因变量与自变量的关系比一元函数复杂得多. 本节主要讨论当某一自变量在变化，

而其他自变量不变化(视为常数)时，函数的变化率问题，它就是多元函数的偏导数. 
以二元函数 ( , )z f x y 为例，若只有自变量 x 变化，而自变量 y 固定(即看作常量)，

这时 ( , )z f x y 就成了一元函数，因此可以利用一元函数的导数概念，得到二元函数对

某一自变量的变化率，称之为二元函数 z 对于 x 的偏导数. 

1. 偏导数的定义 
定义 8.4 设函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 的某一邻域内有定义，当 y 固定为 0y ，而

x 在 0x 处有增量 x 时，相应的函数有增量 
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0 0 0 0( , ) ( , )f x x y f x y    

如果极限 
0 0 0 0

0

( , ) ( , )lim
x

f x x y f x y
x 

  


 

存在，则称此极限为函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 处对 x 的偏导数，并记作 

0
00 0

0 0

, , x xx
y yx x x x

y y y y

z f z
x x


 

 

 
 

或 0 0( , )xf x y  

类似地，当 x 固定为 0x ，而 y 在 0y 处有增量 y 时，如果极限 

0 0 0 0
0

( , ) ( , )lim
y

f x y y f x y
y 

  


 

存在，则称此极限为函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 处对 y 的偏导数，并记作 

0
0 0 0
0 0

, , x xy
x x x x y y
y y y y

z f z
y y 

  
 

 
 

或 0 0( , )yf x y  

如果函数 ( , )z f x y 在区域 D 内每一点 ( , )x y 处对 x 的偏导数都存在，这个偏导数

仍然是 x，y 的函数，称它为函数 ( , )z f x y 对自变量 x 的偏导函数，记作 

, , x
z f z
x x
 
 

或 ( , )xf x y  

类似地，可以定义函数 ( , )z f x y 对自变量 y 的偏导函数，并记作 

, , y
z f z
y y
 
 

或 ( , )yf x y  

由偏导函数概念可知， ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处对 x 的偏导数 0 0( , )xf x y ，其实就是偏

导函数 ( , )xf x y 在点 0 0( , )x y 处的函数值； 0 0( , )yf x y 就是偏导函数 ( , )yf x y 在点 0 0( , )x y 处

的函数值. 在不产生混淆的情况下，我们以后把偏导函数也简称为偏导数. 
显然，偏导数的概念可推广到三元以上的函数情形. 例如，三元函数 ( , , )u f x y z 在

点 ( , , )x y z 处对 x 的偏导数可以定义为 

0

( , , ) ( , , )( , , ) limx x

f x x y z f x y zf x y z
x 

  



 

由偏导数的定义不难看出，求多元函数的偏导数，并不需要新的方法. 因为这里只

有一个自变量在变化，其他自变量被看成是固定的，所以仍然是一元函数的导数. 

【任务 8-6】 求下列函数的偏导数. 

(1) xz xy y  ；     (2) ( 0, 1,yz x x x y   为任意实数). 

分析：对 x 求偏导数时，把 y 看作常量对 x 求导数；类似地，把 x 看作常量对 y 求

导数得到对 y 的偏导数.  

解：(1) 1 1( ) ( )z y x x y yyx
       


 



第 8 章 多元函数微分学 

 

171

2
1( ) ( )z xx y x xyy y

        

(2) 1yz y x
x


 


 

lnyz x x
y


 


 

【任务 8-7】 求 2 23z x xy y   在点 (1, 2)处的偏导数.  

解法一：因为 

2 3 , 3 2z zx y x y
x y
 

   
 

 

所以 

1 1
2 2

2 1 3 2 8, 3 1 2 2 7
x x
y y

z z
x y 

 

 
         

 
 

解法二： 由 2 23z x xy y   ，得 
2 2( , 2) 6 4, (1, ) 1 3f x x x f y y y       

所以 
  1 2(1, 2) (2 6) 8, (1, 2) (3 2 ) 7x yx yf x f y

 
        

可见，对于求某点处的偏导数，解法二比较直观、易理解，因而有时会方便一些.  
【任务 8-8】 设 2 2( , ) (1 ) ln(1 )yf x y xy x y    ，求 (1, 0)xf .  

解：因为 
2( , 0) ln(1 )f x x   

所以 

2
1

2(1, 0) 1
1x

x

xf
x 

 


 

【任务 8-9】 已知理想气体的状态方程为 pV RT (R 为常量)，求证 1p V T
V T p
  

   
  

.  

证明：因为 pV RT ，所以 

2,RT p RTp
V V V


  


 

,RT V RV
p T p


 


 

,pV T VT
R p R


 


 

故 

2 1p V T RT R V RT
V T p p R pVV
  

         
  
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【任务 8-10】 求函数  
2 2

2 2

2 2

, 0
,

0, 0

xy x y
x yz f x y

x y

     
  

，在点 (0, 0) 处的偏导数. 

解：
0 0

( , 0) (0, 0) 0(0, 0) lim lim 0x x x

f x ff
x x 


    

同理可得 (0, 0) 0yf  .  

在上一节中，已经证明此函数在点 (0, 0) 处不连续. 因此，由此例得到：二元函数在

一点处的偏导数存在，并不能保证函数在该点处连续. 

2. 偏导数的几何意义 
设 0 0 0 0 0( , , ( , ))M x y f x y 为曲面 ( , )z f x y 上的一点，过 0M 作平面 0y y ，与曲面相

交而截得一条曲线，其方程为
0

0( , )
y y
z f x y


 
，而偏导数 0 0( , )xf x y 就是一元函数

0( , )z f x y 在 0x x 处的导数
0

0
d ( , )
d x x

f x y
x 

. 在几何上，

它表示曲线 0( , )z f x y 在点 0M 处的切线 0 xM T 关于 x 轴

的斜率(见图 8-4)，即 

0 0( , ) tanxf x y   

同理，偏导数 0 0( , )yf x y 表示曲面 ( , )z f x y 被平面

0x x 所截得曲线
0

0( , )
x x
z f x y


 
在点 0M 处的切线关于 y

轴的斜率，即 0 0( , ) tanyf x y  .  

8.2.2 高阶偏导数 

设函数 ( , )z f x y 在区域 D 内具有偏导数 

( , ), ( , )x y
z zf x y f x y
x y
 

 
 

 

一般地，在 D 内 ( , ), ( , )x yf x y f x y 均是 x，y 的函数，若这两个函数的偏导数也存在，

则称它们是函数的二阶偏导数. 

按照对变量求导次序有下列四种二阶偏导数： 
2

2 ( , )xx
z z f x y

x x x
         

 

2

( , )xy
z z f x y

y x x y
          

 

2

( , )yx
z z f x y

x y y x
   

      
 

图 8-4 
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2

2 ( , )yy
z z f x y

y y y
   

     
 

其中， ( , )xyf x y 与 ( , )yxf x y 均称为二阶混合偏导数. 类似地，可得到三阶、四阶和更高阶

的偏导数. 二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数.  

【任务 8-11】 求函数 3 2 23z x y xy xy   的二阶偏导数.  

解：因为函数的一阶偏导数为 
2 2 2 33 3 , 2 6z zx y y y x y xy x

x y
 

     
 

  

所以，二阶偏导数为 
2

2 2 2 2
2

2
2 2 2 2

2
3 2

2
3 3

2

(3 3 ) 6

(3 3 ) 6 6 1

(2 6 ) 6 6 1

(2 6 ) 2 6

z x y y y xy
xx

z x y y y x y y
x y y

z x y xy x x y y
y x x
z x y xy x x x

yy

 
   


 
     

  

 
     

  

 
    


 

此例中的两个二阶混合偏导数相等，即
2 2z z

x y y x
 


   

，但这个结论不具备一般性. 只

有当两个二阶混合偏导数满足以下定理的条件时，结论
2 2z z

x y y x
 


   

才一定成立.  

定理 8.1 若函数 ( , )z f x y 的两个混合偏导数
2 z

x y

 

与
2 z

y x

 

在区域 D 内连续，则

在该区域内这两个二阶混合偏导数相等.  

这一结论表明，在二阶混合偏导数连续的条件下，它与求导次序无关. 对于二元以

上的函数，高阶混合偏导数在偏导数连续的条件下也与求导的次序无关.  

实训 8.2 

1. 求下列函数的偏导数. 
(1) 2 32 sin 5z xy x y   ；  (2) 2 sinz x y ；   (3) exyz  ； 

(4) x yz
x y





 ；     (5) arctan yz
x

 ；   (6) sin(cos ) yz x ； 

(7)u xy yz xz   ；   (8)
2yzu x . 

2. 求下列函数在指定点处的偏导数. 

(1) ( , ) cos( 2 )f x y x y  ，求 π π( , 0), ( , 0)x yf f  ； 
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(2) 2 2( , ) ln(1 )f x y x y   ，求 (1, 2), (1, 2)x yf f .  

3. 求曲线
2 2

3

1

x

z x y

 


  
在点 ( 3,1, 5)处的切线关于 y 轴的斜率.  

4. 求下列函数的二阶偏导数. 

(1) 3 2 33z x y x y  ；      (2) lnz y x ； 

(3) 2sin ( )z ax by  (a，b 为常数)；   (4) ln( )z x xy .  

5. 求下列函数在指定点处的二阶偏导数. 

(1) ( , ) (sin cos )xf x y e y x y  ，求 π π π(0, ), (0, ), (0, )xx xy yyf f f   ； 

(2) 2 2 2( , , )f x y z xy yz zx   ，求 (0, 0,1), (1, 0, 2), (1,1, 0)xx xy xzf f f .  

8.3 全微分 

类似一元函数的微分，本节将学习多元函数的全微分. 

8.3.1 全微分的定义 

一元函数 ( )y f x 在点 0x x 处的微分是指，如果函数在 0x x 处的增量 y 可以表

示成 
y A x      

其中，A 与 x 无关， 是较 x 高阶的无穷小，即
0

lim 0
x x


 




. 那么 A x 是函数 ( )y f x  

在 0x x 处的微分，这时称函数在点 0x 处可微.  

类似地，二元函数的全微分定义如下。 
定义 8.5 如果二元函数 ( , )z f x y 在点 ( , )x y 处的全增量 

( , ) ( , )z f x x y y f x y        

可以表示为 A x B y     ，即 

z A x B y        

其中，A，B 与 x ， y 无关，是较 2 2x y     高阶的无穷小，即 lim 0




 ，则

称 A x B y   为函数 ( , )z f x y 在点 ( , )x y 处的全微分，记作 dz ，即 

dz A x B y     

此时，也称 ( , )z f x y 在点 ( , )x y 处可微. 

我们知道，一元函数 ( )y f x 在点 x 处可微与在点 x 处可导是等价的，且

d ( )y f x x  . 类似地，对于二元函数有以下定理. 
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定理 8.2(可微的必要条件) 如果函数 ( , )z f x y 在点 ( , )x y 处可微，则它在点

( , )x y 处的偏导数 ,z z
x y
 
 

存在，且 

z zdz x y
x y
 

   
 

 

一般地，我们用 dx 记 x ，用 dy 记 y ，并分别称为 x，y 的微分. 这样，函数的全

微分可写成 

d d dz zz x y
x y
 

 
 

 

下面给出可微的充分条件. 

定理 8.3(可微的充分条件) 如果函数 ( , )z f x y 的偏导数 ,z z
x y
 
 

在点 ( , )x y 处连

续，则函数在该点处可微. 
与一元函数类似，二元函数 ( , )z f x y 在点 ( , )x y 处可微，则函数在该点处连续. 

定理 8.4 如果函数 ( , )z f x y 在点 ( , )x y 处可微，则它在该点处一定连续. 

全微分的概念可以推广到二元以上函数的情形. 如果三元函数 ( , , )u f x y z 可微，那么 

d d d du u uu x y z
x y z
  

  
  

 

【任务 8-12】 求函数
yz
x

 在点 (2,1)处当 0.1, 0.2x y     时的全增量与全微分.  

解：全增量为 
1 0.2 1 0.119
2 0.1 2

z 
    


 

因为 

2
(2,1) (2,1)

1 0.25
4

z y
x x


     


，
(2,1)(2,1)

1 1 0.5
2

z
y x


  


 

所以 

(2,1) (2,1)

d 0.25 0.1 0.5 ( 0.2) 0.125z zz x y
x y
 

           
 

 

【任务 8-13】 求下列函数的全微分. 

(1) 2tan( )z x y  ；     (2) sin e
2

yzyu x   . 

解：(1)因为 
2 2 2 2sec ( ), 2 sec ( )z zx y y x y

x y
 

   
 

  

所以 
2 2 2 2d sec ( )d 2 sec ( )dz x y x y x y y     
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 (2)因为 
11, cos e , e
2 2

yz yzu u y uz y
x y z
  

   
  

  

所以 
1d d ( cos e )d e d2 2

yz yzyu x z y y z     

8.3.2 全微分在近似计算中的应用 

由全微分的定义可知，二元函数全微分具有类似于一元函数微分的两个性质： 
(1) dz 是 x 和 y 的线性函数； 

(2)当 ( , ) (0, 0)x y   (即 0  )时， dz 与 z 之差是比  高阶的无穷小量. 因此，

当 x 和 y 都很小时，全增量可近似地用全微分代替，即 
d ( , ) ( , )x yz z f x y x f x y y        

又 
( , ) ( , )z f x x y y f x y        

所以 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )x yf x x y y f x y x f x y y f x y          

【任务 8-14】 当圆柱体的半径由 20cm 增加到 20.05cm，高由 40cm 减少到 39.95cm

时，求体积变化的近似值.  

解：圆柱体的体积为 
2πV r h  

因为 
22π , πV Vrh r

r h
 

 
 

 

所以 
2d 2π πV rh r r h     

于是 
22π πV rh r r h      

将 20, 0.05, 40, 0.05r r h h       代入上式，得圆柱体体积的近似值 
22π 20 40 0.05 π 20 ( 0.05) 188.5V           

故体积变化的近似值为 188.5cm3. 
【任务 8-15】 求 4.96(1.02) 的近似值. 
解：设  , yf x y x ，取 1, 0.02, 5, 0.04x x y y       ，则 

  51, 5 1 1f   ，   1 4
(1, 5)

1, 5 5 1 5y
xf yx      
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5
(1, 5)

(1, 5) ln 1 ln1 0y
yf x x    

由 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x yf x x y y f x y x f x y y f x y         ，得 
4.96(1.02) 5 0.02 0 ( 0.04) 1 1.1        

实训 8.3 

1. 求下列函数的全微分. 

(1) xz xy y  ；   (2) ln(3 2 )z x y  ；  (3) e cos( )x yz xy ； 

(4) exy
z x y  ；   (5) tan( )u z xy ；   (6)

y
xu z .  

2. 求函数 2 3z x y 在点 (2, 1) 处当 0.02, 0.01x y    时的全增量与全微分.  

3. 求函数 arcsin( )z xy 在点 1, 0x y  处全微分.  

4. 利用全微分计算近似值. 
(1) 2.02(1.04) ；      (2) 3 3(1.02) (1.97) .  

5. 设有一无盖圆柱形容器，容器的壁与底的厚度均为 0.1cm，内高为 20cm，半径

为 4cm，求容器外壳体积的近似值.  

8.4 二元复合函数与隐函数的微分法 

求多元函数的偏导数和全微分的方法统称为微分法. 前两节已经讨论了比较简单的

多元函数的微分法，本节将要讨论二元复合函数和隐函数的微分法.  

8.4.1 二元复合函数微分法 

设 ( , )z f u v 是 ,u v 的函数，而 ,u v 又是 ,x y 的函数，即 ( ), ( )u x y v x y     ，于

是 ( ( ), ( ))z f x y x y    是 ,x y 的函数，称函数 

( ( ), ( ))z f x y x y     

是由 ( , )z f u v 和 ( ), ( )u x y v x y     复合而成的复合函数. 

定理 8.5 设 ( ), ( )u x y v x y     在点 ( , )x y 处具有对 x 及 y 的偏导数，函数

( , )z f u v 在相应点 ( , )u v 处具有连续偏导数，则复合函数 ( ( , ), ( , ))z f x y x y  在点

( , )x y 处的两个偏导数存在，且 
z z u z v
x u x v x
    

 
    
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z z u z v
y u y v y
    

 
    

 

【任务 8-16】 设 e cos , , 3uz v u xy v x y    ，求 ,z z
x y
 
 

.  

解：因为 

e cos , e sinu uz zv v
u v
 

  
 

 

    , 3u vy
x x
 

 
 

； , 1u vx
y y
 

  
 

 

所以 

 e cos e sin 3 e [ cos(3 ) 3sin(3 )]u u xyz v y v y x y x y
x


       


， 

e cos e sin ( 1) e [ cos(3 ) sin(3 )]u u xyz v x v x x y x y
y


        


 

【任务 8-17】 设 2 2 3e , 3 , 2x yz x t y t   ，求
d
d
z
t

.  

解：由全微分公式知 d d dz zz x y
x y
 

 
 

，则 

d d d
d d d
z z x z y
t x t y t

 
 
 

 

因为 
2 22e , ex y x yz z

x y
  

  
 

 

2d d6 , 6
d d
x yt t
t t
   

所以 

2 3 2 3

2

2 2 2

2 3 2 2 3 2 2

2 (3 )

d 2e 6 e 6
d

2e 6 e 6

6 e (2 )

x y x y

t t t t

t t

z t t
t

t t

t t

 

   



   

   

 

 

【任务 8-18】 设 ( , 2 , sin )yz f x y y xx  ，求 ,z z
x y
 
 

.  

解：令 , 2 , sinyu v x y w y xx    ，则 

( , , )z f u v w  

因为 

2 , 1, cosu y v w y x
x x xx
  

   
  

 

1 , 2, sinu v w x
y x y y
  

   
  
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所以 

2 ( , , ) ( , , ) cos ( , , )u v w
z y f u v w f u v w y x f u v w
x x


     


 

1 ( , , ) 2 ( , , ) sin ( , , )u v w
z f u v w f u v w x f u v w
y x


    


 

8.4.2 二元隐函数微分法 

设三元方程 ( , , ) 0F x y z  确定了一个二元函数 ( , )z f x y . 考察恒等式 

( , , ( , )) 0F x y f x y   

两侧的偏导数，令 , , ( , )u x v y w z f x y    为中间变量，则恒等式两边分别对变量 x，

y 求偏导数，得 

0F u F v F w
u x v x w x

     
     

     
 

0F u F v F w
u y v y w y

     
     

     
 

注意到 ,u x v y  ，得 

0F F z
x z x

  
  

  
， 0F F z

y z y
  

  
  

 

当 0F
z





时，解出

z
x



和
z
y



，得二元隐函数的偏导数 

F
z x

Fx
z


  




，

F
z y

Fy
z


  




 

即  

x

z

Fz
x F


 


，
y

z

Fz
y F


 


 

类似地，若 ( , ) 0F x y  ，且 0yF  ，则
d
d

x

y

Fy
x F
  .  

【任务 8-19】 设 2 2 2 4 0x y z z    ，求 ,z z
x y
 
 

.  

解一：将方程 2 2 2 4 0x y z z    中的 z 视为 x 的隐函数，y 为常数，两边对 x 求偏

导数有 

2 2 4 0z zx z
x x
 

   
 

 

解关于
z
x



为未知量的方程，得 
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2
z x
x z



 

 

类似地，得 

2
z y
y z



 

 

解二：令 2 2 2( , , ) 4F x y z x y z z    ，则 
2 , 2 , 2 4x y zF x F y F z     

所以 

2
x

z

Fz x
x F z


  
 

，
2

y

z

Fz y
y F z


  
 

 

【任务 8-20】 设 2 2 2x y x  ，求
d
d
y
x

.  

解：令 2 2( , ) 2F x y x y x   ，则 
2 2, 2x yF x F y    

所以  
d 1
d

x

y

Fy x
x F y


    

实训 8.4 

1. 求下列复合函数的偏导数或导数. 

(1)设 ( 0), sin , cosvz u u u x v x    ，求
d
d

z
x
； 

(2)设 2 ln , , 5 2z u v u xy v x y    ，求 ,z z
x y
 
 

； 

(3)设 2sin , ,v yz u v x y
u x

   ，求 ,z z
x y
 
 

； 

(4)设 2 , , ln( )   uvz u xy v x y ，求 ,z z
x y
 
 

； 

(5)设 2 3 , sinz u x u x  ，求
d
d

z
x
； 

(6)设 , e , et tyz x y t
x

   ，求
d
d
z
t
； 

(7)设 2e , , sin , cosx y zu x t y t z t     ，求
d
d
u
t
； 

(8)设 2 2( , e )  xyz f x y ，求 ,z z
x y
 
 

.  

 



第 8 章 多元函数微分学 

 

181

2. 求由下列方程所确定的隐函数的导数或偏导数. 

(1)设 2sin 0y xy  ，求
d
d
y
x
；    (2)设 ez xyz ，求 ,z z

x y
 
 

； 

(3)设 lnx z
z y
 ，求 ,z z

x y
 
 

；    (4)设 tanx y z ，求 ,z z
x y
 
 

.  

8.5 偏导数的几何应用 

8.5.1 空间曲线的切线与法平面 

定义 8.6 设 0M 是空间曲线 Γ上的一点，M 是 Γ上的另一点(见图 8-5)，则当点M

沿曲线 Γ 趋向于点 0M 时，割线 0M M 的极限位置 0M T (如果

存在)，称为曲线 Γ在点 0M 处的切线，过点 0M 且与切线 0M T

垂直的平面，称为曲线 Γ在点 0M 处的法平面. 

下面建立空间曲线和法平面的方程. 

设空间曲线 Γ的参数方程为 
( )
( )
( )

x t
y t
z t






 
 

 

当 0t t 时，曲线 Γ 上的对应点为 0 0 0 0( , , )M x y z ，假定 ( ), ( ), ( )x t y t z t     可导，

且 0 0 0( ), ( ), ( )t t t     不同时为零. 给 0t 以增量 t ，对应地曲线 Γ上的点为 

0 0 0 0( , , )M x x y y z z       

则割线 0M M 的方程为 

0 0 0x x y y z z
x y z
  

 
  

 

上式中等号两侧同乘以 t ，整理得 
0 0 0x x y y z z

x y z
t t t

  
 

  
  

 

因 0t  时， 0 0M M M T ，故曲线 Γ在点 0M 处的切线方程为 

0 0 0

0 0 0( ) ( ) ( )
x x y y z z

t t t  
  

 
  

 

其方向向量 0 0 0{ ( ), ( ), ( )}t t t     称为曲线 Γ在点 0M 处的切向量. 

易知，曲线 Γ在点 0M 处的法平面方程为 

0 0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0t x x t y y t z z           

图 8-5 
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【任务 8-21】 求等速螺旋线

2cos
2sin
3

x t
y t
z t


 
 

在 0
πt 

处的切线方程和法平面方程. 

解：因为 
2sin , 2cos , 3t t tx t y t z       

当 0
πt 

时，曲线上对应的点为 (1, 3, π) ，该点处切线的方向向量为 ( 3,1, 3) . 

故，所求的切线方程为 
1 3 π

13
x y z  

 


 

所求的法平面方程为 
3( 1) ( 3) 3( π) 0x y z        

即 
3 3 3π 0x y z     

8.5.2 曲面的切平面与法线 

定义 8.7 设 0M 为曲面Σ上的一点，若过点 0M 且在曲面Σ上的任何曲线在点 0M 处

的切线均在同一个平面上，则称该平面为曲面 Σ 在点 0M 处的切平面，过点 0M 且垂直

于切平面的直线，称为曲面 Σ在点 0M 处的法线. 
设曲面 Σ的方程为 ( , , ) 0F x y z  ， 0 0 0 0( , , )M x y z 是 Σ上的一点， , ,x y zF F F 在点 0M

处连续且不同时为零. 则可以证明过点 0M 的任何切线都在同一个平面上，即该平面就

是曲面 Σ在点 0M 处的切平面，且其方程为 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , )( ) ( , , )( ) ( , , )( ) 0x y zF x y z x x F x y z y y F x y z z z       

曲面 Σ在点 0M 处的法线方程为 

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )x y z

x x y y z z
F x y z F x y z F x y z

  
   

其方向向量 0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y zF x y z F x y z F x y z 称为曲面 Σ在点 0M 处的法向量. 

若曲面 Σ的方程为 ( , )z f x y ，令 ( , , ) ( , ) 0F x y z f x y z   ，则 
, , 1x x y y zF f F f F     

当偏导数 ( , ), ( , )x yf x y f x y 在点 0 0( , )x y 处连续时，曲面在点 0 0 0 0( , , )M x y z 处的切平

面方程为 
 0 0 0 0 0 0 0( , )( ) ( , )( )x yz z f x y x x f x y y y      

而法线方程为 
0 0 0

0 0 0 0( , ) ( , ) 1x y

x x y y z z
f x y f x y

  
 


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【任务 8-22】 求球面 2 2 2 29x y z   在点 (2, 3, 4) 处的切平面和法线方程.  

解：令 2 2 2( , , ) 29F x y z x y z    ，则 
2 , 2 , 2x y zF x F y F z    

即所求切平面的法向量为{4, 6, 8} . 

所以，所求的切平面方程为 
4( 2) 6( 3) 8( 4) 0x y z       

即 
4 6 8 58 0x y z     

法线方程为 
2 3 4

4 6 8
x y z  

   

即 
2 3 4

2 3 4
x y z  

   

实训 8.5 

1. 求曲线 sin , 1 cos , 2sin 2
tx t t y t z     在点 π( 1,1, 2)2  处的切线方程和法平

面方程.  

2. 求曲线 21, 1 ,1
tx y z ttt

   


在对应于 1t  的点处的切线方程和法平面方程.  

3. 求曲面 2 2z x y  在点 (1, 2, 5) 处的切平面方程和法线方程.   

4. 求曲面 e 3z z xy   在点 (1, 2, 0)处的切平面方程和法线方程.  

8.6 多元函数的极值 

在很多工程、科技等实际问题中，需要求多元函数的极值，与一元函数类似，利用

多元函数的偏导数可以求得函数的极值. 本节着重讨论二元函数的情形.  

8.6.1 二元函数的极值 

定义 8.8 设函数 ( , )z f x y 在点 0 0( )x y， 的某个邻域内有定义. 如果对于该邻域内

任何异于 0 0( )x y， 的点 ( , )x y ，都有 0 0( , ) ( )f x y f x y ， 成立，则称 0 0( )f x y， 为函数 ( , )f x y

的极大值；如果总有 0 0( , ) ( )f x y f x y ， 成立，则称 0 0( )f x y， 为函数 ( , )f x y 的极小值. 极

大值和极小值统称为极值. 使函数取得极值的点称为极值点，取得极大值的是极大值点，
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取得极小值的是极小值点.  

二元函数的极值是一个局部概念，这一概念可推广到多元函数.  
如函数 2 21z x y   在点 (0, 0) 处的值为 1，而在点 (0, 0) 的某个去心邻域内(半径

 )的函数值恒小于 1，因此函数在点 (0, 0) 处取得极大值 1，点 (0, 0) 是函数的极大值

点. 实际上，曲面 2 21z x y   是上半球面，点 (0, 0,1) 是它的顶点，球面在这点的切

平面 1z  平行于 xOy 坐标面. 

定理 8.6(极值存在的必要条件) 设函数 ( , )z f x y 在点 0 0( )x y， 处的两个偏导数存

在，且在点 0 0( )x y， 处取得极值，则函数在该点处的偏导数必为零. 即 

0 0 0 0( ) ( ) 0x yf x y f x y ， ，  

使 ( ) 0, ( ) 0x yf x y f x y ， ， 同时成立的点 0 0( )x y， ，称为函数 ( , )f x y 的驻点. 

定理表明，可(偏)导函数的极值点必为驻点. 但要注意，函数的驻点却不一定是极

值点. 如点 (0, 0) 是函数 z xy 驻点，但函数 z xy 在点 (0, 0) 处不能取得极值. 
此外，偏导数 0 0( )xf x y， 或 0 0( )yf x y， 不存在的点 0 0( )x y， 也是函数 ( , )f x y 的可能极

值点.  
定理 8.7(极值存在的充分条件) 设函数 ( , )z f x y 在点 0 0( )x y， 的某个邻域内具有

二阶连续的偏导数，且 0 0 0 0( ) ( ) 0x yf x y f x y ， ， ，记 
2

0 0 0 0 0 0( ), ( ), ( ),xx xy yyA f x y B f x y C f x y ΑC B     ， ， ，  

则 
(1)当    时 0 0( )f x y， 是极值，且当 A   时 0 0( )f x y， 是极大值，当 A   时

0 0( )f x y， 是极小值； 

(2)当  时 0 0( )f x y， 不是极值； 

(3)当  时 0 0( )f x y， 可能是极值，也可能不是极值，需另作讨论.  

综合定理 8.6、定理 8.7，我们可以把具有二阶连续偏导数的函数 ( , )z f x y 的求极

值方法归纳如下： 
①求偏导数 ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )x y xx xy yyf x y f x y f x y f x y f x y ； 

②解方程组
( , ) 0
( , ) 0

x

y

f x y
f x y


 

， 求出驻点； 

③求出驻点处 0 0 0 0 0 0( ), ( ), ( )xx xy yyA f x y B f x y C f x y  ， ， ， 的值及确定 2ΑC B  

的符号，据此判定出极值点，并求出极值.  
【任务 8-23】 求函数 3 3 2( , ) 3 9 3f x y x y x x y     的极值. 

解： 2( , ) 3 6 9 3( 3)( 1)xf x y x x x x       
 2( , ) 3 3 3( 1)( 1)yf x y y y y        

 ( , ) 6 6, ( , ) 0, ( , ) 6xx xy yyf x y x f x y f x y y      
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令 
( , ) 0
( , ) 0

x

y

f x y
f x y

  

3( 3)( 1) 0
3( 1)( 1) 0
x x

y y
  

   
 

解方程组，得驻点 ( 3, 1), ( 3,1)   ， (1, 1), (1,1) . 

列表讨论如下： 
 

驻点(x0，y0) A=6x0+6 B=0 C=−6y  =AC−B2 结论 

(−3, −1) −12<0 0 6 −72<0 不是极值 

(−3, 1) −12<0 0 −6 72>0 极大值 29 

(1, −1) 12>0 0 6 72>0 极小值−7 

(1, 1) 12>0 0 −6 −72<0 不是极值 
 

故函数在点 ( 3,1) 处取得极大值 ( 3,1) 29f   ，在点 (1, 1) 处取得极小值

(1, 1) 7f    .  

定理 8.6、8.7 的结论可以推广到多元函数.  

8.6.2 二元函数的最值 

与一元函数类似，对于有界闭区域 D 上的连续二元函数 ( , )f x y ，一定能在该区域

上取得最大值和最小值. 使函数取得最值的点可能在 D 的内部，也可能在 D 的边界上.  

若函数的最值在 D 的内部取得，这个最值也是函数的极值，它必在函数的驻点或使

( , )xf x y 、 ( , )yf x y 不存在的点取得.  

若函数在 D 的边界上取得最值，根据 D 的边界方程，将 ( , )f x y 化为定义在某个区

间上的一元函数，进而利用一元函数求最值的方法求出最值.  
综上所述，有界闭区域 D 上的连续函数 ( , )f x y 最值的求法如下： 
(1)求出在 D 的内部使 ( , )xf x y ， ( , )yf x y 同时为零及使 ( , )xf x y 或 ( , )yf x y 不存在

的点； 
(2)计算出 ( , )f x y 在 D 的内部所有可能极值点处的函数值； 

(3)计算出 ( , )f x y 在 D 的边界上的最值； 

(4)比较上述函数值的大小，最大者便是函数在 D 上的最大值；最小者便是函数在

D 上的最小值. 

对于实际问题中的最值问题，往往从问题本身能断定它的最值一定在 D 的内部取

得，而函数在 D 内又只有一个驻点，则该驻点处的函数值就是函数在 D 上的最值. 

【任务 8-24】 要制作一个容积为 4m3 的无盖长方体水箱，如何选取长、宽、高才能

使用料最省.  

解：设水箱的长为 x m，宽为 y m，则高为 4
xy m，水箱的表面积 A 为.  
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 4 4 8 82( ) , 0, 0A x y xy xy x yxy xy y x           

2 2
8 8,x yA y A xx y       

令 

0
0

x

y

A
A

  

2

2

8 0

8 0

yx

xy

  

  

 

解方程组，得唯一驻点 (2, 2) .  

根 据 实 际 问 题 ， 水 箱 用 料 面 积 的 最 小 值 一 定 存 在 ， 并 在 开 区 域

{( , ) | 0, 0}D x y x y   内取得，又函数在 D 内只有唯一的驻点，因此，可断定当 2x y 

时，A 取得最小值. 即当水箱的长、宽都是 2m，高为
4 1

2 2



m 时，用料最省.  

8.6.3 条件极值 

前面所讨论的极值问题，对于函数的自变量，除了限制它在定义域内之外，再无其

他的约束条件，因此，我们称这类极值为无条件极值. 但是，在实际问题中，有时会遇

到对函数的自变量还有附加条件的极值问题. 例 8-25 中若设长方体的长、宽、高分别为

x、y、z，则其表面积为 
2( )A xz yz xy    

这里除了 0, 0, 0x y z   外，还需满足条件 4xyz  . 

我们把这类自变量有附加条件的极值称为条件极值.  

有些实际问题，可将条件极值化为无条件极值，如任务 8-24；但对一些复杂的问题，

条件极值很难化为无条件极值.  
考虑函数 ( , )z f x y 在限制条件 ( , ) 0x y  下的条件极值问题. 

先构建拉格朗日函数 ( , , ) ( , ) ( , )F x y f x y x y   ，其中为参数. 

然后，求其对 x、y 与的一阶偏导数，并解方程组 
( , ) ( , ) 0
( , ) ( , ) 0

( , ) 0

x x x

y y y

F f x y x y
F f x y x y
F x y






   


  
  

 

求出 x、 y、，这样求出的点 ( , )x y 就是可能的条件极值点. 

最后，判别求出的点 ( , )x y 是否为极值点，通常由实际问题的实际意义判定.  

上述的方法称为拉格朗日乘数法，它可推广到二元以上的函数或限制条件多于一个

的情形.  
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下面，我们用拉格朗日乘数法求解任务 8-24. 
解：设长方体的长、宽、高分别为 x、y、z，体积为 xyz=4，表面积为 2( )A xz yz xy   ，

令拉格朗日函数为 
( , , , ) 2( ) ( 4)F x y z xz yz xy xyz       

则得方程组 
2 0
2 0
2 2 0

4 0

x

y

z

F z y yz
F z x xz
F x y xy
F xyz






   
    


   
   

 

解方程组得唯一驻点 (2, 2,1) . 由问题本身可知最小值一定存在，因此当

2, 1x y z   时，水箱所需的用料最省. 

实训 8.6 

1. 求下列函数的极值. 
(1) 3 2 2( , ) 4 2 1f x y x x xy y     ； 

(2) 2 2( , ) e ( 2 )xf x y y x y   .  

2. 求函数 2 2( , )f x y x y  在闭区域 2 2 4x y ≤ 上的最大值和最小值.  

3. 求函数 z x y  在 2 2 1x y  条件下的极值.  

总实训 8 

1. 设 ( , ) ln lnf x y x y ，求 2 2( , )f xy x y . 

2. 求下列函数的定义域并画出定义域的图形. 

(1) 2 21 1z x y    ；      (2)
2 2

1z
x y




； 

(3)
2 2 2 2 2 2

1 1 ( 0)z R r
R x y x y r

   
   

； (4) ln( ) arcsinz y x x   .  

3. 求下列函数的偏导数. 

(1) 2 2ln( )z x x y  ；       (2)
2 2

xz
x y




； 

(3) ln sin( 2 )z x y  ；       (4)
2( )ex y zu  .  

4. 求下列函数在指定点处的偏导数. 

(1)
2 2

, (2 ,1)x yz
x y




；       (2)
arctan 2 2e ln( ), (1 , 0)

y
xz x y  .  
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5. 求下列函数的二阶偏导数. 
(1) z xy ；        (2) ln xz y .  

6. 求下列函数的全微分. 

(1) cos( )z x x y  ；       (2) yz
x

 ； 

(3)
2 2

ex yz  ；        (4) 2 2 2ln( )u x y z   .  

7. 求函数 2 3z x y ，当 2, 1, 0.02, 0.01x y x y        时的全增量和全微分. 

8. 某工厂生产的甲、乙两种产品，当产量分别为 x 和 y 时，这两种产品的总成本(单

位：元)是 
2 2400 2 3 0.01(3 3 )z x y x xy y       

(1)求每种产品的边际成本(成本的偏导数)； 

(2)当出售两种产品的单价分别为 10 元和 9 元时，试求每种产品的边际利润(利润

的偏导数).  

9. 求下列复合函数的偏导数或导数. 

(1)设 , ln , exvz u x vu   ，求
d
d

z
x
； (2)设 2arctan , 1xz y xy   ，求

d,
d

z z
x x



； 

(3)设 cose , , ln( )u vz u xy v x y    ，求 ,z z
x y
 
 

； 

(4)设 2 2 2sin( ), , ,u x y z x r s t y rs st tr z rst          ，求 , ,u u u
r s t
  
  

.  

10. 求下列函数的偏导数. 

(1)设 ( , )xz f x y ，求 ,z z
x y
 
 

；   (2)设 ( , , )z f x y x y xy   ，求 ,z z
x y
 
 

.  

11. 求下列方程所确定的隐函数的偏导数或导数. 

(1) 2 2ln arctan yx y
x

  ，求
d
d
y
x
；  (2) 2 2 2cos cos cos 1x y z   ，求 ,z z

x y
 
 

； 

(3) 3 33z xyz a  ，求
2

, ,z z z
x y x y
  
   

.  

12. 求曲线 2 3, 1 ,x t y t z t    在点 (1, 0,1)处的切线方程和法平面方程. 

13. 求曲面 2 2ln(1 2 )z x y   在点 (1,1, ln 4) 处的切平面方程和法线方程. 

14. 在曲面 z xy 上求一点，使这点的法线垂直于平面 3 9 0x y z    ，并求出此

法线方程. 
15. 求函数 3 3z x y xy   的极值. 

16. 求函数 z xy 在条件 1x y
a b
  下的极值. 

17. 求三个正数，使它们的和为 50 而积最大. 
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18. 某企业产品的产量 Q 与技术工人数 x，非技术工人数 y 之间有如下的关系式 
Q 2 38 12 3x xy y     

若企业只能雇用 230 人，那么该雇用多少技术工人，多少非技术工人，才能使产量

最大？ 
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【案例 9-1】 已知曲线

2

21 e
2π

x

y


 和 x 轴围成一个两侧开口的平面图形. 任务：

(1)画出此图形；(2)用积分表示此图形的面积；(3)计算此面积的值.  

解：(1)图 9-1 所示就是曲线

2

21 e
2π

x

y


 和 x轴所围的

图形.  

(2)因图 9-1 所示是一个两侧开口的图形，所以面积表

达式的积分区间为 ( , )   ，面积为 
2

21 e d
2π

x

A x



   

(3)由于无法用初等函数表示函数

2

21 e
2π

x

y


 的原函

数，所以我们要采用特别的方法计算此积分.  

根据定积分与积分变量无关，所以 
2

21 e d
2π

y

A y



   

2 2 2 2

2 2 2 21 1 1e d e d e d d
2π2π 2π

x y x y

A x y x y


     

   
       

令 cos , sinx r y r   ，则 0 , 0 2πr  ≤ ≤ ≤ ，且 
2 2

2π 2π2 2 2
0 0 0 0

1 1e d d e ( d )d
2π 2π

r r

A r r r r 
  

      

 
2 2 2
2 2

0 0

1 e 2π d e d( )
2π 2

r r rr r
  

         

 
2

2
0e | 1

r
            

所以 1A  .  

案 例 9-1 的 计 算 中 ， 为 了 求 解 定 积 分

2

21 e d
2π

x

x


 ， 首 先 换 算 成

2 2

21 e d d
2π

x y

x y


 

   ，然后又通过极坐标变换成

2
2π

2
0 0

1 e d d
2π

r

r r 


  ，这一系列的换

图 9-1 
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算就是把一元函数的积分问题换算成了二元函数的积分. 本章的任务是把一元函数的积

分推广到多元函数的积分——重积分，我们将介绍二重积分的概念、计算方法和它在几

何方面的一些应用. 

9. 1 二重积分的概念与计算 

本节从求曲顶柱体的体积入手引入二重积分的概念与计算.  

9.1.1 二重积分的概念与性质 

1. 引例：曲顶柱体的体积 

若一个立体的底是 xOy 平面上的有界区域 D，它的侧面是以 D 的边界曲线为准线，

母线平行于 z 轴的柱面，顶是由二元函数 ( , )z f x y 所表示的曲面. 求当 ( , ) 0f x y ≥ 时该

曲顶柱体(见图 9-2)的体积. 

解：依照将曲边梯形的面积表示成定积分的方法，采用“分

割、近似、求和、取极限”四步来求曲顶柱体的体积.  
(1)分割：将区域 D 任意分成 n 个小区域 , , , n      ， 

同时用 i 表示第 i 个小区域的面积.  

(2)近似：在每个小区域 i 上任取一点 ( , )i i  ，则以 i

为底， ( , )i if   为曲顶的小曲顶柱体的体积近似值为 

( , )i i i iv f       

(3)求和：将每个小曲顶柱体的体积近似值相加，就得到整个曲顶柱体体积 V 的近

似值，即 

1 1
( , )

n n

i i i i
i i

V v f   
 

      

(4)取极限：我们注意到，区域 D 分割的越细，即每个小区域 i 的面积越小，和

式
1

( , )
n

i i i
i

f   


 就越接近曲顶柱体体积 V. 当每个小区域 i 的面积无限小时，

 
1

,
n

i i i
i

f   


 就无限接近于曲顶柱体体积 V. 如果用表示这 n 个小区域直径中的最

大值(有界闭区域的直径是指区域上任意两点间距离的最大值). 则有 

0 1
lim ( , )

n

i i i
i

V f


  




   

在科学技术和工程实践中，许多实际问题的计算可以表示成上述 “和式极限”，通

常称其为二重积分.  

 
图 9-2 
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2. 二重积分的概念 

定义 9.1 设 ( , )f x y 是有界闭区域 D 上的有界函数，将闭区域 D 任意分成 n 个小

区域 , , , , ,i n         ，其中 i 表示第 i 个小区域，也表示它的面积. 在每个

小区域 i 上任取一点 ( , )i i  ，作乘积 

( , ) ( 1, 2, , )i i if i n      

并求和 

1
( , )

n

i i i
i

f   


  

如果当各小区域的直径中的最大值趋于零时，这和式的极限存在，则称此极限值

为函数 ( , )f x y 在闭区域 D 上的二重积分，记作 ( , )d
D

f x y  ，即 

0 1
( , )d lim ( , )

n

i i i
iD

f x y f


   




   

其中， ( , )f x y 称为被积函数，D 称为积分区域， ( , )df x y  称为被积分式， d 称为面

积元素，x 与 y 称为积分变量.  

有了二重积分的定义，以 xOy 内的平面区域 D 为底，曲面 ( , ) ( ( , ) 0)z f x y f x y ≥ 为

顶的曲顶柱体的体积 V 就可以表示为二重积分，即 

( , )d
D

V f x y    

3. 二重积分的几何意义 
把定积分的几何意义推广到二重积分，当 ( , ) 0f x y ≥ 时，二重积分 ( , )d

D

f x y  的

几何意义就是图 9-2 所示的曲顶柱体的体积；当 ( , ) 0f x y  时，柱体在 xOy 平面的下方，

二重积分 ( , )d
D

f x y  表示该柱体体积的相反值，即 ( , )f x y 的绝对值在 D 上的二重积分

( , ) d
D

f x y  才是该曲顶柱体的体积；当 ( , )f x y 在 D 上有正有负时，如果我们规定在

xOy 平面上方的柱体体积取正号，在 xOy 平面下方的柱体体积取负号，则二重积分

( , )d
D

f x y  的值就是它们上、下方柱体体积的代数和. 

9.1.2 二重积分的性质 

二重积分与定积分的性质类似，现不加证明地叙述如下.  

性质 1 常数因子可提到二重积分号外面，即 

( , )d ( , )d
D D

kf x y k f x y    (k 为常数) 

性质 2 函数和与差的二重积分等于各函数二重积分的和与差，即 
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[ ( , ) ( , )]d ( , )d ( , )d
D D D

f x y g x y f x y g x y        

性质 3 若积分区域 D 分割为 1D 与 2D 两部分，则有 

1 2

( , )d ( , )d ( , )d
D D D

f x y f x y f x y       

性质 4 若在闭区域 D 上有 ( , ) 1,f x y  为 D 的面积，则 

1d d
D D

      

性质 5 若在闭区域 D 上有 ( , ) ( , )f x y g x y≤ ，则 

( , )d ( , )d
D D

f x y g x y  ≤  

特别地，有 
| ( , )d | | ( , ) | d

D D

f x y f x y  ≤  

性质 6 设 M，m 分别是 ( , )f x y 在闭区域 D 上的最大值和最小值， 为 D 的面积，

则 
( , )d

D

m f x y M  ≤ ≤  

这个不等式称为二重积分的估值不等式.  
性质 7 设函数 ( , )f x y 在闭区域 D 上连续， 为 D 的面积，则在 D 上至少存在一

点 ( , )  ，使得 

( , )d ( , )
D

f x y f      

这个性质称为二重积分的中值定理. 其几何意义为：在闭区域 D 上以曲面 ( , )z f x y 为

顶的曲顶柱体的体积，等于以区域 D 内某一点 ( , )  的函数值为高的平顶柱体的体积.  

【任务 9-1】 比较积分 d
D

xy  与 2( ) d
D

x y  的大小，其中区域 D 为矩形区域： 

{( ) | 0 1, 0 1}x y x y ≤ ≤ ≤ ≤  

解：因在区域 {( ) | 0 1, 0 1}D x y x y  ≤ ≤ ≤ ≤ 内，有 2( )xy x y≥ ，所以 
2d ( ) d

D D

xy x y     

实训 9.1 

1. 利 用 二 重 积 分 的 几 何 意 义 判 定 积 分 2 2ln( )d
D

x y  的 符 号 ， 其 中

2 21{( , ) | 1}2D x y x y ≤ ≤ .  
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2. 利用二重积分的几何意义，不经计算给出下列二重积分的值. 
(1) d

D

 ， 2 2{( , ) | 1}D x y x y  ≤ ； 

(2) 2 2 2 d
D

R x y   ， 2 2 2{( , ) | }D x y x y R  ≤ .  

3. 比较下列积分值的大小. 
(1) 2 2ln( )d

D

x y  与 2 2 2ln ( )d
D

x y  ， 2 2{( , ) | 3 4}D x y x y ≤ ≤ ； 

(2) 3( ) d
D

x y  与 3sin ( )d
D

x y  ，其中 D 由 10, 0, , 12x y x y x y      所围

成.  
4. 估计二重积分 2cos ( )d

D

x y  的值，其中 {( , ) | 0 1, 0 1}D x y x y ≤ ≤ ≤ ≤ .  

9.2 二重积分的计算方法及几何应用 

按定义来计算二重积分是困难的，我们需要找到一种可行的计算方法. 下面介绍在

直角坐标系下和极坐标系下二重积分的计算方法，然后介绍二重积分在求几何体体积方

面的应用.  

9.2.1 在直角坐标系下计算二重积分 

在直角坐标系中我们采用平行于 x 轴和 y 轴的直线把区域 D 分成许多小矩形，于是

面积元素 d d dx y  ，二重积分可以写成 

( , )d d
D

f x y x y  

下面用二重积分的几何意义来导出化二重积分为累次积分的方法.  

1. 积分区域 D 可表示为 y 是 x 的单值函数的不等式组情形 

1 2( ) ( )y x y y x
a x b




≤ ≤
≤ ≤

 

如图 9-3 所示，我们将用微元法来计算二重积分 ( , )d
D

f x y  所表示的柱体的体积. 

选取 x 为积分变量，任取 [ , ]x a b ，设 ( )A x 表示过点 x 且垂直 x 轴的平面与曲顶柱

体相交的截面的面积(见图 9-4)，则曲顶柱体体积 V 的微元 dV 为 
d ( )dV A x x  

所以 

( )d
b

a
V A x x           (9-1) 



第 9 章 多元函数积分学 

 

195

由图 9-4 知，该截面是由曲线 1 2( , ) ( ( ) ( ))z f x y y x y y x ≤ ≤ (x 为定值)为曲边的曲边

梯形，其面积为 

 2

1

( )

( )
( ) ( , )d

y x

y x
A x f x y y         (9-2) 

     
                    图 9-3            图 9-4 

将式(9-2)代入式(9-1)，得曲顶柱体的体积 
2

1

( )

( )
( , )d d

b y x

a y x
V f x y y x       

于是 
2

1

( )

( )
( , )d ( , )d d

b y x

a y x
D

f x y f x y y x         

上式也可简记为 
2

1

( )

( )
( , )d d ( , )d

b y x

a y x
D

f x y x f x y y         (9-3) 

由此知，二重积分的计算可化为两次定积分来计算，这种方法称为累次积分法. 利
用公式(9-3)的计算过程是：第一次积分时，把 x 看作常量，以 y 为积分变量求 ( , )f x y

从 1( )y x 到 2 ( )y x 上的定积分；第二次是以 x 为积分变量，积分上、下限分别为常数 b

和 a 的定积分. 把公式(9-3)称为先积 y(也称内积分对 y)后积 x(也称外积分对 x)的累

次积分公式.  

类似地，也可得到先积 x(也称内积分对 x)后积 y(也称外积分对 y)的累次积分公式.  

2. 积分区域 D 可表示为 x 是 y 的单值函数的不等式组情形 

1 2( ) ( )x y x x y
c y d




≤ ≤
≤ ≤

 

如图 9-5 所示，则化二重积分为累次积分的方法如下： 

          2

1

( )

( )
( , )d d ( , )d

d x y

c x y
D

f x y y f x y x         (9-4) 

【任务 9-2】 设积分区域为 
{( , ) | 0 1, 0 1}D x y x y ≤ ≤ ≤ ≤  

计算二重积分 e dx y

D

 .  

解一：积分区域如图 9-6 所示，则 
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1 1

0 0
e d ( e d )dx y x y

D

y x           

 
1 1 1 1

00 0 0
(e e d )d e (e )dx y x yy x x     

   
1 1 2

00
(e 1) e d (e 1) ( e ) (e 1)x xx       

     
                        图 9-5                             图 9-6 

解二：积分区域如图 9-7 所示，则 
1 1

0 0
e d ( e d )dx y x y

D

x y        

         
1 1 1 1

00 0 0
(e e d )d e (e )dy x y xx y y     

          
1 1 2

00
(e 1) e d (e 1)(e ) (e 1)y yy       

这个例子说明，对于矩形的积分区域 
{( , ) | , }D x y a x b c y d ≤ ≤ ≤ ≤  

如果 ( , ) ( ) ( )z f x y x y    ，其中 ( ), ( )x y  分别为变量 x，y 的一

元函数，则二重积分为 

( , )d ( )d ( )d
b d

a c
D

f x y x x y y       

【任务 9-3】 计算 d
D

xy  ，其中   2 2, | 1, 0, 0D x y x y x y  ≤ ≥ ≥ .  

解：如图 9-8 所示，积分区域 D 可表示为不等式组 
20 1

0 1
y x
x

 



≤ ≤
≤ ≤

 

所以 
21 1

0 0
d ( d )d

x

D

xy xy y x


     

              
211 12 2

0 0
0

( )d (1 )d2 2
xx xy x x x


     

   
1

2 4

0

11 1 1( )2 2 84x x    

图 9-7 

图 9-8 
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【任务 9-4】 交换累次积分
3

21

0
d e dx y

x
x y  的积分次序并计算

它的值.  

解：如图 9-9 所示，积分区域可表示为不等式组 
3

0 1
y x y

y




≤ ≤
≤ ≤

 

所以 
3 3

2 21 1

0 0
d e d d e d

x yy y

x y
x y y x      

        
32 2 21 1 13 2

0 0 0

1(e )d ( )e d ( 1)de2
yy y y
y

x y y y y y           

     
2 2

1 12 2
00

1 1( 1)e e d2 2
y yy y       

     
2

1

0

1 1 1e 12 2 2e
y     

9.2.2 在极坐标系下计算二重积分 

对于积分域为圆形、扇形、环形等区域上的二重积分，在直角坐标系下计算往往比较

困难，但用极坐标计算会比较简单. 下面介绍二重积分在极坐标下化为累次积分的方法.  
将二重积分 ( , )d

D

f x y  化为极坐标形式，会遇到两个问题： 

①如何把被积函数 ( , )f x y 化为极坐标形式； 

②如何把面积元素 d 化为极坐标形式.  

第一个问题容易解决. 我们选取极点 O 为直角坐标系的原点、极轴为 x 轴，则直角

坐标与极坐标的关系为 
cos
sin

x r
y r





 

 

即有 
( , ) ( cos , sin )f x y f r r   

为解决第二个问题，我们先取 r 等于一系列常数得到一簇中

心在极点的同心圆，再取 等于一系列常数得到一簇过极点的直

线. 两组线把区域 D 分割成许多小的“弯曲的矩形”(如图 9-10

中阴影部分). 所以当 r 和  很小时，图 9-10 中阴影所示的子

域的面积近似等于 d d d dr r r r  ，即在直角坐标系下的面积元

素 d 在极坐标系下为 d dr r  .  

于是二重积分的极坐标形式为 

图 9-9 

图 9-10 
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( , )d ( cos , sin ) d d
D D

f x y f r r r r          (9-5) 

实际计算时，与直角坐标系下的情形类似，还是化成累次积分来进行. 
如果积分区域 D(见图 9-11)位于两条射线  和  之间，D 的两段边界线段坐

标方程分别为 1 2( ) , ( )r r r r   ，则二重积分可化为如下的累次积分 
2

1

( )

( )
( , )d d ( cos , sin ) d

r

r
D

f x y f r r r r
 

 
          (9-6) 

如果极点在积分区域 D(见图 9-12)内部，则二重积分可化为如下的累次积分 
2π ( )

0 0
( , )d d ( cos , sin ) d

r

D

f x y f r r r r


          (9-7) 

       
                     图 9-11                                  图 9-12 

【任务 9-5】 计算图 9-13 中阴影所示区域 D 上的二重积分 2 2 3/2
1 d

( )D x y


 .  

解：在极坐标第下，积分区域可表示为不等式组 
1 2
0 π

r



  

≤ ≤
≤ ≤

 

故   
π 2
4

2 2 3/2 30 1

1 1d d d
( )D

r r
x y r

 
       

       
π 22

20 1 1

1 ππ1d d ( )r rr
    

    

9.2.3 二重积分在几何上的应用——体积 

根据二重积分的几何意义，几何体的体积可表示为二重积分，从而可利用二重积分

求几何体的体积.  
【任务 9-6】 求由旋转抛物面 2 26z x y   与 xOy 面所围成的立体的体积.  

解：如图 9-14 所示，该立体是以曲面 2 26z x y   为顶， 2 2 6x y  为底的曲顶柱

体. 由对称性，得 
2 24 (6 )d

D

V x y     

图 9-13 
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其中积分区域 D 如图 9-15 所示. 所以 
π 6 22

0 0

6
2 4

0

4 d (6 ) d

1π4 (3 ) 18π4

V r r r

r r

  

    


 
 

     
图 9-14     图 9-15 

【任务 9-7】 求圆锥面 2 22z x y   与旋转抛物面 2 2z x y  所围成的立体的体

积.  

解：如图 9-16 所示，曲线 
2 2

2 2

2z x y

z x y

   


 
 

在 xOy 面上的投影所围的区域为积分区域 D.  

消去 z，得投影区域的边界曲线为 

2 2

0
1

z
x y



 

 

即积分积分区域 D 为 2 2{( , ) | 1}x y x y ≤ (见图 9-17). 

     
图 9-16      图 9-17 

故所求的体积为 
  2 2 2 2[2 ( )]d

D

V x y x y               

1π 2 2 3 4
0 0

10 51 1d (2 ) d 2π ( ) π π3 4 12 6r r r r r r r
 


            

我们可以看到，如果二重积分的被积函数是以 2 2x y 为变量，或积分区域 D 是圆形

域、环形域、扇形域等，那么，它在极坐标系下计算一般比在直角坐标系下计算简单. 
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实训 9.2 

1. 计算 6e dx y

D

 ，其中 D 由 xOy 面上的直线 1, 2y y  及 1, 2x x   所围成.  

2. 计算 2 2ln(100 )d
D

x y   ，其中 2 2{( , ) | 1}D x y x y  ≤ .  

3. 计算 2 d
D

y  ，其中 2 2{( , ) |1 4}D x y x y ≤ ≤ .  

4. 画出二次积分
2

2

2 2 4

0 2 4
d ( , )d

y

y
y f x y x

 

   的积分区域 D 并交换积分次序.  

5. 利用二重积分求下列几何体的体积. 
(1)平面 0, 0 0 1x y z x y z     ， ， 所围成的几何体.  

(2)平面 0z  及抛物面 2 2 6x y z   所围成的几何体.   

总实训 9 

1. 用二重积分表示以下列曲面为顶，区域 D 为底的曲顶柱体的体积. 
(1) z x y  ， {( , ) | 0 1, 0 2}D x y x y ≤ ≤ ≤ ≤ .  

(2) 2 21z x y   ， 2 2{( , ) | 1}D x y x y  ≤ .  

2. 画出下列积分区域，并计算二重积分. 

(1) e d d , {( , ) |1 2,1 2}xy

D

x x y D x y x y ≤ ≤ ≤ ≤ ； 

(2) d d
D

xy x y ，D 为由 2 , , 2, 4y x y x x x    所围成的区域； 

(3) ( )d d
D

x y x y ，D 为由 2,y x y x  所围成的区域； 

(4) e d dx y

D

x y ，D 为由 | | | | 1x y ≤ 所围成的区域.  

3. 求由曲面 2 24 ( ), 2 4, 0, 0, 0z x y x y x y z        所围成的立体在第一卦限

部分的体积.  

4. 利用极坐标计算下列积分. 

(1)
2 2 2 2e d , {( , ) | 1}x y

D

D x y x y   ≤ ； 

(2) 2 2d , {( , ) | 0, 0, 16}
D

y D x y x y x y   ≥ ≥ ≤ .  
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5. 选择适当的坐标系计算下列积分. 

(1)
2

2 d
D

x
y

 ，D 为由 2, , 1x y x xy   所围成的区域； 

(2) 2 2 d
D

x y  ，D 为圆环区域为 2 21 4x y≤ ≤ . 
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第 10 章 无穷级数 

【案例 10-1】 某人尝试求圆周率 π 的近似值. (1)请设计一种利用微积分的方法；

(2)是否还有更优的方法？ 
解：(1)设 ( ) arctanF x x ，则 

2 4
2

2 2 2
1( ) 1 1

1 1 1
x xF x x

x x x
      

  
  

6 8
2 4 2 4 6

2 2

2
2 4 6 8 1 2( 1)

2

2 4 6 8 1 2( 1)

1 1
1 1

( 1)1 ( 1)
1

1 ( 1)

n n
n n

n n

x xx x x x x
x x

xx x x x x
x

x x x x x

 

 

        
 


        


        



   
3 5 7 9 1 2 11 1 1 1 1( ) ( 1)

3 5 7 9 2 1
n nF x x x x x x x

n
          


      (10-1) 

而
πarctan1
4

 ，所以 

11 1 1 1 1π 4 (1) 4 [1 ( 1) ]
3 5 7 9 2 1

nF
n

          


      (10-2) 

但是，我们发现，利用式(10-2)计算 π 的近似值，就算误差为 0.01，也必须取 100n  . 

可见，这不是一种好的近似计算方法.  

(2)设 1tan
2

  ，则 

π 1tan tan 1π 14 2tan( ) π 14 31 tan tan 1
4 2






 
   

 
 

即 
π 1arctan
4 3

   

  
π 1 1arctan arctan
4 2 3
   

所以 
1 1 1 1π 4 (arctan arctan ) 4[ ( ) ( )]
2 3 2 3

F F    
 

1
3 3 5 5 7 7 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 14[( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )]
2 3 3 5 7 2 12 3 2 3 2 3 2 3

n
n nn


            


 (10-3) 
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利用式(10-3)计算 π 的近似值，即使误差为 0.000001，也只须取 9n  即可. 可见，

这是一种更优的计算方法.  

像式(10-1)、式(10-2)、式(10-3)这样的数学式子，我们称为无穷级数. 无穷级数是

数与函数的一种重要表达形式，在表示函数、研究函数的性质以及进行数值计算等方面

成为一种重要的工具，在科学计算、经济管理等活动中有广泛的应用. 本章从常数级数

入手，扼要介绍级数的一些基本概念，然后介绍如何将函数展开成幂级数的问题.  

10.1  级数的概念和性质 

10.1.1 级数的概念 

定义 10.1  设给定一个数列 

1 2 3, , , , ,nu u u u   
则表达式 

1 2 3 nu u u u       

称为无穷级数，简称级数，记为
1

n
n

u



 ，即 

1 2 3
1

n n
n

u u u u u




                              (10-4) 

其中 nu 称为级数的第 n项，也称为一般项或通项. nu 是常数的级数称为常数项级数，简

称数项级数； nu 是函数的级数称为函数项级数.  

例如：
1 1 11
2 3 n

     ， 11 1 11 ( 1)
3 5 2 1

n

n
     


 ， 11 1 1 ( 1)n      ， 

都是数项级数，而 3 5 1 2 11 1 1( 1)
3 5 2 1

n nx x x x
n

      


 ，sin sin 2 sinx x nx    

都是函数项级数，本节只讨论数项级数.  

定义 10.2 级数
1

n
n

u



 的前 n项之和 

1 2 3n nS u u u u      
称为该级数的前 n项部分和. 数列{ }nS 称为它的部分和数列.  

定义 10.3 设{ }nS 是级数(10-4)的部分和数列，若 lim nn
S S


 ，则称级数(10-4)收

敛，称 S 为级数(10-4)的和. 记为
1

n
n

u S




 . 若当 n 时，{ }nS 没有极限，则称级数

(10-4)发散.  
当级数(10-4)收敛时，其和 S 与部分和 nS 之差记为 nR ，即 

1 2n n n nR S S u u       
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称 nR 为级数(10-4)的余项，用 nS 作为 S 的近似值所产生的误差就是 | |nR . 

【任务 10-1】 讨论级数 1 1 1 1
1 2 2 3 3 4 ( 1)n n    
    

 的敛散性？若收敛，求其

和. 
解：由 1 1 1

( 1) 1nu nn n n  
  

，得 

1 1 1 1 1 1 1(1 ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3 4 1nS n n          11 1n    

所以 
1lim lim(1 ) 1

1nn n
S

n 
  


 

即此级数收敛，且它的和为 1.  

【任务 10-2】 讨论级数


2 31 2 22

1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 4 4 8 8 8 8 16 16

          

 

 

共 项 共 项共 项

的敛散性.  

解：由原级数，有 

1 1S   

2
11
2

S    

22

1 1 1 1 1 21 1 1
2 4 4 2 2 2

S           

32

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 31 1 1
2 4 4 8 8 8 8 2 2 2 2

S                

… 

一般地，有 

2 1
2k

kS    

因为 2lim lim(1 )
2k

k k

kS
 

   ，即 lim nn
S


不存在，所以该级数发散.  

【任务 10-3】 讨论等比级数(又称为几何级数) 
2

0
( 0)n n

n
aq a aq aq aq a





          

的敛散性. 
解：当 | | 1q  时， 

2 (1 )
1

n
n

n
a qS a aq aq aq

q


     


  

如果 | | 1q  ，则 lim 0n

n
q


 ，所以 

(1 )lim lim
1 1

n

nn n

a q aS
q q 


 

 
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如果 | | 1q  ，则 lim n

n
q


 ，所以 

(1 )lim lim
1

n

nn n

a qS
q 


  


 

当 1q  时， nS a a a a na      ，所以 
lim limnn n

S na
 

    

当 1q   时， 1 1( 1) [1 ( 1) ]
2

n n
n

aS a a a a          ，所以 lim nn
S


不存在.  

综上所述，当 | | 1q  时，等比级数收敛，且 
2

1
n aa aq aq aq

q
     


   

当 | | 1q≥ 时，等比级数发散.  

10.1.2 收敛级数的性质 

由于对无穷级数的敛散性讨论是基于其部分和 nS 的敛散性的讨论，因此这里计算

nS 很关键. 然而对许多级数而言， nS 的具体表达式不易算出，因此求收敛级数的和难

以计算. 但从实用角度来讲，若能判定级数是收敛的，那么取足够多的项数算出部分和，

就可作为级数和的近似值. 因此，在级数的研究中，我们关注的是判定级数是否收敛. 为

此，我们由数列的极限性质得到以下的收敛级数的基本性质.  

性质 1 如果级数
1 1

,n n
n n

u v
 

 
  分别收敛于和 A，B，则对于任意两个常数 ,  ，级

数
1
( )n n

n
u v 





 均收敛，且 

1
( )n n

n
u v A B   





     

性质 1 也可表述为：收敛级数可以任意逐项相加减.  

推论 如果级数
1

n
n

u



 收敛于 A，则任意一个常数 ，级数

1
n

n
u




 也收敛，且 

1
n

n
u A 





   

性质 2 级数
1

n
n

u



 与 ( 1)n

n k
u k





 有相同的敛散性.  

性质 2 说明：改变或增、减级数的有限项，不会改变级数的敛散性.  
比如等比级数 1 1 11

2 4 8
   是收敛的，减去它的前 5 项而得到级数 1 1 1

32 64 128
  ，

显然仍是收敛的，其和分别为 2 和
1

16
.  

性质 3 收敛级数加括号后所成的级数仍收敛于原来的和.  



高职数学 

 

206 

性质 3 也可表述为：收敛级数可任意添加括号. 比如任务 10-2 所讨论的级数.  

推论 如果加括号后所成的级数发散，则原级数也发散.  

性质 4（级数收敛的必要条件） 如果级数
1

n
n

u



 收敛，则 lim 0nn

u


 .  

推论 如果 lim nn
u


不存在或 lim 0nn

u


 ，则级数
1

n
n

u



 发散.  

用这个推论可较简便地判定一些级数的发散性，但注意 lim 0nn
u


 仅是级数收敛的必

要条件，而非充分条件.  

比如，级数 12 3 41 ( 1)
3 5 7 2 1

n n
n

      


 ，因为 1lim lim( 1)
2 1

n
nn n

nu
n



 
 


不存

在，即当 n 时，它的一般项不趋于零，所以该级数是发散的.  

【任务 10-4】 判定下列级数的敛散性. 

(1) 
1

3 ( 1)
2

n

n
n





  ；       (2) 
1

1
n n




 .  

解：(1)因为
1

1 1[1 ( ) ]1 2 2lim 112 1
2

n

n nn







 


  

           
1

1 1[1 ( ) ]( 1) 12 2lim 1 32 1 ( )
2

n
n

n nn






  
  

 
  

而 

           
1 1

3 ( 1) 1 ( 1)[3 ]
2 2 2

n n

n n n
n n

 

 

  
     

则由性质 1 知，级数
1

3 ( 1)
2

n

n
n





  收敛，且其和为
1 103 1 ( )
3 3

    .  

(2)对级数
1

1
n n




 按如下方式加括号， 

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 ( ) ( ) ( )
2 3 4 5 6 7 8 2 1 2 2 2m m m            

 
    

记 1 2 3 4 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 11, , , , , ,
2 3 4 5 6 7 8 2 1 2 2 2m m m mu u u u u            

 
  ，则

级数
1

m
m

u



 的第 3 项起每一项都满足 

2

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 12

22 1 2 2 2 2 2 2 2

m

m
m m m m m m m mu              

 



 

共 项

 

即
1lim 0
2mm

u


  ，由性质 4 的推论知，级数
1

m
m

u



 发散，又由性质 3 的推论知级数

1

1
n n





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发散.  

称级数
1

1
n n




 为调和级数. 由调和级数发散可知：满足 lim 0nn

u


 的级数不一定收敛.  

实训 10.1 

1. 写出下列级数的前 4 项. 

(1) 2
1

1
1n

n
n






 ；   (2)

1

1 3 (2 1)
2 4 2n

n
n





 
 


；   (3)

1

( 1)
3

n

n
n





 .  

2. 判定下列各级数的敛散性，并求收敛级数的和. 

(1)
2 3

2 3
2 2 2
3 3 3
  ；  (2) 1 1 1

1 3 3 5 5 7
  

  
；  (3)

1
( 1 )

n
n n





  ； 

(4) 
1

1
2n n




 ；    (5)

1

2
(1 )

n

n
n

n
n



   ；    (6)
1

1 1( )
2 3n n

n





 .  

10.2  常数项级数的审敛法 

利用级数收敛和发散的定义以及级数的性质可以判定级数是否收敛，但求部分和及

其极限并非易事，因此需要建立级数敛散性的判别法，首先我们介绍一类特殊的级数.  

10.2.1 正项级数及其审敛法 

定义 10.4 若 0( 1 , 2 , )nu n  ≥ ，则称级数
1

n
n

u



 为正项级数.  

由 0( 1 , 2 , )nu n  ≥ ，得 1 2 3 nS S S S ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，即正项级数的部分和数列

{ }nS 是单调增数列. 由数列极限的单调有界收敛准则知，如果数列{ }nS 有界，则它收敛；

否则发散. 于是可得正项级数收敛的充要条件.  

定理 10.1 正项级数
1

n
n

u



 收敛的充要条件是其部分和数列{ }nS 有界.  

根据定理 10.1，我们可以建立一系列判别正项级数敛散性的准则.  

定理 10.2（比较判别法）设有正项级数
1

n
n

u



 和

1
n

n
v




 ，且 ( 1 , 2 , )n nu v n  ≤ ，则 

(1)当
1

n
n

v



 收敛时，

1
n

n
u




 收敛；  (2)当

1
n

n
u




 发散时，

1
n

n
v




 发散.  

【任务 10-5】 讨论 p 级数
1

1
p

n n




 的敛散性，其中常数 0p  . 



高职数学 

 

208 

解：当 1p≤ 时，则 pn n≤ ，
1 1

p nn
≥ . 由调和级数

1

1
n n




 发散及比较判别法知，此

时 p 级数发散.  

当 1p  时，若 1n x n ≤ ，则 p pn x ，
1 1

p pn x
 ，所以 

   
1 1

1 1 1d d ( 2 , 3 , )
n n

p p pn n
x x n

n n x 
      

从而级数
1

1
p

n n




 的部分和为 

   
1 1 11
2 3n p p pS

n
          

     

2 3

1 2 1

11

1 1 11 d d d

1 1 1 11 d 1 (1 ) 1
1 1

n

p p pn

n

p p

x x x
x x x

x
p px n





    

      
 

  





 

即正项级数
1

1
p

n n




 的部分和数列{ }nS 有界，故此时， p 级数收敛.  

综上所述，当 1p  时， p 级数收敛；当 0 1p ≤ 时， p 级数发散.  

【任务 10-6】 判定下列级数的敛散性. 

(1) 3 3 3
1 1 11
2 3 n

     ；                     (2)
1

1
( 1)n n n



 
 ； 

(3) 2
23sin 3 sin 3 sin (0 π)

5 5 5
n

n
          ；    (4)

1

1
(1 )n

n n



  .  

解： (1)原级数为 3
1

1
n n




 ，是一个

1 1
3

p   的 p 级数，所以它是发散的； 

(2)因为
1 1

( 1)n n n n



，而 3

1 1 2

1 1
n nn n n

 

 

  是
3 1
2

p   的 p 级数，所以它是收

敛的. 故由比较判别法知级数
1

1
( 1)n n n



 
 收敛； 

(3)因为 0 sin
5 5n n
 

  ，所以
33 sin

5 5

n
n

n n
  ，而级数

1

3
5

n

n
n





 是公比为

3
5
的几何级

数，它是收敛的. 故由比较判别法知级数
1
3 sin

5
n

n
n




 收敛； 

(4)因为
1 1

(1 ) 2n nn
≤ ，而级数

1

1
2n

n




 是公比为

1
2
的等比级数，是收敛的，所以级数

1

1
(1 )n

n n



  是收敛.  

需要注意的是，由于去掉或添加有限多项，不改变级数的收敛性，所以运用比较判
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敛法时，对于级数
1

n
n

u



 和

1
n

n
v




 ，并不要求对一切 n 都有 n nu v≤ ，只需从某项开始，后

面的所有各项都满足 n nu v≤ 即可；同时，级数每一项都乘以不为零的常数 k，也不会影

响级数的敛散性，于是可得如下推论.  

推论 设
1

n
n

u



 和

1
n

n
v




 都是正项级数，且存在 0N  ，当 n N 时， n nu kv≤ 成立，

则 

(1)当
1

n
n

v



 收敛时，

1
n

n
u




 收敛；   (2)当

1
n

n
u




 发散时，

1
n

n
v




 发散.  

为了应用上的方便，下面给出比较判敛法的极限形式. 

定理 10.3（比较判别法的极限形式） 已知
1

n
n

u



 和

1
n

n
v




 是正项级数， 

(1)当 lim 0n

n
n

u
A

v
  时，

1
n

n
u




 与

1
n

n
v




 有相同的敛散性； 

(2)当 lim 0n

n
n

u
v

 ，且
1

n
n

v



 收敛时， 

1
n

n
u




 收敛； 

(3)当 lim n

n
n

u
v

 ，且
1

n
n

v



 发散时， 

1
n

n
u




 发散.  

【任务 10-7】 讨论级数
1

3sin
n n




 的敛散性.  

解：因为

3sin
lim 13n

n

n


 ，所以
1

3sin
n n




 与

1

3
n n




 有相同的敛散性，而

1

3
n n




 发散，因此，

级数
1

3sin
n n




 是发散.  

使用比较判别法，需要找到一个已知敛散性的级数进行比较，这是困难的，对初学

者犹甚. 下面我们学习更实用的比值判别法.  

定理 10.4（比值判别法） 设
1

n
n

u



 是一正项级数，且 1lim n

n
n

u
u




 (或  )，则 

(1)当 1  时，级数收敛； 

(2)当 1  (含    )时，级数发散； 

(3)当 1  ，级数可能收敛，也可能发散.  

【任务 10-8】 判别下列各级数的敛散性. 

(1)
1 3n

n

n


 ；                          (2)

1 !

n

n

n
n




 .   

解：(1)因为 
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1
1
1 3 1 1 1lim lim lim 1

3 33

n
n

nn n n
n

u n n
u n n


  

 
      

由比值判敛法知，级数
1 3n

n

n


 收敛.  

(2)因为 
1

1 ( 1) ! 1 1lim lim lim lim 1 e 1
( 1)!

n nn
n

nn n n n
n

u n n n
u n n nn




   

                 
 

由比值判敛法知，级数
1 !

n

n

n
n




 发散.  

应当指出，当 1lim 1n

n n

u
u



 时，它得不出级数是收敛或发散的结论，必须另选其他方

法判别敛散性. 

比如，对于所有 p 级数都满足 1lim 1n

n n

u
u



 ，当 1p  时，级数收敛，当 1p≤ 时，

级数发散. 

10.2.2 交错级数及其审敛法 

若 0( 1 , 2 , )nu n  ≥ ，则称级数 1

1
( 1)n

n
n

u






 为交错级数. 对于交错级数的敛散性有

如下判别方法.  

定理 10.5（莱布尼兹法则） 若交错级数 1

1
( 1)n

n
n

u






 满足条件： 

(1) 1 ( 1 , 2 , )n nu u n  ≥ ；     (2) lim 0nn
u


 . 

则级数 1

1
( 1)n

n
n

u






 收敛，且其和 1S u≤ .  

【任务 10-9】 判定下列级数的敛散性. 

(1)
1

1

( 1)n

n n





 ；       (2) 1

1

ln( 1)n

n

n
n






 .  

解：(1)易见，这是一个交错级数 . 因为
1

nu
n

 ，所以 1
1 1

1n nu u
n n   


，且

1lim lim 0nn n
u

n 
  ，因此级数

1

1

( 1)n

n n





 收敛.  

(2)显然，这是一个交错级数. 依照
ln

n
nu

n
 ，令

ln( ) ( 3)xf x x
x

  ，则 

2
1 ln( ) 0 ( 3)xf x x

x
     

即函数
ln( ) xf x

x
 在区间 (3 , )  内单调减少. 所以当 3n  时， 1

ln( 1) ln
1n n

n nu u
n n


  


，
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且
ln ln 1lim lim lim lim 0nn n x x

n xu
n x x   

    ，因此级数 1

1

ln( 1)n

n

n
n






 收敛. 

10.2.3 任意项级数的审敛法 

若 0( 1 , 2 , )nu n  ≥ 为任意实数，则称数项级数
1

n
n

u



 称为任意项级数. 对任意项

级数的每一项取绝对值，变换成正项级数
1
| |n

n
u




 . 对于任意项级数有下面定理. 

定理 10.6 若级数
1
| |n

n
u




 收敛，则级数

1
n

n
u




 收敛. 

对于任意项级数
1

n
n

u



 ，若

1
| |n

n
u




 收敛，则称级数

1
n

n
u




 绝对收敛；若

1
| |n

n
u




 发散，

但
1

n
n

u



 收敛，则称

1
n

n
u




 条件收敛. 

【任务 10-10】 判定下列级数的敛散性. 

(1)
1

cos 2
2

n

n
n




 ；       (2)

1

3
1

( 1)n

n n





 . 

解：(1)因为
cos 2 1| | | |

2 2

n

n n nu  ≤ ，而几何级数
1

1
2n

n




 收敛，所以级数

1

cos 2
2

n

n
n




｜ ｜收敛，

故级数
1

cos 2
2

n

n
n




 绝对收敛.  

(2)因为 3
1 1

1| |n
n n

u
n

 

 

  ，是
1 1
3

p   的 p 级数，所以
3

1

1
n n




 发散. 而

3

1

1

( 1)n

n n





 是

交错级数，且
3

1 3

1 1| | | |
1

n nu u
nn

   


，
3

1lim | | lim 0nn n
u

n 
  ，所以

1

3
1

( 1)n

n n





 收敛. 故

级数
1

3
1

( 1)n

n n





 条件收敛.  

实训 10.2 

1. 用比较判别法判定下列级数的敛散性. 

(1)
1

1
5 1n

n



  ；  (2) 2
1

1
1n

n
n






 ；     (3) 2

1

1
3 2n n n



   ； (4)
1

1
1n n n



 
 .  

2. 用比值判别法判定下列级数的敛散性. 

(1)
1

5
3

n

n
n n



  ；   (2)
1

2 1
3n

n

n



 ；  (3)
3

1 2n
n

n


 ；    (4)

1

3
!

n

n n




  ； 
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(5)
1

πsin
3n

n
n




 ；   (6)

1

6
7 2

n

n n
n



  ；  (7)
1

2
( 1)

n

n n n



  ；   (8)
2

1

!
n

n

n n
n





 . 

3. 判定下列级数的敛散性，若收敛，是条件收敛还是绝对收敛？ 

(1)
1

1

( 1)n

n n





 ；   (2) 1
1

( 1)
3

n

n
n

n




 ；   (3) 1

1

π( 1) tan
2

n
n

n
n






 ； 

(4)
31

πsin
2

n

n

n




 ；   (5)

1

( 1) ( 0)
n

n
n

a
na






 ；   (6) 3

1

( 1)[1 ]
n

n n






 ； 

(7)
( 1) 2

2
1

1

(2 1)( 1)
2

n n

n
n

n





 ； (8)

1

1

( 1)
ln( 1)

n

n n






 .  

10.3  幂级数 

10.3.1 幂级数及其敛散性 

定义 10.5 形如 
2

0 1 2
0

n n
n n

n
a x a a x a x a x





                (10-5) 

的级数称为幂级数，其中 0 1 2, , , , ,na a a a 为常数.  

对于形如 0
0

( )n
n

n
a x x





 的幂级数，可通过变换 0t x x  转化为级数式(10-5)的形式，

所以我们主要针对形如级数式(10-5)的级数展开讨论.  

例如，对于级数 
21 ( 1) ( 1) ( 1)nx x x          

令 1t x  ，则得级数 
21 nt t t       

当级数式(10-5)的 x 取定值 0x 时，幂级数
0

n
n

n
a x




 就成为常数项级数 0

0

n
n

n
a x




 ，如果

0
0

n
n

n
a x




 收敛，则称 0x 是幂级数

0

n
n

n
a x




 的一个收敛点，或称幂级数

0

n
n

n
a x




 在点 0x 处收

敛. 若级数 0
0

n
n

n
a x




 发散，则称 0x 是幂级数

0

n
n

n
a x




 的一个发散点，或称幂级数

0

n
n

n
a x




 在

点 0x 处发散. 幂级数
0

n
n

n
a x




 的所有收敛点组成的集合称为级数

0

n
n

n
a x




 的收敛域. 同样

的，把所有发散点组成的集合称为幂级数的发散域. 

例如，对于几何级数 2

0
1n n

n
x x x x





       ，当 | | 1x  时，它收敛于
1

1 x
；



第 10 章 无穷级数 

 

213

当 | | 1x≥ 时，它发散. 幂级数
0

n

n
x




 的收敛域是 ( 1 ,1) ，发散域是 ( , 1] [1 , )    .  

对于一般幂级数
0

n
n

n
a x




 ，点 0x  是其收敛点. 而任意一点 x 处，其收敛性可以利

用比值判别法来判定. 我们考察极限 
1

1 1 1| | | | | |lim lim | | | | (lim )
| | | || |

n
n n n

nn n n
n nn

a x a ax x
a aa x

 


  

  
    

则当 | | 1x  时，幂级数
0

n
n

n
a x




 收敛；当 | | 1x  时，幂级数

0

n
n

n
a x




 发散；当 | | 1x 

时，幂级数
0

n
n

n
a x




 可能收敛也可能发散 . 就是说，幂级数

0

n
n

n
a x




 的敛散性与数

1| |lim
| |

n
n

n

a
a

 


 密切相关，我们称这个数的倒数

1R


 为幂级数
0

n
n

n
a x




 的收敛半径，区间

( , )R R 为幂级数
0

n
n

n
a x




 的收敛区间. 这时幂级数在它的收敛区间 ( , )R R 内就确定了

一个函数 ( )f x ，即
0

( ) n
n

n
f x a x





 ，称函数 ( )f x 为幂级数
0

n
n

n
a x




 在它的收敛区间

( , )R R 内的和函数.  

关于幂级数的收敛半径，有如下定理.  

定理 10.7 设幂级数
0

n
n

n
a x




 的所有系数 0na  ，如果 1| |lim

| |
n

n
n

a
a




 ，则 

(1)当 0  时，该幂级数的收敛半径为
1R


 ； 

(2)当 0  时，该幂级数的收敛半径为 R  ； 

(3)当   时，该幂级数的收敛半径为 0R  .  

【任务 10-11】 求下列幂级数的收敛区间. 

(1)
1 !

n

n

x
n




 ；    (2) 1

1
( )n

n
nx





 ；   (3) 3

1

2 1( 1) ( )
2

n
n n

n
x

n





  . 

解：(1)因为  
1| | ! 1lim lim lim 0

| | ( 1)! ( 1)
n

n n n
n

a n
a n n

 

  
   

 
 

所以收敛半径为 R  ，所求的收敛区间为 ( , )  ； 

(2)因为  

1
1

| | ( 1) 1lim lim lim (1
| |

n
nn

nn n n
n

a n n
a nn

 
  


     ）  

所以收敛半径为 0R  ，所求的收敛区间只含 0x  一个点； 
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(3)令 1
2

t x  ，则原级数转化为 

3
1

2( 1)
n

n n

n
t

n





  

331
1

3
| | 2lim lim lim 2 2
| | 121

n
n

nn n n
n

a n n
a nn






  
    


 

所以级数 3
1

2( 1)
n

n n

n
t

n





 的收敛半径为
1
2

R  ，收敛区间为
1 1( , )
2 2

t  .  

故原级数的收敛区间为 (0,1)x .  

10.3.2 幂级数的运算性质 

性质 1  如果幂级数
0

n
n

n
a x




 和

0

n
n

n
b x




 的和函数分别为 1 1( ) , ( , )f x x R R  ， ( ) ,g x  

2 2( , )x R R  ，且 1 2min{ , }R R R ，则幂级数
0
( ) ( ) ( ) , ( , )n

n n
n

a b x f x g x x R R




     . 

性质 2 幂级数
0

n
n

n
a x




 的和函数 ( ) , ( , )f x x R R  在区间 ( , )R R 内连续. 

性质 3 幂级数
0

n
n

n
a x




 的和函数 ( ) , ( , )f x x R R  在区间 ( , )R R 内可逐项求导，且 

1

0 0 0
( ) ( ) ( ) , ( , )n n n

n n n
n n n

f x a x a x na x x R R
  



  

         

性质 4 幂级数
0

n
n

n
a x




 的和函数 ( ) , ( , )f x x R R  在区间 ( , )R R 内可逐项积分，

且 
1

0 0 0
0 0 0

( )d ( )d d , ( , )
1

x x xn n nn
n n

n n n

af x x a x x a x x x x R R
n

  


  

   
      

必须指出，幂级数逐项求导数和逐项积分得到的幂级数与原幂级数有相同的收敛半

径. 但收敛区间端点上的敛散性可能不同，由此也可知道，幂级数在其收敛区间上可以

逐项求导数或逐项积分任意有限次. 

【任务 10-12】 求下列幂级数的和函数. 
(1) 2( ) 1 2 3 ( 1) ( 1)n nf x x x n x        ； 

(2)
3 5 2 1

1( ) ( 1)
3 5 2 1

n
nx x xg x x

n


      


 ； 

(3)
2 3

1( ) ( 1)
2 3

n
nx x xs x x

n
          

解：(1)因为 
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2 3 1
0

( )d ( 1)
1

x n n xf x x x x x x
x

       
    

所以 

20

d 1( ) ( )d ( )
d 1 (1 )

x xf x f x x
x x x

  
   

又对于幂级数 1

1
( 1)n n

n
x






 ，有 1| |lim lim1 1
| |

n

n n
n

a
a

 

 
   ，而且可以验证，当 1x   时，

级数发散，因此原级数的和函数为 2
1( ) ( 1 ,1)

(1 )
f x x

x
  


， .  

(2)因为 

2 4 2
2

1( ) 1 ( 1)
1

n ng x x x x
x

        


   

所以 

20 0

1( ) ( )d d arctan
1

x x
g x g x x x x

x
  

   

又对于幂级数
2 1

1

1
( 1)

2 1

n
n

n

x
n







 ，有 1| | 2 1lim lim 1

| | 2 1
n

n n
n

a n
a n

 

 


  


，而且可以验证，当

1x   时，级数收敛，因此原级数的和函数为 ( ) arctan [ 1 ,1]g x x x  ， .  

这就是本章开始处案例 10-1 的理论根据，而且由案例知，虽然级数
2 1

1

1
( 1)

2 1

n
n

n

x
n









的收敛区间为[ 1 ,1] ，但当 [ 1 ,1]x  时， | |x 越小，级数的收敛速度越快.  

(3)因为 

2 1 1 1( ) 1 ( 1)
1

n ns x x x x
x

         


   

所以 

0 0

1( ) ( )d d ln(1 )
1

x x
s x s x x x x

x
   

    

又对于幂级数 1

1
( 1)

n
n

n

x
n






 ，有 1| |lim lim 1
| | 1

n

n n
n

a n
a n

 

 
  


，而且可以验证，当 1x 

时，级数收敛，当 1x   时，级数发散. 因此原级数的和函数为 ( ) ln(1 ) ( 1 ,1]s x x x   ， . 

实训 10.3 

1. 求下列幂级数的收敛区间. 

(1)
0

( 1) n

n
n x





  ； (2) 1
2

1
( 1)

n
n

n

x
n






 ； (3)
1 2

n

n
n

x
n



  ；   (4)
1 2 4 (2 )

n

n

x
n



 


； 

(5) 2
1

3
1

n
n

n
x

n



  ；  (6) 1

1

ln n

n

n x
n





 ；  (7) 2

1

( 1)n

n

x
n





 ； (8)
1

( 1)
2

n

n
n

n x



 .  
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2. 求下列幂级数的和函数. 

(1)
0

( 1) n

n
n x





 ；  (2)
2 1

0 2 1

n

n

x
n



  ；  (3) 2 1

1
2 n

n
nx





 ；   (4)

1
( 1) n

n
n n x





 .  

10.4  函数的幂级数展开式 

前面我们讨论了幂级数的收敛区间及其在收敛区间的和函数. 现在我们考虑相反的

问题，即给定函数 ( )f x ，确定它能否在某区间上表示成幂级数，就是说，能否找到一个

幂级数 0
0

( )n
n

n
a x x





 ，使得这个幂级数在某区间上收敛于给定的函数 ( )f x .  

10.4.1 泰勒级数 

若函数 ( )f x 在点 0x 的某邻域内有 1n  阶导数，则在该邻域内 ( )f x 可展开为 n 阶泰

勒公式 
( )

20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2! !


        
n

n
n

f x f xf x f x f x x x x x x x R x
n

 

其中， nR 常表示为
( 1)

1
0

( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
fR x x x

n


 


，称为拉格朗日余项，这里 是介于 0x

与 x之间的某个值.  

如果 ( )f x 在点 0x 的某邻域内存在任意阶导数，且
( )

0
0

0

( ) ( )
!

n
n

n

f x x x
n





 的收敛半径为

R ，则 
( )

0
0

0

( )( ) ( )
!





 
n

n

n

f xf x x x
n

 

在 0| |x x R  时成立的充分必要条件是：在该区间内
( 1)

1
0

( )lim ( ) lim ( ) 0
( 1)!

n
n

nn n

fR x x x
n




 
  


. 

级数
( )

0
0

0

( ) ( )
!

n
n

n

f x x x
n





 称为 ( )f x 在点 0x 处的泰勒级数. 0 0x  时，泰勒级数化为 

( )
2(0) (0)(0) (0)

2! !


        
n

nf ff f x x x
n

 

称此级数为麦克劳林级数.  

即如果 ( )f x 能展开成 x 的幂级数，则这个幂级数是 ( )f x 的麦克劳林级数. 下面我

们讨论如何把 ( )f x 展开成 x的幂级数. 
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10.4.2 直接法 

根据上述讨论，将一个函数 ( )f x 展开成 x的幂级数的步骤如下： 

(1)计算 ( )f x 的各阶导数 ( )
0 0 0( ), ( ), , ( ),nf x f x f x   ； 

(2)写出对应的泰勒级数
( )

0
0

0

( ) ( )
!

n
n

n

f x x x
n





 ，并求出其收敛半径 R ； 

(3)验证在 0| |x x R  时， lim ( ) 0nn
R x


 ； 

(4)写出所求函数 ( )f x 的泰勒级数及其收敛区间，即 
( )

0
0 0 0

0

( )( ) ( ) ( , )
!

n
n

n

f xf x x x x R x R
n





    ，  

【任务 10-13】 将下列函数展开成 x的幂级数. 

(1) ( ) exf x  ；      (2) ( ) sinf x x . 

解：(1)函数 ( ) exf x  的各阶导数为 
( ) ( ) e , ( 0,1, 2, )n xf x n    

得 ( ) (0) 1, ( 0,1, 2, )nf n   .  

所以 ( )f x 的麦克劳林级数为 
2

1
2! !

nx xx
n

       

其收敛半径 R   .  

对于任何有限数 ,x  ( 介于 0 与 x之间)，有 
1

1 | |e | || ( ) | | | e
( 1)! ( 1)!

n
n x

n
xR x x

n n

 
  

 
 

因
| |e x
有限，而

1| |
( 1)!

nx
n




是收敛级数

1

0

| |
( 1)!

n

n

x
n



  的一般项，所以
1

| | | |lime 0
( 1)!

n
x

n

x
n




 


，即

lim | ( ) | 0nn
R x


 .  

因此 
2

e 1 , ( , )
2! !

n
x x xx x

n
           . 

(2)函数 ( ) sinf x x 的各阶导数为 
( ) π( ) sin( ) , ( 0 ,1 , 2 , )

2
n nf x x n     

得 
(4)(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 1, (0) 0,f f f f f          

因此 ( ) sinf x x 的麦克劳林级数为 
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3 5 7 2 1
1( 1)

3! 5! 7! (2 1)!

n
nx x x xx

n


     


  

其收敛半径 R   .  

对于任何有限数 ,x  ( 介于 0 与 x之间)，有 

1

1

1sin( π) | || ( ) | 2 ( 1)!( 1)!

n

nn

n xR x x nn

 






 
  

而
1| |lim 0

( 1)!

n

n

x
n







，所以 lim | ( ) | 0nn

R x


 . 因此 

3 5 7 2 1
1sin ( 1) , ( , )

3! 5! 7! (2 1)!

n
nx x x xx x x

n


          


   

10.4.3 间接法 

一般情况下，只有少数简单函数能以直接法展开成幂级数，而且计算时要逐项求导

计算系数，还要判定余项的极限是否为零，过程较为麻烦. 对于更多的函数，我们利用

已知的几个函数的幂级数展开式和幂级数的运算性质，采用间接方法，来求另一些函数

的幂级数展开式.  

【任务 10-14】 将下列函数展开成 x的幂级数. 

(1) ( ) cosf x x ；   (2) 1( ) ln
1

xf x
x





；   (3) 2( )

2
xf x

x x


 
.  

解：(1)因为 cos (sin )x x  ，所以根据 sin x 的幂级数展开式逐项求导，得 

           
3 5 7 2 1

1cos [ ( 1) ]
3! 5! 7! (2 1)!

n
nx x x xx x

n


       


      

       
2 4 6 2

1 ( 1) , ( , )
2! 4! 6! (2 )!

n
nx x x x x

n
              

(2)由 10.3.2 小节【任务 10-12】知， 
2 3

1ln(1 ) ( 1) , ( 1 ,1]
2 3

n
nx x xx x x

n
            

上式中，将 x换为 x ，有 
2 3

ln(1 ) , ( 1 ,1)
2 3

nx x xx x x
n

            

所以 
1ln ln(1 ) ln(1 )
1

x x x
x


   


         

  3 5 2 12 2 22 , ( 1 ,1)
3 5 2 1

nx x x x x
n

      


    
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(3)由 

2
1 1 2 1 1 1( ) ( )

( 1)( 2) 3 1 2 3 12 1
2

x x
xx x x x xx x

    
      

 

而 

 2 31 1 ( 1) , ( 1,1)
1

n nx x x x x
x
         


   

2 3

2 3
1 1 , ( 2, 2)

2 2 2 21
2

n

n
x x x x xx         


   

所以 

2
0 0 0

1 1 1[ ( 1) ] [( 1) ] , ( 1,1)
3 32 2 2

n
n n n n

n n
n n n

x xx x x
x x

  

  

       
      

【任务 10-15】 将下列函数在 1x  处展开成幂级数. 

(1) 1( )
3

f x
x




；    (2) 2
1( )

6
f x

x x


 
.  

解：(1)由 1 1 1 1
13 2 ( 1) 2 1

2
xx x

 
   

，令
1

2
xt 

 ，则 

  21 1 1 1 (1 ) , ( 1,1)
3 2 1 2

nt t t t
x t
        

 
   

所以 
2

2
1 1 1 1 1[1 ( 1) ( 1) ( 1) ] , ( 1 , 3)

3 2 2 2 2
n

nx x x x
x
          


   

(2)由 

2
1 1 1 1 1 1 1 1( ) [ ]

( 2)( 3) 5 3 2 5 2 ( 1) 3 ( 1)6 x x x x x xx x
     

        
 

    

1 11
1 12(1 ) 3(1 )5

2 3
x x

     
  

 
  

而 
2 3

2 3
1 1 1 1 11 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) , ( 1, 3)1 2 2 2 21

2

n
nx x x x xx             




   

2 3
2 3

1 1 1 1 11 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) , ( 2, 4)1 3 3 3 31
3

n n
nx x x x xx              




   

所以 

2
0 0

1 1 1 1 1 1[ ( 1) ( 1) ( 1) ]
5 2 36 2 3

n n n
n n

n n
x x

x x

 

 

     
     
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  1 1
0

1 1 ( 1)[ ]( 1) , ( 1 ,3)
5 2 3

n
n

n n
n

x x


 



       

为了便于查用，我们将常用的函数 e , sin , cos ln(1 ) , (1 ) , arctanx mx x x x x ， 的麦克

劳林级数的幂级数展开式汇聚如下.  

  

2

e 1 , ( , )
2! !

n
x x xx x

n
            

  

3 5 2 1
1sin ( 1) , ( , )

3! 5! (2 1) !

n
nx x xx x x

n


          


   

  

2 4 2

cos 1 ( 1) , ( , )
2! 4! (2 ) !

n
nx x xx x

n
             

  

2 3
1ln(1 ) ( 1) , ( 1 ,1]

2 3

n
nx x xx x x

n
            

  

2 31 1(1 ) 1 ( 1) ( 1)( 2)
2! 3!
1 ( 1) ( 1) , ( 1 ,1)
!

n

x x x x

n x x
n

      

  

        

      



 

 

  

3 5 2 1
1arctan ( 1) , [ 1 ,1]

3 5 2 1

n
nx x xx x x

n


        


   

10.4.4 幂级数的应用 

【任务 10-16】 求下列各数的近似值. 

(1) e；          (2) sin12 (精确到小数点后 4 位小数). 

解：(1) ex 的幂级数为 
2

e 1 , ( , )
2! !

n
x x xx x

n
            

令 1x  ，得 
1 1e 1 1
2! !n

        

以其前 1n  项求 e的近似值，则 
1 1e 1 1
2! !n

      

取 7n  ，则 
1 1 1 1 1 1e 1 1 2.71825
2! 3! 4! 5! 6! 7!

          

(2) sin x 的幂级数为 
3 5 2 1

1sin ( 1) , ( , )
3! 5! (2 1)!

n
nx x xx x x

n


          


   
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令
π π12

180 15
x    ，得 

3 5 1 2 1π 1 π 1 π 1 πsin12 ( ) ( ) ( 1) ( )
15 3! 15 5! 15 (2 1) ! 15

n n

n
        


   

以其前 n项求 sin12的近似值，则 
3 5 1 2 1π 1 π 1 π 1 πsin12 ( ) ( ) ( 1) ( )

15 3! 15 5! 15 (2 1) ! 15
n n

n
       


  

误差为 
1 2 1 2 1

1

2 1
2 1

1 π 1 π| | | ( 1) ( ) | ( )
(2 1) ! 15 (2 1) ! 15

1 1
15 4 (2 1) !( ) (2 1) !
π

k k n
n

k n

n
n

R
k n

nn


  

 




  
 

 
  


 

由于精确到小数点后 4 位小数，就是说 | | 0.00001nR  ，所以 2 1
1 0.00001

4 (2 1) !n n  
≤ ，

即 2 14 (2 1) ! 100000n n   ≥ ，而 2 2 14 (2 2 1) ! 122880 100000       .  

故取 2n  ，得 3π 1 πsin12 ( ) 0.2079
15 3! 15

    .  

实训 10.4 

1. 将下列函数展开成 x 的幂级数，并求其成立的区间. 

(1)
5

( )
1

xf x
x




；    (2) ( ) xf x a ；   (3) 2( )
1 2

xf x
x x


 

； 

(4)
2

( ) exf x  ；    (5) 2( ) cosf x x ；  (6) 2 3( ) e xf x x  ； 

(7) ( ) (1 ) ln(1 )f x x x   ；  (8) e e( )
2

x x

f x


 .  

2. 将函数
1( )f x
x

 展开成 2x  的幂级数.  

3. 将函数 2
1( )
5 6

f x
x x


 

展开成 3x  的幂级数.  

4. 求下列各数的近似值. 

(1) e ；    (2) cos3；    (3) ln 5 .  

总实训 10 

1. 判定下列各级数的敛散性，并求收敛级数的和. 
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(1)
2 2 3 3

2 3
1 3 2 3 2 3 2
6 6 6 6

n n

n
  

     ； (2) 2 8 26 3 1
3 9 27 3

n

n


     ； 

(3) 3 4 1ln 2 ln ln ln
2 3

n
n


     ；   (4) 1 3 1 2 ( 1)
2 4 8 2

n

n
 

     ； 

(5) 1 1 1 1
2 1 3 2 4 3 1n n

    
    

  .  

2. 用比较判别法判定下列各级数的敛散性. 

(1)
1

πsin
2n

n




 ；        (2) 3

1

1
1n n n



 
 ； 

(3) 3 3

1
( 1 )

n
n n





  ；     (4)
1

1
n n






！
.  

3. 用比值判别法判定下列各级数的敛散性. 

(1)
1

3
2n

n

n



 ；   (2)
1

!
3 2n

n

n

  ；  (3)
1

π3 tan
2

n
n

n




 ；  (4)

1

1

5n

n n






！
.  

4. 判定下列各级数是条件收敛还是绝对收敛. 

(1) 
1

( 1)
1

n

n

n
n






 ；       (2) 2

1

sin
( 1)n

n
n



  ； 

(3) 1

1

1( 1) ln(1n

n n






  ）；     (4)
1

( 1) ( 3)
( 1)

n

n

n
n n





 


 .  

5. 求下列幂级数的收敛半径和收敛区间. 

(1)
0

ln( 1) n

n

n x
n





 ；       (2)
1

2 1
!

n

n

n x
n





 ； 

(3)
1

1 ( 1)
2

n
n

n
x

n






 ；      (4) 2

0

2 1( 2)
2

n
n

n

n x





 .  

6. 求下列幂级数的和函数. 

(1) 
1

( 2)
3

n

n
n

x
n






 ；         (2)

2

0 2 !

n

n
n

x
n



  ； 

(3) 2 1

1

1( 1)
2 1

n n

n
x

n







 ；     (4)

0

2 1( 1)
!

n n

n

n x
n






 .   

7. 将下列函数展开成 x的幂级数，并求其成立的区间. 
(1) 2( ) sinf x x x ；      (2) 2ln(2 3 1)y x x   ； 

(3)
0

sin( ) d
x tf x t

t
  ；      (4)

2

0
e d

x ty t  .   

8. 求下列函数在指定点处的泰勒级数. 

(1) 0
1 , 1

2
y x

x
  


；       (2) 0

πsin ,
4

y x x  .  

9. 求下列各数的近似值(精确到小数点后 4 位小数). 

(1) 3 ；    (2) π ；     (3) ln 3 . 
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第 11 章 Mathematica 操作与应用 

本章将介绍 Mathematica 的基本操作及其在微积分学习中的简单应用，详细的内容

请参阅 Mathematica 使用手册. 

11.1 Mathematica 基本操作 

Mathematica 是由美国 WolframResearch 公司开发的一套专门进行数学计算的软件，

从 1988 年推出 Mathematica1.0. 目前已经有 11.0（甚至更高）的版本，但基于教学的考

虑，本章以 Mathematica5.0 为例进行介绍. 

Mathematica 是一个功能强大的数学软件包. 它将符号演算、数值计算和绘图功能有

机结合在一起，能进行多项式的因式分解、展开，一般方程和微分方程的求根，幂级数

的展开，复数、向量、矩阵、极限和微积分等各种运算. 利用 Mathematica 可以按需要

计算成任意位数的小数表示出来(只要机器内存足够大)，并且该软件包具有较强的二维

函数、三维函数作图及动画功能. Mathematica 适合于从事实际工作的工程技术人员和科

学工作者使用，正日益成为高等数学计算的一个不可缺少的工具. 

11.1.1  Mathematica5.0 的启动与退出 

1. Mathematica5.0 的启动 

Mathematica5.0 的启动有两种方式： 

(1)双击 Windows 桌面上的快捷方式（如果存在的话）可启动 Mathematica5.0； 

(2)开始→程序→Mathematica5.0→Mathematica5.0，可以启动 Mathematica5.0； 

启动 Mathematica5.0 后主程序会打开一个新的工作窗口，如图 11-1 所示. 

2. Mathematica5.0 的退出 

Mathematica5.0 的退出有两种方式： 

(1)单击标题栏右边的关闭按钮； 

(2)单击“File”菜单下的“Exit”也可退出 Mathematica5.0. 

无论以上哪种方式，此时出现对话框（见图 11-2），若前面的输入和计算结果需要

存储则选择“是(Y)”. 则存储为文件名为 Untitled-1.nb 的文件，供下次使用时调用；

否则选择“否(N)”；如果不想退出，选择“取消”. 
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图 11-1 

 
图 11-2 

如果要将结果存储为一个你喜爱的名字，如“积分.nb”. 可通过单击“File”菜单，

选中子菜单“Save As/Export…”，在窗口的 File Name 栏中输入相应的文件名，如“积

分.nb”，单击“OK”按钮即可. 

11.1.2  Mathematica5.0 的基本操作 

本节将对 Mathematica5.0 的基本运算、输入/输出等操作进行介绍. 

1. 基本运算 

Mathematica5.0 的基本运算包括两方面： 

(1)输入运算表达式； 

(2)执行运算的结果(按组合键 Shift+Enter)； 

启动 Mathematica5.0 后在工作窗口中输入 3+8，再按 Shift+Enter 组合键执行这个运

算，这时在工作窗口中会显示如图 11-3 所示的结果. 

 
图 11-3 
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在图 11-3 中，In[1]:=与 Out[1]=是 Mathematica5.0 系统自动加上的，分别表示输入

行数与输出的行数。在第一次执行运算的结果时，由于系统要把计算的核心文件（Kernel 

file）加载到内存，所以计算过程通常就会占用较多的时间，第二次及以后的计算就会

快得多。 

2. Mathematica5.0 表达式的输入规则 

(1)数的表示 

Mathematica5.0 的数以两种形式出现：精确数与浮点数。除了几个常用的数学常数

外，与通常的数学数字的表示方法是一样的。常用的数学常数有：圆周率 用 Pi 表示，

E 表示自然对数的底 e=2.718286…，Degree 表示角度 1°，I 表示虚数单位 i，Infinity 表

示无穷大。以上的数学常数的输入也可直接单击基本输入面板上的特殊符号得到。 

(2)数的运算符号 

加、减、乘、除、乘方的运算符号分别是+、-、*、/、^。其中乘法的表示方法相

对比较特殊，除了用“*”表示外，还可以用空格表示。下列的三种情况都是合法的乘

法运算： 

a*b；a b（a，b 两变量之间有空格符）；a（b+2）（变量 a 与（b+2）相乘） 

在 Mathematica 的语法中规定 x2 表示变量，而 2x 表示 2 与变量 x 相乘，2  x（2

与 x 之间有空格）也表示 2 与 x 相乘。ab （a 与 b 之间没有空格）表示变量 ab。 

(3)变量与函数的表示方法 

在 Mathematica 中，函数的字母是区分大小写的，在输入 Mathematica 的内部函数

时第一个字母要用大写，如下所示： 

x=Cos[y]变量 x 通常用小写，函数 Cos[y]的第一个字母用大写，函数中的变量用方

括号括起来； 

x=Mod[16，7]当函数中有两个以上的参数时，参数之间用逗号分开. 

3. 基本运算命令 

(1) 整数运算的基本命令（见表 11-1） 

表 11-1 

命令格式 命令的用途 

Mod[m,n] 求 m/n 的余数，m,n 是整数 

GCD[x1,x2,x3…] 求 x1,x2,x3…的最大公约数 

LCM[x1,x2,x3,…] 求 x1,x2,x3…的最小公倍数 

Factorial[n]或 n! 求 n 的阶乘 

FactorInteger[n] 将整数 n 分解成多个质数的表（求 n 的质因子） 

Random[Integer,{m,n}] 随机产生一个 m 到 n 的整数，其中 m,n 是整数 

(2) 浮点数的基本运算命令（见表 11-2） 
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表 11-2 

命令格式 命令的用途 

N[num]或 num//N 把精确数 num 化为浮点数 

N[num,n] 把 num 化成具有 n 个有效数字的浮点数 

(3)常用数学函数（见表 11-3） 

表 11-3 

函数名 功能 

Sin[x]，Cos[x]，Tan[x] 
三角函数，自变量以弧度为单位 

Cot[x]，Sec[x]，Csc[x] 

ArcSin[x]，ArcCos[x]，ArcTan[x] 
反三角函数 

ArcCot[x]，ArcSec[x]，ArcCsc[x] 

Sqrt[x] x 的开平方 x  

Exp[x] 指数函数 ex  

Log[x] 自然对数 ln x  

Log[a，x] 以 a 为底的对数 loga x  

Abs[x] 绝对值函数 | |x  

Round[x] 最接近 x 的整数(四舍五入) 

Floor[x] 小于或等于 x 的最大整数 

Ceiling[x] 大于或等于 x 的最小整数 

IntegerPart[x] 取 x 的整数部分 

Sign[x] 求 x 的符号 

A+b*I 复数 a+bi 

Re[z] 求复数 z 的实部 

Im[z] 求复数 z 的虚部 

Abs[z] 求复数 z 的模 

Arg[z] 求复数 z 的辐角 

【任务 11-1】 求下列表达式的值. 

(1)
4

2 43 ( 2) 5 8
7

    ；  (2)
0

3 45 17π
9

   
 

；  (3) sin 2 . 

解：(1)输入 −3^2((4/7 + 2)5 - 8)^(1/4)  

    输出 
1/4349

7
   
   

    输入 −3^2((47+2)5−8)^(14)//N 
    输出 −13.36096199628852 

(2)输入 17^(1/3)*5*Pi+(4/9)^0  

  输出 
 

1/35 171
π

  

  输入  N[17^(1/3)*5*Pi+(4/9)^0,20]  
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  输出  41.389596777612950615  

(3)输入 Sqrt[Sin[2.]]  

  输出  0.953571  

4. 变量的赋值  

 我们可以通过运算符号“=”或“：=”来给一个变量赋值. 一般格式为 
变量=表达式    或     变量 1=变量 2=表达式 

其执行步骤为：先计算等号右侧的表达式的值，再将结果赋给左侧变量. 如果使用

“：=”进行赋值，并不计算表达式的值，而是将整个表达式赋给变量，直到需要时才被

计算. 因此，“=”称为立即赋值，“：=”称为延迟赋值. 例如： 

输入   Math4 = 3*2 + 6.8  

输出   12.8  

输入   Math4 := 3*2 + 6.8      （*这一句没有输出*） 

输入   Math4 = 4x + 5x^2 + 2x^3 + 8x^4  
输出   4x+5x2+2x3+8x4  

输入   s1 = s2 = 3*4 + 4.5  

输出   16.5  

输入   Math4 /. x -> 2  

输出   172  

其中，“/.x->2”为变换规则，把变量 Math4 中的 x 变换为 2. 只要不进行重新赋值

或退出系统，原有的变量就会保留. 有时候我们需要清除这些值，以免在以后的计算中

发生错误. 清除变量 Math4,s1 的命令如下： 

Clear[Math4,s1]  
注意：上述输入语句没有输出. 

5. 自定义函数  

定义一个函数，在 Mathematica 中可以用以下两种方式： 

f[x_]=expr  或  f[x_]:=expr 

其中，expr 为函数 f(x)的表达式. Clear[f]表示清除 f 的所有定义内容. 自定义函数

可以像 Mathematica 系统内部函数一样使用，其书写要按照定义的函数名书写. 
【任务 11-2】 已知 3( )f x x ，求 (2)f . 

解 输入   f[x_] = x^3; f[2] 

输出   8 

中间的分号表示该语句不输出结果，可以连续输入一些带分号的语句再执行. 带分

号的语句之间无须换行. 
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【任务 11-3】 已知

e sin , 0
( ) cos , 0 e

sin cos , e.

x x x
f x x x

x x x


 
 

；

；

≤
≤ ，求 (1.2)f ， ( 2)f  的值并作图. 

解：输入   f[x_]:=(E^x)*Sin[x] /; x <= 0; 

f[x_]:= Cos[x] /; 0 < x <= E; 

f[x_]:= Sin[x]*Cos[x] /; x > E; 

f[1.2] 

f[-2] 

Plot[f[x], {x, -4, 10}] 
输出   0.362358  

−0.12306 
其图形如图 11-4 所示. 

 
图 11-4 

其中，“/;”后为条件；Plot[]为绘图语句，我们将在以后学习. 
另外，这里的 ( )f x 也可以定义为 

f[x_] := Which[x <= 0, (E^x)*Sin[x], x > E, Sin[x]*Cos[x], True, Cos[x]]; 

11.1.3 表及其运算  

Mathematica 的表形式为{a,b,c,d,…}，其元素也可以为表，甚至其他任何形式的元

素. 用表也可表示集合，形式上无区别. 表可以为一层或更多层，如{{1，2}，{3，4}{6，

7}}等. 常见的有单层、二层、三层表. 

1. 表的生成 

表的生成有很多种方法，如直接键入语句 gg={{1,2},{6,7}},表示将该表赋给 gg 变量. 

下面介绍一种命令生成方法. 

命令格式： Table[expr,{n,n1,n2,step}]  
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表示将 n 依次按步长 step 取 n1 到 n2 间的值后，带入含 n 的表达式 expr 计算所得

到的取值表. 例如： 

输入   Table[n^2, {n, 2, 6}]  

输出   {4, 9, 16, 25, 36} 

当 step=1 时，step 可以省去不写；step=1 且 n1=1 时，两者皆可省去. 例如： 

输入   Table[n^2, {n, 2, 6}] 

输出   {4, 9, 16, 25, 36} 

输入   Table[n^2, {n, 6}]  

输出   {1, 4, 9, 16, 25, 36} 

当 n1>n2 时，step 取负值. 

2. 表的运算 

表的运算有抽取、合并等. 

(1)元素抽取 

First[list],Last[list],list[[n]]分别表示抽取表的第一个、最后一个、第 n 个元素；当 list

为多层表示，list[[n1,n2,…]]表示取表 list 的位置为第 n1 个子表的第 n2 个子表的…元素；

Take[list,整数 n]表示取出表 list 的前 n 个元素，如 n 为负，取后 n 个元素；Take[list,{整

数 m，整数 n}]表示取出表 list 的第 m 个到第 n 个元素组成一个新表. 例如：  

输入：Take[Sin[{0.7, 0.5, 0.3, 1.}], {2, 3}] 

输出：{0.479 426, 0.295 52} 

(2)表的合并 

 Join[list1, list2, ...]  连接表 list1, list2, ... 

 Union[list1, list2, ...] 去掉重复元素并排序后的合并（集合的并）  

这些对表的操作并不改变原表，如需要保留操作后的表，要将改变后的表赋给一个

变量. 例如：gg={1,2,3},Append[gg,4]，执行结果为{1,2,3,4},但查看 gg 时仍为{1，2，3}. 

如需要保留操作后的表，使用命令 gg= Append[gg,4]  

11.1.4 多项式运算 

多项式运算函数见表 11-4. 

表 11-4 

函数 含义 

Expand[expr] 展开表达式 expr 

Factor[expr] 因式分解 

Simplify[expr] 化简表达式 
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【任务 11-4】 展开多项式 3(1 2 3 )x y  ，然后再因式分解.   

解：输入 p := Expand[(1 + 2x + 3y)^3]; p 
输出 2 3 2 2 2 31 6x 12x 8x 9y 36xy 36x y 27y 54xy 27y          

输入 Factor[p] 
输出 3(1 2x 3y)   

输入 Simplify[p] 
输出 3(1 2x 3y)   

实训 11.1 

1. 计算下列各式的值. 

(1) 3.15 7              ；    (2) 17756             ； 
(3) 5log 579.17 =               ；       (4) sin 23°=           . 

2. 将第 1 题的（3）、（4）计算到小数点后 15 位精度. 

5log 579.17 =                   ； sin 23°=                  . 

3. 设 a =3，b =  , 计算 2 2a +3a 3b − 5 3 5a b =                . 

4. 因式分解 x3-2x+1. 

11.2 用 Mathematica 拟合函数 

拟合函数是利用最小二乘法，将数值与要拟合的函数做分析运算，以求得最接近或

最能反映数据趋势的函数. 下面我们给出拟合函数的部分命令(见表 11-5). 

表 11-5 

命令格式 命令功能 

Fit[{f1,f2, …},{1,x,},x] 设变量为 x，进行线性拟合 

Fit[{f1,f2,…},{1,x,x^2},x] 变量为 x 的二次多项式拟合 

Fit[{{x1,f1},{x2,f2},…}, 当 x=x1 时函数的值为 f1,当 x=x2 时函数的值为 f2…做曲线拟合 

ListPlot[f1,f2,…] 绘制 f1,f2,…的点 

【任务 11-5】 用以下数据拟合 x 与 y 的关系(见表 11-6). 

表 11-6 

x 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

y 0.6 2.0 4.4 7.5 11.8 17.1 23.3 31.2 39.6 49.7 61.7 

解：输入 

data={{0,0.6},{2,2.0},{4,4.4},{6,7.5},{8,11.8},{10,17.1},{12,23.3},{14,31.2},{16,39.6}, 
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{18,49.7},{20,61.7}}; 

tu1=ListPlot[data,PlotStyle->{RGBColor[0,1,0],PointSize[0.03]}] 
输出见图 11-5. 

 
图 11-5 

由图 11-5 可知，得到的散点图呈现二次曲线图形特征，所以 

输入 f1=Fit[data,{1,x,x^2},x] 

   tu2=Plot[f1,{x,0,20}]; 

   Show[tu1,tu2] 
输出 1.01049 + 0.19711x + 0.140326x2 

输出的图形如图 11-6 所示. 

 
图 11-6 

由图 11-6 可知，拟合函数的曲线完全过每一点，即拟合函数与数据完全吻合. 

实训 11.2 

现有二变量的一组实测数据见表 11-7，试拟合二变量的函数关系. 

表 11-7 

x 0 0.2 0.3 0.52 0.64 0.7 1.0 

y 0.3 0.45 0.47 0.50 0.38 0.33 0.24 
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11.3 函数图形 

Mathematica 的图形函数十分丰富，使用很少的函数表达式就可以画出复杂的图形，

而且可以通过变量和文件存储和显示图形，具有极大的灵活性. 

图形函数中最有代表性的函数为 
Plot[表达式，{变量，下限，上限}，可选项] 

其中，表达式还可以是一个“表达式表”，这样可以在一个图里画多个函数；变量

为自变量；上限和下限确定了作图的范围. 

11.3.1 一元函数作图 

一元图形函数为 
 Plot[函数 f，{x，xmin，xmax}，选项]   

在区间{x，xmin，xmax}上，按选项的要求画出函数 f 的图形. 

【任务 11-6】 作 y=xsin 1
x
的图形. 

解：输入   Plot[x*Sin[1/x]，{x,-1,1}] 

输出 见图 11-7. 

 
图 11-7 

输入   Plot[x Sin[1/x], {x, -0.1, 0.1}] 

输出   见图 11-8. 

【任务 11-7】 在同一坐标系中作 y=sinx 和 y＝cosx 的图形. 

解：输入  Clear〔x〕 

Plot[{Sin[x], Cos[x]},{x, 0, 2Pi}] 
输出  见图 11-9. 
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图 11-8 

 
图 11-9 

Plot 函数除了上述使用方式外还有另一种使用方式： 
Plot[﹛f1, f2, , fi, ]﹛x, xmin, xmax﹜可选参数] 

其中可选参数的格式为 

可选参数名→可选参数值（或可选参数值表） 

1. 参数 AspectRatio 

此参数是设置图像的横纵比，默认的横纵比为 1:0.618 . 将参数 AspectRatio 的值设

置为 Automatic 可以按实际比例（1:1）作图. 比较： 

Plot[{Sin[x], Cos[x]},{x, 0, 2*Pi}] 

和         Plot[{Sin[x], Cos[x]},{x, 0, 2*Pi},AspectRatio→Automatic] 

它们的图像如图 11-10 所示. 

 
图 11-10 
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2. 参数 PlotStyle 

参数 PlotStyle 的值是一个表，应将它的值放在双花括号内，它决定图形的划线的宽

度、虚实、色彩等. 

(1)参数值 RGBColor[r, g, b]—决定划线的色彩 

其中，r、g、b 分别表示红色、绿色、蓝色的强度，其取值范围是[0, 1]. 

例如：用红线作图. 

Plot[Sin[x], {x, 0, 2*Pi}  , PlotStyle→{{RGBColor[1, 0, 0]}}] 

(2)参数值 Thickness[t]—它描述划线的宽度 

其中，t 是一个实数，其取值范围是[0, 1]，这时以整个图的宽度为 1. 因此 t 的取值

一般应远远小于 1. 例如：作图， 

Plot[Sin[x], {x, 0, 2*Pi}, PlotStyle→{{RGBColor[1, 0, 0], Thickness[0.001]}}] 

3. 参数 PlotPoints—它确定函数值的单位取点 

当函数值变化比较剧烈时，应取一个比较大的值，以免作出的图形过分偏离函数的

实际图形. 其格式为 

PlotPoints->n 
其中，n 为单位取点数. 比较下面图形： 

Plot[Exp[-x^2/2], {x,-7, 7}]，其图形如图 11-11 所示. 

 
图 11-11 

Plot[Exp[-x^2/2], {x,-7, 7}, PlotPoints→60]，其图形如图 11-12 所示. 

 
图 11-12 
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4. 参数 PlotRange 

它决定作图时函数值的取什范围. 其格式为 

PlotRange→参数值 

其参数值为： 

(1)Automatic—此为系统默认值，当函数在作图区间存在无穷值点和很侠窄的尖

峰，系统会将这一部分切掉； 

(2)All—要求画出函数值的全部情况，当发现系统下切掉了重要的尖峰时可以使

用该值重画图形. 但在无穷值点不应使用该值，否则会跌入无穷循环的陷阱，甚至导致

死机； 

(3){y1, y2}—要求作出函数值在{y1, y2}范围内的图形. 

例如，作图：Plot[Tan[x], {x, ﹣Pi, Pi}] 

Plot[Tan[x], {x, ﹣Pi, Pi}, PlotRange→{﹣60, 60}] 

5. 参数 DisplayFunction 

它决定图形的显示与否. 当它取值为$DisplayFunction 时（系统的默认值），图形将

在屏幕上显示出来；当它取值为 Identity 时，表示只生成图形表达式，但不显示. 其格

式为 

DisplayFunction→$DisplayFunction(或 Identity) 

执行下述语句后，将只计算图形的表达式，而不输出图形. 如： 

输入 

     A=Plot[Sin[x], {x, 0, 2*Pi}, DisplayFunction→Identity] 

则输出为 

    -Graphics- 
其中，-Graphics 是上述图形的表达式，它包括与图形有关的数据和性态的描述，可

以用函数 InputForm[A]或下面的 Show[A]把它的内容显示出来. 

11.3.2 图形的重新显示与组合显示——Show 函数 

函数 Plot 可以在同一坐标系的同一区间作出不同函数的图像，但不时需要在同一坐

标系的不同区间作出不同函数的图像，或者在一个坐标系内做一个函数图像时要求函数

的各个部分有不同的性态，这就需要使用 Show 函数. 

我们知道 Plot 函数的参数 DisplayFunction 取值为 Identity 时，可以得到图形的表达

式-Graphics-，而不把图形显式出来. Show 函数的功能就是把求出的图形表达式作为图

像显式出来，其格式为 
Show[图形表达式，图形表达式，…，参数] 
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使用时可以重新指定作图参数(即 Plot 函数的相关参数)，使图形按照需要的方式显

示出来. 例如：用 a=Plot[{Sin[x], Cos[x]}, {x, 0, 2*Pi}]可以作出正弦和余弦函数在[0, 2  ]

上的图像. 如果希望用实际的比例显示这个图，那么只要输入： 

Show[a, AspectRatio→Automatic] 

就不必再计算图形表达式而直接把图形显示出来，以加快图形绘制的速度. 

又如：要在同一坐标系内作出余弦、反余弦函数及直线 y=x 图像，且余弦函数和直

线 y=x 的图像用黑色虚线作，反余弦函数的图像用红色实线作，程序如下，对应图像如

图 11-13 所示. 

Clear[a, b, d, x] 
a=Plot[ArcCos[x],{x, ﹣1, 1},PlotStyle→{{RGBColor[1, 0, 0]}},DisplayFunction→Identity, 

AspectRatio→Automatic] 

b=Plot[x,{x, ﹣1/2, 2},PlotStyle→{Dashing[{0.02, 0.01}]},DisplayFunction→Identity] 

d=Plot[Cos[x],{x,0,Pi},PlotStyle→{Dashing[{0.02, 0.01}]},DisplatyFunction→Identity] 

Show[a, b, d, DisplayFunction→$DisplayFunction] 

 
图 11-13 

11.3.3 参数方程画图函数 

参数方程画图函数为 
ParametricPlot[{x[t],y[t]},{t,t0,t1},选项] 

在平面上画一个 X 轴,Y 轴坐标为{x[t],y[t]},参变量 t 在[t0,t1]中的参数曲线，其中  

ParametricPlot 的可选项与 Plot 函数相同. 

【任务 11-8】 用 ParametricPlot 生成
sin ;
sin 2 .

x t
y t


 
的图形. 

解 输入 x[ t ]:=Sin[t]; 

y[ t ]:=Sin[2*t]; 

ParametricPlot[{x[t],y[t]},{t,0,2*Pi},AspectRatio->Automatic] 
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输出 见图 11-14. 

 
图 11-14 

又如作等速螺线的图形. 起点在极点的等速螺线的极坐标方程为 ,  它在直角坐

标系下的参数方程为 
cos
sin


 

x
y

 
 

 

输入： 

  Clear[a, t, x, y] 
  x[ t ]: =t*Cos[t]; 

  y[ t ]: =t*Sin[t]; 

  ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t, 0, 4*Pi}, PlotPoints→250, AspectRatio→Automatic] 

输出 见图 11-15. 

 
图 11-15 

11.3.4 二元函数作图（空间图形） 

格式一： 
Plot3D[f[x,y],{x,x0,x1},{y,y0,y1},选项] 

输出：在区域 0 1[ , ]x x x 和 0 1[ , ]y y y 上，画出空间曲面 ( , )f x y 的图形. 

【任务 11-9】 用 Plot3D 生成的 sin[x]*cos[y]的三维图形. 

解：输入 Plot3D[Sin[x Cos[y]], {x, -3, 3}, {y, -3, 3}, PlotPoints -> 40] 
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输出 见图 11-16. 

 
图 11-16 

格式二： 
ParametricPlot3D[{x[u,v],y[u,v],z[u,v]},{u,u0,u1},{v,v0,v1},选项] 

输出：在极坐标区域 0 1[ , ]u u u 和 0 1[ , ]v v v 上，画出参数方程

( , )
( , )
( , )

x x u v
y y u v
z z u v


 
 

表示的空

间曲面. 

如输入 ParametricPlot3D[{Cos[u](3+Cos[v]), Sin[u](3+Cos[v]), Sin[v]}, {u, 0, 2Pi}, 

{v, 0, 2Pi}, Boxed→False, Axes→False]，则输出图形如图 11-17 所示. 

 
图 11-17 

上面的命令使用了两个参数选项，其中 Boxed→False 是去掉外面的立体框，Axes→

False 是去掉坐标轴. 

除使用上述函数作图以外，Mathematica 还可以像其他语言一样使用图形元语言作

图，如画点函数 Point[x,y]，画线函数 Line[x1,y1,x2,y2]，画圆函数 Circle[x,y,r]，画矩形

和多边形函数 Rectangle 和 Polygon,字符输出的 Text[字符串,输出坐标]，还有颜色函数

RGBColor[red,green,blue]、Hue[],GrayLevel[gray]用来描述颜色的亮度、灰度、饱和度，

用 PointSize[相对尺度]、Thickness[相对尺度]来表示点和线的宽度. 总之 Mathematica 可

以精确地调节图形的每一个特征. 
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实训 11.3 

作出下列函数的图像，并写出程序. 
(1)用实际尺寸作出函数 y=sinx+sin2x 在[−2 ,2  ]上的图像. 

(2)用红色和虚线分别作出下列函数的图像. 

   y=( 2 1x  )3+1, x∈[−2, 2]. 

(3)作出下列函数的图像. 
①y=3.2 2x −1.65x+2.67(x∈[−5, 5])；  ②y= πlog sinx(x∈[0.5, 3])； 

③y= 1.414ex (x∈[−6, 6]). 

(4)作出下列参数方程的图像. 

①
5sec
4 tan

x t
y t


 

；

．
；          ②

3

3

2cos
2sin

x
y





 




；

．
；     ③r(t)=2(1−cos ). 

11.4 用 Mathematica 求极限和求微分 

极限是微积分的基础，微分是微积分的重要组成部分. 本节分为两部分，将分别讨

论使用 Mathematica5.0 计算极限和微分的方法. 

11.4.1 极限 

Mathematica5.0 提供的用于求解极限的函数见表 11-8. 

表 11-8 
函数格式 功能说明 

Limit[expr,x→x0] x 趋近于 x0 时 expr 的极限，x0 可以为 Infinty(+∞)，-Infinity(−∞) 

Limit[expr,x→x0,Direction→1] x 趋近于 0x  时 expr 的极限 

Limit[expr,x→x0,Direction→-1] x 趋近于 0x  时 expr 的极限 

【任务 11-10】 求下列极限. 

(1)
0

lim 1 2
x

x
x


 ；   (2)

π
3

sin( )3lim
1 2cosx

x

x




；  (3)

2

20

1lim
2 1x

x
x x


 

； 

(4)
2

21

1lim
2 1x

x
x x


 

；  (5)
2

2
1lim

2 1x

x
x x


 

；  (6) cot

0
lim[tan( )]4

  x

x
x ； 

(7) 1 1lim(sin cos )x

x x x
 ； (8)

0
lim cos

x

x
x


；   (9)

1

1lim arctan
1x x 

； 

(10)
1

1lim arctan
1x x 

；  (11) ln(1 e )lim
x

x x


；  (12) ln(1 e )lim

x

x x

 . 
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解：(1)输入  Limit[(1 - 2x)^(1/x), x -> 0] 

输出  
 

2
1
e

 

(2)输入  Limit[Sin[x - Pi/3]/(1 - 2Cos[x]), x→Pi/3] 

输出   1
3

 

(3)输入   Limit[(x^2 - 1)/(2x^2 - x - 1), x→0] 

输出    1 

(4)输入   Limit[(x^2 - 1)/(2x^2 - x - 1), x→1]  

输出  
 

2
3

 

(5)输入 Limit[(x^2 - 1)/(2x^2 - x - 1), x→Infinity]  * Infinity 指正无穷大* 

Limit[(x^2 - 1)/(2x^2 - x - 1), x→-Infinity] 

输出   1
2
 

1
2

 

(6)输入   Limit[Tan[Pi/4 - x]^Cot[x], x→0] 

输出   2
1
e

 

(7)输入  Limit[(Sin[1/x] + Cos[1/x])^x, x→Infinity] 

 Limit[(Sin[1/x] + Cos[1/x])^x, x→-Infinity] 

输出   e 

e 
(8)输入    Limit[(Cos[x^(1/2)])^(1/x), x→0] 

输出   1
e

 

(9)输入   Limit[ArcTan[1/(1 - x)], x→1, Direction→1] (*沿正向靠向于 1，即 1 的

左极限*) 

输出  
 2
  

(10)输入   Limit[ArcTan[1/(1 - x)], x→1, Direction→-1] (*沿负向靠向于 1，即 1

的右极限*) 

输出   
2


  

(11)输入   Limit[Log[1 + E^x]/x, x→-Infinity] 

输出   0 
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(12)输入   Limit[Log[1 + E^x]/x, x→Infinity] 

输出   1 

11.4.2 微分 

Mathematica 关于导数和微分的命令格式及功能说明见表 11-9. 

表 11-9 

命令格式 功能说明 

D[f, x] f 的导数或偏导数 f
x



 

D[f,x1,x2,…] f 的高阶混合偏导数
1 2

f
x x
 
 

  

D[f, {x, n}] f 对 x 求 n 阶导数或偏导数 

表 11-9 中函数，当 f 为单变量函数时，指 f 对 x 的导数. 

表 11-10 中列出了全微分命令格式及功能说明. 

表 11-10 

命令格式 功能说明 

Dt[f] f 的微分或全微分 df 

Dt[f, x] 函数 f 对 x 的导数 df/dx 

Dt[f, {x, n}] f 对 x 求 n 阶导数 

【任务 11-11】 求下列函数的一阶导数. 
(1) 3 22 5 sin 7y x x   ；   (2) ln cosy x . 

解：(1)输入   D[2x^3 + 5x^2 + Sin[7], x]  

输出   210 6x x  

(2)输入   D[Log[Cos[x]], x] 

输出   -Tan[x] 

【任务 11-12】 求下列函数的三阶导数. 

(1)y = ln cos x；     (2)y = 7x . 

解：(1)输入   D[Log[Cos[x]], {x, 3}]  

输出   -2Sec[x]2Tan[x] 

(2)输入   D[x^7, {x, 3}]  

输出   
4210x  

【任务 11-13】 求下列函数在指定点的值. 

(1)
6 4

sin cos x xy x x y y 
    ，求 和 ；  (2)

23( )
5 5

xf x
x

 


,求 (0)f  和 (2)f  . 



高职数学 

 

242 

解：(1)输入 D[Sin[x] - Cos[x], x] 

             % /. x→(Pi/6)   （*该次输入将两个命令作为一个输入*） 

             %% /. x→(Pi/4)  （*对上上一个输出中的 x 用（Pi/4）代替的结果*）  

       输出 Cos[x] + Sin[x] 

             1 3
2 2
       （*对上一个输出中的 x 用（Pi/6）代替的结果*） 

             2  

(2)输入 D[3/(5 - x) + x^2/5, x] /. x→0  （*直接对该次输出中的 x 用 0 代替的结果*） 

D[3/(5 - x) + x^2/5, x] /. x→2 

输出 
3
25

 

   
7
25

 

其中，%代表上一个输出，%%代表上上一个输出，%%%依此类推. 
【任务 11-14】 求函数 sin cosz x x y  的两个一阶偏导数和四个两阶偏导数. 

解：输入 f[x_, y_] := x*Sin[x] + Cos[y] 

     D[f[x, y], x] 
  输出 x Cos[x] + Sin[x] 
  输入 D[f[x, y], y] 
  输出 -Sin[y] 
  输入 D[f[x, y], {x, 2}] 
  输出 2 Cos[x] - x Sin[x] 
  输入 D[f[x, y], {y, 2}] 
  输出 -Cos[y] 
  输入 D[f[x, y], x, y] 
  输出 0 
  输入 D[f[x, y], y, x] 
  输出 0 

11.4.3 隐函数与参数方程所确定的函数的导数 

如下自定义函数 
 Dfxy[f  , x  , y  ]:=Solve[D[f, x]= =0, y / [x]]  

和                    Dxyt[y  , x  , t  ]:=D[y, t]/D[x, t]  

可用于求隐函数与参数方程所确定的函数的导数. 

例如：求隐函数 2 2 1x y  所确定的函数 y=y(x)的导数. 
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输入 Dfxy[f  , x  , y  ]=Solve[D[f, x]= =0, y′[x]] 

   Dfxy[x  2+y[x]  2-1, x, y] 

输出结果为 xy [x]
y[x]

     
 

 

即             xy
y

    

再如：求参数方程
cos ;
sin .

x a t
y b t


 
所确定的函数 y=y(x)的导数. 

输入 
   Dxyt[y  , x  , t  ]:=D[y, t]/D[x, t] 

   Dxyt[a Cos[t], b Sin[t], t] 

输出结果为   a Tan[t]
b

  

即               d tan
d

 
y a t
x b

 

实训 11.4 

1. 求下列极限(精确到五位小数). 

(1)
2

2
2 2lim ;
7 3 5x

x x
x x

 
 

     (2) 5cot

0
lim(1 tan ) x

x
x


 . 

2. 求下列函数的导数. 

(1)已知：y= 1 sinln ,
1 sin

x
x




求 ;y    (2)已知：y= ,
x a ba b x

b x a
     
     
     

求
d ;
d
y
x

 

(3)已知 y=xarctanx, 求高阶导数 (100)y 以及它在 x=0 点的值. 

3. 求下列隐函数的导数. 

(1) 2 2 4 2 1 0x y x y     ；   (2) 3 3 0.x y xy    

4. 求下列参数方程所确定的函数的导数. 

(1)
5sec
4tan


 

x t
y t

；

；
；      (2)

3

3

2cos
2sin

x
y





 




；

．
 

5. 
2 2

2 2arcsin x yz
x y





, 求 ,z z

x y
 
 

. 

6. z=ln(x2+y2) 求
2 2 2

2 2, ,z z z
x yx y

  
  

. 

7. 求 z=yxy的全微分. 
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11.5 用 Mathematica 进行积分计算 

Mathematica 软件包中，积分主要是通过函数 Integrate[ ]来完成，它包括不定积分和

定积分. 本节将通过实例来讲解 Mathematica5.0 中积分函数的使用及注意事项. 

11.5.1 不定积分 

格式:  Integrate[f,x]   

函数 Integrate[f,x]和 D[f,x]为互逆的运算，如果对一个函数 f 先做积分运算

Integrate[f,x]再求导 D[f,x]，则会得到函数 f 本身. 另外，不定积分的计算结果并不输出

常数 C，观察如下运算： 

输入   Integrate[Cos[x], x] 

输出   Sin[x] 

输入   D[Sin[x] + C, x] 

输出   Cos[x] 

Mathematica5.0 在进行积分运算时做了如下约定： 

(1)对于与积分变量无关的变量，Integrate 函数总是假定它和积分变量相互独立，

计算时把它当作常数对待. 例如： 
( sin cos )da x b x x  

输入   Integrate[a*Sin[x] + b*Cos[x], x] 

输出   -a Cos[x] + b Sin[x] 

上述计算中 Mathematica5.0 把 a 和 b 当作常数. 

(2)对变量的运算只取一般情况，不考虑特殊值. 例如：
 

dnx x 的运算结果是
1

1

nx
n




，

显然在取特殊值 n=-1 时不成立. 比较： 

输入   Integrate[x^n, x] 

输出   
1 nx

1 n




 

输入   Integrate[x^(-1), x] 

输出   Log[x] 

【任务 11-15】 求下列不定积分. 

(1) 2 3(3 ) dx x ；   (2)
2

2 d
1

x x
x ；   (3) 2cos dx x ； 

(4)
2 2 3

d
1 (1 )

x x
x x  

 ；  (5) sin cos( )dx x a x ； (6) 2
ln(sin ) d
sin

x x
x . 
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解：(1)输入   Integrate[(3 - x^2)^3, x] 

输出  
 

5 7
3 9x x27x 9x

5 7
    

(2)输入   Integrate[x^2/(1 + x^2), x] 

输出    x - ArcTan[x] 

(3)输入   Integrate[(Cot[x])^2, x] 

输出   -x - Cot[x] 

(4)输入   Integrate[x/(1 + x^2 + (1 + x^2)^(3/2)), x] 

输出  
 

2
2 2

Log x 1ArcTanh 1 x Log 1 x
2 2

           
 

(5)输入   Integrate[Sin[x]Cos[x + a], x] 

输出  
 

         1 1 1 1xsin a cos a cos 2x sin a sin 2x )
2 2 2 2

  （  

(6)输入   Integrate[Log[Sin[x]]/(Sin[x])^2, x] 

输出    -x - Cot[x] - Cot[x] Log[Sin[x]] 

11.5.2 定积分 

定积分使用的函数仍然是 Integrate，只是多了几个参数而已. 以下为定积分函数

Integrate 的使用格式： 

 Integrate[f ，{x，xmin，xmax}]       —定积分
 

max

min
d

x

x
f x  

 Integrate[f ，{x，xmin，xmax}，{y，ymin，ymax}]  

                                   —二重积分
 

max max

min min
d d

x y

x y
x f y   

在 Mathematica5.0 版本中，积分 Integrate 还可以带一定的参数选项，以控制积分的

进行，参数及意义见表 11-11： 

表 11-11 
选项参数 默认值 意义 

PrincipalValue False 是否求柯西主值 

GenerateConditions True 结果是否显式地给出条件 

Assumptions { } 是否对参数进行假定 

看下面的例子： 

输入   Integrate[x^n, {x, 0, 1}, GenerateConditions→False] 

输出   1
1 n

 

当设置 GenerateConditions→False 时，Mathematica5.0 将参数 n 作为一般的值对待，

并不考虑特殊情况. 我们可以使用 Assumptions 选项给积分附加一些条件. 对上例我们
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分别假定 1 , 1n n  和 1n   的情况分别计算： 

输入   Integrate[x^n, {x, 0, 1}, Assumptions→(n > 1)] 

输出   1
1 n

 

输入   Integrate[x^n, {x, 0, 1}, Assumptions→(n = 1)] 

输出   1
2

 

输入   Integrate[x^n, {x, 0, 1}, Assumptions→(n = −1)] 

Integrate：："idiv"： 

   Integral of
 

1
x

does not converge on{0, 1}. More... 

输出   Integrate [xn, {x, 0, 1}, Assumption→−1] 

上述输出表明 n=1 时，虽然可以算出却输入并不是最简的格式； 1n   时，无法计

算，原样输出. 

【任务 11-16】 求下列积分. 

(1)
2 2

0
cos d



 x x x ；  (2)
1

0
arccos dx x ；  (3) 2

1 d
1

x
x



  ； 

(4)
1 1

0 0
d ( )dx x y y  ；  (5) 2

1 2
0
d d

x

x
x xy y  . 

解：(1)输入  Integrate[x^2Cos[x], {x, 0, 2*Pi}] 
输出  4π 

(2)输入  Integrate[ArcCos[x], {x, 0, 1}] 

输出  1 

(3)输入  Integrate[1/(1 + x^2), {x, -Infinity, Infinity}] 

输出  π 

(4)输入  Integrate[x + y, {x, 0, 1}, {y, 0, 1}] 

输出  1 

(5)输入  Integrate[x*y^2, {x, 0, 1}, {y, x^2, x}] 

输出 
 

1
40

 

二重积分必须先化为二次积分，再输入命令计算. 

实训 11.5 

1. 计算下列不定积分. 

(1)
3 2

2 3
3 5 d

( 2 6)( 1)
x x x

x x x x
 

    ；   (2) 2sin(cos )sin dx x x . 
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2. 求下列定积分. 

(1)
2π

0

d
5 3sin

x
x ；   (2)

2 22

40
d

a x a x
x


 ；   (3)
π
2

0

d
12 13cos


 . 

3. 计算 2 2( )d d
D

x y x y   其中 D 由圆心在原点的单位圆围成. 

4. 计算 (3 2 )d d
D

x y x y 其中 D 由 x=0, y=0, x+y=2 围成. 

11.6 用 Mathematica 求解方程 

11.6.1 代数方程 

用函数 Solve 可以求代数方程、方程组的精确或数值解，其中包括复数解. 其格式为 

Solve[{f1= =0, f2= =0, …}, {x1, x2, …}] 
其中，表{f1= =0, f2= =0, …}中方程的等号必须是双等号，表{x1, x2, …}是方程组

中未知量的集合. 

例如：(*含有字母系数的方程*) 

Clear[a, b, x] 
Solve[a*x+b= =0, x]         (*复数解*) 

Clear[x] 
Solve[ x 2+x+1= =0, x]      (*代数解，数值解*) 

Clear[a, x] 
a=Solve[ x 4 x 3 6* x 2 1      =0,x] 

N[a]                     (*方程组*) 

Clear[a, b] 
a=(1+2*x ) 3  

b=(3+2*x+y ) 4  

Solve[{a= =0, b= =0}, {x, y}] 
我们知道四次以上的多项式方程没有求代数解的一般方法，系统也求不出那些不能

分解因式的四次以上的多项式方程的精确解. 例如对方程 5 3 26 1 0x x x    ，系统求不

出方程的精确解，这时可直接用函数 NSolve 求出它的数值解. 其格式为 

Nsolve[{f1= =0, f2= =0, …}, {x1, x2, …}, n] 
其中，n 表示要求方程的解精确到小数点以后的位数. 

例如： 

Clear[a, x] 
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a=Nsolve[ 5 3 6 2 1x x x      =0, x, 20] 

说明： 

为了说明某一程序或某一命令行的功能和作用，可以在程序的任何位置加以说明，

其格式如下： 

          (*说明字符串*) 

其中，“说明字符串”可以是字母、数字和中文，语句“(*说明字符串*)”只起到对程

序的说明作用，在程序执行时该语句将被忽略，因而该语句的加入对程序的执行结果没

有任何影响. 

11.6.2 一般方程的求解 

对于更复杂的方程，用函数 Solve 或 NSolve 求不出根. 对于这样的方程可利用函数

FindRoot 求数值根，其格式分别为 

FindRoot[f1= =0, {x, 初值}]   和  FindRoot[f1= =0, {x, 初值 1，初值 2}] 

它们分别用牛顿切线法和弦截法来解方程. 

由于函数 FindRoot 是采用牛顿切线法和弦截法求解的，因此必须找到包含方程的根

r 的区间[a, b]，并且找到根的一个近似值作为初始值. 要解决这个问题，可以先作出函

数 f(x)的图像，从而找出方程 f(x)=0 的初值. 

例如： 

Clear[b, y, x] 
b=Sin[x]Exp[2x]﹣Cos[x] 

Plot[b, {x, ﹣2, 1}] 

FindRoot[b= =0, {x, 0.5}] 
运行结果为 

−Cos[x]+e2xSin[x] 

 
-Graphics- 

{x→0.412 804} 

说明：无论是牛顿切线法还是弦截法，当方程有重根或两个根非常接近或根与曲线

的拐点非常接近时，可能会出现问题. 此时，可用下述格式： 
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     FindRoot[f1= =0, {x, 初值}, 参数 1，参数 2] 

和      FindRoot[f1= =0, {x, 初值 1，初值 2}，参数 1，参数 2] 

通过加大参数的值加以改善，其中参数 1 和参数 2 为 

MaxIterations→n 和 WorkingPrecision→n 

它们分别表示指定迭代的次数和求根的精度 n. 如果还不行，则需改用其他方法. 限于篇

幅，不再详述. 

11.6.3 微分方程 

微分方程可以用函数 DSolve 求解，其格式为 

DSolve[{微分方程表达式，初始条件}，未知函数名称，未知函数的自变量名称] 

例如： 

Clear[y, t, a] 
Dsolve[ y [t] ﹣a*t+1= =0, y[t], t] 

执行结果： 

{{y[t]→﹣t+ 21
2

at +C[1]}} 

又如：计算微分方程的初值解. 
DSolve[{ y [t]﹣at+1= =0, y[1]= =2}, y[t], t] 

实训 11.6 

1. 解方程 3 22 3 6 1 0x x x    . 

2. 求解方程组
2

2

6 0
6 0

x y
y x

   


  
. 

3. 求下列微分方程的通解. 
(1) 6 13 0y y y    ；   (2) (4) 2 0y y y   ；  (3) (4) 0y y y    ； 

(4) 2 5 e sin 2    xy y y x ；  (5) 56 9 ( 1)e     xy y y x . 

4. 求下列微分方程的特解. 

(1) 0 04 29 0, | 0, | 15x xy y y y y        ； 

(2) 0 04 e , | 0, | 1x
x xy y x y y      ； 

(3) πsin 2 0, | 1, | 1x xy y x y y       . 
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附录 A  常用数学公式 

一、代数公式 

1. 乘积与因式分解 
(1) 2( )( ) ( )x a x b x a b x ab      ；  (2) 2 2 2( ) 2a b a ab b    ； 

(3) 3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b     ；   (4) 2 2 ( )( )a b a b a b    ； 

(5) 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b    ；   (6)阶乘 ! 1 2 3 ( 1)n n n       . 

2. 幂运算 

设 a、b、m、n 为常数，则有 

(1) a b a bx x x  ；   (2) 
a

a b
b

x x
x

 ；   (3) ( )a b abx x ； 

(4)
m

n m nx x ；   (5) 1 n
n x

x
 .  

3. 指数运算 

设 0 1a a 且 , 则有 

(1) x y x ya a a   ；  (2)
x

x y
y

a a
a

 ；  (3) ( )x y xya a ；  (4) ( )x x xab a b  .  

4. 对数运算 

设 0 1a a 且 ,  x >0,  y >0, n 为常数, 则有  
(1) log 1 0a  ；               (2) log 1a a  ；(3) loga xa x ； 

(4) log ( ) log loga a axy x y  ；  (5) log log loga a a
x x y
y
  ； (6) log logn

a ax n x ； 

(7) 1log logn
a ax x

n
 ；       (8) loglog ( 0 1)

log
c

a
c

bb c c
a

  且 ； 

(9) log 1 0a  ， log 1, lg10 1, ln e 1a a    ； 

(10) 10
1 1lg e 0.4343, ln10 2.3026, e 2.71828

ln10 lg e
      . 

二、三角公式 

1. 角的度量 

(1)1 度
180


 弧度 0.0174533 弧度； 
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(2)1 弧度
180




度 57.29587 度， 3.1415926   .  

2. 基本公式 

(1) 1 1 1sec , csc , tan
cos sin cot

x x x
x x x

   ；  

 (2) sin costan , cot
cos sin

x xx x
x x

  ； 

(3) 2 2sin cos 1x x  , 2 2sec 1 tanx x  , 2 2csc 1 cotx x  .  

3. 加法公式 
(1) sin( ) sin sin cos cosx y x y x y   ； (2) cos( ) cos cos sin sinx y x y x y   ； 

(3) tan tantan( )
1 tan tan

x yx y
x y


 


.  
4. 倍角公式 

(1) sin 2 2sin cosx x x ；    

 (2) 2 2 2 2cos 2 cos sin 2cos 1 1 2sinx x x x x      ； 

(3) 2
2 tantan 2

1 tan
xx

x



.  

5. 半角公式 

(1) 1 cossin
2 2
 
   ；    (2) 1 coscos

2 2
 
  ； 

(3) 1 cos 1 cos sintan
2 1 cos sin 1 cos
   

  
 

   
 

. 

6. 和差化积公式 

(1) sin sin 2sin cos
2 2

x y x yx y  
  ； (2) sin sin 2cos sin

2 2
x y x yx y  

  ； 

(3) cos cos 2cos cos
2 2

x y x yx y  
  ； (4) cos cos 2sin sin

2 2
x y x yx y  

   .  

7. 积化和差公式 

(1) 1sin cos [sin( ) sin( )]
2

x y x y x y    ； 

(2) 1cos sin [sin( ) sin( )]
2

x y x y x y    ； 

(3) 1cos cos [cos( ) cos( )]
2

x y x y x y    ； 

(4) 1sin sin [cos( ) cos( )]
2

x y x y x y     . 
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附录 B 实训参考 

实训 1.1 

1. (1)不是，两者定义域不同；(2)是；(3)是；(4)不是，两者对应法则不同.  

2. 1( ) 1, (0) 0, ( ) , ( ) ,
3 2( ) 1 1 2

a b xf f f a b f x
a b x


        
  

 

  2 22 1 3 1(2 1) ,[ ( ) 1] ( )
4 3 2 1

x xf x f x
x x
 

   
 

. 

3. (1) 2( , )
5

  ；(2) ( , 1) ( 1,1) (1, )     ；(3) ( , 2) ( 2,3) (3, )     ； 

  (4)[ 3,0) (0,3]  ；(5) 1,0 0,1 （ ）（ ）；(6)[ 5,5] .  

4. ( 1 0] (0 2] ( 1 , 2]  ， ， ，
1 2 1 5( ) , (0) 1, ( ) , (1) 2
2 2 2 2

f f f f     .  

5. (1)奇函数；(2)偶函数；(3)非奇非偶函数；(4)偶函数；(5)奇函数；(6)偶函数. 

6. (1) 3 2y x  ；(2) 1( 1)
1

xy x
x


  


. 

实训 1.2 

1. (1)
1
2y x


 ；(2)

3
2y x ；(3)

5
4y x ；(4)

5
4y x ；(5) 5y x ；(6) 6xy  . 

2. 略 

3. 2 1
3

x

y 
  

实训 1.3 
1. cos(3 1)y x  .  

2. 2
2log (1 sin )y x  .  

3. (1) sin ,
2
xy u u  ；  (2) 5 2, 3 1y u u x   ； 

  (3) ln , cosy u u x  ； (4) , tan , 4y u u v v x   .  

实训 1.4 

1. (1)生产 q 个产品的固定成本 1800,可变成本为 23
4
qC q  ； 

  (2) 1 1( ) 3 1800
4

AC q q q   . 

2. 2( ) 10 30L q q q   , (50) 2970L  . 
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3. ( ) 13 200C q q  .  

4. 2( ) 0.5 90R q q q   ， 2( ) 0.5 40 120L q q q     

5. 80 元/只.  

总实训 1 

1. 2 2
2 1 1 3[ ( )] , [ ( )] , [ ( )] .
2 3 6 1 (2 1)

xf f x f g x g f x
x x x


  
  

 

2. (1) ( ,3] [4, )  ；(2) (1, ) ；(3) (1,3) (3, ) ；(4)[ 1,0) (0,1]  ； 

  (5) ( 3, 2]  ；(6)[ 5, 1) ( 1,1)    

3. 
2 1 3

2 11 3
  

    

x x
y

x x
≥

，图略. 

4. 提示： 1 2
2 1 1 2

2 1 1 2

1 1( ) ( ) 0 (0 )x xf x f x x x
x x x x


      ， . 

5. (1)奇函数；(2)偶函数；(3)偶函数；(4)奇函数；(5)非奇非偶函数；(6)奇函数. 
6. 2ln(4 ) , 2 2y x D   （ ，）. 

7. 11 arctan 3 1 [ , )
3

y x D     （ ）， . 

8. (1) 5
3, log 2y u u x   ；    (2) 3 , ln , 1uy u v v x    ； 

  (3) 2arctan , , 2 3y u u v v x x     ；  (4) 4 , sin , 3 1y u u v v x    ； 

  (5) 2e , cos ,uy u v v
x

   ；    (6) lg , , tan , 2 1ny u u v v t t x     . 

9. 
35 10

( ) , (22) 749
350 33.25( 10) 10


    

x x
f x f

x x
≤

. 

10. 30 件 
11. 4 100q  (元) 

12. (1) 0.15 80C Q  (万元)；   (2) 1.652854.66e pQ  (万 kWh)； 

   (3) 4.08519 0.60515lnp Q  (万元)； 

   (4) 3.93519 0.60515 ln 80L Q Q Q   (万元).  

实训 2.1 

1. 无关. 

2. 充分必要. 

3. (1)无穷小；(2)无穷小；(3) 不是无穷小，是无穷大. 

4. (1)不是无穷大；(2)不是无穷大，是无穷小；(3)无穷大. 

5. (1)0；(2)0；(3)0. 
6. 

0
lim ( ) 2
x

f x


 ，
1

lim ( )
x

f x


不存在. 
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实训 2.2 

(1)1；(2)∞；(3) 4；(4)∞；(5) 1
2 ；(6) 0；(7)∞；(8) 1；(9) 1

2 . 

实训 2.3 

1. (1) 3
5
；(2) 2；(3) -2；(4) -1；(5) 2；(6) 1

6 ；(7) 1
π2 ；(8) 1

2 . 

2. (1) e ；(2) 2e ；(3) 1
e ；(4) 2

1
e ；(5) 5e ；(6) 4e ；(7) 6

1
e

；(8) 2e . 

实训 2.4 

1. 不连续. 

2. 不连续. 
3. (1) 1 22 , 3x x   ；  (2) 1 21 , 1x x   ；  (3) 1 21 , 2x x  ； 

  (4) 0 0x  ；   (5) , ( )  x k k Z ；  (6) 0 0x  .  

4. (1) 4
π ； (2)

3
3 ； (3) 2 ln 2

3
.  

5. ( 3 , 3) . 

总实训 2 

1. (1)无穷大；(2)无穷小；(3)无穷小；(4)负无穷大；(5)无穷小；(6)无穷小.  

2. (1) 1
2

 ；(2) 2
3
；(3) 0；(4)∞；(5) 0；(6)

20 30

50
2 3

5


；(7)6；(8) 1
2

. 

3. (1)3；(2)1；(3) 2 ；(4)1；(5) 1
2
；(6) -6；(7) 1

4
；(8) 1

2
；(9) 6

1
e

；(10) 2
1
e

； 

  (11) 2e ；(12) 1
e ；(13) 4

1
e

；(14) 3e . 

4. 2k  . 

5. 2k   . 

6. 1. 

7. 7
4

 . 

8. 2( ,1)
3

和 (1 , )  .  

9. ( , 1]  和[1 , )  .  

10. 间断点 0 1x  ，连续区间 ( ,1) 和 (1 , )  .  

实训 3.1 

1. (1)10x ； (2) 40  

2. (1) 45x ，
1

2x x
 ， 4

3
4 x

；(2) 1
ln 7x

，
1
ln 3x

  ， 1
ln10x

；(3) 2 ln 2x ， e (1 ln )x xa a .  

3. (1)连续，不可导；(2)连续，不可导.  
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4. 略 
5. (1) 4 4 0x y   ；(2) 0x y  ；(3) 1 0x y   . 

实训 3.2 

1. (1) 2
1 1

xx
 ；(2) e (2 )xx x ；(3) 20 65x  ；(4) e (cos cos sin )x x x x x x  ； 

  (5) 2
sin ln cos

sin
x x x x

x x


；(6)
3 2 2

3 2
3 ( ln 3 3 ln 3) 3

( 1)

x x x x
x
  


；(7) 3 23

2
x

x x x
  ； 

  (8) 1 1
2 2x x x

 ；(9)
 2

2
1 x

. 

2. (1) 7cos(7 2)x  ；(2) 2
4

(3 2 ) ln 3
x

x
；(3)

2

1
2 5

x
x x



 
；(4)

2 3 1e (2 3)x x x   ； 

  (5) 23 cos sin
2 2 2

x x
 ； (6) csc x ；(7) 4

2
25 arctan

525
x

x
；(8)

1cos

2
1 13 ln 3 sinx

xx
 ； 

  (9) ln2 ln 2(1 ln )x x x ；(10) 1 12 sin cosx
x x
 ；(11) 2 2 2(1 ) (1 18 7x x x   ）； 

  (12)
2

2

4 2
1

x x
x

 


；(13) 3

2 2

3

1

x

x



（ ）

；(14) e (cos3 3sin 3 )x x x  ； 

  (15) (2cos 2 1)sin 2x x ；(16) 1
(1 )x x

；(17) 22 1 x ；(18)
2 2

1
x a

. 

实训 3.3 

1. (1) e (1 )
2

x x
y


；(2)
1

y
y 

；(3) y
x

 ；(4) e
1 e

y

yx
；(5) 2 2

( 2 )x x y
x y




；(6) sec y yx
x x
 . 

2. (1) 2
1 1 1( )
1 1

xx
x x x




 
；(2)  

 5

2 3 1 1 10
2 4 3 2 12 1

x x
x x xx

        
； 

  (3)
32

2
5 2 1 1 2( )

1 1 3 15 9 3(3 )
x x

x x x x xx


  
   

； 

  (4) ln 1(sin ) ( ln sin cot ln )xx x x x
x

 ； 

  (5) sin(cos ) (cos ln cos tan sin )xx x x x x ；(6) 2 12 (1 ln 2 ln )
x xx x x   .  

3. (1) tan t ；(2)
22e

3

t

 ；(3) cos sin
1 sin cos

  
  


 
. 

实训 3.4 

1. (1) 2
14
x

 ；(2) cos 2sinx x x  ；(3) 36 (5 2)x x  ；(4)
2 22e (2 1)x x  ； 

  (5)
2

2 2
2( 1)
( 1)

x
x





；(6) 22( arctan )

1
x x
x




. 

2. (1)0；(2) 4
3

4e
 . 
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3. 3 2sec 2sec tan sec tanx x x x x x x  .  

4. 6
x

.  

5. (1) e ( )x x n ；(2) π2 sin(2 )
2

n nx  ；(3) 1 ( 1)!( 1)
(1 )

n
n

n
x

 



.  

实训 3.5 
1. 3 3

0.1 0.1
| 0.71 d | 0.7x x

x x
y y 

   
  ， ， 3 3

0.01 0.01
| 0.0701 d | 0.07x x

x x
y y 

   
  ， .  

2. 0.11 . 

3. (1) 2
1 3( )d x

xx
 ；(2)

2

2 2
1 d

(1 )
x x
x




；(3)
2

5 d
2 5

x x
x




；(4) cot 2e csc dx x x ； 

  (5) 1 d
2 (1 )

x
x x

；(6) 2 d
1

x x
x 

；(7) 21 e (cos 6sin )d
3 3 3

x x x x ； 

  (8) 3
2(cos 2 sin 2 ) dx x x x

x


 . 

4. (1)0. 998；(2)1. 02；(3)0. 485；(4)0. 01. 

5. 24.04 cm ， 24 cm . 

实训 3.6 

1. 2
11

( 1)q



， 2， 2

11
( 1)q




.  

2. 20，80 0.2q ， 60 0.2q .  

3. 
5
p

 .  

总实训 3 
1. (1) 0( )f x ；(2) 0( ) ( )a n f x .  

2. 不可导.  

3. 22 e 0x y   ， 21 3 e 0
2 2

x y   .  

4. 3 0x y   .  

5. (1)   4210 1 2 1x x x   ；(2) 2 ln 2
1 2

x

x
；(3) 3

2 2

1

1 )x（

；(4) 2sin(4 2)x  ； 

  (5) ln cos3 ln 3 tanx x  ；(6)
2

2 arcsin
24
x

x
；(7) sec x ；（8） arctan1 e

2 (1 )
x

x x
.  

6.(1)
2 e

cos 2

xy
x xy



；(2) 2 cos 2 e
(e ln )

xy

xy
x x y xy

x x x
 


；(3) x y
x y



；(4) 1 .  

7. (1)
3

2

2 2
1 ( 1) 1 2 2( )
3 1(1 ) 1

x x x
x xx x


 

 
；(2) 3 2

1 1 1 2( )
2 2 3 6 32( 3)

x
x x xx x


 

   
； 
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  (3)    tan ln tan 2 csc2xx x x x ；(4) 1 ln
1 ln

x
y




 

8. (1) 1
1

b t
a t





；(2) 1 3

1 3



.  

9. (1) e (4sin 2 3cos 2 )x x x  ；(2) 5
2 2

3

(1 )

x

x



；(3)72，0；(4) ( 1)!( 1)n x  .  

10. (1) sin 2 cos 1d
2

x x x x
x x

 
；(2) 1 1( )d

1 2 1
x

x x


 
； 

   (3)
2

2

1e [1 (1 )arccot ]
d

1

x x
x x

x

 


；(4)

22 sec 2 tan 2 dx x x
x

.  

11. (1) 2. 0017；(2) 0. 7954；(3)0. 95；(4)−0. 03.  

12. 320 cm . 

13. 50. 12.  

14. (1)1775， 71
36

；(2) 3 5
2 3
， .  

15. (1) 3p ；(2) 30 .  

实训 4.1 

1. (1)ξ=0； (2)ξ不存在.  

2. (1)ξ=1； (2)ξ=0. 523.  

实训 4.2 

(1)1；(2)2；(3)1；(4)0；(5)0；(6)1；(7)0；(8) 1
2

 ；(9)0.  

实训 4.3 

(1)增区间(−∞, −1)和(3,+∞)，减区间(−1,3)； 

(2)增区间(−1,0)和(1,+∞)，减区间(−∞, −1)和(0,1)； 

(3)增区间(
1
2

,+∞)，减区间 (0, 1
2
)； 

(4)增区间(−∞,0)，减区间(0,+∞)； 

(5)减区间 (−∞, +∞).  

实训 4.4 
(1)极大值 ( 1) 18f   ，极小值 (3) 46f   ； 

(2)极大值 (0) 60f  ，极小值 ( 2) 4, (3) 129f f     ； 

(3)无极值； 
(4)极大值 2(2) 4ef  ，极小值 (0) 0f  ； 

(5)极大值 (1) 2f  ； 
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(6)无极值. 

实训 4.5 

1. (1)最大值 (1) 2f  ，最小值 ( 1) 10f    ；(2)最大值
3(4)
5

f  ，最小值 (0) 1f   . 

2. 18cm3.  
3. 5h 后，最短距离为 375km.  

4. 20.  

5. 250.  
6. 28，94.  

7. 300，10.  

实训 4.6 
1. (1)凹区间 (0 e)， ，凸区间 (e , )  ，拐点 (e ,1) ； 

  (2)凹区间
2( )
3

 ， ，凸区间
2( , )
3

 ，拐点
2 47( , )
3 27

； 

  (3)凹区间 (2 ) ， ，凸区间 ( , 2) ，拐点 (2 , 0)； 

  (4)凹区间 ( 2 )  ， ，凸区间 ( , 2)  ，拐点 2( 2 , 2e )  ； 

  (5)凹区间 ( 1) ， 和 (0 ) ， ，凸区间 ( 1 , 0) ，拐点 ( 1 , 0) ； 

  (6)凹区间 ( 1 1) ， ，凸区间 ( , 1)  和 (1 ) ， ，拐点 ( 1 , ln 2) 和 (1 , ln 2) .  

2. (1)水平渐近线 3y  ，铅直渐近线 0x  ； 

  (2)水平渐近线 0y  ，铅直渐近线 1x   和 2x  ； 

  (3)水平渐近线 2y  ，铅直渐近线 0x  ； 

  (4)水平渐近线 0y  ，铅直渐近线 1x   和 1x  .  

总实训 4 

1. (1)2；(2) 3
5

 ；(3) 1
2
；(4) 1

2
；(5) 1

2
；(6)1；(7)∞；(8)1.  

2. (1)增区间(−2, −1)和(1,+∞)，减区间(−∞, −2)和(−1,1)； 

  (2)增区间(−∞, −2)和(0,+∞)，减区间(−2, −1)和(−1,0)； 

  (3)增区间(0, +∞)，减区间(−1,0)； 
  (4)增区间 ( , 2)  和 ( 2 , )  ，减区间 ( 2 , 2) .  

3. (1)极小值
1( ln 2) 2 2
2

f   ； 

  (2)极大值 (1) 1f  ,极小值 ( 1) 1f    ； 

  (3)极小值
1

12 1(e ) e
2

f
   ；(4)极大值

1 3( )
2 2

f  ； 

  (5)极小值 (1) 2 4ln 2f   ；(6)极大值 ( 1) 3f   .  
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4. (1)最大值 (1) 0f  ，最小值
1( ) ln 2
4

f   ； 

  (2)最大值 (0) 10f  ，最小值 (6) 8f  .  

5. (1)凹区间 (1 ) ， ，凸区间 ( ,1) ，拐点 (1 , 10) ； 

  (2)凹区间 (2 ) ， ，凸区间 ( , 2) ，拐点 2(2 , 2e ) ； 

  (3)凹区间
3( , )

3
  和

3( )
3

 ， ，凸区间
3 3( , )

3 3
 ， 

  拐点
3 3( , )

3 4
 和

3 3( , )
3 4

.  

6. (1)水平渐近线 3y   ，铅直渐近线 1x   和 1x  ； 

  (2)水平渐近线 0y  ，铅直渐近线 0x  .  

7. 30.  
8. (1)20，68；(2)22，868.  

9. 85. 
10. 2( ) 0.2 30 500L x x x    ，75.  

11. 50.  
12. 150，5000.  

13. 
3 2



Vr ，

3

4π
Vh  .  

14. 40
4 π

.  

15. AB 线上距离 A 点 15km 处. 

实训 5.1 

1. (略).  
2. siny x . 

实训 5.2 

1. (1) 2
1

2
C

x
  ；(2) 2 x C ；(3)

13
66

13
x C ；(4) 10

ln10

x

C ；(5) 1 e
1 ln 2 2

x

x C


； 

  (6) ex C  . 

2. (1) 4 2 3x x x C   ；(2)
3
28

3
x C


  ；(3)
57
622 6 4

7 5
x x x C   ； 

  (4) 21 2
2

x x C  ；(5)
3 5

2 2 23 4 26
2 3 5

x x x x C    ；(6) 1110 1
ln10 11

x

x C  ； 

  (7) 2 cos 3sinx x x C   ；(8) tan secx x C  ；(9) 2 2arctanx x C  ； 

  (10) 2cos cotx x x C    ； 

  (11) 31 arctan
3

x x x C    (提示：将分子化为 4 1 1x   )； 



高职数学 

 

260 

  (12) 1 arctan x C
x

    (提示：将分子化为 2 21 x x  ). 

3. 2( ) 59 0.03 1200C x x x   .  

4. 2 3( ) 900Q t t t   .  

实训 5.3 

1. (1) 23
2

x x ；(2) e x ；(3) 1 ln(2 3)
2

x  ；(4) 2 x ；(5) 1
x

 ；(6) 3 2sin
2 3

x
； 

  (7) arctan x ；(8) 1
6
；(9) 1

5
 ；(10) 1

3 3 1x


（ ）
.  

2. (1) 71 (3 1)
21

x C  ；(2) 1 sin 3
3

x C ；(3) 2 3x C  ；(4) 1 ln 1 5
5

x C   ； 

  (5) 1
4(4 3)

C
x

 


；(6)
3

2 21 ( 2)
3

x C  ；(7) 21 ln(1 )
2

x C  ；(8)
1

e x C  ； 

  (9) 2sin x C ；(10) 21 ln
2

x C ；(11) 1 ln 1 2ln
2

x C  ；(12) 1 arctan
2 2

x C ； 

  (13)
3
22 (e 2)

3
x C  ；(14) 2arcsin

3
x C ；(15) 1 ln 1 3cos

3
x C   ； 

  (16) 31 (arctan )
3

x C ；(17) 21 (5arctan 4)
10

x C  ； 

  (18) 2ln(1 ) arctanx x C    (提示： 2 2 2
1 1

1 1 1
x x

x x x


 
  

).  

3. (1) 2arctan x C ；(2)
5 3
2 22 2( 1) ( 1)

5 3
x x C    ；(3)

3
224 2 (2 )

3
x x C     ； 

  (4)
3 3323 ( 1) 1 ln 1 1

2
x x x C       ； 

  (5) 12 ln(1 ) ln(1 )
3

x x x x x C      ； 

  (6) 21 4 2arcsin
2 2

xx x C    ；(7) 21 ln | 4 9 2 |
2

x x C   ； 

  (8)
2

2 22 2 arctan
2

xx C
   ；(9) 2 22 19 4 ln(3 9 4)

9 3
x x x C     .  

实训 5.4 

(1) cos sinx x x C   ；(2)  e 1x x C   ；(3) 2 sin 4cos
2 2
x xx C  ； 

(4)  1 (2 1) ln 2 1
2

x x x C    ；(5) 2 ln 4x x x C  ； 

(6) 3 21 2 1e
3 3 9

x x x C    
 

；(7) 2arcsin 1x x x C   ； 

(8)    1 1cos 3 1 sin 3 1
3 9

x x x C     .  
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总实训 5 

1. (1) 5 4 34 1
5 3

x x x C   ；(2)
5 7
6 33 3

5 7
x x C  ；(3) 2 tan x x C  ； 

  (4) 111 (1 6 )
66

x C   ；(5) 2sin cotx x C  ；(6)
4

2 31 (8 9 )
24

x C  ； 

  (7) 1
arcsin

C
x

  ；(8) arcsin(ln )x C ；(9) 1 ln 2 3ln
3

x C  ；(10) 2 1 ex C  ； 

  (11)
3
44 (1 tan )

3
x C  ；(12) 31 cos

3
x C  ；(13) tane x C ； 

  (14)
5 3
2 22 2( 1) ( 1)

5 3
x x C    ；(15) 2 3 ln(1 2 3)x x C     ； 

  (16)
3
22 ( 3) 3 3

3
x x C    ；(17) 2 sin 2cosx x x C  ； 

  (18) 1 1( 1)cos 2 sin 2
2 4

x x x C    ；(19) tan ln cosx x x C  ； 

  (20) 2e ( 2 2)x x x C    ；(21) 2 1 2 12 1e ex xx C    ； 

  (21) 2 ln(1 ) 4 4arctanx x x x C    .  

2. 2e (1 )x C
x

  .  

3. (2 ln ) lnx x C  . 

实训 6.1 

1. (1)
2 2
2
2 dx x

  ；(2)
1
1
e
ln dx x .  

2. (1)1；(2) 21 π
4

a ；(3)0；(4) ( )k b a .  

3. (1) > ；（2）< ；(3) > ；(4) < .  

4. (1)
5 2
2

24 ( 4) 87 x≤ ≤ ；(2) 22

4

sin d
4 2

x x



 

≤ ≤ . 

实训 6.2 
1. (1) 2cosx x ；(2) 3 2ln(1 )x x  ；(3)

252 e xx  .  

2. (1) 1
3
；(2)1；(3) e；(4) 1

2
.  

3. (1)20；(2)
6

；(3) 271

6
；(4)

3

；(5) 3 1 ；(6)1；(7) 7

3
 ；(8)4；(9) 2 2 . 

实训 6.3 

1. (1)0；(2) 3
16

；(3) 1
4
；(4) e 1 ；(5)

2

；(6)1 2ln 2 ；(7)

2

；(8) 2 2 ；(9) 3 1

3
 . 

2. 略. 
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3. (1)0；(2)
3

324


；(3)0；(4)0；(5) 3
2

；(6)0.  

4. (1) 21 e ；(2)
21 e

4


；(3)−2π；(4) 1 13( ) ln 23 4 2
   ；(5) 1

4 2

 ；(6) 22 e .  

实训 6.4 

(1) 1
2
；(2) 1

3
；(3)发散；(4) ；(5)6；(6)1

4


 . 

实训 6.5 

1. (1) 1e 2e  ；(2) 4
3
；(3) 1

6
；(4) 3 ln 2

2
 ；(5) 2 (2 2)

3
 ；(6)18； 

  (7) ab ；(8) 27
2
 . 

2. 128
7

 , 64
5
 . 

3. 2 (2 2 1)
3

 . 

4. 
2

( ) 200
100
QR Q Q  (元).  

5. 2( ) 10 20C x x x   (万元).  

6. 2( ) 1.4 56 50L Q Q Q    (元)，当 Q=20(单位)时利润最大，L(20)=510(元).  

总实训 6 

1. (1)D；(2)A；(3)B；(4)C；(5)D；(6)A .  

2. 45 1
2 2

x  .  

3. (1)1；(2)0.  

4. (1) 5
2
；(2) 3

2
；(3)1；(4)0；(5) 21 (e 1)4  ；(6) 1

2 2
  ；(7) 5

3 ；(8) π
2 ；(9) π

4 . 

5. (1 π) ln π 1 2ln 2    (提示： ( )d (1 sin ) ln , ( )d d ( )f x x x x C xf x x x f x      ).  

6. 41 (e 1)2  (提示：
2 2e ln

1
1ln ( ) | 0, ( ) e xx f x f x
x

    ).  

7. (1)3 2ln 2 ；(2) e 1 ；(3) 9
2

.  

8. 23 a , 3 25 a  (提示： 2d d , d d  A y x V y x ). 

9. ln(2 3) . 

10. 15 年保养费的现值与购价合计 615.903 万元，小于年租金 60 万元的现值合计

695.42 万元，所以购买更佳；若年保养费是购价的 3.5%，则租用更佳.  

实训 7.1 

1. 特解. 
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2. (1) 1
1

Cy
x

 


；(2) ee
x

y C  ；(3)
2| |(1 )e C xy  ；(4) arcsin arcsinx y C  . 

3. (1) ( )e xy x C   ；(2) 2 32x y Cy  ；(3) 2 21( )( 1)
2

y x x C x    ； 

  (4)
3

2
4
3( 1)

x Cy
x





；(5) 2(e e)xy x  ；(6) 33y
x

  . 

4. (1 e )
Rt
LEI

R


  ； 1200 3  PQ . 

实训 7.2 
1. (1) 3

1 2e ex xy C C  ；(2) 2 3
1 2e ex xy C C  ；(3) 2

1 2( )e xy C C x  ； 

  (4) 3
1 2( )e xy C C x  ；(5) 1 2cos 2 sin 2y C x C x  ；(6) 1 2e ( cos 2 sin 2 )xy C x C x  ； 

  (7) 21 e
2

xy  ；(8) 41( )e
2

xy x  .  

2. (1) 2 2 2
1 2

1 1e e
2 4

x xy C C x    ；(2) 4
1 2

1 11e e
2 8

x xy C C x     ； 

  (3) 2
1 2e e e

x
x xy C C    ；(4) 1 2

1 2cos 2 sin 2 cos sin
3 9

y C x C x x x x    ； 

  (5) 4 2
1 2

1 1 1e ( )
2 16 32

xy C x C x x     ；(6) 2 2e e 1x xy    ； 

  (7) 1 2( 2 )cos 2 sin 2y C x x C x   .  

实训 7.3 

1. (1) 3 4
1 2 3

1 cos
24

y C x C x C x x     ；(2) 2
1 2 3 ( 3)exy C x C x C x     ； 

  (3) 2
1 2

1arctan ln(1 )
2

y C x C x x x     ；(4) 1 2lny C x C  ； 

  (5) 2
1 2

1e
2

xy C C x x    ；(6) 1 2ln( )y x C C   ； 

  (7) 1
2 eC xy C ；(8) 4 2 3

1 2
1 1
4 2

y x x C x C    .  

2. (1) 2 2 2 2 21 1 1 1e e e e
8 4 4 8

xy x x    ；(2) 4 4 1y x x   ；(3) 2
4

( 5)
y

x



.  

总实训 7 

1. (1)C；(2)B；(3)B；(4)D；(5)C；(6)C；(7)D；(8)B.  

2. (1) 4 21 1
4 2

x y C  ；(2) 2 21 1 2x y    ；(3)
22( e)e xy x   ； 

  (4) 23e sin 5xy x ；(5) 1( ) (cos sin e )
2

   xx x x .  

3. (1) ln xy Cx ；(2) tantan 1 e xx C   ；(3)
3
2

1 2
1

2 ( 1)
3

y C x C
C

    ； 
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(4) 1 (sin cos ) e
2

yx y y C    ；(5)
1

C xy a
ax

 


；(6) 1 2
1 ln(4 )
4

y x C C    ； 

(7) 4
1 2

1 11 e e
2 8

x xy x C C      ；(8)
1
2

1 2
1 e e e
3

xx xy x C C     ； 

(9) 2
1 2

1 1 (cos 2 sin 2 ) e
2 8

xy x x x C C      ； 

(10) 2 3 3
1 2

1 (3 )e ( )e
6

x xy x x C C x    ；(11) 6
1 2

1 (7cos 5sin ) e e
74

x xy x x C C    .  

4. (1) 2
2

1
xy
x




；(2)
1 e
2e e

xxxy
  

  ；(3) e (e 1)
x

xy
x

  .  

实训 8.1 
1. (1)  ( , ) | 0D x y y ≥ ；   (2)  ( , ) | 0D x y xy  ； 

  (3)  2 2( , ) | 4 1D x y x y  ≥ ； (4)  2 2 2( , ) | 9, 1D x y x y x y   ≤ . 

2. (1)  2 2( , ) | 1 1, 1D x y x x y x  ≤ ≤ ≤ ≤ ； 

  (2) 8( , ) | 2 4,
2
yD x y y x

y
 

  
 

≤ ≤ ≤ ≤ ； 

  (3)  ( , ) | 0 1, 1 1D x y x x y x  ≤ ≤ ≤ ≤ .  

3. (1)2；(2) 1
4

 ；(3)不存在；(4)0；(5) 


 

4. (1) (0, 0) ；(2) 21
2

x y . 

实训 8.2 

1. (1) 2 22 cos , 4 15z zy x xy y
x y
 

   
 

；  (2) 22 sin , cosz zx y x y
x y
 

 
 

； 

  (3) e , exy xyz zy x
x y
 

 
 

；    (4) 2 2
2 2,

( ) ( )
z y z x
x yx y x y
 

  
  

； 

  (5) 2 2 2 2,z y z x
x yx y x y
 

  
  

； 

  (6) sin 1 sinsin sin (cos ) , cos (cos ) ln cosy yz zx y x y x x
x y

 
  

 
； 

  (7) , ,u u uy z x z x y
x y z
  

     
  

； 

  (8)
2 2 22 1 2, ln , 2 lnyz yz yzu u uyz x z x x yz x x

x y z
  

     
  

.  

2. (1) 1, 2  ；(2) 1 2,
3 3

.  

3. 5
5

. 

4. (1) 3 2 2 2 2 26 6 , 3 18 , 3 18 , 18xx xy yx yyz xy y z x xy z x xy z x y        ； 
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  (2) 2
1 1, , , 0xx xy yx yy

yz z z z
x xx

     ； 

  (3)    22 cos 2( ) , 2 cos 2( ) ,xx xyz a ax by z ab ax by     

        22 cos 2( ) , 2 cos 2( )yx yyz ab ax by z b ax by    ； 

  (4) 2
1 1 1, , ,xx xy yx yy

xz z z z
x y y y

     .  

5. (1)1, 1, 1  ；(2)2，0，2. 

实训 8.3 

1. (1) 2
1d d dxz y x x y
y y

  
     
   

； (2) 3d 2dd
3 2 3 2

x yz
x y x y

 
 

； 

  (3) d e cos( )(d d ) e sin( )( d d )    x y x yz xy x y xy y x x y ； 

  (4) 2 2
2

ed [( 1)d ( 1)d ]
( )

     


xy

z xy y x x xy y
x y

； 

  (5) 2 2d sec ( )d sec ( )d tan( )du yz xy x xz xy y xy z   ； 

  (6) 2
1d ln d ln d d

y y y x
x x xy yu z z x z z y z z

x xx



    .  

2. 0. 041，0. 04. 
3.  1,0d | dz y .  

4. (1)1. 08；  (2)2. 95. 
5. 3337.6 cm . 

实训 8.4 

1. (1) cosd (sin ) (cos cot sin ln sin )
d

xz x x x x x
x
  ； 

  (2) 2 252ln(5 2 ) , 2 ln(5 2 )
5 2 5 2x y

x yz xy x y z x y x y
x y x y

   
            

； 

  (3) 2 2 2 2 2 2
2

1 sin( ) 2 cos( ), [ cos( ) sin( )]z z xx y x x y x y x y x y
x y y y
 

   
 

； 

  (4)
ln( )2 ln 2[( ) ln( ) ],

xy x yz y x y x y x
x x y


   

 
 

     
ln( )2 ln 2[( ) ln( ) ]

xy x yz x x y x y y
y x y


   

 
； 

  (5) 2 2d ( sin 2 3sin )
d

z x x x x
x
  ；(6) 2d e (2 )

d
tz t

t
  ； 

  (7) 2 sin cosd e (2 cos sin )
d

t t tu t t
t

    ； 

  (8)设 2 2 , exyu x y v   ，则 2 ( , ) e ( , ),xy
u v

z xf u v y f u v
x


 

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      2 ( , ) e ( , )xy
u v

z yf u v x f u v
y


  


. 

2. (1)
2d

d cos 2
y y
x y xy



；   (2) ,

( 1) ( 1)
z z z z
x x z y y z
 

 
   

； 

  (3)
2

,
( )

z z z z
x x z y y x z
 

 
   

； (4) 21 sin 2cos ,
2

z z zz
x y y y
 

  
 

.  

实训 8.5 

1. 切线：
1 1 2
1 1 2

2


     

x y z
；法平面：

2 1 0
2


    


x y z .  

2. 切线：

1
2 1

1 1 2
4

x y z    


；法平面：
1 12 0
4 8

x y z    .  

3. 切平面： 2 4 5z x y   ；法线：
1 2 5

2 4 1
x y z  

 


.  

4. 切平面： 2 4 0x y   ；法线：
0
2 3 0

z
x y


   
.  

实训 8.6 

1. (1)极大值点  0, 0 ，极大值 1；  (2)极小值点
1 , 1
2

  
 

，极小值
1 e
2

 .  

2. min max(0, 2) 4, ( 2, 0) 4f f f f       .  

3. 极大值 2 2,
2 2

2 
   

z ，极小值 2 2,
2 2

2 
    

 z .  

总实训 8 
1. 22(ln ln )x y .  

2. (1){( , ) | 1 1, 1 1} x y x y y或≤ ≤ ≤ ≥ ； (2){( , ) | ( , ) (0, 0)}x y x y  ； 

  (3) 2 2 2 2{( , ) | }x y r x y R≤ ≤ ；   (4){( , ) | 1 1, } x y x y x≤ ≤ .  

3. (1)
2 2

2
2 2

22 ln( ) ,x y
x x yz x x y z

x y x y
    

 
；(2)

2

3 3
2 2 2 22 2

,
( ) ( )

x y
y xyz z

x y x y


 

 
； 

  (3) cot( 2 ), 2cot( 2 )x yz x y z x y    ； 

  (4)
2 2 22 ( ) ( ) ( )( )e , e , 2 ex y z x y z x y z

x y zu y z u x u xz       . 

4. (1) (2,1) (2,1)
8 20| , |
9 9x yz z  ；   (2) (1, 0) (1, 0)| 2, | 0x yz z  . 

5. (1) 3 3
1 1 1, ,
4 44xx xy yy

y xz z z
x yxy

     ； 

  (2) 2 ln 1 ln 1(ln )(ln 1), (1 ln ln ),x x
xx xyz x y y y z x y x y      ln 2 (ln )(ln 1)x

yyz y x x  . 
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6. (1) d [cos( ) sin( )]d sin( )dz x y x x y x x x y y      ； 

  (2) 1 1d d d
2
xy

z x y
x x y
 

   
 

； (3)  2 2

d 2e d dx yz x x y y  ； 

  (4)  2 2 2
2d d d du x x y y z z

x y z
  

 
.  

7. 0.204, d 0.2z z     .  
8. (1) 2 0.06 0.01 , 3 0.01 0.06x yz x y z x y      ； 

  (2) 8 0.06 0.01 , 6 0.01 0.06x yL x y L x y       

9. (1) d e 11
d ln ln

   
 

xz
x x x x

； (2) 2 2 2 2

d 1,
d (2 1) 1


 

   

z y z
x xx y x x

； 

  (3) cos ln( ) sin ln( )e cos ln( ) ,   
     

xy x yz x x yy x y
x x y

 

     cos ln( ) sin ln( )e cos ln( )   
     

xy x yz y x yx x y
y x y

； 

  (4) 2 22 ( )( )u r s t rs st tr s t rs t
r
          

2 2 2 2 2cos ( ) ( )r s t rs st tr r s t        ， 

     2 2 2 2 2 2 22 ( )( ) cos ( ) ( )u r s t rs st tr r t r st r s t rs st tr r s t
s
                     

， 

     2 2 2 2 2 2 22 ( )( ) cos ( ) ( )u r s t rs st tr r s r s t r s t rs st tr r s t
t

                     
. 

10. (1)设 xs
y

 ，则 2
1 ,x s s

z z xf f f
x y y y
 

   
 

； 

  (2)设 , ,u x y v x y s xy     ，则 ,u v s u v s
z zf f yf f f xf
x y
 

     
 

. 

11. (1) d
d

y x y
x x y





；   (2) sin 2 sin 2,

sin 2 sin 2
z x z y
x z y z
 

   
 

； 

   (3)
2 4 2 2 2

2 2 2 3
( 2 ), ,

( )
z yz z xz z z z xyz x y
x y x yxy z xy z xy z
    

     
     

. 

12. 切线：
1 1

2 1 3
x y z 

 


；法平面： 2 3 5x y z   . 

13. 切平面： 2 2 4ln 2 0x y z    ；法线：
1 1 2ln 2

1 2 2
x y z  

 


. 

14. 3 1 3( 3, 1, 3),
1 3 1

x y z  
   

  
.  

15. 极大值
1 1 1,
3 3 27

f     
 

.  

16. ,
2 2 4
a b abf    

 
.  

17. 三个正数都是
50
3

.  
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18. 90, 140x y  .  

实训 9.1 
1. 2 2ln( )d 0

D

x y   .  

2. (1) ；  (2) 32
3
R .  

3. 比较下列积分值的大小 
(1)  2 2ln d

D

x y  ＜  2 2 2ln d
D

x y  ； (2)  3 d
D

x y  ＞  3sin d
D

x y  . 

4. 0＜  2cos d
D

x y  ＜1. 

实训 9.2 

1.  14 13 4 51 e e e e
6

    .  

2.  101ln101 100ln100 1   .  

3. 15
4
 .  

4.  
24 4 ( 2)

0 0
d , d

x
x f x y y

 

  .  

5. (1) 1
6
； (2)18 . 

总实训 9 
1. (1) ( )d  

D

V x y ；  (2) 2 21 d
D

V x y    .  

2. (图略) 

  (1)  31 e 2 3e e
2

  ；  (2)90；  (3) 3
10

； (4) 1e
e

 .  

3. 272 44arcsin
75 5

  . 

4. (1) e ； (2) 64
3

.  

5. (1) 9
4
；  (2)14

3
 .  

实训 10.1 

1. (1) 1 2 3
3 2 51, , ,
5 5 17

a a a   ；(2) 1 2 3 4
1 3 5 35, , ,
2 8 16 128

a a a a    ； 

  (3) 1 2 3 4
1 1 1 1, , ,
3 9 27 81

a a a a      .  

2. (1)收敛且
2
5

S  ；(2)收敛且
1
2

S  ；(3)发散；(4)发散； 
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  (5)发散；(6)收敛且
3
2

S  . 

实训 10.2 

1. (1)收敛；  (2)发散；     (3)收敛；  (4)收敛.  

2. (1)发散；  (2)收敛；     (3)收敛；  (4)收敛； 

(5)收敛；  (6)收敛；  (7)发散；  (8)收敛.  

3. (1)条件收敛； (2)绝对收敛； (3)绝对收敛； (4)条件收敛； 

(5)发散；  (6)发散；  (7)绝对收敛； (8)条件收敛. 

实训 10.3 
1. (1)[ 1 ,1) ； (2)[ 1 ,1] ；    (3)[ 2 , 2) ；  (4) ( , )   ； 

  (5) 1 1[ , ]
3 3

 ； (6)[ 1 ,1) ；  (7)[0 , 2]；  (8)[ 3 ,1) .  

2. (1) 2
1( ) , [ 1,1)

( 1)
s x x

x
  


；  (2) 1 1( ) ln , ( 1 ,1)

2 1
xs x x
x


  


； 

  (3) 2 2
2( ) , ( 1 ,1)

( 1)
xs x x

x
  


； (4) 3

2( ) , [ 1 ,1)
( 1)

xs x x
x

  


.  

实训 10.4 
1. (1) 5 6 7 4( ) , ( 1 ,1)nf x x x x x x         ； 

  (2) 2 21 1( ) 1 ln ln ln , ( , )
2 !

n nf x x a x a x a x
n

           ； 

  (3)
1

2 3 ( 1) 2 1 1 1( ) 3 , ( , )
3 2 2

n n
nf x x x x x x

 
         ； 

  (4) 2 4 21 1( ) 1 , ( , )
2 !

nf x x x x x
n

           ； 

  (5)
2 1

2 4 21 2( ) 1 ( 1) , ( , )
3 (2 )!

n
n nf x x x x x

n



            ； 

  (6) 2 3 4 29 3( ) 3 ( 1) , ( , )
2 !

n
n nf x x x x x x

n
            ； 

  (7) 2 3 13 5 2 1( ) [ ] , [ 1 ,1)
2 6 ( 1)

nnf x x x x x x
n n


        


  ； 

  (8) 2 4 21 1 1( ) 1 , ( , )
2 24 (2 )!

nf x x x x x
n

            .  

2. 21 1 1 1( ) ( 2) ( 2) ( 1) ( 2) , (0 , 4)
2 4 8 2

n n
nf x x x x x            .  

3. 21( ) 1 ( 3) ( 2) ( 3) , ( 4 , 2)
3

nf x x x x x
x

               
  .  

4. (1)1.6487 ；(2) 0.9994 ；(3)1.6094 .  
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总实训 10 

1. (1)收敛且
1
2

S  ；(2)发散；(3)发散；(4)收敛且
5
3

S  ；(5)发散.  

2. (1)收敛；(2)发散；(3)收敛；(4)收敛.  

3. (1)收敛；(2)发散；(3)发散；(4)收敛.  

4. (1)条件收敛；(2)绝对收敛；(3)条件收敛；(4)条件收敛.  
5. (1) 1 , [ 1 ,1)R x   ；   (2) , ( , )R x      ； 

  (3) 2 , ( 1 , 3]R x   ；   (4) 2 , [ 2 2 , 2 2]R x      . 

6. (1) ( ) ln 3 ln(1 ) , [ 5 ,1)s x x x     ； (2)
2

2( ) e , ( , )
x

s x x     ； 

  (3) ( ) arctan , [ 1 ,1]s x x x    ；  (4) ( ) e (1 2 ) , ( , )xs x x x      . 

7. (1)
5 7 2 1

3 1( ) ( 1) , ( , )
6 120 (2 1)!

n
nx x xf x x x

n


          


  ； 

  (2) 2 35 9 2 1 1 1( ) 3 ( 1) , ( , ]
2 3 2 2

n
n nf x x x x x x

n


          ； 

  (3)
3 5 2 1

1( ) ( 1) , ( , )
18 600 (2 1) (2 1)!

n
nx x xf x x x

n n


          

  
  ； 

  (4)
3 5 2 1

1( ) ( 1) , ( , )
3 10 (2 1) !

n
nx x xf x x x

n n


          

 
  . 

8. (1) 2
1

1 1 1 1( ) ( 1) ( 1) ( 1) , ( 4 , 2)
3 9 27 3

n
nf x x x x x            ； 

  (2) 22 2 2( ) ( ) ( )
2 2 4 4 4

 
     f x x x  

              
2[ ] 1

2 2 1( 1) ( ) , ( , )
2 ! 4


 

      
n

nx x
n

 

(这里
2[ ]

2
n 

表示不大于
2

2
n 

的最大整数) 

8. (1)1.7320 ； (2)3.1415； (3)1.0986 . 
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