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项目 1  吊装减速器绳索的受力分析 

一  基  础  篇 

项目 1  吊装减速器绳索的受力分析 
 
知识分布网络图 

 

学习目标 

1．了解约束的种类及其特点； 

2．掌握受力分析，会画受力图； 

3．能将简单的工程问题抽象为力学问题进行分析。 

学习任务 

永进机械厂设计处接到任务，要对一台减速器的吊装及其关键组件进行检测。根据分工，
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工程力学应用（静力学、材料力学） 

设计一室需对图 1-1-1 所示吊装结构的受力情况进行分析检测。 

 

图 1-1-1  减速器的吊装 

任务分析 

通过对吊装减速器结构的观察可知，起吊减速器使用的是金属链条。起吊后，链条需要

承受因减速器重量所产生的力的作用，才能成功实施吊装工作。此工作过程属于静力学范畴。 

经研究，工作过程如下： 

（1）确定该吊装结构的约束形式； 

（2）对吊装结构进行受力分析并画出受力图； 

（3）校核此次起吊工作能否完成。 

任务 1.1  确定吊装结构的约束形式与受力 

学习目标 

1．能区分不同约束形式； 

2．掌握各种约束力的特点； 

3．进行吊装结构的受力分析，给出结论。 

学习任务 

任务呈现：如图 1-1-1 所示实施起吊减速器工作，试确定吊装结构的约束形式。 

任务分析 

链条对减速器的约束力作用在链条与箱盖的接触点上，方向沿链条的中心线，其指向背



 

 3 

项目 1  吊装减速器绳索的受力分析 

离受力体。此约束形式属于柔索约束。 

1.1.1  静力学引言 

工程静力学研究的是刚体在力系作用下的平衡规律。它包括确定研究对象、进行受力分

析、简化力系、建立平衡条件及求解未知量等内容。 

1．刚体 

所谓刚体，就是在力的作用下大小和形状都不变的物体。刚体是静力学中对物体进行分

析简化得到的力学模型，是一种理想化的模型。 

2．平衡 

所谓平衡，是指物体保持静止或做匀速直线运动的状态，是物体各种运动状态中的特殊

情形，是相对的。   

3．力系 

力系是指作用在物体上的一群力。如果力系可使物体处于平衡状态，则称这个力系为平

衡力系；两个效应相等的力系称为等效力系；若一个力与一个力系等效，则该力称为力系的

合力，力系中的每个力就称为力系的分力。 

1.1.2  静力学的基本概念 

1．力的概念 

力的概念来自于实践，人们在劳动或日常生活中推、拉、提、举物体时，肌肉有紧张感，

逐渐产生了对力的感性认识。大量的感性认识经过科学的抽象，并加以概括，形成了力的概

念。力是物体之间的相互机械作用。这种作用对物体产生两种效应，即引起物体机械运动状

态的变化或使物体产生变形。前者称为力的外效应或运动效应，是静力学和运动力学研究的

内容；后者称为力的内效应或变形效应，属于材料力学的研究范围。 

力的作用离不开物体，因此谈到力时，必须指明相互作用的两个物体，并且要根据研究

对象的不同来明确受力体和施力体。 

实践证明，力对物体的作用效应取决于力的大小、方向和作用点，这三个因素称为力的

三要素。当这三个要素中有任何一个改变时，力的作用效应也将改变。 

为了表示力的大小，必须确定力的单位。本书采用国际单位制（SI），以“牛顿”作为力

的单位，记做“N”；有时也以“千牛顿”作为单位，记做“kN”。 

2．力的表示法 

力是一种有大小和方向的量，又满足平行四边形计算法则，所以力是矢量（简称力矢）。

如图 1-1-2 所示，力常用一带箭头的线段表示，线段长度 AB 按一定比例表示力的大小；线段

的方位和箭头的指向表示力的方向；线段的起点（或终点）表示力的作用点；与线段重合的

直线称为力的作用线。本书中，矢量用黑体字母表示，如 F；力的大小是标量，用一般字母

表示，如 F。 
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3．静力学的基本公理 

『公理 1』二力平衡公理 

刚体上仅受两力作用而平衡的必要与充分条件：此两力必须等值、反向、共线，即 F1=-F2，

如图 1-1-3 所示。这一性质揭示了作用于刚体上最简单的力系平衡时所必须满足的条件。工程

上常将只受两个力作用而平衡的构件称为二力构件。根据公理 1，二力构件上的两力必沿两

力作用点的连线，且等值、反向。 

                

               图 1-1-2  力的表示形式                   图 1-1-3  二力平衡公理 

『公理 2』加减平衡力系公理 

在已知力系上，加上或减去任一平衡力系，并不改变原力系对刚体的作用效应。 

推论 1  力的可传性：作用在刚体上的某力可沿其作用线移动到该刚体上任一点而不改

变此力对刚体的作用效应。 

证明：设力 F 作用于刚体上的 A 点，如图 1-1-4（a）所示，在其作用线上任取一点 B，

并在 B 点处添加一对平衡力 F1和 F2，使 F、F1、F2共线，且 F2=-F1=F，如图 1-1-4（b）所

示。根据公理 2，将 F、F1所组成的平衡力系去掉，刚体上仅剩下 F2，且 F2=F，如图 1-1-4

（c）所示，由此得证。 

 

图 1-1-4  力的可传性 

力的可传性说明，对刚体而言，力是滑移矢量，它可沿其作用线滑移至刚体上的任一位

置。需要指出的是，此原理只适用于刚体而不适用于变形体。 

『公理 3』力的平行四边形法则 

作用于物体上同一点的两个力，可以合成为一个合力。合力的作用点仍在原作用点，且

合力的大小和方向可用这两个力为邻边所作的平行四边形的对角线来确定。 

该公理说明，力矢可按平行四边形法则进行合成与分解，如图 1-1-5 所示，合力矢量 FR

与分力矢量 F1、F2间的关系符合矢量运算法则，为 

R 1 2 F F F  

即合力等于两分力的矢量和。 

在工程中常利用平行四边形法则将一力沿两个规定方向分解，使力的作用效应更加突出。

例如，在进行直齿圆柱齿轮的受力分析时，常将齿面的法向正压力 Fn分解为沿齿轮分度圆圆
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周切线方向的分力 Ft和指向轴心的压力 Fr，如图 1-1-6 所示。Ft称为圆周力或切向力，作用

是推动齿轮绕轴转动；Fr称为径向力，该力对支承齿轮的轴有影响。 

               

               图 1-1-5  力的平行四边形法则                图 1-1-6  直齿圆柱齿轮受力分析 

推论 2  三力平衡汇交定理：刚体受三个共面但互不平行的力作用而平衡时，三力必汇

交于一点。 

证明：设刚体上 A1、A2、A3三点受共面且平衡的三

力 F1、F2、F3作用，如图 1-1-7 所示，根据力的可传性

将 F1、F2移到其作用线交点 B，并根据公理 3 将其合成

为 FR，则刚体上仅有 F3和 FR作用。根据公理 1，F3和

FR 必在同一直线上，所以 F3 一定通过点 B，于是得证

F1、F2、F3均通过点 B。 

此推论说明了不平行的三力平衡的必要条件，当两

个力的作用线相交时，可用来确定第三个力的作用线的

方位。 

『公理 4』作用与反作用定律 

两物体间相互作用的力总是同时存在的，并且两力

等值、反向、共线，分别作用于两个物体。这两个力互

为作用与反作用的关系。 

此公理概括了自然界中物体间相互作用的关系，表明一切力总是成对出现的，揭示了力

的存在形式和力在物体间的传递方式。 

1.1.3  约束与约束力 

自然界中，运动的物体可分为两类：一类为自由体；一类为非自由体。如空中的飞鸟、

水中的游鱼、运行的炮弹等，它们的位置和运动没有受到任何限制，这样的物体称做自由体。

如果物体的位置和运动受到某些限制，如火车车轮受到铁轨的限制，它们只能沿铁轨运动；

又如电机转子受轴承限制，只能做定轴转动；再如用绳索悬挂的重物，受绳索限制不能下落

等。以上这些物体（车轮、电机转子、重物等）均称为非自由体，工程中所遇到的物体，大

 

图 1-1-7  三力平衡汇交定理 
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部分是非自由体。 

对于非自由体来说，限制物体的位置和运动的条件称做物体所受的约束。实现这些约束

条件的物体称为约束体，受到约束条件限制的物体称做被约束体。如火车车轮被限制只能沿

铁轨运动，这一限制条件称做车轮所受的约束。实现这种约束的铁轨称为约束体，而受到限

制的车轮称为被约束体。按照习惯，今后我们把约束体简称为约束，将被约束体简称为物体。 

约束对物体的位置和运动进行限制时产生了力的作用。这里，把约束对物体的作用力称

为约束力。除约束力以外，其他如重力、推力等，统称为主动力。约束力的大小往往是未知

的，它与主动力的值有关，在静力学中将通过刚体的平衡条件求得。约束力的方向与物体被

限制的运动方向相反。 

1．柔索（绳索、链条、带等）约束 

属于这类约束的有绳索、链条和带等。柔索本身只能承受拉力，不能承受压力。其约束

特点是限制物体沿着柔索伸长方向的运动，因此它只能给物体提供拉力，这类约束的约束力

常用符号 FT表示。 

如图 1-1-8（a）所示，起吊一减速箱箱盖，链条对箱盖的约束力作用在链条与箱盖的接

触点上，方向沿着链条的中心线，其指向背离受力体，如图 1-1-8（b）所示。当链条或皮带

绕过轮子时，约束力沿轮缘的切线方向，如图 1-1-9 所示。 

        

           图 1-1-8  链条受力分析                         图 1-1-9  皮带受力分析 

2．光滑接触面约束 

当物体之间以点、线、面形式接触时，可以认为是光滑接触面约束（接触处摩擦力很小，

可以略去不计）。这种约束不限制物体沿约束面的切向位移，只阻止物体沿接触面公法线向约

束体内运动。因此，光滑接触面对物体的约束力，是沿接触点的公法线并指向被约束物体的，

这类约束的约束力简称为法向压力，常用 FN表示，如图 1-1-10 所示。 

 

图 1-1-10  光滑接触面受力分析 
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3．圆柱形铰链约束 

工程中，常将两个物体用圆柱形销钉连接起来。受约束的两个物体都只能绕销钉轴线转

动，销钉对被连接的物体沿垂直于销钉轴线方向的移动形成约束，这类约束称为圆柱形铰链

约束。一般根据被连接物体的形状、位置及作用，可分为以下几种形式。 

（1）中间铰约束 

如图 1-1-11（a）所示，1、2 分别是带圆孔的两个物体，将圆柱销穿入物体 1 和 2 的圆孔

中，便构成中间铰，如图 1-1-11（b）所示，简图如图 1-1-11（c）表示。 

由于销与物体的圆孔表面都是光滑的，两者之间总有缝隙，产生局部接触，本质上属

于光滑接触面约束，故销对物体的约束力应通过物体圆孔中心。但由于接触点不确定，则

中间铰对物体的约束力的特点为作用线通过销钉中心，垂直于销轴线，方向不定，可表示

为图 1-1-11（d）中单个力 FR 和未知角 或两个正交分力 FRx、FRy。FR与 FRx、FRy为合力

与分力的关系。 

 

图 1-1-11  中间铰约束形式 

（2）固定铰链支座约束 

如图 1-1-12（a）所示，将中间铰结构中物体 1 换成支座，且与基础固定在一起，则构成

固定铰链支座约束，符号如图 1-1-12（b）所示。约束力的特点与中间铰相同，如图 1-1-12（c）

所示。 

 

图 1-1-12  固定铰链支座约束 

（3）活动铰链支座约束 

将固定铰链支座底部安放若干滚子，并与支承面接触，则构成活动铰链支座，又称辊轴 

支座，如图 1-1-13（a）所示。这类支座常见于桥梁、屋架等结构中，通常用简图 1-1-13（b）
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表示。活动铰链支座只能限制构件沿支承面垂直方向的移动，不能阻止物体沿支承面的运动或绕

销钉轴线的转动。因此活动铰链支座的约束力通过销钉中心，垂直于支承面，如图 1-1-13（c）

所示。 

 

图 1-1-13  活动铰链支座 

4．二力杆约束 

不计自重，两端均用铰链的方式与周围物体相连接，且不受其他外力作用的杆件，称为

二力构件，简称二力杆。 

根据二力平衡条件，二力杆的约束力必沿杆件两端铰链中心的连线，指向不定。如

图 1-1-14（a）中的构件 CB、图 1-1-14（b）中的杆 DC 均为二力杆。 

 

图 1-1-14  二力杆约束 

任务 1.2   绘制吊装结构的受力图 

学习目标 

1．对单个物体与物系进行受力分析； 

2．会画受力图。 
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学习任务 

设计一室的技术人员按研究决定的工作过程，已经确定该吊装减速

器结构的约束形式为“柔索约束”，为校核最终是否能成功完成起吊任

务，还需要对该受力情况绘制具体的受力分析图。 

任务分析 

根据柔索约束的受力特点，以及作用力与反作用力公理等，绘制吊

装柔索及减速器的受力分析如图 1-1-15 所示。 

柔索只能承受拉力，不能承受压力。其约束特点：限制物体沿着

柔索伸长方向的运动。力的方向如图 1-1-15 所示，为沿柔索方向背离

受力体。 

1.2.1  受力分析与受力图 

解决静力学问题时，首先要明确研究对象，再考虑它的受力情况，然后用相应的平衡方

程去计算。工程中的结构十分复杂，为了清楚地表达出某个物体的受力情况，必须将它从与

其相联系的周围物体中分离出来。分离的过程就是解除约束的过程。在解除约束的地方用相

应的约束力来代替约束的作用。被解除约束后的物体叫分离体。在分离体上画上物体所受的

全部主动力和约束力，此图称为研究对象的受力图。整个过程就是对所研究的对象进行受力

分析。 

画受力图的基本步骤： 

（1）确定研究对象，取分离体； 

（2）在分离体上画出全部主动力； 

（3）在分离体上画出全部约束力。 

如研究对象为几个物体组成的物体系统，还必须区分外力和内力。物体系统以外的周围

物体对系统的作用力称为系统的外力。系统内部各物体之间的相互作用力称为系统的内力。

随着所取系统的范围不同，某些内力和外力也会相互转化。由于系统的内力总是成对出现的，

且等值、共线、反向，在系统内自成平衡力系，不影响系统整体的平衡。因此，当研究对象

是物体系统时，只画作用于系统的外力，不画系统的内力。 

1.2.2  受力图的画法 

下面举例说明受力图的画法。 

【例 1-1-1】 如图 1-1-16（a）所示，绳 AB 悬挂一重为 G 的球。试画出球 C 的受力图（摩

擦不计）。 

 

图 1-1-15  吊装减速 

器的受力分析图 
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图 1-1-16  球的受力图 

解：以球为研究对象，画出球的分离体图。在球心点 C 处标上主动力 G（重力）；在解

除约束的点 B 处画上柔性约束力 FT，在点 D 处画上光滑接触面约束力 FND，如图 1-1-16（b）

所示。 
 
【例 1-1-2】 如图 1-1-17（a）所示为三铰拱结构简图。B、C 为固定铰支座，A 为连接左、

右半拱的中间铰。若左半拱受到垂直力 F 的作用，拱重不计。试分别画出左、右半拱及整体

的受力图。 

解：（1）先取右半拱为研究对象，画出其分离体图。因其本身重量不计，只在 A、C 两

铰处各受一个力的作用而平衡，所以它是二力杆。因此可以确定约束力 FA、FC 的作用线必

沿连线 AC，而方向相反，如图 1-1-17（b）所示。 

 

图 1-1-17  三铰拱的受力图 

（2）再取左半拱为研究对象，并画出其分离体图。作用于其上的主动力有垂直推力；此

外，右半拱通过铰链 A 对左半拱所作用的力是 F'A，力 F'A与 FA互为作用力与反作用力，因

此 F'A与 FA等值、反向、共线；固定铰链支座 B 处有 FBx、FBy两个正交约束力，指向暂时任

意假定，如图 1-1-17（b）所示。 

（3）取整个三铰拱为研究对象。则整个三铰拱只受到主动力 F，B 处的约束力 FBx、FBy，

C 处的约束力 FC的作用，其受力图如图 1-1-17（c）所示。而铰 A 处的约束力 F'A与 FA是系

统的内力，它们总是成对出现的，彼此等值、反向、共线，所以相互抵消。 
 
【例 1-1-3】 如图 1-1-18（a）所示的屋架结构中，已知主动力 F 作用于铰 D 上。杆 AB

上作用有竖向载荷 G，杆件与杆件之间均为铰链。不计杆件自重，试分析杆 AB、BC 及 DE

的受力并画出受力图。 

解：根据题意分别取杆 AB、BC、DE 及整体为研究对象。 

（1）取整体为研究对象。不考虑 AB、BC 以及 DE 之间的相互作用力（即全部内力），整

体只受外力 G 和外力 F，以及 A、C 两处的反力 FAx、FAy和 FC作用，受力图如图 1-1-18（b）

所示。 
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（2）以杆 AB 为研究对象。它受主动力 G 和 F、杆 DE 的拉力 FD，以及 A、B 两处铰链

的约束力 FAx、FAy和 FBx、FBy，受力图如图 1-1-18（c）所示。 

（3）取杆 DE 为研究对象。它在杆的两端铰接，是二力杆，因此受到沿杆件的两个力 F'D

和 F'E作用，F'D与 FD、F'E与 FE分别等值且反向，受力图如图 1-1-18（d）所示。  

（4）以杆 BC 为研究对象。它受杆 DE 的拉力 FE（与 FD等值、反向、共线）以及 C 端

活动铰支座的约束反力 FC，B 处受到杆 AB 的约束反力 F'Bx、F'By（分别与 FBx、FBy等值、反

向、共线），BC 的受力图如图 1-1-18（e）所示。 

 

图 1-1-18  屋架结构的受力分析图 

任务 1.3  校核吊装结构的受力情况 

学习目标 

1．能将工程问题抽象为力学问题进行分析。 

2．能求解平面力系的约束反力。 

学习任务 

如图 1-1-19 所示，常州永进机械厂装配车间需要起吊一台

重为 2.6kN 的减速器，现有最大能承受 4.0kN 的链条，问能否安

全地把减速器送到指定地点（已知每根链条与水平面的夹角为

60°）。 

 

图 1-1-19  减速器的受力图 
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任务分析 

（1）选取减速器为研究对象，画出分离体的受力图。 

（2）选坐标轴，列平衡方程式求解。 

T1 T2

T1 T2

0 cos60 cos60 0

0 sin 60 sin 60 0
x

y

F F F

F F F G

 

 

   
    

 

解得： 

T1

T2

2.6kN<4kN

2.6kN<4kN

F

F


 

 

因此能安全地把减速器起吊到指定地点。 

1.3.1  平面特殊力系的平衡方程及应用 

1．平面汇交力系的平衡方程及应用 

1）力系的分类  

若力系中各力的作用线在同一平面内，该力系称为平面力系。根据平面力系中各力的作

用线分布不同可将平面力系分为以下四种： 

（1）平面汇交力系：力系中各力的作用线汇交于一点。 

（2）平面平行力系：力系中各力的作用线相互平行。 

（3）平面力偶系：仅由力偶组成。 

（4）平面任意力系：各力的作用线在平面内任意分布。 

2）力的分解与投影 

（1）力的分解 

给定两个作用于一点的力，可以用力的平行四边形法则求两力的合力，且此合力是唯一

确定的。如果给定一个力，也可以用力的平行四边形法则将其分解为两个分力，为得到唯一

确定的结果，则需要对分力的大小、方向等给出一定的限制条件。工程上经常用到的一种情

况是给定两个分力的作用线方向，求分力大小。 

已知力矢量 FR=AB，给定它的两个分力的作用线与矢量 FR的夹角分别为 和 。此时，

以 FR=AB 为对角线，以与 FR的夹角分别为 α和 β的边 AC 和 AD 为边作平行四边形 ADBC，

得到两个分力 F1=AD、F2=AC，分力的大小可以从△ABC 中解出，如图 1-1-20 所示。 

 

图 1-1-20  力的分解 

（2）力的投影 

力 F 在直角坐标轴 x、y 上的投影：过力矢 F 两端向两坐标轴引垂线得垂足 ab 和 a'b'，
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如图 1-1-21 所示。线段 ab、a'b'分别为力 F 在 x 轴和 y 轴上的投影的大小。投影的正负号

规定：由起点 a 到终点 b（或由起点 a' 到终点 b'）的指向与坐标轴正向相同时为正，反之

为负。 

 

图 1-1-21  力的投影 

图 1-1-21 中力 F 在 x 轴和 y 轴上的投影分别为 
cos

sin
x

y

F F

F F






                             （1-1-1） 

若已知力的矢量表达式，则力 F 的大小及方向为 
2 2

tan

x y

y

x

F F F

F

F


 


                          （1-1-2） 

注意：力的分量和力的投影是两个不同的概念。力的分量（分力）是矢量，而力的投影

是代数量；分力必须作用在原力的作用点上，而力的投影无作用点。另外，仅在直角坐标系

中，力在坐标轴上投影的绝对值和力沿该轴的分量的大小相等。 

3）平面汇交力系的合成 

（1）合力投影定理 

在平面直角坐标系中，如果 FR的投影为 FRx、FRy ；F1的投影为 F1x、F1y；F2的投影为

F2x、F2y，则有 

         R 1 2=x x xF F F ， R 1 2=y y yF F F                    （1-1-3） 

由此可推广到 n 个力作用的情况。设一刚体上受力系 F1、F2、…、Fn作用，力系中各力

的作用线共面且汇交于同一点，可将此力系合成为一个合力 FR，且有 

R 1 2= x       F F F F F                    （1-1-4） 

可见，平面汇交力系的合力矢量等于力系各分力的矢量和。 

根据式（1-1-3）可得： 

R 1 2=x x x n x xF F F F F         

    R 1 2=y y y n y yF F F F F                           （1-1-5） 

式（1-1-5）称为合力投影定理，即力系的合力在某轴上的投影等于力系中各分力在同轴

上投影的代数和。 

用解析法求平面汇交力系的合成时，首先在其所在平面内选定坐标系 Oxy，求出力系中

各分力在 x、y 轴上的投影，再由合力投影定理求得合力。 



 

 14 

工程力学应用（静力学、材料力学） 

（2）平面汇交力系的平衡 

平面汇交力系平衡的充分和必要条件是力系的合力为零，即 
0

0
x

y

F

F

 
 

                         （1-1-6） 

上式为平面汇交力系的平衡方程，最多可求解包括力的大小和方向在内的 2 个未知量。 

【例 1-1-4】 图 1-1-22 所示三角支架由杆 AB、AC 铰接而成，在 A 处作用有重力 G=10kN，

求出图中 AB、AC 所受的力（不计杆自重）。 

 

图 1-1-22  三角支架 

解：（1）取研究对象，画受力图。 

取销钉 A 为研究对象。主动力：重力 G；约束力：由于杆 AB、AC 自重不计，且杆两端

均为铰链约束，故杆 AB、AC 均为二力杆，杆两端受力必沿杆件的轴线，根据作用力与反作

用力的关系，两杆的 A 端对销钉有反作用力 FAB、FAC，受力图如图 1-1-22（b）所示。 

（2）建立直角坐标系 Axy，列平衡方程并求解。 

0xF     AB AC cos60 0F F                  （1） 

0yF     
AC sin 60 0F G                            （2） 

（3）求解未知量。 

解方程（1）和（2）得： 

FAB=0.577G=5.77kN 

FAC=1.155G=11.55kN 

根据作用力与反作用力公理，杆 AB 所受的力为 5.77kN，且为拉力；AC 杆所受的力为

11.55kN，且为压力。 
 
【例 1-1-5】 图 1-1-23 所示的圆球重 G=100N，放在倾斜角为 α=30°的光滑斜面上，并

用绳子 AB 系住，绳子 AB 与斜面平行。求绳子 AB 的拉力和斜面对球的约束力。 

 

图 1-1-23  圆球 
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解：（1）选取圆球为研究对象，取分离体并画受力图。 

主动力：重力 G；约束反力：绳子 AB 的拉力 FT、斜面对球的约束力 FN，受力图如图

1-1-23（b）所示。 

（2）建立直角坐标系 Oxy，列平衡方程并求解。 

0xF      
T sin 30 0F G    

0yF      
N cos30 0F G    

解方程求得 FT=50N，FN=86.6N，两个力的方向如图 1-1-23（b）所示。 

（3）若选如图 1-1-23（c）所示的直角坐标系，列平衡方程得： 

0xF      
T Ncos30 cos60 0F F     

0yF      
T Nsin 30 sin 60 0F F G      

联立方程求解得 FT=50N，FN=86.6N，两个力的方向如图 1-1-23（c）所示。 

从上述例题可知：建立如图 1-1-23（b）所示的坐标系可以简化计算。 

2．平面力偶系的平衡方程及应用 

1）力对点之矩 

（1）力矩的概念 

力不仅能使刚体产生移动效应，还能使刚体产生转动效应。如图 1-1-24 所示，用扳手转

动螺母时，作用于扳手 A 点的力 F 可使扳手与螺母一起绕螺母中心点 O 转动。力的这种转动

作用不仅与力的大小、方向有关，还与转动中心至力的作用线的垂直距离 d 有关。因此，定

义 Fd 的乘积为力使物体对点 O 产生转动效应的度量，称为力 F 对点 O 之矩，用 MO（F）表

示，即 

O ( )M Fd F                             （1-1-7） 

式中，点 O 称为力矩中心，简称矩心；d 称为力臂；乘积 Fd 称为力矩的大小；“±”表示

力矩的转向，规定在平面问题中，逆时针转向取正号，顺时针转向取负号，故平面上力对点

之矩为代数量。力矩的单位为 N·m 或 kN·m。 

注意：一般来说，同一个力对不同点产生的力矩是不同的，因此不指明矩心而求力矩是

无任何意义的。在表示力矩时，必须标明矩心。 

 

图 1-1-24  扳手转动螺母 

（2）力矩的性质 

① 力 F 对点 O 之矩不仅取决于 F 的大小，同时还与矩心的位置即力臂 d 有关。 

② 力 F 对于任一点之矩，不因该力的作用点沿其作用线移动而改变。 

③ 力的大小等于零或者力的作用线通过矩心时，力矩等于零。 
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显然，互成平衡的两个力对同一点之矩的代数和等于零。 

（3）合力矩定理 

若力 FR是平面汇交力系 F1、F2、…、Fn的合力，由于力 FR与力系等效，则合力对任一

点 O 之矩等于力系各分力对同一点之矩的代数和，即 

O R O 1 O 2 O O( ) ( ) ( ) ( ) ( )nM M M M M        F F F F F          （1-1-8） 

式（1-1-8）称为合力矩定理。 

【例 1-1-6】 如图 1-1-25 所示，数值相同的三个力按不同方式分别施加在同一扳手的 A

端。若 F=200N，试求三种情况下力对点 O 之矩。 

解：图示三种情况下，虽然力的大小、作用点和矩心均相同，但力的作用线各异，致使

力臂均不相同，因而三种情况下，力对点 O 之矩不同。根据式（1-1-7）可求出力对点 O 之矩

分别如下。 

① 图 1-1-25（a）中： 
3

O ( ) 200N 200m 10 cos30 34.64N mM Fd           F  

② 图 1-1-25（b）中： 
3

O ( ) 200N 200m 10 sin 30 20.00N mM Fd         F  

③ 图 1-1-25（c）中： 
3

O ( ) 200N 200m 10 40.00N mM Fd         F  

 

图 1-1-25  扳手的受力分析 

 
【例 1-1-7】 作用于齿轮上的啮合力 Fn=1000N，齿轮节圆直径 D=160mm，压力角（啮

合力与齿轮节圆切线的夹角）α=20°，如图 1-1-26（a）所示。求啮合力 Fn对轮心点 O 之矩。 

 

图 1-1-26  齿轮的受力分析 
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解法一：用式（1-1-7）计算 Fn对点 O 之矩。 
3

O n n

160 10
( ) cos 1000 cos 20 75.2N m

2 2

D
M F 




       F  

解法二：用合力矩定理式（1-1-8）计算 Fn对点 O 之矩。 

如图 1-1-26（b）所示，将啮合力 Fn 在齿轮啮合点处分解为圆周力 Ft 和径向力 Fr，则

t n cosF F  ， r n sinF F  ，由合力矩定理可得： 

O n O t O r( ) ( ) ( )M M M F F F  

t n0 cos
2 2

D D
F F     

3160 10
1000 cos 20 72.5N m

2


 

        

2）力偶 

（1）力偶的概念 

在生活和生产实践中，常见到某些物体同时受到大小相等、方向相反、作用线互相平行

的两个力作用的情况。例如：司机用双手搬动方向盘（如图 1-1-27（a）所示）及钳工对丝锥

的操作（如图 1-1-27（b）所示）。 

一对等值、反向、不共线的平行力组成的特殊力系，称为力偶，记做（F，F'）。物体上

有两个或两个以上力偶作用时，这些力偶组成力偶系。 

 

图 1-1-27  力偶 

力对刚体的运动效应有两种：移动和转动。但力偶对刚体的作用效应仅仅是使其产生转

动。力偶的两力作用线所决定的平面称为力偶的作用面，两力作用线间的垂直距离称为力偶

臂。力学中，用力偶的任一力的大小 F 与力偶臂 d 的乘积再冠以相应的正负号，作为力偶在

作用面内使物体产生转动效应的度量，称为力偶矩，记做 M（F, F'）或 M，即 

M（F, F'）= M =±Fd                      （1-1-9） 

式中，符号“±”表示力偶的转向，一般规定：力偶逆时针转向取正号，顺时针转向取负

号，与力矩的“±”规定相同。力偶矩的单位与力矩的单位相同，为 N·m 或 kN·m。 

力偶对刚体作用的转动效应取决于力偶的三要素：力偶矩的大小、力偶的转向、力偶作

用面的方位。凡三要素相同的力偶彼此等效。对于同一平面内的两个力偶，由于力偶作用平

面的方位相同，力偶的效应只取决于力偶矩的大小和力偶的转向。因此，只要保证这两个要

素不变，两个力偶就彼此等效。 

（2）力偶的性质 

① 性质 1。力偶对其作用面内任意点的力矩恒等于此力偶的力偶矩，而与矩心的位置无

关。 

证明：如图 1-1-28 所示，在刚体某平面上作用一力偶（F，F'），其 M=Fd，现求此力偶

对任意点 O 的力矩。若 x 表示矩心 O 到 F'之垂直距离，按力矩定义，F 与 F'对点 O 的力矩

和为 
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Mo(F)+ Mo(F') =F(d+x)-F'x = Fd 

Mo(F)+ Mo(F') = M(F, F') 

不论点 O 选在何处，力偶对该点的矩恒等于它的力偶矩，而与力偶对矩心的相对位置

无关。 

② 性质 2。由图 1-1-29 可见，力偶在任意坐标轴上的投影之和为零，故力偶无合力，力

偶不能与一个力等效，也不能用一个力来平衡。 

力偶无合力，故力偶对物体的平移运动不会产生任何影响，力与力偶相互不能代替，不

能构成平衡。因此，力与力偶是力系的两个基本元素。 

                     

            图 1-1-28  力偶对点 O 之矩               图 1-1-29  力偶在坐标轴上的投影 

基于上述性质，可对力偶做如下处理： 

① 力偶在它的作用面内，可以任意转移位置。其作用效应和原力偶相同，即力偶对于刚

体上任意点的力偶矩值不因移位而改变。 

② 力偶在不改变力偶矩大小和转向的条件下，可以同时改变力偶中两反向平行力的大

小、方向以及力偶臂的大小，而力偶的作用效应保持不变。 

图 1-1-30 中各力偶的作用效应都相同。力偶的力偶臂、力及其方向既然都可改变，就可

简明地以一条带箭头的弧线并标出值来表示力偶，如图 1-1-30（d）所示。 

 

图 1-1-30  等效力偶 

3）平面力偶系的合成 

平面力偶系合成的结果为一合力偶，合力偶矩等于各力偶矩的代数和。即 

1 2 n iM M M M M                             （1-1-10） 

证明：如图 1-1-31 所示，设在刚体某平面上作用力偶系 M1，M2，…，Mn，在力偶系作

用面内任选两点 A、B，连接 AB，以 AB=d 作为公共力偶臂，保持各力偶的力偶矩不变，将

各力偶分别表示成作用在 A、B 两点的反向平行力，如图 1-1-31（b）所示，则有 

1 1 2 2/ / /n nF M d F M d F M d  ， ，  

于是在 A、B 两点处各得一组共线力系，其合力分别为 FR和 F'R，如图 1-1-31（c）所示，且

有 

R R 1 2 n         F F F F F F  
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FR 和 F'R 为一对等值、反向、不共线的平行力，它们组成的力偶即为合力偶，其合力偶

矩为 

R 1 2 1 2( ) =n n iM F d F F F d M M M M                 

 

图 1-1-31  平面力偶系的合成 

4）力的平移定理 

作用在物体上的力 F 可以平行移动到物体内任一点 O，但必须同时附加一个力偶，才能

与原来力的作用等效。其附加力偶的力偶矩等于原力 F 对平移点 O 的力矩。这就是力的平移

定理，如图 1-1-32 所示。 

证明：根据加减平衡力系公理，在任意点 O 加上一对与 F 等值的平衡力 F'、F"（见

图 1-1-32（b）），则 F 与 F"为一对等值、反向、不共线的平行力，组成了一个力偶，其力偶

矩等于原力 F 对点 O 的矩，即 

O ( )M M Fd F  

 

图 1-1-32  力的平移 

于是作用在点 A 的力 F 就与作用于点 O 的平移力 F' 和附加力偶 M 的联合作用等效，如

图 1-1-32（c）所示。 

力的平移定理表明了力对绕力作用线外的中心转动的物体有两种作用：一是平移力的作

用，二是附加力偶对物体产生的转动作用。 

以乒乓球削球为例（见图 1-1-33），分析力 F 对球的作用效应：将力 F 平移至球心，得

平移力 F'与附加力偶，平移力 F'决定球心的轨迹，而附加力偶则使球产生转动。 

 

图 1-1-33  乒乓球削球受力 

再以直齿圆柱齿轮传动为例（见图 1-1-34），圆周力 F 作用于转轴的齿轮上，为便于观察

力 F 的作用效应，将力 F 平移至轴心点 O，则有平移力 F'作用于轴上，同时有附加力偶 M

使齿轮绕轴旋转。 
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图 1-1-34  齿轮传动受力 

5）平面力偶系的平衡方程及其应用 

如果平面力系中只有力偶的作用，则称该力系为平面力偶系。 

由力偶性质可知，平面力偶系没有合力，合成结果仍然是一个力偶，由于合力偶矩在任

一坐标轴上的投影恒为零，所以若要使平面力偶系达到平衡状态，其合力偶矩必须等于零。

因此其平衡方程为 

  0iM M                        （1-1-11） 

由此可见，平面力偶系平衡的充分与必要条件为：平面力偶系中各分力偶矩的代数和等

于零。 

【例 1-1-8】 外伸梁 AB 的受力情况和尺寸如图 1-1-35（a）所示，梁的重量不计。如果

已知 Q=Q'=1.2kN，a=120mm，M=8N·m，求支座 A、B 的约束力。 

 

图 1-1-35  外伸梁 

解：（1）取外伸梁为研究对象。 

（2）画出其受力图如图 1-1-35（b）所示。梁上有 Q、Q'组成的主动力偶，其力偶矩为 M；

A、B 处的约束力为 FNA及 FNB。力偶必须由力偶来平衡，则 FNA与 FNB必组成一对力偶。由

于 FNA方向可以确定，所以 FNB的方向也随之确定。 

（3）列方程并求解未知量。 

0M     NA/ 2 2 0Qa M F a    

可解得： 
3 3 3

NA ( / 2 ) / 2 (1.2 10 120 10 / 2 8) / (2 120 10 )N 267NF Qa M a             

FNB=FNA=267N 

3．平面平行力系的平衡方程及其应用 

各力作用线在同一平面内，且相互平行的力系称为平面平行力系。 

设物体受平面平行力系 Fl，F2，…，Fn的作用，若取 x 轴与各力垂直，则 y 轴与各力平

行（见图 1-1-36），则不论平面平行力系本身是否平衡，各力在 x 轴上投影的代数和恒等于零，

即平面任意力系平衡方程中的∑Fx=0 恒成立。于是平面平行力系的平衡方程为 
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图 1-1-36  平面平行力系 

0yF  （或 0xF  ） 

O ( ) 0M F                         （1-1-12） 

上式表明，平面平行力系平衡的充分与必要条件为：力系中的各力在与力平行的坐标轴

上投影的代数和为零，以及这些力对任一点的力矩的代数和也为零。 

平面平行力系的平衡方程也可以表示成二力矩形式，即 

A ( ) 0M F  

B ( ) 0M F （A、B 连线不与各力 F 平行）         （1-1-13） 

其中，矩心 A、B 为力作用线所在平面内任意两点，但 A、B 的连线不能与各力作用线平

行。 

由于平面平行力系只有两个独立的平衡方程，所以只能求解两个未知量。 

【例 1-1-9】 如图 1-1-37 所示的塔式起重机。已知机架自重 G=500kN，重心在点 O，其

作用线至右轨的距离为 b=1.5m，起重机的最大起重量为 FP=250kN，其作用线至右轨的距离

为 l=10m，起重机的平衡锤重为 Q，其重心至左轨的距离为 x=6m，左右轨相距为 a=3m。试

求起重机在满载时不向右倾倒，空载时不向左倾倒的平衡锤重 Q 的范围。 

 

图 1-1-37  塔式起重机 

解：（1）取起重机为研究对象。 

（2）画出其受力图如图 1-1-37（a）所示。考虑起重机的整体平衡问题。起重机在起吊重

物时，作用在它上面的力有机架自重 G、载荷 FP、平衡锤重 Q 以及轨道的约束力 FNA、FNB，

这些力组成了一组平面平行力系。起重机在平面平行力系作用下处于平衡。力系中有三个未

知力，即平衡锤重和两轨的约束力，而平面平行力系却只有两个互相独立的平衡方程，问题
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为不可解。但是，本题求的是起重机满载与空载都不致翻倒的平衡锤重 Q 的范围，因此，根

据题意来讨论 Q 的临界情况，以确定 Q 值的范围。 

（3）先考虑满载时（FP=250kN）的情况。要保证机架满载时平衡而不向右倾倒，则必须

满足 FNA=0，Q=Qmin，其受力图如图 1-1-37（b）所示。列平衡方程并求解。 

B ( ) 0M F     min P( ) 0Q x a Gb F l     

由此可解得： 

min

500 1.5 250 10
361.1kN

9

Gb pl
Q

x a

   
  


 

（4）再考虑空载时（FP=0）的情况。要保证机架空载时平衡而不向左倾倒，则必须满足

FNB=0，Q=Qmax，其受力图如图 1-1-37（c）所示。列平衡方程并求解。 

A ( ) 0M F  

max ( ) 0Q x G a b    

由此可解得： 

max

( ) 500(3 1.5)
375kN

6

G a b
Q

x

 
    

因此，要保证起重机不至于翻倒，平衡锤重 Q 必须在下面的范围内： 
361.1kN 375kNQ≤ ≤  

分析讨论：可以看出， min P( ) / ( )Q Gb F x a   ， max ( ) /Q G a b x  ，为了增加起重机的

稳定性，可从减小 x 值或增加 a 值这两个方面来考虑。 

1.3.2  平面任意力系的平衡方程及应用 

1．平面任意力系的简化 

1）平面任意力系向一点简化 

作用于刚体上的平面任意力系 F1，F2，F3，…，Fn，如图 1-1-38（a）所示，在平面内

任意取一点 O，称为简化中心。根据力的平移定理将力系中各力的作用线平移至点 O，得

到一汇交于点 O 的平面汇交力系 F'1，F'2，F'3，…，F'n 和一附加平面力偶系 M1=MO(F1)，

M2=MO(F2)，M3=MO(F3)，…，Mn=MO(Fn)，如图 1-1-38（b）所示。按照式（1-1-6）和式（1-1-11）

将平面汇交力系与平面力偶系分别合成，可得到一个力 F'R 与一个力偶 MO，如图 1-1-38（c）

所示。 

 

图 1-1-38  平面任意力系向一点简化 
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此共点力系 F'1，F'2，F'3，…，F'n的矢量和为 F'R，显然，在一般情况下，F'R不能代替

原力系对物体的作用，故 F'R称为平面任意力系的主矢，主矢的计算式为 

R 1 2 n         F F F F F                     （1-1-14） 

很明显，式（1-1-14）不会因为简化中心点 O 的不同而不同，所以主矢与简化中心的位

置无关。式（1-1-14）在直角坐标系下的投影形式为 

R 1 2x x x nx xF F F F F           

R 1 2y y y ny yF F F F F                           （1-1-15） 

根据平面力偶理论可知，附加的平面力偶系可以合成为一个合力偶，其矩为 

O 1 2 O 1 O 2 O( ) ( ) ( )n nM M M M M M M             F F F  

所以              

O O ( )M M  F                       （1-1-16） 

MO称为原力系对简化中心点 O 的主矩。它等于原力系中各力对简化中心力矩的代数和，

一般情况下主矩与简化中心的位置有关。 

综上所述，平面任意力系向平面内任一点 O 简化后，可以得到一个力和一个力偶，这个

力等于力系中各力的矢量和，作用于简化中心，称为原力系的主矢；这个力偶的力偶矩等于

原力系中各力对简化中心之矩的代数和，称为原力系的主矩。 

2）简化结果分析 

平面任意力系向一点简化，一般可得一个力（主矢）和一个力偶（主矩），但这并不是简

化的最终结果。当主矢和主矩出现不同值时，简化最终结果将会是表 1-1-1 所列的情形。 

表 1-1-1  平面任意力系简化结果 

主矢 

F'R 

主矩 

MO 

简 化 

结 果 
意    义 

MO≠0 合力 FR 

此时力系没有简化为最简单的形式，还可以根据力的平移定理，将 F'R和

MO 进一步合成为一个合力 FR。FR=F'R=ΣF，其作用线至简化中心点 O 的

垂直距离为 d=| MO | /F'R （如图 1-1-39 所示，由力的平移定理逆定理得到） F'R≠0 

MO=0 合力 F'R 

原力系可简化为一个合力 F'R=ΣF，这个力就是原力系的合力，作用线通

过简化中心点 O 

MO≠0 合力偶 MO O O ( )M M  F ，主矩 MO与简化中心点 O 的位置无关 
F'R =0 

MO=0 力系平衡 平面任意力系平衡的必要和充分条件为 F'R =0，MO=0 

 

 

图 1-1-39  力的平移定理应用 
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2．固定端约束 

固定端约束是使被约束体插入约束内部，被约束体一端与约束成为一体而完全固定，既

不能移动也不能转动的一种约束形式。工程中的固定端约束是很常见的，如机床上装卡加工

工件的卡盘对工件的约束（见图 1-1-40（a））；大型机器中立柱对横梁的约束（见图 1-1-40（b））；

房屋建筑中墙壁对阳台横梁的约束（见图 1-1-40（c））等。 

 

图 1-1-40  固定端约束 

固定端约束的约束力是由约束与被约束体紧密接触而产生的一个分布力系，当外力为平

面力系时，约束力所构成的这个分布力系也是平面力系，由于其中各个力的大小与方向均难

以确定，因而可将该力系向点 A 简化，得到的主矢用一对正交分解的力 FAx、FAy来表示，它

们限制构件移动的约束作用，而将主矩用一个约束力偶 MA 来表示，它对构件起限制转动的

作用，如图 1-1-41 所示。 

 

图 1-1-41  固定端约束力表示方法 

3．平面任意力系的平衡方程  

由表 1-1-1 中得知，平面任意力系平衡的充分和必要条件为主矢与主矩同时为零，即 
2 2

R ( ) ( ) 0x yF F F       

O O ( ) 0M M  F  

所以可得到平面任意力系的平衡方程的基本形式为 
0 0x yF F     

O ( ) 0M F                           （1-1-17） 

式（1-1-17）简称为二投影一矩式。它表明平面任意力系平衡的充要条件为力系中各力在

平面内两个任选坐标轴的每个轴上投影的代数和均等于零，各力对平面内任意一点之矩

的代数和也等于零。式（1-1-17）最多能够求包括力的大小和方向在内的 3 个未知量。 

4．平面任意力系平衡方程的其他形式  

平面任意力系平衡方程除了式（1-1-17）的基本形式外，还有其他两种形式。 
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（1）一投影两矩式平衡方程 
0yF  （或 0xF  ）， A ( ) 0M F ， B ( ) 0M F            （1-1-18） 

其中 A、B 两点连线不能与投影轴 x（或 y）垂直。 

（2）三矩式平衡方程 

A ( ) 0M F ， B ( ) 0M F ， C ( ) 0M F             （1-1-19） 

其中 A、B、C 三点不共线。 

在应用平衡方程解平衡问题时，应注意以下几个问题： 

① 为了使计算简化，一般应将矩心选在几个未知力的交点上，并尽可能使较多的力的作

用线与投影轴垂直或平行。 

② 计算力矩时，如果其力臂不易计算，而它的正交分力的力臂容易求得，则可以用合力

矩定理计算。 

③ 解题前应先判断系统中的二力构件或二力杆。 

④ 在解具体问题时，应根据已知条件和便于解题的原则，选用平衡条件的一种形式。 

5．解题步骤与方法 

（1）确定研究对象，画受力图。应将已知和未知力共同作用的物体作为研究对象，取出

分离体画受力图。 

（2）选取投影坐标轴和矩心，列平衡方程。列平衡方程前应先确定力的投影坐标轴和矩

心的位置，然后列方程。若受力图上有两个未知力相互平行，可选垂直于此二力的直线为投

影轴；若无两个未知力相互平行，则选两个未知力的交点为矩心；若有两正交未知力，则分

别选取两未知力所在直线为投影坐标轴，选两个未知力的交点为矩心。恰当选取坐标轴和矩

心，可使单个平衡方程中未知量的个数减少，便于求解。 

（3）求解未知量，讨论结果。将已知条件代入平衡方程中，联立方程求解未知量。必

要时可对影响求解结果的因素进行讨论；还可以另选一不独立的平衡方程，对某一解答进

行验算。 

【例 1-1-10】 图 1-1-42 所示为水平横梁 AB，其 A 端为固定铰链支座，B 端为一活动支

座。梁的长度为 4a。梁重 P，作用在梁的中点 C。梁的 AC 端上受均布载荷 q 的作用，梁的

BC 段上受力偶的作用，力偶矩 M=pa，试求 A、B 两处的支座约束力。 

 

图 1-1-42  水平横梁 

解：按固定铰链和活动铰链的受力特点对杆 AB 进行受力分析，如图 1-1-42 所示。在计
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算约束力时，可将 AC 段的均布载荷用合力 Fq表示，Fq=q·2a，作用在 AC 段的中点处，方向

与原均布载荷相同。 

建立直角坐标系，列平衡方程如下： 
0xF          A 0xF   

0yF            A B2 0yF q a p F      

A ( ) 0M F   B2 2 4 0q a a p a M F a          

解方程得：  

A 0xF   

B

3

4
F p qa   

A

1 3

4 2yF p qa   

1.3.3  物体系统的平衡、静定与静不定的概念 

1．物体系统的平衡问题 

由若干个物体以适当的约束互相联系所组成的系统，称为物体系统，简称物系。在研究

物体系统的平衡问题时，既要分析物体系统以外的物体对物系的约束，还要分析物体内部各

物体之间的相互作用力。从平衡意义来说，如果物体系统处于平衡状态，则物体系统内的各

物体也一定处于平衡状态。因此，既可以将物体系统作为研究对象，也可以将物体系统内的

单个物体或几个物体组成的局部作为研究对象。对整个物体系统来说，内力总是成对出现的，

所以在研究物体系统的平衡问题时，物系中的内力不需要考虑。必须注意，内力与外力的概

念是相对的。 

当研究物系中某一物体的平衡时，物系中其他物体对所研究物体的作用力就转化为外力，

这时该力就必须考虑。 

在一般情况下，对于每一个物体，可以写出三个独立的平衡方程。如果物体系统由 n 个

物体组成，在平面任意力系作用下保持平衡，则该系统可以也只能建立 3n 个独立的平衡方程，

因而也可以确定 3n 个未知量。在建立平衡方程时，应尽可能避免解联立方程，需要几个方程

就列几个方程，多余的方程不列出。  

求解物体系统的平衡问题，往往要选择两个以上的研究对象，分别画出其受力图，在

画受力图时，要特别注意作用力与反作用力的关系。对每个研究对象列出必要的平衡方程，

所以有一个在解题之前必须考虑的解题方案问题。为了选择比较简便的解题方案，应注意

以下几点： 

（1）应首先考虑是否可选择整体为研究对象。一般来讲，如整体的外约束力未知量不超

过三个，或虽然超过三个却可通过选择合适的平衡方程，先求出一部分未知量时，应首先选

取整体为研究对象。 

（2）如果整体的外约束力未知量超过三个或者题目还要求求解内部约束的约束力时，

应考虑把物体系统拆开来选取研究对象，可选单个刚体，也可选若干刚体组成的局部。这

时一般应先选取受力较简单，未知量较少但却包含了已知力和待求未知量的刚体或局部为

研究对象。 



 

 27 

项目 1  吊装减速器绳索的受力分析 

（3）在分析时，应排好选择研究对象的先后顺序，整理出解题步骤，当确定能完成题目

要求时，才可以动手解题。 

下面举例说明物体系统平衡问题的解法。 

【例 1-1-11】 位于铅垂面的人字梯 ACB 如图 1-1-43 所示，置于光滑水平面上，且处于平

衡状态，已知 FP=60kN，l=3m，α=45°。试求铰链 C 的约束力。 

 

图 1-1-43  人字梯 

解：（1）先选择整体为研究对象，画出受力图如图 1-1-43（b）所示。显然，整体在平面

平行力系作用下处于平衡。列平衡方程并求解。 

A ( ) 0M F  

NB P

2
2 sin sin 0

2 3 2

l
F l F

 
   

解得： 

P
NB 20kN

3

F
F    

B ( ) 0M F  

NA P2 sin sin sin 0
2 2 3 2

l
F l F l

       
 

 

解得： 

P
NB

2
40kN

3

F
F    

（2）再取杆 CB 为研究对象，画出其受力图如图 1-1-43（c）所示，杆 CB 在平面任意力

系作用下处于平衡。选取坐标轴，列平衡方程并求解。 
0yF        NC NB 0yF F    

E ( ) 0M F     NB NC NC

2 2
sin cos sin 0

3 2 3 2 3 2x y

l l l
F F F

  
       

解得：   

NC NB 20kNyF F   

NC 12.4kNxF    

负号表示 FNCx的实际方向与图 1-1-43（c）所示方向相反。 

解题方法讨论： 

① 本题最后一步采用对点 E 取力矩式平衡方程，而不采用对点 B 或点 C 取力矩式方程，

也不采用∑Fx=0 的投影方程，是为了避免求解本题并不需要求解的未知量 FT1。 
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② 本题的第二个研究对象还可以选取杆 AC，其受力图如图 1-1-43（d）所示。显然，由

于其上多了一个作用力 FP，不如选择杆 CB 简便。再比如本题也可不取整体为研究对象，而

先后选取杆 AC 和杆 CB 为研究对象，这样也可以解出题目要求的未知量，但不免会遇到解联

立方程的问题。所以在正式解题前，比较一下可能的解题方案，选取较简便的一种，会使解

题过程变得简单。 
 
【例 1-1-12】 多跨静定梁如图 1-1-44（a）所示。梁 AB 和梁 BC 用中间铰 B 连接，A 端

为固定端，C 端为斜面上可动铰链支座。已知 FP=20kN，q=5kN/m，α=45°。试求 A、C 的支

座反力。 

 

图 1-1-44  多跨静定梁 

解：（1）先取梁 BC 为研究对象，画受力图如图 1-1-44（b）所示。选取坐标轴，列平衡

方程并求解。 

B ( ) 0M F   NC P2 cos 45 1 0F F      

解得： 

P
NC

20
14.14kN

2cos 45 2cos 45

F
F

 
    

0xF     NB NC sin 45 0xF F    

解得： 

NB NC sin 45 10kNxF F    

0yF    NB NC Pcos 45 0yF F F    

解得： 

NB P NC cos 45 20 14.14cos 45 10kNyF F F        

（2）再取梁 AB 为研究对象，画出受力图如图 1-1-44（c）所示。选取坐标轴，列平衡方

程并求解。 

A ( ) 0M F    A NB2 1 2 0yM q F        

解得： 

A NB2 1 2 5 2 1 10 2 30kNyM q F             

0xF     NA NB 0x xF F    

解得： 

NA NB NB 10kNx x xF F F    
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0yF     NA NB 2 0y yF F q     

解得： 

NA NB 2 10 5 2 20kNy yF F q        

本题还可选梁 BC 和整体作为研究对象，先取梁 BC 为研究对象，列出对点 B 的取矩方

程，求出 FNC，再取整体为研究对象，列出三个平衡方程，解出 A 端的三个未知量，这样只

要列出四个平衡方程就可以求出系统的所有反力。若要求点 B 中间铰的约束力，可由杆 BC

的另两个平衡方程求出。 

2．静定与静不定的概念 

由各种力系的平衡条件可知，每一种力系都有一定数目的平衡方程，如平面任意力系有

三个独立的平衡方程，而平面汇交力系及平面平行力系都只有两个平衡方程，平面力偶系只

有一个独立的平衡方程。对每一个研究对象所能建立的独立平衡方程数最多是三个，对于由

n 个物体组成的物体系统的平衡问题，最多也只能建立 3n 个独立的平衡方程。若所研究的问

题中未知量数目等于或少于所能建立的独立的平衡方程数，则所有未知量都可以由静力平衡

方程求得，这样的问题称为静定问题。若未知量的数目多于独立平衡方程数目时，未知量不

能全部由静力平衡方程求出，则这样的问题称为静不定问题（或称超静定问题）。静不定问题

并不是不能解决的，而只是不能用静力平衡方程式来解决。有些问题之所以成为静不定，是

由于在静力学中把物体抽象为刚体，忽略了物体的变形。如果考虑物体的变形，找出物体的

变形与作用力之间的关系，列出补充方程，静不定问题就可以得到解决，但这是材料力学或

结构力学所研究的范畴。 

图 1-1-45（a）所示简支梁为静定问题，而图 1-1-45（b）所示梁为静不定问题。 

 

图 1-1-45  静定与静不定梁 

项 目 小 结 

1．力的分力为矢量，而力在坐标轴上的投影为代数量。 

2．力与力偶为力系的两个基本元素，不能等同。 

3．平面任意力系向平面内任意一点简化后，可得到一主矢和一主矩，主矢与简化中心无

关，主矩与简化中心有关。 

4．画受力图时，一定要在分离体上画。 

思  考  题 

1-1-1 “分力一定小于合力”这种说法对不对？为什么？试举例说明。 

1-1-2 “凡两端用铰链连接的直杆均为二力杆”，对吗？ 
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1-1-3 “作用力与反作用力是一对平衡力”，对吗？ 

1-1-4  设平面任意力系向一点简化得到一合力，问能否找到一个适当的点为简化中心，

将其简化为一合力偶？ 

1-1-5  力偶可在作用平面内任意转移，那又为什么说主矩一般与简化中心的位置有关

呢？ 

1-1-6  二矩式和三矩式平衡方程为什么要有限制条件？平面汇交力系是否也能采用力

矩形式的平衡方程？ 

1-1-7  物体放在不光滑的桌面上是否一定受到摩擦力的作用？ 

习    题 

1-1-1  试计算图习题 1-1-1 中力 F 对点 O 之矩。 

 

图习题 1-1-1  力矩计算 

1-1-2  求图习题 1-1-2 所示平面汇交力系的合力。 

1-1-3  A、B 两人拉一压路碾子，如图习题 1-1-3 所示，FA=400N，为使碾子沿图中所示

方向前进，B 应施加多大的拉力?  

             

         图习题 1-1-2  平面汇交力系                    图习题 1-1-3  压路碾子 

1-1-4  如图习题 1-1-4 所示的受力图是否正确，如有错误请改正。 

1-1-5  画出图习题 1-1-5 中指定物体的受力图（假设各接触处均为光滑，未画重力矢的

各物体不计重量）。 
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图习题 1-1-4  受力图判断 

 

图习题 1-1-5  画单一物体的受力图   
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1-1-6  画出图习题 1-1-6 各物系中指定物体的受力图（假设各接触处均为光滑，未画重

力矢的各物体不计重量）。 

 

图习题 1-1-6  画物系的受力图 

1-1-7  试求图习题 1-1-7 中各平行分布力的合力大小、作用线位置及对点 A 之矩。 

 

图习题 1-1-7  平行分布力  

1-1-8  已知 F=60kN，a=20cm，求图习题 1-1-8 中所示各梁的支座反力。 

 

图习题 1-1-8  梁  
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1-1-9  静定多跨梁的载荷及尺寸如图习题 1-1-9 所示，长度单位为 m，求支座反力和中

间铰链处的约束力。 

 

图习题 1-1-9  静定多跨梁 

1-1-10  一均质杆重 1kN，将其竖起如图习题 1-1-10 所示。在图示位置平衡时，求绳子

的拉力和 A 处的支座反力。 

 

图习题 1-1-10  均质杆  
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项目 2   起重吊钩尾部螺栓的强度校核 

 

知识分布网络图 

 

学习目标 

1．掌握轴向拉压杆件的受力特点和变形特点； 

2．能绘制轴力图，能对轴向拉压杆进行强度与刚度

的计算； 

3．培养学生的工程思想以及解决实际问题的能力。 

学习任务 

如图 1-2-1 所示的起重机吊钩，已知吊钩吊起的减速

器重量 F=2600N，吊钩材料的许用拉应力[ ]=160MPa，

吊钩尾部选用 M20 的螺栓，试绘制该螺栓的轴力图并校核

该螺栓的强度。 

 

图 1-2-1  起重机吊钩 
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任务分析 

1．吊钩的工作状态 

减速器重量通过绳索加载到起重吊钩上，吊钩吊起减速器进行安装或移位。 

2．建立力学模型，分析吊钩的受力       

起吊后，吊钩尾部的螺栓承受一对等值、反向的拉力，因减速器重量所产生的力作用于

吊钩尾部的螺栓。在此对拉力作用下，螺栓内部会产生相应的内力—轴力。在轴力作用下，

分析 M20 螺栓的强度是否能满足工作要求。 

任务 2.1  绘制螺栓的轴力图 

学习目标 

1．掌握轴向拉压杆件的受力特点和变形特点； 

2．能绘制轴力图； 

3．培养学生的工程思想以及解决实际问题的能力。 

学习任务 

如图 1-2-1 所示的起重机，已知吊钩吊起的减速器重量 F=2600N，吊钩尾部选用 M20 的

螺栓，试绘制该螺栓的轴力图。  

任务分析 

起吊后，吊钩尾部的螺栓承受一对等值、反向的拉力（见图 1-2-2），因减速器重量所产

生的力作用于吊钩尾部的螺栓。在此对拉力作用下，螺栓内部会产生相应的内力—轴力。 

 

图 1-2-2  吊钩尾部螺栓的轴力图 
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2.1.1  材料力学引言 

1．材料力学的任务 

各种工程机械都是由若干构件组成的，为了保证构件在外力作用下能够正常工作，必须

满足三方面的要求： 

（1）强度要求：在规定的使用条件下，要求构件不被破坏。例如吊车的钢丝绳在起吊重

物时不能发生断裂，否则将会引起严重的不良后果。我们把构件抵抗破坏的能力称为强度。 

（2）刚度要求：在规定的使用条件下，要求构件不产生过大的变形。例如机械传动装置

中的传动轴发生过大弯曲变形时，轴承、齿轮会加剧磨损，降低机械装置的寿命，同时因影

响齿轮的正确啮合，降低了机械传动的精度。我们把构件抵抗变形的能力称为刚度。 

（3）稳定性要求：在规定的使用条件下，要求受压构件具有保持原有直线平衡状态的能

力。我们把受压构件保持其原有直线平衡状态的能力称为稳定性。 

仅仅考虑构件的安全，只需要多用材料与选用优质材料即可，但这样会增加生产成本，

有违经济性。材料力学的任务是在保证构件既安全又经济的前提下，建立构件强度、刚度和

稳定性计算的理论基础，为构件的选材及设计合理的截面形状与尺寸提供依据。 

2．变形固体和基本假设 

材料力学的研究对象是变形固体。变形固体的变形可分为弹性变形和塑性变形。载荷卸

去后能消失的变形称为弹性变形；载荷卸去后不能消失的变形称为塑性变形。为便于材料力

学问题的理论研究和实际计算，对变形固体做如下基本假设： 

（1）连续性假设：认为整个物体内充满了物质，没有任何空隙存在。 

（2）均匀性假设：认为物体内任何部分的性质是完全一样的。 

（3）各向同性假设：沿各个方向具有力学性能的材料称为各向同性材料。大部分金属材

料是各向同性材料，木材等材料是非各向同性材料。 

（4）小变形假设：指构件受到外力作用后发生的变形和原始尺寸相比非常微小。在研究

构件的受力平衡时，仍按构件的原始尺寸进行计算。 

上述基本假设虽与工程材料的实际微观情况有所差异，但从宏观分析及试验结果来看，

这些假设所得到的理论和计算方法，可满足一般的工程实际要求。 

工程实际中的构件种类繁多，根据其几何形状，可以分为杆、板、壳、块。 

长度方向尺寸远大于其他两方向尺寸的构件，在材料力学中称为杆。轴线为直线的杆，

称为直杆。各横截面相同的直杆，称为等直杆。材料力学研究的主要对象就是等直杆。 

3．杆件变形的基本形式 

杆件在工作时的受力情况是各不相同的，受力后所产生的变形也随之而异。对于杆件来

说，其受力后产生的变形，有以下几种基本形式： 

（1）轴向拉伸与压缩。如简易吊车（见图 1-2-3）的拉杆和压杆受力后的变形。 

（2）剪切。如铆钉联结中的铆钉（见图 1-2-4）受力后的变形。 

（3）扭转。如机器中的传动轴（见图 1-2-5）受力后的变形。 

（4）弯曲。如桥式起重机的横梁（见图 1-2-6）受力后的变形。 



 

 37 

项目 2   起重吊钩尾部螺栓的强度校核 

 对于变形比较复杂的杆件，也只是这几种基本变形的组合。 

                 

        图 1-2-3  轴向拉伸与压缩变形                          图 1-2-4  剪切变形 

               

                 图 1-2-5  扭转变形                           图 1-2-6  弯曲变形 

2.1.2  轴向拉伸与压缩的概念 

在工程机械中，杆件承受轴向拉伸和压缩的实例是很多的。如图 1-2-7 所示的螺栓联结，

当拧紧螺母时，螺栓受到拉伸。又如图 1-2-8 所示的简易吊车中，当不计杆的自重时，杆 BC、

AB 均为二力杆，分别受到轴向拉伸与压缩。 

 

图 1-2-7  螺栓联结 

上述二例中的杆件均可抽象为一等直杆，其计算简图如图 1-2-9 所示。它们的受力特点：

作用于杆件上的外力（或外力的合力）的作用线与杆件的轴线重合。其变形特点：杆件沿轴

线方向伸长或缩短。这种变形形式称为轴向拉伸或压缩。 
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                  图 1-2-8  简易吊车                        图 1-2-9  直杆的受力 

2.1.3  轴向拉伸与压缩时的内力—轴力 

1．内力 

杆件受外力作用后要发生变形，其内部各颗粒间的相对位置也会改变，颗粒间的相互

作用力也将发生改变。这种由于外力作用而引起的杆件内部的相互作用力，称为附加内力，

简称内力。内力是外力引起的，它随着外力的改变而改变。内力过大，将引起构件的破坏，

因此，内力分析是材料力学的重要内容。轴向拉伸与压缩时横截面上的内力称为轴力。 

2．截面法 

在材料力学中求内力通常采用的方法是截面法。现举例来说明。如图 1-2-10（a）所示的

杆件，受外力 F 作用，求横截面 1-1 上的内力。为了求出

截面上的内力，假想将杆件截成两部分，任取其中一部分

作为研究对象。例如取左半段作为研究对象，将右半段去

掉；用分布内力的合力 FN来替代右半段对左半段的作用，

如图 1-2-10（b）所示；建立平衡方程，可计算得 FN=F。 

上述假想地把杆件分成两部分，以显示并确定内力的

方法称为截面法。截面法是研究杆件内力的基本方法，其

过程可归纳为三个步骤： 

（1）沿所研究的截面将杆截为两部分，并取其中一部

分作为研究对象。 

（2）以内力代替另一部分对研究对象的作用。 

（3）对研究对象列出平衡方程，求解内力。 

3．轴力与轴力图 

（1）轴力 

受轴向拉、压的杆件，外力的作用线都与杆件的轴线重合，故内力也作用于杆的轴线上，

称为轴力，用符号 FN表示。习惯上，把背离截面的轴力规定为正，指向截面的轴力规定为负。

 

图 1-2-10  截面法求内力 
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如果将轴力方向总是设定为离开截面，那么计算结果为正值，则轴力为拉力；计算结果为负

值，则轴力为压力。 

（2）轴力图 

当杆件上有多个外力作用时，杆件各段横截面上的轴力大小就不一定相同了。为了表示

轴力沿轴线的变化，我们用轴线方向的坐标轴表示杆截面的位置，其垂直方向的另一个坐标

轴表示轴力的大小，这样得到的图形称为轴力图。 

【例 1-2-1】 如图 1-2-11 所示，已知 F1=2.5kN，F2=4kN，F3=1.5kN，画杆件轴力图。 

 

图 1-2-11  轴力图 

解： 

（1）截面法求 AC 段轴力，沿截面 1-1 处截开，取左段，如图 1-2-11（b）所示。 

∑Fx=0   FN 1-F1=0 

得  FN1=F1=2.5kN 

（2）求 BC 段轴力，从 2-2 截面处截开，取右段，如图 1-2-11（c）所示。 

∑Fx=0   -FN 2-F3 =0 

得  FN 2=- F3=-1.5kN 

（3）如图 1-2-11（d）所示为杆 AB 的轴力图。 

任务 2.2  螺栓的强度计算 

学习目标 

1．掌握轴向拉压杆件的应力分析和强度计算； 

2．能解决工程中的简单拉压构件的强度和变形问题； 

3．培养学生的工程思想以及解决实际问题的能力。 
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学习任务 

如图 1-2-12 所示的起重机吊钩，已知吊钩吊起的减速器重量 F=2600N，吊钩材料的许用

拉应力[]= 160MPa，吊钩尾部选用 M20 的螺栓，试校核该螺栓的强度。 

 

图 1-2-12  起重机吊钩 

任务分析 

1．吊钩的工作状态 

减速器重量通过绳索加载到起重吊钩上，吊钩吊起减速器进行安装或移位。 

2．建立力学模型，分析吊钩的强度      

起吊后，吊钩尾部的螺栓内部受到内力—轴力的作用，在这样的轴力作用下，分析

M20 螺栓的强度是否能满足工作要求。 

解：起重机在起吊减速器时，螺栓受到轴向的拉力作用，因而产生轴向的拉伸变形。其

拉应力为 

 =F/A=2600×4/(3.14×202)=8.28MPa﹤[]= 160MPa 

螺栓强度满足要求。 

2.2.1  轴向拉伸与压缩时的横截面上的应力 

1．应力 

杆件的强度不仅与轴力有关，还与横截面面积有关，必须用应力来比较和判断杆件的强

度。内力在截面上分布的集度即单位面积上内力的大小，称为应力（见图 1-2-13（a））。应力

可分为正应力和切应力。 
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（1）正应力 

垂直于截面的应力，称为正应力（见图 1-2-13（b））。 

（2）切应力 
相切于截面的应力，称为切应力（见图 1-2-13（b））。 

 

图 1-2-13  应力 

在国际单位制中，应力单位：1Pa=1N/m2
（帕或帕斯卡)；常用单位：kPa、MPa（兆帕）、

GPa（吉帕）。1kPa=103Pa，1MPa=106 Pa，1GPa=109Pa。工程上常用的单位为 MPa。 

2．横截面上的正应力计算 

为了求得横截面上任意一点的应力，必须了解内力在截面上的分布规律。取一等截面直

杆，在杆上画上与杆轴线垂直的横线 ab 和 cd，再画上与杆轴平行的纵向线，然后沿杆的轴

线作用拉力 F 使杆件产生拉伸变形（如图 1-2-14 所示）。 

此时可以观察到：横线在变形前后均为直线，且都垂直于杆的轴线；纵线在变形后也保

持直线，仍平行于杆的轴线，只是横线间距增大，纵向间距减小，所有正方形的网格均变成

大小相同的长方形。 

根据杆件表面的变形情况可对杆件做出如下假设：杆件的横截面在变形后仍保持为平面，

且仍与杆的轴线垂直。这个假设为平面假设。 

由平面假设可以得出：   

（1）横截面上各点只产生沿垂直于横截面方向的变形，故横截面上只存在正应力； 

（2）将杆件想象成由无数的纵向纤维所组成，任意两横截面间的纵向纤维伸长均相等，

即变形相同。 

由材料的均匀连续性假设，可以推断每一根纤维所受内力相等，即同一横截面上的正应

力处处相同。轴向拉压时横截面上的应力均匀分布，即横截面上各点处的应力大小相等，其

方向与轴力一致，垂直于横截面，故为正应力，应力分布图如图 1-2-15 所示。 

                    

        图 1-2-14  轴向拉压变形的试验观察          图 1-2-15  轴向拉压杆横截面上正应力分布 

杆件轴向拉压时横截面上正应力计算公式为 

=FN /A                               （1-2-1） 

式中，σ为横截面上的正应力（MPa），FN 为横截面上的轴力（N），A 为横截面上的面
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积（mm2
）。 

正应力的正负号与轴力 FN相同，即拉伸为正，压缩为负。 

【例 1-2-2】 一中段开槽的直杆（如图 1-2-16 所示），受轴向力 F 作用。已知：F=20kN，

h=25mm，h0=12mm，b=20mm。试求杆内的最大正应力。 

 

图 1-2-16  开槽直杆 

解：   

（1）求轴力 FN。 

FN =-F=-20kN=-20×103N 

（2）求横截面面积。 

A1=bh=20×25=500mm2 

A2=b(h-h0)=20×(25-12)=260mm2 

（3）求应力。 

由于截面 1-1、2-2 轴力相同，所以最大应力应该在面积小的截面 2-2 上。 

max= FN /A=-20×103 / 260=-76.92MPa（负号表示为压应力） 

2.2.2  轴向拉伸与压缩时的变形—胡克定律 

1．纵向变形 

（1）绝对变形。设圆截面等直杆的原长为 l，直径为 d，在轴向力的作用下产生变形，变

形后的长度为 l1，直径为 d1。当轴向拉伸或压缩时，杆件的变形主要表现为沿轴向的伸长或

缩短，杆件沿轴向的伸长或缩短的量称为纵向绝对变形，若以 Δl 表示，则 

1l l l     （拉伸时 l >0，压缩时 l <0） 

（2）相对变形（纵向线应变或线应变）。绝对变形与杆件原长有关，为消除杆件原长度的

影响，引入相对变形概念。我们把单位长度的变形称为相对变形，也称为线应变。即 
l

l
 
                             （1-2-2） 

试验证明：对于工程中使用的大多数材料，只要应力不超过某一极限值时，则杆件的伸

长量 Δl 与轴力 FN成正比，与杆件的原长 l 成正比，与横截面面积 A 成反比。即 

NF l
l

A
 ∝  

引入比例常数 E，代入上式得： 

NF l
l

EA
                              （1-2-3） 
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式中  Δl—杆件的绝对变形（mm）；  

E—材料的弹性模量（MPa），对于同一种材料而言，E 为常数； 

FN—杆件的轴力（N）； 

l—杆件的原长度（mm）； 

A—杆件的横截面面积（mm2
）。 

式（1-2-3）为胡克定律的一种表达形式。若应力不超过某一限度，则横截面上的正应力

与纵向线应变成正比。由式（1-2-3）可知，受力 F 和长度 l 相同的杆件，绝对变形 Δl 和 EA

的乘积成反比，它反映了杆件抵抗拉伸（压缩）变形的能力。 

EA 为抗拉（压）刚度，EA 越大，Δl 越小，越不易变形。 

将 NF l
A l

  = 、 代入式（1-2-3），得： 

E                                 （1-2-4） 

式（1-2-4）是胡克定律的另一表达形式，即胡克定律可以表述为：当应力不超过某一极

限值时，应力与应变成正比。 

2．横向变形 

（1）绝对变形。轴向拉伸（压缩）时，杆件横向尺寸的缩小（增大）量称为横向绝对变

形，用 Δd 表示，即 1d d d   。                                           

（2）相对变形（横向线应变）。横向单位长度的变形称为横向相对变形，以 ε'表示。即   

'
d

d
 
                               （1-2-5） 

拉伸时：纵向伸长 ε>0，横向缩短 ε'<0。 

压缩时：纵向缩短 ε<0，横向伸长 ε'>0。 

3．泊松比 

通过试验人们发现，在应力不超过某一限度时，同一种材料的横向线应变 ε'与纵向线应

变 ε之比的绝对值为一常数，即 





                              （1-2-6） 

式中，为横向变形系数，也称为泊松比，通常由试验测得。工程上常用材料的泊松比可

查表 1-2-1。 

表 1-2-1  常用材料的 E 和 µ 值 

材料名称 E/GPa 

碳钢 196～216 0.24～0.28 

合金钢 186～206 0.25～0.30 

灰口铸铁 78.5～157 0.23～0.27 

铜及其合金 72.6～128 0.31～0.42 

铝合金 70 0.33 
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可以证明，对于各向同性的材料，G、E 和 μ不是各自独立的三个弹性常量，它们间有如

下关系： 

2(1 )

E
G





                            （1-2-7） 

【例 1-2-3】 钢制阶梯杆如图 1-2-17 所示。已知轴向力 F1=50kN，F2=20kN，杆各段长度

l1=120mm，l2=l3=100mm，杆 AD、DB 段的面积 A1、A2分别是 500mm2
和 250mm2

，钢的弹性

模量 E=200GPa，试求阶梯杆的轴向总变形和各段线应变。 

 

图 1-2-17  阶梯杆 

解： 

（1）画出杆件的轴力图（见图 1-2-17（b））。 

（2）求出各段轴向变形量。 
3

3N1 1
1 3

1

30 10 120
36 10 mm

200 10 500

F l
l

EA
  

     
 

 

3
3N2 2

2 3
1

20 10 100
20 10 mm

200 10 500

F l
l

EA
 

    
 

 

3
3N3 3

3 3
2

20 10 100
40 10 mm

200 10 250

F l
l

EA
 

    
 

 

（3）求总变形。 

l=(-36+20+40) ×10-3=0.024mm 

由 =l/l 得： 

ε1=-300×10-6
，ε2=200×10-6

，ε3 =400×10-6 

2.2.3  材料在拉伸与压缩时的力学性能 

1．塑性材料在拉伸与压缩时的力学性能 

材料的力学性能是指材料在受力过程中强度与变形方面所表现出的性能，由试验方法测

定，经常采用常温静载试验。以缓慢平稳的加载方式进行试验，是测定材料力学性能的基本

试验。为便于比较不同材料的试验结果，对试件的形状、加工精度、加载速度、试验环境，

国家标准均有统一规定（《金属材料室温拉伸试验方法》GB/T 228—2010）。 
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2．低碳钢在拉伸与压缩时的机械（力学）性能 

1）低碳钢在拉伸时的机械（力学）性能 

低碳钢是指含碳量在 0.3%以下的碳素钢，这类钢材在工程上使用广泛，力学性能比较典

型，是典型的塑性材料。 

将低碳钢 Q235 制成的标准试件安装在试验机的上、下夹头中，对其进行缓慢加载，直

至把试件拉断为止。试验机的自动绘图装置将试验过程中的载荷 F 和对应的伸长量l 绘成

F-l 曲线图，称为拉伸图，如图 1-2-18 所示。为消除试件横截面尺寸对长度的影响，将载荷

F 除以试件的横截面面积得到应力，将变形l 除以试件的长度得到纵向线应变，将 F-l

曲线转化为-曲线。 

 

图 1-2-18  低碳钢拉伸时的 -曲线 

第一阶段：弹性阶段 

此阶段与成正比，满足胡克定律 =E，直线部分最高点 a 对应的应力 P 称为比例

极限。 

由图 1-2-18 可见弹性模量 E 为 Oa 的斜率，即 

tanE
 


   

越大，材料的刚度越大。只有当 P  时，胡克定律才适用。 

至 b 点，与之间的关系不再是直线，但解除拉力后变形仍能消失，仍为弹性变形。b

点对应的应力 e 是材料只出现弹性变形的极限，称为弹性极限。 P 、 e 虽然含义不同，但

因非常接近，工程上对二者不做严格区分。 

第二阶段：屈服阶段 

应力基本不变，而应变显著增加（材料失去了抵抗变形的能力，此现象称为屈服或流动）。

在屈服阶段，载荷首次下降前的最高载荷所对应的应力称为上屈服点，而载荷首次下降的

最低点对应的应力称为下屈服点。对于这种有明显屈服现象的金属材料，一般把下屈服点

作为材料的屈服点（屈服极限），用 s 表示。在这一阶段内卸去外力，试件将出现不能完全

消失的塑性变形，工程上不允许构件发生塑性变形，所以屈服点 s 是衡量材料强度的重要

指标之一。 

第三阶段：强化阶段 

过了屈服阶段后，材料又恢复了抵抗变形的能力，要使它继续变形必须增加拉力。这种
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现象称为材料的强化。这一阶段最高点 d 所对应的应力是材料能承受的最大应力，称为抗拉

强度，用 b 表示。 

如果从这一阶段的某点 f 开始逐渐卸载，由线沿着 fO1 下降至 O1 点，说明材料在卸载

过程中，应变与应力的关系成正比，其中 O1O2 是恢复的弹性应变，而 OO1 是残余的塑性变

形。此时再加载，曲线沿 O1f 上升到 f 点再沿 fde 变化。 

冷作硬化：在强化阶段内卸载的材料，比例极限得到提高，但塑性变形减小，塑性降低，

这种现象称为冷作硬化。工程中常利用冷作硬化来提高某些材料的承载能力，如冷拔钢筋等。 

第四阶段：缩颈阶段（局部变形阶段） 

过 d 点后，在试件的某一局部范围内，横向尺寸突然急剧缩小，形成缩颈现象到 e 点，

试样被拉断。 

常用的塑性指标： 

（1）伸长率：用表示。由于保留了塑性变形，试样长度由原来的 0 1l l变为 ，用百分比表

示的比值为  

1 0

0

100%
l l

l



                          （1-2-8） 

塑性变形越大 1 0l l 越大， 越大，因此伸长率是衡量材料塑性的指标。 

工程上， 5% ≥ 称为塑性材料； 5%  称为脆性材料。 

（2）断面收缩率：拉断时，缩颈处横截面积的最大缩减量与原始横截面面积的百分比为

断面收缩率，用 表示。即  

0 1

0

100%
A A

A



                             （1-2-9） 

2）低碳钢在压缩时的力学性能 

低碳钢压缩时的比例极限 P 、弹性极限 e 、屈服极限 s 及弹性模量 E 都与拉伸时基本

相同。 

在屈服阶段以前， -曲线也基本相同。在屈服阶段

之后，试件会越压越扁，故而得不到压缩时的抗压强度，

如图 1-2-19 所示。 

3）铸铁在拉伸与压缩时的力学性能 

（1）铸铁拉伸时的力学性能 

铸铁是工程上广泛应用的脆性材料，如图 1-2-20 所

示，无明显直线部分，无屈服阶段，拉伸时无缩颈现象，

断裂突然出现。其塑性变形只有 0.2%～1.5%。 

抗拉强度 b ：衡量铸铁强度的唯一指标，不适合做

承受拉力的构件。 

（2）铸铁压缩时的力学性能 

铸铁压缩时的力学性能与拉伸曲线相似，如图 1-2-21 所示，铸铁压缩时的抗压强度比拉

伸时的抗拉强度一般要高 4～5 倍，试件是沿着与轴线成 45°的斜截面破坏的。 

从试验得出：塑性材料的抗拉、抗压能力都很强，抗冲击能力也强，常用来制造齿轮、

轴等；脆性材料的抗压能力高于抗拉能力，常用于制造受压构件。 

 

图 1-2-19  低碳钢压缩时的 -曲线 
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            图 1-2-20  铸铁拉伸时的 -曲线           图 1-2-21  铸铁压缩时的 -曲线 

3．其他常用材料的力学性能简介 

1）其他金属材料的力学性能 

锰钢、硬铝、退火球墨铸铁和 45 钢都是塑性材料。特点包括： 

（1）存在弹性阶段； 

（2）断裂时有较大的塑性变形； 

（3）有些材料没有明显的屈服阶段，有些材料不存在缩颈现象。 

名义屈服点应力：对于没有明显屈服阶段的塑性材料，工程上常以产生 0.2%塑性应变时

所对应的应力值作为衡量材料强度的指标。 

2）复合材料的力学性能 

复合材料：指把两种以上不同材质的材料，合理地进行复合而获得的一种材料，其目的

在于通过复合来得到单一材料所不能达到的优异性能或多种功能。如玻璃钢为玻璃纤维、聚

酯类树脂复合而成的。 

碳纤维和环氧树脂组成的复合材料中的单层板拉伸的 - 曲线，在纤维平行与纤维垂直

两个方向上其力学性能不同。 

3）工程塑料的力学性能 

高性能的工程塑料是一种具有耐热、耐蚀和高强度等特性的高分子材料，已广泛应用于

各个领域，并在许多用途上取代金属材料。由曲线知，这些材料的塑性差别大。 

高分子材料的显著特点：随温度增加，塑料性能会由脆性变成塑性，甚至粘弹性。 

表 1-2-2 列出几种工程上常用材料在常温、静载下的主要力学性能的数值，供参考。 

表 1-2-2  几种常用材料的力学性能 

材料名称 牌号 弹性模量 E/GPa 屈服点/MPa 抗拉（压）强度/MPa 伸长率/% 

普通碳素钢 Q235 196～216 216～240 372～470 25～27 

优质碳素钢 45 210 265～353 530～600 13～16 

低合金钢 16Mn 206 270～343 470～510 19～21 

合金钢 40Cr 196～216 790 980 9 

灰铸铁 HT150 80～157 — 
拉 98～280 

压 500～700 
<1 
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续表     

材料名称 牌号 弹性模量 E/GPa 屈服点/MPa 抗拉（压）强度/MPa 伸长率/% 

球墨铸铁 QT400—10 160 290 390 10 

铝合金  72 110～280 210～420 13～19 

 

2.2.4  轴向拉伸与压缩时杆件的强度计算 

1．极限应力、工作应力、许用应力、安全因数 

（1）极限应力：使材料丧失工作能力的应力称为极限应力（危险应力） 0 。 

塑性材料： 0 s  （或 0.2 ，名义屈服点应力） 

脆性材料： 0 b  （抗拉强度） 

（2）工作应力：构件在载荷作用下产生的应力。在构件中应力最大的截面称为危险截面，

具有最大的工作应力。最大工作应力应在极限应力 0 之下。 

（3）许用应力：构件在工作时所允许的最大应力称为许用应力，用 [ ] 表示，显然 
[ ]  0 。 

（4）安全因数 n：体现许用应力与极限应力之间的比例关系。 

             0[ ]
n


                            （1-2-10） 

塑性材料：极限应力为 s 或 0.2 ，所以
s

s

[ ]
n


   或

0.2

s

[ ]
n


  。 

脆性材料：极限应力是 b ，所以
b

b

[ ]
n


  。 

一般来说， sn = 1.5～1.8， bn =2.0～3.5。 

2．确定安全因数应考虑的因素 

（1）材料的性质：包括材料的均匀程度、质地好坏，是塑性还是脆性。 

（2）载荷情况：包括对载荷的估计是否准确，是静载荷还是动载荷。 

（3）实际构件简化过程和计算方法的精确程度。 

（4）零件在设备中的重要性、工作条件、损坏后造成后果的严重程度、制造和修配的难

易程度。 

（5）对减轻设备自重和机动性的要求。 

3．强度计算 

强度条件为 

N
max [ ]

F

A
  ≤                       （1-2-11） 

利用强度条件可以解决三个问题： 

（1）强度校核：max≤[]。 

（2）设计截面尺寸：A≥FN/]。 

（3）确定许可载荷：FNmax≤[]A。 
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对直杆进行强度计算时，上述公式适用于粗短的直杆，对细长杆还要进行稳定性计算。 

【例 1-2-4】 悬臂吊车如图 1-2-22（a）所示，最大的吊重（包括电动葫芦自重）W=70kN。

已知：a=1140mm，b=360mm，c=150mm。斜拉杆 C'D 为一外径 D=60mm、内径 d=40mm 的

无缝钢管，和水平线的夹角 α=30°，材料为 Q235 低碳钢，取安全因数 sn =2.0。试校核斜拉

杆 C'D 的强度（当载荷位于梁右端 B 处时）。 

 

图 1-2-22  悬臂吊车 

解： 

（1）求杆 C'D 所承受的最大外力。 

取横梁 AB 为研究对象，其受力如图 1-2-22（c）所示，由平面任意力系的平衡方程，则 

A

C C

( ) 0

cos sin ( ) 0

M

F c F a W a b 
 

     
F

 

代入数据，得 C 150kNF  。 

斜拉杆 C'D 的受力如图 1-2-22（b）所示。根据作用与反作用定理，有 

C C 150kNF F    

（2）求杆 C'D 的轴力。 

二力平衡的斜拉杆 C'D，其轴力 FN等于杆端受力，即 

FN=F'C=150kN 

（3）校核强度。 

根据式
s

s

[ ]
n


  ，以及表 1-2-2 材料力学性能的有关数据，取 s =235MPa，则拉杆的许

用应力为 

s

s

235
[ ] 117.5MPa

2.0n


     

斜拉杆 C'D 的横截面积为 
2 2 2 2

2π( ) 3.14(60 40 )
1570mm

4 4

D d
A

 
    

由式（1-2-1）得： 
3

N
max

150 10
95.5MPa

1570

F

A
 

    
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因为 σmax=95.5MPa < [σ] =117.5 MPa，所以斜拉杆 C'D 的强度足够。 
 
【例 1-2-5】 如图 1-2-23（a）所示，简易吊车由等长的两杆 AC 及 BC 组成，在节点 C

受到载荷 G=350kN 的作用。已知杆 AC 由两根槽钢构成， AC[ ] =160MPa，杆 BC 由一根工字

钢构成， BC[ ] =100MPa，试选择两杆的截面面积。 

 

图 1-2-23  简易吊车 

解： 

（1）求杆 AC 和杆 BC 所承受的外力。 

取节点 C 为研究对象，其受力如图 1-2-23（b）所示，由平面汇交力系的平衡方程，

0xF  得：  

BC ACcos30 cos30 0F F    

0yF 同理，由 得： 

AC BCsin 30 sin 30 0F F G     

代入数据，得： 

FAC=FBC=350kN 

（2）确定杆 AC 和杆 BC 所承受的轴力。 

杆 AC 和杆 BC 均为二力杆，其轴力大小等于杆端的外力，即 

杆 AC：FN1=FAC=350kN 

杆 BC：FN2=FBC=350kN 

（3）确定截面面积大小。 

由 A≥FN /[]，则杆 AC 截面面积 A1为 

A1≥FN 1/[AC]=350×103/160=2187.5mm2 

由于杆 AC 由两根槽钢构成，每一根的截面面积为 

A1/2 =1093.75mm2 

杆 BC 截面面积 A2为 

A2≥FN 2/[BC]=350×103/100=3500mm2 

（4）确定型钢号数。   

查附录 A 的型钢表，10 号槽钢的截面面积为 1274.8mm2
。因为 1274.8mm2>1093.75mm2

，

所以杆 AC 用两根 10 号槽钢。而 20a 号工字钢的截面面积为 3550mm2
，因为

3550mm2>3500mm2 
，所以杆 BC 用一根 20a 号工字钢。 

 
【例 1-2-6】 如图 1-2-24（a）所示的三角形构架，钢杆 1 和铜杆 2 在 A、B、C 处铰接，

已知钢杆 1 的横截面面积为 A1=150mm2
，许用应力[1]=160MPa；铜杆 2 的横截面面积为
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A2=300mm2
，许用应力[ 2]=98MPa。该结构在节点处受铅垂方向的载荷 G 作用，试求 G 的最

大允许值。 

 

图 1-2-24  三角形构架 

解： 

（1）求轴力。以 A 点为研究对象，作受力图。列平衡方程： 

N2 N1

N1 N2

0 sin 30 sin 45 0

0 cos 45 cos30 0
x

y

F F F

F F F G

 

 

   
    

 

解得：FN1=0.52G，FN2=0.73G。 

（2）求 G 的最大允许值。 

N
max [ ]

F

A
  ≤  

由胡克定律得 FN1≤[]A1，则 0.52G≤160×150，解得： 

   G=46.2kN                                  （1） 

同理 FN2≤[]A2，0.73G≤98×300，解得： 

   G=40.273kN                                （2） 

为保证整个结构的安全，A 点载荷 G 的最大允许值应取（1）、（2）中的较小者，即 

                                 G=40.273kN 

项 目 小 结 

1．在材料力学中，求内力通常用的方法为截面法。 

2．轴向拉伸与压缩变形横截面上的内力为轴力，应力为正应力，正应力沿横截面均匀分

布。 

3．轴向拉伸与压缩变形的强度条件： N
max [ ]

F

A
  ≤ 。 

4．运用轴向拉伸与压缩变形的强度条件可解决工程上的三类问题：校核强度、设计截面

尺寸和确定许可载荷。 

思  考  题 

1-2-1  指出下列概念的区别。 

（1）内力与应力  （2）变形与应变  （3）极限应力与许用应力 
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1-2-2  两根不同材料制成的等截面直杆，承受相同的轴向拉力，它们的横截面面积和长度

都相等。试说明：（1）两杆横截面上的应力是否相等？（2）两杆的强度是否相等？（3）两杆

的绝对变形和相对变形是否相等？为什么？ 

1-2-3  将一条麦芽糖和一根粉笔分别拉伸和压缩，观察其变形现象，说明两种材料的力

学性能区别。 

1-2-4  若用刀沿纵向将筷子劈开和沿横向砍断，其难易程度显然不同。用刀切豆腐有这

种现象吗？根据材料各向同性和各向异性的概念，试比较这两种材料力学性能的差异。 

习    题 

1-2-1  试求图习题 1-2-1 指定截面上的轴力，作轴力图，并写出 FNmax。 

 

图习题 1-2-1  轴 

1-2-2  在圆杆上铣去一槽，如图习题 1-2-2 所示。已知杆受拉力 F=15kN 作用，杆直径

d=20mm，试求横截面 1-1 和 2-2 上的应力（铣去槽的横截面面积可以近似按矩形计算）。 

  

图习题 1-2-2  键槽 

1-2-3  如图习题 1-2-3 所示支架，在节点 B 处悬挂一重量 G=20kN 的重物，杆 AB 及 BC

均为圆截面钢制件。已知杆 AB 的直径为 d1=20mm，杆 BC 的直径为 d2=20mm，杆的许用应

力[]=100MPa。试校核支架的强度。 

1-2-4  如图习题 1-2-4 所示钢拉杆受轴向载荷 F=40kN 作用，材料的许用应力

[]=100MPa。横截面为矩形，且 b=2a，试确定截面尺寸 a 和 b。 

1-2-5  某悬臂吊车如图习题 1-2-5 所示。最大起重载荷 G=20kN，拉杆 BC 由两根等边角

钢组成，[]=100MPa。试按电动葫芦位于最右端位置时确定等边角钢的号数。 
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            图习题 1-2-3  支架                        图习题 1-2-4  拉杆 

1-2-6  在图习题 1-2-6 所示简易吊车中，AB 为钢杆，BC 为木杆。木杆 BC 的横截面面积

A1=3×104mm2
，许用应力[1]=3.5MPa；钢杆 AB 的横截面面积 A2=600mm2

，许用应力

[2]=140MPa。试求许用载荷[F]。 

                 

                     图习题 1-2-5  吊车                     图习题 1-2-6  简易吊车       

1-2-7  一钢制阶梯杆如图习题 1-2-7 所示。已知 AD 段横截面面积为 AAD=400mm2
，DB

段的横截面面积为 ADB=250mm2
，材料的弹性模量 E=200GPa。试求：（1）各段杆的纵向变形。

（2）杆的总变形 ABl 。（3）杆内的最大纵向线应变。 

 

图习题 1-2-7  钢制阶梯杆 
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项目 3   起重吊钩销钉的直径设计 

 

知识分布网络图 

 

学习目标 

1．掌握剪切的受力特点和变形特点； 

2．能够进行剪切与挤压的实用计算。 

学习任务 

如图 1-3-1 所示的起重机吊钩，用销钉联结。已知吊钩的钢板厚度 t=24mm，吊起时所能

承受的最大载荷 F=100kN，销钉材料的许用切应力[ ]= 60MPa，许用挤压应力[bs] =180MPa，

试设计销钉直径。 

 

图 1-3-1  起重机吊钩 

任务分析 

1．销钉的工作状态 

减速器被吊起时，其重量通过吊钩作用于销钉上。 
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2．建立力学模型，分析销钉的受力 

起吊后，如图 1-3-2（a）所示，销钉在 m-n 截面两侧受一对大小相等、方向相反、作用

线相距很近的力作用。在此对力作用下，销钉需要不被破坏，才能成功实施吊装工作。此类

破坏属于材料力学剪切变形的范畴。 

3．工作过程示范 

 

图 1-3-2  销钉受力分析 

解： 

（1）如图 1-3-2（b）所示，用截面法求剪力。 

s 2

F
F   

（2）按照剪切的强度条件设计销钉直径。 
3

2 4 2s
6

50 10
m 8.33 10 m

[ ] 60 10

F
A




  


≥  

销钉的圆截面面积为 
2π

4

d
A   

44 4 8.33 10
m 32.6mm

π 3.14

A
d

 
 ≥  

（3）设销钉的挤压应力各处均相同，按挤压的强度条件设计销钉直径。 

挤压力： bsF F  

挤压面积： bsA d t   

bs
bs

bs[ ]

F
A


≥  

3

6 3
bs

100 10
m

[ ] 180 10 24 10

F
d

t 




  
≥  

23.1mmd ≥  

为了保证销钉安全工作，必须同时满足剪切和挤压强度条件，经圆整，应取 d=35mm。 
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3.1  剪切与挤压的概念 

1．剪切的概念 

如图 1-3-3（a）所示，两块钢板用铆钉联结，铆钉在受力后的主要变形形式是剪切。当钢

板受外力 F 作用后，铆钉就受到钢板传来的左上侧、右下侧两个力的作用。铆钉在这一对力的

作用下，两力间的截面 m-m 处发生相对错动变形，如图 1-3-3（c）所示，这种变形称为剪切变

形。产生相对错动的截面 m-m 称为剪切面。只有一个剪切面的情况称为单剪；图 1-3-2（a）所

示的销钉联结中有两个剪切面的，则称为双剪。 

 

图 1-3-3  铆钉剪切 

综上所述，剪切变形的受力特点为：构件受到了一对大小相等、方向相反、作用线平行

且相距很近的外力。剪切的变形特点为：在这两力作用线间的截面发生相对错动。因剪切变

形造成的破坏叫剪切破坏。 

2．挤压的概念 

构件在受到剪切作用的同时，往往还伴随着挤压作用。例如，铆钉受剪切的同时，铆钉

和孔壁之间相互压紧，如图 1-3-4（a）所示，上钢板孔左侧与铆钉上部左侧，下钢板孔右侧

与铆钉下部右侧相互压紧，这种接触面上相互压紧的现象称为挤压。构件上受挤压作用的表

面称为挤压面，挤压面一般垂直于外力作用线。作用在挤压面上的力称为挤压力，用 Fbs 表

示；挤压力过大，挤压接触面会出现局部产生显著塑性变形甚至压陷的破坏现象，这种破坏

现象称为挤压破坏。 

 

图 1-3-4  铆钉挤压 
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3.2  剪切与挤压的实用计算 

联结件在工作中主要承受剪切和挤压的作用。由于联结件大多为短粗杆，应力和应变规

律比较复杂，因此，理论分析十分复杂，通常采用假定实用计算法。 

1．剪切的实用计算 

现以铆钉联结为例，说明剪切强度的实用计算方法。 

（1）剪切面上的内力—剪力 Fs 

用截面法分析铆钉受剪时剪切面上的内力。假设将铆钉沿 m-m 截面截开，如图 1-3-5 所

示，任取一部分为研究对象。为了与外力 F 平衡，在剪切面上加上一个大小与 F 相等，方向

与 F 相反的内力，此内力称为剪力，用 Fs表示。剪力是剪切面上分布内力的合力。对截取部

分列力的平衡方程，可求出剪力 Fs的大小，即 

0xF   

s 0F F   

可得 Fs=F。 

 

图 1-3-5  铆钉受力分析 

（2）剪切面上的应力—切应力  

剪切面上分布内力的集度以 表示，称为切应力，如图 1-3-5（d）所示。切应力在剪切面

上的分布情况是很复杂的，工程中为简便实用，通常采用以试验、经验为基础而建立的实用计

算法。该方法假设切应力在剪切面上是均匀分布的，所以切应力的大小可按下式直接计算： 

s /F A                           （1-3-1） 

式中， 为剪切面上的切应力，Fs为剪切面上的剪力，A 为剪切面面积。 

（3）剪切实用强度计算 

为了保证构件在工作时不被剪断，必须使构件剪切面上的切应力不超过材料的许用切应

力，即 

s /F A  ≤[ ]                         （1-3-2） 

上式就是剪切实用计算中的强度条件。式中，[ ] 为材料的许用切应力。试验表明，金属

材料的许用切应力[ ] 与材料的许用拉应力[ ] 之间存在如下关系： 

塑性材料：[ ] =(0.6～0.8) [ ]  

脆性材料：[ ] =(0.8～1.0) [ ]  
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2．挤压的实用计算 

挤压面上应力的分布一般也比较复杂，实用计算中通常也是假定挤压应力均匀地分布在

挤压面上。因此 

bs
bs

bs

F

A
                           （1-3-3） 

式中， bs 为挤压应力， bsF 为挤压面上传递的总压力， bsA 为挤压面的面积。在实用计算

中，当联结件与被联结件的接触面为平面时， bsA 为接触面的面积；当联结件与被联结件的接

触面为半圆柱面时， bsA 为直径平面的面积。在图 1-3-4 中平面 ABCD 的面积为d。 

相应的挤压强度条件为 

bs
bs bs

bs

[ ]
F

A
  ≤                      （1-3-4） 

式中， bs[ ] 为材料的许用挤压应力。在一般情况下，许用挤压应力 bs[ ] 与许用拉应力 [ ]

之间存在如下关系： 

塑性材料： bs[ ] ＝(1.7～2.0) [ ]  

脆性材料： bs[ ] ＝(0.9～1.5) [ ]  

如果相互挤压的两构件的材料不同，应对许用挤压应力较低的构件进行挤压强度计算。 

【例 1-3-1】 电动机主轴与皮带轮用平键联结，如图 1-3-6（a）所示。已知轴传递的最大

力矩 M=1.5kN·m，轴的直径 d=70mm，键的尺寸 20mm 12mm 100mmb h l     ，键和轴的

材料为 45 钢，其[ ] =60MPa， bs 1[ ] =100MPa，皮带轮材料为铸铁，其 bs 2[ ] =53MPa。试校

核键联结的强度。 

 

图 1-3-6  键联结 

解： 

（1）计算键所受的外力 F。 

取键与轴为研究对象，受力分析如图 1-3-6（b）所示。 

根据对轴心的力矩平衡方程，则 

O ( ) 0M  F  
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项目 3   起重吊钩销钉的直径设计 

0
2

d
M F    

32 2 1.5 10 N m
42.9kN

70mm

M
F

d

  
    

（2）取键的下半部分为研究对象，受力分析如图 1-3-6（c）所示。 

确定剪切面为上水平截面，A=bl；挤压面为右侧面，Abs=
1

2
hl 。 

（3）校核键的剪切强度。 

Fs=F=42.9kN 
3

s
max

42.9 10 N
21.45MPa<60MPa

20mm 100mm

F

A
 

  


 

（4）校核键的挤压强度。 

bs 42.9kNF F   

由于皮带轮材料的许用应力较低，因此只需要对皮带轮的轮毂进行挤压强度校核。 
3

bs
b b 2s s

bs

42.9 10 N
= 71.5MPa

12mm 10
[ ] 53MPa

0mm
2

F

A
   


  

故皮带的挤压强度不够，而键和轴的挤压强度足够。 

项 目 小 结 

1．剪切变形的受力特点。 

构件受到了一对大小相等、方向相反、作用线平行且相距很近的外力。 

2．剪切的变形特点。 

在两力作用线间的截面发生相对错动。 

3．剪切和挤压的实用计算。 

sF

A
   ≤  

bs
bs bs

bs

[ ]
F

A
  ≤  

4．剪力与挤压力、剪切面和挤压面。 

剪力是内力，挤压力是外力。剪切面是发生相对错动的面，一般平行于外力；挤压面是

联结件间的接触面，一般垂直于外力。当挤压面是平面时，其计算面积等于实际面积；当挤

压面是圆周面时，其计算面积等于圆柱面的直径面积。 

思  考  题 

1-3-1  压缩与挤压是否相同？请分析并指出图思考题 1-3-1 中哪个物体需考虑压缩强

度？哪个物体需考虑挤压强度？ 

1-3-2 “剪力和挤压力分别是物体受剪切和挤压作用时的内力”，对吗？为什么？ 

1-3-3  螺栓在使用时，为什么常加垫圈？ 
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工程力学应用（静力学、材料力学） 

 

图思考题 1-3-1 

1-3-4  在钢板上冲击一个孔，在一定条件下，为什么冲击的钢板越厚孔越小？ 

1-3-5  铆钉联结中，要提高其抗剪能力和抗挤压能力，分别可以采取什么措施？ 

习    题 

1-3-1  如图习题 1-3-1 所示切料装置，用刀具把切料模中12mm 的棒料切断。棒料的抗

剪强度p=320MPa。试计算切断力。 

1-3-2  如图习题 1-3-2 所示，已知焊缝的许用切应力 [ ] =100MPa，钢板的许用拉应力

[ ] =160MPa。试计算图示焊接板的许用荷载[ ]F ，图中长度单位为 mm。 

     

       图习题 1-3-1  切料装置                  图习题 1-3-2  焊缝 

1-3-3  矩形截面的木拉杆的接头如图习题 1-3-3 所示。已知轴向拉力 F=50kN，截面宽度

b=250mm，木材的顺纹许用挤压应力 bs[ ] =10MPa，顺纹许用切应力[ ] =1MPa。求接头处所

需的尺寸 l 和 a。 

 

图习题 1-3-3  木拉杆接头 

1-3-4  如图习题 1-3-4 所示螺栓联结构件。 

（1）若 D=2d=32mm，h=12mm，拉杆材料的许用应力[ ] =120MPa，[ ] =70MPa， bs[ ] = 

170MPa。试求拉杆的许用荷载[ ]F 。 

（2）若螺栓受拉力 F 作用。已知材料的许用切应力 [ ] 和许用拉应力 [ ] 的关系为



 

 61 

项目 3   起重吊钩销钉的直径设计 

[ ] =0.6[ ] 。试求螺栓直径 d 与螺栓头高度 h 的合理比例。 

1-3-5  如图习题 1-3-5 所示，设钢板与铆钉的材料相同，许用拉应力[ ] =160MPa，许用

切应力[ ] =100MPa，许用挤压应力 bs[ ] =2800MPa，钢板的厚度=10mm，宽度 b=80mm，

铆钉直径 d=16mm。试确定该联结件所允许承受的轴向拉力 F（假设各铆钉受力相同）。 

     

       图习题 1-3-4  螺栓联结         图习题 1-3-5  铆钉联结 
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工程力学应用（静力学、材料力学） 

 

 

项目 4  减速器输出轴的强度校核 

 

知识分布网络图 

 

学习目标 

1．掌握扭转、弯曲及弯扭组合变形的受力特点和变形特点； 

2．能够进行扭转、弯曲及弯扭组合的强度计算和刚度计算； 

3．增强学生的工程思想以及解决实际问题的能力。 

学习任务 

如图 1-4-1 所示，减速器齿轮箱中的输出轴转速为 n=76.4r/min；输入功率Ｐ=3.8kW；从

动轮的节圆直径 d = 250mm；齿轮压力角= 20°；若轴的许用应力[ ] =60MPa。要求按第三

强度理论校核轴的强度。 
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项目 4  减速器输出轴的强度校核 

 

图 1-4-1  减速器输出轴的受力分析 

任务分析 

1．减速器的工作状态  

减速器由电动机输入功率，输入轴与电动机相连，经过齿轮传动，输出轴输出功率。 

2．输出轴的工作状态 

减速器输入轴上的运动由齿轮传动传递到减速器输出轴，再经键、联轴器等元件将运动

传递给工作机。 

3．建立力学模型，分析输出轴的受力  

输出轴在 A、B 点受轴承施予的约束力；在 D 点的齿轮受到圆周力 Ft2和径向力 Fr2；在

C 点受到联轴器施予的力偶 MC（如图 1-4-1（b）所示）。 

4．绘制输出轴的受力图 

将图 1-4-1（b）中齿轮的圆周力和径向力平移到轴线，得到输出轴的受力图 1-4-1（c）。 
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工程力学应用（静力学、材料力学） 

5．输出轴变形分析 

将输出轴受力图 1-4-1（c）进行分解：在力偶作用下，发生扭转变形；在与轴垂直的力

作用下，发生弯曲变形。 

鉴于轴的这种变形，决定工作过程如下：  

（1）输出轴的受扭分析； 

（2）输出轴受弯分析； 

（3）输出轴弯扭组合变形分析。 

任务 4.1  输出轴受扭分析 

学习目标 

1．掌握受扭零件的受力特点和变形特点； 

2．能够按扭转强度条件进行强度及刚度计算。 

学习任务 

已知减速器齿轮箱中的输出轴转速为 n=76.4r/min；输入功率Ｐ=3.8kW。根据减速器输出

轴的受力和变形分析，输出轴在力偶作用下发生扭转变形如图 1-4-2 所示，请分析输出轴受扭

时的内力。 

 

图 1-4-2  减速器输出轴的扭转受力分析 

解： 

（1）计算外力偶矩。 

MD=MC=9550P/n=9550×3.8/76.4=475N·m 

（2）内力分析。 

将输出轴沿截面 I-I 截开，取左侧部分为研究对象，如图 1-4-3（a）、（b）所示。 

由平衡条件得： 

∑M=0 

MD-T=0 

T=MD=475N·m 

（3）画扭矩图。 

扭矩图如图 1-4-3（c）所示，可见，输出轴上受到值为 475N·m 的均匀扭矩。 
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项目 4  减速器输出轴的强度校核 

 

图 1-4-3  输出轴内力分析 

4.1.1  圆轴扭转概念 

扭转变形是构件的基本变形形式之一。例如，螺纹攻丝时，

要在手柄两端加上大小相等、方向相反的力，这两个力在垂直于

丝锥轴线的平面内构成一个力偶，使丝锥转动，下面丝扣的阻力则形成转向相反的力偶，阻

碍丝锥的转动。丝锥在这一对力偶的作用下产生扭转变形。汽车传动轴（汽车传递发动机动

力的传动轴）AB，轴的左端受发动机的主动力偶作用，轴的右端受到传动齿轮的阻力偶作用，

两个转动方向相反的力偶对轴产生了扭转作用。另外，方向盘的操纵杆，钻孔时的钻头、电

动机轴、搅拌器轴、车床主轴等，这些杆件在工作时受到两个转动方向相反的力偶作用，它

们均为扭转变形的实例。产生扭转变形的杆件均可简化为如图 1-4-4 所示的计算简图。 

 

图 1-4-4  扭转杆件计算简图 

从上例可见，杆件扭转时的受力特点：作用在杆两端的一对力偶，大小相等，方向相反，

而且力偶作用面垂直于杆轴线。扭转变形的特征：杆的各横截面绕轴线发生相对转动。杆件

任意两横截面间相对转过的角位移称为扭转角，简称转角，常用表示。 

4.1.2  圆轴扭转时横截面上的内力 

1．外力偶矩的计算 

在工程实际中，作用在轴上的外力偶矩一般并不是直接给出的，通常已知的是轴传递的

功率和轴的转速，因此作用在轴上的外力偶矩要运用下式来确定： 

Me=9550P/n                          （1-4-1） 

式中，Me为外力偶矩（N·m）；P 为轴传递的功率（kW）；n 为轴的转速（r/min）。 

在确定外力偶矩的转向时应注意，输入端受到的外力偶矩是带动轴转动的主动力偶矩，它的

转向应与轴的转向一致；而输出端受到的外力偶矩是阻力偶矩，它的转向应与轴的转向相反。 
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工程力学应用（静力学、材料力学） 

2．扭矩的计算 

确定了作用在轴上的所有外力偶矩后，即可用截面法计算圆轴扭转时各横截面上的内力。

如图 1-4-5（a）所示轴，在其两端垂直于杆轴线的平面内，

作用有一对反向力偶 Me，杆件处于平衡状态。为了求出轴

的内力，用一假想截面 m-m 将轴切开，任取一段（如取左

段Ⅰ）为研究对象，如图 1-4-5（b）所示。其上受一外力

偶矩 Me 作用，要使其平衡，m-m 截面上必有一力偶矩 T

与外力偶矩 Me相平衡，即截面上的内力是一力偶矩。 

根据平衡条件得： 

e0 0M T M     

eT M  

T 是轴在扭转时截面上的内力偶矩，称为扭矩。如取

右段Ⅱ为研究对象，如图 1-4-5（c）所示，可得到同样数

值的扭矩，但是两者的转向相反，这是作用和反作用的原

因。为了使不论取左段还是右段为研究对象时，所得同一

截面上的扭矩正负号相同，对扭矩的正负号做如下规定：

用右手螺旋法则将扭矩表示为矢量，即右手的四指弯曲方

向表示扭矩的转向，大拇指表示扭矩矢量的指向，若矢量

的指向离开截面，则扭矩为正，反之为负。因此，不论取左段或右段作为研究对象，其扭矩

不但数值相等，而且符号相同。图 1-4-5 中不论取左段还是右段为研究对象，其扭矩均为正值。 

截面上的扭矩转向如果都按正向设定，计算结果为负值时，说明扭矩转向与所设相反，

则扭矩为负。 

3．扭矩图 

当轴上作用两个以上外力偶时，则轴上各段扭矩 T 的大小和

方向有所不同。为了形象地表达轴上各截面扭矩大小和符号的变化情况，可用扭矩图来表示。 

在扭矩图上，以横轴表示轴上截面的位置，纵轴表示扭矩的大小，正扭矩画在纵轴正向，

负扭矩画在负向。根据扭矩图可清楚地看出轴上扭矩随截面的变化规律，便于分析轴上的危

险截面，以便进行强度计算。 

下面举例说明扭矩的计算与扭矩图的绘制方法。 

【例 1-4-1】 如图 1-4-6（a）所示传动轴，已知轴的转速为 n=300r/min，主动轮 A 的输入

功率 PA=400kW，三个从动轮 B、C、D 的输出功率分别为 PB=120 kW、PC=120kW、PD=160kW，

试求各段轴的扭矩并画出传动轴的扭矩图，确定最大扭矩|T|max。 

解： 

（1）先求出主、从动轮上所受的外力偶矩。 

A
eA

9550 9550 400
N m=12.7kN m

300

P
M

n


     

 

图 1-4-5  圆轴扭转的内力分析 
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项目 4  减速器输出轴的强度校核 

 

图 1-4-6  传动轴的内力分析  

B
eB eC

9550 9550 120
N m=3.8kN m

300

P
M M

n


      

D
eD

9550 9550 160
N m=5.1kN m

300

P
M

n


     

（2）用截面法求各段轴的扭矩：在 BA、AC、CD 段任取截面 1-1、2-2、3-3，并取相应

轴段为研究对象，画受力图如图 1-4-6（b）所示。由平衡条件得： 
0M     1 eB 3.8kN mT M    

0M     2 eB eA 3.8 12.7 8.9kN mT M M        

0M     3 eD 5.1kN mT M     

（3）画扭矩图如图 1-4-6（c）所示，最大扭矩发生在 AC 段， max| | 8.9kN mT   。 

4.1.3  圆轴扭转时的应力与变形 

1．圆轴扭转时的应力 

为了研究圆轴扭转时的应力，先来观察圆轴的扭转变形。取一等截面圆轴，如图 1-4-7（a）

所示，在其表面上划出两条平行于轴线的纵向线和两条代表横截面的圆周线。扭转后的情况

如图 1-4-7（b）所示。 
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工程力学应用（静力学、材料力学） 

 

图 1-4-7  圆轴扭转的变形 

由图上可以看出：圆周线的形状、大小及相互之间的距离都没有变化，但它们绕轴线发

生了相对转动；所有纵向线倾斜了同一角度γ，使圆轴表面上的矩形变为平行四边形。 

根据观察可知，圆轴扭转后，各横截面相对地转过了一个角度，但仍保持为互相平行的

平面，而且圆周大小与形状保持不变，这就是扭转时的平面假设。 

根据圆轴扭转时的平面假设可以得出：扭转变形时，圆轴相邻横截面间的距离不变，圆

轴没有纵向变形，所以横截面上没有正应力。扭转变形时，各纵向线同时倾斜了相同的角度，

各横截面绕轴线产生了相对转动，即相邻横截面上各点都发生了相对错动，出现了剪切变形，

因此横截面上各点都存在着切应力。又因截面半径长度不变，所以切应力方向与半径垂直。 

综上所述，我们知道圆轴扭转时横截面上有垂直于半径方向的切应力。应用静力学平

衡条件、变形的几何条件及胡克定律，可以推导出圆轴扭转时横截面上各点切应力的计算

公式为 

ρ
p

T

I

                             （1-4-2） 

式中， ρ 为横截面上距圆心  处的切应力（MPa）；T 为横截面上的扭矩（N·mm）； 为

横截面上任一点距圆心的距离（mm）； pI 为横截面的极惯性矩（mm4
），它表示截面的几何性

质，它的大小与截面形状和尺寸有关。 

上式说明：横截面上任一点处的切应力的大小与该点到圆心的距离  成正比，圆心处的

切应力为零，同一圆周上各点切应力相等。切应力分布规律如图 1-4-8 所示，图 1-4-8（a）所

示为实心轴截面，图 1-4-8（b）所示为空心轴截面。 

 

图 1-4-8  圆轴扭转横截面上的切应力 

由图可见，在圆截面的边缘上，即ρ=R 时，该处切应力最大，其值为 

max
p

TR

I
   

若令 p
p

I
W

R
 ，则上式可写成如下形式： 
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max
p

T

W
                              （1-4-3） 

式中，Wp称为抗扭截面系数（mm3
）。从式（1-4-3）可知，Wp越大， max 就越小。因此，

Wp是横截面抵抗扭转破坏的截面几何量。式（1-4-2）和式（1-4-3）只适用于圆截面轴，而且

截面上的最大切应力不得超过材料的剪切比例极限。 

2．极惯性矩和抗扭截面系数 

工程中，轴的横截面通常有圆形（实心）和圆环形（空心）两种，它们的极惯性矩和抗

扭截面系数按下列公式计算。 

（1）圆形截面。设直径为 D，则 

极惯性矩：                    
4

4
p

π
= 0.1

32

D
I D                         （1-4-4） 

抗扭截面系数：              
4 3

p 3
p

2 2π π
= 0.2

32 16

I D D
W D

D D
                 （1-4-5） 

（2）圆环形截面。设外径为 D，内径为 d， =
d

D
 ，则 

极惯性矩：
              

4
4

4 4

p

π 1
π π

32 32 32

d
D

DD d
I

    
     

  

或 
4 4

4 4
p

π (1 )
0.1 (1 )

32

D
I D

 
                   （1-4-6） 

抗扭截面系数：           
3 4

p 3 4
p

2 π (1 )
= 0.2 (1 )

16

I D
W D

D

 
              （1-4-7） 

【例 1-4-2】 已知空心轴的外径 D=35mm，内径 d=25mm，两端受力偶矩 Me=150N·m 作

用，试计算轴横截面上的最大切应力max。 

解： 

（1）计算扭矩。 

用截面法可求得轴横截面上的扭矩为 

T=Me=150N·m 

（2）计算抗扭截面系数 Wp。 
4

3

3 4
3 3

p

25
π 35 1

35π (1 )
mm 6231mm

16 16

D
W



      
      

 

（3）计算最大切应力。 
3

max
p

150 10
24.1MPa

6231

T

W
 

    

3．圆轴扭转时的变形 

圆轴扭转时，其变形的大小用任意两横截面间绕轴线相对转过的角度来度量，角称
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为相对扭转角，如图 1-4-9 所示。 

 

图 1-4-9  圆轴扭转的相对扭转角  

由理论分析可知，相对扭转角与扭矩、截面尺寸及材料性能有如下关系： 

p

T l

GI
                            （1-4-8） 

式中，T 为横截面上的扭矩，l 为两截面间的距离，G 为材料的切变模量，Ip为截面的极

惯性矩。从式中可以看出，GIp越大，在相同的扭矩作用下扭转角越小。因此，它表示圆轴

抵抗扭转变形的能力，故 GIp称为抗扭刚度。 

为消除轴长度的影响，工程上常采用单位长度上的扭转角来表示，即 

p

T l

l GI

                              （1-4-9） 

式中， 的单位为弧度/米（rad/m），工程实际中常用度/米（°/m）来表示，故式（1-4-9）

可改写为  

max
p

180

π

T

GI
                             （1-4-10） 

注意，式（1-4-8）、式（1-4-9）和式（1-4-10）只适用于材料在线弹性范围内的情况。 

4.1.4  圆轴扭转时的强度和刚度计算 

1．圆轴扭转时的强度计算 

为了保证圆轴安全正常地工作，则要求圆轴的最大工作切应力max 小于材料的许用切应

力[]，即 

max
p

[ ]
T

W
  ≤                         （1-4-11） 

上式为圆轴扭转时的强度条件。式中 T 和 Wp 分别为危险截面的扭矩和抗扭截面系

数。 

【例 1-4-3】 某传动轴，已知轴的直径 d=40mm，转速 n=200r/min，材料的许用切应力

[]=60MPa，试求此轴可传递的最大功率。 

解： 

（1）确定许可外力偶矩。由扭转强度条件得： 
3 9 6

p[ ] (0.2 40 10 60 10 )N m=768N mT W        ≤  

Me=T=768N·m 
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（2）确定最大功率。由式（1-4-1）得： 

e 768 200
kW 16kW

9550 9550

M n
P

   
 

≤  

2．刚度计算 

圆轴扭转时，除了要满足强度条件外，还要求不产生过大的扭

转变形。例如，机床主轴在运转时若产生过大的扭转变形，则会发

生扭振而影响被加工零件的精度。因此，对传动轴的扭转变形必须加以限制，工程上通常

要求轴的最大单位长度扭转角 小于等于许用单位长度扭转角[]，即 

                        max
p

180
[ ]

π

T

GI
  ≤                        （1-4-12） 

上式就是圆轴扭转时的刚度条件。式中 T 和 Ip分别是危险截面上的扭矩和极惯性矩。[]

的数值可从有关手册中查得。一般情况下，可参照下列标准： 

精密机械的轴：[]=(0.25～0.5)°/m 

一般传动轴：[]=(0.5～1.0)°/m 

精度要求不高的轴：[]=(1.0～2.5)°/m 

根据扭转刚度条件，可以解决三类问题，即校核刚度、设计截面和确定许可载荷。 

【例 1-4-4】 汽车传动轴 AB 由 45 号无缝钢管制成，外径 D =90mm，内径 d=85mm，许

用切应力[]=60MPa，[]=1.0°/m，工作时最大力偶矩 M=1500N·m，G=80GPa。试校核其强

度及刚度。 

解：    

（1）强度校核。传动轴各截面上的扭矩均为 

T=M=1500N·m 

传动轴的抗扭截面系数为 
4

3 4 3 3 3
p

85
0.2 (1 ) 0.2 90 1 mm 29800mm

90
W D 

            
     

 

传动轴横截面上的最大切应力为 
3

max
p

1500 10
MPa 50.3MPa [ ]

29800

T

W
 

     

传动轴满足强度要求。 

（2）刚度校核。传动轴的极惯性矩为 
4

4 4 4 3 4 4
p

85
0.1 (1 ) 0.1 90 1 mm 134 10 mm

90
I D 

             
     

 

3
3

max 3 4
p

180 180 1500 10
10 ( /m) 0.8 / m [ ]

π 3.14 80 10 134 10

T

GI
  

    
   

 
 

传动轴满足刚度要求。 
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任务 4.2  输出轴受弯分析 

学习目标 

1．了解减速器工作原理及输出轴的工作过程，会对减速器输出轴进行受弯分析； 

2．会画剪力图和弯矩图； 

3．掌握梁的强度、刚度计算； 

4．培养学生严谨的工作作风和分析问题、解决问题的能力； 

5．会将工程问题简化成力学模型。 

学习任务 

如图 1-4-10 所示，已知减速器齿轮箱中的从动轴转速 n=76.4r/min；输入功率 P=3.8kW，两

轴承中心间的跨距Ｌ= 127mm。从动齿轮节圆直径 D=250mm；两齿轮啮合时的啮合角 α'=20°。

求该轴弯曲变形时所产生的最大弯矩值。 

 

图 1-4-10  减速器齿轮箱的从动轴 

任务分析 

减速器齿轮箱的从动轴受到齿轮对它的径向力和圆周力共同作用，在此两力作用下，轴

会产生水平方向和垂直方向的弯曲变形。通过对轴进行受力分析，继而可得出轴所承受的最

大弯矩。 

（1）画轴的空间受力简图（如图 1-4-11（a）所示）。为了简化计算，将轴承视为铰链支

座，支座位置在轴承宽度的中点。 

（2）求轴上弯矩。 

先求转矩： 

Ｔ2=9550P/n=9550×3.8/76.4=475.9N·m 
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图 1-4-11  减速器齿轮箱的从动轴的受力分析 

再求齿轮所受圆周力、径向力： 

Ft2=2T2/d2=2×475.9×103/250=3807N 

Fr2=Ft2tanα'=3807×tan20°=1386N 

① 作 xy 面内的弯矩图。  

画 xy 面内轴的受力图，如图 1-4-11（b）所示，由垂直面上力矩平衡关系可得支反力为 

FAV=FBV=Fr2/2=1386/2=693N 

求各节点的弯矩： 

MAV =MBV=0 

MDV=FAVL/2=693×0.127/2=44 N·m 

作 xy 面内的弯矩图，如图 1-4-11（c）所示。 

② 作 xz 面内的弯矩图。  

画 xz 面内轴的受力图，如图 1-4-11（d）所示，由 xz 面上力矩平衡关系可得支反力为 

FAH=FBH=Ft2/2=3807/2=1903.5N 

求各节点的弯矩：   

MAH=MBH=0 

MDH=FAHL/2=1903.5×0.127/2=120.87 N·m 

作 xz 面上弯矩图，如图 1-4-11（e）所示。 

③ 作合成弯矩图。  

在 D 点处，合成弯矩 MD为  
2 2 2 2

D DV DH 44.0 120.87 128.63N mM M M       
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在 A、B 点合成弯矩为  

MA =MB=0 

作合成弯矩图如图 1-4-11（f）所示。该轴的最大弯矩在Ｄ截面，最大弯矩值为 128.63 N·m。 

4.2.1  直梁弯曲 

1．对称弯曲 

正如注塑模支承板在工作时的受力情况一样，工程中很多机构设备在工作中受到弯曲变

形的影响。如承受设备及起吊重量的桥式起重机的大梁（见图 1-4-12）、承受转子重量的电机

轴（见图 1-4-13）等，在工作时最容易发生的变形就是弯曲。其受力特点：杆件都是受到与

杆轴线相垂直的外力（横向力）或外力偶的作用的。其变形为杆轴线由直线变成曲线，这种

变形称为弯曲变形。 

          

         图 1-4-12  桥式起重机的大梁                         图 1-4-13  电机轴    

工程中的梁，其横截面通常都有一纵向对称轴。该对称轴与梁的轴线组成梁的纵向对称

面，如图 1-4-14 所示。外力或外力偶作用在梁的纵向对称平面内，则梁变形后的轴线在此平

面内弯曲成一平面曲线，这种弯曲称为对称弯曲。这里主要讨论对称弯曲问题。 

2．梁的基本形式 

根据梁的支承情况，一般可简化为以下三种形式： 

（1）简支梁。梁的一端为固定铰支座，另一端为活动铰支座，如图 1-4-15（a）所示。 

（2）外伸梁。带有外伸端的简支梁，如图 1-4-15（b）所示。 

（3）悬臂梁。梁的一端为固定端，另一端为自由端，如图 1-4-15（c）所示。 

                

                   图 1-4-14  梁的弯曲                           图 1-4-15  梁的形式               

在对称弯曲的情况下，梁的主动力与约束力构成平面力系。上述简支梁、外伸梁和悬臂

梁的约束力，都能由静力平衡方程确定，因此又称为静定梁。 

在工程实际中，有时为了提高梁的强度和刚度，采取增加梁的支承的办法，此时静力平
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衡方程就不足以确定梁的全部约束力，这种梁称为静不定梁或超静定梁。 

4.2.2  梁弯曲时横截面上的内力—剪力和弯矩 

1．剪力和弯矩的计算 

梁在载荷作用下，根据平衡条件可求得支座反力。当作用在梁上的所有外力（载荷和支

座反力）都已知时，用截面法可求出任一横截面上的内力。 

（1）剪力和弯矩的计算 

设梁 AB 受横向力作用（见图 1-4-16（a）），相应的支反力为 FAy、FBy。现求距 A 端 x 处

横截面上的内力。由截面法将梁切开，任取其中一段，例如左段（见图 1-4-16（b））作为研

究对象。因原来梁处于平衡状态，故左段梁在外力及截面处内力的共同作用下亦应保持平衡。

由于外力均垂直于梁的轴线，故截面上必有一与截面相切的内力即 FS，和一个在外力作用面

内的内力偶即 M 与之平衡，FS和 M 分别称为剪力和弯矩。 

 

图 1-4-16  截面法求梁的内力 

对左段列平衡方程有 
0yF  ， A 1 S 0yF F F    

得：                       

S A 1yF F F   

即剪力在数值上等于左段所有外力的代数和。  

由        

C 0M  ， A 1( ) 0yF x F x a M      

得：                       

A 1( )yM F x F x a    

矩心 C 为截面的形心，故弯矩在数值上等于左段梁上所有外力对截面形心 C 的力矩的代

数和。 

（2）正负号的规定 

为使以上两种情况所得同一横截面上的内力具有相同的正、负号，对剪力与弯矩的正负
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做如下规定：研究对象的横截面左上右下的剪力为正，反之为负；使弯曲变形为凹向上的弯

矩为正，反之为负（见图 1-4-17）。 

（3）结论 

弯曲时梁横截面上的剪力在数值上等于该截面一侧外力的代数和；横截面上的弯矩在数

值上等于该截面一侧外力对该截面形心的力矩的代数和。 

 

图 1-4-17  剪力与弯矩的正负号规定 

应用上述结论时，横截面上的外力的正、负号规定如下：计算剪力时，截面左上右下的

外力取正，反之为负。计算弯矩时，向上的外力（不论在截面的左侧或右侧）对形心的矩为

正，反之为负；或截面左侧的顺时针力偶及截面右侧的逆时针力偶取正，反之为负。利用上

述规则，可直接根据截面左侧或右侧梁上的外力求横截面上的剪力和弯矩。 

【例 1-4-5】 如图 1-4-18 所示简支梁受集中力 F=1000N，集中力偶 M=4kN·m 和均布载荷

q=10kN/m 的作用，试根据外力直接求出图中 1-1 和 2-2 截面上的剪力和弯矩。 

 

图 1-4-18  简支梁 

解：   

（1）求支反力。 

B 0M   
3

A0.75m 1m 10 10 N / m 0.5m 0.25m 0yF F M          

A 2000NyF    

0yF  ， A B0.5 0y yF F q F     

B 8000NyF   

（2）求截面内力。 

① 由左侧外力计算。 

1-1 截面： 

S1 A 2000NyF F    

1 A 0.2m 2000N 0.2m 400N myM F         

2-2 截面： 
4

S2 A 0.1 2000N 1000N 10 N / m 0.1m 4000NyF F F q            
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          2 A 0.6m 0.35m 0.1m 0.05myM F F M q         

             42000N 0.6m 1000N 0.35m 4000N m 10 N / m 0.1m 0.05m           

         2400N m   

② 由右侧外力计算。 

1-1 截面： 
4

S1 B 0.5 8000N 10 N / m 0.5m 1000N 2000NyF F q F             

      1 B 0.8m 0.5m 0.55m 0.05myM F q M F         

     48000N 0.8m 10 N / m 0.5m 0.55m 4000N 1000N 0.05m         

     400N m    

2-2 截面： 
3

S2 B0.4 10 10 N / m 0.4m 8000N 4000NyF q F          

            4
2 B 0.4 0.4m 0.2m 8000N 0.4m 10 N / m 0.4m 0.2myM F q           

           2400N m   

两侧计算结果完全相同，但截面 1-1 上的内力由左侧计算较简便，截面 2-2 上的内力则

由右侧计算较方便。 

由以上计算的结果可知，计算内力时可任取截面左侧或右侧，一般取外力较少的杆段为

好。 

2．剪力、弯矩图 

在一般情况下，梁横截面上的剪力和弯矩是随截面的位置不同而变化的。如果沿梁轴线

方向选取坐标 x 表示横截面的位置，则梁的各截面上的剪力和弯矩都可表示为 x 的函数，即 

S S ( ) ( )F F x M M x ，  

上述两式分别称为梁的剪力方程和弯矩方程。 

如果以 x 为横坐标轴，以 SF 或 M 为纵坐标轴，分别绘制 SF = SF (x)，M=M(x)的函数曲线，

则分别称为剪力图和弯矩图。 

从剪力图和弯矩图上可以很容易确定梁的最大剪力和最大弯矩，以及梁的危险截面的位

置。在梁的强度计算和刚度计算中，一般弯矩起主要的作用，因此此处主要研究弯矩方程的

建立和弯矩图的绘制。下面举例说明弯矩图的作法。 

【例 1-4-6】 如图 1-4-19 所示悬臂梁，在自由端受集中力 F 作用，试作梁的剪力图与弯

矩图。 

解：   

（1）列剪力、弯矩方程。 

选取截面 A 的形心为坐标原点，坐标轴如图 1-4-19（a）所示。在截面 x 处切取左段为研

究对象，则有 

S ( )F x F      （0<x<1） 

( )M x Fx     （0≤x≤1） 

（2）画剪力、弯矩图。 

剪力为常数，所以剪力图为一水平直线，如图 1-4-19（b）所示。 

弯矩 M 为 x 的一次函数，所以弯矩图为一条斜直线。由弯矩方程可知： 
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x=0，M=0；x=l，M=-Fl 

过原点（0，0）与点（l，-Fl）连直线即得弯矩图，如图 1-4-19（c）所示。由图可知，

弯矩的最大值在固定端的左侧截面上， max| |M Fl ，故固定端截面为危险截面。 

 

图 1-4-19  受集中力作用的悬臂梁 

 
【例 1-4-7】 如图 1-4-20 所示悬臂梁，在全梁上受集度为 q 的均布载荷作用。试作该梁

的剪力图与弯矩图。 

 

图 1-4-20  受均布载荷作用悬臂梁 

解： 

（l）列剪力、弯矩方程。 

选取截面 A 的形心为坐标原点，并在截面 x 处切取左段为研究对象，则 

S ( )F x Fx   （0≤x<1） 
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2

( )
2

ql
M x    （0≤x<1） 

（2）画剪力、弯矩图。 

由上式可知，剪力 SF 是 x 的一次函数，所以剪力图是一条斜直线，确定其起点和终点连

线即得剪力图。x=0， SF =0，x=l， SF =-ql，如图 1-4-20（b）所示；弯矩 M 是 x 的二次函数，

弯矩图是一抛物线。由二次曲线性质可知，此曲线顶点为（0，0），开口向下，可确定几点画

出该曲线（见图 1-4-20（c））。 

2

2

0 0

1

2 8

2

x M

ql
x M

ql
x l M

 

  

  

，

，

，

 

由图可知，在固定端左侧上的弯矩最大，为
2

max| |
2

ql
M  。  

 
【例 1-4-8】 如图 1-4-21（a）所示简支梁，在全梁上受均布载荷作用，试作此梁的剪力

图和弯矩图。 

 

图 1-4-21  受均布载荷作用的简支梁 

解：   

（1）求支反力。 

由 A 0M  及 B 0M  ，得： 

A B 2y y

ql
F F   

（2）列剪力、弯矩方程。 

取 A 为坐标原点，并在截面 x 处切取左段为研究对象，则 

S AyF F qx     （0<x<l） 
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2 2

A 2 2 2y

qx qxl qx
M F x      （0≤x≤l） 

（3）画剪力、弯矩图。 

上式表明，剪力是 x 的一次函数，因此剪力图为一斜直线，只需确定直线起点及终点的

坐标 S (0) / 2F ql ， S ( ) / 2F l ql  ，作这两点的连线即成剪力图，如图 1-4-21（b）所示。弯

矩是 x 的二次函数，弯矩图是一条抛物线。由均布载荷在梁上的对称分布特点可知，抛物线

的最大值应在梁的中点处，如图 1-4-21（c）所示。 

2

0 0

1

2 8
0

x M

ql
x M

x l M

 

 

 

，

，

，

 

 
【例 1-4-9】 如图 1-4-22（a）所示简支梁，在 C 点处受集中载荷 F 作用，试作出剪力图、

弯矩图。 

解：   

（1）求支反力。 

由 A 0M  及 B 0M  ，得： 

A By y

Fb Fa
F F

l l
 ，  

 

图 1-4-22  受集中力作用的简支梁 

（2）列剪力、弯矩方程。 

由于集中力作用点两侧临近截面上剪力有突变，所以剪力方程在 C 点不连续，因此要把

梁 AB 分为 AC、CB 两段考虑。 

AC 段：                    S 1 A( ) y

Fb
F x F

l
    （0<x1<a） 
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1 B 1 1( ) ( ) ( )y

Fa
M x F l x l x

l
      （0≤x1≤a） 

CB 段：                S 2 A( ) y

Fa
F x F F

l
      （a<x2<l） 

2 A 2 2 2 2( ) ( ) ( )y

Fb
M x F x F x a x F x a

l
        （a≤x2≤l） 

（3）画剪力、弯矩图。 

由函数作图法可知，AC 段剪力为常数，弯矩图是斜直线；CB 段剪力也为常数，弯矩图

也是斜直线。 

AC 段： S S0 0 
Fb Fb Fab

x F M x a F M
l l l

     ， ， ； ， ，  

BC 段： S S 0
Fa Fab Fa

x a F M x l F M
l l l

       ， ， ； ， ，  

剪力、弯矩图如图 1-4-22（c）所示，最大弯矩在集中力作用的 C 截面处， max| |
Fab

M
l

 。 

 
【例 1-4-10】 如图 1-4-23（a）所示梁，在 C 点处作用一集中力偶 MO，试画出此梁的剪

力、弯矩图。 

解：   

（1）画受力图求支反力。 

由平衡方程求得： A O /F M l ， B O /F M l 。 

（2）列剪力、弯矩方程。 

由于集中力偶作用点两侧临近截面上弯矩有突变，弯矩方程在该点不连续，因此要把 AB

梁分为 AC、CB 两段考虑。截面坐标 x 的选取如图 1-4-23（a）所示。 

 

图 1-4-23  受集中力偶作用的简支梁 
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AC 段：                O
S 1 A( )

M
F x F

l
      （0<x1≤a） 

O
1 A 1 1( )

M
M x F x x

l
      （0≤x1<a） 

CB 段：              O
S 2 A( )

M
F x F

l
        （a≤x2<l） 

O
2 A 2 O 2 O( )

M
M x F x M x M

l
        （a<x2≤l） 

（3）画剪力、弯矩图。 

由剪力、弯矩方程分别绘出剪力、弯矩图，如图 1-4-23（b）、（c）所示。 

由以上例题的弯矩图可归纳出以下特点： 

① 梁上没有均布载荷作用的部分，剪力图为直线，弯矩图为倾斜直线。 

② 梁上有均布载荷作用的一段，剪力图为斜直线而弯矩图为抛物线，均布载荷向下时抛

物线开口向下。 

③ 在集中力作用处，剪力突变，弯矩图上在此出现折角（即两侧斜率不同）。 

④ 梁上集中力偶作用处，剪力不变，弯矩有突变，突变的值即为该处集中力偶的力偶矩。

从左至右，若力偶为顺时针转向，弯矩图向上突变；反之若力偶为逆时针转向，则弯矩图向

下突变。 

⑤ 绝对值最大的弯矩总是出现在剪力为零的截面上、集中力作用处、集中力偶作用处。 

利用上述特点，可以不列梁的内力方程，而简捷地画出梁的剪力、弯矩图。方法：以

梁上的界点将梁分为若干段，求出各界点处的内力值，最后根据上面归纳的特点画出各段

弯矩图。 

4.2.3  梁弯曲时横截面上的正应力 

1．梁的纯弯曲 

剪力和弯矩是横截面上分布内力的合成结果，由前面的分析可知，正应力与切向作用于

横截面内的剪力 τ垂直，因此 与 τ无关；同样，切应力 τ所作用的平面与弯矩 M 作用的梁

的纵向对称面相垂直，因此与 M 无关。综上所述，切应力 τ对应的内力为剪力，正应力 σ对

应的内力为弯矩。 

火车轮轴的力学模型为如图 1-4-24（a）所示的外伸梁。该梁的剪力图与弯矩图如

图 1-4-24（b）、（c）所示，在 AC、BD 段内各横截面上既有弯矩 M 又有剪力 FS，梁在

这些段内发生弯曲变形的同时还会发生剪切变形，这种变形称为剪切弯曲，也称为横力

弯曲。在 CD 段内的各横截面上只有弯矩而无剪力 FS，梁的这种弯曲称为纯弯曲。梁

的弯曲强度主要决定于横截面上的弯矩，剪力居次要地位。所以将仅讨论梁在纯弯曲时

横截面上的正应力。 

当梁的横截面上仅有弯矩而无剪力，从而仅有正应力而无切应力的情况，称为纯弯曲。

横截面上同时存在弯矩和剪力，既有正应力又有切应力的情况，称为横力弯曲或剪切弯曲。

本项目重点讨论纯弯曲时梁横截面上的正应力。 
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图 1-4-24  外伸梁 

2．纯弯曲时梁横截面上的正应力 

1）试验观察与平面假设 

如图 1-4-25（a）所示，取一矩形截面等直梁，弯曲前在其表面上画两条横向线 m-m 和

n-n，再画两条纵向线 a-a 和 b-b，然后在其两端作用外力偶 M，梁将发生平面弯曲变形。观

察其变形，如图 1-4-25（b）所示，可以看到如下现象： 

（1）横向线 m-m 和 n-n 仍为直线且与纵向线正交，仅相对转动了一个微小角度。 

（2）纵向线 a-a 和 b-b 弯成了曲线，且 a-a 线缩短，而 b-b 线伸长。 

根据以上结果可以认为：原为平面的横截面变形后仍保持为平面，并垂直于变形后的轴

线，只是绕横截面内某一轴线旋转了一个角度，这种现象称为弯曲变形的平面假设。 

根据平面假设，同时设想梁由无数条纵向纤维组成，则可以看到各纵向纤维处于单向受

拉或受压状态。由此可以推断，梁发生纯弯曲时，横截面上只有正应力。 

2）梁纯弯曲时横截面上正应力的分布规律 

从图 1-4-25（b）中可以看出，梁纯弯曲时，从凸边纤维伸长连续变化到凹边纤维缩短，

其间必有一层纤维既不伸长也不缩短，这一纵向纤维层称为中性层，如图 1-4-25（c）所示，

中性层与横截面的交线称为中性轴。梁弯曲时，横截面绕中性轴转动了一个角度。 

由上述分析可知，矩形截面梁在纯弯曲时，横截面上正应力的分布有如下特点： 

（1）中性轴上的线应变为零，所以其正应力亦为零。 

（2）距中性轴距离相等的各点，其线应变相等。根据胡克定律，它们的正应力也必相等。 

（3）在图 1-4-25（b）所示的受力情况下，中性轴上部各点正应力为压应力（即负值），

中性轴下部各点正应力为拉应力（即正值）。弯曲变形时，横截面上中性轴上、下部分正应力

方向相反。 

（4）横截面上的正应力沿中性轴呈线性分布，即 Ky  ，K 为待定常数，如图 1-4-26 所

示。最大正应力（绝对值）在离中性轴最远的上、下边缘处。 
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图 1-4-25  梁的纯弯曲 

3）梁纯弯曲时横截面上的正应力计算 

在纯弯曲梁的横截面上任取一微面积 dA，如图 1-4-27 所示，微面积上的微内力为dA。

由于横截面上的微内力构成的合力必为零，而梁横截面上的微内力对中性轴 z 的合力矩就是

弯矩 M，即 R d
A

F A  和 d
A

M y A  。 

          

   图 1-4-26  梁纯弯曲横截面上的正应力分布          图 1-4-27  梁纯弯曲横截面上的正应力计算 

将 Ky  代入以上两式，得： 

2

d 0

d

A

A

Ky A

Ky A M








 

式中， d
A

A 为截面对 z 轴的静矩，记做 S*，单位为 mm3
；

2d
A

Ky A 为截面对 z 轴的轴

惯性矩，记做 Iz，单位为 mm4
。因此，以上两式可写做： 

0

z

KS

KI M

 


                            （1-4-13） 

由于 K 不为零，则静矩 S*要等于零。可以证明（从略），静矩 S*等于零，横截面上的中

性轴必通过横截面的形心。 

将 /K y 代入式（1-4-13），得： 

/ zMy I                             （1-4-14） 

计算梁横截面上的最大正应力时，可定义抗弯截面系数 max/z zW I y ，则式（4-14）可写为 

max / zM W                           （1-4-15） 

抗弯截面系数 zW 、轴惯性矩 zI 是仅与截面尺寸有关的几何量。常用型钢的轴惯性矩 zI 、
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抗弯截面系数 zW 可从有关的工程设计手册中查阅。 

由式（1-4-14）和式（1-4-15）可以计算梁弯曲时横截面上各点的正应力与最大正应力。

该两式虽是在梁纯弯曲变形的条件下推导出来的，但只要梁具有纵向对称面，且载荷作用在

其纵向对称面内，梁的跨度又较大时，式（1-4-15）也适用于横力弯曲的梁。 

3．惯性矩和弯曲截面系数 

工程上常用的矩形、圆形及环形的惯性矩和弯曲截面系数见表 1-4-1。对于其他截面和各

种轧制型钢，其弯曲截面系数可查有关资料。 

表 1-4-1  简单截面的惯性矩和弯曲截面系数 

图    形 形 心 位 置 形心轴惯性矩 弯曲截面系数 

 
1

2
( 0)

y h

y




 31

12zI bh  21

6zW bh  

 圆心 4π

64zI D  3π

32zW D  

 圆心 

4 4

4 4

π
( )

64
π

(1 )
64

/

zI D d

D

d D





 

 



 
3 4π
(1 )

32
/

zW D

d D





 


 

 
对与形心轴平行的轴的惯性矩，由惯性矩的平行移轴定理给出，即 

2
z zI I a A                            （1-4-16） 

式中  I'z—截面对于与形心轴平行的任一轴的惯性矩（mm4
）； 

  Iz—截面对于形心轴的惯性矩（mm4
）； 

   a—两轴之间的距离（mm）； 

  A—该截面的面积（mm2
）。 

上式用于计算简单组合图形对其形心轴的惯性矩。 

4.2.4  梁弯曲时的强度计算 

式（1-4-15）是在梁纯弯曲的情况下导出的，但工程中弯曲问题多为横力弯曲，即梁

的横截面上同时存在正应力和切应力。但大量的分析和试验证实，当梁的跨度 L 与横截

面高度 h 之比大于 5 时，这个公式用来计算梁在横力弯曲时横截面上的正应力还是足够

精确的。对于短梁或载荷靠近支座以及腹板较薄的组合截面梁，还必须考虑其切应力的

存在。 
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对于等截面梁，此时的最大正应力应发生在最大弯矩所在的截面（危险截面）上，有 

max max
max

z

M y

I
   

max
max

z

M

W
   

其强度条件：梁的最大弯曲工作正应力不超过材料的许用弯曲正应力，即 

max [ ] ≤  

在应用上述强度条件时，应注意下列问题： 

（1）对塑性材料：塑性材料的抗拉和抗压许用能力相同。为了使截面上的最大拉应力和

最大压应力同时达到其许用应力，通常将梁的横截面做成与中性轴对称的形状，如工字形、

圆形、矩形等，所以强度条件为 

max
max [ ]

z

M

W
  ≤                        （1-4-17） 

（2）对脆性材料：脆性材料的抗拉能力远小于其抗压能力。为使截面上的压应力大于拉

应力，常将梁的横截面做成与中性轴不对称的形状，如 T 形截面，此时应分别计算横截面的

最大拉应力和最大压应力，则强度条件应为 

max
max

max
max

[ ]

[ ]

z

z

M y

I

M y

I

 

 


 


 





≤

≤

                      （1-4-18） 

式中，y+和 y–分别表示受拉与受压边缘到中性轴的距离。 

根据强度条件，一般可进行梁的强度校核、截面设计及确定许可载荷。 

【例 1-4-11】 图 1-4-28（a）为一矩形截面简支梁，已知 F=5kN，a=180mm，b=30mm，

h=60mm，试求竖放时与横放时梁横截面上的最大正应力。 

解： 

（1）求支反力。 

A B 5kNy yF F   

（2）画弯矩图（见图 1-4-28（b））。 

 

图 1-4-28  矩形截面简支梁 
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竖放时最大正应力：

3

max 2 2

900 10 N mm
50MPa

30mm (60mm)

6 6
z

M M

bhW
  

   
  

横放时最大正应力：

3

max 2 2

900 10 N mm
100MPa

60mm (30mm)

6 6
y

M M

hbW
  

   
  

 
【例 1-4-12】 如图 1-4-29（a）所示的螺旋压板装置，已知工件受到的压紧力 F=2.5kN，

板长为 3a，a=50mm，压板材料的许用应力[ ] =140MPa，试校核压板的弯曲强度。 

 

图 1-4-29  螺旋压板装置 

解：压板发生弯曲变形，建立压板的力学模型，如图 1-4-29（b）所示的外伸梁。画该梁

的弯矩图如图 1-4-29（c）所示。从弯矩图上可见，B 截面的弯矩最大，其值为 
3 5

max 2.5 10 50N mm 1.25 10 N mmM Fa         

B 截面的抗弯截面系数最小，其值为 
3 3

4 430 20 14 20
mm 1.07 10 N mm

12 12zI
  

     
 

 

 
4

3 3 3

max

1.07 10
mm 1.07 10 mm

10
z

z

I
W

y


     

校核压板的弯曲强度为 
 

5
max

max 3

1.25 10
MPa 117MPa [ ] 140MPa

1.07 10z

M

W
 

    


 

压板的强度足够。 
 
【例 1-4-13】 如图 1-4-30 所示桥式起重机的大梁由 32b 工字钢制成，跨长 L=10m，材料

的许用应力为[ ] =140MPa，电葫芦自重 G=0.5kN，梁的自重不计，求梁能够承受的最大起吊
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重量 F。 

 

图 1-4-30  起重机大梁 

解：起重机大梁的力学模型为图 1-4-30（b）所示的简支梁。电葫芦移动到梁跨长的中点

时，梁中点截面处将产生最大弯矩，作出大梁的弯矩图，如图 1-4-30（c）所示。梁中点为危

险截面，其最大弯矩为 

max

( )

4

G F L
M


  

由梁的弯曲强度条件得： 

max
max [ ]

z

M

W
  ≤  

( )
[ ]

4 z

G F L
W

≤  

查型钢表中的 32b 工字钢，其 3 5 3726.33cm 7.26 10 mmzW    ，代入上式得： 
5

3
3

3

4[ ] 4 140 7.26 10
0.5 10

10 10

40.2 10 N 40.2kN

zW
F G

L

   
   


  

≤
 

梁能够承受的最大起吊重量为 40.2kN。 
 
【例 1-4-14】 图 1-4-31（a）所示为 T 形截面铸铁梁，已知 F1=9kN，F2=4kN，a=1m，

许用拉应力[ ] 30MPa   ，许用压应力[ ] 60MPa   ，T 形截面尺寸如图 1-4-31（b）所示。

已知截面对形心轴的惯性矩 I=763cm4
，y1=52mm，试校核梁的抗弯强度。 

解：通过静力平衡方程可求得梁支座的约束力为 FA=2.5kN，FB=10.5kN，作出梁的弯矩

图，如图 1-4-31（c）所示。由图可见，最大正弯矩在 C 截面，MC= FAa=2.5kN·m，最大负弯

矩在 B 截面，MB=-F2a=-4kN·m。 

铸铁梁 B 截面上的最大拉应力出现在截面的上边缘各点处，最大压应力出现在截面的下

边缘各点处，分别为 
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6
+ B 1
B 4

4 10 52
MPa 27.26MPa

763 10z

M y

I
  

  


 

6
B 2

B 4

4 10 (120 20 52)
MPa 46.13MPa

763 10z

M y

I
     

  


 

 

图 1-4-31  铸铁梁 

铸铁梁 C 截面上的最大拉应力出现在截面的下边缘各点处，最大压应力出现在截面的上

边缘各点处，分别为 
6

+ C 2
C 4

2.5 10 88
MPa 28.83MPa

763 10z

M y

I
  

  


 

6
C 1

C 4

2.5 10 52
MPa 17.04MPa

763 10z

M y

I
   

  


 

所以，梁的最大拉应力出现在 C 截面的下边缘各点处，最大压应力出现在 B 截面的下边

缘各点处，即 
+

max C 28.83MPa<[ ]      

max B 46.13MPa<[ ]       

梁的弯曲强度足够。 

4.2.5  提高梁弯曲强度的措施 

在梁的强度设计中，常遇到如何根据工程实际情况来提高梁的抗弯强度问题。分析

梁的弯曲正应力强度条件可以知道，降低梁的最大弯矩、提高梁的抗弯截面系数等，都

可提高梁的抗弯承载能力。所以，可以从这几个方面着手找出提高梁抗弯强度的几条主

要措施。 

1．降低梁的最大弯矩 

在载荷不变的前提下，通过合理布置载荷和安排支座位置可以降低梁的最大弯矩。 
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工程力学应用（静力学、材料力学） 

（1）集中力远离简支梁的中点。如图 1-4-32 所示是简支梁，作用有集中力 F，由弯矩图

可见，最大弯矩为 Mmax=Fab/l，若集中力 F 作用在梁的中点，即 a=b=l/2，则最大弯矩为

Mmax=Fl/4；若集中力 F 作用点偏离梁的中点，如 a=l/4，则

最大弯矩为 Mmax=3Fl/16；若集中力 F 无限靠近支座 A，

即 a→0 时，则最大弯矩为 Mmax→0。由此可见，集中力远

离简支梁的中点或靠近支座可降低梁的最大弯矩，提高梁的

抗弯强度。  

（2）将载荷分散作用。若将作用于简支梁中点的集中力

均匀分散作用于梁的跨长上（如图 1-4-33 所示），均匀载荷

集度 q=F/l，则梁的最大弯矩为 Mmax=ql2/8= Fl/8。由此可见，

在梁的跨长上分散作用载荷，可降低最大弯矩值，提高梁的

抗弯强度。 

（3）合理安排支座位置。如图 1-4-34 所示为一受均布

载荷作用的简支梁，最大弯矩为 Mmax=0.125ql2
。若将两支座向里移 0.2l，则梁的最大弯矩值

将降低为 Mmax=0.025ql2
。 

             

         图 1-4-33  集中力均匀分散后的简支梁        图 1-4-34  受均布载荷作用的简支梁 

工程上将许多受弯构件的支座都向里移动，目的就是降低构件的最大弯矩，如机械设备

的底座、运动场上双杠的支杆等。 

2．选择梁的合理截面 

从梁的弯曲强度条件可知，梁的抗弯截面系数 Wz越大，横截面上的最大正应力就越小，

即梁的抗弯能力就越大。Wz一方面与截面尺寸有关，同时还与截面的形状有关。梁的横截面

面积越大，Wz越大，消耗的材料也越多。因此梁的合理截面形状应该是用最小的面积得到最

大的抗弯截面系数。若用比值 Wz/A 来衡量截面的经济程度，则该比值越大，截面就越经济合

理。表 1-4-2 给出了圆形、矩形、工字形截面的 Wz/A 值。 

表 1-4-2  圆形、矩形、工字形截面的 Wz/A 值 

截面形状 Wz/mm3 所需尺寸/mm A/mm2 Wz/A 

 250×102 D=137 148×102 1.69 

 

图 1-4-32  简支梁 



 

 91 

项目 4  减速器输出轴的强度校核 

续表    

截面形状 Wz/mm3 所需尺寸/mm A/mm2 Wz/A 

 250×102 
b=72 

h=144 
104×102 2.4 

 250×102 20b 工字钢 39.5×102 6.33 

 
由表中可以看出，矩形优于圆形，而工字形又优于矩形。原因是当构件危险截面上危险

点的正应力达到材料的极限应力或破坏应力时，中性轴附近的正应力还较小。在整个工作过

程中，中性轴附近材料的强度作用始终未得到充分利用，所以只有使大部分材料分布在离中

性轴较远处，才能充分发挥材料的强度作用，从而充分利用材料。在表 1-4-2 中的三个截面形

状中，工字形截面最充分地体现了这个原则。 

3．采用变截面梁 

等截面直梁的尺寸是按危险截面承受最大弯矩来设计的。但是其他截面的弯矩值较小，

所以对非危险截面来说，强度都有富余，材料未得到充分利用。工程中经常采用变截面梁，

它们的截面尺寸随截面上弯矩的大小而变化。例如摇臂钻的摇臂 AB（图 1-4-35）、汽车上的

板簧（图 1-4-36）、阶梯轴（图 1-4-37）等，都是变截面梁的应用实例。 

                  

                图 1-4-35  摇臂钻的摇臂                   图 1-4-36  汽车板簧 

 

图 1-4-37  阶梯轴 
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任务 4.3  输出轴弯扭组合变形分析 

学习目标 

1．了解减速器工作原理及输出轴的工作过程，会对减速器输出轴进行弯扭组合分析； 

2．掌握圆轴的弯扭组合变形的强度计算； 

3．培养学生严谨的工作作风和分析问题、解决问题的能力。 

学习任务 

减速器齿轮箱中的从动轴转速为 n=76.4r/min；输入功率 P=3.8kW；从动轮的节圆直径

d=250mm；齿轮啮合角 =20°。若轴的许用应力[ ] =60MPa，要求按第三强度理论校核轴的

强度。 

任务分析 

1．外力分析 

将输出轴受力图进行分解：在力偶作用下，发生扭转变形；在与轴垂直的力作用下，发

生弯曲变形。因此，输出轴发生的是弯扭组合变形。 

2．内力分析 

根据输出轴的受力图，可得输出轴的扭矩图 1-4-3（c）和弯矩图 1-4-11（f）。从而可判断

输出轴的危险截面。 

3．强度计算 

应用第三强度理论的强度条件计算出危险截面的应力为 
2 2 2 2
max

xd3 3

128.63 475
19.68MPa [ ]

0.1 63z

M T

W
 

 
   



 

可见，输出轴的强度满足要求。 

4.3.1  拉伸（压缩）与弯曲组合变形的强度计算 

以上几个项目所研究的构件在外力作用下只发生一种基本变形。工程上大多数构件的受

力情况比较复杂，它们的变形往往是两种或两种以上基本变形的组合。同时产生两种或两种

以上基本变形的复杂变形称为组合变形。 

以图 1-4-38（a）所示的钻床立柱为例来分析拉伸（压缩）与弯曲组合变形的强度计算。
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用截面法将立柱沿 m-n 截面截开，取上半部分为研究对象，上半部分在外力 F 及截面内力作

用下应处于平衡状态，由平衡条件不难求得m-n截面上的轴向拉力FN和弯矩M分别为FN=F，

M=Fe。 

 

图 1-4-38  钻床立柱 

轴向拉力 FN使立柱产生拉伸作用，弯矩 M 使立柱产生平面弯曲，故立柱的变形为拉伸

与弯曲的组合变形。拉力 FN在 m-n 截面上产生拉伸正应力，弯矩 M 在 m-n 截面上产生弯曲

正应力。这两种基本变形在立柱 m-n 截面上产生的都是正应力，因此在计算 m-n 截面上的总

应力时，只需要将这两种正应力进行代数相加即可，如图 1-4-38（c）所示。相加结果为截面

左侧边缘处有最大压应力，截面右侧边缘处有最大拉应力，其值分别为 

N
max

z

F M
A W

     

N
max

z

F M
A W

     

杆件发生轴向拉伸（压缩）与弯曲的组合变形时，对于抗拉与抗压强度相同的塑性材料，

只需要按截面上的最大应力进行强度计算即可，其强度条件为 

N
max [ ]

z

F M
A W

   ≤                     （1-4-19） 

对于抗压强度大于抗拉强度的脆性材料，要分别按最大拉应力和最大压应力进行强度计

算，其强度条件分别为 

N
max

_ N
max

[ ]

[ ]

z

z

F M
A W

F M
A W

 

 

 



 

  

≤

≤

                    （1-4-20） 

【例 1-4-15】 如图 1-4-38 所示，钻床钻孔时钻削力 F=15kN，偏心距 e=400mm，圆截面

铸铁立柱的直径 d=125mm，许用拉应力[ ]  =35MPa，许用压应力[ ]  =120MPa，试校核立

柱的强度。 



 

 94 

工程力学应用（静力学、材料力学） 

 
解： 

（1）求内力。由上述分析可知，立柱各截面发生拉弯组合变形，其内力分别为  

FN =F =15kN 

M=Fe=15×0.4=6 kN·m 

（2）强度计算。由于立柱材料为铸铁，且抗压性能优于抗拉性能，故只需要对立柱截面

右侧边缘点处的拉应力进行强度校核，即 

N
max

3 6

2 3
15 10 6 10

π 125 / 4 0.1 125

32.5MPa [ ]

z

F M
A W









 

  
 

 

 

计算结果表明立柱的强度足够。 

4.3.2  弯曲与扭转组合变形的强度计算 

1．弯曲与扭转组合变形的概念 

工程机械中的轴类构件，工作时大多数会发生弯曲和扭转的组合变形。如图 1-4-39（a）

所示的一端固定、一端自由的圆轴，A 端装有半径为 R 的圆轮，在轮上 C 点处作用一切向水

平力 F 和一附加力偶 MA，如图 1-4-39（b）所示。横向力 F 使圆轴在 xz 平面内发生弯曲变形，

力偶 MA使圆轴发生扭转变形，故圆轴的变形为弯曲与扭转的组合变形，简称弯扭组合变形。 

 

图 1-4-39  轴的弯扭组合变形 
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2．应力分析与强度条件 

为了确定圆轴危险截面的位置，必须先分析轴的内力情况。圆轴在力 F 和力偶 MA的作

用下，横截面上存在弯矩和扭矩，作出圆轴的弯矩图（见图 1-4-39（c））和扭矩图（见图 1-4-39

（d））。由此可见，圆轴各横截面上的扭矩相同，而弯矩则在固定端 B 截面处为最大，故 B 截

面为圆轴的危险截面，其弯矩值和扭矩值分别为 Mmax=Fl 和 T=FR。弯矩 M 将引起垂直于横

截面的弯曲正应力 σ，扭矩 T 将引起平行于横截面的切应力 τ，B 截面上的应力分布规律见图

1-4-39（e）。由图可知，B 截面上 K1、K2 两点处弯曲正应力和扭转切应力同时为最大值，所

以这两点为危险截面上的危险点。危险点的正应力和切应力的值分别为 

max max / zM W        τmax = T/ Wn 

式中，Mmax为危险截面上的弯矩；T 为危险截面上的扭矩；Wz为抗弯截面系数；Wn为抗

扭截面系数。 

由于弯扭组合变形中危险点上既有正应力又有切应力，属于复杂应力状态。在复杂应力

状态下，不能将正应力和切应力简单地代数相加，而必须应用强度理论来建立强度条件。强

度理论是关于材料破坏原因的假说。机械中产生弯扭组合变形的转轴大多采用塑性材料。实

践证明，适用于塑性材料的强度理论是最大切应力理论和形状改变比能理论，分别称为第三

强度理论和第四强度理论，两者都认为最大切应力是造成塑性材料屈服破坏的主要原因。据

此，对于塑性材料处在弯扭组合变形的复杂应力状态下，可用第三、第四强度理论来建立强

度条件进行强度计算。第三、第四强度理论的强度条件为 
2 2

xd3 4 [ ]     ≤  

2 2
xd4 3 [ ]     ≤  

式中，xd3为第三强度理论的相当应力；xd4为第四强度理论的相当应力。将圆轴弯扭组

合变形的弯曲正应力和扭转切应力代入上式，即得到圆轴弯扭组合变形时第三、第四强度理

论的强度条件分别为 

max

2 2

xd3= [ ]
z

M T

W
 


≤  

                     
2 2
max

xd4

0.75
[ ]

z

M T

W
 


 ≤                  （1-4-21） 

【例 1-4-16】 图 1-4-40（a）所示的直轴 AB，在轴右端的联轴器上作用有外力偶 M。已

知带轮直径 D=0.5m，带拉力 FT=8kN，Ft=4kN，轴的直径 d=90mm，间距 a=500mm。若轴的

许用应力[ ] 50MPa  ，试按第三强度理论校核轴的强度。 

解： 

（1）外力分析。带的拉力平移到轴线，画直轴的力学模型，如图 1-4-40（b）所示，作用

于轴上的载荷有作用于点 C 垂直向下的(FT+ Ft)和作用面垂直于轴线的附加力偶矩(FT- 

Ft)D/2。其值分别为 

FT+ Ft=8+4=12kN 

M =(FT- Ft)D/2=(8-4)×0.5/2=1kN·m 

(FT+ Ft)与 A、B 处的约束力使轴产生弯曲变形，附加力偶 M 与联轴器上的外力偶使轴产

生扭转变形，因此，轴 AB 发生弯扭组合变形。 
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（2）内力分析。作轴的弯矩图和扭矩图，如图 1-4-40（c）、（d）所示，由图可知，轴的

C 截面为危险截面，该截面上的弯矩和扭矩分别为 

MC =(FT+ Ft)a/2=(8+4)×0.5/2=3kN·m 

T=M=1kN·m 

 

图 1-4-40  直轴 

（3）强度校核。由以上分析可知，C 截面的上、下边缘点是轴的危险点，按第三强度理

论，其最大相当应力为 
2 2 6 2 6 2
max

xd3
3

(3 10 ) (1 10 )
43.4MPa [ ]

0.1 90z

M T

W
 

   
   


 

所以轴的强度满足要求。 
 
【例 1-4-17】 某减速器齿轮箱中的第Ⅱ轴如图 1-4-41 所示，该轴转速为 n=265r/min；输

入功率 Pc=10kW；C、D 两轮的节圆直径分别为 D1=396mm，D2=168mm；轴径 d=50mm；齿

轮压力角= 20 。若轴的许用应力[]=100MPa，试按第四强度理论校核轴的强度。 

解： 

（1）外力分析。将齿轮啮合力正交分解为 

Ft1=F1cosα    Fr1=F1sinα 

Ft2=F2cosα    Fr2=F2sinα 

MC=MD=9550×10/265=360.38N·m 
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则 

Ft1=2MC /d1=2×360.38×103/396=1820N 

Fr1= Ft1×tanα=1820×tan20°=662N 

Ft2=2MD /d2=2×360.38×103/168=4290N 

Fr2 =Ft2×tanα=4290×tan20°=1561N 

 

图 1-4-41  减速器齿轮箱的轴 

（2）作内力图。如图 1-4-41（b）所示，轴在两相互垂直的平面内同时受到力的作用，所

以在两个平面内都会发生弯曲变形，同时也可以作出两个相互垂直平面内的弯曲图，如图

1-4-41（c）、（d）所示。由矢量合成法可以将两个方向的弯矩合成，合成后的弯矩称为合成弯

矩，各截面上合成弯矩的大小可用式 2 2
yz xyM M M  进行计算。由 yz 平面和 xy 平面两弯矩

图（图 1-4-41（c）、（d））可见，轴的 D 截面是最大合成弯矩所在的截面，即轴的危险截面，

其最大合成弯矩为 
2 2 2 2

max 263 131 293.82N myz xyM M M       

（3）按第四强度理论计算。 
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2 2
max

xd4

3 2 3 2

3

0.75

(293.82 10 ) 0.75 (360.38 10 )

0.1 50
34.29MPa

z

M T

W





   





 

所以，轴的强度满足要求。 

项 目 小 结 

1．圆轴扭转变形时横截面上产生的内力为扭矩，其正方向用右手螺旋法则判定，其横截

面上产生的应力为切应力。 

2．梁弯曲变形时横截面上产生的内力为剪力和弯矩，其方向的判定：左上右下剪力为正，

上凹下凸弯矩为正。 

3．运用圆轴扭转的强度和刚度条件可解决工程上的三类问题，即校核强度、设计截面尺

寸和确定许可载荷。 

4．运用梁弯曲变形的强度和刚度条件可解决工程上的三类问题，即校核强度、设计截面

尺寸和确定许可载荷。 

5．组合变形时构件的强度计算是以力作用的叠加原理为前提条件的。 

思  考  题 

1-4-1  圆轴扭转时截面上是否有正应力？为什么？ 

1-4-2  圆轴扭转时，同一横截面上各点的切应力大小都不相同，对吗？ 

1-4-3  为什么说空心轴比实心轴合理？ 

1-4-4  当所设计的轴扭转强度不够时，可采取哪些措施？ 

1-4-5  什么情况下梁发生平面弯曲？ 

1-4-6  挑东西的扁担常在中间折断，而游泳池的跳板则在固定端处折断，为什么？ 

1-4-7  矩形截面梁的横截面高度增加到原来的两倍，截面的抗弯能力将增大到原来

的几倍？若矩形截面梁的横截面宽度增加到原来的两倍，则截面的抗弯能力将增大到原

来的几倍？ 

1-4-8  矩形截面梁沿其横向对称轴剖为双梁，其截面的抗弯能力是否有变化？矩形截面

梁沿其纵向对称轴剖为双梁，其截面的抗弯能力是否有变化？ 

1-4-9  拉弯组合变形杆件的危险点位置如何确定？ 

1-4-10  弯扭组合变形的圆截面杆，在建立强度条件时，为什么要用强度理论？ 

习    题 

1-4-1  作图习题 1-4-1 所示各轴的扭矩图。 
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1-4-2  如图习题 1-4-2 所示，传动轴转速 n=200r/min，主动轮 A 输入的功率 P1=60 kW，

两个从动轮 B、C 输出功率分别为 P2 =20kW，P3=40kW。（1）作轴的扭矩图。（2）轮子如何

布置比较合理？并求出这种方案的最大扭矩。 

 

图习题 1-4-1  轴 

1-4-3  阶梯轴 AB 如图习题 1-4-3 所示，AC 段直径 d1=40mm，CB 段直径 d2=70mm，外

力偶矩 MB=1500N·m，MA=700N·m，MC=800N·m，G=80GPa，[τ]=60MPa，[ ]=2°/m。试校

核轴的强度和刚度。 

            

              图习题 1-4-2  传动轴                        图习题 1-4-3   阶梯轴 

1-4-4  某传动轴的直径 D=45mm，转速 n=200r/min，若轴的[τ]=60MPa，试求轴所能传

递的最大功率。 

1-4-5  某机器传动轴传递功率 P=15kW，轴的转速 n=400r/min，[τ]=40MPa，试设计轴的

直径。 

1-4-6  在保证相同的外力偶矩作用产生相等的最大切应力的前提下，用内、外径之比

d/D=3/4 的空心圆轴代替实心圆轴，问能省多少材料？ 

1-4-7  试求出图习题 1-4-7 所示梁各指定截面上的剪力与弯矩，设 q、F、a 均为已知。 

 

             （a）                              （b）                              （c） 

图习题 1-4-7  梁 

1-4-8  试作图习题 1-4-8 所示各梁的剪力图和弯矩图，并求出剪力和弯矩的绝对值的最

大值，设 F、q、l、a 均为已知。 

1-4-9  圆形截面简支梁受载如图习题 1-4-9 所示，试计算支座 B 处梁截面上的最大正应

力。 
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图习题 1-4-8  梁  

1-4-10  空心管梁受载如图习题 1-4-10 所示，已知[ ] 150MPa  ，管外径 D=60mm。在

保证安全的条件下求内径 d 的最大值。 

1-4-11  矩形铸铁梁受载如图习题 1-4-11 所示，槽形截面对中性轴 z 轴的惯性矩
6 440 10 mmzI   ，材料的许用拉应力 [ ] 40MPa   ，许用压应力 [ ] 150MPa   。试校核该

梁的强度。 

         

           图习题 1-4-9  圆形截面简支梁                      图习题 1-4-10  空心管 

 

图习题 1-4-11  矩形铸铁梁 

1-4-12  由 20b 工字钢制成的外伸梁如图习题 1-4-12 所示，在外伸端 C 处作用集中载荷

F，已知材料的许用应力[ ] 160MPa  ，外伸端的长度为 2m。求最大许可载荷[F]。 

1-4-13  如图习题 1-4-13 所示，桥式起重机大梁由 32a 工字钢制成，梁跨 l=5m，许用应

力[ ] 160MPa  ，若梁的最大起吊重量 F=50kN，试按正应力强度条件校核梁的强度。 

               

                图习题 1-4-12  工字钢外伸梁              图习题 1-4-13  桥式起重机大梁 

1-4-14  图 1-4-14 所示结构中，AB 梁的变形及重量可忽略不计。杆 1 为钢质圆杆，直

径 d1=20mm，E 钢=200GPa。杆 2 为铜质圆杆，直径 d2=25mm，E 铜=100GPa。试问：（1）载

荷 F 加在何处，才能使加力后刚梁仍保持水平。（2）若此时 F=30kN，则两杆内正应力各为

多少？ 
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1-4-15  外伸梁受力如图习题 1-4-15 所示，梁为 T 形截面。已知 q=10kN/m，材料的许用

应力[ ] =160MPa，试确定截面尺寸 a 。 

                   

              图习题 1-4-14  梁                         图习题 1-4-15  T 形铸铁梁 
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部分习题参考答案 

1-1-1  （a）MO(F)=Fl  

      （b）MO(F)=0 

      （c）MO(F)=Flsinα 

      （d）MO(F)=-Fa 

      （e）MO(F)=F(l+r) 

1-1-8  （a）FA=20kN（垂直向上），FB=40kN（垂直向上） 

      （b）FA=-60kN（垂直向上），FB=120kN（垂直向上） 

      （c）FA=30kN（垂直向上），FB=90kN（垂直向上） 

      （d）FA=120kN（垂直向上），MA=66kN·m（逆时针） 

1-2-2  1-1=70MPa， 2-2=47.8MPa 

1-2-4  a≥14.14mm，b≥28.28mm 

1-2-6  [F] ≤84kN 

1-2-7  （1）ΔlAC=-0.1875mm，ΔlCD=0.075mm，ΔlDB=0.3mm 

      （2）ΔlAB=0.1875mm 

      （3）|AC|max=6.25×10-4 

1-3-1  F≥36.2kN 

1-3-3  a≥20mm，l≥200mm 

1-3-5  [F] ≤76.8kN 

1-4-2  Pmax=13.5kW 

1-4-9   max=8.7MPa 
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二  拓  展  篇 

拓展知识 1  平面简单桁架的内力计算 

 

桁架是工程中常用的结构，如房屋建筑中的一些屋架（见图 2-1-1（a））、钢架桥梁（见

图 2-1-1（b））、油田井架、起重机的机身、飞机骨架及电视塔等结构物常用桁架结构。所谓

桁架，是指由一些直杆在两端用铰链彼此连接而成的结构，它在受力后几何形状不变。 

所有杆件的轴线都在同一平面的桁架称为平面桁架。杆件的连接点称为节点。桁架的优

点是使用材料比较经济，本身质量较轻，它主要承受拉力或压力。 

 

图 2-1-1  桁架 

桁架承受荷载以后，一般各杆件将受力，对整个桁架来说，这些力是内力。分析桁架的

目的就是求解内力，用来作为设计的依据。 

为了既能反映出桁架结构的特点，又能便于计算，通常有如下假设： 

（1）各杆件都是直的； 

（2）杆件用光滑铰链连接； 

（3）桁架所有的力都作用于节点上且位于轴线的平面内； 

（4）各杆件自重不计，或平均分配到杆件两端的节点上。 

这样的桁架称为理想桁架。根据以上假设，各杆件都是二力杆，因此各杆件所受的力都

是沿着杆的轴线，受拉或受压。 

本节仅介绍平面静定简单桁架内力计算的两种基本方法：节点法和截面法。 

1．节点法 

桁架的每一个节点都受平面汇交力系作用而平衡。为了求每根杆的内力，逐个地取每个

节点为研究对象，由已知力求出全部未知内力，这种方法称为节点法。用节点法分析内力，

一次可以求解两个未知力。求解的步骤一般是先求出外部支反力，再根据已知条件逐个地取

每个节点为研究对象，求出所有未知力。未知内力均假设受拉力作用，若结果是负值，则是
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压杆。 

【例 2-1-1】 平面桁架如图 2-1-2（a）所示。求各杆件所受的内力。 

 

图 2-1-2  节点法求桁架内力 

解： 

（1）先计算平面桁架的支座反力，取桁架整体为研究对象，列平衡方程得： 

A

A B

A B

0 0

0 0

( ) 0 2 0

x x

y y

F F

F F P F

M Pa F a

  

    

    F

， 

， 

， 

 

解得反力为 

A A B0 0
2x y

P
F F F  ， ，  

（2）再依次取各个节点为研究对象，计算内力。 

① 对 A、C、D 节点，受力如图 2-1-2（b）所示。三个节点中，A 节点的未知力是两个，

故先分析。列平衡方程： 

A N1

N1 N2

0 sin 30 0

0 cos30 0

y y

x

F F F

F F F

   

   

，

，

°

°
 

得到： N1 N2

3

2
F P F P  ， 。 

② 分析 C 节点，在前一步骤的基础上，FN1已求出，便只有两个未知力。列平衡方程： 

N1 N4

N1 N4 N3

0 cos30 cos30 0

0 ( )sin 30 0
x

y

F F F

F F F F

    

     

，

，

° °

°
 

得到： N3 N4F P F P  ， 。 

③ 最后对 D 节点，只剩下一个力 FN5未知。列平衡方程： 

N2 N50 0xF F F    ，  

解得： N5

3

2
F P 。 

④ 再对 B 节点进行分析，得到的答案可起到校核的作用。 

各节点上内力也可用几何法分析封闭的力矢三角形求解。 

总结上述节点法的步骤和要点如下： 

（1）一般先求出桁架的支座反力。 
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（2）逐个地取桁架的节点作为研究对象。由于每个节点受平面汇交力系作用而平衡，只

能确定两个未知量，所以必须从两杆相交的节点开始（这样的节点通常在支座上），可用解析

法或图解法求出两杆未知力的大小和方向。然后，取另一节点，该点的未知力同样不能多于

两个，按同样方法求出这一节点上的未知力。如此逐个地进行，最后一个节点可用来校核所

得结果是否正确。 

（3）判断每个杆件是受拉力还是受压力。对于被截割的节点，如果杆件对节点的作用力

指向节点，则节点受压力，根据作用力定律，杆件也受压力；同理，如果杆件对节点的作用

力背离节点，则杆件受拉力。 

2．截面法 

若只需要求出某些杆件的内力，可以适当地选取一截面，假想地把桁架截开，取其中一

部分为研究对象，用平面任意力系平衡方程求出这些内力。这种方法称为截面法。求解的步

骤一般是先求出外部支反力，再假想地在未知力杆件处截断，让内力暴露出来成为外力，利

用平衡方程求解。注意一次只可求解三个未知力。 

【例 2-1-2】 如图 2-1-3（a）所示平面桁架，求杆件 1、2 和 3 的内力。 

 

图 2-1-3  截面法求桁架内力 

解： 

与例 2-1-1 相同，先计算支座反力。取桁架整体为研究对象，列平衡方程得： 

A

A B

A B

0 0

0 0

( ) 0 3 0

x x

y y

F F

F F P F

M Pa F a

  

    

    F

，

，

，

 

求得反力： A A B

2
0

3 3x y

P
F F P F  ， ， 。 

为求三根杆件的内力，可作一截面将三杆截断。取左半部分为研究对象，代之以内力而

平衡，如图 2-1-3（b）所示。列平衡方程： 

F A N1

A N22 2

D A N3

( ) 0 0

0 0

3 1
( ) 0 0

2 2

y

y y

y

M F a F h

h
F F F P

h a

M F a Pa F h

    

    


     

F

F

，

，

，

 

求得：
2 2

N1 N2 N3

2

3 3 2

aP P h a aP
F F F

h h h


   ， ， 。 
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计算结果 FN1为负值，说明杆 1 受压；FN2、FN3为正值，说明杆 2、3 受拉。 

由上例可见，采用截面法时，选择适当的力矩方程，常可较快地求得某些指定杆件的内

力。当然，应注意到，平面任意力系只有三个独立的平衡方程，因而，作截面时每次最多只

能截断三根杆件。如截断杆件多于三根时，它们的内力一般不能全部求出。 

总结上述截面法的步骤和要点如下： 

（1）用解析法求出桁架支座反力。 

（2）如果需要求某杆的内力，可以通过该杆作一截面，将桁架截为两部分（只截杆件，

不要截在节点上），但被截的杆数一般不能多于三根。研究半边桁架的平衡，在杆件被截处，

画出杆件的内力，通常假定它们受拉力。 

（3）对所研究的那部分桁架列出三个平衡方程。为了求解方程简单起见，常可用力矩方

程，将矩心取在两个未知力的交点上，这样的方程只含一个未知量。 

（4）由于截割时，内力都假定为拉力，所以计算结果若为正值，则杆件受拉力；若为负

值，则杆件受压力。 

比较两种方法，共同特点：①先求支座反力；②假设各杆件受拉。若需要求桁架中每根

杆件内力时，采用节点法。若只需要求桁架中某几根指定杆件的内力，采用截面法可以迅速

求解。也可根据情况采用截面法与节点法结合的方法求解。 

【例 2-1-3】 如图 2-1-4 所示，一桥梁桁架，节点上的载荷 P=1200N，Q=400N。尺寸 a=4m，

b=3m，求杆 1、2、3、4 所受的力。 

 

图 2-1-4  综合法求桁架内力 

解：综合截面法和节点法求解。 

（1）研究整个桁架，受力如图 2-1-4（a）所示。 

A B( ) 0 2 3 0M Pa Qb F a     F ，  

得： B 900NF  。 

A0 0x xF F Q    ，  

得： A 400NxF  。 

A B0 0y yF F F P    ，  

得： A 300NyF  。 

（2）作截面将杆 1、2、3 截断，使桁架分成两部分，研究左半部分桁架，受力如图 2-1-4

（b）所示。 

O N3 A( ) 0 2 0yM F b F a    F ，  

得： N3 800NF   （压力）。 

D N1 A A( ) 0 0x yM F b F b F a    F ，  

得： N1 800NF  （拉力）。 
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A N2

3
0 sin 0 sin

5y yF F F      ， ，  

得： N2 500NF  （拉力）。 

（3）考虑节点 O，其受力如图 2-1-4（c）所示。 

N4 N20 sin 0yF F P F     ，  

得： N4 900NF  （拉力）。 

说明： 

（1）若需求出所有杆件的受力时，一般采用节点法。如果节点量大，需采用节点法计算

时，可用计算机求解；只需要求桁架中某一根或几根杆件的受力时，采用截面法，应注意每

个截面未知力的杆件数应不超过三根。有时也可先采用截面法再用节点法求解问题。 

（2）两种方法一般都先要取整体为研究对象，根据平面力系平衡方程求出支座约束力。 

3．零杆的判定 

桁架中有时会出现轴力为零的杆件，称为零杆。在计算内力之前，如果能把零杆找出，

将会使计算得到简化。通常在下列几种情况中会出现零杆： 

（1）不共线的两杆组成的结点上无载荷作用时，该两杆均为零杆（见图 2-1-5（a））。 

（2）不共线的两杆组成的结点上有载荷作用时，若载荷与其中一杆共线，则另一杆必为

零杆（见图 2-1-5（b））。 

（3）三杆组成的结点上无载荷作用时，若其中有两杆共线，则另一杆必为零杆，且共线

的两杆内力相等（见图 2-1-5（c））。 

 

图 2-1-5  零杆的判定 

习    题 

2-1-1  图习题 2-1-1 所示悬臂桁架受到大小均为 F 的三个力作用，试分别求出杆 1、2、

3 内力的大小。 

 

图习题 2-1-1  悬臂桁架 
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2-1-2  图习题 2-1-2 所示简支架，已知力 P、Q。试分别求出杆 1、2、3 内力的大小。 

2-1-3  图习题 2-1-3 所示组合屋架，已知 q=5kN/m，DC=4m，AC=CB=8m。求杆 AC、

CB、DC 所受的力。 

    

             图习题 2-1-2  简支架                       图习题 2-1-3  组合屋架 

2-1-4  不经计算，判定出图习题 2-1-4 所示桁架中的零杆。 

 

图习题 2-1-4  桁架 
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拓展知识 2  考虑摩擦时的平衡问题 

 

1．摩擦概述 

两个相互接触的物体产生相对运动或具有相对运动趋势时，彼此在相互接触部位会产生

一种阻碍对方相对运动的作用，这种现象称为摩擦，这种阻碍作用称为摩擦阻力。物体之间

的这种相互阻碍有两种基本形式：一种是阻碍彼此间沿接触面公切线方向的滑动或滑动趋势

的作用，这种摩擦现象称为滑动摩擦，相应的摩擦阻力称为滑动摩擦力，简称摩擦力；另一

种是两物体之间具有相对滚动或相对滚动趋势，彼此在接触部位将产生阻碍对方相对滚动的

作用，这种摩擦称为滚动摩擦，相应的摩擦阻力是一个力偶，称为滚动摩擦阻力偶，简称滚

阻力偶。 

摩擦是自然界最普遍的一种现象，绝对光滑而没有摩擦的情形是不存在的。在许多问题

中，摩擦对所研究的问题是次要因素，可以略去不计。但在有些实际问题中，摩擦却是重要

的甚至是决定性的因素，必须加以考虑。例如，重力坝依靠摩擦防止在水压力作用下可能产

生的滑动；车床上的卡盘夹固工件，也需依靠摩擦来工作。在自动调节、精密测量等工程问

题中，即使摩擦很小，也会影响机构的灵敏度和准确性，必须考虑摩擦的影响。另外，摩擦

阻力会消耗能量，产生热、噪声、振动、磨损，特别是在高速运转的机械中，摩擦往往表现

得更为突出。 

摩擦现象的物理本质极为复杂。人们在摩擦理论和实践方面做了大量的工作，目前已形

成一门边缘学科“摩擦学”。在本书中，我们仅介绍有关滑动摩擦的基本概念和经典的理论，

对一般工程向题，这些理论具有足够的精确性。 

2．滑动摩擦 

（1）静滑动摩擦 

设重为 W 的物体放在水平面上处于平衡状态，今在物体上施加一水平力 F，如图 2-2-1

（a）所示。当力 F 小于某一特定值时，物体仍能保持静止，这是因为物体与水平面之间并非

绝对光滑的，水平面除了给物体一个法向反力 FN之外，还有一个阻碍物体向右运动的力 Ff。

这个力就是水平面施加给物体的静滑动摩擦力，简称静摩擦力。静摩擦力 Ff的方向与物体滑

动趋势的方向相反，其大小根据物体的平衡条件 Ff=F 求出。当 F=0 时，Ff=0，即物体没有滑

动趋势也就没有摩擦力；当力 F 增大时静摩擦力 Ff 也相应地增大，达到某一极限数值 Ffmax

时，物体处于将动而未动的临界平衡状态；如力 F 再略微增大，物体即开始沿支承面滑动，

如图 2-2-1（b）所示。由此可见，静摩擦力的大小随主动力的变化而变化，变化范围在零与

最大值之间，即 

f fmax0 F F≤ ≤                       （2-2-1） 

大量试验证明，最大摩擦力 Ffmax的大小与两个相互接触物体间的正压力（即法向反力）

FN成正比，即 
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fmax s NF f F  

 

图 2-2-1  物体的静滑动摩擦 

这就是静摩擦定律（又称库仑静摩擦定律）。式中的 fs是量纲为 1 的比例系数，称为静摩

擦因数。它的大小与两物体接触表面的材料性质和物理状态（光滑度、温度、湿度）有关，

而与接触面积无关，一般可由试验测定，其数值可在工程手册中查到。 

（2）动滑动摩擦 

当物体沿支承面滑动时，摩擦继续起着阻碍运动的作用。这时的摩擦力称为动滑动摩擦

力，简称动摩擦力，以 F'f表示。大量试验证明，动摩擦力的方向与物体相对滑动的方向相反，

大小与接触面之间的正压力（即法向反力）FN成正比，即 

f NF f F                          （2-2-2） 

这就是动摩擦定律。式中的 f 称为动摩擦因数，它的大小除了与物体接触表面的材料性

质和物理状态等有关外，还与物体相对滑动的速度有关。在一般工程计算中，可不考虑速度

变化对 f 的影响，在精度要求不高时，可近似认为 f ≈ fs。 

以上介绍的经典摩擦理论，虽然远远没有反映摩擦的复杂性，但是这种理论形式筒单，

一般已满足工程要求，因此至今仍然得到广泛应用。 

3．摩擦角与自锁 

（1）摩擦角 

当物体与支承面之间存在摩擦并处于平衡状态时，支承面对物体的约束反力包含法向反

力 FN和切向反力 Ff（即静摩擦力），两者的合力 FR=FN+Ff 称为支承面的全约束反力，它的

作用线与接触面的公法线之间的夹角为，如图 2-2-2（a）所示。当物块处于临界平衡状态时，

静摩擦力达到最大值，角也达到最大值，角称为摩擦角。由图 2-2-2（b）可得： 

fmax s N
s

N N

tan
F f F

f
F F

                         （2-2-3） 

 

图 2-2-2  摩擦角概念 
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即摩擦角的正切等于静摩擦因数。摩擦角是静摩擦因数的几何表示，它只反映材料之间的摩

擦性质，而与物体是否受力无关。 

（2）自锁现象 

当物体处于临界平衡状态时，如通过全约束反力作用点在不同的方向作出全约束反力的

作用线，则这些直线将形成一个锥面，称为摩擦锥。如沿接触面的

各个方向的摩擦因数都相同，摩擦锥是一个顶角为 2的圆锥，如

图 2-2-3 所示。 

由于静摩擦力可在零与 Ffmax之间变化，所以角也在零与摩擦

角之间变化，即 
0  ≤ ≤              （2-2-4） 

因此，全约束反力的作用线必在摩擦锥之内。由此可得： 

① 如果作用于物体上的全部主动力的合力FQ的作用线在摩擦

锥之内，则无论这个力怎样大，支承面总会产生一个全约束反力与

之平衡，使物体保持静止。这种现象称为自锁现象，式（2-2-4）称

为自锁条件。 

② 如果全部主动力的合力 FQ的作用线在摩擦锥之外，则无论

这个力多小，物体将发生运动。 

工程上常用“自锁”设计一些机构或夹具，如螺旋千斤顶举起重物后不会自行下落就是

一种自锁现象。而在另一些问题中，则要设法避免产生自锁现象，如工作台在导轨中要求能

顺利滑动，不允许发生卡死现象（即自锁）。 

4．考虑摩擦时平衡问题的解法 

考虑摩擦时物体的平衡问题与不计摩擦时物体的平衡问题共同之处在于它们都是平衡问

题，作用于物体上的力系都满足力系平衡条件。但在考虑有摩擦的平衡问题时，应注意约束

反力含有摩擦力，其方向总是与相对滑动趋势的方向相反的，且摩擦力的大小在一定范围内

变化。因此，解决这类问题要分清两种情况：一是物体处于临界平衡状态，这时摩擦力 Ff达

到最大值，其大小为 Ffmax=fsFN；二是物体处于平衡范围内 0≤Ff ≤Ffmax，Ff与 FN是独立的未

知量。与以上两种情况相对应，对于考虑有摩擦的平衡问题，应采用不同的分析方法，即所

谓临界平衡分析和平衡范围分析。 

【例 2-2-1】 水平面上叠放着物块 A 和 B，分别重 WA=100N 和 WB=80N。物块 B 用拉紧

的水平绳子系在固定点，如图 2-2-4（a）所示。已知物块 A 与支承面、两物块间的静摩擦因

数分别是 fs1=0.8 和 fs2=0.6。求自左向右推动物块 A 所需的最小水平力的值。 

 

图 2-2-4  例 2-2-1 图 

 

图 2-2-3  摩擦锥 
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解：分别画出物块 A 和 B 的受力图，如图 2-2-4（b）、（c）所示。由于物块 A 的运动趋

势是向右的，它的两个接触面都受到向左的摩擦力。设物块 A 在力 F 的作用下已处于临界平

衡状态，则有 

f1 s1 N1F f F      f 2 s2 N2F f F  

考虑物块 A 的平衡，列平衡方程： 
0xF     f1 f 2 0F F F    

0yF     N1 N2 A 0F F W    

注意 N2 N2 BF F W  ，得： 

N1 A N2 A BF W F W W     

f1 f 2 s1 N1 s2 N2 s1 A s1 s2 B( )F F F f F f F f W f f W        

以题设数据代入上式，求得最小水平推力为 
0.8 100N (0.8 0.6) 80N 192NF        

若自右向左推物块 A，则绳子将放松，因而物块 A 和 B 将作为整体一起被推动，此时最

小的推力将减至 s1 A B( ) 144NF f W W   。 
 
【例 2-2-2】 如图 2-2-5 所示，线圈架重 W=200kN，R=200mm，r=100mm，在芯抽上绕

一细绳，并将此细绳固结在墙上，芯抽与墙之间的细绳保持水平。设线圈架与斜面之间的静

摩擦因数 fs=0.15，若在图示位置静止释放线圈架，试判断线圈架是否继续保持平衡（忽略滚

动摩擦）。 

 

图 2-2-5  例 2-2-2 图 

解：先假设线圈架处于平衡状态，求出保持平衡时所需的摩擦力 Ff，然后计算斜面能提

供的最大摩擦力，进行比较后就可知线圈架处于何种状态。 

取线圈架为研究对象，画出受力图 2-2-5（b），列平衡方程： 
0xF   f T cos sin 0F F W     

O ( ) 0M F  f T 0F R F r   

解得： 

f

sin
36.6kN

1 2cos

W
F




 


    （a） 

T f2 73.2kNF F   

欲使线圈架在斜面上继续保持平衡，所需摩擦力应是 36.6kN。 

下面再来求斜面能够提供的最大摩擦力。列出线圈架的平衡方程，得： 
0yF     N T sin cos 0F F W     
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N T sin cos 209.8kNF F W     

于是，斜面能够提供的最大摩擦力为 

fmax s N 31.47kNF f F     （b） 

比较式（a）与式（b），有 fmaxF < fF 。 

因此，当线圈架由静止释放时，在斜面上不能保持平衡。 
 
【例 2-2-3】 梯子长 AB=l，重 W1=100N，靠在光滑墙壁上并和水平地面夹角=75°，如

图 2-2-6（a）所示。已知地面对梯子的静摩擦因数 fs=0.4，问重 W2=700N 的人能否爬到梯子

顶端而不使梯子滑倒，并求地面对梯子的摩擦力。假定梯子的重心在点 C。 

 

图 2-2-6  例 2-2-3 图 

解：梯子滑倒的趋势是水平向左，摩擦力 FfB 的方向必定是水平向右的。现假定人站在

梯子顶端时梯子能平衡。 

取梯子为研究对象，画受力图 2-2-6（b），列平衡方程： 
0xF  ， fB NA 0F F   

0yF  ， NB 1 2 0F W W    

B ( ) 0M F ， NA 2 1

1
sin 75 cos75 cos75 0

2
F l W l W l  ° ° °  

解得： 

2 1
NA

2 2 700 100
cot 75 0.268N 201N

2 2

W W
F

  
   °  

NB 1 2 (100 700)N 800NF W W      

fB 201NF   

最大摩擦力 FfBmax=ftFNB=0.4×800N=320N，可见 FfB<FfBmax，即假定梯子不滑倒是符合事

实的，并且地面对梯子的摩擦力 FfB=201N。若 FfB>FfBmax，则说明在人爬到梯子顶端之前，

梯子早已滑倒了。 

习    题 

2-2-1  如图习题 2-2-1 所示，物 A 重 100kN，物 B 重 25kN，物 A 与地面间的摩擦因数为

0.2，滑轮处摩擦不计，求物体 A 与地面间的摩擦力。 
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2-2-2  如图习题 2-2-2 所示均质正方形薄板重 P，置于铅垂面内。薄板与地面间的静摩

擦因数为 fs=0.5，在点 A 处作用一力 F，要使薄板静止不动，求力 F 的最大值。 

       

                     图习题 2-2-1                              图习题 2-2-2 

2-2-3  如图习题 2-2-3 所示，有 2n 块相同的均质砖块在作用于物块 H 上的水平力 F 的

作用下保持平衡。已知每块砖厚为 d=5cm，高 h=20cm，重为 P，所有铅垂接触面间的摩擦因

数均为 fs=0.5，水平接触面均光滑。求：当水平推力 F 的大小为 2nP 时能保持平衡的 n 的最

大值。 

2-2-4  如图习题 2-2-4 所示，杆 AB 和 BC 在点 B 处铰接，在铰链上作用有铅垂力 F，C

端铰接在墙上，A 端铰接在重 P=1kN 的均质长方体的几何中心。已知杆 BC 水平，长方体与

水平面间的静摩擦因数为 fs=0.52。各杆重及铰接处摩擦均忽略不计，尺寸如图所示。确定不

致破坏系统平衡时力 F 的最大值。 

2-2-5  用逐渐增加的水平力去推一重 W=1000N 的衣橱，如图习题 2-2-5 所示。已知

h=1.3a， sf =0.4，问衣橱是先滑动还是先翻倒？ 

     

          图习题 2-2-3                       图习题 2-2-4                      图习题 2-2-5 

2-2-6  如图习题 2-2-6 所示，两杆 OA、AB 长皆为

a=1m，以铰 A 连接，O 为铰支座，而 B 端置于倾角为 30°

的斜面上，与斜面间的静摩擦因数 f =0.2。今在杆 OA 的

中点 C 作用一向下的力 F=100N，在杆 AB 上作用一力偶

矩 M。为使系统在图示状态下平衡，M 的值应在什么范围

内？ 

2-2-7  如图习题 2-2-7 所示，均质杆 AD 重 P，杆 BC

重不计，如将两杆于 AD 的中点 C 搭在一起，杆与杆之间

的静摩擦因数 f=0.6。问系统是否静止？ 

 

图习题 2-2-6 
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2-2-8  如图习题 2-2-8 所示，已知 l=4m，均布载荷 q=0.5kN/m，两杆接触处的静摩擦因

数 f =1/3。求能使结构在图示位置保持平衡所需的力偶矩 M。 

      

               图习题 2-2-7                                 图习题 2-2-8 

2-2-9  两个重量相同的物块 A 和 B，用绳相连放在水平面及斜面上，如图习题 2-2-9 所

示。已知两物块重 WA=WB=2kN，物块与水平面和斜面之间的静摩擦因数 f=0.3，斜面与水平

面夹角=60°，=20°。求拉动两物块所需要的力 F 的最小值。 

2-2-10  如图习题 2-2-10 所示，均质箱体的宽度 b=1m，高 h=2m，重 P =100kN，放在倾

角=20º的斜面上。箱体与斜面之间的静摩擦因数ƒs=0.2。今在箱体的点 C 处系一软绳，其

上作用一拉力 F，已知 BC=a=1.8m，问拉力 F 多大，才能保证箱体处于平衡状态。 

     

                          图习题 2-2-9                      图习题 2-2-10 
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拓展知识 3  物体的重心 

 

在地球表面附近的物体都受到地球对它的作用力，即物体的重力。重力作用于物体内的

每一微小部分，是一个分布力系。这些重力汇交于地心，但因地球远较一般的物体大，故物

体上各点到地心的连线几乎平行，因此可以足够精确地认为这些重力组成一个空间平行力系。

无论将物体怎样放置，只要物体的体积和形状都不变，这个空间平行力系合力的作用点总是

在相对于物体位置不变的一个确定点，这个点就是物体的重心。由此可见，通过找出此空间

平行力系合力的作用点就可确定物体的重心位置。 

重心位置在工程实际中有重要意义。例如，安装管道、机械和预制构件，就需要知道其

重心的位置，以便吊装工作能够平稳地进行；在转动机械中，若其转动部分的重心不在转轴

上，就会引起强烈的振动而造成各种不良后果；在房屋构件截面设计以及挡土墙、重力水坝、

起重机等倾翻问题中，都要涉及重心位置的确定。 

1．重心的坐标公式 

为了确定物体的重心位置，可将它分割为许多小块（设为 n 个），并分别以 G1、G2、…、

Gn表示各小块的重量，如图 2-3-1 所示。建立图示直角坐标系 Oxyz，则可用（x1，y1，z1），（x2，

y2，z2），…，（xn，yn，zn）分别表示各小块的重心位置。各小块所受重力 G1、G2、G3、…、

Gn的合力 G 即为整个物体所受的重力，其大小为 iG G ，方向与各小块重力同向平行。 

 

图 2-3-1  重心 

无论物体怎样放置，重力 G 的作用线均通过某点 C，该点即为物体的重心。根据合力矩

定理可知，物体的重力 G 对 x 轴之矩等于各小块重力对 x 轴之矩的代数和，即 

c 1 1 2 2 n n i iGy G y G y G y G y            

所以 c
i iG y

y
G


 。 

利用坐标轮换方法，同理可得 c c
i i i iG x G z

x z
G G

 
 ， 。 
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由此得重心的坐标公式为            

c

c

c

i i

i i

i i

G x
x

G
G y

y
G
G z

z
G

  


  


 
 



                       （2-3-1） 

若物体是均质的，且以表示物体每单位体积的重量（称为容重），以Vi表示第 i 小块的

体积，以 V 表示整个物体的体积 iV V （ ），则因 i iG V   ，以及 i iG G V       

V  ，消去，则可得到均质物体的重心坐标公式为 

c

c

c

i i

i i

i i

V x
x

V
V y

y
V
V z

z
V

  


  


 
 



                       （2-3-2） 

可见，均质物体的重心位置与其单位体积的重量（密度）无关，仅决定于物体的形状。

均质物体的重心亦称为体积形心，式（2-3-2）亦称为均质物体体积形心坐标的计算公式。 

如物体是均质等厚的平薄板，设薄板的面积为 A，厚

度为 h，则薄板的总体积为 V=Ah，平面每一微小体积为

i iV A h   。在薄板平面内取直角坐标系 Oxy 如图 2-3-2 所

示，此时 zc=0。将上述关系代入式（2-3-2）中的前两式，

消去 h 后，得： 

c

c

i i

i i

A x
x

A
A y

y
A







           （2-3-3） 

式（2-3-3）所确定的点 C 称为薄板的形心，或平面图形的形心。 

具有对称面、对称轴或对称中心的均质物体，重心必在其物体的对称面、对称轴或对称

中心上。如直线段的重心在该线段的中点，圆面积或整个圆周的重心在圆心，平行四边形的

重心在其两对称线的交点上等。另外，简单形状物体的重心可查阅工程手册，表 2-3-1 列出了

几种简单形状物体的重心。工程上常用的型钢（如工字钢、角钢、槽钢等）的截面形心可从

工程手册中的型钢表中查到。 

2．确定物体形心的几种方法 

（1）利用对称性求重心 

不难理解，对均质物体，凡具有对称面、对称轴或对称中心的，其重心一定在它们的对

称面、对称轴或对称中心上。例如，均质圆球的重心在其对称中心（球心）上，均质矩形薄

板的重心在其两对称轴的交点上等。 

（2）积分法求重心 

对于形状规则的物体，可用积分法求重心。这时应根据物体的几何形状，合理地建立坐

 

图 2-3-2  



 

 118 

工程力学应用（静力学、材料力学） 

标系并选取微元体，定出微元体的坐标，再利用重心的积分坐标公式，进行积分即求出重心

的位置。 

表 2-3-1  简单形体重心表 

图    形 重 心 位 置 

 c

1

3
y h  

 c

(2 )

3( )

h a b
y

a b





 

 c

sin
x

a

 
  

 

3 3

c

2

2 sin

3

2 sin 2 )

2

r
x

S

r a
S







 
 

 

（
面积

 

 c

2 sin

3

r
x




  

 
3 3

c 2 2

2 ( ) sin

3 ( )

R r
x

R r








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（3）组合法求重心 

① 分割法。 

在计算较为复杂的均质物体的重心时，常将其分割为若干简单形状的物体，而这些简单

形体的重心是已知的，则整个物体的重心即可由有限形式的重心坐标公式求出。这种方法称

为分割法。 

【例 2-3-1】 试求图 2-3-3 所示均质薄板的重心，其尺寸如图所示。 

解：建立图示直角坐标系 Oxy，将该图形用虚线分割 

成 3 个矩形，以 A1、A2、A3和 C1（x1、y1）、C2（x2、y2）、 

C3（x3、y3）分别表示它们的面积及重心位置，则 
2

1 1 1

2
2 2 2

2
3 3 3

300mm 15mm 45mm

400mm 5mm 30mm

300mm 15mm 5mm

A x y

A x y

A x y

   

  

  

， ，

， ，

， ，

 

按公式求得该薄板重心的坐标 xc、 yc为 

1 1 2 2 3 3
c

1 2 3

1 1 2 2 3 3
c

1 2 3

2mm

27mm

i i

i i

x A x A x A x A
x

A A A A

y A y A y A y A
y

A A A A

  
  

 

  
  

 

 

② 负面积法。 

若在物体或薄板内切去一部分（如物体内有孔、洞），则其重心仍可用与分割法相同的公

式求得，只是切去部分的重量或体积、面积应取负值，这种方法称为负面积法。 

【例 2-3-2】 在半径为 R 的均质圆盘内有一半径为 r 的圆孔，两圆心相距 / 2R ，如图 2-3-4

所示。求此盘的重心位置。 

 

图 2-3-4  例 2-3-2 图 

解：建立图示 Oxy 坐标系，此盘的重心必在对称轴 Ox 轴上，即 

yc=0 

现将此盘分割成为半径为 R 的大圆和半径为 r 的小圆，其面积分别为 A1、A2，重心位置

分别为 x1、x2，则 
2

1 1

2
2 2

π 0

π
2

A R x

R
A r x

 

  

，

，
 

于是圆盘重心 C 的 x 坐标为 

 

图 2-3-3  例 2-3-1 图 
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2 2
2

1 1 2 2
c 2 2 2 2

1 2

0 π + ( π )
2

π π 2( )

R
R rx A x A Rr

x
A A R r R r

  
   

  
 

（4）试验法测定重心 

如果物体形状复杂或质量分布不均匀，其重心（或形心）常用试验法确定。 

① 悬挂法。 

如需求一薄板的重心，可先将板悬挂于任一点 A，如图 2-3-5（a）所示。根据二力平衡

条件，重心必在过悬挂点的铅直线上，在板上画出此线。然后再将板悬挂于另一点 B，同样

可画出另一直线。两直线的相交点 C 即是薄板的重心位置，如图 2-3-5（b）所示。 

② 称重法。 

对于形状复杂的机件，或体积很大的物休，可由称重法求其重心。图 2-3-6 所示为一发

动机连杆，先用磅秤称出其重量 G，然后将其一端支于固定的支点 A，另一端支于磅秤上，

量出两支点间的水平距离 l，并读出磅秤上的读数 FNB，则由 

NB c 0F l Gx   

得： NB
c

F l
x

G
 。 

    

             图 2-3-5  悬挂法                                    图 2-3-6  称重法 

习    题 

2-3-1  如图习题 2-3-1 所示，边长为 2a 的正方形薄板，截去四分之一后悬挂在点 A 上，

欲使 AB 保持水平，则点 A 距右端的距离 x 应为多少？ 

2-3-2  如图习题 2-3-2 所示，半径为 R 的图形中，有一半径为 r 的偏心小圆孔，偏心距

为 e，求该图形的形心。 

      

           图习题 2-3-1                    图习题 2-3-2 
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2-3-3  房屋建筑中，为隔音而采用的空心三角形楼梯踏步如图习题 2-3-3 所示，试确定

其横截面的形心位置。 

 

图习题 2-3-3 

2-3-4  试确定图习题 2-3-4 所示平面图形的形心位置。 

 

图习题 2-3-4 

2-3-5  试确定图习题 2-3-5 所示平面图形的形心位置。 

 

图习题 2-3-5 
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拓展知识 4  斜截面上的应力、切应力互等定律 

 

1．斜截面上的正应力和切应力 

有时拉（压）杆件沿斜截面发生破坏，此时应如何确定斜截面 k-k 上的应力？ 

设等直杆的轴向拉力为 P（如图 2-4-1 所示），横截面面积

为 A，由于 k-k 截面上的内力仍为 P P  ，而且由斜截面上沿

x 方向伸长变形仍均匀分布可知，斜截面上应力仍均匀分布。 

若以 p 表示斜截面 k-k 上的应力，于是有 
P

p
A





  

而
cos

A
A 

 ，所以 

cos cos
P

p
A


      

将斜截面上全应力 p 分解成正应力  和切应力  ，有 
2cos cosp                  （2-4-1） 

sin sin 2
2

p 
                （2-4-2） 

 、  、  正负号规定如下： 

①  ：自 x 轴逆时针转向斜截面外法线 n， 为正；反之为负。 

②  ：拉应力为正，压应力为负。 

③  ：取保留截面内任一点为矩心，当  对矩心顺时针转动时为正；反之为负。 

2．最大正应力、最大切应力 

（1）当 0  °时，横截面上， max  ， 0  。 

（2）当 45  °时，斜截面上，
2
  ， max 2

  。 

（3）当 90  °时，纵向截面上， 0  ， 0  。 

结论：对于轴向拉（压）杆， max  ，发生在横截面上； max 2
  ，发生在沿顺时针

转 45°的斜截面上。同样大小的切应力也发生在 45   °的斜截面上。 

【例2-4-1】 木立柱承受压力P，上面放有钢块。如图2-4-2所示，钢块截面积 1A 为2×2cm2
，

已知钢块承受压应力 35 钢 MPa，木柱截面积 2 8 8A   cm2
，求木柱顺纹方向切应力大小

及指向。 

 

图 2-4-1  斜截面上的应力 
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图 2-4-2  例 2-4-1 图 

解：（1）计算木柱压力 P，由
1

P

A
 钢 ，所以 

6 4
1 35 10 2 2 10 14kNP A        钢 （压力） 

（2）计算木柱的切应力。 

横截面上：
3

6
4

2

14 10
10 2.19MPa

64 10

P

A
 




   


（压应力） 

则 30 sin(2 30 ) 0.95MPa
2

   ° ° ，指向如图 2-4-2 所示。 

3．切应力互等定理 

如图 2-4-3 所示，当1=+90°时，则 
2 2

90

2
90

cos ( 90 ) sin

1
sin ( 90 ) sin 2

2 2





    
    





  

   

°

°

°

°
 

因此得 90    ° 。 

 

图 2-4-3  切应力互等定理 

上式表达了切应力互等定理：杆上某点在任意两相互垂直截面上的切应力，大小相等，

符号相反。说明两相互垂直截面上的切应力必定同时存在 900 0    （ ， ）° 或同时不存在

900 0    （ ， ）° ，即所谓的成对出现。且它们的矢量箭头必同时指向或背离两互相垂直截

面的交线。尽管切应力互等定理是在拉（压）杆的特定场合得到的，但其具有普遍意义，在

其他场合，也都可以证明它的存在。 

4．剪切胡克定律 

为便于分析剪切变形，在构件受剪部位取一微小正六面体（单元体）研究。剪切变形时，

截面产生相对错动，使正六面体变为平行六面体，如图 2-4-4（b）所示。在切应力的作用下，

单元体的右面相对于左面产生错动，其错动量为绝对剪切变形，而相对变形为 



 

 124 

工程力学应用（静力学、材料力学） 

tan
d

ee

x
 


   

式中，是矩形直角的微小改变量，称为切应变或角应变，用弧度（rad）度量。 

试验表明：当切应力不超过材料的剪切比例极限时，切应力与切应变成正比关系，如

图 2-4-4（c）所示，即 ∝ 。 

 

图 2-4-4  剪切胡克定律 

引入比例常数 G，得： 

 =G                            （2-4-3） 

这就是剪切胡克定律的表达式。比例常数 G 称做剪切弹性模量，单位与 E 的单位相同。

当切应力不变时，G 越大，切应变就越小，所以 G 表示材料抵抗剪切变形的能力。一般钢

材的 G 约为 80GPa。 

可以证明，对于各向同性的材料，G、E 和不是各自独立的三个弹性常量，它们之间有

如下关系： 

2(1 )

E
G





 

【例 2-4-2】 如图 2-4-5 所示边长为 a 的正方形微体处于纯切应力状态，由试验测出对角

线 AC 的正应变=3.0×10-4
，试计算切应变（即直角三角形 BAD 的改变量）以及作用在微体

上的切应力。已知材料的剪切弹性模量 G=80GPa。 

 

图 2-4-5  例 2-4-2 图 

解：（1）先画出微体的变形图 2-4-5（b），侧面 DC 相对 AB 发生错动，此时 C 移至 C'，

D 移至 D'，出现切应变；对角线 AC 伸长，用切线代圆弧的方法从 C'向 AC 的延长线作垂线

交于 C"，显然CC即代表对角线 AC 的伸长量。 2CC AC a     。 

（2）根据图 2-4-5（b）的几何关系可得出下式： 
4 42 2 3 10 6 10 rad          
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提示：在小变形条件下， tan  。 

（3）由剪切胡克定律得： 
3 480 10 6 10 48MPaG         

习    题 

2-4-1 （1）图习题 2-4-1 中杆件受力 P 作用，则三个指定截面的内力（    ）。 

（A）全相等           

（B）I-I 截面与 II-II 截面相等，但小于 III-III 截面 

（C）全不相等         

（D）I-I 截面与 II-II 截面相等，但大于 III-III 截面 

（2）图习题 2-4-1 中，设内力在各截面均匀分布，则三个指定截面上的应力（    ）。 

（A）全相等          （B）全不相等   

（C）I-I 截面与 II-II 截面相等，但小于 III-III 截面 

2-4-2  等截面直杆受力 F 作用发生拉伸变形。已知杆件横截面积为 A，则横截面上的正

应力和 45°斜截面上的正应力分别为（    ）。 

     

                  图习题 2-4-1                     图习题 2-4-2 

（A）
F

A
，

2

F

A
      （B）

F

A
，

2

F

A
     （C）

2

F

A
，

2

F

A
     （D）

F

A
，

2F

A
 

2-4-3  图习题 2-4-3 所示杆件，受轴向载荷 F=200kN 作用，斜截面 AB 与杆的上边界 ED

成 40°，请计算斜截面 AB 以及与 AB 垂直的斜截面 BC 上的正应力和剪应力。 

 

图习题 2-4-3 

2-4-4  切应力互等定理是由单元体（    ）导出的。 

（A）静力平衡关系 （B）几何关系  （C）物理关系     （D）强度条件 
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拓展知识 5  截面的几何性质 

 

杆的横截面面积 A、极惯性矩 Ip、抗扭截面系数 Wn等，都是与截面形状和尺寸有关的几

何量，称为截面的几何性质，是杆件强度、刚度计算中不可缺少的几何参数。在弯曲等问题

的计算中，还要遇到截面的另一些几何性质，因此，本章介绍它们的概念和计算。 

1．形心和面矩 

（1）形心。研究截面的几何性质，首先要确定其形心。由理论力学可知，形心是截面图

形的几何中心，其位置仅与截面的形状和尺寸大小有关。设截面面积为 A，C 为其形心（图

2-5-1），则形心 C 的坐标公式为 

c

c

d

d

A

A

x A
x

A

y A
y

A








                            （2-5-1） 

式（2-5-1）表明，当截面有对称轴时，形心必位于对称轴上；若截面有两个对称轴，则

两个对称轴的交点即为形心。 

 

图 2-5-1  形心 

（2）面矩。式（2-5-1）中 xdA 和 ydA，分别称为微面积 dA 对 y 轴和 x 轴的面矩（或静矩，

或一次矩）。定积分 d
A

x A 和 d
A

y A ，分别称为整个截面对 y 轴和 x 轴的面矩，以符号 Sy 与

Sx表示。由式（2-5-1）可得 

c

c

d

d

y A

x A

S x A Ax

S y A Ay

 

 




              （2-5-2） 

即截面对某轴的面矩，等于其微面积面矩的代数和，或等于其面积 A 与形心至该轴距离（xc

或 yc）的乘积。 

将上式中截面面积 A 与其微面积 dA 分别用合力 P 及其分力 dP 代替，可知面矩和力矩在

性质、计算方法等方面相似。 

由式（2-5-2）可知： 
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（1）面矩的大小，不仅与截面面积有关，且取决于参考轴的位置，它可为正值，可为负

值，也可为零。其量纲为米
3
（m3

）或毫米
3
（mm3

）。 

（2）当坐标轴通过其形心（称为形心轴）时，截面对该轴的面矩等于零；反之，若截面

对某轴的面矩为零，则该轴必通过截面的形心。 

【例 2-5-1】 试计算图 2-5-2 所示 T 形截面的形心坐标，以及形心轴以上和以下两部分截

面对水平形心轴的面矩。 

 

图 2-5-2  例 2-5-1 图 

解：（1）求形心 C 的位置。首先取参考坐标系，取截面的对称轴为 y，与底边相重合的

轴为 x。形心位于 y 轴上，xc=0，故只需计算形心的 yc坐标。然后将截面分为Ⅰ、Ⅱ两个矩形

（见图 2-5-2（a））。它们对 x 轴的面矩分别为 

3

3

40
40 20 20 32000mm

2

20
60 20 12000mm

2

S

S

      
 
     
 

Ⅰ

Ⅱ

 

根据面矩的定义，整个截面对 x 轴的面矩等于Ⅰ、Ⅱ两矩形对 x 轴面矩的代数和，即
3 332000 12000 44 10 mmxS S S     Ⅰ Ⅱ 。 

整个截面的面积为 240 20 60 20 2000mmA A A      Ⅰ Ⅱ 。 

运用式（2-5-1）、式（2-5-2）得： 

3

c 3

d 44 10
22mm

2 10
xA

y A S
y

A A


   


  

由于对称，xc=0。 

通过形心 C 的一对互相垂直的坐标轴 xc、yc，称为截面的形心轴（见图 2-5-2（a））。 

（2）计算面矩。设 S1和 S2分别代表 xc轴以上和以下两部分截面对 xc轴的面矩。 

3
1

40 20 22
20 (40 20 22) 14440mm

2
S

        
 

 

为了求 S2，将形心轴 xc 以下的截面分为 1、2 两个矩形（见图 2-5-2（b））。S2 为该两矩

形对 xc轴的面矩的代数和，即 

3
2

20
20 2 ( 1) 60 2 40 ( 14400) 14440mm

2
S

                   
 

计算结果表明，S1=-S2。请读者思考，此结论对其他形状的截面是否也成立，为什么？ 
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2．惯性矩和惯性半径 

（1）惯性矩和极惯性矩。如图 2-5-3 所示，微面积 dA 与其坐标平方的乘积 y2dA 和 x2dA

分别称为微面积 dA 对 x 轴和 y 轴的惯性矩。定积分
2d

A
y A 和

2d
A

x A 分别为整个截面对 x 轴

和 y 轴的惯性矩，以符号 Ix和 Iy表示，即 
2dx A

I y A  ，
2dy A

I x A                       （2-5-3） 

定积分为 
2

p d
A

I A                            （2-5-4） 

Ip称为截面对坐标原点的极惯性矩，式中是截面各微面积至坐标原点的距离。 

由式（2-5-3）、式（2-5-4）可知，同一截面对不同坐标轴的惯

性矩不同，截面各微面积离坐标轴（或原点）越远，惯性矩越大。

此外，因 x2
、y2

、2
恒为正值，故惯性矩和极惯性矩也恒为正值，

在任何情况下不会为零，其单位为 m4
或 mm4

。 

由图 2-5-3 可知， 2 2 2x y   。故 
2 2 2 2 2

p d ( )d d d
A A A A

I A x y A x A y A         

即 

p x yI I I                  （2-5-5） 

式（2-5-5）表明，截面对其平面内任一点的极惯性矩 Ip，等于该截面对同一平面内该点

的任一对正交轴的惯性矩之和。因此，尽管过一点可作无数对正交轴，但截面对任一对正交

轴的惯性矩之和不变，其值皆等于截面对该点的极惯性矩。 

（2）惯性半径。工程中，常将截面对某轴的惯性矩表示为该截面面积 A 与某一长度平方

的乘积，即 
2

x xI Ai ，
2

y yI Ai                  （2-5-6） 

或 

x
x

I
i

A
 ， y

y

I
i

A
  

式中，ix和 iy分别称为截面对 x 和 y 轴的惯性半径，单位为米

（m）或毫米（mm）。由上式可知，惯性半径越大，截面对该轴的惯

性矩也越大。 

（3）简单形状截面的惯性矩。 

① 矩形：设矩形的高为 h，宽为 b（见图 2-5-4），求其对形心

轴 xc、yc的惯性矩。 

计算矩形对形心轴 xc的惯性矩 Ix 时，可取高为 dy 、宽为 b 的矩

形微面积，其微面积为 
d dA b y  

代入式（2-5-3），得： 

 

图 2-5-3  惯性矩和极惯性矩 

 

图 2-5-4  矩形惯性矩 
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3 32
2 22

2
2

d d
3 12

h
h

hx A h

y bh
I y A y b y b




 
    

 
   

同理可得矩形对形心轴 yc的惯性矩
3

12y

hb
I  。 

截面对形心轴的惯性矩，称为形心惯性矩。 

② 圆形：设圆的直径为 d（见图 2-5-5），求其对圆心的极

惯性矩 Ip和形心惯性矩 Ix、Iy，惯性半径 ix和 iy。 

计算对圆心的极惯性矩时，可取半径为、宽为 d的环形

微面积，其微面积为 
d 2π dA    

由式（2-5-4）可得： 
4

2 3 42
p 0

π
d 2π d 0.1

32

d

A

d
I A d        

由圆的对称性可知 x yI I 。由 p x yI I I  ，得： 
4

p

1 π

2 64x y

d
I I I    

由式（2-5-6）可得： 
4

2

π / 64

π / 4 4
y

x y

I d d
i i

A d
     

③ 圆环形。设圆环外径为 D，内径为 d，求 Ip和 Ix、Iy，如

图 2-5-6 所示。 
4

2 3 4 4 42
p

2

π π
d 2π d ( ) (1 )

32 32

D

dA

D
I A D d           

4
4

p

1 π
(1 )

2 64x y

D
I I I      

式中，
d

D
  。 

3．组合截面的惯性矩 

（1）平行移轴公式。同一截面图形对两个互相平行坐标轴的惯性矩虽然不同，但它们之

间存在一定的关系。如图 2-5-7 所示，设截面面积为 A，形心为 C，形心轴 xc和 yc分别与任

意坐标轴 x、y 平行，距离为 a、b。因此 y1=y+a，x1=x +b。截面对 x 轴的惯性矩为 
2 2 2 2

1 d ( ) d d 2 d dx A A A A A
I y A y a A y A a y A a A           

式中，
2

c cd d dx xA A A
y A I y A S A A    ， ， 。Ixc、Sxc为截面对形心轴的惯性矩和面矩。由于

xc 为形心轴，Sxc=0，故得： 
2

cx xI I a A   

同理： 

2
cy yI I b A                            （2-5-7） 

 

图 2-5-5  圆形惯性矩 

 

图 2-5-6  圆环形惯性矩 
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式（2-5-7）称为平行移轴公式。即截面对于任一轴的惯性矩，等于平行该轴的形心轴惯

性矩和两轴距离平方与面积的乘积之和。由于 a2A（b2A）恒为正值，因此，截面对形心轴的

惯性矩最小。 

 

图 2-5-7  平行移轴公式 

（2）组合截面的惯性矩。由矩形、圆形等简单形状截面组合而成的截面，称为组合截面。

由惯性矩定义可知，组合截面对某轴的惯性矩等于各简单形状截面对同一轴惯性矩之和。即 

1 2
1

n

x x x nx ix
i

I I I I I


                       （2-5-8） 

下面举例说明组合截面惯性矩的计算方法。 

【例 2-5-2】 截面（见图 2-5-8（a））的尺寸为 H1=250mm，H2=210mm，H3=150mm，

bl=180mm，b2=40mm，b3=20mm。试求该截面对形心轴 xc轴的惯性矩。 

 

图 2-5-8  例 2-5-2 图 

解：（1）将截面分割成简单形状截面。该截面可分割成五个矩形，其中 2 与 3、4 与 5 相

同。它们的宽×高分别为 b3×H3、1/2(H2-H3)×b2、1/2(H1-H2)×b1。 

（2）计算各矩形对 xc轴的惯性矩，设矩形 1 的惯性矩为 I1，则 
3 3

3 43 3
1

20 150
5625 10 mm

12 12

b H
I


     

矩形 2 与 3 的惯性矩相同，设为 I2，由于 xc轴不通过它们的形心，所以运用平行移轴公式： 
3 2

2 2
2 c1 1 1 2 3 2 3 2 2 3

1 1 1
( ) ( ) ( )

12 2 2 4x

b
I I A a H H H H b H H

                 
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3 2
4 440 1 1 1

(210 150) (210 150) 40 (210 150) 981 10 mm
12 2 2 4

                 
 

矩形 4 与 5 的惯性矩相同，设为 I3，则 
3 2

2 1
3 c2 2 2 1 2 1 2 1 1 2

3 2
4 4

1 1 1
( ) ( ) ( )

12 2 2 4

180 1 1 1
(250 210) (250 210) 180 (250 210) 4773 10 mm

12 2 2 4

x

b
I I A a H H H H b H H

                 

                 

 

（3）整个截面对 xc轴的惯性矩为 I，则 
3 4 4 6 4

1 2 32 2 5625 10 2 981 10 4773 10 121 10 mmI I I I             

I2与 I3也可采用“负面积法”计算。例如，计算 I3时，可将矩形 4、5 视为由矩形 H1×b1

减去矩形 H2×b1组成的。xc轴也是它们的形心轴（见图 2-5-8（b）），因此： 
3 3 3 3

4 41 1 1 2
3

180 250 180 210
2 9546 10 mm

12 12 12 12

b H b H
I

 
       

4 4
3 4773 10 mmI    

计算结果相同，说明惯性矩的计算方法与面矩类同，当把组合截面视为简单形状截面之

和时，其惯性矩等于各简单形状截面惯性矩之和（算术和）；当组合截面视为简单形状截面之

差时，其惯性矩等于简单形状截面惯性矩之差（所谓“负面积”法）。当截面上有孔或槽时，

需采用“负面积法”计算。该例若采用“负面积法”计算，就无须运用平行移轴公式，计算

过程较简单。请读者运用“负面积法”列出 2I2 以及整个截面 I 的计算式。 
 
【例 2-5-3】 杆由 16 号槽钢与工字钢组成，其截面如图 2-5-9 所示，试求截面对形心轴

xc、yc的惯性矩。 

 

图 2-5-9  例 2-5-3 图 

解：计算形心 C 的位置。取截面下边为参考轴 x'，轴 yc为该图形的对称轴，形心位于 yc

轴上，xc=0，故只需计算形心坐标 yc。 

整个截面由槽钢和工字钢截面组合而成。查附录 A 型钢表得： 

16 号槽钢：A1=25.15cm2
，Ix1=83.4cm4

，Iy1=934.5cm4
，z0=1.75cm，C1为其形心。 

16 号工字钢：A2=26.1cm2
，Ix2=1130cm4

，Iy2=93.1cm4
，h=160cm，C2为其形心。 

由式（2-5-1）得： 
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2 2

c 2

160
25.15 10 (17.5 160) 26.1 10d 2 127.9mm

(25.15 26.1) 10
xA

y A S
y

A A

     
   

 
  

习    题 

2-5-1  图习题 2-5-1 所示 T 形截面梁，在对称面内纯弯曲。材料为低碳钢，可视做理想

弹塑性。当截面内最大正应力进入材料的屈服极限后，继续加载，其中性轴位置（    ）。 

（A）永过截面形心 C          （B）从截面形心向上移 

（C）从截面形心向下移        （D）永过截面 1-1 线 

2-5-2  如图习题 2-5-2 所示，由惯性矩的平行移轴公式，（    ）。写出过程或理由。 

（A）
3

2 1 4z z

bh
I I              （B）

3

2 4z z

bh
I I   

（C） 3
2z zI I bh              （D） 3

2 1z zI I bh   

 

                          图习题 2-5-1        图习题 2-5-2 

2-5-3  如图习题 2-5-3 所示，在边长为 2a 的正方形的中心部挖去一个边长为 a 的正方形，

求该图形对 y 轴的惯性矩。 

2-5-4  如图习题 2-5-4 所示，分别求出直角三角形对 z 轴的惯性矩 zI 及对 z2轴的惯性矩

2zI 。 

2-5-5  如图习题 2-5-5 所示，B×H 的矩形中挖掉一个 b×h 的矩形，求此平面图形的 Wz。 

     

        图习题 2-5-3                 图习题 2-5-4      图习题 2-5-5 

2-5-6  如图习题 2-5-6 所示组合图形由两个直径相等的圆截面组成，求此组合图形对形

心主轴 y 的惯性矩 Iy。 
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2-5-7  已知图习题 2-5-7 所示截面图形的面积为 A，对 z1轴的惯性矩为 Iz1，zc为截面图

形的形心轴，则截面图形对 z2轴的惯性矩 Iz2为（    ）。 

（A）Iz2=Iz1+(a1-a2)
2A           （B）Iz2=Iz1+(a2+a1)

2A 

（C）Iz2=Iz1+(a2
2
-a1

2)A          （D）Iz2=Iz1+(a2
2+a1

2)A 

     

                 图习题 2-5-6                        图习题 2-5-7 
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拓展知识 6  梁的变形及提高梁弯曲刚度的措施 

 

在工程实际中，某些机器或机构中的构件需要满足一定的刚度条件。因为对某些构件而

言，刚度条件将直接影响机器或机构的工作精度，如齿轮传动轴变形过大，会使齿轮不能正

常啮合，工作时产生振动和噪声；机床主轴刚度不够将严重影响加工工件的精度；机械加工

中刀杆或工件的变形会产生较大的制造误差等。因此研究梁的弯曲变形是十分必要的。 

1．挠度和转角 

度量梁弯曲变形的两个基本量是挠度和转角。研究表明，对于较长的弯曲梁，其产生弯

曲变形的主要因素是弯矩，而剪力的影响一般可以忽略不计。以悬臂梁为例（图 2-6-1），变

形前梁的轴线为直线AB，m-m截面是梁的某一横截面；变形后直线AB为光滑的连续曲线AB1，

m-m 截面转到了 m1-m1的位置。轴线 AB 上各点在 y 方向产生了位移，该位移称为挠度，用 y

表示。如图 2-6-1 中的 CC1即为 C 点的挠度，一般规定向上的挠度为正，向下的挠度为负，

挠度的单位为 mm。在弯曲变形过程中，梁的横截面绕中性轴相对于原来位置转过的角度称

为该截面的转角，转角用表示，如图 2-6-1 中的即为 m-m 截面的转角，转角的单位为 rad。

一般规定逆时针转的转角为正，顺时针转的转角为负。可以看出，转角的大小与挠曲线上的

C1点的切线与 x 轴的夹角相等。 

 

图 2-6-1  梁的变形 

图 2-6-1 中的曲线 AB1 表示了全梁各截面的挠度值，故称之为挠曲线。挠曲线是梁截面

位置 x 的函数，记做 
( )y f x  

上式称为挠曲线方程。 

2．用叠加法求梁的变形 

叠加法是工程上常采用的一种比较简便的计算梁变形的方法。在小变形且材料服从胡克

定律的前提下，梁的挠度和转角均与梁上载荷成线性关系。所以，梁上某一载荷所引起的变

形可以看做独立的，不受其他载荷影响的，于是可以将梁在几个载荷共同作用下产生的变形

看成各个载荷单独作用时产生变形的代数叠加。这就是计算梁弯曲变形的叠加原理。 
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用叠加法计算梁的变形时，需已知梁在简单载荷作用下的变形，表 2-6-1 列出了梁在简

单载荷作用下的变形，用叠加法时可以直接查用。 

表 2-6-1  梁在简单载荷作用下的变形 

序号 梁的简图 挠曲线方程 端截面转角 最大挠度 

1  
2

2 z

Mx
y

EI
   B

z

Ml

EI
    

2

B 2 z

Ml
y

EI
   

2  
2

(3 )
6 z

Fx
y l x

EI
    

2

B 2 z

Fl

EI
    

3

B 3 z

Fl
y

EI
   

3  

2

2

(3 )
6

0

(3 )
6

z

z

Fx
y a x

EI

x a

Fa
y a x

EI

a x l

  

  

≤ ≤

≤ ≤

 
2

B 2 z

Fa

EI
    

2

B (3 )
6 z

Fa
y l a

EI
    

4  
2

2 2( 4 6 )
24 z

qx
y x lx l

EI
     

3

B 6 z

ql

EI
    

4

B 8 z

ql
y

EI
   

5  ( )(2 )
6 z

Mx
y l x l x

EI l
     

A

B

3

6

z

z

Ml

EI

Ml

EI





 


 

2

max

2

max

1
1

3

9 3

2

16

z

z

x l

Ml
y

EI

l
x

Ml
y

EI

   
 

 



 

 

6  

2

3 2

2 2

( 3 )
6

(0 )

[ 3 ( )
6

( 3 ) ]

( )

z

z

Mx
y l b x

EI l

x a

M
y x l x a

EI l

l b x

a x l

   

    



≤ ≤

≤ ≤

 

2 2
A

2 2
B

( 3 )
6

( 3 )
6

z

z

M
l b

EI l

M
l a

EI l





 

 
 

7  

2 2(3 4 )
48

(0 )
2

z

Fx
y l x

EI

l
x

  

≤ ≤

 
2

A B 16 z

Fl

EI
      3

max

2

48 z

l
x

Fl
y

EI



 
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续表 

序号 梁的简图 挠曲线方程 Iz 端截面转角 最大挠度 

8 

2 2 2

3

2 2 3

( )
6

(0 )

1
[ ( )

6

( ) ]

( )

z

z

Fbx
y l x b

EI l

x a

Fbx
y x a

EI l b

l b x x

a x l

   

   

 

≤ ≤

≤ ≤

 

A

B

( )

6

( )

6

z

z

Fab l b

EI l

Fab l a

EI l






 




 

2 2

2 2 3

max

2 2

( ) / 3

( )

9 3

2

(3 4 )

48

z

z

a b

x l b

Fb l b
y

EI l

l
x

Fb l b
y

EI



 


 




 

设

处

在 处

 

9  
3 2 3( 2 )

24 z

qx
y l lx x

EI
     

3

A B 24 z

ql

EI
      4

max

2

5

384 z

l
x

ql
y

EI



 
 

10  

2 2

2

( )
6

(0 )

( )
[ (3 )

6

( ) ]

( )

z

z

Fax
y l x

EI l

x l

F x l
y a x l

EI

x l

l x l a

  


  

 


≤ ≤

≤ ≤

 

A B

C

1

2 6

(2 3 )
6

z

z

Fal

EI

Fa
l a

EI l

 



  

  

2

C ( )
3 z

Fa
y l a

EI
    

11 

2 2

2 2

( )
6

(0 )

(3 4 )
6

( )

z

z

Mx
y x l

EI l

x l

M
y x xl l

EI

l x l a

  

   



≤ ≤

≤ ≤

 

A B

C

1

2 6

( 3 )
3

z

z

Ml

EI

M
l a

EI

 



  

  
 C (2 3 )

6 z

Ma
y l a

EI
    

 
【例 2-6-1】 图 2-6-2（a）所示简支梁，试用叠加法求梁跨中点 C 的挠度 yC，以及支座

处截面的转角A、B。 

 

图 2-6-2  简支梁 

解：梁上的作用载荷可以分为两个简单载荷（见图 2-6-2（b）、（c））。应用变形表查出它
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们分别作用时产生的相应变形，然后叠加求代数和，得： 
24

O
C Cq CM

5

384 16z z

M lql
y y y

EI EI
      

3
O

A Aq AM 24 3z z

M lql

EI EI
        

3
O

B Bq BM 24 6z z

M lql

EI EI
       

 
【例 2-6-2】 图 2-6-3 所示的悬臂梁，已知 E、Iz、L、F、q，试用叠加法求梁的最大挠度

和最大转角。 

 

图 2-6-3  悬臂梁 

解：梁上的作用载荷分别为两种受力形式，如图 2-6-3（b）、（c）所示。从悬臂梁在载荷

作用下自由端有最大变形可知，梁 B 端有最大挠度和最大转角。查表 2-6-1 得到它们单独作

用时产生的弯曲变形，然后叠加求代数和，得： 
4 3

max Bq BF 8 3z z

ql Fl
y y y

EI EI
      

3 2

B Bq BF 6 2z z

ql Fl

EI EI
        

 
【例 2-6-3】 试求图 2-6-4（a）所示三支座桥梁支座的约束力。 

解：与简支梁相比，三支座梁增加了一个活动铰链支座，也就增加了一个未知量。因此，

本题为一次超静定问题。 

将 C 处活动铰链支座视为多余约束。解除该处约束，以相应的约束力 FC 代之作用，得

到原超静定梁的相当系统，如图 2-6-4（b）所示。 

变形（位移）协调条件为支座 C 处的挠度等于 0，即 C 0y  。 

由叠加法计算相当系统的 Cy ，得补充方程
44

C
C Cq CFC

5
0

24 6

F lql
y y y

EI EI
      。 
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图 2-6-4  例 2-6-3 图 

由上述补充方程，解得多余约束力 C

5

4
F ql 。 

利用静力平衡条件，可求得其他约束力为 

A B

3

8
F F ql   

以上求解超静定梁的方法称为变形比较法。 

3．梁的刚度校核 

计算梁的变形，目的在于对梁进行刚度计算，以保证梁在外力的作用下，因弯曲变形产

生的挠度和转角必须在工程允许的范围之内，即满足刚度条件： 

ymax≤[ y]                              （2-6-1） 

max≤[]                              （2-6-2） 

式中，[y]、[]分别为构件的许用挠度和许用转角，对于各类受弯构件的[y]、[]可从工

程手册中查到。 

在设计梁时，一般应使其先满足强度条件，再校核刚度条件。如所选截面不能满足刚度

条件，再考虑重新设计。 

【例 2-6-4】 如图 2-6-5（a）所示为机床空心主轴的平面简图，已知轴的外径 D=80mm，

内径 d=40mm，AB 跨长 l=400mm，a=100mm，材料的弹性模量 E=210GPa，设切削力在该平

面上的分力 F1=2kN，齿轮啮合力在该平面上分力 F2=1kN。若轴 C 端的许可挠度[yC]=0.0001l，

B 截面的许用转角[B」=0.001rad。设全轴（包括 BC 端工件部分）可近似为等截面梁，试校

核机床主轴的刚度。 

解： 

（1）求主轴的轴惯性矩。 
44 4

4 4 6 4π π 80 40
(1 ) 1 mm 1.88 10 mm

64 64 80z

D
I 

          
   

 

（2）建立主轴的力学模型（见图 2-6-5（b））。 
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图 2-6-5  机床主轴 

分别画出 F1、F2 作用在梁上的变形，如图 2-6-5（c）、（d）所示。然后应用叠加法计算

截面 C 的挠度和截面 B 的转角为 
2 2 2

1 1 2
C CF1 CF2 BF2

( ) ( )

3 3 16z z z

F a l a F a l a F l
y y y a a

EI EI EI


 
       

      
3 2 3 2

3 6 3 6

2 10 100 (400 100) 1 10 400 100
mm

3 210 10 1.88 10 16 210 10 1.88 10

      
          

 

                   35.91 10 mm   
2

1 2
B BF1 BF2 3 16z z

F al F l

EI EI
        

                     
3 3 2

3 6 3 6

2 10 100 400 1 10 400
rad

3 210 10 1.88 10 16 210 10 1.88 10

     
          

 

                     54.23 10 rad   

（3）校核主轴的刚度。 

主轴的许用挠度为 
4 2

C[ ] 0.0001 10 400mm 40 10 mm=0.04mmy l        

主轴的许用转角为 
3

B[ ] 0.001rad=1.0 10 rad    

因此，有                         
C C

B B

[ ]

[ ]

y y

 



 

即主轴的刚度满足要求。 
 
【例 2-6-5】 如图 2-6-6 所示由 32a 号工字钢制成的悬臂梁，长 l=3.5m，荷载 F=12kN，

已知材料的许用应力=170MPa，弹性模量 E=210MPa，梁的许用挠跨比
y

l
 
  

=
1

400
。试校核

梁的强度和刚度。 
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图 2-6-6  例 2-6-5 

解： 

（1）求梁的最大弯矩和最大挠度。最大弯矩发生在固定端截面 A 上，其值为 

Mmax=MA=Fl=42kN·m 

查表 2-6-1，该梁最大挠度发生在自由端截面 B 处，其值为 

ymax=yB=
3

3

Fl

EI
(↓) 

（2）校核梁的强度。查型钢规格表，32a 号工字钢的 Wz=692.2cm3
。梁的最大正应力为 

3
6max

max 6 3

42 10 N m
60.68 10 Pa

692.2 10 m

      60.68MPa [ ] 170MPa
z

M

W






 
   



  
 

可见梁满足强度条件。 

（3）校核梁的刚度。查型钢规格表，32a 号工字钢的 Iz=11075.5cm4
。梁的最大挠跨比为 

2 3 2 2
max

9 -8 4

12 10 N 3.5 m

3 3 210 10 Pa 11075.5 10 m

y Fl

l EI

 
 

   
 

=2.1×10-3<
1

400
=2.5×10-3 

可见梁也满足刚度条件。 

4．提高梁弯曲刚度的措施 

从表 2-6-1 可以看出，梁的变形不仅与梁的支承和载荷有关，还与梁的材料、截面形状

和跨长有关。以上诸因素可以概括为 

变形∝载荷×（跨长）
n/抗弯刚度 

因此，要提高梁的弯曲刚度可以从以下几个方面考虑。 

（1）增大梁的抗弯刚度 EI 

包含两个措施：增大材料的弹性模量和增大截面的惯性矩。工程中常采用工字钢等型钢、

组合截面及空心截面等。 

（2）减小梁的跨度 

梁的变形与其跨度的 n 次幂成正比。因此减小梁的跨度，能显著地增加梁的刚度。 

减小梁的跨度有两个办法：一种方法是采用两端外伸的结构形式，如图 2-6-7（a）所示；

另一种方法是增加支座数目，如图 2-6-7（b）所示。显然，增加支座的梁变成了超静定梁，

有关超静定梁的问题将在后面章节专题讨论。 

（3）改善荷载的作用方式 

在结构允许的条件下，合理地调整荷载的作用方式，可以降低弯矩，从而减小梁的变形。

如图 2-6-8 所示，将集中力 P 分散作用在全梁上，最大弯矩 Mmax就由 Pl/4 降低为 Pl/8，最大
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挠度 f 就由 Pl3/48EI 减小为 5Pl3/384EI。 

 

图 2-6-7  减小梁的跨度 

 

图 2-6-8  改善荷载的作用方式 

习    题 

2-6-1  求图习题 2-6-1 所示梁 B 处的挠度。 

2-6-2  如图习题 2-6-2 所示，钢筋横截面积为 A，密度为，放在刚性平面上，一端加力

F，提起钢筋离开地面长度 l/3。求 F 的大小。 

     

            图习题 2-6-1                                 图习题 2-6-2 

2-6-3  如图习题 2-6-3 所示，已知承受均布载荷 q 的简支梁中点挠度为
45

384

ql
y

EI
 ，求图

示受三角形分布载荷作用梁中点 C 的挠度 Cy 。 

2-6-4  一超静定梁受载荷如图习题 2-6-4 所示，如梁长 l 增加一倍，其余不变，求跨中最

大挠度是原来的几倍？ 
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          图习题 2-6-3                             图习题 2-6-4 

2-6-5  如图习题 2-6-5 所示，求双跨连续梁 ABC 上的支座反力。梁的抗弯刚度均为 EI。 

2-6-6  已知如图习题 2-6-6 所示 q、l，梁的弯曲刚度为 EI，求图示超静定梁端点 C 处的

铅垂位移 yC。 

     

                  图习题 2-6-5                          图习题 2-6-6 

2-6-7  已知图习题 2-6-7（a）所示悬臂梁自由端的挠度和转角分别为
4

B 8

ql
y

EI
  ，

3

B 6

ql

EI
   。试用叠加法求图习题 2-6-7（b）所示悬臂梁自由端的挠度 yB和转角B。 

 

图习题 2-6-7 

 

 
 



 

 143 

拓展知识 7  斜弯曲变形 

 

 

拓展知识 7  斜弯曲变形 

 

当外力作用平面与形心主惯性平面成一个角度，且外力作用线通过形心并垂直于梁轴线

时，如当其横截面采用槽形、Z 形、矩形时的桁条（见图 2-7-1），在外力作用下变形后梁的

挠曲线不在外力作用平面内，这种弯曲称为斜弯曲。 

 

图 2-7-1  槽形、Z 形、矩形横截面图 

斜弯曲变形是组合变形的一种基本变形，对组合变形的计算方法：一般先将外力分解成

基本变形，再计算基本变形的应力，后应用叠加原理叠加得组合变形的应力。 

下面以矩形截面悬臂梁，自由端作用集中力为例（见图 2-7-2），说明斜弯曲时的正应力

计算。梁自由端截面内作用的集中力 P 通过形心，但与 y 轴成一夹角。建立坐标系，并将集

中力 P 分解到 z 轴和 y 轴上，得： 

Pz=Psin，Py=Pcos 

 

图 2-7-2  矩形截面悬臂梁 

Pz 与 Py 将分别使梁在垂直平面和水平平面内发生平面弯曲，在梁任意横截面 m-m 上引

起的弯矩分别为 

Mz=Py (L-x)=Pcos(L-x)=Mcos 

My=Pz (L-x)=Psin(L-x)=Msin 

式中，M 是力 P 对 m-m 截面的弯矩，即 M=P(L-x)。求 m-m 截面上 C 点的正应力，可分
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别计算 Mz和 My所引起的 C 点的应力，然后代数相加。 

由 Mz引起的正应力用Cz表示：Cz=
z

z

M
y

I
= cos

z

M
y

I
。 

由 My引起的正应力用Cy表示：Cy=
y

y

M
z

I
= sin

y

M
z

I
 。 

式中，Cz、Cy的正负由弯矩的正负号确定，Iz和 Iy分别是横截面对 z 轴和 y 轴的惯性矩。

根据叠加原理可知 C 点的正应力（见图 2-7-3）为 

 

图 2-7-3  斜弯曲的正应力分布 

C=Cz+Ey= cos
z

M
y

I
 + sin

y

M
z

I
                  （2-7-1） 

斜弯曲时横截面上的最大正应力为 

max=M
cos

zI





ymax+ max

sin

y

z
I

 



                  （2-7-2） 

现确定斜弯曲时梁截面上的中性轴位置。设中性轴上各点的坐标为 y0和 z0，根据中性轴

的定义知=0，则有 

 = 0 cos
z

M
y

I
 + 0 sin

y

M
z

I
 =0 

cos

zI


y0+

sin

yI


z0=0 

tan=
0

0

y

z
=-

z

y

I

I tan                       （2-7-3） 

由式（2-7-3）可知，中性轴是一条通过截面形心的斜直线，它与 z 轴成角（见图 2-7-4），

因 Iz 和 Iy 一般不相等，故≠。即中性轴不与荷载作用平面垂直，而倾斜了一个角度，故称

斜弯曲。 

梁不产生斜弯曲情况包括： 

（1）Iz=Iy。 

（2）=0°或=90°（即荷载作用在形心主轴所在的平面内）。 
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图 2-7-4  中性轴的位置图 

【例2-7-1】 如图2-7-5所示，屋架上的木檩条采用100mm×140mm的矩形截面，跨度 l=4m，

筒支在屋架上，承受屋面荷载 q=lkN/m（包括檩条自重）。试计算檩条的最大应力。 

 

图 2-7-5  例 2-7-1 图 

解：根据题意，将檩条简化为一简支梁，最大弯矩发生在跨中点截面上。 

Mmax=
1

8
ql2=

1

8
×1×42=2kN · m 

由截面尺寸计算得惯性矩： 

Iz=
3

12

bh
=

3100 140

12


=2.287×107mm4 

Iy=
3

12

hb
=

3140 100

12


=1.167×107 mm4 

由 Mmax的方向判断，截面下边缘的 A 点处拉应力最大。 

max =M
cos

zI





ymax+ max

sin

y

z
I

 



=2×106
7

cos 26 34

2.287 10





°

70+ 7

sin 26 34

1.167 10
50




 


°
 

=5.48+3.83=9.31MPa 

习    题 

2-7-1  受均布载荷 q 作用的矩形截面简支梁，其载荷作用面与梁的纵向对称面间的夹角

为 30°，如图习题 2-7-1 所示。已知载荷集度 q=2kN/m；材料的许用应力[]=12MPa；梁的

跨度 l =4m，截面尺寸 h=160mm、b=120mm。试校核梁的强度。 

2-7-2  工字钢简支梁受力如图习题 2-7-2 所示，已知 F=7kN，[]=160MPa，试选择工字

钢的型号（提示：首先假定 Wz /Wy的比值进行试选，然后再校核）。 
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图习题 2-7-1 

 

图习题 2-7-2 

2-7-3  矩形截面的简支梁受力如图习题 2-7-3 所示，已知作用在梁中点的载荷 P 与 z 轴

夹角成 30º，梁的许用应力[]=12MPa，试确定梁的许用载荷[P]。 

 

图习题 2-7-3 

2-7-4  槽形截面悬臂梁受力如图习题 2-7-4 所示，已知 F=3kN，h=20cm，b=7.3cm，

z0=2.01cm，Iz=1780cm4
，Iy=128cm4

，[]=160MPa。指出危险点的位置并校核梁的强度（A 点

为弯曲中心，C 为形心）。 

 

图习题 2-7-4 
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拓展知识 8  拉伸（压缩）超静定问题 

 

对图 2-8-1 所示两杆桁架结构，两杆的轴力可以由静力平衡方程确定，这类问题称为静

定问题。 

 

图 2-8-1  静定桁架 

对图 2-8-2 所示的三杆桁架结构，当求各杆的轴力时，有三个未知力，而平面汇交力系

的有效静力平衡方程只有两个，仅由静力平衡方程不能确定全部未知力，这类问题称为超静

定问题。未知力数超过有效平衡方程数的数目，称为超静定次数。图 2-8-2（a）为一次超静

定桁架。 

1．超静定问题的一般解法 

【例 2-8-1】 以图 2-8-2（a）为例，说明超静定杆系的解法。 

 

图 2-8-2  例 2-8-1 图 

解：设杆 1、2、3 的拉压刚度分别为 El A1、E2A2、E3A3，=30°，在力 F 作用下，预先

假设杆 2、3 伸长，杆 1 缩短，根据变形确定杆 2、3 的轴力为拉力，杆 1 的轴力为压力。这

是一个平面汇交力系，有效静力方程两个，未知力三个，是一次超静定问题。 

（1）静力分析。 

节点 A 的受力情况如图 2-8-2（b）所示，其平衡方程为 
0xF      N1 N2 cos30F F °                      （a） 

0yF      N2 N3sin 30F F F °                      （b） 
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（2）几何分析。 

由于三杆均产生变形，节点 A 向左下方位移，故桁架的变形如图 2-8-2（c）所示。为保

证三杆变形后仍交于一点，杆 1、2、3 的变形l1、l2、l3之间应满足如下关系： 

2
1 3 tan 60

sin 30

l
l l


   °

°
                          （c） 

以上保证结构连续性所应满足的变形几何关系，称为变形协调条件或变形协调方程。 

（3）物理关系。 

设三杆处于线弹性范围，则由胡克定律可知，各杆的变形与轴力间的关系分别为 

N1
1

1 1

F l
l

E A
                                 （d） 

N2
2

2 2

2

3

F l
l

E A
                               （e） 

N3
3

3 3

 
3

F l
l

E A
                                （f） 

（4）补充方程。 

将式（d）、式（e）、式（f）代入式（c），得： 

N1 N2 N3

1 1 2 2 3 3

4 2
3

3 3

F F F

E A E A E A
   

化简后得： 

N1 N2 N3

1 1 2 2 3 3

3 4 2F F F

E A E A E A
                            （g） 

（5）联立式（a）、（b）、（g）。 

若 F 和 El A1、E2A2、E3A3均为已知数值，联立可以求解 FN1、FN2、FN3，所得结果为正，

说明轴力的假设正确；结果为负，说明真实轴力与假设相反。 
 

【例 2-8-2】 如图 2-8-3 所示等截面直杆，横截面面积 A=2000mm2
， 

AC 段由铜制成，弹性模量 EC=100GPa；CB 段由钢制成，弹性模量 ES= 

210GPa，已知 F=100kN，作用在截面 C 轴线上，试求 A、B 处的约束反 

力及各段横截面上的应力。 

解：这是一个共线力系，有效平衡方程只有一个，未知力两个，是 

一次超静定问题。 

（1）静力分析。 

A BF F F                   （a） 

（2）几何分析。 

AC CBl l                          （b） 

（3）物理关系。 

                   
3

A
AC

C

400 10 mF
l

E A

 
           （c） 

                    
3

B
CB

S

200 10 mF
l

E A

 
                （d） 

 

 

图 2-8-3  例 2-8-2 
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（4）补充方程。 
3 3

A B
9 6 2 9 6 2

400 10 m 200 10 m

100 10 Pa 2000 10 m 210 10 Pa 2000 10 m

F F 

 

   


     
 

B
A 4.2

F
F                               （e） 

（5）求 FA和 FB。 

将式（d）代入式（a），得 FB=80.8kN（压），FA=19.2kN（拉）。 

（6）求各段应力。 

BC 段：
3

6
BC 6 2

80.8 10 N
 40.4 10 Pa 40.4MPa

2000 10 m
 


   


 

AC 段：
3

6
AC 6 2

19.2 10 N
9.6 10 Pa 9.6MPa

2000 10 m
 


   


 

 
【例 2-8-3】 如图 2-8-4 所示结构，AB 为刚性梁，杆 1、2 的横截面面积和弹性模量间的

关系分别为 A2=10A1，E2=E1/2，试求各杆的轴力和端点 B 的铅垂位移。 

 

图 2-8-4  例 2-8-3 图 

解：（1）静力分析。 

梁 AB 受力图为平面任意力系，其有效静力平衡方程三个，未知力四个，是一次超静定

问题。 

由图 2-8-4（b），利用静力平衡方程得： 

A 0M    N1 N2sin 30 (2 ) sin 45 ( ) (3 )F a F a F a ° °  

N1 N2

2
3

2
F F F                              （a） 
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（2）几何分析。 

由图 2-8-4（c）得： 

2DD CC  即 1 2 
sin 30 sin 45

l l 


° °
 

1 22l l                                  （b） 

（3）物理关系。 

由胡克定律，得： 

N1
N1 1 N1

1
1 1 1 1 1 1

2
4cos30

3

a
F

F l F a
l

E A E A E A

 
 
    °                    （c） 

N2
N2 2 N2

2
12 2 1 1

1

2cos 45
5

(10 )
2

a
F

F l F a
l

EE A E A
A

 
 
    

 
 
 

°
                  （d） 

（4）补充方程。 

将式（c）、式（d）代入式（b），化简后得： 

N1 N2

3

10
F F                            （e） 

联立方程（a）、（e），解得各杆轴力为 

N1

3(5 6 3)

47
F F


 （拉） 

N2

30(5 2 3)

47
F F


 （压） 

（5）端点 B 的铅垂位移。 

N2 22

2 2 2 2

180(5 2 3)
3 3 3 2

sin 45 47

F ll Fa
BB CC

E A E A

 
     

°
 

2．结构中的预应力 

在工程中，构件几何尺寸制造误差是难免的。在静定结构中，这种误差只会引起结构几

何形状的微小改变，不会引起应力。在超静定结构中，有这种尺寸误差的构件，必须采取强

制方法才能将其装配，所以将引起杆件的应力称为装配应力或预应力。在工程中常利用预应

力进行某些构件的装配，或提高某些构件的承载能力（如预应力混凝土梁）。但是预应力处理

不当也会给工程造成重大危害。 

【例 2-8-4】 如图 2-8-5 所示结构，横梁 AC 可看做刚体，它由钢杆 1、2 支撑，杆 1 的长

度做短了
310

3

l   ，两杆的横截面面积 A=2mm2
，弹性模量 E=200GPa，试求强制装配后各

杆横截面上的应力。 

解： 

（1）静力分析（图 2-8-5（b））。 

A 0M   N1 N2 2 sin sinF l F l    

以梁 AC 为研究对象，有四个未知力，三个有效平衡方程，是一次超静定问题。 
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图 2-8-5  例 2-8-4 图 

（2）几何分析（图 2-8-5（c））。 

2BB CC                                 （a） 

2 12
sin sin

l l
 

  
                             （b） 

（3）物理关系。 

N2 2
2

F l
l

EA
                                （c） 

N2 2
1

F l
l

EA
                               （d） 

（4）补充方程。 

N2 2 N1 1

2
sin sin

F l F l

EA EA


 


                           （e） 

（5）式（a）、式（e）联立求解。 

N1 N22.96kN 3.76kNF F  ，  

（6）求各杆的应力。 
3

6N1
DC 4 2

2.96 10 N
14.8 10 Pa 14.8MPa

2 10 m

F

A
 


    


 

3
6N2

BD 4 2

3.76 10 N
18.8 10 Pa 18.8MPa

2 10 m

F

A
 

 
      


 

 
【例 2-8-5】 如图 2-8-6 所示钢丝绳沿铅垂方向绷紧在 A、B 两点间。 

绳长 l=1m，横截面面积 A=100mm2
，预应力0=100MPa，在 l1=0.4m 处加 

一个向下的荷载 F，绳的许用应力[]=160MPa，弹性模量 E=200GPa。工 

作时，不允许钢丝绳承受压力，试求荷载 F 的许用值及 C 点的位移c。 

解： 

（1）静力分析。 

由于力 F 作用，引起钢丝绳 AC 段、CB 段的轴力，其关系如下： 

                         NAC NCBF F F                    （a） 

（2）几何分析。 

                            AC BCl l                     （b） 

（3）物理关系。 

 

图 2-8-6  例 2-8-5 图 
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NAC 1
AC

F l
l

EA


                                （c） 

NCB 2
CB

F l
l

EA


                                （d） 

（4）补充方程。 

NAC 1 NCB 2F l F l

EA EA

 
                              （e） 

（5）联立式（a）、式（e）得： 

2 1
NAC NCB

l l
F F F F

l l
  ，  

（6）求许用荷载 F（和预应力叠加）。 

NAC 2
0 0 [ ]

F l F

A lA
   


    ≤  

6 6
4

0.6m
100 10 Pa 160 10 Pa

1m 1 10 m
F  

 
≤  

310 10 N 10kNF  ≤  

当 F=10kN 时，BC 段的轴力为 
6 4 2 3 3

NCB 0 NCB 100 10 Pa 1 10 m 0.4 10 10 N 6 10 N 6kNF A F              

BC 段仍受拉力，符合钢丝绳不能承受压力的题意，荷载 F 的许用值取 10kN。 

（7）求 C 点的位移c。 
3

3NAC 1
9 4 2

0.6 10 10 N 0.4m
0.12 10 m 0.12mm

200 10 Pa 1 10 m

F l
c

EA




   
     

  
 

3．温度应力 

温度变化会引起构件伸长或缩短变形，在静定结构中，这种变形不会产生内力和应力。

但是在超静定结构中，由于约束对构件温度变形的限制，相应地在构件内产生了内力和应力。

这种因温度变化而产生的应力称为温度应力。在工程设计中，必须考虑到温度应力对结构的

影响。建筑工程常用选材和留有伸缩缝等方法解决温度应力问题。 

温度应力的计算和解一般超静定问题的方法相同。如图 2-8-7 所示两端固定的等直杆，

若杆件的弹性模量 E 和横截面面积 A、杆件的线膨胀系数均已知，杆件安装时无应力，当温

度升高T 时，分析杆件的温度应力。 

 

图 2-8-7  温度应力 
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由于等直杆 AB 两端固定，当温度升高时，限制其变形而产生了约束力。若解除 B 端约

束，在温度升高T 时，杆 AB 可自由膨胀lT。实际上 B 端不允许其膨胀，设想 B 端产生了一

个压力，使其产生压缩变形。 

静力分析：                     A B NF F F                          （a） 

几何分析：                       F Tl l                              （b） 

物理关系：                       N
F

F l
l

EA
                               （c） 

补充方程：                     Tl T l                   （d） 

轴力压力：                      NF l
T l

EA
                         （e） 

NF T EA     

温度应力：                  NF
T E

A
      

当温度降低时，杆中温度应力为拉应力。 

习    题 

2-8-1  已知直杆拉压刚度为 EA，约束和受力如图习题 2-8-1 所示。在力 F 作用下，截面

C 的位移为（    ）。 

 

图习题 2-8-1 

（A）
Fl

EA
     （B）

2

Fl

EA
     （C）

2Fl

EA
     （D）0 

2-8-2  图习题 2-8-2 所示结构中，杆 AB 为刚性杆，设 l1和 l2分别表示杆 1、2 的长度， l1

和 l2分别表示它们的伸长，则当求解斜杆的内力时，相应的变形协调条件为（    ）。 

（A） 1 1 2 22l l l l                  （B） 1 1 2 22l l l l    

（C） 1 2 2 1sin 2 sinl l          （D） 1 2 2 1cos 2 cosl l     

 

图习题 2-8-2 

2-8-3  图习题 2-8-3 所示杆件两端被固定，在 C 处沿杆轴线作用载荷 F，已知杆横截面

面积为 A，材料的许用拉应力为[t]，许用压应力为[c]，且[c]=3[t]。问 x 为何值时，F 的
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许用值最大，其最大值为多少？ 

 

图习题 2-8-3 

2-8-4  如图习题 2-8-4 所示，两根材料不同但截面尺寸与长度都相同的杆件，两端固结

于刚性平板上，两杆之间无相互作用。已知两种材料的弹性模量分别为 E1和 E2 ，且 E1
 >E2，

杆的宽度均为 b。若使两杆都为均匀拉伸，试确定拉力F 的偏心距 e。 

 

图习题 2-8-4 

2-8-5  超静定杆受力如图习题 2-8-5 所示，横截面面积为 A，设 a<b。材料为理想弹塑性，

屈服应力为 s ，求杆初始屈服时的载荷及杆完全屈服时的载荷。 

 

图习题 2-8-5 
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三  应  用  篇 

第七届江苏省大学生力学竞赛（专科组）试卷 

 
一、填空题（每题 4 分，共 40 分） 

1．一平面力系向作用面内点 A 简化的主矢、主矩分别为 RA
F 、

MA；向点 B 简化的主矢、主矩分别为 RB
F 、MB。已知 RAF  =100kN，

MB=35kN·m， = 30°，AB = 2m，如图 1 所示，则主矢 RBF 的大小

为        ，主矩 MA的大小为        。 

2．图 2 所示各结构中的构件均为刚性的，且不计各构件自重，则当力 F 沿其作用线移

到点 D 时，使 B 处受力发生改变的情况是        （请填入编号）。 

3．平面桁架受力和尺寸如图 3 所示，已知 F、a，则杆 1 的内力 FN1 =        ，杆 2 的

内力 FN2 =        。 

    

                         图 2                                       图 3 

4．图 4 所示平面结构由刚性杆 AG、BE、CD 和 EG 铰接而成，A、B 处为固定铰支座。

在杆 AG 上作用一力偶（F，F′），若不计各杆自重，则支座 A 处约束力的作用线平行于 

点        和点        的连线。 

5．如图 5 所示，对某金属材料进行拉伸试验时，测得其弹性模量 E=200GPa，若超过屈

服极限后继续加载，当试件横截面上的正应力为 =300MPa（该应力小于该材料的强度极限

b）时，测得其轴向线应变 =4.50×10-2
，然后完全卸载。则该试件的轴向塑性线应变    

p =        。 

 

图 1 
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                       图 4                           图 5 

6．在铸铁的压缩破坏试验中，试样断口的形态为        。在铸铁的扭转破坏试验中，

试样断口的形态为        。 

7．图 6 所示外伸梁受均布荷载 q 作用，其剪力的最大值 S max| |F          ，弯矩的最大

值 max| |M          。 

8．图 7 所示简支梁的长度 l 和抗弯刚度 EI 已知，如在梁的中点 C 作用一集中力 F，则

中性层在 C 处的曲率半径 =        。 

     

                   图 6                                图 7 

9．图 8 所示组合梁，载荷集度 q、长度 l 和抗弯刚度 EI 均为已知，F = 2ql，则 B 处挠度

的大小为        。 

10．图 9 所示悬臂梁由两根完全相同的矩形截面木梁自由叠合而成，在自由端受集中载

荷 F 作用。已知 F=2kN，h=200mm，l=3m，许用应力[  ]=10MPa。若不计梁间摩擦，则梁

横截面的宽度 b 至少为        。 

     

               图 8                                       图 9 

二、计算题（共 40 分） 

11．平面结构如图 10 所示，已知均布荷载的集度 q、力偶矩 M 以及尺寸 a，试求固定端

A 处的约束力。（6 分） 

12．如图 11 所示，两根材料不同但截面尺寸与长度都相同的杆件，两端固结于刚性平板

上，两杆之间无相互作用。已知两种材料的弹性模量分别为 E1和 E2 ，且 E1
 >E2，杆的宽度

均为 b。若使两杆都为均匀拉伸，试确定拉力F 的偏心距 e。（6 分） 
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                    图 10                               图 11 

13．如图 12 所示，受均布载荷作用的水平梁 AC 为 14 号工字钢，其抗弯截面系数 Wz=102× 

103mm3
，铅垂杆 BD 为圆截面钢杆，其直径 d=25mm，梁和杆的材料相同，许用应力为[ ]= 

160MPa。试求许用载荷集度[q]。（6 分） 

14．已知图 13 所示超静定梁在 C 处受集中力 F 作用，梁的抗弯刚度 EI 为常量，长度为

3l。试求截面 C 的挠度。（6 分） 

     

                     图 12                          图 13 

15．左右完全相同的牙嵌离合器如图 14 所示，左右两个部分各有六个齿，相互啮合时，

两部分的齿之间无间隙。已知牙嵌离合器的外径 D=200mm，齿的厚度 b=20mm，齿的高度

h=10mm，传动轴的直径 d=100mm，传动轴的许用切应力[t
 ]=100MPa，齿的许用切应力

[s]=80MPa，许用挤压应力[ 
bs]=200MPa。若其传递的转矩 e 16kN mM   ，试校核传动轴和

牙嵌离合器的强度。（8 分） 

 

图 14 

16．组合结构如图 15 所示，竖向活载 F 可沿水平横梁 AC 和 BC 移动。已知 a=0.8m，l=2m，

拉杆 1、3、5 均为直径 d=32mm 的圆杆，其许用应力[ ]=160MPa。若横梁 AC、BC 与压杆 2、

4 足够坚固，试根据拉杆 1、3、5 的强度确定许用载荷[F]。（8 分） 
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图 15 

三、综合题（共 20 分） 

17．假设汽车左右对称，可将其简化为图 16 所示的平面问题来研究。若已知汽车前后轮

的轴距为 l，前后轮的半径均为 R，今有一磅秤（量程足够），秤面可与地面同高或升至距地

面 H 的高度（见图 16）。要求不借助于其他测量工具，测定汽车的重心位置 xC和 zC。 

（1）请说明测量方案、步骤和所测量的参数； 

（2）根据已知条件和所测参数推导汽车重心位置 xC和 zC的计算公式。（10 分） 

 

图 16 

18．平面机构在图 17 所示位置平衡，此时杆 AB 水平，=60°。圆杆 AB 和 BC 的材料

相同、自重不计，长度均为 l=2m，直径均为 d=80mm，许用应力均为[ ]=120MPa，又知 BD= 

DC=1m，q=10kN/m，M=4kN·m，杆 BC 与地面间的静摩擦因数 fs =0.4。 

（1）试求杆 BC 与地面间的摩擦力； 

（2）校核两杆的强度。（10 分） 

 

图 17 
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第八届江苏省大学生力学竞赛（专科组）试卷 

 
一、填空题（每题 4 分，共 40 分） 

1．如图 1 所示，x 轴与 y 轴的夹角为 60°，力 F 与 x 轴的夹角为 30°，大小为 F=1000N。

则力 F 在 x 轴上的投影为        ；若将力 F 分解为沿 x 方向和 y 方向的分力，则其沿 y 方

向的分力大小为        。 

2．如图 2 所示，点 A、B、C、D 为边长为 1m 的正方形的角点，已知一作用在该平面内

的平面任意力系向 A、B、C 三点简化时的主矩分别为 MA=0，MB=MC=50N·m，MB 和 MC 的

转向均为逆时针。则该力系合力的大小为        ，并在图中画出合力作用线的位置和合力

的方向。 

       

                    图 1                             图 2 

3．重为 FP的均质圆柱静止地放在粗糙水平面上，在图 3 所示载荷作用下，圆柱在点 A

受到的摩擦力的方向为图（a）中        ；图（b）中        ；图（c）中        。（选

填：水平向右；水平向左） 

 

图 3 

4．图 4 所示平面桁架受到外载荷 F1，F2和 F3的作用，已知 F1=F2 = F3 = F，则杆 AB 的

内力大小为        ，杆 AC 的内力大小为        。 

 

图 4 
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5．图 5 所示结构中，杆件 1 的右端放置在构件 2 上，构件 2 嵌入在杆件 3 中。在图示

载荷作用下，杆件 1 发生弯曲变形，构件 2 发生        变形，杆件 3 的下段发生        变形。 

 

图 5 

6．一阶梯状杆受力如图 6 所示，已知在 B 处，沿杆轴线作用的载荷 F1=60kN，在自由端

C 沿轴线作用的载荷 F2 =20kN，AB 段横截面面积 A1 =200mm2
，长 l1 =1m，BC 段横截面面积

A2 =100mm2
，长 l2 =3m，杆的弹性模量 E = 200GPa。则： 

（1）截面 B 的轴向位移为δB =        ； 

（2）轴向位移为零的横截面到 A 端的距离 x =        。 

7．矩形截面销钉与圆截面杆的连接如图 7 所示，已知圆截面杆直径 d，矩形截面销钉长

度 2d，宽度 b 和高度 h。在力 F 作用时，销钉的剪切切应力为        ，挤压应力为        。 

      

                  图 6                                       图 7 

8．图 8 所示对称截面，尺寸 H，h，B 和 b 为已知，则其抗弯截面系数 Wz =        。 

9．图 9 所示外伸梁，已知 F，l，a。要使梁中弯矩的最大数值为最小，则梁端重物的重

量应为 P =        。 

     

                   图 8                              图 9 

10．组合梁如图 10 所示，在铰链 C 处，梁的截面转角不连续。若梁的弯曲刚度 EI 为常

量，力 F 和长度 a 为已知，则在铰链 C 处截面转角的间断值=        。 

二、计算题（共 40 分） 

11．（8 分）图 11 所示大力钳由构件 AC，AB，BD 和 CDE 通过铰链连接而成，尺寸如图，
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单位为 mm，各构件自重和各处摩擦不计。若要在 E 处产生 1500N 的力，则施加的力 F 应为

多大？ 

    

                  图 10                         图 11 

12．（6 分）在图 12 所示结构中，钢索 BC 由若干根直径为 d=  

2mm 的钢丝组成。若钢丝的许用应力[ ]=160MPa，梁 AC 自重

P=3kN，小车重 F=10kN，且小车可以在梁上自由移动（小车尺寸忽

略不计）。试求钢索 BC 至少需几根钢丝组成才能保证安全？ 

13．（6 分）现有两根受扭矩作用的轴，一根为钢制实心圆轴，

其直径为 D1；另一根为铝制空心圆轴，其外径为 D2，内径为 d2，内

外径之比= d2 / D2 = 0.6。两轴的横截面积及长度均相等，钢材的许

用扭转切应力[1]=80MPa，铝材的许用扭转切应力[2]=50MPa。若仅

考虑强度条件，试问哪一根轴能承受较大的扭矩？ 

14．（6 分）图 13 所示 T 形截面梁，所受载荷如图。已知 F1 =2kN，F2 =5.5kN，q=0.5kN/m，

截面的形心主惯性矩 Iz =884cm4
，材料的许用拉应力为[t]=35MPa，许用压应力为[c]=80MPa，

截面图中的尺寸单位为 mm。试校核梁的弯曲正应力强度。 

15．（6 分）如图 14 所示平面结构，AB 为矩形截面等直梁，C，D，E 各点均为铰接，在

E 处受水平力 F 作用，F=10kN，截面图中的尺寸单位为 mm。试求梁 AB 中的最大拉应力。 

    

                图 13                                    图 14 

16．（8 分）如图 15 所示，受均布载荷 q 作用的水平钢梁 AB，左端固定，右端与铅垂钢

拉杆 BC 铰接。已知钢梁的跨度为 l，抗弯刚度为 EI；钢拉杆的长度为 h，抗拉刚度为 EA。

试求点 B 的挠度。 

 

图 15 

 

图 12 
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三、综合题（共 20 分） 

17．（10 分）人们在放置长块石料时，需要在石料下方垫上圆木。最初使用两根圆木，

垫的方式如图 16（a）所示，但这样垫圆木常使石料断裂。后来，人们将垫圆木的方式改为

如图 16（b）所示，这样情况有所改善，但有时石料依然断裂。于是又有人建议，如图 16（c）

所示那样垫上三根圆木。试问： 

（1）在图 16（b）所示情况下，石料一般会在什么截面断裂？裂纹最先在该截面的什么

位置出现？ 

（2）按照图 16（c）方法，能否比图 16（b）情况更得到改善？如果能改善，改善的程度

有多大？图 16（c）中的石料一般会在什么截面断裂？裂纹最先在该截面的什么位置出现？ 

（3）你能否设计一种更佳的方案，只垫两根圆木，通过调整所垫圆木的位置，能比图 16（c）

所示情况更加安全？ 

 

图 16 

18．（10 分）如图 17 所示，横截面面积为 A，单位长度重量为 q 的无限长弹性杆，自由

放在摩擦因数为 f 的粗糙表面上，杆的弹性模量为 E。试求：欲使该杆在端点产生轴向位移δ，

所需施加的轴向力 F 的大小。 

 

图 17 
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第九届江苏省大学生力学竞赛（专科组）试卷 

 

 

第九届江苏省大学生力学竞赛（专科组）试卷 

 
一、填空题（每题 4 分，共 40 分） 

1．悬臂刚架如图 1 所示，已知力 P=12kN，F=6kN，则 P 与 F 的合力 FR 对点 A 的矩

MA(FR)=        。 

2．正方形 ABCD 的边长为 1m，某平面任意力系向点 A 简化的结果如图 2 所示。若将该

力系向点 C 简化，则其主矢大小为        ，主矩大小为        。 

      

                        图 1                            图 2 

3．长为 2l、重为 P 的三块相同的匀质板，叠放如图 3 所示。在板 1 的右端挂一重为 2P

的重物，欲使各板都平衡，则板 1 允许伸出的最大长度为        ，板 2 允许伸出的最大长

度为        。 

4．如图 4 所示，匀质杆 AB 重为 P、长为 2l，两端置于相互垂直的光滑斜面上，已知一

斜面与水平面成角，则平衡时杆 AB 与水平线所成的角度=        。 

     

                      图 3                          图 4 

5．如图 5 所示，两重量均为 P 的小立方块 A、B 用一不计重量的细杆连接，放置在水平

桌面上。已知一水平力 F 作用于球 A 上，球与桌面间的静摩擦因数为 fs。则使系统保持平衡

的力 F 的最大值为        。 

 

图 5 

6．K 式桁架如图 6 所示，杆 1 的内力 FN1=        。 
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图 6 

7．做低碳钢拉伸试验，当试样横截面上应力达到 320MPa 时，开始卸载，卸载后测得试

样残留的轴向线应变为 2.0×10-3
。若该钢材的弹性模量 E=200GPa，屈服极限s=240MPa，则

开始卸载前试样的轴向线应变为        。 

8．在图 7 所示结构中，已知 AB、BO、DO 三杆的抗拉（压）刚度均为 EA，水平梁 BD 是

刚性的，则在载荷 F 作用下梁 BD 的中点 C 的竖直位移cv=        、水平位移cH=        。 

9．如图 8 所示，一螺栓刚好穿过圆孔，搁置在刚性平台上。已知螺栓承受轴向拉力 F，

材料的许用切应力[]和许用拉应力[]之间的关系为[]=0.6[]，许用挤压应力[bs]和许用拉

应力[]之间的关系为[bs]=2[]。则螺栓尺寸 h、d、D 三者间的合理比值 h : d : D =        。 

     

                        图 7                        图 8 

10．组合梁如图 9 所示，其横截面上的最大剪力|Fs|max=       ，最大弯矩|M|max=       。 

 

图 9 

二、计算题（共 40 分） 

11．（8 分）在图 10 所示平面结构中，F1、F2、M、a 为已知，且 M=F1a，F2作用于销钉

B 上。若不计构件自重，试求（1）销钉 B 对 T 形杆 BCE 的约束力；（2）销钉 B 对杆 AB 的

约束力；（3）固定端 A 处的约束力。 

12．（6 分）简易起重装置如图 11 所示，已知钢丝绳 AB 的横截面面积 A=500mm2
，许用

应力[]=80MPa。试根据钢丝绳 AB 的强度确定该起重装置所能吊起的最大重量 P。 
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                  图 10                                图 11 

13．（6 分）正方形截面的混凝土立柱如图 12 所示，已知立柱横截面边长 b=200mm，立

柱的基底为边长 a =1m 的正方形混凝土板，立柱承受的轴向压力 F=100kN，混凝土的许用切

应力[]=1.5MPa。假设地基对混凝土板基底的支反力均匀分布，试求为使混凝土板基底不被

剪断其厚度 t 的最小值。 

 

图 12 

14．（6 分）槽形截面铸铁外伸梁承受图 13 所示载荷，已知截面的形心主惯性矩

Iz=4×107mm4
，形心位置尺寸 y1=60mm、y2=140mm，材料的许用拉应力[t]=35MPa、许用压

应力[c]=140MPa。试根据弯曲正应力强度确定载荷 F 的最大值。 

 

图 13 

15．（6 分）如图 14 所示，一缺口平板受拉力 F=80kN 的作用。已知截面尺寸 h=80mm、

a=b=10mm，材料的许用应力[]=140MPa。试校核该缺口平板的强度。如果强度不够，应如

何补救（要求补救措施尽可能简便、经济）？ 

 

图 14 
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16．（8 分）如图 15 所示，一根足够长的钢筋放置在水平刚性平台上。已知钢筋单位长

度的重量为 q，抗弯刚度为 EI，钢筋的一端伸出桌面边缘 B 的长度为 a，作用于钢筋自由端 A

处的垂直载荷 F=qa。试求钢筋 A 端的挠度。 

 

图 15 

三、综合题（共 20 分） 

17．（10 分）图 16 所示杆系结构，已知垂直载荷 F =10kN，水平杆 BC 的长度 l=2m，斜

杆 AB 的倾角≤30°，杆 AB 与杆 BC 材料相同，抗拉（压）刚度 EA=210kN。 

（1）试求 B 点的垂直位移；（2）试问能否用在 B 点加一个水平力的方法，使该点的水平

位移为零？如果可以，请确定该水平力的大小和指向。 

 

图 16 

18．（10 分）如图 17 所示，具有中间铰的矩形截面梁上有一活动载荷 F 可沿全梁 l 移动。

试问如何布置中间铰 C 和活动铰支座 B，才能充分利用材料的强度？ 

 

图 17 
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参考答案及评分标准 

 

 

参考答案及评分标准 

第七届江苏省大学生力学竞赛（专科组） 

一、填空题（每题 4 分，共 40 分） 

1．答案： RB 100kNF   （2 分）；MA=65kN·m（2 分）。 

2．答案：③（4 分） 

3．答案：FN1=0（2 分）；FN2=F（2 分）。 

4．答案：B、H（或 H、B）（4 分） 

5．答案：弹性线应变
6

3
e 9

300 10
1.5 10  

200 10E

 
   


     

         塑性线应变
2 2 2

p e 4.50 10 0.15 10 4.35 10             （4 分） 

6．答案：接近 45°的斜截面（45°～55°斜截面）（2 分）； 

         45°螺旋面（2 分）。 

7．答案：
5

4
qa （2 分）；

21

2
qa （2 分）。 

8．答案：
4EI

Fl
  （4 分） 

9．答案：
411

24

ql

EI
（↓）（4 分） 

10．答案： min 180mmb  （4 分） 

二、计算题（共 40 分） 

11．答案： 

CD：受力如图， 0M  ， D 5 / 4F M a （2 分）； 

整体：受力如图， 0xF   A / 4xF M a  ； 

        0yF   A 4 / 2yF qa M a  ； 

        A 0M   2
A 8 2M qa M  。（4 分） 

 

12．答案： 

由变形协调方程 1 2l l   ，得
1

N1 N2
2

E
F F

E
 。（2 分） 
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平衡方程： N1 N2F F F     

          N1 N2 0
2 2

b b
F e F e          

   
（2 分） 

解得：
1 2

1 22( )

E E
e b

E E




 （2 分） 

13．答案： 

（1）由梁的弯曲强度确定[ ]q 。 

梁 AC 的危险截面在 B 处， max 0.5M q 。 

由
max

max [ ]
z

M

W
  ≤ 得[ ] 32.64kN / mq ≤ 。 

（2）由杆 BD 的拉伸强度确定[ ]q 。 

杆 BD 的轴力 N

9

4
F q 。 

由 N [ ]
F

A
  ≤ 得[ ] 34.91kN / mq ≤ 。 

结论：[ ] 32.64kN / mq  。 

评分：梁的弯曲强度计算，3 分；杆的拉伸强度计算，2 分；结论，1 分。 

14．答案： 

（1）解超静定梁。 

取悬臂梁为基本静定系统，wB = 0 
33 2

B (2 )(2 ) (2 )

3 2 3

F lF l Fl l

EI EI EI
  ，  B

7

4

F
F  （↑） 

（2）求挠度。 
3 2 3 3

C

(7 / 4)(2 ) (7 / 4)(2 ) (3 ) 5

3 2 3 6

F l F l F l Fl
w l

EI EI EI EI
     （↓） 

评分：解超静定梁，正确求出 FB，3 分；正确求出 wC，3 分。 

15．答案： 

传动轴： e
max 3

16
81.5MPa

π

M

d
   <[ ] （2 分） 

齿受力： e
S bs 29630N

6
2 2

M
F F

D b
  

  
 

（2 分） 

齿的剪切：
S

2 2

4 12
31.4MPa

π[ ( 2 ) ]

F

D D b


 
 

 
< s[ ] （2 分） 

齿的挤压： bs
bs 148.2MPa

F

bh
   < bs[ ] （2 分） 

结论：该牙嵌离合器的强度符合要求。 

16．答案： 

由于结构的对称性，考虑活载 F 在横梁 AC 上移动。 

分别截取不受 F 作用的右半部分（见图（a））以及节点 D（见图（b））为研究对象，不

难判断，支座反力 FB越大，拉杆 1、3 的轴力就越大。故知，当竖向载荷 F 作用于中间铰链
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C 上时，拉杆 1、3、5 最危险。（3 分） 

 

当 F 作用于中间铰链 C 上时，支座反力： B 2

F
F  。 

拉杆轴力： N3 1.25F F 、 N1 N5 1.25 2 1.768F F F F   。（3 分） 

应根据拉杆 1（5）的强度确定许用载荷。 

强度条件： N1
1 2 2 6 2

4 1.768

π π 32 10 m
4

F F

d
 


 

 
≤ 6160 10 Pa  

许用载荷：[ ] 72.8kNF  （2 分） 

三、综合题（共 20 分） 

17．答案： 

（1）测量方案、步骤和所测量的参数如下： 

① 将汽车前轮置于磅秤上，后轮置于地面上，读取磅秤读数 F1，如图（a）所示； 

② 将汽车后轮置于磅秤上，前轮置于地面上，读取磅秤读数 F2，如图（b）所示； 

③ 将汽车后轮置于磅秤上，前轮置于地面上，然后将磅秤升至距地面 H 的高度，读取

磅秤读数 F3，如图（c）所示。 

 

（2）推导汽车重心位置 xC和 zC的计算公式： 

汽车总重量 1 2P F F   

由图（a）得： A 0M      1 C 0F l Px   

1 1
C

1 2

F l F l
x

P F F
 


                               （*） 

由图（c）得： B 0M      C 3( ) 0P l x F l      
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3 1 2 3
C

1 2

F l F F F
x l l

P F F

      


                      （**） 

由图中几何关系知： cosl l       C C cos sinx x h     

sin
H

l
      

2 2

cos
l H

l
 
     Ch z R   

将以上各式和（*）式代入（**）式，经整理后得： 
2 2

2 3
C

1 2

F F l l H
z R

F F H

 
  


 

评分：测量方案、步骤和所测量的参数（4 分）；推导汽车重心位置 xC 和 zC 的计算公式

（6 分）。 

18．答案： 

 

（1）假设摩擦力为静摩擦力。 

AB：对称性 FAy = FBy = 10kN 

BC： 0yF  ，FN = 10kN 

B 0M   

N Scos sin 0F l F l M       

Fs =3.46kN 

而 Fmax = fs·FN = 4kN>FS 

静摩擦力假设成立，摩擦力为 FS =3.46kN。 
0xF  ，FBx=3.46kN 

（2）杆 BC 的轴向力： S Ncos sin 10.39kNF F   。 

横向力： S Nsin cos 2.00kNF F     

杆 AB、BC 均发生轴向压缩与弯曲的组合变形。 

杆 AB 的危险截面在跨中：FN =3.46kN，Mmax = ql2/8 = 5kN·m 

杆 BC 的危险截面在跨中：FN =10.39kN，Mmax =2kN·m 
2

2π
50.27cm

4

d
A   ，

3
3π

50.27cm
32z

d
W    

杆 AB：
3 3

N max
c max 4 6

3.46 10 5 10
100.15MPa

50.27 10 50.27 10z

F M

A W
  

      
 

 

杆 BC：
3 3

N max
c max 4 6

10.39 10 2 10
41.85MPa

50.27 10 50.27 10z

F M

A W
  

      
 

 

c max [ ]   ， c max [ ]   ，两杆强度条件满足。 
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评分：摩擦力 4 分；强度校核 6 分。 

第八届江苏省大学生力学竞赛（专科组） 

一、填空题（每题 4 分，共 40 分） 

1．866N（2 分）；577N（2 分）。 

2．50N（2 分），作用线沿 AD，方向由 A 指向 D（2 分）。 

3．水平向左（1 分）；水平向右（1 分）；水平向左（2 分）。 

4．-3F（2 分）；0（2 分）。 

5．剪切与挤压（2 分）；弯曲与轴向压缩组合（2 分）。 

6．-1×10-3m（2 分）；2m（2 分）。 

7．剪切应力为 F/2bh（2 分）；挤压应力为 F/bd（2 分）。 

8．
2 3

3
1

6

BH bh

BH

 
 

 
（4 分） 

9．
4 2

F l
a

a
  
 

（4 分） 

10．
24

3

Fa

EI
  （4 分） 

二、计算题（共 40 分） 

11．（8 分） 

解：（1）取 BD，受力如图。 

D ( ) 0M F     AB130 sin 30 0F F       

得 FABsin=13F/3（4 分） 

（2）取 ACE，受力如图。 

C ( ) 0M F     E AB
130 30 sin 100 0F F F         

得 F=148.3N（4 分） 

 

12．（6 分） 

解：小车移至点 C 时钢索受到拉力最大，受力如图。（2 分） 

 

A
( ) 0M F     N

2 4 4 sin 0P F F        sin=3/5 

FN=19.17kN（2 分） 
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钢索所需根数
N

2

4
38.14

π [ ]

F
n

d 
≥ ，应取 39 根。（2 分） 

13．（6 分） 

解：由 A1=A2，故 
2

1 2 21 0.8D D D                       （1 分） 

钢轴的许可扭矩：              1

3 6 3
1 1 2

π
[ ] 8.04 10

16
T D D                     （2 分） 

铝轴的许可扭矩：      1 2

3 4 6 3
2 2(1 )[ ] 8.55 10

16
T D D 
    （2 分） 

结论：铝轴承受的扭矩较大。（1 分） 

14．（6 分） 

解：梁的弯矩图如图所示。（3 分） 

 

t

B B
tmax

| |
0.045 25.5MPa [ ]

z

M

I
                      （1 分） 

B B
cmax c

| |
0.095 53.7MPa [ ]

z

M

I
                     （1 分） 

D D
tmax t0.095 32.2MPa [ ]

z

M

I
                     （1 分） 

结论：梁的强度满足要求。 

15．（6 分） 

 

解： 

FNCE=12.5kN，FNDE=7.5kN 

FNCEx=F=10kN 

FNDEy=FNDE=7.5kN 

最大拉应力发生在截面 C 左邻的上缘。（4 分） 
3 3

NCE C
max

2

10 10 5 10
10.1 0.2 0.1 0.2
6

xF M

A W
  

   
  
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参考答案及评分标准 

6 60.5 10 Pa 7.5 10 Pa 8MPa                        （2 分） 

16．（8 分） 

N

B

4
N

8 3

F h F hql

EI EI EA
                           （4 分） 

N

4

3

3

8( 3 )

Aql
F

Al hI



                        （2 分） 

N

B

4

3

3

8 ( 3 )

F h qhl

EA E Al hI
  


                    （2 分） 

三、综合题（共 20 分） 

17．（10 分） 

解：（1）（2 分） 

图（b）的计算简图：外伸梁。 

图（b）的弯矩图如下图所示。 

结论：石料会在圆木支撑截面断裂（弯矩最大），裂纹最先在该截面的上边缘出现（拉应

力最大）。 

 

（2）（4 分） 

图（c）的计算简图：超静定梁。 

求解超静定梁： 
4 3

C

5
0

384 48

ql Fcl

EI EI
     

C

5

8
F ql  

A B

3

16
F F ql   

图（c）的弯矩图如下图所示。 

 

结论：按照图（c）方法，不能使图（b）情况再得到改善（最大弯矩不变）。石料会在跨
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中截面断裂（弯矩最大）；裂纹最先在该截面的上边缘出现（拉应力最大）。 

（3）（4 分） 

更佳的方案如下图所示。其中，
2 1

0.207
2

a l l


  ，梁的最大弯矩取得极小值：

2
max 0.02145M ql  。此时较图（c）所示情况节省圆木且更加安全。最大弯矩降低比例：

max max

max

31.36%
M M

M


 。 

 

18．（10 分） 

解：设杆在轴向力 F 作用下，长度为 l 的一段产生了伸长为δ的轴向位移，该段杆与支

承面间有相对运动，其分布摩擦力集度为 fq，该段内任意横截面 x 面上的轴力为 

N ( )F x F fqx  （4 分） 

设在 x=l 处，轴力为零，则 

N ( ) 0F l F fql   ，
F

l
fq

 （3 分） 

杆在该段的伸长量为 

N
1 2

0

2 2 2

2 2

( )d 1 1

2

1 1

2 2

F x x
Fl fql

EA EA

F F F
fq

EA fq f q EAfq

     
 

 
   

 


 

因此 

2F qfEA （3 分） 

第九届江苏省大学生力学竞赛（专科组）  

一、填空题（每题 4 分，共 40 分） 

1．(36-12 3 )kN·m=15.2kN·m（4 分） 

2．100N（2 分）、50(3- 3 )N·m(63.4N·m)（2 分） 

3． / 3l （2 分）； / 4l （2 分） 

4．90 2° （4 分） 

5． s3 f P （4 分） 

6． 1

8

3
F   F（4 分） 

7． 33.6 10 （4 分） 

8． ( )
2

Fl

EA
↓（2 分）、 ( )

4

Fl

EA
→ （2 分） 
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参考答案及评分标准 

9．1 : 2.41 : 2.95（4 分） 

10．50kN（2 分）；125kN·m（2 分） 

二、计算题（共 40 分） 

11．（8 分） 

销钉 B 对 T 形杆 BCE 约束力 BC 1

3
  ( )
2xF F ← ， BC 1

1
 ( )

2yF F  ↑   

销钉 B 对 T 形杆 AB 约束力 BA 1

3
  ( )
2xF F → ， BA 2 1

1
 ( )

2yF F F  ↑  

固定端 A 处的约束力 A 1

3

2
( )xF F ← ， A 2 1

1

2
( )yF F F  ↑， A 2 1

1

2
M F F a

   
 

 

12．（6 分） max 66.7kNP   

13．（6 分） min 80mmt   

14．（6 分） max 20kNF   

15．（6 分）强度不够。补救措施：在平板的另一侧切除同样的缺口，

如图中的虚线所示。此时，缺口处平板受轴向拉伸，强度符合要求。 

说明：若采取其他补救措施，合理且较为简便和经济，最多可得 2 分。 

16．（8 分）
3 4 4

A

2
( )

3 8 3

qal ql qa
w

EI EI EI
   ↑  

三、综合题（共 20 分） 

17．（10 分）（1） BA 0.23mml  ， BC 0.17mml   ， BV 0.76mml   

（2）B 点的水平位移就是杆 BC 的轴向变形。如杆 BC 轴力为零，则 B 点将没有水平位移。

在 B 点加一水平力 FH如下图所示，指向左，使其与垂直力 F 的合力 FR沿 AB 方向。水平力

FH的大小： H 10 3kN
tan

F
F


  。 

 

18.（10 分）当布置中间铰 C 距 A 端
6

l
，活动铰支座 B 距 D 端

6

l
时，能够充分利用材料

的强度。 
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附录 A  常用型钢规格表 

普通工字钢 

符号：h—高度；   

      b—宽度； 

      tw—腹板厚度； 

      t—翼缘平均厚度； 

      I—惯性矩； 

      W—截面模量 

 

i—回转半径； 

Sx—半截面的面积矩； 

长度： 

      型号 10～18，长 5～19m； 

      型号 20～63，长 6～19m 

尺寸/mm x-x 轴 y-y 轴 

型    号 
h b tw t R 

截面积

/cm2

理论 

重量

/kg.m-1 

Ix 

/cm4 

Wx 

/cm3

ix 

/cm

Ix/Sx 

/cm

Iy 

/cm4 

Wy 

/cm3 

iy 

/cm 

10 100 68 4.5 7.6 6.5 14.3 11.2 245 49 4.14 8.69 33 9.6 1.51 

12.6 126 74 5 8.4 7 18.1 14.2 488 77 5.19 11 47 12.7 1.61 

14 140 80 5.5 9.1 7.5 21.5 16.9 712 102 5.75 12.2 64 16.1 1.73 

16 160 88 6 9.9 8 26.1 20.5 1130 141 6.57 13.9 93.1 21.1 1.89 

18 180 94 6.5 10.7 8.5 30.7 24.1 1699 185 7.37 15.4 123 26.2 2.00 

a 100 7 35.5 27.9 2369 237 8.16 17.4 158 31.6 2.11 
20 

b 
200 

102 9 
11.4 9 

39.5 31.1 2502 250 7.95 17.1 169 33.1 2.07 

a 110 7.5 42.1 33 3406 310 8.99 19.2 226 41.1 2.32 
22 

b 
220 

112 9.5 
12.3 9.5 

46.5 36.5 3583 326 8.78 18.9 240 42.9 2.27 

a 116 8 48.5 38.1 5017 401 10.2 21.7 280 48.4 2.4 
25 

b 
250 

118 10 
13 10 

53.5 42 5278 422 9.93 21.4 297 50.4 2.36 

a 122 8.5 55.4 43.5 7115 508 11.3 24.3 344 56.4 2.49 
28 

b 
280 

124 10.5
13.7 10.5

61 47.9 7481 534 11.1 24 364 58.7 2.44 

a 130 9.5 67.1 52.7 11075.5 692.2 12.8 27.7 459 70.6 2.62 

b 132 11.5 73.5 57.7 11626 727 12.6 27.3 484 73.3 2.57 32 

c 

320 

134 13.5

15 11.5

79.9 62.7 12173 761 12.3 26.9 510 76.1 2.53 

a 136 10 76.4 60 15796 878 14.4 31 555 81.6 2.69 

b 138 12 83.6 65.6 16574 921 14.1 30.6 584 84.6 2.64 36 

c 

360 

140 14 

15.8 12 

90.8 71.3 17351 964 13.8 30.2 614 87.7 2.6 

a 142 10.5 86.1 67.6 21714 1086 15.9 34.4 660 92.9 2.77 

b 144 12.5 94.1 73.8 22781 1139 15.6 33.9 693 96.2 2.71 40 

c 

400 

146 14.5

16.5 12.5

102 80.1 23847 1192 15.3 33.5 727 99.7 2.67 
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续表 

尺寸/mm x-x 轴 y-y 轴 

型    号 
h b tw t R 

截面积

/cm2

理论 

重量

/kg.m-1 

Ix 

/cm4 

Wx 

/cm3

ix 

/cm

Ix/Sx 

/cm

Iy 

/cm4 

Wy 

/cm3 

iy 

/cm 

a 150 11.5 102 80.4 32241 1433 17.7 38.5 855 114 2.89 

b 152 13.5 111 87.4 33759 1500 17.4 38.1 895 118 2.84 45 

c 

450 

154 15.5

18 13.5

120 94.5 35278 1568 17.1 37.6 938 122 2.79 

a 158 12 119 93.6 46472 1859 19.7 42.9 1122 142 3.07 

b 160 14 129 101 48556 1942 19.4 42.3 1171 146 3.01 50 

c 

500 

162 16 

20 14 

139 109 50639 2026 19.1 41.9 1224 151 2.96 

a 166 12.5 135 106 65576 2342 22 47.9 1366 165 3.18 

b 168 14.5 147 115 68503 2447 21.6 47.3 1424 170 3.12 56 

c 

560 

170 16.5

21 14.5

158 124 71430 2551 21.3 46.8 1485 175 3.07 

a 176 13 155 122 94004 2984 24.7 53.8 1702 194 3.32 

b 178 15 167 131 98171 3117 24.2 53.2 1771 199 3.25 63 

c 

630 

780 17 

22 15 

180 141 102339 3249 23.9 52.6 1842 205 3.2 

H 型钢 

符号：h—高度；      

      b—宽度； 

      t1—腹板厚度； 

      t2—翼缘厚度； 

      I—惯性矩； 

      W—截面模量 

 
i—回转半径； 

Sx—半截面的面积矩 

x-x 轴 y-y 轴 

Ix Wx ix Iy Wy iy 类别 
H 型钢规格 

（h×b×t1×t2） 

截面积 

A/ 

cm2 

质量 

q/ 

kgm-1 /cm4 /cm3 /cm /cm4 /cm3 /cm 

100×100×6×8 21.9 17.2 2 383 76.576.5 4.18 134 26.7 2.47 

125×125×6.5×9 30.31 23.8 847 136 5.29 294 47 3.11 

150×150×7×10 40.55 31.9 1660 221 6.39 564 75.1 3.73 

175×175×7.5×11 51.43 40.3 2900 331 7.5 984 112 4.37 

200×200×8×12 64.28 50.5 4770 477 8.61 1600 160 4.99 

#200×204×12×12 72.28 56.7 5030 503 8.35 1700 167 4.85 

250×250×9×14 92.18 72.4 10800 867 10.8 3650 292 6.29 

#250×255×14×14 104.7 82.2 11500 919 10.5 3880 304 6.09 

#294×302×12×12 108.3 85 17000 1160 12.5 5520 365 7.14 

300×300×10×15 120.4 94.5 20500 1370 13.1 6760 450 7.49 

HW 

300×305×15×15 135.4 106 21600 1440 12.6 7100 466 7.24 
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续表 

x-x 轴 y-y 轴 

Ix Wx ix Iy Wy iy 类别 
H 型钢规格 

（h×b×t1×t2） 

截面积 

A/ 

cm2 

质量 

q/ 

kgm-1 /cm4 /cm3 /cm /cm4 /cm3 /cm 

#344×348×10×16 146 115 33300 1940 15.1 11200 646 8.78 

350×350×12×19 173.9 137 40300 2300 15.2 13600 776 8.84 

#388×402×15×15 179.2 141 49200 2540 16.6 16300 809 9.52 

#394×398×11×18 187.6 147 56400 2860 17.3 18900 951 10 

400×400×13×21 219.5 172 66900 3340 17.5 22400 1120 10.1 

#400×408×21×21 251.5 197 71100 3560 16.8 23800 1170 9.73 

#414×405×18×28 296.2 233 93000 4490 17.7 31000 1530 10.2 

HW 

#428×407×20×35 361.4 284 119000 5580 18.2 39400 1930 10.4 

148×100×6×9 27.25 21.4 1040 140 6.17 151 30.2 2.35 

194×150×6×9 39.76 31.2 2740 283 8.3 508 67.7 3.57 

244×175×7×11 56.24 44.1 6120 502 10.4 985 113 4.18 

294×200×8×12 73.03 57.3 11400 779 12.5 1600 160 4.69 

340×250×9×14 101.5 79.7 21700 1280 14.6 3650 292 6 

390×300×10×16 136.7 107 38900 2000 16.9 7210 481 7.26 

440×300×11×18 157.4 124 56100 2550 18.9 8110 541 7.18 

482×300×11×15 146.4 115 60800 2520 20.4 6770 451 6.8 

488×300×11×18 164.4 129 71400 2930 20.8 8120 541 7.03 

582×300×12×17 174.5 137 103000 3530 24.3 7670 511 6.63 

588×300×12×20 192.5 151 118000 4020 24.8 9020 601 6.85 

HM 

#594×302×14×23 222.4 175 137000 4620 24.9 10600 701 6.9 

100×50×5×7 12.16 9.54 192 38.5 3.98 14.9 5.96 1.11 

125×60×6×8 17.01 13.3 417 66.8 4.95 29.3 9.75 1.31 

150×75×5×7 18.16 14.3 679 90.6 6.12 49.6 13.2 1.65 

175×90×5×8 23.21 18.2 1220 140 7.26 97.6 21.7 2.05 

198×99×4.5×7 23.59 18.5 1610 163 8.27 114 23 2.2 

200×100×5.5×8 27.57 21.7 1880 188 8.25 134 26.8 2.21 

248×124×5×8 32.89 25.8 3560 287 10.4 255 41.1 2.78 

250×125×6×9 37.87 29.7 4080 326 10.4 294 47 2.79 

298×149×5.5×8 41.55 32.6 6460 433 12.4 443 59.4 3.26 

300×150×6.5×9 47.53 37.3 7350 490 12.4 508 67.7 3.27 

346×174×6×9 53.19 41.8 11200 649 14.5 792 91 3.86 

350×175×7×11 63.66 50 13700 782 14.7 985 113 3.93 

#400×150×8×13 71.12 55.8 18800 942 16.3 734 97.9 3.21 

396×199×7×11 72.16 56.7 20000 1010 16.7 1450 145 4.48 

HN 

400×200×8×13 84.12 66 23700 1190 16.8 1740 174 4.54 
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续表 

x-x 轴 y-y 轴 

Ix Wx ix Iy Wy iy 类别 
H 型钢规格 

（h×b×t1×t2） 

截面积 

A/ 

cm2 

质量 

q/ 

kgm-1 /cm4 /cm3 /cm /cm4 /cm3 /cm 

#450×150×9×14 83.41 65.5 27100 1200 18 793 106 3.08 

446×199×8×12 84.95 66.7 29000 1300 18.5 1580 159 4.31 

450×200×9×14 97.41 76.5 33700 1500 18.6 1870 187 4.38 

#500×150×10×16 98.23 77.1 38500 1540 19.8 907 121 3.04 

496×199×9×14 101.3 79.5 41900 1690 20.3 1840 185 4.27 

500×200×10×16 114.2 89.6 47800 1910 20.5 2140 214 4.33 

#506×201×11×19 131.3 103 56500 2230 20.8 2580 257 4.43 

596×199×10×15 121.2 95.1 69300 2330 23.9 1980 199 4.04 

600×200×11×17 135.2 106 78200 2610 24.1 2280 228 4.11 

#606×201×12×20 153.3 120 91000 3000 24.4 2720 271 4.21 

#692×300×13×20 211.5 166 172000 4980 28.6 9020 602 6.53 

HN 

700×300×13×24 235.5 185 201000 5760 29.3 10800 722 6.78 

注：“#”表示的规格为非常用规格。 

普通槽钢 

符号： 

同普通工字钢 

但 Wy为对应翼缘肢尖 

 

长度： 

型号 5～8，长 5～12m； 

型号 10～18，长 5～19m； 

型号 20～20，长 6～19m 

尺    寸/mm x-x 轴 y-y 轴 y-y1轴 

Ix Wx ix Iy Wy iy Iy1 
Z0 

型    号 
h b tw t R 

截面

面积  

/cm2

理论

重量  

/kgm-1 /cm4 /cm3 /cm /cm4 /cm3 /cm /cm4 /cm 

5 50 37 4.5 7 7 6.92 5.44 26 10.4 1.94 8.3 3.5 1.1 20.9 1.35 

6.3 63 40 4.8 7.5 7.5 8.45 6.63 51 16.3 2.46 11.9 4.6 1.19 28.3 1.39 

8 80 43 5 8 8 10.24 8.04 101 25.3 3.14 16.6 5.8 1.27 37.4 1.42 

10 100 48 5.3 8.5 8.5 12.74 10 198 39.7 3.94 25.6 7.8 1.42 54.9 1.52 

12.6 126 53 5.5 9 9 15.69 12.31 389 61.7 4.98 38 10.3 1.56 77.8 1.59 

a 58 6 9.5 9.5 18.51 14.53 564 80.5 5.52 53.2 13 1.7 107.2 1.71 
14 

b 
140 

60 8 9.5 9.5 21.31 16.73 609 87.1 5.35 61.2 14.1 1.69 120.6 1.67 

a 63 6.5 10 10 21.95 17.23 866 108.3 6.28 73.4 16.3 1.83 144.1 1.79 
16 

b 
160 

65 8.5 10 10 25.15 19.75 934.5 116.8 6.1 83.4 17.6 1.82 160.8 1.75 
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续表 

尺    寸/mm x-x 轴 y-y 轴 y-y1轴 

Ix Wx ix Iy Wy iy Iy1 
Z0 

型    号 
h b tw t R 

截面

面积  

/cm2

理论

重量  

/kgm-1
/cm4 /cm3 /cm /cm4 /cm3 /cm /cm4 /cm 

a 68 7 10.5 10.5 25.69 20.17 1273 141.4 7.04 98.6 20 1.96 189.7 1.88 
18 

b 
180 

70 9 10.5 10.5 29.29 22.99 1370 152.2 6.84 111 21.5 1.95 210.1 1.84 

a 73 7 11 11 28.83 22.63 1780 178 7.86 128 24.2 2.11 244 2.01 
20 

b 
200 

75 9 11 11 32.83 25.77 1914 191.4 7.64 143.6 25.9 2.09 268.4 1.95 

a 77 7 11.5 11.5 31.84 24.99 2394 217.6 8.67 157.8 28.2 2.23 298.2 2.1 
22 

b 
220 

79 9 11.5 11.5 36.24 28.45 2571 233.8 8.42 176.5 30.1 2.21 326.3 2.03 

a 78 7 12 12 34.91 27.4 3359 268.7 9.81 175.9 30.7 2.24 324.8 2.07 

b 80 9 12 12 39.91 31.33 3619 289.6 9.52 196.4 32.7 2.22 355.1 1.99 25 

c 

250 

82 11 12 12 44.91 35.25 3880 310.4 9.3 215.9 34.6 2.19 388.6 1.96 

a 82 7.5 12.5 12.5 40.02 31.42 4753 339.5 10.9 217.9 35.7 2.33 393.3 2.09 

b 84 9.5 12.5 12.5 45.62 35.81 5118 365.6 10.59 241.5 37.9 2.3 428.5 2.02 28 

c 

280 

86 11.5 12.5 12.5 51.22 40.21 5484 391.7 10.35 264.1 40 2.27 467.3 1.99 

a 88 8 14 14 48.5 38.07 7511 469.4 12.44 304.7 46.4 2.51 547.5 2.24 

b 90 10 14 14 54.9 43.1 8057 503.5 12.11 335.6 49.1 2.47 592.9 2.16 32 

c 

320 

92 12 14 14 61.3 48.12 8603 537.7 11.85 365 51.6 2.44 642.7 2.13 

a 96 9 16 16 60.89 47.8 11874 659.7 13.96 455 63.6 2.73 818.5 2.44 

b 98 11 16 16 68.09 53.45 12652 702.9 13.63 496.7 66.9 2.7 880.5 2.37 36 

c 

360 

100 13 16 16 75.29 59.1 13429 746.1 13.36 536.6 70 2.67 948 2.34 

a 100 10.5 18 18 75.04 58.91 17578 878.9 15.3 592 78.8 2.81 1057.9 2.49 

b 102 12.5 18 18 83.04 65.19 18644 932.2 14.98 640.6 82.6 2.78 1135.8 2.44 40 

c 

400 

104 14.5 18 18 91.04 71.47 19711 985.6 14.71 687.8 86.2 2.75 1220.3 2.42 
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