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内 容 简 介 

    本书从理论和实践出发，全面介绍求解微分方程的数值方法——有限差分法，并简单地介绍有限元法. 全书

共 6 章，主要内容包括：预备知识、常微分方程的数值解法、抛物型偏微分方程的有限差分法、双曲型偏微分方

程的有限差分法、椭圆型偏微分方程的有限差分法、有限元法简介等. 本书提供配套电子课件、例题程序代码、

课后习题参考运行结果及程序代码. 
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前    言 

在自然科学、工程技术甚至经济管理领域中的很多数学模型，其表现形式通常为常微分方程或偏

微分方程的定解问题，如何有效地进行求解是非常关键的. 这些微分方程定解问题的精确解通常是很

难用解析的方法求得的，所以很大程度上要依靠数值求解. 现代计算技术软、硬件的发展为借助计算

机的数值求解微分方程奠定了媒质基础，而真正高效地求解微分方程的定解问题则更需要坚实的数学

理论和计算机编程实践基础，为此我们编写了这本教材.  
该教材具有如下特色： 
① 教材起点比较低，为了适应一般院校学生数学基础相对薄弱的特点，直到最后的两三章才使

用变化较多的差分算子记号，使学生一开始就不被这些算子记号而束缚，而在经过前几章的学习、逐

渐适应了常用的差商表示以后，再引入这些算子就显得很自然、也很有效了.  
② 在内容和描述上，我们尽可能地把复杂、深奥的数学理论用简单、通俗的语言和例子进行描

述，把一些问题最本质的特点反映出来，让学生看得见、摸得着，“知其然”还“知其所以然”. 通过

一些思路的描述，让学生了解各种方法的实际演化，从而明白算法改进的实际意义其实本质上就是追

求更好、更优，让学生切实体会到这些理论的实际意义.  
③ 国内的很多基础教材在微分方程的求解方面都侧重于传授理论知识，而实际上，我们认为微

分方程数值求解的理论固然重要，而相应的编程实践同样重要. 所以“两手都要抓，两手都要硬”，这

就是我们既把理论知识又把编程算例写入教材的初衷. 让学生从一开始就实实在在地进行编程，从模

仿到独立完成. 教材中的算例配上程序和结果是为了让学生能自己实践和对比，从而提高学生的实践

操作能力.  
④ 在配套的程序编写方面，我们采用 C 语言进行程序设计，主要是因为一般高等院校普遍开设

过《C 语言程序设计》这门课程，C 语言也是程序设计的主流高级语言. 另外，C 语言数组从 0 开始编

号的特点也正好与微分方程的数值计算理论中从 0 开始设置下标相匹配.  
⑤ 此外，我们的程序设计也从简到难，从开始十几行的代码到后来百来行的代码，从开始简单

的数组到后来文件数据的存储、读取，以及与 MATLAB 软件结合来画图，都遵循循序渐进的原则，

让学生最后能系统地学会独立编程.  
⑥ 本书提供配套电子课件、例题程序代码、课后习题参考运行结果及程序代码，请登录华信教

育资源网（http://www.hxedu.com.cn）免费注册下载，或扫描封底、章首和习题的二维码获取相关

教学资源。 

全书共分 6 章，主要内容包括：第一章预备知识，介绍常用的差商近似及泰勒公式等；第二章

常微分方程的数值解法，主要介绍常微分方程初值问题的有限差分方法，包括最经典的欧拉方法、

龙格-库塔方法等，还介绍了差分法的相容性、稳定性及收敛性的概念，然后推广到求解二阶常微分

方程的边值问题，为后面介绍偏微分方程定解问题的有限差分法打下基础；第三章抛物型偏微分方

程的有限差分法，第四章双曲型偏微分方程的有限差分法，第五章椭圆型偏微分方程的有限差分法，

本着从易到难的原则，以上 3 章分别介绍偏微分方程的 3 种标准方程在带不同初、边值条件下的差

分解法；最后第六章有限元法简介，主要介绍了有限元法的实际意义及简单的编程操作.  
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本书可作为一般高等院校信息与计算科学专业的基础教材，也可供相关领域的工程技术人员学习

和参考.  
教学中，可根据教学对象和学时等具体情况对书中的内容进行删减和组合，也可以进行适当扩展，

参考学时为 48～64 学时.  
本书第一章至第五章由华冬英编写，第六章由李祥贵编写，所有程序由李祥贵编写. 全书由华冬

英统稿. 在本书的编写过程中，电子工业出版社的王羽佳编辑为本书的出版做了大量工作. 在此一并表

示感谢！ 
由于时间紧促，作者学识有限，书中难免有疏漏及错误之处，恳请广大读者批评指正.  
 

编著者   

2016 年 6 月  
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第一章  预 备 知 识 

第一节  微分方程的相关概念与分类 

一、微分方程的相关概念 

在自然科学、工程技术甚至经济管理领域中，某些现象的变化过程往往遵循一些基本规律. 这些

规律抽象成为数学模型后就转变为寻找有关变量之间的函数关系. 有时这种关系不容易直接建立起

来，却可能建立起含有待求函数的导数或偏导数的关系式，这种关系式称为微分方程. 具体地，含有

未知函数及其导数或偏导数的方程称为微分方程. 其中，未知函数为一元函数从而出现一元函数的导

数或高阶导数的微分方程称为常微分方程. 未知函数为多元函数从而出现多元函数偏导数的方程称为

偏微分方程. 如， 
 ( ) ( , ( )),u t f t u t′ =       （1-1） 

 ( ) ( ) ( , ( ))y x ay x f x y x′′ ′+ =  （1-2） 

其中 a 为常数.  

 (4) 4 21 0,y y y′′+ − =    （1-3） 

 0,u uu
t x

∂ ∂
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∂ ∂         （1-4） 
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  （1-7） 

 11 12 22 1 22  xx xy yy x ya u a u a u b u b u cu f+ + + + + =  （1-8） 

其中， , , , ,  ( , , 1,2) ij ka b c u f i j k = 都是自变量 ,x y 的函数.  

方程中所含未知函数的导数或偏导数的最高阶数称为方程的阶. 以上式（1-1）至式（1-3）都是常微

分方程，分别是一阶、二阶和四阶方程；式（1-4）至式（1-8）都是偏微分方程，分别是一阶、二阶、一

阶、二阶、二阶方程. 一阶常微分方程的一般形式为 ( , )y f x y′ = 或者 ( , )u f t u′ = ，此处导数记号′ 分别表

示 y 关于 x 的导数和 u 关于 t 的导数. 高阶常微分方程的一般形式为 ( ) ( 1)( , , , , ),   2n ny f x y y y n−′= ≥ .  
若方程对未知函数及其各阶导数或偏导数都是线性的，则称为线性微分方程，否则称为非线性微

分方程. 如上述方程中，式（1-1）、式（1-2）通常是非线性的，因为右端函数 f 含有未知函数，且 f 通常

不是 u 或 y 的线性函数；式（1-4）、式（1-6）和式（1-7）是非线性的，式（1-5）和式（1-8）是线性的.  



微分方程的数值解法与程序实现 

 

  2

如果将一个函数代入微分方程以后，方程两端恒等，则称此函数为该方程的解. 确切地说，若函

数在所考察的区域内具有方程中所出现的各阶导数或偏导数，且它们都是连续的，将其代入微分方程

后方程恒成立，这样的函数称为该方程的解析解或古典解. 方程的解析解对方程是精确成立的，所以

也称为方程的精确解. 微分方程的解一般有无穷多个.  
常微分方程的解中一般含有任意常数，这些任意常数彼此相互独立，且任意常数的个数等于微分

方程的阶数，则此解称为常微分方程的通解. 用于确定通解中的任意常数的条件称为初始条件. 确定了

任意常数的通解称为特解.  
偏微分方程的解与常微分方程相比，其自由度更大，解中可以包含任意函数，往往很难用通

解的形式表示出来. 事实上，在实际应用中，重要的并不是求出方程的通解，而是求出在一定条件

下的解，称为特解. 用于确定特解的条件称为定解条件，一般为初始条件（方程中的某个变量被赋

予时间的意义后给出的定解条件）和边界条件（在区域边界上给出的定解条件）. 特别地，只有初

始条件而无边界条件的定解问题称为初值问题，也称为柯西（Cauchy）问题；只有边界条件而无

初始条件的定解问题称为边值问题；既有初始条件又有边界条件的定解问题则称为初边值问题，

也称为混合问题. 如， 
一阶常微分方程初值问题： 

2( ) ( ) ,   0 1,
( )

(0) 1.

tu t u t t
u t

u

⎧ ′ = − <⎪
⎨
⎪ =⎩

≤
 

二阶常微分方程边值问题： 

( ) ( ) ( ) ( ),   ,
( ) 0,   ( ) 0.

y x x y x x a x b
y a y b

ϕ ψ′′ + = < <⎧
⎨ = =⎩  

二阶偏微分方程初边值问题： 
2

2 ( , ),   0 π,  0 ,    0

( ,0) ( ),    0 π,
(0, ) ( ),    (π, ) ( ),     0 .

u ua f x t x t T a
t x

u x x x
u t t u t t t T

ϕ
α β

⎧∂ ∂
− = < < < >⎪ ∂⎪ ∂

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

,≤

≤ ≤

≤

为常数

 

微分方程建立以后，对它进行研究并找出未知函数的过程就是解微分方程. 不加特殊说明的情况

下，本书默认所要研究的微分方程定解问题的解都是存在的，而且是唯一的. 微分方程的解在数学意

义上的存在性及唯一性可以在非常一般的条件下得到证明，这已经有了许多重要的结论. 但即使这样，

由于理论方法的局限性，有很多方程是无法求出解析解来的. 所以从实际应用上来讲，人们需要的往

往并不是解在数学理论上的存在唯一性或者具体地求出其解析式（这属于基础数学的范畴），而是在我

们关心的某个定义范围内求出对应于精确解的近似值——这样的数值称为这个微分方程在该范围内的

数值解. 寻找数值解的过程称为数值求解微分方程（这属于计算数学或应用数学的范畴）. 本书所要研

究的正是利用数值方法近似求解微分方程.  

二、微分方程的分类 

由于方程的种类繁多，性质各异，作为本科教材，我们的目标是引导学生掌握基本的具有代表性

的典型方程的分析求解方法，以此作为敲门砖，为以后进一步学习更专业、更具体、更特殊的方程的

具体求解方法做准备. 所以，本书重点求解的方程有以下几类： 
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① 一阶常微分方程初值问题： 

 
( ) ( , ( )),    ,
( ) .

y x f x y x a x b
y a α
′ = <⎧

⎨ =⎩

≤

    （1-9） 

② 二阶常微分方程边值问题： 

( ) ( ) ( ) ( ),   ,
( ) ,   ( ) .

y x x y x x a x b
y a y b

ϕ ψ
α β

′′ + = < <⎧
⎨ = =⎩  

或  
1 2

( ) ( ) ( ) ( ),   ,
( ) ( ) ,   ( ) ( ) .

y x x y x x a x b
y a y a y b y b

ϕ ψ
λ α λ β

′′ + = < <⎧
⎨ ′ ′+ = + =⎩

 （1-10） 

③ 二阶线性偏微分方程中的抛物型方程初边值问题： 

 

2

2 ( , ),   0 π,  0 ,    0

( ,0) ( ),    0 π,
(0, ) ( ),    ( , ) ( ),     0 .

u ua f x t x t T a
t x

u x x x
u t t u t t t T

ϕ
α π β

⎧∂ ∂
− = < < < >⎪ ∂⎪ ∂

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

,≤

≤ ≤

≤

为常数

 （1-11） 

④ 二阶线性偏微分方程中的双曲型方程初边值问题： 

 

2 2
2

2 2 ( , ),   0 π,  0 ,    0

( ,0) ( ),    ( ,0) ( ),   0 π,

(0, ) ( ),    ( , ) ( ),     0 .

u ua f x t x t T a
t x

uu x x x x x
t

u t t u t t t T

ϕ ψ

α π β

⎧∂ ∂
− = < < < >⎪ ∂ ∂⎪⎪

∂⎨ = =⎪ ∂⎪
= = <⎪⎩

,≤

≤ ≤

≤

为常数

 （1-12） 

⑤ 二阶线性偏微分方程中的椭圆型方程边值问题： 

 

2 2

2 2 ( , ),   ( , ) ,    

( , ) ( , ),    ( , ) .

u u f x y x y
x y

u x y x y x yϕ

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
− + = ∈Ω⎪ ⎜ ⎟

∂ ∂⎨ ⎝ ⎠
⎪ = ∈∂Ω = Γ⎩

 （1-13） 

以上方程中的有关符号、函数等将在后文具体阐述时进行描述. 式（1-11）至式（1-13）所描述的

抛物型方程、双曲型方程及椭圆型方程这三大类方程都是二阶线性偏微分方程的标准形式，是其一般

形式（1-8）通过函数变换的方法获得的，具体变换方法可以参考附录 A.  
另外，关于求解微分方程的数值方法，本书重点介绍有限差分法，有限差分法是数值求解微分方

程最有效的方法之一，理论基础起点比较低，入门比较容易. 有限元方法及谱方法也是目前工程上应

用非常广泛的数值方法，我们将在最后两章进行简单的介绍，让大家对这两种方法也有所了解.  

第二节  数值分析的工具 

在进行微分方程的数值计算时，常常需要对导数或偏导数在一点处的值进行数值近似，所以以下

泰勒（Taylor）公式及其变形需要重点掌握.  
在这里，假设一元函数 u(x)关于自变量有直到 n + 1 阶的导数，从而有n 阶泰勒公式：

 
 

( ) ( 1)
2 10 0

0 0 0
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,
2! ! ( 1)!

n n
n nu x u x uu x h u x u x h h h h

n n
ξ+

+′′
′+ = + + + + +

+
 （1-14） 

其中，ξ 是在以 x0 和 x0+h 为端点的区间 I 内的某一点. 在不需要具体、精确的余项的时候，为了方便
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可以将上式写成 

 
( )

2 10 0
0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),
2! !

n
n nu x u xu x h u x u x h h h O h

n
+′′

′+ = + + + + +  （1-15） 

注意，这里假设对函数 ( )u x 存在某个常数 0M > ，满足 ( 1) ( ) ,   nu x M x I+ ∀ ∈≤ . 上式中的记号“O”

（读作大 O）定义为：对函数 ( )f x 和 ( )g x ,如果存在某个常数 0C > ，满足 | ( ) | | ( ) |,   f x C g x x I∀ ∈≤ ，

则记 ( ) ( ( ))f x O g x= . 
 同样，还有 

 
( )

2 10 0
0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( 1) ( ),
2! !

n
n n nu x u xu x h u x u x h h h O h

n
+′′

′− = − + − + − +  （1-16） 

从而由式（1-15）和式（1-16）很容易得到 

 20 0
0

( ) ( )( ) ( )
2

u x h u x hu x O h− + +
= +  （1-17） 

及以下导数的表达式 

 0 0 0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )u x h u x u x u x hu x O h O h
h h

+ − − −′ = + = +  （1-18） 

或 20 0
0

( ) ( )( ) ( )
2

u x h u x hu x O h
h

+ − −′ = +  （1-19） 

及 20 0 0
0 2

( ) 2 ( ) ( )( ) ( )u x h u x u x hu x O h
h

+ − + −′′ = +  （1-20） 

基于以上导数的表达式，如果在 x 轴上设置一些离散的等距节点 ix （ 0,1, ,i N= ），节点间的间

距为 h，就可以得到导数的有限差商形式，即用差商近似导数（也就是微商），得到等距情况下导数的

各阶差商形式罗列如下.  
关于一阶导数的差商为： 

    一阶向前差商： 1( ) ( )( ) i i
i

u x u xu x
h

+ −′ ≈ ，误差为 ( )O h ， （1-21） 

    一阶向后差商： 1( ) ( )( ) i i
i

u x u xu x
h

−−′ ≈ ，误差为 ( )O h ， （1-22） 

    二阶中心差商： 1 1( ) ( )( )
2

i i
i

u x u xu x
h

+ −−′ ≈ ，误差为 2( )O h . （1-23） 

关于二阶导数的差商为： 

    二阶中心差商： 1 1
2

( ) 2 ( ) ( )( ) i i i
i

u x u x u xu x
h

+ −− +′′ ≈ ，误差为 2( )O h . （1-24） 

注意，这里的误差指的都是截断误差. 若差商表示中的截断误差为 ( )pO h ，则称此差商为 p 阶差

商. 所以，向前、向后差商都是一阶的，而中心差商是二阶的. 注意，阶数的高低很大程度上影响数值

方法的精度（粗略地讲就是方法的好坏）. 一般来讲当 h 很小时（可以认为 1h < ），阶数越高，算法越

好. 例如，对函数 ( ) sinu x x= ，取[0,π]间的等距节点
π ,   0,1, ,10

10i
ix i= = ，则函数在

π
5

x = 处的导数

有以下差商结果： 
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3 2
2

3 2

( ) ( )π ( ) 0.704203
5

u x u x
u u x

x x
−⎛ ⎞′ ′= ≈ ≈⎜ ⎟ −⎝ ⎠

  （向前差商近似） 

2 1
2

2 1

( ) ( )π ( ) 0.887347
5

u x u x
u u x

x x
−⎛ ⎞′ ′= ≈ ≈⎜ ⎟ −⎝ ⎠

   （向后差商近似） 

3 1
2

3 1

( ) ( )π ( ) 0.795775
5

u x u xu u x
x x
−⎛ ⎞′ ′= ≈ ≈⎜ ⎟ −⎝ ⎠

   （中心差商近似） 

与精确值
π πcos 0.809017
5 5

u ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

相比较，可见中心差商的近似效果更好.  

需要注意的是，差分的阶数并不完全决定近似算法的好坏，一个好的算法还得综合考虑算法的复

杂度、计算时间及内存占用的情况等等，所以不能理所当然地认为有了二阶的差商形式就不需要一阶

的了.  
类似地，对于多元函数，也可以通过取定一个变量而固定其他变量，得到以下偏导数的表达式： 

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0

20 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( ) ( )

( , ) ( , )                ( )
2

u x x y u x y u x y u x x yu x y O x O x
x x x

u x x y u x x y O x
x

+ Δ − − −Δ∂
= + Δ = + Δ

∂ Δ Δ
+ Δ − − Δ

= + Δ
Δ

 

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0

20 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( ) ( )

( , ) ( , )                ( )
2

u x y y u x y u x y u x y yu x y O y O y
y y y

u x y y u x y y O y
y

+ Δ − − − Δ∂
= + Δ = + Δ

∂ Δ Δ
+ Δ − − Δ

= + Δ
Δ

 

和 
2

20 0 0 0 0 0
0 02 2

( , ) 2 ( , ) ( , )
( , ) ( )

u x x y u x y u x x yu x y O x
x x

+ Δ − + −Δ∂
= + Δ

∂ Δ  

及              
2

20 0 0 0 0 0
0 02 2

( , ) 2 ( , ) ( , )( , ) ( )u x y y u x y u x y yu x y O y
y y

+ Δ − + −Δ∂
= + Δ

∂ Δ
 

如果对平面内某区域设置等距（关于 x 方向和 y 方向分别设置间距为 xh 和 yh ）的矩形网格节点

( , )i jx y ，则有以下一阶偏导数的各阶差商形式： 

    一阶向前差商：
1( , ) ( , )

( , ) i j i j
i j

x

u x y u x yu x y
x h

+ −∂
≈

∂
，误差为 ( )xO h ， （1-25） 

                  1( , ) ( , )
( , ) i j i j

i j
y

u x y u x yu x y
y h

+ −∂
≈

∂
，误差为 ( )yO h . （1-26） 

    一阶向后差商：
1( , ) ( , )

( , ) i j i j
i j

x

u x y u x yu x y
x h

−−∂
≈

∂
，误差为 ( )xO h ，     （1-27） 

                  1( , ) ( , )
( , ) i j i j

i j
y

u x y u x yu x y
y h

−−∂
≈

∂
，误差为 ( )yO h . （1-28） 

    二阶中心差商：  1 1( , ) ( , )
( , )

2
i j i j

i j
x

u x y u x yu x y
x h

+ −−∂
≈

∂
，误差为 2( )xO h ，   （1-29） 
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                  1 1( , ) ( , )
( , )

2
i j i j

i j
y

u x y u x yu x y
y h

+ −−∂
≈

∂
，误差为 2( )yO h . （1-30） 

以及二阶偏导数的二阶中心差商：  

  
2

1 1
2 2

( , ) 2 ( , ) ( , )
( , ) i j i j i j

i j
x

u x y u x y u x yu x y
x h

+ −− +∂
≈

∂
，误差为 2( )xO h ， （1-31） 

 
2

1 1
2 2

( , ) 2 ( , ) ( , )
( , ) i j i j i j

i j
y

u x y u x y u x yu x y
y h

+ −− +∂
≈

∂
，误差为 2( )yO h . （1-32） 

以上各种差商形式及其阶数请同学们务必记住！后续微分方程的差分格式设计中将经常使用.  

本章要求及小结 

1．掌握微分方程的相关概念：常微分方程、偏微分方程、线性方程、非线性方程、解、解析解、

数值解、定解条件、初值问题、边值问题、初边值问题.  
2．掌握一阶、二阶导数或偏导数的各种差商形式.  

习  题  一 

1．指出下列方程的类型（指明是常微分方程还是偏微分方程，是线性方程还是非线性方程，并

指出方程的阶数）： 
（1） 2 2100y x y′ = +  

（2）
2

2
u u uu
t x x

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
 

（3）
2 2 2

2 2 2 0
x y z
ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 

（4） 3 e 0yy yy′′′ ′′− + =  

（5） (4) (2) exy y y− + =  

2．设函数 2( ) e xf x = ，考察在[0,1]区间上的一个等距剖分
10i
ix = （ 0,1,2, ,10i = ），分别利用一

阶向前、一阶向后、二阶中心差商近似计算 ( )f x 在 0.2x = 处的导数值，并与精确值 (0.2)f ′ 相比较. 再
用二阶中心差商近似计算 ( )f x 在 0.4x = 处的二阶导数值并与精确值 (0.4)f ′′ 相比较. 要求写一段简单

的程序实现以上功能.  

3．对上题进一步分析，如果将等距剖分节点设为
20i
ix = （ 0,1,2, ,20i = ），在这样的剖分情况

下再进行上述近似计算，并将计算的结果与上题比较，有什么结论？ 
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第二章  常微分方程的数值解法 

在自然科学的许多领域特别是科学与工程计算中，经常遇到常微分方程的求解问题. 然而，只有

非常少数且十分简单的微分方程可以用初等方法求得它们的解，多数情形只能利用近似方法求解，如

幂级数解法、皮卡（Picard）逐步逼近法等. 这些方法可以给出解的近似表达式，通常称为近似解析方

法，主要是通过手算和符号计算软件如 Maple[1]、Mathematica[2]实现. 还有一类近似方法称为数值方法，

这些方法可以给出解在一些离散点上的近似值，主要是利用计算机编写程序来处理. 我们所要研究的

正是这类方法.  
本章主要研究的对象为一阶常微分方程初值问题： 

 
d ( , ),       ,

 d
( )

y f x y a x b
x

y a α

⎧ = <⎪
⎨
⎪ =⎩

≤
 （2-1） 

其中， ( , )f x y 为 ,x y 的已知函数，α 为给定的初始值，将上述问题的精确解记为 ( )y x . 正如上面所提

到的，即使形如式（2-1）这样形式简单的方程也未必能找到精确解. 事实上，C. Henry Edwards 和 David 
E. Penney 在其所著的《常微分方程基础》[3]一书中这样描述：具有以上一般形式的微分方程可以用初等的

方法精确求解出来只是个例外而不是常规（It is the exception rather than a rule when a differential equation of 
the above general form can be solved exactly and explicitly by elementary methods）. 作为我们要研究的对象，

原则上只有当初值问题式（2-1）的解存在且唯一时，使用数值解法去求解才有意义，这一前提条件由下面

的存在唯一性定理保证. 当然，有时候我们也会遇到一些实际问题理论上难以证明其解的存在唯一性或者

根本不知道原问题解的情况，这些问题属于微分方程基本理论研究的范畴，这时通常可以采用数值方法先

进行试探性的数值模拟，然后根据数值方法的结果来提供一些理论上的证明方向与思路.  

定理  设函数 ( , )f x y 在区域 : ,    RD a x b y∈≤ ≤ 上连续，且在区域 D 内关于 y 满足李普希兹

（ Lipschitz ） 条 件 ， 即 存 在 正 数 L ， 使 得 对 于 D 内 任 意 两 点 1( , )x y 与 2( , )x y ， 恒 有

1 2 1 2( , ) ( , )  f x y f x y L y y− −≤ ，则初值问题式（2-1）的解 ( )y x 存在并且唯一.  

证：此定理的证明可在普通的《常微分方程》教材上找到，此处从略.  
用数值方法求解问题式（2-1）的基本思想是：在求解区域 [ , ]I a b= 上任取 1m + 个节点

0 1 2 ma x x x x b= < < < < = ，在这些节点上采用离散化方法（通常用数值积分、微分、泰勒展开式

等）将上述初值问题化成关于离散变量的相应问题，并且将所得离散问题的解 iy ( 0,1, , )i m= 作为精

确解 ( )iy x 的近似值，这样求得的 iy 就是上述初值问题在节点 ix 上的数值解. 离散节点的下标从 0 开

始，用 C 语言（数组从 0 开始计数）进行程序设计时很方便. 一般说来，不同的离散过程将得到不同

的数值方法，从而得到不同的解. 数值方法的具体操作过程如下. 
第一步，网格剖分（在求解区域上作剖分）. 
在求解区域 I 上取 1m + 个节点 0 1 2 ma x x x x b= < < < < = ，这里 1i i ih x x+= − 称为 ix 到 1ix + 的步

长， 0,   1,   ,   i m= . 这些 ih 可以不相等，但有时为了计算方便，特别是编写程序方便，一般取成相

等，此时就有等步长
b ah x

m
−

= Δ = ，这样的区域剖分称为等距剖分或者一致网格剖分， ix 称为网格节

点. 整个剖分过程相当于对一维的求解区域进行离散化.  
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第二步，对连续方程作节点离散，使连续方程仅在离散节点上成立，从而将原方程弱化，得到节

点离散方程.  
第三步，在节点上采用离散化方法（忽略高阶项）并用 iy 作为精确解 ( )iy x 的近似值，可得差分

格式或差分方程.  
第四步，将差分方程改写为迭代格式或者线性方程组的形式并求解，得出精确解 ( )iy x 的近似值 iy . 
第五步，从理论上研究数值格式的局部截断误差（即相容性）、稳定性以及数值解的收敛性与整

体误差.  
第六步，分析数值结果与理论分析是否一致，考察有无局限性及可改进的方法.  
注意，有时可以将第四步和第五步交换次序，先在理论上分析第三步得到的数值格式的数值效果，

如果效果不好的话就没必要进行第四步的实际操作了. 当然，以上操作过程比较抽象，我们需要通过

具体的方法来实现这些过程，以加深大家对上述操作步骤的理解.  

第一节  欧拉（Euler）方法 

一、欧拉方法 

首先对问题式（2-1）的求解区域即区间[ , ]a b 作等距剖分，得到等距节点 ix a ih= + ，  0,1, ,i m= ，

步长为 ( ) /h b a m= − . 其次，将原连续方程
d ( , ( ))
d

y f x y x
x
=  即 ( ) ( , ( ))y x f x y x′ = 弱化，使之仅在离

散节点处成立，即 ( ) ( , ( ))i i iy x f x y x′ = . 接着，用差商近似微商的离散化方法式（1-21），在离散节点

ix 处就应有节点离散方程：    
( ) ( )

( ) ( , ( ))i i
i i

y x h y x
O h f x y x

h
+ −

+ =  

忽略高阶项并用数值解 iy 作为精确解 ( )iy x 的近似值可得差分方程 1 ( , )i i
i i

y y
f x y

h
+ −

= ，这样原来的连

续方程初值问题式（2-1）可用以下差分格式作数值逼近： 
 1 0 0( , ),     0,  1,  2  , 1,    ( ) ( ) ,i i i iy y h f x y i m y y x y a α+ = + = − = = =  （2-2） 

这就是著名的欧拉方法或欧拉折线法.  
求解初值问题式（2-1）就是在 xOy 平面上求一条通过点 0 0( , )x y 的曲线（也称为积分曲线）

( )y y x= ，并使曲线上任意一点 ( , )x y 处的切线斜率为 ( , )f x y . 事实上，欧拉方法有明显的几何意义，

就是从点 0 0 0( , )P x y 出发作一条斜率为 0 0( , )f x y 的直线，此直线交直线 1x x= 于点 1 1 1( , )P x y ， 1P  点的

纵坐标 1y 就是 1( )y x 的近似值；再从点 1P 作一条斜率为 1 1( , )f x y 的直线，交直线 2x x= 于点 2 2 2( , )P x y ，

2P  点的纵坐标 2y 就是 2( )y x 的近似值；按同样的过程继续下去，可得到一条折线 0 1 2 mP P P P . 该折

线就是数值解的图形，它是精确解 ( )y y x= 的近似折线，这也是欧拉折线法名称的由来. 

例 2.1.1  用欧拉方法求解常微分方程初值问题： 
d 2 ,      0 1
d
(0) 1

y xy x
x y

y

⎧ = − <⎪
⎨
⎪ =⎩

≤
，取步长为 0.1.  

解：因步长 0.1h = ，相当于对[0,1]等距剖分 10 份，得节点坐标 ( 0,1, 2, ,10).
10i
ix i= =  

利用欧拉方法得差分方程为 1
2

( , ) ,   0,1, ,9i
ii i i i

i

xyy y h f x y h i
y+

⎛ ⎞−− = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

且 0 1y = . 为了便于
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比较数值算法的效果，我们给出原方程的精确解 1 2y x= + （原方程为伯努利方程，普通的《常微分

方程》教材中有精确的求解方法）. 程序见 Egch2_sec1_01.c，计算结果列表如下（表 2-1）. 

表 2-1  欧拉方法的计算结果 

ix  欧拉方法 iy  精确解 ( )iy x  误差 − ( )i iy y x  

0.1 1.100000 1.095445 0.004555 
0.2 1.191818 1.183216 0.008602 
0.3 1.277438 1.264911 0.012527 
0.4 1.358213 1.341641 0.016572 
0.5 1.435133 1.414214 0.020919 
0.6 1.508966 1.483240 0.025727 
0.7 1.580338 1.549193 0.031145 
0.8 1.649783 1.612452 0.037332 
0.9 1.717779 1.673320 0.044459 
1.0 1.784771 1.732051 0.052720 

最大误差 0.052720 

从表中可见用欧拉方法得到的数值结果最大误差为 0.052720，效果不是很好.  

二、梯形方法 

如果从另外的角度看欧拉方法，则可以引申出其他一些新的方法. 事实上，除了用泰勒公式将导

数用差商来近似外，我们可以直接对式（2-1）中的方程两边从 ix 到 1ix + 积分，得  

    
1

1( ) ( ) ( , ( ))d
i

i

x

i i
x

y x y x f x y x x
+

+ − = ∫        （2-3） 

上式右端的积分项中被积函数既含有 x，又含有未知函数 ( )y x ，无法求出积分值，只能采用数值的方

法进行计算. 于是对上式右端的积分项用数值积分中的左矩形公式逼近，即   
1

( , ( ))d ( , ( ))
i

i

x

i i
x

f x y x x f x y x h
+

≈∫  

并用 iy 作为 ( )iy x 的近似值，这样式（2-3）近似为差分格式 1 ( , )i i i iy y h f x y+ − = ，即式（2-2），故欧拉

方法也称为矩形法. 从上面的分析也可以看出本质上欧拉方法效果不是很好的主要原因是它采用了精度较

差的矩形法计算右端积分. 此外，如果用右矩形公式计算式（2-3）右端的积分，则类似可得差分格式 
 1 1 1( , )i i i iy y h f x y+ + +− =  （2-4） 

称为隐式欧拉方法. 可以想象，如果改用梯形公式计算式（2-3）右端的积分，可期望得到较高的精

度. 这时 
1

1 1
1( , ( ))d [ ( , ( )) ( , ( ))]
2

i

i

x

i i i i
x

f x y x x f x y x f x y x h
+

+ +≈ +∫  

将这个结果代入式（2-3）并将其中的 ( )iy x 用 iy 近似代替，则得新的差分格式： 

 1 1 1
1 [ ( , ) ( , )]
2i i i i i iy y h f x y f x y+ + += + +        （2-5） 

这个方法称为梯形方法.  
上述 3 个计算格式，即式（2-2）、式（2-4）及式（2-5）都是由 iy 计算 1iy + ，这种只用前一步 iy

即可算出 1iy + 的方法称为单步法，其中式（2-2）可由 0y 逐次求出 1 2 3, , , , my y y y 的值，称为显式

方法，而式（2-4）及式（2-5）左右两端都含有 1iy + ，无法直接从 iy 求出 1iy + ，而需要解含有 1iy + 的

方程，求解很不容易，常用迭代法求解，这类方法称为隐式方法.  
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注意到梯形方法是隐式方法，在实际求解时需要用迭代法. 而迭代的初值则由欧拉方法提供，即

有以下梯形方法的迭代公式： 

 

(0)
1

( 1) ( )
1 1 1

( , ),
   0,  1,  2, , 1,     0,  1,  2,

[ ( , ) ( , ),
2

i i i i

k k
i i i i i i

y y hf x y
i m khy y f x y f x y

+

+
+ + +

⎧ = +
⎪ = − =⎨

= + +⎪⎩

 （2-6） 

使用迭代法时需要设立迭代误差限ε 以控制迭代步数，也就是说，先用欧拉方法由 ( , )i ix y 得出 1( )iy x +

的初始近似值 (0)
1iy + ，然后用式（2-6）中的第二个公式进行迭代，反复迭代直到 ( 1) ( )

1 1
k k

i iy y ε+
+ +− < 为止，

并把 ( 1)
1

k
iy +
+ 取作 1( )iy x + 的近似值 1iy + . 显然，应用梯形方法，如果序列 (0) (1)

1 1, ,i iy y+ + 收敛，它的极限 sy 便

满足方程 [ ]1( , ) ( , ) .
2s i i i i s
hy y f x y f x y+= + +  比较式（2-5）可知序列的极限可取作 1iy + . 下面证明，如果

f
y

∂
∂

有界，则只要 h 取得适当小，序列 (0) (1)
1 1, ,i iy y+ + 必定收敛到 1iy + . 事实上，将式（2-5）与式（2-6）中

第二个公式相减可得    
( 1) ( )

1 1 1 1 1 1[ ( , ) ( , )]
2

k k
i i i i i i

hy y f x y f x y+
+ + + + + +− = − ( )

1 1| |
2

k
i i

hL y y+ +−≤ ，其中
f L
y

∂
∂

≤ . 

可见，只要选取 h 使 1
2

hLβ = <: ，则 

( 1) ( ) 1 (0)
1 1 1 1 1 1

k k k
i i i i i iy y y y y yβ β+ +
+ + + + + +− − −≤ ≤ ≤  

从而当 k →∞时就有 ( 1)
1 1

k
i iy y+
+ +→ ，即迭代序列 (0) (1)

1 1, ,i iy y+ + 必定收敛到 1iy + . 这样当 h 取得充分小时，

就可保证上述迭代过程收敛到一个解. 当步长 h 取得适当时，欧拉方法算出的值已是较好的近似，因

此梯形方法收敛很快，通常只需两三次迭代即可. 如果迭代很多步仍不收敛，则表明步长 h 选得过大，

应缩小步长后再计算.  

例 2.1.2  用梯形方法求解常微分方程 

d 2 ,      0 1
d

(0) 1

y xy x
x y

y

⎧ = − <⎪
⎨
⎪ =⎩

≤
，取步长为 0.1，迭代误差限为

4ε 10−= . 
解：利用式（2-6）编程，程序见 Egch2_sec1_02.c，计算结果列表如下（表 2-2）. 

表 2-2  梯形方法的计算结果 

ix  迭代次数 梯形方法 iy  精确解 ( )iy x  误差 − ( )i iy y x  

0.1 3 1.095657 1.095445 0.000212 

0.2 3 1.183596 1.183216 0.000380 

0.3 3 1.265444 1.264911 0.000532 

0.4 3 1.342327 1.341641 0.000686 

0.5 3 1.415064 1.414214 0.000850 

0.6 3 1.484274 1.483240 0.001034 

0.7 3 1.550437 1.549193 0.001244 

0.8 2 1.613948 1.612452 0.001496 

0.9 2 1.675112 1.673320 0.001792 

1.0 2 1.734192 1.732051 0.002141 

最大误差  0.002141 
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注意，在此算例程序中，我们设立了迭代计数器来观察迭代次数. 与例 2.1.1 中的欧拉方法相比较，

梯形方法的结果明显好于前者.  

三、改进的欧拉方法 

从理论上讲，梯形方法虽然提高了计算精度，但计算成本增加了，因为每迭代一次都要重新计算

函数 ( , )f x y 的值，而且迭代又要反复进行若干次，计算量较大. 为了降低计算成本，在实际计算时（从

上例中也看出来有时迭代次数并不需要很多次），通常是采用迭代一次的梯形方法，也称为改进的欧拉

方法，即先用欧拉公式求得一个初步的近似值 1iy + ，称为预估值. 预估值可能精度很差，于是就用梯

形公式对它校正一次得 1iy + ，这个结果称为校正值，而这样建立的预估—校正系统称为改进的欧拉方

法. 具体地，改进的欧拉方法计算公式为： 

 
[ ]

1

1 1 1

( , )
0,1, 2, , 1,

( , ) ( , ) ,   
2

i i i i

i i i i i i

y y h f x y
i mhy y f x y f x y

+

+ + +

= +⎧
⎪ = −⎨

= + +⎪⎩

 （2-7） 

上式称为改进的欧拉公式. 式（2-7）叫作预估校正公式，其中第一式叫预估公式，第二式叫校正公式. 
这个公式还可写为 

 
1 1 2

1

2 1

1 1 ,
2 2

( , ),
( , ),

i i

i i

i i

y y k k

k h f x y
k h f x h y k

+
⎧ = + +⎪⎪
⎨ =⎪
⎪ = + +⎩

 或者 
1 1 2

1

2 1

( ),
2

( , ),    0,1,2, , 1.
( , ),

i i

i i

i i

hy y k k

k f x y i m
k f x h y hk

+
⎧ = + +⎪⎪
⎨ = = −⎪
⎪ = + +⎩

 （2-8） 

例 2.1.3  用改进的欧拉方法求解常微分方程 
d 2 ,      0 1
d

(0) 1

y xy x
x y

y

⎧ = − <⎪
⎨
⎪ =⎩

≤
，取步长为 0.1.  

解：程序见 Egch2_sec1_03.c，计算结果列表如下（表 2-3）. 

表 2-3  改进的欧拉方法的计算结果 

ix  改进的欧拉方法 iy  精确解 ( )iy x  误差 − ( )i iy y x  

0.1 1.095909 1.095445 0.000464 

0.2 1.184097 1.183216 0.000881 

0.3 1.266201 1.264911 0.001290 

0.4 1.343360 1.341641 0.001719 

0.5 1.416402 1.414214 0.002188 

0.6 1.485956 1.483240 0.002716 

0.7 1.552514 1.549193 0.003321 

0.8 1.616475 1.612452 0.004023 

0.9 1.678166 1.673320 0.004846 

1.0 1.737867 1.732051 0.005817 

最大误差 0.005817 

从这个算例也可以看出改进的欧拉方法和上例中的梯形方法每个节点处的误差都是相同数量级

的，计算效果相差不多. 由于改进的欧拉方法不需要迭代，计算量就明显会少一些，所以在实际应用

中改进的欧拉方法更加实用些.  
对于改进的欧拉方法，如果将上例中的步长折半，即取步长为 0.05，相当于对原网格（h = 0.1）



微分方程的数值解法与程序实现 

 

  12

进行网格加密（指节点的密度增加而不是加设密码），重新用上述程序计算，可以得到 20 个节点

20i
ix = （ 1,2, ,20i = ）处的近似值，为了看出加密后的效果，我们对比两次网格计算结果并列表

如下（表 2-4）： 

表 2-4  改进的欧拉方法在不同步长下的计算结果 

ix  改进的欧拉方法 iy  误差 − ( )i iy y x  半步长时 iy  半步长时误差 − ( )i iy y x  

0.1 1.095909 0.000464 1.095561 0.000116 

0.2 1.184097 0.000881 1.183437 0.000221 

0.3 1.266201 0.001290 1.265236 0.000325 

0.4 1.343360 0.001719 1.342075 0.000434 

0.5 1.416402 0.002188 1.414767 0.000553 

0.6 1.485956 0.002716 1.483927 0.000687 

0.7 1.552514 0.003321 1.550035 0.000842 

0.8 1.616475 0.004023 1.613472 0.001021 

0.9 1.678166 0.004846 1.674551 0.001231 

1.0 1.737867 0.005817 1.733530 0.001479 

从表中可以看出，网格加密以后误差更小，这种现象可以通过理论分析得以解释.  

第二节  误差分析的相关概念 

事实上，当我们构造出差分格式以后，往往需要对差分格式进行理论上的分析. 一方面是对算法

的性能有更深刻的理解，另一方面也为设计性能更优的算法提供线索. 以下将在理论上分别考察数值

格式的相容性、稳定性及收敛性.  

一、局部截断误差与相容性 

 现在来考察上一节中 3 种单步法公式的局部截断误差. 所谓的局部截断误差实质上考察的是差分

格式的逼近误差或者说是以差商代替微商所产生的替代误差，或者也可以理解为差分格式对精确解的

满足程度. 这里假定前一步所得的结果 ( )i iy y x= 是准确的，相当于只算从 iy 到 1iy + 这一步的误差，从

而是局部的，这也是局部截断误差名称的由来. 以后讨论收敛性的时候还会介绍整体截断误差.  
单步法（如欧拉方法、隐式欧拉方法、梯形方法及改进的欧拉方法）的一般形式可表示为 

 1 1 1( , , , )i i i i i iy y h x y x yϕ+ + += +    （2-9） 

上式右端若不含 1iy + ，则为显式单步法，否则就是隐式单步法. 定义数值格式（2-9）的局部截断误差

LTE（local truncation error）为 

 1 1 1LTE ( ) ( ) ( , ( ), , ( ))i i i i i iy x y x h x y x x y xϕ+ + += − −       （2-10） 

相当于考察把精确解代入数值格式后产生的误差. 对于欧拉方法式（2-2），由式（2-1）及一阶泰勒公

式（1-14）知欧拉方法的局部截断误差为 

 
2

2
1 1LTE ( ) ( ) ( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) 

2!i i i i i i i
hy x y x h f x y x y x y x h y x y O hξ+ + ′ ′′= − − = − − = =  （2-11） 

其中， 1( , )i ix xξ +∈ . 对于隐式欧拉方法式（2-4），由式（2-1）及一阶泰勒公式（1-16）知它的局部截

断误差为 



第二章  常微分方程的数值解法 

 

  13 

 

1 1 1 1 1 1
2

2
1

LTE ( ) ( ) ( , ( )) ( ) ( ) ( )

( )  ( ) , ( , ).
2!

i i i i i i i

i i

y x y x h f x y x y x y x h h y x

h y O h x xη η

+ + + + + +

+

′= − − = − − −

′′= − = ∈  （2-12） 

再考察梯形方法式（2-5），它的局部截断误差为  

 

( )1 1

2 3 2
3

1 2

LTE ( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )  ( ) 
2 6 2 2

i i i i

i i i i

hy x y x y x y x

h h h hh y x y x y y x hy x y O hξ ξ

+ +′ ′= − − +

⎛ ⎞
′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′= + + − + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 （2-13） 

其中， 1 2 1, ( , )i ix xξ ξ +∈ . 最后，对于改进的欧拉方法式（2-7），易知： 

[ ]

[ ]

1 1 1

2

( , ( )) ( , ( ))

1  ( , ( ), , ( )) ( , ( )) ( , ( ) ( , ( )))
2
1  ( ) ( , ( ) ( ))
2

1 ( ) ( , ( )) ( ) ( )
2

1 ( ) ( ) ( , (
2

i i i i

i i i i i i i i i i

i i i i

i i i i
x y x x y x

i i i

x y x x y x f x y x f x y x h f x y x

y x f x h y x h y x

f fy x f x y x h h y x O h
x y

y x y x h f x y

ϕ + + += + +

′ ′= + + +

⎡ ⎤∂ ∂′ ′⎢ ⎥= + + + +
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

′ ′ ′= + + 2 2)) ( ) ( ) ( ) ( )
2i i i
hx O h y x y x O h⎡ ⎤ ′ ′′+ = + +⎣ ⎦ （2-14） 

注意，在上面的公式处理过程中用到了二元函数的泰勒公式： 

0 0 0 0

2 2 2 2 2

0 0 0 0 2 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )  
2 2x y x y

f f h f f k ff x h y k f x y h k hk
x y x yx yξ η ξ η ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
 

其中， 0 0 0 0( , ),  ( , )x x h y y kξ η∈ + ∈ + . 

及二元函数的复合求导公式
d ( , ( )) ( , ) ( , )

d x y
f x y x f x y f x y y

x
′= + ⋅ . 于是，由式（2-14）知改进的欧拉方

法的局部截断误差为 

 

1 1 1
2 3

2 3

LTE ( ) ( ) ( , ( ), , ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( )  ( ) 
2 6 2

i i i i i i

i i i i

y x y x h x y x x y x

h h hh y x y x y h y x y x O h O h

ϕ

ξ

+ + += − −

⎡ ⎤′ ′′ ′′′ ′ ′′= + + − + + =⎢ ⎥⎣ ⎦
 （2-15） 

如果一个数值方法式（2-9）的局部截断误差 1LTE  ( )pO h += ， 1p≥ ，则称该数值方法与原问题

式（2-1）是相容的，且称该数值方法是 p 阶的. 这样，由式（2-11）至式（2-13）及式（2-15）知，欧

拉方法、隐式欧拉方法都是一阶方法，梯形方法和改进的欧拉方法都是二阶方法，这些方法与原问题

都是相容的. 在条件 ( )i iy y x= 下，可以证明当步长 0h → 时，与原问题相容的数值方法在区间 1[ , ]i ix x +

上有 1 1( )i iy y x+ +→ ，即该数值方法是局部收敛的.  

二、稳定性 

稳定性考察的是机器的舍入误差，这是由计算机的有限字长引起的. 称一个算法稳定是指初始误

差（或者是小扰动）在后面的计算过程中不会传播. 换言之，稳定性考察的是数值解关于初始误差的

连续依赖性，用数学语言来描述就是，如果原始的初值 0y 可以得到解 y ，而作了小扰动后的初值 0y 按

照同样的数值方法可得到解 y ，则总存在常数 0M > ，使得 0 0y y M y y− −≤ ，也就是说小扰动只会

引起解的小变化，则数值方法稳定.  
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下面我们一起来考察一下欧拉方法的稳定性.  
如果对初值 0y 用欧拉方法可以得到解 1iy + ，而作了小扰动后新的初值 0y 按照同样的数值方法可

以得到解 1iy + ，即对 0,1, ,  1i m= − ，有 

1 ( , )i i i iy y h f x y+ − = ， 1 ( , )i i i iy y h f x y+ − =  

两式相减并利用不等式 

  (1 ) e ,    0,  1m m xx m x+ −≤ ≥ ≥  （2-16） 

可得 

( )1 1

( , )

1
0 0 0 0

( )
0 0 0 0

( , ) ( , )

( ) (1 )  

(1 )  (1 )

e1

i

i i i i i i i i

i i i i i i
x

i m

m
b a L

y y y y h f x y f x y

fy y h y y hL y y
y

hL y y hL y y

b a y y y yL
m

ζ

+ +

+

−

− = − + −

∂
= − + − + −

∂

+ − + −

−⎛ ⎞= − −+⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤

≤ ≤

≤

 

其中， max ( , )i ii

fL x y
y

∂
=

∂
. 可见，只要 L 有限，欧拉算法就是稳定的.  

三、收敛性 

若当 0h → 时有 ( )i iy y x→ ， [ , ],    0, 1, ,  ix a b i m∀ ∈ = ，则称原算法是收敛的，且 ie =  

( )i iy y x− 为整体截断误差. 若max ( )p
ie O h= ，则称原算法是 p 阶收敛的或称原算法具有 p 阶精度.  

那么在上面的分析中我们着重考虑的局部截断误差有什么用呢？一个算法到底是否可行、效果是

否好主要看什么呢？实际上，衡量一个算法首要就是看其收敛性，只有收敛的算法才是有效的，否则

数值解就是失真的. 在算法收敛的条件下，数值解的好坏关键看其精度，精度阶数越高，数值模拟效

果越好. 而局部截断误差的考察往往可以间接说明算法的精度，下面的定理说明了这一点.  
定理 2.2.1（局部截断误差与整体截断误差的关系） 设求解原问题式（2-1）所采用的单步法 

 1 ( , , )i i i iy y h x y hϕ+ = +            （2-17） 

是 p 阶方法 ( 1)p≥ ，且函数ϕ 关于 y 满足李普希兹条件，即存在常数 0L > ，使得对任意的

, [ , ]y y a bα β ∈ ，均有 ( , , ) ( , , )x y h x y h L y yα β α βϕ ϕ− −≤ . 又设其初值 0y 是准确的，即 0 0( )y y x= ，

则单步法式（2-17）是 p阶收敛的.  
证明：由于单步法式（2-16）是 p阶方法，故有局部截断误差： 

1
1LTE ( ) ( ) ( , ( ), ) ( )p

i i i iy x y x h x y x h O hϕ +
+= − − =  

即      1
1( ) ( ) ( , ( ), ) p

i i i iy x y x h x y x h Chϕ +
+ = + +  （2-18） 

将式（2-17）、式（2-18）两式相减可得 
1

1 1

1

1 1

( ) ( , , ) ( ) ( , ( ), )

( ) [ ( , , ) ( , ( ), )]

( )  ( ) (1 ) ( )

p
i i i i i i i i

p
i i i i i i

p p
i i i i i i

y y x y h x y h y x h x y x h Ch

y y x h x y h h x y x h Ch

y y x hL y y x C h hL y y x C h

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+
+ +

+

+ +

− = + − − +

= − + − +

− + − + = + − +≤
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即得以下递推关系式： 
1

1 (1 ) p
i ie hL e C h +
+ + +≤  

上式对 0,1,   , 1i m= − 逐步递推并利用（2-16）可得： 

         1 1 2
1 0(1 ) (1 (1 ) (1 ) (1 ) )i p i

ie hL e C h hL hL hL+ +
+ + + + + + + + + +≤  

        
1

1 1
0

(1 ) 1(1 )
i

i p hLhL e C h
hL

+
+ + + −

= + + 1
0

(1 ) 1(1 )
m

i p hLhL e C h
L

+ + −
+ +≤  

         1
0(1 ) (1 ) 1

b ap
i hChhL e hL

L

−
+

⎡ ⎤
= + + + −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

1 ( )
0(1 ) e 1

p
i L b aChhL e

L
+ −⎡ ⎤+ + −⎣ ⎦≤  

又因初值 0y 是准确的，故 0 0e = ，从而 ( )
1 e 1

p
L b a

i
Che

L
−

+ ⎡ ⎤−⎣ ⎦≤ ， 0,1, , 1i m= − ，即有max ( )p
ie O h= ，

故单步法（2-17）是 p阶收敛的. 证毕.  
这个定理说明当初值准确时，通过控制局部截断误差可以控制整体截断误差，如果数值方法的局

部截断误差为 p 阶的，则最后的算法收敛阶也是 p 阶的. 因此在设计数值方法时，要得到好的算法使

之具有高的收敛阶和精度，可以首先从局部截断误差的分析入手，然后再讨论ϕ 函数的李普希兹连续

性. 此外，定理 2.2.1 中单步法式（2-17）包括了隐式方法，因为隐式单步法中的 1 1( , , , )i i i ix y x yϕ + +

即使迭代多次也总可以写成 ( , , )i ix y hϕ 的形式，所以上述定理对隐格式同样成立. 例如，对隐式

欧拉方法（迭代初值用欧拉方法给出），如果迭代两次，即有 
(0)

1 ( , ),i i i iy y h f x y+ = +   (1) (0)
1 1 1( , ),i i i iy y h f x y+ + += +    (2) (1)

1 1 1( , ),i i i iy y h f x y+ + += +  

则相当于将 1iy + 取 成 (2)
1 1 1( , ( , ( , )))i i i i i i i iy y h f x y h f x y h f x y+ + += + + + ，这样它的 ϕ 函 数 为 

( , , ) ( , ( , ( , )))i i i i i i i ix y h f x h y h f x h y h f x yϕ = + + + + . 

四、收敛阶的数值意义 

前面已经提到，一个好的数值方法收敛的阶数要尽可能高. 那么在数值上阶数的高低影响的到底

是什么？表现在数值上又是什么呢？ 
再次考察改进的欧拉方法，它是二阶方法，若这种方法是收敛的，则它就是二阶收敛，也就是

2max max ( ) ( )i i ie y y x O h= − = ， 或 者 2max ( )i iy y x Ch− ≤ . 如 果 将 步 长 减 半 ， 就 有

21max ( )
4i iy y x Ch− ≤ ，换言之，步长减半后误差是原来误差的 1/4！理论上的这个结果已经在算例

中具体地体现了，从表 2-4 中前后两个步长对应的误差列可以看出，步长减半后，节点处的误差约为

原来误差的 1/4！可想而知，如果一个方法是三阶收敛的，那么对原来的网格作步长减半的加密，误差

将减为原来误差的 1/8. 所以比起收敛的二阶方法来，三阶方法实质上就收敛得更快！ 

第三节  龙格-库塔（Runge-Kutta）方法 

由上节知道，局部截断误差的阶是衡量一个方法精度高低的主要依据. 能否用提高截断误差的阶

来提高数值方法的精度呢？回答是肯定的. 本节介绍的泰勒级数法和龙格-库塔方法就是基于这种思

想构造出来的.  
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一、泰勒级数方法 

如果初值问题式（2-1）的精确解 ( )y x 在 I 上存在 1k + 阶连续导数，那么在泰勒公式 

 
2

( ) 1
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! !

k
k k

i i i i i
h hy x y x h y x y x y x O h

k
+

+ ′ ′′= + + + + +  （2-19） 

中忽略余项并用近似值 ( )l
iy 代替精确值 ( ) ( ), 0,1, ,l

iy x l k= ，则得解初值问题式（2-1）的泰勒级数方法： 

 
2

( )
1 2! !

k
k

i i i i i
h hy y h y y y

k+ ′ ′′= + + + +        （2-20） 

这里，关于 ( )l
iy 的具体表示将在下面详述. 易见，泰勒级数方法是单步法，且由式（2-9）知        

1
( )

1 1( , , , )
2! !

k
k

i i i i i i i
h hx y x y y y y

k
ϕ

−

+ + ′ ′′= + + +  

由局部截断误差的定义式（2-10）可知，此泰勒级数方法的局部截断误差为  

 
1

( ) 1
1LTE ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! !

k
k k

i i i i i
h hy x y x h y x y x y x O h

k

−
+

+
⎡ ⎤
′ ′′= − − + + + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 （2-21） 

这样从理论上讲，只要精确解 ( )y x 有任意阶导数，泰勒级数方法就可以达到任意阶. 尽管这一理论很

完美，但在实际操作过程中，由于式（2-19）右端的各阶导数 ( ) ( )l
iy x 需要由原方程的右端项函数 ( , )f x y

来表示，计算是非常复杂的. 事实上， 

( ) ( , ) ,y x f x y f′ = =  d( ) ( , ( )) ,
d x y x y

fy x x y x f f y f f f
x

′′ ′= = + ⋅ = +  

2 2

d( ) ( ) ( ) ( )
d

2 ,

x y xx xy x y y yx yy

xx xy x y y yy

y x f f f f f y f f f f f f f y
x

f f f f f f f f f

′′′ ′ ′= + ⋅ = + ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅

= + + + +  

则式（2-19）用 ( , )f x y 来表示就成为 

( )

( )

2

1

3
2 2 1

( , ( ))

( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))
2!

2 ( )
3! i i

i i i i x i i i i y i i

k
xx xy x y y yy x y x

hy x y x h f x y x f x y x f x y x f x y x

h f f f f f f f f f O h

+

+

= + + + +

+ + + + + +

 

从而精确值 ( ) ( )l
iy x （ 0,1, ,l k= ）的近似值 ( )l

iy 如下： 

 
2 2

( , ), ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

i i i i x i i i i y i i

i xx i i i i xy i i x i i y i i

i i y i i i i yy i i

y f x y y f x y f x y f x y

y f x y f x y f x y f x y f x y

f x y f x y f x y f x y

′ ′′= = +

′′′= + + +

+
   （2-22） 

这样，对应的式（2-20）中的二阶泰勒级数方法的数值计算公式实为 

 ( )
2

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2!i i i i x i i i i y i i
hy y h f x y f x y f x y f x y+ = + + +  （2-23） 

同样，三阶泰勒级数方法的数值计算公式实为 
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 ( ) ( )
2 3

2 2
1

( , )

2
2! 3!

i i

i i x y xx xy x y y yy
x y

h hy y h f f f f f f f f f f f f f+

⎡ ⎤
= + + + + + + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 （2-24） 

更高阶的泰勒级数方法形式上非常复杂，不再一一写出，读者理解其中的具体操作方法即可. 为
了清楚起见，这里举一个简单的例子.  

例 2.3.1  导出用三阶泰勒级数方法解方程 2 2y x y′ = + 的计算公式.  

解：因        2 2( , )y f x y x y′ = = + ， 2 22 2 2 2 ( )y x y y x y x y′′ ′= + = + + ， 
2 2 2 2 22 2( ) 2 2 4 2( ) ( 3 )y y y y xy x y x y′′′ ′ ′′= + + = + + + ⋅ + ， 

故在此例中三阶泰勒级数方法式（2-24）实为 

2 2 2 2 2 3 2 2 2 2
1

1( ) [ ( )] 1 2 ( ) ( 3 )   .
3i i i i i i i i i i i i i iy y h x y h x y x y h x y x y x y+ ⎡ ⎤= + + + + + + + + + ⋅ +⎣ ⎦  

实际解题时要想使算法精度高，k 就要尽可能大，这就要求 f 的高阶导，相当复杂，而且当 f 本身

就比较复杂时，即使是用较低阶的泰勒级数方法计算也是很烦琐的，所以泰勒级数方法实际上是不能

被用来数值求解原问题的. 于是设想能否构造一种格式，既保留泰勒级数法精度较高的优点，又避免

过多地计算 f 的各阶偏导数呢？下面介绍的龙格-库塔方法就能够化理想为现实.  

二、龙格-库塔方法　 

从泰勒级数方法知道，我们希望构造 k 阶格式： 

 
2

( )
1 2! !

k
k

i i i i i
h hy y h y y y

k+ ′ ′′= + + + +  （2-25） 

而又要避免求 y 的各阶导数（实质上是求 f 的各阶偏导数）. 我们先举例分析欧拉方法与改进的欧拉

方法来诱导出龙格-库塔方法.  
首先假设 ( )i iy y x= . 将欧拉方法 1 ( , )i i i iy y h f x y+ = + 与式（2-25）比较可知，本质上欧拉方法就

是 1k = 的泰勒级数方法，本来泰勒级数方法中需要的一阶导数现在用 f 的函数值来代替了. 在刚才的

假设下我们再对改进的欧拉方法进行分析，易知改进的欧拉方法式（2-7）可以写成 

1

2

2

2

[ ( , ) ( , ( , ))]
2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
2

2 ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )
2

( ) ( )
2

i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i

i i i i i i i

i i i

hy y f x y f x h y h f x y

h f fy f x y f x y x y h x y h f x y O h
x y

h f fy y x x y x h x y x h y x O h
x y

hy h y x y x O

+ = + + + +

⎡ ⎤∂ ∂
= + + + ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂′ ′= + + ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

′ ′= + + + 3( )h

 

这样看来，改进的欧拉方法本质上与 2k = 的泰勒级数方法只相差一个 3( )O h ，所以它们都是二

阶方法. 这一分析提供了一个重要信息，那就是我们所遇到的泰勒级数方法中求导数的困难是可以克

服的！改进的欧拉方法没有用到导数，而是借助于函数在某些点处的值. 换言之， y 的各阶导数也许 

可用函数在一些点上值的线性组合近似地表示出来. 这个想法确实非常有效！于是把以前的欧拉方法

改写成： 1 1i iy y k+ = + ，其中 1 ( , )i ik h f x y= . 每步计算 f 的值一次，其局部截断误差为 2( )O h . 改进

的欧拉公式则可写成 1 1 2
1 ( )
2i iy y k k+ = + + ，其中 1 ( , )i ik h f x y= ， 2 1( , )i ik h f x h y k= + + . 每步计算 f
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的值两次，其局部截断误差为 3( )O h . 这样一来，我们可以猜想，能否通过增加每步计算 f 的值的次

数来提高数值格式的阶数呢？ 为此我们将数值格式写成较为一般的形式： 

 
1 1 2

1

2 1

( , )
( , )

i i

i i

i i

y y k k
k h f x y
k h f x ah y bk

α β+ = + +⎧
⎪ =⎨
⎪ = + +⎩

       （2-26） 

其中， , , ,a bα β （此外 ,a b 不同于原方程的求解区域中的端点）为待定常数. 选择这些常数的原则是

在 ( )i iy y x= 的前提下，将该数值方法用泰勒公式完全展开以后形式上要与高精度的泰勒级数方法相差

很小. 为此，利用二元函数的泰勒公式把 2k 展开得 

2 1

2 2 2 2 2 3

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( ( , ) 2 ( , ) ( , )) / 2! ( )

i i i i

i i x i i y i i

xx i i xy i i yy i i

k h f x ah y bk h f x ah y bh f

h f x y ah f x y b h f f x y

a h f x y ah b h f f x y b h f f x y O h

= + + = + +

⎡= + ⋅ + ⋅ +⎣
⎤⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⎦

 

或简写为 

 2 2 2 2 2 2 4
2

1 ( 2 ) ( )
2x y xx xy yyk h f ah f b h f f a h f abh f f b h f f O h⎛ ⎞= + + + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 （2-27） 

其中， , ,x yf f f 等都是在 ( , )i ix y 处取值. 这样数值格式（2-26）可写成 

2 2 2 2 2 2 4
1

1 ( 2 ) ( )
2i i x y xx xy yyy y h f h f ah f b h f f a h f abh f f b h f f O hα β+

⎛ ⎞= + + + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

即         2 3
1 ( ) ( ) ( ),i i x yy y h f h a f b f f O hα β β+ = + + + + +  （2-28） 

或者更精确地写成 

 2
1 ( ) ( )i i x yy y h f h a f b f fα β β+ = + + + + +

3
2 2 2 4( 2 ) ( ).

2 xx xy yy
h a f ab f f b f f O hβ

+ + + （2-29）   

将式（2-28）与二阶泰勒级数方法式（2-23）相比较，只要 4 个参数满足： 

 1α β+ = ，
1 ,
2

a bβ β= =    （2-30） 

该方法就是二阶的. 满足式（2-30）的 4 个参数可以多种不同的取法，但不管如何取，都要计算两次 f

的值（即计算 f 在两个不同点的函数值），所得局部截断误差都是 3( )O h . 满足条件式（2-30）的一

族公式（2-26）统称为二阶龙格-库塔公式. 特别地，当取定
1
2

α β= = ， 1a b= =  时就是改进的欧拉

方法. 再将式（2-29）与三阶泰勒级数方法式（2-24）相比较，由于缺少两项 x yf f 和 2
yf f ，因此无论

怎样选取参数都无法使式（2-29）与三阶泰勒级数方法相差 4( )O h ，换句话说，一般形式为（2-26）的

数值方法无法成为三阶方法. 所以要想提高数值方法的阶，只能继续增加计算 f 的值的次数. 如果每

步计算三次 f 的值，可将公式写成如下一般形式： 

 

1 1 2 3

1

2 1

3 1 2

( , )
( , )
( , )

i i

i i

i i

i i

y y k k k
k h f x y
k h f x ah y bk
k h f x ch y d k e k

α β γ+ = + + +⎧
⎪ =⎪
⎨ = + +⎪
⎪ = + + +⎩

   （2-31） 

将 3k 用泰勒公式展开可得 
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( )2 2 2 4
3 1 2 1 2 1 2

1( ) 2 ( ) ( ) ( )
2x y xx xy yyk h f ch f dk ek f c h f ch dk ek f dk ek f O h⎛ ⎞= + + + + + + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 （2-32） 

再将式（2-31）中的 1k 表达式和式（2-27）的 2k 表达式代入上式，将关于h 的高阶项吸收到 4( )O h 中则有 
2 2

3

42 2 2 2 2 2 2 2 2

( ( ) )

1 ( )2 ( ) ( 2 )
2

x x y y

xx xy yy

k h f ch f dh f eh f aeh f beh f f f

O hc h f ch dh f eh f f d h f de f h f e h f f

= + + + + + +

⎡ ⎤ ++ + + + +⎣ ⎦
 

整理得 

 

( 2 2 2 2 2
3

42 2 2 2

1( )
2

1 ( )( ) ( )
2

x y x y y xx

yy xy

k h f ch f d e h f f aeh f f b e h f f c h f

O hd e h f f c d e h f f

= + + + + + + +

⎞ ++ + + ⎟
⎠

 （2-33） 

将式（2-27）、式（2-33）代入式（2-31）可得数值格式为 

 

2 2
1

3
2 2 3 3 3 2

3
2 2 2 4

( ) ( ) ( ( ) )

( ) ( ( ) )
2

( ( ) ) ( )
2

i i x y

xx xy x y y

yy

y y h f a c h f b d e h f f

h a c f ab c d e h f f ae h f f be h f f

h b d e f f O h

α β γ β γ β γ

β γ β γ γ γ

β γ

+ = + + + + + + + + +

+ + + + + + +

+ + +  （2-34）   

将上式与三阶泰勒级数方法式（2-24）相比较，要使我们的格式（2-31）达到三阶： 

 

2 2

2 2

11,   ,
2

1 1 1( ) ,   ( ) ,
2 2 6

1( ) ,
3

1 1 1,   ( ( ) ) .
6 2 6

a c

b d e a c

ab c d e

ae be b d e

α β γ β γ

β γ β γ

β γ

γ γ β γ

⎧ + + = + =⎪
⎪
⎪ + + = + =⎪
⎨
⎪ + + =
⎪
⎪
⎪ = = + + =
⎩

  即

2 2

11,   ,
2

,   ,
1 1,   .
3 6

a c

c d e a b

a c ae

α β γ β γ

β γ γ

⎧ + + = + =⎪
⎪

= + =⎨
⎪
⎪ + = =
⎩

 （2-35） 

方程组（2-35）有 6 个方程，含 8 个未知量，因此有无穷多组解，我们将满足式（2-35）的一族

公式（ 2-31）统称为三阶龙格-库塔公式，它们都是三阶的 . 取其中一组比较简单的解  
1 2 1 1, , , , 1, 1, 2
6 3 6 2

a b c d eα β γ= = = = = = = − = ，从而得到一个比较简单的三阶龙格-龙塔公式： 

 

1 1 2 3

1

1
2

3 1 2

1 ( 4 )
6

( , )

,
2 2

( , 2 )

i i

i i

i i

i i

y y k k k

k h f x y
khk h f x y

k h f x h y k k

+
⎧ = + + +⎪
⎪

=⎪
⎨ ⎛ ⎞⎪ = + +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪ = + − +⎩

  （2-36） 

从以上分析可以看出，龙格-库塔方法不是通过求导数的方法构造近似公式，而是通过计算不同

点上的函数值，并对这些函数值作线性组合构造近似公式，再把近似公式与泰勒级数方法进行比较，

使前面的若干项相同，从而使近似公式达到一定的阶数.  
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人们通常所说的龙格―库塔方法是指四阶而言的. 我们可以仿照三阶的情形推导出此公式，不过

太繁杂（详细推导过程可见附录 B），此处从略. 常用的最经典的四阶龙格―库塔公式是 

 

( )

1 1 2 3 4

1

2 1

3 2

4 3

1 ( 2 2 ),
6

( , ),
1 1, ,
2 2
1 1, ,
2 2
, .

i i

i i

i i

i i

i i

y y k k k k

k h f x y

k h f x h y k

k h f x h y k

k h f x h y k

+

⎧
⎪ = + + + +
⎪
⎪ =
⎪
⎪ ⎛ ⎞= + +⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞= + +⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ = + +⎩

或等价地，

( )

1 1 2 3 4

1

2 1

3 2

4 3

( 2 2 ),
6

( , ),

, ,
2 2

, ,
2 2

, .

i i

i i

i i

i i

i i

hy y k k k k

k f x y
h hk f x y k

h hk f x y k

k f x h y hk

+

⎧
⎪ = + + + +
⎪
⎪ =
⎪
⎪ ⎛ ⎞= + +⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞= + +⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ = + +⎩

 （2-37） 

此格式的局部截断误差为 5( )O h .  

例 2.3.2  用经典的四阶龙格—库塔方法求解常微分方程 
d 2 ,      0 1
d
(0) 1

y xy x
x y

y

⎧ = − <⎪
⎨
⎪ =⎩

≤
，取步长

为 0.2.  
解：程序见 Egch2_sec3_02.c，计算结果列表如下（表 2-5）. 

表 2-5  龙格-库塔方法的计算结果 

ix  四阶龙格-库塔方法 iy  精确解 ( )iy x  误差 − ( )i iy y x  

0.2 1.183229 1.183216 0.000013 

0.4 1.341667 1.341641 0.000026 

0.6 1.483281 1.483240 0.000042 

0.8 1.612514 1.612452 0.000062 

1.0 1.732142 1.732051 0.000091 

从表中可见，虽然四阶龙格-库塔方法每步要计算 4 次 f 的值，但以 0.2 为步长的计算结果就有 5
位有效数字，将此例与上节欧拉方法的结果作一比较后可以发现，欧拉方法与改进的欧拉方法以 0.1
为步长的计算结果分别只有 2 位与 3 位有效数字，如果它们也取步长为 0.2，则结果的精度会更低，可

见，四阶龙格-库塔方法精度相当高.  
龙格-库塔方法有精度高、收敛、稳定（在一定的条件下）且计算过程中可以改变步长等优点，

但仍需计算 f 在某些点的值，如四阶龙格-库塔法每计算一步需要计算 4 次 f 的值，这就给实际计算带

来了一定的复杂性.  

第四节  线性多步法 

 前面介绍的方法都是单步法，就是在计算 1iy + 时只用到前一步 iy 的值，所以若要提高精度，需要

增加中间函数值的计算，这就加大了计算量. 而事实上，在计算 1iy + 时，前面的 0 1, , iy y y 都已经算

出来了，而且前面的很多数值算例都显示越早算出的值逼近效果越好，所以如果只用离得最近的一项，

而前面算出的相对效果较好的项却弃之不用，那是相当可惜的. 本节将介绍利用前面已经算出来的 k
个值 1 2 1, , , ,i k i k i iy y y y− + − + − 来求 1iy + 的高精度方法——线性多步法.  
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一、线性多步法 

线性多步法的基本思想也是基于泰勒级数方法的，龙格-库塔方法采用函数在某些点处的函数值

的线性组合来计算导数，而线性多步法则是用已经算出的函数值的线性组合来计算导数.  
通常的线性 k 步法公式可表示为 

 

1 1

1
0 1

0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1

   

( )

k k

i j i j j i j
j j

i i k i k i i i k i k

y y h f

y y y h f f f f

α β

α α α β β β β

− −

+ − −
= =−

− − − + − + − − − +

= +

= + + + + + + + +

∑ ∑
 （2-38） 

其中， ( , )j j jf f x y= 且 0 ,jx x jh= +  1,    ,   1,   ,   1i k k k n= − + − ，各 ,α β 为待定系数. 由于计算 1iy +

时只用到前面的 k 个值 1 2 1, , , ,i k i k i iy y y y− + − + − ，故此法称为线性 k 步法，这里的“线性”是指 1iy + 是

1 2 1, , , ,i k i k i iy y y y− + − + − 和 1 2 1 1, , , , ,i k i k i i if f f f f− + − + − + 的线性组合. 特别地，当 1k = 时就是单步法. 另
外，当 1 0β− = 时式（2-38）就是显格式，当 1 0β− ≠ 时该公式则为隐格式. 至于待定系数的确定，要依

靠数值方法的阶来确定. 为此定义线性多步法（2-38）的局部截断误差为 

 
1 1

1
0 1

LTE ( ) ( ) ( , ( ))
k k

i j i j j i j i j
j j

y x y x h f x y xα β
− −

+ − − −
= =−

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑       （2-39） 

与单步法相似，如果 1LTE ( )pO h += ，则称该线性 k 步法是 p 阶的.  
如果希望得到的多步法是 p阶的，具体做法是将式（2-39）右端各项分别在 ix 这一点利用泰勒

公式展开，考察令 1LTE ( )pO h += 成立的条件，得到确定待定系数 ,α β 的方程，解出此方程得到确定

的 ,α β ，从而构造出 p阶线性 k 步法的算法公式.  

具体地，由泰勒公式有 
2 3

1
( ) ( 1) 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!

( ) ( )( ) ( ) ( ),     1,0,1, , 1.
! ( 1)!

i j i i i i i

p p
p p p

i i

jh jhy x y x jh y x jh y x y x y x

jh jhy x y x O h j k
p p

−

+
+ +

− −′ ′′ ′′′= − = + − + + +

− −
+ + + = − −

+

 

2

1
( ) ( 1) 1

( )( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2!

( ) ( )               ( ) ( ) ( ),     1,0,1,  , 1
( 1)! !

i j i j i j i i i i

p p
p p p

i i

jhf x y x y x y x jh y x jh y x y x

jh jhy x y x O h j k
p p

− − −

−
+ +

−′ ′ ′ ′′ ′′′= = − = + − + +

− −
+ + + = − −

−

 

将上面两式代入局部截断误差表达式（2-39）可得 

2 3 1
( ) ( 1)

1 2 1
( ) ( 1)

0

1

1

LTE ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3! ! ( 1)!

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! ! ( 1)!

( ) ( )

p p
p p

i i i i i i

k p p
p p

j i i i i i
j

k

j i i
j

h h h hy x h y x y x y x y x y x
p p

jh jh jhy x jh y x y x y x y x
p p

h y x jh y x

α

β

+
+

− +
+

=

−

=−

′ ′′ ′′′= + + + + + + −
+

⎡ ⎤− − −′ ′′+ − + + + + −⎢ ⎥+⎣ ⎦

′ ′′− +

∑

∑
2 1

( ) ( 1) 2

1 1 1 1 1
2 2

0 0 1 0 1

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2! ( 1)! !

1 1(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ( )
2! 2!

p p
p p p

i i i

k k k k k

j i j j i j j i
j j j j j

jh jh jhy x y x y x O h
p p

y x j h y x j j h y xα α β α β

−
+ +

− − − − −

= = =− = =−

⎡ ⎤− − −′′′ + + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

′ ′′= − + + − + − + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑
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1 1
1 ( )

0 1

1 1
1 1 ( 1) 2

0 1

1 1 1( ) ( ) ( )
! ! ( 1)!

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
( 1)! ( 1)! !

k k
p p p p

j j i
j j

k k
p p p p p

j j i
j j

j j h y x
p p p

j j h y x O h
p p p

α β

α β

− −
−

= =−

− −
+ + + +

= =−

⎡ ⎤
+ − − − − +⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

− − − − +⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
 

若记 

 

1

0
0

1 1

1
0 1

1 1
1

0 1

1 ,

1 ,

1 1 1( ) ( ) ,   2,  3    ,   1,
! ! ( 1)!

k

j
j

k k

j j
j j

k k
m m

m j j
j j

C

C j

C j j m p p
m m m

α

α β

α β

−

=

− −

= =−

− −
−

= =−

⎧
= −⎪

⎪
⎪
⎪ = + −⎨
⎪
⎪
⎪ = − − − − = +⎪ −⎩

∑

∑ ∑

∑ ∑

 （2-40） 

则当 

 0 1 10,    0p pC C C C += = = = ≠且            （2-41） 

满足时，就有 1LTE ( )pO h += ，从而原数值格式是 p 阶的. 换言之，一个多步法数值格式的阶数就是

使得 0,jC j p= ≤ 都成立的最大整数 p . 当然，要想使数值格式达到 p 阶，首先要保证待定系数 ,α β 的

个数总数不小于式（2-41）中条件的个数.  

另外，由相容性的概念可知，数值格式与原初值问题相容的充分必要条件是阶数 1p≥ ，从而 

 
1 1 1

0 0 1

1,     1
k k k

j j j
j j j

jα α β
− − −

= = =−

= − = −∑ ∑ ∑     （2-42） 

是数值格式与原初值问题相容的充分必要条件，它也称为相容性条件. 在相容性条件满足的前提下，

特别地取 1k = 时，可得已经学过的单步法： 

1 1 1 0( )i i i iy y h f fβ β+ − += + + ，其中， 1 0 1β β− + = .  

若 1 00,  1β β− = = ，得 1 ( , )i i i i i iy y h f y h f x y+ = + = + ，即为欧拉方法； 
若 1 01,  0β β− = = ，得 1 1 1 1( , )i i i i i iy y h f y h f x y+ + + += + = + ，即为隐式欧拉方法；  

若 1 0
1
2

β β− = = ，得 ( )1 1 1 1( ) ( , ) ( , )
2 2i i i i i i i i i
h hy y f f y f x y f x y+ + + += + + = + + ，即为梯形方法.   

例 2.4.1  推导形如 

 1 0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2( )i i i i i i i iy y y y h f f f fα α α β β β β+ − − − + − −= + + + + + +   （2-43） 

的隐式（ 1 0β− ≠ ）线性三步法数值计算公式，确定系数使该格式为四阶方法.  

解法一：利用分析的方法求解. 对于格式（2-43），其局部截断误差为 

 
(

)
1 0 1 1 2 2 1 1 1

0 1 1 1 2 2 2

LTE ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( ))

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))
i i i i i i

i i i i i i

y x y x y x y x h f x y x

f x y x f x y x f x y x

α α α β

β β β
+ − − − + +

− − − −

⎡= − + + + +⎣
⎤+ + ⎦

 （2-44） 

仍假设 ( )i iy y x= ，这时有 ( , ) ( , ( )) ( )i i i i i if f x y f x y x y x′= = = . 在 ix 处对 1( )iy x + ， 1( )iy x − 分别用泰勒

公式，得 
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2 3 4 5

2 3 4 5

3

(4) (5) 6
1 2 6 24 120

(4) (5) 6
1 2 6 24 120

2 4
2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )

h h h h
i i i i i i i

h h h h
i i i i i i i

h
i i i i i

y x y x h y x y x y x y x y x O h

y x y x h y x y x y x y x y x O h

y x y x h y x h y x y x

+

−

−

′ ′′ ′′′= + + + + + +

′ ′′ ′′′= − + − + − +

′ ′′ ′′′= − + −
4 5

2 3 4

2 3 4

(4) (5) 62 4
3 15

(4) (5) 5
1 1 1 2 6 24

(4) (5) 5
1 1 1 2 6 24

( ) ( ) ( )

( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h h
i i

h h h
i i i i i i i i

h h h
i i i i i i i i

y x y x O h

f x y x y x y x h y x y x y x y x O h

f x y x y x y x h y x y x y x y x O h

f

+ + +

− − −

+ − +

′ ′ ′′ ′′′= = + + + + +

′ ′ ′′ ′′′= = − + − + +
3 42 (4) (5) 54 2

2 2 2 3 3( , ( )) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )h h
i i i i i i i ix y x y x y x h y x h y x y x y x O h− − −′ ′ ′′ ′′′= = − + − + +

 

将上面各式代入式（2-44）可得局部截断误差为 

( ) ( )
( )
( )

0 1 2 1 2 1 0 1 2

2 3
1 2 1 1 21 2 1 1 2

4 (4)4
1 2 1 1 23

1 2 1 1 2

LTE (1 ) ( ) (1 2 ) ( )
1 1 4 1 11 1 22 2 ( ) ( )6 6 3 2 22 2

1 1 2 1 1 ( )24 24 3 6 6
1 1 4 1 1 2

120 120 15 24 24 3

i i

i i

i

y x h y x

h y x h y x

h y x

h

α α α α α β β β β

α α β β βα α β β β

α α β β β

α α β β β

−

−−

−

−

′= − − − + + + − − − −

′′ ′′′+ + − − −+ − − − + + +

− − − + ++

+ + − − −+ 5 (5) 6( ) ( )iy x O h+

 

从而要想获得四阶格式，下列条件应满足： 

 

0 1 2

1 2 1 0 1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 1 2

1,
2 1,

1 12 2 ,
2 2
1 1 1 14 2 ,

36 2 2 6
1 11 2 4 1 ,

24 3 3 246 6
1 4 1 1 2 1 .

120 15 24 24 3 120

α α α
α α β β β β

α α β β β

α α β β β

α α β β β

α α β β β

−

−

−

−

−

+ + =⎧
⎪ + − − − − = −⎪
⎪

+ + − − =⎪
⎪⎪
⎨ + − − − = −
⎪
⎪
⎪ + + − − =
⎪
⎪

+ − − − ≠ −⎪⎩

 （2-45） 

以上条件是含有 7 个未知数 5 个方程的方程组，附带 2 个不等式约束（一个是上式中的最后一个不等

式，另一个是关于隐式的条件约束 1 0β− ≠ ）. 式（2-45）有无穷多组解. 任意一组满足上面条件式（2-45）
的系数 ,α β 所构成的隐式线性多步格式都是四阶的.  

解法二：直接套用式（2-40）和式（2-41）来确定待定系数. 注意到题意要求 4p = 且 3k = . 套用

公式后所得的结果与式（2-45）完全一致，故略.  

上例中的四阶格式里包含一些著名的方法.  

若取 0 1 2 1 0 1 2
1 10,    1,    0,    ,     ,    ,    0
3 3 3

α α α β β β β−
4

= = = = = = = ，得到辛普森（Simpson）方法： 

 1 1 1 1( 4 ).
3i i i i i
hy y f f f+ − + −= + + +  （2-46） 

若取 0 1 2 1 0 1 2
9 3 3 31,    0,    ,    ,     ,    ,    08 8 8 4 8α α α β β β β−= = = − = = = − = ，则得到著名的汉明（Hamming）

方法： 

 1 2 1 1
1 3(9 ) ( 2 ).
8 8i i i i i i

hy y y f f f+ − + −= − + + −  （2-47） 
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若取 0 1 2 1 0 1 2
9 19 5 11,    0,    0,    ,     ,    ,    
24 24 24 24

α α α β β β β−= = = = = = − = ，则得到隐式四阶阿当姆斯

（Adams）方法： 

 1 1 1 2(9 19 5 )
24i i i i i i
hy y f f f f+ + − −= + + − +   （2-48） 

二、阿当姆斯方法 

在线性 k 步法中有一类形如 

 
1

1 1 1 0 1 1 1 1
1

   ( )
k

i i j i j i i i i k i k
j

y y h f y h f f f fβ β β β β
−

+ − − + − − − +
=−

= + = + + + + +∑  （2-49） 

的 k 步法称为阿当姆斯方法. 事实上，阿当姆斯方法即为取 0 1,  0,1 1j j kα α= = −≤ ≤ 的一类线性 k 步

法. 当 1 0β− = 时上式就称为阿当姆斯显格式，也称为 Adams-Bashforth 公式；当 1 0β− ≠ 时称为阿当姆

斯隐格式或者 Adams-Monlton 公式.  

例 2.4.2  求有最大阶数的阿当姆斯三步显格式.  
解：设 1 0 1 1 2 2( )i i i i iy y h f f fβ β β+ − −= + + + ，此时 3k = . 注意，对阿当姆斯方法而言 0 0C = 是显然

满足的. 再对 3k = 的情况利用式（2-40）和式（2-41）可得系数β ，满足 

 

1 0 1 2

2 1 2

3 1 2

1 ( ) 0,
1 ( 2 ) 0,
2
1 1 ( 4 ) 0.
6 2

C

C

C

β β β

β β

β β

= − + + =⎧
⎪
⎪ = − − − =
⎨
⎪
⎪ = − + =
⎩

 （2-50） 

由于未知数个数为 3，故这里只能取到唯一的一组解： 

 0 1 2
23 4 5,     ,       .
12 3 12

β β β= = − =  （2-51） 

可以验证此时 4
3 0
8

C = ≠ ，从而为三阶格式. 这样所求的具有最大阶数的阿当姆斯三步显格式为

1 1 2(23 16 5 )
12i i i i i
hy y f f f+ − −= + − + ，它是三阶格式.  

事实上，阿当姆斯方法也可以从数值积分的角度导出.  
显然，初值问题 0 0( , ),  ( )y f x y y x y′ = = 可导出积分方程 

 
1

1( ) ( ) ( , ( )) d , 0, 1, 2, , 1.
i

i

x

i i
x

y x y x f x y x x i m
+

+ = + = −∫  （2-52） 

上式右端的积分式中由于被积函数含有未知函数 ( )y x ，故无法精确积分得出解析表达式. 可以看出由

式（2-52）诱导出的数值格式的好坏取决于上式右端的积分项计算的优劣. 我们曾经用过数值积分中

的矩形公式、梯形公式（从而分别得到欧拉方法及梯形方法）来计算此积分项，精度不是很高. 为此，

我们想到，基于插值原理（参考普通的《数值分析》教材）可以建立一系列较高精度的数值积分方法， 

运用这些方法可以导出求初值问题的一系列计算公式，其基本思想就是用一个插值多项式 ( )P x 来近似

代替式（2-52）中的被积函数 ( ), ( )f x y x ，其中 ( ), ( )f x y x 可以整体看作关于 x 的一元函数 ( )g x ，即

( )( ) ( ) , ( )P x g x f x y x≈ = . 然后用
1

( )d
i

i

x

x
P x x

+

∫ 作为
1

( , ( )) d
i

i

x

x
f x y x x

+

∫ 的近似值，进而得到数值计算公式 
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1

1 ( )d ,
i

i

x

i i
x

y y P x x
+

+ = + ∫  （2-53） 

式（2-53）中的积分项可以精确积出，具有式（2-49）的形式，从而说明阿当姆斯方法也可以从数值

积分的角度得到解释. 我们不妨先用 ( )g x 的一个简单的低次插值多项式 ( )P x 来说明之.  
设选取等距节点 2 1, ,i i ix x x− − 作 ( )g x 的牛顿插值多项式 2 ( )P x 如下： 

 2 1 1 2 1( ) ( ) [ , ]( ) [ , , ]( )( )i i i i i i i i iP x g x g x x x x g x x x x x x x− − −= + − + − −－   （2-54） 

这里，一阶差商 [ , ]g u v 和二阶差商 [ , , ]g u v w 分别定义为： 

( ) ( )[ , ] [ , ]g u g vg u v g v u
u v
−

= =
−

，
[ , ] [ , ][ , , ] g u v g u wg u v w

v w
−

=
−

 

式（2-54）也可以不用差商形式而简单地写成 

 1 1 2
2 12

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2
i i i i i

i i i i
g x g x g x g x g x

P x g x x x x x x x
h h

− − −
−

− − +
= + − + − −  （2-55） 

显然， 2 ( )P x 是 ( )g x 关于节点 2 1, ,i i ix x x− − 的二次插值多项式且余项为  

 2 2

1 2 2 1

( ) ( ) ( )
[ , , , ]( )( )( ) i i i i i i

R x g x P x
g x x x x x x x x x x− − − −

= −
= − − −

 （2-56） 

其中，三阶差商的定义为
[ , , ] [ , , ][ , , , ] g u v w g u v sg u v w s

w s
−

=
−

. 利用变量代换 ix x t h= + ，式（2-55）还可改

写成 

 ( ) ( )2 1 1 2
( 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

2i i i i i i i
t tP x th g x t g x g x g x g x g x− − −

+
+ = + − + − + ， （2-57） 

这样数值格式（2-53）即为 

 

1 1

1 2 2
0

1

1 1 2
0

1 1 2

( )d ( )d

( 1)     ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) 2 ( ) ( )) d
2

1 1 1 1     ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) 2 ( ) ( ))
2 2 3 2

12

i

i

x

i i i i
x

i i i i i i i

i i i i i i i

i

y y P x x y h P x th t

t ty h g x t g x g x g x g x g x t

y h g x g x g x g x g x g x

hy

+

+

− − −

− − −

= + = + +

+⎛ ⎞= + + − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + − + + − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= +

∫ ∫

∫

[ ]1 2 1 223 ( ) 16 ( ) 5 ( ) (23 16 5 )
12i i i i i i i
hg x g x g x y f f f− − − −− + = + − +

 （2-58） 

这个结果与例 2.4.2 是一致的. 至于此格式的阶的确定，一方面可以直接从数值格式出发利用泰勒公

式得到此格式为三阶格式，此为常规方法，故略；另一方面也可以从考察插值多项式的余项入手，接

下来就从这个角度来看一下. 注意，本质上此时我们的数值格式就是 
1

1 2 ( )d
i

i

x

i i
x

y y P x x
+

+ = + ∫  

其局部截断误差相应地就是 

( )1 1

1

1 2 1 2

1 1
4

2 2 1 2
0 0

4

LTE ( ) ( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( ) d

( )d  ( ) d ( 1)( 2) [ , , , ]d

( )

i i

i i

i

i

x x

i i i i
x x

x

i i i i i
x

y x y x P x x y x y x g x R x x

R x x h R x th t h t t t g x th x x x t

O h

+ +

+

+ +

− −

= − − = − − −

= = + = + + +

=

∫ ∫

∫ ∫ ∫  
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上述推导用到了式（2-52）、式（2-56）及积分中值定理，从而该显式数值格式是三阶的.  
注1：如果用 1 1, ,i i ix x x− + 三个等距节点作牛顿三次插值多项式，分析结果同上，最后得到的将是二

步隐格式 1 1 1(5 8 )
12i i i i i
hy y f f f+ + −= + + − ，它也是三阶的，有兴趣的读者可以自己去推导.  

注 2：在实际操作隐格式计算时，与梯形方法、隐式欧拉方法一样通常还是要用迭代法进行处理的.  
注 3：对于线性 k 步法而言，除了 0y 作为初值由原题直接给出以外，前面的初始条件即 1,y  

2 1, , ky y − 的值可以用龙格-库塔方法算出.  

三、预估—校正方法 

比较式（2-48）及式（2-58）可知，在同样利用 3 个已知值（即同样为三步法需要计算三次函数

值）时，隐式阿当姆斯方法的阶比显式阿当姆斯方法的阶高一阶，因而隐式方法逼近格式更好. 这种

情况对一般的线性 k 步阿当姆斯方法也同样存在，即 k 步隐式阿当姆斯方法的阶比 k 步显式阿当姆斯

方法的阶要高一阶，而且隐格式的系数更小些，从而稳定性强些，机器的舍入误差也会小些，这样看

来隐式方法比显式方法更好. 尽管这样，由于隐式方法在求解过程中通常需要解方程，而且要用迭代

法求解，计算量大，在实践中反而不太受欢迎. 我们需要构建一个方法，既能避免迭代，又能利用隐

式方法阶数较高的优势. 通常的做法是先用显式方法给出 1iy + 的一个初始近似，称为预估，然后再用

隐式方法进行迭代，称为校正，这个过程的思想与改进的欧拉方法是一样的. 注意到为了达到较好的

效果，在一般情况下，预估公式与校正公式应该取同阶的显式方法和隐式方法配合使用. 这里简单举

例说明一下. 例如，可以验证（课后习题）四阶的阿当姆斯显式方法为： 

 1 1 2 3(55 59 37 9 )
24i i i i i i
hy y f f f f+ − − −= + − + −  （2-59） 

而四阶的阿当姆斯隐式方法为式（2-48）： 

 1 1 1 2(9 19 5 )
24i i i i i i
hy y f f f f+ + − −= + + − +  （2-60） 

于是，预估—校正方法实际上就是： 
第一步，预估： 

 1 1 2 3(55 59 37 9 )
24i i i i i i
hy y f f f f+ − − −= + − + −  （2-61） 

第二步，校正： 

 1 1 1 1 2(9 ( , ) 19 5 )
24i i i i i i i
hy y f x y f f f+ + + − −= + + − +       （2-62） 

式（2-61）和式（2-62）合起来就称为四阶阿当姆斯预估—校正格式.  
例 2.4.3  分别用四阶阿当姆斯显格式的式（2-59）与四阶阿当姆斯预估—校正格式的式（2-61）、

式（2-62）求解初值问题

d 2 ,      0 1
d
(0) 1

y xy x
x y

y

⎧ = − <⎪
⎨
⎪ =⎩

≤
，取步长为 0.1.  

解：对于多步法，除了初始值 0 1y = 已知外，还需要把前几步的数值结果补全，为此利用四阶龙

格-库塔方法求出 1 2 3, , .y y y  用四阶的龙格-库塔方法是为了与四阶的阿当姆斯格式阶数匹配. 程序见

Egch2_sec4_03.c，此程序包括了题目要求的两种格式，计算结果列表如下（表 2-6）. 
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　　表 2-6  四阶阿当姆斯显格式和预估—校正格式的计算结果 

ix  显格式 预估—校正格式 精确解 ( )iy x  

0.0 1.000000 1.000000 1.183216 

0.1 1.095446 1.095446 1.341641 

0.2 1.183217 1.183217 1.483240 

0.3 1.264912 1.264912 1.264911 

0.4 1.341552 1.341641 1.341641 

0.5 1.414046 1.414214 1.414214 

0.6 1.483019 1.483240 1.483240 

0.7 1.548919 1.549193 1.549193 

0.8 1.612116 1.612452 1.612352 

0.9 1.672917 1.673320 1.673320 

1.0 1.731570 1.732051 1.732051 

将数值解与精确解进行比较，预估—校正方法的有效数字更多，结果显然优于显式方法.  

第五节  一阶方程组及高阶方程初值问题的解法 

 前面介绍了一阶常微分方程初值问题的若干解法，若作进一步推广，如求解一阶方程组初值问题

或者高阶方程的初值问题又该如何分析呢？本节主要解决一阶方程组初值问题的求解，对于高阶方程，

本质上可以利用降阶的思想将高阶问题转化为一阶方程组的问题.  

一、一阶方程组初值问题的解法 

为简单起见，设有两个一阶方程组成的方程组初值问题： 

 
1 1 2

2 1 2

1 2

( , , ), ,
( , , ), ,

( ) ,   ( ) .

y f x y y a x b
y g x y y a x b
y a y aα β

′ = <⎧
⎪ ′ = <⎨
⎪ = =⎩

≤

≤     （2-63）   

可将上述方程看作一阶向量方程的初值问题： 

 
0

( , ), ,
( ) .

x a x b
a
′ = <⎧

⎨ =⎩

Y F Y
Y Y

≤
 （2-64） 

其中， 1

2

y
y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Y ， 1 2

1 2

( , , )
( , )

( , , )
f x y y

x
g x y y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

F Y 且 0
α
β
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Y . 于是将原标量型一阶方程初值问题的式（2-1）

的数值解法（如改进的欧拉方法、龙格-库塔方法等）用于上述向量形式的式（2-64），就得到一阶方

程组初值问题式（2-63）的数值解法了.  
在这里，如果对式（2-64）采用欧拉方法，即 1 ( , )i i i ih x+ = +Y Y F Y ，写成分量形式即 

1, 1 1, 1, 2,

2, 1 2, 1, 2,

1,0 2,0

( , , ),
( , , ),

,   .

i i i i i

i i i i i

y y h f x y y
y y h g x y y
y yα β

+

+

⎧ = +
⎪

= +⎨
⎪ = =⎩

 

若对式（2-64）用经典的四阶龙格—库塔方法，即 1 1 2 3 4( 2 2 )
6i i
h

+ = + + + +Y Y K K K K ，其中， 
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1 ( , )i ix=K F Y ， 2 1( , )
2 2i i
h hx= + +K F Y K ， 3 2,

2 2i i
h hx⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
K F Y K ， 4 3( , )i ix h h= + +K F Y K  

写成分量形式即 

 

1, 1 1, 1 2 3 4 2, 1 2, 1 2 3 4

1 , 1, 2, 1 , 1, 2,

2 21, 1 2, 1 1, 1 2, 1

3 1, 2 2,

( 2 2 ),    ( 2 2 ),
6 6

( , ),   ( , ),

,, , , ,
2 2 2 2 2 2

, ,
2 2

i i i i

i i i i i i

i i i i i i

i i i

h hy y k k k k y y l l l l

k f x y y l g x y y

h h h h h hk f l gx y k y l x y k y l

h h hk fx y k y

+ += + + + + = + + + +

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =+ + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + + + 32 1, 2 2, 2

4 1, 3 2, 3 4 1, 3 2, 3

1,0 2,0

,

, ,, ,
2 2 2 2

( , , ), ( , , ),
, .

i i i

i i i i i i

h h hl gl x y k y l

k f x h y hk y hl l g x h y hk y hl
y yα β

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎪ = + + + = + + +
⎪

= =⎪⎩

 （2-65） 

对由 k 个方程构成的方程组的情形有类似的讨论，只是向量的分量个数为 k 而已.  

例 2.5.1  用改进的欧拉方法计算一阶方程组初值问题：

1 2

2 1

1 2

, 0 1,
, 0 1,

(0) 1, (0) 0.

y y x
y y x
y y

′ = <⎧
⎪ ′ = − <⎨
⎪ = =⎩

≤

≤  取步长为 0.1. 已

知其精确解为 1 2cos ,    siny x y x= = − .  

解：改进的欧拉方法式（2-7）在此例中实为： 

1, 1 1, 2,

2, 1 2, 1,

1, 1 1, 2, 2, 1

2, 1 2, 1, 1, 1

1,0 2,0

,    
( ),

( ),
2

( ),  0,1, , 1,
2

(0) 1, (0) 0.

i i i

i i i

i i i i

i i i i

y y h y
y y h y

hy y y y

hy y y y i m

y y

+

+

+ +

+ +

= + ⋅⎧
⎪ = + −⎪
⎪
⎪ = + +
⎨
⎪
⎪ = + − − = −
⎪
⎪ = =⎩

 

程序见 Egch2_sec5_01.c，计算结果列表如下（表 2-7）： 

表 2-7  改进的欧拉方法的计算结果 

ix  数值解 1,iy  精确解 1( )iy x  数值解 2,iy  精确解 2( )iy x  最大误差 

0.0 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

0.1 0.995000 0.995004 -0.100000 -0.099833 0.000167 

0.2 0.980025 0.980067 -0.199000 -0.198669 0.000331 

0.3 0.955225 0.955336 -0.296008 -0.295520 0.000487 

0.4 0.920848 0.921061 -0.390050 -0.389418 0.000632 

0.5 0.877239 0.877583 -0.480185 -0.479426 0.000759 

0.6 0.824834 0.825336 -0.565507 -0.564642 0.000865 

0.7 0.764159 0.764842 -0.645163 -0.644218 0.000946 

0.8 0.695822 0.696707 -0.718353 -0.717356 0.000997 

0.9 0.620508 0.621610 -0.784344 -0.783327 0.001102 

1.0 0.538971 0.540302 -0.842473 -0.841471 0.001332 
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例 2.5.2  用经典的四阶龙格-库塔方法计算上例中的问题.  
解：根据式（2-65）写出程序，见 Egch2_sec5_02.c，计算结果列表如下（表 2-8）. 

表 2-8  龙格-库塔方法的计算结果 

ix  数值解 1,iy  精确解 1( )iy x  数值解 2,iy  精确解 2( )iy x  最大误差 

0.0 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
0.1 0.995004 0.995004 -0.099833 -0.099833 8.331349e−8 
0.2 0.980067 0.980067 -0.198669 -0.198669 1.655173e−7 
0.3 0.955337 0.955336 -0.295520 -0.295520 2.441307e−7 
0.4 0.921061 0.921061 -0.389418 -0.389418 3.167282e−7 
0.5 0.877583 0.877583 -0.479425 -0.479426 3.809803e−7 
0.6 0.825336 0.825336 -0.564642 -0.564642 4.346924e−7 
0.7 0.764843 0.764842 -0.644217 -0.644218 4.758426e−7 
0.8 0.696707 0.696707 -0.717356 -0.717356 5.026168e−7 
0.9 0.621611 0.621610 -0.783326 -0.783327 5.465961e−7 
1.0 0.540303 0.540302 -0.841470 -0.841471 6.612487e−7 

二、高阶方程初值问题的解法 

先考察如下的二阶方程初值问题： 

 
( , , ), ,

( ) , ( ) .
y f x y y a x b
y a y aα β
′′ ′= <⎧

⎨ ′= =⎩

≤
    （2-66） 

通过引入新的变量 z y′= ，则有 ( , , )z y f x y z′ ′′= = ，就可将上述方程转化为形如式（2-63）的一阶方

程组初值问题： 

, ,
( , , ), ,

( ) ,   ( ) .

y z a x b
z f x y z a x b
y a z aα β

′ = <⎧
⎪ ′ = <⎨
⎪ = =⎩

≤

≤  

具体的数值解法就不再赘述了.  
对更高阶方程的初值问题，如 

 
( ) ( 1)

( 1)
1 2

( , , , , ), ,

( ) , ( ) , , ( ) .

n n

n
n

y f x y y y a x b

y a y a y aα α α

−

−

⎧ ′= <⎪
⎨

′= = =⎪⎩

≤
 （2-67） 

按照同样的思路，令 ( 2) ( 1)
1 2 3 1,   ,   ,   ,   ,   n n

n ny y y y y y y y y y− −
−′ ′′= = = = = ，可以将式（2-67）转化为

以下一阶方程组初值问题： 

 

1 2

2 3

1

1 2

1 1 2 2

,   ,
,   ,

,   ,
( , , , , ), ,

( ) , ( ) , , ( ) .

n n

n n

n n

y y a x b
y y a x b

y y a x b
y f x y y y a x b
y a y a y aα α α

−

′ = <⎧
⎪ ′ = <⎪
⎪⎪
⎨ ′ = <⎪
⎪ ′ = <
⎪

= = =⎪⎩

≤

≤

≤

≤

 （2-68） 

此即 T
1 2( , , , )ny y y=Y 情况下的式（2-64）.  

例 2.5.3  将三阶方程初值问题
2 2 3 42 1, 1 3,

(1) 1, (1) 2,      (1) 3.
xy x y x y x x
y y y

⎧ ′′′ ′+ + = + <⎪
⎨

′ ′′= = − =⎪⎩

≤
化为一阶方程组的情形.  
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解：令 1 2 3,   ,   y y y y y y′ ′′= = = ，则可将原三阶方程问题转化为如下一阶方程组的初值问题：    

1 2

2 3
4 3 2 2

1 2
3

1 2 3

,    1 3,
,    1 3,

1 2 , 1 3,

(1) 1, (1) 2,   (1) 3.

y y x
y y x

x x y x yy x
x

y y y

′ = <⎧
⎪ ′ = <⎪⎪
⎨ + − −′ = <⎪
⎪

= = − =⎪⎩

≤

≤

≤
 

第六节  两点边值问题的解法 

在科学工程领域，除了会遇到微分方程的各种初值问题，还经常会出现边界条件确定的边值问题，

本节重点要解决的是二阶线性常微分方程边值问题： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   ,

( ) ,     ( ) .
y x p x y x q x y x f x a x b
y a y bα β
′′ ′+ + = < <⎧

⎨ = =⎩
 （2-69） 

和 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   ,
( ) ( ) ,     ( ) ( ) .

y x p x y x q x y x f x a x b
y a y a y b y bλ α μ β
′′ ′+ + = < <⎧

⎨ ′ ′+ = + =⎩
 （2-70） 

这里， ( ), ( ), ( )p x q x f x 为已知函数， ( )y x 为待求函数， , , ,α β λ μ为常数. 式（2-69）中的边值条件称

为狄利克雷（Dirichlet）边界条件，而式（2-70）中的边值条件则称为混合边界条件，特别地， 0λ μ= =

时称为诺伊曼（Neumann）边界条件. 上述方程可以用来描述固定边界的自由振动现象等. 以前的初

值问题，定解条件都是在初始点给出，而现在的边值问题，定解条件在边界点给出. 定解条件的改变，

能决定从本质上影响解决问题的方法还是只是形式上的一种改变. 
正如人们认识客观世界必须遵循循序渐进的规律一样，在遇到新问题的时候，往往会借助以

前成功解决类似问题的思路，借助这些成熟的想法去进一步推动新问题的解决. 所以在求解两点边

值问题的最初，人们设计了打靶法，它的思想其实非常朴素，就是将新问题转化为老问题，具体

地就是将边值问题转化为与之等价的初值问题，再用各种成功的方法去求解初值问题，这和前面

所讲的将高阶微分方程初值问题通过引入新变量降阶变成一阶方程组初值问题再去求解其实是一

个道理.  

一、打靶法求解两点狄利克雷边值问题 

打靶法的基本思想是将原问题式（2-69）化为一个与之等价的初值问题，可以先做一个假设通过

待定系数来明确这种转化关系. 为此我们假设原问题式（2-69）与以下初值问题等价同解： 

 
( ) ( ) ( ),   ,

( ) ,     ( ) .
y p x y q x y f x a x b
y a y aα γ
′′ ′+ + = < <⎧

⎨ ′= =⎩
 （2-71） 

其中，常数 γ 待定，它需要通过问题式（2-69）与式（2-71）之间的等价同解关系来确定. 于是原

问题便转化为研究初值问题式（2-71）. 式（2-71）通常也无法获得精确解，所以仍需借助前几节

学过的数值解法. 在正式研究待定常数 γ 如何确定之前，还要做一个准备工作，即对式（2-71）作

进一步分解.  

事实上，初值问题式（2-71）的解可以通过 3 个更一般的初值问题的解来确定. 这三个初值问题

分别是两个齐次方程（方程右端项函数为 0 的方程）与一个非齐次方程（方程右端项函数不为 0 的方

程）对应的初值问题，具体如下： 
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( ) ( ) 0,   ,

( ) 1,     ( ) 0.
y p x y q x y a x b
y a y a
′′ ′+ + = < <⎧

⎨ ′= =⎩
 （2-72） 

 
( ) ( ) 0,   ,

( ) 0,     ( ) 1.
y p x y q x y a x b
y a y a
′′ ′+ + = < <⎧

⎨ ′= =⎩
 （2-73） 

 
( ) ( ) ( ),   ,

( ) 0,     ( ) 0.
y p x y q x y f x a x b
y a y a
′′ ′+ + = < <⎧

⎨ ′= =⎩
 （2-74） 

并且设以上 3 个问题的精确解分别是 1 2( ),  ( )y x y x 和 3 ( )y x . 根据线性微分方程解的结构可知，

1 2 3y y y yα γ= + + 就是式（2-71）的精确解.  

接下来，需要建立式（2-69）与式（2-71）等价同解关系成立所必须满足的条件，从而获得待定

常数γ 的具体数值. 由于式（2-69）与式（2-71）等价，从而式（2-71）的解 1 2 3y y y yα γ= + + 应该满足

式（2-69）中的边界条件. 边界条件 ( )y a α= 自然满足，还需要满足 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )y b y b y b y bβ α γ= = + + ，

于是得到 

 1 3

2

( ) ( )
( )

y b y b
y b

β α
γ

− −
= ，     （2-75） 

当 2 ( ) 0y b = 时，可以让式（2-69）等价于
( ) ( ) ( ),   ,

( ) ,     ( ) .
y p x y q x y f x a x b
y b y bβ γ
′′ ′+ + = < <⎧

⎨ ′= =⎩
 把右端点b 当作初始

点，然后用同样的思路进行分析.  
综上，可得求解原问题式（2-69）的解的基本思路，即先解与原问题等价的式（2-71）分解出的

三个子问题（初值问题）式（2-72）、式（2-73）、式（2-74），设其精确解分别为 1 2,y y 和 3y . 这样就可

以确定式（2-71）中的初始条件，即式（2-75），再利用 1 2 3y y y yα γ= + + 就能得到原问题的解. 注意，

由于以上三个初值子问题通常是无法手工算出的，所以上述理论问题在实际操作中需要用数值方法求解.  
由以上分析得到求解边值问题式（2-69）的基本步骤如下： 
第一步，分别数值求解常微分方程的初值问题式（2-72）、式（2-73）、式（2-74），得到 3 个数值

解，初值问题的解法可以任选，但为了获得较高精度的解，可以选用四阶龙格-库塔方法（要经过降阶

化为一阶方程组求解）并且假设这 3 个数值解分别为 1 2 3, ,y y y ，它们是对应精确解 1 2 3, ,y y y 的近似值，

精度是四阶的. 这里，利用龙格-库塔方法获得的数值解 1 2 3, ,y y y 其实都是离散的，因为在数值求解

过程中，先要对求解区域[ , ]a b 进行等距剖分，得到节点 , 0,1, ,ix a ih i m= + = ，其中 m 是自选的剖

分整数，步长
b ah

m
−

= .  

第二步，用龙格-库塔方法求解后得到的是 ( 1,2,3)jy j = 在各节点 ( 0,1, , )ix i m= 处的值，记为

j
iy ，所以待定的γ 此时应选用 

1 3

2
m m

m

y y
y

β α
γ

− −
= .  

第三步，上述γ 确定好以后，再利用 1 2 3, 0,1, ,i i i iy y y y i mα γ= + + = 得到的就是式（2-71），从而

也是原问题式（2-69）的精确解 ( )y x 在节点 , 0,1, ,ix i m= 处的数值解.  

例 2.6.1  用打靶法求解两点边值问题
1,   0 1,

(0) (1) 0.
y y x
y y
′′ + = − < <⎧

⎨ = =⎩
  取步长 0.1h = . 已知此问题的精

确解为
1 cos1cos sin 1

sin1
y x x−
= + ⋅ − .  

解：程序见 Egch2_sec6_01.c，计算结果列表如下（表 2-9） 
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表 2-9  打靶法的计算结果 

ix  数值解 iy  精确解 ( )iy x  误差 − ( )i iy y x  

0.0 0.000000 0.000000 0 

0.1 0.049543 0.049543 8.9716e−8 

0.2 0.088600 0.088600 1.6175e−7 

0.3 0.116780 0.116780 2.1458e−7 

0.4 0.133801 0.133801 2.4707e−7 

0.5 0.139494 0.139494 2.5845e−7 

0.6 0. 133801 0. 133801 2.4836e−7 

0.7 0. 116780 0. 116780 2.1683e−7 

0.8 0. 088600 0. 088600 1.6430e−7 

0.9 0.049543 0.049543 9.1615e−8 

1.0 -0.000000 0.000000 5.5511e−17 

二、打靶法求解两点混合边值问题 

同样，对于混合边界问题式（2-70），仍可以用同样的思想将其化为一个与之等价的初值问题，这

可以通过多个待定系数来明确这种转化关系. 为此假设式（2-70）与以下初值问题等价同解： 

 
( ) ( ) ( ),   ,

( ) ,     ( ) .
y p x y q x y f x a x b
y a s y a t
′′ ′+ + = < <⎧

⎨ ′= =⎩
 （2-76） 

其中， ,s t 为待定常数. 显然有 1 2 3y s y t y y= + + 是式（2-76）的解，其中 1 2 3, ,y y y 仍然分别是式（2-72）、

式（2-73）、式（2-74）的精确解. 按照等价条件可以确定（课后习题）： 

 
( )
( ) ( )

2 2 3 3

2 2 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

y b y b y b y b
s

y b y b y b y b
α μ β μ
λ μ μ

′ ′+ − + +
=

′ ′+ − +
 （2-77） 

 
( ) ( )

( ) ( )
1 1 3 3

2 2 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
y b y b y b y b

t
y b y b y b y b

λβ α μ λ μ
λ μ μ

′ ′− + − +
=

′ ′+ − +
    （2-78） 

这样确定出 ,s t 以后， 1 2 3y s y t y y= + + 就是式（2-76）从而也是式（2-70）的解. 与前面相仿，这里

所涉及的初值问题一般都需要借助数值方法来解决.  

这样就可以整理出求解混合问题式（2-70）的基本步骤： 
第一步，降阶化为一阶方程组分别数值求解常微分方程的初值问题式（2-72）、式（2-73）、式（2-74），

得到 3 组数值解，假设这 3 组数值解分别为 1 1,y z ， 2 2,y z 和 3 3,y z ，这是由于二阶初值问题通过引入

z y′= 降阶后就可以将 y′也数值求解出来，从而可以得到对应的各导数值的数值近似 1 2 3, ,z z z .  

第二步，由于数值解 1 1,y z ， 2 2,y z 和 3 3,y z 都是离散的，第一步得到的是 , ( 1, 2,3)j jy z j = 在各节

点 ( 0,1, , )ix i m= 处的值，分别记为 ,j j
i iy z ，所以待定的 ,s t 此时应选用： 

2 2 3 3

2 2 1 1
( )
( ) ( )

m m m m

m m m m

z y z ys
z y z y

α μ β μ
λ μ μ

+ − + +
=

+ − +
，

1 1 3 3

2 2 1 1
( ) ( )

( ) ( )
m m m m

m m m m

z y z yt
z y z y

λβ α μ λ μ
λ μ μ
− + − +

=
+ − +

 

第三步，上述 ,s t 确定好以后，再利用 1 2 3, 0,1, ,i i i iy sy ty y i m= + + = 得到的就是式（2-76），从而

也是原问题式（2-71）的精确解 ( )y x 在节点 , 0,1, ,ix i m= 处的数值解.  
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例 2.6.2  用打靶法求解两点边值问题
π

( 2) cos ,   0 π,

(0) 2 (0) 1,   (π) (π) e .

xy x y x y x e x x

y y y y

⎧ ′′ ′+ − = + < <⎪
⎨
′ ′− = + = −⎪⎩

取步长
π

10
h = . 

已知此问题的精确解为 e sinxy x= .  

解：程序见 Egch2_sec6_02.c，计算结果列表如下（表 2-10）. 

表 2-10  打靶法的计算结果 

ix  数值解 iy  精确解 ( )iy x  误差 − ( )i iy y x  

0.0 0.001062 0.000000 1.0622e−3 

π /10  0.424819 0.423078 7.7411e−3 

π / 5  1.104218 1.101778 2.4400e−3 

3π /10  2.079446 2.076207 3.2394e−3 

2π / 5  3.345909 3.341619 4.2907e−3 

π / 2  4.816274 4.810477 5.7967e−3 

3π / 5  6.271685 6.263717 7.9679e−3 

7π /10  7.305872 7.294929 1.0943e−2 

4π / 5  7.271028 7.256376 1.4653e−2 

9π /10  5.241622 5.223013 1.8609e−2 
π  0.021620 −0.000000 2.1620e−2 

三、差分法求解两点狄利克雷边值问题 

打靶法对两点边值问题的求解还是很有效的，只是在求解过程中涉及方程的降阶、数值求解三个

一阶方程组，计算量还是很大的，而且整个分析过程也比较复杂，特别是处理混合边界的情况. 有无

更高效的数值方法呢？事实上，两点边值问题同样可以用整套差分分析方法来处理.  
为了（后文对误差进行理论分析）讨论更方便，先只考虑如下的两点狄利克雷边值问题： 

 
( ) ( ) ( ) ( ),   ,

( ) ,     ( ) .
y x q x y x f x a x b
y a y bα β
′′ + = < <⎧

⎨ = =⎩
    （2-79）  

这里， ( ), ( )q x f x 为已知函数且在[ , ]a b 内 ( ) 0q x ≤ ， ( )y x 为待求函数， ,α β 为常数. 仿照一阶问题，

首先对求解区域[ , ]a b 进行等距剖分，得到 1m + 个节点 ix a ih= + ， 0,1, ,i m= ，步长 
b ah

m
−

= . 然

后将原方程弱化，使之仅在内部节点成立，即有   
( ) ( ) ( ) ( ),   1, 2, , 1i i i iy x q x y x f x i m′′ + = = −  

再利用式（1-15）、式（1-16）对二阶导数值 ( )iy x′′ 进行精细处理，可得在节点 ix 处的离散方程： 

 
2

(4)1 1
2

( ) 2 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),   1, 2, , 1,

12
i i i

i i i i
y x y x y x h y q x y x f x i m

h
ξ+ −− +

− + = = −   （2-80） 

其中， 1 1( , )i i ix xξ − +∈ . 忽略上式中的高阶小项并用数值解 iy 作为精确解 ( )iy x 的近似值，并结合边界

条件，可得以下差分格式： 

 
1 1

2

0

2 ( ) ( ),   1,2, , 1,

,     .

i i i
i i i

m

y y y q x y f x i m
h

y yα β

+ −− +⎧ + = = −⎪
⎨
⎪ = =⎩

 （2-81） 

这是一个由 1m − 个未知量 iy （ 1,2, , 1i m= − ）、 1m − 个方程构成的线性方程组，写成矩阵形式即为 
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2 2
1 11

2 2
2 2 2

2 2
22 2

2 211 1

2 ( ) 1 0 ( )

1 2 ( ) 1 ( )
.

1 2 ( ) 1 ( )

0 1 2 ( ) ( )
mm m

mm m

h q x h f xy
h q x y h f x

yh q x h f x
yh q x h f x

α

β
−− −

−− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  （2-82） 
注意到由于 ( ) 0q x ≤ ，所以上述线性方程组的系数矩阵是一个对角占优的三对角矩阵，可以用追赶法

直接求解. 上述分析过程思路很清晰，求解也不难.  
例 2.6.3  用差分法求解狄利克雷边值问题： 

2
2 π1 5( ) ( ) sin ,      0 ,

22 4
π(0) 0,   1.
2

y x y x x xx x x

y y

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ − = − < <− − +⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

取步长 1
π

16
h = ，计算出节点

π π 3π π0, , , ,
8 4 8 2

x = 处的数值解，并给出与精确解 ( ) siny x x= 的误差. 此外，

再计算步长取为 2
π 

32
h = 时上述节点处的数值解并给出误差.  

解：程序见 Egch2_sec6_03.c，计算结果列表如下（表 2-11）. 

表 2-11  差分法的计算结果 

ix  步长 1h 数值解 1,iy  误差 −1, ( )i iy y x  步长 2h 数值解 2,iy  误差 −2, ( )i iy y x  

0 0.000000 0 0.000000 0 

π/8 0.383096 4.1273e-4 0.382786 1.0303e-4 

π/4 0.707746 6.3923e-4 0.707266 1.5959e-4 

3π/5 0.924409 5.2906e-4 0.924012 1.3220e-4 

π/2 1.000000 0 1.000000 0 

从上表可见，当步长减半时，数值解的误差缩小为原来的 1/4，这个现象告诉我们一个信息——

差分格式的式（2-80）是一个二阶格式. 这一点可以通过下面的理论得到严格证明.  
与数值格式的建立比起来，对数值结果进行严格的理论证明是相当困难的，但也是极其重要的，

因为这涉及到对所建立的数值格式是否可行、是否有效进行严格的理论分析，它是数值格式能直接应

用和作进一步推广的基础.  
连续情形下微分方程的理论分析（关于方程解的存在性、唯一性、正则性、爆破等）用的基本工

具是索伯列夫（Sobolev）空间[4]，本书不作专门讨论，但对连续情形下原方程的性质有更多的了解会

有助于设计离散格式，也有助于进行后续数值格式的理论分析. 为了证明差分格式的式（2-81）的收

敛性，需要引入一些记号，这些记号的原始面貌是索伯列夫空间 ,k pW ，这里用的只是它的离散形式.  

设有一个对应于[ , ]a b 上网格剖分为 , 0,1, , ,   i
b ax a ih i m h

m
−

= + = = 的函数空间，其中的函数（不

妨称这些函数是网格函数）只在离散的节点 , 0,1, ,ix i m= 上有定义 . 记其中的一个子空间

0{ | , 0,1, , 0 }h i mV v v i m v v= = = =且 . 对 hv V∈ 引入以下记号（分别相当于离散形式的 2 1, ,L L H∞   

范数）： 
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21

2 1
10

1 1

|| || max | |,     || || ,        | |
m m

i i
i ii m

i i

v vv v v h v v h
h

−
−

= =

−⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑∞ ≤≤

 （2-83） 

则有以下引理成立.  
引理 2.6.1  对 hv V∈ ，存在不依赖于h 的常数 0C > ，使得 

   （1） 1|| || | |v C v
∞
≤  （2-84） 

   （2） 1|| || | |v C v≤     （2-85） 

   （3） 
1

21 1
12

1

2 | |
m

i i i
i

i

v v vh v v
h

−
+ −

=

− +
= −∑  （2-86） 

证明：一方面，易知 1 1 2 1 0 1
1

( ) ( ) ( ) ( )
i

i i i i i j j
j

v v v v v v v v v− − − −
=

= − + − + + − = −∑ ，故由 Cauchy-Schwartz

不等式得 

 
2

2 2 2 2
1 1 1

1 1 1 1

1 ( ) 1 ( ) ( )
i i i i

i j j j j j j
j j j j

v v v v v m v v− − −
= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑≤ ≤  （2-87） 

另一方面， 1 1 2 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( )
m

i m m m m i i j j
j i

v v v v v v v v v− − − + −
= +

− = − + − + + − = −∑ ，从而 

 
2

2 2 2 2
1 1 1

1 1 1 1

1 ( ) 1 ( ) ( )
m m m m

i j j j j j j
j i j i j i j i

v v v v v m v v− − −
= + = + = + = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑≤ ≤  （2-88） 

将式（2-87）和式（2-88）两式相加，得 2 2
1

1

2 ( )
m

i j j
j

v m v v −
=

−∑≤ ，从而 

 
22

12 2
1

1

| | ,      0,1, ,
2 2

m
j j

i
j

v vmh b av v i m
h

−

=

−⎛ ⎞ −
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑≤  （2-89） 

即 1| |  | | , 0,1, , ,iv C v i m=≤ 故式（2-84）成立. 另外，由式（2-89）可得
1

2 2
1

1

| |
2

m

i
i

b av m v
−

=

−
⋅∑ ≤ ，就有

1 2
2 2

1
1

( ) | |
2

m

i
i

b ah v v
−

=

−∑ ≤ ，故式（2-85）成立. 最后，考察 

1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

1

1 1 1
2 1

1 1 1
1 1

2
1

1

   ( 2 ) ( ) ( )

( ) ( )  

= ( ) ( )

( )

m m m

i i i i i i i i i i
i i i

m m

i i i i i i
i i
m m

i i i i i i
i i

m

i i
i

v v v v v v v v v v

v v v v v v

v v v v v v

v v

− − −

+ − + −
= = =

−

− − −
= =

− − −
= =

−
=

− + = − − −

= − − −

− − −

= − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

 

显然就有式（2-86）成立，证毕.  
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引理 2.6.2  设网格函数 hv V∈ 满足差分格式： 

 
1 1

2

0

2 ( ) ( ),   1,2, , 1,

0,     0.

i i i
i i i

m

v v v q x v g x i m
h

v v

+ −− +⎧ + = = −⎪
⎨
⎪ = =⎩

  （2-90） 

其中，函数 g 在 ix （ 1,2, , 1i m= − ）有意义，则存在不依赖于h 的常数 0C > ，使得 

  
1 1

|| ||  max | ( ) |ii m
v C g x

−∞ ≤≤
≤ .       （2-91） 

证明：由式（2-90）知， 21 1
2

2
( ) ( ) ,   1,2, , 1,i i i

i i i i i
v v v

v q x v g x v i m
h

+ −− +
+ = = −  上式关于 i 求和后

可得
1 1 1

21 1
2

1 1 1

2
( ) ( )

m m m
i i i

i i i i i
i i i

v v v
h v h q x v h g x v

h

− − −
+ −

= = =

− +
+ =∑ ∑ ∑ ，再由式（2-86）即得

1
2 2

1
1

| | ( )
m

i i
i

v h q x v
−

=

− =∑  

1

1

( )
m

i i
i

h g x v
−

=

− ∑ . 又 ( ) 0q x ≤ ，从而
1

2
1

1

| | ( )
m

i i
i

v h g x v
−

=

− ∑≤ ，再利用 Cauchy-Schwartz 不等式得 

1 1 1 1
1 1 1 12 2 2 2

2 2 2 2 2
1

1 1 1 1

| | ( ) = ( ) = || || || ||
m m m m

i i i i
i i i i

v h g x v h g x h v g v
− − − −

= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑≤  

其中，
1

2

1

|| || ( )
m

i
i

g h g x
−

=

= ∑ . 再由引理 2.6.1 中的式（ 2-85 ）就有 2
1 1| | || || | |v C g v⋅≤ ，从而

2
1 1 1 1 1

| | || || max ( ) max | ( ) |i ii m i m
v C g C h m g x C g x

− −
⋅ ⋅

≤≤ ≤≤
≤ ≤ ≤ ，再由式（2-84）知式（2-91）成立，证毕.  

接下来证明差分格式（2-81）是二阶收敛的.  
定理 2.6.1  若两点狄利克雷问题式（2-79）的精确解 4( ) [ , ]y x C a b∈ ，则其对应的差分格式（2-81）

是二阶收敛的，即 

 2

0
max | ( ) | ( ).i ii m

y y x O h− =
≤≤

        （2-92） 

证明：将式（2-81）减去式（2-80），并记 ( ),   0,1, ,i i ie y y x i m= − = ，则有 
2

(4)1 1
2

2 ( ) ( ),   1,2, , 1
12

i i i
i i i

e e e hq x e y i m
h

ξ+ −− +
+ = − = −  

且 0 0me e= = . 这样，网格函数 he V∈ ，再由引理 2.6.2 得 
2

(4) 2

1 1
|| || max | ( ) |  

12 ii m

he C y C hξ
−∞ ≤≤

≤ ≤  

定理证毕.  

四、差分法求解两点混合边值问题 

接下来，更进一步，考虑两点混合边值问题： 

 
( ) ( ) ( ) ( ),     ,
( ) ( ) ,    ( ) ( ) .

y x q x y x f x a x b
y a y a y b y bλ α μ β
′′ + = < <⎧

⎨ ′ ′+ = + =⎩
    （2-93）  

这里， ( ), ( )q x f x 为已知函数且在[ , ]a b 内 ( ) 0q x ≤ ， ( )y x 为待求函数， , , ,α β λ μ 均为常数. 以下讨论

其差分格式.  
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首先，原问题式（2-93）在离散节点处的方程为 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ),   1 1 ,
( ) ( ) , ( ) ( ) .

i i i i

m m

y x q x y x f x i m
y x y x y x y xλ α μ β
′′ + = −⎧

⎨ ′ ′+ = + =⎩

≤ ≤
 

对其中内节点的二阶导数采用二阶差商式（1-24），起终点处的一阶导数分别采用向前、向后差商   
式（1-21）和式（1-22），忽略用差商近似导数而带来的高阶小误差，并用数值解 iy 代替精确解 ( )iy x ，

可得差分格式为 

 

1 1
2

1 0 1
0

2
( ) ( ),     1, 2, 1,

, .

i i i
i i i

m m
m

y y y
q x y f x i m

h
y y y y

y y
h h

λ α μ β

+ −

−

− +⎧ + = = −⎪⎪
⎨

− −⎪ + = + =⎪⎩

 （2-94） 

易见，式（2-94）第一式的局部截断误差为 2( )O h ，第二式的局部截断误差为 ( )O h . 整理上述格式为 

 
2 2

1 1

0 1 1

( 2 ( )) ( ),    1, 2, 1,
( 1) , ( 1) .

i i i i i

m m

y h q x y y h f x i m
h y y h y h y hλ α μ β
− +

−

⎧ + − + + = = −⎪
⎨

− + = − + + =⎪⎩
       （2-95） 

写成矩阵形式为 

0
2 2

11 1

2 2
11 1

1 1 0

1 2 ( ) 1 ( )

1 2 ( ) 1 ( )
0 1 ( 1)

mm m

m

h hy
yh q x h f x

yh q x h f x
yh h

λ α

μ β
−− −

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− + −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

这是一个 1m + 阶的三对角线性方程组，可用追赶法求解.  
例 2.6.4  用差分法求解两点混合边值问题： 

( ) (1 sin ) ( ) e sin ,      0 1,
(0) (0) 0, (1) 2 (1) 3e.

xy x x y x x x
y y y y

⎧ ′′ − + = − < <⎪
⎨

′ ′− = + =⎪⎩
 

分别取步长 1 2
1 1,  
4 8

h h= = ，计算出节点
1 1 30, , , , 1
4 2 4

x = 处的数值解，并给出与精确解 ( )  exu x = 的误

差.  
解：程序见 Egch2_sec6_04.c，计算结果列表如下（表 2-12）. 

表 2-12  差分法求解的计算结果 

ix  步长 1h 数值解 1,iy  误差 −1, ( )i iy y x  步长 2h 数值解 2,iy  误差 −2, ( )i iy y x  

0 1.104528 0.104528 1.048932 0.048932 

0.25 1.380660 0.096635 1.329694 0.045669 

0.5 1.744578 0.095856 1.694594 0.045873 

0.75 2.220404 0.103404 2.167205 0.050205 

1.0 2.839410 0.121128 2.777958 0.059676 

上表中的数值结果说明差分格式（2-95）只有一阶精度. 精度低的主要原因在于处理边界条件中

的一阶导数时用的是低精度的向前、向后差商. 如何提高精度呢？相当于如何提高一阶导数的近似效

果呢？下面介绍一种改进的思路.  
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注意到除了用向前、向后差商来近似一阶导数以外，还可以用二阶精度的中心差商来近似，即 
1 1( ) ( )

( )
2

i i
i

y x y x
y x

h
+ −−′ ≈ ，误差是 2( )O h ，此处如果直接用到 0 , my y 上会出现越界的问题，即在

1 1
0

( ) ( )
( )

2
y x y x

y x
h

−−′ ≈ 中出现虚拟项 1( )y x− ，在 1 1( ) ( )
( )

2
m m

m
y x y x

y x
h

+ −−
′ ≈ 出现虚拟项 1( )my x + . 事实

上可以在原数值格式（2-95）中加入 0i = 和 i m= 的情形，则可得 

 2 2
1 0 0 1 0( 2 ( )) ( )y h q x y y h f x− + − + + =   （2-96） 

和 2 2
1 1( 2 ( )) ( )m m m m my h q x y y h f x− ++ − + + =  （2-97） 

而边界条件离散为 

 1 1
0 ,

2
y y

y
h

λ α−−
+ =  （2-98） 

及 1 1 .
2

m m
m

y y
y

h
μ β+ −−

+ =  （2-99） 

由式（2-96）和式（2-98）消去虚拟项 1y− ，可得 

 2 2
0 0 1 0( 2 ( ) 2 ) 2 ( ) 2h q x h y y h f x hλ α− + + + = +       （2-100） 

再由式（2-97）和式（2-99）消去虚拟项 1( )my x + ，得到 

 2 2
12 ( 2 ( ) 2 ) ( ) 2m m m my h q x h y h f x hμ β− + − + − = −    （2-101） 

这样由式（2-95）、式（2-100）和式（2-101）就得到完整的差分格式： 

 

2 2
0 0 1 0

2 2
1 1

2 2
1

( 2 ( ) 2 ) 2 ( ) 2 ,

( 2 ( )) ( ), 1, 2, 1,

2 ( 2 ( ) 2 ) ( ) 2 .
i i i i i

m m m m

h q x h y y h f x h

y h q x y y h f x i m

y h q x h y h f x h

λ α

μ β
− +

−

⎧ − + + + = +
⎪⎪ + − + + = = −⎨
⎪ + − + − = −⎪⎩

  （2-102） 

写成矩阵形式为 
2

0 0
2

1 1

2
11

2

2
0

2
1

2
1

2

2 ( ) 2 2 0

1 2 ( ) 1

1 2 ( ) 1

0 2 2 ( ) 2

( ) 2

( )

( )

( ) 2

mm

mm

m

m

h q x h y
h q x y

yh q x
yh q x h

h f x h

h f x

h f x

h f x h

λ

μ

α

β

−−

−

⎛ ⎞− + + ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠− + −⎝ ⎠
⎛ ⎞+
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

（2-103） 

例 2.6.5  用改进的差分格式的式（2-102）按照同样的要求计算上例中的混合边值问题.  
解：根据式（2-103）设计程序，程序见 Egch2_sec6_05.c，计算结果列表如下（表 2-13）. 
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表 2-13  改进的差分格式的计算结果 

ix  步长 1h 数值解 1,iy  误差 −1, ( )i iy y x  步长 2h 数值解 2,iy  误差 −2, ( )i iy y x  

0 1.003797 3.7971e-3 1.000953 9.5319e-4 

0.25 1.286115 2.0897e-3 1.284550 5.2447e-4 

0.5 1.648848 1.2627e-4 1.648752 3.0496e-5 

0.75 2.114637 2.3633e-3 2.116403 5.9713e-4 

1.0 1.000953 5.7918e-3 2.716819 1.4631e-3 

从上表可见，数值格式的式（2-103）是二阶收敛的，计算效果明显优于上例一阶格式的结果.  

第七节  高精度算法 

在前面介绍的一系列数值解法中，对于一个 k 阶收敛的算法，即数值解 iy 与精确解 ( )iy x 的误差

0
max | ( ) | k

i ii m
y y x Ch−

≤≤
≤ ，而且可以通过压缩步长实现数值解的更好逼近效果. 但实际上，如果原来连

续型方程的精确解有较高的正则性、方程在形式上也较为简单时，还有一些可以不通过压缩步长而提

高精度的方法. 本节主要介绍两点狄利克雷边值问题 

 
( ) ( ) ( ) ( ),   ,

( ) ,     ( ) .
y x q x y x f x a x b
y a y bα β
′′ + = < <⎧

⎨ = =⎩
    （2-104）  

的高精度方法，其中 ( ), ( )q x f x 为已知函数且在[ , ]a b 内 ( ) 0q x ≤ ， ( )y x 为待求函数， ,α β 为常数.  

一、理查德森（Richardson）外推法 

首先，来了解一下理查德森外推法的基本原理. 简单地说，理查德森外推法是一种对低阶收敛方

法进行适当组合产生较高收敛精度的一种方法. 假设对某一方程的定解问题有精确解 y ，又设在步长

为 h 的等距剖分下利用某数值格式得到的数值解为 hy ，注意 hy 只是个网格函数，只在离散节点

, 0,1, ,ix i m= 处有意义. 如果 k 阶的数值解与精确解在每个离散节点 ix 满足以下关系： 

 1( )k k
hy y Ch O h += + +       （2-105） 

其中常数C 与步长 h 无关. 现在若以 hλ 为步长，通常取λ 为 (0,1) 间的常数，就可以得到相应于步长

为 hλ 的等距剖分下的数值解为 hyλ ，同样就有 

 1 1( ) (( ) ) ( )k k k k k
h hy y C h O h y C h O hλ λλ λ λ+ += + + = + +      （2-106）  

将式（2-105）乘以 kλ 后减去式（2-106）可得 

 1( )
1

k
h h k

k

y y
y O hλ λ

λ
+−

= +
−

 （2-107） 

从上式可以看出，对不同步长下的数值解 hy 与 hyλ 进行线性组合后处理（post-processing）就可以得到

更高精度的数值解，即用
1

k
h h

k

y yλ λ

λ

−

−
作为数值解则可以将精度从 k 阶提高到 1k + 阶，从而实现数值解

的优化.  
更特别地，如果在每个离散节点 ix 处有 

 2( )k k
hy y Ch O h += + +  （2-108）   
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则经过同样的分析，用
1

k
h h

k

y yλ λ

λ

−

−
作为数值解则可以将精度从 k 阶一下子提高到 2k + 阶，效果将很好.  

我们也可以从另一个角度看这个方法. 注意到式（2-107）也可以整理为下式： 

 1( )
( )

1

k
h h k

h k

y y
y y O hλ

λ

λ

λ
+−

− = +
−

 （2-109） 

可以通过上式来判断 hyλ 的精确程度从而来调整计算过程中的步长. 首先可以设定一个误差限，若

hy yλ− 超过此误差限，则缩小步长重新计算；如果它比误差限小很多，则可以适当放大步长. 这种在

保证精度及基本不增加计算成本的情况下，尽可能地加大步长以提高效率的算法被称为变步长算法.  
接下来，以式（2-104）这个问题为例，讨论如何实现理查德森外推. 从最初的原理分析可以看出，

首先需要明确数值解与精确解之间是否有式（2-105）这样的关系式. 这里选用式（2-104）的二阶差分

格式（见本章第六节定理 2.6.1）： 

 
1 1

2

0

2 ( ) ( ),   1,2, , 1,

,     .

i i i
i i i

m

y y y q x y f x i m
h

y yα β

+ −− +⎧ + = = −⎪
⎨
⎪ = =⎩

 （2-110） 

得到的数值解记为 hy . 事实上，我们有以下定理.  

定理 2.7.1  设定解问题式（2-104）的精确解为 y ，且 6[ , ]y C a b∈ . 又设在取定步长为 h 的等距

剖分下利用差分格式的式（2-110）得到的数值解为 hy ，则 

 2 4( )hy y Ch O h= + +         （2-111） 

其中，常数C 与步长h 无关.  
证明：此定理用的是构造性证明，难度较大，学生一般了解即可. 利用高阶泰勒公式，易知定解

问题式（2-104）在等距节点上满足： 
2 4

(4) (6)1 1
2

( ) 2 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

12 360
i i i

i i i i i
y x y x y x h hy x y q x y x f x

h
ξ+ −− +

− − + =  

 1 1( , ),     1, 2, , 1.i i ix x i mξ − +∈ = −  （2-112） 

记 ( )i i ie y y x= − ，将式（2-110）减去式（2-112），可知 ie 满足以下方程： 

 
2 4

(4) (6)1 1
2

2 ( ) ( ) ( ),   1,2, , 1
12 360

i i i
i i i i

e e e h hq x e y x y i m
h

ξ+ −− +
+ = − − = −  （2-113） 

且 0 0me e= = . 此外，设二阶常微分方程零边值问题 

 

(4) ( )( ) ( ) ( ) ,
12

( ) 0, ( ) 0.

y xz x q x z x

z a z b

⎧
′′ + = −⎪

⎨
⎪ = =⎩

 （2-114） 

有光滑的精确解 ( )z x ，与这个问题相应的差分格式为 

 
(4)

1 1
2

2 ( )
( )

12
i i i i

i i
z z z y x

q x z
h

+ −− +
+ = −  （2-115） 

且 0 0mz z= = . 由于此格式为二阶格式，从而有 2

0
max | ( ) |i ii m

z z x Ch−
≤≤

≤ ，即 

 2( ) ( )i iz z x O h= +  （2-116） 
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将式（2-115）乘以 2h 得 

 
2 2 2 2 (4)

21 1
2

2 ( )
( )

12
i i i i

i i
h z h z h z h y x

q x h z
h

+ −− +
+ = −  （2-117） 

再将式（2-113）减去式（2-117）可得 41 1
2

2
( ) ( )i i i

i i
r r r

q x r O h
h

+ −− +
+ = ，其中 2

i i ir e h z= − ，且 0 0mr r= = . 

利用本章第六节引理 2.6.2，可得 4max | |ir Ch≤ ，即 2 4( )i ie h z O h− = ，也就是 2 4( ) ( )i i iy x y h z O h= − + . 

再由式（2-116），就有 2 4( ) ( ) ( )i i iy x y h z x O h= − + .  

换言之，在每个离散节点 ix 有 2 4( )hy y Ch O h= + + ，其中， ( )iC z x= − 有界（因为 ( )z x 光滑），

定理证毕.  
由定理 2.7.1，如果将差分格式（2-110）的步长缩小一半，就有 

 2 4
/2

1 ( )
4hy y Ch O h= + +  （2-118） 

再由式（2-111）和式（2-118）可得 4
/2

4 1 ( )
3 3h hy y y O h= − + . 可见通过h 步长和 / 2h 步长所得的两组

数值解进行线性组合后处理，就可得到 4 阶精度的数值解： 

 /2
4 1
3 3h hy y y= − .     （2-119） 

例 2.7.1  对本章第六节例 2.6.3 中的二阶精度算例结果运用理查德森外推法.  
解：为了更清楚地看到阶数变化，根据程序 Egch2_sec6_03.c，分别计算 1 π /16h = 、

2 1 / 2 π / 32h h= = 、 3 2 / 2 π / 64h h= = 的数值解，并显示到小数点后十位，列表如下（表 2-14）. 

表 2-14  例 2.6.3 中的二阶精度计算结果 

ix  步长 1h 数值解 1,iy  步长 2h 数值解 2,iy  步长 3h 数值解 3,iy  

0 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000 

π/8 0.3830961607 0.3827864580 0.3827091794 

π/4 0.7077460135 0.7072663720 0.7071067812 

3π/8 0.9244085928 0.9240117352 0.9238795325 

π/2 1.0000000000 1.0000000000 1.0000000000 

然后对 1h 步长下的结果 1,iy 及 2h 步长下的结果 2,iy 进行线性组合，得到新的数值解

1 2, 1,
4 1
3 3i i iv y y= − ，再用 2h 步长下的结果 2,iy 及 3h 步长下的结果 3,iy 进行线性组合，得到新的数值解

2 3, 2,
4 1
3 3i i iv y y= − ，最后把这些结果与精确解 siny x= 比较. 程序见 Egch2_sec7_01.c. 计算结果列表如

下（表 2-15）：  

表 2-15  理查德森外推法的计算结果 

ix  数值解 1iv  误差 −1 ( )i iv y x  数值解 2iv  误差 −2 ( )i iv y x  

0 0.0000000000 0 0.0000000000 0 

π/8 0.3826832238 2.0860e−7 0.3826834199 1.2498e−8 

π/4 0.7071064915 2.8969e−7 0.7071067639 1.7320e−8 

3π/8 0.9238794493 8.3178e−8 0.9238795279 4.6446e−9 

π/2 1.000000 0 1.000000 0 
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显然，经过后处理以后的新的数值解与精确值之间的误差更小，而且两组新的数值解之间也呈现

了四阶的精度（即后一列误差约为前一列误差的 1/16 甚至优于这一结果）.  

二、紧差分方法 

仍以式（2-104）为例. 易见有  
2 (4)

41 1
2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12

i i i i
i i i

y x y x y x h y x q x y x f x O h
h

+ −− +
− + = +  

引入新变量 ( ) ( )y x z x′′ = ，则 (4) ( ) ( )y x z x′′= 且 

 ( ) ( ) ( ) ( )z x f x q x y x= −  （2-120） 

于是，
2

41 1
2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12

i i i i
i i i

y x y x y x h z x q x y x f x O h
h

+ − ′′− +
− + = + . 

类似可得 

41 1 1 1
2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),

12
i i i i i i

i i i
y x y x y x z x z x z x

q x y x f x O h
h

+ − + −− + − +
− + = +  

再利用式（2-120）就有 

1 1 1 1 1 1
2

41 1

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )       
12

( ) 2 ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )
12

i i i i i i i i i

i i i
i i i

y x y x y x q x y x q x y x q x y x
h

f x f x f x q x y x f x O h

+ − + + − −

+ −

− + − +
+ −

− +
+ = +

 

忽略高阶小项、用数值解 iy 代替精确解 ( )iy x 且简记 ( ) , ( )i i i iq x q f x f= = ，可得以下差分格式： 

1 1 1 1 1 1 1 1
2

0

2 2 2
12 12

,

i i i i i i i i i i i i
i i i

m

y y y q y q y q y f f f
q y f

h
y yα β

+ − + + − − + −− + − + − +⎧ + − + =⎪
⎨
⎪ = =⎩

 

易见此格式的局部截断误差为 4( )O h . 上式可整理为 

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

0

51 2 1 ( 10 )
12 6 12 12

,

i i i i i i i i i

m

h h h hq y q y q y f f f

y yα β

− − + + − +

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + − + + + = + +⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎨⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎪ = =⎩

 

写成矩阵形式为 

 

( )

( )

( )

( )

2 2

0 1 2 0

21
1 2 3

2

2
2

3 2 1
1

2 2

2 1

10 1 ( )
12 12

10
12

10
12

10 1 ( )
12 12

m
m m m

m

m m m m

h hf f f q x

y h f f fy
A

y h f f f
y

h hf f f q x

α

β

−
− − −

−

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ + − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 （2-121） 

其中， 
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2 2

1 2

2 2 2

1 2 3

2 2 2

3 2 1

2 2

2 1

52 1
6 12

51 2 1
12 6 12

51 2 1
12 6 12

51 2
12 6

m m m

m m

h hq q

h h hq q q

A

h h hq q q

h hq q

− − −

− −

⎛ ⎞
− + +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ − + +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − + +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （2-122） 

本格式可用追赶法求解.  
例 2.7.2  用紧差分方法式（2-121）及式（2-122）求解狄利克雷边值问题： 

2 21 π5( ) ( ) ( ) sin ,      0 ,
2 24

π(0) 0,   1.
2

y x x y x x xx x

y y

⎧ ⎛ ⎞′′ − − = − < <− +⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

分别取步长 1
π

16
h = ， 2

π 
32

h = ，计算出节点
π π 3π π0, , , ,
8 4 8 2

x = 处的数值解，并给出与精确解

( ) siny x x= 的误差.  

解：程序见 Egch2_sec7_02.c，计算结果列表如下（表 2-16）. 

表 2-16  计算结果 

ix  步长 1h 数值解 1,iy  误差 −1, ( )i iy y x  步长 2h 数值解 2,iy  误差 −2, ( )i iy y x  

0 0.000000 0 0.000000 0 

π/8 0.382684 7.9528e−7 0.382683 4.9645e−8 

π/4 0.707108 1.2320e−6 0.707107 7.6906e−8 

3π/8 0.923881 1.0209e−6 0.923880 6.3726e−8 

π/2 1.000000 0 1.000000 0 

从上表可见，步长减半后误差降为原来的 1/16，这说明此紧差分格式是四阶格式.  
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本章要求及小结 

1．掌握一阶常微分方程初值问题的几种常用方法，如欧拉法、改进的欧拉法、龙格-库塔方法，

了解各种方法的优缺点，会进行数值格式局部截断误差的分析，知道局部截断误差对整体误差的影响，

会判断数值格式的收敛阶. 理解线性多步法的构造思想，会分析多步法数值格式的局部截断误差.  
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2．掌握将高阶方程降阶为一阶方程组，会将解单个一阶方程的数值方法推广到解方程组的情形.  
3．了解两点边值问题打靶法的基本思想，掌握用差分方法求解两点边值问题并分析收敛阶.  
4．对两类高精度算法有一定的了解，知道其算法原理.  
5．养成良好的编程习惯，用 h 步长取得正确的数值结果后，再对网格加密一倍，即用 h/2 步长再

计算一次，观察数值结果的变化，从而初步判断数值方法的阶数.  

习  题  二 

1．用欧拉方法求解初值问题  
0.9 ,    0 0.1,

1 2
(0) 1,

y y x
x

y

⎧ ′ = − <⎪
+⎨

⎪ =⎩

≤
 取步长 0.02h = . 请将计算结果列表

与精确解 0.45( ) (1 2 )y x x −= + 比较. （考虑一下，你自己能算出真解来吗？） 

2．用梯形方法求解初值问题

0.9 ,    0 0.1,
1 2

(0) 1,

y y x
x

y

⎧ ′ = − <⎪
+⎨

⎪ =⎩

≤
取步长 0.02h = ，要求迭代误差限为

610ε −= . 请将计算结果列表与精确解 0.45( ) (1 2 )y x x −= + 比较.  

3．用改进的欧拉方法求解初值问题 
0.9 ,    0 0.1,

1 2
(0) 1,

y y x
x

y

⎧ ′ = − <⎪
+⎨

⎪ =⎩

≤
  取步长 0.02h = . 请将计算结

果列表与精确解 0.45( ) (1 2 )y x x −= + 比较.  

4．对方程 ( , )y f x y′ = 建立单步数值格式 1
2 2( , ) 3 , ( , )

4 3 3i i i i i i i i
hy y f x y f x h y h f x y+
⎡ ⎤⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

，

求此格式的局部截断误差，并判断这是一个几阶方法. 提示：用二元函数的泰勒公式.  

5．用经典的四阶龙格-库塔方法解初值问题
2 ,      0 1,

(0) 1,
y x y x
y

⎧ ′ = − <⎪
⎨

=⎪⎩

≤
，步长为 0.25. 把计算结果

（保留 8 位小数）列表与精确解 2 2 2 e xy x x −= − + − 比较.  
6．对方程 ( , )y f x y′ = 建立两步数值格式 1 1 2  ( , )i i i iy y h f x y+ −= + ，求此格式的局部截断误差，并

判断此方法的阶数.  

7．对方程 ( , )y f x y′ = 建立三步数值格式 1 1 1 1( 4 )
3i i i i i
hy y f f f+ − + −= + + + ，其中， ( , )i i if f x y= . 求

此格式的局部截断误差，并判断此方法的阶数.  
8 ． 导 出 四 阶 阿 当 姆 斯 显 式 方 法 的 数 值 格 式 （ 2-59 ）， 即 设 计 数 值 格 式

1 1 2 3( )i i i i i iy y h a f b f c f d f+ − − −= + + + + ，确定其中的常数 , , ,a b c d 使此格式为四阶格式，使
5LTE ( )O h= .  

9．用四阶阿当姆斯隐式方法式（2-60）求解初值问题
1,   0 1,

 (0) 1
y y x x
y
′ = − + + <⎧

⎨ =⎩ ，

≤
取步长为 0.2，初

值由四阶龙格-库塔方法提供. 已知其精确解为 e xy x −= + . 提示：本题由于 ( , )f x y 的表达式简单，用

隐式方法式（2-60）时可以通过变形使之成为显格式.  

10．用四阶阿当姆斯预估—校正格式（2-61）和式（2-62）求解初值问题
2

2
1 ,      1 2

(1) 1

yy y t
tt

y

⎧ ′ = − − < <⎪
⎨
⎪ = −⎩

，
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取步长为 0.05，初值由四阶龙格—库塔方法提供. 已知其精确解为
1y
t

= − ，试将数值解与精确解列表

比较.  

11．将二阶方程初值问题
22 2 e sin ,    0 1,

(0) 0.4,     (0) 0.6,

xy y y x x
y y

⎧ ′′ ′= − + <⎪
⎨

′= − = −⎪⎩

≤  化为一阶方程组的情形.  

12．用四阶龙格-库塔方法求解一阶方程组初值问题： 

1 2
2

2 2 1

1 2

, 0 1,

2 2 e sin , 0 1,
(0) 0.4,   (0) 0.6.

x

y y x

y y y x x
y y

′ = <⎧
⎪
′ = − + <⎨

⎪ = − = −⎩

≤

≤  

取步长为 0.2. 已知其精确解为 2
1 0.2e (sin 2cos ),   xy x x= − 2

2 0.2e (4sin 3cos )xy x x= − ，将数值解与精

确解列表比较.  
13．证明式（2-77）和式（2-78）.  

14．用打靶法求解两点狄利克雷边值问题
2( ) 4 ( ) (4 2) ( ) 0,      0 1  ,

(0) 1,        (1) e,
y x x y x x y x x
y y

⎧ ′′ ′− + − = < <⎪
⎨

= =⎪⎩
取步

长为 0.1. 已知其精确解为
2

( ) exy x = ，将数值结果与精确结果列表比较.  

15．用打靶法求解两点混合边值问题
2( ) 4 ( ) (4 2) ( ) 0,      0 1  ,

(0) (0) 1,        (1) 2 (1) 0,
y x x y x x y x x
y y y y

⎧ ′′ ′− + − = < <⎪
⎨

′ ′+ = − =⎪⎩
取步长为

0.1. 已知其精确解为
2

( ) exy x = ，将数值结果与精确结果列表比较.  

16．用差分法式（2-81）计算两点狄利克雷边值问题
( ) ( ) ,      0 1  ,

(0) 0,        (1) 1.
y x y x x x
y y
′′ − = < <⎧

⎨ = =⎩
 已知其精确

解为 2
2e( ) (e e )

e 1
x xy x x−= − −

−
. 分别取步长为 0.2 和 0.1，输出在节点 x =0.2, 0.4, 0.6, 0.8 处的数值结果

并与精确结果列表比较.  
17．用二阶差分法式（2-103）计算两点混合边值问题： 

2

2 2

( ) ( ) ,      0 1  ,

e 4e 1 4(0) (0) ,        (1) (1) .
1 e e 1

y x y x x x

y y y y

′′ − = < <⎧
⎪
⎨ − −′ ′+ = − =⎪ − −⎩

 

取步长为 0.1. 已知其精确解为 2
2e( ) (e e )

e 1
x xy x x−= − −

−
，将数值结果与精确结果列表比较.  

18．将第 16 题中的数值结果进行理查德森外推（2-119），再将外推结果与精确结果列表比较.  

19．用紧差分方法式（2-121）和式（2-122）计算两点狄利克雷边值问题：
( ) ( ) ,  0 1,

(0) 0,  (1) 1.
y x y x x x
y y
′′ − = < <⎧

⎨ = =⎩
 

取步长为 0.2.  

已知其精确解为 2
2e( ) (e e )

e 1
x xy x x−= − −

−
，将数值结果与精确结果列表比较.  
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第三章  抛物型偏微分方程的有限差分法 

热传导方程（或称热方程）是一类重要的抛物型偏微分方程，是抛物型方程中最简单的例子，它

描述了一个区域内有热源且与周围介质有热交换的物体内部温度的分布及温度如何随时间变化. 我们

首先用一维（指的是空间维数）非齐次热传导方程的定解问题研究抛物型方程的差分方法，之后将其

推广到高维情形.  
本章主要考察以下抛物型方程的初边值问题： 

 

2

2
( , ) ( , ) ( , ) ,     0 1, 0 ,

  
( ,0) ( ), 0 1,
(0, ) ( ), (1, ) ( ), 0 .

u x t u x ta f x t x t T
t x

u x x x
u t t u t t t T

ϕ
α β

⎧∂ ∂
− = < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨
=⎪

⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤

 （3-1） 

其中， 0a > 为常数.  

第一节  向前欧拉方法 

一、向前欧拉格式 

和以前用差分法解一维常微分方程问题一样，对于上述一维抛物型方程初边值问题的差分方法也

需要由以下几步来实现.  
第一步，对二维求解区域 { }( , ) | 0 1,0x t x t TΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ 作矩形网格剖分. 为简单起见，对空间域

和时间域分别作等距离剖分. 具体地，将空间[0,1] 等分m份，节点为 0ix ih= + ，且
1h
m

= . 若空间域

为 [ , ]a b ，相应就有 ,   0ix a ih i m= + ≤ ≤ 且 ( ) /h b a m= − . 再对时间 [0, ]T 等分 n 份，节点为

0kt kτ= + , 0 k n≤ ≤ 且 /T nτ = . 这样得到 ( 1)( 1)m n+ + 个网格节点 ( , ), 0 ,    0i kx t i m k n≤ ≤ ≤ ≤ . 

网格剖分如图 3-1 所示.  

      
图 3-1  二维网格剖分图 
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第二步，在网格节点建立节点离散方程, 本质上是将在Ω 内处处成立的微分方程弱化为在节点上

处处成立的离散方程，即 

 

2

2
( , ) ( , )

0

0

( , ),    1 1,    0 ,

( , ) ( ), 0 ,
( , ) ( ), ( , ) ( ), 0 .

i k i k

i k
x t x t

i i

k k m k k

u ua f x t i m k n
t x

u x t x i m
u x t t u x t t k n

ϕ
α β

⎧∂ ∂
− = − <⎪

∂ ∂⎪
⎨

=⎪
⎪ = = <⎩

≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤

 （3-2） 

第三步，建立差分格式. 由式（1-26）得关于时间的一阶偏导数的向前差商形式： 

 1 1

( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

i k

i k i k i k i k

x t

u x t u x t u x t u x tu
t t τ

+ +− −∂
≈ =

∂ Δ
 （3-3） 

上式误差为 ( )O τ . 类似地，还有关于空间的二阶偏导数的中心差商形式的式（1-31）： 

  
2

1 1 1 1
2 2 2

( , )

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

i k

i k i k i k i k i k i k

x t

u x t u x t u x t u x t u x t u x tu
x x h

+ − + −− + − +∂
≈ =

∂ Δ
   （3-4） 

上式误差为 2( )O h . 将式（3-3）和式（3-4）代入式（3-2）第一式，就有 

 21 1 1
2

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( )i k i k i k i k i k
i k

u x t u x t u x t u x t u x ta f x t C h
h

τ
τ

+ + −− − +
− = + +  （3-5） 

其中，常数
2 4

2 4( , )

( , ) ( , )max ,
x t

u x t u x tC
t xΩ∈

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

由泰勒公式的截断误差得到. 再用数值解 k
iu 近似代替精确解

( , )i ku x t 并忽略高阶小项，即可得向前欧拉格式： 

   

1
1 1

2

0

0

2
( , ) , 1 1, 0 1,

( ), 0 ,

( ), ( ), 1 .

k k k k k
i i i i i

i k

i i
k k

k m k

u u u u u
a f x t i m k n

h
u x i m

u t u t k n

τ
ϕ

α β

+
+ −⎧ − − +

− ⋅ = − −⎪
⎪
⎨ =⎪
⎪ = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-6） 

易见此格式的局部截断误差为 2( )O hτ + . 经过整理可得向前欧拉格式为： 

 

1
1 1

0

0

(1 2 ) ( , ) , 1 1,  0 1,

( ), 0 ,

( ), ( ), 0 .

k k k k
i i i i i k

i i
k k

k m k

u r u r u r u f x t i m k n

u x i m

u t u t k n

τ

ϕ

α β

+
− +⎧ = + − + + − −

⎪⎪ =⎨
⎪ = = <⎪⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤

 （3-7） 

其中， 2
ar
h
τ

= 称为网比，表示的是与时间、空间步长相关的一个值.  

第四步，差分格式的求解. 由式（3-7）知，第 1k + 个时间层 1kt t += 上的数值解 1k
iu + （1 1i m −≤ ≤ ）

可由第 k 层上的已知信息 1 1,  ,  k k k
i i iu u u− + 显式表示出来（见图 3-2），这是一个时间层进（time marching）

格式. 也就是说，已知第 0 层上的初始信息 0 ,   0iu i m≤ ≤ ，可以利用式（3-7）中第一式计算出第 1 层

上的信息 1,  1 1iu i m −≤ ≤ ，再加上边界条件式（3-7）第三式中 1
0u 和 1

mu 已知，则第 1 层上所有

1  (0 )iu i m≤ ≤ 的信息也就获得了. 同样，通过式（3-7）中第一式和第三式再计算出第 2 层上的信息，

如此一层一层计算，可得到所有网格点信息，即所有网格点的数值解.  
若将式（3-7）改写，则可以写成如下矩阵形式： 
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1
1 1

1
2 2

1
2 2
1
1 1

1

2

2

1

1 2
1 2 0

0 1 2
1 2

( , ) ( )
( , )

( , )
( , ) ( )

k k

k k

k k
m m
k k
m m

k k

k

m k

m k k

r ru u
r r r

u u

u ur r r
u ur r

f x t r t
f x t

f x t
f x t r t

τ α
τ

τ
τ β

+

+

+
− −
+
− −

−

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎝ ⎠
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜⎜ +⎝ ⎠

⎟⎟

 （3-8） 

此矩阵形式只是形式上看着简洁，对实际计算没有什么作用. 也就是说，在实际计算中不涉及矩

阵运算或者线性方程组的求解运算，因为这是一个显格式，可以直接计算. 但写成矩阵形式是为了后

文进行稳定性分析.  

 
图 3-2  向前欧拉格式的时间层进图 

二、向前欧拉格式解的存在唯一性、稳定性和收敛性分析 

由于差分格式（3-7）是显格式，则对于任意网比 r ，均是唯一可解的.  
接下来考察差分格式（3-7）的稳定性. 一个数值格式的稳定性指的是当初始条件有微小误差时，

如果用这个数值格式计算出的数值解与用准确的初始条件算出的数值解误差不大，则称此格式稳定. 
如果初始小误差会引起解的较大误差，则此格式不稳定. 所以，数值格式的稳定性是考察一个算法是

否有效的重要评价标准之一. 这里，我们先只考察齐次方程、零边界条件的情形，即相当于式（3-1）
中 ( , ) 0,   ( ) ( ) 0f x t t tα β≡ = ≡ 的情形，则其向前欧拉格式为 

 

1
1 1 1

1
2 2 2

1
2 2 2
1
1 1 1

1 2
1 2 0

0 1 2
1 2

k k k

k k k

k k k
m m m
k k k
m m m

r ru u u
r r r

u u u
A

u u ur r r
u u ur r

+

+

+
− − −
+
− − −

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎝ ⎠

 （3-9） 
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其中， 

 

1 2
1 2 0

0 1 2
1 2

r r
r r r

A

r r r
r r

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 （3-10） 

式（3-9）可以简写成 1k kA+ =u u ，其中 T
1 1( , , )k k k

mu u −=u ，由递推可知 0k kA=u u ，如果在初始时刻

0u 有误差 0 0 *0= −e u u ，即如果用初值 *0 *0 *0 T
1 1( , , )mu u −=u 进行数值计算，那么在第 k 层上就有数值解

* *0k kA=u u ，这样误差传播的规律为 * 0 *0 0( )k k k k kA A= − = − =e u u u u e ，即到第 k 个时间层，误差传

播为原来的 kA 倍. 为了对误差进行度量，需要引入向量和矩阵的欧氏范数，N 维空间中向量

T
1 2( , , , )Nx x x=x 的范数定义为 2

1

|| ||
N

i
i

x
=

= ∑x : ，N 阶方阵 A 的范数定义为：
|| |||| || max
|| ||
AA

≠
=

x

x
x

:
0

. 于

是，差分格式稳定用范数来刻画就是指存在不依赖于空间步长 h 的正数 0,M τ ，使得当时间步长

00 τ τ< ≤ 且 k Tτ ≤ 时，有 0|| || || ||k Me e≤ ，其中 k 为非负整数，表示时间层. 由于 0k kA=e e ，从而

稳定性又可以通过矩阵 A 的范数来刻画，就有下面的定理.  
定理 3.1.1  差分格式 1k kA+ =u u 稳定的充要条件是存在不依赖于空间步长 h 的正数 0,M τ ，使得

当时间步长 00 τ τ< ≤ 且 k Tτ ≤ 时，有 || ||kA M≤ ，其中，k 为非负整数.  

证明：一方面，由定义，若差分格式 1k kA+ =u u 稳定，则存在不依赖于空间步长 h 的正数 0,M τ ，

使得当时间步长 00 τ τ< ≤ 且 k Tτ ≤ 时，有 0|| || || ||k Me e≤ ，从而 0 0|| || || ||kA Me e≤ ，故

0

0

0
|| |||| || max

|| ||

k
k AA M

≠
=
e

e
e0

≤ ；另一方面，若有 || ||kA M≤ ，则 0 0|| || || || || ||k kA M=e e e≤ ，从而原格式稳

定. 证毕.  
定理 3.1.1 虽然提供了一个判断差分格式是否稳定的充要条件，但在实际应用中，由于范数 || ||kA

不易计算，所以这个定理不太实用. 为此，希望能给出直观、可直接计算的量来刻画稳定性，下面的

稳定性必要条件就是用矩阵的谱半径来具体描述的.  
定理 3.1.2  差分格式 1k kA+ =u u 稳定的必要条件是存在常数 0C > ，使得 

 ( ) 1A Cρ τ+≤ . （3-11） 

其中， ( )Aρ 表示矩阵 A 的特征值的最大模（特征值为实数时表示的是绝对值），也称为矩阵 A 的

谱半径.  
证明：若差分格式稳定，由定理 3.1.1 知存在正数 0M > ，使得 || ||kA M≤ ，就有

( )( ) ( ) || ||k k kA A A Mρ ρ= ≤ ≤ ，从而
1

( ) kA Mρ ≤ ，其中 k Tτ ≤ . 这里我们用到了矩阵的谱半径不超过

任何一种范数[1]的性质. 若 1M ≤ ，则 ( ) 1Aρ ≤ ，从而式（3-11）成立；若 1M > ，则特别地对于最后

一个时间层 n（ n Tτ = ），就有
1

( ) nA Mρ ≤ ，故 ( ) TA M M
τ

ρ ≤ ≤ ，且因为有 1 ln ( 1)x x x x+≤ ≥ 恒成立，

从而
ln( ) 1 ln 1T T M MA M M M

T T

τ τ τρ τ+ ⋅ +≤ ≤ ≤ ，即式（3-11）成立. 证毕.  

遗憾的是，定理 3.1.2 只提供了一个判定稳定性的必要条件. 但当差分格式 1k kA+ =u u 中的矩阵 A
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为正规矩阵，即 

 * *A A AA= ， （3-12） 

时，其中， *A 为 A 的共轭转置矩阵，由于具有良好的性质 || || ( )k kA Aρ= [1]，就可以通过矩阵的特征值

来考察差分格式的稳定性了. 事实上，有以下定理： 
定理 3.1.3  当矩阵 A 为正规矩阵时，差分格式 1k kA+ =u u 稳定的充要条件是存在常数 0C > ，使

得 ( ) 1A Cρ τ+≤ .                         

证明：由定理 3.1.2，只要证充分性即可. 由于 A 为正规矩阵，从而有 || || ( )k kA Aρ= . 现设

( ) 1A Cρ τ+≤ 成立，则 

( )|| || ( ) ( ) (1 ) (1 ) (1 ) e
T CT

kk k k CTCA A A C C C Mτ τρ ρ τ τ τ= = + + = + =≤ ≤ ≤ :  

再由定理 3.1.1 可知差分格式 1k kA+ =u u 稳定，证毕.  
推论 3.1.1  若 A 为对称矩阵，差分格式 1k kA+ =u u 稳定的充要条件是存在常数 0C > ，使得

( ) 1A Cρ τ+≤ .  

推论 3.1.2  若矩阵 A 相似于一个对称矩阵 A 时，即存在矩阵 S ，使 1S AS A− = ，且 1|| ||,  || ||S S −

一致有界，则差分格式 1k kA+ =u u 稳定的充要条件是存在常数 0C > ，使得 ( ) 1A Cρ τ+≤ .  

证明：也只需证充分性.  

( ) ( )

1 1 1
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

|| || || ( ) || || || || || || || || || || || ( )

( ) ( ) (1 ) (1 ) e

k k k k k k

T
k k k CT

A SAS SA S S A S C C A C C A

C C A C C A C C C C C C C C Mτ

ρ

ρ ρ τ τ

− − −= = =

= = + + =

≤ ≤

≤ ≤ ≤ :

 

上式用到了相似矩阵的特征值相同这个结论. 再由定理 3.1.1 知差分格式 1k kA+ =u u 稳定，证毕.  
为了具体计算矩阵的特征值，经常要用到以下定理.  

定理 3.1.4[2]  对于 N 阶的三对角矩阵

N N

b c
a b c

a b c

a b c
a b ×

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

，它的 N 个特征值为 

 π2 cos , 1
1i

a ib c i N
c N

λ = +
+

≤ ≤  （3-13）    

由定理 3.1.4 知，向前欧拉格式中的 1m − 阶矩阵 A 式（3-10）的特征值为 

 2 2
,

π π π1 2 2 1cos 1 2 2sin 1 4 sin (1 1)
2 2A i

i i ir r r r i m
m m m

λ = − + = − ⋅ = − −≤ ≤ ， （3-14） 

显然，式（3-11） 2 2π π1 4 sin 1 4 sin 2 ,   1 1
2 2
i ir C r C i m
m m

τ τ⇔ − + ⇔ + −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，由τ 的任意性（τ

可以取得很小）及推论 3.1.1 知，稳定性 ⇔
1
2

r ≤ . 也就是当 

 2
1
2

ar
h
τ

= ≤   （3-15） 
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时算法是稳定的. 称式（3-15）为向前欧拉格式式（3-7）的稳定性条件.  
对于非齐次方程、非零边界条件的情形，从计算的角度来说，向前欧拉差分格式式（3-7）现在变成  

 1k k kA+ = +u u b  （3-16） 

其中，向量 kb 依赖于方程的右端项和边界条件. 对式（3-16）递推可以得到 

 0 1 0 2 1 2 1( )k k k k k kA A A A− − − −= + + + + +u u b b b b  （3-17） 

如果在初始时刻 0u 有误差 0 0 *0= −e u u ，即用 *0u 作为初值进行数值计算，那么在第 k 层上就有数值解 

 * *0 1 0 2 1 2 1( )k k k k k kA A A A− − − −= + + + + +u u b b b b  （3-18） 

将上面的两式相减知，误差传播的规律仍然为 * 0 *0 0( )k k k k kA A= − = − =e u u u u e ，与齐次方程、零边

界条件时的情形一样. 所以今后我们都只对齐次方程、零边界的情况进行稳定性分析即可.  
最后讨论收敛性. 先介绍一个引理.  
引理 3.1.1  设 , 0 ,0k

iv i m k n≤ ≤ ≤ ≤ 是相应于二维区域 Ω 的等距网格剖分上的网格函数，且满

足以下差分方程： 

 

1
1 1

2

0
0

2 ( , ),   1 1,   0 1,
 

0,   0 ;     0,   1 .

k k k k k
i i i i i

i k

k k
i m

v v v v va g x t i m k n
h

v i m v v k n
τ

+
+ −⎧ − − +

− = − −⎪
⎨
⎪ = = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

 （3-19） 

其中，函数 g 在网格节点 ( , ), 1 1,   0 1i kx t i m k n− −≤ ≤ ≤ ≤ 有意义，则当稳定性条件式（3-15）成立

时，就有   

 
1

0 1 1
0

|| || max | | max | ( , ) |,    1 .
k

k k
i i ji m i m

j

v v g x t k nτ
−

−
=

= ∑∞ ≤≤ ≤≤
≤ ≤ ≤:  （3-20） 

证明：由式（3-19）第一式知： 
1

1 1(1 2 ) ( , ),    1 ,  0 1k k k k
i i i i i kv rv r v rv g x t i m k nτ+

− += + − + + −≤ ≤ ≤ ≤  

利用式（3-15）就有 
1

1 1

1 1

1 1

| | | | (1 2 ) | | | | | ( , ) |

        || || (1 2 ) || || || || max | ( , ) |

        || || max | ( , ) |,     1 1,   0 1

k k k k
i i i i i k

k k k
i ki m

k
i ki m

v r v r v r v g x t

r v r v r v g x t

v g x t i m k n

τ

τ

τ

+
− +

−

−

+ − + +

+ − + +

+ − −

∞ ∞ ∞ ≤≤

∞ ≤≤

≤

≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 

再由式（3-19）第二式，显然上式对 0i = 和 i m= 也都成立. 于是， 
1

1 1
|| || || || max | ( , ) |,     0 1k k

i ki m
v v g x t k nτ+

−
+ −

∞ ∞ ≤≤
≤ ≤ ≤  

对上式递推可得      1 0

1 1
0

|| || || || max | ( , ) |,     0 1
k

k
i ji m

j

v v g x t k nτ+

−
=

+ −∑∞ ∞ ≤≤
≤ ≤ ≤  

也就是               
1

0

1 1
0

|| || || || max | ( , ) |,     1
k

k
i ji m

j

v v g x t k nτ
−

−
=

+ ∑∞ ∞ ≤≤
≤ ≤ ≤  

由于 0|| || 0v =
∞

，引理得证.  

定理 3.1.5  对于抛物型方程初边值问题式（3-1），若 ( , )u x t 在Ω上满足
2 4

2 4( , )

( , ) ( , )max ,
x t

u x t u x t
t xΩ∈

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪
⎨ ⎬

∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭
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有界，则向前欧拉格式的式（3-7）在稳定性条件式（3-15）成立的前提下是收敛的，且 

 2

0
max | | ( ),    1k

ii m
e O h k nτ= +

≤≤
≤ ≤  （3-21） 

其中 ( , )k k
i i i ke u u x t= − .  

证明：将式（3-6）第一式减去式（3-5）可得 

 
1

21 1
2

2 ( ),    1 1,   0 1
k k k k k
i i i i ie e e e ea C h i m k n

h
τ

τ

+
+ −− − +

− = + − −≤ ≤ ≤ ≤  （3-22） 

再由式（3-6）及式（3-2）对应的第二式、第三式得 
0

00,   0 ;     0,   1 .k k
i me i m e e k n= = =≤ ≤ ≤ ≤  

以上说明网格函数 k
ie  满足差分方程（3-19），再加上稳定性条件，由引理 3.1.1 就有 

1
2 2

1 1
0

2 2
1

|| || max | ( ) | ( )

( ) ( )

k
k

i m
j

e C h k C h

CT h C h

τ τ τ τ

τ τ

−

−
=

+ ⋅ +

= + = +

∑∞ ≤≤
≤ ≤

 

从而当 , 0hτ → 时， 0ke → ，即向前欧拉格式的式（3-7）收敛，定理证毕.  
从定理 3.1.5 的证明可以看出，在稳定性条件和相容性要求（相容性本质上考察的是差分方程能

否代表原微分方程，即当时间、空间步长趋于零时，局部截断误差趋于零）下就有收敛的结论. 事实

上，关于差分格式的相容性、稳定性和收敛性，有下面著名的 Lax 等价定理.  
定理 3.1.6[3]  给定一个适定的（解存在唯一且连续地依赖于初边值条件）线性定解问题，若给出

的差分格式是相容的，则差分格式的稳定性等价于收敛性.  
Lax 等价定理说明要保持数值格式收敛，只需保证稳定性和相容性，相容性就是通过局部截断误

差来考察的. 而在前面建立差分格式的时候已经知道局部截断误差为 2( )O hτ + ，显然当 , 0hτ → 时相

容，所以要使得向前欧拉格式收敛，只要其满足稳定性条件 2
1
2

ar
h
τ

= ≤ 即可. 综上，在满足
1
2

r ≤ 的前

提下，可以保证当 ,   0h τ → 时，数值解收敛到精确解.  

三、数值算例 

例 3.1.1  用向前欧拉格式计算抛物型方程初边值问题： 
2

2

3

e 6 ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) 1 e ,     0 1.

t

t

u u x x x t
t x

u x x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ = +⎪
⎪ = = + <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 2( , ) ( e )tu x t x x= + . 分别取 1 1
1 1,    
5 100

h τ= = ， 2 2
1 1,    
5 200

h τ= = ， 3 3
1 1,    

10 200
h τ= =

和 4 4
1 1,    

10 100
h τ= = . 分别列表输出节点 (0.4,0.2 ), 1,2, ,5i i = 处的数值结果、精确结果并给出误

差.  

解：在 4 种不同步长选择条件下分别有网比  1 2 3 4
1 1 1,    ,   ,   1
4 8 2

r r r r= = = = . 程序见

Egch3_sec1_01.c，计算结果列表如下（表 3-1～表 3-4）. 
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表 3-1  τ= = =1 1 1
1 1 1,   ,    
5 100 4

h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向前欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.552290 0.552561 2.7087e−4 

(0.4, 0.4) 0.660358 0.660730 3.7148e−4 

(0.4, 0.6) 0.792388 0.792848 4.5918e−4 

(0.4, 0.8) 0.953655 0.954216 5.6158e−4 

(0.4, 1.0) 1.150627 1.151313 6.8601e−4 

表 3-2  τ= = =2 2 2
1 1 1,    ,     
5 200 8

h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向前欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.552427 0.552561 1.3428e−4 

(0.4, 0.4) 0.660545 0.660730 1.8521e−4 

(0.4, 0.6) 0.792618 0.792848 2.2921e−4 

(0.4, 0.8) 0.953936 0.954216 2.8038e−4 

(0.4, 1.0) 1.150970 1.151313 3.4252e−4 

表 3-3  τ= = =3 3 3
1 1 1,    ,     

10 200 2
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向前欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.552426 0.552561 1.3555e−4 

(0.4, 0.4) 0.660544 0.660730 1.8589e−4 

(0.4, 0.6) 0.792618 0.792848 2.2978e−4 

(0.4, 0.8) 0.953935 0.954216 2.8102e−4 

(0.4, 1.0) 1.150969 1.151313 3.4329e−4 

表 3-4  τ= = =4 4 4
1 1,    ,     1

10 100
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向前欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) −283.280312 0.552561 2.8383e+2 

(0.4, 0.4) × 0.660730 × 

(0.4, 0.6) × 0.792848 × 

(0.4, 0.8) × 0.954216 × 

(0.4, 1.0) × 1.151313 × 

“×”表示数值异常，无效.  

从上面的表中可以看到，前三种步长的数值解都收敛到精确解，最后一种步长由于其网比不满足

稳定性条件，从而误差会以指数增长，导致最后结果失效. 此外，再进一步比较表 3-1 和表 3-2，在空

间步长不变的情况下，时间步长如果缩小一半，最后的误差结果减半. 再看表 3-2 和表 3-3，在时间步长

不变的情况下，空间步长如果缩小一半，最后的误差结果似乎没有太大的变化. 最后看表 3-1 和表 3-3，
时间步长和空间步长都缩小一半，最后的误差结果也只减了一半. 这些结果如何从理论上来说明呢？ 

事实上，由定理 3.1.5 的证明过程可知，严格地讲应该有 2
1 2|| ||ke C C hτ +

∞
≤ ，其中 

2 4

1 22 4( , ) ( , )

( , ) ( , )max ,   max
x t x t

u x t u x tC C
t xΩ Ω∈ ∈

∂ ∂
= =

∂ ∂
，也就是数值解与精确解的误差限为 2

1 2C C hτ + . 引起表 3-1 
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至表 3-3 这种数值结果的只有一个可能，就是由 1C τ 和 2
2C h 构成的误差限中，起主要作用的（也就

是主项）是 1C τ ！换言之， 1C τ 和 2
2C h 相比较，前者的数量级更高，从而后者可以忽略！这样才完

美地解释了：h 不变，τ 减半，则误差结果减半；τ 不变，h 减半，则误差结果无明显变化；h 和τ
同时减半，则误差结果也仅减半而已！具体到本例，可以直接计算出 1 2e,   0C C= = ！也就是说，

本例中设计数值格式的时候，关于二阶偏导的差分其实是精确的，引起误差的主要是一阶偏导的

近似.  
为了让大家进一步学会对数值结果的解读，我们再看一例.  
例 3.1.2  用向前欧拉格式计算抛物型方程初边值问题： 

2
2 2

2

4

( 12)e ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) e ,     0 1.

t

t

u u x x x t
t x

u x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 4( , ) etu x t x= . 分别取 1 1
1 1,    
5 100

h τ= = ， 2 2
1 1,    
5 200

h τ= = ， 3 3
1 1,    

10 200
h τ= = 和

4 4
1 1,    

10 100
h τ= = . 分别列表输出节点 (0.4,0.2 )   ( 1,2, ,5)i i = 处的数值结果、精确结果并给出误差.  

解：在 4 种不同步长选择条件下分别有网比 1 2 3 4
1 1 1,    ,   ,   1
4 8 2

r r r r= = = = . 在实际进行程序设计

输出结果之前，根据上例的经验，大家可以先从理论上倒过来分析一下，h 不变，τ 减半时误差结果

会怎样；τ 不变， h 减半，误差结果会怎样； h 和τ 同时减半，误差结果又会怎样？此外，网比是 1
的情况下结果会如何？请先把预测的结果写下来，然后再与程序输出的结果进行比较，看看自己的理

论分析到底对不对.  
事实上，在本例中可以直接计算出 

2 4

1 22 4( , ) ( , )

( , ) ( , )max e,   max 24
x t x t

u x t u x tC C
t xΩ Ω∈ ∈

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
. 

为了方便，误差限可以取成 23 24hτ + . 在前三种网格步长下，由于都满足稳定性条件，即 21
2

hτ ≤ ，

从而主项是 224h . 这样一来，可以预测：h 不变，τ 减半时误差结果无明显变化；τ 不变，h 减半，

误差结果减为原来的 1/4；h 和τ 同时减半，误差结果也减为原来的 1/4. 至于第 4 种网格步长，由于

不满足稳定性条件，误差会以指数增长，结果不收敛，数值结果无效. 在上述分析的基础上，编写程

序输出结果. 程序见 Egch3_sec1_02.c，计算结果列表如下（表 3-5～表 3-8）. 

表 3-5  τ= = =1 1 1
1 1 1,   ,    
5 100 4

h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向前欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.040609 0.031268 9.3407e−3 

(0.4, 0.4) 0.050885 0.038191 1.2695e−2 

(0.4, 0.6) 0.062324 0.046646 1.5678e−2 

(0.4, 0.8) 0.076146 0.056974 1.9172e−2 

(0.4, 1.0) 0.093008 0.069588 2.3420e−2 
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表 3-6  τ= = =2 2 2
1 1 1,    ,     
5 200 8

h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向前欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.040577 0.031268 9.3094e−3 

(0.4, 0.4) 0.050911 0.038191 1.2720e−2 

(0.4, 0.6) 0.062373 0.046646 1.5727e−2 

(0.4, 0.8) 0.076209 0.056974 1.9236e−2 

(0.4, 1.0) 0.093086 0.069588 2.3498e−2 

表 3-7  τ= = =3 3 3
1 1 1,    ,     

10 200 2
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向前欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.033593 0.031268 2.3250e−3 

(0.4, 0.4) 0.041350 0.038191 3.1591e−3 

(0.4, 0.6) 0.050548 0.046646 3.9015e−3 

(0.4, 0.8) 0.061745 0.056974 4.7710e−3 

(0.4, 1.0) 0.075416 0.069588 5.8281e−3 

表 3-8  τ= = =4 4 4
1 1,    ,     1

10 100
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向前欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 2469.449459 0.031268 2.4694e+3 

(0.4, 0.4) × 0.038191 × 

(0.4, 0.6) × 0.046646 × 

(0.4, 0.8) × 0.056974 × 

(0.4, 1.0) × 0.069588 × 

“×”表示数值异常，无效.  

从表中可见，理论分析预测与数值结果完全吻合. 至此，我们对算法及其结果的分析就会有更深

刻的认识.  

第二节  向后欧拉方法 

由于向前欧拉格式有稳定性条件要求网比 2
1
2

r a
h
τ

= ≤ ，从而使得在通常情况下时间步长必须比

空间步长小很多而不在同一个数量级，因此在用程序实现差分格式时必须要考虑步长的合理选取，从

这个角度来讲它不是一个很优的数值格式. 本节将要介绍的向后欧拉方法则是一种对时、空步长无限

制从而无条件稳定的隐差分格式.  

一、向后欧拉格式 

第一步，仿照向前欧拉格式，对问题式（3-1）的求解区域 Ω 作矩形网格剖分，得到网格节点

( , ), 0 ,    0i kx t i m k n≤ ≤ ≤ ≤ ，如图 3-1 所示.  

第二步，在网格节点建立节点处的离散方程，即 
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2

2
( , ) ( , )

0

0

( , ),    1 1,    0 ,

( , ) ( ), 0 ,
( , ) ( ), ( , ) ( ), 0 .

i k i k

i k
x t x t

i i

k k m k k

u ua f x t i m k n
t x

u x t x i m
u x t t u x t t k n

ϕ
α β

⎧∂ ∂
− = − <⎪

∂ ∂⎪
⎨

=⎪
⎪ = = <⎩

≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤

 （3-23）   

第三步，建立差分格式. 由式（1-28）对时间的一阶偏导数改用向后差商形式： 

 1 1

( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

i k

i k i k i k i k

x t

u x t u x t u x t u x tu
t t τ

− −− −∂
≈ =

∂ Δ
 （3-24） 

上式误差为 ( )O τ . 类似地，仍取二阶偏导数为中心差商形式的式（1-31）： 

 
2

1 1 1 1
2 2 2

( , )

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

i k

i k i k i k i k i k i k

x t

u x t u x t u x t u x t u x t u x tu
x x h

+ − + −− + − +∂
≈ =

∂ Δ
 （3-25） 

上式误差为 2( )O h . 把式（3-24）、式（3-25）代入式（3-23）第一式，就有 

 21 1 1
2

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( )i k i k i k i k i k
i k

u x t u x t u x t u x t u x ta f x t C h
h

τ
τ

− + −− − +
− = + +  （3-26） 

其中，
2 4

2 4( , )

( , ) ( , )max ,
x t

u x t u x tC
t xΩ∈

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

. 再用数值解 k
iu 近似代替精确解 ( , )i ku x t 并忽略高阶小项，即可

得向后欧拉格式： 

 

1
1 1

2

0

0

2
( , ) , 1 1, 1 ,

( ), 0 ,

( ), ( ), 1 .

k k k k k
i i i i i

i k

i i
k k

k m k

u u u u u
a f x t i m k n

h
u x i m

u t u t k n

τ
ϕ

α β

−
+ −⎧ − − +

− ⋅ = −⎪
⎪
⎨ =⎪
⎪ = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-27） 

易见此格式的局部截断误差也为 2( )O hτ + ，若仍记 2
ar
h
τ

= ，向后欧拉格式的式（3-27）可整理为 

 

1
1 1

0

0

(1 2 ) ( , ) , 1 1, 1 ,

( ),    0 ,

( ), ( ),      1

k k k k
i i i i i k

i i
k k

k m k

ru r u ru u f x t i m k n

u x i m

u t u t k n

τ

ϕ

α β

−
− +⎧− + + − = + −

⎪⎪ =⎨
⎪ = =⎪⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-28）  

第四步，差分格式的求解. 将式（3-28）写成矩阵形式： 
1

1 1
1 1

2 2
2

2 1
2 2

1 1
1 1

( , ) ( )1 2
( , )1 2 0

0 1 2 ( , )
1 2 ( , ) ( )

k
k kk

k
kk

k
m k

m m kk
m k

m m k k

u f x t r tr r u
u f x tr r r

u

ur r r u f x t
ur r u f x t r t

τ α

τ

τ

τ β

−

−

− −
− −

− −
− −

⎛ ⎞+ ++ −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ +− + − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− + − ⎜ ⎟ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠− +⎝ ⎠ + +⎝ ⎠

 （3-29） 

在每一个时间层上解线性方程组（3-29）就能得到该层上各节点的数值解. 所以实际计算时，在

每一个时间层都需要求解一个线性方程组，计算成本比较高. 而向前欧拉格式则可以单层单点直

接求解.  
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二、向后欧拉格式解的存在唯一性、稳定性和收敛性分析 

由于线性方程组（3-29）的系数矩阵是对角占优的，所以差分格式（3-29）唯一可解.  
再讨论稳定性. 此处只考虑齐次方程、零边界的情况，即 ( , ) 0,   ( ) ( ) 0f x t t tα β≡ = ≡ . 记 

 

( 1) ( 1)

1 2
1 2

1 2
1 2 m m

r r
r r r

A
r r r

r r − × −

+ −⎛ ⎞
⎜ ⎟− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 （3-30） 

则有 1k kA −=u u ，即 1 1k kA+ −=u u ，因此考察向后欧拉格式的稳定性，只需要考察矩阵 1A− 的特征值的

大小即可. 注意我们有以下结论：若λ 是矩阵 A 的特征值，则1/ λ 就是矩阵 1A− 的特征值. 显然，由定

理 3.1.4 知矩阵 A 的特征值为 ,
π1 2 2 cos , 1 1A i

ir r i m
m

λ = + − −≤ ≤ ，即 2
,

π1 4 sin
2A i
ir
m

λ = + ，显然

,1 1 4A i rλ +≤ ≤ ，从而
1 10 1

1 4 ir λ
<

+
≤ ≤ ，于是 1A− 的特征值

1

iλ
就满足 1( ) 1Aρ −

≤ . 换言之，无论 r 如

何选取，恒有 1( ) 1A Cρ τ− +≤ 成立. 注意到 A 是对称矩阵，从而 1A− 也是对称矩阵，由推论 3.1.1 知，

无论 r 的取值如何，也就是无论时间、空间步长如何选取，向后欧拉格式恒稳定，即该格式是无条件

稳定的，后面的数值解算例也证明了这一点.  
最后，由于向后欧拉格式的局部截断误差为 2( )O hτ + ，从而与原问题是相容的，且它又是无条件

稳定的，故由 Lax 等价定理 3.1.6 知数值解收敛到精确解，且    

 2

0 0
max | | max | ( , ) | ( ),    1k k

i i i ki m i m
e u u x t O h k nτ= − = +

≤≤ ≤≤
≤ ≤  （3-31） 

三、数值算例 

例 3.2.1  用向后欧拉格式计算抛物型方程初边值问题： 
2

2

3

e 6 ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) 1 e ,     0 1.

t

t

u u x x x t
t x

u x x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ = +⎪
⎪ = = + <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 2( , ) ( e )tu x t x x= + . 分别取 1 1
1 1,  
5 100

h τ= = , 2 2
1 1,  

10 100
h τ= = , 3 3

1 1,
10 200

h τ= =

和 4 4
1 1,  

10 10
h τ= = . 分别列表输出节点 (0.4,0.2 ), 1,2, ,5i i = 处的数值结果、精确结果并给出误差.  

解：在 4 种不同步长选择条件下分别有网比 1 2 3 4
1 1, 1, , 10
4 2

r r r r= = = = . 程序见Egch3_sec2_01.c，

计算结果列表如下（表 3-9～表 3-12）. 

表 3-9  τ= = =1 1 1
1 1 1, ,
5 100 4

h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.552823 0.552561 2.6193e−4 
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续表     

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.4) 0.661097 0.660730 3.6717e−4 
(0.4, 0.6) 0.793304 0.792848 4.5610e−4 
(0.4, 0.8) 0.954775 0.954216 5.5832e−4 
(0.4, 1.0) 1.151995 1.151313 6.8213e−4 

表 3-10  τ= = =2 2 2
1 1, , 1

10 100
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.552825 0.552561 2.6437e−4 
(0.4, 0.4) 0.661098 0.660730 3.6859e−4 
(0.4, 0.6) 0.793305 0.792848 4.5727e−4 
(0.4, 0.8) 0.954776 0.954216 5.5960e−4 
(0.4, 1.0) 1.151996 1.151313 6.8366e−4 

表 3-11  τ= = =3 3 3
1 1 1, ,

10 200 2
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.552694 0.552561 1.3328e−4 
(0.4, 0.4) 0.660915 0.660730 1.8483e−4 
(0.4, 0.6) 0.793077 0.792848 2.2902e−4 
(0.4, 0.8) 0.954497 0.954216 2.8021e−4 
(0.4, 1.0) 1.151655 1.151313 3.4232e−4 

表 3-12  τ= = =4 4 4
1 1, , 10

10 10
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.554876 0.552561 2.3146e−3 
(0.4, 0.4) 0.664212 0.660730 3.4821e−3 
(0.4, 0.6) 0.797270 0.792848 4.4230e−3 
(0.4, 0.8) 0.959662 0.954216 5.4457e−3 
(0.4, 1.0) 1.157975 1.151313 6.6625e−3 

从上面的表中可以看到，无论时间、空间步长如何选取，数值解都收敛到精确解，即使网比很大的时

候也是如此. 下面再进一步讨论其中的数据. 我们知道向后欧拉方法有误差估计式（3-31），更确切地是     

2
1 20

max | | ,    1k
ii m

e C C h k nτ +
≤≤

≤ ≤ ≤  且
2 4

1 22 4( , ) ( , )

( , ) ( , )max ,   max
x t x t

u x t u x tC C
t xΩ Ω∈ ∈

∂ ∂
= =

∂ ∂
. 

而在本例中由于 1 2e,   0C C= = . 故进一步比较表 3-9 和表 3-10，在时间步长不变的情况下，空间步长

如果缩小一半，最后的误差结果似乎没有太大的变化. 再看表 3-10 和表 3-11，在空间步长不变的情况

下，时间步长如果缩小一半，最后的误差结果减半. 最后的表 3-12 说明网比很大情况下数值解仍然收

敛. 以上数据与理论相吻合.  
在上例中，由于 2 0C = ，因此误差主要来自于对时间的一阶偏导数近似，所以从上述表中的数据

可以看出其中的规律. 接下来提一个问题，如果不存在这种 2 0C = 或者 1 0C = 的“退化”现象，那么

数据还应该有什么规律呢？ 我们再看一例非“退化”的问题.  
例 3.2.2  用向后欧拉格式计算抛物型方程初边值问题： 
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2
2 2

2

4

( 12)e ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) e ,     0 1

t

t

u u x x x t
t x

u x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 4( , ) etu x t x= . 分别取 1 1
1 1,
5 100

h τ= = , 2 2
1 1,

10 100
h τ= = , 3 3

1 1,
10 200

h τ= = , 

4 4
1 1,

10 100
h τ= = 以及 5 5

1 1,
20 10

h τ= = 和 6 6
1 1,
20 20

h τ= = . 分别列表输出节点 (0.4,0.2 )i ，i = 1,2,…,5

处的数值结果、精确结果并给出误差.  
解：在以上 6 种不同步长条件下分别有网比： 

1 2 3 4 5 6
1 1,    1,   ,   10,    40,    20
4 2

r r r r r r= = = = = = . 

为了初步分析数据结果，在本例中可以先直接计算出 
2 4

1 22 4( , ) ( , )

( , ) ( , )max e,   max 24
x t x t

u x t u x tC C
t xΩ Ω∈ ∈

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
. 

为了方便，误差限可以取成 23 24hτ + . 在前 3 种步长下（见表 3-13 至表 3-15），由于h 和τ 相差比较

大，不在同一数量级，所以可以看出误差估计 2

0
max | | 3 24k

ii m
e hτ +

≤≤
≤ 中起主要作用的是 224h ，从而可

以预测：τ 不变，h 减半，误差结果减为原来的 1/4；h 不变，τ 减半时误差结果无明显变化. 但对于

后 3 种步长（见表 3-16 至表 3-18），由于数值格式是无条件稳定的，所以数值解仍会收敛于精确解，

但上述数据结果预测将发生改变，不再呈现减半或 1/4 的规律，因为此时h 和τ 相差不大，在同一数

量级，误差估计 2

0
max | | 3 24k

ii m
e hτ +

≤≤
≤ 中 23   24hτ 、 都将起到一定的作用，这时就不太好确定数据的规

律了. 在更一般的情形下，误差本质上是 1cτ 占 2
2c h 的整体“博弈”，需要综合考虑 1 2, ,   , C C hτ 的具体

数值大小. 本例程序见 Egch3_sec2_02.c，计算结果列表如下（表 3-13～表 3-18）. 

表 3-13  τ= = =1 1 1
1 1 1, ,
5 100 4

h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.040486 0.031268 9.2185e−3 

(0.4, 0.4) 0.050982 0.038191 1.2791e−2 

(0.4, 0.6) 0.062516 0.046646 1.5870e−2 

(0.4, 0.8) 0.076397 0.056974 1.9424e−2 

(0.4, 1.0) 0.093319 0.069588 2.3731e−2 

表 3-14  τ= = =2 2 2
1 1, , 1

10 100
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.033638 0.031268 2.3696e−3 

(0.4, 0.4) 0.041464 0.038191 3.2737e−3 

(0.4, 0.6) 0.050703 0.046646 4.0572e−3 

(0.4, 0.8) 0.061938 0.056974 4.9645e−3 

(0.4, 1.0) 0.075653 0.069588 6.0650e−3 
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表 3-15  τ= = =3 3 3
1 1 1, ,

10 200 2
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.033623 0.031268 2.3550e−3 

(0.4, 0.4) 0.041427 0.038191 3.2359e−3 

(0.4, 0.6) 0.050652 0.046646 4.0055e−3 

(0.4, 0.8) 0.061874 0.056974 4.9002e−3 

(0.4, 1.0) 0.075574 0.069588 5.9863e−3 

表 3-16  τ= = =4 4 4
1 1, , 10

10 10
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.033864 0.031268 2.5956e−3 

(0.4, 0.4) 0.042084 0.038191 3.8936e−3 

(0.4, 0.6) 0.051589 0.046646 4.9424e−3 

(0.4, 0.8) 0.063058 0.056974 6.0844e−3 

(0.4, 1.0) 0.077032 0.069588 7.4437e−3 

表 3-17  τ= = =5 5 5
1 1, , 40

20 10
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.032303 0.031268 1.0351e−3 

(0.4, 0.4) 0.039767 0.038191 1.5764e−3 

(0.4, 0.6) 0.048653 0.046646 2.0065e−3 

(0.4, 0.8) 0.059445 0.056974 2.4713e−3 

(0.4, 1.0) 0.072612 0.069588 3.0237e−3 

表 3-18  τ= = =5 5 5
1 1, , 20

20 20
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  向后欧拉方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.032097 0.031268 8.2882e−4 

(0.4, 0.4) 0.039394 0.038191 1.2035e−3 

(0.4, 0.6) 0.048155 0.046646 1.5087e−3 

(0.4, 0.8) 0.058824 0.056974 1.8505e−3 

(0.4, 1.0) 0.071850 0.069588 2.2618e−3 

第三节  Crank-Nicolson 方法 

在抛物型偏微分方程初边值问题式（3-1）的数值求解方法中，相比较而言，向前欧拉方法计算简

单、直接，但一个明显的缺点就是稳定性差，只有在时间、空间步长的合理选取之下才能保证数值解

的收敛性. 而向后欧拉方法则弥补了这个缺点，不需要考虑时间、空间步长的选取，但付出的代价是

在每个时间层上都要求解一个线性方程组，计算量会加大. 而且不管是向前欧拉方法还是向后欧拉方

法，在收敛的情况下误差估计为 
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2
1 20

max | ( , ) | ,    1 ,k
i i ki m

u u x t C C h k nτ− +
≤≤

≤ ≤ ≤  
2 4

1 22 4( , ) ( , )

( , ) ( , )max , max .
x t x t

u x t u x tC C
t xΩ Ω∈ ∈

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

前两小节的数值算例也显示，通过同时将时间、空间步长减半，对误差的影响有可能是有效地减半甚

至减为原来误差的 1/4，这主要是因为关于时间和空间的误差不同阶（关于时间是一阶的，关于空间是

二阶的）. 在不计算甚至不知道 1C 和 2C 的情况下，我们无法准确地预测出误差的变化效果，因此我们

期待一个更优的数值效果，希望达到将时间、空间步长同时减半之后，误差能有效地减为原来误差的

1/4 而不是减半. 换言之，我们需要将关于时间的误差阶提高到二阶，以实现 
2 4

2 2
2 40 ( , )

( , ) ( , )max | ( , ) | ( ),    1 ,   max , .k
i i ki m x t

u x t u x tu u x t C h k n C
t xΩ

τ
∈

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪− + = ⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭≤≤

≤ ≤ ≤  

则当τ 和h 都减半时误差将减为原来误差的 1/4，这样收敛速度就快些. 事实上这样的目标是不难实现

的，也就自然引导我们在设计数值格式的时候，对时间的一阶偏导数采用二阶中心差商即可. 经过上

述分析以后，就可以着手对问题式（3-1）建立差分格式了.  

一、理查德森差分格式 

第一步，对 { }( , ) | 0 1,0x t x t TΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ 作矩形网格剖分，得到 ( 1)( 1)m n+ + 个网格节点

( , ), 0 , 0i kx t i m k n≤ ≤ ≤ ≤ ，其中时间、空间步长分别为 1/ , /h m T nτ= = .  

第二步，在网格节点建立节点离散方程，本质上是将在Ω 内处处成立的微分方程弱化为在节点上

处处成立的离散方程，即 

 

2

2
( , ) ( , )

0

0

( , ),    1 1,    0 ,

( , ) ( ), 0 ,
( , ) ( ), ( , ) ( ), 0 .

i k i k

i k
x t x t

i i

k k m k k

u ua f x t i m k n
t x

u x t x i m
u x t t u x t t k n

ϕ
α β

⎧∂ ∂
− = − <⎪

∂ ∂⎪
⎨

=⎪
⎪ = = <⎩

≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤

 （3-32） 

第三步，建立差分格式. 由式（1-30）得到关于时间的一阶偏导数的中心差商形式： 

 1 1 1 1

( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 2

i k

i k i k i k i k

x t

u x t u x t u x t u x tu
t t τ

+ − + −− −∂
≈ =

∂ Δ
 （3-33） 

上式误差为 2( )O τ . 类似地，还有 

 
2

1 1 1 1
2 2 2

( , )

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

i k

i k i k i k i k i k i k

x t

u x t u x t u x t u x t u x t u x tu
x x h

+ − + −− + − +∂
≈ =

∂ Δ
 （3-34） 

上式误差为 2( )O h . 将式（3-33）和式（3-34）代入式（3-32）第一式，则有 

 2 21 1 1 1
2

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( )
2

i k i k i k i k i k
i k

u x t u x t u x t u x t u x ta f x t C h
h

τ
τ

+ − + −− − +
− = + +  （3-35） 

其中，
3 4

3 4( , )

( , ) ( , )max ,
x t

u x t u x tC
t xΩ∈

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

. 再用数值解 k
iu 近似代替精确解 ( , )i ku x t 并忽略高阶小项，即可

得理查德森格式： 

 

1 1
1 1

2

0

0

2 ( , ) , 1 1, 0 1,
2

( ), 0 ,

( ), ( ), 1 .

k k k k k
i i i i i

i k

i i
k k

k m k

u u u u ua f x t i m k n
h

u x i m

u t u t k n

τ
ϕ

α β

+ −
+ −⎧ − − +

− ⋅ = − −⎪
⎪
⎨ =⎪
⎪ = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-36） 
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易见此格式的局部截断误差为 2 2( )O hτ + . 经过整理，理查德森格式为 

 

1 1
1 1

0

0

2 ( 2 ) 2 ( , ) , 1 1,  1 1,

( ), 0 ,

( ), ( ), 1 .

k k k k k
i i i i i i k

i i
k k

k m k

u r u u u u f x t i m k n

u x i m

u t u t k n

τ

ϕ

α β

+ −
− +⎧ = − + + + − −

⎪⎪ =⎨
⎪ = =⎪⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-37） 

其中网比 2
ar
h
τ

= .  

第四步，差分格式的求解. 由式（3-37）知，在计算第 1k + 层上的值时要用到前两层的信息，所

以信息不够. 因为计算第 2 层上的值要用第 1 层和第 0 层的信息，第 0 层信息已知，但如何获取第 1
层上的信息呢？ 注意到由泰勒公式知，存在 0 1( ,  )i t tη ∈ 使得 

( )

2 2

1 0 0 2

2 2 2

0 0 02 2

2 2

0 0 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

( , ) ( ) ( , ) ( , )
2

i i i i i

i i i i i

i i i i i

u uu x t u x t x t x
t t

u uu x t a x t f x t x
x t

uu x t a x f x t x
t

ττ η

ττ η

ττ ϕ η

∂ ∂
= + +

∂ ∂
⎛ ⎞∂ ∂

= + + +⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

∂′′= + + +
∂

 

这里用到了式（3-1）. 于是第 1 层上内部节点的信息可取成 

 ( )1 0
0( ) ( , ) ,     1 1i i i iu u a x f x t i mτ ϕ′′= + + −≤ ≤  （3-38） 

来进行计算. 也就是说，由式（3-37）第二式知第 0 层上的初始信息 0 ,   0iu i m≤ ≤ ，再利用式（3-38）

计算出第 1 层上的内节点信息 1, 1 1iu i m −≤ ≤ ，加上边界条件式（3-37）第三式中 1
0u 和 1

mu 已知，则第

1 层上所有 1
iu （0 i m≤ ≤ ）的信息也就获得了. 然后通过式（3-37）中第一式计算出第 2 层上内节点

的信息，再结合边界条件，得到第 2 层上所有节点的信息，如此继续算下去（见图 3-3），可得到所有

网格点信息，即所有网格点的数值解.  

 
图 3-3  理查德森格式的时间层进图 

至此，我们已经完整地建立起了计算式（3-1）的理查德森格式了，这是一个显格式，计算简单. 那
么实际效果如何呢？达到二阶的收敛精度了吗？下面不妨一起来看一个数值算例.  

例 3.3.1  用理查德森格式计算抛物型方程初边值问题： 
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2

2

3

e 6 ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) 1 e ,     0 1

t

t

u u x x x t
t x

u x x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ = +⎪
⎪ = = + <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 2( , ) ( e )tu x t x x= + . 取 1 1,  
5 100

h τ= = ，列表输出节点 (0.4,0.02 ),   1,2, ,12i i = 处的数

值结果、精确结果并给出误差.  
解：程序见 Egch3_sec3_01.c，计算结果列表如下（见表 3-19）. 

表 3-19  理查德森格式的计算结果 

节点 (0.4,0.02 )i  Richardson 方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.02) 0.472080 0.472081 1.3467e-7 

(0.4, 0.04) 0.480330 0.480324 5.9988e-6 

(0.4, 0.06) 0.488802 0.488735 6.6916e-5 

(0.4, 0.08) 0.497798 0.497315 4.8303e-4 

(0.4, 0.10) 0.509013 0.506068 2.9446e-3 

(0.4, 0.12) 0.531562 0.514999 1.6564e-2 

(0.4, 0.14) 0.613462 0.524110 8.9353e-2 

(0.4, 0.16) 1.004319 0.533404 4.7091e-1 

(0.4, 0.18) 2.991002 0.542887 2.4481e+0 

(0.4, 0.20) 13.173000 0.552561 1.2620e+1 

(0.4, 0.22) 65.277751 0.562431 6.4715e+1 

(0.4, 0.24) 331.280123 0.572500 3.3071e+2 

从表 3-19 可以看出，随着时间层数的增加，数值解与精确解的误差越来越大，尽管表格只显示到

时间 0.24t = ，误差已经非常大了，数值解已经完全不可信了. 注意到理查德森格式的局部截断误差为
2 2( )O hτ + ，与原方程是相容的，即使如此，导致当前数值解不收敛的正是稳定性，事实上，理查德

森格式是一个完全不稳定的格式. 以下给出具体分析.  
将式（3-37）写成矩阵形式即为 

1 1
1 1 11

1
2 2 2 2

1
22 2

1 21 1

2 1
( , ) 2 ( )

1 2 1 0
( , )

2 2
( , )

0 1 2 1
( , ) 2 ( )

1 2

k k k
k k

k k
k

k k
m km m

k k m k km m

u u uf x t r t
u u f x t u

r
f x tu u

f x t r tu u

α

τ

β

+ −

+

+
−− −

+ −− −

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎝ ⎠

1

1
2
1
1

k

k
m
k
m

u

u

−

−
−
−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

只需要对齐次方程、零边界条件进行稳定性讨论. 这时有 

 

1 1
1 1 1

1 1
2 2 2

1 1
2 2 2
1 1
1 1 1

2 1
1 2 1 0

2

0 1 2 1
1 2

k k k

k k k

k k k
m m m
k k k
m m m

u u u

u u u
r

u u u

u u u

+ −

+ −

+ −
− − −
+ −
− − −

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎝ ⎠

 （3-39） 
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即  1 1k k kA+ −= +u u u ，   （3-40） 

其中，    

2 1
1 2 1 0

2

0 1 2 1
1 2

A r

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

. （3-41） 

注意到，式（3-40）不是一个 1k kA+ =u u 形式的二层格式，从而相应于二层格式的稳定性判别的充要

条件（定理 3.1.1、定理 3.1.3 等）此处不再适用. 于是一个基本的想法就是把上面的三层格式式（3-40）

写成二层格式. 事实上，引入中间变量 1k k−=v u ，则式（3-40）可以写成
1

1

k k k

k k

A+

+

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩

u u v

v u
，若记

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

u
w

v
，

则有 

 1

0
k k kA I

B
I

+ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
w w w:  （3-42） 

其中，I 是一个 1m − 阶单位矩阵，0 是一个 1m − 阶零矩阵. 显然，差分格式式（3-42）的稳定性等价

于式（3-40）的稳定性，故只需要讨论二层格式 1k kB+ =w w 式（3-42）的稳定性即可. 设矩阵 A 的其

中一个特征值为 Aλ ，对应的特征向量为 x，则显然有 

 
1

0 1 0
AA I

I
λ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

x x
y y

 （3-43） 

其中， y为任意一个 1m − 维向量. 现在假设常数μ 满足 

 
1

1 0
Aλ

μ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x x
y y

 （3-44） 

即 
1 1 0

1 0 0 1
Aλ

μ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

x
y

0
0

 （3-45） 

由于 x 为特征向量，从而不是零向量，于是线性方程组（3-45）有非零解，从而系数矩阵的行列式只

能为零，也就是 
1

0
1

Aλ μ
μ

−
=

−
 

解出 
24

2
A Aλ λ

μ
± +

=  （3-46） 

联合式（3-43）和式（3-44）知，μ 是矩阵 B 的特征值，因此，式（3-42）的稳定性取决于μ 值的大

小. 又由定理 3.1.4 知，A 的特征值为 

 2
,

π π4 2 2 cos 8 sin ,    1 1
2A i

i ir r r i m
m m

λ = − + ⋅ = − −≤ ≤  （3-47） 

于是，2( 1)m − 阶矩阵 B 的特征值为 
2

, , 2 2 4
,

4 π π4 sin 1 16 sin ,    1 1
2 2 2

A i A i
B i

i ir r i m
m m

λ λ
λ

± +
= = − ± + −≤ ≤  
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由推论 3.1.1 知差分格式 1k kB+ =w w 稳定性的充要条件是存在常数 0C > ，使得 ( ) 1B Cρ τ+≤ ，即 

2 2 4π π4 sin 1 16 sin 1i ir r C
m m

τ+ + +≤ ，而这样的常数 0C > 并不存在，所以数值格式式（3-42）不稳定，

从而导致式（3-40）也不稳定，最终数值格式不收敛.  
综上，无论网比 r 如何取值，上述理查德森格式都不稳定，也就是理查德森格式是一个完全不稳

定的数值方法，从而数值解不收敛.  
从上面的分析及数值算例的直接结果可以发现，有时设计数值格式不像想象中的那么难，甚至是

“水到渠成”的，但最后的数值结果未必如我们想象中的完美，有时结果是完全有悖于初衷的，所以在

对微分方程进行数值计算时，两手都要硬，也就是既要能熟练编写程序，也要能对程序运行后的结果

进行严密的理论分析，这样才有助于我们今后在微分方程数值计算领域系统地研究更复杂的问题.  
通过对理查德森格式的分析，似乎完美的路径已经被残酷的现实所阻隔，其间的障碍在哪里？有

什么办法可以突破？其实理查德森格式的完全不稳定性或多或少可以归结于这是一个三层格式，而不是

像向前欧拉格式或者向后欧拉格式一样为二层格式. 接下来要学习的是一个非常重要的数值格式——

Crank-Nicolson 格式，这是一个二阶无条件稳定的数值格式，其成功的一个至关重要的想法就是将原

方程弱化，使之在相邻时间层网格节点的中点处成立，而不是在网格节点处成立.  

二、Crank-Nicolson 差分格式 
第一步，仍然对 { }( , ) | 0 1,0x t x t TΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ 作矩形网格剖分，得网格节点 ( , ), 0 ,i kx t i m≤ ≤  

0 k n≤ ≤ ，其中时间、空间步长分别为 1/ , /h m T nτ= = .  

第二步，记 1
2 1

1 ( )
2 k kkt t t ++ = + ，考虑弱化的离散虚拟点 1

2
( , )i kx t + 处的微分方程，则有 

 

1
2

1 1
2 2

2

2
( , ) ( , )

0

0

( , ),   1 1,   0 1,

( , ) ( ) , 0 ,
( , ) ( ), ( , ) ( ), 0 .

i ik k

i k
x t x t

i i

k k m k k

u ua f x t i m k n
t x

x t x i m
u x t t u x t t k n

ϕ
α β

+ +

+

⎧∂ ∂
− = − −⎪

∂ ∂⎪
⎨
⎪ =
⎪

= = <⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤

 （3-48） 

第三步，建立差分格式. 仍然采用时间的一阶偏导数的中心差商形式（1-30），则有 

 
1
2

1 1

( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

i k

i k i k i k i k

x t

u x t u x t u x t u x tu
t t τ

+

+ +− −∂
≈ =

∂ Δ
 （3-49） 

误差为 2( )O τ . 显然，通过在虚拟点 1
2

( , )i kx t + 处用中心差商来近似一阶导数，在时间层上可修改

Richardson 三层格式为二层格式. 接下来要处理虚拟点处关于空间的二阶偏导数. 由式（1-17）易得  

 
1 1
2

2 2 2

2 2 2
( , ) ( , ) ( , )

1
2

i i k i kk
x t x t x t

u u u
x x x

++

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟≈ +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 （3-50） 

误差为 2( )O τ . 再对

1

2 2

2 2
( , ) ( , )

,   
i k i kx t x t

u u
x x

+

∂ ∂
∂ ∂

分别用二阶中心差商式（1-31）就有 

2
1 1

2 2
( , )

( , ) 2 ( , ) ( , ) ,
i k

i k i k i k

x t

u x t u x t u x tu
x h

− +− +∂
≈

∂
 

和 
1

2
1 1 1 1 1

2 2
( , )

( , ) 2 ( , ) ( , )

i k

i k i k i k

x t

u x t u x t u x tu
x h

+

− + + + +− +∂
≈

∂
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误差均为 2( )O h . 将上面两式代入式（3-50）得 

( )
1
2

2

1 1 1 1 1 1 12 2
( , )

1 ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
2

i k

i k i k i k i k i k i k
x t

u u x t u x t u x t u x t u x t u x t
x h

+

− + − + + + +
∂

≈ − + + − +
∂

 （3-51） 

误差为 2 2( )O hτ + . 最后将式（3-49）和式（3-51）一起代入式（3-48）第一式，则有 

1
2

1
1 12

2 2
1 1 1 1 1

( , ) ( , ) [ ( , ) 2 ( , ) ( , )
2

( , ) 2 ( , ) ( , )] ( , ) ( )

i k i k
i k i k i k

i k i k i k i k

u x t u x t a u x t u x t u x t
h

u x t u x t u x t f x t O h
τ

τ

+
− +

− + + + + +

−
− − + +

− + = + +
 

于是用数值解 k
iu 代替精确解 ( , )i ku x t ，并忽略高阶小项可得 Crank-Nicolson 差分格式： 

 

1
2

1
1 1 1

1 1 1 12

0

0

( 2 2 ) ( , ),
2

0 1, 1 1,

( ), 0 ,

( ), ( ), 1 .

k k
k k k k k ki i
i i i i i i i k

i i
k k

k m k

u u a u u u u u u f x t
h

k n i m

u x i m

u t u t k n

τ

ϕ

α β

+
+ + +

− + − + +

⎧ −
− − + + − + =⎪

⎪
⎪ − −⎨
⎪ =⎪
⎪ = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-52） 

易见，此格式的局部截断误差为 2 2( )O hτ + ，从而与原方程相容. 整理上述格式，可得 

1
2

1 1 1 1
1 1 1 1( 2 2 ) ( , )

2
k k k k k k k k
i i i i i i i i i k

ru u u u u u u u f x tτ+ + + +
− + − + +− − − + + − + =  

即    

 1
2

1 1 1
1 1 1 1(1 ) (1 ) ( , )

2 2 2 2
k k k k k k
i i i i i i i k

r r r ru r u u u r u u f x tτ+ + +
− + − + +− + + − = + − + +  （3-53） 

其中， 2/r a hτ= ，1 1, 0 1i m k n− −≤ ≤ ≤ ≤ .                   

第四步，差分格式的求解. 式（3-53）写成矩阵形式即为 
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m

rr
ur rr u

r r ur
u

r r

rr
f x tur rr u

r r ur
u

r r

τ

+

+

+
−
+
−

−

−

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

− + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟−⎜ ⎟

⎝ ⎠

1
2

1
2

1
2

1
2

1
0 0

2

2

1
1

) ( )
2

( , )

( , )

( , ) ( )
2

k k

k

m k

k k
m m mk

r u u

f x t

f x t

rf x t u u

τ

τ

τ

+
+

+

− +

+
− +

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 0 1.k n −≤ ≤  （3-54） 
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且 0 ( ), 0i iu x i mϕ= ≤ ≤ 及 0 ( ), ( ), 1 .k k
k m ku t u t k nα β= = ≤ ≤  （3-55） 

可以利用追赶法求解（3-54）.  

三、Crank-Nicolson 格式解的存在唯一性、稳定性和收敛性分析 

由于线性方程组（3-54）的系数矩阵是对角占优的，所以 Crank-Nicolson 格式唯一可解.  
接下来考察差分格式式（3-54）的稳定性.  
设 

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

1 0
2

1
2 2

,   

0 1
2 2

1
2

1 0
2

1
2 2

0 1
2 2

1
2

m m

m m

rr

r rr

A
r rr

r r

rr

r rr

B
r rr

r r

− × −

− × −

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟

− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

在齐次方程、零边界的条件下，式（3-54）就成为 1k kA B+ =u u . 即 1 1k kA B+ −=u u ，数值格式的稳

定性只需要考察矩阵 1A B− 的特征值的大小. 由式（3-13）首先得 A 的特征值 ,
π1 cosA i

ir r
m

λ = + − =  

π1 1 cos ir
m

⎛ ⎞+ =−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 π1 2 sin
2
ir
m

+ ，1 1i m −≤ ≤ . B 的特征值 ,
π π1 cos 1 1 cosB i

i ir r r
m m

λ ⎛ ⎞= − + = − =−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 π1 2 sin ,
2
ir
m

−  1 1i m −≤ ≤ ，故 1A B− 的特征值为

2

,

2,

π1 2 sin
2
π1 2 sin

2

B i
i

A i

ir
m

ir
m

λ
λ

λ

−
= =

+
. 注意到对任意网比r ，都有 

2 2 2π π π1 2 sin 1 2 sin 1 2 sin
2 2 2
i i ir r r
m m m

− − − +≤ ≤  

即 2 2π π1 2 sin 1 2 sin
2 2
i ir r
m m

− +≤ ，从而

2

2

π1 2 sin
2| | 1π1 2 sin
2

i

ir
m

ir
m

λ
−

=
+

≤  恒成立，从而 1( ) 1A B Cρ τ− +≤ 恒成

立，而显然矩阵 1A B− 对称，故由推论 3.1.1 知 Crank-Nicolson 格式是个无条件稳定的数值格式.  
这样，Crank-Nicolson 格式与原方程相容，且无条件稳定，所以这个数值格式是收敛的，且关于
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时间和空间都是二阶精度的，即有 

 2 2

0
max | ( , ) | ( ),    1 ,k

i i ki m
u u x t C h k nτ− +

≤≤
≤ ≤ ≤  

3 4

3 4( , )

( , ) ( , )max ,
x t

u x t u x tC
t xΩ∈

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

 （3-56） 

从而当时间、空间步长同时减半时，数值解的误差将有效地减为原来误差的 1/4.  

四、数值算例 

例 3.3.2  用 Crank-Nicolson 格式计算抛物型方程初边值问题： 
2

2

3

e 6 ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) 1 e ,     0 1

t

t

u u x x x t
t x

u x x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ = +⎪
⎪ = = + <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 2( , ) ( e )tu x t x x= + . 分别取 1 1
1 1, ,
5 10

h τ= = 2 2
1 1,

10 20
h τ= = 和 3 3

1 1,
20 40

h τ= = ，列

表输出节点 (0.4,0.2 ), 1,2, ,5i i = 处的数值结果、精确结果并给出误差.  

解：程序见 Egch3_sec3_02.c，计算结果列表如下（表 3-20～表 3-22）. 

表 3-20  τ= = =1 1 1
1 1 5, ,
5 10 2

h r  

节点 (0.4,0.2 )i  Crank-Nicolson 方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.552538 0.552561 2.2871e−5 

(0.4, 0.4) 0.660699 0.660730 3.0898e−5 

(0.4, 0.6) 0.792809 0.792848 3.8122e−5 

(0.4, 0.8) 0.954170 0.954216 4.6615e−5 

(0.4, 1.0) 1.151256 1.151313 5.6945e−5 

表 3-21  τ= = =2 2 2
1 1, , 5

10 20
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  Crank-Nicolson 方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.552555 0.552561 5.6277e−6 

(0.4, 0.4) 0.660722 0.660730 7.7307e−6 

(0.4, 0.6) 0.792838 0.792848 9.5579e−6 

(0.4, 0.8) 0.954205 0.954216 1.1690e−5 

(0.4, 1.0) 1.151298 1.151313 1.4280e−5 

表 3-22  τ= = =3 3 3
1 1, , 10

20 40
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  Crank-Nicolson 方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.552560 0.552561 1.4051e−6 

(0.4, 0.4) 0.660728 0.660730 1.9331e−6 

(0.4, 0.6) 0.792845 0.792848 2.3911e−6 

(0.4, 0.8) 0.954213 0.954216 2.9246e−6 

(0.4, 1.0) 1.151309 1.151313 3.5727e−6 
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从上面的数值结果看出，当时间、空间步长同时减半时，数值解的误差减为原来误差的 1/4.  
例 3.3.3  用 Crank-Nicolson 格式计算抛物型方程初边值问题： 

2
2 2

2

4

( 12)e ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) e ,     0 1.

t

t

u u x x x t
t x

u x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 4( , ) etu x t x= . 分别取 1 1
1 1 
5 10

h τ= =， ， 2 2
1 1 

10 20
h τ= =， 和 3 3

1 1
20 40

h τ= =， ，列表输出

节点 (0.4,0.2 ),   1,2, ,5i i = 处的数值结果、精确结果并给出误差.  

解：程序见 Egch3_sec3_03.c，计算结果列表如下（表 3-23～表 3-25）. 

表 3-23  τ= = =1 1 1
1 1 5, ,
5 10 2

h r  

节点 (0.4,0.2 )i  Crank-Nicolson 方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.041248 0.031268 9.9798e−3 

(0.4, 0.4) 0.051602 0.038191 1.3411e−2 

(0.4, 0.6) 0.063171 0.046646 1.6525e−2 

(0.4, 0.8) 0.077173 0.056974 2.0199e−2 

(0.4, 1.0) 0.094261 0.069588 2.4673e−2 

表 3-24  τ= = =2 2 2
1 1, , 5

10 20
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  Crank-Nicolson 方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.033730 0.031268 2.4618e−3 

(0.4, 0.4) 0.041543 0.038191 3.3523e−3 

(0.4, 0.6) 0.050788 0.046646 4.1416e−3 

(0.4, 0.8) 0.062039 0.056974 5.0649e−3 

(0.4, 1.0) 0.075775 0.069588 6.1872e−3 

表 3-25  τ= = =3 3 3
1 1, , 10

20 40
h r  

节点 (0.4,0.2 )i  Crank-Nicolson 方法 k
iu  精确解 ( , )i ku x t  误差 − ( , )k

i i ku u x t  

(0.4, 0.2) 0.031882 0.031268 6.1445e−4 

(0.4, 0.4) 0.039029 0.038191 8.3837e−4 

(0.4, 0.6) 0.047682 0.046646 1.0361e−3 

(0.4, 0.8) 0.058241 0.056974 1.2672e−3 

(0.4, 1.0) 0.071136 0.069588 1.5480e−3 

第四节  高精度算法 

前一章处理二阶常微分方程两点Dirichlet 边值问题的时候，我们在几乎不增加计算成本的情况下，

利用理查德森外推的方法将原来二阶精度的数值解通过线性组合构造了四阶精度的数值解. 在抛物型

偏微分方程初边值问题式（3-1）的数值求解中，同样可以应用理查德森外推法，只是分析过程更为复

杂些. 此外，另一种高精度算法——紧差分方法也可以推广到求解式（3-1）.  
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一、理查德森外推法 

先简单叙述一下理查德森外推法在偏微分方程数值求解中的基本思路. 假设对某一偏微分方程有

精确解u ，它是时间 t 、空间 x 的函数，在取定时间步长为τ 、空间步长为h 的等距剖分下利用某种数

值格式得到的数值解为 ,huτ ，其中 ,huτ 是二维矩形区域 Ω 上的网格函数，即 ,huτ 只在网格节点

( , ), 0 ,  0i kx t i m k n≤ ≤ ≤ ≤ 处有意义. 如果 k 阶的数值解（关于时间的精度必须与空间的精度一致）

与精确解在每个离散节点满足以下关系： 

 1 1
, 1 2 ( )k k k k
hu u C C h O hτ τ τ + += + + + +                     （3-57） 

其中，常数 1C 和 2C 与时间步长τ 、空间步长 h 都无关，则可重新选取步长λτ 和 hλ （关于时间的伸

缩比例必须与空间的伸缩比例一致）得到新的数值解为 , huλτ λ ，则有 

 1 1
, 1 2( ) ( )k k k k k

hu u C C h O hλτ λ λ τ τ + += + + + +                 （3-58） 

由式（3-57）、式（3-58）可得 , , 1 1( )
1

k
h h k k

k

u u
u O hλτ λ τλ

τ
λ

+ +−
= + +

−
，于是构造 

 , ,

1

k
h h

k

u u
u λτ λ τλ

λ
−

=
−

 （3-59） 

就可以获得精度为 1k + 阶的数值解u . 更进一步，如果对式（3-57）有 

 2 2
, 1 2 ( )k k k k
hu u C C h O hτ τ τ + += + + + +      （3-60） 

则经过同样的分析，由式（3-59）构造的数值解u 的精度可以提高至 2k + 阶.  
下面以问题式（3-1）为例，讨论如何将二阶 Crank-Nicolson 格式所获得的数值解通过式（3-59）

构造出四阶精度的数值解. 首先介绍一个引理.  
引理 3.4.1  设 , 0 ,0k

iv i m k n≤ ≤ ≤ ≤ 为对应于二维区域Ω 上的网格函数，且满足以下差分方程： 

 

( ) 1
2

1
1 1 1

1 1 1 12

0

0

( , ),   2 2
2

1 1,   0 1,

0, 0 ,

0,    1 .                   

k k
i i k k k k k k

i ki i i i i i

i
k k

m

v v a g x tv v v v v v
h

i m k n

v i m

v v k n

τ

+
+ + +

+− + − +

⎧ −
− =− + + − +⎪

⎪⎪ − −⎨
⎪ =⎪
⎪ = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-61） 

其中，函数 g 在网格虚拟节点 1
2

( , ), 1 1,    0 1i kx t i m k n+ − −≤ ≤ ≤ ≤ 处有意义，则存在不依赖于步长τ 和

h 的常数 C，使得 

   1
2

1
2

1 1
0

|| || max ( , ),     1 .
k

k
i li m

l

v C g x t k nτ
−

+−
=
∑∞ ≤≤

≤ ≤ ≤  （3-62） 

证明：对式（3-61）中第一式两边同乘以 1( )k k
i iv vτ + − 并关于下标 i 从 1 到 1m − 求和，则有 

( )

( ) 1
2

1 1
1 2 1

1 12
1 1

1 1
1 1 1 1 1

1 12
1 1

( ) 2 ( )
2

2 ( ) ( , )( )
2

m m
k k k k k k k
i i i i i i i

i i
m m

k k k k k k k
i i i i i i i ik

i i

av v v v v v v
h

a v v v v v g x t v v
h

τ

τ τ

− −
+ +

− +
= =

− −
+ + + + +

− + +
= =

− − − + − −

− + − = −

∑ ∑

∑ ∑
 

即 
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1
2

1 1
1 2 11 1

2
1 1

1 11 1 1
1 11 1

2
1 1

2( ) ( )
2

2 ( ) ( , )( )
2

m m k k k
k k k ki i i
i i i i

i i
m mk k k

k k k ki i i
i i i i ik

i i

v v vav v h v v
h h

v v va h v v g x t v v
h h

τ

τ τ

− −
+ +− +

= =

− −+ + +
+ +− +

+
= =

⎛ ⎞− +
− − ⋅ − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− +

⋅ − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑
 

再固定时间层 k, 将网格函数 , 0 ,0k
iv i m k n≤ ≤ ≤ ≤ 看成一维的 kv ，利用式（2-86）则有 

                
1 1

1 2 2 11 1
1 2

1 1

2( ) | |
2 2

m m k k k
k k k ki i i
i i i

i i

v v va av v v v
h h
τ τ− −

+ +− +

= =

⎛ ⎞− +
− − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

 1
2

1 11 1 1
1 2 11 1

1 2
1 1

2| | ( , )( )
2 2

m mk k k
k k k ki i i

i i i ik
i i

v v va av v g x t v v
h h
τ τ τ

− −+ + +
+ +− +

+
= =

⎛ ⎞− +
+ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  （3-63） 

注意到 

                     ( )

( )

1 1 1 1 1
11 1 1 1

2 2
1 1

1
1 1 1 1

1 1 1 12
1
1

1 1 1
1 1 1 12

1

2 2

1 ( 2 ) ( 2 )

1 ( ) ( )

m mk k k k k k
k ki i i i i i
i i

i i
m

k k k k k k k k
i i i i i i i i

i
m

k k k k k k
i i i i i i

i

v v v v v vv v
h h

v v v v v v v v
h

v v v v v v
h

− − + + +
+− + − +

= =

−
+ + + +

− + − +
=

−
+ + +

− + − +
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − + − − +

= + − +

∑ ∑

∑

∑

 

 ( ) ( )
1 1

1 1 1 1
1 1 1 12 2

1 1

1 1 0
m m

k k k k k k k k
i i i i i i i i

i i

v v v v v v v v
h h

− −
+ + + +

− + + −
= =

= − + − =∑ ∑  （3-64） 

其中最后一个等式用到了式（3-61）的第三式. 于是将式（3-64）代入式（3-63）得 

 ( ) 1
2

1 1
1 2 1 2 2 1

1 1
1 1

( ) | | | | ( , )( )
2

m m
k k k k k k
i i i i ik

i i

av v v v g x t v v
h
τ τ

− −
+ + +

+
= =

− + − = −∑ ∑  （3-65） 

再利用 Cauchy-Schwartz 不等式得 

( ) 1
2

1
2

1 1 1
1 2 1 2 2 2 1 2

1 1
1 1 1

1
2 2

1
1 21

1

( ) | | | | ( , ) ( )
2

( , )
           ( )

4

m m m
k k k k k k
i i i i ik

i i i

m

i k m
k ki
i i

i

av v v v g x t v v
h

g x t
v v

τ τ

τ

− − −
+ + +

+
= = =

−

+ −
+=

=

− + − ⋅ −

+ −

∑ ∑ ∑

∑
∑

≤ ≤

 

故 

 1
2

1
1 2 2 2

1 1
1

| | | | ( , ),    0 1.
2

m
k k

i k
i

hv v g x t k n
a

τ −
+

+
=

− −∑≤ ≤ ≤  （3-66） 

上式对下标 k 从 0 到 1, 1l l n− ≤ ≤ 求和，就有 1
2

1 1
2 0 2 2

1 1
0 1

| | | | ( , )
2

l m
l

i k
k i

hv v g x t
a

τ − −

+
= =

− ∑∑≤ ，即得 

1
2

1
2 0 2 2

1 1 1 1
0

| | | | max ( , ),     1 .
2

l
l

i ki m
k

hv v m g x t l n
a

τ −

+−
=

+ ⋅ ∑
≤≤

≤ ≤ ≤  
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换言之，     1
2

1
2 0 2 2

1 1 1 1
0

| | | | max ( , ) ,     1 .
2

k
k

i li m
l

v v g x t k n
a

τ −

+−
=

+ ∑
≤≤

≤ ≤ ≤  

再用式（3-61）第二式，就有 1
2

1
2 2

1 1 1
0

| | max ( , ),     1 .
2

k
k

i ki m
l

v g x t k n
a

τ −

+−
=
∑

≤≤
≤ ≤ ≤  

此外，由式（2-84）及式（3-61）的第三式知， 1|| || | |k kv C v
∞
≤ ，从而式（3-62）成立. 证毕.  

定理 3.4.1  设抛物型方程初边值问题式（3-1）有精确解 ( , )u x t ，利用 Crank-Nicolson 格式得到

的数值解为 , 0 , 0k
iu i m k n≤ ≤ ≤ ≤ ，且对于下面辅助的两个抛物型方程初边值问题： 

 

2

2 ( , ),    0 1,   0 ,

( ,0) 0, 0 1,
(0, ) (1, ) 0,   0 ,

v va p x t x t T
t x

v x x
v t v t t T

⎧∂ ∂
− = < < <⎪

∂ ∂⎪
⎨

=⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤

 （3-67） 

及 

2

2 ( , ),    0 1,   0 ,

( ,0) 0, 0 1,
(0, ) (1, ) 0,   0

w wa q x t x t T
t x

w x x
w t w t t T

⎧∂ ∂
− = < < <⎪

∂ ∂⎪
⎨

=⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤

 （3-68）   

都有光滑解，其中
3 4

3 2 2
1 ( , ) ( , )( , )
24 8

u x t a u x tp x t
t x t

∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
，

4

4
( , )( , )

12
a u x tq x t

x
∂

= −
∂

，则 

 2 2 4 4( , ) ( , ) ( , ) ( ).k
i k i i k i ku x t u v x t h w x t O hτ τ= + + + +  （3-69） 

证明：固定 x 不动，将 1( , ), ( , )i k i ku x t u x t+ 在 1
2

( , )i kx t + 处用泰勒公式展开整理可得： 

 
1 12 2

2 3
41

3
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( )
24

i k i k

i k i k

x t x t

u x t u x tu u O
t t

τ τ
τ

+ +

+ −∂ ∂
= − +

∂ ∂
 （3-70） 

和 

1
2

1
2

2 2
41

2( , )
( , )

( , ) ( , ) ( )
2 8i k

i k

i k i k
x t

x t

u x t u x t uu O
t

τ τ
+

+

+ + ∂
= − +

∂
 

类似地，将上式中的u 用
2

2
u

x
∂
∂

替换，则有 

 
1 1 1
2 2

2 2 2 2 4
4

2 2 2 2 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 ( )
2 8

i i k i k ik k
x t x t x t x t

u u u u O
x x x x t

τ τ
++ +

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= + − +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 （3-71） 

另外， 
2 2 4

41 1
2 2 4

( , ) ( , )

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( )
12

i k i k

i k i k i k

x t x t

u x t u x t u x tu h u O h
x h x

− +− +∂ ∂
= − +

∂ ∂
 

及 
1 1

2 2 4
41 1 1 1 1

2 2 4
( , ) ( , )

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( )
12

i k i k

i k i k i k

x t x t

u x t u x t u x tu h u O h
x h x

+ +

− + + + +− +∂ ∂
= − +

∂ ∂
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联合上面的三个式子，可得 

( )
1
2

2

1 1 1 1 1 1 12 2
( , )

1 ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
2

i k

i k i k i k i k i k i k
x t

u u x t u x t u x t u x t u x t u x t
x h

+

− + − + + + +
∂

= − + + − + −
∂

 

                 
1 1

2

2 4 4 2 4
4 4

4 4 2 2
( , ) ( , ) ( , )

( )
24 8

i k i k i k
x t x t x t

h u u u O h
x x x t

τ τ
+ +

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ − + +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 （3-72） 

再将式（3-70）、式（3-72）代入虚拟节点处的离散方程（3-48）的第一式，可得 

(

)

1
2

1 1
2

2 3
1

1 13 2
( , )

2 4 4 2 4

1 1 1 1 1 4 4 2 2
( , ) ( , ) ( , )

4 4

( , ) ( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) ( , )
24 2

( , ) 2 ( , ) ( , )
24 8

( )

i k

i k i k i k

i k i k
i k i k i k

x t

i k i k i k
x t x t x t

u x t u x t u a u x t u x t u x t
t h

h u u uu x t u x t u x t
x x x t

O h f

τ
τ

τ

τ

+

+ +

+
− +

− + + + +

− ∂ ⎡− − − + +⎢∂ ⎣

⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎥⎜ ⎟− + − + − +⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎥⎦
+ = 1

2
( , )i kx t +

 

整理得 

( )1
1 1 1 1 1 1 12

( , ) ( , )
( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

2
i k i k

i k i k i k i k i k i k
u x t u x t a u x t u x t u x t u x t u x t u x t

hτ
+

− + − + + + +
−

− − + + − +  

 1 1
2 2

1

2 4 4
2 4 4

4 4
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( )
24

i k i k

i ik k
x t x t

ah u uf x t p x t O h
x x

τ τ
+

+ +

⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟= + − + + +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 （3-73） 

注意到由式（3-71）并将其中的u 再用
2

2
u

x
∂
∂

替换可得 

1 1
2

4 4 4
2

4 4 4
( , ) ( , ) ( , )

2 ( )
i k i k i k

x t x t x t

u u u O
x x x

τ
+ +

∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂
 

从而式（3-73）可以改写为 

( )

1 1
2 2

1
2

1
1 1 1 1 1 1 12

2 4
2 4 4

4
( , )

( , ) ( , )
( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

2

( , ) ( , ) ( )
12

i k

i k i k
i k i k i k i k i k i k

i ik k
x t

u x t u x t a u x t u x t u x t u x t u x t u x t
h

ah uf x t p x t O h
x

τ

τ τ
+

+
− + − + + + +

+ +

−
− − + + − +

∂
= + − + +

∂

 

1 1 1
2 2 2

2 2 4 4( , ) ( , ) ( , ) ( )i i ik k kf x t p x t h q x t O hτ τ+ + += + + + +  （3-74） 

由于式（3-1）的 Crank-Nicolson 格式为式（3-52），将式（3-52）减去式（3-74）并记误差 ( , ),k k
i i i ke u u x t= −  

0 , 0i m k n≤ ≤ ≤ ≤ ，则易见误差 k
ie 满足差分方程： 

 

1 1
2 2

1
1 1 1 2 2

1 1 1 12

4 4

0

0

( 2 2 ) ( , ) ( , )+
2

               ( ) , 0 1, 1 1,

0, 0 ,

0, 1 .                   

k k
k k k k k ki i
i i i i i i i ik k

i
k k

m

e e a e e e e e e p x t h q x t
h

O h k n i m

e i m

e e k n

τ
τ

τ

+
+ + +

− + − + + +

⎧ −
− − + + − + = − −⎪

⎪
⎪ + − −⎨
⎪ =⎪
⎪ = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-75） 
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另外，再对辅助问题式（3-67）应用 Crank-Nicolson 格式（3-52）可得二阶精度的数值解 k
iv ，即 

 

1
2

1
1 1 1

1 1 1 12

0

0

( 2 2 ) ( , ),
2

0 1, 1 1,   

0, 0 ,

0, 1 .

k k
k k k k k ki i
i i i i i i i k

i
k k

m

v v a v v v v v v p x t
h

k n i m

v i m

v v k n

τ

+
+ + +

− + − + +

⎧ −
− − + + − + =⎪

⎪⎪ − −⎨
⎪ =
⎪
⎪ = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-76） 

且有 2 2( , ) ( )k
i i kv v x t O hτ− = + . （3-77） 

同理对问题式（3-68）有 

 

1
2

1
1 1 1

1 1 1 12

0

0

( 2 2 ) ( , ),
2

0 1, 1 1,   

0, 0 ,

0, 1 .

k k
k k k k k ki i
i i i i i i i k

i
k k

m

w w a w w w w w w q x t
h

k n i m

w i m

w w k n

τ

+
+ + +

− + − + +

⎧ −
− − + + − + =⎪

⎪⎪ − −⎨
⎪ =
⎪
⎪ = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-78） 

且有 2 2( , ) ( )k
i i kw w x t O hτ− = + . （3-79） 

记 2 2k k k k
i i i ir e v h wτ= + + ，则由式（3-75）、式（3-76）和式（3-78）知 k

ir 满足差分方程（3-61），且此

时式（3-61）中的右端项函数 4 4( )g O hτ≡ + ，于是由引理 3.4.1 知： 

4 4 2 4 4
11 1

|| || max | | ( ) ( ),     1 .k k
ii m

r r C n h C h k nτ τ τ
−

= ⋅ + = +
∞ ≤≤

≤ ≤ ≤  

即 4 4| | ( ),     1 1,   1 .k
ir O h i m k nτ= + −≤ ≤ ≤ ≤  再联合式（3-77）和式（3-79）可得 

2 2 4 4( , ) ( , ) ( , ) ( )k
i i k i k i ku u x t v x t h w x t O hτ τ− + + = + . 

可见，式（3-69）成立，定理证毕.  
在定理 3.4.1 的基础上，记对应于时间、空间步长分别为 ,hτ 的数值解为 ,

k
i hu uτ= ，若将时间、空

间步长同时减半，得到的数值解为 /2, /2huτ . 由式（3-69）可知： 

2 2 4 4
,( , ) ( , ) ( , ) ( ),i k h i k i ku x t u v x t h w x t O hτ τ τ= + + + +  

2 2
4 4

/2, /2( , ) ( , ) ( , ) ( )
2 2i k h i k i k

hu x t u v x t w x t O hτ
τ τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

于是构造 

 /2, /2 ,4
3

h hu u
u τ τ−

=  （3-80） 

则有 4 4( , ) ( )i ku x t u O hτ− = + ，从而新的数值解u 具有四阶精度.  

例3.4.1  在例3.3.2中用Crank-Nicolson格式分别选取三种步长 1 1
1 1 
5 10

h τ= =， ， 2 2
1 1 

10 20
h τ= =，

和 3 3
1 1
20 40

h τ= =， 计算了抛物型方程初边值问题： 



第三章  抛物型偏微分方程的有限差分法 

 

  75 

2

2

3

e 6 ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) 1 e ,     0 1

t

t

u u x x x t
t x

u x x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ = +⎪
⎪ = = + <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 2( , ) ( e )tu x t x x= + . 利用表 3-20～表 3-22 所得到的数值解结果进行理查德森外推，列

表输出节点 (0.4,0.2 ), 1,2, ,5i i = 处的数值结果并给出误差.  

解：为了更清楚地看到新构造的数值解是四阶精度，我们根据程序 Egch3_sec3_02.c，分别计算了

上述三种步长下的数值解，并显示到小数点后十位，列表如下（表 3-26）. 

表 3-26  Crank-Nicolson 格式的计算结果 

节点 (0.4,0.2 )i  第一种步长下的数值解 k
iu  第二种步长下的数值解 k

iu  第三种步长下的数值解 k
iu  

(0.4, 0.2) 0.5525382324 0.5525554756 0.5525596981 

(0.4, 0.4) 0.6606989808 0.6607221484 0.6607279459 

(0.4, 0.6) 0.7928093979 0.7928379622 0.7928451291 

(0.4, 0.8) 0.9541697560 0.9542046817 0.9542134468 

(0.4, 1.0) 1.1512557860 1.1512984515 1.1513091587 

然后对第一种步长下的结果及第二种步长下的结果进行式（3-80）线性组合，得到新的数值解u ；

再对第二种步长下的结果及第三种步长下的结果也进行同样的线性组合，得到新的数值解u ，最后把

这些结果与精确解比较. 程序见 Egch3_sec4_01.c，计算结果列表如下（表 3-27）. 

表 3-27  理查德森外推法的计算结果 

节点 (0.4,0.2 )i  
第一种步长与第二种步

长组合后的u  
与精确解的误差 

第二种步长与第三种步

长组合后的u  
与精确解的误差 

(0.4, 0.2) 0.5525612233 1.2007e−7 0.5525611056 2.3359e−9 

(0.4, 0.4) 0.6607298709 8.1232e−9 0.6607298784 6.5651e−10 

(0.4, 0.6) 0.7928474836 3.6523e−8 0.7928475181 2,0895e−9 

(0.4, 0.8) 0.9542163236 4.7797e−8 0.9542163685 2.8970e−9 

(0.4, 1.0) 1.1513126733 5.8050e−8 1.1513127278 3.6170e−9 

从上表中可见，新的数值解u 与精确解的误差数量级大致为 810- ，而未组合前的数值解与精确解

的误差数量级（见表 3-20 和表 3-21）约为 510− 或 610- ，可见在几乎不增加计算成本的前提下，u 大大

提高了计算精度. 同样的情况在u 上也有体现，未组合前的数值解误差数量级（见表 3-21 和表 3-22）
约为 610- ，组合后的数值解u 与精确解的误差数量级提高到了 910- . 而且表中两列误差数据基本呈现

为后列是前列的 1/16，从而利用理查德森外推法验证了数值解从二阶精度提高到四阶精度的事实.  

例 3.4.2  在例 3.3.3 中用 Crank-Nicolson 格式分别选取三种步长 1 1
1 1 
5 10

h τ= =， ， 2 2
1 1 

10 20
h τ= =，

和 3 3
1 1
20 40

h τ= =， 计算了抛物型方程初边值问题： 

2
2 2

2

4

( 12)e ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) e ,     0 1.

t

t

u u x x x t
t x

u x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  
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已知其精确解为 4( , ) etu x t x= . 利用表 3-23～表 3-25 得数值解结果进行理查德森外推，列表输出

节点 (0.4,0.2 ),   1,2, ,5i i = 处的数值结果并给出误差.  

解：同样，根据程序 Egch3_sec3_03.c，分别计算了上述三种步长下的数值解，并显示到小数点后

十位，列表如下（表 3-28）. 

表 3-28  Crank-Nicolson 格式的计算结果 

节点 (0.4,0.2 )i  第一种步长下的数值解 k
iu  第二种步长下的数值解 k

iu  第三种步长下的数值解 k
iu  

(0.4, 0.2) 0.0412476914 0.0337297132 0.0318823557 

(0.4, 0.4) 0.0516017382 0.0415430399 0.0390290850 

(0.4, 0.6) 0.0631711853 0.0507878226 0.0476823660 

(0.4, 0.8) 0.0771733069 0.0620387880 0.0582410491 

(0.4, 1.0) 0.0942610774 0.0757752186 0.0711360095 

利用式（3-80），仿上例对三种步长下的结果分别进行线性组合，得到新的数值解u 和u ，最后

把这些结果与精确解比较. 程序见 Egch3_sec4_02.c，计算结果列表如下（表 3-29）. 

表 3-29  理查德森外推法的计算结果 

节点 (0.4,0.2 )i  
第一种步长与第二种步

长组合后的u  
误    差 

第二种步长与第三种步

长组合后的u  
误    差 

(0.4, 0.2) 0.0312237205 4.4190e−5 0.0312665699 1,3407e−6 

(0.4, 0.4) 0.0381901405 5.7179e−7 0.0381911000 3.8777e−7 

(0.4, 0.6) 0.0466600350 1.3794e−5 0.0466472138 9.7251e−7 

(0.4, 0.8) 0.0569939484 2.0101e−5 0.0569751361 1.2884e−6 

(0.4, 1.0) 0.0696132659 2.5251e−5 0.0695896065 1.5917e−6 

数值结果效果与上例一致.  

二、紧差分方法 

仍然考察问题式（3-1）. 注意到由泰勒公式： 

 
2 2 3 3 4 4

1 2 3 4
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
2 6 24

i i i i

i i
x t x t x t x t

u h u h u h uu x t u x t h
x x x x−

∂ ∂ ∂ ∂
= − + − + −

∂ ∂ ∂ ∂
 （3-81） 

 
2 2 3 3 4 4

1 2 3 4
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
2 6 24

i i i i

i i
x t x t x t x t

u h u h u h uu x t u x t h
x x x x+

∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 （3-82） 

两式相加后整理得 

 
2 2 4

41 1
2 2 4

( , ) ( , )

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( )
12

i i

i i i

x t x t

u x t u x t u x t u h u O h
h x x

− +− + ∂ ∂
= + +

∂ ∂
 （3-83） 

令 
2

2( , ) uv x t
x

∂
=

∂
 （3-84） 

这样式（3-83）可以改写为 
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2 2
41 1

2 2
( , )

2
41 1

2

4
1 1

( , ) 2 ( , ) ( , )
( , ) ( )

12

( , ) 2 ( , ) ( , )
                     ( , ) ( )

12
1 10 1( , ) ( , ) ( , ) ( )

12 12 12

i

i i i
i

x t

i i i
i

i i i

u x t u x t u x t h vv x t O h
h x

v x t v x t v x thv x t O h
h

v x t v x t v x t O h

− +

− +

− +

− + ∂
= + +

∂

− +
= + +

= + + +

 （3-85） 

在式（3-85）中取 1
2kt t += ，可得 

              
1 1 1
2 2 21 1

2

( , ) 2 ( , ) ( , )i i ik k ku x t u x t u x t

h
− ++ + +− +

 

 ( )1 1 1
2 2 2

4
1 1

1 ( , ) 10 ( , ) ( , ) ( )
12 i i ik k kv x t v x t v x t O h− ++ + += + + +  （3-86） 

注意到由式（3-1）和式（3-84）可得 ( , ) ( , )u a v x t f x t
t

∂
− =

∂
，即 1( , ) uv x t f

a t
∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

. 

于是，由式（3-49）知 

1 1 1
2 2 2

1
2

21

( , )

( , ) ( , )1 1( , ) ( , ) ( , ) ( )
i k

i k i k
i i ik k k

x t

u x t u x tuv x t f x t f x t O
a t a

τ
τ

+

+
+ + +

⎛ ⎞
−∂ ⎛ ⎞⎜ ⎟= − = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

再利用式（3-50）有           1
2

21( , ) ( , )( , ) ( )
2

i k i k
i k

u x t u x tu x t O τ+
+

+
= +  

将上面两式及其关于下标的类似变形一起代入式（3-86）可得 

1 1
2 2

1
2

1 1 1 1 1 1 1
2

1 1 1 1
1

1 1 1
1

( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )    
2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 ( , ) 10 10 ( , )
12
( , ) ( , ) ( , )

i k i k i k i k i k i k

i k i k i k i k
i ik k

i k i k
i k

u x t u x t u x t u x t u x t u x t
h

u x t u x t u x t u x tf x t f x t
a

u x t u x t f x t

τ τ

τ

− − + + + + +

− + − +
− + +

+ + +
+ +

+ − − + +

− −⎛= − + − +⎜
⎝

− ⎞−
⎠

2 4( )O hτ+ +⎟

 

即 

( )

(

)1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 1 1 12

1 1 1 1 1 1 1

1 1

    ( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )
2
1 ( , ) ( , ) 10 ( , ) 10 ( , ) ( , ) ( , )

12
( , ) 10 ( , ) ( , )

i k i k i k i k i k i k

i k i k i k i k i k i k

i i ik k k

a u x t u x t u x t u x t u x t u x t
h

u x t u x t u x t u x t u x t u x t

f x t f x t f x t O

τ

τ τ τ

− − + + + + +

− + − + + + +

− ++ + +

+ − − + +

= − + − + − −

− − + 2 4( )hτ +

 

仍然记 2
ar
h
τ

= ，且用数值解 k
iu 代替精确解 ( ,  )i ku x t 并忽略高阶小项，可得 

1 1 1
2 2 2

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1
1 1 1 1 1 1

     ( 2 2 )
2

1 ( 10 10 ( , ) 10 ( , ) ( , ))
12

k k k k k k
i i i i i i

k k k k k k
i i i i i i i i ik k k

r u u u u u u

u u u u u u f x t f x t f x tτ τ τ

+ + +
− − + +

+ + +
− − + + − ++ + +

+ − − + +

= − + − + − − − −
 

联合式（3-1）中的初边值条件整理可得以下紧差分格式： 
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( )1 1 1
2 2 2

1 1 1
1 1 1 1

1 1

0

5 51 1 1 1  
6 612 2 12 2 12 2 12 2

                      ( , ) 10 ( , ) ( , ) ,    1 1,  0 1,
12

k k k k k k
i i i i i i

i i ik k k

i

r r r ru u u u u ur r

f x t f x t f x t i m k n

u

τ

+ + +
− + − +

− ++ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + + ++ −− − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ + − −

=

≤ ≤ ≤ ≤

0

( ),      0 ,

( ),     ( ),     1 .
i

k k
k m k

x i m

u t u t k n

ϕ

α β

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪

= =⎪⎩

≤ ≤

≤ ≤

 （3-87） 

易见此数值格式的局部截断误差为 2 4( )O hτ + . 上述格式写成矩阵形式即为 

         

1
1

1
2

1
2
1
1

5 1 0
6 12 2
1 5 1

12 2 6 12 2

1 5 1
12 2 6 12 2

1 50
12 2 6

k

k

k
m
k
m

rr
ur rr u

r r ur
u

r r

+

+

+
−
+
−

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

− + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                    

1

2

2

1

5 1 0
6 12 2
1 5 1

12 2 6 12 2

1 5 1
12 2 6 12 2

1 50
12 2 6

k

k

k
m
k
m

rr
ur rr u

r r ur
u

r r

−

−

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

    

( )
( )

( )
( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

1
0 1 2 0 0

1 2 3

3 2 1

1
2 1

1 110
12 12 2 12 2

10
12

10
12

1 110
12 12 2 12 2

k k k k k

k k k

k k k
m m m

k k k k k
m m m m m

r rf f f u u

f f f

f f f

r rf f f u u

τ

τ

τ

τ

+ + + +

+ + +

+ + +
− − −

+ + + +
− −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + −+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜
⎜ + +
⎜
⎜ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + −+ −⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

 （3-88） 

矩阵方程（3-88）的系数矩阵是对角占优的，所以可以利用追赶法求得唯一解. 接下来考虑紧差

分格式的式（3-88）的稳定性. 仅在齐次方程、零边界条件下考虑. 此时，式（3-88）可以记作
1+ =k kA Bu u ，其中， 

5 1 0
6 12 2
1 5 1

12 2 6 12 2
,

1 5 1
12 2 6 12 2

1 50
12 2 6

rr

r rr

A
r rr

r r

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟

− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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5 1 0
6 12 2
1 5 1

12 2 6 12 2
.

1 5 1
12 2 6 12 2

1 50
12 2 6

rr

r rr

B
r rr

r r

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ − +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

因此只需要考察矩阵 1A B− 的特征值. 注意到A 矩阵的特征值为 ,
5 1 π2 cos
6 12 2A i

r ir
m

λ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，B 矩阵的特

征值为 ,
5 1 π2 cos
6 12 2B i

r ir
m

λ ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，1 1i m −≤ ≤ ，故 1A B− 的特征值为
,

,

5 1 π2 cos
6 12 2
5 1 π2 cos
6 12 2

B i
i

A i

r ir
m

r ir
m

λ
λ

λ

⎛ ⎞− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠= =
⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

1 1i m −≤ ≤ . 由于 

2 2

5 1 π 5 1 π1 cos cos
6 6 6 6

5 1 π 5 1 ππ πcos cos 01 cos 1 cos
6 6 6 6

i
i ir r r r
m m

i ii ir r r
m mm m

λ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ + − + + ⇔ >− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤ ≤

≤

 

可见，对任意网比 r ，都有矩阵 1A B− 对称，且 1( ) 1 1A B Cρ τ− +≤ ≤ ，从而由推论 3.1.1 知此紧差分格

式是无条件稳定的.  
综上，紧差分格式与原方程相容，且无条件稳定，所以这个数值格式是收敛的，且有 

2 4

0
max | ( , ) | ( ),  1k

i i ki m
u u x t C h k nτ− +

≤≤
≤ ≤ ≤ ，其中，

6 3

6 3( , )

( , ) ( , )max ,
x t

u x t u x tC
x tΩ∈

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

. 

从而当时间、空间步长分别减为原来的 1/4、1/2 时，数值解的误差将有效地减为原来误差的 1/16 ! 
例 3.4.3  用紧差分格式计算抛物型方程初边值问题： 

2

2

3

e 6 ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) 1 e ,     0 1.

t

t

u u x x x t
t x

u x x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ = +⎪
⎪ = = + <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 2( , ) ( e )tu x t x x= + . 分别取 1 1
1 1 
5 10

h τ= =， 和 2 2
1 1 

10 40
h τ= =， ，列表输出节点

(0.4,0.2 ),   1,2, ,5i i = 处的数值结果并给出误差.  

解：程序见 Egch3_sec4_03.c，计算结果列表如下（表 3-30）. 

表 3-30  例 3.4.3 的紧差分格式的计算结果 

节点 

(0.4,0.2 )i  

第一种步长下的 

数值解 k
iu  

第一种步长下的误差

| ( , ) |k
i i ku u x t−  

第二种步长下的数值解
k
iu  

第二种步长下的误差

| ( , ) |k
i i ku u x t−  

(0.4, 0.2) 0.552538 2.3245e-5 0.552560 1.4062e-6 
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续表     

节点 

(0.4,0.2 )i  

第一种步长下的 

数值解 k
iu  

第一种步长下的误差

| ( , ) |k
i i ku u x t−  

第二种步长下的数值解
k
iu  

第二种步长下的误差

| ( , ) |k
i i ku u x t−  

(0.4, 0.4) 0.660699 3.1056e-5 0.660728 1.9337e-6 

(0.4, 0.6) 0.792809 3.8240e-5 0.792845 2.3916e-6 

(0.4, 0.8) 0.954170 4.6749e-5 0.954213 2.9251e-6 

(0.4, 1.0) 1.151256 5.7110e-5 1.151309 3.5733e-6 

从上表可见，当取第二种步长取为 2 2
1 1 

10 40
h τ= =， 时，相当于将第一种步长中的时间步长减为原

来的 1/4，空间步长减为原来的 1/2，这时数值解的误差约减至原来误差的 1/16.  
例 3.4.4  应用紧差分格式计算抛物型方程初边值问题： 

2
2 2

2

4

( 12)e ,    0 1,     0 1,

( ,0) ,     0 1,

(0, ) 0,    (1, ) e ,     0 1.

t

t

u u x x x t
t x

u x x x

u t u t t

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 4( , ) etu x t x= . 分别取 1 1
1 1 
5 10

h τ= =， 和 2 2
1 1 

10 40
h τ= =， ，列表输出节点 (0.4,0.2 )i ， 

1,2, ,5i = 处的数值结果并给出误差.  
解：程序见 Egch3_sec4_04. c，计算结果列表如下（表 3-31）. 

表 3-31  例 3.4.4 的紧差分格式的计算结果 

节点 

(0.4,0.2 )i  

第一种步长下的数值

解 k
iu  

第一种步长下的误差

| ( , ) |k
i i ku u x t−  

第二种步长下的数值解
k
iu  

第二种步长下的误差

| ( , ) |k
i i ku u x t−  

(0.4, 0.2) 0.031726 4.5806e-4 0.031295 2.7439e-5 

(0.4, 0.4) 0.038803 6.1198e-4 0.038229 3.8081e-5 

(0.4, 0.6) 0.047400 7.5364e-4 0.046693 4.7141e-5 

(0.4, 0.8) 0.057895 9.2148e-4 0.057032 5.7664e-5 

(0.4, 1.0) 0.070714 1.1258e-3 0.069658 7.0443e-5 

上表中第二种步长下的误差约为第一种步长下误差的 1/16.  

第五节  混合边界条件下的差分方法 

本节主要研究混合边界（导数边界）条件下抛物型方程初边值问题的解法，希望读者将前面章节

中的算法分析综合运用到处理带导数边界的问题中. 本小节内容可作为自学内容. 现考察如下的抛物

型方程初边值问题： 

 

2

2 ( ), 0 1  0 ,

( 0) ( ), 0 1,

(0 ) (0, ) ( ) (1 ) (1, ) ( ), 0 .

u ua f x,t x , t T
t x

u x, x x
u u,t u t t , ,t u t t t T
x x

ϕ

λ α μ β

⎧∂ ∂
− = < < <⎪ ∂ ∂⎪⎪ =⎨

⎪∂ ∂⎪ − = + = <
∂ ∂⎪⎩

≤

≤ ≤

≤

    （3-89） 

为后文分析方便，这里只设常值参数： 
 0,       0λ μ≥ ≥  （3-90） 



第三章  抛物型偏微分方程的有限差分法 

 

  81 

且当 ,λ μ 同时为零时 ) （3-89）中的边界条件是诺伊曼（Neumann）边界条件. 对问题式（3-89）的处

理重点放在对导数边界条件的差分格式设计上. 读者可以按照文中的提示先自行设计相应的差分格

式，然后再与书中的格式进行对比，以便考察自己是否掌握了基本的数值格式设计思路、步骤以及相

应的理论分析.  

一、几种差分格式的建立 

要求 1：用向前欧拉显格式设计算法，边界条件用中心差商.  
简要分析：网格剖分见图 3-1，在节点 ( , )i kx t 处得节点离散方程： 

 

2

2
( ) ( )

0

0 0

( ),

( , ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i k i k

i k
x ,t x ,t

i i

k k k m k m k k

u ua f x ,t
t x

u x t x
u ux ,t u x ,t t , x ,t u x ,t t
x x

ϕ

λ α μ β

⎧∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪⎪
⎨ =
⎪

∂ ∂⎪ − = + =⎪∂ ∂⎩

 （3-91） 

接下来处理偏导数. 按照要求 1 利用差商代替微商，得 1

( , )

( , ) ( , )

i k

i k i k

x t

u x t u x tu
t τ

+ −∂
≈

∂
，误差为 ( )O τ ，

此处用的是一阶向前差商（为了保证得到向前欧拉的显格式）；此外，
2

2
( , )

∂
≈

∂
i kx t

u
x

 

1 1
2

( , ) 2 ( , ) ( , )− +− +i k i k i ku x t u x t u x t
h

，误差为 2( )O h ；边界条件用中心差商
0

1 1

( , )

( , ) ( , )
2

k

k k

x t

u x t u x tu
x h

−−∂
≈

∂
，

1 1

( , )

( , ) ( , )
2

m k

m k m k

x t

u x t u x tu
x h

+ −−∂
≈

∂
，误差为 2( )O h ，其中 1( , )ku x t− ， 1( , )m ku x t+ 中的 x 变量都已经越界，

都是“虚拟”的函数值，将在后文中单独处理. 将上面各式代入式（3-91）后再将数值解 k
iu 代替精确

解 ( , )i ku x t 并忽略高阶小项，可得离散差分格式： 

 

1
1 1

2

0

1 11 1
0

2 ( , ) , 1 1, 0 1,

( ), 0 ,

( ), ( ), 1 .
2 2

k k k k k
i i i i i

i k

i i
k kk k

k km m
k m k

u u u u ua f x t i m k n
h

u x i m

u uu u u t u t k n
h h

τ
ϕ

λ α μ β

+
− +

+ −−

⎧ − − +
− ⋅ = − −⎪

⎪⎪ =⎨
⎪ −−⎪ − = + =
⎪⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （3-92） 

易见此格式的局部截断误差为 2( )O hτ + . 式（3-92）中第一式可以改写为 

 1
1 1( 2 ) ( , )k k k k k

i i i i i i ku u r u u u f x tτ+
− +− − − + = ，1 1,   0 1i m k n− −≤ ≤ ≤ ≤  （3-93） 

其中 2/r a hτ= . 为处理越界问题，设式（3-93）对 0i = 和 i m= 都成立，即 1
0 0
k ku u+ − − 1 0 1( 2 )k k kr u u u− − + =  

0( , )kf x tτ ， 1
1 1( 2 ) ( , )k k k k k

m m m m m m ku u r u u u f x tτ+
− +− − − + = . 

将它们分别与式（3-92）中的第三式 1 1 02 2 ( )k k k
ku u hu h tλ α− = − − 及 1 1 2 2 ( )k k k

m m m ku u hu h tμ β+ −= − + 联

立，整理可得 

 
1

0 0 1 0
1

1

(1 2 2 ) 2 2 ( ) ( , ),

2 (1 2 2 ) 2 ( ) ( , ).

k k k
k k

k k k
m m m k m k

u r r h u ru rh t f x t

u r u r r h u rh t f x t

λ α τ

μ β τ

+

+
−

⎧ = − − + − +⎪
⎨

= + − − + + +⎪⎩
 （3-94） 

联合式（3-93）及式（3-94）可得如下数值格式： 
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1
0 0 1 0

1
1 1

1
1

0

(1 2 2 ) 2 2 ( ) ( , ),

(1 2 ) ( , )   1 1,   0 1,

2 (1 2 2 ) 2 ( ) ( , ),

( ),0 .

k k k
k k

k k k k
i i i i i k
k k k
m m m k m k

i i

u r r h u ru rh t f x t

u ru r u ru f x t i m k n

u ru r r h u rh t f x t

u x i m

λ α τ

τ

μ β τ

ϕ

+

+
− +

+
−

⎧ = − − + − +
⎪

= + − + + − −⎪
⎨

= + − − + +⎪
⎪ =⎩

， ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

①

②

③

④

 （3-95） 

具体层进式计算可见图 3-4. 

 
图 3-4  按照要求 1 所设计的时间层进图，其中第 0 层时间层上的点是已知点（根据式（3-95）中的第四式） 

要求 2：用向前欧拉显格式设计算法， 0x = 处的边界条件用向前差商， 1x = 处的边界条件用向

后差商.  
简要分析：同要求 1，可得节点离散方程（3-91）. 按照要求 2 利用差商代替微商，得一阶向前差商

1

( , )

( , ) ( , )

i k

i k i k

x t

u x t u x tu
t τ

+ −∂
≈

∂
，误差为 ( )O τ ；此外，

2
1 1

2 2
( , )

( , ) 2 ( , ) ( , )

i k

i k i k i k

x t

u x t u x t u x tu
x h

− +− +∂
≈

∂
，误差

为 2( )O h ，且边界条件按要求处理如下：
0

1 0

( , )

( , ) ( , ) ,
k

k k

x t

u x t u x tu
x h

−∂
≈

∂
 1

( , )

( , ) ( , )

m k

m k m k

x t

u x t u x tu
x h

−−∂
≈

∂
，

误差均为 ( )O h ，然后将上面这些式子代入式（3-91），再将数值解 k
iu 代替精确解 ( , )i ku x t 并忽略高阶

小项，可得以下离散格式： 
1

1 1
2

0

1 0 1
0

2 ( ), 1 1, 0 1,

( ), 0 ,

( ), ( ), 1 .

k k k k k
i i i i i

i k

i i
k k k k

k km m
k m k

u u u u ua f x ,t i m k n
τ h

u x i m

u u u uu t u t k n
h h

ϕ

λ α μ β

+
− +

−

⎧ − − +
− = − −⎪

⎪⎪ =⎨
⎪ − −⎪ − = + =
⎪⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 

整理可得 

 

1
1 1

0

1
0

1

(1 2 ) ( ), 1 1, 0 1,

( ), 0 ,

( ) ,
1

( ) , 1 .
1

k k k k
i i i i i k

i i
k

k k

k
k m k
m

u ru r u ru τ f x ,t i m k n

u x i m

u h tu
h

u h tu k n
h

ϕ

α
λ
β
μ

+
− +

−

⎧ = + − + + − −
⎪

=⎪
⎪⎪ −⎨ =

+⎪
⎪ +⎪ =

+⎪⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

①

②

③

④

 （3-96） 

易见此格式的局部截断误差为 ( )O hτ + . 具体层进式计算可见图 3-5. 

 
图 3-5  按照要求 2 所设计的时间层进图，其中第 0 层时间层上的点是已知点（根据式（3-96）中的第二式） 
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要求 3：用 Crank-Nicolson 格式设计算法，边界条件用中心差商.  
简要分析：按照要求 3 在虚拟节点 1

2
( , )i kx t + 处得节点离散方程： 

 

1
2

1 12 2

2

2
( , ) ( , )

0

0 0

( , )

( , ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

i k i k

i k
x t x t

i i

k k k m k m k k

u ua f x t
t x

u x t x
u ux ,t u x ,t t , x ,t u x ,t t
x x

ϕ

λ α μ β

+ +

+

⎧∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪
⎨ =⎪
⎪∂ ∂

− = + =⎪∂ ∂⎩

 （3-97） 

再按照要求 3 利用差商代替微商，分别取
1
2

1

( , )

( , ) ( , )

i k

i k i k

x t

u x t u x tu
t τ

+

+ −∂
≈

∂
，误差为 2( )O τ ，

1
2

2

2
( , )i k
x t

u
x

+

∂
≈

∂
 

1

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2
( , ) ( , )

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )1 1
2 2

i k i k

i k i k i k i k i k i k

x t x t

u x t u x t u x t u x t u x t u x tu u
x x h h

+

− + − + + + +
⎡ ⎤ − + − +∂ ∂ ⎡ ⎤⎢ ⎥+ ≈ +⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦⎣ ⎦

，

误差为 2 2( )O hτ + ，及
0

1 1

( , )

( , ) ( , ) ,
2

k

k k

x t

u x t u x tu
x h

−−∂
≈

∂
 1 1

( , )

( , ) ( , )
2

m k

m k m k

x t

u x t u x tu
x h

+ −−∂
≈

∂
，误差均为

2( )O h ，其中 1( , )ku x t− ， 1( , )m ku x t+ 同前文一样都是越界虚拟值. 然后将上面这些式子代入式（3-97），

再将数值解 k
iu 代替精确解 ( , )i ku x t 并忽略高阶小项，可得以下离散格式： 

 

1
2

1
1 1 1

1 1 1 12

0

11 1
0

1 2 2 ( , ),
2

                                                               1 1, 0 1,

( ), 0 ,

( ),
2

k k
k k k k k ki i
i i i i i i i k

i i
kk k

k m m
k

u u a u u u u u u f x t
h

i m k n

u x i m

u uu u u t
h

τ

ϕ

λ α

+
+ + +

− + − + +

+ −−

− ⎡ ⎤− ⋅ − + + − + =⎣ ⎦

− −

=

−−
− =

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

1 ( ),    1 .
2

k
k
m ku t k n

h
μ β

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ + =
⎪⎩

≤ ≤

 （3-98） 

易见此格式的局部截断误差为 2 2( )O hτ + . 式（3-98）中的第一式可改写为 

 1
2

1 1 1
1 1 1 1(1 ) (1 ) ( , ),

2 2 2 2
                                                                     1 1, 0 1.

k k k k k k
i i i i i i i k

r r r ru r u u u r u u f x t

i m k n

τ+ + +
− + − + +− + + − = + − + +

− −≤ ≤ ≤ ≤

 （3-99） 

仿照要求 1 中对越界情况的处理，即先设式（3-99）对 0i = 和 i m= 都成立，即有 

1
2

1 1 1
1 0 1 1 0 1 0(1 ) (1 ) ( , )

2 2 2 2
k k k k k k

k
r r r ru r u u u r u u f x tτ+ + +

− − +− + + − = + − + +  

和 1
2

1 1 1
1 1 1 1(1 ) (1 ) ( , )

2 2 2 2
k k k k k k
m m m m m m m k

r r r ru r u u u r u u f x tτ+ + +
− + − + +− + + − = + − + +  

将上面两式分别与式（3-98）中的第三式 1 1 02 2 ( )k k k
ku u hu h tλ α− = − − 和 1 1 2 2 ( )k k k

m m m ku u hu h tμ β+ −= − +  

联立，整理可得 

 1
2

1 1
0 1 0 1 1 0(1 ) (1 ) ( ) ( ) ( , )k k k k

k k kr r h u ru r r h u ru rh t rh t f x tλ λ α α τ+ +
+ ++ + − = − − + − − +  （3-100） 

1
2

1 1
1 1 1(1 ) (1 ) ( ) ( ) ( , )k k k k

m m m m k k m kru r r h u ru r r h u rh t rh t f x tμ μ β β τ+ +
− − + +− + + + = + − − + + +  （3-101） 

联合式（3-99）、式（3-100）和式（3-101）可得离散格式为 
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1
2

1
2

1 1
0 1 0 1 1 0

1 1 1
1 1 1 1

1 1
1 1

(1 ) (1 ) ( ) ( ) ( , ),   0 1,

(1 ) (1 ) ( , ) , 1 1,   0 1,
2 2 2 2

(1 )

k k k k
k k k

k k k k k k
i i i i i i i k

k k k
m m m

r r h u ru r r h u ru rh t rh t f x t k n

r r r ru r u u u r u u f x t i m k n

ru r r h u ru

λ λ α α τ

τ

μ

+ +
+ +

+ + +
− + − + +

+ +
− −

+ + − = − − + − − + −

− + + − = + − + + − −

− + + + =

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

1
21

0

(1 ) ( ) ( ) ( , ), 0 1,

( ),     0 .

k
m k k m k

i i

r r h u rh t rh t f x t k n

u x i m

μ β β τ

ϕ

+ +

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪ + − − + + + −
⎪
⎪ =⎩

≤ ≤

≤ ≤

 

此格式可以写成以下矩阵形式后用追赶法求解.  

1
0

1
1

1
1
1

1

1 0
2 2

0 1
2 2

1

k

k

k
m
k
m

r r h r
ur rr u

r r ur
u

r r r h

λ

μ

+

+

+
−
+

+ + −⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− + − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− + −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

 

1
2

1
2

1
2

1
2

1 00

11

11

1

1
( ) ( ) ( , )

1 0 ( , )2 2

( , )0 1
2 2 ( ) ( ) ( , )

1

k k k k

k
k

k
m km

k
k k m km

r r h r
rh t rh t f x tur rr f x tu

r r f x tur
rh t rh t f x tu

r r r h

λ
α α τ

τ

τ

β β τ
μ

+ +

+

− +−

+ +

− −⎛ ⎞ − − +⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ + ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

 

  （3-102） 

式（3-102）从第 k 个时间层求解线性方程组得到第 1k + 个时间层上节点的信息，层进循环依次得

出所有时间层上的节点信息.  

二、差分格式稳定性的讨论 

以上按照要求设计好三种数值格式后，可以在理论上进一步分析每种数值格式的相容性、稳定性

和收敛性. 这里只讨论三种格式的稳定性，因为它们的相容性可以由各自的局部截断误差表达式得以

保证，从而在稳定性条件满足的情况下可以得到收敛性. 对于稳定性情况的讨论，需要借助下面关于

矩阵特征值范围的定理.  
定理 3.5.1  （Gerschgorin 定理） 设矩阵 ( )ijA a= 是一个 N 阶方阵，其特征值为 1 2, , , Nλ λ λ ，

则有 

 ( )1 21 1
max | | max | | | | | | ,i s s sNi N s N

a a aλ + + +
≤≤ ≤ ≤

≤  （3-103） 

或者 ( )1 21 1
max | | max | | | | | | .i s s N si N s N

a a aλ + + +
≤≤ ≤ ≤

≤  （3-104） 

证明：设矩阵 A 的特征值 iλ  对应的特征向量为 ix ，即有 λ=i i iAx x ，其中 ix 写成分量形式为

T
1 2( , , , )=i Nw w wx ，则  
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11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

N

N
i

N N NN N N

a a a w w
a a a w w

a a a w w

λ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （3-105） 

再设
1

| | max | |j ii N
w w=

≤≤
，则由式（3-105）的第 j 个方程就有 1 1 2 2j j jN N i ja w a w a w wλ+ + + = ，从而得 

 1 11
1 , 1 , 1

j j N
i j j j jj j j jN

j j j j

w w wwa a a a a
w w w w

λ − +
− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 （3-106） 

显然有 1 (1 )i

j

w i N
w

≤ ≤ ≤ ，于是 

( )1 2 1 21
| | | | | | | | max | | | | | |i j j jN s s sNs N

a a a a a aλ + + + + + +
≤ ≤

≤ ≤  

再由 iλ 的任意性知式（3-103）成立. 此外，由于矩阵 A 与其转置矩阵 TA 有相同的特征值，故式（3-104）

也成立，定理 3.5.1 证毕.  
定理 3.5.2  （Gerschgorin 圆定理[2]）设矩阵 ( )ijA a= 是一个 N 阶方阵，记 

 1 2 , 1 , 1
1

| | | | | | | | | | | | | |
N

s s s s s s s sN si ss
i

P a a a a a a a− +
=

= + + + + + + = −∑  （3-107） 

则对 A 的任一特征值 Aλ ，至少存在一个 {1,2, , }s N∈ 使得 

 | | .A ss sa Pλ − ≤  （3-108） 

证明：仿照定理 3.5.1 的证明，设 A 的特征值 iλ  对应的特征向量为 ix ，即有 λ=i i iAx x ，再设

1
| | max | |j ii N
w w=

≤≤
，对 A 的特征值 iλ 就有式（3-106）成立，从而  

1 11 2
1 2 , 1 , 1 .j j N

i jj j j j j j j jN
j j j j j

w w ww wa a a a a a
w w w w w

λ − +
− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

再由 | | | | (1 )i jw w i N≤ ≤ ≤ 知， 1 , 1 , 1| | | | | | | | | |i jj j j j j j jN ja a a a a Pλ − +− + + + + + =≤ . 从而定理 3.5.2

得证.  

定理 3.5.3  按照要求 1 设计的数值格式的式（3-95）的稳定性条件为
1 1min ,

2 2
r

h hλ μ
⎧ ⎫
⎨ ⎬+ +⎩ ⎭

≤ .  

证明：对式（3-95）稳定性的讨论只需要考虑齐次方程、零边界条件下的情形. 此时，式（3-95）
可以写成 1+ =k kAu u ，其中， 

( 1) ( 1)

1 2 2 2
1 2 0

0 1 2
2 1 2 2 m m

r r h r
r r r

A

r r r
r r r h

λ

μ + × +

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

注意到此时三对角矩阵 A 的主对角元素不完全相同，次对角线元素也不完全相同，因此不能用

式（3-13）来准确地写出其特征值，而需要借用定理 3.5.2 来估计特征值的大小范围. 事实上，对于矩

阵 A 而言，始终有 2 ( 1,2, , 1)sP r s m= = + . 于是由定理 3.5.2 知，对 A 的任一特征值 Aλ ，至少存在某
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个 {1,2, , 1}s m∈ + 使得 | | 2A ssa rλ − ≤ ，也就是 

| (1 2 2 ) | 2A r r h rλ λ− − − ≤ ， | (1 2 ) | 2A r rλ − − ≤ ， | (1 2 2 ) | 2A r r h rλ μ− − − ≤  

三者中至少有一个成立，即 
1 4 2 1 2Ar r h r hλ λ λ− − −≤ ≤ ，1 4 1Ar λ− ≤ ≤ ，1 4 2 1 2Ar r h r hμ λ μ− − −≤ ≤  

三者中至少有一个成立. 由于此时矩阵 A 不是正规矩阵，且矩阵 kA 的范数也不方便计算，因此关于稳

定性充要条件的定理 3.1.1 和定理 3.1.3 无法执行 . 其实，对于矩阵 A，存在对角矩阵

diag( 2,1, ,1, 2)S = ，即 S 是主对角元素分别是 2,1, ,1, 2 、其余元素全为零的矩阵，使得 

1

1 2 2 2

2 1 2 0

0 1 2 2

2 1 2 2

r r h r

r r r

S AS A

r r r

r r r h

λ

μ

−

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

也就是说，A 相似于一个对称矩阵 A ，且易见， 1|| ||, || ||S S − 一致有界，所以由推论 3.1.2 知，

( ) 1A Cρ τ+≤ 是差分格式（3-95）稳定的充要条件. 注意到式（3-90），只要有1 4 2 1r r hλ− − −≥  和 

1 4 2 1r r hμ− − −≥ ，也就是
1

2
r

hλ+
≤ 且

1
2

r
hμ+

≤ ，就可以保证 ( ) 1A Cρ τ+≤ ，数值格式（3-95）

稳定. 换言之，数值格式（3-95）的稳定性条件为
1 1min ,

2 2
r

h hλ μ
⎧ ⎫
⎨ ⎬+ +⎩ ⎭

≤ ，定理 3.5.3 证毕.  

定理 3.5.4  按照要求 2 设计的数值格式（3-96）的稳定性条件为
1
2

r ≤ .  

证明：只需要考虑齐次方程、零边界条件下数值格式（3-96）的稳定性. 此时，式（3-96）即 
1

1 1

011
0

(1 2 ) ,   1 1,  0 1,

,   ,   1 ,    ( ),  0 .
1 1

k k k k
i i i i

kk
k k m

m i i

u ru r u ru i m k n

uuu u k n u x i m
h h

ϕ
λ μ

+
− +

−

⎧ = + − + − −
⎪
⎨

= = =⎪ + +⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤
 

记 T
0 1( , , , )=k k k k

mu u uu ，且设在初始时刻 0u 就有误差 0 0 *0= −e u u ，也就是初值用 *0u 来计算，那么记

*k k k
i i ie u u= − ，则有 

 1
1 1(1 2 ) ,   1 1,  0 1k k k k

i i i ie re r e re i m k n+
− += + − + − −≤ ≤ ≤ ≤  （3-109） 

及 11
0    1

1 1

kk
k k m

m
eee e k n

h hλ μ
−= =

+ +
≤ ≤， ，  （3-110） 

易见，当
1
2

r ≤ 时，由式（ 3-109）就有 1
1 1| | | | (1 2 ) | | | |,   1 1,k k k k

i i i ie r e r e r e i m+
− ++ − + −≤ ≤ ≤ 再记

0
max | |k k

ii m
e e=

≤≤
，从上式立得 

 1| | (1 2 ) ,   1 1k k k k k
ie r e r e r e e i m+ + − + = −≤ ≤ ≤  （3-111） 

此外，由式（3-110）及式（3-111）则有 

 
1

1 11
0 1

| || | | | ,
1

k
k k kee e e

hλ

+
+ +=

+
≤ ≤    

1
1 11

1
| || | | |
1

k
k k km
m m

ee e e
hμ

+
+ +−

−=
+

≤ ≤   （3-112） 
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联合式（3-111）和式（3-112）就有 1k ke e+
≤ ，也就保证了初始误差不会增长，从而在稳定性条件

1
2

r ≤

下，数值格式（3-96）是稳定的. 定理 3.5.4 证毕.  
定理 3.5.5  按照要求 3 设计的数值格式（3-102）是无条件稳定的.  
证明：只考虑齐次方程、零边界条件下数值格式（3-102）的稳定性. 注意到此时式（3-102）可以

简写为 1 (2 )+ = −k kB I Bu u ，其中， 

 

( 1) ( 1)

1

1 0
2 2

0 1
2 2

1 m m

r r h r
r rr

B

r rr

r r r h

λ

μ + × +

+ + −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

 （3-113） 

这样就有 1 1(2 )k k kB I D+ −= − =u u u: . 注意到矩阵 B 在形式上与定理 3.5.3 中的矩阵 A 一样，因此同样

存在对角矩阵 diag( 2,1, ,1, 2)=S 使得 1S BS B− = 为对称矩阵，从而两边取逆，得 1 1 1S B S B− − −= 也

是对称矩阵. 现在要考察差分格式 1k ku Du+ = 的稳定性. 显然， 1 1 1 1(2 ) 2S DS S B I S B I− − − −= − = − 对

称，即说明矩阵 D 相似于一个对称矩阵，且因 1|| ||, || ||S S − 一致有界，由推论 3.1.2 知， ( ) 1D Cρ τ+≤

是差分格式（3-102）稳定的充要条件. 现在利用定理 3.5.2 来估计矩阵 D 的特征值的大小范围. 易知对 

矩阵B 而言，始终有 ( 1,2, , 1)sP r s m= = + . 于是由定理 3.5.2 知，至少存在某个 {1,2, , 1}s m∈ + 使

得矩阵B 的特征值 Bλ 满足 | |B ssa rλ − ≤ ，也就是 
| (1 ) |B r r h rλ λ− + + ≤ ， | (1 ) |B r rλ − + ≤ ， | (1 ) |B r r h rλ μ− + + ≤  

三者中至少有一个成立，即 
1 1 2Br h r r hλ λ λ+ + +≤ ≤ ，1 1 2B rλ +≤ ≤ ，1 1 2Br h r r hμ λ μ+ + +≤ ≤  

三者中至少有一个成立. 不管这三者中哪个成立，都有 1λB ≥ ，从而 D 的特征值
2 1D
B

λ
λ

= − 满足

0 1Dλ< ≤ ，从而 ( ) 1 1D Cρ τ+≤ ≤ 恒成立. 以上说明，无论 r 如何选取，数值格式（3-102）都是稳定

的. 定理 3.5.5 证毕.  
由定理 3.5.5 及数值格式（3-102）的局部截断误差为 2 2( )O hτ + 知，此格式是二阶收敛的，即若

时间步长和空间步长（因无条件稳定，所以步长选取无限制）同时减半，误差将减少为原来误差的 1/4.  
注：当常值参数 ,   λ μ 不满足式（3-90）时，对于上述三种数值格式稳定性的分析较为复杂，此处

不再展开.  

三、数值算例 

例 3.5.1  分别按照本节三种要求设计差分格式，计算以下抛物型方程初边值问题[4]： 
2

2 , 0 1,    0 1,

( ,0) 1, 0 1,

(0, ) (0, ),    (1, ) (1, ), 0 1.

u u x t
t x

u x x
u ut u t t u t t
x x

⎧∂ ∂
= < < <⎪ ∂ ∂⎪⎪ =⎨

⎪∂ ∂⎪ = = − <
∂ ∂⎪⎩

≤

≤ ≤

≤
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已知其精确解为
24

2
1

sec 1( , ) 4 e cos 2 ( )
2(3 4 )

n tn
n

nn

u x t xαα α
α

−

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
+⎪ ⎪⎩ ⎭

∑
∞

，其中 nα 是方程
1tan
2

α α = 的根. 要求

取 0.1,    0.0025h τ= = ，数值结果取四位小数. 其中精确解 ( , )u x t 的数值对照表如下（表 3-32）. 

表 3-32  精确解 u(x,t)的数值 

      x 
t 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.0025 0.9460 0.9951 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 

0.0050 0.9250 0.9841 0.9984 0.9999 1.0000 1.0000 

0.0075 0.9093 0.9730 0.9950 0.9994 1.0000 1.0000 

0.0100 0.8965 0.9627 0.9905 0.9984 0.9998 1.0000 

0.0125 0.8854 0.9532 0.9855 0.9967 0.9994 0.9999 

0.0150 0.8755 0.9444 0.9802 0.9945 0.9988 0.9996 

0.0175 0.8666 0.9362 0.9748 0.9919 0.9979 0.9992 

0.0200 0.8585 0.9286 0.9695 0.9891 0.9967 0.9985 

…       

0.1000 0.7176 0.7828 0.8342 0.8713 0.8936 0.9010 

0.2500 0.5546 0.6052 0.6454 0.6747 0.6924 0.6984 

0.5000 0.3619 0.3949 0.4212 0.4403 0.4519 0.4558 

1.0000 0.1542 0.1682 0.1794 0.1875 0.1925 0.1941 

解：注意到本例中 1λ μ= = .  

按照要求 1 设计的算法程序为 Egch3_sec5_01.c, 计算结果列表如下（表 3-33）. 

表 3-33  按照要求 1 设计的算法的计算结果 

      x 
t 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.0025 0.9500 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

0.0050 0.9275 0.9875 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

0.0075 0.9111 0.9756 0.9969 1.0000 1.0000 1.0000 

0.0100 0.8978 0.9648 0.9923 0.9992 1.0000 1.0000 

0.0125 0.8864 0.9549 0.9872 0.9977 0.9998 1.0000 

0.0150 0.8764 0.9459 0.9818 0.9956 0.9993 0.9999 

0.0175 0.8673 0.9375 0.9762 0.9931 0.9985 0.9996 

0.0200 0.8590 0.9296 0.9708 0.9902 0.9974 0.9991 

…       

0.1000 0.7175 0.7829 0.8345 0.8718 0.8942 0.9017 

0.2500 0.5541 0.6048 0.6452 0.6745 0.6923 0.6983 

0.5000 0.3612 0.3942 0.4205 0.4396 0.4512 0.4551 

1.0000 0.1534 0.1674 0.1786 0.1867 0.1917 0.1933 

按照要求 2 设计的算法程序为 Egch3_sec5_02.c，计算结果列表如下（表 3-34）. 

表 3-34  按照要求 2 设计的算法的计算结果 

      x 
t 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.0025 0.9091 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

0.0050 0.8884 0.9773 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
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续表     
      x 

t 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.0075 0.8734 0.9607 0.9943 1.0000 1.0000 1.0000 

0.0100 0.8612 0.9473 0.9873 0.9986 1.0000 1.0000 

0.0125 0.8507 0.9358 0.9801 0.9961 0.9996 1.0000 

0.0150 0.8415 0.9256 0.9730 0.9930 0.9989 0.9998 

0.0175 0.8331 0.9164 0.9662 0.9895 0.9976 0.9993 

0.0200 0.8255 0.9080 0.9596 0.9857 0.9960 0.9985 

…       

0.1000 0.6901 0.7591 0.8140 0.8537 0.8778 0.8859 

0.2500 0.5230 0.5753 0.6170 0.6474 0.6658 0.6720 

0.5000 0.3298 0.3627 0.3890 0.4082 0.4198 0.4237 

1.0000 0.1311 0.1442 0.1547 0.1623 0.1669 0.1685 

按照要求 3 设计的算法程序为 Egch3_sec5_03.c，计算结果列表如下（表 3-35）. 

表 3-35  按照要求 3 设计的算法的计算结果 

      x 
t 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.0025 0.9600 0.9960 0.9996 1.0000 1.0000 1.0000 

0.0050 0.9347 0.9868 0.9980 0.9997 1.0000 1.0000 

0.0075 0.9164 0.9765 0.9950 0.9991 0.9999 1.0000 

0.0100 0.9021 0.9663 0.9910 0.9980 0.9996 0.9999 

0.0125 0.8900 0.9567 0.9864 0.9964 0.9992 0.9997 

0.0150 0.8795 0.9478 0.9813 0.9944 0.9985 0.9993 

0.0175 0.8701 0.9394 0.9762 0.9920 0.9975 0.9988 

0.0200 0.8616 0.9315 0.9709 0.9893 0.9963 0.9981 

…       

0.1000 0.7180 0.7834 0.8350 0.8720 0.8943 0.9017 

0.2500 0.5547 0.6054 0.6458 0.6751 0.6929 0.6989 

0.5000 0.3618 0.3949 0.4213 0.4404 0.4520 0.4559 

1.0000 0.1540 0.1681 0.1793 0.1874 0.1924 0.1940 

第六节  二维抛物型方程的交替方向隐格式 

本节要研究的对象是二维抛物型方程初边值问题： 
2 2

2 2

1 2

3 4

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ,     ( , ) [0, ] [0, ], 0 ,

( , ,0) ( , ) , ( , ) ,
(0, , ) ( , ) , ( , , ) ( , ),    0 ,   0 ,
( ,0, ) ( , ),      ( , , ) ( , ),  

u x y t u x y t u x y t f x y t x y a b t T
t x y

u x y x y x y
u y t g y t u a y t g y t y b t T
u x t g x t u x b t g x t

Ω

ϕ Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + = ∈ = × <⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

= ∈
= = <
= =

≤

≤ ≤ ≤

 

  0 ,  0 .x a t T

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ <⎩ ≤ ≤ ≤

（3-114） 

也就是在前几节研究的基础上将一维问题推广到二维. 这里，为了保证连续性，要求式（3-114）中的

相关函数满足 

 1 3 1 4(0, ) (0, ),  ( , ) (0, ),g t g t g b t g t= = 2 3 2 4(0, ) ( , ),  ( , ) ( , )g t g a t g b t g a t= =  （3-115） 
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及 1 2 3 4(0, ) ( ,0),   ( , ) ( ,0),   ( ,0) ( ,0),   ( , ) ( ,0)y g y a y g y x g x x b g xϕ ϕ ϕ ϕ= = = =  （3-116） 

一、向前欧拉格式 

第一步，进行网格剖分. 本质上是在三维长方体空间（二维位置平面加一维时间轴）进行网格剖

分. 将区域[0, ]a 等分m份，将区域[0, ]b 等分n 份，将区域[0, ]T 等分 l 份，即有 

,    0 ,    

 ,    0 ,     ,    0 .

i

j k

i ax i x i m
m

j b k Ty j y j n t k t k l
n l

= ⋅ Δ =

= ⋅ Δ = = ⋅ Δ =

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

 

从而得到网格节点坐标为 ( , , )i j kx y t . 我们利用数值方法所求的数值解是精确解 ( , , )u x y t 在网格节点

( , , )i j kx y t 处的近似值 ,
k
i ju .  

第二步，将原方程弱化为节点离散方程，即 

 

2 2

2 2
( , , ) ( , , )

0

0 1 2

0 3

( , , ),  0 ,  0 ,  0 ,

( , , ) ( , ),   0 ,  0 ,
( , , ) ( , ) , ( , , ) ( , ),   0 ,  0 ,

( , , ) ( , ),      

i j k i j k

i j k
x y t x y t

i j i j

j k j k m j k j k

i k i k

u u u f x y t i m j n k l
t x y

u x y t x y i m j n
u x y t g y t u x y t g y t j n k l

u x y t g x t

ϕ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂− = <+⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

=
= = <

=

≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

4

   

( , , ) ( , ),   0 ,   0 .i n k i ku x y t g x t i m k l

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ = <⎩ ≤ ≤ ≤

 （3-117） 

第三步，处理偏导数，即将差商代替微商，这里选取 

1

( , , )

( , , ) ( , , )

i j k

i j k i j k

x y t

u x y t u x y tu
t t

+ −∂
≈

∂ Δ
，误差为 ( ) O tΔ  

2
1 1

2 2
( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )

i j k

i j k i j k i j k

x y t

u x y t u x y t u x y tu
x x

− +− +∂
≈

∂ Δ
，误差为 2( )O xΔ  

及 
2

1 1
2 2

( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )

i j k

i j k i j k i j k

x y t

u x y t u x y t u x y tu
y y

− +− +∂
=

∂ Δ
，误差为 2( )O yΔ  

将上面三个式子代入式（3-117），再用数值解 ,
k
i ju 代替精确解 ( , , )i j ku x y t 并忽略高阶小项，可得对应的

数值格式如下： 

1
, , 1, , 1, , 1 , , 1

2 2

0
,

0, 1

2 2
( , , ),

                                    1 1,    1 1,    0 1,

( , ),   0 ,  0 ,

( , ),

k k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i j

i j k

i j i j

k
j j k

u u u u u u u u
f x y t

t x y

i m j n k l

u x y i m j n

u g y t

ϕ

+
− + − +⎛ ⎞− − + − +

− + =⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠
− − −

=

=

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

, 2

,0 3 , 4

( , ), 0 ,  0 ,

( , ), ( , ), 0 ,  0 .

k
m j j k

k k
i i k i n i k

u g y t j n k l

u g x t u g x t i m k l

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ = <⎪
⎪ = = <⎩

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤  

记 1 22 2,    t tr r
x y

Δ Δ
= =

Δ Δ
，则上式经过整理后得到如下完整格式： 
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1
, 1 1, 1 1, 2 , 1 2 , 1 1 2 ,

0
,

0,

(1 2 2 ) ( , , ) ,

                                                1 1,    1 1,     0 1,

( , ),     0 ,    0 ,

k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j k

i j i j

k
j

u r u r u r u r u r r u f x y t t

i m j n k l

u x y i m j n

u g

ϕ

+
− + − += + + + + − − + Δ

− − −

=

=

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

1 , 2 ,0 3 , 4( , ),     ( , ),     ( , ),      ( , ),

                                     0 ,    0 ,     0 . 

k k k
j k m j j k i i k i n i ky t u g y t u g x t u g x t

i m j n k l

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪

= = =⎪
⎪ <⎩ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 （3-118） 

易见，此格式的局部截断误差为 2 2( ) O t x yΔ + Δ + Δ . 式（3-118）是一个向前欧拉显格式，可以证明其

稳定性条件为 1 2
1
2

r r+ ≤ ，这样时间步长和空间步长的选取将非常苛刻，所以尽管程序设计会很简单却

无实际应用价值. 以下给出式（3-118）稳定性条件的证明.  

定理 3.6.1  数值格式（3-118）的稳定性条件为 1 2
1
2

r r+ ≤ .  

证明：仅需在齐次方程、零边界条件下考虑稳定性. 记 
T

1,1 1,2 1, 1 2,1 2,2 2, 1 1,1 1,2 1, 1( )k k k k k k k k k k
n n m m m nu u u u u u u u u− − − − − −=u  

则式（3-118）可以改写成 1k kG+ =u u ，其中

0

0

C D
D C D

G
D C D

D C

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

为块三对角矩阵，且

1 2 2

2 1 2 2

2 1 2 2

2 1 2 ( 1) ( 1)

1 2 2 0
1 2 2

1 2 2
0 1 2 2 n n

r r r
r r r r

C
r r r r

r r r
− × −

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

， 1D r I= ，I 为 1n − 阶

单位矩阵. 易见，G 是对称稀疏矩阵，每行至多 5 个非零元素. 差分格式（3-118）的稳定性依赖于矩

阵G 的特征值. 注意到定理 3.5.1 可知G 的最大特征值 1 2 1 21
max | | |1 2 2 | 2 2ii N

r r r rλ − − + +
≤≤

≤ ，所以当

1 2
1
2

r r+ ≤ 时就有 1 2 1 21
max | | 1 2 2 2 2 1ii N

r r r rλ − − + + =
≤≤

≤ ，从而 ( ) 1 1G Cρ τ+≤ ≤ ，由推论 3.1.1 知数值格

式（3-118）稳定. 定理 3.6.1 证毕.  

二、Crank-Nicolson 格式 

式（3-118）的稳定性条件严重地限制了时间步长和空间步长的选取，尽管这样的数值格式是显格

式，在程序设计时非常方便，但多数情况下还是不选用这样的方法，取而代之的还是隐式方法. 所以

首先考虑用 Crank-Nicolson 方法来设计数值格式，为此将原节点离散方程改成   

 

1
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1 12 2

2 2

2 2
( , , ) ( , , )

0

0 1 2
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( , , ),  0 ,  0 ,  0 ,
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i j k
x y t x y t

i j i j

j k j k m j k j k

i k i

u u u f x y t i m j n k l
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u x y t x y i m j n
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⎧
⎪
⎪
⎪
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⎪
⎪
⎪ = <⎩ ≤ ≤ ≤

（3-119） 
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然后用差商近似微商来处理偏导数，则有 

1+
2

1

( , , )

( , , ) ( , , )

i j k

i j k i j k

x y t

u x y t u x y tu
t t

+ −∂
≈

∂ Δ
，误差为 2( ) O tΔ  

1 1
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⎜ ⎟∂ ∂ ∂
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1 1
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2
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Δ
，误差为 2 2( )O t xΔ + Δ  

类似可得 

1
2

2
1 1 1 1 1

2 2
( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
+

2
i j k

i j k i j k i j k
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1 1
2

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
2

i j k i j k i j ku x y t u x y t u x y t
y

− +− +

Δ
，误差为 2 2( )O t yΔ + Δ  

将上面这些式子代入式（3-119）的第一式，再用数值解 ,
k
i ju 代替精确解 ( , , )i j ku x y t 并忽略高阶小项，

可得对应的数值格式如下： 

 

1
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1 1 1 1
, , 1, , 1, 1, , 1,

2

1 1 1
, 1 , , 1 , 1 , , 1

2

2 21
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 （3-120） 

整理并联合初边值条件得以下完整的差分格式： 

 
1
2

1 1 1 1 11 1 2 2
1, 1 2 , 1, , 1 , 1

1 1 2 2
1, 1 2 , 1, , 1 , 1

   (1 )
2 2 2 2

(1 ) ( , , ) ,
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 （3-121） 

还可以写成如下矩阵形式： 
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0
2

0
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⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2, 1
1
1, 1

k
j

k
m ju

+
+

+
− +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1
2

1
2

11 1 2 2 1
0, 1 2 1, 2, 1, 1 1, 1 1 0,

1 1 2 2
1, 1 2 2, 3, 2, 1 2, 1 2

1 1 2
3, 1 2 2, 1, 2

(1 ) ( , , )
2 2 2 2 2

(1 ) ( , , )
2 2 2 2

(1 )
2 2 2

k k k k k k
j j j j j j jk

k k k k k
j j j j j j k

k k k
m j m j m j m

r r r r ru r r u u u u f x y t t u

r r r ru r r u u u u f x y t t

r r ru r r u u u

+
− + +

− + +

− − − −

+ − − + + + + Δ +

+ − − + + + + Δ

+ − − + + 1
2

1
2

2
, 1 2, 1 2

11 1 2 2 1
2, 1 2 1, , 1, 1 1, 1 1 ,

( , , )
2

(1 ) ( , , )
2 2 2 2 2

k k
j m j m j k

k k k k k k
m j m j m j m j m j m j m jk

r u f x y t t

r r r r ru r r u u u u f x y t t u

− − + − +

+
− − − − − + − +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ + Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ − − + + + + Δ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （3-122） 
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其中， I 为 1m − 阶单位矩阵. 则上面的格式（3-122）可简写成 

 1 1 1
1 1 ,    1 1k k k

j j j jD C D j n+ + +
− ++ + = −u u u F ≤ ≤  （3-123）    

其中 jF 为式（3-122）右端的列向量. 式（3-123）即为 

1 1
1 1 0

1
2 2

1
22

11
11

+ +

+

+
−−

++
−−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

k k

k

k
nn

kk
n nn

DC D
D C D

D C D
D C D

u F u
u F

Fu
F uu

 

这是一个系数为块三对角矩阵的线性方程组，每一行至多 5 个非零元素，求解困难，计算量大，实际

操作不方便，希望能找到更有效的数值方法.  

三、交替方向隐（ADI）格式 

由于 Crank-Nicolson 方法求解困难，而难点就在这种方法最后导出的线性方程组的系数矩阵不再

是三对角而是五对角的了，追赶法失效. 于是，一个基本想法是修改原来的 Crank-Nicolson 格式，希

望将上述块三对角系数矩阵变成三对角矩阵，便于用成熟而又高效的追赶法求解. 为了后文分析方便，

我们需要用到一个常用的二阶中心差分记号，也是一个数学上的算子符号，即 

 2
1 1( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , )x i j k i j k i j k i j ku x y t u x y t u x y t u x y tδ − += − +  （3-124） 

相应地有： 2
1 1( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , )y i j k i j k i j k i j ku x y t u x y t u x y t u x y tδ − += − +  （3-125） 

 2
1 1( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , )t i j k i j k i j k i j ku x y t u x y t u x y t u x y tδ − += − +  （3-126） 

及其离散形式： 

 2 2 2 1 1
1, 1, , 1 , 12 ,   2 ,   2k k k k k k k k k k k k

x i j i j i j i j y i j i j i j i j t i j i j i j i ju u u u u u u u u u u uδ δ δ − +
− + − += − + = − + = − + （3-127） 

大家要习惯看这些记号，因为有很多教材都频繁地使用着这些记号. 通过这些记号，我们可以把

Crank-Nicolson 格式的式（3-120）改写如下： 

 1
2

1 2 1 2 2 1 2
, , , , , ,

2 2
1 ( , , )
2

k k k k k k
i j i j x i j x i j y i j y i j

i j k
u u u u u u

f x y t
t x y

δ δ δ δ+ + +

+

⎛ ⎞− + +
− + =⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

 （3-128） 

更简单地，也就是 

( ) 1
2

1 2 1 2 2 1 2
, , 1 , , 2 , ,

1 ( ) ( ) ( , , )
2

k k k k k k
i j i j x i j x i j y i j y i j i j ku u r u u r u u f x y t tδ δ δ δ+ + +

+− − + + + = Δ  

整理可得 

 1
2

2 2 1 2 21 2 1 2
, ,1 1 ( , , )

2 2 2 2
k k

x y i j x y i j i j k
r r r ru u f x y t tδ δ δ δ+

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = + + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （3-129） 

上式左右两边大括号内的都是算子，1 相当于恒等算子，它作用在任何元素上得到的就是其本身. 至此，

我们还没有对 Crank-Nicolson 格式进行任何改进，只是用算子的形式将其表示出来. 式（3-129）存在

求解上的困难，所以后面我们将借助算子分解，通过添加辅助项，把原来的五对解系数矩阵转化为两

个三对角系数矩阵，从而用追赶法交替求解三对角线性方程组. 为了实现算子分解，在式（3-129）左
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右两端分别添加辅助项 2 2 11 2
,4

k
x y i j

r r uδ δ + 和 2 21 2
,4

k
x y i j

r r uδ δ ，关于为何添加这两个辅助项将在后文说明. 于是

Crank-Nicolson 格式修正为以下形式： 

1
2

2 2 2 2 1 2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2
, ,1 1 ( , , )

2 2 4 2 2 4
k k

x y x y i j x y x y i j i j k
r r r r r r r ru u f x y t tδ δ δ δ δ δ δ δ+

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + = + + + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

也就是 

 
1
22 2 1 2 21 2 1 2

, ,1 1 1 1
2 2 2 2

kk k
x y i j x y i j i j

r r r ru u f tδ δ δ δ ++⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − = + + + Δ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 （3-130） 

其中，
1
2

1
2, ( , , )k

i j i j kf f x y t+
+= . 为了使分解更彻底，上式可以写成 

1
22 2 1 2 2 2 21 2 1 2 1 1

, , ,
11 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
kk k

x y i j x y i j x x i j
r r r r r ru u f tδ δ δ δ δ δ ++⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = + + + − + + Δ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

从而进一步分解为 

 
1 1
2 22 2 1 2 21 2 1 2

, , , ,
1 11 (1 ) 1 (1 )

2 2 2 2 2 2
k kk k

x y i j i j x y i j i j
r r r ru f t u f tδ δ δ δ+ ++⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − − Δ = + + + Δ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 （3-131） 

这样，引入中间变量 ,i jV 使式（3-131）最右端大括号内的元素满足  

 
1
2 22 12

, , ,
1 11
2 22

δδ + ⎛ ⎞⎛ ⎞ + Δ = −+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
kk

i j i j x i jy
rr u f t V  （3-132） 

由于差分算子具有可交换性，再由式（3-131）就应该有  

 
1
21 22 12

, , ,
1 11
2 22

δδ ++ ⎛ ⎞⎛ ⎞ − Δ = +−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
kk

i j i j x i jy
rr u f t V  （3-133） 

这样，改写式（3-132）和式（3-133），就得到由式（3-131）导出的 Peaceman-Rachford 格式： 

 

1
2

1
2

2 21 2
, , ,

2 1 22 1
, , ,

11 1
2 2 2

11 1
2 2 2

kk
x i j y i j i j

kk
y i j x i j i j

r rV u f t

r ru V f t

δ δ

δ δ

+

++

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − = + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

 （3-134） 

式（3-134）的第一式是一个 x 方向上的三对角线性方程组，由第 k 个时间层上的信息求出中间变量 ,i jV ，

再利用第二式，这是 y 方向上的三对角线性方程组，求出在第 k +1 个时间层上的信息 1
,

k
i ju + ，这样就完

成了一层信息的计算. 注意到式（3-134）第一式的求解需要用到 0, jV 和 ,m jV ，只需要将式（3-134）的

两式相减，整理后就可以得到 2 2 12 2
, , ,

1 11 1
2 2 2 2

k k
i j y i j y i j

r rV u uδ δ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，从而有 

 

2 2 12 2
0, 0, 0,

2 2 12 2
, , ,

1 11 1
2 2 2 2
1 11 1
2 2 2 2

k k
j y j y j

k k
m j y m j y m j

r rV u u

r rV u u

δ δ

δ δ

+

+

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ = + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

 （3-135） 

也就是说 0, jV 和 ,m jV 可由左右边界条件确定. 式（3-134）和式（3-135）就是用算子表示的完整的

Peaceman-Rachford 格式. 整个求解过程从 k = 0 第 0 层开始逐层求解. 我们将这种关于 x 方向和 y 方向

交替求解的隐式方法称为 ADI（Alternating Direction Implicit）方法.  
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为方便起见，我们将Peaceman-Rachford格式的式（3-134）和式（3-135）重新写回原来的差分形式，即 

 

1
2

1
2

1 1 2 2
1, 1 , 1, , 1 2 , , 1 ,

1 1 12 2 1
, 1 2 , , 1 1, 1, 1 , ,

1(1 ) (1 )  
2 2 2 2 2

1(1 ) ( ) (1 )
2 2 2 2

kk k k
i j i j i j i j i j i j i j

kk k k
i j i j i j i j i j i j i j

r r r rV r V V u r u u f t

r r ru r u u V V r V f t

+
− + − +

++ + +
− + − +

⎧− + + − = + − + + Δ⎪⎪
⎨
⎪− + + − = + + − + Δ
⎪⎩

 （3-136） 

其中，1 1,   1 1,   0 1i m j n k l− − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，且 

 
1 1 12 2 2

0, 0, 0, 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1

1 1 12 2 2
, , , , 1 , 1 , 1 , 1

1 1 ( )
2 2 4

1 1 ( )
2 2 4

k k k k k k
j j j j j j j

k k k k k k
m j m j m j m j m j m j m j

r r rV u u u u u u

r r rV u u u u u u

+ + +
− + − +

+ + +
− + − +

− +⎧ = + + + − −⎪⎪
⎨ − +⎪ = + + + − −
⎪⎩

 （3-137） 

事实上，假设第 k 层信息已知，在求解式（3-136）中第一式时，先要固定某个 , 1 1j j n −≤ ≤ ，这时

式（3-136）的第一式就是一个 1m − 阶线性方程组，其系数矩阵是三对角矩阵，可用追赶法求解. 每解 
一个方程组就得到第 1k + 个时间层上在 [0, ] [0, ]a b× 矩形区域内行网格点（即行节点

( , ), 1 1i jx y i m −≤ ≤ ）上 ,i jV 的信息，所以要得到矩形区域内的所有网格点信息，需要求解 1n − 个（即

对应 j 从 1 取到 1n − ）这样的线性系统. 同样，在求解式（3-136）中第二式时，先要固定某个

, 1 1i i m −≤ ≤ ，这时式（3-136）的第二式是一个 1n − 阶线性方程组，系数矩阵是三对角矩阵，可用追

赶法求解，每解一个方程组就得到第 1k + 个时间层上 [0, ] [0, ]a b× 矩形区域内列网格点（即列节点

( , ), 1 1i jx y j n −≤ ≤ ）上的 1
,
k
i ju + 信息，所以要得到第 1k + 个时间层上所有网格点的信息，需要求解 1m −

个（即对应 i 从 1 取到 1m − ）这样的线性系统.  
注意到，Peaceman-Rachford 格式的导出源于式（3-130），事实上，式（3-130）的分解并不是唯一 

的. 引入中间变量 ,i jV ，可以很容易导出以下 D’Yakonov 格式： 

 

1
22 2 21 1 2

, , ,

2 12
, ,

1 1 1
2 2 2

1
2

kk
x i j x y i j i j

k
y i j i j

r r rV u f t

r u V

δ δ δ

δ

+

+

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− = + + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞⎪ − =⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

 （3-138） 

同样，计算第一式中的 ,i jV 时需要用到 0, jV 和 ,m jV ，这可以直接从第二式中获得，即 

 

2 12
0, 0,

2 12
, ,

1
2

1
2

k
j y j

k
m j y m j

rV u

rV u

δ

δ

+

+

⎧ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 （3-139） 

这里，我们也将 D’Yakonov 格式的式（3-138）和式（3-139）重新写回原来的差分形式，即 

 1
2

1 1 1 2 2 1
1, 1 , 1, 1, 1, , 1 , 1

1 2
1 2 , , 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

2
, 1

(1 ) (1 )(1 ) ( ) ( )
2 2 2 2

                             (1 )(1 ) ( )
4

2

k k k k
i j i j i j i j i j i j i j

kk k k k k
i j i j i j i j i j i j

i j

r r r r r rV r V V u u u u

r rr r u f t u u u u

r u

− + − + − +

+
− − + − − + + +

−

− −
− + + − = + + + +

− − + Δ + + + +

− 1 1 12
2 , , 1 ,(1 )

2
k k k

i j i j i j
rr u u V+ + +

+

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ + + − =⎪⎩

 （3-140） 

其中，1 1,   1 1,   0 1i m j n k l− − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，且 

 
1 1 12

0, 0, 1 0, 1 2 0,

1 1 12
, , 1 , 1 2 ,

( ) (1 )
2

( ) (1 )
2

k k k
j j j j

k k k
m j m j m j m j

rV u u r u

rV u u r u

+ + +
− +

+ + +
− +

⎧ = − + + +⎪⎪
⎨
⎪ = − + + +
⎪⎩

 （3-141） 
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另外，式（3-130）还可以改写成 

( ) 1
22 2 1 2 21 2

, , 1 2 , ,1 1 ( )
2 2

kk k k
x y i j i j x y i j i j

r r u u r r u f tδ δ δ δ ++⎛ ⎞⎛ ⎞− − − = + + Δ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

从而借助中间变量 ,i jV 可以很容易地分解为下面的 Douglas 格式： 

 
( ) 1

22 2 21
, 1 2 , ,

2 1 22 2
, , ,

1
2

1 1
2 2

kk
x i j x y i j i j

k k
y i j i j y i j

r V r r u f t

r ru V u

δ δ δ

δ δ

+

+

⎧⎛ ⎞− = + + Δ⎜ ⎟⎪⎪⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

 （3-142） 

计算第一式中的 ,i jV 时也需要用到 0, jV 和 ,m jV ，这可以直接从第二式中解得，即 

 

2 1 22 2
0, 0, 0,

2 1 22 2
, , ,

1 1
2 2

1 1
2 2

k k
j y j y j

k k
m j y m j y m j

r rV u u

r rV u u

δ δ

δ δ

+

+

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

 （3-143） 

将 Douglas 格式写成我们熟悉的标准差分格式，就有 

 
1
2

1 1
1, 1 , 1, 1 1, , 1,

2 , 1 , , 1 ,

1 1 12 2 2
, 1 2 , , 1 , , 1 , 1 2 ,

(1 ) ( 2 )
2 2

                         ( 2 )

(1 ) ( ) (1 )
2 2 2

k k k
i j i j i j i j i j i j

kk k k
i j i j i j i j

k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j

r rV r V V r u u u

r u u u f t

r r ru r u u V u u r u

− + − +

+
− +

+ + +
− + − +

⎧− + + − = − + +

− + + Δ

− + + − = − + + +

⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

 （3-144） 

其中，1 1,   1 1,   0 1i m j n k l− − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，且 

 

1 1 12
0, 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 2 0, 0,

1 1 12
, , 1 , 1 , 1 , 1 2 , ,

( ) (1 )( )
2

( ) (1 )( )
2

k k k k k k
j j j j j j j

k k k k k k
m j m j m j m j m j m j m j

rV u u u u r u u

rV u u u u r u u

+ + +
− + − +

+ + +
− + − +

⎧ = − + − − + + −⎪⎪
⎨
⎪ = − + − − + + −
⎪⎩

 （3-145） 

总的说来，求解二维抛物型方程初边值问题式（3-114）的 ADI 方法本质上就是从式（3-130）分解为

两个三对角的线性方程组进行求解，其间需要借助中间变量 Vi,j，这里的分解方式并不唯一. 此外，以

上所有格式均需加上初边值条件才是完整的计算格式.  

四、关于添加辅助项的说明 

上面已经指出，ADI 格式导出的关键在于我们在原来的 Crank-Nicolson 格式的算子表示式（3-129）

的基础上添加了两个辅助项 2 2 11 2
,4

k
x y i j

r r uδ δ + 和 2 21 2
,4
k

x y i j
r r uδ δ ，那么为什么要加上这两项呢？首先请读者要

明确的一点是，在式（3-129）的左端加上辅助项 2 2 11 2
,4
k

x y i j
r r uδ δ + 是为了实现左端的算子分解，这在情理

之中. 但式（3-129）的右端辅助项 2 21 2
,4

k
x y i j

r r uδ δ 的添加显得有些牵强，因为从后面的分析可以知道，真

正实现交替三对角线性方程组的求解，只涉及到左端的分解，右端是不需要进行分解的. 右端辅助项

添加的真正原因其实就是为了不降低原来 Crank-Nicolson 格式的精度，即保证添加了辅助项后得到的

新格式的局部截断误差关于时间、空间仍然都是二阶的，否则从 Crank-Nicolson 格式改进到 ADI 格式

就没有意义了. 为此，我们有必要考察一下添加辅助项后的新格式的式（3-130）的局部截断误差.  
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事实上，将式（3-130）写成数值格式整理化简后就是： 

1
2

2
1 2 1 2 1 2 2 1

, , , , , , , , ,2 2 2 2( ) ( ) ( )
2 2 4

kk k k k k k k k
i j i j x i j i j y i j i j i j x y i j i j

t t tu u u u u u f t u u
x y x y

δ δ δ δ++ + + +Δ Δ Δ
− = + + + + Δ − −

Δ Δ Δ Δ
 

这里仍沿用中心差分的算子符号，是因为如果展开写的话，上面的式子未免太长了. 上式实为 

1
2

1
, , 2 1 2 1 2 2 1

, , , , , , ,2 2 2 2
1 1( ) ( ) ( )

2 2 4

k k
i j i j kk k k k k k

x i j i j y i j i j i j x y i j i j
u u tu u u u f u u

t x y x y
δ δ δ δ

+
++ + +− Δ

= + + + + − −
Δ Δ Δ Δ Δ

 

上面的这个数值格式的局部截断误差就是： 

1
2

1 2
12

2
12

2 2
12 2

( , , ) ( , , ) 1 ( ( , , ) ( , , ))
2

1 ( ( , , ) ( , , )) ( , , )
2

( ( , , ) ( , , ))
4

δ

δ

δ δ

+
+

+ +

+

−
= − + −

Δ Δ

+ − +
Δ

Δ
−

Δ Δ

i j k i j k
x i j k i j k

y i j k i j k i j k

x y i j k i j k

u x y t u x y t
LTE u x y t u x y t

t x

u x y t u x y t f x y t
y

t u x y t u x y t
x y

 

注意到  

 
2 22 2

2 2
2 2 2 2

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )
+ ( ),   ( )

i j k i j k

x i j k y i j k

x y t x y t

u x y t u x y tu uO x O y
x x y y

δ δ∂ ∂
= Δ = + Δ

Δ ∂ Δ ∂
 （3-146） 

因此， 

1 1 12

1
2

2 2 2 2
2

2 2 2 2
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

2 2 2 2
12 2

1LTE ( )
2

                   ( ) ( , , ) ( ( , , ) ( , , ))
4

i j k i j k i j k i j k i j k
x y t x y t x y t x y t x y t

i j x y i j k i j kk

u u u u uO t
t x x y y

tO x y f x y t u x y t u x y t
x y

δ δ

+ + +

++

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= + Δ − + + + +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎝ ⎠

Δ
Δ + Δ + + −

Δ Δ

 

再利用误差为 2( )O tΔ 的近似

1 1
2

2 2 2

2 2 2
( , , ) ( , , ) ( , , )

1
2

i j i j k i j kk
x y t x y t x y t

u u u
x x x

++

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟≈ +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎝ ⎠

以及原抛物型方程，上式又可

改写为 

 2 2 2 2 2
12 2LTE ( ( , , ) ( , , )) ( )

4 x y i j k i j k
t u x y t u x y t O x y t

x y
δ δ +

Δ
= − + Δ + Δ + Δ

Δ Δ
 （3-147） 

从而看出影响数值格式局部截断误差的关键项为 2 2
1( ( , , ) ( , , ))x y i j k i j ku x y t u x y tδ δ + − ，需要仔细分析. 事

实上，当某函数 ( , , )v x y t 具有较高的光滑性时，令 P 表示点 ( , , )i j kx y t ，Q 表示点 1( , , )i j kx y t + ，就有： 

 
2 4 4

2 2
1 1 2 4( ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , )

12x i j k i j k i j k
P P

v x vv P v x y t v x y t v x y t x
x x

δ − +
∂ Δ ∂

= − + = Δ + +
∂ ∂

  （3-148） 

同理， 

 
2 4 4

2 2
2 4( )

12y
P P

v y vv P y
y y

δ ∂ Δ ∂
= Δ + +

∂ ∂
                 （3-149） 

于是，由式（3-148）和式（3-149），则有： 
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2 4 4
2 2 2 2

2 4

2 2 4 4 4 4 2 4 4
2 2 2

2 2 4 4 2 4

4 2 4 6 4 2 6
2 2

2 2 4 2 2 4

( )
12

12 12 12

12 12

δ δ δ
⎛ ⎞∂ Δ ∂

= Δ + +⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ Δ ∂ Δ ∂ ∂ Δ ∂
= Δ Δ + + + Δ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ Δ Δ ∂ Δ Δ ∂
= Δ Δ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

x y x
P

P P

P P P

v y vv P y
y y

v y v x v y vx y y
x y y x y y

v x y v x y vx y
y x y x y x

（3-150） 

于是取 ( , , )v u x y z= ，则有： 
4 2 4 6 4 2 6

2 2 2 2
2 2 4 2 2 412 12x y Q

Q Q Q

u x y u x y uu x y
y x y x y x

δ δ ∂ Δ Δ ∂ Δ Δ ∂
= Δ Δ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

4 2 4 6 4 2 6
2 2 2 2

2 2 4 2 2 412 12x y P
P P P

u x y u x y uu x y
y x y x y x

δ δ ∂ Δ Δ ∂ Δ Δ ∂
= Δ Δ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

将上面两式相减，可得： 
2 2 2 2 2 2

1

4 4 2 4 6 6
2 2

2 2 2 2 4 2 4 2

4 2 6 6

2 4 2 4

4
2 2

2 2

( ( , , ) ( , , ))

12

                  
12

δ δ δ δ δ δ+ − = −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ Δ Δ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟= Δ Δ − + − +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞Δ Δ ∂ ∂⎜ ⎟− +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂
= Δ Δ Δ

∂ ∂

x y i j k i j k x y x yQ P

Q P Q P

Q P

u x y t u x y t u u

u u x y v vx y
y x y x y x y x

x y v v
y x y x

x y t
y x

2 2 2 4 6 2 2

2 4 2 2

4 2 6 2 2

2 4 2

5
2 2 2 4 4 2

2 2

2 12 2

                
12 2

( ) ( )

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ Δ ∂ Δ Δ ∂ ∂ Δ ∂
+ + + Δ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞Δ Δ ∂ ∂ Δ ∂
Δ + + +⎜ ⎟

∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂
= Δ Δ Δ + Δ Δ Δ + Δ Δ Δ

∂ ∂ ∂

P P

P

P

u t u x y u t ut
t tt y x t

x y u t ut
ty x t

ux y t O t x y O t x y
t y x

 （3-151） 

于是将上式代入式（3-147）可得： 
5

2 2 2 4 4 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2

LTE ( ) ( ) ( )
4

( )
P

t ux y t O t x y O t x y O x y t
x y t y x

O x y t

⎛ ⎞Δ ∂
= Δ Δ Δ + Δ Δ Δ + Δ Δ Δ + Δ + Δ + Δ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
= Δ + Δ + Δ （3-152） 

从以上分析可见，式（3-129）右端辅助项 2 21 2
,4
k

x y i j
r r uδ δ 的添加主要是为了使局部截断误差不从原来的

2 2 2( )O x y tΔ + Δ + Δ 降低至 2 2( )O x y tΔ + Δ + Δ ，如果不加这个辅助项，数值格式关于时间的精度就会降

低一阶，就不能算是一个好的数值格式了. 这样，由式（3-152）知数值格式的式（3-130）是相容的.  

由于二维抛物型方程的 ADI 格式无法写成 1k kU GU+ = 的形式，其中 ( )k k
i jU u= 为 ( 1) ( 1)m n− × −

阶矩阵，所以无法通过分析G 矩阵的特征值进行稳定性的讨论. 我们将在下一章用傅里叶（Fourier）
分析的方法给出本节 ADI 格式（3-130）无条件收敛的证明（详见后文第四章第五节），从而
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Peaceman-Rachford 格式、D’Yakonov 格式和 Douglas 格式关于时间、空间都是二阶收敛的. 下面的数

值算例也验证了这一点.  

五、数值算例 

例 3.6.1  用 ADI 格式计算以下二维抛物型方程初边值问题[5]： 
2 2

( )/2
2 2

( )/2

/2 (1 )/2

/2 (1 )/2

3 e ,     ( , ) [0,1] [0,1], 0 1,   
2

( , ,0) e , ( , ) [0,1] [0,1],

(0, , ) e , (1, , ) e ,     0 1,    0 1,

( ,0, ) e ,      ( ,1, ) e

x y t

x y

y t y t

x t x t

u u u x y t
t x y

u x y x y

u y t u y t y t

u x t u x t

+ −

+

− + −

− + −

⎛ ⎞∂ ∂ ∂− = − ∈ × <+⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
= ∈ ×

= = <

= =

≤

≤ ≤ ≤

  

,     0 1,   0 1.x t

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ <⎩ ≤ ≤ ≤

 

本例的精确解为 ( )/2( , , ) e x y tu x y t + −= . 分别计算第一种步长
1 1 1,   ,   
60 40 20

x y tΔ = Δ = Δ = 及第二种步长

1 1 1,   
120 80 40

x y tΔ = Δ = Δ =， 下的数值解，并且输出 18 个节点（它们分别在中间层 0.50t = 和最上层

1.00t = 上）处的数值解及误差，这 18 个节点的坐标为：(0.25 ,0.25 ,0.50)i j 以及 (0.25 ,0.25 ,1.00),i j 其

中 , 1,2,3i j = .  

解：程序见 Egch3_sec6_01.c，Egch3_sec6_02.c，Egch3_sec6_03.c，分别对应 Peaceman-Rachford
格式、D’Yakonov 格式和 Douglas 格式. 注意，为了保证整数字符 l 不与数字 1 混淆，程序设计过程中

用大写字符 L 表示时间轴上的剖分数. 因为 Peaceman-Rachford 格式、D’Yakonov 格式和 Douglas 格式

都是从格式（3-130）变形分解而来的，虽然分解的方法不一样，从而计算的过程不一样，但最终的数

值结果是完全一样的，计算结果列表如下（表 3-36 和表 3-37）. 

表 3-36  1 1 1,   
60 40 20

x y tΔ = Δ = Δ =，  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  

误差

, ( , , ) |k
i j i j ku u x y t−｜  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  

误差 

, ( , , ) |k
i j i j ku u x y t−｜  

(0.25,0.25,0.50) 0.778814 1.2876 e−5 (0.25,0.25,1.00) 0.472374 7.8105 e−6 

(0.25,0.50,0.50) 0.882514 1.7519 e−5 (0.25,0.50, 1.00) 0.535272 1.0627 e−5 

(0.25,0.75,0.50) 1.000015 1.4611 e−5 (0.25,0.75, 1.00) 0.606540 8.8626 e−6 

(0.50,0.25,0.50) 0.882514 1.7519 e−5 (0.50,0.25, 1.00) 0.535272 1.0627 e−5 

(0.50,0.50,0.50) 1.000024 2.3999 e−5 (0.50,0.50, 1.00) 0.606545 1.4557 e−5 

(0.50,0.75,0.50) 1.133168 1.9757 e−5 (0.50,0.75, 1.00) 0.687301 1.1984 e−5 

(0.75,0.25,0.50) 1.000015 1.4611 e−5 (0.75,0.25, 1.00) 0.606540 8.8626 e−6 

(0.75,0.50,0.50) 1.133168 1.9757 e−5 (0.75,0.50,0.50) 0.687301 1.1984 e−5 

(0.75,0.75,0.50) 1.284042 1.6707 e−5 (0.75,0.75,0.50) 0.778811 1.0134 e−5 

表 3-37  1 1 1,   
120 80 40

x y tΔ = Δ = Δ =，  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  

误差

, ( , , ) |k
i j i j ku u x y t−｜  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  

误差 

, ( , , ) |k
i j i j ku u x y t−｜  

(0.25,0.25,0.50) 0.778804 3.2127 e−6 (0.25,0.25,1.00) 0.472369 1.9488 e−6 

(0.25,0.50,0.50) 0.882501 4.3716 e−6 (0.25,0.50, 1.00) 0.535264 2.6518 e−6 

(0.25,0.75,0.50) 1.000004 3.6449 e−6 (0.25,0.75, 1.00) 0.606534 2.2109 e−6 

(0.50,0.25,0.50) 0.882501 4.3717 e−6 (0.50,0.25, 1.00) 0.535264 2.6518 e−6 
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续表     

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  

误差

, ( , , ) |k
i j i j ku u x y t−｜  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  

误差 

, ( , , ) |k
i j i j ku u x y t−｜  

(0.50,0.50,0.50) 1.000006 5.9884 e−6 (0.50,0.50, 1.00) 0.606534 3.6325 e−6 

(0.50,0.75,0.50) 1.133153 4.9297 e−6 (0.50,0.75, 1.00) 0.687292 2.9903 e−6 

(0.75,0.25,0.50) 1.000004 3.6449 e−6 (0.75,0.25, 1.00) 0.606533 2.2109 e−6 

(0.75,0.50,0.50) 1.133153 4.9297 e−6 (0.75,0.50,0.50) 0.687292 2.9902 e−6 

(0.75,0.75,0.50) 1.284030 4.1668 e−6 (0.75,0.75,0.50) 0.778803 2.5275 e−6 

从两张表中的数值结果可见，若时间步长和空间步长（包括 x 方向和 y 方向）同时减半，则误差

约减为原来误差的 1/4，从而数值结果验证了 ADI 格式是一个二阶格式.  

第七节  二维抛物型方程的紧交替方向隐式方法 

本节继续研究二维抛物型方程初边值问题式（3-114）. 我们将在上一节的基础上研究关于空间更

高精度的紧差分格式，并且成功地将交替方向隐式方法用到紧格式中.  

一、二维紧差分格式 

讨论从 Crank-Nicolson 格式的设计思想开始. 至于剖分、节点离散等环节与前一节一样，此处不

再多述.  
在节点离散方程处有： 

 1
2

1 12 2

2 2

2 2
( , , ) ( , , )

( , , )
i j k i j k

i j k
x y t x y t

u u u f x y t
t x y

+ +

+
⎛ ⎞∂ ∂ ∂− =+⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 （3-153）    

将以前一维抛物型方程紧差分方法的思路进行推广，引入两个中间函数 ( , , ),  ( , , )v x y t w x y t ，满足 

 
2 2

2 2
( , , ) ( , , )( , , ) ,    ( , , )u x y t u x y tv x y t w x y t
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
 （3-154） 

则 1
21

21
2

( , , )
( , , )

( ) ( , , )
i j k

i j k

i j kx y t
x y t

u v w f x y t
t +

+

+
∂

− + =
∂

 （3-155） 

注意到类似于式（3-83），有 
2 2 4

41 1
2 2 4

( , , ) ( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , ) ( )
12

i i

i i i

x y t x y t

u x y t u x y t u x y t u x u O x
x x x

− +− + ∂ Δ ∂
= + + Δ

Δ ∂ ∂
 

从而由上式及式（3-124）知： 
2 2 4

1 1 4
2 2 4

( , , ) ( , , )

2 2 2
4

2 2
( , , )

2 2
1

2

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
( , , ) ( )

12

( , , )
               ( )

12

( , , ) ( ,
               

12

i j i j

i j

i j i j i j
i j

x y t x y t

x i j

x y t

x i j i

u x y t u x y t u x y tu x uv x y t O x
x x x

u x y t x v O x
x x

u x y t v xx
x

δ

δ

− +

−

− +∂ Δ ∂
= = − + Δ

∂ Δ ∂

Δ ∂
= − + Δ

Δ ∂

Δ
= −

Δ
1 4

2

, ) 2 ( , , ) ( , , )
( )  j i j i jy t v x y t v x y t

O x
x

+− +⎛ ⎞
+ Δ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
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也就是 

 ( )
2

4
1 12

( , , ) 1 ( , , ) 10 ( , , ) ( , , ) ( )
12

x i j
i j i j i j

u x y t
v x y t v x y t v x y t O x

x
δ

− += + + + Δ
Δ

 （3-156） 

为后文叙述方便，记算子 2
xε 为 

 ( )2
1 1

1( , , ) ( , , ) 10 ( , , ) ( , , )
12x i i i iv x y t v x y t v x y t v x y tε − += + +  （3-157） 

从而式（3-156）可以简写为 

 
2

2 4
2

( , , )
( , , ) ( )x i j

x i j
u x y t

v x y t O x
x

δ
ε= + Δ

Δ
 （3-158） 

同理， 
2 2 4

1 1 4
2 2 4

( , , ) ( , , )

2 2
1 1 4

2 2

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
( , , ) ( )

12

( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
               ( )  

12

i j i j

i j i j i j
i j

x y t x y t

y i j i j i j i j

u x y t u x y t u x y tu y uw x y t O y
y y y

u x y t w x y t w x y t w x y ty O y
y y

δ

− +

− +

− +∂ Δ ∂
= = − + Δ

∂ Δ ∂

− +⎛ ⎞Δ
= − + Δ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

 

即 
2

4
1 12

( , , ) 1 ( ( , , ) 10 ( , , ) ( , , )) ( )
12

δ
− += + + + Δ

Δ
y i j

i j i j i j
u x y t

w x y t w x y t w x y t O y
y

 （3-159） 

又记算子 2
yε 为 

 2
1 1

1( , , ) ( ( , , ) 10 ( , , ) ( , , ))
12y j j j jw x y t w x y t w x y t w x y tε − += + +  （3-160） 

从而式（3-159）可以简写为 

 
2

2 4
2

( , , )
( , , ) ( )x i j

y i j
u x y t

w x y t O y
y

δ
ε= + Δ

Δ
 （3-161） 

于是，在式（3-158）和式（3-161）中均取 1
2kt t += ，则有 

 
1
2

1
2

2
2 4

2

( , , )
( , , ) ( )x i j k

x i j k

u x y t
v x y t O x

x

δ
ε +

+ = + Δ
Δ

 （3-162） 

 
1
2

1
2

2
2 4

2

( , , )
( , , ) ( )y i j k

y i j k

u x y t
w x y t O y

y

δ
ε +

+ = + Δ
Δ

 （3-163） 

再将算子 2
yε ， 2

xε 分别作用到式（3-162）和式（3-163）上，可得 

 
1
2

1
2

2 2
2 2 4

2

( , , )
( , , ) ( )y x i j k

y x i j k

u x y t
v x y t O x

x

ε δ
ε ε +

+ = + Δ
Δ

 （3-164） 

 
1
2

1
2

2 2
2 2 4

2

( , , )
( , , ) ( )x y i j k

x y i j k

u x y t
w x y t O y

y

ε δ
ε ε +

+ = + Δ
Δ

 （3-165） 

另外，将算子 2 2
x yε ε 作用到式（3-155）上，则有 

1
2

1
21

2

2 2 2 2 2 2
( , , )

( , , )
( ) ( , , ) 

i j k
i j k

x y x y x y i j kx y t
x y t

u v w f x y t
t

ε ε ε ε ε ε
+

+

+
∂

− + =
∂
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然后，利用  

1+
2

1 2

( , , )

( , , ) ( , , )
( )

i j k

i j k i j k

x y t

u x y t u x y tu O t
t t

+ −∂
= + Δ

∂ Δ
 

( )1
2

2
1

1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )
2i j i j k i j kku x y t u x y t u x y t O t++ = + + Δ  

以及式（3-164）和式（3-165），则有 

1
2

2 2 2 2
1 1

2

2 2
1 2 2 2 4 4

2

( ( , , ) ( , , )) ( ( , , ) ( , , ))
   

2
( ( , , ) ( , , ))

( , , ) ( ) 
2

x y i j k i j k y x i j k i j k

x y i j k i j k
x y i j k

u x y t u x y t u x y t u x y t
t x

u x y t u x y t
f x y t O t x y

y

ε ε ε δ

ε δ
ε ε

+ +

+
+

− +
− −

Δ Δ
+

= + Δ + Δ + Δ
Δ

 

用数值解 ,
k
i ju 代替精确解 ( , , )i j ku x y t 并忽略高阶小项，可得对应的数值格式如下： 

 1
2

2 2 1 2 2 1 2 2 1
, , , , , , 2 2

2 2

( ) ( ) ( )
( , , )

2 2

ε ε ε δ ε δ
ε ε

+ + +

+

− + +
− − =

Δ Δ Δ

k k k k k k
x y i j i j y x i j i j x x i j i j

x y i j k

u u u u u u
f x y t

t x y
 （3-166） 

其中，离散的 2
, 1, , 1,

1 ( 10 )
12

k k k k
x i j i j i j i ju u u uε − += + + ， 2

, , 1 , , 1
1 ( 10 )

12
k k k k

y i j i j i j i ju u u uε − += + + .  

易见，式（3-166）即为 

( ) ( ) ( ) 1
2

2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 21 2 ( , , )
2 2

k k k k k k
x y i j i j y x i j i j x y i j i j x y i j k

r ru u u u u u t f x y tε ε ε δ ε δ ε ε+ + +
+− − + − + = Δ  

整理并联合初边值条件得以下二维的紧差分格式： 

1
2

2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2

0
,

( , , )
2 2 2 2

                                                 1 1,  1 1,  0 1,

( , ),   0 ,  0

ε ε ε δ ε δ ε ε ε δ ε δ ε ε

ϕ

+
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = + + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− − −

=

k k
x y y x x y i j x y y x x y i j x y i j k

i j i j

r r r ru u t f x y t

i m j n k l

u x y i m j

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

0, 1 , 2

,0 3 , 4

,

( , ), ( , ), 0 ,  0 ,

( , ), ( , ), 0 ,  0 .

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ = = <
⎪
⎪ = = <⎩

k k
j j k m j j k

k k
i i k i n i k

n

u g y t u g y t j n k l

u g x t u g x t i m k l

≤

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

 （3-167） 

易见，上述紧差分格式的局部截断误差为 2 4 4( )O t x yΔ + Δ + Δ . 但显然这个格式存在求解上的困难. 因

此容易想到再次借助算子的分解以实现交替方向三对角的求解格式.  

二、紧交替方向隐格式 

式（3-167）存在求解上的困难，所以后面我们将通过添加辅助项实现算子分解，从而将原来不方

便求解的方程组化为两组（两个方向）三对角线性方程组交替用追赶法求解. 因此在式（3-167）第一

式的左右两端分别添加辅助项 2 2 11 2
,4
k

x y i j
r r uδ δ + 和 2 21 2

,4
k

x y i j
r r uδ δ ，这两项的添加已经在前一小节中作了详细

说明. 于是紧格式修正为以下形式： 

1
2

2 2 2 2 2 2 2 2 11 2 1 2
,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2
,

2 2 4

( , , )
2 2 4

k
x y y x x y x y i j

k
x y y x x y x y i j x y i j k

r r r r u

r r r r u t f x y t

ε ε ε δ ε δ δ δ

ε ε ε δ ε δ δ δ ε ε

+

+

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= + + + + Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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从而实现以下分解： 

 
1
22 2 2 2 1 2 2 2 2 2 21 2 1 2

, , ,2 2 2 2
kk k

x x y y i j x x y y i j x y i j
r r r ru u t fε δ ε δ ε δ ε δ ε ε ++⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − = + + + Δ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 （3-168） 

其中，
1
2

1
2, ( , , )k

i j i j kf f x y t+
+= 且我们用到了算子 2 2,x yδ ε 的可交换性. 这样，类似于前一节的具体分解，可

以得到紧 Peaceman-Rachford 格式： 

 

1
2

1
2

2 2 2 2 21 2
, , ,

2 2 1 2 2 22 1
, , ,

1
2 2 2

1
2 2 2

kk
x x i j y y i j y i j

kk
y y i j x x i j y i j

r rV u t f

r ru V t f

ε δ ε δ ε

ε δ ε δ ε

+

++

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − = + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

 （3-169） 

或者紧 D’Yakonov 格式： 

 

1
22 2 2 2 2 2 2 21 1 2

, , ,

2 2 12
, ,

2 2 2

2

kk
x x i j x x y y i j x y i j

k
y y i j i j

r r rV u t f

r u V

ε δ ε δ ε δ ε ε

ε δ

+

+

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− = + + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞⎪ − =⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

 （3-170） 

及紧 Douglas 格式： 

 
( ) 1

22 2 2 2 2 2 2 21
, 1 2 , ,

2 2 1 2 22 2
, , ,

2

2 2

kk
x x i j y x x y i j x y i j

k k
y y i j i j y y i j

r V r r u t f

r ru V u

ε δ ε δ ε δ ε ε

ε δ ε δ

+

+

⎧⎛ ⎞− = + + Δ⎜ ⎟⎪⎪⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

 （3-171） 

注意，以上所有格式均需加上初边值条件才是完整的计算格式. 当然，实际计算中，需要将格式

中的算子具体化. 化简过程虽然比较烦琐，但这些计算都没有难度，就是在书写整理的过程中，要注

意上、下标等. 由于式（3-169）～式（3-171）这三个紧 ADI 格式都是基于式（3-168）的，计算结果

是一样的，下面仅以紧 Douglas 格式为例，写出其具体计算格式： 

 

1 1 1
1, 1 , 1, 1, 1 , 1 1, 1

2
1, , 1, 1, 1 , 1 1, 1 1, 1 1, 1, 1

, 1 ,

1 10 1 [ 2
12 2 12 12 2 12

10( 2 ) 2 ] [ 2
12

10( 2

k k k
i j i j i j i j i j i j

k k k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i j i j

k k
i j i j

r r rV r V V u u u

ru u u u u u u u u

u u

− + − − − + −

− + − + + + + − − − − +

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− + + + − = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− + + − + + − + +

−
1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

, 1 1, 1 1, 1, 1 1, 1 , 1 1, 1

1, , 1, 1, 1 , 1 1, 1

12
, 1 2 ,

) 2 ] [ 10
144

10( 10 ) 10 ]

1 10
12 2 12

k k kk k k k
i j i j i j i j i j i j i j

k k k k k k
i j i j i j i j i j i j

k
i j i

tu u u u f f f

f f f f f f

r u r u

+ + +
+ + − + + + − − − + −

+ + + + + +
− + − + + + +

+
−

Δ
+ + − + + + + +

+ + + + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

1 12
, 1 ,

2 2
, 1 2 , , 1

1
12 2

1 10 1                                      
12 2 12 12 2

k k
j i j i j

k k k
i j i j i j

r u V

r ru r u u

+ +
+

− +

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞+ − = +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− + + + −⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

（3-172） 

其中，1 1,   1 1,   0 1i m j n k l− − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，且 

1 1 12 2
0, 0, 1 0, 1 2 0, 0, 0, 1 0, 1

1 1 12 2
, , 1 , 1 2 , , , 1 , 1

1 10 1( ) ( ) ( )
12 2 12 12 2
1 10 1( ) ( ) ( )

12 2 12 12 2

k k k k k k
j j j j j j j

k k k k k k
m j m j m j m j m j m j m j

r rV u u r u u u u

r rV u u r u u u u

+ + +
− − + +

+ + +
− − + +

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − − + + − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − − + + − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎪⎪

⎪
⎪⎩

 （3-173） 
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另两种紧格式的具体化可由读者自己写出.  
总的说来，求解二维抛物型方程初边值问题式（3-114）的紧 ADI 方法是先设计出关于时间二阶、

关于空间四阶的紧差分方法，其本质是先将关于空间的二阶偏导数设成新的函数，然后利用新函数对

Crank-Nicolson 格式中的二阶偏导数进行更精细的逼近，使空间误差阶从原来的二阶提升到四阶. 接
着，通过添加辅助项（既要实现分解的功能，又不能降低原来的精度）使所得的紧差分格式能够实现

分解，从而实现交替方向用追赶法求解三对角的线性方程组.  

三、紧 ADI 格式的收敛性分析 

由于原紧差分格式的式（3-167）的局部截断误差为 2 4 4( )O t x yΔ + Δ + Δ ，添加的总的辅助项为

2 2 11 2 ( )
4

k k
x y i j i j

r r u uδ δ + − 与本章第六节一致，故对修正的紧 ADI 格式的式（3-168）就有以下局部截断误差： 

 2 2 4 4 2
12 2LTE ( ( , , ) ( , , )) ( )

4 x y i j k i j k
t u x y t u x y t O x y t

x y
δ δ +

Δ
= − + Δ + Δ + Δ

Δ Δ
 （3-174） 

而由式（3-151）可得 
5

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2LTE ( ( )) ( )

4 P

t ux y t O t x y x y O x y t
x y t y x

⎛ ⎞Δ ∂
= Δ Δ Δ + Δ Δ Δ Δ + Δ + Δ + Δ + Δ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

          2 4 4 2 4 4 2( ) ( ) ( )O t O x y t O x y t= Δ + Δ + Δ + Δ = Δ + Δ + Δ    （3-175） 

由此知数值格式的式（3-168）是与原方程相容的.  
关于二维抛物型方程初边值问题的紧 ADI 格式（3-168）是无条件稳定的结论将用傅里叶分析的

方法在下一章给出（详见第四章第六节）. 于是，对任何网比 1 2,r r ，上述紧 Peaceman-Rachford 格式、

紧 D’Yakonov 格式和紧 Douglas 格式在时间上是二阶收敛、在空间上是四阶收敛的. 下面的数值算例

也验证了这一点.  

四、数值算例 

例 3.7.1  用紧 ADI 格式（3-169）、式（3-170）或式（3-171）中的一种计算以下二维抛物型方程

初边值问题[5]： 
2 2

( )/2
2 2

( )/2

/2 (1 )/2

/2 (1 )/2

3( ) e ,     ( , ) [0,1] [0,1], 0 1,   
2

( , ,0) e , ( , ) [0,1] [0,1],

(0, , ) e , (1, , ) e ,     0 1,    0 1,

( ,0, ) e ,      ( ,1, ) e ,    

x y t

x y

y t y t

x t x t

u u u x y t
t x y

u x y x y

u y t u y t y t

u x t u x t

+ −

+

− + −

− + −

∂ ∂ ∂
− + = − ∈ × <

∂ ∂ ∂

= ∈ ×

= = <

= =

≤

≤ ≤ ≤

  

 0 1,   0 1.x t

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ <⎩ ≤ ≤ ≤

 

已知其精确解为 ( )/2( , , ) e x y tu x y t + −= . 分别在第一种步长
1 1 1,   ,   
60 40 20

x y tΔ = Δ = Δ = 及第二种步长

1 1 1,   
120 80 80

x y tΔ = Δ = Δ =， 下计算出数值解，并且输出 18 个节点（它们分别在中间层 0.50t = 和最

上层 1.00t = 上）处的数值解及误差，这 18 个节点的坐标为：(0.25 ,0.25 ,0.50)i j 以及 (0.25 ,0.25 ,1.00),i j
其中 , 1,2,3i j = .  

解：程序见 Egch3_sec7_01.c，对应的是紧 Douglas 格式. 因为紧 Peaceman-Rachford 格式或者紧

D’Yakonov 格式都是从格式（3-168）变形分解而来的，虽然分解的方法不一样，从而计算的过程不一
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样，但最终的数值结果是完全一样的，所以这里只以紧 Douglas 为例，计算结果列表如下（表 3-38 和

表 3-39）. 

表 3-38  1 1 1,   
60 40 20

x y tΔ = Δ = Δ =，  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  

误差 

, ( , , ) |k
i j i j ku u x y t−｜  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  

误差 

, ( , , ) |k
i j i j ku u x y t−｜  

(0.25,0.25,0.50) 0.778813 1.2682 e−5 (0.25,0.25,1.00) 0.472374 7.6925 e−6 

(0.25,0.50,0.50) 0.882514 1.7254 e−5 (0.25,0.50, 1.00) 0.535272 1.0466 e−5 

(0.25,0.75,0.50) 1.000014 1.4391 e−5 (0.25,0.75, 1.00) 0.606539 8.7291 e−6 

(0.50,0.25,0.50) 0.882514 1.7254 e−5 (0.50,0.25, 1.00) 0.535272 1.0466 e−5 

(0.50,0.50,0.50) 1.000024 2.3636 e−5 (0.50,0.50, 1.00) 0.606545 1.4337 e−5 

(0.50,0.75,0.50) 1.133168 1.9458 e−5 (0.50,0.75, 1.00) 0.687301 1.1803 e−5 

(0.75,0.25,0.50) 1.000014 1.4391 e−5 (0.75,0.25, 1.00) 0.606539 8.7291 e−6 

(0.75,0.50,0.50) 1.133168 1.9458 e−5 (0.75,0.50,0.50) 0.687301 1.1803 e−5 

(0.75,0.75,0.50) 1.284042 1.6456 e−5 (0.75,0.75,0.50) 0.778811 9.9817 e−6 

表 3-39  1 1 1,   
120 80 80

x y tΔ = Δ = Δ =，  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  

误差 

, ( , , ) |k
i j i j ku u x y t−｜  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  

误差 

, ( , , ) |k
i j i j ku u x y t−｜  

(0.25,0.25,0.50) 0.778802 7.9038 e−7 (0.25,0.25,1.00) 0.472367 4.7943 e−7 

(0.25,0.50,0.50) 0.882498 1.0755 e−6 (0.25,0.50, 1.00) 0.535262 6.5241 e−7 

(0.25,0.75,0.50) 1.000001 8.9669 e−7 (0.25,0.75, 1.00) 0.606531 5.4391 e−7 

(0.50,0.25,0.50) 0.882498 1.0755 e−6 (0.50,0.25, 1.00) 0.535262 6.5241 e−7 

(0.50,0.50,0.50) 1.000001 1.4733 e−6 (0.50,0.50, 1.00) 0.606532 8.9367 e−7 

(0.50,0.75,0.50) 1.133150 1.2128 e−6 (0.50,0.75, 1.00) 0.687290 7.3567 e−7 

(0.75,0.25,0.50) 1.000001 8.9669 e−7 (0.75,0.25, 1.00) 0.606531 5.4391 e−7 

(0.75,0.50,0.50) 1.133150 1.2128 e−6 (0.75,0.50,0.50) 0.687290 7.3567 e−7 

(0.75,0.75,0.50) 1.284026 1.0250 e−6 (0.75,0.75,0.50) 0.778801 6.2175 e−7 

从两张表中的数值结果可见，若时间步长减为原来的 1/4、空间步长（包括 x 方向和 y 方向）同时

减半，则误差约减为原来误差的 1/16，从而数值结果验证了紧 ADI 格式是一个关于时间二阶、关于空

间四阶的数值格式.  
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本章要求及小结 

1．掌握抛物型方程初边值问题的几种常用方法，如向前欧拉方法、向后欧拉方法、Crank-Nicolson
方法，了解各种方法的优缺点，会进行数值格式的设计及对数值格式进行局部截断误差分析；能逐步

学会对以上各种方法稳定性的理论分析，推导出算法的收敛阶.  
2．了解两类高精度算法的操作步骤，知道其算法原理.  
3．能根据要求对抛物型方程带混合边界条件的初边值问题进行数值格式的设计.  
4．理解二维抛物型方程初边值问题 ADI 格式的设计思想，知道在 Crank-Nicolson 格式的基础上

添加辅助项的意义. 理解如何将紧差分方法与交替方向的思想相结合.  
5．养成良好的编程习惯，用第一种步长取得正确的数值结果后，再对网格加密一倍，观察数值

结果的变化，从而初步判断数值方法的阶数.  
6．当发现某种数值方法有较大的缺陷、精度较低或者应用范围较窄时，考察书中是如何对现有

的数值方法逐步进行改进的，学会这些逐步改进的思想会有助于你设计出更好的算法.  

习  题  三 

1．用向前欧拉格式计算抛物型方程初边值问题： 
2

2 ( 1)sin ,    0 1,     0 1

( ,0) 0,     0 1
(0, ) 0,    (1, ) sin1,     0 1

u u t x x t
t x

u x x
u t u t t t

⎧∂ ∂
− = + < < <⎪ ∂⎪ ∂

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 ( , ) sinu x t t x= . 分别取以下四种步长： 1 1
1 1,    
4 80

h τ= = ； 2 2
1 1,    
4 160

h τ= = ；

3 3
1 1,   
8 160

h τ= = ； 4 4
1 1,    
8 80

h τ= = . 列表输出节点 (0.5,0.2 ),   1,2, ,5i i = 处的数值结果、精确结果

并给出误差. 在实际进行程序设计输出结果之前，先从理论上分析一下，在前三种网格步长下， h 不

变，τ 减半时误差结果会怎样；τ 不变， h 减半，误差结果会怎样； h 和τ 同时减半，误差结果又会

怎样. 对最后一种网格步长结果会如何？请先把预测的结果写下来，然后再与程序输出的结果进行比

较，看看自己的理论分析到底对不对.  
2．用向后欧拉格式计算抛物型方程初边值问题： 

2

2 ( 1)sin ,    0 1,     0 1

( ,0) 0,     0 1
(0, ) 0,    (1, ) sin1,     0 1

u u t x x t
t x

u x x
u t u t t t

⎧∂ ∂
− = + < < <⎪ ∂⎪ ∂

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 ( , ) sinu x t t x= . 分别取以下三种步长：  1 1
1 1,  
4 20

h τ= = ； 2 2
1 1,  
8 20

h τ= = ；

3 3
1 1,  
8 40

h τ= = . 列表输出节点 (0.5,0.2 ),  1,2, ,5i i = 处的数值结果、精确结果并给出误差. 在实际进

行程序设计输出结果之前，先从理论上分析一下，上述三种网格步长下，数值结果有什么规律. 即 h
不变，τ 减半时误差结果会怎样；τ 不变，h 减半，误差结果会怎样；h 和τ 同时减半，误差结果又
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会怎样. 请先把预测的结果写下来，然后再与程序输出的结果进行比较，看看自己的理论分析到底

对不对.  
3．用 Crank-Nicolson 格式计算抛物型方程初边值问题： 

2

2 ( 1)sin ,    0 1,     0 1

( ,0) 0,     0 1
(0, ) 0,    (1, ) sin1,     0 1

u u t x x t
t x

u x x
u t u t t t

⎧∂ ∂
− = + < < <⎪ ∂⎪ ∂

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 ( , ) sinu x t t x= . 分别取以下三种步长： 1 1
1 1,  

10 10
h τ= = ； 2 2

1 1,   
20 20

h τ= = ；

3 3
1 1,   
40 40

h τ= = . 列表输出（取小数点后 10 位）节点 (0.5,0.2 ),  1,2, ,5i i = 处的数值结果、精确结

果并给出误差.  

4．上题中，我们应用了 Crank-Nicolson 格式分别在三种步长 1 1
1 1,  

10 10
h τ= = ； 2 2

1 1 
20 20

h τ= =， ；

3 3
1 1
40 40

h τ= =， 下数值计算了抛物型方程初边值问题： 

2

2 ( 1)sin ,    0 1,     0 1

( ,0) 0,     0 1
(0, ) 0,    (1, ) sin1,     0 1

u u t x x t
t x

u x x
u t u t t t

⎧∂ ∂
− = + < < <⎪ ∂⎪ ∂

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 ( , ) sinu x t t x= . 请利用上题所到的数值解结果进行 Richardson 外推，列表输出节点

(0.5,0.2 ),  1,2, ,5i i = 处的数值结果（取小数点后 10 位）、精确结果并给出误差.  

5．用紧差分格式计算抛物型方程初边值问题： 
2

2 ( 1)sin ,    0 1,     0 1

( ,0) 0,     0 1
(0, ) 0,    (1, ) sin1,     0 1

u u t x x t
t x

u x x
u t u t t t

⎧∂ ∂
− = + < < <⎪ ∂⎪ ∂

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 ( , ) sinu x t t x= . 分别取 1 1
1 1 

10 10
h τ= =， 和 2 2

1 1 
20 40

h τ= =， ，列表输出节点

(0.5,0.2 ),  1,2, ,5i i = 处的数值结果并给出误差.  

6．用数值格式（3-102）计算抛物型方程带导数边界条件的初边值问题： 
2

2 2
2

4

( 12)e ,    0 1,     0 1

( ,0) ,     0 1

(0, ) 0,    (1, ) (1, ) 5e ,     0 1

t

t

u u x x x t
t x

u x x x
u ut t u t t
x x

⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪⎪ =⎨

⎪∂ ∂⎪ = + = <
∂ ∂⎪⎩

≤

≤ ≤

≤

 

已知其精确解为 4( , ) etu x t x= . 分别取 1 1
1 1 

10 40
h τ= =， 和 2 2

1 1 
20 80

h τ= =， ，列表输出节点 (0.4,0.2 )i ， 

1,2, ,5i = 处的数值结果并给出误差，通过两种步长下的数值结果，验证式（3-102）是二阶收敛的.  
7．在 Peaceman-Rachford 格式、D’Yakonov 格式或 Douglas 格式这三种交替方向隐格式中任选一

种，计算以下二维抛物型方程初边值问题： 
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2

2 2

2 2

2 2

2 2

1

1

( ) 2( 1)e ,     ( , ) [0,1] [0,1], 0 2,   

( , ,0) e , ( , ) [0,1] [0,1],

(0, , ) e , (1, , ) e ,     0 1,    0 2,

( ,0, ) e ,      ( ,1, ) e ,     0 1,   0

t x y

x y

t y t y

t x t x

u u u t x y t
t x y

u x y x y

u y t u y t y t

u x t u x t x t

+ +

+

+ + +

+ + +

∂ ∂ ∂
− + = − ∈ × <

∂ ∂ ∂

= ∈ ×

= = <

= = <

≤

≤ ≤ ≤

≤ ≤

   

2.

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩ ≤

 

已知其精确解为
2

( , , ) et x yu x y t + += . 分别计算第一种剖分 40,  60,  80m n l= = = 及第二种剖分

80,  120,  160m n l= = = 下的数值解，并且输出 12 个节点 , ,1.2
4 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

i j
， 1,2,3,   1,2,3,4i j= = 处的数值

解及误差.  
8．在紧 Peaceman-Rachford 格式、紧 D’Yakonov 格式或紧 Douglas 格式这三种紧交替方向隐格式

中任选一种，计算以下二维抛物型方程初边值问题： 

2

2 2

2 2

2 2

2 2

1

1

2( 1)e ,     ( , ) [0,1] [0,1], 0 2,   

( , ,0) e , ( , ) [0,1] [0,1],

(0, , ) e , (1, , ) e ,     0 1,    0 2,

( ,0, ) e ,      ( ,1, ) e ,     0 1,  

t x y

x y

t y t y

t x t x

u u u t x y t
t x y

u x y x y

u y t u y t y t

u x t u x t x

+ +

+

+ + +

+ + +

⎛ ⎞∂ ∂ ∂− = − ∈ × <+⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
= ∈ ×

= = <

= =

≤

≤ ≤ ≤

≤ ≤

   

 0 2.t

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ <⎩ ≤

 

已知其精确解为
2

( , , ) et x yu x y t + += . 分别计算第一种剖分 40,  60,  80m n l= = = 及第二种剖分

80,  120,  320m n l= = = 下的数值解，并且输出 12 个节点 , ,1.2
4 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

i j
， 1,2,3,   1,2,3,4i j= = 处的数值

解及误差.  
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第四章  双曲型偏微分方程的有限差分法 

双曲型偏微分方程是对波动和振动现象进行描述的一种微分方程，常常涉及到更为复杂的情况，

如激波、粘性等，它在海洋、气象等许多流体力学的实际问题中都有重要应用. 由于双曲型方程本身

描述的是一种波动或振动现象，需要体现波的传播性质，而且方程的解对于初值具有局部依赖性，这

些特征都是抛物型方程所没有的. 本章仅对较为简单的双曲型方程进行讨论，让读者对这一类方程的

特性有所了解，掌握其基本的理论分析方法和数值格式设计.  

第一节  一阶双曲型方程的若干差分方法 

本小节考察一阶双曲型方程中最简单的线性模型，其定解条件可以仅有初始条件，也可以初边值

条件都有. 此处先讨论一阶对流方程，其半无界的初值问题为 

 
( , ) ( , ) 0,   ,  0

( ,0) ( ),

u x t u x ta x t
t x

u x x xϕ

∂ ∂⎧ + = − < < + >⎪
∂ ∂⎨

⎪ = − < < +⎩

∞ ∞

∞ ∞

 （4-1）  

其中，a 为非零常数. 在对式（4-1）进行数值离散求解之前，需要对连续型的原方程有较深入的了解，

以便分析和建立理论基础并获得后续数值格式的设计.  

一、精确解所具有的波的传播性质及对初值的局部依赖性 

    可以直接验证 ( , ) ( )u x t x atϕ= −  （4-2） 

是式（4-1）精确的解析解. 事实上，若将 x 看作 t 的函数，则由全微分公式
d d
d d
u u x u
t x t t

∂ ∂
= ⋅ +
∂ ∂

知，当

d
d
x a
t
= 时就有

d 0
d
u
t
= ，这说明存在一族特征线： 

 x a t ξ= + ，ξ 为任意常数 （4-3） 

使得在这样的特征线上就有
d 0
d
u
t
= ，也就是u 值为常数，即 ( ( ), ) ( (0),0)u x t t u x= ( ,0) ( )u ξ ϕ ξ= = . 换

言之，要获得在 x t− 平面上的任意一点 0 0( , )x t 处的函数值 0 0( , )u x t ，只要把 0 0( , )x t 沿特征线投影到 x
轴上得到投影点 0( ,0)ξ ，其中， 0 0 0x a tξ = − ，则初始波形 ( )xϕ 在这一点的值 0( )ϕ ξ 就等于 0 0( , )u x t （见

图 4-1）. 可见，任意一点 0 0( , )x t 处的函数值局部依赖于 ( )xϕ 在 x 轴上的投影点 0( ,0)ξ 处的初值. 特征

线 x a t ξ= + 的方向代表了波的传播方向，当 0a > 时波向右传播，当 0a < 时波向左传播，但波形不变，

波速为 | |a . 双曲型方程的解的一个主要特征就是反映了波的传播，见式（4-2）. 对流方程（4-1）表

示的是一个单向传播的波，因而也称作单向波方程.  
以下对一阶双曲型方程半无界初值问题式（4-1）进行各种差分格式的设计并对它们作进一步的分析.  
第一步，进行网格剖分，即对 x t− 上半平面进行矩形网格剖分，分别取等距空间步长和时间步长

为 ,h τ ，得到网格节点 ( , ), , 0,1,j kx t j Z k∈ = ，其中 0 0t = .  

第二步，将原方程弱化，使之仅在离散的节点处成立，即 
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 ( , ) ( , )

0

0,   ,  0

( , ) ( ),
j k j kx t x t

j j

u ua j Z k
t x

u x t x j Zϕ

⎧∂ ∂
+ = ∈ >⎪ ∂ ∂⎨

⎪ = ∈⎩

  （4-4） 

第三步，处理偏导数. 对偏导数用不同的差商近似将建立不同的差分格式. 下面进行具体的讨论.  

 
图 4-1  0a > 时的特征线 

二、迎风格式 

情形①：关于时间和空间的一阶偏导数都利用一阶向前差商近似，则有 

1

( , )

( , ) ( , )

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
t τ

+ −∂
≈

∂
，

1

( , )

( , ) ( , )

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
x h

+ −∂
≈

∂
 

然后在式（4-4）中将精确解 ( , )j ku x t 用数值解 k
ju 替换并忽略高阶小项，可得以下数值格式： 

 

1
1

0

0,   ,  0

( ),

k k k k
j j j j

j j

u u u u
a j Z k

h
u x j Z

τ
ϕ

+
+⎧ − −

+ = ∈⎪
⎨
⎪ = ∈⎩

≥
   （4-5） 

易见此格式的局部截断误差为 ( )O hτ + . 若记 

 ar
h
τ

=  （4-6） 

则式（4-5）可以简化为 

 1 0
1(1 ) ,   ( ),    ,  0,k k k

j j j j ju r u r u u x j Z kϕ+
+= + − = ∈ ≥  （4-7） 

数值格式的式（4-7）稳定性的讨论不再适宜用直接的矩阵特征值分析方法了，这主要是因为虽然   
式（4-7）可以写成 1k kA+ =u u 的形式，但此时矩阵 A 原则上是无穷阶的且不是正规矩阵. 所以在这一

章我们将统一采用傅里叶分析方法利用增长因子或增长矩阵来讨论稳定性条件，这本质上是将初始波

形函数 ( )xϕ 看成一系列由各种不同频率的正弦波的叠加，然后考察在波的传播过程中振幅是否会放大. 
在实际操作中，由于方程的线性性，可以让 ( )xϕ 是只包含一个波，即简谐波，也就是设 i( ) e xx ωϕ = ，

其中ω 为任意给定的常数，表示简谐波的频率. 这时在第 k 个时间层上的精确解 ( , )ku x t 也相应地只有

一项记为 i( , ) ( )ek x
ku x t v ωω= ，其中 i 为虚数单位，即满足 2i 1= − . 同样，对离散的数值解设有 

 i( )e jxk k
ju v ωω=  （4-8） 

式（4-8）相当于对离散的 k
ju 进行变量分离. 对数值格式稳定性的考察现在就转化为对振幅 ( )kv ω 是否

会放大进行讨论. 如果 1( ) ( , ) ( )k kv G vω ω τ ω+ = ，则 ( , )G ω τ 就称为对应于频率为ω 的增长因子. 这时利
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用递推关系可得 1 1 0( ) ( , ) ( )k kv G vω ω τ ω+ += ，即 0( ) ( , ) ( )k kv G vω ω τ ω= ，从而差分格式的稳定性只要考

察 ( , )kG ω τ 是否关于所有的时间层 k 一致有界，也就是稳定性可以用增长因子的大小来刻画，即有下

面的定理.  
定理 4.1.1  差分格式 1( ) ( , ) ( )k kv G vω ω τ ω+ = 稳定的充要条件是存在不依赖于频率ω 的正数

0 0, ,  M h τ ，使得当空间步长 00 h h< ≤ 、时间步长 00 τ τ< ≤ 且 k Tτ ≤ （有界）时，有 | ( , ) |kG Mω τ ≤ ，

其中，k 为非负整数.  
定理 4.1.2  差分格式 1( ) ( , ) ( )k kv G vω ω τ ω+ = 稳定的充要条件是存在不依赖于频率ω 的常数

0C > ，使得 
 | ( , ) | 1G Cω τ τ+≤    （4-9） 

证明：定理 4.1.2 的证明与定理 3.1.2 的证明相仿，故略. 式（4-9）称为 Von Neumann 条件.  
现在研究差分格式的式（4-7）的增长因子. 易见，利用式（4-8）得 

( )1i i i i1 i( )e (1 ) ( )e ( )e (1 ) e ( )ej j j jx x x xk k k h kv r v r v r r vω ω ω ωωω ω ω ω++ = + − = + −  

从而 i( , ) 1 e 1 (1 cos ) i sinhG r r r h r hωω τ ω ω= + − = + − − . 注意到 

( )22 2 2 2| ( , ) | 1 (1 cos ) sin 1 4 ( 1)sin
2
hG r h r h r r ωω τ ω ω= + − + = + +  

故由定理 4.1.2 知数值格式稳定等价于 21 4 ( 1)sin 1
2
hr r Cω τ+ + +≤ ，从而获得式（4-7）的稳定性条件： 

 1 0r− <≤ ，即  0a <  且 h aτ−≥  （4-10） 

情形②：关于时间和空间的一阶偏导数分别利用一阶向前差商和一阶向后差商近似，则有 

1

( , )

( , ) ( , )

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
t τ

+ −∂
≈

∂
，

1

( , )

( , ) ( , )

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
x h

−−∂
≈

∂
 

然后在式（4-4）中将精确解 ( , )j ku x t 用数值解 k
ju 替换并忽略高阶小项，可得以下数值格式： 

 

1
1

0

0,   ,  0

( ),

k k k k
j j j j

j j

u u u u
a j Z k

h
u x j Z

τ
ϕ

+
−⎧ − −

+ = ∈⎪
⎨
⎪ = ∈⎩

≥
   （4-11） 

易见，此格式的局部截断误差仍为 ( )O hτ + 且式（4-11）可以简化为 

 1 0
1 (1 ) ,   ( ),    ,  0k k k

j j j j ju r u r u u x j Z kϕ+
−= + − = ∈ ≥  （4-12） 

仿照情形①，不难得到式（4-12）的增长因子为 
i( , ) 1 e 1 (1 cos ) i sinhG r r r h r hωω τ ω ω−= − + = − − −  

此时， ( )22 2 2 2| ( , ) | 1 (1 cos ) sin 1 4 (1 )sin
2
hG r h r h r r ωω τ ω ω= − − + = − − ，故数值格式稳定等价于

21 4 (1 )sin 1
2
hr r Cω τ− − +≤ ，从而获得式（4-12）的稳定性条件： 

 0 1r< ≤ ，即 0a >  且 h aτ≥   （4-13） 

综上，由稳定性条件式（4-10）和式（4-13），有以下迎风格式： 
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0a < 时，取数值格式 

1
1

0

0,   ,  0

( ),

k k k k
j j j j

j j

u u u u
a j Z k

h
u x j Z

τ
ϕ

+
+⎧ − −

+ = ∈⎪
⎨
⎪ = ∈⎩

≥
   （4-14） 

0a > 时，取数值格式 

1
1

0

0,   ,  0

( ),

k k k k
j j j j

j j

u u u u
a j Z k

h
u x j Z

τ
ϕ

+
−⎧ − −

+ = ∈⎪
⎨
⎪ = ∈⎩

≥
  （4-15） 

且稳定性条件为 
 | |h a τ≥    （4-16） 

这样我们可以根据原方程中系数a 的符号来选取恰当的步长及合适的数值格式. 式（4-14）和式（4-15）
说明迎风格式实际上是在双曲型方程离散的过程中将关于空间的偏导数用在特征方向一侧的单边差商

来代替，体现了原方程中波的传播方向，它们都是一阶格式. 事实上，方程（4-1）含有未知函数关于

空间的一阶偏导数项，也就是对流项，尽管在数学理论上对这个一阶偏导数进行离散是没有什么特殊

困难的，但在物理过程看却不是这样，因为对流作用带有强烈的方向性，所以对流项的离散是否合适

直接影响数值格式的性能，这也就说明了迎风格式之所以有效是因为使用了定向的单边差商.  

三、一个完全不稳定的差分格式 

情形③：前面讨论了关于时间和空间的一阶偏导数均用一阶差商近似的情况，接下来容易想到可

以对空间的偏导数采用二阶中心差商来近似，从而有 

1

( , )

( , ) ( , )

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
t τ

+ −∂
≈

∂
，

1 1

( , )

( , ) ( , )
2

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
x h

+ −−∂
≈

∂
 

然后在式（4-4）中将精确解 ( , )j ku x t 用数值解 k
ju 替换并忽略高阶小项，可得以下数值格式： 

 

1
1 1

0

0,   ,  0
2

( ),

k k k k
j j j j

j j

u u u u
a j Z k

h
u x j Z

τ
ϕ

+
+ −⎧ − −

+ = ∈⎪
⎨
⎪ = ∈⎩

≥
   （4-17） 

易见此格式的局部截断误差为 2( )O hτ + 且式（4-17）可以简化为 

 1 0
1 1,   ( ),    ,  0

2 2
k k k k
j j j j j j

r ru u u u u x j Z kϕ+
− += + − = ∈ ≥  （4-18） 

利用分解式（4-8）可以得到式（4-18）的增长因子为 

i i( , ) 1 ( e e ) 1 i sin
2

h hrG r hω ωω τ ω−= + − = −  

显然，对任何 sin 0hω ≠ 都有 2 2| ( , ) | 1 sin 1G r hω τ ω= + > ，即不存在不依赖于时间步长τ 、空间步长

h 的常数 0C > ，使得 Von Neumann 条件式（4-9）成立，从而数值格式的式（4-18）完全不稳定.  

四、蛙跳（Leapfrog）格式 

情形④：对情形③进行改进，容易想到对时间和空间的偏导数都采用二阶中心差商来近似，从而有 

1 1

( , )

( , ) ( , )
2

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
t τ

+ −−∂
≈

∂
，

1 1

( , )

( , ) ( , )
2

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
x h

+ −−∂
≈

∂
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然后在式（4-4）中将精确解 ( , )j ku x t 用数值解 k
ju 替换并忽略高阶小项，可得以下格式： 

1 1
1 1

0

0,   ,  0
2 2

( ),

k k k k
j j j j

j j

u u u u
a j Z k

h
u x j Z

τ
ϕ

+ −
+ −⎧ − −

+ = ∈⎪
⎨
⎪ = ∈⎩

≥
 

易见，此格式的局部截断误差为 2 2( )O hτ + 且式（4-19）可以简化为三层蛙跳格式： 

 1 1 0
1 1( ) 0,   ( ),    ,  0k k k k

j j j j j ju r u u u u x j Z kϕ+ −
+ −+ − − = = ∈ ≥   （4-19） 

注意，当数值格式不是两层格式时，前面的利用增长因子的大小来判定稳定性的定理不再适用，而必

须相应地修改. 事实上，仿照第三章第三节中三层理查德森格式的改写思路，通过引入中间变量
1k k

j jv u −= ，则式（4-19）第一式可以写成： 

1
1 1

1

( )k k k k
j j j j

k k
j j

u r u u v

v u

+
+ −

+

⎧ = − − +⎪
⎨

=⎪⎩
 

若记

k
jk

j k
j

u

v

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

w ，就有 

 1
1 1

0 0 1 0
0 0 1 0 0 0

k k k k
j j j j

r r+
− +

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

w w w w   （4-20） 

再设对离散的数值解有分解式
i1

2

( )
e

( )
j

k
xk

j k

v

v
ωω

ω

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

w ，那么式（4-20）就成为 

1
i i1 1i i

1
2 2

( ) ( )0 0 1 0
e e e e

0 0 1 0 0 0( ) ( )
j j

k k
x xh h

k k

v vr r

v v
ω ωω ωω ω

ω ω

+
−

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ − ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

从而得到增长矩阵为 

 i i0 0 1 0 2i sin 1
( , ) e e

0 0 1 0 0 0 1 0
h hr r r h

G ω ω ω
ω τ − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （4-21） 

于是，关于差分格式的稳定性在多层情况下可以用增长矩阵来描述. 由于增长因子（两层格式）

和增长矩阵（三层及以上格式）在不同的数值格式背景下可以区分，所以此处都采用同一个记号.  
定理 4.1.3  数值格式 1 ( , )k kG ω τ+ =w w 稳定的充分必要条件是存在不依赖于频率ω 的正数

0 0, ,  M h τ ，使得当空间步长 00 h h< ≤ 、时间步长 00 τ τ< ≤ 且 k Tτ ≤ （有界）时， || ( , ) ||kG Mω τ ≤ ，

其中，k 为非负整数.  
定理 4.1.4  差分格式 1 ( , )k kG ω τ+ =w w 稳定的必要条件是存在不依赖于频率ω 的常数 0C > ，

使得 

 ( )( , ) 1G Cρ ω τ τ+≤   （4-22）   

式（4-22）也称为 Von Neumann 条件.                           
定理 4.1.5  当增长矩阵 ( , )G ω τ 为正规矩阵时，差分格式 1 ( , )k kG ω τ+ =w w 稳定的充要条件是存

在不依赖于频率ω 的常数 0C > ，使得 ( )( , ) 1G Cρ ω τ τ+≤ .     

以上定理的证明分别类似于定理 3.1.1、定理 3.1.2 和定理 3.1.3 的证明，故略. 此外，定理 4.1.1
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是定理 4.1.3 的特例，相当于定理 4.1.3 中的增长矩阵为一阶的数，即增长因子；定理 4.1.2 也是定理

4.1.5 的特例. 另外，再补充几个 Von Neumann 条件作为差分格式稳定的充要条件的定理[1].  
定理 4.1.6  若记增长矩阵 ( , ) ( )G Gω τ θ= ，其中 hθ ω= . 对任意给定的 Rθ ∈ ，下列条件之一

成立： 
（1） ( )G θ 有 p 个不同的特征值，其中 p 为矩阵 ( , )G ω τ 的阶数； 

（2） ( ) ( ) , 0,1, , 1,G I sμ
μθ γ μ= = − 且 ( ) ( )sG θ 有 p 个不同的特征值； 

（3） ( ( )) 1Gρ θ < . 

则 Von Neumann 条件是差分格式稳定的充要条件.  
下面利用增长矩阵来分析蛙跳格式的稳定性. 注意到式（4-21）中增长矩阵 ( , )G ω τ 的特征值为

2 2
1,2 i sin 1 sinr h r hλ ω ω= − ± − . 显然，当| | 1r ≤ 时 1,2| | 1λ = ，从而 ( ( , )) 1Gρ ω τ = 也就是 Von Neumann

条件满足，但此时由于 ( , )G ω τ 不是正规矩阵，所以| | 1r ≤  仅仅是蛙跳格式稳定的必要条件而非充分条件. 

注意当| | 1r < 时，Von Neumann条件满足且 ( , ) ( )G Gω τ θ= 有两个不同的特征值，从而由定理4.1.6知，| | 1r <

时差分格式稳定. 而当| | 1r = 时，特别地取
π
2

hθ ω= = ，这时
2i 1

( , )
1 0

G ω τ
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，且可以直接计算出

2 43 2i 5 4i
( , ) ,    ( , )

2i 1 4i 3
G Gω τ ω τ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

并归纳出 2 2 1 2 i
( , ) ,   2

2 i 1 2

n
n n

n n
G nω τ

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

≥ ，由此

知矩阵的行范数
2

2 1

1 2
1

|| ( , ) || max | | 2 1
n n

iji
j

G gω τ +

=

= = +∑∞ ≤≤
并不关于时间层一致有界，其中 ijg 为 2 ( , )

n

G ω τ

的元素，也就是说 | | 1r = 时蛙跳格式不稳定. 综上，蛙跳格式的稳定性条件为 | | 1r < .  

蛙跳格式是一个三层格式，不能自启动进行计算，需要用一个二阶的格式（如后面将会详细介绍

的 Lax-Wendroff 格式）算出第一层信息，然后再用蛙跳格式进行后面时间层的计算.  

五、Lax-Friedrichs 格式 

情形⑤：在情形③中修改关于时间的一阶偏导数，将 ( , )j ku x t 用其左右相邻两节点的算术平均来

近似，就是取 
1 1 1

( , )

1( , ) ( ( , ) ( , ))
2

j k

j k j k j k

x t

u x t u x t u x tu
t τ

+ − +− +∂
≈

∂
，关于空间的一阶偏导数仍用二阶中心

差商，即 1 1

( , )

( , ) ( , )
2

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
x h

+ −−∂
≈

∂
，然后在式（4-4）中将精确解 ( , )j ku x t 用数值解 k

ju 替换并

忽略高阶小项，可得 Lax-Friedrichs 格式： 

 
( )1

1 1 1 1

0

1
2 0,   ,  0

2
( ),

k k k k kj j j j j

j j

u u u u u
a j Z k

h
u x j Z

τ
ϕ

+
− + + −

⎧ − + −⎪⎪ + = ∈⎨
⎪

= ∈⎪⎩

≥  （4-23） 

易见，其局部截断误差为
2

2( ) hO h Oτ
τ

⎛ ⎞
+ + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 式（4-22）可以改写成 

1 0
1 1

1 1(1 ) (1 ) ,   ( ),    ,  0
2 2

k k k
j j j j ju r u r u u x j Z kϕ+

− += + + − = ∈ ≥  
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利用分解式（4-8）可以得到其的增长因子为 

i i1 1( , ) e e cos i sin
2 2

h hr rG h r hω ωω τ ω ω−+ −
= + = − ， 

此时 2 2 2 2 2 2| ( , ) | cos sin 1 ( 1)sinG h r h r hω τ ω ω ω= + = + − ，故数值格式稳定等价于 2 21 ( 1)sinr hω+ − ≤  

1 Cτ+ ，从而获得 Lax-Friedrichs 格式的稳定性条件： 
 | | 1r ≤   （4-24） 

当 r 取定为常数时，根据式（4-23）的局部截断误差知，Lax-Friedrichs 格式是一阶格式.  

六、Lax-Wendroff 格式 

下面介绍一个二阶格式，通过泰勒公式及原方程变形而获得. 由原方程（4-1）可知： 

u ua
t x

∂ ∂
= −

∂ ∂
  及   

2 2
2

2 2
u u u u ua a a a a

t x x t x xt x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

再根据泰勒公式则有 

 

2 2
3

1 2
( , ) ( , )

2 2 2
3

2
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( )
2

( , ) ( )
2

j k j k

j k j k

j k j k
x t x t

j k
x t x t

u uu x t u x t O
t t

u a uu x t a O
x x

ττ τ

ττ τ

+
∂ ∂

= + + +
∂ ∂

∂ ∂
= − + +

∂ ∂
   （4-25） 

然后将上式中一阶偏导数和二阶偏导数都用中心差商来近似，再将精确解 ( , )j ku x t 用数值解 k
ju 替换并

忽略高阶小项，可得 Lax-Wendroff 格式： 

 

2 2
1 1 1 11

2

0

2
,     ,  0 

 2 2
( ),      

k k k k k
j j j j jk k

j j

j j

u u u u uau u a j Z k
h h

u x j Z

ττ

ϕ

+ − + −+
⎧ − − +

= − + ∈⎪
⎨
⎪ = ∈⎩

≥
 （4-26） 

其局部截断误差为 2 2 2 3( )O h hτ τ τ+ + . 式（4-26）可简记为 

 1 2 0
1 1

( 1) ( 1)(1 ) ,  ( ),    ,  0
2 2

k k k k
j j j j j j

r r r ru u r u u u x j Z kϕ+
− +

+ −
= + − + = ∈ ≥  （4-27） 

容易得到其增长因子为 

i 2 i 2( 1) ( 1)( , ) e (1 ) e 1 (1 cos ) i sin
2 2

h hr r r rG r r h r hω ωω τ ω ω−+ −
= + − + = − − −  

显然， 2 2 2 4| ( , ) | 1 4 ( 1)sin
2
hG r r ωω τ = + − ，故数值格式稳定等价于 2 2 41 4 ( 1)sin 1

2
hr r Cω τ+ − +≤ ，从

而获得式（4-27）的稳定性条件为 
 | | 1r ≤  （4-28） 

七、Beam-Warming 格式 

最后再介绍一个二阶的 Beam-Warming 格式，本质上它充分考虑了迎风格式的“迎风”特点，同

时借用 Lax-Wendroff 格式的设计思想提高了精度.  
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先讨论 0a < 的情况. 显然式（4-25）仍然成立. 在式（4-25）中取
( , )j kx t

u
x
∂
∂

为迎风的形式且兼顾

高阶项，即取
2

1 2
2

( , ) ( , )

( , ) ( , )
( )

2
j k j k

j k j k

x t x t

u x t u x tu h u O h
x h x

+ −∂ ∂
= − +

∂ ∂
，此外，也取迎风的 

2

2
( , )j kx t

u
x
∂

=
∂

 

2 1
2

( , ) 2 ( , ) ( , )
( )j k j k j ku x t u x t u x t

O h
h

+ +− +
+ ，把上面两式代入式（4-25）得 

( )

( )

2 2 2 2
1 3 2

1 2 2
( , ) ( , )

2
3 2

1 2
( , )

1

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( )

2 2

( )( , ) ( , ) ( , ) ( )
2

( , ) ( , ) ( , )

(   

j k j k

j k

j k j k
j k j k

x t x t

j k j k j k
x t

j k j k j k

u x t u x t h u a uu x t u x t a O h
h x x

a a h a uu x t u x t u x t O h
h x

au x t u x t u x t
h

a h

ττ τ τ

τ τ τ τ τ

τ

τ

+
+

+

+

⎛ ⎞− ∂ ∂⎜ ⎟= − − + + +
⎜ ⎟∂ ∂
⎝ ⎠

+ ∂
= − − + + +

∂

= − − +

( ) 3 2 2
2 12

) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( )
2 j k j k j k

a u x t u x t u x t O h h
h

τ τ τ τ+ +
+

− + + + +

 

这样，将精确解 ( , )j ku x t 用数值解 k
ju 替换并忽略高阶小项，可得以下 0a <  时的 Beam-Warming 格式： 

 
1

1 2 1

0

(1 )( ) ( 2 ),     ,  0 
2  

( ),      

k k k k k k k
j j j j j j j

j j

r ru u r u u u u u j Z k

u x j Zϕ

+
+ + +

+⎧ = − − + − + ∈⎪
⎨
⎪ = ∈⎩

≥
 （4-29） 

差分格式（4-29）的局部截断误差均为 2 2 2 3( )O h hτ τ τ+ + . 再利用分解式（4-8），代入式（4-29）可得

增长因子为 

i 2 i i( 1)( , ) 1 (e 1) (e 2e 1)
2

h h hr rG r ω ω ωω τ ⋅+
= − − + − +  

经 过 整 理 化 简 可 得 2 2 2| ( , ) | (1 ) (2 )(cos 1) 1G r r r hω τ ω= + + − + ， 故 数 值 格 式 稳 定 等 价 于

2 21 (1 ) (2 )(cos 1)r r r hω+ + + − ≤ 1 Cτ+ ，从而得稳定性条件为 2r −≥ ，再联合一开始的假设 0a < ，

最终可得式（4-29）的稳定性条件为 
 2 0r− <≤  （4-30） 

用同样的思路，可以得到 0a > 时的 Beam-Warming 格式： 

 
( ) ( )1

1 1 2

0

(1 ) 2 ,     ,  0,  
2  

( ),      

k k k k k k k
j j j j j j j

j j

r ru u r u u u u u j Z k

u x j Zϕ

+
− − −

−⎧ = − − − − + ∈ ≥⎪
⎨
⎪ = ∈⎩

 （4-31） 

其增长因子为 i i 2 i(1 )( , ) 1 (1 e ) (1 2e e )
2

h h hr rG r ω ω ωω τ − − − ⋅−
= − − − − + ，经过整理化简可得 2| ( , ) |G ω τ =  

2 2(1 ) ( 2)(cos 1) 1r r r hω− − − + ，类似可得使数值格式（4-31）稳定的条件为 

 0 2r< ≤  （4-32） 

八、隐格式的设计 

前面介绍的若干数值格式都是显格式，从而必须附带稳定性条件成立才能保证数值解最终收敛到
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精确解. 而事实上隐格式通常稳定性较好，所以可以考虑设计隐格式来求解. 比如 0a > 时，修改情形

③那个完全不稳定的显格式为隐格式，即关于时间和空间的一阶偏导数分别利用一阶向后差商和二阶

中心差商近似，就有 

1

( , )

( , ) ( , )

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
t τ

−−∂
≈

∂
，

1 1

( , )

( , ) ( , )
2

j k

j k j k

x t

u x t u x tu
x h

+ −−∂
≈

∂
 

然后在式（4-4）中将精确解 ( , )j ku x t 用数值解 k
ju 替换并忽略高阶小项，可得以下数值格式： 

 

1
1 1

0

0,   ,  1
2

( ),

k k k k
j j j j

j j

u u u u
a j Z k

h
u x j Z

τ
ϕ

−
+ −⎧ − −

+ = ∈⎪
⎨
⎪ = ∈⎩

≥
   （4-33） 

此格式的局部截断误差仍为 ( )O hτ +  且式（4-33）可以简化为 

1 0
1 1 ,   ( ),    ,  1

2 2
k k k k
j j j j j j

r ru u u u u x j Z kϕ−
− +− + + = = ∈ ≥  

或者 1 1 1 0
1 1 ,   ( ),    ,  0

2 2
k k k k
j j j j j j

r ru u u u u x j Z kϕ+ + +
− +− + + = = ∈ ≥   （4-34） 

利用分解式（4-8），可得式（4-34）的增长因子为 

i i

1 1( , )
1 i sin1 (e e )

2
h h

G r r hω ω
ω τ

ω−
= =

++ −
 

由于对任意 r 均有
2 2

1| ( , ) | 1
1 sin

G
r h

ω τ
ω

=
+

≤ ，Von Neumann 条件满足，由定理 4.1.2 知差分格式的

式（4-33）无条件稳定.  
除了上面可以修改情形③为隐格式，其他的迎风显格式等都可以这样操作，这里就不一一列举了，

读者可以自己进行格式的设计和分析.  

九、Courant-Friedrichs-Lewy 条件 

在进行收敛性分析之前，我们还需要针对双曲型方程波的传播特征，研究差分格式离散解的依赖

区域. 从而获得差分格式收敛的一个必要条件——Courant-Friedrichs-Lewy 条件，简称 CFL 条件，或者

Courant 条件. CFL 条件本质上说的是原方程解的依赖区间必须包含于差分格式解的依赖区间. 为此，

我们举例说明. 首先以在 0a > 时式（4-15）的迎风格式为例.  
前面已经分析过，原微分方程（4-1）的精确解 ( , )u x t 在网格节点 ( , )j kP x t 处的值只依赖于过这一

点的特征线在 x 轴上的投影点 0P  处的初值，从而 0P 是 ( , )u x t 在点 ( , )j kP x t 处的依赖区域（一个点）. 而

差分格式的式（4-15）的解在点 ( , )j kP x t 处的值 k
ju 依赖于前一时间层上的 1 1

1,  k k
j ju u− −

− ，而 1 1
1,  k k

j ju u− −
−  又

分别依赖于更前一层上的 2 2
1,  k k

j ju u− −
−  和 2 2

1 2,  k k
j ju u− −
− − ，依次类推，可得 k

ju 依赖于初始时间层上的

0 0 0
1,  , ,j j j ku u u− − ，这样，数值解 k

ju 的依赖区域是区间[ , ]j k jx x− ，或者说数值格式的式（4-15）的解 k
ju

的依赖区域为[ , ]j k jx x− . 再考察数值解与精确解依赖区域的关系可知，在点 ( , )j kP x t 处，如果精确解

的依赖区域 0P 在区间[ , ]j k jx x− 之外，那么用数值格式的式（4-15）算出来的解 k
ju 就与原问题式（4-1）的

解毫无关系，因此这个数值格式的解就不可能收敛到原方程的解. 这样说来，数值解收敛到精确解的一个

必要条件就是 0 [ , ]j k jP x x−∈ ，这也就意味着 j k j k jx x at x− −≤ ≤ ，即 0a > 且h aτ≥ ，也就是式（4-15）
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的稳定性条件式（4-13）. 换言之，对迎风格式的式（4-15）而言，其CFL 条件与稳定性条件一致.  
CFL 条件是差分格式收敛的一个必要条件而不是充分条件. 这个可以从情形③那个完全不稳定的

格式的式（4-17）得到说明. 对于式（4-17）而言，易见其数值解在网格节点 ( , )j kP x t 处的值依赖于

前一时间层上的 1 1 1
1 1,  ,   k k k

j j ju u u− − −
− + ，而 1 1 1

1 1,  ,  k k k
j j ju u u− − −
− +  又分别依赖于更前一层上的 2 2 2

2 1,  ,  k k k
j j ju u u− − −
− −  和 

2 2 2
1 1,  ,  k k k

j j ju u u− − −
− + 及 2 2 2

1 2,  ,  k k k
j j ju u u− − −

+ + ，即 1 1 1
1 1,  ,  k k k

j j ju u u− − −
− + 依赖于 2 2 2 2 2

2 1 1 2,  ,  ,  ,  k k k k k
j j j j ju u u u u− − − − −
− − + + ，依次类

推，可得 k
ju 依赖于初始时间层上的 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1, , , ,  , , , ,j k j k j j j j k j ku u u u u u u− − + − + + − + ，于是数值解 k
ju 的依赖

区域是区间[ , ]j k j kx x− + .  
这样格式的式（4-17）的数值解收敛的必要CFL条件就是 0 [ , ]j k j kP x x− +∈ ，即 j k j k j kx x at x− +−≤ ≤ ，

即 h a hτ− −≤ ≤ ，也就是 | | 1r ≤ . 而前文已经分析知式（4-17）完全不稳定，即对任意 r 数值格式不

稳定从而不收敛，这就说明 CFL 条件只是差分格式收敛的必要条件而非充要条件.  
最后再说明一下对于不同的数值格式，CFL 条件一般是不同的，如上面分析的式（4-15）和式（4-17）

的 CFL 条件是不同的.  

十、数值算例 

例 4.1.1  求解一阶对流方程初值问题 

0,   ,  0

( ,0) ( ),

u u x t
t x

u x x xϕ

∂ ∂⎧ + = − < < + >⎪
∂ ∂⎨

⎪ = − < < +⎩

∞ ∞

∞ ∞

 

其中，初值
0,    0

( )
1,     0

x
x

x
ϕ

⎧
= ⎨ >⎩

≤
在 0x = 处间断. 取空间步长和时间步长分别为 0.01, 0.005h τ= = ，给出

时刻 0.5t = 时 [0,1]x∈ 区间内数值解的图像.  

解：易见上述初值问题的精确解为
0,    

( , ) ( )
1,     

x t
u x t x t

x t
ϕ

⎧
= − = ⎨ >⎩

≤
且对应上述空间、时间步长的选取

易得 0.5r = . 精确解见图 4-2.  

 
图 4-2  例 4.1.1 的精确解图像 

此处分别采用迎风格式、Lax-Friedrichs 格式、Lax-Wendroff 格式、Beam-Warming 格式进行计算，

对应程序分别为 Egch4_sec1_01.c、Egch4_sec1_02.c、Egch4_sec1_03.c、Egch4_sec1_04.c. 为了保证在

解的依赖区间的影响下能获得 [0,1]x∈ 区间内的数值解，在迎风格式、Lax-Friedrichs 格式和
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Lax-Wendroff 格式中取子区域 [ 1, 2]x∈ − 进行计算，在 Beam-Warming 格式中取子区域 [ 2,2]x∈ − 进行

计算. 为了借助 MATLAB 画出直观图，我们在程序设计时采用了文件指针，以方便数据的存储与读取. 
各种算法的数值解如图 4-3 所示.  

       
                          (a) 迎风格式                                           (b) Lax-Friedrichs 格式 

       
                     (c) Lax-Wendroff 格式                                       (d) Beam-Warming 格式 

图 4-3   数值解的图像 

十一、推广 

对于空间区域有界的一阶方程的初值问题，要根据a 的正负号给出相应的边界条件才能使问题适

定，即唯一可解. 具体来说，当 0a > 时，波向右无限传播，所以需要给出左边界条件；当 0a < 时波

向左无限传播，需要给出右边界条件. 例如，考察以下初边值问题： 

 

( , ) ( , ) 0,   ,  0,   0

( ,0) ( ),
( , ) ( ),     0

a b

a b

b

u x t u x ta x x x t a
t x

u x x x x x
u x t t t

ϕ
ψ

∂ ∂⎧ + = > <⎪ ∂ ∂⎪
⎨ =⎪
⎪ = >⎩

≤ ≤

≤ ≤

为常数

 （4-35） 

其中， ,a bx x 为已知常数， ( ),  ( )x tϕ ψ 为已知函数. 显然与前面半无界初值问题式（4-1）一样，式（4-35）
也有一族特征线，其方程为 x a t ξ= + ，ξ 为任意常数，且沿着特征线函数 ( , )u x t 为常值. 在这些特征

线中有一条临界线 L ，如图 4-4 所示，这条特征线将求解区域分成两部分 1Ω 和 2Ω .  

由于式（4-35）表示的波函数是向左传播的，所以在 1Ω 内的点 ( , )x t 处的函数u 的值依赖于右边
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界条件，而在 2Ω 内的点 ( , )x t 处的函数u 的值则依赖于初始条件. 为了得到整个求解区域内任意一点

( , )x t 处的精确解 ( , )u x t ，分三步走.  

 
图 4-4   精确解值与初边值条件的依赖关系（向左传播） 

首先，在 x t− 平面内容易得出临界线 L 的方程为： 

1 ( )bt x x
a

= −  

其次，考察 1Ω 内的任意一点 1 1( , )A x t 处的函数值 1 1( , )u x t . 注意到过点 A 的特征线方程为

1 1
1 ( )t x x t
a

= − + ，且易知沿着这条特征线，点 A 在右边界上的投影点为 ( , )bA x α′ ，也就是这条特征线

与右边界的交点，易知 1 1
1 ( )bx x t
a

α = − + . 于是， A 点处的 u 值就是 A′ 点处的 u 值，即有

1 1
1( ) ( )bA Au u x x t
a

ψ α ψ′
⎛ ⎞= = = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 再由 A 点的任意性知， 1Ω 内的任意一点 ( , )x t 处的u 值为 

1
1( , ) ( ) ,    ( , )bu x t x x t x t
a

ψ Ω⎛ ⎞= − + ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

最后，再考察 2Ω 内的任意一点 2 2( , )B x t 处的函数值 2 2( , )u x t . 注意到过点 B 的特征线方程为

2 2
1 ( )t x x t
a

= − + ，且易知沿着这条特征线，点B 在 x 轴上的投影点为 ( ,0)B β′ ，也就是这条特征线与 x

轴 的 交 点 ， 易 知 2 2x a tβ = − . 于 是 ， B 点 处 的 u 值 就 是 B′ 点 处 的 u 值 ， 即 有

2 2( ) ( )B Bu u x a tϕ β ϕ′= = = − . 再由B 点的任意性知， 2Ω 内的任意一点 ( , )x t 处的u 值为 

2( , ) ( ),     ( , )u x t x at x tϕ Ω= − ∀ ∈  

综上，一阶双曲型方程初边值问题式（4-35）的精确解为 
1 1( ) ,   ( )

( , )
1( ),               0 ( )

b b

b

x x t t x x
a au x t

x at t x x
a

ψ

ϕ

⎧ ⎛ ⎞− + > −⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎪ − < −⎪⎩

≤

 

类似地，考察以下初边值问题： 
( , ) ( , ) 0,   ,  0,   0

( ,0) ( ),
( , ) ( ),     0

a b

a b

a

u x t u x ta x x x t a
t x

u x x x x x
u x t t t

ϕ
ψ

∂ ∂⎧ + = > >⎪ ∂ ∂⎪
⎨ =⎪
⎪ = >⎩

≤ ≤

≤ ≤

为常数
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仿前面分析可知（课后习题），上述问题的精确解为 

1 1( ) ,   ( )
( , )

1( ),               0 ( )

a a

a

x x t t x x
a au x t

x at t x x
a

ψ

ϕ

⎧ ⎛ ⎞− + > −⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎪ − < −⎪⎩

≤

 

关于上述问题的数值格式的设计可以由本节前面介绍的半无界初值问题的若干数值方法加以推

广，此处不再展开，具体问题可通过课后习题得以深入学习.  

第二节  二阶双曲型方程的显式差分法 

本节主要研究下面的二阶双曲型方程的初边值问题： 

 

2 2
2

2 2
( , ) ( , ) ( , ),   0 1,   0

( ,0) ( ),  ( ,0) ( ),  0 1

(0, ) ( ),   (1, ) ( ),   0

u x t u x ta f x t x t T
t x

uu x x x x x
t

u t t u t t t T

ϕ ψ

α β

⎧∂ ∂
− = < < <⎪ ∂ ∂⎪⎪

∂⎨ = =⎪ ∂⎪
= = <⎪⎩

≤

≤ ≤

≤

   （4-36） 

其中，u 表示一个与时间 t 和位置 x 有关的待求波函数， ( ),  ( ),  ( ),  ( )x x t tϕ ψ α β 及方程右端项函数 ( , )f x t
都是已知函数， ,  a T 是非零常数. 式（4-36）中第二式是初始条件，第三式是边界条件. 式（4-36）中

若 ( , ) 0f x t ≡ ，则对应的初边值问题与一阶对流方程有类似的属性，只是它有两条特征线，精确解

( , )u x t 在点 ( , )x t 处的值的依赖区域为 [ ,   ]x a t x a t− + ，从而也有相应的 CFL 条件，关于这些理论

分析将不再展开. 本节重点处理较为一般的非齐次的二阶双曲型方程初边值问题式（4-36），通常

无法用解析的办法求得其精确解，所以我们需要进行数值计算求得原方程的近似解，也就是所谓

的数值解.  

一、三层显差分格式的建立 

有了以往的经验，按照正常的步骤建立差分格式.  
第一步，区域剖分. 由于原问题的求解区域是矩形域，所以我们将在矩形域网格点上近似求解. 首

先，对原始问题的求解区域0 1,   0x t T≤ ≤ ≤ ≤ 进行网格剖分，为计算简单，确切地说是为了编程方

便，通常取为等距剖分，即取 ( 0,1, , )jx j h j m= = , ( 0,1, , )kt k i nτ= = ，这里 1/ , /h m T nτ= = 分

别称为空间步长和时间步长.  
第二步，对原方程进行弱化，将原来很强的处处成立的微分方程弱化为仅在某些点成立的方程，

这里设方程仅在网格节点成立，即得节点处离散方程： 

 
( , ) (

2 2
2

2 2

0

)

0

,

0

( , ,   0 ,   0 ,

( , (    ( , (

)

) ), ) )

)

,     0 ,

( , ( ( , ( ,   1 .),     ) )

j k j k

k

k k k

j
x t x t

j j j j

km

u ua f x t j m k n
t x

uu x t x x t x j m
t

u x t t u x t t k n

ϕ ψ

α β

∂ ∂
− = < < <

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪

∂ ∂

∂
= =

∂
=

⎪
⎪⎩ =

≤

≤ ≤

≤ ≤

   （4-37） 

第三步，将各节点处的偏导数用差商来近似. 为此容易想到方程中的二阶偏导数都取成二阶中心

差商近似，即 
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2
1 1

2 2
( , )

( , ) 2 ( , ) ( , )
,

j k

j k j k j k

x t

u x t u x t u x tu
t τ

+ −− +∂
≈

∂
 误差为 2( )O τ ， 

2
1 1

2 2
( , )

( , ) 2 ( , ) ( , )
,

j k

j k j k j k

x t

u x t u x t u x

h

tu
x

+ −− +∂
≈

∂
 误差为 2( )O h . 

此外，初始条件中的一阶偏导数可以用向前差商近似，即 

0

1 0

( , )

( , ( , ))
,

j

j

x t

ju x t u x tu
t τ

−∂
≈

∂
 误差为 ( )O τ . 

将上面各式代入式（4-37）第一式，然后用各节点 ( , )j kx t 处的数值解 k
ju 代替精确解 ( , )j ku x t ，并忽略

高阶小项，得以下差分格式： 
1 1

1 12
2 2

1 0
0

0

)

), )

),  

2 2
( , ,   1 1,   1 1,

(    ( ,     0 ,

( ( ,   1 .  )

k k k k k k
j j j j j j

k

j j
j

k k
k m k

j

j j

u u u u u u
a f x t j m k n

u u
u x x j m

u t u k

h

t n

τ

ϕ ψ
τ

α β

+ −
+ −− + − +

− = − −

−
= =

=

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪

=⎪⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤  

为简单起见，记网比
2 2

2
ar
h
τ

= ，整理上述格式后得到以下三层显格式： 

 

1 1 2
1 1

0 1 0

0

)

)

2(1 ) ( , ,   1 1,   1 1,

(  0 ;     ( ,  1 1,     

( ( ,   1

,

), ) .

)

k k k k k
j j j j j k

j j j

k k
k m k

j

j j

u r u r u r u u f x t j m k n

u x j m u u x j m

u t u t k n

τ

ϕ τψ

α β

+ −
− += + − + − + − −

= = −

⎧
⎪⎪ +

=

⎨

=
⎪
⎪⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

 （4-38） 

易见，此格式的局部截断误差为 2( )O hτ + .  

二、显格式的稳定性、收敛性分析 

同样，只需要对齐次方程、零边界情形讨论. 此时，式（4-38）第一式为 
1 1

1 12(1 )k k k k k
j j j j ju r u r u r u u+ −

− += + − + −  

同三层的蛙跳格式一样，通过引入变量 1k k
j jv u −= ，可将三层格式写成两层格式： 

1
1 1

1

2(1 )k k k k k
j j j j j

k k
j j

u r u r u r u v

v u

+
− +

+

⎧ = + − + −⎪
⎨

=⎪⎩
 

也就是，

1
1 1

1
1 1

0 2(1 ) 1 0
0 0 1 0 0 0

k k k k
j j j j
k k k k
j j j j

u u u ur r r
v v v v

+
− +

+
− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

记
i1

2

( )
e

( )
j

k k
j xk

j k k
j

u v
v v

ωω

ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

w ，则由上式得 

1
i i1 1i i

1
2 2

( ) ( )0 2(1 ) 1 0
e e e e

0 0 1 0 0 0( ) ( )
j j

k k
x xh h

k k

v vr r r

v v
ω ωω ωω ω

ω ω

+
−

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ − − ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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即 1 ( , )k k
j jG ω τ+ =w w ，从而得到增长矩阵为 

 
22 4 sin 1

( , ) 2
1 0

hr
G

ω
ω τ

⎛ ⎞− −⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （4-39） 

其中，
2 2

2 0ar
h
τ

= > . 易见，增长矩阵的特征值为 

2 2 2
1,2 1 2 sin 4 sin sin 1

2 2 2
h h hr r r

ω ω ωλ ⎛ ⎞= − ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

显然， 1r ≤ 时， 2 2 2
1,2 1 2 sin i 4 sin 1 sin

2 2 2
h h hr r r

ω ω ωλ ⎛ ⎞= − ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

且 1,2| | 1λ ≡ ，也就是显差分格式（4-38）

满足 Von Neumann 条件，但这只是式（4-38）稳定的必要条件. 当 1r < 且 2 πh pω ≠ （p 为整数）时，

则 1 2,λ λ 是增长矩阵的两个不同的特征值，从而由定理 4.1.6 知，此时差分格式稳定. 但如果 1r < 且

2 πh pω = （p 为整数），则
2 1

( , )
1 0

G ω τ
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，通过直接计算可知，
1

( , )
( 1)

k k k
G

k k
ω τ

+ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

，

从而 ( , ) ( )kG kω τ → →∞ ∞ ，也就是 ( , )kG ω τ 关于 k 不是一致有界的，从而格式不稳定. 以上说明，

当 1r < 时，并不是对所有的频率ω 显格式都稳定，也就是 1r < 时三层显格式不稳定. 此外，当 1r = 时，

若取 πhω = ，则
2 1

( , )
1 0

G ω τ
− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，也会出现 ( , ) ( )kG kω τ → →∞ ∞ ，从而数值格式不稳定. 至

于 1r > 的情况，取 πhω = ，则 1 1 2 4 ( 1) 1r r rλ = − − − < − ，显然不满足 Von Neumann 条件，从而数值

格式不稳定. 综上，将得出显格式绝对不稳定的结论. 但实际上，这个结论是错误的. 上述稳定性分析

也是不正确的. 原因在于本章第一节给出的判断稳定性的充分条件都是针对一阶方程而言的，而这次

研究的对象却是二阶双曲型方程，关于二阶方程差分格式的稳定性条件会更宽松一些. 事实上，我们

需要一个弱一点的稳定性概念——k 阶稳定.  
定义 4.2.1  增长矩阵 ( , )G ω τ 关于范数 || ||⋅ 是 k 阶稳定的，如果存在非负常数 1 2,M M ，对任意频

率ω 都有 1 2|| ( , ) ||kG M k Mω τ +≤ ，其中 k 代表时间层， k n≤ .  

定理 4.2.1[2]  若增长矩阵 ( , )G ω τ 关于范数 || ||⋅ 是 k 阶稳定的，且第 1 个时间层节点处误差均为

2 2( )O hτ τ + ，则差分格式 1 ( , )k k
j jG ω τ+ =w w 收敛.  

证明：由于方程（4-36）中的二阶偏导数均用中心差商来近似，就有 

1 1 1 12 2 2
2 2

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
( , ( ))j k j k j k j k j k j

j
k

k
u x t u x t u x t u x t u

h

x t u x t
a f x t O hτ

τ
+ − + −− +

= +
− +

− +  

也就是， 
( ) 2 2

1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) 2(1 ) ( , ) ( , ) ( , ) k
j k j k j k j k j k j k ju x t r u x t u x t r u x t u x t f x t Rτ τ+ + − −= + + − − + +  

其中， 2 2( )k
jR O hτ= + . 将式（4-38）第一式减去上式可得误差 ( , )k k

j j j ke u u x t= − 满足方程 
1 1 2

1 12(1 )k k k k k k
j j j j j je r e r e r e e Rτ+ −

− += + − + − − . 

引入中间变量 1k k
j jeε −= ，则上式可改写为 

1 2
1 1

1

2(1 )k k k k k k
j j j j j j

k k
j j

e r e r e r e R

e

ε τ

ε

+
− +

+

⎧ = + − + − −⎪
⎨

=⎪⎩
 



第四章  双曲型偏微分方程的有限差分法 

 

  125 

从而可得 
1 2

1 1
1

1 1

0 2(1 ) 1 0
0 0 1 0 0 0 0

k k k k k
j j j j j
k k k k
j j j j

e e e er r r Rτ
ε ε ε ε

+
− +

+
− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

再令
i1

2

( )
e

( )
j

k k
j xk

j k k
j

e v

v
ωω

ε ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

w ，
ie jxk k

jR ωξ=  就得 

1 2
1 1

1
2 2

( ) ( )
( , )

0( ) ( )

k k k

k k

v v
G

v v

ω ω τ ξω τ
ω ω

+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

不妨记为 1 2( , )k k kG ω τ τ+ = +W W R  （4-40） 

其中， T T
1 2( ( ), ( )) , ( ,0)k k k k kv vω ω ξ= = −W R . 易见， 2 2|| || ( )k O hτ= +R . 利用式（4-40）进行递推可得  

1
1 1 2

0

( , )
k

k k l k l

l

G Gω τ τ
−

+ −

=

= + ∑W W R . 若增长矩阵 ( , )G ω τ 关于范数 || ||⋅ 是 k 阶稳定的，则 

1
1 1 2

1 2
0

1
1 2

1 2
0

1 2 * 2 2
1 2 1 2

|| || || ( , ) || (  ) || ||

           || ( , ) || || || (  ) || ||

          (  ) || || (  ) ( )

k
k k k l

l
k

k k l

l

G M l M

G M n M

M k M M n M n C O h

ω τ τ

ω τ τ

τ τ

−
+ −

=

−
−

=

+ + ⋅

⋅ + +

+ + + ⋅ ⋅ ⋅ +

∑

∑

W W R

W R

W

≤

≤

≤

 

其中， *C 为各个 || ||k l−R 中的项 2 2( )O hτ + 中关于精确解 ( , )u x t 高阶导数的最大值 . 注意到

1 0 0
0( , ) 0j j j je u u x tε = = − = ，所以 1 1 1 T 1 T

1 2 1( ( ), ( )) ( ( ),0)v v vω ω ω= =W ，且当第 1 个时间层节点处误差均

为 2 2( )O hτ τ + 时，即 1 2 2( )je O hτ τ= + 时，  
1 1 1 2 2

1|| || | ( ) | | | ( )jv e O hω τ τ= = +W ≤  

故 1 2 * 2 2
1 2 1 2|| || [(  ) (  ) ] ( )k M k M M n M n C O hτ τ τ+ + + + ⋅ ⋅ +W ≤  （4-41） 

可见当 , 0hτ → 时，由于 k n Tτ τ =≤ 有界，上式右端方括号内的表达式有界，从而 1|| || 0k+ →W ，也

就有 1|| || 0k
je + → ，说明 ( , )k

j j ku u x t→ ，差分格式二阶收敛. 证毕.  

定理 4.2.1 说明在稳定性条件从增长矩阵的范数一致有界（ || ( , ) ||kG Mω τ ≤ ）放宽到增长矩阵 k

次幂的范数关于 k 线性增长（ 1 2|| ( , ) ||kG M k Mω τ +≤ ）的情况下，如果初始计算（指的是第 1 个时

间层各节点处）的误差较小（第 0 个时间层各节点的值是准确的），小到 2 2( )O hτ τ + ，则差分格式

是二阶收敛的. 所以，对于二阶双曲型方程初边值问题三层显格式（4-38）的稳定性条件可以重新进

行讨论.  
下面就来重新考察增长矩阵式（4-39）的范数. 事实上，前面已经分析出当 1r < 且 2 πh pω ≠ （p

为整数）时，差分格式稳定. 现在，如果 1r < 且 2 πh pω = ，则  

2 1
( , )

1 0
G ω τ

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 且 
1

( , )
( 1)

k k k
G

k k
ω τ

+ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

从而 ( , ) ( , ) 2 1k kG G kω τ ω τ = +
∞

≤ ，其中，|| ||⋅
∞
是矩阵的行范数，故 ( , )G ω τ 关于范数|| ||⋅ 是 k 阶稳
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定的. 再考察 1r = 的情况，
2 12 4sin 1

( , ) 2
1 01 0

h
G

ω μ
ω τ

⎛ ⎞ −− − ⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝

=

⎠

: ，易见| | 2μ ≤ . 2μ = 的情况刚

才已经讨论过. 2μ = − 时，
2 1

( , )
1 0

G ω τ
− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

且类似地有
1 1

( 1) ( 1) ( 1)
( , )

( 1) ( 1) ( 1)

k k
k

k k

k k
G

k k
ω τ

+ +

⎛ ⎞− + −
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

，

所以 ( , ) ( , ) 2 1k kG G kω τ ω τ = +
∞

≤ ，故 ( , )G ω τ 关于范数 || ||⋅ 是 k 阶稳定的. 现在只需要讨论 | | 2μ <

的情形. 此时， ( , )G ω τ 有一对共轭复根，从而由定理 4.1.6 知数值格式稳定. 相比较之前得到的错误结

论——显格式绝对不稳定，现在知道错误的真正原因在于我们之前给出的稳定性判断条件太强了.  
最后，分析一下第 1 个时间层节点处的误差. 注意到第 1 个时间层节点处我们采用的是式（4-38）

中 1 0 ( )j j ju u xτψ+= ，而利用泰勒公式精确值应为    
2 2

1 0 0 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2j j j j

u uu x t u x t x t x t
t t ξ

ττ ∂ ∂
= +

∂ ∂
+ ，其中， 0 1( , )t t tξ ∈ . 

注意到原方程的初始条件 0
0)( , ( )j j ju x ux t ϕ == 和 0( ), ()j j

u x t x
t

ψ∂
=

∂
，故 1 1 2

1( , ) ( )j j je u u x t O τ= − = ，所

以此时的式（4-41）只能达到 
1 2 * 2

1 2 1 2|| || [(  ) (  ) ] ( )k M k M M n M n C O hτ τ τ+ + + + ⋅ ⋅ +W ≤  

所以当 , 0hτ → 时，由于 k n Tτ τ =≤ 有界，上式方括号内表达式有界，从而 1|| || 0k+ →W ，也就有

1|| || 0k
je + → ，说明 ( , )k

j j ku u x t→ ，差分格式收敛，但关于时间只有一阶收敛，关于空间是二阶收敛的.  

综上，二阶双曲型方程初边值问题式（4-36）的三层显差分格式的式（4-38）的稳定性条件是 1r ≤ ，

且关于时间一阶收敛，关于空间二阶收敛.  
另外说明一下，有不少教材[1，3，4]将二阶双曲型方程降阶为一阶双曲型方程组，然后对一阶双曲型

方程组进行差分格式设计，其设计思路不清晰，得到的格式也不常规，虽然最终的数值格式与我们直

接通过二阶差商近似得到的显格式等价，但编者认为，这些教材这样做的目的只是为了说明在上述操

作过程下可以得到正确的显格式的稳定性条件，而这些其实都不是本质的，真正本质的是二阶方程的

稳定性条件比一阶方程的弱.  

三、改进的三层显格式 

数值格式（4-38）精度比较低的原因是在对初始条件进行一阶偏导数的近似时，用了精度较低的

一阶向前差商近似，导致 1
je 只能达到 2( )O τ . 为了提高精度，可以考虑关于时间的一阶偏导数用中心

差商近似，即取 

0,

11

( )

( , ( , ))
2

j

j

x t

ju x t u x tu
t τ

−−∂
≈

∂
，误差为 2( )O τ  

从而得数值格式： 

 

1 1 2
1 1

0 1 1

0

2(1 ) ( , ,   1 1,   1 1,

(  0 ;     ( ,  1 1,    

)

) 2 )

) )

 

( ( ,   1 .

k k k k k
j j j j j k

j j j

k k
k m k

j

j j

u r u r u r u u f x t j m k n

u x j m u u x j m

u t u t k n

τ

ϕ τψ

α β

+ −
− +

−

= + − + − + − −

=

⎧
⎪⎪ +⎨ = −

= =
⎪
⎪⎩

，

，

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

 （4-42） 

但这样做又会引入新的虚拟越界点 1
ju− . 有了以往的经验，就应该知道下面的操作了，即认为式（4-42）
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中第一式对 0k = 也成立，即 
1 0 0 0 1 2

1 12(1 ) ( , ,   1) 1j j j j j kju r u r u r u u f x t j mτ−
− += + − + − + −≤ ≤  

从而解出 1 0 0 0 1 2
1 012(1 ) ( , ,   1 1) ,   j j j j j ju r u r u r u u f x t j mτ−
− += + − + − + −≤ ≤ 这样，在式（4-42）的第二式

中可以消去 1
ju− ，因此可以得到   

 0
1 0 0 0 2

1 1 )( 2(1 ) ( , ( ) / 22  1) , 1j jj j j ju r u r u r u f x t x j mτ τψ− += + − + −++ ≤ ≤  （4-43） 

从而得到以下改进的三层显格式： 

 
( )

1 1 2
1 1

0

1 0 0 0 2
1 1

0

0

2(1 ) ( , ,   1 1,   1 1,

(  0 ,     

2(1 ) ( , ( / 2,  1 1,     

( ( ,   

)

)

) 2 )

.) ) 1

j

j

k k k k k
j j j j j k

j

j j j j j

k k

j

k k
m

u r u r u r u u f x t j m k n

u x i m

u r u r u r u f x t x j m

u t u t k n

τ

ϕ

τ τψ

α β

+ −
− +

− +

= + − + − + − −

=

= + − + + −

= =

⎧
⎪
⎪⎪
⎨

+⎪
⎪
⎪⎩

，

，

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （4-44） 

显然，此格式的局部截断误差为 2 2( )O hτ + . 此外，注意到由式（4-43）、泰勒公式和原方程
2 2

2
2 2 ( , )u ua f x t

t x
∂ ∂

− =
∂ ∂

，可知此时 1 1 2
1( , ) ( )j j je u u x t Oτ τ= − = ，即式（4-41）成立. 这样在稳定性条件 1r ≤

成立的前提下，式（4-44）关于时间和空间都是二阶收敛的.  

四、数值算例 

例 4.2.1  用一阶显格式（4-38）计算双曲型方程初边值问题： 
2 2

2 2
( , ) ( , ) 2e sin ,   0 π,   0 1,

( ,0) sin ,  ( ,0) sin ,  0 π,

(0, ) 0,   (π, ) 0,   0 1.

tu x t u x t x x t
t x

uu x x x x x
t

u t u t t

⎧∂ ∂
− = < < <⎪ ∂ ∂⎪⎪

∂⎨ = =⎪ ∂⎪
= = <⎪⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 ( , ) e sintu x t x= . 分别取步长为 1 1
1 π,  
50 100

hτ = = 和 2 2
1 π,  

100 200
hτ = = ，给出在节点

π 4, , 1, ,9
10 5
i i⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
处的数值解及误差.  

解：程序见 Egch4_sec2_01.c，计算结果列表如下（表 4-1）. 

表 4-1  一阶显格式的计算结果 

( , )j kx t  τ1 1, h 步长下 k
ju  误差 − ( , )k

j j ku u x t  τ2 2, h 步长下 k
ju  误差 − ( , )k

j j ku u x t  

(π/10,0.8) 0.685504 2.2257e−3 0.686619 1.1106e−3 

(2π/10,0.8) 1.303907 4.2336e−3 1.306028 2.1124e−3 

(3π/10,0.8) 1.794673 5.8271e−3 1.797593 2.9075e−3 

(4π/10,0.8) 2.109765 6.8501e−3 2.113197 3.4180e−3 

(5π/10,0.8) 2.218338 7.2027e−3 2.221947 3.5939e−3 

(6π/10,0.8) 2.109765 6.8501e−3 2.113197 3.4180e−3 

(7π/10,0.8) 1.794673 5.8271e−3 1.797593 2.9075e−3 

(8π/10,0.8) 1.303907 4.2336e−3 1.306028 2.1124e−3 

(9π/10,0.8) 0.685504 2.2257e−3 0.686619 1.1106e−3 
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数值结果显示格式的式（4-38）确实是一阶收敛的，且精确解及数值解都关于 π / 2x = 对称.  
例 4.2.2  用二阶显差分格式的式（4-44）计算上例中的问题，要求同上例.  
解：程序见 Egch4_sec2_02.c，计算结果列表如下（表 4-2）. 

表 4-2  二阶显格式的计算结果 

( , )j kx t  τ1 1, h 步长下 k
ju  误差 − ( , )k

j j ku u x t  τ2 2, h 步长下 k
ju  误差 − ( , )k

j j ku u x t  

(π/10,0.8) 0.687721 8.6480e−6 0.687728 2.1615e−6 

(2π/10,0.8) 1.308124 1.6450e−5 1.308136 4.1115e−6 

(3π/10,0.8) 1.800478 2.2641e−5 1.800495 5.6590e−6 

(4π/10,0.8) 2.116589 2.6616e−5 2.116609 6.6526e−6 

(5π/10,0.8) 2.225513 2.7986e−5 2.225534 6.9949e−6 

由对称性，本表只显示了节点
π 4, , 1, ,5

10 5
i i⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
处的数值解及误差. 从数值结果可见，格式（4-44）

是二阶收敛的.  

第三节  二阶双曲型方程的隐式差分法 

继续研究双曲型方程初边值问题式（4-36）. 由于显格式具有比较苛刻的稳定性要求，我们希望

构造隐格式使得能够放松对步长的约束甚至解除约束.  

一、隐差分格式的建立 

仿前，进行第一步网格剖分及第二步将原方程弱化为仅在网格节点成立，即式（4-37）成立. 第
三步，处理一阶、二阶偏导数. 关于时间的二阶偏导数仍取为 

2
1 1

2 2
( , )

( , ) 2 ( , ) ( , )

j k

j k j k j k

x t

u x t u x t u x tu
t τ

+ −− +∂
≈

∂
，误差为 2( )O τ  

但关于空间的二阶偏导数则需要作些变化，以保证成隐格式，为此取
2

2
( , )j kx t

u
x
∂

≈
∂

 

1 1

2 2

2 2
( , ) ( , )

1
2

j k j kx t x t

u u
x x

− +

⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟+
⎜ ⎟∂ ∂
⎝ ⎠

，误差为 2( )O τ ，从而
2

1 1 1 1 1
2 2

( , )

( , ) 2 ( , ) ( , )1
2

j k

j k j k j k

x t

u x t u x t u x tu
x h

+ − − − −− +∂ ⎛
≈ ⎜∂ ⎝

 

1 1 1 1 1
2

( , ) 2 ( , ) ( , )j k j k j ku x t u x t u x

h

t+ + + − +− + ⎞
+ ⎟

⎠
，误差为 2 2( )O hτ + ，这样原方程弱化为 

2
1 1

1 1 1 1 12 2

2 2
1 1 1 1 1

( , ) 2 ( , ) ( , )
[ ( , ) 2 ( , ) ( , )

2
( , ) 2 ( , ) ( , )] ( , ) ( ),  

  1 1,   1 1

j k j k j k
j k j k j k

j k j k j k j k

u x t u x t u x t a u x t u x t u x t
h

u x t u x t u x t f x t O h

j m k n

τ
τ

+ −
+ − − − −

+ + + − +

− +
− − + +

− + = + +

− −≤ ≤ ≤ ≤

 

对初始条件的处理同显式方法，此处为了与上面的截断误差一致，在第 1 个时间层上取较高精度的近

似式（4-43），然后再将数值解 k
ju 代替精确解 ( , )j ku x t ，并忽略高阶小项，得以下差分格式： 
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1 1 2
1 1 1 1 1 1
1 1 1 12 2

0

1 0
1

2
( 2 2 ) ( , ),    

2
                                                      1 1,   1 1,

(     0 ,    ),  

( 2(1 )

k k k
j j j k k k k k k

j j j j j j j k

j i

j j j

u u u a u u u u u u f x t
h

j m k n

u x j m

u r u r u

τ

ϕ

+ −
− − − + + +
+ − + −

−

− +
− − + + − + =

− −

=

= + −

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

0 0 2
01

0

( , ( ) / 2,  1 1,     ) 2 )

),    ( ( ,   ) 1 .
j

k k
k m

j

k

jr u f x t x j m

u t u t k n

τ τψ

α β
+ +

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ + + −
⎪
⎪ = =⎩

≤ ≤

≤ ≤

 （4-45） 

仍记
2 2

2
ar
h
τ

= 并整理上面的式子就得原初边值问题式（4-36）的一个隐差分格式： 

 

1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1

0

1 0 0 0 2
1 1

(1 ) 2 ( ) (1 ) ( , ),    
2 2 2

                                       1 1,   1 1,

(     0 .    

( 2(1

),

) ( ,

k k k k k k k
j j j j j j j j k

j i

j j j j j

r r ru r u u u u u r u f x t

j m k n

u x j m

u r u r u r u f x t

τ

ϕ

τ

+ + + − − −
− + − +

− +

− + + − = + + − + +

− −

=

= + − + +

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

0

0 ) 2 )

),    )

( ) / 2,  1 1,     

( ( ,   1 .k k
k m k

jx j m

u t u t k n

τψ

α β

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪ −
⎪

+

⎪ = =⎩

≤ ≤

≤ ≤

 （4-46） 

为计算简单，将上述方程组写成矩阵形式： 

1 1 1 2 1
1 0 2 1 0

1 1 1 2

1
1

1
2

2 1

1
2
1
1

2

1

3 2

2 ( (1 ) ( ,
2 2

2

1 0
2

1
2 2

1
2 2

0 1
2

( (1 )

)

( ,
2

2

)

) )

k k k k k

k

k

k
m
k

k

k k k k
k

m

m

r ru u u r u f x t u

ru u u r

rr
ur rr u

r r ur
u

f t

r

u

r

u x

τ

τ

+

− − − +

− − −

−

+

+
−
+
−

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

− + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

− +⎜ ⎟

+ − + + +

+ + − + +

⎝ ⎠

+

1 1 1 2
2 3 1 2 2

1 1 1 2 1
1 2 1 1

( (1 ) ( ,
2

2 ( (1 ) ( ,
2 2

) )

) )

k k k k
m m m m k

k k k k k
m m m m m k m

r u u r u f x t

r ru u u r u f x t u

τ

τ

− − −
− − − −

− − − +
− − − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜

+ − + +

+ − + + +

⎟
+⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

此线性方程组的系数矩阵是三对角矩阵，所以可以用追赶法直接求解.  
二阶双曲型方程的隐式差分方法计算过程如下：由数值格式的式（4-46）中的初始条件知道第 0

个时间层上的全部信息，同时知道第 1 个时间层上内部节点的信息. 由于所有边界信息已知，所以第 1
个时间层上的所有节点信息也已经明确，这样就可以用追赶法解上述线性方程组，先取 1k = ，就可解

出第 2 个时间层内点信息，加上边界已知信息，就得出第 2 个时间层上的完整信息，再取 2k = ，仿 
上可推出第 3 个时间层上的完整信息，依次递推完所有的时间层，从而得到原问题在网格节点 ( , )j kx t

处的数值解 k
ju .  
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二、隐格式的稳定性、收敛性分析 

注意到格式的式（4-43）是一个三层格式，在齐次方程、零边界条件下，引入新变量 1k k
i iv u −= ，

此三层格式可以写成两层格式： 

1 1 1
1 1 1 1

1

(1 ) 2 ( ) (1 )
2 2 2

k k k k k k k
j j j j j j j

k k
j j

r r ru r u u u v v r v

v u

+ + +
− + − +

+

⎧− + + − = + + − +⎪
⎨
⎪ =⎩

 

也就是： 

1 1 1
1 1
1 1 1
1 1

1

1

1 00 0
2 2

0 10 0 0 0

2 (1 )0 0
                    2 2

1 00 0 0 0

k k k
j j j
k k k
j j j

k k
j j
k k
j j

r ru u ur
v v v

r ru ur
v v

+ + +
− +
+ + +
− +

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+− −⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

1

1

k
j
k
j

u

v
+

+

⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎠

 

记
i1

2

( )
e

( )
j

k k
j xk

j k k
j

u v
v v

ωω

ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

w 和 1 ( , )k k
j jG ω τ+ =w w ，则由上式得 

1
1i i

1
2

1i i

2

( )1 00 0
e e2 2

0 1 ( )0 0 0 0

( )2 (1 )0 0
              e e2 2

1 0 ( )0 0 0 0

k
h h

k

k
h h

k

r r vr

v

r r vr

v

ω ω

ω ω

ω

ω

ω

ω

+
−

+

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+− −⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

即 

1i i i i
1 1

1
2 2

( ) ( )1 (e e ) 0 2 (e e ) 1
2 2

( ) ( )0 1 1 0

k kh h h h

k k

r rv vr r
v v

ω ω ω ωω ω

ω ω

+− −

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

从而就得到增长矩阵为 

 
1

2

2 11 cos 0 2 cos 1
1 2 sin( , )

20 1 1 0
1 0

r r h r h r hrG
ω ω ω

ω τ
−

⎛ ⎞−⎜ ⎟+ − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （4-47） 

其中，
2 2

2 0ar
h
τ

= > . 易见，增长矩阵 ( , )G ω τ 的特征值为 

1,2 2
2 2

1 1 1
1 2 sin 1 2 sin2 2

h hr r
λ ω ω

= ± −
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

显然，当 2 πh pω ≠ ，p 为整数时，增长矩阵 ( , )G ω τ 有一对共轭复根，且 1,2| | 1λ ≡ ，从而 Von Neumann
条件满足，又此时 Von Neumann 条件是数值格式稳定的充要条件，故三层隐格式稳定. 而当 2 πh pω = ，
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p 为整数时，增长矩阵
2 1

( , )
1 0

G ω τ
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，在上一节对三层显格式的稳定性分析中已经说明，此时

的增长矩阵是 k 阶稳定的. 综上可知，无论网比 r 如何选取，三层隐格式的式（4-46）无条件稳定，再

加上式（4-46）中初始第 1 个时间层的计算误差很小，能达到 2( )Oτ τ ，所以由定理 4.2.1 知此三层隐

格式是二阶收敛的.  

三、数值算例 

例 4.3.1  用隐差分格式的式（4-46）计算双曲型方程初边值问题： 
2 2

2 2
( , ) ( , ) 2e sin ,   0 π,   0 1,

( ,0) sin ,  ( ,0) sin ,  0 π,

(0, ) 0,   (π, ) 0,   0 1.

tu x t u x t x x t
t x

uu x x x x x
t

u t u t t

⎧∂ ∂
− = < < <⎪ ∂ ∂⎪⎪

∂⎨ = =⎪ ∂⎪
= = <⎪⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 ( , ) e sintu x t x= . 分别取步长为 1 1
1 π,  

50 200
hτ = = 和 2 2

1 π,  
100 400

hτ = = ，给出在节点

π 4, , 1, ,5
10 5
i i⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
处的数值解及误差.  

解：程序见 Egch4_sec3_01.c，计算结果列表如下（表 4-3）. 

表 4-3  隐差分格式的计算结果 

( , )j kx t  τ1 1, h 步长下 k
ju  误差 − ( , )k

j j ku u x t  τ2 2, h 步长下 k
ju  误差 − ( , )k

j j ku u x t  

(π/10,0.8) 0.687689 4.1006e-5 0.687720 1.0308e-5 

(2π/10,0.8) 1.308062 7.7998e-5 1.308121 1.9607e-5 

(3π/10,0.8) 1.800393 1.0736e-4 1.800473 2.6987e-5 

(4π/10,0.8) 2.116489 1.2620e-4 2.116583 3.1725e-5 

(5π/10,0.8) 2.225408 1.3270e-4 2.225508 3.3358e-5 

本例中网比
2

2 1r
h
τ

= > . 从数值结果可见，隐差分格式（4-46）是二阶收敛的.  

第四节  二阶双曲型方程的紧差分方法 

虽然上一小节中对二阶双曲型方程设计了具有二阶精度的数值计算格式，但实际上当原方程的精

确解光滑性较高时，我们可以设计精度更高的数值格式.  

一、紧差分格式的建立 

仿上小节的分析，同样要对原方程进行矩形网格等距剖分，并且得到弱化到节点上的离散方程

（4-37）. 现在我们需要对偏导数作更精细的近似. 由泰勒公式（固定时间 t 不动）： 
32 2 3 4 5

6
1 2

( ,

2 2 3 4 5
6

1 2
( ,

4 5

3 4 5
)

3 4 5

3 4 5
)

( , (
2 6 24 120

( , (
2 6 24 120

) )

) )

j k

j k

j k
x t

j k
x t

u h u h u h u h uu x t u h O h
x x x x x

u h u h u h u h uu x t u h O h
x x x x x

−

+

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − + − +⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + + +⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
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将上面两式相加易得 
2 4

4
) )

4
2 6

1 1 2
( , ( ,

( , 2 ( , ( , ( )
1

) ) )
2

j kj k

j k kj j k
x t x t
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∂ ∂
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故有   
2 4
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2
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jkj k

j k k j k

x t x t
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∂
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类似地就有 
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和  
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2 4
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2
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=

∂ ∂
+
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−  

再将上面两式相加后除以 2 可得 

1 1

1 1

2 2
1 1 1 1 1

2 2
( , ( ,
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2
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2 4 4

2 4
1 1 1 1 4

( , (
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从而 
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2
2

)

) ) )
(
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2
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O
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  （4-48） 

现在令 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1) ( ) ( )( , 2 , , ( , 2) ( ) ( ), ,jj k k j k k k j kjjD u x t u x t u x t u x t u x t u x t− − − + − − + + + += − ++ − +  

及 
2

2 ( , )u v x t
x
∂
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∂

，则式（4-48）可以改写为 
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整理后即得 

        2 2 4 21 1
2

( , ( , () ,
(

1
10 )

2 2
)

)i k i k i kv x t v x t v x t
O h

h
D hτ τ− + = + + +

+ +
 （4-49）  

注意到原双曲型方程即为
2

2
2 ( , ) ( , )u a v x t f x t

t
∂

− =
∂

，也就是
2

2 2
1( , ) ( , )uv x t f x t
a t

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟
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故式（4-49）又可改写为 

1 1

2 2 2

1 12 2 2 2
( , ( , () ,

2 2 4 2
2

) )

1    ( , 10 10 ( ,) ( ,
12

(
2

) )

)

jj k k j k

j k k j k
x t x t x t

j
u u uf x t f x t f x t

a t

D

t t

O h h
h

τ τ

− +

− +
∂ ∂ ∂

− + − −
⎛ ⎞
⎜
∂ ∂ ∂

= + +

+
⎟

⎝

+

⎟
⎜

⎠  

再利用中心差商则有 

1 1 1 1 1 1 1
12 2 2

1 1 1 1 1 2 2 4 2
12 2

( , 2 ( , ( , ( , 2 () ) ) ) ) ), ( ,
)

) ) )

1 ( , 10
12

( , 2 ( , ( ,
10 ( , ( , )) )(

2

j k j k j k k k kj
j k

j k j k j k
k

j

jj k

ju x t u x t u x t u x t u x t u x t
f x t

a
u x t u x t u x t

f x t f x t OD h h
h

τ τ

τ τ
τ

− − − − + − +
−

+ − + + +
+

− + − +⎛
− +⎜

⎝
− + ⎞

− + − = + + +⎟
⎠

（4-50） 

在式（4-50）中用数值解 k
ju 代替精确解 ( , )j ku x t ，并忽略高阶小项，可得 

( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 12 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 12 2

1   2 10( 2
12
1 12 2 1

2

2

0
2 1

)k k k k k k k k k
j j j j j j

k k k k k k k

j

k k
j j j j

j j

j j j jj

u u u u u u u u u
a

u u u u u u f f f
h a

τ
− + − + − +
− − − + + +

− − − + + +
− + − + − +

− + + − +

= − + − + + +

+

+

− +

+
 

其中， ( , ), 1, , 1k
l l kf f x t l j j j= = − + . 易见此格式的局部截断误差为 2 2 4 2( )O h hτ τ+ + .  

上面的格式可以进一步整理，并且联合初边值条件（其中第 1 个时间层仍用较高精度的式（4-43）），
得到以下紧差分格式： 

 

( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

2
1 1 1 1

0

1 0
1

6 1 (1 6 ) 6 1 12 10 6 1

           2( 10 ) ( 10 ),    1 1,       1 1,   

(     

( ) 10 12 ( ) (

0 ,

( 2(

)

),

1 )

j j

j j

k k k k k k
j j j j

k k k k k k
j j j j

j

j j

j

r u u r u r u r u r u

u u u f f f i m k n

u x j m

u r u r

r

τ

ϕ

+ + + − − −
− + − +

− + − +

−

− + + + − − + + −

+ + + + + − −

=

= − +

= + −

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

0 0 2
1

0

0( , ( ) / 2,  1 1,    ) 2 )

),    

 

( ( ,   1) . 
j jj j

k k
k m k

u r u f x t x j m

u t u t k n

τ τψ

α β
+

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪

++ + −

=

⎪
⎪
⎪ =⎩

≤ ≤

≤ ≤

（4-51） 

其中， 2 2 2/ 0r a hτ= > . 不难看出上述方程组也可以写成矩阵形式，且其系数矩阵是三对角矩阵，所

以可以用追赶法解线性方程组得到每一个时间层上的所有信息. 由于
4 4

2 2

2
hh ττ +

≤ ，所以紧差分格式

（4-51）的局部截断误差为 2 4 )(O hτ + ，也就是说该紧差分格式在稳定的条件下会收敛，且精度关于时

间 t 是二阶的，关于空间 x 是四阶的，这种格式比上节的隐格式精度高，收敛更快. 下面的数值算例也

验证了这一点.  

二、紧差分格式的稳定性、收敛性分析 

式（4-51）仍然是一个三层格式. 只要在齐次方程、零边界条件下讨论稳定性即可. 引入新变量
1k k

i iv u −= ，此三层格式可以写成两层格式： 
1 1 1
1 1 1

1 1 1

1

(1 6 ) 10 12 ( ) ( )( ) (1 6 ) 6 1 12 10

        (6 1) 2( 10 )

k k k k k
j j j

k k k k
j j j

k k
j

j

j

j

j

u u r u r r v

r v u

r r

u u

v

v

u

+ + +
− + −

+ − +

+

⎧ − + + + − − + +
⎪⎪ − +

= −

+ +⎨
⎪

=⎪⎩
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也就是： 
1 1 1
1 1
1 1 1
1 1

1

1

1 6 0 10 12 0 1 6 0
0 0 0 1 0 0

2 6 1 20 (10 12 ) 2 6 1
                    

0 0 1 0 0 0

k k k
j j j
k k k
j j j

k k
j j
k k
j j

u u ur r r
v v v

u ur r r
v v

+ + +
− +
+ + +
− +

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1

1

k
j
k
j

u

v
+

+

⎛ ⎞⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

记
i1

2

( )
e

( )
j

k k
j xk

j k k
j

u v
v v

ωω

ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

w 和 1 ( , )k k
j jG ω τ+ =w w ，则由上式得 

1
1i i

1
2

1i i

2

( )1 6 0 10 12 0 1 6 0
e e

0 0 0 1 0 0 ( )

( )2 6 1 20 (10 12 ) 2 6 1
              e e

0 0 1 0 0 0 ( )

k
h h

k

k
h h

k

vr r r

v

vr r r

v

ω ω

ω ω

ω

ω

ω

ω

+
−

+

−

⎛ ⎞⎛ − + − ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ − − + − ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

即 
1i i

1
1

2

i i i
1

2

( )10 12 (1 6 )(e e ) 0
0 1 ( )

( )20 2(e e ) (6 1)(e e ) 10 12
1 0 ( )

kh h

k

kh h i h h

k

vr r
v

vr r
v

ω ω

ω ω ω ω

ω

ω

ω

ω

+−

+

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + − +
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + − + − −
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

从而得到增长矩阵为 
110 12 2(1 6 )cos 0 20 4cos 2(6 1)cos 10 12

( , )
0 1 1 0

r r h h r h r
G

ω ω ω
ω τ

−+ + − + − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

            
20 4cos 1

10 12 2(1 6 )cos
1 0

h
r r h

ω
ω

+⎛ ⎞−⎜ ⎟+ + −= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  （4-52） 

易见，增长矩阵 ( , )G ω τ 的特征值为 

2

1,2
2 2

2cos 10 2cos 101
2cos 10 24 sin 2cos 10 24 sin

2 2

h hi
h hh r h r

ω ωλ
ω ωω ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +

= ± − ⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

显然，当 2 πh pω ≠ ，p 为整数时，增长矩阵 ( , )G ω τ 有一对共轭复根，且 1,2| | 1λ ≡ ，从而 Von Neumann
条件满足，又此时 Von Neumann 条件是数值格式稳定的充要条件，故三层隐格式稳定. 而当 2 πh pω = ，

p 为整数时，增长矩阵
2 1

( , )
1 0

G ω τ
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，在本章第二节对三层显格式的稳定性分析中已经说明，

此时的增长矩阵是 k 阶稳定的. 综上可知，无论网比 r 如何选取，三层紧差分格式的式（4-51）无条件

稳定，再加上式（4-51）中初始第 1 个时间层的计算误差很小，能达到 2( )Oτ τ ，所以由定理 4.2.1 知

此三层紧差分格式是二阶收敛的.  
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三、数值算例 

例 4.4.1  用紧差分格式的式（4-51）计算双曲型方程初边值问题： 
2 2

2 2
( , ) ( , ) 2e sin ,   0 π,   0 1,

( ,0) sin ,  ( ,0) sin ,  0 π,

(0, ) 0,   (π, ) 0,   0 1.

tu x t u x t x x t
t x

uu x x x x x
t

u t u t t

⎧∂ ∂
− = < < <⎪ ∂ ∂⎪⎪

∂⎨ = =⎪ ∂⎪
= = <⎪⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 ( , ) e sintu x t x= . 分别取步长为 1 1
1 π,  

50 200
hτ = = 和 2 2

1 π,  
200 400

hτ = = ，给出在节点

π 4, , 1, ,5
10 5
i i⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
处的数值解及误差.  

解：程序见 Egch4_sec4_01.c，计算结果列表如下（表 4-4）. 

表 4-4  紧差分格式的计算结果 

( , )j kx t  τ1 1, h 步长下 k
ju  误差 − ( , )k

j j ku u x t  τ2 2, h 步长下 k
ju  误差 − ( , )k

j j ku u x t  

(π/10,0.8) 0.687686 4.3538e−5 0.687727 2.7423e−6 

(2π/10,0.8) 1.308057 8.2815e−5 1.308135 5.2162e−6 

(3π/10,0.8) 1.800386 1.1398e−4 1.800493 7.1794e−6 

(4π/10,0.8) 2.116481 1.3400e−4 2.116607 8.4399e−6 

(5π/10,0.8) 2.225400 1.4089e−4 2.225532 8.8743e−6 

从表中可见，当时间步长减为原来的 1/4、空间步长减为原来的 1/2 时，则误差有效地减少为

原来的 1/16.  

第五节  二维双曲型方程的交替方向隐格式 

本节要研究的对象是二维双曲型方程初边值问题： 
2 2 2

2 2 2

1 2

3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ,   ( , ) [0, ] [0, ], 0 ,

( , ,0) ( , ), ( , ,0) ( , ),    ( , ) ,

(0, , ) ( , ) , ( , , ) ( , ),    0 ,   0 ,
( ,0, ) ( , ),  

u x y t u x y t u x y t f x y t x y a b t T
t x y

uu x y x y x y x y x y
t

u y t g y t u a y t g y t y b t T
u x t g x t

Ω

ϕ ψ Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + = ∈ = × <⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂

= = ∈
∂

= = <
=

≤

≤ ≤ ≤

4

 

    ( , , ) ( , ),    0 ,  0 .u x b t g x t x a t T

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪

= <⎪⎩ ≤ ≤ ≤

（4-53） 

这里，为了保证连续性，要求式（4-53）中相关函数满足： 

1 3 1 4(0, ) (0, ),  ( , ) ( , ),g t g t g b t g b t= = 2 3 2 4(0, ) ( , ),  ( , ) ( , ),g t g a t g b t g a t= =  

及  1 2 3 4(0, ) ( ,0),   ( , ) ( ,0),   ( ,0) ( ,0),   ( , ) ( ,0).y g y a y g y x g x x b g xϕ ϕ ϕ ϕ= = = =  

一、显差分格式 

以下建立对式（4-53）的差分格式.  
第一步，进行网格剖分. 在三维长方体空间（二维位置平面加一维时间轴）进行网格剖分. 将区
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域[0, ]a 等分m份，将区域[0, ]b 等分n 份，将区域[0, ]T 等分 l 份，即有 

,    0 ,     ,    0 ,     ,    0i j k
i a j b k Tx i x i m y j y j n t k t k l
m n l

= ⋅Δ = = ⋅Δ = = ⋅Δ =≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

从而得到网格节点坐标为 ( , , )i j kx y t . 我们要利用数值方法获得精确解 ( , , )u x y t 在网格节点 ( , , )i j kx y t

处的近似值，即数值解 ,
k
i ju .  

第二步，将原方程弱化为仅在离散节点成立的方程，即 

 

2 2 2

2 2 2
( , , ) ( , , )

0 0

0 1 2

( ) ( , , ),  0 ,  0 ,  0 ,

( , , ) ( , ),   ( , , ) ( , ),   0 ,  0 ,

( , , ) ( , ) , ( , , ) ( , ),   0 ,  0 ,

(

i j k i j k

i j k
x y t x y t

i j i j i j i j

j k j k m j k j k

u u u f x y t i m j n k l
t x y

uu x y t x y x y t x y i m j n
t

u x y t g y t u x y t g y t j n k l

u x

ϕ ψ

∂ ∂ ∂
− + = <

∂ ∂ ∂

∂
= =

∂
= = <

≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

0 3 4

   

, , ) ( , ),      ( , , ) ( , ),   0 ,   0 .i k i k i n k i ky t g x t u x y t g x t i m k l

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ = = <⎩ ≤ ≤ ≤

 （4-54） 

第三步，用差商代替微商处理偏导数. 方程中的二阶偏导数可以统一用中心差商来近似，即 
2

1 1
2 2

( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )

i j k

i j k i j k i j k

x y t

u x y t u x y t u x y tu
t t

− +− +∂
≈

∂ Δ
，误差为 2( ) O tΔ ， 

2
1 1

2 2
( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )

i j k

i j k i j k i j k

x y t

u x y t u x y t u x y tu
x x

− +− +∂
≈

∂ Δ
，误差为 2( )O xΔ ， 

及 
2

1 1
2 2

( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )

i j k

i j k i j k i j k

x y t

u x y t u x y t u x y tu
y y

− +− +∂
≈

∂ Δ
，误差为 2( )O yΔ . 

对于初始条件中的一阶偏导数项，也宜采用与上面误差阶一致的二阶中心差商，即取 

0

1 1

( , , )

( , , ) ( , , )
2

i j

i j i j

x y t

u x y t u x y tu
t t

−−∂
≈

∂ Δ
，误差为 2( ) O tΔ . 

然后将上面 4 个式子代入式（4-54），再用数值解 ,
k
i ju 代替精确解 ( , , )i j ku x y t ，并忽略高阶小项，可得

对应的数值格式如下： 

 

1 1
, , , 1, , 1, , 1 , , 1

2 2 2

0 1 1
, , ,

2 2 2
( , , ),

                                    1 1,    1 1,    1 1,

( , ),   2 (

k k k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i j i j

i j k

i j i j i j i j

u u u u u u u u u
f x y t

t x y

i m j n k l

u x y u u t xϕ ψ

− +
− + − +

−

⎛ ⎞− + − + − +
− + =⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

− − −

= = + Δ

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

0, 1 , 2

,0 3 , 4

, ),     0 ,  0 ,

( , ), ( , ), 0 ,  0 ,

( , ), ( , ), 0 ,  0 .

i j

k k
j j k m j j k

k k
i i k i n i k

y i m j n

u g y t u g y t j n k l

u g x t u g x t i m k l

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ = = <⎪
⎪ = = <⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤  （4-55） 

为消去越界虚拟项 1
,i ju− ，让上式第一个等式对 0k = 成立，得到 

1 0 1 0 0 0 0 0 0
, , , 1, , 1, , 1 , , 1

02 2 2

2 2 2
( , , ).i j i j i j i j i j i j i j i j i j

i j
u u u u u u u u u

f x y t
t x y

−
− + − +⎛ ⎞− + − + − +

− + =⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠
 

再联合式（4-55）中第三个等式中越界的 1 1
, , 2 ( , )i j i j i ju u t x yψ− = − Δ ，消去 1

,i ju− 得 
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0 0 0 0 0 0
1, , 1, , 1 , , 11 0 2

, , 02 2

2 2
2 2 ( , ) 2 ( , , ) .i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j
u u u u u u

u t x y u t f x y t
x y

ψ − + − +⎛ ⎞− + − +
− Δ − = Δ + +⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

 

记
2 2

1 22 2,   ,t tr r
x y
Δ Δ

= =
Δ Δ

 上式整理后就成为 

( )1 0 0 0 0 2
, 1 1, 1, 2 , 1 , 1 0( , ) ( ) ( ) ( , , ) / 2i j i j i j i j i j i j i ju t x y r u u r u u f x y t tψ − + − += Δ + + + + + Δ +  

0
1 2 ,(1 ) .i jr r u− −         （4-56） 

上式也可以通过将 1( , , )i ju x y t 在点 0( , , )i jx y t 处作泰勒展开式后用数值解代替精确解并忽略高阶小项

而获得. 于是由式（4-56）知，式（4-55）即为三层显格式： 

 

1 1 2
, 1 1, 1, 2 , 1 , 1 1 2 , ,

0
,

1
,

( ) ( ) 2(1 ) ( , , ) ,

                                    1 1,    1 1,    1 1,

( , ),     0 ,  0 ,   

( ,

k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i j k

i j i j

i j i

u r u u r u u r r u u f x y t t

i m j n k l

u x y i m j n

u t x

ϕ

ψ

+ −
− + − += + + + + − − − = Δ

− − −

=

= Δ

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

( )0 0 0 0 2
1 1, 1, 2 , 1 , 1 0

0
1 2 ,

0, 1 , 2

,0 3 , 4

) ( ) ( ) ( , , ) / 2

       (1 ) ,   1 1,  1 1,   

( , ), ( , ), 0 ,  0 ,

( , ), ( , ), 0 ,  0 .

j i j i j i j i j i j

i j

k k
j j k m j j k

k k
i i k i n i k

y r u u r u u f x y t t

r r u i m j n

u g y t u g y t j n k l

u g x t u g x t i m k l

− + − +

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪

+ + + + + Δ +⎨

− − − −

= = <

= = <

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

⎪⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 （4-57） 

易见，此格式的局部截断误差为 2 2 2( ) O t x yΔ + Δ + Δ . 由于式（4-57）是一个显格式，同样存在稳定性

的问题，因此希望改显格式为隐格式.  

二、交替方向隐格式 

注意到 

1 1

2 2 2

2 2 2
( , , ) ( , , ) ( , , )

1
2

i j k i j k i j kx y t x y t x y t

u u u
x x x

− +

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟≈ +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎝ ⎠

，误差为 2( ) O tΔ ， 

及 
1 1

2 2 2

2 2 2
( , , ) ( , , ) ( , , )

1
2

i j k i j k i j kx y t x y t x y t

u u u
y y y

− +

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟≈ +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎝ ⎠

，误差为 2( ) O tΔ . 

为了将显格式修改为隐格式，由上面两式可将原来在点 ( , , )i j kx y t 处的连续方程  

2 2 2

2 2 2
( , , ) ( , , )

( , , )
i j k i j k

i j k
x y t x y t

u u u f x y t
t x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂− =+⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

改写成 

1 1

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2
( , , ) ( , , ) ( , , )

1 ( , , ) ( )
2

i j k i j k i j k

i j k
x y t x y t x y t

u u u u u f x y t O t
t x y x y

− +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟− + + + = + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

再用中心差商处理二阶偏导数、将数值解 ,
k
i ju 代替精确解 ( , , )i j ku x y t 并忽略高阶小项，就可以得到对

应的数值隐格式如下： 
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1 1 1 1 1 1 1 1
, , , 1, , 1, 1, , 1,

2 2 2

1 1 1 1 1 1
, 1 , , 1 , 1 , , 1

2 2

2 2 21
2

2 21        ( , , )
2

k k k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i j i j

k k k k k k
i j i j i j i j i j i j

i j k

u u u u u u u u u
t x x

u u u u u u
f x y t

y y

− + − − − + + +
− + − +

− − − + + +
− + − +

⎛ ⎞− + − + − +
− + −⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

⎛ ⎞− + − +
+ =⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

  （4-58） 

显然，这个格式的局部截断误差仍然是 2 2 2( ) O t x yΔ + Δ + Δ . 但这样的隐格式（4-58）就存在求解上的

困难. 于是，仿照二维抛物型方程初边值问题的交替方向隐格式的设计思想，先将式（4-58）写成算

子的形式，即利用记号式（3-127），上式可以改写为 
1 1 2 1 2 1 2 1 2 1

, , , , , , ,
2 2 2 2 2

2 1 1 ( , , )
2 2

k k k k k k k
i j i j i j x i j x i j y i j y i j

i j k
u u u u u u u

f x y t
t x x y y

δ δ δ δ− + − + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
− + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

也就是 

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2
, , , , , , ,2 ( ) ( ) ( , , )

2 2
k k k k k k k
i j i j i j x i j x i j y i j y i j i j k

r r
u u u u u u u f x y t tδ δ δ δ+ − − + − +− + = + + + + Δ  

即  

 2 2 1 2 2 1 21 2 1 2
, , ,1 1 2 ( , , )

2 2 2 2
k k k

x y i j x y i j i j i j k
r r r r

u u u f x y t tδ δ δ δ+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = + − + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  （4-59） 

以下需要借助算子分解，通过添加辅助项，把原来的五对角系数矩阵转化为两个三对角系数矩阵，

从而用追赶法交替求解三对角线性方程组即可. 为了实现算子分解，在式（4-59）左端添加辅助项

2 2 11 2

4
k

x y i j
r r

uδ δ + 以实现算子分解，式（4-59）右端还应该添加什么样的辅助项呢？在研究二维抛物型方程

初边值问题的交替方向隐格式中我们已经知道，本质上添加的辅助项不仅要能实现算子分解，还不能

降低原格式的局部截断误差. 为此我们首先来研究一下暂时对式（4-59）左端添加一个辅助项以后的

新数值格式 

 2 2 2 2 1 2 2 1 21 2 1 2 1 2
, , ,1 1 2 ( , , )

2 2 4 2 2
k k k

x y x y i j x y i j i j i j k
r r r r r r

u u u f x y t tδ δ δ δ δ δ+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + = + − + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （4-60） 

的局部截断误差. 如果发现其局部截断误差关于时间和空间低于二阶，那么可以肯定的是：式（4-59）
左端添加的辅助项降低了局部截断误差阶，也就是这个辅助项的增加使数值格式与原方程的逼近效

果变差了，所以必须在式（4-59）右端添加合适的辅助项以弥补这个缺陷. 下面讨论式（4-60）的局

部截断误差.  
事实上，式（4-60）即为 

2 2 4
1 1 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1

, , , , , , , , ,2 2 2 22 ( ) ( )
2 2 4

k k k k k k k k k
i j i j i j x i j i j y i j i j i j x y i j

t t tu u u u u u u f t u
x y x y
δ δ δ δ+ − − + − + +Δ Δ Δ

− + = + + + + Δ −
Δ Δ Δ Δ

 

其中， , ( , , )k
i j i j kf f x y t= . 此即 

1 1 2
, , , 2 1 1 2 1 1 2 2 1

, , , , , ,2 2 2 2 2

2 1 1( ) ( )
2 2 4

k k k
i j i j i j k k k k k k

x i j i j y i j i j i j x y i j

u u u tu u u u f u
t x y x y

δ δ δ δ
+ −

− + − + +− + Δ
= + + + + −

Δ Δ Δ Δ Δ
 

上面这个数值格式的局部截断误差就是 
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( )

( )

1 1 2
1 12 2

2
2 2 2

1 1 12 2 2

2 2

2 2
( , , ) (

( , , ) 2 ( , , ) ( , , ) 1LTE ( , , ) ( , , )
2

1           ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
2 4

1
2

i j k

i j k i j k i j k
x i j k i j k

y i j k i j k i j k x y i j k

x y t x

u x y t u x y t u x y t
u x y t u x y t

t x
tu x y t u x y t f x y t u x y t

y x y

u u
t x

δ

δ δ δ

+ −
− +

− + +

− +
= − + −

Δ Δ
Δ

+ − +
Δ Δ Δ

∂ ∂
= −
∂ ∂

1 1 1 1

2 2 2

2 2 2
, , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

2
2 2 2 2 2

12 2

2 2 2

2 2 2
( , , ) ( , , ) ( ,

1
2

           ( , , ) ( , , ) ( )
4

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j

y t x y t x y t x y t

i j k x y i j k

x y t x y t x y

u u u
x y y

tf x y t u x y t O t x y
x y

u u u
t x y

δ δ

− + − +

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Δ
+ + Δ + Δ + Δ

Δ Δ

∂ ∂ ∂
= − −
∂ ∂ ∂

2
2 2

12 2
, )

2 2 2

2
2 2 2 2 2

12 2

( , , ) ( , , )
4

     ( )

( , , ) ( )
4

k

i j k x y i j k
t

x y i j k

tf x y t u x y t
x y

O t x y

t u x y t O t x y
x y

δ δ

δ δ

+

+

Δ
− + +

Δ Δ

Δ + Δ + Δ

Δ
= + Δ + Δ + Δ

Δ Δ

 （4-61） 

可见，影响局部截断误差的主要是
2

2 2
12 2 ( , , )

4 x y i j k
t u x y t

x y
δ δ +

Δ
Δ Δ

项. 由式（3-151）知： 

4 2 4 6 4 2 6
2 2 2 2

1 2 2 4 2 2 4( , , )
12 12x y i j k

Q Q Q

u x y u x y uu x y t x y
y x y x y x

δ δ +
∂ Δ Δ ∂ Δ Δ ∂

= Δ Δ + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

其中，Q 表示点 1( , , )i j kx y t + . 于是，利用在点 ( , , )i j kP x y t 的泰勒展开式，就有 

4 5
2 2 2 2

1 2 2 2 2

2 4 6 7 4 2 6 7

4 2 4 2 2 4 2 4

( , , )

12 12

x y i j k
P P

P P P P

u uu x y t x y t
y x y x t

x y u u x y u ut t
y x y x t y x y x t

δ δ +

⎛ ⎞∂ ∂
= Δ Δ + Δ + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ ∂ ∂ Δ Δ ∂ ∂
+ Δ + + + Δ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

      
4

2 2 2 2 2 4 4 2
2 2 ( ) ( )

P

ux y O t x y O x y x y
y x
∂

= Δ Δ + Δ Δ Δ + Δ Δ + Δ Δ
∂ ∂

 （4-62） 

将上式代入式（4-61），在精确解 u 函数的光滑性较高时，就有 

 
2 4

2 2 2 2 2 2
2 2LTE ( ) ( )

4
P

t u O t x y O t x y
y x

Δ ∂
= + Δ +Δ + Δ = Δ +Δ + Δ

∂ ∂
 （4-63） 

也就是说，在设计二维双曲型方程初边值问题的交替方向隐格式时，分了实现交替分解，只需要在隐

格式的式（4-58）的左端添加一个辅助项就行，因为将式（4-63）与式（4-61）相比较，说明新添加的

那一项是 2( )O tΔ 的，从而不会降低原来的误差阶. 事实上，还有别的添加辅助项的做法，参见本章习

题. 综上，交替方向隐格式（4-60）与原方程是相容的.  
接下来，我们直接对式（4-60）进行分解. 式（4-60）可以写成 

 2 2 1 2 2 1 21 2 1 2
, , ,1 1 1 2 ( , , )

2 2 2 2
k k k

x y i j x y i j i j i j k
r r r r

u u u f x y t tδ δ δ δ+ −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = + − + + Δ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （4-64） 

最简单的一个分解方法就是引入中间变量 ,i jV ，得到 
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2 2 2 1 21 1 2
, , ,

2 12
, ,

1 1 2 ( , , ) ,
2 2 2

1 .
2

k k
x i j x y i j i j i j k

k
y i j i j

r r r
V u u f x y t t

r
u V

δ δ δ

δ

−

+

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + − + + Δ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞⎪ − =⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

 （4-65） 

式（4-65）的第一式是一个 x 方向的三对角线性方程组，计算第一式中的 ,i jV 时需要用到 0, jV 和 ,m jV ，

这可以直接从第二式中获得，即 

 2 1 2 12 2
0, 0, , ,1 ,   1 .

2 2
k k

j y j m j y m j
r r

V u V uδ δ+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  （4-66） 

为直观起见，我们将式（4-65）和式（4-66）写成具体的差分形式，即 

 

21 1
1, 1 , 1, ,

1 1 1 1 11 2
1, 1, , 1 , 1 1 2 ,

1 1 12 2
, 1 2 , , 1 ,

(1 ) 2 ( , , )
2 2

                    ( ) ( ) (1 ) ,
2 2

(1 )
2 2

k
i j i j i j i j i j k

k k k k k
i j i j i j i j i j

k k k
i j i j i j i j

r rV r V V u f x y t t

r ru u u u r r u

r ru r u u V

− +

− − − − −
− + − +

+ + +
− +

⎧− + + − = + Δ +⎪
⎪
⎪ + + + − + +⎨
⎪
⎪− + + − =⎪⎩

 （4-67） 

其中， 

 1 1 1 1 1 12 2
0, 0, 1 0, 1 2 0, , , 1 , 1 2 ,( ) (1 ) ,   ( ) (1 ) .

2 2
k k k k k k

j j j j m j m j m j m j
r r

V u u r u V u u r u+ + + + + +
− + − += − + + + = − + + +  （4-68） 

假设第 k 个和第 1k − 个时间层的信息已知，这样在式（4-67）第一式中，先要固定某个 , 1 1j j n −≤ ≤ ，

这时式（4-67）的第一式就是一个 1m − 阶线性方程组，其系数矩阵是三对角矩阵，可用追赶法求解. 每 
解一个方程组就得到一个在[0, ] [0, ]a b× 矩形区域内行网格点（即行节点 ( , ), 1 1i jx y i m −≤ ≤ ）上的中

间量 V 的信息，所以要得到矩形区域内所有的网格点信息，需要求解 1n − 个（即对应 j 从 1 取到 1n − ）

这样的线性系统. 同样，式（4-67）的第二式是一个 y 方向的三对角线性方程组时，求解时先要固定某 
个 , 1 1i i m −≤ ≤ ，这时式（4-67）的第二式是一个 1n − 阶线性方程组，系数矩阵是三对角矩阵，可用

追赶法求解，每解一个方程组得到第 1k + 个时间层上 [0, ] [0, ]a b× 矩形区域内列网格点（即列节点

1( , , ), 1 1i j kx y t j n+ −≤ ≤ ）上的数值解 u 的信息，所以要得到第 1k + 个时间层上所有网格点的信息，

需要求解 1m − 个（即对应 i 从 1 取到 1m − ）这样的线性系统. 这样就实现了 x 方向和 y 方向交替求解

的隐格式. 注意，在真正计算时还需要加上式（4-57）中的初边值条件.  

三、交替方向隐格式的稳定性、收敛性分析 

最后，讨论交替方向隐格式的式（4-65）或者式（4-67）的稳定性. 由于交替方向隐格式的式（4-65）
或者式（4-67）都是从式（4-64）导出的，所以只需要分析式（4-64）在齐次方程、零边界条件下的稳

定性即可. 首先引入中间变量 1
, ,
k k
i j i jv u −= ，将三层格式（4-64）写成两层格式，即     

 
2 2 1 2 21 2 1 2

, , ,

1
, ,

1 1 1 2 ,
2 2 2 2

.

k k k
x y i j x y i j i j

k k
i j i j

r r r r
u v u

v u

δ δ δ δ+

+

⎧⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = + − +⎪⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎨
⎪ =⎩

 （4-69） 

与一维问题的情况式（4-8）稍有不同的是，此时我们取定频率 1 2,  ω ω ，设 

1 2 1 2i( ) i( )
, 1 1 2 , 2 1 2( , )e ,    ( , )ei j i jx y x yk k k k

i j i ju v v vω ω ω ωω ω ω ω+ += =  



第四章  双曲型偏微分方程的有限差分法 

 

  141 

此处虽然虚数单位 i 与 x 的下标有重复，但由于它们意义不同不会混淆，所以仍采用同一个记号. 易见， 

 

( )
( ) ( )

1 1 2 1 2 1 1 2

1 2 1 1

i( ) i( ) i( )2
, 1, , 1, 1 2

i( ) i i
1 2 , 1

2 21
, ,

2 ( , ) e 2e e

        ( , )e e 2 e 2cos( ) 2

4 sin : 4sin
2

i j i j i j

i j

x y x y x yk k k k k
x i j i j i j i j

x y x xk k
i j

k k
i j i j

u u u u v

v u x

xu u

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω

δ ω ω

ω ω ω

ω α

− ++ + +
− +

+ − Δ Δ

= − + = − +

= − + = Δ −

Δ
= − = −  （4-70） 

同样， ( )2 2 22
, , 2 , ,2 1 cos( ) 4 sin : 4sin

2
k k k k

y i j i j i j i j
y

u u y u u
ω

δ ω β
Δ

= − − Δ = − = −  （4-71） 

从而   2 2 2 2 2 2 2 2
, , , ,( 4 sin ) 4sin 16sin sink k k k

x y i j x i j x i j i ju u u uδ δ δ β β δ α β= − = − ⋅ =  （4-72） 

其中， 1 2,
2 2

x yω ω
α β

Δ Δ
= = . 于是，由式（4-70）～式（4-72）知 

2 2 1 2 2 11 2
, 1 2 ,1 1 (1 2 sin )(1 2 sin )

2 2
k k

x y i j i j
r r

u r r uδ δ α β+ +⎛ ⎞⎛ ⎞− − = + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2 2 2 21 2
, 1 2 ,1 ( 2 sin 2 sin 1)

2 2
k k

x y i j i j
r r

v r r vδ δ α β⎛ ⎞+ − = − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

因此，式（4-69）可以写成 
12 2 2 2

, ,1 2 1 2
1

, ,

(1 2 sin )(1 2 sin ) 0 2 2 sin 2 sin 1
0 1 1 0

k k
i j i j
k k
i j i j

u ur r r r
v v

α β α β+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

于是， 1 2, i( )1 1 2
,

, 2 1 2

( , )
e

( , )
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

i j

k k
i j x yk

i j k k
i j

u v
v v

ω ωω ω

ω ω
w  就满足          

12 2 2 2
1 1 2 1 1 21 2 1 2

1
2 1 2 2 1 2

( , ) ( , )(1 2 sin )(1 2 sin ) 0 2 2 sin 2 sin 1
0 1 1 0( , ) ( , )

k k

k k

v vr r r r
v v

ω ω ω ωα β α β
ω ω ω ω

+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − − −
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

也就是说增长矩阵为 
12 2 2 2

1 2 1 2
1 2

2 2
1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

(1 2 sin )(1 2 sin ) 0 2 2 sin 2 sin 1( , , )
0 1 1 0

2 sin 2 sin 12
(1 2 sin )(1 2 sin ) (1 2 sin )(1 2 sin )

1 0

r r r rG

r r
r r r r

α β α βω ω τ

α β
α β α β

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − − −

= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞− − −
⎜ ⎟= + + + +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

为方便起见，记 2 2
1 21 2 sin , 1 2 sinA r B rα β= + = + ，则 

1 2

2 1
( , , )

1 0

A B
G AB ABω ω τ

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

易知，增长矩阵 1 2( , , )G ω ω τ 的特征值为 

1,2 2 2
i ( 1) 11 1 1 1 A B ABA B

AB AB AB ABA B
λ

+ − −+ −
= ± − = ±  



微分方程的数值解法与程序实现 

 

  142

从而，当 ,A B 不同时为 1 时，增长矩阵 1 2( , , )G ω ω τ 有一对共轭复根，且 1,2
1A B

AB
λ + −

= =  

( 1)( 1) 1AB A B
AB

− − −
≤ . 由定理 4.1.6（可推广到二维情况）知数值格式稳定. 而当 ,A B 同时为 1 时，增

长矩阵 1 2
2 1

( , , )
1 0

G ω ω τ
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

是 k 阶稳定的. 综上，上述交替方向隐格式无条件稳定. 结合前面的相

容性可知，交替方向隐格式（4-64）及其导出的具体格式（4-65）或式（4-67）关于时间和空间都是二

阶收敛的.  

四、二维抛物型方程交替方向隐格式的稳定性 

前面第三章第六节讨论了二维抛物型方程的交替方向隐格式，由于需要用到傅里叶分析法，就放

到这里进行讨论. 二维抛物型方程的交替方向隐格式都是从式（3-130）导出的，所以只需要对齐次方

程零边界条件下的式（3-130）进行讨论即可. 为此设 1 2i( )
, 1 2( , )e i jx yk k

i ju v ω ωω ω += ，并将其代入式（3-130）

中，利用式（4-70）～式（4-72），就可以得到 
2 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2(1 2 sin )(1 2 sin ) ( , ) (1 2 sin )(1 2 sin ) ( , )k kr r v r r vα β ω ω α β ω ω++ + = − −  

从中得到增长因子
2 2

1 2
1 2 2 2

1 2

(1 2 sin )(1 2 sin )
( , , )

(1 2 sin )(1 2 sin )
r r

G
r r

α β
ω ω τ

α β
− −

=
+ +

，易见 1 2| ( , , ) | 1G ω ω τ ≤ . 这样，由定理

4.1.2（可推广到二维情况）知二维抛物型方程的交替方向隐格式的式（3-130）是无条件稳定的，从而

其导出的具体格式如 Peaceman-Rachford 格式.  D'Yakonov 格式和 Douglas 格式等都是无条件稳定的.  

五、数值算例 

例 4.5.1  用交替方向隐格式（4-65）和式（4-66）求解二维双曲型方程初边值问题：  
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

4 2( )1 ,    0 , 1,  0 1,
(1 ) 1

1( , ,0) 0,  ( , ,0) ,    0 , 1,
1

(0, , ) ,   (1, , )  ,   0 1, 0 1,
1 2

( ,0, ) ,   ( ,1, )
1

u u u t x y x y t
t x y x y x y

uu x y x y x y
t x y

t tu y t u y t y t
y y

tu x t u x t
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ +
− + = − < < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂

= =
∂ + +

= = <
+ +

= =
+

≤

≤ ≤

≤ ≤ ≤

2 ,  0 1, 0 1.
2

t x t
x

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

< < <⎪ +⎩
≤

 

已知此问题的精确解 2 2( , , )
1

t
y

tu y
x

x =
+ +

. 分别取步长为
1 1 1,  ,  

10 20 40
x y tΔ = Δ = Δ = 和

1 ,  
20

xΔ =  

1 ,  
40

yΔ =
1

80
tΔ = ，给出在节点 ( )0.2 ,0.25 ,1.00 , 1,2,3,4, 1,2,3i j i j= = 处的数值解及误差.  

解：程序见 Egch4_sec5_01.c，注意，为了保证整数字符 l 不与数字 1 混淆，程序设计过程中用大

写字符 L 表示时间轴上的剖分数. 计算结果列表如下（表 4-5 和表 4-6）. 

表 4-5  Δ = Δ = Δ =
1 1 1, ,  
10 20 40

x y t  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  误差 −｜ , ( , , ) |k

i j i j ku u x y t  

(0.20,0.25,1.00) 0.907133 1.0342 e-4 
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续表     

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  误差 −｜ , ( , , ) |k

i j i j ku u x y t  

(0.20,0.50, 1.00) 0.775225 3.0722 e-5  

(0.20,0.75, 1.00) 0.624030 4.5462 e-6 

(0.40,0.25, 1.00) 0.817921 7.4625 e-5 

(0.40,0.50, 1.00) 0.709103 1.1636 e-4 

(0.40,0.75, 1.00) 0.580475 7.6977 e-5 

(0.60,0.25, 1.00) 0.702808 1.7953 e-4 

(0.60,0.50, 1.00) 0.620917 2.0139 e-4 

(0.60,0.75, 1.00) 0.520023 1.3270 e-4 

(0.80,0.25, 1.00) 0.587236 1.3524 e-4 

(0.80,0.50, 1.00) 0.528946 1.5470 e-4 

(0.80,0.75, 1.00) 0.453919 1.1003 e-4 

表 4-6  Δ = Δ = Δ =
1 1 1, ,  

20 40 80
x y t  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  误差 −｜ , ( , , ) |k

i j i j ku u x y t  

(0.20,0.25,1.00) 0.907056 2.6327 e-5 

(0.20,0.50, 1.00) 0.775202 7.7268 e-6 

(0.20,0.75, 1.00) 0.624026 9.2774 e-7 

(0.40,0.25, 1.00) 0.817978 1.8204 e-5 

(0.40,0.50, 1.00) 0.709191 2.8662 e-5 

(0.40,0.75, 1.00) 0.580532 1.9294 e-5 

(0.60,0.25, 1.00) 0.702943 4.4834 e-5 

(0.60,0.50, 1.00) 0.621068 5.0469 e-5 

(0.60,0.75, 1.00) 0.520123 3.2859 e-5 

(0.80,0.25, 1.00) 0.587338 3.3376 e-5 

(0.80,0.50, 1.00) 0.529063 3.7709 e-5 

(0.80,0.75, 1.00) 0.454003 2.6860 e-5 

从两张表中的数值结果可见，将时间步长和空间步长（包括 x 方向和 y 方向）同时减半，则误差

有效地减为原来误差的 1/4，从而验证了数值格式是二阶收敛的.  

第六节  二维双曲型方程的紧交替方向隐式方法 

本节继续研究二维双曲型方程初边值问题式（4-53）. 我们将在上一节的基础上建立紧差分格式

提高关于空间的精度，然后将交替方向隐式方法用到紧格式中以方便求解.  

一、二维紧差分格式 

对式（4-53）的三维求解区域 [0, ] [0, ] [0, ]a b T× × 进行常规等距剖分，得到网格节点坐标为

( , , )i j kx y t ，其中， i
i ax i x
m

= ⋅Δ = ，0 i m≤ ≤ ； j
j by j y
n

= ⋅Δ = ，0 j n≤ ≤ ；k
k Tt k t
l

= ⋅Δ = ，0 k l≤ ≤ . 

再将原方程弱化，使之仅在网格节点处成立，即有 
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2 2 2

2 2 2
( , , ) ( , , )

( , , )
i j k i j k

i j k
x y t x y t

u u u f x y t
t x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂− =+⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 （4-73）    

再将之前求解一维双曲型方程的紧差分方法进行推广，引入两个中间函数 ( , , ),  ( , , )v x y t w x y t ，定义为 

 
2 2

2 2
( , , ) ( , , )( , , ) ,    ( , , )u x y t u x y tv x y t w x y t
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
 （4-74） 

则 
2

2 ( , , )
( , , )

( ) ( , , )
i j k

i j k

i j kx y t
x y t

u v w f x y t
t

∂
− + =

∂
. （4-75） 

显然， 
2 2 4

41 1
2 2 4

( , , ) ( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
( )

12
i i

i i i

x y t x y t

u x y t u x y t u x y tu x u O x
x x x

− +− +∂ Δ ∂
= − + Δ

∂ Δ ∂
 

从而， 
22 2 2

4
2 2 2

( , , ) ( , , )

2 2
1 1 4

2 2

( , , )
( , , ) ( )

12

( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
( )  

12

i j i j

x i j
i j

x y t x y t

x i j i j i j i j

u x y tu x vv x y t O x
x x x

u x y t v x y t v x y t v x y tx O x
x x

δ

δ − +

∂ Δ ∂
= = − + Δ
∂ Δ ∂

− +⎛ ⎞Δ
= − + Δ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

 

也就是 

( )
2

4
1 12

( , , ) 1 ( , , ) 10 ( , , ) ( , , ) ( )
12

x i j
i j i j i j

u x y t
v x y t v x y t v x y t O x

x

δ
− += + + + Δ

Δ
 

再由式（3-157）知，上式即为 

 
2

2 4
2

( , , )
( , , ) ( )x i j

x i j
u x y t

v x y t O x
x

δ
ε = + Δ

Δ
 （4-76） 

同理， 
2

2 4
2

( , , )
( , , ) ( )y i j

y i j
u x y t

w x y t O y
y

δ
ε = + Δ

Δ
  （4-77） 

此外，将算子 2 2
x yε ε 作用到式（4-75）上，则有 

 
2

2 2 2 2 2 2
2 ( , , )

( , , )

( ) ( , , )
i j k

i j k

x y x y x y i j kx y t
x y t

u v w f x y t
t

ε ε ε ε ε ε∂
− + =

∂
   （4-78） 

然后，利用
2

1 1 2
2 2

( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
( )

i j k

i j k i j k i j k

x y t

u x y t u x y t u x y tu O t
t t

− +− +∂
= + Δ

∂ Δ
和 1

1( , , ) ( ( , , )
2i j k i j ku x y t u x y t −= + 

2
1( , , )) ( )i j ku x y t O t+ + Δ ，以及式（4-76）、式（4-77），一起代入式（4-78）则有 

( ) ( )

( )

2 2 2 2
1 1 1 1

2 2

2 2
1 1 2 2 2 4 4

2

( , , ) 2 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
   

2
( , , ) ( , , )

( , , ) ( ) 
2

x y i j k i j k i j k y x i j k i j k

x y i j k i j k
x y i j k

u x y t u x y t u x y t u x y t u x y t

t x
u x y t u x y t

f x y t O t x y
y

ε ε ε δ

ε δ
ε ε

− + − +

− +

− + +
− −

Δ Δ
+

= + Δ + Δ + Δ
Δ
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用数值解 ,
k
i ju 代替精确解 ( , , )i j ku x y t 并忽略高阶小项，可得对应的数值格式如下： 

 
( ) ( ) ( )2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1

, , , , , , , 2 2
2 2 2

2
( , , )

2 2

k k k k k k k
x y i j i j i j y x i j i j x y i j i j

x y i j k

u u u u u u u
f x y t

t x y

ε ε ε δ ε δ
ε ε

− + − + − +− + + +
− − =

Δ Δ Δ
 （4-79） 

也就是 

( ) ( ) ( )2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 21 2
, , , , , , ,2 ( , , )

2 2
k k k k k k k

x y i j i j i j y x i j i j x y i j i j x y i j k
r r

u u u u u u u t f x y tε ε ε δ ε δ ε ε− + − + − +− + − + − + = Δ  

整理并联合初边值条件及式（4-56）可得以下二维的紧差分格式： 

 

2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 11 2 1 2
, ,

2 2 1 2 2 2
,

0
,

1
, 1

2 2 2 2

    2 ( , , ),  1 1,  1 1,  0 1,

( , ),    0 ,  0 ,

( , ) (

k k
x y y x x y i j y x x y x y i j

k
x y i j x y i j k

i j i j

i j i j i

r r r ru u

u t f x y t i m j n k l

u x y i m j n

u t x y r u

ε ε ε δ ε δ ε δ ε δ ε ε

ε ε ε ε

ϕ

ψ

+ −

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ Δ − − −

=

= Δ +

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

( )0 0 0 0 2
1, 1, 2 , 1 , 1 0

0
1 2 ,

0, 1 , 2

,0 3 , 4

) ( ) ( , , ) / 2

       (1 ) ,   1 1,  1 1,   

( , ), ( , ), 0 ,  0 ,

( , ), ( , ), 0 ,  0

j i j i j i j i j

i j

k k
j j k m j j k

k k
i i k i n i k

u r u u f x y t t

r r u i m j n

u g y t u g y t j n k l

u g x t u g x t i m k l

− + − +

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨ + + + + Δ +⎪
⎪ − − − −⎪
⎪ = = <⎪
⎪ = = <⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

  （4-80） 

易见，上述紧差分格式的局部截断误差为 2 4 4( )O t x yΔ + Δ + Δ . 但显然这个格式存在求解上的困难，因

此容易想到再次借助算子的分解以实现交替方向三对角的求解格式.  

二、紧交替方向隐格式 

式（4-80）存在求解上的困难，所以我们仍将借助算子分解，通过添加辅助项，实现算子分解，

从而将原来不方便求解的方程组化为两组（两个方向）三对角线性方程组交替用追赶法求解. 为此在

式（4-80）第一式的左端添加辅助项 2 2 11 2
,4

k
x y i j

r r
uδ δ + ，这一项的添加可以实现算子的分解，而且不会降低原

来的局部截断误差，这些都已经在前一节交替方向隐格式中作了详细说明. 这样，紧格式修正为以下形式： 

2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 11 2 1 2 1 2
, ,

2 2 2 2 2
,

2 2 4 2 2

                   2 ( , , )

k k
x y y x x y x y i j y x x y x y i j

k
x y i j x y i j k

r r r r r ru u

u t f x y t

ε ε ε δ ε δ δ δ ε δ ε δ ε ε

ε ε ε ε

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + = + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ Δ
 

从而实现以下分解： 

 

2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 11 2 1 2
, ,

2 2 2 2 2
,

2 2 2 2

2 ( , , ).

k k
x x y y i j y x x y x y i j

k
x y i j x y i j k

r r r ru u

u t f x y t

ε δ ε δ ε δ ε δ ε ε

ε ε ε ε

+ −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ Δ  （4-81） 

这里，我们用到了算子 2 2,x yδ ε 的可交换性. 这样，式（4-81）可以分解为以下紧交替方向隐格式：  

 

2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 21 1 2
, , , ,

2 2 12
, ,

2 ,
2 2 2

.
2

k k k
x x i j y x x y x y i j x y i j x y i j

k
y y i j i j

r r rV u u t f

r u V

ε δ ε δ ε δ ε ε ε ε ε ε

ε δ

−

+

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + − + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞⎪ − =⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

 （4-82） 

其中， , ( , , )k
i j i j kf f x y t= . 注意，上述格式均需加上式（4-80）中的初边值条件才是完整的计算格式. 当
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然，实际计算中，需要将格式中的算子具体化. 经过比较烦琐但实际没有难度的计算与整理，可以写

出式（4-82）的具体计算格式： 

 

1 1
1, 1 , 1,

1 1 12 2
, 1 2 , , 1 ,

1 10 1 RHS
12 2 12 12 2
1 10 1

12 2 12 12 2

i j i j i j

k k k
i j i j i j i j

r rV r V V

r ru r u u V

− +

+ + +
− +

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− + + + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ − + + + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

  （4-83） 

其中，1 1,   1 1,   1 1i m j n k l− − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，且 

 

1 1 12 2
0, 0, 1 2 0, 0, 1

1 1 12 2
, , 1 2 , , 1

1 10 1 ,
12 2 12 12 2
1 10 1 ,

12 2 12 12 2

k k k
j j j j

k k k
m j m j m j m j

r r
V u r u u

r r
V u r u u

+ + +
− +

+ + +
− +

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − + + + −⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ = − + + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

  （4-84） 

及 

1 1 1 1 1 1 1 1 11
1, 1 , 1 1, 1 1, 1, 1, 1 , 1 1, 1

1 1 1 1 1 1 12
1, 1 1, 1, 1 , 1 , 1 1, 1

RHS [ 2 10( 2 ) 2 ]
24

[ 2 10( 2 ) 2
24

k k k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i j i j

k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i

r u u u u u u u u u

r u u u u u u u u

− − − − − − − − −
− − − + − − + − + + + +

− − − − − − −
− − − − + − + + − +

= − + + − + + − + +

− + + − + + − 1 1
1, 1, 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1, 1 , 1 1, 1 1, 1, 1, 1 , 1 1, 1

1, 1 , 1 1, 1 1, 1, 1,

]

1 [ 10 10( 10 ) 10 ]
144

2 [ 10 10( 10 )
144

k k
j i j

k k k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i j i j

k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j

u

u u u u u u u u u

u u u u u u u

− −
+ +

− − − − − − − − −
− − − + − − + − + + + +

− − − + − − + − +

+ −

+ + + + + + + + +

+ + + + + + 1 , 1 1, 1

2

1, 1 , 1 1, 1 1, 1, 1, 1 , 1 1, 1

10 ]

[ 10 10( 10 ) 10 ]
144

k k k
i j i j

k k k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i j i j

u u

t f f f f f f f f f

+ + +

− − − + − − + − + + + +

+ + +

Δ
+ + + + + + + +

 （4-85） 

总的说来，求解二维双曲型方程初边值问题式（4-53）的紧交替方向隐式方法是先设计出关于时

间二阶、关于空间四阶的紧差分方法，其本质是先将关于空间的二阶偏导数设成新的函数，然后利用

新函数对二阶偏导数进行更精细的逼近，使空间误差阶从原来的二阶提升到四阶. 接着，通过添加辅

助项（既要实现分解的功能，又不能降低原来的精度）使所得的紧差分格式能够实现分解，从而实现

交替方向用追赶法求解三对角的线性方程组.  

三、紧交替方向隐格式的稳定性、收敛性分析 

由于原紧差分格式的式（4-80）的局部截断误差为 2 4 4( )O t x yΔ + Δ + Δ ，添加的辅助项为 2 2 11 2
,4

k
x y i j

r r uδ δ + ，

与本章第五节交替方向隐格式一致，而且在本章第五节交替方向隐格式的局部截断误差的计算中已经

说明了添加的辅助项是 2( )O tΔ 的，故对紧交替方向隐格式的式（4-82）就有以下局部截断误差： 

 4 4 2LTE ( )O x y t= Δ + Δ + Δ  （4-86） 

由此知数值格式的式（4-81）是与原方程相容的.  
下面再讨论数值格式的式（4-81）的稳定性，仅在齐次方程、零边界条件下进行讨论. 引入中间

变量 1
, ,
k k
i j i jv u −= ，将三层格式的式（4-81）写成两层格式，即     

  
2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2

, , ,

1
, ,

2 ,
2 2 2 2

.

k k k
x x y y i j y x x y x y i j x y i j

k k
i j i j

r r r r
u v u

v u

ε δ ε δ ε δ ε δ ε ε ε ε+

+

⎧⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = + − +⎪⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎨
⎪ =⎩

 （4-87） 
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取定频率 1 2,  ω ω ，仍设 1 2 1 2i( ) i( )
, 1 1 2 , 2 1 2( , )e ,    ( , )ei j i jx y x yk k k k

i j i ju v v vω ω ω ωω ω ω ω+ += = ，则 

       ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2i ( ) i i ( )2
, 1 2

1 ( , ) e 10e e
12

i j i j i jx x y x y x x yk k
x i ju v ω ω ω ω ω ωε ω ω −Δ + + +Δ += + +  

            ( ) ( ) ( )1 2 1 1
i i i

1 2 1 ,
1 1( , )e e 10 e 10 2cos( )

12 12
i jx y x xk k

i jv x uω ω ω ωω ω ω+ − Δ Δ= + + = + Δ  （4-88） 

同理，      ( )2
, 2 ,

1 10 2cos( )
12

k k
y i j i ju y uε ω= + Δ  （4-89） 

且 ( )( )2 2
, 1 2 ,

1 10 2cos( ) 10 2cos( )
144

k k
x y i j i ju x y uε ε ω ω= + Δ + Δ    （4-90） 

将式（4-88）～式（4-90）及式（4-70）～式（4-72）一并代入式（4-87）第一式，得 

2 2 11 1 1 2 2 2
,

2 21 2 1 2 1 2

11 2
,

10 2cos( ) 10 2cos( )
( 4sin ) ( 4sin )

12 2 2 12 2 2
10 2cos( ) 10 2cos( )

( 4sin ) ( 4sin )
2 12 2 2 12 2

10 2cos( ) 10 2cos( ) 10 2
2

12 12

k
i j

k
i j

x r x y r y
u

r y x r x y

x y
v

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω

+

+

+ Δ Δ + Δ Δ⎛ ⎞⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

+ Δ Δ + Δ Δ⎡= ⋅ − + ⋅ − −⎢⎣
+ Δ + Δ +⎤⋅ +⎥⎦

11 2
,

cos( ) 10 2cos( )
12 12

k
i j

x y
u

ω ω +Δ + Δ
⋅

 

再记 ( ) ( )1 2 1 1,   ,   10 2cos 2 ,   10 2cos 2
2 2 12 12

x y
A B

ω ω
α β α β

Δ Δ
= = = + = + ，则式（4-87）可写成 

12 2 2 2
, ,1 2 1 2

1
, ,

( 2 sin )( 2 sin ) 0 2 2 sin 2 sin
0 1 1 0

k k
i j i j
k k
i j i j

u uA r B r AB Br Ar AB
v v

α β α β+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

即有
1

1 1 2 1 1 2
1 21

2 1 2 2 1 2

( , ) ( , )
( , , )

( , ) ( , )

k k

k k

v v
G

v v

ω ω ω ω
ω ω τ

ω ω ω ω

+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，其中增长矩阵为 

12 2 2 2
1 2 1 2

1 2

2 2
1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

( 2 sin )( 2 sin ) 0 2 2 sin 2 sin( , , )
0 1 1 0

2 sin 2 sin2
( 2 sin )( 2 sin ) ( 2 sin )( 2 sin )

1 0

α β α βω ω τ

α β
α β α β

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − − −

= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞− − −
⎜ ⎟= + + + +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A r B r AB Br Ar ABG

Br Ar ABAB
A r B r A r B r

 

易见，增长矩阵 1 2( , , )G ω ω τ 的特征值为 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1,2 2 2
1 2

( 2 sin )( 2 sin )(2 sin 2 sin )
( 2 sin )( 2 sin )

AB i A r B r Br Ar AB A B
A r B r

α β α β
λ

α β
+ + + + + −

=
+ +

 

从而，当 ,A B 不同时为 1（即 ,α β 不同时为2π的整数倍）时，增长矩阵 1 2( , , )G ω ω τ 有一对共轭复根，

且
2 2

1 2
1,2 2 2

1 2

2 sin 2 sin 1
( 2 sin )( 2 sin )

Br Ar AB
A r B r

α βλ
α β
+ +

=
+ +

≤ . 由定理 4.1.6（可推广到二维情况）知数值格式稳定. 而当

,A B 同时为 1 时，此时 sin sin 0α β= = ，从而增长矩阵 1 2
2 1

( , , )
1 0

G ω ω τ
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

是 k 阶稳定的，因此



微分方程的数值解法与程序实现 

 

  148

由定理 4.2.1 知数值格式收敛. 综上，无论 ,α β 怎么选取，也就是无论 1 2,ω ω 怎么选取，上述交替方向

隐格式无条件稳定. 结合前面的相容性可知，交替方向隐格式的式（4-81）及其导出的具体格式的

式（4-82）关于时间是二阶收敛、关于空间是四阶收敛的. 下面的数值算例也验证了这一点.  

四、二维抛物型方程紧交替方向隐格式的稳定性 

这里，补充对第三章第七节中紧交替方向隐格式的式（3-168）稳定性的讨论. 在齐次方程、零边

界条件下，格式的式（3-168）即为  

2 2 2 2 1 2 2 2 21 2 1 2
, ,2 2 2 2

k k
x x y y i j x x y y i j

r r r r
u uε δ ε δ ε δ ε δ+⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − = + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

仿前分析，令 1 2i( )
, 1 2( , )e i jx yk k

i ju v ω ωω ω += ，则有 

2 2 11 1 1 2 2 2
1 2

10 2cos( ) 10 2cos( )
( 4sin ) ( 4sin ) ( , )

12 2 2 12 2 2
kx r x y r y

v
ω ω ω ω

ω ω++ Δ Δ + Δ Δ⎛ ⎞⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

    2 21 1 1 2 2 2
1 2

10 2cos( ) 10 2cos( )
( 4sin ) ( 4sin ) ( , )

12 2 2 12 2 2
kx r x y r y

v
ω ω ω ω

ω ω
+ Δ Δ + Δ Δ⎛ ⎞⎛ ⎞= + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

于是， 
2 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2( 2 sin )( 2 sin ) ( , ) ( 2 sin )( 2 sin ) ( , )α β ω ω α β ω ω++ + = − −k kA r B r v A r B r v  

从而得到增长因子为 
2 2

1 2
1 2 2 2

1 2

( 2 sin )( 2 sin )( , , )
( 2 sin )( 2 sin )

α βω ω τ
α β

− −
=

+ +
A r B rG
A r B r

 

显然，对任意网比 1 2,r r ，都有 1 2( , , ) 1G ω ω τ ≤ ，于是由定理 4.1.2（推广到二维情况）知紧交替方向隐

格式的式（3-168）无条件稳定.  

五、数值算例 

例 4.6.1  用紧交替方向隐格式的式（4-82）求解二维双曲型方程初边值问题：  

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

4 2( )1 ,    0 , 1,  0 1,
(1 ) 1

1( , ,0) 0,  ( , ,0) ,    0 , 1,
1

(0, , ) ,   (1, , )  ,   0 1, 0 1,
1 2

( ,0, ) ,   ( ,1, )
1

u u u t x y x y t
t x y x y x y

uu x y x y x y
t x y

t tu y t u y t y t
y y

tu x t u x t
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ +
− + = − < < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂

= =
∂ + +

= = <
+ +

= =
+

≤

≤ ≤

≤ ≤ ≤

2 ,  0 1, 0 1.
2

t x t
x

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

< < <⎪ +⎩
≤

 

已知此问题的精确解 2 2( , , )
1

t
y

tu y
x

x =
+ +

. 分别取步长为
1 1 1,  ,  

10 20 40
x y tΔ = Δ = Δ = 和

1 ,
20

xΔ =  

1 1 ,  
40 160

y tΔ = Δ = ，给出在节点 ( )0.2 ,0.25 ,1.00 , 1,2,3,4, 1,2,3i j i j= = 处的数值解及误差.  

解：程序见 Egch4_sec6_01.c. 计算结果列表如下（表 4-7 和表 4-8）. 
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表 4-7  1 1 1, ,  
10 20 40

x y tΔ = Δ = Δ =  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  误差 , ( , , ) |k

i j i j ku u x y t−｜  

(0.20,0.25,1.00) 0.907020 9.6333 e−6 

(0.20,0.50, 1.00) 0.775190 3.5054 e−6  

(0.20,0.75, 1.00) 0.624026 1.4835 e−6 

(0.40,0.25, 1.00) 0.817987 9.2807 e−6 

(0.40,0.50, 1.00) 0.709212 8.1686 e−6 

(0.40,0.75, 1.00) 0.580548 3.4859 e−6 

(0.60,0.25, 1.00) 0.702984 3.9590 e−6 

(0.60,0.50, 1.00) 0.621110 8.1896 e−6 

(0.60,0.75, 1.00) 0.520150 6.4035 e−6 

(0.80,0.25, 1.00) 0.587372 3.1231 e−7 

(0.80,0.50, 1.00) 0.529096 4.5144 e−6 

(0.80,0.75, 1.00) 0.454025 4.7775 e−6 

表 4-8  1 1 1, ,  
20 40 160

x y tΔ = Δ = Δ =  

( , , )i j kx y t  数值解 ,
k
i ju  误差 , ( , , ) |k

i j i j ku u x y t−｜  

(0.20,0.25,1.00) 0.907029 5.9072 e−7 

(0.20,0.50, 1.00) 0.775194 2.1502 e−7 

(0.20,0.75, 1.00) 0.624025 9.0173 e−8 

(0.40,0.25, 1.00) 0.817995 5.7014 e−7 

(0.40,0.50, 1.00) 0.709219 5.0240 e−7 

(0.40,0.75, 1.00) 0.580551 2.1443 e−7 

(0.60,0.25, 1.00) 0.702987 2.4655 e−7 

(0.60,0.50, 1.00) 0.621118 5.0433 e−7 

(0.60,0.75, 1.00) 0.520156 3.9168 e−7 

(0.80,0.25, 1.00) 0.587372 1.8630 e−8 

(0.80,0.50, 1.00) 0.529100 2.7666 e−7 

(0.80,0.75, 1.00) 0.454029 2.9281 e−7 

从两张表中的数值结果可见，若时间步长减为原来的 1/4、空间步长（包括 x 方向和 y 方向）同时

减半，则误差约减为原来误差的 1/16，从而数值结果验证了紧交替方向隐格式的式（4-82）是一个关

于时间二阶、关于空间四阶收敛的数值格式.  

本章参考文献 

[ 1 ] 陆金甫，关治. 偏微分方程数值解法. 第 2 版. 北京：清华大学出版社，2004. 

[ 2 ] J W Thomas. Numerical Partial Differential Equations, Finite Difference Methods. 北京：世界图书出版公司，1997. 

[ 3 ] 李立康，於崇华，朱政华. 微分方程数值解法. 上海：复旦大学出版社，2007. 

[ 4 ] 李荣华. 偏微分方程数值解法. 第 2 版. 北京：高等教育出版社，2010. 



微分方程的数值解法与程序实现 

 

  150

本章要求及小结 

1．掌握一阶双曲型方程初（边）值问题的几种常用的显式方法，如迎风格式、Lax-Friedrichs 格

式、Lax-Wendroff 格式及 Beam-Warming 格式，能相应地设计对应的隐格式，并且会用傅里叶分析的

方法确定各种格式的增长因子. 知道双曲型方程传播方向对数值格式的影响. 能对以上方法进行 CFL
条件的推导及稳定性分析. 尝试设计其他的数值方法并作理论分析.  

2．掌握二阶双曲型方程初边值问题的显式方法和隐式方法，会通过增长矩阵特征值的情况判断

数值格式的稳定性，从而进一步明确隐式方法在稳定性方面的优势.  
3．掌握二阶双曲型方程紧差分方法的算法原理.  
4．理解如何用算子分析法通过添加一些辅助项实现对二维双曲型方程初边值问题的某些交替方

向隐格式的分解，以达到在不降低原来格式的精度的意义下，将原来复杂的计算格式分解为简单的计

算格式，而且知道对格式的分解式未必是唯一的. 对同一格式的不同分解会导致计算过程不同，但最

终计算结果是相同的. 能用傅里叶分析法确定交替方向隐格式的增长矩阵.  
5．程序调试正确以后，通过对网格加密一倍，观察数值结果的变化，从而在数值上初步判断数

值方法的收敛阶数.  
6．考察教材中是如何对现有的数值方法逐步进行改进的，学会这些逐步改进的思想会有助于你

设计出更好的算法.  

习  题  四 

1．证明一阶双曲型方程初边值问题： 

( , ) ( , ) 0,   ,  0,   0

( ,0) ( ),
( , ) ( ),     0

a b

a b

a

u x t u x ta x x x t a
t x

u x x x x x
u x t t t

ϕ
ψ

∂ ∂⎧ + = > >⎪ ∂ ∂⎪
⎨ =⎪
⎪ = >⎩

≤ ≤

≤ ≤

为常数

 

的精确解为 

1 1( ) ,   ( )
( , )

1( ),               0 ( )

a a

a

x x t t x x
a au x t

x at t x x
a

ψ

ϕ

⎧ ⎛ ⎞− + > −⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎪ − < −⎪⎩

≤

. 

2．分别用迎风显格式、迎风隐格式求解对流方程初边值问题： 

2 0,    0 1,  0 < 1,

( ,0) 1 sin(2π ),   0 1,
(1, ) 1.0,    0 < 1.

u u x t
t x

u x x x
u t t

∂ ∂⎧ − = < <⎪ ∂ ∂⎪
⎨ = +⎪
⎪ =⎩

≤

≤ ≤

≤  

取时间步长和空间步长为 0.01,  0.05hτ = = ，分别作出数值解在时刻 1 2 30.04,   0.2,   0.8t t t= = = 时的

图像并与精确解进行比较.  
3．分别用迎风显格式、迎风隐格式求解对流方程初边值问题： 
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2 0,    0 1,  0 < 1,

( ,0) 1 sin(2π ),   0 1,
(0, ) 1.0,    0 < 1.

u u x t
t x

u x x x
u t t

∂ ∂⎧ + = < <⎪ ∂ ∂⎪
⎨ = +⎪
⎪ =⎩

≤

≤ ≤

≤  

取时间步长和空间步长为 0.01,  0.05hτ = = ，分别作出数值解在时刻 1 2 30.04,   0.2,   0.8t t t= = = 时的

图像并与精确解进行比较.  
4．证明对流方程初边值问题： 

0,    1 2,  0,

0,  1 0,
( ,0) ( ) 1,  0 1,

0,  1 2,
( 1, ) (2, ),    0.

u u x t
t x

x
u x x x

x
u t u t t

ϕ

∂ ∂⎧ + = < < >⎪ ∂ ∂⎪
− <⎧⎪

⎪⎨ = = ⎨⎪ ⎪⎪ <⎩
⎪

− = >⎩

≤

≤ ≤

≤

－

 

的精确解为
(3 ),        1,

( , )
( ),       0 1.

x t t x
u x t

x t t x
ϕ
ϕ

+ − > +⎧
= ⎨ − < +⎩ ≤

  另外，分别用 Lax-Friedrichs 格式、Lax-Wendroff 格式

和 Beam-Warming 格式数值求解该方程. 要求取空间步长 0.15h = 、时间步长 0.01τ = 进行计算，给出

在时刻 1 2 30,   0.05,   1.0t t t= = = 时的数值解，并与精确解进行误差比较（不用画图）.  

5．建立以下一阶对流方程初边值问题： 

0,    ,  0 ,

( ,0) ( ),    ,
( , ) ( , ),    0 .

a b

a b

a b

u ua x x x t T
t x

u x x x x x
u x t u x t t T

ϕ

∂ ∂⎧ + = < < <⎪ ∂ ∂⎪
⎨ =⎪
⎪ = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

的 Crank-Nicolson 格式，分析其局部截断误差及误差传播的增长因子，并证明该格式是无条件稳定的.  
6．用二阶显格式求解二阶双曲型方程初边值问题： 

2 2

2

4

42

2

2

2

,    1 1,  0 2,

1( ,0) 0,  ( ,0) ,   1 1,
1

( 1, ) (1, ) ,  

2 (1 2

  0 2.
2

3 )
(1 )

u u x t
t x

uu x x x
t x

tu t

x x
x

t

t

t u

−⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ∂⎨ = = −
∂ +⎪

⎪
− = =

⎩

−

<⎪

+
≤

≤ ≤

≤

 

已知此问题的精确解为 2( , )
1

tu x t
x

=
+

. 分别取步长 1 1
1 1,  

50 20
hτ = = 和 2 2

1 1,  
100 40

hτ = = ，给出在节点

(0.2,1 0.2 ), 0,1, ,5i i+ = 处的数值解及误差.  

7．用二阶隐格式求解二阶双曲型方程初边值问题： 
2 2

2

4

42

2

2

2

,    1 1,  0 2,

1( ,0) 0,  ( ,0) ,   1 1,
1

( 1, ) (1, ) ,  

2 (1 2

  0 2.
2

3 )
(1 )

u u x t
t x

uu x x x
t x

tu t

x x
x

t

t

t u

−⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ∂⎨ = = −
∂ +⎪

⎪
− = =

⎩

−

<⎪

+
≤

≤ ≤

≤
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已知此问题的精确解为 2( , )
1

tu x t
x

=
+

. 分别取步长 1 1
1 1,  
50 50

hτ = = 和 2 2
1 1,  

100 100
hτ = = ，给出在节

点 (0.2,1 0.2 ), 0,1, ,5i i+ = 处的数值解及误差.  

8．用紧差分格式求解二阶双曲型方程初边值问题： 
2 2

2

4

42

2

2

2

,    1 1,  0 2,

1( ,0) 0,  ( ,0) ,   1 1,
1

( 1, ) (1, ) ,  

2 (1 2

  0 2.
2

3 )
(1 )

u u x t
t x

uu x x x
t x

tu t

x x
x

t

t

t u

−⎧∂ ∂
− = − < < <⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ∂⎨ = = −
∂ +⎪

⎪
− = =

⎩

−

<⎪

+
≤

≤ ≤

≤

 

已知此问题的精确解为 2( , )
1

tu x t
x

=
+

. 分别取步长 1 1
1 1,  
20 20

hτ = = 和 2 2
1 1,  

80 40
hτ = = ，给出在节点

(0.2,1 0.2 ), 0,1, ,5i i+ = 处的数值解及误差.  

9．进一步研究二维双曲型方程初边值问题其他的交替方向隐格式. 设想，在隐格式的式（4-59）

的基础上不仅左端添加了辅助项 2 2 11 2
,4

k
x y i j

r r
uδ δ + ，右端也添加一个辅助项为 2 2 11 2

,4
k

x y i j
r r

uδ δ −− ，这样就可以

构造一个新的交替方向隐格式 

2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 1 21 2 1 2 1 2 1 2
, , , ,1 1 2 ( , , )

2 2 4 2 2 4
k k k k

x y x y i j x y x y i j i j i j i j k
r r r r r r r ru u u u f x y t tδ δ δ δ δ δ δ δ+ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + = + − − + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

实现分解 

 2 2 1 2 2 2 11 2 1 2
, , ,1 1 2 ( , , ) 1 1

2 2 2 2
k k k

x y i j i j i j k x y i j
r r r r

u u f x y t t uδ δ δ δ+ −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − = + Δ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 （1） 

a. 试分析格式（1）的局部截断误差.  
b. 试分析格式（1）的稳定性（仅需对 0f ≡ 进行讨论）.  
c. 试证明基于格式（1）可以进行以下具体分解：引入中间变量 ,i jV ，可将格式（1）分解为 

 

2 21
, ,

2 1 2 12 2
, , ,

1 2 ( , , )
2

1 1
2 2

k
x i j i j i j k

k k
y i j i j y i j

r
V u f x y t t

r r
u V u

δ

δ δ+ −

⎧⎛ ⎞− = + Δ⎪⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

  （2） 

10．用交替方向隐格式（2）计算二维双曲型方程初边值问题： 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

4 2( )1 ,    0 , 1,  0 1,
(1 ) 1

1( , ,0) 0,  ( , ,0) ,    0 , 1,
1

(0, , ) ,   (1, , )  ,   0 1, 0 1,
1 2

( ,0, ) ,   ( ,1, )
1

u u u t x y x y t
t x y x y x y

uu x y x y x y
t x y

t tu y t u y t y t
y y

tu x t u x t
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ +
− + = − < < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂

= =
∂ + +

= = <
+ +

= =
+

≤

≤ ≤

≤ ≤ ≤

2 ,  0 1, 0 1.
2

t x t
x

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

< < <⎪ +⎩
≤

 

已知此问题的精确解为 2 2( , , )
1

t
y

tu y
x

x =
+ +

. 分别取步长为
1 1 1,  ,  

10 20 40
x y tΔ = Δ = Δ = 和

1 ,  
20

Δ =x  
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1 1,  
40 80

Δ = Δ =y t ，给出在节点 (0.2 ,0.25 ,1.00), 1,2,3,4, 1,2,3i j i j= = 处的数值解及误差.  

11．继续研究二维双曲型方程初边值问题其他的交替方向隐格式. 设想，在隐格式的式（4-59）

的基础上不仅左端添加了辅助项 2 2 11 2
,4

k
x y i j

r r
uδ δ + ，右端添加两个辅助项，分别为 2 2 11 2

,4
k

x y i j
r r

uδ δ −− ，

2 21 2
,2

k
x y i j

r r
uδ δ ，这样就又可以构造一个新的交替方向隐格式 

2 2 2 2 1 2 2 2 2 11 2 1 2 1 2 1 2
,

2 2 21 2
, ,

1 1
2 2 4 2 2 4

                               2 ( , , )
2

k k
x y x y i j x y x y i j

k k
i j i j k x y i j

r r r r r r r r
u u

r r
u f x y t t u

δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + = + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ Δ +

 

实现分解  

2 2 1 2 2 11 2 1 2
, ,1 1 1 1

2 2 2 2
k k

x y i j x y i j
r r r r

u uδ δ δ δ+ −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − = − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2 21 2
,  2 ( , , )

2
k k
i j i j k x y i j

r r
u f x y t t uδ δ+ Δ +  （3） 

a. 试分析格式（3）的局部截断误差.  
b. 试分析格式（3）的稳定性（仅需对 0f ≡ 进行讨论）.  
c. 试证明基于格式（3）可以进行以下具体分解：引入中间变量 ,i jV ，可将格式（3）分解为 

 

2 2 2 21 1 2
, , ,

2 1 2 12 2
, , ,

1 2 ( , , )
2 2

1 1
2 2

k k
x i j i j i j k x y i j

k k
y i j i j y i j

r r r
V u f x y t t u

r r
u V u

δ δ δ

δ δ+ −

⎧⎛ ⎞− = + Δ +⎪⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

   （4） 

d. 验证：格式（3）还可以变形为 

 2 2 1 1 2 2 21 2
, , , 1 2 ,1 1 ( 2 ) ( ) ( , , )

2 2
k k k k

x y i j i j i j x y i j i j k
r r u u u r r u f x y t tδ δ δ δ+ −⎛ ⎞⎛ ⎞− − − + = + + Δ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 （5） 

e. 试证明基于格式（5），引入中间变量 ,i jV 和 ,i jS ，格式（5）可以分解为 

  

2 2 2 21
, 1 2 ,

22
, ,

1 1
, , , ,

1 ( ) ( , , ) ,
2

1 ,
2

2 .

δ δ δ

δ

+ −

⎧⎛ ⎞− = + + Δ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎪⎪⎛ ⎞⎨ − =⎜ ⎟⎪⎝ ⎠
⎪

= + −⎪⎩

k
x i j x y i j i j k

y i j i j

k k k
i j i j i j i j

r V r r u f x y t t

r S V

u S u u

 （6） 

注：格式（6）是文献[5]中描述的二维双曲型方程初边值问题的交替方向隐方法.  
12. 用交替方向隐格式（4）计算二维双曲型方程初边值问题： 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

4 2( )1 ,    0 , 1,  0 1,
(1 ) 1

1( , ,0) 0,  ( , ,0) ,    0 , 1,
1

(0, , ) ,   (1, , )  ,   0 1, 0 1,
1 2

( ,0, ) ,   ( ,1, )
1

u u u t x y x y t
t x y x y x y

uu x y x y x y
t x y

t tu y t u y t y t
y y

tu x t u x t
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ +
− + = − < < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂

= =
∂ + +

= = <
+ +

= =
+

≤

≤ ≤

≤ ≤ ≤

2 ,  0 1, 0 1.
2

t x t
x

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

< < <⎪ +⎩
≤
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已知此问题的精确解为 2 2( , , )
1

t
y

tu y
x

x =
+ +

. 分别取步长为
1 1 1,  ,  

10 20 40
x y tΔ = Δ = Δ = 和

1 ,  
20

Δ =x  

1 1,  
40 80

Δ = Δ =y t ，给出在节点 ( )0.2 ,0.25 ,1.00 , 1,2,3,4, 1,2,3i j i j= = 处的数值解及误差.  

13．用交替方向隐格式（6）计算二维双曲型方程初边值问题： 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

4 2( )1 ,    0 , 1,  0 1,
(1 ) 1

1( , ,0) 0,  ( , ,0) ,    0 , 1,
1

(0, , ) ,   (1, , )  ,   0 1, 0 1,
1 2

( ,0, ) ,   ( ,1, )
1

u u u t x y x y t
t x y x y x y

uu x y x y x y
t x y

t tu y t u y t y t
y y

tu x t u x t
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ +
− + = − < < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂

= =
∂ + +

= = <
+ +

= =
+

≤

≤ ≤

≤ ≤ ≤

2 ,  0 1, 0 1.
2

t x t
x

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

< < <⎪ +⎩
≤

 

已知此问题的精确解为 2 2( , , )
1

t
y

tu y
x

x =
+ +

. 分别取步长为
1 1 1,  ,  

10 20 40
x y tΔ = Δ = Δ = 和

1 ,  
20

Δ =x  

1 1,  
40 80

Δ = Δ =y t ，给出在节点 ( )0.2 ,0.25 ,1.00 , 1,2,3,4, 1,2,3i j i j= = 处的数值解及误差. 比较两种格

式（4）和格式（6）的数值计算结果，它们应该是完全相同的.  
14．将上述交替方向隐格式（2）、（4）、（6）分别修改为对应的紧交替方向隐格式，并将这些格

式用于计算二维双曲型方程初边值问题： 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

4 2( )1 ,    0 , 1,  0 1,
(1 ) 1

1( , ,0) 0,  ( , ,0) ,    0 , 1,
1

(0, , ) ,   (1, , )  ,   0 1, 0 1,
1 2

( ,0, ) ,   ( ,1, )
1

u u u t x y x y t
t x y x y x y

uu x y x y x y
t x y

t tu y t u y t y t
y y

tu x t u x t
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ +
− + = − < < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂

= =
∂ + +

= = <
+ +

= =
+

≤

≤ ≤

≤ ≤ ≤

2 ,  0 1, 0 1.
2

t x t
x

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

< < <⎪ +⎩
≤

 

已知此问题的精确解为 2 2( , , )
1

t
y

tu y
x

x =
+ +

. 分别取步长为
1 1 1,  ,  

10 20 40
x y tΔ = Δ = Δ = 和

1 ,  
20

Δ =x  

1 1,  
40 160

Δ = Δ =y t ，给出在节点 ( )0.2 ,0.25 ,1.00 , 1,2,3,4, 1,2,3i j i j= = 处的数值解及误差. 通过两次不

同步长得到的误差，验证这些紧格式关于时间是二阶收敛的，关于空间是四阶收敛的（即细步长下的

误差约是粗步长下误差的 1/16）.  
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第五章  椭圆型偏微分方程的有限差分法 

本章主要研究以下经典的二维椭圆型方程（也称为泊松 Poisson 方程）： 
2 2

2 2
( , ) ( , ) ( , )u x y u x yu f x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
−Δ = − + =⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
 

当 0f = 时就是著名的拉普拉斯（Laplace）方程. 椭圆型方程在流体力学、弹性力学、电磁学、几何

学和变分法中都有应用. 为简单起见，假设所要讨论的为矩形区域 {( , ) | ,x y a x bΩ = ≤ ≤  }c y d≤ ≤ . 

考虑以下 Poisson 方程的边值问题： 

 

2 2

2 2
( , ) ( , ) ( , ),     ( , )

( , ) ( , ),         ( , )

u x y u x y f x y x y
x y

u x y x y x y

Ω

ϕ Ω Γ

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
− + = ∈⎪ ⎜ ⎟

∂ ∂⎨ ⎝ ⎠
⎪ = ∈∂ =⎩

D

 （5-1） 

固定边界的无厚薄膜，受外力作用后达到平衡状态时的位移函数u 满足上述方程. 一般情况下，式（5-1）
是很难直接用解析的方法求出精确解的，所以如何用数值方法高效地求解椭圆型方程成为本章的重点.  

第一节  五点菱形差分方法 

一、五点菱形格式 

仍然采用有限差分法的经典套路进行分析.  
第一步，对矩形区域进行剖分，即在 x 方向对[ , ]a b 进行步长为 xΔ 的等距剖分，分成m 份，得到

1m + 个节点 , 0, 1, ,ix a i x i m= + ⋅Δ = " ，其中， ( ) /x b a mΔ = − . 同样，在 y 方向对[ , ]c d 进行步长为 yΔ
的等距剖分，分成 n 份，得到 1n + 个节点 , 0, 1, ,jy c j y j n= + ⋅Δ = " ，其中， ( ) /y d c nΔ = − . 然后

用两族平行线 ,i jx x y y= = 将区域Ω 分成mn个小矩形，从而得到节点 ( , )i jx y ，如图 5-1 所示. 特

别地，× 表示的是边界节点，其他则是内节点.  
第二步，将原方程弱化，使之仅在离散节点处成立，即 

2 2

2 2
( , )

( , ),     ( , ) ,

( , ) ( , ),       ( , ) .
i j

i j i j
x y

s t s t s t

u u f x y x y
x y

u x y x y  x y

Ω

ϕ Γ

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
− + = ∈⎪ ⎜ ⎟⎪ ∂ ∂⎝ ⎠⎨
⎪

= ∈⎪⎩

D

 

其中，1 1, 1 1i m j n− −≤ ≤ ≤ ≤ ； 0s = 或 m 且 0 t n≤ ≤ ； 0t = 或 n 且0 s m≤ ≤ . 也就是， ( , )i jx y
为内节点， ( , )s tx y 为边界节点.  

第三步，用差商近似代替微商，建立数值格式. 显然， 
2

1 1 2
2 2

( , ) 2 ( , ) ( , )
( , ) ( )i j i j i j

i j
u x y u x y u x yu x y O x

x x
− +− +∂

= + Δ
∂ Δ

， 

2
1 1 2

2 2

( , ) 2 ( , ) ( , )
( , ) ( )i j i j i j

i j
u x y u x y u x yu x y O y

y y
− +− +∂

= + Δ
∂ Δ

. 
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图 5-1  矩形区域剖分 

于是将上面两式代入离散节点处的方程，可得 

 

1 1 1 1
2 2

2 2
1 2

,

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

( , ) ( ) ( ) ,   1 1, 1 1.

( , ),    0,     0 ;    0,     0 .

i j i j i j i j i j i j

i j

s t s t

u x y u x y u x y u x y u x y u x y
x y

f x y C x C y i m j n

u x y s m t n t n s mϕ

− + − +⎧ − + − +⎛ ⎞
− +⎪ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠⎪
⎨
= + Δ + Δ − −⎪
⎪ = = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤且 且

 （5-2） 

于是，用数值解 ,i ju 代替精确解 ( , )i ju x y 并忽略高阶小项可得数值格式： 

1, , 1, , 1 , , 1
2 2

,

2 2
( , ),    

( ) ( )
1 1, 1 1,

( , ),    0,     0 ,    0,     0 .

i j i j i j i j i j i j
i j

s t s t

u u u u u u
f x y

x y
i m j n

u x y s m t n t n s mϕ

− + − +⎧ − + − +⎛ ⎞
− + =⎪ ⎜ ⎟

Δ Δ⎪ ⎝ ⎠
⎨

− −⎪
⎪ = = =⎩ 且 且

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

 

易见此格式的局部截断误差为 2 2( )O x yΔ + Δ . 整理此格式得 

 

1, 1, , 1 , 1
,2 2 2 2 2 2

,

1 12 ( , ),   

                       1 1, 1 1,
( , ),    0,     0 ;    0,     0 .

i j i j i j i j
i j i j

s t s t

u u u u
u f x y

x x x y y y
i m j n

u x y s m t n t n s mϕ

− + − +⎧ ⎛ ⎞
− − + + − − =⎪ ⎜ ⎟
Δ Δ Δ Δ Δ Δ⎪ ⎝ ⎠

⎨
− −⎪

⎪ = = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤且 且

 （5-3） 

此格式每一步计算要涉及到 5 个点，除中心点外其余 4 个点正好位于一个菱形的 4 个顶点，所以这个

格式也称为五点菱形差分格式，简称五点格式.  
第四步，差分格式的求解. 注意到上述差分格式无法写成线性方程组 A =x b的简单形式，只

能写成 

1, 1 1, 1

2, 1 2, 1

2 2
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1 0 1 0
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0 1 0 1
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2 2 2
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f x y u
x

f x y

f x y

f x y u
x

−

−

⎛ ⎞+⎜ ⎟Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

#  

为此记 

 T
1, 2, 1,( , , , )j j j m ju u u −=u " ,   0 j n≤ ≤  （5-4） 

且设 2 2
1 12
x y

α
⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
， 2

1
x

β=
Δ

， 2
1
y

γ=
Δ

 （5-5） 

则原数值格式实为 

1, 1 1,

2, 1 2,

1, 1 1,

1 0,
1, 1

2
2, 1

2
1, 1

( , )
( , )

( , )
(

j j

j j

m j m j

j j
j

j
j

m j
m j

u u
u u

u u

f x y u
u

f x y
u

f x y
u

f x

γ α β
γ β α β

γ β α

β
γ

γ

γ

−

−

− − −

+

+

−
− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+
⎛ ⎞−⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟+ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

# #% %

#
#%

1 ,

,        1 1

, )m j m j

j n

y uβ−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

≤ ≤

 

上式可以简写为 1 1( )j j j jA B− ++ + =u u u f ， 1, 2, , 1.j n= −"  其中，A Iγ= − ，且 I 为 1m − 阶单位矩阵： 

0

0

B

α β
β α β

β α β
β α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

% % % 且 

1 0,

2

2

1 ,

( , )
( , )

( , )
( , )

j j

j

j

m j

m j m j

f x y u
f x y

f x y
f x y u

β

β
−

−

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

f # . 

为解出此方程组，将未知量 ju 按下标拉长成一个列向量，并写成块矩阵形式，得 
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1 1 0

2 2

2 2

1 1

n n

n n n

AB A
A B A

A B A
AA B

− −

− −

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

u f u
u f

u f
u f u

# #% % %  （5-6） 

式（5-6）式可以具体写出来，参见本章最后的横版单页公式. 此线性方程组的特点是：系数矩阵对称、

正定，且绝大多数都是零元素，每一行中最多只有 5 个非零元素，所以它是稀疏矩阵. 对于阶数不高

的线性方程组的求解，直接法非常有效，而对于阶数高、系数矩阵稀疏的线性方程组，若采用直接法

求解，就要存储大量零元素. 为减少运算量、节约内存，通常用迭代法（见附录 C）求解. 之前我们在

二维抛物型、双曲型方程的初边值问题中都曾遇到过这一类线性方程组，因为存在求解上的困难，后

来就直接借助新的思路用交替方向隐式方法去处理数值逼近，从而回避了上述问题的求解. 但事实上，

式（5-6）这种类型的方程还是可以用迭代法来处理的. 比起之前二维抛物型、双曲型方程初边值问题

的某些数值格式来，由于少了时间变量，所以处理起来就更简单些，因此在这里我们详细说明迭代求

解的过程.  
根据附录 C 中的 3 种迭代方法，可以得到以下求解式（5-6）的迭代格式. 为了更好地获得这些迭

代格式，利用式（5-6）的具体形式（5-7）（见本章最后横版单页公式）更容易得到具体的迭代格式.  

1．Jacobi 迭代 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1, , 1 1, , 1

1 ( , )k k k k k
i j i j i j i j i j i ju f x y u u u uβ γ β γ

α
+

− − + +⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦，即 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1, , 1 1, , 12 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1( , )
( ) ( ) ( ) ( )1 12

( ) ( )

k k k k k
i j i j i j i j i j i ju f x y u u u u

x y x y
x y

+
− − + +

⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥⎛ ⎞ Δ Δ Δ Δ⎣ ⎦+⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

 

2．Gauss-Seidel 迭代 

( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
, 1, , 1 1, , 1

1 ( , )k k k k k
i j i j i j i j i j i ju f x y u u u uβ γ β γ

α
+ + +

− − + +⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦，即 

( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
, 1, , 1 1, , 12 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1( , )
( ) ( ) ( ) ( )1 12

( ) ( )

k k k k k
i j i j i j i j i j i ju f x y u u u u

x y x y
x y

+ + +
− − + +

⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥⎛ ⎞ Δ Δ Δ Δ⎣ ⎦+⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

 

3．SOR 迭代 

( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
, 1, , 1 1, , 1

1 ( , )k k k k k
i j i j i j i j i j i ju f x y u u u uβ γ β γ

α
+ + +

− − + +⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦�  并且 ( 1) ( ) ( 1)
, , ,(1 )k k k

i j i j i ju u uω ω+ += − + �  

即 

( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
, 1, , 1 1, , 12 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1( , )
( ) ( ) ( ) ( )1 12

( ) ( )

k k k k k
i j i j i j i j i j i ju f x y u u u u

x y x y
x y

+ + +
− − + +

⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥⎛ ⎞ Δ Δ Δ Δ⎣ ⎦+⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

�  

且 ( 1) ( ) ( 1)
, , ,(1 ) ,     0 2k k k

i j i j i ju u uω ω ω+ += − + < <�   

以上迭代格式中，1 1,    1 1i m j n− −≤ ≤ ≤ ≤ ，且加括号的上标 k 表示迭代次数.  
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二、五点菱形格式的收敛性分析 

接下来考察五点菱形格式（5-3）的收敛性. 将式（5-3）减去式（5-2），得到误差 , , ( , )i j i j i je u u x y= −

满足以下方程： 

1, , 1, , 1 , , 1 2 2
1 22 2

,

2 2
( ) ( ) ,   

                                         1 1,1 1,
0,    0,     0 ;    0,     0 .

i j i j i j i j i j i j

s t

e e e e e e
C x C y

x y
i m j n

e s m t n t n s m

− + − +− + − +⎧
− − = Δ + Δ⎪ Δ Δ⎪
⎨ − −⎪
⎪ = = =⎩ 且 且

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

 

再利用式（3-127）的记号，也就是 

 

2 2
, , 2 2

1 22 2

,

( ) ( ) ,  ( , ) ,

0,     ( , ) .

x i j y i j
i j

s t s t

e e
C x C y x y

x y
e x y

δ δ
Ω

Γ

⎧
− − = Δ + Δ ∈⎪

Δ Δ⎨
⎪ = ∈⎩

D

 （5-8） 

为了估计误差 ,i je ，不妨先研究更一般的情况，即设矩形区域Ω 上的网格函数 ,i jv 满足以下方程： 

 

2 2
, ,
2 2

,

( , ),  ( , ) ,
( ) ( )

( , ),     ( , ) ,

x i j y i j
i j i j

s t s t s t

v v
R x y x y

x y
v x y x y

δ δ
Ω

ψ Γ

⎧
− − = ∈⎪

Δ Δ⎨
⎪ = ∈⎩

D

 （5-9） 

其中，函数 ( , ),  ( , )R x y x yψ 分别是Ω 、Γ 上的连续函数. 为了得到 ,i jv 的估计，需要用到以下定理.  
定理 5.1.1 （极值原理）设网格函数 ,i jv 满足式（5-9），且定义离散 hL 算子为 

 
2 2

, ,
, 2 2

x i j y i j
h i j

v v
L v

x y
δ δ

= − −
Δ Δ

 （5-10） 

（1）若对内节点 ( , )i jx y Ω∈
D
有 , 0h i jL v ≤ ，则 ,i jv 的最大值在边界点而不是内节点处取得. 

（2）若对内节点 ( , )i jx y Ω∈
D
有 , 0h i jL v ≥ ，则 ,i jv 的最小值在边界点而不是内节点处取得.  

（3）证明：仅对（1）进行证明，（2）的证明与（1）相仿，故略. 用反证法. 假设 ,i jv 的最大值M
在某个内节点 ( , ), 1 1,1 1k lx y k m l n− −≤ ≤ ≤ ≤ 而不是边界点处取得，即有 

 

,

,

,

,

,    ( , ) ,

,    ( , ) .

k l

i j i j

i j i j

v M

v M x y

v M x y

Ω

Γ

=⎧
⎪⎪
⎨ ∀ ∈
⎪

< ∀ ∈⎪⎩

D
≤  （5-11） 

于是，
22

,, 1, , 1, , 1 , , 1
, 2 2 2 2

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

y k lx k l k l k l k l k l k l k l
h k l

vv v v v v v v
L v

x y x y
δδ − + − +− + − +

= − − = − −
Δ Δ Δ Δ

，也就是 

 1, 1, , 1 , 1
, 2 2 2 2

1 12
( ) ( ) ( ) ( )

k l k l k l k l
h k l

v v v v
L v M

x y x y
− + − ++ + ⎛ ⎞

= − − − +⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠
 （5-12） 

若与内节点 ( , )k lx y 相邻的 4 个节点 1 1 1 1( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , )k l k l k l k lx y x y x y x y− + − + 中至少有一个节点为边界

节点，则利用式（5-11）中第三式立即可得 , 0h k lL v > ，这就与已知条件矛盾，从而假设不成立. 若与

内节点 ( , )k lx y 相邻的四个节点仍然都是内节点，由式（5-12）及式（5-11）中的第二式就有 
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, 2 2 2 2
1 12 0

( ) ( ) ( ) ( )h k l
M M M ML v M

x y x y
⎛ ⎞+ +

− − − + =⎜ ⎟
Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠

≥  

将其与已知条件联立，就有 , 0h k lL v ≡ ，从而推知此时必有 1, 1, , 1 , 1k l k l k l k lv v v v M− + − += = = = .  
不妨假设与内节点( , )k lx y 相邻的 4个节点中最靠近边界的那个节点为 1( , )k lx y− ，记 1k k′ = − ，就有 

 

,

,

,

,

,    ( , ) ,

,    ( , ) .

k l

i j i j

i j i j

v M

v M x y

v M x y

Ω

Γ

′ =⎧
⎪⎪
⎨ ∀ ∈
⎪

< ∀ ∈⎪⎩

D
≤   

然后将上述关于内节点 ( , )k lx y 的结论用到新的内节点 ( , )k lx y′ 上，即若内节点 ( , )k lx y′ 的 4 个相邻节点

中有边界节点，则导出矛盾；若没有边界节点，则可推知在这 4 个相邻节点处网格函数的值都是M . 此 
时，相当于将原来以内节点 ( , )k lx y 为中心的讨论平移到了离边界更近的左侧内节点 ( , )k lx y′ 上，接着

进行这样的讨论，总会出现在某个内节点 ( , )p qx y 处网格函数 ,p qv M= ，但与 ( , )p qx y 相邻的节点中一

定有边界节点，这时就可推知 , 0h p qL v > 导出矛盾. 定理证毕.  

上述极值原理说明，如果在内节点 ( , )i jx y Ω∈
D
处网格函数 ,i jv 经过算子 hL 作用后不变号，则它的

最值一定在边界点处取得.  
再回到前面的分析，继续讨论式（5-9）中的网格函数 ,i jv ，希望得到其值的估计式. 式（5-9）的

第一式可以写成 , ( , )h i j i jL v R x y= ，由于右端函数 ( , )R x y 在各个内节点的符号不定，所以得不到关于

最值的相关结论. 为了获得 ,i jv 的估计式，也就是 ,i jv 的最值，可以设常数 

 
( , )

max | ( , ) |
i j

i j
x y

K R x y
Ω∈

=
D

 （5-13） 

则对所有的( , )i jx y Ω∈
D
，就有 ,h i jL v K≤ . 于是一个基本想法是：能否找到某个网格函数 ,i jw ，使之满足 

 ,h i jL w K=  （5-14） 

相应地就有 , ,( ) 0h i j i jL v w− ≤ . 这样一来，网格函数 , ,i j i jv w− 经过算子 hL 作用后小于等于 0 不变号，

则由极值原理知，它的最大值一定在边界点而不是在内节点处取得，也就是有 
 , , , ,( , )( , )

max ( ) max ( )
i j

i j

i j i j i j i jx y Γx y
v w v w

Ω ∈∈
− −

D
≤  （5-15） 

从而可以通过网格函数在边界上的值得到 ,i jv 的估计式. 经过这样的分析，解决问题的核心就落在找网

格函数 ,i jw 上 . 事实上，我们可以将网格函数 ,i jw 看作是由一个可微函数 ( , )w x y 生成的，即

, ( , )i j i jw w x y= ，而这个可微函数 ( , )w x y 满足 

 
2 2

2 2
( , ) ( , )w x y w x y K
x y

∂ ∂
− − =

∂ ∂
 （5-16） 

于是问题转化为寻找可微函数 ( , )w x y . 由于式（式 z5-16）右端是个常数，所以可以假设 ( , )w x y 是一个

简单的二次函数，形如 2 2
1 2( , ) ( ) ( )w x y C x C yλ μ= − + − ，它关于 x 是二次的，关于 y 也是二次的，且 ,x y

独立，这里 1 2, , ,C C λ μ 均为待定常数. 由于 ( , )w x y 满足式（5-16），直接计算可得待定常数 1 2,C C 满足    

 1 2 2
KC C+ = −  （5-17） 

注意到 ( , )w x y 本身是一个简单二次函数，所以 
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2 22 2

2 2 2 2
( , ) ( , )

( , ) ( , )
,    

i j i j

x i j y i j

x y x y

w x y w x yw w
x x y y

δ δ∂ ∂
− = − − = −
∂ Δ ∂ Δ

 

从而
2 2

2 2

( , ) ( , )x i j y i jw x y w x y
K

x y
δ δ

− − =
Δ Δ

，再令网格函数 , ( , )i j i jw w x y= ，就有式（5-14）成立，从而式（5-15）

也成立，即有 
 , , , , ,( , ) ( , ) ( , )( , )

max ( ) max ( ) max ( , ) max ( )
i j i j i j

i j

i j i j i j i j i j i jx y x y x yx y
v w v w x y w

Γ Γ ΓΩ
ψ

∈ ∈ ∈∈
− − + −

D
≤ ≤  （5-18） 

为了估计 ,i jv 必须先估计 ,i jw . 注意到 2 2
, 1 2( , ) ( ) ( )i j i j i jw w x y C x C yλ μ= = − + − ，不妨取比较简单的

1 2 ,  ,  
4 2 2
K a b c dC C λ μ+ +

= = − = = ，则在内节点 ( , )i jx y 处有 

2 2 2 2
,( ) ( ) ( ) ( ) 0

4 2 2 4 2 2i j i j
K b a d c K a b c dw x y− − + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤ ≤  

于是由式（5-18）知， 
           , , , ,( , ) ( , )( , ) ( , )

max max ( ) max ( , ) max | |
i j i j

i j i j

i j i j i j i j i jx y x yx y x y
v v w x y w

Γ ΓΩ Ω
ψ

∈ ∈∈ ∈
− +

D D
≤ ≤  

                    
2 2

( , )
max | ( , ) |

4 2 2i j
i jx y

K b a d cx y
Γ
ψ

∈

⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
≤  （5-19） 

这样，我们就得到内节点处 ,i jv 的估计式了. 同样，由式（5-9）还可以知道 

 ,

,

( ) ( , ),  ( , ) ,

( , ),     ( , ) .
h i j i j i j

s t s t s t

L v R x y x y

v x y x y

Ω

ψ Γ

⎧⎪ − = − ∈
⎨
− = − ∈⎪⎩

D

 （5-20） 

这样，将上述讨论过程用于 ,i jv− ，利用式（5-19）及
( , )

max | ( , ) |
i j

i j
x y

K R x y
Ω∈

= −
D

可得 

2 2

, ( , )( , )
max ( )( max | ( , ) |

4 2 2i j
i j

i j i jx yx y

K b a d cv x y B
ΓΩ

ψ
∈∈

⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
D

:  

即 ,
( , )

min ( )
i j

i j
x y

v B
Ω∈

−
D

≤ ，也就是 ,
( , )

min ( )
i j

i j
x y

v B
Ω∈

−
D

≥ ，从而由式（5-19）有 

, , ,
( , ) ( , )

min ( ) (( , ) ) max ( )
i j i j

i j i j i j i j
x y x y

B v v x y v B
Ω Ω

Ω
∈ ∈

− ∈
D D

D
≤ ≤ ≤ ≤  

即对 ( , )i jx y Ω∀ ∈
D
得 

 
2 2

, ( , ) ( , )

( ) ( )| | max | ( , ) | max | ( , ) |
16s t

k l

i j s t k lx y x y

b a d cv B x y R x y
Γ Ω
ψ

∈ ∈

− + −
= +

D
≤  （5-21） 

综上，我们有以下估值定理： 
定理 5.1.2  设网格函数 ,i jv 满足式（5-9），则其取值范围为式（5-21）.  

定理 5.1.3  若存在常数 0C > 使得 Poisson 方程（5-1）的精确解 ( , )u x y 满足
4

4
( , )

( , )max ,
x y

u x y
xΩ∈

⎧∂
⎨

∂⎩D
 

4

4
( , )u x y
y

⎫∂
⎬

∂ ⎭
 C≤ ，则五点菱形格式的式（5-3）是二阶收敛的.  
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证明：注意到误差 ,i je 也是网格函数且满足式（5-8），则由定理 5.1.2 知： 
2 2

,| | ( )i je C x yΔ + Δ≤ . 

从而定理得证.  
事实上，利用定理 5.1.2 很容易证明数值格式（5-3）是唯一可解的（课后习题）. 此外，此格式 

关于边值的小扰动也是稳定的，即若另有数值解 ,i jv 满足 

  
1, 1, , 1 , 1

,2 2 2 2 2 2

,

1 12 ( , ),    ( , ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ,    ( , ) .

i j i j i j i j
i j i j i j

s t s t s t

v v v v
v f x y x y

x x x y y y
v x y x y

Ω

ϕ δϕ Γ

− + − +⎧ ⎛ ⎞
− − + + − − = ∈⎪ ⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ Δ Δ⎨ ⎝ ⎠
⎪ = + ∈⎩

D

 （5-22） 

则当边值扰动δϕ 很小时，可以证明 , ,| |i j i ju v− 也很小. 提示：只需要将式（5-3）与式（5-22）相减，

并对网格函数 , ,i j i ju v− 应用定理 5.1.2 即可.   

三、数值算例 

例 5.1.1  用五点菱形格式求解椭圆型方程边值问题[1]： 
2 2

2
2 2

2

(π 1)e sin(π ),     0 2,   0 1,

(0, ) sin(π ),       (2, ) e sin(π ), 0 1,
( ,0) ( ,1) 0,    0 2.

xu u y x y
x y

u y y u y y y
u x u x x

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
− + = − < < < <⎪ ⎜ ⎟

∂ ∂⎪ ⎝ ⎠
⎨

= =⎪
⎪ = = < <⎩

≤ ≤

 

已知此问题的精确解为 ( , ) e sin(π )xu x y y= . 分别取第一种步长
1

32
x yΔ = Δ = 和第二种步长

1
64

x yΔ = Δ = ，输出 6 个节点 (0.5 ,0.25) i 和 (0.5 ,0.5), 1,2,3i i = 处的数值解，并给出误差，要求在各

节点处最大误差的迭代误差限为 100.5 10−× .  
解：在这里我们选用 Gauss-Seidel 迭代，迭代初值均取为 0，程序见 Egch5_sec1_01.c. 计算结果

列表如下（表 5-1）. 

表 5-1  五点菱形格式的计算结果 

( , )i jx y  
第一种步长 

数值解 i ju  
误差 −｜ ( , ) |i j i ju u x y  

第二种步长 

数值解 i ju  
误差 −｜ ( , ) |i j i ju u x y  

(0.50,0.25) 1.166702 8.7958 e−4 1.166042 2.1984 e−4 

(1.00,0.25) 1.923620 1.5048 e−3 1.922492 3.7612 e−4 

(1.50,0.25) 3.170908 1.8751 e−3 3.169502 4.6879 e−4 

(0.50,0.50) 1.649965 1.2439 e−3 1.649032 3.1090 e−4 

(1.00,0.50) 2.720410 2.1281 e−3 2.718814 5.3191 e−4 

(1.50,0.50) 4.484341 2.6518 e−3 4.482352 6.6297 e−4 

从表中可见，当步长减半时，误差约减为原来的 1/4，从而数值格式是二阶收敛的.  

第二节  九点紧差分方法 

本节主要讨论如何将五点差分格式的精度加以提高，即从二阶精度提高到四阶精度. 根据前面的经验，

一种很有效的方法就是紧差分方法，思路是通过引入中间函数，对二阶偏导数作更精细的数值逼近.  
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一、九点紧差分格式 

同前一节一样，对矩形求解区域进行一致剖分，并将原方程弱化使之仅在离散节点处成立. 然后，

在用差商代替微商之前，很重要的一步是引入中间函数. 现在令  

 
2 2

2 2( , ),    ( , )u uv x y w x y
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

 （5-23） 

则原方程在离散节点处满足      
 ( , )( ) ( , )

i j
i jx yv w f x y− + =  （5-24） 

又显然，当
6 6

6 6
( , )

( , ) ( , )max ,
x y

u x y u x y
x y∈Ω

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪
⎨ ⎬

∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭
D

有界时， 

2 2 4
1 1 4

12 2 4
( , ,) ( , )

( , ) 2 ( , ) ( , )
( )

12
i j i j

i j i j i j

x y x y

u x y u x y u x yu x u C x
x x x

− +− +∂ Δ ∂
= − + Δ

∂ Δ ∂
 

从而， 
22 2 2

4
12 2 2

( , ) ( , )

2 2
1 1 4

22 2

( , )
( , ) ( )

12

( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
             ( )   

12

i j i j

x i j
i j

x y x y

x i j i j i j i j

u x yu x vv x y C x
x x x

u x y v x y v x y v x yx C x
x x

δ

δ − +

∂ Δ ∂
= = − + Δ
∂ Δ ∂

− +⎛ ⎞Δ
= − + Δ⎜ ⎟

Δ Δ⎝ ⎠

 

也就是 

( )
2

4
1 1 22

( , ) 1( , ) ( , ) 10 ( , ) ( , ) ( )
12

x i j
i j i j i j i j

u x y
v x y v x y v x y v x y C x

x
δ

− += − + + + Δ
Δ

 

再由式（3-157）知，上式即为 

 
2

2 4
22

( , )
( , ) ( )x i j

x i j
u x y

v x y C x
x

δ
ε = + Δ

Δ
 （5-25） 

同理， 

 
2

2 4
32

( , )
( , ) ( )y i j

y i j
u x y

w x y C y
y

δ
ε = + Δ

Δ
 （5-26） 

此外，将算子 2 2
x yε ε 作用到式（5-24）上，则有 

 2 2 2 2
( , )

( ) ( , )
i j

x y x y i jx y
v w f x yε ε ε ε− + =  `（5-27） 

然后，将式（5-25）、式（5-26）一起代入式（5-27），则有 

 
2 2 2 2

2 2 4 4
2 32 2

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )y x i j x y i j

x y i j
u x y u x y

f x y C x C y
x y

ε δ ε δ
ε ε− − = + Δ + Δ

Δ Δ
 （5-28） 

于是，用数值解 ,i ju 代替精确解 ( , )i ju x y 并且忽略高阶小项，可得以下紧差分格式： 

 

2 2 2 2
, , 2 2

2 2

,

( , ),    1 1, 1 1,

( , ),    0,     0 ;    0,     0 .

y x i j x y i j
x y i j

s t s t

u u
f x y i m j n

x y
u x y s m t n t n s m

ε δ ε δ
ε ε

ϕ

⎧
− − = − −⎪

Δ Δ⎨
⎪ = = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤且 且

 （5-29） 
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易见此格式的局部截断误差为 4 4( )O x yΔ + Δ . 为计算方便，将式（5-29）中第一式整理化简，并利用

记号 2
1
x

β=
Δ

， 2
1
y

γ=
Δ

，可得 

1, 1 , 1 1, 1 1, ,

2 2
1, 1, 1 , 1 1, 1

( ) (10 2 ) ( ) (10 2 ) 20( )

(10 2 ) ( ) (10 2 ) ( ) 12 ( , )
i j i j i j i j i j

i j i j i j i j x y i j

u u u u u

u u u u f x y

β γ γ β β γ β γ β γ

β γ β γ γ β β γ ε ε
− − − + − −

+ − + + + +

+ + − + + + − − + +

− + + + − + + = −
 

此紧格式每一步计算要涉及到 9 个点，所以式（5-29）也称为九点紧差分格式.  
注意到上述差分格式无法直接写成线性方程组 A =x b的简单形式，只能写成 

1, 1 1,2 1

2, 1 2,2 1 1

2, 1 2,2 1 1

1, 1 1,2 1

20 0
0 20

0 20
0 20

j j

j j

m j m j

m j m j

u u
u u

u u
u u

η ξ ξ η
ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η
ξ η η ξ

−

−

− − −

− − −

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #% % % %  

2 2
1 0, 1 0, 1 1 0,1, 12

2 2
2, 1 22

2 2
2, 12 2

2 21, 12 1 , 1 , 1 1 ,

12 ( , ) ( )

12 ( , )0

0 12 ( , )

12 ( , ) ( )

x y j j j jj

j x y j

m j x y m j

m j x y m j m j m j m j

f x y u u uu
u f x y

u f x y
u f x y u u u

ε ε ξ ηη ξ
ε εξ η ξ

ξ η ξ ε ε
ξ η ε ε ξ η

− ++

+

− + −

− + − − +

− − + −⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ =
⎜ ⎟⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ − − + −⎝ ⎠

# #%

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （5-30） 

其中， 

 1 2,   10 2 ,    10 2ξ β γ η β γ η γ β= + = − = −  （5-31） 

为此仍记 

 T
1, 2, 1,( , , , )j j j m ju u u −=u " ，0 j n≤ ≤  （5-32） 

则原数值格式可以简写为 1 1( )j j j jC D− ++ + =u u u f ， 1, 2, , 1.j n= −"  其中， 

2 1

2 1 1

2 1 1

2 1

20 0
0 20

,     
0 20

0 20

C D

η ξ ξ η
ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η
ξ η η ξ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

% % % %  

且 

2 2
1 0, 1 0, 1 1 0,

2 2
2

2 2
2

2 2
1 , 1 , 1 1 ,

12 ( , ) ( )

12 ( , )

12 ( , )

12 ( , ) ( )

x y j j j j

x y j

j

x y m j

x y m j m j m j m j

f x y u u u

f x y

f x y

f x y u u u

ε ε ξ η

ε ε

ε ε

ε ε ξ η

− +

−

− − +

⎛ ⎞− − + −
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − + −⎝ ⎠

f # . 

为解出此方程组，将未知量 ju 按下标拉长成一个列向量，并写成块矩阵形式，得 
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1 1 0

2 2

2 2

1 1

n n

n n n

CD C
C D C

C D C
CC D

− −

− −

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

u f u
u f

u f
u f u

# #% % %  （5-33） 

式（5-33）可以具体写出来，参见本章最后的横版页式（5-34）. 由上一节的经验知，此线性方程组可

用迭代法求解. 为了更好地获得这些迭代格式，利用式（5-33）的具体形式（5-34）更容易得到迭代格

式. 式（5-34）的 Gauss-Seidel 迭代公式为 

( 1) 2 2 ( 1) ( ) ( 1) ( )
, 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1 [ 12 ( , ) ( )
20

k k k k k
i j x y i j i j i j i j i ju f x y u u u uε ε ξ

ξ
+ + +

− − − + + − + += − − + + + −
−

 

                     ( 1) ( ) ( 1) ( )
1 1, 1, 2 , 1 , 1( ) ( )]k k k k

i j i j i j i ju u u uη η+ +
− + − ++ − +  （5-35） 

以上迭代格式中，1 1,    1 1i m j n− −≤ ≤ ≤ ≤ ，且加括号的上标 k 表示迭代次数.  

二、九点紧差分格式的收敛性分析 

对于九点紧差分格式（5-29），有以下收敛定理.  

定理 5.2.1  若 Poisson 方程（5-1）的精确解 ( , )u x y 满足
6 6

6 6
( , )

( , ) ( , )max ,
x y

u x y u x y
x yΩ∈

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪
⎨ ⎬

∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭
D

有界，则九

点紧差分格式（5-29）是四阶收敛的.  
定理 5.2.1 的证明较复杂，主要是利用椭圆型方程理论中的能量估计借助 Sobolev 空间的范数来实

现的，只是此处为了证明差分格式的收敛性，将上述结论推广应用到离散空间. 为此，同一阶椭圆型

方程边值问题（这是一个常微分方程问题，参见第二章第六节）一样，首先需要引入一些记号，这些

记号本质上是 p
kW 空间的离散形式，而且是第二章第六节一维问题中相应记号的一个推广.  

设有一个相应于矩形求解域 [ , ] [ , ]a b c dΩ = × 上网格剖分为 , 0ix a i x i m= + ⋅Δ ≤ ≤ ，和

, 0jy c j y j n= + ⋅Δ ≤ ≤  的函数空间，这个函数空间中的元素都只在离散的网格节点 ( , )i jx y 处有定

义. 记其中的一个子空间为  
 , 0, , ,0 ,{ | , 0,   0 ,0 }h i j j m j i i nV v v v v v v i m j n= = = = =且 ≤ ≤ ≤ ≤  （5-36） 

对 hv V∈ 引入以下记号（分别相当于离散形式的 2 1, ,L L H∞ 范数）： 

 ,0 ,0
|| || max | |  i ji m j n

v v=
∞ ≤≤ ≤ ≤

 （5-37） 

 
1 1

2 2
, ,

0 0 1 1

|| ||
m n m n

i j i j
i j i j

v x y v x y v
− −

= = = =

= Δ Δ = Δ Δ∑∑ ∑∑  （5-38） 

 
2 21 1

1, , , 1 ,
1

0 0 0 0

| |
m n n m

i j i j i j i j

i j j i

v v v v
v x y x y

x y

− −
+ +

= = = =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= Δ Δ + Δ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑ ∑∑  

 
2 21 1 1 1

1, , , 1 ,

0 1 0 1

     
m n n m

i j i j i j i j

i j j i

v v v v
x y x y

x y

− − − −
+ +

= = = =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= Δ Δ + Δ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑ ∑∑  （5-39） 

则有以下引理成立.  
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引理 5.2.1  对 hv V∈ ，存在不依赖于 ,x yΔ Δ 的常数 1 2, 0C C > ，使得下面的式子成立： 

   （1） 1 1|| || | |v C v
∞
≤  （5-40） 

   （2） 2 1|| || | |v C v≤  （5-41） 

（3）对固定的某个 (0 )j j n≤ ≤ 及任一网格函数 p ： 

  
1 1 1

2
, , , 1, , 1, 1, , 1, ,

1 1 0

( 2 ) ( )( )
m m m

i j x i j i j i j i j i j i j i j i j i j
i i i

v p v p p p v v p pδ
− − −

− + + +
= = =

= − + = − − −∑ ∑ ∑   （5-42） 

证明：此证明与第二章第六节中引理 2.6.1 的证明相仿. 但为了清楚起见，还是一一写出.  
一方面，对固定的某个 , 0j j n≤ ≤ ，有 

( ) ( ) ( )
1

, , 1, 1, 2, 1, 0, 1, ,
0

( ),   1
k

k j k j k j k j k j j j i j i j
i

v v v v v v v v v k m
−

− − − +
=

= − + − + + − = −∑" ≤ ≤  

从而由 Cauchy-Schwartz 不等式得 

 
21 1 1 1

2 2 2 2
, 1, , 1, , 1, ,

0 0 0 0

1 ( ) 1 ( ) ( )
k k k k

k j i j i j i j i j i j i j
i i i i

v v v v v m v v
− − − −

+ + +
= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⋅ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑≤ ≤  （5-43） 

另一方面， 

 ( )
1

, , 1, 1, 2, 1, , 1, ,( ) ( ) ( ),   0 1
m

k j m j m j m j m j k j k j i j i j
i k

v v v v v v v v v k m
−

− − − + +
=

− = − + − + + − = − −∑" ≤ ≤  

从而 

 
21 1 1 1

2 2 2 2
, 1, , 1, , 1, ,( ) 1 ( ) ( )

m m m m

k j i j i j i j i j i j i j
i k i k i k i k

v v v v v m v v
− − − −

+ + +
= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑≤ ≤  （5-44） 

将式（5-43）和式（5-44）相加，得
1

2 2
, 1, ,

0

2 ( )
m

k j i j i j
i

v m v v
−

+
=

−∑≤ ，注意到m x b a⋅ Δ = − ，就有 

 
21

1, ,2
,

0

( ) ,   1 1,  0
2

m
i j i j

k j
i

v vb a xv k m j n
x

−
+

=

−⎛ ⎞− Δ
−⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

∑≤ ≤ ≤ ≤ ≤  （5-45） 

也就有 
21

1, ,2
,1 1,1 1

0

( )max | |
2

m
i j i j

k jk m j n
i

v vb a x yv
x

−
+

− −
=

−⎛ ⎞− Δ Δ
⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

∑
≤ ≤ ≤ ≤

≤  

将上式两端同乘以 yΔ 并关于下标 j 从 0 加到 1n − ，得 
21 1

1, ,2
,1 1,1 1

0 0

( )max | |
2

n m
i j i j

k jk m j n
j i

v vb a xn y v
x

− −
+

− −
= =

−⎛ ⎞− Δ
⋅Δ ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

∑∑
≤ ≤ ≤ ≤

≤  

再利用n y d c⋅ Δ = − 即得   
21 1

1, ,2
,1 1,1 1

0 0

( )max | |
2( )

n m
i j i j

k jk m j n
j i

v vb a x yv
d c x

− −
+

− −
= =

−⎛ ⎞− Δ Δ
⎜ ⎟− Δ⎝ ⎠

∑∑
≤ ≤ ≤ ≤

≤  

同理可得  
21 1

, 1 ,2
,1 1,1 1

0 0

( )max | |
2( )

m n
i j i j

i ki m k n
i j

v vd c x yv
b a y

− −
+

− −
= =

−⎛ ⎞− Δ Δ
⎜ ⎟− Δ⎝ ⎠

∑∑
≤≤ ≤ ≤

≤  
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再将上面两式相加，就有 

 
2 21 1 1 1

1, , , 1 ,2
,1 1,1 1

0 0 0 0

( ) ( )max | |
4( ) 4( )

n m m n
i j i j i j i j

i ji m j n
j i i j

v v v vb a x y d c x yv
d c x b a y

− − − −
+ +

− −
= = = =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ Δ − Δ Δ
+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− Δ − Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑ ∑∑
≤≤ ≤ ≤

≤  

              
2 21 1 1 1

1, , , 1 ,

0 1 1 0

( ) ( )max ,
4( ) 4( )

m n m n
i j i j i j i j

i j i j

v v v vb a d c x y
d c b a x y

− − − −
+ +

= = = =

⎧ ⎫− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎧ ⎫− − ⎪ ⎪⋅Δ Δ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − Δ Δ⎩ ⎭ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∑∑ ∑∑≤  

也就是存在不依赖于 ,x yΔ Δ 的常数 1C 使得式（5-40）成立. 此外，对式（5-45）两端同时乘以 yΔ 并关

于下标 j 从 1 加到 1n − ，就得 
21 1 1

1, ,2
,

1 1 0

( ) ,   1 1
2

n n m
i j i j

k j
j j i

v vb a x yy v k m
x

− − −
+

= = =

−⎛ ⎞− Δ Δ
Δ −⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
∑ ∑∑≤ ≤ ≤  

上式两端再同时乘以 xΔ 再关于下标 k 从 1 加到 1m − ，就得 
2 21 1 1 1 1 12 2

1, , 1, ,2
,

1 1 1 0 1 0

( ) ( )
2 2

m n n m n m
i j i j i j i j

k j
k j j i j i

v v v vb a x y b a x yx y v m
x x

− − − − − −
+ +

= = = = = =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ Δ − Δ Δ
Δ Δ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑ ∑∑ ∑∑≤  

同理， 
21 1 1 12

, 1 ,2
,

1 1 1 0

( )
2

m n m n
i j i j

k j
k j i j

v vd c x yx y v
y

− − − −
+

= = = =

−⎛ ⎞− Δ Δ
Δ Δ ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

∑∑ ∑∑≤  

再将上面两式相加得 
2 21 1 1 1 1 12 2

1, , , 1 ,2
,

1 1 1 0 1 0

( ) ( )2
2 2

m n n m m n
i j i j i j i j

i j
i j j i i j

v v v vb a x y d c x yx y v
x y

− − − − − −
+ +

= = = = = =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ Δ − Δ Δ
Δ Δ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑ ∑∑ ∑∑≤  

从而 
2 21 1 1 1 1 12 2

1, , , 1 ,2
,

1 1 1 0 1 0

( ) ( )
4

m n n m m n
i j i j i j i j

i j
i j j i i j

v v v vb a d cx y v x y
x y

− − − − − −
+ +

= = = = = =

⎧ ⎫− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − ⎪ ⎪Δ Δ Δ Δ +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∑∑ ∑∑ ∑∑≤  

也就是式（5-41）成立. 最后，易见 
1 1 1

, 1, , 1, , 1, , , , 1,
1 1 1

1 2

, 1, , 1, 1, ,
1 0
1

, 1, 1, , 0, 1, 0, , ,
0

   ( 2 ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) (

m m m

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j
i i i

m m

i j i j i j i j i j i j
i i
m

i j i j i j i j j j j m j m j m
i

v p p p v p p v p p

v p p v p p

v v p p v p p v p p

− − −

− + + −
= = =

− −

+ + +
= =

−

+ +
=

− + = − − −

= − − −

= − − − − + −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ 1,

1

1, , 1, ,
0

)

( )( )

j

m

i j i j i j i j
i

v v p p

−

−

+ +
=

= − − −∑

 

也就是式（5-42）成立，从而引理 5.2.1 证毕.  
引理 5.2.2  设 hv V∈ ，则 

 
2 22 2 2 21 1 1 1 1 1

, , 1, , , 1 ,
,2 2

1 1 0 1 1 0

2
3

m n m n m n
y x i j x y i j i j i j i j i j

i j
i j i j i j

v v v v v v
v

x yx y
ε δ ε δ− − − − − −

+ +

= = = = = =

⎧ ⎫⎛ ⎞ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪− − +⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ Δ ΔΔ Δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎩ ⎭
∑∑ ∑∑ ∑∑≥  （5-46） 
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证明：由式（5-42）类似地有 
1 1 1

2
, , , , 1 , , 1 , 1 , , 1 ,

1 1 0

( 2 ) ( )( )
n n n

i j y i j i j i j i j i j i j i j i j i j
j j j

v p v p p p v v p pδ
− − −

− + + +
= = =

= − + = − − −∑ ∑ ∑  

于是， 

  
2 2 2 21 1 1 1 1 1

, , 2 2 2 2
, , , , ,2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1( ) ( )
m n m n m n

y x i j x y i j
i j i j x y i j i j y x i j

i j i j i j

v v
v v v v v

x y x y
ε δ ε δ

δ ε δ ε
− − − − − −

= = = = = =

⎛ ⎞
− − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠

∑∑ ∑∑ ∑∑  

             

1 1 1 1
2 2 2 2

, , , ,2 2
1 1 1 1

1 1 1 1
2 2

1, , 1, , , 1 , , 1 ,2 2
1 0 1 0

1 1( ) ( )

1 1( ) ( ) ( ) ( )

n m m n

i j x y i j i j y x i j
j i i j

n m m n

i j i j y i j i j i j i j x i j i j
j i i j

v v v v
x y

v v v v v v v v
x y

δ ε δ ε

ε ε

− − − −

= = = =

− − − −

+ + + +
= = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ⋅ − + − ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑
 

              1 2T T= +:   （5-47） 

再记 , 1, ,i j i j i jp v v+= − ，则 ,0 , 0i i np p= =  且 

( )

( )

1 1 1 1
2 2

1 1, , 1, , , ,2 2
1 0 0 1

1 1

, , 1 , , 12
0 1

1 1
2 2 2 2 2
, , 1 , , , 12

0 1

1 1( ) ( )

1 ( 10 )
12

1 20
24

n m m n

i j i j y i j i j i j y i j
j i i j

m n

i j i j i j i j
i j

m n

i j i j i j i j i j
i j

T v v v v p p
x x

p p p p
x

p p p p p
x

ε ε
− − − −

+ +
= = = =

− −

− +
= =

− −

− +
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ⋅ − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + +
Δ

− − + − −
Δ

∑ ∑ ∑ ∑

∑∑

∑≥

( )
1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 2
, , 1 , 1 , , ,2 2

0 1 0 1 0 2

1 1 2 1
2 2 2
, , , ,0 ,2

0 1 1 2

2

1 1  18 18
24 24

1  18       ( 0)
24

1  
24

m n m n n n

i j i j i j i j i j i j
i j i j j j

m n n n

i j i j i j i i n
i j j j

p p p p p p
x x

p p p p p
x

x

− − − − −

− +
= = = = = =

− − − −

= = = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − = − −
⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − = =
⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠

=
Δ

∑

∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∵

1 1 1 1
2 2 2 2
, , 1 ,1 ,2

0 1 0 1

216
3

m n m n

i j i n i i j
i j i j

p p p p
x

− − − −

−
= = = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + ≥
⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑

 

           
21 1

1, ,

0 1

2=
3

m n
i j i j

i j

v v
x

− −
+

= =

−⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

∑∑   （5-48） 

同理， 

 
21 1

, 1 ,
2

1 0

2
3

m n
i j i j

i j

v v
T

y

− −
+

= =

−⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

∑∑≥  （5-49） 

从而由式（5-47）～式（5-49）得 
2 22 2 2 21 1 1 1 1 1

, , 1, , , 1 ,
,2 2

1 1 0 1 1 0

2
3

m n m n m n
y x i j x y i j i j i j i j i j

i j
i j i j i j

v v v v v v
v

x yx y
ε δ ε δ− − − − − −

+ +

= = = = = =

⎧ ⎫⎛ ⎞ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪− − +⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ Δ ΔΔ Δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎩ ⎭
∑∑ ∑∑ ∑∑≥  
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引理 5.2.2 证毕.  
引理 5.2.3  设 hv V∈ ，且满足以下方程： 

 

2 2 2 2
, ,

2 2

,

( , ),    1 1, 1 1

0,    0,    0 ;    0,     0

y x i j x y i j
i j

s t

v v
R x y i m j n

x y
v s m t n t n s m

ε δ ε δ⎧
− − = − −⎪

Δ Δ⎨
⎪ = = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤且 且

 （5-50） 

其中，R 为定义在Ω上的连续函数，则存在不依赖于 ,x yΔ Δ 的常数 0C > ，使得  

 1 1 1,1 1
| | max | ( , ) |i ji m j n
v C R x y

− −≤≤ ≤ ≤
≤  （5-51） 

证明：对方程（5-50）中的第一式两边同乘以 ,i jv ，然后关于下标 i 从 1 加到 1m − 并且关于下标 j

从 1 加到 1n − ，就有 
2 2 2 21 1 1 1

, ,
, ,2 2

1 1 1 1

1 1 1 1
2 2
,

1 1 1 1

( , )

1 ( , )
4

m n m n
y x i j x y i j

i j i j i j
i j i j

m n m n

i j i j
i j i j

v v
v R x y v

x y

C v R x y
Cε
ε

ε δ ε δ− − − −

= = = =

− − − −

= = = =

⎛ ⎞
− − =⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

+

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑≤

 

其中，正的常数Cε 待定. 再利用式（5-46）就有 

2 21 1 1 1 1 1 1 1
1, , , 1 , 2 2

,
0 1 1 0 1 1 1 1

2 1 ( , )
3 4

m n m n m n m n
i j i j i j i j

i j i j
i j i j i j i j

v v v v
C v R x y

x y Cε
ε

− − − − − − − −
+ +

= = = = = = = =

⎧ ⎫− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+ +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑≤  

从而由式（5-41）就得到 
1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 2 1

1 1 1 1

2 | | || || ( , ) | | ( , )
3 4 4

m n m n

i j i j
i j i j

x y x yv C v R x y C C v R x y
C Cε ε
ε ε

− − − −

= = = =

Δ Δ Δ Δ
+ +∑∑ ∑∑≤ ≤  

不妨取 2
2

1
3

C Cε = ，也就是取 2
2

1
3

C
Cε = ，上式即为 

1 12 2
2 2 22 2
1 1 1,1 1

1 1

9 9 ( )( )| | ( , ) max ( , )
4 4

m n

i j i ji m j n
i j

C C b a d cv x y R x y R x y
− −

− −
= =

− −
Δ Δ ∑∑

≤≤ ≤ ≤
≤ ≤  

从而式（5-51）成立.  
有了以上引理，就可以证明定理 5.2.1 了. 设误差 , , ( , )i j i j i je u u x y= − ，将式（5-29）减去式（5-28）

并联合边值条件知，网格函数 ,i j he V∈ 满足以下方程： 

2 2 2 2
, , 4 4

2 32 2

,

( ) ( ) ,    1 1, 1 1

0,    0,     0 ;    0,     0

y x i j x y i j

s t

e e
C x C y i m j n

x y
e s m t n t n s m

ε δ ε δ⎧
− − = Δ + Δ − −⎪

Δ Δ⎨
⎪ = = =⎩

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤且 且

 

利用引理 5.1.3，就有 4 4
1| | ( )e C x yΔ + Δ≤ . 再由式（5-40）就得 

4 4
, 10 ,0

max | ( , ) | || || | | ( )i j i ji m j n
u u x y e C e C x y− = Δ + Δ

∞≤≤ ≤ ≤
≤ ≤  

也就是说，九点紧差分格式（5-29）是四阶收敛的.  



微分方程的数值解法与程序实现 

 

  170

三、数值算例 

例 5.2.1  用九点紧差分格式求解椭圆型方程边值问题[1]： 
2 2

2
2 2

2

(π 1)e sin(π ),     0 2,   0 1

(0, ) sin(π ),       (2, ) e sin(π ), 0 1
( ,0) ( ,1) 0,    0 2

xu u y x y
x y

u y y u y y y
u x u x x

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
− + = − < < < <⎪ ⎜ ⎟

∂ ∂⎪ ⎝ ⎠
⎨

= =⎪
⎪ = = < <⎩

≤ ≤

 

已知此问题的精确解为 ( , ) e sin(π )xu x y y= . 分别取第一种步长
1

16
x yΔ = Δ = 和第二种步长

1
32

x yΔ = Δ = ，输出 6 个节点 (0.5 ,0.25) i 和 (0.5 ,0.5), 1,2,3i i = 处的数值解，并给出误差，要求在各节

点处最大误差的迭代误差限为 100.5 10−× .  
解：用 Gauss-Seidel 迭代，迭代初值均取为 0，程序见 Egch5_sec2_01.c. 计算结果列表如下

（表 5-2）. 

表 5-2  九点紧差分格式的计算结果 

( , )i jx y  
第一种步长 

数值解 i ju  
误差 −｜ ( , ) |i j i ju u x y  

第二种步长 

数值解 i ju  
误差 −｜ ( , ) |i j i ju u x y  

(0.50,0.25) 1.165829 6.7140 e−6 1.165822 4.1552 e−7 

(1.00,0.25) 1.922127 1.1487 e−5 1.922116 7.1227 e−7 

(1.50,0.25) 3.169047 1.4319 e−5 3.169034 8.9066 e−7 

(0.50,0.50) 1.648731 9.4951 e−6 1.648722 5.8773 e−7 

(1.00,0.50) 2.718298 1.6245 e−5 2.718283 1.0074 e−6 

(1.50,0.50) 4.481709 2.0250 e−5 4.481690 1.2597 e−6 

从数值结果可见，当步长减半时，误差约减为原来的 1/16，从而数值格式是四阶收敛的.  

第三节  混合边界条件下的差分方法 

本节主要研究混合边界条件（即带导数的边界条件）下的椭圆型方程的解法. 我们将考察如下椭

圆型方程混合边值问题： 
2 2

2 2
( , ) ( , ) ( , ),     ( , )

( , ) ( , ) ( , ),    ( , )

u x y u x y f x y x y
x y

u x y x y u x y x y

Ω

λ μ Ω Γ

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
− + = ∈⎪ ⎜ ⎟⎪ ∂ ∂⎝ ⎠⎨
∂⎪ + = ∈∂ =⎪ ∂⎩ n

D

 

其中，矩形域 { } ( , ) | ,  x y a x b c y dΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ ， ( , )f x y 为Ω上的连续函数，n是 Γ 上的单位法向量，

从而
( , )u x y∂
∂n

表示方向导数， ( , ), ( , )x y x yλ μ 为 Γ 上的连续函数且 ( , )x yλ 非负. 对于矩形域 Ω 而言，其

边界上的法向量没有统一的表达式，需要对四条边界线段分别讨论. 易见，在左边界 1 ( 1,0)= −n ，从而边

界条件实为 1
( , )

( , ) ( , )
a y

u x y u a y
x

λ μ∂⎛ ⎞− + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
；在右边界 2 (1,0)=n ，边界条件就是

( , )

( , )
b y

u x y u
x

λ∂⎛ ⎞+⎜ ⎟∂⎝ ⎠
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2 ( , )b yμ= ；在下边界 3 (0, 1)= −n ，边界条件为 3
( , )

( , ) ( , )
x c

u x y u x c
y

λ μ
⎛ ⎞∂
− + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

；最后，在上边界

4 (0,1)=n ，边界条件为 4
( , )

( , ) ( , )
x d

u x y u x d
y

λ μ
⎛ ⎞∂

+ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
. 于是，上述椭圆型方程的混合边界问题可以具

体写成以下形式： 

2 2

2 2

1
( , )

2
( , )

1
( , )

( , ) ( , ) ( , ),     ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( ),         ,

( , ) ( , ) ( ),         ,

( , ) ( , ) ( ),        

a y

b y

x c

u x y u x y f x y x y a b c d
x y

u x y x y u y c y d
x

u x y x y u y c y d
x

u x y x y u x
y

λ ϕ

λ ϕ

λ ψ

⎛ ⎞∂ ∂
− + = ∈ ×⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∂⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

≤ ≤

≤ ≤

2
( , )

 ,

( , ) ( , ) ( ),         .
x d

a x b

u x y x y u x a x b
y

λ ψ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎛ ⎞∂⎪ + =⎜ ⎟∂⎪⎝ ⎠⎩

≤ ≤

≤ ≤

 

以下就对上述方程进行差分格式设计并进行数值算例实现.  

一、二阶差分格式 

同前面两小节一样，首先对矩形区域  Ω 进行等距剖分，得到网各节点 ( , )i jx y ，且

(0 ),  ;i
b ax a i x i m x

m
−

= + ⋅Δ Δ =≤ ≤ (0 ),  j
d cy c j y j n y

n
−

= + ⋅Δ Δ =≤ ≤ . 将方程弱化使之仅在节点处

成立，从而有 

0

0

2 2

2 2
( , )

0 0 1
( , )

2
( , )

0
( , )

( , ) ( , ) ( , ),     1 1,  1 1,

( , ) ( , ) ( , ) ( ),         0 ,

( , ) ( , ) ( , ) ( ),       0 ,

( , ) ( ,

i j

j

m j

i

i j
x y

j j j
x y

m j m j j
x y

i
x y

u x y u x y f x y i m j n
x y

u x y x y u x y y j n
x

u x y x y u x y y j n
x

u x y x y
y

λ ϕ

λ ϕ

λ

⎛ ⎞∂ ∂
− + = − −⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠

∂
− =

∂

∂
+ =

∂

∂
−

∂

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

0 1

2
( , )

) ( , ) ( ),         0 ,

( , ) ( , ) ( , ) ( ),         0 .
i n

i i

i n i n i
x y

u x y x i m

u x y x y u x y x i m
y

ψ

λ ψ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ =⎪
⎪
⎪∂

+ =⎪
∂⎪⎩

≤ ≤

≤ ≤

 

将上式中的一阶、二阶偏导数分别用关于一阶导数的中心差商和关于二阶导数的中心差商来近似，

就得 
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1 1 1 1
2 2

2 2

1 1 2
0 0 1

1

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

( , ) ( ),     1 1,  1 1,

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( ) ( ),         0 ,

2
( , ) (

i j i j i j i j i j i j

i j

j j
j j j

m j m

u x y u x y u x y u x y u x y u x y
x y

f x y O x y i m j n

u x y u x y
x y u x y y O x j n

x
u x y u x

λ ϕ

− + − +

−

+

− + − +⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

Δ Δ⎝ ⎠
= + Δ + Δ − −

−
− = + Δ

Δ
−

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

1 2
2

21 1
0 0 1

21 1
2

, )
( , ) ( , ) ( ) ( ),       0 ,

2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ),         0 ,

2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ),         0 .

2

j
m j m j j

i i
i i i

i n i n
i n i n i

y
x y u x y y O x j n

x
u x y u x y x y u x y x O y i m

y
u x y u x y x y u x y x O y i m

y

λ ϕ

λ ψ

λ ψ

−

−

+ −

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨

+ = + Δ
Δ

−
− = + Δ

Δ
−

+ = + Δ
Δ

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

然后用数值解 ,i ju 代替精确解 ( , )i ju x y 并忽略高阶小项，就得到以下数值格式： 

 

1, , 1, , 1 , , 1
,2 2

1, 1, 1 0, 0,

1, 1

2 2
,  

  1 1,  1 1,                                              (0)
2 ( ( )+ ),         0 ,             (1)

i j i j i j i j i j i j
i j

j j j j j

m j m

u u u u u u
f

x y
i m j n

u u x y u j n

u u

ϕ λ

− + − +

−

+ −

− + − +⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟

Δ Δ⎝ ⎠
− −

− = Δ

−

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

, 2 , ,

,1 , 1 1 ,0 ,0

              , 1 , 1 2 , ,

2 ( ( ) ),       0 ,      (2)

2 ( ( ) ),         0 ,              (3)
2 ( ( ) ),         0 . (4)

j j m j m j

i i i i i

i n i n i i n i n

x y u j n

u u y x u i m
u u y x u i m

ϕ λ

ψ λ

ψ λ
−

+ −

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ = Δ −⎪
⎪ − = Δ +
⎪

− = Δ −⎪⎩

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 （5-52） 

其中， , ,( , ),    ( , )i j i j i j i jx y f f x yλ λ= = . 易见，此格式的局部截断误差为 2 2( )O x yΔ + Δ ，且其中下标越

界的情况需要进一步处理. 由于函数的连续性，不妨认为式（5-52）中的方程（0）对 0i = 也成立，即有 

1, 0, 1, 0, 1 0, 0, 1
,2 2

2 2
,     1 1j j j j j j

i j
u u u u u u

f j n
x y

− − +− + − +⎛ ⎞
− + = −⎜ ⎟

Δ Δ⎝ ⎠
≤ ≤  

再从方程（1）中解出 1, 1, 1 0, 0,2 ( ( )+ )j j j j ju u x y uϕ λ− = − Δ 代入上式，就有 

 1, 0, 0, 0, 1 0, 0, 1
, 12 2

2 2(1 ) 2 2 ( ),     1 1j j j j j j
i j j

u x u u u u
f y j n

xx y
λ

ϕ− +− + Δ − +
− − = − −

ΔΔ Δ
≤ ≤  （5-53） 

同样，分别设方程（0）对 , 0,i m j j n= = = 成立，再分别从方程（2）、（3）、（4）中解出 1, , 1 , 1, ,m j i i nu u u+ − +

代入前面刚得到的方程，就能处理掉越界下标，得到以下格式： 

1, , 1, , 1 , , 1
,2 2

1, 0, 0, 0, 1 0, 0, 1
0, 12 2

1,

2 2
,  1 1,  1 1,                  (0 )

2 2(1 ) 2 2 ( ),     1 1,             (1 )

2 2(1

i j i j i j i j i j i j
i j

j j j j j j
j j

m j

u u u u u u
f i m j n

x y
u x u u u u

f y j n
xx y

u x

λ
ϕ

λ

− + − +

− +

−

− + − +
′− − = − −

Δ Δ
− + Δ − +

′− − = − −
ΔΔ Δ

− + Δ
−

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

, , , 1 , , 1
, 22 2

1,0 ,0 1,0 ,1 ,0 ,0
,0 12 2

1, , 1, , 1
2

) 2 2 ( ),     1 1,       (2 )

2 2 2(1 ) 2 ( ),     1 1,             (3 )

2 2 2(1

m j m j m j m j m j
m j j

i i i i i i
i i

i n i n i n i n

u u u u
f y j n

xx y
u u u u y u

f x i m
yx y

u u u u
x

ϕ

λ
ψ

− +

− +

− + −

− +
′− = + −

ΔΔ Δ
− + − + Δ

′− − = − −
ΔΔ Δ

− + − +
− −

Δ

≤ ≤

≤ ≤

, ,
             , 22

) 2 ( ),     1 1. (4 )i n i n
i n i

y u
f x i m

yy
λ

ψ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ Δ⎪ ′= + −⎪ ΔΔ⎩

≤ ≤
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至此，我们共有 ( 1)( 1)m n+ + 个待求量 , , 0 ,0i ju i m j n≤ ≤ ≤ ≤ ，而现有 ( 1)( 1)m n− − 个关于内节点的

方程，2( 1)n − 个关于左、右边界上的节点（不含端点）的方程及 2( 1)m − 个关于上、下边界上的节点

（也不含端点）的方程，还需要补充 
( 1)( 1) ( 1)( 1) 2( 1) 2( 1) 4m n m n n m+ + − − − − − − − =  

个方程，也就是关于矩形区域 Ω 的 4 个顶点的方程. 为此，设方程（0）对 0, 0i j= = 成立，即 

1,0 0,0 1,0 0, 1 0,0 0,1
0,02 2

2 2u u u u u u
f

x y
− −− + − +

− − =
Δ Δ

 

然后再从（1）和（3）中分别解出 1,0 1,0 1 0 0,0 0,02 ( ( )+ )u u x y uϕ λ− = − Δ 和 0, 1 0,1 1 0 0,0 0,02 ( ( ) )u u y x uψ λ− = − Δ +

代入上式就得到 Ω 左下顶点处的方程： 

1,0 0,0 0,0 0,1 0,0 0,0
0,0 1 0 1 02 2

2 2(1 ) 2 2 (1 ) 2 2( ) ( )
u x u u y u

f y x
x yx y

λ λ
ϕ ψ

− + Δ − + Δ
− − = − −

Δ ΔΔ Δ
 

上式可以化简为 

1,0 0,0 0,0 0,1
0,0 0,0 1 0 1 02 2 2 2

2 2(1 ) 2 (1 ) 2 2 2( ) ( )
u x y u

u f y x
x yx x y y

λ λ
ϕ ψ

+ Δ + Δ⎡ ⎤
− + + − = − −⎢ ⎥ Δ ΔΔ Δ Δ Δ⎣ ⎦

 

同样，设方程（0）分别对 , 0i m j= = 、 0,i j n= = 和 ,i m j n= = 成立，然后再从（2）和（3）中解出

1,0 , 1,m mu u+ − 、 1, 0, 1,n nu u− + 和 1, , 1,m n m nu u+ + 分别代入刚才得到的 3 个方程，就得到 Ω 的右下顶点、左上顶

点和右上顶点处的方程. 这样，我们就有了完整的处理带导数边界条件的椭圆型方程的数值格式： 

, 1 1, 1, , 1
, ,2 2 2 2 2 2

0, 1 0, 1, 0, 1
0, 0, 12 2 2 2 2

, 1 1,
2

1 12 ,  1 1,  1 1, (0 )

2(1 ) 22 2 ( ),     1 1, (1 )

2

i j i j i j i j
i j i j

j j j j
j j j

m j m j

u u u u
u f i m j n

y x x y x y

u x u u
u f y j n

xy x y x y

u u

y

λ
ϕ

− − + +

− +

− −

⎡ ⎤
′− − + + − − = − −⎢ ⎥

Δ Δ Δ Δ Δ Δ⎣ ⎦
+ Δ⎡ ⎤

′− + + − − = − −⎢ ⎥ ΔΔ Δ Δ Δ Δ⎣ ⎦

− −
Δ Δ

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

, , 1
, , 22 2 2 2

1,0 ,0 1,0 ,1
,0 ,0 12 2 2 2 2

1, , 1
2 2 2

2 (1 ) 2 2 ( ),     1 1, (2 )

2(1 ) 22 2 ( ),     1 1, (3 )

2 2(12

m j m j
m j m j j

i i i i
i i i

i n i n i

x u
u f y j n

xx x y y

u y u u
u f x i m

yx x y x y

u u y
x y x

λ
ϕ

λ
ψ

λ

+

− +

− −

+ Δ⎡ ⎤
′+ + − = + −⎢ ⎥ ΔΔ Δ Δ⎣ ⎦

+ Δ⎡ ⎤
′− + + − − = − −⎢ ⎥ ΔΔ Δ Δ Δ Δ⎣ ⎦

+ Δ
− − + +
Δ Δ Δ

≤ ≤

≤ ≤

, 1,
, , 22 2

0,0 0,0 1,0 0,1
0,0 0,0 1 0 1 02 2 2 2

1,0 ,0 ,0
,02 2 2

) 2 ( ),     1 1, (4 )

2(1 ) 2 (1 ) 2 2 2 2( ) ( ), (5 )

2 2(1 ) 2 (1 ) 2

n i n
i n i n i

m m m m
m

u
u f x i m

yy x

x y u u
u f y x

x yx y x y

u x y u
u

x x y

ψ

λ λ
ϕ ψ

λ λ

+

−

⎡ ⎤
′− = + −⎢ ⎥ ΔΔ Δ⎣ ⎦

+ Δ + Δ⎡ ⎤
′+ − − = − −⎢ ⎥ Δ ΔΔ Δ Δ Δ⎣ ⎦

+ Δ + Δ⎡ ⎤
− + + −⎢ ⎥

Δ Δ Δ⎣ ⎦

≤ ≤

,1
,0 2 0 12

0, 1 0, 0, 1,
0, 0, 1 2 02 2 2 2

, 1 1, , ,
, , 22 2 2 2

2 2( ) ( ), (6 )

2 2(1 ) 2 (1 ) 2 2 2( ) ( ), (7 )

2 2 2(1 ) 2 (1 ) 2 (

m m

n n n n
n n n

m n m n m n m n
m n m n

f y x
x yy

u x y u
u f y x

x yy x y x

u u x y
u f y

xy x x y

ϕ ψ

λ λ
ϕ ψ

λ λ
ϕ

−

− −

′= + −
Δ ΔΔ

+ Δ + Δ⎡ ⎤
′− + + − = − +⎢ ⎥ Δ ΔΔ Δ Δ Δ⎣ ⎦

+ Δ + Δ⎡ ⎤
− − + + = +⎢ ⎥ ΔΔ Δ Δ Δ⎣ ⎦

2
2) ( ). (8 )n mx
y
ψ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

′+⎪ Δ⎪⎩

 

为简单起见，记 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2,  ,  2 ,   ,   

x yx y x y
β γ α ξ η

⎛ ⎞
= = = + = =⎜ ⎟ Δ ΔΔ Δ Δ Δ⎝ ⎠

，则有 
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, 1 1, , 1, , 1 ,

0, 1 0, 0, 1, 0, 1 0, 1

, 1 1, , , , 1 , 2

,  1 1,  1 1, (0 )

2 ( ),     1 1, (1 )

2 ( ),     1

i j i j i j i j i j i j

j j j j j j j

m j m j m j m j m j m j j

u u u u u f i m j n

u u u u f y j n

u u u u f y j n

γ β α β γ

γ α ξλ β γ ξϕ

γ β α ξλ γ ξϕ

− − + +

− +

− − +

′− − + − − = − −

′⎡ ⎤− + + − − = − −⎣ ⎦
⎡ ⎤− − + + − = +⎣ ⎦

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

1,0 ,0 ,0 1,0 ,1 ,0 1

 , 1 1, , , 1, , 2

0,0 0,0 1,0 0,1 0,0 1 0 1

1, (2 )

2 ( ),     1 1, (3 )

2 ( ),     1 1, (4 )

( ) 2 2 ( ) (

i i i i i i i

i n i n i n i n i n i n i

u u u u f x i m

u u u u f x i m

u u u f y x

β α ηλ β γ ηψ

γ β α ηλ β ηψ

α ξ η λ β γ ξϕ ηψ

− +

− − +

′−

′⎡ ⎤− + + − − = − −⎣ ⎦
′⎡ ⎤− − + + − = + −⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + − − = − −⎣ ⎦

≤ ≤

≤ ≤

0

1,0 ,0 ,0 ,1 ,0 2 0 1

0, 1 0, 0, 1, 0, 1 2 0

, 1 1, , , , 2 2

),  (5 )

2 ( ) 2 ( ) ( ),  (6 )

2 ( ) 2 ( ) ( ), (7 )

2 2 ( ) ( ) ( ), (8 )

m m m m m m

n n n n n n

m n m n m n m n m n n m

u u u f y x

u u u f y x

u u u f y x

β α ξ η λ γ ξϕ ηψ

γ α ξ η λ β ξϕ ηψ

γ β α ξ η λ ξϕ ηψ

−

−

− −

⎧
⎪

⎨
′

′⎡ ⎤− + + + − = + −⎣ ⎦
′⎡ ⎤− + + + − = − +⎣ ⎦
′⎡ ⎤− − + + + = + +⎣ ⎦

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 （5-54） 

为实际计算方便，可将上述方程组（5-54）写成矩阵形式.  
首先，方程组（5-54）中的（3′）、（5′）、（6′）可以写成 

0,0

1,0

2,0

2,0

1,0

,0

0,0 0,1

1,0

2,0

2,0

1,0

,0

( ) 2

2 ( )

2
2

2

2
2

2

m

m

m

m

m

m

u u
u
u

u
u
u

α ξ η λ β
β α ηλ β

β α ηλ β

β α ηλ β
β α ηλ β

β α ξ η λ

γ
γ

γ

γ
γ

γ

−

−

−

−

+ + −⎛ ⎞
⎜ ⎟− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟− + −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + −
⎜ ⎟

− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

% % %

# % % %

0,0 1 0 1 0

1,1 1,0 1 1

2,1 2,0 1 2

2,1 2,0 1 2

1,1 1,0 1 1

,1 ,0 1 2 0

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( ) ( )

m m m

m m m

m m m

f x y
u f x
u f x

u f x
u f x
u f x y

ηψ ξϕ
ηψ
ηψ

ηψ
ηψ

ηψ ξϕ

− − −

− − −

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #

 

  （5-55） 
上面的式子可以简记为 
 0 1 02C A+ =u u f  （5-56） 

其中， A Iγ= − ， I 为 1m + 阶单位矩阵，且C 为式（5-55）最左端的三对角矩阵， 0f 为式（5-55）右

端的向量， T
0, 1, 1, ,( , , , , ) , 0j j j m j m ju u u u j n−=u " ≤ ≤ . 接着，方程组（5-54）中的（0′）、（1′）、（2′）

可以写成 

0, 1

1, 1

2, 1

2, 1

1, 1

, 1

j

j

j

m j

m j

m j

u
u
u

u
u
u

γ
γ

γ

γ
γ

γ

−

−

−

− −

− −

−

⎛ ⎞−⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟

− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

#% % %  
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0, 0,

1,

2,

2,

1,

, ,

2

2

j j

j

j

m j

m j

m j m j

u
u
u

u
u
u

α ξλ β
β α β

β α β

β α β
β α β

β α ξλ

−

−

+ −⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟

− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠⎝ ⎠

% % % #  

0, 1 0, 1

1, 1 1,

2, 1 2,

2, 1 2,

1, 1 1,

, 1 , 2

( )

,   1 1

( )

j j j

j j

j j

m j m j

m j m j

m j m j j

u f y
u f
u f

j n
u f
u f
u f y

ξϕγ
γ

γ

γ
γ

ξϕγ

+

+

+

− + −

− + −

+

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ +−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #% % % ≤ ≤  （5-57） 

这个式子可以简记为 
 1 1 ,    1 1j j j j jA B A j n− ++ + = −u u u f ≤ ≤  （5-58） 

其中， jB 为式（5-57）中的三对角矩阵， jf 为式（5-57）右端的向量. 最后，方程组（4′）、（7′）、（8′）可

以写成 
0, 1

1, 1

2, 1

2, 1

1, 1

, 1

2
2

2

2
2

2

n

n

n

m n

m n

m n

u
u
u

u
u
u

γ
γ

γ

γ
γ

γ

−

−

−

− −

− −

−

− ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟

− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

#% % %  

0,

1,

2,

2,

1,

,

0, 0, 2 0 1

1, 1, 2 1

2, 2, 2 2

2,

1,

,

( ) 2

2 ( )

( ) ( )
( )
( )

n

n

n

m n

m n

m n

n n n

n n

n n

m n m

m n

m n

u f x y
u f x
u f x

u f
u
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                                            （5-59） 
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这个式子可以简记为 
 12 n n nA D− + =u u f  （5-60） 

其中，D 为式（5-59）中的三对角矩阵， nf 为（5-59）右端的向量. 于是，由式（5-56）、式（5-58）

和式（5-60）可知数值格式的式（5-54）写成块三对角矩阵形式即为 

 

0 0

1 11

2 22

2 22

1 11

2

2

m mm

m mm

m m

C A
A B A

A B A

A B A
A B A

A D

− −−

− −−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

u f
u f
u f

u f
u f
u f

# #% % %  （5-61） 

求解式（5-61）时仍可用 Gauss-Seidel 迭代法.  

二、差分格式的收敛性分析 

差分格式（5-54）或式（5-61）是二阶收敛的，其证明过程较为复杂，此处略过.  

三、数值算例 

例 5.3.1  用差分格式（5-54）求解椭圆型方程混合边值问题： 

2 2
2

2 2

2 2 2

(0, )

2 2 2 2

(2, )

2 2

( , )

(π 1)e sin(π ),     0 2,   0 1,

( , ) ( ) (1 )sin(π ),         0 1,

( , ) ( ) (5 )e sin(π ),     0 1,

( , ) ( ) π

x

y

y

x c

u u y x y
x y

u x y x y u y y y
x

u x y x y u y y y
x

u x y x y u
y

⎛ ⎞∂ ∂
− + = − < < < <⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
∂⎛ ⎞− + = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∂⎛ ⎞+ + = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
− + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

≤ ≤

≤ ≤

2 2

( , )

e ,         0 1,

( , ) ( ) πe ,      0 1.

x

x

x d

x

u x y x y u x
y

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎛ ⎞∂⎪ + + = −⎜ ⎟∂⎪⎝ ⎠⎩

≤ ≤

≤ ≤

 

已知此问题的精确解为 ( , ) e sin(π )xu x y y= . 分别取第一种步长
1

16
x yΔ = Δ = 和第二种步长

1
32

x yΔ = Δ = ，输出 6 个节点 (0.5 ,0.25) i 和 (0.5 ,0.5), 1,2,3i i = 处的数值解，并给出误差，要求在各

节点处最大误差的迭代误差限为 100.5 10−× .  
解：用Gauss-Seidel迭代，迭代初值均取为0，程序见Egch5_sec3_01.c. 计算结果列表如下（表5-3）. 

表 5-3  差分格式的式（5-54）的计算结果 

( , )i jx y  
第一种步长 

数值解 i ju  
误差 −｜ ( , ) |i j i ju u x y  

第二种步长 

数值解 i ju  
误差 −｜ ( , ) |i j i ju u x y  

(0.50,0.25) 1.152179 1.3643 e−2 1.162412 3.4097 e−3 
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续表     

( , )i jx y  
第一种步长 

数值解 i ju  
误差 −｜ ( , ) |i j i ju u x y  

第二种步长 

数值解 i ju  
误差 −｜ ( , ) |i j i ju u x y  

(1.00,0.25) 1.911016 1.1100 e−2 1.919341 2.7745 e−3 

(1.50,0.25) 3.162159 6.8738 e−3 3.167313 1.7193 e−3 

(0.50,0.50) 1.638607 1.0115 e−2 1.646193 2.5286 e−3 

(1.00,0.50) 2.711255 7.0265 e−3 2.716524 1.7575 e−3 

(1.50,0.50) 4.479936 1.7526 e−3 4.481249 4.3972 e−4 

从数值结果可见，当步长减半时，误差约减为原来的 1/4，从而数值格式是二阶收敛的.  

本章参考文献 

[ 1 ] 孙志忠. 偏微分方程数值解法. 北京：科学出版社，2005. 

本章要求及小结 

1．掌握椭圆型方程边值问题的五点菱形差分方法的设计思路，知道这个格式无法写成简单的线

性方程组的形式，只能写成较为复杂的块三对角矩阵形式. 掌握常用的迭代法用于求解系数矩阵为稀

疏矩阵的线性方程组.  
2．掌握椭圆型方程边值问题的九点紧差分方法的设计思路，本质上是通过引入中间变量，进一

步提高局部截断误差的精度. 掌握用迭代法求解九点紧差分格式.  
3．掌握椭圆型方程五点菱形格式的极值原理.  
4．了解用于证明九点紧差分格式收敛的能量估计方法.  
5．在数值格式写出以后，学会用矩阵将其表示出来.  
6．程序调试正确以后，通过对网格加密 1 倍，观察数值结果的变化，从而从数值上初步判断数

值方法的阶数.  

习  题  五 

1．证明数值格式（5-3）唯一可解.  
2．用五点菱形格式（5-3）求解椭圆型方程边值问题： 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2

4 2 ,     1 2,   0 3,
( 2 )

(1, ) ln(1 2 ),       (2, ) ln(4 2 ), 0 1,

( ,0) 2ln ,       ( ,3) ln(18 ),    1 2.

u u y x x y
x y x y

u y y u y y y

u x x u x x x

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ −
− + = < < < <⎪ ⎜ ⎟

∂ ∂ +⎝ ⎠⎪
⎨

= + = +⎪
⎪ = = + < <⎩

≤ ≤

 

已知此问题的精确解为 2 2( , ) ln( 2 )u x y x y= + . 分别取第一种剖分数 20,  30m n= = 和第二种剖分数

40,  60m n= = ，输出 10 个节点 (1.25,0.5 ) i 和 (1.75,0.5 ), 1,2,3,4,5i i = 处的数值解，并给出误差，要

求在各节点处最大误差的迭代误差限为 100.5 10−× .  
3．用九点紧差分格式（5-29）求解椭圆型方程边值问题： 
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2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2

4 2 ,     1 2,   0 3,
( 2 )

(1, ) ln(1 2 ),       (2, ) ln(4 2 ), 0 1,

( ,0) 2ln ,       ( ,3) ln(18 ),    1 2.

u u y x x y
x y x y

u y y u y y y

u x x u x x x

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ −
− + = < < < <⎪ ⎜ ⎟

∂ ∂ +⎝ ⎠⎪
⎨

= + = +⎪
⎪ = = + < <⎩

≤ ≤

 

已知此问题的精确解为 2 2( , ) ln( 2 )u x y x y= + . 分别取第一种剖分数 20,  30m n= = 和第二种剖分数

40,  60m n= = ，输出 10 个节点 (1.25,0.5 ) i 和 (1.75,0.5 ), 1,2,3,4,5i i = 处的数值解，并给出误差，要

求在各节点处最大误差的迭代误差限为 100.5 10−× .  
4．用二阶格式的式（5-54）求解椭圆型方程混合边值问题： 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2
2

(1, )

2
2

(2, )

( ,0)

4 2 ,     1 2,   0 3,
( 2 )

( , ) 2 ln(1 2 ),         0 3,
1 2

( , ) 2 ln(4 2 ),     0 3,
2

( , ) 2ln ,         1

y

y

x

u u y x x y
x y x y

u x y u y y
x y

u x y u y y
x y

u x y u x x
y

⎛ ⎞∂ ∂ −
− + = < < < <⎜ ⎟

∂ ∂ +⎝ ⎠
∂⎛ ⎞− = − +⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠

∂⎛ ⎞+ = + +⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
− = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

2
2

( ,3)

2,

( , ) 12 ln(18 ),      1 2.
18x

u x y u x x
y x

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎛ ⎞∂⎪ + = + +⎜ ⎟∂ +⎪⎝ ⎠⎩

≤ ≤

 

已知此问题的精确解为 2 2( , ) ln( 2 )u x y x y= + . 分别取第一种剖分数 20,  30m n= = 和第二种剖分数

40,  60m n= = ，输出 10 个节点 (1.25,0.5 ) i 和 (1.75,0.5 ), 1,2,3,4,5i i = 处的数值解，并给出误差，要

求在各节点处最大误差的迭代误差限为 100.5 10−× .  
5．考虑以下双调和方程的边值问题： 

( )
4 4 4

2
4 2 2 4( , ) ( , ) 2 ( , ),    ( , ) ,

( , ) ( , ),  ( , ) ( , ),  ( , ) .

u u uu x y u x y f x y x y
x x y y

u x y x y u x y x y x y

Ω

ϕ ψ Ω Γ

⎧ ∂ ∂ ∂
Δ = Δ Δ = + + = ∈⎪

∂ ∂ ∂ ∂⎨
⎪ = Δ = ∈∂ =⎩

D

 

其中， ( , )f x y 是定义在Ω 上的连续函数， ( , ), ( , )x y x yϕ ψ 是定义在 Ω∂ 上的连续函数. 试通过引入中

间变量的方法，将原四阶方程降阶为二阶方程组，并设计数值格式.  
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第六章  有限元法简介 

自然科学与工程领域中很多问题的数学模型都是以微分方程或积分方程的形式给出的，而我们已

经知道这些方程的精确解通常是很难得到的，要想了解这些方程的性态就不得不借助于数值方法. 虽
然数值方法在形式上可能千差万别，但实质却是类似的，即将连续情形下的原问题（通常是无限维的）

通过一些数值计算上的方法和技巧，离散为一个有限维的问题，从而得到只有有限个未知量的离散系

统，它可以是线性的，也可以是非线性的，然后再通过合适的算法来求解. 之前我们学习的差分法就

是其中入门较容易的一种数值方法，它在求解常微分方程、抛物型方程和双曲型方程的定解问题方面

都比较简单，但在处理椭圆型方程的边值问题时，无论是在格式的设计、理论误差分析还是在编程实

践上都显得复杂、深奥. 而解决椭圆型方程边值问题最有效的方法就是本章要介绍的有限单元法，简

称有限元法.  
有限元法是 20 世纪 50 年代初由工程师们在求解结构力学问题（如梁、板问题等）中提出来的，

基本做法是将复杂的结构体分成有限小块，俗称单元，先在每个结构性质相对简单的小单元上作分析，

最后进行总的合成，这也是有限元法名称的由来. 在 20 世纪 60 年代中期，以中科院冯康先生为代表

的中国学者与西方学者独立并行地研究了有限元法的数学理论，发现其理论基础主要是 20 世纪初数学

理论中的变分法和Sobolev空间理论. 与常用的有限差分法相比较，有限元法还是有不少优势的. 比如，

有限元法从数学物理问题的变分原理出发，从整体来描述原问题，而差分法则是局部描述原问题；有

限元法对求解区域的剖分离散可以是多样的，如对二维平面区域可以使用三角形剖分，也可以使用矩

形剖分，剖分后的小单元甚至可以是曲边的，而差分法则局限于处理矩形区域，而且只进行矩形剖分；

有限元法最后得到的数值结果是分片的，数值解在剖分区域内的每一点都有定义，而差分法最后得到

的数值解只在孤立的节点有定义.  
我们可以把有限元法想象成一个黑箱[1]，将一个微分方程边值问题输入这个黑箱，输出的则是一

个算法，算法转化成计算机语言代码得到的最终结果是逼近原问题的数值解. 作为数学及其相关专业

的学生，需要明白这个黑箱的工作原理. 当然，从本教材的难度、深度和广度来讲，我们只对有限元

法作一个简单的介绍，不准备牵扯太多的细节，有兴趣的读者可以参考专业的书籍更深入地学习研究.  

第一节  一 个 引 例 

我们将在这一小节通过一个简单的模型问题来初步了解有限元法的基本思想、理论工具及实际操

作的方法.  

一、常微分方程两点边值问题的等价形式 

考察下面的模型问题——常微分方程两点 Dirichlet 边值问题： 

 
( ) ( ),     (0,1)

(0) (1) 0
u x f x x

u u
′′− = ∈⎧

⎨ = =⎩
 （6-1） 

实际上它是一个一维的椭圆型方程边值问题. 我们将看到，这个边值问题与一个变分公式： 
 求u V∈ ，使得 ( , ) ( , ),    u v f v v V′ ′ = ∀ ∈  （6-2） 
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以及一个泛函（从一个集合到实数集的映射）的极小问题： 
 求u V∈ ，使得 ( ) ( ),    ,J u J v v V∀ ∈≤  即 ( ) min ( )

v V
J u J v

∈
=  （6-3） 

相互等价. 其中， 

 { [0,1] , [0,1] (0) (1) 0}V v v v v v′= = =在 在 上分片 、有界，且连续 连续  （6-4） 

 
1

0

1( , ) ( ) ( )d ,   ( ) ( , ) ( , ),    ,
2

v w v x w x x J v v v f v v w V′ ′= = − ∀ ∈∫  （6-5） 

定理 6.1.1  若 ( )f x 在[0,1]连续，记作 0( ) ([0,1])f x C∈ 且 ( )u x 的二阶导数也在[0,1]连续，记作
2( ) ([0,1])u x C∈ ，则式（6-1）、式（6-2）和式（6-3）是相互等价的.  

首先，证明式（6-1）⇒式（6-2）. 在式（6-1）第一式的方程两边同乘以任一函数 ( )v x V∈ 并关

于 x 从 0 到 1 积分，就有 
1 1 11

00 0 0
( ) ( )d ( )d ( ) ( ) ( ) ( ) ( )df x v x x v x u x u x v x u x v x x′ ′ ′ ′= − = − +∫ ∫ ∫  

再利用 ( )v x V∈ ，从而 (0) (1) 0v v= = ，就有式（6-2）成立. 接下来证明式（6-2）⇒式（6-3）. 任取 ( )v x V∈ ，

由于式（6-2）的解 ( )u x V∈ ，从而 ( ) ( ) ( )w x u x v x V= − ∈: ，也就可以简记为v u w= − ，从而 

[ ]

1( ) ( , ) ( , )
2
1 1      ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 2

1       ( ) ( , ) ( , ) ( , )
2

J v u w u w f u w

u u u w w w f u f w

J u u w f w w w

′ ′ ′ ′= − − − −

′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − +

′ ′ ′ ′= − − +

 

再由式（6-2）知 ( , ) ( , )u w f w′ ′ = ，故
1( ) ( ) ( , ) ( )
2

J v J u w w J u′ ′= + ≥ ，即式（6-3）成立. 由于从式（6-3）

⇒式（6-1）直接证明有困难，不妨从式（6-3）⇒式（6-2），再证式（6-2）⇒式（6-1）.  
为此先处理式（6-3）⇒式（6-2）. 任取 ( )v x V∈ ，且设 ε 为一个任意的实参数，易见： 

[ ]
21( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 2
j J u v u u f u u v f v v vεε ε ε′ ′ ′ ′ ′ ′= + = − + − +:  

由于泛函 ( )J v 在u 取到极小，也就是关于ε 的一元函数 ( )j ε 在ε = 0 处取到极值，又 ( )j ε 可导，故由

一元函数极值的必要条件知 0(0) ( ) 0j J u v εε
=

′ ′= + = ，即 

0 00 ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )J u v u v f v v v u v f vε εε ε
= =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + = − + = −  

故式（6-2）成立. 最后再证式（6-2）⇒式（6-1）. 在正则性假设 0 2([0,1]),  ([0,1])f C u C∈ ∈ 的条件下，

对任意 ( )v x V∈ 就有 
1 1 1

0 0 0

11
0 0

( ) ( )d ( ) ( )d ( )d ( )

( ) ( ) ( ) ( )d

f x v x x u x v x x u x v x

u x v x u x v x x

′ ′ ′= =

′ ′′= −

∫ ∫ ∫
∫

 

从而 ( )
1

0
( ) ( )d 0u x f v x x′′ + =∫ ，再由 ( )v x 的任意性知（课后习题），在（0,1）内恒有 ( ) ( ) 0u x f x′′ + = ，

从而式（6-1）成立，证毕.  
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二、模型问题的有限元法 

由于连续情形下的模型问题式（6-1）与变分公式（6-2）等价，从而对问题式（6-1）的讨论可以

转化为对式（6-2）进行讨论. 有限元方法就是直接从式（6-2）进行理论与数值分析的. 具体操作是这

样的：令 hV 为V 一个有限维子空间，通常是分片连续多项式函数空间，先对变分公式（6-2）进行离

散化，即 

 求 h hu V∈ ，使得 ( , ) ( , ),    h h h h hu v f v v V′ ′ = ∀ ∈  （6-6） 

即在V 的子空间 hV 中寻找一个形式上满足式（6-6）的解 hu ，称为原问题式（6-1）的数值解. 为此，

需要对求解区间[0,1]进行剖分，为简单起见，仍取等距剖分. 将[0,1]区间分成m份，得到 1m + 个节点

, 0, 1, ,ix i h i m= = " 和m个单元 1[ , ], 0, 1, , 1i ix x i m+ = −" . 其中， 1/h m= . 然后不妨取 hV 为分片连

续一次多项式函数空间，即 hV 中的元素 ( )v x 在每个单元即子区间 1[ , ]i ix x− 上都是线性函数、在每个节

点处连续，且 (0) (1) 0v v= = . 这样的函数图像显示就是一条始于原点终于（1,0）点的折线段. 要准确

地描述出这些分片连续的函数，只要确定函数在各节点上的取值即可. 为此引入 hV 中的基函数： 

 

1
1

1 11
1

,     
| |

1 ,    ,
( ) ,           1 1

0,                       

0,                  

i
i i

i
i ii

i i i

x x
x x x

h x x
x x xx x

x x x x i mh
h

ϕ

−
−

− ++
+

−⎧
⎪
⎪ −⎧ −−⎪ ⎪= < = −⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩⎪
⎪
⎩

≤ ≤

≤ ≤
≤ ≤ ≤

其他

其他

 （6-7） 

且 
1

0 1
0

, [ , ]
( )  ,

0,

x x x x x
x hϕ

−⎧ ∈⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

 
1

1, [ , ]
( )

0,

m
m m

m

x x
x x x

x hϕ
−

−
−⎧ ∈⎪= ⎨

⎪⎩ 其他.
 （6-8） 

其中， ( )i hx Vϕ ∈ 均定义在[0,1]上. 易见，
1,    

( )
0,   i j

i j
x

i j
ϕ

=⎧
= ⎨ ≠⎩

，也就是说基函数 ( )i xϕ 在节点 ix 处取值

为 1，在其他节点取值为 0 并且 ( )(0 )i x i mϕ ≤ ≤ 张成了一个 1m + 维空间 hV . 这样， hV 中的函数 ( )hv x

就可以表示为基函数 ( )i xϕ 的一个线性组合，即 
0

( ) ( )
m

h i i
i

v x v xϕ
=

=∑ ，其中，折线段 ( )hv x 的确定依赖于

系数 iv ，也就是 ( )h iv x . 以上即为有限元方法实际操作的前两步：第一步，确定变分公式；第二步，

构造有限元空间. 接下来的第三步，是将变分公式（6-6）具体写出来，得到一个离散系统，进行数值

求解. 具体地，设待求的 h hu V∈ 形式为
0

( ) ( )
m

h i i
i

u x u xϕ
=

=∑ ，由于式（6-6）对所有的 h hv V∈ 成立，只要

使式（6-6）对所有 hV 中的基函数 ( ), 0j x j mϕ ≤ ≤ 成立即可，因为 hV  由 ( )j xϕ 张成. 这样，就有 

( )
0

( ),  ( ) , ( ) ,    0
m

i i j j
i

u x x f x j mϕ ϕ ϕ
=

⎛ ⎞
′ ′ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ≤ ≤  

即 ( ) ( )
0

( ),  ( ) , ( ) ,    0
m

i i j j
i

u x x f x j mϕ ϕ ϕ
=

′ ′ =∑ ≤ ≤  （6-9） 

对0 j m≤ ≤ ，若记 

 ( ) ( )
1 1

,
0 0

( ),  ( ) ( ) ( )d ,   , ( ) ( ) ( )di j i j i j j j ja x x x x x b f x f x x xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′= = = =∫ ∫  （6-10） 
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则式（6-9）就成为 , ,
0 0

(0 )
m m

i i j i j i j
i i

u a u a b j m
= =

= =∑ ∑ ≤ ≤ ，也就是 

 ,
0

,    0
m

i j j i
j

a u b i m
=

=∑ ≤ ≤  （6-11） 

上式可以写成离散系统——线性方程组的形式： A =u b，其中， 1m + 阶对称方阵 A 中的元素为

, , 0 ,i ja i j m≤ ≤ ，向量 T T
0 1 0 1( , , , ) ,  ( , , , )m mu u u b b b= =u b" " . 可以证明线性方程组（6-11）的系数

矩阵 A 是正定的，这是因为一方面有 T ( , ) 0h hA u u′ ′=u u ≥ ，即 A 是半正定的；另一方面当 ≠u 0时，必

有 T 0A >u u ，否则， T0 ( , )h hA u u′ ′= =u u 就有 0hu′ ≡ 从而 hu 恒为常数，再由边界条件知 hu 恒为 0，从

而 0≡u 得到矛盾. 此外，A 还是三对角矩阵，因为当节点 ix 和 jx 不相邻时，即 | | 1i j− > 时，在以 kx 和

1kx + 为端点的单元内， ( )i xϕ 和 ( )j xϕ 至少有一个恒为零，从而
1

1

,
0

( ) ( )d 0 ( | | 1)
k

k

m x

i j i j
x

k

a x x x i jϕ ϕ
+

−

=

′ ′= = − >∑∫ . 

此外，直接计算可知 , 1, . 1
2 1,   (1 )i i i i i ia a a i m
h h− −= = = − ≤ ≤ ， 0,0 ,

1 m ma a
h

= = . 一般情况下式（6-11）中

右端项 ib 的计算需要用到数值积分，数值积分公式的选取依赖于有限元空间的选取及整个数值格式的

精度，通常情况下用四阶精度的两点高斯公式就够了，即 

 ( )d
2 22 2 3 2 3

b

a

a b b a a b b ab ag x x g g
⎛ + − + − ⎞− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +≈ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠∫  （6-12） 

三、有限元法的编程 

在编程实现的过程中，可以按照上述分析直接将系数矩阵中各元素 ,i ja 的值输入，并用数值积分

（作为一个子程序）计算出方程组（6-11）右端向量中各元素 ib . 这种操作固然有效，但是，有限元法

的主要思想却没有得到体现，也就是先化整为零，在每个小单元上考虑，再装配组合，化零为整，我

们需要体现这一过程，这也为后面进一步研究二维椭圆型方程边值问题做准备.  
原则上线性方程组（6-11）的系数矩阵（在结构问题中称为刚度矩阵） A 的计算可以利用小的剖

分单元上的单元刚度矩阵来合成，线性方程组右端的向量（称为总荷载）b 的计算也是利用小的剖

分单元上的单元荷载来合成的. 首先，在每个小单元上单独考虑单元刚度矩阵及单元荷载. 具体过程

如下： 记小单元为 1[ , ], 0,1, , 1.i i ie x x i m+= = −" 其中第 i 个单元的左、右节点 1,i ix x + 的整体编号是

i 和 1i + ，其局部编号则是 0 和 1，然后在每个小单元上考虑这个独立的单元对整个系统式（6-9） 
的“贡献”，不妨考虑在第 k 个单元 1[ , ]k k ke x x += 上的情况. 首先讨论这个单元上的单元刚度矩阵. 注

意到式（6-9）的左端可以写成
1

11

0
0 0 0

( ) ( )d ( ) ( )d
k

k

m m mx

i i j i i j
x

i k i

u x x x u x x xϕ ϕ ϕ ϕ
+

−

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′ ′ ′ ′=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∫ ∫ ，因此，单元 ke 对

它的的贡献就是 ( )1 1

1 1
0

( ) ( )d ( ) ( ) ( )d
k k

k k

mx x

k i i j k k k k j
x x

i

S u x x x u x u x x xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
+ +

+ +
=

⎛ ⎞
′ ′ ′ ′ ′= = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ ∫: ，而且只有当

j k= 和 1j k= + 时才有实质的贡献，其他情况 kS 均为零，从而可以认为对整个式（6-9）左端无实质

贡献. 于是，单元 ke 对整个式（6-9）左端作出如下贡献： 

1 1

1 1

1

1
1 1

( ) ( )d ( ) ( )d

( ) ( )d ( ) ( )d

k k

k k

k k

k k

x x

k k k k
x x k
x x

k
k k k k

x x

x x x x x x u
ux x x x x x

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

+ +

+ +

+

+
+ +

⎛ ⎞′ ′ ′ ′⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠′ ′ ′ ′⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫
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实际计算可知
1 2 2

1 1
1 1( ) ( )d ,    ( )d ( )d .

k

k k k

x

k k k k
x e e

x x x x x x x
h h

ϕ ϕ ϕ ϕ
+

+ +′ ′ ′ ′= − = =∫ ∫ ∫  从而得第 k 个单元上的单

元刚度矩阵为
1 11
1 1h

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 然后考虑第 k 个单元上的单元荷载. 注意到式（6-9）的右端可以写成

1
11

0
0

( ) ( )d ( ) ( )d
k

k

m x

j j
x

k

f x x x f x x xϕ ϕ
+

−

=

=∑∫ ∫ ，因此单元 ke 对它的贡献就是
1

( ) ( )d
k

k

x

j
x

f x x xϕ
+

∫ ，而且也只有当

j k= 和 1j k= + 时才有实质的贡献 . 于是，单元 ke 对整个式（6-9）右端作出如下贡献：

1

1

1

( ) ( )d

( ) ( )d

k

k

k

k

x

k
x

x

k
x

f x x x

f x x x

ϕ

ϕ

+

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
，里面的积分一般要借助数值积分式（6-12）. 这样得到第 k 个单元上的单元荷

载为

1

0

1

0

0

1

( ) ( )d

( ) ( )d

x

x

x

x

f x x x

f x x x

ϕ

ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
. 对其他单元进行相同的分析，就可得到下面的表格（表 6-1）.  

表 6-1  单元刚度矩阵与单元荷载 

单    元 0e  1e  2e  … ke  … −1me  

整体编号 0    1 1    2 2    3  k    1k +   1m −   m  

局部编号 0    1 0    1 0    1  0     1    0     1 

单元刚度矩阵（*1/ h ） 
1 1
1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 
1 1
1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 
1 1
1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  
1 1
1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  
1 1
1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

单元荷载 
0

0
0

1 

f

f

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
1
0
1

1

f

f

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
2

0
2

1 

f

f

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  0

1 

k

k

f

f

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
1

0
1

1 

m

m

f

f

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中，

1

1

0

1
1

( ) ( )d
, 0 1

 ( ) ( )d

k

k

k

k

x
k k

x

xk

k
x

f x x xf
k m

f f x x x

ϕ

ϕ

+

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
≤ ≤ . 最后将单元刚度矩阵及单元荷载合成，如图 6-1

所示，按照节点的整体编号合成为对应的总刚度矩阵 A 及总荷载b .  

 
图 6-1  单元刚度矩阵合成为总刚度矩阵，单元荷载合成为总荷载 
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易见，合成的总刚度矩阵为 

 

1 1
01 2 1

1 2 11

1 2 1
0 1 2 1

1 1

A
h

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ − ⎠

% % %  （6-13） 

及总荷载为 

 

1

0

1 2

0 1

2 3

1 2

2 1

3 2

1

2 1

1

0

1 1

2 2

2 2

1 1

( ) ( )d

( ) ( )d ( ) ( )d

( ) ( )d ( ) ( )d

( ) ( )d ( ) ( )d

( ) ( )d ( ) ( )d

( ) ( )d

m m

m m

m m

m m

m

m

x

x

x x

x x

x x

x x

x x

m m
x x

x x

m m
x x

x

m
x

f x x x

f x x x f x x x

f x x x f x x x

f x x x f x x x

f x x x f x x x

f x x x

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

− −

− −

−

− −

−

− −

− −

⎛
⎜
⎜
⎜ +⎜
⎜
⎜ +⎜

=

+

+

⎝

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

b
#

1

0

2

0

3

1

1

3

2

1

0

1

2

2

1

( ) ( )d

( ) ( )d

( ) ( )d

( ) ( )d

( ) ( )d

( ) ( )d

m

m

m

m

m

m

x

x

x

x

x

x

x

m
x

x

m
x

x

m
x

f x x x

f x x x

f x x x

f x x x

f x x x

f x x x

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

−

−

−

−

−

−

⎞ ⎛ ⎞
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠

∫

∫

∫

∫

∫

∫

#
 （6-14） 

其结果与上文用式（6-10）直接计算的结果完全一致.  
注意，在实际计算中，由于 h hu V∈ 边界条件已知，所以待求量 T

0 1( , , , )mu u u=u " 中已知

0 0mu u= = ，只需求出其他 , 1 1iu i m −≤ ≤ ，为此修改原线性方程组 A =u b为 

 

2

0

3

1

1

3

2

1
0

1 2

2

2

21

1

0

( ) ( )d
01

0 0 ( ) ( )d2 1
1 2 1

1 2 1
( ) ( )d0 01 2

0 1
( ) ( )d

0

m

m

m

m

x

x

x

x

m x

mm x

xm
m

x

h f x x x
u
u h f x x x
u

u
h f x x xu

u
h f x x x

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

−

−

−

−

−−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜

⎜
⎜
⎜⎜
⎝ ⎠

∫

∫

∫

∫

% % % # #

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

， （6-15） 

即第 0 行和第 0 列只留 0,0 1a = ，其余元素均为零；第m 行和第m 列也只留 1mma = ，其余元素也均为 0：
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最后将右端向量的第一个和最后一个分量都改为 0 即可. 实质上，除去已知的 0 0mu u= = ，则式（6-15）
可以看成是 m-1 阶的线性方程组. 修改上述系数矩阵而不直接去除 0u 和 mu 就是为了编程时下标从 0

开始算起，这样用 C 语言编程就不容易出错了. 因此，最终通过求解线性方程组（6-15）就得到所有

的 , 0iu i m≤ ≤ ，进而由
0

( ) ( )
m

h i i
i

u x u xϕ
=

=∑ 得到定义在整个区间[0,1]上的数值解.  

四、有限元法的收敛性分析 

至此，我们忽略了对原问题式（6-1）及其与之等价的变分公式（6-2）、泛函极小问题式（6-3）
和有限元逼近问题式（6-6）解的存在、唯一性的讨论，这些理论将在本章第二节具体展开. 这样，我

们对原问题式（6-1）进行有限元数值逼近，得到了数值解 hu . 为了衡量精确解与有限元数值解之间的

误差，需要引入一个“距离”的概念——范数，即由内积 

 
1

0
( , ) ( ) ( )dv w v x w x x= ∫  （6-16） 

诱导的范数 

 
1

2

0
|| || ( )dv v x x= ∫  （6-17） 

可以证明内积及其诱导的范数之间存在以下 Cauchy-Schwarz 不等式关系（课后习题）： 

 ( , ) || || || ||v w v w≤   （6-18） 

定理 6.1.2   设常微分方程两点边值问题式（6-1）也就是式（6-2）的精确解为 ( )u x ，其有限元

离散后得到的离散问题式（6-6）的数值解为 ( )hu x ，又记 ( )Iu x 为 ( )u x 关于节点 , 0ix i m≤ ≤ 的分片

线性插值函数，则存在不依赖于步长h 的常数 0C > ，使得 
   （1） || ( ) || min || ( ) ||

h h
h hv V

u u u v
∈

′ ′− = −  （6-19） 

   （2） 
2

0 1
|| || max | |

8I x

hu u u′′−
≤ ≤

≤  （6-20） 

   （3） 
0 1

|| ( ) || max | |I x
u u C h u′ ′′−

≤ ≤
≤  （6-21） 

   （4） 
0 1

|| ( ) || max | |h x
u u C h u′ ′′−

≤ ≤
≤  （6-22） 

   （5） 
0 1

|| || max | |h x
u u C h u′′−

≤ ≤
≤  （6-23） 

证明：由式（6-2）、式（6-6）及 hV V⊂ 知 

 (( ) , ) 0,    h h h hu u w w V′ ′− = ∀ ∈   （6-24） 

于是利用式（6-24）和式（6-18），对 h hv V∀ ∈ 就得 
2|| ( ) || (( ) ,( ) ) (( ) ,( ) )

                 (( ) ,( ) ) || ( ) || || ( ) ||
h h h h h h h

h h h h

u u u u u u u u u v v u
u u u v u u u v

′ ′ ′ ′ ′− = − − = − − + −
′ ′ ′ ′= − − − −≤

 

从而得到 || ( ) || || ( ) ||h hu u u v′ ′− −≤ ，再由 h hu V∈ 就得式（6-19）. 式（6-19）说明u 与 hu 导数间的“距

离”可以由u 与 hV 中的元素 hv 导数间的最短“距离”来测量. 而比较容易想到的与u 有直接关联且属

于 hV 的函数就是 ( )u x 关于节点 , 0ix i m≤ ≤ 的分片线性插值函数，因此有必要考察 Iu u− . 显然，在
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单个区间 1[ , ]i ix x + 内 ( )Iu x 为 ( )u x 的线性插值，由插值函数的拉格朗日余项定理 [2]知，存在

1( , )i i ix xξ +∈ ，使得 

 
1

1[ , ]

( )
( ( ) ( )) ( )( )

2!i i

i
I i ix x x

u
u x u x x x x x

ξ
+

+∈

′′
− = − −   （6-25） 

于是， 
11

2

1 [ , ][ , ]

| ( ) |
( ) ( ) ( )( ) | ( ) |

2! 8i ii i

i
I i i ix x xx x x

u hu x u x x x x x u
ξ

ξ
++

+ ∈∈

′′
′′− = − − ≤  （6-26） 

其中最后一个不等式是利用
2( )

4
a bab +

≤ 而得到的. 从而， 

1

2 2 21 12 2 2
2

0 1 0 1
0 0

|| || | ( ) | d max | | max | |
8 8 8

i

i

m mx

I i x xxi i

h h hu u u x h u uξ
+

− −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′′ ′′ ′′− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑∫ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤  

即式（6-20）成立. 此外，注意到 ( )( ) 0, 0I iu u x i m− = ≤ ≤ ，于是 

1 1 1
1

1 1

2( ) d ( ) d( ) ( )( ) ( )d( )

0 ( )( ) d ( ) d

i i i
i

i
i i i

i i

i i

x x xx
I I I I I I Ixx x x

x x

I I I
x x

u u x u u u u u u u u u u u u

u u u u x u u u x

+ + +
+

+ +

′ ′ ′ ′− = − − = − − − − −

′′ ′′= − − − = − −

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

再利用式（6-18）、式（6-26），就有 

1 1 1

1 1

1

2 2 2 2 2

2 3
2

0 1

( ) d ( ) d d max | | max | |

                        | ( ) | max | | max | |
8 8

i i i

i i i ii i i

i i

x x x

I I Ix x x x x xx x x

i x x x x

u u x u u x u x h u u h u

h hh u u uξ

+ + +

+ +

+

′ ′′ ′′− − − ⋅

′′ ′′ ′′⋅ ⋅

∫ ∫ ∫ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 

将上式关于 i 从 0 加到 1m − ，就有 

1
1 1 3 2

2 2 2 2

0 1 0 1
0 0

|| ( ) || ( ) d max | | max | |
8 8

i

i

m mx

I I x xx
i i

h hu u u u x u u
+

− −

= =

′ ′ ′′ ′′− = − =∑ ∑∫ ≤ ≤ ≤ ≤
≤  

也就是式（6-21）成立. 这样，再利用 I hu V∈ 并在式（6-19）中取 h Iv u= 就得式（6-22）. 最后，由

( )(0) 0hu u− = 知 
0 0

( ) ( )d ( ) ( ) 1 d
x x

h h hu u u u s s u u s s′ ′− = − = − ⋅∫ ∫ ，从而得 

1 1
2 2 2 2

0 0 0 0
| | ( ) ( )d 1 d ( ) ( )d 1 d || ( ) ||

x x

h h h hu u u u s s s u u s s s u u′ ′ ′− − − = −∫ ∫ ∫ ∫≤ ≤  

这个不等式的成立强烈地依赖条件 ( )(0) 0hu u− = ，否则不成立 . 这样，再由式（6-22）就有
1

2 2 2 2 2 2

0 1 0 10
|| || ( ) d max | | || ( ) || max | |h h h hx x

u u u u x u u u u C h u′ ′′− = − − −∫ ≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ，即式（6-23）成立. 证毕.  

由定理 6.1.2 知，当网格剖分的步长 0h → 时，有限元解 ( )hu x 收敛到原问题的精确解 ( )u x .  

五、数值算例 

例 6.1.1  用有限元方法求解常微分方程两点边值问题： 

( )2 2(16π 4)sin(4π ) 16π cos(4π ) e ,     0 1

(0) (1) 0  

xu x x x

u u

⎧ ′′− = − − < <⎪
⎨

= =⎪⎩  
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已知此问题的精确解为 2( ) e sin(4π )xu x x= . 分别取第一种步长
1

16
h = 和第二种步长

1
32

h = ，输出在节

点 , 1 7
8
ix i= ≤ ≤ 处的数值解，并给出误差.  

解：程序见 Egch6_sec1_01.c. 计算结果列表如下（表 6-2）. 

表 6-2  有限元方法的计算结果 

ix  
第一种步长 

数值解 iu  
误差 −｜ ( ) |i iu u x  

第二种步长 

数值解 iu  
误差 −｜ ( ) |i iu u x  

0.125 1.284629 6.0386 e-4 1.284062 3.6750 e-5 

0.250 0.000729 7.2911 e-4 0.000044 4.4014 e-5 

0.375 －2.116903 9.6762 e-5 －2.116995 5.3512 e-6 

0.500 0.000253 2.5350 e-4 0.000015 1.5303 e-5 

0.625 3.492002 1.6593 e-3 3.490444 1.0098 e-4 

0.750 0.001764 1.7641 e-3 0.000106 1.0650 e-4 

0.875 －5.754793 1.9041 e-4 －5.754616 1.2827 e-5 

第一种步长 || ||hu u− =0.139331,   || ( ) ||hu u ′− =7.796860 

第二种步长 || ||hu u− =0.035184,   || ( ) ||hu u ′− =3.909623 

从表中可见，当步长减半时，误差 || ||hu u− 约减为原来的 1/4，从而说明 hu 二阶收敛到精确解u
的，这与式（6-23）不符，从而说明估计式（6-23）比较粗糙；此外，当步长减半时，误差 || ( ) ||hu u ′−
约减为原来的 1/2，这说明 hu 的一阶导数一阶收敛到u 的导数，与式（6-22）吻合. 实际上，我们可以通

过更精细的估计并统一用式（6-17）定义的范数来表示，得到以下关于一维线性插值的结论（课后习题）： 
 || ( ) || || ||Iu u Ch u′ ′′− ≤  （6-27） 

 2|| || || ||   Iu u Ch u′′− ≤  （6-28） 

及数值解与精确解之间的误差（课后习题）： 
 || ( ) || || ||hu u Ch u′ ′′− ≤  （6-29） 

 2|| || || ||   hu u Ch u′′− ≤  （6-30） 

从而理论结果与数值结果一致.  

第二节  变分原理与弱解 

事实上，从式（6-2）和式（6-3）的形式来看，式（6-4）所定义的空间V 不需要那么强的正则性

要求，即可以在一个包含更多函数类的空间中寻找原问题的解，这样的解我们称为弱解或者广义解. 具
体地，对问题式（6-1）及其等价形式式（6-2）和式（6-3），需要引入以下 Sobolev 函数空间： 

 
1

2 2

0
([0 1]) {  [0,1] ( )d }L v v v x x= <∫， 定 在 上，且 ∞义   （6-31） 

在 2 ([0,1])L 上可以定义内积： 

 
1

0
( , ) ( ) ( )dv w v x w x x= ∫  （6-32） 

从而诱导出以下 2L 范数： 
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1

2

0
|| || ( )dv v x x= ∫  （6-33） 

此外，对问题式（6-1）还需要定义一个对导数有要求的空间： 
1 2
0 ([0,1]) { , ( ) ([0,1]) (0) (1) 0}H v v v x L v v′= ∈ = =且  

在这样的框架下，前面所描述的一维椭圆型方程边值问题式（6-1）就可以放在上述 Sobolev 空间中进

行讨论了，从而有以下描述： 

 求 1
0( ) ([0,1])u x H∈ ，使得 1

0( , ) ( , )     ( ) ([0,1])a u v f v v x H= ∀ ∈  （6-34） 

 求 1
0( ) ([0,1])u x H∈ ，使得

1
0 ([0,1])

( ) min ( )
v H

J u J v
∈

=  （6-35） 

其中，
1

0

1( , ) ( ) ( )d ,   ( ) ( , ) ( , )
2

a u v u x v x x J v a v v f v′ ′= = −∫ . 这里，式（6-34）被称为原问题式（6-1）的弱

公式或变分公式，其解称为原问题的弱解. 此外，与式（6-2）和式（6-3）等价一样，式（6-34）与式

（6-35）也是等价的. 注意，之所以对原问题在 Sobolev 空间中进行讨论，一方面是因为弱解所在的空

间比经典解的空间更大，弱解的存在性比经典解的存在性更容易讨论，所以在偏微分方程的理论研究

过程中，通常先证明弱解的存在性，然后再通过一些技巧证明其正则性达到要求，从而得到经典解的

存在性；另一方面，整个有限元方法的理论出发点就是从弱公式开始的，有限元的离散依赖于 Sobolev
空间的选取，而且最终的误差分析也是用 Sobolev 空间自身的范数来刻画的.  

前一小节只是举了一个具体而简单的一维例子，简要地说明了有限元法的理论思想与实际操作步

骤，其中省略了对解的存在唯一性的讨论. 一般来说，在用有限元法解决椭圆型问题的过程中，我们

需要一些抽象的理论基础，本节将以二维椭圆型方程的边值问题 

 

2 2

2 2
( , ) ( , ) ( , ),    ( , )

( , ) 0,               ( , )

u x y u x yu f x y x y
x y

u x y x y

Ω

Ω Γ

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
−Δ = − + = ∈⎪ ⎜ ⎟

∂ ∂⎨ ⎝ ⎠
⎪ = ∈∂ =⎩

D

 （6-36） 

为例，介绍相关的理论知识. 这里，为简便起见，设Ω 为矩形区域[ , ] [ , ]a b c dx x y y× .  

一、原问题的等价变分形式 

将式（6-36）中的第一式两边同乘以函数 ( , )v x y （一般称为试验函数）并在Ω 上积分，得 

 
2 2

2 2
( , ) ( , ) ( , )d d ( , ) ( , )d du x y u x y v x y x y f x y v x y x y
x yΩ Ω

⎛ ⎞∂ ∂
− + =⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫  （6-37） 

先考察 
2

2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , )d d ( , ) d d d d

( , ) ( , ) ( , )( , ) d d d

u x y u x y u x y v x yv x y x y v x y x y x y
x x x xx

u x y u x y v x yv x y y x y
x x x

Ω Ω Ω

Ω Ω∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫∫
 

其中最后一步用到了格林公式. 若 ( , ) 0v x y Ω∂ = ，则 

2

2
( , ) ( , ) ( , )( , )d d d du x y u x y v x yv x y x y x y

x xxΩ Ω

∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂∂∫∫ ∫∫  
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同理， 
2

2
( , ) ( , ) ( , )( , )d d d du x y u x y v x yv x y x y x y

y yyΩ Ω

∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂∂∫∫ ∫∫  

于是，当 ( , ) 0v x y Ω∂ = 时，式（6-37）就成为 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )+ d d ( , ) ( , )d du x y v x y u x y v x y x y f x y v x y x y
x x y yΩ Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
=⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫  

利用梯度记号“∇”和向量的数量积“⋅”，上式可以写成 

 d d ( , ) ( , )d du v x y f x y v x y x y
Ω Ω
∇ ⋅∇ =∫∫ ∫∫  （6-38） 

若记 

 ( , )  d d ,   ( , ) ( , ) ( , )d da u v u v x y f v f x y v x y x y
Ω Ω

= ∇ ⋅∇ =∫∫ ∫∫  （6-39） 

则可得式（6-36）的变分公式为 

 求 1
0( , ) ( )u x y H Ω∈ ，使得 1

0( , ) ( , )     ( , ) ( )a u v f v v x y H Ω= ∀ ∈  （6-40） 

及其等价的泛函极小问题： 

 求 1
0( , ) ( )u x y H Ω∈ ，使得

1
0 ( )

( ) min ( )
v H

J u J v
Ω∈

=  （6-41） 

这里， 1 2
0 ( ) { ( , ) , , ( ) 0}v vH v x y v L v

x y ΩΩ Ω
∂

∂ ∂
= ∈ =

∂ ∂
且  （6-42） 

且 

 2 2( ) {  ( , )d d }L v v v x y x y
Ω

Ω Ω= < ∞∫∫定 在 上， 义 ，
1( ) ( , ) ( , )
2

J v a v v f v= −  （6-43） 

与第一节相仿，我们有以下结论： 
定理 6.2.1  若 2 2( ),  ( )f L u CΩ Ω∈ ∈ ，则式（6-36）、式（6-40）和式（6-41）是相互等价的.  

证明：与定理 6.1.1 的证明完全类似，故略.  

二、Lax-Milgram 定理 

事实上，由于问题式（6-36）、式（6-40）和式（6-41）等价，所以对椭圆型方程边值问题式（6-36）
解的研究可以转化为对其变分公式（6-40）的弱解的研究. 显然，在一般情况下，我们无法得到弱解

的精确解析表达式，所以仍需要利用数值方法来研究. 有限元法正是建立在变分公式（6-40）的基础

上的，所以首先需要在理论上研究问题式（6-40）解的存在性、唯一性等. 因此，下面的 Lax-Milgram
定理尤为重要，它为数值计算弱解提供了理论支撑.  

定理 6.2.2（Lax-Milgram 定理[1]） 
设V 是一个 Hilbert 空间，其上的内积为 ,〈⋅ ⋅〉 ，从而诱导出范数 || ||⋅ . 另设 ( , )a ⋅ ⋅ 是 RV V× → 上的

连续双线性型且 V−椭圆，即存在常数 0M > ，使得 
    连续： | ( , ) | || |||| ||,     ,a v w M v w v w V∀ ∈≤  （6-44） 

且对 1 2 1 2, R,    , , , , ,v v w w v w Vα β∀ ∈ ∈ ，都有 

    双线性： 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )a v v w a v w a v wα β α β+ = +  

 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )a v w w a v w a v wα β α β+ = +  （6-45） 
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和 V−椭圆：存在常数 0C > ，使得 

 2| ( , ) | || ||a v v C v≥   （6-46） 

此外，设F 是V 上的连续线性泛函，即F V ′∈ （V 的对偶空间）且存在常数 1 0C > ： 

 1| ( ) | || ||F v C v≤   （6-47） 

则问题： 
 求u V∈ ，使得 ( , ) ( ),      a u v F v v V= ∀ ∈  （6-48） 

存在唯一解.  
下面利用 Lax-Milgram 定理来讨论变分问题式（6-40）解的存在唯一性. 取 1

0 ( )V H Ω= ，可以证

明V 是一个 Hilbert 空间，其上的内积为 , ( )d dv w v w vw x y
Ω

〈 〉 = ∇ ⋅∇ +∫∫ ，记其诱导出的范数（也称为

能量范数）为 2 2
1,|| || (| | )d dv v v x yΩ

Ω
= ∇ +∫∫ ，则对于由式（6-39）定义的 ( , )a ⋅ ⋅ ，显然可知 ( , )a ⋅ ⋅ 是双

线性的，且 
1/2 1/2

2 2
1, 1,( , )  d d | | d d | | d d || || || ||a u v u v x y u x y v x y u vΩ Ω

Ω Ω
Ω

Ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∇ ⋅∇ ∇ ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫∫ ∫∫ ∫∫≤ ≤  

此外，对于 v V∀ ∈ ，由于 0v Ω∂ = ，可以证明（庞加莱 Poincaré 不等式[1]，课后习题）存在常数 0C >

使得 

 2 2
1,( , ) | |  d d || ||a v v v x y C v Ω

Ω
= ∇∫∫ ≥   （6-49） 

以上说明 ( , )a ⋅ ⋅ 是连续双线性型且是 V−椭圆的. 最后，由于 2 ( )f L Ω∈ 就有 

( )
1/2 1/2

2 2
1, ( , ) ( , ) ( , )d d d d d d || ||f v f x y v x y x y f x y v x y C v Ω

Ω Ω Ω

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫ ∫∫ ∫∫≤ ≤  

从而说明  ( ) ( , )F v f v=: 中F 是V 上的连续线性泛函，因此利用 Lax-Milgram定理知，变分问题式（6-40）

的解存在且唯一，从而与之等价的极小问题式（6-41）的解也存在且唯一.  
对变分问题式（6-40）进行有限元数值逼近，可以这样进行：设 hτ 是对应Ω 的一个剖分，与有

限差分法不同的是，这里的剖分不仅可以用矩形剖分，也可以采用三角形剖分. 设 1
0 ( )hV V H Ω⊂ = 是

相应的分片多项式函数空间，则式（6-40）的有限元数值方法就是： 

 求 ( , )h hu x y V∈ ，使得 ( , ) ( , )     ( , ) ,h h h h ha u v f v v x y V= ∀ ∈  （6-50） 

显然，仿照对式（6-40）的讨论，由 Lax-Milgram 定理知，离散问题（6-50）的解也存在且唯一，这就

为有限元分析及求解做好了准备. 在下面的小节里，我们将重点介绍有限元空间的构造及对离散问题

式（6-50）的求解. 关于数值解的误差分析，由于涉及的知识比较多，包括插值误差估计、Sobolev 嵌

入定理、从一般单元仿射变换至标准单元后的范数关系、 2L 模估计时的对偶技巧等，这里就不具体展

开了，有兴趣的读者可以选择有限元方法的专著研读. 以下只给出当取 1
0 ( )hV V H Ω⊂ = 为分片连续一

次多项式函数空间时的误差结果.  
定理 6.2.3  设  ,  hu u 分别是连续问题式（6-40）和离散问题式（6-50）的解，则对于剖分细度

max(diam( ))
he

h e
τ∈

= ， 1, || || ,  || ||h hu u u uΩ− − 分别是一阶、二阶收敛的. 其中，diam( )e 表示剖分 hτ 中单

元 e 的直径.  
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第三节  有限元空间的构造 

一、对区域Ω 的剖分 

对矩形区域 [ , ] [ , ]a b c dx x y yΩ = × 进行三角剖分，其中 x 方向剖分 m 份，y 方向剖分 n 份，共得到

( 1)( 1)m n+ + 个节点及2mn个三角形单元. 图 6-2 所示是 5,  4m n= = 的剖分情况，节点编号用数字表

示，单元用带圈的数字来表示. 为了实现后面的程序编写，必须明确单元上的局部编号与整体编号，

如图 6-3 所示. 通过设置剖分数，可以建立单元上整体编号与局部编号之间的关系，可设置二维数组

lnd[ ][ ]，第一个参数为单元编号，第二个参数为局部节点编号，如 lnd[3][0]=8 等，表示第 3 个单元第

0 号局部节点的整体节点编号为 8，而 lnd[2][1]=2 则表示第 2 个单元第 1 号局部节点的整体节点编号

为 2. 可以通过循环设置所有的节点.  

 
图 6-2  三角形剖分 

 

图 6-3  三角形单元的整体编号 , ,i j k 与局部编号0,1,2  

二、三角形一次元 

前面提到，可以选取 1
0 ( )hV V H Ω⊂ = 为分片连续的一次多项式函数空间，也就是在每个单元 e

上， hV 中的函数都是一次多项式，且要保证整体连续. 因此对于相邻的两个三角形单元，它们有一条

公共边，只要保证分片一次多项式在这条公共边的两个端点（也是剖分节点）处函数值相同即可保证

函数整体连续. 这样，分片一次多项式在每个单元上的表达式就可以由它在 3 个顶点处的值唯一确定.  
下面，在节点 , ,i j kP P P （对应整体编号为 , ,i j k ）的单元 e 上考虑数值解 hu 的表达式，不妨用基函数

来表示为 0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )h i j keu x y u x y u x y u x yλ λ λ= + + ，其中 0 1 2, ,λ λ λ 为待定基函数，满足以下性质： 
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 0 0 0( ) 1,   ( ) 0,   ( ) 0i j kP P Pλ λ λ= = =  （6-51） 

 1 1 1( ) 0,   ( ) 1,   ( ) 0i j kP P Pλ λ λ= = =  （6-52） 

 2 2 2( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 1i j kP P Pλ λ λ= = =  （6-53） 

且它们都是一次函数. 这样，数值解 hu 在单元 e 上的表达式完全由它在 3 个顶点 , ,i j kP P P 处的值

, ,i j ku u u 决定， , ,i j ku u u 可以看作精确解 u 在整体编号为 , ,i j k 的节点处的近似 . 一旦把所有

, 0,1, , ( 1)( 1) 1iu i m n= + + −" 求出来（边界节点除外，因为 h hu V∈ 从而边界节点处 hu 的值为零），则

数值解 hu 的表达式也就确定了. 所以现在的基本问题是对离散问题式（6-50）建立 , 0,1, ,iu i = "  
( 1)( 1) 1m n+ + − 的关系式.  

三、一次元的基函数与面积坐标 

由于基函数在单元 e 上是一次多项式，不妨设 0 ( , ) ex y ax by cλ = + + ，其中 , ,a b c 为待定系数，且

单元 e 上 s 号节点 sP 的坐标为 ( , ), , ,s sx y s i j k= ，则由条件式（6-51）可知，应有 

1,
0,

0,

i i

j j

k k

ax by c
ax by c

ax by c

⎧ + + =
⎪

+ + =⎨
⎪ + + =⎩

即

1 1
1 0
1 0

i i

j j

k k

x y a
x y b
x y c

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

从而解出 
1 1 1 1
0 1 0 1
0 1 0 1

,   ,    
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1
0
0
1 1
1 1
1 1

i i

j j

j k k jk k

i i i i i i i i

j j j j j j j j

k k k k k k k k

i i

j j

j k k jk k

i i i i

j j j j

k k k k

y x
y x

y y x xy x
a b

x y x y x y x y
x y x y x y x y
x y x y x y x y

x y
x y

x y x yx y
c

x y x y
x y x y
x y x y

− −
= = = =

−
= =

 

代入可得 

0

1
1

( ) ( ) ( ) 1
( , )

1 1
1 1
1 1

j j

j k k j j k k j k k
e

i i i i

j j j j

k k k k

x y
x y

x y y y x x x y x y x y
x y

x y x y
x y x y
x y x y

λ
− + − + −

= =  

可以证明以 , ,i j kP P P （逆时针排列）为顶点的三角形单元 e 的面积

1
1 1
2

1

i i

e j j

k k

x y
S x y

x y
= （课后习题）. 
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于是，若 i j kPP PΔ 内有一点 P 的坐标为 ( , )x y ，见图 6-4，则 

0

1
1

21
( , )

1 2
1
1

j k j k

i j k

j j

PP P PP Pk k
e

i i PP P e

j j

k k

x y
x y

S Sx y
x y

x y S S
x y
x y

λ Δ Δ

Δ

= = =      （6-54） 

同理， 

 1 2

1 1
1 1
1 1

( , ) ,   ( , )
1 1
1 1
1 1

i ji k

i i i i

j j

PP PPPPk k
e e

i i i ie e

j j j j

k k k k

x y x y
x y x y

SSx y x y
x y x y

x y x yS S
x y x y
x y x y

λ λ ΔΔ== = == =  （6-55） 

注意到
i j k j k i k i je PP P PP P PPP PP PS S S S SΔ Δ Δ Δ= = + + ，显然有 

 0 1 2 1λ λ λ+ + =  （6-56） 

也就是说 0 1 2, ,λ λ λ 不是相互独立的. 换言之， i j kPP PΔ 内任一点 P ( , )x y ，必然可以唯一对应一组坐标

0 1( , )λ λ ，基函数 0 1 2, ,λ λ λ 被称为重心坐标，由于它们又都是三角形的面积比，所以它们也称为面积坐

标. 面积坐标在有限元分析中很重要，它是从一般单元变化到标准单元的工具，也是进行 Sobolev 空间 
范数估计的有效手段. 事实上，由式（6-54）、式（6-55）可以反解出直角坐标 ( , )x y 与重心坐标之间的

对应关系式： 

 0 1 2

0 1 2

i j k

i j k

x x x x

y y y y

λ λ λ

λ λ λ

= + +⎧⎪
⎨ = + +⎪⎩

  或  0 1

0 1

( ) ( )

( ) ( )
i k j k k

i k j k k

x x x x x x

y y y y y y

λ λ

λ λ

= − + − +⎧⎪
⎨ = − + − +⎪⎩

 （6-57） 

从而可以实现将一般的三角形单元 i j kPP PΔ 变换成标准单元 ê，如图 6-5 所示.  

 
图 6-5  利用仿射坐标变换从一般单元变到标准单元 

四、三角形二次元及其基函数 

我们除了可以选取 hV 为分片连续的一次多项式函数空间外，也可以选取 hV 为分片连续的二次多

项式函数空间，也就是在每个单元 e 上， hV 中的函数都是二次多项式，且要保证整体连续. 因此在每

个单元 e 上， hV 中的分片二次多项式函数 ( , )v x y 就形如 2 2
ev Ax Bxy Cy Dx Ey F= + + + + + ，其中

, , , , ,A B C D E F 均为待定常数，从而需要有 6 个条件来唯一确定这个表达式. 与一次元相仿，要确定这

 
图 6-4  三角形单元 
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6 个常数，我们可以取三角形单元 e 的 3 个顶点及 3 条边的中点值作为条件（这些条件称为自由度），

即分片二次多项式在每个单元上的表达式就可以由它在这个单元 3 个顶点和 3 条边的中点处的值唯一

确定，这样也可以保证函数的整体连续性. 事实上，在相邻的两个三角形单元上的公共边上，位置变 
量 x 和 y 有一个直线方程的线性约束，从而 ( , )v x y 在这条边上成为一个只关于自变量 x 的二次函数，

这个函数在 3 个不同的点（两个顶点和一个中点）上取值相同，说明 ( , )v x y 在公共边上的表达式是唯

一确定的，也就是说，这个分片二次多项式在相邻两个单元上虽然整体表达式不相同，但在其公共边

上表达式相同，这就保证了函数在 Ω 上整体连续，从而实现 1
0 ( )hV V H Ω⊂ = .  

对于以上的三角形二次元，由于涉及到三角形单元的中点，所以尽管三角形剖分情况不变，即共

有 2mn 个三角形单元，但整体节点数变为 (2 1)(2 1)m n+ + 个，且节点的编号将随之发生改变. 例如，   
图 6-2 将改变成为图 6-6. 

接下来，在单元  e 上考虑数值解 h hu V∈ 的表达式，其中 e 的 3 个顶点为 , ,i j kP P P （对应整体编号

为 , ,i j k ），3 条边的中点为 , ,jk ki ijP P P （对应整体编号为 , ,
2 2 2

j k k i i j+ + +
），如图 6-7 所示.  

           
       图 6-6  三角形剖分及二次元节点图（各顶点也包含在内）         图 6-7  三角形二次元 

hu 在单元  e 上的表达式不妨用基函数表示为 

0 1 2 0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )h i j k jk ki ijeu x y u x y u x y u x y u x y u x y u x yϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ= + + + + +  

其中 0 1 2 0 1 2, , , , ,ϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ 为待定基函数，满足以下性质： 

0 0 0 0 0 0( ) 1,   ( ) 0,   ( ) 0,    ( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 0,i j k jk ki ijP P P P P Pϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = = =  

1 1 1 1 1 1( ) 0,   ( ) 1,   ( ) 0,    ( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 0,i j k jk ki ijP P P P P Pϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = = =  

2 2 2 2 2 2( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 1,    ( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 0,i j k jk ki ijP P P P P Pϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = = =

0 0 0 0 0 0( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 0,    ( ) 1,   ( ) 0,   ( ) 0,i j k jk ki ijP P P P P Pψ ψ ψ ψ ψ ψ= = = = = =

1 1 1 1 1 1( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 0,    ( ) 0,   ( ) 1,   ( ) 0,i j k jk ki ijP P P P P Pψ ψ ψ ψ ψ ψ= = = = = =  

2 2 2 2 2 2( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 0,    ( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 1.i j k jk ki ijP P P P P Pψ ψ ψ ψ ψ ψ= = = = = =  

利用重心坐标，很容易将上述基函数表示出来，即有分别对应于三角形单元 3个顶点 , ,i j kP P P 的基函数： 
 0 0 0 1 1 1 2 2 2( , ) (2 1), ( , ) (2 1) ( , ) (2 1)x y x y x yϕ λ λ ϕ λ λ ϕ λ λ= − = − = −，  （6-58） 
及对应于三角形 3 条边中点 , ,jk ki ijP P P 的基函数： 

 0 1 2 1 2 0 2 0 14 , 4 , 4ψ λ λ ψ λ λ ψ λ λ= = =  （6-59） 

至此，数值解 hu 在单元  e 上的表达式就确定为： 
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0 0 1 1 2 2 1 2 2 0 0 1( , ) (2 1) (2 1) (2 1) 4 4 4h i j k jk ki ijeu x y u u u u u uλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ= − + − + − + + +  

综上，有限元空间 hX 由一个三元组 ( , , )he V Σ 确定. 具体地，设 hτ 是区域 Ω 的一个剖分，e是剖

分 hτ 中的单元，参数h 定义为所有单元的最大直径，即 ( )max diam( )
he

h e
τ∈

= ； hV 是选定的分片多项式函

数空间；Σ是每个e上用于唯一确定 hV 内的多项式函数所需要的条件.  

另外，更多的有限元空间（如矩形双线性元、Hermite 三角元等）就不一一举例了.  

第四节  有限元法的实现 

本节以三角形一次有限元来数值求解二维椭圆型方程的边值问题式（6-36），也就是取 1
0 ( )hV H Ω⊂

为分片连续的一次多项式函数空间，求解离散的变分问题式（6-50），即 
求 ( , )h hu x y V∈ ，使得 

 d d d d     ( , )h h h h hu v x y f v x y v x y V
Ω Ω
∇ ⋅∇ = ∀ ∈∫∫ ∫∫  

也就是， 

  d d d d ,    ( , )
h h

h h h h h
e e

e e

u v x y f v x y v x y V
τ τ∈ ∈

∇ ⋅∇ = ∀ ∈∑ ∑∫∫ ∫∫  （6-60） 

一、单元刚度矩阵及单元荷载 

考虑以 , ,i j kP P P 为顶点的单元e . 因 0 1 2h i j keu u u uλ λ λ= + + 及 ( , )h hv x y V∈ 的任意性，其中 , ,i j ku u u

待定，则有 

( )0 1 2 d d d d ,    0,1, 2
h h

i j k l l
e e

e e

u u u x y f x y l
τ τ

λ λ λ λ λ
∈ ∈

∇ + ∇ + ∇ ⋅∇ = =∑ ∑∫∫ ∫∫  

注意，这里的 0 1 2, ,λ λ λ 都是相应于具体单元e 的. 这样很容易得到单元e上相应于 , ,i j ku u u 的单元刚度

矩阵及单元荷载分别为 

0 0 1 0 2 0

0 1 1 1 2 1

0 2 1 2 2 2

d d d d d d

d d d d d d

d d d d d d

e e e

e e e

e e e

x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

⎛ ⎞∇ ⋅∇ ∇ ⋅∇ ∇ ⋅∇⎜ ⎟
⎜ ⎟

∇ ⋅∇ ∇ ⋅∇ ∇ ⋅∇⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∇ ⋅∇ ∇ ⋅∇ ∇ ⋅∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ ∫∫
∫∫ ∫∫ ∫∫
∫∫ ∫∫ ∫∫

，

0

1

2

d d

d d

d d

e

e

e

f x y

f x y

f x y

λ

λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫
∫∫
∫∫

 

在实际单元刚度矩阵的计算中，由于 0 1 2, ,λ λ λ 都是一次多项式，所以 ( 0,1,2)l lλ∇ = 均为常向量，易得 

0 1 2
1 1 1,   ,   

2 2 2
j k i jk i

k j j ii ke e e

y y y yy y
x x x xx xS S S

λ λ λ
− −−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

∇ = ∇ = ∇ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

从而单位刚度矩阵可以改写为 

2

2

2

( ) ( )( ) ( )( )
1 ( )( ) ( ) ( )( )

4
( )( ) ( )( ) ( )

j k k i j k i j j k

j k k i k i i j k i
e

j k i j k i i j i j

y y y y y y y y y y

y y y y y y y y y y
S

y y y y y y y y y y

⎛ ⎞− − − − −
⎜ ⎟

− − − − − +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠
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2

2

2

( ) ( )( ) ( )( )
1 ( )( ) ( ) ( )( )

4
( )( ) ( )( ) ( )

k j i k k j j i k j

k j i k i k j i i k
e

k j j i i k j i j i

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x
S

x x x x x x x x x x

⎛ ⎞− − − − −
⎜ ⎟

− − − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠

 （6-61） 

至于单元荷载的计算，通常情况下需要借助于数值积分. 常用的二维 Hammer 数值积分公式[3]（在标准

单元 ê上）为 

 
01 1

2
0 1 2 0 1 0 0 1 0 1 1ˆ 0 0

1 1 1 1( , , )d d d ( , ,1 )d ( ), ,
2 3 3 3e

g g g O h
λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ
− ⎛ ⎞= − − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫∫ ∫ ∫  （6-62） 

或 

 3
0 1 2 0 1ˆ

1 1 1 1 1 1 1( , , )d d (0, , , ) ( ),0, , ,0
6 2 2 2 2 2 2e

g g g g O hλ λ λ λ λ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠∫∫  （6-63） 

因此在计算单元荷载时，先要将一般单元e上的积分通过坐标变换式（6-57）变到标准单元 ê上，从而

有（课后习题） 

0 1 2 0 1 2 0 1ˆ
( , )d d 2 ( , )d de i j k i j k

e e
p x y x y S p x x x y y yλ λ λ λ λ λ λ λ= + + + +∫∫ ∫∫  

再利用 Hammer 积分式（6-62）或式（6-63）并忽略高阶小项得到 

 ( , )d d ( )e
e

p x y x y S p G≈ ⋅∫∫ ，误差为 2( )O h ，其中G 为单元e的重心 （6-64） 

或者 ( )( , )d d ( ) ( ) ( )
3
e

jk ki ij
e

Sp x y x y p P p P p P≈ + +∫∫ ，误差为 3( )O h  （6-65） 

其中， , ,jk ki ijP P P 为单元 e的 3 条边的中点. 更高精度的 Hammer 积分需要借助更多的积分点，详情可

参考文献[3]. 这样，由式（6-64）或式（6-65）单元荷载可近似为 

 
1

( ) 1
3

1

eS f G
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   或   
( ) ( )
( ) ( )

6
( ) ( )

ki ij
e

ij jk

jk ki

f P f P
S f P f P

f P f P

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 （6-66） 

注：如果 hV 为分片连续二次多项式函数空间，则单元刚度矩阵将会是 6×6 阶的矩阵，其计算将会

复杂一些.  

二、总刚度矩阵和总荷载的合成 

为简单起见，以图 6-2 的剖分为例进行单元刚度矩阵的合成. 易知，总刚度矩阵 A 是一个   
30（ ( 1)( 1)m n+ + ）阶的方阵. 在进行总刚度矩阵 A 的合成之前，要初始化 A ，让其元素均为零. 接下

来不妨考察第⑩号单元的单元刚度矩阵在总刚度矩阵 A 中的位置. 由于第⑩号单元的 3 个顶点的整体

编号为 6,7,12，局部编号为 0,1,2，易见其相应于 6 7 12, ,u u u 单元刚度矩阵为 
2

7 12 12 6 7 12 6 7 7 12
2

7 12 12 6 12 6 6 7 12 6
2

7 12 6 7 12 6 6 7 6 7

( ) ( )( ) ( )( )
1 ( )( ) ( ) ( )( )

4
( )( ) ( )( ) ( )e

y y y y y y y y y y

y y y y y y y y y y
S

y y y y y y y y y y

⎛ ⎞− − − − −
⎜ ⎟

− − − − − +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠

 

2
12 7 6 12 12 7 7 6 12 7

2
12 7 6 12 6 12 7 6 6 12

2
12 7 7 6 6 12 7 6 7 6

( ) ( )( ) ( )( )
1 ( )( ) ( ) ( )( )

4
( )( ) ( )( ) ( )e

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x
S

x x x x x x x x x x

⎛ ⎞− − − − −
⎜ ⎟

− − − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠
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其中，
( )( )

2
b a d c

e
x x y yS

mn
− −

= . 在实际编程中上述三阶单元刚度矩阵的元素可以存储在一个二维数组

ea 中，如，令 7 12 12 6 12 7 6 12( )( ) ( )( )
ea[1][0]

4 e

y y y y x x x x
S

− − + − −
= ，

2 2
6 7 7 6( ) ( )

ea[2][2]
4 e

y y x x
S

− + −
= 等. 然

后再将数组ea 合成至总刚度矩阵 A 中，其中ea[1][0]在 A 中的位置是 [7][6]A ，ea[2][2]在 A 中的位置

是 [12][12]A ，ea[1][2]在 A 中的位置是 [7][12]A 等，这里用到了局部编号与整体编号之间的对应关系. 

这样将ea 中的 9 个元素都存到 A 中相应的位置. 同样处理第⑪号单元，但由于第⑪号单元的顶点中也

有整体编号为7和 12分别对应局部编号为2和1的节点，因此这个单元上的单元刚度矩阵中 [2][1]ea 在

A 中的位置也是 [7][12]A ，它需要与已有的 [7][12]A 的值相加，从而实现总刚度矩阵的合成. 最后，对

所有的单元都进行上述过程，则可最终得到总刚度矩阵 A .  
类似地，进行总荷载的合成. 易知，总荷载矩阵 rhs （表示右端项 right-hand-side）是一个   

30（ ( 1)( 1)m n+ + ）维的列向量. 在进行总荷载矩阵 rhs 的合成之前，也要初始化，让其元素均为零. 同
样，考察第⑩号单元的单元荷载在总单元荷载中的位置. 不妨取单元荷载为式（6-66）中精度较高的

那个，即相应于 6 7 12, ,u u u 的单元荷载为 

12 6 12 6 6 7 6 7

12,6 6,7
6 7 6 7 7 12 7 12

6,7 7,12

7,12 12,6
7 12 7 12 12 6 12 6

( , ) ( , )
2 2 2 2( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( , )
6 6 2 2 2 2

( ) ( )
( , ) ( , )

2 2 2 2

e e

x x y y x x y yf f
f P f P

S S x x y y x x y yf P f P f f
f P f P x x y y x x y yf f

+ + + +⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟

+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ + + + +⎜ ⎟+⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

在实际编程中上述列向量可以存储在一个一维数组 g 中，这样， [0]g 在总荷载 rhs 中的位置是 rhs[6]，
[1]g 的位置是 rhs[7]， [2]g 的位置是 rhs[12] . 再处理第⑪号单元. 由于第⑪号单元的顶点中也有整体

编号为 7 和 12 分别对应局部编号为 2 和 1 的节点，因此这个单元上的单元荷载中 [2]g 在 A 中的位置也

是 rhs[7]，它需要与已有的 rhs[7]的值相加， [1]g 在 A 中的位置也是 rhs[12]，它需要与已有的 rhs[12]的

值相加，从而实现总荷载的合成. 最后，对所有的单元都进行上述过程，则可最终得到总荷载矩阵 rhs .  
综上，可得原离散问题的矩阵表示为 

 rhsAu = ，其中 T
0 1 28 29( , , , , )u u u u u= "  （6-67） 

三、边界条件的处理 

在进行线性方程组（6-67）的求解之前，还需要对边界条件进行处理. 由于原问题的边界条件是

( , ) 0u x y Ω∂ = ，且有限元空间要求 1
0 ( )hV H Ω⊂ ，这样就限制了 ( ) 0hu P = ，其中 P 为边界节点，也就

是要求 0lu = （ l∈Λ ={所有边界节点的整体编号}）. 这样，只要修改系数矩阵 A ，令其第 l 行和第 l

列元素均为零，但 [ ][ ] 1A l l = ，l∈Λ，得到新的系数矩阵记为 A� . 再令右端项 rhs[ ] 0l = ，l∈Λ，得到

新的右端项记为b . 做了以上修改以后再去求解 Au b=� ，即可得 0 1 28 29, , , ,u u u u" ，从而得到数值解 hu .  
事实上连续双线性型 ( , )a ⋅ ⋅ 的对称性就确定了有限元离散后的总刚度矩阵 A 是对称的， ( , )a ⋅ ⋅ 的 V−

椭圆性就保证了这个刚度矩阵还是正定的，即使做了边界条件处理后仍然是对称正定的，从而离散后

的线性系统是唯一可解的，可以利用高斯消去法求解.  

四、数值算例 

例 6.4.1  用三角形一次有限元求解椭圆型方程边值问题： 
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2 2
2 2

2 2
( , ) ( , ) 2( ),     ( , )

=0  

u x y u x y x y x y x y
x y

u Ω

Ω

∂

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
− + = + − − ∈⎪ ⎜ ⎟

∂ ∂⎨ ⎝ ⎠
⎪
⎩

D

 

其中， [0,1] [0,1]Ω = × . 已知此问题的精确解为 ( , ) (1 )(1 )u x y xy x y= − − . 分别取第一种剖分 16m n= =
和第二种剖分 32m n= = ，输出在节点 ( , ) (0.125 , 0.5), 1 7x y i i= ≤ ≤ 处的数值解，并给出误差.  

解：程序见 Egch6_sec4_01.c. 计算结果列表如下（表 6-3）. 

表 6-3  三角形一次有限元法的计算结果 

ix  
第一种步长 

数值解 iu  
误差 −｜ ( ) |i iu u x  

第二种步长 

数值解 iu  
误差 −｜ ( ) |i iu u x  

0.125 0.027253 9.0703 e-5 0.027321 2.2726 e-5 

0.250 0.046726 1.4885 e-4 0.046838 3.7299 e-5 

0.375 0.058413 1.8101 e-4 0.058548 4.5356 e-5 

0.500 0.062309 1.9127 e-4 0.062452 4.7926 e-5 

0.625 0.058413 1.8101 e-4 0.058548 4.5356 e-5 

0.750 0.046726 1.4885 e-4 0.046838 3.7299 e-5 

0.875 0.027253 9.0703 e-5 0.027321 2.2726 e-5 

第一种步长 || ||hu u− =0.00039064 1,|| ||hu u Ω− =0.01518861 

第二种步长 || ||hu u− =0.00009800 1,|| ||hu u Ω− =0.00760401 

从表中可知，数值结果与定理 6.2.3 一致.  
在处理椭圆型方程时，尽管有限元方法在编程方面比有限差分法烦琐，但现有很多成熟的软件直

接可以使用，而且最重要的是，在进行误差分析时，有限元方法比起差分法来占有绝对的优势，它有

一套完整成熟的数学理论.  

第五节  抛物型方程初边值问题的有限元方法 

本节我们用有限元法联合差分法来数值求解抛物型方程的初边值问题： 

 

2

2 ( , ),    0 1,   0 ,

( ,0) ( ), 0 1,
(0, ) (1, ) 0,    0 .

u ua f x t x t T
t x

u x x x
u t u t t T

ψ

⎧∂ ∂
− = < < <⎪ ∂⎪ ∂

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤

 （6-68） 

其中常数 0a > .  

一、原方程的变分形式 

将式（6-68）中第一式方程的两边同乘以函数 ( )v x 并在区间[0,1]上积分，即得 
21 1 1

20 0 0

( , ) ( , )( )d ( )d ( , ) ( )du x t u x tv x x a v x x f x t v x x
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂∫ ∫ ∫  

若取 1
0( ) ([0,1])v x H∈ 从而 (0) (1) 0v v= = ，再利用分部积分，上式就成为 

1 1 1

0 0 0

( , ) ( , )( )d ( )d ( , ) ( )du x t u x tv x x a v x x f x t v x x
t x

∂ ∂ ′+ =
∂ ∂∫ ∫ ∫  
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同样，由式（6-68）中第二式可得 
1 1

0 0
( ,0) ( )d ( ) ( )du x v x x x v x xψ=∫ ∫ . 这样，就得到原问题的变分

形式： 
在任意时刻 (0, ]t T∈ ，求函数 1

0( , ) ([0,1])u x t H∈ （指的是在固定的时刻 t, 关于 x 的函数

1
0( , ) ([0,1])u x t H∈ ），使得 

 
1 1 1

1
0

0 0 0

( , ) ( , )( )d ( )d ( , ) ( )d ,    ([0,1])u x t u x tv x x a v x x f x t v x x v H
t x

∂ ∂ ′+ = ∀ ∈
∂ ∂∫ ∫ ∫  （6-69） 

 
1 1

1
0

0 0
( ,0) ( )d ( ) ( )d , ([0,1])u x v x x x v x x v Hψ= ∀ ∈∫ ∫  （6-70） 

二、用有限元法进行空间半离散 

首先对空间区域进行剖分离散. 为简单起见，对 [0,1] 进行等距剖分，步长为 h ，节点坐标为

,   0ix ih i m= ≤ ≤ 且
1h
m

= . 设 hV 为 1
0 ([0,1])H 中的分片连续线性函数空间，其基函数为

0 1( ), ( ), , ( )m hx x x Vφ φ φ ∈" ，其定义为式（6-7）和式（6-8），易见有
1, ,

( )
0, .i j

i j
x

i j
ϕ

=⎧
= ⎨ ≠⎩

 现假设数值解

具有可分离变量的性质，即
0

( , ) ( ) ( )
m

h i i
i

u x t t xα φ
=

=∑ ，则原来的连续型问题式（6-69）和式（6-70）可

以相应地离散为： 
1 1 1

0 0 0

( , ) ( , )( )d ( )d ( , ) ( )d ,h h
h h h

u x t u x tv x x a v x x f x t v x x
t x

∂ ∂ ′+ =
∂ ∂∫ ∫ ∫  

1 1

0 0
( ,0) ( )d ( ) ( )d ,    .h h h h hu x v x x x v x x v Vψ= ∀ ∈∫ ∫  

此即 

 
1 1 1

0 0 0
0 0

( ) ( ) ( )d ( ) ( ) ( )d ( , ) ( )d ,
m m

i i j i i j j
i i

t x x x a t x x x f x t x xα ϕ ϕ α ϕ ϕ ϕ
= =

′ ′ ′+ =∑ ∑∫ ∫ ∫   （6-71） 

 
1 1

0 0
0

(0) ( ) ( )d ( ) ( )d ,          0,  1,  2,  , .
m

i i j j
i

x x x x x x j mα ϕ ϕ ψ ϕ
=

= =∑ ∫ ∫ "     （6-72） 

若引入记号 

 

1 1 1

, ,
0 0 0

1

0

( ) ( )d ,      ( ) ( )d ,      ( ) ( )d

( ) ( , ) ( )d ,          0, 1,  2,  ,

i j i j i j i j j j

j j

a x x x b x x x c x x x

F t f x t x x j m

ϕ ϕ ϕ ϕ ψ ϕ

ϕ

′ ′= = =

= =

∫ ∫ ∫
∫ "

 （6-73） 

则有 , , , ,,  ,i j j i i j j ia a b b= =  且式（6-71）和式（6-72）可以简写为 

 
( ) ( ) ( ),
(0) .

A t aB t t
A

′ + =⎧
⎨ =⎩

α α F
α C

 （6-74） 

其中 1m + 方阵 ,A B 定义为 , ,( ), ( )i j i jA a B b= = ，且向量 , ( ), ( )t tC F α 分别定义为 
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0 0 0

1 1 1

1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

,      ( ) ,    ( ) .
( ) ( )

( ) ( )
m m m

m m m

c F t t
c F t t

t t
c F t t
c F t t

α
α

α
α

− − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

C F α# # #  

在结构力学中， A 称为总质量矩阵，B 称为总刚度矩阵， ( )tF 称为总荷载.  

三、用差分法进行时间全离散 

前面经过有限元法离散后得到的离散结构式（6-74）只是在空间上作了离散，时间变量依然是连

续的，这种离散称为半离散，所以还需要对时间变量进行离散，这样最后得到的离散形式称为全离散. 
此处采用差分离散，即关于时间的导数用差商近似代替. 故需要对时间区域进行剖分，仍采用等距剖

分，对时间区间[0, ]T 进行等距剖分，设时间步长为τ ，节点坐标为 ,   0kt k k nτ= ≤ ≤ 且 .T
n

τ =  对于

半离散方程系统式（6-74），在离散节点上应有 ( ) ( ) ( )A t aB t tβ β β′ + =α α F . 特别地，（1）若取 kβ = ，

1( ) ( )( ) ( )k k
k

t tt O τ
τ

+ −′ = +
α αα ，用数值解 T

0 1( , , , )k k k k
mα α α α=

G " 代替精确解 ( )ktαG 并忽略高阶小项，则得

向前欧拉方法：
1

( )
k k

k
kA aB t

τ

+ −
+ =

α α α F ，且局部截断误差为 ( )O τ . （2）若取
1
2

kβ = + ，其中，

1
2

1

2
k k

k
t tt +

+
+

= 且 1
2

21( ) ( )( ) ( )k k
k

t tt O τ
τ

+
+

−′ = +
α αα ，再用数值解 T

0 1( , , , )k k k k
mα α α=α " 代替精确解 ( )ktαG

并忽略高阶小项，则得 Crank-Nicolson 方法：
1 1

1

2 2

k k k k
k kt tA aB

τ

+ +
+− + +⎛ ⎞+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
α α α α F ，且局部截断误

差为 2( )O τ . （3）若取 1kβ = + ， 1
1

( ) ( )( ) ( )k k
k

t tt O τ
τ

+
+

−′ = +
α αα ，用数值解 T

0 1( , , , )k k k k
mα α α=α " 代替

精确解 ( )ktα 并忽略高阶小项，则得向后欧拉方法：
1

1
1( )

k k
k

kA aB t
τ

+
+

+
−

+ =
α α α F ，且局部截断误差为

( )O τ . 整理以后可得以下全离散格式：对 0,1, ,  1,k n= −"  

 1
1( ) ( (1 ) ) ((1 ) )k k

k kA a B A a B t tθ τ θ τ τ θ θ+
++ = − − + − +α α F  （6-75） 

取
10, ,1
2

θ = 分别对应向前欧拉有限元格式、Crank-Nicolson 有限元格式和向后欧拉有限元格式. 由

式（6-74）第二式，上述格式都可以取初始值 

 0 1(0) A−= =α α C                          （6-76） 

然后用追赶法求解式（6-75）即可.  

四、相关量的数值计算 

（1） ,i ja 的计算. 直接计算可得总质量矩阵

( 1) ( 1)

2 1 0
1 4 1

( )
6

1 4 1
0 1 2

ij

m m

hA a

+ × +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

% % %  
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（2） ,i jb 的计算. 直接计算可得总刚度矩阵

( 1) ( 1)

1 1 0
1 2 1

1( )
1 2 1

0 1 1

ij

m m

B b
h

+ × +

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

% % %  

（3） jc 与 ( )jF t 的计算. 可以利用数值积分公式（6-12）近似计算得到.  
（4）边界条件的处理 . 由于对连续问题有边界条件 (0, ) (1, ) 0u t u t= = ，离散情形下则为

(0, ) (1, ) 0h hu t u t= = ，从而利用
0

( , ) ( ) ( ) ( )
i

m

h i j j i
j x x

u x t t x tα ϕ α
= =

= =∑ 得到 0 ( ) ( ) 0mt tα α= = ，即有

0 ( ) ( ) 0,   1, 2, , ,k m kt t k nα α= = = " 因此可以取边界条件为 0 0,   1, 2, , .k k
m k nα α= = = "  

五、编程时的一些说明 

（1）关于初始值. 上文中初始值取成式（6-76），因此在实际计算中需要求解一个三对角线性方程

组，计算比较复杂. 事实上还可以这样考虑，由于初始条件为 ( ,0) ( )u x xψ= ，所以 ( ,0)h iu x =  

0

(0) ( ) (0) ( )
m

j j i i
j

x xα ϕ α ψ
=

= ≈∑ ，则不妨将 0
iα 取成 ( ), 0,1, ,ix i mψ = " 从而简化初始值的计算.  

（2）关于线性方程组的系数矩阵. 原则上线性方程组（6-75）中的矩阵 ,A B 和向量F 的计算都可

以利用小的剖分单元上的单元质量矩阵、单元刚度矩阵和单元荷载来合成. 具体操作可以参照本章第

一节内容.  
（3）数值格式的式（6-75）是一个时间渐进格式，在第 0 个时间层，初始信息为 0α ，可以用式（6-76）

来计算，也可以直接取 0
iα 为 ( ), 0,1, ,ix i mψ = " ，然后用式（6-75）计算第 1 个时间层上的信息 1α ，

但是在计算 1α 时，由于边界信息已知，即 1 1
0 0,mα α= =  所以需要修改线性方程组（6-75）左边的系数

矩阵 A a Bθ τ+ ，使它的第 0 行元素和第 0 列元素除了第 0 行第 0 列这一个元素取成 1 以外其他元素都

取成 0. 同样，第 m 行元素和第 m 列元素除了第 m 行第 m 列一个元素取成 1 以外其他元素也都取成

0. 最后修改式（6-75）右边的列向量 1( (1 ) ) ((1 ) )k
k kA a B t tθ τ τ θ θ +− − + − +α F ，使之第 0 个元素及第 m

个元素均为 0，这样线性方程组（6-75）求解完以后可以保证边界条件 1 1
0 0mα α= = 成立，这样得到完

整的第 1 个时间层上的信息 1α . 然后按照同样的方法继续计算后面第2,3, ,n" 个时间层上的信息. 最

终，可以得到数值解在第 , 0,1, ,k k n= " 个时间层上的近似式：
0 0

( , ) ( ) ( ) ( )
m m

k
h k j k j j j

j j

u x t t x xα ϕ α ϕ
= =

= ≈∑ ∑ . 

显然有限元离散后 x 方向每个位置都有数值解，但差分离散后 t 方向只在节点处有信息.  

六、数值算例 

例 6.5.1  用有限元法求解抛物型方程的初边值问题： 
2

22 0,    0 π,   0 1,

( ,0) 5sin(2 ) 30sin(3 ), 0 π,
(0, ) (1, ) 0,    0 1.

u u x t
t x

u x x x x
u t u t t

⎧∂ ∂
− = < < <⎪ ∂⎪ ∂

⎨ = −⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为 8 18( , ) 5e sin(2 ) 30e sin(3 )t tu x t x x− −= − . 分别取第一种剖分数 16m n= = 和第二种剖分
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数 32m n= = ，输出在节点
π 1 , 1, 2, ,7,
8 2
i i⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
" 处的数值解并给出误差.  

解：程序见 Egch6_sec5_01.c, 其中关于时间的差分采用了 Crank-Nicolson 格式，计算结果列表如

下（表 6-4）. 

表 6-4  有限元法的计算结果 

( , )i kx t  = =16m n 时α k
i  误差 α − ( , )k

i i ku x t  = = 32m n 时α k
i  误差 α − ( , )k

i i ku x t  

(π/8, 1/2) 0.055488 5.8471e−3 0.060101 1.2341e−3 

(2π/8, 1/2) 0.078932 1.0029e−2 0.086607 2.3533e−3 

(3π/8, 1/2) 0.056490 9.6821e−3 0.063613 2.5593e−3 

(4π/8, 1/2) 0.000767 2.9351e−3 0.002688 1.0143e−3 

(5π/8, 1/2) −0.055903 7.4356e−3 −0.061556 1.7830e−3 

(6π/8, 1/2) −0.080017 1.4179e−2 −0.090408 3.7876e−3 

(7π/8, 1/2) −0.056905 1.1271e−2 −0.065068 3.1082e−3 

本章参考文献 

[ 1 ] S C Brenner, L R Scott. The Mathematical Theory of Finite Element Methods. New York：Springer-Verlag，1994. 

[ 2 ] 李庆扬，王能超，易大义. 数值分析（第 4 版）. 北京：清华大学出版社，2001. 

[ 3 ] 李开泰，黄艾香，黄庆怀. 有限元方法及其应用. 北京：科学出版社，2006. 

本章要求及小结 

1．了解有限元法的产生背景，知道它与差分法的差异.  
2．掌握常微分方程两点边值问题的几种等价形式；知道有限元法是从变分公式入手分析的；知

道有限元法的基本操作步骤；理解有限元法的误差是用范数来衡量的.  
3．掌握二阶椭圆型偏微分方程零边值问题的几种等价形式；知道变分原理及弱解的概念.  
4. 知道有限元空间的三个要素——剖分、函数空间及确定函数空间的条件；掌握简单的三角形一

次元、了解三角形二次元. 
5．学会将变分公式用矩阵表示出来；掌握一些简单的理论证明.  
6．程序调试正确以后，通过对网格加密一倍，观察数值结果的变化，从而从数值上初步判断数

值方法的阶数.  

习  题  六 

1．设 ( )w x 为[0,1]上的连续函数. 若有
1

0
( ) ( )d 0,   w x v x x v V= ∀ ∈∫ ，其中 V 由式（6-4）定义. 证明：

( ) 0,   [0,1].w x x≡ ∈  
2．证明 Cauchy-Schwarz 不等式： ( , ) || || || || .v w v w≤  
提示：对 ( , ),t∀ ∈ − +∞ ∞ 考察 ( ,  ).v t w v t w− −  

3．证明关于一维线性插值的结论式（6-27）和式（6-28）.  
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4．证明：原方程（6-1）的精确解 ( )u x 与其有限元解 ( )hu x 之间有更精确的误差估计式（6-29）和

式（6-30）.  
5．用有限元法求解常微分方程边值问题： 

( ) ( 2)e ,     (0,1),
(0) (1) 0.

xu x x x
u u
⎧ ′′− = − + ∈⎪
⎨

= =⎪⎩
 

已知此问题的精确解为 ( ) (e e)xu x x= − . 要求：有限元子空间取为分片连续一次函数空间. 分别取第一

种步长
1
20

h = 和第二种步长
1
40

h = ，输出在节点 , 1 4
5
ix i= ≤ ≤ 处的数值解，并给出误差.  

6．设 [ , ] [ , ]a b c dx x y yΩ = × 且 1
0 ( )v H Ω∈ . 证明 Poincaré 不等式：存在常数 0C > ，使得

2 2| |  d d | |  d dv x y C v x y
Ω Ω
∇∫∫ ∫∫≥ . 

7．设平面 ABCΔ 的三个顶点 A B C、 、 的坐标分别是 0 0 1 1 2 2( , ), ( , ), ( , )A x y B x y C x y ，并且 A B C、 、

按逆时针排列，证明： ABCΔ 的面积
0 0

1 1

2 2

1
1 1 .
2

1
ABC

x y
S x y

x y
Δ =  

8．将一般三角形单元e（3 个顶点分别为 ( , ), ( , ), ( , )i i i j j j k k kP x y P x y P x y ）上的积分通过坐标变换

式（6-57）变到标准单元 ê上，证明：对任意定义在e上的二元函数 ( , )p x y ，有 

0 1 2 0 1 2 0 1ˆ
( , )d d 2 ( , )d de i j k i j k

e e
p x y x y S p x x x y y yλ λ λ λ λ λ λ λ= + + + +∫∫ ∫∫ . 

9．用三角形一次有限元求解椭圆型方程边值问题： 
2 2

2
2 2

( , ) ( , ) (π 1)sin sin(π ),     ( , )

=0  

u x y u x y x y x y
x y

u Ω

Ω

∂

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
− + = + ∈⎪ ⎜ ⎟

∂ ∂⎨ ⎝ ⎠
⎪
⎩

D

 

其中， [0,π] [0,1]Ω = × . 已知此问题的精确解为 ( , ) sin sin(π )u x y x y= . 分别取第一种剖分 16m n= = 和

第二种剖分 32m n= = ，输出在节点 ( , ) (0.125π , 0.5), 1 7x y i i= ≤ ≤ 处的数值解，并给出误差.  

10．用有限元方法求解抛物型方程的初边值问题： 
2

2 0,    0 1,   0 1,

( ,0) sin(π ), 0 1,
(0, ) (1, ) 0,    0 1.

u u x t
t x

u x x x
u t u t t

⎧∂ ∂
− = < < <⎪ ∂⎪ ∂

⎨ =⎪
⎪ = = <⎩

≤

≤ ≤

≤  

已知其精确解为
2π( , ) sin(π )e tu x t x −= . 分别取第一种剖分数 16m n= = 和第二种剖分数 32m n= = ，输

出在节点 , 1,2, ,7,1
8
i i⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
" 处的数值解并与精确解进行比较.  
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附录A  二阶线性偏微分方程的变换与分类 

只含两个自变量的二阶线性偏微分方程的一般形式为 
 11 12 22 1 22xx xy yy x ya u a u a u b u b u cu f+ + + + + =  （A-1） 

其中 11 12 22 1 2, , , , , , ,a a a b b c u f 都是自变量 ,x y 的已知函数，假设它们的二阶偏导数在某平面区域D 内都

连续，且 11 12 22, ,a a a 不全为 0. 对上述方程，我们可以通过函数变换的方法将其变成更简单的形式.  
事实上，假设在平面区域 D 内一点 ( , )x y 的某一邻域内，函数变换 ( , )x yξ ξ= , ( , )x yη η= 连续且

有二阶连续偏导数，关于这个变换的雅可比（Jacobi）行列式为 

   ( , ) 0
  ( , )

x y
x y y x

x yx y

ξ ξξ η ξ η ξ η
η η

∂
= = − ≠

∂
 

则由隐函数存在定理，存在连续且二阶偏导数也连续的逆变换 
 ( , ),     ( , ).x x y yξ η ξ η= =  （A-2） 

于是经过简单计算就有 

x x xu u uξ ηξ η= + ， ,y y yu u uξ ηξ η= +  

2 22 ,xx x x x x xx xxu u u u u uξξ ξη ηη ξ ηξ ξ η η ξ η= + + + +  

2 22 ,yy y y y y yy yyu u u u u uξξ ξη ηη ξ ηξ ξ η η ξ η= + + + +  

( ) .xy x y x y y x x y xy xyu u u u u uξξ ξη ηη ξ ηξ ξ ξ η ξ η η η ξ η= + + + + +  

将以上各式代入式（A-1），可得 

( )
( )

2 2
11 12

2 2
22 1 2

2 2 ( ( ) )

2 ( ) ( )

x x x x xx xx x y x y y x x y xy xy

y y y y yy yy x x y y

a u u u u u a u u u u u

a u u u u u b u u b u u cu f

ξξ ξη ηη ξ η ξξ ξη ηη ξ η

ξξ ξη ηη ξ η ξ η ξ η

ξ ξ η η ξ η ξ ξ ξ η ξ η η η ξ η

ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η

+ + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + =
 

整理后得 
2 2

11 12 22 11 12 22

2 2
11 12 22 11 12 22

11 12 22

( 2 ) 2( ( ) )

( 2 ) ( 2 )

( 2 )

x x y y x x x y y x y y

x x y y xx xy yy

xx xy yy

a a a u a a a u

a a a u a a a u

a a a u cu f

ξξ ξη

ηη ξ

η

ξ ξ ξ ξ ξ η ξ η ξ η ξ η

η η η η ξ ξ ξ

η η η

+ + + + + + +

+ + + + + +

+ + + =

 

可以将上式简记成 
 11 12 22 1 22A u A u A u B u B u Cu Fξξ ξη ηη ξ η+ + + + + =  （A-3） 

此时， 
2 2
12 11 22 11 12 22

2 2 2 2
11 12 22 11 12 22

2 2
12 11 22

( ( ) )

                      ( 2 )( 2 )

                  ( )( )

x x x y y x y y

x x y y x x y y

x y y x

A A A a a a

a a a a a a

a a a

ξ η ξ η ξ η ξ η

ξ ξ ξ ξ η η η η

ξ η ξ η

− = + + + −

+ + + +

= − −
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这表明在可逆变换式（A-2）下 2
12 11 22A A A− 与 2

12 11 22a a a− 保持相同的正负号，这也说明 2
12 11 22A A A− 或

2
12 11 22a a a− 的符号是原方程的本质特点，不会因选取不同的变换而改变. 至此，我们利用变换式（A-2）

已经将式（A-1）转化成式（A-3）了，而形式上式（A-3）并不比式（A-1）显得更简单，要获取方

程的简单形式，一个合理的想法是希望变换后的式（A-3）中某些系数（如 11 12 1, ,A A B 等，确切地

说这些不是数而是函数）为零，最好是二阶偏导数前的系数为零，这就需要通过合理选取初始的

函数变换 ( , )x yξ ξ= 与 ( , )x yη η= 来实现.  
注 意 到 ,u uξξ ηη 前 的 系 数 形 式 相 同 ， 均 为 2 2

11 12 222x x y ya a aω ω ω ω+ + 形 . 若 有 满 足

2 2
11 12 222 0x x y ya a aω ω ω ω+ + = 成立的函数 ( , )x yξ ξ= 或 ( , )x yη η= ，则式（A-3）形式可简化. 为此，

改写 2 2
11 12 222 0x x y ya a aω ω ω ω+ + = 为

2

11 12 222 0x x

y y
a a aω ω

ω ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，此即 

 
2

11 12 222 0x x

y y
a a aω ω

ω ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （A-4） 

联想到由 ( , )x y Cω ω= ≡ 所确定的隐函数 ( )y y x= 满足 0x y yω ω ′+ ⋅ = ，从而
d
d

x

y

y
x

ω
ω

= − . 于是，有以

下结论： 
定理 A.1   在平面区域 D 内一点 ( , )P x y 的某一邻域内， ( , )x y Cω ≡ 是一阶常微分方程 

 
2

11 12 22
d d2 0
d d
y ya a a
x x

⎛ ⎞ − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  （A-5） 

的通解等价于函数 ( , )x yω 是偏微分方程 2 2
11 12 222 0x x y ya a aω ω ω ω+ + = 的解.  

根据定理 A.1，要想将新方程（A-3）化简，就归结为求常微分方程（A-5）的通解，也就是求这

个方程的积分曲线. 鉴于这个方程的重要性，我们将式（A-5）称为原方程（A-1）的特征方程. 特征

方程可以看成一个未知数为
d
d
y
x
的一元二次代数方程，其解为 

2
12 12 11 22

11

d
d

a a a ay
x a

± −
=  

若在点 P 的邻域内 2
12 11 22 0a a aΔ = − > 时（从而 2

12 11 22 0A A A− > ），则称原方程（A-1）为双曲型方程，它

最终可以通过函数变换化为 ( , , , , )u u u uξη ξ ηΦ ξ η= 或者双曲型方程的标准型 ( , , , , )ss tt s tu u s t u u uΨ− = ，具

体操作后面统一叙述. 同样，若 2
12 11 22 0a a aΔ = − = 时（从而 2

12 11 22 0A A A− = ），则称原方程（A-1）为

抛物型方程，它最终可以通过函数变换化为标准型 ( , , , , )u u u uηη ξ ηΦ ξ η= . 若 2
12 11 22 0a a aΔ = − < 时（从

而 2
12 11 22 0A A A− < ），则称原方程（A-1）为椭圆型方程，它最终可以通过函数变换化为标准型

( , , , , )u u u u uξξ ηη ξ ηΦ ξ η+ = .  

下面分 3 种情况讨论将方程（A-3）化为标准型的具体过程.  
（1）当 2

12 11 22 0a a aΔ = − > 时，式（A-5）有两个相异实根，即 

2 2
12 12 11 22 12 12 11 22

11 11

d d,      
d d

a a a a a a a ay y
x a x a

+ − − −
= =  

求解这两个一阶常微分方程，设其通解分别为 1 1( , )x y Cω ≡ 和 2 2( , )x y Cω ≡ ，则只要取变换函数
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1 2( , ),   ( , )x y x yξ ω η ω= = ，就有 11 22 0A A= = ，这样式（A-3）简化为 1 2
12

1 ( )
2

u F B u B u Cu
Aξη ξ η= − − − ，

或者在此基础上更进一步，再作可逆的函数变换 ,   s tξ η ξ η= + = − ，则可得双曲型方程的标准型

( , , , , )ss tt s tu u s t u u uΨ− = .  

（2）当 2
12 11 22 0a a aΔ = − = 时，式（A-5）有两个相等实根，即 12

11

d ,
d

ay
x a
=  求解这个一阶常微分方

程，设其通解为 1 1( , )x y Cω ≡ ，则只要取变换函数 1( , )x yξ ω= ，η取成与ξ 线性无关的函数即可，此时

就有 11 0A = ，且有 
2
12

12 11 12 22 11 12
11

2 2
11 11 12 12 11 12 11 12

11 11

( ) ( )

1 1( ( ) ) ( )( ) 0

x x x y y x y y x x x y y x y y

x x x y y x y y x y x y

aA a a a a a
a

a a a a a a a a
a a

ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η ξ η ξ ξ η η

= + + + = + + +

= + + + = + + =
 

这样式（A-3）简化为抛物型方程的标准型 1 2
22

1 ( )u F B u B u Cu
Aηη ξ η= − − − .  

（3）当 2
12 11 22 0a a aΔ = − < 时，式（A-5）有一对共轭的复根，即 

2
12 11 22 12

11

2
12 11 22 12

11

id ,      
d

id
d

a a a ay
x a

a a a ay
x a

+ −
=

− −
=

 

解这两个共轭的复函数一阶常微分方程，得到一对共轭的复函数通解，设为 ( , )x yω =  

1 2( , ) ( , )x y i x y Cω ω± ≡ . 由定理 A.1，也就是 ( , )x yω 满足方程 2 2
11 12 222 0x x y ya a aω ω ω ω+ + = ，即 

2 2
11 1 2 12 1 2 1 2 22 1 2( i ) 2 ( i )( i ) ( i ) 0x x x x y y y ya a aω ω ω ω ω ω ω ω± + ± ± + ± =  

分离实虚部，得两个方程 
2 2 2 2

11 1 12 1 1 22 1 11 2 12 2 2 22 22 2x x y y x x y ya a a a a aω ω ω ω ω ω ω ω+ + = + + ， 

11 1 2 12 1 2 1 2 22 1 2( ) 0x x x y y x y ya a aω ω ω ω ω ω ω ω+ + + = . 

此时再作变换函数 1Re ( , )x yξ ω ω= = ， 2Im ( , )x yη ω ω= = ，则  

2 2 2 2
11 12 22 11 12 222 2x x y y x x y ya a a a a aξ ξ ξ ξ η η η η+ + = + +  

且 11 12 22( ) 0x x x y y x y ya a aξ η ξ η ξ η ξ η+ + + = .9 

这样式（A-3）简化为椭圆型方程的标准型 ( )1 2
11

1u u F B u B u Cu
Aξξ ηη ξ η+ = − − − .  

综上，若在区域 D 内某点 ( , )x y 处满足 2
12 11 22 0( 0,  0)a a a− > =或 或< ，则称原二阶线性偏方程

11 12 22 1 22xx xy yy x ya u a u a u b u b u cu f+ + + + + = 在该点处是双曲型的（或是抛物型的，或是椭圆型

的），而且可以通过函数变换化成标准型 1( , , , , )ss tt s tu u s t u u uΨ− = （或是 2 ( , , , , )tt s tu s t u u uΨ= ，或

是 3( , , , , )ss tt s tu u s t u u uΨ+ = ）. 另外，由于这些方程通常描述了物理与工程技术中不同的自然现

象，所以它们不仅在二阶偏导数项系数的代数方面有差异，而且在定解条件与性态方面也有本

质区别.  
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为了让大家有直观的感受，我们举几个实例来具体实现将一般的二阶线性偏微分方程变形到

标准型.  
例 A.1  将方程 2 2 0xx yyy u x u− = 化为标准型.  

解： 2 2 2 2 2
12 11 22 0 ( ) 0a a a y x x yΔ = − = − − = > （除去平面直角坐标系中的坐标轴）. 易见特征方程

为
2

2 2d 0
d
yy x
x

⎛ ⎞ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，它有两个实根
d
d
y x
x y
= ± ，用变量分离的方法求解这两个方程可得两族积分曲线

2 2 2 2
1 2,    y x C y x C= + = − + ，作变换 2 2 2 2,   y x y xξ η= − = + ，则通过直接计算得 

2 22( ) 4 ( 2 ),    2( ) 4 ( 2 )xx yyu u u x u u u u u u y u u uη ξ ξξ ηη ξη ξ η ξξ ηη ξη= − + + − = + + + +  

代入原方程后得到 2 2 2 2 2 22 ( ) 2 ( ) 16 0u x y u y x x y uξ η ξη− + + − − = ，即 2 22( ) 0u u uξ η ξηη ξ η ξ− + − =  或者

2 22( )
u u

u ξ η
ξη

η ξ
ξ η
−

=
−

. 若要化为标准型，只需要再作最后的变换 ,   s tξ η ξ η= + = − ，则 

( ) ( ) ( ) ( 1)s t s t s s t t ss ttu u u u u u u u uξη η= + = + + + ⋅ − = −  

且 2 2

1 1( )( ) ( )( )
2 2

2 22( )

s t s t
t s

s t u u s t u uu u su t u
s t s t

ξ ηη ξ
ξ η

− + − + −− −
= =

−
 

从而得到原双曲型方程的标准型
1
2

t s
ss tt

u uu u
t s

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

例 A.2  将方程 2 22 0xx xy yyx u xyu y u+ + = 化为标准型.  

解： 2 2 2 2 2
12 11 22 0a a a x y x yΔ = − = − = . 易见特征方程为

2
2 2d d2 0

d d
y yx xy y
x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，它有两个相

等的实根
d
d
y y
x x
= ，解得积分曲线为 ln | | ln | | ln | |y x C= + ，即

y C
x
= . 再作变换 ,   y y

x
ξ η= = ，则通过

直接计算得 
2

4 3 3 2 2 2
2 1 1 2,   ,     xx xy yy

y y y yu u u u u u u u u u u
xx x x x x xξξ ξ ξξ ξη ξ ξξ ξη ηη= + = − − − = + +  

代入原方程后化简可得 0uηη = ，这就是原抛物型方程的标准型.  
注：本题中η 中的选取可以是多样的，如取 xη = 也能得到同样的结果.  

例 A.3  将方程 2 2 0xx yyy u x u+ = 化为标准型.  

解： 2 2 2 2 2
12 11 22 0 0a a a y x x yΔ = − = − = − < （除去平面直角坐标系中的坐标轴）. 易见特征方程为

2
2 2d 0

d
yy x
x

⎛ ⎞ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，它有一对共轭复根
d i
d
y x
x y
= ± ，用变量分离的方法求解这两个方程可得两族积分曲

线 2 2 2 2
1 2i ,    iy x C y x C− = + = ，于是作变换 2 2,   y xξ η= = ，则直接计算得 22 4 ,xxu u x uη ηη= +  

22 4 ,yyu u y uξ ξξ= + 代入原方程并化简可得原椭圆型方程的标准型
2 2

2 22
x u y u

u u
x y
ξ η

ξξ ηη
+

+ = − =  

1
2

u uξ η

ξ η
⎛ ⎞

− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  
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当然，有时需要对 2
12 11 22a a aΔ = − 的符号进行讨论，如方程 0xx yyyu u+ = ，易见 yΔ = − 符号不定，

所以当 0y > 时方程是椭圆型的，利用上述方法令
3
22 ,   ,

3
y xξ η= =  则可得椭圆域{( , ) 0}x y y > 内标准

型
1 .

3
u u uξξ ηη ξξ

+ = −  而当 0y < 时方程是双曲型的，令
3 3
2 22 2( ) ,   ( ) ,

3 3
x y x yξ η= − − = + − 则可得双曲

域{( , ) 0}x y y < 内简化型
1 ( ).

6( )
u u uξη ξ ηξ η

= −
−

 然后可再进一步化为标准型. 而 0y = 时方程就退化

了，故不进行讨论.  
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附录B  四阶龙格－库塔方法的推导 

( ) ( , )y x f x y f′ = =  
d( ) ( , ( ))
d x y x y

fy x x y x f f y f f f
x

′′ ′= = + ⋅ = + ⋅  

2 2

d( ) ( ) ( ) ( )
d

2

x y xx xy x y y yx yy

xx xy x y y yy

y x f f f f f y f f f f f f f y
x

f f f f f f f f f

′′′ ′ ′= + ⋅ = + ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅

= + + + +
 

(4) 2 2

2 2

d( ) ( 2 )
d

            2( ) 2 ( ) ( ) ( )

  ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )

            3 3

xx xy x y y yy

xxx xxy x y xy xxy xyy xx xy y x xy yy

x y y y xy yy x y yy xyy yyy

xxx xxy

y x f f f f f f f f f
x

f f f f f f f f f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f f f f f f f f f

f f f

= + + + +

= + + + + + + + + +

+ + + ⋅ + + + + +

= + + 2 2

3 2 3

5 3 3 4

  
x xy xy y xyy x yy y yy

xx y yyy x y y

f f f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f

+ + + +

+ + + +

 

于是，二阶泰勒级数方法数值计算公式实为 
2

1 ( )
2!i i x y
hy y h f f f f+ = + + +  

三阶泰勒级数方法数值计算公式实为 
2 3

2 2
1 ( ) [ 2 ]

2! 3!i i x y xx xy x y y yy
h hy y h f f f f f f f f f f f f f+ = + + + + + + + +  

四阶泰勒级数方法数值计算公式实为 
2 3

2 2
1

4
2 2

3 2 3

( ) [ 2 ]
2! 3!

[ 3 3 5 3 3 4
4!

]

i i x y xx xy x y y yy

xxx xxy x xy xy y xyy x yy y yy

xx y yyy x y y

h hy y h f f f f f f f f f f f f f

h f f f f f f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f

+ = + + + + + + + +

+ + + + + + +

+ + + +

 

四阶龙格-库塔公式是常用的公式，每步都要计算四次 f 的值. 它的一般形式是 

( )
( )
( )

1 1 1 2 2 3 3 4 4

1

2 1 1 1

3 2 1 1 2 2

4 3 1 1 2 2 3 3

( , )
,

,

,

i i

i i

i i

i i

i i

y y k k k k
k h f x y
k h f x h y k

k h f x h y k k

k h f x h y k k k

λ λ λ λ

α β

α γ γ

α μ μ μ

+
⎧ = + + + +
⎪

=⎪
⎪ = + +⎨
⎪ = + + +⎪
⎪ = + + + +⎩

 

2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 1 1 1

3 3 2 3 2 3 2 3 3 3 5
1 1 1 1 1 1

1 1
2 2

1 1 1 1    ) ( )
6 2 2 6

x y xx xy yy

xxx xxy xyy yyy

k h f h f h f f h f h f f h f f

h f h f f h f f h f f O h

α β α α β β

α α β α β β

⎛= + + + + +⎜
⎝

⎞+ + + + +⎟
⎠
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2 2
3 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2

2 3 3 2 2 2
1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2 2

3 5
1 1 2 2

1( ) ( )
2

1 1 1 1    ( ) ( ) ( )
2 6 2 2

1   ( ) ( )
6

x y xx xy

yy xxx xxy xyy

yyy

k h f h f k k f h f h k k f

k k f h f h k k f h k k f

k k f O h

α γ γ α α γ γ

γ γ α α γ γ α γ γ

γ γ

⎛= + + + + + +⎜
⎝

+ + + + + + +

⎞+ + +⎟
⎠

 

将 1 2,k k 的表达式代入后合并同类项整理可得 

2 2 2 2 2
3 2 1 2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2 3 3
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 3 2 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

1( )
2

1 1    ( ) ( ) ( )
2 2

1    ( ( ) ) ( )
2

x y x y y xx

xy yy xx y y xy

y yy x xy x y

k h f h f h f f h f f h f f h f

h f f h f f h f f h f f f

h f f f h f f h f f f

α γ γ α γ β γ α

α γ γ γ γ α γ α α β γ

β γ γ γ β γ α α γ γ γ α γ

⎛= + + + + + +⎜
⎝

+ + + + + + +

+ + + + + +

3 3 2 3 3 2 2
2 2 1 2 2 1 2

3 3 3 5
1 2

1 1 1    ( ) ( )
6 2 2
1    ( ) ( )
6

y

xxx xxy xyy

yyy

h f h f f h f f

h f f O h

α α γ γ α γ γ

γ γ

+ + + + +

⎞+ + +⎟
⎠

 

2 2
4 3 1 1 2 2 3 3 3 3 1 1 2 2 3 3

2 3 3 2 2
1 1 2 2 3 3 3 3 1 1 2 2 3 3

2 3 5
3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1( ) ( )
2

1 1 1    ( ) ( )
2 6 2
1 1    ( ) ( ) ( )
2 6

x y xx xy

yy xxx xxy

xyy yyy

k h f h f k k k f h f h k k k f

k k k f h f h k k k f

h k k k f k k k f O h

α μ μ μ α α μ μ μ

μ μ μ α α μ μ μ

α μ μ μ μ μ μ

⎛= + + + + + + + +⎜
⎝

+ + + + + + +

⎞+ + + + + + +⎟
⎠

 

再将 1 2 3, ,k k k 的表达式代入后合并同类项化简可得 

2 2 2
4 3 1 2 3 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 3
1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 2 3

3 3 2 3 3
1 3 1 2 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 2

1( ) ( )
2

1( ( ) ) ( ) ( )
2

(( ) ( )( ) )

(

x y x y xx

y xy xx y

xy y x y y

k h f h f h f f h f f h f

h f f h f f h f f

h f f f h f f h f f

α μ μ μ α μ α μ α

β μ γ γ μ α μ μ μ α μ α μ

α α β μ α α γ γ μ α γ μ β γ μ

α α μ α

⎛= + + + + + + +⎜
⎝

+ + + + + + + +

+ + + + + + +

+ + 3 2 2 2
3 1 2 3

3 22 2
1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 3

3 3 3
1 2 3 1 2 2 3 3

2 3 2 3 2
3 1 2 3 3 1 2 3

3 3
1 2 3

1) ( )
2

1 ( ( ) ) ( )( ( ) )
2

1( )( )
6

1 1( ) ( )
2 2
1 ( )
6

x xy yy

y yy

x yy xxx

xxy xyy
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μ μ μ μ
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+ + + 3 5( )yyyf O h⎞+⎟
⎠

 

最后将 1 2 3, ,k k k 和 4k 一起代入四阶龙格-库塔公式可得 
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2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 1 1 1 1
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2
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6 2 2 6

1( )
2
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h f
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α γ γ

+
⎛= + + + + + + +⎜
⎝
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⎠
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⎝

+ + 2 2 2 2 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2
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2 2
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2
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6 2 2 6

xy yy xx y y xy
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xxx xxy xyy yyy

f h f f h f f h f f f

h f f f h f f h f f f

h f h f f h f f h f f

γ γ α γ α α β γ

β γ γ γ β γ α α γ γ γ α γ
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λ
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⎝
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⎠
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4 3 1 2 3 1 2 2 3 3
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2
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2
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(
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y xy xx y
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h f h f h f f h f f h f

h f f h f f h f f

h f f f h f f h f f

α μ μ μ α μ α μ α

β μ γ γ μ α μ μ μ α μ α μ
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⎝
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2
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2
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6
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xxy xyy

h f f h f f
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μ μ μ
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⎡ ⎤+ + + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
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⎠

 

整理得 

2
1 1 2 3 4 1 2 2 3 3 4

2 2 2 2 3
1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 2 3 3 4

3
1 1 2 2 1 2 3 3 1 2 3 4

3
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2
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h f f h f
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3 4

2 2 2 3 2
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3 3 3 4
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2
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6
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x xy

h f f

h f f
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4 2
1 2 1 2 3 1 2 2 3 1 2 3 4 1 2 3 2 4

2 4 2
1 2 3 4 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 3 4

2 2 2 4
1 2 3 1 2 2 3 4

3 3
1 2 1 2 3 1 2 3

1( ( ) ( )( ) ) [ ( ( )
2
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4

4 2 4 3 5
1 2 3 4 1 2 3 4
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λ
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将上式与四阶泰勒级数方法相比较，若要获得四阶龙格-库塔格式，则应成立  
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最后得出式中 13 个待定常数 1 2 3 4 1 2 3 1 1 2 1 2 3, , , , , , , , , , , ,λ λ λ λ α α α β γ γ μ μ μ 需满足下列 11 个方程的方程组： 



1 2 3 4

1 1

2 1 2

3 1 2 3

1 2 2 3 3 4

2 2 2
1 2 2 3 3 4

3 3 3
1 2 2 3 3 4
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我们可以找到其中一组简单的解，就是取 

1 4 2 3 1 2 3 1

1 2 1 2 3

1 1 1 1,     ,     ,    1,    ,    
6 3 2 2

10,     ,    0,     1
2

λ λ λ λ α α α β

γ γ μ μ μ

= = = = = = = =

= = = = =
 

从而得到最常用的四阶龙格-库塔公式： 
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⎪
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附录C  解线性方程组的迭代法 

本附录介绍求解线性方程组 A =x b的 3 种迭代方法. 设 n 阶系数矩阵 A 为对称正定的稀疏矩阵.  

1．雅克比（Jacobi）迭代法 

设有 n 阶方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"
#
"

 

若系数矩阵非奇异，且 0iia ≠ , i = 1, 2,…, n，将原方程组改写成 

( )

( )

( )

1 1 12 2 13 3 1
11

2 2 21 1 23 3 2
22

1 1 2 2 , 1 1

1

1

1

n n

n n

n n n n n n n
nn

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a − −

⎧ = − − − −⎪
⎪
⎪

= − − − −⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ = − − − −⎪
⎩

"

"

#

"

 

写成迭代格式： 

 

( )

( )

( )

( 1) ( ) ( ) ( )
1 1 12 2 13 3 1

11

( 1) ( ) ( ) ( )
2 2 21 1 23 3 2

22

( 1) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 , 1 1

1

1

1

k k k k
n n

k k k k
n n

k k k k
n n n n n n n

nn

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

+

+

+
− −

⎧ = − − − −⎪
⎪
⎪

= − − − −⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ = − − − −⎪
⎩

"

"

#

"

  （C-1）  

上式也可以简单地写为 

 ( 1) ( )

1

1 , 1, 2, ,
n

k k
i i ij j

ii j
j i

x b a x i n
a

+

=
≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= − =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ "     （C-2） 

给定一组初值 (0) (0) (0) (0) T
1 2( , , , )nX x x x= " 后，经反复迭代可得到一向量序列 ( ) ( ) ( ) T

1( , , )k k k
nX x x= " ，如果

X (k)收敛于 * * * * T
1 2( , , , )nX x x x= " ，则 *, 1, 2, ,ix i n= " 就是原方程组的解. 这一方法称为 Jacobi 迭代法或

简单迭代法，式（C-1）或式（C-2）称为 Jacobi 迭代格式.  

2．高斯-赛得尔（Gauss-Seidel）迭代法 

显然，如果迭代收敛， ( 1)k
ix + 应该比 ( )k

ix 更接近于原方程的解 *
ix , i = 1, 2,…, n，因此在迭代过程中
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及时地以 ( 1)k
ix + 代替 ( )k

ix , i = 1, 2,…, n−1，可望收到更好的效果. 这样式（C-1）可写成： 

 

( )

( )

( )

( 1) ( ) ( ) ( )
1 1 12 2 13 3 1

11

( 1) ( 1) ( ) ( )
2 2 21 1 23 3 2

22

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 2 2 , 1 1

1

1

1

k k k k
n n

k k k k
n n

k k k k
n n n n n n n

nn

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

+

+ +

+ + + +
− −

⎧ = − − −⎪
⎪
⎪

= − − −⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ = − − −⎪
⎩

"

"

#

"

 （C-3） 

它又可以简写成 

 
1

( 1) ( 1) ( )

1 1

1 i n
k k k

i i ij j ij j
ii j j i

x b a x a x
a

−
+ +

= = +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ,  i = 1, 2,…, n （C-4） 

上式称为 Gauss-Seidel 迭代格式.  

3．超松驰（SOR）迭代法 

使用迭代法的困难是计算量难以估计，有些方程组的迭代格式虽然收敛，但收敛速度慢而使计算

量变得很大. 松驰法是一种线性加速方法. 这种方法将前一步的结果 ( )k
ix 与高斯-赛得尔方法的迭代值

( 1)k
ix +� 适当进行线性组合，构成一个收敛速度较快的近似解序列. 改进后的迭代方案是： 

    先迭代 
1

( 1) ( 1) ( )

1 1

1 i n
k k k

i i ij j ij j
ii j j i

x b a x a x
a

−
+ +

= = +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑�  

    后组合加速  ( 1) ( ) 1(1 ) , 1, 2, ,k k k
i i ix x x i nω ω+ += − + =� "  

也就是 

 
1

( 1) ( ) ( 1) ( )

1 1

(1 )
i n

k k k k
i i i ij j ij j

ii j j i

x x b a x a x
a
ωω

−
+ +

= = +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  （C-5） 

这种加速法就是松驰法. 其中系数ω 称为松驰因子. 可以证明，要保证迭代格式（C-5）收敛必须要求  
0 2ω< < . 当ω  = 1 时，即为高斯-赛得尔迭代法，为使收敛速度加快，通常取 1ω > ，即为超松驰法. 
松驰因子的选取对迭代格式（C-5）的收敛速度影响极大. 实际计算时，可以根据系数矩阵的性质，结

合经验通过反复计算来确定松驰因子ω .  
关于上述迭代法的误差控制，可设ε 为允许的绝对误差限，检验 ( 1) ( )

1
max k k

i ii n
x x ε+ − <

≤≤
是否成立，

以决定计算是否终止.  
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