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第第 3 版前言

模式识别已经成为当代高科技研究的重要领域之一,它已发展成为一门独立的新学科。
模式识别技术迅速扩展,已经应用在人工智能、机器人、系统控制、遥感数据分析、生物医学工

程、军事目标识别等领域,几乎遍及各个学科领域,在国民经济、国防建设、社会发展的各个方

面得到广泛应用,产生了深远的影响。
第 3 版书以实用性、可操作性和实践性为宗旨,精简内容,去掉没有实践性代码的理论内

容,书中所述理论知识均提供实现步骤、示范性代码及验证实例的效果图示,以达到理论与实

践相结合的目的。 为使读者更好地理解相关知识,叙述内容更加详实,补充了概率神经网络知

识等新内容。 同时,将群体智能的先进思想扩充到模式识别体系中,以一种新的体系,系统、全
面地介绍了模式识别的理论、方法及应用。 全书分为三部分(共 14 章)。 第一部分基础篇,内
容包括模式识别的基本概念,特征的选择与提取,模式相似性测度。 这一部分介绍模式识别的

基本概念和基本方法。 第二部分分类器设计篇,内容包括:贝叶斯(Bayes)分类器设计,判别函

数设计,神经网络分类器设计,决策树分类器设计,粗糙集分类器设计。 这一部分利用手写数

字分类识别的具体实例把模式识别方法结合起来,为广大研究工作者和工程技术人员对相关

理论的应用起到借鉴作用。 第三部分聚类分析,内容包括基本聚类算法,模拟退火聚类分析,
模糊聚类分析,禁忌搜索算法聚类分析,遗传算法聚类分析,群体智能聚类算法(蚁群算法聚

类分析,粒子算法群聚类分析)。 这一部分采用一幅含有需要聚类分析的图像形象生动地说

明各种聚类算法。
国内外论述模式识别技术的书籍不少,但由于这一领域涉及深奥的数学理论,往往使实际

工作者感到困难,而大部分书是罗列模式识别的各种算法,见不到算法的实际效果和各种算法

对比的结果,而这正是学习者和实际工作者所需要了解和掌握的内容。 目前还确实缺少一本

关于模式识别技术在实际应用方面具有系统性、可比性和实用性的参考书。
本书特点如下:
1郾 选用新技术。 除了介绍许多重要经典的内容以外,书中还包括了最近十几年来才刚刚

发展起来的并被实践证明有用的新技术、新理论,比如支持向量机、BP 神经网络、RBF 神经网

络、PNN 神经网络、CPN 神经网络、SORNN 神经网络、决策树、粗糙集理论、模糊集理论、模拟

退火、遗传算法、蚁群算法、 粒子群算法等,并将这些新技术应用于模式识别当中,提供这些新

技术的实现方法和源代码。
2郾 实用性强。 针对实例介绍理论和技术,使理论和实践相结合,避免了空洞的理论说教。

书中实例取材于手写数字模式识别,对于数字识别属于多类问题,在实际应用中具有广泛的代

表性,读者对程序稍加改进,就可以应用到不同的场合,如文字识别、字符识别、图形识别等。
3郾 编排合理,符合认知规律。 针对每一种模式识别技术,书中分为理论基础、实现步骤、

编程代码三部分。 在掌握了基本理论之后,按照实现步骤的指导,可以了解算法的实现思路和

方法,再进一步体会短小精悍的核心代码,学习者可以很快掌握模式识别技术,经过应用本书

芋



提供的实例程序,立刻会见到算法的实际效果。 书中所有算法都用 Matlab 编程实现,便于读

者学习和应用。
本书内容基本涵盖了目前“模式识别冶重要的理论和方法,但并没有简单地将各种理论方

法堆砌起来,而是将作者自身的研究成果和实践经验传授给读者,在介绍各种理论和方法时,
将不同算法应用于实际中,内容包括需要应用模式识别技术解决的问题,模式识别理论的讲解

和推理,将理论转化为编程的步骤,计算机能够运行的源代码,计算机运行模式识别算法程序

后的效果,以及不同算法应用于同一个问题的效果对比。 使读者面对如此丰富的理论和方法

不至于无所适从,而是有所学就会有所用。
由于至今还没有统一的、有效的可应用于所有的模式识别的理论,当前的一种普遍看法

是,不存在对所有的模式识别问题都适用的单一模型和解决识别问题的单一技术,我们所要做

的是把模式识别方法与具体问题结合起来,把模式识别与统计学、神经网络、数据挖掘、机器学

习、人工智能、群智能计算等学科的先进思想和理论结合起来,为读者提供一个多种理论的测

试平台,并在此基础上,深入掌握各种理论的效能和应用的可能性,互相取长补短,开创模式识

别应用的新局面。
本书可作为高等院校计算机工程、信息工程、生物医学工程、智能机器人学、工业自动化、

模式识别等学科研究生、本科生的教材或教学参考书,也可供有关工程技术人员参考。
参加本书编写的还有祁稳杰、申婷婷、叶诚、谷林、陈品、郭俊、姜娇娇、祁家家、杨作寿、马

振洋、邓飞、陶先贵等,他们在作者指导下的研究工作中付出了辛苦的劳动,取得了有益的研究

成果,正是在他们的努力下本书得以顺利完成,在此表示衷心的感谢。 同时,对张桦教授、徐伯

夏研究员、李兰友教授给予的帮助和支持表示衷心的感谢。 本书的出版得到天津理工大学出

版基金的资助。 由于编者业务水平和实践经验有限,书中缺点与错误在所难免,欢迎读者予以

指正!
作者将不辜负广大读者的期望,努力工作,不断充实新的内容。 为方便广大读者,提供了

技术支持电子邮箱:ysying1262@ 126郾 com。 读者可通过该邮箱及时与作者取得联系,获得技术

支持。

著摇 摇 者

郁
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书书书

第１章　模式识别概述

本章要点：

模式识别的基本概念

模式识别的基本方法

统计模式识别

分类器设计

聚类设计

模式识别的应用

１１　模式识别的基本概念

模式识别（ＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ）就是机器识别、计算机识别或机器自动识别，目的在于让
机器自动识别事物。例如手写数字的识别，结果就是将手写的数字分到具体的数字类别中；智

能交通管理系统的识别，就是判断是否有汽车闯红灯，闯红灯的汽车车牌号码；还有文字识别，

语音识别，图像中物体识别，等等。该学科研究的内容是使机器能做以前只能由人类才能做的

事，具备人所具有的对各种事物与现象进行分析、描述与判断的部分能力。模式识别是直观

的、无所不在的，实际上人类在日常生活的每个环节，都从事着模式识别的活动。人和动物较

容易做到的模式识别，但对计算机来说却是非常困难的。让机器能识别、分类，就需要研究识

别的方法，这就是这门学科的任务。

模式识别是信号处理与人工智能的一个重要分支。人工智能是专门研究用机器人模拟人

的动作、感觉和思维过程与规律的一门科学，而模式识别则是利用计算机专门对物理量及其变

化过程进行描述与分类，通常用来对图像、文字、相片以及声音等信息进行处理、分类和识别。

它所研究的理论和方法在很多科学和技术领域中得到了广泛的重视与应用，推动了人工智能

系统的发展，扩大了计算机应用的可能性。模式识别诞生于２０世纪２０年代，随着２０世纪４０
年代计算机的出现，５０年代人工智能的兴起，模式识别在６０年代初迅速发展为一门科学。其
研究的目的是利用计算机对物理对象进行分类，在错误概率最小的条件下，使识别的结果尽量

与客观物体相符合。让机器辨别事物的最基本方法是计算，原则上讲是对计算机要分析的事

物与标准模板的相似程度进行计算。例如，要识别一个手写的数字，就要将它与从０到９的模
板做比较，看跟哪个模板最相似，或最接近。因此首先要能从度量中看出不同事物之间的差异，

才能分辨当前要识别的事物。因此，最关键的是找到有效地度量不同类别事物差异的方法。

在模式识别学科中，就“模式”与“模式类”而言，模式类是一类事物的代表，而“模式”则

是某一事物的具体体现，如数字０、１、２、３、４、５、６、７、８、９是模式类，而用户任意手写的一个数字
或任意一个印刷数字则是“模式”，是数字的具体化。广义上说，模式（ｐａｔｔｅｎ）是供模仿用的完
美无缺的标本，通常，把通过对具体的个别事物进行观察所得到的具有时间和空间分布的信息

称之为模式，而把模式所属的类别或同一类别中模式的总体称为模式类。模式识别（Ｐａｔｔｅｒｎ



Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ）是指对表征事物或现象的各种形式的（数值的、文字的和逻辑关系的）信息进行处
理和分析，以对事物或现象进行描述、辨认、分类和解释的过程，是信息科学和人工智能的重要

组成部分。

１模式的描述方法

在模式识别技术中，被观测的每个对象称为样品，例如，在手写数字识别中每个手写数字

可以作为一个样品，如果共写了Ｎ个数字，我们把这Ｎ个数字叫做Ｎ个样品（Ｘ１、Ｘ２、…、Ｘｊ、…
ＸＮ），其中０有Ｎ０个样品，１有Ｎ１个样品，２有Ｎ２个样品，３有Ｎ３个样品，…，一共有ω１，ω２，
…ωＭ（Ｍ＝１０）个不同的类别。

对于一个样品来说，必须确定一些与识别有关的因素，作为研究的根据，每一个因素称为

一个特征。模式就是样品所具有的特征的描述。模式的特征集又可写成处于同一个特征空间

的特征向量，特征向量的每个元素称为特征，该向量也因此称为特征向量。一般我们用小写英

文字母ｘ，ｙ，ｚ来表示特征。如果一个样品Ｘ有ｎ个特征，则可把Ｘ看作一个ｎ维列向量，该向
量Ｘ称为特征向量，记作：

Ｘ＝

ｘ１
ｘ２


ｘ













ｎ

＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ

若有一批样品共有Ｎ个，每个样品有ｎ个特征，这些数值可以构成一个ｎ行Ｎ列的矩阵，
称为原始资料矩阵，见表１１。

表１１　原始资料矩阵

样 品

特 征
Ｘ１ Ｘ２ … Ｘｊ … ＸＮ

ｘ１ ｘ１１ ｘ２１ … ｘｊ１ … ｘＮ１

ｘ２ ｘ１２ ｘ２２ … ｘｊ２ … ｘＮ２

      

ｘｉ ｘ１ｉ ｘ２ｉ … ｘｊｉ … ｘＮｉ

      

ｘｎ ｘ１ｎ ｘ２ｎ … ｘｊｎ … ｘＮｎ

模式识别问题就是根据Ｘ的ｎ个特征来判别模式Ｘ属于ω１，ω２，…ωＭ类中的哪一类。待
识别的不同模式都在同一特征空间中考察，不同模式由于性质上的不同，它们在各特征取值范

围上有所不同，因而会在特征空间的不同区域中出现。要记住向量的运算是建立在各个分量

基础之上的。因此，模式识别系统的目标是在特征空间和解释空间之间找到一种映射关系。

特征空间由从模式得到的对分类有用的度量、属性或基元构成的空间。解释空间由Ｍ个所属
类别的集合构成。

如果一个对象的特征观察值为｛ｘ１，ｘ２，…ｘｎ｝，它可构成一个ｎ维的特征向量值 Ｘ，即 Ｘ＝
（ｘ１，ｘ２，…ｘｎ）

Ｔ，式中，ｘ１，ｘ２，…ｘｎ为特征向量Ｘ的各个分量。一个模式可以看作 ｎ维空间中
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的向量或点，此空间称为模式的特征空间 Ｒｎ。在模式识别过程中，要对许多具体对象进行测
量，以获得更多观测值。其中有均值、方差、协方差与协方差矩阵等。

２模式识别系统

一个典型的模式识别系统如图１１所示，由数据获取、预处理、特征提取选择、分类决策及
分类器设计五部分组成。一般分为上下两部分。上半部完成未知类别模式的分类；下部分属

于分类器设计的训练过程，利用样品进行训练，确定分类器的具体参数，完成分类器的设计。

而分类决策在识别过程中起作用，对待识别的样品进行分类决策。

图１１　典型的模式识别系统

在设计模式识别系统时，需要注意模式类的定义、应用场合、模式表示、特征提取和选择、

聚类分析、分类器的设计和学习、训练和测试样本的选取、性能评价等。针对不同的应用目的，

模式识别系统各部分的内容可以有很大的差异，特别是在数据处理和模式分类这两部分，为了

提高识别结果的可靠性往往需要加入知识库（规则）以对可能产生的错误进行修正，或通过引

入限制条件大大缩小待识别模式在模型库中的搜索空间，以减少匹配计算量。在某些具体应

用中，如机器视觉，除了要给出被识别对象是什么物体外，还要求出该物体所处的位置和姿态

以引导机器人的工作。下面分别简单介绍模式识别系统的工作原理。

模式识别系统组成单元功能如下所述。

（１）数据获取：是指利用各种传感器把被研究对象的各种信息转换为计算机可以接受的
数值或符号（串）集合。习惯上，称这种数值或符号（串）所组成的空间为模式空间。这一步的

关键是传感器的选取。为了从这些数字或符号（串）中抽取出对识别有效的信息，必须进行数

据处理，包括数字滤波和特征提取。所获取的数据要用计算机可以运算的符号来表示所研究

的对象，一般获取的数据类型有：

二维图像：文字、指纹、地图、照片等；

一维波形：脑电图、心电图、季节震动波形等；

物理参量和逻辑值：体温、化验数据、参量正常与否的描述。

（２）预处理：是为了消除输入数据或信息中的噪声，排除不相干的信号，只留下与被研究
对象的性质和采用的识别方法密切相关的特征（如表征物体的形状、周长、面积等）。举例来

说，在进行指纹识别时，指纹扫描设备每次输出的指纹图像会随着图像的对比度、亮度或背景

等的不同而不同，有时可能还会变形，而人们感兴趣的仅仅是图像中的指纹线、指纹分叉点、端

点等，而不需要指纹的其他部分或背景。因此，需要采用合适的滤波算法，如基于块方图的方
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向滤波、二值滤波等，过滤掉指纹图像中这些不必要的部分。需要对输入测量仪器或其他因素

所造成的退化现象进行复原、去噪声，提取有用信息。

（３）特征提取和选择：是指从滤波数据中衍生出有用的信息，从许多特征中寻找出最有效
的特征，将维数较高的测量空间（原始数据组成的空间）转变为维数较低的特征空间（分类识

别赖以进行的空间）。以降低后续处理过程的难度。通过特征选择和提取形成模式的特征空

间。人类很容易获取的特征，对于机器来说就很难获取了，特征选择和提取是模式识别的一个

关键问题。一般情况下，候选特征种类越多，得到的结果应该越好。但是，由此可能会引发维

数灾害，即特征维数过高，计算机难以求解。因此，数据处理阶段的关键是滤波算法和特征提

取方法的选取。不同的应用场合，采用的滤波算法和特征提取方法，以及提取出来的特征也会

不同。

（４）分类决策：在特征空间中用模式识别方法把被识别对象归为某一类别。该阶段最后
输出的可能是对象所属的类型，也可能是模型数据库中与对象最相似的模式编号。

（５）分类器设计：模式分类或描述通常是基于己经得到分类或描述的模式集合而进行的。
人们称这个模式集合为训练集，由此产生的学习策略称为监督学习。学习也可以是非监督性

学习，在此意义下产生的系统不需要提供模式类的先验知识，而是基于模式的统计规律或模式

的相似性学习判断模式的类别。基本做法是在样品训练集基础上确定判别函数，改进判别函

数和误差检验。

研究模式识别的主要目的是如何用计算机进行模式识别，对样本进行分类。执行模式识

别的计算机系统称为模式识别系统。设计人员按需要设计模式识别系统，而该系统被用来执

行模式分类的具体任务。

１２　模式识别的基本方法

模式识别方法（ＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ）是一种借助于计算机对信息进行处理、判决分
类的数学统计方法。应用模式识别方法的首要步骤是建立模式空间。所谓模式空间是指在考

察一客观现象时，影响目标的众多指标构成的多维空间。模式识别就是对多维空间中各种模

式的分布特点进行分析，对模式空间进行划分，识别各种模式的聚类情况，从而做出判断或决

策。分析方法就是利用“映射”和“逆映射”技术。映射是指将多维模式空间通过数学变换到

二维平面，多维空间的所有模式（样本点）都投影在该平面内。在二维平面内，不同类别的模

式分布在不同的区域之间有较明显的分界域。由此确定优化方向返回到多维空间（原始空

间），得出真实信息，帮助人们找出规律或做出决策，指导实际工作或实验研究。

在ｄ维特征空间已经确定的前提下，讨论分类器设计问题，其实是一个选择什么准则、使
用什么方法，并将已确定的ｄ维特征空间划分成决策域的问题。针对不同的对象和不同的目
的，可以用不同的模式识别理论或方法，目前基本的技术方法有统计模式识别、句法模式识别。

１统计模式识别

统计模式识别方法是发展较早也比较成熟的一种方法。被识别对象首先数字化，变换为

适于计算机处理的数字信息。一个模式常常要用很大的信息量来表示。许多模式识别系统在

数字化环节之后还要进行预处理，用于除去混入的干扰信息并减少某些变形和失真。随后再

进行特征抽取，即从数字化后或预处理后的输入模式中抽取一组特征，模式可用特征空间中的
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一个点或一个特征矢量表示。所谓特征是选定的一种度量，它对于一般的变形和失真保持不

变或几乎不变，并且只含尽可能少的冗余信息。特征抽取过程将输入模式从对象空间映射到

特征空间。这种映射不仅压缩了信息量，而且易于分类。在决策理论方法中，特征抽取占有重

要的地位，但尚无通用的理论指导，只能通过分析具体识别对象决定选取何种特征。特征抽取

后可进行分类，即从特征空间再映射到决策空间。为此引入鉴别函数，由特征矢量计算出相应

的各类别的鉴别函数值，通过鉴别函数值的比较实行分类。

统计模式识别方法适用于给定的有限数量样本集，其基本思想是将特征提取阶段得到的

特征向量定义在一个特征空间中，这个空间包含了所有的特征矢量。不同的特征向量，或者说

不同类别的对象，都对应于此空间中的一点。在分类阶段，则利用统计决策的原理对特征空间

进行划分，从而达到识别不同特征对象的目的。已知研究对象统计模型或已知判别函数类

条件下，根据一定的准则通过学习算法能够把 ｄ维特征空间划分为 ｃ个区域，每一个区域与
每一类别相对应，模式识别系统在进行工作时只要判断被识别的对象落入哪一个区域，就

能确定出它所属的类别。统计识别中应用的统计决策分类理论相对比较成熟，研究的重点

是特征提取。基于统计模式识别方法有多种方法，通常较为有效，现已形成了完整的体系。

尽管方法很多，但从根本上讲，都是直接利用各类的分布特征，即利用各类的概率分布函

数、后验概率或隐含地利用上述概念进行分类识别。其中基本的技术为聚类分析、判别类

域界面法、统计判决等。

（１）聚类分析

在聚类分析中，利用待分类模式之间的“相似性”进行分类，更相似的作为一类，更不相似

的作为另外一类。在分类过程中不断地计算所分划的各类的中心，下一个待分类模式以其与

各类中心的距离作为分类的准则。聚类准则的确定，基本上有两种方式。一种是试探方式，即

凭直观和经验，针对实际问题定义一种相似性测度的阈值，然后按最近邻规则指定某些模式样

本属于某一聚类类别。例如欧氏距离测度，它反映样本间的近邻性，但将一个样本分到两个类

别中的一个时，必须规定一距离测度的阈值作为聚类的判别准则，按最近邻规则的简单试探法

和最大最小聚类算法就是采用这种方式。另一种是聚类准则函数法，即规定一种准则函数，其

函数值与样品的划分有关。当取得极小值时，就认为得到了最佳划分。实际工作中采用最多

的聚类方法之一是系统聚类法。它将模式样本按距离准则逐步聚类，类别由多到少，直到满足

合适的分类要求为止。

（２）判别类域界面法

判别类域界面法中，用已知类别的训练样本产生判别函数，这相当于学习或训练。根据待

分类模式代入判别函数后所得值的正负而确定其类别。判别函数提供了相邻两类判决域的界

面，最简单、最实用的判别函数是线性判别函数。利用线性判别函数进行决策就是用一个超平

面对特征空间进行分割。超平面的方向由权向量决定，而位置由阈值权的数值确定，超平面把

特征空间分割为两个决策区域。

（３）统计判决

在统计判决中，在一些分类识别准则下严格地按照概率统计理论导出各种判决准则，这些

判决准则要用到各类的概率密度函数、先验概率或条件概率，即贝叶斯法则。
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２句法结构模式识别

句法识别是对统计识别方法的补充。统计方法用数值来描述图像的特征，句法方法则用

符号来描述图像特征。它模仿了语言学中句法的层次结构，采用分层描述的方法，其基本思想

是把一个模式描述为较简单的子模式的组合，子模式又可描述为更简单的子模式的组合，最终

得到一个树形的结构描述，在底层的最简单的子模式称为模式基元。在句法方法中选取基元

的问题相当于在决策理论方法中选取特征的问题。通常要求所选的基元能对模式提供一个紧

凑的反映其结构关系的描述，又要易于用非句法方法加以抽取。显然，基元本身不应该含有重

要的结构信息。模式以一组基元和它们的组合关系来描述，称为模式描述语句，这相当于在语

言中，句子和短语用词组合，词用字符组合一样。基元组合成模式的规则，由所谓语法来指定。

一旦基元被鉴别，识别过程可通过句法分析进行，即分析给定的模式语句是否符合指定的语

法，满足某类语法的即被分入该类。

句法结构模式识别又称结构方法或语言学方法，主要用于文字识别、遥感图形的识别与分

析，以及纹理图像的分析。该方法的特点是识别方便，能够反映模式的结构特征，能够描述模

式的性质，对图像畸变的抗干扰能力较强。如何选择机缘是本方法的一个关键问题，尤其是当

存在干扰及噪声时，抽取基元更困难，且易失误。把复杂图像分解为单层或多层的简单子图

像，主要突出了识别对象的结构信息。图像识别是从统计方法发展起来的，而句法方法扩大了

识别的能力，使其不局限于对象物的分类，而且还用于景物的分析和物体结构的识别。

模式识别方法的选择取决于问题的性质。如果被识别的对象极为复杂，而且包含丰富的

结构信息，一般采用句法方法，当被识别对象不很复杂或不含明显的结构信息，一般采用决策

理论方法。统计方法发展较早，比较成熟，取得了不少应用成果，能考虑干扰、噪声等影响，识

别模式基元能力强；但是它对结构复杂的模式抽取特征困难，不能反映模式的结构特征，难以

描述模式的性质，对模式本身的结构关系很少利用，难以从整体角度考虑识别问题。而很多识

别问题，并不是用简单的分类就能解决的，更重要的是要弄清楚这些模式的结构关系。句法结

构模式识别能反映模式的结构特性，识别方便，可从简单的基元开始，由简至繁。描述模式的

性质；另一方面，单纯的句法模式识别方法没有考虑到模式所受到的环境、噪声的干扰等不稳

定因素的影响，当存在干扰及噪声时，抽取基元困难，且易失误。

在应用中，常常将这两种方法结合起来，分别施加于不同的层次，会收到较好的效果。两

者的结合已是模式识别问题的一个研究方向 ，在这方面，提出了随机文法、属性文法等一些新

的研究方向，并取得了一定的成果。

１３　统计模式识别

１３１　统计模式识别研究的主要问题

统计模式识别研究的主要问题有：特征的选择与优化、分类判别及聚类判别。

（１）特征的选择与优化

如何确定合适的特征空间是设计模式识别系统一个十分重要的问题，对特征空间进行优

化有两种基本方法，一是特征选择，如果所选用的特征空间能使同类物体分布具有紧致性，可
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为分类器设计成功提供良好的基础；反之，如果不同类别的样品在该特征空间中混杂在一起，

再好的设计方法也无法提高分类器的准确性。另一种是特征的组合优化，通过一种映射变换

改造原特征空间，构造一个新的精简的特征空间。

（２）分类判别

已知若干个样品的类别及特征，例如，手写阿拉伯数字的判别是具有１０类的分类问题，机
器首先要知道每个手写数字的形状特征，对同一个数字，不同的人有不同的写法，甚至同一个

人对同一个数字也有多种写法，就必须让机器知道它属于哪一类。因此对分类问题需要建立

样品库。根据这些样品库建立判别分类函数，这一过程是由机器来实现的，称为学习过程，然

后对一个未知的新对象分析它的特征，决定它属于哪一类。这是一种监督分类的方法。

（３）聚类判别

已知若干对象和它们的特征，但不知道每个对象属于哪一个类，而且事先并不知道究竟分

成多少类，用某种相似性度量的方法，即“人以类聚，物以群分”，把特征相同的归为一类。例

如，手写了若干个阿拉伯数字，把相同的数字归为一类。这是一种非监督学习的方法。

机器识别也往往借鉴人的思维活动，像人类一样找出待识别物的外形或颜色等特征，进行

分析、判断，然后加以分门别类，即识别它们。模式识别的方法很多，很难将其全部概括，也很

难说那种方法最佳，常常需要根据实际的情况运用多种方法进行实验，然后选择最佳的分类

方法。

１３２　统计模式识别方法简介

基于统计模式识别方法有多种方法：例如模板匹配法、判别函数法、神经网络分类法、基于

规则推理法等。这些方法各有特点及应用范围，它们不能相互取代，只能共存，相互促进、借

鉴、渗透。一个较完善的识别系统很可能是综合利用上述各类识别方法的观点、概念和技术而

形成的。

１模板匹配

模板匹配的原理是选择已知的对象作为模板，与待测物体进行比较，从而识别目标。将待

分类样品与标准模板进行比较，看跟哪个模板匹配程度更好些，从而确定待测试样品的分类。

而近邻法则在原理上属于模板匹配。它将训练样品集中的每个样品都作为模板，用测试样品

与每个模板做比较，看与哪个模板最相似（即为近邻），就按最近似的模板的类别作为自己的

类别。譬如Ａ类有１０个训练样品，因此有１０个模板，Ｂ类有８个训练样品，就有８个模板。
任何一个待测试样品在分类时与这１８个模板都算一算相似度，如最相似的那个近邻是Ｂ类中
的一个，就确定待测试样品为Ｂ类，否则为 Ａ类。因此原理上说近邻法是最简单的。但是近
邻法有一个明显的缺点就是计算量大，存储量大，要存储的模板很多，每个测试样品要对每个

模板计算一次相似度，因此在模板数量很大时，计算量也是很大的。模板匹配的另一个缺点是

由于匹配的点很多，理论上最终可以达到最优解，但在实际中却很难做到。模板匹配主要应

用于对图像中对象物位置的检测，运动物体的跟踪，不同光谱或者不同摄影时间所得的图像之

间位置的配准等。模板匹配的计算量很大，相应的数据的存储量也很大，而且随着图像模板的

增大，运算量和存储量以几何级数增长。如果图像和模板大到一定程度，就会导致计算机无法
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处理，随之也就失去了图像识别的意义。

２判别函数

设计判别函数的形式有两种方法：基于概率统计的分类法和几何分类法。

（１）基于概率统计的分类器

基于概率统计的分类器主要有基于最小错误率的贝叶斯决策、基于最小风险的贝叶斯

决策。

直接使用贝叶斯决策需要首先得到有关样品总体分布的知识，包括各类先验概率 Ｐ（ω１）
及类条件概率密度函数，计算出样品的后验概率Ｐ（ω１ Ｘ），并以此作为产生判别函数的必要
数据，设计出相应的判别函数与决策面。当各类样品近似于正态分布时，可以算出使错误率最

小或风险最小的分界面，以及相应的分界面方程。因此如果能从训练样品估计出各类样品服

从近似的正态分布，可以按贝叶斯决策方法对分类器进行设计。

这种利用训练样品的方法是通过它的概率分布进行估计，然后用它进行分类器设计，这种

方法则称为参数判别方法。它的前提是对特征空间中的各类样品的分布已很清楚，一旦要测

试分类样品的特征向量值Ｘ已知，就可以确定 Ｘ对各类的后验概率，也就可按相应的准则计
算与分类。所以判别函数等的确定取决于样品统计分布的有关知识。因此参数分类判别方法

一般只能用在有统计知识的场合，或能利用训练样品估计出参数的场合。

贝叶斯分类器可以用一般的形式给出数学上严格的分析证明：在给出某些变量的条件下，

能使分类所造成的平均损失最小，或者分类决策的风险最小。因此能计算出分类器的极限性

能。贝叶斯决策采用分类器中最重要的指标———错误率作为产生判别函数和决策面的依据，

因此它给出了最一般情况下适用的“最优”分类器设计方法，对各种不同的分类器设计技术在

理论上都有指导意义。

（２）判别函数分类法

由于一个模式通过某种变换映射为一个特征向量后，该特征向量可以理解为特征空间的

一个点，在特征空间中，属于一个类的点集，总是在某种程度上与属于另一个类的点集相分离，

各个类之间确定可分的，因此如果能够找到一个判别函数（线性或非线性函数），把不同类的

点集分开，则分类任务就解决了。判别分类器不依赖于条件概率密度的知识，可以理解为通过

几何的方法，把特征空间分解为对应于不同类别的子空间。而且呈线性的分离函数，将使计算

简化。分离函数又分为线性判别函数和非线性判别函数。

３神经网络分类

人工神经网络的研究起源于对生物神经系统的研究。它将若干处理单元（即神经元）通

过一定的互连模型连结成一个网络，这个网络通过一定的机制可以模仿人的神经系统的动作

过程，以达到识别分类的目的。人工神经网络区别于其他识别方法的最大特点是它对待识别

的对象不要求有太多的分析与了解，具有一定的智能化处理的特点。神经网络侧重于模拟和

实现人认知过程中的感知觉过程、形象思维、分布式记忆、自学习和自组织过程，与符号处理是

一种互补的关系。但神经网络具有大规模并行、分布式存储和处理、自组织、自适应和自学习

的能力，特别适用于处理需要同时考虑许多因素和条件的、不精确和模糊的信息处理问题。
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神经网络可以看成是从输入空间到输出空间的一个非线性映射，它通过调整权重和阈值

来“学习”或发现变量间的关系，实现对事务的分类。由于神经网络是一种对数据分布无任何

要求的非线性技术，它能有效解决非正态分布、非线性的评价问题，因而得到广泛的应用。由

于神经网络具有信息的分布存储，并行处理及自学习能力等特点，它在泛化处理能力上显示出

较高的优势，可处理一些环境信息十分复杂，背景知识不清楚，推理规则不明确的问题。允许

样品有较大的缺损、畸变。缺点是目前能识别的模式类还不够多，模型在不断丰富与完善中。

４基于规则推理法

基于规则推理法是对待识客体运用统计（或结构、模糊）识别技术，或人工智能技术，获得

客体的符号性表达即知识性事实后，运用人工智能技术对知识的获取、表达、组织、推理方法，

确定该客体所归属的模式类（进而使用）的方法 。它是一种与统计模式识别、句法模式识别

相并列（又相结合）的基于逻辑推理的智能模式识别方法。它主要包括知识表示、知识推理和

知识获取三个环节。

通过样本训练集构建推理规则进行模式分类的方法主要有：决策树和粗糙集理论。决策

树学习是以实例为基础的归纳学习算法。它着眼于从一组无次序、无规则的实例中推理出决

策树表示形式的分类规则。决策树整体为一棵倒长的树，分类时，采用自顶向下的递归方式，

在决策树的内部结点进行属性值的比较并根据不同属性判断从该结点向下的分支，在决策树

的叶结点得到结论。粗糙集理论反映了认知过程在非确定、非模型信息处理方面的机制和特

点，是一种有效的非单调推理工具。粗糙集以等价关系为基础，用上、下近似两个集合来逼近

任意一个集合，该集合的边界区域被定义为上近似集和下近似集之差集，边界区域就是那些无

法归属的个体。上、下近似两个集合可以通过等价关系给出确定的描述，边界域的元素数目可

以被计算出来。这两个理论在数据的决策和分析、模式识别、机器学习与知识发展等方面有着

成功的应用，已成为信息科学最活跃的研究领域之一。

基于规则推理法适用于已建立了关于知识表示与组织、目标搜索及匹配的完整体系。对

需通过众多规则的推理达到识别确认的问题，有很好的效果。但是当样品有缺损，背景不清

晰，规则不明确甚至有歧义时，效果不好。

５模糊模式识别法

模糊模式识别的理论基础是模糊数学。它根据人辨识事物的思维逻辑，吸取人脑的识别

特点，将计算机中常用的二值逻辑转向连续逻辑。模糊识别的结果是用被识别对象隶属于某

一类别的程度即隶属度来表示的，一个对象可以在某种程度上属于某一类别，而在另一种程度

上属于另一类别。一般常规识别方法则要求一个对象只能属于某一类别。基于模糊集理论的

识别方法有：最大隶属原则识别法、择近原则识别法和模糊聚类法。由于用隶属度函数作为样

品与模块间相似程度的度量，故往往能反映它们整体的和主要的特性，从而允许样品有相当程

度的干扰与畸变。但准确合理的隶属度函数往往难以建立，故限制了它的应用。伴随着各门

学科，尤其是人文、社会学科及其他“软科学”的不断发展，数学化、定量化的趋势也开始在这

些领域中显现。模糊模式识别不再简单局限于自然科学的应用，同时也被应用到社会科学，特

别是经济管理学科方面。
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６支持向量机的模式识别

支持向量机（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，ＳＶＭ）方法是求解模式识别和函数估计问题的有效
工具，是由Ｖａｐｎｉｋ领导的ＡＴ＆Ｂｅｌｌ实验室研究小组在１９６３年提出的一种新的非常有潜力的
分类技术，其基本思想是：先在样本空间或特征空间，构造出最优超平面，使得超平面与不同类

样本集之间的距离最大，从而达到最大的泛化能力。支持向量机结构简单，并且具有全局最优

性和较好的泛化能力，自提出以来得到了广泛的研究。

支持向量机在数字图像处理方面的应用是寻找图像像素之间的特征的差别，即从像素点

本身的特征和周围的环境（临近的像素点）出发，寻找差异，然后将各类像素点区分出来。

上述的各种方法各有特点及应用范围，它们不能相互取代，可以取长补短，互相补充、促

进、借鉴、渗透。一个较完善的识别系统很可能是综合利用上述各类识别方法的观点、概念和

技术而形成的。

１４　分类分析

模式识别分类问题是指根据待识别对象所呈现的观察值，将其分到某个类别中去。具体

步骤是建立特征空间中的训练集，已知训练集里每个点所属类别，从这些条件出发，寻求某种

判别函数或判别准则，设计判决函数模型，然后根据训练集中的样品确定模型中的参数，便可

将这模型用于判别，利用判别函数或判别准则去判别每个未知类别的点应该属于哪一个类。

１４１　分类器设计

如何做出合理的判决就是模式识别分类器要讨论的问题。在统计模式识别中，感兴趣的

主要问题并不是决策正误，而在于如何使决策错误造成的分类误差在整个识别过程中的风险

代价达到最小。模式识别算法的设计都是强调“最佳”与“最优”，即希望所设计的系统在性能

上最优。这种最优是指对某一种设计原则讲的，这种原则称为准则，常用的准则有最小错误率

准则、最小风险准则、近邻准则、Ｆｉｓｈｅｒ准则、均方误差最小准则、感知准则等。设计准则，并使
该准则达到最优的条件是设计模式识别系统最基本的方法。模式识别中以确定准则函数来实

现优化的计算框架。分类器设计使用什么原则是关键，会影响到分类器的效果。不同的决策

规则反映了分类器设计者的不同考虑，对决策结果有不同的影响。分类决策在识别过程中起

作用，对待识别的样品进行分类决策。

一般说来，Ｍ类不同的物体应该具有各不相同的属性值，在 ｎ维特征空间中，各自有不同
的分布。当某一特征向量值Ｘ只为某一类物体所特有，对其做出决策是容易的，也不会出什
么差错。问题在于出现模棱两可的情况时，由于属于不同类的待识别对象存在着呈现相同特

征值的可能，即所观察到的某一样品的特征向量为 Ｘ，而在 Ｍ类中又有不止一类可能呈现这
一Ｘ值。如图１２所示，Ａ、Ｂ直线之间的样品属于不同类别，但是他们具有相同的特征值。例
如癌症病人初期症状与正常人的症状相同，其两类别样品分别用“－”与“＋”表示。从图中可
见这两类样品在二维特征空间中相互穿插，这两类样品很难用简单的分界线将它们完全分开。

如果用一直线作为分界线，称为线性分类器，对图中所示的样品分布情况，无论直线参数如何

设计，总会有错分类发生。此时，任何决策都存在判错的可能性。
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图１２　分界线示意图（改后）

模式识别的基本计算框架———制定准则函数，实现准则函数极值化。常用的准则有以下

几种：

（１）最小错分率准则

完全以减少分类错误为原则，这是一个通用原则，如图１２所示，如果以错分类最小为原
则分类，则图中Ａ直线可能是最佳的分界线，它使错分类的样品数量为最小。

（２）最小风险准则

当接触到实际问题时，可以发现使错误率最小并不一定是一个普遍适用的最佳选择。有

的分类系统将错分率多少看成最重要的指标，如对语音识别、文字识别来说这是最重要的指

标。而有的分类系统对于错分率多少并不看重，而是要考虑错分类的不同后果，如对医疗诊

断、地震、天气预报等，例如可能多次将没有发生的地震预报成有地震，也有可能将发生的地震

预报为没有地震，这类系统并不看重错分率，而是要考虑错分类引起的严重后果。例如上面讨

论过的细胞分类中，把正常细胞错分为癌细胞，或相反方向的错误，其严重性是截然不同的。

以Ｂ直线划分，有可能把正常细胞误判为异常细胞，“＋”样品错分成“－”类，给人带来不必要
的痛苦，错分率多；但以Ａ直线划分，有可能把癌细胞误判为正常细胞，“－”分成“＋”类，会使
病人因失去及早治疗的机会而遭受极大的损失，但错分率少。为使总的损失为最小，那么 Ｂ
直线就可能比Ａ直线更适合作为分界线。这是基于最小风险的原理。

由此可见，根据不同性质的错误会引起不同程度的损失这一考虑出发，我们宁可扩大一些

总的错误率，但也要使总的损失减少。因此引入风险、损失这些概念，以便在决策时兼顾不同

后果的影响。在实际问题中计算损失与风险是复杂的，在使用数学式子计算时，往往用赋予不

同权值来表示。在做出决策时，要考虑所承担的风险。基于最小风险的贝叶斯决策规则正是

为了体现这一点而产生的。

（３）近邻准则

近邻准则是分段线性判别函数的一种典型方法。这种方法主要依据同类物体在特征空间

具有聚类特性的原理。同类物体由于其性质相近，它们在特征空间中应具有聚类的现象，因此

可以利用这种性质产生分类决策的规则。例如有两类样品，可以求出每一类的平均值，对于任

何一个未知样品，先求出它到各个类的平均值距离，判断距离谁近就属于谁。

（４）Ｆｉｓｈｅｒ准则

根据两类样品一般类内密集、类间分离的特点，寻找线性分类器最佳的法线向量方向，使
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两类样品在该方向上的投影满足类内尽可能密集，类间尽可能分开。把它们投影到任意一根

直线上，有可能不同类别的样品就混在一起了，无法区分。如图１３（ａ）所示，样品投影到 ｘ１
或ｘ２轴无法区分。若把直线绕原点转动一下，就有可能找到一个方向，样品投影到这个方向
的直线上，各类样品就能很好地分开，如图１３（ｂ）所示。因此直线方向选择是很重要的。一
般来说，总能够找到一个最好的方向，使样品投影到这个方向的直线上很容易分开。如何找到

这个最好的直线方向，以及如何实现向最好方向投影的变换，这正是Ｆｉｓｈｅｒ算法要解决的基本
问题。

图１３　Ｆｉｓｈｅｒ线性判别原理示意图

这说明如果两类分布围绕各自均值的确相近，Ｆｉｓｈｅｒ准则可使错误率较小，Ｆｉｓｈｅｒ方法实
际上涉及到维数压缩的问题。

（５）感知准则

感知准则函数以使错分类样品到分界面距离之和最小为原则。提出利用错误提供信息实

现迭代修正的学习原理，即利用错分类提供的信息修正错误。这种思想对机器学习的发展以

及人工神经元网络的发生发展产生深远影响。其优点是通过错分类样品提供的信息对分类器

函数进行修正，这种准则是人工神经元网络多层感知器的基础。

（６）最小均方误差准则

ＬＭＳＥ算法以最小均方误差作为准则。

１４２　判别函数

无论是应用概率统计的分类法还是应用几何分类法，最终都转化为确定判别函数形式。

１二类情况

对于只有简单的两类情况，判别函数形式如图１４所示，根据计算结果的符号将Ｘ分类。

图１４　两类分类器形式（改后）
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这里首先假定判别函数ｄ（Ｘ）是Ｘ的线性函数，ｄ（Ｘ）＝ＷＴＸ＋Ｗ０。

（１）二维特征

在二维模式空间中存在一线性判别函数：

ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｘ１＋ｗ２ｘ２＋ｗ３＝０ （１１）

（２）ｎ维特征

用矢量Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ来表示模式，一般的线性判别函数形式为：

ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｘ１＋ｗ２ｘ２＋…＋ｗｎｘｎ＋ｗｎ＋１＝Ｗ
Ｔ
０Ｘ＋ｗｎ＋１ （１２）

式中Ｗ０＝（ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ）
Ｔ称为权矢量或参数矢量。如果在所有模式矢量的最末元素后

再附加元素１，则式（１７）可以写成
ｄ（Ｘ）＝ＷＴＸ （１３）

Ｗ＝（ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ，ｗｎ＋１）

２多类情况

对于多类别问题，假设有Ｍ类模式ω１，ω２，…，ωＭ，对于ｎ维空间中的Ｍ个类别，就要给出

Ｍ个判别函数：ｄ１（Ｘ），ｄ２（Ｘ），…，ｄＭ（Ｘ），各个判别函数构成分类器基本形式如图１５所示。
若Ｘ属于第ｉ类，则有：

ｄｉ（Ｘ）＞ｄｊ（Ｘ）　　　ｊ＝１，２，…，Ｍ，ｉ≠ｊ （１４）
特殊情况，有：

ｄｉ（Ｘ）＝ｄｊ（Ｘ） （１５）
这时，是在两类的分界线上，Ｘ即属于第ｉ类，也属于第ｊ类，因此这种判别无效，还必须考

虑其他特征，重新判别。

图１５　判别函数构成的多类分类器形式（改后）

判别函数的自变量是待测样品Ｘ的ｎ个特征值，将待测样品Ｘ的ｎ个特征值分别代入Ｍ
个判别函数中，计算出各个函数表达式的结果，哪一个最大，待测样品 Ｘ就属于哪一个类。Ｍ
个判别函数一般表示成ｄｉ（Ｘ），如果ｄｉ（Ｘ）＝ｍａｘｊ ｄｊ（Ｘ），则称特征空间的这一点Ｘ是第ｉ类的

决策域。由ｄｉ（Ｘ）占主导地位的区域称为第ｉ类的决策域，将它表示成Ｒｉ，如果第 ｉ类决策域
Ｒｉ与第ｊ类决策域相邻，则它们之间有边界。在边界上有ｄｉ（Ｘ）＝ｄｊ（Ｘ），该式是一个方程式，
称为决策面方程。决策面是一种统称，当特征空间只是一维时，一个决策面实际上只是一个

点。在二维特征空间里，决策面是一条曲线。三维则是一个曲面，超过三维的空间，决策面是

一个超曲面。判别函数ｄｉ（Ｘ）用于表达决策规则的某些函数。判别函数 ｄｉ（Ｘ）与决策面方程
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ｄｉ（Ｘ）＝ｄｊ（Ｘ）是密切相关的，并且都是由相应决策规则所确定的。
对于线性情况，判别函数形式为：

ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｘ１＋ｗ２ｘ２＋…＋ｗｎｘｎ＋ｗｎ＋１ （１６）

＝ＷＴ０Ｘ＋ｗｎ＋１＝Ｗ
ＴＸ

其中，Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，１）
Ｔ，Ｗ＝（ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ＋１）

Ｔ

对于非线性情况，判别函数形式为：

ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｆ１（ｘ）＋ｗ２ｆ２（ｘ）＋… ＋ｗｎｆｎ（ｘ）＋ｗｎ＋１

＝
Ｍ＋１

ｉ＝１
ｗｉｆｉ（ｘ），ｉ＝１，２，…，Ｍ

ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｆ１（ｘ）＋ｗ２ｆ２（ｘ）＋… ＋ｗｎｆｎ（ｘ）＋ｗｎ＋１

＝
ｎ＋１

ｉ＝１
ｗｉｆｉ（ｘ） （１７）

３参数的确定

由于决策域的分界面是用数学式子来描述的，如线性函数，或各种非线性函数等。因此确

定分界面方程包括选择函数类型与确定最佳参数两个部分。一般说来，选择函数类型是由设

计者确定的，但其参数的确定则是通过一个学习过程来实现的，是一个迭代实现优化的过程。

由此可见设计分类器，一是选定所用的判别函数类型，二是确定方程的两个参数（权向量

Ｗ，阈值ｗ０）。对于线性判别函数来说，方程的形式固定为线性，维数固定为特征向量的维数，
方程组的数量取决于待识别对象的类数。既然方程组的数量、维数和形式已定，则对判别函数

的设计就是确定函数的各系数，即线性方程的各个权值。确定线性方程的各个权值的方法有

Ｆｉｓｈｅｒ准则、感知器算法、增量校正算法、ＬＭＳＥ算法等。
线性分类器设计任务是在给定样品集和集合内各样品所属类别条件下，确定线性判别函

数的各项系数，对待测样品进行分类时，能满足相应的准则函数Ｊ为最优的要求。这种方法的
具体过程可大致分为：

（１）确定使用的判别函数类型或决策面方程类型，如线性分类器、分段线性分类器、非线
性分类器等或近邻法等；

（２）按需要确定一准则函数 Ｊ：如 Ｆｉｓｈｅｒ准则、感知器算法、增量校正算法、ＬＭＳＥ算法。
增量校正算法与感知器算法的实现相似，只不过是在进行权矢量修正时加上了权系数；ＬＭＳＥ
算法以最小均方误差作为准则。

（３）确定准则函数Ｊ达到极值时Ｗ及Ｗ０ 的具体数值，从而确定判别函数，完成分类器
设计。在计算机上确定各权值时采用的是“训练”或“学习”的方法，就是挑选一批已分类的样

品，把这批样品输入到计算机的“训练”程序中去，通过多次迭代，最后准则函数 Ｊ达到极值，
得到正确的线性判别函数。

这种方法绕过统计分布状况的分析，绕过参数估计这一环，而企图对特征空间实行划分，

称为非参数判别分类法，即不依赖统计参数的分类法。非参数判别分类方法的核心是由训练

样品集提供的信息直接确定决策域的划分方法。线性判别函数法是一类较为简单的判别函

数，计算量少，它以模式的样品集线性可分离为前提。
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１４３　分类器的选择

在讨论了判别函数等概念后，设计分类器的任务就清楚了。根据样品分布情况来确定

分类器的类型。在设计分类器的方法时，要有一个样品集，样品集中的样品用一个各分量

含义已经确定的向量来描述，也就是说对要分类的样品怎样描述这个问题是已经确定的。

在这种条件下研究用贝叶斯分类器、线性分类器与非线性分类器等，以及这些分类器的其

他设计问题。

按照基于统计参数的决策分类方法，判别函数及决策面方程的类别确定是由样品分布规

律决定的，贝叶斯决策是基于统计分布确定的情况下计算的，如果要按贝叶斯决策方法设计分

类器，就必须设法获得必需的统计参数。当有条件得到准确的统计分布知识，具体说来包括各

类先验概率Ｐ（ω１）及类条件概率密度函数，从而可以计算出样品的后验概率Ｐ（ω１ Ｘ），并以
此作为产生判别函数的必要依据，利用贝叶斯决策来实现对样品的分类。但是，在这些参数未

知的情况下使用贝叶斯决策方法，就得有一个学习阶段。在这个阶段，设法获得一定数量的样

品，然后从这些样品数据获得对样品概率分布的估计。有了概率分布的估计后，才能对未知的

新样品按贝叶斯决策方法实行分类。

在一般情况下要得到准确的统计分布知识是极其困难的事。当实际问题中并不具备获取

准确统计分布的条件时，使用几何分类器。几何分类器设计过程主要是判别函数、决策面方程

的确定过程。设计分类器首先要确定准则函数，然后再利用训练样品集确定该分类器的参数，

以求使所确定的准则达到最佳。在使用分类器时，样品的分类由其判别函数值决定。判别函

数可以是线性函数、也可以设计成非线性函数。设特征向量的特征分量数目为ｎ，可分类数目
为Ｍ，符合某种条件就可使用线性分类器，正态分布条件下一般适合用二次函数决策面。

（１）若可分类数目 Ｍ＝２（ｎ＋１）≈２ｎ，则几乎无法用一个线性函数分类器将它们分成
两类。

（２）在模式识别中，理论上，Ｍ＞ｎ＋１的线性分类器不能应用，但是如果一个类别的特征
向量在空间中密集地聚集在一起，几乎不和其他类别的特征向量混合在一起，则无论Ｍ多大，
线性分类器的效果总是良好的。在字符识别机中，线性函数分类器已经证明能够提供良好的

识别效果，它能识别数量很大的字符识别任务。

因此，在手写数字识别中，只要读者规范书写数字，不同数字类别的特征空间可以看成彼

此分离的，而同一类别的数字在特征空间中集群性质较好，应用线性分类器是可行的。相反，

如果特征向量的类集群性质不好，则线性分类器的效果总是不理想，此时，必须求助于非线性

分类器。

１４４　训练与学习

所谓模式识别中的学习与训练是从训练样品提供的数据中找出某种数学式子的最优解，

这个最优解使分类器得到一组参数，按这种参数设计的分类器使人们设计的某种准则达到极

值。确定分类决策的具体数学公式是通过分类器设计这个过程确定的。在模式识别学科中一

般把这个过程称为训练与学习的过程。

分类的规则是依据训练样品提供信息确定的。分类器设计在训练过程中完成，利用一批
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训练样品，包括各种类别的样品，由这些样品大致勾画出各类事物在特征空间分布的规律性，

为确定使用什么样的数学公式及这些公式中的参数提供信息。一般来说，决定使用什么类型

的分类函数是人为决定的。分类器参数的选择或在学习过程得到的结果取决于设计者选择什

么样的准则函数。不同准则函数的最优解对应不同的学习结果，得到性能不同的分类器。数

学式子中的参数则往往通过学习来确定，分类器有一种学习过程，如果发现当前采用的分类函

数会造成分类错误，那么利用错误提供应如何纠正的信息，就可以使分类函数朝正确的方向前

进，这就形成了一种迭代的过程，如果分类函数及其参数使出错的情况越来越少，就可以说是

逐渐收敛，学习过程就收到了效果，设计也就可以结束。

训练与学习的过程常常用到以下三个概念：

（１）训练集：是一个已知样品集，在监督学习方法中，用它来开发模式分类器。
在分类实例中，样品库训练集是程序开发人员按照自己的手写数字习惯来书写的数

字，因此，会造成对读者手写的数字分类有误的情况，为了尽量避免此类情况发生，我们把

每次添加的手写数字放在样品训练集的首位，读者可以尽量多写一些数字以使程序适应其

书写式样。

（２）测试集：在设计识别和分类系统时没有用过的独立样品集。
在分类实例中，以读者自己手写的数字作为测试检验，每写一个可以用各种模式识别算法

进行检验。这样的好处是在相同的样品特征值下，可以对不同的模式识别算法进行比较，找出

最佳适应算法。

（３）系统评价原则：就是判断该模式识别系统能否正确分类，为了更好地对模式识别系统
性能进行评价，必须使用一组独立于训练集的测试集对系统进行测试。

１５　聚类分析

前面介绍的分类问题是利用已知类别的样品（训练集）来构造分类器的。其训练集样品

是已知类别的，所以又称为有监督学习（或有教师分类）。在已知类别样品的“指导”（监督）

下对单个待测样品进行分类。聚类问题则不同，它是事先不了解一批样品中的每一个样品的

类别或其他的先验知识，而唯一的分类根据是样品的特性。利用样品的特性来构造分类器。

这种分类称为无监督分类，通常称为聚类或集群。

聚类分析是指事先不了解一批样品中的每一个样品的类别或其他的先验知识，而唯一的

分类根据是样品的特征，利用某种相似性度量的方法，把特征相同或相近的归为一类，实现聚

类划分。

聚类分析就是对探测数据进行分类分析的一个工具，许多学科要根据所测得的或感知到

的相似性对数据进行分类，把探测数据归入到各个聚合类中，且在同一个聚合类中的模式比不

同聚合类中的模式更相似，从而对模式间的相互关系做出估计。聚类分析的结果可以被用来

对数据提出初始假设，分类新数据，测试数据的同类型及压缩数据。

聚类算法的重点是寻找特征相似的聚合类。人类是二维的最佳分类器，然而大多数实际

的问题涉及到高维的聚类。对高维空间内的数据的直观解释，其困难是明显的，另外，数据也

不会服从规则的理想分布，这就是有大量聚类算法出现在文献中的原因。在图像中进行聚类

分析，一幅图像中含有多个物体，需要对不同的物体分割标识。
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１５１　聚类的设计

１聚类的定义

Ｅｖｅｒｔｔｔ提出一个聚合类是一些相似的实体集合，而且不同聚合类的实体是不相似的。在
一个聚合类内的两个点间的距离小于在这个类内任一点和不在这个类内的另一任一点间的距

离。聚合类可以被描述成在ｎ维空间内存在较高密度点的连续区域和较低密度点的区域，而
较低密度点的区域把其他较高密度点的区域分开。

在模式空间Ｓ若给定Ｎ个样品Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ，聚类的定义是：按照相互类似的程度找到相
应的区域Ｒ１，Ｒ２，…，ＲＭ，对任意Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）归入其中一类，而且不会同时属于两类，即：

Ｒ１∪Ｒ２∪…∪ＲＭ＝Ｒ
Ｒｉ∩Ｒｊ＝　（ｉ≠ｊ）

这里∪、∩分别为并集，交集。
选择聚类的方法应以一个理想的聚类概念为基础。然而，如果数据不满足由聚类技术所

做的假设，则算法不是去发现真实的结构而是在数据上强加上某一种结构。

２聚类准则

设有未知类别的Ｎ个样品，要把它们划分到Ｍ类中去，可以有多种优劣不同的聚类方法，
怎样评价聚类的优劣，这就需要确定一种聚类准则。但客观地说，聚类的优劣是就某一种评价

准则而言的，很难有对各种准则均呈优良表现的聚类方法。

聚类准则的确定，基本上有两种方法。一种是试探法，根据所分类的问题，试探性进行样

品的划分，确定一种准则，并用它来判断样品分类是否合理。例如，以距离函数作为相似性的

度量，用不断修改的阈值，来探究对此种准则的满足程度，当取得极小值时，就认为得到了最佳

划分。另一种是群体智能方法，随着对生物学的深入研究，人们逐渐发现自然界中个体行为简

单、能力非常有限，但当它们一起协同工作时，表现出并不是简单的个体能力的叠加，而是非常

复杂的行为特征，群体智能优化算法在没有集中控制并且不提供全局模型的前提下，利用群体

的优势，分布搜索，这种方法一般能够比传统的优化方法更快地发现复杂优化问题的最优解，

为寻找复杂问题的最佳方案提供了新的思路和新方法。

下面给出一种简单而又广泛应用的准则，即误差平方和准则：

设有Ｎ个样品，分属于ω１，ω２，…，ωＭ类，设有Ｎｉ个样品的ωｉ类，其均值为

ｍｉ＝
１
ＮｉＸ∈ωｉ

Ｘ　
!

　Ｘ（ωｉ） ＝１ＮｉＸ∈ωｉ
Ｘ （１８）

因为有若干种方法可将Ｎ个样品划分到Ｍ类中去，因此对应一种划分，可求得一个误差
平方和Ｊ，要找到使Ｊ值最小的那种划分。定义误差平方和

Ｊ＝
Ｍ

ｉ＝１

Ｘ∈ωｉ

Ｘ－ｍｉ
２
　

!

　Ｊ＝
Ｍ

ｉ＝１

Ｘ∈ωｉ

Ｘ－Ｘ（ωｉ）
２

（１９）

经验表明，当各类样品均很密集，各类样品个数相差不大，而类间距离较大时，适合采用误

差平方和准则，如图１６（ａ）所示。若各类样品数相差很大，类间距离较小时，就有可能将样品
数多的类一分为二，而得到的Ｊ值却比大类保持完整时小，误以为得到了最优划分，实际上得
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到了错误的划分，如图１６（ｂ）所示。

图１６　样品分布与误差平方和准则关系

１５２　基于试探法的聚类设计

基于试探法的聚类设计采用假设某种分类方案，确定一种聚类准则，计算 Ｊ值，找到 Ｊ值
最小的那一种分类方案，则认为该种方法为最优分类。基于试探的未知类别聚类算法，包括最

临近规则的试探法和最大最小距离算法。

１最临近规则的试探法

假设前ｉ个样品已经被分到ｋ个类中。则第ｉ＋１个样品应该归入哪一个类中？假设归入

ωａ类，要使Ｊ最小，则应满足第ｉ＋１个样品到ωａ类的距离小于给定的阈值，若大于给定的阈
值Ｔ，则应为其建立一个新的类ωｋ＋１。在未将所有的样品分类前，类数是不能确定的。

这种算法与第一个中心的选取、阈值 Ｔ的大小、样品排列次序及样品分布的几何特性有
关。这种方法运算简单，当有关于模式几何分布的先验知识作指导给出阈值 Ｔ及初始点时，
则能较快地获得合理的聚类结果。

２最大最小距离试探法

最临近规则的试探法受到阈值 Ｔ的影响很大。阈值的选取是聚类成败的关键之一。最
大最小距离算法充分利用样品内部特性，计算出所有样品间的最大距离作为归类阈值的参考，

改善了分类的准确性。例如，采用某样品到某一个聚类中心的距离小于最大距离的一半，则归

入该类，否则建立新的聚类中心。

３层次聚类试探

层次聚类方法对给定的数据集进行层次的分解，直到某种条件满足为止。具体又可分为

合并、分裂两种方案。

合并的层次聚类是一种自底向上的策略，首先将每个对象作为一个类，然后根据类间距离

的不同，合并距离小于阈值的类，合并一些相似的样品，直到终结条件被满足，合并算法会在每

一步减小聚类中心数量，聚类产生的结果来自于前一步的两个聚类的合并；绝大多数层次聚类

方法属于这一类，它们只是在相似度的定义上有所不同。

分裂的层次聚类与合并的层次聚类相反，采用自顶向下的策略，它首先将所有对象置于同
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一个簇中，然后逐渐细分为越来越小的样品簇，直到达到了某个终止条件。分裂算法与合并算

法的原理相反，在每一步增加聚类中心数量，每一步聚类产生的结果，都是将前一步的一个聚

类中心分裂成两个得到的。

１５３　基于群体智能优化算法的聚类设计

群体智能算法的仿生计算一般由初始化种群、个体更新和群体更新三个过程组成。下面

分别介绍这三个过程的仿生计算机制。

１初始化种群

在任何一种群体智能算法中，都包含种群的初始化。种群的初始化是假设每个样品已经

被随机分到某个类中，产生若干个个体，人为地认为这些群体中的每一个个体为所求问题的

解。因此，一般需要对所求问题的解空间进行编码操作，将具体的实际问题以某种解的形式给

出，便于对问题的描述和求解。对于初始化种群的产生一般有两种方式：一种是完全随机产生

的方法，另一种是结合先验知识产生初始种群。在没有任何先验知识的情况下往往采用第一

种方式，而第二种方式可以使得算法较快的收敛到最优解。种群的初始化主要包括问题解形

式的确定、算法参数的选取、评估函数的确定等。

（１）问题解形式的确定

对于任何一类优化问题，在应用群体智能算法求解之前都需要对问题的解空间进行编码

操作，将具体问题以一定的形式给出。不同的群体智能算法所对应的问题解的形式有所不同，

在传统进化计算算法中，问题的解通常都是以染色体的形式给出；粒子群算法中问题的解是用

粒子所经历的位置来表示；而在蜂群算法中，往往是通过蜜源来代表所求优化问题的可行解。

对于各种解形式的编码方式一般有二进制编码、十进制编码、浮点数编码等，根据具体问题选

择合适的编码方式可以加快算法的收敛速度。

（２）算法参数的选取

合理选取算法的参数对于算法的求解有着重要的作用，好的参数值能够提高算法的准确

性。在群体智能算法中，有关算法参数的选取，最为关键的是种群的规模和算法终止条件中关

于最大迭代次数的确定。对于种群的规模也需要根据具体问题来确定。规模过大，将会增加

算法的时间复杂度，降低了算法的效率；规模过小，又不容易使算法找到最优解，很容易使算法

出现“早熟”现象。对于算法的最大迭代次数，需要根据多次实验来逐步确定，合理的选取最

大迭代次数才可使算法收敛到全局最优解，并且提高执行效率。

不同的群体智能算法对应不同的控制参数。在传统进化计算算法中主要的控制参数还有

交叉概率和变异概率。交叉概率用来控制两个个体之间信息的交互能力，变异概率用来控制

产生新个体的能力，两种操作都增加了解的多样性。在传统遗传算法中，适应度值高的个体在

一代中被选择的几率高；相应的浓度高、适应度值低的个体在一代中被选择的几率低。相应的

浓度低，没有自我调节功能。而在免疫遗传算法中，除了抗体的适应度，还引入了免疫平衡算

子，参与到抗体的选择中。免疫平衡算子对浓度高的抗体，进行抑制，反之浓度较低的抗体进

行促进。根据抗体的适应度和浓度确定选择概率，它们的比例系数决定了适应度与浓度的作

用大小。
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粒子群算法中的主要参数为惯性权重和速度调节参数。惯性权重使得粒子保持运动惯

性，速度调节参数表示粒子向自身最优和全局最优位置的加速项权重。在蚁群算法中，以前蚂

蚁所留下的信息将会逐渐消失，比较重要的参数有信息素挥发系数，它直接影响算法的全局搜

索能力及收敛速度。

猫群算法中的主要参数有分组率、记忆池大小、个体上每个基因的改变范围，由于自然界

中的猫总是非常的懒散，经常花费大量的时间处在一种休息、张望的状态，称之为搜寻模式，一

旦发现目标便进行跟踪，并且能够迅速的捕获到猎物，称之为跟踪模式，分组率控制了仿照真

实世界中猫的行为模式。在蜂群算法中，为了保证蜜源的质量，将对蜜源的开采次数进行限

制，开采次数过少不利于进行深入的局部搜索，开采次数过多容易造成蜜源枯竭，不利于跳出

局部最优解。混合蛙跳算法采用模因分组算法模拟青蛙的聚群行为，模因组参数控制青蛙群

体分成若干个小群体的数量。人工鱼群算法中的参数包含：尝试次数、感知范围、步长、拥挤度

因子、人工鱼群数目等。细菌觅食算法中，趋化、繁殖、迁徙三种算子决定了算法的性能，相比

其他算法，细菌觅食算法需要调节的参数较多：包括种群大小、前进步长、最大前进次数、趋化

算子次数、繁殖算子次数、迁徙算子次数、迁徙概率，以及细菌觅食算法的优化能力和收敛速度

与这些参数值的选择紧密相关。

在群体智能算法中，这些参数的选取都是在算法开始执行之前设定的，对于算法的性能和

效率有很大的影响，如果参数选取不当，会使得算法的适应性变差甚至影响算法的整体性能。

例如变异概率，如果取值太小就没有个体的更新机会，不容易产生新解，如果取值太大，容易造

成个体发散；实践证明没有绝对的最优参数，针对不同的问题只有通过反复试验，才能选取较

合适的参数，获得更好的收敛性能。

（３）评估函数的确定

在所有的群体智能算法中，对于所求得的问题的解，都需要进行评价，可以帮助群体在迭

代过程中选择出优良个体并且及早剔除较差个体，搜索出问题的最优解。在群体智能算法中，

一般用适应度来评价个体（即问题的解）的好坏。对于适应度函数的确定，需要根据不同的问

题进行设定。例如，在解决函数优化问题中，一般将目标函数直接作为适应度函数，通过求得

它的值作为个体评价的标准；在手写数字识别问题中，我们用待识别数字与模板数字特征距离

的倒数作为评估函数，此值越小说明特征越接近，其评价函数也就越高。

合理的选取评估函数对于算法的求解有着重要的作用，好的评估函数不但提高了评价的

准确性，而且还会降低算法的时间复杂度，提高算法的执行效率。

２个体更新

个体的更新是群体智能算法中的关键一步，是群体质量提高的驱动力。在自然界中，个体

的能力非常有限，行为也比较简单，但是，当多个简单的个体组合成一个群体之后，将会有非常

强大的功能，能够许多完成复杂的工作。如蚁群能够完成筑巢、觅食，蜂群能高效完成采蜜、喂

养、保卫工作，鱼群能够快速地寻找食物、躲避攻击等工作。

群体智能算法中，采用简单的编码技术来表示一个个体所具有的复杂结构，在寻优搜索过

程中，对一群用编码表示的个体进行简单的操作，本书将这些操作称作“算子”。个体的更新

依靠这些算子实现，不同的群体智能算法仿生构造了不同的算子。如进化算法中的交叉算子

（Ｃｒｏｓｓｏｖｅｒ）、重组算子（Ｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ），或者变异算子（Ｍｕｔａｔｉｏｎ）而繁殖出子代（ＯｆｆＳｐｒｉｎｇｓ）、
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选择算子（Ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ）；蚁群算法的蚂蚁移动算子、信息素更新算子。
个体更新的方式主要分为两种：一种是依靠自身的能力在解空间中寻找新的解；另一种是

受到其他解（如当前群体中的最优解或邻域最优解）的影响更新自身。

（１）依靠自身的能力进行局部搜寻

这类算法主要有：传统进化计算算法、Ｍｅｍｅｔｉｃ算法、猫群算法中的搜寻模式、蜂群算法中
跟随蜂和侦查蜂的位置更新、细菌觅食算法、人工鱼群算法等。对于不同的算法，依靠自身的

能力进行更新的方式又有所不同，下面介绍相关算法中个体更新的机制。

在传统的进化计算算法中，个体的位置更新主要有交叉、变异操作，交叉是模仿生物界的

繁殖过程，对于完成选择操作的配对染色体以一定的概率通过某种方式进行互换部分基因，变

异则是以一定的概率改变个体的基因来产生新的个体。

Ｍｅｍｅｔｉｃ算法的个体更新方式与传统进化计算算法稍有不同，即在完成遗传操作后，需要
对群体中的所有个体进行局部搜索，使得解的质量进一步提高。局部搜索策略有很多，如爬山

法、模拟退火法、禁忌搜索算法等，具体问题应选取合适的搜索策略以提高自身解的质量。

在猫群算法中当猫处于搜寻模式中，是通过自身位置进行复制的。对于复制出来的每一

个副本，进行类似于进化计算算法的变异操作，之后进行适应度计算，选取最好的解来代替当

前解。

蜂群算法中跟随蜂的位置更新是在引领蜂位置基础上加一个随机扰动实现的，而当蜜源

枯竭时，即当前位置附近没有比引领蜂所在的蜜源更好的，则引领蜂更换角色，变为侦查蜂，侦

查蜂随机地在解空间中产生一个新的解。

细菌觅食算法中的迁徙算子，满足迁徙概率的细菌执行迁徙操作，在整个解空间中随机地

产生一个新解。

在人工鱼群算法中，在每条鱼尝试聚群算子和追尾算子后，若其适应度没有得到改善，则

执行觅食算子，然而在尝试一定次数的觅食算子后，其适应度还是没有得到改善，此时人工鱼

将在解空间中随机游到一个新的位置，作为一个新解。

我们看到如果仅仅是在原有解的基础上进行变异操作或加上一个随机扰动或做搜索操

作，属于在原有解的附近做局部寻优，这种方式带来的个体位置更新范围不大；若直接将任意

一个解赋给该个体，则具有较强的随机性，一定程度上增加了对于解空间的搜索范围，有利于

求得全局最优解，但这也往往造成了一种盲目搜索。因此，在实际的问题求解中，我们要权衡

两者的矛盾，以便更好地搜寻到全局最优解。

（２）受到其他解的影响来更新自身

这类算法主要有：免疫算法、猫群算法中的跟踪模式、粒子群算法、混合蛙跳算法、蚁群算

法、蜂群算法中引领蜂的更新。

免疫算法中，个体的更新过程是通过把上一代个体的优秀基因作为疫苗直接注射到下一

代个体的相应基因位上，以此方式更新自身，使得下一代的个体优于上一代，不断地提高解的

质量。

在猫群算法中当猫处于跟踪模式下，其位置更新并不是无目的的随机搜索，而是朝着最优

解的方向不断逼近，通过猫所记忆的当前群体中的全局最优解来更新自身，提高了算法的搜索

能力。
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粒子群算法中个体的更新方式分为全局模式和局部模式，在全局模式中，粒子追随自

身极值和全局极值，使得粒子向着最优解的方向前进，具有较快的收敛速度，但鲁棒性较

差，而在局部模式中粒子只受自身极值和邻近粒子的影响，它具有较高的鲁棒性而收敛速

度相对较慢。

在混合蛙跳算法中，是利用子群中处于最优位置的青蛙和处于全局最优位置的青蛙来更

新蛙群中最差青蛙的位置，最差青蛙通过与这两者的交互使得自身位置不断更新，向着最优解

靠拢。

在蚁群算法中，蚂蚁在觅食的过程中会根据先前蚂蚁在所行路径上留下的一种叫做“信

息素”的东西来指引自己的路径，信息素越多表明该路径越好，使得后来的蚂蚁以较大的概率

选择该路径，所有的蚂蚁都是通过这种特殊的消息交互机制实现个体的进化。

蜂群算法中跟随蜂搜索到的位置是以引领蜂为核心，在引领蜂所引领的位置上，加上引领

蜂与群体中随机位置的偏差乘以随机数实现的，而引领蜂通过跟随蜂所搜寻到的最优位置实

现自身更新。

通过与群体中其他个体的交流，使得自身的位置不断地得到更新，这种方式具有向优秀个

体学习的机制，加快了算法的收敛速度和效率。

３群体更新

在基于群体概念的仿生智能算法中，群体更新是种群中个体更新的宏观表现，它对于算法

的搜索和收敛性能具有重要作用。在不同的仿生群体智能优化算法中，存在着不同的群体更

新方式。

（１）个体更新实现群体更新

这种群体的更新主要依靠个体更新来实现。在仿生群体智能优化算法中，群体是由多个

个体构成的，这些个体作为算法实行搜索的载体，代表了搜索问题的解空间，个体通过相同或

不同的更新方式，改变自身的位置，使个体以较大概率得到改善。

而纵观不同的进化时代，群体更新代表了群体的流动方向。这种更新方式大多采用贪婪

选择机制，即比较个体更新前后的评估值，保留较优的个体，使个体自身不断优化，趋向最优

解，从而使群体的质量得到改善。

例如：在人工鱼群算法中，每条人工鱼通过一定规则尝试执行聚群行为、追尾行为、觅食行

为，并选择改善最大的行为，进行位置的移动，实现个体更新。通过这种方式，使得每次迭代

时，所有人工鱼都能以较大概率得到优化，从而实现整个种群质量的提高。

（２）子群更新实现群体更新

在仿生群体智能优化算法中，有些算法将整个群体划分成多个子群，不同子群进行独立搜

索，有些算法的每个子群运行相同的搜索模式，并实行子群间的协同合作与信息交互。例如在

混合蛙跳算法中，算法将群体分为若干小群，在每一次迭代过程中，每个子群作为一个独立的

进化单元，运行相同的搜索模式，子群在执行完一定次数的进化后，子群间的青蛙发生跳跃，子

群体混合成新的群体，实现了种群的整体进化。

有些算法的每个子群则执行不同的搜索模式。例如，在猫群算法中，根据一定比例将整个

猫群分为搜寻模式与跟踪模式两个子群，在每一次迭代过程中猫的行为模式都会进行重新随
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机分配，不同子群运行不同的行为模式，在一定程度上提高了算法的全局搜索能力，使得整个

群体解的质量不断地提高。

蜂群算法中，其群体的划分主要是根据蜜蜂工作职能的不同来区分的。在蜂群算法中，蜜

蜂主要分为引领蜂、跟随蜂和侦查蜂，三种蜜蜂的位置更新方式不同。引领蜂是通过跟随蜂搜

索到的最优位置进行更新的，而跟随蜂是在跟随的引领蜂位置附近进行搜索实现的，侦查蜂则

是在解空间中的随机移动。这充分结合了全局搜索与局部搜索的特点与优点，并通过种子群

功能的划分提高了算法的寻优性能。

这种划分子群的机制很大程度上提高了解的搜索范围，增加了解的多样性，虽然其群体更

新方式较为复杂，但对于求解一些复杂的优化问题具有很好的效果。

（３）选择机制实现群体更新

在前面介绍的两类算法中，个体更新后一般都能以较大概率取得更为优秀的新个体，而群

体的更新主要通过选择算子来实现，若一味地选择适应度较高的个体，易造成种群内部多样性

枯竭，使算法出现早熟，搜索陷入局部最优。这是种群内部个体多样性缺失的表现，需要其他

方式来弥补这一缺点。由于即便是较差个体也保存着一些优秀基因，为避免产生退化现象，有

必要让一些较差个体保留下来。

在进化计算体系中，个体更新后允许较差个体的出现，以此来扩充种群多样性，同时保证

种群进化的整体方向。例如，在遗传算法中，父代个体通过交叉、变异等遗传算子产生子代个

体，但是由于交叉、变异算子一般属于随机搜索，不能保证子代个体的质量，不可避免地会产生

退化现象。遗传算法采用轮盘赌方式选择算子依据个体的适应度进行择优保留，并且是以概

率方式选择个体，而不是确定性的选择。这使得算法一方面保证了群体向更优的方向进化，向

最优解逼近，从而实现群体的优化更新；另一方面保证了基因库的多样性，为搜索出更优秀的

个体提供条件。

群体智能算法是一种概率搜索算法，与传统的优化方法有很大的不同，群体智能算法在进

行问题求解时，其最大特点是不依赖于问题本身的严格数学性质，它不要求所研究的问题是连

续的、可导的，不需要建立关于问题本身的精确数学描述模型，不依赖于知识表示，一般不需要

关于命题的先验知识的启发，而是在信号或数据层直接对输入信息进行处理，属于求解那些难

以有效建立形式化模型、使用传统方法难以解决或根本不能解决的问题。

与传统的优化方法相比，群体智能算法具有以下的优势。

（１）渐进式寻优。

群体智能算法从随机产生的初始可行解出发，一代一代地反复迭代计算，使新一代的结果

优越于上一代，逐渐得出最优的结果，这是一个逐渐寻优的过程，但是却可以很快地找出所要

求的最优解。

（２）体现“适者生存，劣者消亡”的自然选择规律。

在搜索过程中，借助群体选择操作，或个体变化前后的比较操作，无需添加任何额外的作

用，就能使群体的品质不断地得到改进，具有自动适应环境的能力。

（３）有指导的随机搜索。

群体智能算法是一种随机概率型的搜索方法，这种随机搜索既不是盲目搜索，也不是穷举

式的全面搜索，而是一种有指导的随机搜索，指导算法执行搜索的依据是适应度，也就是它的
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目标函数。在适应度的驱动下，利用概率来指导它的搜索方向，概率被作为一种信息来引导搜

索过程朝着更优化的区域移动，使算法逐步逼近目标值。虽然表面看起来群体智能算法是一

种盲目搜索方法，但实际上有着明确的搜索方向，这种不确定性使其能有更多的机会求得全局

最优解。群体智能算法充分利用个体局部信息和群体全局信息，具有协同搜索的特点，搜索能

力强。

（４）并行式搜索。

群体智能算法具有并行性，表现在两个方面：一是内在并行性，即搜索过程是从一个解集

合开始的，每一代运算都是针对一组个体同时进行，不容易陷入局部最优解。使其本身适合大

规模的运算，让多台计算机各自独立运行种群的进化运算，适合在目前所有的并行机或分布式

系统上并行处理，且容易实现，提高了算法的搜索速度。二是内含并行性，各种群分别独立进

化，不需要相互之间进行信息交换，可以同时搜索解空间的多个区域，并相互交流信息，使得算

法能以较少的代价获得较大的收益。

（５）黑箱式结构。

群体智能算法直接表达问题的解，只研究输入与输出的关系，结构简单，并不深究造成这

种关系的原因，算法根据所解决问题的特性，用字符串表达问题及选择适应度，个体的字符串

表达如同输入，适应度计算如同输出，一旦完成这两项工作，其余的操作都可按固定方式进行。

因此，从某种意义上讲，群体智能算法是一种只考虑输入与输出关系的黑箱问题，因此便于处

理因果关系不明确的问题。群体智能算法对初值、参数选择不敏感，鲁棒性较强。

（６）全局最优解。

群体智能算法由于采用群体搜索的策略，多点并行搜索，扩大了解的搜索空间，而且每次

迭代模仿生物进化或觅食方式产生多种操作算子，在操作算子的作用下产生新个体，不断扩大

搜索范围，具有极好的全局搜索性能。群体具有记忆个体最优解的能力，将搜索重点集中于性

能高的部分，能够以很大的概率找到问题最优解。同时，算法中仅使用了问题的目标函数，对

搜索空间有一定的自适应能力。因此群体智能算法很容易搜索出全局最优解而不是局部最优

解，具有较好的全局寻优能力，提高了解的质量。

（７）通用性强

传统的优化算法，需要将所解决的问题用数学式子表示，而且要求该函数的一阶导数或二

阶导数存在。采用群体智能算法，只用某种编码表达问题，然后根据适应度区分个体优劣。其

余的操作都是统一的，由计算机自动执行。因此有人称群体智能算法是一种框架式算法，它只

有一些简单原则要求，在实施过程中，无需额外的干预，算法具有较强的通用性，使其不过分依

赖于问题的信息。

（８）智能性。

确定进化方案之后，群体智能算法不需要事先描述问题的全部特征，利用得到的信息自行

组织搜索，基于自然选择策略，优胜劣汰，具备根据环境的变化，自动发现环境的特征和规律的

能力，可用来解决未知结构的复杂问题。也就是说，群体智能算法能适应不同的环境、不同的

问题，并且在大多数情况下都能得到比较有效的解。群体智能算法提供了噪声忍耐、无教师学

习、自组织等进化学习机理，能够明晰地表达所学习的知识和结构，具有一些优良特性，如分布
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式、并行性、自学习、自适应、自组织、鲁棒性和突显性等。除此之外，群体智能算法的优点还包

括过程性、不确定性、非定向性、整体优化、稳健性等多个方面。群体智能算法在寻优等方面有

着收敛速度快、鲁棒性好、全局收敛、适应范围宽等特点，可以适用于多种类型的优化问题。

（９）具有较强的鲁棒性。

群体智能算法具有极强的容错能力，算法的初始种群可能包含与最优解相差很远的个体，

但算法能通过选择策略，剔除适应度很差的个体，使可行解不断向最优解逼近。个体之间通过

非直接的交流方式来进行合作，确保了系统具有更好的可扩展性和安全性；整个问题的解不会

因为个体的故障受到影响，没有集中控制的约束，使得系统具有较强的鲁棒性。

（１０）易于与其他算法相结合。

较其他优化算法，群体智能算法控制参数少，原理相对简单，完全采用分布式来控制个体

与个体、个体与环境之间的信息交互，具有良好的自组织性。由于系统中单个个体的能力十分

简单，只需要最小智能，这样每个个体的执行时间较短。算法对问题定义的连续性无特殊要

求，实现简单，易于与其他智能计算方法相结合，可以方便地将其他方法特有的一些操作算子

直接并于其中，当然也可以很方便地与其他各种算法相结合产生新的优化算法。

１６　模式识别的应用

我们在生活中时时刻刻都在进行模式识别，如识物、辨声、辨味等行为均属于模式识别的

范畴。计算机出现后，人们企图用计算机来实现人或动物所具备的模式识别能力。当前主要

是模拟人的视觉能力、听觉能力和嗅觉能力，如现在研究比较热门的图像识别技术和语音识别

技术。这些技术己被广泛应用于军事与民用工业中。模式识别已经广泛应用于文字识别、语

音识别、指纹识别、遥感、医学诊断、工业产品检测、天气预报、卫星航空图片解释等领域，近年

来，用模式识别方法发展起来的“模式识别优化技术”在化工、冶金、石化、轻工等领域用于配

方、工艺过程的优化设计和优化控制，产生了巨大的经济效益。在节约原料、提高产品质量和

产量、降低单位能耗等方面充分显示了这一高新技术的巨大潜力。模式识别技术除了可以对

配方、工艺进行优化设计外，还可以用于工业过程控制，这就是模式识别智能控制优化专家系

统。它的特别是根据目标（例如降低能耗、提高产量等），优化影响目标的参量（如原料的组

成、工艺参数等），在众多影响参量中筛选出对目标具有较重要影响的参量。经过模式分类、

网络训练，确定优化区域，找出优化方向，动态建立模型，定量预报结果，使生产操作条件始终

保持在优化状态，尽可能地挖掘生产潜力，在过程工业（包括化工、冶金、轻工、建材等）有广阔

的应用前景。

所有这些应用都是和问题的性质密切不可分的，至今还没有发展成统一的、有效的可应用

于所有的模式识别的理论。当前的一种普遍看法是不存在对所有的模式识别问题都使用的单

一模型和解决识别问题的单一技术，我们现在拥有的是一个工具袋，我们所要做的是结合具体

问题把模式识别方法结合起来，把模式识别与人工智能中的启发式搜索结合起来，把人工神经

元网络、不确定方法、智能计算结合起来，深入掌握各种工具的效能和应用的可能性，互相取长

补短，开创模式识别应用的新局面。

模式识别技术是人工智能的基础技术，２１世纪是智能化、信息化、计算化、网络化的世纪，
在这个以数字计算为特征的世纪里，作为人工智能技术基础学科的模式识别技术，必将获得巨
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大的发展空间。

本章小结

假定有一批待识别的事物，事先也不知道相关的先验知识，即不知道它们属于何种类别，

满足何种分布，在这种情况下我们对这批事物分类的方法就是按照它们特征之间的相似性，将

有相同或相似特征的事物聚集在一起，也就是说最后的分类结果中每一类聚集的物体都有共

同的特征，这种不知所属类别而对根据事物相似性的程度分类的方法称为聚类。例如手写了

１５个数字（０，２，３，０，０，２，３，２，２，０，３，３，３，２，０），通过模式识别会把它们归成（０，２，３）３个类，
这种方法叫做非监督学习方法。如果给定了一批待识别的事物，而且还知道了某些事物的类

别，根据已知事物特征及其类别判断未知事物的类别，这种问题称为分类问题，分类与聚类的

不同点是类数是确定的，而且已经知道了一批已经分类的事物。例如数字有固定的类数（０～
９），能够识别出手写数字为哪一类，这种方法叫做监督学习方法。

监督学习方法用来对数据实现分类，分类规则通过训练获得。该训练集由带分类号的数

据集组成，因此监督学习方法的训练过程是离线的。非监督学习方法不需要单独的离线训练

过程，也没有带分类号的训练数据集，一般用来对数据集进行聚类分析，确定其分布。

总之，分类与聚类的效果好坏，一般说来最基本的性能评估是其错误率，如果能用反映错

误率大小的准则，在理论上是最合适的。但是正如在前面讨论中提到的，对错误率的计算是极

其复杂的，以至于很难构建直接基于错误率的判据。而且分类与聚类效果还受所使用的训练

样品集，以及所用的算法影响，通常需要靠实践来检验。

本章介绍了设计分类器需要考虑的基本问题，包括特征空间优化设计问题、分类器设计准

则、分类器设计基本方法、判别函数、分类器的选择和训练与学习，还介绍了聚类判别所涉及到

的基本问题。这些都是模式识别需要考虑的重要内容，掌握这些内容为理解及实践后续各章

所介绍的理论打下基础。

习题１

１简述特征空间优化的方法。
２简述几种常用的分类器设计准则。
３简述分类器设计的基本方法。
４试写出基于二维特征两类分类问题的线性判别函数形式。
５试写出基于ｎ维特征两类分类问题的线性判别函数形式。
６试写出基于ｎ维特征多类分类问题的线性判别函数形式。
７试写出基于ｎ维特征多类分类问题的非线性判别函数形式。
８简述设计判别函数需要确定的基本要素。
９简述在什么情况下分类器不可分。
１０简述设计一个分类器的基本方法。
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第２章　特征的选择与优化

本章要点：

特征空间优化设计问题

样本特征库初步分析

样品筛选处理

特征筛选处理

特征评估

基于主成分分析的特征提取

特征空间描述与分析

手写数字特征提取与分析

在实际的应用中，信息采集的对象多数是多特征、高噪声、非线性的数据集。人们只能尽

量多列一些可能有影响的因素，在样本数不是很多的情况下，用很多特征进行分类器设计，无

论从计算的复杂程度还是就分类器性能来看都是不适宜的。因此，研究如何把高维特征空间

压缩到低维特征空间就成为了一个重要的课题。任何识别过程的第一步，不论用计算机还是

由人去识别，都要首先分析各种特征的有效性并选出最具有代表性的特征。

特征的选择与优化是非常重要的，它强烈地影响到分类器的设计及其性能。若对于不同

类别样品特征的差别很大，那就比较容易设计出具有较高性能的分类器。因此，特征的选择是

模式识别中的一个关键问题。由于在很多实际问题中常常不容易找到那些最重要的特征，或

受条件限制不能对它们进行测量，这就使特征选择和优化的任务复杂化而成为构造模式识别

系统最困难的任务之一。这个问题已经越来越受到人们的重视。

２１　特征空间优化设计问题

特征选择和优化的基本任务是如何从许多特征中找出那些最有效的特征。解决特征选择

和特征优化问题，最核心的内容就是如何对现有特征进行评估，以及如何通过现有特征产生更

好的特征。在实际应用中，对特征选择与处理大致过程如图２１所示。

图２１　特征选择与处理过程



特征选择与优化过程如下：

（１）对样本特征库进行初步分析是指对原始数据进行抽取，抽取那些对区别不同类别最
为重要的特征，而舍去那些对分类并无多大贡献的特征，从而得到能反映分类本质的特征。考

查所选特征是否合理，能否实现分类。如果把区别不同类别的特征都从输入数据中找到，这时

自动模式识别问题就简化为匹配和查表，模式识别就不困难了。

（２）对样本筛选处理的目的是去掉“离群点”，减少这些“离群点”对分类器的干扰。当条
件所限无法采集大量的训练样品时，应慎重对待离群点。样本在特征空间中的理想分布是同

类相聚、异类远离，但是在现实中很难达到理想的分布状态，就要求分类器具有泛化。

（３）特征筛选处理的目的是分析特征之间的相关性，考查每个特征因子与目标有无关
系，以及特征因子之间是否存在相关关系。删去那些相关的因子，在样本不多的条件下可

以改善分类器的总体性能，降低模式识别系统的代价。特征的选择常常面临着保留哪些描

述量、删除哪些描述量，通常要经过从多到少的过程。因为在设计识别方案的初期阶段，应

该尽量多的列举出各种可能与分类有关的特征，这样可以充分利用各种有用的信息，改善

分类效果。但大量的特征中肯定会包含许多彼此相关的因素，造成特征的重复和浪费，给计

算带来困难。ＫａｎａｌＬ曾经总结过经验：样品数 Ｎ与特征数 ｎ之比应足够大，通常样本数 Ｎ是
特征数ｎ的５～１０倍。

（４）特征评判的目的是分析经过筛选之后的特征，对分类效果能否提高，能否拉大不同类
别之间的距离。对一个模式类特征选择的好与坏，很难在事先完全预测，而只能从整个分类识

别系统获得的分类结果给予评价。

（５）特征提取目的是用较少的特征对样本进行描述，以达到降低特征空间维数的目的。
（６）接着需要进一步掌握样本库的总体分布情况，若发现效果不理想，应再一次考察样本

库，或重新提取特征，或增加特征，或进一步删除“离群点”等。

如何确定合适的特征空间是设计模式识别系统十分重要、甚至更为关键的问题。如果所

选用的特征空间能使同类物体分布具有紧致性，即各类样本能分布在该特征空间中彼此分割

开的区域内，这就为分类器设计成功提供了良好的基础。反之，如果不同类别的样本在该特征

空间中混杂在一起，再好的设计方法也无法提高分类器的准确性。

２２　样本特征库初步分析

在模式识别处理之前，需要先评估一下特征库是否包含足够信息，用它做模式识别是否可

行或值得。

１对样本数量与特征数目要求

通常要求样本数量Ｎ要足够大，符合下列关系。

① 对两类分类问题：Ｎｎ≥３，此处ｎ为特征数目，Ｎ为样本的数量。

② 对线性或非线性回归问题：Ｎｎ。
若实际课题中，由于不能确定哪些因素有影响，只能选择过多的特征，以致样本数量Ｎ不

合乎上述要求。在无法获得足够多的样本情况下，应考虑下列两个措施。

① 通过特征筛选去除一批对目标影响小的特征，使ｎ减少。
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② 通过原理方面的论证或试探性地将若干特征组合成数目较少的特征。

２对样本特征库做初步分析

对样本特征库做初步分析的主要工作是衡量各类别之间的可分性，最常用的方法是应用

“ＫＮＮ留一法”判据做近邻分析。ＫＮＮ留一法是以每个样品点与其多数最近邻属于同类与否
作为判据。

根据样品在多维空间中的位置，计算各样品之间的距离，找出样品的三个、五个或多个最

近邻，列表显示该样品的类别及近邻的类别，判断该最近邻是否属于同类，将多个同类的样品

所属的类别作为预报该样品的类别，并与实际类别比较，仔细考查近邻分析结果，可对数据结

构有一个大致的了解。如果样本在特征空间中分散，则需要选择具有泛化能力强的分类器，如

神经网络分类器、支持向量机分类器等。

２３　样品筛选处理

通常将“离群点”称为噪声，噪声干扰可能带来严重的后果。例如，使拟合度最佳的标准

导致失误，或使真正有效的数学模型反而比“假”模型拟合度差些。用预报结果检验可能会甄

别此事。统计数学上，样品筛选处理的目的主要是删去某些离群的样品点，改善分类效果。定

义和判断“离群点”的方法有以下几种。

① 若样本特征呈近线性关系，可用稳健回归方法确定“离群点”。
② 若样本特征不呈近线性关系，通常将近邻多半为异类的样品删除，或将其目标值与各

近邻平均值相差特别大的样品删除，也可以将特征压缩后做回归分析。

上述方法由于认定和删去离群点基于若干假定，事先无法确定这些假定是否合乎实际，因

此对删除后的数据必须谨慎对待。在实践中若能对离群点是否为“真”离群点做反复验证，才

能增加结果的可靠性。经过初步评估，对“可分性”不满意时，可试行“样品筛选”操作，改善可

分性。

２４　特征筛选处理

在实际应用中，人们只能尽量多列一些可能有影响的因素，然后通过数据处理，考查和筛

选出作用较大的特征，删去影响不大的特征，从而建立数学模型。特征筛选的第一步是对每个

特征做分析，考查每个特征与目标的相关性，特征与特征之间的相关性。

用原始变量为坐标作投影图，考查单个特征、双特征、多特征对目标值的影响，计算相

关系数。

１单特征相关分析

将所有特征逐个对目标值作二维图，计算目标值ｔ与特征ｘｊ之间的相关系数
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式中，ｉ为样品号数；ｔｉ，ｘｉｊ为第 ｉ个样品的目标值和第 ｊ个特征值；珋ｔ和 珋ｘｊ分别为所有样本的目
标值的平均值和第ｊ个特征的平均值；相关系数ｒ（ｔ，ｘｊ）介于１与－１之间，作为最简单的近似
方法，各特征的重要性可用相关系数的绝对值大小评估。

根据特征对目标值或分类的影响大小，删去作用小、噪声大的变量。为了不漏掉重要因

子，一开始我们宁可多选一些特征，然后根据各个特征在描述研究对象时作用的大小，删去

那些带来信息少、噪声多的特征；并将删后保留的特征按其与描述对象关系的大小做一个大

致的排序，突出主要因素，这对建立模式识别系统是十分必要的。特征筛选的原理是：一个

原有ｎ＋１个特征的特征库，删去其中一个特征，得到一个特征数为 ｎ的新数据库；若删去
的变量贡献的信息小于带来的噪声量，删去后信息量未显著减少或反而增加，则该特征为可

删变量。

２双特征相关分析

在所有特征中每次取出两个特征作为纵、横坐标作图，同时将样本分为两类（或多类），以

不同符号显示于图中，据此考查两类或多类样本在图中分布的规律；同时还显示两个特征间的

相关系数。

３三特征相关分析

在所有特征中每次选用三个，作为 ｘ，ｙ，ｚ坐标作三维图，同时将样本分为两类或多类，以
不同符号显示于图中，据此考查各类样本在三维空间的分布规律；也可选两个特征为ｘ和ｙ坐
标，目标值为ｚ坐标，考查其关系。三维结构可通过图形旋转考查，同时显示旋转后的二维坐
标与原始变量的关系。

４子空间局部考查

将原始多维空间“切割”为几个子空间，然后再做相关分析，往往能揭示重要的规律性。

因复杂系统往往是多特征问题，目标值或目标类别往往由三个以上的因子共同决定，单考

查一个、两个或三个因子的影响往往不够，因为由于其他因子（特征）变化的干扰，往往不能有

效地全面显示特征空间的规律性，只有运用多种模式识别方法建模才能全面解决问题。但是

作为初步考查手段，相关分析方法（特别是与子空间局部考查结合后）很有用，因为相关分析

及其作图方法显示的是原始特征，若能找到规律，其物理（或化学）意义的诠释比较简单明了。

各种模式识别方法虽能提供更完整可靠的数学模型，但因其坐标表达式多为多个原始变量的

线性或非线性组合，诠释比较复杂。

相关分析的局限性：根据前述的单特征相关分析方法，删除相关系数小的特征。这

种方法对于样本分布不均匀的特征库是不可靠的做法。如果目标与特征之间呈线性关

系，对于样本分布不均匀的数据文件，单比较相关系数也不是绝对可靠的做法，因为它没

有考虑其他特征的影响。总而言之，可以肯定的是：若 ｘｉ与 ｔ（或 ｘｊ）相关系数很大（如
０５以上或 －０５以下），ｘｉ肯定对 ｔ（或 ｘｊ）有较大影响；若相关系数较小，则要参照其他
信息才能决定是否可删。
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５特征选择及搜索算法

特征选择的任务是从一组数量为Ｄ的特征中选择出数量为ｎ（Ｄ＞ｎ）的一组最优特征来，
一方面需要确定可分离性判据Ｊ（ｘ），对特征选择效果做评估，选出使某一可分性达最大的特
征组来（详见２４节）。另一方面是要找到一个较好的算法，以便在允许的时间内找出最优的
那一组特征。

如果采用穷举法，把 Ｄ个特征每个单独使用时的可分性判据都算出来，按判据大小排
队，例如

Ｊ（ｘ１）＞Ｊ（ｘ２）＞…＞Ｊ（ｘｎ）＞…＞Ｊ（ｘＤ）
单独使用时使Ｊ较大的前ｎ个特征作为特征组并不具有最优的效果，甚至有可能是最不

好的特征组。

从Ｄ个特征中挑选ｎ个，所有可能的组合数为

ｑ＝ＣｎＤ＝
Ｄ！

（Ｄ－ｎ）！ｎ！ （２２）

如果把各种可能的特征组合的Ｊ都算出来再加以比较，以选择最优特征组，则计算量太大
而无法实现。这就使得寻找一种可行的算法变得非常必要。

应当说明的是，任何非穷举的算法都不能保证所得结果是最优的。因此，除非只要求次优

解，否则所选算法原则上仍是穷举算法，只不过采取某些搜索技术使计算量可能有所降低。在

所有算法中，最优特征组的构成都是用每次从现存特征中增加或去掉某些特征的方法直至特

征数等于ｎ为止，若特征数从零逐步增加则称为“自下而上”法。反之，若从特征数 Ｄ开始逐
步减少，则称为“自上而下”法。

令Φｋ表示特征数目为ｋ的所有可能的特征组合，珡Φｋ表示从ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ去掉ｋ个后所剩
特征的所有可能的特征组合。

在“自下而上”算法中第ｋ步的最优特征组应当使
Ｊ（Φ′ｋ）＝ｍａｘ

｛Φｋ｝
Ｊ（Φｋ）

从Φ０＝开始，ｋ＝１，２，…，直到ｋ＝ｎ，结果得
Φ＝Φｎ

在“自上而下”算法中第ｋ步的最优特征组应当使
Ｊ（珡Φ′ｋ）＝ｍａｘ

｛珡Φｋ｝
Ｊ（珡Φｋ）

从珡Φ＝ΦＤ开始，ｋ＝１，２，…，直到ｋ＝Ｄ－ｎ，结果所得特征组为Φ＝珡ΦＤ－ｎ。

２５　特征评估

对原特征空间进行优化之后，就要对优化的结果进行评价，通过反复选择不同的特征组

合，采用定量分析比较的方法，判断所得到的特征维数，及所使用特征是否对分类最有利，这种

用以定量检验分类性能的准则称为类别可分离性判据，用来检验不同的特征组合对分类性能

好坏的影响。对特征空间进行优化是一种计算过程，它的基本方法仍然是模式识别的典型方

法，即找到一种准则（或称判据），通常用一种式子表示，使这种计算准则达到一个极值。对特

征评估的方法大体分两类：一类以计算样品在特征空间离散程度为基础的准则，称为基于距离
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的可分性判据；另一类则基于概率密度分布的判据。

下面介绍基于距离的可分性判据。

给定一组表示联合分布的训练集，假定每一类的模式向量在观察空间中占据不同的区

域是合理的，类别模式间的距离或平均距离则是模式空间中类别可分离性的度量。基于距

离的可分性判据的出发点：各类样本之间的距离越大、类内散度越小，则类别的可分性越

好。基于距离的可分性判据直接依靠样本计算，直观简捷，物理概念清晰，因此目前应用较

为广泛。

在一个特征候选集Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］所定义的ｎ维特征空间中，用ｄ（Ｘｉｋ，Ｘｊｌ）表示第ｉ类
中第ｋ个样品和第ｊ类中第ｌ个样品间距离的度量值，距离度量 ｄ可采用式（２３）定义的欧几
里德距离计算：

ｄ（Ｘｉｋ，Ｘｊｌ）＝ 
Ｄ

ｍ＝１
（ｘｉｋ，ｍ －ｘｊｌ，ｍ）[ ]２ １／２

（ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｍ；ｋ＝１，２，…，Ｎｉ；ｌ＝１，２，…，Ｎｊ）

（２３）
类间的平均距离可采用式（２４）计算：

Ｊ＝１２
Ｍ

ｉ＝１

Ｍ

ｊ＝１
Ｐ（ωｉ）Ｐ（ωｊ）·

１
ＮｉＮｊ

Ｎｉ

ｋ＝１

Ｎｊ

ｌ＝１
ｄ（Ｘｉｋ，Ｘｊｌ） （２４）

考虑到式（２４）的计算比较复杂，可将其转化为相应的矩阵来度量和处理。

（１）总体散布矩阵

① 第ｉ类均值向量

Ｘ（ωｉ） ＝１ＮｉＸ∈ωｉ
Ｘ （２５）

② 样本集总体均值向量

珚Ｘ＝１Ｎ
Ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ＝

１
Ｎ

Ｍ

ｉ＝１
Ｐ（ωｉ）Ｘ

（ωｉ） （２６）

③ 第ｉ类协方差

ｉ
＝ １
Ｎｉ－１Ｘ∈ωｉ

（Ｘ－Ｘ（ωｉ））（Ｘ－Ｘ（ωｉ））Ｔ （２７）

④ 样本总体协方差

 ＝ １
Ｎ－１（Ｘ－珚Ｘ）（Ｘ－珚Ｘ）

Ｔ （２８）

⑤ 第ｉ类类内散布矩阵

Ｓｉ {＝Ｅ （Ｘ－Ｘ（ωｉ））（Ｘ－Ｘ（ωｉ）） }Ｔ ＝ｉ
（２９）

⑥ 总体类内散布矩阵

ＳＷ＝
Ｍ

ｉ＝１
Ｐ（ωｉ）Ｓｉ＝

Ｍ

ｉ＝１
Ｐ（ωｉ） {Ｅ （Ｘ－Ｘ（ωｉ））（Ｘ－Ｘ（ωｉ）） }Ｔ

＝
Ｍ

ｉ＝１
Ｐ（ωｉ）ｉ

（２１０）

　　⑦ 总体类间散布矩阵
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ＳＢ ＝
Ｍ

ｉ＝１
Ｐ（ωｉ）（Ｘ

（ωｉ）－珚Ｘ）（Ｘ（ωｉ）－珚Ｘ）Ｔ （２１１）

特别对于两类问题

ＳＢ２ ＝（Ｘ
（ω１）－Ｘ（ω２））（Ｘ（ω１）－Ｘ（ω２））Ｔ （２１２）

⑧ 总体散布矩阵

ＳＴ ＝Ｅ｛（Ｘ－珚Ｘ）（Ｘ－珚Ｘ）
Ｔ｝＝ （２１３）

存在关系

ＳＴ ＝ＳＷ ＋ＳＢ （２１４）
类内散布矩阵表征各样本点围绕它的均值的散布情况，类间散布均值表征各类间的

距离分布情况，它们依赖于样本类别属性和划分；而总体散布矩阵与样本划分及类别属

性无关。

（２）构造准则

以类内散布矩阵ＳＷ，类间散布矩阵ＳＢ和总体散布矩阵ＳＴ为基础的一些准则如下。

① 均方误差最小准则，即迹准则

Ｊ＝ｔｒＳＷ ＝
Ｍ

ｉ＝１
Ｐ（ωｉ）ｔｒＳｉ （２１５）

或 Ｊ＝ｄｅｔ（ＳＷ） （２１６）
② 类间距离最大准则

Ｊ＝ｔｒ（ＳＢ）或Ｊ＝ｄｅｔ（ＳＢ） （２１７）
③ 行列式准则

Ｊ＝ ＳＷ ＝
Ｍ

ｉ＝１
Ｐ（ωｉ） Ｓｉ （２１８）

基于距离的可分性判据的出发点是：各类样本之间的距离越大、类内散度越小，则类别的

可分性越好。基于距离的可分性判据直接依靠样本计算，直观简捷，物理概念清晰，因此目前

应用较为广泛。

２６　基于主成分分析的特征提取

在模式识别问题中，对于初始特征的选择，绝大多数都是在考虑样本的可分性意义上

进行的。所以很多时候选择的初始特征集合都会包含大量互相关联的特征，它们对于样本

分类的贡献也是很不相同的。大的特征向量集合有很多的不便，最明显的就是计算方面会

有很大负担。所以，在模式识别问题中，通常的任务就是进行特征的选择。在最初的模式

识别工程中，这种选择有两个目标：或者丢弃一些对分类贡献不大的特征；或者达到一定程

度降维的目的，降维的方法通常是采用一个从初始特征衍生得到的、更小的、与原特征集相

当的特征集合。

主成分分析是把多个特征映射为少数几个综合特征的一种统计分析方法。在多特征的研

究中，往往由于特征个数太多，且彼此之间存在着一定的相关性，因而使得所观测的数据在一

定程度上有信息的重叠。当特征较多时，在高维空间中研究样本的分布规律就更麻烦。主成

分分析采取一种降维的方法，找出几个综合因子来代表原来众多的特征，使这些综合因子尽可
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能地反映原来变量的信息，而且彼此之间互不相关，从而达到简化的目的。

图２２　二维空间主成分示意图

１主分量的几何解释

如果从研究总体中抽取Ｎ个样品，每个样品有２个指标，
这时的主分量实际上是二维空间的几何意义问题。

设Ｎ个样品在二维空间中的分布大致为一个椭圆，如
图２２所示。将坐标系正交旋转一个角度 θ，在椭圆长轴方向
取坐标ｙ１，在短轴方向取坐标ｙ２，则旋转公式为

ｙ１ｊ＝ｘ１ｊｃｏｓθ＋ｘ２ｊｓｉｎθ （２１９）
ｙ２ｊ＝ｘ１ｊ（－ｓｉｎθ）＋ｘ２ｊｃｏｓθ （２２０）

式中，ｊ＝１，２，…，Ｎ。写成矩阵形式为

Ｙ＝
ｙ１１ ｙ１２ … ｙ１Ｎ
ｙ２１ ｙ２２ … ｙ２[ ]

Ｎ

＝ ｃｏｓθ ｓｉｎθ
－ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ·

ｘ１１ ｘ１２ … ｘ１Ｎ
ｘ２１ ｘ２２ … ｘ２[ ]

Ｎ

＝ＵＸ

图２３　二维空间
主成分正交示意图

其中，Ｕ为坐标旋转变换矩阵，它是正交变换矩阵，即有
ＵＴ＝Ｕ－１，ＵＵＴ＝Ｉ。经过旋转变换后得到如图２３所示的新坐
标。从图２３可以看出：

① Ｎ个点的坐标ｙ１和ｙ２的相关几乎为零；
② 二维平面上Ｎ个点的方差大部分都归结在ｙ１轴上，而ｙ２

轴上的方差较小。

ｙ１和ｙ２是原始变量ｘ１和ｘ２的综合变量。
由于Ｎ个点在ｙ１轴上的方差最大，因而用在ｙ１轴上的一维

综合变量来代替，二维空间的点所损失的信息量最小，由此称 ｙ１
轴为第一主分量，ｙ２轴与 ｙ１轴正交且有较小的方差，称它为第
二主分量。

一般说来，如果Ｎ个样品中的每个样品有ｎ个特征ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，经过主成分分析，将它们
综合成ｎ个综合变量，即

ｙ１＝ｃ１１ｘ１＋ｃ１２ｘ２＋…＋ｃ１ｎｘｎ
ｙ２＝ｃ２１ｘ１＋ｃ２２ｘ２＋…＋ｃ２ｎｘｎ



ｙｎ＝ｃｎ１ｘ１＋ｃｎ２ｘ２＋…＋ｃｎｎｘ










ｎ

（２２１）

并且满足ｃ２ｋ１＋ｃ
２
ｋ２＋…＋ｃ

２
ｋｎ＝１（ｋ＝１，２，…，ｎ），其中ｃｉｊ由下列原则决定：

① ｙｉ与ｙｊ（ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）相互独立。
② ｙ１是ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ满足式（２２１）的一切线性组合中方差最大者，ｙ２是与 ｙ１不相关的

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ的所有线性组合中方差次大者，以此类推，ｙｎ是与 ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１都不相关的 ｘ１，
ｘ２，…，ｘｎ的所有线性组合中方差最小者。

这样决定的综合指标因子ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ分别被称为原变量的第１、第２、…、第ｎ个主分量，
它们的方差依次递减。
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２主分量的导出

设Ｘ＝

ｘ１
ｘ２


ｘ













ｎ

是一个ｎ维随机向量，Ｙ＝

ｙ１
ｙ２


ｙ













ｎ

是满足式（２２１）的新变量所构成的向量。于

是式（２２１）的矩阵形式为Ｙ＝ＣＸ，Ｃ为正交矩阵，并满足ＣＣＴ＝Ｉ，Ｉ为单位矩阵。
坐标旋转是指新坐标轴相互正交，仍构成一个直角坐标系。变换后的Ｎ个点在ｙ１轴上有

最大方差，在ｙ２轴上有次大方差，以此类推，在ｙｎ轴上有最小的方差。同时，Ｎ个点对不同的
ｙｉ轴和ｙｊ轴的协方差（ｊ≠ｉ）为零，即要求Ｙ的协方差

ＹＹＴ＝（ＣＸ）（ＣＸ）Ｔ＝ＣＸＸＴＣＴ＝Λ （２２２）
其中

Λ＝

λ１
λ２


λ













ｎ

假定Ｘ为已标准化处理后的数据矩阵，则 ＸＸＴ为原始数据的相关矩阵。令 Ｒ＝ＸＸＴ，则
式（２２２）表示为ＣＲＣＴ＝Λ。由ＣＴ左乘该式，有

ＲＣＴ＝ＣＴΛ （２２３）
写成代数式为

ｒ１１ ｒ１２ … ｒ１ｎ
ｒ２１ ｒ２２ … ｒ２ｎ
  

ｒｎ１ ｒｎ２ … ｒ













ｎｎ

×

ｃ１１ ｃ２１ … ｃｎ１
ｃ１２ ｃ２２ … ｃｎ２
  

ｃ１ｎ ｃ２ｎ … ｃ













ｎｎ

＝

ｃ１１ ｃ２１ … ｃｎ１
ｃ１２ ｃ２２ … ｃｎ２
  

ｃ１ｎ ｃ２ｎ … ｃ













ｎｎ

×

λ１ ０ … ０

０ λ２ … ０

  

０ ０ … λ













ｎ

将上式全部展开得到ｎ２个方程，这里考虑在矩阵乘积中由第１列得出的ｎ个方程为
（ｒ１１－λ１）ｃ１１＋ｒ１２ｃ１２＋… ＋ｒ１ｎｃ１ｎ＝０

ｒ２１ｃ１１＋（ｒ２２－λ１）ｃ１２＋… ＋ｒ２ｎｃ１ｎ＝０

　　　　　　　　
ｒｎ１ｃ１１＋ｒｎ２ｃ１２＋… ＋（ｒｎｎ－λ１）ｃ１ｎ＝０

为得到齐次方程组的非零解，要求关于ｃｉｊ的系数行列式为０，即
ｒ１１－λ１ ｒ１２ … ｒ１ｎ
ｒ２１ ｒ２２－λ１ … ｒ２ｎ
  

ｒｎ１ ｒｎ２ … ｒｎｎ－λ１

＝０

写成矩阵形式为｜Ｒ－λＩ｜＝０。对于λ２，λ３，…，λｎ，可以得到完全类似的方程，故λｊ（ｊ＝１，
２，…，ｎ）是｜Ｒ－λＩ｜＝０的 ｎ个根，λ为特征方程的特征根，相应的各个 ｃｉｊ为其特征向量的
分量。
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设Ｒ的ｎ个特征值λ１＞λ２＞…＞λｎ≥０，相应于λｉ的特征向量为Ｃｉ，令

Ｃ＝

ｃ１１ ｃ２１ … ｃｎ１
ｃ１２ ｃ２２ … ｃｎ２
  

ｃ１ｎ ｃ２ｎ … ｃ













ｎｎ

＝［Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ］

相对于ｙ１的方差为
Ｖａｒ（Ｃ１Ｘ）＝Ｃ１ＸＸ

ＴＣＴ１＝Ｃ１ＲＣ
Ｔ
１＝λ１

同样有

Ｖａｒ（ＣｉＸ）＝λｉ
即对于ｙ１有最大的方差，ｙ２有次大的方差等，并且有协方差

Ｃｏｖ（ＣＴｉＸ
Ｔ，ＣｊＸ）＝Ｃ

Ｔ
ｉＲＣｊ （２２４）

由式（２２３）得Ｒ＝
ｎ

α＝１
λａＣａＣ

Ｔ
ａ，所以式（２２４）变为

Ｃｏｖ（ＣＴｉＸ
Ｔ，ＣｊＸ）＝Ｃ

Ｔ
ｉＲＣｊ＝Ｃ

Ｔ
ｉ 

ｎ

ａ＝１
λａＣａＣ

Ｔ( )ａ Ｃｊ＝
ｎ

ａ＝１
λａ（Ｃ

Ｔ
ｉＣａ）（Ｃ

Ｔ
ａＣｊ）＝０（ｉ≠ｊ）

变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ经过正交变换后得到新的随机向量
ｙ１＝Ｃ

Ｔ
１Ｘ

ｙ２＝Ｃ
Ｔ
２Ｘ



ｙｎ＝Ｃ
Ｔ
ｎＸ

　　ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ彼此不相关，并且ｙｉ的方差为λｉ，故称ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ分别为第１、第２、…、第ｎ
个主分量。

第ｉ个主分量的贡献率定义为λｉ／
ｎ

ｋ＝１
λｋ（ｉ＝１，２，…，ｎ），前ｍ个主分量的累积贡献率定义

为
ｍ

ｉ＝１
λｉ／

ｎ

ｋ＝１
λｋ，选取前 ｍ（ｍ ＜ｎ）个主分量，使其累积贡献率达到一定的要求（如８０％ ～

９０％），以前ｍ个主分量代替原始数据做分析，这样便可达到降低原始数据维数的目的。

２７　特征空间描述与分析

２７１　特征空间描述

对于样本的特征空间描述，主要分析特征的集中位置、分散程度、数据的分布为正态还是

偏态等。对于多维数据，还要分析多维数据的各个分量之间的相关性等。

１一维特征

一维样品的特征空间描述主要有下列几种。设 Ｎ个观测值为 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ，其中 Ｎ称为

样本容量。

① 均值，即是ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ的平均数
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珋ｘ＝１Ｎ
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ （２２５）

② 方差，描述数据取值分散性的一个度量，它是数据相对于均值的偏差平方的平均值

ｓ２ ＝ １
Ｎ－１

Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珋ｘ）

２ （２２６）

③ 标准差，方差的开方称为标准差

ｓ＝ ｓ槡
２ ＝ １

Ｎ－１
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珋ｘ）槡

２ （２２７）

偏度与峰度是刻画数据的偏态、尾重程度的度量，它们与数据的矩有关。数据的矩分为原

点矩与中心矩。

④ ｋ阶原点矩为

ｖｋ ＝
１
Ｎ

Ｎ

ｉ＝１
ｘｋｉ （２２８）

⑤ ｋ阶中心矩为

ｕｋ ＝
１
Ｎ

Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珋ｘ）

ｋ （２２９）

⑥ 偏度的计算公式为

ｇ１ ＝
Ｎ

（Ｎ－１）（Ｎ－２）ｓ３
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珋ｘ）

３ ＝
Ｎ２ｕ３

（Ｎ－１）（Ｎ－２）ｓ３
（２３０）

其中ｓ是标准差。偏度是刻画数据对称性的指标。关于均值对称的数据其偏度为０，右侧更分
散的数据偏度为正，左侧更分散的数据偏度为负，如图２４所示。

图２４　偏度示意图

⑦ 峰度的计算公式为

ｇ２＝
Ｎ（Ｎ＋１）

（Ｎ－１）（Ｎ－２）（Ｎ－３）ｓ４
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珋ｘ）

４－３ （Ｎ－１）２
（Ｎ－２）（Ｎ－３）

＝
Ｎ２（Ｎ＋１）ｕ４

（Ｎ－１）（Ｎ－２）（Ｎ－３）ｓ４
－３ （Ｎ－１）２
（Ｎ－２）（Ｎ－３） （２３１）

　　当数据的总体分布为正态分布时，峰度近似为０；当分布较正态分布的尾部更分散时，峰度
为正，否则峰度为负。当峰度为正时，两侧极端数据较多；当峰度为负时，两侧极端数据较少。

２二维特征

设（Ｘ，Ｙ）Ｔ是二维总体，从中取得的观测数据（ｘ１，ｙ１）
Ｔ，（ｘ２，ｙ２）

Ｔ，…，（ｘＮ，ｙＮ）
Ｔ。引进数

７３第２章　特征的选择与优化



据观测矩阵

Ｘ＝
ｘ１ ｘ２ … ｘＮ
ｙ１ ｙ２ … ｙ[ ]

Ｎ

（２３２）

① 二维观测数据的均值向量（珋ｘ，珋ｙ）Ｔ＝
珋ｘ
珋[ ]ｙ

珋ｘ＝１Ｎ
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，珋ｙ＝

１
Ｎ

Ｎ

ｉ＝１
ｙｉ （２３３）

② 变量Ｘ的观测数据的方差ｓｘｘ，变量Ｙ的观测数据的方差ｓｙｙ及变量Ｘ，Ｙ的观测数据的
协方差ｓｘｙ

ｓｘｘ＝
１
Ｎ－１

Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珋ｘ）

２，ｓｙｙ ＝
１
Ｎ－１

Ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－珋ｙ）

２

ｓｘｙ＝
１
Ｎ－１

Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珋ｘ）（ｙｉ－珋ｙ） （２３４）

　　③ 观测数据的协方差矩阵

Ｓ＝
ｓｘｘ ｓｘｙ
ｓｙｘ ｓ[ ]

ｙｙ

（２３５）

注意：总有ｓｘｙ＝ｓｙｘ，即协方差矩阵为对称矩阵。
由Ｓｃｈｗａｒｚ不等式

ｓ２ｘｙ≤ｓｘｘｓｙｙ
所以ｓ总是非负定的，一般是正定的。
④ 观测数据的相关系数：

ｒｘｙ＝
ｓｘｙ
ｓ槡ｘｘ ｓ槡ｙｙ

（２３６）

由Ｓｃｈｗａｒｚ不等式，有｜ｒｘｙ｜≤１，即总有－１≤ｒｘｙ≤１。
例如，有１０名学生，其中５名男生，５名女生。对每名学生取身高、体重两项指标作为特

征，测得的数据如表２１所示。

表２１　学生数据

样品（学生）

特征（指标）

男　　生 女　　生

Ｘ１ Ｘ２ Ｘ３ Ｘ４ Ｘ５ Ｘ６ Ｘ７ Ｘ８ Ｘ９ Ｘ１０

ｘ１（身高：ｍ） １７０ １７５ １６５ １８０ １７８ １６０ １５５ １６０ １６５ １７０

ｘ２（体重：ｋｇ） ６５ ７０ ６０ ６５ ７０ ６０ ４５ ４５ ５０ ５５

１０个样品的均值为

珚Ｘ＝１１０
１０

ｉ＝１
Ｘｉ＝（１．６７８，５８．５）

Ｔ

男生和女生样品点的均值为

Ｘ（１）＝１５
５

ｉ＝１
Ｘｉ＝（１．７３６，６６．０）

Ｔ
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Ｘ（２）＝１５
１０

ｉ＝６
Ｘｉ＝（１．６２，５１．０）

Ｔ

　　特征ｘ１对于全体样品的方差为

ｓ２１ ＝
１

１０－１［（１．７０－１．６７８）
２＋（１．７５－１．６７８）２＋… ＋（１．７０－１．６７８）２］＝０．００６８

特征ｘ２对于全体样品的方差为

ｓ２２ ＝
１

１０－１［（６５－５８．５）
２＋（７０－５８．５）２＋… ＋（５５－８８．５）２］＝８９．１６６７

特征ｘ１对于男生和女生样品的方差为

ｓ２１（１）＝
１
５－１［（１．７０－１．７３６）

２＋（１．７５－１．７３６）２＋… ＋（１．７８－１．７３６）２］＝０．００３７

ｓ２１（２）＝
１
５－１［（１．６０－１．６２０）

２＋（１．５５－１．６２）２＋… ＋（１．７０－１．６２）２］＝０．００３２

　　特征ｘ２对于男生和女生样品的方差为

ｓ２２（１）＝
１
５－１［（６５－６６）

２＋（７０－６６）２＋… ＋（７０－６６）２］＝１７．５

ｓ２２（２）＝
１
５－１［（６０－５１）

２＋（４５－５１）２＋… ＋（５５－５１）２］＝４２．５

　　全体样品点中特征ｘ１与ｘ１的协方差ｓ１１即ｓ
２
１；ｘ１与ｘ２的协方差为

ｓ１２ ＝
１

１０－１［（１．７０－１．６７８）（６５－５８．５）＋（１．７５－１．６７８）（７０－５８．５）＋… ＋

（１．７０－１．６７８）（５５－５８．５）］＝０．６３５６
　　全体样品点中特征ｘ２与ｘ２的协方差ｓ２２即ｓ

２
２；在男生和女生样品点中分别有

ｓ１２（１）＝
１
５－１［（１．７０－１．７３６）（６５－６６）＋（１．７５－１．７３６）（７０－６６）＋… ＋

　（１．７８－１．７３６）（５５－６６）］＝０．１８

ｓ１２（２）＝
１
５－１［（１．６０－１．６２０）（６５－５１．０）＋（１．５５－１．６２）（４５－５１．０）＋… ＋

　（１．７０－１．６２）（５５－５１．０）］＝０．１６３
则对于全体样品点ｘ１和ｘ２的相关系数为

ｒ１２ ＝
０．６３５６

０．槡 ００６８ ８９．槡 １６６７
＝０．８１６３

特征ｘ１和ｘ２对于男生和女生的相关系数为

ｒ１２（１）＝
０．１８

０．槡 ００３７ １７．槡 ５
＝０．７０７４

ｒ１２（２）＝
０．１６２５

０．槡 ００３２ ４２．槡 ５
＝０．４４０６

３多维特征

设（Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ））是ｎ维总体，从中取得样品数据

（ｘ１１，ｘ１２，…，ｘ１ｎ）
Ｔ
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（ｘ２１，ｘ２２，…，ｘ２ｎ）
Ｔ



（ｘＮ１，ｘＮ２，…，ｘＮｎ）
Ｔ

第ｉ个观测数据记为
Ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ）

Ｔ　　ｉ＝１，２，…，Ｎ
称为样品。引进样品数据观测矩阵

珟Ｘ＝

ｘ１１ ｘ１２ … ｘ１ｎ
ｘ２１ ｘ２２ … ｘ２ｎ
  … 

ｘＮ１ ｘＮ２ … ｘ













Ｎｎ

＝［Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ）］

它是Ｎ×ｎ矩阵，它的Ｎ个行即是Ｎ个样品Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ，它们组成来自ｎ维总体（Ｘ（１），
Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ））的样品。观测矩阵珟Ｘ的ｎ个列分别是 ｎ个变量 Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ）在 Ｎ次试验
中所取的值。记为

Ｘ（ｊ）＝（ｘ１ｊ，ｘ２ｊ，…，ｘＮｊ）
Ｔ　　ｊ＝１，２，…，ｎ （２３７）

（１）样品统计参数

定义珚Ｘ＝（珋ｘ１，珋ｘ２，…，珋ｘｎ）
Ｔ是ｎ维样本数据的均值向量。

① 第ｊ行Ｘ（ｊ）的均值

珋ｘｊ＝
１
Ｎ

Ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ　　ｊ＝１，２，…，ｎ （２３８）

② 第ｊ行Ｘ（ｊ）的方差

ｓ２ｊ ＝
１
Ｎ－１

Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉｊ－珋ｘｊ）

２　　ｊ＝１，２，…，ｎ （２３９）

③ Ｘ（ｊ），Ｘ（ｋ）的协方差

ｓｊｋ ＝
１
Ｎ－１

Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉｊ－珋ｘｊ）（ｘｉｋ－珋ｘｋ）　　ｊ，ｋ＝１，２，…，ｎ （２４０）

Ｘ（ｊ）与自身的协方差即Ｘ（ｊ）的方差
ｓ２ｊ＝ｓｊｊ　　ｊ＝１，２，…，ｎ

称

Ｓ＝

ｓ１１ ｓ１２ … ｓ１ｎ
ｓ１２ ｓ２２ … ｓ２ｎ
  

ｓｎ１ ｓｎ２ … ｓ













ｎｎ

（２４１）

是样品观测数据的协方差矩阵。有

Ｓ＝ １
Ｎ－１

Ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珚Ｘ）（Ｘｉ－珚Ｘ）

Ｔ （２４２）

均值向量珚Ｘ与协方差矩阵Ｓ是ｎ维观测数据的重要数字特征。珚Ｘ表示ｎ维观测数据的集
中位置，而协方差矩阵Ｓ的对角线元素分别是各个变量观测值的方差，而非对角线元素是变
量观测值之间的协方差。
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④ Ｘ（ｊ），Ｘ（ｋ）的相关系数

ｒｊｋ＝
ｓｊｋ
ｓ槡ｊｊ ｓ槡ｋｋ

＝
ｓｊｋ
ｓｊｓｋ
　　ｊ，ｋ＝１，２，…，ｎ （２４３）

ｒｊｋ是无量纲的量，总有ｒｊｊ＝１，｜ｒｊｋ｜≤１。
称

Ｒ＝

１ ｒ１２ … ｒ１ｎ
ｒ２１ １ … ｒ２ｎ
  

ｒｎ１ ｒｎ２ …













１

（２４４）

是观测数据的相关矩阵。相关矩阵Ｒ是ｎ维观测数据的最重要的数字特征，它刻画了变量之
间线性联系的密切程度。

（２）总体参数

设（Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ））是ｎ维总体，其总体分布函数是 Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝Ｆ（Ｘ），其中 Ｘ

＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ。在连续型总体时，总体存在概率密度ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝ｆ（Ｘ）。

① 总体均值向量：令μｉ＝Ｅ（Ｘ（ｉ）），ｉ＝１，２，…，ｎ，则
μ＝（μ１，μ２，…，μｎ）

Ｔ （２４５）
② 总体协方差矩阵

 ＝Ｃｏｖ（Ｘ）＝Ｅ［（Ｘ－μ）（Ｘ－μ）Ｔ］＝

σ１１ σ１２ … σ１ｎ
σ２１ σ２２ … σ２ｎ
… … …

σｎ１ σｎ２ … σ













ｎｎ

＝（σｊｋ）ｎ×ｎ （２４６）

其中σｊｋ＝Ｃｏｖ（Ｘ（ｊ），Ｘ（ｋ））＝Ｅ［（Ｘ（ｊ）－μｊ）（Ｘ（ｋ）－μｋ）
Ｔ］。特别地，当 ｊ＝ｋ时，σｊｊ＝σ

２
ｊ

＝Ｖａｒ（Ｘ（ｊ））。
③ 总体的分量Ｘ（ｊ），Ｘ（ｋ）的相关系数

ρｊｋ＝
σｊｋ
σ槡 ｊｊ σ槡 ｋｋ

＝
σｊｋ
σｊσｋ

（２４７）

④ 总体的相关矩阵

ρ＝

１ ρ１２ … ρ１ｎ
ρ２１ １ … ρ２ｎ
… … …

ρｎ１ ρｎ２ …













１

＝（ρｊｋ）ｎ×ｎ （２４８）

总有ρｊｊ＝１，｜ρｊｋ｜≤１。

２７２　特征空间分布分析

１分布密度函数

设观测数据是由总体Ｘ中取出的样本，总体的分布函数是Ｆ（Ｘ）。当Ｘ为离散分布时，总
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体的分布可由概率分布刻画

ｐｉ＝Ｐ｛Ｘ＝Ｘｉ｝　　ｉ＝１，２，…
总体为连续分布时，总体的分布可由概率密度ｆ（Ｘ）刻画。几种常用一维连续总体分布的

概率密度如下。

正态分布

Ｐ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅｘｐ －（ｘ－μ）
２

２σ( )２ （２４９）

对数正态分布

Ｐ（ｘ）＝
１

２槡πσ（ｘ－θ）
ｅｘｐ －（ｌｏｇ（ｘ－θ）－ζ）

２

２σ[ ]２ ， ｘ＞θ

０，
{

其他

（２５０）

指数分布

Ｐ（ｘ）＝
１
σ
ｅｘｐ －ｘ－θ( )σ ， ｘ＞θ

０，{
其他

（２５１）

Γ分布（Ｇａｍｍａ分布）

Ｐ（ｘ）＝
１
Γ（α）σ

ｘ－θ( )σ

α－１

ｅｘｐ －ｘ－θ( )σ ， ｘ＞θ

０，
{

其他

（２５２）

２多维正态分布的性质

在进行模式识别方法的研究时，常用正态分布概率模型来抽取所需要的训练样本集和测

试样本集，在数学上实现起来比较方便。

若ｎ维总体Ｘ＝（Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ））
Ｔ具有概率密度

Ｐ（Ｘ）＝Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

＝ １

（２π）
ｎ
２ 

１
２
ｅｘｐ －１２（Ｘ－μ）

Ｔ －１（Ｘ－μ{ }） （２５３）

则称ｎ维总体服从 ｎ维正态分布。记为 Ｎｎ（μ，）。记 Ｘ＝（Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ）），则可证，ｎ
维随机向量Ｘ的均值向量为μ，协方差矩阵为。多维正态分布的性质有以下几点。

（１）参数μ和对分布的决定性

多元正态分布被均值向量μ和协方差矩阵所完全确定。由μ＝Ｅ（Ｘ）和＝Ｅ［（Ｘ－μ）
（Ｘ－μ）Ｔ］可见，均值向量μ由ｎ个分量组成，协方差矩阵由于其对称性故其独立元素只有
ｎ（ｎ＋１）／２个，所以，多元正态分布由ｎ＋ｎ（ｎ＋１）／２个参数所完全确定。

（２）不相关性等价于独立性

在数理统计中，一般来说，若两个随机变量ｘｉ和ｘｊ之间不相关，并不意味着它们之间一定

独立。下面给出不相关与独立的定义。

若Ｅ｛ｘｉｘｊ｝＝Ｅ｛ｘｉ｝Ｅ｛ｘｊ｝，则定义随机变量ｘｉ和ｘｊ是不相关的。
若ｐ（ｘｉｘｊ）＝ｐ（ｘｉ）ｐ（ｘｊ），则定义随机变量ｘｉ和ｘｊ是独立的。
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从它们的定义中可以看出，独立性是比不相关性更强的条件，独立性要求 ｐ（ｘｉｘｊ）＝
ｐ（ｘｉ）ｐ（ｘｊ）对于ｘｉ和ｘｊ都成立，而不相关性说的是两个随机变量的积的期望等于两个随机变
量的期望的积，它反映了 ｘｉ和 ｘｊ总体的性质。若 ｘｉ和 ｘｊ相互独立，则它们之间一定不相关；
反之则不一定成立。

对多维正态分布的任意两个分量 ｘｉ和 ｘｊ而言，若 ｘｉ和 ｘｊ互不相关，则它们之间一定独
立。这就是说，在正态分布中不相关性等价于独立性。

（３）边缘分布和条件分布的正态性

多维正态分布的边缘分布和条件分布仍然是正态分布。

（４）线性变换的正态性

设Ｘ～Ｎｎ（μ，），又Ｙ＝ＡＸ＋ｂ，其中ｂ是ｎ维常向量，Ａ是ｌ×ｎ矩阵，ｒａｎｋ（Ａ）＝ｌ，则

Ｙ～Ｎｌ（Ａμ＋ｂ，ＡＡＴ）
即Ｙ服从以Ａμ＋ｂ为均值，以ＡＡＴ为协方差矩阵的ｌ维正态分布。

３多维正态分布总体参数的估计

在实际中，多维正态分布Ｎ（μ，）的参数μ和常常是未知的，需要通过样本来估计。
记Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ是从总体Ｘ中取出的一个样本，设总体的分布是连续型的，分布密度函

数为ｐ（Ｘ，θ１，θ２，…，θｋ），其中θ１，θ２，…，θｋ是待估计的未知参数，对于给定的Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ，使

函数∏
Ｎ

ｉ＝１
ｐ（Ｘｉ，θ１，θ２，…，θｋ）达到最大值的 θ１，θ２，…，θｋ，应用它们分别作为 θ１，θ２，…，θｋ的估

值。由于ｌｎ∏
Ｎ

ｉ＝１
ｐ（Ｘｉ，θ１，θ２，…，θｋ）与∏

Ｎ

ｉ＝１
ｐ（Ｘｉ，θ１，θ２，…，θｋ）在同一点θ１，θ２，…，θｋ上达到最大

值，因此，引入函数

Ｌ（θ１，θ２，…，θｋ）＝ｌｎ∏
Ｎ

ｉ＝１
ｐ（Ｘｉ，θ１，θ２，…，θｋ）＝

Ｎ

ｉ＝１
ｌｎｐ（Ｘｉ，θ１，θ２，…，θｋ）

它称为似然函数，只要解方程组

Ｌ
θｉ
＝０，（ｉ＝１，２，…，ｋ） （２５４）

就可以从中确定所要求的 θ１，θ２，…，θｋ，它们分别称为参数 θ１，θ２，…，θｋ的最大似然估值。如
果总体的分布是离散型的，只要把上述似然函数中的 ｐ（ｘｉ，θ１，θ２，…，θｋ）取为 Ｐ（Ｘ＝Ｘｉ）就可
以了。具体实现步骤如下。

① 设Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ是来自总体Ｎｎ（μ，）的简单随机样本，则Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ的联合概率
密度是μ，的函数。

② 构造似然函数：

Ｌ（μ，）＝∏ Ｎ
ｉ＝１

１
（２π）

ｎ
２｜｜

１
２
ｅｘｐ －１２（Ｘｉ－μ）

Ｔ －１（Ｘｉ－μ{ }）
＝（２π）－

Ｎｎ
２  －Ｎ２ｅｘｐ －１２（Ｘｉ－μ）

Ｔ －１（Ｘｉ－μ{ }） （２５５）

注意：当得到样本观测值Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ后，Ｌ（μ，）是Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ的函数。
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③ 对总体μ和的最大似然估计。在统计学中，μ，是未知的，需要由样本观测值 Ｘ１，
Ｘ２，…，ＸＮ估计。若μ，作为Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ）的函数

μ＝μ^（Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ））

＝（Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ））

满足Ｌ（^μ，　^）＝ｍａｘ
μ，
Ｌ（μ，），则 μ^，　^称为μ，的最大似然估计。

对任意Ｎ元总体，均值向量珚Ｘ、协方差矩阵Ｓ是总体均值向量 μ、总体协方差矩阵的估
计。而对Ｎ元正态总体，的最大似然估计为

　^＝Ｎ－１Ｎ Ｓ （２５６）

当Ｎ较大时，　^≈Ｓ。因Ｓ是的无偏估计，通常仍以Ｓ作为的估计。

２８　手写数字特征提取与分析

２８１　手写数字特征提取

本书以手写数字作为模式分类的实例，重点介绍模式识别理论与实现方法，说明各种算法

是否有效。

对数字识别特征提取可以有多种方法，有的分析从框架的左边框到数字之间的距离变化，

反映了不同数字的不同形状，这可以用来作为数字分类的依据，如图２５所示；另外一种方法
则在每个数字图形上定义一个Ｎ×Ｎ模板，将每个样品的长度和宽度Ｎ等分，平均有Ｎ×Ｎ个
等份，对每一份内的像素个数进行统计，除以每一份的面积总数，即得特征初值。

如图２６（ａ）所示。首先找到每个手写样品的起始位置，在此附近搜索该样品的宽度和高
度，将每个样品的长度和宽度５等分，构成一个５×５均匀小区域；对于每一小区域内的黑像素
个数进行统计，除以该小区域的面积总数，即得特征值，如图２６（ｂ）所示。当然读者可以根据
需要进行修改，Ｎ值越大，模板也越大，特征越多，区分不同的物体能力越强，但同时计算量增
加，运行等候的时间增长，所需要的样本库也成倍增加，一般样本库的个数为特征数的５～１０
倍，这里特征总数为５×５＝２５，每一种数字就需要至少１２５个标准样本，１０个数字需要１２５０
个标准样本，可想而知数目已经不少了。如果值过小，不利于不同物体间的区别。

图２５　距离变化提取特征法 图２６　５×５模板提取特征法
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对于手写数字提取模板特征的好处是，针对同一形状、不同大小的样品得到的特征值相差

不大。有能力对同一形状、不同大小的样品视为同类，因此这里要求物体至少在宽度和长度上

大于５个像素，太小则无法正确分类。当然读者可以根据需要进行修改，值越大，模板也越大，
特征越多，区分不同的物体能力越强，但同时计算量增加，运行等候的时间增长，所需样品库也

要成倍增加。

在本书配套程序中，读者可以手写一个数字，然后应用不同的模式识别算法实现对数字的

识别。识别过程如下。

（１）手写数字

在界面上手写一个数字，按“清除”键后可重新书写。

（２）手写数字的特征提取

① 搜索数据区，找出手写数字的上、下、左、右边界。
② 将数字区域平均分为５×５的小区域。
③ 计算５×５的每一个小区域中黑像素所占比例，第一行的５个比例值保存到特征的前５

个，第二行对应着特征的６～１０个，以此类推。

（３）建立训练集特征库

分类器的设计方法属于监督学习法。在监督学习过程中，为了能够对未知事物进行分类，

必须输入一定数量的样本，构建训练集，而且这些样本的类别已知，提取这些样本的特征，构造

分类器，然后对任何未知类别的模式识别。读者可以直接书写数字，单击“选择类本”下拉列

表框，为手写的数字选择其对应的类别。单击“保存样本”按钮，根据提示，将样本保存到样本

库的首位，如图２７所示。

图２７　保存样本示意图

（４）通过对话框查看样本库样本个数

单击“选择类别”下拉列表框，选择一个类别。然后单击“查看样本特征”按钮，可以在

Ｍａｔｌａｂ命令窗口中查看每个类别的样本特征值。

（５）分类识别

用分类器判别样品类型。

在分类程序中，样本库训练集的特征值是程序开发人员按照自己手写数字习惯来建立的，

因此，会造成对读者手写的数字分类有误的情况。为了尽量避免此类情况发生，我们把每次添

加的手写数字放在样本训练集的首位，读者可以尽量多写一些数字以使程序适应您的书

写样式。
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２８２　手写数字特征空间分布分析

在工程上的许多问题中，统计数据往往满足正态分布规律。正态分布简单，参量少，分析

方便，是一种适宜的数学模型。

尽管不同的人手写数字形状有所区别，但在特征空间中对某一类的特征进行观察时，这些

手写的数字较多地分布在这一类的均值附近，远离均值点较少，因此用正态分布作为这一类的

概率模型是合理的。

要想了解手写数字特征空间分布情况，需要根据现有的训练样本集，对总体参数做点

估计和区间估计，然后假设样本的总体分布函数，对总体分布函数进行统计假设检验。由

于对手写数字提取了２５维特征，为了简化分布分析过程，对手写数字特征空间水平投影降
维为５维。在此基础上进行主成分分析，提取第一主成分分量作为有效特征，进行一维正
态分布分析。

１手写数字总体参数的估计

（１）总体参数的点估计

采用最大似然法对手写数字总体参数进行点估计。

由于假设手写数字特征分布遵从正态分布 Ｎ（μ，σ２），但总体参数 θ（μ，σ２）未知，对于正
态总体的参数估计现在要用总体的Ｎ次观测值ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ，求μ，σ

２的最大似然估值。

一元总体的分布密度函数为

ｐ（ｘ，μ，σ）＝ １
２槡πσ

ｅ
（ｘ－μ）２
２σ２ （２５７）

似然函数为

Ｌ（μ，σ）＝－ １
２πσ２

Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）

２－ｎｌｎσ－ｎ２ｌｎ２ （２５８）

解方程组

Ｌ
ｕ
＝０

Ｌ
σ
＝{ ０

得

μ＝珋ｘ＝１Ｎ
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ

σ２＝１Ｎ
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珋ｘ）

２

容易检验μ，σ２确实使Ｌ（μ，σ）取到最大值，因此它们分别是μ，σ２的最大似然估值。

（２）估值好坏的判别标准

① 无偏性。如果参数θ的估值θ　^Ｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）满足关系式

Ｅθ　^Ｎ＝θ
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则称θ　^Ｎ是θ的无偏估值。

② 有效性。如果θ　^和θ　^′都是参数θ的无偏估值

Ｄθ　^≤Ｄθ　^′

则称θ　^比θ　^′有效。进一步，如果固定样本的容量Ｎ，使Ｄθ　^′＝极小值的无偏估值θ　^就成为θ的有
效估值。

③ 一致性。如果对任意给定的正数ε，总有

ｌｉｍ
Ｎ→∞
Ｐ（ θ　^Ｎ－θ ＞ε）＝０

则称θ的估值θ　^Ｎ是一致的。当

ｌｉｍ
Ｎ→∞
Ｅ θ　^Ｎ－θ

ｒ＝０

对某ｒ≥０成立时，θ　^Ｎ是θ的一致估值。

（３）总体参数的区间估计

在一次试验中，概率很小（接近于零）的事件认为是实际上不可能发生的事件；而概率接

近于１的事件认为是实际上必然发生的事件。
对总体参数θ（μ，σ２）进行区间估计（即区间参数的取值范围）时，如果对于预先给定的很

小的概率α，能找到一个区间（θ１，θ２），使得
Ｐ（θ１＜θ＜θ２）＝１－α

那么称区间（θ１，θ２）为参数θ的置信区间，θ１和θ２称为置信限（或临界值）；θ≤θ１和θ≥θ２
称为否定域；概率α称为显著性水平，１－α称为置信水平（或置信概率）。

假设总体遵从正态分布 Ｎ（μ，σ２）。对于预先给定的显著性水平 α，可用一个样本｛ｘ１，
ｘ２，…，ｘＮ｝的均值ｘ和标准差ｓ来估计总体的均值μ和方差 σ

２的置信区间，估计方法如表２２
所示。

表２２　（小样本）置信区间的估计方法

样 本 情 况 总体参数μ或σ２的置信区间 与置信区间有关的Ｋα，ｔα， 与Ｆα的确定

小样本已知

总体方差
μ∈ ｘ－

Ｋα
２
σ

槡Ｎ
，ｘ＋

Ｋα
２
σ

槡
( )Ｎ ∫Ｋα２－Ｋα

２

１
２槡π
ｅ－
ｖ２
２ｄｖ＝１－α

查正态分布表

小样本总体

方差未知
μ∈ ｘ－

ｔαｓ

槡Ｎ
，ｘ＋

ｔαｓ

槡
( )Ｎ ∫ｔα－ｔαｔ（ｎ－１）ｄｖ＝１－α

查ｔ分布表（自由度为ｎ－１）

小样本已知

总体均值
σ２∈

１
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２，

１
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）( )２ ∫

χ２
２

χ２１
（ｎ）ｄｖ＝１－α

查 分布表（自由度为ｎ）

小样本总体

均值未知
σ２∈

Ｎ－１ｓ２，Ｎ－１
χ２
１

ｓ( )２ ∫
χ２
２

χ２１
（ｎ－１）ｄｖ＝１－α

查 分布表（自由度为ｎ－１）
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２总体分布函数的 检验法

（１） 检验法

检验法是基于对数据按其取值范围进行分组后计算频数的基础上，考虑每个区间的实

际频数｛ｖｉ｝与理论频数｛ｐｉ｝的差异做出判断。它使用的统计量

＝
ｌ

ｉ＝１

（ｖｉ－Ｎｐｉ）
２

Ｎｐｉ
（２５９）

其中，Ｎ为样本数据的容量，ｌ是分组数，ｐｉ根据原假设指定的分布求得。

（２）检验步骤

假设ｘ的分布函数为Ｆ（ｘ），这时，相应的假设检验问题为

Ｈ０：Ｆ（ｘ）≡Ｆ０（ｘ）Ｈ１：Ｆ（ｘ）不是Ｆ０（ｘ）

分两种情况进行统计假设检验。

① 设Ｆ０（ｘ）＝Ｆ０（ｘ，θ１，θ２，…，θｋ）为已知类型的分布函数，θ１，θ２，…，θｋ为参数（已知或部
分已知），ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ为总体 Ｘ的样本，把实轴（－∞，∞）分成 ｌ个不相交的区间：（ｃｉ，ｃｉ＋１］
（ｉ＝１，２，…，ｌ），ｃ１＝－∞，ｃｌ＋１＝∞，其中（ｃｌ，ｃｌ＋１］理解成（ｃｌ，∞）。

理论频数记为

ｐｉ＝Ｆ０（ｃｉ＋１）－Ｆ０（ｃｉ）＝Ｐ（ｃｉ≤ｘ≤ｃｉ＋１）

ｘ的样本｛ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ｝落在区间（ｃｉ，ｃｉ＋１］的个数为ｖｉ（经验频数），根据式（２５９）计算统
计量 。设ｋ是原假设指定的分布类中的待估参数的个数，遵从自由度为ｌ－ｋ－１的 分布，

应用 检验法便可检验假设Ｈ０：Ｆ（ｘ）＝Ｆ０（ｘ）是否可信。
若原假设成立， 的值应比较小，所以当 取大的值时是极端情形。

例如，原假设是正态分布，Ｆ０（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｐ（ｔ，μ，σ）ｄｔ＝∫

ｘ

－∞

１
２槡πσ
ｅ
（ｔ－μ）２
２σ２ ｄｔ，此时ｋ＝２，统计学

研究表明：当样本容量Ｎ充分大且原假设Ｈ０为真时， 统计量近似服从自由度为ｌ－ｋ－１的 分

布，即

给定显著水平α，设由样本观测值算得的 值是 。则当 ＞ （ｌ－ｋ－１）时，拒绝 Ｈ０；否则，
接受Ｈ０。

② Ｆ０（ｘ）的参数全部或一部分未知。设Ｆ０（ｘ）有ｌ个参数 θｊ１，θｊ２，…，θｊｌ（ｊ≤ｋ）未知，可先
用最大似然估计法定出这ｌ个参数的估值，把这些估值就当做 Ｆ０（ｘ）的相应参数，于是类似①
的情形可计算理论概率，再计算经验频数，那么按式（２５９）计算统计量。当 Ｎ很大时遵从自
由度为ｌ－ｋ－１的 分布。

应用 检验法便可检验假设：Ｈ０：Ｆ（ｘ）＝Ｆ０（ｘ）是否可行。
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３手写数字特征空间分布分析

由于对手写数字用模板法提取了２５个特征，每种数字样本库总数约为１３０个，造成特征
维数多，样品总数少的情况。为了分析样本的空间分布情况，采用行投影法将２５个特征压缩
为５个，进一步采用主成分分析法，取特征值最大的主分量作为每个样品的特征，进行正态分
布检验，实现步骤如下。

① 选取样本库中的某一类全体样本Ｘｎ×Ｎ。
② 对２５个特征做行投影变换，压缩为５个特征。
③ 用主成分分析法选取特征第一主成分。
计算Ｘ的协方差矩阵Ｓｎ×ｎ。
计算Ｓ的特征值λ１＞λ２＞…＞λｎ和相应特征向量Ｃｎ×ｎ。
计算样本库样本的第一个主分量ＣＴｎ×１Ｘｎ×Ｎ。

④ 输出特征分布直方图。
⑤ 正态分析检验。

４编程代码

　　　　ｆｕｎｃｔｉｏｎｈ＝ｚｈｅｎｇｔａｉ（ｘ）
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％

％函数名称：ｚｈｅｎｇｔａｉ

％参数：ｘ：要验证的类别的样本特征

％返回值：ｈ：正态分布检验结果，０：满足正态分布，１：不满足正态分布

％函数作用：验证样本特征是否满足正态分布

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％

　　ｃｌｃ；

　　ｆｏｒｉ＝１：５

　　　　ｍ（ｉ，：）＝ｓｕｍ（ｘ（（ｉ－１）５＋１：（ｉ－１）５＋５，：））；％特征压缩从２５到５维

　　　　ｅｎｄ

　　　　ｄｓｉｇ ｃｏｖ＝ｃｏｖ（ｍ′）；％求ｍｉｘｅｄｓｉｇ的协方差矩阵

　　　　［ｐｃ，ｌａｔｅｎｔ，ｔｓｐｕａｒｅ］＝ｐｃａｃｏｖ（ｄｓｉｇ ｃｏｖ）；％主成分分析

　　　　ｐｃ（：，２：５）＝［］；％保留第一个特征

　　　　ｙ＝ｍ′ｐｃ；％求第一个主分量

　　　　ｆｉｇｕｒｅ（２）；

　　　　ｈｉｓｔ（ｙ，４０）；％画直方图

　　　　ｈ＝ｊｂｔｅｓｔ（ｙ，００５）；％正态分布检验

５效果图

数字０特征空间分布检验效果如图２８所示。
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图２８　数字０特征空间分布检验效果图

本章小结

在实际应用中，信息采集对象多数是多特征，高噪声，非线性的数据集。人们只能尽量多

列一些可能有影响的因素，在样本数不是很多的情况下，用很多特征进行分类器设计，无论从

计算的复杂程度还是就分类器性能来看都是不适宜的。因此研究如何把高维特征空间压缩到

低维特征空间就成了一个重要的课题。特征选择与提取是模式识别的基础环节，从样本采集

到建立满意的特征和特征库，需要经过多次反复试验。本章将多元统计分析与模式识别特征

处理理论相结合，介绍了样本特征库初步分析方法，特征筛选处理方法，特征选择及搜索算法，

特征评估方法，主成分分析方法、特征提取方法；并介绍了特征空间统计量的描述及特征空间

分布分析方法。

习题２

１简述样本数量与特征数目的关系，若采集的手写数字各个类别的样本数目少于特征数
目，能否对手写数字分类？

２某一个特征与目标的相关系数为０，该特征是否删除？
３简述特征选择搜索算法。
４简述几种常用的特征评估方法。
５简述主成分分析的实现方法。
６简述总体参数的点估计方法。
７简述总体分布函数的统计假设检验方法。
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第３章　模式相似性测度

本章要点：

模式相似性测度的基本概念

距离测度分类法

３１　模式相似性测度的基本概念

模式识别最基本的研究问题是样品与样品之间或类与类之间相似性测度问题。判断样品

之间的相似性常采用近邻准则，即将待分类样品与标准模板进行比较，看跟哪个模板匹配程度

更好些，从而确定待测试样品的分类。近邻法则在原理上属于模板匹配。它将训练样品集中

的每个样品都作为模板，用测试样品与每个模板做比较，看与哪个模板最相似（即为近邻），就

按最近似的模板的类别作为自己的类别。计算模式相似性测度有欧式距离、马氏距离、夹角余

弦距离、Ｔａｎｉｍｏｔｏ测度等多种距离算法。依照近邻准则进行分类通常有两种计算方法，一是通
过与样本库所有样品特征分别作相似性测度，找出最接近的样品，取该样品所属类别作为待测

样品的类别。另一种方法是与样本库中不同类别的中心或重心做相似性测度，找出最接近类

的中心，以该类作为待测样品的类别。例如，Ａ类有１０个训练样品，因此有１０个模板，Ｂ类有
８个训练样品，就有８个模板。任何一个待测试样品在分类时与这１８个模板都算一算相似
度，如最相似的那个近邻是Ｂ类中的一个，就确定待测试样品为Ｂ类，否则为Ａ类。另一种方
法是：分别求出Ａ类和Ｂ类的中心，待测试样品分别与这两个中心做相似性测度，与哪个类的
中心最接近，则待测样品归为该类。

原理上说近邻法是最简单的。但是近邻法有一个明显的缺点就是计算量大，存储量大，要

存储的模板很多，当每个测试样品要对每个模板计算一次相似度时，所需的计算时间相对其他

方法多一些。

１样品与样品之间的距离

设有两个样品Ｘｉ、Ｘｊ的特征向量分别为

Ｘｉ＝

ｘｉ１
ｘｉ２


ｘ













ｉｎ

＝ ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘ( )ｉｎ
Ｔ，　Ｘｊ＝

ｘｊ１
ｘｊ２


ｘ













ｊｎ

＝（ｘｊ１，ｘｊ２，…，ｘｊｎ）
Ｔ

这两个样品可能在同一个类中，如图３１（ａ）所示，也可能在不同的类中，如图３１（ｂ）所
示。因此，可以计算同一个类内样品与样品之间的距离，也可以计算属于不同类样品与样品之

间的距离。

样品与样品间的距离计算有五种方法，分别是欧氏距离法、马氏距离法、夹角余弦距离法、



二值夹角余弦法和具有二值特征的Ｔａｎｉｍｏｔｏ测度，如表３１所示。

图３１　样品间的距离示意图

表３１　样品间的距离计算公式

计算距离方法 样品间距离计算公式 说　　明

欧氏距离

Ｄ２ｉｊ＝（Ｘｉ－Ｘｊ）Ｔ（Ｘｉ－Ｘｊ）＝‖Ｘｉ－Ｘｊ‖２

＝
ｎ

ｋ＝１
（ｘｉｋ－ｘｊｋ）２　　　　　 　　

　Ｄｉｊ越小，则两个样品距离越
近，就越相似

马氏距离

Ｄ２ｉｊ＝（Ｘｉ－Ｘｊ）ＴＳ－１（Ｘｉ－Ｘｊ）

Ｓ＝ １
Ｎ－１

Ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珚Ｘ）（Ｘｉ－珚Ｘ）Ｔ

珚Ｘ＝ １Ｎ
Ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ

　Ｄｉｊ越小，则两个样品距离越
近，就越相似

夹角余弦距离 Ｓ（Ｘｉ，Ｘｊ）＝ｃｏｓθ＝
ＸＴｉＸｊ

‖Ｘｉ‖·‖Ｘｊ‖
　Ｓ值越大，则相似度越大

特征是二值时的夹角余弦 Ｓ（Ｘｉ，Ｘｊ）＝ｃｏｓθ＝
ＸＴｉＸｊ

（ＸＴｉＸｉ）（ＸＴｊＸｊ槡 ）

　要求 Ｘｉ，Ｘｊ向量的各个特征
都是以二值（０或１）表示，Ｓ越
大越相似

具有二值特征的Ｔａｎｉｍｏｔｏ测度 Ｓ（Ｘｉ，Ｘｊ）＝
ＸＴｉＸｊ

ＸＴｉＸｉ＋ＸＴｊＸｊ－ＸＴｉＸｊ

　要求 Ｘｉ，Ｘｊ向量的各个特征
都以二值（０或１）表示，Ｓ越大
越相似

图３２　样品与类之间的距离

２样品与类之间的距离

如图３２所示，形象地表示出样品与类之间的
距离。ω是代表某类样品的集合，ω中有 Ｎ个样
品，Ｘ是某一个待测样品。

样品与类之间距离的计算方法有两种。

① 计算该样品到 ω类内各个样品之间的距
离，将这些距离求和，取平均值作为样品与类之间的距离。样品与类之间的距离可描述为

Ｄ２（Ｘ，ω）＝１Ｎ
Ｎ

ｉ＝１
Ｄ２（Ｘ，Ｘ（ω）ｉ ）＝

１
Ｎ

Ｎ

ｉ＝１

ｎ

ｋ＝１
ｘｋ－ｘ

（ω）
ｉｋ

２ （３１）

② 计算ω类的中心点Ｍ（ω），以ω中的所有样品特征的平均值作为类中心，然后计算待测
样品Ｘ到ω的中心点Ｍ（ω）的距离。
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Ｄ２（Ｘ，ω）＝Ｄ２（Ｘ，Ｍ（ω））＝
ｎ

ｋ＝１
ｘｋ－ｍ

（ω）
ｋ

２ （３２）

本书实例均采用式（３２）作为样品与类之间的距离计算公式。

３类内距离

类内距离是指同一个类内任意样品之间距离之和的平均值。如图３３所示，类内点集｛Ｘｉ，

ｉ＝１，２，…，Ｎ｝各点之间的内部距离平方为Ｄ２（｛Ｘｉ｝，｛Ｘｊ｝），（ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ，ｉ≠ｊ），从集内

一固定点Ｘｉ到所有其他的Ｎ－１个点Ｘｊ之间的距离平方是Ｄ
２（Ｘｉ，｛Ｘｊ｝）＝

１
Ｎ－１

Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ


ｎ

ｋ＝１
（ｘｉｋ

－ｘｊｋ）
２。同样道理，取ω内所有Ｎ个点的平均距离以表示其类内距离：

Ｄ２（｛Ｘｉ｝，｛Ｘｊ｝）＝
１
Ｎ

Ｎ

ｉ＝１

１
Ｎ－１

Ｎ

ｊ＝１

ｎ

ｋ＝１
（ｘｉｋ－ｘｊｋ）[ ]２ ＝ １

Ｎ（Ｎ－１）
Ｎ

ｉ＝１

Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ


ｎ

ｋ＝１
（ｘｉｋ－ｘｊｋ）

２ （３３）

４类与类之间的距离

设有两个类ωｉ、ωｊ，如图３４所示，计算类与类之间的距离有多种方法，例如，最短距离法、

最长距离法、重心法和平均距离法等，如表３２所示。

图３３　ω类内的距离 图３４　类间距离

表３２　类间的距离

距 离 方 法 距 离 定 义 说　　明

最短距离法
　规定两个类间相距最近的两个点之间的距离，

为两类的距离

Ｄｉ，ｊ＝ｍｉｎ（ｄｉｊ）

ｄｉｊ＝‖Ｘｉ－Ｘｊ‖，Ｘｉ∈ωｉ，Ｘｊ∈ωｊ

最长距离法
　规定两个类间相距最远的两个点之间的距离，

为两类的距离

Ｄｉｊ＝ｍａｘ（ｄｉｊ）

ｄｉｊ＝‖Ｘｉ－Ｘｊ‖，Ｘｉ∈ωｉ，Ｘｊ∈ωｊ

重心法
　求各类中所有样品的平均值作为类的重心，用

两类的重心间的距离作为两类的距离

Ｄｉ，ｊ＝‖Ｘ（ωｉ）－Ｘ（ωｊ）‖

Ｘ（ωｉ） ＝ １ＮｉＸ∈ωｉ
Ｘ　珚Ｘ（ωｊ） ＝ １ＮｊＸ∈ωｊ

Ｘ

Ｎｉ、Ｎｊ分别是ωｉ、ωｊ类中样品的个数

平均距离法
　计算两类之间所有样品的距离，求和，取距离

的平均值作为两类间的距离

Ｄｉ，ｊ＝
１
ＮｉＮｊＸｉ∈ωｉ

Ｘｊ∈ωｊ

‖Ｘｉ－Ｘｊ‖
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３２　距离测度分类法

３２１　模板匹配法

１理论基础

最简单的识别方法就是模板匹配，就是把未知样品和一个标准模板相比，看它们是否相同

或相似。下面讨论两类别和多类别的情况。

（１）两类别

设有两个标准样品模板为Ａ和Ｂ，其特征向量为ｎ维特征：ＸＡ＝（ｘＡ１，ｘＡ２，…，ｘＡｎ）
Ｔ和ＸＢ＝

（ｘＢ１，ｘＢ２，…，ｘＢｎ）
Ｔ。任何一个待识别的样品Ｘ，其特征向量为：Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

Ｔ，那么，它是Ａ，
还是Ｂ呢？

用模板匹配方法来识别，若Ｘ＝ＸＡ，则该样品为Ａ，若Ｘ＝ＸＢ，则该样品为Ｂ。怎样知道Ｘ＝
ＸＡ，还是Ｘ＝ＸＢ呢？最简单的识别方法就是利用距离来判别。如果Ｘ距离ＸＡ比距离ＸＢ近，则
Ｘ属于ＸＡ，否则属于ＸＢ。这就是最小距离判别法。

任意两点Ｘ，Ｙ之间的距离：

ｄ（Ｘ，Ｙ）＝ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ｙｉ）[ ]２

１
２ （３４）

根据距离远近可作为判据，构成距离分类器，其判别法则为

ｄ（Ｘ，ＸＡ）＜ｄ（Ｘ，ＸＢ）Ｘ∈Ａ

ｄ（Ｘ，ＸＡ）＞ｄ（Ｘ，ＸＢ）Ｘ∈{ Ｂ

（２）多类别

设有Ｍ个类别：ω１，ω２，…，ωＭ。每类由若干个向量表示，如ωｉ类，有

Ｘｉ＝

ｘｉ１
ｘｉ２
ｘｉ３


ｘ















ｉｎ

对于任意被识别的样品Ｘ，有

Ｘ＝

ｘ１
ｘ２
ｘ３


ｘ















ｎ

计算距离ｄ（Ｘｉ，Ｘ），若存在某一个ｉ，使
ｄ（Ｘｉ，Ｘ）＜ｄ（Ｘｊ，Ｘ），ｊ＝１，２，…，Ｍ，ｉ≠ｊ

即到某一个样品最近，则Ｘ∈ωｉ。
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具体判别时，Ｘ，Ｙ两点距离可以用｜Ｘ－Ｙ｜２表示，即

ｄ（Ｘ，Ｘｉ）＝｜Ｘ－Ｘｉ｜
２＝（Ｘ－Ｘｉ）

Ｔ（Ｘ－Ｘｉ）
＝ＸＴＸ－ＸＴＸｉ－Ｘ

Ｔ
ｉＸ＋Ｘ

Ｔ
ｉＸｉ

＝ＸＴＸ－（ＸＴＸｉ＋Ｘ
Ｔ
ｉＸ－Ｘ

Ｔ
ｉＸｉ） （３５）

式中的ＸＴＸｉ＋Ｘ
Ｔ
ｉＸ－Ｘ

Ｔ
ｉＸｉ为特征的线性函数，可作为判别函数

ｄｉ（Ｘ）＝Ｘ
ＴＸｉ＋Ｘ

Ｔ
ｉＸ－Ｘ

Ｔ
ｉＸｉ （３６）

若ｄ（Ｘ，Ｘｉ）＝ｍｉｎｄｉ（Ｘ），则Ｘ∈ωｉ。这就是多类问题的最小距离分类法。

２实现步骤

① 待测样品Ｘ与训练集里每个样品Ｘｉ的距离为ｄ（Ｘ，Ｘｉ）＝｜Ｘ－Ｘｉ｜
２。

② 循环计算待测样品和训练集中各已知样品之间的距离，找出距离待测样品最近的已知
样品，该已知样品的类别就是待测样品的类别。

３编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｎｅａｒｔｅｍｐｌｅｔ（）

％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征

％返回值：ｙ：待识别样品所属类别

％函数功能：按照模板匹配法计算待测样品与样品库中的样品相似度

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％

ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｎｅａｒｔｅｍｐｌｅｔ（ｓａｍｐｌｅ）；

　　ｃｌｃ；

　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；％加载样品库

　　ｄ＝０；％距离

　　ｍｉｎ＝［ｉｎｆ，０］；

　　ｆｏｒｉ＝１：１０

　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ

　　　　　％计算待测样品与样品库样本间的最小距离

　　　　　ｄ＝ｓｑｒｔ（ｓｕｍ（（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）ｓａｍｐｌｅ′）^２））；

　　　　　％求最小距离及其类号

　　　　　ｉｆｍｉｎ（１）＞ｄ

　　　　　　　ｍｉｎ（１）＝ｄ；

　　　　　　　ｍｉｎ（２）＝ｉ１；

　　　　　ｅｎｄ

　　　ｅｎｄ

　ｅｎｄ

　％输出类别

　ｙ＝ｍｉｎ（２）；
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４效果图

远行效果如图３５所示。

图３５　模板匹配法

３２２　基于ＰＣＡ的模板匹配法

在使用模板匹配法之前，先对特征进行主成分分析。按照一定贡献值，提取前 ｍ个主分
量，用较低维数的特征来进行分类。

１实现步骤

① 选取各类全体样本组成矩阵Ｘｎ×Ｎ，待测样品为Ｘｎ×１。

② 计算Ｘｎ×Ｎ的协方差矩阵Ｓｎ×ｎ。
③ 计算Ｓｎ×ｎ的特征值λ１≥λ２≥…≥λｎ和特征向量Ｃｎ×ｎ。
④ 根据一定的贡献率，选取Ｃｎ×ｎ的前ｍ列，构成Ｃｎ×ｍ。
⑤ 计算样本库样本主成分Ｘｍ×Ｎ＝Ｃ

Ｔ
ｎ×ｍＸｎ×Ｎ和样品主成分Ｘｍ×１＝Ｃ

Ｔ
ｎ×ｍＸｎ×１。

⑥ 采用模板匹配法进行多类别分类。

２编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｐｃａｎｅａｒｔｅｍｐｌｅｔ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：按照使用ＰＣＡ的模板匹配法计算待测样品与样品库中的样品相似度
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｐｃａｎｅａｒｔｅｍｐｌｅｔ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　％对样品和样品库进行主成分分析
　　［ｐｃａｐａｔ，ｐｃａｓａｍｐ］＝ｐｃａｐｒｏ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｔｅｍｐ＝０；
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　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｐｃａｐａｔ（：，ｔｅｍｐ＋１：ｔｅｍｐ＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ）；
　　　ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ；
　　ｅｎｄ
　　ｄ＝０；％距离
　　ｍｉｎ＝［ｉｎｆ，０］；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ
　　　　　％计算待测样品与样品库样品间的最小距离
　　　　　ｄ＝ｓｑｒｔ（ｓｕｍ（（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）ｐｃａｓａｍｐ）^２））；
　　　　　％求最小距离及其类号
　　　　　ｉｆｍｉｎ（１）＞ｄ
　　　　　　　ｍｉｎ（１）＝ｄ；
　　　　　　　ｍｉｎ（２）＝ｉ１；
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　ｅｎｄ
　％输出类别
　ｙ＝ｍｉｎ（２）；
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｐｃａｐｒｏ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ１：样品库样品经主成分分析后的主分量矩阵；ｙ２：待识别样品经主成分分析后的
％ 主分量向量
％函数功能：对样品库和待测样品用主成分分析法进行降维
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ　［ｙ１，ｙ２］＝ｐｃａｐｒｏ（ｓａｍｐｌｅ）
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；％加载样品库
　　ｍｉｘｅｄｓｉｇ＝［］；
　　ｓｕｍ１＝０；
　　％将所有类别的所有样品合并到ｍｉｘｅｄｓｉｇ
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｓｕｍ１＝ｓｕｍ１＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ；
　　　　ｍｉｘｅｄｓｉｇ＝［ｍｉｘｅｄｓｉｇｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ］；
　　ｅｎｄ
　　［Ｄｉｍ，ＮｕｍｏｆＳａｍｐｌ］＝ｓｉｚｅ（ｍｉｘｅｄｓｉｇ）；％Ｄｉｍ为特征数，ＮｕｍｏｆＳａｍｐｌ为样品总个数
　　ｄｓｉｇ ｃｏｖ＝ｃｏｖ（ｍｉｘｅｄｓｉｇ′）；％求ｍｉｘｅｄｓｉｇ的协方差矩阵
　　％利用ｐｃａｃｏｖ（）函数求得从大到小排好序的协方差矩阵的特征值ｌａｔｅｎｔ和相应特征向量ｐｃ
　　［ｐｃ，ｌａｔｅｎｔ，ｔｓｐｕａｒｅ］＝ｐｃａｃｏｖ（ｄｓｉｇ ｃｏｖ）；
　　ｔｅｍｐ＝０；ｃｏｎ＝０；ｍ＝０；
　　％根据贡献率取舍特征向量
　　ｓｕｍ２＝ｓｕｍ（ｌａｔｅｎｔ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：２５
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　　　　ｉｆ（ｃｏｎ＜０９）
　　　　　ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ＋ｌａｔｅｎｔ（ｉ）；
　　　　　ｃｏｎ＝ｔｅｍｐ／ｓｕｍ２；
　　　　　ｍ＝ｍ＋１；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｐｃ（：，ｍ＋１：２５）＝［］；
　　％求待测样品主成分
　　ｘ＝ｓａｍｐｌｅｐｃ；
　　％求样本库品成分
　　ｙ＝ｍｉｘｅｄｓｉｇ′ｐｃ；
　　ｙ１＝ｙ′；
　　ｙ２＝ｘ′；

３效果图

运行效果如图３６所示。

图３６　使用ＰＣＡ的最邻近模板匹配法

３２３　基于类中心的欧式距离法分类

１理论基础

设有Ｍ个类别：ω１，ω２，…，ωＭ。每类有 Ｎｉ个样品，如 ωｉ类，可表示为 Ｘ
（ωｉ）＝（Ｘ（ωｉ）１ ，

Ｘ（ωｉ）２ ，Ｘ
（ωｉ）
３ ，…，Ｘ

（ωｉ）
Ｎｉ ）

Ｔ。对于任意待识别的样品Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ），计算距离ｄ
２（Ｘ，ωｉ）＝

（Ｘ－Ｘ（ωｉ））Ｔ（Ｘ－Ｘ（ωｉ）），其中Ｘ（ωｉ）为第ｉ类的类中心。比较Ｘ到各类的距离若满足下式

ｄ（Ｘ，Ｘωｉ）＜ｄ（Ｘ，Ｘωｊ）　　ｊ＝１，２，…，Ｍ，ｉ≠ｊ
则Ｘ∈ωｉ。

２实现步骤

① 选取某一类样本Ｘ。
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② 计算类中心Ｘ（ωｉ）。
③ 待测样品Ｘ与训练集里每类样品Ｘｉ的距离采用下式计算。

ｄ２（Ｘ，ωｉ）＝（Ｘ－Ｘ
（ωｉ））Ｔ（Ｘ－Ｘ（ωｉ））

④ 循环计算待测样品和训练集中各类中心距离，找出距离待测样品最近的已知类别，该
类别就是待测样品的类别。

３编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｅｕｃｌｉｄ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：按照欧几里德距离算法计算待测样品与样品库中的样品相似度
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｅｕｃｌｉｄ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；％加载样品库
　　ｄ＝０；％距离
　　ｐ＝［］；％各类别的代表点
　　ｄｍｉｎ＝［ｉｎｆ，０］；
　　％求各类别中值点
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｔｅｍｐ＝ｍｅａｎ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ′）；
　　　　ｐ（：，ｉ）＝ｔｅｍｐ′；
　　ｅｎｄ
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　％计算待测样品与样品库样本间的欧几里德距离　　
　　　　ｄ＝（ｓａｍｐｌｅ′－ｐ（：，ｉ））′（ｓａｍｐｌｅ′－ｐ（：，ｉ））；
　　　　％求最小距离及其类号
　　　　ｉｆｄｍｉｎ（１）＞ｄ
　　　　　ｄｍｉｎ（１）＝ｄ；
　　　　　ｄｍｉｎ（２）＝ｉ－１；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％输出类别
　　ｙ＝ｄｍｉｎ（２）；

４效果图

运行效果如图３７所示。
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图３７　基于类中心的欧式距离法

３２４　马氏距离分类

１理论基础

设有Ｍ个类别：ω１，ω２，…，ωＭ。每类有 Ｎｉ个样品，如 ωｉ类，可表示为 Ｘ
（ωｉ）＝（Ｘ（ωｉ）１ ，

Ｘ（ωｉ）２ ，Ｘ
（ωｉ）
３ ，…，Ｘ

（ωｉ）
Ｎｉ ）

Ｔ。对于任意待识别的样品Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ），计算该样品到各类中

心的马氏距离ｄ２（Ｘ，ωｉ）＝（Ｘ－Ｘ
（ωｉ））ＴＳ－１（Ｘ－Ｘωｉ），其中Ｘ（ωｉ）为第ｉ类的类中心，Ｓ为全体样

本的协方差。比较Ｘ到各类的距离若满足下式
ｄ（Ｘ，ωｉ）＜ｄ（Ｘ，ωｊ）　　ｊ＝１，２，…，Ｍ，ｉ≠ｊ

则Ｘ到ωｉ类最近，则Ｘ∈ωｉ。

２实现步骤

（１）待测样品Ｘ与训练集里每个类中心的距离采用马氏距离法，计算公式为

ｄ２（Ｘ，ωｉ）＝（Ｘ－Ｘωｉ）
ＴＳ－１（Ｘ－Ｘωｉ）

（２）循环计算待测样品到各类中心的马氏距离，找出距离最小的类别作为该待测样品的
类别。

３编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：按照马氏距离算法计算待测样品与样品库中的样品相似度
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；％加载样品库
　　ｐｄａｔａ＝［］；
　　ｃ＝０；
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　　％求协方差矩阵
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ
　　　　　ｃ＝ｃ＋１；
　　　　　ｐｄａｔａ（：，ｃ）＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％求特征间的协方差矩阵及其逆矩阵
　　ｓ ｃｏｖ＝ｃｏｖ（ｐｄａｔａ′）；
　　ｓ ｉｎｖ＝ｉｎｖ（ｓ ｃｏｖ）；
　　ｄ＝０；％距离
　　ｐ＝［］；％各类别的代表点
　　ｄｍｉｎ＝［ｉｎｆ，０］；
　　％求各类别中值点
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｔｅｍｐ＝ｍｅａｎ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ′）；
　　　　ｐ（：，ｉ）＝ｔｅｍｐ′；
　　ｅｎｄ
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　％计算待测样品与样品库样品间的马氏距离　　
　　　　ｄ＝（ｓａｍｐｌｅ′－ｐ（：，ｉ））′ｓ ｉｎｖ（ｓａｍｐｌｅ′－ｐ（：，ｉ））；
　　　　％求最小距离及其类号
　　　　ｉｆｄｍｉｎ（１）＞ｄ
　　　　　ｄｍｉｎ（１）＝ｄ；
　　　　　ｄｍｉｎ（２）＝ｉ－１；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％输出类别
　　ｙ＝ｄｍｉｎ（２）；

４效果图

运行效果如图３８所示。

图３８　使用马氏距离法识别结果
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３２５　夹角余弦距离分类

１实现步骤

① 待测样品Ｘ与训练集里每个样品Ｘｉ的距离采用下式计算。

Ｓ（Ｘ，Ｘｉ）＝ｃｏｓθ＝
ＸＴＸｉ

‖Ｘ‖·‖Ｘｉ‖
② 循环计算待测样品和训练集中各已知样品之间的距离，找出距离待测样品最近的已知

样品，该已知样品的类别就是待测样品的类别。

２编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ａｎｇｌｅｃｏｓ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：按照夹角余弦距离法计算待测样品与样品库中的样品相似度
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ａｎｇｌｅｃｏｓ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　ｄ＝０；％距离
　　ｄｍａｘ＝［－ｉｎｆ，０］；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ
　　　　　％计算待测样品与样品库样品间的余弦夹角
　　　　　ｄ＝（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）′ｓａｍｐｌｅ′）／（ｓｑｒｔ（ｓｕｍ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ
　　　　　　　（：，ｊ）^２））ｓｑｒｔ（ｓｕｍ（ｓａｍｐｌｅ^２）））；
　　　　　％求最大夹角及其类号
　　　　　ｉｆｄｍａｘ（１）＜ｄ
　　　　　　ｄｍａｘ（１）＝ｄ；
　　　　　　ｄｍａｘ（２）＝ｉ－１；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％输出类别
　　ｙ＝ｄｍａｘ（２）；

３效果图

运行效果如图３９所示。
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图３９　使用夹角余弦距离法的识别结果

３２６　二值化的夹角余弦距离法分类

１实现步骤

① 将样本库中的每个样本进行二值化，取阈值Ｔ＝００５。
② 利用夹角余弦距离法对待测样品Ｘ进行分类。

２编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｅｒｚｈｉａｎｇｌｅｃｏｓ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：按照二值化夹角余弦距离法计算待测样品与样品库中的样品相似度
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｅｒｚｈｉａｎｇｌｅｃｏｓ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　％对样品进行二值化
　　ｆｏｒｉ＝１：２５
　　　　ｉｆｓａｍｐｌｅ（ｉ）＞００５
　　　　　ｓａｍｐｌｅ（ｉ）＝１；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　ｓａｍｐｌｅ（ｉ）＝０；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ
　　　　　ｆｏｒｋ＝１：２５
　　　　　　　ｉｆｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（ｋ，ｊ）＞００５
　　　　　　　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（ｋ，ｊ）＝１；
　　　　　　　ｅｌｓｅ
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　　　　　　　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（ｋ，ｊ）＝０；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｄ＝０；％距离
　　ｄｍａｘ＝［－ｉｎｆ，０］；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ
　　　　　％计算待测样品与样品库样品间的夹角余弦
　　　　　ｄ＝（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）′ｓａｍｐｌｅ′）／（ｓｑｒｔ（ｓｕｍ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ
　　　　　　　（：，ｊ）^２））ｓｑｒｔ（ｓｕｍ（ｓａｍｐｌｅ^２）））；
　　　　　％求最大夹角及其类号
　　　　　ｉｆｄｍａｘ（１）＜ｄ
　　　　　　ｄｍａｘ（１）＝ｄ；
　　　　　　ｄｍａｘ（２）＝ｉ－１；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％输出类别
　　ｙ＝ｄｍａｘ（２）；

３效果图

运行效果如图３１０所示。

图３１０　使用二值化的夹角余弦距离法

３２７　二值化的Ｔａｎｉｍｏｔｏ测度分类

１实现步骤

① 将样本库中的每个样本进行二值化，取阈值Ｔ＝００５。
② 待测样品Ｘ与训练集里每个样品Ｘｉ的距离
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Ｓ（Ｘ，Ｘｉ）＝
ＸＴＸｉ

ＸＴＸ＋ＸＴｉＸｉ－Ｘ
ＴＸｉ

③ 循环计算待测样品和训练集中各已知样品之间的距离，找出距离待测样品最近的已知
样品，该已知样品的类别就是待测样品的类别。

２编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｅｒｚｈｉｔａｎｉｍｏｔｏ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：按照二值化Ｔａｎｉｍｏｔｏ距离法计算待测样品与样品库中的样品相似度
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｅｒｚｈｉｔａｎｉｍｏｔｏ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　％对样品进行二值化
　　ｆｏｒｉ＝１：２５
　　　　ｉｆｓａｍｐｌｅ（ｉ）＞００５
　　　　　ｓａｍｐｌｅ（ｉ）＝１；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　ｓａｍｐｌｅ（ｉ）＝０；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ
　　　　　ｆｏｒｋ＝１：２５
　　　　　　　ｉｆｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（ｋ，ｊ）＞００５
　　　　　　　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（ｋ，ｊ）＝１；
　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（ｋ，ｊ）＝０；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｄ＝０；％距离
　　ｄｍａｘ＝［－ｉｎｆ，０］；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ
　　　　　％计算待测样品与样品库样品间的Ｔａｎｉｍｏｔｏ距离
　　　　　ｄ＝（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）′ｓａｍｐｌｅ′）／（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）′
　　　　　　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）＋ｓａｍｐｌｅｓａｍｐｌｅ′－ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）′
　　　　　　　ｓａｍｐｌｅ′）；
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　　　　　％求最大距离及其类号
　　　　　ｉｆｄｍａｘ（１）＜ｄ
　　　　　　ｄｍａｘ（１）＝ｄ；
　　　　　　ｄｍａｘ（２）＝ｉ－１；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％输出类别
　　ｙ＝ｄｍａｘ（２）；

３效果图

运行效果如图３１１所示。

图３１１　使用二值化Ｔａｎｉｍｏｔｏ距离测度

本章小结

本章着重介绍了样品与样品、类与类、样品与类之间的相似性测度方法，介绍了欧式距离

法、基于类中心的欧式距离法、马氏距离法、夹角余弦距离法、二值化的夹角余弦距离法和二值

化的Ｔａｎｉｍｏｔｏ测度法等各种距离法的原理与实现步骤。采用距离法分类是本书所介绍的各
种分类方法中最简单的一种，分类效果也非常理想。

习题３

１简述模板匹配距离法的基本原理。
２简述马氏距离、欧式距离、夹角余弦距离、Ｔａｎｉｍｏｔｏ测度的相同点与不同点。
３用模板匹配法编程实现英文字符的识别。
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第４章　基于概率统计的贝叶斯分类器设计

本章要点：

贝叶斯决策的基本概念

基于最小错误率的贝叶斯决策

基于最小风险的贝叶斯决策

贝叶斯决策比较

基于二值数据的贝叶斯分类实现

基于最小错误率的贝叶斯分类实现

基于最小风险的贝叶斯分类实现

４１　贝叶斯决策的基本概念

４１１　贝叶斯决策所讨论的问题

当分类器的设计完成后，对待测样品进行分类，一定能正确分类吗？如果有错分类情况发

生，是在哪种情况下出现的？错分类的可能性有多大？这些是模式识别中所涉及的重要问题，

本节用概率论的方法分析造成错分类的原因，并说明与哪些因素有关。

这里以某制药厂生产的药品检验识别为例，以此说明贝叶斯决策所要解决的问题。如

图４１所示，正常药品“＋”，异常药品“－”。识别的目的是要依据Ｘ向量将药品划分为两类。
对于图４１来说，可以用一直线作为分界线，这条直线是关于Ｘ的线性方程，称为线性分类器。
如果Ｘ向量被划分到直线右侧，则其为正常药品，若被划分到直线左侧，则其为异常药品，可
见对其作出决策是很容易的，也不会出现什么差错。

问题在于可能会出现模棱两可的情况，如图４２所示。此时，任何决策都存在判错的可能
性。由图４２可见，在直线Ａ、Ｂ之间，属于不同类的样品在特征空间中相互穿插，很难用简单
的分界线将它们完全分开，即所观察到的某一样品的特征向量为 Ｘ，在 Ｍ类中又有不止一类
可能呈现这一Ｘ值，无论直线参数如何设计，总会有错分类发生。如果以错分类最小为原则
分类，则图中Ａ直线可能是最佳的分界线，它使错分类的样品数量为最小。但是如果将一个
“－”样品错分成“＋”类，所造成的损失要比将“＋”分成“－”类严重，这是由于将异常药品误
判为正常药品，则会使病人因失去及早治疗的机会而遭受极大的损失；把正常药品误判为异常

药品会给企业带来一点损失，则偏向使对“－”类样品的错分类进一步减少，可以使总的损失
为最小，那么Ｂ直线就可能比Ａ直线更适合作为分界线。可见，分类器参数的选择或者学习
过程得到的结果取决于设计者选择什么样的准则函数。不同准则函数的最优解对应不同的学

习结果，得到性能不同的分类器。

错分类往往难以避免，这种可能性可用Ｐ（ωｉ Ｘ）表示。如何做出合理的判决就是贝叶斯



决策所要讨论的问题。其中最有代表性的是基于最小错误率的贝叶斯决策与基于最小风险的

贝叶斯决策。

图４１　线性可分示意图

　　　　　　

图４２　线性不可分示意图

（１）基于最小错误率的贝叶斯决策

它指出机器自动识别出现错分类的条件，错分类的可能性如何计算，如何实现使错分类出

现可能性最小。

（２）基于最小错误风险的贝叶斯决策

错分类有不同情况，从图４２可见，两种错误造成的损失不一样，不同的错误分类造成的
损失会不相同，后一种错误更可怕，因此就要考虑减小因错分类造成的危害损失。为此，引入

一种“风险”与“损失”的概念，希望做到使风险最小，减小危害大的错分类情况。

４１２　贝叶斯公式

若已知总共有 Ｍ类物体，以及各类在这 ｎ维特征空间的统计分布，具体来说是已知各
类别 ωｉ，ｉ＝１，２，…，Ｍ的先验概率 Ｐ（ωｉ）及类条件概率密度函数 Ｐ（Ｘ ωｉ）。对于待测样
品，贝叶斯公式可以计算出该样品分属各类别的概率，叫做后验概率；看 Ｘ属于那个类的可
能性最大，就把 Ｘ归于可能性最大的那个类，后验概率作为识别对象归属的依据。贝叶斯
公式为

Ｐ（ωｉ Ｘ）＝
Ｐ（Ｘ ωｉ）Ｐ（ωｉ）


Ｍ

ｊ＝１
Ｐ（Ｘ ωｊ）Ｐ（ωｊ）

（４１）

类别的状态是一个随机变量，而某种状态出现的概率是可以估计的。贝叶斯公式体现了

先验概率、类条件概率密度函数、后验概率三者关系的式子。

１先验概率Ｐ（ωｉ）

先验概率Ｐ（ωｉ）针对Ｍ个事件出现的可能性而言，不考虑其他任何条件。例如，由统计

资料表明总药品数为Ｎ，其中正常药品数为Ｎ１，异常药品数为Ｎ２，则

Ｐ（ω１）＝
Ｎ１
Ｎ （４２）

Ｐ（ω２）＝
Ｎ２
Ｎ （４３）
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我们称Ｐ（ω１）及Ｐ（ω２）为先验概率。显然在一般情况下正常药品占比例大，即Ｐ（ω１）＞
Ｐ（ω２）。仅按先验概率来决策，就会把所有药品都划归为正常药品，并没有达到将正常药品与
异常药品区分开的目的。这表明由先验概率所提供的信息太少。

２类条件概率密度函数Ｐ（Ｘ ωｉ）

类条件概率密度函数Ｐ（Ｘ ωｉ）是指在已知某类别的特征空间中，出现特征值 Ｘ的概率

图４３　类条件概率

密度，指第ωｉ类样品其属性 Ｘ是如何分布的。假
定只用其一个特征进行分类，即 ｎ＝１，并已知这两
类的类条件概率密度函数分布，如图４３所示，概
率密度函数Ｐ（Ｘ ω１）是正常药品的属性分布，概
率密度函数Ｐ（Ｘ ω２）是异常药品的属性分布。

例如，全世界华人占地球上人口总数的２０％，
但各个国家华人所占当地人口比例是不同的，类条

件概率密度函数 Ｐ（Ｘ ωｉ）是指 ωｉ条件下出现 Ｘ
的概率密度，在这里指第ωｉ类样品其属性Ｘ是如何分布的。

在工程上的许多问题中，统计数据往往满足正态分布规律。正态分布简单、分析方便、参

量少，是一种适宜的数学模型。如果采用正态密度函数作为类条件概率密度的函数形式，则函

数内的参数，如期望和方差是未知的。那么问题就变成了如何利用大量样品对这些参数进行

估计，只要估计出这些参数，类条件概率密度函数Ｐ（Ｘ ωｉ）也就确定了。
单变量正态密度函数为

Ｐ（ｘ）＝ １
２π槡 σ

ｅｘｐ －１２
ｘ－μ( )σ[ ]

２

（４４）

μ为数学期望（均值）

μ＝Ｅ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘＰ（ｘ）ｄｘ （４５）

σ２为方差

σ２ ＝Ｅ［（ｘ－μ）２］＝∫
＋∞

－∞
（ｘ－μ）２Ｐ（ｘ）ｄｘ （４６）

多维正态密度函数为

Ｐ（Ｘ）＝ １
（２π）ｎ／２ Ｓ １／２ｅｘｐ －

１
２（Ｘ－

珔μ）ＴＳ－１（Ｘ－珔μ[ ]） （４７）

式中，Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为ｎ维特征向量；珔μ＝（μ１，μ２，…，μｎ）为ｎ维均值向量；Ｓ＝Ｅ［（Ｘ－珔μ）
（Ｘ－珔μ）Ｔ］为ｎ维协方差矩阵；Ｓ－１是Ｓ的逆矩阵； Ｓ 是Ｓ的行列式。

在大多数情况下，类条件密度可以采用多维变量的正态密度函数来模拟。

Ｐ（Ｘ ωｉ）＝ｌｎ
１

（２π）ｎ／２ Ｓｉ
１／２ｅｘｐ －

１
２（Ｘ－Ｘ

（ωｉ））ＴＳ－１ｉ （ｘ－Ｘ
（ωｉ）[ ]{ }）

＝－１２（Ｘ－Ｘ
（ωｉ））ＴＳ－１ｉ （Ｘ－Ｘ

（ωｉ））－ｎ２ｌｎ２π－
１
２ｌｎ Ｓｉ （４８）

Ｘ（ωｉ）为ωｉ类的均值向量。
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３后验概率

后验概率是指呈现状态Ｘ时，该样品分属各类别的概率，这个概率值可以作为识别对象
归属的依据。由于属于不同类的待识别对象存在着呈现相同观测值的可能，即所观测到的某

一样品的特征向量为Ｘ，而在类中又有不止一类可能呈现这一Ｘ值，它属于各类的概率又是多
少呢？这种可能性可用Ｐ（ωｉ Ｘ）表示。可以利用贝叶斯公式来计算这种条件概率，称为状态
的后验概率Ｐ（ωｉ Ｘ）。

Ｐ（ωｉ Ｘ）＝
Ｐ（Ｘ ωｉ）Ｐ（ωｉ）


Ｍ

ｊ＝１
Ｐ（Ｘ ωｊ）Ｐ（ωｊ）

（４９）

Ｐ（ωｉ Ｘ）表示在Ｘ出现的条件下，样品为 ωｉ类的概率。在这里要弄清楚条件概率这个
概念。Ｐ（Ａ Ｂ）是条件概率的通用符号，在“ ”后边出现 Ｂ的为条件，之前的 Ａ为某个事件，
即在某条件Ｂ下出现某个事件Ａ的概率。

４Ｐ（ω１ Ｘ）和Ｐ（ω２ Ｘ）与Ｐ（Ｘ ω１）和Ｐ（Ｘ ω２）的区别

① Ｐ（ω１ Ｘ）和Ｐ（ω２ Ｘ）是在同一条件Ｘ下，比较ω１与ω２出现的概率，若Ｐ（ω１ Ｘ）＞

图４４　后验概率比较图

Ｐ（ω２ Ｘ），则可以下结论，在 Ｘ条件下，事件 ω１
出现的可能性大，如图４４所示。两类情况下，则
有Ｐ（ω１ Ｘ）＋Ｐ（ω２ Ｘ）＝１。

② Ｐ（Ｘ ω１）与Ｐ（Ｘ ω２）都是指各自条件下
出现Ｘ的可能性，两者之间没有联系，比较两者没
有意义。Ｐ（Ｘ ω１）和Ｐ（Ｘ ω２）是在不同条件下
讨论的问题，即使只有两类ω１与ω２，Ｐ（Ｘ ω１）＋
Ｐ（Ｘ ω２）≠１。不能仅因为 Ｐ（Ｘ ω１）＞Ｐ（Ｘ
ω２），就认为Ｘ是第一类事物的可能性较大。只

有考虑先验概率这一因素，才能决定Ｘ条件下，判为ω１类或ω２类的可能性比较大。

４２　基于最小错误率的贝叶斯决策

假定得到一个待识别量的特征 Ｘ后，每个样品 Ｘ有 ｎ个特征，即 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ，

通过样品库，计算先验概率 Ｐ（ωｉ）及类别条件概率密度函数 Ｐ（Ｘ ωｉ），得到呈现状态 Ｘ
时，该样品分属各类别的概率，显然这个概率值可以作为识别对象判属的依据。从后验概

率分布图４４可见，在 Ｘ值小时，药品被判为正常是比较合理的，判断错误的可能性小。基
于最小错误概率的贝叶斯决策就是按后验概率的大小判决的。这个规则又可以根据类别

数目，写成不同的几种等价形式。

１两类问题

若每个样品属于ω１，ω２类中的一类，已知两类的先验概率分别为 Ｐ（ω１），Ｐ（ω２），两类的

类条件概率密度为Ｐ（Ｘ ω１），Ｐ（Ｘ ω２）。则任给一Ｘ，判断Ｘ的类别。由贝叶斯公式可知
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Ｐ（ωｊ Ｘ）＝Ｐ（Ｘ ωｊ）Ｐ（ωｊ）／Ｐ（Ｘ） （４１０）
由全概率公式可知

Ｐ（Ｘ）＝
Ｍ

ｊ＝１
Ｐ（Ｘ ωｊ）Ｐ（ωｊ） （４１１）

其中Ｍ为类别。
对于两类问题

Ｐ（Ｘ）＝Ｐ（Ｘ ω１）Ｐ（ω１）＋Ｐ（Ｘ ω２）Ｐ（ω２） （４１２）
所以用后验概率来判别为

Ｐ（ω１ Ｘ）
＞
＜
Ｐ（ω２ Ｘ）Ｘ∈

ω１
ω{{
２

（４１３）

判别函数还有另外两种形式。

（１）似然比形式

ｌ（Ｘ）＝
Ｐ（Ｘ ω１）
Ｐ（Ｘ ω２）

＞
＜
Ｐ（ω２）
Ｐ（ω１）

Ｘ∈
ω１
ω{{
２

（４１４）

其中，式（４１４）中的ｌ（Ｘ）在统计学中称为似然比，而
Ｐ（ω２）
Ｐ（ω１）

称为似然比阈值。

（２）对数形式

ｌｎＰ（Ｘ ω１）－ｌｎＰ（Ｘ ω２）
＞
＜
ｌｎＰ（ω２）－Ｐ（ω１）Ｘ∈

ω１
ω{{
２

（４１５）

式（４１３）、式（４１４）、式（４１５）三种判别函数是一致的，也可以用后验概率来表示判别函数。

２多类问题

现在讨论多类问题的情况。在第１章已经介绍了判别函数的一般形式，如图４５所示。

图４５　多类问题判别

若样本分为Ｍ类ω１，ω２，…，ωＭ，各类的先验概率分别为Ｐ（ω１），Ｐ（ω２），…，Ｐ（ωＭ），各类
的类条件概率密度分别为Ｐ（Ｘ ω１），Ｐ（Ｘ ω２），…，Ｐ（Ｘ ωＭ），就有 Ｍ个判别函数。在取得
一个观察特征Ｘ之后，在特征Ｘ的条件下，看哪个类的概率最大，应该把Ｘ归于概率最大的那
个类。因此对于任一模式Ｘ，可以通过比较各个判别函数来确定Ｘ的类别。

Ｐ（ωｉ）Ｐ（Ｘ ωｉ）＝ｍａｘ１≤ｊ≤Ｍ
｛Ｐ（ωｊ）Ｐ（Ｘ ωｊ）｝Ｘ∈ωｉ　　ｉ＝１，２，…，Ｍ （４１６）

就是把Ｘ代入Ｍ个判别函数中，看哪个判别函数最大，就把Ｘ归于这一类。
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判别函数的对数形式为

ｌｎＰ（ωｉ）＋ｌｎＰ（Ｘ ωｉ）＝ｍａｘ１≤ｊ≤Ｍ
｛ｌｎＰ（ωｊ）＋ｌｎＰ（Ｘ ωｊ）｝Ｘ∈ωｉ　　ｉ＝１，２，…，Ｍ （４１７）

由于先验概率通常是很容易求出的，贝叶斯分类器的核心问题就是求出类条件概率密度

Ｐ（Ｘ ωｉ），如果求出了条件概率，则后验概率就可以求出了，判别问题就解决了。在大多数情
况下，类条件密度可以采用多维变量的正态密度函数来模拟。所以此时正态分布的贝叶斯分

类器判别函数为

ｈｉ（Ｘ）＝Ｐ（Ｘ ωｉ）Ｐ（ωｉ）＝
１

（２π）ｎ／２ Ｓｉ
１／２ｅｘｐ －

１
２（Ｘ－Ｘ

（ωｉ））Ｓ－１ｉ （Ｘ－Ｘ
（ωｉ）[ ]）Ｐ（ωｉ）

＝－１２（Ｘ－Ｘ
（ωｉ））ＴＳ－１ｉ （Ｘ－Ｘ

（ωｉ））－ｎ２ｌｎ２π－
１
２ｌｎ Ｓｉ ＋ｌｎＰ（ωｉ） （４１８）

使用什么样的决策原则可以做到错误率最小呢？前提是要知道一个样品 Ｘ分属不同类
别的可能性，表示成Ｐ（ωｉ Ｘ），然后根据后验概率最大的类来分类。后验概率要通过贝叶斯
公式从先验概率与类分布函数来计算。

３最小错误率证明

基于最小错误率的贝叶斯决策根据：如果

Ｐ（ωｉ Ｘ）＝ｍａｘｊ＝１，２
Ｐ（ωｊ Ｘ），则Ｘ∈ωｉ （４１９）

由于统计判别方法是基于统计参数做出决策的，因此错误率也只能从平均意义上讲，表示为在

观测值可能取值的整个范围内错误率的均值。

为了直观，假设Ｘ只有一个特征，ｎ＝１，于是Ｐ（Ｘ ω１），Ｐ（Ｘ ω２）都是一元函数，将整个
特征空间分为不相交的两个部分 Ｒ１和 Ｒ２。当模式落在 Ｒ１内判定它属于 ω１类，求分类器相
当于求Ｒ１和Ｒ２的分界线。

（１）第一类判错

如果Ｘ原属于ω１类，却落在Ｒ２内，称为第一类判错，错误率为

Ｐ１（ｅ）＝Ｐ（Ｘ∈Ｒ２ ω１）＝∫Ｒ２Ｐ（Ｘ ω１）ｄｘ
（２）第二类判错

如果Ｘ原属于ω２类，却落在Ｒ１内，称为第二类判错，错误率为

Ｐ２（ｅ）＝Ｐ（Ｘ∈Ｒ１ ω２）＝∫Ｒ１Ｐ（Ｘ ω２）ｄｘ
因此，平均错误率Ｐ（ｅ）可表示成

Ｐ（ｅ）＝∫Ｒ２Ｐ（Ｘ ω１）ｐ（ω１）ｄＸ＋∫Ｒ１Ｐ（Ｘ ω２）ｐ（ω２）ｄＸ （４２０）

因此，错误率为图中两个画线部分之和，如图４６所示。
贝叶斯决策式（４１９）表明每个样品所属类别都使Ｐ（ωｉ Ｘ）为最大，实际上使Ｘ判错的

可能性达到最小，这时总的错误率为最小。按贝叶斯决策分类时，∫Ｒ２Ｐ（Ｘ ω１）ｐ（ω１）ｄＸ＝
∫Ｒ１Ｐ（Ｘ ω２）ｐ（ω２）ｄＸ。
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图４６　贝叶斯平均错误率最小示意图

４３　基于最小风险的贝叶斯决策

上面讨论了使错误率最小的贝叶斯决策规则。然而，当接触到实际问题时，可以发现使错

误率最小并不一定是一个普遍适用的最佳选择，如图４７所示。

图４７　基于最小错误分类和基于最小风险分类比较

直线Ｂ的划分把正常药品误判为异常药品，这样会扩大总错误率，给企业带来一些损失；
直线Ａ的划分将异常药品误判为正常药品，虽然使错误分类最小，但会使患者因失去正确的
治疗而遭受极大的损失。可见使错误率最小并不一定是最佳选择。

实际应用时，从根据不同性质的错误会引起不同程度的损失考虑出发，宁肯扩大一些总的

错误率，但也要使总的损失减少。这时直线Ｂ的划分为最实用。这会引进一个与损失有关联
的概念———风险。在做出决策时，要考虑所承担的风险。基于最小风险的贝叶斯决策规则正

是为了体现这一点而产生的。

基于最小错误概率，在分类时取决于观测值 Ｘ对各类的后验概率中的最大值，因而也就
无法估计做出错误决策所带来的损失。为此，不妨将做出判决的依据，从单纯考虑后验概率最

大值，改为对该观测值Ｘ条件下各状态后验概率求加权和的方式，表示成

Ｒｉ（Ｘ）＝
Ｍ

ｊ＝１
λ（αｉ，ｊ）Ｐ（ωｊ Ｘ） （４２１）

式中，αｉ代表将Ｘ判为ωｉ类的决策；λ（αｉ，ｊ）表示观测样品Ｘ实属于ωｊ，由于采用αｉ决策而被
判为ωｉ时所造成的损失；Ｒｉ则表示观测值Ｘ被判为 ｉ类时损失的均值；λ（α１，２）表示 Ｘ确实
是异常药品（ω２），但采取决策α１被判定为正常（ω１），则会有损失 λ（α１，２）；λ（α２，１）表示 Ｘ
确实是正常（ω１），却采取决策α２被判定为异常（ω２），则会损失λ（α２，１）。

损失函数λ（α１，２）比λ（α２，１）大，另外为了使式子写得更方便，也可以定义 λ（α１，１）与
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λ（α２，２），是指正确判断也可有损失。那么把 Ｘ判做 ω１引进的损失应该与 λ（α１，２）以及 λ
（α２，１）都有关，哪一个占主要成分，则取决于 Ｐ（ω１ Ｘ）与 Ｐ（ω２ Ｘ），因此变成了一个加权
和，如表４１所示。

表４１　风险分析

Ｘ 采取α１决策，将Ｘ判为正常ω１的风险Ｒ１（Ｘ） 采取α２决策，将Ｘ判为异常ω２的风险Ｒ２（Ｘ）

Ｘ为正常
损失：λ（α１，１）

风险：λ（α１，１）Ｐ（ω１ Ｘ）

损失：λ（α２，１）

正常（ω１）被判定为异常（ω２）

风险：λ（α２，１）Ｐ（ω１ Ｘ）

Ｘ为异常

损失：λ（α１，２）

异常（ω２）被判做正常（ω１）

风险：λ（α１，２）Ｐ（ω２ Ｘ）

损失：λ（α２，２）

风险：λ（α２，２）Ｐ（ω２ Ｘ）

总风险 Ｒ１（Ｘ）＝λ（α１，１）Ｐ（ω１ Ｘ）＋λ（α１，２）Ｐ（ω２ Ｘ） Ｒ２（Ｘ）＝λ（α２，１）Ｐ（ω１ Ｘ）＋λ（α２，２）Ｐ（ω２ Ｘ）

此时做出哪一种决策就要看Ｒ１（Ｘ）小还是Ｒ２（Ｘ）小了，这就是基于最小风险的贝叶斯决
策的基本出发点。如果希望尽可能避免将某状态ωｊ错判为状态 ωｉ，则可将相应的 λ（αｉ，ｊ）值
选择得大些，以表明损失的严重性。加权和Ｒｉ用来衡量观测样品 Ｘ被判为状态 ωｉ所需承担
的风险。而究竟将Ｘ判为哪类则应依据所有Ｒｉ（ｉ＝１，…，Ｍ）中的最小值，即最小风险来确定。
一般λ（α１，１）＝λ（α２，２）＝０，为了避免将异常药品判为正常的严重损失，取λ（α１，２）＞λ（α２，
１）则会使Ｒ２（Ｘ）＜Ｒ１（Ｘ）机会多，根据贝叶斯最小风险分类法，表明正常药品错判为异常的
可能性大于异常药品错判为正常的可能性，损失减小。

（１）贝叶斯决策的相关定义

① 自然状态与状态空间。其中自然状态是指待识别对象的类别，而状态空间 Ω则是由
所有自然状态组成的空间，Ω＝｛ω１，ω２，…，ωＭ｝。

② 决策与决策空间。在决策论中，对分类问题所做的判决，称之为决策，由所有决策组成
的空间称为决策空间。决策不仅包括根据观测值将样品归到哪一类别，还可包括其他决策，如

“拒绝”等。在不考虑“拒绝”情况下，决策空间内决策总数等于类别数 Ｍ，表示成：Ａ＝｛α１，
α２，…，αＭ｝。

③ 损失函数λ（αｉ，ｊ）。它明确表示本身属于自然状态ωｊ，做出决策αｉ，使其归属于 ωｉ所
造成的损失。

④ 观测值Ｘ条件下的期望损失Ｒ（αｉ Ｘ），Ｒｉ也称为条件风险。

Ｒ（αｉ Ｘ）＝
Ｍ

ｊ＝１
λ（αｉ，ｊ）Ｐ（ωｊ Ｘ）　　ｉ＝１，２，…，Ｍ （４２２）

⑤ 最小风险贝叶斯决策规则可写成
Ｒ（αｋ Ｘ）＝ ｍｉｎｉ＝１，…，Ｍ

Ｒ（αｉ Ｘ） （４２３）

这里计算的是最小值。

（２）最小风险贝叶斯决策的操作步骤

① 已知Ｐ（ωｉ），Ｐ（Ｘ ωｉ），ｉ＝１，…，Ｍ及给出待识别Ｘ的情况下，根据贝叶斯公式计算出
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书书书

后验概率

Ｐ（ωｉ Ｘ）＝
Ｐ（Ｘ ωｉ）Ｐ（ωｉ）


Ｍ

ｊ＝１
Ｐ（Ｘ ωｊ）Ｐ（ωｊ）

　　ｊ＝１，…，Ｍ

② 利用计算出的后验概率及决策表，按式（４２２）计算出采取决策 αｉ，ｉ＝１，…，Ｍ的条件
风险

Ｒ（αｉ Ｘ）＝
Ｍ

ｊ＝１
λ（αｉ，ｊ）Ｐ（ωｊ Ｘ）　　ｉ＝１，２，…，Ｍ

③ 对②中得到的Ｍ个条件风险值Ｒ（αｉ Ｘ），ｉ＝１，…，Ｍ进行比较，找出使条件风险最小
的决策αｋ，则αｋ就是最小风险贝叶斯决策，ωｋ就是待识别样品Ｘ的归类。

４４　贝叶斯决策比较

１最小错误率与最小风险的贝叶斯决策比较

讨论一下最小错误率与最小风险的贝叶斯决策之间的关系，设损失函数为

λ（αｉ，ωｊ）＝
０，ｉ＝ｊ
１，ｉ≠{ ｊ

　　ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｍ （４２４）

式中，假定对Ｍ类只有Ｍ个决策，即不考虑“拒绝”等其他情况，式（４２４）表明，当做出正确决
策（即ｉ＝ｊ）时没有损失，而对于任何错误决策，其损失均为１。这样定义的损失函数称为０１
损失函数，如表４２所示。

表４２　最小错误率与最小风险的贝叶斯决策之间的关系

Ｘ 采取α１决策将Ｘ判为正常ω１的风险Ｒ１（Ｘ） 采取α２决策将Ｘ判为异常ω２的风险Ｒ２（Ｘ）

Ｘ为正常
损失：λ（α１，１）＝０

风险：λ（α１，１）Ｐ（ω１ Ｘ）＝０

损失：λ（α２，１）＝１

正常（ω１）被判定为异常（ω２）

风险：λ（α２，１）Ｐ（ω１ Ｘ）＝Ｐ（ω１ Ｘ）

Ｘ为异常

损失：λ（α１，２）＝１

异常（ω２）被判为正常（ω１）

风险：λ（α１，２）Ｐ（ω２ Ｘ）＝Ｐ（ω２ Ｘ）

损失：λ（α２，２）＝０

风险：λ（α２，２）Ｐ（ω２ Ｘ）＝０

总风险

Ｒ１（Ｘ）＝λ（α１，１）Ｐ（ω１ Ｘ）＋

λ（α１，２）Ｐ（ω２ Ｘ）＝Ｐ（ω２ Ｘ）

Ｐ（ω２ Ｘ）是将Ｘ判为ω２时的错误概率

Ｒ２（Ｘ）＝λ（α２，１）Ｐ（ω１ Ｘ）＋λ（α２，２）

Ｐ（ω２ Ｘ）＝Ｐ（ω１ Ｘ）

Ｐ（ω１ Ｘ）是将Ｘ判为ω１时的错误概率

由表４２可见，当Ｐ（ω２ Ｘ）＞Ｐ（ω１ Ｘ）时，基于最小错误概率的贝叶斯决策结果是 ω２
类；而此时Ｒ２（Ｘ）＝Ｐ（ω１ Ｘ），Ｒ１（Ｘ）＝Ｐ（ω２ Ｘ），Ｒ２（Ｘ）＜Ｒ１（Ｘ）基于最小风险的贝叶斯决
策结果同样也是ω２类。因此，在０１损失函数情况下，基于最小风险的贝叶斯决策结果，也就
是基于最小错误概率的贝叶斯决策结果。
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实际上，
Ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
Ｐ（ωｊ Ｘ）也是将Ｘ判为ωｉ时的错误概率，

Ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
Ｐ（ωｊ Ｘ）＝１－Ｐ（ωｉ Ｘ），

因此，当Ｐ（ωｉ Ｘ）最大时，基于最小错误概率的贝叶斯决策结果，将该样品判归为ωｉ类，而此
时Ｒｉ（Ｘ）最小，风险也是最小的，它与基于最小错误率的贝叶斯决策的判据是一样的。

２实例比较

某制药厂生产产品检测分两种情况：正常（ω１）和异常（ω２），两类的先验概率分别为

Ｐ（ω１）＝０９５，Ｐ（ω２）＝００５。现有一待测产品呈现出状态 Ｘ，由类条件概率密度分布曲线查
得Ｐ（Ｘ ω１）＝０３，Ｐ（Ｘ ω２）＝０５，试对该产品Ｘ按最小错误率的贝叶斯决策进行分类。若
在上述条件基础之上，已知λ１１＝０，λ１２＝１５，λ２１＝１，λ２２＝０（λ１１表示 λ（α１，ω１）的简写），按最
小风险贝叶斯决策进行分类。对这两种分类结果进行比较，如表４３所示。

表４３　两种贝叶斯决策分类结果比较

基于最小错误率分类 基于最小风险分类

解：利用贝叶斯公式，分别计算出状态为 Ｘ时 ω１与 ω２的

后验概率

Ｐ（ω１ Ｘ）＝
Ｐ（Ｘ ω１）Ｐ（ω１）


２

ｊ＝１
Ｐ（Ｘ ωｊ）Ｐ（ωｊ）

＝ ０３×０９５
０３×０９５＋０５×００５＝０９１９

而Ｐ（ω２ Ｘ）＝１－Ｐ（ω１ Ｘ）＝００８１

根据贝叶斯决策则有

Ｐ（ω１ Ｘ）＝０９１９＞Ｐ（ω２ Ｘ）＝００８１

状态Ｘ属于类别ω１的可能性远比属于类别 ω２的可能性

大，将该产品判为正常产品比较合理

解：已知条件为

Ｐ（ω１）＝０９５，Ｐ（ω２）＝００５

Ｐ（Ｘ ω１）＝０３，Ｐ（Ｘ ω２）＝０５

λ１２＝０，λ１２＝１５，λ２１＝１，λ２２＝０

可知后验概率为

Ｐ（ω１ Ｘ）＝０９１９，Ｐ（ω２ Ｘ）＝００８１，再按式（４２２）计

算出条件风险

Ｒ（α１ Ｘ） ＝ 
２

ｊ＝１
λ１ｊＰ（ωｊ Ｘ） ＝ λ１２Ｐ（ω２ Ｘ）

＝１２１５

Ｒ（α２ Ｘ）＝
２

ｊ＝１
λ２ｊＰ（ωｊ Ｘ）＝λ２１Ｐ（ω１ Ｘ）＝０９１９

由于Ｒ（α１ Ｘ）＞Ｒ（α２ Ｘ），即决策为ω２的条件风险小

于决策为ω１的条件风险，因此应采取决策行动 α２，即判

待识别的产品Ｘ为ω２类———异常产品

通过两例比较，其分类结果正好相反，这是因为影响决策结果的因素又多了一个“损失”。

由于两类错误决策所造成的损失相差很悬殊，因此“损失”在这里起了主导作用。

从上述讨论可以看出，正确制定损失函数值，是基于最小风险的贝叶斯决策方法在实际应

用中的一个关键问题。在实际中列出合适的决策表并不是一件容易的事，需根据所研究的具

体问题，分析错误决策造成损失的严重程度。

４５　基于二值数据的贝叶斯分类实现

１理论基础

所谓二值数据，即各样品的每一特征只取数值１或０。对于手写数字的分类问题，在每个
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数字图形提取特征值时，定义了Ｎ×Ｎ模板；在本程序中Ｎ＝５，将每个样品的长度和宽度５等
分，构成一个５×５模板，相当于将模板笼罩在对应的样品上，如图４８所示，对于每一份内的
像素个数进行累加统计，除以该模板每一份的面积总数。设定阈值Ｔ＝００５，模板所对应的元
素黑像素占有率大于Ｔ，则特征值取数值１；否则取０。

图４８　手写数字的二值化示意图

２实现步骤

① 计算先验概率Ｐ（ωｉ），先验概率可由各类的样品数和样品总数近似计算：

Ｐ（ωｉ）≈Ｎｉ／Ｎ　　ｉ＝０，１，２，…，９
式中，Ｐ（ωｉ）为类别为数字ｉ的先验概率；Ｎｉ为数字ｉ的样品数；Ｎ为样品总数。

② 计算Ｐｊ（ωｉ），再计算类条件概率Ｐ（Ｘ ωｉ）：

Ｐｊ（ωｉ）＝ 
Ｎｉ

ｋ＝０
Ｘ∈ωｉ

ｘｋｊ＋( )１ （Ｎｉ＋２）　　ｉ＝０，１，２，…，９共１０个类；

ｊ＝０，１，２，…，２４，共２５个特征
Ｐｊ（ωｉ）表示样品Ｘ（ｘ０，ｘ１，ｘ２，…，ｘ２４）属于ωｉ类条件下，Ｘ的第 ｊ个分量为１（ｘｊ＝１）的概率估
计值。由此可以计算

Ｐ（ｘｊ＝１ Ｘ∈ωｉ）＝Ｐｊ（ωｉ）
Ｐ（ｘｊ＝０ Ｘ∈ωｉ）＝１－Ｐｊ（ωｉ）　　ｉ＝０，１，２，…，９；ｊ＝０，１，２，…，２４

样品Ｘ的类条件概率为
Ｐ（Ｘ ωｉ）＝Ｐ［Ｘ＝（ｘ０，ｘ１，ｘ２，…，ｘ２４） Ｘ∈ωｉ］

＝∏
２４

ｊ＝０
Ｐ（ｘｊ＝α Ｘ∈ωｉ）　　ｉ＝０，１，２，…，９

式中，α＝０或１。
③ 应用贝叶斯公式求后验概率

Ｐ（ωｉ Ｘ）＝
Ｐ（ωｉ）Ｐ（Ｘ ωｉ）

Ｐ（ω０）Ｐ（Ｘ ω０）＋Ｐ（ω１）Ｐ（Ｘ ω１）＋…＋Ｐ（ω９）Ｐ（Ｘ ω９）
　　ｉ＝０，１，２，…，９

④ 后验概率的最大值的类别（０～９）就是手写数字的所属类别。

３编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｂａｙｅｓｅｒｚｈｉ（）
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％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：基于二值数据的贝叶斯分类器
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｂａｙｅｓｅｒｚｈｉ（ｓａｍｐｌｅ）
ｃｌｃ；
ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ
ｓｕｍ＝０；
ｐｗ＝［］；％先验概率
ｐ＝［］；
ｐｘｗ＝［］；％类条件概率
ｐｗｘ＝０；％后验概率
％求先验概率
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｓｕｍ＝ｓｕｍ＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ；
ｅｎｄ
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｐｗ（ｉ）＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ／ｓｕｍ；
ｅｎｄ
％求类条件概率
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｆｏｒｊ＝１：２５
　　　　ｓｕｍ＝０；
　　　　ｆｏｒｋ＝１：ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ
　　　　　ｉｆ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（ｊ，ｋ）＞００５）
　　　　　　　ｓｕｍ＝ｓｕｍ＋１；
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　　　ｐ（ｊ，ｉ）＝（ｓｕｍ＋１）／（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ＋２）；
　　ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｓｕｍ＝１；
　　ｆｏｒｊ＝１：２５
　　　　ｉｆ（ｓａｍｐｌｅ（ｊ）＞００５）
　　　　　ｓｕｍ＝ｓｕｍｐ（ｊ，ｉ）；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　ｓｕｍ＝ｓｕｍ（１－ｐ（ｊ，ｉ））；
　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｐｘｗ（ｉ）＝ｓｕｍ；
ｅｎｄ
％求后验概率
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ｓｕｍ＝０；
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｓｕｍ＝ｓｕｍ＋ｐｗ（ｉ）ｐｘｗ（ｉ）；
ｅｎｄ
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｐｗｘ（ｉ）＝ｐｗ（ｉ）ｐｘｗ（ｉ）／ｓｕｍ；
ｅｎｄ
［ｍａｘｖａｌｍａｘｐｏｓ］＝ｍａｘ（ｐｗｘ）；
％返回类别号
ｙ＝ｍａｘｐｏｓ－１；

４效果图

基于二值数据的贝叶斯分类实现效果如图４９所示。

图４９　基于二值数据的贝叶斯分类实现效果

４６　基于最小错误率的贝叶斯分类实现

１理论总结

错误率最小的贝叶斯分类器设计思想是寻找一种划分方式，使“错判”率最小。

（１）两类问题

若两类样品都满足正态分布，最小错误概率的贝叶斯分类器可化为

ｈ（Ｘ）＝１２（Ｘ－Ｘ
（ω１））ＴＳ－１１ （Ｘ－Ｘ

（ω１））－１２（Ｘ－Ｘ
（ω２））ＴＳ－１２ （Ｘ－Ｘ

（ω２））＋１２ｌｎ
Ｓ１
Ｓ２
－

ｌｎ
Ｐ（ω１）
Ｐ（ω２）

＜
＞
０Ｘ∈

ω１
ω{{
２

若两类样品不仅呈正态分布，而且协方差矩阵相等，即 Ｓ１＝Ｓ２＝Ｓ，则贝叶斯分类器可进
一步简化为

ｈ（Ｘ）＝（Ｘ（ω２）－Ｘ（ω１））ＴＳ－１Ｘ＋１２（Ｘ
（ω１）ＴＳ－１Ｘ（ω１）－Ｘ（ω２）ＴＳ－１Ｘ（ω２））－

ｌｎ
Ｐ（ω１）
Ｐ（ω２）

＜
＞
０Ｘ∈

ω１
ω{{
２
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（２）多类问题

当分类数Ｍ＞２时，比较Ｐ（ω１）Ｐ（Ｘ ω１），Ｐ（ω２）Ｐ（Ｘ ω２），…，Ｐ（ωＭ）Ｐ（Ｘ ωＭ）的大

小，并且有

Ｐ（ωｉ）Ｐ（Ｘ ωｉ）＝ｍａｘ１≤ｌ≤Ｍ
｛Ｐ（ωｌ）Ｐ（Ｘ ωｌ）｝Ｘ∈ωｉ

即将Ｘ划为Ｍ个函数中最大的那一类。
若ω１，ω２，…，ωＭ均服从正态分布，则判别函数可以写为

ｈｉ（Ｘ）＝－
１
２（Ｘ－Ｘ

（ωｉ））ＴＳ－１ｉ （Ｘ－Ｘ
（ωｉ））＋ｌｎＰ（ωｉ）－

１
２ｌｎ Ｓｉ 　　　

＝ｍａｘ
１≤ｌ≤Ｍ

－１２（Ｘ－Ｘ
（ωｌ））ＴＳ－１ｌ （Ｘ－Ｘ

（ωｌ））＋ｌｎＰ（ωｌ）－
１
２ｌｎ Ｓ{ }ｌ Ｘ∈ωｉ

若ω１，ω２，…，ωＭ不仅服从正态分布，而且协方差矩阵相等，即 Ｓ１＝Ｓ２＝… ＝ＳＮ＝Ｓ，则判别函
数可变为

ｈｉ（Ｘ）＝－
１
２（Ｘ－Ｘ

（ωｉ））ＴＳ－１（Ｘ－Ｘ（ωｉ））＋ｌｎＰ（ωｉ）－
１
２ｌｎ Ｓ

对于每一个ｈｉ（Ｘ），最后一项－
１
２ｌｎ Ｓ 都相等，可以不计。则ｈｉ（Ｘ）可以变为

ｈｉ（Ｘ）＝－
１
２（Ｘ

ＴＳ－１Ｘ－ＸＴＳ－１Ｘ（ωｉ）－Ｘ（ωｉ）ＴＳ－１Ｘ＋Ｘ（ωｉ）ＴＳ－１Ｘ（ωｉ））＋ｌｎＰ（ωｉ）

括号内的第一项对每一个ｈｉ（Ｘ）都相同，与分类无关，可以省略。又因为

Ｘ（ωｉ）ＴＳ－１Ｘ＝（ＸＴＳ－１Ｘ（ωｉ））Ｔ

是一个数值，所以括号内的第２、３项相等，可以合并。因此ｈｉ（Ｘ）可以简化为

ｈｉ（Ｘ）＝Ｘ
ＴＳ－１Ｘ（ωｉ）－１２Ｘ

（ωｉ）ＴＳ－１Ｘ（ωｉ）＋ｌｎＰ（ωｉ）

或

ＸＴＳ－１Ｘ（ωｉ）－１２Ｘ
（ωｉ）ＴＳ－１Ｘ（ωｉ）＋ｌｎＰ（ωｉ）＝ｍａｘ１≤ｌ≤Ｍ

ＸＴＳ－１Ｘ（ωｌ）－１２Ｘ
（ωｌ）Ｓ－１Ｘ（ωｌ）＋ｌｎＰ（ωｌ[ ]）

Ｘ∈ωｉ

２实现步骤

在手写数字的识别属于多类情况，每类样品呈正态分布。为使样品协方差矩阵为正定，事

先将样品库和待测样品进行主成分分析。

① 求出每一类手写数字样品的均值：

Ｘ（ωｉ） ＝１ＮｉＸ∈ωｉ
Ｘ＝ ｘ（ωｉ）１ ，ｘ

（ωｉ）
２ ，…，ｘ

（ωｉ）( )
ｎ

Ｔ　　ｉ＝０，１，２，…，９

式中，Ｎｉ代表ωｉ类的样品个数；ｎ代表特征数目。
② 求每一类的协方差矩阵：

ｓｉｊｋ ＝
１

Ｎｉ－１
Ｎｉ

ｌ＝１
（ｘｌｊ－ｘ

（ωｉ）
ｊ ）（ｘｌｋ－ｘ

（ωｉ）
ｋ ）　　ｊ，ｋ＝１，２，…，ｎ

式中，ｌ代表样品在ωｉ类中的序号，其中ｌ＝０，１，２，…，Ｎｉ；
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ｘｌｊ代表ωｉ类的第ｌ个样品，第ｊ个特征值；

ｘ（ωｉ）ｊ 代表ωｉ类的Ｎｉ个样品第ｊ个特征的平均值；
ｘｌｋ代表ωｉ类的第ｌ个样品，第ｋ个特征值；

ｘ（ωｉ）ｋ 代表ωｉ类的Ｎｉ个样品第ｋ个特征的平均值。
ωｉ类的协方差矩阵就是

Ｓｉ＝

ｓｉ１１ ｓｉ１２ … ｓｉ１ｎ
ｓｉ２１ ｓｉ２２ … ｓｉ２ｎ
   

ｓｉｎ１ ｓｉｎ２ … ｓｉｎ













ｎ

③ 计算出每一类的协方差矩阵的逆矩阵Ｓ－１ｉ 以及协方差矩阵的行列式 Ｓｉ 。
④ 求出每一类的先验概率

Ｐ（ωｉ）≈Ｎｉ／Ｎ　　ｉ＝０，１，２，…，９
式中，Ｐ（ωｉ）为类别为数字ｉ的先验概率；Ｎｉ为数字ｉ的样品数；Ｎ为样品总数。

⑤ 将各个数值代入判别函数：

ｈｉ（Ｘ）＝－
１
２（Ｘ－Ｘ

（ωｉ））ＴＳ－１ｉ （Ｘ－Ｘ
（ωｉ））＋ｌｎＰ（ωｉ）－

１
２ｌｎ Ｓｉ

⑥ 判别函数最大值所对应类别就是手写数字的类别。

３编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｂａｙｅｓｌｅａｓｔｅｒｒｏｒ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：最小错误概率的贝叶斯分类器
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｂａｙｅｓｌｅａｓｔｅｒｒｏｒ（ｓａｍｐｌｅ）
ｃｌｃ；
ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
％对样品库和待测样品进行主成分分析
［ｐｃａｐａｔ，ｐｃａｓａｍｐ］＝ｐｃａｐｒｏ（ｓａｍｐｌｅ）；
ｔｅｍｐ＝０；
ｆｏｒｉ＝１：１０
　ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｐｃａｐａｔ（：，ｔｅｍｐ＋１：ｔｅｍｐ＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ）；
　ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ；
ｅｎｄ
ｓ ｃｏｖ＝［］；
ｓ ｉｎｖ＝［］；
ｓ ｄｅｔ＝［］；
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｓ ｃｏｖ（ｉ）ｄａｔ＝ｃｏｖ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ′）；％求各类别的协方差矩阵
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　　ｓ ｉｎｖ（ｉ）ｄａｔ＝ｉｎｖ（ｓ ｃｏｖ（ｉ）ｄａｔ）；％求协方差矩阵的逆矩阵
　　ｓ ｄｅｔ（ｉ）＝ｄｅｔ（ｓ ｃｏｖ（ｉ）ｄａｔ）；％求协方差矩阵的行列式
ｅｎｄ
ｓｕｍ１＝０；
ｐ＝［］；
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｓｕｍ１＝ｓｕｍ１＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ；％求样品库样品总数
ｅｎｄ
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｐ（ｉ）＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ／ｓｕｍ１；％求各类别的先验概率
ｅｎｄ
ｈ＝［］；
ｍｅａｎ ｓａｐ＝［］；
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｍｅａｎ ｓａｐ（ｉ）ｄａｔ＝ｍｅａｎ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ′）′；％求每一类样品的特征均值
ｅｎｄ
％计算最大的判别函数
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｈ（ｉ）＝（ｐｃａｓａｍｐｍｅａｎ ｓａｐ（ｉ）ｄａｔ）′ｓ ｉｎｖ（ｉ）ｄａｔ（ｐｃａｓａｍｐｍｅａｎ ｓａｐ（ｉ）ｄａｔ）

（－０５）＋ｌｏｇ（ｐ（ｉ））＋ｌｏｇ（ａｂｓ（ｓ ｄｅｔ（ｉ）））（－０５）；
ｅｎｄ
［ｍａｘｖａｌｍａｘｐｏｓ］＝ｍａｘ（ｈ）；
ｙ＝ｍａｘｐｏｓ－１；

４效果图

采用基于最小错误率的贝叶斯分类实现效果如图４１０所示。

图４１０　基于最小错误率的贝叶斯分类实现效果

４７　基于最小风险的贝叶斯分类实现

１实现步骤

设待测样品如图４１１所示，基于最小风险的贝叶斯分类步骤如下。
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① 求出每一类手写数字样品的均值

Ｘ（ωｉ） ＝１ＮｉＸ∈ωｉ
Ｘ＝ ｘ（ωｉ）１ ，ｘ

（ωｉ）
２ ，…，ｘ

（ωｉ）( )
ｎ

Ｔ　　ｉ＝０，１，２，…，９

图４１１　待测样品

式中，Ｎｉ代表ωｉ类的样品个数；ｎ代表特征数目。
② 求每一类的协方差矩阵

ｓｉｊｋ ＝
１

Ｎｉ－１
Ｎｉ

ｌ＝１
（ｘｌｊ－ｘ

（ωｉ）
ｊ ）（ｘｌｋ－ｘ

（ωｉ）
ｋ ）　　ｊ，ｋ＝１，２，…，ｎ

式中，ｌ代表样品在ωｉ类中的序号，其中ｌ＝０，１，２，…，Ｎｉ；ｘｌｊ代表ωｉ类的

第ｌ个样品，第ｊ个特征值；ｘ（ωｉ）ｊ 代表 ωｉ类的 Ｎｉ个样品第 ｊ个特征的平

均值；ｘｌｋ代表ωｉ类的第ｌ个样品，第ｋ个特征值；ｘ
（ωｉ）
ｋ 代表ωｉ类的 Ｎｉ个

样品第ｋ个特征的平均值。
ωｉ类的协方差矩阵就是

Ｓｉ＝

ｓｉ１１ ｓｉ１２ … ｓｉ１ｎ
ｓｉ２１ ｓｉ２２ … ｓｉ２ｎ
   

ｓｉｎ１ ｓｉｎ２ … ｓｉｎ













ｎ

③ 计算出每一类的协方差矩阵的逆矩阵Ｓ－１ｉ ，以及协方差矩阵的行列式 Ｓｉ 。
④ 求出每一类的先验概率

Ｐ（ωｉ）≈Ｎｉ／Ｎ　　ｉ＝０，１，２，…，９
式中，Ｐ（ωｉ）为类别为数字ｉ的先验概率；Ｎｉ为数字ｉ的样品数；Ｎ为样品总数。

⑤ 计算后验概率Ｐ［ｉ］，ｉ＝０，１，…，９。

Ｐ［ｉ］＝－１２（Ｘ－Ｘ
（ωｉ））ＴＳ－１ｉ （Ｘ－Ｘ

（ωｉ））＋ｌｎＰ（ωｉ）－
１
２ｌｎ Ｓｉ

⑥ 定义损失数组为ｌｏｓｓ［１０］［１０］，设初值为

ｌｏｓｓ［ｉ］［ｊ］＝
０，ｉ＝ｊ
１，ｉ≠{ ｊ

⑦ 计算每一类的损失

ｒｉｓｋ［ｉ］＝
９

ｊ＝０
ｌｏｓｓ［ｉ］［ｊ］ｐ［ｊ］

⑧ 找出最小损失所对应的类，该类即是待测样品所属的类别。

２编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｂａｙｅｓｌｅａｓｔｒｉｓｋ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：最小风险的贝叶斯分类器
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
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ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｂａｙｅｓｌｅａｓｔｒｉｓｋ（ｓａｍｐｌｅ）
ｃｌｃ；
ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
％对样品库和待测样品进行主成分分析
［ｐｃａｐａｔ，ｐｃａｓａｍｐ］＝ｐｃａｐｒｏ（ｓａｍｐｌｅ）；
ｔｅｍｐ＝０；
ｆｏｒｉ＝１：１０
　ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｐｃａｐａｔ（：，ｔｅｍｐ＋１：ｔｅｍｐ＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ）；
　ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ；
ｅｎｄ
ｓ ｃｏｖ＝［］；
ｓ ｉｎｖ＝［］；
ｓ ｄｅｔ＝［］；
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｓ ｃｏｖ（ｉ）ｄａｔ＝ｃｏｖ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ′）；％求各类别的协方差矩阵
　　ｓ ｉｎｖ（ｉ）ｄａｔ＝ｉｎｖ（ｓ ｃｏｖ（ｉ）ｄａｔ）；％求协方差矩阵的逆矩阵
　　ｓ ｄｅｔ（ｉ）＝ｄｅｔ（ｓ ｃｏｖ（ｉ）ｄａｔ）；％求协方差矩阵的行列式
ｅｎｄ
ｓｕｍ１＝０；
ｐ＝［］；
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｓｕｍ１＝ｓｕｍ１＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ；％求样品库样本总数
ｅｎｄ
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｐ（ｉ）＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｎｕｍ／ｓｕｍ１；％求各类别的先验概率
ｅｎｄ
ｈ＝［］；
ｍｅａｎ ｓａｐ＝［］；
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｍｅａｎ ｓａｐ（ｉ）ｄａｔ＝ｍｅａｎ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ′）′；％求每一类样品的特征均值
ｅｎｄ
％计算各类别的后验概率
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｈ（ｉ）＝（ｐｃａｓａｍｐｍｅａｎ ｓａｐ（ｉ）ｄａｔ）′ｓ ｉｎｖ（ｉ）ｄａｔ（ｐｃａｓａｍｐｍｅａｎ ｓａｐ（ｉ）ｄａｔ）

（－０５）＋ｌｏｇ（ｐ（ｉ））＋ｌｏｇ（ａｂｓ（ｓ ｄｅｔ（ｉ）））（－０５）；
ｅｎｄ
ｌｏｓｓ＝ｏｎｅｓ（１０）－ｄｉａｇ（ｄｉａｇ（ｏｎｅｓ（１０）））；
ｒｉｓｋ＝０；
ｍ＝［］；
％计算最小风险
ｆｏｒｉ＝１：１０
　　ｍ＝ｌｏｓｓ（ｉ，：）；
　　ｒｉｓｋ（ｉ）＝ｍｈ′；
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ｅｎｄ
［ｍｉｎｖａｌｍｉｎｐｏｓ］＝ｍｉｎ（ｒｉｓｋ）；
ｙ＝ｍｉｎｐｏｓ－１；

３效果图

应用基于最小风险的贝叶斯分类器对某次手写数字６进行分类，总风险值如图４１２所
示。找出最小损失所对应的类，该类即是待测样品所属的类别。基于最小风险的贝叶斯分类

实现效果如图４１３所示。

图４１２　基于最小风险的贝叶斯结果显示

图４１３　最小风险的贝叶斯分类实现效果

本章小结

使用贝叶斯决策需要首先对特征空间中的各类样品的分布了解清楚，得到训练集样品总

体的分布知识。若能从训练样品估计近似的正态分布，可以按贝叶斯决策方法对分类器进行

设计，包括各类先验概率Ｐ（ω１）及类条件概率密度函数，计算出样品的后验概率 Ｐ（ω１ Ｘ），
并以此作为产生判别函数的必要数据，设计出相应的判别函数与决策面。一旦待测样品的特

征向量值Ｘ已知，就可以确定Ｘ对各类的后验概率，也就可按相应的准则分类。这种方法称
为参数判别方法。

如果这种分布可以用正态分布等描述，那么决策域的判别函数与分界面方程就可用函数

的形式确定下来。所以判别函数等的确定取决于样本统计分布的有关知识。参数分类判别方

法一般只能用在有统计知识的场合，或能利用训练样本估计出参数的场合。

贝叶斯分类器可以用一般的形式给出数学上严格的分析以证明：在给出某些变量的条件

下，能使分类所造成的平均损失最小，或分类决策的风险最小。因此，能计算出分类器的极限

性能。贝叶斯决策采用分类器中最重要的指标———错误率作为产生判别函数和决策面的依

据，给出了最一般情况下适用的“最优”分类器设计方法，对各种不同的分类器设计技术在理
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论上都有指导意义。分类识别中常常会出现错分类的情况，本章讨论了模式识别中经常涉及

到的一些问题，例如，在何种情况下会出现错分类，错分类的可能性会有多大等，用概率论的方

法分析了造成错分类的原因和分类出错的根源，并说明与哪些因素有关。介绍了贝叶斯决策

的基本概念、贝叶斯公式、基于最小错误率的贝叶斯决策、基于最小风险的贝叶斯决策；并介绍

了基于二值数据的贝叶斯分类实现方法、基于最小错误率的贝叶斯分类实现方法和基于最小

风险的贝叶斯分类实现方法。

习题４

１分类识别中为什么会有错分类？在何种情况下会出现错分类？
２简述贝叶斯决策所讨论的问题。
３简述先验概率、类概率密度函数、后验概率三者关系。
４简述Ｐ（ω１ Ｘ）和Ｐ（ω２ Ｘ）与Ｐ（Ｘ ω１）和Ｐ（Ｘ ω２）的区别。
５简述基于最小错误率的贝叶斯分类原则。
６写出基于两类问题最小错误率的贝叶斯判别函数形式。
７写出基于多类问题最小错误率的贝叶斯判别函数形式。
８写出基于多类问题最小风险贝叶斯决策规则判别函数形式。
９简述最小风险贝叶斯决策与最小错误率贝叶斯决策之间的关系。
１０说明基于二值数据的贝叶斯实现方法。
１１试说明基于最小错误率的贝叶斯实现方法。
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第５章　判别函数分类器设计

本章要点：

判别函数的基本概念

线性判别函数

线性判别函数的实现

感知器算法

增量校正算法

ＬＭＳＥ验证可分性
ＬＭＳＥ分类算法
Ｆｉｓｈｅｒ分类
基于核的Ｆｉｓｈｅｒ分类
线性分类器实现分类的局限性

非线性判别函数

势函数法

支持向量机

５１　判别函数的基本概念

直接使用贝叶斯决策需要首先得到有关样品总体分布的知识，包括各类先验概率 Ｐ（ω１）

及类条件概率密度函数，计算出样品的后验概率Ｐ（ω１ Ｘ），并以此作为产生判别函数的必要
数据，设计出相应的判别函数与决策面，这种方法称为判别函数法。它的前提是对特征空间中

的各类样品的分布已很清楚，一旦要测试分类样品的特征向量值 Ｘ已知，就可以确定 Ｘ对各
类的后验概率，也就可按相应的准则计算与分类。所以判别函数等的确定取决于样品统计分

布的有关知识。因此，参数分类判别方法一般只能用在有统计知识的场合，或能利用训练样品

估计出参数的场合。

由于一个模式通过某种变换映射为一个特征向量后，该特征向量可以理解为特征空间的

一个点，在特征空间中，属于一个类的点集，总是在某种程度上与属于另一个类的点集相分离，

各个类之间确定可分离的。因此，如果能够找到一个分离函数（线性或非线性函数），把不同

类的点集分开，则分类任务就解决了。判别函数法不依赖于条件概率密度的知识，可以理解为

通过几何的方法，把特征空间分解为对应于不同类别的子空间。而且呈线性的分离函数，将使

计算简化。

假定样品Ｘ有两个特征，即Ｘ＝（ｘ１，ｘ２）
Ｔ，每一个样品都对应二维空间中的一个点。每个

点属于一类图像，共分三类：ω１，ω２，ω３。那么待测 Ｘ属于哪一类呢？对这个问题就要看它最
接近于哪一类，若最接近于ω１则为ω１类，若最接近于ω２则为ω２类，否则就为ω３类。在各类



之间要有一个边界，若能知道各类之间的边界那么就知道待测样品属于哪一类了。所以，要进

一步掌握如何去寻找这条分界线。找分界线的方法就是判别函数法，判别函数法结果就是提

供一个确定的分界线方程，这个分界线方程叫做判别函数，因此，判别函数描述了各类之间的

分界线的具体形式。

判别函数法按照分界函数的形式可以划分为线性判别函数和非线性判别函数两大

类。线性分类器由于涉及的数学方法较为简单，在计算机上实现容易，故在模式识别中

被广泛应用。但是，这并不意味着，在模式识别中只有线性分类器就足够了。在模式识

别的许多问题中，由于线性分类器固有的局限性，它并不能提供理想的识别效果，必须求

助于非线性分类器。而且，有些较为简单的非线性分类器，对某些模式识别问题的解决，

显得既简单，效果又好。

第２章介绍了提取手写数字样品的特征，建立了样品特征库；本章讨论根据样品特征库建
立分类判别函数，用以对待测的手写数字进行分类。在此基础上，本章介绍线性判别函数和非

线性判别函数，并介绍它们的实现方法，其中实现线性判别函数分类的方法有感知器算法、增

量校正算法、ＬＭＳＥ分类算法和Ｆｉｓｈｅｒ分类，实现非线性判别函数分类的方法有分段线性函数
法、势函数法、基于核的Ｆｉｓｈｅｒ分类、支持向量机。

５２　线性判别函数

判别函数分为线性判别函数和非线性判别函数。最简单的判别函数是线性判别函数，它

是由所有特征量的线性组合构成的。

１两类情况

两类分类器框图如图５１所示，根据计算结果的符号将Ｘ分类。

图５１　两类情况分类器

图５２　两类模式的线性判别函数

（１）两个特征

每类模式有两个特征，样品是二维的，在二维

模式空间中存在线性判别函数

ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｘ１＋ｗ２ｘ２＋ｗ３＝０ （５１）
式中，ｗ是参数或者称为权值；ｘ１、ｘ２为坐标变量，
即模式的特征值。

可以很明显地看到属于 ω１类的任一模式代
入ｄ（Ｘ）后为正值，而属于 ω２类的任一模式代入
ｄ（Ｘ）后为负值，如图５２所示。
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因此，ｄ（Ｘ）可以用来判断某一模式所属的类别，在这里我们把ｄ（Ｘ）称为判别函数。给定
某一未知类别的模式Ｘ，若ｄ（Ｘ）＞０，则Ｘ属于ω１类；若ｄ（Ｘ）＜０，则Ｘ属于ω２类；若ｄ（Ｘ）
＝０，则此时Ｘ落在分界线上，即 Ｘ的类别处于不确定状态。这一概念不仅局限于两类别情
况，还可推广到有限维欧氏空间中的非线性边界的一般情况。

（２）三个特征

每类模式有三个特征，样品是三维的，判别边界为一平面。

（３）三个以上特征

每类模式有三个以上特征，判别边界为一超平面。

对于ｎ维空间，用矢量Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ来表示模式，一般的线性判别函数形式为

ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｘ１＋ｗ２ｘ２＋…＋ｗｎｘｎ＋ｗｎ＋１＝Ｗ
Ｔ
０Ｘ＋ｗｎ＋１ （５２）

式中，Ｗ０＝（ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ）
Ｔ称为权矢量或参数矢量。如果在所有模式矢量的最末元素后再

附加元素１，则式（５２）可以写成
ｄ（Ｘ）＝ＷＴＸ （５３）

的形式。式中Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，１）和Ｗ＝（ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ，ｗｎ＋１）
Ｔ分别称为增１模式矢量和权

矢量。式（５３）仅仅是为了方便而提出来的，模式类的基本几何性质并没有改变。
在两种类别情况下，判别函数ｄ（Ｘ）有下述性质，即

ｄ（Ｘ）＝ＷＴＸ
＞０， Ｘ∈ω１
＜０， Ｘ∈ω{

２

（５４）

满足：ｄ（Ｘ）＝ＷＴＸ＝０的点为两类的判别边界。

２多类情况

对于多类别问题，假设有Ｍ类模式ω１，ω２，…，ωＭ。对于ｎ维空间中的 Ｍ个类别，就要给

出Ｍ个判别函数：ｄ１（Ｘ），ｄ２（Ｘ），…，ｄＭ（Ｘ），分类器基本形式如图５３所示，若Ｘ属于第ｉ类，
则有

ｄｉ（Ｘ）＞ｄｊ（Ｘ），（ｊ＝１，２，…，Ｍ；ｉ≠ｊ） （５５）

图５３　判别函数构成的多类分类器形式

（１）第一种情况

每一个类别可用单个判别平面分割，因此Ｍ类有Ｍ个判别函数，具有下面的性质

９８第５章　判别函数分类器设计



ｄｉ（Ｘ）＝Ｗ
Ｔ
ｉ（Ｘ）

＞０， Ｘ∈ωｉ
＜０， 其他

　　ｉ＝１，２，…，{ Ｍ （５６）

如图５４所示，有３个模式类，每一类别可用单个判别边界与其余类别划分开。

图５４　多类情况（１）

例如，手写数字共有１０个类，Ｍ＝１０。对任一未知的手写数字，代入判别函数后若只有ｄ７
（Ｘ）＞０，而其他的均小于０，则该未知的手写数字是７。

（２）第二种情况

每两个类别之间可用判别平面分开，有Ｍ（Ｍ－１）／２个判别函数，判别函数形式为
ｄｉｊ（Ｘ）＝Ｗ

Ｔ
ｉｊＸ，且ｄｉｊ（Ｘ）＝－ｄｊｉ（Ｘ） （５７）

若ｄｉｊ（Ｘ）＞０，ｊ≠ｉ，则Ｘ属于ωｉ类。
没有一个类别可以用一个判别平面与其他类分开，如图５５所示，每一个边界只能分割两

类。对于一未知的手写数字，若ｄ７１，ｄ７２，ｄ７３，ｄ７４，ｄ７５，ｄ７６，ｄ７８，ｄ７９，ｄ７０均大于０，则可知该手写数
字为７。

图５５　多类情况（２）
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（３）第三种情况

存在Ｍ个判别函数，判别函数形式为
ｄｉ（Ｘ）＝Ｗ

Ｔ
ｉＸ，ｉ＝１，２，…，Ｍ （５８）

把Ｘ代入Ｍ个判别函数中，判别函数最大的那个类就是Ｘ所属类别。与第一种情况的区
别在于此种情况下可以有多个判别函数的值大于０，第一种情况下只有一个判别函数的值大
于０，如图５６所示。

图５６　多类情况（３）

对任一未知的手写数字，代入判别函数后若ｄ７（Ｘ）为最大值，则该未知的手写数字是７。
若可用以上几种情况中的任一种线性判别函数来进行分类，则这些模式类称为线性可分

的。如表５１所示为线性分类器判别函数形式。

表５１　线性分类器判别函数形式

类 别 情 况 判 别 平 面 判别函数形式

　１两类情况

　样品是二维的判别边
界为一直线

　ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｘ１＋ｗ２ｘ２＋
ｗ３＝０

　若ｄ（Ｘ）＞０，则Ｘ∈ω１；
　若ｄ（Ｘ）＜０，则Ｘ∈ω２；
　若 ｄ（Ｘ）＝０，则 Ｘ落在分界线
上，类别不确定

　样品是三维的判别边
界为一平面

　ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｘ１＋ｗ２ｘ２＋
ｗ３ｘ３＋ｗ４＝０

　同上

　有三个以上特征判别
边界为一超平面

　ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｘ１＋ｗ２ｘ２＋
…＋ｗｎｘｎ＋ｗｎ＋１＝ＷＴ０Ｘ
＋ｗｎ＋１＝０

　ｄ（Ｘ）＝ＷＴＸ
＞０， 当Ｘ∈ω１
＜０， 当Ｘ∈ω{ ２

　ｄ（Ｘ）＝ＷＴＸ＝０为两类的判别
边界
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续表

类 别 情 况 判 别 平 面 判别函数形式

　２多类情况

　每一个类别可用单个
判别平面分割，Ｍ类有Ｍ
个判别函数

　存在不满足条件的不
确定区域

　ｄｉ（Ｘ）＝ＷＴｉＸ
＞０， Ｘ∈ωｉ
＜０，{ 其他

　每两个类别之间可用
判别平面分开，有 Ｍ（Ｍ
－１）／２个判别函数，存
在不满足条件的不确

定区域

　ｄｉｊ（Ｘ）＝ＷＴｉｊＸ
　若ｄｉｊ（Ｘ）＞０，ｊ≠ｉ，则 Ｘ属于
ωｉ类

　存在 Ｍ个判别函数 ｉ
＝１，２，…，Ｍ，除了边界
以外，没有不确定区域，

是第二种情况的特殊状

态。在此种条件下可分，

则在第二种情况下也可

分；反之不然

　ｄｉ（Ｘ）＝ＷＴｉＸｍａｘ（ｄｉ（Ｘ））
　把 Ｘ代入 Ｍ个判别函数中，判
别函数最大的那个类就是 Ｘ所属
类别

模式分类方案取决于两个因素：判别函数ｄ（Ｘ）的形式和系数 Ｗ的确定。前者和所研究
模式类的集合形式直接有关。一旦前者确定后，需要确定的就是后者，它们可通过模式的样品

来确定。

５３　线性判别函数的实现

前面介绍了判别函数的形式。对于判别函数来说，应该确定两方面内容：一方面是方程的

形式，另一方面为方程所带的系数。对于线性判别函数来说，方程的形式固定为线性，维数固

定为特征向量的维数，方程组的数量取决于待识别对象的类数。既然方程组的数量、维数和形

式已定，则对判别函数的设计就是确定函数的各系数，即线性方程的各个权值。下面将讨论怎

样确定线性判别函数的系数。

首先按需要确定一准则函数 Ｊ，如 Ｆｉｓｈｅｒ准则、感知器算法、增量校正算法、ＬＭＳＥ算法。
确定准则函数Ｊ达到极值时Ｗ及Ｗ０ 的具体数值，从而确定判别函数，完成分类器设计。线
性分类器设计任务是在给定样品集条件下，确定线性判别函数的各项系数；对待测样品进行分

类时，能满足相应的准则函数 Ｊ为最优的要求。这种方法的具体过程可大致分为以下几个
方面。

① 确定使用的判别函数类型或决策面方程类型，如线性分类器，分段线性分类器，非线性
分类器或近邻法等。

② 按需要确定一准则函数Ｊ，如Ｆｉｓｈｅｒ准则、感知器算法、增量校正算法、ＬＭＳＥ算法。增
量校正算法与感知器算法的实现相似，只是在进行权矢量修正时加上了权系数；ＬＭＳＥ算法以
最小均方误差作为准则。

③ 确定准则函数 Ｊ达到极值时 Ｗ及 Ｗ
０ 的具体数值，从而确定判别函数，完成分类

器设计。
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在计算机上确定各权值时采用的是“训练”或“学习”的方法，就是挑选一批已分类的样

品，把这批样品输入到计算机的“训练”程序中去，通过多次迭代后，准则函数 Ｊ达到极值，得
到正确的线性判别函数。

５４　感知器算法

１理论基础

既然判别函数分类器的训练过程就是确定该函数的权集，为叙述方便起见，我们从判别函

数的一般形式着手。对于两类问题来说，设有判别函数

ｄ（Ｘ）＝ｗ１ｘ１＋ｗ２ｘ２＋ｗ３＝０ （５９）
并已知训练集ＸＡ，ＸＢ，ＸＣ，ＸＤ且

｛ＸＡ，ＸＢ｝∈ω１
因而对它们来说

ｄ（Ｘ）＞０
有

｛ＸＣ，ＸＤ｝∈ω２
因而对它们来说

ｄ（Ｘ）＜０
设

ＸＡ＝
ｘ１Ａ
ｘ( )
２Ａ

　　ＸＢ＝
ｘ１Ｂ
ｘ( )
２Ｂ

　　ＸＣ＝
ｘ１Ｃ
ｘ( )
２Ｃ

　　ＸＤ＝
ｘ１Ｄ
ｘ( )
２Ｄ

则判别函数可以联立成

ｘ１Ａｗ１＋ｘ２Ａｗ２＋ｗ３＞０

ｘ１Ｂｗ１＋ｘ２Ｂｗ２＋ｗ３＞０

ｘ１Ｃｗ１＋ｘ２Ｃｗ２＋ｗ３＜０

ｘ１Ｄｗ１＋ｘ２Ｄｗ２＋ｗ３










＜０

即

　ｘ１Ａｗ１＋ｘ２Ａｗ２＋ｗ３＞０

　ｘ１Ｂｗ１＋ｘ２Ｂｗ２＋ｗ３＞０

－ｘ１Ｃｗ１－ｘ２Ｃｗ２－ｗ３＞０

－ｘ１Ｄｗ１－ｘ２Ｄｗ２－ｗ３










＞０

因此判别函数可写成一般方程形式

ＸＷ＞０ （５１０）
式中，Ｗ为权矢量

Ｗ＝（ｗ１，ｗ２，ｗ３）
Ｔ

Ｘ为这个样品特征值的增１矩阵

３９第５章　判别函数分类器设计



Ｘ＝

ｘ１Ａ ｘ２Ａ １

ｘ１Ｂ ｘ２Ｂ １

－ｘ１Ｃ －ｘ２Ｃ －１

－ｘ１Ｄ －ｘ２Ｄ













－１

训练过程就是对判断好的样品集求解权矢量 Ｗ，即根据已知类别的样品求出权系数，形
成判别界线（面），再对未知类别的样品求出其类别。这是一个线性联立不等式的求解问题，

只对线性可分问题方程（５１０）才有解。对这样的问题来说，如果有解，其解也不一定是单值
的，因而就有一个按不同条件取得最优解的问题。因此出现了多种不同的算法，这里介绍梯

度法。

（１）梯度下降法

图５７　梯度下降法
准则函数示意图

因为求某一函数ｆ（Ｗ）的数值解，通常只能求出在某种意
义下的最优解，即先定义一个准则函数，然后在使此准则函数

最大或最小的情况下，求出 ｆ（Ｗ）的解，如图５７所示。梯度
法就是先确定一准则函数 Ｊ（Ｗ），然后选一初值 Ｗ（１），这样
可用迭代式

Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）－Ｃ·ΔＪ（Ｗ（ｋ）） （５１１）
找到Ｗ的数值解。

设有一组样品 Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ，其中 Ｘｉ是规范化增广样品
向量，目的是找一个解向量Ｗ，使得

ＷＴＸｉ＞０　　ｉ＝１，２，…，Ｎ （５１２）
显然，对于线性可分情况，该问题才有解。为此，这里首先考虑处理线性可分问题的算法。

可将准则函数Ｊ的形式选为
Ｊ（Ｗ，Ｘ）＝α（ ＷＴＸ －ＷＴＸ） （５１３）

① 当Ｘ被错误分类时，就有ＷＴＸ≤０，或－ＷＴＸ≥０；因此，式（５１３）中的Ｊ（Ｗ，Ｘ）总是大
于０。因此，在Ｘ被错误分类时，函数 Ｊ（Ｗ，Ｘ）＝Ｊ（Ｗ）的坐标原点左侧，为一反比于 Ｗ的
斜线。

② 在ＷＴＸ＞０时，有 Ｊ（Ｗ，Ｘ）＝Ｊｍｉｎ（Ｗ，Ｘ）＝０，Ｘ被正确分类时，在坐标原点右
侧Ｊ（Ｗ，Ｘ）＝０，Ｗ获得一确定解的区域。

矢量的方向主要是由其取值最大的分量决定的，故负梯度向量 －ΔＪ（Ｗ）指出了 Ｗ的最
陡下降方向。当梯度向量为０时，达到了函数的极值。对联立不等式（５１０）求解 Ｗ的问题，

可转化为求函数极小值的问题。若准则函数Ｊ的梯度Ｊ
Ｗ
收敛为０，则表明达到Ｊ的极值，从而

就是方程（５１０）的最优解Ｗ。
我们把样品集看做一个不断重复出现的序列而逐个加以考虑。例如，有三个样品组成的

样品序列ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ１，ｙ２，…，其中画“
－
”的是被分错的样品，则把错分样品序列 ｙ１，

ｙ３，ｙ１，ｙ２，ｙ１，…记做ｙ
１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，…；对于任意权向量Ｗ（ｋ），如果它把某个样品分错了，则

对Ｗ（ｋ）做一次修正。这种方法称为单样品修正法。由于仅在发现分错类时，才修正 Ｗ（ｋ），
所以只注意那些被分错类的样品就行了。当且仅当错分样品集合为空集时，Ｊ（Ｗ）＝ｍｉｎＪ
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（Ｗ）＝０，这时将不存在错分样品，这时的Ｗ就是我们要寻找的解向量Ｗ。
有了准则函数Ｊ（Ｗ），下一步便是求使Ｊ（Ｗ）达到极小值时的解向量Ｗ了。设Ｗ（ｋ）为

Ｗ的ｋ次迭代解，Ｗ（ｋ＋１）为其后的另一迭代解，只要下一迭代解沿斜线下降，总有可能收敛
地搜索到满足要求的Ｗ值，即有

Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）－Ｃ Ｊ
Ｗ（ｋ{ }）Ｗ＝Ｗ（ｋ）

（５１４）

式中，Ｃ为有助于收敛的校正系数。
在确定式（５１３）的系数α后，可推导出迭代算法的具体关系。不妨设α＝１／２，即

Ｊ（Ｗ，Ｘ）＝１２（ Ｗ
ＴＸ －ＷＴＸ） （５１５）

则

Ｊ
Ｗ
＝１２［Ｘｓｇｎ（Ｗ

ＴＸ）－Ｘ］ （５１６）

其中

ｓｇｎ（ＷＴＸ）＝
　１， 若ＷＴＸ＞０
－１，{ 其他

（５１７）

将式（５１６）代入式（５１４）后，有

Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）＋Ｃ２｛Ｘ（ｋ）－Ｘ（ｋ）ｓｇｎ［Ｗ
Ｔ（ｋ）Ｘ（ｋ）］｝

＝
Ｗ（ｋ），若ＷＴ（ｋ）Ｘ（ｋ）＞０
Ｗ（ｋ）＋ＣＸ（ｋ），{ 其他

（５１８）

即ＷＴ（ｋ）Ｘ（ｋ）＞０时，表明对样品正确分类，Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ），不做修正；反之，当
ＷＴ（ｋ）Ｘ（ｋ）≤０时，表明对样品错误分类，Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）＋ＣＸ（ｋ），即应添加一修正项ＣＸ
（ｋ）。这就是感知器算法的基本形式。

梯度下降法可以简单地叙述为：任意给定初始权向量 Ｗ（１），第 ｋ＋１次迭代时的权向量
Ｗ（ｋ＋１）等于第ｋ次的权向量加上被Ｗ（ｋ）错分的样品乘以某个系数 Ｃ，可以证明，对于线性
可分的样品集，经过有限次修正，一定可以找到一个解向量 Ｗ，即算法在有限步内收敛。不
失一般性，可令Ｃ＝１。其收敛速度的快慢取决于初始权向量Ｗ（１）和系数Ｃ。

（２）“奖惩”算法

将感知器算法进一步具体化就是“奖惩”算法。

两类情况

若Ｘ（ｋ）∈ω１且 Ｗ
Ｔ（ｋ）Ｘ（ｋ）＞０，或 Ｘ（ｋ）∈ω２且 Ｗ

Ｔ（ｋ）Ｘ（ｋ）＜０，则不须修正，
即Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）。反之，则须修正，即

若Ｘ（ｋ）∈ω１且Ｗ
Ｔ（ｋ）Ｘ（ｋ）≤０，则Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）＋ＣＸ（ｋ）

若Ｘ（ｋ）∈ω２且Ｗ
Ｔ（ｋ）Ｘ（ｋ）≥０，则Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）－ＣＸ（ｋ）

多类情况

手写体数字的识别属于多类情况。对于多类问题，我们可以采用判别函数最大值的方法

来训练，即对于Ｍ个类，应该有Ｍ个判别函数。
设有ω１，ω２，…，ωＭ（共Ｍ类样品），并且在ｋ次迭代时出现的样品Ｘ（ｋ）∈ωｉ，如果采用奖
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惩算法，则Ｍ个判别函数ｄｉ［Ｘ（ｋ）＝Ｗ
Ｔ
ｉ（ｋ）Ｘ（ｋ），ｉ＝１，２，…Ｍ］都应加以计算。

① 对于ｄｉ［Ｘ（ｋ）］＞ｄｊ［Ｘ（ｋ）］，则权矢量不必加以修正，即
Ｗｉ（ｋ＋１）＝Ｗｉ（ｋ）

Ｗｊ（ｋ＋１）＝Ｗｊ（ｋ{ ）
（５１９）

② 若对于ｄｉ［Ｘ（ｋ）］≤ｄｊ［Ｘ（ｋ）］，则应按下式修正权矢量：
Ｗｉ（ｋ＋１）＝Ｗｉ（ｋ）＋ＣＸ（ｋ）

Ｗｊ（ｋ＋１）＝Ｗｊ（ｋ）－ＣＸ（ｋ{ ）
（５２０）

例如，手写数字分１０个类，每个样品有２５个特征，有１０个判别函数如下：
ｄ０（Ｘ）＝ω００ｘ０＋ω０１ｘ１＋…＋ω０，２４ｘ２４
ｄ１（Ｘ）＝ω１０ｘ０＋ω１１ｘ１＋…＋ω１，２４ｘ２４



ｄ９（Ｘ）＝ω９０ｘ０＋ω９１ｘ１＋…＋ω９，２４ｘ２４
对于某一个已知类别为１的样品Ｘ，计算这１０个判别函数，如果有 ｄ１（Ｘ）＞ｄｊ（Ｘ），（ｊ＝

０，２，３，…，９），Ｗｊ（ｊ＝０，２，３，…，９）不修改，Ｗｊ（ｋ＋１）＝Ｗｊ（ｋ）。
而若ｄ１（Ｘ）＜ｄ８（Ｘ）或ｄ１（Ｘ）＜ｄ９（Ｘ），则Ｗ１，Ｗ２至Ｗ９按如下规则修改

Ｗ１（ｋ＋１）＝Ｗ１（ｋ）＋ＣＸ（ｋ）

Ｗｊ（ｋ＋１）＝Ｗｊ（ｋ）－ＣＸ（ｋ{ ）
　　（ｊ＝０，２，３，…，９）

（３）实例说明

为了理解算法的思路，这里给一个简单的例子，用感知器算法对三类模式求判别函数，每

类仅含一个样品：

ω１：｛（０，０）
Ｔ｝，ω２：｛（１，１）

Ｔ｝，ω３：｛（－１，１）
Ｔ｝。

其增广形式为

（０，０，１）Ｔ，（１，１，１）Ｔ，（－１，１，１）Ｔ。
取参数Ｃ＝１，初始值Ｗ１（１）＝Ｗ２（１）＝Ｗ３（１）＝（０，０，０）

Ｔ。其步骤如下。

① 输入样品Ｘ（１），则
ｄ１［Ｘ（１）］＝Ｗ

Ｔ
１（１）Ｘ（１）＝０

ｄ２［Ｘ（１）］＝Ｗ
Ｔ
２（１）Ｘ（１）＝０

ｄ３［Ｘ（１）］＝Ｗ
Ｔ
３（１）Ｘ（１）＝０

因Ｘ（１）∈ω１，而 ｄ［Ｘ（１）］均为０，ｄ１［Ｘ（１）］不是最大值，故需根据式（５２０）来修改
权矢量

Ｗ１（２）＝Ｗ１（１）＋Ｘ（１）＝（０，０，１）
Ｔ

Ｗ２（２）＝Ｗ２（１）－Ｘ（１）＝（０，０，－１）
Ｔ

Ｗ３（２）＝Ｗ３（１）－Ｘ（１）＝（０，０，－１）
Ｔ

② 输入Ｘ（２），Ｘ（２）∈ω２，则
ＷＴ１（２）Ｘ（２）＝１，Ｗ

Ｔ
２（２）Ｘ（２）＝－１，Ｗ

Ｔ
３（２）Ｘ（２）＝－１

ｄ２［Ｘ（２）］不是最大值，故需修改权矢量
Ｗ１（３）＝Ｗ１（２）－Ｘ（２）＝（－１，－１，０）

Ｔ
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Ｗ２（３）＝Ｗ２（２）＋Ｘ（２）＝（１，１，０）
Ｔ

Ｗ３（３）＝Ｗ３（２）－Ｘ（２）＝（－１，－１，－２）
Ｔ

③ 输入样品Ｘ（３），Ｘ（３）∈ω３，则
ＷＴ１（３）Ｘ（３）＝０，Ｗ

Ｔ
２（３）Ｘ（３）＝０，Ｗ

Ｔ
３（３）Ｘ（３）＝－２

ｄ３［Ｘ（３）］不是最大值，故需修正权矢量
Ｗ１（４）＝Ｗ１（３）－Ｘ（３）＝（０，－２，－１）

Ｔ

Ｗ２（４）＝Ｗ２（３）－Ｘ（３）＝（２，０，－１）
Ｔ

Ｗ３（４）＝Ｗ３（３）＋Ｘ（３）＝（－２，０，－１）
Ｔ

至此已完成一次迭代，但未得到对三类模式均为正确的权矢量，故令Ｘ（４）＝Ｘ（１），Ｘ（５）＝
Ｘ（２），Ｘ（６）＝Ｘ（３），再次进行迭代。

④ 输入样品Ｘ（４），得到
ＷＴ１（４）Ｘ（４）＝－１，Ｗ

Ｔ
２（４）Ｘ（４）＝－１，Ｗ

Ｔ
３（４）Ｘ（４）＝－１

因Ｘ（４）∈ω１，而ｄ１［Ｘ（４）］不是最大值，应修正权矢量
Ｗ１（５）＝Ｗ１（４）＋Ｘ（４）＝（０，－２，０）

Ｔ

Ｗ２（５）＝Ｗ２（４）－Ｘ（４）＝（２，０，－２）
Ｔ

Ｗ３（５）＝Ｗ３（４）－Ｘ（４）＝（－２，０，－２）
Ｔ

⑤ 输入样品Ｘ（５）∈ω２，各判别函数的值为
ＷＴ１（５）Ｘ（５）＝－２，Ｗ

Ｔ
２（５）Ｘ（５）＝０，Ｗ

Ｔ
３（５）Ｘ（５）＝－４

ｄ２［Ｘ（５）］是最大值，这一判别结果是正确的，因而权矢量不需修正：
Ｗ１（６）＝Ｗ１（５）＝（０，－２，０）

Ｔ

Ｗ２（６）＝Ｗ２（５）＝（２，０，－２）
Ｔ

Ｗ３（６）＝Ｗ３（５）＝（－２，０，－２）
Ｔ

⑥ 输入样品Ｘ（６）∈ω３，判别结果为
ＷＴ１（６）Ｘ（６）＝－２，Ｗ

Ｔ
２（６）Ｘ（６）＝－４，Ｗ

Ｔ
３（６）Ｘ（６）＝０

判别结果正确，因而

Ｗ１（７）＝Ｗ１（６）＝（０，－２，０）
Ｔ

Ｗ２（７）＝Ｗ２（６）＝（２，０，－２）
Ｔ

Ｗ３（７）＝Ｗ３（６）＝（－２，０，－２）
Ｔ

⑦ 输入样品Ｘ（７）＝（０，０，１）Ｔ，Ｘ（７）∈ω１，各判别函数的值为
ＷＴ１（７）Ｘ（７）＝０，Ｗ

Ｔ
２（７）Ｗ（７）＝－２，Ｗ

Ｔ
３（７）Ｘ（７）＝－２

至此，所有的样品都通过了检验，因而权矢量为

Ｗ１（８）＝Ｗ１（７）＝（０，－２，０）
Ｔ

Ｗ２（８）＝Ｗ２（７）＝（２，０，－２）
Ｔ

Ｗ３（８）＝Ｗ３（７）＝（－２，０，－２）
Ｔ

于是三个判别函数为

ｄ１（Ｘ）＝－２ｘ２
ｄ２（Ｘ）＝２ｘ１－２
ｄ３（Ｘ）＝－２ｘ１－２
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２实现步骤

① 设各个权矢量的初始值为０，即Ｗ０＝Ｗ１＝Ｗ２＝…＝Ｗ９＝０。

② 第ｋ次输入一个样品Ｘ（ｋ），计算第ｋ次迭代计算的结果为
ｄｉ［Ｘ（ｋ）］＝Ｗ

Ｔ
ｉ（ｋ）Ｘ（ｋ），ｉ＝０，１，…，９

③ 若Ｘ（ｋ）∈ωｉ，ｉ＝０，１，…，９，判断 ｄｉ［Ｘ（ｋ）］是不是最大值。若是，则各个权值不需修
正；否则，各权值需修正：

Ｗｉ（ｋ＋１）＝Ｗｉ（ｋ）＋Ｘ（ｋ），Ｗｊ（ｋ＋１）＝Ｗｊ（ｋ）－Ｘ（ｋ）　　ｊ＝０，１，…，９，ｊ≠ｉ
④ 循环执行第②步，直到输入所有的样品，权值都不需要修正为止。注意，对于判别函数

分类器样品总数不需要过多。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｊｉａｎｇｃｈｅｎｇ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：奖惩算法
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｊｉａｎｇｃｈｅｎｇ（ｓａｍｐｌｅ）
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　ｗ＝ｚｅｒｏｓ（２６，１０）；％初始化权矢量矩阵
　　ｄ＝［］；
　　ｍａｘｐｏｓ＝０；
　　ｍａｘｖａｌ＝０；
　　ｆ＝１；
　　ｎ＝［］；ｍ＝［］；
　　％依次输入样本
　　ｆｏｒｊ＝１：１００
　　　　ｆｏｒｉ＝１：１０

ｆ＝１；
ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（２６，ｊ）＝１；％最后一位置１
ｆｏｒｋ＝１：１０
　　ｍ＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）；
　　ｄ（ｋ）＝ｗ（：，ｋ）′ｍ；
ｅｎｄ
％判断是否为最大值，如果是，ｆ＝１，否则ｆ＝０；
ｆｏｒｋ＝１：１０
　　ｉｆｋ～＝ｉ
　　　　ｉｆｄ（ｉ）＜＝ｄ（ｋ）
　　　　　　ｆ＝０；
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　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
ｅｎｄ
％修正权值
ｉｆ～ｆ
　　ｆｏｒｋ＝１：１０
　　　　ｉｆｋ＝＝ｉ
　　　　　　ｗ（：，ｋ）＝ｗ（：，ｋ）＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　ｗ（：，ｋ）＝ｗ（：，ｋ）－ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
ｅｎｄ

　　ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｓａｍｐｌｅ（２６）＝１；
ｈ＝［］；
％计算各类别的判别函数
ｆｏｒｋ＝１：１０
ｈ（ｋ）＝ｗ（：，ｋ）′ｓａｍｐｌｅ′；

ｅｎｄ
［ｍａｘｖａｌ，ｍａｘｐｏｓ］＝ｍａｘ（ｈ）；
ｙ＝ｍａｘｐｏｓ－１；

４效果图

奖惩算法识别效果如图５８所示。

图５８　奖惩算法识别效果

由于模式识别算法复杂，步骤较多，实现起来有一定的难度。为了使样品库少一些，将精

力着重放在算法的理解及编程实现上，我们将模板设计为５×５，比较小。读者可以将模板扩
充更大一些，这样计算会更准确些。
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５５　增量校正算法

１理论基础

（１）回归函数

从随机估计的角度来看，对于Ｍ类问题来说，贝叶斯分类器的判别函数可以表达成
ｄｉ（Ｘ）＝Ｐ（ωｉ Ｘ）Ｐ（Ｘ）　　ｉ＝１，２，…，Ｍ

认为Ｐ（Ｘ）与类别无关，因而
ｄｉ（Ｘ）＝Ｐ（ωｉ Ｘ） （５２１）

如果Ｘ∈ωｉ，则
ｄｉ（Ｘ）＞ｄｊ（Ｘ）　　ｊ＝１，２，…，Ｍ且ｊ≠ｉ

对于两类问题来说，其判别边界为

ｄ１（Ｘ）－ｄ２（Ｘ）＝０ （５２２）
即

ｄ（Ｘ）＝ｄ１（Ｘ）－ｄ２（Ｘ）＝Ｐ（ω１ Ｘ）－［１－Ｐ（ω１ Ｘ）］＝２Ｐ（ω１ Ｘ）－１＝０
则有

ｄ（Ｘ）＞０
ｄ（Ｘ）≤０


Ｘ∈ω１
Ｘ∈ω{

２

（５２３）

或者

Ｐ（ω１ Ｘ）＞１／２

Ｐ（ω１ Ｘ）≤１／２

Ｘ∈ω１
Ｘ∈ω{

２

（５２４）

１／２只是对判别界限的一个位移，因而为分析方便起见，可把判别函数直接看做
ｄ（Ｘ）＝Ｐ（ω１ Ｘ）＝０ （５２５）

当然，如果为两类问题，对于最后求得的判别函数应该考虑进行判别界限的这一位移。

由于多项式处理问题的方便性，在随机估计中仍以一多项式来逼进函数Ｐ（ωｉ Ｘ），即令

Ｐ（ωｉ Ｘ）＝
ｎ＋１

ｊ＝１
ｗｉｊφｊ（Ｘ）

式中，φｊ（Ｘ）为一定形式的非线性或线性方程。由于 φｊ（Ｘ）中的各项最终总是可以以一个线
性变量来代替，因而可写出

Ｐ（ωｉ Ｘ）＝Ｗ
Ｔ
ｉＸ （５２６）

式中，Ｗｉ＝［ｗｉ１，ｗｉ２，…，ｗｉ（ｎ＋１）］
Ｔ为权矢量，Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，１）

Ｔ为特征增１矢量。现在的
问题是怎样通过对样品的逐个观察来估计权矢量的。

当各类样品以Ｐ（ωｉ Ｘ）的概率密度出现时，实际观测值不是概率密度而是逻辑判断结论

ｒｉ（Ｘ）＝
１， Ｘ∈ωｉ
０， Ｘω{

ｉ

可以把这种观察结果看做由于系统中引入了均值为零的随机干扰 η所造成的后果，如
图５９所示。

这种干扰的影响可写成
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ｒｉ（Ｘ）＝Ｐ（ωｉ Ｘ）＋η （５２７）
因为

Ｅ（η）＝０
所以可写出Ｐ（ωｉ Ｘ）的估计为

Ｐ　^（ωｉ Ｘ）＝Ｅ｛Ｐ（ωｉ Ｘ）｝＝Ｅ｛ｒｉ（Ｘ）｝

按照统计学上的概念，Ｐ　^（ωｉ Ｘ）称为Ｐ（ωｉ Ｘ）的回归估计，Ｐ
　^
（ωｉ Ｘ）也称为回归函数。

如图５１０所示，这种回归函数ｈ^（Ｘ）与观察结果 ｈ（Ｘ）之间的关系，由于受到随机干扰的

影响，观测值散布在回归函数ｈ^（Ｘ）的四周并形成误差。从理论上来说，如果在变量 Ｘ的每一
点上测量大量的观测值，则每一点上 ｈ（Ｘ）的期望值应该就是回归估计。但因为无法按照这
样的要求来选取样品，只能按照有限的观察次数来进行估计。

图５９　对Ｐ（ωｉ Ｘ）的观察结果
　　

图５１０　回归函数ｈ^（Ｘ）与观察结果ｈ（Ｘ）

如果再考虑到式（５２６）的关系，则可看到所希望得到的权矢量的估计值Ｗ　^ｉ。这就是说，
从式（５２６）来看，Ｗｉ也是以随机变量的角色出现的。所研究的是对Ｐ（ωｉ Ｘ）的估计，实际上
希望解决的是对Ｗｉ的估计。

一个算法总是以某一个准则函数出现的最佳状态作为条件而建立起来的，设准则函数为

Ｊ（Ｗｉ，Ｘ）＝Ｅ｛ｆ（Ｗｉ，Ｘ）｝ （５２８）
则出现最优的条件为

Ｊ／Ｗ＝ｆ′（Ｗｉ）＝０
由此确定了相应于最优状态时的Ｗｉ值。如果Ｊ／Ｗｉ是一个回归函数，则由 ｆ′（Ｗｉ）＝０

解Ｗｉ，也就是对回归函数Ｊ／Ｗ＝０求其根Ｗｉ。从图５１０来说，就是对ｈ^（Ｘ）＝０求根Ｘ
　^
。这

样一个随机估计问题就是对回归函数解它等于零时的根。由于Ｗｉ为随机变量以及准则函数
所采用的数学期望的形式，使得Ｊ／Ｗ成为回归函数的假设可以成立。

为便于讨论起见，把回归函数 Ｊ／Ｗ写成 ｇ（Ｗ），把它的观测值写成 ｈ（Ｗ），认为函数

ｇ（Ｗ）只具有单根Ｗ　^，因而ｇ（Ｗ　^）＝０。按照对噪声统计性质的规定有Ｅ｛ｈ（Ｗ）｝＝ｇ（Ｗ）。另
外，还认为观测值对其数学期望的方差处在一定的有限范围之内，即

σ２＝Ｅ｛［ｇ（Ｗ）－ｈ（Ｗ）］２｝ （５２９）
对所有Ｗ值来说，都是一个有限的值。从而我们引入了ＲｏｂｂｉｎｓＭｏｎｒｏ（ＲＭ）算法，ＲＭ

算法建立在下述递推方程的基础上：

Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）－αｋｈ［Ｗ（ｋ）］ （５３０）
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Ｗ（ｋ＋１）和Ｗ（ｋ）是Ｗ的ｋ＋１次和ｋ次递推值，αｋ是一正级数中的第 ｋ个分量。αｋ按

照调和级数１，１２，
１
３，
１
４，…，

１
ｋ（ｋ为递推次数）顺次递减。

现在要把ＲＭ算法应用到模式识别上来，因为ｇ（Ｗ）＝Ｅ｛ｈ（Ｗ）｝，也即
Ｊ／Ｗ＝Ｅ｛ｈ（Ｗ）｝ （５３１）

Ｊ为准则函数
Ｊ（Ｗ，Ｘ）＝Ｅ｛ｆ（Ｗ，Ｘ）｝ （５３２）

对式（５－３２）进行偏微分，可得
Ｊ（Ｗ，Ｘ）
Ｗ

＝Ｅｆ（Ｗ，Ｘ）{ }Ｗ （５３３）

对比一下式（５３１）和式（５３３）可得

ｈ（Ｗ）＝ｆ（Ｗ，Ｘ）
Ｗ

（５３４）

因而在模式识别情况下，ＲＭ算法可以表示成

Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）－αｋ
ｆ（Ｗ，Ｘ）
{ }Ｗ Ｗ＝Ｗ（ｋ）

（５３５）

在
ｆ（Ｗ，Ｘ）
Ｗ

＝０时得到回归函数的根Ｗ　^，而这时

Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）
现在对式（５３５）的求解就决定于准则函数的具体形式了。

（２）增量校正算法

增量校正算法采用绝对偏差的平均值为最小的原则，这时准则函数取为

Ｊ（Ｗｉ，Ｘ）＝Ｅ｛ ｒｉ（Ｘ）－Ｗ
Ｔ
ｉＸ ｝ （５３６）

式中

ｒｉ（Ｘ）＝
１， Ｘ∈ωｉ
０， Ｘω{

ｉ

式（５－３６）对Ｗｉ进行偏微分，可得
Ｊ
Ｗｉ
＝Ｅ｛－Ｘｓｇｎ［ｒｉ（Ｘ）－Ｗ

Ｔ
ｉＸ］｝ （５３７）

式中

ｓｇｎ［ｒｉ（Ｘ）－Ｗ
Ｔ
ｉＸ］＝

　１， ｒｉ（Ｘ）≥Ｗ
Ｔ
ｉＸ

－１， ｒｉ（Ｘ）＜Ｗ
Ｔ
ｉ

{ Ｘ
由式（５３３）可以写出

ｆ（Ｗｉ，Ｘ）
Ｗｉ

＝－Ｘｓｇｎ［ｒｉ（Ｘ）－Ｗ
Ｔ
ｉＸ］ （５３８）

因而算法方程为

Ｗｉ（ｋ＋１）＝Ｗｉ（ｋ）＋αｋＸ（ｋ）ｓｇｎ｛ｒｉ［Ｘ（ｋ）］－Ｗ
Ｔ
ｉ（ｋ）Ｘ（ｋ）｝ （５３９）

Ｗｉ的初值Ｗ（１）是可以任意选取的，式（５－３９）也可写成

Ｗｉ（ｋ＋１）＝
Ｗｉ（ｋ）＋αｋＸ（ｋ）， ＷＴｉ（ｋ）Ｘ（ｋ）＜ｒｉ［Ｘ（ｋ）］

Ｗｉ（ｋ）－αｋＸ（ｋ）， ＷＴｉ（ｋ）Ｘ（ｋ）≥ｒｉ［Ｘ（ｋ{ ）］
（５４０）
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算法的每一步都要校正权向量。而感知器算法只有在某一个模式样品被错误分类时才校

正。由式（５３９）或式（５４０）看出，算法每一步的校正值都正比于增量 αｋ，故称为增量校正
算法。

对于多类问题来说，判别函数为

ｄｉ（Ｘ）＝Ｗ
Ｔ
ｉＸ

如果Ｘ∈ωｉ，则
ｄｉ（Ｘ）＝Ｗ

Ｔ
ｉＸ＝ｒｉ［Ｘ］＝１

而

ｄｊ（Ｘ）＝Ｗ
Ｔ
ｊＸ＝ｒｊ［Ｘ］＝０

（３）实例说明

为了说明该算法的实现过程，这里给出一个例子，给定两类样品：

ω１：（０，０，０）
Ｔ，（１，０，０）Ｔ，（１，０，１）Ｔ，（１，１，０）Ｔ

ω２：（０，０，１）
Ｔ，（０，１，０）Ｔ，（０，１，１）Ｔ，（１，１，１）Ｔ

现在用增量校正算法计算判别函数。在进行迭代运算之前，各样品的特征向量经过增１：
ω１：（０，０，０，１）

Ｔ，（１，０，０，１）Ｔ，（１，０，１，１）Ｔ，（１，１，０，１）Ｔ

ω２：（０，０，１，１）
Ｔ，（０，１，０，１）Ｔ，（０，１，１，１）Ｔ，（１，１，１，１）Ｔ

以Ｗ（１）＝０，αｋ＝１／ｋ进行讨论。
① 令Ｘ（１）＝（０，０，０，１）Ｔ，Ｘ（１）∈ω１，Ｗ（２）＝Ｗ（１）＋α１Ｘ（１）ｓｇｎ｛ｒ［Ｘ（１）］－Ｗ

Ｔ（１）Ｘ（１）｝
因为α１＝１，ｒ［Ｘ（１）］＝１和ｒ［Ｘ（１）］＞Ｗ

Ｔ（１）Ｘ（１）
因而Ｗ（２）＝Ｗ（１）＋０＝（０，０，０，１）Ｔ

② 令Ｘ（２）＝（１，０，０，１）Ｔ，Ｘ（２）∈ω１，α２＝
１
２，ｒ［Ｘ（２）］＝１

Ｗ（３）＝Ｗ（２）＋α２Ｘ（２）ｓｇｎ｛ｒ［Ｘ（２）］－Ｗ
Ｔ（２）Ｘ（２）｝

因为　ｒ［Ｘ（２）］＝ＷＴ（２）Ｘ（２）

因此　Ｗ（３）＝Ｗ（２）－１２（１，０，０，１）
Ｔ＝ －１２，０，０，( )１２

③ 令Ｘ（３）＝（１，０，１，１）Ｔ，Ｘ（３）∈ω１，ｒ［Ｘ（３）］＝１
Ｗ（４）＝Ｗ（３）＋α２Ｘ（３）ｓｇｎ｛ｒ［Ｘ（３）］－Ｗ

Ｔ（３）Ｘ（３）｝
因为　ｒ［Ｘ（３）］＞ＷＴ（３）Ｘ（３）

因此　Ｗ（４）＝Ｗ（３）＋１３（１，０，１，１）
Ｔ＝ －１６，０，

１
３，( )５６

Ｔ

按照同样的步骤把以下的样品逐个输入。当输入样品Ｘ∈ω２时，ｒｉ［Ｘ（ｋ）］＝０，以此确定
函数ｓｇｎ｛ｒ［Ｘ（ｋ）］－ＷＴ（ｋ）Ｘ（ｋ）｝的符号，由此而决定修正量的方向。

一直进行到第１５步，即ｋ＝１５，αｋ＝
１
１５，得到可以令人满意的结果，这时

Ｗ（１６）＝（０２３３，－０２３９，－０２１６，０６１９）Ｔ

因此判别方程为

ｄ（Ｘ）＝Ｐ（ω Ｘ）－１２＝Ｗ
ＴＸ－１２＝０２３３ｘ１－０２３９ｘ２－０２１６ｘ３＋０１１９＝０
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２实现步骤

① 设各个权矢量的初始值为０，即Ｗ０（０）＝Ｗ１（０）＝Ｗ２（０）＝…＝Ｗ９（０）＝０。

② 输入第ｋ次样品Ｘ（ｋ），计算ｄｉ（ｋ）＝Ｗ
Ｔ
ｉ（ｋ）Ｘ（ｋ）。

③ 若Ｘ（ｋ）∈ωｉ，则ｒｉ［Ｘ（ｋ）］＝１，否则ｒｉ［Ｘ（ｋ）］＝０。

④ 计算Ｗｉ（ｋ＋１），Ｗｉ（ｋ＋１）＝
Ｗｉ（ｋ）＋αｋＸ（ｋ）， ＷＴｉ（ｋ）Ｘ（ｋ）＜ｒｉ［Ｘ（ｋ）］

Ｗｉ（ｋ）－αｋＸ（ｋ）， ＷＴｉ（ｋ）Ｘ（ｋ）≥ｒｉ［Ｘ（ｋ{ ）］

其中αｋ＝１／ｋ。
⑤ 循环执行第②步，直到属于ωｉ类的所有样品都满足条件：

ｄｉ（Ｘ）＞ｄｊ（Ｘ）　　ｊ≠ｉ

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｚｅｎｇｌｉａｎｇｊｉａｏｚｈｅｎｇ（）

％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征

％返回值：ｙ：待识别样品所属类别

％函数功能：增量校正算法

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％

ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｚｅｎｇｌｉａｎｇｊｉａｏｚｈｅｎｇ（ｓａｍｐｌｅ）

　　ｃｌｃ；

　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；

　　ｗ＝ｚｅｒｏｓ（２６，１０）；％初始化权值

　　ｄ＝［］；

　　ｍａｘｐｏｓ＝０；

　　ｍａｘｖａｌ＝０；

　　ｒ＝［］；

　　ｆｌａｇ＝１；

　　ｎｕｍ１＝０；

　　ｎｕｍ２＝０；

　　ｆ＝１；

　　ｎ＝［］；ｍ＝［］；

　　ｗｈｉｌｅｆｌａｇ

　　　　ｆｌａｇ＝０；

　　　　ｎｕｍ２＝ｎｕｍ２＋１；

　　　　ｆｏｒｊ＝１：２０

ｆｏｒｉ＝１：１０

　　ｎｕｍ１＝ｎｕｍ１＋１；

　　％初始化向量ｒ，当前类别ｒ（ｉ）为１

　　ｒ＝［００００００００００］；
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　　ｒ（ｉ）＝１；

　　ｆ＝１；

　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（２６，ｊ）＝１；％末位置１

　　ｆｏｒｋ＝１：１０

　　　　ｍ＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）；

　　　　ｄ（ｋ）＝ｗ（：，ｋ）′ｍ；

　　ｅｎｄ

　　％判断是否为最大值，不是则ｆｌａｇ为１

　　ｆｏｒｋ＝１：１０

　　　　ｉｆｋ～＝ｉ

　　　　　　ｉｆｄ（ｉ）＜＝ｄ（ｋ）

　　　　　　　　ｆｌａｇ＝１；

　　　　　　ｅｎｄ

　　　　ｅｎｄ

　　ｅｎｄ

　　％校正权值

　　ｆｏｒｋ＝１：１０

　　　　ｉｆｒ（ｋ）＞ｄ（ｋ）

　　　　　　ｗ（：，ｋ）＝ｗ（：，ｋ）＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）／ｎｕｍ１；

　　　　ｅｌｓｅ

　　　　　　ｗ（：，ｋ）＝ｗ（：，ｋ）－ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）／ｎｕｍ１；

　　　　ｅｎｄ

　　ｅｎｄ

ｅｎｄ

　　ｅｎｄ

　　ｉｆｎｕｍ２＞４００

ｆｌａｇ＝０；

　　ｅｎｄ

ｅｎｄ

ｓａｍｐｌｅ（２６）＝１；

ｈ＝［］；

％计算判别函数

ｆｏｒｋ＝１：１０

ｈ（ｋ）＝ｗ（：，ｋ）′ｓａｍｐｌｅ′；

ｅｎｄ

［ｍａｘｖａｌ，ｍａｘｐｏｓ］＝ｍａｘ（ｈ）；

ｙ＝ｍａｘｐｏｓ－１；

４效果图

采用增量校正算法自动分类识别效果如图５１１所示。
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图５１１　增量校正算法分类识别效果

５６　ＬＭＳＥ验证可分性

１理论基础

（１）ＬＭＳＥ验证可分性

ＬＭＳＥ（ＬｅａｓｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ）算法是对准则函数引进最小均方误差这一条件而建立起
来的。这种算法的主要特点是在训练过程中判定训练集是否线性可分，从而可对结果的收敛

性做出判断。

ＬＭＳＥ算法把对满足式ＸＷ＞０中Ｗ的求解改为对满足
ＸＷ＝ｂ （５４１）

的求解，式中 ｂ＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂＲ）
Ｔ是各分量均为正值的一个矢量，故这两个公式是互相

等价的。

设判决函数

Ｊ（Ｗ，Ｘ，ｂ）＝１２
Ｒ

ｊ＝１
（ＷＴＸｊ－ｂｊ）

２ ＝１２ ＸＷ－ｂ ２ （５４２）

式中， ＸＷ－ｂ 为向量ＸＷ－ｂ的幅度，不难发现，当式（５４１）被满足时，判决函数 Ｊ（Ｗ，Ｘ，
ｂ）达到最小值。

由于Ｊ（Ｗ，Ｘ，ｂ）＝１２ ＸＷ－ｂ ２，故得到最小均方误差的条件为

Ｊ／Ｗ＝０
Ｊ／ｂ{ ＝０

因为　
Ｊ／Ｗ＝ＸＴ（ＸＷ－ｂ）
Ｊ／ｂ＝－（ＸＷ－ｂ{ ）

故有

ＸＴ（ＸＷ－ｂ）＝０
ＸＷ－ｂ{ ＝０

（５４３）

由式（５４３）可得
Ｗ＝（ＸＴＸ）－１ＸＴｂ＝Ｘ＃ｂ （５４４）
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式中Ｘ＃称为矩阵Ｘ的规范逆矩阵。若Ｘ为ｍ×ｎ矩阵，则Ｘ＃为ｎ×ｍ矩阵。
式（５４３）、式（５４４）确定了一些主要的迭代关系。对ｂ的前后两次迭代来说有

ｂ（ｋ＋１）＝ｂ（ｋ）＋δｂ（ｋ） （５４５）
因为ｂ应为正值，再考虑到式（５４３）的条件，则ｂ的增量δｂ（ｋ）应为

δｂ（ｋ）＝
０， ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ）≤０
２Ｃ［ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ）］， ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ）{ ＞０

式中，Ｃ为一正的校正系数。上式也可写为
δｂ（ｋ）＝Ｃ［ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ）＋ ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ） ］ （５４６）

引入误差矢量Ｅ（ｋ）为
Ｅ（ｋ）＝ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ） （５４７）

则式（５４６）可改写为
δｂ（ｋ）＝Ｃ［Ｅ（ｋ）＋ Ｅ（ｋ） ］ （５４８）

式中， Ｅ（ｋ） 为Ｅ（ｋ）的绝对值。
由式（５４４）和式（５４５）

Ｗ（ｋ＋１）＝Ｘ＃ｂ（ｋ＋１）
＝Ｘ＃［ｂ（ｋ）＋δｂ（ｋ）］
＝Ｘ＃ｂ（ｋ）＋Ｘ＃δｂ（ｋ）
＝Ｗ（ｋ）＋ＣＸ＃［Ｅ（ｋ）＋ Ｅ（ｋ） ］

（５４９）

式（５４４）的初始条件
Ｗ（１）＝Ｘ＃ｂ（１）

和ｂ（１）＞０都是ＬＭＳＥ算法的基本内容。由此得到ＬＭＳＥ算法的迭代式：
设初值ｂ（１），须使其每一分量都为正值，即

Ｗ（１）＝Ｘ＃ｂ（１）
Ｅ（ｋ）＝ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ）
Ｗ（ｋ＋１）＝Ｗ（ｋ）＋ＣＸ＃［Ｅ（ｋ）＋ Ｅ（ｋ） ］＝Ｗ（ｋ）＋ＣＸ＃ Ｅ（ｋ）
ｂ（ｋ＋１）＝ｂ（ｋ）＋Ｃ［Ｅ（ｋ）＋ Ｅ（ｋ










） ］

（５５０）

式中有

Ｘ＃Ｅ（ｋ）＝Ｘ＃［ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ）］
＝（ＸＴＸ）－１ＸＴ［ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ）］
＝（ＸＴＸ）－１ＸＴ（ＸＸ＃－１）ｂ（ｋ）
＝（ＸＴＸ）－１（ＸＴ－ＸＴ）ｂ（ｋ）
＝０

当然迭代式中也可先计算ｂ（ｋ＋１），然后按Ｗ（ｋ＋１）＝Ｘ＃ｂ（ｋ＋１）来计算。
可以证明，当模式类线性可分，且校正系数 Ｃ满足０＜Ｃ≤１时，ＬＭＳＥ算法收敛。证明收

敛性的关键在于，指出在极限情况下，误差矢量 Ｅ（ｋ）＝ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ）＝０，因为方程
组（５５０）指出，ｂ（ｋ）是各分量均非负的矢量，故若ＸＷ（ｋ）＝ｂ（ｋ），则ＸＷ（ｋ）＞０。

算法未能给出达到收敛的精确迭代次数，故通常在每次迭代后均对 ＸＷ（ｋ）和 Ｅ（ｋ）进行
检查。当ＸＷ（ｋ）＞０或Ｅ（ｋ）＝０则有解；反之，若Ｅ（ｋ）变得非正，则迭代应停止，表明该模式
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类是线性不可分的。

① 如果Ｅ（ｋ）＝０或ＸＷ（ｋ）＝ｂ（ｋ）＞０，有解。
② 如果Ｅ（ｋ）≥０，说明ＸＷ（ｋ）≥ｂ（ｋ）＞０，有解。
③ 如果Ｅ（ｋ）的全部分量为负（但不是全部为零），这表明该模式类别为线性不可分。因

为若Ｅ（ｋ）没有一个分量为正值，则ｂ（ｋ）将不会变化，所以不能求得解。
实际上，对一线性不可分模式，要达到Ｅ（ｋ）全部分量都为非正，需要迭代很多次，往往早

在Ｅ（ｋ）全部分量都达到非正值以前，就能看出其中有些分量向正值变化得极慢，这时已能估
计出造成线性不可分的某些样品，应及早采取对策。

图５１２　两类样品
示意图

（２）实例说明

下面以一个实例来说明这种情况。假设有４个训练样品，共分两
类，分布如图５１２所示。

ω１：（０，０）
Ｔ，（０，１）Ｔ，ω２：（１，０）

Ｔ，（１，１）Ｔ

显然它们是线性可分的。对 ω１，ω２，所有样品增１，并对 ω２取负
后可得样品矩阵为

Ｘ＝

　０ 　０ 　１
　０ 　１ 　１
－１ 　０ －１











－１ －１ －１

Ｘ的规范逆矩阵为

Ｘ＃＝（ＸＴＸ）－１ＸＴ＝１２

－１ －１ －１ －１
－１ 　１ 　１ 　１
３／２ １／２ －１／２ １／









２

取ｂ（１）＝（１，１，１，１）Ｔ和Ｃ＝１，得
Ｗ（１）＝Ｘ＃ｂ（１）＝（－２，０，１）Ｔ

因为

ＸＷ（１）＝

０ ０ １
０ １ １
－１ ０ －１











－１ －１ －１

－２
　０









　１
＝（１，１，１，１）Ｔ＞０

因而Ｗ（１）即为所求的解，这时
Ｅ（１）＝ＸＷ（１）－ｂ（１）＝０

现在把上述四个样品变换一下，使出现不可分的状态

ω１：（０，０）
Ｔ，（１，１）Ｔ

ω２：（０，１）
Ｔ，（１，０）Ｔ

这时的样品矩阵为

Ｘ＝

０ ０ １
１ １ １
０ －１ －１











－１ ０ －１
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Ｘ＃＝１２

－１ １ １ －１
－１ １ －１ １
３／２ －１／２ －１／２ －１／









２

取ｂ（１）＝（１，１，１，１）Ｔ和Ｃ＝１，得
Ｗ（１）＝Ｘ＃ｂ（１）＝（０，０，０）Ｔ

Ｅ（１）＝ＸＷ（１）－ｂ（１）＝（－１，－１，－１，－１）Ｔ

Ｅ（１）是一个全负分量的矢量，说明系统是线性不可分的。

２实现步骤

实现步骤如下：

① 每类各选取２０个样品，构成样品矩阵Ｘ。
② 计算Ｘ的规范逆矩阵。
③ 以ｂ（１）＝（１，１，…，１）Ｔ１×４０和Ｃ＝１开始迭代计算Ｗ和Ｅ。

Ｗ（ｋ）＝Ｘ＃ｂ（ｋ），　　Ｅ（ｋ）＝ＸＷ（ｋ）－ｂ（ｋ）
④ 求出Ｅ是一个全负分量的矢量，说明系统是线性不可分的。
⑤ ｂ按照下式变化

ｂ（ｋ＋１）＝ｂ（ｋ）＋Ｃ［Ｅ（ｋ）＋ Ｅ（ｋ） ］
⑥ 循环执行③，对Ｅ（ｋ）监督，可以知道对样品的循环训练是否可以得到收敛的结果。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｉｆｃｌａｓｓｉｆｉｅｄ（）
％参数：ｃｌａｓｓ１，ｃｌａｓｓ２：要验证的两个类别
％返回值：ｙ：１可分，２不可分
％函数功能：用ＬＭＳＥ方法验证两类的可分性，返回每次迭代的权值
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｉｆｃｌａｓｓｉｆｉｅｄ（ｃｌａｓｓ１，ｃｌａｓｓ２）
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ
　　ｃｌｃ；
　　％样品矩阵增１
　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｆｅａｔｕｒｅ（２６，１：２０）＝１；
　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ（２６，１：２０）＝１；
　　％取ｃｌａｓｓ１的前２０个样本
　　ｘ＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：２０）′；
　　％取ｃｌａｓｓ２的前２０个样本并取负
　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：２０）＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：２０）１；
　　ｘ＝［ｘ；ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：２０）′］；
　　ｘｓｈａｒｐ＝ｉｎｖ（ｘ′ｘ）ｘ′；％求Ｘ的规范逆矩阵
　　ｂ＝ｏｎｅｓ（４０）；
　　ｂ＝ｂ（：，１）；
　　ｆｌａｇ＝１；
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　　ｆ＝０；
　　ｆ１＝０；
　　ｗ＝［］；
　　ｅ＝［］；
　　ｃ＝０；
　　ｙ１＝０；
　　ｗｈｉｌｅｆｌａｇ
　　　　ｆ１＝０；
　　　　ｆ＝０；
　　　　ｗ＝ｘｓｈａｒｐｂ；％计算Ｗ
　　　　ｅ＝ｘｗｂ；％计算Ｅ
　　　　ｃ＝ｃ＋１；
　　　　ｓｔｒ＝［′第′ｎｕｍ２ｓｔｒ（ｃ）′次迭代的ｅ值：′］；
　　　　ｄｉｓｐ（ｓｔｒ）；
　　　　ｄｉｓｐ（ｅ′）；
　　　　ｆｏｒｉ＝１：４０
　　　　　　ｉｆｅ（ｉ）＞＝０＆～（ａｎｙ（ｉｓｎａｎ（ｅ（ｉ））））％Ｅ有非负并且不全是ＮａＮ？如果否，则不可分
　　　　　　　　ｆ＝１；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｉｆｆ
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：４０

ｉｆａｂｓ（ｅ（ｉ））＞１ｅ１０％Ｅ（ｉ）的绝对值大于阈值？是则调整ｂ值，否则可分
　　ｆ１＝１；
ｅｎｄ

　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｉｆｆ１
　　　　　　　　ｂ＝ｂ＋（ｅ＋ａｂｓ（ｅ））；％调整ｂ值
　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　ｙ１＝１；
　　　　　　　　ｆｌａｇ＝０；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　ｙ１＝２；
　　　　　　ｆｌａｇ＝０；
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｉｆ（ｃ＞１０００）
　　　　　　ｆｌａｇ＝０；％迭代次数超过１０００则退出
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｙ＝ｙ１；

４效果图

数字４和数字６可分性验证结果如图５１３所示。使用ＬＭＳＥ算法验证可分性计算结果，如
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图５１４所示，迭代到第２８次时，ｅ值非全负，表示数字４和数字６是可分的。

图５１３　数字４和数字６可分性验证结果

图５１４　使用ＬＭＳＥ算法验证可分性计算结果
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５７　ＬＭＳＥ分类算法

１理论基础

（１）ＬＭＳＥ分类算法

ＬＭＳＥ算法以最小均方误差作为准则，因均方误差为
Ｅ｛［ｒｉ（Ｘ）－Ｗ

Ｔ
ｉＸ］

２｝

因而准则函数为

Ｊ（Ｗｉ，Ｘ）＝
１
２Ｅ｛［ｒｉ（Ｘ）－Ｗ

Ｔ
ｉＸ］

２｝ （５５１）

准则函数在ｒｉ（Ｘ）－Ｗ
Ｔ
ｉＸ＝０时得Ｊ（Ｗｉ，Ｘ）的最小值。准则函数对Ｗｉ的偏导数为

Ｊ
Ｗｉ
＝Ｅ｛－Ｘ［ｒｉ（Ｘ）－Ｗ

Ｔ
ｉＸ］｝ （５５２）

代入迭代方程

Ｗｉ（ｋ＋１）＝Ｗｉ（ｋ）＋αｋＸ（ｋ）｛ｒｉ［Ｘ（ｋ）］－Ｗ
Ｔ
ｉ（ｋ）Ｘ（ｋ）｝ （５５３）

对于多类问题来说，Ｍ类问题应该有Ｍ个权函数方程，对于每一个权函数方程来说，如Ｘ
（ｋ）∈ωｉ，则

ｒｉ［Ｘ（ｋ）］＝１
否则

ｒｊ［Ｘ（ｋ）］＝０　　ｊ＝１，２，…，Ｍ，ｊ≠ｉ

（２）实例说明

下面用一个实例来说明ＬＭＳＥ算法的进行过程。给定两类样品：
ω１：（０，０，０）

Ｔ，（１，０，０）Ｔ，（１，０，１）Ｔ，（１，１，０）Ｔ

ω２：（０，０，１）
Ｔ，（０，１，０）Ｔ，（０，１，１）Ｔ，（１，１，１）Ｔ

现在用ＬＭＳＥ算法计算判别函数。在进行迭代运算之前，各样品的特征向量经过增１：
ω１：（０，０，０，１）

Ｔ，（１，０，０，１）Ｔ，（１，０，１，１）Ｔ，（１，１，０，１）Ｔ

ω２：（０，０，１，１）
Ｔ，（０，１，０，１）Ｔ，（０，１，１，１）Ｔ，（１，１，１，１）Ｔ

取Ｗ（１）＝０，αｋ＝１／ｋ。ＬＭＳＥ算法判别函数实现步骤如下：

① 令Ｘ（１）＝（０，０，０，１）Ｔ，Ｘ（１）∈ω１，α１＝１，ｒ［Ｘ（１）］＝１，
因此　Ｗ（２）＝Ｗ（１）＋α１Ｘ（１）［１－Ｗ

Ｔ（１）Ｘ（１）］＝（０，０，０，１）Ｔ

② Ｘ（２）＝（１，０，０，１）Ｔ，Ｘ（２）∈ω１，α２＝
１
２，ｒ［Ｘ（２）］＝１

因此 Ｗ（３）＝Ｗ（２）＋１２Ｘ（２）［１－Ｗ
Ｔ（２）Ｘ（２）］＝（０，０，０，１）Ｔ

③ Ｘ（３）＝（１，０，１，１）Ｔ，Ｘ（３）∈ω１，ｒ［Ｘ（３）］＝１
因此　Ｗ（４）＝Ｗ（３）＝（０，０，０，１）Ｔ

④ Ｘ（４）＝（１，１，０，１）Ｔ，Ｘ（４）∈ω１，ｒ［Ｘ（４）］＝１，
因此　Ｗ（５）＝Ｗ（４）＝（０，０，０，１）Ｔ
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⑤ Ｘ（５）＝（０，０，１，１）Ｔ，Ｘ（５）∈ω２，ｒ［Ｘ（５）］＝０，

因此　Ｗ（６）＝Ｗ（５）＋α５Ｘ（５）［０－Ｗ
Ｔ（５）Ｘ（５）］＝ ０，０，－１５，( )４５

Ｔ

经过１９次迭代以后，得到可以满足要求的结果为
Ｗ（２０）＝（０１３５，－０２３８，－０３０５，０７２１）Ｔ

因此判别函数为

ｄ（Ｘ）＝ＷＴＸ－０５＝０１３５ｘ１－０２３８ｘ２－０３０５ｘ３＋０２２１＝０

２算法实现

① 设各个权矢量的初始值为０，即Ｗ０（０）＝Ｗ１（０）＝Ｗ２（０）＝…＝Ｗ９（０）＝０。

② 输入第ｋ次样品Ｘ（ｋ），计算ｄｉ（ｋ）＝Ｗ
Ｔ
ｉ（ｋ）Ｘ（ｋ）。

③ 若Ｘ（ｋ）∈ωｉ，则ｒｉ［Ｘ（ｋ）］＝１，否则ｒｉ［Ｘ（ｋ）］＝０。
④ 计算Ｗｉ（ｋ＋１），Ｗｉ（ｋ＋１）＝Ｗｉ（ｋ）＋αｋＸ（ｋ）｛ｒｉ［Ｘ（ｋ）］－Ｗ

Ｔ
ｉ（ｋ）Ｘ（ｋ）｝，其中 αｋ＝

１／ｋ。
⑤ 循环执行第②步，直到属于ωｉ类的所有样品都满足条件：

ｄｉ（Ｘ）＞ｄｊ（Ｘ）　　ｊ≠ｉ

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｌｍｓｅｃｌａｓｓｉｆｙ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：ＬＭＳＥ算法
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｌｍｓｅｃｌａｓｓｉｆｙ（ｓａｍｐｌｅ）
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　ｗ＝ｚｅｒｏｓ（２６，１０）；％初始化权值
　　ｆｌａｇ＝１；
　　ｎｕｍ＝０；
　　ｎｕｍ１＝０；
　　ｄ＝［］；
　　ｍ＝［］；
　　ｒ＝［］；
　　ｗｈｉｌｅｆｌａｇ
　　　　ｆｌａｇ＝０；
　　　　ｎｕｍ１＝ｎｕｍ１＋１；
　　　　ｆｏｒｊ＝１：４０
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　　　　　ｎｕｍ＝ｎｕｍ＋１；
　　　　　　　　ｒ＝［００００００００００］；
　　　　　　　　ｒ（ｉ）＝１；
　　　　　　　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（２６，ｊ）＝１；％向量增１
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　　　　　　　　ｆｏｒｋ＝１：１０
　　　　　　　　　　ｍ＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）；
　　　　　　　　　　ｄ（ｋ）＝ｗ（：，ｋ）′ｍ；％计算ｄ
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｆｏｒｋ＝１：１０

ｉｆｋ～＝ｉ
　　ｉｆｄ（ｉ）＜＝ｄ（ｋ）％ｄ（ｉ）不是最大，则继续迭代
　　　　ｆｌａｇ＝１；
　　ｅｎｄ
ｅｎｄ

　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　％调整权值
　　　　　　　　ｆｏｒｋ＝１：１０

ｗ（：，ｋ）＝ｗ（：，ｋ）＋ｍ（ｒ（ｋ）ｄ（ｋ））／ｎｕｍ；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｉｆｎｕｍ１＞２００％超过迭代次数则退出
　　　　　　ｆｌａｇ＝０；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｓａｍｐｌｅ（２６）＝１；
　　ｈ＝［］；
　　ｆｏｒｋ＝１：１０
　　　　ｈ（ｋ）＝ｗ（：，ｋ）′ｓａｍｐｌｅ′；％计算判别函数
　　ｅｎｄ
　　［ｍａｘｖａｌ，ｍａｘｐｏｓ］＝ｍａｘ（ｈ）；
　　ｙ＝ｍａｘｐｏｓ－１；

４效果图

应用ＬＭＳＥ算法自动分类识别效果如图５１５所示。

图５１５　ＬＭＳＥ方法自动分类识别效果
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５８　Ｆｉｓｈｅｒ分类

１理论基础

在应用统计方法解决模式识别问题时，经常会遇到所谓的“维数灾难”的问题，在低维空

间里适用的方法在高维空间里可能完全不适用。因此压缩特征空间的维数有时是很重要的。

Ｆｉｓｈｅｒ方法实际上涉及维数压缩的问题。
如果把多维特征空间的点投影到一条直线上，就能把特征空间压缩成一维，这个在数学上

是很容易办到的。但是，在高维空间里很容易分开的样品，把它们投影到任意一条直线上，有

可能不同类别的样品就混在一起了，无法区分，如图５１６（ａ）所示，投影到 ｘ１或 ｘ２轴无法区
分。若把直线绕原点转动一下，就有可能找到一个方向，样品投影到这个方向的直线上，各类

样品就能很好地分开，如图５１６（ｂ）所示。因此直线方向的选择是很重要的。一般来说，总能
够找到一个最好的方向，使样品投影到这个方向的直线上很容易分开。如何找到这个最好的

直线方向以及如何实现向最好方向投影的变换，这正是Ｆｉｓｈｅｒ算法要解决的基本问题，这个投
影变换恰是我们所寻求的解向量Ｗ。

图５１６　Ｆｉｓｈｅｒ线性判别原理示意图

样品训练集以及待测样品的特征总数目为 ｎ。为了找到最佳投影方向，需要计算出各类
样品均值、样品类内离散度矩阵 Ｓｉ和总类间离散度矩阵 Ｓｗ、样品类间离散度矩阵 Ｓｂ，根据
Ｆｉｓｈｅｒ准则，找到最佳投影向量，将训练集内所有样品进行投影，投影到一维 Ｙ空间，由于 Ｙ空
间是一维的，则需要求出Ｙ空间的划分边界点，找到边界点后，就可以对待测样品进行一维 Ｙ
空间的投影，判断它的投影点与分界点的关系，将其归类。具体方法如下：

① 计算各类样品均值向量ｍｉ，ｍｉ是各个类的均值，Ｎｉ是ωｉ类的样品个数。

ｍｉ＝
１
ＮｉＸ∈ωｉ

Ｘ　　ｉ＝１，２ （５５４）

② 计算样品类内离散度矩阵Ｓｉ和总类内离散度矩阵Ｓｗ。

Ｓｉ＝
Ｘ∈ωｉ

（Ｘ－ｍｉ）（Ｘ－ｍｉ）
Ｔ　　ｉ＝１，２ （５５５）

Ｓｗ＝Ｓ１＋Ｓ２ （５５６）
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③ 计算样品类间离散度矩阵Ｓｂ。
Ｓｂ＝（ｍ１－ｍ２）（ｍ１－ｍ２）

Ｔ （５５７）
④ 求向量Ｗ。
我们希望投影后，在一维Ｙ空间里各类样品尽可能地分开，也就是说我们希望两类样品

均值之差（珟ｍ１－珟ｍ２）越大越好，同时希望各类样品内部尽量密集，即希望类内离散度越小越
好，因此，我们可以定义Ｆｉｓｈｅｒ准则函数为

ＪＦ（Ｗ）＝
ＷＴＳｂＷ
ＷＴＳｗＷ

（５５８）

使得ＪＦ（Ｗ）取得最大值的Ｗ为
Ｗ ＝Ｓ－１ｗ （ｍ１－ｍ２） （５５９）

⑤ 将训练集内所有样品进行投影。
ｙ＝（Ｗ）ＴＸ （５６０）

⑥ 计算在投影空间上的分割阈值ｙ０。
在一维Ｙ空间，各类样品均值 珟ｍｉ为

珟ｍｉ＝
１
Ｎｉｙ∈ｗｉ

ｙ　　ｉ＝１，２ （５６１）

样品类内离散度珓ｓ２ｉ和总类内离散度珓ｓｗ为
珓ｓ２ｉ ＝

ｙ∈ｗｉ

（ｙ－珟ｍｉ）
２　　ｉ＝１，２ （５６２）

珓ｓｗ＝珓ｓ
２
１＋珓ｓ

２
２ （５６３）

阈值ｙ０的选取可以有不同的方案，较常用的一种是

ｙ０＝
Ｎ１珟ｍ１＋Ｎ２珟ｍ２
Ｎ１＋Ｎ２

（５６４）

另一种是

ｙ０＝
珟ｍ１＋珟ｍ２
２ ＋

ｌｎ（Ｐ（ω１）／Ｐ（ω２））
Ｎ１＋Ｎ２－２

（５６５）

⑦ 对于给定的Ｘ，计算出它在Ｗ上的投影点ｙ。
ｙ＝（Ｗ）ＴＸ

⑧ 根据决策规则分类
ｙ＞ｙ０Ｘ∈ω１
ｙ＜ｙ０Ｘ∈ω{

２

（５６６）

２实现步骤

要实现Ｆｉｓｈｅｒ分类，首先实现两类Ｆｉｓｈｅｒ算法，两类Ｆｉｓｈｅｒ算法能够返回最接近待测样品
的类别，然后用返回的类别和新的类别做两类 Ｆｉｓｈｅｒ运算，又能够得到比较接近的类别，以此
类推，直至所有的类别，最后得出未知样品的类别。

两类Ｆｉｓｈｅｒ算法实现步骤如下：
① 求两类样品均值向量ｍ１和ｍ２。
② 求两类样品类内离散度矩阵Ｓｉ。
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③ 求总类内离散度矩阵Ｓｗ。
④ 求向量Ｗ，Ｗ ＝Ｓ－１ｗ （ｍ１－ｍ２）。
⑤ 对于两类已知样品，求出它们在Ｗ上的投影点ｙｉ。

⑥ 求各类样品均值珟ｍｉ，珟ｍｉ＝
１
Ｎｉｙ∈ｗｉ

ｙ。

⑦ 选取阈值ｙ０，在这里取ｙ０＝
Ｎ１珟ｍ１＋Ｎ２珟ｍ２
Ｎ１＋Ｎ２

。

⑧ 对于未知样品Ｘ，计算它在Ｗ上的投影点ｙ。
⑨ 根据决策规则分类。

３算法代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｆｉｓｈｅｒ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：Ｆｉｓｈｅｒ分类器
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｆｉｓｈｅｒ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｃｌｃ；
　　ｎｕｍ＝ｚｅｒｏｓ（１，１０）；
　　ｃｌａｓｓｎｕｍ＝０；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｉ

ｃｌａｓｓｎｕｍ＝ｆｉｓｈｅｒｃｌａｓｓｉｆｙ（ｉ，ｊ，ｓａｍｐｌｅ）；
ｎｕｍ（ｃｌａｓｓｎｕｍ）＝ｎｕｍ（ｃｌａｓｓｎｕｍ）＋１；

　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　［ｍａｘ ｖａｌ，ｍａｘ ｐｏｓ］＝ｍａｘ（ｎｕｍ）；
　　ｙ＝ｍａｘ ｐｏｓ－１；
％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｆｉｓｈｅｒｃｌａｓｓｉｆｙ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征 ｃｌａｓｓ１，ｃｌａｓｓ２：０～９中的任意两个类别
％返回值：ｃｌａｓｓｆｉｔ：返回与样品ｓａｍｐｌｅ最接近的类别
％函数功能：两类Ｆｉｓｈｅｒ分类器
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｃｌａｓｓｆｉｔ＝ｆｉｓｈｅｒｃｌａｓｓｉｆｙ（ｃｌａｓｓ１，ｃｌａｓｓ２，ｓａｍｐｌｅ）
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　％求两类样品均值向量
　　ｍ１＝（ｍｅａｎ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｆｅａｔｕｒｅ′））′；
　　ｍ２＝（ｍｅａｎ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ′））′；
　　％求两类样品类内离散度矩阵
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　　ｓ１＝ｃｏｖ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｆｅａｔｕｒｅ′）（ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｎｕｍ１）；
　　ｓ２＝ｃｏｖ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ′）（ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｎｕｍ１）；
　　ｓｗ＝ｓ１＋ｓ２；％求总类间离散度矩阵
　　ｓｂ＝（ｍ１－ｍ２）（ｍ１－ｍ２）′；％求样品类间离散度矩阵
　　ｗ＝ｉｎｖ（ｓｗ）（ｍ１－ｍ２）；％求ｗ
　　％求已知类别在ｗ上的投影
　　ｙ１＝ｗ′ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｆｅａｔｕｒｅ；
　　ｙ２＝ｗ′ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ；
　　％求各类别样品在投影空间上的均值
　　ｍｅａｎ１＝ｍｅａｎ（ｙ１′）；
　　ｍｅａｎ２＝ｍｅａｎ（ｙ２′）；
　　％求阈值ｙ０
　　ｙ０＝（ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｎｕｍｍｅａｎ１＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｎｕｍｍｅａｎ２）／

（ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｎｕｍ＋ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｎｕｍ）；
　　％对于未知样本ｓａｍｐｌｅ，计算在ｗ上的投影ｙ
　　ｙ＝ｗ′ｓａｍｐｌｅ′；
　　％根据决策规则分类
　　ｉｆｙ＞ｙ０
　　　　ｃｌａｓｓｆｉｔ＝ｃｌａｓｓ１；
　　ｅｌｓｅ
　　　　ｃｌａｓｓｆｉｔ＝ｃｌａｓｓ２；
　　ｅｎｄ

４效果图

应用Ｆｉｓｈｅｒ算法识别效果如图５１７所示。

图５１７　应用Ｆｉｓｈｅｒ算法识别效果

５９　基于核的Ｆｉｓｈｅｒ分类

１理论基础

随着科学技术的迅速发展和研究对象的日益复杂，高维数据的统计分析方法显得越
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来越重要。直接对高维数据进行处理会碰到很多困难，包括随着维数的增加，计算量迅

速增大；数据的可视性差；维数灾难（ｔｈｅｃｕｒｓｅｏｆｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙ），即当维数较高时，即
使数据的样本点很多，散布在高维空间中的样本点仍显得很稀疏，许多在低维时应用成

功的数据处理方法，在高维中不能应用，如关于密度函数估计的核估计法，邻域法等；低

维时鲁棒性很好的统计方法到了高维，其稳健性也就变差了。由此可见在多元统计过程

中降维的重要性。

然而，一般常见的降维方法是建立在正态分布这一假设基础上的线性方法，显得过于简

化，因而往往不能满足现实中的需要。这里将传统的线性降维方法通过引入核函数推广到非

线性领域中。

基于核方法的特征提取理论本质上都是基于样本的，因此，它不仅适合解决非线性

特征提取问题，而且还能比线性降维方法提供更多的特征数目和更好的特征质量，因为

前者可提供的特征数目与输入样本的数目是相等的，而后者的特征数目仅为输入样本的

维数。

核方法首先采用非线性映射将原始数据由数据空间映射到特征空间，进而在特征空间进

行对应的线性操作。由于运用了非线性映射，且这种非线性映射往往是非常复杂的，从而大大

增强了非线性数据处理能力。

从本质上讲，核方法实现了数据空间、特征空间和类别空间之间的非线性变换。设 Ｘｉ和
Ｘｊ为数据空间中的样本点，数据空间到特征空间的映射函数为 Φ，核方法的基础是实现向量
的内积变换〈Ｘｉ，Ｘｊ〉→ｋ（Ｘｉ，Ｘｊ）＝Φ（Ｘｉ）·Φ（Ｘｊ）。

通常，非线性变换函数Φ（·）相当复杂，而运算过程中实际用到的核函数ｋ（·，·）则相
对简单得多，这也正是核方法最为迷人的地方。

（１）几种常用核函数形式

核函数必须满足Ｍｅｒｃｅｒ条件。目前，获得应用的核函数有以下几种形式：
① 线性核函数

ｋ（Ｘ，Ｙ）＝〈Ｘ，Ｙ〉 （５６７）
② 二次核函数

ｋ（Ｘ，Ｙ）＝〈Ｘ·Ｙ〉（〈Ｘ·Ｙ〉＋１） （５６８）
③ 多项式核函数。多项式是最常使用的一种非线性映射，ｄ阶的多项式核函数定义如下

ｋ（Ｘ，Ｙ）＝（〈Ｘ·Ｙ〉＋ｃ）ｄ （５６９）
式中，ｃ为常数，ｄ为多项式阶数。当ｃ＝０，ｄ＝１时，该核函数即为线性核函数。

④ 高斯径向基（ＲＢＦ）函数。最通用的径向基函数采用高斯径向基函数，定义为

ｋ（Ｘ，Ｙ）＝ｅｘｐ Ｘ－Ｙ ２

２σ{ }２ （５７０）

式中， Ｘ－Ｙ 为两个向量之间的距离，σ为常数。
⑤ 多层感知器核函数（又称Ｓｉｇｍｏｉｄ核函数）

ｋ（Ｘ，Ｙ）＝ｔａｎｈ（ｓｃａｌｅ×〈Ｘ·Ｙ〉－ｏｆｆｓｅｔ） （５７１）
式中，ｓｃａｌｅ和ｏｆｆｓｅｔ是尺度和衰减参数。

实际上，在核方法的应用中，核函数的选择及相关参数的确定是问题的关键和难点所在，

到目前为止，也没有太多的理论指导。需要指出的是，与同一个核函数对应的映射可能不唯
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一。在实际应用中，甚至使用者无需知道映射函数的具体形式。与同一个核函数对应的不同

映射在维数上也存在差别。

（２）输入数据空间到特征空间的非线性映射Φ：Ｘ→Ｆ

在特征空间中往往存在输入空间所没有的性能，考虑输入空间中两类线性不可分样本

Ｘ＝（ｘ１，ｘ２）
Ｔ，一类为｛（１，０），（０，１）｝，另一类为｛（０，０），（１，１）｝；而与式Φ（ｘ）＝（ｘ１·ｘ１，槡２

·ｘ１·ｘ２，ｘ２·ｘ２）对应的特征空间中相应的一类为｛（１，０，０），（０，０，１）｝，另一类

为｛（０，０，０），（１，槡２，１）｝，变为线性可分。
从上面的讨论可见，核方法可以将线性空间中的非线性问题映射为非线性空间中的线性

问题，从而有望较好地克服以往线性方法处理非线性问题所存在的不足。

Ｆｉｓｈｅｒ判别函数过于简单，往往不能满足处理非线性数据的要求。改进的途径有两
条：一是对样本集进行复杂的概率密度估计，在此基础上再使用贝叶斯最优分类器，这种

方法在理论上是最理想的，然而由于需要极多的数据样本，在实际中常常是不可行的；第

二条途径是采用非线性投影，使投影后的数据线性可分。核 Ｆｉｓｈｅｒ判别分析使用了类似
于 ＳＶＭ和核 ＰＣＡ方法的“核技巧”，即首先把数据非线性地映射到某个特征空间 Ｆ，然后
在这个特征空间中进行 Ｆｉｓｈｅｒ线性判别，这样就隐含地实现了原输入空间的非线性
判别。

设Φ是输入空间到某个特征空间Ｆ的非线性映射：Φ：Ｘ→Ｆ。
通过非线性映射，输入空间中的向量集合Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ映射为特征空间中的向量集合

Φ（Ｘ１），Φ（Ｘ２），…，Φ（ＸＮ）
则在特征空间中可定义两类样本的均值向量ｍΦｉ为

ｍΦｉ ＝
１
Ｎ( )
ｉ

Ｘ∈Ｘｉ
Φ（Ｘ）（ｉ＝１，２） （５７２）

样本类间离散度矩阵ＳΦｂ为
ＳΦｂ＝（ｍΦ１ －ｍΦ２）（ｍΦ１ －ｍΦ２）

Ｔ （５７３）
总类内离散度矩阵ＳΦｗ为

ＳΦｗ ＝
ｉ＝１，２

Ｘ∈Ｘｉ

（Φ（Ｘ）－ｍΦｉ）（Φ（Ｘ）－ｍΦｉ）
Ｔ （５７４）

（３）特征空间中Φ（Ｘ）在Ｗ上的投影变换

设投影直线的方向为Ｗ，则投影后应有

ｍａｘＪＦ（Ｗ）＝
ＷＴＳΦｂＷ
ＷＴＳΦｗＷ

（５７５）

由式（５－７５）解得的最优投影方向为
Ｗ ＝（ＳΦｗ）

－１（ｍΦ１ －ｍΦ２） （５７６）
Φ（Ｘ）在Ｗ上的投影为

ｙ＝ＷＴΦ（Ｘ） （５７７）
考虑到Ｗ可由Φ（Ｘ１），Φ（Ｘ２），…，Φ（ＸＮ）线性表示，即有

Ｗ ＝
Ｎ

ｉ＝１
αｉΦ（Ｘｉ） （５７８）
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结合式（５７２）和式（５７８），有

ｙｉ＝Ｗ
ＴｍΦｉ ＝

１
Ｎｉ

Ｎ

ｊ＝１

Ｎｉ

ｋ＝１
αｊｋ（Ｘｊ，Ｘ

（ωｉ）
ｋ ）＝α

ＴＭｉ（ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，…，Ｎ） （５７９）

式中定义Ｍｉ为一Ｎ×１的矩阵，且

（Ｍｉ）ｊ＝
１
Ｎ( )
ｉ

Ｎｉ

ｋ＝１
ｋ（Ｘｊ，Ｘ

（ωｉ）
ｋ ）　　（ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，…，Ｎ） （５８０）

结合式（５７３）和式（５７９）有
ＷＴＳΦｂＷ＝Ｗ

Ｔ（ｍΦ１ －ｍΦ２）（ｍΦ１ －ｍΦ２）
ＴＷ＝αＴ（Ｍ１－Ｍ２）（Ｍ１－Ｍ２）

Ｔα＝αＴＭα（５８１）
上式中定义

Ｍ＝（Ｍ１－Ｍ２）（Ｍ１－Ｍ２）
Ｔ （５８２）

结合式（５７４）和式（５７８）有

ＷＴＳΦｗＷ ＝Ｗ
Ｔ
ｉ＝１，２

ｘ∈Ｘｉ

（Φ（Ｘ）－ｍΦｉ）（Φ（Ｘ）－ｍΦｉ）
ＴＷ ＝αＴＨα （５８３）

式中

Ｈ＝
ｉ＝１，２
Ｋｉ（Ｉ－Ｌｉ）Ｋ

Ｔ
ｉ （５８４）

式中，Ｋｉ为Ｎ×Ｎｉ（ｉ＝１，２）矩阵，并满足
（Ｋｉ）ｐ，ｑ＝ｋ（Ｘｐ，Ｘ

（ωｉ）
ｑ ）　　（ｐ＝１，２，…，Ｎ；ｑ＝１，２，…，Ｎｉ） （５８５）

即Ｋｉ为第ｉ类的核矩阵，Ｉ为Ｎｉ×Ｎｉ大小的单位阵；Ｌｉ为Ｎｉ×Ｎｉ大小的矩阵，其所有元素都为
１／Ｎｉ。

则结合式（５８１）和式（５８３），式（５７５）等价为

ｍａｘＪ（α）＝α
ＴＭα
αＴＨα

（５８６）

可见，α实质是矩阵Ｈ－１Ｍ的最大特征值对应的特征向量。α可以直接如下求得
α＝Ｈ－１（Ｍ１－Ｍ２） （５８７）

为了求解Ｗ，需要使Ｈ为正定的。为此，我们简单地对矩阵Ｈ加上一个量μ，即用Ｈμ替
代Ｈ，即

Ｈμ＝Ｈ＋μＩ （５８８）
式中，Ｉ为单位阵。

特征空间中Φ（Ｘ）在Ｗ上的投影变换为ｋ（·，Ｘ）在α上的投影，即

ｙ＝ＷＴ·Φ（Ｘ）＝
Ｎ

ｊ＝１
αｊｋ（Ｘｊ，Ｘ） （５８９）

（４）确定分界阈值点ｙ０

① 珟ｍΦｉ（ｉ＝１，２）为投影后的各类别的平均值，珟ｍΦｉ满足

珟ｍΦｉ ＝
１
Ｎｉｙｊ∈ωｉ

ｙｊ＝
１
ＮｉＸ∈ωｉ

ＷＴΦ（Ｘ）＝１ＮｉＸ∈ωｉ
Ｎ

ｊ＝１
αｊｋ（Ｘｊ，Ｘ） （５９０）

② 对于核Ｆｉｓｈｅｒ线性判别法，分界阈值点ｙ０可选为

ｙ０＝
Ｎ１珟ｍΦ１ ＋Ｎ２珟ｍΦ２
Ｎ１＋Ｎ２

（５９１）
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（５）待测样品投影

将待测样品也进行投影得到ｙ。ｙ＞ｙ０，则ｘ属于ω１。ｙ＜ｙ０，则ｘ属于ω２。

２实现步骤

同Ｆｉｓｈｅｒ算法，基于核的Ｆｉｓｈｅｒ分类同样要首先实现两类分类，返回最接近待测样品的类
别，然后用返回的类别和新的类别做两类分类，又能够得到比较接近的类别，以此类推，最后得

出未知样品的类别。

两类基于核的Ｆｉｓｈｅｒ算法步骤如下：

① 求 （Ｍｉ）ｊ ＝
１
Ｎ( )
ｉ

Ｎｉ

ｋ＝１
ｋ（Ｘｊ，Ｘ

（ωｉ）
ｋ ）（ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，…，Ｎ）。取高斯径向基核函

数ｋ（Ｘｊ，Ｘ
（ωｉ）
ｋ ）＝ｅｘｐ －

Ｘｊ－Ｘ
（ωｉ）
ｋ

２

２σ{ }２

② 求Ｈ ＝
ｉ＝１，２
Ｋｉ（Ｉ－Ｌｉ）Ｋ

Ｔ
ｉ及Ｈμ ＝Ｈ＋μＩ，其中Ｋｉ见式（５８５）计算。

③ 求α＝Ｈ－１μ （Ｍ１－Ｍ２）。

④ 求训练集内各类样品投影。ｙｊ＝Ｗ
Ｔ·Φ（Ｘｊ）＝

Ｎ

ｉ＝１
αｉｋ（Ｘｉ，Ｘｊ），ｊ＝１，２，…，Ｎ。

⑤ 求均值 珟ｍΦｉ ＝
１
Ｎｉｙｊ∈ωｉ

ｙｊ。

⑥ 求阈值点ｙ０。
⑦ 对于特定样本Ｘ，求它的投影点ｙ。
⑧ 根据决策规则分类。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｋｅｎｆｉｓｈｅｒ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：基于核的Ｆｉｓｈｅｒ分类器
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｋｅｎｆｉｓｈｅｒ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｃｌｃ；
　　ｎｕｍ＝ｚｅｒｏｓ（１，１０）；
　　ｃｌａｓｓｎｕｍ＝０；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０

ｆｏｒｊ＝１：ｉ－１
　　ｃｌａｓｓｎｕｍ＝ｆｉｓｈｅｒｃｌａｓｓｉｆｙ（ｉ，ｊ，ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｎｕｍ（ｃｌａｓｓｎｕｍ）＝ｎｕｍ（ｃｌａｓｓｎｕｍ）＋１；
ｅｎｄ

　　ｅｎｄ
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　　［ｍａｘ ｖａｌ，ｍａｘ ｐｏｓ］＝ｍａｘ（ｎｕｍ）；
　　ｙ＝ｍａｘ ｐｏｓ－１；
　　％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｆｉｓｈｅｒｃｌａｓｓｉｆｙ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征 ｃｌａｓｓ１，ｃｌａｓｓ２：０～９中的任意两个类别
％返回值：ｃｌａｓｓｆｉｔ：返回与样品ｓａｍｐｌｅ最接近的类别
％函数功能：两类基于核的Ｆｉｓｈｅｒ分类器
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｃｌａｓｓｆｉｔ＝ｆｉｓｈｅｒｃｌａｓｓｉｆｙ（ｃｌａｓｓ１，ｃｌａｓｓ２，ｓａｍｐｌｅ）
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　ｎｕｍ１＝５０；％ｃｌａｓｓ１类选取样品个数
　　ｎｕｍ２＝５０；％ｃｌａｓｓ２类选取样品个数
　　ｍ１＝［］；ｍ２＝［］；
　　ｌ＝ｎｕｍ１＋ｎｕｍ２；％样品总个数
　　％将两类样品合在一起存放在矩阵ｐ中
　　ｐ＝［ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：ｎｕｍ１）ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：ｎｕｍ２）］；
　　％求Ｍ１
　　ｆｏｒｉ＝１：ｌ

ｍ１（ｉ）＝０；
ｆｏｒｊ＝１：ｎｕｍ１
　　ｍ１（ｉ）＝ｍ１（ｉ）＋ｋ（ｐ（：，ｉ），ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ））；
ｅｎｄ
ｍ１（ｉ）＝ｍ１（ｉ）／ｎｕｍ１；

　　ｅｎｄ
　　ｍ１＝ｍ１′；
　　％求Ｍ２
　　ｆｏｒｉ＝１：ｌ

ｍ２（ｉ）＝０；
ｆｏｒｊ＝１：ｎｕｍ２
　　ｍ２（ｉ）＝ｍ２（ｉ）＋ｋ（ｐ（：，ｉ），ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ））；
ｅｎｄ
ｍ２（ｉ）＝ｍ２（ｉ）／ｎｕｍ２；

　　ｅｎｄ
　　ｍ２＝ｍ２′；
　　ｍ＝（ｍ１－ｍ２）（ｍ１－ｍ２）′；％求Ｍ
　　ｋ１＝［］；ｋ２＝［］；
　　％求Ｋ１
　　ｆｏｒｉ＝１：ｌ

ｆｏｒｊ＝１：ｎｕｍ１
　　ｋ１（ｉ，ｊ）＝ｋ（ｐ（：，ｉ），ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ））；
ｅｎｄ

　　ｅｎｄ
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　　％求Ｋ２
　　ｆｏｒｉ＝１：ｌ

ｆｏｒｊ＝１：ｎｕｍ２
　　ｋ２（ｉ，ｊ）＝ｋ（ｐ（：，ｉ），ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ））；
ｅｎｄ

　　ｅｎｄ
　　％求Ｎ
　　Ｉ１１＝ｅｙｅ（ｎｕｍ１）；
　　Ｉ２２＝ｅｙｅ（ｎｕｍ２）；
　　Ｉ１＝ｏｎｅｓ（ｎｕｍ１）／ｎｕｍ１；
　　Ｉ２＝ｏｎｅｓ（ｎｕｍ２）／ｎｕｍ２；
　　ｎ＝ｋ１（Ｉ１１－Ｉ１）ｋ１′＋ｋ２（Ｉ２２－Ｉ２）ｋ２′；
　　ｎ＝ｎ＋０００１ｅｙｅ（ｌ）；％使Ｎ正定
　　ａ＝ｉｎｖ（ｎ）（ｍ１－ｍ２）；％求ａ
　　ｙ１＝［］；ｙ２＝［］；
　　％求两类样本的线性投影
　　ｆｏｒｉ＝１：ｎｕｍ１

ｙ１（ｉ）＝０；
ｆｏｒｊ＝１：ｌ
　　ｙ１（ｉ）＝ｙ１（ｉ）＋ａ（ｊ）ｋ（ｐ（：，ｊ），ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｉ））；
ｅｎｄ

　　ｅｎｄ
　　ｆｏｒｉ＝１：ｎｕｍ２

ｙ２（ｉ）＝０；
ｆｏｒｊ＝１：ｌ
　　ｙ２（ｉ）＝ｙ２（ｉ）＋ａ（ｊ）ｋ（ｐ（：，ｊ），ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｉ））；
ｅｎｄ

　　ｅｎｄ
　　％求各类别在特征空间的均值
　　ｍｅａｎ１＝ｍｅａｎ（ｙ１′）；
　　ｍｅａｎ２＝ｍｅａｎ（ｙ２′）；
　　％求阈值
　　ｙ０＝（ｎｕｍ１ｍｅａｎ１＋ｎｕｍ２ｍｅａｎ２）／（ｎｕｍ１＋ｎｕｍ２）；
　　％对于未知样本ｓａｍｐｌｅ，计算投影点
　　ｙ＝０；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｌ

ｙ＝ｙ＋ａ（ｉ）ｋ（ｐ（：，ｉ），ｓａｍｐｌｅ′）；
　　ｅｎｄ
　　％决策分类
　　ｉｆｙ＞ｙ０
　　　　ｃｌａｓｓｆｉｔ＝ｃｌａｓｓ１；
　　ｅｌｓｅ
　　　　ｃｌａｓｓｆｉｔ＝ｃｌａｓｓ２；
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　　ｅｎｄ
　　％
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％

％函数名称：ｋ（）
％参数：ｘ１，ｘ２：两个样本向量
％返回值：ｙ：核值
％函数功能：高斯核函数
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｋ（ｘ１，ｘ２）
　　ｙ＝ｅｘｐ（－（ｘ１－ｘ２）′（ｘ１－ｘ２））；

４效果图

采用基于核的Ｆｉｓｈｅｒ算法自动分类识别效果如图５１８所示。

图５１８　采用基于核的Ｆｉｓｈｅｒ算法自动分类识别效果

５１０　势函数法

１理论基础

势函数法是非线性分类器中常用到的一种方法，它借用电场的概念，来解决模式的分类问

题。在势函数法中，把属于一类的样品看做正电荷，而属于另一类的样品看做负电荷，从而把

模式的分类转变为正负电荷的转移，电位为０的等位线即为判别界线。
势函数在选择时应同时满足以下三个条件：

Ｋ（Ｘｋ，Ｘ）＝Ｋ（Ｘ，Ｘｋ），当且仅当Ｘ＝Ｘｋ时，达到最大值。
当向量Ｘ与Ｘｋ的距离趋于无穷时，Ｋ（Ｘ，Ｘｋ）趋于０。
Ｋ（Ｘｋ，Ｘ）是光滑函数，且是Ｘｋ与Ｘ之间距离的单调减小函数。
通常选择的函数有

Ｋ（Ｘ，Ｘｋ）＝ｅｘｐ（－α Ｘ－Ｘｋ
２） （５９２）
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Ｋ（Ｘ，Ｘｋ）＝
１

１＋α Ｘ－Ｘｋ
２ （５９３）

Ｋ（Ｘ，Ｘｋ）＝
ｓｉｎα Ｘ－Ｘｋ

２

α Ｘ－Ｘｋ
２ （５９４）

（１）势函数迭代算法

势函数算法的训练过程，是利用势函数在逐个样品输入时逐步积累电位的过程。对于两

类问题来说，例如，势积累方程能以其运算结果的正负来区别两类样品，则训练结束。

算法过程：

设初始电位为Ｋ０（Ｘ）＝０。
第１步，输入样品Ｘ１，计算其积累电位Ｋ１（Ｘ），

Ｋ１（Ｘ）＝
Ｋ０（Ｘ）＋Ｋ（Ｘ，Ｘ１），Ｘ１∈ω１
Ｋ０（Ｘ）－Ｋ（Ｘ，Ｘ１），Ｘ２∈ω{

２

Ｋ１（Ｘ）描述了加入第一个样品后的边界划分，样品属于 ω１，势函数为正；样品属于 ω２，势
函数为负。

第２步，输入第二个样品Ｘ２，有三种情况：
① 若 Ｘ２∈ω１，且 Ｋ１（Ｘ２）＞０或 Ｘ２∈ω２，且 Ｋ１（Ｘ２）＜０，表示分类正确，则势函数不

变，即

Ｋ２（Ｘ）＝Ｋ１（Ｘ）
② 若Ｘ２∈ω１，但Ｋ１（Ｘ２）≤０，则修改势函数，令

Ｋ２（Ｘ）＝Ｋ１（Ｘ）＋Ｋ（Ｘ，Ｘ２）

③ 若Ｘ２∈ω２，但Ｋ１（Ｘ２）≥０，应修改势函数，令

Ｋ２（Ｘ）＝Ｋ１（Ｘ）－Ｋ（Ｘ，Ｘ２）

可以看出：以上②、③两种情况属于错分，即若Ｘ２处于Ｋ１（Ｘ）所定义的边界的错误一边，
则当Ｘ２∈ω１时，积累势函数Ｋ２（Ｘ）要加上Ｋ（Ｘ，Ｘ２）。反之，当Ｘ２∈ω２时，积累势函数要减去
Ｋ（Ｘ，Ｘ２）。

第 ｉ＋１步，这时已输入 ｉ个训练样品 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｉ，这时的积累势函数也会有三种
情形：

① 若Ｘｉ＋１∈ω１，且Ｋｉ（Ｘｉ＋１）＞０，或Ｘｉ＋１∈ω２，且Ｋｉ（Ｘｉ＋１）＜０
则

Ｋｉ＋１（Ｘ）＝Ｋｉ（Ｘ） （５９５）
② 若Ｘｉ＋１∈ω１，且Ｋｉ（Ｘｉ＋１）≤０　则

Ｋｉ＋１（Ｘ）＝Ｋｉ（Ｘ）＋Ｋ（Ｘ，Ｘｉ＋１） （５９６）
③ 若Ｘｉ＋１∈ω２，且Ｋｉ（Ｘｉ＋１）≥０　则

Ｋｉ＋１（Ｘ）＝Ｋｉ（Ｘ）－Ｋ（Ｘ，Ｘｉ＋１） （５９７）
这三种情况可以归纳为一个方程

Ｋｉ＋１（Ｘ）＝Ｋｉ（Ｘ）＋ｒｉ＋１Ｋ（Ｘ，Ｘｉ＋１） （５９８）
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式中ｒｉ＋１的取值如表５２所示。

表５２　势函数算法系数ｒｉ＋１的取值

Ｘｉ＋１类别 Ｋｉ（Ｘｉ＋１） ｒｉ＋１

ω１ ＞０ ０

ω２ ＜０ ０

ω１ ≤０ １

ω２ ≥０ －１

如果从所给的训练样品集｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｉ，…｝中省略那些并不使积累势函数发生变化的
样品，则可得一简化的样品序列｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｊ，…｝，它们完全是校正错误的模式样品，由
式（５９６）和式（５９７）可以归纳为：

Ｋｉ＋１（Ｘ）＝
Ｘｊ
αｊＫ（Ｘ，Ｘｊ） （５９９）

式中

αｊ＝
　１， Ｘｊ∈ω１
－１， Ｘｊ∈ω{

２

图５１９　样品示意图

即由ｉ＋１个样品产生的积累势函数，等于 ω１类和 ω２类两者
中的校正错误样品的总位势之差。

由此算法可以看出，积累势函数不必做任何修改就可用做

判别函数。设有一个两类问题，取 ｄ（Ｘ）＝Ｋ（Ｘ），则
由式（５９６）可得

ｄｉ＋１（Ｘ）＝ｄｉ（Ｘ）＋ｒｉ＋１Ｋ（Ｘ，Ｘｉ＋１） （５１００）
式中系数取值由表５３决定。

（２）实例说明

设有４个样品，共分两类，分布如图５１９所示。
ω１：（０，０）

Ｔ，（２，０）Ｔ

ω２：（１，１）
Ｔ，（１，－１）Ｔ

显然这两类样品不是线性可分的。势函数取

Ｋ（Ｘ，Ｘｋ）＝ｅｘｐ｛－α［（ｘ１－ｘｋ１）
２＋（ｘ２－ｘｋ２）

２］｝

取α＝１，势函数实现分类方法如下：
① 输入Ｘ１＝（０，０）

Ｔ，Ｘ１∈ω１，
Ｋ１（Ｘ）＝Ｋ（Ｘ，Ｘ１）＝ｅｘｐ｛－（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）｝

② 输入Ｘ２＝（２，０）
Ｔ，Ｘ２∈ω１，Ｋ１（Ｘ２）＝ｅ

－４＞０，分类正确，不需修正
Ｋ２（Ｘ）＝Ｋ１（Ｘ）＝Ｋ（Ｘ，Ｘ１）＝ｅｘｐ｛－（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）｝

③ 输入Ｘ３＝（１，１）
Ｔ，Ｘ３∈ω２，Ｋ２（Ｘ３）＝ｅ

－２≮０，分类错误，需修正
Ｋ３（Ｘ）＝Ｋ２（Ｘ）－Ｋ（Ｘ，Ｘ３）＝ｅｘｐ｛－（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）｝－ｅｘｐ｛－［（ｘ１－１）

２＋（ｘ２－１）
２］｝

④ 输入Ｘ４＝（１，－１）
Ｔ，Ｘ４∈ω２，Ｋ３（Ｘ４）＝ｅ

－２－ｅ－４≮０
Ｋ４（Ｘ）＝Ｋ３（Ｘ）－Ｋ（Ｘ，Ｘ４）＝ｅｘｐ｛－（ｘ

２
１ ＋ｘ

２
２）｝－ｅｘｐ｛－［（ｘ１ －１）

２ ＋（ｘ２ －
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１）２］｝－ｅｘｐ｛－［（ｘ１－１）
２＋（ｘ２＋１）

２］｝

⑤ 再次输入Ｘ１＝（０，０）
Ｔ，Ｘ１∈ω１，Ｋ４（Ｘ１）＝ｅ

０－ｅ－２－ｅ－２＞０不需修正
Ｋ５（Ｘ）＝Ｋ４（Ｘ）

⑥ 再次输入Ｘ２＝（２，０）
Ｔ，Ｘ２∈ω１，Ｋ５（Ｘ２）＝ｅ

－４－２ｅ－２≯０
Ｋ６（Ｘ）＝Ｋ５（Ｘ）＋Ｋ（Ｘ，Ｘ２）＝ｅｘｐ｛－（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）｝－ｅｘｐ｛－［（ｘ１－１）

２＋（ｘ２－１）
２］｝－

　ｅｘｐ｛－［（ｘ１－１）
２＋（ｘ２＋１）

２］｝＋ｅｘｐ｛－［（ｘ１－２）
２＋ｘ２２］｝

⑦ 再次输入Ｘ３＝（１，１）
Ｔ，Ｘ３∈ω２，Ｋ６（Ｘ３）＝２ｅ

－２－１－ｅ－４＜０，不需修正
Ｋ７（Ｘ）＝Ｋ６（Ｘ）

⑧ 再次输入Ｘ４＝（１，－１）
Ｔ，Ｘ４∈ω２，Ｋ７（Ｘ４）＝ｅ

－２－ｅ－２－１＋ｅ－４＜０，不需修正
Ｋ８（Ｘ）＝Ｋ７（Ｘ）

⑨ 再次输入Ｘ１＝（０，０）
Ｔ，Ｘ１∈ω１，Ｋ８（Ｘ１）＝ｅ

０－ｅ－２－ｅ－２＋ｅ－４＞０，不需修正
Ｋ９（Ｘ）＝Ｋ８（Ｘ）

⑩ 再次输入Ｘ２＝（２，０）
Ｔ，Ｘ２∈ω１，Ｋ９（Ｘ２）＝ｅ

－４－ｅ－２－ｅ－２＋ｅ０＞０，不需修正
Ｋ１０（Ｘ）＝Ｋ９（Ｘ）

至此为止，所有的训练样品都能被正确分类，可以得到非线性判别函数为：

ｄ（Ｘ）＝Ｋ１０（Ｘ）＝ｅｘｐ｛－（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）｝－ｅｘｐ｛－［（ｘ１－１）

２＋（ｘ２－１）
２］｝

－ｅｘｐ｛－［（ｘ１－１）
２＋（ｘ２＋１）

２］｝＋ｅｘｐ｛－［（ｘ１－２）
２＋ｘ２２］｝

由势函数的迭代公式可知，它具有很强的分类能力，但当修正次数增多的话，势函数方程

的项数增多，使计算机的计算量大增。

２实现步骤

① 每一类取一个判别函数ｈｘ（），１０个类别共有１０个判别函数。
② 输入第一个样品Ｘ１，１０个判别函数初始值都为Ｋ（Ｘ，Ｘ１）。
③ 输入第ｉ个样品Ｘｉ，若Ｘｉ∈ωｊ，判断ｈｘ（ｊ）是否大于０，若 ｈｘ（ｊ）大于０，则 ωｊ类的判别

函数不需调整，否则按照规则Ｋｉ（Ｘ）＝Ｋｉ－１（Ｘ）＋Ｋ（Ｘ，Ｘｉ）调整。判断 ｈｘ（ｋ）（ｋ＝０，１，２，…，
９，ｋ≠ｊ）是否小于 ０，若 ｈｘ（ｋ）小于 ０则 ωｋ类的判别函数不需调整，否则按照规
则Ｋｉ（Ｘ）＝Ｋｉ－１（Ｘ）－Ｋ（Ｘ，Ｘｉ）调整。

④ 循环第③步，直至输入所有的样品判别函数都不需要调整。此时得到每一类的判别函数。
⑤ 输入待测样品，判别函数的最大值的类别就是待测样品的类别。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｓｈｉｈａｎｓｈｕ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待识别样品特征
％返回值：ｙ：待识别样品所属类别
％函数功能：势函数分类法
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｓｈｉｈａｎｓｈｕ（ｓａｍｐｌｅ）
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
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　　ｒ＝［］；
　　ｘ＝［］；
　　ｃ＝０；
　　ｔ＝０；
　　ｈｘ＝［］；
　　ｆｏｒｉ＝１：２０％每类取２０个样本

ｆｏｒｎ＝１：１０％十个类别
　　ｉｆｃ＝＝０
　　　　ｒ（１：１０，１）＝１；％初始化系数矩阵
　　ｅｌｓｅ
　　　　ｆｏｒｊ＝１：１０
　　　　　　ｔ＝０；
　　　　　　ｆｏｒｌ＝１：ｃ
　　　　　　　　ｍ＝ｋ（ｐａｔｔｅｒｎ（ｎ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｉ），ｐａｔｔｅｒｎ（ｘ（ｌ，１））ｆｅａｔｕｒｅ
　　　　　　　　　　（：，ｘ（ｌ，２）））；
　　　　　　　　ｔ＝ｔ＋ｒ（ｊ，ｌ）ｍ；％计算判别函数
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｈｘ（ｊ）＝ｔ；
　　　　ｅｎｄ
　　　　％调整系数
　　　　ｆｏｒｊ＝１：１０
　　　　　　ｉｆ（ｊ＝＝ｎ）
　　　　　　　　ｉｆｈｘ（ｊ）＞０％分类正确
　　　　　　　　　　ｒ（ｊ，ｃ＋１）＝０；
　　　　　　　　ｅｌｓｅ％分类错误
　　　　　　　　　　ｒ（ｊ，ｃ＋１）＝１；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　ｉｆｈｘ（ｊ）＜０％分类正确
　　　　　　　　　　ｒ（ｊ，ｃ＋１）＝０；
　　　　　　　　ｅｌｓｅ％分类错误
　　　　　　　　　　ｒ（ｊ，ｃ＋１）＝－１；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｘ（ｃ＋１，１）＝ｎ；％类号
　　ｘ（ｃ＋１，２）＝ｉ；％样品号
　　ｃ＝ｃ＋１；
ｅｎｄ

　　ｅｎｄ
　　ｆｏｒｊ＝１：１０

ｔ＝０；
ｆｏｒｌ＝１：２００
　　ｔ＝ｔ＋ｒ（ｊ，ｌ）ｋ（ｓａｍｐｌｅ′，ｐａｔｔｅｒｎ（ｘ（ｌ，１））ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｘ（ｌ，２）））；
ｅｎｄ
ｈｘ（ｊ）＝ｔ；％代入待测样本，计算判别函数值
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　　ｅｎｄ
　　［ｍａｘｖｌａ，ｍａｘｐｏｓ］＝ｍａｘ（ｈｘ）；
　　ｙ＝ｍａｘｐｏｓ－１；
％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｋ（ｘ１，ｘ２）
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ｋ（）
％参数：ｘ１，ｘ２：两个样本的特征
％返回值：ｙ：两个样本的势
％函数功能：计算两个样本的势函数
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
　　ｙ＝ｅｘｐ（－ｓｕｍ（（ｘ１－ｘ２）^２））；

４效果图

采用势函数算法分类效果如图５２０所示。

图５２０　采用势函数算法分类效果

５１１　支持向量机

１理论基础

支持向量机（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ）是Ｖａｐｎｉｋ等人根据统计学理论提出的一种新的通用
学习方法，它是建立在统计学理论的ＶＣ维理论和结构风险最小原理基础上的，能较好地解决
小样本、非线性、高维数和局部极小点等实际问题，已成为机器学习界的研究热点之一，并成功

地应用于分类、函数逼近和时间序列预测等方面。

（１）线性最优分类超平面

支持向量机的研究最初是针对模式识别中的两类线性可分问题的。设线性可分样本集，

（Ｘｉ，ｙｉ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ，Ｘ∈Ｒ
ｎ，ｙ∈｛－１，１｝），根据类别ｙ不同分为正样本子集Ｘ＋和负样本子

集Ｘ－，这两个子集对于超平面可分的条件是，存在一个单位向量 （‖‖ ＝１）和常数 ｃ，使
式（５１０１）成立，其中·是向量内积运算。

〈Ｘ＋·〉＞ｃ
〈Ｘ－·〉＜{ ｃ

（５１０１）
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对于任何单位向量，确定两个值
ｃ１（）＝ｍｉｎ〈Ｘ

＋·〉

ｃ２（）＝ｍａｘ〈Ｘ
－·{ 〉

（５１０２）

找到一个０，使式（５１０３）最大化

γ（）＝
ｃ１（）－ｃ２（）

２ ，‖‖＝１ （５１０３）

由约束式（５１０４）和最大化函数式（５１０３）得到向量０与常数ｃ０，

ｃ０＝
ｃ１（０）＋ｃ２（０）

２ （５１０４）

确定一个超平面，将两类样本集分开，并具有最大间隔，参见式（５１０３），这样的超平面为
最大间隔超平面，也称最优分类超平面，如图５２１所示。

图５２１　最优分类超平面

我们的目标是找到构造最优分类超平面的方法。考虑问题的一种等价表述：找到一个向

量Ｗ和常数ｂ，使它们满足约束条件
〈Ｘ＋·Ｗ〉＋ｂ≥１
〈Ｘ－·Ｗ〉＋ｂ≤{ －１

（５１０５）

且向量Ｗ具有最小范数

ｍｉｎρ（Ｗ）＝１２‖Ｗ
‖２ （５１０６）

此时的判别函数为

ｆ（Ｘ）＝Ｗ·Ｘ＋ｂ

若ｆ（Ｘ）＞０， 则Ｘ∈Ｘ＋

若ｆ（Ｘ）＜０， 则Ｘ∈Ｘ{ －

（５１０７）

定理５１　在满足式（５１０５）的条件下最小化式（５１０６）所得到的向量Ｗ与构成最优分
类超平面的向量之间的关系是

０＝
Ｗ

‖Ｗ‖
（５１０８）

最优分类超平面与分类向量之间的间隔γ０为
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γ（０）＝ｓｕｐ
１
２（ｃ１（０）－ｃ２（０））＝

１
‖Ｗ‖

（５１０９）

因此，具有最小范数且满足约束式（５１０５）的向量Ｗ定义了最优分类超平面。
为了简化符号，将约束式（５１０５）改写成如下形式：

ｙｉ（〈Ｘｉ·Ｗ〉＋ｂ）≥１，ｉ＝１，…，Ｎ （５１１０）
因此，为了得到最优分类超平面，我们必须求解二次规划问题，在线性约束式（５１１０）条件

下，最小化二次型，参见式（５１０６）。经典的求解方法可用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法求解，Ｌａｇｒａｎｇｅ方程为

Ｌ（Ｗ，ａ，ｂ）＝１２‖Ｗ‖
２－

Ｎ

ｉ＝１
ａｉ｛ｙｉ（〈Ｘｉ·Ｗ〉＋ｂ）－１｝ （５１１１）

其中ａｉ≥０为Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子。对Ｗ和ｂ求偏微分，得到如下条件：

Ｌ（Ｗ，ａ，ｂ）
Ｗ

＝Ｗ－
Ｎ

ｉ＝１
ｙｉａｉＸｉ＝０

Ｌ（Ｗ，ａ，ｂ）
ｂ

＝－
Ｎ

ｉ＝１
ｙｉａｉ＝{ ０

（５１１２）

得到关系式

Ｗ ＝
Ｎ

ｉ＝１
ｙｉａｉＸｉ （５１１３）

０＝
Ｎ

ｉ＝１
ｙｉａｉ （５１１４）

代入式（５１１１）得到

ｍａｘＨ（ａ）＝
Ｎ

ｉ＝１
ａｉ－

１
２

Ｎ

ｉ＝１

Ｎ

ｊ＝１
ｙｉｙｊａｉａｊ〈Ｘｉ·Ｘｊ〉 （５１１５）

因为上式只涉及向量ａ的求解，因此我们把Ｌ（Ｗ，ａ，ｂ）改成Ｈ（ａ），此式也称为原问题的
对偶问题。为了构造最优化超平面，在 ａｉ≥０，ｉ＝１，２，…，Ｎ且满足式（５１１４）条件下，对
式（５１１５）求解得到ａｉ≥０，ｉ＝１，２，…，Ｎ，代入式（５１１３）得到向量

Ｗ ＝
Ｎ

ｉ＝１
ｙｉａｉＸｉ （５１１６）

在求解此优化问题中，ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ互补条件提供了关于解结构的有用信息。根
据ＫＫＴ条件，最优解ａ必须满足：

ａ［ｙｉ（〈Ｗ·Ｘｉ〉＋ｂ）－１］＝０，　　ｉ＝１，…，Ｎ （５１１７）
这意味着仅仅是函数间隔为１的样本向量Ｘｉ，也就是最靠近超平面的点对应的ａｉ 非零，称

这样的向量为支持向量。在图５３０中大写字母所示样品向量为支持向量。所有其他样本向量
对应的ａｉ 为零。因此在计算权重向量的表达式（５１１６）中，实际只有这些支持向量包括在内。

最优解ａ和Ｗ可由二次规划算法求得。选取一个支持向量Ｘｉ，可求得ｂ

ｂ ＝ｙｉ－〈Ｘｉ·Ｗ〉 （５１１８）
最优判别函数具有如下形式：

ｆ（Ｘ）＝
Ｎ

ｉ＝１
ｙｉａｉ〈Ｘｉ·Ｘ〉＋ｂ （５１１９）

（２）支持向量机模型

我们介绍了线性可分的支持向量机最优超平面的求解，而对于线性不可分的分类问题，必

２３１ 模式识别与智能计算———ＭＡＴＬＡＢ技术实现（第３版）



须对最优化问题做一些改动。可以通过非线性变换把样本输入空间转化为某个高维空间中的

线性问题，在高维空间中求线性最优分类超平面，这样的高维空间也称为特征空间或高维特征

空间（Ｈｉｌｂｅｒｔ空间）。这种变换可能比较复杂，且高维特征空间的转换函数也很难显式地表示
出来，因此这种思路在一般情况下不易实现。但是注意到，在线性情况下的对偶问题中，不论是

寻优目标函数式（５１１５）还是判别函数式（５１１９）都只涉及训练样本之间的内积运算〈Ｘｉ·Ｘｊ〉。
假设有非线性映射Φ：Ｒｎ→Ｈ将输入空间的样本映射到高维（可能是无穷维）的特征空间

Η中。当在特征空间 Η中构造最优超平面时，训练算法仅使用空间中的点积，即〈Φ（Ｘｉ），
Φ（Ｘｊ）〉，而没有单独的 Φ（Ｘｉ）出现。因此，如果能够找到一个函数 ｋ使得 ｋ（Ｘｉ，Ｘｊ）＝
〈Φ（Ｘｉ），Φ（Ｘｊ）〉，这样，在高维特征空间中实际上只需进行内积运算，而这种内积运算可以
用输入空间中的某些特殊函数来实现，我们甚至没有必要知道变换Φ的具体形式。这些特殊
的函数ｋ称为核函数。根据泛函的有关理论，只要核函数ｋ（ｘｉ，ｘｊ）满足Ｍｅｒｃｅｒ条件，它就对应
某一变换空间中的内积。

此时，目标函数变为

ｍａｘＨ（ａ）＝
Ｎ

ｉ＝１
ａｉ－

１
２

Ｎ

ｉ＝１

Ｎ

ｊ＝１
ｙｉｙｊａｉａｊｋ（Ｘｉ·Ｘｊ）

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ
ｎ

ｉ＝１
ｙｉａｉ＝０，ａｉ≥０，ｉ＝１，…，Ｎ

（５１２０）

相应的判别函数变为

ｆ（Ｘ）＝
Ｎ

ｉ＝１
ｙｉａｉｋ（Ｘｉ·Ｘ）＋ｂ （５１２１）

这就是支持向量机（ＳＶＭ）。
支持向量机利用输入空间的核函数取代了高维特征空间中的内积运算，解决了算法可能

导致的“维数灾难”问题：在构造判别函数时，不是对输入空间的样本做非线性变换，然后在特

征空间中求解；而是先在输入空间比较向量（如求内积或是某种距离），对结果再做非线性变

换。这样，大的工作量将在输入空间而不是在高维特征空间中完成。

支持向量机判别函数形式上类似于一个神经网络，输出是 Ｍ个中间结点的线性组合，每
个中间结点对应一个支持向量，如图 ５２２所示。

图５２２　支持向量机的网络结构
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（３）特征空间与核函数

Ｍｅｒｃｅｒ定理将核解释为特征空间的内积，核函数的思想是将原本在高维特征空间中的计
算，通过核函数在输入空间中完成，而无须知道高维变换的显式公式。为了避免维数灾难，许

多学习算法都是通过“降维”的方式，将高维原始空间变换到较低维的特征空间，这容易损失

一些有用的特征，导致学习性能的下降：而基于核的方法却恰好相反，它将低维向高维映射，却

不需要过多地考虑维数对学习机器性能的影响。核函数是支持向量机的重要组成部分。根据

ＨｉｌｂｅｒｔＳｃｈｍｉｄｔ定理，只要变换Φ满足Ｍｅｒｃｙ条件，就可用于构建核函数，Ｍｅｒｃｙ条件如下：给
定对称函数ｋ（ｘ，ｙ）和任意函数φ（ｘ）≠０，满足约束

∫
＋∞

－∞
φ２（ｘ）ｄｘ＜０


＋∞

－∞
ｋ（ｘ，ｙ）φ（ｘ）φ（ｙ）ｄｘｄｙ＞{ ０

（５１２２）

目前常用的核函数主要有线性核函数（Ｌｉｎｅａｒ）、二次核函数（Ｑｕａｄｒａｔｉｃ）、多项式核函数
（Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ）、径向基核函数（ＲａｄｉａｌＢａｓｉｓＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＲＢＦ）、多层感知器（ＭｕｌｔｉＬａｙｅｒＰｅｒｃｅｐ
ｔｒｏｎ，ＭＬＰ），函数定义见式（５６７）～式（５７１）。

２实现步骤

要实现支持向量机的多类分类，首先要实现两类分类。支持向量机分类算法包括两部分，

支持向量机的训练和支持向量机分类。

（１）支持向量机训练的步骤

① 输入两类训练样品向量（Ｘｉ，Ｙｉ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ，Ｘ∈Ｒ
ｎ，ｙ∈｛－１，１｝），类号分别为 ω１，

ω２。如果Ｘｉ∈ω１，则ｙｉ＝－１；Ｘｉ∈ω２，则ｙｉ＝１。
② 指定核函数类型。
③ 利用二次规划方法求解目标函数式（５１２０）的最优解，得到最优Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子ａ。
④ 利用样本库中的一个支持向量Ｘ，代入式（５１２１），左值 ｆ（Ｘ）为其类别值（－１或１），

可得到偏差值ｂ。

（２）支持向量机分类的步骤

① 输入待测样品Ｘ。
② 利用训练好的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子 ａ、偏差值 ｂ和核函数，根据式（５１１９）求解判别函

数ｆ（Ｘ）。
③ 根据ｓｇｎ（ｆ（Ｘ））的值，输出类别。如果ｓｇｎ（ｆ（Ｘ））为－１，则该样品属于类ω１；如果ｓｇｎ

（ｆ（Ｘ））为１，则该样品属于类ω２。

３编程代码

Ｍａｔｌａｂ中的支持向量机工具箱中提供了支持向量机训练和支持向量机分类方法的函数，
其中ｓｖｍｔｒａｉｎ函数实现对样品进行训练并将训练结果保存到指定结构；ｓｖｍｃｌａｓｓｉｆｙ函数通过输
入指定训练结果和待测样品实现待测样品的分类。具体函数说明可参考Ｍａｔｌａｂ帮助文件。

（１）支持向量机训练方法代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
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％函数名称：ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＴｒａｉｎ（）
％参数：
％返回值：
％函数功能：支持向量机训练
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＴｒａｉｎ（）；
　　ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝５０；
　　ｃｌａｓｓｎｕｍ＝０；
　　％选择核函数类型
　　ｓｔｒ＝｛′线性核函数 ′，′二次核函数 ′，′多项式核函数 ′，′ｒｂｆ核函数 ′，′多层感知器核函数 ′｝；
　　ｋｅｒｎａｌＴｙｐｅ＝ｌｉｓｔｄｌｇ（′ＬｉｓｔＳｔｒｉｎｇ′，ｓｔｒ，′ＰｒｏｍｐｔＳｔｒｉｎｇ′，′选择核函数计算类型 ′，
　　 ′ＳｅｌｅｃｔｉｏｎＭｏｄｅ′，′Ｓｉｎｇｌｅ′，′ＬｉｓｔＳｉｚｅ′，［１６０，１００］，′Ｎａｍｅ′，′核函数选择对话框 ′）；
　　ｓｗｉｔｃｈ（ｋｅｒｎａｌＴｙｐｅ）
　　　　ｃａｓｅ１
　　　　　　ｋｅｒｎａｌ＝′ｌｉｎｅａｒ′；
　　　　ｃａｓｅ２
　　　　　　ｋｅｒｎａｌ＝′ｑｕａｄｒａｔｉｃ′；
　　　　ｃａｓｅ３
　　　　　　ｋｅｒｎａｌ＝′ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ′；
　　　　ｃａｓｅ４
　　　　　　ｋｅｒｎａｌ＝′ｒｂｆ′；
　　　　ｃａｓｅ５
　　　　　　ｋｅｒｎａｌ＝′ｍｌｐ′；
　　ｅｎｄ
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０

ｆｏｒｊ＝１：ｉ－１
　　ｘ＝［ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）］；
　　ｙ＝ｏｎｅｓ（１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ２）；
　　ｙ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ２）＝－１；
　　％进行两类支持向量机训练，结果保存到ｓｖｍＳｔｒｕｃｔ结构中。
　　ｓｖｍＳｔｒｕｃｔ（ｉ，ｊ）＝ｓｖｍｔｒａｉｎ（ｘ，ｙ，′ＫｅｒｎｅｌＦｕｎｃｔｉｏｎ′，ｋｅｒｎａｌ）；
ｅｎｄ

　　ｅｎｄ
　　％保存训练结果
　　ｓａｖｅｓｖｍＳｔｒｕｃｔｓｖｍＳｔｒｕｃｔ；
　　ｍｓｇｂｏｘ（′训练结束 ′）；

（２）支持向量机分类方法代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待测样品
％返回值：ｒｅｓｕｌｔ：分类结果
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％函数功能：支持向量机分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ＝ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　％读取训练结果
　　ｌｏａｄｓｖｍＳｔｒｕｃｔｓｖｍＳｔｒｕｃｔ
　　ｎｕｍ＝ｚｅｒｏｓ（１，１０）；
　　ｃｌａｓｓｎｕｍ＝０；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０

ｆｏｒｊ＝１：ｉ－１
　　％支持向量机两类分类
　　Ｇ＝ｓｖｍｃｌａｓｓｉｆｙ（ｓｖｍＳｔｒｕｃｔ（ｉ，ｊ），ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｉｆ（Ｇ＝＝１）
　　　　ｎｕｍ（ｉ）＝ｎｕｍ（ｉ）＋１；
　　ｅｌｓｅｉｆ（Ｇ＝＝－１）
　　　　ｎｕｍ（ｊ）＝ｎｕｍ（ｊ）＋１；
　　ｅｎｄ
ｅｎｄ

　　ｅｎｄ
　　％找出分类数目最多的类
　　［ｍａｘ ｖａｌ，ｍａｘ ｐｏｓ］＝ｍａｘ（ｎｕｍ）；
　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｍａｘ ｐｏｓ－１；

４效果图

首先对样品库进行支持向量机训练，单击“支持向量机训练”菜单，弹出“核函数选择”对

话框，如图５２３（ａ）所示。选择合适的核函数，开始训练，等待至训练结束（图５２３（ｂ））。手
写一数字，如图５２３（ｃ）所示，单击“支持向量机分类”菜单，进行分类，显示分类结果对话框，
如图５２３（ｄ）所示。

图５２３　支持向量机分类效果图

本章小结

本章介绍了线性判别函数与非线性判别函数，并讨论了各种分类情况的判别函数设计方

法、ＬＭＳＥ验证可分性的方法，线性分类器介绍了感知器算法、增量校正算法、ＬＭＳＥ分类算法，
这三种算法的实现步骤大体相同，感知器算法只有在某一个模式样品被错误分类时才校正权

６３１ 模式识别与智能计算———ＭＡＴＬＡＢ技术实现（第３版）



向量，而增量校正算法和 ＬＭＳＥ算法的每一步都要校正权向量；同时还介绍了 Ｆｉｓｈｅｒ分类算
法，它是将特征空间进行投影压缩后以实现分类的方法。非线性分类器介绍了核Ｆｉｓｈｅｒ方法、
势函数法和支持向量机方法。

习题５

１写出每一个类别可用单个判别平面分开的判别函数形式。
２写出每两个类别之间可用判别平面分开的判别函数形式。
３简述多类可分的判别函数实现方法。
４写出非线性分类器判别函数的一般形式。
５简述感知器算法的分类准则，并写出奖惩算法的实现步骤。
６写出增量校正算法的实现步骤。
７简述增量校正算法与感知器算法的不同。
８简述ＬＭＳＥ算法验证可分性的基本原理。
９简述Ｆｉｓｈｅｒ算法分类的实现步骤。
１０简述基于核的Ｆｉｓｈｅｒ算法分类的实现步骤。
１１简述非线性分类器势函数算法实现分类的步骤。
１２简述支持向量机的原理以及支持向量机分类方法的实现步骤。
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第６章　神经网络分类器设计

本章要点：

人工神经网络的基本原理

ＢＰ神经网络
径向基函数神经网络（ＲＢＦ）
自组织竞争神经网络

概率神经网络（ＰＮＮ）
对向传播神经网络（ＣＰＮ）
反馈型神经网络（Ｈｏｐｆｉｅｌｄ）

６１　人工神经网络的基本原理

人工神经网络结构和工作机理基本上是以人脑的组织结构（大脑神经元网络）和活动规

律为背景的，它反映了人脑的某些基本特征，但并不是要对人脑部分的真实再现，可以说它是

某种抽象、简化或模仿。参照生物神经元网络发展起来的人工神经网络现已有许多种类型，但

它们中的基本单元———神经元的结构是基本相同的。

６１１　人工神经元

人工神经元模型是生物神经元的模拟与抽象。这里所说的抽象是从数学角度而言，所谓

模拟是以神经元的结构和功能而言的。如图６１所示是一种典型的人工神经元模型，它是模
拟生物神经元的细胞体、树突、轴突、突触等主要部分而构成的。

图６１　人工神经元模型

人工神经元相当于一个多输入单输出的非线性阈值器件。这里的 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ表示它的
ｎ个输入；ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ表示与它相连的ｎ个突触的连接强度，其值成为权值；ＷＸ称为激活
值，表示这个人工神经元的输入总和，对应于生物神经细胞的膜电位；ｏ表示这个人工神经元
的输出；θ表示这个人工神经元的阈值。如果输入信号的加权和超过θ，则人工神经元被激活。



这样，人工神经元的输出可描述为

ｏ＝ｆ（ＷＸ－θ） （６１）

式中，ｆ（）表示神经元输入／输出关系函数，称为激活函数或输出函数。
Ｗ为权矢量（ｗｅｉｇｈｔｖｅｃｔｏｒ）：

Ｗ＝

ｗ１
ｗ２


ｗ













ｎ

Ｘ为输入矢量（ｉｎｐｕｔｖｅｃｔｏｒ）：

Ｘ＝

ｘ１
ｘ２


ｘ













ｎ

设ｎｅｔ＝ＷＴＸ是权与输入的矢量积（标量），相当于生物神经元由外加刺激引起的膜内电
位的变化。这样激活函数可写成ｆ（ｎｅｔ）。

阈值θ一般不是一个常数，它是随着神经元的兴奋程度而变化的。
激活函数有许多种类型，其中比较常用的激活函数可归结为三种形式：阈值函数、Ｓｉｇｍｏｉｄ

函数和分段线性函数。

１阈值函数（ＴｈｒｅｓｈｏｌｄＦｕｎｃｔｉｏｎ）

阈值函数通常也称为阶跃函数。阈值函数定义为

ｆ（ｔ）＝
１， ｔ≥０
０， ｔ{ ＜０

（６２）

若激励函数采用阶跃函数，如图６２（ａ）所示的人工神经元模型即为著名的 ＭＰ（ＭｃＣｕｌ
ｌｏｃｈＰｉｔｔｓ）模型。此时神经元的输出取１或０，反映了神经元的兴奋或抑制。

此外，符号函数ｓｇｎ（ｔ）也常常作为神经元的激励函数，如图６２（ｂ）所示。

ｓｇｎ（ｔ）＝
　１， ｔ≥０
－１， ｔ{ ＜０

（６３）

图６２　阈值函数
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２Ｓｉｇｍｏｉｄ函数（ＳｉｇｍｏｉｄＦｕｎｃｔｉｏｎ）

Ｓｉｇｍｏｉｄ函数也称为Ｓ型函数。到目前为止，它是人工神经网络中最常用的激励函数。Ｓ
型函数的定义为

ｆ（ｔ）＝ １
１＋ｅ－ａｔ

（６４）

式中，ａ为Ｓｉｇｍｏｉｄ函数的斜率参数，通过改变参数ａ，我们会获取不同斜率的Ｓｉｇｍｏｉｄ函数，如
图６３所示。

图６３　Ｓｉｇｍｏｉｄ函数

当斜率参数接近无穷大时，此函数转化为简单的阈值函数，但Ｓｉｇｍｏｉｄ函数对应０～１的连
续区域，而阈值函数对应的只是０和１两点，此外，Ｓｉｇｍｏｉｄ函数是可微分的，而阈值函数是不
可微分的。

Ｓｉｇｍｏｉｄ函数也可用双曲正切函数（ＳｉｇｎｕｍＦｕｎｃｔｉｏｎ）来表示：
ｆ（ｔ）＝ｔａｎｈ（ｔ） （６５）

双曲正切函数如图６４所示。

图６４　双曲正切函数

３分段线性函数（ＰｉｅｃｅｗｉｓｅＬｉｎｅａｒＦｕｎｃｔｉｏｎ）

分段线性函数定义为
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图６５　分段线性函数

ｆ（ｔ）＝
１， ｔ≥１
ｔ， －１＜ｔ＜１
－１， ｔ≤

{ －１
（６６）

该函数在线性区间［－１，１］内的放大系数是一致的，
如图６５所示。

这种形式的激励函数可看做是非线性放大器的近似。

（１）分段函数的特殊形式

以下两种情况是分段线性函数的特殊形式：

① 在执行中保持线性区域而使其不进入饱和状态，则会产生线性组合器。
② 若线性区域的放大倍数无限大，则分段线性函数简化为阈值函数。

（２）神经元的特点

① 神经元是多输入、单输出元件。
② 它具有非线性的输入、输出特性。
③ 它具有可塑性，可塑性反映在新突触的产生和现有神经突触的调整上，可塑性使神经

网络能够适应周围的环境。其塑性变化的部分主要是权值（ｗｉ）的变化，这相当于生物神经元
的突触部分的变化。对于激发状态，ｗｉ取正值，对于抑制状态，ｗｉ取负值。

④ 神经元的输出响应是各个输入值的综合作用结果。
⑤ 时空整合功能，时间整合功能表现在不同时间、同一突触上；空间整合功能表现在同一

时间、不同突触上。

⑥ 兴奋与抑制状态，当传入冲动的时空整合结果，使细胞膜电位升高，超过被称为动作电
位的阈值，细胞进入兴奋状态，产生神经冲动，由轴突输出；同样，当膜电位低于阈值时，无神经

冲动输出，细胞进入抑制状态。

６１２　人工神经网络模型

根据神经元之间连接的拓扑结构上的不同，可将神经网络结构主要分为两大类，即分层网

络和相互连接型网络。分层网络是将一个神经网络中的所有神经元按功能分为若干层，一般

有输入层、隐含层和输出层，各层顺序连接。分层网络可以细分为三种互连形式：简单的前向

网络、具有反馈的前向网络以及层内有相互连接的前向网络。对于简单的前向网络，给定某一

输入模式，网络能产生一个相应的输出模式，并保持不变。输入模式由输入层进入网络，经过

隐含层的模式变换，由输出层产生输出模式。因此前向网络是由分层网络逐层模式变换处理

的方向而得名的。相互连接型网络是指网络中任意两个单元之间都是可以相互连接的。对于

给定的输入模式，相互连接型网络由某一初始状态出发开始运行，在一段时间内网络处于不断

更新输出状态的变化过程中。如果网络设计得好，最终可能会产生某一稳定的输出模式；如果

设计得不好，网络也有可能进入周期性振荡或发散状态。

本章着重应用ＢＰ神经网络、径向基函数神经网络、自组织竞争神经网络、概率神经网络、
对向传播神经网络和反馈型神经网络对手写数字进行分类识别。其中５种网络结构模型及分
类特点如表６１所示。
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６１３　神经网络的学习过程

人的学习过程主要有三种：有导师学习、无导师学习和强化学习。模仿人的学习过程，人

们提出了多种神经网络的学习方式，按学习方式进行神经网络模型分类，可以分为相应的三

种，即有导师学习网络、无导师学习网络和强化学习网络。有导师型的学习或者说有监督型的

学习是在有指导和考察的情况下进行的，如果学完了没有达到要求，那么就要再继续学习（重

新学习）。无导师型的学习或者说无监督型的学习是靠学习者或者说神经系统本身自行完成

的。学习是一个相对持久的变化过程，学习往往也是一个推理的过程，例如，通过经验也可以

学习，学习是神经网络最重要的能力。

人工神经网络可从所需要的例子集合中学习、从输入与输出的映射中学习。对于有监督

学习，是在已知输入模式和期望输出的情况下进行的学习。对应每一个输入，有导师提供的系

统以实际响应与期望响应之间的差距作为测量误差，用来校正网络的参数（权值和阈值），

输入—输出模式的集合称为这个学习模型的训练样品集合。

神经网络最大的特点就是它有学习的能力，在学习过程中，主要是网络连接权的值发生了

相应的变化，学习到的内容也是记忆在连接权当中。

６１４　人工神经网络在模式识别问题上的优势

人工神经网络（ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ，ＡＮＮ），简称神经网络（ＮＮ），是对人脑或自然神
经网络若干基本特性的抽象和模拟，是一种基于连接学说构造的智能仿生模型，是由大量神经

元组成的非线性动力系统。

以生物神经网络为模拟基础的人工神经网络试图在模拟推理和自动学习等方面向前发

展，使人工智能更接近人脑的自组织和并行处理功能，它在模式识别、聚类分析和专家系统等

多方面显示出了新的前景和新的思路。神经网络可以看成是从输入空间到输出空间的一个非

线性映射，它通过调整权重和阈值来“学习”或发现变量间的关系，实现对事务的分类。由于

神经网络是一种对数据分布无任何要求的非线性技术，它能有效解决非正态分布、非线性的评

价问题，因而受到广泛的应用。由于神经网络具有信息的分布存储，并行处理以及自学习能力

等特点，所以它在信息处理、模式识别、智能控制等领域有着广泛的应用前景。近年来，神经网

络已成为研究的热点，并取得了广泛的应用。

１人工神经网络的特点

（１）固有的并行结构和并行处理

人工神经网络和人类的大脑类似，不但结构上是并行的，它的处理顺序也是并行的和同时

的。在同一层内的处理单元都是同时操作的，即神经网络的计算功能分布在多个处理单元上。

而一般计算机通常有一个处理单元，其处理顺序是串行的。

（２）知识的分布存储

在神经网络中，知识不是存储在特定的存储单元中，而是分布在整个系统中，要存储多个

知识就需要很多链接。在计算机中，只要给定一个地址就可得到一个或一组数据。在神经网

络中要获得存储的知识则采用“联想”的办法，这类似人类和动物的联想记忆。人类根据联想
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善于正确识别图形，人工神经网络也是这样。

（３）容错性

人工神经网络具有很强的容错性。它可以从不完善的数据和图形中进行学习并做出决

定。由于知识存在于整个系统中，而不只是在一个存储单元中，预定比例的结点不参与运算，

对整个系统的性能不会产生重大的影响。能够处理那些有噪声或不完全的数据，具有泛化功

能和很强的容错能力。

（４）自适应性

自适应性根据所提供的数据，通过学习和训练，找出输入和输出之间的内在关系，从而求

取问题的解，而不是依据对问题的经验知识和规则。因而具有自适应功能，这对于弱化权重确

定人为因素是十分有益的。

（５）模式识别能力

目前有各种各样的神经网络模型，其中有很多网络模型善于模式识别。模式识别是 ＡＮＮ
最重要的特征之一。它不但能识别静态信息，对实时处理复杂的动态信息（随时间和空间变

化的）也具有巨大潜力。模式识别往往是非常复杂的，各个因素之间相互影响，呈现出复杂的

非线性关系，人工神经网络为处理这类非线性问题提供了强有力的工具。

２人工神经网络的优点

人工神经网络在模式识别问题上，相比其他传统方法的优势可以大致归结为以下三点：

① 要求对问题的了解较少。
② 可对特征空间进行较为复杂的划分。
③ 适用于高速并行处理系统来实现。
但是人工神经网络同其他理论一样也不是完美的，也有其固有的弱点，例如，需要更多的

训练数据，在非并行处理系统中的模拟运行速度很慢，以及无法获取特征空间中的决策面等。

６２　ＢＰ神经网络

６２１　ＢＰ神经网络的基本概念

１ＢＰ神经网络拓扑结构

ＢＰ神经网络是一种具有三层或三层以上的多层神经网络，每一层都由若干个神经元组
成，如图６６所示，它的左、右各层之间各个神经元实现全连接，即左层的每一个神经元与右层
的每个神经元都有连接，而上下各神经元之间无连接，如图６７所示。ＢＰ神经网络按有导师
学习方式进行训练，当一对学习模式提供给网络后，其神经元的激活值将从输入层经各隐含层

向输出层传播，在输出层的各神经元输出对应于输入模式的网络响应。然后，按减少希望输出

与实际输出误差的原则，从输出层经各隐含层、最后回到输入层逐层修正各连接权。由于这种

修正过程是从输出到输入逐层进行的，所以称它为“误差逆传播算法”。随着这种误差逆传播

训练的不断进行，网络对输入模式响应的正确率也将不断提高。
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图６６　人工神经元模型 图６７　用于多指标综合评价的三层ＢＰ神经网络

由于ＢＰ神经网络有处于中间位置的隐含层，并有相应的学习规则可循，可训练这种网
络，使其具有对非线性模式的识别能力。特别是它的数学意义明确、步骤分明的学习，更使其

有广泛的应用前景。

２ＢＰ神经网络训练

在进行ＢＰ神经网络的设计时，应从网络的层数、每层中的神经元数、初始值以及学习速
率等几个方面进行考虑。

① 网络的层数。已经证明：三层ＢＰ神经网络可以实现多维单位立方体Ｒｍ到Ｒｎ的映射，
即能够逼近任何有理函数。这实际上给了一个设计ＢＰ神经网络的基本原则。增加层数可以
更进一步地降低误差，提高精度，但同时也使网络复杂化，从而增加网络权值的训练时间。而

误差精度的提高实际上也可以通过增加隐含层中的神经元数目来获得，其训练结果也比增加

层数更容易观察和调整。所以一般情况下，应优先考虑增加隐含层中的神经元数。

② 隐含层的神经元数。网络训练精度的提高，可以通过采用一个隐含层而增加神经元数
的方法来获得。这在结构的实现上要比增加更多的隐含层简单得多。在具体设计时，比较实

际的做法是隐含层取输入层的两倍，然后适当地加上一点余量。评价一个网络设计得好坏，首

先是它的精度，其次是训练时间。时间包含有两层：一层是循环次数，二是每一次循环中计算

所花的时间。

③ 初始权值的选取。由于系统是非线性的，初始值的选取对于学习是否达到局部最小、
是否能够收敛以及训练时间的长短有很大关系。初始值过大、过小都会影响学习速度，因此权

值的初始值应选为均匀分布的小数经验值，一般取初始权值在（－１，１）之间的随机数，也可选
取在〔－２４／ｎ，２４／ｎ〕之间的随机数，其中 ｎ为输入特征个数。为避免每一步权值的调整方
向是同向的，应将初始值设为随机数。

④ 学习速率。学习速率决定每一次循环训练中所产生的权值变化量。高的学习速率可
能导致系统的不稳定；但低的学习速率导致较长的训练时间，可能收敛很慢，不过能保证网络

的误差值跳出误差表面的低谷而最终趋于最小误差值。在一般情况下，倾向于选取较小的学

习速率以保证系统的稳定性。学习速率的选取００１～０８。
如同初始权值的选取过程一样，在一个神经网络的设计中，网络要经过几个不同的学习速

率的训练，通过观察每一次训练后的误差平方和ｅ２的下降速率来判断所选定的学习速率是
否合适，若ｅ２下降很快，则说明学习速率合适，若ｅ２出现震荡现象，这说明学习速率过大。
对于每一个具体网络都存在一个合适的学习速率，但对于较复杂网络，在误差曲面的不同部位
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可能需要不同的学习速率。为了减少寻找学习速率的训练次数以及训练时间，比较合适的方

法是采用变化的自适应学习速率，使网络的训练在不同的阶段自动设置不同学习的速率。一

般来说，学习速率越高，收敛越快，但容易震荡；而学习速率越低，收敛越慢。

⑤ 期望误差的选取。在网络的训练过程中，期望误差值也应当通过对比训练后确定一个
合适的值。所谓的“合适”，是相对于所需要的隐含层的结点数来确定的，因为较小的期望误

差要靠增加隐含层的结点，以及训练时间来获得。一般情况下，作为对比，可以同时对两个不

同期望误差的网络进行训练，最后通过综合因素的考虑来确定采用其中一个网络。

尽管含有隐含层的神经网络能实现任意连续函数的逼近，但在训练过程中如果一些参数

选取得合适，可以加快神经网络的训练，缩短神经网络的训练时间和取得满意的训练结果。对

训练过程有较大影响的是权系数的初值、学习速率等。

调整量与误差成正比，即误差越大，调整的幅度就越大，这一物理意义是显而易见的。

调整量与输入值的大小成正比例，这里由于输入值越大，在这次学习过程中就显得越活

跃，所以与其相连的权值的调整幅度就应该越大。调整量与学习系数成正比。通常学习系数

为０１～０８，为使整个学习过程加快，又不引起振荡，可采用变学习速率的方法，即在学习初
期取较大的学习系数，随着学习过程的进行逐渐减少其值。

３ＢＰ神经网络训练

为了使ＢＰ神经网络具有某种功能，完成某项任务，必须调整层间连接权值和结点阈值，
使所有样品的实际输出和期望输出之间的误差稳定在一个较小的值以内。在训练 ＢＰ神经网
络的算法中，误差反向传播算法是最有效、最常用的一种方法。本章模式识别系统介绍了以下

９种ＢＰ神经网络参数（连接权值和结点阈值）的调整方法：
梯度下降法；

有动量的梯度下降法；

有自适应ｌｒ的梯度下降法；
有动量加自适应ｌｒ的梯度下降法；
弹性梯度下降法；

ＦｌｅｔｃｈｅｒＲｅｅｖｅｓ共轭梯度法；
ＰｏｌａｋＲｉｂｉｅｒｅ共轭梯度法；
ＰｏｗｅｌｌＢｅａｌｅ共轭梯度法；
量化共轭梯度法。

三层ＢＰ神经网络学习训练过程如图６８所示。
ＢＰ神经网络的学习过程主要由四部分组成：
① 输入模式顺传播（输入模式由输入层经隐含层向输出层传播计算）。
② 输出误差逆传播（输出的误差由输出层经隐含层传向输入层）。
③ 循环记忆训练（模式顺传播与误差逆传播的计算过程反复交替循环进行）。
④ 学习结果判别（判定全局误差是否趋向极小值）。
下面以梯度下降法训练 ＢＰ神经网络为例，介绍和分析这四个过程，在第 ｌ次输入样品

（ｌ＝１，２，…，Ｎ）进行训练时各个参数的表达及计算方法。
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图６８　ＢＰ神经网络学习训练过程
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（１）确定参数

① 确定输入向量Ｘ：
输入向量为Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ（ｎ———输入层单元个数）。
② 确定输出向量Ｙ和希望输出向量Ｏ：
输出向量为　Ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，ｙｑ］

Ｔ（ｑ———输出层单元数）。
希望输出向量Ｏ＝［ｏ１，ｏ２，…，ｏｑ］

Ｔ。

③ 确定隐含层输出向量Ｂ：
隐含层输出向量为Ｂ＝［ｂ１，ｂ２，…，ｂｐ］

Ｔ，（ｐ———隐含层单元数）。
④ 初始化输入层至隐含层的连接权值Ｗｊ＝［ｗｊ１，ｗｊ２，…，ｗｊｔ，…，ｗｊｎ］

Ｔ，ｊ＝１，２，…，ｐ。
⑤ 初始化隐含层至输出层的连接权值Ｖｋ＝［ｖｋ１，ｖｋ２，…，ｖｋｊ，…，ｖｋｐ］

Ｔ，ｋ＝１，２，…，ｑ。

（２）输入模式顺传播

这一过程主要是利用输入模式求出它所对应的实际输出。

① 计算隐含层各神经元的激活值ｓｊ：

ｓｊ＝
ｎ

ｉ＝１
ｗｊｉ·ｘｉ－θｊ　　（ｊ＝１，２，…，ｐ） （６７）

式中，ｗｊｉ为输入层至隐含层的连接权；θｊ为隐含层单元的阈值。
激活函数采用Ｓ型函数，即

ｆ（ｘ）＝ １
１＋ｅｘｐ（－ｘ） （６８）

这里之所以选Ｓ型函数为ＢＰ神经网络神经元的激活函数是因为它是连续可微分的，而且更
接近于生物神经元的信号输出形式。

② 计算隐含层ｊ单元的输出值。将上面的激活值代入激活函数中可得隐含层ｊ单元的输
出值为

图６９　阈值的作用

ｂｊ＝ｆ（ｓｊ）＝
１

１＋ (ｅｘｐ －
ｎ

ｉ＝１
ｗｊｉ·ｘｉ＋θ)ｊ

（６９）

阈值θｊ在学习过程中和权值一样也不断地被修正。
阈值的作用反映在Ｓ函数的输出曲线上，如图６９所示。

由图中可见，阈值的作用相当于将输出值移了 θ
个单位。

同理，可求得输出端的激活值和输出值。

③ 计算输出层第ｋ个单元的激活值ｓｋ：

ｓｋ ＝
ｐ

ｊ＝１
ｖｋｊ·ｂｊ－θｋ （６１０）

④ 计算输出层第ｋ个单元的实际输出值ｙｋ：
ｙｋ＝ｆ（ｓｋ）（ｔ＝１，２，…，ｑ） （６１１）
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式中，ｖｋｊ为隐含层至输出层的权值；θｋ为输出层单元阈值；ｆ（ｘ）为Ｓ型激活函数。
利用以上各式就可计算出一个输入模式的顺传播过程。

（３）输出误差的逆传播

在第（２）步的模式顺传播计算中我们得到了网络的实际输出值，当这些实际的输出值与
希望的输出值不一样时或者说误差大于所限定的数值时，就要对网络进行校正。

这里的校正是从后向前进行的，所以叫做误差逆传播，计算时从输出层到隐含层，再从隐

含层到输入层。

① 输出层的校正误差为

ｄｋ＝（ｏｋ－ｙｋ）ｙｋ（１－ｙｋ）　　（ｋ＝１，２，…，ｑ） （６１２）

式中，ｙｋ为实际输出；ｏｋ为希望输出。
② 隐含层各单元的校正误差为

ｅｊ (＝ ｑｋ＝１ｖｋｊ·ｄ )ｋ ｂｊ（１－ｂｊ） （６１３）

这里应注意，每一个中间单元的校正误差都是由ｑ个输出层单元校正误差传递而产生的。
当校正误差求得后，则可利用ｄｋ和ｅｊ沿逆方向逐层调整输出层至隐含层，隐含层至输入层的
权值。

③ 对于输出层至隐含层连接权和输出层阈值的校正量为

Δｖｋｊ＝α·ｄｋ·ｂｊ （６１４）

Δθｋ＝α·ｄｋ （６１５）

式中，ｂｊ为隐含层ｊ单元的输出；ｄｋ为输出层的校正误差；α为（学习系数），α＞０。
④ 隐含层至输入层的校正量为

Δｗｊｉ＝β·ｅｊ·ｘｉ （６１６）

Δθｊ＝β·ｅｊ （６１７）

式中，ｅｊ为隐含层ｊ单元的校正误差；β为学习系数，０＜β＜１。
这里可以看出：

调整量与误差成正比，即误差越大，调整的幅度就越大，这一物理意义是显而易

见的。

调整量与输入值的大小成正比例，这里由于输入值越大，在这次学习过程中就显得越

活跃，所以与其相连的权值的调整幅度就应该越大。

调整量与学习系数成正比。通常学习系数为０１～０８，为使整个学习过程加快，又不
引起震荡，可采用变学习速率的方法，即在学习初期取较大的学习系数，随着学习过程

的进行逐渐减少其值。

（４）循环记忆训练

为使网络的输出误差趋于极小值。对于 ＢＰ神经网络输入的每一组训练模式，一般要经
过数百次甚至上万次的循环记忆训练，才能使网络记住这一模式。这种循环记忆训练实际上
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就是反复重复上面介绍的输入模式。

（５）学习结果的判别

当每次循环记忆训练结束后，都要进行学习结果的判别。判别的目的主要是检查输出误

差是否已经小到可以允许的程度。如果小到了可以允许的程度，就可以结束整个学习过程，否

则还要进行循环训练。学习或者说训练的过程是网络全局误差趋向于极小值的过程。但是对

于ＢＰ神经网络，其收敛过程存在着两个很大的缺陷：一是收敛速度慢，二是存在“局部极小
点”问题。在学习过程中有时会出现，当学习反复进行到一定次数后，虽然网络的实际输出与

希望输出还存在很大的误差，但无论再如何学习下去，网络全局误差的减少速度都变得很缓

慢，或者根本不再变化，这种现象是因网络收敛于局部极小点所致。ＢＰ神经网络的全局误差
函数Ｅ是一个以Ｓ型函数为自变量的非线性函数。这就意味着由 Ｅ构成的连接权空间不是
只有一个极小点的曲面，而是存在多个局部极小点的超曲面，如图６１０所示。

图６１０　最小点和极小点

导致这一缺陷的主要原因是采用了按误差函数梯度下降的方向进行校正。在图６１０中，
若初始条件是从Ａ点的位置开始则只能达到局部极小点，但如果从 Ｂ点开始则可达到全局最
小点。所以ＢＰ神经网络的收敛依赖于学习模式的初始化位置，适当改进ＢＰ神经网络隐含层
的单元个数，或者给每个连接权加上一个很小的随机数，都有可能使收敛过程避开局部

极小点。

６２２　ＢＰ神经网络分类器设计

１ＢＰ神经网络分类器结构设计

我们设计的ＢＰ神经网络结构有三层：输入层、隐含层、输出层，如图６１１所示。对于手写
数字提取了５×５＝２５个特征，作为神经网络的输入，因此输入结点为２５个，根据隐含层个数
大约为输入结点两倍关系，隐含层取５０个结点，输出层取４个结点，这４个输出为四位二进制
数，代表神经网络输出的数字类型。

三层ＢＰ神经网络结构图如图６１１所示。图中所示的三层ＢＰ神经网络的学习分为正向
传播输出和反向传播修正权值两阶段。

２ＢＰ神经网络调整参数Ｍａｔｌａｂ实现方法

为了介绍ＢＰ神经网络分类识别方法，以手写数字模式识别为例，在 ＢＰ神经网络结构基
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图６１１　三层ＢＰ神经网络结构图

础上，分别采用９种方式调整参数（连接权值和结点阈值），如表６２所示。

（１）梯度下降法

在样品被训练之前，需要构建 ＢＰ网络，Ｍａｂｌａｂ中 ｎｅｗｆｆ函数具有构建 ＢＰ网络功能，
该函数最后一个参数代表调整 ＢＰ神经网络连接权值和阈值的方法。将最后一个参数设
置为“ｔｒａｉｎｇｄ”，代表用梯度下降法调整 ＢＰ参数，与“ｔｒａｉｎｇｄ”有关的调整参数如表 ６３
所示。

表６２　ＢＰ神经网络常用调整参数方式

调整参数方式 标 志 码

梯度下降法 ｔｒａｉｎｇｄ

有动量的梯度下降法 ｔｒａｉｎｇｄｍ

有自适应ｌｒ的梯度下降法 ｔｒａｉｎｇｄａ

有动量加自适应ｌｒ的梯度下降法 ｔｒａｉｎｇｄｘ

弹性梯度下降法 ｔｒａｉｎｒｐ

ＦｌｅｔｃｈｅｒＲｅｅｖｅｓ共轭梯度法 ｔｒａｉｎｃｇｆ

ＰｏｌａｋＲｉｂｉｅｒｅ共轭梯度法 ｔｒａｉｎｃｇｐ

ＰｏｗｅｌｌＢｅａｌｅ共轭梯度法 ｔｒａｉｎｃｇｂ

量化共轭梯度法 ｔｒａｉｎｓｃｇ

表６３　梯度下降法调整参数

参　　数 描　　述

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｅｐｏｃｈｓ 　最大训练次数（默认为１０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｇｏａｌ 　训练要求精度（默认为０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌｒ 　学习速率（默认为００１）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍａｘ ｆａｉｌ 　最大失败次数（默认为５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍｉｎ ｇｒａｄ 　最小梯度要求（默认为１ｅ１０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｓｈｏｗ
　显示训练迭代过程（ＮａＮ表示
不显示，默认为２５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｔｉｍｅ 　最大训练时间（默认为ｉｎｆ）

其中，学习速率是重要的参数，它和负梯度的乘积决定了权值和阈值的调整量，学习速率

越大，调整步伐越大。学习速率过大，算法会变得不稳定；但是如果学习速率过小，算法收敛的

时间就会增大。训练过程中，只要满足下面四个条件之一，训练就会停止：

① 超过最大迭代次数ｅｐｏｃｈｓ。
② 表现函数值小于误差指标ｇｏａｌ。
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③ 梯度值小于要求精度ｍｉｎ ｇｒａｄ。
④ 训练所用时间超过时间限制ｔｉｍｅ。
⑤ 最大失败次数超过次数限制ｍａｘ ｆａｉｌ。

（２）有动量的梯度下降法

动量法降低了网络对于误差曲面局部细节的敏感性；梯度下降法在修正权值时，只是按照

ｋ时刻的负梯度方向修正，并没有考虑到以前积累的经验，即以前时刻的梯度方向，从而常常
使学习过程发生震荡，收敛缓慢。为此，有人提出了如下的改进算法：

ωｊｉ（ｔ＋１）＝ωｊｉ（ｔ）＋η［（１－α）ｄ（ｔ）＋αｄ（ｔ－１）］ （６１８）

式中，ｄ（ｔ）表示ｔ时刻的负梯度；ｄ（ｔ－１）表示ｔ－１时刻的负梯度；η为学习速率；α∈［０，１］是
动量因子，当α＝０时，权值修正只与当前负梯度有关，当 α＝１时，权值修正就完全取决于上
一次循环的负梯度了。

这种方法所加入的动量项实质上相当于阻尼项，它减小了学习过程的震荡，从而改善了收

敛性。将 Ｍａｂｌａｂ中 ｎｅｗｆｆ函数最后一个参数设为“ｔｒａｉｎｇｄｍ”，代表用有动量梯度下降法调整
参数。与“ｔｒａｉｎｇｄｍ”有关的调整参数如表６４所示。

表６４　有动量的梯度下降法参数

参　　数 描　　述

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｅｐｏｃｈｓ 最大训练次数（默认为１０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｇｏａｌ 训练要求精度（默认为０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌｒ 学习速率（默认为００１）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍａｘ ｆａｉｌ 最大失败次数（默认为５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍｉｎ ｇｒａｄ 最小梯度要求（默认为１ｅ１０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｓｈｏｗ 显示训练迭代过程（ＮａＮ表示不显示，默认为２５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｔｉｍｅ 最大训练时间（默认为ｉｎｆ）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍｃ 动量因子（默认为０９）

（３）有自适应ｌｒ的梯度下降法

学习速率对于整个训练过程有很大的影响，训练成功与否与学习速率的选取关系很大。

如果在训练过程中合理地改变学习速率，会避免以上的缺点。有自适应ｌｒ的梯度下降法就能
够自适应调整学习速率，从而增加稳定性，提高速度和精度。将Ｍａｂｌａｂ中ｎｅｗｆｆ函数最后一个
参数设为“ｔｒａｉｎｇｄａ”，代表用有自适应ｌｒ的梯度下降法调整参数，与“ｔｒａｉｎｇｄａ”有关的调整参数
如表６５所示。

表６５　有自适应ｌｒ的梯度下降法参数

参　　数 描　　述

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｅｐｏｃｈｓ 最大训练次数（默认为１０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｇｏａｌ 训练要求精度（默认为０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌｒ 学习速率（默认为００１）
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续表

参　　数 描　　述

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍａｘ ｆａｉｌ 最大失败次数（默认为５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍｉｎ ｇｒａｄ 最小梯度要求（默认为１ｅ１０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｓｈｏｗ 显示训练迭代过程（ＮａＮ表示不显示，默认为２５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｔｉｍｅ 最大训练时间（默认为ｉｎｆ）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌｒ ｉｎｃ 学习速率ｌｒ增长比（默认为１０５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌｒ ｄｅｃ 学习速率下降比（默认为０７）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍａｘ ｐｅｒｆ ｉｎｃ 表现函数增加最大化（默认为１０４）

（４）有动量加自适应ｌｒ的梯度下降法

在有动量的梯度下降法中赋予自适应 ｌｒ，得到有动量加自适应 ｌｒ的梯度下降法。将 Ｍａ
ｂｌａｂ中ｎｅｗｆｆ函数最后一个参数设为“ｔｒａｉｎｇｄｘ”，代表用有动量加自适应 ｌｒ的梯度下降法调整
参数。与“ｔｒａｉｎｇｄｘ”有关的调整参数如表６６所示。

表６６　有动量加自适应ｌｒ的梯度下降法参数

参　　数 描　　述

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｅｐｏｃｈｓ 最大训练次数（默认为１０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｇｏａｌ 训练要求精度（默认为０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌｒ 学习速率（默认为００１）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍａｘ ｆａｉｌ 最大失败次数（默认为５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍｉｎ ｇｒａｄ 最小梯度要求（默认为１ｅ１０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｓｈｏｗ 显示训练迭代过程（ＮａＮ表示不显示，默认为２５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｔｉｍｅ 最大训练时间（默认为ｉｎｆ）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌｒ ｉｎｃ 学习速率ｌｒ增长比（默认为１０５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌｒ ｄｅｃ 学习速率下降比（默认为０７）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍａｘ ｐｅｒｆ ｉｎｃ 表现函数增加最大化（默认为１０４）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍｃ 动量因子（默认为０９）

（５）弹性梯度下降法

多层神经网络的隐含层大多采用 Ｓｉｇｍｏｉｄ型传递函数，这类函数又称为“挤压”函数。因
为它们将没有边界限制的输入信号压缩到有限的输出范围之内，当输入量很大或者很小时，输

出函数的斜率接近０。那么当应用梯度下降法训练多层网络时，其梯度数量级会很小，从而使
得权值和阈值的调整范围减小，也就是说即使没有达到最优值，也会形成训练停止的结果。弹

性梯度下降法就能够消除这种影响。

应用弹性梯度下降法训练ＢＰ神经网络时，权值修正取决于表现函数导数的正负号，而导
数的数量级对权值修正并没有影响。其原理如下：权值变化的大小由不同的修正值决定。当

前两次训练时导数的正负号没有改变，权值和阈值的修正值随着参数 ｄｅｌｔ ｉｎｃ增加；当前两
次训练时导数的正负号有改变，权值和阈值的修正值随着参数ｄｅｌｔ ｄｅｃ减小；如果导数为０，
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则修正值不变。这样调整的结果是，权值的变化呈现震荡变化的数量级。将 Ｍａｂｌａｂ中 ｎｅｗｆｆ
函数最后一个参数设为“ｔｒａｉｎｒｐ”，代表用弹性梯度下降法调整参数。与“ｔｒａｉｎｒｐ”有关的调整
参数如表６７所示。

表６７　弹性梯度下降法参数

参　　数 描　　述

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｅｐｏｃｈｓ 最大训练次数（默认为１００）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｇｏａｌ 训练要求精度（默认为０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌｒ 学习速率（默认为００１）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍａｘ ｆａｉｌ 最大失败次数（默认为５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍｉｎ ｇｒａｄ 最小梯度要求（默认为１ｅ６）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｓｈｏｗ 显示训练迭代过程（ＮａＮ表示不显示，默认为２５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｔｉｍｅ 最大训练时间（默认为ｉｎｆ）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｄｅｌｔｉｎｃ 权值变化增加量（默认为１２）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｄｅｌｔｄｅｃ 权值变化减小量（默认为０５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｄｅｌｔ０ 初始权值变化（默认为００７）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｄｅｌｔｍａｘ 权值变化最大值（默认为５０）

（６）共轭梯度法

共轭梯度法是梯度法的一种改进方法，可以改进梯度法震荡和收敛性差的缺点。其基本

思想是寻找与负梯度方向和上一次搜索方向共轭的方向作为新的搜索方向，从而加快训练速

度，并提高训练精度。

所有的共轭梯度方法，都采用负梯度方向作为初始搜索方向：

ｐ（０）＝－ｇ（０） （６１９）
然后，沿着该方向作一维搜索：

ｗ（ｔ＋１）＝ｗ（ｔ）＋ａ（ｔ）ｐ（ｔ） （６２０）
接下来，就利用共轭方向作为新一轮的搜索方向，通常在当前负梯度方向上附加上一次搜

索方向：

ｐ（ｔ）＝－ｇ（ｔ）＋β（ｔ）ｐ（ｔ－１） （６２１）
β的选取衍生出各种共轭梯度法，如ＦｌｅｔｃｈｅｒＲｅｅｖｅｓ、ＰｏｌａｋＲｉｂｉｅｒｅ、ＰｏｗｅｌｌＢｅａｌｅ等修正方法。

共轭梯度法通常比自适应 ｌｒ的梯度下降法速度快，有时候也优于弹性梯度下降法。同
时，由于共轭梯度法占用较少的存储空间，因此在训练复杂网络的时候，通常选用共轭梯

度法。

① ＦｌｅｔｃｈｅｒＲｅｅｖｅｓ共轭梯度法。共轭梯度法中ＦｌｅｔｃｈｅｒＲｅｅｖｅｓ修正系数如下：

β（ｔ）＝ ｇＴ（ｔ）ｇ（ｔ）
ｇＴ（ｔ）ｇ（ｔ－１）

（６２２）

将Ｍａｂｌａｂ中ｎｅｗｆｆ函数最后一个参数设为“ｔｒａｉｎｃｇｆ”，代表用 ＦｌｅｔｃｈｅｒＲｅｅｖｅｓ共轭梯度法调整
参数。与“ｔｒａｉｎｃｇｆ”有关的调整参数如表６８所示。与搜索函数有关的参数有ｓｃａｌｔｏｌ、ａｌｐｈａ、
ｂｅｔａ、ｄｅｌｔａ、ｇａｍａ、ｌｏｗ ｌｉｍ、ｕｐ ｌｉｍ、ｍａｘｓｔｅｐ、ｍｉｎｓｔｅｐ、ｂｍａｘ，此处不再一一介绍。
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表６８　ＦｌｅｔｃｈｅｒＲｅｅｖｅｓ共轭梯度法参数

参　　数 描　　述

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｅｐｏｃｈｓ 最大训练次数（默认为１００）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｇｏａｌ 训练要求精度（默认为０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍａｘ ｆａｉｌ 最大失败次数（默认为５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍｉｎ ｇｒａｄ 最小梯度要求（默认为１ｅ６）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｓｈｏｗ 显示训练迭代过程（ＮａＮ表示不显示，默认为２５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｔｉｍｅ 最大训练时间（默认为ｉｎｆ）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｓｅａｒｃｈＦｃｎ 权值变化最大值（默认为ｓｒｃｈｃｈａ）

② ＰｏｌａｋＲｉｂｉｅｒｅ共轭梯度法。共轭梯度法中ＰｏｌａｋＲｉｂｉｅｒｅ修正系数如下：

β（ｔ）＝Δｇ
Ｔ（ｔ－１）ｇ（ｔ）

ｇＴ（ｔ－１）ｇ（ｔ－１）
（６２３）

将Ｍａｂｌａｂ中ｎｅｗｆｆ函数最后一个参数设为“ｔｒａｉｎｃｇｐ”，代表用ＰｏｌａｋＲｉｂｉｅｖｅ共轭梯度法调整参
数。与“ｔｒａｉｎｃｇｐ”有关的调整参数同ＦｌｅｔｃｈｅｒＲｅｅｖｅｓ共轭梯度法。

③ ＰｏｗｅｌｌＢｅａｌｅ共轭梯度法。ＰｏｗｅｌｌＢｅａｌｅ共轭梯度法和以上两种不同，因为它不是改变
修正系数，而是改变设置负梯度方向的条件。将 Ｍａｂｌａｂ中 ｎｅｗｆｆ函数最后一个参数设为
“ｔｒａｉｎｃｇｂ”，代表用ＰｏｗｅｌｌＢｅａｌｅ共轭梯度法调整参数。与“ｔｒａｉｎｃｇｂ”有关的调整参数同Ｆｌｅｔｃｈ
ｅｒＲｅｅｖｅｓ共轭梯度法。

（７）量化共轭梯度法
前面介绍的共轭梯度法每一步都需要进行一维搜索，这样就会耗费很多时间。应用

Ｍｏｌｌｅｒ提出的量化共轭梯度法（ＳＣＧ）融合了可信区间法和共轭梯度法，避免了耗时的一
维搜索。

将Ｍａｂｌａｂ中ｎｅｗｆｆ函数最后一个参数设为“ｔｒａｉｎｓｃｇ”，代表用量化共轭梯度法调整参数。
与“ｔｒａｉｎｓｃｇ”有关的调整参数如表６９所示。

表６９　量化共轭梯度法参数

参　　数 描　　述

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｅｐｏｃｈｓ 最大训练次数（默认为１００）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｇｏａｌ 训练要求精度（默认为０）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍａｘ ｆａｉｌ 最大失败次数（默认为５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｍｉｎ ｇｒａｄ 最小梯度要求（默认为１ｅ６）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｓｈｏｗ 显示训练迭代过程（ＮａＮ表示不显示，默认为２５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｔｉｍｅ 最大训练时间（默认为ｉｎｆ）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｓｉｇｍａ 因为二次求导对权值调整的影响参数（默认为５０ｅ５）

ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌａｍｂｄａ Ｈｅｓｓｉａｎ阵不确定性调节参数（默认为５０ｅ７）

３实现步骤

① 初始化输入、输出矩阵ｐ［］、ｔ［］。ｐ为训练样品，ｔ为训练样品所属的类别。
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② 构建ＢＰ神经网络，设置参数调整方式。Ｍａｂｌａｂ的ｎｅｗｆｆ函数具有构建ＢＰ神经网络的
功能，为了选择不同的调整 ＢＰ网络参数方式，只需修改 ｎｅｗｆｆ函数最后一个参数，如表６１０
所示，列出了采用不同的调整参数方式构建ＢＰ网络，ｎｅｗｆｆ中的第一个参数代表手写数字训练
集中输入结点为２５个特征范围，第二个参数［５０，４］代表隐含层和输出层的结点个数，由于构
建ＢＰ网络和训练网络编程语句相同，本程序仅列出梯度下降法构建 ＢＰ神经网络编程代码，
供读者参考，其他不一一列出。

表６１０　构建ＢＰ神经网络的核心函数

序号 调整ＢＰ网络参数方式 核 心 语 句

１ 梯度下降法 ｂｐｎｅｔ＝ｎｅｗｆｆ（ｘ，［５０，４］，｛′ｌｏｇｓｉｇ′，′ｌｏｇｓｉｇ′｝，′ｔｒａｉｎｇｄ′）；

２ 有动量的梯度下降法 ｂｐｎｅｔ＝ｎｅｗｆｆ（ｘ，［５０，４］，｛′ｌｏｇｓｉｇ′，′ｌｏｇｓｉｇ′｝，′ｔｒａｉｎｇｄｍ′）；

３ 有自适应ｌｒ的梯度下降法 ｂｐｎｅｔ＝ｎｅｗｆｆ（ｘ，［５０，４］，｛′ｌｏｇｓｉｇ′，′ｌｏｇｓｉｇ′｝，′ｔｒａｉｎｇｄａ′）；

４ 有动量加自适应ｌｒ的梯度下降法 ｂｐｎｅｔ＝ｎｅｗｆｆ（ｘ，［５０，４］，｛′ｌｏｇｓｉｇ′，′ｌｏｇｓｉｇ′｝，′ｔｒａｉｎｇｄｘ′）；

５ 弹性梯度下降法 ｂｐｎｅｔ＝ｎｅｗｆｆ（ｘ，［５０，４］，｛′ｌｏｇｓｉｇ′，′ｌｏｇｓｉｇ′｝，′ｔｒａｉｎｒｐ′）；

６ ＦｌｅｔｃｈｅｒＲｅｅｖｅｓ共轭梯度法 ｂｐｎｅｔ＝ｎｅｗｆｆ（ｘ，［５０，４］，｛′ｌｏｇｓｉｇ′，′ｌｏｇｓｉｇ′｝，′ｔｒａｉｎｃｇｆ′）；

７ ＰｏｌａｋＲｉｂｉｅｒｅ共轭梯度法 ｂｐｎｅｔ＝ｎｅｗｆｆ（ｘ，［５０，４］，｛′ｌｏｇｓｉｇ′，′ｌｏｇｓｉｇ′｝，′ｔｒａｉｎｃｇｐ′）；

８ ＰｏｗｅｌｌＢｅａｌｅ共轭梯度法 ｂｐｎｅｔ＝ｎｅｗｆｆ（ｘ，［５０，４］，｛′ｌｏｇｓｉｇ′，′ｌｏｇｓｉｇ′｝，′ｔｒａｉｎｃｇｂ′）；

９ 量化共轭梯度法 ｂｐｎｅｔ＝ｎｅｗｆｆ（ｘ，［５０，４］，｛′ｌｏｇｓｉｇ′，′ｌｏｇｓｉｇ′｝，′ｔｒａｉｎｓｃｇ′）；

③ 调用Ｍａｔｌａｂ的ｔｒａｉｎ（ｂｐｎｅｔ，ｐ，ｔ）函数，训练 ＢＰ神经网络。其中，ｂｐｎｅｔ为已经建立好的
ＢＰ网络，ｐ为训练样品，ｔ为训练样品所属的类别。

④ 对待测样品，调用Ｍａｔｌａｂ的ｓｉｍ函数，利用已经训练好的ＢＰ神经网络识别。ｓｉｍ函数
定义为：［ｔ，ｘ，ｙ］＝ｓｉｍ（ｍｏｄｅｌ，ｔｉｍｅｓｐａｎ，ｏｐｔｉｏｎｓ，ｕｔ）；其中参数ｍｏｄｅｌ表示网络结构名，ｔｉｍｅｓｐａｎ
表示循环次数，ｏｐｔｉｏｎｓ表示可选条件，ｕｔ表示输入的向量，ｔ表示网络输出向量结构，ｘ表示仿
真状态矩阵，ｙ表示仿真输出矩阵。

４编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 函数名称：ｂｐｇｄｔｒａｉｎ
％ 函数功能：构建ＢＰ神经网络，使用梯度下降法训练ＢＰ神经网络
％ 函数参数：无
％ 函数返回值：无
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｂｐｇｄｔｒａｉｎ
　　ｇｌｏｂａｌｂｐｎｅｔ；
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　ｃ＝０；
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　　ｐ＝［］；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：２０

ｃ＝ｃ＋１；
ｐ（：，ｃ）＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）；

　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

ｔ＝ｚｅｒｏｓ（４，２００）；
ｔ（４，１：２０）＝１；
ｔ（３，２１：４０）＝１；
ｔ（３：４，４１：６０）＝１；
ｔ（２，６１：８０）＝１；
ｔ（２，８１：１００）＝１；
ｔ（４，８１：１００）＝１；
ｔ（２：３，１０１：１２０）＝１；
ｔ（２：４，１２１：１４０）＝１；
ｔ（１，１４１：１６０）＝１；
ｔ（１，１６１：１８０）＝１；
ｔ（４，１６１：１８０）＝１；
ｔ（１，１８１：２００）＝１；
ｔ（３，１８１：２００）＝１；
ｘ＝ｏｎｅｓ（２５，２）；
ｘ（：，１）＝０；
ｂｐｎｅｔ＝ｎｅｗｆｆ（ｘ，［５０，４］，｛′ｌｏｇｓｉｇ′，′ｌｏｇｓｉｇ′｝，′ｔｒａｉｎｇｄ′）；
ｂｐｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｓｈｏｗ＝５０；％显示训练迭代过程（每隔５０次训练，显示一次训练进程）
ｂｐｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｌｒ＝０２；％学习速率
ｂｐｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｅｐｏｃｈｓ＝２００００；％最大训练次数
ｂｐｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｇｏａｌ＝０５ｅ１；％训练要求的精度（科学计数法：００５）
［ｂｐｎｅｔ］＝ｔｒａｉｎ（ｂｐｎｅｔ，ｐ，ｔ）；

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 函数名称：ｂｐｎｅｔ
％ 函数功能：识别手写数字
％ 函数参数：手写数字特征：ｓａｍｐｌｅ
％ 函数返回值：手写数字所属类别：ｙ
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｂｐｎｅｔ（ｓａｍｐｌｅ）
　　ｇｌｏｂａｌｂｐｎｅｔ；
　　ｃｌｃ；
　　ａ＝ｓｉｍ（ｂｐｎｅｔ，ｓａｍｐｌｅ′）；
　　ａ＝ｒｏｕｎｄ（ａ）；
　　ｂ＝ｎｕｍ２ｓｔｒ（ａ）；
　　ｃ＝ｂｉｎ２ｄｅｃ（ｂ′）；
　　ｙ＝ｃ－１；
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５效果图

① 选择“神经网络”→“ＢＰ神经网络分类法”→“梯度下降法ＢＰ训练”菜单命令（注：此处
也可选择使用其他方法，如有动量的梯度下降法、ＰｏｗｅｌｌＢｅａｌｅ共轭梯度法等，训练ＢＰ神经网
络），建立并训练ＢＰ神经网络如图６１２所示，训练结果如图６１３所示。

图６１２　ＢＰ神经网络梯度下降法训练

图６１３　ＢＰ神经网络梯度下降法训练结果

② 训练后权值详见文件《ＢＰ神经网络训练后的权值和阈值ｔｘｔ》。
③ 拖动鼠标左键在视图区用鼠标手写一个数字，如图６１４所示，然后选择“神经网络”→

“ＢＰ神经网络分类法”→“ＢＰ网络法识别”菜单命令，进行手写数字分类。
由于样品库中存储的是作者自己手写的数字，神经网络训练集能够对这些形状的数字识

别，如图６１５所示。读者可以借鉴下面各数字的形状来运行神经网络分类，会得到正确的结
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果，否则读者书写的数字有可能分错。读者可以将自己手写的数字尽可能多的添加到样品库，

每个数字添加２０个左右即可容易识别读者个人手写的数字。

图６１４　ＢＰ神经网络识别菜单

图６１５　ＢＰ神经网络识别效果图

０６１ 模式识别与智能计算———ＭＡＴＬＡＢ技术实现（第３版）



图６１５　ＢＰ神经网络识别效果图（续）

６３　径向基函数神经网络（ＲＢＦ）

众所周知，ＢＰ神经网络用于函数逼近时，权值的调节采用的是负梯度下降法。这种调节
权值的方法具有局限性。本节主要介绍逼近能力、分类能力和学习速度等方面都优于 ＢＰ神
经网络的另一种网络———径向基函数神经网络（ＲａｄｉａｌＢａｓｉｓＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＲＢＦ）。

径向基函数ＲＢＦ神经网络（简称径向基网络）是由ＪＭｏｏｄｙ和ＣＤａｒｋｅｎ于２０世纪８０年
代末提出的一种神经网络结构，它是具有单隐层的三层前向网络。目前已经证明，径向基网络

能够以任意精度逼近任意连续函数。

ＲＢＦ神经网络是一种性能良好的前向网络，具有最佳逼近，及克服局部极小值问题的性
能。另外，基于ＢＰ网络的初始权值参数是随机产生的，而ＲＢＦ网络的有关参数（如：具有重要
性能的隐含层神经元的中心向量和宽度向量）则是根据训练集中的样本模式按照一定的规则

来确定或者初始化的。这就可能使 ＲＢＦ神经网络在训练过程中不易陷入局部极小值的解域
中。如果要实现同一个功能，径向基神经网络的神经元个数可能要比前向 ＢＰ神经网络的神
经元个数要多，但是，径向基网络所需要的训练时间却比ＢＰ神经网络少。

６３１　径向基函数神经网络的基本概念

用ＲＢＦ作为隐单元的“基”构成隐含层空间，这样就可以将输入矢量直接（即不通过权连
接）映射到隐空间。当ＲＢＦ的中心点确定以后，这种映射关系也就确定了。而隐含层空间到
输出空间的映射是线性的，即网络的输出是隐单元输出的线性加权和，此处的权即为网络可调

参数。以上便是构成ＲＢＦ网络的基本思想。由此可见，从总体上看，网络由输入到输出的映
射是非线性的，而网络输出对可调参数而言却又是线性的；这样网络的权就可由线性方程组直

接解出或用ＲＬＳ方法递推计算，从而大大加快学习速度并避免局部极小问题。下面对这种网
络进行介绍。

１ＲＢＦ神经网络中心选取方法

对于ＲＢＦ神经网络的学习算法，关键问题是隐含层神经元中心参数的合理确定。在已有
的常用学习算法中，中心参数（或者中心参数的初始值）要么是从给定的训练样本集里按照某

种方法直接选取，要么采用聚类的方法进行确定。ＲＢＦ神经网络中心选取常用方法有如
下几种。
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（１）直接计算法（随机选取ＲＢＦ中心）

这是一种最简单的方法。在此方法中，隐含层神经元的中心是随机地在输入样本中选取，

且中心固定。一旦中心固定下来后，隐含层神经元的输出便是已知的，这样神经网络的连接权

值就可以通过求线性方程组来确定。当样本数据的分布具有明显的代表性时，这种方法是一

种简单有效的方法。

（２）自组织学习选取ＲＢＦ中心法

在这种方法中，ＲＢＦ神经网络的中心是可以变化的，并通过自组织学习确定其位置。而
输出层的线性权重则是通过有监督的学习来确定的。因此，这是一种回合的学习方法。该方

法在某种意义上是对神经网络资源的再分配，通过学习，使 ＲＢＦ的隐含层神经元中心位于输
入空间重要的区域。这种方法主要采用 Ｋ均值聚类法来选择 ＲＢＦ的中心，属于无监督（导
师）的学习方法，在模式识别中有较为广泛的应用。

（３）有导师学习选取ＲＢＦ中心法

ＲＢＦ神经网络的中心以及其他参数都是通过有导师学习来确定的。通过训练样本集来
获得满足导师（监督）要求的网络中心和其他权重参数，这也是ＲＢＦ神经网络最一般的学习方
法。常用的学习迭代方法是梯度下降法。

（４）正交最小二乘法选取ＲＢＦ中心

正交最小二乘（Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ）法是 ＲＢＦ神经网络的另一种重要的学习方法，其
思想来源于线性回归模型。神经网络的输出实际上是隐含层神经元某种响应参数（这里称为

回归因子）和隐含—输出层间连接权重的线性组合。所有隐含层神经元上的回归因子构成回

归向量。正交最小二乘法的任务是通过神经网络的学习来获得合适的回归向量。学习过程主

要是回归向量的正交化的过程。

实际应用表明，这些学习算法均有不足之处，使之应用范围受到限制。主要缺点体

现在：如果隐含层神经元的取值是训练样本中的数据，那么在多数情况下难以反应系统

的真正映射关系，并且在中心点的优选中会出现病态现象，导致训练失败。在很多实际

问题中，ＲＢＦ神经网络隐含层神经元的中心并非是训练集中的某些样本点或样本的聚类
中心，需要通过学习的方法获得，使所得到的中心能够更好地反应训练集数据所包含的

信息。因此，有监督学习选取 ＲＢＦ神经网络中心的学习算法是一般的形式。但是，这种
算法也有其缺点，即如果中心选取不当，会导致学习不收敛。因此，针对这种学习算法，

并结合高斯（Ｇａｕｓｓｉａｎ）核函数的特点，给出了一种新的 ＲＢＦ神经网络学习算法———基于
高斯核的 ＲＢＦ神经网络。

２基于高斯核的 ＲＢＦ神经网络拓扑结构

ＲＢＦ神经网络的拓扑结构是一种三层前馈网络：输入层由信号源结点构成，仅起到数据
信息的传递作用，对输入信息不进行任何变换。第二层为隐含层，结点数视需要而定。隐含层

神经元的核函数（作用函数）为高斯函数，对输入信息进行空间映射变换。第三层为输出层，

它对输入模式做出响应。输出层神经元的作用函数为线性函数，对隐含层神经元输出的信息

进行线性加权后输出，作为整个神经网络的输出结果。基于高斯核的ＲＢＦ神经网络的拓扑结
构如图６１６所示。
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图６１６　基于高斯核的ＲＢＦ神经网络的拓扑结构

隐含层径向基神经元模型机构如图６１７所示。由图６１７可见，径向基网络传递函数是
以输入向量与阈值向量之间的距离‖Ｘ－Ｃｊ‖作为自变量的，其中‖Ｘ－Ｃｊ‖是通过输入向量
和加权矩阵Ｃ的行向量的乘积得到的。径向基神经网络传递函数可以取多种形式，最常用的
有下面三种：

① Ｇａｕｓｓｉａｎ函数

ｉ（ｔ）＝ｅ
－ｔ
２
δ２ｉ

② Ｒｅｆｌｅｃｔｅｄｓｉｇｍｏｉｄａｌ函数

ｉ（ｔ）＝
１

１＋ｅ
ｔ２
δ２

③ 逆Ｍｕｌｔｉｑｕａｄｒｉｃ函数

ｉ（ｔ）＝
１

（ｔ２＋δ２ｉ）
ａ　　ａ＞０

图６１７　径向基神经元模型机构

但是，较为常用的还是Ｇａｕｓｓｉａｎ函数。本书选用Ｇａｕｓｓｉａｎ函数：ｙ＝ｅ－ｘ２为径向基函数。
当输入自变量为０时，传递函数取得最大值为１。随着权值和输入向量间的距离不断减

小，网络输出是递增的。也就是说，径向基函数对输入信号在局部产生响应。函数的输入信号

Ｘ靠近函数的中央范围时，隐含层结点将产生较大的输出，如图６１８所示。由此可以看出这
种网络具有局部逼近的能力。

当输入向量加到网络输入端时，径向基层每个神经元都会输出一个值，代表输入向量与神
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图６１８　Ｇａｕｓｓｉａｎ函数

经元权值向量之间的接近程度。如果输入向量与权值向

量相差很多，则径向基层输出接近于０，经过第二层的线性
神经元，输出也接近于０；如果输入向量与权值向量很接
近，则径向基层的输出接近于１，经过第二层的线性神经
元，输出值就靠近第二层权值。在这个过程中，如果只有

一个径向基神经元的输出为１，而其他的神经元输出均为
０或者接近０，那么线性神经元的输出就相当于输出为１
的神经元相对应的第二层权值的值。一般情况下，不止

一个径向基神经元的输出为 １，所以输出值也就会有所
不同。

３ＲＢＦ网络训练

训练的目的是求两层的最终权值Ｃｊ、Ｄｊ和Ｗｊ。ＲＢＦ网络的训练过程分为两步：第一步为
无导师学习，训练确定输入层与隐含层间的权值 Ｃｊ、Ｄｊ；第二步为有导师学习，训练确定隐含
层与输出层间的权值Ｗｊ。在训练前，需要提供输入向量 Ｘ、对应的目标输出向量 Ｙ和径向基
函数的宽度向量Ｄｊ。在第ｌ次输入样品（ｌ＝１，２，…，Ｎ）进行训练时各个参数的表达及计算方
法如下。

（１）确定参数

① 确定输入向量Ｘ：
输入向量为Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ（ｎ———输入层单元个数）。
② 确定输出向量Ｙ和希望输出向量Ｏ
输出向量为Ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，ｙｑ］

Ｔ（ｑ———输出层单元数）。
希望输出向量Ｏ＝［ｏ１，ｏ２，…，ｏｑ］

Ｔ。

③ 初始化隐含层至输出层的连接权值Ｗｋ＝［ｗｋ１，ｗｋ２，…，ｗｋｐ］
Ｔ（ｋ＝１，２，…，ｑ）。

参考中心初始化的方法给出：

Ｗｋｊ＝ｍｉｎｋ＋ｊ
ｍａｘｋ－ｍｉｎｋ
ｑ＋１ （６２４）

式中，ｍｉｎｋ为训练集中第ｋ个输出神经元所有期望输出的最小值；ｍａｘｋ为训练集中第 ｋ个输
出神经元所有期望输出的最大值。

④ 初始化隐含层各神经元的中心参数 Ｃｊ＝［ｃｊ１，ｃｊ２，…，ｃｊｎ］
Ｔ。不同隐含层神经元的中心

应有不同的取值，并且与中心的对应宽度能够调节，使得不同的输入信息特征能被不同的隐含

层神经元最大程度地反映出来，在实际应用时，一个输入信息总是包含在一定的取值范围内。

不失一般性，将隐含层各神经元的中心分量的初值，按从小到大等间距变化，使较弱的输入信

息在较小的中心附近产生较强的响应。间距的大小可由隐含层神经元的个数来调节。这样做

的好处，能够通过试凑的方法找出较为合理的隐含层神经元个数，并使中心的初始化尽量合

理，不同的输入特征更为明显地在不同的中心处反映出来，体现高斯核的特点。

基于上述思想，ＲＢＦ神经网络中心参数的初始值可由下式给出：

ｃｊｉ＝ｍｉｎｉ＋
ｍａｘｉ－ｍｉｎｉ
２ｐ ＋（ｊ－１）ｍａｘｉ－ｍｉｎｉｐ 　　（ｐ为隐含层神经元总个数，ｊ＝１，２，…，ｐ）

（６２５）

４６１ 模式识别与智能计算———ＭＡＴＬＡＢ技术实现（第３版）



式中，ｍｉｎｉ为训练集中第ｉ个特征所有输入信息的最小值；ｍａｘｉ为训练集中第ｉ个特征所有输
入信息的最大值。

⑤ 初始化宽度向量Ｄｊ＝［ｄｊ１，ｄｊ２，…，ｄｊｎ］
Ｔ。宽度向量影响着神经元对输入信息的作用范

围：宽度越小，相应隐含层神经元作用函数的形状越窄，那么处于其他神经元中心附近的信息

在该神经元处的响应就越小。一般计算方法如下：

ｄｊｉ＝ｄｆ
１
Ｎ

Ｎ

ｋ＝１
（ｘｋｉ－ｃｊｉ槡

） （６２６）

式中，ｄｆ为宽度调节系数，取值应小于１，作用是使每个隐含层神经元更容易实现对局部信息
的感受能力，有利于提高ＲＢＦ神经网络的局部响应能力。

（２）计算隐含层第ｊ个神经元的输出值ｚｊ

ｚｊ＝ｅｘｐ －
Ｘ－Ｃｊ
Ｄｊ( )

２

　　ｊ＝１，２，…，ｐ （６２７）

式中，Ｃｊ为隐含层第ｊ个神经元的中心向量，由隐含层第ｊ个神经元对应于输入层所有神经元
的中心分量构成，Ｃｊ＝［ｃｊ１，ｃｊ２，…，ｃｊｎ］

Ｔ；Ｄｊ为隐含层第ｊ个神经元的宽度向量，与Ｃｊ相对应，Ｄｊ
＝［ｄｊ１，ｄｊ２，…，ｄｊｎ］

Ｔ，Ｄｊ越大，隐含层对输入向量的响应范围就越大，且神经元间的平滑度也较
好；‖·‖为欧式范数。

（３）计算输出层神经元的输出

Ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，ｙｑ］
Ｔ

ｙｋ ＝
ｐ

ｊ＝１
ｗｋｊｚｊ　　ｋ＝１，２，…，ｑ （６２８）

式中，ｗｋｊ为输出层第ｋ个神经元与隐含层第ｊ个神经元间的调节权重。

（４）权重参数的迭代计算

ＲＢＦ神经网络权重参数的训练方法在这里取为梯度下降法。中心、宽度和调节权重参数
均通过学习来自适应调节到最佳值，它们的迭代计算如下：

ｗｋｊ（ｔ）＝ｗｋｊ（ｔ－１）－η
Ｅ

ｗｋｊ（ｔ－１）
＋α［ｗｋｊ（ｔ－１）－ｗｋｊ（ｔ－２）］ （６２９）

ｃｊｉ（ｔ）＝ｃｊｉ（ｔ－１）－η
Ｅ

ｃｊｉ（ｔ－１）
＋α［ｃｊｉ（ｔ－１）－ｃｊｉ（ｔ－２）］ （６３０）

ｄｊｉ（ｔ）＝ｄｊｉ（ｔ－１）－η
Ｅ

ｄｊｉ（ｔ－１）
＋α［ｄｊｉ（ｔ－１）－ｄｊｉ（ｔ－２）］ （６３１）

式中，ｗｋｊ（ｔ）为第ｋ个输出神经元与第 ｊ个隐层神经元之间在第 ｔ次迭代计算时的调节权重；
ｃｊｉ（ｔ）为第ｊ个隐层神经元对应于第ｉ个输入神经元在第ｔ次迭代计算时的中心分量；ｄｊｉ（ｔ）为
与中心ｃｊｉ（ｔ）对应的宽度；η为学习因子；Ｅ为ＲＢＦ神经网络评价函数，由下式给出：

Ｅ＝１２
Ｎ

ｌ＝１

ｑ

ｋ＝１
（ｙｌｋ－Ｏｌｋ）

２ （６３２）

式中，Ｏｌｋ为第ｋ个输出神经元在第ｌ个输入样本时的期望输出值；ｙｌｋ为第ｋ个输出神经元在第
ｌ个输入样本时的网络输出值。

综上所述，可给出ＲＢＦ神经网络如下的学习算法：
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① 按式（６２４）～式（６２６）对神经网络参数进行初始化，并给定 η和 α的取值及迭代终
止精度ε的值。

② 按下式计算网络输出的均方根误差 ＲＭＳ的值，若 ＲＭＳ≤ε，则训练结束，否则转到第
③步。

ＲＭＳ＝

Ｎ

ｌ＝１

ｑ

ｋ＝１
（Ｏｌｋ－ｙｌｋ）

２

槡 ｑＮ （６３３）

③ 按式（６２９）～式（６３１）对调节权重、中心和宽度参数进行迭代计算。
④ 返回步骤②。

６３２　径向基函数神经网络分类器设计

１实现步骤

① 从样本库中获取训练样本。
② 设置目标向量及径向基函数的分布密度。
③ 调用ｎｅｗｒｂｅ，构建并训练径向基函数神经网络。ｎｅｗｒｂｅ定义为：ｎｅｔ＝ｎｅｗｒｂｅ（Ｐ，Ｔ，

ｓｐｒｅａｄ），其中Ｐ为输入向量，Ｔ为输出向量，ｓｐｒｅａｄ为径向基函数分布密度（默认值为１）。
④ 获取手写数字特征，调用ｓｉｍ，识别手写数字所属类别。

２编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 函数名称：ｒｂｆｎｅｔ
％ 函数功能：构建并训练ＲＢＦ网络
％ 函数参数：无
％ 函数返回值：无
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｒｂｆｎｅｔ；
　ｇｌｏｂａｌｒｂｆｎｅｔ；
　ｃｌｃ；
　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　ｃ＝０；
　ｆｏｒｉ＝１：１０

ｆｏｒｊ＝１：１００
　　ｃ＝ｃ＋１；
　　ｐ（：，ｃ）＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）；
ｅｎｄ

　ｅｎｄ
ｔｃ（：，１：１００）＝０；
ｔｃ（：，１０１：２００）＝１；
ｔｃ（：，２０１：３００）＝２；
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ｔｃ（：，３０１：４００）＝３；
ｔｃ（：，４０１：５００）＝４；
ｔｃ（：，５０１：６００）＝５；
ｔｃ（：，６０１：７００）＝６；
ｔｃ（：，７０１：８００）＝７；
ｔｃ（：，８０１：９００）＝８；
ｔｃ（：，９０１：１０００）＝９；
ｔｃ＝ｔｃ／１０；％ ｔｃ＝［１１１１１１１１１１１１１１１１１１１１２２２２］
ｔ＝ｔｃ；
ＳＰＲＥＡＤ＝１；
ｒｂｆｎｅｔ＝ｎｅｗｒｂｅ（ｐ，ｔ，ＳＰＲＥＡＤ）；

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 函数名称：ｒｂｆｎｅｔｔｅｓｔ
％ 函数功能：识别手写数字
％ 函数参数：手写数字特征ｓａｍｐｌｅ
％ 函数返回值：手写数字所属类别ｙ
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｒｂｆｎｅｔｔｅｓｔ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｇｌｏｂａｌｒｂｆｎｅｔ；

ｔ＝ｓｉｍ（ｒｂｆｎｅｔ，ｓａｍｐｌｅ′）；
ｔ＝ｔ１０；
ｙ＝ｒｏｕｎｄ（ｔ）；

３效果图

① 选择“神经网络”→“ＲＢＦ神经网络分类法”→“ＲＢＦ神经网络训练”菜单命令，建立并
训练ＲＢＦ网络，如图６１９所示。

图６１９　ＲＢＦ神经网络训练

② 拖动鼠标左键在视图区用鼠标手写一个数字，如图６２０所示，然后选择“神经网络”→
“ＲＢＦ神经网络分类法”→“ＲＢＦ神经网络识别”菜单命令，进行手写数字分类。
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图６２０　ＲＢＦ神经网络识别

６４　自组织竞争神经网络

在生物神经系统中，存在着一种“侧抑制”现象，即一个神经细胞兴奋后，通过它的分支会

对周围其他神经细胞产生抑制。由于侧抑制的作用，各个细胞之间相互竞争的最终结果是：兴

奋作用最强的的神经元细胞所产生的抑制作用战胜了周围其他所有细胞的抑制作用而“赢”

了，其周围的其他神经细胞全“输”了。

自组织竞争人工神经网络正是基于上述生物结构和现象形成的。它是一种以无导师学习

方式进行网络训练的，具有自组织能力的神经网络。它能够对输入模式进行自组织训练和判

断，并将其最终分为不同的类型。与ＢＰ神经网络相比，这种自组织自适应的学习能力进一步
拓宽了人工神经网络在模式识别、分类方面的应用，另外，竞争学习网络的核心———竞争层，又

是许多种其他神经网络模型的重要组成部分。

在网络结构上，自组织竞争人工神经网络一般是由输入层和竞争层构成的两层网络，网络

没有隐含层，输入层和竞争层之间的神经元实现双向连接，同时竞争层各个神经元之间还存在

横向连接。在学习算法上，它模拟生物神经系统依靠神经元之间兴奋、协调与抑制、竞争的作

用来进行信号处理的动力学原理，指导网络的学习与工作。

自组织竞争人工神经网络的基本思想是网络竞争层各个神经元竞争对输入模式的响应机

会，最后仅有一个神经元成为竞争的获胜者，并对那些与获胜神经元有关的各个连接权值朝向

更有利于竞争的方向调整，获胜神经元表示输入模式的分类。除了竞争方法外，还可以通过另

一种手段获胜，即网络竞争层各神经元都能抑制所有其他神经元对输入模式的响应机会，从而

使自己成为获胜者。此外，还有一种抑制的方法，即每个神经元只抑制与自己邻近的神经元，

而对远离自己的神经元则不抑制。因此，自组织竞争神经网络具有自组织自适应的学习能力，

进一步拓宽了神经网络在模式识别、分类方面的应用。
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６４１　自组织竞争神经网络的基本概念

１自组织竞争神经网络学习规则

竞争网络在经过竞争而求得获胜结点后，则对与获胜结点相连的权值进行调整，调整权值

的目的是为了使权值与其输入矢量之间的差别越来越小，从而使训练后的竞争网络的权值能

够代表对应输入矢量的特征，把相似的输入矢量分成了同一类，并由输出来指示所代表的类

别。竞争网络修正权值的公式为

Δｗｉｊ＝α·（ｘｉ－ｗｉｊ） （６３４）
式中，α为学习速率，且 ０＜α＜１，一般的取值范围为 ００１～０３；ｘｉ为经过归一化处理后
的输入。

２自组织神经网络的拓扑结构

自组织神经网络是一类无导师学习的神经网络模型，这类模型大都采用竞争型学习规则，

可以对外界未知环境（或样本空间）进行学习或仿真，并对自身的网络结构进行适当调整。竞

争型神经网络可分为输入层和竞争层，自组织神经网络结构如图６２１所示。

图６２１　自组织竞争神经网络结构

３自组织竞争网络训练

竞争网络训练实际上是对输入矢量的划分聚类过程，使得获胜结点与输入矢量之间的权

矢量代表获胜输入矢量。这样，当达到最大循环的值后，网络已重复多次训练了训练模式 Ｘ
中的所有矢量，训练结束后，对于用于训练的模式Ｘ，其网络输出矢量中，其值为１的代表一种
类型，而每类的典型模式值由该输出结点与输入结点相连的权矢量表示。在第 ｌ次输入样品
（ｌ＝１，２，…，Ｎ）进行训练时各个参数的表达及计算方法如下。

（１）确定参数

① 确定竞争网络的输入层结点。竞争网络的输入层结点是由已知输入矢量决定的。
Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］（ｎ为输入层单元个数）。
输入样本为二值向量，各个元素的取值是０或１。
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② 确定竞争层的神经元数ｐ。竞争层的神经元数ｐ是由设计者确定的，一般情况下，可以
根据输入矢量的维数及其估计，再适当地增加些数目来确定。

③ 确定学习速率和最大循环次数。竞争网络的训练是在达到最大循环次数后停止，这个
数一般可取输入矢量数组的１５～２０倍，即使每组输入矢量能够在网络重复出现１５～２０次。
通过重复训练，自组织竞争网络将所有输入向量进行了分类。

④ 确定输入层到竞争层的权值 Ｗｊ＝［ｗｊ１，ｗｊ２，…，ｗｊｉ，…，ｗｊｎ］
Ｔ。网络的连接权值为 ｗｊｉ，

ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｐ，且满足约束条件
ｎ

ｉ＝１
ｗｊｉ＝１。竞争网络的权值要进行随机归一化的

初始化处理，然后网络则可以进入竞争以及权值的调整阶段。

（２）计算竞争层神经元ｊ的状态ｓｊ
竞争层神经元ｊ的状态可按下式计算：

ｓｊ＝
ｎ

ｉ＝１
ｗｊｉｘｉ （６３５）

式中，ｘｉ为输入样本向量的第ｉ个元素。

（３）求解赢得竞争胜利的神经元

竞争胜利的神经元就代表着当前输入样本的分类模式。根据竞争机制，竞争层中具有最

大加权值的神经元ｋ赢得竞争胜利，输出为

ａｋ＝
１， ｓｋ＞ｓｊ，ｊ，ｋ≠ｊ

０，{ 其他
（６３６）

（４）竞争后获胜结点权值修正

在竞争层中，神经元之间相互竞争，最终只有一个或者几个神经元获胜，以适应当前的输

入样本。只有与获胜结点相连的权值才能得到修正，并且通过其学习法则修正后的权值更加

接近其获胜输入向量。竞争后获胜结点的权值按照下式进行修正：

ｗｊｉ＝ｗｊｉ＋α
ｘｉ
ｍ－ｗ( )ｊｉ （６３７）

式中，α为学习参数，０＜α＜１，一般取为００１～００３；ｍ为输入层中输出为１的神经元个数，即

ｍ＝
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ。

权值调整式中的
ｘｉ
ｍ项表示当ｘｉ为１时，权值增加；而当 ｘｉ为０时，权值减小。也就是说，

当ｘｉ活跃时，对应的第ｉ个权值就增加，否则就减小。由于所有权值的和为１，所以当第ｉ个权
值增加或减小时，对应的其他权值就可能减小或增加。此外，该式还保证了权值的调整能够满

足所有的权值调整量之和为０。
获胜的结点对将来再次出现的相似向量更加容易赢得该结点的胜利。而对于一个不

同的向量出现时，就更加不易取胜，但可能是其他某个结点获胜，归于另一类向量群中。

随着输入向量的不断出现而不断调整获胜者相连的权向量，以使其更加接近于某一类输

入向量。最终，如果有足够的神经元结点，每一组输入向量都能使某一结点的输出为 １
而聚为此类。
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６４２　自组织竞争神经网络分类器设计

１实现步骤

① 提取每类的所有样本的均值作为该类的代表，组成训练样本矩阵。
② 调用ｎｅｗｃ，构建自组织神经网络。
③ 调用ｔｒａｉｎ，训练网络。
④ 调用ｓｉｍ，对手写数字进行仿真识别，将识别出的结果与每类代表该次训练所属的类号

进行比对，确定识别结果。

２编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 函数名称：ｚｉｚｕｚｈｉｔｒａｉｎ
％ 函数功能：构建并训练自组织网络
％ 函数参数：无
％ 函数返回值：无
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｚｉｚｕｚｈｉｔｒａｉｎ
　ｇｌｏｂａｌｎｅｔ；
ｇｌｏｂａｌＴ；
Ｔ＝［００００００００００］；％ 存储每次训练后训练集每类所属的类号（各次训练每类所属的类号
不同）

ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
％ 取得第一类所有样本的平均特征向量
ａ＝ｐａｔｔｅｒｎ（１，１）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：１３０）；
ｂ＝ｃｕｍｓｕｍ（ａ，２）；
ｃ＝ｂ（：，１３０）；
ｄ＝ｃ／１３０；
Ａ＝ｄ；
ｆｏｒｉ＝２：１０
ａｘ＝ｐａｔｔｅｒｎ（１，ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：１３０）；
ｂｘ＝ｃｕｍｓｕｍ（ａｘ，２）；
ｃｘ＝ｂｘ（：，１３０）；
ｄｘ＝ｃｘ／１３０；
Ｂ＝ｄｘ；％ 取得各类各自所有样本的平均特征向量
Ｃ＝［ＡＢ］；％ 矩阵拼接
Ａ＝Ｃ；

ｅｎｄ
　ｎｅｔ＝ｎｅｗｃ（ｍｉｎｍａｘ（Ｃ），１０，０１）；％ 构建自组织网络
ｎｅｔｔｒａｉｎＰａｒａｍｅｐｏｃｈｓ＝４００；％ 训练次数
ｎｅｔ＝ｔｒａｉｎ（ｎｅｔ，Ｃ）；％ 训练网络
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Ｙ＝ｓｉｍ（ｎｅｔ，Ｃ）％ 训练集分类结果
Ｔ＝ｖｅｃ２ｉｎｄ（Ｙ）％ 训练集分类结果类别

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 函数名称：ｚｉｚｕｚｈｉ
％ 函数功能：使用ｚｉｚｕｚｈｉ网络，识别手写数字
％ 函数参数：手写数字特征ｓａｍｐｌｅ
％ 函数返回值：手写数字所属类别ｙ
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｚｉｚｕｚｈｉ（ｓａｍｐｌｅ）；
　ｃｌｃ；
　ｇｌｏｂａｌｎｅｔ；
　ｇｌｏｂａｌＴ；％ 存储每次训练后训练集每类所属的类号（各次训练每类所属的类号不同）
　ｙｔ＝ｓｉｍ（ｎｅｔ，ｓａｍｐｌｅ′）；
　ｙｙ＝ｖｅｃ２ｉｎｄ（ｙｔ）；
　ｓｗｉｔｃｈ（ｙｙ）％ 翻译识别结果
　　　ｃａｓｅＴ（１，１）

ｙ＝０；
ｒｅｔｕｒｎ；

ｃａｓｅＴ（１，２）
ｙ＝１；
ｒｅｔｕｒｎ；

ｃａｓｅＴ（１，３）
ｙ＝２；
ｒｅｔｕｒｎ；

ｃａｓｅＴ（１，４）
ｙ＝３；
ｒｅｔｕｒｎ；

ｃａｓｅＴ（１，５）
ｙ＝４；
ｒｅｔｕｒｎ；

ｃａｓｅＴ（１，６）
ｙ＝５；
ｒｅｔｕｒｎ；

ｃａｓｅＴ（１，７）
ｙ＝６；
ｒｅｔｕｒｎ；

ｃａｓｅＴ（１，８）
ｙ＝７；
ｒｅｔｕｒｎ；

ｃａｓｅＴ（１，９）
ｙ＝８；
ｒｅｔｕｒｎ；

ｃａｓｅＴ（１，１０）
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ｙ＝９；
ｒｅｔｕｒｎ；

ｅｎｄ
ｙ＝－１；

３效果图

① 选择“神经网络”→“自组织神经网络分类法”→“自组织神经网络训练”菜单命令，建
立并训练网络，如图６２２所示。

图６２２　自组织神经网络训练

② 训练后权值（详见“自组织网络训练后的权值和阈值ｔｘｔ”）。
③ 拖动鼠标左键在视图区用鼠标手写一个数字，如图６２３所示，然后选择“神经网络”→

“自组织神经网络分类法”→“自组织神经网络识别”菜单命令，进行手写数字分类。

图６２３　自组织神经网络分类

自组织手写数字的识别效果如图６２４所示。
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图６２４　自组织手写数字的识别效果

６５　概率神经网络（ＰＮＮ）

６５１　概率神经网络的基本概念

概率神经网络（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ，ＰＮＮ）是由ＤＦＳｐｅｃｈｔ［１］在１９９０年提出的。
主要思想是用贝叶斯决策规则，即错误分类的期望风险最小，在多维输入空间内分离决策空

间。它是一种基于统计原理的人工神经网络，它是以Ｐａｒｚｅｎ窗口函数为激活函数的一种前馈
网络模型。ＰＮＮ吸收了径向基神经网络与经典的概率密度估计原理的优点，与传统的前馈神
经网络相比，径向基神经元还可以和竞争神经元一起共同组建概率神经网络（Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ
ＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ，ＰＮＮ）。在模式分类方面尤其具有较为显著的优势。

１概率神经网络拓扑结构

概率神经网络由四层结构组成，如图６２５所示。首先输入层，进行待测样品向量输入；第
二层计算输入向量与训练样本之间的距离，表示输入向量与训练样本之间的接近程度；第三层

将与输入向量相关的所有类别综合在一起，网络输出为表示概率的向量；最后通过第四层的竞

争（Ｃｏｍｐｅｔｅ）传递函数进行取舍，概率最大值的那一类为１，其他类别用０表示。
输入层：首先将输入向量 ｘ→ 输入到输入层，网络计算输入向量与训练样本向量之间的差

值 ｘ→－ｘ→ｉｋ，差值绝对值 ｘ→－ｘ→ｉｋ 的大小代表这两个向量之间的距离，所得的向量由输入层输
出，该向量反映了向量间的接近程度；接着，把输入层的输出向量 ｘ→－ｘ→ｉｋ送入到样本层中。

样本层：样本层结点的数目等于训练样本数目的总和，Ｎ＝
ｉ＝Ｍ

ｉ＝１
Ｎｉ，其中 Ｍ是类的总数。

先判断哪些类别与输入向量有关，再将相关度高的类别集中起来，样本层的输出值就代表相识

度；然后，将样本层的输出值送入到求和层。

求和层：求和层的结点个数是Ｍ，每个结点对应一个类，通过求和层的竞争传递函数进行
判决。

竞争层：最后判决的结果由竞争层输出，输出结果中只有一个１，其余结果都是０，概率值
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图６２５　概率神经网络拓扑结构图

最大的那一类输出结果为１。

２概率神经网络的工作过程

（１）确定参数

① 确定输入层，有ｎ个神经元，ｐ个待测样品，每个样品有ｎ个特征。

输入模式为Ｄ＝

ｄ１１ ｄ１２ … ｄ１ｎ
ｄ２１ ｄ２２ … ｄ２ｎ
… … … …

ｄｐ１ ｄｐ２ … ｄ













ｐｎ

，将输入向量Ｄ进行归一化处理：

ｄｉ＝
ｄ
Ｄ，Ｄ ＝ 

ｎ

ｉ＝１
（ｄｉ）槡

２，（ｉ＝１，２，…，ｎ）

② 确定样本层，原始学习样本有ｍ个，就有ｍ个神经元。
归一化学习矩阵Ｃ。样本层结点个数为训练样本个数，设原始学习样本有 ｍ个，每一个

样本的特征属性有ｎ个。对样本层矩阵进行归一化处理，可以减小误差，避免较小的值被较大
的值“吃掉”。训练学习样本矩阵为

Ｘ＝

Ｘ１１ Ｘ１２ … Ｘ１ｎ
Ｘ２１ Ｘ２２ … Ｘ２ｎ
… … … …

Ｘｍ１ Ｘｍ２ … Ｘ













ｍｎ

（６３８）

从样本的矩阵式（６３８）中可以看出，在求归一化因子之前，必须先计算ＢＴ矩阵

ＢＴ＝
１


ｎ

ｋ＝１
ｘ２１槡 ｋ

１


ｎ

ｋ＝１
ｘ２２槡 ｋ

…
１


ｎ

ｋ＝１
ｘ２

槡
[ ]

ｍｋ
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然后计算

Ｃｍ×ｎ＝Ｂｍ×１［１　１　…　１］１×ｎ·Ｘｍ×ｎ＝

ｘ１１
Ｍ槡 １

ｘ１２
Ｍ槡 １

…
ｘ１ｎ
Ｍ槡 １

ｘ２１
Ｍ槡 ２

ｘ２２
Ｍ槡 ２

…
ｘ２ｎ
Ｍ槡 ２

… … … …

ｘｍ１
Ｍ槡 ｍ

ｘｍ２
Ｍ槡 ｍ

…
ｘｍｎ
Ｍ槡





















ｍ

＝

Ｃ１１ Ｃ１２ … Ｃ１ｎ
Ｃ２１ Ｃ２２ … Ｃ２ｎ
… … … …

Ｃｍ１ Ｃｍ２ … Ｃ













ｍｎ

（６３９）

式中，Ｍ１＝
ｎ

ｋ＝１
ｘ２１ｋ，Ｍ２＝

ｎ

ｋ＝１
ｘ２２ｋ，…，Ｍｍ＝

ｎ

ｋ＝１
ｘ２ｍｋ

在式（６３９）中，符号“·”表示矩阵在做乘法运算时，相应元素之间的乘积。
因为是有监督的学习算法，所以很容易就知道每个样本属于那种类型。假设 ｍ个样本一

共可以分为ｃ类，并且各类样本的数目相同，设为ｋ，于是ｍ＝ｋｃ。
③ 确定求和层，有 ｃ个类别，就有 ｃ个神经元。每个结点对应一个类输出，Ｙ＝

［ｙ１，ｙ２，…，ｙｃ］
Ｔ。　

（２）模式距离的计算

该距离是指待测样本矩阵与学习矩阵中相应元素之间的距离。假设将由ｐ个ｎ维向量组
成的矩阵称为待识别样本矩阵，则经归一化后，需要待识别的输入样本矩阵为

Ｄ＝

ｄ１１ ｄ１２ … ｄ１ｎ
ｄ２１ ｄ２２ … ｄ２ｎ
… … … …

ｄｐ１ ｄｐ２ … ｄ













ｐｎ

（６４０）

计算欧式距离，就是需要计算每个待测样品到训练集中已经识别样本的距离。

Ｅ＝


ｎ

ｋ＝１
ｄ１ｋ－ｃ１ｋ槡

２ 
ｎ

ｋ＝１
ｄ１ｋ－ｃ２ｋ槡

２ … 
ｎ

ｋ＝１
ｄ１ｋ－ｃｍｋ槡

２


ｎ

ｋ＝１
ｄ２ｋ－ｃ１ｋ槡

２ 
ｎ

ｋ＝１
ｄ２ｋ－ｃ２ｋ槡

２ … 
ｎ

ｋ＝１
ｄ２ｋ－ｃｍｋ槡

２

… … … …


ｎ

ｋ＝１
ｄｐｋ－ｃ１ｋ槡

２ 
ｎ

ｋ＝１
ｄｐｋ－ｃ２ｋ槡

２ … 
ｎ

ｋ＝１
ｄｐｋ－ｃｍｋ槡






















２

＝

Ｅ１１ Ｅ１２ … Ｅ１ｍ
Ｅ２１ Ｅ２２ … Ｅ２ｍ
… … … …

Ｅｐ１ Ｅｐ２ … Ｅ













ｐｍ

（６４１）
（３）激活样本层径向基函数的神经元

学习样本Ｃ与待识别样本Ｄ被归一化后，通常取标准差 σ＝０１的高斯型函数。激活后
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得到初始概率矩阵

Ｐ＝

ｅ－
Ｅ１１
２σ２ ｅ－

Ｅ１２
２σ２ … ｅ－

Ｅ１ｍ
２σ２

ｅ－
Ｅ２１
２σ２ ｅ－

Ｅ２２
２σ２ … ｅ－

Ｅ２ｍ
２σ２

… … … …

ｅ－
Ｅｐ１
２σ２ ｅ－

Ｅｐ２
２σ２ … ｅ－

Ｅｐｍ
２σ















２

＝

Ｐ１１ Ｐ１２ … Ｐ１ｍ
Ｐ２１ Ｐ２２ … Ｐ２ｍ
… … … …

Ｐｐ１ Ｐｐ２ … Ｐ













ｐｍ

（６４２）

（４）求和层计算各个样本属于各类的初始概率和

假设样本有ｍ个，那么一共可以分为ｃ类，并且各类样本的数目相同，设为ｋ，则可以在网
络的求和层求得各个样本属于各类的初始概率和

Ｓ＝


ｋ

ｌ＝１
Ｐ１ｌ 

２ｋ

ｌ＝ｋ＋１
Ｐ１ｌ … 

ｍ

ｌ＝ｍ－ｋ＋１
Ｐ１ｌ


ｋ

ｌ＝１
Ｐ２ｌ 

２ｋ

ｌ＝ｋ＋１
Ｐ２ｌ … 

ｍ

ｌ＝ｍ－ｋ＋１
Ｐ２ｌ

… … … …


ｋ

ｌ＝１
Ｐｐｌ 

２ｋ

ｌ＝ｋ＋１
Ｐｐｌ … 

ｍ

ｌ＝ｍ－ｋ＋１
Ｐ





















ｐｌ

＝

Ｓ１１ Ｓ１２ … Ｓ１ｃ
Ｓ２１ Ｓ２２ … Ｓ２ｃ
… … … …

Ｓｐ１ Ｓｐ２ … Ｓ













ｐｃ

（６４３）

在上式中，Ｓｉｊ代表的意思是：将要被识别的样本中，第 ｉ个样本属于第 ｊ类的初始概
率和。

（５）竞争层

通过计算概率 ｐｒｏｂｉｊ，即第 ｉ个样本属于第 ｊ类的概率，找出每行中最大的概率，求得每个

样品的类别。

ｐｒｏｂｉｊ＝
Ｓｉｊ


ｃ

ｌ＝１
Ｓｉｌ

（６４４）

６５２　概率神经网络分类器设计

设隐含层中心向量数目为ｐ，期望值为Ｍ，表示类别只有一个元素为１，其余均为０。
ＰＮＮ网络第一层的输入权值Ｃ为隐含层神经元中心向量，经过距离计算后，第一层输入

向量表示输入向量与训练样本向量的接近程度，然后与阈值向量相除，再经过径向传递函数计

算。输入向量与哪个输入样本最接近，则神经元输出Ｚ对应元素就为１，如果输入向量与几个
类别的输入样本都接近，则Ｚ相对应的几个元素均为１。

第二层权值矩阵Ｖ，每个行向量只有一个元素为１，代表相应的类别，其余元素为０，然后
计算乘积ＶＺ。最后通过第二层传递函数竞争计算得到输出，较大的元素取值为１，其余为０。
至此ＰＮＮ网络就能够完成对输入向量的分类了。

概率神经网络按此方式进行分类，为网络提供一种输入模式向量后，首先，径向基层计算

该输入向量与样本输入向量间的距离，该层输出为一个距离向量。竞争层接受距离向量为输

入向量，计算每个模式出现的概率，通过竞争传递函数为概率最大的元素对应的输出为１，这
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就是一类模式；否则输出为０，作为其他分类模式。

１实现步骤

① 提取样本库样品。
② 提取样本库样品所属的类别；调用 ｉｎｄ２ｖｅｃ函数，将类别向量转换为 ＰＮＮ可以使用的

目标向量。

③ 调用函数ｒｂｆｐｎｎｔｒａｉｎ，构建并训练ＰＮＮ网络。
④ 调用ｓｉｍ函数，对手写数字进行仿真实验。
⑤ 调用ｖｅｃ２ｉｎｄ函数将分类结果转换为容易识别的类别向量。

２编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％ 函数名称：ｒｂｆｐｎｎｔｒａｉｎ
％ 函数功能：构建并训练ＰＮＮ网络
％ 函数参数：无
％ 函数返回值：无
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｐｎｎｔｒａｉｎ
　　ｇｌｏｂａｌｐｎｎｎｅｔ；
　　ｃｌｃ；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　ｃ＝０；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：２０

ｃ＝ｃ＋１；
ｐ（：，ｃ）＝ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，ｊ）；

　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

ｔｃ（：，１：２０）＝１；
ｔｃ（：，２１：４０）＝２；
ｔｃ（：，４１：６０）＝３；
ｔｃ（：，６１：８０）＝４；
ｔｃ（：，８１：１００）＝５；
ｔｃ（：，１０１：１２０）＝６；
ｔｃ（：，１２１：１４０）＝７；
ｔｃ（：，１４１：１６０）＝８；
ｔｃ（：，１６１：１８０）＝９；
ｔｃ（：，１８１：２００）＝１０；
ｔｃ＝ｔｃ；
ｔ＝ｉｎｄ２ｖｅｃ（ｔｃ）；
ｐｎｎｎｅｔ＝ｎｅｗｐｎｎ（ｐ，ｔ）；％ 构建神经网络

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 函数名称：ｐｎｎｎｅｔ
％ 函数功能：识别手写数字
％ 函数参数：手写数字特征：ｓａｍｐｌｅ
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％ 函数返回值：手写数字所属类别ｙｃ
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙｃ＝ｐｎｎｎｅｔ（ｓａｍｐｌｅ）
　　ｃｌｃ；

ｇｌｏｂａｌｒｂｆｎｅｔ；
ｙ＝ｓｉｍ（ｐｎｎｎｅｔ，ｓａｍｐｌｅ′）；％ 测试
ｙｃ＝ｖｅｃ２ｉｎｄ（ｙ）－１；

３效果图

① 选择“神经网络”→“ＲＢＦ神经网络分类法”→“ＰＮＮ概率神经网络训练”菜单命令，建
立并训练ＰＮＮ网络，如图６２６所示。

图６２６　ＰＮＮ概率神经网络训练

② 训练后的权值详见文件《ＲＢＦ网络训练后的权值和阈值ｔｘｔ》。
③ 拖动鼠标左键在视图区用鼠标手写一个数字，如图６２７所示，然后选择“神经网络”→

“ＲＢＦ神经网络分类法”→“ＰＮＮ概率神经网络识别”菜单命令，进行手写数字分类。

图６２７　ＰＮＮ概率神经网络识别
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　　ＰＮＮ神经网络手写数字的识别效果，如图６２８所示。

图６２８　ＰＮＮ神经网络手写数字的识别效果

６６　对向传播神经网络（ＣＰＮ）

对向传播（ＣｏｕｎｔｅｒＰｒｏｐａｇａｔｉｏｎ）网络，简称 ＣＰＮ，是将 Ｋｏｈｏｎｅｎ特征映射网络与 Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ
基本竞争型网络相结合，发挥各自的特长的一种新型特征映射网络。这一网络是美国计算机

专家ＲｏｂｅｒｔＨｅｃｈｔＮｉｅｌｓｅｎ于１９８７年提出的。这种网络被广泛应用于模式分类、函数近似、统
计分析和数据压缩等领域。

６６１　对向传播神经网络的基本概念

ＣＰＮ网络结构如图６２９所示，网络分为输入层、竞争层和输出层。输入层与竞争层构成

图６２９　ＣＰＮ网络结构

ＳＯＭ网络，竞争层与输出层构成基本竞争型网络。从整体上看，网络属于有导师型的网络，而

由输入层和竞争层构成的 ＳＯＭ网络又是一
种典型的无导师型的神经网络。因此，这一

网络既涉及了无导师网络分类灵活、算法简

练的优点，又采纳了有导师型网络分类精细、

准确的长处，使两种不同类型的网络有机地

结合起来。

ＣＰＮ网络的基本思想是，由输入层到竞
争层，网络按照ＳＯＭ学习规则产生竞争层的
获胜神经元，并按照这一规则调整相应的输

入层到竞争层的连接权；由竞争层到输出层，

网络按照基本竞争型网络学习规则，得到各

输出神经元的实际输出值，并按照有导师型
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的误差校正方法，修正由竞争层到输出层的连接权。经过这样的反复学习，可以将任意的输入

模式映射为输出模式。

从这一基本思想可以发现，处于网络中间未知的竞争层获胜神经元以及与其相关的连接

权向量，既反映了输入模式的统计特性，又反映了输出模式的统计特性。因此，可以认为，输

入、输出模式通过竞争层实现了相互映射，即网络具有双向记忆的性能。在第 ｌ次输入样品
（ｌ＝１，２，…，Ｎ）进行训练时各个参数的表达及计算方法如下。

① 确定参数。
确定输入层有ｎ个神经元。
输入模式为Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ，将输入向量Ｘ进行归一化处理：

ｘｉ＝
ｘｉ
‖Ｘ‖

，‖Ｘ‖ ＝ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ）槡

２，（ｉ＝１，２，…，ｎ） （６４５）

确定竞争层有ｐ个神经元。对应的二值输出向量为Ｂ＝［ｂ１，ｂ２，…，ｂｐ］
Ｔ。

确定输出层输出向量为Ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，ｙｑ］
Ｔ，目标输出向量为Ｏ＝［ｏ１，ｏ２，…，ｏｑ］

Ｔ。

确定由输入层到竞争层的连接权值向量为 Ｗｊ＝［ｗｊ１，ｗｊ２，…，ｗｊｎ］
Ｔ，ｊ＝１，２，…，ｐ，将连接

权向量Ｗｊ赋值为［０，１］内的随机值。
确定由竞争层到输出层的连接权向量为Ｖｋ＝［ｖｋ１，ｖｋ２，…，ｖｋｐ］

Ｔ，ｋ＝１，２，…，ｑ，将连接权向
量Ｖｋ赋值为［０，１］内的随机值。

② 将连接权向量Ｗｊ进行归一化处理：

ｗｊｉ＝
ｗｊｉ

‖Ｗｊ‖
，‖Ｗｊ‖ ＝ 

ｎ

ｉ＝１
ｗ２

槡 ｊｉ （６４６）

③ 求竞争层中每个神经元的加权输入和：

Ｓｊ＝
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｗｊｉ，ｊ＝１，２，…，ｐ （６４７）

④ 求连接权向量Ｗｊ与Ｘ距离最近的向量：

Ｗｇ ＝ ｍａｘ
ｊ＝１，２，…，ｐ

ｎ

ｉ＝１
ｘｉｗｊｉ＝ ｍａｘ

ｊ＝１，２，…，ｐ
Ｓｊ （６４８）

⑤ 将神经元ｇ的输出设定为１，其余神经元输出设定为０：

ｂｊ＝
１， ｊ＝ｇ
０， ｊ≠{ ｇ

（６４９）

⑥ 修正连接权向量Ｗｇ：
ｗｇｉ（ｔ＋１）＝ｗｇｉ（ｔ）＋α（ｘｉ－ｗｇｉ（ｔ））　　ｉ＝１，２，…，ｎ；０＜α＜１ （６５０）

⑦ 归一化连接权向量Ｗｇ：

ｗｇｉ＝
ｗｇｉ

‖Ｗｇ‖
，‖Ｗｇ‖ ＝ 

ｎ

ｉ＝１
ｗ２

槡 ｇｉ （６５１）

⑧ 求输出层各神经元的加权输出，将其作为输出神经元的实际输出值：
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ｙｋ ＝
ｐ

ｊ＝１
ｖｋｊｂｊ　　ｋ＝１，２，…，ｑ （６５２）

⑨ 只需调整竞争层中获胜神经元ｇ到输出神经元的连接权向量Ｖｇ，按照下式修正竞争层
到输出层的连接权向量Ｖｇ：

ｖｋｇ（ｔ＋１）＝ｖｋｇ（ｔ）＋βｂｊ（ｙｋ－ｏｋ）　　ｋ＝１，２，…，ｑ （６５３）

式中，０＜β＜１为学习速率。
⑩ 返回②，直到将Ｎ个输入模式全部提供给网络。
瑏瑡 令ｔ＝ｔ＋１，将输入模式Ｘ重新提供给网络学习，直到ｔ＝Ｔ。其中Ｔ为预先设定的学习

总次数，一般取为５００＜Ｔ＜１００００。

６６２　对向传播神经网络分类器设计

１实现步骤

① 初始化输入层和竞争层、竞争层和输出层之间的连接权向量矩阵Ｗ、Ｖ。
② 取得训练样本，并对其进行归一化处理。
③ 设定期望输出模式。
④ 归一化连接权向量Ｗ。
⑤ 计算每一个竞争层神经元的加权输出Ｓｊ。
⑥ 找出竞争层加权输出最大的神经元，并将该神经元的输出设置为１，同层其他神经元的

输出设置为０。
⑦ 调整与竞争层输出为１的神经元相关的连接权向量，并进行归一化。
⑧ 修正竞争层和输出层之间的连接权向量Ｖ。
⑨ 计算输出层各神经元的加权输入，并将其作为神经元的实际输出值Ｙ。
⑩ 对每一个训练样本，均执行步骤④～⑨，直至所有训练样本均经过一次训练。
瑏瑡 反复训练所有的训练样本，直至指定的训练遍数。
瑏瑢 归一化手写数字样本，计算每一个竞争层神经元的加权输出Ｓ。
瑏瑣 找出竞争层加权输出最大的神经元，并将该神经元的输出设置为１，同层其他神经元的

输出设置为０，得到输出模式。
瑏瑤 将输出模式转换成十进制形式，得到最终结果。

２编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 函数名称：ｃｐｎｔｒａｉｎ
％ 函数功能：构建ＣＰＮ网络，使用梯度下降法训练ＣＰＮ网络
％ 函数参数：无
％ 函数返回值：无
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｃｐｎｔｒａｉｎ
　ｇｌｏｂａｌｗ；
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ｇｌｏｂａｌｖ；
ｗ＝ｒａｎｄｓ（２５０，２５）／２＋０５；
ｖ＝ｒａｎｄｓ（４，２５０）／２＋０５；
ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
ａ＝ｐａｔｔｅｒｎ（１，１）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：１３０）；
ｂ＝ｃｕｍｓｕｍ（ａ，２）；
ｃ＝ｂ（：，１３０）；
ｄ＝ｃ／１３０；
Ａ＝ｄ；
ｆｏｒｉ＝２：１０
ｉ；
ａｘ＝ｐａｔｔｅｒｎ（１，ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：１３０）；
ｂｘ＝ｃｕｍｓｕｍ（ａｘ，２）；
ｃｘ＝ｂｘ（：，１３０）；
ｄｘ＝ｃｘ／１３０；
Ｂ＝ｄｘ；
Ｐ＝［ＡＢ］；
Ａ＝Ｐ；

ｅｎｄ
Ｔ＝［００００；０００１；００１０；００１１；０１００；０１０１；０１１０；０１１１；１０００；１００１］；
Ｔ ｏｕｔ＝Ｔ；
ｅｐｏｃｈ＝１０００；
ｆｏｒｉ＝１：１０
Ｐ（ｉ，：）＝Ｐ（ｉ，：）／ｎｏｒｍ（Ｐ（ｉ，：））；

ｅｎｄ
Ｐ＝Ｐ′；
ｗｈｉｌｅｅｐｏｃｈ＞０
　　ｆｏｒｊ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｉ＝１：２５０
　　　　　　ｗ（ｉ，：）＝ｗ（ｉ，：）／ｎｏｒｍ（ｗ（ｉ，：））；
　　　　　　ｓ（ｉ）＝Ｐ（ｊ，：）ｗ（ｉ，：）′；
　　ｅｎｄ
　　ｔｅｍｐ＝ｍａｘ（ｓ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：２５０
　　　　ｉｆｔｅｍｐ＝＝ｓ（ｉ）
　　　　　　ｃｏｕｎｔ＝ｉ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｆｏｒｉ＝１：２５０
　　　　ｓ（ｉ）＝０；
　　ｅｎｄ
　　ｓ（ｃｏｕｎｔ）＝１；
　　ｗ（ｃｏｕｎｔ，：）＝ｗ（ｃｏｕｎｔ，：）＋０１［Ｐ（ｊ，：）ｗ（ｃｏｕｎｔ，：）］；
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　　ｗ（ｃｏｕｎｔ，：）＝ｗ（ｃｏｕｎｔ，：）／ｎｏｒｍ（ｗ（ｃｏｕｎｔ，：））；
　　ｖ（：，ｃｏｕｎｔ）＝ｖ（：，ｃｏｕｎｔ）＋０１（Ｔ（ｊ，：）′Ｔ ｏｕｔ（ｊ，：）′）；
　　Ｔ ｏｕｔ（ｊ，：）＝ｖ（：，ｃｏｕｎｔ）′；

ｅｎｄ
ｅｐｏｃｈ＝ｅｐｏｃｈ－１；

　ｅｎｄ
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 函数名称：ｃｐｎ
％ 函数功能：识别手写数字
％ 函数参数：手写数字特征ｓａｍｐｌｅ
％ 函数返回值：手写数字所属类别ｙ
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｃｐｎ（ｓａｍｐｌｅ）；
　ｇｌｏｂａｌｗ；
　ｇｌｏｂａｌｖ；
　ｓａｍｐｌｅ（１，：）＝ｓａｍｐｌｅ（１，：）／ｎｏｒｍ（ｓａｍｐｌｅ（１，：））；
　Ｏｕｔｃ＝［００００］；
　ｆｏｒｉ＝１：２５０

ｓｃ（ｉ）＝ｓａｍｐｌｅ（１，：）ｗ（ｉ，：）′；
　ｅｎｄ
　ｔｅｍｐｃ＝ｍａｘ（ｓｃ）；
　ｆｏｒｉ＝１：２５０

ｉｆｔｅｍｐｃ＝＝ｓｃ（ｉ）
　 ｃｏｕｎｔｐ＝ｉ；
ｅｎｄ
ｓｃ（ｉ）＝０；

　ｅｎｄ
　ｓｃ（ｃｏｕｎｔｐ）＝１；
　Ｏｕｔｃ（１，：）＝ｖ（：，ｃｏｕｎｔｐ）′；
　Ｏｕｔｃａ＝ｒｏｕｎｄ（Ｏｕｔｃ′）％ 转成最接近的二进制数
　Ｏｕｔｃｂ＝ｎｕｍ２ｓｔｒ（Ｏｕｔｃａ）
　Ｏｕｔｃｃ＝ｂｉｎ２ｄｅｃ（Ｏｕｔｃｂ′）
　ｙ＝Ｏｕｔｃｃ

３效果图

① 选择“神经网络”→“ＣＰＮ神经网络分类法”→“ＣＰＮ神经网络训练”菜单命令，建立并
训练ＢＰ神经网络，如图６３０所示。

② 训练后权值详见“ＣＰＮ网络训练后的权值和阈值ｔｘｔ”。
③ 拖动鼠标左键在视图区用鼠标手写一个数字，如图 ６３１所示，然后选择“神经网

络”→对向传播神经网络分类”→“对向传播神经网络分类”菜单命令，进行手写数字
分类。

ＣＰＮ手写数字的识别效果如图６３２所示。
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图６３０　对向传播（ＣＰＮ）神经网络训练

图６３１　对向传播（ＣＰＮ）神经网络识别

图６３２　ＣＰＮ手写数字的识别效果
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６７　反馈型神经网络（Ｈｏｐｆｉｅｌｄ）

Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络是最典型的反馈网络模型，它是目前人们研究最多的模型之一。Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网
络是由相同的神经元构成的单层，并且具有学习功能的自联想网络，可以完成制约优化和联想

记忆等功能。

６７１　Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络的基本概念

１Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络简述

Ｈｏｐｆｉｅｌｄ模型是霍普菲尔特（Ｈｏｐｆｉｅｌｄ）分别于 １９８２年及 １９８４年提出的。１９８４年，
ＪＨｏｐｆｉｌｅｄ提出了可用做联想存储的互联网络，这个网络成为 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络模型，也成为
Ｈｏｐｆｉｅｌｄ模型。Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络模型是一种循环神经网络，从输出到输入有反馈连接。它具
有两个神经网络模型，一个是离散的，一个是连续的，但它们都属于反馈网络，即它们从输入层

至输出层都有反馈存在。

反馈神经网络由于其输出端有反馈到其输入端，所以，Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络在输入的激励下，会
产生不断的状态变化。当有输入之后，可以求得Ｈｏｐｆｉｅｌｄ的输出，这个输出反馈到输入从而产
生新的输出，这个反馈过程一直进行下去。如果 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络是一个能收敛的稳定网络，则这
个反馈与迭代的计算过程所产生的变化越来越小，一旦到达了稳定平衡状态；那么 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网
络就会输出一个稳定的恒值。对于一个 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络来说，关键是在于确定它在稳定条件下
的权系数。对于 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络来说，还存在如何判别它是稳定网络，还是不稳定网络的问题；
而判别依据也是需要确定的。

Ｈｏｐｆｉｅｌｄ最早提出的网络是二值神经网络，神经元的输出只取 －１和１，所以，也称离
散 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络（ＤｉｓｃｒｅｔｅＨｏｐｆｉｅｌｄＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ，ＤＨＮＮ）。在离散 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络中，
所采用的神经元是二值神经元，所输出的离散值 －１和 １分别表示神经元处于抑制和激
活状态。

２离散Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络拓扑结构

如图６３３所示为是由ｎ个神经元组成的离散Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网，第１层仅是作为网络的输
入，它不是实际神经元，所以没有计算功能；而第２层是实际神经元，故而执行对输入信息与权
系数相乘其积求累加和，并由非线性函数 ｆ处理后产生输出信息。ｆ是一个简单的阈值函数，
如果神经元的输出信息大于阀值 θ，那么，神经元的输出就取值为 １；小于阀值 θ，则神经元的
输出就取值为－１。

对于一个离散的Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络，其网络状态是输出神经元信息的集合。对于一个输出层
是ｎ个神经元的网络，则其ｔ时刻的状态为一个ｎ维向量：

Ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ），…，ｙｎ（ｔ）］

因为ｙｉ（ｔ）取值为＋１或－１，所以网络有２
ｎ个状态，即是网络状态。
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图６３３　离散Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络拓扑结构图

３离散Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络结构的工作方式

（１）同步（并行）方式

在时刻ｔ时，所有神经元的状态都产生了变化，这时称为同步（并行）工作方式。

ｙｊ（ｔ＋１） (＝ｆ
ｎ

ｉ＝１
ｗｊｉｙｉ（ｔ）＋ｘｊ－θ)ｊ ，ｊ＝１，２，…，ｎ （６５４）

不考虑外部输入时：

ｙｊ（ｔ＋１） (＝ｆ
ｎ

ｉ＝１
ｗｊｉｙｉ（ｔ）－θ)ｊ ，ｊ＝１，２，…，ｎ （６５５）

（２）异步（串行）方式

在时刻ｔ时，只有某一个神经元ｊ的状态产生变化，而其他 ｎ－１个神经元的状态不变，这
时称为异步工作方式。此时：

ｙｊ（ｔ＋１） (＝ｆ
ｎ

ｉ＝１
ｗｊｉｙｉ（ｔ）＋ｘｊ－θ)ｊ （６５６）

ｙｉ（ｔ＋１）＝ｙｉ（ｔ），ｉ≠ｊ （６５７）
不考虑外部输入时：

ｙｊ（ｔ＋１） (＝ｆ
ｎ

ｉ＝１
ｗｊｉｙｉ（ｔ）－θ)ｊ （６５８）

按照异步工作方式，某一时刻网络中只有一个结点被选择进行状态更新，当该结点状态变

化时，网络状态就以其概率转移到另一状态；当该结点状态保持时。网络状态更新结果保持前

一时刻的状态。通常，网络从某一初始状态开始经过多次更新后，才可能达到某一稳态。使用

异步状态更新策略有若干好处：首先，算法实现容易，每个神经元结点有自己的状态更新时刻，

不需要同步机制；其次，以异步方式更新网络的状态可以限制网络的输出状态，避免不同稳态

以等概率出现。一旦给出Ｈｏｐｆｉｅｌｄ的权值和神经元的阈值，则网络的状态转移序列就确定了。

４离散Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络训练和分类识别方法

Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络的训练和分类利用的是Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络的联想记忆功能，也称做联想存储器。
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这是人类的智能特点之一。人类的所谓“触景生情”就是见到一些类同过去接触的景物，容易

产生对过去情景的回味和思忆。由于网络可收敛于稳定状态，因此可用于联想记忆。若将稳

态视为一个记忆，则由初始状态向稳态收敛的过程就是寻找记忆的过程，初态可视为是给定的

部分信息，收敛过程可认为是从部分信息找到了全部信息，则实现了联想记忆的功能。联想记

忆的一个重要的特性是由噪声输入模式反映出训练模式，这一点正是分类识别所需要的。

对于 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络，用它做联想记忆时，首先通过一个学习训练过程确定网络中的权系
数，使所记忆的信息在网络的ｎ维超立方体的某一个顶角的能量最小。当网络的权系数确定
之后，只要向网络给出输入向量，这个向量可能是局部数据，即不完全或部分不正确的数据，但

是网络仍然产生所记忆的信息的完整输出。１９８４年 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ开发了一种用 ｎ维 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网
络做联想存储器的结构。在这个网络中，权系数的赋值规则为存储向量的外积存储规则（ｏｕｔ
ｐｒｏｄｕｃｔｓｔｏｒａｇｅｐｒｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ）。

（１）确定参数

① 确定输入向量Ｘ。设有Ｎ个训练样品特征向量 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，…，ＸＮ，所有特征已经标准

化。其特征空间为ｎ维，即Ｘｉ＝［ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ］
Ｔ，将这Ｎ个训练样品存入Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络中，则

在网络中第ｉ，ｊ两个结点之间的权系数的值按式（６５９）计算，完成网络的训练。
② 确定输出向量Ｙ。
输出向量Ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ］

Ｔ。

③ 计算连接权值ｗｊｉ。连接权值ｗｊｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｎ）。

ｗｊｉ＝ 
Ｎ

ｋ＝１
ｘｋｉｘｋｊ， ｉ≠ｊ

０，
{

ｉ＝ｊ
（６５９）

（２）对待测样品分类

对于待测样品Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］
Ｔ，通过对Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络构成的联想存储器进行联想检索

过程实现分类功能。

① 将Ｘ中各个分量的ｘ１，ｘ１，…，ｘｎ分别作为第一层网络结点，ｎ个输入，则结点有相应的
初始状态Ｙ（ｔ＝０），即ｙｊ（０）＝ｘｊ，ｊ＝１，２，…，ｎ。

② 对于二值神经元，计算当前Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络输出：

Ｕｊ（ｔ＋１）＝
ｎ

ｉ＝１
ｗｊｉｙｉ（ｔ）＋ｘｊ－θｊ　　ｊ＝１，２，…，ｎ （６６０）

ｙｊ（ｔ＋１）＝ｆ（Ｕｊ（ｔ＋１））　　ｊ＝１，２，…，ｎ （６６１）
式中，ｘｊ为外部输入；ｆ是非线性函数，可以选择阶跃函数；θｊ为阈值参数。

ｆ（Ｕｊ（ｔ＋１））＝
－１， Ｕｊ（ｔ＋１）＜０

＋１， Ｕｊ（ｔ＋１）≥{ ０
（６６２）

③ 对于一个网络来说，稳定性是一个重大的性能指标。对于离散 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络，其状态
为Ｙ（ｔ）。如果，对于任何Δｔ＞０。当网络从ｔ＝０开始，有初始状态 Ｙ（０）；经过有限时刻 ｔ，有
Ｙ（ｔ＋Δｔ）＝Ｙ（ｔ），则称网络是稳定的。此时的状态称为稳定状态。通过网络状态不断变化，
最后状态会稳定下来，最终的状态是和待测样品向量 Ｘ最接近的训练样本向量。所以，
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Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络的最终输出也就是待测样品向量联想检索结果。
④ 利用最终输出与训练样品进行匹配，找出最相近的训练样本向量，其类别即是待测样

品类别。这个过程说明，即使待测样品并不完全或部分不正确，也能找到正确的结果。在本质

上，它具有滤波功能。

６７２　Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络分类器设计

１实现步骤

① 初始化十个标准数字的训练样品，将其进行二值化处理。
② 调用Ｍａｔｌａｂ的ｎｅｗｈｏｐ函数，训练Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络。
ｎｅｗｈｏｐ函数定义为：ｎｅｔ＝ｎｅｗｈｏｐ（Ｔ），其中Ｔ为训练样品集合，ｎｅｔ为训练后的Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网

络结构名。

③ 对于一个未知类别的待测样品，调用ｓｉｍ函数，利用已训练好的Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络进行仿真
计算，最终网络的稳定状态下的输出保存到向量ｔ中。

④ 将网络输出向量ｔ与标准数字训练样品进行匹配，找出最接近的训练样品，其类别号
即为待测样品类别，从而实现了分类识别。

２编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％ 函数名称：Ｈｏｐｆｉｅｌｄ
％ 函数功能：使用Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络，识别手写数字
％ 函数参数：手写数字特征
％ 函数返回值：手写数字所属类别ｙ
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝Ｈｏｐｆｉｅｌｄ（ｓａｍｐｌｅｈｏｐ）；
　　ｃｌｃ；

ｚｅｒｏ＝［－１１１１－１　１１－１１１　１－１－１－１１　１１－１１１　－１１１１－１］；
ｏｎｅ＝［－１－１１－１－１　－１－１１－１－１　－１－１１－１－１　－１－１１－１－１　－１
－１１－１－１］；
ｔｗｏ＝［１１１１１　－１－１－１－１１　－１－１１１－１　－１１１－１－１　１１１１１］；
ｔｈｒｅｅ＝［１１１１１　－１－１－１１１　－１－１１１１　－１－１－１１１　１１１１１］；
ｆｏｕｒ＝［－１－１１１－１　－１１１１－１　１１－１１－１　１１１１１　－１－１－１１－１］；
ｆｉｖｅ＝［－１－１１１１　－１１－１－１－１　１１１１－１　－１－１－１－１１　１１１１－１］；
ｓｉｘ＝［－１－１１－１－１　－１１－１－１－１　１１１１１　１－１－１－１１　１１１１１］；
ｓｅｖｅｎ＝［１１１１１　－１－１－１１－１　－１－１１－１－１　－１１１－１－１　－１１１－１－１］；
ｅｉｇｈｔ＝［１１１１１　１１－１１１　－１－１１－１－１　１１－１１１　１１１１１］；
ｎｉｎｅ＝［１１１１１　１－１－１－１１　１１１１１　－１－１１－１－１　－１１－１－１－１］；
Ｔ＝［ｚｅｒｏ；ｏｎｅ；ｔｗｏ；ｔｈｒｅｅ；ｆｏｕｒ；ｆｉｖｅ；ｓｉｘ；ｓｅｖｅｎ；ｅｉｇｈｔ；ｎｉｎｅ］′；
ｎｅｔ＝ｎｅｗｈｏｐ（Ｔ）；
［Ｙ，Ｐｆ，Ａｆ］＝ｓｉｍ（ｎｅｔ，｛１５｝，｛｝，｛ｓａｍｐｌｅｈｏｐ｝）；
ｆｏｒｉ＝１：２５
ｉｆ（Ｙ｛１｝（ｉ，１）＞０５）

９８１第６章　神经网络分类器设计



　　Ｙ｛１｝（ｉ，１）＝１；
ｅｌｓｅ
　　Ｙ｛１｝（ｉ，１）＝－１；
ｅｎｄ

ｅｎｄ
ａ＝［００００００００００］；
ｂ＝１；
ｔｅｍｙ＝０；
ｆｏｒｉ＝１：１０
ｆｏｒｊ＝１：２５
ｉｆＹ｛１｝（ｊ，１）～＝Ｔ（ｊ，ｉ）
　　ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
ｅｎｄ
ｉｆＹ｛１｝（ｊ，１）＝＝Ｔ（ｊ，ｉ）
　　ａ（１，ｉ）＝ａ（１，ｉ）＋１；
ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｉｆ（ａ（１，ｉ）＞ｂ）
　　ｂ＝ａ（１，ｉ）；
　　ｔｅｍｙ＝ｉ１；
ｅｎｄ

ｅｎｄ
ｙ＝ｔｅｍｙ

３效果图

拖动鼠标左键在视图区用鼠标手写一个数字，如图６３４所示，然后选择“神经网络”→
“Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络分类法”→“Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络识别”菜单命令，进行手写数字分类。

图６３４　Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络识别

Ｈｏｐｆｉｅｌｄ手写数字的识别效果，如图６３５所示。
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图６３５　Ｈｏｐｆｉｅｌｄ手写数字的识别效果

本章小结

近年来，神经网络已成为研究的热点，并取得了广泛的应用。人工神经网络是从输入空间

到输出空间的一个非线性映射，通过调整权重和阈值来“学习”或发现变量间的关系，实现对

事务的分类。本章介绍了人工神经网络的基本原理，包括人工神经元、人工神经网络模型、神

经网络的学习过程、人工神经网络在模式识别问题上的优势，并应用 ＢＰ神经网络、径向基函
数神经网络、自组织竞争神经网络、概率神经网络、对向传播神经网络和反馈型神经网络实现

模式识别的基本原理和具体方法，并给出了 Ｍａｔｌａｂ可执行程序，对理论进行了验证。实践证
明，神经网络是一种对数据分布无任何要求的非线性技术，它能有效解决非正态分布、非线性

的评价问题，因而受到广泛的应用。

习题６

１简述人工神经网络在模式识别问题上的优势。
２试述ＢＰ神经网络的拓扑结构及其学习算法。
３简述设计ＢＰ神经网络需要考虑的主要因素。
４试述基于高斯核的 ＲＢＦ神经网络的拓扑结构及其初始权值的产生方式。
５简述概率神经网络（ＰＮＮ）的拓扑结构及其各层的功能。
６简述Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络的拓扑结构和稳定条件。
７简述离散型 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络的学习算法，并试用 Ｃ语言实现离散型 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神

经网络。

８简述对向传播神经网络（ＣＰＮ）的拓扑结构、基本思想及其学习算法。
９简述自组织神经网络的拓扑结构、基本思想及其训练过程。
１０试列表对比本章介绍的几种神经网络的异同。
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第７章　决策树分类器设计

本章要点：

决策树的基本概念

决策树分类器设计

７１　决策树的基本概念

１决策树的基本原理

决策树（ＤｅｃｉｓｉｏｎＴｒｅｅ）又称判定树，是用于分类和预测的一种树结构。决策树学习是以
实例为基础的归纳学习算法。它着眼于从一组无次序、无规则的实例中推理出决策树表示形

式的分类规则。它采用自顶向下的递归方式，在决策树的内部结点进行属性值的比较并根据

不同属性判断从该结点向下的分支，在决策树的叶结点得到结论。所以从根结点开始对应着

一条合取规则，整棵树就对应一组析取表达式规则。

决策树中的每个内部结点（ＩｎｔｅｒｎａｌＮｏｄｅ）代表对某一属性的一次测试，每条边代表一个
测试结果，叶结点（Ｌｅａｆ）代表某个类（Ｃｌａｓｓ）或类的分布（ＣｌａｓｓＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）。

下例是一棵决策树，从中可以看到决策树的基本组成部分：决策结点、分支和叶结点。

［例１］　如图７１所示，给出了一个决策树的例子，从中可以看出一位用户是否会买汽
车，用它可以预测某个人的购买意向。

图７１　买车问题的决策树

这棵决策树对销售记录进行分类，指出一个消费者是否会购买汽车。每个内部结点（方

形框）代表对某个属性的一次检测。每个叶结点（椭圆框）代表一个类：买车或不买车。

在这个例子中，样品向量为：（年龄，月薪，健康状况；买车意向），待测样品格式为：（年龄，

月薪，健康状况），输入新的待测样品记录，可以预测该待测样品隶属于哪个类。

构造决策树采用自上而下的递归构造方法。以多叉树为例，构造思路是：如果训练集中所

有数据是同类的，则将之作为叶子结点，结点内容即是该类别标记，否则根据某种策略选择一

个属性，按照属性的各个取值，把数据集合划分若干个子集，使得每个子集上的所有数据在该



属性上具有同样的属性值；然后再依次递归处理各个子集。这种思路称之为“分而治之”。

决策树构造的结果是一棵二叉或多叉树，它的输入是一组带有类别标记的训练数据。二

叉树的内部结点（非叶结点）一般表示为一个逻辑判断，如形式为（ａ＝ｂ）的逻辑判断，其中 ａ
是属性，ｂ是该属性的某个属性值；树的边是逻辑判断的分支结果。多叉树（ＩＤ３）的内部结点
是属性，边是该属性的所有取值，有几个属性值，就有几条边。树的叶结点都是类别标记。

２决策树分类

决策树分类算法起源于概念学习系统 ＣＬＳ（ＣｏｎｃｅｐｔＬｅａｒｎｉｎｇＳｙｓｔｅｍ），然后发展到 ＩＤ３方
法达到高潮，最后又演化为能处理连续属性的 Ｃ４５，此外，决策树方法还有 ＣＡＲＴ、ＳＬＩＱ、
ＳＰＲＩＮＴ等。最初的算法利用信息论中信息增益方法寻找训练集中具有最大信息量的字段，把
决策树的一个结点字段的某些值作为分水岭建立树的分支；在分支下建立下层结点和子分支，

生成一棵决策树。再剪枝，优化，然后把决策树转化为规则，利用这些规则可以对新事例进行

分类。

使用决策树进行分类分为两步：

步骤１　建立决策树模型：利用训练集建立并精化一棵决策树。这个过程实际上是一个
从数据中获取知识，进行机器学习的过程。这个过程通常分为两个阶段：

① 建树（ＴｒｅｅＢｕｉｌｄｉｎｇ）：这是一个递归的过程，最终将得到一棵树。
② 剪枝（ＴｒｅｅＰｒｕｎｉｎｇ）：剪枝的目的是降低由于训练集存在噪声而造成的起伏。
步骤２　利用生成完毕的决策树对输入数据进行分类：对输入的待测样品，从根结点依次

测试记录待测样品的属性值，直到到达某个叶结点，从而找到该待测样品所在的类。

３决策树方法的特点

与其他分类方法相比，决策树分类有如下优点：

① 分类速度快，计算量相对较小，容易转化成分类规则。只须沿着树根向下一直走到叶
结点，沿途的分裂条件就能够唯一确定一条分类的谓词。如在例１中，“年龄→健康状况→不
买”这条路径谓词表示为“如果一个人年龄大于６０且身体不好，那么他不会买车”。

② 分类准确性高，从决策树中挖掘出的规则准确性高且便于理解。
当然，一般决策树方法也存在缺乏伸缩性，处理大训练集时算法的额外开销大，降低了分

类的准确性。

７２　决策树分类器设计

１理论基础

Ｑｕｉｎｌａｎ提出的 ＩＤ３算法是决策树算法的代表，具有描述简单、分类速度快的优点，大多数
决策树算法都是在它的基础上加以改进而实现的。它采用分治策略，通过选择窗口形成决策

树，利用信息增益寻找训练集数据库中具有最大信息量的属性，建立决策树的一个结点，再根

据该属性的不同取值建立树的分支，在每个分支子集中重复建立树的下层结点和分支过程。

（１）ＩＤ３算法的基本思想

① 任意选取一个属性作为决策树的根结点，然后就这个属性所有的取值创建树的分支。
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② 用这棵树来对训练集进行分类，如果一个叶结点无标记且该结点的所有实例都属于同
一类，则以该类为标记标识此叶结点；如果所有的叶结点都有类标记，则算法终止。

③ 否则，选取一个从该结点到根路径中没有出现过的属性为标记，标识该结点，然后就这
个属性所有的取值继续创建树的分支；重复算法步骤②。

这个算法一定可以创建一棵基于训练集的正确的决策树，然而，这棵决策树不一定是最简

单的。显然，不同的属性选取顺序将生成不同的决策树。因此，适当地选取属性将生成一棵简

单的决策树。在ＩＤ３算法中，采用了一种基于信息的启发式的方法来决定如何选取属性。启
发式方法选取具有最高信息量的属性，也就是说，生成最少分支决策树的那个属性。

（２）属性选择度量

ＩＤ３算法在树的每个结点上以信息增益（Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｇａｉｎ）作为度量来选择测试属性。这
种度量称为属性选择度量或分裂的优良性度量。选择具有最高信息增益（或最大熵压缩）的

属性作为当前结点的测试属性。该属性使得对结果划分中的样本分类所需要的信息量最小，

并确保找到一棵简单的（但不一定是最简单的）决策树。

ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＧａｉｎ的原理取自１９４８年香农（ＣＥＳｈａｎｎｏｎ）提出的信息论。其中给出了关
于信息量（Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ）和熵（Ｅｎｔｒｏｐｙ）的定义，熵实际上是系统信息量的加权平均，也就是系统
的平均信息量。

定义１　期望信息量：设训练集为Ｘ，样品总数为 Ｎ，其中包含 Ｍ个不同的类 ωｉ（ｉ＝１，
２，…，Ｍ）。设Ｎｉ是Ｘ中属于类ωｉ的样品的个数。对一个给定样品分类所需的期望信息为

Ｉ（Ｎ１，Ｎ２，…，ＮＭ）＝－
Ｍ

ｉ＝１
ｐｉｌｏｇ２（ｐｉ） （７１）

其中ｐｉ是样品属于ωｉ的概率，用Ｎｉ／Ｎ来估计。
定义２　熵：属性Ａ是有ｋ个不同值的属性｛ａ１，ａ２，…，ａｊ，…，ａｋ｝，Ａ可以把全体训练集Ｘ

分成ｋ个子集Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｋ，其中Ｓｊ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｘ，ＸＡ＝ａｊ｝。如果 Ａ选为测试属性，那么那些子
集表示从代表集合Ｘ出发的所有树枝。设Ｎｉｊ表示Ｓｊ中类为 ωｉ的样品的个数。根据属性 Ａ划
分的子集的熵，也就是系统总熵为

Ｅ（Ａ）＝
ｋ

ｊ＝１

Ｎ１ｊ＋Ｎ２ｊ＋… ＋ＮＭｊ( )Ｎ
·Ｉ（Ｎ１ｊ，Ｎ２ｊ，…，ＮＭｊ[ ]） （７２）

式中，
Ｎ１ｊ＋Ｎ２ｊ＋…＋ＮＭｊ( )Ｎ

表示第 ｊ个子集的权重；Ｎ为训练集Ｘ中样品个数。对于给定子

集，Ｓｊ

Ｉ（Ｎ１ｊ，Ｎ２ｊ，…，ＮＭｊ）＝－
Ｍ

ｉ＝１
ｐｉｊｌｏｇ２（ｐｉｊ） （７３）

式中，ｐｉｊ＝Ｎｉｊ／｜Ｓｊ｜表示Ｓｊ中的样本属于ωｉ的概率；｜Ｓｊ｜表示Ｓｊ中的样品个数。
定义３　在属性Ａ上分支获得的信息增益表示为

Ｇａｉｎ（Ａ）＝Ｉ（Ｎ１，Ｎ２，…，ＮＭ）－Ｅ（Ａ） （７４）
Ｇａｉｎ（Ａ）是指由于知道属性Ａ的值而导致的熵的期望压缩。熵是一个衡量系统混乱程度

的统计量。熵越大，表示系统越混乱。分类的目的是提取系统信息，使系统向更加有序、有规

则、有组织的方向发展。所以最佳的分裂方案是使熵减少量最大的分裂方案。熵减少量就是

ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＧａｉｎ，所以，最佳分裂就是使 Ｇａｉｎ（Ａ）最大的分裂方案。通常，这个最佳方案是用
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“贪心算法＋深度优先搜索”得到的。算法计算每个属性的信息增益。具有最高信息增益的
属性选做给定集合Ｓ的测试属性，创建一个结点，并以该属性标记，对属性的每个值创建分支，
据此划分样本。

［例２］　如表７１所示的是一个顾客买车意向的训练集，通过此例来说明属性选择方法。

表７１　顾客买车意向的训练集

样 品 编 号 年　　龄 月　　薪 健 康 状 况 买车意向（类别）

１ ＜３０ ＜３０００ 好 不买

２ ＜３０ ＜３０００ 不好 不买

３ ＜３０ ≥３０００ 不好 买

４ ＜３０ ≥３０００ 好 买

５ ３０～６０ ＜３０００ 好 买

６ ３０～６０ ≥３０００ 好 买

７ ３０～６０ ≥３０００ 不好 买

８ ＞６０ ＜３０００ 好 买

９ ＞６０ ＜３０００ 不好 不买

１０ ＞６０ ≥３０００ 不好 不买

从表７１中可以看出，类属性“买车意向”有两个不同的值｛买，不买｝，因此一共有两个类
Ｍ＝２。设ω１对应于“买”，ω２对应于“不买”，则 ω１有６个样本，Ｎ１＝６，ω２有４个样本，Ｎ２＝
４。首先利用式（７１）计算期望信息Ｉ（Ｎ１，Ｎ２）。

Ｉ（Ｎ１，Ｎ２）＝Ｉ（６，４）＝－
６
１０ｌｏｇ２

６
１０－

４
１０ｌｏｇ２

４
１０＝０９７１０

然后计算每个属性的熵。对于属性“年龄”，有三种取值，即三个子集，分别计算三个子集

的期望信息。

年龄＝“＜３０”：Ｎ１１＝２，Ｎ２１＝２，Ｉ（Ｎ１１，Ｎ２１）＝－
２
４ｌｏｇ２

２
４－

２
４ｌｏｇ２

２
４＝１

年龄＝“３０～６０”：Ｎ１２＝３，Ｎ２２＝０，Ｉ（Ｎ１２，Ｎ２２）＝－
３
３ｌｏｇ２

３
３＝０

年龄＝“＞６０”：Ｎ１３＝１，Ｎ２３＝２，Ｉ（Ｎ１３，Ｎ２３）＝－
１
３ｌｏｇ２

１
３－

２
３ｌｏｇ２

２
３＝０９１８３

根据式（７２），计算样本按“年龄”划分成子集的熵为

Ｅ（年龄）＝４１０Ｉ（Ｎ１１，Ｎ２１）＋
３
１０Ｉ（Ｎ１２，Ｎ２２）＋

３
１０Ｉ（Ｎ１３，Ｎ２３）＝０６７５５

信息增益为

Ｇａｉｎ（年龄）＝Ｉ（Ｎ１，Ｎ２）－Ｅ（年龄）＝０２９５５
同理，我们可以得到其余两个属性的信息增益：

Ｇａｉｎ（月薪）＝０１２４６
Ｇａｉｎ（健康状态）＝０１２４６

由于“年龄”属性具有最高信息增益，因此被选择为测试属性。创建一个以年龄为标记的
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结点，对每一属性值引出一个分支，如图７２所示。

图７２　对属性“年龄”进行划分

从图７２中可以看出，落在分支“３０～６０”的样本都属于同一类，因此该分支结点为一个
叶结点。然后对另外两个结点子集继续进行属性选择，创建分支，直至分支结点全部为叶结

点，生成图７１的决策树。

（３）决策树剪枝

由于训练集中的数据一般不可能是完美的，有些属性缺值或不准确，即存在噪声数据。基

本的决策树构造算法没有考虑噪声和孤立点，生成的决策树完全与训练集拟合。有噪声情况

下，完全拟合将导致过分适应。由于数据中的噪声和孤立点，许多分支反映的是训练集中的异

常。剪枝阶段的任务就是利用统计学方法，去掉最不可靠、可能是噪声的一些枝条对决策树的

影响即过分适应数据问题，从而提高独立于测试数据正确分类的能力来达到净化树的目的。

当然，当数据稀疏时，要防止过分剪枝。因此，剪枝对有些数据效果好而有些数据则效果差。

剪枝方法主要有两类：先剪枝和后剪枝。

① 先剪枝（ｐｒｅｐｒｕｎｉｎｇ）。在建树的过程中，当满足一定条件，例如，ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＧａｉｎ或者某
些有效统计量达到某个预先设定的阈值时，结点不再继续分裂，内部结点成为一个叶结点。叶结

点取子集中频率最大的类作为自己的标识，或者可能仅仅存储这些实例的概率分布函数。

② 后剪枝（ｐｏｓｐｒｕｎｉｎｇ）。它是由“完全生长”的树剪去分支，首先生成与训练数据集合完
全拟合的一棵决策树，然后从树的叶子开始剪枝，逐步向根的方向剪。剪枝时要用到一个测试

数据集合（Ａｄｊｕｓｔｉｎｇｓｅｔ），如果存在某个叶子剪去后能使得在测试集上的准确度不降低，则剪
去该叶子，最终形成一棵错误率尽可能小的决策树。

如果在训练集中出现了类交叉的情况，也就是说，在待挖掘的数据中出现矛盾和不一致，将出

现这样一种情况：在一个树结点中，所有的实例并不属于一个类却找不到可以继续分支的属性。

ＩＤ３算法使用以下两种方案解决这个问题：
选择在该结点中所占比例最大的类为标记并标识该结点；

根据该结点中不同类的概率分布为标记并标识该结点。

如果在训练集中出现了某些错误的实例，即在待挖掘的数据中，本来应该属于同一结点的数

据因为某些错误的属性取值而继续分支，则在最终生成的决策树中可能出现分支过细和错误分

类的现象。ＩＤ３算法设置了一个阈值来解决这个问题：只有属性的信息量超过这个阈值时才创
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建分支，否则以类标志标识该结点。该阈值的选取对决策树的正确创建具有相当重要的作用。

如果阈值过小，可能没有发挥应有的作用；如果阈值过大，又可能删除了应该创建的分支。

（４）从决策树提取分类规则

从决策树中可以提取分类规则，并以ＩＦ－ＴＨＥＮ的形式表示。具体方法是：从根结点到叶
结点的每一条路径创建一条分类规则，路径上的每一对“属性 －值”对应规则的前件（即 ＩＦ部
分）的一个合取项，叶结点为规则的后件（即ＴＨＥＮ部分）。

对于例１中的决策树可提取以下分类规则：
ＩＦ年龄＝‘＜３０’ＡＮＤ月薪＝‘＜３０００’ＴＨＥＮ买车意向＝‘不买’。
ＩＦ年龄＝‘＜３０’ＡＮＤ月薪＝‘≥３０００’ＴＨＥＮ买车意向＝‘买’。
ＩＦ年龄＝‘３０～６０’　ＴＨＥＮ买车意向＝‘买’。
ＩＦ年龄＝‘＞６０’ＡＮＤ健康状况＝‘不好’　ＴＨＥＮ买车意向＝‘不买’。
ＩＦ年龄＝‘＞６０’ＡＮＤ健康状况＝‘好’　ＴＨＥＮ买车意向＝‘买’。

（５）ＩＤ３算法的改进

基本的ＩＤ３算法采用信息增益作为属性的度量，试图减少树的平均深度，而忽略了对叶子
数目的研究，导致了许多问题：最优属性选取不准确，信息增益的计算依赖于属性取值数目较

多的特征，而取值较多的属性不一定是最优属性；抗噪性差，训练集中正例和反例较难控制。

因此，众多学者针对ＩＤ３算法的不足，提出了许多改进策略。
① 离散化。对符号性属性（即离散性属性）ＩＤ３算法的知识挖掘比较简单，算法将针对属

性的所有符号创建决策树分支。但是，如果属性值是连续的，如本书实例中手写数字中的特征

值等，针对属性的所有不同的值创建决策树，则将由于决策树过于庞大而导致算法失效。

为了解决该问题，在用ＩＤ３算法挖掘具有连续性属性的知识时，应该首先把该连续性属性
离散化。最简单的方法就是把属性值分成两段。如手写数字中的特征值可以分为大于０３和
小于０３等。因此选择最佳的分段值是离散化的核心。对任何一个属性，其所有的取值在一
个数据集中是有限的。假设该属性取值为｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝，则在这个集合中，一共存在ｎ－１个
分段值，ＩＤ３算法采用计算信息量的方法计算最佳的分段值，然后进一步构建决策树。

② 空缺值处理。训练集中的数据可能会出现某一训练样本中某一属性值空缺的情况，因
此必须进行空缺值处理。可以采用如下的空缺值处理方法：若属性 Ａ有空缺值，则可用 Ａ的
最常见值、平均值、样本平均值等填充。

③ 属性选择度量。在决策树建树过程中，有许多的属性选择度量方法，对于一个特定的
数据集来讲，只有“适合”与“不适合”之分，而没有“好”与“差”之分，与数据集合中属性的值

的多少，类别的多少有关系。ＩＤ３算法中采用信息增益作为属性选择度量，但它仅适合于具有
多个值的属性。还有一些其他的属性选择度量方法，如增益率，可伸缩性指标基尼指数等。

④ 可伸缩性。ＩＤ３算法对于相对较小的训练数据集是有效的，但对于现实世界中数以百
万计的训练数据集，需要频繁地将训练数据在主存和高速缓存中换进换出，从而使算法的性能

低下。因此可以将训练数据集划分为几个子集，使得每个子集能够放入内存；然后由每个子集

构造一棵决策树；最后，将每个子集得到的分类规则组合起来，得到输出的分类规则。

⑤ 碎片、重复和复制处理。碎片是指在一个给定的分支中的样本数太少，从而失去统计
意义。解决的方法是将分类属性值分组，决策树结点可以测试一个属性值是否属于给定的集
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合；另一种解决方法是创建二叉判定树，在树的结点上进行属性的布尔测试，从而可以减少碎

片。当一个属性沿树的一个给定的分支重复测试时，将出现重复。复制是指复制树中已经存

在的子树。以上问题可以通过由给定的属性构造新的属性（即属性构造）来解决。

２实现步骤

本书利用基于决策树理论的分类方法对手写数字进行分类识别，其实现步骤如下：

（１）构建训练样本集

从手写数字样本库中的各类中分别提取１００个训练样品，共１０００个样本。每个手写数字
样品具有２５个特征，分别代表２５个属性，其所属数字类别为训练类别，一共有１０类。

（２）构建分类决策树

本书采用Ｍａｔｌａｂ中的决策树工具箱函数进行分类决策树的构建。构建分类决策树函数
的基本定义为：Ｔ＝ｔｒｅｅｆｉｔ（Ｘ，ｙ）。

其中参数Ｘ为训练样本属性集合，对于手写数字训练集为Ｘ的矩阵，矩阵每一行为一个训练样
品，每列对应一个属性。参数ｙ为类别集合，对于手写数字训练集ｙ为１０００维的向量，每一维对应
一个训练样品的类别。返回值Ｔ是一个决策树结构，保存了已构建好的分类决策树的信息。

（３）利用决策树分类

输入待测样本，利用Ｍａｔｌａｂ中的决策树工具箱函数进行决策树分类。决策树分类函数的
基本定义为：ＹＦＩＴ＝ｔｒｅｅｖａｌ（Ｔ，Ｘ）。

式中参数Ｔ为步骤（２）中已构建的决策树结构，Ｘ为待测样本特征矩阵，可以表示多个待
测样本。ＹＦＩＴ为分类结果向量，保存每个待测样品分类结果。

（４）显示决策树

为了更清楚地检验决策树分类，将决策树显示出来可以更加直观地理解决策树理论。

Ｍａｔｌａｂ中决策树工具箱提供了显示决策树功能。
显示决策树函数为ｔｒｅｅｄｉｓｐ（Ｔ）。参数Ｔ为已构建的决策树结构。

３编程代码

　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＤｅｃｉｓｉｏｎＴｒｅｅ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待测样品
％返回值：ｒｅｓｕｌｔ：分类结果
％函数功能：决策树分类算法
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ＝ＤｅｃｉｓｉｏｎＴｒｅｅ（ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｘ＝［］；
　　ｙ＝ｃｅｌｌ（１，１０００）；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　％初始化训练样本集
　　　　ｘ＝［ｘｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：１００）］；
　　　　ｓｔｒ＝ｎｕｍ２ｓｔｒ（ｉ－１）；
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　　　　　％初始化类别
　　　　ｙ（１，１００（ｉ－１）＋１：１００ｉ）＝｛ｓｔｒ｝；
　　ｅｎｄ
　　％构造分类决策树
　　ｔ＝ｔｒｅｅｆｉｔ（ｘ′，ｙ）；
　　％决策树分类
　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｔｒｅｅｖａｌ（ｔ，ｓａｍｐｌｅ）；
　　ｓｆｉｔ＝ｔｃｌａｓｓｎａｍｅ（ｒｅｓｕｌｔ）；
　　％获得分类结果
　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｓｔｒ２ｎｕｍ（ｓｆｉｔ｛１，１｝）；
　　％显示分类结果
　　ｔｒｅｅｄｉｓｐ（ｔ）；

４效果图

首先手写一个数字，如图７３（ａ）所示，单击“决策树分类”按钮，进行决策树算法分类，得
到正确的分类结果，如图７３（ｂ）所示。同时，显示决策树结构图。如图７３（ｃ）所示为决策树
结构的一部分，图中空心三角形表示分支结点，分支结点旁边的不等式表示分支规则，例如，图

中根结点含义是如果第２２个特征小于００２０５７７９则进入左边分支，否则进入右边分支。实体

图７３　决策树分类算法效果图

圆形表示叶结点，叶结点下方的数字为分类类别。
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本章小结

本章介绍了决策树理论的基本概念，包括决策树的基本原理、决策树分类方法、决策树方

法的特点等；详细介绍了基于决策树理论的分类方法，包括 ＩＤ３算法基本思想，属性选择度量
等；最后介绍了基于决策树理论的手写数字分类器设计实现。

习题７

１简述决策树的构造方法。
２简述ＩＤ３算法基本思想以及基于信息增益的属性选择度量方法。
３对于一个训练集，如表７２所示，利用ＩＤ３算法构造一棵决策树。

表７２　流感决策问题训练集

样 品 编 号 咳　　嗽 头　　晕 体　　温 流感（类别）

１ 是 是 正常 否

２ 是 是 高 是

３ 是 是 非常高 是

４ 否 是 正常 否

５ 否 否 高 否

６ 否 是 非常高 是

７ 是 否 高 是

８ 否 是 正常 否

４叙述决策树理论在分类问题中的实现方法和步骤。
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第８章　粗糙集分类器设计

本章要点：

粗糙集理论的基本概念

粗糙集理论在模式识别中的应用

粗糙集分类器设计

数据是对客观事物的属性、数量、位置或它们之间的相互关系的形式表示，是各种信息的

载体。但是自然界中大部分事物所呈现的信息都是不完整和模糊的。在经典逻辑中，只有真

假二值之分，因而无法对此类问题进行准确的描述。长期以来许多逻辑学家和哲学家都致力

于研究模糊概念。在现实世界中，有许多模糊现象不能简单地用好坏、真假来表示。如何较好

地表示和处理这些现象就成为一个问题。问题集中在分类边界上，也就是说，存在一些个体，

即不能说它属于某个子集，也不能说它不属于某个子集。

粗糙集（Ｒｏｕｇｈｓｅｔ）是波兰数学家 Ｚ．Ｐａｗｌａｋ于１９８２年提出的。粗糙集以等价关系为基
础，用于分类问题。它用上、下近似两个集合来逼近任意一个集合，该集合的边界区域被定义

为上近似集和下近似集之差集，边界区域就是那些无法归属的个体。上、下近似两个集合可以

通过等价关系给出确定的描述，边界域的元素数目可以被计算出来。

从本质上看，粗糙集理论反映了认知过程在非确定、非模型信息处理方面的机制和特点，

是一种有效的非单调推理工具。该理论在数据的决策和分析、模式识别、机器学习与知识发展

等方面有着成功的应用，已成为信息科学最活跃的研究领域之一。目前，该理论还在医学、化

学、材料学、地理学、管理科学和金融等其他学科得到了成功的应用。

８１　粗糙集理论的基本概念

１知识表达系统和决策表

知识是对某些客观对象的认识。为了处理智能数据，需要对知识进行符号表示。知识表

达系统研究将对象的知识通过指定对象的基本特征和特征值来描述，以便通过一定的方法从

大量的数据中发现有用的知识或决策规则。

知识表达系统可用一个四元组Ｓ表示：
Ｓ＝（Ｘ，Ｒ，Ｖ，ｆ）

式中，Ｘ为一个非空有限对象的集合，称为论域Ｘ＝｛Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ｝，其中Ｘｉ为对象；
Ｒ为对象的属性集合；
Ｖ为属性值的集合，Ｖａ是属性ａ∈Ｒ的值域；
ｆ为Ｘ×Ｒ→Ｖ的一个信息函数，它为每个对象Ｘ的每个属性ａ赋予一个属性值，即ａ∈Ｒ，

Ｘ∈Ｘ，ｆａ（Ｘ）∈Ｖａ。



知识表达系统也称为信息系统，通常用Ｓ＝（Ｘ，Ｒ）代替Ｓ＝（Ｘ，Ｒ，Ｖ，ｆ）。知识表达系统的
数据以关系表的形式表示，关系表的行对应要研究的对象，列对应对象的属性，对象的信息通

过指定对象的各属性值来表示。

设Ｓ＝（Ｘ，Ｒ，Ｖ，ｆ）是一个信息系统（知识表达系统），Ｒ＝Ｃ∪Ｄ，Ｃ称为条件属性集合，Ｄ称
为决策属性集。具有条件属性和决策属性的信息系统称为决策表。

对象的特征由条件属性描述，决策属性表示该对象的分类。决策属性可能表示专家根据

条件属性所描述的情形所做的分类、采取的行动或决策。在机器学习意义上说，决策表被用做

学习一个由条件属性产生的描述到由决策属性确定的分类的映射。通常，这个映射表示为一

个决策规则（分类器或决策算法）的集合。

２等价关系

设Ａ代表某种属性集合。ａ代表属性中的某一种取值。如果有两个样品 Ｘｉ，Ｘｊ满足如下
关系

对于ａ∈Ａ，ＡＲ，Ｘｉ∈Ｘ，Ｘｊ∈Ｘ，它们的属性值相同，即 ｆａ（Ｘｉ）＝ｆａ（Ｘｊ）成立，称对象 Ｘｉ
和Ｘｊ是对属性Ａ的等价关系，表示为

ＩＮＤ（Ａ）＝｛（Ｘｉ，Ｘｊ）｜（Ｘｉ，Ｘｊ）∈Ｘ×Ｘ，ａ∈Ａ，ｆａ（Ｘｉ）＝ｆａ（Ｘｊ）｝
可见属性值相同的两个样品之间的关系为等价关系。

３等价集

在Ｘ中，对属性集 Ａ中具有相同等价关系的元素集合成为等价关系 ＩＮＤ（Ａ）的等价集，
［Ｘ］Ａ表示在属性Ａ下与Ｘ具有等价关系的元素集合。

［Ｘ］Ａ＝｛Ｘｊ｜（Ｘ，Ｘｊ）∈ＩＮＤ（Ａ）｝

４等价划分

从所采集的训练集中把属性值相同的样品聚类，形成若干个等价集，构成 Ａ集合。在Ｘ中
对属性Ａ的所有等价集形成的划分表示为

Ａ＝｛Ｅｉ｜Ｅｉ＝［Ｘ］Ａ，ｉ＝１，２，…｝
具有特性：

① Ｅｉ≠；
② 当ｉ≠ｊ时，Ｅｉ∩Ｅｊ＝；
③ Ｘ＝∪Ｅｉ。
［例１］　设Ｘ＝｛ａ（血压正常），ｂ（血压正常），ｃ（血压正常），ｄ（血压高），ｅ（血压高），ｆ（血

压很高）｝，对于属性Ａ（血压）的等价关系有
ＩＮＤ（Ａ）＝｛（ａ，ｂ），（ａ，ｃ），（ｂ，ｃ），（ｄ，ｅ），（ａ，ａ），（ｂ，ｂ），（ｃ，ｃ），（ｄ，ｄ），（ｅ，ｅ），（ｆ，ｆ）｝

属性Ａ的等价集有
Ｅ１＝［ａ］Ａ＝［ｂ］Ａ＝［ｃ］Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝
Ｅ２＝［ｄ］Ａ＝［ｅ］Ａ＝｛ｄ，ｅ｝
Ｅ３＝［ｆ］Ａ＝｛ｆ｝
Ｘ中对属性Ａ的划分为
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Ａ＝｛Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３｝＝｛｛ａ，ｂ，ｃ｝，｛ｄ，ｅ｝，｛ｆ｝｝

５上近似集和下近似集

属性Ａ可划分为若干个等价集，与决策集 Ｙ对应关系分上近似集 Ａ－（Ｙ）和下近似集
Ａ－（Ｙ）两种：

（１）下近似定义

对任意一个决策属性的等价集Ｙ（ＹＸ），属性Ａ的等价集Ｅｉ＝［Ｘ］Ａ，有

Ａ－（Ｙ）＝∪｛Ｅｉ｜Ｅｉ∈Ａ∧ＥｉＹ｝
或

Ａ－（Ｙ）＝｛Ｘ｜［Ｘ］ＡＹ｝
表示等价集Ｅｉ＝［Ｘ］Ａ中的元素Ｘ都属于Ｙ，即Ｘ∈Ａ－（Ｙ），则Ｘ一定属于Ｙ。Ａ－（Ｙ）表示下
近似集。

（２）上近似定义

对任意一个决策属性的等价集Ｙ（ＹＸ），属性Ａ的等价集Ｅｉ［Ｘ］Ａ，有

Ａ－（Ｙ）＝∪｛Ｅｉ｜Ｅｉ∈Ａ∧Ｅｉ∩Ｙ≠｝
或

Ａ－（Ｙ）＝｛Ｘ｜［Ｘ］Ａ∩Ｙ≠｝
表示等价集Ｅｉ＝［Ｘ］Ａ中的元素Ｘ可能属于Ｙ，即Ｘ∈Ａ

－（Ｙ），则 Ｘ可能属于 Ｙ，也可能不属
于Ｙ。Ａ－（Ｙ）表示上近似。

（３）正域、负域和边界的定义

全集Ｘ可以划分为３个不相交的区域，即正域（ＰＯＳＡ）、负域（ＮＥＧＡ）和边界（ＢＮＤＡ）：

正域：ＰＯＳＡ（Ｙ）＝Ａ－（Ｙ）
负域：ＮＥＧＡ（Ｙ）＝Ｘ－Ａ

－（Ｙ）
边界：ＢＮＤＡ（Ｙ）＝Ａ

－（Ｙ）－Ａ－（Ｙ）
由此可见：

Ａ－（Ｙ）＝Ａ－（Ｙ）＋ＢＮＤＡ（Ｙ）
如图８１所示，形象地表示出正域、负域和边界，每一个小长方形表示一个等价集。

从图８１中可以看出：任意一个元素 Ｘ∈ＰＯＳ（Ｙ），一定属于 Ｙ；任意一个元素 Ｘ∈ＮＥＧ
（Ｙ），一定不属于Ｙ；集合Ｙ的上近似是其正域和边界的并集，即

图８１　Ｙ关于属性Ａ的正域、负域和边界

３０２第８章　粗糙集分类器设计



Ａ－（Ｙ）＝ＰＯＳＡ（Ｙ）∪ＢＮＤＡ（Ｙ）
对于元素Ｘ∈ＢＮＤ（Ｙ），无法确定其是否属于Ｙ，因此对于任意元素Ｘ∈Ａ－（Ｙ），只知道Ｘ可能
属于Ｙ。

６粗糙集

若Ａ－（Ｙ）＝Ａ－（Ｙ），即ＢＮＤＡ（Ｙ）＝，即边界为空，称Ｙ为Ａ的可定义集；否则Ｙ为Ａ的

不可定义集，即Ａ－（Ｙ）≠Ａ－（Ｙ），称Ｙ为Ａ的粗糙集（Ｒｏｕｇｈｓｅｔ）。

７确信度

确信度αＡ（Ｙ）表示为

αＡ（Ｙ）＝
｜Ｘ｜－｜Ａ－（Ｙ）－Ａ－（Ｙ）｜

｜Ｘ｜
其中｜Ｘ｜和｜Ａ－（Ｙ）－Ａ－（Ｙ）｜分别表示集合Ｘ、Ａ

－（Ｙ）－Ａ－（Ｙ）中的元素个数。
αＡ（Ｙ）的值反映了Ｘ中的能够根据Ａ中各属性的属性值确定其属于或不属于Ｙ的比例，也即对

Ｘ中的任意一个对象，根据Ａ中各属性的属性值确定它属于或不属于Ｙ的可信度。
确信度性质：

０≤αＡ（Ｙ）≤１
① 当αＡ（Ｙ）＝１时，Ｘ中的全部对象能够根据 Ａ中各属性的属性值就可以确定其是否属

于Ｙ，Ｙ为Ａ的可定义集。
② 当０＜αＡ（Ｙ）＜１时，Ｘ中的部分对象根据Ａ中各属性的属性值可以确定其是否属于Ｙ，

而另一部分对象则不能确定其是否属于Ｙ，Ｙ为Ａ的部分可定义集。
③ 当αＡ（Ｙ）＝０时，Ｘ中的全部对象都不能根据Ａ中各属性的属性值确定其是否属于Ｙ，Ｙ

为Ａ的完全不可定义集。
当Ｙ为Ａ的部分可定义集或Ｙ为Ａ的完全不可定义集时，称Ｙ为Ａ的粗糙集。
对例１的等价关系Ａ有集合Ｙ＝｛ｂ，ｃ，ｆ｝是粗糙集，计算集合 Ｙ的下近似、上近似、正域、

负域和边界。

Ｘ中关于Ａ的划分为
Ａ＝｛｛ａ，ｂ，ｃ｝，｛ｄ，ｅ｝，｛ｆ｝｝
有

Ｙ∩｛ａ，ｂ，ｃ｝＝｛ｂ，ｃ｝≠
Ｙ∩｛ｄ，ｅ｝＝
Ｙ∩｛ｆ｝＝｛ｆ｝≠
可知有

Ａ－（Ｙ）＝｛ａ，ｂ，ｃ｝∪｛ｆ｝＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｆ｝
Ａ－（Ｙ）＝｛ｆ｝
ＰＯＳＡ（Ｙ）＝Ａ－（Ｙ）＝｛ｆ｝
ＢＮＤＡ（Ｙ）＝Ａ

－（Ｙ）－Ａ－（Ｙ）＝｛ａ，ｂ，ｃ｝
ＮＥＧＡ（Ｙ）＝Ｘ－Ａ

－（Ｙ）＝｛ｄ，ｅ｝
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８相对正域

设决策属性 Ｄ的划分 Ｙ＝（Ｙ１，Ｙ２，…ＹＭ），条件属性 Ｃ相对于决策属性 Ｄ的正域定义为

ＰＯＳ（Ｃ，Ｄ）＝∪Ｃ－（Ｙｉ）

９决策表的一致性

决策表中的对象Ｘ按条件属性与决策属性关系看做一条决策规则，写成
∧ｆＣｉ（Ｘ）＝ｆＤ（Ｘ）

式中，Ｃｉ表示多个条件属性；Ｄ表示决策属性；ｆＣｉ（Ｘ）表示对象 Ｘ在 Ｃｉ的取值；∧表示逻辑
“与”关系。

（１）一致性决策规则定义

如果对任一个对象Ｘｉ≠Ｘｊ，若条件属性有ｆＣｉ（Ｘｉ）＝ｆＣｉ（Ｘｊ），则决策属性必须有 ｆＤ（Ｘｉ）＝

ｆＤ（Ｘｊ），即一致性决策规则说明条件属性取值相同时，决策属性取值必须相同。
该定义允许：若条件属性有 ｆＣｉ（Ｘｉ）≠ｆＣｉ（Ｘｊ），则决策属性可以是 ｆＤ（Ｘｉ）＝ｆＤ（Ｘｊ）

或ｆＤ（Ｘｉ）≠ｆＤ（Ｘｊ）。

（２）决策表一致的定义

在决策表中如果所有对象的决策规则都是一致的，则该信息表示一致的，否则信息表示不

一致的。在进行属性约简时，每约简掉一个属性时要检查决策表，若保持一致性，则可以删除，

否则不可以删除。

１０属性约简

（１）属性依赖度

决策表中决策属性Ｄ依赖条件属性Ｃ的依赖度定义为
γ（Ｃ，Ｄ）＝｜ＰＯＳ（Ｃ，Ｄ）｜／｜Ｘ｜

式中，｜ＰＯＳ（Ｃ，Ｄ）｜为正域 ＰＯＳ（Ｃ，Ｄ）元素的个数，｜Ｘ｜为整个对象集合的个
数。γ（Ｃ，Ｄ）的性质如下：

① 若γ＝１，表示在已知条件Ｃ下，可以将Ｘ上全部个体分类到决策属性Ｄ的类别中去。
② γ＝０，即利用条件Ｃ不能分类到决策属性Ｄ的类别中去。
③０＜γ＜１，即在已知条件Ｃ下，只能将Ｘ上那些属于正域的个体分类到决策属性Ｄ的类

别中去。

（２）属性重要度

Ｃ，ＤＡ，Ｃ为条件属性集，Ｄ为决策属性集，ａ∈Ｃ，属性ａ关于Ｄ的重要度定义为
ＳＧＦ（ａ，Ｃ，Ｄ）＝γ（Ｃ，Ｄ）－γ（Ｃ－｛ａ｝，Ｄ）

式中，γ（Ｃ－｛ａ｝，Ｄ）表示在 Ｃ中缺少属性 ａ后，条件属性与决策属性的依赖程度；
ＳＧＦ（ａ，Ｃ，Ｄ）表示Ｃ中缺少属性ａ后，导致不能被准确分类的对象在系统中所占的比例。

ＳＧＦ（ａ，Ｃ，Ｄ）的性质：
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① ＳＧＦ（ａ，Ｃ，Ｄ）∈［０，１］。
② ＳＧＦ（ａ，Ｃ，Ｄ）＝０，表示属性ａ关于Ｄ是可约简的。
③ ＳＧＦ（ａ，Ｃ，Ｄ）≠０，表示属性ａ关于Ｄ是不可约简的。

（３）最小属性集概念

设Ｃ，Ｄ分别是信息系统 Ｓ的条件属性集和决策属性集，若属性集 Ｐ（ＰＣ）是 Ｃ的一个
最小属性集，当且仅当γ（Ｐ，Ｄ）＝γ（Ｃ，Ｄ）并且Ｐ′Ｐ，γ（Ｐ′，Ｄ）≠γ（Ｐ，Ｄ），则Ｐ具有与Ｃ同
样的区分决策类的能力。

１１规则获取

通过分析Ｘ中的两个划分Ｃ＝｛Ｅｉ｝和Ｄ＝｛Ｙｊ｝之间的关系，把Ｃ视为分类条件，Ｄ视为分

类结论，可以得到下面的分类规则：

① 当Ｅｉ∩Ｙｊ≠时，则有：
ｒｉｊ：Ｄｅｓ（Ｅｉ）→Ｄｅｓ（Ｙｊ）

Ｄｅｓ（Ｅｉ）和Ｄｅｓ（Ｙｊ）分别是等价集Ｅｉ和等价集Ｙｊ中的特征描述：
当Ｅｉ∩Ｙｊ＝Ｅｉ时，即下近似，建立的规则ｒｉｊ是确定的，规则的可信度ｃｆ＝１。

图８２　Ｅｉ和Ｙｊ的上、下近似关系

当Ｅｉ∩Ｙｊ≠Ｅｉ时，即上近似，建立的规则ｒｉｊ
是不确定的，规则的可信度为

ｃｆ＝
｜Ｅｉ∩Ｙｊ｜
｜Ｅｉ｜

如图 ８２所示，表示 Ｅｉ和 Ｙｊ的上、下近
似关系。

② 当Ｅｉ∩Ｙｊ＝时，Ｅｉ和Ｙｊ不能建立规则。

８２　粗糙集在模式识别中的应用

在科学研究和日常生活中，人们往往需要根据一些对象的各类属性值，识别给定对象所属

的类型或对观测到的数据进行判别分类，这是模式识别的主要研究问题。例如，气象台要通过

测量分析最近的气象资料对未来天气类型做出预报，医生需要根据患者的不同症状检查许多

指标以诊断其所患疾病的类型，手写数字识别系统需要根据手写数字的特征进行分类识

别，等等。

如何在众多资料中选取有代表性的属性，简化工作，提高效率；如何根据给定的属性值给

出合理的评价和分类，都是值得研究的问题。粗糙集理论能够解释不精确数据间的关系，发现

对象和属性间的依赖，评价属性对分类的重要性，去除冗余数据，从而对信息系统进行约简，因

此利用粗糙集理论可以对属性特征进行约简，略去不必要的属性，简化数据，获取决策（分类）

规则，实现模式识别问题中的判别分类功能。

通过下面的实例说明粗糙集理论中的属性约简和规则获取方法，如表８１所示的是一个
决策表样例。
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表８１　决策表样例

Ｃ（条件属性） Ｄ（决策属性）

Ｘ 咳嗽（ａ） 头晕（ｂ） 发烧（ｃ） 感冒（ｄ）

ｅ１ 是（１） 是（１） 正常（０） 否（０）

ｅ２ 是（１） 是（１） 低烧（１） 是（１）

ｅ３ 是（１） 是（１） 高烧（２） 是（１）

ｅ４ 否（０） 是（１） 正常（０） 否（０）

ｅ５ 否（０） 否（０） 低烧（１） 否（０）

ｅ６ 否（０） 是（１） 高烧（２） 是（１）

ｅ７ 是（１） 否（０） 低烧（１） 是（１）

ｅ８ 否（０） 否（０） 正常（０） 否（０）

１等价集、下近似集和依赖度的计算

（１）条件属性Ｃ（ａ，ｂ，ｃ）的等价集
Ｅ１｛ｅ１｝，Ｅ２｛ｅ２｝，Ｅ３｛ｅ３｝，Ｅ４｛ｅ４｝，Ｅ５｛ｅ５｝，Ｅ６｛ｅ６｝，Ｅ７｛ｅ７｝，Ｅ８｛ｅ８｝

（２）决策属性Ｄ（ｄ）的等价集
Ｙ１：｛ｅ１，ｅ４，ｅ５，ｅ８｝，Ｙ２：｛ｅ２，ｅ３，ｅ６，ｅ７｝

（３）决策属性的各等价集的下近似集
Ｃ－Ｙ１＝｛ｅ１，ｅ４，ｅ５，ｅ８｝

Ｃ－Ｙ２＝｛ｅ２，ｅ３，ｅ６，ｅ７｝
（４）计算ＰＯＳ（Ｃ，Ｄ）和γ（Ｃ，Ｄ）
ＰＯＳ（Ｃ，Ｄ）＝Ｃ－Ｙ１∪Ｃ－Ｙ２＝｛ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４，ｅ５，ｅ６，ｅ７，ｅ８｝

｜ＰＯＳ（Ｃ，Ｄ）｜＝８，｜Ｘ｜＝８，γ（Ｃ，Ｄ）＝１，表明在已知条件Ｃ（ａ，ｂ，ｃ）下，可将Ｘ上全部个体
分类到决策属性Ｄ的类别中。

２属性约简

（１）ａ的重要度计算

条件属性Ｃ（ｂ，ｃ）的等价集：
Ｅ１｛ｅ１，ｅ４｝，Ｅ２｛ｅ２｝，Ｅ３｛ｅ３，ｅ６｝，Ｅ４｛ｅ５，ｅ７｝，Ｅ５｛ｅ８｝
决策属性Ｄ（ｄ）的等价集仍为Ｙ１和Ｙ２。
决策属性的各等价集的下近似集：

Ｃ－Ｙ１＝｛ｅ１，ｅ４，ｅ８｝
Ｃ－Ｙ２＝｛ｅ２，ｅ３，ｅ６｝
计算ＰＯＳ（Ｃ－｛ａ｝，Ｄ）和γ（Ｃ｛ａ｝，Ｄ）：
ＰＯＳ（Ｃ－｛ａ｝，Ｄ）＝Ｃ－Ｙ１∪Ｃ－Ｙ２＝｛ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４，ｅ６，ｅ８｝
｜ＰＯＳ（Ｃ－｛ａ｝，Ｄ）｜＝６
γ（Ｃ－｛ａ｝，Ｄ）＝６／８
属性ａ的重要程度：
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ＳＧＦ（Ｃ－｛ａ｝，Ｄ）＝γ（Ｃ，Ｄ）－γ（Ｃ－｛ａ｝，Ｄ）＝１／４≠０
结论：属性ａ是不可省略的。

（２）ｂ的重要程度计算

条件属性Ｃ（ａ，ｃ）的等价集：
Ｅ１｛ｅ１｝，Ｅ２｛ｅ２，ｅ７｝，Ｅ３｛ｅ３｝，Ｅ４｛ｅ４，ｅ８｝，Ｅ５｛ｅ５｝，Ｅ６｛ｅ６｝
决策属性Ｄ（ｄ）的等价集仍为Ｙ１和Ｙ２。
决策属性的各等价集的下近似集：

Ｃ－Ｙ１＝｛ｅ１，ｅ４，ｅ５，ｅ８｝
Ｃ－Ｙ２＝｛ｅ２，ｅ３，ｅ６，ｅ７｝
计算ＰＯＳ（Ｃ－｛ｂ｝，Ｄ）和γ（Ｃ－｛ｂ｝，Ｄ）：
ＰＯＳ（Ｃ－｛ｂ｝，Ｄ）＝Ｃ－Ｙ１∪Ｃ－Ｙ２＝｛ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４，ｅ５，ｅ６，ｅ７，ｅ８｝
｜ＰＯＳ（Ｃ－｛ｂ｝，Ｄ）｜＝８
γ（Ｃ－｛ｂ｝，Ｄ）＝１
属性ｂ的重要程度：
ＳＧＦ（Ｃ－｛ｂ｝，Ｄ）＝γ（Ｃ，Ｄ）－γ（Ｃ－｛ｂ｝，Ｄ）＝０
结论：属性ｂ是可省略的。

（３）ｃ的重要程度计算

条件属性Ｃ（ａ，ｂ）的等价集：
Ｅ１｛ｅ１，ｅ２，ｅ３｝，Ｅ２｛ｅ４，ｅ６｝，Ｅ３｛ｅ５，ｅ８｝，Ｅ４｛ｅ７｝
决策属性Ｄ（ｄ）的等价集仍为Ｙ１和Ｙ２。
决策属性的各等价集的下近似集：

Ｃ－Ｙ１＝｛ｅ５，ｅ８｝
Ｃ－Ｙ２＝｛ｅ７｝
计算ＰＯＳ（Ｃ－｛ｃ｝，Ｄ）和γ（Ｃ－｛ｃ｝，Ｄ）：
ＰＯＳ（Ｃ－｛ｃ｝，Ｄ）＝Ｃ－Ｙ１∪Ｃ－Ｙ２＝｛ｅ５，ｅ７，ｅ８｝
｜ＰＯＳ（Ｃ－｛ｃ｝，Ｄ）｜＝３
γ（Ｃ－｛ｃ｝，Ｄ）＝３／８
属性ｃ的重要程度：
ＳＧＦ（Ｃ－｛ｃ｝，Ｄ）＝γ（Ｃ，Ｄ）－γ（Ｃ－｛ｃ｝，Ｄ）＝５／８≠０
结论：属性ｃ不可省略的。

３简化决策表表

如表８２所示为简化决策表。

表８２　简化决策表

Ｘ 咳嗽（ａ） 发烧（ｃ） 感冒（ｄ）

ｅ１′ 是（１） 正常（０） 否（０）

ｅ２′ 是（１） 低烧（１） 是（１）

８０２ 模式识别与智能计算———ＭＡＴＬＡＢ技术实现（第３版）



续表

Ｘ 咳嗽（ａ） 发烧（ｃ） 感冒（ｄ）

ｅ３′ 是（１） 高烧（２） 是（１）

ｅ４′ 否（０） 正常（０） 否（０）

ｅ５′ 否（０） 低烧（１） 否（０）

ｅ６′ 否（０） 高烧（２） 是（１）

４等价集、上下近似集的计算

① 条件属性的等价集：
Ｅ１′｛ｅ１′｝，Ｅ２′｛ｅ２′｝，Ｅ３′｛ｅ３′｝，Ｅ４′｛ｅ４′｝，Ｅ５′｛ｅ５′｝，Ｅ６′｛ｅ６′｝
② 决策属性Ｄ（ｄ）的等价集：
Ｙ１′｛ｅ１′，ｅ４′，ｅ５′｝，Ｙ２′｛ｅ２′，ｅ３′，ｅ６′｝

５获取规则

① Ｅ１′∩Ｙ１′＝Ｅ１′，Ｅ４′∩Ｙ１′＝Ｅ４′，Ｅ５′∩Ｙ１′＝Ｅ５′，有规则

ｒ１１：Ｄｅｓ（Ｅ１′）→Ｄｅｓ（Ｙ１′），即ａ＝１∧ｃ＝０→ｄ＝０，ｃｆ＝１。
ｒ４１：Ｄｅｓ（Ｅ４′）→Ｄｅｓ（Ｙ１′），即ａ＝０∧ｃ＝０→ｄ＝０，ｃｆ＝１。
ｒ５１：Ｄｅｓ（Ｅ５′）→Ｄｅｓ（Ｙ１′），即ａ＝０∧ｃ＝１→ｄ＝０，ｃｆ＝１。
② Ｅ２′∩Ｙ２′＝Ｅ２′，Ｅ３′∩Ｙ２′＝Ｅ３′，Ｅ６′∩Ｙ２′＝Ｅ６′，有规则
ｒ２２：Ｄｅｓ（Ｅ２′）→Ｄｅｓ（Ｙ２′），即ａ＝１∧ｃ＝１→ｄ＝１，ｃｆ＝１。
ｒ３２：Ｄｅｓ（Ｅ３′）→Ｄｅｓ（Ｙ２′），即ａ＝１∧ｃ＝２→ｄ＝１，ｃｆ＝１。
ｒ６２：Ｄｅｓ（Ｅ６′）→Ｄｅｓ（Ｙ２′），即ａ＝０∧ｃ＝２→ｄ＝１，ｃｆ＝１。

６规则化简

① 对ｒ１１和ｒ４１进行合并，有

（ａ＝０∨ａ＝１）∧ｃ＝０→ｄ＝０
其中ａ的取值包括了全部取值，故属性ａ可以删除，即

ｃ＝０→ｄ＝０
② 对ｒ３２和ｒ６２进行合并，有

（ａ＝０∨ａ＝１）∧ｃ＝２→ｄ＝１
同样，可以删除属性ａ，得到

ｃ＝２→ｄ＝１

７最后的规则

① 发烧＝正常→感冒＝否，即ｃ＝０→ｄ＝０
② 咳嗽＝否∧发烧＝低烧→感冒＝否，即ａ＝０∧ｃ＝１→ｄ＝０
③ 发烧＝高烧→感冒＝是，即ｃ＝２→ｄ＝１
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④ 咳嗽＝是∧发烧＝低烧→感冒＝是，即ａ＝１∧ｃ＝１→ｄ＝１
对于一个条件属性已知，决策属性未知的新对象，利用最后获取的规则，可以得到该对象

的决策属性，实现模式分类。

８３　粗糙集分类器设计

１决策表构造

对于手写数字分类器，决策表中的条件属性为手写数字特征，决策属性为手写数字类别。

为了更清楚地描述算法，我们只讨论两类问题，最终用多个两类判别来实现多类判别。对于两

类问题，决策表中的对象为两类数字的训练样品集合，每个样品的特征进行二值化作为条件属

性值，二值化方法为：若特征值为０，则对应条件属性值也为０；若特征值大于０，则对应条件属
性值为１。决策属性值对两类样品分别用０，１表示。利用２００个训练样品构造决策表，每类
样品各取１００个，决策表如表８３所示，每行代表一个样品，每列代表一个条件属性，最后一列
为决策属性，Ｘ１～Ｘ１００为第一类训练样本，Ｘ１０１～Ｘ２００为第二类训练样本。

表８３　两类问题的决策表

ｘ１ ｘ２ ｘ３ … ｘ２３ ｘ２４ ｘ２５ Ｄ

Ｘ１ １ ０ ０ … ０ ０ １ ０

Ｘ２ １ ０ １ … １ ０ １ ０

        

Ｘ１００ １ １ １ … １ １ １ ０

Ｘ１０１ ０ ０ ０ … ０ ０ １ １

Ｘ１０２ ０ ０ １ … ０ ０ ０ １

        

Ｘ２００ ０ １ ０ … ０ １ １ １

２规则训练

规则训练是指利用粗糙集理论，通过对决策表进行条件属性约简、决策规则约简，获取最

小决策规则，作为最终分类规则。

（１）等价集、下近似集和依赖度的计算

① 计算条件属性Ｘ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘ２５）的等价集。

② 计算决策属性Ｄ的等价集。
③ 计算决策属性的各等价集的下近似集Ｘ－Ｙ１，Ｘ－Ｙ２。
④ 计算ＰＯＳ（Ｘ，Ｄ）和γ（Ｘ，Ｄ）。
ＰＯＳ（Ｘ，Ｄ）＝Ｘ－Ｙ１∪Ｘ－Ｙ２，γ（Ｘ，Ｄ）＝｜ＰＯＳ（Ｘ，Ｄ）｜／｜Ｘ｜
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（２）属性约简

对于属性ｘｉ计算其重要度：

① 计算条件属性Ｘ－ｘｉ的等价集。
② 计算决策属性Ｄ的等价集。
③ 决策属性的各等价集的下近似集。
④ 计算ＰＯＳ（Ｘ－｛ｘｉ｝，Ｄ）和γ（Ｘ－｛ｘｉ｝，Ｄ）。
⑤ 计算属性ｘｉ的重要度：ＳＧＦ（Ｘ－｛ｘｉ｝，Ｄ）＝γ（Ｘ，Ｄ）－γ（（Ｘ－｛ｘｉ｝，Ｄ）。
⑥ 如果ＳＧＦ（Ｘ－｛ｘｉ｝，Ｄ）不等于０，则ｘｉ不可约简，否则ｘｉ可约简。
⑦ 对约简后的决策表进行一致性检查，如果决策表一致，则属性可约简；否则该属性不可约简。
⑧ 如果该属性可约简，则从决策表中删除该属性。
依上述方法对属性ｘ１～ｘ２５进行约简，得到简化后的决策表。

（３）等价集计算

① 计算约简后的条件属性的等价集Ｅ１′～Ｅｎ′。

② 计算决策属性Ｄ（ｄ）的等价集Ｙ′１，Ｙ′２。

（４）获取规则

① 对某一条件属性等价集Ｅｉ′，如果Ｅｉ′∩Ｙ１′＝Ｅｉ′，则有规则

Ｄｅｓ（Ｅｉ′）→Ｄｅｓ（Ｙ１′）
否则如果Ｅｉ′∩Ｙ２′＝Ｅｉ′，则有规则

Ｄｅｓ（Ｅｉ′）→Ｄｅｓ（Ｙ２′）
② 对每一条件等价集进行规则获取，保留有效规则。

（５）规则化简

① 对某一条件属性ｘｉ，如果有两条规则满足如下条件：

ｘｉ分别为０和１，且除了ｘｉ外其他所示条件属性和决策属性都相同。
则ｘｉ属性可以从这两条规则中舍去，从而实现规则化简。
② 对所有属性进行规则化简，得到最终训练规则。

３分类判别

利用训练好的规则，对待测样品 Ｘ，已知其条件属性（即特征），在训练规则中检索，找到
符合规则，其决策属性即为其类别。

４算法流程

利用粗糙集理论进行规则训练和分类判别的流程如图８３所示。

５实现步骤

要实现粗糙集多类别分类，首先要实现两类分类。首先获得任意两类的规则集，然后对任

意待测样品，分别代入任意两类规则集中进行分类判别，统计返回类别，直至代入全部的两类

规则集。最终统计类别数最大的类即为待测样品的最终分类。
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图８３　规则训练和分类判别的流程

基于粗糙集理论的两类分类算法的实现步骤如下：

① 提取数字０～１两类训练样品的特征值，将其二值化。
② 构造决策表：将２５个特征作为条件属性Ｘ，类别作为决策属性Ｄ。去掉不一致的对象

和重复的对象，构造出决策表。图８４为决策表的一部分，列１～２５为条件属性，即手写数字
特征，列２６为决策属性。每一行对应一训练样品。
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图８４　数字０和数字１两类决策表的部分数据

　　③ 计算条件属性Ｘ的等价集，决策属性Ｄ的等价集。

图８５　简化后的决策表的部分数据

④ 计算每个属性的重要程度。重要程度为０的
直接删除。删除后检查，若决策表不保持一致，则要

恢复原来的决策表。最终得到简化后的决策表。如

图８５所示的是一个简化后的决策表的一部分，只保
留了２个条件属性，分别对应两个特征（其列号不表
示特征号，实例中１列对应第１８个特征ｘ１８，２列对应
第２３个特征ｘ２３）。最后一列为决策属性。

⑤ 计算条件属性和决策属性的等价集。
⑥ 获取规则。如图８６所示，获取有效规则。
⑦ 简化规则。如图８７所示，简化后的规则为３

条，Ｉｎｆ表示规则中的该属性可以简化。如果第１列
对应第１８个特征ｘ１８，第２列对应第２３个特征ｘ２３，此时规则可描述为

如果ｘ２３为０，则类别为０。
如果ｘ１８为１，则类别为０。
如果ｘ１８为０且ｘ２３为１，则类别为１。

图８６　获取有效规则 图８７　简化后规则

　　⑧ 输入待测样品，进行规则匹配，实现两类判别。在实际判别中，可能会出现待测样品无
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法与规则完全匹配的情况，此时需要搜索最匹配的规则，方法是对待测样品的每一个特征与规

则中对应的条件属性进行匹配，如果相同则该规则的匹配度加１；如果该规则的对应条件属性
可约简，则匹配度也加１。对所有规则进行匹配，找出匹配度最高的规则，其决策属性为最终
分类。

６编程代码

（１）粗糙集训练程序代码

函数调用关系

　　　　
ＣｕＣａｏＴｒａｉｎ（）％


粗糙集分类训练

ｎｅｗＲｕｌｅ＝ＣｕＣａｏ２ＣｌａｓｓＴｒａｉｎ（ｃｌａｓｓ１，ｃｌａｓｓ２）％→


粗糙集两类分类训练

［ｃｌａｓｓＸ，ｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ］＝ＣａｌＴｉａｏＪｉａｎ（ｎｕｍ，ｃｌａｓｓＸ，ｘ，ｒｕｌｅＮｕｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ）％→
计算条件等价集

［Ｘ Ｙ１，Ｘ Ｙ２］＝ＣａｌＸｉａＪｉｎＳｉ（ｃｌａｓｓＸ，ｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ，ｒｕｌｅＮｕｍＹ１）％→
计算各等价集的下近似集

［ｃｏｎｓ］＝Ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ（ｎｕｍ，ｘ，ｒｕｌｅＮｕｍＹ１，ｒｕｌｅＮｕｍＹ２）％→ 一致性检测

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＣｕＣａｏＴｒａｉｎ（）
％参数：
％返回值：
％函数功能：粗糙集分类训练
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎＣｕＣａｏＴｒａｉｎ（）；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｉ－１
　　　　　 ｒｕｌｅＳｒｔｕｃｔ（ｉ，ｊ）．ｒｕｌｅ＝ＣｕＣａｏ２ＣｌａｓｓＴｒａｉｎ（ｉ，ｊ）；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％保存规则表
　　ｓａｖｅｒｕｌｅＳｒｔｕｃｔｒｕｌｅＳｒｔｕｃｔ；
　　ｍｓｇｂｏｘ（′训练结束 ′）；
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＣｕＣａｏ２ＣｌａｓｓＴｒａｉｎ（ｃｌａｓｓ１，ｃｌａｓｓ２）
％参数：　　ｃｌａｓｓ１：类别１；ｃｌａｓｓ２：类别２；
％返回值：　 ｎｅｗＲｕｌｅ：规则
％函数功能：粗糙集两类分类训练
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｎｅｗＲｕｌｅ＝ＣｕＣａｏ２ＣｌａｓｓＴｒａｉｎ（ｃｌａｓｓ１，ｃｌａｓｓ２）；
　　ｌｏａｄｔｅｍｐｌｅｔｐａｔｔｅｒｎ；
　　ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝１００；
　　ｂｏｔｔｏｍ＝ｚｅｒｏｓ（１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ２）；
　　ｂｏｔｔｏｍ（１，１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）＝０；
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　　ｂｏｔｔｏｍ（１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ２）＝１；
　　ｘ＝［ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ１）．ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｐａｔｔｅｒｎ（ｃｌａｓｓ２）．ｆｅａｔｕｒｅ（：，１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；ｂｏｔｔｏｍ］；
　　ｘ＝ｃｅｉｌ（ｘ′）；
　　 ％一致性检测
　　 ｒｕｌｅＮｕｍ＝ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ２；
　　 ％去重复规则和不一致规则
　　　ｆｏｒｍ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ－１
　　　　 ｉｆ（ｍ＞ｒｕｌｅＮｕｍ－１）
　　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　 ｅｎｄ
　　　　 ｆｏｒｎ＝ｍ＋１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　　　　 ｉｆ（ｎ＞ｒｕｌｅＮｕｍ）
　　　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　　　 ｗｈｉｌｅ（ｘ（ｍ，１：２５）＝＝ｘ（ｎ，１：２５））
　　　　　　　　　　　 ｘ（ｎ，：）＝［］；
　　　　　　　　　　　 ｒｕｌｅＮｕｍ＝ｒｕｌｅＮｕｍ－１；
　　　　　　　　　　　 ｉｆ（ｎ＞ｒｕｌｅＮｕｍ）
　　　　　　　　　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　　　
　　　　 ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　　　
　　 ｘ＝ｘ（１：ｒｕｌｅＮｕｍ，：）；
　　 ｒｕｌｅＮｕｍＹ１＝０；
　　 ｆｏｒｍ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　 ｉｆ（ｘ（ｍ，２６）＝＝０）
　　　　　　 ｒｕｌｅＮｕｍＹ１＝ｒｕｌｅＮｕｍＹ１＋１；
　　　　 ｅｎｄ
　　 ｅｎｄ
　　 ｒｕｌｅＮｕｍＹ２＝ｒｕｌｅＮｕｍ－ｒｕｌｅＮｕｍＹ１；
　　 ｃｌａｓｓＸ＝ｚｅｒｏｓ（ｒｕｌｅＮｕｍ，ｒｕｌｅＮｕｍ）；％Ｘ属性等价集矩阵
　　 ｃｌａｓｓＮｕｍ＝ｚｅｒｏｓ（ｒｕｌｅＮｕｍ，１）；％等价集中元素个数
　　 ｍ＝０；％等价集个数
　　 ｎ＝１；
　　％计算条件Ｘ等价集
　　ｎｕｍ＝０；
　　［ｃｌａｓｓＸ，ｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ］＝ＣａｌＴｉａｏＪｉａｎ（ｎｕｍ，ｃｌａｓｓＸ，ｘ，ｒｕｌｅＮｕｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ）；
　　％决策Ｄ的等价集
　　ｃｌａｓｓＹ１＝ｚｅｒｏｓ（１，ｒｕｌｅＮｕｍＹ１）；
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　　ｃｌａｓｓＹ２＝ｚｅｒｏｓ（１，ｒｕｌｅＮｕｍＹ２）；
　　ｃｌａｓｓＹ１＝１：ｒｕｌｅＮｕｍＹ１；
　　ｃｌａｓｓＹ２＝ｒｕｌｅＮｕｍＹ１＋１：ｒｕｌｅＮｕｍ；
　　％决策Ｄ的下近似集
　　Ｘ Ｙ１＝ｚｅｒｏｓ（１，ｒｕｌｅＮｕｍＹ１）；
　　Ｘ Ｙ２＝ｚｅｒｏｓ（１，ｒｕｌｅＮｕｍＹ２）；
　　［Ｘ Ｙ１，Ｘ Ｙ２］＝ＣａｌＸｉａＪｉｎＳｉ（ｃｌａｓｓＸ，ｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ，ｒｕｌｅＮｕｍＹ１）；
　　％计算Ｐｏｓ（Ｘ，Ｄ）和ｒ（Ｘ，Ｄ）
　　ＰｏｓＸＤ＝［Ｘ Ｙ１Ｘ Ｙ２］；
　　ｒＸＤ＝ｓｉｚｅ（ＰｏｓＸＤ，２）／（ｒｕｌｅＮｕｍ）；
　　％计算各属性的重要度
　　ｉｍｐｏｒｔ＝ｚｅｒｏｓ（１，２５）；
　　ｘＲｅｓｅｒｖｅ＝［］；
　　ｆｏｒｉ＝１：２５
　　　 ％计算条件Ｘ－ｉ的等价集
　　　 ｃｌａｓｓＸ（：，：）＝０；
　　　 ［ｃｌａｓｓＸ，ｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ］＝ＣａｌＴｉａｏＪｉａｎ（ｉ，ｃｌａｓｓＸ，ｘ，ｒｕｌｅＮｕｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ）；
　　　 ％决策Ｄ的下近似集
　　　 ［Ｘ Ｙ１，Ｘ Ｙ２］＝ＣａｌＸｉａＪｉｎＳｉ（ｃｌａｓｓＸ，ｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ，ｒｕｌｅＮｕｍＹ１）；
　　　 ％计算Ｐｏｓ（Ｘ－ｉ，Ｄ）和ｒ（Ｘ，Ｄ）
　　　 ＰｏｓＸｉＤ＝［Ｘ Ｙ１Ｘ Ｙ２］；
　　　 ｉｍｐｏｒｔ（ｉ）＝ｓｉｚｅ（ＰｏｓＸｉＤ，２）／（ｒｕｌｅＮｕｍ）；
　　　 ｉｆ（ｒＸＤ－ｉｍｐｏｒｔ（ｉ）＝＝０）
　　　　　ｉｆ（Ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ（ｉ，ｘ，ｒｕｌｅＮｕｍＹ１，ｒｕｌｅＮｕｍＹ２）＝＝１）％如果删除后一致
　　　　　　　ｘ（１：ｒｕｌｅＮｕｍ，ｉ）＝０；
　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　ｘＲｅｓｅｒｖｅ＝［ｘＲｅｓｅｒｖｅｉ］；
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｌｓｅ
　　　　　ｘＲｅｓｅｒｖｅ＝［ｘＲｅｓｅｒｖｅｉ］；
　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　
　　％得到简化后的决策表
　　ｘＲｅｓｅｒｖｅ＝［ｘＲｅｓｅｒｖｅ２６］；
　　ｘＮｕｍ＝ｓｉｚｅ（ｘＲｅｓｅｒｖｅ，２）；
　　ｘＮｅｗ＝ｚｅｒｏｓ（ｒｕｌｅＮｕｍ，ｘＮｕｍ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｘＮｕｍ
　　　　　ｘＮｅｗ（ｉ，ｊ）＝ｘ（ｉ，ｘＲｅｓｅｒｖｅ（ｊ））；
　　　 ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｒｕｌｅ＝［］；
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　　％计算条件Ｘ等价集
　　ｎｕｍ＝０；
　　ｃｌａｓｓＸ（：，：）＝０；
　　［ｃｌａｓｓＸ，ｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ］＝ＣａｌＴｉａｏＪｉａｎ（ｎｕｍ，ｃｌａｓｓＸ，ｘＮｅｗ，ｒｕｌｅＮｕｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ）；
　　％获取规则
　　ｃｆ＝［］；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｍ
　　　 ｔｅｍｐ＝ｚｅｒｏｓ（１，２）；
　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｃｌａｓｓＮｕｍ（ｉ）
　　　　 ｉｆ（ｓｉｚｅ（ｆｉｎｄ（ｃｌａｓｓＹ１＝＝ｃｌａｓｓＸ（ｉ，ｊ）），２）～＝０）
　　　　　　ｔｅｍｐ（１，１）＝１；
　　　　 ｅｎｄ
　　　　 ｉｆ（ｓｉｚｅ（ｆｉｎｄ（ｃｌａｓｓＹ２＝＝ｃｌａｓｓＸ（ｉ，ｊ）），２）～＝０）
　　　　　　ｔｅｍｐ（１，２）＝１；
　　　　 ｅｎｄ
　　　　 ｉｆ（ｔｅｍｐ（１，１）＝＝１＆＆ｔｅｍｐ（１，２）＝＝１）
　　　　　　ｃｆ＝［ｃｆｉ］；％记录ｃｆ不为１的等价集
　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　 ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　　　
　　ｅｎｄ
　　ｔｅｍｐ＝ｓｉｚｅ（ｃｆ，２）；
　　ｉｆ（ｔｅｍｐ～＝０）％舍去ｃｆ不为１的规则
　　　ｆｏｒｉ＝１：ｔｅｍｐ
　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｌａｓｓＮｕｍ（ｃｆ（ｉ））
　　　　　　ｘＮｅｗ（ｃｌａｓｓＸ（ｃｆ（ｉ），ｊ），ｘＮｕｍ）＝２；
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　　　ｆｏｒｉ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　　ｗｈｉｌｅ（ｘ（ｉ，ｘＮｕｍ）＝＝２）
　　　　　　　　ｘＮｅｗ（ｉ，：）＝［］；
　　　　　　　　ｒｕｌｅＮｕｍ＝ｒｕｌｅＮｕｍ－１；
　　　　　　　　ｉｆ（ｉ＞ｒｕｌｅＮｕｍ）
　　　　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｉｆ（ｉ＞＝ｒｕｌｅＮｕｍ）
　　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％简化规则表，去掉重复规则
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　　　ｆｏｒｍ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ－１
　　　　 ｉｆ（ｍ＞ｒｕｌｅＮｕｍ－１）
　　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　 ｅｎｄ
　　　　 ｆｏｒｎ＝ｍ＋１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　　　　 ｉｆ（ｎ＞ｒｕｌｅＮｕｍ）
　　　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　　　 ｗｈｉｌｅ（ｘＮｅｗ（ｍ，１：ｘＮｕｍ）＝＝ｘＮｅｗ（ｎ，１：ｘＮｕｍ））
　　　　　　　　　　　 ｘＮｅｗ（ｎ，：）＝［］；
　　　　　　　　　　　 ｒｕｌｅＮｕｍ＝ｒｕｌｅＮｕｍ－１；
　　　　　　　　　　　 ｉｆ（ｎ＞ｒｕｌｅＮｕｍ）
　　　　　　　　　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　　　
　　　　 ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　　　
　　 ｒｕｌｅＮｕｍＹ１＝０；
　　 ｆｏｒｍ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　 ｉｆ（ｘＮｅｗ（ｍ，ｘＮｕｍ）＝＝０）
　　　　　　 ｒｕｌｅＮｕｍＹ１＝ｒｕｌｅＮｕｍＹ１＋１；
　　　　 ｅｎｄ
　　 ｅｎｄ
　　 ｒｕｌｅＮｕｍＹ２＝ｒｕｌｅＮｕｍ－ｒｕｌｅＮｕｍＹ１；
　　 ｆｏｒｍ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　 ａ＝［］；
　　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｘＮｕｍ
　　　　　　 ａ＝［ａｘＮｅｗ（ｍ，ｊ）］；
　　　　 ｅｎｄ
　　　　 ｒｕｌｅ＝［ｒｕｌｅ；ａ］；
　　 ｅｎｄ
　　 ％规则化简
　　 ｏｌｄＲｕｌｅ＝ｒｕｌｅ；
　　 ｎｅｗＲｕｌｅ＝［］；
　　 ｒｕｌｅＪ＝［］；％统计可化简的规则
　　ｆｏｒｉ＝１：ｓｉｚｅ（ｘＲｅｓｅｒｖｅ，２）
　　　　ｒｕｌｅ＝ｏｌｄＲｕｌｅ；
　　　　ｒｕｌｅ（：，ｉ）＝０；
　　　　ｆｌａｇ＝ｆａｌｓｅ；
　　　　ｆｏｒｍ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍＹ１－１
　　　　　 ｆｏｒｎ＝ｍ＋１：ｒｕｌｅＮｕｍＹ１
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　　　　　　　 ｉｆ（ｒｕｌｅ（ｍ，：）＝＝ｒｕｌｅ（ｎ，：））％可化简
　　　　　　　　　 ｒｕｌｅ（ｍ，ｉ）＝ｉｎｆ；
　　　　　　　　　 ｎｅｗＲｕｌｅ＝［ｎｅｗＲｕｌｅ；ｒｕｌｅ（ｍ，：）］；
　　　　　　　　　 ｆｌａｇ＝ｔｒｕｅ；
　　　　　　　　　 ｒｕｌｅＪ＝［ｒｕｌｅＪｍｎ］；
　　　　　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　 ｉｆ（ｆｌａｇ）
　　　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　　 ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　 ｆｌａｇ＝ｆａｌｓｅ；
　　　　 ｆｏｒｍ＝ｒｕｌｅＮｕｍＹ１＋１：ｒｕｌｅＮｕｍ－１
　　　　　　ｆｏｒｎ＝ｍ＋１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　　　　 ｉｆ（ｒｕｌｅ（ｍ，：）＝＝ｒｕｌｅ（ｎ，：））％可化简
　　　　　　　　　 ｒｕｌｅ（ｍ，ｉ）＝ｉｎｆ；
　　　　　　　　　 ｎｅｗＲｕｌｅ＝［ｎｅｗＲｕｌｅ；ｒｕｌｅ（ｍ，：）］；
　　　　　　　　　 ｆｌａｇ＝ｔｒｕｅ；
　　　　　　　　　 ｒｕｌｅＪ＝［ｒｕｌｅＪｍｎ］；
　　　　　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｉｆ（ｆｌａｇ）
　　　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　 ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　
　　ｆｏｒｉ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　ｂ＝ｓｉｚｅ（ｆｉｎｄ（ｒｕｌｅＪ＝＝ｉ），２）；
　　　　ｉｆ（ｂ＝＝０）％该规则不可约简
　　　　　 ｎｅｗＲｕｌｅ＝［ｎｅｗＲｕｌｅ；ｏｌｄＲｕｌｅ（ｉ，：）］；
　　　　ｅｎｄ　　　
　　ｅｎｄ
　　ｎｅｗＲｕｌｅ＝［ｎｅｗＲｕｌｅ；ｘＲｅｓｅｒｖｅ］；
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＣａｌＴｉａｏＪｉａｎ（）
％参数：　　ｎｕｍ：条件属性号；ｃｌａｓｓＸ：条件等价集；ｘ：决策表；
％　　　　 ｒｕｌｅＮｕｍ：规则数；ｃｌａｓｓＮｕｍ：条件等价集中元素数
％返回值：　 ｃｌａｓｓＸ：条件等价集；ｍ：等价集个数；ｃｌａｓｓＮｕｍ：条件等价集中元素数
％函数功能：计算条件等价集
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
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ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｃｌａｓｓＸ，ｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ］＝ＣａｌＴｉａｏＪｉａｎ（ｎｕｍ，ｃｌａｓｓＸ，ｘ，ｒｕｌｅＮｕｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ）
　　ｉｆ（ｎｕｍ～＝０）
　　　　ｘ（１：ｒｕｌｅＮｕｍ，ｎｕｍ）＝０；
　　ｅｎｄ
　　ｘＮｕｍ＝ｓｉｚｅ（ｘ，２）；
　　ｘ（：，ｘＮｕｍ）＝０；
　　ｍ＝０；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　ｉｆ（ｘ（ｉ，ｘＮｕｍ）～＝０）
　　　　　 ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　 ｍ＝ｍ＋１；
　　　　　 ｘ（ｉ，ｘＮｕｍ）＝ｍ；
　　　　　 ｎ＝１；
　　　　　 ｃｌａｓｓＸ（ｍ，ｎ）＝ｉ；
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　　ｉｆ（ｘ（ｊ，ｘＮｕｍ）～＝０）
　　　　　　　ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｉｆ（ｘ（ｉ，１：ｘＮｕｍ－１）＝＝ｘ（ｊ，１：ｘＮｕｍ－１））
　　　　　　　ｘ（ｊ，ｘＮｕｍ）＝ｍ；
　　　　　　　ｎ＝ｎ＋１；
　　　　　　　ｃｌａｓｓＸ（ｍ，ｎ）＝ｊ；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　 ｃｌａｓｓＮｕｍ（ｍ）＝ｎ；
　　ｅｎｄ
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＣａｌＸｉａＪｉｎＳｉ（）
％参数：　　ｃｌａｓｓＸ：条件等价集；ｍ：等价集个数；ｃｌａｓｓＮｕｍ：条件等价集中元素数；
％　　　　 ｒｕｌｅＮｕｍＹ１：决策属性１的等价集中的元素数
％返回值：　 Ｘ Ｙ１：决策属性１的下近似集；Ｘ Ｙ２：决策属性２的下近似集
％函数功能：计算各等价集的下近似集　
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％　

ｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｘ Ｙ１，Ｘ Ｙ２］＝ＣａｌＸｉａＪｉｎＳｉ（ｃｌａｓｓＸ，ｍ，ｃｌａｓｓＮｕｍ，ｒｕｌｅＮｕｍＹ１）
　　％计算 Ｘ Ｙ１，Ｘ Ｙ２
　　Ｘ Ｙ１＝［］；
　　Ｘ Ｙ２＝［］；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｍ
　　　　Ｙ１＝ｔｒｕｅ；
　　　　Ｙ２＝ｔｒｕｅ；
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　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｌａｓｓＮｕｍ（ｉ）
　　　　　ｉｆ（ｃｌａｓｓＸ（ｉ，ｊ）＞ｒｕｌｅＮｕｍＹ１）％不属于Ｘ Ｙ１；
　　　　　　　Ｙ１＝ｆａｌｓｅ；
　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　Ｙ２＝ｆａｌｓｅ；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｉｆ（～Ｙ１＆＆～Ｙ２）
　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｉｆ（Ｙ１）
　　　　　Ｘ Ｙ１＝［Ｘ Ｙ１ｃｌａｓｓＸ（ｉ，１：ｃｌａｓｓＮｕｍ（ｉ））］；
　　　　ｅｌｓｅｉｆ（Ｙ２）
　　　　　Ｘ Ｙ２＝［Ｘ Ｙ２ｃｌａｓｓＸ（ｉ，１：ｃｌａｓｓＮｕｍ（ｉ））］；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ（）
％参数：　　ｎｕｍ：条件属性号；ｘ：决策表；ｒｕｌｅＮｕｍＹ１：决策属性１的等价集中的元素数；
％　　　　 ｒｕｌｅＮｕｍＹ２：决策属性２的等价集中的元素数
％返回值：　 ｃｏｎｓ：一致性变量：如果ｃｏｎｓ为０，则不一致，否则一致
％函数功能：一致性检测　
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％　
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｃｏｎｓ］＝Ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ（ｎｕｍ，ｘ，ｒｕｌｅＮｕｍＹ１，ｒｕｌｅＮｕｍＹ２）
　　ｃｏｎｓ＝１；
　　ｘ（：，ｎｕｍ）＝０；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍＹ１
　　　　ｆｏｒｊ＝ｒｕｌｅＮｕｍＹ１＋１：ｒｕｌｅＮｕｍＹ１＋ｒｕｌｅＮｕｍＹ２
　　　　　ｉｆ（ｘ（ｉ，１：２５）＝＝ｘ（ｊ，１：２５））
　　　　　　　　ｃｏｎｓ＝０；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
ｅｎｄ

（２）粗糙集分类程序代码

函数调用关系

　　　　
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
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％函数名称：ＣｕＣａｏ（）
％参数：ｓａｍｐｌｅ：待测样品
％返回值：ｒｅｓｕｌｔ：分类结果
％函数功能：粗糙集分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ＝ＣｕＣａｏ（ｓａｍｐｌｅ）；
　 ｌｏａｄｒｕｌｅＳｒｔｕｃｔ；％读取已训练规则
　　ｎｕｍ＝ｚｅｒｏｓ（１，１０）；
　　ｃｌａｓｓｎｕｍ＝０；
　　ｆｏｒｉ＝１：１０
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｉ－１
　　　　　％两类判别
　　　　　Ｇ＝ＣｕＣａｏ２Ｃｌａｓｓ（ｉ，ｊ，ｓａｍｐｌｅ，ｒｕｌｅＳｒｔｕｃｔ（ｉ，ｊ）．ｒｕｌｅ）；
　　　　　ｉｆ（Ｇ＝＝０）
　　　　　　　ｎｕｍ（ｉ）＝ｎｕｍ（ｉ）＋１；
　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（Ｇ＝＝１）
　　　　　　　ｎｕｍ（ｊ）＝ｎｕｍ（ｊ）＋１；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　［ｍａｘ ｖａｌ，ｍａｘ ｐｏｓ］＝ｍａｘ（ｎｕｍ）；
　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｍａｘ ｐｏｓ－１；
　　
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＣｕＣａｏ２Ｃｌａｓｓ（）
％参数：ｃｌａｓｓ１：类号１；ｃｌａｓｓ２：类别２；ｓａｍｐｌｅ：待测样品；ｒｕｌｅ：训练规则
％返回值：ｒｅｓｕｌｔ：分类结果
％函数功能：粗糙集两类分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％　　
ｆｕｎｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ＝ＣｕＣａｏ２Ｃｌａｓｓ（ｃｌａｓｓ１，ｃｌａｓｓ２，ｓａｍｐｌｅ，ｒｕｌｅ）；
　　ｓａｍｐｌｅ＝ｃｅｉｌ（ｓａｍｐｌｅ）；％测试样品二值化
　　ｒｕｌｅＮｕｍ＝ｓｉｚｅ（ｒｕｌｅ，１）－１；％规则数
　　ｘＮｕｍ＝ｓｉｚｅ（ｒｕｌｅ，２）－１；％属性数
　　ｒｅｓｕｌｔ＝－１；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ％匹配规则
　　　　ｆｌａｇ＝ｔｒｕｅ；
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｘＮｕｍ
　　　　　ｉｆ（ｒｕｌｅ（ｉ，ｊ）～＝１００＆＆ｓａｍｐｌｅ（ｒｕｌｅ（ｒｕｌｅＮｕｍ＋１，ｊ））～＝ｒｕｌｅ（ｉ，ｊ））
　　　　　　　ｆｌａｇ＝ｆａｌｓｅ；
　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｉｆ（ｆｌａｇ）
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　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｒｕｌｅ（ｉ，ｘＮｕｍ＋１）；
　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％找最相近的规则
　　ｉｆ（ｒｅｓｕｌｔ＝＝－１）
　　　　ｒｕｌｅＳｅｌ＝ｚｅｒｏｓ（１，ｒｕｌｅＮｕｍ）；
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｒｕｌｅＮｕｍ
　　　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｘＮｕｍ
　　　　　　　ｉｆ（ｒｕｌｅ（ｉ，ｊ）～＝１００＆＆ｓａｍｐｌｅ（ｒｕｌｅ（ｒｕｌｅＮｕｍ＋１，ｊ））～＝ｒｕｌｅ（ｉ，ｊ））
　　　　　　　　　ｒｕｌｅＳｅｌ（ｉ）＝ｒｕｌｅＳｅｌ（ｉ）＋１；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　 ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　［ａｂ］＝ｍｉｎ（ｒｕｌｅＳｅｌ）；
　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｒｕｌｅ（ｂ，ｘＮｕｍ＋１）；
　　ｅｎｄ

７效果图

首先单击粗糙集训练菜单，进行规则训练，训练完成后输出对话框提示，如图８８（ａ）所
示。然后手写一个数，单击粗糙集分类菜单，提示分类结果，如图８８（ｂ）和（ｃ）所示。

图８８　粗糙集分类算法效果

本章小结

本章介绍了粗糙集理论的基本概念，包括知识系统、决策表、集合的上下近似集、粗糙集的
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定义以及属性约简和规则化简理论等。还通过实例介绍了粗糙集理论在模式识别中的应用。

最后详细介绍了基于粗糙集理论的分类方法，包括分类器设计、算法流程、实现步骤等。

习题８

１简述决策表、等价集以及粗糙集的概念。
２简述属性约简和规则化简方法。
３如表８４所示，已知购买计算机意向决策表，利用粗糙集理论对该表进行属性约简和

规则化简，并获取最终规则。

表８４　购买计算机意向决策表

Ｃ（条件属性） Ｄ（决策属性）

Ｘ 年龄（ｃ１） 学历（ｃ２） 收入（ｃ３） 信用度（ｃ４） 购买计算机（ｄ）

ｅ１ ＜３０（０） 本科以上（１） 低（０） 高（１） 不买（０）

ｅ２ ＜３０（０） 本科以下（０） 低（０） 低（０） 不买（０）

ｅ３ ＜３０（０） 本科以上（１） 高（１） 低（０） 买（１）

ｅ４ ＜３０（０） 本科以下（０） 高（１） 高（１） 买（１）

ｅ５ ３０～６０（１） 本科以上（０） 低（０） 高（１） 买（１）

ｅ６ ３０～６０（１） 本科以上（１） 高（１） 高（１） 买（１）

ｅ７ ３０～６０（１） 本科以下（０） 高（１） 低（０） 买（１）

ｅ８ ＞６０（２） 本科以上（１） 低（０） 高（１） 买（１）

ｅ９ ＞６０（２） 本科以下（０） 低（０） 低（０） 不买（０）

ｅ１０ ＞６０（２） 本科以上（１） 高（１） 低（０） 不买（０）

４叙述粗糙集理论在分类问题中的实现方法和步骤。
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书书书

第９章　聚 类 分 析

本章要点：

聚类的设计

基于试探的未知类别聚类算法

层次聚类算法

动态聚类算法

模拟退火聚类算法

９１　聚类的设计

聚类分析是指事先不了解一批样品中的每一个样品的类别或者其他的先验知识，而唯一

的分类根据是样品的特征，利用某种相似性度量的方法，把特征相同或相近的归为一类，实现

聚类划分。例如，对于一幅手写数字图像，如图９１所示，将相同的手写数字划分为一类，即聚
类分析要解决的问题。

图９１　手写数字图像聚类

本书从第９章到第１３章对各种聚类算法进行了理论分析和实例介绍，为了便于读者对后
面章节的阅读，本节将对聚类算法设计中的结构定义以及距离计算方法等常用函数功能进行

介绍，使读者能够更清楚地阅读算法程序。

１样品结构设计

样品是聚类分析中的最基本单位，例如，手写数字聚类中每一个手写数字即为一个样品，

通常一个样品的结构包括样品特征和所属类别两部分。

在本书基于Ｍａｔｌａｂ的聚类算法设计中，样品结构定义如下。

（１）样品集ｍ ｐａｔｔｅｒｎ

样品集为多个样品的集合，一个具有Ｎ个样品的样品集 ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，定义为 ｍ ｐａｔｔｅｒｎ＝



｛ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（１），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（２），…，ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（Ｎ）｝，其中 ｍ ｐａｔｔｅｒｎ中每一个元素为一个
样品结构。

（２）样品ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）

对于样品集中的样品ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），其结构定义为：

　　　　Ｓｔｒｕｃｔｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）
｛

　　ｆｅａｔｕｒｅ；
　　ｃａｔｅｇｏｒｙ；
｝

其中ｆｅａｔｕｒｅ是该样品的特征矩阵，本书中对每个样品划分成７×７块，共４９个特征。ｃａｔｅｇｏｒｙ
为样品所属类别。

２聚类中心结构设计

聚类中心是指当对样品进行聚类划分之后，对每一个划分好的类用一个结构来描述，这个

结构就是聚类中心。聚类中心结构包括聚类中心特征，属于该类的样品数目，类索引值。

类似于样品结构定义，聚类中心结构定义如下。

（１）聚类中心集ｍ ｃｅｎｔｅｒ

聚类中心集为多个聚类中心的集合，一个具有Ｍ个类的聚类中心集ｍ ｃｅｎｔｅｒ，定义为 ｍ
ｃｅｎｔｅｒ＝｛ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（２），…，ｍ ｃｅｎｔｅｒ（Ｍ）｝，其中ｍ ｃｅｎｔｅｒ中每一个元
素为一个聚类中心结构。

（２）聚类中心ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）

聚类中心ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ），其结构定义为

　　　　Ｓｔｒｕｃｔｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）
｛

　　ｆｅａｔｕｒｅ；
　　ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ；
　　ｉｎｄｅｘ；
｝

其中，ｆｅａｔｕｒｅ是该聚类中心的特征矩阵，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ为属于该类的样品数目，ｉｎｄｅｘ为类的索
引号。

３样品（或聚类中心）与样品（或聚类中心）的距离

本书中计算样品（或聚类中心）特征之间距离有四种方法，分别是欧氏距离法、夹角余弦

距离法、二值夹角余弦法和具有二值特征的Ｔａｎｉｍｏｔｏ测度。计算公式见本书第３章的表３１。
本书中距离计算的Ｍａｔｌａｂ函数为：ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（），具体的函数说明及代码如下：

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称　　　　 ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｐａｔｔｅｒｎ１，ｐａｔｔｅｒｎ２，ｔｙｐｅ）
％参数　　　　　 ｐａｔｔｅｒｎ１：　 样品（或聚类中心）１结构
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％　　　　　　　 ｐａｔｔｅｒｎ２：　 样品（或聚类中心）２结构
％　　　　　　　 ｔｙｐｅ：距离模式　１：欧氏距离；２：夹角余弦距离；　３：特征是二值时
％　　　　　　　　　 的夹角余弦距离；４：具有二值特征的Ｔａｎｉｍｏｔｏ测度
％返回值　　　　 ｒｅｓｕｌｔ：距离　　　
％函数功能　　　　 计算样品（或聚类中心）１和样品（或聚类中心）２间的距离，距离模式
％　　　　　　　 由参数ｔｙｐｅ给定
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｒｅｓｕｌｔ］＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｐａｔｔｅｒｎ１，ｐａｔｔｅｒｎ２，ｔｙｐｅ）
　　ｒｅｓｕｌｔ＝０；
　　ｇｌｏｂａｌＮｗｉｄｔｈ；％特征矩阵的宽度，本书取７，即样品特征为７７矩阵
　　ｓｗｉｔｃｈ（ｔｙｐｅ）
　　　　ｃａｓｅ１％欧式距离
　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｓｕｍ（（ｐａｔｔｅｒｎ１．ｆｅａｔｕｒｅ（：）－ｐａｔｔｅｒｎ２．ｆｅａｔｕｒｅ（：））．^２）；
　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｓｑｒｔ（ｒｅｓｕｌｔ）；
　　　　ｃａｓｅ２　％夹角余弦
　　　　　　ａ＝０；
　　　　　　ｂ１＝０；
　　　　　　ｂ２＝０；
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　 ｆｏｒｊ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　　　ａ＝ａ＋ｐａｔｔｅｒｎ１．ｆｅａｔｕｒｅ（ｉ，ｊ）ｐａｔｔｅｒｎ２．ｆｅａｔｕｒｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　　ｂ１＝ｂ１＋ｐａｔｔｅｒｎ１．ｆｅａｔｕｒｅ（ｉ，ｊ）ｐａｔｔｅｒｎ１．ｆｅａｔｕｒｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　　ｂ２＝ｂ２＋ｐａｔｔｅｒｎ２．ｆｅａｔｕｒｅ（ｉ，ｊ）ｐａｔｔｅｒｎ２．ｆｅａｔｕｒｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｉｆ（ｂ１ｂ２～＝０）
　　　　　　　 ｒｅｓｕｌｔ＝１－ａ／ｓｑｒｔ（ｂ１ｂ２）；
　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　 ｒｅｓｕｌｔ＝－１；
　　　　　　ｅｎｄ　　
　　　　ｃａｓｅ３％二值夹角余弦
　　　　　　ｔ１＝ｚｅｒｏｓ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）；
　　　　　　ｔ２＝ｚｅｒｏｓ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）；
　　　　　　ａ＝０；
　　　　　　ｂ１＝０；
　　　　　　ｂ２＝０；
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　 ｆｏｒｊ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　　ｉｆ（ｐａｔｔｅｒｎ１．ｆｅａｔｕｒｅ（ｉ，ｊ）＞０．２）
　　　　　　　　　　 ｔ１（ｉ，ｊ）＝１；
　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　ｉｆ（ｐａｔｔｅｒｎ２．ｆｅａｔｕｒｅ（ｉ，ｊ）＞０．２）
　　　　　　　　　　 ｔ２（ｉ，ｊ）＝１；
　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　ａ＝ａ＋ｔ１（ｉ，ｊ）ｔ２（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　ｂ１＝ｂ１＋ｔ１（ｉ，ｊ）ｔ１（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　ｂ２＝ｂ２＋ｔ２（ｉ，ｊ）ｔ２（ｉ，ｊ）；
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　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｉｆ（ｂ１ｂ２～＝０）
　　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝１－ａ／ｓｑｒｔ（ｂ１ｂ２）；
　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝－１；
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｃａｓｅ４％Ｔａｎｉｍｏｔｏ
　　　　　ｔ１＝ｚｅｒｏｓ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）；
　　　　　ｔ２＝ｚｅｒｏｓ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）；
　　　　　ａ＝０；
　　　　　ｂ１＝０；
　　　　　ｂ２＝０；
　　　　　ｆｏｒｉ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　　ｉｆ（ｐａｔｔｅｒｎ１．ｆｅａｔｕｒｅ（ｉ，ｊ）＞０．２）
　　　　　　　　　　　ｔ１（ｉ，ｊ）＝１；
　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　ｉｆ（ｐａｔｔｅｒｎ２．ｆｅａｔｕｒｅ（ｉ，ｊ）＞０．２）
　　　　　　　　　　　ｔ２（ｉ，ｊ）＝１；
　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　ａ＝ａ＋ｔ１（ｉ，ｊ）ｔ２（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　ｂ１＝ｂ１＋ｔ１（ｉ，ｊ）ｔ１（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　ｂ２＝ｂ２＋ｔ２（ｉ，ｊ）ｔ２（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｉｆ（（ｂ２ｂ１－ａ）～＝０）
　　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝１－ａ／（ｂ１＋ｂ２－ａ）；
　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝－１；
　　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

４计算聚类中心

聚类算法中经常会用到聚类中心的计算，聚类中心的特征值等于该类所有样本特征值的

平均值，在已知一个聚类划分的情况下，求解聚类中心的函数为ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（），函数说明如下：

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称　　　　 ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（）
％参数　　　　　　 ｍ ｃｅｎｔｅｒ ｉ聚类中心结构
％　　　　　　　 ｍ ｐａｔｔｅｒｎ　样品集
％　　　　　　　 ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ样品个数
％返回值　　　　　　　 ｍ ｃｅｎｔｅｒ ｉ聚类中心结构
％函数功能　　　　 计算聚类中心ｍ ｃｅｎｔｅｒ ｉ的特征值（本类所有样品的均值）及
％　　　　　　　　　　　 该类的样品个数
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％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｃｅｎｔｅｒ ｉ］＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ ｉ，ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｇｌｏｂａｌＮｗｉｄｔｈ；
　　ｔｅｍｐ＝ｚｅｒｏｓ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）；％临时存储中心的特征值
　　ａ＝０；％记录该类中元素个数
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ ｉ．ｉｎｄｅｘ）％累加中心所有样品
　　　　　ａ＝ａ＋１；
　　　　　ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ ｉ．ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝ａ；
　　ｉｆ（ａ～＝０）
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ ｉ．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｔｅｍｐ／ａ；％取均值
　　ｅｌｓｅ
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ ｉ．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｔｅｍｐ；
　　ｅｎｄ

９２　基于试探的未知类别聚类算法

定义误差平方和为

Ｊ＝
Ｍ

ｉ＝１

Ｘ∈ωｉ
‖Ｘ－Ｘ（ωｉ）‖２ （９１）

式中，Ｍ是聚类中心的个数，Ｍ应该小于样品的总个数。ωｉ表示第ｉ类，Ｘ
（ωｉ）表示第ｉ类的聚类

中心向量。针对所有样品假设某种聚类方案，计算Ｊ值，找到Ｊ值最小的那一种聚类方案，则认
为该种方法为最优聚类。以下讨论的是在聚类数未知情况下，以该准则为聚类方案。

９２１　最临近规则的试探法

１理论基础

设有Ｎ个样品：Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ，并选取任一非负的阈值Ｔ。为方便起见，我们假设前 ｉ（ｉ＜

Ｎ）个样品已经被分到ｋ（ｋ≤ｉ）个类中。则第 ｉ＋１个样品应该归入哪一个类中呢？假设归入

ωａ类，要使Ｊ最小，则应满足｜Ｘｉ＋１－Ｘ
（ωａ）｜≤｜Ｘｉ＋１－Ｘ

（ωｂ）｜（１≤ｂ≤ｋ）。若 Ｘｉ＋１到 ωａ类的距

离大于给定的阈值Ｔ，即｜Ｘｉ＋１－Ｘ
（ωａ）｜＞Ｔ，则应为 Ｘｉ＋１建立一个新的类 ωｋ＋１。在未将所有的

样品分类前，类数是不能确定的。

这种算法与第一个中心的选取、阈值 Ｔ的大小、样品排列次序以及样品分布的几何特性
有关。这种方法运算简单，若有关于模式几何分布的先验知识做指导给出阈值 Ｔ及初始点，
则能较快地获得合理的聚类结果。

合理地选择聚类中心和阈值，将会得到正确的聚类结果，如图９２（ａ）所示，若选择的中心
和阈值不当，得到聚类结果比较粗糙，甚至错误，如图９２（ｂ）和（ｃ）所示。
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图９２　样品的聚类与中心的选取和阈值密切相关

２实现步骤

设有Ｎ个样品：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（１），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（２），…，ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ），ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
＝Ｎ。
① 选一个样品作为第一个聚类中心ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）．ｆｅａｒｕｒｅ，不妨令ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）．ｆｅａｔｕｒｅ＝

ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（１）．ｆｅａｔｕｒｅ。ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ记录当前中心的数目，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝１。
② 通过对话框读入阈值Ｔ并输出所有样品之间的最大与最小距离作为Ｔ的参考。
③ 对所有样品：计算该样品 ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）到所有聚类中心 ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）的距离，找到最

小值Ｄｊ（０≤ｊ＜ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）。
若Ｄｊ＜Ｔ，则将该样品ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）归入第ｊ类，即

ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）．ｉｎｄｅｘ；
Ｎｊ代表第ｊ类的样品数量，由于增加了一个样品，因此，Ｎｊ＋＋。并且修改第ｊ个聚类中心

的值：

ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）＝１ＮｊＸ∈ωｊ
Ｘ

若Ｄｊ≥Ｔ，建立新的聚类中心，聚类中心数目（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）增加，因此ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＋＋。ｍ ｃｅｎｔｅｒ
（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ，ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ。

④ 输出分类结果。

３编程代码

函数调用关系

　　　　

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
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％函数名称：Ｃ ＺｕｉＬｉｎＪｉｎ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照最临近规则对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＺｕｉＬｉｎＪｉｎ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｇｌｏｂａｌＮｗｉｄｔｈ；
　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（１）．ｆｅａｔｕｒｅ；％将第一个样品作为第一个中心
　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）．ｉｎｄｅｘ＝１；
　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）．ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝１；
　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（１）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝１；
　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝１；

　　ｍ ｍｉｎ＝ｉｎｆ；
　　ｍ ｍａｘ＝０；
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；
　　ｓｕｍ＝０；
　　ｄｉｖ＝０；
　　Ｔ＝ＩｎｐｕｔＴｈｒｅｓｈＤｌｇ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｄｉｓＴｙｐｅ）；％获得阈值
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｉｎｆ；
　　　　ｉｎｄｅｘ＝１；
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　ｄｉｓ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　ｉｆ（ｄｉｓ＜ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅ）
　　　　　　　ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｄｉｓ；
　　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝ｊ；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｉｆ（ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅ＜Ｔ）％距离小于阈值则将样品归入该类
　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ）．ｉｎｄｅｘ；
　　　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　ｅｌｓｅ％新建聚类中心
　　　　　　　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＋１；
　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ；
　　　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ；
　　　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）．ｉｎｄｅｘ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

４效果图

如图９３（ａ）所示的是待聚类的原始图，输入阈值为１５，如图９３（ｂ）所示，经过程序运算
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得到了聚类结果，如图９３（ｃ）所示，每个物体的右上角标号是该物体的标号，左下角是该物体
的所属类号，从效果图上可以看出，样品被正确分类；当阈值为２５，过大的时候，如图９３（ｄ）
所示，不同样品被归入同一类，如图９３（ｅ）所示。除了对数字进行聚类分析，还可以对几何图
形进行聚类，如图９３（ｆ）、（ｇ）、（ｈ）所示。

最临近规则的试探法受到阈值 Ｔ的影响很大。阈值的选取是分类成败的关键之一。用
户可以根据对话框中给出的参考值确定阈值，一般应介于最大值和最小值之间。

这种算法与第一个中心的选取、阈值 Ｔ的大小、样品排列次序以及样品分布的几何特性
有关。

不难看出，这种方法运算简单，若有关于模式几何分布的先验知识做指导给出阈值 Ｔ及
初始点，则能较快地获得合理的聚类结果。

图９３　最临近规则聚类效果图
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图９３　最临近规则聚类效果图（续）

９２２　最大最小距离算法

１理论基础

最大最小距离算法充分利用样品内部特性，计算出所有样品间的最大距离ｍａｘｄｉｓｔａｎｃｅ作
为归类阈值的参考，改善了分类的准确性。若某样品到某一个聚类中心的距离小于 ｍａｘｄｉｓ
ｔａｎｃｅ／３，则归入该类，否则建立新的聚类中心。

２实现步骤

① 选一个样品作为第一个聚类中心ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１），以第一个样品的特征值作为第一个中
心的特征值，当前类中心的数目为１。

ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（１）．ｆｅａｔｕｒｅ，ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）．ｉｎｄｅｘ＝１，不妨令
ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（１）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝１。ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ记录当前类的数目，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝１。
② 查找离ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）最远的样品 ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），设最大距离为 ｍａｘｄｉｓｔａｎｃｅ。令最远

的样品ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）为第二个类，增加一个中心个数ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＋＋；ｍ ｃｅｎｔｅｒ（２）．ｆｅａｔｕｒｅ＝
ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ；ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝２。

③ 逐个计算其余各样品ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）到各个聚类中心ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）（１≤ｊ≤ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）
间的距离，查看样品ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）距离哪一个中心近，找出最近的中心为 ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ），
计算其距离为ｔＤｉｓｔａｎｃｅ。

若 ｔＤｉｓｔａｎｃｅ≤ｍａｘｄｉｓｔａｎｃｅ／３，则将该样品ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）归入距离最近的类，即 ｍ ｐａｔｔｅｒｎ
（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ）．ｉｎｄｅｘ；

重新计算序号为ｉｎｄｅｘ的中心特征值。
若 ｔＤｉｓｔａｎｃｅ＞ｍａｘｄｉｓｔａｎｃｅ／３，则以该样品为中心建立新的聚类中心；增加一个中心个数，

ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＋＋，即 ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ。
④ 重复步骤③，直到所有样品分类完毕。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＺｕｉＤａＺｕｉＸｉａｏＪｕＬｉ（）
％参数：　　ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
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％返回值：　 ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照最大最小距离规则对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＺｕｉＤａＺｕｉＸｉａｏＪｕＬｉ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　ｍａｘＤｉｓｔａｎｃｅ＝０；％记录两类间的最大距离，用做类分割阈值
　　ｉｎｄｅｘ＝１；％记录距离第一个中心最远的样品
　　
　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（１）．ｆｅａｔｕｒｅ；％第一个聚类中心
　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）．ｉｎｄｅｘ＝１；
　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１）．ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝１；
　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（１）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝１；
　　
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ％第二个聚类中心
　　　　ｔＤｉｓｔａｎｃｅ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（１），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　ｉｆ（ｍａｘＤｉｓｔａｎｃｅ＜ｔＤｉｓｔａｎｃｅ）
　　　　　ｍａｘＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｔＤｉｓｔａｎｃｅ；
　　　　　ｉｎｄｅｘ＝ｉ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（２）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉｎｄｅｘ）．ｆｅａｔｕｒｅ；
　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（２）．ｉｎｄｅｘ＝２；
　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉｎｄｅｘ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝２；
　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝２；
　　
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ＭＡＸ＝ｉｎｆ；
　　　　ｉｎｄｅｘ＝０；％记录样品距离最近的中心
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　ｔＤｉｓｔａｎｃｅ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　ｉｆ（ＭＡＸ＞ｔＤｉｓｔａｎｃｅ）
　　　　　　　ＭＡＸ＝ｔＤｉｓｔａｎｃｅ；
　　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝ｊ；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｉｆ（ＭＡＸ＞ｍａｘＤｉｓｔａｎｃｅ／３）％样品到最近中心的距离大于阈值，建立新的聚类中心
　　　　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＋１；
　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ；
　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）．ｉｎｄｅｘ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ；
　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ；
　　　　ｅｌｓｅ％归入ｉｎｄｅｘ类中
　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ）．ｉｎｄｅｘ；
　　　　　ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
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４效果图

每个物体的右上角标号是该物体的标号，左下角是该物体的所属类号。最大最小距离法

不需要用户输入聚类阈值，只需要选择距离计算类型即可，如图９４（ａ）、（ｃ）所示为选择距离
计算公式，程序会根据所有样品数据自动确定阈值。若样品集中没有突出的噪声，程序一般会

正确聚类，如图９４（ｂ）所示。然而，样品中含有离中心较远的孤立点时，聚类阈值会受到干
扰。该算法对图形数据聚类的效果如图９４（ｄ）所示。

图９４　最大最小距离法聚类效果图

９３　层次聚类算法

与未知类别的聚类算法不同，层次聚类分为合并算法和分裂算法。合并算法会在每一步

减小聚类中心数量，聚类产生的结果来自于前一步的两个聚类的合并；分裂算法与合并算法的

原理相反，在每一步增加聚类中心数量，每一步聚类产生的结果，都是将前一步的一个聚类中

心分裂成两个得到的。合并算法，先将每个样品自成一类，然后根据类间距离的不同，合并距

离小于阈值的类。

① 设有Ｎ个样品，这里取Ｎ＝４。每个样品自成一类，计算各类间的距离填入表９１。
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　　初始距离计算公式为Ｄｉｊ＝‖ωｉ－ωｊ‖＝‖Ｘｉ－Ｘｊ‖。

表９１　聚类中心间的距离表

ω１ ω２ ω３ ω４

ω１ Ｄ１１ Ｄ１２ Ｄ１３ Ｄ１４

ω２ Ｄ２１ Ｄ２２ Ｄ２３ Ｄ２４

ω３ Ｄ３１ Ｄ３２ Ｄ３３ Ｄ３４

ω４ Ｄ４１ Ｄ４２ Ｄ４３ Ｄ４４

② 求表９１中最小的值，设为 Ｄｉｊ，即距离最近的两类是 ωｉ、ωｊ，若 Ｄｉｊ＜Ｔ，合并 ωｉ、ωｊ类。
如Ｄ３４＜Ｔ，则合并ω３与ω４，组成新的类ω３，４。

③ 下一步要确定各类到ω３，４的距离，填写表９２。这里介绍了最短距离法、最长距离法、
中间距离法、重心法、类平均距离法。各种算法的计算公式如表９３所示。

表９２　合并后的聚类中心间距

ω１ ω２ ω３，４
ω１ Ｄ１１ Ｄ１２ Ｄ１３

ω２ Ｄ２１ Ｄ２２ Ｄ２３

ω３ Ｄ３４，１ Ｄ３４，２ Ｄ３４，３

表９３　两类合并后到其他类间的距离计算公式

距离计算方法
ωｊ是由ωｍ、ωｎ两类合并而成的，定义类 ωｉ与 ωｊ
类的距离为：Ｄｉ，ｊ

ωｉ中有Ｎｉ个样品，ωｍ中有 Ｎｍ个样品，ωｎ中有

Ｎｎ个样品

最短距离法
Ｄｉ，ｊ为 ωｉ类中所有样品与 ωｊ类中所有样品间的

最小距离
Ｄｉ，ｊ＝Ｄｉ，ｍｎ＝ｍｉｎ（Ｄｉ，ｍ，Ｄｉ，ｎ）

最长距离法
Ｄｉ，ｊ为 ωｉ类中所有样品与 ωｊ类中所有样品间的

最长距离
Ｄｉ，ｊ＝Ｄｉ，ｍｎ＝ｍａｘ（Ｄｉ，ｍ，Ｄｉ，ｎ）

中间距离法

它介于最长距离与最短距离之间，其中 Ｄｉ，ｍ，

Ｄｉ，ｎ，Ｄｍ，ｎ可以用类间的最长距离或最短距

离计算

Ｄｉ，ｊ＝Ｄｉ，ｍｎ＝
１
２Ｄ

２
ｉ，ｍ＋

１
２Ｄ

２
ｉ，ｎ－

１
４Ｄ

２
ｍ，( )ｎ

１
２

重心法 重心法考虑了类内样品数目对类间距离的影响

Ｄｉ，ｊ＝Ｄｉ，ｍｎ＝

Ｎｍ
Ｎｍ＋Ｎｎ

Ｄ２ｉ，ｍ＋
Ｎｎ

Ｎｍ＋Ｎｎ
Ｄ２ｉ，ｎ－

ＮｍＮｎ
Ｎｍ＋Ｎｎ

Ｄ２ｍ，( )ｎ
１
２

平均距离法 用两类内所有样品距离的平均值作为两类的距离 Ｄｉ，ｊ＝Ｄｉ，ｍｎ＝
Ｎｍ

Ｎｍ＋Ｎｎ
Ｄ２ｉ，ｍ＋

Ｎｎ
Ｎｍ＋Ｎｎ

Ｄ２ｉ，( )ｎ
１
２

　　注：其中Ｄｉ，ｍ、Ｄｉ，ｎ定义见本书第３章的表３２。

９３１　最短距离法

１理论基础

最短距离法认为，只要两类的最小距离小于阈值，就将两类合并成一类。定义Ｄｉ，ｊ为ωｉ类
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中所有样品和ωｊ类中所有样品间的最小距离，即
Ｄｉ，ｊ＝ｍｉｎ｛ｄＵＶ｝

式中，ｄＵＶ表示ωｉ类中的样品Ｕ与ωｊ类中的样品 Ｖ之间的距离。若 ωｊ类是由 ωｍ，ωｎ两类合
并而成的，则

Ｄｉ，ｍ＝ｍｉｎ｛ｄＵＡ｝　　Ｕ∈ωｉ类，Ａ∈ωｍ类
Ｄｉ，ｎ＝ｍｉｎ｛ｄＵＢ｝　　Ｕ∈ωｉ类，Ｂ∈ωｎ类

递推可得

Ｄｉ，ｊ＝ｍｉｎ｛Ｄｉ，ｍ，Ｄｉ，ｎ｝ （９２）
例如：计算ω１到ω３，４的距离Ｄ１，３４，先计算ω１类中各个样品到ω３类中各个样品的距离，取

最小值为Ｄ１，３；然后计算 ω１类中各个样品到 ω４类中各个样品的距离，取最小值为 Ｄ１，４；取
Ｄ１，３、Ｄ１，４中的最小值为Ｄ１，３４。

２实现步骤

① 获得所有样品特征。
② 输入阈值Ｔ（计算所有样品距离的最大值与最小值，输出，作为阈值的参考）。
③ 将所有样品各分一类，聚类中心数 ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝样品总数 ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．

ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ。
④ 对所有样品循环：
找到距离最近的两类ｐｉ、ｐｊ，设距离为ｍｉｎＤｉｓ。
若ｍｉｎＤｉｓ≤Ｔ，则合并ｐｉ、ｐｊ，将类号大的归入到类号小的类中，调整其他类保持类号连
续。否则ｍｉｎＤｉｓ＞Ｔ，即两类间的最小距离大于阈值，则退出循环。

３．编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＺｕｉＤｕａｎＪｕＬｉ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照最短距离法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＺｕｉＣｈａｎｇＪｕＬｉ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　Ｔ＝ＩｎｐｕｔＴｈｒｅｓｈＤｌｇ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｄｉｓＴｙｐｅ）；％获得阈值
　 ％初始化，所有样品各分一类
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；
　　ｅｎｄ
　　
　　ｗｈｉｌｅ（ｔｒｕｅ）
　　　　ｍｉｎＤｉｓ＝ｉｎｆ；
　　　　ｐｉ＝０；
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　　　　ｐｊ＝０；
　　　　％寻找距离最近的两类ｐｉ、ｐｊ，记录最小距离ｍｉｎＤｉｓ
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ－１
　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ～＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ）
　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　　　　ｉｆ（ｔｅｍｐＤｉｓ＜ｍｉｎＤｉｓ）
　　　　　　　　　　　ｍｉｎＤｉｓ＝ｔｅｍｐＤｉｓ；
　　　　　　　　　　　ｐｉ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ；
　　　　　　　　　　　ｐｊ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ；
　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　
　　　　ｉｆ（ｍｉｎＤｉｓ＜＝Ｔ）％距离小于阈值，合并ｐｉ、ｐｊ类
　　　　　　ｉｆ（ｐｉ＞ｐｊ）％将较大类号归入较小类号
　　　　　　　　ｔｅｍｐ＝ｐｉ；
　　　　　　　　ｐｉ＝ｐｊ；
　　　　　　　　ｐｊ＝ｔｅｍｐ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｐｊ）
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｐｉ；
　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＞ｐｊ）
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ－１；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

４效果图

在最短距离法中，只要两类的最近距离在阈值之内，就会被合并成一个类，聚类效果如

图９５（ａ）和（ｂ）所示，阈值过小，同类样品将被归入不同的类中；如图９５（ｃ）和（ｄ）所示，阈
值恰当，被正确聚类；如图９５（ｅ）和（ｆ）所示为二值夹角余弦距离模式下，图形数据聚类结果。
对相同的数据，要想获得同样的聚类效果，最短距离法的阈值要比其他算法大一些。
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图９５　最短距离法聚类效果图

９３２　最长距离法

１理论基础

在该算法中，两类中的所有样品间的距离必须都小于阈值，才能将两类合并。定义 Ｄｉ，ｊ为
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ωｉ类中所有样品与ωｊ类中所有样品间的最大距离，则有
Ｄｉ，ｊ＝ｍａｘ｛ｄＵＶ｝

其中ｄＵＶ表示ωｉ类中的样品Ｕ与ωｊ类中的样品Ｖ之间的距离。
若ωｊ类由ωｍ，ωｎ，两类合并而成，则

Ｄｉ，ｍ＝ｍａｘ｛ｄＵＡ｝　　Ｕ∈ωｉ类，Ａ∈ωｍ类
Ｄｉ，ｎ＝ｍａｘ｛ｄＵＢ｝　　Ｕ∈ωｉ类，Ｂ∈ωｎ类

递推可得

Ｄｉ，ｊ＝ｍａｘ｛Ｄｉ，ｍ，Ｄｉ，ｎ｝ （９３）
例如：计算ω１到ω３，４的距离Ｄ１，３４，先计算ω１类中各个样品到ω３类中各个样品的距离最

大值为Ｄ１，３；然后计算ω１类中各个样品到ω４类中各个样品的距离最大值为Ｄ１，４；取Ｄ１，３、Ｄ１，４
中的最大值作为Ｄ１，３４。

２实现步骤

① 获得所有样品特征。
② 输入阈值Ｔ（计算所有样品距离的最大值与最小值，输出，作为阈值的参考）。
③ 将所有样品各分一类，聚类中心数 ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝样品总数 ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ。ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．

ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ。
④ 对所有样品循环：
计算所有聚类中心间的距离，两类间的距离等于两类间样品的最大距离ｍａｘＤｉｓ。
取所有ｍａｘＤｉｓ中的最小值，设ｐｉ类和ｐｊ类的距离最小，为ｍｉｎＤｉｓ。

若ｍｉｎＤｉｓ≤Ｔ，则将类号较大的类归入类号较小的类，重新排序类号，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝
ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１。

否则ｍｉｎＤｉｓ＞Ｔ，即所有类间距离均大于阈值，则退出循环，归类完成。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＺｕｉＣｈａｎｇＪｕＬｉ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照最长距离法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＺｕｉＣｈａｎｇＪｕＬｉ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　Ｔ＝ＩｎｐｕｔＴｈｒｅｓｈＤｌｇ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｄｉｓＴｙｐｅ）；％获得阈值
　　％初始化，所有样品各分一类
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；
　　ｅｎｄ
　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ；
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　　 ｗｈｉｌｅ（ｔｒｕｅ）
　　　　ｍｉｎＤｉｓ＝ｉｎｆ；
　　　　ｐｉ＝０；
　　　　ｐｊ＝０；
　　　　％求两类间的最大距离，找出所有类间距离中最小的为ｍｉｎＤｉｓ，记录类号ｐｉ，ｐｊ
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１
　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　ｍａｘＤｉｓ＝－１；
　　　　　　　ｆｏｒｍ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ－１
　　　　　　　　　ｆｏｒｎ＝ｍ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　　　　ｉｆ（（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｍ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｉ）＆＆（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｎ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｊ）｜｜
（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｍ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｊ）＆＆（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｎ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｉ））

　　　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｍ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｎ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｔｅｍｐＤｉｓ＞ｍａｘＤｉｓ）
　　　　　　　　　　　　　　　ｍａｘＤｉｓ＝ｔｅｍｐＤｉｓ；
　　　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　
　　　　　　　　ｉｆ（ｍａｘＤｉｓ＜ｍｉｎＤｉｓ）
　　　　　　　　　ｍｉｎＤｉｓ＝ｍａｘＤｉｓ；
　　　　　　　　　ｐｉ＝ｉ；
　　　　　　　　　ｐｊ＝ｊ；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　
　　　　ｉｆ（ｍｉｎＤｉｓ＜Ｔ）％距离小于阈值，合并ｐｉ、ｐｊ类
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｐｊ）
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｐｉ；
　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＞ｐｊ）
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ－１；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　ｅｎｄ
　　 ｅｎｄ

４效果图

在最长距离法中，只有两类中的所有样品间的距离都小于阈值，才会被合并成一个类，聚
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类效果如图９６（ａ），（ｂ），（ｃ），（ｄ）所示，对相同的数据，要想获得同样的聚类效果，最长距离
法的阈值要比最短距离法的阈值小一些。如图９６（ｅ），（ｆ）所示为最长距离法对图形数据聚
类的效果。

图９６　最长距离法聚类效果图
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９３３　中间距离法

１理论基础

最短距离法和最长距离法采用的是分类距离的两个极端。中间距离法则介于两者之间，

若ωｊ类由ωｍ，ωｎ两类合并而成，则ωｉ，ωｊ两类的中间距离定义为

Ｄｉ，ｊ＝Ｄｉ，ｍｎ＝
１
２Ｄ

２
ｉ，ｍ＋

１
２Ｄ

２
ｉ，ｎ－

１
４Ｄ

２
ｍ，( )ｎ

１
２

（９４）

例如，计算距离Ｄ１，３４，先计算ω１类中各个样品到ω３类中各个样品的距离 Ｄ１，３，然后计算
ω１类中各个样品到 ω４类中各个样品的距离 Ｄ１，４，及 ω３类和 ω４类的距离 Ｄ３４，按照下式计
算Ｄ１，３４：

Ｄ１，３４＝
１
２Ｄ

２
１，３＋

１
２Ｄ

２
１，４－

１
４Ｄ

２
３，( )４

１
２

２实现步骤

① 获得所有样品特征。
② 输入阈值Ｔ（计算所有样品距离的最大值与最小值，输出，作为阈值的参考）。
③ 将所有样品各分一类，聚类中心数 ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝样品总数 ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ。ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．

ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ。
④ 建立距离矩阵ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ，记录各类间的距离，初始值为各样品间的距离。
⑤ 对所有样品循环：
找到ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ中的最小值ｔｄ＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ），即ｔｉ类和ｔｊ类距离最小。
若ｔｄ＜Ｔ，则将所有ｔｊ类成员归入ｔｉ类；ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１；重新顺序排列类号；根据
式（９４）重新计算距离矩阵ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ，否则（ｔｄ≥Ｔ）终止循环，分类结束。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＺｈｏｎｇＪｉａｎＪｕＬｉ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照中间距离法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＺｈｏｎｇＪｉａｎＪｕＬｉ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　Ｔ＝ＩｎｐｕｔＴｈｒｅｓｈＤｌｇ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｄｉｓＴｙｐｅ）；％获得阈值
　　 ％初始化，所有样品各分一类
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；
　　ｅｎｄ
　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ；
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％建立类间距离数组，ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）表示ｉ类和ｊ类距离
ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｚｅｒｏｓ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）；　　
ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ－１
　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　ｅｎｄ
ｅｎｄ
　　
ｗｈｉｌｅ（ｔｒｕｅ）
　　ｔｄ＝ｉｎｆ；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１
　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　ｉｆ（ｔｄ＞ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ））％找到距离最近的两类：ｔｉ，ｔｊ，记录最小距离ｔｄ；
　　　　　　　ｔｄ＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　ｔｉ＝ｉ；
　　　　　　　ｔｊ＝ｊ；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　
　　　　ｉｆ（ｔｄ＜Ｔ）％合并类ｉ，ｊ
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｔｊ）
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｔｉ；
　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＞ｔｊ）
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ－１；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１；
　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ；％临时类间距离矩阵
　　　　　　
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１％重新计算合并后的类到其他各类的新距离
　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　　　ｉｆ（ｉ＜ｔｉ）
　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｊ＝＝ｔｉ）

　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｓｑｒｔ（ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｉ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｉ）／
２＋ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｊ）／２－ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，
ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ）／４）；

　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｊ＞＝ｔｊ）
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ＋１）；
　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｉ＝＝ｔｉ）
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　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｊ＜ｔｊ）

　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｓｑｒｔ（ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｊ）／
２＋ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｊ，ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｊ，ｔｊ）／２－ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，
ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ）／４）；

　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ

　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｓｑｒｔ（ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｊ＋１）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，
ｊ＋１）／２＋ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｊ，ｊ＋１）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｊ，ｊ＋１）／２－
ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ）／４）；

　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（（ｉ＞ｔｉ）＆＆（ｉ＜ｔｊ））
　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｊ＜ｔｊ）
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ＋１）；
　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ＋１，ｊ＋１）；
　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　
　　　　　　ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

４效果图

中间距离法聚类效果图如图９７所示，样品的右上角标注样该样品编号，左下角为该样品
所属类号。

图９７　中间距离法聚类效果图
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图９７　中间距离法聚类效果图（续）

９３４　重心法

１理论基础

重心法的提出考虑了类中样品个数对类间距离的影响。设ωｊ类由 ωｍ类和 ωｎ类合并而
成，ωｍ类有Ｎｍ个样品，ωｎ类中有Ｎｎ个样品。则重心法定义类ωｉ和类ωｊ间的距离为

Ｄｉ，ｊ＝Ｄｉ，ｍｎ＝
Ｎｍ

Ｎｍ＋Ｎｎ
Ｄ２ｉ，ｍ＋

Ｎｎ
Ｎｍ＋Ｎｎ

Ｄ２ｉ，ｎ－
ＮｍＮｎ
Ｎｍ＋Ｎｎ

Ｄ２ｍ，( )ｎ
１
２

（９５）

例如，要计算ω１到ω３，４的距离Ｄ１，３４，先计算ω１类中各个样品到 ω３类中各个样品的距离
Ｄ１，３，然后计算ω１类中各个样品到ω４类中各个样品的距离Ｄ１，４及ω３类和ω４类的距离Ｄ３，４按
照下式计算Ｄ１，３４：

Ｄ１，３４＝
Ｎ３

Ｎ３＋Ｎ４
Ｄ２１，３＋

Ｎ３
Ｎ３＋Ｎ４

Ｄ２１，４－
Ｎ３Ｎ４
Ｎ３＋Ｎ４

Ｄ２３，( )４
１
２

２实现步骤

① 获得所有样品特征。
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② 输入阈值Ｔ（计算所有样品距离的最大值与最小值，输出，作为阈值的参考）。
③ 将所有样品各分一类，聚类中心数 ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝样品总数 ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ。ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．

ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ。
④ 建立距离矩阵ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ，记录各类间的距离，初始值为各样品间的距离。
⑤ 对所有样品循环：
找到ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ中的最小值ｔｄ＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ），即ｔｉ类和ｔｊ类距离最小（ｔｊ＞
ｔｉ）。
若ｔｄ＜Ｔ，则将所有ｔｊ类成员归入ｔｉ类；ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１；重新顺序排列类号；根
据式（９５）重新计算距离矩阵ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ，否则（ｔｄ≥Ｔ）终止循环，分类结束。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＺｈｏｎｇＸｉｎ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照重心法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＺｈｏｎｇＸｉｎ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　Ｔ＝ＩｎｐｕｔＴｈｒｅｓｈＤｌｇ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｄｉｓＴｙｐｅ）；％获得阈值
　　％初始化，所有样品各分一类
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；
　　ｅｎｄ
　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ；
　　％建立类间距离数组，ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）表示ｉ类和ｊ类距离
　　ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｚｅｒｏｓ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ－１
　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　
　　　ｗｈｉｌｅ（ｔｒｕｅ）
　　　　ｔｄ＝ｉｎｆ；
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１
　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　ｉｆ（ｔｄ＞ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ））％找到距离最近的两类：ｔｉ，ｔｊ，记录最小距离ｔｄ；
　　　　　　　　　ｔｄ＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　ｔｉ＝ｉ；
　　　　　　　　　ｔｊ＝ｊ；
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　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｎｕｍｉ＝０；
　　　　ｎｕｍｊ＝０；
　　　　ｉｆ（ｔｄ＜Ｔ）％合并类ｉ，ｊ
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｔｉ）
　　　　　　　　　ｎｕｍｉ＝ｎｕｍｉ＋１；
　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｔｊ）
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｔｉ；
　　　　　　　　　ｎｕｍｊ＝ｎｕｍｊ＋１；
　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＞ｔｊ）
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ－１；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１；
　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ；％临时类间距离矩阵
　　　　　　
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１％重新计算合并后的类到其他各类的新距离
　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　　ｉｆ（ｉ＜ｔｉ）
　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｊ＝＝ｔｉ）

　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｓｑｒｔ（ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｉ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｉ）
ｎｕｍｉ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ）＋ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｊ）
ｎｕｍｊ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ）－ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ）
ｎｕｍｉｎｕｍｊ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ））；

　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｊ＞＝ｔｊ）
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ＋１）；
　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｉ＝＝ｔｉ）
　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｊ＜ｔｊ）

　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｓｑｒｔ（ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｊ）
ｎｕｍｉ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ）＋ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｊ，ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｊ，ｔｊ）
ｎｕｍｊ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ）－ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ）
ｎｕｍｉｎｕｍｊ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ））；

　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ

　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｓｑｒｔ（ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｊ＋１）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，
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ｊ＋１） ｎｕｍｉ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ）＋ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｊ，ｊ＋１）
ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｊ，ｊ＋１）ｎｕｍｊ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ）－ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ）
ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ）ｎｕｍｉｎｕｍｊ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ））；

　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（（ｉ＞ｔｉ）＆＆（ｉ＜ｔｊ））
　　　　　　　　　　　 ｉｆ（ｊ＜ｔｊ）
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ＋１）；
　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　 ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ＋１，ｊ＋１）；
　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　
　　　　　　ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

４效果图

重心法在计算类间的距离时，考虑了样品在多维空间的位置分布对类的重心的影响，计算

的结果更能反映类间的不同。重心法聚类效果图如图９８所示。其中图９８（ｅ）和（ｆ）是重心
法应用于图形聚类的效果。

图９８　重心法聚类效果图
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图９８　重心法聚类效果图（续）

９３５　类平均距离法

１理论基础

类平均距离的定义也考虑了样品的整体分布特性对其分类的影响。设 ωｊ类由 ωｍ类和

ωｎ类合并而成，ωｍ类有Ｎｍ个样品，ωｎ类中有 Ｎｎ个样品，ωｉ类中有 Ｎｉ个样品。定义 Ｄｉ，ｍ为
ωｉ类和ωｍ类间的平均距离，Ｄｉ，ｎ为ωｉ类和ωｎ类间的平均距离。

则 Ｄｉ，ｍ＝
１
ＮｉＮｍ

‖Ｘｉ－Ｘｍ‖( )２
１
２

Ｄｉ，ｎ＝
１
ＮｉＮｎ

‖Ｘｉ－Ｘｎ‖( )２
１
２

递推可得 Ｄｉ，ｊ＝Ｄｉ，ｍｎ＝
Ｎｍ

Ｎｍ＋Ｎｎ
Ｄ２ｉ，ｍ＋

Ｎｎ
Ｎｍ＋Ｎｎ

Ｄ２ｉ，( )ｎ
１
２

（９６）

例如，计算ω１到ω３，４的距离Ｄ１，３４，先计算ω１类中各个样品到ω３类中各个样品的平均距离
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为Ｄ１，３；然后计算ω１类中各个样品到ω４类中各个样品的平均距离为Ｄ１，４。

Ｄ１，３４＝
Ｎ３

Ｎ３＋Ｎ４
Ｄ２１，３＋

Ｎ４
Ｎ３＋Ｎ４

Ｄ２１，( )４
１
２

２实现步骤

① 获得所有样品特征。
② 输入阈值Ｔ（计算所有样品距离的最大值与最小值，输出，作为阈值的参考）。
③ 将所有样品各分一类，聚类中心数 ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝样品总数 ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ；ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．

ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ。
④ 建立距离数组ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ，记录各类间的距离，初始值为各样品间的距离。
⑤ 对所有样品循环：
找到ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ中的最小值ｔｄ＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｔｊ），即ｔｉ类和ｔｊ类距离最小（ｔｊ＞
ｔｉ）。
若ｔｄ＜Ｔ，则将所有ｔｊ类成员归入ｔｉ类；ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１；重新顺序排列类号；根
据式（９６）重新计算距离数组ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ，否则（ｔｄ≥Ｔ）终止循环，分类结束。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＬｅｉＰｉｎｇＪｕｎＪｕＬｉ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照类平均距离法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＬｅｉＰｉｎｇＪｕｎＪｕＬｉ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　Ｔ＝ＩｎｐｕｔＴｈｒｅｓｈＤｌｇ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｄｉｓＴｙｐｅ）；％获得阈值
　　％初始化，所有样品各分一类
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；
　　ｅｎｄ
　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ；
　　％建立类间距离数组，ｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）表示ｉ类和ｊ类距离
　　ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｚｅｒｏｓ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ－１
　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　　ｗｈｉｌｅ（ｔｒｕｅ）
　　　　ｔｄ＝ｉｎｆ；
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　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１
　　　　　 ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　ｉｆ（ｔｄ＞ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ））％找到距离最近的两类：ｔｉ，ｔｊ，记录最小距离ｔｄ；
　　　　　　　　　ｔｄ＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　ｔｉ＝ｉ；
　　　　　　　　　ｔｊ＝ｊ；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　　　ｎｕｍｉ＝０；
　　　ｎｕｍｊ＝０；
　　　
　　　ｉｆ（ｔｄ＜Ｔ）％合并类ｉ，ｊ
　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｔｉ）
　　　　　　　　　ｎｕｍｉ＝ｎｕｍｉ＋１；
　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｔｊ）
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｔｉ；
　　　　　　　　　ｎｕｍｊ＝ｎｕｍｊ＋１；
　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＞ｔｊ）
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ－１；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１；
　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ；％临时类间距离矩阵
　　　　　　
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１％重新计算合并后的类到其他各类的新距离
　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　　ｉｆ（ｉ＜ｔｉ）
　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｊ＝＝ｔｉ）

　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｓｑｒｔ（ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｉ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｉ）
ｎｕｍｉ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ）＋ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｔｊ）
ｎｕｍｊ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ））；

　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｊ＞＝ｔｊ）
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ＋１）；
　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｉ＝＝ｔｉ）
　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｊ＜ｔｊ）

　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｓｑｒｔ（ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｊ）
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ｎｕｍｉ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ）＋ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｊ，ｔｊ）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｊ，ｔｊ）

ｎｕｍｊ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ））；
　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ

　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｓｑｒｔ（ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，ｊ＋１）ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ，
ｊ＋１） ｎｕｍｉ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ）＋ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｊ，ｊ＋１）
ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｊ，ｊ＋１）ｎｕｍｊ／（ｎｕｍｉ＋ｎｕｍｊ））；

　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（（ｉ＞ｔｉ）＆＆（ｉ＜ｔｊ））
　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｊ＜ｔｊ）
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ＋１）；
　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ＋１，ｊ＋１）；
　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　　　
　　　　　ｃｅｎｔｅｒＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｔｅｍｐＤｉｓｔａｎｃｅ；
　　　ｅｌｓｅ
　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　ｅｎｄ
　ｅｎｄ

４效果图

类平均距离法也是应用比较广泛的一种类间距离度量准则。阈值的选取反映了类间的平

均距离。由于聚类的标准不同，所以，相同的阈值，不同的聚类方法可能得到不同的聚类结果。

类平均距离法聚类效果图如图９９所示。

图９９　类平均距离法聚类效果图
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图９９　类平均距离法聚类效果图（续）

９４　动态聚类算法
动态聚类算法选择若干样品作为聚类中心，再按照某种聚类准则，如最小距离准则，将其

余样品归入最近的中心，得到初始分类。然后判断初始分类是否合理，若不合理则按照特定规

则重新修改不合理的分类，如此反复迭代，直到分类合理。

９４１　Ｋ均值算法

１理论基础

Ｋ均值算法能够使聚类域中所有样品到聚类中心距离的平方和最小。其原理为：先取 ｋ
个初始距离中心，计算每个样品到这ｋ个中心的距离，找出最小距离把样品归入最近的聚类中
心，如图９１０（ａ）所示，修改中心点的值为本类所有样品的均值，再计算各个样品到 ｋ个中心
的距离，重新归类、修改新的中心点，如图９１０（ｂ）所示。直到新的距离中心等于上一次的中
心点时结束。此算法的结果受到聚类中心的个数以及初始聚类中心的选择影响，也受到样品

几何性质及排列次序影响。如果样品的几何特性表明它们能形成几个相距较远的小块孤立区

域，则算法多能收敛。
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图９１０　Ｋ均值算法示意图

２实现步骤

① 通过对话框读取需要分类数目ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，和最大迭代次数ｉｔｅｒＮｕｍ。
② 随机取 ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ个样品作为聚类中心。ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．

ｆｅａｔｕｒｅ，ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｉｎｄｅｘ＝ｉ；ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；ｉ＝（１～ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ），其余样品中
心号为－１，样品到本类中心的距离为ｍａｘ（ｍａｘ为无穷大）。

③ 假设前三个样品分别属于每一类，需要分三类Ａ、Ｂ、Ｃ，参见图９１０（ａ），计算其余样品
到这三个类的距离，将它们归为距离最近的类，至此，所有的样品都归类完毕。计算各个类中

心所有样品特征值的平均值作为该聚类中心的特征值。

④ 如图９１０（ｂ）所示，对每一类中的各个样品，计算它到其他类中心的距离，如果它到某
一类中心的距离小于它到自身类中心的距离，需要对该样品重新分类，将它归属到距离中心近

的类，循环重复所有的样品，直至不再有样品类号发生变化。

３编程代码

本算法编程采用了两种方式：一种是按实现步骤编写的 Ｋ均值算法聚类；另一种是使用
Ｍａｔｌａｂ工具箱中的Ｋ均值算法聚类（通过Ｋｍｅａｎｓ（）函数实现）。

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＫＪｕｎＺｈｉ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照Ｋ均值法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＫＪｕｎＺｈｉ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　［ｃｅｎｔｅｒＮｕｍｉｔｅｒＮｕｍ］＝ＩｎｐｕｔＣｌａｓｓＤｌｇ（）；％获得类中心数和最大迭代次数
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　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｉｎｆ；
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝－１；
　　ｅｎｄ
　　ｒａｎｄＰａｔｔｅｒｎ＝ｒａｎｄｐｅｒｍ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ％初始化，随机分配ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ个粒子为一类
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｒａｎｄＰａｔｔｅｒｎ（ｉ））．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｒａｎｄＰａｔｔｅｒｎ（ｉ））．ｄｉｓｔａｎｃｅ＝０；
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｒａｎｄＰａｔｔｅｒｎ（ｉ））．ｆｅａｔｕｒｅ；
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｉｎｄｅｘ＝ｉ；
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝１；
　　ｅｎｄ
　　ｃｏｕｎｔｅｒ＝０；％记录当前已经循环的次数
　　ｃｈａｎｇｅ＝１；
　　ｗｈｉｌｅ（ｃｏｕｎｔｅｒ＜ｉｔｅｒＮｕｍ＆＆ｃｈａｎｇｅ～＝０）
　　　　ｃｏｕｎｔｅｒ＝ｃｏｕｎｔｅｒ＋１；
　　　　ｃｈａｎｇｅ＝０；
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ％对所有样品重新归类
　　　　　　％计算第ｉ个模式到各个聚类中心的最小距离
　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝－１；
　　　　　　ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｉｎｆ；
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　　ｉｆ（ｄｉｓｔａｎｃｅ＞ｔｅｍｐＤｉｓ）
　　　　　　　　　ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｔｅｍｐＤｉｓ；
　　　　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝ｊ；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　％比较原中心号与新中心号
　　　　　　％相同：更新距离。
　　　　　　％不同：１，新距离小，则归入新中心，更新距离，重新计算前后两个聚类中心模式
　　　　　　％２，新距离大于原距离，不处理；
　　　　　　
　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｉｎｄｅｘ）％属于原类
　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｄｉｓｔａｎｃｅ；
　　　　　　ｅｌｓｅ％不属于原类
　　　　　　　ｏｌｄＩｎｄｅｘ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ；％记录原类号
　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉｎｄｅｘ；％归入新类
　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｄｉｓｔａｎｃｅ；
　　　　　　　ｉｆ（ｏｌｄＩｎｄｅｘ～＝－１）
ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｏｌｄＩｎｄｅｘ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｏｌｄＩｎｄｅｘ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　　　　ｅｎｄ
ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　　　　ｃｈａｎｇｅ＝１；
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　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＫＪｕｎＺｈｉ２（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照Ｋ均值法对全体样品进行分类（Ｍａｔｌａｂ工具箱版本）
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＫＪｕｎＺｈｉ２（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｓｔｒ１＝｛′类中心数：′｝；
　　Ｔ＝ｉｎｐｕｔｄｌｇ（ｓｔｒ１，′输入对话框 ′）；
　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｓｔｒ２ｎｕｍ（Ｔ｛１，１｝）；％获得类中心数
　　ｇｌｏｂａｌＮｗｉｄｔｈ；
　　Ｘ＝ｚｅｒｏｓ（ＮｗｉｄｔｈＮｗｉｄｔｈ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　Ｘ（：，ｉ）＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ（：）；
　　ｅｎｄ
　　ｔｒｙ
　　ＩＤＸ＝ｋｍｅａｎｓ（Ｘ′，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）；％Ｋ均值算法（ｍａｔｌａｂ工具箱函数）
　　 ｃａｔｃｈ
　　　　ｍｓｇｂｏｘ（′本实例无法用Ｍａｔｌａｂ工具箱Ｋ均值算法聚类，请尝试另一种Ｋ均值算法 ′，′ｍｏｄａｌ′）；
　　　　 ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　 ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝０；
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｒｅｔｕｒｎ；
　　ｅｎｄ
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ＩＤＸ（ｉ）；
　　ｅｎｄ

４效果图

Ｋ均值算法是一种动态聚类算法。用户只需输入计算距离的类型，如图９１１（ａ）所示，输
入聚类中心数目和迭代次数，效果如图９１１（ｂ）和（ｃ）所示。利用 Ｍａｔｌａｂ工具箱中的 Ｋ均值
算法聚类只需输入聚类中心数目，其效果如图９１２所示。

图９１１　Ｋ均值算法聚类效果图
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图９１１　Ｋ均值算法聚类效果图（续）

图９１２　Ｍａｔｌａｂ工具箱中Ｋ均值算法聚类效果图

９４２　迭代自组织的数据分析算法（ＩＳＯＤＡＴＡ）

１理论基础

迭代自组织的数据分析算法（ＩｔｅｒａｔｉｖｅＳｅｌｆｏｒｇａｎｉｚｉｎｇＤａｔａＡｎａｌｙｓｉｓＴｅｃｈｎｉｑｕｅｓＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）
也称ＩＳＯＤＡＴＡ算法。此算法与Ｋ均值算法有相似之处，即聚类中心也是通过样品均值的迭
代运算来决定的。但ＩＳＯＤＡＴＡ加入了一些试探性的步骤，能吸取中间结果所得到的经验，在
迭代过程中可以将一类一分为二，也可以将两类合并，即“自组织”。这种算法具有

启发性。　　　

２实现步骤

① 获得所有样品特征。
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② 输入阈值Ｔ，方差ｅｑｕａｔｉｏｎ，类中心数目ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，最大迭代次数 ｉｔｅｒＮｕｍ（计算所有样
品距离的最大值与最小值，以及方差的最小最大值，输出，作为阈值的参考）。

③ 任意选取ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ个（不妨取前ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ个）样品作为聚类中心ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）。
④ 求各个样品到所有聚类中心的距离，将所有样品归入最近的类中心ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）。
⑤ 修正各聚类中心的值。
⑥ 计算各聚类域中诸样品到聚类中心间的平均距离。
⑦ 计算所有聚类域样品平均距离的总平均距离。
⑧ 判断分裂、合并及迭代等步骤：
若迭代次数已达到ｉｔｅｒＮｕｍ，置ｅｑｕａｔｉｏｎ＝０，跳到第瑏瑡步，运算结束。
若 ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＞２×ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，或者进行了偶数次迭代并且 ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ ＞
ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ／２，则进入第⑨步，合并处理。否则，转第⑩步分裂处理。

⑨ 合并操作，计算全部聚类中心的距离，设ｔｉ，ｔｊ（ｔｉ＜ｔｊ）距离最近，设最小距离ｔｄ。若ｔｄ＜
Ｔ（阈值），则将ｔｊ类并入ｔｉ类。ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１。计算和并后的新中心。

⑩ 分裂操作，求所有聚类中心的标准差向量σｉ，σｉ＝
１
ＮｉＸ∈ωｉ

（Ｘ－Ｘ（ωｉ））
槡

２，ｉ＝１，２，…，

ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，Ｎｉ为ωｉ类中样品个数。找到所有中心标准差中的最大值，设第 ｔｉ类的第 ｔｊ位
标准差最大，最大值为ｍｅｑｕａｔｉｏｎ。

若ｍｅｑｕａｔｉｏｎ＞ｅｑｕａｔｉｏｎ，则 ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＋＋，新中心特征值等于 ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｔｉ）的特征
值，只是第ｔｊ位需要调整，

ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｔｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（ｔｊ）＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｔｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（ｔｊ）＋ａ×ｍｅｑｕａｔｉｏｎ，
ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１）ｆｅａｔｕｒｅ（ｔｊ）＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｔｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（ｔｊ）－ａ×ｍｅｑｕａｔｉｏｎ；

其中ａ＝（０，１），取ａ＝０５。
瑏瑡 如果是最后一次迭代运算（即第ｉｔｅｒＮｕｍ次迭代）则结束循环。否则循环继续第④步，

迭代次数加１。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＩＳＯＤＡＴＡ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照ＩＳＯＤＡＴＡ法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＩＳＯＤＡＴＡ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　［Ｔ，ｅｑｕａｔｉｏｎ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，ｉｔｅｒＮｕｍ］＝ＩｎｐｕｔＩｓｏｄａｔａＤｌｇ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ％初始化，前ｃｅｎｔｅｒｎｕｍ个模板各自分为一类
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ；

９５２第９章　聚 类 分 析



　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｉｎｄｅｘ＝ｉ；
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝１；
　　ｅｎｄ
　　ｃｏｕｎｔｅｒ＝０；％循环次数
　　ｗｈｉｌｅ（ｃｏｕｎｔｅｒ＜ｉｔｅｒＮｕｍ）
　　　　ｃｏｕｎｔｅｒ＝ｃｏｕｎｔｅｒ＋１；
　　　　ｃｈａｎｇｅ＝０；
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ％对所有样品重新归类
　　　　　　％计算第ｉ个模式到各个聚类中心的最小距离
　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝－１；
　　　　　　ｔｄ＝ｉｎｆ；
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　　ｉｆ（ｔｄ＞ｔｅｍｐＤｉｓ）
　　　　　　　　　ｔｄ＝ｔｅｍｐＤｉｓ；
　　　　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝ｊ；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ）．ｉｎｄｅｘ；
　　　ｅｎｄ
　　　％修正各中心
　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　 ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　ｅｎｄ
　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　ｉｆ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝＝０）
　　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１
　　　　　　　　 ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ＋１）；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１；
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　　　ａｖｅＤｉｓｔａｎｃｅ＝ｚｅｒｏｓ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）；％计算各类距中心平均距离
　　　ａｌｌＡｖｅＤｉｓ＝０；％全部样本平均距离
　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　ｎｕｍ＝０；％类中成员个数
　　　　　ｄｉｓ＝０；
　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｉｎｄｅｘ）
　　　　　　　　ｎｕｍ＝ｎｕｍ＋１；
　　　　　　　　ｄｉｓ＝ｄｉｓ＋ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
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　　　　　ａｌｌＡｖｅＤｉｓ＝ａｌｌＡｖｅＤｉｓ＋ｄｉｓ；
　　　　　ａｖｅＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ）＝ｄｉｓ／ｎｕｍ；
　　　ｅｎｄ
　　　ａｌｌＡｖｅＤｉｓ＝ａｌｌＡｖｅＤｉｓ／ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ；

　　　ｉｆ（（ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＞＝２ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）｜｜（（ｍｏｄ（ｃｏｕｎｔｅｒ，２）＝＝０）＆＆（ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＞
ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ／２）））％合并
　　　％找到距离最近的两个类
　　　　　ｔｄ＝ｉｎｆ；
　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　　　　ｉｆ（ｔｄ＞ｔｅｍｐＤｉｓ）
　　　　　　　　　 ｔｄ＝ｔｅｍｐＤｉｓ；
　　　　　　　　　 ｔｉ＝ｉ；
　　　　　　　　　 ｔｊ＝ｊ；
　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　　　％判断是否要合并
　　　　　ｉｆ（ｔｄ＜Ｔ）％合并
　　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｔｊ）．ｉｎｄｅｘ）
　　　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｔｉ）．ｉｎｄｅｘ；
　　　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＞ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｔｊ）．ｉｎｄｅｘ）
　　　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ－１；
　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｌｓｅ％分裂
　　　　　ｇｌｏｂａｌＮｗｉｄｔｈ；
　　　　　％计算标准差
　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　 ｍＥｑｕａｔｉｏｎ（ｉ）．ｅｑｕ＝ｚｅｒｏｓ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）；
　　　　　　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｉｎｄｅｘ）
ｍＥｑｕａｔｉｏｎ（ｉ）．ｅｑｕ＝ｍＥｑｕａｔｉｏｎ（ｉ）．ｅｑｕ＋（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）．ｆｅａｔｕｒｅ－ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ）．^２；
　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｍＥｑｕａｔｉｏｎ（ｉ）．ｅｑｕ＝ｓｑｒｔ（ｍＥｑｕａｔｉｏｎ（ｉ）．ｅｑｕ／ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　％找最大标准差
　　　　　　ｔｉ＝１；
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　　　　　　ｔｍ＝１；
　　　　　　ｔｎ＝１；
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　ｆｏｒｍ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　　　ｆｏｒｎ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｍＥｑｕａｔｉｏｎ（ｉ）．ｅｑｕ（ｍ，ｎ）＞ｍＥｑｕａｔｉｏｎ（ｔｉ）．ｅｑｕ（ｔｍ，ｔｎ））
　　　　　　　　　　　　　　ｔｉ＝ｉ；
　　　　　　　　　　　　　　ｔｍ＝ｍ；
　　　　　　　　　　　　　　ｔｎ＝ｎ；
　　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　％判断是否要分裂
　　　　　　ｉｆ（ｍＥｑｕａｔｉｏｎ（ｔｉ）．ｅｑｕ（ｔｍ，ｔｎ）＞ｅｑｕａｔｉｏｎ）％大于阈值
　　　　　　　　ｉｆ（ａｖｅＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｉ）＞ａｌｌＡｖｅＤｉｓ）％类平均距离大于总平均距离，分裂
　　　　　　　　　　ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＋１；
　　　　　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１
　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＣｅｎｔｅｒ（ｉ）＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）；
　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＣｅｎｔｅｒ（ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）．ｉｎｄｅｘ＝ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ；
　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＣｅｎｔｅｒ（ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｔｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ；

　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＣｅｎｔｅｒ（ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）．ｆｅａｔｕｒｅ（ｔｍ，ｔｎ）＝ｔｅｍｐＣｅｎｔｅｒ（ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）．
ｆｅａｔｕｒｅ（ｔｍ，ｔｎ）＋０．５ｍＥｑｕａｔｉｏｎ（ｔｉ）．ｅｑｕ（ｔｍ，ｔｎ）；

　　　　　　　　　　ｔｅｍｐＣｅｎｔｅｒ（ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１）．ｆｅａｔｕｒｅ（ｔｍ，ｔｎ）＝ｔｅｍｐＣｅｎｔｅｒ（ｐｒｅｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）．
ｆｅａｔｕｒｅ（ｔｍ，ｔｎ）－０．５ｍＥｑｕａｔｉｏｎ（ｔｉ）．ｅｑｕ（ｔｍ，ｔｎ）；

　　　　　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ＝ｔｅｍｐＣｅｎｔｅｒ；　　
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

４效果图

ＩＳＯＤＡＴＡ算法具有自组织性，会在计算过程中不断地调整类中心的个数，直到使分类的
总的样品方差最小。很显然，当所有样品各分一类的时候，总的样品方差为零，但这样的聚类

结果毫无意义。选择不同的距离类型，在用户输入栏的“阈值”一项中会给出参考值，如

图９１３（ａ）和（ｃ）所示，类中心数目应该小于样品数目。ＩＳＯＤＡＴＡ算法聚类效果图如图９１３
所示。
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图９１３　ＩＳＯＤＡＴＡ算法聚类效果图

９５　模拟退火聚类算法

９５１　模拟退火的基本概念

模拟退火算法（Ｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇ，ＳＡ）最初由Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ等人于２０世纪８０年代初提出，
其思想源于物理中固体物质退火过程与一般组合优化问题之间的相似性。模拟退火方法是一

种通用的优化算法，目前已广泛应用于最优控制、机器学习、神经网络等优化问题。

１物理退火过程

模拟退火算法源于物理中固体物质退火过程，整个过程由以下三部分组成。

（１）升温过程

升温的目的是增强物体中粒子的热运动，使其偏离平衡位置变为无序状态。当温度足够

高时，固体将溶解为液体，从而消除系统原先可能存在的非均匀态，使随后的冷却过程以某一

平衡态为起点。升温过程与系统的熵增过程相关，系统能量随温度升高而增大。
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（２）等温过程

在物理学中，对于与周围环境交换热量而温度不变的封闭系统，系统状态的自发变化总是

朝向自由能减小的方向进行，当自由能达到最小时，系统达到平衡态。

（３）冷却过程

与升温过程相反，使物体中粒子的热运动减弱并渐趋有序，系统能量随温度降低而下降，

得到低能量的晶体结构。

２模拟退火算法的基本原理

模拟退火的基本思想是指将固体加温至充分高，再让其徐徐冷却，加温时，固体内部粒子

随温升变为无序状，内能增大，而徐徐冷却时粒子渐趋有序，在每个温度都达到平衡态，最

后在常温时达到基态，内能减为最小。

根据Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，粒子在温度Ｔ时趋于平衡的几率为ｅ－ΔＥ／（ｋＴ），其中Ｅ为温度Ｔ时的
内能，ΔＥ为其改变量，Ｋ为Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ常数。用固体退火模拟组合优化问题，将内能 Ｅ模拟为
目标函数值ｆ，温度Ｔ演化成控制参数ｔ，即得到解组合优化问题的模拟退火算法：由初始解
和控制参数初值开始，对当前解重复“产生新解→计算目标函数差→判断是否接受→接受或
舍弃”的迭代，并逐步衰减ｔ值，算法终止时的当前解即为所得近似最优解，这是蒙特卡罗迭
代求解法的一种启发式随机搜索过程。

如果用粒子的能量定义材料的状态，Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ算法用一个简单的数字模型描述了退火过
程。假设材料在状态ｉ之下的能量为Ｅ（ｉ），那么材料在温度Ｔ时从状态ｉ进入到状态ｊ就遵循
如下规律：

如果Ｅ（ｊ）≤Ｅ（ｉ），则接收该状态被转换；
如果Ｅ（ｊ）＞Ｅ（ｉ），则状态转换以如下概率被接收：

ｐ＝ｅ（Ｅ（ｉ）－Ｅ（ｊ））／（ＫＴ） （９７）
式中，Ｋ为物理学中的常数；Ｔ为材料的温度。

（１）模拟退火算法的组成

模拟退火算法由解空间、目标函数和初始解三部分组成。

① 解空间：对所有可能解均为可行解的问题定义为可能解的集合，对存在不可行解的问
题，或限定解空间为所有可行解的集合，或允许包含不可行解但在目标函数中用惩罚函数

（ＰｅｎａｌｔｙＦｕｎｃｔｉｏｎ）惩罚以致最终完全排除不可行解。
② 目标函数：对优化目标的量化描述，是解空间到某个数集的一个映射，通常表示为若

干优化目标的一个和式，应正确体现问题的整体优化要求且较易计算，当解空间包含不可行

解时还应包括罚函数项。

③ 初始解：是算法迭代的起点，试验表明，模拟退火算法是健壮的（Ｒｏｂｕｓｔ），即最终解
的求得不十分依赖初始解的选取，从而可任意选取一个初始解。

（２）模拟退火算法的基本过程

① 初始化，给定初始温度Ｔ０及初始解ω，计算解对应的目标函数值ｆ（ω），在本节中ω代

表一种聚类划分。
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② 模型扰动产生新解ω′及对应的目标函数值ｆ（ω′）。
③ 计算函数差值Δｆ＝ｆ（ω′）－ｆ（ω）。
④ 如果Δｆ≤０，则接受新解作为当前解。
⑤ 如果Δｆ＞０，则以概率ｐ接受新解。

ｐ＝ｅ－（ｆ（ω′）－ｆ（ω））／（ＫＴ） （９８）
⑥ 对当前Ｔ值降温，对步骤②～⑤迭代Ｎ次。
⑦ 如果满足终止条件，输出当前解为最优解，结束算法，否则降低温度，继续迭代。
模拟退火算法流程如图９１４所示。算法中包含１个内循环和１个外循环，内循环就是

在同一温度下的多次扰动产生不同模型状态，并按照Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则接受新模型，因此是用模
型扰动次数控制的；外循环包括了温度下降的模拟退火算法的迭代次数的递增和算法停止的

条件，因此基本是用迭代次数控制的。

图９１４　模拟退火算法流程图

３退火方式

模拟退火算法中，退火方式对算法有很大的影响。如果温度下降过慢，算法的收敛速度会

大大降低。如果温度下降过快，可能会丢失极值点。为了提高模拟退火算法的性能，许多学者
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提出了退火方式，比较有代表性的几种退火方式如下：

① Ｔ（ｔ）＝
Ｔ０

ｌｎ（１＋ｔ） （９９）

ｔ代表图９１４中的最外层当前循环次数，其特点是温度下降缓慢，算法收敛速度也较慢。

② Ｔ（ｔ）＝
Ｔ０

ｌｎ（１＋ａｔ） （９１０）

ａ为可调参数，可以改善退火曲线的形态。其特点是高温区温度下降较快，低温区是温度
下降较慢，即主要在低温区进行寻优。

③ Ｔ（ｔ）＝Ｔ０·ａ
ｔ （９１１）

ａ为可调参数。其特点是温度下降较快，算法收敛速度快。

９５２　基于模拟退火思想的改进Ｋ均值聚类算法

１Ｋ均值算法的局限性

基本的Ｋ均值算法目的是找到使目标函数值最小的Ｋ个划分，算法思想简单，易实现，而
且收敛速度较快。如果各个簇之间区别明显，且数据分布稠密，则该算法比较有效，但如果各

个簇的形状和大小差别不大，则可能会出现较大的簇分割现象。此外，在Ｋ均值算法聚类时，
最佳聚类结果通常对应于目标函数的极值点，由于目标函数可能存在很多的局部极小值点，这

就会导致算法在局部极小值点收敛。因此初始聚类中心的随机选取可能会使解陷入局部最优

解，难以获得全局最优解。

该算法主要的局限性主要表现为：

① 最终的聚类结果依赖于最初的划分。
② 需要事先指定聚类的数目Ｍ。
③ 产生的类大小相关较大，对于“噪声”和孤立点敏感。
④ 算法经常陷入局部最优。
⑤ 不适合对非凸面形状的簇或差别很小的簇进行聚类。

２基于模拟退火思想的改进Ｋ均值聚类算法

模拟退火算法是一种启发式随机搜索算法，具有并行性和渐近收敛性，已在理论上证明它

是一种以概率为ｌ，收敛于全局最优解的全局优化算法，因此用模拟退火算法对 Ｋ均值聚类算
法进行优化，可以改进Ｋ均值聚类算法的局限性，提高算法性能。

基于模拟退火思想的改进Ｋ均值聚类算法中，将内能 Ｅ模拟为目标函数值，将基本 Ｋ均
值聚类算法的聚类结果作为初始解，初始目标函数值作为初始温度Ｔ０，对当前解重复“产生新
解→计算目标函数差→接受或舍弃新解”的迭代过程，并逐步降低 Ｔ值，算法终止时当前解为
近似最优解。这种算法开始时以较快的速度找到相对较优的区域，然后进行更精确的搜索，最

终找到全局最优解。
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３几个重要参数的选择

（１）目标函数

选择当前聚类划分的总类间离散度作为目标函数，如式９１２所示。

Ｊω ＝
Ｍ

ｉ＝１

Ｘ∈ωｉ

ｄ（Ｘ，Ｘ（ωｉ）） （９１２）

式中，Ｘ为样本向量；ω为聚类划分；Ｘ（ｗｉ）为第ｉ个聚类的中心；ｄ（Ｘ，Ｘ（ωｉ））为样品到对应聚类
中心距离；聚类准则函数Ｊω即为各类样本到对应聚类中心距离的总和。

（２）初始温度

一般情况下，为了使最初产生的新解被接受，在算法开始时就应达到准平衡。因此选取基

本Ｋ均值聚类算法的聚类结果作为初始解，初始温度Ｔ０＝Ｊω。

（３）扰动方法

模拟退火算法中的新解的产生是对当前解进行扰动得到的。本算法采用一种随机扰动方

法，即随机改变一个聚类样品的当前所属类别，从而产生一种新的聚类划分，从而使算法有可

能跳出局部极小值。

（４）退火方式

本算法采用式（９１１）描述的退火方式，其中ａ为退火速度，控制温度下降的快慢，取ａ＝０９９。

４算法流程

基于模拟退火思想的改进Ｋ均值聚类算法流程如图９１５所示。

５实现步骤

实现步骤如下所述。

① 对样品进行Ｋ均值聚类，将聚类划分结果作为初始解ω，根据式（９１２）计算目标函数
值Ｊω。

② 初始化温度Ｔ０，令Ｔ０＝Ｊω。初始化退火速度ａ和最大退火次数。
③ 对于某一温度ｔ，在步骤④～⑦进行迭代，直到达到最大迭代次数跳到步骤⑧。
④ 随机扰动产生新的聚类划分ω′，即随机改变一个聚类样品的当前所属类别，计算新的

目标函数值Ｊω′。
⑤ 判断新的目标函数值Ｊω′是否为最优目标函数值，是则保存聚类划分 ω′为最优聚类划

分、Ｊω′为最优目标函数值；否则跳到下一步。
⑥ 计算新的目标函数值与当前目标函数值的差ΔＪ。
⑦ 判断ΔＪ是否小于０：
若ΔＪ＜０，则接受新解，即将新解作为当前解。
若ΔＪ≥０，则根据 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，以概率 ｐ（ｐ＝ｅΔＪ／Ｋｔ）接受新解。Ｋ为常数，ｔ为当前
温度。

⑧ 判断是否达到最大退火次数，是则结束算法，输出最优聚类划分；否则根据退火公式
（９１１）对温度ｔ进行退火，返回步骤③继续迭代。
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图９１５　基于模拟退火思想的改进Ｋ均值聚类算法流程图

６编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＭｏＮｉＴｕｉＨｕｏ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
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％函数功能　　　　 按照基于模拟退火的Ｋ均值算法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ）＝Ｃ ＭｏＮｉＴｕｉＨｕｏ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍｉｔｅｒＮｕｍＴｎＴｓ）＝ＩｎｐｕｔＴｕｉＨｕｏＤｌｇ（）；％获得类中心数和最大迭代次数，最大退火
次数，退火速度

　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｉｎｆ；
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝－１；
　　ｅｎｄ
　　ｒａｎｄＰａｔｔｅｒｎ＝ｒａｎｄｐｅｒｍ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ％初始化，随机分配ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ个粒子为一类
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｒａｎｄＰａｔｔｅｒｎ（ｉ））．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｒａｎｄＰａｔｔｅｒｎ（ｉ））．ｄｉｓｔａｎｃｅ＝０；
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｒａｎｄＰａｔｔｅｒｎ（ｉ））．ｆｅａｔｕｒｅ；
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｉｎｄｅｘ＝ｉ；
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）．ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝１；
　　ｅｎｄ
　　ｃｏｕｎｔｅｒ＝０；％记录当前已经循环的次数
　　ｃｈａｎｇｅ＝１；
　　ｗｈｉｌｅ（ｃｏｕｎｔｅｒ＜ｉｔｅｒＮｕｍ＆＆ｃｈａｎｇｅ～＝０）
　　　　ｃｏｕｎｔｅｒ＝ｃｏｕｎｔｅｒ＋１；
　　　　ｃｈａｎｇｅ＝０；
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ％对所有样品重新归类
　　　　　　％计算第ｉ个模式到各个聚类中心的最小距离
　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝－１；
　　　　　　ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｉｎｆ；
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　 　ｔｅｍｐＤｉｓ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　 　　　　　　ｉｆ（ｄｉｓｔａｎｃｅ＞ｔｅｍｐＤｉｓ）
　　　　　　　　　ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｔｅｍｐＤｉｓ；
　　　　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝ｊ；
　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　％比较原中心号与新中心号
　　　　　　％相同：更新距离
　　　　　　％不同：１，新距离小，则归入新中心，更新距离，重新计算前后两个聚类中心模式
　　　　　　％２，新距离大于原距离，不处理
　　　　　　
　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｉｎｄｅｘ）％属于原类
　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｄｉｓｔａｎｃｅ；
　　　　　　ｅｌｓｅ％不属于原类
　　　　　　　ｏｌｄＩｎｄｅｘ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ；％记录原类号
　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉｎｄｅｘ；％归入新类
　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）．ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｄｉｓｔａｎｃｅ；
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　　　　　　　ｉｆ（ｏｌｄＩｎｄｅｘ～＝－１）
　　　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｏｌｄＩｎｄｅｘ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｏｌｄＩｎｄｅｘ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉｎｄｅｘ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　　　ｃｈａｎｇｅ＝１；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％计算目标函数
　　ＡｉｍＦｕｎｃ＝０；
　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　 ＡｉｍＦｕｎｃ＝ＡｉｍＦｕｎｃ＋ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ），

ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　ｅｎｄ
　　ＡｉｍＯｌｄ＝ＡｉｍＦｕｎｃ；
　　ｏｌｄＣｅｎｔｅｒ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ；
　　ｏｌｄＰａｔｔｅｒｎ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ；
　　Ｔｃ＝１；％当前退火次数
　　ｂｅｓｔＡｉｍ＝ＡｉｍＯｌｄ；％最优目标函数
　　ｂｅｓｔＰａｔｔｅｒｎ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ；
　　ＭａｒｋｏｖＬｅｎｇｔｈ＝１０００；
　　Ｔｂ＝０；％最优目标函数首次出现的退火次数
　　Ｔ＝ＡｉｍＦｕｎｃ；％初始化温度参数
　　ｓｔｒ＝（′Ｋ均值算法，最优目标函数值：′ｎｕｍ２ｓｔｒ（ｂｅｓｔＡｉｍ））；
　　ｄｉｓｐ（ｓｔｒ）；
　　ｗｈｉｌｅ（Ｔｃ＜＝Ｔｎ＆＆ｂｅｓｔＡｉｍ＞０．１）
　　　　ｆｏｒｉｎｎｅｒ＝１：ＭａｒｋｏｖＬｅｎｇｔｈ
　　　　　　％产生随机扰动
　　　　　　ｐ＝ｆｉｘ（ｒａｎｄｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）；
　　　　　　ｔ＝ｆｉｘ（ｒａｎｄ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１）＋１）；
　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＋ｔ＞ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）
　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＋ｔ－ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ；
　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　 ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ）．ｃａｔｅｇｏｒｙ＋ｔ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　％重新计算聚类中心
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　 ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　 ＡｉｍＦｕｎｃ＝０；
　　　　　　 ％计算目标函数
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　ＡｉｍＦｕｎｃ＝ＡｉｍＦｕｎｃ＋ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）．

ｃａｔｅｇｏｒｙ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　ｅｎｄ
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　　　　　　ｅ＝ＡｉｍＦｕｎｃ－ＡｉｍＯｌｄ；
　　　　　　％记录最优聚类
　　　　　　ｉｆ（ＡｉｍＦｕｎｃ＜ｂｅｓｔＡｉｍ）
　　　　　　　ｂｅｓｔＡｉｍ＝ＡｉｍＦｕｎｃ；
　　　　　　　ｂｅｓｔＰａｔｔｅｒｎ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ；
　　　　　　　Ｔｂ＝Ｔｃ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｉｆ（ｂｅｓｔＡｉｍ＝＝０）
　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　％判断是否接受新解
　　　　　　ｉｆ（ｅ＜０）
　　　　　　　ＡｉｍＯｌｄ＝ＡｉｍＦｕｎｃ；
　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　ｋ＝ｅｘｐ（－ｅ／Ｔ）；
　　　　　　　 ｉｆ（ｒａｎｄ＜ｅｘｐ（－ｅ／Ｔ））
　　　　　　　　　 ＡｉｍＯｌｄ＝ＡｉｍＦｕｎｃ；
　　　　　　　 ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ＝ｏｌｄＰａｔｔｅｒｎ；
　　　　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ＝ｏｌｄＣｅｎｔｅｒ；
　　　　　　　　　　
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　　　
　　　　ｅｎｄ
　　　　Ｔ＝ＴＴｓ；
　　　　ｉｆ（Ｔ＝＝０）
　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　ｅｎｄ；
　　　　Ｔｃ＝Ｔｃ＋１；
　　　　ｉｆ（Ｔｃ－Ｔｂ＞Ｔｎ／２）％连续Ｔｎ／２次退火无改变，结束退火
　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｓｔｒ＝（′已退火 ′ｎｕｍ２ｓｔｒ（Ｔｃ－１）′次；′′最优目标函数值：′ｎｕｍ２ｓｔｒ（ｂｅｓｔＡｉｍ））；
　　　　ｄｉｓｐ（ｓｔｒ）；
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ＝ｂｅｓｔＰａｔｔｅｒｎ；
　　ｅｎｄ
　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ＝ｂｅｓｔＰａｔｔｅｒｎ；
　　ｓｔｒ＝（′当前最优解出现时，已退火次数为：′ｎｕｍ２ｓｔｒ（Ｔｂ））；
　　ｍｓｇｂｏｘ（ｓｔｒ，′ｍｏｄａｌ′）；

７效果图

基于模拟退火思想的改进Ｋ均值聚类算法采用了 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，故成为全局寻优算法。
Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则及算法的优点是：中间解以一定的接受概率跳出局部极小，避免落入局部极小
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点的可能，然后在退火温度的控制下最终找到最优解。

如图９１６（ａ）所示，对待聚类样品进行聚类时，选择不同的距离类型，在输入对话框中输
入类中心数，Ｋ均值算法最大迭代次数，退火次数和降温速度，如图９１６（ｂ）所示，最终输出聚
类划分结果。如图９１６（ｃ）所示，最优解出现时的退火次数，如图９１６（ｄ）所示。如图９１６
（ｅ）所示为整个退火过程中输出的最优目标函数值，可以看出 Ｋ均值聚类的最终结果并不是
全局最优，经过逐次退火，最终在第１６次退火时找到全局最优解。

图９１６　基于模拟退火思想的改进Ｋ均值聚类算法效果图
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本章小结

本章介绍了两种基于试探的未知类别聚类算法，包括最临近规则的试探法和最大最小距

离算法，还介绍了五种层次聚类算法，包括最短距离法、最长距离法、中间距离法、重心法、类平

均距离法；介绍了两种动态聚类算法，Ｋ均值算法和迭代自组织的数据分析算法（ＩＳＯＤＡＴＡ），
最后介绍了模拟退火算法以及基于模拟退火思想的改进Ｋ均值算法。

习题９

１样品间的距离度量方式有哪些？
２简述基于试探的未知类别聚类算法。
３什么是层次聚类算法？它与基于试探的未知类别聚类算法有何异同？
４简述Ｋ均值算法的基本思想。
５叙述ＩＳＯＤＡＴＡ的计算步骤。
６简述模拟退火算法的基本原理。
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第１０章　模糊聚类分析

本章要点：

模糊集的基础概念

模糊集运算

模糊关系

模糊集在模式识别中的应用

基于模糊的聚类分析

１９６５年美国加利福尼亚州大学自动控制专家ＣＡＺａｄｅｈ教授首次发表“ＦｕｚｚｙＳｅｔｓ”的论
文，从此一门研究事物模糊性的新兴学科———模糊数学便应运而生。在信息科学、系统工程、

生物科学、社会科学、心理学、医学等方面都有广泛的应用。

模糊集理论是对传统集合理论的一种推广，在传统集合理论中，一个元素或者属于一个集

合，或者不属于一个集合；而对于模糊集来说，每一个元素都是以一定的程度属于某个集合，也

可以同时以不同的程度属于几个集合。精确性与模糊性相对立，是当今科学发展所面临的一

个十分突出的矛盾。各门学科迫切要求数字化、定量化，但科学的深入发展意味着研究对象的

复杂化，而复杂的东西又往往难以精确化，电子计算机的出现，可以在一定程度上解决了这个

矛盾，然而计算机的应用也更深刻地暴露了这个矛盾，原先的基于数学公式基础上的程序，要

求高度的精确，但机器所执行的日益繁杂的任务，往往无法实现高度的精确。当一个系统复杂

性增大时，其精确化的能力将降低。当达到一定的阈值限度时，复杂性和精确度将互相排斥。

因此，如何使用模糊信息进行处理，使计算机带有接近人类的智能，这对简化模式识别系统使

其更加实用可靠，无疑带有战略性的科研课题。

人对于客观事物的认识往往带有模糊性，例如，常说“年轻”、“老年”、“高矮”、“胖瘦”等

都是带有模糊性的语言，人类大都用这些模糊的词语来交流思想，互通信息，然后进行推理分

析、综合判断，最后作出决策。客观事物是有确定性的，而反映在人的认识上却带有模糊性，人

对于客观事物的识别往往只通过一些模糊信息的综合，便可以获得足够精确的定论，例如，从

远方走来一个人，如果对这个人比较熟悉，只要从来人的“高矮”、“胖瘦”、“穿戴特点”等模糊

信息，就可以判断“大概是ＸＸ”。模式识别这门学科的目的是把人类大脑的感觉、分析推理、
决策分类等能力用计算机来加以实现。因此，如何用模糊信息进行处理，使计算机接近人类的

智能，是当前非常重要的研究课题。

１０１　模糊集的基本概念

１隶属函数

集合可以表现概念，把具有某种属性的元素的全体叫做集合，把集合里的每个成员叫做这

个集合的元素。普通集合论中的元素对集合表现的是绝对隶属关系，例如，从一群人（Ｘ）中，
挑选出所有的男人来，构成子集ωＡ，任意讨论 ωＡ中的一个人 Ｘ，Ｘ与 ωＡ之间只有“属于”和



“不属于”两类关系，绝不能模棱两可。

但是如果要把这群人中的中年人找出来，构成子集ωＡ，如图１０１（ａ）所示。就不能对Ｘ中
的一个人Ｘ用“是”“否”来作出肯定回答，在“是”“否”中间容许有中间状态，提出隶属程度的
思想，用隶属函数来代替普通集合论中的特征函数，把这群中年人构成一个模糊子集 ωＡ，如
图１０１（ｂ）所示，用隶属函数μ来刻画每个人隶属于“中年人”的程度。

图１０１　子集ωＡ与模糊子集ωＡ之间的关系

隶属函数是表示一个对象Ｘ隶属于集合 ωＡ的程度的函数，通常记做 μωＡ（Ｘ），其自变量
范围是所有可能属于集合ωＡ的对象（即集合 ωＡ所在空间中的所有点），取值范围是［０，１］，
即０≤μωＡ（Ｘ）≤１。μωＡ（Ｘ）＝１表示向完全属于 ωＡ，相当于传统集合概念上的 Ｘ∈ωＡ；而
μωＡ（Ｘ）＝０表示Ｘ完全不属于集合ωＡ，相当于传统集合概念上的Ｘ ωＡ。

对每个元素指定一个对于ωＡ的隶属程度，４５岁的ａ隶属中年人的程度为１，４０岁的ｂ隶
属中年程度为０９，３５岁的ｃ隶属中年人的程度为０５，３０岁的ｄ隶属中年人的程度为０３，
２５岁的ｅ肯定不是中年人，隶属中年程度为０。

隶属度是模糊集合赖以建立的基石，要确定恰当的隶属函数并不容易，迄今仍无一个统一

标准的法则可以遵循。这需要对被描述的概念有足够的了解，一定的数学技巧，而且还包括心

理测量的进行与结果的运用。正如某一事件的发生与否有一定的不确定性（随机性）一样，某

一对象是否符合某一概念也有一定的不确定性（称之为模糊性）。

随机性是因果律的一种或缺，在那里事件本身具有明确的含义，只是由于条件不完全，使

得在条件与事件间不能出现决定性的因果关系。概率论的运用，得以从随机性中把握广义的

因果律———隶属规律。

模糊性则是排中律的一种或缺，在这里由于概念本身没有明确的外延，故而某一对象是否

符合这一概念的划分，就有不确定性，模糊数学正是从这一不确定性（模糊性）中确立的广义

的排中律———隶属规律。

隶属度的具体确定，往往包含着人脑的加工，包含着某一种心理过程，但心理过程也是物

质性的，心理物理学的大量实验已经表明：人由各种感觉获得心理量与外界刺激的物理量间，

保持着相当严格的关系，对心理测量结果的运用与修正，导致隶属度的正确建立。

在某些场合，隶属度可以用模糊统计的方法来确定。模糊统计实验，有四个要素：

① 论域Ｘ，如手写数字集合；
② Ｘ中的一个元素Ｘ０，如某一个手写的数字“２”；
③ Ｘ中的一个边界可变的普通集合ωＡ，如“写得像‘２’的手写数字”。ωＡ联系于一个模

糊集及相应的模糊概念。
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④ 条件ｓ，它联系着按模糊概念所进行的划分过程的全部主客观因素，它制约着 ωＡ边界
的改变。例如，不同的实验者对“该手写数字像不像数字‘２’”的理解。

模糊性产生的根本原因是：ｓ对按模糊概念所做的划分引起ωＡ的变异，它可能覆盖了Ｘ０，
也可不覆盖，这就导致 Ｘ０对 ωＡ的隶属关系不确定。例如，有的人认为该手写数字像“２”，有
的人认为不像。

模糊统计实验的基本要求是在每一次实验下，要对 Ｘ０是否属于 ωＡ做出一个确切的判
断，做Ｎ次实验，就可以算出Ｘ０对ωＡ的隶属频率：

Ｘ０对ωＡ的隶属频率＝
“Ｘ０∈ωＡ”的次数

Ｎ
其他隶属度函数确定的方法还有二元对比排序法、推理法、专家评分法等。

２模糊子集的定义

定义　设Ｘ＝｛Ｘ｝是一个集合，μωＡ（Ｘ）定义在Ｘ上，并且μωＡ（Ｘ）∈［０，１］，则给定论域Ｘ上

的一个模糊子集ωＡ，是指：对于任意Ｘ∈Ｘ，都确定了一个数μωＡ（Ｘ），称 μωＡ（Ｘ）为 Ｘ对 ωＡ的
隶属度。μ→μωＡ（Ｘ）叫做ωＡ的隶属函数。模糊子集完全由其隶属函数所刻画。当μωＡ（Ｘ）的
值域为｛０，１｝时，μωＡ蜕化为一个普通子集的特征函数，普通子集是模糊子集的特殊形态。参
见图１０１，在论域Ｘ中确定一个模糊子集ωＡ，它表示“中年人”这一模糊概念。即Ｘ＝｛ａ，ｂ，ｃ，
ｄ，ｅ｝，对于每一个元素，制定一个对于ωＡ的隶属程度：

ａ→１，ｂ→０９，ｃ→０５，ｄ→０３，ｅ→０
这样便确定了一个模糊子集ωＡ，它是“中年人”这一模糊概念在论域Ｘ上的表现。这里，Ｘ

由有限个元素组成，叫做有限论域。有限论域上的模糊子集，可以用向量来表示，“中年人”在

Ｘ上的模糊子集ωＡ，可以写成
ωＡ＝（１，０９，０５，０３，０）

也可以采用Ｚａｄｅｈ的记法：
ωＡ＝１／ａ＋０９／ｂ＋０５／ｃ＋０３／ｄ＋０／ｅ

或

ωＡ＝１／ａ＋０９／ｂ＋０５／ｃ＋０３／ｄ
在此不要误把上式右端当做分式求和。分母位置放置的是论域Ｘ中的元素，分子位置放置的
是相应元素的隶属度。当隶属度为０时，可以不放置此项。也可以采用另一种记法：

ωＡ＝｛（１，ａ），（０９，ｂ），（０５，ｃ），（０３，ｄ），（０，ｅ）｝
模糊子集是通过隶属函数来定义的。如果要问ωＡ究竟是由哪些元素组成的？那么我们

必须对隶属度取一定的阈值α，当选取α不同时，其模糊集的范围也不同。如上例中有
ωＡ１＝｛ａ｝，ωＡ０９＝｛ａ，ｂ｝　ωＡ０５＝｛ａ，ｂ，ｃ｝　ωＡ０３＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝　ωＡ０＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ｝

１０２　模糊集运算

１０２１　模糊子集运算

两个模糊子集间的运算，实际上就是逐点对隶属度做相应的运算。
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（１）两模糊子集的相等

设ωＡ，ωＢ均为Ｘ中的模糊集，若对Ｘ∈Ｘ均有μωＡ（Ｘ）＝μωＢ（Ｘ），则称ωＡ和ωＢ相等，即

ωＡ＝ωＢμωＡ（Ｘ）＝μωΒ（Ｘ） （１０１）

（２）包含

设ωＡ与ωＢ均为Ｘ中的模糊集，若对Ｘ∈Ｘ均有μωＡ（Ｘ）≤μωＢ（Ｘ），则称ωＢ包含ωＡ，即

ωＡωＢμωＡ（Ｘ）≤μωＢ（Ｘ） （１０２）

（３）空集

设ωＡ为Ｘ中的模糊集，若对Ｘ∈Ｘ均有μωＡ（Ｘ）＝０，则称ωＡ为空集，即

ωＡ＝μωＡ（Ｘ）＝０ （１０３）

（４）补集

设ωＡ，ωＡ为Ｘ中的模糊集，若对于Ｘ∈Ｘ均有 μωＡ（Ｘ）＝１－μωＡ（Ｘ），则称ωＡ为 ωＡ的补

集，即

ωＡμωＡ（Ｘ）＝１－μωＡ（Ｘ） （１０４）

（５）全集

设ωＡ为Ｘ中的模糊子集，若对于Ｘ∈Ｘ均有μωＡ（Ｘ）＝１，则称ωＡ为全集，记做Ω，即

ωＡ＝ΩμωＡ（Ｘ）＝１ （１０５）

（６）并集

设ωＡ，ωＢ，ωＣ均为Ｘ中的模糊集，若对于Ｘ∈Ｘ均有 μωＣ（Ｘ）＝ｍａｘ｛μωＡ（Ｘ），μωＢ（Ｘ）｝，

则称ωＣ为ωＡ与ωＢ的并集，即
ωＣ＝ωＡ∪ωＢμωＣ（Ｘ）＝ｍａｘ｛μωＡ（Ｘ），μωＢ（Ｘ）｝ （１０６）

（７）交集

设ωＡ，ωＢ，ωＣ均为Ｘ中的模糊集，若对于Ｘ∈Ｘ均有μωＣ（Ｘ）＝ｍｉｎ｛μωＡ（Ｘ），μωＢ（Ｘ）｝，则

称ωＣ为ωＡ与ωＢ的交集，即
ωＣ＝ωＡ∩ωＢμωＣ（Ｘ）＝ｍｉｎ｛μωＡ（Ｘ），μωＢ（Ｘ）｝ （１０７）

例：设有两个模糊集ωＡ，ωＢ，
ωＡ＝１０／ａ＋０９／ｂ＋０６／ｃ＋０２／ｄ＋０３／ｅ＋００／ｆ
ωＢ＝０９／ａ＋０８／ｂ＋０７／ｃ＋０３／ｄ＋０２／ｅ＋０１／ｆ

则

ωＡ＝００／ａ＋０１／ｂ＋０４／ｃ＋０８／ｄ＋０７／ｅ＋１０／ｆ

ωＢ＝０１／ａ＋０２／ｂ＋０３／ｃ＋０７／ｄ＋０８／ｅ＋０９／ｆ

ωＡ∩ωＢ＝０９／ａ＋０８／ｂ＋０６／ｃ＋０２／ｄ＋０２／ｅ＋００／ｆ

ωＡ∪ωＢ＝１０／ａ＋０９／ｂ＋０７／ｃ＋０３／ｄ＋０３／ｅ＋０１／ｆ
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１０２２　模糊集运算性质

在普通集合中成立的各种基本性质，一般的对于模糊集也都成立。但由于在模糊集中，一

般的互补律不成立，因而需要注意到虽然模糊集在包含关系上构成分配格，但并未构成布尔

格。各种基本性质如下：

ωＡωＡ（自反律） （１０８）
若ωＡωＢ，ωＢωＡ，则ωＡ＝ωＢ（反对称律） （１０９）
若ωＡωＢ，ωＢωＣ，则ωＡωＣ（传递律） （１０１０）

ωＡ∪ωＡ＝ωＡ
ωＡ∩ωＡ＝ω }

Ａ

（幂等律） （１０１１）

ωＡ∪ωＢ＝ωＢ∪ωＡ
ωＡ∩ωＢ＝ωＢ∩ω }

Ａ

（交换律） （１０１２）

（ωＡ∪ωＢ）∪ωＣ＝ωＡ∪（ωＢ∪ωＣ）

（ωＡ∩ωＢ）∩ωＣ＝ωＡ∩（ωＢ∩ωＣ }）（结合律） （１０１３）

（ωＡ∩ωＢ）∪ωＡ＝ωＡ
（ωＡ∪ωＢ）∩ωＡ＝ω }

Ａ

（吸收律） （１０１４）

ωＡ∪（ωＢ∩ωＣ）＝（ωＡ∪ωＢ）∩（ωＡ∪ωＣ）

ωＡ∩（ωＢ∪ωＣ）＝（ωＡ∩ωＢ）∪（ωＡ∩ωＣ }）（分配律） （１０１５）

ωＡ＝ωＡ　（双重否定律） （１０１６）

（ωＡ∪ωＢ）＝ωＡ∩ωＢ

（ωＡ∩ωＢ）＝ωＡ∪ω }
Ｂ

（德·摩根律） （１０１７）

ωＡ∪Ω＝Ω，ωＡ∩Ω＝ωＡ
ωＡ∪＝ωＡ，ωＡ∩＝ } （定常律） （１０１８）

一般地

ωＡ∪ωＡ≠Ω，ωＡ∩ωＡ≠　（互补律不成立） （１０１９）

１０３　模糊关系

本节中将介绍模糊关系的定义、建立及其运算。

１模糊矩阵

在现实生活中，我们常要考虑两个模糊集内各元素之间的关系，已知Ｕ、Ｖ是两论域，设 Ｕ
是样品甲的状态集，Ｖ是样品乙的状态集。若同时考虑甲、乙两个因素时，则其可能的状态集
是由Ｕ、Ｖ中任意搭配的元素对（ｕ，ｖ）构成。称为Ｕ与Ｖ的笛卡儿乘积集，记做

Ｕ×Ｖ＝｛（ｕ，ｖ）｜ｕＵ，ｖＶ｝ （１０２０）
笛卡儿乘积集是两集合元素间的无约束搭配。若对这种搭配加以一定的限制，便表现了 Ｕ、Ｖ
之间的某种特殊关系，称为Ｕ、Ｖ的模糊关系Ｒ。模糊关系Ｒ的隶属函数μＲ（Ｕ，Ｖ）叫做（Ｕ，Ｖ）
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具有关系Ｒ的程度，μＲ：Ｕ× →Ｖ ［０，１］，表示Ｕ、Ｖ具有关系Ｒ的程度。
若有一批样品共有Ｎ个，每个样品有ｎ个特征，则可把Ｘ看做一个ｎ维列行向量，该向量

Ｘ称为特征向量，样品ｉ记做

Ｘｉ＝

ｘｉ１
ｘｉ２


ｘ













ｉｎ

＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ）
Ｔ

如表１０１所示为原始资料矩阵

表１０１　原始资料矩阵

特征

样品　　　　　　　　
ｘ１ ｘ２ … ｘｋ … ｘｎ

Ｘ１ ｘ１１ ｘ１２ … ｘ１ｋ … ｘ１ｎ
Ｘ２ ｘ２１ ｘ２２ … ｘ２ｋ … ｘ２ｎ
… … … … … … …

Ｘｉ ｘｉ１ ｘｉ２ … ｘｉｋ … ｘｉｎ
… … … … … … …

Ｘｊ ｘｊ１ ｘｊ２ … ｘｊＫ … ｘｊｎ
      

ＸＮ ｘＮ１ ｘＮ２ … ｘＮｋ ｘＮｎ

样品ｉ与样品ｊ的之间的相似程度，ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｊ＝１，２，…，Ｎ，ｉ与 ｊ任意搭配，表示它们
之间的贴近程度，构成模糊关系Ｒ，此时模糊关系Ｒ可以用矩阵形式表示，即

Ｒ＝

ｒ１１ ｒ１２ … ｒ１Ｎ
ｒ２１ ｒ２２ … ｒ２Ｎ
   

ｒＮ１ ｒＮ２ … ｒ













ＮＮ

Ｒ＝（ｒｉｊ），其中ｒｉｊ＝μＲ（Ｘｉ，Ｘｊ）
显然有０≤ｒｉｊ≤１，（１≤ｉ，ｊ≤Ｎ），满足以上条件的矩阵称为模糊矩阵。特别地，当 ｒｉｊ∈｛０，

１｝，（１≤ｉ，ｊ≤Ｎ）时，矩阵Ｒ退化为布尔矩阵。布尔矩阵可以表达一种普通的关系。

２模糊关系的建立

模糊关系可以用于聚类分析，但对样品的聚类效果怎样？关键是选择合理的统计指标，即

被选中的指标应有明确的实际意义，有较强的分辨力和代表性。在统计指标确定后就可以按

照下面的内容进行分类。

① 把各代表点的统计指标的数据标准化，以便分析和比较。这一步也称正规化。为把标
准化数据压缩到（０，１）闭区间，可以用极值标准化公式：

ｘ＝
ｘ′－ｘ′ｍｉｎ
ｘ′ｍａｘ－ｘ′ｍｉｎ

（１０２１）

当ｘ′＝ｘ′ｍａｘ时，ｘ＝１；当ｘ′＝ｘ′ｍｉｎ时，ｘ＝０，否则取［０，１］之间。
② 算出被分类对象间具有此种关系的程度ｒｉｊ（最通常是Ｘｉ与Ｘｊ的相似程度），其中ｉ，ｊ＝
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１，２，…，Ｎ。Ｎ为对象个数。从而确定论域Ｘ上的模糊关系Ｒ。

３计算ｒｉｊ常用的方法

（１）欧氏距离法

ｒｉｊ＝１－
１
ｎ

ｎ

ｋ＝１
（ｘｉｋ－ｘｊｋ）槡

２ （１０２２）

式中，ｘｉｋ为第ｉ个样品第ｋ个特征的值，ｘｊｋ为第ｊ个样品的第ｋ个特征的值。

（２）数量积

ｒｉｊ＝
１，　　　 当ｉ＝ｊ


ｎ

ｋ＝１

ｘｉｋｘｊｋ
Ｍ ，当ｉ≠

{ ｊ
（１０２３）

式中，Ｍ为一适当选择的正数，满足Ｍ≥ｍａｘ
ｉｊ 

ｎ

ｋ＝１
ｘｉｋｘ( )ｊｋ

（３）相关系数

ｒｉｊ＝

ｎ

ｋ＝１
｜ｘｉｋ－ｘｋ｜｜ｘｊｋ－ｘｋ｜


ｎ

ｋ＝１
（ｘｉｋ－ｘｋ）槡

２ 
ｎ

ｋ＝１
（ｘｊｋ－ｘｋ）槡

２

　　其中ｘｋ ＝
１
Ｎ

Ｎ

ｐ＝１
ｘｐｋ （１０２４）

（４）指数相似系数

ｒｉｊ＝
１
ｎ

ｎ

ｋ＝１
ｅｘｐ ３

４
（ｘｉｋ－ｘｊｋ）

２

δ２( )
ｋ

　　其中δ２ｋ为适当选择的正数 （１０２５）

（５）非参数法

令ｘ′ｉｋ＝ｘｉｋ－ｘｋ
ｎ＋＝｛ｘ′ｉｍ·ｘ′ｊｍ｝中大于０的个数
ｎ－＝｛ｘ′ｉｍ·ｘ′ｊｍ｝中小于０的个数

ｒｉｊ＝
｜ｎ＋－ｎ－｜
ｎ＋＋ｎ－

（１０２６）

（６）最大最小法

ｒｉｊ＝

ｎ

ｋ＝１
ｍｉｎ（ｘｉｋ，ｘｊｋ）


ｎ

ｋ＝１
ｍａｘ（ｘｉｋ，ｘｊｋ）

（１０２７）

（７）算数平均法

ｒｉｊ＝

ｎ

ｋ＝１
ｍｉｎ（ｘｉｋ，ｘｊｋ）

１
２

ｎ

ｋ＝１
（ｘｉｋ＋ｘｊｋ）

（１０２８）

０８２ 模式识别与智能计算———ＭＡＴＬＡＢ技术实现（第３版）



（８）几何平均最小法

ｒｉｊ＝

ｎ

ｋ＝１
ｍｉｎ（ｘｉｋ，ｘｊｋ）


ｎ

ｋ＝１
（ｘｉｋ·ｘｊｋ槡 ）

（１０２９）

（９）绝对值指数法

ｒｉｊ＝ｅｘｐ（－
ｎ

ｋ＝１
｜ｘｉｋ－ｘｊｋ｜） （１０３０）

（１０）绝对值倒数法

ｒｉｊ＝

　　　１　　　，当ｉ＝ｊ
Ｍ


ｎ

ｋ＝１
｜ｘｉｋ－ｘｊｋ｜

，当ｉ≠{ ｊ （１０３１）

（１１）绝对值减数法

ｒｉｊ＝
　　　　　１　　　 ，当ｉ＝ｊ

１－Ｍ
ｎ

ｋ＝１
｜ｘｉｋ－ｘｊｋ｜，当ｉ≠

{ ｊ
　　其中Ｍ适当选取，使０≤ｒｉｊ≤１（１０３２）

（１２）主观评定法

以百分制打分，然后除以１００，得到［０，１］区间的一个数，也可多人打分求平均。
上述各种方法的优劣不能一概而论，模糊关系用于分类时，设计并选取建立模糊关系的方

法是很重要的。

４模糊矩阵的运算

（１）并、交、非运算的定义

定义　设以Ｆｎｍ表示全体ｎ行ｍ列的模糊矩阵，对任意Ｒ，Ｓ∈Ｆｎｍ，有Ｒ＝（ｒｉｊ），Ｓ＝（ｓｉｊ），

定义

Ｒ∪Ｓ＝（ｒｉｊ∨ｓｉｊ）
Ｒ∩Ｓ＝（ｒｉｊ∧ｓｉｊ）
珚Ｒ＝（１－ｒｉｊ）

分别为Ｒ与Ｓ的并、交、及Ｒ的余矩阵。
例：设

Ｒ＝
０５ ０３( )０４ ０８

　　　　Ｓ＝
０８ ０５( )０３ ０７

则 Ｒ∪Ｓ＝
０８ ０５( )０４ ０８

，Ｒ∩Ｓ＝
０５ ０３( )０３ ０７

，珚Ｒ＝
０５ ０７( )０６ ０２

如果ｒｉｊ＝ｓｉｊ对所有ｉ，ｊ成立，则称Ｒ＝Ｓ。
单位矩阵Ｉ：对角线上为１，其余为０的模糊矩阵；零矩阵：全部项为０的模糊矩阵，以０表
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示；全矩阵Ｅ：全部项均为１的模糊矩阵。
对任意Ｒ，Ｓ，Ｔ∈Ｆｎｍ，下列性质成立：
性质１　交换律。
性质２　结合律。
性质３　分配律。
性质４　等幂律。
性质５　吸收律。
性质６　０∪Ｒ＝Ｒ，０∩Ｒ＝０；Ｅ∪Ｒ＝Ｅ，Ｅ∩Ｒ＝Ｒ。
性质７　０ＲＥ。
如果对任意ｉ，ｊ均有ｒｉｊ≤ｓｉｊ，称矩阵Ｓ包含矩阵Ｒ，记做ＲＳ。
性质８　ＲＳＲ∪Ｓ＝ＳＲ∩Ｓ＝Ｒ。
性质９　若Ｒ１Ｓ１，Ｒ２Ｓ２，则有（Ｒ１∪Ｒ２）（Ｓ１∪Ｓ２），（Ｒ１∩Ｒ２）（Ｓ１∩Ｓ２）。
性质１０　ＲＳ珚Ｒ珔Ｓ。
对于任意λ∈［０，１］，记Ｒλ＝（λｉｊ），其中

λｉｊ＝
１，当ｒｉｊ≥λ
０，ｒｉｊ＜{ λ

称Ｒλ为Ｒ的λ截矩阵，它所对应的关系叫做Ｒ的截关系。截矩阵必是布尔矩阵。
性质１１　ＲＳＲλＳλ。
性质１２　（Ｒ∪Ｓ）λ＝Ｒλ∪Ｓλ　（此时不能推广到无限个矩阵的并集）

（Ｒ∩Ｓ）λ＝Ｒλ∩Ｓλ
（２）模糊关系的合成与模糊矩阵的合成

设Ｑ∈ＦＵ×Ｖ，Ｒ∈ＦＶ×Ｗ，称Ｑ对Ｒ的合成为Ｕ到Ｗ的一个模糊关系，它具有隶属度函数

μ（ＱＲ）（ｘ，ｚ）＝∨ｙ∈Ｖ（μＱ（ｘ，ｙ）∧μＲ（ｙ，ｚ））

设Ｑ＝（ｑｉｊ）ｎｍ，Ｒ＝（ｒｊｋ）ｍ１，定义Ｓ＝ＱＲ∈Ｆｎ１且有

Ｓｉｋ＝∨
ｍ

ｊ＝１
（ｑｉｊ∧ｒｊｋ）

式中，“∧”表示求最小值，“∨”表示求最大值。
称矩阵Ｑ对矩阵Ｒ的合成为矩阵Ｓ。Ｓ也叫做Ｑ对Ｒ的模糊积。

有上述定义可以得到以下结论：对于有限论域，由模糊矩阵乘积的定义，其运算过程与普通矩

阵乘法相同，只不过将实数加法改成求并集，实数乘法改成求交集而已。

例：若 Ｑ＝

０３ ０７ ０２
１ ０ ０４
０ ０５ １











０６ ０７ ０８

　Ｒ＝
０１ ０９
０９ ０１









０６ ０４
则有Ｓ＝ＱＲ＝

０７ ０３
０４ ０９
０６ ０４











０７ ０６

Ｓ１１ ＝（ｑ１１∧ｒ１１）∨（ｑ１２∧ｒ２１）∨（ｑ１３∧ｒ３１）
＝（０３∧０１）∨（０７∧０９）∨（０２∧０６）
＝０１∨０７∨０２
＝０７
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如此，等等。

性质１３　对模糊矩阵有
（ＱＲ）λ＝ＱλＲλ

性质１４　模糊乘法结合律
（ＱＲ）Ｓ＝Ｑ（ＲＳ）

推论：ＲｍＲｎ＝Ｒｍ＋ｎ

性质１５
（Ｑ∪Ｒ）Ｓ＝（ＱＳ）∪（ＲＳ）
Ｓ（Ｑ∪Ｒ）＝（ＳＱ）∪（ＳＲ）

性质１６　０Ｒ＝Ｒ０，ＩＲ＝ＲＩ＝Ｒ

（３）模糊关系的基本性质

我们把具有自反性、对称性、传递性的模糊关系称为等价模糊关系。

自反性：对于一个Ｘ×Ｘ中的模糊关系Ｒ，对所有Ｘ∈Ｘ，若μＲ（Ｘ，Ｘ）＝１成立，则称这种模
糊关系Ｒ具有自反性。

对称性：若对所有的（Ｘｉ，Ｘｊ）∈Ｘ×Ｘ均有μＲ（Ｘｉ，Ｘｊ）＝μＲ（Ｘｊ，Ｘｉ）成立，则称模糊关系Ｒ具
有对称性。

相似关系：我们把具有自反性和对称性的模糊关系称为相似关系。

一个Ｘ×Ｘ中的模糊关系Ｒ，如果矩阵μＲ（Ｘｉ，Ｘｊ）中的对角线元素均为１，则Ｒ具有自反性，
若主对角线对称的元素均相等，则Ｒ具有对称性。若满足Ｒ·ＲＲ，则Ｒ具有传递性，传递性
关系实质它包含着它与它自己的合成。

例如： Ｒ＝

１ ０９ ０６ ０３ ０３
０９ １ ０９ ０９ ０９
０６ ０９ １ ０３ ０３
０３ ０９ ０３ １ ０２















０３ ０９ ０３ ０２ １

Ｒ对角线为１，具有自反性；Ｒ关于对角线对称，具有对称性；ＲＲ＝Ｒ，满足传递性，所以，
Ｒ是一个等价矩阵。

１０４　模糊集在模式识别中的应用

模式识别实际上是一个分类问题，它是将一个未知模式指定为已知类别中的一种。利用

模糊子集理论可以归纳为：隶属原则识别法和择近原则识别法。在实际问题中还有另一种分

类问题，也就是我们可以利用模糊关系进行聚类分析。

１隶属原则识别法

在通常的模式识别中，所谓模式，总是有一个明确、清晰、肯定的样式，例如，识别手写数字

时，其模式就是印刷体的数字。根据隶属度最大的原则来分类是很自然的。这种直接由计算

样品的隶属度来判断其归属的方法，称做模式分类的隶属度原则，也叫做模糊模式分类的直接
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方法。

隶属度原则：设论域Ｘ中有Ｍ个模糊子集ω１，ｗ２，…，ωＭ，且对于每一个ωｉ都有隶属度函
数μωｉ（Ｘ），对任意Ｘ０∈Ｘ，若有

μωｉ（Ｘ０）＝ｍａｘ［μω１（Ｘ０），μω２（Ｘ０），…，μωＭ（Ｘ０）］ （１０３３）

则认为Ｘ０属于ωｉ，隶属原则是明显的，易于公认的，但其效果如何，却十分依赖于建立已知模
式类隶属函数的技巧。

２择近原则识别法

在实际的模式识别中，被识别的对象往往不是论域Ｘ中的一个确定的元素，而是Ｘ中的一
个子集。这时，所讨论的对象不是一个元素对集合的隶属程度，而是两个模糊子集间的贴近

程度。

设ωＡ，ωＢ是Ｘ上的两个模糊子集，则其间的贴近度定义为

ωＡ，ω( )Ｂ ＝
１
２［ωＡ·ωＢ＋（１－ωＡ⊙ｗＢ）］ （１０３４）

式中 ωＡ·ωＢ＝∨ｘ∈Ｅ ｗＡ（ｘ）∧ωＢ（ｘ( )）

ωＡ⊙ωＢ＝∧ｘ∈Ｅ ωＡ（ｘ）∨ωＢ（ｘ( )）

分别称为Ａ和Ｂ的内积和外积。
例如，Ｘ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ｝

ωＡ＝０６／ａ＋０８／ｂ＋１０／ｃ＋０８／ｄ＋０６／ｅ＋０４／ｆ
ωＢ＝０４／ａ＋０６／ｂ＋０８／ｃ＋１０／ｄ＋０８／ｅ＋０６／ｆ

则

ωＡ⊙ωＢ＝（０６∨０８）∧（０８∨０６）∧（１０∨０８）∧（０８∨１０）∧（０６∨０８）∧（０４∨０６）＝０６
ωＡ·ωＢ＝（０６∧０４）∨（０８∧０６）∨（１０∧０８）∨（０８∧１０）∨（０６∧０８）∨（０４∧０６）＝０８

ωＡ，ω( )Ｂ ＝
１
２［０８＋（１－０６）］＝０６

利用贴近度进行分类：

设Ｘ上ｎ个模糊子集ωＡ１，ωＡ２，…，ωＡｎ及另一个模糊子集ωＢ，若有１≤ｉ≤ｎ使

ωＢ，ωＡ( )ｉ ＝ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
ωＢ，ωＡ( )ｊ

则称ωＢ与ωＡｉ最接近，或者说ωＢ属于ωＡｊ类。
上式说明，要判别某一模糊子集ωＢ属于 ωＡ１，ωＡ２，…，ωＡｎ中的哪一类，则应首先计算 ωＢ

与ωＡ１，ωＡ２，…，ωＡｎ各类的贴近度，然后把ωＢ归入贴近度最大的那一类。

１０５　基于模糊的聚类分析

１理论基础

同时满足自反性、对称性、传递性的模糊关系是等价模糊关系，等价模糊关系可以用来进

行模式聚类。不具有等价关系的模糊关系不能用于聚类。为了得到模糊关系 Ｒ的模糊等价
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关系，可以用Ｒ自乘得到，即ＲＲ＝Ｒ２，Ｒ２Ｒ２＝Ｒ４…，一直到Ｒ２ｋ＝Ｒｋ，至此，Ｒｋ便是一模糊等
价关系。此方法是由“传递闭包”而来的，此处不作证明。

例：设论域Ｘ＝｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ５｝
给定模糊关系矩阵：

Ｒ＝

１ ０４８ ０６２ ０４１ ０４７
０４８ １ ０４８ ０４１ ０４７
０６２ ０４８ １ ０４１ ０４７
０４１ ０４１ ０４１ １ ０４１















０４７ ０４７ ０４７ ０４１ １

显然Ｒ是自反的和对称的。验证可得ＲＲ＝Ｒ２＝Ｒ，故Ｒ是一个模糊等价关系。现根据
不同的λ分类：

① ０６２＜λ≤１时，

Ｒλ＝

１ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０















０ ０ ０ ０ １

，此时共分五类，每个元素一类，这是“最细分类”。

② ０４８＜λ≤０６２时，

Ｒλ＝

１ ０ １ ０ ０
０ １ ０ ０ ０
１ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０















０ ０ ０ ０ １

，此时分四类：｛ｘ１，ｘ３｝，｛ｘ２｝，｛ｘ４｝，｛ｘ５｝

③ 当０４７＜λ≤０４８时，

Ｒλ＝

１ １ １ ０ ０
１ １ １ ０ ０
１ １ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０















０ ０ ０ ０ １

，此时分三类：｛ｘ１，ｘ２，ｘ３｝，｛ｘ４｝，｛ｘ５｝

④ 当０４１＜λ≤０４７时，

Ｒλ＝

１ １ １ ０ １
１ １ １ ０ １
１ １ １ ０ １
０ ０ ０ １ ０















１ １ １ ０ １

，此时分两类：｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ５｝，｛ｘ４｝

⑤ ０＜λ≤０４１时，全部元素分为一类。

２实现步骤

①在左视图建立数据源（手写、标准数字按钮，打开位图文件），如图１０２所示，调用
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ＧｅｔＦｅａｔｕｒｅ（）函数，获得所有样品特征。

图１０２　源图像

图１０３　选择距离模式

　　② 选择“模糊聚类”菜单，弹出“模糊距离选择”对话
框，如图１０３所示，从对话框中用户选择距离模式（欧氏距
离、数量积、相关系数、最大最小法、算数平均法、几何平均

最小法）。

③ 选择不同的聚类计算公式，程序会给出选定距离模
式下的模糊矩阵。计算选定距离模式下的模糊矩阵，如

图１０４所示。
调用ＧｅｔＦｕｚｚｙＤｉｓｔａｎｃｅ（）函数，得到样品之间的模糊距

离，生成初始模糊矩阵。调用ＧｅｔＦｕｚｚｙＩｎｔｅｒｇｒａｌ（）函数，得到
模糊矩阵中的模糊积。

④ 从对话框输入阈值，如图１０５所示。

图１０４　输出在选定距离模式下的模糊矩阵

⑤ 在原来的模糊矩阵中，模糊系数大于给定阈值的将被置成１，小于阈值的将被置成０，
就会得到根据阈值聚类的模糊矩阵对照表，如图１０６所示。
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图１０５　输入聚类模糊系数阈值

⑥ 将等价矩阵中每行为１的系数所对应的列归为同一类，输出聚类结果，如图１０７所示。

图１０６　输出聚类前后模糊矩阵对照表 图１０７　模糊聚类效果

３编程代码

函数调用关系：

　　　　［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＦｕｚｚｙＣｌｕｓｔｅｒ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）／／


用模糊聚类方法对全体样品进行分类

［ｒｅｓｕｌｔ］＝ＧｅｔＦｕｚｚｙＤｉｓｔａｎｃｅ（ｐ１，ｐ２，ｄｉｓＴｙｐｅ，ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）／／计算两个样品ｐ１，
ｐ２的模糊距离，距离模式由参数ｄｉｓＴｙｐｅ

→





给出

［ｒｅｓｕｌｔ］＝ＧｅｔＦｕｚｚｙＩｎｔｅｇｒａｌ（ｄｉｓ，ｉ，ｊ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）／／返回模糊距离矩阵ｄｉｓ中第ｉ行第ｊ→
列的模糊积

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＦｕｚｚｙＣｌｕｓｔｅｒ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照模糊聚类法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＦｕｚｚｙＣｌｕｓｔｅｒ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＦｕｚｚｙＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　ｄｉｓ＝ｚｅｒｏｓ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；％模糊系数矩阵
　　ｔｅｍｐＤｉｓ＝ｚｅｒｏｓ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
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　　％得到初始模糊距离
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　ｄｉｓ（ｉ，ｊ）＝ＧｅｔＦｕｚｚｙＤｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ，ｄｉｓＴｙｐｅ，ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％构造等价类
　　ｆｌａｇ＝ｔｒｕｅ；

　　ｗｈｉｌｅ（ｆｌａｇ）
　　　　ｆｌａｇ＝ｆａｌｓｅ；
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　ｉｆ（ｉ＝＝ｊ）％对角线为１
　　　　　　　　 ｔｅｍｐＤｉｓ（ｉ，ｊ）＝１；
　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　ｔｅｍｐＤｉｓ（ｉ，ｊ）＝ＧｅｔＦｕｚｚｙＩｎｔｅｇｒａｌ（ｄｉｓ，ｉ，ｊ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

ｉｆ（（ｔｅｍｐＤｉｓ（ｉ，ｊ）－ｄｉｓ（ｉ，ｊ））^２＞００００００１）
ｆｌａｇ＝ｔｒｕｅ；
ｂｒｅａｋ；

　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｉｆ（ｆｌａｇ）
　　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　　　
　　　ｄｉｓ＝ｔｅｍｐＤｉｓ；
　　ｅｎｄ

　　％显示模糊系数矩阵
　　ｎｕｍ＝ｚｅｒｏｓ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１
　　　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１
　　　　　　　　ｉｆ（ｉ＝＝１＆＆ｊ～＝１）
　　　　　　　　　　ｎｕｍ（ｉ，ｊ）＝ｊ－１；
　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｉ＝＝１＆＆ｊ＝＝１）
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　　　　　　　　　　ｎｕｍ（ｉ，ｊ）＝０；
　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｊ＝＝１）

ｎｕｍ（ｉ，ｊ）＝ｉ－１；
　　　　　ｅｌｓｅ

ｎｕｍ（ｉ，ｊ）＝ｄｉｓ（ｉ－１，ｊ－１）；
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　ｅｎｄ
％当样品个数小于１６个时，显示模糊系数矩阵
ｉｆ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＜１６）
ａ＝［（９８０－６０ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）／２，６５０－３０ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，６５ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，３０ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ］；
ｈ＝ｆｉｇｕｒｅ（′Ｐｏｓｉｔｉｏｎ′，ａ，′Ｎａｍｅ′，′模糊系数矩阵 ′）；
ｆｉｇｕｒｅ（ｈ）；

　　ａｘｅｓ（′ＸＴｉｃｋ′，［］，′ＹＴｉｃｋ′，［］，′Ｕｎｉｔｓ′，′ｐｉｘｅｌｓ′，′ＸＣｏｌｏｒ′，［１１１］，′ＹＣｏｌｏｒ′，［１１１］，′Ｐｏｓｉｔｉｏｎ′，
［０，０，ａ（３），ａ（４）］）；

　　　　 ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１
　　　　 　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１

ｉｆ（ｉ～＝１｜｜ｊ～＝１）
ｔｅｘｔ（６０（ｊ－１）＋１０，ａ（４）－２０ｉ，ｎｕｍ２ｓｔｒ（ｎｕｍ（ｉ，ｊ）），′Ｕｎｉｔｓ′，′ｐｉｘｅｌｓ′）；

　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　ｔｅｘｔ（６０（ｊ－１）＋１０，ａ（４）－２０ｉ，′行／列 ′，′Ｕｎｉｔｓ′，′ｐｉｘｅｌｓ′）；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　 ｅｎｄ
　ｅｎｄ
　ｐｏｉｎｔｅｒ＝１；
　 ｘｉＳｈｕ＝－ｏｎｅｓ（１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　 ％记录模糊系数矩阵中不同的系数
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

ｆｏｒｊ＝ｉ：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
ｄｏｎｅ＝ｆａｌｓｅ；
ｆｏｒｋ＝１：ｐｏｉｎｔｅｒ
ｄ＝（ｘｉＳｈｕ（１，ｋ）－ｄｉｓ（ｉ，ｊ））^２；
ｉｆ（（ｘｉＳｈｕ（１，ｋ）－ｄｉｓ（ｉ，ｊ））^２＜０００００００１）　
ｄｏｎｅ＝ｔｒｕｅ；
ｂｒｅａｋ；

　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ

ｉｆ（～ｄｏｎｅ）
ｘｉＳｈｕ（１，ｐｏｉｎｔｅｒ）＝ｄｉｓ（ｉ，ｊ）；
ｐｏｉｎｔｅｒ＝ｐｏｉｎｔｅｒ＋１；

　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
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　　　ｅｎｄ
　　　
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｉｎｔｅｒ－１％对阈值由小到大排序
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐｏｉｎｔｅｒ－ｉ－１
　　　　　　ｉｆ（ｘｉＳｈｕ（１，ｊ）＞ｘｉＳｈｕ（１，ｊ＋１））
　　　　　　　　ｔｅｍｐ＝ｘｉＳｈｕ（１，ｊ）；
　　　　　　　　ｘｉＳｈｕ（１，ｊ）＝ｘｉＳｈｕ（１，ｊ＋１）；
　　　　　　　　ｘｉＳｈｕ（１，ｊ＋１）＝ｔｅｍｐ；　
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｓｔｒ１＝［′当前阈值 ′］；
　　ｓｔｒ３＝［′输入阈值（模糊系数大于该阈值的样品将被归为同类）′］；
　　ｓｔｒ２＝′′；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｉｎｔｅｒ－１
　　　　ｓｔｒ２＝［ｓｔｒ２ｎｕｍ２ｓｔｒ（ｘｉＳｈｕ（１，ｉ））′；　′］；
　　ｅｎｄ
　　ｓｈｏｗ＝ｃｈａｒ（ｓｔｒ１，ｓｔｒ２，ｓｔｒ３）；
　　Ｔ＝ｉｎｐｕｔｄｌｇ（ｓｈｏｗ，′输入阈值对话框 ′）；
　　Ｔ＝ｓｔｒ２ｎｕｍ（Ｔ｛１，１｝）；
　　
　　％根据阈值输出聚类结果
　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｚｅｒｏｓ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝０；
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　ｉｆ（ｄｉｓ（ｉ，ｊ）＞Ｔ）
　　　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ（ｉ，ｊ）＝１；
　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ（ｉ，ｊ）＝０；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝０；
　　
　　％显示模糊聚类结果
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１

ｉｆ（ｉ＝＝１＆＆ｊ～＝１）
ｎｕｍ（ｉ，ｊ）＝ｊ－１；

　　　　　　　 ｅｌｓｅｉｆ（ｉ＝＝１＆＆ｊ＝＝１）
　　　　　　　　　　ｎｕｍ（ｉ，ｊ）＝０；
　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｊ＝＝１）
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ｎｕｍ（ｉ，ｊ）＝ｉ－１；
　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　 ｎｕｍ（ｉ，ｊ）＝ｒｅｓｕｌｔ（ｉ－１，ｊ－１）；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％当样品个数小于１６个时，显示模糊系数矩阵对照表
　　ｉｆ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＜１６）

ｓｅｔ（ｈ，′Ｎａｍｅ′，′每行中“１”对应的列为同一类 ′，′Ｐｏｓｉｔｉｏｎ′，［ａ（１），ａ（２），ａ（３）／２，
ａ（４）］）；
ａｘｅｓ（′ＸＴｉｃｋ′，［］，′ＹＴｉｃｋ′，［］，′Ｕｎｉｔｓ′，′ｐｉｘｅｌｓ′，′ＸＣｏｌｏｒ′，［１１１］，′ＹＣｏｌｏｒ′，［１１１］，′Ｐｏｓｉｔｉｏｎ′，
［０，０，ａ（３）／２，ａ（４）］）；

　　　　 ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１
　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１

ｉｆ（ｉ～＝１｜｜ｊ～＝１）
ｔｅｘｔ（３０ （ｊ－１）＋１０，ａ（４）－２０ ｉ，ｎｕｍ２ｓｔｒ（ｎｕｍ（ｉ，ｊ）），′
Ｕｎｉｔｓ′，′ｐｉｘｅｌｓ′）；

　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　ｔｅｘｔ（３０（ｊ－１）＋１０，ａ（４）－２０ｉ，′行／列 ′，′Ｕｎｉｔｓ′，′ｐｉｘｅｌｓ′）；
　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　 ｅｎｄ

ｓｅｔ（ｈ，′ＷｉｎｄｏｗＳｔｙｌｅ′，′ｍｏｄａｌ′）；
　　ｅｎｄ
　　
　　％按照阈值分类
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

ｆｏｒｊ＝ｉ：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
ｉｆ（ｒｅｓｕｌｔ（ｉ，ｊ）＝＝１）
ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ～＝０）
ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ；

　　　　 　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｃａｔｅｇｏｒｙ～＝０）
ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｃａｔｅｇｏｒｙ；

　　　　 　　ｅｌｓｅ
ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＋１；
ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ；
ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ；

　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　ｅｎｄ
％
％函数名称：ＧｅｔＦｕｚｚｙＤｉｓｔａｎｃｅ（ｐ１，ｐ２，ｄｉｓＴｙｐｅ，ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
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％参数：　　　　　ｐ１：　样品１序号
％ ｐ２：　　 样品２序号
％ ｄｉｓＴｙｐｅ：　　　　　　距离模式　１：欧氏距离；２：数量积；
％ ３：相关系数；４：最大最小法
％ ５：算数平均法；６：几何平均最小法
％　　　 　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％ ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数量
％返回值： ｒｅｓｕｌｔ：距离　
％函数功能：计算样品１和样品２间的模糊距离，距离模式由参数ｄｉｓＴｙｐｅ给定
％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｒｅｓｕｌｔ］＝ＧｅｔＦｕｚｚｙＤｉｓｔａｎｃｅ（ｐ１，ｐ２，ｄｉｓＴｙｐｅ，ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
ｒｅｓｕｌｔ＝０；
ｇｌｏｂａｌＮｗｉｄｔｈ；
ｓｗｉｔｃｈ（ｄｉｓＴｙｐｅ）
ｃａｓｅ１％欧氏距离

ｍａｘ＝０；
ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ－１
ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
ｔｅｍｐＤｉｓ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），１）；
ｉｆ（ｍａｘ＜ｔｅｍｐＤｉｓ）
ｍａｘ＝ｔｅｍｐＤｉｓ；
ｒｅｓｕｌｔ＝（ｍａｘ－ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２），１））／ｍａｘ；

　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｃａｓｅ２％数量积

ｍａｘ＝０；
ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ－１
ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
ｔｅｍｐ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ（：）′ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ（：）；
ｉｆ（ｍａｘ＜ｔｅｍｐ）
ｍａｘ＝ｔｅｍｐ；

　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｅｎｄ
　　　　　ｔｅｍｐ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（：）′ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：）；

ｒｅｓｕｌｔ＝ｔｅｍｐ／ｍａｘ；
　　　　ｃａｓｅ３％相关系数
　　　　　　ａｐ１＝０；
　　　　　　ａｐ２＝０；
　　　　　　ａｐ１＝ｍｅａｎ（ｍｅａｎ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ））；
　　　　　　ａｐ２＝ｍｅａｎ（ｍｅａｎ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ））；
　　　　　　ａｐ１＝ａｐ１ｏｎｅｓ（ＮｗｉｄｔｈＮｗｉｄｔｈ，１）；
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　　　　　　ａｐ２＝ａｐ２ｏｎｅｓ（ＮｗｉｄｔｈＮｗｉｄｔｈ，１）；
　　　　　　ａ＝（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（：）－ａｐ１）′（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：）－ａｐ２）；
　　　　　　ｂ１＝（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（：）－ａｐ１）′（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２１）ｆｅａｔｕｒｅ（：）－ａｐ１）；
　　　　　　ｂ２＝（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：）－ａｐ２）′（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（：）－ａｐ２）；
　　　　　　ｉｆ（ｂ２ｂ１～＝０）
　　　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝ａ／ｓｑｒｔ（ｂ１ｂ２）；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｃａｓｅ４％最大最小法
　　　　　　ｍｉｎ＝０；
　　　　　　ｍａｘ＝０；
　　　　　　ｆｏｒｍ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　ｆｏｒｎ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）＜ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ））
　　　　　　　　　　　　ｍｉｎ＝ｍｉｎ＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）；

ｍａｘ＝ｍａｘ＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）；
　　　　　　　　　ｅｌｓｅ

ｍｉｎ＝ｍｉｎ＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）；
ｍａｘ＝ｍａｘ＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）；

　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　 ｉｆ（ｍａｘ～＝０）
　　　　　　 ｒｅｓｕｌｔ＝ｍｉｎ／ｍａｘ；
　　　　　 ｅｎｄ
　　　　 ｃａｓｅ５％算数平均法
　　　　　　　 ｍｉｎ＝０；
　　　　　　　　ｍａｘ＝０；
　　　　　　　　ｆｏｒｍ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　　　ｆｏｒｎ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）＜ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ））
　　　　　　　　　　　　ｍｉｎ＝ｍｉｎ＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）；
　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　　ｍｉｎ＝ｍｉｎ＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）；
　　　　　　　　　　ｅｎｄ

ｍａｘ＝ｍａｘ＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｉｆ（ｍａｘ～＝０）
　　　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝２ｍｉｎ／ｍａｘ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｃａｓｅ６％几何平均最小法
　　　　　　ｍｉｎ＝０；
　　　　　　ｍａｘ＝０；
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　　　　　　ｆｏｒｍ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　ｆｏｒｎ＝１：Ｎｗｉｄｔｈ
　　　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）＜ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ））
　　　　　　　　　　　　ｍｉｎ＝ｍｉｎ＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）；
　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　　　ｍｉｎ＝ｍｉｎ＋ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）；
　　　　　　　　　　ｅｎｄ

ｍａｘ＝ｍａｘ＋ｓｑｒｔ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ１）ｆｅａｔｕｒｅ（ｍ，ｎ）ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｐ２）ｆｅａｔｕｒｅ
（ｍ，ｎ））；

　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｉｆ（ｍａｘ～＝０）
　　　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｍｉｎ／ｍａｘ；
　　　　　　ｅｎｄ　　
　　ｅｎｄ
％
％函数名称：　　　　ＧｅｔＦｕｚｚｙＩｎｔｅｇｒａｌ（）
％参数： ｄｉｓ：　 模糊距离数组
％ ｉ：　 数组的第ｉ行
％ ｊ：　 数组的第ｊ列
％ ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样本数量
％返回值： ｒｅｓｕｌｔ：模糊积　　　
％函数功能： 返回模糊距离数组中第ｉ行第ｊ列的模糊积
％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｒｅｓｕｌｔ］＝ＧｅｔＦｕｚｚｙＩｎｔｅｇｒａｌ（ｄｉｓ，ｉ，ｊ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｒｅｓｕｌｔ＝０；
　　ｆｏｒｔ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｉｆ（ｄｉｓ（ｉ，ｔ）＜ｄｉｓ（ｔ，ｊ））
　　　　　　ｔｄ＝ｄｉｓ（ｉ，ｔ）；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　ｔｄ＝ｄｉｓ（ｔ，ｊ）；
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｉｆ（ｒｅｓｕｌｔ＜ｔｄ）
　　　　　　ｒｅｓｕｌｔ＝ｔｄ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

４效果图

（１）在选择阈值恰当情况下的聚类效果

在左视图建立数据源（手写、标准数字按钮、打开文件），如图１０８（ａ）所示，选择“模糊聚类”
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菜单，弹出“模糊距离选择”对话框，如图１０８（ｂ）所示，读者选择不同的聚类计算公式，然后程
序会给出选定距离模式下的模糊矩阵，如图１０８（ｃ）所示。根据模糊矩阵选取分类阈值，如
图１０８（ｄ）所示，就会得到根据阈值聚类的模糊矩阵对照表。在原来的模糊矩阵中，模糊系数大

图１０８　正确聚类的阈值和结果
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于给定阈值的将被置成１，小于阈值的将被置成０，如图１０８（ｅ）所示。可以看到选择不同的
分类阈值，会得到不同的聚类结果，如图１０８（ｆ）所示。不同的聚类计算公式会产生不同的阈
值，而阈值的正确选择，都能得到正确的聚类结果。将等价矩阵中每行为１的系数所对应的列
归为同一类，输出聚类结果。

图１０８列举了应用欧氏距离（读者可以选择不同的距离计算公式）进行模糊聚类的效果图。

（２）在选择阈值过小情况下的聚类效果

当用户给定的阈值过小时，如图１０９（ａ）所示，则会减少分类数目，根据如图１０９（ｂ）所
示的模糊矩阵对照表，将不同的样品归入同一类，如图１０９（ｃ）所示。

图１０９　阈值过小时的聚类结果

（３）在选择阈值过大情况下的聚类效果

如果用户给定的阈值过大，如图１０１０（ａ）所示，则会增大聚类数目，根据如图１０１０（ｂ）
所示的模糊矩阵对照表，将本来属于同一类的样品分到不同的类中，如图１０１０（ｃ）所示。

（４）应用于图形情况下的聚类效果

模糊聚类法同样能应用于图形的聚类中，如图１０１１（ａ）所示。选择一种距离模式如
图１０１１（ｂ）所示，根据该距离模式产生如图 １０１１（ｃ）所示的模糊矩阵，给定阈值，如
图１０１１（ｄ）所示。输出聚类前后的模糊矩阵对照表，如图１０１１（ｅ）所示，输出模糊聚类的
结果，如图１０１１（ｆ）所示。由图可见，模糊聚类法效果令人满意。
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图１０１０　阈值过大时的聚类结果

图１０１１　模糊聚类应用于图形聚类
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图１０１１　模糊聚类应用于图形聚类（续）

本章小结

本章介绍了模糊集的基本概念，包括隶属函数和模糊子集的定义，介绍了模糊集运算及其

性质，还介绍了模糊关系及模糊集在模式识别中的应用，详细介绍了模糊集理论应用于聚类问

题的方法和步骤。

习题１０

１模糊集合与普通集合有什么区别？
２什么是隶属度函数？它和模糊子集有什么关系？
３叙述模糊集运算的性质。
４如何将一个普通模糊矩阵转化成等价矩阵？
５叙述将模糊集理论应用于聚类问题的步骤。
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书书书

第１１章　禁忌搜索算法聚类分析

１１１　禁忌搜索算法的基本原理

工程领域内存在大量的优化问题，对于优化算法的研究一直是计算机领域内的一个热点

问题。优化算法主要分为全局优化算法和局部邻域搜索算法。全局优化算法不依赖问题的性

质，按一定规则搜索解空间，直到搜索到近似最优解或最优解，属于智能随机算法，其代表有遗

传算法、模拟退火算法、粒子群算法等。

局部邻域搜索是基于贪婪思想持续地在当前解的邻域中进行搜索，通常可描述为：从一个

初始解出发，利用邻域函数持续地在当前解的邻域中搜索比它好的解，若能够找到如此的解，

就以其成为新的当前解，然后重复上述过程；否则结束搜索过程，并以当前解作为最终解。局

部搜索算法性能依赖于邻域结构和初始解，若邻域函数设计不当或初值选取不合适，则算法最

终的性能会很差。局部邻域搜索算法依赖对问题性质的认识，易陷入局部极小而无法保证全

局优化性，但是该算法属于启发式搜索，容易理解，通用且易实现。同时，贪婪思想无疑将使算

法丧失全局优化能力，也即算法在搜索过程中无法避免陷入局部极小。因此，若不在搜索策略

上进行改进，实现全局优化，局部搜索算法采用的邻域函数必须是“完全的”，即邻域函数将导

致解的完全枚举。而这在大多数情况下无法实现，且穷举的方法对于大规模问题在搜索时间

上是不允许的。为了实现全局优化，可尝试的途径有：扩大邻域搜索结构、多点并行搜索，如进

化计算、变结构邻域搜索（Ｍｌａｄｅｎｏｖｉｃｅｔａｚ，２９９７）等。
禁忌搜索（ＴａｂｕＳｅａｒｅｈ或ＴａｂｏｏＳｅａｒｅｈ，ＴＳ）算法是对局部邻域搜索的一种扩展，搜索过程

中采用禁忌准则，即不考虑处于禁忌状态的解，标记对应己搜索的局部最优解的一些对象，在

进一步的迭代搜索中尽量避开这些对象（而不是绝对禁止循环），避免迂回搜索，从而保证对

不同的有效搜索途径的探索，是一种局部极小突跳的全局逐步寻优算法。最早由 Ｇｌｏｖｅｒ
（１９８６）提出。ＴＳ算法是对人类智力过程的一种模拟，人工智能的一种体现。ＴＳ算法在函数
全局优化，组合优化、生产调度、机器学习等领域取得了很大的成功。

１禁忌搜索算法基本原理

禁忌搜索算法的基本思想是：给定一个初始解（随机的），作为当前最优解，给定一个状态

“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”，作为全局最优解。给定初始解的一个邻域，然后在此初始解的邻域中确定若干
解作为算法的候选解；利用适配值函数评价这些候选解，选出最佳候选解；若最佳候选解所对

应的目标值优于“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”状态，则忽视它的禁忌特性，并且用这个最佳候选解替代当前解
和“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”状态，并将相应的解加入到禁忌表中，同时修改禁忌表中各个解的任期；若候选
解达不到以上条件，则在候选解里面选择非禁忌的最佳状态作为新的当前解，并且不管它与当

前解的优劣，将相应的解加入到禁忌表中，同时修改禁忌表中各对象的任期；最后，重复上述搜

索过程，直至满足停止准则。



简单的禁忌搜索算法是在邻域搜索的基础上，通过引入一个灵活的存储结构和相应的禁

忌准则来避免迂回搜索，存储结构存放禁忌表，记录已经历的一些禁忌操作，并利用藐视准则

来奖励赦免一些被禁忌的优良状态，进而保证多样化的有效探索以最终实现全局优化。

简单禁忌搜索的算法步骤可描述如下：

（１）给定算法参数，包括候选解（ｃａｎｄｉｄａｔｅ）的选取个数，禁忌表长度（ｔａｂｕｌｅｎｇｔｈ）等。
（２）随机产生初始解ｘ，置禁忌表为空。
（３）判断算法终止条件是否满足，若是，则结束算法并输出优化结果；否则，继续以下

步骤。

（４）利用当前解的邻域函数产生其所有（或若干）邻域解，并从中确定若干候选解。
（５）对候选解判断藐视准则是否满足，若成立，则用满足藐视准则的最佳状态ｙ替代ｘ成

为新的当前解，并用与ｙ对应的禁忌对象替换最早进入禁忌表的禁忌对象，同时用ｙ替换“ｂｅｓｔ
ｓｏｆａｒ”状态，然后转步骤（７）；否则，继续以下步骤。

（６）判断候选解对应的各对象的禁忌属性，选择候选解集中非禁忌对象对应的最佳状态
为新的当前解，同时用与之对应的禁忌对象替换最早进入禁忌表的禁忌对象元素。

（７）转步骤（３）。
算该法可用图１１１所示的流程图更为直观地描述。

图１１１　禁忌搜索算法基本流程
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需要指出的是，上述算法仅是一种简单的禁忌搜索框架，邻域函数、禁忌对象、禁忌表和藐

视准则，构成了禁忌搜索算法的关键。对各关键环节复杂和多样化的设计则可构造出各种禁

忌搜索算法。

２禁忌搜索算法的优缺点

由于禁忌搜索算法具有灵活的记忆功能和藐视准则，并且在搜索过程中可以接受劣解，所以

具有较强的“爬山”能力，搜索时能够跳出局部最优解，转向解空间的其他区域，从而增加获得更

好的全局最优解的概率，所以禁忌搜索算法是一种局部搜索能力很强的全局迭代寻优算法。

区别于传统的优化算法，禁忌搜索算法的主要特点是搜索过程中可以接受劣解，因此具有

较强的“爬山”能力，新解不是在当前解的邻域中随机产生，而是优于“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”的解，或是非
禁忌的最佳解，因此选取优良解的概率远远大于其他解。

迄今为止，尽管禁忌搜索算法在许多领域得到了成功应用。禁忌搜索也有明显不足，对初

始解的依赖性较强，好的初始解有助于搜索很快达到最优解，而较坏的初始解往往会使搜索很

难或不能达到最优解，因此有先验知识指导下的初始解更容易让算法找到最优解。并且迭代

搜索过程是串行的，仅是单一状态的移动，而非并行搜索。

１１２　禁忌搜索的关键参数和相关操作

这里主要从实现技术上介绍禁忌搜索算法最基本的操作和参数的常用设计原则和方法，

包括适配值函数、邻域函数、禁忌表和禁忌对象的设置、禁忌长度、候选解集、藐视准则、禁忌频

率和终止准则等。

１适配值函数

类似于遗传算法，禁忌搜索的适配值函数也是用于对搜索状态的评价，进而结合禁忌准则

和藐视准则来选取新的当前状态。显然，目标函数直接作为适配值函数是比较容易理解的做

法。当然，目标函数的任何变形都可作为适配值函数。若目标函数的计算比较困难或耗时较

多，如一些复杂工业过程的目标函数值需要一次仿真才能获得，此时可以将反映问题目标的某

些特征值作为适配值，进而改善算法的时间性能。当然，选取何种特征值要视具体问题而定，

但必须保证特征值的最佳性与目标函数的最优性一致。

２邻域函数

邻域函数沿用局部邻域搜索的思想，用于实现邻域搜索。邻域函数是优化中的一个重要

概念，其作用就是指导如何由一个（组）解来产生一个（组）新的解。邻域函数的设计往往依赖

于问题的特性和解的表达方式，应结合具体问题进行分析。

３候选解集

候选解集则通常是当前状态的邻域解集的一个子集。候选解集的大小是影响 ＴＳ算法性
能的关键参数。候选解通常在当前状态的邻域中择优选取，但选取过多将造成较大的计算量，

而选取过少则容易造成早熟收敛。然而，要做到整个邻域的择优往往需要大量的计算，因此可

以确定性或随机性地在部分邻域解中选取候选解，具体数据大小则可视问题特性和对算法的
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要求而定。

４禁忌准则

标记对应己搜索的局部最优解的一些对象，将这些已经搜索过的对象设定为禁忌状态，在进

一步的迭代搜索中不考虑处于禁忌状态的解，尽量避开这些对象（而不是绝对禁止循环），避免迂

回搜索，从而保证对不同的有效搜索途径的探索，是一种局部极小突跳的全局逐步寻优算法。

５藐视准则

藐视准则是对优良状态的奖励，它是对禁忌策略的一种放松。在禁忌搜索算法中，若存在

优于“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”状态的禁忌候选解，则将最优禁忌候选解从禁忌表解禁；或者可能会出现候
选解全部被禁忌，此时藐视准则将使最优禁忌候选解从禁忌表解禁，以实现更高效的优化性

能。在此给出藐视准则的几种常用方式。

（１）基于适配值的准则。若某个禁忌候选解的适配值优于“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”状态，则解禁此候
选解为当前状态和新的“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”状态；也可以将搜索空间分成若干个子区域，若某个禁忌
候选解的适配值优于它所在区域的“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”状态，则解禁此候选解为当前状态和相应区域
的新“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”状态。该准则可直观理解为算法搜索到了一个更好的解。

（２）基于最小错误的准则。若候选解均被禁忌，且不存在优于“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”状态的候选
解，则对候选解中最优的候选解进行解禁，以继续搜索。该准则可直观理解为对算法死锁的简

单处理。

（３）基于搜索方向的准则。若禁忌对象上次使得适配值有所改善，被禁忌加入禁忌表，但
是目前该禁忌对象对应的候选解的适配值优于当前解，则对该禁忌对象解禁。该准则可直观

理解为算法正按有效的搜索途径进行。

（４）基于影响力的准则。在搜索过程中不同对象的变化对适配值的影响有所不同，有的
很大，有的较小，而这种影响力可作为一种属性与禁忌长度和适配值来共同构造藐视准则。直

观的理解是，解禁一个影响力大的禁忌对象，有助于在以后的搜索中得到更好的解。需要指出

的是，影响力仅是一个标量指标，可以表征适配值的下降，也可以表征适配值的上升。譬如，若

候选解均差于“ｂｅｓｔｓｏｆａｒ”状态，而某个禁忌对象的影响力指标很高，且很快将被解禁，则立刻
解禁该对象以期待更好的状态。显然，这种准则需要引入一个标定影响力大小的度量和一个

与禁忌任期相关的闭值，无疑增加了算法操作的复杂性。同时，这些指标最好是动态变化的，

以适应搜索进程和性能的变化。

６禁忌表和禁忌对象的设置

禁忌对象就是被置入禁忌表中的那些变化元素，而禁忌的目的则是为了尽量避免迂回搜

索而多探索一些有效的搜索途径。禁忌表和禁忌对象的设置体现了算法避免迂回搜索的特

点。禁忌对象通常可选取状态本身或状态分量或适配值的变化等。以状态本身或其变化作为

禁忌对象是最为简单、最容易理解的途径。具体而言，当状态由 ｘ变化至状态 ｙ时，将状态 ｙ
（或ｘ到ｙ的变化）视为禁忌对象，从而在一定条件下禁止了ｙ（或ｘ到ｙ的变化）的再度出现。

７禁忌长度

所谓禁忌长度，即禁忌对象在不考虑藐视准则情况下不允许被选取的最大次数（也可视
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为对象在禁忌表中的任期），对象只有当其任期为０时才被解禁。在算法的构造和计算过程
中，一方面要求计算量和存储量尽量少，这就要求禁忌长度尽量小；但是，禁忌长度过短将造成

搜索的循环。禁忌长度的大小是影响ＴＳ算法性能的关键参数。禁忌长度的选取与问题特性、
研究者的经验有关，它决定了算法的计算复杂性。

禁忌长度可以是定长不变的，如将禁忌长度固定为某个数，或者固定为与问题规模相关的

一个量。另一方面，禁忌长度也可以是动态变化的，如根据搜索性能和问题特性设定禁忌长度

的变化区间［ｔｍｉｎ，ｔｍａｘ］，而禁忌长度则可按某种原则或公式在其区间内变化。当然，禁忌长度
的区间大小也可随搜索性能的变化而动态变化。

当算法的性能动态下降较大时，说明当前解附近极小解形成的“波谷”较深，算法当前的

搜索能力比较强，从而可设置较大的禁忌长度来延续当前的搜索行为，并避免陷入局部极小。

研究表明，禁忌长度的动态设置方式比静态方式具有更好的性能和鲁棒性，而更为合理高效的

设置方式还有待进一步研究。

８禁忌频率

记忆禁忌频率（或次数）是对禁忌属性的一种补充，可放宽选择决策对象的范围。譬如，

如果某个适配值频繁出现，则可以推测算法陷入某种循环或某个极小点，或者说现有算法参数

难以有助于发掘更好的状态，进而应当对算法结构或参数进行修改。在实际求解时，可以根据

问题和算法的需要，记忆某个状态出现的频率，也可以是某些对换对象或适配值等出现的信

息，而这些信息可以是静态的，或者是动态的。

静态的频率信息主要包括状态、适配值或对换等对象在优化过程中出现的频率，其计算相

对比较简单，如对象在计算中出现的次数，出现次数与总迭代步数的比，某两个状态间循环的

次数等。显然，这些信息有助于了解某些对象的特性，以及相应循环出现的次数等。

动态的频率信息主要记录从某些状态、适配值或对换等对象转移到另一些状态、适配值或

对换等对象的变化趋势，如记录某个状态序列的变化。显然，对动态频率信息的记录比较复

杂，而它所提供的信息量也较多。常用的方法如下：

（１）记录某个序列的长度，即序列中的元素个数，而在记录某些关键点的序列中，可以按
这些关键点的序列长度的变化来进行计算。

（２）记录由序列中的某个元素出发后再回到该元素的迭代次数。
（３）记录某个序列的平均适配值，或者是相应各元素的适配值的变化。
（４）记录某个序列出现的频率等。
上述频率信息有助于加强禁忌搜索的能力和效率，并且有助于对禁忌搜索算法参数的控制，

或者可基于此对相应的对象实施惩罚。譬如，若某个对象频繁出现，则可以增加禁忌长度来避免

循环：若某个序列的适配值变化较小，则可以增加对该序列所有对象的禁忌长度，反之则缩小禁

忌长度：若最佳适配值长时间维持下去，则可以终止搜索进程而认为该适配值已是最优值。

９终止准则

与模拟退火、遗传算法一样，禁忌搜索也需要一个终止准则来结束算法的搜索进程，而严

格实现理论上的收敛条件，即在禁忌长度充分大的条件下实现状态空间的遍历，这显然是不切

合实际的，因此实际设计算法时通常采用近似的收敛准则。常用方法如下：
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（１）给定最大迭代步数。此方法简单易操作，但难以保证优化质量。
（２）设定某个对象的最大禁忌频率。即若某个状态、适配值或对换等对象的禁忌频率超

过某一阈值，则终止算法，其中也包括最佳适配值连续若干次迭代并保持不变的情况。

１１３　基于禁忌搜索算法的聚类分析

１问题的提出

本节以图像中不同物体聚类分析为例，介绍用禁忌搜索算法解决聚类问题的实现方法。

一幅图像中含有多个物体，在图像中进行聚类分析需要对不同的物体分割标识，如图１１
２所示，手写了（１２３２２１３１３２）共１０个待分类样品，要分成３类，如何让计算机自动将这１０个
物体归类呢？禁忌搜索算法在解决这种聚类问题上表现非常出色，它不仅运算速度快，而且准

确率高。

２解的编码形式

对图１１２所示的１０个物体进行编号，样品编号如图１１３所示，在每个样品的右上角，不
同的样品编号不同，而且编号始终固定。

图１１２　待聚的样品数字 图１１３　待测样品的编号

采用符号编码，位串长度Ｌ取１０位，分类号代表样品所属的类号（１～３），样品编号是固
定的，也就是说某个样品在每个解中的位置是固定的，而每个样品所属的类别随时在变化。如

果编号为ｎ，则其对应第ｎ个样品，而第ｎ个位所指向的值代表第ｎ个样品的归属类号。
每个解包含一种分类方案。设初始解的编码为：（２，３，２，１，３，３，２，３，１，３），这时处于假设

分类情况，不是最优解，其含义为：第１、３、７个样品被分到第２类；第２、５、６、８、１０个样品被分
到第３类；第４、９个样品被分到第１类；如表１１１所示。

表１１１　初始解

样品值 （２） （２） （３） （１） （３） （１） （２） （３） （２） （１）

分类号 ２ ３ ２ １ ３ ３ ２ ３ １ ３

样品编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０
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经过禁忌搜索算法找到的最优解如图１１３所示，类号在每个样品的左下角。禁忌搜索算
法找到的最优解编码如表１１２所示。通过样品值与基因值比较对照，就会发现相同的数据被
归为一类，分到相同的类号，而且全部正确。

表１１２　禁忌搜索算法最终找到的最优解

样品值 （２） （２） （３） （１） （３） （１） （２） （３） （２） （１）

分类号 １ １ ２ ３ ２ ３ １ ２ １ ３

样品编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

３设定适配值函数

适配值函数ＣａｌＯｂｊｆｉｔｎｅｓｓ（）结果为评估值，代表每个解优劣的程度。初始解中的评估值
ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ计算步骤如下：

① 通过人工干预获得聚类类别总数，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ为聚类类别总数（２＜＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＜＝Ｎ－
１，Ｎ是总的样品个数）。

② 找出解中相同类号的样品，Ｘ（ｉ）表示属于第ｉ个类的样品。

③ 统计每一个类的样品个数ｎ，ｎｉ是第ｉ个类别的个数，样品总数为：Ｎ＝ 
ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｉ＝１
ｎｉ。

④ 计算同一个类的中心Ｃ，Ｃｉ是第ｉ个类中心，

Ｃｉ＝
１
ｎｉ

ｎｉ

ｋ＝１
Ｘ（ｉ）ｋ ，（ｉ＝１，２，…，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）；

⑤ 同一个类内计算每一个样品到中心的距离，并将它们累加求和。
采用Ｋ－均值模型为聚类模型，Ｋ－均值的理论已经在第８章介绍过。计算公式如下：

Ｄｉ＝
ｎｉ

ｊ＝１
‖Ｘ（ｉ）ｊ －Ｃｉ‖

２ （１１１）

显然，当聚类类别总数的数目 ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝Ｎ时，累加和Ｄｉ为０。因此，当聚类数目
ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ不定时，必须对目标函数进行修正。实际上，式（１１１）仅为类内距离之和，因此，可
以使用类内距离与类间距离之和作为目标函数，即：

Ｄ＝ｍｉｎｗ 
ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｉ＝１

ｎｉ

ｊ＝１
‖Ｘ（ｉ）ｊ －Ｃｉ‖

２＋
ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｉ＝１

ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｊ＝ｉ
‖Ｃｉ－Ｃｊ‖[ ]２ （１１２）

式中，ｗ是权重，反映决策者的偏爱；当ｗ变大时，聚类总数数目将变大，反之聚类总数数目将
变小。

⑥ 将不同类计算出的Ｄｉ求和赋给ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ，以ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ作为评估值。

ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ＝ １


ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｉ＝１

ｎｉ

ｊ＝１
‖Ｘ（ｉ）ｊ －Ｃｉ‖

２

＝ １


ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｉ＝１
Ｄｉ

（１１３）

ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ越大，说明这种分类方法的误差越小，该解作为最优解的机率也就越大。

４邻域函数和局部搜索

由于局部搜索算法是基于贪婪思想利用邻域函数进行搜索的，对邻域函数和初始解有很
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大的依赖性。因此，必须设置合理的邻域函数。即要求是“完全的”，同时也要考虑到时间和

效率的因素。因此，这里采用位变异的方法进行局部搜索，来获得候选解。需要注意的是，如

果变异概率系数过小，则解的变化波动性小，说明算法搜索能力比较弱，容易陷入局部极小。

反之，如果变异概率系数过大，则解的变化范围大，算法易陷入盲目搜索状态，不利于算法收

敛。更为合理高效的设置方式还需要多次调整。

５禁忌表

以解的形式本身作为禁忌对象，构造一个禁忌表，每一行存着处于禁忌状态的解。禁忌长

度的大小是影响ＴＳ算法性能的关键参数。这里禁忌长度采用固定长度。当有一个新解需要
被禁忌时，用该解代替最早加入禁忌表的解，即一个最早记忆的解被遗忘，从禁忌表中解禁

出来。

６藐视准则

如果最优候选解的评估值优于全局最优解，且最优候选解处于禁忌状态，则采用藐视准

则，将该解代替当前解和全局最优解。反之，如果所有候选解都处于禁忌状态，则用最优候选

解代替当前解。

７实现步骤

① 设置相关参数。
从对话框中输入各参数，包括类中心数（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ），最大迭代次数（ＭａｘＩｔｅｒ＝３０），选取

的候选解的个数（ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ＝４０），禁忌表长度（ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ＝６０）。
② 初始化
在解域中随机找寻一点，即随机初始化各样品的类号。同时构造禁忌表，表长为 Ｔａｂｕ

Ｌｅｎｇｔｈ，并将其置空。
③ 计算初始解对应的评估值ｆｉｔｎｅｓｓ。
④ 在当前解的邻域内找ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ个候选解。
设定候选解集总大小 ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ，设定变异概率系数 ｐｍ＝０２５。重复 ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ

次，产生候选解。对于当前解的每一位，生成一个０～１之间的随机数 ｒａｎｄ。当该随机数小于
变异概率系数时，让该位随机改变成１～ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ之间的一个数。

⑤ 判断每个候选解的禁忌状态。
对每一个候选解，循环禁忌表中每一行，与该候选解进行比较。如果存在相同的情况，即该

候选解已被记录在表中，处于禁忌状态，将该候选解的禁忌标识ｂＴａｂｕ置为１，否则置为０。
⑥ 从候选解中依据适配度值进行排序，找到最优候选解。
⑦ 如果该解的适配度值高于全局最优解，则忽视它的禁忌特性，将该候选解代替当前解

和全局最优解，并加入禁忌表，代替最早进入禁忌表的解。

否则，根据候选解的禁忌状态，若存在非禁忌状态下的候选解，用非禁忌状态下的最优候

选解代替当前解，并将其加入禁忌表，代替最早进入禁忌表的解；若不存在非禁忌状态下的候

选解，即所有候选解都处于禁忌状态，则用最优候选解代替当前解。

⑧ 比较当前解与全局最优解的评估值，更新全局最优解。
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⑨ 检查是否达到停止条件（即达到最大迭代次数）。如果是，则跳出迭代，输出全局最优
解。否则转到步骤④，继续迭代。

基于禁忌搜索算法的聚类分析流程图如图１１４所示。

图１１４　基于禁忌搜索算法的聚类分析流程图
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８编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ＿ＴＳ（）
％参数：ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照禁忌搜索算法对全体样品进行聚类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ＿ＴＳ（ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　［ｃｅｎｔｅｒＮｕｍＭａｘＩｔｅｒＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍＴａｂｕＬｅｎｇｔｈｐｍ］＝ＩｎｐｕｔＰａｒａｍｅｔｅｒＤｌｇ（）；％获得参数
％初始化
　　ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒｉｎｇ＝ｃｅｉｌ（ｒａｎｄ（１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）；％当前解位串
　　ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ＝０；％适应度
　　ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｄｅｘ＝１；
　　％计算适应度值
　　ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ＝ＣａｌＯｎｅＦｉｔｎｅｓｓ（ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ，ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　％初始化全局最优个体为当前解
　　ｃＢｅｓｔ＝ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ；
　　％初始化候选个体
　　ｆｏｒｉ＝１：ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ
　　　　Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｉ）ｓｔｒｉｎｇ＝ｃｅｉｌ（ｒａｎｄ（１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）；％个体位串
　　　　Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ＝０；％适应度
　　　　Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｉ）ｂＴａｂｕ＝０；
　　ｅｎｄ
　　％禁忌表
　　ＴａｂｕＬｉｓｔ＝ｚｅｒｏｓ（ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　％迭代计算
　　ｆｏｒｉｔｅｒ＝２：ＭａｘＩｔｅｒ
　　　 ％生成候选解
　　　 Ｃａｎｄｉｄａｔｅ＝ＳｅｌｅｃｔＣａｎｄｉｄａｔｅ（ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ，Ｃａｎｄｉｄａｔｅ，ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，ｐｍ）；
　　　　％计算适应度值
　　　　ｆｏｒｋ＝１：ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ
　　　　　　Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）＝ＣａｌＯｎｅＦｉｔｎｅｓｓ（Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ），ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ，ｄｉｓ
Ｔｙｐｅ）；
　　　　ｅｎｄ
　　　　％依据适配值对候选解进行排序
　　　　ｆｏｒｋ＝１：ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ－１
　　　　　　ｆｏｒｌ＝ｋ＋１：ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ
　　　　　　　　ｉｆＣａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）ｆｉｔｎｅｓｓ＜Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｌ）ｆｉｔｎｅｓｓ
　　　　　　　　　　ｔｅｍｐ＝Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）；
　　　　　　　　　　Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）＝Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｌ）；
　　　　　　　　　　Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｌ）＝ｔｅｍｐ；

８０３ 模式识别与智能计算———ＭＡＴＬＡＢ技术实现（第３版）



　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　％禁忌属性判断，若在禁忌表中，则让ｂＴａｂｕ属性值为１，否则为０。
　　　　ｆｏｒｋ＝１：ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ
　　　　　　ｆｏｒｌ＝１：ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ
　　　　　　　　ｉｆＣａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）ｓｔｒｉｎｇ＝＝ＴａｂｕＬｉｓｔ（ｌ，：）
　　　　　　　　　　Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）ｂＴａｂｕ＝１；
　　　　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）ｂＴａｂｕ＝０；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　％判断所有候选解是否都在禁忌表中
　　　　ｂＡｌｌＴａｂｕ＝１；
　　　　ｆｏｒｋ＝１：ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ
　　　　　　ｉｆＣａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）ｂＴａｂｕ＝＝０
　　　　　　　　ｂＡｌｌＴａｂｕ＝０；
　　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｂｅｓｔＣａｎｄｉｄａｔｅ＝Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（１）；
　　　　％如果该最优候选解优于全局最优解，则忽视它的禁忌特性，则替换当前解和全局最优
解，并将该状态压入禁忌表

　　　　ｉｆｂｅｓｔＣａｎｄｉｄａｔｅｆｉｔｎｅｓｓ＞ｃＢｅｓｔｆｉｔｎｅｓｓ
　　　　　　ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ＝ｂｅｓｔＣａｎｄｉｄａｔｅ；
　　　　　　ｆｏｒｌ＝１：ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ－１
　　　　　　　　ＴａｂｕＬｉｓｔ（ｌ，：）＝ＴａｂｕＬｉｓｔ（ｌ＋１，：）；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ＴａｂｕＬｉｓｔ（ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ，：）＝ｂｅｓｔＣａｎｄｉｄａｔｅｓｔｒｉｎｇ；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　％判断是否所有候选解都处于禁忌状态
　　　　　　　ｉｆｂＡｌｌＴａｂｕ＝＝０　　　％如果不是，则用非禁忌的最优候选解代替当前解
　　　　　　　　　　ｆｏｒｋ＝１：ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ
　　　　　　　　　　　　ｉｆＣａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）ｂＴａｂｕ＝＝０
　　　　　　　　　　　　　　ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ＝Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）；
　　　　　　　　　　　　　　ｆｏｒｌ＝１：ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ－１
　　　　　　　　　　　　　　　　ＴａｂｕＬｉｓｔ（ｌ，：）＝ＴａｂｕＬｉｓｔ（ｌ＋１，：）；
　　　　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　　　　　ＴａｂｕＬｉｓｔ（ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ，：）＝Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｋ）ｓｔｒｉｎｇ；
　　　　　　　　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
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　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｅｌｓｅ ％如果是，则用最优候选解代替当前解
　　　　　　　　ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ＝ｂｅｓｔＣａｎｄｉｄａｔｅ；
　　　　　　　　ｆｏｒｌ＝１：ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ－１
　　　　　　　　　　ＴａｂｕＬｉｓｔ（ｌ，：）＝ＴａｂｕＬｉｓｔ（ｌ＋１，：）；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ＴａｂｕＬｉｓｔ（ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ，：）＝ｂｅｓｔＣａｎｄｉｄａｔｅｓｔｒｉｎｇ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｉｆｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ＞ｃＢｅｓｔｆｉｔｎｅｓｓ％更新全局最优解
　　　　　　ｃＢｅｓｔ＝ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ；
　　　　　　ｃＢｅｓｔｉｎｄｅｘ＝ｉｔｅｒ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｃＢｅｓｔｓｔｒｉｎｇ（１，ｉ）；
　　ｅｎｄ
　　％显示结果
　　ｓｔｒ＝［′最优解出现在第 ′ｎｕｍ２ｓｔｒ（ｃＢｅｓｔｉｎｄｅｘ）′代 ′］；
　　ｍｓｇｂｏｘ（ｓｔｒ，′ｍｏｄａｌ′）；
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＣａｌＯｂｊｆｉｔｎｅｓｓ（）
％参数：ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ：要计算评估值的解结构；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目；
％　　 ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ：类中心数；ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；
％　　 ｄｉｓＴｙｐｅ：距离类型
％返回值：ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ：要计算评估值的解结构；
％函数功能：计算解的评估值
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ］＝ＣａｌＯｎｅＦｉｔｎｅｓｓ（ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ，ｄｉｓＴｙｐｅ）
　　ｇｌｏｂａｌＮｗｉｄｔｈ；
　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ％初始化聚类中心
　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｉｎｄｅｘ＝ｉ；
　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｚｅｒｏｓ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）；
　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝０；
　　ｅｎｄ
　　％计算聚类中心
　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ））ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ））ｆｅａｔｕｒｅ＋ｍ＿
ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ；
　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ））ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ））．ｐａｔ
ｔｅｒｎＮｕｍ＋１；
　　ｅｎｄ
　　ｄ＝０；
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　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　ｉｆ（ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ～＝０）
　　　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ／ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　ｄ＝ｄ＋１；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ＝０；
　　％计算个体评估值
　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ＝ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ＋ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ）），ｍ＿ｐａｔ
ｔｅｒｎ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）^２；
　　ｅｎｄ
　　ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ＝１／（ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｉｔｎｅｓｓ＋ｄ）；
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＳｅｌｅｃｔＣａｎｄｉｄａｔｅ（）
％参数：ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ：当前解结构；Ｃａｎｄｉｄａｔｅ：临域解结构；ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ：选取候选解个数
％　　 ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目；ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ：类中心数；
％返回值：Ｃａｎｄｉｄａｔｅ：候选解结构；
％函数功能：从临域中选择候选解
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｃａｎｄｉｄａｔｅ］＝ＳｅｌｅｃｔＣａｎｄｉｄａｔｅ（ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎ，Ｃａｎｄｉｄａｔｅ，ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，
ｐｍ）
　　ｆｏｒｉ＝１：ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ
　　　　Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｉ）ｓｔｒｉｎｇ＝ｍ＿ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒｉｎｇ；
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　ｉｆｒａｎｄ＜ｐｍ％位变异概率
　　　　　　　　Ｃａｎｄｉｄａｔｅ（ｉ）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ）＝ｃｅｉｌ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍｒａｎｄ）；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＩｎｐｕｔＰａｒａｍｅｔｅｒＤｌｇ（）
％返回值：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ：聚类中心数；ＭａｘＩｔｅｒ：最大迭代次数；
％　　　 ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ：候选解个数；ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ：禁忌表长度
％函数功能：用户输入参数
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｃｅｎｔｅｒＮｕｍＭａｘＩｔｅｒＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍＴａｂｕＬｅｎｇｔｈｐｍ］＝ＩｎｐｕｔＰａｒａｍｅｔｅｒＤｌｇ（）
　　ｓｔｒ＝｛′聚类中心数：′，′最大迭代次数 ′，′候选解个数 ′，′禁忌表规模 ′，′位变异概率′｝；
　　ｄｅｆ＝｛′′，′３０′，′４０′，′６０′，′０２５′｝；
　　Ｔ＝ｉｎｐｕｔｄｌｇ（ｓｔｒ，′参数输入对话框 ′，１，ｄｅｆ）；
　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｓｔｒ２ｎｕｍ（Ｔ｛１，１｝）；
　　ＭａｘＩｔｅｒ＝ｓｔｒ２ｎｕｍ（Ｔ｛２，１｝）；
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　　ＣａｎｄｉｄａｔｅＮｕｍ＝ｓｔｒ２ｎｕｍ（Ｔ｛３，１｝）；
　　ＴａｂｕＬｅｎｇｔｈ＝ｓｔｒ２ｎｕｍ（Ｔ｛４，１｝）；
　　ｐｍ ＝ｓｔｒ２ｎｕｍ（Ｔ｛５，１｝）；

９效果图

这里给读者提供一个基于手写数字聚类结果图，如图１１５所示。从结果上可以看出，禁
忌搜索算法应用于聚类分析效果很好。

图１１５　禁忌搜索算法应用于数字聚类分析
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本章小结

求解聚类问题的算法很多。本章介绍了禁忌搜索算法基本原理，禁忌搜索算法的关键参

数和相关操作，着重介绍了禁忌搜索算法用于聚类分析的实现方法和步骤。

本书主要介绍基本聚类算法、启发式方法和群体智能搜索三大类算法。第九章已经介绍

了基本的聚类算法，其中典型的算法有：层次聚类算法，Ｋ均值算法和迭代自组织的数据分析
算法，这些算法采用点对点计算，不产生新解。基于模拟退火思想改进的 Ｋ均值聚类算法和
禁忌搜索算法属于启发式方法，是对局部邻域搜索扩展后的一种全局逐步寻优算法，在单个解

基础上，产生新解，模拟退火算法每次产生一个新的候选解。而禁忌搜索算法在单个解的基础

上产生多个新的候选解，模拟退火算法对新产生的候选解评价后，若优于当前解，则直接采用；

而禁忌搜索算法采用禁忌准则，即不考虑处于禁忌状态的解，避免迂回搜索，从而保证对不同

的有效搜索途径的探索。第１２、１３、１４章介绍群体智能搜索算法，包括基于进化计算的遗传算
法、蚁群算法和粒子群算法等，它们属于全局优化算法，采用全局分布随机产生多个初始解，利

用进化算子或群体配合机制，使不同解之间产生信息交互，从而达到寻优目的。这些算法各有

不同的特点，请读者仔细思考它们的寻优机制。

习题１１

１简述禁忌搜索算法的基本原理
２叙述基于模拟退火思想改进的Ｋ均值聚类算法和禁忌搜索算法的异同。
３叙述禁忌搜索算法在聚类问题中的实现方法。
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第１２章　遗传算法聚类分析

本章要点：

遗传算法的基本概念

遗传算法的构成要素

控制参数的选择

基于遗传算法的聚类分析

１２１　遗传算法的基本原理

遗传算法（ＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＧＡ）是一种新近发展起来的搜索最优解方法。它模拟生命
进化机制，也就是说，模拟了自然选择和遗传进化中发生的繁殖、交配和突变现象，从任意一个

初始种群出发，通过随机选择、交叉和变异操作，产生一群新的更适应环境的个体，使群体进化

到搜索空间中越来越好的区域。这样一代一代不断繁殖、进化，最后收敛到一群最适应环境的

个体上，求得问题的最优解。遗传算法对于复杂的优化问题无须建模和复杂运算，只要利用遗

传算法的三种算子就能得到最优解。

经典遗传算法的一次进化过程示意图如图１２１所示，该图给出了第 ｎ代群体经过选择、
交叉、变异生成第ｎ＋１代群体的过程。

图１２１　遗传算法的一次进化过程

１术语介绍

从图１２１可见，遗传算法涉及一些基本概念，下面对常见的术语进行解释。
① 个体（ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ）：ＧＡ所处理的基本对象、结构。
② 群体（ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ）：个体的集合。



③ 位串（ｂｉｔｓｔｒｉｎｇ）：个体的表示形式，对应于遗传学的染色体（ｃｈｒｏｍｏｓｏｍｅ）。
④ 基因（ｇｅｎｅ）：位串中的元素，表示不同的特征，对应于生物学中的遗传物质单位，以

ＤＮＡ序列形式把遗传信息译成编码。
⑤ 基因位（ｌｏｃｕｓ）：某一基因在染色体中的位置。
⑥ 等位基因（ａｌｌｅｌｅ）：表示基因的特征值，即相同基因位的基因取值。
⑦ 位串结构空间（ｂｉｔｓｔｒｉｎｇｓｐａｃｅ）：等位基因任意组合构成的位串集合，基因操作在位串

结构空间进行，对应于遗传学中的基因型的集合。

⑧ 参数空间（ｐａｒｅｍｅｔｅｒｅｓｓｐａｃｅ）：是指位串空间在物理系统中的映射，对应于遗传学中的
表现型的集合。

⑨ 适应值（ｆｉｔｎｅｓｓ）：某一个体对于环境的适应程度，或者在环境压力下的生存能力，取决
于遗传特性。

⑩ 选择（ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ）：在有限资源空间上的排他性竞争。
瑏瑡 交叉（ｃｒｏｓｓｏｖｅｒ）：一组位串或染色体上对应基因段的交换。
瑏瑢 变异（ｍｕｔａｔｉｏｎ）：染色体水平上的基因变化，可以遗传给子代个体。
为了说明这些术语的含义，如图１２２所示为对个体的形象化表示。

图１２２　个体结构（由位串或染色体组成）

２遗传算法进行问题求解过程

遗传算法进行问题求解过程如下所述。

① 编码：遗传算法在求解之前，先将问题解空间的可行解表示成遗传空间的基因型串结
构数据，串结构数据的不同组合构成了不同的可行解。

② 生成初始群体：随机产生Ｎ个初始串结构数据，每个串结构数据成为一个个体，Ｎ个个
体组成一个群体，遗传算法以该群体作为初始迭代点。

③ 适应度评估检测：根据实际标准计算个体的适应度，评判个体的优劣，即该个体所代表
的可行解的优劣。

④ 选择：从当前群体中选择优良的（适应度高的）个体，使它们有机会被选中进入下一次
迭代过程，舍弃适应度低的个体。体现了进化论的“适者生存”原则。

⑤ 交叉：遗传操作，下一代中间个体的信息来自父辈个体，体现了信息交换的原则。
⑥ 变异：随机选择中间群体中的某个个体，以变异概率 Ｐｍ大小改变个体某位基因的值。

变异为产生新个体提供了机会。

经典遗传算法流程图如图１２３所示，算法完全依靠三个遗传算子进行求解，当停止运算
条件满足时，达到最大循环次数，同时最优个体不再进化。
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图１２３　遗传算法流程图

３遗传算法的特点

遗传算法与其他优化算法相比，主要有以下几个特点：

① 遗传算法以问题参数的编码集为处理对象。传统的优化算法往往直接利用问题的参
数的实际值本身来进行优化计算，通过调整参数的值找到最优解。但是遗传算法通过将参数

编码，在求解问题的决定因素和控制参数的编码集上进行操作，因而不受函数限制条件（如导

数的存在，连续性，单调性等）的约束，可以解决传统方法不能解决的问题。

② 遗传算法求解是从问题的解位串集开始搜索，而不是单个解开始搜索，搜索空间范围
大，降低了陷入局部最优的可能性。

③ 遗传算法仅使用目标函数来进行搜索，不需要其他辅助信息。这使遗传算法大大扩大
了应用范围，因为目标函数总是存在的，所以遗传算法可以应用在绝大部分问题中。

④ 遗传算法的三个遗传算子（选择、交叉、变异）是随机的。
⑤ 隐含的并行性。
⑥ 可扩展性，易于同其他技术结合。

１２２　遗传算法的构成要素

１２２１　染色体的编码

所谓编码，就是指将问题的解空间转换成遗传算法所能处理的搜索空间。进行遗传算法

求解前，必须对问题的解空间进行编码，以使它能够被遗传算法的算子操作。例如，用遗传算

法进行模式识别，将样品标识后，各个样品的特征及所属于的类别构成了聚类问题的解空间。

编码是应用遗传算法时要解决的首要问题，也是关键问题。它决定了个体的染色体中基因的
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排列次序，也决定了遗传空间到解空间的变换解码方法。编码的方法也影响到了遗传算子

（选择、交叉、变异）的计算方法。好的编码方法能够大大提高遗传算法的效率。

如何确定编码有没有统一的标准，Ｄｅｊｏｎｇ曾给出两条参考规则。
① 有意义积木块编码原则：易于产生与所求问题相关，且具有低阶、短定义、长模式的编

码方案。“模式”是指具有某些基因相似性的个体集合，而具有最短定义长度、低阶、确实硬度

较高的模式称为构造优良个体的积木块或基因块。该原则理解为应采用易于生成高适应度个

体的编码方案。

② 最小字符集编码原则：能使问题得到自然表示，或其描述具有最小编码字符集的编码
方案。

这两条仅仅是指导规则，并不一定适应于所有场合。在实际应用中对编码方法、遗传算子

等应统一考虑，以获得一种描述方便、计算效率高的方案。

常用的编码方法有以下几种。

（１）二进制编码

二进制编码是遗传算法编码中最常用的方法。其编码符号集是二值符号集｛０，１｝，其个
体基因是二值符号串。

二进制编码中符号串的长度与问题的求解精度相关。设某一参数 ｘ的变化范围是［ａ，

ｂ］，编码长度为ｎ，则编码精度为ｂ－ａ
２ｎ－１

。

二进制编码、解码操作简单易行，遗传操作便于实现，符合最小字符集编码原则。

（２）符号编码方法

符号编码方法是指个体染色体串中的基因值取自一个无数值意义，只有代码含义的符号

集。这个符号集可以是一个字母表，如｛Ａ，Ｂ，Ｃ，…｝，也可以是一个序号表｛１，２，３，…｝，其优
点是符合有意义的积木块原则，便于在遗传算法中利用所求问题的专业知识。

（３）浮点数编码

此编码方案中个体的每个基因值是一个浮点数，一般采用决策变量的真实值。该方法适

合在遗传算法中表示较大的数，应用于高精度的遗传算法，搜索空间较大，改善了算法的复

杂性。

１２２２　适应度函数

在遗传算法中，模拟自然选择的过程主要通过评估函数 ＣａｌＯｂｊＶａｌｕｅ（·）和适应度函数
ＣａｌＦｉｔｎｅｓｓＶａｌｕｅ（）来实现。前者计算每个个体优劣的绝对值，后者计算每个个体相对于整个
群体的相对适应性。个体适应度的大小决定了它继续繁衍还是消亡。适应度高的个体被复制

到下一代的可能性高于适应度低的个体。

适应度函数是整个遗传算法中极为关键的一部分。好的适应度函数能够指导我们从非最

优的个体进化到最优个体，并且能够用来解决一些遗传算法中的问题，如过早收敛与过慢结束

的矛盾。

如果个体的适应度值很高，大大高于个体适应度均值，它将得到更多的机会被复制，所以

有可能在没有达到最优解，甚至没有得到可接受解时，就因为某个或某些个体的副本充斥整个
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群体而过早地收敛到局部最优解，失去了找到全局最优解的机会。这就是所谓的过早收敛问

题。要解决过早收敛问题，就要调整适应度函数，对适应度值的范围进行压缩，防止那些“过

于适应”的个体过早地在整个群体中占据统治地位。

与之相对应，遗传算法中还存在着结束缓慢的问题。也就是说，在迭代许多代以后，整个

种群已经大部分收敛，但是还没有得到稳定的全局最优解。整个种群的平均适应度值较高，而

且最优个体的适应度值与全体适应度均值间的差别不大，这就导致没有足够的力量推动种群

遗传进化找到最优解。解决这个问题的方法是扩大适应度函数值的范围，拉大最优个体适应

度值与群体适应度均值的距离。解决这个问题的方法还有适应度函数缩放方法、适应度函数

排序法、适应度窗口技术、锦标赛选择等方法。

１２２３　遗传算子

１选择算子

遗传算法中的“选择”算子就是用来确定如何从父代群体中按照某种方法，选择哪些个体

作为子代的遗传算子。选择算子建立在对个体适应度进行评价的基础上，目的是避免基因损

失，提高全局收敛性和计算效率。常用选择算子的操作方法有以下几种。

① 赌轮选择方法
赌轮选择方法又称比例选择方法，其基本思想是个体被选择的几率与其适应度值大小成

正比。由于选择算子是随机操作的，这种算法的误差比较大，有时适应度最高的个体也不会被

选中。各个样品按照其适应度值占总适应度值的比例组成面积为１的一个圆盘，指针转动停
止后，指向的个体将被复制到下一代，适应度高的个体被选中的几率大，但是适应度低的个体

也有机会被选中，这样有利于保持群体的多样性。

② 排序选择法
在计算每个个体的适应度之后，根据适应度大小对群体中的个体排序，再将事先设计

好的概率表分配给各个个体，所有个体按适应度大小排序，选择概率与适应度无关，仅与序

号相关。

③ 最优保存策略
最优保存策略的基本思想是：适应度最高的个体尽量保留到下一代群体中。其操作过程

如下：

① 找出当前群体中适应度最高和最低的个体。
② 若当前个体适应度比总的迄今为止最好的个体适应度还要高，则用当前最优个体替代

总的最优个体。

③ 用迄今为止最好个体替换最差个体。
最优保存策略保证最优个体不被破坏，能够被复制到下一代，是遗传算法收敛性的一个重

要保证条件。另一方面，它也会使一个局部最优解不易被淘汰而迅速扩散，导致算法的全局搜

索能力不强。

２交叉算子

在进化算法中，交叉是遗传算法所独有的方法，用于保留原始性特征。遗传算法交叉算子

８１３ 模式识别与智能计算———ＭＡＴＬＡＢ技术实现（第３版）



模仿自然界有性繁殖的基因重组过程，其作用在于将原有的优良基因遗传给下一代个体，并生

成包含更复杂结构的新个体，交叉操作一般分为以下几个步骤：

① 从交配池中随机地取出要交配的一对个体。
② 根据位串长度Ｌ对要交配的这对个体，随机地选取［１，Ｌ］中的一个或多个整数作为交

叉位。

③ 根据交叉概率Ｐｃ（０＜Ｐｃ≤１）实时交叉操作，配对个体在交叉位置相互交换各自的部
分内容，从而形成一个新的个体。

通常使用的交叉算子有一点交叉、两点交叉、多点交叉和一致交叉等。

（１）一点交叉

一点交叉是指在染色体中随机选择一个交叉点，如图１２４（ａ）所示，交叉点在第五位，然
后把第一个父辈的交叉点前的位串和第二个父辈交叉点及其以后的位串，组成一个新的染色

体，第二个父辈的交叉点前的位串和第一个父辈的交叉点及其以后的位串组合成另一个新的

染色体，如图１２４（ｂ）所示。

图１２４　一点交叉示意图

（２）两点交叉

两点交叉是指在父代的染色体中随机选择两个交叉点，如图１２５（ａ）所示，然后交换父代
染色体中交叉点间的基因，得到下一代个体，如图１２５（ｂ）所示。

图１２５　两点交叉示意图
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（３）一致交叉

在一致交叉中，子代的每一位随机地从两个父代中的对应位取得。

３变异算子

变异操作模拟自然界生物体进化中，染色体上某位基因发生的突变现象，从而改变染色体

的结构和物理性状。变异是遗传算法中保持物种多样性的一个重要途径。它以一定的概率选

择个体染色体中的某一位或几位，随机地改变该位基因值，以达到变异的目的。

在遗传算法中，由于算法执行过程中的收敛现象，可能使整个种群的染色体上的某位或某

几位都收敛到固定值。如果整个种群所有的染色体中有 ｎ位取值相同，那么单纯的交叉算子
所能够达到的搜索空间只占整个搜索空间的（１／２）ｎ，大大降低了搜索能力，所以，引进变异算
子改变这种情况是必要的。生物学家一般认为变异是更为重要的进化方式，并且认为只通过

选择与变异就能够进行生物进化的过程。

１２３　控制参数的选择

在遗传算法的运行过程中，存在着对其性能产生重大影响的一组参数，这组参数在初始阶

段和群体进化过程中需要合理地选择和控制，以使遗传算法以最佳的搜索轨迹达到最优解。

主要参数有染色体位串长度Ｌ，群体规模ｎ，交叉概率Ｐｃ和变异概率Ｐｍ。

（１）位串长度Ｌ

位串长度的选择取决于特定问题解的精度。要求精度越高，位串越长，但需要更多的计算

时间。为了提高运行效率，可采用变长位串的编码方法。

（２）群体规模ｎ

大群体含有较多的模式，为遗传算法提供了足够的模式采样容量，可以改善遗传算法的搜

索质量，防止成熟前收敛。但是大群体增加了个体适应性的评价计算量，从而降低了收敛速

度。一般情况下专家建议ｎ＝２０～２００。

（３）交叉概率Ｐｃ
交叉概率控制着交叉算子使用的频率，在每一代新的群体中，需要对Ｐｃ·ｎ个个体的染色

体结构进行交叉操作。交叉概率越高，群体中结构的引入就越快，已获得的优良基因结果的丢

失速度也相应地提高了，而交叉概率太低则可能导致搜索阻滞。一般取Ｐｃ＝０６～１０。

（４）变异概率Ｐｍ
变异操作是保持群体多样性的手段，交叉结束后，中间群体中的全部个体位串上的每位基

因值按变异概率 Ｐｍ随机改变，因此每代中大约发生 Ｐｍ·ｎ·Ｌ次变异。变异概率太小，可能
使某些基因位过早地丢失信息而无法恢复；而变异（变异）概率过高，则遗传算法将变成随机

搜索。一般取Ｐｍ＝０００５～００５。
实际上，上述参数与问题的类型有着直接的关系。问题的目标函数越复杂，参数选择就越

困难。从理论上讲，不存在一组适应于所有问题的最佳参数值，随着问题特征的变化，有效参

数的差异往往非常显著。如何设定遗传算法的控制参数，以使遗传算法的性能得到改善，还需

要结合实际问题深入研究。
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１２４　基于遗传算法的聚类分析

１问题提出

许多学科要根据所测得的相似数据进行分类，把探测数据归入到各个聚合类中，且在同一

个聚合类中的模式比不同聚合类中的模式更相似，从而对模式间的相互关系做出估计。聚类

分析的结果可以被用来对数据提出初始假设，分类新数据，测试数据的同类型及压缩数据。聚

类问题的特点是事先不了解一批样品中的每一个样品的类别或者其他的先验知识，而唯一的

分类依据是样品的特性，利用样品的特性来构造分类器。聚类算法的重点是寻找特征的

相似性。

一幅图像中含有多个物体，在图像中进行聚类分析需要对不同的物体分割标识，如图１６
所示，手写了（１，２，３，４，４，２，３，３，３，４，４，４）共１２个待分类样品，要分成４类，如何让计算机自
动将这１２个样品归类呢？遗传算法在解决这种聚类问题上表现非常出色，它不仅运算速度
快，而且准确率高。本节介绍用遗传算法解决聚类问题的实现方法。

图１２６　待聚的样品数字

２染色体的构造

对图１２６所示的１２个样品进行编号，如图１２７所示，在每个样品的右上角，不同的样品
编号不同，而且编号始终固定。

采用符号编码，位串长度Ｌ取１２位，基因代表样品所属的类号（１～４），基因位的序号代
表样品的编号，基因位的序号是固定的，也就是说某个样品在染色体中的位置是固定的，而每

个样品所属的类别随时在变化。如果基因位为ｎ，则其对应第ｎ个样品，而第ｎ个基因位所指
向的基因值代表第ｎ个样品的归属类号。
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图１２７　待测样品的编号

每个个体包含一种分类方案。设初始某个个体的染色体编码为：（２，３，２，１，４，４，２，３，１，３，
２，３），其含义为：第１、３、７、１１个样品被分到第２类；第２、８、１０和１２个样品被分到第３类；第
４、９个样品被分到第１类；第５、６个样品属于第４类，这时还处于假设分类情况，不是最优解，
如表１２１所示。

表１２１　初始某个染色体编码

样品值 （４） （３） （２） （１） （３） （３） （２） （４） （４） （４） （４） （３）
基因值

（分类号）
２ ３ ２ １ ４ ４ ２ ３ １ ３ ２ ３

基因位 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２
样品编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

经过遗传算法找到的最优解，如图１２８所示。遗传算法找到的最优染色体编码如表１２２
所示。通过样品值与基因值比较对照，就会发现相同的数据被归为一类，分到相同的类号，而

且全部正确。

图１２８　遗传算法找到的最优解
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表１２２　遗传算法最终找到的最优染色体编码

样品值 （４） （３） （２） （１） （３） （３） （２） （４） （４） （４） （４） （３）

基因值

（分类号）
２ １ ３ ４ １ １ ３ ２ ２ ２ ２ １

基因位 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２
样品编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

３设定评估函数

评估函数ＣａｌＯｂｊＶａｌｕｅ（）结果为评估值，代表每个个体优劣的程度。
对初始群体中的每个染色体计算它们的评估值ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ，实现步骤如下：
① 通过人工干预获得聚类类别总数，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ为聚类类别总数（２≤ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ≤Ｎ，Ｎ是

总的样品个数）。

② 找出染色体中相同类号的样品，Ｘ（ωｉ）表示属于第ｉ个类的样品。

③ 统计每一类的样品个数，Ｎｉ是第ｉ个类别的个数，样品总数为：Ｎ＝ 
ｃｎｅｔｅｒＮｕｍ

ｉ＝１
Ｎｉ。

④ 计算每一类的中心Ｘ（ω），Ｘ（ωｉ）是第ｉ个类中心，

Ｘ（ωｉ） ＝１Ｎｉ
Ｎｉ

ｋ＝１
Ｘ（ωｉ）ｋ ，（ｉ＝１，２，…，ｃｎｅｔｅｒＮｕｍ）；

⑤ 同一个类内计算每一个样品到中心的距离，并将它们累加求和。采用Ｋ－均值模型为
聚类模型，Ｋ－均值的理论已经在第９章介绍过。计算公式如下：

Ｄｉ＝
Ｎｉ

ｊ＝１
‖Ｘ（ωｉ）ｊ －Ｘ（ωｉ）‖２ （１２１）

显然当聚类类别总数的数目 ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝Ｎ时，累加和Ｄｉ为０。因此，当聚类数目 ｃｅｎ
ｔｅｒＮｕｍ不定时，我们必须对目标函数进行修正。实际上，式（１１１）仅为类内距离之和，因此，
可以使用类内距离与类间距离之和作为目标函数，即

Ｄ＝ｍｉｎｗ· 
ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｉ＝１

Ｎｉ

ｊ＝１
‖Ｘ（ωｉ）ｊ －Ｘ（ωｉ）‖２＋

ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｉ＝１

ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｊ＝ｉ
‖Ｘ（ωｉ）－Ｘ（ωｊ）‖[ ]２ （１２２）

其中，ｗ是权重，反映决策者的偏爱；当ｗ变大时，聚类总数数目将变大，反之聚类总数数目将变小。
⑥ 将不同类计算出的Ｄｉ求和赋给ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ，以ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ作为评估值。

ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＝ 
ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｉ＝１

Ｎｉ

ｊ＝１
‖Ｘ（ωｉ）ｊ －Ｘ（ωｉ）‖２ ＝ 

ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｉ＝１
Ｄｉ （１２３）

ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ越小，说明这种分类方法的误差越小，该个体被选择到下一代的几率也
就越大。

４设定适应度函数

适应度函数是整个遗传算法中极为关键的一部分。好的适应度函数能够从非最优的个体

进化到最优个体，能够解决过早收敛与过慢结束的矛盾。

适应度函数ＣａｌＦｉｔｎｅｓｓＶａｌｕｅ（）结果代表每个个体相对于整个群体的相对适应性。个体适
应度的大小决定了它继续繁衍还是消亡。适应度高的个体被复制到下一代的可能性高于适应

度低的个体。
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（１）选择机制在遗传算法中存在的问题

以ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ作为适应度，其选择机制在遗传算法中存在两个问题：
① 群体中极少数适应度相当高的个体被迅速选择、复制遗传，引起算法提前收敛于局部

最优解。

② 群体中个体适应度彼此非常接近，算法趋向于纯粹的随机选择，使优化过程趋于
停止。

这里不以ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ直接作为该分类方法的适应度值，采用的方法是适应度排序
法。不管个体的ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ是多少，被选择的几率只与序号有关。这样避免了一代群
体中过于适应或过于不适应个体的干扰。

（２）适应度函数计算步骤

① 按照原始的ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ由小到大排序，依次编号为１，２，…，ｐｏｐＳｉｚｅ。ｉｎｄｅｘ是排
序序号。

② 计算适应度值：
ｍ ｐｏｐ（ｉ）．ｆｉｔｎｅｓｓ＝ａ（１－ａ）ｉｎｄｅｘ－１ （１２４）

其中，ａ取值范围是（０，１），取ａ＝０６。

５遗传算子

（１）选择算子

建立选择数组ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｐｏｐＳｉｚｅ），循环统计从第１个个体到第 ｉ个个体适应度值之和占
所有个体适应度值总和的比例ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ），以ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）作为选择依据。

ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）＝

ｉ

ｋ＝１
ｍ ｐｏｐ（ｉ）．ｆｉｔｎｅｓｓ

Ｓ （１２５）

式中，Ｓ＝
ｐｏｐＳｉｚｅ

ｉ＝１
ｍ ｐｏｐ（ｉ）．ｆｉｔｎｅｓｓ

循环产生随机数ｐ，当ｐ＜ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）时，对应的第ｉ个个体复制到下一代中，直到生成中
间群体。例如，由４个个体组成的群体，ａ＝０６，ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）计算方式如表１２３所示。

表１２３　选择依据计算方式

ｉｎｄｅｘ 适应度值：ａ（１－ａ）ｉｎｄｅｘ－１ 选择依据：ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）

１ ０６（１－０６）０＝０６ ０６／Ｓ
２ ０６（１－０６）１＝０６·０４＝０２４ （０６＋０６·０４）／Ｓ
３ ０６（１－０６）２＝０６×０４×０４＝００９６ （０６＋０６·０４＋０６×０４×０４）／Ｓ
４ ０６（１－０６）３＝０６×０４×０４×０４＝００３８４ （０６＋０６·０４＋０６×０４×０４＋０６×０４×０４×０４）／Ｓ

（２）交叉算子

以概率Ｐｃ生成一个“一点交叉”的交叉位ｐｏｉｎｔ，随机不重复地从中间群体中选择两个个
体，对交叉位后的基因进行交叉运算，直到中间群体中所有个体都被选择到。

（３）变异算子

对所有个体，循环每一个基因位，产生随机数ｐ，当概率ｐ＜Ｐｍ时，对该位基因进行变异运
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算，随机产生１～ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ之间的一个数赋值给该位，生成子代群体。
变异概率一般很小，Ｐｍ在０００１～０１之间，如果变异概率过大，会破坏许多优良品种，也

可能无法得到最优解。

６实现步骤
① 设置相关参数。
初始化初始种群总数ｐｏｐＳｉｚｅ＝２００，交叉概率０６，变异概率００５。从对话框得到用户输

入的最大迭代次数ＭａｘＧｅｎｅｒａｔｉｏｎ，聚类中心数目ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ。
② 获得所有样品个数及特征。
③ 群体初始化。
④ 计算每一个个体的评估值ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ。
⑤ 计算每一个个体的适应度值ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ。
⑥ 生成下一代群体。
选择算子：建立适应度数组ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｐｏｐＳｉｚｅ），计算ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）。循环产生随机数ｐ，当
ｐ＜ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）时，对应的个体复制到下一代中，直到生成２００个中间群体。
交叉算子：以概率Ｐｃ＝０６生成一个“一点交叉”的交叉位ｐｏｉｎｔ，随机从中间群体中选
择两个个体，对交叉位后的基因进行交叉运算，直到中间群体中所有个体都被选择过。

变异算子：对所有个体，循环每一个基因位，产生随机数ｐ，当概率ｐ＜Ｐｍ＝００５时，对该位
基因进行变异运算，随机产生１～ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ之间的一个数赋值给该位，生成子代群体。

⑦ 再次调用ＥｖａＰｏｐ（）函数对新生成的子代群体（２００个）进行评估。
⑧ 调用ＦｉｎｄＢＷ（）函数保留精英个体，若新生成的子代群体中的最优个体 Ｄ值低于总的

最优个体的Ｄ值（相互之间距离越近，Ｄ越小），则用当前最好的个体替换总的最好的个体，否
则用总的最好个体替换当前最差个体。

⑨ 若已经达到最大迭代次数，则退出循环，否则到第⑥步“生成下一代群体”继续运行。
⑩ 将总的最优个体的染色体解码，返回给各个样品的类别号。
遗传算法应用于聚类分析的程序总体流程图如图１２９所示。

７编程代码

在本书提供的基于遗传算法聚类具体功能在ＧＡｍ中定义：
（１）初始化各个参数

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ＿ＧＡ（）
％参数：ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能　　按照遗传算法对全体样品进行聚类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ＿ＧＡ（ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
［ｃｅｎｔｅｒＮｕｍＭａｘＧｅｎｅｒａｔｉｏｎ］＝ＩｎｐｕｔＣｌａｓｓＤｌｇ（）；％获得类中心数和最大迭代次数
ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
ｐｏｐＳｉｚｅ＝２００；％种群大小
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图１２９　基于遗传算法的聚类问题流程图
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　　　　％初始化种群体结构
ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｐＳｉｚｅ
　　　 ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｓｔｒｉｎｇ＝ｃｅｉｌ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍｒａｎｄ（１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ））；％初始化个体位串
　　　 ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｉｎｄｅｘ＝－１；％索引
　　　 ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＝０；％评估值
　　　 ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ＝０；％适应度
ｅｎｄ
％初始化全局最优最差个体
ｃＢｅｓｔ＝ｍ＿ｐｏｐ（１）；％其中ｃＢｅｓｔ的ｉｎｄｅｘ属性记录最优个体出现在第几代中
ｃＷｏｒｓｔ＝ｍ＿ｐｏｐ（１）；
ｐｃ＝０６；％交叉概率
ｐｍ＝００５；％变异概率

（２）评价群体

　　　　　　 ［ｍ＿ｐｏｐ］＝ＣａｌＯｂｊＶａｌｕｅ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ，ｄｉｓＴｙｐｅ）；％计算个
体的评估值

　　 ［ｍ＿ｐｏｐ］＝ＣａｌＦｉｔｎｅｓｓＶａｌｕｅ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ）；％计算个体的适应度
　　［ｃＢｅｓｔ，ｃＷｏｒｓｔ］＝ＦｉｎｄＢＷ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ，ｃＢｅｓｔ，ｃＷｏｒｓｔ，ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ）；％寻找最优个体，更新
总的最优个体Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ当前代。
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＣａｌＯｂｊＶａｌｕｅ（）
％参数：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构；ｐｏｐＳｉｚｅ：种群规模；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目；
％　　 ｅｎｔｅｒＮｕｍ：类中心数；ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；
％　　 ｄｉｓＴｙｐｅ：距离类型　
％返回值：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构；
％函数功能：计算个体的评估值
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ＿ｐｏｐ］＝ＣａｌＯｂｊＶａｌｕｅ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ，ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ，ｄｉｓＴｙｐｅ）
　　ｇｌｏｂａｌＮｗｉｄｔｈ；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｐＳｉｚｅ
　　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ％初始化聚类中心
　　　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｉｎｄｅｘ＝ｉ；
　　　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｚｅｒｏｓ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）；
　　　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝０；
　　　　 ｅｎｄ
　　　　 ％计算聚类中心
　　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

　　　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ））ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ））ｆｅａｔｕｒｅ＋
ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ；

　　　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ））ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝
　　　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ））ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１；
　　　　 ｅｎｄ
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　　　　 ｄ＝０；
　　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　ｉｆ（ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ～＝０）
　　　　　　　　ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ／ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ；
　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　ｄ＝ｄ＋１；
　　　　　ｅｎｄ
　　　　 ｅｎｄ
　　　　 ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＝０；
　　　　 ％计算个体评估值
　　　　 ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

　　　　　　ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＝ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＋ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ＿ｃｅｎｔｅｒ（ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ）），
ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）^２；

　　　　 ｅｎｄ
　　　　 ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＝ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＋ｄ；
　　ｅｎｄ

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＣａｌＦｉｔｎｅｓｓＶａｌｕｅ（）
％参数：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构；ｐｏｐＳｉｚｅ：种群规模；
％返回值：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构；
％函数功能：计算个体的适应度
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ＿ｐｏｐ］＝ＣａｌＦｉｔｎｅｓｓＶａｌｕｅ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ）
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｐＳｉｚｅ
　　　　ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｉｎｄｅｘ＝－１；
　　ｅｎｄ
　　％按照ｖａｌｕｅ大小排序
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｐＳｉｚｅ
　　　　ｉｎｄｅｘ＝１；
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐｏｐＳｉｚｅ
　　　　　　ｉｆ（ｍ＿ｐｏｐ（ｊ）ｖａｌｕｅ＜ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＆＆ｉ～＝ｊ）
　　　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝ｉｎｄｅｘ＋１；
　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＝＝ｍ＿ｐｏｐ（ｊ）ｖａｌｕｅ＆＆ｍ＿ｐｏｐ（ｊ）ｉｎｄｅｘ～＝－１＆＆ｉ～＝ｊ）
　　　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝ｉｎｄｅｘ＋１；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｉｎｄｅｘ＝ｉｎｄｅｘ；
　　ｅｎｄ
　　ａ＝０６；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｐＳｉｚｅ
　　　　ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ＝ａ（１－ａ）^（ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｉｎｄｅｘ－１）；
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　　ｅｎｄ　　　

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：ＦｉｎｄＢＷ（）
％参数：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构；ｐｏｐＳｉｚｅ：种群规模；
％　　　ｃＢｅｓｔ：最优个体；ｃＷｏｒｓｔ：最差个体；ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ：当前代数
％返回值：ｃＢｅｓｔ：最优个体；ｃＷｏｒｓｔ：最差个体；
％函数功能：寻找最优个体，更新总的最优个体
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｃＢｅｓｔ，ｃＷｏｒｓｔ］＝ＦｉｎｄＢＷ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ，ｃＢｅｓｔ，ｃＷｏｒｓｔ，ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ）
　　％初始化局部最优个体
　　ｂｅｓｔ＝ｍ＿ｐｏｐ（１）；
　　ｗｏｒｓｔ＝ｍ＿ｐｏｐ（１）；
　　ｆｏｒｉ＝２：ｐｏｐＳｉｚｅ
　　　　ｉｆ（ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＜ｂｅｓｔｖａｌｕｅ）
　　　　　　ｂｅｓｔ＝ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）；
　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ＞ｗｏｒｓｔｖａｌｕｅ）
　　　　　　ｗｏｒｓｔ＝ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｉｆ（ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ＝＝１）
　　　　ｃＢｅｓｔ＝ｂｅｓｔ；
　　　　ｃＢｅｓｔｉｎｄｅｘ＝１；
　　ｅｌｓｅ
　　　　ｉｆ（ｂｅｓｔｖａｌｕｅ＜ｃＢｅｓｔｖａｌｕｅ）
　　　　　　ｃＢｅｓｔ＝ｂｅｓｔ；
　　　　　　ｃＢｅｓｔｉｎｄｅｘ＝ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

（３）生成下一代群体

　　　　　　［ｍ＿ｐｏｐ］＝Ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ）／／选择算子

　　［ｍ＿ｐｏｐ］＝Ｃｒｏｓｓｏｖｅｒ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ，ｐｃ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）／／交叉算子

　　［ｍ＿ｐｏｐ］＝Ｍｕｔａｔｉｏｎ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ，ｐｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）／／变异算子

① 选择算子
建立适应度数组ｃＦｉｔｎｅｓｓ［ｐｏｐＳｉｚｅ］，ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）的值为从第１个个体到第ｉ个个体适应度

值之和占所有个体适应度值总和的比例。即：设Ｓ＝
ｐｏｐＳｉｚｅ

ｉ＝１
ｍ ｐｏｐ（ｉ）ｖａｌｕｅ，则

ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）＝

ｉ

ｋ＝１
ｍ ｐｏｐ（ｉ）．ｖａｌｕｅ

Ｓ ，

产生随机数ｐ，以概率Ｐｍ将第一个大于 ｐ的 ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）对应的个体复制到下一代中，直
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到生成２００个中间群体。编程代码如下。

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ（）
％参数：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构；ｐｏｐＳｉｚｅ：种群规模；
％返回值：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构
％函数功能：选择操作
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ＿ｐｏｐ］＝Ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ）
　　ｃＦｉｔｎｅｓｓ＝ｚｅｒｏｓ（１，ｐｏｐＳｉｚｅ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｐＳｉｚｅ
　　　　ｉｆ（ｉ＝＝１）
　　　　　　ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）＝ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ；
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ）＝ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉ－１）＋ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　ｃＦｉｔｎｅｓｓ＝ｃＦｉｔｎｅｓｓ／ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｐｏｐＳｉｚｅ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｐＳｉｚｅ
　　　　ｐ＝ｒａｎｄ；
　　　　ｉｎｄｅｘ＝１；
　　　　ｗｈｉｌｅ（ｃＦｉｔｎｅｓｓ（ｉｎｄｅｘ）＜ｐ）
　　　　　　ｉｎｄｅｘ＝ｉｎｄｅｘ＋１；
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｎｅｗＰｏｐ（ｉ）＝ｍ＿ｐｏｐ（ｉｎｄｅｘ）；
　　ｅｎｄ
　　ｍ＿ｐｏｐ＝ｎｅｗＰｏｐ；

② 交叉算子
以概率Ｐｃ生成一个“一点交叉”的交叉位 ｐｏｉｎｔ，随机的从中间群体中选择两个个体，对

交叉位后的基因进行交叉运算，直到中间群体中所有个体都被选择过。

编程代码：

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃｒｏｓｓｏｖｅｒ（）
％参数：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构；ｐｏｐＳｉｚｅ：种群规模；ｐｃ：交叉概率；
％　　　ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数量
％返回值：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构
％函数功能：交叉操作
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ＿ｐｏｐ］＝Ｃｒｏｓｓｏｖｅｒ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ，ｐｃ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　％交叉操作
　ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｐＳｉｚｅ／２
　　　ｐ＝ｒａｎｄ；
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　　　ｉｆ（ｐ＜ｐｃ）
　　　　　ｐｏｉｎｔ＝ｆｉｘ（ｒａｎｄｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；％生成随机位
　　　　　ｆｏｒｊ＝ｐｏｉｎｔ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ％交叉
　　　　　　　ｔｅｍｐ＝ｍ＿ｐｏｐ（２ｉ－１）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ）；
　　　　　　　ｍ＿ｐｏｐ（２ｉ－１）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ）＝ｍ＿ｐｏｐ（２ｉ）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ）；
　　　　　　　ｍ＿ｐｏｐ（２ｉ）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ）＝ｔｅｍｐ；
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　ｅｎｄ

③ 变异算子
对所有个体，以概率Ｐｍ对染色体中的每一位进行变异运算，使该位随机的生成１ｃｅｎｔｅｒ

ｎｕｍ之间的一个数，生成子代群体。

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｍｕｔａｔｉｏｎ（）
％参数：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构；ｐｏｐＳｉｚｅ：种群规模；ｐｍ变异概率；
％　　　ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数量；ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ：类中心数；
％返回值：ｍ＿ｐｏｐ：种群结构
％函数功能：变异操作
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ＿ｐｏｐ］＝Ｍｕｔａｔｉｏｎ（ｍ＿ｐｏｐ，ｐｏｐＳｉｚｅ，ｐｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐｏｐＳｉｚｅ
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　ｐ＝ｒａｎｄ；
　　　　　　ｉｆ（ｐ＜ｐｍ）
　　　　　　　　ｍ＿ｐｏｐ（ｉ）ｓｔｒｉｎｇ（１，ｊ）＝ｆｉｘ（ｒａｎｄｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＋１）；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

（４）评估子代群体

再次对新生成的子代群体进行评估。

（５）保留精英个体

若新生成的子代群体中的最优个体适应度值高于总的最优个体的适应度值，则用当前最

好的个体替换总的最好的个体。

（６）判断循环条件

若已经达到最大循环次数，则退出循环，否则到第（３）步“生成下一代群体”继续运行。

（７）获得最优解

将总的最优个体的染色体解码，返回给各个样品的类别号。

　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

１３３第１２章　遗传算法聚类分析



　　ｍ＿ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｃＢｅｓｔｓｔｒｉｎｇ（１，ｉ）；
ｅｎｄ

８效果图

这里给读者提供两个实例效果图，一个是基于数字聚类结果图，如图１２１０所示，另一个
是基于图形聚类结果，如图１２１１所示。这两个图也比较复杂，但从结果可以看出，应用遗传
算法解决聚类问题效果非常好。注意：图右上角显示样品编号，左下角显示该样品所属类别。

图１２１０　遗传算法应用于数字聚类分析

图１２１１　遗传算法应用于图形聚类分析

２３３ 模式识别与智能计算———ＭＡＴＬＡＢ技术实现（第３版）



本章小结

本章介绍了遗传算法基本概念，包括遗传算法的构成要素、染色体的编码等内容；介绍了

遗传算子的实现方法，包括选择算子、交叉算子和变异算子以及评估函数、适应度函数的设定

方法，还介绍了遗传算法进行问题求解过程以及控制参数的选择，并着重介绍了遗传算法在聚

类问题中的实现方法和步骤。

习题１２

１．简述遗传算法的构成要素。
２．简述选择算子、交叉算子和变异算子的作用。
３．简述遗传算法进行问题求解步骤。
４．如果一幅位图当中包含有１５个样品，分成５类，叙述染色体的编码方法，给出一种可

能的染色体编码方案，染色体长度应该设为多长？如何设定评估函数？如何设定适应度函数？

５．叙述遗传算法在聚类问题中的实现方法和步骤。

３３３第１２章　遗传算法聚类分析



第１３章　蚁群算法聚类分析

本章要点：

蚁群算法的基本概念

聚类数目未知的蚁群聚类算法

聚类数目已知的蚁群聚类算法

１３１　蚁群算法的基本原理

蚁群算法（ＡｎｔＣｏｌｏｎｙＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＡＣＯ）是近年来才提出的一种基于种群寻优的启发式
搜索算法，由意大利学者ＭＤｏｒｉｇｏ等于１９９１年首先提出。该算法受到自然界中真实蚁群集
体行为的启发，利用真实蚁群通过个体间的信息传递、搜索从蚁穴到食物间的最短路径的集体

寻优特征，来解决一些离散系统中优化的困难问题。目前，该算法已经被用于求解旅行商问题

（ＴｒａｖｅｌｉｎｇＳａｌｅｓｍａｎＰｒｏｂｌｅｍ，ＴＳＰ）、指派问题以及调度问题等，取得了较好的实验结果。

１蚁群算法的基本思想

蚁群算法是受真实的蚂蚁的群体合作行为而提出的一种随机搜索算法，与其他进化算法

相似，通过对候选解组成的群体进化来寻求最优解。各候选解根据积累的信息不断调整自身

结构并且通过信息与其他候选解进行交流，以产生更好的解。

作为一种随机优化方法，蚁群算法不需要任何先验知识，最初只是随机地选择搜索路径，

随着对解空间的了解，搜索更加具有规律性，并逐渐得到全局最优解。蚁群算法的搜索机制主

要包括以下方面：

（１）存在一种群体中蚂蚁相互交流通信的机制，通常表示为信息素

蚂蚁能在其走过的路径上分泌一种化学物质 Ｐｈｅｒｏｍｏｎｅ（信息素），通过这种方式形成信
息素轨迹。蚂蚁在运动过程中能够感知这种物质的存在及其强度，并以此指导自己的运动方

向，使蚂蚁倾向于朝着该物质强度高的方向移动。信息素轨迹可以使蚂蚁找到它们返回食物

源（或蚁穴）的路径。当同伴蚂蚁进行路径选择时，会根据路径上的信息素进行选择，这样信

息素成为蚂蚁之间通信的媒介。

（２）蚂蚁的集群活动

每只蚂蚁在寻找食物源的时候只贡献了非常小的一部分，但整个蚁群的行为却表现出了

具有找出最短路径的能力。由大量蚂蚁组成的蚁群的集体行为表现出一种信息的正反馈现

象：某一路径上走过的蚂蚁越多，导致信息素强度增大，该路径对后来的蚂蚁就越有吸引力，即

一只蚂蚁选择一条路径的概率随着以前选择该路径的蚂蚁数量的增加而增大。而某些路径上

通过的蚂蚁较少时，路径上的信息素就会随时间推移而逐渐蒸发。蚂蚁这种搜索路径的过程

被称之为自催化行为或正反馈机制。因此，通过模拟这种机制即可使蚁群算法的搜索向最优



解推进。

图１３１　基本蚁群算法流程

（３）利用当前信息进行路径选择的概率选择策略

蚁群算法中蚂蚁从一个节点移动到下一个节点的求解方法是利用概率选择策略实现的，

概率选择策略只利用当前的信息去预测未来的情况，而不能利用未来的信息，因此，该选择策

略利用的都是当前信息。

２蚁群算法的基本模型

由于基本的蚁群算法与旅行商问题的求解具有紧密的联系，本节以求解旅行商问题为例

说明蚁群算法的基本模型。

旅行商问题属于一种典型的组合优化问题，定义是指给定 ｎ个城市集合以及两两城市之
间的距离，寻找一条具有最短长度的闭合路径，该路径经过全部城市且每个城市经过一次。旅

行商问题可由图论描述，即给定图Ｇ＝（Ｖ，Ａ），其中Ｖ为城市集合，Ａ为城市之间的支路集合，
已知各城市间的连接距离，要求确定一条长度最短的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ回路，即当且仅当一次遍历所
有城市的最短回路。下面介绍其基本算法。

（１）蚁群算法的常见符号

为了更清楚地描述蚁群算法，首先引入下列符号：

① ｑｉ（ｔ）∶ｔ时刻位于城市ｉ的蚂蚁个数；

② ｍ∶蚁群中的全部蚂蚁个数，ｍ＝
ｎ

ｉ＝１
ｑｉ（ｔ）；

③ τｉｊ∶边（ｉ，ｊ）上的信息素强度；
④ ηｉｊ∶边（ｉ，ｊ）上的能见度；
⑤ ｄｉｊ∶城市ｉ与城市ｊ之间的距离；
⑥ Ｐｋｉｊ∶蚂蚁ｋ由城市ｉ向城市ｊ转移的概率。

（２）每只蚂蚁具有的特征

① 蚂蚁根据城市距离和连接边上信息素数量
为变量的概率函数选择下一个将要访问的城市。

② 规定蚂蚁在完成一次循环以前，不允许转到
已访问的城市。

③ 蚂蚁在完成一次循环时，在每一条访问的边
（ｉ，ｊ）上释放信息素。

（３）蚁群算法流程

基本蚁群算法流程如图１３１所示。
① 初始化蚁群：初始化蚁群参数，设置蚂蚁

数量，将蚂蚁置于 ｎ个顶点上，初始化路径信
息素。

② 蚂蚁移动：蚂蚁依据前面蚂蚁所留下的信息
素和自己的判断选择路径，完成一次循环。

③ 释放信息素：对蚂蚁所经过的路径按一定的
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比例释放信息素。

④ 评价蚁群：根据目标函数对每只蚂蚁的适应度做出评价。
⑤ 若满足终止条件，即最短路径，输出最优解。否则，算法继续进行。
⑥ 信息素的挥发：信息素会随着时间延续不断消散。
初始时刻，各条路径上的信息素相等，设τｉｊ（０）＝Ｃ（Ｃ为常数）。蚂蚁ｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ）在

运动过程中根据各条路径上的信息素决定转移方向。在ｔ时刻，蚂蚁ｋ在城市ｉ选择城市ｊ的
转移概率Ｐｋｉｊ（ｔ）为

Ｐｋｉｊ（ｔ）＝

ταｉｊ（ｔ）ηβｉｊ（ｔ）


ｓ∈ａｌｌｏｗｅｄｋ

ταｉｓ（ｔ）ηβｉｓ（ｔ）
，若ｊ∈ａｌｌｏｗｅｄｋ

０，
{
否则

（１３１）

式中，ａｌｌｏｗｅｄｋ＝｛０，１，…，ｎ－１｝－ｔａｂｕｋ表示蚂蚁 ｋ下一步允许选择的城市，ｔａｂｕｋ记录蚂蚁
ｋ当前所走过的城市，ｔａｂｕｋ随进化过程做动态调整。由式（１３１）可知，转移概率Ｐ

ｋ
ｉｊ与ταｉｊηβｉｊ成

正比。ηｉｊ为能见度因数，用某种启发式算法得到，一般取ηｉｊ＝１／ｄｉｊ，α和β为两个参数，反映了
蚂蚁在运动过程中信息素轨迹和能见度在蚂蚁选择路径中的相对重要性。经过 ｎ个时刻，蚂
蚁完成一次循环，各路径上信息素量根据下式调整

τｉｊ（ｔ＋ｎ）＝（１－ρ）τｉｊ（ｔ）＋Δτｉｊ （１３２）

Δτｉｊ＝
ｍ

ｋ＝１
Δτｋｉｊ （１３３）

式中，Δτｋｉｊ表示第ｋ只蚂蚁在本次循环中留在路径（ｉ，ｊ）上的信息素量，其值视蚂蚁表现的优劣
程度而定。路径越短，信息素释放的就越多；Δτｉｊ表示本次循环中路径（ｉ，ｊ）的信息素量的增
量；ρ为信息素轨迹的衰减系数，通常设置系数ρ＜１来避免路径上信息素量的无限累加。

根据具体算法的不同，Δτｉｊ、Δτ
ｋ
ｉｊ及 Ｐ

ｋ
ｉｊ（ｔ）的表达形式可以不同，要根据具体问题而定。

ＭＤｏｒｉｇｏ曾给出三种不同模型，分别称为蚁周系统（ａｎｔｃｙｃｌｅｓｙｓｔｅｍ）、蚁量系统（ａｎｔｑｕａｎｔｉｔｙ
ｓｙｓｔｅｍ）、蚁密系统（ａｎｔｄｅｎｓｉｔｙｓｙｓｔｅｍ）。它们的差别在于求解Δτｋｉｊ的方法不同。

在蚁密系统模型中

Δτｋｉｊ＝
Ｑ，若第ｋ只蚂蚁在本次循环中经过路径（ｉ，ｊ）
０，{ 否则

（１３４）

式中，Ｑ为常量。
在蚁量系统模型中

Δτｋｉｊ＝
Ｑ／ｄｉｊ，若第ｋ只蚂蚁在本次循环中经过路径（ｉ，ｊ）

０　　{ 否则
（１３５）

在蚁周系统模型中

Δτｋｉｊ＝
Ｑ／Ｌｋ，若第ｋ只蚂蚁在本次循环中经过路径（ｉ，ｊ）

０，　　{ 否则
（１３６）

式中，Ｌｋ为第ｋ只蚂蚁在本次循环中所走的路径长度。
在蚁密系统和蚁量系统中，蚂蚁在建立方案的同时释放信息素，利用的是局部信息；而蚁

周系统是在蚂蚁已经建立了完整的轨迹后再释放信息素，利用的是整体信息。
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３蚁群算法的特点

（１）优点

① 蚁群算法本质上是一种模拟进化算法，结合了分布式计算、正反馈机制和贪婪式搜索
算法，在搜索过程中不容易陷入局部最优，即在所定义的适应函数是不连续、非规则或有噪声

的情况下，也能以较大的概率发现最优解，同时贪婪式搜索有利于快速找出可行解，缩短了搜

索时间。

② 蚁群算法采用自然进化机制来表现复杂的现象，通过信息素合作而不是个体之间的通
信机制，使算法具有较好的可扩充性，能够快速可靠地解决困难的问题。

③ 蚁群算法具有很高的并行性，非常适合于巨量并行机。

（２）缺陷

① 通常该算法需要较长的搜索时间。由于蚁群中个体的运动是随机性的，当群体规模较
大时，要找出一条较好的路径就需要较长的搜索时间。

② 蚁群算法在搜索过程中容易出现停滞现象，表现为搜索到一定阶段后，所有解趋向一
致，无法对解空间进行进一步搜索，不利于发现更好的解。

因此，在针对不同的优化问题求解时，就需要设计不同的蚁群算法，合理地选择目标函数，

信息更新和群体协调机制，尽量避免算法缺陷。

１３２　聚类数目已知的蚁群聚类算法

聚类分析是一种传统的多变量统计分类方法，用以探讨如何将所搜集的物体分类，使得相同群

体内具有高度的相似性以及不同群体间具有高度的相异性。聚类分析的用途甚广，在科学数据探

测、图像处理、模式识别、文档检索、医疗诊断、Ｗｅｂ分析、计算物学等领域起着非常重要的作用。
聚类问题的本质是一个非线性规划问题，目前没有有效的算法解决这些问题。蚁群算法

作为一种分布式寻优算法，已经展示了其优良的搜索最优解的能力，并具有其他通用型算法不

具备的特性。由于蚁群算法能够应用于各种优化组合问题，因此可以用来解决聚类分析问题。

基于蚁群算法的聚类算法大致分为“聚类数目已知”和“聚类数目未知”两类问题，本节和下一

节将分别介绍这两类算法。

１问题提出

图１３２　待聚类的样品数字

一幅图像中含有多个物体，在图像中进行聚类分析需要对不

同的物体分割标识，如图１３２所示，手写了１２个待分类样品，要分
成４类，如何让计算机自动将这１２个物体归类呢？本节介绍用蚁
群算法解决聚类问题的实现方法。

２蚂蚁的结构

在已知聚类数目的蚁群聚类算法中，每只蚂蚁都表示为一种

可能的聚类结果。首先生成具有 ｍ只蚂蚁的蚁群，每只蚂蚁在搜
索开始之前分配一个空的长度为样品个数Ｎ的解集Ｓ，解集中的第ｉ个位置对应于第ｉ个样品
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所属的类号。在搜索结束后，解集中的值表示的是第ｉ个样品所归属的类。
针对图１３２，分为４类的１２个样品，设计蚂蚁的解集，假设蚂蚁 Ｓｉ进行搜索后找到的解

集，如表１３１所示。

表１３１　某只蚂蚁的解集

样品号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

蚂蚁Ｓｉ ２ ４ １ ３ ２ ３ １ ４ ４ １ ３ １

某一只蚂蚁Ｓｉ中的值表示的是第１个样品分到第２类，第２个样品分到第４类，……这是
蚂蚁利用信息素把每个样品分到相应的类中后的解集。

３构造信息素矩阵

在将１２样品分到 ４个类规模的聚类问题中，信息素是一个在迭代过程中不断更新的
１２×４的矩阵。在初始阶段，信息素值 τ被初始化为同一个数值 τｏ，τｉｊ代表样品 ｉ分配到它所
属的类ｊ的信息素值。例如，如表１３２所示的是一个将１２样品分到４个类的初始信息素
矩阵。

表１３２　信息素矩阵
　　类别ｊ

样品ｉ　　　　　
１ ２ ３ ４

１ ００１ ００１ ００１ ００１
２ ００１ ００１ ００１ ００１
３ ００１ ００１ ００１ ００１
４ ００１ ００１ ００１ ００１
５ ００１ ００１ ００１ ００１
６ ００１ ００１ ００１ ００１
７ ００１ ００１ ００１ ００１
８ ００１ ００１ ００１ ００１
９ ００１ ００１ ００１ ００１
１０ ００１ ００１ ００１ ００１
１１ ００１ ００１ ００１ ００１
１２ ００１ ００１ ００１ ００１

４构造目标函数

已知模式样品集｛Ｘ｝有Ｎ个样品和Ｍ个模式分类｛Ｓｊ，ｊ＝１，２，…，Ｍ｝，每个样品有ｎ个特
征。以每个模式样品到聚类中心的距离之和达到最小作为目标函数，其数学模型表示为

ｍｉｎＪ（ｗ，ｃ）＝
ｍ

ｊ＝１

Ｎｊ

ｉ＝１

ｎ

ｐ＝１
ｗｉｊ‖ｘｉｐ－ｃｊｐ‖

２ （１３７）

ｃｊｐ ＝

Ｎｊ

ｉ＝１
ｗｉｊｘｉｐ


Ｎｊ

ｉ＝１
ｗｉｊ

（ｊ＝１，…，Ｍ；ｐ＝１，…，ｎ） （１３８）

ｗｉｊ＝
１，若样品ｉ属于ｊ类
０，{ 否则

（ｊ＝１，…，Ｍ；ｉ＝１，…，Ｎｊ） （１３９）
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式中，ｘｉｐ为第ｉ个样品的第ｐ个属性，ｃｊｐ为第ｊ个类中心的第ｐ个属性。

５更新蚁群

在每一次蚁群更新中，蚂蚁将通过信息素的间接通信实现把个Ｎ样品划分为Ｍ个类的一
个近似划分。当ｍ只蚂蚁都迭代结束后，加入局部搜索以便进一步提高划分的质量，然后根
据划分的质量更新信息素矩阵。如此循环，直到满足循环条件结束。

下面我们介绍具体的更新过程，用ｔ来表示迭代的次数。每只蚂蚁依赖于第 ｔ－１次迭代
提供的信息来实现分类。设表１３２表示本次迭代中继承的信息素矩阵。对每只蚂蚁所构成
的每个样品，系统产生一个随机数ｑ，预先定义好概率 ｑ０（０＜ｑ０＜１），对每只蚂蚁的更新根据
概率ｑ０有两种方式：

① 若此随机数小于ｑ０，则选择与样品间具有最大信息素的类为样品要归属的类。例如，
假设某次迭代中样品１归属于不同类的信息素为：τ１１＝０３１，τ１２＝０２１，τ１３＝０４１，τ１４＝０５１。
这组数据表明，τ１４的值较大，当随机数ｑ＜ｑ０时，第１个样品将归属于第４类。

② 若此随机数大于ｑ０，根据转换概率随机选择样品要转换的类。
计算样品ｉ转换到类ｊ的转换概率ｐｉｊ：

ｐｉｊ＝
τｉｊ


Ｍ

ｌ＝１
τｉｌ
（ｊ＝１，…，Ｍ） （１３１０）

这里τｉｊ为样品ｉ和所属类ｊ间的标准化信息素。每个样品ｉ根据转换概率分布，选择要转
换到的类别。

第一种方式为利用已有的知识，而第二种方式为开发新解的空间。

６局部搜索

依照上述方法计算所有蚂蚁对应的解集。对每一只蚂蚁根据式（１３７）～式（１３１０）计算
其对应的聚类中心及其目标函数值。为提高算法中蚂蚁找到近似解的效率，很多改进的蚁群

算法都加入了局部搜索，特别是当问题域的启发信息不易获得时，加入局部搜索可以帮助找到

更好的解。目前，局部搜索可对所有解都执行，也可以只对部分解执行。在局部搜索前，把所

有的解按照目标函数值进行升序排列。对具有小的目标函数值的前 Ｌ个解进行局部搜索操
作。局部搜索操作有很多种，本算法选择变换操作。对目标函数值较小的前 Ｌ个蚂蚁解集进
行变换，方法如下：

① 为解集中的每个样品产生随机数，预先设定一个０～１间的随机数 ｐｌｓ。设只有第 ｉ个
样品被分配的随机值小于ｐｌｓ，所以这个样品要被分到其他类当中。

② 选择类中心与这个样品的距离最短的类为第ｉ个样品被分配的类，重新聚类。
③ 根据式（１３７）重新计算变换操作后的目标函数值，与原解集的目标函数值比较。若比

原解集的目标函数值小，保留新解集，否则还原旧解集。

④ 对前Ｌ个解集进行上述操作。在前 Ｌ个蚂蚁中选择具有最小目标函数的蚂蚁作为最
优解。

７信息素矩阵更新

执行过局部搜索之后，利用前Ｌ个蚂蚁对信息素表进行更新。信息素更新采用式（１３１１）
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τｉｊ（ｔ＋１）＝（１－ρ）τｉｊ（ｔ）＋
Ｌ

ｓ＝１
Δτｓｉｊ　（ｉ＝１，…，Ｎ；ｊ＝１，…，Ｍ） （１３１１）

其中，ρ（０＜ρ＜１）为信息素蒸发参数，τｉｊ（ｔ）为样品ｉ与类ｊ在ｔ时刻的信息素浓度。设Ｊｓ为蚂
蚁ｓ目标函数值，Ｑ为一参数常量值。若蚂蚁ｓ中的样品ｉ属于ｊ类，则Δτｓｉｊ＝Ｑ／Ｊｓ，否则＝Δτ

ｓ
ｉｊ

＝０。
至此，一次迭代结束。继续迭代，直到达到最大迭代次数，返回最优解为聚类结果。

８算法流程

最终找到的最优蚂蚁对应的解集如表１３３所示。如图１３３所示为聚类数目已知的蚁群
聚类算法流程图。如图１３４所示为该解集对应的最优聚类划分。如图１３５所示为最终信息
素矩阵。

表１３３　最优蚂蚁的解集
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

Ｓｌ ３ ２ １ ４ １ ３ ２ ４ １ ２ ３ ４

图１３３　聚类数目已知的蚁群聚类算法流程图 图１３４　蚁群算法找到的最优聚类划分

９实现步骤

① 初始化蚁群参数，包括蚂蚁数目ａｎｔＮｕｍ（取２００）、类的个数ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ、转换规则参数ｑ
（取０５）、信息素蒸发参数ρ（取０１）、局部搜索阈值（取００５）等。
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图１３５　最终信息素矩阵

② 初始化信息素矩阵。
③ 所有蚂蚁根据信息素矩阵构建解集。
④ 计算各类中心。计算每只蚂蚁的目标函数，并对蚂蚁按目标函数值排序。
⑤ 在排序后的蚂蚁解集中，将前Ｌ个蚂蚁作为要交换样品的蚂蚁，我们取Ｌ＝２，对要交换

样品的蚂蚁实施局部搜索操作。

⑥ 按照式（１３１１）更新信息素值。
⑦ 如果没有达到最大迭代次数，则转步骤③，否则输出最优聚类解集。

１０编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＡｎｔＣｌｕｓｔｅｒＫｎｏｗｎ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照蚁群聚类法对全体样品进行分类（已知聚类数目）
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＡｎｔＣｌｕｓｔｅｒＫｎｏｗｎ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　［ｃｅｎｔｅｒＮｕｍｉｔｅｒＮｕｍ］＝ＩｎｐｕｔＣｌａｓｓＤｌｇ（）；％获得类中心数和最大迭代次数
　　％初始化参数
　　ａｎｔＮｕｍ＝２００；％蚂蚁数目
　　ｒｈｏ＝０１；％１－ｒｈｏ：信息素轨迹的衰减系数
　　ｑ＝０５；％转换规则参数
　　ｔａｏ＝ｏｎｅｓ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）００１；％信息素矩阵初始化
　　ｓｏｌｕｔｉｏｎ＝ｚｅｒｏｓ（ａｎｔＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）；％解矩阵初始化
　　％初始化聚类中心
　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ；
ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｉｎｄｅｘ＝ｉ；
ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝０；
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　　ｅｎｄ
　　ｃｏｕｎｔｅｒ＝０；
　　ｂｅｓｔＶａｌ＝ｉｎｆ；
　　ｗｈｉｌｅ（ｃｏｕｎｔｅｒ＜ｉｔｅｒＮｕｍ）
　　　　ｓｏｌｕｔｉｏｎ＝０ｓｏｌｕｔｉｏｎ；
　　　　ｉｆ（ｃｏｕｎｔｅｒ＝＝０）

％随机生成初始蚁群分布矩阵
ｆｏｒｉ＝１：ａｎｔＮｕｍ
　 ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）＝ｒａｎｄｐｅｒｍ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　 ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　ｉｆ（ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｊ）＞ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）
　 　　　ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｊ）＝ｆｉｘ（ｒａｎｄｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＋１）；

ｅｎｄ
ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｊ）；

　　　ｅｎｄ
　　　 ％计算聚类中心

　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｍ ａｎｔＣｅｎｔｅｒ（ｉ）ｍ ｃｅｎｔｅｒ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ；
　　　　　　　　％计算目标函数
　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）
＋ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｊ）），ｄｉｓＴｙｐｅ）；

　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　％根据信息素矩阵计算每只蚂蚁的解
　　　　　　ｒ＝ｒａｎｄ（ａｎｔＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；％产生随机数
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ａｎｔＮｕｍ
　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　　　ｉｆ（ｒ（ｉ，ｊ）＜ｑ）％若ｒ＜ｑ，选择与样品间具有最大信息素的类为样品要归属的类
　　　　　　　　　　　　［Ｃ，Ｒ］＝ｍａｘ（ｔａｏ（ｊ，：））；
　　　　　　　　　　　 ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｊ）＝Ｒ；％ｉ只蚂蚁的第ｊ个样品对应Ｒ类
　　　　　　　　　　ｅｌｓｅ％根据转换概率随机选择要归属的类
　　　　　　　　　　　　ｔｅｍｐ＝ｓｕｍ（ｔａｏ（ｊ，：））；
　　　　　　　　　　　　ｔｐ＝ｔａｏ（ｊ，：）／ｔｅｍｐ；％转移概率
　　　　　　　　　　　　ｆｏｒｍ＝２：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　　　　　　　ｔｐ（ｍ）＝ｔｐ（ｍ）＋ｔｐ（ｍ－１）；
　　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　　　ｒｐ＝ｒａｎｄ；
　　　　　　　　　　　　ｆｏｒｍ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ％根据产生的随机数ｒ判断归属的类
　　　　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｒｐ＜＝ｔｐ（ｍ））
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　　　　　　　　　　　　　　　　ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｊ）＝ｍ；
　　　　　　　　　　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｊ）；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　％计算聚类中心
　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｍ ａｎｔＣｅｎｔｅｒ（ｉ）ｍ ｃｅｎｔｅｒ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ；
　　　　　　　　％计算目标函数
　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）
＋ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｊ）），ｄｉｓＴｙｐｅ）；

　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　
　　　　％对蚂蚁按目标函数由小到大排序
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ａｎｔＮｕｍ－１
　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ａｎｔＮｕｍ
　　　　　　　　ｉｆ（ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）＞ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｊ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１））
　　　　　　　　　　ｔｅｍｐ＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，：）；
　　　　　　　　　　ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｉ，：）＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｊ，：）；
　　　　　　　　　　ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｊ，：）＝ｔｅｍｐ；
　　　　　　　　　　ｔｅｍｐ２＝ｍ ａｎｔＣｅｎｔｅｒ（ｉ）；
　　　　　　　　　　ｍ ａｎｔＣｅｎｔｅｒ（ｉ）＝ｍ ａｎｔＣｅｎｔｅｒ（ｊ）；
　　　　　　　　　　ｍ ａｎｔＣｅｎｔｅｒ（ｊ）＝ｔｅｍｐ２；
　　　　　　　　ｅｎｄ　
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｊｐ＝００５；％局部概率阈值
　　　　Ｌ＝２；
　　　　ｋ＝１；
　　　　ｔｅｍｐＳｏｌｕｔｉｏｎ＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ；
　　　　ｗｈｉｌｅ（ｋ＜＝Ｌ）
　　　　　　ｒ＝ｒａｎｄ（１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，ｊ）；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
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　　　　　　　　ｉｆ（ｒ（１，ｉ）＜ｊｐ）％该样品被分到其他类
　　　　　　　　　　ｄｉｓ＝ｉｎｆ；
　　　　　　　　　　ｐｊ＝０；
　　　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｊ～＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ）

ｄｉｓＴｅｍｐ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），
ｍ ａｎｔＣｅｎｔｅｒ（ｋ）ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；

　　　　　　　　　　　　　　ｉｆ（ｄｉｓ＞ｄｉｓＴｅｍｐ）
　　　　　　　　　　　　　　　　ｄｉｓ＝ｄｉｓＴｅｍｐ；
　　　　　　　　　　　　　　　　ｐｊ＝ｊ；
　　　　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｐｊ；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　％计算调整后的的目标函数
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｍ ａｎｔＣｅｎｔｅｒ（ｋ）ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ａｎｔＣｅｎｔｅｒ（ｋ）ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｍ ｐａｔ
ｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；

　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）＝０；
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）
＋ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，ｊ）），ｄｉｓＴｙｐｅ）；

　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　％若调整后的目标函数小于先前的，保留调整后的样品所属的类
　　　　　　ｉｆ（ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）＞ｔｅｍｐＳｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１））
　　　　　　　　ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，：）＝ｔｅｍｐＳｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，：）；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｉｆ（ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）＜ｂｅｓｔＶａｌ）％保留最优解
　　　　　　　　ｂｅｓｔＶａｌ＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）；
　　　　　　　　ｂｅｓｔＣｌｕｓｔｅｒ＝ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｋ，：）；
　　　　　　　　ｔ＝ｃｏｕｎｔｅｒ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｋ＝ｋ＋１；
　　　　ｅｎｄ
　　　　 ｉｆ（ｂｅｓｔＶａｌ＝＝０）％ｃｏｕｎｔｅｒ－ｔ＞ｉｔｅｒＮｕｍ／２｜｜
　　　　　　　　 ｂｒｅａｋ；
　　　　 ｅｎｄ
　　　　％信息素更新
　　　　ｔＳｕｍ＝ｚｅｒｏｓ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）；
　　　　ｆｏｒｍ＝１：Ｌ
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　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　　　　　ｉｆ（ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｍ，ｉ）＝＝ｊ）

ｔＳｕｍ（ｉ，ｊ）＝ｔＳｕｍ（ｉ，ｊ）＋０００１／ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＋１）；
ｅｎｄ

　　　　　 　ｅｎｄ
　　　　　 ｅｎｄ
　　 　ｅｎｄ
　　　　ｔａｏ＝（１－ｒｈｏ）ｔａｏ＋ｔＳｕｍ；
　　　　ｃｏｕｎｔｅｒ＝ｃｏｕｎｔｅｒ＋１；
　　ｅｎｄ
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｂｅｓｔＣｌｕｓｔｅｒ（ｉ）；
　　ｅｎｄ
　　ｄｉｓｐ（ｔａｏ）；

１１效果图

这里同样给读者提供两个实例效果图，一个是基于手写数字聚类结果图，如图１３６所示；
另一个是基于图形聚类结果图，如图１３７所示。这两个图也比较复杂，但从结果可以看出，应
用已知聚类数目的蚁群算法解决聚类问题效果非常好。注意：图右上角显示样品编号，左下角

显示该样品所属类别。

图１３６　聚类数目已知的蚁群聚类算法效果图
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图１３７　聚类数目已知的蚁群聚类算法效果图

１３３　聚类数目未知的蚁群聚类算法

１理论基础

在未知聚类数目的蚁群聚类算法，将样品视为具有不同属性的蚂蚁，聚类中心看做是蚂蚁

要寻找的“食物源”。所以，样品聚类过程就看做是蚂蚁寻找食物源的过程。

设Ｘ＝｛Ｘｉ｜Ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２…，ｘｉｎ）｝（ｉ＝１，２，…，Ｎ）是待进行聚类分析的数据集合，Ｎ为样品
的特征数，聚类过程可表述如下：

① 初始分配Ｎ个样品各自为一类（ω１，ω２，…，ωＮ）。
② 计算类ωｉ和ωｊ之间的欧式距离ｄｉｊ。

ｄｉｊ＝‖Ｘ
（ωｉ）－Ｘ（ωｊ）‖＝ 

ｎ

ｋ＝１
（Ｘ（ωｉ）ｋ －Ｘ（ωｊ）ｋ ）槡

２ （１３１２）

Ｘ（ωｉ）＝１Ｎｉ

Ｎｉ

ｋ＝１
Ｘｋ（Ｘｋ∈ωｉ） （１３１３）

式中，ｄｉｊ表示ωｉ到 ωｊ之间的欧式距离，Ｘ
（ωｉ）为聚类中心向量，Ｎｉ为类 ωｉ中样品数量，可以根

据各分量在聚类中的贡献不同而设定。

③ 计算各路径上的信息素量。设ｒ为聚类半径，τｉｊ（ｔ）是ｔ时刻ωｉ到ωｊ路径上残留的信
息素量，路径（ｉ，ｊ）上的信息素量定义为：
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τｉｊ（ｔ）＝
１，ｄｉｊ≤ｒ

０，ｄｉｊ＞{ ｒ
（１３１４）

式中，ｒ＝Ａ＋ｄｍｉｎ＋（ｄｍａｘ－ｄｍｉｎ）·Ｂ，Ａ，Ｂ为常量参数，ｄｍｉｎ＝ｍｉｎ（ｄｉｊ），ｄｍａｘ＝ｍａｘ（ｄｉｊ）。
④ 计算类ωｉ归并到ωｊ的概率：

ｐｉｊ（ｔ）＝
ταｉｊ（ｔ）ηβｉｊ（ｔ）

ｓ∈Ｓ
ταｉｓ（ｔ）ηβｉｓ（ｔ）

（１３１５）

式中，Ｓ＝｛ｓ｜ｄｓｊ≤ｒ，ｓ＝１，２，…，ｊ－１，ｊ＋１，…，Ｍ｝，ｓ代表某一类号，Ｓ代表到第 ｊ类距离小于等
于ｒ的所有类号集合，Ｍ为当前的总类数，ηｉｓ（ｔ）为权重参数。

⑤ 判断若ｐｉｊ（ｔ）≥ｐ０，则ωｉ归并到ωｊ邻域，类别数减１。ｐ０为一给定的概率值。重新计
算归并后类的聚类中心。

⑥ 判断是否有归并。若无归并，则停止循环。否则，转②继续迭代。
算法流程如图１３８所示。

图１３８　蚁群算法未知聚类数目算法流程

２实现步骤

① 初始化：设定蚂蚁数量Ｎ为样品数量，ｎ为样品特征数目，根据样品之间的最大（ｍａｘｄｉｓ）、
最小距离（ｍｉｎｄｉｓ），取ｒ＝０２＋ｍｉｎｄｉｓ＋（ｍａｘｄｉｓ－ｍｉｎｄｉｓ）×０２８０。α＝１，β＝１。τｉｊ（０）＝０，转移
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概率ｐ０＝０６５。
② 按式（１３１２），计算两类之间的距离。
③ 按式（１３１４），计算各路径上的信息量。
④ 按式（１３１５），计算Ｃｉ归并到Ｃｊ的概率。
⑤ 判断ｐｉｊ（ｔ）＞ｐ０是否成立。若成立，将ωｉ类归并到类ωｊ。
⑥ 重新计算聚类中心。
⑦ 判断是否有归并。若无归并，则停止循环。否则，转②继续迭代。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＡｎｔＣｌｕｓｔｅｒ（）
％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能：按照未知聚类数同的蚁群聚类法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＡｎｔＣｌｕｓｔｅｒ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　ｍ ｍｉｎ＝ｉｎｆ；
　　ｍ ｍａｘ＝０；
　　％计算最大最小距离
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ－１
　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　ｔｅｍｐ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　ｉｆ（ｍ ｍｉｎ＞ｔｅｍｐ）
　　　　　　　　ｍ ｍｉｎ＝ｔｅｍｐ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｉｆ（ｍ ｍａｘ＜ｔｅｍｐ）
　　　　　　　　ｍ ｍａｘ＝ｔｅｍｐ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ
　　％初始化参数
　　ｒ＝ｍ ｍｉｎ＋（ｍ ｍａｘ－ｍ ｍｉｎ）／２；　
　　ｃｏｕｎｔｅｒ＝１；
　　ａ＝１；
　　ｂ＝１；
　　ｐｃ＝０８；
　　％各个元素自成一类
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｉｎｄｅｘ＝ｉ；
　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｉ；
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　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ；
　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝１；
　　ｅｎｄ
　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ；
　　％初始化参数
　　ｔａｏ＝ｚｅｒｏｓ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　ｈ＝ｏｎｅｓ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ｏｎｅｓ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　ｐ＝ｚｅｒｏｓ（ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　ｔｅｍｐ＝ｚｅｒｏｓ（１，ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ）；
　　ｗｈｉｌｅ（ｃｏｕｎｔｅｒ＜１００＆＆ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ～＝１）
　　　　％计算类间距离
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１
　　　　　　ｔｅｍｐ（ｉ）＝０；
　　　　　　ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｄｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ），ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　　　ｉｆ（ｄｉｓｔａｎｃｅ（ｉ，ｊ）＜ｒ）
　　　　　　　　　　ｔａｏ（ｉ，ｊ）＝１；
　　　　　　　　ｅｌｓｅ
　　　　　　　　　　ｔａｏ（ｉ，ｊ）＝０；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｈ（ｉ，ｊ）＝１；
　　　　　　　　ｔｅｍｐ（ｉ）＝ｔｅｍｐ（ｉ）＋（ｔａｏ（ｉ，ｊ）^ａ）（ｈ（ｉ，ｊ）^ｂ）；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｆｌａｇ＝１；
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１
　　　　　 ｆｏｒｊ＝ｉ＋１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｉｆ（ｔｅｍｐ（ｉ）～＝０）
　　　　ｐ（ｉ，ｊ）＝（ｔａｏ（ｉ，ｊ）^ａ）（ｈ（ｉ，ｊ）^ｂ）／ｔｅｍｐ（ｉ）；

ｅｌｓｅ
ｐ（ｉ，ｊ）＝０；

ｅｎｄ
　　　　ｉｆ（ｐ（ｉ，ｊ）＞ｐｃ）％归并ｊ类到ｉ类

ｐｉ＝ｉ；
ｐｊ＝ｊ；
ｆｌａｇ＝０；
ｂｒｅａｋ；
ｅｎｄ

　　　　　　　　 ｅｎｄ
　　　　　　　　 ｉｆ（ｆｌａｇ＝＝０）

ｂｒｅａｋ；
　　　　　　 ｅｎｄ
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　　　　　ｅｎｄ
　　　 ％归并类
　　　　ｉｆ（ｆｌａｇ＝＝０）
　　　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　ｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝＝ｐｊ）
　　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｐｉ；
　　　　　　　　ｅｌｓｅｉｆ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＞ｐｊ）
　　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ－１；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ＝ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ－１；
　　　　ｅｌｓｅ％无归并时退出
　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　ｅｎｄ
　　　　％重新计算聚类中心
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　　　ｅｎｄ
ｅｎｄ

４效果图

如图１３９所示为蚁群算法未知聚类数目聚类效果图。

图１３９　蚁群算法未知聚类数目聚类效果图
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本章小结

本章介绍了蚁群算法基本概念，包括蚁群算法的基本思想、蚁群算法的基本模型及特点；

着重介绍了蚁群算法用于聚类问题的实现方法，包括聚类数目未知的蚁群聚类算法和聚类数

目已知的蚁群聚类算法的实现方法和步骤。

习题１３

１简述蚁群算法的基本模型。
２简述蚁群算法进行旅行商问题求解步骤。
３对于聚类数目已知的蚁群算法聚类问题设计中，如果一幅位图当中包含有１５个样品，

分成５类，叙述蚂蚁的编码方法，给出一种可能的蚂蚁编码方案，蚂蚁长度应该设为多长？如
何计算蚂蚁的适应度？信息素矩阵如何构造？

４叙述蚁群算法在已知聚类中心数目的聚类问题中的实现方法和步骤。
５叙述蚁群算法在未知聚类中心数目的聚类问题中的实现方法和步骤。

１５３第１３章　蚁群算法聚类分析



第１４章　粒子群算法聚类分析

本章要点：

粒子群算法的基本概念

基于粒子群算法的聚类分析

１４１　粒子群算法的基本原理

粒子群算法（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）是一种有效的全局寻优算法，最早由美国的
Ｋｅｎｎｅｄｙ和Ｅｂｅｒｈａｒｔ于 １９９５年提出。它是基于群体智能理论的优化算法，通过群体中粒子间
的合作与竞争产生的群体智能指导优化搜索。与传统的进化算法相比，粒子群算法保留了基

于种群的全局搜索策略，但是其采用的速度－位移模型，操作简单，避免了复杂的遗传操作，它
特有的记忆使其可以动态跟踪当前的搜索情况调整其搜索策略。由于每代种群中的解具有

“自我”学习提高和向“他人”学习的双重优点，从而能在较少的迭代次数内找到最优解。目前

已广泛应用于函数优化、数据挖掘、神经网络训练等应用领域。

１粒子群算法的基本原理

粒子群优化算法具有进化计算和群智能的特点。起初Ｋｅｎｎｅｄｙ和Ｅｂｅｒｈａｒｔ只是设想模拟
鸟群觅食的过程，后来从这种模型中得到启示，并将粒子群算法用于解决优化问题。与其他进

化算法相类似，粒子群算法也是通过个体间的协作与竞争，实现复杂空间中最优解的搜索。

粒子群算法中，每一个优化问题的解看做搜索空间中的一只鸟，即“粒子”。首先生成初

始种群，即在可行解空间中随机初始化一群粒子，每个粒子都为优化问题的一个可行解，并由

目标函数为之确定一个适应度值。每个粒子都将在解空间中运动，并由运动速度决定其飞行

方向和距离。通常粒子将追随当前的最优粒子在解空间中搜索。在每一次迭代中，粒子将跟

踪两个“极值”来更新自己，一个是粒子本身找到的最优解，另一个是整个种群目前找到的最

优解，这个极值即全局极值。

粒子群算法可描述为：设粒子群在一个 ｎ维空间中搜索，由 ｍ个粒子组成种群 Ｚ＝｛Ｚ１，
Ｚ２，…，Ｚｍ｝，其中的每个粒子所处的位置Ｚｉ＝｛ｚｉ１，ｚｉ２，…，ｚｉｎ｝都表示问题的一个解。粒子通过
不断调整自己的位置Ｚｉ来搜索新解。每个粒子都能记住自己搜索到的最好解，记做 ｐｉｄ，以及
整个粒子群经历过的最好的位置，即目前搜索到的最优解，记做 ｐｇｄ。此外每个粒子都有一个
速度，记做Ｖｉ＝｛ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉｎ｝，当两个最优解都找到后，每个粒子根据式（１４１）来更新自己
的速度。

ｖｉｄ（ｔ＋１）＝ｗｖｉｄ（ｔ）＋η１ｒａｎｄ（）（ｐｉｄ－ｚｉｄ（ｔ））＋η２ｒａｎｄ（）（ｐｇｄ－ｚｉｄ（ｔ）） （１４１）
ｚｉｄ（ｔ＋１）＝ｚｉｄ（ｔ）＋ｖｉｄ（ｔ＋１） （１４２）

式中，ｖｉｄ（ｔ＋１）表示第ｉ个粒子在ｔ＋１次迭代中第ｄ维上的速度，ｗ为惯性权重，η１，η２为加速



常数，ｒａｎｄ（）为０～１之间的随机数。此外，为使粒子速度不致过大，可设置速度上限，ｖｍａｘ即当
式（１４１）中ｖｉｄ（ｔ＋１）＞ｖｍａｘ时，ｖｉｄ（ｔ＋１）＝ｖｍａｘ；ｖｉｄ（ｔ＋１）＜－ｖｍａｘ时，ｖｉｄ（ｔ＋１）＝－ｖｍａｘ。

从式（１４１）和式（１４２）可以看出，粒子的移动方向由三部分决定：自己原有的速度 ｖｉｄ
（ｔ）、与自己最佳经历的距离ｐｉｄ－ｚｉｄ（ｔ）、与群体最佳经历的距离 ｐｇｄ－ｚｉｄ（ｔ），并分别由权重系
数ｗ，η１，η２决定其相对重要性。如图１４１所示为３种移动方向的加权求和示意图。

图１４１　３种移动方向的加权求和示意图

图１４２　粒子群算法流程示意图

粒子群算法的基本流程如图１４２所示。
① 初始化粒子群，即随机设定各粒子的初始位置和初

始速度Ｖ。
② 根据初始位置和速度产生各粒子新的位置。
③ 计算每个粒子的适应度值。
④ 对于每个粒子，比较它的适应度值和它经历过的最

好位置ｐｉｄ的适应度值，如果更好则更新。
⑤ 对于每个粒子，比较它的适应度值和群体所经历的

最好位置ｐｇｄ的适应度值，如果更好则更新ｐｇｄ。
⑥ 根据式（１４１）和式（１４２）调整粒子的速度和位置。
⑦ 如果达到结束条件（足够好的位置或最大迭代次

数），则结束，否则转步骤③继续迭代。

２全局模式与局部模式

Ｋｅｎｎｅｄｙ等在对鸟群觅食的观察过程中发现，每只鸟并

不总是能看到鸟群中其他所有鸟的位置和运动方向，而往往只是看到相邻的鸟的位置和运动

方向。因此提出了两种粒子群算法模式：全局模式（ｇｌｏｂａｌｖｅｒｓｉｏｎＰＳＯ）和局部模式（ｌｏｃａｌｖｅｒ
ｓｉｏｎＰＳＯ）。

全局模式是指每个粒子的运动轨迹受粒子群中所有粒子的状态影响，粒子追随两个极值，

自身极值ｐｉｄ和种群全局极值ｐｇｄ，式（１４１）和式（１４２）的算法描述的就是全局模式；而在局部
模式中，粒子的轨迹只受自身的认知和邻近的粒子状态的影响，而不是被所有粒子的状态所影

响，粒子除了追随自身极值ｐｉｄ外，不追随全局极值ｐｇｄ，而是追随邻居粒子当中的局部极值ｐｎｄ。
在该模式中，每个粒子需记录自己及其邻居的最优值，而不需要记录整个群体的最优值。此

时，速度更新过程可用式（１４３）表示。
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ｖｉｄ（ｔ＋１）＝ｗｖｉｄ（ｔ）＋η１ｒａｎｄ（）（ｐｉｄ－ｚｉｄ（ｔ））＋η２
ｒａｎｄ（）（ｐｎｄ－ｚｉｄ（ｔ）） （１４３）

全局模式具有较快的收敛速度，但是鲁棒性较差。相反，局部模式具有较高的鲁棒性而收

敛速度相对较慢，因此在运用粒子群算法解决不同的优化问题时，应针对具体情况采用相应的

模式。本章节所讨论的粒子群算法采用全局模式。

３参数选取

参数选取对算法的性能和效率有很大的影响。在粒子群算法中有 ３个重要参数：惯
性权重ｗ、速度调节参数η１和η２。惯性权重ｗ使粒子保持运动惯性，速度调节参数η１和
η２，表示粒子向 ｐｉｄ和 ｐｇｄ位置的加速项权重。如果 ｗ＝０，则粒子速度没有记忆性，粒子群
将收缩到当前的全局最优位置，失去搜索更优解的能力。如果 η１＝０，则粒子失去“认
知”能力，只具有“社会”性，粒子群收敛速度会更快，但是容易陷入局部极值。如果 η２＝
０，则粒子只具有“认知”能力，而不具有“社会”性，等价于多个粒子独立搜索，因此很难
得到最优解。

实践证明没有绝对最优的参数，针对不同的问题选取合适的参数才能获得更好的收敛速

度和鲁棒性，一般情况下ｗ取０～１之间的随机数，η１，η２分别取２。

４粒子群算法与其他进化算法的比较

（１）相同点

粒子群算法与其他进化算法（如遗传算法和蚁群算法）有许多相似之处：

① 粒子群算法和其他进化算法都基于“种群”概念，用于表示一组解空间中的个体集合。
它们都随机初始化种群，使用适应度值来评价个体，而且都根据适应度值来进行一定的随机搜

索，并且不能保证一定能找到最优解。

② 种群进化过程中通过子代与父代竞争，若子代具有更好的适应度值，则子代将替换父
代，因此都具有一定的选择机制。

③ 算法都具有并行性，即搜索过程是从一个解集合开始的，而不是从单个个体开始
的，不容易陷入局部极小值。并且这种并行性易于在并行计算机上实现，提高算法的性

能和效率。

（２）不同点

粒子群算法与其他进化算法的区别：

① 粒子群算法在进化过程中同时记忆位置和速度信息，而遗传算法和蚁群算法通常只记
忆位置信息。

② 粒子群算法的信息通信机制与其他进化算法不同。遗传算法中染色体互相通过交叉
等操作进行通信，蚁群算法中每只蚂蚁以蚁群全体构成的信息素轨迹作为通信机制，因此整个

种群比较均匀地向最优区域移动。在全局模式的粒子群算法中，只有全局最优粒子提供信息

给其他的粒子，整个搜索更新过程是跟随当前最优解的过程，因此所有的粒子很可能更快地收

敛于最优解。
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１４２　基于粒子群算法的聚类分析

１理论基础

设模式样品集为Ｘ＝｛Ｘｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ｝，其中 Ｘｉ为 ｎ维模式向量，聚类问题就是要找到

一个划分ω＝｛ω１，ω２，…，ωＭ｝，使得总的类内离散度和达到最小。

Ｊ＝
Ｍ

ｊ＝１

Ｘｉ∈ωｊ
ｄ（Ｘｉ，Ｘ

（ωｊ）） （１４４）

式中，Ｘ（ωｊ）为第ｊ个聚类的中心，ｄ（Ｘｉ，Ｘ
（ωｊ））为样品到对应聚类中心距离，聚类准则函数 Ｊ即

为各类样品到对应聚类中心距离的总和。

当聚类中心确定时，聚类的划分可由最近邻法则决定。即对样品Ｘｉ，若第ｊ类的聚类中心

Ｘ（ωｊ）满足式（１４５），则Ｘｉ属于类ｊ。

ｄ（Ｘｉ，Ｘ
（ωｊ））＝ ｍｉｎ

ｌ＝１，２，…，Ｍ
ｄ（Ｘｉ，Ｘ

（ωｌ）） （１４５）

在粒子群算法求解聚类问题中，每个粒子作为一个可行解组成粒子群（即解集）。根据解

的含义不同，通常可以分为两种方法：一种是以聚类结果为解；一种是以聚类中心集合为解。

本节讨论的方法采用的是基于聚类中心集合作为粒子对应解，也就是每个粒子的位置是由 Ｍ
个聚类中心组成，Ｍ为已知的聚类数目。

一个具有Ｍ个聚类中心，样品向量维数为ｎ的聚类问题中，每个粒子 ｉ由三部分组成，即
粒子位置、速度和适应度值。粒子结构ｉ表示为

Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）＝｛
ｌｏｃａｔｉｏｎ［］，
ｖｅｌｏｃｉｔｙ［］，
ｆｉｔｎｅｓｓ
｝

（１４６）

　　粒子的位置编码结构表示为

Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）．ｌｏｃａｔｉｏｎ［］＝［Ｘ（ω１），Ｘ（ω２），…，Ｘ（ωＭ）］ （１４７）

式中，Ｘ（ωｊ）表示第ｊ类的聚类中心，是一个 ｎ维矢量。同时每个粒子还有一个速度，其编码结
构为

Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）．ｖｅｌｏｃｉｔｙ［］＝［Ｖ１，Ｖ２，…，ＶＭ］ （１４８）
Ｖｊ表示第ｊ个聚类中心的速度值，可知Ｖｊ也是一个ｎ维矢量。
粒子适应度值Ｐａｒｔｉｃｌｅ．ｆｉｔｎｅｓｓ为一实数，表示粒子的适应度，可以采用以下方法计算其适

应度。

① 按照最近邻法式（１４５），确定该粒子的聚类划分。
② 根据聚类划分，重新计算聚类中心，按照式（１４４）计算总的类内离散度Ｊ。
③ 粒子的适应度可表示为式（１４９）。

Ｐａｒｔｉｃｌｅ．ｆｉｔｎｅｓｓ＝ｋ／Ｊ （１４９）
式中，Ｊ为总的类内离散度和，ｋ为常数，根据具体情况而定。即粒子所代表的聚类划分的总类
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间离散度越小，粒子的适应度越大。

此外，每个粒子在进化过程中还记忆一个个体最优解 Ｐｉｄ，表示该粒子经历的最优位置和
适应度值。整个粒子群存在一个全局最优解Ｐｇｄ，表示粒子群经历的最优位置和适应度。

Ｐｉｄ（ｉ）＝｛

ｌｏｃａｔｉｏｒ［］，
ｆｉｔｎｅｓｓ
｝

（１４１０）

Ｐｇｄ ＝｛　

ｌｏｃａｔｉｏｎ［］，
ｆｉｔｎｅｓｓ
｝

（１４１１）

　　根据式（１４１）和式（１４２），可以得到粒子ｉ的速度和位置更新公式。
Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ），ｖｅｌｏｃｉｌ［］′＝ｗＰａｒｔｉｃｌｅ（ｉ），ｖｅｉｏｃｉｔｙ［］

＋η１ｒａｎｄ（）（Ｐｉｄ（ｉ）．ｌｏｃａｔｉｏｎ）［］－Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ），ｌｏｃａｔｉｏｎ［］）

＋η２ｒａｎｄ（）（Ｐｇｄ．ｌｏｃａｔｉｏｎ）［］－Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ），ｌｏｃａｔｉｏｎ［］）

（１４１２）
Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）．ｌｏｃａｔｉｏｎ［］′＝Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）．ｌｏｃａｔｉｏｎ［］＋Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ），ｖｅｌｏｃｉｔｙ［］′ （１４１３）

图１４３　原始数据

根据已定义好的粒子群结构，采用上节介绍的粒子群

优化算法，可实现求解聚类问题的最优解。

以如图１４３所示的原始数据为例，介绍粒子结构。从
图上可见样品分为６个类别。首先产生 ｍ个粒子，每个粒
子对图１４３中的样品随机分类，并计算各个类的中心

Ｘ（ωｉ），初始速度Ｖｉ为０。粒子编码示意图如表１４１所示，
个体最优解Ｐｉｄ编码如表１４２所示，全局最优解Ｐｇｄ编码如
表１４３所示。

粒子群聚类算法流程如图１４４所示。

表１４１　粒子编码

类中心ω Ｘ（ω１） Ｘ（ω２） Ｘ（ω３） Ｘ（ω４） Ｘ（ω５） Ｘ（ω６）

每个类中心

速度Ｖ
Ｖ１ Ｖ２ Ｖ３ Ｖ４ Ｖ５ Ｖ６

适应度 ｆｉｔｎｅｓｓ＝ｋ／Ｊ＝ｋ／
Ｍ

ｊ＝１

Ｘｉ∈ωｊ
ｄ Ｘｉ，Ｘ（ωｊ( )）

表１４２　一个个体最优解Ｐｉｄ编码

粒子ｉ的最优解Ｐｉｄ Ｘ（ω１） Ｘ（ω２） Ｘ（ω３） Ｘ（ω４） Ｘ（ω５） Ｘ（ω６）
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表１４３　全局最优解Ｐｇｄ编码

全局最优解Ｐｇｄ Ｘ（ω１） Ｘ（ω２） Ｘ（ω３） Ｘ（ω４） Ｘ（ω５） Ｘ（ω６）

图１４４　粒子群聚类算法流程示意图

２实现步骤

① 粒子群的初始化。初始化粒子群，给定聚类
数目Ｍ，粒子数量 ｍ，对于第 ｉ粒子 Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ），先
将每个样品随机指派为某一类，作为最初的聚类划

分，并计算各类的聚类中心，作为粒子ｉ的位置编码
Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）．ｌｏｃａｔｉｏｎ［］，计算粒子的适应度 Ｐａｒｔｉｃｌｅ
（ｉ）．ｆｉｔｎｅｓｓ，设置粒子 ｉ的各中心的初始速度为０。
反复进行，生成ｍ个粒子。

② 根据初始粒子群得到粒子的个体最优位置Ｐｉｄ
（ｉ）（ｉ＝１，…，ｍ）和全局最优位置Ｐｇｄ。

③ 根据式（１４１２）和式（１４１３）更新所有粒子
的速度和位置。其中η１＝２，η２＝２，ω按式（１３１４）
取值，其中ｉｔｅｒ为当前迭代次数，ｉｔｅｒｍａｘ为最大迭代
次数，ｗｍａｘ＝１，ｗｍｉｎ＝０。式（１４１４）可描述为ｗ在迭
代过程中由ｗｍａｘ减小到ｗｍｉｎ。

ｗ＝ｗｍａｘ－ｉｔｅｒ×
ｗｍａｘ－ｗｍｉｎ
ｉｔｅｒｍａｘ （１４１４）

④ 对每个样品，根据粒子的聚类中心编码，按
照最近邻法则，来确定该样品的聚类划分。

⑤ 对每个粒子，按照相应聚类划分，计算新的
聚类中心，更新粒子的适应度值。

⑥ 对每个粒子ｉ，比较它的适应度值和它经历
过的最好位置的适应度值 Ｐｉｄ（ｉ），如果更好，更新
Ｐｉｄ（ｉ）。

⑦ 对每个粒子ｉ，比较它的适应度值和群体所
经历的最好位置 Ｐｇｄ的适应度值，如果更好，更
新Ｐｇｄ。

⑧ 如果达到结束条件（得到足够好的位置或最大迭代次数），则结束算法，输出全局最优
解；否则转步骤③继续迭代。

３编程代码

　　　　％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
％函数名称：Ｃ ＰＳＯ（）
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％参数：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库；ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ：样品数目
％返回值：ｍ ｐａｔｔｅｒｎ：样品特征库
％函数功能　　　　 按照粒子群聚类法对全体样品进行分类
％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｍ ｐａｔｔｅｒｎ］＝Ｃ ＰＳＯ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）
　　ｄｉｓＴｙｐｅ＝ＤｉｓＳｅｌＤｌｇ（）；％获得距离计算类型
　　［ｃｅｎｔｅｒＮｕｍｉｔｅｒＮｕｍ］＝ＩｎｐｕｔＣｌａｓｓＤｌｇ（）；％获得类中心数和最大迭代次数
　　ｐａｒｔｉｃｌｅＮｕｍ＝２００；％初始化粒子数目
　　％初始化中心和速度
　　ｇｌｏｂａｌＮｗｉｄｔｈ；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｚｅｒｏｓ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）；
ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ＝０；
ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｉ）ｉｎｄｅｘ＝ｉ；
ｍ ｖｅｌｏｃｉｔｙ（ｉ）ｆｅａｔｕｒｅ＝ｚｅｒｏｓ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）；

　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｒｔｉｃｌｅＮｕｍ
　　　　Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ；％粒子各中心
　　　　Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｖｅｌｏｃｉｔｙ＝ｍ ｖｅｌｏｃｉｔｙ；％粒子各中心速度
　　　　Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ＝０；％适应度
　　　　Ｐ ｉｄ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ；％粒子最优中心
　　　　Ｐ ｉｄ（ｉ）ｖｅｌｏｃｉｔｙ＝ｍ ｖｅｌｏｃｉｔｙ；％粒子最优速度
　　　　Ｐ ｉｄ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ＝０；％粒子最优适应度
　　ｅｎｄ
　　Ｐ ｇｄｌｏｃａｔｉｏｎ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ；％全局粒子最优中心
　　Ｐ ｇｄｖｅｌｏｃｉｔｙ＝ｍ ｖｅｌｏｃｉｔｙ；％全局粒子最优速度
　　Ｐ ｇｄｆｉｔｎｅｓｓ＝０；％粒子全局最优适应度
　　Ｐ ｇｄｓｔｒｉｎｇ＝ｚｅｒｏｓ（１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｒｔｉｃｌｅＮｕｍ％生成随机粒子分布矩阵
　　ｐｔＤｉｔｒｉｂ（ｉ，：）＝ｃｅｉｌ（ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ．ｒａｎｄ（１，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ））；％初始化类号
　　ｅｎｄ
　 ％生成初始粒子群
　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｒｔｉｃｌｅＮｕｍ
　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｐｔＤｉｔｒｉｂ（ｉ，ｊ）；
ｅｎｄ

　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ
　　　　　　ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（ｍ ｃｅｎｔｅｒ（ｊ），ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；
　　　　ｅｎｄ
　　　　Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ＝ｍ ｃｅｎｔｅｒ；
　　Ｅｎｄ
　　％初始化参数
　　ｗ ｍａｘ＝１；
　　ｗ ｍｉｎ＝０；
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　　ｈ１＝２；
　　ｈ２＝２；
　　
　　ｆｏｒｉｔｅｒ＝１：ｉｔｅｒＮｕｍ
　　　　％计算粒子适应度
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｒｔｉｃｌｅＮｕｍ
　　　　　　ｔｅｍｐ＝０；
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ

ｔｅｍｐ＝ｔｅｍｐ＋ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ
　　　　　　　　（ｐｔＤｉｔｒｉｂ（ｉ，ｊ）），ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｉｆ（ｔｅｍｐ＝＝０）％最优解，直接退出
　　　　　　　　ｉｔｅｒ＝ｉｔｅｒＮｕｍ＋１；
　　　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ＝１／ｔｅｍｐ；
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｉｆ（ｉｔｅｒ＞ｉｔｅｒＮｕｍ）
　　　　　　ｂｒｅａｋ；
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｗ＝ｗ ｍａｘ－ｉｔｅｒ（ｗ ｍａｘ－ｗ ｍｉｎ）／ｉｔｅｒＮｕｍ；％更新权重系数
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｒｔｉｃｌｅＮｕｍ％更新Ｐ ｉｄ，Ｐ ｇｄ
　　　　　　ｉｆ（Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ＞Ｐ ｉｄ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ）
　　　　　　　　Ｐ ｉｄ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ＝Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ；
　　　　　　　　Ｐ ｉｄ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ＝Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ；
　　　　　　　　Ｐ ｉｄ（ｉ）ｖｅｌｏｃｉｔｙ＝Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｖｅｌｏｃｉｔｙ；
　　　　　　　　ｉｆ（Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ＞Ｐ ｇｄｆｉｔｎｅｓｓ）
　　　　　　　　　　Ｐ ｇｄｆｉｔｎｅｓｓ＝Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｆｉｔｎｅｓｓ；
　　　　　　　　　　Ｐ ｇｄｌｏｃａｔｉｏｎ＝Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ；
　　　　　　　　　　Ｐ ｇｄｖｅｌｏｃｉｔｙ＝Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｖｅｌｏｃｉｔｙ；
　　　　　　　　　　Ｐ ｇｄｓｔｒｉｎｇ＝ｐｔＤｉｔｒｉｂ（ｉ，：）；
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　％更新粒子速度，位置
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｒｔｉｃｌｅＮｕｍ
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｖｅｌｏｃｉｔｙ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ＝
　ｗＰａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｖｅｌｏｃｉｔｙ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ＋ｈ１ｒａｎｄ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）
（Ｐ ｉｄ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ－Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ）
＋ｈ２ｒａｎｄ（Ｎｗｉｄｔｈ，Ｎｗｉｄｔｈ）（Ｐ ｇｄｌｏｃａｔｉｏｎ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ
－Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ）；

　　　　　　 Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ＝Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ
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　　　　　　　＋Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｖｅｌｏｃｉｔｙ（ｊ）ｆｅａｔｕｒｅ；
　　　　　ｅｎｄ
　　　ｅｎｄ
　　　　％最近邻聚类
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｒｔｉｃｌｅＮｕｍ
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　　　ｍｉｎ＝ｉｎｆ；
　　　　　　　　ｆｏｒｋ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

ｔｅｍｐＤｉｓ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ），Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ（ｋ），
　 　　　　　　　　ｄｉｓＴｙｐｅ）；
　　　　　　　ｉｆ（ｔｅｍｐＤｉｓ＜ｍｉｎ）
　　　　　　　　　　　　ｍｉｎ＝ｔｅｍｐＤｉｓ；
　　　　　　　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｊ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｋ；
　　　　　　　　　　　　ｐｔＤｉｔｒｉｂ（ｉ，ｊ）＝ｋ；
　　　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　ｅｎｄ
　　　　　　％重新计算聚类中心
　　　　　　ｆｏｒｊ＝１：ｃｅｎｔｅｒＮｕｍ

Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ（ｊ）＝ＣａｌＣｅｎｔｅｒ（Ｐａｒｔｉｃｌｅ（ｉ）ｌｏｃａｔｉｏｎ（ｊ），
　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ，ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ）；

　　　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ
　　　　ｆｏｒｉ＝１：ｐａｔｔｅｒｎＮｕｍ
　　　　　　ｍ ｐａｔｔｅｒｎ（ｉ）ｃａｔｅｇｏｒｙ＝Ｐ ｇｄｓｔｒｉｎｇ（１，ｉ）；
　　　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

４效果图

如图１４５所示为粒子群聚类算法效果图。

本章小结

本章介绍了粒子群算法基本概念，包括粒子群算法的基本思想、粒子群算法的两种

模型、参数选取及粒子群算法与其他进化算法的比较，着重介绍了粒子群算法用于聚类

问题的实现方法和步骤。基于粒子群的聚类算法在产生下一代解时有较大的随机性，不

容易陷入局部极小值，而且由于每代所有解“信息”的共享性和各个解的“自我素质”的

提高，使得每代种群中的解具有“自我”学习提高和向“他人”学习的双重优点，所以具有

较快的收敛速度。由于不存在随机寻优的退化现象，因此后期收敛比较平稳，很少出现

波动现象。
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图１４５　粒子群聚类算法效果图

习题１４

１简述粒子群算法的基本原理。
２叙述粒子群算法与其他进化算法的异同。
３在粒子群算法聚类问题设计中，简述如何定义粒子结构以及粒子的更新方式。
４叙述粒子群算法在聚类问题中的实现方法和步骤。
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