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前    言 

本书是根据我在西北工业大学应用物理系讲授“电动力学”课程讲义的基础上整理而成

的。时光荏苒，弹指一挥间，讲授“电动力学”课程整整三十年了。从应用物理系招收的第

一届学生到现在，每一届学生及许多院系的研究生都听过我讲授的“电动力学”课程。讲授

电动力学这么多年，我由一个刚进入高校任教的研究生，变成了指导青年教师的老教师，充

其量我只是一个教书匠。回顾自己的教师生涯，得到了许多老师与前辈的培养与教导。  
学生时代我有幸在兰州大学物理系学习理论物理课程，量子力学由钱伯初先生讲授，热

力学统计物理由汪志诚先生讲授，广义相对论由段一士先生讲授，电动力学由葛墨林先生讲

授，聆听了这些国内知名教授的课程，为我的讲课风格奠定了良好的基础。 
在讲授这门课程过程中，我一直在想，理工科院校应用物理类专业的“电动力学”应该

介于理科院校物理类专业的“电动力学”和工科院校相关专业的“电磁场理论”两门课程之

间。在教学实践中也做了一些尝试，根据应用物理专业学生的需要安排授课内容，根据学生

的认知规律安排课程内容顺序，力求将基本理论和概念叙述得清楚易懂，公式推导尽可能详

细，对基本方法尽可能多一些例证加以说明。2014 年这本教材被列入工业和信息化部“十二

五”规划教材项目，借此机会将讲义整理出版，希望对学生学习这门课程有所收益，对青年

教师讲授这门课程有所帮助。 
全书内容分为 7 章，建议授课学时为 54～60 学时。第 0 章为电动力学的数学预备知识，

第 1 章为静电场，第 2 章为静磁场，第 3 章为电磁现象的普遍规律，第 4 章为电磁波的传播，

第 5 章为电磁波的辐射，第 6 章为狭义相对论。与传统教材不同的是，前 3 章内容做了顺序

调整。另外，在第 1 章和第 4 章介绍了电流变液的介电极化模型和左手材料的奇异电磁性质。

这两部分内容与赵晓鹏教授团队的研究方向相关，在此感谢他的一贯支持与帮助。 
本书稿由丁昌林博士和段利兵副教授协助整理完成，丁昌林参与了第 0、2、3、4、5、

6 章的整理工作，段利兵参与了第 1 章的整理工作，全书插图由段利兵、胡明娟绘制，全

书的习题答案由宋坤博士整理。本书提供配套多媒体电子课件，请登录华信教育资源网

（http://www.hxedu.com.cn）注册下载，也可联系本书编辑（wangxq@phei.com.cn）。 
从 1992 年起，我参加了由西安交通大学吴寿锽先生主编的《电动力学》教材编写组，2001

年我参加了由西安交通大学吴百诗先生主编的《大学物理学》教材编写组。参与这两本教材

的编写，使我积累了一些编写教材的知识和经验，我才有勇气和信心编写这本教材，在此向

他们表示感谢。 
本教材的编写得到了工业和信息化部人事教育司、西北工业大学教务处和理学院的大力

支持，在此深表感谢。 
由于水平所限，书中缺点和错误在所难免，恳请使用本书的读者批评指正。 
   

罗春荣            

于西安  西北工业大学     

2016 年 2 月          
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第 0 章  数学预备知识 

 

  1 

第 0章  数学预备知识 

电动力学的主要任务是计算电磁场的分布，需要用数学知识来描述电磁场的运动规律，

本章介绍电动力学课程常用的数学知识，主要内容为矢量分析与场论基础及张量简介。 

0.1  矢量的乘法 

设有两个矢量 A 与 B，它们在三个坐标轴上的分量分别是（A1,A2,A3）和（B1,B2,B3），可

以记为 
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 （0.1.1） 

式中， ie 是对应坐标轴上的基矢。直角坐标系中， 1 x=e e 、 2 y=e e 、 3 z=e e ，球坐标系中，三

个基矢为 1 r=e e 、 2 θ=e e 、 3 φ=e e 。 

两个矢量的乘法包括点乘、叉乘和张量积三种。 

0.1.1  矢量的点乘 

两个矢量的点乘称为标量积，标量积是一个标量。 

 = cosAB θ⋅A B    （0.1.2） 

式中，A、B 分别表示矢量 A、B 的模，角度 θ是矢量 A、B 之间的夹角。两个矢量的标量积

等于两个矢量的模相乘，再乘以两矢量夹角的余弦。矢量的点乘满足交换律、结合律和分

配律。 

                             ⋅ = ⋅A B B A         （交换律） （0.1.3） 

                          ( ) ( )m n mn⋅ = ⋅A B A B     （结合律） （0.1.4） 

                        ( )⋅ + = ⋅ + ⋅A B C A B A C    （分配律） （0.1.5） 

在直角坐标系中 

 = x x y y z zA B + A B + A B⋅A B       （0.1.6） 

0.1.2  矢量的叉乘 

两个矢量的叉乘称为矢量积，矢量积是一个矢量。 

 = sinAB θ×A B n    （0.1.7） 

矢量积的大小为 sinAB θ ，刚好是一个以 A、B 为邻边的平行四边形的面积，矢量积的方
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向与两个矢量所在的平面垂直，与矢量 A、B 成右手螺旋关系，如图 0-1 所示。式中，n 表示

从矢量 A 转向矢量 B 右手螺旋前进方向的单位矢量。 
矢量积不满足交换律，但满足分配律  

 =× − ×A B B A   （0.1.8） 

 ( ) =× + × ×A B C A B + A C       （0.1.9） 

在直角坐标系中 
 = ( ) ( ) ( )y z z y x z x x z y x y y x zA B A B A B A B A B A B× − + − + −A B e e e  （0.1.10） 

利用矢量的标量积与矢量积的定义可以得到两个很有用的公式。 

1．三矢量的混合积 

三矢量的混合积 

 ( ) = ( ) = ( )⋅ × ⋅ × ⋅ ×A B C C A B B C A      （0.1.11） 

这个混合积是一个标量，其几何解释是一个以 A、B、C 为棱边的平行六面体的体积，如图 0-2
所示。很显然，这个体积也可以用 ( )⋅ ×C A B 和 ( )⋅ ×B C A 表示。三矢量的混合积对 A、B、C

具有轮换对称性质，即把三个矢量按循环次序轮换，其积不变。 

                
                 图 0-1  矢量的叉乘                       图 0-2  三矢量的混合积 

如果只把其中两个矢量对调，其积相差一个负号。 

 ( ) = ( ) = ( ) = ( )⋅ × = − ⋅ × − ⋅ × − ⋅ ×A B C A C B B A C C B A      （0.1.12） 

2．三矢量的矢量积 

三矢量的矢量积即二重叉积，结果仍是一个矢量 
 ( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅A B C B A C C A B     （0.1.13） 

二重叉积的运算符号次序很重要，如： 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )× × = − × × = × × = ⋅ − ⋅A B C C A B C B A B A C A C B  （0.1.14） 

这是另一个与 ( )× ×A B C 完全不同的矢量。 

0.1.3  矢量的张量积 

两个矢量 A 和 B 直接并列，中间没有任何运算符号，称为两个矢量的张量积，也称为并矢。 

 
3

1, 1
i j i j

i j

A B
= =

= = ∑AB e eT    （0.1.15） 

T 是一个二阶张量，关于张量的性质将在 0.7 节进行讨论。 
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0.2  标量场的梯度 

一定物理量的空间分布称为场，例如，描述物质温度分布的温度场，描述流体速度分布

的速度场，描述引力作用的引力场，描述电磁作用的电磁场等。如果这个物理量是标量，则

称为标量场；如果这个物理量是矢量，则称为矢量场。例如，空间的温度、电磁学中的电势

为标量场，电场强度、磁感应强度则是矢量场。为了定量研究标量场的空间分布特性，需要

引入梯度的概念。 
温度场描述的是空间各点的温度， ( , , )T x y z 是空间位置的函数，如果在这个标量场中，

从某点出发经过 dl 之后，温度 T 的变化为  

d d d dT T TT x y + z
x y z

∂ ∂ ∂
= +
∂ ∂ ∂

 

因为 d d + d + dx y zx y z=l e e e ，上式也可以写成点积形式 

 
d (d + d + d )

( ) d d cos

x y z x y z
T T TT + x y z
x y z
T T θ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
= ∇ ⋅ = ∇

e e e e e e

l l
 （0.2.1） 

式中 

 x y z
T T TT +
x y z

∂ ∂ ∂
∇ = +

∂ ∂ ∂
e e e      （0.2.2） 

T∇ 称为温度场 T 的梯度，标量场的梯度是矢量。由式（0.2.1）可知，当 dl 沿 T∇ 方向时，

0θ = ，此时 dT 最大，因此， T∇ 的数值表示场函数 T 在该点的最大变化率， T∇ 的方向是场

函数空间变化率最大的方向。标量场中数值相同的点构成等值面，即等值面的法线方向。∇是

带有单位矢量的微分算符，只有作用于右方函数时才有意义。∇算符有两方面的作用，既具

有方向性，又具有微分算符的性质。 
在直角坐标系中 

 x y z+
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = +
∂ ∂ ∂

e e e    （0.2.3） 

 x y z+
x y z
ϕ ϕ ϕϕ ∂ ∂ ∂

∇ = +
∂ ∂ ∂

e e e   （0.2.4） 

在柱坐标系中      

 1
r zr r zφ φ
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

e e e      （0.2.5） 

 1
r zr r zφ

ϕ ϕ ϕϕ
φ

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
e e e   （0.2.6） 

在球坐标系中     
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 1 1
sinr r r rθ φθ θ φ

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
e e e       （0.2.7） 

 1 1
sinrr r rθ φ

ϕ ϕ ϕϕ
θ θ φ

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
e e e   （0.2.8） 

0.3  矢量场的散度和散度定理 

0.3.1  矢量场的散度 

为了定量研究矢量场的空间分布特性，需要引入散度和旋度的概念。 
首先引入矢量场中通量的概念，对于一个矢量场 ( , , )x y zF ，通过空间某一曲面的通量为

矢量场对该曲面的面积分，表达式为 

 d
S

Φ = ⋅∫ F S   （0.3.1） 

式中，dS 为曲面在点 P ( , , )x y z 处的微分面元。若曲面为封闭曲面，所围体积为 V，则矢量场

( , , )x y zF 通过该闭合曲面的通量为 

 Φ = d
S

⋅∫ F S○       （0.3.2） 

对于闭合曲面而言，曲面的法向一般是指向闭合曲面的外部，因而流出该曲面的通量为

正。对不同的矢量场，通量的物理意义不同，对电场强度 ( , , )x y zE ，电通量为 

Φ = d
S

⋅∫ E S○  

表示穿出闭合曲面 S 的电场线总数。矢量场的通量描述了某一空间范围内场线的发散和汇聚

情况。 
为了细致刻画矢量场中每一点的发散情况，引入单位体积的通量的极限 

 
0

d
lim S

V VΔ →

⋅
∇ ⋅

Δ
∫ F S

F =
○

   （0.3.3） 

式中， VΔ 为曲面 S 所包围的体积。式（0.3.3）表示矢量场 F 在该点附近通过包围单位体积

的封闭曲面的通量，它与曲面的形状无关，称为矢量场 F 在该点的散度，矢量场的散度是标

量。如果 0∇⋅ >F ，称为有源场； 0∇⋅ =F ，称为无源场； 0∇⋅ <F ，称这个场有“漏”或“汇”。

下面给出矢量场 ( , , )x y zF 在不同坐标系中散度的表示式。 

在直角坐标系中          

 yx zFF F+
x y z

∂∂ ∂
∇ ⋅ = +

∂ ∂ ∂
F   （0.3.4） 

在柱坐标系中 

 ( )1 1r zFrF F
r r r z

φ

φ
∂∂ ∂

∇ ⋅ = + +
∂ ∂ ∂

F      （0.3.5） 
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在球坐标系中 

 
2

2

( sin )( )1 1 1
sin sin

r FFr F
r r rr

φθ θ
θ θ θ φ

∂∂∂
∇ ⋅ = + +

∂ ∂ ∂
F      （0.3.6） 

0.3.2  散度定理 

利用矢量场散度的定义，由式（0.3.3）可以得到  

 d d
S V

V⋅ = ∇ ⋅∫ ∫F S F○   （0.3.7） 

式（0.3.7）表明，矢量场 F 通过任意封闭曲面 S 的通量等于它所包围的体积 V 内的散度∇⋅F
的体积分，称为高斯散度定理。利用此定理可将体积积分与面积积分互换。 

0.4  矢量场的旋度和斯托克斯定理 

0.4.1  矢量场的旋度 

首先引入矢量场的环流量概念：矢量场 ( , , )x y zF 沿任一封闭曲线的线积分称为该矢量场

的环流量。 

 d d d dx y zL L
F x F y F zΓ = ⋅ = + +∫ ∫○ ○F l  （0.4.1） 

在场论中用环流量来描述矢量场的涡旋特性，但环流量的大小与曲线 L 所包围的面积有

关，为了细微刻画矢量场中任意点处涡旋的性质，引入单位面积环流量的极限 

 
0

d
( ) lim L

n S SΔ →

⋅
∇× =

Δ
∫ F l

F
○

   （0.4.2） 

式（0.4.2）表示矢量场 F 沿法向方向的涡旋量，称为矢量场 F 在该点的旋度的法向分量。式

中， SΔ 为闭合曲线所包围的面积， n 为 SΔ 的正法线方向。 
矢量场 F 的旋度∇×F 仍是矢量，表示矢量场 F 在该点的最大涡旋量的方向和数值。如

果 0∇⋅ ≠F ，称为有旋场，有旋场的场线是闭合曲线； 0∇ ⋅ =F ，称为无旋场。 
下面给出矢量场 ( , , )x y zF 在不同坐标系中旋度的表示式。 

在直角坐标系中 

 y yx xz z
x y z

F FF FF F
y z z x x y

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞∇× = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
F e e e   （0.4.3） 

在柱坐标系中 

 
( )1 1z r z r

r z
F rFF F F F

r z z r r r
φ φ

φφ φ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇× = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

F e e e   （0.4.4） 

在球坐标系中 

( sin ) ( )1 1 1 ( ) 1
sin sin

r r r
r

F F rFF rF F
r r r r r

φ θ θ
θ φ

θ
θ θ φ θ φ θ

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇× = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
F e e e  （0.4.5） 
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0.4.2  斯托克斯定理 

利用矢量场旋度的定义，由式（0.4.2）可以得到  

 d d
L S

⋅ = ∇× ⋅∫ ∫○ F l F S   （0.4.6） 

式（0.4.6）表明，矢量场 F 沿任一封闭曲线的环流等于其旋度∇×F 对以该曲线所围面积的面

积分，称为斯托克斯定理。利用此定理可将面积积分与曲线积分互换。 

0.5  亥姆霍兹定理 

一个矢量场 ( , , )x y zA 按照其散度和旋度的取值情况，可以分为以下两类。 

第一类为无旋场，满足这类矢量场的条件为 

 = 0∇× A       （0.5.1） 

无旋场可以用一个标量场的梯度来表示为 

 ϕ=∇A        （0.5.2） 

无旋场又称为纵场。静电场就是无旋场。 
第二类矢量场是无源场，满足这类矢量场的条件为 

 = 0∇⋅ A       （0.5.3） 

无源场可以用另一个矢量场 ( , , )x y zF 的旋度来表示 

 = ∇×A F     （0.5.4） 

无源场也称为横场。恒定磁场就是无源场。 
根据无旋场和无源场的定义，可以得到以下两个恒等式。 

（1）任何标量场的梯度均为无旋场 

 0ϕ∇×∇ ≡     （0.5.5） 

（2）任何矢量场的旋度均为无源场 

 ( ) 0∇ ⋅ ∇× ≡F    （0.5.6） 

一般的矢量场并不都是单纯的横场或纵场，其旋度和散度都可以不为零，因此，要确定

矢量场的性质，需要同时知道其旋度和散度，不能任凭其中之一来确定矢量场的性质。同时

还要注意，知道了散度和旋度，仅仅能确定矢量场函数满足的微分方程，要得到微分方程的

唯一解，即确定矢量场的性质，还必须有适当的边界条件。 
下面给出确定矢量场性质的亥姆霍兹定理。 

（1）在无界区域中，一个矢量场可由该场在各处的散度值和旋度值，以及假定在无穷远

处该场的散度值和旋度值为零的条件所决定。 
（2）在有界区域中，要确定一个矢量场，除场在区域内各处的散度值和旋度值外，还必

须要知道场在边界面上的法线分量值。 
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0.6  ∇算符对函数的运算 

0.6.1  ∇算符的一般运算规则 

在电磁场理论中，经常用到∇算符的运算，在场论中，∇算符具有三种作用方式： 
（1）作用在标量函数 ( , , )x y zϕ 上， ϕ∇ 表示标量场 ( , , )x y zϕ 的梯度； 
（2）通过点乘形式作用在矢量函数 ( , , )x y zF 上，∇⋅F 表示矢量场 ( , , )x y zF 的散度； 
（3）通过叉乘形式作用在矢量函数 ( , , )x y zF 上，∇×F 表示矢量场 ( , , )x y zF 的旋度。 

在直角坐标系中，∇算符定义为 

 x y z+
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = +
∂ ∂ ∂

e e e  （0.6.1） 

∇算符具有两个基本性质，既具有矢量的性质，又是微分算符。将它作用于场量进行运

算时，既要注意它的微分作用，又要考虑它的矢量性。需要注意的是，∇算符的微分只对其

右方的物理量作用，与物理量之间的顺序不能随意调换。例如，∇⋅F 是 F 的散度，而 ⋅∇F 只

是一个标量微分算符，即 

 x y zF F F
x y z
∂ ∂ ∂

⋅∇ = + +
∂ ∂ ∂

F     （0.6.2） 

可以证明，∇算符的运算公式如下，式中，φ、ψ 为标量场， f 、g 表示矢量场。 

 ( )φψ φ ψ ψ φ∇ = ∇ + ∇                  （0.6.3） 

 ( )φ φ φ∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅f f f               （0.6.4） 

 ( )φ φ φ∇× =∇ × + ∇×f f f             （0.6.5） 

 ( ) ( ) ( )∇ ⋅ × = ∇× ⋅ − ⋅ ∇×f g f g f g      （0.6.6） 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇× × = ⋅∇ + ∇ ⋅ − ⋅∇ − ∇ ⋅f g g f g f f g f g  （0.6.7） 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇ ⋅ = × ∇× + ⋅∇ + × ∇× + ⋅∇f g f g f g g f g f      （0.6.8） 

 2φ φ∇ ⋅∇ =∇                          （0.6.9） 

 2( ) ( )∇× ∇× =∇ ∇ ⋅ −∇f f f           （0.6.10） 

式（0.6.3）用到了∇算符的微分性质，与对两个标量函数做微分运算的公式一致。 
式（0.6.4）和式（0.6.5），∇算符求微分性质既要作用在标量φ上，又要作用在矢量 f 上，

同时考虑到∇的矢量性质，点乘必须放在正确的位置上，例如，( )φ∇ ⋅ f 没有意义，必须写成

φ∇ ⋅ f 。 
式（0.6.6），从微分运算看，既要对 f 作用，又要对 g 作用，所以应该有两项。该式相当

于三矢量的混合积，用到混合积的运算法则。证明如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

f g

f g

∇ ⋅ × = ∇ ⋅ × +∇ ⋅ ×

= ∇ × ⋅ − ⋅ ∇ ×

= ∇× ⋅ − ⋅ ∇×

f g f g f g

f g f g

f g f g
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式（0.6.7）与式（0.6.6）证明方法类似，需要用到两次叉乘公式和算符∇的微分性质。 
式（0.6.8）的∇算符需对 f 和 g 作用，再利用三矢量叉乘公式，可以得到最后结果。 

式（0.6.9）和式（0.6.10）中， 2∇ 为拉普拉斯算符，在直角坐标系下表示为 

 

2

2 2 2

2 2 2

x y z x y z+ +
x y z x y z

x y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = ∇ ⋅∇ = + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

e e e e e e
      （0.6.11） 

0.6.2  ∇算符的其他常用公式 

1．∇算符对复合函数的作用 

如某标量函数 ( )uφ ，且 ( , , )u u x y z= ，则有 

 

( ) ( ) ( )( ) x y z x y z
u u u u u uu

x y z u x u y u z

u
u

φ φ φ φ φ φφ

φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂

= ∇
∂

e e e e e e
  （0.6.12） 

同理可得 

 ( )u u
u
∂

∇ ⋅ = ∇ ⋅
∂
ff       （0.6.13） 

 ( )u u
u
∂

∇× =∇ ×
∂
ff       （0.6.14） 

2．∇算符对 R 及 R 的作用 

这里给定 ( ) ( ) ( )x y zx x y y z z′ ′ ′ ′= − = − + − + −R r r e e e  

2 2 2( ) ( ) ( )R x x y y z z′ ′ ′ ′= − = − + − + −r r  

 

( ) ( ) ( )
x y z x y z

R R R x x y y z zR
x y z R R R

R

′ ′ ′∂ ∂ ∂ − − −
∇ = + + = + +

∂ ∂ ∂

=

e e e e e e

R
  （0.6.15） 

一般情况下，有           

 2n nR nR −∇ = R              （0.6.16） 

如果考虑算符 ′∇ 作用在 R 上，有以下规律 

 

( ) ( ) ( )
x y z x y z

R R R x x y y z zR
x y z R R R

R

′ ′ ′∂ ∂ ∂ − − −′∇ = + + = − − −
′ ′ ′∂ ∂ ∂

= −

e e e e e e

R
 （0.6.17） 

于是，有          
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 R R′∇ = −∇  （0.6.18） 

同时还可以得到如下公式 

 3∇⋅ =R       （0.6.19） 

 0∇× =R      （0.6.20） 

【例 0-1】 证明 ( ) d 2 d
l S

=× ⋅ ⋅∫ ∫○ m r l m S ，其中m 为常矢量， x y zx y z= + +r e e e 。 

证明：根据斯托克斯定理 d d
l S

=⋅ ∇× ⋅∫ ∫○ A l A S ，取 = ×A m r ，可以得到 

 ( ) d ( ) d
l S

=× ⋅ ∇× × ⋅∫ ∫○ m r l m r S     

根据式（0.6.7）可得 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

3 ( + )

3 2

x y z

x x y y z z

m m + m
x y z

m m m

∇× × = ⋅∇ + ∇ ⋅ − ⋅∇ − ∇ ⋅

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + − + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
= − +

= − =

m r r m r m m r m r

m r

m e e e

m m m

0 0
     

所以有 

 ( ) d 2 d
l S

=× ⋅ ⋅∫ ∫○ m r l m S    （0.6.21） 

【例 0-2】 证明
2

0 0 0
3 5

3 ( )r
r r
⋅ − ⋅⎛ ⎞∇ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
M r M r M r

，其中 0M 为常矢量， x y zx y z= + +r e e e 。 

证明：左边的式子满足 

 0
03 3r r

⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ =∇ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

M r rM        

根据式（0.6.8）可得 

 0 0 0 0 03 3 3 3 3( ) ( )
r r r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ ⋅ = × ∇× + ⋅∇ + × ∇× + ⋅∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r r r rM M M M M     

由于 0M 为常矢量，可以得到以下结果 

 03 ( ) 0
r
× ∇× =

r M ， 03 0
r

⎛ ⎞⋅∇ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

r M   

又因为 3
1
r r

∇ = −
r
，于是可得 

 3
1 0
rr

⎛ ⎞∇× =∇× −∇ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

r      （0.6.22） 

所以得到以下的关系 

 0 03 3( )
r r

⎛ ⎞∇ ⋅ = ⋅∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

r rM M       

因为 
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 0 0 0 03 3 3 3( ) x y zM M M
x y zr r r r
∂ ∂ ∂

⋅∇ = + +
∂ ∂ ∂

r r r rM   

而 

 

3 5
0 0 03 32 2 2 2

0 0
3 5

3 2
2( )

3

x y z
x x x x

x x
x

x y z
M M M r r x

x xr x y z
M M x
r r

− −+ +⎛ ⎞∂ ∂ ⎡ ⎤⎛ ⎞= = + − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦+ +⎝ ⎠

= −

e e er e r

re

  

同理可以得到 

 0 0
0 3 3 5

3y y
y y

M M y
M

y r r r
∂

= −
∂

rr e    

 0 0
0 3 3 5

3z z
z z

M M zM
z r r r
∂

= −
∂

rr e     

所以合并可以得到 

 
2

0 0 0
3 5

3 ( )r
r r
⋅ − ⋅⎛ ⎞∇ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
M r M r M r       （0.6.23） 

0.7  张 量 简 介 

0.7.1  张量的概念 

在 0.1 节介绍过，两个矢量 A 和 B 并列，它们之间不做任何运算，称为两个矢量的并矢

或张量积，记为 AB，设直角坐标系的单位基矢量为 1 2 3e e e、 、 ，则并矢 AB 可写为 

 

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 1 1 1 2 1 2 1 3 1 3

2 1 2 1 2 2 2 2 2 3 2 3

3 1 3 1 3 2 3 2 3 3 3 3

( )( )A A A B B B
A B A B A B

A B A B A B
A B A B A B

= + + + +

= + +

+ + +

+ + +

AB e e e e e e
e e e e e e

e e e e e e
e e e e e e

 （0.7.1） 

一般来说， ≠AB BA 。 
在直角坐标系中，并矢有 9 个分量。 

 
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

A B A B A B
A B A B A B
A B A B A B

    （0.7.2） 

可以将 9 个分量写为 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

T T T
T T T
T T T

 

在三维空间中，具有 9 个分量的物理量称为二阶张量，并矢是二阶张量的一种特殊情形。 
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一般二阶张量可以写为 

 
,

ij i j
i j

T=∑ e eT          （0.7.3） 

因此，并矢 i je e 可以作为二阶张量的 9 个基，一般二阶张量在这 9 个基上的分量就是 ijT 。通

常可将标量称为零阶张量，将矢量称为一阶张量。 
下面通过讨论弹性体的应力来说明张量的具体含义。当弹性体受到外力时，它内部的分

子之间存在着相当复杂的作用力，内部相邻两部分之间的相互作用力，称为内应力。在宏观

描述中，此内应力可用以下方式表示：如图 0-3 所示，在弹性体内，

取任一微小的四面体，其斜面为任意面元 dσ ，假想有一 P 点通过该

面元，它两面的物质受到大小相等而方向相反的力，用 d f 表示 dσ 前

方的物质通过此面元对后方物质的作用力。另三个面各为

d d dx y z、 、σ σ σ ， 方 向 分 别 沿 三 个 坐 标 轴 ， 其 大 小 各 为

d dx x xσ = ⋅eσ 、 d dy y yσ = ⋅eσ 、 d dz z zσ = ⋅eσ 。相应的作用力分别

是 d xf 、 d yf 、 d zf 。 

以四面体为研究对象，此时四面体内物质所受的合力为

d d d dx y z− − −f f f f ，由于四面体处于力学平衡状态，则有 

 d d d d 0x y z− − − =f f f f    （0.7.4） 

令 d xσ 上应力 d xf 的 x、y、z 分量分别为 d xxf 、 d xyf 、 d xzf 。并考虑到 d xf 的大小与 d xσ 大

小成正比，则有 

 

d d d d d ( )

d d ( )

d d ( )

x xx x xy y xz z x xx x xy y xz z

y y yx x yy y yz z

z z zx x zy y zz z

f f f T T T

T T T

T T T

σ

σ

σ

= + + = + +

= + +

= + +

f e e e e e e

f e e e

f e e e

    （0.7.5） 

式中， xyT 表示通过方向沿 x 轴的单位面积，其前方物质对后方物质作用力的 y 分量，其余类

推。利用前面诸关系式可得 

 
d d ( ) d ( )

d ( )
x xx x xy y xz z y yx x yy y yz z

z zx x zy y zz z

T T T T T T

T T T

= ⋅ + + + ⋅ + +

+ ⋅ + +

f e e e e e e e e

e e e e

σ σ

σ
  （0.7.6） 

引入
,

ij i j
i j

T=∑ e eT 并规定矢量从左边点乘T 是点乘T 中第一个单位矢量，则 

 d d= ⋅f Tσ       （0.7.7） 

这里引入的T 就是一个张量，其分量是 ijT ，它的第一个下标表示考虑应力的某个面的方向，

第二个下标表示应力的某一分量。对方向沿 x 轴的面来说， xxT 描述法线应力，即张应力，而 

xyT 、 xzT 描述切线应力，即切应力，其余类推。 

如果 ijT 所包含的 9 个量已知，则对任意方向的 dσ 所对应的 d f 都可求出，于是 P 点处的

应力情况就完全清楚了。因此，将T （或 ijT ）称为应力张量，后来把其他具有 ijT 性质的量都

称为张量，就是因为它最先是在讨论张力时引入的。 

 
图 0-3  弹性体的应力 
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0.7.2  张量的主要性质 

（1）如果 ij jiT T= ，则称此张量为对称张量，其矩阵形式为对称矩阵，它具有 6 个独立分量。 

（2）如果 ij jiT T= − ，则称此张量为反对称张量，其矩阵形式为反对称矩阵，反对称张量的

对角元素均为零，它只有三个独立分量。 
（ 3） 1 1 2 2 3 3= + +I e e e e e e 称为单位张量，其分量是 ( 1ij ij ij ijI i jδ δ δ= = ≠ =0，当 时； ， 

)i j=当 时 ，单位张量与任意矢量的点乘等于该矢量。 

 ⋅ = ⋅ =I f f I f      （0.7.8） 

0.7.3  张量的运算 

1．张量的加、减法 

设两个二阶张量
,

ij i j
i j

T=∑ e eT 和
,

ij i j
i j

D=∑ e eD ，则 

 
,

( ij ij i j
i j

T D± = ±∑ )e eT D  （0.7.9） 

张量加、减法运算只能在同阶张量之间进行，两个同阶张量相加、减，只需将各个对应

分量相加、减。 

2．张量的乘法 

（1）标量与张量相乘 

 
,

( )ij i j
i j

Tϕ ϕ=∑ e eT    （0.7.10） 

（2）矢量与张量点乘 

 
, ,

( ) ( )ij i j ij i j
i j i j

T T⋅ = ⋅ = ⋅∑ ∑f f e e f e eT      （0.7.11） 

运算结果是一个矢量。 
若 = ABT ，   

 ( ) ( )⋅ = ⋅ = ⋅f f AB f A BT    （0.7.12） 

而 ( ) ( )⋅ = ⋅ = ⋅f AB f A B fT     （0.7.13） 

显然在一般情况下 

 ⋅ ≠ ⋅f fT T    （0.7.14） 

只有当T 为对称张量时，式（0.7.14）两边才相等，若为反对称张量， ⋅ = − ⋅f fT T 。 

（3）矢量与张量叉乘 

 
, ,

( ) ( )ij i j ij i j
i j i j

T T× = × == ×∑ ∑f f e e f e eT  （0.7.15） 

运算结果是一个二阶张量。若 = ABT ，则 ( ) ( )× = ×f AB f A B 。 
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显然一般情况下 

 × ≠ ×f fT T    （0.7.16） 

另外，两个张量还有一次点乘和二次点乘运算，这里不再讨论。 

习    题 

0.1  根据算符∇的微分性与矢量性，推导下列公式： 
    （1） ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇ ⋅ = × ∇× + ⋅∇ + × ∇× + ⋅∇A B B A B A A B A B ； 

    （2） 21( ) ( )
2

A× ∇× = ∇ − ⋅∇A A A A 。 

0.2  设 u 是空间坐标 x 、 y 、 z 的函数，证明： 

    （1） d( )
d

u u
u

∇ = ∇
ff ； 

    （2） d( )
d

u u
u

∇⋅ = ∇ ⋅
AA ；  

    （3） d( )
d

u u
u

∇× =∇ ×
AA 。 

0.3  设 2 2 2( ) ( ) ( )R x x y y z z′ ′ ′= − + − + − 为源点 ′r 到场点 r 的距离， R 的方向规定为从源点指向场点。 

    （1）证明下列结果： 

     ① R R
R

′∇ = −∇ =
R
；                  ② 3

1 1
R R R

′∇ = −∇ = −
R

； 

     ③ 3 0
R

∇× =
R

；                 ④ 3 3 0
R R

′∇ ⋅ = −∇ ⋅ =
R R

（ R ≠ 0）。 

    （2） a 、 k 及 0E 均为常矢量，求： 

     ① ∇ ⋅ R ；                       ② ∇× R ； 
     ③ ( )⋅∇a R ；                  ④ ( )∇ ⋅a R ； 

     ⑤ i
0e

⋅∇ ⋅ k RE ；     ⑥ i
0e

⋅∇× k RE 。 

0.4  若 m 是常矢量，证明除 0R = 点以外，矢量 3R
×

=
m RA 的旋度等于标量 3R

ϕ ⋅
=

m R
的梯度的负值，即 

ϕ∇× = −∇A （ 0R ≠ ） 

式中， R 为坐标原点到场点的距离，方向由原点指向场点。 
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第 1章  静  电  场 

静电场是静止电荷所产生的不随时间变化的电场，因此静电现象所涉及的电荷和场的分

布与时间无关。 
本章主要内容：静电场的基本规律和求解静电场分布的几种方法。 
讲授思路：从库仑定律出发，通过静电场方程的积分形式，建立静电场方程的微分形式，

引入电势及其微分方程，介绍几种求解静电场的方法。 

1.1  真空中的静电场方程 

1.1.1  库仑定律和电场强度 

1．库仑定律 

库仑定律是描述宏观电磁现象的三大实验定律之一，它表述为真空中静止点电荷Q对另

外一个静止点电荷Q′的作用力 F  

 ( )3
04π
QQ
ε

′
′= −

′−
F r r

r r
 （1.1.1） 

式中， r 为由坐标原点到Q′的矢径， ′r 为由坐标原点到Q的矢径， 0ε 为真空电容率（真空中

的介电常数）。 
库仑定律揭示了静电力的三个突出特点： 

（1）相对静止的两个点电荷的作用力的大小符合平方反比律； 
（2）力的方向沿着两个点电荷的中心连线，是一种有心力； 
（3）库仑力满足矢量叠加原理，力的叠加原理和静电学方程是以线性方程相联系的。 

2．电场强度 

库仑定律只从现象上给出了作用力的大小和方向，并没有解决作用力的物理本质，即静

电力是如何作用的。历史上有两种观点。 
（1）点电荷Q直接把作用力施加于点电荷Q′上，称为超距作用。 
（2）点电荷Q在空间激发电场，Q′受到的作用力是电场存在的一种表现形式，即使Q′不

存在，Q激发的电场也是存在的，就是说Q在空间产生电场，电场再与Q′发生作用，这是场

的观点。 
从场的观点看，超距作用相当于 Q 产生的电场作用于Q′不需要时间，也即电荷之间相互

作用的传递速度是无穷大。若仅局限于静电的情况，两种观点是等价的，但在运动电荷的情

况下，两种观点显示出不同的物理内容，实践证明，场的观点是正确的。 

3．用场的观点讨论库仑定律 

对电荷有作用力是电场的特征性质，用场的观点对库仑定律的理解是描述一个静止电荷
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激发的电场与其他任何点电荷的作用力。 

 Q′=F E  （1.1.2） 

点电荷Q激发的电场强度为 

 3
0

( ) ( )
4π

Q
ε

′= −
′−

E r r r
r r

 （1.1.3） 

库仑力 F 满足矢量叠加原理，同样，电场强度 E 也满足矢量叠加原理。 
对点电荷系 

 3

0

( ) ( )
4π

i
i

i
i

Q

ε
′= −

′−
∑E r r r

r r
 （1.1.4）    

在电荷连续分布的情况下，如图 1-1 所示。 

 3
0

( )d( ) ( )
4πV

Vρ
ε
′ ′

′= −
′−∫

rE r r r
r r

 （1.1.5）    

                         

图 1-1  连续分布电荷的电场 

为了反映相互作用在场中的传递特点，还必须研究一个电荷和它邻近的电荷是如何相互

作用的，一点上的电场和它邻近的电场是如何联系的，需要找出静电场规律的微分形式。 

1.1.2  静电场的散度 

1．高斯定理的微分形式 

在真空中静电场的高斯定理：通过任一闭合曲面 S 的电通量等于该封闭曲面所包围的电

荷电量的代数和除以 0ε ，而与闭合曲面外的电荷无关。 

 
0

1d iS
i

Q
ε

⋅ = ∑∫ E S○  （1.1.6） 

如果包围在封闭曲面内的电荷是连续分布的，其体密度为 ρ ，则闭合曲面内的总电荷为 

d
V

Q Vρ= ∫  

 
0

1d d
S V

Vρ
ε

⋅ =∫ ∫E S○  （1.1.7） 

′r ——坐标原点 O 到源点的矢径 

r ——坐标原点 O 到场点的矢径 
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这是高斯定理的积分形式（场与电荷的积分形式）。 
为了求出电荷与电场的局域关系，即电场中一点与邻近一点的相互作用，通过高斯定理

的积分形式，利用高斯散度定理可得到高斯定理的微分形式（场与电荷的微分关系）。 
利用高斯散度定理                

 d d
S V

V⋅ = ∇ ⋅∫ ∫E S E○  （1.1.8） 

由式（1.1.8）则有 

 
0

ρ
ε

∇ ⋅ =E  （1.1.9） 

这是高斯定理的微分形式，是静电场的基本微分方程之一，反映了静电场的性质，静电场是

有源场，电荷是电场的源，电场线从正电荷发出而终止于负电荷。 
当 ρ 为正时， 0∇⋅ >E ，说明该点有“源”。 
当 ρ 为负时， 0∇⋅ <E ，说明该点有“漏”。 
当 0ρ = 时， 0∇⋅ =E ，电场线没有发出，也没有终止，可连续通过。 

2．静电场散度方程的局域性质 

由式（1.1.9）可知，空间某处静电场的散度∇⋅E 只和该点上的电荷密度有关，而和其他

点的电荷分布无关。并不说明某点的电场强度 E 与其他电荷分布无关。 
讨论题：如果库仑力不是与 2r 成反比，而是与 3r 成反比，电场线在无电荷时是否不中断？

由此结论可以说明什么？ 
证明：如果高斯定理不成立，则电场线在无电荷处就可能中断。高斯定理来源于库仑定

律，如果库仑定律中静电力不符合平方反比定律，那么高斯定理就不成立。因此只要证明如

果静电力不是与 2r 成反比，而是与 3r 成反比，则问题得证。 

假设点电荷在坐标原点处，其激发的电场为 

4
04

Q
rε

=
π

E r  

由高斯定理
0

d i

S
i

Q
ε

⋅ =∑∫ E S○ ，如图 1-2 所示，通过闭合球面 1S 的电通

量为 

1Φ = 2
13

0 10 1

d 4π
4πS

Q Qr
rr εε

⋅ = =∫ E S○  

同理，通过 2S 面的电通量为 

2
0 2

Q
r

Φ
ε

=  

由于， 2 1r r> ，则有 2 1Φ Φ< 。 

说明有些电场线在 1S 和 2S 之间中断了，但该处并无电荷存在。可见，电场线在无电荷

处不中断是来源于高斯定理，实质上是库仑定律的推论，说明散度方程与静电力符合平方反

比律有关。 

 
图 1-2  包围点电荷的

闭合球面 
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1.1.3  静电场的旋度 

静电场是一个矢量场，由矢量场论知道，要确定一个矢量场，只知道矢量场的散度是不

能完全确定该矢量场的性质的，要完全确定静电场的性质，还需要给出其旋度。 
静电场的散度是从静电场的高斯定理经积分变换得到的，可以联想到，静电场的旋度可

以从静电场的另一基本定理得出。 
静电场的环路定理                  

 d 0
L

⋅ =∫ E l○  （1.1.10） 

表示静电场力做功与路径无关。 
利用斯托克斯定理          

d ( ) d
L S

⋅ = ∇× ⋅∫ ∫E l E S○  

由于积分曲面 S 是任意的，则有 

 0∇× =E  （1.1.11） 

这是静电场环路定理的微分形式，是静电场的另一个基本方程。静电场的旋度为零，说

明了静电场的无旋性，静电场的电场线分布呈无涡旋状结构。 
无旋性仅在静电场情况下成立，在一般情况下，电场是有旋的（以后将讨论这个问题）。 

1.1.4  真空中的静电场方程 

真空中静电场的基本方程             

0

0

ρ
ε

∇ ⋅ =

∇× =

E

E
 

因为是微分方程，所以也称为静电场方程的微分形式，静电场方程反映了静电场的基本

性质，静电场是有源无旋场，源就是电荷。 
【例 1-1】 电荷 Q 均匀分布于半径为 a 的球体内，求各点的电场强度，并计算电场强度

的散度和旋度。 
解：（1）先求电场强度 E  
设电荷 Q 位于坐标原点，电场强度由高斯定理求得，由于球对称分布，高斯面上各点电

场强度的大小 E 相同。 
球外 ( )r a> ，由高斯定理 

2

0

d 4π
S

QE r
ε

⋅ = =∫ E S○  

2
04π

QE
rε

= ， 3
04π

Q
rε

=E r  

球内 ( )r a< ，高斯面内所包围的电荷为 
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3
3 3

3
3

4 4π π 43 3 π
3

Q Qrr r
aa

ρ = ⋅ =  

3
2

3
0

d 4π
S

QrE r
aε

⋅ = =∫ E S○  

3
04π

QrE
aε

= ， 3
04π

Q
aε

=
rE  

（2）求∇⋅E 和∇×E  

当 r a> 时， 3 3
00

0
4π4π

Q Q
εε r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ ⋅ = ∇ ⋅ = ∇ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

rE r  

由于 3 0
r

∇⋅ =
r

（ 0r ≠ ），则有 

0∇ ⋅ =E  

3 3
00

0
4π4π

Q Q
r rεε

⎛ ⎞∇× = ∇× = ∇× =⎜ ⎟
⎝ ⎠

rE r  

由于 3 0
r

∇× =
r

（ 0r ≠ ），则有 

0∇× =E  
当 r a< 时，      

3 3 3
0 0 0

3
4π 4π 4π

Q Q Q
a a aε ε ε

⎛ ⎞∇ ⋅ = ∇ ⋅ = ∇ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

E r r  

由于 3∇⋅ =r ，又
34 π

3

Q

a
ρ = ，则有 

0

ρ
ε

∇ ⋅ =E  

3 3
0 0

0
4π 4π

Q Q
a aε ε

⎛ ⎞∇× = ∇× = ∇× =⎜ ⎟
⎝ ⎠

E r r  

由于 0∇× =r （ 0r ≠ ），则有 
0∇× =E  

本例题的结论： 

0
0

∇ ⋅ =
∇× =

E
E

 ( )r a>  

0

0

ρ
ε

∇ ⋅ =

∇× =

E

E
  ( )r a<  

讨论解的物理意义 

（1）不论球内、球外，皆有 0∇× =E ，因为 0∇× =E 是静电场的普遍规律。 
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（2） 在球内，
0

ρ
ε

∇ ⋅ =E ，球外， 0∇⋅ =E ，这说明∇⋅E 的局域性质，即某点 E 的散度∇⋅E

只与该点的 ρ 有关。在球外，虽然通过一包围电荷的封闭面的电通量不为零，但球外 ρ = 0，

则 0∇⋅ =E 。 
（3）这个例题是对静电场方程的一个验证，静电场方程是任何静电场都必须遵守的基本定律。 

1.2  电介质中的静电场方程 

1.2.1  电介质的极化 

1．电介质的结构 

电介质是由分子组成的，分子是由带正电的原子和绕核运动的带负电的电子组成的，所

以说电介质是一个带电的粒子系统，其内部存在着不规则的而又迅速变化的微观电磁场。 
在研究宏观电磁现象时，我们所讨论的物理量是一个包含大量分子的物理小体积的平均

值，此平均值称为宏观物理量。 
电介质中的分子分为两类，无极分子（非极性分子）和有极分子（极性分子）。无极分子

的正电中心和负电中心相重合，没有分子电偶极矩，如图 1-3(a)所示。有极分子的正电中心和

负电中心不相重合，有分子电偶极矩，如图 1-3(c)所示。 

 
图 1-3  电介质中的分子 

无外电场时： 
（1）无极分子正、负电中心重合，无分子电偶极矩。 
（2）有极分子有分子电偶极矩，但由于大量分子做无规则运动，取向混乱，在物体小体

积 VΔ 内的分子电偶极矩的矢量和为零，即 0i
i

=∑ p 。 

外电场作用下： 
（1）无极分子的正、负电中心被拉开，如图 1-3(b)所示，分子电偶极矩的矢量和不为零，

即 0i
i

≠∑ p 。 

（2）如图 1-3(d)所示，有极分子的电偶极矩平均有一定的取向，矢量和不为零，即 0i
i

≠∑ p 。 
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在外电场作用下，介质内都出现了宏观的电偶极矩分布，因而介质表面或内部出现极化

电荷（又称为束缚电荷）。在外电场作用下，介质内部及表面出现宏观电荷分布的现象称为介

质的极化。无极分子的极化在于正、负电荷中心的相对位移，称为位移极化。有极分子的极

化是分子的电偶极矩转向电场的方向，称为取向极化。 

2．电极化强度矢量 

为了描述宏观电偶极矩的分布，引入电极化强度矢量 P  

    定义 
i

i

V
=

Δ

∑ p
P  （1.2.1） 

它等于物理小体积 VΔ 内的分子电偶极矩的矢量和与 VΔ 之比，即单位体积内分子电偶极

矩的矢量和。 ip 表示第 i 个分子的电偶极矩。
i
∑表示对 VΔ 内所有分子求和。 

3．电极化强度矢量与极化电荷体密度的关系 

在外电场作用下，由于极化使无极分子正、负电中心发生相对位移，有极分子的分子电

偶极矩有一定取向，因而物理小体积 VΔ 内可能出现净余的正电荷和负电荷，即出现宏观的极

化电荷分布。现在来求出电极化强度矢量 P 与极化电荷体密度 Pρ 之间的关系。 
用一个简化的模型来描述介质中的分子。设每个分子由相距为 l 的一对正、负电荷 q± 构

成。分子电偶极矩为 q=p l 。 

如图 1-4 所示，在介质内某曲面 S 上取一个面元 dS ，介质极化后，当偶极子的负电荷位

于体积元 d dV = ⋅l S 内时，同一偶极子的正电荷一定穿出 dS 。 
设单位体积内的分子数为 n，穿出 dS 外面的正电荷为 Pd dQ nq= ⋅l S （实际上是体积内的

负电荷数） 

d d dnq n⋅ = ⋅ = ⋅l S p S P S  

其中，
Δ

i
i n

V
= =
∑ p

P p 。 

对任意体积V 内通过界面穿出去的正电荷为 

PQ = d
S

⋅∫ P S○  

由于介质是电中性的，所以极化体积内剩余的负电荷也等于这个量。 

P PQ Q′ = −  

用 Pρ 表示由于极化而出现的极化电荷体密度，则体积内极化电荷为 

 Pd d
V S

Vρ = − ⋅∫ ∫ P S○  （1.2.2） 

注意式（1.2.2）中的负号，当体积内负电荷增加，正电荷穿出时，极化电荷带负电。此

时， d 0⋅ >P S （ cos 0 dn qθ > S、 、 、 为正），必须加“-”。 

当体积内正电荷增加，负电荷穿出时，极化电荷带正电。此时， d 0⋅ <P S （因为 P 由○－→

图 1-4  电极化强度矢量与 
极化电荷体密度的关系 
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○＋， cos 0θ < ），必须加“-”，保证 P d 0
V

Vρ ⋅ >∫ 。 

式（1.2.2）是电极化强度矢量 P 与极化电荷体密度 Pρ 的积分关系，下面求微分关系。 

利用高斯散度定理 d d
S V

V⋅ = ∇ ⋅∫ ∫v P S P ，由于积分体积 V 是任意的 

则有 Pρ = −∇ ⋅ P  （1.2.3） 

式（1.2.3）表示极化电荷体密度决定于电极化矢量强度 P 的散度。 
电偶极矩的方向如图 1-5 所示。 
所以电极化强度矢量 P 的源必是负的极化电荷。 0∇⋅ =P ， P 0ρ = ，无源处没有极化电荷。 
介质内某点， 0∇⋅ =P ，则该点的 P 0ρ = 。若介质内各点均满

足 0∇⋅ =P ，则介质内部不出现极化电荷体分布。 
若介质均匀极化， =P 常量， 0∇⋅ =P ，体内无极化电荷，极

化电荷只出现在自由电荷附近及介质界面处。 
若介质非均匀极化，除了界面处和自由电荷附近有极化电荷外，介质内部还会出现极化

电荷体分布。 
真空可以视为电介质的特例，在电动力学中，认为真空中各点 0=P 。 

4．电极化强度矢量与极化电荷面密度的关系 

为了讨论两种介质分界面上极化电荷面密度 Pσ 与电极化强度矢量 P 的关系，如图 1-6 所

示，在两种介质的分界面上取一个面元 dS，在 dS 两侧取一定厚度的薄层，使分界面包含在

薄层内，在薄层内出现的极化电荷与 dS 之比，当薄层厚度趋于零的极限，称为分界面上的极

化电荷面密度，以 Pσ 表示。 

P 0
lim

dSδ
σ

→
= 薄层内极化电荷  

从介质 1 进入薄层的正电荷为 1 d⋅P S ，从薄层出来

进入介质 2 的正电荷为 2 d⋅P S ，薄层内出现的净余电荷

为 2 1( ) d− − ⋅P P S 。 

P 2 1d ( ) dSσ = − − ⋅P P S  

d dS= ⋅S n  

则可得到 P 2 1( )σ = − ⋅ −n P P  （1.2.4） 

式（1.2.4）中 n 为分界面上由介质 1 指向介质 2 的法向方向的单位矢量。由式（1.2.4）
可知，两种介质分界面上的极化电荷面分布与两种介质的电极化强度矢量有关。 

由以上推导可知，所谓面极化电荷，不是真正分布在一个几何面上的电荷，而是在一个

含有相当多分子层的薄层内的效应。 

1.2.2  介质中的静电场方程 

当电场中有介质时，电场引起介质极化，产生极化电荷，极化电荷和自由电荷一样，也

会激发电场。建立介质中的静电场方程，只要将真空中静电场方程中激发电场的场源电荷由

自由电荷扩展为自由电荷与极化电荷共同激发即可。  

 
图 1-5  电偶极矩的方向 

 
图 1-6  电极化矢量强度与极化 

电荷面密度的关系 
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在介质中，自由电荷和极化电荷共同激发电场。静电场方程可以写成 

 f P

0

ρ ρ
ε
+

∇ ⋅ =E  （1.2.5） 

实际问题中，自由电荷体密度 fρ 容易观测，且易受实验条件的控制，极化电荷体密度 Pρ
在实验上不易测量。如果从场方程中消去 Pρ ，可使问题简化。 

    将 Pρ = −∇ ⋅ P  

代入式（1.2.5）得 
f

0

ρ
ε
−∇ ⋅

∇ ⋅ =
PE  

可以写成 0 fε ρ∇ ⋅ = −∇ ⋅E P  

0 f( )ε ρ∇ ⋅ + =E P  

引入电位移矢量 D  
 0ε= +D E P  （1.2.6） 

则有 fρ∇ ⋅ =D  （1.2.7） 

这是电介质中静电场的基本方程之一，电位移矢量 D 的散度只与自由电荷有关。 

    由方程 f P

0

ρ ρ
ε
+

∇ ⋅ =E  

fρ∇ ⋅ =D  

可以看出，电场强度 E 的源是总电荷分布，因此 E 是介质中总的宏观电场强度。电位移

矢量 D 的源只是自由电荷分布，不代表介质中的电场强度分布， E 是基本物理量， D 是辅助

量。要求电场强度 E 的分布，还必须找出 E 与电位移矢量 D 之间的关系。 
实验指出，各种介质有不同的介电性能，E 与 D 的关系也不同。对于各向同性线性介质，

电极化强度矢量 P 与电场强度 E 有简单的线性关系 

 e 0χ ε=P E  （1.2.8） 

式中， eχ 是介质的极化率，则有 

0 e 0(1 )ε χ ε= + = +D E P E  

令 r e1ε χ= + ， 0 rε ε ε= ，ε 是介质的电容率，也称为介质的电容率， rε 是介质的相对电容率，

也称为介质的相对电容率。 

 ε=D E  （1.2.9） 

式（1.2.9）是各向同性线性介质中 E 与 D 的关系。 
介质中静电场方程的另一方程， 0∇× =E ，仍然成立。 
介质中静电场方程为 

f   ( )
0
ρ ε∇ ⋅ = =

∇× =
D D E
E

 

有介质存在时，静电场仍是有源无旋场。 
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【讨论题】 

（1）是否可以将介质中静电场方程写成 f

0
ρ∇ ⋅ =

∇× =
D
D

？ 

答：一般不能写 0∇× =D 。这是因为 ( )ε ε ε ε∇× =∇× =∇ × + ∇× =∇ ×D E E E E ，只有当

0ε∇ × =E 时，才有 0∇× =D 。一般情况下， 0∇× ≠D 。 
（2）各向同性线性介质与均匀介质有什么区别？ 
答：各向同性线性介质电极化强度矢量 P 与电场强度 E 之间是线性关系，电位移矢量 D

与电场强度 E 也是线性关系。 
各向同性线性介质又可分为均匀介质和非均匀介质，均匀介质要求介质内部各点电容率

ε 相同，当ε 为常数时， fρ∇ ⋅ =D ， f( )ε ρ∇ ⋅ =E 。则有 

f

0

ρ
ε

∇ ⋅ =

∇× =

E

E
 

当自由电荷分布已给定时，均匀介质中的电场强度是真空中同样自由电荷分布时的
r

1
ε

倍。 

另外，可以证明均匀介质中 Pρ 与 fρ 满足关系式 

 0
P f1 ερ ρ

ε
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （1.2.10） 

对均匀介质，当其中某点 f 0ρ = 时，该点的 Pρ 也一定为零。 

1.3  静电场的边值关系 

1.2 节讨论了有介质存在时静电场的规律，在实际问题中常遇到不同介质的分界面或介质

的表面。在这些面上，由于介质的性质有突变，场分布也会有突变。 
在外电场的作用下，两种介质分界面上一般出现一层极化电荷，这些电荷的存在又使得

界面两侧场量发生突变。例如，图 1-7 所示的介质与真空分界面的情形。 

 
图 1-7  介质与真空分界面的情形 

在外电场 0E 的作用下，介质面上产生分布极化电荷。这些电荷激发的电场在介质内与 0E
反向，在真空中与 0E 同向。 

极化电荷激发的电场与外电场 0E 叠加后得到总电场如图 1-7(b)表示，可以看出，分界面

两侧的电场 1E 和 2E 在界面上发生了跃变。 
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介质中的静电场方程 

f

0
ρ∇ ⋅ =

∇× =
D
E

 

是用场矢量的微商表示的，这些方程只有在场矢量连续之处才成立。对于不同介质的分界

面上，场方程的微分形式已失去意义，需要用新的形式来代替，边值关系就是场方程在分

界面上的表现形式，它用来描述分界面两侧场量与界面上电荷分布的关系。在界面上，电

介质中静电场方程的积分形式还能适用，这是因为场方程的积分形式可以应用于任意不连

续分布的电荷激发的场。因此，我们从电介质中静电场方程的积分形式来推导静电场的边

值关系。 

1.3.1  法向分量的跃变 

静电场方程的积分形式为 

 
fd

d 0

S

L

Q⋅ =

⋅ =

∫
∫

D S

E l

○

○
 （1.3.1） 

下面从式（1.3.1）出发推导静电场的边值关系，因为界面上场矢量总可以分解为垂直于

界面的法向分量和平行于界面的切向分量，我们将分别讨论法向分量和切向分量的情况。先

求法向分量的跃变。 
利用 0ε= +D E P ， Pd

S
Q⋅ = −∫ P S○ ，将 fd

S
Q⋅ =∫ D S○ 写成ε f Pd

S
Q Q⋅ = +∫ E S○ 。应用到两

种介质的分界面上的扁平状圆柱体，如图 1-8 所示。 

ε f Pd
S

Q Q⋅ = +∫ E S○  （ f PQ Q+ 为圆柱体内总电荷） 

方程左边的面积分遍及柱体的上下底面和侧面，上下底面的面积

为ΔS 。 

f P f P( )ΔQ Q Sσ σ+ = +  

当柱体的厚度 h→0，对侧面的积分趋于零。 
对上下底面积分得 

0 2n 1n f P( )Δ ( )ΔE E S Sε σ σ− = +  

式中， 2n 2E = ⋅E n ， 1n 1E = ⋅E n，即 

 0 2n 1n f P( )E Eε σ σ− = +  （1.3.2） 

    由式（1.2.4） P 2 1 2n 1n( ) P Pσ− = ⋅ − = −n P P  

1n 0 1n 1nD E Pε= + ， 2n 0 2n 2nD E Pε= +  

可得到 2n 1n fD D σ− =  （1.3.3） 

可写成矢量式 2 1 f( ) σ⋅ − =n D D  （1.3.4） 

 
图 1-8  两种介质的分界面上

的扁平状圆柱体 
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式（1.3.4）中法向分量的单位矢量 n 由介质 1 指向介质 2。 
由式（1.2.4）可知，在两种介质的分界面上，电极化强度矢量法向分量 nP 的跃变与极化

面电荷密度相关；由式（1.3.3）可知，电位移矢量法向分量 nD 的跃变与自由电荷面密度相关；

若 f 0σ = ，则 nD 连续。由式（1.3.2）可知，电场强度矢量法向分量 nE 的跃变与总电荷面密度

相关，即界面上无论存在哪种电荷， nE 都会有跃变。由于通常只给出自由电荷分布，实际上

主要用 nD 的边值关系。 

1.3.2  切向分量的跃变 

利用 d 0
L

⋅ =∫ E l○ 推导切向分量的跃变。 

如图 1-9 所示，在平行于两种介质的分界面作一个狭长

形回路，并令此回路与界面正交，并且长边与界面平行。

由于短边 h→0，E 对回路的环流 

2 2 1 1d d d 0
L

⋅ = ⋅ + ⋅ =∫ E l E l E l○  

t 为切向分量单位矢量，取 2/ /dt l ， 1 2d d dl l l= = ，则有 

 2t 1t( )d 0E E l− =  

即 2t 1t 0E E− =  （1.3.5） 

界面两侧 E 的切向分量是连续的。 
对于电位移矢量 D 的切向分量有               

2t 1t

2 1

0D D
ε ε

− =  

则有 2t 1tD D≠ ，D 的切向分量有跃变。 

由于切向分量 t 可在切面内任意取向，则 E 在切面上任何方向的分量都是连续的。 
下面写出切向分量连续的矢量式 

n t= +E E E ， n ( )= ⋅E n E n ， t ( )= ⋅E t E t  
对 2t 1t 0− =E E ，两边叉乘 n 矢量 

2t 1t( ) 0× − =n E E  

    利用 n 0× =n E  

可写成 
 2 1( ) 0× − =n E E  （1.3.6） 

最后可得静电场的边值关系为 

2 1 f

2 1

( )
( ) 0

σ⋅ − =
× − =

n D D
n E E

     2n 1n f

2t 1t 0
D D
E E

σ− =
− =

 

边值关系表示两种介质分界面两侧的场与分界面上电荷之间的制约关系，边值关系是两

种介质分界面上的场方程。 

 
图 1-9  两种介质的分界面上的 

闭合回路 
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【例 1-2】 无穷大平板电容器有两层介质，极板上自由面电荷密度分别为 fσ± （如图 1-10

所示），求介质中的电场和极化电荷分布。 
解：由对称性可知，电场沿垂直于平板的方向。 
1．利用边值关系先求 D，再求 E。 

          
                     图 1-10  例 1-2 图 1                    图 1-11  例 1-2 图 2 

（1）在上极板界面处，如图 1-11 所示，由边值关系 

1n 2n fD D σ− = （n 由介质 2 指向上极板） 

    因上极板导体内电场强度 0=E  

则有 1n 0D = ， 2n fD σ= −  

2t 1tE E= ， 1t 0E = ， 2t 0E = ， 2t 0D =  

得到 2 2n fD σ= = −D n n  

（2）在下极板界面处，如图 1-11 所示 

1n 2n fD D σ− = − （n 由下极板指向介质 1） 

此时 2n 0D = ， 2t 0D = ， 1n fD σ= −  

1t 0D =  

则有 1 1n fD σ= = −D n n  

可见 1 2 fσ= = −D D n  

由此得出 

1 f
1

1 1

2 f
2

2 2

σ
ε ε

σ
ε ε

= = −

= = −

DE n

DE n
 

可见 1 2≠E E 。说明两种介质中电场强度 E 不是连续的，电位移矢量 D 是连续的。 

2．求极化电荷分布 
极化电荷分布与电极化强度矢量 P 有关，先求 P。 

0 f 0
1 1 0 1 f f

1 1

1ε σ εε σ σ
ε ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − − − = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

P D E n n  

0
2 2 0 2 f

2

1εε σ
ε
⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

P D E n  
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1P 、 2P 为常矢量。 
（1）在介质内， 1P 1 0ρ = −∇ ⋅ =P ， 2P 2 0ρ = −∇ ⋅ =P ，即在介质内极化电荷体密度为零。 
（2）在介质 2 与上极板交界处，n 由介质 2 指向上极板， 2P 1n 2n )P Pσ = − −（  导体内不能

发生极化现象， 1n 0P = 。则有 

0 0
2P 2n 2 f f

2 2

1 1P
ε ε

σ σ σ
ε ε
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⋅ = − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

P n  

由于 0

2

1ε
ε

< ， 2P 0σ < ， 2Pσ 为负极化电荷。 

（3）在介质 1 与下板交界处， n 由下极板指向介质 1。 

0 0
1P 1n f f

1 1

1 1P
ε ε

σ σ σ
ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

由于 0

1

1ε
ε

< ， 1P 0σ > ， 1Pσ 为正极化电荷。 

（4）在介质 1 与介质 2 交界处，n 由介质 1 指向介质 2，如图 1-12 所示。 

P 2n 1n

0 0 0 0
f f f

2 1 2 1

( )

1 1

P Pσ

ε ε ε ε
σ σ σ

ε ε ε ε

= − −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − − = − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

介质整体是电中性的，应该满足 

1P 2P P 0σ σ σ+ + =  

           0 0 0 0
f f f

1 2 2 1

1 1 0ε ε ε εσ σ σ
ε ε ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

根据电荷守恒定律，也有此结果。 

1.4  静电场的标势及其微分方程 

1.4.1  静电场的标势 

从静电场方程引入静电场的标势。 
静电场满足 0∇× =E ，而任一标量函数ϕ的梯度的旋度恒等于零，即 ( ) 0ϕ∇× ∇ = ，可以

把静电场的电场强度 E 表示成 

 ϕ= −∇E  （1.4.1） 

无旋性是静电场的一个基本性质，由于静电场的无旋性可以引入一个标量函数 ( , , )x y zϕ ϕ= 来

描述静电场， ( , , )x y zϕ ϕ= 称为静电场的标势，即电势。式（1.4.1）中，负号表示电场强度 E
的方向与电势梯度 ϕ∇ 的方向相反，指向电势减小最快的方向。 

E 沿任意方向 l 上的分量为 lE
l
ϕ∂

= −
∂

，无限接近两点间的电势差 d dϕ = − ⋅E l 。 

 
图 1-12  例 1-2 图 3 
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相隔有限距离的两点 1P 与 2P 之间的电势差 

 
2

1
1 2 d

P

P
ϕ ϕ− = ⋅∫ E l  （1.4.2） 

只有两点之间的电势差有意义，通常在电场中选一参考点为电势零点，则电场中任意一点 P 的

电势为 

 ( ) d
P

Pϕ = ⋅∫ E l
电势零点

 （1.4.3） 

在电荷分布于有限区域的情况下，通常选无穷远处作为参考点，令 ( ) 0ϕ =∞ ，由式（1.4.3）得 

 ( ) d
P

Pϕ = ⋅∫ E l
∞

 （1.4.4） 

引入电势ϕ可使求电场强度 E 的问题简化。 

【例 1-3】 求电偶极子的电场。 
解：等值异号相隔一微小距离的一对点电荷的电荷体系称为电偶极子，如图 1-13 所示，

取原点为－q 处，z 轴沿 q=p l 的方向，它在远处（ r l� ）任意一点 P 的电势为 

0 0

1 1 ( )
4π 4π

q q r r
r r r r

ϕ
ε ε

− +

+ − + −

−⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

可近似地令 2r r r+ − ≈ ， cosr r l θ− +− ≈ ，则有 

          2 3
0 0

1 cos 1
4π 4π

ql
r r

θϕ
ε ε

⋅
= =

p r            （1.4.5） 

式中，r 是偶极子中心到 P 点的距离。 
再由 ϕ= −∇E ，求偶极子的电场 

3
0

1
4π rε

⋅⎛ ⎞= − ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

p rE  

由公式 ( )ϕψ ϕ ψ ψ ϕ∇ = ∇ + ∇  

3 3 3
1 1( ) ( )

r r r
⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = ∇ ⋅ + ⋅ ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
p r p r p r  

用公式 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇ ⋅ = × ∇× + ⋅∇ + × ∇× + ⋅∇f g f g f g g f g f  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇ ⋅ = × ∇× + ⋅∇ + × ∇× + ⋅∇ =p r p r p r r p r p p  

p 为常矢量 

( ) 0× ∇× =p r ， ( )⋅∇ =p r p  

( ) 0× ∇× =r p ， ( ) 0⋅∇ =r p  

3 3 3 3
1 1 1 1

x y zx y zr r r r
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

e e e  

3 5
2 2 2 2 2 22 2

3 5
1 3 3( ( 2

2
xx y z x y z x

x xr r
− −∂ ∂ − −⎛ ⎞ = + + = + + ⋅ =⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
） ）  

 
图 1-13  例 1-3 图 
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同理 3 5
1 3y

y r r
∂ −⎛ ⎞ =⎜ ⎟
∂ ⎝ ⎠

； 3 5
1 3z

z r r
∂ −⎛ ⎞ =⎜ ⎟
∂ ⎝ ⎠

  

3 5 5
1 3 3( )x y zx y z
r r r

− −
∇ = + + =e e e r  

得到电偶极子电场 5 3
0

1 3( )
4π r rε

⋅⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
p r r pE  （1.4.6） 

讨论解的物理意义 

（1）当 //r p时，在延长线上任意一点 P  

// 3
0

1 2
4π rε

=
pE  

（2）当 ⊥r p 时，在中垂线上任意一点 P 

3
04π rε⊥ = −

pE  

可见， // 2 ⊥=E E ，说明电偶极子所激发的电场在电偶极矩的方向上最强，在垂直于电

偶极矩的方向上最弱。 

1.4.2  静电势的微分方程和边值关系 

1．静电势的微分方程 

在均匀各向同性的线性介质中，静电场的散度方程 

ρ∇ ⋅ =D   ε=D E  

将 ϕ= −∇E 代入 ρ∇ ⋅ =D 方程中，可得到静电势所满足的微分方程 

 2 ρϕ
ε

∇ = −  （1.4.7） 

这个方程称为泊松方程，泊松方程指出静电场中一点的电势和同一点的电荷密度之间的

关系。 
如果所考虑的区域内没有自由电荷，式（1.4.7）为 

 2 0ϕ∇ =  （1.4.8） 

这个方程称为拉普拉斯方程。这样就把静电学的问题归结为求解电势所满足的微分方程，

给出边界条件就可以确定电势ϕ的解，求出电势ϕ，再由 ϕ= −∇E 求电场强度 E。 

2．静电势的边值关系 

静电场方程写成了ϕ 所满足的微分方程，在两种介质的分界面上，电势ϕ 必须满足边值

关系。下面把静电场的边值关系转化为电势ϕ的边值关系。 

    由静电场的边值关系       2 1 f

2 1

( )
( ) 0

σ⋅ − =
× − =

n D D
n E E

 

用 nE
n
ϕ∂

= −
∂

代入 nD 的边值关系 
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2n 1n fD D σ− =  

 2 1
2 1 fn n
ϕ ϕε ε σ∂ ∂

− = −
∂ ∂

 （1.4.9） 

式中，n 由介质 1 指向介质 2。 
如图 1-14 所示，考虑介质 1 与介质 2 分界面相邻两

侧，相邻的两点 P1 与 P2，把电荷由 P1 移到 P2 电场力所

做的功为 

1 2 hϕ ϕ− = ⋅E n   1 2h P P=  

由于 E 有限，h→0，则把电荷从 P1→P2 所做的功趋于零，此界面两侧电势相等。 

 1 2ϕ ϕ=  （1.4.10） 

在两种介质分界面上的电势ϕ是连续的，这个结论与电场强度的切向分量连续是一致的。 
证明：设 1P′、 2P′为分界面两侧相邻的另外两点，由电势连续的条件有 2 1ϕ ϕ′ ′= 。因而

1 1 2 2ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′− = − 。设 1P′、 2P′相距为 lΔ ，则 

1 1 1 Δϕ ϕ′ − = − ⋅E l  

同理 2 2 2 Δϕ ϕ′ − = − ⋅E l  

因此 1 2Δ Δ⋅ = ⋅E l E l ，即 2t 1tE E=  

由于Δl 为界面上的任意线元，上式表示界面两边电场的切向分量相等。 
以上将场量表述的边值关系 

2 1 f

2 1

( )
( ) 0n

σ⋅ − =
× − =

n D D
E E

 

转化为 

2 1
2 1 f

1 2

n n
ϕ ϕ

ε ε σ

ϕ ϕ

∂ ∂
− = −

∂ ∂
=

 

以上两式是静电势满足的边值关系的一般表达式。 

3．导体表面的边值关系 

在静电场问题中，常常有一些导体存在，由于导体的特殊性质，导体表面的边值关系有

它的特点。 
导体静电平衡的条件如下。 

（1）导体内部不带电，电荷只分布在表面。 
（2）导体内部电场处处为零（导体内必须 0=E ，否则导体内有自由电子受电场力而运动）。 
（3）导体表面电场必沿法线方向（导体表面的电场不能有切向分量，否则电子会沿导体

表面运动）。导体表面为等势面，整个导体为等势体。 
设导体表面带面电荷密度为σ ，导体外面的介质电容率为ε 。 

   图 1-14  两种介质分界面相邻    
两侧两点的电势 
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导体表面的边值关系为 

 ϕ =常数 （1.4.11） 

 
n
ϕε σ∂
= −

∂
 （1.4.12） 

在静电场问题中，导体的边界条件分为两类：一类是给定导体的电势，如导体接地或接到一

个具有固定电势的电源电极上， Sϕ ϕ= ；另一类是给定导体上的总电量Q = − d
S n

ϕε ∂ ⋅
∂∫○ S 。 

1.4.3  静电场的能量 

在线性介质中，静电场的总能量 

 1 d
2

W V= ⋅∫ E D
∞

 （1.4.13） 

在静电场情况下，总能量 W 可用电势和电荷分布表示。 
由 ϕ= −∇E ， ρ∇ ⋅ =D  

( ) ( )ϕ ϕ ϕ ϕ ϕρ⋅ = −∇ ⋅ = −∇ ⋅ + ∇ ⋅ = −∇ ⋅ +E D D D D D  

因此 

1 1d ( )d
2 2

W V Vϕρ ϕ= − ∇ ⋅∫ ∫ D
∞ ∞

 

利用高斯散度定理  ( )d dVϕ ϕ∇ ⋅ = ⋅∫ ∫D D S○
∞ ∞

 

由于面积分遍及无穷远界面 2
2

1 1D S r
r r

ϕ ， ，∝ ∝ ∝ （S 为面积），所以当 r →∞时，面积

分趋于零，则有 

 1 d
2

W Vρϕ= ∫
∞

 （1.4.14） 

式（1.4.13）是用电荷分布和电势来表示静电场的总能量，此式只有计算静电场总能量时

才有意义。因此，有限区域内的静电场能量不等于
1 d
2V

Vρϕ∫ ，而等于
1 d
2 V

V⋅ ⋅∫ E D 。 

对于连续的电荷分布，
( )d

4πV

Vρϕ
ε
′ ′

=
′−∫

r
r r

。 

空间充满均匀介质，电容率为ε ，静电场的总能量为 

 1 ( ) ( )d d
8π V

W V V ρ ρ
ε

′
′=

′−∫ ∫
∞

r r
r r

 （1.4.15） 

静电场的总能量表达式（1.4.13）、式（1.4.14）、式（1.4.15）是等价的。静电场情况下可用

电荷分布表示电场能量是因为静电场是由电荷激发的，电场由电荷的分布确定。电场的能量

就由电荷分布所确定，即静电场与源（电荷）同时存在，没有源就没有场。对于非恒定情况，

因为电磁波可脱离波源而传播，电场的总能量不能通过电荷分布表示。因此，式（1.4.13）是

普遍成立的。 
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1.5  静电场问题的解及其唯一性 

1.5.1  静电场的基本问题 

在各向同性的均匀介质中，静电场的基本规律可用泊松方程 2 ρϕ
ε

∇ = − 描述。真空中的静

电场方程 2

0

ρϕ
ε

∇ = − 可看作上式当 0 r 1ε ε ε= =（ ）时的特殊情况。因此， 2 ρϕ
ε

∇ = − 就是描述静电

场基本规律的方程式，从原则上讲，静电场的基本问题就是利用这一规律解决有关问题。 
一般情况下分为两类问题。 

（1）已知电势ϕ，由泊松方程求电荷分布 ρ ，通过求微商就可解决问题。 
（2）已知自由电荷分布 ρ 和边界条件，由泊松方程求电势ϕ，再从ϕ求电场强度 E。 
第二类问题是求泊松方程满足给定场源 ρ 和边界条件的解，通常称为静电场中的边值

问题。 
求边值问题时，经常遇到的边界条件有两类： 
第一类边界条件是给定边界面上的电势 |Sϕ ，这种情况称为第一类边值问题； 

第二类边界条件是给定边界面上电势的法向导数
Sn

ϕ∂
∂

（相当于给定面电荷密度），这种情

况称为第二类边值问题。 
泊松方程仅在各向同性均匀介质中成立，而实际问题中常常是整个区域的介质不均匀，

但其内部分区均匀，在此情况下，可以分区域求解。各个均匀区域内的电势由泊松方程决定，

不同区域的电势由介质分界面上的边值关系 

2 1
2 1 f

2 1

n n
ϕ ϕ

ε ε σ

ϕ ϕ

∂ ∂
− = −

∂ ∂
=

  

相联系。因此，静电场的基本问题是先求出在各个均匀区域满足泊松方程，在各个分界面上

满足边值关系，在所研究的整个区域边界上满足边界条件的电势。 
根据微分方程理论，泊松方程的解可以表示为它的一个特解 ( )ϕ′ r 加上所对应的齐次方程

（拉普拉斯方程）的解 ( )ϕ′′ r 。 

 ( ) ( ) ( )ϕ ϕ ϕ′ ′′= +r r r  （1.5.1） 

特解 ( )ϕ′ r 部分就是求解区域内所有电荷在 r 处产生的电势 

1 ( )( ) d
4π V

Vρϕ
ε

′
′ ′=

′−∫
rr

r r
 

( )ϕ′′ r 满足                    2 ( ) 0ϕ′′∇ =r  
( )ϕ′′ r 表示这个区域的边界上或区域之外的电荷所产生的电势及外场的作用。由叠加原

理，在 r 处产生的总电势为两者之和。于是整个解为 

 1 ( )( ) d ( )
4π V

Vρϕ ϕ
ε

′
′ ′′= +

′−∫
rr r

r r
 （1.5.2） 
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1.5.2  静电场问题的唯一性定理 

求解边值问题时，总希望在有界区域内存在唯一的物理上合理的解，那么对此怎么判别

呢？静电场的唯一性定理就是解决这个问题的。 
下面将证明，如在空间任意区域 V 内给定电荷分布 ( )ρ r ，在 V 的边界 S 上给定第一类或

第二类边界条件时，静电场泊松方程的解是唯一的，或者说它所对应的拉普拉斯方程的解是

唯一的。 
证明：用反证法 

若体积 V 内泊松方程为 2 ρϕ
ε

∇ = − ，边界面 S 上给定第一类或第二类边界条件，我们假定

存在两个满足相同边界条件的解 1ϕ 和 2ϕ 。 

即 

2
1

2
2

ρϕ
ε
ρϕ
ε

∇ = −

∇ = −
 

令 2 1U ϕ ϕ= − ，于是在 V 内满足拉普拉斯方程 
2 2 2

2 1 0U ϕ ϕ∇ =∇ −∇ =  

由于边界条件相同，在边界面 S 上第一类边界条件 2 1| |S Sϕ ϕ= ，则有 

 2 1| | | 0S S SU ϕ ϕ= − =  

由第二类边界条件 2 1

S Sn n
ϕ ϕ∂ ∂

=
∂ ∂

，可得 

 2 1 0
S S S

U
n n n

ϕ ϕ∂ ∂ ∂
= − =

∂ ∂ ∂
 

由格林第一公式  2( )d d
V S

V S
n
ψϕ ψ ϕ ψ ϕ ∂

∇ +∇ ⋅∇ =
∂∫ ∫○  

令 Uϕ ψ= = ，可得 

2( )d d
V S

UU U U U V U S
n

∂
∇ +∇ ⋅∇ =

∂∫ ∫○  

因为在边界上 | 0SU = 或者 0
S

U
n

∂
=

∂
，则两种情况的面积分都等于零，又因为 2 0U∇ = ，则有

2( ) d 0
V

U V∇ =∫ ，这就意味着 0U∇ = 。 

因此，在 V 内 U 是恒量， 0U∇ = ， 2 1U ϕ ϕ= − =恒量（常数）。 
对第一类边界条件（第一类边值问题）在 V 的边界面上 2 1| | | 0S S SU ϕ ϕ= − = ，即在 V 中，

1 2ϕ ϕ= ，电势是唯一确定的。 

对第二类边界条件（第二类边值问题）在 V 的边界面上 0
S

U
n

∂
=

∂
，电势不能确定，但只
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相差一个任意相加的常数，故电场还是唯一确定的。这就证明了只要在求解区域的边界上给

定第一类或第二类边界条件，静电场问题的解唯一确定。 
唯一性定理对于解决实际问题有重要的指导意义。首先可按唯一性定理的条件分析问题

是否有解，对一些较简单的问题，可以从物理上分析解的形式，提出试探性的解，只要能满

足唯一性定理的条件，这个解就是唯一正确的解。 
【例 1-4】 如图 1-15 所示，一电量为 Q 的小导体球与大导体球壳同心地放置，其间充以

两种介质，左半部的电容率为 1ε ，右半部的电容率为 2ε 。外球壳接地，小球半径为 a，球壳

内半径为 b，求介质中的电场和电荷分布。 
解：以唯一性定理为依据来求解。先写出本例中电势ϕ 应满足的方程和边值关系，以及

边界条件。求解区域 V 为导体球与球壳之间的空间，边界面是导体球面 1S 与导体球壳内表面

2S ，边界条件为：在 1S 上总电量为 Q，在 2S 上 0ϕ = 。 
在两种介质中，电势ϕ 都满足拉普拉斯方程，在两种介质交界面处，电势ϕ 连续，界面

上 f 0σ = ，电位移矢量的法向分量连续。 
综合以上分析，ϕ应满足的条件为 

（1）在两种介质中           
2 0iϕ∇ = ， ( 1,2)i =  

（2）在两种介质的分界面上     

1 2
1 2

2 1

n n
ϕ ϕε ε

ϕ ϕ

∂ ∂⎧ =⎪
∂ ∂⎨

⎪ =⎩

 

（3）在边界面 1S 上，已知 Q 
（4）在边界面 2S 上，已知 0ϕ =  
无论用何种方法，只要求出的ϕ 满足以上条件，根据唯一性定理，ϕ 就是本题唯一正确

的解。 
选坐标原点在球心，如果仍假设 E 保持球对称，则可设 

1

2

A B
r
C D
r

ϕ

ϕ

= +

= +
 

1ϕ 、 2ϕ 满足                
2

1 0ϕ∇ = ， 2
2 0ϕ∇ =  

在 r b= 处，   

1 0r b

A B
r

ϕ
=
= + = ，

AB
b

= − ， 1
1 1A
r b

ϕ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

同样有 

2 0r b

C D
r

ϕ
=
= + = ，

CD
b

= − ， 2
1 1C
r b

ϕ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
图 1-15  例 1-4 图 1 
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由于在分界面上 1 2ϕ ϕ= ，所以 A=C。在分界面上 n 与 r 垂直，但是 1ϕ 、 2ϕ 都只与 r 有关，

所以 1 2 0
n n
ϕ ϕ∂ ∂

= =
∂ ∂

， 1ϕ 、 2ϕ 也满足了 nD 连续的条件。 

到现在为止，除了在 1S 上总电荷为 Q 外，ϕ满足了其他全部的条件，而ϕ也只剩下一个

待定的常数 A，现在用ϕ必须满足在 1S 上的总电量 Q 这个条件来确定 A。 

即 
1

d
S

Q⋅ =∫ D S○  

1
1 1 1 3

A
r
εε= =

rD E   （ 1 1ϕ= −∇E ） 

2
2 2 2 3

A
r
εε= =

rD E   （ 2 2ϕ= −∇E ） 

1 1 1

21 2
2 2

d d d

2π

S S S

A A a Q
a a
ε ε

⋅ = ⋅ + ⋅

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫D S D S D S○
左 右

 

由此可得 1 3
1 22π( )
Q

rε ε
=

+
rE （左半球） 

2 3
1 22π( )
Q

rε ε
=

+
rE （右半球） 

此解满足唯一性定理的所有条件，因此是唯一正确的解。 

相应地 1
1 3

1 22π( )
Q

r
ε
ε ε

=
+

rD  

2
2 3

1 22π( )
Q

r
ε
ε ε

=
+

rD  

可见 1 2=E E ， 1 2≠D D  

下面求自由电荷与极化电荷分布，在导体球面处自由电荷分布： 

1
1f 1 2

1 2

|
2π ( )r r a

QD
a
εσ
ε ε== =
+

 

2
2f 2 2

1 2

|
2π ( )r r a

QD
a
εσ
ε ε== =
+

 

1f 2fσ σ≠  

在导体球壳内表面处自由电荷分布 

1
1f 1 2

1 2

|
2π ( )r r b

QD
b

εσ
ε ε=

−
= − =

+
 

2
2f 2 2

1 2

|
2π ( )r r b

QD
b
εσ
ε ε=

−
= − =

+
 

欲求极化电荷分布，先求 P 的分布。 
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由 0ε= −P D E  

1 1 0 1 1 0 3
1 2

( )
2π( )

Q
r

ε ε ε
ε ε

= − = −
+

rP D E  

2 2 0 2 2 0 3
1 2

( )
2π( )

Q
r

ε ε ε
ε ε

= − = −
+

rP D E  

在介质内部极化电荷分布        

1P 1 0ρ = −∇ ⋅ =P  

2P 2 0ρ = −∇ ⋅ =P  

在导体球表面极化电荷分布 

1 0
1P 1 2

1 2

( )
2π ( )r

r a

QP
a
ε εσ
ε ε=

− −
= − =

+
 

2 0
2P 2 2

1 2

( )
2π ( )r

r a

QP
a
ε εσ
ε ε=

− −
= − =

+
 

总电荷分布 0
1f 1P 12

1 22π ( )
Q

a
εσ σ σ
ε ε

+ = =
+

 

0
2f 2P 22

1 22π ( )
Q

a
εσ σ σ
ε ε

+ = =
+

 

可见， 1 2σ σ= 这是静电平衡所要求的。 
在左半球面的总电荷密度（包括 f Pσ σ、 ）与右半球面

的总电荷面密度相等，这就从电荷分布方面说明了 1 2E E、

表示式相同的原因，在球壳内表面处的电荷分布也有类似

的情况。 
在两种介质分界面处，由于 ⊥n r ，如图 1-16 所示，因

而 n 0P = ，则有 P 0σ = 。 

实际上，在两种介质的分界面处，因为 D、E、P 均沿

r 方向，在垂直于 r 的方向上，D、E、P 均为零。 
导体球的总电荷 Q 与 1f 2fσ σ、 的关系 

2 2 2 22 1
1f 2f 1f 2f

1 2

2π 2π 2π 1 2π 1Q a a a aε εσ σ σ σ
ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

讨论解的物理意义 

本题得到的结论如下。 
（1） 1 2≠D D ， D 不是均匀分布的； 1 2=E E ，电场强度 E 是对称分布的。 
（2）在导体球面上 1f 2fσ σ≠ ，自由电荷面密度 ifσ 不是均匀分布的； 1P 2Pσ σ≠ ，极化电荷

面密度 iPσ 不是均匀分布的； 2f 2P 1f 1Pσ σ σ σ+ = + ，总电荷面密度 iσ 是均匀分布的。 
由结论（1）电场强度 E 均匀分布，可从边值关系 1t 2tE E= 得到，这是静电场的基本

规律。另一方面， 1 2σ σ= ，即左半球面与右半球面自由电荷与极化电荷总和是相等的，

 
图 1-16  例 1-4 图 2 
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因为 f P

0

ρ ρ
ε
+

∇ ⋅ =E ，E 是由自由电荷和极化电荷共同激发的， f Pσ σ+ 是均匀的，则 E 也

是均匀的。 
结论（2） f Pσ σ、 不能均匀分布是静电平衡条件所要求的。 

假设 fσ 是均匀分布的，由于 0
P f1εσ σ

ε
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，可见 Pσ 在两个半球面上由于ε 取值的不同

而不同。导体球内的静电场由 fσ 和 Pσ 共同激发，由于 fσ 均匀分布，所以 fσ 在球内的电场为

零，但 Pσ 由于非均匀分布，将导致它在球内的电场不为零，这样导体球就不能达到静电平衡，

由此可知，要使导体球达到静电平衡， fσ 必须不是均匀分布的。 
对于导体球壳内表面 fσ 的分布也可以根据静电平衡的要求来讨论。 

1.6  镜  像  法 

我们已经知道，静电学的问题可以归结为在给定第一类边界条件或第二类边界条件下，

求解泊松方程，并证明了解的唯一性。无论用什么方法求出的解，只要满足唯一性定理的条

件，解就是唯一的。就是说，在一定条件下可决定唯一的解，但采用什么方法，没有普遍适

用的方法，要视不同情况采用不同的解法，只有在界面形式是比较简单的几何曲面时，才可

以写出解析形式的解。 
本节将介绍两种最常用的最基本的解析解法：镜像法和分离变量法。 

1.6.1  镜像法的基本思想 

如果空间只有点电荷，而边界是导体面或介质面，在点电荷场的作用下，边界面上出现

感应电荷或极化电荷。由叠加原理，空间区域内的总场应等于区域内点电荷的场加上边界面

上感应或极化电荷的场。从静电场基本方程的角度来看，电势满足的泊松方程为 

 2

0

( )qϕ δ
ε

′∇ = − −r r  （1.6.1） 

 
0

1
4

qϕ ϕ
ε

′′= +
′π −r r

   2 0ϕ′′∇ =  （1.6.2） 

式（1.6.2）中第一项是区域内点电荷的贡献，第二项ϕ′′正是边界面上感应或极化电荷的贡献。

这类问题的关键是求出ϕ′′，即求解拉普拉斯方程 2 0ϕ′′∇ = 。 

在边界面简单而对称的情况下，镜像法是对边界面上感应或极化电荷作某种等效的代替，

从而不用直接解方程求ϕ′′，它属于一种间接的方法。因此，镜像法适用于区域内只有一个或

几个点电荷，区域的边界是一些对称的导体或介质界面。 
镜像法的基本思想是用假想的“虚”点电荷来等效地代替某些规则而对称的导体或介质

面。（如平面、球面、圆柱面）上感应电荷或极化电荷分布。所谓等效代替是通过适当选取假

想电荷的大小和位置，以保证仍然满足求解区域原来的方程和边界条件不变。因此，求解区

域的场是原有点电荷和等效电荷产生的场的线性叠加。根据唯一性定理，由于求解区域原来

的场方程和边界条件均得到满足。所以，这样求出的解是唯一正确的解。 
计算结果表明，假想电荷所在点对于边界面来说，总是原有电荷所在点的共轭点。如将
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边界面看成一面“镜子”，假想电荷就是原有电荷在镜中的像。将假想电荷称为像电荷，镜像

法正是由此而得名。 

1.6.2  镜像法求解静电场问题 

【例 1-5】 接地无限大平面导体板附近有一点电荷 q，如图 1-17 所示。求空间中的电场。 
解：根据静电屏蔽性质可判断出，在左半空间没有场，求解区域

为右半空间。 
求解区域的边界面为无限大导体板面和无穷远处的界面 
方程： 2 0ϕ∇ = （除 q 所在点外） 

边界条件：（1） 0sϕ =  

         （2） 0ϕ =
∞

 

右半空间的电场是 q与板上感应电荷共同激发的，但板上感应电荷预先

不能知道。 
设想：用一个假想点电荷 q′来等效代替导体板上的感应电荷。这样右半空间的电场就是

两个点电荷 q和 q′共同激发的。  

 
0 04π 4π

q q
r r

ϕ
ε ε

′
= +

′
 （1.6.3） 

可以这样等效代替的条件是原有场方程和边界条件不变。ϕ应满足场方程和边界条件。 
为了满足原来的场方程， q′必须在左半空间。 

为了满足边界条件（1） 0sϕ = ，即 q和 q′共同激发的电势在边界面上为零。 

即 

0 0

0
4π 4π

q q
r r

ϕ
ε ε

′
= + =

′
 

则要求 q q′ = − ，q′位于导体板左方与 q 对称的点。即位于

（-a, 0, 0）点，q 位于（a, 0, 0）点（如图 1-18 所示）。 
边界条件（2）总是自然满足的。 
空间任意一点 P 点的电势 

0

1 1
4π

q
r r

ϕ
ε
⎛ ⎞= −⎜ ⎟′⎝ ⎠

 

在直角坐标系下： 

1
2 2 2 2

1
2 2 2 2

[( ) ]

[( ) ]

r x a y z

r x a y z

= − + +

′ = + + +

 

由以上步骤可知： 
（1）保持场方程不变，可定出像电荷 q′的大致区域。满足边界条件不变，可定出像电荷 q′

的大小和位置。 

 
图 1-17  例 1-5 图 1 

 
图 1-18  例 1-5 图 2 
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（2）由本例 q q′ = − ， q′与 q数值相等，位置对于边界面对称，可以称 q′为 q的像电荷。 
以上用像电荷 q′代替导体板上的感应电荷，得到导体板上感应电荷总电量为 q− 。下面利

用边值关系求出导体板上的感应电荷分布。 
根据导体表面的边值关系： 

0
0xx

ϕσ ε
=

∂
= −

∂
 

3 3
0 0 2 2 2 2 2 22 2

0

3
0 2 2 2 2

 
4π

[( ) ] [( ) ]

2      
4π

( )

x

x

q x a x a
x

x a y z x a y z

q a

a y z

ϕ
ε

ε

=

=

⎛ ⎞
∂ − +⎜ ⎟− = −⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟− + + + + +⎝ ⎠

−
=

+ +
　　　

 

3
2 2 2 2

2π
( )

q a

a y z
σ = −

+ +
 

可见，导体板上感应电荷与 q 异号，这是合理的。 
现在进一步求出导体板上感应电量Q。已知感应面电荷密度，对无限大平板积分即可。

由图 1-19 可知，S 面在 xOz 平面，取平面极坐标。 
2π 2π

30 0 0 0 2 2 2

2 2 1/2 0

d d   d d   
2π

( )
1

( )

q aQ
a

aq q
a

Q q

σρ ρ θ ρ ρ θ
ρ

ρ

= = −
+

⎡ ⎤= − − = −⎢ ⎥+⎣ ⎦
= −

∫ ∫ ∫ ∫
∞ ∞

∞

 

可见，平面上感应电荷电量恰好与电荷电量相等。 
由此例题，可总结出镜像法一般步骤： 

（1）写出原问题的方程和边界条件； 
（2）设一假想点电荷 q′，来代替边界面上的感应电荷

或极化电荷； 
（3）写出原点电荷q与假想点电荷q′共同激发的电势； 
（4）由场方程和边界条件确定像电荷 q′的大小和位置； 

（5）讨论解的物理意义。 
另外要注意以下两点。 

（1）镜像法的实质是用假想的点电荷代替边界面上的感应电荷或极化电荷。可以代替的

条件是原来的场方程和边界条件不变，因此必须注意把解应满足的场方程和边界条件搞清楚。 
（2）像电荷 q′只能代替边界面上感应电荷在右半空间的作用，却不能代替其在左半空间

的作用，这是因为像电荷 q′的存在已经改变了左半空间的场方程。 

【例 1-6】 有一半径为 r0 的接地导体球，距球心为 a（a>r0）处有一点电荷 q，如图 1-20
所示，求空间各点的电势。 

解：接地导体球球内电势为零。球外空间的电势ϕ由点电荷q及球面上的感应电荷共同激发。 

 
图 1-19  例 1-5 图 3 
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球外电势ϕ应满足方程 2 0ϕ∇ = （除 q 所在点） 

边界条件为（1）球面上： 0sϕ =  

     （2）无穷远处： 0rϕ → =
∞

 

用一像电荷 q′来代替球面上的感应电荷。 
为了不改变原方程，q′必须在球内，根据对称性，应在 Oq 连线上（x 轴上）距球心距离为

b，如图 1-21 所示。为了不改变边界条件，应满足边界条件（1） 0sϕ = ，（2） 0rϕ → =
∞

。边界

条件（2）自然满足。 

           
                 图 1-20  例 1-6 图 1                       图 1-21  例 1-6 图 2 

边界条件（1） 0sϕ = 要求 q和 q′共同激发的电势ϕ在球面上任一点 P 处为零。 

即 

0 0

0
4π 4π

q q
r r

ϕ
ε ε

′
= + =

′
 

可写成 0q q
r r

′
+ =

′
 （1.6.4） 

r′与 q′应从式（1.6.4）中求出，即由边界条件确定像电荷 q′的大小和位置。可用两种方

法求解：几何法与解代数方程法。 

先用几何法求解 

由 0q q
r r

′
+ =

′
 

可得 q q
r r

′
= −

′
 

因此对球面上任意一点满足         

 'r q
r q

′
= − =常数 （1.6.5） 

由图 1-21 可见，只要选 q′的位置使 Oq P′△ 和 OPq△ 相似。 

则有 0rr
r a
′
= =常数 

两三角形相似的条件， 0

0

rb
r a
=  

可得 
2

0rb
a

=  （1.6.6） 
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则 0rqq r q
r a

′ ′= − = −  （1.6.7） 

q′的大小和位置都被确定 
2

0

0

r
b

a
r

q q
a

=

′ = −
 

球外任一点 P 的电势 

 

0

0 0 0

0

2 2 2 2
0

1
4π 4π 4π

1
4π 2 cos 2 cos

rq q q
r r r ar

r
q a

R a Ra R b Rb

ϕ
ε ε ε

ε θ θ

′ ⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
+ − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

　

 （1.6.8） 

式中 
2

0rb
a

=  

再用解代数方程法求解 

球面上任一点满足                 0q q
r r

′
+ =

′
 

而 2 2 2
0 02 cosr a r ar θ= + − ， 2 2 2

0 02 cosr b r br θ′ = + −  

代入上式可得 
2 2 2 2 2 2

0 0 0 0( 2 cos ) ( 2 cos )q a r ar q b r brθ θ′ + − = + −  

移项后得 
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0( ) ( ) 2 cos ( )q a r q b r r q a q bθ′ ′+ − + = −  

上式左边为一常数，右边含有变量，对任何θ 都使上式成立，只有使两边都等于零。 
2 2 2 2 2 2

0 0
2 2

( ) ( )q a r q b r

q a q b

′ + = +

′ =
 

由后一方程得出  2 2bq q
a

′ =  

代入前一方程  

2 2 2 2
0 0( ) ( )b a r b r

a
+ = +  

2 2 2 2
0 0

1 ( ) 0b a r b r
a

− + + =  
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这是 b 的二次方程，解之即得 
2

0rb
a

= 或 b a=  

b a= 不合物理要求，由于此时 q′已在球外，改变了 a 点的电荷分布，故舍去。 

将
2

0rb
a

= 代入 2 2bq q
a

′ = 中，得到    
2

2 20
2

rq q
a

′ =  

0rq q
a

′ = −  

至此已解出 q′和 b，即 
2

0rb
a

=   （ 0b r< 　， 0a r> ） 

0 ( )rq q q q
a

′ ′= − <　　  

            
                图 1-22  例 1-6 图 3                           图 1-23  例 1-6 图 4 

讨论解的物理意义 

（1）由高斯定理可以求出球面上感应电荷总量等于 q′。 

包围导体球作一高斯面 S′，利用高斯定理 

0

d
S

Q
ε′

⋅ =∫ E S○  

Q 是球面上感应电荷的总电量。 
综上所述，高斯面上任意一点电场是像电荷 q′和点电荷 q共同激发的，所以又有 

0

d
S

q
ε′

′
⋅ =∫ E S○  

则有 q Q′ = ，即感应电荷的电量和像电荷的电量相等。 

（2）可由
0

f 0
R rR

ϕσ ε
=

∂
= −

∂
求出球面上感应电荷密度。 

          
0

f 0
R rR

ϕσ ε
=

∂
= −

∂
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0

0

0 2 2 4 2
0 2 0 0

2

2
0 0

00

3 3
4 32 2 2 2

2 0 00 0
0 2

1
4π 2 cos 2 cos

11 2 2 cos(2 2 cos )
22

4π
( 2 cos ) 2 cos

R r

r
q a

R R a Ra r rR R
aa

r rrr aq a a

r rr a r a r
aa

ε
ε θ θ

θθ

θ θ

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟∂

= − −⎢ ⎥⎜ ⎟
∂ + −⎢ ⎥⎜ ⎟+ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞
− −− − ⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥⎛ ⎞+ −⎢ ⎥+ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

方括号中，第一项为 0
3

2 2 2
0 0

cos

( 2 cos )

a r

r a r a

θ

θ

−

+ −
，第二项为

3 2
0 0
2

3
4 3 2

2 0 0
0 2

cos

2 cos

r r
aa

r rr
aa

θ

θ

−

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

，第二项的分子

分母同乘 3a ，得
3 2 2

0 0
3

3 2 2 2
0 0 0

cos

( 2 cos )

r a a r

r r a r a

θ

θ+ −

-
，则有 

3 4 3 2 2
0 0 0 0

f 3
3 2 2 2

0 0 0

2 2
0

3
2 2 2

0 0 0

cos cos
4π

( 2 cos )

4π
( 2 cos )

ar r r a a rq

r r a r a

a rq

r r a r a

θ θ
σ

θ

θ

− − +
= −

+ −

⎡ ⎤−
= − ⎢ ⎥

⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

 

2 2
0

f 3
2 2 2

0 0 0
4π

( 2 cos )

a rq

r a r r a
σ

θ

−
= −

+ −
 

感应电荷总电量         0
f dS

rq S q
a

σ′ = = −∫○  

（3）由计算结果 0qrq q q
a

′ ′= − <， ，可知球面上的

感应电荷为负电荷。 
由 Q 发出的电场线只有一小部分收敛于球面上，剩余部分伸展到无穷远处，电场线分布

如图 1-24 所示。 
【例 1-7】 如例 1-6，但导体球不接地，而带电荷 Q0，求球外电势，并求电荷 q 所受的力。 
解：本题给定的是导体上的总电量，只要找出一种合理的电荷分布使导体球上电荷总量

不变，根据唯一性定理，即可得到正确的解。 
这里给出的条件是导体上的总电荷，包括： 

（1）球面为等势面（电势待定）； 
（2）从球面发出的总电通量为 Q0（球面的总电量为 Q0）。 
由例 1-6 可知，若在球外有电荷 q，而在球内放置假想电荷 q′，其大小位置如例 1-6。则

球面上电势为零。若在球心处再放一个假想电荷 0( )Q q′− ，则导体球所带总电荷为 Q0。同时球

 
图 1-24  电场线分布 
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面仍为等势面，其电势为 0

0 04π
Q q

rε
′−
。如图 1-25 所示。 

因此条件（1）和（2）都被满足，球外一点 P
的电势为 

0

0

0 0
0

0

1
4π

1
4π

Q qq q
r r R

QQ rr Qq a
r ar R

ϕ
ε

ε

′′ −⎛ ⎞= + +⎜ ⎟′⎝ ⎠

⎛ ⎞+⎜ ⎟
= − +⎜ ⎟′⎝ ⎠

　

 

式中 
1

2 2 2( 2 cos )r R a Ra θ= + −  
1

2 2 2

2
0

( 2 cos )r R b Rb

r
b

a

θ′ = + −

=
 

下面求点电荷 q 与带电为 Q0 的导体球之间的相互作用力。 
因为空间的电势相当于点电荷 q，镜像电荷 q′和球心处的电荷 0Q q− 共同激发，此电荷 q

所受的力等于 q′和球心处的电荷 0Q q′− 对它的作用力 F 

2 2
0 0 0 0

2 2 2 2 220 0 0

( ) / /1 1 
4π 4π( )

q Q q qQ q r a q r aqqF
a a b a a ra

a

ε ε
⎡ ⎤′ ′−⎡ ⎤= + = + −⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎛ ⎞⎢ ⎥−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

2 3 2 2
0 0 0

2 3 2 2 2
0 0

(2 )1
4π ( )

qQ q r a rF
a a a rε

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

作用力的方向是由 O 指向 q 
2 3 2 2

0 0 0
2 3 2 2 2

0 0

(2 )1
4π ( )

qQ q r a r
aa a a rε

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥−⎣ ⎦

aF  

讨论解的物理意义 

（1）当 a� r0 时，第二项可忽略。 

0
2

04π
qQF

aε
≈  

近似为 q 与 Q0 两个点电荷之间的作用力。 
（2）当 a ≈ r0（但 a > r0）时，第二项的数值大于第一项，因此不论 Q0、q 是同性，还是

异性永远为吸引力。也就是说，只要 q 距球面足够近，它就可能受到导体球的吸引力。这是

由于静电感应作用，虽然整个导体的总电荷是正的，但在靠近 q 的球面部分可能出现负电荷。 
（3）此题也可用叠加原理求解 

第一步先将导体球接地，在球内距球心 b 处放一电荷 q′，利用例 1-6 的结果，当
2

0rb
a

= 　、

 
图 1-25  例 1-7 图 
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2
0rq q
a

′ = − 时，q 与 q′使球面电势为零。 

第二步去掉导体球的接地线，此时电荷分布已达平衡。再给此导体球加电荷 0( )Q q′− ，所

加电荷必在导体球面上均匀分布。因此 0( )Q q′− 在球面上产生的电势与 0( )Q q′− 在球心一样，

这样才使球面为等势面。故此电荷分布是合理的，此时导体球的荷电总量为 0 0( )Q q q Q′ ′− + = ，

恰好满足唯一性定理的要求。 
（4）如果点电荷 q 不在球外，而在球壳内 a点

（ 0a r< ），如图 1-26 所示，欲保持球面为等势面，求

球壳内的电势时，则它的像电荷必须放在球壳外的共

轭点上（共轭点可以互相反演）。 
前面讲的例题涉及的都是平面或球面这种单一的

分界面。对单一分界面，像电荷一般只有一个。对平

面球面的组合情况，仍可用镜像法求解，但这时像电

荷的个数不止一个，有的还可能有无穷多个。 
【例 1-8】 在接地的导体平面上有一半径为 a 的半球凸部（如图 1-27 所示），半球的球心在

导体平面上。点电荷 q 位于半径的对称轴上，并与平面相距为 b（b>a），试用镜像法求空间电势。 
解：选像电荷的位置，使点电荷和像电荷产生的电势叠加，保持整个界面 0ϕ = 。可将整

个界面分为两部分。 
如图 1-28 所示，一部分是平面 AB 和 CD。另一部分是半凸面 BC。要保证平面 AB、CD

上 0ϕ = ，由例 1-5 接地无穷大导体平面附近有一点电荷的镜像法结果，必须在 x b= − 处有一

个像电荷 q− 。 

         
               图 1-27  例 1-8 图 1                             图 1-28  例 1-8 图 2 

要保证半圆状凸面 BC 上 0ϕ = ，必须在b′点（
2

' ab
b

= ）处有一个电量为 ' aq q
b

= 的像电

荷。由例 1-6 可知，这是接地导体球外一个点电荷的结果。为了抵消所缺部分产生的电势的影

响，在 x b′= − 处有一个像电荷q′。这样在空间 P 点的电势是点电荷和三个像电荷产生的电势的

叠加。 

 
图 1-26  点电荷在球壳内，像电荷在球壳外 
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0 1 2 3 4

1
4π

q q q q
r r r r

ϕ
ε

′ ′− −⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

式中 
1

2 2 2 2
1 [( ) ]r x b y z= − + +  

1
2 2 2 2

2
1

2 2 2 2
3

1
2 2 2 2

4
2

[( ) ]

[( ) ]

[( ) ]

r x b y z

r x b y z

r x b y z

a ab q q
b b

′= − + +

′= + + +

= + + +

′ ′= = −　　

 

这个问题也可从另一角度理解： q、 q− 保证平面 0ϕ = ，再加 q′保证球面上 0ϕ = ，但此

时不能保证平面 0ϕ = ，只有再加 q′− 才能保证平面、球面ϕ均为零。 
【例 1-9】 设有电容率为 1ε 和 2ε 的两种均匀介质，以无限大平面为界，在介质 1ε 中有一

点电荷 q，位于距平面为 d 处，求空间电势分布。 
解：空间的电势由点电荷 q与分界面上的极化电荷及 q 附近的极化电荷共同产生。如

图 1-29 所示，建立坐标系，两种介质分界面为 0x = 面。设在 0x > 区域，电势为 1ϕ ； 0x <
区域，电势为 2ϕ 。 

1ϕ 、 2ϕ 满足方程： 

    在 x>0 区域 2
1

1

( )q x dϕ δ
ε

∇ = − −　  

    在 x<0 区域 2
2 0ϕ∇ =  

    在边界上满足边界条件 1

2

0
0

x
x

ϕ
ϕ

→ =
→ − =

　 　∞

　 　∞
 

两种介质分界面( 0x = )上满足边值关系                   

1 2

1 2
1 2n n

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ε ε

=
∂ ∂

=
∂ ∂

　 　

 

1．在 x>0 区域求解 

可用像电荷 q′来代替分界面上极化电荷。为了满足 x>0 区域的场方程，q′必在 x<0 区域。

根据对称性，将 q′放在 d− 处， q、 q′在 x>0 区域任一点激发的电势为： 

1
1 14π 4π

q q
r r

ϕ
ε ε

′
=

′
　 ＋  

2．在 x<0 区域求解 

可用像电荷 q′′′来代替分界面上的极化电荷。为了满足 x<0 区域场方程，q′′′必位于 x>0 区

域。根据对称性，q′′′位于 d 处，与原来的 q 重合。设 q q q′′′ ′′+ = ，q′′包含了像电荷 q′′′和点电

荷 q的贡献。 

图 1-29  例 1-9 图 
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2
24π

q
r

ϕ
ε
′′

=　  

于是，这样假定的像电荷的位置，（1）保证了求解区域场方程不变；（2）保证了边界条

件不变。 
下面由边值关系来定出像电荷的电量。 

2 2 2( )r x d y z= − + +  

2 2 2( )r x d y z′ = + + +  

    在 x = 0 面上 2 2 2r r x y d′= = + +  

要满足 1 2ϕ ϕ= ，即 
1 1 24π 4π 4π

q q q
r r rε ε ε

′ ′′
+ =

′
 

必须有 
1 2

1 1( )q q q
ε ε

′ ′′+ =  

    又 1 2
1 20 0x xx x
ϕ ϕε ε∂ ∂

=
= =∂ ∂

 

而 1
1 3 3

2 2 2 2 2 22 2

1 ( ) ( )
0 4π

0[( ) ] [( ) ]

q x d q x d
xx

xx d y z x d y z

ϕε
⎡ ⎤

′∂ − − − +⎢ ⎥= +⎢ ⎥=∂
⎢ ⎥ =− + + + + +⎣ ⎦

 

                      3 3
2 2 2 2 2 22 2

1
4π

( ) ( )

qd q d

d y z d y z

⎡ ⎤
′−⎢ ⎥= +⎢ ⎥

⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

 

2
2 3

2 2 2 2

1
0 4π

( )

q d
xx

d y z

ϕ
ε

′′∂
=

=∂
+ +

 

要满足 1 2
1 20 0x xx x
ϕ ϕε ε∂ ∂

=
= =∂ ∂

 

必有 q q q′ ′′− =  

两式联立 

1 2

1 1( )q q q

q q q
ε ε

′ ′′+ =

′ ′′− =
 

将 q q q′′ ′= − 代入
1 2

1 1( )q q q
ε ε

′ ′′+ = 中，等式两端同乘 1 2ε ε、 得 

 2 1

2 1 1 2

( ) ( )
( ) ( )

q q q q
q q

ε ε
ε ε ε ε

′ ′+ = −
′+ = −
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可解出像电荷 1 2

2 1

q qε ε
ε ε
−′ =
+

 （1.6.9） 

 2

1 2

2q q q qε
ε ε

′′ ′= − =
+

 （1.6.10） 

将 q q′ ′′、 代入 1 2ϕ ϕ、 中，即得空间各点的电势 

 1 2
1 2 2 2 2 2 2

1 1 2

1 ( )
4π ( ) ( + ) ( + )

q q
x d y z x d y z

ε εϕ
ε ε ε

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥− + + + +⎣ ⎦

 （1.6.11） 

 2 2 2 2
1 2

2=
4π( ) ( )

q
x d y z

ϕ
ε ε+ − + +

 （1.6.12） 

注意：（1）此结论是假定 q位于介质 1ε 中。 

（2）推导过程中，假定 q′、q′′与 q同号。从 2

1 2

2q qε
ε ε

′′ =
+

看，q′′总是与 q同号。而

q′则不然， 1 2

2 1

q qε ε
ε ε
−′ =
+

， q′的正负要看( 1 2ε ε− )的符号了。 

从物理上看，这种情况下的像电荷是不同介质交界面上极化电荷的等效代替。对于不同

的求解区域，由于介质不同，所以像电荷也不同。 

1.7  分离变量法 

1.7.1  分离变量法的适用范围 

求解区域中介质分区均匀，且自由电荷 f 0ρ = ，或者自由电荷都分布在区域的界面上，

电势ϕ满足拉普拉斯方程 2 0ϕ∇ =  。 

在求解区域内 f 0ρ ≠ ，但 fρ 分布具有某种对称性，用简单的方法可找到 2 fρϕ
ε

∇ = − 的特

解ϕ′  
ϕ ϕ ϕ′ ′′= +  

1 ( )( ) d
4π V

Vρϕ
ε

′
′ ′=

′−∫
rr

r r
 

ϕ′′满足 2 0ϕ′′∇ = 。 

用分离变量法求拉普拉斯方程满足一定边界条件的解，必须注意，在许多情况下，场方

程的形式都是一样的。 
例如，一个位于原点的点电荷 q 产生的电势，除原点外都满足 2 0ϕ∇ = 。若在上述点电荷

的左方放一块无穷大的接地导体板，此时在导体板上将感应出面电荷密度σ ，空间的场是由σ
和 q 共同激发的，但由于σ 不在场方程中出现，所以除 q 所在点外，场方程仍为 2 0ϕ∇ = ，与

单独一个点电荷 q 产生的电势ϕ满足的方程一样。 

可见，场方程中只包含我们讨论区域内的电荷体密度，而区域边界面上的面电荷分布甚
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至区域外的电荷对区域内场的影响都没有包含在内。边界条件是反映边界面和区域外的电荷

对区域内电场的影响。也即场方程在许多情况下是相同的，而视具体问题，边界条件和边值

关系不同。 
例如，图 1-30 中，点电荷电场的边界条件 | 0rϕ → →

∞
。接地导体板与点电荷的边界条件

除了 | 0rϕ → →
∞

外，还有 0x = 面上 0ϕ = 。 

 
图 1-30  点电荷的电场、接地导体板与点电荷的电场 

1.7.2  分离变量法求解静电场问题 

1．求解步骤 

拉普拉斯方程 2 0ϕ∇ = 的通解，可用分离变量法求出。 

求解步骤如下： 
（1）按照表面和分界面的形状选择适当的坐标系（可选用直角、柱、球、极坐标系）； 
（2）分区域列出方程，并写出拉普拉斯方程在该坐标系的通解（通解数理方法中已求出，

可直接写出）； 
（3）写出边界条件和边值关系（这是关键）； 
（4）根据边界条件和边值关系确定通解中的待定系数； 
（5）讨论解的物理意义。 
边界条件有两类：一类是包围待求场区域外部边界上的条件；另一类是在区域内部各分

区界面上的条件。 
首先，应分析外边界上的条件。 
通常是求全空间的场，这时外部边界是 0r → 与 r →∞两个面。边界条件通常有以下几种

情况。 
（1）若原点没有电荷，则 0r → 处电势有限。 
（2）若电荷分布在有限区域，则 r →∞处电势为零。 
（3）若存在均匀外电场 0z zE=E e ，在无限远处， 0E zϕ = − +常数。 

有均匀电场时，不能把电势零点选在无限远处，若选原点为电势零点，无限远处的边界

条件为： 0E zϕ = − 。在球坐标系中： 0 cosE rϕ θ= − 。 

其次，分析区域内部各分区界面上的边值关系。 

在分界面上若电场有限，则电势连续， 1 2ϕ ϕ= ，在两种介质的分界面上有 1 2
1 2n n
ϕ ϕε ε∂ ∂

=
∂ ∂

。 

若存在导体，则在导体上可能有如下两个条件之一。 

给定导体上的电势 sϕ 或给定导体上的总电荷 Q，即：Q = − d
S

S
n
ϕε ∂
∂∫○ 。 

2．球坐标下拉普拉斯方程的解 

在许多静电场问题中，常遇到表面或分界面是球面，这时用球坐标系比较方便。 
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在球坐标系中以变量 r θ φ、 、 表示空间任一点 M，如图 1-31 所示。 

              
图 1-31  球坐标系 

拉普拉斯方程的球坐标形式（ϕ是电势） 

 
2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1sin 0
sin sin

r
r rr r r

ϕ ϕ ϕϕ θ
θ θθ θ φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （1.7.1） 

若所讨论的问题具有轴对称性，ϕ不随方位角φ而改变。此时，方程为 

 2 2
2 2

1 1 sin 0
sin

r
r rr r

ϕ ϕϕ θ
θ θθ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 （1.7.2） 

方程的解 

 1
0

(cos )n n
n nn

n

ba r P
r

ϕ θ+
=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑

∞

 （1.7.3） 

式中， n na b、 为待定常数， (cos )nP θ 为勒让德函数。 

 

0

1

2
2

0 (cos ) 1
1 (cos ) cos

12 (cos ) (3cos 1)
2

n P
n P

n P

θ
θ θ

θ θ

= =
= =

= = −

" "

 （1.7.4） 

3．分离变量法求解静电场问题举例 

【例 1-10】 设一半径为 a 的接地导体球置于均匀外场

0E 中，球外为真空，求电势。 

解：由于导体接地，球面电势为零，电场强度在球面

上有突变，故需分球内、外为两个不同的区域。球面为分

区的表面，球内电势处处为零，只需求球外区域的解。 
如图 1-32 所示，球外区域的边界面为球面及无穷远面，

区域内无自由电荷，满足 2 0ϕ∇ = 。 

这一问题显然对通过球心平行于电场方向的直线具有

旋转对称性，我们取球心为坐标原点，极轴沿着 0E 的方向。 
由于电势对极轴对称，电势ϕ与方位角φ无关，球外区域电势ϕ为 

r ∞≤ ≤0  
θ —极角， πθ≤ ≤0  
φ —方位角， 2πφ≤ ≤0  

图 1-32  例 1-10 图 
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1
0

(cos )n n
n nn

n

ba r P
r

ϕ θ+
=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑

∞

 

导体球置于均匀电场 0E 中，球面产生感应电荷，在球周围引起电场变化，但球的大小是

有限的，它对外场的影响只是局部的，可认为在无限远处电场不受影响，仍保持原有的性质，

仍是均匀场 0E ，所以离球极远处， 0=E E ， 0E
z
ϕ∂

= −
∂

， 0 0 cosE z E rϕ θ= − = − 。 

可写出边界条件： 
（1）在无穷远面上，即 r →∞处， 0 0 1| cos (cos )r E r E rPϕ θ θ→ = − = −

∞
； 

（2）在导体球面上，即 r a→ 处， | 0r aϕ → = 。 

由条件（1）可得 

0 11
0

(cos ) | (cos ) |n n
n n r rn

n

ba r P E rP
r

θ θ→ →+
=

⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∑

∞

∞ ∞
 

要使上式对任何 θ值都成立，等式两端 (cos )nP θ 的系数应分别相等。 
因为右边 11 (cos )n P θ= ， ，左边也取 1n =  

1
1 1 0 12| (cos ) | (cos ) |r r r

ba r P E rP
r

ϕ θ θ→ → →
⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∞ ∞ ∞

 

又因为 r →∞， 1
2 0b

r
→  

1 1 0 1| (cos ) | (cos ) |r r ra rP E rPϕ θ θ→ → →= = −
∞ ∞ ∞

 

可得 1 0a E= − ， 0( 1)na n= ≠ 。 

由条件（2）可得 

0 1 1
0

(cos ) (cos ) 0n
nn

n

bE aP P
a

θ θ+
=

− =∑
∞

＋  

因为右端为零，则要求各个 (cos )nP θ 的系数均为零， 

1
0 21 0bn E a

a
= − + =　　  

1 0nn b≠ =　　  

则有          
3

1 0b E a=  

最后得到球外电势 

 
3

0
0 2cos cosE aE r

r
ϕ θ θ= − +  （1.7.5） 

讨论解的物理意义 

（1）球外电势ϕ由两部分组成，一部分是均匀电场的电势 0 cosE r θ− ，另一部分是球面上

感应电荷激发的电势
3

0
2 cosE a

r
θ ，电偶极矩为 p 的偶极子激发的电势为 2

0

cos
4π
p

r
θ

ε
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3 3
0 0 0

2 2 2 3
0 0 0

4π cos coscos
4π 4π 4π

E a E a p
r r r r

ε θ θθ
ε ε ε

⋅
= = =

p r  

可见，球面上感应电荷激发的电场相当于在球心放置一电偶极子 3
0 04π aε=p E 激发的电场，

也即球外电场为一个电偶极子电场叠加在均匀场 0E 上，即球面上感应电荷对球外电场的影响

相当于一个位于球心的电偶极子。 
（2）球面上感应电荷面密度 

f 0 0 0| 3 cosr a E
r
ϕσ ε ε θ=
∂

= − =
∂

 

感应电荷面密度与 cosθ 有关，当 0θ = 时， fσ 最大，当
π
2

θ = 时， f 0σ = 。 

【例 1-11】 电容率为ε ，半径为 a 的介质球置于均匀外电场 0E 中，求电势分布。 

解：介质球在外电场中极化，在它表面产生极化电荷，这些极化电荷激发的电场叠加在

原外电场 0E 上，得到总电场。 

本题求解区域的边界面为 0r = 点和无穷远面，不同介质的分界面为球面。 
取球心为球坐标的原点，极轴沿 0E 的方向。 

介质球的存在使空间分为两个区域：球内区和球外区。两区域内部都没有自由电荷，电

势ϕ都满足拉普拉斯方程。显然，球内和球外的电势是不同的。 
设 1ϕ 为球外电势，球外为真空， 2ϕ 为球内电势。 

两区域的通解为 

1 1
0

(cos ) ( )n n
n nn

n

ba r P r a
r

ϕ θ+
=

⎛ ⎞= + >⎜ ⎟
⎝ ⎠∑

∞

　　  

2 1
0

(cos ) ( )n n
n nn

n

dc r P r a
r

ϕ θ+
=

⎛ ⎞= + <⎜ ⎟
⎝ ⎠∑

∞

　　  

（1）无穷远处 0→E E ， 0 1(cos )E rPϕ θ= − 。 
（2） 0r = 处  2ϕ 应为有限值。 

（3）在介质球面上（ r a= ） 1 2ϕ ϕ= ， 1 2
0

r a r ar r
ϕ ϕ

ε ε
= =

∂ ∂
=

∂ ∂
。 

由条件（1）可得 
1 0a E= − ， 0 1na n= ≠（ ） 

由条件（2）可得 
0nd =  

由条件（3） 1 2ϕ ϕ= 可得 

0 1 1
0 0

(cos ) (cos ) (cos )nn
n n nn

n n

bE aP P c a P
a

θ θ θ+
= =

− + =∑ ∑
∞ ∞

 

由 1 2
0

r a r ar r
ϕ ϕ

ε ε
= =

∂ ∂
=

∂ ∂
可得 

1
0 1 2

00 0

( 1)(cos ) (cos ) (cos )nn
n n nn

n n

n bE P P nc a P
a

εθ θ θ
ε

−
+

= =

+
− − =∑ ∑

∞ ∞

 

 
图 1-33  例 1-11 图 



第 1 章  静  电  场 

 

  53 

比较 1(cos )P θ 的系数 

1
0 12

1
0 13

0

2

bE a c a
a
bE c

a
ε
ε

− + =

− − =
 

比较 (cos )nP θ 的系数（ 1n ≠ ） 

1

1
2

0

( 1)

nn
nn

nn
nn

b
c a

a
n b

nc a
a

ε
ε

+

−
+

=

+
− =

 

    可解出 30
1 0

02
b E aε ε

ε ε
−

=
+

 

0
1 0

0

3
2

c Eε
ε ε

= −
+

 

0n nb c= =  （ 1n ≠ ） 

本题的解为 

 
3

0 0
1 0 2

0

coscos
2

E aE r
r

ε ε θϕ θ
ε ε
−

= − +
+

 （1.7.6） 

 0
2 0

0

3 cos
2

E rεϕ θ
ε ε

= −
+

 （1.7.7） 

由 2ϕ 可得球内电场为 02
2 0

0

3
2z

εϕ
ε ε

∂
= − =

∂ +
E E  （1.7.8） 

讨论解的物理意义 

（1）因为 0

0

3
2

ε
ε ε+

总小于 1，所以球内电场比原外电场 0E 弱。这是由于介质极化后在上半

球面产生正极化电荷，在下半球面产生负极化电荷，因而在球内极化电荷激发的电场与原外

电场 0E 反向，使总电场减弱。极化电荷产生的场称为退极化电场，用 PE 表示 

 P 2 0= −E E E  （1.7.9） 

将式（1.7.8）的结果代入可得        

 0
P 2 0 0

02
ε ε
ε ε
−

= − =
+

E E E E  （1.7.10） 

在球内总电场作用下，介质的极化强度为 

 0
e 0 2 0 2 0 0

0

( ) 3
2
ε εχ ε ε ε ε
ε ε
−

= − =
+

P E = E E  （1.7.11） 

P 为常数，说明介质球均匀极化。 
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退极化电场 PE 与极化强度矢量 P 成正比，定义为 

 P
0

N
ε

= −
PE  （1.7.12） 

式中，负号表示退极化电场 PE 总是与极化强度矢量 P 方向相反，N 为比例系数，称为退极化

因子。通常 1N ≤ ，N 与电介质试样的形状有关。在球内，电介质均匀极化 

0 P 1
3

N ε
= − =

E
P

 

即介质球的
1
3

N = ，常用的介质平板 1N = ，介质圆柱
1
2

N = 。 

介质球的总电偶极矩为 

3 30
0 0

0

4 π 4π
3 2

R aε ε ε
ε ε
−

= =
+

p P E  

（2） 1ϕ 中第一项为均匀外场的电势，第二项 
3

0
2 3

0 0

cos 1
2 4π

a
r r

ε ε θ
ε ε ε
− ⋅

=
+

E p r  

p 正好等于 30
0 0

0

4π
2

a
ε ε

ε
ε ε
−
+

E 。其中第二项正好是介质球的总偶极矩激发的电势。介质球由于

极化而出现的极化电荷对于球外区域，相当于一个位于球心的电偶极矩。 

（3）从 1 2ϕ ϕ、 的表达式，当 0 0ε
ε
→ 时（相当于ε →∞） 

3
0

1 0 2
coscos E aE r

r
θϕ θ= − +  

2 0ϕ =  

与例 1-10 结果相同，这表示当介质的相对电容率趋于∞时，其效果相当于导体。 
（4）因介质球均匀极化，所以极化电荷体密度 P 0ρ = ，极化电荷面密度 

0
P 0 0

0

3 cos
2

E
ε ε

σ ε θ
ε ε
−

= ⋅ =
+

n P  

显然，由于 0ε ε≠ ，所以介质球面上才有极化电荷，并形成一个按 cosθ 变化的分布，所以对

球外区域才表现为等效电偶极子。 
【例 1-12】 一个内径和外径分别为 2R 和 3R 的导体球壳，带电荷 Q。同心地包围着一个半

径为 R1 的导体球（R1 < R2），使这个导体球接地。求空间各点的电势和这个导体球的感应电荷。 
解：此问题除球壳上，空间无自由电荷，即壳外、壳内无自由电荷，则壳内、壳外均满

足拉普拉斯方程 2 0ϕ∇ = 。 
此问题具有球对称性。电势ϕ不依赖于角度θ 、φ，因此可以只取通解中 n = 0 的项。 

设导体壳内和壳外的电势为 

    壳外 1
ba
r

ϕ = +  （ 3r R> ） 
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    壳内 2
dc
r

ϕ = +  （ 2 1R r R> > ） 

本题的边界条件与边值关系为 
（1）因内导体球接地

12 1 0r R rϕ ϕ= →= =
∞

； 

（2）因整个导体球壳为等势体
322 1 r Rr Rϕ ϕ == = ； 

（3）球壳带总电荷 Q，因而 −
3 2

1 2

0

d d
S S

QS S
r r
ϕ ϕ

ε
∂ ∂

+ =
∂ ∂∫ ∫○ ，其中 3S 为 3r R= 的球面， 2S 为

2r R= 的球面。 

              
                 图 1-34  例 1-12 图 1                      图 1-35  例 1-12 图 2 

将 1 2ϕ ϕ、 代入边界条件 

    由（1）可得 a = 0 ，
1

0dc
R

+ =  

    由（2）可得 
2 3

d bc
R R

+ =  

    由（3）可得 
04π

Qb d
ε

− =  

可联立求解出 c、b、d。 

3
1 1 2 3 1 2

1 1, ,d d d bc b R d
R R R R R R

⎛ ⎞= − − = = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

＋ 　  

3
1 2 0

1 1
4π

Qb d R d d
R R ε

⎛ ⎞− = − − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3
1 2 0

1 1 1
4π

Qd R
R R ε

⎡ ⎤⎛ ⎞− − − =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

1

3
0 1 2 3

1 1 1
4π

Qd R
R R Rε

−
⎡ ⎤⎛ ⎞= − − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
　  

令 
1

3 1
1 2 3

1 1 1R Q Q
R R R

−
⎡ ⎤⎛ ⎞− − + =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
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1

04π
Qd
ε

=  

1

0 04π 4π
Q Qb
ε ε

= +  

1

0 14π
Qc

Rε
= −  

则有 

1
1

04π
b Q Q
r r

ϕ
ε
+

= =  

1
2

0 1

1 1
4π

d Qc
r r R

ϕ
ε
⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

导体球上的感应电荷为 

0ε−
1

1

22 2
0 1 1d 4π

r R
S R Q

s r r
ϕ ϕ

ε
=

∂ ∂
= − =

∂ ∂∫○ 　

　

 

【例 1-13】 半径为 R0 的均匀介质球的中心置一点电荷 Qf，球的电容率为 ε，球外为真空。

试用分离变量法求空间电势。 
解：本题用高斯定理很易解决，本例的目的在于说明用分离变量法时仍可用场的叠加原

理，以及用叠加原理时该注意的问题。 
空间的电场是自由点电荷 fQ 、它引起介质球极化后而产生的极化点电荷 PQ 及面极化电荷

Pσ 共同激发的。因为 fQ 和 PQ 是点电荷，所以描述它们产生的电场的电势ϕ′满足泊松方程。

而面极化电荷产生的电势ϕ′′满足拉普拉斯方程。 
空间的电势ϕ ϕ ϕ′ ′′= + 。 

Qf和 QP是位于同一点的两个点电荷，它们产生的电势 

f P

04π
Q Q

r
ϕ

ε
+′ =  

在均匀介质中有 
0

P f1Q Qε
ε

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

0
f P fQ Q Qε

ε
+ =  

则  f

4π
Q

r
ϕ

ε
′ =  

显见ε 包括了极化电荷的影响。 
ϕ′′满足拉普拉斯方程，可用分离变量法求解。 
因为 Pσ 均匀分布在介质球面上，所以ϕ′′是球对称的，仅与 r 有关（只取 0n = 的项），球

内、外的电势分别为 

f
1 1 ;

4π
b Q ba a
r r r

ϕ ϕ
ε

′′= + = + +　　　   （ 0r R> ） 
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f
2 2 ;

4π
d Q dc c
r r r

ϕ ϕ
ε

′′ = + = + +　　　   （ 0r R< ） 

边界条件和边值关系为 
（1） r →∞处， 1 0ϕ → ； 
（2） 0r → 处， 2ϕ′′有限； 

（3） 0r R= 处， 1 2ϕ ϕ= ，
0 0

1 2
0

R Rr r
ϕ ϕε ε∂ ∂

=
∂ ∂

。 

将（1）代入 1ϕ ，可得 a = 0。 
将（2）代入 2ϕ′′，可得 d = 0。 

1 0 2 0( ) ( )R Rϕ ϕ=  可得 
0

b c
R

=  

0 0

1 2
0

R Rr r
ϕ ϕε ε∂ ∂

=
∂ ∂

可得 0 0 f f
2 2 2
0 0 04π 4π
b Q Q

R R R
ε ε

ε
− − = −  

以上两式联立可解出 

0
f

0

0
f

0 0

( )
4π
( )
4π

b Q

c Q
R

ε ε
ε ε

ε ε
ε ε

−
=

−
=

 

则有 

0f f
1 f 0

0 0

( )
4π 4π 4π
Q QQ r R

r r r
ε εϕ

ε ε ε ε
−

= + = >
　 　  

0 ff
2

0 0

( )
4π 4π

QQ
r R

ε ε
ϕ

ε ε ε
−

= +
　

       0r R<  

【例 1-14】 如图 1-36 所示，一对半无限的平行板接地，相距为 b，左端有一极板电势为

V，求两平行板之间的电势。 
解：这个问题选直角坐标系，电势ϕ与 z 无关，拉普拉斯方程为 

2 2
2

2 2 0
x y
ϕ ϕϕ ∂ ∂

∇ = + =
∂ ∂

 

令：              ( , ) ( ) ( )x y X x Y yϕ =  

分离变量后可得到两个方程 
2

2
2

2
2

2

d ( ) ( ) 0
d

d ( ) ( ) 0
d

X x k X x
x

Y y k Y y
y

− =

+ =
 

式中， 2k 是常数，上述方程的解为 

                     ( ) e ekx kxX x G H −= +  

 
图 1-36  例 1-14 图 
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( ) sin cos

( ) ( ) ( sin cos )( e e )kx kx

Y y A ky B ky

X x Y y A ky B ky G Hϕ −

= +

= = + +
 

边界条件和边值关系为 
（1） 0y = 和 y b= 时， 0ϕ = ； 
（2） x →∞时， 0ϕ = ； 
（3） 0x = 时， Vϕ = 。 
由 0y = 时， 0ϕ = ，可得 0B = 。 

由 y b= 时， 0ϕ = ，可得 πkb n= ，
πnk

b
= （ 1,2,n = "）。 

由 x →∞时， 0ϕ = ，可得 0G = 。 

则有 
ππsin e

n x
bn yC

b
ϕ

−
=  （1.7.13） 

但式（1.7.13）不可能满足边界条件 0x = 时， Vϕ = 。 

当 0x = 时，
πsin n yC
b

ϕ = ，C AH= 。 

这是因为上式只取了一个 n 值，还有其他 n 值的解没有包括进来，因此普遍解应是

式（1.7.13）解的线性组合： 
π

1

πsin e
n x
b

n
n

n yC
b

ϕ
−

=

=∑
∞

 

式中，Cn 由边界条件 0x Vϕ= =、 来确定。代入此条件有 

1

πsinn
n

n yV C
b=

=∑
∞

 

在上式两端乘以
πsin m y
b

，并对 y 从 0 到 b 积分 

0 0
1

π π πsin d sin sin d
b b

n
n

m y n y m yV y C y
b b b=

= ∑∫ ∫
∞

 

利用 
0

0       
π πsin sin d  

      
2

b
n m

n y m y y bb b n m

≠⎧
⎪
⎨

=⎪⎩
∫

（ ）

=
（ ）

 

得到 

0

4        2 πsin d π
0           

b

m

V mm yC V y m
b b m

⎧
⎪= = ⎨
⎪⎩

∫
（ 为奇数）

（ 为偶数）

 

最后求得 
(2 1)π

0

4 1 (2 1)π( , ) sin e
π 2 1

n x
b

n

V nx y y
n b

ϕ
+

−

=

+
=

+∑
∞

（m 为奇数时的情况） 
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4．分离变量法解题思路 

（1）分离变量法求解区域中介质分区均匀，且区域内没有自由电荷，或自由电荷只出现

在区域的边界上（如自由电荷只出现在一些导体表面）。 

（2）在求解区域内 f 0ρ ≠ ，但是 fρ 具有某种对称性。很容易找到 2 fρϕ
ε

∇ = − 的特解。 

总电势ϕ ϕ ϕ′ ′′= + ， 2 0ϕ′′∇ = ，ϕ′为特解，例如： 

    点电荷 
04π

q
r

ϕ
ε

′ =  

    电偶极子  34π r
ϕ

ε
⋅′ =

p r  

求解步骤归纳如下。 
（1）分析场源的分布情况，确定满足拉普拉斯方程的求解区域。 
（2）根据区域的边界对称性选择适当的坐标系。例如，球形界面选用球坐标。若问题具

有旋转对称性时，可选用球坐标，并取对称轴为坐标系的极轴。 
（3）分区写出该坐标系中拉普拉斯方程的通解。 
（4）分析并列出问题的边界条件。包括第一类或第二类边界条件，不同介质交界面的边

值关系，以及自然边界条件。 
（5）利用边界条件确定待定系数，得到拉普拉斯方程满足所给定边界条件的解。 
（6）讨论解的物理意义。 

1.8  有限差分法 

求解电磁场边值问题的方法原则上可以分为两大类：第一类是解析法，如分离变量法、

电像法、格林函数法等，解析法只能求解边界形状简单的情况；第二类是数值计算法，对于

边界形状复杂的问题，求出解析解很困难甚至是不可能的，这时必须采用数值计算法求解，

可以得到精度很高的近似解。计算机技术的迅速发展，为数值计算法提供了有效的计算工具。

有限差分法是常用的一种求解电磁场边值问题的数值计算方法，它是以差分原理为基础的一

种近似解法。有限差分法实质上是用各离散点上函数的差商来近似替代该点的偏导数，将原

来用连续变量形式表示的偏微分方程，转化为以离散变量形式表示的差分方程组，由此联立

解出各个离散点上的待求函数值，便得所求边值问题的数值解。这种方法不受边界形状的限

制，能解决许多解析法无法求解的问题，其缺点是计算工作量大。本节只简单介绍这种方法

的基本原理。 

1.8.1  差分方程 

差分方程的具体形式与选用的坐标系、离散点的分布形状及具体边界条件有关。 
图 1-37 所示为由矩形边界所限定的二维场域内的静电场。首先，将场域划分成若干矩形

网格，所以有限差分法又称网格法。场域网格线的交点称为节点，网格线与边界的交点称为

边界节点。网格线间距离（也称步长）为 h 和 l。 
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图 1-37  二维场域网格 

场域内任一节点 o 的电势都满足泊松方程，在直角坐标系中可写为 

 
2 2

0
2 2

0 0x y
ρϕ ϕ
ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （1.8.1） 

式中， 0ρ 为 o 点的电荷密度，由给定的电荷分布情况决定。若该处无电荷分布，式（1.8.1）

变为拉普拉斯方程。节点 o 只与周围 4 个节点相关联，这 4 个节点 A、B、C 和 D 的电势可利

用泰勒级数对 o 点展开，得到 
2 2 3 3

A 0 2 3
0 0 0

2! 3!
h hh

x x x
ϕ ϕ ϕϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + + ⋅⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

2 2 3 3

B 0 2 3
0 0 0

2! 3!
l ll

y y y
ϕ ϕ ϕϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + + + + ⋅⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2 3 3

C 0 2 3
0 0 0

2! 3!
h hh

x x x
ϕ ϕ ϕϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + ⋅⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

2 2 3 3

D 0 2 3
0 0 0

2! 3!
l ll

y y y
ϕ ϕ ϕϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + + + ⋅⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

将以上第 1 式和第 3 式相加、第 2 式和第 4 式相加后分别得 
2

2A 0 C
2 2

0

2 ( )o h
x h

ϕ ϕ ϕϕ⎛ ⎞ − +∂
= +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

2
2B 0 D

2 2
0

2 ( )o l
y l

ϕ ϕ ϕϕ⎛ ⎞ − +∂ ′= +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

式中， 2( )o h 和 2( )o l′ 表示其余各 4 阶以上的偏导数项之和，当网格间距 h 和 l 选得很小时，可

忽略不计，此时误差数量级为 2h （或 2l ）。略去 2( )o h 和 2( )o l′ 项以后，剩下的项
2

2
0x

ϕ⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

和

2

2
0y

ϕ⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

就是用二阶中心平均差商代替二阶偏导数的近似表达式，代入式（1.8.1）后，可得节

点 o 的差分方程式。若网格划分成正方形，则 h l= ，代入式（1.8.1）后得到差分方程 
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 2 0
A B C D 04 h ρϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ε
+ + + − = −  （1.8.2a） 

或                        2 0
0 A B C D

1
4

h ρϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ε

⎡ ⎤= + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
                （1.8.2b） 

对无源情况（ 0 0ρ = ），则式（1.8.2b）变换为 

 0 A B C D
1 ( )
4

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + +  （1.8.2c） 

式（1.8.2c）为拉普拉斯方程的差分方程形式。式（1.8.2）说明场域划分为正方形网格后，

场域内部任一节点 o 的电势 0ϕ 只与周围 4 个节点的电势有关。式（1.8.2）正是最常用的节点

电势差分方程式，称为等间距 5 点平均差分格式。 

1.8.2  差分方程组的求解 

对于第一类边值问题，由于边界节点上的电势值全部给定，

不必再写出这些边界节点的电势差分方程。整个差分方程组的

个数等于场域内部节点的个数。内部节点势函数的值均为待求

量，可按式（1.8.2）列出这些势函数的差分方程组。这样，未

知量的数目等于差分方程的个数，故差分方程组必有定解。 
对于第二类边值问题，已知边界 L 上的电势梯度；边界节

点的电势值尚待求解。如果边界线 L 与网格相重叠（如图 1-38
所示），设想待求场域向左延拓，在边界线左侧存在一系列虚拟节点，如图中 C 便是虚拟节点。

因为边界上的电势梯度已知，假定边界节点 o 的电势梯度为 

0

K
n
ϕ∂

=
∂

 

用一阶差商代替一阶偏导数后有： 

A C

0 2
K

n h
ϕ ϕϕ −∂⎛ ⎞ = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

由此可求出虚拟节点 C 处的电势为 

C A 2hKϕ ϕ= −  

按式（1.8.2c）写出边界点 o 的电势差分方程，并将其中 Cϕ 用上式代入后，得边界节点 o 上

的电势差分方程为 

 [ ]0 A B D
1 2 2
4

hKϕ ϕ ϕ ϕ= + + −  （1.8.3） 

可见，边界节点 o 的电势方程未引入新的未知量，因此对于第二类边值问题，内部节点

上待求势函数仍按式（1.8.2b）的格式列写差分方程，边界节点上待求势函数则按式（1.8.3）
格式列写差分方程，差分方程的个数与未知函数的个数相同，整个差分方程组必定有解。 

以第一类边值问题为例。用有限差分法求解时，首先将场域按精度要求划分为足够多的

正方形网格，如图 1-39 所示。根据编写计算程序的需要，每一网格节点的位置由双下标（i, j）

 
图 1-38  平面场域 
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识别，i 和 j 分别为节点所对应的横坐标和纵坐标，这样差分方程式（1.8.2b）可表示为： 

 ( ) 21, ( 1, ) ( , 1) ( 1, ) ( , 1)
4

iji j i j i j i j i j h
ρ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ε

⎡ ⎤
= + + + + − + − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 （1.8.4） 

 
图 1-39  网格划分 

下面介绍几种数值解法的步骤。 

1．迭代法 

（1）先对每一网格点任意设置初始值。 
（2）根据有限差分方程（1.8.4），规定域中各点每次用围绕其周围的邻接点的电势平均值

作为新算出的电势值。如果已知第 n 次电势值，则计算第 n+1 次电势值的表示式为 

 1 21( , ) ( 1, ) ( , 1) ( 1, ) ( , 1)
4

ijn n n n ni j i j i j i j i j h
ρ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ε

+ ⎤⎡= + + + + − + − + ⎥⎣ ⎦
 （1.8.5） 

（3）连续逐点计算，直至每一点前一次的电势值与后一次新算出的电势值相差满足要求

的精度为止。这时各电势值就是所求的解。 

2．松弛法（高斯-赛德尔迭代法） 

上述迭代法的主要缺点是收敛速度慢。每点算得新值后不能立即冲掉旧值，后者在计算

后面邻接点的电位值时还要用到。如果将前述迭代法稍加改进，在计算每个网点电势时充分

利用已经得到的新值，以使得每点新值时立即把旧值冲掉，这种方法称为松弛法。松弛法计

算网点电势公式是 

 1 1 1 21( , ) ( 1, ) ( , 1) ( 1, ) ( , 1)
4

ijn n n n ni j i j i j i j i j h
ρ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ε

+ + + ⎤⎡= + + + + − + − + ⎥⎣ ⎦
 （1.8.6） 

由于更新值的提前使用，松弛法比前述迭代法收敛可加快一倍，存储量也可以减少。但

为进一步加快收敛速度，可采用下述方法。 

3．超松弛迭代法 

在用式（1.8.6）计算 1( , )n i jϕ + 时，将该节点上的新老两值之差乘以一个α 因子后，再加
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到老计算值上，作为 1( , )n i jϕ + 表示式是 
1( , ) ( , )n ni j i jϕ ϕ+ =  

2
1 1( 1, ) ( , 1) ( 1, ) ( , 1) 4 ( , )

4
ijn n n n nh

i j i j i j i j i j
ρα ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ε

+ +
⎡ ⎤

+ + + + + − + − + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 （1.8.7） 

式中，加速收敛因子α 决定了超松弛的程度，从而影响迭代收敛的速度。α 的取值范围是

1 2α <≤ ，当 1α = 时，式（1.8.7）变成式（1.8.6），即高斯-赛德尔迭代法；当 2α≥ 时，迭代

过程将不收敛。 

对于第一类边值问题，正方形场域由正方形网格划分，当每边节点数为 ( 1)p + 时，最佳

收敛因子 0α 为 

 0
2

π1 sin
p

α =
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （1.8.8） 

若矩形场域由边长为 h 的正方形网格划分，场域的边长分别为 ph 和 qh，且 p 和 q 都很大（>15）
时，最佳收敛因子为 

 0 2 2
1 12 π 2
p q

α = − +  （1.8.9） 

【例 1-15】 设一长直接地金属槽的正方形横截面如图 1-40 所示，边长为 a，其侧壁与底

面电势均为零，顶盖电势的相对值为 10V。求槽中间各节点的电势。 
解：本例为第一类边值问题，场域内电势满足拉普拉斯方程，解题步骤如下： 

（1）将区域进行分格，如图 1-40 所示，步距 / 4h a= ，x、y 方向的等分数均为 4p = ，正

方形区域划分为 16 个网格，25 个节点。其中边界节点 16 个，内节点 9 个。由于此例仅为说

明解题方法，故只进行了很粗的分格，实际问题中，网格须分得较细才能得到较高的精度。 
（2）给出采用超松弛迭代法的差分方程，按式（1.8.7）即可得

差分方程的迭代运算形式为           
1( , ) ( , )n ni j i jϕ ϕ+ =

1 1( 1, ) ( , 1) ( 1, ) ( , 1) 4 ( , )
4

n n n n ni j i j i j i j i jα ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ +⎡ ⎤+ + + + + − + − −⎣ ⎦  

式中，加速收敛因子α 根据本例场域划分情况（ 4p = ）可由式（1.8.8）
求得 0 1.17α = 。 

（3）由题意给出 16 个边界节点的边界条件 

1 1 1(1,1~5) (2~4,1) (5,1~5) 0ϕ ϕ ϕ= = = ， 2 (2~4,5) 10Vϕ =  

（4）在计算机程序求解迭代方程时，给定 9 个内节点的未知电势初值为 0 值。 
（5）给定迭代解收敛的指标，当各网格内点相邻二次迭代近似值的绝对误差的绝对值均

小于 DF = 10-6 时，终止迭代循环。 
（6）按图 1-41 所示的计算框图，采用 C 语言编写本例计算程序。 
（7）图 1-42 为迭代次数 N=1、2、5 及收敛时 N = 10 域内各节点电势的数值解结果。由此

可以看出，各内节点电势值按给定的超松弛迭代法的差分方程遵循规定的迭代顺序依次变化，

且收敛解关于中线左右对称。 

 
图 1-40  例 1-15 图 1 
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图 1-41  例 1-15 图 2 

 
图 1-42  电势 ϕ 的数值解 
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1.9  电 多 极 矩 

1.9.1  电势的多级展开 

设在体积为V 的区域内有电荷分布 ( )ρ ′r ，取区域内一点 O 为坐标原点，如图 1-43 所示，

此电荷在空间激发的电势 

0

1 ( )( ) d
4π V

Vρϕ
ε

′
′=

′−∫
rr

r r
 

在许多物理问题中，电荷 ( )ρ ′r 只分布于一个小区域

内，而观测点又距电荷 ( )ρ ′r 比较远，即 | | lr � （l 为区

域V 的线度）。由于 l′−r r � ，必定有 | |′r r� ，因此可

把上式中的
1
′−r r
在 0′ =r 点进行泰勒展开，由此得出φ

的各级近似值。例如，原子核的电荷分布于 15~ 10− m 线

度范围内，而原子内的电子到原子核的距离 10~ 10− m，因此原子核作用到电子上的电场可用本

节的方法，求得各级近似值。 
2 2 2

2 2 2( ) ( ) ( )

r x y z

x x y y z z

= = + +

′ ′ ′ ′− = − + − + −

r

r r
 

′r 在区域内变动。l� | |r 或 | | | |′r r� 可把 ′r 视为小参量，把 ′−r r 的函数对 ′r 展开。 
设 ( )f ′−r r 为 ′−r r 的任一函数。在 0′ =r 点附近， ( )f ′−r r 的展开式为 

 

3 2

1

2

1( ) ( ) ( ) ( )
2!

1( ) ( ) ( ) ( )
2!

i i j
i i ji ij

f f r f r r f
r r r

f f f

=

∂ ∂′ ′ ′′− = − + +
∂ ∂

′ ′= − ⋅∇ + ⋅∇ +

∑ ∑r r r r r

r r r r r

"

"

 （1.9.1） 

取
1( )f ′− =
′−

r r
r r

，则 

 
21 1 1 1 1

2! i j
i jij

r r
r r r r r

∂′ ′′= − ⋅∇ + +
′− ∂∑r

r r
"  （1.9.2） 

将
1
′r - r
展开式代入

0

1 ( ) d
4π V

Vρϕ
ε

′
′=

′−∫
r

r r
，可得 

 

2

0

(0) (1) (2)

1 1 1 1 1( ) ( ) d
4π 2!

( ) ( ) ( )

i jV i jij

f r r V
r r r r r

ρ
ε

ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤∂′ ′′ ′ ′= − ⋅∇ + +⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

= + + +

∑∫r r r

r r r

"

"

 （1.9.3） 

式中 (0)

0

1( ) ( )d
4π V

V
r

ϕ ρ
ε

′ ′= ∫r r  （1.9.4） 

 
图 1-43  连续电荷电势分布 
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 (1)

0

1 1( ) ( ) d
4π V

V
r

ϕ ρ
ε

′ ′ ′= ⋅∇∫r r r  （1.9.5） 

 
2

(2)

0

1 1 1( ) ( ) d
4π 2! i jV i jij

r r V
r r r

ϕ ρ
ε

∂′ ′′ ′=
∂ ∂∑∫r r  （1.9.6） 

上式是电荷体系激发的电势在远处的多级展开式。 

1.9.2  电多极矩 

下面讨论电势多极展开式（1. 9.3）各项的物理意义。 
第一项 

(0)

0

1( ) ( )d
4π V

V
r

ϕ ρ
ε

′ ′= ∫r r  

令： ( )d
V

Q Vρ ′ ′= ∫ r  

 (0)

0

( )
4π

Q
r

ϕ
ε

=r  （1.9.7） 

Q 是电荷体系的总电荷， (0) ( )ϕ r 就等于体系的总电荷集中于原点的点电荷的电势。因此作为

第一级近似，可以把电荷体系视为集中于原点上的点电荷，它激发的电势用 (0) ( )ϕ r 表示。 
例如，电离的原子或分子，它们在远处的电势就决定于 (0) ( )ϕ r 。 

第二项 

(1)

0

1 1( ) ( ) d
4π V

V
r

ϕ ρ
ε

′ ′ ′= − ⋅∇∫r r r  

若令 ( ) d
V

Vρ ′ ′ ′= ∫p r r  （1.9.8） 

p 称为体系的电偶极矩，则 

 (1)
3

0 0

1 1( )
4π 4πr r r

ϕ
ε ε

⋅
= − ⋅∇ =

p rr p  （1.9.9） 

(1) ( )ϕ r 称为电偶极势，表示位于原点的电偶极矩 p 产生电势。 
由 p 的定义式可知，如果一个电荷体系的电荷分布关于原点对称，即 ( ) ( )ρ ρ′ ′= −r r ，则 

( ) d ( ) d 0
V V

V Vρ ρ′ ′ ′ ′ ′ ′= − =∫ ∫r r r r  

此时不存在电偶极矩，电荷球对称分布的体系，属于这种情形。只有对原点不对称的电荷分

布，才有电偶极矩。 
电偶极矩一般与电荷分布及其原点选择有关，只有中性电荷体系，电偶极矩才与原点选

择无关。 
对于一个点电荷 q，当原点选在 q 所在点时，则电偶极矩为零。当原点选在另外的任一空

间点时，电偶极矩不为零。 
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如图 1-44 所示点电荷 q，当原点选在 q 点时， 0′ =r ， 0=p ； 
当原点选在空间任一点， 0′ ≠r ， q ′=p r 。 

对连续分布的电荷体系        
                ( ) d

V
Vρ ′ ′ ′= ∫p r r    （1.9.10a） 

对点电荷系 

 
1

n

i i
i

q
=

=∑p r  （1.9.10b） 

中性电荷体系，总电荷为零，电偶极矩不为零的最简单的电荷体系是一对正、负点电荷。 
设 ′r 点上有一点电荷 q， ′−r 点上有一点电荷 q− ，由定义 2q q′= =p r l ，如图 1-45 所示，

具有偶极矩 zp ql= 的电偶极子产生的电势 

0

1 1
4π

q
r r

ϕ
ε + −

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 3

0 0

cos
2

cos
2

1 1 1 1cos

1 1 1
4π 4π z

lr r

lr r

lzl l
r r z rr r

ql p
z r z r

θ

θ

θ

ϕ
ε ε

+

−

+ −

≈ −

≈ +

∂ ⎛ ⎞− ≈ = = − ⎜ ⎟
∂ ⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

图 1-45  电偶极子的电势 

由图 1-45，若 l� r ，定义与 (1) ( )ϕ r 定义式（1. 9.5）相符。 

展开式的第三项 
2

(2)

0

1 1 1( ) ( ) d
4π 2! i jV i jij

r r V
r r r

ϕ ρ
ε

∂′ ′′ ′=
∂ ∂∑∫r r  

令 3 ( )di jVij r r Vρ′ ′ ′ ′= ∫ rD  （1.9.11） 

ijD 是电荷体系的电四极矩， ijD 是对称张量。 

 
2

(2)

0

1 1 1( )
4π 6 i jj

ij
i r r r

ϕ
ε

∂
=

∂ ∂∑r D  （1.9.12） 

是电四极矩 ijD 产生的电势。 

现在讨论 ijD 分量的物理意义。 

最简单的电四极矩是由一对正、负电偶极子组成的，如图 1-46 所示。 
设正电荷位于 z b= ± ，负电荷位于 a± ，体系的总电荷为零，总电偶极矩为零，体系的电

四极矩由 3 ( )di jVij r r Vρ′ ′ ′ ′= ∫ rD 算出。 

 
图 1-44  点电荷的电偶极矩 
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由于电荷位于 z 轴上， 0ij =D ， i j≠ ，并且 11 22 0= =D D ，即

0xx yy= =D D ，仅有 33D 即 zzD 分量 

2 2 2
3

2 2 2
3 3 3 ( ) 3 3 ( ) 6 ( ) 6 ( )( )qb q b qa q a q b a q b a b a= + − − − − = − = − +D  

由图 1-46 知，l b a= + 是两个偶极子中心的距离。 ( )p q b a= − 是其

中一对电荷的电偶极矩，则 33 6 pl=D 。 

这一电荷体系产生的电势是一对反向电偶极子所产生的电势

的叠加。 

    电偶极子的电势  
0

1 1
4π

p
z r

ϕ
ε

∂
=

∂
 

则有 
0 0

1 1 1 1
4π 4π

p p
z r z r

ϕ
ε ε+ −

∂ ∂
= − +

∂ ∂
 

0

1 1 1
4π

p
z r rε + −

∂ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
   

由于 1 1 1l
r r z r+ −

∂
− ≈ −

∂
 

则有 
2 2

2 2
0 0

1 1 1 1 1
4π 4π 6 zzpl

r rz z
ϕ

ε ε
∂ ∂

≈ =
∂ ∂

D  

与
2

(2)

0

1 1 1( )
4π 6 i jj

ij
i r r r

ϕ
ε

∂
=

∂ ∂∑r D 相符。 

同理，仅有 11D 分量的最简单的电荷体系为 x 轴上两对正、负电荷组成，仅有 22D 分量的

最简单的电荷体系为 y 轴上两对正、负电荷组成，仅有 12D 分量的最简单的电荷体系为 xOy 平

面上两对正、负电荷组成，余类推，如图 1-47 所示。 

 
图 1-47  不同电四极矩分量的电荷分布 

图 1-46  电四极矩的电势 
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下面证明电四极矩只有 5 个独立分量。 
电四极矩 ijD 是对称张量。 

ij ji=D D 对称张量有 6 个独立分量。但可以证明： 11 22 33 0+ + =D D D ，即 ijD 只有 5 个独立

分量。 

证明：当 0r ≠ 时， 2 1 0
r

∇ =  

引入克朗乃克（Kronecker）记号
1       
0      ij

i j
i j

δ
=⎧

= ⎨ ≠⎩
  （i, j=1,2,3） 

展开式的第三项 (2) ( )ϕ r 可以写成： 

2
2

0

1 1 1[(3 ) ( )d ]
4π 6 i j ij

i jij

r r r V
r r r

δ ρ
ε

∂′ ′ ′ ′ ′−
∂ ∂∑ r  

重新定义电四极矩张量 

 2(3 ) ( )di j ijij r r r Vδ ρ′ ′ ′ ′ ′= −∫ rD  （1. 9.13） 

则 (2) ( )ϕ r 仍写为 

 
2

(2)

0

1 1 1( )
4π 6 i jj

ij
i r r r

ϕ
ε

∂
=

∂ ∂∑r D  （1. 9.14） 

现在定义的 ijD 满足 11 22 33 0+ + =D D D  

2 2
11 (3 ) ( )dx r Vρ′ ′ ′ ′= −∫ rD  

2 2
22

2 2
33

(3 ) ( )d

(3 ) ( )d

y r V

z r V

ρ

ρ

′ ′ ′ ′= −

′ ′ ′ ′= −

∫
∫

r

r

D

D
 

2 2 2 2
11 22 33 (3 3 3 3 ) ( )d 0x y z r Vρ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + = + + − =∫ rD D D  

得证。 
11 22 33 0+ + =D D D 在计算电四极矩张量 ijD 时经常用到。 

注意一些特殊情况： 
（1）若电荷分布具有球对称性 

2 2 2 21( )d ( )d ( )d ( )d
3V V V V

x V y V z V r Vρ ρ ρ ρ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =∫ ∫ ∫ ∫r r r r  

则有 11 22 33 0= =D D D=  

而且 12 23 31 0= = =D D D  

因此，对于球对称分布的电荷体系，没有电四极矩，没有各级电多极矩，球外电场和集

中在球心的点电荷电场一样。 
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（2）若电荷分布具有轴对称性 0( )ij i j= ≠D  

由于 11 22 33 0+ + =D D D ，此时只有两位独立分量。 
若电荷体系对某一轴对称，如对 z 轴对称： 11 22=D D ，则仅有一个独立分量： 11 332 = −D D  
如设 33 =D D ，则 

 1 1( )
2 2x x y y z z= − − +e e e e e eDD  （1.9.15） 

【例 1-16】 求面电荷密度按 0 cosσ σ θ= 分布的半径为 a 的球的电偶极矩。该系统是否存

在电四极矩? 
解：1．电荷体系的电偶极矩      ( ) d

V
Vρ ′ ′ ′= ∫p r r  

由于电荷分布于球面上 ( ) dSσ ′ ′= ∫p r r  

球坐标系 ( , , )r θ φ 与直角坐标系 ( , , )x y z 变换方程为 

sin cos
sin sin
cos

x r
y r
z r

θ φ
θ φ
θ

=
=
=

 

电偶极矩 p 的分量式 

d

d

d

x

y

z

p x S

p y S

p z S

σ

σ

σ

=

=

=

∫
∫
∫

 

球坐标系面积元                 2d sin d dS r θ θ φ=  

将 x、y、z 及 dS 代入 x y zp p p、 、 ，即可求出 p 的各分量 

π 2π
2

0
0 0

2π π
3 2

0
0 0

d

cos sin cos sin d d

cos d sin cos d 0

x x y y z z

x

p p p

p x S

a a

a

θ φ

σ

σ θ θ φ θ θ φ

σ φ φ θ θ θ

= =

= + +

=

=

= =

∫
∫ ∫

∫ ∫

p e e e

 

同理 

π 2π 2
00 0

π3 2 3
0 00

0

cos cos sin d d

42π cos sin d π
3

y

z

p

p a a

a a

θ φ
σ θ θ θ θ φ

σ θ θ θ σ

= =

=

=

= =

∫ ∫

∫

 

则有 
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3
0

4 π
3 za σ=p e  

该电荷体系的电偶极矩只有 z 分量。 

2．电荷体系的电四极矩 

由于此体系电荷分布具有轴对称性（与φ无关），可以证明轴对称电荷分布的四极矩只有

一个独立分量，即 0( )ij i j= ≠D 。 

1 1
2 2x x y y z z

⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

e e e e e eDD    33=D D  

此结论是设对称轴为 z 轴。 
证明：选 z 轴为对称轴。 
对每一个位于 ( , , )x y z 处的电荷，总可在 ( , , )x y z− 处找到一等量电荷，这对电荷对于 12D 的

贡献显然为零。 

12 3 3( ) 0xyq x yq= + − =D  

所有电荷都按此方式配对，结果整个体系 0xy =D 。 

同理，其他所有非对角分量均为零。 

则有： 0( )ij i j= ≠D  

只剩下对角分量。又由于 11 22 33 0+ + =D D D  

其实只有两个分量是独立的。又由于轴对称性，在所选坐标系中，x、y 的地位完全等价，

因此必有 11 22=D D ，所以 11 332 0+ =D D 。 
由此即得轴对称分布电荷体系的电四极矩只有一个独立分量。如设 33 =D D 体系的电四极

矩张量为 

1 1( )
2 2x x y y z z= − − +e e e e e eDD  

由于                      2(3 ) ( )di j ijij r r r Vδ ρ′ ′ ′ ′ ′= −∫ rD  

则有 2 2
33

π 2π 2 2 2 2
00 0

π π2 3 4
0 0 0

(3 )d

cos (3 cos ) sin d d

2π 3 cos sin cos sin d 0

z a S

a a a

a d a

θ φ

σ

σ θ θ θ θ φ

σ θ θ θ θ θ θ

= =

= −

= −

⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
∫ ∫

∫ ∫

D    

即 11 22 33
1 0
2

= = − =D D D  

如果不用以上结论，可分别计算出各分量。 
例如 
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2 2
11

π 2π 2 2 2 2 2
00 0

π 2π π 2π4 3 2 4
0 00 0 0 0

12

π 2π 2
00 0

π3 3
0 0

(3 )d

cos (3 sin cos ) sin d d

3 sin cos d cos d cos sin d d

0

3 d

3 sin cos sin sin cos sin d d

3 sin cos d cos

x a S

a a a

a a

xy S

a a

a

θ φ

θ φ

σ

σ θ θ φ θ θ φ

σ θ θ θ φ φ σ θ θ θ φ

σ

θ φ θ φσ θ θ θ φ

σ θ θ θ φ

= =

= =

= −

= −

= −

=

=

=

=

∫
∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫
∫ ∫

∫

D

D

2π

0
sin d

0

φ φ

=

∫

"

 

以上讨论了电势多级展开式前三项的物理意义。由于高阶矩的贡献比低阶矩小得多，一

般只取到四极矩。 

(0) 1( )
r

ϕ r ∝  

(1)
2

(2)
3

1( )

1( )

r

r

ϕ

ϕ

r

r

∝

∝

 

小区域电荷体系在远处的势可视为一系列位于原点的各级电多极矩的叠加，随着 r 的增

大，每一级电多极矩势都比前一级更快地减小。 
本节讨论的是集中在小区域内电荷系统在远处的电场可采用多级近似的方法，把它视为

点电荷、电偶极矩、电四极矩等电场的叠加。 
在一级近似下，可将电荷体系视为点电荷。需要更高的精度或电荷体系总电荷为零时，

就要考虑它的电偶极矩。例如，研究原子结构时，就把原子核的电荷视为一个点电荷，但需

要更高的精度或电荷体系总电荷为零时，就要考虑它的电偶极矩。同样，若体系的电偶极矩

为零或需要更高的精度时，就要考虑电四极矩。例如，所有原子核的电偶极矩都为零，因而

在高一级近似或研究一些精细结构时，就要考虑电四极矩，把它视为一个点电荷或一个电四

极子的叠加。 
概括地说，多级展开式的最大贡献项是相当于所有电荷集中在原点的点电荷的势，其次

是由于电荷分布不均匀和带电体的形状造成的贡献。电偶极矩反映了电荷分布对原点的不对

称性，而电四极矩反映了电荷分布对球的不对称性。测量远处的场可对电荷分布形状做一定

的推论。 
利用电势多级展开的方法求远处的场的步骤 

（1）分析系统的电荷分布，判断体系的电偶极矩 p 与电四极矩D 是否为零，对原点对称

的电荷体系 0=p ，球对称的电荷体系 0=D ； 
（2）根据 Q、 p 、 ijD 的定义，求出电荷体系的各极矩 Q、 p 、 ijD ； 
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（3）分别求出各极矩激发的电势 (0) (1) (2)ϕ ϕ ϕ "， ， ，  
（4）求出电荷体系的总电势 (0) (1) (2)ϕ ϕ ϕ ϕ= + + +"  

【例 1-17】 均匀带电的长形旋转椭球体，半长轴为 a，半短轴为 b，带电荷 Q，求它的电

四极矩和远处的电势。 
解：取 z 轴为旋转轴。 
本题中椭球体的方程为 

2 2 2

2 2 1x y z
b a
+

+ =  

sin sin
sin cos
cos

x br
y br
z ar

θ φ
θ φ
θ

=
=
=

 

2 2

2

d sin d d d
4 π
3

V ab r r

V ab

θ θ φ=

=
 

带电椭球的电荷密度为 

0 2
3

4π
Q Q
V ab

ρ = =  

带电体系的电四极矩为            
2

0 3( )dij i j ijV
r r r Vρ δ= −∫D  

下面计算 ijD 的各分量 

    由对称性 d d d 0
V V V

xy V yz V zx V= = =∫ ∫ ∫  

12 23 31

2 2
11 0

2 2 2 2
0

2 2 2
0

2 2
22 0

2 2 2
0

2 2
33 0

2 2 2
0

0

(3 )d

[3 ( )]d

(2 )d

(3 )d

(2 )d

(3 )d

(2 )d

V

V

V

V

V

V

V

x r V

x x y z V

x y z V

y r V

y x z V

z r V

z x y V

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

= = =

= −

= − + +

= − −

= −

= − −

= −

= − −

∫
∫
∫
∫
∫
∫
∫

D D D

D

D

D

 

2 2 2 2 2

1 π 2π4 4 3 2

0 0 0
4

d sin sin d

          d sin d sin d

4π           
15

V V
x V b r V

ab r r

ab

θ φ

θ θ φ φ

=

=

=

∫ ∫
∫ ∫ ∫  
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也可用其他方法算出 2d
V

x V∫ 。 

令 2 2 2x y S+ = ，由对称性   2 2 21d d d
2V V V

x V y V S V= =∫ ∫ ∫  

而 2 2 2( )S x y= + 2 2 2 2 2 2 2 2sin (sin cos ) sinb r b rθ φ φ θ= + =  

2 2 2

2 2 2

1 π 2π4 4 3

0 0 0

4

4
2

1 1d ( )d
2 2

1 sin d
2
1 d sin d d
2
4π

15
4πd

15

V V

V

V

S V x y V

b r V

ab r r

ab

abx V

θ

θ θ φ

= +

=

=

=

=

∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

∫

 

与前面算出的结果相同。 
同理 

4
2

3 2
2

4πd
15

4πd
15

V

V

aby V

a bz V

=

=

∫

∫
 

因此                       2 2 2
11 0 (2 )d

V
x y z Vρ= − −∫D  

                                       

4 4 3 2 2
2 2

0 0

2
2 2

2

2 2

4π 4π 4π 4π2 ( )
15 15 15 15

3 4π ( )
154π

( )
5

ab ab a b ab b a

Q ab b a
ab

Q b a

ρ ρ
⎛ ⎞

= − − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⋅ −

= −

     

                                  

2 2 2
22 0

4 3 2
2 2

2

(2 )d

3 4π 4π ( )
15 15 54π

y x z V

Q ab a b Q b a
ab

ρ= − −

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫D

 

实际上 2 2d d
V V

x V y V=∫ ∫ ，则有 11 22=D D 。 

2 2 2
33 0

3 2 4

2

2
2 2

2

2 2

(2 )d

3 4π 4π2 2
15 154π

3 8π ( )
154π

2 ( )
5

V
z x y V

Q a b ab
ab

Q ab a b
ab

Q b a

ρ= − −

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

= − −

∫D
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利用 33 22 11 0+ + =D D D ， 22 11 33+ = −D D D  

由已知的 11D 、 22D 可求出 

2 2
33 11 22

2( ) ( )
5

Q b a= − + = − −D D D  

电四极矩产生的势 
2

(2)

0

1 1 1
4π 6 ij

i jij r r r
ϕ

ε
∂

=
∂ ∂∑D  

当 i j≠ 时， 0ij =D  

则有 
2 2 2

(2)
11 22 332 2 2

0

1 1 1 1
24π r r rx y z

ϕ
ε

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

D D D  

12
2 2 2 2

2

3
2 2 2 2

3 5
2 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2

5 5
2 2 2 2

1 ( )

1 ( ) 2
2

3( ) ( )( ) 2
2

3 ( ) 3

( )

x y z
r xx

x y z x
x

x y z x x y z x

x x y z x r
r

x y z

−

−

− −

⎡ ⎤∂ ∂
= + +⎢ ⎥
∂∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
= − + + ⋅⎢ ⎥
∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

= − + + + ⋅ − + + ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
− + + −

= =
+ +

 

同理 
2 2 2 2 2 2

2 5 2 5
1 3 1 3,y r z r
r ry r z r

∂ − ∂ −
= =

∂ ∂
 

2 2 2 2 2
(2) 2 2 2 2

5 5
0

2 2 2 2 2 2
2 2

5 5
0

2 2
2 2 2 2

5
0

2 2
2 2

5
0

(2)

0

1 3( ) 2 2 3( ) ( )
24π 5 5

1 ( ) 3 2 3( )
24π 5 5

1 ( ) ( 3 6 2 )
24π 5

1 ( ) 3( 3 )
24π 5

40π

Q x y r z rb a Q b a
r r

Q b a r z Q z rb a
r r

Q b a r z z r
r

Q b a r z
r

Q

ϕ
ε

ε

ε

ε

ϕ
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞+ − −
= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤− − −

= − −⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤−

= − − +⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤−

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
2 2

2 2
5

3( ) z ra b
r
−

−

 

利用 ( ) d
V

Vρ= ∫p r r 计算椭球的电偶极矩 

1 π 2π3 3 2

0 0 0

d sin sin d

d sin d sin d 0

x V V
p x V br V

ab r r

ρ ρ θ φ

ρ θ θ φ φ

= =

= =

∫ ∫
∫ ∫ ∫
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同理  d sin cos dy V V
p y V br Vρ ρ θ φ= =∫ ∫

1 π 2π3 3 2

0 0 0
d sin d cos d 0b a r rρ θ θ φ φ= =∫ ∫ ∫  

1 π 2π2 2 3

0 0 0
d d sin cos d d 0zp z V a b r rρ ρ θ θ θ φ= = =∫ ∫ ∫ ∫  

0 x y zp p p= = =  

    椭球的电偶极矩 0=p  

所以椭球在远处产生的电势为（准确到电四极矩项） 
2 2 2 2

(0) (2)
5

0 0

( ) 3
4π 40π

Q Q a b z r
r

ϕ ϕ ϕ
ε ε

− −
= + = +  

2 2 2

3
0

1 3cos 1
4π 10

Q a b
r r

θϕ
ε
⎛ ⎞− −

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  （ cosz r θ= ） 

对球体， a b c= = ，则 0ij =D 。 

04π
Q

r
ϕ

ε
=  

可见球对称的电荷分布没有各级电多极矩，电荷分布偏离球对称性就会出现电四极矩。 

1.9.3  电荷体系在外电场中的能量 

外电场中某点电势为ϕ，点电荷 q 在ϕ处的电势能 

W qϕ=  

若电荷分布为体分布，也即电荷分布为 ( )ρ r 的体系在外电场中的能量 

                                   edW Vρϕ= ∫                          （1.9.16） 

其中 eϕ 为外电场的电势。当电荷分布于小区域内时，可将 eϕ 在坐标原点（ 0=r ）展开 

 
3 2

e e e e
1

1( ) (0) (0) (0)
2!i i j

i i ji ij

r r r
r r r

ϕ ϕ ϕ ϕ
=

∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂∑ ∑r "  （1.9.17） 

 

3 2

e e e
1

3 2

e e e
1

2

e e e

1( ) (0) (0) (0) d
2!

1(0) (0) (0)
6

1(0) (0) (0)
6

i i i
i i ii ij

i ij
i i ji ij

ij
i jij

W r rr V
r r r

Q p
r r r

Q
r r

ρ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

=

=

⎡ ⎤∂ ∂
= + + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂

∂
= + ⋅∇ + +

∂ ∂

∑ ∑∫

∑ ∑

∑

r

p

"

"

"

D

D  （1.9.18） 

式（1.9.18）为小区域内电荷体系在外电场中的能量展开式。 ijQ p、 、D 的定义同前。 

    第一项 (0)
e (0)W Qϕ=  （1.9.19） 
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表示体系的电荷集中于原点时在外场中的能量。 

    第二项 (1)
e e(0) (0)W ϕ= ⋅∇ = − ⋅p p E  （1.9.20） 

表示电荷体系的电偶极矩在外场中的能量， e (0)E 是外场在原点的电场强度。可见 p 与

e (0)E 同向能量为负， p 与 e (0)E 反向能量为正。 

电偶极矩在外电场中所受的力 

 (1)W= −∇F  （1.9.21） 

    第三项 
2

(2)
e

1 (0)
6 ij

i jij

W
r r

ϕ∂
=

∂ ∂∑D  或 (2)
e

1 :
6

W E= ∇D  （1.9.22） 

可见，只有在非均匀场中，电四极矩的能量才不为零。 
【例 1-18】 如图 1-48 所示，有一个电矩为 p 的电偶极子，位于距无限大平面导体板为 a

处，求导体对电偶极子的吸引力。 
解：p 的外场是导体板离电偶极子 p 近的那一侧

表面 S1 上的感应电荷产生的场。由题设知，导体板

的总电量为零，所以 S1 上感应出来的总电量和板接

地时的相等，即 S1 面的边界条件用总电量给出时，

不论板接地还是总电量为零，都是相同的，那么右半

空间的电势也是相等的。由接地时的结果知，S1 上感

应面电荷的贡献相当于一个电偶极子 ′p 位于 S1 面的

左侧 a 处。 
当 (cos sin )x yp α α= +p e e 时， (cos sin )x yp α α′ = −p e e ，即 | | | |′=p p ， p 和 ′p 与 x 轴的夹

角为α 和 α− 。选择 ′p 的中心为坐标原点， ′p 在 p 处激发的场为 

 5 3
0

1 3( )
4π r rε

′ ′⋅⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
p r r pE  （1.9.23） 

′p 与 p 的相互作用能为 

5 3
0

3 5
0

2 2 2

3 3
0

2 2 2 2

3 3
0

1 3( )  
4π
1 3( )( )          

4π

1 cos 2 3 cos        
4π

1 (2cos 1) 3 cos        
4π

W

r r

r r

p p
r r

p p
r r

ε

ε

α α
ε

α α
ε

= − ⋅
′ ′⋅⎡ ⎤= − − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
′ ′⋅ ⋅ ⋅⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤−

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

p E
p r r p p

p p p r p r  

 
2

2
3

0

 (1 cos )
4π

pW
r

α
ε

= − +  （1.9.24） 

相互作用力 

 
图 1-48  例 1-18 图 
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2 2
3 3 5

0
2 2

5
0

1 1 1 3(1 cos )           
4π

3 (1 cos ) ( 2 )
4π

W p
r r r

p r a
r

α
ε

α
ε

⎛ ⎞= −∇ = + ∇ ∇ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− +
= =

rF

r     
 

 
2 2

4
0

3 (1 cos )
64π

pF
a

α
ε
+

= −  （1.9.25） 

1.9.4  电流变液的介电极化模型 

电流变液是近年来引起广泛关注的新型智能材料。它是由高电容率的固体小颗粒与低电

容率的母液组成的均匀悬浮状液体。电流变液是一种在电场里发生形态变化的物质，流体的

粘度会随外加电场强度的增大而明显增大，如图 1-49 所示，当电场强度达到某一临界值时，

它会发生相变而迅速固化，固化过程在瞬间即可完成，所需时间通常在毫秒量级。这个过程

具有可逆性，随着电场的消失，又会迅速地从固体还原成悬浮状液体，这种现象称为电流变

效应
①
。  

 

图 1-49  电流变效应 

由于电流变效应的复杂性和多学科性，目前尚无精确模型，介电极化模型是目前普遍

接受的微观结构模型。在这种模型中，电流变液的本质是电场导致的固体颗粒的固化。当

外电场不存在时，由于电介质微粒的密度与溶液的密度十分接近，作用在粒子上的浮力与

重力相当，相当于处于微重力环境，热运动粒子在空间随机分布形成均匀的悬浮液。在外

电场作用下，电流变液体系中的固体颗粒获得感应电偶极矩，在电场下电偶极矩之间会产

生相互作用。例如，在两块金属板之间形成的电场中，微粒内部的正、负电荷彼此向相反

的方向产生某种位移，就形成了电偶极子，这种效应的大小取决于该物质的极化率。当流

体含有大量的极化颗粒时，颗粒间的电相互作用就变得错综复杂。最简单的情况是两个微

粒在强电场内，各自的偶极矩方向大体一致。这时两个微粒的相互作用力取决于相互接近

的方式。一般连接两微粒的线与垂直线的夹角不超过 55°时，两微粒相吸，否则相斥。不

                                                        
① T. C. Halsey, “Electrorheological fluids”, Science, 1992. 258:761-766. 
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论微粒的运动方向如何，感应电偶极矩始终与电场平行，使全部微粒形成相反极性紧聚在

一起的构形。此时吸引力占优势，使微粒吸合在一起，它们首尾相连排列成行，构成长“链”，

如图 1-50 所示。电流变液体内的微粒链与电场方向一致并连接两极板。这种类链状结构是

形成流体固态的关键。在电场中粒子链化后粒子间的相互作用是产生电流变效应的重要原

因。采用电偶极子近似，可求出电流变液中固体颗粒之间的相互作用力。 
设电流变液中的固体颗粒为球形粒子，半径为 a，电容率为 pε ，母液的电容率为 fε ，且

p fε ε> 。置于外电场 0E 中。 

利用分离变量法可求出球内、球外电势分别为 

f
1 0

p 1

3
2
εϕ

ε ε
= − ⋅

+
E r    ( )r a<  

2 0 3
f4π r

ϕ
ε
⋅

= − ⋅
p rE r +    ( )r a>  

式中 

p f 3
f 0

p f

4π
2

a
ε ε

ε
ε ε

−
=

+
p E  

p 为球面上极化电荷的等效电偶极矩。 
当流体内含有大量的极化颗粒时，其相互作用错综复杂，这里只考虑最简单的情况，即

电场中只存在两个微粒。在外电场中，两个微粒之间的相互作用实际上是两个等效的电偶极

矩之间的相互作用。 
考虑两个电偶极矩 1p 与 2p 相距为 r ，空间方向任意。可求出两个电偶极矩之间的静电相

互作用力。 
设 1p 位于原点， 2p 位于 r 点， 1p 在 r 处产生的电势和电场为 

1 3
f

1( )
4π r

ϕ
ε

⋅
=

p rr  

( ) 2
1 1

1 5
f

31( )
4π rε

⋅ −
=

p r r r p
E r  

1p 与 2p 的相互作用能 

 
2

1 2 1 2
2 1 5

f

( ) 3( )( )1
4π

rW
rε

⋅ − ⋅ ⋅
= − ⋅ =

p p p r p rp E  （1.9.26） 

1p 的坐标由球坐标 1θ 、 1φ 描述； 2p 由 2θ 、 2φ 描述。为方便起见，选 r 沿 z 轴方向，则 

1 1( , )θ = ∠ r p ，  2 2( , )θ = ∠ r p  

两个平面 1( , )r p 和 2( , )r p 间的夹角 2 1φ φ φ− = ，由此可得 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

cos (cos cos sin sin cos )
cos ; cos

p p p p
p r p r

α θ θ θ θ φ
θ θ

⋅ = = +
⋅ = ⋅ =

p p
p r p r

 

 1 2 1 2 1 2
3

f

(sin sin cos 2cos cos )
4π
p pW

r
θ θ φ θ θ

ε
−

=  （1.9.27） 

图 1-50  电流变液的链状结构 
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所以 1p 和 2p 的相互作用力 

 1 2
1 2 1 24

f

31 (sin sin cos 2cos cos )
4π r

p pW
r r

θ θ φ θ θ
ε

∂
= − = −

∂
F e  （1.9.28） 

式（1.9.27）和式（1.9.28）分别是两个电偶极矩空间方向任意时静电相互作用能和相互作用

力的表达式。 

 
图 1-51  两个电偶极矩的排列 

为了简单起见，取 1 2= =p p p ； 1 2θ θ θ= = ； 0φ = ，如图 1-51 所示，两个电偶极矩之间

的相互作用能和相互作用力为 

 
2 2

3
f

(1 3cos )
4π

pW
r

θ
ε

−
=  （1.9.29） 

 
2 2

4
f

1 3 (1 3cos )
4π r

p
r

θ
ε

−
=F e  （1.9.30） 

可以证明存在一个临界角 c 55θ = °，当 55θ < °时，为吸引力；当 55θ > °时，为排斥力；

当 0θ = 时，吸引力最大，大小为 

 
2

max 4
f

6
4π

pF
rε

=  （1.9.31） 

将电偶极矩 p 代入 

 
6 2

f
max 4

24π ( )a EF
r
ε β

=  （1.9.32） 

其中 p f

p f2
ε ε

β
ε ε

−
=

+
 

由此可见，两个固体颗粒之间的相互作用力与电场强度的平方成正比，这一结论与实验

结果相吻合。 

习    题 

1.1  证明均匀介质内部的极化电荷体密度 Pρ ，总等于自由电荷体密度 fρ 的-(1- 0ε
ε

)倍。 

1.2  有一内、外半径分别为 1r 和 2r 的空心介质球，介质的电容率为ε ，使介质内均匀带静止自由电荷 fρ ，求： 
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    （1）空间各点的电场； 

    （2）极化体电荷和极化面电荷分布。 

1.3  证明：当两种绝缘介质的分界面上不带面自由电荷时，电场线的偏折满足： 

2 2

1 1

tan
tan

θ ε
θ ε

=  

     式中， 1ε 和 2ε 分别为两介质的电容率， 1θ 和 2θ 分别为界面两侧电场线与法线的夹角。 

1.4  试用边值关系证明：在绝缘介质与导体的分界面上，在静电情况下，导体外的电场线总是垂直于导体表

面的。 
1.5  如习题 1.5 图所示，有一厚度为 2a ，电荷密度为 0ρ 的均匀带电无限大平板，试用

分离变量法求空间电势的分布。 
1.6  内半径为 a ，外半径为 b 的两个同心导体球壳，令内球接地，外球带电量Q ，试用

分离变量法求空间电势分布。 
1.7  均匀外电场 0E 中，置入半径为 0R 的导体球。求以下两种情况的电势分布： 

    （1）导体球上接有电池，使球保持电势为 0ϕ ； 

    （2）导体球上带有总电荷Q 。 
1.8  在电容率为 ε 的无限均匀介质中，挖一个半径为 a 的空球，球心处置一电偶极矩为 fp 的自由电偶极子，

试求空间电势分布。 
1.9  半径为 R 的均匀介质球中心置一自由电偶极子 fp ，球外充满另一种介质，求空间各点的电势和极化电

荷分布（介质球电容率为 1ε ，球外介质电容率为 2ε ）。 

1.10  两个接地的无限大导电平面，其夹角为 60°，点电荷 Q 位于这个两面角的平面上，并与棱边（两面角

之交线）相距为α 。试用电像法求真空中的电势。 
1.11  接地空心导体球，内外半径为 1R 和 2R ，球内离球心 a 处（ 1a R< ）置一点电荷Q ，试用电像法求空间

电势分布。导体上感应电荷分布在内表面还是外表面？其量为多少？若导体球壳不接地而是带电量

0Q ，则电势如何分布？若导体球壳具有确定的电势 0ϕ ，电势如何分布？ 

1.12  4 个点电荷，两个+ q ，两个- q ，分别处于边长为 a 的正方形的 4 个顶点，相邻的符号相反，求此电

荷体系远处的电势。 
1.13  求面电荷密度按 0 cosσ σ θ= 分布，半径为 a 的球的电偶极矩。该系统是否存在电四极矩？ 

1.14  设真空中电场的电势为 

2 3

/

/ (2 ) 3 / (2 )

q r

qr a q a
ϕ

⎧⎪= ⎨
− +⎪⎩

    
( )
( )
r a
r a
>
<

 

     式中， r 为离坐标原点的距离， a 和 q 为常数，求相应的电荷分布。 

1.15  在一点电荷 q 的电场中，距离它为 d 的地方有一偶极子，其电偶极矩 q=p l ，求在下列两种情况下，

此电偶极矩所受的力 F 和力矩 L ： 
     （1）偶极子的电偶极矩 p 沿点电荷电场的方向； 

     （2）偶极子的电偶极矩 p 垂直于点电荷的电场。 

 

 

习题 1.5 图 
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第 2章  静  磁  场 

静磁场是恒定电流所激发的不随时间变化的磁场。 
本章主要内容：静磁场的基本规律和求解静磁场分布的方法。 
讲授思路：从毕奥-萨伐尔定律出发，建立静磁场方程，引入磁场矢势，介绍求解静磁场

的两种方法。静磁场的研究方法与静电场类似，可以采用类比的学习方法。 

2.1  恒 定 电 流 

磁场是和电流互相作用的，在讨论恒定电流产生的磁场之前，先说明恒定电流分布的规

律性。 

2.1.1  电荷守恒定律 

电荷守恒定律是电磁理论中基本的实验定律。 
实验表明，电荷是守恒的，从某一闭合曲面流出的电流等于单位时间内此闭合曲面所包

围的体积中所减少的电量，如图 2-1 所示。 

 
图 2-1  电荷守恒 

 d d
S V

V
t

ρ∂
⋅ = −

∂∫ ∫j S○  （2.1.1） 

这是电荷守恒定律的积分形式。 
应用高斯散度定理， 

d d
S V

V⋅ = ∇ ⋅∫ ∫j S j○  

则可得  

d d
V V

V V
t

ρ∂
∇ ⋅ = −

∂∫ ∫j  

由于体积是任意的，则有 

 0
t
ρ∂

∇ ⋅ + =
∂

j  （2.1.2） 

这是电荷守恒定律的微分形式，也称为电流连续性方程。式（2.1.2）对任意变化电流都
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是成立的。在恒定电流情况下，电荷分布不随时间变化，即 0
t
ρ∂
=

∂
，则有 

 0∇ ⋅ =j  （2.1.3） 

或 d 0
S

⋅ =∫ j S○  （2.1.4） 

式（2.1.3）和式（2.1.4）称为恒定电流的条件。式（2.1.3）是恒定电流条件的微分形式，

式（2.1.4）是恒定电流条件的积分形式。式（2.1.3）表示恒定电流分布是无源的，即恒定电

流的电流线一定是闭合的。因此，载有恒定电流的电路应是闭合的，且沿一段没有分支的电

路，各处的电流强度必定相等，这是我们熟知的事实。 

2.1.2  欧姆定律的微分形式 

实验表明，导体中的电流还和导体中的电场分布有关，在导体中，某点的电流密度 j 与

该点的电场强度 E 之间的关系为 
 σ=j E  （2.1.5） 

式中，σ 是导体的电导率。式（2.1.5）称为欧姆定律的微分形式。虽然式中不包含微分和导

数，但它表示的是导体中一点电流密度和电场强度之间的关系。通常将 

 UI
R

=  （2.1.6） 

称为欧姆定律的积分形式。  

2.1.3  恒定电流的电场 

由于恒定电流的电荷分布不随时间变化，所以由这些电荷激发的电场称为恒定电流的电

场，简称为恒定电场。恒定电场不随时间变化这一点与静电场相同，而静电场和恒定电场的

区别在于，静电场比恒定电场所要求的条件更苛刻。 
静电场情况下，静电平衡条件要求电荷不流动，即没有电流，因此静电场中导体内部处

处满足 0=E 。恒定电场情况下，只要求电荷分布不随时间变化，并不要求电荷静止，或者说

电荷可以移动。但是每一点的电荷体密度却是不随时间变化的，对每一点来说，只要流出的

电量等于流入的电量，就可以保证每一点的电量不变，就达到了电荷分布不随时间变化的要

求。因此，静电场是恒定电场的特例。 
恒定电场中场与电荷分布均不随时间变化，因此恒定电场和静电场的场方程是一样的。 

 

0

0

ε
ρ

∇× =
∇ ⋅ =
= +

E
D

D E P
 （2.1.7） 

根据恒定电场的场方程可以证明，恒定电流情况下，均匀导体内部宏观电荷体密度 ρ 等

于零。将式（2.1.5）代入恒定电流条件式（2.1.3），可以写出 

( ) ( ) 0σ σ∇ ⋅ = ∇ ⋅ = ∇ ⋅ =j E E  

要使上式成立，载流导体的电导率 0σ ≠ ，只有 0∇⋅ =E ，根据
ε
ρ

∇ ⋅ =E ，则可得到 0ρ = 。

因此，载有恒定电流的均匀导体满足方程 0∇⋅ =D 。 
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需要指出的是，导体中的电场是由已知的外来电动势引起的，也就是说，恒定电流的存

在是以外来电动势的存在为前提的，没有外来电动势，电流不可能保持恒定。 

表 2-1  静电场方程与导体中恒定电场方程的相似性 

介质中的静电场 导体中的恒定电场 

0∇× =E  0∇× =E  

0∇⋅ =D 　（在 0ρ = 处） 0∇⋅ =D  

ε=D E  σ=j E  

ϕ= −∇E  ϕ= −∇E  
2 0ϕ∇ =　  2 0ϕ∇ =  

两种介质分界面上（ f 0σ = 处） 

1 2

1 2
1 2ε ε

n n

ϕ ϕ
ϕ ϕ
=⎧

⎪
⎨ ∂ ∂

=⎪ ∂ ∂⎩

 

两种导电介质分界面上 

1 2

1 2
1 2n n

ϕ ϕ
ϕ ϕσ σ

=⎧
⎪
⎨ ∂ ∂

=⎪ ∂ ∂⎩

　
　

 

两类边界条件 
iϕ =常数（导体上） 

d d
S S

Q S
n
ϕε ∂= ⋅ = −
∂∫ ∫D S○ ○  

两类边界条件 
iϕ =常数（理想导体） 

d d
S S

I S
n
ϕσ ∂

= ⋅ =
∂∫ ∫j S○ ○  

由对比可以看出，静电场中 0ρ = 区域， D 与恒定电场中 j 地位相当；静电场中ε 与恒定

电场中σ 地位相当；静电场中 Q 与稳定电场中 I 地位相当。利用这种相似性，求恒定电场时

就可利用静电场的结果，如表 2-1 所示。 
【例 2-1】 如图 2-2 所示，同轴电缆由两个共轴圆柱导体组成，缆心半径为 r1，缆皮半径

为 r2，其间充以一层均匀介质，介质的电导率为 σ。当内外导体间加

以恒定电压时，由于绝缘不完善而引起两导体间有微小的漏电流。求

同轴电缆单位长度上的漏电导（略去沿轴向很小的电场分量）。 
解：欲求漏电导，必须先求出漏电流及内、外导体间的电势差，

而求电流和电势差须先求出电场分布。 
（1）用高斯定理求电场分布 
在介质中作一同心柱面，半径为 r，长度为 l。 

d
S

Q⋅ =∫ D S○ ，Q lλ= （λ——内导体单位长度上电荷） 

略去沿轴向的电场分量，可认为电场和漏电流都是轴向的，只计穿过侧面积 2πrl 的通量。 
2πD rl lλ=  

22πr
λ

=D r  

22πr
λ
ε

=E r  

（2）穿过柱面单位长度的漏电流 

d 2π 1
S

I E r λσ σ
ε

= ⋅ = ⋅ =∫ j S  

（3）两导体间的电势差 
2

1

2
2 1

1

d ln
2π

r

r

r
r

λϕ ϕ
ε

− = ⋅ =∫ E r  

 
图 2-2  例 2-1 图 
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（4）漏电导 
1 IG
R U

= =  

22 1

1

2π

ln

IG r
r

σ
ϕ ϕ

= =
−

 

【例 2-2】 理想导体为电极的平行板电容器，充满了两层平行于板的漏电介质。它们的厚

度分别为 d1 和 d2，导电率分别为 1σ 和 2σ ，电容率分别 1ε 和 2ε ，电源的电动势为 U，忽略边

缘效应，试求： 

（1）两种介质中的电场强度； 
（2）通过电容器的电流密度； 
（3）两种介质分界面上的全部面电荷和自由电荷面密度。 
解：当电流恒定时，两种介质中的电流强度相等，电流密度也相等，则有 

1 1 2 2 1 2
1 2

σ σ
σ σ

= = = =
j jj E E E E　　 　　  

由 1 2
1 1 2 2

1 2

d dU E d E d j
σ σ
⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，得 

1 2

1 2 1 2 2 1

1 2

U Uj d d d d
σ σ

σ σ
σ σ

= =
++

 

则 
2

1
1 2 2 1

UE
d d

σ
σ σ

=
+

 

1
2

1 2 2 1

UE
d d

σ
σ σ

=
+

 

利用介质分界面上 n nE D、 满足的边值关系求面电荷密度。 
取法线方向由 1ε 指向 2ε  

0
f P 0 2n 1n 1 2

1 2 2 1

( ) ( )
UE E

d d
ε

σ σ ε σ σ
σ σ

+ = − = −
+

 

f 2n 1n 2 1 1 2
2 1 2 1

( )UD D
d d

σ ε σ ε σ
σ σ

= − = −
+

 

可见，两种介质交界面上自由电荷分布与两种介质的电容率和电导率有关，总电荷分布

仅与两种介质的电导率有关。 

2.2  真空中的静磁场方程 

2.2.1  静磁场的实验定律 

实验指出，两个电流之间有作用力，和静电作用力一样，这种作用力也需要一种物质作

为媒介来传递，这种物质称为磁场。电流激发磁场，另一个电流处于该磁场中，就受到磁场

对它的作用力，对电流有作用力是磁场的特征性质。 



电 动 力 学 

 

  86

一个电流元 dI l 在磁场 B 中所受的力为 

 d dI= ×F l B  （2.2.1） 

式（2.2.1）称为安培力公式，恒定电流激发的磁场规律由毕奥-萨伐尔定律给出。如图 2-3
所示，电流元 Idl 在真空中空间任意一点 P 产生的磁感应强度为 

 0
3

d ( )d
4π

Iμ ′× −
=

′−

l r rB
r r

 （2.2.2） 

对于电流分布于导体中的情形，我们在导体中取出沿电流线长为 dl，横截面为 dS 的一小段，

如图 2-4 所示。 

             
                     图 2-3  电流元的磁场            图 2-4  电流分布于导体中     

因为 dS 很小， d d d dI S l V= =l j j ，则有 

 0
3

( ) ( )d d
4π

Vμ ′ ′× −
=

′−

j r r rB
r r

 （2.2.3） 

全部载流导体激发的磁场 

 0
3

( ) ( )( , , ) d
4π V

x y z Vμ ′ ′× − ′=
′−∫

j r r rB
r r

 （2.2.4） 

积分遍及电流分布区域。其中 ( )′j r 为源点 ′r 上的电流密度。 

毕奥-萨伐尔定律是磁场分布规律的积分形式。为了反映磁作用在场中传递的特点，还需

要找出磁场分布规律的微分形式，即找出空间一点上的磁场和邻近点上的磁场的关系或空间

的一个电流和邻近的磁场的关系。 

2.2.2  真空中静磁场的基本方程 

描述静磁场基本性质的两个基本定理是磁场的高斯定理和安培环路定理。 

 d 0
S

⋅ =∫ B S○  （2.2.5） 

 0d
L

Iμ⋅ =∫ B l○  （2.2.6） 

类似于静电场，从这两个方程出发，利用高斯散度定理和斯托克斯定理，可以得到静磁

场方程的微分形式。 
由式（2.2.5）  

d
S

⋅∫ B S○ d 0
V

V= ∇ ⋅ =∫ B  
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则有 

 0∇ ⋅ =B  （2.2.7） 

由式（2.2.6） 

 0d ( )d d
L S S

μ⋅ = ∇× = ⋅∫ ∫ ∫B l B S j S○    

则有 

 0μ∇× =B j  （2.2.8） 

式（2.2.7）和式（2.2.8）是真空中静磁场的基本方程。由此可知，静磁场是一个有旋无

源场，是一种涡旋场。电流激发的磁场是无源的，也就是说，没有与电荷相对应的磁荷作为

磁场的源，近年来对于磁单极（孤立的磁荷）存在的可能有不少讨论，实验上也一直在寻找

带有磁荷的粒子，但是到目前为止，还没有找到任何关于磁单极存在的确实证据。如果磁荷

存在的话， 0∇⋅ ≠B ，电动力学理论将要修改。 

2.2.3  磁场旋度和散度公式的证明 

现在用毕奥-萨伐尔定律对静磁场的旋度和散度公式进行证明。 

1．计算∇⋅B  

0
3

( ) ( )d
4π V

Vμ ′ ′× − ′=
′−∫

j r r rB
r r

 

令 R 为由源点 ′r 到场点 r 的矢径，即 = ′−R r r 。 

根据公式 3
1
R R

∇ = −
R

，可以得到 

3
( ) 1 1( ) ( )

R RR
′ × ′ ′= − ×∇ =∇ ×

j r R j r j r  

又因为   ( ) 1 1( ) ( )
R R R
′

′ ′∇× =∇ × + ∇×
j r j r j r  

且 ( ) 0′∇× =j r 是由于∇只对 r 作用，∇对 ′r 的作用就像是作用在常量上一样。于是可得 

3
( ) ( )

RR
′ ′×

= ∇×
j r R j r  

则有 

0 ( )d
4π V

V
R

μ ′
′= ∇×∫

j rB  

因为积分是对 ′r 作用的，而∇与积分变量 ′r 无关，可把∇提到积分号之外。 

0 ( )( ) d
4π V

V
R

μ ′
′= ∇× ∫

j rB r  

令 

 0 0( ) ( )d = d
4π 4πV V

V V
R

μ μ′ ′
′ ′=

′−∫ ∫
j r j rA

r r
 （2.2.9） 
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则有 
=∇×B A  

由于   ( ) 0∇⋅ ∇× =A  

则 
0∇⋅ =B  

式（2.2.7）得证。 

2．计算∇×B  

由于 
 2( ) ( )∇× =∇× ∇× =∇ ∇ ⋅ −∇B A A A  （2.2.10） 

（1）先求∇⋅ A  

0 ( ) d '
4π

( ) 1 1 1( ) ( ) ( )

V
V

R

R R R R

μ ′⎡ ⎤∇ ⋅ = ∇ ⋅ ⎢ ⎥⎣ ⎦
′⎡ ⎤ ′ ′ ′∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ⋅∇ = ⋅∇⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
j rA

j r j r j r j r
 

注意∇不作用在 ( )′j r 上。 

引入算符  x y zx y z
∂ ∂ ∂′∇ = + +
′ ′ ′∂ ∂ ∂
e e e  

由于 2 2 2( ) ( ) ( )R x x y y z z′ ′ ′ ′= − = − + − + −r r ，
1 1
R R
′∇ = −∇  

则 

0 1( ) d
4 V

V
R

μ ′ ′ ′∇ ⋅ = − ⋅∇
π ∫A j r  

而
1 1 1( ) ( ) ( )
R R R

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′⋅∇ = ∇ ⋅ − ∇ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
j r j r j r ，对于恒定电流 ( ) 0′ ′∇ ⋅ =j r ，所以有 

1 1( ) ( )
R R

⎡ ⎤′ ′ ′ ′− ⋅∇ = −∇ ⋅ ⎢ ⎥⎣ ⎦
j r j r  

0 01( ) d
4π 4πV

V
R

μ μ⎡ ⎤′ ′ ′∇ ⋅ = − ∇ ⋅ = −⎢ ⎥⎣ ⎦∫A j r ( ) d
S R

′⎡ ⎤ ′⋅⎢ ⎥⎣ ⎦∫
j r S○  

由于积分区域包括所有电流在内，没有电流通过区域的界面 S，因此积分为零，则有 

 0∇ ⋅ =A  （2.2.11） 

（2）再计算 2∇ A  

2 20 0
3

1( ) d ( ) d
4π 4πV V

V V
R R

μ μ′ ′ ′ ′∇ = ∇ = − ∇ ⋅∫ ∫
RA j r j r  

因为当 0R ≠ 时， 3 0
R

∇⋅ =
R

，因此上式的被积函数只可能在 ′ =r r 点不为零。因而体积分仅需

对包围 ′r 点的小球积分，这时可取 ( ) ( )′ =j r j r ，并将其提出积分号外。 
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2 0
3( ) d

4π V
V

R
μ ′∇ = − ∇ ⋅∫

RA j r  

而 3 3d d
V V

V V
R R

′ ′ ′∇ ⋅ = − ∇ ⋅ = −∫ ∫
R R

3 d
S R

′⋅∫
R S○ ，注意 R 是由源点 ′r 指向场点 r 的矢量，它和面

元 d ′S 同向，因此 

3 2
1d d d 4π

S S S
S Ω

R R
′ ′⋅ = = =∫ ∫ ∫○ ○ ○R S  

由此得到 

 2
0 ( )μ∇ = −A j r  （2.2.12） 

将式（2.2.11）和式（2.2.12）代入式（2.2.10）得到 

0μ∇× =B j  

式（2.2.8）得证。 
由以上推导可见，静磁场场方程的微分形式是毕奥-萨伐尔定律的推论。毕奥-萨伐尔定

律只在恒定电流下情况成立。实践证明， 0∇ ⋅ =B 在一般变化磁场的情况下也是成立的。而

0μ∇× =B j 只在恒定电流情况下成立，一般情况下需要修改。 

【例 2-3】 电流 I 均匀分布在半径为 a 的无穷长直导线内，求空间各点的磁场强度，并由

此计算磁场的旋度。 
解：（1）先求空间的磁场分布 
过 P 点在与导线垂直的平面上作一半径为 r 的圆周，圆心在导线轴上，如图 2-5 所示。

由对称性，在圆周各点的磁感应强度的大小相等，方向沿着圆周环绕方向。当 r > a 时，通过

圆内的总电流为Ｉ，用安培环路定理得 

0d 2π
L

rB Iμ⋅ = =∫ B l○  

0 ( )
2

IB r a
r

μ
= >

π
 

写成矢量式 
0

2π
I
r φ

μ
=B e  

φe 为柱坐标系下圆周环绕方向的单位矢量。 

若 r < a，则通过圆内的总电流为 
2

2 2
2 2π π

π
I rr j r I
a a

= =  

应用安培环路定理得 
20

2d 2π
L

IrB r
a
μ

⋅ = =∫ B l○  

0
2 ( )

2π
Ir r a
a φ

μ
= <B e     

（2）计算∇×B  

当 r > a 时，将 0

2π
I
r φ

μ
=B e （ r zB B、 分量为零）代入柱坐标系求旋度的式（0.4.4）可得 

图 2-5  例 2-3 图 
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1 ( ) 0r z
B

rB
z r r
φ

φ

∂ ∂
∇× = + =

∂ ∂
B e e-  

当 r < a 时，将 0
22π

Ir
a φ

μ
=B e 代入式（0.4.4） 

20 0
02 2

1 1( )
2π πz z z

I IrB r
r r r r a aφ

μ μ μ∂ ∂ ⎛ ⎞∇× = = = =⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
B e e e j  

计算结果为 

0

0 )
)

r a
r aμ

∇× = >
∇× = <

　　 (

　 (

B
B j

 

由此可见，某点上磁感应强度的旋度只和该点上电流密度有关，这是旋度概念的局域性

质。对任何包围着导线的回路都有磁场环量，但是磁场的旋度只存在于有电流分布的导线内

部，而在周围空间中的磁场是无旋的。 

2.3  磁介质中的静磁场方程 

2.3.1  介质的磁化 

将磁介质放入磁场中，磁场会使介质磁化，同时处于磁化状态的磁介质又会产生一个附

加磁场，使磁介质中的磁场不同于真空中的磁场。磁介质是由分子（或原子）组成的，分子

的电子不断绕原子核做轨道运动，同时电子还做自旋运动，这些运动都形成电流。一个分子

内的所有电流称为分子电流，它相当于一个小的载流线圈，因此有相应的磁矩。 
分子电流的磁矩定义为 

 i=m a  （2.3.1） 
式中，i 为分子电流的电流强度， a 为分子电流所围的面积矢量， a 与 i 方向满足右手螺旋，

如图 2-6 所示。 
当磁介质中没有外磁场时，分子由于热运动，排列很混乱，因此总磁矩为零，当加入外

磁场后，它们的排列沿外磁场方向取向，总磁矩便不为零。 

                      
     图 2-6  分子电流的磁矩                          图 2-7  磁介质中的分子 

如图 2-7 所示，无外磁场时，由于热运动，分子电流取向混乱，分子磁矩的矢量和为零；

加入外磁场后，磁场对分子电流有取向作用，使分子电流有规则取向，分子磁矩的矢量和不

为零，即磁介质磁化后，出现宏观磁矩分布，形成宏观磁化电流密度 Mj 。 

引入磁化强度矢量 M 表征磁介质的磁化状态，定义单位体积内所具有的分子磁矩矢量和

为磁化强度矢量。 

 
i

i

V
=

Δ

∑m
M  （2.3.2） 
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下面求磁化电流密度与磁化强度之间的关系。 
如图 2-8 所示，S 为介质内部的一个曲面，其边界为 L，取与 L 循回方向成右手螺旋

的方向为曲面 S 的法线方向。下面来计算沿着曲面 S 的法线方向流过的磁化电流强度 IM。

由于电流强度代表单位时间通过 S 面的电量，只有在分子电流与 S 面割截时才发生电量

通过。 
由图 2-8 可见，若分子电流被边界线 l 穿过，这个分子电流对 IM 有贡献，其他情况或分

子电流根本不穿过 S，或者穿过两次恰好对消，所以对 IM 无贡献。 
如图 2-8 所示，右边的分子电流流出 S 面（沿 n 方向），左边的分子电流流进 S 面。当流

出与流进不等时，S 面上便有净电流通过。因此，通过 S 的总的磁化电流等于边界 L 所穿过的

分子数乘以每个分子电流强度 i，因此要算出被边界线 L 穿过的分子数。 

                                          
       图 2-8  磁化电流密度与磁化强度之间的关系               图 2-9  穿过 dl 的分子电流 

如图 2-9 所示，dl 是边线 L 的一个线元，设分子电流圈的面积为 a，若分子中心位于 d⋅a l
的柱内，则该分子电流就被 dl 所穿过，若单位体积内的分子数为 n，则被 dl 所穿过的分子电

流数为 dn ⋅a l ，即相当于 d⋅a l 体积内的分子数为 dn ⋅a l 。 
若 d 0⋅ >a l （ a 与 dl 夹角为锐角）表示流出； d 0⋅ <a l （ a 与 dl 夹角为钝角）表示流进。

因此，被 dl 穿过的分子对 S 面贡献的磁化电流强度为 

Md d d dI in n= ⋅ = ⋅ = ⋅a l m l M l  

所以总的磁化电流强度 

 M d
L

I = ⋅∫ M l○  （2.3.3）    

用磁化电流密度表示 

M d d
S L

⋅ = ⋅∫ ∫j S M l○  

S 是以 L 为边界的面积。 
根据斯托克斯定理 

d ( ) d
L S

⋅ = ∇× ⋅∫ ∫M l M S○  

则有 

 M =∇×j M  （2.3.4） 

式（2.3.4）是磁化电流密度与磁化强度矢量之间的关系，介质内磁化电流的密度取决于

磁化强度矢量的旋度。 
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2.3.2  介质中的静磁场方程 

由以上讨论可以知道，当磁场中有介质时，磁场要使介质磁化产生磁化电流，这些磁化

电流和传导电流一样也要激发磁场，于是真空中的磁场方程 0μ∇× =B j 应改写为 

 0 f M( )μ∇× = +B j j  （2.3.5） 

式中， fj 为传导电流，将式（2.3.4）代入可得 

f
0μ

⎛ ⎞∇× − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

B M j  

引入磁场强度矢量 H ，定义 

 
0μ

= −
BH M  （2.3.6） 

则有 

 f∇× =H j  （2.3.7） 

式（2.3.7）是磁介质中静磁场的基本方程之一。它指出在恒定电流的磁场中，任意一点

磁场强度的旋度等于该点的传导电流密度，而与其他各点的电流分布无关。由式（2.3.5）
和式（2.3.7）可以看出，引入辅助物理量 H 消去了场方程中的磁化电流密度，而磁感应强

度 B 描述所有电流激发的磁场，代表介质内的宏观磁场。为了解出 B ，还必须找出 H 与 B
的关系。 

实验指出，对于各向同性非铁磁介质， M 与 H 满足线性关系 

 m
χ=M H  （2.3.8） 

m
χ 是介质的磁化率，是一个没有量纲的纯数。 

将式（2.3.8）代入式（2.3.6）中 

m 0(1 )χ μ= +B H  

令 r 0 r m1 χμ μ μ μ= = +， 　可得到 

 μ=B H  （2.3.9） 

μ 称为介质的磁导率， rμ 称为介质的相对磁导率。 

应当说明一下，静电场中的基本物理量是电场强度 E ，辅助物理量是电位移矢量 D ，静

磁场中的基本物理量是磁感应强度 B ，辅助物理量是磁场强度 H 。这是因为在历史的早期，

由于误以为磁现象是由磁荷产生的，没有认识到它本质上是由电流产生的，所以将 H 称为磁

场强度，把 B 称为磁感应强度。但是从电流产生磁场的正确观点来看，用电流元在磁场中受

力来确定 B ，如同用试验电荷在电场中受力来确定 E 一样，B 应该与 E 对应，而 H 应该与 D
对应，所以 B 是表征磁场的基本物理量，而 H 是辅助物理量。正确地说，应该把 B 称为磁场

强度，而把 H 称为磁感应强度。但由于历史的原因，在说清楚其定义后，仍保留着 B 和 H 原

来的名称。在实验上，物理量 H 有一定的重要性。这是因为 H 与传导电流 fj 有关，而 fj 直

接受实验条件控制。如在磁路计算中主要用 H ，不用 B 。 
静磁场的另一方程 0∇⋅B = 在介质中仍然成立。 
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这是因为传导电流满足 f 0∇⋅ =j ，且介质中磁化电流的密度满足 M ( ) 0∇⋅ = ∇ ⋅ ∇× =j M ，

这说明 Mj 与 fj 有相同的性质。因而磁化电流激发的磁场也和传导电流激发的磁场一样，具有

闭合的磁场线，所以介质中的磁场 B 仍然是无源场。 
因此，在磁介质中静磁场仍然是无源有旋场，基本方程为 

 
f

0
μ

∇× =
∇ ⋅ =

= （非铁磁介质）

H j
B

B H
 （2.3.10） 

可以证明在各向同性线性介质中，磁化电流密度 Mj 与传导电流密度 fj 的关系为 

 M f
0

= 1μ
μ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

j j  （2.3.11） 

磁化电流密度 Mj 与传导电流密度 fj 成正比。因此，在 f 0=j 的点，也一定有 M 0=j 。例

如，恒定电流在无限长圆柱形均匀导体中沿轴向流动时，将柱外空间充满均匀介质，圆柱内、

外磁场分布不均匀，磁化也不均匀。磁化电流只存在于圆柱内，圆柱外无磁化电流。 

2.4  静磁场的边值关系 

在不同磁介质的分界面上，由于介质的性质有跃变，磁场分布也将有跃变，因此静磁场

方程的微分形式已不再适用，需要利用静磁场方程的积分形式来找出两种介质分界面上的场

方程，即磁场的边值关系。静磁场方程的积分形式为 

 d = 0
S

⋅∫ B S○  （2.4.1） 

 fd = d
L S

⋅ ⋅∫ ∫H l j S○  （2.4.2） 

2.4.1  法向分量的跃变 

在两种磁介质的分界面上取一扁平圆柱体，两底分别位于两种磁介质内，且与分界面平

行。如图 2-10 所示，高度 h 为无限小量。由于底面 dS 很小，可认为其上各点的磁感应强度

B 相同，则通过此闭合面的磁通量为 

2n 1nd d d 0B S B S⋅ = − =B S  

 2n 1nB B=  （2.4.3） 

写成矢量形式为 

 2 1( ) 0⋅ − =n B B  （2.4.4） 

式中，n 为法向方向的单位矢量，由介质 1 指向介质 2，式（2.4.3）和式（2.4.4）表示分界面

上磁感应强度 B 法向分量连续。 
由于 1 1 1μ=B H ， 2 2 2μ=B H ，式（2.4.3）可以写成 

1 1n 2 2nH Hμ μ= ， 1 2μ μ≠  



电 动 力 学 

 

  94

1n 2nH H≠  

而分界面上 H 的法向分量不连续。 

 
图 2-10  磁介质分界面上扁平圆柱体 

2.4.2  切向分量的跃变 

在两种介质的分界面上取一狭长闭合回路，如图 2-11 所示，其两长边 dl 位于分界面的两

侧，且与分界面平行，短边 h 趋近于 0。 
沿此闭合回路取 H 的环流 

 2t 1td d d
L

H l H l⋅ = −∫○ H l  （2.4.5） 

分两种情况讨论。 
（1）如果分界面上没有传导电流的情况，由式（2.4.5）可知， H 的环流为零。 

 2t 1tH H=  （2.4.6） 

而 1t 2t
1t 2t

1 2

B BH H
μ μ

= =, 　， 1 2μ μ≠ ，则 

2t 1tB B≠  

式（2.4.6）表明，如果分界面上没有传导电流， H 的切向分量是连续的，B 的切向分量是不

连续的。 
（2）如果界面上有传导电流的情况，此时需要定义面电流密度，以α 表示。 
面电流实际上是靠近表面的相当多分子层内的平均效应，对于宏观来说，薄层的厚度趋

于零，如图 2-11 所示，通过电流的横截面 abdca 所围的面积变为横截线 ef 线。面电流密度的

大小α 定义为：垂直通过单位横截线的电流，它的方向即为该点电流的方向，如图 2-12 所示。

垂直流过 lΔ 线段的电流强度为 I lαΔ = Δ 。 

          
                 图 2-11  分界面上的闭合回路            图 2-12  界面上的面电流密度 
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由于存在面电流，在界面两侧的磁场分布将发生跃变，如图 2-13 所示，此时 H 的环流不

为零。当α 的方向为 = ×n tα 时，应有 

2t 1t fd ( )
L

H H l lα⋅ = − Δ = Δ∫ H l○  

式中， fα 为传导面电流密度，实际是传导电流线密度。 

通过由 abdca 组成的回路 L 的传导电流强度为 

f fI lαΔ = Δ  

则有 

 2t 1t fH H α− =  （2.4.7） 

当界面上有传导电流时， H 的切向分量不连续。 
下面写出式（2.4.7）的矢量形式。 
令 = ×N n t ，当 fα 与 N 有一夹角时，如图 2-14 所示，流过界面上任一线元 Δl 上的传导

电流为 f f( )I lΔ = × Δ ⋅n t α ， t 为Δl 上单位矢量。 

d
L

⋅∫ H l○ 2 1 f f( ) ( ) ( )= − ⋅Δ = ×Δ ⋅ = × ⋅ΔH H l n l n lα α  

由于 Δl 为界面上任意矢量，则有 

2 1 // f( )− = ×H H nα  

式中，//表示投射到界面上的矢量（即Δl 上的矢量）。 

                  
              图 2-13  分界面两侧的磁场分布             图 2-14  传导电流的方向分布图 

上式用 n 叉乘 

2 1 // f( ) ( )× − = × ×n H H n nα  

因为 2 1 // 2 1( ) ( )× − = × −n H H n H H ， f f f f( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅ =n n n n n nα α α α  

则有 

 2 1 f( )× − =n H H α  （2.4.8） 

这是磁场切向分量的边值关系。由此可知，在任一载流的分界面两侧，H 的切向分量不连续，

与紧邻载流面上的传导电流面密度 fα 有关。 

细导线密绕的截流长直螺线管可视为两种介质分界面上存在面电流的实际例子。长直螺

线管近中段处，管内的磁场可视为均匀的，方向沿着管轴。设管外磁场强度为 1H ，管内磁场



电 动 力 学 

 

  96

强度为 2H 。根据式（2.4.7）可以写出 2t 1tH H nI− = ，n 是单位长螺线管的匝数，nI 就是面电

流密度，可以得出管外 1t 0H = ，管内 2tH nI= 。 

式（2.4.4）与式（2.4.8）是静磁场的边值关系，它表征两种介质分界面两侧的磁场和界

面上电流的相互制约关系。 
利用磁化电流密度与磁化强度之间的积分关系，可以证明磁化强度矢量 M 的边值关系为 

 2 1 m( )× − =n M M α  （2.4.9） 

式中， mα 为磁化电流面密度（证明从略）。 

2.5  磁场的矢势及其微分方程 

2.5.1  矢势 

静电场是有源无旋场，由于其无旋性，可以引入标势来描述空间的电场。而静磁场是无

源有旋场，由于其有旋性，不能引入一个标势来描述整个空间的磁场。但是根据磁场的无源

性，可以引入另一个矢量来描述它。 
根据矢量场论，若 0∇⋅ =B ， B 可以表示为任意矢量的旋度，即 ( ) 0∇⋅ ∇× =A ， 

  = ∇×B A  （2.5.1） 

A 称为磁场的矢量势，简称为矢势。 
由式（2.5.1）可以看出，由矢势 A 可以确定磁场 B 。但是由磁场 B 并不能唯一地确定矢

势 A 。 
例如：沿 z 轴方向的均匀磁场 B0，B0 为常数，求矢势 A 。 
已知 0x yB B= = ， 0zB B= ，确定矢势 A ，根据∇× =A B  

0

0

y x
z

y xz z

A A B B
x y

A AA A
y z z x

∂ ∂
− = =

∂ ∂
∂ ∂∂ ∂

− = − =
∂ ∂ ∂ ∂

 

不难看出，有解（1） 0z yA A= = ， 0xA B y= − ， 0 xB y= −A e ； 

还可以有另一解（2） 0z xA A= = ， 0yA B x= ， 0 yB x=A e 。 

还存在其他的解。 
一般来说，若 A 是磁场 B 的矢势，那么 ψ′ = +∇A A 也是同一个 B 的矢势，ψ 为任意连

续可微的标量函数。 
因为 

( )ψ ψ′∇× =∇× +∇ =∇× +∇×∇A A A  

而 0ψ∇×∇ = ，则有 

′∇× =∇× =A A B  

即 ψ+∇A 与 A 对应同一个磁场 B ，也就是说，对于一个磁场 B ， A 不是唯一的，它可以相

差一个任意标量函数的梯度，这表示对任一给定磁场 B ，矢势可按照下列方式变换到 ′A 。 
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 = ψ′→ +∇A A A  （2.5.2） 

这种变换称为规范变换。只要按照这种形式，不管变换多少次，可以得出同样的物理结

果。这说明磁场具有规范变换下的不变性。 
既然 A 存在规范变换这样的任意性，可以对 A 加上一个限制条件，使得问题简化。实际

上可以这样理解，ψ 是任意标量函数，可选一个特定的ψ 使问题简化，即对ψ 的限制就是对 A

的限制。通常规定 

 0∇⋅ =A  （2.5.3） 

这个条件称为库仑规范条件。下面说明对 A 加上限制条件 0∇⋅ =A 总是可以的，也就是说，

总可以找到一个 A 满足库仑规范条件。 
假设，遇到了一个不满足库仑规范条件的 A  

0u∇⋅ = ≠A  

可另取一个解 ψ′ = +∇A A  

 2 2uψ ψ′∇ ⋅ = ∇ ⋅ +∇ = +∇A A  （2.5.4） 

取ψ 为泊松方程 2 uψ∇ = − 的一个解，用这样的 A 去做规范变换，那么变换后的 ′A 满足 
2 0u uψ′∇ ⋅ = ∇ ⋅ +∇ = − =A A  

而且这个 ′A 不影响物理结果。以下所取的矢势 A 都满足 0∇⋅ =A 。 

2.5.2  矢势的微分方程 

静磁场基本方程之一 

 ∇× =H j  （2.5.5） 

对各向同性非铁磁介质 μ=B H ，均匀介质 μ =常数。 

可以写成 

 μ∇× =B j  （2.5.6） 

将 =∇×B A代入式（2.5.6）可得 

2( ) ( )∇× ∇× = ∇ ∇ ⋅ −∇A A A  

若取矢势 A 满足 0∇⋅ =A ，可得到关于 A 的微分方程 

 2 μ∇ = −A j  （2.5.7） 

0∇⋅ =A  

注意式（2.5.7）是矢量方程，如果写分量式，在直角坐标系中 

 2    ( 1,2,3)i iA j iμ∇ = − =  （2.5.8） 

每个直角分量 iA 满足泊松方程。这些分量方程和静电场中电势ϕ的方程 

2 ρϕ
ε

∇ = −  

有相同的形式，即数学上是类似的，静电场中泊松方程的特解为 
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1 ( , , )( , , ) d
4π V

x y zx y z Vρϕ
ε

′ ′ ′
′=

′−∫ r r
 

对比静电势的解，可写出矢势方程式（2.5.8）的特解为 

 ( , , )( , , ) d
4π

i
i V

j x y zA x y z Vμ ′ ′ ′
′=

′−∫ r r
 （2.5.9） 

写成矢量式 

 ( )( ) d
4π V

Vμ ′
′=

′−∫
j rA r

r r
 （2.5.10） 

式（2.5.10）就是 2.2 节中用毕奥-萨伐尔定律推导出的公式（2.2.9）（当时是真空的情况），

并且当时已证明 0∇⋅ =A 。因此，式（2.5.10）确实是矢势微分方程的解。 
在 2.2 节中，从毕奥-萨伐尔定律出发，导出静磁场的微分方程，本节把磁场的散度与磁

场的旋度作为基本定律，引入矢势 A ，由 A 满足的微分方程获得特解 

( )( ) d
4π V

Vμ ′
′=

′−∫
j rA r

r r
 

A 被确定后再取旋度即可求出 B 。 

( )d 1( ) ( )d
4π 4πV V

V Vμ μ′ ′
′ ′= ∇× = ∇× = ∇ ×

′ ′− −∫ ∫
j rB A j r
r r r r

 

3
( ) ( ) d

4π V
Vμ ′ ′× − ′=

′−∫
j r r rB

r r
 

对于线电流分布 

3
d ( )

4π L

Iμ ′× −
=

′−∫
l r rB
r r

 

这就是毕奥-萨伐尔沙定律。 
下面举例由矢势 A 求磁场 B 。 

【例 2-4】 应用矢势 A ，求在空气中长直载流细导线的磁场。 
解：（1）先求导线外任一点 P 的矢势 A  
如图 2-15 所示，P 点的坐标是（x, y, 0），取导线沿 z 轴，P 点到

导线的垂直距离为 r，设导线中电流为 I，电流元 Idz 到 P 点的距离为
2 2r z+ 。 

0 d
4π z

I zμ +

−
=

′−∫
∞

∞

A e
r r

 

这个积分是发散的，通常选取有限的两点积分，可以选从 L− 到 L
的积分，因为 A 的方向即电流方向，此时电流 I 沿 z 方向，则有 

0 0
1

2 2 2

d d
4π 4π

( )

L L

z z z zL L

I Iz zA
r z

μ μ
− −

= = =
′−

+
∫ ∫A e e e

r r
 

 
图 2-15  例 2-4 图 
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2 20 ln( ) ln
2π z

I L r L rμ⎧ ⎫⎡ ⎤= + +⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
e－  

当 L r� 时， 0 2ln
2π z

I L
r

μ
=A e 。 

（2）由矢势求出磁场 B  

=∇×B A  

利用柱坐标系求旋度的式（0.4.4），已知 0 2ln
2π z

I L
r

μ
=A e ，只有 z 分量， 0rA Aφ= = ，则 

zA
r φ

∂
∇× = −

∂
A e   （Az 仅与 r 有关） 

                              

0
2

0

12
2π 2

2π

I r L
L r

I
r

φ

φ

μ

μ

⎛ ⎞= − ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

e

e
 

写成矢量式 

0

2π
I
r φ

μ
=B e  

还可以用另外一种方法 

0 2ln
2π z

I L
r

μ⎛ ⎞= ∇× =∇×⎜ ⎟
⎝ ⎠

B A e  

令 0 2ln
2π

I L
r

μ φ= ， z =e f ，利用式（0.6.5）可得 

0 0

0

0

2 2ln ln
2π 2π

2π

2π

z z

r z

I IL L
r r

I
r

I
r φ

μ μ

μ

μ

⎛ ⎞= ∇ × + ∇×⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ×

=

B e e

e e

e

 

可见，两种方法得到的结果是相同的。 

2.5.3  A-B 效应 

由于静磁场是无源有旋场，从数学上引进了矢势 A ，但是 A 不是唯一确定的，没有直接

的观测意义，经典电动力学认为，有意义的是矢势 A 的线积分，即矢势与磁通量的关系 

m d ( ) d d
S S l

Φ = ⋅ = ∇× ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫B S A S A l○  

在量子力学中， A 具有可观测的物理效应，20 世纪 60 年代，实验证实了阿哈罗诺夫

（Aharonov）和玻姆（Bohm）提出的设想，即 A 可以直接影响体系的量子行为。 
如图 2-16 所示，电子束 K 射向双缝，缝后放一无限长密绕螺线管，电子穿过双缝后被一
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透镜聚焦在屏 y 上，螺线管上加以电压，以保证电子只在

螺线管外飞行。这样电子的行为仅与管外空间性质有关，

起初螺线管不通电流，当然管内外的 B 和 A 均为零。电子

的行为用波函数表示，由于两束电子有相位差，在屏上得

到一幅干涉图像。然后螺线管通以电流，这时也可得到一

幅干涉图像，但其干涉条纹的极值位置较前一幅有了变动，

此时管外仍是 0=B ，但 0≠A 。因此 A 对电子的量子行为

产生了影响，即矢势 A 也具有可观测的物理效应。这一效

应称为阿哈罗诺夫和玻姆效应，简称为 A-B 效应。 

2.6  磁 矢 势 法 

与静电场类似，将介绍求解静磁场边值问题的两种基本解法：磁矢势法与磁标势法。 
磁矢势法是求解矢势 A 满足的微分方程 2 μ∇ = −A j ，然后用 =∇×B A计算 B 。需要先导

出关于 A 的边值关系。 
磁场的边值关系为 

2 1

2 1 f

( ) 0
( )

⋅ − =
× − =

n B B
n H H α

 

利用 =∇×B A， μ=B H ， 0 ( )μ= +B H M 可得 

 2 1[( ) ( )] 0⋅ ∇× − ∇× =n A A  （2.6.1） 

 2 1 f
2 1

1 1( ) ( )
μ μ
⎡ ⎤× ∇× − ∇× =⎢ ⎥
⎣ ⎦

n A A α  （2.6.2）  

对铁磁介质，式（2.6.2）为 

 2 1 0 f 2 1[( ) ( )] [ ( )]μ× ∇× − ∇× = + × −n A A n M Mα  （2.6.3） 

还可写出另一种形式 A 的边值关系，将 d d
L S

⋅ = ⋅∫ ∫A l B S○ 应用于两种介质界面的一个狭长回

路上 

2 1d ( )
L

l⋅ = − ⋅Δ∫ A l A A t○  

当 h→ 0 时，回路所包围面积趋于零，即 

d 0
S

⋅ →∫ B S  

则有 

2 1( ) =0 l− ⋅ΔA A t  

lΔ 是任意的，可写成 

1t 2tA A=  

A 的切线分量是连续的，写成矢量式 

 
图 2-16  A-B 效应 
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 2 1( ) 0× − =n A A  （2.6.4） 

若取库仑规范条件，将 d d 0
V S

V∇ ⋅ = ⋅ =∫ ∫A A S○ 应用于两种介质界面上小圆柱包面上，当高

度 h→ 0 时，可推出 

 2 1( ) 0⋅ − =n A A  （2.6.5） 

将式（2.6.4）与式（2.6.5）合起来有 

 2 1=A A  （2.6.6） 

式（2.6.6）表示在分界面上矢势 A 是连续的，可以用式（2.6.6）代替式（2.6.1），此外由于 

2 1 2 1 2 1

2 1

[ ( )] ( ) ( )( )

( )
n

⎡ ⎤× ∇× − =∇ ⋅ − − ⋅∇ −⎣ ⎦
∂

= − −
∂

n A A n A A n A A

A A
 

式（2.6.3）可以改写为 

 2 1 0 f 2 1( ) ( )
n

μ∂ ⎡ ⎤− = − + × −⎣ ⎦∂
A A n M Mα  （2.6.7） 

可用式（2.6.7）代替式（2.6.3）。 
【例 2-5】 恒定电流 I 在半径为 a 无限长圆柱形磁导率为 1μ 的导电磁介质中流动，其外

充满磁导率为 2μ 的均匀介质。求空间的矢势和磁场。 

解：根据问题的对称性，选择柱坐标系，以导体轴为 z 轴。由

于电流密度 j 处处沿 z 方向，矢势 A 只有 z 分量 

z zA=A e ， 0rA Aφ= =  

设圆柱体内矢势为 1A ，圆柱体外为 2A ， 1A 与 2A 满足的方程为 
2

1 1 ( )A j r < aμ∇ = −  
2

2 0 ( )A r > a∇ =  

1A 、 2A 只与 r 有关，与 z、φ无关。 

导体内、外各向均匀，故可分区求解： 

    在柱内 2 1
1 1 2

d1 d
d d π

A IA r
r r r a

μ
⎛ ⎞

∇ = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （ r a< ） 

    在柱外 2 2
2

d1 d 0
d d

AA r
r r r

⎛ ⎞
∇ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
      （ r a> ） 

积分一次得 

1 1
2

2

d
d 2π

d
d

A Ir b
r ra

A f
r r

μ
= − +

=

 

图 2-17  例 2-5 图 
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再积分一次 

21
1 2

2

ln
4π

ln

IA r b r c
a

A f r g

μ
= − + +

= +

 

式中， 1A 、 2A 为通解，其中 b c f g、 、 、 为待定系数。 

边界条件和边值关系为 
（1）r = 0 处， 1A 有限； 
（2）r = a 处， 1 2A A= ； 

（3）r = a 处， 1 2

1 2

1 1A A
r rμ μ

∂ ∂
=

∂ ∂
。 

边值关系（3）是由式（2.6.2）导出的，推导如下。 
由于电流沿 z 轴方向， B 只有 φe 分量，则∇× A只有 φe 分量。 

在柱坐标系中 

( ) r z zA A A
z r rφ φ φ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇× = − = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

A e e  

将上式代入式（2.6.2）得到 

2 1

2 1

1 1A A
r r

α
μ μ

∂ ∂
− = −

∂ ∂
 

圆柱表面无面电流分布， 0α = ，则有 

2 1

2 1

1 1A A
r rμ μ

∂ ∂
=

∂ ∂
 

由边值关系（1）可得 b = 0 

由边值关系（3）可得 2

2π
If μ

= −  

由边值关系（2）可得 2 1ln
2π 4π

I Ig a Cμ μ
= − +  

将 b f g、 、 代入 1A 、 2A 的通解可得 
2

1
1 4π

I rA C
a

μ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

        （ r a< ） 

2 1
2 ln

2π 4π
I r IA C

a
μ μ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 （ r a> ） 

1 1 zA=A e ， 2 2 zA=A e  

C 为任意常数，不影响计算 B 。 
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1 1
1 1 2

d
d 2π
A I r
r aφ φ

μ
= ∇× = − =B A e e  （ r a< ） 

2 2
2 2

d
d 2π
A I
r rφ φ

μ
= ∇× = − =B A e e   （ r a> ） 

2.7  磁 标 势 法 

对于磁场来说， 0∇⋅ =B 总是成立的，所以总可以引入矢势 A ，因此矢势法是一种标准

的普遍适用的方法。但由于矢势方程涉及三个分量的微分方程，求解比较复杂。在一些特定

的条件下，可以引入磁标势，求解磁标势所满足的微分方程得到磁场分布，而使问题简化，

这种方法称为磁标势法。 

2.7.1  引入磁标势的条件 

如果在空间的某个区域内没有传导电流 fj ，根据磁场安培环路定理 

d 0
L

⋅ =∫ H l○  

根据矢量场论则有 

0∇× =H  

可以引入一个标量函数 mϕ ，使 mϕ 满足 

 mϕ= −∇H  （2.7.1） 

mϕ 称为磁标势。 

可以引入磁标势的条件为，在空间某个区域内，所有回路都满足 

 d 0
L

⋅ =∫ H l○  （2.7.2） 

在实际问题中，如图 2-18（a）所示，I 是一闭合回路电流，L 是电流之外的区域中的任

意一条环绕 I 的闭合回路，虽然 L 所在的区域内各点 f 0=j ，但是 d 0⋅ ≠∫ H l○ ，可见，满足

式（2.7.2）的闭合回路不切割电流，即没有链环着电流。 
如果用一个闭合曲面 S′将电流 I 包起来，如图 2-18（b）所示。仅将 S′以外的空间作为讨

论的空间，那么 L 在此空间就不可能存在，因此，对这一空间区域中任意一条闭合曲线，如 1L 、

2L 都满足引入磁标势的条件。在 S′外的空间可以引入磁标势，从物理上看，相当于把原来闭

合的磁场线割断了，使磁场线变成了有始有终的。从剩下的空间来看，磁场线从壳层的上部

发出，终止于下部，因而磁场成了无旋场，与静电场相似，可以引入磁标势。必须注意，只

把电流本身挖掉还不能引入，必须把电流圈围成的壳层全部挖去。 
例如一个线圈，如果挖去线圈所围着的环形区域 S′，则在剩下的空间中，任意闭合回路都不

会链环着电流。因此在除去这个壳形区域之后，在空间中就可以引入磁标势来描述磁场。 
又例如电磁铁两磁板间隙处，可引入磁标势。永久磁铁的磁场是分子电流激发的，没有

任何传导电流。因此全部永久磁铁的磁场（包括磁铁内部）都可以用磁标势来描述。 
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图 2-18  引入磁标势条件示意图 

2.7.2  磁标势的微分方程 

在 0=j 的区域内，磁场满足方程 

 
0

0
∇× =
∇ ⋅ =

H
B

 （2.7.3） 

 0 ( )μ= +B H M  （2.7.4） 

注意这里不写 μ=B H ，而写成 0 ( )μ= +B H M 。这是因为磁标势法的一个重要应用是求

磁铁的磁场，而在铁磁性物质中，线性关系 μ=B H 不成立，而 0 ( )μ= +B H M 是普遍成立的。 

由 0∇⋅ =B ，及 0 ( )μ= +B H M ，可得到 

 ∇⋅ = −∇ ⋅H M  

此时可写出静磁场方程为 

 
0∇× =

∇ ⋅ = −∇ ⋅
H

H M
 （2.7.5） 

如果与静电场方程对比 

 f P

0

0
ρ ρ
ε

∇× =
+

∇ ⋅ =

E

E  （2.7.6） 

可以想象方程∇⋅ = −∇ ⋅H M 的右边应该是一种“荷”密度，为此引入假想的“等效磁荷”。

定义假想磁荷密度 

 M 0ρ μ= − ∇ ⋅M  （2.7.7） 

此处“假想的磁荷密度”、“等效磁荷”要区别于电像法中的“像电荷”。像电荷也是“等

效的”、“假想的”，但是本质上是等效极化电荷、感应电荷的效应。而 Mρ 仅在形式上处在磁

荷密度的地位，并不是真正的磁荷，是磁介质内部磁化现象的等效描述，类似于位移电流，

有电流之名，无电流之实，实质上是电场的变化。 
当 0=j 时，静磁场方程（2.7.5）为 

 M

0

0
ρ
μ

∇× =

∇ ⋅ =

H

H  （2.7.8） 

与静电场方程类比，区别仅在于没有自由磁荷。 M 0ρ μ= − ∇ ⋅M 是与 Pρ = −∇ ⋅ P 对应的，
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这是由于磁荷是由分子电流的磁偶极矩假想来的，而自由磁荷密度是不存在的，即独立的正

负磁荷（磁单极）是不存在的，组成磁铁的最小单元就是分子电流。进一步说，在以上的推

导过程中，利用了 0∇⋅ =B 。而这是自然界不存在磁荷的数学表示，正因为没有磁荷，才能得

到∇⋅ = −∇ ⋅H M ，有可能引入这个假想磁荷 M 0ρ μ= − ∇ ⋅M 。 
引入假想的磁荷密度 Mρ 后，类似于静电场，可得到 mϕ 满足的微分方程。将 mϕ= −∇H 代

入式（2.7.8）可得到 

 2 M
m

0

ρϕ
μ

∇ = −  （2.7.9） 

式（2.7.9）称为磁标势的泊松方程。 
下面写出磁标势 mϕ 满足的边值关系 

根据 2 1 f( )× − =n H H α   

可得 

m2 m1 f( )ϕ ϕ× ∇ −∇ = −n α  

当 f 0=α 时 

 m1 m2ϕ ϕ=  （2.7.10） 

根据 2 1( ) 0⋅ − =n B B ， 0 ( )μ= +B H M  

即 1n 2nB B= ，可得 2n 1n 2n 1n( )H H M M− = − −  

令 
 m 0 2 1( )σ μ= − ⋅ −n M M  （2.7.11） 

m
2n 1n

0

H H σ
μ

− =  

mσ 为介质分界面上磁荷面密度。 

即对于铁磁质，边值关系为 

 m2 m1 m

0n n
ϕ ϕ σ

μ
∂ ∂

− = −
∂ ∂

 （2.7.12） 

对于非磁性介质，此时 μ=B H ，边值关系为 

 m2 m1
2 1n n
ϕ ϕμ μ∂ ∂

=
∂ ∂

 （2.7.13） 

把磁标势法中有关静磁场公式和静电场公式进行对比列表，如表 2-2 所示。 

表 2-2  静磁场和静电场的公式对比 

静电场 静磁场 

0∇× =E  0∇× =H  

f P

0

ρ ρ
ε
+

∇ ⋅ =E  M

0

ρ
μ

∇ ⋅ =H  

Pρ = −∇ ⋅P  M 0ρ μ= − ∇ ⋅M  

0ε= +D E P  0 ( )μ= +B H M  
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续表     

静电场 静磁场 

ϕ= −∇E  mϕ= −∇H  

2 f P

0

ρ ρϕ
ε
+

∇ = −  2 M
m

0

ρϕ
μ

∇ = −  

边值关系 
1 2ϕ ϕ=  

2 1
2 1 fε ε

n n
ϕ ϕ σ∂ ∂

− = −
∂ ∂

 

 
 

边值关系 
           m1 m2ϕ ϕ=    （当 f 0=α 时） 

       m2 m1 m

0n n
ϕ ϕ σ

μ
∂ ∂

− = −
∂ ∂

 （铁磁质） 

       m2 m1
2 1n n

ϕ ϕμ μ∂ ∂
=

∂ ∂
  （非铁磁质） 

可以看出，磁标势法中有关磁场的公式与静电场公式完全类似，因此可以将静电场中求

静电势ϕ的方法移植到求解磁标势 mϕ 的问题中。 
【例 2-6】 半径为 0R 的均匀磁化铁球，其磁化强度为 0M ，求其空间的磁场。 

解：由于空间无传导电流，可用磁标势法求解 
铁球内和铁球外分为两个区域： 

球外真空   0=M   M 0ρ =  

球内均匀磁化 0=M M   M 0 0 0ρ μ= − ∇ ⋅ =M  

因此磁荷只分布在铁球表面上。球外磁标势 m2ϕ 和球内磁标势 m1ϕ 都满足拉普拉斯方程： 
2

m1 0ϕ∇ =   0( )r R<  

2
m2 0ϕ∇ =   0( )r R>  

取原点于球心，极轴沿着磁化方向，即 0M 沿 z 轴，则问题具有轴对称性。方程的解为 

m1 1 (cos )n n
n nn

n

ba r P
r

ϕ θ+
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  

m2 1 (cos )n n
n nn

n

dc r P
r

ϕ θ+
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  

边界条件与边值关系 
（1）球内 0r = 处， m1ϕ 有限； 
（2）球外 r →∞处， m2 0ϕ → ； 
（3）球面上 0r R= 处 

 m1 m2ϕ ϕ=  （2.7.14） 

m2 m1 m

0r r
ϕ ϕ σ

μ
∂ ∂

− = −
∂ ∂

， m 0 2 1( )rσ μ= − ⋅ −e M M ，其中 2 0=M ， 1 0= −M M 。 

则有 

 m2 m1
0 0( ) cosr M

r r
ϕ ϕ θ∂ ∂

− = ⋅ − = −
∂ ∂

e M  （2.7.15） 

由（1）可得： 0nb = ； 
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由（2）可得： 0nc = ； 

由（3）中式（2.7.14）可得 

01
0

(cos ) (cos )nn
n n nn

n n

d P a R P
R

θ θ+ =∑ ∑  

由（3）中式（2.7.15）可得 

1
0 0 12

0

( 1)
(cos ) (cos ) (cos )nn

n n nn
n n

n d
P na R P M P

R
θ θ θ−

+

+
− − = −∑ ∑  

比较 (cos )nP θ 的系数得： 

1
1 03

0

2d a M
R

− − = −  

1
1 02

0

d a R
R

=  

可解出 3
1 0 0

1
3

d M R= ， 1 0
1
3

a M= ， 0n na d= = （ 1n ≠ ）。 

则 

m1 0 0
1 1cos
3 3

M rϕ θ= = ⋅M r   0( )r R<  

3 0
m2 0 3

1
3

R
r

ϕ ⋅
=

M r   0( )r R>  

由 mϕ= −∇H 可求出磁场强度 

1 m1 0 0

3 0
2 m2 0 03

1 ( )
3
1 ( )
3

r R

R r R
r

ϕ

ϕ

= −∇ = − <

⋅
= −∇ = − ∇ >

H M

M rH
 

根据式（0.6.33），可以得到 
2

3 30 0 0
2 0 03 5

3 ( )1 1
3 3

rR R
r r

⎡ ⎤⋅ ⋅ −⎛ ⎞= − ∇ =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

M r r M r MH 0( )r R>  

铁球的体积为 3
0

4 π
3

R ，磁矩为 3
0 0

4 π
3

R=m M  

2

2 5
1 3( )

4π
r

r
⎡ ⎤⋅ −

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

m r r mH  

    在球外 2 0 2μ=B H  

    在球内 1 0 1 0( )μ= +B H M  

1 0 0 0 0 0
1 2
3 3

μ μ⎛ ⎞= − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

B M M M   0( )r R<  
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2
0

2 5
3 ( )

4π
r

r
μ ⎡ ⎤⋅ −

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

r m r mB   0( )r R>  

结果表明： 
（1）球内为均匀磁场。 B 的方向与 0M 的方向相同； 

（2）球外的磁场和处在球心的磁矩为 3
0 0

4 π
3

R=m M 的磁偶极子产生的磁场相同； 

（3） B 与 H 的分布如图 2-19 所示。 

 
图 2-19  磁化铁球的 B 和 H 的分布 

由图可见，球内 B 线与 H 线方向相反。 B 线总是闭合的，而 H 线不闭合。 
【例 2-7】 有一个均匀带电的薄导体壳，其半径为 0R ，总电荷为Q。今使球壳绕自身某

一直线以角速度ω转动，求球内、外的磁场分布。 
解法 1  磁标势法 

坐标原点取在球心上，设球壳绕 z 轴转动，球面上的自由电荷分布为 f 2
04π

Q
R

σ = ，由于导

体球壳旋转时，在球壳表面形成环形的面电流分布，如图 2-20 所示，这些电流产生磁场。在

球壳表面形成的面电流密度为 

f f 02
04π z r

Q R
R

σ ω= = ×v e eα  

在球坐标系中， cos sinz r θθ θ= +e e e ， rθ φ× =e e e ，则有 

f
0

sin
4π

Q
R φω θ= eα  

设球壳内外均为真空。球内、外均无磁荷分布，因而球内外磁标

势均满足方程 2
m 0ϕ∇ = ，球壳绕 z 轴旋转，具有轴对称性，则球内、外磁标势分别为 

m1 1( ) (cos )n n
n nn

ba r P
r

ϕ θ+= +∑   0( )r R>  

m2 1( ) (cos )n n
n nn

dc r P
r

ϕ θ+= +∑   0( )r R<  

考虑到， r →∞， m1 0ϕ → ， m1 1 (cos )n
nn

b P
r

ϕ θ+=∑ ； 

    0r → ， m2ϕ 有限， m2 (cos )n
n nc r Pϕ θ=∑ ； 

 
图 2-20  例 2-7 图 
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在 0r R= 的界面上，边值关系为 

（1）由 1n 2nB B= 可写出， m1 m2

r r
ϕ ϕ∂ ∂

=
∂ ∂

； 

（2）由 2t 1t f
0

sin
4π
QH H

R
ωα θ− = = ，可写出 m1 m2

0 0 0

1 1 sin
4π
Q

R R R
ϕ ϕ ω θ
θ θ

∂ ∂
− + =

∂ ∂
。 

由（1）可得 

1
0 2

0

1n
n nn

nnc R b
R

−
+

+
= −  

00, 0n b= =  

1
1 3

0

21, bn c
R

= = −  

2 1
0

( 1)1, n
n n

n bn c
nR +

+
> = −  

由（2） m1 m2 1d (cos )
4π d
Q Pϕ ϕ ω θ

θ θ θ
∂ ∂

− + = −
∂ ∂

可得 

1
01

0

d (cos ) d (cos ) d (cos )
d d 4π d

nn n n
nn

b P P Q Pc R
R

θ θ ω θ
θ θ θ+− + = −∑ ∑  

比较等式两边系数关系可得 

1n = ， 1
1 02

0 4π
b Qc R
R

ω
− + = − ， 0 0c =  

1n > ， 2 1
0

n
n n

bc
R +=  

因而可以解出 

0 0 0c b= = ， 0( 1)n nc b n= = ≠ ，
2
0

1 12π
Q Rb ω

= ， 1
06π

Qc
R
ω

= − 。 

则有    
2 2
0 0

m1 2 3 3
cos

12π 12π 4π
Q R QR

r r r
ω θϕ ⋅ ⋅

= = =
ω r m r

，其中
2
0

3
QR

=m ω   0( )r R>  

m2
0 0

cos ( )
6π 6π
Q Qr

R R
ωϕ θ= − = − ⋅ rω   0( )r R<  

1 m1 3 5 3
1 1 3( )( )

4π 4πr r r
ϕ ⋅ ⋅⎡ ⎤= −∇ = − ∇ = −⎢ ⎥⎣ ⎦

m r m r r mH   0( )r R>  

2 m2
0 0

( )
6π 6π

Q Q
R R

ϕ= −∇ = ∇ ⋅ =H r ωω   0( )r R>  
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( )0
1 0 1 5 3

3
4π r r
μμ

⋅⎡ ⎤
= = −⎢ ⎥

⎣ ⎦

m r r mHΒ   0( )r R>  

0
2 0 2

06π
Q
R

μμ= =HΒ ω   0( )r R>  

计算结果表明，均匀带电绕自身某一直径旋转的导体球壳内的磁场是一个均匀磁场，球

壳外磁场是一个磁矩为m 的磁偶极子产生的磁场。 
解法 2 矢势法 
矢势微分方程 

2
0μ∇ = −A j  

j φ=j e 表示电流沿球面纬线流动，须先求出 2∇ A 在球面坐标系中 φe 方向上的分量表达式。 

2( ) ( )∇× ∇× = ∇ ∇ ⋅ −∇A A A  

取库仑规范条件 0∇⋅ =A ，则有 
2 ( )∇ = −∇× ∇×A A  

利用式（0.4.5）对 A 求两次旋度可得 

[ ]

2

1( ) [ ( ) ] ( )

1 1 1 1( ) (sin )
sin sin

r

r

r
r r

AA rA A
r r r r

θφ

θ
φ φ

θ

θ
θ φ θ θ θ φ

∂ ∂⎧ ⎫∇× ∇× = ∇× − ∇×⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − − −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

A A A
 

一个沿纬线流动的圆电流激发的矢势 A 只有 φe 分量 

( , )A rφ φθ=A e  

Aφ 只依赖于 r 、θ ，而与φ无关，即 0rA Aθ= = ， ( , )A A rφ φ θ= ，则上式变为 

[ ]
2

2
2

1 1 1( ) ( ) ( ) (sin )
sin

rA A
r r rrφ φ φφ θ

θ θ θ
∂ ∂ ∂⎡ ⎤∇ = −∇× ∇× = + ⎢ ⎥∂ ∂∂ ⎣ ⎦

A A  

化简后可得 

2 2
2 2( )
sin
A

A A
r

φ
φ φ θ

∇ = ∇ −  

球内、外可分为两个区域，球外区域矢势 1A φ 与球内矢势 2A φ ，球内和球外均无电流分布，都

满足拉普拉斯方程 

 2
2 2sin

A
A

r
φ

φ θ
∇ − = 0 （2.7.16） 

在 0r R= 的球面上，有边值关系 
（1） 1 2A Aφ φ= ； 

（2）
0

0
2 1

0

( ) sin
4πr R

QA A
r Rφ φ

μ ω θ
=

∂
− =

∂
。 
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由于球壳表面面电流密度是按 sinθ 规律变化的，方程 2
2 2sin

A
A

r
φ

φ θ
∇ − = 0 应该有下面形式

的特解 

 ( )sinA R rφ θ=  （2.7.17） 

将方程的解式（2.7.17）代入式（2.7.16）中可得 
2

2
2

d d2 2 0
dd

R Rr r R
rr

+ − =  

方程的解为 

2
bR ar
r

= +  

考虑在球外 1 0r A φ→ →，∞ ，球内 0r → ， 2A φ 有限，则有 

1 2 sinbA
rφ θ=   （ 0r R> ） 

2 sinA arφ θ=   （ 0r R< ） 

利用边值关系（1）、（2）分别可得 

02
0

b aR
R

=  

0
0 2

0

2
4π
QbaR

R
μ ω

+ =  

联立求解 

0

012π
Qa
R

μ ω
= ， 20

012π
Qb Rμ ω

=  

则有 
2

0 0
1 2 2sin sin

12π
Q RbA

r rφ
μ ωθ θ= =   （ 0r R> ） 

0
2

0

sin sin
12π

QA ar r
Rφ

μ ωθ θ= =   （ 0r R< ） 

写成矢量形式分别为 
2

0 0
1 3( )

12π
QR

r
μ

= ×
rA ω   （ 0r R> ） 

0 0
2

0 0

sin
12π 12π

Q Qr
R R

μ μω θ= = ×A rω   （ 0r R< ） 

( ) ( )2
0 0 0

1 1 3 5 5 3

3 3
12π 4π
QR

r r r r
μ μ⋅ ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= ∇× = − + = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

r r m r r mB A
ωω   （ 0r R> ） 
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其中 2
0

1
3

QR=m ω。 

0 0
2 2

0 0

( )
12π 6π

Q Q
R R

μ μ
=∇× = ∇× × =B A rω ω   （ 0r R< ） 

本例用两种方法求解得到了相同的结果。比较两种方法，磁标势法简单，而矢势法数学

处理过程很复杂，因此可用磁标势法处理的问题尽量用磁标势法。另外，本例是旋转对称的

三维问题，这种问题用矢势法求解时，矢势 A 满足的方程与边值关系可总结如下。 
对于旋转对称的三维问题，所谓旋转对称是指电流是环形的，即电流沿球面纬线流动，

并且是旋转对称的。假设电流密度在球坐标系 ( , , )r θ φ 中按下述分布 
( , )j r φθ=j e  

一个沿纬线流动的圆电流激发的矢势只有 φe 分量，这时的矢势 A 也只有 Aφ 的分量，即 

( , )A rφ φθ=A e  

利用 2 ( ) ( )∇ =∇ ∇ ⋅ −∇× ∇×A A A 可以证明 2∇ A在球坐标系中的各分量为 

2 2
2 2 2

2 2 2( ) (sin )
sin sin

r
r r

AAA A
r r r

φ
φθ

θ φθ θ
∂∂

∇ =∇ − − −
∂ ∂

A  

2 2
2 2 2 2 2

2 2 cos( )
sin sin

r AA AA
r r r

φθ
θ θ

θ
θ φθ θ

∂∂
∇ =∇ − + −

∂ ∂
A  

2 2
2 2 2 2 2

2 2 cos( )
sin sin sin

rA AAA
r r r

φ θ
φ φ

θ
φ φθ θ θ

∂∂
∇ =∇ − + +

∂ ∂
A  

于是可以得到球坐标系中的旋转对称三维问题的矢势方程 

 2
2 2 ( , )
sin
A

A j r
r

φ
φ μ θ

θ
∇ − = −  （2.7.18） 

在分界面上的边值关系 

 1 2A Aφ φ=  （2.7.19） 

 2 1 f
2 1

1 1 1 1( ) ( )rA rA
r r r rφ φ α

μ μ
∂ ∂

− = −
∂ ∂

 （2.7.20） 

2.8  磁 多 极 矩 

2.8.1  矢势的多级展开式 

在讨论静电场时，如果电荷只分布于小区域内，而要求远处的电势时，可将给定电荷分

布 ( )ρ ′r 激发的电势 

0

1 ( )d( )
4π V

Vρϕ
ε

′ ′
=

′−∫
rr

r r
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中
1
′−r r
做泰勒展开，得到ϕ的多项展开式，展开式的一级近似为点电荷势，二级近似为电偶

极矩势等。 
如果恒定电流仅分布于小区域内，要求远处的磁场时，采用同样的方法将给定电流分布

( )′j r 激发的磁场矢势 

0 ( )( ) d
4π V

Vμ ′
′=

′−∫
j rA r

r r
 

将
1
′−r r
做泰勒级数展开，得到磁场矢势的多项展开式 

 0 1 1( ) ( ) d
4 V

V
r r

μ ⎡ ⎤′ ′ ′= − ⋅∇ +⎢ ⎥π ⎣ ⎦∫A r j r r "  （2.8.1） 

只取一级小量 ′r ，高阶小量均略去。 

 
0 0

3

(0) (1)

( ) ( )d ( ) d
4π 4π

( ) ( )
V V

V V
r r

μ μ′ ′ ′ ′ ′= + ⋅ +

= + +

∫ ∫A r j r j r r r

A r A r

"

"
 （2.8.2） 

式（2.8.2）是矢势 ( )A r 的多项展开式，将第二项的后部略去。假定V ′中只有小载流闭合线圈，

其电流为 I，由于恒定电流可以分成许多闭合流管，我们先就一个闭合线圈情形讨论式（2.8.2），
对一个闭合线圈来说 

( )d
V

V′ ′ =∫ j r d
L

I I′ =∫ l○ d
L

′∫ l○  

则式（2.8.2）中 

 (0) 0( )
4π

I
r

μ
=A r d

L
′∫ l○  （2.8.3） 

 (1) 0
3( )

4π
I
r

μ
=A r ( )d

L
′ ′⋅∫ r r l○  （2.8.4） 

先看第一项，即式（2.8.3），恒定电流总是闭合的， d 0
L

′ =∫ l○ 。 

因此 

 (0) 0( )
4π

I
r

μ
=A r d 0

L
′ =∫ l○  （2.8.5） 

此式表示，磁场矢势展开式中不含磁单极项，即不含与点电荷对应的项。 
展开式的第二项，即式（2.8.4） 

(1) 0
3( )

4
I
r

μ
=

π
A r ( )d

L
l′ ′⋅∫○ r r  

上式的被积函数中， r 与积分变量无关，由于 ′r 为线圈上各点的坐标，因此 d d′ ′=r l ，利用全

微分绕闭合回路的积分等于零。 

[ ]d ( )
L

′ ⋅ =∫ r r r'○ ( )d
L

′ ′⋅ +∫ r r l○ (d ) 0
L
′ ′ ⋅ =∫ r l r○  



电 动 力 学 

 

  114

可以得到 ( )d
L

′ ′⋅ = −∫ r r l○ ( d )
L
′ ′⋅∫ r r l○   

(1) 0
3

1( )
24π

I
r

μ ⎧
= ⎨

⎩
A r ( )d

L
′ ′⋅ −∫ r r l○ ( d )

L
′ ′⋅∫ r r l○ ⎫

⎬
⎭

 

              0
3

1
24π

I
r

μ
= (d )

L
′ ′× ×∫ r l r○  

令 

 I=m 1 ( d )
2L

′ ′×∫ r l○  （2.8.6） 

m 是小闭合电流圈的磁矩，则有 

 (1) 0
3( )

4π r
μ ×

=
m rA r  （2.8.7） 

(1) ( )A r 是电流体系的磁偶极矩势，形式上与静电场中电偶极矩势 (1)
3

0

1( )
4π r

ϕ
ε

⋅
=

p rr 相似。 

I=m 1 ( d )
2L

′ ′×∫ r l○ 是电流体系的磁矩，如图 2-21 所示，
1 ( d )
2

′ ′×r l 是阴影表示的三角形面

积元矢量 d ′S  

d
S

m I I′= =∫ S S  

如果电流体分布为 d dI V′ ′→l j ，电流体系的磁矩为 

 1 ( )d
2 V

V′ ′ ′= ×∫m r j r  （2.8.8） 

展开式的后面各项是磁多极矩激发的矢势，由于实际问题用得很少，不做讨论。 
现在由磁偶极势 (1) ( )A r 来求出磁偶极矩的磁场。 

 

(1) (1)

0
34π r

μ
=∇×

⎛ ⎞= ∇× ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

B A
rm

 （2.8.9） 

利用     0
3 3 3

1 1( ) ( )
4πr r r
μ⎛ ⎞ ⎧ ⎫∇× × = ∇× × +∇ × ×⎜ ⎟ ⎨ ⎬

⎝ ⎠ ⎩ ⎭
rm m r m r  

再利用式（0.6.22）可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 2∇× × = ⋅∇ + ∇ ⋅ − ⋅∇ − ∇ ⋅ = − =m r r m r m m r m r m m m  

又因为 

[ ]

[ ]

3 5

5

5 3

1 3( ) ( )

3 ( ) ( )

3 ( ) 3

r r

r

r r

∇ × × = − × ×

= − ⋅ − ⋅

⋅
= −

m r r m r

r r m r r m

r r m m

 

 

图 2-21  闭合电流圈的磁矩 
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则有 

 (1) 0
3 5 3

2 3 ( ) 3
4π r r r
μ ⋅⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦

m r r m mB  

 (1) 0
5 3

3 ( )
4π r r
μ ⋅⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

r r m mB  （2.8.10） 

式（2.8.10）为磁偶极矩产生的磁场，它与电偶极矩产生的电场 

(1)
5 3

0

1 3 ( )
4π r rε

⋅⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
r p r pE  

形式上相似。 
如果用另一方法讨论 

(1) 0
34π r

μ ⎛ ⎞= ∇× ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

rB m  

利用式（0.6.7）可得 

3 3 3 3 3( ) ( )
r r r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇× × = ∇ ⋅ − ⋅∇ − ∇ ⋅ + ⋅∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r r r rm m m m m  

 (1) 0
3( )

4π r
μ

= − ⋅∇
rB m  （2.8.11） 

利用式（0.6.28）可得 

3 3 3 3 3

3

( ) ( )

( )

r r r r r

r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ ⋅ = × ∇× + ⋅∇ + × ∇× + ⋅∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅∇

r r r r rm m m m m

rm
 

式（2.8.11）可以改写成 

 (1) 0
34π r

μ ⎛ ⎞= − ∇ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

rB m  （2.8.12） 

令 (1)
m 34πr

ϕ ⋅
=

m r  

与 (1)
3

04π r
ϕ

ε
⋅

=
p r

相类似 

 (1) (1)
0 mμ ϕ= − ∇B  （2.8.13） 

对比磁偶极矩的势与磁偶极矩的磁场和电偶极子势与电偶极子电场公式，可见，m 与 p 对

应，m 是闭合电流圈的磁矩，相应的称小闭合电流圈为磁偶极子。也就是说小闭合电流圈可

视为由一对正、负磁荷组成的磁偶极子。但实质上绝不是由两个正、负磁荷组成的。对于磁

学的研究，宏观上不存在任何单个的磁荷，基本磁单元就是南北极同时存在的磁偶极矩。从

( )A r 的展开式（2.8.2）可以看出这一点。 
(0) (1)( ) ( ) ( )= + +A r A r A r "  
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(0) ( ) 0=A r 即不存在对应点电荷的项， (1) 0
3( )

4π r
μ ×

=
m rA r 为磁偶极势，矢势 A 的多级展开式的

第一级近似就是磁偶极矩势。 
【例 2-8】 实验证明：电子具有自旋磁矩，其大小为 24 19.27 10 JT− −× ，电子的经典半径

15
0 2.8 10 mr −= × 。如果把电子视为匀速转动的带电小球，且电荷为均匀的体分布。试计算磁矩

的大小，并与试验值比较求出角速度ω。 

    解：电子的电荷密度 3
3 0

0

3
4 4ππ
3

e e
rr

ρ = − = −  

电流密度 3 3
0 0

3 3 sin
4π 4π

e e r
r r φρ θω′= = − = −j v v e  

磁矩   

{ }0

2
3

0
22π π4 3 0

3 0 0 0
0

1 1 3( )d ( sin ) d sin d d
2 2 4π

1 3 d d sin d
2 54π

V

r

z

eV r r r
r

ere r r
r

φ
ω θ θ θ φ

ω ϕ θ θ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= × = ×

′ ′= − = −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

m r j r e r

e ω
 

以上计算用到 2 2 2 2sin sin sinr zr r r rφ φ ρθ θ θ′ ′ ′ ′× = × =e e e e e ，
π 3

0

4sin d
3

θ θ =∫ 。 

这里选取的电子中心为原点，旋转轴为 z 轴（即ω方向）的球坐标。把 0r 、m 的实验值

及 191.6 10 Ce −= × 代入，则 26 10.4 10 sω −≈ ×  
11 1

0 10 m sv rω −= = ⋅  

这就是电子赤道面上的线速度，它比光速还大 3 个数量级。因此经典电动力学并不能描写电

子的自旋磁矩，电子的自旋磁矩纯粹是量子现象。 
对比磁标势法中磁偶极矩和电偶极矩的公式，如表 2-3 所示。 

表 2-3  磁标势法中磁偶极矩和电偶极矩的对比 

静磁场 静电场 

(1)
m 34πr

ϕ ⋅
=

m r  (1)
e 3

04πε r
ϕ ⋅

=
p r  

(1) (1)
0 mμ ϕ= − ∇B  (1) (1)

eϕ= −∇E  

(1) 0
5 3

3( )
4π r r
μ ⋅⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

m r r mB  (1)
5 3

0

1 3 ( )
4πε r r

⋅⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
r p r pE  

可见，m 与 p 对应。m 是闭合电流圈的磁矩，相应的称小闭合电流圈为磁偶极子，也即

小闭合电流圈可以视为由一对正、负磁荷所组成的磁偶极子。 

2.8.2  静磁场的能量 

静磁场的总能量为 

 m
1 d
2 V

W V= ⋅∫ B H  （2.8.14） 
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由静磁场的基本方程，可以用矢势 A 和电流 j 表示静磁场的能量。 

类似于静电场能量， e
1 d
2 V

W V= ⋅∫ E D 可以写成 e
1 d
2 V

W q Vϕ= ∫ 。 

静磁场 =∇×B A， ( )⋅ = ∇× ⋅B H A H 。 

根据式（0.6.6） 

( ) ( ) ( )∇× ⋅ = ∇ ⋅ × + ⋅ ∇×A H A H A H  

所以 

( )⋅ = ∇ ⋅ × + ⋅B H A H A j  

 m
1 ( )d d
2 V V

W V V⎡ ⎤= ∇ ⋅ × + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫A H A j  （2.8.15） 

利用高斯散度定理将第一项的体积分换成面积分 

( )d
V

V∇ ⋅ × =∫ A H ( ) d
S

× ⋅∫ A H S○  

由于积分在无穷远处， 2
2

1 1 dA H S r
r r

∝ ， ∝ ， ∝ ， ( ) d× ⋅A H S 的值
1
r

∝ ，所以 

( ) d 0
S

× ⋅ →∫ A H S○  

则式（2.8.15）为 

 m
1 d
2 V

W V= ⋅∫ A j  （2.8.16） 

在计算磁场中的总能量时，式（2.8.14）与式（2.8.16）等效，且只能用于计算整个空间

的总能量。由于磁场能量定域于整个磁场内， 0=j 的地方也有磁场能量，所以
1
2

⋅j A不能视

为磁场能量密度。 

2.8.3  电流系统与外磁场的相互作用能 

设小区域的电流密度为 j ，j 单独存在时，磁场的矢势为 A ，产生外磁场的电流密度为 ej ，

ej 单独存在时，磁场的矢势为 eA ，由叠加原理，总磁场的矢势为 e( )+A A ，磁场的总能量为 

1 2
e e

1 ( ) ( )d
2 V V

W V
+

= + ⋅ +∫ j j A A  

也可认为是两个电流系统 1j 与 2j  

 
1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2
1 1 1 1d d d d
2 2 2 2V V V V

W V V V V= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ ∫j A j A j A j A  （2.8.17） 

其中 

 1 1 2

1 2

0 2
1 2 1 1 2 1

0 1 2
1 2

d d d
4π

d d
4π

V V V

V V

V V V
r

V V
r

μ

μ

⎛ ⎞⋅ = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅
=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

jj A j

j j
 （2.8.17a） 
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 2 2 1

1 2

0 1
2 1 2 2 1 1

0 1 2
1 2

d d d
4π

d d
4π

V V V

V V

V V V
r

V V
r

μ

μ

⎛ ⎞⋅ = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅
=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

jj A j

j j
　　　　　

 （2.8.17b） 

式（2.8.17a）与式（2.8.17b）相等，所以磁场的总能量式（2.8.17）为 

 
1 2 2

1 1 2 2 2 1 2
1 1d d d
2 2V V V

W V V V= ⋅ + ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫j A j A j A  （2.8.18） 

式（2.8.18）中，第一项
1

1 1
1 d
2 V

V⋅∫ j A 表示电流系统 1j 的固有能量，第二项
2

2 2
1 d
2 V

V⋅∫ j A 表示

电流系统 2j 的固有能量，第三项是两个电流系统的相互作用能。因此，一个电流系统与外磁

场的相互作用能为 

 i edV
W V= ⋅∫ j A  （2.8.19） 

2.8.4  磁偶极子在外磁场中的相互作用能 

设外磁场 eB 的矢势为 eA ，电流系统 j 在外磁场中的相互作用能为 

i edV
W V= ⋅∫ j A  

磁偶极子即一个小闭合电流线圈。把 d dV I→j l  

 iW I= e ed d
L S

I⋅ = ⋅∫ ∫A l B S○  （2.8.20） 

S 为线圈所包围的一个曲面。  
计算小区域内电流分布在外磁场中的能量，取原点在线圈所包围区域的适当点上，将 eB

在原点展开 

e e e( ) (0) (0)= + ⋅∇ +B r B r B "  

将上式代入式（2.8.20），则有 

 i e e(0) d (0)
S

W I= ⋅ + = ⋅∫ "B S m B  （2.8.21） 

式中， d
S

I= ∫m S 。 

式（2.8.21）表示磁偶极子在外磁场中的相互作用能。 
当小线圈中的电流强度保持不变时，其磁偶矩m 也保持不变，在这种情况下，小电流线

圈所受的力和力矩 

 i e e( )W=∇ =∇ ⋅ = ⋅∇F m B m B  （2.8.22） 

这里用到 e e e( ) ( ) 0× ∇× = ∇ ⋅ − ⋅∇ =m B m B m B ，对于稳定的外磁场，在小区域电流附近

e 0∇× =B ，这是由于产生磁场的电流一般都不出现在磁矩m 所在的区域内。 

i
e e e( ) ( cos ) sinWL mB mBθ θ

θ θ θ
∂ ∂ ∂

= = ⋅ = = −
∂ ∂ ∂

m B  
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写成矢量形式 

 e= ×L m B  （2.8.23） 

负号表示力矩有使θ 减小的趋势。式（2.8.21）与式（2.8.22）表明在均匀外磁场中，磁偶极

子不受力作用，只有力矩使磁偶极子转向外磁场方向。 
在静电场中，电偶极子所受力和力矩 

iW= −∇F  

iWL
θ

∂
= −

∂
 

在形式上与磁偶极子的受力和力矩相类似，但磁偶极子取正号，电偶极子取负号。这是由于，

当磁偶极子在外磁场中转动或运动时，由于电磁感应，线圈中要产生感生电动势，要保持电

流不变，外加电动势必须做功。而在静电情况下，电场对电偶极子做功就等于它们相互作用

能的减少。 
【例 2-9】 有一块磁矩为m 的小永磁体位于一块磁导率非常大的介质的平坦界面附近的

真空中，求作用在小永磁体上的力。 
解：磁导率非常大的介质表面为等磁势面，且其表面非常大，可以视为无穷大表面。可

以用类似电象法的方法求解。 
设：m 与介质表面法向方向的夹角为θ ，与介质平面距离为 a。 
由于 μ →∞的介质表面为等磁势面，所以m 的像 ′m

与平面的距离也为 a，与平面法向的夹角为 θ− ，且有

′=m m ，如图 2-22 所示。 

m 处于 ′m 的磁场中，它们的相互作用能为 

iW = ⋅m B  

B 是 ′m 在m 处产生的磁场。 

0
5 3

3( )
4π r r
μ ′ ′⋅⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

m r r mB  

0 0
i 5 3 5 3

22 2 2
20 0

3 3

3( ) 3( )
4π 4π

3 cos cos2 (1 cos )
4π 4π

W
r r r r

mm m
r r

μ μ

μ μθ θ θ

′ ′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⋅ = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤−

= = +⎢ ⎥
⎣ ⎦

m r r m m r r m m mm

　　

 

小永磁体所受的力为 
2

20
i 3

2
2

20
4

1(1 cos )
4π

3 (1 cos )
64π

r a

r

mW
r

m
a

μ θ

μ θ

=

= ∇ = + ∇

= − +

F

e

 

负号表示小永磁体受到吸引力。 

 
图 2-22  例 2-9 图 
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习    题 

2.1  证明均匀磁介质内部，在恒定情况下，磁化电流 Mj 总等于自由电流 fj 的
0

1μ
μ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

倍。 

2.2  外半径分别为 1r 和 2r 的无穷长中空导体圆柱，沿轴向流有恒定均匀自由电流 fj ，导体的磁导率为 μ 。

求磁感强度和磁化电流。 

2.3  试求磁场强度 H 的法向分量边值关系，电位移矢量 D 的切向分量边值关系，以及无面电流分布时磁感

强度 B 的切向分量边值关系。 

2.4  试用边值关系证明：在绝缘介质与导体的分界面上，在恒定电流情况下，导体内的电场线总是平行于导

体表面的。 
2.5  电流 I 均匀分布于半径为 a 的无穷长直导线内。导线的磁导率为 0μ ，试用安培环路定理求 B ，并由此

计算 B 的散度和旋度。 
2.6  已知静磁场矢势 2 2 4x y zx y y z xyz= + +A e e e ，求磁场 B 。 

2.7  一半径为 0R 、磁导率为 μ 的介质球，置于一均匀磁场 0H 中，求磁标势 mϕ 与磁场 B 。 

2.8  设理想铁磁体的磁化规律为 0 0μ μ= +B H M ， 0M 是恒定的与 H 无关的量，今将理想铁磁体做成半径为

0R 的均匀磁化球（ 0M 为常量）置于均匀外磁场 0H 中，求磁场 B 。 

2.9  一半径为 a 的均匀带电球壳，总电量为 Q，绕某一直径以角速度ω 转动，求磁场能量。 
2.10  如习题 2.10 图所示，一磁矩为 m 的小磁体，放在磁导率为 μ 的很厚的铁板前，与铁板相矩为 a ，m 与

z 轴夹角为θ ，求小磁体所受的力和力矩。 

 
习题 2.10 图 
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第 3章  电磁现象的普遍规律 

前几章分别讨论了静电场和静磁场的基本性质及其规律，这些规律只能描述在一定条件

下的电磁现象。 
本章主要内容：从电磁现象的三大实验定律总结归纳出电磁现象的普遍规律。 
讲授思路：先讨论电磁感应现象，然后全面地分析电磁现象的实验规律，将它们推广和

修改以适用于非恒定情况，从而得到电磁运动的普遍规律——麦克斯韦（J. C. Maxwell）方程

组。建立电动力学基本方程，讨论电磁场的能量和能流问题。作为麦克斯韦电磁场理论的应

用实例，介绍超导体的电磁性质。 

3.1  电磁感应定律 

1831 年，法拉第（M. Faraday）由实验发现，当磁场随时间变化时，附近闭合线圈中出

现感应电流，并由此得出电磁感应定律 

 i
d d
d St

ε = − ⋅∫ B S  （3.1.1） 

即闭合回路中的感应电动势 iε 与通过以回路为边界的任意曲面的磁通量变化率成正比。 
根据电动势的定义，感应电动势就等于非静电电场强度 iE 沿回路的线积分 

 iε = i d
L

⋅∫ E l○  （3.1.2） 

此时法拉第电磁感应定律可写成 

 i d d
L S t

∂
⋅ = − ⋅

∂∫ ∫
BE l S○  （3.1.3） 

式（3.1.3）中的非静电电场强度 iE 为感生电场，它是由变化的磁场激发的。 

利用斯托克斯定理 

i id ( ) d d
L S S t

∂
⋅ = ∇× ⋅ = − ⋅

∂∫ ∫ ∫
BE l E S S○  

由于积分面 S 是任意的，则有 

 i t
∂

∇× = −
∂
BE      （3.1.4） 

空间磁感应强度 B 随时间 t 的变化率的负值等于该点感生电场 iE 的旋度，这是法拉第电磁感

应定律的微分形式。这个结果表明， i 0∇× ≠E ，即变化磁场所激发的感生电场是一种有旋场，

也称为涡旋电场。 
静电场和感生电场的性质完全不同，以 sE 表示静电场，对比如表 3-1 所示。 
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表 3-1  静电场与感生电场对比 

静电场 感生电场 

s
0

q
ε

∇ ⋅ =E  i 0∇⋅ =E  

s 0∇× =E  i t
∂

∇× = −
∂
BE  

总电场 E 等于静电场 sE 和感生电场 iE 之和。 

即 

 s i= +E E E     （3.1.5） 

而 s 0∇× =E ，则 

 
t

∂
∇× = −

∂
BE    （3.1.6） 

当空间没有磁场或磁场不随时间变化时， 0∇× =E ，所以式（3.1.6）是普遍情况，电场

既包含由电荷激发的静电场，又包含变化的磁场激发的感生电场。 

3.2  麦克斯韦方程组 

3.2.1  真空中的麦克斯韦方程组 

总结电磁现象的基本实验规律有 

 0μ∇× =B j  （3.2.1a） 

 
t

∂
∇× = −

∂
BE  （3.2.1b） 

 
0

ρ
ε

∇ ⋅ =E  （3.2.1c） 

 0∇⋅ =B  （3.2.1d） 

这些方程都是在特殊情况下通过实验总结出来的，它们是否可以推广到随时间变化的一

般情况呢？麦克斯韦在这些实验规律的基础上进行修改和推广，建立了麦克斯韦方程组。麦

克斯韦方程组是电磁场的运动方程，是一个普遍的基本方程，它包含了恒定的和变化的电磁

场两种情况。它在电动力学中的地位相当于牛顿定律在经典力学中的地位。只要知道了某个

电磁场在初始时刻的状态和以后任何时刻的电荷、电流分布，就可以从麦克斯韦方程组求出

任意时刻该电磁场的状态。 
本节的任务是建立麦克斯韦方程组，采用的方法是把电磁现象在静态情况下的方程推广

到变化的电磁场，如果和实验不矛盾就保留，如果和实验矛盾就进行修改。先讨论真空的情

况，再推广到介质中。 
式（3.2.1a）是恒定电流激发磁场的方程，它能否推广到非恒定电流的情况呢？在回答这

个问题之前，先分析一下非恒定电流的特点。 
恒定电流是闭合的，满足 0∇ ⋅ =j ，在时变场的情况下，电流一般不再是闭合的。例如，
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带有电容器的电路实质上是非闭合电路。在电容器两极板之间有绝缘介质，自由电子不能通

过，就在板上堆积起来。在交流电路中，电容器交替地充电和放电，但在两极之间的介质中

始终没有传导电流通过，电流在该处实际上是中断的。一般说来，在非恒定情况下 

0q
t

∂
∇ ⋅ = − ≠

∂
j  

现在再看电流激发磁场的规律 

0μ∇× =B j  

对上式两边取散度 

0( ) μ∇ ⋅ ∇× = ∇ ⋅B j  

由矢量场论知道，上式左端总是等于零，而右端根据电荷守恒定律，只在恒定电流的情

况下才等于零。在非恒定情况下， 0∇ ⋅ ≠j 。 

因此若把方程（3.2.1a）推广到非恒定情况下，就会和电荷守恒定律发生矛盾。由于电荷

守恒定律是精确的普遍规律，而方程（3.2.1a）仅是根据恒定情况下的实验规律导出的特殊规

律，在两者发生矛盾的情况下，应该修改方程（3.2.1a），使它符合电荷守恒定律的要求。可

以设想：方程（3.2.1a）的右端除传导电流 j 外，还有一项且它的散度不为零，则有可能解决

它与电荷守恒定律之间的矛盾。不妨将还存在的那一项也称为某种“电流”，麦克斯韦称它为

位移电流 Dj ，并假设 

 D∇ ⋅ + =j j（ ) 0  （3.2.2） 

即 D+j j 是闭合的，传导电流线在什么地方中断，延续它们的位移电流线应该在什么地方接上。

例如，电容器两极板之间就应该有位移电流。假设位移电流与传导电流一样产生磁场 

 0 D( )μ∇× = +B j j  （3.2.3） 

此式两边的散度为零，因而理论上就不再有矛盾。下面求位移电流 Dj 的表达式 
由 D( ) 0∇⋅ + =j j 可得 

D∇ ⋅ = −∇ ⋅j j  

而
t
ρ∂

−∇ ⋅ =
∂

j ， 0ρ ε= ∇ ⋅E ，所以 

D 0 t
ε ∂

∇ ⋅ = ∇ ⋅
∂

j E  

麦克斯韦引入  

 D 0 t
ε ∂

=
∂
Ej  （3.2.4） 

空间某一点位移电流密度与该点的电场强度随时间变化率成正比，因此，位移电流实质上是

电场的变化率，只要 0
t

∂
≠

∂
E

，位移电流就存在。则式（3.2.1a）推广到非恒定情况 

 0 0 0 t
μ μ ε ∂

∇× = +
∂
EB j  （3.2.5） 
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式（3.2.5）表示变化的电场与传导电流一样激发涡旋磁场，当电场不随时间变化时， D 0=j ，

式（3.2.5）就退回到静磁场的情况，即式（3.2.1a）。 
关于位移电流要注意以下两点。 

（1） j 、 Dj 都称为电流密度，但它们实质上是两个完全不同的物理概念。传导电流和电

荷运动相对应，而真空中的位移电流只与电场强度随时间的变化有关，并不伴随电荷或任何

物质质点的运动，它们唯一共同的性质是以相同的方式激发磁场。 
（2）位移电流密度这个概念，不是直接起源于实验，而是由理论内部出现矛盾以假设的

形式提出的，电磁波的存在完全证实了位移电流的正确性。 
式（3.2.1b）是静电场方程 0∇× =E 的推广，这个推广已包含了随时间变化的磁场激发涡

旋电场。 
式（3.2.1c）可否推广到一般情况？ 

已知电场有两个来源，一个是电荷产生的，它满足 s
0

ρ
ε

∇ ⋅ =E ，是有源场。另一个是变化

磁场产生的，满足 i t
∂

∇× = −
∂
BE ，是有旋场。涡旋电场的电场线是闭合的， i 0∇ ⋅ =E ，则非

恒定情况下，保持 
0

ρ
ε

∇ ⋅ =E 形式不变， E 是总电场。 

式（3.2.1d）是从恒定电流的磁场得到的，能否推广到一般情况? 
对式（3.2.1b）两边取散度 

( ) ( )
t
∂

∇ ⋅ ∇× = − ∇ ⋅
∂

E B  

即 

( ) 0
t
∂

∇ ⋅ =
∂

B  

上式说明 ∇⋅B 不随时间变化，从数学表达式上可以这样理解， ∇⋅B =常数，可以选

0∇ ⋅ =B ，如果在初始条件选 0∇ ⋅ =B ，那么以后就永远不会产生磁荷。 
磁场有两个来源，一个是电流产生，一个是变化的电场产生的，两者产生的磁场都有旋

场，磁场线是闭合的，也即无源场。故在随时间变化的电磁场情况下无磁荷，仍有 0∇⋅ =B 。 
至此，已经把电磁学中最基本的实验定律式（3.2.1）经过总结，推广到一组在一般情况

下互相协调的方程组 

 0 0 0 t
μ μ ε ∂

∇× =
∂
EB j +  （3.2.6a） 

 
t

∂
∇× = −

∂
BE  （3.2.6b） 

 
0

ρ
ε

∇ ⋅ =E  （3.2.6c） 

 0∇ ⋅ =B  （3.2.6d） 

称为真空中的麦克斯韦方程组，它反映了一般情况下电荷、电流激发电磁场的规律，以及电

场和磁场之间的相互关系。不仅电荷可以激发电场，变化的磁场也可以激发电场。不仅传导
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电流可以激发磁场，位移电流即变化的电场也可以激发磁场。在 ρ 、 j 为零的区域，电磁场

由于电场和磁场之间的联系，互相激发而存在和运动着。 
麦克斯韦方程组最重要的特征是它揭示了电磁场的内在矛盾和运动。变化的磁场和电场

可以互相激发，因而只要某处发生电磁扰动，由于电磁场互相激发，它就在空间运动传播，

形成电磁波。麦克斯韦首先根据这组方程在理论上预言了电磁波的存在，并指出光波就是一

种电磁波。以后的赫兹实验和近代无线电的广泛实践完全证实了麦克斯韦方程组的正确性。

麦克斯韦方程组不仅揭示了电磁场的运动规律，更揭示了电磁场可以独立于电荷、电流以外

而单独存在，指出了电磁场的物质性。关于电磁场的物质性和波动性还将在后面讨论。 

3.2.2  介质中的麦克斯韦方程组 

关于电介质与磁介质的下列关系式对变化电磁场依然成立。 

0

0

M

P

( )
ε
μ

ρ

= +

= +

=∇×
= −∇ ⋅

D E P
B H M
j M

P

 

利用这些关系式可由真空中的麦克斯韦方程组得到介质中的麦克斯韦方程组 

 f t
∂

∇× =
∂
DH j +  （3.2.7a） 

 
t

∂
∇× = −

∂
BE  （3.2.7b） 

 fρ∇ ⋅ =D  （3.2.7c） 

 0∇ ⋅ =B  （3.2.7d） 

与真空中麦克斯韦方程组比较，式（3.2.7b）、式（3.2.7d）与式（3.2.6b）、式（3.2.6d）
完全一样，所以无须证明。因为式（3.2.7b）、式（3.2.7d）本来就是电磁场内部的规律。两式

中只出现总电场和总磁场，与电荷、电流没有直接关系，因此在介质中仍然成立，即式（3.2.7b）
说明磁场的变化激发电场，式（3.2.7d）说明磁场 B 是无源场，这些规律在任何介质中均相同。 

此外，式（3.2.7c）是由静电场推广到变化电磁场的。此时也不必重新证明。 
式（3.2.7a）需要证明。 
在介质存在时，电磁场对介质中的带电粒子发生作用，引起介质的极化和磁化。由于电

磁场随时间变化，引起了介质极化和磁化状态的改变。除了极化电荷 Pρ 和磁化电流密度 Mj 随

时间变化外，极化强度矢量 P 的改变还引起极化电流密度 Pj 。 

i

V
=

Δ
∑ p

P ，  i i iq=p r  

ip 是第 i 个分子的电偶极矩，每个带电粒子的位置为 ir ，电荷量为 iq  

 P
i iq

t V
∂

= =
∂ Δ

∑ vP j  （3.2.8） 

式中， iv 是第 i 个分子的速度， Pj 称为极化电流密度。 
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介质的磁现象也包含两个方面：一方面电磁场作用于介质分子上产生磁化电流、极化电

流分布；另一方面这些电流又反过来激发磁场。所以，式（3.2.7a）在介质中应为 

 f M P D
0μ

∇× = + + +
B j j j j  （3.2.9） 

式中， M =∇×j M ， P t
∂

=
∂
Pj ， D 0 t

ε ∂
=

∂
Ej ，代入式（3.2.9）可得到 

f 0
0 t t

ε
μ

∂ ∂
∇× = +∇× + +

∂ ∂
B P Ej M  

由于
0μ

= −
BH M ， 0ε= +D E P ，则有 

 f t
∂

∇× = +
∂
DH j  （3.2.10） 

此处， D t
∂

=
∂
Dj 称为介质中的位移电流密度，它包含两部分 

 D 0 t t
ε ∂ ∂

= +
∂ ∂
E Pj  （3.2.11） 

即真空中的位移电流密度和介质中的极化电流密度。 

3.2.3  介质的电磁性质方程与边值关系 

1．介质的电磁性质方程 

对于各向同性的线性介质 

e0 r r

m0 r r

1

    1

χε ε ε ε ε

χμ μ μ μ μ

= = = +

= = = +

D E

B H
 

在导电介质中还有 
σ=j E  

这些关系式称为介质的电磁性质方程，它们反映介质的宏观电磁性质。要注意介质的电磁性

质方程的适用范围，在下列情况中不适用： 
（1）高频情况下，ε μ、 都是场变化频率ω的函数； 

（2）铁电、铁磁介质或强场情况下， P 与 E 、 M 与 H 的线性关系不成立； 
（3）各向异性介质ε μ、 都是张量。 

2．电磁场的边值关系 

由麦克斯韦方程组积分形式的 4 个方程 

 
f

f

d d

d d

d

d 0

L S

L S

S

S

t

I
t

Q

∂
⋅ = − ⋅

∂
∂

⋅ = + ⋅
∂

⋅ =

⋅ =

∫ ∫

∫ ∫
∫
∫

BE l S

DH l S

D S

B S

○

○

○

○

 （3.2.12） 
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可以得到电磁场的边值关系为 

 

2 1

2 1 f

2 1 f

2 1

( ) 0
( )

( )
( ) 0

σ

× − =
× − =
⋅ − =
⋅ − =

n E E
n H H
n D D
n B B

α
 （3.2.13） 

可以看出，电磁场的边值关系与静电场和静磁场的边值关系完全相同。这是因为，证明静电

场和静磁场的边值关系时 

0, 0
t t

∂ ∂
= =

∂ ∂
B D  

可得到式（3.2.13）表示的边值关系。 

而证明电磁场的边值关系时，
t t

∂ ∂
∂ ∂
B D
、 是有限的。但是在证明切向分量的跃变时，取的

小狭长回路 0h → ，回路所包围的面积趋于零，则有 

d 0, d 0
S St t
∂ ∂

⋅ → ⋅ →
∂ ∂∫ ∫
B DS S  

因此，边值关系形式不变。 

3.2.4  洛伦兹力公式 

自然界的事物都是相互联系、相互制约的，电磁场与带电粒子之间有着密切的联系。麦

克斯韦方程组反映的仅是电荷、电流激发场及场内部运动的一般规律，而电磁场对电荷体系

的作用在麦克斯韦方程组中并没有表现出来。库仑定律与安培定律反映了静电场和静磁场对

电荷体系的作用。 
静止电荷 Q 受到的静电场作用力为 

 Q=F E     （3.2.14） 

若电荷连续分布，电荷体密度为 ρ ，受到静电场作用力密度为 

 ρ=f E     （3.2.15） 

恒定电流元 dVj 受到磁场的作用力为 

 d dV= ×F j B  （3.2.16） 

电流密度 = ρj v 受到静磁场作用力密度为 

 ρ= ×f v B   （3.2.17） 

洛伦兹（H. A. Lorentz）将以上公式推广到带电体在变化的电磁场中运动的情况。当电荷

体密度为 ρ ，带电体以速度 v 在电磁场 E 和 B 中运动时，所受到的力密度为 

 ( )ρ= + ×f E v B  （3.2.18） 

对一个带电粒子，受电磁场的作用力为 

 q q= + ×F E v B  （3.2.19） 

式（3.2.19）称为洛伦兹力公式。 
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近代物理实验证实了洛伦兹力公式对任意运动速度的带电粒子都是适用的。现代粒子加

速器、电子光学设备等都以麦克斯韦方程组和洛伦兹力作为设计的理论基础。 
此外，电荷本身的运动遵守电荷守恒定律 

 0
t
ρ∂

∇ ⋅ + =
∂

j  （3.2.20） 

描述电磁场运动的麦克斯韦方程组，决定电磁场对电荷作用的洛伦兹力，电荷运动所遵

守的电荷守恒定律，这三方面在一起组成电动力学的基本方程式，如表 3-2 所示。 

表 3-2   电动力学基本方程式 

麦克斯韦方程组 

f

f

0

t

t
ρ

∂
∇× =

∂
∂

∇× = −
∂

∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

DH j +

BE

D
B

 

洛伦兹力 q q= + ×F E v B  

电荷守恒定律 0
t
ρ∂

∇ ⋅ + =
∂

j  

3.3  电磁场的能量和能流 

能量问题在一切物理现象中都是至关重要的，对于电磁现象也不例外。在生产实践中，

如何利用电磁能发光、发热、做功？如何把热能、机械能、原子能等转换成电磁能？要解决

这些问题，首先必须搞清楚电磁能量以何种形式存在，以何种形式传递。 
在历史发展的过程中，人们对于一种新的能量的认识，总是通过它与已知的能量之间相

互转化，再由总能量守恒的关系得出的。因此，求电磁场的能量也是通过电磁场与带电体相

互作用时能量转化和守恒关系来进行的。讨论电磁场能量问题，是以功与能的关系、能量守

恒定律和代表电磁现象的普遍规律的麦克斯韦方程组及洛伦兹力公式为依据的。 
现在来研究真空中运动带电体系受电磁场的作用，而引起的总机械能量的变化。 
设有一带电体，其电荷体密度为 ρ ，以速度 v 在电磁场中运动，在 dt 时间内，体积元 dV

中电荷 dVρ 发生的位移为 d dt=l v ，则电磁场对电荷 dVρ 所做的功为 

 d d ( ) d d dV t t Vρ ρ⋅ = + × ⋅ = ⋅f l E v B v v E  （3.3.1） 

式中 ( ) 0× ⋅ =v B v ，磁场对运动电荷不做功。这是因为磁场对运动电荷的力总与运动方向

垂直。 
又由于 ρ=j v ，在 dt 时间内，电磁场对整个空间中运动带电体所做的功为 

 d d d
V

W V t= ⋅∫ j E  （3.3.2） 

单位时间所做的功为 

 d d
d V

W V
t
= ⋅∫ j E  （3.3.3） 
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为了寻求带电体的机械能量和电磁场能量的关系，必须将式（3.3.3）中的 ⋅j E 用麦克斯

韦方程组替换，或者说，把 ⋅j E 用麦克斯韦方程中的场量表示出来。 

由麦克斯韦方程中
t

∂
∇× = +

∂
DH j ，可写出 

 
t

∂
=∇× −

∂
Dj H  （3.3.4） 

则 

 ( )
t

∂
⋅ = ⋅ ∇× − ⋅

∂
Dj E E H E  （3.3.5） 

由于 ( ) ( ) ( )∇⋅ × = ⋅ ∇× − ⋅ ∇×E H H E E H  

( ) ( ) ( )

( )
t

⋅ ∇× = −∇ ⋅ × + ⋅ ∇×
∂

= −∇ ⋅ × − ⋅
∂

E H E H H E
BE H H

 

 ( )
t t

∂ ∂⎛ ⎞⋅ = −∇ ⋅ × − ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
D Bj E E H E H  （3.3.6） 

定义 

 = ×S E H  （3.3.7） 

 w
t t t

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂
D BE H  （3.3.8） 

则 

 w
t

∂
⋅ =− −∇ ⋅

∂
j E S  （3.3.9） 

将式（3.3.9）代入式（3.3.3），此时，单位时间电磁场对整个空间内运动带电体（或传导

电流）所做的功为 

d d
d V

W w V
t t

∂⎛ ⎞= − −∇ ⋅⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ S  

式中，右边第一项因为积分体积与时间 t 无关，故可将
t
∂
∂

提到积分号外。第二项利用高斯散

度定理，为了避免混淆，把体积 V 所包围的面积用 σ表示 d d
Vσ

⋅ = ∇ ⋅∫ ∫S S V○ σ ，则有 

 d d d d
d d V

W w V
t t σ
= − − ⋅∫ ∫ S○ σ  （3.3.10） 

现在讨论式（3.3.10）的物理意义，分两种情况讨论。 
（1）积分区域为整个空间。此时积分区域的包面在无穷远处，由于电荷、电流都集中在

有限区域内，所以在无穷远处电磁场皆为零， ×S = E H 也等于零。式（3.3.10）可以写成 

 d d d
d d
W w V
t t
= − ∫

∞

 （3.3.11） 
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式（3.3.11）左端表示单位时间内电磁场对带电体所做的功，或者说单位时间内带电体总

机械能的增加。电磁场既然做了功，它的能量必会相应地减少。式（3.3.11）右端应表示整个

空间电磁场能量的减少。 dw V∫
∞

应为电磁场的总能量，w 则是电磁场的能量密度。因此，

式（3.3.11）表示无限空间带电体系和电磁场的能量守恒和转化定律。 
由以上讨论知，w 是电磁场的能量密度，式（3.3.8）应是电磁场能量密度随时间的变化率，

由式（3.3.8），利用 ε=D E ， μ=B H ，ε 、μ 不随时间变化，可得到电磁场的能量密度为 

 em
1 ( )
2

w = ⋅ + ⋅E D H B  （3.3.12） 

式（3.3.12）表示电磁场的能量密度分为两部分：一部分是电场能量密度，一部分是磁场

能量密度。由此知道，电磁场本身就具有能量，这里“场能量”的概念是十分重要的，能量

定域于空间，有电磁场的地方就有能量，这对于认识电磁场的物质性是很关键的。电磁场是

客观存在的，存在于空间各点，能随时间变化、运动，具有一定的能量，可以和其他物质交

换能量，所以电磁场是一种物质。 
静电场和静磁场的能量是式（3.3.12）的特例。 

在静电场中不存在磁场，电场的能量密度为 e
1
2

w = ⋅E D ； 

在静磁场中不存在电场，磁场的能量密度为 m
1
2

w = ⋅H B 。 

（2）积分区域为有限空间，此时积分区域的包面σ 不在无穷远处，则包面σ 上电场与磁

场不为零， = ×S E H 也不为零，将式（3.3.10）写成 

d d d
d d V

W w V
t t
+ = −∫ d

σ
⋅∫ S○ σ                （3.3.13） 

式（3.3.13）左端表示体积 V 中带电体和电磁场能量的增加率，这些能量从何而来呢？根据能

量守恒定律，它们只能从体积外通过 V 的包面σ 流进来。因此右端 d
σ

− ⋅∫ S○ σ 的物理意义必

然是单位时间通过闭合曲面流进体积 V 中的电磁能量，如图 3-1 所示。 

当 0⋅ <S n 时，则 d 0− ⋅ >S σ ，表示流进； 
当 0⋅ >S n 时，则 d 0− ⋅ <S σ ，表示流出。 

而 d
σ

⋅∫ S○ σ 则表示单位时间向外流出的电磁能量。 

这样矢量 S 应该表示单位时间内通过与 S 方向垂直的单位面

积的电磁场的能量，即流过场中某点的垂直于 S 方向的单位面积的

电磁能，称为电磁场的能流密度，亦称为坡印亭（Poynting）矢量。

方向由该处的 E 和 H 的方向确定， = ×S E H 满足右手螺旋法则。

换句话说， S 在数值上等于单位时间垂直流过单位横截面的电磁能量，其方向代表能量传输

方向，它描述电磁能量在场内的传播，称为电磁场的能流密度。 
因此，式（3.3.10）为有限区域内能量守恒和转化定律在电磁现象中的表现形式。其中

emd
V

w V W=∫ 为电磁场的总能量。 

可将有限区域内电磁场的能量守恒和转化定律写成 

 
图 3-1  能流密度示意图 
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 emd d
d V

W V
t

− = ⋅ +∫ j E d
σ

⋅∫○ S σ  （3.3.14） 

相应的微分形式为 

 d
d
w
t

− = ⋅ +∇ ⋅j E S  （3.3.15） 

再讨论式（3.3.14）的物理意义： 
（1） ⋅j E 代表单位时间单位体积内电流所做的功，如果 σ=j E ，则 d

V
V⋅∫ j E 为焦耳热，

此项代表了电磁场中电流所消耗的能量。 

（2） emd
d
W

t
− 代表体积 V 内电磁场所具有的总能量随时间的减少，式（3.3.14）表明这部

分能量一部分变成电流的焦耳热，另一部分则以矢量的形式穿过体积的包面向外流出。 
（3）如果 0=j ，没有传导电流的非导体。可得到 

 0w
t

∂
+∇ ⋅ =

∂
S  （3.3.16） 

式（3.3.16）与电流连续性方程 0
t
ρ∂
+∇ ⋅ =

∂
j 类似，w 是电磁场的能量密度， S 描述了能

量的流动，称为能流密度。 
【例 3-1】 半径为 R，电导率为 σ的无穷长直圆柱导线，轴向通以均匀的恒定电流 I，导

线表面上有均匀的电荷分布，电荷面密度为 fσ+ 。 

（1）求导线表面外侧的能流密度 2S ； 
（2）求导线内的能流密度 1S ； 

（3）证明由导线表面进入导线内的电磁能量刚好等于导线焦耳热损耗。 
解：（1）电磁场能流密度 = ×S E H ，求某一点的 S ，须先求出该点的 E 和 H 。 
选用柱坐标系，z 轴沿导线轴线，电流 zj=j e 。由对称性可知，电场没有φ分量。 

 
图 3-2  例 3-1 图 

利用欧姆定律可求得导线内的电场 

1 2π z
I
Rσ σ

= =
jE e  

由导线表面的边值关系 2t 1tE E= ，可求出导线表面外侧电场 z 分量 

2 2πz
IE
Rσ

=  
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导线表面电荷分布激发的电场可由高斯定理求出 

f
2

0
rE σ

ε
=  

导线表面外侧的电场应为 2 2 2r r z zE E= +E e e ，是由恒定电流 j 与导线表面的电荷 fσ 共同激发

的。由安培环路定律可求得导线表面外侧的磁场 

2 2π
I
R φ=H e  

导线表面外侧的能流密度为 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( )

( ) ( )
r r z z

r r z z

r z z r

E E

E H E H

E H E H
φ φ

= × = + ×

= × + ×

= −

S E H e e H

e e e e

e e

　

 

将 2rE 、 2zE 、 2H 的表达式代入可得到 

 
2

f
2 2 3

02π2 π r z
I I

RR
σ
εσ

= − +S e e  （3.3.17） 

（2）导线内离轴线 r 处的磁场为 

1 22π
Ir
R φ=H e  

导线内的能流密度为 

 
2

1 1 1 2 2 2 4π 2π 2πz r
I Ir I r
R R Rφσ σ

= × = × = −S E H e e e       （3.3.18） 

（3）导线外侧能流密度 2S 的 re 分量将进入导线内，则单位时间内进入长度为 L 的一段导

线内的电磁能量 

d
σ

− ⋅∫ S○ σ
2 2

2 3 22π
2 π π

I IRL L
R Rσ σ

= =  

这一段导线内的传导电流 2π z
I
R

=j e 在单位时间内引起的焦耳热损耗为 

2
2

1 2 2 2d π
π π πV

I I IV R L L
R R Rσ σ

⋅ = =∫ j E  

由此可见，进入导线内的电磁能量刚好等于导线的焦耳热损耗。 
结果讨论： 

（1） 由式（3.3.17）可知，在导线外部，能量既通过轴向分量沿导线方向向前传输，又

通过径向分量向导体内部传输。导体外面的能流密度矢量 2S 大致与导体平行，这表示能量大

致顺着导体的方向流动，导体的作用就是引导电磁能量到指定的方向。但是由于导体有电阻，

所以本身还要消耗能量，因而外面的 2S 还需稍微倾斜，使部分能量流入导体以补偿损耗。只

有在理想导体周围， 2S 才完全与导体表面平行，这时导体不消耗能量。 

（2） 由式（3.3.18）可知，从导线外部经其表面流入内部的能量没有沿导线方向的流动，
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仅有沿导线横截面从表面向轴心的流动，并且越深入，导体 1S 的数值越小。当 r=0 时， 1 0=S ，

表示能量逐渐损失，以不断地补偿导体中的焦耳热损耗。这就说明，电磁能量并不是在导线

内部由电流传递的，而是在导线附近的电磁场中沿导线方

向传输的。并且导线中的焦耳热损耗也是直接由其附近的

电磁场能量流入导体而转化的。在这里，导线不仅起着引

导电流的作用，还起着引导电磁信号传输的作用。 
（3）图 3-3 所示为这个载流导体的纵截面图，画出了

导体内部和外部的电磁场及能流密度分布。 
这样一个能量传输的图像和我们日常的想法是完全

不同的。通常人们认为用电线往远处输送的电能是由电流

传递的，通过上面的分析可知，事实并非如此。电能是沿

导线附近的电磁场流过去的，导线中的焦耳热也是直接由

附近的场能流入导体而转化的。 

3.4  超导体的电磁性质 

3.4.1  超导体的电磁性质 

1911 年，荷兰物理学家卡末林·昂内斯（H. Kamerling-Onnes）在液氦温度下研究金属的

电阻与温度的关系时，发现在温度T =4.2 K 时，汞样品的电阻突然下降到零，如图 3-4 所示。 
1913 年在昂内斯发表的论文中首次提出超导电性这个

名词，即认为汞在 4.2 K 附近进入了一个新的物态——超导

电态。通常把具有超导电性的物质称为超导体。把电阻突然

降为零的温度称为超导转变温度或临界温度，用 Tc表示。 
自 1911 年发现超导现象以来，很多科学家都致力于寻

找新的超导体和提高超导临界温度。经过 70 多年的努力，

直到 1986 年初，才把金属及合金材料的临界温度从 4.2 K 提

高到 23.2 K 。1986 年 4 月，美国 IBM 公司设在瑞士苏黎世

实验室的缪勒（K. A. Miiller）博士和柏诺兹（J. G. Bednrrz）
博士发现镧钡铜氧（La-Ba-Cu-O）化合物在 30K 出现超导现

象，成为人们研究氧化物超导体的一个新起点。1987 年对于物理学界是很不寻常的一年，全

世界展开了超导竞赛，柏诺兹和缪勒因发现高临界温度超导体而荣获 1987年诺贝尔物理学奖，

因此称 1987 年为“超导年”。目前寻找更高临界温度超导材料仍然是材料学科与物理学科的

研究热点，据文献报道，高临界温度超导材料已可实现起始转变温度为 200 K 的超导体。 
下面介绍超导体的基本电磁性质。 

1．零电阻现象 

在某一温度下，某些金属、合金和化合物的电阻突然降为零，这就是零电阻现象或超导

电现象。 
用电磁感应方法可以在超导环上感应持久电流，它可以维持几年仍观测不到衰减，因此

 
图 3-3  载流导体的纵截面图 

 
图 3-4  金属汞的电阻与温度的关系
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持久电流实验是证明超导体电阻为零的主要依据。 
大家知道，若将一金属环放在变化着的磁场中，则环内就会产生感应电动势。如果以 L 表

示环的自感， R 表示其电阻，则有 

 d 0
d

iL iR
t
+ =  （3.4.1） 

积分后得 

 /
0( ) e ti t i τ−=  （3.4.2） 

式中，
Lτ
R

= ，表示衰减时间，对于正常金属来说，τ 很小，环内电流很快衰减为零。然而对

于超导体，情况完全不同。先把超导体置于磁场中，然后使它冷却变为超导态，再将磁场撤

掉，这时在超导环中出现感应电流。实验发现此电流衰减极小，有人曾使一超导环中的电流

保持两年半之久，没有发现电流有明显的变化。 

2．临界磁场与临界电流 

与超导现象关系最密切的是温度，不达到超导临界温度以下，就不会发生超导现象，然而

制约超导现象的因素不仅仅是温度，即使在低于临界温度下，若进入超导体的电流及周围磁

场的强度超过某一临界值，就会破坏超导状态，而成为普通的常电导状态，该极限值称为临

界电流及临界磁场。 
实验表明，在低于样品 Tc 的任一确定温度下，当外加磁场的磁感应强度 B 小于某一确

定值 Bc 时，超导体具有零电阻特性。当 B 大于 Bc 时，电阻突然出现，超导态被破坏而转

变为正常态，通常称 Bc 为超导体的临界磁场，它是温度的函数。临界磁场是标志超导体性

质的重要物理量，研究表明，各种不同超导体的临界磁场 Bc 与温度T 的关系都可近似地用

下列公式表示 

 
2

c 0
c

( ) 1 TB T B
T

⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 （3.4.3） 

式中， 0B 是 0T = K 时超导体的临界磁场，Tc 是无磁场存

在时的临界温度。式（3.4.3）表示，当 cT T= 时， c 0B = ；

当 0T = K 时， c 0B B= ，达到最大值。实际上 c ( )B T 曲线把

-B T 平面分为两个区域，如图 3-5 所示，曲线的右上方为

正常态，左下方为超导态，从超导态到正常态的变化可以

通过改变温度来实现，也可通过改变磁场来实现。 
当通过超导线的电流超过一定数值 Ic后，超导态便被

破坏，Ic 称为超导体的临界电流，相应的电流密度称为临

界电流密度 jc。临界电流与温度的关系 

 
2

c 0
c

( ) 1 TI T I
T

⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

       （3.4.4） 

式中， 0I 表示 0KT = 时的临界电流。 

 
图 3-5  临界磁场与温度的关系 
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超导体有临界温度、临界磁场、临界电流。当超过一定温度时，超导现象就会消失。同

时当磁场和电流超过一定值时，超导现象也会消失，上述三个因素具有相互关联性。当温度、

磁场、电流三个条件都满足临界条件时，才会出现超导现象。 

3．迈斯纳效应 

1933 年，迈斯纳（W. Meissner）和奥克森菲尔德（R. Ochsenfeld）将锡和铅样品放在磁

场中冷却到临界温度 cT 以下，观察样品外的磁通分布。他们发现，从正常态变到超导态后，

原来穿过样品的磁通量被完全排斥到样品外，同时样品外的磁通密度增加，如图 3-6 所示。对

实验结果的定量分析表明：不论是先降温后加磁场，还是先加磁场后降温，不管过渡到超导

态的途径如何，只要 cT T< ，超导体内部总有 0B = 。当施加一外磁场时，在超导体内不出现

净磁通密度的特性称为完全抗磁性，也称为迈斯纳效应。 

 
图 3-6  迈斯纳效应 

悬浮磁体实验是表示超导体完全抗磁性的一个有趣实验。当一个小的永久磁体降落到一

个超导体表面附近时，由于永久磁体的磁场线不能进入超导体，在永久磁体与超导体之间存

在的斥力可以克服小磁体所受的重力，使小磁体悬浮在超导体表面一定的高度上。同理，一

个超导球也可以用一个流着持续电流的超导环使它悬浮起来，用这个原理可以制成超导重力

仪，用来测量地球重力的变化。还有超导磁悬浮列车等。 
需要指出，在迈斯纳效应中，在超导体表面薄层内，磁场并不完全为零，因而还有一些

磁通穿过表面层，这个表面薄层的厚度约为 10−7m。 

4．第Ⅱ类超导体 

前面讲过临界磁场的概念。第Ⅰ类超导体具有一个临界磁场 Bc，当外磁场小于临界磁场

Bc时，超导体内部 0B = ，当外磁场大于临界磁场时，超导电性突然消失，超导体进入正常态。

导体内部的磁感应强度不再是零，出现了正常金属所应有的磁感应通量。这类超导体称为第

Ⅰ类超导体，一般第Ⅰ类超导体的临界温度和临界磁场都很低，所以实用意义很有限。 
另一类超导体的性质与此不同，称为第Ⅱ类超导体，第Ⅱ类超导体具有两个临界磁场。

当外磁场小于 Bc1（称为下临界磁场）时，超导体内 0B = ，称为迈斯纳态。当外磁场超过下

临界磁场 Bc1 时，有部分磁通量穿入超导体内，超导体内的磁感应强度从零逐渐增大，直到

外磁场 c2B B= （上临界磁场）时，超导电性消失，这类超导体称为第Ⅱ类超导体。第Ⅱ类

超导体两个临界磁场与温度的关系如图 3-7 所示。 
第Ⅱ类超导体的主要特点是具有下临界磁场 Bc1 和上临界磁场 Bc2。当外磁场处于 Bc1 和

Bc2 之间时，超导体的状态不是迈斯纳态，也不是正常态，称之为混合态。在混合态下，超导

体内磁感应强度 0B ≠ ，电阻率 0ρ → 。只有当外磁场超过上临界磁场 Bc2 时，零电阻现象才
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消失。大多数合金和超导化合物及铌、锝、钒都属于第Ⅱ类超导体，第Ⅱ类超导体材料上临

界温度一般都很高，比第Ⅰ类超导体高几百倍以上，有很重要的实用价值。 

 
图 3-7  第Ⅱ类超导体临界磁场与温度的关系 

3.4.2  二流体模型 

超导体为什么与正常导体不一样，为什么电流会不受阻碍地在其中流动呢?为了解释这些

问题，荷兰物理学家戈特（C. J. Gorter）和西米尔（H. Casimir）提出了一种模型，它们被称

为“二流体模型”。 
在超导体中存在有两种电子，它们彼此独立地运动。一种是正常的电子，另一种是超导

电子，这两种电子就像两种流体一样在超导体中流动。在常态时，超导体中只有正常电子，

它的行为就和正常导体一样，存在电阻，当温度降低到临界温度以下时，超导体进入超导态，

这时超导体中就出现了超导电子，它们可以不受任何阻碍地在超导体中流动，温度越低，超

导电子就越多，当温度无限地接近于绝对零度时，超导体中就只有超导电子存在了。 
按照二流体模型的观点，在超导体中，持久电流是超导电子承担的。有人会提出这样的

问题：T<Tc 时，还有一部分正常的自由电子，它们应使金属表现为一定的电阻。超导体中，

电场强度必为零，否则，电子就要不断地加速，而使电流随时间无限增加了。实际上，由超

导电子担负起来的恒定电流是不需要电场力推动的。另一方面，正常电子的定向流动是要受

到阻力的，而在超导体内部电场为零，没有电场力推动电子，正常电子就不产生电流。 
德国物理学家 F·伦敦（F. London）和 H·伦敦（H. London）兄弟二人，1933 年根据发现

的迈斯纳效应，开始研究超导体的电动力学理论。H·伦敦独立于戈特和西米尔，也提出了类

似的二流体模型。1935 年，伦敦兄弟提出了适用于超导电子的两个新的方程，把这两个方程

和麦克斯韦方程组结合起来说明了超导体的电磁性质，也解释了迈斯纳效应，这两个方程被

称为伦敦方程。伦敦的超导电动力学不仅说明了超导体已知的许多电磁性质，而且可以推理

出一个新的预言。他们根据这一理论提出：在超导态处于外磁场中的超导体内并不是完全没

有磁场，实际上外磁场是可以穿到超导体表面附近很薄的一层中，这一点以前人们是没有想

到的，由于外磁场穿透的厚度只有十万分之一厘米左右，所以观察是非常困难的，直到 4 年

以后，才有实验结果证明确实存在这样的现象，由于这一预言的成功，伦敦理论得到了更有

利的支持。 

3.4.3  伦敦方程 

电磁系统的基本规律是麦克斯韦方程组，不管体系是何种性质的介质，是各向同性的还
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是各向异性的，是磁介质还是电介质，是导电介质还是绝缘介质，它们的宏观电磁现象都由

这个方程组描述。唯一要注意的是，介质的不同意味着描述电磁性质的方程不同，例如，电

介质 ε=D E ，磁介质 μ=B H ，导体 σ=j E 等，因此从麦克斯韦理论的意义上来说，超导体

不过是一种具有奇特电磁性质的介质。物理学家的任务就是要找到描述这一特殊介质特有的

电磁性质方程。 
超导体的二流体模型是把超导体视为普遍的导体，所以 0 0μ μ ε ε≈ ≈， ，超导体中存在着

两种电流：一种是没有配对的正常电子流动产生的电流 nj ；另一种是配成库珀对的超导电子

流动产生的电流 sj 。 
总电流密度为 n s= +j j j  

超导体满足的方程为 

 
0

ρ
ε

∇ ⋅ = −E  （3.4.5a） 

 0 t
μ ∂

∇× = −
∂
HE  （3.4.5b） 

 0∇⋅ =H  （3.4.5c） 

 n s 0( )
t

ε ∂
∇× = + +

∂
EH j j  （3.4.5d） 

电流的连续性方程为 

 n s( ) 0
t
ρ∂

∇ ⋅ + + =
∂

j j  （3.4.6） 

正常电子运动时和晶格发生碰撞而表现为正常电阻，故 

n σ=j E  

然而超导电子是被晶格“组织”起来的集体，它们有序地运动，因而不体现电阻性，欧

姆定律不成立，因此着重讨论超导电流 sj 与场矢量之间的关系。 

1．伦敦第一方程 

大家知道，在有电阻的导体中，电场的作用是维持电流。在无电阻的超导体中，电场使

超导电子做加速运动，所以超导电流 sj 与电场的关系可从超导电子的运动方程中导出，即 

 d
d

m e
t
= −

v E  （3.4.7） 

式中，m 为电子质量，e 为电子电荷量， v 为电子速度。 
若单位体积中有 ns 个超导电子，则 

s sn e= −j v  

 s
s

1
n e

= −v j   （3.4.8） 

将式（3.4.8）代入式（3.4.7）可以得到 

 
2

s sn e
t m

∂
=

∂
j E  （3.4.9） 
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式（3.4.9）称为伦敦第一方程，反映了超导体的零电阻特性。 
将式（3.4.9）改写成 

 s
2

s

m
tn e

∂
=

∂
jE  （3.4.10） 

很容易看出，若超导电流是恒定的， s 0
t
∂

=
∂

j ，则 0=E 。由 n σ=j E ，则 n 0=j 。此时的

超导体内只有无损耗的超导电流，即零电阻现象。若超导电流是交变的， s 0
t

∂
≠

∂
j

，则 nj 也不

为零，这时超导体出现了交流损耗。 

2．伦敦第二方程 

为了解释迈斯纳效应，把伦敦第一方程式（3.4.10）代入超导体情况下麦克斯韦方程

式（3.4.5b）可得 

s
2

s

m
t tn e

∂ ∂⎛ ⎞∇× = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

j B  

即 s2
s

0  m
t n e
∂ ⎡ ⎤⎛ ⎞∇× + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

j B  （3.4.11） 

因此 s2
s

m
n e

⎛ ⎞∇× + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

j B 常矢量 

假定常矢量为零，则有  

s2
s

m
n e

⎛ ⎞∇× = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

j B　  

 
2

s
s

n e
m

∇× = −j B  （3.4.12） 

这是伦敦第二方程，反映了超导电流和磁场的关系。 
伦敦第一、第二方程建立了超导电流和电场、磁场之间的联系，在这一点上与普通导体

中的欧姆定律 n σ=j E 对应。需要强调的是，普通导体中的电流由电场来维持，但超导体则完

全不同，超导电流是靠磁场来维持的，电场只起加速超导电流的作用。 
伦敦第二方程解释了迈斯纳效应，这可从下面的计算看出。 
由超导体情况下麦克斯韦方程组式（3.4.5d），当 sj 恒定时， n0 0= =E j， ，可有    

 0 sμ∇× =B j  （3.4.13） 

两边取旋度   

 0 s( ) μ∇× ∇× = ∇×B j  （3.4.14） 

式（3.4.14）左端 2( ) ( )∇× ∇× =∇ ∇ ⋅ −∇B B B ，由于 0∇⋅ =B ，所以有 
2( )∇× ∇× = −∇B B  
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对式（3.4.14）右端利用伦敦第二方程
2

s
s

n e
m

∇× = −j B ，则有 

 
2

2 0 s 0n e
m

μ
∇ − =B B  （3.4.15） 

令
2

2 0 sn e
m

μα = ，则 

         2 2 0α∇ − =B B   （3.4.16） 
假设超导体占据 z>0 的空间，如图 3-8 所示，且

( ) xB z=B e ，则式（3.4.16）变为 

    
2

2
2

d 0
d

B B
z

α− =   （3.4.17） 

这个微分方程解的形式为 

 0e
z

xB α−=B e  （3.4.18） 

可见，磁场随着 z 的增大而指数衰减，或者说磁场不能进入超导体内部，只能透入超导

体表面薄层，其透入深度为 

 
1
2

2
0 s

1 m
n e

δ
α μ

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （3.4.19） 

其数量级约为 710− m。 
由以上讨论可知，超导体内磁场只在极薄的表面层中存在，内部没有磁场，这与迈斯纳

效应是相符的。 
伦敦方程是唯象的超导体介质状态方程，它可以解释超导体的零电阻特性与迈斯纳效应，

但是它仅仅反映了超导体的客观电磁性质，并没有从微观上对这些性质做出解释，从微观上

做出解释的是 BCS 理论，将在量子力学中介绍。BCS 理论是布丁（J. Bardeen）、库伯（L. N. 
Cooper）和施里弗（J. R. Schrieffer）共同创立的解释常规超导体的超导电性的微观理论。 

习    题 

3.1  在半径为 a ，间隔为 d 的圆形平行板上加以交流变电压 0 cosV V tω= 。 

     试求： 

    （1）两平行板间的位移电流；  

    （2）平行板电容器内离轴为 r 处的磁场强度； 

    （3）电容器内的能流密度； 

    （4）能流密度的平均值。 

3.2  端电压为V 的电源，通过一同轴电缆向负载电阻 R 供电，

如习题 3.2 图所示：同轴电缆由一根长直金属直线和套在

它外面的同轴金属圆筒构成。设边缘效应及电缆本身所消

耗的能量均可略去不计，试证明：电缆内导线与圆筒间的

电磁场向负载 R 传输的功率等于负载 R 消耗的功率。 

 
图 3-8  超导体在 z>0 的空间示意图 

 
习题 3.2 图 
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3.3  有一根长直同轴线，它的内导体半径为 a，外导体的内半径为 b，两导体之间充以电容率为 ε 的电介质。

同轴线上输送的是恒定电流 I，在同轴线某处横截面上，内、外导体之间的电压为 V。试求： 

    （1）不计导体的电阻时，介质中的能流密度和传输功率； 

    （2）当内导体的电导率为σ 时，从内导体表面流入导体的坡印亭矢量及单位长度表面的能流。 

3.4  试用伦敦方程解释超导体的零电阻现象与迈斯纳效应。 

3.5  若自由磁荷（磁单极）存在，试猜想应当怎样改写麦克斯韦方程组。 

3.6  由麦克斯韦方程组导出电荷守恒定律。 
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第 4章  电磁波的传播 

麦克斯韦方程组的一个最重要的成果是预言了在迅变情况下电磁场以波动形式存在，形

成在空间中传播的电磁波。所谓迅变情况，顾名思义，是指随时间迅速变化的情况，这种情

况下的电磁场称为迅变电磁场。迅变电磁场与静电场和静磁场不同，它是由随时间变化很快

的电荷、电流产生的，而且变化的电场与磁场相互激发，形成统一的电磁场，以波的形式运

动。迅变电磁场可以脱离场源（迅变的电荷、电流）而独立存在。 
近代科学中电磁波的应用已极为广泛，电磁波的传播、辐射和激发问题已发展成为独立

的学科，具有十分丰富的内容。本章只介绍关于电磁波传播的最基本理论，第 5 章介绍电磁

波的辐射和激发问题。 
本章主要内容： 
1．无界空间中电磁波的传播，分别介绍真空、绝缘介质、导体中的情况。 
2．电磁波在介质界面上的反射和折射，分别介绍两种介质分界面和导体表面的情况。 
3．有界空间的电磁波，分别介绍波导管和谐振腔中的电磁波。 
讲授思路：由麦克斯韦方程组导出电场强度 E 和磁感应强度 B 的波动方程，从而揭示出

电磁场的波动性。求亥姆霍兹方程的平面波解，讨论平面电磁波的特性及能量密度和能流密

度。用电磁场的理论证明反射定律、折射定律、菲涅耳公式等，说明光就是电磁波。讨论电

磁波在导体中的传播特征，再讨论波导管和谐振腔中的电磁波。 

4.1  电磁波的波动性 

4.1.1  真空中电磁场的波动方程 

一般情况下，真空中电磁场的基本方程是麦克斯韦方程组，即式（3.2.6）。现在研究在自

由空间中电磁波的运动形式。自由空间是指没有自由电荷和传导电流存在的空间，又称无源

空间（ 0 0ρ = =，j ），也可以认为是脱离了场源（太阳、天线、激光器等）的无界空间，这种

情况下的电磁场称为自由电磁场。自由电磁场没有受到电荷、电流的作用，是由变化电场和磁场

相互激发的。在这种情况下，电磁场的运动规律由自由空间的麦克斯韦方程组导出 

 0 0 t
μ ε ∂

∇× =
∂
EB  （4.1.1a） 

 
t

∂
∇ × = −

∂
BE  （4.1.1b） 

 0∇ ⋅ =E  （4.1.1c） 

 0∇ ⋅ =B  （4.1.1d） 

对式（4.1.1b）取旋度并利用式（4.1.1a）得 
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2

0 0 2( ) ( )
t t

ε μ∂ ∂
∇ × ∇ × = − ∇ × = −

∂ ∂
EE B  

利用 2( ) ( )∇ × ∇ × = ∇ ∇ ⋅ − ∇E E E ，将式（4.1.1c）代入上式，则有 
2

2
0 0 2( )

t
ε μ ∂

∇ × ∇ × = −∇ = −
∂

EE E  

于是可以得到 

 
2

2
0 0 2 0

t
ε μ ∂

∇ − =
∂

EE  （4.1.2） 

用同样的方法对式（4.1.1a）取旋度，并利用式（4.1.1b）、式（4.1.1d）可以得到 

 
2

2
0 0 2 0

t
ε μ ∂

∇ − =
∂

BB  （4.1.3） 

令 

 
0 0

1c
ε μ

=  （4.1.4） 

则式（4.1.3）与式（4.1.4）为 

 
2

2
2 2

1 0
c t

∂
∇ − =

∂
EE  （4.1.5） 

 
2

2
2 2

1 0
c t

∂
∇ − =

∂
BB  （4.1.6） 

对以上两式做如下讨论。 
（1）可以看出式（4.1.5）和式（4.1.6）分别是 E 、 B 满足的齐次的波动方程。因此，满

足这两个方程的电磁场都以波的形式运动。而电磁场的波动形式是由麦克斯韦方程组导出的，

所以说，麦克斯韦方程组揭示了不稳定情况下电磁场的波动性，这就从理论上预言了电磁波

的存在。 

（2）真空中传播的一切电磁波（包括各种频率范围的电磁波），其传播速度均为
0 0

1c
ε μ

= ，

c 仅与 0ε 、 0μ 有关，是一个普适常数。 12
0 8.85 10ε −= × 2 1 2C N m− −⋅ ⋅ ， 7

0 4π 10μ −= × 1T m A−⋅ ⋅ ，

所以 

8 1

12 6

1 3 10 m s
8.85 10 1.26 10

c −

− −
= = × ⋅

× × ×
 

0 0

1c
ε μ

= 的量纲是速度的量纲，它的值与纯粹用光学实验所求出真空中的光速相吻合，

这种吻合是光的电磁理论的主要依据之一。麦克斯韦方程组的另一功绩在于不仅统一了电和

磁，还统一了电磁理论与光学，揭示了光就是电磁波。 
（3）如果没有电场和磁场的变化，波动方程变成拉普拉斯方程 

2 20 0∇ = ∇ =，E B  
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这两个方程与波动方程有着本质的不同。假定它们在全部空间都成立，即完全没有电荷

与电流，而无限远处 E 和 B 也为零，则拉普拉斯方程的解只能是 

0=E ， 0=B  

这表示整个空间都没有场，所以在恒定情况下（ E 、B 不随时间变化），场与源（电荷与

电流）之间有着密切的联系，没有源就没有场。而当场迅速变化时，在相同条件下（ 0=j ，

0ρ = ），波动方程仍有不为零的解，这表明电磁波的形成与传播必须同时有电场和磁场的变

化，并且 E 和 B 随时间变化率也必须是变化的（
2

2 0
t

∂
≠

∂
E

，
2

2 0
t

∂
≠

∂
B

），另一方面也说明了变

化的电磁场可以脱离电荷和电流而独立存在。它们与电荷、电流相互作用，但是它的存在并

不依赖于电荷、电流，这是波动的通性。以水波为例，当湖面上受扰动处的水停止后，已传

播出去的水波继续存在，并向前传播。 

4.1.2  赫兹实验 

1864 年，麦克斯韦从理论上预言了电磁波的存在，但其正确性有待于实验的验证。如果

能用一种实验方法观察到电磁波的存在，那就是对这一理论正确性的最好的证明。 
1886 年，赫兹（H. Hertz）设计了图 4-1 所示的一种电磁

波发生器（直线型开放振荡器），这种振荡器包含感应圈和两

根长 12 英寸（1 英寸=0.0254m）的铜棒，在铜棒上各焊一个

磨光的黄铜球，两根铜棒放在同一直线上，两球之间留一空隙，

将它们连到感应圈的次级线圈两端。当充电到一定程度时，间

隙被火花击穿，两段金属杆连成一条导电通路，相当于一个振

荡偶极子，能在其中激起频率为 108～109Hz 的高频振荡。赫

兹把这装置称为“振荡偶极子”，后被称为赫兹振子。为了探

测由赫兹振子发射出来的电磁波，赫兹还将一根粗铜导线弯成一圆环形，在环的开口端各焊

上一黄铜球，两球间的距离还可以利用螺旋做微小调节，他将这种装置称为“共振偶极子”，

作为检波器，放在电磁波发生器附近。如果给振荡偶极子输入高压脉冲电流，共振偶极子铜

环两个小铜球之间微小的空隙会迸发出一个微弱的火花，赫兹把铜环移到与发生器相距一定

距离并适当地选择其方位时，他们看到电火花在两个铜球之间不断地跳跃。这样，赫兹在实

验中初次观察到电磁振荡在空间传播。后来，赫兹在暗室的墙上覆盖一块锌板，用来反射电

磁波，当入射波和反射波叠加后将产生驻波，他用共振偶极子在离发生器不同距离的地方测

驻波，火花较亮的地方，就是波峰或波谷；完全没有火花的地方，是波峰与波谷之间的零值。

据此，赫兹量出驻波的波长，并计算了振荡偶极子的振荡火花频率，两者相乘即得电磁波的速

率。计算出来的数值和麦克斯韦预料的完全相同，真空中电磁波的速率等于光速。赫兹接着还

进行了关于电磁波的反射、聚焦、折射、衍射、干涉、偏振等多种实验，这样就完成了电磁波

和光波具有同一性的实验验证。 

4.1.3  电磁波谱图 

广播电台和电视台发射的无线电波、雷达站发射的微波、可见光、X 射线、γ射线都是电

磁波，在真空中，所有这些电磁波都以光速 c 传播。根据波长 λ与频率 f 和波速之间满足的关

图 4-1  赫兹振子 
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系，在真空中 

 c
f

λ =  （4.1.7） 

所以电磁波可以用波长或频率区分，波长与频率互为倒数关系。频率和波长的变化范围

可以覆盖多个数量级，为了简化数字，频率常用千赫、兆赫等表示，波长常用千米、毫米等

表示，如表 4-1、表 4-2 所示。 

表 4-1  频率常用单位                         表 4-2  波长常用单位 

名称 符号 与 Hz 关系 

 

名称 符号 与 m 关系 

千赫（kiloHertz） kHz 103 千米（kilometre） km 103 

兆赫（megaHertz） MHz 106 毫米（millimetre） mm 10−3 

吉赫（gigaHertz） GHz 109 
微米（micrometre） 

（ormicron） 
μm 10−6 

太赫（teraHertz） THz 1012 

拍赫（petaHertz） PHz 1015 纳米（nanometre） nm 10−9 

理论上电磁波的频率可以从零到无穷大，实际上我们所掌握的电磁波的频率范围是有限

的。在电磁波可用频率的范围内，按照频率或真空中波长的顺序把电磁波排列成谱，这种谱

称为电磁波谱。电磁波包括相当宽广的频率范围，不同频率区段的电磁波，它们的产生机制、

特征和用途各不相同。整个电磁波波谱如图 4-2 所示。 

 
图 4-2  电磁波波谱 

从图 4-2 可见，普通无线电波包括甚低频（VLF，3～30kHz）、低频（LF，30～300kHz）、
中频（MF，300～3000kHz）、高频（HF，3～30MHz）、甚高频（VHF，30～300MHz），频率

从几千 Hz 到 300MHz。如用波长来表示时，甚低频、低频、中频、高频、甚高频又称超长波、

长波、中波、短波、超短波，波长范围为 105～1m。广义地说，微波是指频率为 0.3～300GHz
范围内的电磁波，其相应的波长范围是 1～ 310− m。根据应用上的特点，微波又可细分为分米波、

厘米波、毫米波。微波与红外线的过渡段称为亚毫米波。光波所指的频率范围比可见光（400～
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760nm）要宽。从现代激光和光学系统应用的频率来看，光波一般是指频率为 100～1000THz 的

这段电磁波谱，相应的波长为 3～0.3μm。比可见光波长更短的依次是紫外线、X 射线、γ射线。 
由于技术或习惯上的原因，人们常把电磁波分割成若干波段。下面对电磁波的各个波段

分别进行简要介绍。 

1．无线电波 

波长从几千米到几毫米范围内的电磁波，称为无线电波，无线电波由振荡偶极子所产生，

它在技术上有着极为重要的应用。现将无线电波波段的细分及其主要用途列于表 4-3。 

表 4-3  各种无线电波波段的范围及用途 

波段 波长 频率 主要用途 

长波 30～3km 10～100kHz 电报通信 

中波 3～0.2km 100～1 500kHz 无线电广播 

中短波 200～50m 1.5～6MHz 电报通信、无线电广播 

短  波 50～10m 6～30MHz 电报通信、无线电广播 

超短波 米波 VHF 10～1m 30～300MHz 调频无线电广播、电视、导航 

微波 

分米波 UHF 1～0.1m 0.3～3GHz 手机通信、电视、雷达、导航 

厘米波 SHF 10～1cm 3～30GHz 电视、雷达、导航 

毫米波 EHF 1～0.1cm 30～300GHz 电视、导航、其他专门用途 

有时用一些特定的字母代表微波中的某一波段，比较通行的代号如表 4-4 所示。 

表 4-4  雷达波段代号 

波段代号 P L S C X K Ku Q V 

波段 米波 22cm 10cm 5cm 3cm 2cm 1.25cm 8mm 4mm 

2．太赫兹波 

太赫兹波（THz 波）或称为太赫兹射线（THz 射线），是从 20 世纪 80 年代中后期才被正

式命名的，在此以前，科学家们将统称为远红外射线。太赫兹波是指频率为 0.1～10THz 的电

磁波，波长为 0.03～3mm，介于微波与红外线之间。 
太赫兹射线是一种新的、有很多独特优点的辐射源，物质的太赫兹光谱（包括透射谱和

反射谱）包含着非常丰富的物理和化学信息，所以研究物质在该波段的光谱对于物质结构的

探索具有重要意义。 

3．红外线 

波长在（760～106nm）范围内的电磁波称为红外线。红外线主要是由炽热物体辐射出来

的，红外线最显著的特征是它的热效应，生产中常用它来烘干物体。红外线虽然看不见，但

可以通过特制的透镜（由氯化钠或锗等材料制成）成像，使特制的底片感光，应用于遥感探

测技术，还可通过“图像变换器”转变为可见的像。军事上利用这些特性制成了多种“红外

夜视”器材。此外还可制成红外通信设备、红外雷达、红外光谱分析仪等。 

4．可见光 

波长在（400～760nm）范围内的电磁波，能够使人眼产生视觉效应，故称为可见光。不

同波长的可见光呈现不同的颜色。大体说来，波长（频率）与颜色的对应关系如表 4-5 所示。 
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表 4-5  波长（频率）与颜色的对应关系 

颜色 红 橙 黄 绿 青 蓝 紫 

波长/nm 760～630 630～600 600～570 570～500 500～450 450～430 430～400 

频率/1014Hz 3.94～4.76 4.76～5.00 5.00～5.26 5.26～6.00 6.00～6.66 6.66～6.97 6.97～7.50 

红光波长最长，紫光波长最短，白光则是三种或三种以上不同颜色的光按一定比例混合

而成的。 

5．紫外线 

波长在（5～400nm）范围内的电磁波称为紫外线。温度很高的物体可以辐射紫外线，太

阳光中就含有紫外线，水银灯光中含有大量紫外线。紫外线有显著的生理效应，能杀死细菌，

在食品工业和医疗上常用于杀菌消毒。紫外线还具有化学效应，可使照相底片感光。 

6．X 射线 

波长在（10−2～5nm）范围内的电磁波称为 X 射线。它是由高速电子流轰击原子内层电子

而产生的电磁辐射。X 射线具有很强的穿透能力，能使照相底片感光，使荧光屏发光，能杀

伤生物细胞。利用这些性质，在工业上可对金属部件进行无损探伤，在医疗上可对人体进行

透视，做病理检查。 

7．γ 射线 

波长在 0.1nm 以下的电磁波称为 γ 射线。它是由原子核内的能级跃迁产生的电磁辐射。

它可以由放射性原子核衰变或用高能粒子轰击原子核实现原子核的人工转变而产生。γ 射线的

波长比 X 射线的波长更短，能量更大，穿透能力更强。γ 射线可用于金属探伤、放射治疗、

研究原子核的内部结构。它也是原子武器的主要杀伤因素之一。 

4.1.4  电磁波在介质中的传播 

现在讨论有介质存在时的情况，这里涉及的介质是各向同性的均匀线性介质。很容易联

想到对于介质中的情况，只需将真空中波动方程中的 0ε 、 0μ 换为ε 、 μ 即可 

 

2
2

2

2
2

2

0

0

t

t

με

με

∂
∇ − =

∂
∂

∇ − =
∂

EE

BB
 （4.1.8） 

这样的推广是不对的，下面进行具体讨论。 

1．介质色散的影响 

对各向同性的均匀线性介质，当电磁波具有某个确定频率并做正弦振荡时，介质分子电

矩的大小取向都以电磁波的相同频率做正弦振荡。在静电场和静磁场中引入的

0 e mε χ χ= =，P E M H 依然成立，只不过此时 eχ 、 mχ 和入射电磁波的频率有关。因此 D 和 E 、

B 和 H 之间的关系应写成： 

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

ε ω ω
μ ω ω

ε ε ω μ μ ω

=
=
= =，

D E
B H  （4.1.9） 
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介质中的电容率ε 和磁导率 μ 随频率ω 而变的现象称为介质的色散。 

当电磁波是某一确定频率时，介质中的 ( )ε ω 、 ( )μ ω 为常数，类似真空情况下的推导，依

然有波动方程 
2

2
2

2
2

2

0

0

t

t

με

με

∂
∇ − =

∂
∂

∇ − =
∂

EE

BB
 

对一般非正弦变化的电磁场或当电磁场是一种以上频率的电磁波相叠加时，上述波动方

程不成立，原因在于由于介质的色散， ( ) ( )t tε=D E 和 ( ) ( )t tμ=B H 不成立。 

这种情况下，可以把电磁场作傅里叶展开 

 
i

i

( ) ( )e d

( ) ( )e d

t

t

t

t

ω

ω

ω ω

ω ω

−

−

=

=

∫
∫

E E

B B
 （4.1.10） 

由于色散， ( )ε ω 、 ( )μ ω 是频率的函数，则 

 
i i

i i

( ) ( )e d ( ) ( )e d ( )

( ) ( )e d ( ) ( )e d ( )

t t

t t

t t

t t

ω ω

ω ω

ω ω ε ω ω ω ε

ω ω μ ω ω ω μ

− −

− −

= = ≠

= = ≠

∫ ∫
∫ ∫

D D E E

B B H H
 （4.1.11） 

式中的 ( )ε ω 、 ( )μ ω 不能提到积分号外，式（4.1.8）表示的波动方程不成立。因此，在介质内

不能推出 E 、 B 的一般波动方程，只能得出一定频率的波动方程。 

2．电磁波在介质中传播的基本方程 

在很多实际情况中，电磁波的激发源以大致确定的频率做正弦振荡，它们激发的电磁波

也以相同的频率做正弦振荡，这种以一定频率做正弦振荡的波称为时谐电磁波，也称为定态

电磁波或单色电磁波。 
时谐电磁波是比较常见的，如无线电广播或通信载波、激光器辐射出的光束等。研究这

种波不仅具有重要的实际价值，而且也是讨论一般电磁波的基础，因为一般电磁波都可以借

助于傅里叶分析（频谱分析）方法分解为不同频率的正弦波的叠加。 
一定频率的电磁波，设角频率为ω ，可将电磁场随时间的变化关系用复数表示 

 
i

i

( , ) ( )e

( , ) ( )e

t

t

t

t

ω

ω

−

−

=

=

E r E r

B r B r
 （4.1.12） 

写成复数形式是为了计算方便，而对于实际的时谐电磁波，只取其实数部分 

 ( , ) ( )cost tω=E r E r  （4.1.13） 

自由空间介质中的麦克斯韦方程组为 

 
t

∂
∇ × =

∂
DH  （4.1.14a） 

 
t

∂
∇ × = −

∂
BE  （4.1.14b） 
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 0∇ ⋅ =D  （4.1.14c） 

 0∇ ⋅ =B  （4.1.14d） 

在一定的频率下，对线性均匀介质 ε μ= =，D E B H ，将 i( )e tω−=E E r 、 i( )e tω−=B B r 代

入式（4.1.14b）可得 

i i i i( )e ( ( )e ) i ( )e i ( )et t t t

t
ω ω ω ωω ωμ− − − −∂

∇ × = − = =
∂

E r B r B r H r  

消去共同因子 ie tω− 可得 

( ) i ( )ωμ∇ × =E r H r  

同理，可得 

( ) i ( )ωε∇ × = −H r E r  

于是将式（4.1.14）化为 

 ( ) i ( )ωε∇ × = −H r E r  （4.1.15a） 

 ( ) i ( )ωμ∇ × =E r H r  （4.1.15b） 

 ( ) 0∇ ⋅ =E r  （4.1.15c） 

 ( ) 0∇ ⋅ =H r  （4.1.15d） 

式（4.1.15）是时谐情况下的麦克斯韦方程组，式中 E 、H 仅是 r 的函数，为了简洁，以

下不写出自变量。 
在 0ω ≠ 的时谐电磁波情况下，这组方程不是独立的，取式（4.1.15a）的散度 

( ) i 0ωε∇ ⋅ ∇ × = − ∇ ⋅ = 　H E  

可以得到式（4.1.15c） 

0∇ ⋅ =E  

同样取式（4.1.15b）的散度 
( ) i 0ωμ∇ ⋅ ∇ × = ∇ ⋅ =E H  

可导出式（4.1.15d） 

0∇ ⋅ =H  

因此在一定频率下，只有式（4.1.15a）、式（4.1.15b）是独立的。而式（4.1.15a）、式（4.1.15b）
分别都包含 E 和 H ，我们设法消去 H ，得到只含 E 的方程。 

取式（4.1.15b）的旋度，并利用式（4.1.15a） 
2

2 2

( ) i i ( i )

( ) ( )

ωμ ωμ ω ε ω με∇ × ∇ × = ∇ × = − =

∇ × ∇ × = ∇ ∇ ⋅ − ∇ = −∇

E H E E

E E E E
 

于是可得 
 2 2 0ω με∇ + =E E  （4.1.16） 

令 

 2 2k ω με=  （4.1.17） 
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则有 

 2 2 0k∇ + =E E  （4.1.18） 

式（4.1.18）为亥姆霍兹方程，需要注意的是，该式用了 0∇ ⋅ =E 的条件。方程本身的解

并不一定满足 0∇ ⋅ =E ，为了得到确定的解，必须加上条件 0∇ ⋅ =E ，才能代表电磁波的解。

解出 E 后，磁场 B 可由 

i i
k

με
ω

= − ∇ × = − ∇ ×B E E  

得到。 
概括以上讨论，在一定频率下麦克斯韦方程组化为 

 

2 2

2 2

0

 
= 0
i

k

k ω με

ω

∇ + =

=
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= − ∇ ×

E E

E

B E

 （4.1.19） 

式中，第一个方程称为亥姆霍兹方程，是一定频率下电磁波在介质中传播的基本方程，它的

每一个满足 0∇ ⋅ =E 的解都代表一种可能的波模。 
类似地，在一定频率下，麦克斯韦方程组也可以化为 
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 （4.1.20） 

4.1.5  平面电磁波 

亥姆霍兹方程的解的形式是多样的，其具体形式由激发和传播条件决定。如广播天线发

射的是球面波，激光则是一束定向性很好的狭窄光束。现在讨论一种最基本的解——平面电

磁波。 
平面电磁波是传播方向一定的电磁波，它的波前是垂直于传播方向的平面。设电磁波沿 x

方向传播，如在垂直于 x 轴的任意平面上各点的场矢量方向和数值都相等，这种电磁波就称

为平面电磁波。研究平面电磁波有重要的实际意义。从点源发出的球面波，当它达到远方时，

其中不大的一部分可视为只沿一个方向传播的平面波。例如，太阳发出的电磁波到达地面上

的部分就是平面电磁波。离广播电台几千米外的电磁波基本上也可视为平面电磁波。 
因为沿 x 方向传播的平面电磁波在垂直于 x 方向的平面上各点场矢量相同，则这种情况下

E 、 B 仅是 x与 t 的函数，与 y 、 z 无关。亥姆霍兹方程可简化为 

 
2

2
2

d ( ) ( ) 0
d

x k x
x

+ =
E E  （4.1.21） 

方程的一个特解为 
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 i
0( ) e kxx =E E  （4.1.22） 

由于与时间的函数关系 i( , ) ( )e tx t x ω−=E E ，所以沿 x 方向传播的平面电磁波的完整表达式为 

 i( )
0( , ) e kx tx t ω−=E E  （4.1.23） 

亥姆霍兹方程的解只有加上条件 0∇ ⋅ =E 才能代表时谐电磁波的解，由 0∇ ⋅ =E 可得

i 0⋅ =k E 。因此只要 0E 与 x 轴垂直，式（4.1.23）就代表一种平面电磁波的解。 

采用复数形式是为了计算方便，对于实际存在的电磁波，应理解为只取实数部分，即 

 0( , ) cos( )x t kx tω= −E E  （4.1.24） 

式中 0E 是电场的振幅，cos( )kx tω− 是相位因子， 0t = 时，相位因子是 coskx， 0x = 的平面处

于波峰。 t t= 时，相位因子变为 cos( )kx tω− ，波峰移至 kx tω− 处，即移至 x t
k
ω

= 的平面上，

因此式（4.1.24）表示沿 x 方向传播的平面电磁波。其相速度为 

 d 1
d
xv
t k

ω
με

= = =  （4.1.25） 

真空中电磁波的传播速度为 

 
0 0

1c
ε μ

=  （4.1.26） 

介质中电磁波的传播速度为 

 
r r

1 c cv
nμε μ ε

= = =  （4.1.27） 

rε 是介质的相对电容率， rμ 是介质的相对磁导率， r rn μ ε= 是介质的折射率，它们都是

角频率ω 的函数。因此，在介质中，不同频率的电磁波有不同的相速度和折射率，这是介质

的色散现象。 
以上讨论的是沿 x 轴方向传播的平面电磁波，它的表达式为 

i( )
0( , ) e kx tx t ω−=E E  

当平面电磁波沿任意方向传播时，它的表达式为 
   i( )

0( , ) e tt ω⋅ −= k rE r E       （4.1.28） 

式中， k 为波矢量，大小为 k ω εμ= =k ，即
2πk

v
ω

λ
= = ，

方向为平面电磁波的传播方向， k 又称为波数。当 k 的方向

取 x轴时， kx⋅ =k r ，式（4.1.28）变为式（4.1.23）。 
为了看出 i( )

0( , ) e tt ω⋅ −= k rE r E 表示的是沿 k 方向传播的

平面电磁波，我们由图 4-3 来说明。 
如图 4-3 所示，取垂直于矢量 k 的任一平面 S，P 点为

此平面上任一点，位矢为 r  

kr′⋅ =k r  

r′是 r 在 k 矢量上的投影。在平面 S 上，任意点的位矢在矢量 k 上的投影都等于 r′，因

 
图 4-3  沿 k 方向传播的平面电磁波



第 4 章  电磁波的传播 

 

  151 

而整个平面是等相位面。因此， i( )
0( , ) e tt ω⋅ −= k rE r E 表示沿矢量 k 方向传播的平面电磁波。换

句话说，有一个传播方向为 k ，不沿 x轴方向传播的平面电磁波，垂直于 k 的平面是等相位面，

为了写出它的表达式，先令传播方向为 r′ 轴，可以写出 
i( )

0( , ) e kr tr t ω′−′ =E E  

由于 r′ = ⋅
kr
k
，所以 kr′ = ⋅k r ，则表达式又可写成 

i( )
0( , ) e tt ω⋅ −= k rE r E  

平面电磁波的性质如下。 
（1）平面电磁波是横波， E 、 B 均与传播方向 k 垂直。 
沿 k 方向传播的平面电磁波表达式 

i( )
0( , ) e tt ω⋅ −= k rE r E  

此解必须加上条件 0∇ ⋅ =E ，才能代表一种可能存在的波模 

i 0∇ ⋅ = ⋅ =E k E  

则有 

 0⋅ =k E  （4.1.29） 

式（4.1.29）表明 E 必须和传播方向 k 垂直，所以平面电磁波的电场波动是横波。E ⊥ k ，

E 可在垂直于 k 的任意方向上振荡。 E 的取向称为电磁波的偏振方向，一个给定的 k 可取两

个互相垂直的偏振方向，因此对每个波矢量 k ，存在两个独立的偏振波。 
平面电磁波的磁场波动也是横波 

i i i
k k k

με με με= − ∇× = − × = ×
kB E k E E  

令 k k
=

ke 为波传播方向的单位矢量，则可得 

 kμε= ×B e E  （4.1.30） 

 ( ) 0kμε⋅ = ⋅ × =k B k e E  （4.1.31） 

因此，磁场波动也是横波。 

对时谐场 i( )
0e

tω⋅ −= k rE E ，空间算符∇和时间算符
t

∂
∂

作用于 E 的结果相当于做下列代换 

2 2

2
2

2

i

i

k

t t
ω ω

∇ → ∇ → −

∂ ∂
→ − → −

∂ ∂

，

，

k
 

（2） E 、 B 互相垂直， E 、 B 、 k 三者的方向构成右手螺旋关系。 

2

( )

( )

( )

k

k

k kE

με

με

με

× = × ×

= × ×

⎡ ⎤= − ⋅⎣ ⎦

E B E e E

E e E

e E e E
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因为 k⊥E e ， 0k⋅ =E e  

 2
kEμε× =E B e  （4.1.32） 

×E B 的方向沿波矢 k 方向。 
（3） E 和 B 同相， E 和 B 的数值关系比为电磁波在介质中的传播速度 v。 
因为 kμε= ×B e E 中 μ ε 是实数，故 E 和 B 同相位。 

 1 v
με

= =
E
B

 （4.1.33） 

在真空中 

 
0 0

1 c
μ ε

= =
E
B

 （4.1.34） 

而 

 Zμ
ε

= =
E
H

 （4.1.35） 

Z 具有阻抗的量纲，称为特征阻抗或波阻抗，在真空中， 0
0

0

120 377Z μ
ε

= = π Ω ≈ Ω 。 

（4）平面电磁波在真空和理想绝缘介质中沿 k 方向无衰减地传播。 
平面电磁波沿传播方向（z 方向）各点上电场、磁场的瞬时图像如图 4-4 所示。 

 
图 4-4  平面电磁波沿 z 方向传播的电场、磁场示意图 

4.1.6  电磁波的能量和能流 

由第 3 章，我们知道电磁场的能量密度为 

2 21 1 1( )
2 2

w E Bε
μ

⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

E D H B  

在平面电磁波的情况下 
2 21E Bε

μ
=  

因此平面电磁波中电场能量和磁场能量相等 

 2 2 21w E B Hε μ
μ

= = =  （4.1.36） 

平面电磁波的能流密度为 
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21 1
kEμε

μ μ μ
= × = × = × =

BS E H E E B e  

 2
kEε

μ
=S e  （4.1.37） 

因为 2w Eε= ，则 

 1
k kw vw

με
= =S e e  （4.1.38） 

可见， S 就是带着能量密度为 w ，以速度 v （ kv=v e ）向前“流动”的量，故称为能流

密度。 
计算能量密度和能流密度时应注意，能量密度和能流密度都是电场强度的二次式，不能

将复数表示直接代入，计算 w和 S 的瞬时值时，应将实数代入 

 2 2 2
0 cos ( )w E E tε ε ω= = ⋅ −k r  （4.1.39） 

 2 2 2
0 cos ( )k kE E tε ε ω

μ μ
= = ⋅ −S e k r e  （4.1.40） 

S 、 w 都是随时间迅速变化的量，实际问题中只需用到它们的时间平均值。对一个周期

的平均值 
2 2 2
0 0

1cos ( )
2

w E t Eε ω ε= ⋅ − =k r  

式中 
2 2

0

1 1cos ( ) cos ( )d
2

T
t t t

T
ω ω⋅ − = ⋅ − =∫k r k r  

则有 

 2 2
0 0

1 1
2 2

w E Bε
μ

= =  （4.1.41） 

同理可得 

 2
0

1
2 kEε

μ
=S e  （4.1.42） 

为了以后应用，下面给出二次式求平均值的一般公式。 
设 ( )f t 、 ( )g t 有复数表示 

i
0( ) e tf t f ω−= ， i( )

0( ) e tg t g ω φ− −=  

φ 是 ( )f t 和 ( )g t 的相位差。 
fg 对一个周期的平均值为 

 
2

0 0 0 0
0 0

*
0 0

1 cos cos( )d cos cos( )d
2

1 1cos Re( )
2 2

T
fg f tg t t f g t t t

T

f g f g

ωωω ω φ ω ω φ

φ

π= + = +
π

= =

∫ ∫
 （4.1.43） 
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f ∗是 f 的复共轭，Re 表示实数部分。 

因此，能流密度的平均值 

* *

* *

* 2
0

1 1Re( ) Re
2 2

1 Re[( ) ( ) ]
2

1 1 εRe( )
2 2

k

k k

k kE

ε
μ

ε
μ

ε
μ μ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= × = × ×⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= ⋅ − ⋅

= ⋅ =

S E H E e E

E E e E e E

E E e e

 

同理，能量密度的平均值 

* * 2
0

1 1Re( ) Re( )
2 2 2

εw εE= ⋅ = ⋅ =E D E E  

【例 4-1】 有一平面电磁波，波的表达式为 
2 6i(2π 10 2π 10 )100e z t

x
−× − ×=E e （ 1V m−⋅ ） 

求：（1）圆频率、波长、介质中波速，电场矢量的振动方向和波的传播方向； 
（2）若该介质的磁导率为 7 14π 10 H m− −× ⋅ ，问它的电容率 ε是多少； 
（3）相应的磁场 H ； 

（4）平均能量密度和平均能流密度。 
解：（1）平面电磁波的表达式为 

i( )
0e

tω⋅ −= k rE E  

圆频率   6 12π 2π 10 s
T

ω −= = ×  

波长    2
2π 2π 100 m

2π 10k
λ −= = =

×
 

波速    
6 2

8 12π 10 10 10 m s
2π 2π

v
T
λ ωλ −× ×

= = = = ⋅  

电场矢量振动方向沿 x 轴方向，波的传播方向沿 z 轴方向。 

（2）电磁波在介质中的传播速度为
1
ε

v
μ

= ，已知 v、μ可以求出 ε为 

9
1

2 7 16
1 1 10 F m

4π4π 10 10
ε

v μ

−
−

−= = = ⋅
× ×

（ ） 

（3） 

2 6

2 6

9
i(2π×10 2π×10 )

2 7

i(2π 10 2π 10 ) 1

10 100e
(4π) 10

5 e (A m )
2π

k

z t
z x

z t
y

ε
μ

−

−

−
−

−

× − × −

= ×

= ×
×

= ⋅

H e E

e e

e
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（4） 

* 2
0

9 2 2 5
3

* 2
0

1 3
2 2 2 1

1 1Re( )
2 2
10 10 10 (J m )

2 4π 8π
1 1Re( )
2 2

1 10 10(10 ) (J m s )
2 4π 8π

k

z z

w εE

Eε
μ

− −
−

−
− −

= ⋅ =

×
= = ⋅

×

= × =

= = ⋅ ⋅

E D

S E H e

e e

（ ）

 

【例 4-2】 从微波炉泄漏出的微波场在某一点测得其电场强度为 12V m−⋅ ，请问该点功率

密度是多少？对人体是否有危害？ 
解：某点的平均能流密度即该点的功率密度，设电磁波的传播方向为 z 方向 

* 20
0

0

1 1Re( )
2 2 z

ε E
μ

= × =S E H e  

将 1
0 2V mE −= ⋅ 及自由空间的波阻抗 0

0

120μ
ε

= π Ω 代入，得到 

2 24 W m 0.53 ( W cm )
2 120zS − −= ⋅ = μ ⋅

× π
 

按照美国制定的安全标准，人暴露在微波场中微波功率密度不超过 210mW cm−⋅ ，时间不

超过 6 min ，所以上述微波泄漏对人体不会有危害。 

4.2  电磁波在介质界面上的反射和折射 

4.1 节讨论了电磁波在同一种介质中传播的性质，实际上还往往遇到经过不同界面的情

况，这就需要研究电磁波在不同界面处的传播。用电磁场的理论证明反射和折射定律，并推

导菲涅耳（A. J. Fresnel）公式。本节的主要内容是从电磁场的一般边值关系，导出定态电磁

场在绝缘介质界面上的边值关系，由此讨论入射波、反射波、折射波三者之间的频率、传播

方向、振幅、相位关系，从而得出反射与折射定律、布儒斯特角、半波损失和全反射现象，

并讨论电磁波在导体表面的反射。 

4.2.1  反射和折射定律 

研究电磁波反射和折射问题的基础是平面电磁波表达式和电磁场在两个不同的介质界面

上的边值关系。在一般情况下，电磁场的边值关系为 

 2 1 f( )× − =n H H α  （4.2.1a） 

 2 1( ) 0× − =n E E  （4.2.1b） 

 2 1 f( ) σ⋅ − =n D D  （4.2.1c） 

 2 1( ) 0⋅ − =n B B  （4.2.1d） 
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在绝缘介质界面上 f 0=α ， f 0σ = 。在时谐电磁波情况下，麦克斯韦方程组不是完全独立

的，由式（4.1.15a）、式（4.1.15b）可导出式（4.1.15c）、式（4.1.15d）。与此相应，介质界面

上的边值关系也不是完全独立的，由式（4.2.1a）、式（4.2.1b）可推导式（4.2.1c）、式（4.2.1d）。
因此，对时谐电磁波，只需满足边值关系 

 2 1( ) 0× − =n E E  （4.2.2） 

 2 1( ) 0× − =n H H  （4.2.3） 

虽然介质中的 B 是基本物理量，但由于 H 直接和自由电流相关，而且边界条件也由 H 表

示，所以在研究电磁波的传播问题时，往往用 H 表示磁场比较方便。 
设两种各向同性的均匀介质，分别充满上、下半无限空间，介质 1 和介质 2 的分界面为

无穷大平面。设单色平面电磁波从介质 1 入射于分界面上，在该处

产生反射波和折射波（如图 4-5 所示）。设反射波、折射波也是平面

电磁波，它们都具有确定的频率和传播方向。 
设入射波、反射波和折射波的电场强度分别为 E 、 ′E 、 ′′E ，

波矢量分别为 k 、 ′k 、 ′′k ，它们的平面波表达式分别为 

     

i( )
0

i( )
0

i( )
0

e

e

e

t

t

t

ω

ω

ω

⋅ −

′ ′⋅ −

′′ ′′⋅ −

=

′ ′=

′′ ′′=

k r

k r

k r

E E

E E

E E

    （4.2.4） 

应用边值关系式（4.2.2），注意介质 1 中的总电场强度为入射波与反射波电场强度的叠加，而

介质 2 中只有折射波，因此 

 ( )′ ′′× + = ×n E E n E  （4.2.5） 

将 E 、 ′E 、 ′′E 的表达式（4.2.4）代入 
i( ) i( ) i( )

0 0 0( e e ) et t tω ω ω′ ′ ′′ ′′⋅ − ⋅ − ⋅ −′ ′′× + = ×k r k r k rn E E n E  

上式必须对整个界面和所有时间都成立，分界面为 0z = 的 xOy 平面，则上式对 0z = 和任意 x、
y、t 都成立，三个指数因子必须相等。 

 t t "tω ω ω′ ′ ′′⋅ − = ⋅ − = ⋅ −k r k r k r  （4.2.6） 

由式（4.2.6）可得到如下结论。 
（1）ω ω ω′ ′′= = ，入射波、反射波、折射波的频率必须相等。这意味着作为麦克斯韦方

程的平面电磁波解，任何电磁波在界面反射、折射时，频率不会改变。频率相同的物理原因

在于它们都是波源发出的波和介质 1 和介质 2 中做受迫振动的电子所发射的波的叠加。由力

学知识可知，受迫振动的频率和周期性外力的频率相同。 
（2）所有三个波矢量对分界面的位置函数关系是相同的 

 ′ ′′⋅ = ⋅ = ⋅k r k r k r  （4.2.7） 

在 z 0= 平面上，由于 x、y 是任意的，它们的系数应各自相等，则有 

 ,    x x x y y yk k k k k k′ ′′ ′ ′′= = = =  （4.2.8） 

因为入射波在 xOz 平面（y 0= 平面）， 0yk = ，则 yk′ 、 yk′ 也应为零。因此，反射波矢和

图 4-5  介质分界面上的入 
射、反射和折射波 
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折射波矢都在同一平面上。 
（3）振幅 0E 、 0′E 、 0′′E 间的关系必须满足边值关系 

0 0 0( )′ ′′× + = ×n E E n E  

以θ 、θ′、θ′′分别代表入射角、反射角和折射角，则 

 sin , sin , sinx x xk k k k k kθ θ θ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= = =  （4.2.9） 

设 1v 和 2v 为电磁波在两介质中的相速度，即波的传播速度 

 
1 2

,k k k
v v
ω ω′ ′′= = =  （4.2.10） 

将式（4.2.9）和式（4.2.10）代入式（4.2.8），由于 x x xk k k′ ′′= = ，则有 

sin sin sink k kθ θ θ′ ′ ′′ ′′= =  

由于 k k′= ，则有 

 θ θ′=  （4.2.11） 

又因为
1

k
v
ω

= ，
2

k
v
ω′′ = ， sin sink kθ θ′′ ′′= ，则有 

 1

2

sin
sin

v
v

θ
θ

=
′′

 （4.2.12） 

式（4.2.11）与式（4.2.12）就是我们熟知的光学中的反射和折射定律，对电磁波来说 

1v
με

=  

因此 

 2 2
21

1 1

sin
sin

nθ μ ε
θ μ ε

= =
′′

 （4.2.13） 

21n 表示介质 2 相对于介质 1 的折射率，一般对于非铁磁介质， 0μ μ≈ ，即 1 2 0μ μ μ≈ ≈ 。

这时折射率基本上由界面两侧的电容率比决定，即可以认为 2

1

ε
ε

就是两介质的相对折射率。 

4.2.2  菲涅耳公式 

1．推导菲涅耳公式 

现在利用边值关系求入射波、反射波和折射波的振幅关系，欲求出反射波和折射波的振

幅与入射波的振幅的关系，必须利用分界面 z = 0 平面的边值关系 
 ( )′ ′′× + = ×n E E n E  （4.2.14） 

 ( )′ ′′× + = ×n H H n H  （4.2.15） 

在每种介质中，单色平面波的 E 与 H 的关系为 

 k
ε
μ

×H = e E  （4.2.16） 
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由于每一波矢 k 有两个独立的偏振波，所以需要分别讨论 E 垂直于入射面和 E 平行于入

射面的两种情形。 
（1） ⊥ 入射面E （垂直纸面向外），如图 4-6（a）所示。 

 
图 4-6  电磁波反射、折射示意图 

根据边值关系式（4.2.14），由于 E 的切向分量连续，即平行于界面的分量连续，可以写出 

 E E E′ ′′+ =  （4.2.17） 

根据式（4.2.15）， H 的切向分量连续，可以写出 

 cos cos cosH H Hθ θ θ′ ′ ′′ ′′− =  （4.2.18） 

对式（4.2.16），对非铁磁性的一般磁介质，取 0μ μ= ，则
0

H Eε
μ

= ，式（4.2.18）可以写成 

 1 2( )cos cosE E Eε θ ε θ′ ′′ ′′− =  （4.2.19） 

将式（4.2.17）乘以 2 cosε θ′′ ，与式（4.2.19）相减消去 E′′ 项，可得 

1 2 1 2( cos cos ) ( cos cos )E Eε θ ε θ ε θ ε θ′′ ′ ′′− = +  

即 

 

2

1 2 1

1 2 2

1

cos cos
cos cos
cos cos cos cos

E
E

εθ θ
ε θ ε θ ε
ε θ ε θ εθ θ

ε

′′−
′′−′

= =
′′+ ′′+

 （4.2.20） 

利用折射定律式（4.2.13），经过化简整理，则有 

 sin( )
sin( )

E
E

θ θ
θ θ

′ ′′− −
=

′′+
 （4.2.21） 

式（4.2.21）为反射波 ′E 矢量垂直于入射面分量与入射波 E 矢量垂直于入射面分量的比

值。 
同理，式（4.2.17）乘以 1 cosε θ 与式（4.2.19）相加消去 E′，可得到 

1 1 22 cos ( cos cos )E Eε θ ε θ ε θ′′ ′′= +  

 1

1 2

2 cos
cos cos

E
E

ε θ
ε θ ε θ

′′
=

′′+
 （4.2.22） 
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利用折射定律式（4.2.13），经化简整理则有 

 2sin cos
sin( )

E
E

θ θ
θ θ

′′ ′′
=

′′+
 （4.2.23） 

式（4.2.23）为折射波 ′′E 矢量垂直于入射面分量与入射波 E 矢量垂直于入射面分量的比值。 
（2） E 入射面（相当于 ⊥H 入射面向外），如图 4-6（b)所示。 
利用边值关系式（4.2.15）， H 的切向分量连续，即平行于界面的分量连续，可以写出 

 H H H′ ′′+ =  （4.2.24） 

利用式（4.2.14）中 E 的切向分量连续可以写出 

 cos cos cosE E Eθ θ θ′ ′′ ′′− =  （4.2.25） 

由于
0

H Eε
μ

= ，式（4.2.24）可写成 

 1 2( )E E Eε ε′ ′′+ =  （4.2.24a） 

两边同乘以 cosθ′′  

 1 2cos ( ) cosE E Eε θ ε θ′′ ′ ′′ ′′+ =  （4.2.24b） 

式（4.2.25）两边同乘以 2ε ，得到 

 2 2 2cos cos cosE E Eε θ ε θ ε θ′ ′′ ′′− =  （4.2.25a） 

式（4.2.24b）与式（4.2.25a）两式相减消去 E′′ ，可得 

2 1 2 1( cos cos ) ( cos cos ) 0E Eε θ ε θ ε θ ε θ′′ ′′ ′− − + =  

 2 1

2 1

cos cos
cos cos

E
E

ε θ ε θ
ε θ ε θ

′′−′
=

′′+
 （4.2.26） 

利用折射定律式（4.2.13），再进行化简可得 

 tan( )
tan( )

E
E

θ θ
θ θ

′ ′′−
=

′′+
 （4.2.27） 

式（4.2.27）为折射波 ′E 矢量平行于入射面分量与入射波 E 矢量平行于入射面分量的比值。 
利用 1ε 乘以式（4.2.25），用 cosθ 乘以式（4.2.24a），可以得到 

1 1 1

1 1 2

cos cos cos

cos cos cos

E E E

E E E

ε θ ε θ ε θ

ε θ ε θ ε θ

′ ′′ ′′− =

′ ′′+ =
 

两式相加，消去 E′得 

1 1 22 cos ( cos cos )E Eε θ ε θ ε θ′′ ′′= +  

 1

1 2

2 cos
cos cos

E
E

ε θ
ε θ ε θ

′′
=

′′ +
 （4.2.28） 
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利用折射定律式（4.2.13），再经过化简整理可得 

 2sin cos
sin( )cos( )

E
E

θ θ
θ θ θ θ

′′ ′′
=

′′ ′′+ −
 （4.2.29） 

式（4.2.29）为折射波 ′′E 矢量平行于入射面分量与入射波 E 矢量平行于入射面分量的比值。 
以上利用电磁场边值关系得到的式（4.2.21）、式（4.2.23）、式（4.2.27）、式（4.2.29）就

是光学中熟知的菲涅耳公式。 

 sin( )
sin( )

E
E

θ θ
θ θ

⊥

⊥

′ ′′−
= −

′′+
 （4.2.30a） 

 2sin cos
sin( )

E
E

θ θ
θ θ

⊥

⊥

′′ ′′
=

′′+
 （4.2.30b） 

 tan( )
tan( )

E
E

θ θ
θ θ

′ ′′−
=

′′+
 （4.2.30c） 

 2sin cos
sin( )cos( )

E
E

θ θ
θ θ θ θ

′′ ′′
=

′′ ′′+ −
 （4.2.30d） 

 
式中， ⊥ 表示垂直于入射面， 表示平行于入射面。菲涅耳公式给出了反射波、折射波与入

射波振幅大小之间的关系。在光的电磁场理论尚未建立时，菲涅耳用其他方法求出且由实验

证实，故称为菲涅耳公式。利用电磁场的边值关系自然地得到菲涅耳公式，有力地验证了光

就是电磁波。 
如果入射波的电场 E 取任意方向，总能将它分解为垂直于入射面的 E⊥ 和平行于入射面的

E ，则反射波和折射波电场的垂直分量 E⊥′ 、 E⊥′′ 与入射波 E⊥ 比值可用式（4.2.30a）和式

（4.2.30b）分别表示，平行于入射面的分量 E′ 、E′′ 与 E 比值可用式（4.2.30c）和式（4.2.30d）

表示。由菲涅耳公式可以看出，垂直于入射面偏振的波与平行于入射面偏振的波反射和折射

行为不同。 

2．布儒斯特定律 

用菲涅耳公式可推出布儒斯特定律。当电磁波投射到介质面上时，如果入射角恰能满足 

 π
2

θ θ ′′+ =  （4.2.31） 

由式（4.2.30c）可知， 0E′ = 。 

这表示反射波的电场矢量 ′E 不含有平行于入射面的分量，只有垂直于入射面的分量。如

果入射波为自然光（ 2 2
//⊥ =E E ），反射光就为垂直于入射面偏振的完全偏振光，这就是光学中

的布儒斯特定律。此时的入射角θ 称为布儒斯特角，用 bθ 表示。 

3．半波损失 

菲涅耳公式同时也给出了入射波、反射波和折射波的相位关系。下面利用菲涅耳公式讨

论电磁波在两种介质表面反射时的相位变化。 
对 ⊥E 入射面的情形，当垂直入射时， 0θ θ′′= = ，由式（4.2.20）与式（4.2.22）可得 
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 1 2

1 2

E
E

ε ε
ε ε

⊥

⊥

−′
=

+
 （4.2.32） 

 1

1 2

2E
E

ε
ε ε

⊥

⊥

′′
=

+
 （4.2.33） 

如果 1 2ε ε> ，即当光从光密介质向光疏介质入射时， 0E
E

⊥

⊥

′
> ，反射波电场与入射波电场同相，

反射波的相位不变。而 1 2ε ε< ， 0E
E

⊥

⊥

′
< ，反射波电场与入射波电场反相，当光从光密介质向

光疏介质入射时，反射波的相位改变 π。由式（4.2.33）可知，折射波的相位和入射波的相位

相同。 
如果不是垂直入射，折射波的相位总是和入射波相同，反射波的相位与θ 、θ′′有关，仅

讨论 E 垂直于入射面的情况，如果 2 1ε ε> ，即光由光疏介质入射到光密介质，此时 

θ θ′′> ， sin( ) 0θ θ′′− > ， sin( ) 0θ θ′′+ >  

由式（4.2.30a）可知 

0E
E

⊥

⊥

′
<  

这表示反射波电场与入射波电场反向，方向相反，相位变化为 π。这一现象称为反射过程

中的半波损失。 
以上讨论与光学实验完全符合，这进一步验证了光的电磁本质，光就是一种电磁波。 

4．全反射 

除铁磁介质外，一般介质 0μ μ≈ ，因此通常可认为 

2
21

1

sin
sin

nθ ε
θ ε

= =
′′

，
21

sinsin
n

θθ′′ =  

入射角的变化范围为
π0
2

→ ， sinθ 的值为 0 1→ 。若 1 2ε ε> ， 21 1n < ，即当电磁波由光密介质

入射到光疏介质时，当 c c
π
2

θ θ θ⎛ ⎞= <⎜ ⎟
⎝ ⎠

，可使 

π
2

θ′′ = ， sin 1θ′′ = ， 21sin nθ =  

这时电磁波将沿着界面传播而不入射到介质 2 

 2
c

1

arcsin εθ
ε

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 （4.2.34） 

cθ 称为临界角。而当入射角满足 cθ θ> 时，显然会出现 sin 1θ′′ > 的情况，这时折射角将为一虚

数，它已失去几何上作为角度的直观解释，因而将出现不同于一般反射、折射的现象。这种

情况下的电磁波传播有很特殊的性质，称为全反射。 
下面讨论全反射时电磁波的性质。 
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（1）折射波为表面波 
假设在这种情况下，两种介质中的电场形式仍然为 

i( )
0

i( )
0

i( )
0

e

e

e

t

t

t

ω

ω

ω

⋅ −

′ ′⋅ −

′′ ′′⋅ −

=

′ ′=

′′ ′′=

k r

k r

k r

E E

E E

E E

 

边值关系 x x xk k k′ ′′= = ， 0y y yk k k′ ′′= = = 仍然成立 

1
21

2

sinx xk k k
vk k kn
v

θ′′ = =

′′ = =
 

当 cθ θ> ， 21sin nθ > 时，由以上两式可得 

xk k′′ ′′>  

又因为 2 2 2 2
x y zk k k k′′ ′′ ′′ ′′= + + ，则有 

2 2 2 2 2 2 2
21 21sin sinz xk k k k n k k nθ θ′′ ′′ ′′= − = − = −  

因为 21sin nθ > ，则 2 2
21 sinn θ− 根号内是小于 0 的数， zk′′变为虚数，用复数表示为 

2 2
21i sinzk k nθ′′ = −  

令 
 izk κ′′ = ， 2 2

21sink nκ θ= −  （4.2.35） 

则折射波电场表示为 
i( )i( )

0 0e e z xk z k x tt ωω ′′ ′′′′ + −⋅ −′′ ′′ ′′= =k rE E E  

即 i( )
0e e xk x tz ωκ −−′′ ′′=E E  （4.2.36） 

式（4.2.36）表示折射波将沿 x 方向传播，沿 z 方向衰减。因此，这种波只存在于界面附近一

薄层内。当
1z
κ

= 时，振幅衰减到原值的
1
e
，定义衰减长度为

1
κ

 

 1
2 2 2 2

21 21

1 1
sin 2π sink n n

λ
κ θ θ

= =
− −

 （4.2.37） 

1λ 为介质 1 中的波长，一般说来，离界面几个波长处电场振幅已变得很小，可以忽略不

计。因此折射波不仅沿着界面方向传播，而且被限制在表面附近的一个区域内，所以称这种

全反射时的折射波为表面波。 
（2）反射波的偏振性质 

由
21

sinsin
n

θθ′′ = 可得到 

 
2

21

sincos i 1
n

θθ ′′ = −  （4.2.38） 
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将上式中 cosθ′′代入式（4.2.20）与式（4.2.26），可得 

 
2 2

1 2 21

2 2
1 2 21

cos cos cos i sin
cos cos cos i sin

nE
E n

ε θ ε θ θ θ
ε θ ε θ θ θ

⊥

⊥

′′− − −′
= =

′′+ + −
 （4.2.39） 

 
2 2 2

2 1 21 21

2 2 2
2 1 21 21

cos cos cos i sin
cos cos cos i sin

E n n
E n n

ε θ ε θ θ θ
ε θ ε θ θ θ

′ ′′− − −
= =

′′+ + −
 （4.2.40） 

于是 

,E E E E⊥ ⊥′ ′= =  

即 

 1, 1
EE

E E
⊥

⊥

′′
= =  （4.2.41） 

由式（4.2.41）可知，反射波与入射波具有相同的振幅，反射波的平均能量与入射波相等，

电磁波的能量全部被反射，这就是全反射的情况。 
从反射波与入射波振幅公式看出，若 E 是实数，E′是复数，E′与 E 之比为复数，这表示

反射波的相位有变化，即反射波与入射波有一定的相位差 
令  

i2eE
E

φ⊥−⊥

⊥

′
= ，

i2e
E
E

φ−′
=  

容易求出 

 
2 2

21sin
tan

cos
nθ

φ
θ⊥

−
= ，

2 2
21

2
21

sin
tan

cos
n

n
θ

φ
θ

−
=  （4.2.42） 

可见对 E 矢量平行于入射面与垂直于入射面相位差各不相同，当入射波是线偏振时，反

射波的平行分量与垂直分量间的相位差为 

2 2φ φ φ⊥= −  

若 0φ = ，表示入射波是线偏振波，反射波也是线偏振波；若 0φ ≠ ，则反射波的偏振与入

射波的偏振不同。光学中产生偏振光的一个重要方法就是利用全反射来产生的，如利用菲涅

耳棱镜产生的偏振光。 
（3）全反射的能流分布 
既然存在折射波，那么在第二介质中就有能流。为方便起见，考虑 ′′ ⊥E 入射面，即 y′′ ′′=E E

（入射面为 xOz 平面），则折射波电场强度为 
i( )

0e e xk x tz
yE ωκ −−′′ ′′=E e  

折射波的磁场强度 

2

2 k
ε
μ

′′
′′ ′′= ×

′′
kH E  
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则 

2 2 2

2 2 21 2 21

sin sinx
z y y y

k kH E E E
k kn n

ε ε θ ε θ
μ μ μ

′′
′′ ′′ ′′ ′′= = =

′′
 

2
2 2 2

2
2 2 21 2 21

i sini 1z
x y y y

kH E E E
k kn n

ε ε εκ θ
μ μ μ

′′
′′ ′′ ′′ ′′= − = − = − −

′′
 

折射波平均能流密度 

 2* 22
0

2 21

1 1 sinRe( ) e
2 2

z
x y zS E H E

n
κε θ

μ
−′′ ′′ ′′ ′′= =  （4.2.43） 

 1 Re( ) 0
2z y xS E H∗′′ ′′ ′′= =  （4.2.44） 

可见折射波平均能流密度只有 x 分量，沿 z 方向透入第二介质的平均能流密度为零。虽

然折射波平均能流密度为零，但瞬时能流密度却不为零 
2

2 22
02

2 21

sini 1 e cos 2( )z
z y x xS E H E k x t

n
κε θ ω

μ
−′′ ′′ ′′ ′′= = − − −  

前半周期能流沿正 z 方向，后半周期沿负 z 方向，这说明在全反射情况下，并不是没有能

量流入到第二介质。实际过程是入射波投射到界面上，有一部分折射光透入到第二介质，它

所携带的能量进入了第二介质。在下半周期，折射波再带着能量流回到第一介质，因而进入

第二介质的平均能量为零。 
关于全反射有如下结论：折射波只沿 x 轴传播，反射波与入射波振幅相等，有一相位差。

前半周内电磁能量进入第二种介质，是以储存能量的形式存在的，在后半周内释放出来，变

为反射波能量。 
全反射在光学技术中有重要应用，光导纤维通信就是利用全反射原理使光在光导纤维中

传播。光导纤维是由带涂层的玻璃丝制成的，涂层的折射率小于玻璃丝的折射率，光线以一

定的角度入射到玻璃丝中，当入射到玻璃和涂层界面上的入射角大于临界角时，发生全反射，

如图 4-7 所示。其中，纤芯为折射率 n1=1.4682 的掺锗的石英，包层为折射率 n2=1.4447 的纯

石英。光束以一定角度入射到光纤中，当到达纤芯和包层界面上的入射角大于临界角时，发

生全反射，并不断向前传输。 

 
图 4-7  光在光纤中发生全反射示意图 

4.3  电磁波在导体中的传播 

4.1 节和 4.2 节讨论的是真空和理想绝缘介质中的自由电磁波的传播问题，在真空和理想

绝缘介质内部，没有能量损耗，电磁波可以无衰减地传播。本节研究导体中的电磁波，导体

内有自由电子，在电磁波电场作用下，自由电子运动形成传导电流，由电流产生的焦耳热使
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电磁波能量不断损耗，因此导体内的电磁波是一种衰减波。本节从导体内部的麦克斯韦方程

组出发，引入定态和复电容率的概念，得出导体内的亥姆霍兹方程，然后求出它的平面波解，

讨论导体内平面波的传播规律。 

4.3.1  电磁波与导体相互作用的特点 

在真空或绝缘介质中，自由空间（ 0=j ， 0ρ = ）电磁波的传播与导体中电磁波的传播特

性不同，这是由电磁波与导体相互作用的特点所决定的。导体内传导电流 0≠j ，这是导体内

的自由电子在电磁波的电场作用下形成的。 
另外，在静电场中，均匀导体内部自由电荷密度 0ρ = ，自由电荷只分布在导体表面上，

在迅变的电磁场中，导体内部自由电荷如何分布？是否 0ρ = 呢？下面来证明这个问题。 
设导体内部有自由电荷分布，其密度为 ρ ，其激发的电场满足 

 ε ρ∇ ⋅ = ∇ ⋅ =D E  （4.3.1） 

在电场 E 作用下，导体内引起传导电流，满足欧姆定律 

 σ=j E  （4.3.2） 

由以上两式可得 

 σ ρ
ε

∇ ⋅ =j  （4.3.3） 

式（4.3.3）表示当导体内某处有电荷密度 ρ 出现时，就有电流从该处向外流出，从物理上看

这是明显的，因为假如某区域内有电荷积累，电荷之间相互排斥，必然引起向外发散的电流。

由于电荷外流，区域体积之内的电荷密度减小，由电荷守恒定律 

 
t
ρ σ ρ

ε
∂

= −∇ ⋅ = −
∂

j  （4.3.4） 

解此方程得 

 0( ) e
t

t
σ
ερ ρ

−
=  （4.3.5） 

0ρ 为 0t = 时的电荷密度，式（4.3.5）说明电荷密度随时间指数衰减，衰减的快慢只与导体的

σ 和ε 有关，而与电磁场无关。定义 ρ 值衰减小到 0

e
ρ

的时间为衰减的特征时间τ  

 ετ
σ

=  （4.3.6） 

因此，只要电磁波的频率满足 1ω τ − ，即 

 1σ
εω

 （4.3.7） 

就可认为 ( ) 0tρ = 。因此，式（4.3.7）可视为良导体的条件。 

一般的金属导体τ ~ 1710− s，如铜 191.5 10 sτ −= × ，只要电磁波的频率远小于 1017Hz，一般

金属导体都可视为良导体，良导体内部自由电荷体密度为零，电荷只分布于导体表面上。 
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4.3.2  导体中的电磁波方程 

设导体是均匀各向同性的，导体内部 0ρ = ， σ=j E ，导体内部的麦克斯韦方程组为 

 

0
0

t

t

σ∂
∇ × = +

∂
∂

∇ × = −
∂

∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

DH E

BE

E
B

 （4.3.8） 

对角频率为ω 的电磁波， ε=D E ， μ=B H ，则有 

 

i i

i
0
0

σω ε
ω

ωμ

⎛ ⎞∇ × = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∇ × =
∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

H E

E H
E
B

 （4.3.9） 

把式（4.3.9）与绝缘介质情况的方程组（4.1.15）相比，两者的差别仅在于第一式右边多了一

项σ E 。如果形式上引入导体的复电容率 

 iσε ε
ω

′ = +  （4.3.10） 

式（4.3.9）中第一式可写为 

 iωε′∇ × = −H E  （4.3.11） 

现在与绝缘介质中的相应方程在形式上完全相同，唯一不同的是将 ε 换为 ε ′ ，因此，只

要将绝缘介质中的电磁波解所含的ε 换为ε ′ ，即可得到导体内的电磁波解。 
下面先讨论复电容率的物理意义，式（4.3.9）中第一式右边两项分别代表位移电流和传

导电流，传导电流与电场同相位。它的耗散功率密度为 

 2
0

1 1Re( )
2 2

Eσ∗ ⋅ =j E  （4.3.12） 

而位移电流与电场有
π
2
的相位差，它不消耗功率 

 1 Re( i ) 0
2

ωε ∗− ⋅ =E E  （4.3.13） 

因此，在理想绝缘介质中，产生磁场的只有位移电流，它与 ε 有关。而在导体中除了位

移电流外，还有传导电流，它与电导率有关。位移电流与传导电流两者相位相差
π
2
。正是这

个原因，电场与位移电流两者相位差为
π
2
，电场对位移电流不做功。而电场与传导电流同相

位，故电场对传导电流做功，这就引起了焦耳热损耗，从而使电磁波衰减。 
相应的式（4.3.10）中复电容率的实数部分为位移电流，不引起电磁波功率的耗散，虚数

部分为传导电流，要引起能量耗散。 
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在一定的频率下，对应于绝缘介质内的亥姆霍兹方程式（4.1.19），在导体内部有 

 

2 2 0

0
i

k

k ω με

ω

∇ + =

′=

∇ ⋅ =

= − ∇ ×

E E

E

B E

 （4.3.14） 

【例 4-3】 海水的电导率 14S mσ −= ⋅ ，相对电容率 r 81ε = 。求海水在频率 1kHzf =  和

1GHzf =  时的复电容率ε ′ 。 
解：当 1kHzf =  时 

12
3

10 4 4 1

4i 81 10 i
2 10

=7.16 10 i6.37 10 i6.37 10 (F m )

σε ε
ω

−

− − − −

′ = + = × 8.85× +
π ×

× + × ≈ × ⋅
 

当 1GHzf =  时 

12
9

10 10 1

4i 81 10 i
2 10

=7.16 10 i6.37 10 (F m )

σε ε
ω

−

− − −

′ = + = × 8.85× +
π ×

× + × ⋅
 

4.3.3  导体中的平面电磁波 

导体中的亥姆霍兹方程式（4.3.14）形式上也有平面电磁波解 

 i
0( ) e ⋅= k rE r E  （4.3.15） 

因为 k ω με ′= 是一个复数，所以 k 是一个复矢量。 

 i= +k αβ  （4.3.16） 

导体中平面电磁波的表达式为 

 i( )
0( ) e e tω− ⋅ ⋅ −= α r rE r E β  （4.3.17） 

由式（4.3.17）可见，导体中的电磁波是一个衰减波。波矢量 k 的实部 β 描述波传播的相

位关系，虚部α 描述波振幅的衰减。 β 称为相位常数，α 称为衰减常数。α 与电导率有关，

对于绝缘介质， 0σ = ，从而 0α = ，所以绝缘介质中传播的电磁波其振幅不变。由式（4.3.16）
和 k ω με ′= ，可以得到 

 2 2 2 22i ik σβ α ω μ ε
ω

⎛ ⎞= − + ⋅ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

α β  （4.3.18） 

比较式（4.3.18）的实部与虚部 

 

2 2 2

1
2

β α ω με

ωμσ

− =

⋅ =α β
 （4.3.19） 

一般情况下，矢量α 、 β 的方向不一定相同，只有当平面电磁波垂直射入导体时，两者

的方向一致。一般由边值关系和α 与 β 的关系式（4.3.19）可解出α 和 β 。例如，当电磁波
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从空间入射到导体表面，以 (0)k 表示空间中的波矢量， k 表示导体中的波矢量，设入射面为

xOz 面，z 轴为指向导体内部的法线，由边值关系式（4.2.8）有 

 (0) ix x x xk k β α= = +  （4.3.20） 

空间中波矢量 (0)
xk 为实数，因此式（4.3.20）中 0xα = ， x xkβ = ，即矢量α垂直于导体表

面，由式（4.3.20）及式（4.3.19）可解出 zα 、 zβ ，从而确定α 和 β 。 
为简单起见，只考虑电磁波垂直入射于导体表面的情况下α 和 β 的值。 
设导体表面为 xOy 平面， z 轴指向导体内部，这种情况下α 和 β 都沿 z 轴，即α 和 β 只

有 z 分量，式（4.3.17）可以写为 
 i( )

0e ez z tα β ω− − −=E E  （4.3.21） 

由式（4.3.19）可解出 

 

1
22

2 2
1 1 1
2

σα ω με
ω ε

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= + −

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 （4.3.22） 

 

1
22

2 2
1 1 1
2

σβ ω με
ω ε

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= + +

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 （4.3.23） 

由式（4.3.21）的相位因子，可以得到导体中的电磁波传播的相速度为 

 

1
22

2 2
1 1 1 1

2
v ω σ

β ω εμε

−
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= = + +

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 （4.3.24） 

由式（4.3.24）可知： 
（1）相速度 v 随角频率ω 而变化，因此导体中的电磁波存在色散效应； 
（2）在金属导体中，电磁波传播的相速度比绝缘介质中要大大降低。 
【例 4-4】 证明在良导体内，非垂直入射情形有 

2z z
ωμσα β≈ = ， x zβ β  

解：入射波矢量在 xOz 平面上，设空间中入射波矢量为 (0)k ，由边值关系式（4.2.8） 
(0) ix x x xk k β α= = + ， 0yk =  

空间中的波矢量为实数，则有 

0xα = ， (0)
x xkβ =  

由式（4.3.18）和式（4.3.7），良导体内波矢量的平方为 
2 2 2i 2ik ωμσ β α≈ = − + ⋅α β  

因而 
2 2β α≈  

1
2x x z z z zα β α β α β ωμσ⋅ = + = =α β  
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2 (0)2
0 0

0

1 1
2 2

kσω μ ε
ωε

⋅ =α β  

这是因为 0μ μ≈ ， 0ε ε与 处于同一数量级，在空间中 (0)2 2
0 0k ω μ ε= 。对良导体，

0

1σ
ωε

。 

因此可得 
(0)21

2z z kα β  

又由于 (0)
xk β> ，则有 

2
z z xα β β  

由 2 2β α≈ 可得 
2 2 2
x z zβ β α+ =  

2
xβ略去 可得 

2z z
ωμσα β= = ， x zβ β  

因此在任意入射的情况下，α 垂直于表面， β 亦接近于法线方向。 

4.3.4  趋肤效应和穿透深度 

式（4.3.21）表示一个平面电磁波沿 z 轴方向传播，在 z>0 区域内，波将按指数衰减，波

幅降至原值的
1
e
时的传播距离称为穿透深度δ  

 1δ
α

=  （4.3.25） 

分两种情况讨论： 

（1）当 1σ
εω

时 

此条件意味着导体中的传导电流比位移电流小得多。这种情况只出现在不良导体或导电

性能较好但电磁波的频率很高的情况。当 1σ
ωε

时，精确到一阶
σ
εω

 

2 2

2 2 2 2
11 1
2

σ σ
ω ε ω ε

+ ≈ +  

由式（4.3.22）和式（4.3.23）可得 

 

1
2 2

2 2
1 11 1
2 2 2

σ σ μα ω με
εω ε

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + − ≈⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 （4.3.26） 

 

1
2 2

2 2
1 11 1
2 2

σβ ω με ω με
ω ε

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + + ≈⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 （4.3.27） 

 i i
2

k σ μβ α ω με
ε

= + ≈ +  （4.3.28） 
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可见，只要σ 与ω 无关，则衰减速度不受ω 的影响，而随σ 的增大而增大，但因 1α σ
β ωε

≈ ，

则衰减是很小的，因此，对不良导体穿透深度 

 1 2 εδ
α σ μ

= =  （4.3.29） 

（2）当 1σ
ωε

时 

传导电流远大于位移电流，金属导体属于这种情况。在这种情况下，由式（4.3.22）和式

（4.3.23）可得 

 
2

ωμσα β≈ ≈  （4.3.30） 

因此对良导体，穿透深度 

 1 2δ
α ωμσ

= =  （4.3.31） 

由式（4.3.31）可见，穿透深度δ 与电导率σ 和电磁波角频率ω 的平方根成反比。ω 、σ
越大，衰减越快。对于理想导体σ →∞， 0δ → 。δ 随ω 、σ 的增大而减小，电磁波被局限

在导体表面以下极薄的一层中，远离表面的导体内部，电磁场实际为零。 
例如，对铜来说，σ 约为 7 15.7 10 S m−× ⋅ ，当频率为 50Hz 时，δ 约为 0.9cm ；当频率为

100MHz时，δ 约为 30.7 10 cm−× 。由此可知，高频电磁波与光很难穿透金属，这就是金属为

什么不透光，以及为什么电子仪器常用铝质屏蔽罩能把电磁波屏蔽起来的原因。对于高频电

磁波，电磁场及和它相互作用的高频电流仅集中于表面很薄一层中，这种现象称为趋肤效应。 

4.3.5  磁场与电场的关系 

下面讨论在电磁波垂直入射情况下，导体中磁场和电场的关系。 
由式（4.3.14） B 与 E 的关系式可写出 

i i i
μω μω μω

= − ∇ × = − × = ×
kH E k E E  

而 
( i ) kβ α× = + ×k E e E  

则有 

 1 ( i ) kβ α
ωμ

= + ×H e E  （4.3.32） 

ke 为指向导体内部的法线。对于良导体，由式（4.3.30）则有 

 
πi
4(1 i) e

2 k k
σ σ
ωμ ωμ

= + × = ×H e E e E  （4.3.33） 

由式（4.3.33）可知： 
（1）导体内的电磁波仍然是横波，并且电场、磁场与传播方向互相垂直，三者满足右手

螺旋关系。 



第 4 章  电磁波的传播 

 

  171 

（2）金属导体中，磁场相位比电场相位滞后
π
4
； 

（3）磁场与电场的振幅绝对值之比为
σ

ωμ
=

H
E

； 

两边同乘以
μ
ε

 

 1μ σ
ε ωε

=
H
E

 （4.3.34） 

由式（4.3.34）可知， 2 2H Eμ ε ，即在金属导体中磁场贡献的能量比电场大得多，金

属导体内电磁波的能量主要是磁场能量。而在真空和绝缘介质中，电场能量和磁场能量相等

2 2E Hε μ= 。例如，铜中当频率为1 MHz 时，
E
H

的比值为 43.7 10−× Ω ；在真空中频率为1 MHz

时，
E
H

的比值为377Ω 。 

表 4-6  一些金属材料的趋肤深度 

材料名称 电导率 1S mσ −⋅/ ( )  趋肤深度 (m)δ /  

银 76.17 10×  0.064 / f  

紫铜 75.8 10×  0.066 / f  

铝 73.72 10×  0.083 / f  

钠 72.1 10×  0.11/ f  

黄铜 71.6 10×  0.13 / f  

锡 70.87 10×  0.17 / f  

石墨 70.01 10×  0.16 / f  

注：表中 f 为电磁波的频率。 

4.3.6  导体表面上的反射 

在实际问题中经常会遇到电磁波由真空或介质入射到导体表面上的情况，同样应用边值

关系可以分析导体表面上电磁波的反射和折射问题。在一般入射角下，由于导体内电磁波的

特点，计算比较复杂，垂直入射情况较为简单，而且已经可以显示出导体反射的特点，因此

这里只讨论垂直入射情况。 
设电磁波由真空入射于导体表面，在界面上产生反射波和透入导体内的折射波。在垂直

入射情况下，电磁场边值关系为 

 E E E′ ′′+ =  （4.3.35） 

 H H H′ ′′− =  （4.3.36） 

在真空中 0

0

H Eε
μ

= ，对于良导体， (1 i)
2

H Eσ
ωμ

= + 。 

设 0μ μ= ，将式（4.3.36）中 H 的边值关系用 E 表示如下 
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0

0

( ) (1 i)
2

E E Eε σ
μ ωμ

′ ′′− = +  

即 

 
0

(1 i)
2

E E Eσ
ωε

′ ′′− = +  （4.3.37） 

将式（4.3.37）与式（4.3.35）联立可以解出 

 0

0 0

1 (1 i)
22 1

1 (1 i) 1 (1 i)
2 2

E
E

σ
ωε

σ σ
ωε ωε

− +
′

= − =
+ + + +

 （4.3.38） 

分子分母同乘 02ωε
σ

，可以得到 

 
0

0

21 i

21 i

E
E

ωε
σ
ωε
σ

+ −′
= −

+ +
 （4.3.39） 

定义反射系数 R 为反射波能流与入射波能流之比 

 

22
00

2

2
0 0

22 1 11 i

2 21 i 1 1

ER
E

ωεωε
σσ

ωε ωε
σ σ

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟+ − ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠= = =

⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （4.3.40） 

因为 02ωε
σ

很小，展开后只保留其一次项，可得到 

 021 2R ωε
σ

≈ −  （4.3.41） 

由式（4.3.41）可见，σ 越大，即电导率越高，则反射系数越接近于 1。测量结果证实了

该式的正确性。 
例如，对于波长 51.2 10 mλ −= × 的红外线，铜在垂直入射时的反射系数为 1 0.016R = − 。

对于波长较长的微波或无线电波，反射系数更接近 1，只有很小一部分电磁能量进入导体内而

被吸收，绝大部分能量被反射出去，在微波或无线电波情形下，往往可以把金属近似地视为

导体，其反射系数接近于 1。 
【例 4-5】 为屏蔽电磁波，屏蔽室铜包层的厚度要大于 5 倍趋肤深度，如果要屏蔽的电磁

波的频率范围为10 kHz 100 MHz   ～ ，求铜外包层的厚度（用 mm 表示）。 
解：对于铜， 7 1

0 5.8 10 S mμ μ σ −= = × ⋅， ，当 410 Hzf = 时 
7

12 4
5.8 10 1

8.85 10 2 10
σ
εω −

×
=

× × π×
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所以铜是良导体，用穿透深度
2δ

ωμσ
= 计算铜外包层厚度 d  

4 7 7

55 m 3.3 mm
10 4 10 5.8 10

d δ
−

= = =
π × × π× × ×

 

所以铜包层厚度要大于3.3 mm 。随着频率升高，趋肤深度减小，3.3 mm 厚度的铜包层对于屏

蔽频率范围为10 kHz 100 MHz  ～ 的电磁波是足够的。 

【例 4-6】 计算高频下良导体的表面电阻。 
解：由于趋肤效应，高频下仅在导体表面薄层内有电流通过。取 z 轴指向导体内部的法

线方向，导体内体电流密度为 

 i i
0( , ) ( , ) ( , )e z z tt t x y α β ωσ σ − + −= =j r E r E  （4.3.42） 

该电流分布于表面附近厚度约
1
α

的薄层内，我们可以把这薄层内的电流视为面电流分布，

面电流的线密度 fα 定义为通过单位横截线的电流，即等于在薄层内把 j 对 z 积分，由于深入

到导体内部 z δ 时， j 的数值已很小，所以也可把这积分写为由可 0z = 到 z =∞积分 

 f 0
dz= ∫ j

∞
α  （4.3.43） 

将式（4.3.42）代入可得 

i 0
f 0 0

e d
i

z z zα β σσ
α β

− += =
−∫
EE

∞
α  

进一步写成复指数形式为 

 i0
f 2 2

e φσ

α β
=

+

Eα  （4.3.44） 

式中， tan βφ
α

= ， 0E 为表面上的电场值。 

导体内的平均损耗功率密度为 

2 2
0

1 1Re( ) e
2 2

zP E ασ −= ⋅ =*j E  

导体表面单位面积的平均损耗功率密度为 

 
2

2 2 0
0 0

1 e d
2 4

z
L

EP E zα σσ
α

−= =∫
∞

 （4.3.45） 

式（4.3.45）是把薄层内都视为表面，体密度对薄层厚度积分为表面单位面积，此时将整个薄

层视为表面，所以是表面单位面积。 
由式（4.3.44）可知，当 ie 1φ = 时，

0f fα α= 为面电流峰值。 

0

0
f 2 2

σ

α β
=

+

Eα  

则式（4.3.45）为 



电 动 力 学 

 

  174

0

2 2
2

L f4
P α β α

ασ
+

=  

对良导体，
1α β
δ

≈ ≈ ，则 

 
0

2
L f

1
2

P α
σδ

=  （4.3.46） 

将式（4.3.46）与直流电阻功率比较，可见导体在高频下的电阻相当于厚度为δ 的薄层的直流

电阻，如图 4-8 所示。单位长度的表面电阻为 

1 1R ρ
σδ δ

= =  

因为
1R ρ
δ

= 与
lR
s

ρ= 比较， 1s δ= ⋅ ， 1l = ，即表面

单元面积的边为 1，但有一定的厚度，厚度为δ 。 
【例 4-7】 一沿 x 方向极化的平面电磁波在海水中传播，取 z 轴正方向为传播方向。已知海水

的相关媒介参数为 r 81ε = 、 r 1μ = 、 14S mσ −= ⋅ ，在 =0z 处的电场 7 1100cos(10 )V mxE t −= π ⋅ 。求： 

（1）衰减常数、相位常数、相速度、波长及穿透深度； 
（2）电场强度幅值减小为 0z = 处的1/1000时，波传播的距离； 
（3） 0.8 mz =  处的电场 E 的瞬时表达式。 
解：（1）根据题意，有 

7 110 rad sω −= π  ⋅   

所以 

7 12
4 180 1

10 8.85 10 81
σ
ωε −= =

π× × ×
 

此时海水可视为良导体，故衰减常数为 
7 7

1 14 10 4m 8.89m
2 2

ωμσα
−

− −10 π× π× ×
= = =  

相位常数 18.89mβ α −= =   

相速 
7

1 6 110 m s 3.53 10 m s
8.89

v ω
β

− −π
= = ⋅ = × ⋅  

波长 2 2 m 0.707 m
8.89

λ
β
π π

= = =  

穿透深度 1 1 m 0.112 m
8.89

δ
α

= = =  

（2）令 e 1/1000zα− = ，即 e 1000zα = ，由此得到电场强度幅值减小为 0z = 处的1/1000时，

波传播的距离为 

 
图 4-8  例 4-6 图 
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1 3 2.302ln1000 m 0.777m
8.89

z
α

×
= = =  

（3）根据题意，电场的瞬时表达式为 
8.89 7( , ) 100e cos(10 8.89 )z

xz t t z−= π −Ε e  

故在 z = 0.8m 处，电场的瞬时表达式为 
8.89 0.8 7

7

(0.8, ) 100e cos(10 8.89 0.8)

0.082cos(10 7.11)
x

x

t t

t

− ×= π − ×

π −

E e

e=
 

由以上计算结果可知，电磁波在海水中传播时衰减很快，尤其是在高频时，衰减更为严

重，这给潜艇之间的通信带来了很大的困难。若要保持低衰减，工作频率必须很低，但即使

是在 1kHz 的低频下，衰减仍然很明显。 

4.4  电磁波在等离子体中的传播 

等离子体是由自由电子、离子和中性粒子组成的电离气体，其中，自由电子和离子所带

的正、负总电量相等，对外呈电中性，在自然界中，闪电、极光、电离层及绝大部分宇宙星

体都是等离子体。在实验室中研究等离子体是从气体放电开始的。此外，火箭喷出的废气、

氢弹爆炸时周围的气体等也都是等离子体，等离子体是宇宙中普遍存在的物质第四形态。 
当电磁波在等离子体中传播时，带电粒子受到洛伦兹力的作用。由于离子的质量比电子

的质量大得多，在高频外场作用下，可近似地认为它们是不动的。以 N 表示等离子体每单位

体积中的自由电子的数目， v 表示在外电场作用下电子的运动速度，热运动忽略不计，故在

外场作用下，在等离子体中产生的传导电流密度为 

 Ne=j v  （4.4.1） 

对于平面单色电磁波 

 i( )
0e

tω− − ⋅= k rE E  （4.4.2） 

由于 c=E B ，当电子运动的速度 v c 时，磁力可以忽略不计，故 

 ( )e e= + × ≈F E v B E  （4.4.3） 

电子运动方程为 

 d =
d

m e
t
v E  （4.4.4） 

将式（4.4.2）代入，并对 t 积分可得 

 ie
mω

=v E  （4.4.5） 

故传导电流密度为 

 
2

i NeNe
mω

= =j v E  （4.4.6） 

相应可得电导率为 
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2

i Ne
m

σ
ω

=  （4.4.7） 

在等离子体中，电磁波传播的基本方程为 

 

0
0

t

t

∂
∇ × = +

∂
∂

∇ × = −
∂

∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

DH j

BE

D
B

 （4.4.8） 

其中 0ε=D E ， 0μ=B H 。因为讨论的是单色电磁波，故有 

0iωμ∇ × =E H  

2 2

0 02
0

i i = i 1 = iNe Ne
m m

ωε ω ε ωε
ω ε ω

⎛ ⎞
∇ × = − − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
H E E E E  

其中等效电容率为 

 
2 2

P
r 0 0 02 2

0

1 1Ne
m

ωε ε ε ε ε
ε ω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 （4.4.9） 

令

1/22

P
0

Ne
m

ω
ε

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
称为等离子体角频率，电离层中 N 的典型值是 12 310 m− ，所对应的频率 

 P 8.98 9 MHzf N= ≈  （4.4.10） 

折射率为 

 
2
P

r 21n ωε
ω

= = −  （4.4.11） 

当电磁波的频率 Pf f> 时， n 是实数， 1n < ，等离子体是比真空还稀疏的介质，这是等

离子体的一个重要特点。此时电磁波在电离层中不衰减，说明高于等离子体频率的电磁波可

以顺利穿过电离层，因此，卫星发射中心指挥宇宙飞行时，所用的电磁波的频率要高于

300MHz。 
而当 Pf f< 时， n 是虚数，电磁波不能在等离子体中传播而被反射回来，阿普勒登

（Appleton）和哈特里（Hartee）分别提出了电磁波在电离层中传播的理论。他们导出了电离

层的折射公式，说明当电磁波频率低于等离子体频率时，将被地球上空的电离层反射回地面，

短波通信就是靠电离层反射进行的，一般其频率取小于 30MHz。 

4.5  电磁波在波导管内的传播 

4.5.1  有界空间的电磁波 

前面讨论了单色平面电磁波在无限区域内的传播，包括真空、介质和导体，以及在不同

介质界面上的反射和折射。本节将研究电磁波在有界空间的传播。 
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由前面几节可知，电磁波主要是在导体以外的空间或绝缘介质内传播的，只有很小部分

电磁能量透入导体表层内，在理想导体（电导率σ →∞）的极限情况下，电磁波全部被导体

反射，进入导体的穿透深度趋于零，因此导体表面自然构成电磁波存在的边界。在现代通信

技术中，要求电磁波按照一定的路线传输，这就需要用传输线来引导电磁波，使电磁波沿传

输线的方向传播，传输线都是用良导体制成的，在传输线中传播的电磁波是有界空间中传播

的电磁波，典型的例证是波导管和谐振腔。波导管是中空的金属管，内部是真空或均匀介质，

电磁波在其内空间传播，在微波技术中，常用它来传输能量。谐振腔是中空的金属腔，电磁

波以某些特定的频率振荡，在高频技术中，常用谐振腔来产生一定频率的电磁振荡。这类有

界空间中的电磁波的传播属于边值问题，在这类问题中，导体表面边界条件起着重要作用，

因此下面先对导体界面边界条件做一般讨论。 

4.5.2  理想导体的边界条件 

实际导体虽然不是理想导体，但是像银和铜等金属导体，对无线电波来说，透入其内而

损耗的电磁能量一般很小，接近于理想导体。因此分析实际问题时，在第一级近似下，可以

先把金属视为理想导体，求出电磁场分布后，在第二级近似下，再考虑有限导电率引起的焦

耳热损耗。 
对一定频率的电磁波，两种不同介质（包括导体）界面上的边值关系可以归结为： 

 

2 1

2 1

2 1

2 1

( ) 0
( )

( )
( ) 0

σ

× − =
× − =
⋅ − =
⋅ − =

n E E
n H H
n D D
n B B

α
 （4.5.1） 

当下标 1 代表理想导体，下标 2 代表真空或绝缘介质时，n 为由 1（导体）指向 2（介质）

的法线，理想导体内部没有电磁场。因为理想导体σ →∞， 1 0=E 是显然的。若 1 0≠E ，则

必然出现无穷大的电流，这与事实不符。当 1 0=E 时，由
t

∂
∇ × = −

∂
BE 可知，如果存在磁场 B ，

它必然不依赖于时间，一旦有了磁场 B ，B 永远不为零，导体内部电荷在磁场 B 内做 ×v B的

运动而发生辐射，这也与实际不符。因此，理想导体内部 1 1 0= =E H 。略去下标 2，以 E 、H

表示介质一侧处的电场和磁场，边值关系变为 

 0× =n E  （4.5.2a） 

 × =n H α  （4.5.2b） 

 σ⋅ =n D  （4.5.2c） 

 0⋅ =n B  （4.5.2d） 

由于在边界处， E 的切向分量连续，而 1t 0E = ，所以介质一侧的电场在导体表面处一定

和导体垂直。在边界处 B 的法向分量连续，而 1n 0B = ，所以介质一侧的磁场在导体表面处一

定和导体平行。 
因此，在理想导体表面，电场线与界面正交，磁感应线与界面相切，能流密度沿其表面

传播。真正制约电磁波存在形式的边值关系为 

 0× =n E  （4.5.2a） 
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 0⋅ =n B  （4.5.2d） 

式（4.5.2b）和式（4.5.2c）反映介质中的电磁场与导体表面上面电荷和面电流的相互关系。 
根据以上的讨论，对于以理想导体为边界的有界空间的电磁波来说，亥姆霍兹方程的解，

加上条件 0∇ ⋅ =E ，再加上边值关系式（4.5.2），就得到该边值问题的解，即该问题中可能存

在电磁波模。 
实际求解时，先看方程 0∇ ⋅ =E ，对边界电场的限制往往是重要的，在边界面上，若取   

x 轴、y 轴在切面上，z 轴沿法线方向，由于 E 沿切向连续，则 0x yE E= = 。因此方程 0∇ ⋅ =E

在边界上为 0zE
z

∂
=

∂
，也即边界处 

 nE E= ， n 0E
n

∂
=

∂
 （4.5.3） 

【例 4-8】 证明两平行无穷大导体平面之间，可以传播一种偏振的 TEM 电磁波。 
解：如图 4-9 所示，设两导体板与 y 轴垂直，由式（4.5.2a）

和式（4.5.2d），边界条件为 
在两导体平面上 

0x zE E= = ， 0yH =  

若沿 z 轴的电磁波的电场沿 y 轴方向偏振，则此平面波满

足导体平面上边界条件，因此可以在导体之间传播。另一种

偏振的平面电磁波（E 与导体面相切），不满足边界条件，因

而不能在导体平面之间传播，所以在两导体平面之间只能传

播一种偏振的 TEM 平面波。 

4.5.3  矩形波导中的电磁波 

常用的波导管的横截面有矩形和圆形两种，本节只介绍矩形波导。 
选一直角坐标系，如图 4-10 所示，取波导内壁面为 x=0 和 a，y=0 和 b，z 轴沿传播方向。

在一定的频率下，管内电磁波是亥姆霍兹方程 

 
2 2 0k

k ω με

∇ + =

=

E E
 （4.5.4） 

满足条件 0∇ ⋅ =E 的解，此解在管壁上还需满足边界条件 0× =n E 。由于电磁波沿 z 轴方

向传播，它应有传播因子 i( )e zk z tω− ，因此把电场 E 取为 
   i( , , ) ( , )e zk zx y z x y=E E            （4.5.5） 

代入亥姆霍兹方程式（4.5.4） 

 
2 2

2 2
2 2 ( , ) ( ) ( , ) 0zx y k k x y

x y
⎛ ⎞∂ ∂

+ + − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
E E      （4.5.6） 

用直角坐标系的分离变量法求解。 
设 ( , )U x y 为电磁场的某一直角分量，再令 ( , )U x y =  

( ) ( )X x Y y ，则式（4.5.6）可分解为两个方程 

 
图 4-9  例 4-8 图 

 
图 4-10  矩形波导管示意图 
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2
2

2

2
2

2

d ( ) ( ) 0
d

d ( ) ( ) 0
d

x

y

X x k X x
x

Y y k Y y
y

+ =

+ =
 （4.5.7） 

式中 

 2 2 2 2
x y zk k k k+ + =                     （4.5.8） 

这样 ( , )U x y 的特解为 

 1 1 2 2( , ) ( cos sin )( cos sin )x x y yU x y C k x D k x C k y D k y= + +  （4.5.9） 

式中， 1 1 2 2C D C D、 、 、 为待定系数。 

考虑边界条件和理想导体的情况 
（1）当 0x = 和 a时   

0yE = ， 0zE = ， 0xE
x

∂
=

∂
 

（2）当 0y = 和b 时   

0xE = ， 0zE = ， 0yE
y

∂
=

∂
 

由于 ( , )U x y 为 E 的任一直角分量，所以 x y zE E E、 、 皆满足 ( , )U x y 的特解，再由边界条件，

依次确定系数。对于 xE 应满足当 y = 0 时， xE = 0；当 x = 0 时， 0xE
x

∂
=

∂
。 

将 y = 0 代入可得 

2 1 1( , ) ( cos sin ) 0x xU x y C C k x D k x= + =  

上式为零，则有 2 0C = 。 

将 x = 0 代入 

1 2 2
( , ) ( cos sin ) 0x y y

U x y D k C k y D k y
x

∂
= + =

∂
 

上式为零，则有 1 0D = ，所以 
i

1 2 cos sin e zk z
x x yE C D k x k y=  

再令 1 1 2A C D= ，则有 
i

1 cos sin e zk z
x x yE A k x k y=  

同理可得 yE 、 zE ，电场 E 的三个分量表示为 

 

i
1

i
2

i
3

cos sin e

sin cos e

sin sin e

z

z

z

k z
x x y

k z
y x y

k z
z x y

E A k x k y

E A k x k y

E A k x k y

=

=

=

 （4.5.10） 

式（4.5.10）表示沿 z 方向是行波，沿横截面方向是驻波。 
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再考虑 x a= 时， 0yE = ， 0zE = ， 0xE
x

∂
=

∂
。 

y b= 时， 0xE = ， 0zE = ， 0yE
y

∂
=

∂
。 

则式（4.5.10）中 x yk k和 应满足 

 πx
mk
a

= ， πy
nk
b

= （ , 0,1, 2,m n = ） （4.5.11） 

m 、 n各代表沿波导横截面的长边和短边上驻波的半波数。 
在波导管中任意一点都应满足  

0∇ ⋅ =E  
则有 

 1 2 3i 0x y zk A k A k A+ − =            （4.5.12） 

因此， 1 2 3A A A、 和 中只有两个是独立的，对每一组( ,m n )值有两种独立波模。E 的解得出以后，

磁场由下式得到 

 i
ωμ

= − ∇ ×H E               （4.5.13） 

由式（4.5.12），如果取 3 0A = （ 0zE = ），则 

1

2

y

x

kA
A k

= −  

说明此波模的 1

2

y

x

kA
A k

= − 就完全确定，此时 A1、A2 也不是彼此独立的。也即如果选某一种波模

具有 0zE = ，则另外一种波模必须有 0zE ≠ 。由式（4.5.13）可知，对于 0zE = 的波模， 0zH ≠ ，

如果 0 0z zE H= =、 同时成立，波导管中就不存在电磁波了，由此波导管中有两种基本波模。 
（1） 0 0z zE H= ≠， ，在传播方向上无电场分量，称为横电波，即 TE 波； 
（2） 0 0z zH E= ≠， ，在传播方向上无磁场分量，称为横磁波，即 TM 波。 

对应每种波模，m n、 值一般都表示每种波模中的一种具体的形式，分别以 TEmn、TMmn

表示，波导管中的一般电磁波可以是两种波的叠加。 
如当 1m = ， 0n = 时，对横电波则为 10TE 波，对于 TM 波，当 m=0 或 n=0 时，电磁场就

不可能存在。这是因为对 TM 波 0zE ≠ ，且 i
3 sin sin e zk z

z x yE A k x k y= ，若 πx
mk
a

= 、 πy
nk
b

= 中的

0m n =或 ，则 0zE = ，与TM波的性质矛盾。所以，对横磁波，m n、 的最低值都是1，则为TM11波。 

因此，在波导管中由于腔壁边界条件的限制，不可能存在自由空间中的横电磁波（TEM），

即沿 z 轴传播方向，电磁场一定有纵向分量 zE 或 zH 。而只可能存在横电波或横磁波，横电波

有纵向磁场分量，横磁波有纵向电场分量。这两种波的叠加也是波导管中可能存在的波，它

们在纵向（传播方向）上既有电场分量，也有磁场分量。 

4.5.4  截止频率 

波导管中传播的电磁波，不仅波模（TE 波或 TM 波）与自由空间中的横电磁波（TEM 波）

不同，而且频率也受到限制。式（4.5.8）中， k 为波数， k ω με= ，它由激发电磁波频率决
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定。 x yk k、 由 πx
mk
a

= 、 πy
nk
b

= 决定，它们取决于截面的几何尺寸及波模的 ( , )m n 值。 

当激发频率降低到 2 2
x yk k k< + 时， zk 为虚数。这时，传播因子 ie zk z 变为衰减因子，在这

种情况下，电磁波就不能沿波导管传播了，变成了沿 z 轴方向振幅不断衰减的电磁振荡，因

此，欲使 z 方向有传播的行波， zk 必须为实数。电磁波能够在波导中传播的最低角频率（以 cω

表示）与 2 2
x yk k k= + 相对应。 

 
2 2

c,
π

mn
m n
a b

ω
με

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （4.5.14） 

式（4.5.14）为 ( , )m n 波模可能传播的最低角频率，称为截止频率。相应的波长称为截止波长，

也称为临界波长。 

 c, 2 2
c,

1 2π 2
mn

mn m n
a b

λ
ωμε

= =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    （4.5.15） 

在矩形波导管中，当电磁波的工作角频率 c, mnω ω< 或其波长 c, mnλ λ> 时，则不能在波导

管内传播。 
在实际的应用中，最常用的波模是 TE10 波，对 TE10 波最低频率为（若 a>b） 

 c,10
c,10

1 1
2π 2

f
a

ω
με

= =            （4.5.16） 

若管内为真空，最低频率为 

 c,10 2
cf
a

=                    （4.5.17） 

相应的截止波长 

 c,10 2aλ =                    （4.5.18） 

TE10 波具有最低的截止频率，而其他高次波模的截止频率都比较高。因此在某一频率范围，

我们可以选择适当尺寸的波导，使其中只通过 TE10 波。 
由于波导管不能做得过大，在厘米波段，波导管应用最广。对 7 cm 3 cma b= =、 的矩形

波导，各种波模的截止波长如表 4-7 所示。 

表 4-7  矩形波导各种波模的截止波长（单位为 cm） 

m n( , )  (1, 0) (2, 0) (3, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 1) (2, 1) (3, 1) 

c, mnλ  14 7 4.7 6.0 3.0 5.5 4.6 3.7 

若电磁波在真空中的波长为 5cm，则在上述波导管内传输 TE10、TE20、TE01、TE11 这 4
种波模。在实际通信技术中，波导内的电磁波作为传输信号的载波，如果在波导内同时存在

几种波模的载波，场的结构很复杂，一般都尽量使用单一波模作为载波。适当选取波的工作

频率，可实现一种波模，例如，在上述的波导管中，若选波长范围在 14cm 与 7cm 之间，则

只有 TE10 波才能在波导内传播。 
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4.5.5  TE10波的电磁场 

对 TE10 波， 1m = ， 0n = ，
π

xk
a

= ， 0yk = ，而 TE 波 0zE = ，则 3 0A = 。由式（4.5.12）

可得 1 0A = ，由波导管中电磁场的解式（4.5.10）可得 yE E= ，取 2 0
i
π

aA Hωμ
= ， 0H 是待定常

数，由式（4.5.10）可得 

i
0

i πsin e
π

zk z
y

aE H x
a

ωμ
=  

再根据式（4.5.13）可得磁场 

i
0

i i i πsin e  
π

zk z
z y xH E E aH x

x y x a
μω

ωμ μω
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

所以 

i
0

πcos e zk z
zH H x

a
=  

由上式可看出，A2 这样取的好处，原来待定的 H0 就是 Hz 的振幅。 
同理 

i
0

i i πsin e
π

i 0   

zy k zz z
x

x z
y

EE kH aH x
y z a

E EH
z x

μω

μω

∂⎛ ⎞∂
= − − = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

得到 TE10 波的电磁场为 

 

i
0

i
0

i
0

i πsin e
π
i πsin e
π

πcos e

0

z

z

z

k z
y

k zz
x

k z
z

x z y

aE H x
a

kH aH x
a

H H x
a

E E E

μω
=

= −

=

= = =

       （4.5.19） 

式（4.5.19）只有一个待定常数，它是波导内 TE10 波的 zH 振幅，其值由激发功率确定。

由式（4.5.19）可以看出，波导内 TE10 波电磁场分布规律如下。 

（1）电场沿 x 轴以
πsin x
a

变化，当 0x = 、a 时，电场为零；当
2
ax = 时，电场是否最大还

要看电场沿 z 轴及时间 t 的变化而定。 

（2）磁场有两个分量，Hx的变化与电场一样。Hz 随 x 按余弦变化，与 Hx 有
π
2
的相位差。 

电磁场分布如图 4-11（a)所示。 
TE10 波的平均能流密度为 
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2

* 201 1Re( ) sin
2 2 z z

aH
k x

a
μω π⎛ ⎞= × = ⎜ ⎟

π⎝ ⎠
S E H e  （4.5.20） 

式（4.5.20）说明电磁波能流沿波导轴线 z 方向传播。 

 
图 4-11  电磁场和面电流分布 

由边界条件 × =n H α 还可求出波导管壁上的面电流分布。由于讨论管内电磁场，所以法

线皆由管内壁指向管内。下面分别求出宽、窄边上的 TE10 波面电流分布。 
（1）宽边上的面电流分布 
在 y = 0 面上， n 即 y 方向。 

由 z x× =n H α ， 0 0
πcosx z yH H x
a

α == = 。 

由 x z× = −n H α ， 0 0
i πsin
π

z
z x y

kH aH x
a

α == − = − 。 

在 y = b 面上， n 即 y− 方向。 x z y bHα == ， z x y bHα == 。 

（2）窄边上的面电流分布 
在 0x = 面上， n 即 x方向。由 z y× = −n H α ， 0 0y z xH Hα == − = − 。 

在 x a= 面上， n 即 x− 方向。由 z y× =n H α ， 0=y z x aH Hα == − 。 

面电流分布如图 4-11（b)所示，TE10 波的波导窄边上没有纵向电流，电流是横过窄边的，

在波导宽边的中线上横向电流为零。由于这些性质，波导宽边中部的纵向裂缝不会影响 TE10

波的传播，窄边上的横向裂缝不会影响电磁波在管内的传播。这种裂缝广泛地应用于探针测

量波导内的物理量的技术中。 
概括起来，在波导管中传播的电磁波简称为导波，有以下几个特点： 

（1）波导管内的电磁波是以频率 ω沿 z 方向传播的行波。但在 xOy 截面上由于边界条件

制约而形成驻波。 
（2）波导管内的电磁波或者是 TE 波，或者是 TM 波，或者是两种波的叠加，但不可能是

TEM 波。当 a bω、 、 给定时，存在着一系列可能存在的波模，TEmn、TMmn，波模不同，场的

横向分布和传播特性都不同。 
（3）对于确定尺寸的波导管，每种波模都有它的截止频率，整个波导管还有一个最低截

止频率，对一定波模的最低截止频率 
2 2

c,
π

mn
m n
a b

ω
με

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

对 TM 波， , 1,2,m n = ，对 TE 波， , 0,1,2,m n = ，但 m、n 不能同时为零。 
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相应的截止波长 

c, 2 2

2
mn

m n
a b

λ =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

对一定波模，截止波长仅由波导管尺寸决定。即要求外来电磁波的频率 c, mnω ω> ，或它

的波长 c, mnλ λ< 的波在其中通过。它限制了波导管的应用范围，也给了我们一个方便，即适

当选择几何尺寸，可使某一频率的波只能以某一个或某几个波模传播，而其他波模都被截止，

这在技术上是很有用的。 
【例 4-9】 对于内壁面为 0, 0,x a y b= =， 的矩形波导，求 TE10、TE01、 TE11波的截止频

率和截止波长。 
解：矩形波导管，对应一定波模的最低截止频率和截止波长为 

1
2 2 2

c,

c, 2 2

π

2

mn

mn

m n
a b

m n
a b

ω
με

λ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

TE10 波  1, 0m n= = ， c,10 c,10
π 1 , 2a

a
ω λ

με
= =  

TE01 波  0, 1m n= = ， c, 01 c, 01
π 1 , 2b

b
ω λ

με
= =  

TE11 波  1, 1m n= = ，
2 2

c,11 c,11

2 2

π 1 1 2,
1 1a b
a b

ω λ
με

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ +

 

可见， 10

2
a λ

= 、 01

2
b λ

= 分别等于 TE10和 TE01 的半波长。由于 a b> ，则 TE10 波具有最低

的截止频率，它是实际应用中最常用的波模。 
【例 4-10】 用理想导体制成的一矩形波导管，管内横截面积宽为 a，高为 b，管轴与 z

轴平行。证明： 
（1）在波导管内不能传播如下的单色波 

i( )
0e zk z t

xE ω−=E e ，式中， 0 zE k ω、 、 都是常量 

（2）在管壁处，磁感强度 B 的分量满足 

0     ( 0, )

0     ( 0, )

y z

x z

B B x a
x x

B B y b
y y

∂ ∂
= = =

∂ ∂
∂ ∂

= = =
∂ ∂

 

证明：（1）电场行波 i( )
0e zk z t

xE ω−=E e 的波相应的磁感应强度 
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i( )
0

i i (i ) e zk z tz
z y

k E ω

ω ω ω
−= − ∇ × = − × =B E k E e  

如果上述电磁场是矩形波导管内的电磁波，则取边界条件应为 

0,      0    0

0,      0    0
y z x

x z y

x a E E B

y b E E B

= = = =

= = = =
 

由 0,y b= 两个边界面上边界条件得出，管内电磁场为 

0, 0x y= = = =E E B B  

这个结果表明，波导管内不存在 i( )
0e zk z t

xE ω−=E e 电磁波。 

（2）管内沿 z 方向传播的电磁波其形式为 
i( )

i( )

( , ) ( , )e

( , ) ( , )e

z

z

k z t

k z t

t x y

t x y

ω

ω

−

−

=

=

E x E

B x B
 

代入 0 0 t
μ ε ∂

∇ × =
∂
EB 可得 

 2i iyz z
x z y

BB BE k B
y z yc

ω ∂∂ ∂
− = − = −

∂ ∂ ∂
 （4.5.21） 

 2i ix z z
y z x

B B BE k B
z x xc

ω ∂ ∂ ∂
− = − = −

∂ ∂ ∂
          （4.5.22） 

 2i y x
z

B BE
x yc

ω ∂ ∂
− = −

∂ ∂
                  （4.5.23） 

根据边界条件， 0, 0× = ⋅ =n E n B 。 
在 0,x a= 面上 

 0, 0y z xE E B= = =               （4.5.24） 

将式（4.5.24）代入式（4.5.22）和式（4.5.23）可得  

0zB
x

∂
=

∂
， 0yB

x
∂

=
∂

 

在 0,y b= 面上 

 0, 0x z yE E B= = =              （4.5.25） 

将式（4.5.25）代入式（4.5.22）和式（4.5.23）可得 

0zB
y

∂
=

∂
， 0xB

y
∂

=
∂

                       （4.5.26） 

4.6  谐振腔内的电磁波 

在微波波段，通常采用谐振腔来产生高频振荡，谐振腔是中空的金属腔，一个宽为 a、高

为 b、长为 c 的矩形谐振腔可由一段矩形波导两端用金属板封闭构成，如图 4-12 所示。通常
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假定两端面是平行的，且垂直于波导管的轴向（z 轴）。谐振腔的腔

壁是由理想导体制成的，腔内充满均匀介质，由于电磁波在两端面

上的反射，与 z 有关的部分也形成了驻波。谐振腔的电磁场分布也

是求亥姆霍兹方程 

     
2 2+ 0k

k ω με

∇ =

=

E E
    （4.6.1） 

满足条件 0∇ ⋅ =E 及理想导体边界条件的解。 
当腔的形状和大小给定时，只对ω 的某些特定的值有解，这些值称为谐振腔的本征频率。

为简单起见，分析矩形谐振腔内的电磁振荡，腔内电场和磁场的任一直角分量都满足亥姆霍

兹方程式（4.6.1），设 ( , , )U x y z 为电磁场的某一直角分量。 
令 ( , , ) ( ) ( ) ( )U x y z X x Y y Z z= ，利用分离变量法求得 U 的驻波解 

1 1 2 2 3 3( , , ) ( cos sin )( cos sin )( cos sin )x x y y z zU x y z C k x D k x C k y D k y C k z D k z= + + +  

代入 0 0 0x y z= = =、 、 面上的边界条件 0× =n E 及条件 0∇ ⋅ =E ，可得电场的三个分量 

 
1

2

3

cos sin sin

sin cos sin

sin sin cos

x x y z

y x y z

z x y z

E A k x k y k z

E A k x k y k z

E A k x k y k z

=

=

=

        （4.6.2） 

再考虑 x a y b z c= = =、 、 面上的边界条件 0× =n E 得 

 π π π, ,x y z
m n lk k k
a b c

= = = （ , , 0,1, 2,m n l = ） （4.6.3） 

由式（4.6.2）可见，m n l、 、 中不能两个同时为零，若有两个同时为零，则电场 0=E ，

三者分别代表沿矩形三边所含的半波数。三个任意常数 1 2 3A A A、 、 ，由 0∇ ⋅ =E 满足 

 1 2 3 0x y zk A k A k A+ + =            （4.6.4） 

因此， 1 2 3A A A、 、 只有两个是独立的。当满足式（4.6.3）和式（4.6.4）时，式（4.6.2）代表谐

振腔内的一种波模，或称为腔内电磁场的一种本征振荡。 
每一组（ , ,m n l ）有两个独立的偏振波模。由式（4.6.1）和式（4.6.3）可得到谐振

频率  

 
2 2 2π

mnl
m n l
a b c

ω
με

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    （4.6.5） 

mnlω 称为本征频率。可见对一定谐振波模，本征频率由谐振腔的尺寸决定。一定的谐振腔的

大小，对应于无数多个波模， a b c、 、 一定，m n l、 、 可取 0, 1, 2, ，对于同一谐振频率，

可以有一个以上的波模。 
若 a b c≥ ≥ ，最低频率的谐振波模为 (1,1, 0) ，其谐振频率为 

 110 2 2
1 1 1

2
f

a bμε
= +          （4.6.6） 

相应的电磁波波长为 

 
图 4-12  矩形谐振腔 
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2 2

2
1 1
a b

λ =
+

 （4.6.7） 

式（4.6.7）的波长与谐振腔的线度为同一数量级，在微波技术中，通常用谐振腔的最低

波模来产生特定频率的电磁振荡。 

4.7  相速度和群速度 

在讨论波动时，一定要注意区分相速度和群速度这两个物理量。相速度是相位的传播速

度，群速度是能量的传播速度。 

4.7.1  相速度 

设在理想的绝缘介质中的平面电磁波，振动相位为 ( )tω⋅ −k r ， k 沿等相面的法线方向，

沿 k 方向，等相面随时间变化的关系，即等相面方程为 

 tφ ω= ⋅ −k r  （4.7.1） 

由此式可得等相面的法向移动速度，即相速度，以 pv 表示。 

对式（4.7.1）取全微分 

d d d d dt r t k r
t r
φ φφ ω∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

此式为零的条件要求 

 p
d

d 0d
rv
t k

ω
φ

= =
=

 （4.7.2） 

而 k ω με= ，则 

 p
1v
με

=  （4.7.3） 

可见，相速度 pv 就是平面电磁波的传播速度，它与介质性质有关。 

在真空中 

 p
0 0

1v c
μ ε

= =  （4.7.4） 

在导体中，等相面方程为 tω⋅ − =rβ 常数，则 

 pv ω
β

=  （4.7.5） 

若导电介质是不良导体 

 p
1, vβ ω με
με

= =  （4.7.6） 

此时与一般介质的 pv 相同。 
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若导电介质是良导体 

 p
1 2,
2

v ωβ σμω
σμ

= =  （4.7.7） 

此时 pv 与ω 有关，不同频率电磁波的 pv 不同，有色散现象。 

4.7.2  群速度 

单色平面波是一种理想情况，实际上电磁波总是在某一频率 0ω 附近有一定展宽（ ω±Δ ）

的非周期性波包，频率不同的一系列平面波叠加而成为波包，设有许多频率相差很小的波组

成一个波包，其角频率和波数可近似为 

0

0

0
d( ) ( )
d

kk k k k
ω

ω ω ω

ω ω ω
ω

= + Δ

⎛ ⎞= + Δ = + Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

为简单起见，设电磁波沿 z 方向传播， i( )
0e

kz tω−E 表示沿 z 方向传播的单色平面波。由傅里叶

分析可将合成波表示为 

 0 0

0 0

i( )
0

i( )i( )
0

i( )

( , ) e d

( )e d e

( )e

kz t

k z tkz t

k z t

z t

zt

ω

ωω

ω

ω

ω ω

−

−Δ −Δ

−

=

=

=

∫
∫

E E

E

A

 （4.7.8） 

式中， i( )
0( ) ( )e dkz tzt ωω ωΔ −Δ= ∫A E 是合成波的振幅，它也是以波的形式沿 z 方向传播的。当振

幅 ( )ztA 为某一常数时，它的传播速度为 

g
A

zv
t

∂
=

∂ 为常数
 

d d 0
d d

z
t t z t

∂ ∂
= + =

∂ ∂
A A A  

g
d
d
z tv
t k

z

ω
∂

− Δ∂= = =
∂ Δ
∂

A

A  

在极限情况下， dω ωΔ → ，则有 

 g
d
d

v
k
ω

=  （4.7.9） 

gv 称为群速度，是合成振幅在空间的传播速度，也是能量的传播速度。群速度反映了波

包在空间移动的快慢，相速度反映了波包相位的变化情况。 

pv kω =  

 p
g p

d
d
v

v v k
k

= +  （4.7.10） 
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如果
pd

d
v
k

为零，即相速度 pv 与角频率ω 或波数 k 无关，群速度与相速度相等。理想的绝缘介

质中的单色平面波，k n
v c
ω ω

= = ，若介质是非色散的，折射率 n 一定是常数，与ω 无关。于是得  

 g
d
d

cv
k n
ω

= =   p
cv

k n
ω

= =  （4.7.11） 

即真空与非色散介质中的群速度 gv 与相速度 pv 无差别。 

若介质是色散的， n与ω 有关，由式（4.7.10）可得 

 g
d

d
c cv k
n k n

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （4.7.12） 

此时，群速度 gv 与相速度 pv 不相等。可见，只要出现两个以上波的叠加，就会有群速度

和相速度之分。 
下面讨论矩形波导中电磁波的相速度与群速度。 

（1）相速度 

为简单起见，设波导中介质为真空，此时 2 2
c

1
zk

c
ω ω= − ， cω 为截止角频率。波沿着 z

方向传播，相速度为 

 p 2 2
cz

cv c
k
ω ω

ω ω
= = >

−
 （4.7.13） 

因此，波导中相速度大于真空中的光速，而它与频率有关。 
（2）群速度 
实际上，波导中传播的不是单色波，是驻波与行波的叠加。群速度为 

 
2 22

c
g

d
d

z

z

cc kv c
k

ω ωω
ω ω

−
= = = <  （4.7.14） 

可见， gv c< 且 2
g pv v c= 。 

由相速度 pv 与群速度 gv 的定义看出， pv 是相位的传播速度，而相位并不对应任何的物理

实在，故此传播速度可大于真空中的光速 c。而 gv 是电磁场能量的传播速度，因而它必须小于

真空中的光速 c 。 

4.8  左手材料的奇异电磁特性 

4.8.1  左手材料的概念 

左手材料（Left-Handed Metamaterials，LHM）是一种电容率和磁导率同时为负的人工复

合结构材料，由前苏联理论物理学家 Veselago①
于 1968 年提出。左手材料的发现被美国

《Science》杂志评为 2003 年度十大科技突破之一，2006 年，基于左手材料思想设计的梯度超

                                                        
① G. Veselago, “The electrodynamics of substances with simultaneously negative values of permittivity and permeability”, Soviet Physics 

Uspekhi, 1968. 10: 509-514. 
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介质实现电磁波隐身又被美国《Science》杂志评为年度十大科技突破之一。左手材料的研究是当

前物理与电磁学研究领域中的前沿与热点问题。  
电磁波在介质中传播时，介质的电磁性质可以

用电容率ε 和磁导率 μ 两个宏观参数来描述。根据 ε
和 μ 符号的不同，可以将材料分为 4 种不同类型（如

图 4-13 所示）。自然界中，绝大多数材料位于第Ⅰ

象限。等离子体和金属低于其等离子体频率时，位

于第Ⅱ象限，铁氧体在其铁磁谐振频率附近位于第

Ⅳ象限，根据式（4.2.13），它们的折射率为虚数，

电磁波不能在其中传播，该材料内传播的电磁波为

倏逝波。第Ⅲ象限中， 0ε < ， 0μ < ，其折射率为实数，这种材料在自然界中无法找到，只能

通过人工设计，如同象限Ⅰ内的材料一样，电磁波能在其中传播，但会表现出奇异的电磁波

传播行为，这种电容率 ε 和磁导率 μ 同时为负的人工周期性结构材料称为左手材料。具有负

折射效应、反常多普勒效应、反常切伦科夫辐射、完美透镜、电磁隐身等奇异物理现象。 
平面单色波在各向同性线性介质中传播时，满足的麦克斯韦方程组及介质方程为 

 

t

t
μ
ε

∂
∇ × = −

∂
∂

∇ × =
∂

=
=

BE

DH

B H
D E

 （4.8.1） 

将 i( )
0e

tω⋅ −= k rE E 和 i( )
0e

tH ω⋅ −= k rH 代入式（4.8.1），可得 
 ωμ× =k E H  （4.8.2） 

 ωε× = −k H E  （4.8.3） 
由式（4.8.3）可见，当ε 和 μ 同时大于零时，电磁波的波矢 k 、 E 和 H 三者构成右手关

系；而当ε 和 μ 同时为负时，三矢量构成左手关系，如图 4-14 所示，所以称为左手材料。左

手材料中的波矢 k 与坡印亭矢量 = ×S E H 的方向相反，即相速度和群速度方向相反。 

 
图 4-14  电场、磁场、波矢量方向的关系 

 
图 4-13  电容率 ε 和磁导率 μ 的象限图 
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4.8.2  左手材料的奇异电磁性质 

1．负折射效应 

假设一束平面单色波入射到两种介质交界面，在二者界面处会发生反射和折射现象，

如图 4-15 所示。由麦克斯韦方程及在介质界面上电磁波矢量满足的连续性边界条件，即光波

的电场矢量、磁场矢量在界面切线方向连续，而电位移矢量 ε=D E ，磁感应强度 μ=B H 在

界面法线方向连续。设 E 垂直于入射面。 
    1t 2tE E= ， 1t 2tH H=    （4.8.4） 
   1 1n 2 2nE Eε ε= ， 1 1n 2 2nH Hμ μ=   （4.8.5） 

根据 4.2 节推导方法，由式（4.8.4）和式（4.8.5）可解出折射光

线的解析表达式。其折射现象满足折射定律  

1 2sin sinn nθ θ′′=  

对于正常材料（ 0ε > ， 0μ > ），反射光线和折射光线位于

界面法线两侧，且反射角等于入射角；入射光线和折射光线分别

位于界面法线两侧，且折射角与入射角满足折射定律。该现象称为“正折射”。 
若介质 1 为正常材料，而介质 2 为左手材料，即 2 0ε < 和 2 0μ < ，则由边界条件式（4.8.5）可

见，电场矢量和磁场矢量的切向分量保持不变，而法向分量的符号发生了改变。因此，相对

于 0ε > 、 0μ > 情况下的电磁场，当把 ε 和 μ 同时改为负号时，电场、磁场将按以下的关系

变换 
 ( , , ) ( , , )x y z x y zE E E E E E→ −  （4.8.6） 

 ( , , ) ( , , )x y z x y zH H H H H H→ −  （4.8.7） 

由式（4.8.6）和式（4.8.7）可得，能流密度 = ×S E H 的方向会发生偏转，即图 4-15 中

的光线 3。根据平面电磁波性质 

 1
μω

= ×H k E  （4.8.8） 

当 0μ < 时，波矢 k 与能流密度 S 的方向相反，即沿着光线 3 的反方向。此时折射光线与

入射光线位于界面法线同侧，相当于折射角为负值，称为“负折射”。折射角大小仍由折射

定律确定，若将折射率取为负值，那么折射定律仍然成立，因此，左手材料也被称为负折射

率材料。 

2．反常多普勒效应 

正常介质中，波源和观察者如果发生相对移动，即两者相向而行，观察者接收到的频率会升

高，反之会降低，这就是著名的多普勒（Doppler）效应。但左手材料内传播的波的相速度和群

速度方向相反，如果二者相向而行，观察者接收到的频率会降低，反之则会升高，从而出现反

常多普勒效应，如图 4-16 所示。类比声波在空气中的传播，一列火车迎面开来的时候会听到笛

声逐渐变尖，而远离而去的时候音调就会逐渐降低。但在左手材料中正好相反，因为能量传播的

方向和相位传播的方向正好相反，所以如果二者相向而行，观察者接收到的频率会降低，反之则

会升高。 

 
图 4-15  界面处折射示意图 
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图 4-16  多普勒效应示意图 

3．反常古斯-汉森位移 

当光波在两种正常介质的分界面处发生全反射时，反射光束在界面上存在横向的侧位移，

称为古斯-汉森（Goos-Hänchen）位移。位移大小仅与这两种介质的相对折射率及入射光波方

向有关。引起古斯-汉森位移的原因是电磁波并非由界面直接反射，而是在深入介质 2 的同时逐

渐被反射，其平均反射面位于介质2表面内侧。

在左右手材料构成的界面处发生古斯-汉森位

移与两个普通材料界面处所发生的古斯-汉森

位移偏移方向相反，将之称为反古斯-汉森位

移（如图 4-17 所示）。从相位的角度来说，

这是由于左手材料中的相速度反向所造成的。 

4．反常切伦科夫辐射 

带电粒子在介质中匀速运动时会在其周围引起诱导电流，从而在其路径上形成一系列次

波源，分别发出次波。当粒子速度超过介质中光速时，这些次波互相干涉，从而辐射出电磁

场，称为切伦科夫（Cerenkov）辐射。普通材料中，次波干涉后形成的波前，即等相面是一

个锥面。电磁波能量沿此锥面的法线方向辐射出去，是向前辐射的，形成一个向后的锥角；

即能量辐射的方向与粒子运动方向夹角 θ，θ由下式确定： 

 cos c
nv

θ =  （4.8.9） 

式中，v 是粒子运动的速度。 
而在左手材料中，能量的传播方向与相速相反，因而辐射将背向粒子的运动方向发出，

辐射方向形成一个向前的锥角，如图 4-18（b）所示，称为反常切伦科夫辐射。 

 
图 4-18  切伦科夫辐射 

 
图 4-17  古斯-汉森位移 
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5．完美透镜效应 

对于传统的光学透镜成像，假设光源 S 是以固有频率 ω振动的电偶极子，透镜的光轴沿

z 方向，则其辐射场的电场分量的傅里叶级数展开式为 

 i( )

, ,

( , ) ( , ) e z x y

x y

k z k x k y t
m x y

m k k

t k k ω+ + −= ∑E r E  （4.8.10） 

代入麦克斯韦方程，即可得 

 2 2 2 2
z x yk c k kω −= − −  （4.8.11） 

由式（4.8.11）可见，当 2 2 2 2
x yc k kω − > + 时，kz 为实数，对应的场为传播波，而当 2 2 2 2

x yc k kω − < +

时， 2 2 2 2iz x yk k k cω −= + − 为虚数，对应的场为沿 z 方向指数衰减的倏逝波。光学中，当光由

光密介质进入光疏介质时，在介质界面处可能会发生全反射，光波沿 z 方向指数衰减导致光

波场仅存在于光疏介质中靠近界面附近很薄的介质层内，称为倏逝波或表面波。由于倏逝波

衰减速度过快而不能到达成像面参与成像，它所携带的物体信息丢失了。因而物面上的信息

受到限制 

 2 2 2 2
x yk k cω −+ <  （4.8.12） 

即 2 2
maxk cω −= 。因此，普通光学透镜的最大分辨率为 

 
max

2π 2πc
k

Δ λ
ω

≈ = =  （4.8.13） 

要突破光学分辨率极限，必须使倏逝波参与成像。因为倏逝波无法穿过普通透镜，这部

分光学傅里叶分量所包含的物源信息在中途被丢失，因此透镜不能将光线聚焦到小于光波尺

寸的区域，如图 4-19（a）和（b）所示。而左手材料能够将倏逝波成分放大，能使传播波和

倏逝波同时无损失地参与成像，如图 4-19（c）和（d）所示，突破了衍射极限，因而左手材

料平板透镜被称为“完美透镜”（Perfect Lens）。 

 
                                     (a) 普通透镜 1            (b) 普通透镜 2 

 
                                     (c) 完美透镜 1            (d) 完美透镜 2 

图 4-19  普通透镜与完美透镜成像对比图 

6．电磁隐身斗篷 

左手材料后来发展为电磁超材料（Electromagnetic Metamaterial），可以设计成非均匀媒质，
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它的材料属性是由结构单元的电磁谐振特性来体现的，超材料拓宽了材料的等效电容率和磁

导率的取值范围，包括正值和负值。结合变换光学的设计思想，将超材料的等效电容率 rε 和

等效磁导率 rμ 设定为合适的值，根据折射定律，可以控制电磁波在媒质中按照任意的路线

进行传播。例如，当电磁波经过一个球形区域，会发生散射现象。要使所有的电磁波能绕过

球形区域，可以在球外的 1 2R r R′< < 的球壳区域，设计等效电容率和等效磁导率按如下公式

分布 

 

2
2 1

r r
2 1

2
θ θ

2 1

2

2 1

( )R r R
R R r

R
R R

R
R R

ε μ

ε μ

ε μ

′ ′

′ ′

′ ′φ φ

′ −′ ′= =
′−

′ ′= =
−

′ ′= =
−

 （4.8.14） 

这样就能保证电磁波能绕开该球形区域，平面电磁波通过球壳区域后传播的特性与经过

真空后传播的特性一致，如同球形区域不存在一样，达到对电磁波隐身的效果，如图 4-20
所示

①
。 

 
图 4-20  电磁波绕过隐匿区域 R1 示意图 

4.8.3  左手材料的制备 

1．负有效磁导率 

Pendry 设计了一种能产生磁响应的微结构单元——金属开口谐振环（Split Resonant 
Rings，SRRs）来实现负磁导率

②
。SRRs 是由两个同心且具有开口的金属环构成的。当时谐磁

场垂直于 SRRs 时，由法拉第电磁感应定律可知在 SRRs 内产生了感应电流，从而引入了电感。

由于内外环间存在一个间隙，从而产生了电容。于是产生了与 SRRs 的几何尺寸和形状相关的

LC 谐振。在内外环分别引入开口是为了使电磁波在远大于 SRRs 的几何尺寸的波长处发生谐

振，内外环的开口位置方向相反增加了 SRRs 的电容，从而降低了其谐振频率。周期性排列

SRRs 阵列如图 4-21 所示，有效磁导率可表示为 

                                                        
① J. B. Pendry, D. Schurig, and D. R. Smith, “Controlling Electromagnetic Fields”, Science, 2006. 312: 1780-1782.  
② J. B. Pendry, A. J. Holden, D. J. Robbins et al., “Magnetism from conductors and enhanced nonlinear phenomena”,  IEEE  

Transactions on Microwave Theory and Techniques, 1999. 47: 2075-2084. 
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2
0

2 2
0

( ) 1 F
i

ωμ ω
ω ω ωΓ

= −
′− +
 （4.8.15） 

式中， 0ω 为 SRRs 的谐振频率， 2 2/F r a= π 确定了负磁导率的频带宽度， 02 / ( )l rΓ ρ μ′ = 为损

耗参数，a 为结构单元尺寸，ρ 为沿 SRRs 周长方向单位

长度的电阻。由式（4.8.15）可见，当 0 bω ω ω< < 时， 0μ < ，

其中 b 0 1 Fω ω= − 。电磁波不能在该波段传播，即出

现了禁带，在此禁带范围内，磁导率为负。 

2．负有效电容率 

Pendry 提出了一种获得负电容率材料的方法
①
，他发

现周期性排列的导电金属线对电磁波的响应与等离子体

对电磁波的响应行为相似。等离子体是由大量接近自由运动的带电粒子所组成的体系，在整

体上呈电中性，其等效电容率为 

 
2
p
2( ) 1

ω
ε ω

ω
= −  （4.8.16） 

式中，ωp 为等离子体频率。当 ω < ωp 时，其等效电容率小于零。而金属的等离子频率为 

 
2

2 e
p

0 eff

n e
m

ω
ε

=  （4.8.17） 

式中，ne 为电子数密度，e 为电子电量，meff 为电子有效质

量，ε0 为真空电容率。通常金属的等离子体频率 ωp 在紫外

光波段，因而金属在稍低于其等离子体频率 ωp 处的光学频

段具有负电容率。而周期性排列的金属线阵列如图 4-22 所

示，可实现微波段负电容率。Pendry 理论研究表明，周期

性排列的金属线阵列的等离子体频率可表示为 

   
2

2 0
p 2

2π
ln( / )

c
a a r

ω =     （4.8.18） 

式中，r 为金属线半径，其值很小，a 为晶格常数，c0 为真空中光速。周期性排列的金属线阵

列的有效电容率可表示为 

 
2 2
p 0

2 2
0

( ) 1
i

ω ω
ε ω

ω ω ωΓ
−

= −
− +

 （4.8.19） 

式中，ω0为谐振频率，取决于材料的几何结构参数，Γ 为结构的损耗参数。由式（4.8.19）可见，

当ω0<ω<ωp时，该结构中不存在传播模，在此频率段内出现禁带，即其等效电容率为负。 

3．人工合成微波段左手材料 

依据 Pendry 的设计思想分别实现了负电容率和负磁导率，如果将金属 SRRs 和金属线视

为组成左手材料的结构单元，按一定周期性组合起来，理论上就可以实现左手材料。史密斯

（Smith）等采用电路板刻蚀技术在玻璃纤维基板的两面分别刻蚀金属铜 SRRs 和金属铜线，并将

                                                        
① J. B. Pendry, A. J. Holden, W. J. Stewart et al., “Extremely Low Frequency Plasmons in Metallic Mesostructures”, Physical Review 

Letters, 1996. 76: 4773. 

图 4-21  周期排列的开口谐振环结构

 
图 4-22  周期排列的金属线阵列 
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其一一对应且按一定的周期排列成结构材料，首次实现了微波段左手材料，如图 4-23 所示
①
。

实验首次验证了这种结构材料对微波具有负折射的性质。后来，研究者们设计了各种各样形

状的周期排列材料。 

 
图 4-23  左手材料样品示意图 

4．光频段左手材料的制备 

物理刻蚀方法：Yen 等人采用光刻蚀技术（Photoproliferated Process）加工制备了结构单

元为 30μm 左右的铜 SRRs 阵列，实现了 1.0THz 附近的磁响应，而且磁响应强度比自然磁性

材料大一个数量级。Zhang 等采用金属介电多层膜蒸发沉积

及光刻蚀技术制备了周期性排列的金 U 形环，实现了中红

外 100THz（5μm）磁响应，并理论上预言了近红外 230THz
（1.3μm）的磁响应。U 形环的面积和其两个脚的尺寸及 ZnS
层的厚度确定了该结构的等效电感和电容。 

化学制备方法：最近，纳米树枝状结构在人工合成电

磁超材料方面也显现出其特点，西北工业大学赵晓鹏小组

设计了树枝状结构超材料。并利用化学电沉积法，直接在

ITO 导电玻璃基底上沉积银树枝状结构（如图 4-24 所示）
②
，

实验观察在红外波段具有很强的透射通带，并且在对应的频率表现出明显平板聚焦效应。这

是首次利用化学方法制备的左手材料。 

4.8.4  左手材料的应用展望 

基于左手材料的奇异的电磁波特性具有潜在的应用前景，微波段左手材料可广泛应用于

微波器件，如微波平板聚焦透镜、带通滤波器、调制器、微型反向天线、基于传输线左手材

料的前向波方向耦合器、宽带相移器、分布式放大器、磁共振成像设备等。 
红外波段左手材料可应用于生物安全成像、生物分子指纹识别、遥感、可视度极低的天

气条件下的导航、微型谐振腔、可调谐透镜、隔离器等。 
利用左手材料能突破衍射极限的原理，可见波段左手材料可以制备成超灵敏单分子探测

器，用来探测微量污染、极微量危险性生物化学药剂，以及血液中表征早期疾病的蛋白质分

子和医学领域诊断成像等。利用其负折射和倏逝波放大特性，可以用以制作集成光路中的光

                                                        
① R. A. Shelby, D. R. Smith, and S. Schultz, “Experimental verification of a negative index of refraction”, Science, 2001. 292: 77-79. 
② H. Liu, X. P. Zhao, Y. Yang et al., “Fabrication of infrared left-handed metamaterials via double template-assisted electrochemical 
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图 4-24  样品的扫描电镜照片 
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引导元件，有望制作出分辨率比常规光学透镜高几百倍的扁平光学透镜，也有望解决高密度

近场光存储遇到的光学分辨率极限问题，可能制作出存储容量比现有 DVD 高几个数量级的新

型光学存储系统。反常切伦科夫辐射效应可用于探测高能带电粒子。 
由于电磁波和声波都是一种物质波，满足类似的波动方程，所以对电磁波奇异调控的左

手材料也可以推广至对声波奇异调控的声学超材料（Acoustic Metamaterials）。在声学领域中，

人工设计的声学超材料两个基本宏观参数——动态质量密度和动态弹性模量可以为负值，通

过调控这两个基本参数，可以实现对声波的平板聚焦、亚波长成像、声学隐身等奇异效应。

声学超材料的这些奇异性质可以应用于超声医学成像、舰艇隐身等。 
左手材料的提出改变了人们对传统材料的认识，并开创了一个全新的领域，其独特的电

磁特性引起了许多科学研究者的兴趣，随着左手材料在微波段及红外可见光波段的研究发展，

左手材料在科技进步和材料应用上必将发挥出其巨大的潜在能量。 

习    题 

4.1  判断下列说法是否正确。对正确的进行论证，对错误的举例说明它为什么是错的。 

    （1）电磁波一定是横波（TEM 波）； 

    （2）电磁波的电场矢量和磁场矢量一定正交； 

    （3）电磁波中的电场能量一定等于磁场能量； 

    （4）两种电磁波的频率相同，它们的波长也一定相同。 

4.2  试从麦克斯韦方程推导出自由空间中的电磁波波动方程。 

4.3  试证明真空中的平面电磁波满足下列性质： 

    （1）横波（TEM 波）； 

    （2） E 、 B 、 k 组成右手系； 
    （3） 0 0ε μ=E H 。 

4.4  已知在绝缘介质中传播的平面电磁波的电场强度 i( )
0e

kx tω−=E E ，求能量密度和能流密度的平均值。 

4.5  在 r 0ε ε 、 0μ 介质中电场 0i2
0e

k z
xE −=E e ， 0 0 0k ω μ ε= ， 62π 10 rad/ sω = × 。求介质的相对电容率 rε 、等

相位面、波长 λ 、相速度 pv 、波阻抗 0

r 0

μη
ε ε

= 及磁场 H 。 

4.6  一平面电磁波以入射角 30θ = 从真空入射到玻璃（ r r1.6 1ε μ= =， ） 

    （1）写出反射波和折射波的波矢量； 
    （2）设入射波的 // // //cos siny x zE E Eθ θ⊥ ⊥= − = − +E e E e e， ，波矢量为 k ，试根据菲涅耳公式，作图标出

//' 'E E⊥、 及 //' ' ''E E⊥、 的方向。 

4.7  一平面电磁波以 45θ = 从真空入射到 r 2ε = 的介质，电场强度垂直于入射面，求反射系数和折射系数。 

4.8  试证明在迅变场中，当电磁波频率不太高时，导体中自由电荷只能存在导体表面上。 

4.9  求解下列问题： 

    （1）真空中波长为 1 cm 的平面电磁波垂直地入射到一块铝制厚板上，求此波的穿透深度。已知铝的电

导率为 7 13.4 10 S m−× ⋅ 。 
    （2）设冰的电导率很小， 6 110 S mσ − −= ⋅ ， 03.2ε ε= ，求频率在兆赫范围内的穿透深度。 

4.10  空气中，平面电磁波电场强度 1
0 1V mE −= ⋅ ，频率 83 10 Hzf = × 。今有一厚铜板（铜电导率
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7 15.8 10 S mσ −= × ⋅ ）垂直传播方向，求铜板内表面处的电场强度 E 、磁感强度 B 、电流密度 j 、衰减

长度 d ，以及距离表面处 410 m− 的电流密度 j 。 

4.11  海水的电容率 080ε ε≈ ，电导率 11S mσ −= ⋅ ， 0μ μ≈ 。当 / ( ) 10σ ωε > 时，可以把海水视为良导体。求： 

     （1）可把海水视为良导体时的最高工作频率 0f ； 

     （2） 4 8
1 210 Hz 10 Hzf f= =， 时，电磁波的衰减长度 1 2d d、 。 

4.12  平面电磁波垂直入射到金属表面上，试证明：透入金属内部的电磁波能量全部变为焦耳热。 

4.13  一矩形波导的尺寸为 7cma = ， 3cmb = ，电磁波在真空中的波长为 5cmλ = ，当它进入此波导时，可

能传播哪些类型的电磁波？ 
4.14  论证矩形波导管内不存在 m0TM 和 0nTM 波。 

4.15  工作于 x 波段的矩形波导宽边为 23mma = ，窄边为 10mmb = ，求工作波长 3.2mmλ = 时 10TE 模的波导

波长 gλ 。 

4.16  在尺寸为 22.86 mm 10.16mma b× =  × 的矩形波导中，传输 10TE 模，工作频率为 10GHz。 
     （1）求截止波长 cλ 、波导波长 gλ 和阻抗

10TEΖ ； 

     （2）若波导宽边尺寸增大一倍，上述参数如何变化？还能传输什么模式？ 

     （3）若波导窄边尺寸增大一倍，上述参数如何变化？还能传输什么模式？ 
4.17  矩形空腔谐振器 a = 2.3cm，b = 1.0cm，c = 2.2cm，主模是 101TE 模，即 m = 1、n = 0、l=1，求矩形谐

振器的谐振波长 cλ 。 
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第 5章  电磁波的辐射 

第 4章讨论了在各种情况下电磁波在空间的传播性质。但是电磁波是怎样发射出来的呢？

在实践上，电磁波常常是由运动电荷辐射出来的，例如，无线电波是由发射天线上的高频交

变电流辐射出来的。 
本章的主要内容：研究给定变化的电流分布或变化的电荷分布，如何计算它们所辐射的

电磁场。 
讲授思路：首先把势的概念推广到一般变化电磁场的情况，引入电磁场的矢势和标势；

然后将麦克斯韦方程组写成矢势和标势所满足的微分方程，求解微分方程，得到推迟势；最

后以推迟势为基础，讨论小区域（线度远小于波长）内电荷和电流分布的辐射问题，其中电

偶极辐射是一种最基本的辐射。 

5.1  电磁场的矢势和标势 

5.1.1  用势描述电磁场 

在静电场和静磁场问题中，引入矢势 A 和标势ϕ可使求场的问题简化。在随时间变化的

电磁场下，是否还可以引入与时间有关的矢势 A 和标势ϕ呢？如果可以引入，它们与电磁场

的关系如何？本节将这种方法推广到随时间变化的普遍情况，将会看到引入标势和矢势来描

述电磁场的运动，同样可使求解电磁场的问题简化。  
为简单起见，我们讨论真空中的电磁场。真空中电磁场的规律由麦克斯韦方程组式（3.2.6）

描述。 
在恒定磁场中，由于 B 的无源性，即 0∇⋅ =B ，引入矢势 A  

=∇×B A  
在一般的变化情况下，仍保持 0∇⋅ =B ，即由式（3.2.6d）可以看出，B 与矢势 A 的关系

是普遍成立的，则有 

 ( ) ( )t t⋅ = ∇× ⋅B r A r  （5.1.1） 

式中， A 是电磁场的矢势。 
在静电场中，由电荷激发的电场是无旋的，即 0∇× =E ，引入标势ϕ  

 ϕ= −∇E  （5.1.2） 

但在一般的变化情况下，由式（3.2.6b）可以看出，电场 E 的特性与静电场不同，它可以是无

旋场与有旋场的叠加。电场 E 一方面受到电荷的激发，另一方面也受到变化磁场的激发。后

者所激发的电场是有旋的，此时不能简单地写成 ϕ= −∇E 。由于在变化情况下，电场与磁场

发生直接联系，电场的表示式必然包含矢势 A 在内。 
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将 =∇×B A代入
t

∂
∇× = −

∂
BE 中，得到 

 0
t

∂⎛ ⎞∇× + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
AE  （5.1.3） 

这意味着此时矢量
t

∂
+
∂
AE 仍然是无旋的，因此它可以用标量函数ϕ来描述，ϕ称为电磁场的

标势。则有 

 ( , ) ( , ) ( , )t t t
t

ϕ∂
+ = −∇
∂
AE r r r  （5.1.4） 

因此，一般情况下电场用势表示为 

 ( , )( , ) ( , ) tt t
t

ϕ ∂
= −∇ −

∂
A rE r r  （5.1.5） 

由以上讨论，对一般随时间变化的电磁场，仍可引入矢势与标势，并通过式（5.1.1）与

式（5.1.5）表示，但现在电场 E 不再是保守力场，一般不存在势能的概念，标势ϕ失去作为

电场中电势的意义。因此在高频系统中，电压的概念也失去确切的意义。在变化场中，磁场

和电场是相互影响着的整体，必须把矢势 A 和标势ϕ作为一个整体来描述电磁场。 

5.1.2  规范变换和规范不变性 

由式（5.1.1）可以看出， A 与 B 不是一一对应的，矢势 A 的选取有很大的不确定性。可

以相差一个任意标量函数的梯度，也就是说 

( )ψ′= ∇× =∇× +∇ =∇×B A A A  

矢势 ′A 与 A 对应着同一个磁场 B 。 
 ψ′→ = +∇A A A  （5.1.6） 

这种变换称为规范变换。 
在式（5.1.6）的规范变换下，磁场 B 是不变的。但是这个 ψ∇ 在式（5.1.5）中对 E 要发

生影响。 

( )
t t t t t

ψϕ ϕ ψ ϕ
′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ = −∇ − = −∇ − − ∇ = −∇ + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

A A AE  

可见， A 中多了一项，应从ϕ中减去。为了保证电场 E 也不变，标势ϕ必须同时做如下

变换 

 
t
ψϕ ϕ ϕ ∂′→ = −
∂

 （5.1.7） 

这里要特别注意：ψ 是坐标与时间的任意标量函数，在这种变化下 

t t t t t

ψ

ϕ ϕ ψ ψ ϕ

′ ′= ∇× =∇× +∇×∇ =∇× =
′∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′= −∇ − = −∇ + ∇ − − ∇ = −∇ − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

B A A A B
A A AE E

 

即 ( , ) ( , )ϕ ϕ′ ′A A与 描述同一个电磁场 
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t

ψ
ψϕ ϕ ϕ

′→ = +∇
∂′→ = −
∂

A A A
 （5.1.8） 

式（5.1.8）称为电磁场势的规范变换。 
由于电场强度 E 和磁感应强度 B 是可观测的物理量，而用势描述电磁场时，又可彼此相

差规范变换，但均对应着同一电磁场。当势做规范变换时，所有的电磁场量和相关的物理

规律都应该保持不变，这种不变性称为电磁场的规范不变性。即自然界的物理量与物理规

律，凡涉及电磁作用时，都具有规范不变性。规范变换和规范不变性最先在电磁场理论中

引入，后来在现代理论物理中有了进一步发展，凡是场的运动方程具有规范不变性的就称

为规范场。传递一切相互作用的场都是规范场，电磁场传递电磁相互作用是人们首先认识

的规范场。 
从数学上来说，规范变换自由度的存在是由于在电磁场势的定义式（5.1.1）与式（5.1.5）

中只给出 A 的旋度，而没给出 A 的散度，仅由矢量场的旋度是不足以确定矢量场的。为了确

定 A ，还必须给出 A 的散度，电磁场 E 和 B 本身对 A 的散度没有任何的限制，因此，作为确

定势的辅助条件，可以取∇⋅ A为任意的值，每种选择都对应一种规范。采用适当的辅助条件，

可以使基本方程和计算简化，而且物理定义也较明显，在不同问题中，可以采用不同的规范

条件。应用最广的是以下两种规范条件。 
（1）库仑规范 
在第 2 章静磁场中已采用过这种规范，规范条件为 

 0∇⋅ =A  （5.1.9） 

在这种规范中， A 为无源场，因而电场表达式（5.1.5）中第二项
t

∂
−
∂
A
是无源场，是由变化磁

场激发的有旋电场。而第一项 ϕ−∇ 是无旋场，是由电荷激发的有源场。 

（2）洛伦兹规范 
在这种规范中，规范条件为 

 2
1 0

tc
ϕ∂

∇ ⋅ + =
∂

A  （5.1.10） 

下面将这两种规范分别代入矢势 A 和标势ϕ满足的基本方程，可以看到不同的规范各有

其特点。当采用洛伦兹规范时，势的基本方程化为简单的对称形式，因此，这种规范在理论

研究及解决实际辐射问题时是很方便的。 

5.1.3  达朗贝尔方程 

现在由麦克斯韦方程组导出矢势 A 和标势ϕ满足的基本方程。 

将 =∇×B A和
t

ϕ ∂
= −∇ −

∂
AE 代入麦克斯韦方程组式（3.2.6a）和式（3.2.6c）可得 

2

0 0 0 0 0 2( )
t t

μ μ ε ϕ μ ε∂ ∂
∇× ∇× = − ∇ −

∂ ∂
AA j  

2

0t
ρϕ
ε

∂
−∇ − ∇ ⋅ =

∂
A  
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应用 0 2
1
c

μ ε =0 对两式加以整理得到 

 
2

2
02 2 2

1 1
tc t c
ϕ μ∂ ∂⎛ ⎞∇ − −∇ ∇ ⋅ + = −⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠

AA A j  （5.1.11） 

 2 ( )
t

ρϕ
ε

∂
∇ + ∇ ⋅ = −

∂
A

0

 （5.1.12） 

这是真空中矢势 A 和标势ϕ所满足的基本方程。原来 4 个方程减少为 2 个方程，但是它

们仍是耦合方程组。解这样的耦合方程组必须联立求解，有时是相当繁杂的，如果采用规范

条件可将方程大大简化。 
（1）若采用库仑规范 0∇⋅ =A ，方程（5.1.11）和方程（5.1.12）变为 

 
2

2
02 2 2

1 1
tc t c

ϕ μ∂ ∂
∇ − − ∇ = −

∂∂
AA j  （5.1.13） 

 2 ρϕ
ε

∇ = −
0

（ 0∇⋅ =A ） （5.1.14） 

可以看出，采用这种规范的特点是标势ϕ所满足的方程与静电场情形相同，仍满足泊松方程。

它的解为 

 
0 0

1 ( , ) ( , )( ) d d
4 4V V

t tt V V
R

ρ ρϕ
ε ε

′ ′
′ ′⋅ = =

′π − π∫ ∫
r rr

r r
 （5.1.15） 

其中R ′= −r r ，解出标势ϕ后，代入式（5.1.13），可以解出矢势 A ，因此可以确定辐射电磁场。 

（2）若采用洛伦兹规范 2

1 0
tc
ϕ∂

∇ ⋅ + =
∂

A ，在这种规范下 A 和ϕ的方程为 

 
2

2
02 2

1
c t

μ∂
∇ − = −

∂
AA j  （5.1.16） 

 
2

2
2 2

0

1
c t

ϕ ρϕ
ε

∂
∇ − = −

∂
 （5.1.17） 

可见采用这种规范， A 和ϕ的方程化为一对不耦合的非齐次波动方程。一个是矢势 A 的

方程，一个是标势ϕ的方程，它们具有相同的形式，其自由项分别为电流密度 j 和电荷密度 ρ 。

由方程可见，电荷产生标势的波动，电流产生矢势的波动。离开电荷、电流分布区域后，矢

势和标势都以波动形式在空间传播。由它们导出的电磁场 E 和 B 也以波动的形式在空间传播。

把满足洛伦兹规范的矢势 A 和标势ϕ称为洛伦兹规范下的 A 和ϕ。把洛伦兹规范下 A 和ϕ满

足的微分方程式（5.1.16）和式（5.1.17）称为达朗贝尔方程。 

如果电磁场不随时间变化，即
2

2 0
t

∂
=

∂
Α

，
2

2 0
t
ϕ∂
=

∂
，式（5.1.16）与式（5.1.17）变为 A 和ϕ

所满足的泊松方程 

 2
0μ∇ = −A j  （5.1.18） 

 2

0

ρϕ
ε

∇ = −  （5.1.19） 
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在这种情况下，退回到静电场与静磁场的情况。因此，达朗贝尔方程（5.1.16）和方程

（5.1.17）是普遍情况下的电磁场势满足的方程。 
由以上推导可见，从麦克斯韦方程组可以得到电磁场势的微分方程，即达朗贝尔方程。

它们对于 4 个势函数ϕ、 x y zA A A、 、 的数学形式相同。一旦这些势方程有解，电磁场就可以根

据式（5.1.1）和式（5.1.5）解出。因此，达朗贝尔方程和麦克斯韦方程组是等效的，实际上

是电磁场运动规律的另一种表现形式，这种形式简单而对称，易于掌握。但是要强调一点，

并不是所有达朗贝尔方程的解都相应于满足麦克斯韦方程组的电磁场，而是其中同时满足洛

伦兹规范的解才是电磁场的势。 
【例 5-1】 求平面电磁波的矢势和标势。 
解：平面电磁波在没有电荷、电流分布的空间传播，势方程变为齐次波动方程 

2
2

2 2
1 0
c t

∂
∇ − =

∂
AA  

2
2

2 2
1 0
c t

ϕϕ ∂
∇ − =

∂
 

其平面波的解为 

 i( )
0e

tω⋅ −= k rA A  （5.1.20） 

 i( )
0e

tωϕ ϕ ⋅ −= k r  （5.1.21） 

（1）若 A 和ϕ满足洛伦兹规范 2
1 0

tc
ϕ∂

∇ ⋅ + =
∂

A  

i( )
0i e itω⋅ −∇ ⋅ = ⋅ = ⋅k rA k A k A  

i( )
02 2 2

1 1i e it

tc c c
ωϕ ωωϕ ϕ⋅ −∂

= − = −
∂

k r  

则有 
i( ) i( )

0 02i e i et t

c
ω ωω ϕ⋅ − ⋅ −⋅ =k r k rk A  

消去共同因子，可得 

 
2

0 0
cϕ
ω

= ⋅k A  （5.1.22） 

因此，只要给定矢量 0A ，就可以确定平面电磁波，场矢量 E 和 B 可以表示为 

[ ]

2

2
2

2

i

i i

i ( ) i

i ( )

i ( )

t
c

c k

c

ϕ ϕ ω

ω
ω

ω

ω

=∇× = ×
∂

= −∇ − = − +
∂

⎡ ⎤
= − ⋅ +⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤= − ⋅ −⎣ ⎦

= − × ×

B A k A
AE k A

k k A A

k k A A

k k A
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真空中 0 0k
c
ωω μ ε= =  

2c c
kω

= − × = − ×
kE k B B  

即 

[ ]

0 0

( ) ( )
1

k

k k k k k

k k

c
c c c

c
μ ε

= − ×

× = − × × = − ⋅ − =

= × = ×

E e B
e E e e B e e B B B

B e E e E

 

由平面电磁波的势得到的以上结果与第 4 章平面电磁波的结果一致。 

还需要说明一点，由 ( )
2

i c
ω

= − × ×⎡ ⎤⎣ ⎦E k k A 可知： 

若 0× =k A ，说明 A 矢量平行于 k 矢量，此时 0=E ，平行于 k 方向的分量称为纵向分量； 
若 0× ≠k A ，说明 A 矢量有与 k 矢量垂直的分量，此时 0≠E ，一般把垂直于 k 方向的分

量称为横向分量。 
可见，平面波电磁场只依赖于矢势 A 的横向矢量，对 0A 加上任意纵向部分αk（同时对 0ϕ

加上αω ，α 为任意常数），都不影响电磁场的强度，即 
2

0 0

2 2
2

0

2 2 2

0 2

2

0 0

( )c

c c k

c c
c

c

ϕ αω α
ω

α
ω ω

ωα
ω ω

αω ϕ αω
ω

+ = ⋅ +

= ⋅ +

= ⋅ + ⋅

= ⋅ + = +

k A k

k A

k A

k A

 

这说明在平面电磁波的情况下，即使加上洛伦兹规范后， A 和ϕ仍然不是确定的，还剩

下一些规范变换自由度。最简单的选择是取 A 只有横向分量，即 0⋅ =k A ，由
2

( )cϕ
ω

= ⋅k A 可

知， 0ϕ = 。在这种情况下 

 i= ⋅B k A， iω=E A   ( 0)⋅ =k A  （5.1.23）
 

（2）若采用库仑规范，矢势 A 和标势ϕ的方程（5.1.16）和方程（5.1.17）在自由空间中

（ 0ρ = ， 0=j ）变为 
2

2
2 2 2

2

1 1 0

0
0

tc t c
ϕ

ϕ

∂ ∂
∇ − − ∇ =

∂∂
∇ =
∇ ⋅ =

AA

A
 

当自由空间没有电荷分布时，库仑场的标势 0ϕ = ，把 0ϕ = 代入以上第一个方程，得到 A 的

波动方程 
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2
2

2 2
1 0
c t

∂
∇ − =

∂
AA  

其平面波的解为  
i( )

0e
tω⋅ −= k rA A  

库仑规范 0∇⋅ =A 保证了 A 只有横向分量，即 0ϕ = 。 

i i ( 0)ω= × = ⋅ =B k A E A k A  

与洛伦兹规范下取 0⋅ =k A 的情况结果一致。 
由该例可以看出，库仑规范的优点在于它的标势ϕ 描述库仑作用，直接由电荷分布 ρ 求

出，它的矢势只有横向分量。刚好足够描述辐射电磁波的两种独立偏振。辐射电磁波的电场

永远与传播方向（辐射方向）垂直，即与波矢量 k 垂直，库仑规范又称为辐射规范。 
采用洛伦兹规范，矢势 A 的纵向部分与标势ϕ的选择还可以有任意性，但洛伦兹规范的

特点是它使矢势 A 和标势ϕ的方程具有对称性，在相对论中显示出协变性，因而以后都采用

洛伦兹规范。 

5.2  推  迟  势 

5.2.1  达朗贝尔方程的解 

本节来求达朗贝尔方程的解，可以看出，达朗贝尔方程中 
2

2
02 2

2
2

2 2
0

1

1
c t

c t

μ

ϕ ρϕ
ε

∂
∇ − = −

∂
∂

∇ − = −
∂

AA j
 

A 和ϕ所满足的方程形式完全一样。先考虑标势ϕ 满足的方程，这个非齐次线性方程的

解是该方程的特解再加上该方程所对应的齐次方程的通解，以下寻求这个特解。 
由于方程是线性的，反映了场的叠加性，将整个空间分为许多无限小的区域，先求其中

某一体积元的变化电荷所产生的势，然后再对整个空间取积分，即得总标势。 
假如选择坐标原点在所考虑的体积元内，原点处有一变化电荷 ( )Q t ，其电荷密度是

( , ) ( ) ( )t Q tρ δ=r r ，此电荷产生的标势ϕ满足的达朗贝尔方程为 

 
2

2
2 2

0

1 1 ( ) ( )Q t
c t

ϕϕ δ
ε

∂
∇ − = −

∂
r  （5.2.1） 

先考虑 0≠r 的空间内上述方程的解，然后再由这个解去推测包含 0=r 这一点时解的形式，因

此除原点外，电荷产生的标势ϕ满足的方程为齐次波动方程。 

 
2

2
2 2

1 0
c t

ϕϕ ∂
∇ − =

∂
  ( 0)r ≠  （5.2.2） 

由球对称性，ϕ 具有中心对称性，ϕ 只依赖于 r 、t，而不依赖于角变量θ φ、 ，即ϕ 只是 r 和

t 的函数。在球坐标系中，式（5.2.2）化为 
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2

2
2 2 2

1 1 0r
r tr c t

ϕ ϕ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
   ( 0)≠r  （5.2.3） 

考虑到当 r 增大时，ϕ减小，做如下代换 

 

( , )( , ) u r tr t
r

ϕ =  （5.2.4） 

将式（5.2.4）代入式（5.2.3）得到u的方程 

 
2 2

2 2 2
1 0u u

r c t
∂ ∂

− =
∂ ∂

 （5.2.5） 

这是一维空间的波动方程，其通解为 

 ( , ) r ru r t f t g t
c c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （5.2.6） 

式中， f 和 g 是两个任意函数，由式（5.2.4）和式（5.2.6）可得除原点以外ϕ的解为 

 ( , )

r rf t f t
c cr t

r r
ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= +  （5.2.7） 

式中，第一项代表向外发射的球面波，第二项代表向内收敛的球面波，函数 f 和 g 的具体形

式应由物理条件定出。在研究辐射问题时，电磁场是由原点处的电荷发出的，它必然是向外

辐射的波。因此在辐射问题中取 0g = 。除原点外，ϕ 应有下列形式 

 
( , )

rf t
cr t

r
ϕ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=  （5.2.8） 

再讨论原点的情形。式（5.2.8）中 f 的形式暂且是任意的，应由原点处的电荷变化形式决

定。换句话说，必须这样来选择 f，使式（5.2.1）在原点处也能得到满足。注意当 0r → 时，ϕ →∞。

因此， ( , )r tϕ 对坐标的导数比 ( , )r tϕ 对时间的导数增加得快些，所以当 0r → 时，同 2ϕ∇ 比较，

 2

2 2
1
c t

ϕ∂
∂

可以省去。则式（5.2.1）可以写成 

 2

0

1 ( ) ( )Q tϕ δ
ε

∇ = − r  （5.2.9） 

式（5.2.9）与静电场泊松方程相同，这就意味着在原点附近，式（5.2.8）应取库仑定律的结

果。由此可以推出式（5.2.1）的解为 

 
0

( , )
4π

rQ t
cr t
r

ϕ
ε

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=  （5.2.10） 

如果电荷不在原点而在 ′r 点上，则有 

 
0

,
( , )

4π

RQ t
ct

R
ϕ

ε

⎛ ⎞′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠=

r
r  （5.2.11） 
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其中 R ′= −r r ，由于场的叠加性，对于一般变化电荷分布， ( , )tρ ′r 所激发的标势为 

 
0

,
( , ) d

4πV

Rt
ct V

R

ρ
ϕ

ε

⎛ ⎞′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ′= ∫

r
r  （5.2.12） 

由于矢势 A 所满足的方程形式上与标势ϕ 的方程一致，所以一般变化电流分布 ( , )t′j r 所激发

的矢势为 

 0
,

( , ) d
4π V

Rt
ct V

R
μ

⎛ ⎞′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ′= ∫

j r
A r  （5.2.13） 

5.2.2  推迟势 

以下讨论达朗贝尔方程（5.1.16）与方程（5.1.17）解的物理意义。 
式（5.2.12）中， ( , )tϕ r 为一般变化电荷分布 ( , )tρ ′r 所激发的标势，式（5.2.13）中， ( , )tA r

为一般变化电流分布 ( , )t′j r 所激发的矢势。如图

5-1所示， ( , , )x y z=r 表示观测点P， ( , )tϕ r 和 ( , )tA r
分别表示 t 时刻在 P 点的标势ϕ 和矢势 A 值，

( , , )x y z′ ′ ′ ′=r 表示源点， , Rt
c

ρ ⎛ ⎞′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r 和 , Rt
c

⎛ ⎞′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

j r

分别表示
Rt t
c

′ = − 时刻在 ′r 点的电荷密度 ρ 和电

流密度 j 值， R 表示源点 ′r 与观测点 r 的距离。 
式（5.2.12）说明 t 时刻 r 点的势ϕ 是由全部电荷贡献的。但值得注意的是，电荷密

度 , Rt
c

ρ ⎛ ⎞′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r 中的时刻并不是 t 时刻，而是一个比 t 早的时刻
Rt t
c

′ = − 。或者说，t′时刻在

′r 处电荷产生的场并不能在同一时刻 t′就到达 r 点，而是需要一个传输时间 tΔ 。它取决

于源点离观测点的距离 R 和场的传播速度 c，所以
Rt
c

Δ = 。而 t t t′= + Δ ，由于 t t′> ，故 t

时刻的标势ϕ 和矢势 A 晚于场源辐射的时刻 t′，因此称式（5.2.12）和式（5.2.13）为推

迟势。 

不同源点如 L 、N 等对同一场点的距离是不同的，因此
Rt t
c

′ = − 也不同。对 t 时刻 r 点的

标势ϕ ，显然源区各点都有贡献，但却不是同一时刻各点的电荷都有贡献。因为 , Rt
c

ρ ⎛ ⎞′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r 对

源区各点，由于 R 不同，所以 t′也不同。如图 5-1 所示，N 点的电荷在时刻 1Rt
c

− 的值对 ( ),tϕ r

有贡献， L 点的电荷在 2Rt
c

− 时刻的值对 ( ),tϕ r 有贡献。在 r 点 t 时刻测量到的电磁场是由电

荷和电流在不同时刻激发的。对式（5.2.13）的物理意义可做同样的解释。 
推迟势的重要性在于说明空间某点 r 在某时刻 t 的势不是依赖于同一时刻的电荷和电流

 
图 5-1  电荷、电流激发标势和矢势的示意图 
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分布，而是决定于较早时刻
Rt
c

− 的电荷、电流分布。点 ′r 处在 t′时刻的电荷和电流变化要在
R
c

时间以后才能影响到点 r 处在 t 时刻的势。由此可见，变化电荷、电流是电磁波的波源，ϕ A、

反映了电磁波的辐射。电磁作用是以有限速度传播的，在真空中这个速度就是 c 。即电荷、

电流产生的物理作用不能瞬时地传到观测点，而是在较晚时刻才传到观测点，所推迟的时间
R
c

正是电磁作用从电荷、电流所在点 ′r 传至观测点 r 所需要的时间。 
【例 5-2】 如图 5-2 所示， a 、 b 是电荷分布中的两点，它们离场点的距离分别是

6
a 3.00 10 m R = × 、 6

b 2.97 10 mR = × 。 
问： 8 st = ，在 P 点的标势 ϕ 中，a、b 两点贡献的部分是它们各自在什么时候的电荷密

度激发的？ 
解：对 t 时刻的 ϕ 有贡献的应该是 t′时刻的电荷密度 ρ 。 

由于 ( , , , )x y z tϕ 与 ( , , , )x y z tρ ′ ′ ′ ′ 相对应。 

Rt t
c

′ = −  

6
a

a 8

6
b

b 8

3 108 7.9900s
3 10
2.97 108 7.9901s

3 10

Rt t
c
Rt t
c

×′ = − = − =
×

×′ = − = − =
×

 
下面讨论推迟势与静电场、静磁场（恒定场）势的对比关系，如表 5-1 所示。 

表 5-1  推迟势和恒定场势的对比关系 

 标势 矢势 

推迟势 
0

,
1( , ) d

4π V

Rt
ct V

R

ρ
ϕ

ε

⎛ ⎞′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ′= ∫

r
r  0

,
( , ) d

4π V

Rt
ct V

R
μ

⎛ ⎞′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ′= ∫

j r
A r  

恒定场的势 
( )

0

,1( , ) d
4π V

t
t V

R
ρ

ϕ
ε

′
′= ∫

r
r  ( )0 ,

( , ) d
4π V

t
t V

R
μ ′

′= ∫
j r

A r  

这两种情况下的势在形式上完全一样，只是 ρ 和变量 j 中不是 t 时刻，而是
Rt t
c

′ = − 时刻。

因为在静电场和静磁场中，电荷和电流是不随时间变化的。在空间 r 处观测到的场量体现出

的是同一时刻 t 的电荷或电流的贡献，而现在电荷和电流是运动的，体现出推迟效应。 
关于推迟势还需指出以下几点： 

（1）达朗贝尔方程的解式（5.2.12）是在静电场问题的基础上推广的，它是否确实是方程

（5.2.1）的解呢？可将式（5.2.12）代入加以验证，可以证明确实是方程的解。 
（2）由麦克斯韦方程组导出达朗贝尔方程时，引入了洛伦兹规范，因此推迟势还必须满足 

2
1 0

tc
ϕ∂

∇ ⋅ + =
∂

A  

利用电荷守恒定律可验证推迟势ϕ和 A 满足洛伦兹规范。证明如下： 

设
Rt t
c

′ = − ，对 R 的函数而言，有 ′∇ = −∇ ，因此 

 
图 5-2  例 5-2 图 
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0

0

0

0

0

0

( , )( , ) d
4π

( , ) d
4π

( , )( , )= d
4π

( , )
d

4π
( , ) 1 1 ( , )d

4π
1 1 ( , )d

4π

V

V

t

V

t

V

V

V

tt V
R

t V
R

tt V
R R
t

V
R

t t V
t ε R t

t V
ε R t

μ

μ

μ

μ

ϕ ρ

ρ

′

′

′

′ ′
′∇ ⋅ = ∇ ⋅

′ ′⎡ ⎤′ ′= −∇ ⋅ ⎢ ⎥⎣ ⎦
′ ′ ′∇ ⋅′ ′⎡ ⎤′ ′−∇ ⋅ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
′ ′ ′∇ ⋅

′=

∂ ∂ ′ ′ ′=
∂ ∂

∂ ′ ′ ′=
′∂

∫

∫

∫

∫

∫

∫

r

j rA r

j r

j rj r

j r

r r

r

不变

不变

不变

 

因而 

0
2

1 ( , ) 1( , ) [ ( , ) ( , )]d
4π tV

tt t t V
t R tc

μϕ ρ′
∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′∇ ⋅ + = ∇ ⋅ +

′∂ ∂∫
rA r j r r不变  

由电荷守恒定律 

( , ) ( , ) 0tt t
t
ρ′

∂′ ′ ′ ′ ′∇ ⋅ + =
′∂

j r r不变  

所以可得 

2
1 ( , )( , ) 0tt

tc
ϕ∂

∇ ⋅ + =
∂
rA r  

（3）当 ρ 、 j 给定时，由推迟势可计算出ϕ和 A ，再由 

t
ϕ

=∇×
∂

= −∇ −
∂

B A
AE

 

求得空间任意点的电磁场强度。 

5.3  电偶极辐射 

电磁波是由交变运动的电荷系统辐射出来的，在宏观状态下，电磁波由载有交变电流的

天线辐射出来，在微观状态下，变速运动的带电粒子导致电磁波的辐射。本节研究宏观电荷

系统在其线度远小于波长情形下的辐射问题。 

5.3.1  计算辐射场的一般公式 

当变化电流分布给定时，计算辐射场的基础是推迟势公式 

 0 ( , )( , ) d
4π V

tt V
R

μ ′ ′
′= ∫

j rA r  （5.3.1） 
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其中
Rt t
c

′ = − 。若电流 j 是一定频率的交变电流 

 
i( , ) ( )e tt ω−=j r j r ，

i( , ) ( )e tt ω ′−′ ′ ′=j r j r  （5.3.2） 

代入 ( , )tA r 的表达式，因为
i i i i( )( , ) ( )e ( )e ( )e

R Rt t kR tc ct j
ω ω ω ω
⎛ ⎞− − − +⎜ ⎟ −⎝ ⎠′ ′ ′ ′ ′= = =j r j r j r r 。式中，k

c
ω

= 是

波数。 

 
i( )

0 ( )e( , ) d
4π

kR t

V
t V

R

ωμ −′
′= ∫

j rA r  （5.3.3） 

令  
i( , ) ( )e tt ω−=A r A r  

则有 

 
i

0 ( )e( ) d
4π

kR

V
V

R
μ ′

′= ∫
j rA r  （5.3.4） 

式中， ie kR 是推迟作用因子，它表示电磁波传至观测点时有相位滞后 kR 。式（5.3.4）是讨论

电磁波辐射的出发点。 
只要电流密度 j 确定，电荷密度 ρ 也自然确定。因为 ρ 与 j 由电荷守恒定律相联系 

0
t
ρ∂
+∇ ⋅ =

∂
j  

在一定频率交变电流的情况下 

 i
0e

tωρ ρ −=  （5.3.5） 

由电荷守恒定律 iωρ =∇ ⋅ j ， ρ 确定了，标势ϕ也可以确定。 

0

,
( , ) d

4πV

Rt
ct V

R

ρ
ϕ

ε

⎛ ⎞′ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ′= ∫

r
r  

由于标势ϕ和矢势 A 之间由洛伦兹规范条件相联系，所以实际计算中求出矢势 A 就可确

定场了。因为知道 A 用洛伦兹规范条件就可定出ϕ来，由 A 和ϕ即可计算电场 E 和磁场 B ，

通常只讨论矢势 A 。在这种情况下，由矢势 A 就可完全确定电磁场。 

=∇×B A  
算出 B 后，E 可由麦克斯韦方程组确定，在电荷分布区外面 0=j ，由真空中，麦克斯韦方程

0 0=
t

μ ε ∂
∇×

∂
EB 和 i( , ) ( )e tt ω−=E r E r 可得出  

i= k
c

∇× −B E  

 
i c
k

= ∇×E B  （5.3.6） 

以上讨论的是计算辐射场的一般公式，以下仅讨论宏观电荷分布在小区域的情形。 
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5.3.2  矢势的展开式 

在矢势表达式（5.3.4）中，我们注意到存在三个线度：电荷分布区域的线度 l ，它决定积

分区内 ′r 的大小；波长
2π
k

λ = ；电荷到观测点的距离 R 。本节将研究分布于一个小区域内的

电流所产生的辐射，所谓小区域，是指它的线度远小于波长λ及观测距离 R ，即 

 l λ� ， l R�   （5.3.7） 

至于 R 和λ的关系，有三种情况： 
（1）近区               R λ� ，（ l R λ� � ） 
（2）感应区              ~R λ ，（ ~l R λ� ） 
（3）远区（辐射区）     R λ� ，（ l Rλ� � ） 

一般情况下，变化的电荷和电流产生的磁场是很复杂的。在近区，起主要作用的是似稳

场，它不能脱离场源向外运动，而是与场源的瞬时性相对应。在远区，起主要作用的是辐射

场，它们脱离场源以波的形式向外运动，这部分就是近代技术上作为通信工具的电磁波。在

实际应用中，人们并不关心全部电磁场，只考虑电磁波。三个区域内场的特点是不同的。在

近区内， 1kR� ，推迟因子 ie ~ 1kR ，忽略推迟效应。因而电磁场保持静电场和静磁场的主要

特点，电场具有静电场的纵向形式，磁场也和恒定场相似。在远区内，电磁场变为横向辐射

场。感应区是一个过渡区，情况比较复杂。实际上通常是在离发射系统较远处接收电磁波的，

对这类问题需要计算远场。以下主要讨论远场的势。 
在静电场和静磁场问题中，当 l R� 时，可用多极矩展开的方法来讨论，现在也可采用这

种方法。 
选坐标原点在电荷分布区域内，则 ′r 的数量级为 l ，以 r 表示由原点到观测点 r 的距离。

R 为由电荷分布点 ′r 到观测点 r 的距离。令 r = r  
1

2 2 2

1
2 2

2 2

1
2 2

2

( 2 )

1 2

1 2 r

R r r

rr
r r

rr
rr

′ ′ ′= − = + − ⋅

⎛ ⎞′ ′⋅
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′
= + − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

r r r r

r r

re

 

式中， r r
=

re ，计算远场（辐射区）时仅考虑
1
r
项，即只保留

1
r
的最低次项，则 

 
1
2

1 2 r rR r r
r
′⎛ ⎞ ′≈ − ⋅ = − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
re e r  （5.3.8） 

将式（5.3.8）代入式（5.3.4）可得 

 
i ( )

0 ( )e( ) d
4π

rk r

V r

V
r

μ ′− ⋅′
′=

′− ⋅∫
e rj rA r

e r

 

（5.3.9） 

由于只保留
1
r
最低项，所以分母中可略去 r ′− ⋅e r ，但是在相因子中的 r ′⋅e r 是不能忽略的，因
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为这项贡献一个相因子 

i2πie e r
rk λ

′
− ⋅′− ⋅ =

ree r  

所以这里涉及的是小参数
λ
′r
，而不是

r
′r
，相位差

2π r

λ
′⋅e r
一般是不能忽略的，因此需要保留

λ
′r

中的各级项。 

 ie 1 irk
rk′⋅ ′= − ⋅ +e r e r "  （5.3.10） 

将式（5.3.10）代入式（5.3.9）可得 

 
i

0e( ) ( )(1 i )d
4π

kr

rV
k V

r
μ ′ ′ ′= − ⋅ +∫A r j r e r "  （5.3.11） 

式中，
ie kr

r
是球面波形式，这表示矢势在远区的行为是向外传播的球面波。以下会看到展开式

中各项对应电磁波的多极辐射。 

5.3.3  电偶极辐射 

现在研究展开式（5.3.11）的第一项 

 
i

0e( ) ( )d
4π

kr

V
V

r
μ ′ ′= ∫A r j r  （5.3.12） 

先看电流密度体积分的意义，电流是由运动带电粒子组成的，设单位体积内有 in 个带电

量为 iq 、速度为 iv 的粒子，则它们对电流密度的贡献为 i i in q v ，因此 

i i i
i

n q=∑j v
 

式中，求和号表示对各类带电粒子求和。上式也等于对单位体积内所有带电粒子的 qv 的求和，

因此可得 

( )d
V

V q′ ′ =∑∫ j r v  

式中，求和号表示对区域内所有带电粒子求和。 

d d
d d

q q
t t

= = =∑ ∑ pv r p�
 

式中， p 是电荷系统的电偶极矩，因此 

 ( )d
V

V′ ′ =∫ j r p�  （5.3.13） 

图 5-3 所示为一个简单的电偶极子系统，这种模型是赫兹振子，

它是历史上第一次用人工方法获得电磁波的电荷系统。它是由两个导

体小球构成的，两小球用细导线连接，当导线上有交变电流 I 时，两

导体上的电荷 Q± 就交替变化，形成一个振荡电偶极子。也就是说，Q

有时为正，有时为负，且其值随时间 t 变化，当两球充以等量异号电

荷时，就会发生放电现象。由于电阻很小，所以这种放电属于振荡性

 
图 5-3  电偶极子系统 
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的，振荡放电实际上是电荷在导线中做加速度运动形成的，因此在它周围激发起变化的电磁

场，辐射出一系列连续的电磁波。系统的电偶极矩为 

Q= Δp l  
当导线上有电流 I 时，Q 的变化率为 

d
d
Q I
t
=  

因而体系的电偶极矩变化率为 

 d d ( )d
d d V

Q I V
t t

′ ′= = Δ = Δ = ∫
pp l l j r�  （5.3.14） 

与一般的式（5.3.13）相同。 
由此可见，展开式的第一项代表振荡电偶极子产生的辐射 

 
i

0e( )
4π

kr

r
μ

=A r p�  （5.3.15） 

以下研究振荡电偶极子周围的电磁场 
i

0e
4π

kr

r
μ

=∇× =∇×B A p�
 

由于只保留
1
r
的最低次项，因而算符∇无须作用到分母的 r 上，而仅需要作用到相因子 ie kr 上，

作用结果相当于做代换 

 i rk∇→ e  （5.3.16） 

则 

i0i
e

4π
kr

r
k
r

μ
= ∇× = × �B A e p  

设振荡电偶极子做简谐振动 

i

0e
Rt
c

ω⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠=p p  

iω= −p p� ， 2ω= −p p��  

于是可得 

i0

2
0 0 0 i

i
2

3
0

i

3
0

i e ( i )
4π

e
4π

e
4π

e
4π

kr
r

kr
r

kr

r

kr

r

k
r

r

c r

c r

μ ω

μ ω μ ε

ω
ε

ε

= × −

= ×

= ×

= ×

B e p

e p

e p

p e��
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i

2
0

i

e ( )
4π

r

kr

r r

c c
k

c rε

= ∇× = ×

= × ×

E B B e

p e e��
 

因此得到电偶极子产生的辐射场 E 和 B  

 

i

3
0
i

2
0

e
4π

e ( )
4π

kr

r

kr

r r

c r

c r

ε

ε

= ×

= × ×

B p e

E p e e

��

��
 （5.3.17） 

若取球坐标原点在电荷分布区内，并以 p 方向为极轴，则由式（5.3.17）得到 

 

i
3

0

i
2

0

1 e sin
4π

1 e sin
4π

kr

kr

c r

c r

φ

θ

θ
ε

θ
ε

=

=

B p e

E p e

��

��
 （5.3.18） 

由电偶极辐射电磁场 E、B 关系式可看出，电偶极辐射有以下特点。 
（1）E、B 和 k 构成相互垂直的矢量系统。在球坐标系中，E 在θ 方向，B 在φ方向，k

矢量沿 re 方向，如图 5-4 所示。B 沿纬线振荡，E 沿经线振荡。E 的方向沿经线方向，电场线

是经面上的闭合曲线。由于在空间 0∇⋅ =E ，E 线必须闭合但 E 不可能完全横向，即 0zE ≠ ，

如图 5-5 所示。B 沿纬线方向，磁感应线是围绕极轴的圆周，B 总是横向的， 0zH = ，因此电

偶极辐射是空间中 TM 波。 

                
        图 5-4  电偶极辐射的电磁场方向           图 5-5  电偶极辐射的电场线分布 

（2）电场和磁场大小关系为 

c=
E
B

 

（3）当 0, πθ = 时， 0= =E B 。当
π
2

θ = 时，E 和 B 达到最大值，可见电偶极辐射具有明

显的方向性，即电偶极子沿自己的轴向不辐射，而在垂直于轴向的平面上具有最大的辐射。 
（4）E 和 B 与距振荡源的距离 r 成反比，与

2p�� 成正比。电偶极子产生辐射的条件是 0≠p�� 。

实质上 q q= =p l v���� �，而 v�就是加速度。换句话说，只要电荷运动速度发生变化，就会产生辐射。 
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5.3.4  辐射能流、角分布、辐射功率 

在辐射问题的实际应用中，最主要的问题是计算辐射功率和辐射的方向性，这些都可以

从平均能流密度 S 求出。将电偶极辐射的电磁场代入平均能流密度公式 

 

* *

0
2

2 2
2 3 2

0 0

1 Re( ) Re[( ) ]
2 2

sin
2 32π

r

r r

c

c
c r

μ

θ
μ ε

= × = × ×

= =

S E H B e B

p
B e e

��
 （5.3.19） 

式中，因子 2sin θ 表示电偶极辐射的角分布，即辐射的方向性。在振动方向
π
2

θ = 的平面上辐

射最强，而沿电偶极矩轴线方向（沿振动方向 0 πθ θ= =， ）没有辐射，如图 5-6 所示，辐射

能量在空间的角分布称为辐射方向图，也称为波瓣图。 
将 S 对球面积分，即得总的辐射功率 

 

2

2
2π π 3

2 3 0 00
2

3
0

d

d sin d
32π

1
4π 3

P r

c

c

φ θ θ
ε

ε

= Ω

=

=

∫

∫ ∫

S

p

p

○

��

��

   
（5.3.20） 

2 24ω=p p�� ，则有 

   
2 4

3
0

1
4π 3

P
c
ω

ε
=

p
    （5.3.21） 

可见，若保持电偶极矩振幅不变，辐射功率正比于频率的 4 次方，频率变高时，辐射功

率迅速变大。只有在高频情况下，辐射强度才特别显著，这指明了提高频率是增加辐射功率

的有效途径，显然对恒定电流情况（ 0ω = ），不存在电磁场的辐射。 

若用波长λ表示
2π cω
λ

=  

 
23

4
0

4π
3

c
P

ε λ
=

p
 （5.3.22） 

由此可知，短波电台辐射功率比长波电台辐射功率大。 
可以看到，辐射功率与可选择的球面半径无关，这表示振荡电偶极子辐射出来的电磁场

在真空中不会转化为其他形式的能量，而仍以电磁场能量的形式传播到远方。 

5.3.5  短天线的辐射、辐射电阻 

由以上的讨论可知，电偶极辐射的关键在于一个辐射系统有电偶极矩，且 ( )tp�� 不为零。

如果对一电荷或电流分布系统，可以找出等效的电偶极矩，并且算出它的 p�� ，就可以计算该系

统的电偶极辐射。当直天线的长度 l 远小于波长时，它的辐射就是这种电偶极辐射。可以视为

 
图 5-6  电偶极矩的辐射方向图 
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电偶极矩的天线称为短天线，以下讨论短天线辐射。图 5-7
所示为中心馈电长度为 l 的天线，在天线两半段上，电流

方向相同。在馈电点 0z = 处，电流有最大值 0I ，在天线两

端，电流为零。 
若天线长度 l λ� ，则沿天线上的电流分布近似为线

性关系 

  0
2( ) 1I z I z
l

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2z
l

≤    （5.3.23） 

由式（5.3.13），电偶极矩变化率为
 

 
/2 /2

0 0/2 /2

2 1( )d 1 d
2

l l

l l

z
z z z I

l− −

⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫p I I l�  （5.3.24） 

由 0
1i
2

Iω= − =p p l� ，则有  

 0
i
2

l
ω

=p I  （5.3.25） 

代入辐射功率表达式（5.3.17），可求出短天线的辐射功率为 

 
2

20
02

0

π
12

lP Iμ
ε λ

=  （5.3.26） 

式（5.3.26）适用于 l λ� 的情形，由此式看出，若保持天线电流 0I 不变，则短天线的辐射功率正

比于
2l

λ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

天线不断向外辐射能量，就要不断地消耗自己的能量。如果得不到能量的补充，它的振

动就会逐渐衰减，最后归于停止。通常天线向外辐射的电磁能量是由电源供给的，对于电源

来说，由于辐射而损耗的能量可等效地视为一个电阻所消耗的，通过等效电阻流入天线输入

端的电流在等效电阻 rR 上耗散的功率恰好等于总的辐射功率。因此，由天线引起的辐射能量

损耗通常用一等效电阻 rR 来描述，这个电阻称为辐射电阻 rR ，令 

 2
0

1
2 rP R I=  （5.3.27） 

由式（5.3.25） 
2

2 20
0 02

0

π 1
12 2 r

lP I R Iμ
ε λ

= =  

得到 

 
2

0
2

00

2 π
6r

P lR
I

μ
ε λ

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  （ l λ� ） （5.3.28） 

由于 0

0

376.7μ
ε

= Ω，因而 

 

2

197r
lR
λ

⎛ ⎞= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （5.3.29） 

 
图 5-7  短天线辐射装置 
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天线的辐射电阻越大，表示在一定输入电流下的辐射功率越大。因此，辐射电阻通常是

用来表征天线辐射能力的一个量。由于短天线的辐射电阻正比于 2( )l
λ

，因此，短天线的辐射

能量是不强的，要提高辐射能力，必须使天线长度增大到最小与波长同量级。但是这种情况

下，天线的辐射已不能用电偶极辐射来表示。 
【例 5-3】 证明由具有相同荷质比（ /q m =常数）的粒子所组成的孤立系统，不会有电偶

极辐射。 
证明：若系统所有粒子的荷质比都是相同的，则系统的电偶极矩为 

i i i i
i i

qq m
m

= =∑ ∑p r r  

而 i i i
i i

m m=∑ ∑r R ，R 是系统的质量中心的矢径，则 

i
i

q m
m

= ∑p R  

电偶极辐射的电磁场均与 p��有关 

i
i

q m
m

= ∑p R����  

对孤立系统而言，质心加速度 0=R�� ，则 0=p�� ，从而辐射场 

0     0= =Ε B，  

即该系统没有电偶极辐射。 
【例 5-4】 一电偶极矩大小为 0p 的电偶极子位于 xOy

平面内的坐标原点，以匀速度ω通过其中心的 z 轴旋转。如

图 5-8 所示，求它在空间一点 P（r, θ, φ）处所产生的辐射场

和能流。 
解：p0 以角速度ω转动，可分解为相位差为π/2的互相垂

直的两个线振动，这旋转电偶极子的电偶极矩可写为 
i

0 ( i )e t
x yp ω−= +p e e

 
在球坐标系中 

sin cos cos cos sinx r θ φθ φ θ φ φ= + −e e e e
 

sin sin cos sin cosy r θ φθ φ θ φ φ= + +e e e e
 

i

i sin (cos isin ) cos (cos isin ) (sin cos )

e (sin cos i )
x y r

r

θ φ

φ
θ φ

θ φ φ θ φ φ φ φ

θ θ

+ = + + + − +

= + +

e e e e e

e e e
 

2 i
0

2 i( )
0

( i )e

e (sin cos i )

t
x y

t
r

p

p

ω

φ ω
θ φ

ω

ω θ θ

−

−

= − +

= − + +

p e e

e e e

��

 
旋转电偶极子的辐射场为 

 
图 5-8  例 5-4 图 



电 动 力 学 

 

  218
i i

2 2
0 0

2
i( )0

2
0

2
i( )0

2
0

e e( ) [( ) ]
4π 4π

e {[ (sin cos i ) ] (sin cos i )}
4π

e (cos i )
4π

kr kr

r r r r

kr t
r r r r

kr t

c r c r

p
c r

p
c r

ω φ
θ φ θ φ

ω φ
θ φ

ε ε

ω θ θ θ θ
ε

ω θ
ε

− +

− +

= × × = ⋅ −

= − + + ⋅ + + +

= +

E p e e p e e p

e e e e e e e e

e e

�� �� ��

 

2
i( )0

3
0

1 e (cos i )
4π

kr t
r

p
c c r

ω φ
φ θ

ω θ
ε

− += × = −B e E e e  

辐射场的平均能流密度为 
* *

0

*

0

* *

0

*

0

1 1Re( ) Re( )
2 2

1 1Re ( )
2

1 Re ( ) ( )
2

1 Re( )
2

r

r r

r

c

c

c

μ

μ

μ

μ

= × = ×

⎡ ⎤= × ×⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⋅ − ⋅⎣ ⎦

= ⋅

S E H E B

E e E

E E e E e E

E E e

 

代入求出的 E ，可得 
2 2

20
2 3 2

0

(1 cos )
32π r

p
c r

ω θ
ε

= +S e  

【例 5-5】 一天线长为 l，其上载有电流 I=I0cosωt，式中 I0 和ω都是常数，如图 5-9 所示。

求这天线的辐射场 E 和 H。 
解：以天线中心为原点，天线为极轴，取球坐标系。

A 的推迟势为 

0
0 2

2

cos
( , ) d

4π

zl

zl
z

RI t
ct z

R

ωμ
−

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= ∫A r e  

式中，Rz 为天线上任意一点到场点 P 的距离，r 为场点到

原点的距离，对于辐射场 r l� ，因此天线 l 上的任意一点

z 到场点 P 的距离 Rz 都可用 r 代替，即 Rz≈r。 

0 0( , ) cos
4π z

I l rt t
r c

μ ω⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

A r e  

用复数表示 
i( )0 0( , ) e

4π
kr t

z
I lt
r

ωμ −=A r e
 

i( )0 0 e
4π

kr t
z

I l
r

ωμ −⎛ ⎞= ∇× = ∇×⎜ ⎟
⎝ ⎠

B A e
 

式中， k
c
ω

= ，因只取 1/r 项，故算符∇对分母上的 r 不作用，则 i rk∇→ e  

 
图 5-9  例 5-5 图 
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i( )0 0i e
4π

kr t
r z

I lk
r

ωμ −= ×B e e
 

又因为 cos sinz r θθ θ= −e e e  

i( )0 0 sin e
4π

kr tk I l
r

ω
φ

μ θ −= −B e
 

则有 
i( )0 0= sin e

4π
kr t

r r
ck I lc

r
ω

φ
μ θ −− × = ×E e B e e  

i( )0 0 sin e
4π

kr tI l
r

ω
θ

ωμ θ −= −E e
 

i( )0 0 sin e
4π

kr tk I l
r

ω
φ

μ θ −= −B e  

5.3.6  磁偶极辐射 

矢势 A 多极展开式（5.3.11）的第一项为电偶极辐射，第二项为磁偶极辐射和电四极辐射

（在同一级中出现）。下面仅讨论磁偶极辐射，关于多极矩的辐射，不做详细讨论。 
计算发现，磁偶极辐射场与电偶极辐射场的关系为只要将电偶极辐射场做以下代换 

 
c
c

c

→

→
→−

mp

E B
B E

 （5.3.30） 

即得磁偶极辐射场。这样的代换反映了麦克斯韦方程组的电磁对称性。自由空间中麦克斯韦

方程组对变换 c→E B， c →−B E 是对称的。 
磁偶极辐射场为 

 

i
0

2

i
0

e ( )
4π

e= ( )
4π

kr

r r

kr

r

c r

cr

μ

μ

= × ×

− ×

B m e e

E m e

��

��  
（5.3.31） 

磁偶极辐射的平均能流密度为 

 
24

0 2
2 3 2 sin

32π rc r
μ ω

θ=
m

S e  （5.3.32） 

磁偶极辐射的总辐射功率为 
24

0
312π

P
c

μ ω
=

m
 

【例 5-6】 一电流线圈半径为 a，激发电流振幅为 0I ，角频率为ω，求辐射功率。 
解：将电流线圈的磁矩振幅 2

0m I a= π 代入辐射功率公式 
44 2 2 5

20 0 0
03

0

( π ) 4π
312π

I a aP I
c

μ ω μ
ε λ

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

当电流 0I 和线圈面积不变时 
4aP

λ
⎛ ⎞∝ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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当开放型短天线（电偶极辐射）的线度 l 与闭合型磁偶极天线的线度 a 为同一数量级时 
2

m

e

P l
P λ

⎛ ⎞∝ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

对于偶极辐射，天线线度与波长λ之间的关系为 l� λ，a� λ，则有 
2

m

e

1P l
P λ

⎛ ⎞∝ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

因此，在短天线与磁偶极子天线中馈入相同频率和振幅的振荡电流时，即使天线线度相

同量级（a～l），磁偶极辐射比电偶极辐射小，即小线圈的辐射能力比短天线更低。 

5.4  电磁场的动量 

电磁场不仅有能量，也具有动量，这是电磁场物质性的具体体现。带电体和电磁场之间不仅

有能量交换，也有动量交换。在交换过程中，遵守两个守恒定律——能量守恒定律和动量守恒定

律。研究电磁场动量的方法和讨论电磁场能量的情况类似，即研究一个带电体系受电磁场作用时，

其动量发生变化，由总体系（带电体系和电磁场）的动量守恒而求出电磁场的动量。 
有一带电体系在电磁场中运动，所受的洛伦兹力密度为 

 ( )ρ ρ= + × = + ×f E v B E j B  （5.4.1） 

电荷系统受力作用后，它的动量发生变化，由动量守恒定律，电磁场的动量也应该相应改变，

则带电体系的动量G 变化率为 

 d d ( )d
d V V

V V
t

ρ= = + ×∫ ∫
G f E j B  （5.4.2） 

式中，V 为带电体系的体积，也可以是所研究空间的体积。 
通过真空中的麦克斯韦方程组，将式（5.4.2）中的 ρ 和 j 用电磁场量表示，即 

0ε ρ∇ ⋅ =E ， 0
0

1
t

ε
μ

∂
= ∇× −

∂
Ej B  

可以将式（5.4.1）化为 

 0 0
0

1( )
t

ε ε
μ

∂
= ∇ ⋅ + ∇× × − ×

∂
Ef E E B B B  （5.4.3） 

再利用另外两个麦克斯韦方程 

0∇ ⋅ =B ，
t

∂
∇× = −

∂
BE

 
可以把式（5.4.3）写成对 E 和 B 对称的形式 

 0 0 0
0 0

1 1( ) ( ) ( )
t

ε ε ε
μ μ

⎡ ⎤ ∂
= ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + ∇× × + ∇× × − ×⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦

f E E B B E E B B E B  （5.4.4） 

由于 f 等于带电体系的动量密度改变率，若把式（5.4.4）解释为动量守恒定律，则右边

最后一项撤去负号后应该代表电磁场的动量密度改变率，因此，电磁场的动量密度为 
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 0ε= ×g E B  （5.4.5） 

式（5.4.4）的方括号部分应该表示电磁场内部的动量转移，为证明这点，先把方括号部分变

为一个张量的散度，由矢量公式 
21= ( )

2
E∇× × ⋅∇ − ∇E E E E  

得 
2

2

2

1( ) = ( ) ( )
2

1= ( ) ( )
2

1( )
2

E

E

E

∇× × ∇ ⋅ ∇ ⋅ + ⋅∇ − ∇

∇ ⋅ − ∇ ⋅

= ∇ ⋅ −

E E + E E E E E E

EE I

EE I

 

式中， I 是单位张量，对任一矢量 A 都有 
⋅ = ⋅A I I A = A  

同理可得 
21( )

2
B⎛ ⎞∇× × ∇ ⋅ = ∇ ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
B B + B B BB I  

因此，式（5.4.4）中的方括号部分可以化为一个二阶张量T 的散度，令 

 2 2
0 0

0 0

1 1 1
2

E Bε ε
μ μ

⎛ ⎞= − − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

EE BB IT  （5.4.6） 

因此可将式（5.4.4）转化为 

 
t

∂
+ = −∇ ⋅
∂
gf T  （5.4.7） 

式（5.4.7）两边对体积 V 积分得 

 dd d d
dV V V

V V V
t

+ = − ∇ ⋅ = −∫ ∫ ∫f g T d
s

⋅∫○ S T  （5.4.8） 

式中， d
V

V∫ f 是带电体系的动量变化率，
d d
d V

V
t ∫ g 是电磁场的动量变化率，左端表示体积 V

内带电体系和电磁场的总动量增加了，增加的动量应该是由体积 V 外通过界面 S 流进体积 V
内的动量流。因此，右端是由体积 V 外通过界面 S 流进体积 V 内的动量流，张量T 称为电磁

场动量流密度张量，或称为电磁场应力张量。式（5.4.8）称为电磁场动量守恒定律的积分形

式，式（5.4.7）称为电磁场动量守恒定律的微分形式。 
若讨论的区域 V 为全空间，则式（5.4.8）中的面积分趋于零。 

 dd d 0
d

V V
t

+ =∫ ∫f g
∞ ∞  

（5.4.9）
 

式（5.4.9）表示电磁场和带电体系的总动量变化率等于零，带电体系的动量变化率等于电磁

场的动量变化率的负值。这就是全空间的电磁场动量守恒定律。 
电磁场的动量密度 g 和能流密度 S 的关系为 

 0 0 0 2
1ε ε
c

μ= × = × =g E B E H S
 

（5.4.10）
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对平面电磁波 
1

kc
= ×B e E  

则一定频率的电磁波的平均动量密度 

 2*0 0
2

1Re( )
2 2 kc c
ε ε

= × = =g E B E e S  （5.4.11） 

由于电磁波的能流密度 S 与能量密度 w 的关系为 kcw=S e ，电磁波的动量密度与能量密

度的关系为  

 k
w
c

=g e
 

（5.4.12） 

这个关系式对量子化后的电磁场也是成立的，设单位体积中有 n 个光子，能量密度为 

w n ω= =  

式中，
2
h

=
π

= ，每个光子的动量为 p ，则有 

 n n= =g p k=  （5.4.13） 

式中， kc
ω

=k e 。 

由于电磁场具有动量，则当它入射到物体上时，会对物体施加一定的压力，这种压力称

为辐射压力。当平面电磁波入射于金属表面时，可以求得辐射压强为 

 1
3

P w=
 

（5.4.14） 

w 为金属表面附近处的电磁场能量密度的平均值，式（5.4.14）对黑体辐射情况仍成立。 
上述理论早已为实验证实，在 1900 年前后，就完成了光压实验。太阳对地球也有辐射压

力，将入射到地面上的太阳光视为平面波，假定阳光完全被地面吸收，已知阳光在地面上的

能量密度为 3 21.4 10 W m−× ⋅ ，对地面上的辐射压力大约为 6 24.5 10 N m− −× ⋅ 。但其作用与太阳对

地球的引力相比，是非常小的。对激光而言，辐射压力就比较显著了，如半径为 1cm 的一激

光束，在它的路径上以大约 3kg 的力推动物体。 
必须指出，两运动电荷之间相互作用力一般不遵守牛顿第三定律，因为在这个体系中，

除了这两个带电质点外，还有它们产生的电磁场，在它们相互作用时，这个电磁场也将发生

变化。所以在这个体系中，两带电质点和电磁场共三方之间进行动量交换。因此，应该用动

量守恒定律而不用牛顿第三定律，这是值得注意的。 
【例 5-7】 求平面电磁波的动量流密度张量。 
解：平面电磁波 E 、 B 、 k 三个相互正交的矢量，用这三个方向来分解T 的各个分量。 

利用 2 2
0 0

0 0

1 1 1
2

E Bε ε
μ μ

⎛ ⎞= − − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

EE BB IT  

2 2 2
0 0

0

1 1
2

E E Bε ε
μ

⎛ ⎞⋅ = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

E E ET  

因为 0⋅ =E B ， ⋅ =E I E ，对电磁波 2 2
0

0

1E Bε
μ

= ，则有 
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0⋅ =E T  

同理可证 

0⋅ =B T  

由于 = 0k ⋅e B ， = 0k ⋅e E ， E 、 B 均垂直于 k ，因此T 只有 k ke e 分量。 

可求得 

2 2
0

0

1 1
2k k k kE B wε

μ
⎛ ⎞⋅ = ⋅ = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

e e e eT T  

因而 

k k k kw cg= =e e e eT  

式中， ke 为波矢k 方向的单位矢量，g 为动量密度大小，若选k 方向为 z 轴，则T 只有 33T 分量。 

33T cg=  

习    题 

5.1  0 cos( )tω= ⋅ −A A k r ， 0 cos( )tϕ ϕ ω= ⋅ −k r 。其中 0A 、 k 为常矢量， 0ϕ 、ω 为常数。求： 

    （1）洛伦兹规范下， 0A 与 0ϕ 之间应满足的关系； 

    （2）求 E 、 B ； 
    （3） 0( )cos( )tα ω′ = + ⋅ −A A k k r ； 0( )cos( )tϕ ϕ αω ω′ = + ⋅ −k r ，其中α 为待定常数，证明 ( , )ϕ′ ′A 与 ( , )ϕA

对应的是同一电磁场。 

5.2  两个质量、电荷都相等的粒子相向而行发生碰撞，证明电偶极辐射和磁偶极辐射都不会发生。 

5.3  设有一个球对称的电荷分布，以角频率ω 沿径向做简谐运动，求辐射场，并对结果给以物理解释。 
5.4  位于原点沿 z 轴方向有一段 dl ，其中输入交流电流 0 cosI I tω= 。试求辐射场中任一点的矢势 A ，电场

强度 E 、磁感强度 B 及辐射功率 P 。 
5.5  在与电偶极矩垂直的方向上，相距 100 km 处测得辐射电场强度的振幅为 1100μV m−⋅ 。试求该电偶极子

的总辐射功率。 
5.6  两个金属小球分别带等量异号电荷 q 、 q− 。它们之间的距离 l 固定，两球上的电量和符号以角频率ω 按

谐振动形式变化。试求该系统的辐射电磁场和辐射电阻。 
5.7  电量为 q 的带电粒子，以恒角速度ω 沿半径为 a 的圆周转动（它相当于电荷在均匀磁场中运动），若

c
a

ω � ，仅考虑电偶极辐射。求辐射场、辐射能流及辐射功率。 

5.8  在一半径为 a 的圆电流圈中，输入振荡电流 0 cosI I tω= ，其中 a cω� 。求此电流圈的辐射场、辐射能

流及辐射功率。 
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第 6章  狭义相对论 

前面几章讨论了电磁运动可遵循的规律，但是并没有涉及参考系的问题。众所周知，物

理规律总是用一定的参考系表述的，宏观电磁场的普遍规律可以表示为麦克斯韦方程组，麦

克斯韦方程组究竟在哪些参考系中成立呢？是否像经典力学那样，在所有惯性系都成立？从

一个参考系变换到另一个参考系时，电动力学基本方程的形式如何改变？基本物理量 E 和 B
如何变换？这些都是必须回答的重大物理问题。在电动力学的发展过程中，参考系问题是一

个很基本的问题。这个问题的解决是和时空观的建立联系在一起的，狭义相对论就是 1905 年

爱因斯坦（A. Einstein）建立起来的关于新的时空观的理论，电动力学只有在新的时空观的基

础上，才能发展成为适用于任何惯性系的理论。 
相对论是关于物质运动和时间、空间关系的理论，它是现代物理学的基础理论之一。相

对论包括两部分：狭义相对论和广义相对论。局限于惯性参考系的理论称为狭义相对论，推

广到一般参考系和包括引力场在内的理论称为广义相对论。本章仅局限于讨论狭义相对论。 
本章主要内容：介绍狭义相对论的基本原理，并阐述电动力学的相对论不变性。 
讲授思路：先复习伽利略相对性原理，然后从狭义相对论的基本原理出发，导出洛伦兹

变换，概述相对论时空观。引入四维空间，讲授相对论理论的四维形式，电动力学的相对论

不变性及相对论力学。 

6.1  伽利略相对性原理和伽利略变换 

6.1.1  伽利略相对性原理 

牛顿运动定律适用的参考系称为惯性系。相对于已知惯性系做匀速直线运动的参考系也

都是惯性系，不言而喻，牛顿运动定律同样适用。因此，对不同的惯性系，力学的基本定律

——牛顿定律的形式都是相同的，或者说力学规律对于一切惯性系都是等价的。这个理论称

为伽利略相对性原理或经典力学的相对性原理。 

6.1.2  伽利略变换 

伽利略变换是伽利略相对性原理的数学表达式。 
大家知道，在物理学中对物质运动的描述都是相对的，观测者所选的参考系不同，对运

动的描述也就随之不同。现在讨论相对运动速度为 v 的两个惯性系Σ系和 ′Σ 系上的观测者，

对某一运动物体所做的运动学和动力学描述有何异同。 
为了方便起见，采用图 6-1 所示的两个惯性系，Σ系和 ′Σ 系的各对应轴相互平行， ′Σ 系

相对于Σ系以速度 v 沿 x 轴方向做匀速直线运动。当Σ系和 ′Σ 系的坐标原点O与O′重合时，

两个惯性系中的时钟开始计时（ 0t t′= = ）。如果某时刻在空间某一点 P 发生了一个事件，这

里所说的事件是指某一时刻发生在空间某一点上的一个现象。设想Σ系和 ′Σ 系的观测者都在

观测这一事件，在Σ系中以时空坐标（ x , y , z , t ）表示，在 ′Σ 系中以时空坐标（ x′ , y′ , z′ , t′）
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表示。一个事件在两个惯性系中的两组时空坐标之间的变换关系为 

 

x x vt
y y
z z
t t

′ = −
′ =
′ =
′ =

 （6.1.1） 

式（6.1.1）称为伽利略坐标变换。 

 
图 6-1   事件在不同惯性参考系下的示意图 

把 x y z、 、 和 x y z′ ′ ′、 、 对时间求导，可得伽利略速度变换 

 
x x

y y

z z

u u v
u u

u u

′ = −
′ =

′ =

 （6.1.2） 

矢量式为 
 ′ = −u u v  （6.1.3） 
还可以得到两个惯性系加速度之间的关系 

x x

y y

z z

a a
a a

a a

′ =
′ =

′ =

 

矢量式为 

 ′ =a a  （6.1.4） 

式（6.1.4）表明，质点在两个惯性系中的加速度是相同的。在经典力学中，质量 m 是一

个恒量，则有ma ma′= 。另一方面，在牛顿力学中，所有的力都是由于质点之间的相互作用，

而相互作用又取决于质点的相对坐标（两个质点间的距离）。而两个原点之间空间间隔在伽利

略变换中是不变量，因而在伽利略变换中，两个质点之间的相互作用力也是不变量，即 

′ =F F  

因此，牛顿定律对伽利略变换是不变的。 
则对Σ系和 ′Σ 系，牛顿第二定律有相同的表达形式 

 m=F a   和  m′ ′=F a  （6.1.5） 

即牛顿定律对伽利略变换是不变的。在力学中，各种守恒定律，如能量守恒定律、动量守恒

定律和角动量守恒定律，都可以证明为牛顿定律的推论。由此可知，力学规律对伽利略变换

是不变的，即力学规律对一切惯性系都是等价的。 
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6.1.3  经典力学的绝对时空观 

所谓时空观，就是有关时间和空间的物理性质的认识。伽利略变换是力学相对性原理的

数学描述，它集中反映了经典力学的绝对时空观。 

1．时间间隔 

伽利略变换说明了同一个事件在两个不同惯性系中的时空坐标之间的关系，这里特别注

意 t t′= 的含意。若有两个事件先后发生，在两惯性系中的观测者测得的时间间隔为 

 t t′Δ = Δ  （6.1.6） 

式（6.1.6）表明时间间隔与惯性系的选择无关。 

2．空间间隔 

如果在空间有任意两点，它们在上述Σ系和 ′Σ 系的坐标分别为（ 1x , 1y , 1z ）、（ 2x , 2y , 2z ）

和（ 1x′ , 1y′ , 1z′）、（ 2x′ , 2y′ , 2z′），利用伽利略变换，可以得到 

2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x y y z z x x y y z z′ ′ ′ ′ ′ ′− + − + − = − + − + −  

即 

 ′Δ = Δr r  （6.1.7） 

式（6.1.7）表明空间任意两点之间的距离与惯性系的选择无关。 
由以上伽利略变换得到了在两个不同惯性系中，时间间隔和空间间隔的测量与参考系的

选择和观测者的相对运动速度无关，即时空和物质运动是互相分割的，无联系的。 
如果把随惯性系而变的量视为相对的，把不随惯性系而变的量视为绝对的，可以看出，

在经典力学中，物体的坐标和速度是相对的，同一地点也是相对的，但时间、长度和质量这

三个基本物理量是绝对的，同时性也是绝对的。这就是经典力学的绝对时空观。 

3．经典力学的局限性 

经典力学的相对性原理用于低速的力学现象是非常成功的。它是否可用于电磁现象呢？

光就是电磁波，电磁波在真空中的传播速度为 c 。光的传播是否可用经典力学的规律讨论呢？

以下的事实将说明这个问题。 
900 多年前，有一次非常著名的超新星爆发事件。当时北宋王朝著名天文学家做了详细记

载。据史书称，爆发出现在宋仁宗至和元年（公元 1054 年）5 月，在开始的 23 天中，这颗超

新星非常亮，白天也能在天空上看到它，随后逐渐变暗，直到嘉佑元年（公元 1056 年）3 月

才不能被肉眼看见，前后历时 22 个月。这次爆发的残骸就形成了著名的金牛座中的星云，称

为蟹状星云。 
这条古老的记录同光速颇有关系，当一颗恒星发生超新星爆发时，它的外围物质向四面

八方飞散。也就是说，有些抛射物向着我们以速度 u 运动，如图 6-2 中的 A点。有些抛射物的

运动方向则在垂直方向，如图 6-2 中的 B 点。如果光速服从经典力学的速度变换定理，那么，

A点向我们发出的光的速度是 c u+ ，而 B 点向我们发出的光的速度则大约是 c 。这样由 A点

发出的光到达地球的时间是 A
lt

c u
=

+
，而 B 点发出的光到达地球的时间是 B

lt
c

= 。蟹状星云
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与地球的距离 5000l ≈ 光年，爆发中抛射物的速度 11500km su −= ⋅ 。用这些数据来计算，很容

易得到 B A 25t t− ≈ 年。也就是说，我们至少可以在 25 年里都可以看到开始爆发时所产生的强

光，然而这是错误的，不符合事实的。历史的记录是不到两年就看不见了。这就证明这种推

算有问题。估计似乎应该是从 A点或 B 点向我们发射的光速度是一样的，即光速与发光物体

本身的运动速度无关。无论光源的运动速度多么大，向我们发来的光的速度都是一样的。光

速并不遵从经典力学的速度变换定理。 
19 世纪末，作为电磁学基本规律的麦克斯韦

方程组得到了确立。它的一个重要成果是预言了

电磁波的存在，并证明了电磁波在真空中的传播

速度等于真空中的光速 c，从而揭示了光的电磁本

性。随之出现的问题是：电磁波或光在什么媒质

中传播？从麦克斯韦方程组得出的光速 c 是对哪

一个参考系而言的？现在大家都知道，电磁场本

身就是一种物质形式，它可以在空间传播而无须

其他物质作为媒质，但在当时的历史条件下，由于经典力学的广泛成功，人们总是倾向于把

一切物理问题都纳入一个机械模型。当时人们认为，电磁波或光是在某种称为“以太”的媒

质中传播的，如同声波是在空气等媒质中传播一样。光速 c 应该是对“以太”参考系而言的，

如同声速是对空气参考系而言的一样。这样，在电磁现象中，“以太”参考系是一个具有特殊

地位的惯性参考系。只有在这个参考系真空中的光速恰好是 c 时，麦克斯韦方程组才能适用。

寻找“以太”和确定地球相对于“以太”的运动成为当时物理学的一个重要课题，但是，人

们所做的许多实验都没有发现“以太”对光速的任何影响。其中，以 1887 年迈克耳孙（A. A. 
Michelson）和莫雷（E. W. Morley）所做的实验最为著名。根据他们的设想，如果宇宙中存在

“以太”，且“以太”又不为地球的运动所带动，那么把“以太”选为绝对静止的参考系，地

球相对于“以太”的运动速度就是地球的绝对速度。由此他们设计了一台干涉仪（迈克耳孙

干涉仪），先让干涉仪其中的一支光臂沿着地球绕太阳运动的方向，然后再转动干涉仪，使另

一支光臂沿地球运动的方向，利用地球运动的绝地速度和光速在方向上的不同引起的干涉条

纹的移动，从而求得地球相对于“以太”的绝对速度。然而，迈克耳孙和莫雷在不同季节、

不同地点多次实验都无法观测到干涉条纹的移动，从而无法验证“以太”对光速的影响。实

验结果表明，在任何惯性系中的所有方向上，测量的光速都是 c，不存在地球相对于“以太”

的运动，即否定了特殊参考系的存在。当时许多科学家曾提出不同的假设来解释迈克耳孙-莫

雷实验的结果，但是很少有人怀疑伽利略变换的正确性，因而都不能解释实验结果。 
在电磁波（光波）的传播速度问题上，实验事实与经典力学的伽利略变换是不符合的，

在各种矛盾面前，一般人们都是在以下两种可能性中做选择： 
（1）承认伽利略相对性原理，麦克斯韦电磁理论需要修改； 
（2）承认麦克斯韦方程，而认为伽利略相对性原理只适用于经典力学，在电磁学中有绝

对参考系系。 
爱因斯坦认为人们普遍地忘记了第三种可能性，因而使自己陷入左右为难的困境，这第

三种可能性就是： 
（3）麦克斯韦电磁学理论是正确的，相对性原理也是正确的，但是它有新的表达形式，

它是一种既适合经典力学，也适合电磁学的相对性原理。 

 
图 6-2  超新星爆炸示意图 
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就是在这种历史条件下，爱因斯坦于 1905 年提出了光速不变原理和相对性原理，并以此

为基础创立了狭义相对论。 

6.2  狭义相对论的基本原理 

6.2.1  狭义相对论的两个基本假设 

狭义相对论是以爱因斯坦的两个基本假设为出发点的，这两个假设也称为狭义相对论的

基本原理。 

1．相对性原理 

物理定律在所有惯性系中都具有相同的形式。 
爱因斯坦的相对性原理，使相对性原理不仅包括力学定律，而且也包括电磁相互作用定

律及所有的物理定律。这就是说，一切物理定律在所有惯性系中都具有相同的形式，不存在

一个特殊的惯性系。 

2．光速不变原理 

在所有惯性系中，光在真空中的传播速率具有相同的值 c。 
光速不变原理明确地指出它与经典力学的速度变换定理是根本对立的，说明光速与观测

者及光源的运动状态无关，在任何惯性系中，测得的真空中的光速都相同。整个狭义相对论

就是由上述两条基本假设通过数学和逻辑上的推导得到的。 
时空观的修改体现在光速不变原理中。例如，两个惯性系Σ系和 ′Σ 系， ′Σ 系相对于Σ系

沿 x 轴以速度 v 运动，在O O′、 重合时（ 0t t′= = ）发一光脉冲（信号），如图 6-3 所示，根

据光速不变原理，在Σ系看来，任何时刻 t，光的波前为一球面。 

 2 2 2 2 2x y z c t+ + =  （6.2.1） 

 
图 6-3  两个惯性系的光波前示意图 

在 ′Σ 系看来，光信号也是在 ′Σ 系的原点O′发出的，根据光速不变原理，在任何时刻 t′，
光的波前也是球面。 

 2 2 2 2 2x y z c t′ ′ ′ ′+ + =  （6.2.2） 

值得注意的是，由于光速不变原理，时间不再是绝对的了。 
如 A、B 是 1t′ = s 时波前上的两点，对于 ′Σ 系来说，光波在 1t′ = s 时同时到达这两点，是
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两个同时事件。从Σ系看来，C、D 同时到达，是 1t = s 时波前上的两点，所以Σ系的观测者

认为先到达 A 点，因为 A C 1t t< = s，后到达 B 点。 B D C 1t t t> = = s，因此在Σ系看来，并不是

同时到达 A、B 两点的，所以，球面 2S 不是波前，同样在 ′Σ 系中也认为， D Ct t≠ 即光波不是

同时到达 C、D 两点的，所以在 ′Σ 系中，球面 1S 也不是波前。 

相对论里，不仅要给出物体在某惯性系中的位置，而且同时要给出物体处于该位置的时

刻，即参考系要带上自己的时钟，因为 t t′≠ 。总之，承认光速不变原理，就必须放弃不同的

惯性系具有同样时间坐标的概念。 

6.2.2  间隔不变性 

再看一下式（6.2.1）与式（6.2.2） 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( ) 0

( ) 0

c t x y z

c t x y z

− + + =

′ ′ ′ ′− + + =
 

在两个惯性系之间，（ , , ,x y z t ）换成了（ , , ,x y z t′ ′ ′ ′），但是上述组合形式却取同样的值而不改

变。于是有一个不变量 

 2 2 2 2 2 2( )s c t x y z= − + +  （6.2.3） 

称为两个事件的时空间隔，如果在空间点（ , ,x y z ）和原点是以光信号相联系的，这个间隔取

值为零。为了数学形式上的需要，引入 

 4 ix ct=  （6.2.4） 

并把（ , ,x y z ）记为（ 1 2 3, ,x x x ），则有 

 2 2 2 2 2
1 2 3 4( )s x x x x x xμ μ= − + + + = −   1,2,3,4μ =  （6.2.5） 

为简化书写，在理论物理中常用重复指标代替求和符号，规定在一个项中若两个量的下标重

复，就表示对该下标所有可能的值求和，这种简化方法称为爱因斯坦求和约定。通常用

, ,μ ν λ 等希腊字母代表四维空间的分量，用 , ,i j k 等拉丁字母表示三维空间分量。这个

间隔除了前面冠以负号外，形式上相当于三维笛卡儿坐标空间的距离，但是从三维空间扩展

到四维抽象空间，前三维是空间坐标，再加上相应于时间的一维坐标。四维坐标中， 1 2 3, ,x x x
仍是实数，但 4x 是纯虚数，或者说式（6.2.5）右边各项不同号。 

这样的空间称为闵可夫斯基（Minkowski）空间，以区别于以前的欧几里德（Euclid）空

间。而在闵可夫斯基空间里，两个事件的时空间隔保持不变。 

 2 2s s′=  （6.2.6） 

这就是光速不变原理的数学表述。 

6.2.3  洛伦兹变换 

时空的性质是通过坐标系的变换关系体现出来的，与经典力学的绝对时空观相对应的是

伽利略变换，满足狭义相对论两条基本假设的时空变换关系是洛伦兹变换。 
以下从这两个基本假设出发导出洛伦兹变换。 
为了让洛伦兹变换形式简单，而又不失普适性，仍选用图 6-1 所示的两个惯性系Σ系和 ′Σ
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系。Σ系和 ′Σ 系的各对应坐标轴彼此平行，x′轴与 x 轴重合。 ′Σ 系相对于Σ系沿 x 轴以速率 v
做匀速直线运动，在 0t t′= = 时，坐标原点O′与O重合。 

设当O′与O重合时，位于O点处的点光源发出一光脉冲，将此时刻视为在Σ系和 ′Σ 系中

的计时起点。在Σ系中，光脉冲以速率 c 向各个方向传播，在任意时刻 t ，光波波前与点光源

的距离为 
r ct=  

而 2 2 2r x y z= + +  

所以 2 2 2 2 2 0x y z c t+ + − =  （6.2.7） 

这正是在Σ系中描写光脉冲波前的球面方程。 
根据光速不变原理，在 ′Σ 系中同样观测到光脉冲以速率 c 自O′点向各个方向传播，所以

在 ′Σ 系中光脉冲波前同样为球面，其方程为 

 2 2 2 2 2 0x y z c t′ ′ ′ ′+ + − =  （6.2.8） 

式（6.2.7）和式（6.2.8）表明 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x y z c t x y z c t′ ′ ′ ′+ + − = + + −  （6.2.9） 

式（6.2.9）表明 2 2 2 2 2x y z c t+ + − 是不随惯性系的变化而变化的不变量，在狭义相对论中

称为间隔不变性。由于光速不变原理与伽利略变换是不相容的，所以伽利略变换不可能使式

（6.2.7）和式（6.2.8）同时成立。要使上述的式（6.2.7）和式（6.2.8）能够同时成立，必须寻

找一种新的时空变换关系。 
这种新的时空变换关系应该满足狭义相对论的相对性原理，因此新的时空变换关系必须

是线性的，因为只有这样，才能保证当物体在一个惯性系做匀速直线运动时，在另一个惯性

系也观测到它做匀速直线运动。还应该考虑到当速率 v c 时，这个变换应过渡到伽利略变换，

因为在这种情况下，伽利略变换被实践检验是正确的。为此，我们设 

 

11 12

21 22

x a x a t
t a x a t
y y
z z

′ = +
′ = +
′ =
′ =

 （6.2.10） 

为了简单起见，现在研究在Σ系中观测 ′Σ 系中的O′点（ 0x′ = ）的运动。很显然，在Σ系

中各点（Σ系中的坐标为 x）观测到 ′Σ 系中 0x′ = 的点沿 x轴方向运动，速度为 v ，即 0x′ = ，

d
d

x v
t
= 。根据式（6.2.10），若 0x′ = ，则有 

11 12 0a x a t+ =  

由此得 
12

11

ax t
a

= −  

故      

 12

11

d
d

ax v
t a
= − =  （6.2.11） 
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联立式（6.2.9）、式（6.2.10）、式（6.2.11）可解得 

11 2

2

12 2

2

2

21 2

2

22 2

2

1

1

1

/

1

1

1

a
v
c

va
v
c

v ca
v
c

a
v
c

=

−

−
=

−

−
=

−

=

−

 

将此结果代入式（6.2.10），即可得到洛伦兹时空坐标变换关系 

 

2

2

2

2

2

1

1

x vtx
v
c

y y
z z

vt x
ct

v
c

−′ =

−

′ =
′ =

−
′ =

−

 （6.2.12） 

式（6.2.12）称为洛伦兹时空坐标变换关系，简称为洛伦兹变换。将式（6.2.12）中带撇的量

与不带撇的量互换，并将 v 换成 v− ，即可得到洛伦兹变换的逆变换，即从 ′Σ 系到Σ系的变换

关系为 

 

2

2

2

2

2

1

1

x vtx
v
c

y y
z z

vt x
ct

v
c

′ ′+
=

−

′=
′=

′ ′+
=

−

 （6.2.13） 

对于洛伦兹变换，做如下几点说明。 
（1）洛伦兹变换表达的是同一事件在不同惯性系中时空坐标的变换关系。从变换式中可

以看出， x′是 x 和 t 的函数， t′也是 x 和 t 的函数，而且都与Σ系和 ′Σ 系的相对运动速度 v 有

关。揭示出时间、空间和物质运动之间的联系。 
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（2）该变换彻底否定了 t t′= 的绝对时间概念，明确地表示出时间坐标与空间坐标有关，

指出在不同的惯性系中，一般 t t′≠ 。在相对论中，时间和空间的测量互相不能分离，而是联

系成一个整体的。因此常把一个事件发生时的位置和时刻联系起来，称为它的时空坐标。 
（3）从变换式可以看到，因为时间和空间坐标都是实数，所以 2 21 /v c− 不应该出现虚

数。这就要求 v c< ，而 v 代表两个惯性系的相对速度。由此得到一个结论：宇宙中任何物体

的运动速度是不可能等于或超过真空中的光速的。这是狭义相对论理论本身要求的，它已被

科学实验所证实。 
（4）当 v c 时，洛伦兹变换就转化为伽利略变换，此时相对论力学的规律也就转化为经

典力学的规律。这样相对论指出了牛顿力学的局限性和适用范围，即在 v c 的低速情况下，

经典力学的结论是成功的。 
（5）洛伦兹变换是爱因斯坦狭义相对论的必然结果，爱因斯坦以狭义相对论的两条基本

假设为基础，推导出了此变换式（1905 年）。 
为什么称为洛伦兹变换呢？前面讲过，光的传播速度在任何惯性系都为 c 的事实，用经

典力学无法解释，人们认为光速 c 是对“以太”这个绝对惯性系而言的。地球相对于“以太”

的速度是确定的，成为当时许多科学家关注的焦点之一。著名的迈克耳孙-莫雷实验否定了“以

太”的存在，为了解释迈克耳孙-莫雷实验，荷兰物理学家洛伦兹提出相对于“以太”运动的

物体会有长度缩短，但这收缩的物理原因却无法解释，并且在爱因斯坦提出狭义相对论之前

得到了此变换式，所以称为洛伦兹变换。爱因斯坦和洛伦兹分别得到了同样的变换式，但他

们的出发点是完全不同的。爱因斯坦不像洛伦兹那样，千方百计地弥合实验与经典理论的裂

痕，爱因斯坦关心的是力学和电磁学定律之间关于运动相对性的不对称性。由此得到启迪，

当理论与实验发生矛盾时，不要受传统观念的束缚，应该从根本上创造新理论，而这个新的

理论在一定的条件下将过渡到原有的理论。正如爱因斯坦的相对性原理继承和发展了伽利略

相对性原理，伽利略变换是洛伦兹变换在低速情况下的近似。洛伦兹不能抛弃传统的观念，

尽管在数学形式上得到了洛伦兹变换，但不能认识它的本质，也就不可能创立狭义相对论。 

6.3  相对论的时空理论 

6.3.1  同时性的相对性 

经典力学的绝对时空观认为：所有惯性系具有同一的绝对时间，于是同时性也是绝对的，

这就是说，如果有两个事件，在某个惯性系中观测是同时发生的，那么在所有其他惯性系中

观测也是同时发生的。 
狭义相对论指出，同时性是相对的，在一个惯性系中是同时发生的两个事件，在另一个

惯性系就不一定是同时的了。 
同时性的相对性是光速不变原理的直接结果，可由洛伦兹变换得到证明。 
如果两个事件在 ′Σ 系是同时不同地点发生的，在Σ系中观测是否是同时发生的呢? 
如图 6-4 所示，在 ′Σ 系中， A和 B 的中点发出一个光信号，在 ′Σ 系中观测，光信号同时

到达 A和 B 。在 ′Σ 系中光信号到达 A和 B 这两个事件的时空坐标分别为（ 1x′ , 1t′），（ 2x′ , 2t′），
其中 1 2t t′ ′= 。设在Σ系中观测到此两事件的时空坐标分别为（ 1x , 1t ），（ 2x , 2t ），那么在Σ系中，

是否也观测到光信号同时到达 A和 B 点呢? 
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由洛伦兹变换可以得到在Σ系中这两个事件发生的时间分别为 

1 12

1 2

21

vt x
ct

v
c

′ ′+
=

−

 

2 22

2 2

21

vt x
ct

v
c

′ ′+
=

−

 

其时间间隔为 

2 1 2 1 2 122

2

1 ( ) ( )
1

vt t t t x x
cv

c

⎡ ⎤′ ′ ′ ′− = − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
−

 

由于 2 1 0t t′ ′− = ，则有 

 
2 12

2 1 2

2

( )

1

v x x
ct t

v
c

′ ′−
− =

−

 （6.3.1） 

结果表明，在Σ系观测光信号不是同时到达 A和 B 的。由于 2 1 0x x′ ′− > ，则 2 1t t> ，说明 1t
时刻在先， 2t 时刻在后，光信号先到达 A，后到达 B 。 

由式（6.3.1）得出结论：若两个事件在某一惯性系中为同时异地事件，即 1 2t t′ ′= ， 2 1 0x x′ ′− ≠ ，

则在其他惯性系中必定不是同时发生的，这就是同时性的相对性。只有在一个惯性系中同时

同地发生的事件，即 1 2t t′ ′= ， 2 1 0x x′ ′− = ，在其他惯性系也必同时同地发生，因此同时性的相

对性只是对两个同时事件发生在不同地点而言的，当两个同时事件发生于同一地点，同时性

是绝对的。 

6.3.2  空间间隔的相对性 

由于空间间隔是伽利略变换下的不变量，即在经典力学的绝对时空观中，一个物体的长

度是绝对的。在狭义相对论的时空观念中，长度的量度是相对的，与物体或观测者的运动有

关。以下根据洛伦兹变换关系推导两个惯性系中测得的同一物体长度之间的关系。 
设有一根刚性直杆沿 x′轴静止放置在 ′Σ 系中，杆两端点的坐标分别为 1x′和 2x′，则在 ′Σ 系

中测得杆的长度为 

0 2 1L x x′ ′= −  

0L 称为固有长度或静止长度。 

对Σ系的观测者来说，杆沿 x 轴以速度 v 运动，Σ系的观测者测得杆两端点的坐标分别为

1x 和 2x ，杆的长度应该是 

2 1L x x= −  

 

 
图 6-4  两个事件在不同惯性系下的示意图 
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L 称为运动长度。 
根据洛伦兹变换 

1 1
1 2

21

x vtx
v
c

−′ =

−
 

2 2
2 2

21

x vtx
v
c

−′ =

−

 

2 1 2 1
2 1 2

2

( )

1

x x v t tx x
v
c

− − −′ ′− =

−
 

当待测物体相对于观测者静止时，一个物体的长度是所测得的物体两个端点位置之间的

距离。然而，当待测物体相对于观测者运动时，一个物体的长度就必须是同时记录下来的物

体两个端点的位置之间的距离，如果不是同时记录下两端点的位置坐标，则测得的距离不是

物体的长度。在Σ系测量 ′Σ 系中物体的长度时，必须同时测量两端点的位置，即要求必须满

足条件 1 2t t= ，这样由上式得 

2 1
2 1 2

21

x xx x
v
c

−′ ′− =

−

 

或 
2

2 1 2 1 2( ) 1 vx x x x
c

′ ′− = − −  

即 

 
2

0 21 vL L
c

= −  （6.3.2） 

由此可见，运动着的物体在运动方向上的长度缩短，是物体固有长度的 2 21 /v c− 倍。

这就是相对论中的长度收缩或运动长度缩短。 

6.3.3  时间间隔的相对性 

爱因斯坦提出的光速不变原理的实质是否定了经典力学时空观中绝对时间的概念，洛伦

兹变换表明时间坐标与空间坐标密切相关，因此在狭义相对论时空观中同时性的概念和时间

的量度都与参考系有关，都是相对的。 
仍取图 6-1 所示的两个惯性系Σ系和 ′Σ 系，假设在 ′Σ 系中同一地点 x′处发生了两个事件，

由 ′Σ 系的观测者测量两个事件经历的时间间隔为 

2 1Δ t t t′ ′ ′= −  

由于 ′Σ 系相对于Σ系以速度 v 沿 x 轴方向运动，利用洛伦兹变换可以得到Σ系中的观测者所

记录的上述两个事件发生的时刻分别为 
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其中 
1 2x x x′ ′ ′= =  

时间间隔为 

2 1
2 1 2 2

2 2

ΔΔ

1 1

t t tt t t
v v
c c

′ ′ ′−
= − = =

− −

 

人们常把某一参考系中同一地点先后发生的两个事件之间的时间间隔称为固有时间间

隔，用 0τ 表示。以上的讨论中假设在 ′Σ 系同一地点发生了两个事件，因此 0 Δ tτ ′= ，相应地

有 Δ tτ = ，则有 

 0
2

21 v
c

τ
τ =

−

 （6.3.3） 

应该注意到， 0τ 是 ′Σ 系中的观测者在坐标为 x′点所测得的两个事件时间间隔，相对 ′Σ 系，

发生事件的那个坐标为 x′的点是静止的；而τ 是Σ系中的观测者所测得的该两个事件的时间

间隔，相对于Σ系来说，发生事件的那个点是运动的，由式（6.3.3）可知， 0τ τ> ，这就是说，

对发生事件地点做相对运动的惯性系中测得的时间间隔τ 比相对静止的惯性系测得的时间间

隔 0τ 长，是静止时间间隔的 2 21 / 1 /v c− 倍，这就是相对论中的时间延缓或运动时钟变慢，

如图 6-5 所示。 

 
图 6-5  不同参考系下的时钟示意图 
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【例 6-1】 静止的带电 π介子的半衰期为 1.77×10−8s（不稳定粒子数目减少一半经历的时

间称为半衰期，即当 1/2t T= 时， 0 / 2N N= ）。今有一束平行运动的 π介子，速率为 0.99c ，在

离 π 介子源（加速器中的靶）39m 处，发现它的强度已减少为原来强度的一半，试解释这一

实验结果。 
解：（1）用经典力学解释实验结果 
按照经典力学， π介子束在半衰期内，即半数衰变前通过的路程为 

8 8
1/2 0.99 3 10 1.77 10 5.3mS uT −= = × × × × =  

这显然与实验结果发生矛盾，这是由于 π 介子的运动速度接近光速，牛顿力学已不适用，必

须考虑相对论效应。 
（2）用运动时钟变慢效应解释实验结果 
设实验室参考系为Σ系，随同 π介子一起运动的惯性系为 ′Σ 系。根据题意， ′Σ 系相对于

Σ系的运动速度为 0.99v c= ， π介子的半衰期在 ′Σ 系为 1.77×10−8s，这是相对于 π介子静止

的时钟测量的，为固有时间，用 0τ 表示。而在实验室参考系即Σ系中观测， π 介子以高速运

动，测得的半衰期应为 
8

70
2 2

2

1.77 10 1.26 10 s
0.991 1

u c
c c

ττ
−

−×
= = = ×

⎛ ⎞− − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

π介子在这段时间内通过的路程为 
8 70.99 3 10 1.26 10 37.5mS uτ −= = × × × × =  

这与实验结果基本符合。 
（3）用长度收缩效应解释实验结果 
在 π 介子系，即 ′Σ 系的半衰期为 8

0 1.77 10 sτ −= × ， π 介子系的观测者认为，实验室参考

系即 Σ系的尺子是运动的尺，是要缩短的，Σ系测得的当 π 介子束的强度减少到原强度的一

半时前进的距离为 39m，在 ′Σ 系只有 

22

0 2
0.991 39 1 5.5mu cL L

cc
⎛ ⎞= − = × − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

通过这段距离所需的时间等于 

8
8

5.5 5.5 1.86 10 s
0.99 2.97 10

Lt
u c

−= = = = ×
×

 

与 π介子系测得的半衰期基本一致。 
由以上的讨论可以看出，用牛顿力学解释实验结果时，一方面利用了Σ系（实验室系）

的长度测量结果（39m），另一方面又利用了 ′Σ 系（ π介子系）的时间测量结果（ 81.77 10 s−× ）,
并且错误地将它们结合在一起，导致与实验结果矛盾的结论。用运动时钟变慢效应解释实验

结果，利用了Σ系（实验室系）的测量结果（长度为 39m，时间为 71.26 10 s−× ），表示实验室

的观测者测量的运动的 π 介子的半衰期比静止的 π 介子的半衰期大得多，在半衰期内可通过

39m。用长度收缩效应解释实验结果，利用 ′Σ 系（ π 介子系）的长度和时间测量结果（长度
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为 5.5m，时间为 81.77 10 s−× ），表示运动着的 π介子观测到实验室的空间距离缩短了，在它

的固有半衰期内能通过这段距离。因此相对论的时钟变慢与长度收缩总是紧密联系在一起的。

所有验证相对论时钟变慢效应的近代物理实验，都同样验证了相对论长度收缩效应。 

6.3.4  时序与因果律 

在狭义相对论中，同时性是相对的，不同地点发生的两个事件，在一个惯性系中是同时

的，在另一个惯性系中就不再是同时的了。以下的讨论将指出，两个事件发生的先后次序在

一定条件下也是相对的。 
设有两个事件，在Σ系中，事件 1、2 的时空坐标分别为（ 1 1 1 1, , ,x y z t ），（ 2 2 2 2, , ,x y z t ），

在 ′Σ 系中，事件 1、2 的时空坐标为（ 1 1 1 1, , ,x y z t′ ′ ′ ′），（ 2 2 2 2, , ,x y z t′ ′ ′ ′ ），由洛伦兹变换式（6.2.12）有 

 
2 1 2 12

2 1 2

2

( ) ( )

1

vt t x x
ct t

v
c

− − −
′ ′− =

−

 （6.3.4） 

设 2 1 0t t− > ，即在Σ系中事件 1 先发生，事件 2 后发生。由式（6.3.4）知，当满足如下条件时 

 2 1 2 12( ) ( ) 0vt t x x
c

− − − <  （6.3.5） 

则有 2 1 0t t′ ′− < ，即 2 1t t′ ′< ，在 ′Σ 系中观测事件发生的次序正相反。如果这两件事有因果关系，

例如，在Σ系中， 1t 时刻发射炮弹， 2t 时刻击中目标，在 ′Σ 系中这两件事的次序颠倒，将和

因果律发生矛盾。为了克服这一矛盾，爱因斯坦假定任何物体的运动速度或相互作用的传播速度

都不可能大于真空中光速 c，这个假定也称为最大速度原理。按此假定，因果律就不会破坏了。 
若在Σ系中 2 1 0t t− > ，为保证在 ′Σ 系中 2 1 0t t′ ′− > ，必须满足条件 

 2 1 2 12( ) ( ) 0vt t x x
c

− − − >  （6.3.6） 

或 

 22 1

2 1

x x v c
t t
−

<
−

 （6.3.7） 

取 

 2 1

2 1

x x u
t t
−

=
−

 （6.3.8） 

u 代表联系因果事件的信号速度，例如，发射炮弹与击中目标两个事件是由炮弹发射作为信号

联系的，u 就是炮弹的运动速度。按爱因斯坦假定，u、v 都不可能大于 c，因此 2uv c< 总能满

足。这就保证了因果律不被破坏。 
若两个事件需要超光速的信号才能联系，即 

 2 1

2 1

x xu c
t t
−

= >
−

 （6.3.9） 

那么此速度不应代表物体的运动速度或相互作用的传播速度，这样两事件的时间次序就会颠

倒，它们之间不可能有因果关系。 
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把有因果关系的事件称为关联事件，原因必须发生在结果之前，因果律要求关联事件的

时序在洛伦兹变换下是不变的，其主要条件是关联事件之间的信号联系或作用传播速度不能

超过光速 c。 
在相对论中，c 作为物体运动和相互作用传播的极限速度，这是因果律所要求的，直到目

前，实验上没有发现任何被确认的超光速的物体运动，也没有发现任何的超光速传播的相互

作用。这就肯定了相对论和因果律的一致性。 

6.3.5  相对论时空结构 

在狭义相对论中，两个事件的时间间隔和空间间隔都是相对的。为简单起见，设第一事

件为时空原点 (0,0,0,0)，设第二事件的时空坐标为 ( , , , )x y z t ，这两个事件的时空间隔定义为 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2s c t x y z c t r= − − − = −  （6.3.10） 

式中， 2 2 2r x y z= + + ，由洛伦兹变换可直接证明 2s 是一个不变量，即 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2s c t x y z c t x y z s′ ′ ′ ′ ′= − − − = − − − =  （6.3.11） 

式（6.3.11）说明时空间隔是与参考系无关的绝对量。按两个事件的时空间隔的取值情况，可

以分为以下三种情况。 
（1）当 2 0s = 时 

 2 2 2 2 2 2r x y z c t= + + =  （6.3.12） 

即这两个事件可用光信号来联系，这种类型的间隔称为类光间隔。 
（2）当 2 0s > 时 

 2 2 2r c t<  （6.3.13） 

即这两个事件可以用低于光速的信号来联系，称为类时间隔。这类事件发生的先后次序是绝

对的。 
（3）当 2 0s < 时 

 2 2 2r c t>  （6.3.14） 

这类事件的间隔称为类空间隔，这两个事件的空间距离大于真空中的光波在 t 时间内的传播所

能通过的距离，因此不能有因果关系。 
由于在从一个惯性系到另一个惯性系的变换中，间隔 2s 保持

不变，因而上述三种间隔的划分是绝对的，不因参考系的变换而改

变。为清楚上述的分类，可以把三维时空和一维时间统一起来考虑，

每一个事件用这四维时空的一个点表示，为了能用直观图像表示，

我们暂时限于考虑二维空间（坐标为 x, y）与一维时间（取时间坐

标为 ct）一起构成的三维时空，如图 6-6 所示，每一个事件用这三

维时空的一个点 P 表示。P 点在 xOy 平面上的投影表示事件发生

的地点，P 点的垂直坐标表示事件发生的时刻乘以 c 。 
对应上述三种情况，P 点属于三个不同区域。 

（1）若事件 P 与事件 O 的间隔 2s = 0，则 r ct= ，因而 P 点在一个以 O 为顶点的锥面上，

这个锥面称为光锥，凡在锥面上的点都可以和 O 点用光波联系。O、P 之间为类光间隔。 

 
图 6-6  时空光锥 
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（2）若事件 P 与事件 O 的间隔 2s >0，则 r ct< ，因而 P 点在光锥之内。P 点与 O 点可用

低于光速的信号联系。O、P 之间为类时间隔。 
（3）若事件 P 与事件 O 的间隔 2s <0，则 r ct> ，P 点在光锥外，P 点不可能与 O 点用光

波或低于光速的作用联系。O、P 之间为类空间隔。 
若 P 点在上半个光锥，其 0t > ，相对于 O 为绝对的未来。 
若 P 点在下半个光锥，其 0t < ，相对于 O 为绝对的过去。 

6.3.6  相对论的速度变换 

根据洛伦兹变换关系，可推出相对论的速度变换公式。 

设 d d d, ,
d d dx y z
x y zu u u
t t t

= = =  

为物体相对于Σ系的速度， ′Σ 系相对Σ系以速度 v 沿 x 方向运动，由洛伦兹变换式 

2

2 2

2 2

, , ,

1 1

vt xx vt cx y y z z t
v v
c c

−−′ ′ ′ ′= = = =

− −

 

取微分 

2

2

2

2

2

2 22

d dd
1

d d
d d

d d
d

1

d d d d d
dd d d 1d 1
d

x
x

x

x v tx
v
c

y y
z z

vt x
ct

v
c

u vx x v t x v tu v vv xt t x ut
c ctc

−′ =

−

′ =
′ =

−
′ =

−

′ −− −′ = = = =
′ ⎛ ⎞− −−⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

同理可得 yu′ 、 zu′。 

 

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

x
x

x

y

y

x

z

z

x

u vu v u
c

vu
cu v u

c

vu
cu v u

c

−′ =
−

−
′ =

−

−
′ =

−

 （6.3.15） 
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逆变换公式为 

 

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

x
x

x

u

y

x

z

z

x

u vu v u
c

vu
cu v u

c

vu
cu v u

c

+′ =
+

−
′ =

+

−
′ =

+

 （6.3.16） 

式（6.3.15）称为相对论的速度变换公式，式（6.3.16）称为相对论的速度逆变换公式。

对相对论速度变换公式做以下几点讨论。 
（1）虽然Σ系和 ′Σ 系间的相对速度仅沿 x 轴方向，但是 y yu u′ ≠ ， z zu u′ ≠ ，这是因为两个

坐标系中的时间标度不一样。 
（2）如果 v c 、u c（非相对论近似），则 x xu u u′≈ + ， y yu u′≈ ， z zu u′≈ ，则相对论速

度变换公式过渡到经典力学的速度变换公式。 
（3）可以证明，只要在一个参考系中 u<c，那么在另一个参考系中永远是 u<c，而这结论

正是相对论所要求的。 
【例 6-2】 证明：若物体相对一个参考系的运动速度 c<u ，则在任一参考系亦有 c′ <u 。 

解：设物体在时间 dt 内的位移为 dx，由间隔不变性 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2d (d d d ) d (d d d )c t x y z c t x y z′ ′ ′ ′− + + = + + +  

由
d
dt

=
x u ，

d
dt
′

′=
′

x u  

2 2 2 2 2 2( )d ( )dc u t c u t′ ′− = −  

因为u c< ，左边为正数，右边也应为正数。则 

u c′ <  

因此真空中的光速 c 为一切相互作用传播的极限速度。 

6.4  相对论理论的四维形式 

本节我们将把四维时空理论用简洁的四维形式表示出来，利用这种形式可以很清楚地显

示一些物理量之间的内在联系，并且可以把相对论原理用非常明显的形式表达出来。 

6.4.1  洛伦兹变换的四维形式 

已知在洛伦兹变换下，四维时空的间隔 
2s x xμ μ= −  
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是一个不变量，而洛伦兹变换是一种时空四维坐标的线性变换。间隔不变性可以写成 

 x x x xμ μ μ μ′ ′ = =不变量 （6.4.1） 

洛伦兹变换是满足间隔不变性的四维线性变换，四维线性变换的形式可以写为 

 x a xμ μν ν′ =  （6.4.2） 

aμν 是变换系数或变换矩阵元。 

间隔不变性要求 

x x x xμ μ μ μ′ ′ =  

将式（6.4.2）代入 

x x a x a x a a x xμ μ μν ν μσ σ μν μσ ν σ′ ′ = =  

其中 

 a aμν μσ νσδ=    
0
1νσ

ν σ
δ

ν σ
≠⎧

= ⎨ =⎩
 （6.4.3） 

为正交变换条件。 
对 x a xμ μν ν′ = 乘以 aμσ  

a x a a x x xμσ μ μσ μν ν σν ν σδ′ = = =  

由此可以得到逆变换式 

 x a xσ μσ μ′=  （6.4.4） 

变换系数可以写成矩阵形式 

 

1311 12 14

2321 22 24

31 32 3433

41 42 4443

aa a a
aa a a

a
a a aa
a a aa

μν

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 （6.4.5） 

转置矩阵定义为 

 a aμν νμ=  （6.4.6） 

正交条件可用矩阵表示为 

 a aμν νμ = I  （6.4.7） 

只要构造出满足式（6.4.7）的矩阵，就对应了一个保持四维间隔不变的洛伦兹变换。沿 x
方向的特殊洛伦兹变换式为 

2

2 2

2 2

, , ,
1 1

vt xx vt cx y y z z t
v v
c c

−−′ ′ ′ ′= = = =

− −
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上式的变换矩阵为 

 

0 0 i
0 1 0 0
0 0 1 0

i 0 0

aμν

γ βγ

βγ γ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
−⎣ ⎦

 （6.4.8） 

式中 

 v
c

β = ，
2

2

1

1 v
c

γ =

−

 （6.4.9） 

例如 
1 11 1 12 2 13 3 14 4

1 4

1
2

2

0 0 i

1

x a x a x a x a x
x x
x vt

v
c

γ βγ
′ = + + +

= + + +
−

=

−

 

洛伦兹变换的逆变换式为 

2

2 2

2 2

, , ,
1 1

vt xx vt cx y y z z t
v v
c c

′ ′+′ ′+ ′ ′= = = =

− −

 

其变换矩阵为 

 a aνμ μν= =

0 0 i
0 1 0 0
0 0 1 0

i 0 0

γ βγ

βγ γ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 （6.4.10） 

由式（6.4.8）和式（6.4.10）容易验证 
a aμν νμ = I  

此式正是正交条件。 

6.4.2  四维协变量 

1．物理量按空间变换性质的分类 

物理量可以分为标量、矢量、张量等。这种分类是根据物理量在三维空间转动下的变换

性质来规定的。 
（1）标量。有些物理量在空间没有取向关系，当坐标系转动时，这些物理量保持不变，

这类物理量称为标量，如质量、电荷等都是标量。设在坐标系∑中某标量用 u 表示，在转动

后的坐标系 ′∑ 中用 u′表示，由标量不变性有 

 u u′ =  （6.4.11） 
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（2）矢量。有些物理量在空间有一定的取向性，这种物理量用三个分量表示。当空间坐

标变换按下列方式做转动变换时 
 i ij jx a x′ =  （6.4.12） 

物理量的三个分量按同一方式变换，这类物理量称为矢量，如速度、力、电场强度、磁场强

度等都是矢量。用 v 代表矢量，满足如下变换关系 

 i ij jv a v′ =  （6.4.13） 

有些微分算符也具有矢量性质。例如，∇算符，它在Σ系中的分量为 / ix∂ ∂ ，在 ′Σ 系中

的分量为 / ix′∂ ∂ 。根据微分公式及式（6.4.12）有 

 j
ij

i i j j

x
a

x x x x
∂∂ ∂ ∂

= =
′ ′∂ ∂ ∂ ∂

 （6.4.14） 

此变换关系与式（6.4.13）相同，因此，∇算符是一个矢量算符。 
（3）二阶张量。有些物理量可用两个矢量指标表示，有 9 个分量。当空间转动时，其分

量 ijT 按以下方式变换 

 ij ik jl klT a a T′ =  （6.4.15） 

具有这种变换关系的物理量称为二阶张量，如电四极矩张量、电磁场应力张量等。 

2．四维协变量 

在四维形式中，时间与空间统一在一个四维空间内。惯性参考系的变换相当于四维空间

的“转动”。由于物质在时空中运动，描述物质运动和属性的物理量必然会反映出时空变换的

特点。将三维情形推广，也可以按照物理量在四维空间转动（洛伦兹变换）下的变换性质将

物理量分为三类。 
（1）在洛伦兹变换下不变的物理量称为洛伦兹标量或不变量 
例如，间隔 2d d ds x xμ μ= − 为洛伦兹标量。 

2 2 2 2 2 2

2
2 2

2

2 2
2 2

22

2

2 2

d d (d d d )

d (1 )

1d 1
1

d

s c t x y z

vc t
c

vc
cv

c
c

τ

τ

= − + +

= −

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

 

所以 d ds c τ= ，固有时间间隔
1d ds
c

τ = 也是洛伦兹标量。 

（2）具有 4 个分量的物理量，如果它在惯性系变换下满足下列变换 

 V a Vμ μν ν′ =  （6.4.16） 

则称为四维矢量。 
下面介绍四维速度矢量Uμ ，物体的位移 dxμ 为四维矢量，固有时间间隔 dτ 是标量。因为
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dt 是一个随坐标系而改变的量。用固有时间间隔 dτ （标量）来定义四维速度矢量 

 
d

1,2,3,4
d
x

U μ
μ μ

τ
= =　　  （6.4.17） 

而通常定义下的速度 

 
d

1,2,3
d

i
i

x
u i

t
= =　　  （6.4.18） 

iu 是用参考系Σ的时间量度的位移变化率。Uμ 是用固有时间间隔量度的位移变化率。 

                      
2

2

d 1
d

1

t

v
c

γ
τ
= =

−

　   （6.4.19） 

                      

2
2 2 2 2 2 2 2 2

2

2

2

d d (d d d ) d 1

dd
1

d d

vs c t x y z c t
c

t
v
c

s c

τ

τ

⎛ ⎞
= − + + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

−

=

 

因此 

 
2

2
2

d d d
d d d
x x sU U cμ μ

μ μ τ τ τ
= = − = −　  （6.4.20） 

这说明U Uμ μ 是一个不变量。事实上，若Uμ 构成一个矢量，它的指标缩并必须是一个不变量，

另一方面，这说明 4U 是不独立的。 
对于Uμ 的前三个分量 

 
2

2

d
d

1

i i
i

x u
U

v
c

τ
= =

−

 （6.4.21） 

所以四维速度矢量 

 1 2 3( , , , i )U u u u cμ γ=  （6.4.22） 

四维速度矢量的前三个分量是和普通速度相联系的，当 v c 时，即为 u ，就是牛顿经典力学

中的速度。当参考系变换时，四维速度矢量满足变换关系 

 U a Uμ μν ν′ =  （6.4.23） 

再介绍四维波矢量。平面电磁波的表达式为 
i( )

0e tω⋅ −= k rE E  

其中指数括号中表示位相，它应该与参考系的选择无关。另一方面，括号中第一项含 r ，而

第二项中的 t 配上常数 c 和 i 构成 xμ 的第四分量，所以可以定义四维波矢量 
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 , ik
cμ
ω⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
k  （6.4.24） 

这样写的意思是 k 的前三个分量为 k1, k2, k3，而 i
c
ω

作为 k4 和它们构成一个四维矢量 kμ 。

在这样的定义下 

 i (i )t ct k x
c μ μ
ωω ⎛ ⎞⋅ − = ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
k r k r  （6.4.25） 

这不仅形式简化，而且进一步反映了频率ω和波矢量 k 相关联的物理实质。对于光量子

来说， 4k 即为能量，这预示了能量为四维动量矢量的第四分量。 

四维波矢量的变换性质不需要再去推导，它也像时空坐标一样地变换，只要相应地把 x

和 x4 改成 k 和 k4 就行了（注意 4 4i ix ct k
c
ω

= =， ）。 

在洛伦兹变换下， kμ 的变换式为 

 k a kμ μν ν′ =  （6.4.26） 

对沿 x 方向的特殊洛伦兹变换，从Σ系变换到 ′Σ 系，变换式为 

 

1 1 2

2 2

3 3

1( )

vk k
c

k k
k k

vk

γ ω

ω γ ω

⎛ ⎞′ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ =
′ =
′ = −

 （6.4.27） 

式中，
2

2

1

1 v
c

γ =

−

。 

（3）四维二阶张量 
如果一个物理量有 16 个分量，满足变换关系 

 T a a Tμν μλ ντ λτ′ =  （6.4.28） 

这个物理量称为四维二阶张量。 
以上所讨论的标量、矢量和张量在洛伦兹变换下有确定的变换性质，这些物理量称为协

变量。 

3．物理规律的协变性 

如果一个方程的每一项属于同类协变量，在参考系变换下，每一项都按相同方式变换，

结果保持方程形式不变。例如，某方程在参考系Σ中具有形式 
 F Gμ μ=  （6.4.29） 

式中， F Gμ μ、 都是四维矢量，在参考系变换下满足 

 F a F a G Gμ μν ν μν ν μ′ ′= = =  （6.4.30） 

因而在新的参考系 ′Σ 下，有 F Gμ μ′ ′= ，方程形式与原参考系Σ中的方程形式一致。在参考
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系变换下，方程形式不变的性质称为协变性。相对性原理要求一切惯性参考系都是等价的。

在不同惯性系中，物理规律都可以表示为相同形式。如果物理规律的方程是协变的，它就满

足相对性原理的要求，因此用四维形式可以很方便地将相对性原理的要求表达出来，只要知

道某物理量的变换性质，就可以看出它是否具有协变性。 

6.5  电动力学的相对论不变性 

我们已经知道电磁场的基本规律不服从伽利略相对性原理，从而修改了经典时空观，代

之以相对论时空观。根据相对性原理，电磁现象的基本规律对任意惯性参考系都具有相同的

形式。也就是说，麦克斯韦方程组应该满足爱因斯坦的相对性原理。在洛伦兹变换下，电动

力学基本方程的形式应该不变，本节的任务是将电动力学方程写成明显的相对论协变形式。 

6.5.1  四维电流密度矢量 

电荷守恒定律要求带电体的总电荷不因它的速度而改变。设一个带电粒子在电场中加速，

由电荷守恒定律可知，加速后粒子所带的电荷与静止时所带的电荷相同，因此带电体的总电

荷不依赖于运动速度。 
设 ′Σ 系中有一静止带电体，其总电荷为 0Q Q′ = ，在Σ系中观测，该带电体以速度 u 运动，

其电荷为Q。但由于带电体的总电荷不依赖于速度，因此在Σ系中看到的 0Q Q= ，由此可以

得出 

 Q Q′ =  （6.5.1） 

即物体的总电荷是一个洛伦兹不变量，不因参考系的改变而改变。 
总电荷是电荷密度的体积分 

 d
V

Q Vρ= =∫ 不变量 （6.5.2） 

当粒子以速度 u 运动时，体积收缩了 
2

0 2d d 1 uV V
c

= −  

为了保持总电荷 Q 的不变性，即 
d dQ Q′=  

可以写成 
0 0d d dV V Vρ ρ ρ′ ′= =  

2
0

0 0 022

2

d d 1 d   
1

uV V V
cu

c

ρρ ρ= − =

−

　  

0ρ 为静止粒子的电荷密度。相应的电荷密度增大，即 

 0
02

21 u
c

ρρ γρ= =

−

 （6.5.3） 
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因此当粒子以速度 u 运动时，其电流密度为 

 0ρ γρ= =j u u  （6.5.4） 

如果引入电流密度的第四分量 

 4 0i iJ c cρ γρ= =  （6.5.5） 

四维速度矢量为 ( , i )U cμ γ= u  

则可以写出四维电流密度矢量 
 0J Uμ μρ=  （6.5.6） 

对应于四维空间矢量 ( ,i )x ctμ = x  

电流密度四维矢量为 

 ( , i )J cμ ρ= j  （6.5.7） 

电流密度 j 和电荷密度 ρ 合为四维矢量显示出这两个物理量的统一性。当粒子静止时，

只有电荷密度 0ρ 。当粒子运动时，表现出有电流密度 j ，同时电荷密度亦相应地改变。 

由于相对论中时空的统一，使得非相对论中不同的物理量显示出它们的统一性。电流密

度 j 与电荷密度 ρ 统一为四维矢量就是一个例子，以后还有矢势 A 和标势ϕ统一为四维势。 

若参考系变换时，四维电流密度矢量满足下列变换 

 J a Jμ μν ν′ =  （6.5.8） 

若 ′Σ 系相对于Σ系以速度 v 沿 x 方向运动时，由变换矩阵式（6.4.8）可得四维电流密度矢量

的变换关系为 

 

2

( )x x

y y

z z

x

j j v
j j

j j
v j
c

γ ρ

ρ γ ρ

′ = −
′ =

′ =

⎛ ⎞′ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （6.5.9） 

式中， 1 2 3 4 ix y zJ j J j J j J cρ= = = =　， ， ， 。 

再看电荷守恒定律 

0    
t
ρ∂

∇ ⋅ + =
∂

j  

由于 4 4i iJ c x ctρ= =， ，则电荷守恒定律可以写成四维形式 

 0
J
x
μ

μ

∂
=

∂
 （6.5.10） 

这个方程在惯性系变换下是协变的，因为左边是洛伦兹标量，
J
x
μ

μ

∂

∂
是一个不变量，因而式（6.5.10）

对任意惯性系都是成立的。以上引入电流密度四维矢量把电荷守恒定律写成四维协变形式，

说明电荷守恒定律满足爱因斯坦的相对性原理。 
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6.5.2  四维势矢量 

在讨论电磁波的辐射时，把麦克斯韦方程组通过电磁场势 A 和ϕ表示出来，用势表示的

麦克斯韦方程组在洛伦兹规范下为达朗贝尔方程 
2

2
02 2

2
2

2 2
0

1

1
c t

c t

μ

ϕ ρϕ
ε

∂
∇ − = −

∂
∂

∇ − = −
∂

AA j
 

引入达朗贝尔算符 

 2
2 2

1
x xc t μ μ

∂ ∂ ∂
≡ ∇ − =

∂ ∂∂
 （6.5.11） 

该算符是洛伦兹标量算符。达朗贝尔方程可写成 

 0
2

0c

μ

ϕ μ ρ

= −

= −

A j
 （6.5.12） 

式中， j 激发矢势 A ， ρ 激发标势ϕ ，既然 j 和 ρ 构成一个四维电流密度矢量，则 A 和ϕ 自

然也应该成为一个四维矢量。若 A 和ϕ合为一个四维势矢量 

i,A
cμ ϕ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
A  

则 

 0A Jμ μμ= −  （6.5.13） 

方程两边都是四维矢量。在洛伦兹变换下它们的变换规律应该一样，即 

 
A a A

J a J
μ μν ν

μ μν ν

′ =

′ =
 （6.5.14） 

而 在洛伦兹变换下是不变的 

 ′=  （6.5.15） 

所以达朗贝尔方程的四维形式式（6.5.13）在洛伦兹变换下是协变的。 

洛伦兹规范 2
1 0

tc
ϕ∂

∇ ⋅ + =
∂

A 用四维形式表示为 

 0
A
x
μ

μ

∂
=

∂
 （6.5.16） 

式（6.5.16）具有协变性，是洛伦兹变换下的不变量。 
若 ′Σ 系相对Σ系沿 x 方向以速度 v 运动时，由变换矩阵式（6.4.8）可得四维电磁场势矢

量 Aμ 的变换关系为 
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 2x x
vA A
c

γ ϕ⎛ ⎞′ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （6.5.17） 

( )

y y

z z

x

A A

A A
vAϕ γ ϕ

′ =

′ =
′ = −

 

式中， 1 2 3 4 ix y zA A A A A A A
c
ϕ

= = = =　， ， ， 。 

达朗贝尔方程是由麦克斯韦方程得到的，既然达朗贝尔方程在洛伦兹变换下保持不变，

就间接地说明了麦克斯韦方程组满足相对性原理。以下直接证明麦克斯韦方程组满足相对性

原理。 

6.5.3  电磁场张量 

电磁场 E 和 B 可以用势表示出来 

t
ϕ

=∇×
∂

= −∇ −
∂

B A
AE

 

把它们写成直角分量的形式，有 

 3 32 1 2 1
1 2 3

2 3 3 1 1 2

A AA A A AB B B
x x x x x x
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= − = − = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, ,  （6.5.18） 

 

1 4 1
1

1 1 4

4 2
2

2 4

34
3

3 4

i

i

i

A A AE c
x t x x

A AE c
x x

AAE c
x x

ϕ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − − = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

　  （6.5.19） 

为了把 E 和 B 也写成统一的四维形式，引入一个四维的电磁场张量 

     ( , 1,2,3,4)
AA

F
x x

μν
μν

μ ν

μ ν
∂∂

= − =
∂ ∂

 （6.5.20） 

式中， Aμ 为四维势矢量，很明显 Fμν 是一个四维二阶的反对称能量 

 F Fμν νμ= −  （6.5.21） 

它的对角分量 

 0Fμμ =  （6.5.22） 

因此，其独立分量只有 6 个，把它用矩阵形式表示出来如下 

 

12 13 14

12 23 24

13 23 34

14 24 34

0
0

0
0

F F F
F F F

F
F F F
F F F

μν

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
− − −⎣ ⎦

 （6.5.23） 
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将式（6.5.18）、式（6.5.19）、式（6.5.20）相比较，可以得出 

1 23 2 31 3 12

1 14 2 24 3 34i i i
B F B F B F
E cF E cF E cF

= = =

= = =

　　 　　 

　　 　　
 

把这些值填到 Fμν 矩阵中 

 

3 2 1

3 1 2

2 1 3

1 2 3

i0

i0

i0

i i i 0

B B E
c

B B E
cF

B B E
c

E E E
c c c

μν

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 （6.5.24） 

Fμν 称为电磁场张量。 

由此可见，电场强度 E 和磁感应强度 B 的分量是四维电磁场张量的分量。电磁场张量 Fμν

的空间分量同磁场相联系，这说明磁感应强度 B 的分量构成一个三维二阶反对称张量，电场

强度 E 的分量是 Fμν 的时间分量。 

用电磁场张量可以把麦克斯韦方程组写成更明显、更简洁的协变形式。麦克斯韦方程组为 

 
0

ρ
ε

∇ ⋅ =E  （6.5.25a） 

 0 0 0 t
μ μ ε ∂

∇× = +
∂
EB j  （6.5.25b） 

 0∇⋅ =B  （6.5.25c） 

 
t

∂
∇× = −

∂
BE  （6.5.25d） 

麦克斯韦方程组中的前两个方程是一对有源方程，式（6.5.25b）的第一个直角坐标分量式为 

3 2
1 0

2 3 4

( )
x

B B i E j
x x x c

μ∂ ∂ − ∂ ⎛ ⎞+ + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠
 

可以写成 

 1
0 1

F
J

x
ν

ν

μ
∂

=
∂

 （6.5.26） 

同理可得其他两个直角分量式为 

 2 3
0 2 0 3

F FJ J
x x
ν ν

ν ν

μ μ∂ ∂
= =

∂ ∂
，　  （6.5.27） 

再将式（6.5.25a）写成直角坐标形式 

31 2
0

1 2 3

i (i )EE E c
c x x x

μ ρ∂∂ ∂⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

此式正是 
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 4
0 4

F
J

x
ν

ν

μ
∂

=
∂

 （6.5.28） 

所以麦克斯韦方程组中一对有源方程式（6.5.25a）和式（6.5.25b）统一写成一个四维形式的

张量方程 

 0

F
J

x
μν

μ
ν

μ
∂

=
∂

 （6.5.29） 

用同样的方法，可将麦克斯韦方程中一对无源方程式（6.5.25c）和（6.5.25d）统一写成另一

个四维形式的张量方程 

 0
F FF
x x x
μν λμνλ

λ μ ν

∂ ∂∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 （6.5.30） 

式（6.5.29）和式（6.5.30）是由麦克斯韦方程组的 4 个方程，引入电磁场张量后统一写出的

两个方程，这两个方程中的每一项都是洛伦兹协变量，因而这些方程在洛伦兹变换下是协变

的，这表明麦克斯韦方程组满足相对性原理。但是原先的电磁场是统一的电磁场张量的分量，

在相对论形式中应该用电磁场张量 Fμν 来统一描述电磁场。利用电磁场张量，把麦克斯韦方程

组全部写成了协变形式，实现了相对性原理，麦克斯韦电磁场方程和洛伦兹变换协调一致，

消除了相对论产生前实验与经典力学时空观所形成的矛盾。 

6.5.4  E和 B在洛伦兹变换下的变换性质 

电磁场张量 Fμν 在洛伦兹变换下应满足变换关系 

 F a a Fμν μλ ντ λτ′ =  （6.5.31） 

设 ′Σ 系以速度 v 沿Σ系的 x 轴方向运动，这时的变换矩阵为 

0 0 i
0 1 0 0
0 0 1 0
i 0 0

aμν

γ βγ

βγ γ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
−⎣ ⎦

 

由上式可以看出 

2 2 3 3a aμ μ ν νδ δ= =，  

例如 

23 2 3 23vF a a F Fμ μν′ = =  

因为 23 1F B= 　，则有 

1 1B B′ =  

再看 14F ′  

14 1 4 11 4 1 14 4 4

11 44 14 14 41 41

11 44 14 41 14

14

( )  
=        

F a a F a a F a a F

a a F a a F
a a a a F

F

μ ν μν ν ν ν ν′ = = +

= +
= −
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14 14 14 1
iF F F E
c

′ = = −　　  

则有 

1 1E E′ =  

再看 12F ′  

12 1 2 14 2 4 11 2 1

14 42 11 12

12 42i

F a a F a a F a a F

a F a F
F F

μ ν μν ν ν ν ν

γ βγ

′ = = +

= +
= +

 

3 3 2 3 22
ii v vB B E B E

c c c
γ γ γ ⎛ ⎞′ = + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

同理可得出 13 24F F、 和 34F 的变换关系，综合可得到电磁场的变换关系为 

 

1 1 1 1

2 2 3 2 2 32

3 3 2 3 3 22

                       

( )        

( )        

E E B B
vE E vB B B E
c
vE E vB B B E
c

γ γ

γ γ

′ ′= =

⎛ ⎞′ ′= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞′ ′= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （6.5.32） 

还可写成矢量形式 

 
// / / / / / /

2( )
c

γ γ⊥ ⊥ ⊥
⊥

′ ′= =

⎛ ⎞′ ′= + × = − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

E E B B
vE E v B B B E

　　　　　　

　  
 （6.5.33） 

式中，//和⊥表示与相对速度 v 平行和垂直的分量。 
由以上电磁场的变换关系可知，电场和磁场是一种物质的两个方面，它们在不同参考系

中有不同的特性。但是当参考系变换时，它们可以互相转化。就特殊情况而言，电场或磁场

在一个参考系中可以等于零，而同时在另一个参考系中却又存在。矢势和标势统一为四维矢

量，电场和磁场统一为四维张量，反映出电磁场的统一性和相对性。 
从电磁场张量的变换式可以得到两个洛伦兹不变量，这些不变量当从一个惯性系变换到

另一个惯性系时保持不变，这两个不变量是 

 2 2 2 2 2 2E c B E c B′ ′− = −  （6.5.34） 

 ′ ′⋅ = ⋅E B E B  （6.5.35） 

例如，平面电磁波 c=E B ，在这种情况下 2 2 2 0E c B− = 。由于 2 2 2E c B− 为不变量，所

以在任何惯性系观测平面电磁波都有 c=E B 。 ⋅ =E B 不变量，说明电场和磁场在任意一个

惯性系是相互垂直的，即 0⋅E B = ，那么在另外一个惯性系中也是相互垂直的。 
【例 6-3】 求匀速运动电子的电磁场。 
解：设一电子以速度 v 做匀速运动，取 ′Σ 系的原点O′系固定于电子上，x 轴沿电子的运

动方向。在 t=0 时刻，场点 P 相对于电子的位置矢量，在Σ系中观测为 ( , , )x y z=r ，在 ′Σ 系

中观测为 ( , , )x y z′ ′ ′ ′=r ，两组坐标满足洛伦兹变换 
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21

xx y y z z
β

′ ′ ′= = =
−

　 　  

式中，
v
c

β = 。而  

1
2 2 2 2 2(1 )r x y z Sβ

−
′ ′ ′ ′= + + = −  

1
2 2 2 2 2[ (1 )( )]S x y zβ= + − +  

当O′与O重合时， ′Σ 系测得 P 点的电磁场为 

3
0

    0
4π

e
rε

′ ′ ′= =
′

E r  B　  

用 , ,x y z 表示 ′E 的分量为 

2
3 3

0 0
3

2 2
3 3

0 0
3

2 2
3 3

0 0

(1 )
4π 4π

(1 )
4π 4π

(1 )
4π 4π

x

y

z

ex exE
r S

ey eyE
r S

ez ezE
r S

β
ε ε

β
ε ε

β
ε ε

′
′ = = −

′

′
′ = = −

′

′
′ = = −

′

 

利用电磁场变换公式，将 v 改为 v− ，将带“' ”的量与不带“' ”的量互换，就得到在Σ
系测得 P 点在同一时刻（ 0t = ）的电磁场为 

2
3

0

22
3 22 2

0

22
3 22 2

0

(1 ) 0
4π

(1 )
4π1 1

(1 )
4π1 1

x x x x

zy
y y z

y
z

z z y

exE E B B
S

v EE ey vcE B E
S c

v EE ez vcE B E
S c

β
ε

β
εβ β

β
εβ β

′ ′= = − = =

′′
= = − = = −

− −

′′
′ = = − = = −

− −

　　　　 

　
　

　　

 

可以写成矢量式 
2

3
0

(1 )
4π

e
S

β
ε

= −E r  

2

2 3
22 2

2
0 2

1

4π 1

v e
c

v r
cc

ε

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⋅⎛ ⎞− +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

rE
v x

 

2c
= ×

vB E  

对所得结果做如下讨论。 
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1．对于非相对论情况
2

2 0vv c
c

→，  

03
04π

e
rε

= =
rE E  

0
02 34π

e
c r

μ ×
= × =

v rvB E  

上述两式分别为静止点电荷的电场和运动电荷的磁场表示式。 

2．当 ~v c 时 

（1）当 r 平行于 x 轴，即 r 平行于 v 时 
2

02 3
0

1
4π

v e
c rε

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

rE E  

（2）当 r 垂直于 x 轴，即 ⊥r v 时 

02
3

0 24π 1

e
vr
c

ε
⊥ =

−

rE E  

（3）当 r 与 v 之间的夹角为θ 时 
2

2

3
20 2

2 2
2

1

4π
1 sin

v
ce

vr
c

ε
θ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

r
E =  

可见，当 ~v c 时，电场分布不再是球对称的，与θ 有

关， 0θ = 处最弱，
π
2

θ = 处最强。电场分布如图 6-7 所示，

由图可知，电场趋向于集中在与 v 垂直的平面上。在与 v
垂直的方向电力线密集，而沿 v 方向电力线稀疏，电力线

的横向压缩可视为洛伦兹收缩的结果。 

6.6  相对论力学 

经典力学对伽利略变换是协变的。由于时空观的发展，洛伦兹变换代替了伽利略变换。

经典力学的原有形式也应该修改，使它满足爱因斯坦相对论原理，即在洛伦兹变换下具有协

变性。从而能够正确地描述高速运动规律。并且当 v c 时，相对论力学应该合理地过渡到牛

顿力学。 

6.6.1  能量-动量四维矢量 

经典力学的基本规律是牛顿定律 

 
图 6-7  匀速运动的电子的电场分布 
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 d
dt

=
pF  （6.6.1） 

式中，F 是作用于物体上的力，p 是物体的动量。牛顿定律对伽利略变换是协变的。 
在相对论中，为了保持洛伦兹变换的不变性，必须把式（6.6.1）修改为四维形式。为此

引入四维动量矢量 

 0p m Uμ μ=  （6.6.2） 

Uμ 为四维速度矢量             

d d
d d
x x

U
t

μ μ
μ γ

τ
= =  

四维动量矢量的空间分量和时间分量为 

 

0
0 2

2

2
0

4 0 4 0 2

2

1

ii

1

m
m

v
c

m c
p m U c m

c v
c

γ

γ

= =

−

= = =

−

p v v

 （6.6.3） 

当 v c 时， p 趋于经典动量 0m v ，因此，可以认为 p 是相对论动量。 

现在讨论 p4 的物理意义，当 v c 时，p4 的展开式为 

 2 2
4 0 0

i 1
2

p m c m v
c
⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （6.6.4） 

式（6.6.4）括号内第二项是物体的动能，由此看出 p4 与物体的能量有关。在经典力学中，

力对物体所做的功率 

 d
dt

⋅ = ⋅
pF v v  （6.6.5） 

设式（6.6.5）在相对论中仍然成立 

 

2
0 0 0

3 22 2
2 2

2 2
2

2
0 0

3 2
2 2

2
2

d d d d
d d d d

1 1 1

d d
d d

11

m m m v v v
t t t tcv v v

c c c
m v m cv

t t vv
cc

⎛ ⎞⋅ = ⋅ = ⋅ +⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎛ ⎞ −⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

vp vv v v

 （6.6.6） 

由于力对物体所做的功率等于物体的能量增加率，由式（6.6.6）得 

 
2

0
2

21

m c
W

v
c

=

−

 （6.6.7） 
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因而 

 4
ip W
c

=  （6.6.8） 

当 0v = 时，物体的动能为零，因此物体的动能为 

 

2
20

02

2

2
0

1

m c
T m c

v
c

W T m c

= −

−

= +

 （6.6.9） 

从形式上看，W含有两部分，一部分是物体的动能 T，另一部分是当物体静止时仍然存在

的能量，称为静止能量。本来在非相对论中，对能量附加一个常数是没有意义的，但是在相

对论情况下，必须进一步研究常数项的物理意义。这是因为 2
0m c 项的出现是相对论协变性的

要求，删去这项或者用其他常数代替这项都不符合相对论协变性。 2
0m c 是静止能量，静止质

量的揭示是相对论最主要的推论之一。要释放和利用这部分能量，必须依靠核物理的手段，

近代物理实验已经证实了这一点，并且已经应用在军事和民用上。 
因此，物体的动量和能量构成四维矢量 pμ  

 i,p W
cμ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

p  （6.6.10） 

pμ 称为四维能量-动量矢量，简称为四维动量。在洛伦兹变换下，它应与四维矢量 xμ 一样变换。 

 p a pμ μν ν′ =  （6.6.11） 

当 ′Σ 系相对于Σ系以速度 v 沿 x 轴方向运动时，四维动量矢量 pμ 的变换式为 

 

2

2

2

2

2

1

1

x

x

y y

z z

x

vp W
cp
v
c

p p

p p
W vpW

v
c

−
′ =

−

′ =

′ =
−′ =

−

 （6.6.12） 

由 pμ 可构成不变量 

 
2

2
2

Wp p p
cμ μ = − =不变量 （6.6.13） 

在相对于物体静止的参考系中， 2
00 W m c= =p ， ，因而不变量为 2 2

0m c− 。 
还可用下列方法证明 p pμ μ =不变量。 

2
0 0p m U p p m U Uμ μ μ μ μ μ= =，  
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而 
2

2
2

d d d
d d d
x x sU U cμ μ

μ μ τ τ τ
= = − = −  

则 

 
2

2 2 2
02

Wp p p m c
cμ μ = − = −  （6.6.14） 

由式（6.6.14）可得 

 
2 2 2 4 2

0

2 2 2 4
0

p c m c W

W p c m c

+ =

= +
 （6.6.15） 

式（6.6.15）是相对论中关于物体的能量、动量和质量的关系式。 
若引入 

 0
2

21

m
m

v
c

=

−

 （6.6.16） 

式（6.6.3）和式（6.6.7）转化为 

 m=p v  （6.6.17） 

 2W mc=  （6.6.18） 

用式（6.6.17）表示动量时，形式上和非相对论的公式一样。但 m 不再是一个不变量，而是一

个随运动速度增大的量，m 可以视为一种等效质量，称为运动质量，也称为相对论质量，而

不变量 m0 称为静止质量。式（6.6.18）称为质能关系，这是物体的总能量 W 与运动质量m 之

间的关系。质能关系是爱因斯坦狭义相对论中最有意义的结论之一。 
在相对论建立以前，人们将质量守恒定律与能量守恒定律视为两个互相独立的自然规律。

在相对论中，质能关系把这两条自然规律统一起来了，质量守恒定律和能量守恒定律就是一

个不可分割的定律了。 
按照质能关系式（6.6.18）， n 个粒子在相互作用（如碰撞）过程中，能量守恒关系式表

示为 
2

i i
i i

W m c= =∑ ∑ 常量 

由此式可以得出质量守恒关系式 

 i
i

m =∑ 常量 （6.6.19） 

按照质能关系，质量的变化必须伴随着能量的变化，而能量的变化同样伴随着质量的变

化，即  

 2Δ ΔW mc=  （6.6.20） 

式（6.6.20）表明物体的能量每增加ΔW ，相应地惯性质量也必定增加 2
ΔΔ Wm
c

= ；反之
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每减少Δm 的质量，就意味着释放出 2Δ ΔW mc= 的能量，这就是原子能（核能）利用的理论

依据。原子弹和氢弹技术都是狭义相对论质能关系的应用，而它们的成功也成为狭义相对论

的验证。 
【例 6-4】 试比较原子核裂变和聚变过程中所释放出的能量。 
解：用中子轰击铀一类重原子核可分裂成两个中等质量的原子核的现象，称为原子核的

裂变，在裂变反应中放出巨大能量。例如反应 
235 141 92
92 56 36n U Ba Kr 3n+ → + +  

反应物和生成物静质量之差（质量亏损）为 

0 0Δm m m′= −  

式中， 0m 为反应物的静止质量之和， 235
0 92( U)nm m M= + 。 0m′ 为生成物的静止质量之和，

141 92
0 56 36 n( Ba) ( Kr) 3m M M m′ = + + 。 

    其中中子的静止质量        10087unm =  

    235
92 U 的静止质量     235

92( U) 235.043 9uM =  

    141
56 Ba 的静止质量     141

56( Ba) 140.913 9uM =  

    92
36 Kr 的静止质量    92

36( Kr) 91.897 3uM =  

则反应物的静止质量之和为 

0 1.008 7u 235.043 9u 236.052 6um = + =  

生成物的静止质量之和为 

0 140.913 9u 91.897 3u 3 1.008 7u 235.837 3um′ = + + × =  

反应前后质量亏损为 
27

0 0Δ 236.0526u 235.8373u 0.215 3u 0.357 4 10 kgm m m −′= − = − = = ×  

其中原子质量单位 271u 1.66 10 kg−= ×  

释放的能量 
2 27 8 2 11

8

Δ Δ 0.357 4 10 (3 10 ) 3.216 6 10 J

2.01 10 eV 201MeV

W mc − −= = × × × = ×

= × =
 

以上计算结果表明，在原子核裂变反应中，一个铀原子能释放出能量 200MeV ，比化学

反应中一个原子可提供的能量要大 107 倍。若 1kg 铀-235 全部裂变，所放出的可利用的核能相

当于约 2500t 标准煤燃料所放出的热能。 
轻原子核聚合成较重原子核的核反应，称为聚变反应。例如反应 

2 3 4
1 1 2H H He n+ → +  

反应之前静止质量之和为 

0 (D) (T) 2.014 1u 3.016 0u 5.030 1um M M= + = + =  

反应之后静止质量之和为 
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4

0 ( He) 4.002 6u 1.008 7u 5.011 3unm M m′ = + = + =  

反应前后静止质量差为 
28

0 0Δ 0.018 8u 0.3127 10 kgm m m −′= − = = ×  

释放出能量 
2 28 8 2 12Δ Δ 0.3127 10 (3 10 ) 2.814 3 10 J 17.6MeVW mc − −= = × × × = × =  

上述聚变反应可以表示为 
4
2D T He n 17.6MeV+ → + +  

其中，D 表示氘核，T 表示氚核，氘核和氚核可聚合为氦核，同时放出一个中子，并释放出

17.6 MeV 的能量。 

人们利用重核裂变反应制成了原子弹，利用轻核聚变反应制成了氢弹。聚变反应平均每

个核子放出的能量（约17.6 MeV ）要比裂变反应平均每个核子所放出的能量（约1 MeV ）大

得多。1945 年广岛爆炸的原子弹是两万吨级，1952 年第一次氢弹热核爆炸是一千万吨级。 

6.6.2  相对论力学方程 

非相对论力学基本方程是牛顿定律，现在把它修改为满足相对论协变性的方程。 
d
dt

=
pF  

动量和能量构成四维矢量 pμ ，如果用固有时间间隔 dτ 量度能量-动量变化率，外界对物

体的作用用一个四维力矢量 Kμ 来描述，则 

 
d
d
p

K μ
μ τ
=  （6.6.21） 

在低速运动情况下，Kμ 的空间分量应该过渡到经典力F，式（6.6.21）应该过渡到经典力

学的牛顿定律。 Kμ 的第 4 个分量 K4 是与空间分量 K 有关系的 

2 2 2 4
4 0

2

d di
d d

d d
d d

WcK p c m c

c
W

τ τ

τ τ

− = = +

= ⋅ = ⋅ = ⋅
p pp v K v

 

因此，作用于速度为 v 的物体上的四维力矢量为 

 i,K
cμ

⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

K K v  （6.6.22） 

相对论协变的力学方程包括以下两个方程 

 

d
d
d
d
W
τ

τ

=

⋅ =

pK

K v
 （6.6.23） 

式（6.6.23）是用固有时间间隔 dτ 来量度的，如果用参考系时间 dt 来表示，可写为 
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2

2

2

2

d1
d

d1
d

v
tc

v W
tc

−

− ⋅ =

pK

K v

＝

 （6.6.24） 

若定义力为 

 
2

21 v
c

= −F K  （6.6.25） 

则相对论力学方程可以写成 

 d=
dt
pF  （6.6.26） 

力 F 等于动量随时间的变化率 

 d
d
W
t

⋅ =F v  （6.6.27） 

力 F 所做的功率等于能量随时间的变化率。 
式（6.6.26）与式（6.6.27）在形式上和非相对论力学一致，但需注意， p 和W 是相对论

的动量和能量。而且一般说来，只有在低速情况下， F 才等于经典力。 

6.6.3  洛伦兹力 

相对论力学的一个重要应用是研究带电粒子在电磁场中的运动。已知电磁场对带电粒子

的作用力是洛伦兹力 
 ( )q= + ×F E v B  （6.6.28） 

以下将证明洛伦兹力公式满足相对论协变性的要求。由式（6.6.25）定义的力具有协变性。

只要能够证明式（6.6.28）表示的洛伦兹力 F 可以写成式（6.6.25）的形式，即说明了洛伦兹

力公式满足协变性要求。 
用电磁场张量 Fμν 和四维速度Uν 构成一个四维矢量 

 K qF Uμ μν ν=  （6.6.29） 

容易验证 

 
2

2

1 ( )

1

q
v
c

= + ×

−

K E v B  （6.6.30） 

例如 
1 1

11 1 12 2 13 3 14 4

3 2 2 3 1 4

3 2 2 3 1

1 2 3 3 2

( )

i0 ( )

i0 ( ) i

( )

K qF U
q F U F U F U F U

q B U B U E U
c

q B u B u E c
c

q E u B u B

ν ν

γ γ γ

γ

=

= + + +

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + − + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞⎛ ⎞= + + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= + −
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同理可以写出 2K 、 3K ，则有 

 
2

21 ( )v q
c

= − = + ×F K E v B  （6.6.31） 

因此洛伦兹力满足相对论协变性要求。带电粒子在电磁场中的运动方程为 

 d ( )
d

q
t
= + ×

p E v B  （6.6.32） 

适用于任意惯性系，可以描述高速粒子的运动。 
至此，我们已经阐明电动力学的基本规律，包括麦克斯韦方程组、电荷守恒定律、洛伦

兹力公式，均满足相对论协变性，即麦克斯韦的电磁场理论适用于一切惯性系的物理规律。 
【例 6-5】 求光子的动量表示。 
解：对于光子来说，它的静止质量 0 0m = ，因此由质能关系 

 W pc=  （6.6.33） 

    光子的能量 
2π
hW hν ω= = =　  

    光子的动量 hp k
c c
ν ω

= = =  

k 为波矢量，真空中 k
c
ω

= =k 。 

用四维形式表示 

, ik
cμ
ω⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
k  

 
2

2
2 0k k k

cμ μ
ω

= − =  （6.6.34） 

光子四维波矢量 0k kμ μ = 给计算带来很大方便。 

光子四维动量 

 0p pμ μ =  （6.6.35） 

【例 6-6】 一个静止质量为 0m 、能量为W 的粒子，求它的速度 v。 
解：由能量和动量的关系式 2 2 2 4 2

0p c m c W+ = ，静止质量为 0m 、能量为W 的粒子具有动量 

2 2 4
0

1p W m c
c

= −  

又 
0

2

21

i
i i

m v
p mv

v
c

= =

−

 

2
20

2

21

m c
W mc

v
c

= =

−
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以上两式相比 

2
i ip v

W c
=  

写成矢量式 

2W c
=

p v
，  

2c
W

=v p  

则有 
1 2 42

2 2 2 4 02
0 2

1 ( ) 1
m cp cv c W m c c

W W c W
= = ⋅ − = −  

即 
22

01 m cv c
W

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

讨论： 
（1）若该粒子的能量 2

0W m c ，则由上式可知该粒子运动速度 ~v c ，这样的情况是相对

论性的； 

（2）若 2
0~W m c ，则 v c ，这是非相对论性的。 

这个结果告诉我们，判别一个粒子的运动是否是相对论性的标准，就是看它的总能量与

它的静止能量的比值。 
【例 6-7】 论证在真空中一个自由电子不能放出（或吸收）一个光子。 
解：放出光子就意味着产生电磁辐射。在真空中，一个自由电子永远在做匀速直线运动，

没有加速度当然不会产生电磁辐射。 
设一个静止质量为 0m 、初始动量为 p 的自由电子，放出一个光子，光子的动量为 k ，

后来总动量变为 p′，仍为自由电子。根据动量守恒定律 

 p k pμ μ μ′= +  （6.6.36） 

由于考虑的是自由粒子系统，所以在任一惯性系中，碰撞或反应前后，能量和动量都守恒，

于是可以写成四维动量守恒的形式 

 ( ) ( )

1 1

N M
i f

i f

p pμ μ
= =

=∑ ∑  （6.6.37） 

则有 

 2 2 ( )p p k k p p p kμ μ μ μ μ μ μ μ′ ′ ′= + +  （6.6.38） 

因为反应前后都是自由电子，根据 
2 2
0p p m cμ μ = − ， 2 2

0p p m cμ μ′ ′ = −  

其中认为放出光子前后，电子的静止质量不会改变，因为光子的静止质量为零，即 0k kμ μ = 。

把这些关系代入式（6.6.38）中，得到 

 2 ( ) 0p kμ μ′ =  （6.6.39） 



第 6 章  狭义相对论 

 

  263 

而 

4 4 2
Wp k p k

cμ μ
ω′′ ′ ′ ′= ⋅ + = ⋅ −p k p k  

因为 p pμ μ 是不变量， ′ ⋅p k 也与坐标系无关。通常是在实验室坐标系中做实验，选实验室坐标

系，令三维矢量 ′p 与 k 之间的夹角为θ ，则 

 2cos 0Wp k
cμ μ
ωθ
′

′ ′= − =p k  

 
2 2

2 2 2 4 2 2 2
0 0

cos W W W
cc c c

p c m c p m c
c

ω ωθ
ω

′ ′ ′
= = =

′′ ′

′ ′+ +
= =

′ ′

pp k p

p p

 （6.6.40） 

2 2 2
0p m c′ + 永远大于 p′，故式（6.6.40）中 cos 1θ > ，这是不可能的。将 k 换成−k 得到同样

结论，则真空中一个自由电子不能放出或吸收一个光子。注意上述结论仅适用于真空中，介

质中
c
ω

=k 不成立，所以介质中这个结论不再成立。 

结束语：经典电动力学的局限性 

我们已经看到在经典电动力学中，麦克斯韦电磁场理论是现代物理学的和谐完美和统一

性的典范。任何成功的理论都是有一定的适用范围，也即存在一定的局限性。经典电动力学

也具有一定的适用范围，它是研究宏观领域电磁场的基本属性、运动规律及它和带电物质之

间的相互作用。若应用到微观领域将受到限制。 
可以计算一下在经典电动力学中作为点电荷处理的电子的固有能量。设电荷均匀分布在

半径为 a 的球面上，总电荷为 e，则电场为 

3
0

1
4π

e
rε

=
rE  

因此，它的能量为 
2 2 2

2
0 2 4 2

0 00

1 1 1d d d
2 8π 8π32πV V a

e e eW E V V r
ar r

ε
ε εε

= = = =∫ ∫ ∫
∞

 

对点电荷来说，当 0a → 时，W →∞，即在一个点电荷周围存在着无穷大的能量。 
电子的固有能量为无穷大。可是爱因斯坦的质能关系指出，能量除以 2c 即是质量，电子

具有无穷大的固有能量，这就意味着电子的质量是无穷大的，而质量在物理上是可观测量，

目前可精确地测定电子的静止质量 31
0 9.11 10 kgm −= × ，可知电子具有无穷大的固有能量是个

荒谬的物理结果。这个荒谬的结论是从麦克斯韦基本原理导出的，很自然得出一个结论：麦

克斯韦理论若应用于充分小的尺度上，出现了自相矛盾的结果，显然这个矛盾似乎是电动力

学的内有矛盾。 
现在的问题是这个充分小的尺度数量级为多大？ 
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实验上已经测定了电子的静止质量 31
0 9.11 10 kgm −= × ，这样电子的固有能量应当与 2

0m c

同数量级。 
2

2
0

0

~
8π

e m c
aε

 

即 
2

c2
0 0

1~
8

ea r
m cε

≡
π

， 15
c ~ 10 mr −  

15
c ~ 10 mr − 称为电子的经典半径，它决定了经典电动力学的适用范围，以上从基本原理得出

了麦克斯韦理论的适用范围 
2

2
0 0

1
8

er
m cεπ

 

经典电动力学在微观领域受到局限的主要原因在于，它对带电物质的描述只反映其粒子

性的一面，而对电磁场的描述只反映其波动性的一面。事实上，带电粒子具有波动性，而

电磁场也具有粒子性，只有在带电物质主要显示粒子性，而电磁场主要显示其波动性的情

况下，经典电动力学的计算结果才能近似地反映客观实际。在原子内电子的波动性明显，

必须用波函数而不是经典轨道来描述电子的运动状态，因此，在这范围内经典电动力学是

不适用的，当电磁场的粒子性显著时，如辐射的高频端和光电效应等问题，经典电动力学

也是不适用的。 

习    题 

6.1  有两个惯性系 Σ和 ( , , )x y z′ ′ ′ ′Σ ，它们的 x 轴与 x′轴重合， y 轴与 y′轴平行， z 轴与 z′轴平行； ′Σ 系以匀

速 ( ,0,0)v=v 相对于 Σ系运动，在 t = 0， 't = 0 时刻，这两系的原点O 和O′重合。 

    （1）试证明： Σ系中一个半径为 R 的球面 2 2 2 2x y z R+ + = ，在 ′Σ 系观测，是一个椭球面； 

    （2）在 t = 0 时刻，从原点O 发出的光，在 Σ系的 t 时刻观测，这光的波前是球面 2 2 2 2 2x y z c t+ + = ，试

证明，在 ′Σ 系观测，这光的波前也是球面； 

    （3）在Σ系观测，两个都是球面；而在 ′Σ 系观测，则一个是椭球面，一个是球面，你认为这是否有矛盾？ 

6.2  一直山洞长 1 km ，一列火车静止时，长也是 1 km 。若这列火车以 0.600 c 的速度行驶时，穿过该山洞。

A 是站在地面上的观测者，B 是坐在火车上的观测者。 

    （1）从车前端进洞到车尾端出洞，A 观测到的时间是多长？B 观测到的时间是多长？ 

    （2）整个列车全在洞内的时间是多长？ 

6.3 （1）爱因斯坦在他创立狭义相对论的论文《论运动物体的电动力学》中说，地球赤道上的钟比地球两极

的钟走得慢些。假定地球的年龄已经有 50 亿年，在地球诞生时便在赤道和两极放有相同的钟，M

则赤道上的钟现在比两极的钟慢了多少？ 

    （2）我国古代神话说：“洞中方七日，世上已千年。”假定“洞中”是某一宇宙飞船中，“世上”就是地

球上。则该宇宙飞船相对地球的速度是多少？ 
6.4  物体 A 以速度 ( ,0,0)u=u 相对参考系 ′Σ 运动， ′Σ 系又以速度 ( ,0,0)v=v 相对于惯性系 Σ运动，则 A 相对
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于 Σ 系的速度为 ( ,0,0)V=V ，其中

21

u vV uv
c

+
=

+
，这就是著名的爱因斯坦速度叠加定理。试证明：当

u c v c< <， 时，V c< 。 
6.5  当 ′Σ 系相对于 Σ系沿 x 轴方向以速度 v 运动时，利用 x a xμ μν ν′ = 写出洛伦兹变换关系式。 

6.6  由电磁场量在不同惯性系中的变换关系证明两个电磁场的不变量。 

′ ′⋅ = ⋅E B E B  
2 2 2 2 2 2E c B E c B′ ′− = −  

     并说明其物理意义。 
6.7  参考系 ′Σ 以匀速 ( ,0,0)v=v 相对于惯性系 Σ运动。在 Σ系观测，空间某区域有静磁场 ( , , )x y zB B B=B 。 

    （1）求在 ′Σ 系观测，该区域内的电磁场； 
    （2）若该区域内有一电荷量为 q 的粒子相对于 Σ系静止，求在 ′Σ 系观测，这个粒子所受的力。 

6.8  利用四维动量守恒，解释康普顿散射。 
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