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前    言 

改革开放三十年来，我国经济高速发展。当今，在激烈的国际竞争环境下，从劳动密

集型向技术集约型的经济结构转型成了当务之急。而人才问题是这次转型成败的一个关键因

素，教育首当其冲。近年来，创新型的科学技术研究和生产链的两端——合格的从事基础理

论研究和高级技术生产的人才奇缺已经成为制约我国生产力发展的一大问题。无论从理论上

考虑，还是从一些成功的高级技术人才的经验来看，培养具有必要的理论基础和善于把理论

知识应用到生产实践的创新型人才是我们高等教育的培养目标。除却少数培养基础理论研究

人才的纯理科专业外，高等教育既不能是理论脱离实际的“纯理论”教育，也不能是为某一

生产线所谓“对口岗位”培养高级操作人员的培训班。我们始终认为，掌握必要的理论知识

并且善于用理论指导实践的科技人才才是当今我国经济建设所需要的。 
数学作为一切科学的基础是不言而喻的事实，只是不同的学科领域更加密切地依重数

学的某一些分支而已。计算机科学和某些工程学科则是以“离散数学”作为其主要的研究工

具。一是因为目前使用最广泛的各种架构的机器都是所谓“数字模式”的，即这种机器的内

部有且仅有两种不同的信息元，在硬件内用高、低电平或者介质的不同磁化方向或晶相等加

以记录，数学上用“离散量”0 和１对这两种信息元加以描述（抽象的对应物）。二是因为

当今通过计算机运算的绝大多数课题，要么直接就是基于若干离散对象之间的种种联系，要

么就是将一个或简单或复杂的连续变量之间的关系，通过所谓的数值分析的方法用相应的离

散变量近似地加以描述，并且这种近似的精度是可以以计算量的增大来换取的。譬如，简单

到连续函数图形下的曲边梯形面积的求解，复杂至飞行器的空气动力外形的网格设计方法

等，都是处理离散变量的过程。三是因为计算机的软、硬件系统本身就是一个有限结构或有

限离散结构。 
本书是为计算机科学等专业的学生写的一本离散数学基础教材。理论部分取材于数学

的几个与计算机学科联系紧密的理论分支，并且在不致与其他课程内容重复的宗旨下，尽可

能地给出了一些运用数学理论解决专业问题的实例。 
我们认为，同一门课程，不论是本科还是专科，在介绍其基本概念、术语和基本理论

方面，同样需要做到严缜性和系统性。因为这些概念、术语和基本理论构成离散数学的理论

体系，是准确理解和掌握离散数学的基石。本教材正是基于这样的理解来安排教学内容的。

虽然教材的各章内容取材于若干数学分支，通过仔细的考虑安排了一个合理的次序，使之前

后呼应，并以数理逻辑为论证工具贯穿全书，希望借以培养学生的逻辑思维能力。尽管如

此，我们还是不打算使本书包含离散数学的所有内容。本书省略了数值分析、组合学、概率

等理论的内容，这主要是考虑到学生在他们不同阶段的学习中会涉猎这些知识。 
学习离散数学并非必须以数学分析等其他高等数学的知识作为准备，只要有一个勤于

思考、善于分析问题的好习惯就行。本教材的很多专题都是从日常生活问题引出的，并有大

量的例题和练习，行文也力求通俗，包含了供读者进一步研修离散数学或其中部分专题的较

全面的基础知识，可供希望了解离散数学内容的读者自学之用。本书配有电子教案和部分习

题解答，可在电子工业出版社华信教育资源网（www.huaxin.edu.cn）免费下载。 
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第 1 章  绪    论 

1.1  离散数学的研究对象 
“离散数学”是一门相对于“连续数学”而命名的数学分支。数学分析和复变函数是以

函数为主要研究对象的。在那里，函数这一概念是指一个（或多个）连续变量和另一个连续

变量之间的对应关系，连续变量在一个确定的范围内变化（取值）。离散数学也研究函数（和

关系），可是一般而言，这里主要讨论的是“离散量”的结构及其对应关系。 
所谓“离散量”（或离散对象）是一个很普遍的概念，一般来说一个离散变量可取到有限

个或无限可列 *个值。这正是与计算机本身结构和用计算机可处理（解决）的问题的有限性

及对象的离散性相一致的。 
下面是现实世界中一个可以用计算机处理（运算）的问题被求解的线索，为我们提供了

离散数学处理这类问题的数学方法的最初印象。例如，一个旅行社拟新辟一条旅游线路：从

旅行社所在城市出发，巡回其余 n-1 个城市（或景点），最后返回出发地。当然，旅行社必须

考虑它的经济效益和游客一般不愿在一次旅行中两次光顾同一城市的愿望。那么，它应该如

何设计它的这条旅游线路呢？诚然，如果在这条线路上存在不太多的景点时，人们并不一定

要依赖计算机来解决这个问题。他们可以在纸上画出 n 个小圆圈（或点）表示上述这 n 个城

市或景点，再用连接两个小圆圈的线段（直线段或曲线段都无所谓）表示该两端点间实际存

在的一条交通线。现在，剩下的问题就是看你能否用一支铅笔，从代表起点的小圆圈开始，

沿着图上已有的线段，将其余 n-1 个小圆圈每个画过一次且仅画过一次并最后回到起点。也

许，旅行社的工作人员这样试了不多的几次就找到了一条符合要求的线路。但是，也许他们

用掉了很多很多纸，甚至于磨掉了一支铅笔也没能设计出这样的线路来！因为，很可能这样

的线路根本就不存在。而离散数学的理论对这个问题很可能只需一个很简单的计算就知道这

条路线是不存在的了（这是一个所谓的哈密尔顿问题，将在第 5 章图论中讨论）。 
回过去再看一看这个旅游线路的问题，它的解决（求得解或是证实无解）过程经过了以

下几个阶段：首先是将 n 个城市和连接它们的交通线绘制成一幅由点和线组成的图。这是人

们解决问题的第一步抽象，或者说是建立待解问题的“数学模型”。它将现实世界中的对象即

城市和交通线抽象成了小圆圈和线段这样一些离散对象。这是解决问题的本质的一步（至少

对旅行线路这一特殊问题是本质的）：从每一个城市直接可抵达的有哪些城市。完全不必关心

诸如某一城市的人口、气候等其他与本问题无关的属性。有了对现实世界正确的完整的（对

需要解决的问题是充分的）抽象，第二步就是将现实问题转化为一个数学问题。最后的步骤

就是用数学方法（和理论）求解问题的答案或证明问题无解。 
有了解决上面那个旅行线路的经验，我们再来看一个实际问题：有 N 个人要参加一个圆

桌午宴。为活跃气氛，主办方希望每位来宾的左右邻座都是他（她）的朋友。初看起来这个

问题和上面那个问题几乎没有什么相似之处，其实不然。如果我们仍然用一个小圆圈来代表

问题中的某位来宾；而用一根线段连接两个小圆圈，表示这两个圆圈所代表的两位来宾是朋

友关系。那么，你现在看到了什么？是一个有 N 个圆圈和一些连接它们中的某些圆圈的线段

                                                        
* 集合{0,1,2,…}就是我们最熟悉的无限可列个元素的集。 
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的图形。而最终问题的解决竟然和上述旅行线路问题是完全一样的！ 
通过以上这两个简单例子，我们试图向读者说明两件事：一是数学（当然也包含离散数

学）的抽象为什么常常可以用来解决不同类型的实际问题；二是某些离散对象的问题，必须

被正确地抽象为一个离散数据结构及其关系的模型。解决这类问题的有力工具无疑非离散数

学莫属了。 

1.2  离散数学的主要内容 
离散数学作为一门大学课程，在国外最早大约是 20 世纪 70 年代的事了。当时，一些主

攻计算机科学的学生感到自己的数学基础不足以很好地学习和解决本专业的许多问题，于是

就有一些计算机科学家根据自身对计算机科学的理解，与一些数学家一起圈定了一些他们认

为对计算机科学是必需的数学专题，结合计算机科学中的一些实例编著了一些主要是命名为

“离散数学结构和方法”或“离散数学基础”之类的讲义和书籍，开设相应的课程供大学里

学习计算机专业和其他一些相关工程专业的学生选修。由于反映很好，渐渐在各计算机专业

中，将“离散数学”作为必修课来开设。我国大约是在 20 世纪 80 年代初期，从翻译国外离

散数学专著开始，逐渐由各著名工科院校的教师编写了一些适合我国教学情况的离散数学教

材，并在计算机科学系中开设了相应的课程。 
如上所述，由于各专家主攻计算机的方向和他们对计算机教学的理解不尽相同，因此，

在“离散数学”名下的内容也不完全一样。不过，经过这些年的教学实践，对于计算机专业

所需的离散数学内容渐渐有了比较统一的认识，即包括四大部分：数理逻辑、集合论和关系、

图论初步及代数系统。本书也以这些内容为主要架构，同时添加了诸如离散数函数和递推关

系等很有用的内容，基本上已涵盖了适合计算机专业所需的数学内容。 

1.3  学习离散数学的方法 
离散数学是计算机科学系所有专业的基础数学课程，一方面有其实用性（应用数学的特

征），另一方面有其本身作为数学基础课的严谨的理论性。所以，学习任何一个专题时，首先

要精确严格地掌握好每一个概念和术语，正确理解它们的内涵和外延。因为公理、定理或定

律的基石都是概念。只有正确地理解了概念，才能把握定理的实质，才能熟练地将公理、定

理应用于解决问题。完全地、精确地掌握一个概念的好办法是首先要深刻理解概念的内涵，

然后举一些属于和不属于该概念外延的正、反两方面的实例。如果对一些似是而非的例子也

能辨别的话，应该说这个概念是真正被理解了。对一些重要的概念，能记住一两个实例也很

管用，这对牢固掌握一个概念是很有好处的。 
必须提醒读者的是，千万不要在完全理解某些概念、基本定理之前就匆忙地去做相应的

习题。几乎可以肯定地说，这样做是不能学懂离散数学的，更无法应用它。 
总的说来，我们建议读者养成一种自觉的学习习惯，就是首先要掌握好基本概念和术语，

在此基础上理解每一基本定理的本质，最后通过学习和借鉴书中提供的例题，独立地完成每

一次作业。并且，每次作业完成之后，能自觉地归纳出其中用到的基本解题方法。 
虽说离散数学是一门很抽象的课程，但是只要读者肯动脑筋思考，掌握正确的学习方法，

那么一定会在以后的学习中体会到越学越轻松的感觉。一般而言，毕竟学习离散数学只需要

有一定的中学数学基础就够了。 
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第 2 章  数 理 逻 辑 

推理是人类特有的思维活动。人们在社会实践中自觉或不自觉地通过感官接受外界的消

息形成所谓表象，同类表象的反复出现在人脑中建立起一个概念。概念已不再囿于个别的表

象而具有一类表象的本质属性，这就是概念的内涵。反过来说，所有归纳出该概念的具有特

定表象的事物（对象）组成了概念的外延。例如，人们在品尝了苹果、梨、香蕉等之后，将

具有各种特定香味而富含营养和水分的植物果实概括为“水果”这一概念。客观世界里实际

并不存在具体的一个．．水果，但水果这一概念却包涵了每一个苹果、梨、香蕉等。因此，我们

说概念是存在于人脑里的对现实世界对象的一种抽象，它只存在于人的思维中。而水果这一

概念的外延却是由客观世界中存在的所有有水果属性的个体组成的。我们可以向别人展示一

只梨，并对他说：这是一只梨，它是一种水果（严格地说，他应当说这是水果中的一个）。但

任何人都无法展示水果是什么。这就是说，概念存在于思维之中，而概念的外延存在于客观

世界。当然，以上的叙述只是为了使大家明白概念是怎样产生而举的一个特殊例子。现实生

活中还有很多“抽象的概念”，如时间、空间、数学上的点等。事实上，我们根本不可能找到

一个只有位置而无大小的几何点。但是，我们照样可以完美地将所有的实数和几何上的一根

有方向的直线，即所谓数轴对应起来。于是我们要对前面提到的“外延存在于客观世界”一

语做一些补充说明。通常，在科学技术领域里，人们在研究某些现象时发现，必须对某些客

观实体做出更为抽象的概括，摒弃客体的某些属性，张扬它的局部属性，形成一种全新的概

念。这样做了，往往可将被研究事物的本质属性突现出来。例如，几何上的点就是从具有一

定大小的普通的点，通过忽略其大小而强调其几何位置所得的。这样做了，就使得实数理论

建立在一个有形的对应物——数轴上了。不要低估了这样做的影响。从此，几何学与代数学

建立起密切的联系，使得解析几何、画法几何、微分几何得以借助分析手段长足地发展起来。

所以说，“概念的外延存在于客观世界”一语的正确理解应当是：人们不可能杜撰一个根本不

反映任何客观事物本质属性的概念。如果有这样的概念，那只能存在于迷信或神话中。 
概念还不是人类思维的全部，判断是人们更具创造力的思维活动。所谓判断，就是对某

些概念之间的必然联系做出的断言。判断的真实性最终只能为客观实践所证实或否定。这就

是我们通常说的“实践是检验真理的唯一标准．．．．．．．．．．．．”。数理逻辑主要研究的就是如何从一组已知判

断，通过所谓有效推理而最终获得一个全新判断的逻辑学分支。 
说到有效推理，这是一组明确规定的法则，允许从一个或一组已知判断，得到一个新的

判断。特别要强调的是：有效推理是经过反复实践认证符合客观规律的一种人类的正确思维

法则。但它只保证推理本身是正确的，并不能保证推理的结果——最终得出的判断也正确。

因为如果作为推理前提的判断是虚假的或局部是虚假的话，即使推理过程是有效的，我们也

不能保证结论一定是正确的。我们唯一可以保证的是在正确的前提下，经过有效推理必定产

生正确的结果。 
逻辑学是一门研究人类思维规律的科学。由于它的普遍适用性，所以推理规则应当被表

述为与任一具体的论证或学科的内容无关。这使逻辑学必须使用一种所谓形式语言，它是由
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完全定义了的概念或术语以及如何使用这些概念的语法组成。再则，为不让形式语言有二义

性，我们使用有明确定义的符号来表示形式语言中的那些概念，使得形式语言被描述成类似

于数学公式的样子。因此，有时我们也称之为符号逻辑。 
最后，提醒读者事先警惕这样一个明显的困惑，即在定义和描述无二义性的形式语言之

前，我们有的只是日常生活中使用的语言（如汉语、英语等），这种语言常称之为元语言。元

语言不乏二义性（大家都知道双关语）。用一种并非严格的自然语言来定义或描述一种精确而

无二义性的语言，这种困难一开始就应充分留意。 

2.1  命题 

2.1.1  命题的概念 

命题逻辑中的基本语素是命题。在形式语言中，如下定义的陈述语句是命题： 
定义 2.1  命题就是在特别指定的范围、时间和空间内，具有唯一确定的真假性的陈述

语句。 
由于在命题逻辑中只讨论有确定真假性的陈述语句，并不关心语句本身的语义是什么，

所以“语句”一词与“命题”被等价地使用。 
定义 2.2  在特定的范围、时间和空间内，真实的命题具有“真”的真假值。反之，虚

假的命题具有“假”的真假值。 
命题的真假值通常简称为真值。真值“真”也可以用符号 T（TRUE）或 1 来表示；“假”

可以用 F（FALSE）或 0 来表示。为书写方便，在不致引起混淆的情况下，T,F,1,0 也可以不

表示成黑体，并以此作为本书的约定。 
值得指出的是，一个命题的真值总是确定存在的（非真即假，反之也然，别无其他）。它

与我们的主观感受和是否知道这个真值完全无关。 
例如，有如下命题： 
（1）宇宙中必然存在除人类以外的智慧生物。 
人类还无法判断这个命题是真是假。但是其确实具有确定的真假性，这是肯定的。 
另一值得一提的是，真值通常与论述一个命题的范围、时间和空间有关。例如： 
（2）101+1=110。 
这个命题在二进制计数制下是真的，在其他计数制下则为假。然而在论述命题的上下文

中，通常总可以确定它是在二进制范围内给出的。 

定义 2.3  除却其本身之外，它的任何局部都不是命题，这样的命题叫原子命题。 
定义 2.4  由两个或两个以上命题通过联结词和圆括号组成的命题是复合命题。 
“联结词”在下一节讨论。 

2.1.2  命题的表示 

原子命题与复合命题的共同特点是它们均有唯一的真值。在不必要研究一个命题的结构

时，它们都被笼统地称为“命题”，都可以用大写的字母，如 A,B,C,…,P,Q,R 等表示。也可用

字母加下标的方式表示不同的命题，如 P1,P2,…,Pi 就表示 i 个不同的命题。 
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（3）P：天下雪了。 
这里，把符号“P”看成了命题“天下雪了”的等价物。这种表示命题的符号被称做标

识符。 
应该特别指出，标识符在上面都是被用来表示某一特定的命题。标识符还有一个用法，

就是一个标识符并不具体代表一个命题，而是表示在它所在的位置上可以用某一确定的命题

去代替它。这种替代，通常叫指派。如前所述，由于在命题逻辑里，一般并不关心命题的语

义，只关心其真假值。所以明白地说，对一个标识符的指派，实际上就是给它一个 T 或 F 这

样的真假值。 
归纳一下，在上面提到的标识符第一种用法中，它称为一个命题常量；而第二种用法的

标识符叫做命题变量（元）。命题变元在对其指派前不是命题，没有真值。 
一个符号究竟是命题常量或者变量是不会引起混淆的，因为在它们出现的环境中均会得

到说明。 
在很多文献中，一个命题之前冠以一个用圆括号封闭起来的数字，并用它代表这个命题。

如上文中（2）就可以用来代表命题“101+1=110”。 
下面是另一些命题： 
（4）上海是一个国际大都市。 
（5）2020 年人类将踏上火星。 
（6）哥伦布发现了美洲大陆。 
（7）罗马是法国的首都。 
（8）费城是一个古老的城市。 
这些命题中，（4）、（6）的真值是 T，（7）的真值是 F，（5）的真值目前尚无法确定，（8）

在美国这个只有 200 多年历史的国家里是真的，而对于一些有数千年文明史国家的人来说是

假的（我们说过，命题的真值是在指定的范围、时间和空间中确定的）。 
而下来的两个语句不是命题： 
你就别去了吧。 
DNA 为什么被称为生命的密码？ 
因为前一个语句是祈使句，后一个是疑问句。对它们讨论真假性是无意义的。 
最后我们给出一个语句： 
托马斯为本镇所有自己不刮脸的男人刮脸。 
这是一个悖论。他不可能有真假值。因为托马斯这个（男）理发师，无论他是否为他自

己刮脸，都与上述陈述句发生矛盾。关于悖论的规避，我们在第 3 章里给出了一个习题，在

那里会对此做一些说明。 

2.2  命题联结词 

联结词是用来将（原子）命题联结成复合命题的一种基本语素。自然语言中也有联结词

（或、和、……），通常由词或短语组成。可是它们经常产生二义性。如“他有钢笔或铅笔”，

究竟是说某人只有钢笔或铅笔二者之一呢？抑或兼有二者呢？通常我们是不能肯定的。本节

我们就来为逻辑联结词定义，并给予符号化。 
有必要再次强调的是，以下的标识符作为命题变元使用。因此，在对一个符号表达式中
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的每一个标识符指派之前，它不可能有真值，因此这种表达式不是一个命题，我们称之为命

题公式。对一个命题公式中每一标识符均指派一个命题之后，原来的命题公式成为复合命题。

这时，它有一个确定的真值。 
通常，我们把对一个命题公式中的每一个变元均指派一个真值的做法，称做对命题公式

的一次指派。因此我们说，仅当对命题公式做了指派之后，命题公式才是一个复合命题。 

2.2.1  联结词的定义 

定义 2.5  设 P 是一个命题，则 P 的否定也是命题，记为“┐P”，读做“非 P”。 
┐P 为假，当且仅当 P 为真。 
“否定”的定义也可以用表 2.1 给出。 

表 2.1  否定的真值表 

P ┐P 

F 

T 

T 

F 

 

【例 2.1】  设 P：伦敦是一个多雾的城市。 
那么，┐P 表示的命题是： 

 ┐P：并非伦敦是一个多雾的城市。 
或者 

 ┐P：伦敦不是一个多雾的城市。 
虽然以上两个自然语言的语句形式上有所不同，但它们的真值完全相同。读者从此也可

看出符号化的语言是如何消除语言的二义性的。 
“否定”只是对一个语句的修饰，习惯上仍称做联结词。有时也说它是一元联结词或一

元运算。因为一个语句在用“否定”修饰后生成一个意义和真值完全不同的新语句。 
定义 2.6  设 P,Q 是两命题，则 P,Q 的合取是一个新的命题，记为“P∧Q”，读做“P

与 Q”或者“P 且 Q”。P∧Q 为真，当且仅当 P 为真且 Q 也真。 
合取的定义也可以用表 2.2 给出。 

表 2.2 合取的真值表 

P Q P∧Q 

F 

F 

T 

T 

F 

T 

F 

T 

F 

F 

F 

T 

 

【例 2.2】  构造以下两个语句的合取。 
P：这房子很大。 

 Q：2+2=4。 
解 P∧Q：这房子很大且 2+2=4。 
以上结果看起来很可笑，但从逻辑的语法规则来评判，它一点也没有错。事实上，它因

沿袭了两个原子语句的真值并且有自己完全确定的真值。这反映了这样一个事实：形式语言
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被表达成与所论述的内容（语义）和学科无关。在命题逻辑中，我们主要关心的只是命题的

真假性。 
【例 2.3】  分析以下命题中的联结词。 

 G：小张与小王都是三好学生。 
 R：小张与小王是表弟兄。 

解  对于命题 G，我们可以引入两个原子命题： 
        A：小张是三好学生。 

B：小王是三好学生。 
于是，G 就可表成 A∧B。 
可是对语句 R 而言，其中的“与”是两个名词“小张”、“小王”的联结词，而命题逻辑

中的“与”仅仅是一种语句间的联结词，因此它不能用于名词的联结。实际上，语句 R 在命

题逻辑中是原子命题，其中不含逻辑联结词“与”。 
再强调一下，原子命题在命题逻辑演算中是一个最小单位，不可再细分。 
定义 2.7  设 P,Q 是两个命题，则 P 和 Q 的析取也是命题，记为“P∨Q”，读做“P 或

Q”。 P∨Q 为假，当且仅当 P 和 Q 均为假。 
析取的定义也可以用表 2.3 给出。 

表 2.3  析取的真值表 

P Q P∨Q 

F 

F 

T 

T 

F 

T 

F 

T 

F 

T 

T 

T 

 

【例 2.4】  分析以下语句中的联结词。 
（1）小张或小王是三好学生。 
（2）电影院中有 400 或 500 名观众。 
（3）今天下午 3:00，我在教室或阅览室。 
解  语句（1）可表达成“小张是三好学生”和“小王是三好学生”两个原子命题的析取，

所以语句中的“或”是命题联结词“∨”。 
语句（2）中的“或”不是析取联结词。该语句真正表达的意思是说，电影院里的观众数

n 在 400～500 人之间：400≤n≤500。实际人数可能是 400,401,402,…,499,500 人中的某一个

值。 
如果表达成如下复合命题： 
（4）电影院中有 400 人或电影院里有 500 人。 
这显然与原来的意义就不一样了。因此，自然语言中的“或”除作为语句联结词之外，

另一种用法是表示对象的一个大致的范围。 
语句（3）的“或”虽然是一个命题联结词，但是与我们先前定义的析取并不一样。因为

在下午 3:00 这一时刻，“我”不可能既在教室里又在阅览室里。如果我们将原先定义的“∨”

称做“可兼或”，那么，语句（3）中的“或”称为“不可兼或”用“ ”表示。表 2.4 定义了

不可兼或。 
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表 2.4  不可兼或的真值表 

P Q P Q 
F 

F 

T 

T 

F 

T 

F 

T 

F 

T 

T 

F 

 

定义 2.8  设 P,Q 是命题，则 P→Q 称为条件命题，读做“如果 P，则 Q”。P→Q 为假，

当且仅当 P 为真，Q 为假。 
条件的定义也可以用表 2.5 给出。 

表 2.5  条件的真值表 

P Q P→Q 

F 

F 

T 

T 

F 

T 

F 

T 

T 

T 

F 

T 

 

在复合语句 P→Q 中，P 称做前件，Q 称做后件。 
自然语言里，有多种措辞与 P→Q 对应： 
（1）P 是 Q 的充分条件。 
（2）Q 是 P 的必要条件。 
（3）Q，当（如果）P。 
（4）P，仅当 Q，或仅当 Q，如果 P。 
在表 2.5 中，后两组指派的结果与我们的预期相吻合。但前两组的指派所得结果常常令

人困惑。来看语句“如果工具齐全，我们今天完成工程”。当工具齐全，我们今天完成了工程，

那么该语句是真自然没有问题，即我们兑现了保证。当工具齐全而今天我们没有完成工程，

则语句为假也不会引起异议，因为我们违约了。可是，当工具不齐全的情况下（前件为假），

我们在今天完成了工程（后件为真）或没有完成工程（后件为假）这两种情况，我们是守约

的（上面语句为真），还是违约了（语句为假）呢？为消除二义性，我们是这样定义的： 
当一个条件命题 P→Q 的前件 P 为假时，不论后件 Q 为真或为假，P→Q 总是真的。我

们管这叫做善意推定。 
【例 2.5】  若函数 f(x)在区间(a,b)上有导数，则 f(x)在(a,b)上连续。 
这是一个真命题。 
【例 2.6】  你将一事无成，除非你努力学习。 
解 
设  P：你努力学习。 

Q：你将一事无成。 
于是原语句可符号化成： 

┐P→Q 
【例 2.7】  下面是一些有微妙差异的语句。 
（1）我承认它，除非太阳从西方升起。 
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（2）我不承认它，除非太阳从西方升起。 
（3）如果太阳从西方升起，我承认它。 
解  设 P：太阳从西方升起。 

Q：我承认它。 
于是以上三个语句符号化后成为 
（1）┐P→Q 
（2）┐P→┐Q 
（3）P→Q 
因为 P 是假的，所以┐P 是真的。这样就清楚了，语句（1）表示了“我”对某事物的坚

决肯定，语句（2）表示对某事物的坚决否定。两种情况下，观点都是明确的。可语句（3）
就不同了，因为它的前件 P 是假的，所以，无论“我”是否承认某事物，该语句总是真的。

如果不加分析，很可能将它等同于语句（2）。看来，一个观点模棱两可，或者蓄意诡辩的人，

用一个假的前件来表明自身的看法时，我们要特别注意了。 
定义 2.9  设 P,Q 是命题，则 P Q 称为双条件命题，读做“P 当且仅当 Q”。P Q 为真，

当且仅当 P,Q 同时有相同的真值（同时为真，或同时为假）。 
双条件的定义也可以用表 2.6 给出。 

表 2.6  双条件的真值表 

P Q P Q 

F 

F 

T 

T 

F 

T 

F 

T 

T 

F 

F 

T 

 

自然语言中有多种措辞与 P Q 对应。 
（1）P 即 Q。 
（2）P 与 Q 是等价的。 
（3）P 是 Q 的充分且必要条件，或者 Q 是 P 的充分且必要条件。 
【例 2.8】  符号化以下语句。 
（1）我上街，当且仅当你上街去。 
请分析一下本语句与以下每一个语句的差别：“我上街，当你上街”，和“我上街，仅当

你上街”。 
（2）函数 y = f(x)在 x = a 处连续的充分必要条件是：f(x)在 x = a 的邻域( δδ +− aa , )上有

定义，且 lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

= ，其中δ＞0。 

（3）1+1=2，当且仅当雪是黑的。 
解答留给读者完成。 

2.2.2  命题逻辑中联结词的最小集 

上面定义了六种命题逻辑演算中常使用的联结词。但除了“否定”之外，其余四种并非

都是必不可少的。事实上，稍后我们学习了命题公式的等价性之后就会明白这一点。通常，

只用两种联结词{┐,∧}或者{┐,∨}就可以等价地表示那些使用所有我们定义过的联结词组
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成的任何命题公式。这个最小集也称为联结词的完全集。 
若选择联结词集是{┐,∨}，那么 
P∧Q 也可表达为 ┐(┐P∨┐Q) 
P→Q  可表示为 ┐P∨Q 
P Q  可表为 ┐(┐(┐P∨Q)∨┐(┐Q∨P)) 
对于“异或”P Q，因为它可以表示为┐P Q，所以读者应当可写出异或仅用联结词“┐”

和“∨”的表达式。 
一般情况下，所有联结词和括号在命题公式中的优先作用次序是这样的： 
1．在存在括号的情形下，内层括号优先于外层括号。命题公式在同一层次不同括号内的

那些部分（子式）运算优先次序相同。 
2．在无内层括号的情况下，联结词的优先次序按┐,∧,∨,→,  递减。 
例如，在(W→R)∧(S∨(┐A Q))里，按以上规则先后起作用的联结词是┐, ,→,∨,∧（由

于处于同一层括号的关系，→和∨的次序也可相反）。 

2.3  命题的合式公式 

上一节讨论的是用联结词生成新的、最简单的命题公式的问题。还可以由这些命题公式，

通过联结词产生更复杂的公式。这一节要给出怎样的公式是在命题逻辑演算下有效的，即合

式公式的定义。 

2.3.1  合式公式 

定义 2.10  按以下规则由命题标识符、括号和联结词构成的一个符号串是合式公式 
（wff）： 

（1）单一的命题变元 P,Q 等是 wff。 
（2）若 P 是一个 wff，那么┐P 也是 wff。 
（3）P,Q 均是 wff，则(P∧Q), (P∨Q), (P→Q), (P Q)也都是 wff。 
（4）一个符号串是一个 wff，当且仅当它可有限次地引用以上（1）,（2）,（3）各步骤而

生成。 
由此可知： 
(┐P∧Q), ┐(P→Q), (((P→Q)∧(Q→R))→(P→R))都是合式公式，而 
┐(P,(Q→S)∨R), PQ→R  

都不是 wff。 
为了便捷起见，我们约定，以后一概省略最外层的括号，并将“合式公式”简称为“公

式”。 

2.3.2  语句的符号化 

把一个由自然语言描述的命题用符号公式表达出来以避免二义性就是语句符号化。 
对一个合式公式进行指派后，它就是一个复合命题。或者说，任一复合命题都可通过对

某一合式公式所做的指派得出。所以，合式公式的规则自然也是判断一个复合命题有效的标

准。这在语句符号化（语句翻译）时特别有用。 
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【例 2.9】  符号化语句“今天下午 3：00，我在教室或在阅览室”。 
解  设 P：今天下午 3:00，我在教室里。 

         Q：今天下午 3:00，我在阅览室里。 
语句被符号化为 

P Q 
为避免引入过多的联结词，我们也可翻译成 

┐(P Q)  或  (┐P Q)  或  (P ┐Q) 
【例 2.10】  翻译语句“晚会上，她唱歌或跳舞”。 
解  设 P：晚会上，她唱歌。 
      Q：晚会上，她跳舞。 
上述语句翻译成 

P∨Q 或 Q∨P 
这里用了可兼或是合理的。因为整个晚会期间，她可能既唱歌了，也跳舞了。 
注意语句“晚会上，她先唱歌，而后又跳舞了”是一个原子命题，与本例是不同的。 
【例 2.11】  语句“小张成绩好，待人也好”。将它符号化。 
解  设 A：小张成绩好。 
         B：小张待人好。 
语句被翻译成 

A∧B  或  B∧A 
例 2.10 和例 2.11 说明了一个问题，就是合取和析取都是满足“可交换”规律的。虽然这

从语义上讲得通，但我们宁肯认为这是由形式语言的语法规定的，正如前面提到的“善意推

定”是为规避歧义而由语法定义一样。 
【例 2.12】  语句“如果你和他不都．．固执己见的话，就不会发生不愉快了”。 

解  设 A：你是固执的。 
        B：他是固执的。 

C：你和他发生不愉快的事。 
则语句符号化为 

┐(A∧B)→┐C  或者  (┐A∨┐B)→┐C 
【例 2.13】  翻译“如果你和他都不．．固执己见的话，不愉快就不会发生了”。 

解  沿用上例的标识符，翻译成 
(┐A∧┐B)→ ┐C  或者  ┐(A∨B)→ ┐C 

读者要细细体味以上两例的区别。 

2.4  真值表、永真式和永假式 

2.4.1  真值表 

有时我们也用标识符表示一个合式公式。如 A 表示一个合式公式，它含有 P1,P2,…,Pr等

r 个原子变元（类似于原子命题，不含任何联结词的单独的命题变元叫做原子变元）。于是可

用 A(P1,P2,…,Pr)表示这个公式。对它进行一个指派之后，即对 P1,P2,…,Pr 中的每一变元均指
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派一个或真或假的值（命题），那么公式 A 就具有一个确定的真值。对一个有 r 个变元的公式

而言，可能的不同指派有 2r 个。将所有这些不同指派以及相应公式的真值以表格形式给出，

就是它的真值表。 
定义 2.11  设 A(P1,P2,…,Pr)是 wff。对其中每一原子变元均以一个命题（真值）取代之，

使之成为一个复合命题。这样的一次替代，叫做对公式 A 的一次真值指派。 
以下是一些命题公式的真值表。 
【例 2.14】  给出┐P∨Q 的真值表。 
解  见表 2.7。 

表 2.7 

P    Q ┐P ┐P∨Q 

F    F 

F    T 

T    F 

T    T 

T 

T 

F 

F 

T 

T 

F 

T 

 

注意该公式与条件命题 P→Q 有相同的真值表（参见表 2.5）。 
【例 2.15】  给出┐(P Q)的真值表。 
解  见表 2.8。 

表 2.8 

P    Q P Q ┐     (P Q) 

F    F 

F    T 

T    F 

T    T 

T 

F 

F 

T 

F 

T 

T 

F 

 

同样注意该公式与“不可兼或”P Q 的真值完全一样（参见表 2.4）。我们还指出，另外

两个公式(┐P )Q 和 (P ┐Q)也有与┐(P Q)一样的真值表。 

【例 2.16】  给出 P∨(┐P∨Q)的真值表。 
解  见表 2.9。 

表 2.9 

P    Q ┐P∨Q P∨(┐P∨Q) 

F    F 

F    T 

T    F 

T    T 

T 

T 

F 

T 

T 

T 

T 

T 

 

我们看到对公式的任何真值指派，公式的真值全部为“真”。 
【例 2.17】  给出公式(P∨Q)∧(┐P∧┐Q)的真值表。 
解  见表 2.10。 
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表 2.10 

P   Q ┐P ┐Q ┐P∧┐Q P∨Q (P∨Q)∧(┐P∧┐Q) 

F   F 

F   T 

T   F 

T   T 

T 

T 

F 

F 

T 

F 

T 

F 

T 

F 

F 

F 

F 

T 

T 

T 

F 

F 

F 

F 

 

该公式对所有真值指派都取“假”为真值。 

2.4.2  永真式和永假式 

命题公式可以分为永假式和可满足两类。而后者又包含一类特殊的命题公式，它就是

永真式。 
定义 2.12  设 A 是 wff。A 是永假式，当且仅当对 A 的任何真值指派，公式的真值均为

F。永假式也称矛盾。 
永假式用黑体记号“F”表示。为书写方便可写做“F”。 
以上表 2.10 对应的公式(P∨Q)∧(┐P∧┐Q)就是一个永假式。 
定义 2.13  设 A 是命题公式。A 是可满足的，当且仅当它不是永假式。 
定义 2.14  设 A 是 wff。A 是永真式，当且仅当对 A 的任何真值指派，其真值均为 T。

永真式也称重言式或逻辑真理。 
永真式用黑体记号“T”表示。为书写方便，常不用黑体，就记为“T”。 
从以上真值表 2.9 可知，公式 P∨(┐P∨Q)是永真式。 
有时，我们需要用一个或多个公式，去置换某一公式中的一个或多个原子变元。例如，

公式 
  A：P → ┐Q 

当用公式(W∨Q)置换 P 后得到一个新的公式 
  B：(W∨Q)→┐Q 

我们称 B 是 A 的置换例式。若以公式(P∧Q)置换 A 中的 Q，则得另一置换例式 
  C：P → ┐(P∧Q) 

再若，以(W∨Q)置换 A 里的 P，同时以(P∧Q)置换 Q，则产生公式 
  D：(W∨Q)→┐(P∧Q) 

公式 D 也是 A 的置换例式，但公式 
  E：(W∨(P∧Q))→┐(P∧Q) 

不是 A 的置换例式。因为这是先用(W∨Q)置换 A 中的 P，得到 B 之后．．，再以(P∧Q)置换 B

中的 Q 产生的。 
另外，P→(┐J∨R)也不是 A 的置换例式。因为它用(┐J∨R)置换了┐Q，但┐Q 不是原

子变元。 
定义 2.15  公式 B 是 A 的一个置换例式，当且仅当 
1．若 A 中某一原子变元 Pi 被公式 S 置换，则 A 中出现的所有同一变元 Pi也被 S 置换。 
2．若 A 中若干原子变元 P1,P2,…,Pi 分别对应地被公式 S1,S2,…,Si置换，则这种置换必须

是同时．．进行的。 
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以上第 2 条，实际上意味着各原子变元间相互是独立的，即任一变元的置换不依赖别的

变元的置换。这一点很重要。 
一般的置换例式没有什么意义。但永真式的任何置换例式仍是永真的．．．．．．．．．．．．．．．；永假式的置换例．．．．．．．

式是永假的．．．．．。 

以永真式 P∨┐P 为例，它的以下各置换例式都是永真式： 
(P→Q)∨┐(P→Q) 
((P∧Q)→R)∨┐((P∧Q)→R) 

2.5  公式的等价和蕴含 

设合式公式的全体由集合 F 表示。那么，在这实际上是无限个公式当中，某些公式之间

是否存在着联系呢？答案是肯定的，其中最重要的是等价关系和蕴含关系。 

2.5.1  公式的等价 

定义 2.16  A,B 两个公式有以下情况之一，则称 A 与 B 是等价的，记为 A⇔B ： 
1．A 和 B 都是永真的； 
2．A 和 B 都是永假的； 
3．除以上两种情形之外，设公式 A 和 B 中所有共同的变元是 P1,P2,…,Pr，若公式 A,B 中

这 r 个相同的变元在任意相同的指派下（即对这两个公式里的每一对相同变元都用任意一个

命题同时替换，而公式各自独立具有的变元用任意确定的命题替换），它们总是有相同的真值。 
下面就是等价的例子。 
1．┐┐P ⇔P 
2．((P∧┐P)∨Q)⇔Q 
3．(P∧┐P)⇔(Q∧┐Q) 
上述第 2 个等价关系中，两公式所含变元并不完全相同。但只要它们共同包含的变元 Q

有相同真值时，它们的真值必相等（等于 Q 的真值）。第 3 个等价关系则表示了两个无共同

变元的公式，但用等价的定义来判断，它们的真值永远相同（是 F），所以也是等价的。 
有多种证明公式等价的方法。用真值表直接通过定义来证明，是最基本的方法。 
【例 2.18】  试证明以上第 2 个等价关系。 
证明  见表 2.11 

表 2.11 

P    Q P∧┐P (P∧┐P)∨Q Q 

F    F 

F    T 

T    F 

T    T 

F 

F 

F 

F 

F 

T 

F 

T 

F 

T 

F 

T 

 

我们将两公式的真值表按同一指派所得结果列出在同一行上的方法，清楚地看出它们是

等价的。证完。 
【例 2.19】  试证 P→Q 与┐P∨Q 是等价的。 
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证明  列出该两公式的真值表，如表 2.12 所示。 

表 2.12 

P   Q ┐P Q ┐P∨Q P→Q 

F   F 

F   T 

T   F 

T   T 

T 

T 

F 

F 

F 

T 

F 

T 

T 

T 

F 

T 

T 

T 

F 

T 

 

上表中最后两列完全相同。证完。  
【例 2.20】  试证明(P→Q)∧(Q→P)⇔ P Q。 
证明  列出真值表，如表 2.13 所示。 

表 2.13 

P   Q P→Q Q→P (P→Q)∧(Q→P) P Q 

F   F 

F   T 

T   F 

T   T 

T 

T 

F 

T 

T 

F 

T 

T 

T 

F 

F 

T 

T 

F 

F 

T 

 

以上两公式的真值表完全相同，根据定义，它们是等价的。证完。 
由以上等价的基本定义，可得出另一个与它本质上一致的定义。 
定理 2.1  公式 A⇔B，当且仅当 A B 是永真式。 
用“等价”的基本定义和双条件的定义不难证明它。证明留给读者。注意“A⇔B”是一

个命题，即语句“A 与 B 是等价的”。而“A B”仅仅是一个．．公式。当且仅当命题“A B 是

永真式”成立时，A⇔B 成立。换个角度说，当我们表述“A⇔B”时，是断言有两个．．公式 A

和 B，它们有等价的关系；但是“A B”只是一个用联结词连接成的复合命题公式而已。它

不是一个断言或命题。 
综上所述，语句“A⇔B”和语句“A B 是永真式”是一回事，而“A⇔B”与“A B”

不是一回事。 
我们将经常要用到的一些基本等价关系列出在表 2.14 中，大家要熟记。 

表 2.14  常用的基本等价关系 
P∧P ⇔ P                             P∨P ⇔ P                                     （1）幂等律 

┐┐P ⇔ P                                                               （2）对合律 

（P∧Q）∧R⇔ P∧（Q∧R）          （P∨Q）∨R ⇔P∨（Q∨R）               （3）结合律 

P∧Q ⇔Q∧P                            P∨Q⇔Q∨P                            （4）交换律 

P∧（Q∨R）⇔（P∧Q）∨（P∧R）   P∨（Q∧R）⇔（P∨Q）∧（P∨R）      （5）分配律 

P∧（P∨Q）⇔P                    P∨（P∧Q）⇔P                     （6）吸收律 

┐(P∧Q)⇔┐P∨┐Q                 ┐（P∨Q）⇔┐P∧┐Q                     （7）摩根律 

P∧T ⇔P                           P∨F ⇔P                                （8）同一律 

P∧F ⇔F                           P∨T ⇔T                             （9）零一律 

P∧┐P⇔F                          P∨┐P ⇔T                           （10）否定律 

P→Q ⇔ ┐P∨Q                                                     （11） 



 ·16·

从等价的定义直接可推知等价关系的三个初等性质： 
1．若 A 是合式公式，则 A⇔A（自反性）。 
2．若 A,B 是合式公式，A⇔B，则 B⇔A（对称性）。 
3．若 A,B,C 是合式公式，A⇔B,B⇔C，则 A⇔C（传递性）。 
在化简公式或证明公式等价时，经常要用另一公式对一个公式的某一子公式进行替换。

因此，我们先给出子公式的定义： 
定义 2.17  设 A 是合式公式。X 是取自 A 中的一个连续的子符号串，若 X 是合式的，则

称 X 是公式 A 的子公式。 
于是有关于替换子公式的一个定理： 
定理 2.2  设 A 是 wff，而 X 是 A 的一个子公式。此外，C 是一个 wff，且 C⇔X，则以 C

代换 A 中的 X 得到的新公式 B 是与 A 等价的。 
该定理的证明可参考书末列出的参考文献 2 中相应章节。 
当公式包含较多的原子变元时，用真值表证公式之间等价是一件很繁冗的事。因为对有

n 个变元的公式来说，它的真值表有 2n行。这时，我们可以结合 2.4.2 小节中讨论过的置换例

式，用定理 2.2 和等价关系的初等性质 3 来证明等价关系。 
下面就是这方面的几个例子。 
【例 2.21】  试证 P→(Q→R)⇔(P∧Q)→R ⇔ Q→(P→R)。 
证明 
1．先证 P→(Q→R)⇔(P∧Q)→R。 
首先，由定理 2.1 可知，表 2.14 所列的每一个等价式，对应有一个相应的永真式。如 P→

Q⇔┐P∨Q，则有对应永真式(P→Q) (┐P∨Q)。所以表 2.14 实际上给出了同样数目的永真

式。再回忆 2.4.2 小节中讨论过的对永真（假）式的任何置换例式仍是永真（假）式的事实。

所以我们现在可以说：在两个等价的公式中．．．．．．．．．，以相同的公式置换它们相同变元所得的两置换．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．

例式仍然是等价的．．．．．．．．。于是， 

P→(Q→R)⇔ P→(┐Q∨R) 
（以 Q 置换表 2.14 的式（11）中的 P，同时以 R 置换 Q 得 Q→R ⇔┐Q∨R。根据定理 2.2，

并以┐Q∨R 代换 P→(Q→R)中的等价子式 Q→R） 
P→(┐Q∨R )⇔┐P∨(┐Q∨R) 
（以┐Q∨R 置换表 2.14 的式（11）中的 Q） 
┐P∨(┐Q∨R )⇔ (┐P∨┐Q)∨R 
（在表 2.14 的式（3）中，以┐P 置换 P，┐Q 置换 Q） 
(┐P∨┐Q)∨R⇔ ┐(P∧Q)∨R 
（在(┐P∨┐Q)∨R 中，以等价子式┐(P∧Q)代换┐P∨┐Q） 
┐(P∧Q)∨R⇔(P∧Q)→R 
（对表 2.14 的式（11）做置换例式：(P∧Q)置换 P。同时以 R 置换 Q） 
对以上五个等价式，先后应用 4 次等价的传递性就可得到题中前两式等价的结论。 
2．再证(P∧Q)→R ⇔ Q→(P→R) 
(P∧Q)→R⇔┐(P∧Q)∨R 

⇔(┐P∨┐Q)∨R 
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⇔(┐Q∨┐P)∨R 
⇔┐Q∨(┐P∨R) 
⇔Q→(┐P∨R) 
⇔Q→(P→R)  

【例 2.22】  试证(┐P∧(┐Q∧R))∨(Q∧R)∨(P∧R)⇔R 
证明 
左式⇔(┐P∧(┐Q∧R))∨((Q∧R)∨(P∧R)) 

⇔(┐P∧(┐Q∧R))∨((Q∨P)∧R) 
⇔((┐P∧┐Q)∧R)∨((Q∨P)∧R) 
⇔(┐(P∨Q)∧R)∨((Q∨P)∧R) 
⇔(┐(P∨Q)∧R)∨((P∨Q)∧R) 
⇔(┐(P∨Q)∨(P∨Q))∧R 
⇔T∧R 
⇔R 

【例 2.23】  试证((P∨Q)∧┐(┐P∧(┐Q∨┐R)))∨(┐P∧┐Q)∨(┐P∧┐R)是永真式。 
证明 
原式⇔((P∨Q)∧(P∨┐(┐Q∨┐R)))∨┐(P∨Q)∨┐(P∨R) 
  ⇔((P∨Q)∧(P∨(Q∧R)))∨┐((P∨Q)∧(P∨R)) 
  ⇔((P∨Q)∧((P∨Q)∧(P∨R)))∨ ((¬ P∨Q)∧(P∨R)) 

  ⇔((P∨Q)∧(P∨R))∨┐((P∨Q)∧(P∨R)) 
  ⇔T 

最后一步，是用(P∨Q)∧(P∨R)置换 P∨┐P⇔ T 里的变元 P 得出的。 

2.5.2  公式的蕴含 

蕴含是一种较等价更为普遍的关系。 
定义 2.18  设公式 A 和 B 中所有共同的变元是 P1,P2,…,Pr。若公式 A,B 在上述 r 个相同

变元在任意相同指派下（其含义同定义 2.16），当 A 为真时，B 也必定为真，则称 A 蕴含 B。
记为“A⇒B”。 

由以上定义不难看出，每一个永真式均蕴含永真式．．．．．．．．．．．．。 

以下是一些蕴含的例子。 
（1）P⇒P∨Q 
（2）R⇒(┐P∨P) 
（3）(┐P∧P)⇒R 
（4）P→Q⇒┐P∨Q 
其中，式（2）中的┐P∨P 是永真的，由蕴含定义还可知：任何公式蕴含永真式．．．．．．．．．。式（3）

中的┐P∧P 是一永假式，所以任何公式被永假式所蕴含．．．．．．．．．．．．．。而式（4）中的两公式是等价的，

但确实它们中的任何一个都蕴含另一个，即一个等价式实际上隐含两个蕴含式．．．．．．．．．．．．．．．。 

定理 2.3  公式 A 蕴含 B，当且仅当 A→B 是一个永真式。 
像等价的第二个定义那样，我们要分清 A⇒B 是一命题，而 A→B 只是一个公式。 
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证明一个蕴含关系 A⇒B，可先假设 A 为真，然后推出 B 必为真。例如，要证 P∧(P→
Q)⇒Q，可设 P∧(P→Q)为真，于是有 P 为真和 P→Q 为真，最后可知 Q 必为真。 

表 2.15 是一些基本的蕴含关系。 

表 2.15  常用的基本蕴含关系 

P∧Q⇒P，P∧Q⇒Q                                                    （1'） 

T→P ⇒P，P→F⇒┐P                                                  （2'） 

P⇒P∨Q                                                             （3'） 

┐P⇒P→Q                                                          （4'） 

Q⇒P→Q                                                 （5'） 

┐（P→Q）⇒P，┐(P→Q )⇒┐Q                                        （6'） 

P∧（P→Q）⇒Q                                                       （7'） 

┐Q∧（P→Q）⇒┐P                                               （8'） 

┐P∧（P∨Q）⇒Q                                                  （9'） 

（P→Q）∧（Q→R）⇒P→R                                       （10'） 

（P∨Q）∧（P→R）∧（Q→R）⇒R                              （11'） 

（P→R）∧（Q→S）⇒（P∧Q）→（R∧S）                       （12'） 

（P→R）∧（Q→R）⇒（P∨Q）→R                                 （13'） 

（P→Q）∧（P→R）⇒P→（Q∧R）                               （14'） 

 

以上蕴含关系均可通过定理 2.3 证明之。 
定义 2.19  设有条件命题 A→B。 
1．相对于 A→B，命题 B→A 称之为逆换式。 
2．相对于 A→B，命题┐A→┐B 称之为反换式。 
3．相对于 A→B，命题┐B→┐A 称之为逆反式。 
定理 2.4  公式┐B→┐A 为真，当且仅当 A→B 为真。 
证明 
必要性。设┐B→┐A 为真，则可分成两种情况讨论： 
（1）┐B 为真，则┐A 为真，于是 A 为假，于是 A→B 为真。 
（2）┐B →┐A 为真，┐B 为假，于是 B 为真，于是 A→B 为真。 
类似地，可证明充分性。 
由此可知，A⇒B 与┐B⇒┐A 是一回事。有时要证 A⇒B 必须分多种情况讨论，如果我

们可较简单地证明┐B⇒┐A，那么 A⇒B 自不成问题。 
【例 2.24】  试证 P⇒Q∨┐(P→Q) 
证明 1 
设 P 为真，来证 Q∨┐(P→Q)为真。 
（1）若同时 Q 为真，则 Q∨┐(P→Q)为真。 
（2）若 Q 为假，则 P→Q 为假，得┐(P→Q)为真，于是 Q∨┐(P→Q)为真。 
证明 2 
设 Q∨┐(P→Q)为假，来证 P 为假。 
事实上，此时必有 Q 为假和 P→Q 为真，于是 P 为假。   
蕴含关系也有三个基本性质： 
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1．若 A 是 wff，则 A⇒A（自反性）。 
2．若 A,B 都是 wff，且 A⇒B 和 B⇒A，则 A⇔B（反对称性）。 
3．若 A,B,C 都是 wff，且 A⇒B 和 B⇒C，则 A⇒C（传递性）。 
特别指出，以上性质 2 的逆命题也成立，于是有： 
定理 2.5  设 A,B 都是合式公式。A 和 B 等价，当且仅当 A 蕴含 B 并且 B 蕴含 A。 
因此，理论上说，表 2.14 所列的等价式除交换律以外，都相当于两个对应的蕴含关系（因

为 P∧Q⇒Q∧P 与 Q∧P⇒P∧Q 互为置换例式）。 
重要的是：在具有蕴含关系的两个公式中．．．．．．．．．．．．．，用相同的公式去置换它们中相同的变元．．．．．．．．．．．．．．．．．，所．

得的两个置换例式仍保持原有的蕴含关系．．．．．．．．．．．．．．．．．．。例如，P⇒P∨Q，所以(R∨S)⇒(R∨S)∨Q。 

2.6  公式的主范式 

由 2.3 节合式公式的生成法则可知，n 个变元可组成实际上无限个形式不同的公式，它们

组成一个无限集合 F。 
问题是这个无限集 F 有怎样的结构呢？通过本节的讨论可以完全地回答这个问题。下面

的讨论揭示了合式公式的本质属性：所有彼此等价的公式都与唯一的一个形式规范．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．、结构统．．．

一的所谓主范式等价．．．．．．．．．。而对于．．．n．个变元的公式来说．．．．．．．．，这样的主范式．．．．．．Ci(i=1,2,…,
n22 )有且仅有．．．．

2．
n2 个．。 

换一个角度来说就是：可以将含．．．． n．个变元的公式的无限集．．．．．．．．．． F．划分成．．． 2．
n2
个子集．．．

iF (i=1,2,…,2
n2 )，任一含．．．n．个变元的公式．．．．．．C F∈ ，属于某一个子集．．．．．．． iF 且仅属于该子集．．．．．．．。 

2.6.1  主析取范式 

本小节就来证明任一合式公式与唯一的一个主析取范式等价。让我们先给出一些概念

（术语）。 
定义 2.20  设 A (P1,P2,…,Pn)是一合式公式。P1,P2,…,Pn是 n 个原子命题变元。所谓初等

积就是由这些变元以及一些变元的否定组成的合取式。 
例如，令 P,Q,R 是原子变元。于是 P, ┐P, P∧Q, ┐P∧Q∧Q∧┐R 都是初等积。 
定义 2.21  设有公式 A(P1,P2,…,Pn)。一个初等积 m 称为小项，当且仅当 P1,P2,…,Pn这 n

个变元中每一个与它的否定不同时出现在其中，但两者恰出现一次。 
例如，当 n=2，┐P∧┐Q, ┐P∧Q, P∧┐Q, P∧Q 都是公式 P→Q 的小项。而┐P∧P∧

Q,┐P, P, P∧P∧┐Q 这些初等积都不是小项。 
显然，在一个含．．．．n．个变元的公式中．．．．．．．，恰好有．．．2．

n
个不同的小项．．．．．．。 

为讨论方便起见，事先为 n 个变元约定一个次序：P1,P2,…,Pn。使每一变元（或其否定）

按此次序出现在一个小项中。于是任一小项 im 均对应一个 n 位二进制数或小项的编码：编码

第 j 位是 0，对应小项 im 中第 j 个合取项上是┐Pj，第 j 位编码是 1，对应小项 im 的第 j 个合取

项上是 Pj。 
例如，设有两变元 P,Q。它全部四个小项按编码递增次序写出来是： 
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m0=m00: ┐P∧┐Q，m1=m01: ┐P∧Q 
m2=m10: P∧┐Q，m3=m11: P∧Q 

若是将小项编码中的二进制编码 0 和 1 分别看成真值“F”和“T”的话，那么用一个小

项的编码来指派该小项本身会如何呢？ 
定理 2.6  设有公式 A(P1,P2,…,Pn)。其任一小项 im 的值为真，当且仅当以 im 自身的二进

制编码对其施行指派。 
证明是很简单的。 
必要性。设 im 为真，由合取定义可知， im 的每一个合取项必为真。若第 j（j=1,2,…, n）

个合取项为 jP ，则必须对它指派 T，于是相应指派第 j 个值为 1。若第 j 个合取项为┐Pj，则

必须对它指派 F，即相应指派的第 j 个值是 0。而这与该小项的编码第 j 位是一致的。 
充分性。设以 im 编码去指派该小项，若第 j（j=1,2,…,n）位为 1（T），按编码约定， im

的第 j 个合取项是 jP ，于是它是 T。反之，若编码的第 j 位为 0（F），则 im 的第 j 个合取项

是┐Pj，┐Pj也为 T，因为小项的全部 n 个合取项均为真，所以 im 为真。 

在变元 P,Q 的 2 2 =4 个小项中，任取一个┐P∧Q 为例。它的编码是（0,1）。显然，以（0,1）
指派┐P∧Q 时，得 T；而分别以另外三个（0,0）,（1,0）,（1,1）为指派，┐P∧Q 均为 F。 

定义 2.22  公式 C 称为公式 A 的主析取范式，当且仅当 
1．C⇔A； 
2．C 仅是不同小项的析取式。 
下面的定理实际上提供了一种用真值表来求一个公式的主析取范式的方法。 
定理 2.7  一个可满足的公式 A 的主析取范式是若干小项的析取式．．．，这些小项的编码恰

与全体使得公式 A 为真．的指派一一对应并相等。 

证明 
设 1m′ , 2m′ ,…, km′ 是使 A 为真的指派对应的各个不同的全部小项。记 C= 1m′∨ 2m′ ∨…∨

km′ 。要证 C 是 A 的主析取范式。 

显然这只要证明 C⇔ A 就好了。事实上，由这里的假设，用上述 k 个小项中任一个的编

码对应的一组真值指派 C 时，C 中恰有一个小项为真（该小项具有与指派所用一组真值对应

的编码，而其他 k－1 个小项此时皆为假），所以 C 为真。若以某一组真值指派公式 A，A 为

假，按定理假设，与此指派对应的小项必不出现在公式 C 中，于是 1m′ , 2m′ ,…, km′ 均为假，所

以 C 为假。实际上，我们已证明了以下定理： 
定理 2.7  一个可满足公式的主析取范式在不记各小项次序的前提下是唯一的。 
【例 2.25】  写出 P→Q 的主析取范式。 
解  该公式的真值表最早在 2.2 节中给出（表 2.5）。它在指派（0,0）,（0,1）,（1,1）时为

T。所以其主析取范式为 
m00∨m01∨m11 
即 
(┐P∧┐Q)∨(┐P∧Q)∨(P∧Q) 
【例 2.26】  给出┐(P Q)的主析取范式。 
解  参阅本章 2.2 节中表 2.8，有 
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¬ (P Q)⇔(┐P∧Q)∨(P∧┐Q) 
这就是┐(P Q)的主析取范式。 
求主范式并不总是像上面两个例子那样简单。事实上，当一个公式包含众多的原子变元

时，给出它的真值表真是一件既烦琐又容易出错的事。寻求一种相对简单而不容易出错的方

法，看来是十分必要的。 
下面就让我们进入如何用不断寻求一个公式的等价公式而最终求得主析取范式的讨论。

当然，每一次等价变换，都要使变换后的公式在形式上更加接近主范式。先从几个例子入手。 
【例 2.27】  求 P∧(P→Q)的主析取范式。 
解 
P∧(P→Q)⇔P∧(┐P∨Q) 

⇔(P∧┐P)∨(P∧Q) 
⇔F∨(P∧Q) 
⇔(P∧Q) 

这是由唯一一个小项组成的主析取范式（要将它看成是一个小项，而不能视做一般的合

取式）。 
【例 2.28】  求┐(P∨Q)∧(P∨Q)的主析取范式。 
解 
这是一个永假式。所以不可能有定义 2.22 意义下的主析取范式。 
我们约定：一个永假式的主析取范式表示为．．．．．．．．．．．．．．F。 

【例 2.29】求(P∨Q)→R 的主析取范式。 
解 
原式⇔┐(P∨Q)∨R 

⇔(┐P∧┐Q)∨R 
⇔((┐P∧┐Q)∧(┐R∨R))∨(R∧(┐P∨P)) 
⇔((┐P∧┐Q∧┐R)∨(┐P∧┐Q∧R))∨((┐P∧R)∨(P∧R)) 
⇔(┐P∧┐Q∧┐R)∨(┐P∧┐Q∧R)∨((┐P∧R)∧(┐Q∨Q)) 

∨((P∧R)∧(┐Q∨Q)) 
⇔(┐P∧┐Q∧┐R)∨(┐P∧┐Q∧R)∨(┐P∧┐Q∧R)∨ 

(┐P∧Q∧R)∨(P∧┐Q∧R)∨(P∧Q∧R) 
⇔(┐P∧┐Q∧┐R)∨(┐P∧┐Q∧R)∨(┐P∧Q∧R)∨(P∧┐Q∧R) 

∨(P∧Q∧R) 
最后一步上用到幂等律，将两个相同的小项合并成一个┐P∧┐Q∧R。 
下面是用等价变换的方法求主析取范式的规则。 
1．用等价式 P Q⇔(P→Q)∧(Q→P)和表 2.14 中式（11）化去公式中所有条件和双条件

联结词。 
2．反复利用表 2.14 中式（7）（摩根律）将否定联结词直接作用到原子变元上。 
3．反复利用表 2.14 中的合取对析取的分配律，直至公式成为若干初等积的析取式。 
4．所得析取式如是主析取范式则结束，否则，考查所有初等积，删去同时含有某一变元

及其否定的初等积（因为该初等积为假），将初等积中那些多次出现的同一变元或同一变元的

否定均分别合并成一个变元或一个变元之否定，并且合并完全相同的初等积。 
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5．若此时已得主析取范式则结束，否则，对不是小项的初等积，若变元 Pd 和┐Pd均不

存在于初等积中，将此初等积与(┐Pd∨Pd)进行合 取，再利用合取对析取的分配律化成两个

初等积。若需要，合并相同的初等积。返回第 5 步继续。 

2.6.2  主合取范式 

本小节就来证明任一合式公式与唯一一个主合取范式等价。让我们先给出一些概念（术

语）。 
定义 2.23  设 A(P1,P2,…,Pn)是一合式公式。P1,P2,…,Pn是 n 个变元。所谓初等和是由一

些变元以及一些变元的否定组成的析取式。 
例如，令 P,Q,R 是原子变元。P, ┐P, ┐P∨Q, ┐P∨P∨Q∨Q 都是初等和。 
定义 2.24  设有公式 A(P1,P2,…,Pn)。一个初等和 M 称为大项，当且仅当 P1,P2,…,Pn这 n

个变元中每一个与它的否定不同时出现，但两者恰出现一次。 
例如，当 n=2,┐P∨┐Q, ┐P∨Q, P∨┐Q, P∨Q 都是公式 P→Q 的大项。而┐P∨P∨

Q,┐P,P,P∨P∨┐Q 都不是大项。 
显然，在一个含 n 个变元的公式中，恰好有 2 n 个不同的大项。 
为讨论方便起见，事先为 n 个变元约定一个次序：P1,P2,…,Pn。使每一变元（或其否定）

按此次序出现在一个大项中。于是任一大项 iM 均对应一个 n 位二进制数或大项的编码：编码

第 j 位是 1，对应大项 iM 中第 j 个析取项上是┐Pj；第 j 位编码是 0，对应大项 iM 的第 j 个析

取项上是 jP 。 

例如，设有两变元 P,Q。它全部四个大项编码是： 
000 MM = :P∨Q， 011 MM = :P∨┐Q 

2 10M M= :┐P∨Q， 3 11M M= :┐P∨┐Q 

若是将大项编码中的二进制编码 0 和 1 分别看成真值“F”和“T”的话，那么用一个大

项的编码指派该大项本身会如何呢？ 
定理 2.8  设有公式 A(P1,P2,…,Pn)。其任一大项 iM 的值为假，当且仅当以 iM 的二进制

编码对其施行指派。 
证明是很简单的。 
必要性。设 iM 为假，由析取定义可知， iM 的每一个析取项必为假。若第 j（j=1,2,…,n）

个析取项为 jP ，则必须对它指派 F，若第 j 个析取项为┐Pj，则必须对它指派 T。所以，此

时的真值指派必与该大项的编码一致。 
充分性。设以 iM 的编码去指派该大项，若第 j（j=1,2,…,n）位为 0（F），按编码约定， iM

的第 j 个析取项是 jP ，于是它是 F。反之，若编码的第 j 位为 1（T），则 iM 的第 j 个析取项

是┐Pj，┐Pj为 F，因为大项的全部 n 个析取项均为假，所以 iM 为假。 

在变元 P，Q 的 2 2 =4 个大项中，任取一个┐P ∨Q 为例。它的编码是（1,0）。显然，以（1,0）
指派┐P∨Q 时，得 F；而以另外三个（0,0）,（0,1）,（1,1）指派，┐P∨Q 均为 T。 

定义 2.25  公式 C 称为公式 A 的主合取范式，当且仅当： 
1．C⇔ A； 
2．C 仅是不同大项的合取式。 
下面的定理实际上提供了一种用真值表来求一个公式的主合取范式的方法。 
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定理 2.9  一个可满足的公式 A（非永真的）的主合取范式是若干大项的合取式．．．，这些大

项的编码恰与全体使得公式 A 为假．的指派一一对应相等。 

证明  设 ,, 21 MM ′′ …, kM ′ 是使 A 为假的个个不同的全部大项。记 C= 1M ′∧ 2M ′ ∧,…,∧

kM ′ 。要证 C 是 A 的主合取范式。 

显然这只要证明 C⇔ A 就好了。事实上，由这里的假设，用上述 k 个大项中任一个的编

码对应的一组真值指派 C 时，C 中恰有一个大项为假（该大项有与指派所用一组真值对应的

编码，而其他 k-1 个大项此时为真），所以 C 为假。若以某一组真值指派公式 A，A 为真，按

定理假设，与此指派对应的大项必不出现在公式 C 中，于是 1M ′ , 2M ′ ,…, kM ′ 均为真，所以 C

为真。 
定理 2.9 实际上证实了一个非永真的可满足公式的主合取范式是唯一的。 
【例 2.30】  写出 P→Q 的主合取范式。 
解  该公式的真值表最早在 2.2 节中给出（表 2.5）。它在指派（1，0）时为 F，所以其

主合取范式为 10M ，即，其主合取范式是 

┐P∨Q 
以上主合取范式看上去是一个析取式，其实应当把它看成是只含一个大项的合取式。 
【例 2.31】  给出┐(P Q)的主合取范式。 
解  参阅本章 2.2 中表 2.8。有 

┐(P Q)⇔ (P∨Q)∧(┐P∨┐Q) 
这就是┐(P Q)的主合取范式。 
下面就让我们进入如何用不断寻求一个公式的等价公式而最终求得主合取范式的讨论。

当然，每一次等价变换，都要使变换后的公式更加接近主范式。 
下面是用等价变换的方法求主合取范式的规则： 
1. 用等价式 P Q ⇔ (P→Q)∧(Q→P)和表 2.14 中式（11）化去公式中所有条件和双条

件联结词。 
2. 反复利用表 2.14 中式（7）（摩根律）将否定联结词直接作用到原子变元上。 
3. 反复利用表 2.14 中的析取对合取的分配律，直至公式成为若干初等和的合取式。 
4. 所得合取式如是主合取范式则结束，否则，考察所有初等和，删去同时含有某一变元

及其否定的初等和（因为该初等和为真），将初等和中那些多次出现的同一变元或同一变元的

否定均分别合并成一个变元或一个变元之否定，并且合并完全相同的初等和。 
5. 若此时已得主合取范式则结束，否则，对不是大项的初等和，若变元 dP 和┐Pd 均不

存在于初等和中，将此初等和与（┐Pd∧Pd)进行析取，再利用析取对合取的分配律化成两个

初等和。若需要，合并相同的初等和。返回第 5 步继续。 
现在再回到本节开始时的那些话上去，是不是会有一些新的体会呢？ 

2.7  命题演算的推理理论 

有效推理是按照一组严格定义的规则，从一组作为前提的命题推导出一个新命题的过程。

所得新命题称为是前提的有效结论。由于数理逻辑使用自己定义的形式语言，它与所论证的

内容无关。它只关心命题的真值之间的关系。所以，我们可以说的只是当前提中的每一命题
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均为真时（不一定要求永真），从有效推理得到的结论是一个真命题（同样也不是永真的）。

有效推理可以得出假命题，因为只要前提之一为假时，就可能出现此现象。换句话说，有效

推理只保证推理本身的合理性，至于前提是否真，将交给推理者去把握。 

2.7.1  有效推理的概念 

定义 2.26  设 H1,H2,…,Hn和 C 都是 wff。若前者共同蕴含 C，也即 
H1∧H2∧…∧Hn C⇒                       （2.1） 

成立，则我们说 C 是这 n 个前提的有效结论，或者说 H1,H2,…,Hn可有效推理出 C。通常也

记为 
H1,H2,…,Hn⇒ C                       （2.2） 

常用推理有多种方法，但每一种都必须符合式（2.1）。 

2.7.2  有效推理的方法 

有效推理的方法主要有分析法和演绎证明两种，本小节主要介绍演绎证明。 
分析法实际上在 2.5.2 中已经提到过。此处仅举一例说明。 
【例 2.32】  试证明 P∧Q 的有效结论是 Q。 
证明 
设 P∧Q 为真。于是 P 为真，且 Q 为真。Q 为真，即是有效结论。 
下面介绍演绎证明。演绎证明又可分为直接证明、条件证明和间接证明。 

1．直接证明 

直接证明就是构造一个命题公式的序列，使该序列的每一个公式或者就是前提之一，或

者是一个被序列中位于其先的一个或若干公式所蕴含。而序列中最后一个公式正是要证的有

效结论。 
构造以上序列的过程，就是推理的过程。本质上可以这样理解，当保证前提中每一个公

式为真时，序列中任一公式亦为真。 
为保证引入的公式为真，必须遵循以下的引入规则。 
（1）规则 P：一个前提，可以在推理的任何一步上引入序列。 
（2）规则 T：一个公式 B，若被推理过程中已得出的若干公式所蕴含，则 B 可被引入论证。 
引用 T 规则时当然要遵从表 2.15 和表 2.14 中列出的诸式。为更加符合推理的习惯，我

们将表 2.15 的形式．．适当地做些变更，表中前件在那里是以合取式的形式出现的，现在把这个

合取式改写成若干独立的公式序列（类似式（2.2））。例如，对于蕴含式（10'） 
(P→Q)∧(Q→R)⇒P→R 

我们写成 
P→Q，Q→R⇒P→R 

这样做的好处在于当构造推理的序列时，我们可以引入一个合取式前提的一个合取项。

而这样做的理由是显然的，因为，假设一个前提包含若干子前提（子前提的合取式），并且它

为真，那么作为它的每一合取项（子前提之一）必为真。 
【例 2.33】  证明 R∨S 是前提┐P→(┐R→S)，P→Q 和┐Q 的有效结论。 
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证明 
（1）┐Q     P； 
（2）P→Q       P； 
（3）┐P     T；（1），（2） 
（4）┐P→(┐R→S)  P； 
（5）┐R→S    T；（3），（4）  
（6）R∨S    T；（5） 
【例 2.34】  试证由前提(U∨V)→(M∧N), U∨P, P→(Q∨S), ┐Q∧┐S 可有效推出

M。 
证明 
（1）┐Q∧┐S   P； 
（2）┐(Q∨S)    T；（1） 
（3）P→(Q∨S)   P； 
（4）┐P     T；（2），（3） 
（5）U∨P    P； 
（6）U     T；（4），（5） 
（7）U∨V    T；（6） 
（8）(U∨V)→(M∧N)   P； 
（9）M∧N      T；（7），（8） 
（10）M     T；（9） 

2．条件证明 

当要证的有效结论是一个类似 P→Q 这样的条件命题时，我们可以将条件命题的前件 P 
作为一个附加前提，只要该附加前提与原来的前提共同可有效推出原来要证结论 P→Q 的后

件 Q，那么原始论证必有效（P→Q 是有效结论）。事实上，如果原先的一组前提的合取表示

成 H=H1∧H2∧…∧Hn，即要证 H⇒P→Q，也即 H→(P→Q)为永真，由于有等价关系 H→

(P→Q)⇔(H∧P)→Q（见 2.5 节例 2.21），所以，当 H∧P⇒Q，必有 H⇒P→Q。这就是所谓

条件证明。 
上述引入附加前提的规则是所谓 CP 规则。 
规则 CP：当待证明的一个有效结论的形式是条件命题 P→Q 时，可将此公式的前件单独

提取出来作为一个附加前提，然后证明原来的前提和这个附加前提一道，可有效推出 Q。 
【例 2.35】  试证 P→(Q→R), Q, P∨┐S 可有效推出 S→R。 
证明 
（1）S    CP； 
（2）P∨┐S   P； 
（3）P      T；（1），（2） 
（4）P→(Q→R)  P； 
（5）Q→R   T；（3），（4） 
（6）Q    P； 
（7）R      T；（5），（6） 



 ·26·

（8）S→R   CP； 

3．间接证明 

间接证明也称反证法。 
定义 2.27  一组前提 H1,H2,…,Hn称为相容的，就是说有一个（至少有一个）对前提的真

值指派，使得每一前提均为真。一组前提是不相容的，就是说对任何一个真值指派，总有一

个前提为假。即一组不相容的前提 H1,H2,…,Hn蕴含（更严格地说，是等价于）一个永假式。 
H1∧H2∧…∧Hn⇒R∧┐R 

其中 R 是任一个合式公式。因为 R∧┐R 是永假式，所以 H1∧H2∧…∧Hn是永假的。 
为要证明 C 是前提 H1,H2,…,Hn 的有效结论，可将否定的结论┐C 作为附加前提添加到原

来的前提中去，若能证得 H1,H2,…,Hn,┐C 是不相容的，则原推理也同时成立（即 C 是有效结

论）。事实上，因为 H1∧H2∧…∧Hn∧┐C 是永假的，所以，若 H1∧H2∧…∧Hn 为真时，┐

C 必为假，即 C 为真。 
【例 2.36】  试证明┐(P∧Q)可由┐P∧┐Q 有效推出。 
证明 
（1）┐┐(P∧Q)  P；（附加前提） 
（2）P∧Q   T；（1） 
（3）P    T；（2） 
（4）┐P∧┐Q  P； 
（5）┐P    T；（4） 
（6）P∧┐P   T；（3），（5） 
【例 2.37】  试用反证法证明 W∨S 可由 S∨U, U→(Q∧R)和 Q→W 有效推出。 
证明 
（1）┐(W∨S)  P；（附加前提） 
（2）┐W∧┐S  T；（1） 
（3）┐W    T；（2） 
（4）Q→W   P； 
（5）┐Q    T；（3），（4） 
（6）┐S    T；（2） 
（7）S∨U   P； 
（8）U    T；（6），（7） 
（9）U→(Q∧R)   P； 
（10）Q∧R     T；（8），（9） 
（11）Q      T；（10） 
（12）Q∧┐Q   T；（5），（11） 
【例 2.38】  试给出以下推理。 
一个科室选定出差的人。要求满足以下条件： 
如果李去，则王必须去。 
张和王不能同时去。 
结果是：如果张去，则李不能去。 
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证明 
先将前提和结论写成形式语言。 
设 Z：张去。L：李去。W：王去。于是要证 L→W, ┐(Z∧W)有效推出 Z→┐L。 
（1）┐(Z→┐L)  P；（附加前提） 
（2）Z     T；（1） 
（3）┐(Z∧W)   P； 
（4）┐Z∨┐W   T；（3） 
（5）┐W     T；（2），（4） 
（6）L→W      P； 
（7）┐L       T；（5），（6） 
（8）L     T；（1） 
（9）L∧┐L    T；（7），（8） 

2.8  命题逻辑和二值逻辑器件 

至今我们讨论的命题逻辑叫做二值逻辑，因为在这里每一个命题可能取到的逻辑值只有 
“T”和“F”（或“1”和“0”）两个。各种工程技术中常用的一些机械或电子器件，也存在

类似的情况。例如一个开关或继电器通常存在一些成对的触点，它们或处于闭合状态（以“1”
表示之），或处于断开状态（以“0”表示之）。所以它们被称为二值器件。 

开关或继电器通常用来控制某些器械的工作状态。例如图 2.1（a）给出了日常生活中的

照明线路，当接于线路中的开关断开时，电路中的电灯就不工作（熄灭），而当开关闭合时，

电灯就工作（点亮）。若将电灯的“亮”和“灭”分别以“1”和“0”来表示的话，可将电灯

的状态 R 和开关的状态 P 之间的逻辑关系表达为 PR ⇔ 。图 2.1（b）给出了它们的组合表（也

可称为真值表）。 

 

图 2.1  开关控制电灯的例子 

图 2.2（a）给出了两只串联开关控制一只电灯的例子。如果分别以 P,Q 以及 R 表示两只

开关以及电灯的状态的话，图 2.2（b）就是它们的组合表。由表中不难看出关系式 P∧Q⇔R
成立。就是说，串联的开关电路对应着逻辑上的一个合取式。自然容易想到，两只并联的开

关将对应着一个析取式，图 2.3 给出了这个电路和与之对应的组合表。 
在以上的讨论中，我们把开关的状态称为输入变量，电灯的状态称为输出变量。而一个

有效的电路（由一些二值器件和工作器件组成）正是建立了一种输出变量与输入变量之间确

定的关系。 
通常的逻辑电路主要是由一些称为“门”的电子器件组成的。在这类电路中，输入变量

和输出变量都只具有高电位和低电位两种状态，我们分别以“l”和“0”来表示其逻辑值。
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习惯上，用一个符号框图来表示一个门电路。为了沿用逻辑电路中约定的符号，本节以下的

部分分别用状态变量上加“ ”表示“┐”（例如┐P 写成 P ），而用“．”和“+”分别表示

“∧”和“∨”。 

 

图 2.2  串联开关的例子 

 

图 2.3  并联开关的例子 

图 2.4（a）和图 2.4（b）分别给出了与门的框图符号和输入 p,q 与输出 r 的关系。 

 

图 2.4  与门的框图和组合表 

图 2.5（a）和图 2.5（b）给出了或门的框图和对应的组合表。 

 

图 2.5  或门的框图和组合表 

图 2.6（a）和图 2.6（b）是非门（反相器）的框图和组合表。 
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图 2.6  非门的框图和组合表 

用与门、或门以及非门这三种基本的器件，就可组成与任一逻辑表达式对应的逻辑电路

（参考 2.2.2 小节，理论上讲，只要有非门以及与门、或门两者之一就够了）。例如图 2.7 中，

图 2.7（a）表示一个对应着逻辑公式(P∨Q)∧R，即((p+q)·r)的电路；图 2.7（c）表示一个

对应于逻辑公式 P∧┐Q，即( p · q )的逻辑电路（注意到这就是┐(P→Q)的电路）；而图

2.7（b）对应于逻辑表达式(┐P∧Q)∨(P∧┐Q)，即(( q ·q)+( p · q ))，也即与一个异或电

路(P Q)等价。 

 

图 2.7  与逻辑表达式对应的逻辑电路 

实际使用的门电路，其输入端可增加至多于 2 个。另外也还有将与门和非门或者是或门

和非门构成一个组件的情况，这就是所谓的“与非门”或者“或非门”。 
一般来说，在一个由门组成的电子电路中，从输入信号稳定地建立起，至输出信号稳定

地建立为止，有一段延迟时间。经过一个反相器、与门和或门的延迟时间通常称为一级标准

门延迟。一个组合电路的延迟是一条从输入端至输出端的最长的路径上通过的门的延迟时间

之和。例如图 2.7 中的（a）,（b）,（c）的延迟时间分别为 2,3,2 级门延迟。显然延迟时间越

短越好。为要减少延迟时间，就需要用一个与之等价但延迟级数较少的电路去替代它。而命

题逻辑中关于公式的等价变换,在此可以派上用场。 
例如，设计一个由三方参与的表决机器，规则是简单的“少数服从多数”。我们以 C1,C2,C3

表示参与表决的三方的输入。“1”表示同意，“0”表示反对。以 S 表示表决的输出结果。“l”
表示通过，“0”表示未通过。可以写出 S 的逻辑表达式的主析取范式形式如下： 
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S⇔(┐C1∧C2∧C3)∨(C1∧┐C2∧C3)∨(C1∧C2∧┐C3) 
∨(C1∧C2∧C3) 

绘出该表达式对应的逻辑电路，如图 2.8（a）所示。容易看出该电路有 3 级门延迟。现

在将上面的主范式化简。 
S⇔((┐C1∧C2∧C3)∨(C1∧C2∧C3))∨ 

((C1∧┐C2∧C3)∨(C1∧C2∧C3))∨ 
((C1∧C2∧┐C3)∨(C1∧C2∧C3)) 

⇔(C2∧C3)∨(C1∧C3)∨(C1∧C2) 
于是 S 的最后这个表达式对应的逻辑电路可表示成图 2.8（b）的形式。显然，这组电路

只有 2 级门延迟。速度提高了 30%多。 

 

图 2.8  表决机器的逻辑电路 

关于电路的化简，在第 7 章中还会专门讨论。 
最后，我们通过两个例子来看一看命题逻辑的知识在逻辑电路设计上的应用。 
【例 2.39】  楼梯间安有一盏电灯，在楼上与楼下各安装一只开关。请设计一个电路，

要求无论当前电灯是点亮的还是熄灭的，只要拨动这两只开关的任意一只，就可改变电灯的

当前状态。 
解  设电灯的状态用 S 表示，并令“0”代表熄灭状态，“1”表示点亮状态。两只开关的

状态分别以 K1和 K2 表示。“0”表示拨杆的某一位置（如向上），“1”表示其另一位置。我们

可以这样分析，设当前电灯是 S＝0 状态，K1和 K2也均为 0 状态。无论拨动两只开关中哪一

只，电灯状态变为 S＝1。不妨设，改变 K2＝l。下一次再拨动两只开关中的一个，若这回拨

动的是 K1，则 K1=1，而 K2仍保持原状态 K2＝1，此时电灯应改变为熄灭状态 S＝0；若第二

次拨动的仍是 K2，则电灯及开关的状态回到原始状态。如果从初始状态开始，首先拨动的是

K1，情况完全同以上讨论相似。据此可以列出电灯与开关的状态的组合表（见表 2.16）。从表

上可知，逻辑变量 S 是 K1和 K2 的异或。 

表 2.16  电灯与开关的组合表 

K1 K2 S 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

 

即 
S⇔K1 K2⇔┐K1 K2 
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所以绘出的逻辑框图与图 2.7（b）完全相同，只是将那里的输入端换成 K1 和 K2，输出

端就是所要的状态 S。 
要用手控的机械开关组成这个电路，需要用一种一般

称为双联开关的电器。它上面有三个接线端子，画出的实

际电路如图 2.9 所示。我们注意到，当两开关的状态分别

为 0,l 或者 1,0 时，电路被接通，否则电路是断路的。 
【例 2.40】  设计一个博物馆的警报系统。要求如下。

（a）仅当系统的总电源开关闭合时，系统才可能报警；

（b）当总电源开关闭合时，以任何方式打开通向受监控区的主通道门时，主通道门上的传感

器动作并使警报系统动作；（c）为便于保卫人员的巡视所设的一个专用休眠开关未合上时，

监控区的门户就被打开，这时门户上的传感器动作并报警。 
解  首先我们用一些变量表示题中有关的一些语句。 
A：警报系统动作。 
M：总电源开关闭合。 
G：主通道被入侵。 
W：监控区的门户打开。 
S：休眠开关闭合。 
于是变量 A 作为输出，可以表达为如下的形式 

A⇔M∧(G∨(W∧┐S)) 
习惯上，也可写成 

a = m·(g+(w· s )) 
对应的框图如图 2.10（a）所示。如有需要减小门延迟时间，可将上述表达式写成 

a = m·g + m·w · s  
对应的框图如图 2.10（b）所示。这样可以减少一级门延迟。如果我们使用由三极输入的与门，

电路可以如图 2.10（c）那样。 

 

图 2.10  博物馆的报警系统 

2.9  一阶谓词逻辑 

截止到目前，我们讨论的都是所谓“命题逻辑”的演算。在那里，命题是形式语言中最

基本的单位，即完全避免拆分一个原子命题。这样，就产生了一个问题。有些明显是正确的

推理，却不可能由命题演算来完成，如 

 

图 2.9  由双联开关接成的异或电路 
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P：每一个人都将死去。 
Q：苏格拉底是人。 
R：苏格拉底将死去。 
无论如何，我们无法用命题逻辑中的推理规则从 P,Q 推出结论 R。 
经过分析发现（正是苏格拉底本人给出了上面的例子而且分析了它），将以上三个命题看

成是不可分解的做法，掩盖了它们之间某些成分之间的内在联系：或者它们的主语相同或有

归属关系，或者它们的谓语一样。这种命题的部分（不再是语句，而只是组成语句的元素）

之间的关系，启发了人们将语句进一步拆分成个体（或成员对象）和谓词两部分。于是，通

过个体或谓词的关系建立起命题之间的逻辑关联。所以，本质上说，谓词逻辑是建立在对命

题或命题公式的个体的推理上的逻辑形式。即使这样，命题之间的逻辑关系依然遵循命题逻

辑的所有规律。 
基于以上的讨论，一种称为谓词逻辑的符号逻辑分支被建立了起来。在谓词逻辑里，引

入了谓词和个体的概念。 
设有这样两个命题： 
张三是大学生。 
李四是大学生。 

如果要在命题逻辑里将它们符号化，那我们不得不用两个不同的标识符，譬如 P 和 Q。可是

这两个命题并非完全无关的。事实上它们虽然描述的是两个不同的对象，张三和李四，但该

两个对象却有着共同的属性，即“是大学生”。相反，如果我们将这两个语句的每一个都表示

成描述的对象和该对象的属性这样两部分的话，这种共同的特征就被显露出来了。 
还有些命题描述多于一个个体之间的关系。例如 
3 小于 5。 
张三比李四高。 
王五坐在张三和李四之间。 

它们分别包含 2 个、2 个和 3 个对象。 
描写对象的属性或其关系的语词，我们称之为谓词。具有与一个个体相联系的谓词称为

一元谓词，与两个个体联系的谓词称为二元谓词，一般地，与 n 个个体联系的谓词称为 n 元

谓词。并约定，一个命题标识符被称为零元谓词。谓词通常用大写字母表示，而个体则用小

写字母表示。在谓词逻辑里，一个完整的原子命题由一个确定的谓词符号和紧跟其后的一个

或多个个体符号来表示。所有个体用圆括号括起来。如果有多于一个个体，则两个体间以“,”
号分隔。 

下面是将一命题在谓词逻辑下符号化的例子。 
【例 2.41】  分别将以下命题用谓词的形式符号化。 
（1）张三是大学生。  
（2）李四是大学生。  

（3）张三与李四是同学。 
（4）王五坐在张三和李四中间。 
解 
首先令 
   z：张三， l ：李四，w：王五 
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   S：是大学生，C：是同学 
   I： ×× 坐在 ×× 与 ×× 之间 

于是，符号化以后有： 
（1）S(z) 
（2）S(l) 
（3）C(z,l) 
（4）I(w,z,l) 
特别注意当 n>1 时，n 元谓词之后的诸个体的次序是重要的。例如上例中若写出 I(z,w,l)

则表示的是“张三坐在王五和李四之间”。如果谓词是在描述诸个体空间位置或其某种逻辑次

序的话，不可将这种实际上的空间位置及次序与谓词中表达诸个体时的先后次序相混淆。 

2.10  命题函数和个体变量及量词 

有一些语句表示不同个体的同一属性或其间的同一关系。例如，“上海是国际大都市”、

“纽约是国际大都市”等，或者“火车比汽车快”、“飞机比火车快”等。前两个语句分别表

示两个不同城市都是国际大都市，而后两个语句则分别表示两组不同的交通工具中，每一组

的前者比后者更快捷。如果我们以 C (x)表示“ x 是国际大都市”，F(x, y)表示“ x 比 y 快”，

那么，所有希望表示“某某是国际大都市”的语句都有一样的形式，就是 C(x)。对 F (x, y)也
有类似的情况。在这里，x 或 y 并不代表某一具体的对象，它好似代数表达式 u+3u v+v 那样，

其中的 u 或 v 只是一个字母，并不真是一个实数，但是当用任何两个实数分别替代 u 和 v 之

后，该代数表达式可得出一实数值。在我们这里，类似地，小写字母 x ,y 只是为事后将要取

代它的某些真实的对象“占据一个位置”，换句话说，这些字母的存在，只是表达了这样一层

意思：在这些字母存在的地方，将可以用任一确定的对象名字来代替它。像这一类小写字母，

我们称之为个体变量，简称为变量或变元。包含个体变量的谓词表达式称为简单命题函数或

原子命题函数。以上 C(x)和 F(x, y)都是原子命题函数。 

2.10.1  命题函数 

命题函数本身并不是命题，因为它不含具体的个体，所以命题函数无所谓真或假。可是

一旦以适当数量的具体对象名逐一替代命题函数中所有的变量之后，命题函数就成了一个有

明确真假值的命题了。回到一开始的例子，C(x)是命题函数。当以 s（上海）替代变量 x 后，

C(s)就表示“上海是国际大都市”这个真命题了。假若以 f 表示《复活》这本书，那么 C( f  )
就是假的命题。 

这里讨论的是如何使一个命题函数转化成一个命题的一种初等方法。还有一种更重要的

方法，就是通过使用量词对变量产生必要的约束来实现的。稍后再来讨论它。 
使用联结词（命题演算中给出过五种主要联结词）可以恰当地将一些原子命题函数联结

成复合命题函数。下面是一些例子。 
设 M(x)：x 是人。 
   A(x)：x 是动物。 
   M(x)∧A(x)：x 是人且 x 是动物。 
   ┐A(x)：x 不是动物。 
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   M(x)→A(x)：如果 x 是人，那么 x 是动物。 
必须指出，一个命题函数中的变量换用另一些字母来表示时，并不会改变该命题函数本

身。譬如以 u 和 v 分别取代 F(x,y)中的 x 和 y，得到的 F(u,v)本质上与 F( x ,y)并无区别。记住

上面我们说过的话：这些变量只是为事后将取代它们的具体个体占据一个位置。 

2.10.2  量词 

谓词逻辑涉及个体，有很多论证不只是对某些具体的个体进行的，这些论述时常涉及一

整类个体或一整类个体中不特别指明的某一个。例如，“所有的人都是动物”、“有些人是左撇

子”等。显然，对前一个语句，无论你用 M(x)或 A(x)甚至 M( x )→A(x)都无法表示它。请记

住，最后这三种表达式只是三个命题函数，根本不是命题，它们并无真假值。而“所有人都

是动物”却确实是一个真命题。 
在谓词逻辑中引入所谓量词之后，就可以解决上述问题。量词是谓词逻辑确切定义的一

种语素，它是一种短语。量词分全称量词和存在量词两种。 
全称量词  记号(x)或( x∀ )，读做“所有的 x”。它由全称量词的符号“∀”和被该量词

限定的变量 x 两部分组成。通常用括号将它们联系在一起。 
存在量词  记号(∃ x)，读做“有一个（至少一个）x”。它也是由量词符号“∃”和被限

定的变量 x 组成。 
约定，将一个量词放在一个命题函数之前。例如(∀ x)M(x)和(∃ x)S(x)。这样一来，命题

函数中的变量均已被该量词所限定。翻译成自然语言，就是 
(∀ x)M(x)：所有的个体都是人。 
(∃ x)S(x)：有一个（至少有一个）个体是大学生。 
很显然，还必须为我们正在议论的对象（如这里的 x）指明一个范围，如果对于表达式

(∀ x)M(x)考虑的个体的集合是宇宙中的所有事物，也即量词是对于宇宙万物这个范围限定

的，那么它是一个假语句。若指明是在地球上各种族的全体人类的范围内来考察表达式的话，

则(∀ x)M(x)就是一个真的命题了。很容易看出，被妥善限定的命题函数已经转化成一个命题。

虽然该命题的真值随着我们讨论的个体的集合有所变化，不过一般情况下，在每一个论证中，

不难从上下文找到这一论证所规定的个体的集合。这种对于每一次特定的讨论中，事先约定

的关于所讨论的个体的集合，称为论域或个体域。如果不事先指明论域，我们将认为论域是

一切可以作为对象的东西的集合，这时，称讨论是在全总论域下进行。全总论域也称全总个

体域。 
对于多元谓词构成的命题函数也有类似的情况。设 P(x,y)是一个二元词谓词，它表示“x

与 y 是 P”。若对于它的所有这两个变量分别予以限定，可以有以下四种情况： 
(∀ x)(∀ y)P(x,y)：所有的 x 中的每一个与所有的 y 中的每一个是 P。 
(∃ x)(∀ y)P(x,y)：有一个 x 与所有 y 中的每一个是 P。 
(∀ x)(∃ y)P(x,y)：所有 x 的每一个与有一个 y 是 P。 
(∃ x)(∃ y)P(x,y)：有一个 x 与有一个 y 是 P。 

以上这四种情况中，每一种都得到一个命题。  
为使用多个量词时不产生歧义，我们约定：多个量词连续出现在一处时，遵循左结合运

算，即按从右至左．．．．的方向解释，首先将最右边一个量词与右边谓词表达式结合起来，然后依

次从右至左地把每一量词作用于它的右边的表达式。 
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例如(∀ x)( ∃ y)P(x,y) 理解为(∀ x)(( ∃ y)P(x,y))。在上述左结合的约定下，( ∃ y)P(x,y)外面

的括号可以省去。于是(∀ x)(∃ y)P(x,y)的含义是：每一个个体 x，它和某一个个体 y 是 P，而

(∃ y)(∀ x)P(x,y)的意思是有一个个体 y 和任何一个 x 是 P。请留意它们是不同的命题。因为后

一命题表示存在一个确定．．的 y ，它和任何 x 都是 P；而前者虽表示每一个 x（x1,x2,…）都和一

个 y 是 P ，但可能 1x 与 1y 是 P， 2x 与 2y 是 P，但是当 x1≠x2，则 y1≠y2。 

综上所述，在确定的论域下，对一个命题函数中的每一个变量均用一个量词加以限定，

则该命题函数转化为一个命题。 
这就是上文中提到的使一个命题函数转化成命题的另一方法。 

2.11  谓词公式 

2.11.1  谓词公式 

类似于命题演算中的合式公式概念，谓词逻辑演算中有严格定义的谓词表达式，即所谓

合式的谓词公式。 
首先让我们来规定谓词公式涉及的四类符号： 
1．（个体）常量符号：用小写字母 a,b,c 等表示。在给定的个体域 D 下，它们是属于 D

中的某一个确定．．的个体。可表示成 a∈D，b∈D，c∈D，等等。 

2．（个体）变量符号：用小写字母 x,y,z 等表示。在给定的个体域 D 下，它们可以被任何

一个属于 D 的（个体）常量（即确定的个体）所替代。 
3．（个体）函数符号：用小写字母 f,g,h 等表示。它们是定义在个体域 D 上的 n 元函数 f

（x1,x2,…, nx ），且函数的值域包也是一个个体域。 

4．谓词符号：用大写字母 P,Q,R 等表示。在给定个体域 D 下，符号 P(x1,x2,…, nx )必须

是任何一个确定．．的 n 元谓词。 

以上四种符号，前三种是关于个体的，统称为项。最后一种是关于谓词的。在这里，我

们约定不含任何个体列表的谓词符号，如 P，则表示一个命题变元．．．．。前面提到过，它是零元

谓词，取其不显含个体变元之义。 
给一个关于个体函数的例子。 
设 W 表示全世界女子足球队的集合，用 L 表示所有女足队长的集合。定义 W 上的函数

f(x)，它的值是 x（某女足）的队长。f(x)的值域就是 L。另设谓词 F(x)表示 x 是当今世界最优

秀球星。w∈W，w 表示中国女足。则 F(f(w))表示语句“中国女足的队长是世界最优秀的球星”。 
应当着重指出的是：在一阶谓词演算中，谓词符号不是变量，而是事先任意确定．．．．的一个

谓词。所以量词不能作用在谓词上。如(∀P)P(x)就不属于一阶谓词演算讨论之列。一阶谓词

逻辑也称狭义逻辑。 
定义 2.28  一阶谓词中的项，递归地定义如下： 
1．常量符号是项。 
2．变量符号是项。 
3．若 f(x1,x2,…, nx )是 n 元函数，t1, t2, …, nt 都是项，则 f(t1, t2, …, nt )也是项。 

4．只有可有限次利用以上 1,2,3 各个步骤生成的符号串是项。 
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定义 2.29  一阶谓词中，若 P(x1,x2,…, nx )是 n 元谓词， t1,t2,…, nt 都是项，那么P  (t1,t2,…, nt )

是原子命题函数。 
例如 P(x,y), Q(x, f(x)), R(a,x,y)都是原子命题函数。特别是作为命题逻辑中的原子命题变元

（零元谓词），如“S”，取代它的必须是某一个确定的命题。 
定义 2.30  合式谓词公式递归定义如下： 
1．原子命题函数是合式的。 
2．若 A 是合式的，┐A 也是合式的。 
3．若 A,B 是合式的，(A∧B),(A∨B),(A→B),(A B)都是合式的。 
4．若 x 是出现在合式公式 A 中的个体变量，则(∀x)A,(∃x)A 都是合式的。 
5．只有可有限次利用以上 1,2,3,4 各个步骤生成的符号串是合式的。 
与命题演算类似，约定，整个合式的谓词公式最外层的括号可以省略。 
现在来讨论如何用谓词公式将以下两个语句符号化。 
（1）所有的人都是动物。 
（2）有一些人是左撇子。 

显然，这两个语句都是真的。为了准确地翻译它们，将这两个语句改写一下： 
（1a）对于个体域 D 中的每一个对象 x，如果 x 是人，则 x 是动物。 
（2a）在个体域 D 中，至少有一个对象 x，x 是人而且 x 是左撇子。 
于是（1）,（2）两个语句可以正确地翻译成： 
（1b）(∀ x)(M(x)→A(x)) 
（2b）(∃ x)(M(x)∧L(x)) 

上面出现的谓词，分别定义为 M(x)：x 是人；A(x)：x 是动物；L(x)：x 是左撇子。 
我们要特别指出，今后凡要表达形式如“所有是 P 的对象，都是 Q”或者“所有 x，若 x

是 P 则 x 是 Q”这样的语句，必须使用条件联结词，使之符号化为(∀x)(P(x)→Q(x))，例如上

面的语句（1b）。这样，确保它在任何个体域下都是正确的。如果以任何确定的个体 a∈D 代

入(M(x)→A(x))中，当 a 是某人，则 M(a), A(a)都真，从而 M(a)→A(a)亦真；当 a 不是一个人，

则 M(a)为假，可是 M(a)→A(a)仍是真的。如不正确地以合取代替条件联结词，将语句（1）
表示成(∀ x)(M(x)∧A(x))，当 a 不是一个人时，它就是假的了。因为此时若 a∈D 不是一个人，

则 M(a)∧A(a)为假，就不能保证该语句在个体域 D 上是真的了。明白这一点后，我们可以推

知（本节稍后将给出），要将形式如“有一个是 P 的对象，它是 Q”这样的语句符号化时，

正确选用的联结词应当是合取，即(∃ x)(P(x)∧Q(x))。 
我们以一些语句符号化的例子来结束本节。 
在下列例题中，如不特别说明，都是在全总个体域下进行的。 
【例 2.42】  人无完人。 
解  首先将原语句改变成“所有人都是有缺点的”，并令 

M(x)：x 是人，B(x)：x 有缺点。 
于是有 

(∀ x)(M(x)→B(x)) 
【例 2.43】  实数不必是有理数。 
解  令 R(x)：x 是实数，Q(x)：x 是有理数。 
我们可以改变原句使之便于符号化，即“不是所有的实数都是有理数”。于是符号化为 
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┐(∀x)(R(x)→Q(x)) 
【例 2.44】  将序列 S n 的极限 SSnn

=
+∞→

lim 的定义符号化。 

解  SSnn
=

+∞→
lim 可描述为：对于任意给定的正实数 0ε > ，都有正整数 N，使得当 n＞N

时就有|S n -S|<ε 。 

令 R(x)：x 是实数，Z(x)：x 是整数 
G(x,y)：x 大于 y，b(x,y)=|x-y|（这是一函数） 
于是符号化后的极限定义可表示为 
(∀ε){(R(ε)∧G(ε,0))→(∃N)[Z(N)∧G(N,0)∧(∀ n)((Z(n)∧G(n,N)) 

→G(ε,b(Sn,S)))]} 
上述谓词公式也可等价地表示为 

(∀ε)(∃N)(∀ n){(R(ε)∧G(ε,0))→[Z(N)∧G(N,0)∧(Z(n)∧G(n,N)) 
→G(ε,b(Sn,S)))]} 

为了清晰地表达上述两个表达式的层次结构，除圆括号以外，我们还用了方括号和花括号。

最后，只要将这两个公式中的后两种括号相应地都换成圆括号后，就是我们需要的合式公式。 

2.11.2  变量的约束和替换 

量词短语是由量词符号“∀”或“∃”和紧跟其后的被限定变量（如 x,y 等）组成的。量

词短语通常用括号加以界定，可简称为量词。量词之后紧接着的第一个公式叫做该量词的辖

域。这里所说的“紧跟其后的公式”是指从量词之后的第一个符号开始连续向右，直至首次

出现的一个完整的合式公式为止的部分。例如 
（1）(∀u)(P(u)→Q(u)) 
（2）(∀x)P(x,y) 
（3）(∃x)P(x)→(∀y)(∃z)(Q(x,y)∧R(z)) 

上面（1）中的量词(∀u)的辖域为(P(u)→Q(u))，（2）中的量词(∀x)的辖域是 P(x,y)，（3）中的

量词(∃x)的辖域是 P(x)（它不包含 Q(x,y)），(∃z)的辖域是(Q(x,y)∧R(z))，而(∀y)的辖域是

(∃z)(Q(x,y)∧R(z))。 
一个谓词公式中的变量出现在某一量词的辖域中，并且它与该量词中的限定变元相同时，

称该变量是在公式中的约束出现，同时，约束出现的变量称为约束变量。公式中其他非约束

出现的变量称为自由变量。例如在上面公式（3）中，P(x)中的 x 是约束出现，而 Q(x,y)中的

x 是自由出现。由于从公式的结构上看去，它们的区别是明显的。所以即使这两个性质完全

不同的变量选用了同一个符号，也不致引起混淆。不过，当一个公式相当复杂时，用同一个

符号既代表一个约束变量，同时又代表另一个自由变量，多少总会带来一些混淆。为了避免

这种情况的出现，我们可以将同名的约束变量和自由变量两者之一换用一个新的名字，这就

是下面要给出的约束变量和自由变量换名的规则。 
首先，本章 2.10.1 小节的最后已经指出，一个谓词公式中的变量用什么字母为它命名是

无所谓的。在引入了量词之后，只要我们将量词中的被限定变量和它的辖域中的所有与之同

名的约束变量改成同一个新名字，显然也不至于影响这一公式的逻辑意义。例如(∀x)P(x)与
(∀y)P(y)就表示的是同一含义：“所有的个体都是 P”。当然，在一个不这么简单的谓词公式中

为约束变量换名，就要受到一定的限制。 
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约束变量的换名规则 
1．若要将一约束变量 x 换名，则必须将包含这个约束变量的辖域中所有变量 x 和相应量

词短语中的被限定量词 x 都换以同一个新的名字； 
2．约束变量换用的新名字，必须与其所在的辖域中的任何一个别的变量名字不同。 
例如 

(∀x)(∃y)(P(x,y)→Q(z,y))∧R(y) 
正确地对 y 换名可以得到 

(∀x)(∃u)(P(x,u)→Q(z,u))∧R(y) 
但是 

(∀x)(∃u)(P(x,u)→Q(z,y))∧R(y) 
和                          (∀x)(∃z)(P(x,z)→Q(z,z))∧R(y) 
都是不正确的换名。因为前者违背了上述规则 1，使辖域中原本是约束出现的 Q(z,y)中的 y 成

了自由出现；而后者则违背了规则 2，使原本 Q(z,y)中是自由出现的变量 z 变成了约束出现。 
自由变量的换名规则 
1．若要将公式中的某自由变量 x 以一个新的名字代替，必须将整个公式中所有 x 的自由

出现处都代以同一个新名字； 
2．用以代替 x 的新名字，必须与公式中所有别的变量（约束的和自由的）都不同名。 
例如，有公式 
(∀x)P(x,y)→((∀u)Q(u,x)→((∃v )R( v ,y)∧W(y,x))) 

为了将公式中自由出现的变量 x 改名，可以用新变量名 z 代替，写成 
(∀x)P(x,y)→((∀u)Q(u,z)→((∃v)R(v,y)∧W(y,z))) 

而 
(∀x)P(x,y)→((∀u)Q(u,x)→((∃v)R(v,y)∧W(y,z))) 

和  (∀x)P(z,y)→((∀u)Q(u,z)→((∃v)R(v,y)∧W(y,z))) 
以及 

(∀ x)P(x,y)→((∀u)Q(u,u)→((∃v)R(v,y)∧W(y,u))) 
都是不正确的更名。因为前一个没有将 Q(u,x)中自由出现的 x 同时换以 z；第二个将原先是约

束出现的 P(x,y)中的 x 也一起换成了 z；而最后一个换名的错误在于作为新变量名的 u 与公式

中的原有的约束变量同名了。 
总而言之，无论是对约束变量或者自由变量更换名字，都应记住，换名之后不可改变原

公式的结构。说得更明白一点就是，更名以后原先为自由出现的变量还是自由出现的，原先

约束出现的变量仍然是约束出现的，并且原先是两个不同的自由（或约束）变量，更名后仍

然必须是不同的自由（或约束）变量。遵循这样的普遍原则，可以将 
(∃x)P(x,y)∨Q(u,v) 

中的自由变量 u 更名为 x，成为 
(∃x)P(x,y)∨Q(x,v) 

这样的更名，从形式上看 Q(x,v)中的变量 x 与(∃x)P(x,y)中的变量 x 同名了，可是由于前者不

出现在量词 x 的辖域中，所以本质上来说，仍不改变公式的逻辑结构。因此，我们说，上面

给出的自由变量的更名规则 2 是过分严格了些。不过，这样做，使得我们在对变量的更名时

更加简便而且不会出错。 
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2.11.3  谓词演算中的等价与蕴含 

合式的谓词公式一般并不是一个命题，因为其中包含有两类“不确定”的因素。其一，

是谓词符号和定义于个体域上的函数。其二，是个体变量。前面已经说过，在一阶谓词逻辑

里，唯一的变量符号是个体变元。对于第一类符号，我们总是约定它们是事先确定．．．．的。至于

第二类符号即个体变量，我们有两种方法约束它：（1）用一个确定的个体（如张三、李四……）

取代它；（2）用一个量词来限定一个个体变元。 
当谓词公式中每一个符号分别按上述规则被设置好以后，我们就可以肯定地说，谓词公

式转化为一个有确定真值的命题。在个体域 D 是有限集时，我们甚至可以通过对谓词公式的

一个解释，来实现上述转化。 
在一个恰当的指派下，合式的谓词公式有唯一的真值。以下是关于解释的一个例子。 
【例 2.45】  设有谓词公式 
（1）(∃x)P(a,f(a,x)) 
（2）(∀x)P(a,f(a,x)) 
在个体域 D = {a,b}上，解释如下： 
P(a,a) P(a,b) P(b,a) P(b,b) 

1    1    0    0 
f(a,a) f(a,b) f(b,a) f(b,b) 

a   b   a    b 
由于 x=a, f(a,a)=a，则P(a,f(a,a))=P(a,a)=1。所以，不必再讨论 x=b的情况即可断言(∃x)P(a,f(a,x))
有真值 1。 

对于公式（2），x=a 时情况同上。令 x=b, f(a,b)=b，则 P(a,f(a,b))=P(a,b)=1。就是说在给

定解释后，用个体域 D 上的每一个元素取代公式 P(a,f(a,x))中的变元 x 所得命题均为真命题。

因此(∀x)P(a,f(a,x))是一个在给定解释之下 D．上．总为真的命题。 

在给定一个解释下总是真的公式，不一定在所有解释下都是真的。在谓词演算中，有一

种在任何可能解释下均为真的所谓普遍有效公式。 
定义 2.31  设 A 是谓词公式。 
1．A 是普遍有效的，当且仅当用任意确定的谓词或命题分别指派 A 中每一个谓词符号

和命题变元（零元谓词），用任意确定的函数指派 A 中每一个函数符号，用任意确定的个体

指派 A 中的每一个自由个体变元之后，公式 A 总是转化为一个真命题。 
2．A 是可满足的，当且仅当用特定谓词、特定命题、特定函数和特定个体指派 A 中每一

个自由个体变元之后，它转化为真的命题。 
显然，上面例 2.45 中公式 P(a,f(a,x))不是普遍有效的。因为如果令 P(a,b)=0，对这样定义

的谓词，P(a,f(a,x))就不会总是真的。 
以下是一些普遍有效的公式（注意，它们各源于表 2.14 中的式（10）和式（11））。 
(∀x)P(x,y )∨┐(∀x)P(x,y) 
((∃x)P(x)→(∀x)Q(x)) (┐(∃x)P(x)∨(∀x)Q(x)) 
定义 2.32  设 A,B 是两个谓词公式，具有共同的个体域 D。A 与 B 在．D．上．是等价的，当

且仅当 A,B 中任意相同谓词、函数符号均用同一确定的谓词和函数替代；任意相同的自由个
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体变元均用 D 中同一确定的个体代换后，A 和 B 均是真的或者均是假的。 
在 D 是全总个体域的情况下，称 A 与 B 是等价的，以符号“A⇔ B”表示。 
显然，A⇔ B 即意味着在任何对谓词函数符号和个体变元的代换下，公式 A B 是普遍

有效的。 
定义 2.33  设 A,B 是两个谓词公式，具有共同个体域 D。在．D．上．A 蕴含 B，当且仅当

A,B 中任意相同谓词，函数符号均用同一确定的谓词和函数替代，任意相同的自由个体变元

均用 D 中同一确定的个体代换后，若 A 是真的，则 B 也必是真的。 
在 D 是全总个体域时，称 A 蕴含 B，以符号“A⇒B”表示。 
同样，以下事实是明显的。A⇒B 即意味着在任何对谓词函数符号和个体变元的代换下，

公式 A→B 是普遍有效的。 
下面是几类基本的等价式和蕴含式。 

1．命题演算的推广 

在本章的 2.4.2 小节里介绍过对一个命题公式中的同一命题变元均以同一公式置换而得

到置换例式的情况。并且，对一个永真式做出的任何置换例式也是永真式。如果用以置换一

个永真式中命题变元的是任意的合式的谓词公式的话，显然所得的就是谓词演算中的普遍有

效公式。考虑到定义 2.32 和定义 2.33，所以，本章的表 2.14 和表 2.15 中的等价关系和蕴含

关系在其中的命题变元看成是任意原子谓词公式的话，它们就是一些谓词演算中的等价式和

蕴含式了。例如有 
A(x,y)→B(x,y)⇔┐A(x,y)∨B(x,y) 
┐┐A(x)⇔ A(x) 
A(x)∧(A(x)→B(x))⇒B(x)等等。 
在给出下面的一些关系式之前，我们先来介绍在论域 D 是有限集．．．时，如何化去公式中量

词的方法。 
从全称量词的含义可知，(∀x)P(x)表示“对论域 D 中的每一个个体而言，它们都有性质 P”。

设 D={a1,a2,…,an}，因此可用合取式来表示上述含有全称量词的公式，即 
(∀x)P(x)⇔ P( 1a )∧P( 2a )∧…∧P( na )               （2.3） 

而(∃x)P(x)的含义是“论域中有一个个体，它具有性质 P”，所以，以析取式将它们转化

为以下命题也是合理的 
(∃x)P(x)⇔ P( 1a )∨P( 2a )∨…∨P( na )               （2.4） 

2．关于量词和联结词“┐”的等价式 

先让我们来看一个例子。 
【例 2.46】  设 A(x)表示“x 是生物”。则 
（1）(∀x)A(x) 

表示“所有事物都是生物”。当然它是假的，于是 
（2）┐(∀x)A(x) 

表示“并非所有事物都是生物”。这是一个真语句。分析它的含义可知，其表示万物中至少有

一个不是生物，即可表示为(∃x) ┐A(x)。它是与以上语句（2）本质上相同的，是真语句。若
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不恰当地将语句（1）的否定表示为(∀x) ┐A(x)，就成了“所有的事物都不是生物”，显然这

也是一个假语句。 
又设 M(x)表示“x 是人”。则有 
（3）(∃x)M(x) 

这个语句表达了“宇宙万物中，有一些是人”，它是真语句。于是 
（4）┐(∃x)M(x) 

表示“并非存在一些事物是人”，这是一假语句。分析它的含义可知，它表示所有事物都不是

人，即可表示为(∀x) ┐M(x)。它是与以上语句（4）本质上相同的，是假语句。若不恰当地将

语句（3）的否定表示为(∃x) ┐M(x)，那么就成了“有一些事物不是人”。它仍是一个真命题，

显然这并不是语句（3）的否定。综上所述，我们得到以下两个等价式 
┐(∀x)P(x)⇔ (∃x) ┐P(x)                          （2.5） 
┐(∃x)P(x)⇔ (∀x) ┐P(x)                          （2.6） 

在有限个体域 D＝    (a1,a2,…, na )的情况下，我们可证明公式 2.5（公式 2.6 留做练习）。 

┐(∀x)P(x) 
⇔┐(P( 1a )∧P( 2a )∧…∧P( na )) 

⇔┐P( 1a )∨┐P( 2a )∨…∨┐P( na ) 

⇔ (∃x) ┐P(x) 
本节前面曾指出，表示“所有是 P 的对象都是 Q”应当用带全称量词的含有条件联结词

的形式：(∀x)(P(x)→Q(x))，并说过由此可推知表示“有一个是 P 的对象，它是 Q”必须表示

成为“(∃x)(P(x)∧Q(x))”。现在通过以下例子来说明。 
【例 2.47】  设 M(x)：x 是人。L(x)：x 是左撇子。于是“所有人都不是左撇子”被表示成 

(∀x)(M(x)→┐L(x)) 
它是假语句。其否定“并非所有人都不是左撇子”，意思是“有些人是左撇子”，是一个真语

句，用公式表示为 
┐(∀x)(M(x)→┐L(x)) 
⇔┐(∀x)(┐M(x)∨┐L(x))  
⇔┐(∀x) ┐(M(x)∧L(x)) 
⇔ (∃x)┐┐(M(x)∧L(x))  
⇔ (∃x)(M(x)∧L(x)) 

3．量词辖域的扩张与收缩 

(∀x)(P(x)∧H)⇔(∀x)P(x)∧H                        （2.7） 
(∀x)(P(x)∨H)⇔(∀x)P(x)∨H                        （2.8） 
(∃x)(P(x)∧H)⇔(∃x)P(x)∧H                                   （2.9） 
(∃x)(P(x)∨H)⇔(∃x)P(x)∨H                        （2.10） 

特别要指出的是，H．表示一个不含约束变量．．．．．．．．．．x．的公式．．．。 

由这些关系式，还可推出以下几个关系式 
(∃x)(P(x)→H)⇔(∀x)P(x)→H                        （2.11） 
(∀x)(P(x)→H)⇔(∃x)P(x)→H                        （2.12） 
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(∃x)(H→P(x))⇔H→(∃x)P(x)                        （2.13） 
(∀x)(H→P(x))⇔H→(∀x)P(x)                         （2.14） 

作为例子，我们证明式（2.12）。 
【例 2.48】  证明(∀x)(P(x)→H)⇔(∃x)P(x)→H 
证明  (∀x)(P(x)→H) 

⇔(∀ x)(┐P(x)∨H ) 
⇔(∀ x)┐P(x)∨H 
⇔┐(∃x)P(x)∨H 
⇔(∃x)P(x)→H 

4．关于量词对谓词公式的分配 

(∀x)(P(x)∧Q(x))⇔(∀x)P(x)∧(∀x)Q(x)                  （2.15） 
(∃x)(P(x)∨Q(x))⇔(∃x)P(x)∨(∃x)Q(x)                  （2.16） 

另外还有两个蕴含式 
(∀x)P(x)∨(∀x)Q(x)⇒(∀x)(P(x)∨Q(x))                 （2.17） 
(∃x)(P(x)∧Q(x))⇒(∃x)P(x)∧(∃x)Q(x)                  （2.18） 

以上公式（2.15）、公式（2.16）不难在有限个体域下证明。至于公式（2.17）、公式（2.18）
这里仅通过举例来说明。令 P(x)：x 学习好，Q(x)：x 身体好，则公式（2.17）以某一学习班

为个体域时，表示“所有学生都学习好或者所有学生都身体好蕴含班上每一学生或者学习好

或者身体好”。可是相反方面的蕴含是不成立的。例如有甲同学学习好但身体不好，有乙同学

却相反，身体好而学习却不好，虽然这不能影响“每一同学或者学习好或者身体好”是真的，

但“所有学生都学习好或者所有学生都身体好”却是假的。 
这一组关系式中，还有两个蕴含式 

(∀x)(P(x)→Q(x))⇒ (∀x)P(x)→(∀x)Q(x)                （2.19） 
(∀x)(P(x) Q(x))⇒ (∀x)P(x) (∀x)Q(x)                （2.20） 

我们来给出式（2.19）的逻辑含义。它的左边肯定了论域的某一个子集．．的每一个成员“都

是 Q”，该子集由论域中所有具有性质“P”的个体 x 组成，即“x 是 P”。而它的右边肯定的

是只有论域中的所有个体都是 P，则才有论域中的每一个是 Q。式（2.19）揭示了这样一个

逻辑规律：当一个集合（其成员有性质 P）的一个个体．．有某一性质 Q，则一个由具有该性质

P 的个体组成的集合的全体．．当然也有性质 Q。例如，P(x)：x 到达出发地。Q(x)：x 可以出发。

显然，如果每一个．．人（不必是全体）到达出发地他就可以出发，那么当所有人都到达时，所．

有．人可以出发是对的。反之不然。 

5．关于多个量词的关系式 

先来考察一下含有多个量词的公式的结构。例如(∀x)(∃y)P(x,y)，量词∀x 的辖域是

(∃y)P(x,y)，而∃y 的辖域是 P(x,y)，所以可以将此公式写成(∀x)((∃y)P(x,y))。这样一来，公式

(∃y)(∀x)P(x,y)显然就与上述公式有不同的结构。不仅如此，这两个公式的含义也不一样。若

在全体整数域上讨论，而 P(x,y)表示“x 大于 y”，则以上两个公式可以翻译成这样： 
(∀x)(∃y)P(x,y)表达的是每一个整数均大于某一个整数（对于每一个整数而言，总有一个
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比它小的存在）。 
(∃y)(∀x)P(x,y)有一个整数小于所有整数。 
我们知道，前一句是一真语句，因为对任何一个整数，当它确定之后都可找到一个比它

小的整数存在，因为全体整数没有最小的一个。可是后一语句是假的，原因就是上面说的不

存在最小的整数。 
(∀x)(∀y)P(x,y)⇔(∀y)(∀x)P(x,y)                   （2.21） 
(∃x)(∃y)P(x,y)⇔(∃y)(∃x)P(x,y)                    （2.22） 

这是两个等价式，其成立是明显的。还有一些蕴含式 
(∀x)(∀y)P(x,y)⇒(∃y)(∀x)P(x,y)                    （2.23） 
(∃y)(∀x)P(x,y)⇒(∀x)(∃y)P(x,y)                    （2.24） 
(∀x)(∃y)P(x,y)⇒(∃y)(∃x)P(x,y)                    （2.25） 

对此，我们不再给予证明，读者不妨自己通过分析每一公式的含义进行推证。 

2.12  谓词演算的推理理论 

谓词演算的推理是包含谓词公式的推理过程，是命题演算推理理论的推广。命题演算规

定的 P,T,CP 规则，也可在谓词演算的推理中使用。不过由于谓词演算中引入了量词和自由变

量以及约束变量和论域等，所以它的推理理论要复杂得多。尚需引入四条有关量词的规则以

及使用它们时的一些限制。 
先从几个蕴含式开始。以下均以记号 A(x)表示某一个含有 x 是自由出现的公式。例如 P(x)

∧(∃y)Q(y,z)，P(x)→((∃y)Q(x,y))。进一步，若 A(x)中的自由变量 x 不同时出现在同一公式关

于别的约束变量（如 y）的辖域中，则可以用 y 取代 x（当然 y 也不能与公式中其他自由变量

同名），并且说公式 A．(．x．)．对．y．是自由的．．．．。也即用 y 取代 x 以后，不会改变原公式的结构。上面

列举到的那两个公式，第一个对 y 是自由的，另一个对 y 不是自由的。下面的讨论中，凡是

出现以 y 代换 A(x)中的 x 而得到 A(y)的情况时，都假定 A(x)对 y 自由的。 
(∀x)A(x)⇒A(y)                               （2.26） 

为证式（2.26），假设(∀x)A(x)是真的。显然 A(y)在任何解释下为真。 
设 H 是一不含变量 x 的自由出现的公式，于是 

H→A(x)⇒H→(∀x)A(x)                           （2.27） 
事实上，若 H→A(x)在任何解释下都真，特别地当 H 是真，则对每一个对象 x，A(x)都真，由

于 x 不在 H 中自由出现，那么改变 x 为约束出现，将不改变 H 的真值，所以 H→(∀x)A(x)必
定是真的。 

作为式（2.27）的特例，有 
(P∨┐P)→A(x)⇒ (P∨┐P)→(∀x)A(x) 

考虑到本章习题 2.14（b），于是可以得到 
A(x)⇒ (∀x)A(x)                          （2.28） 

在和式（2.26）及式（2.28）类似的假设下，还可得到另外两个蕴含式 
(∃x)A(x)⇒A(y)                           （2.29） 
A(y)⇒ (∃x)A(x)                           （2.30） 

式（2.26）称为全称特指规则 US，式（2.28）称为全称推广规则 UG，式（2.29）称为存
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在特指规则 ES，式（2.30）称为存在推广规则 EG。不过在推理中使用它们的时候，必须注意

某些重要的限制。 
规则 US：从(∀x)A(x)可以推出 A(y)。 
规则 ES：从(∃x)A(x)可以推出 A(y)。但必须保证 y 在任意前提中不是自由出现的和前面

任一步推导中 y 也不是自由出现的。我们可以容易地用每次使用 ES 时，引入一个新变量的方

法满足这一要求。 
规则 UG：从 A(x)可以推出(∀y)A(y)。但是必须保证 x 在任意一个前提中都不是自由的，

并且如果 A(x)是一个由 ES 引入的公式，则对此公式中任意一个由 ES 引入的，形式上．．．自由出

现的变元，均不可引用此规则。 
规则 EG：从 A(x)可以推出(∃y)A(y)。 
除要求 A(x)对 y 是自由的之外，规则 US 和 EG 不要求任何限制均可以引用。而 UG 和

ES 的种种限制，主要是推理的前提和中间每一步骤引入的公式一般都不是普遍有效（或永真）

的，只是保证当前提均假设为有效的话，蕴含以后每一步上引入的公式也有效。即任何一步

上引入的公式，若不是一个假定有效的前提，则它一定被它前面一些步骤上引入的公式所蕴

含。但这种蕴含的成立，往往依赖于公式中变元的可取值的域。例如 ES 规则，从(∃x)A(x)引
入公式A(y)。如不限制在各前提和先于它导出的公式中y必须是约束出现的，则(∃x)A(x)⇒A(y)
可能不成立。因为(∃x)A(x)为真，并不蕴含对每一个 y 都有 A(y)为真。A(y)中，ES 规则里的

y 只是形式上．．．为自由出现而已，实际上它可以在其中取值的域只是使 A(y)为真的那些个体的

集合。 
限于本教材的性质，不再深入讨论这些问题。在现阶段，我们给大家一个谓词逻辑推理

的限制，即前提中不出现任何自由变元．．．．．．．．．．．． ．

*．。也即，前提中不出现命题函数．．．．．．．．．．（注意，确定的个

体，如s：苏格拉底，不属于自由变元。参看以下的例 2.49）。下面举一个例子说明在论证中

违背了规则要遵循的限制后，是如何引出错误的结论的。 
设 D(u,v)：v 可以整除 u，个体域是正整数。则(∃u)D(u,5)是真的。因为 D(5,5)，D(20,5)

等是真的。考虑以下证明： 
（1）(∃u)D(u,5)     P； 
（2）D(x,5)        ES；（1）（x 被 ES 引入） 
（3）(∀y)D(y,5)      UG；（2）    
显然结论(∀y)D(y,5)是假的，是错误的。因为在（3）步上，违反了 UG 的第 2 个限制。

在（2）步上，用 ES 引入了变量 x，形式上它在 D(x,5)中是自由出现的，而第（3）步上又对

公式 D(x,5)中变量 x 不恰当地引用了 UG。 
最后给出几个例题，熟悉一下谓词演算的推理。 
【例 2.49】  证明本章的第 9 节一开始提出的“苏格拉底三段论”的正确性。 
证明  设 s：苏格拉底，M(x)：x 是人。 

D(x)：x 要死的。 
前提是(∀x)(M(x)→D(x))，M(s)（上面已经提到过，s 不是个体变元，所以 M(s)不是命题

函数，而是一个确定的命题！） 

                                                        
* 这个限制并不是必须的。只要充分考虑了不会违背使用规则 UG 和 ES 的限制就行。参阅本章练习 2.40（C）。 
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结论是 D(s) 
（1）(∀x)(M(x)→D(x))   P； 
（2）M(s)→D(s)    US；（1） 
（3）M(s)        P； 
（4）D(s)        T；（2），（3） 
【例 2.50】  试证有(∃x)(P(x)∧Q(x))⇒(∃x)P(x)∧(∃x)Q(x) 
证明  （1）(∃x)(P(x)∧Q(x)) P； 
（2）P(y)∧Q(y)     ES；（1）；（y 被 ES 引入） 
（3）P(y)        T；（2） 
（4）Q(y)        T；（2） 
（5）(∃x)P(x)      EG；（3） 
（6）(∃x)Q(x)      EG；（4） 
（7）(∃x)P(x)∧(∃x)Q(x)   T；（5），（6） 
又知，证明的逆问题是不成立的。来看一个关于此逆问题的错误证明。 
（1）(∃x)P(x)∧(∃x)Q(x)    P； 
（2）(∃x)P(x)     T；（1） 
（3）(∃x)Q(x)     T；（1） 
（4）P(y)      ES；（2）；（y 被 ES 引入） 
（5）Q(y)      ES；（3） 
（6）P(y)∧Q(y)    T；（4），（5） 
（7）(∃x)(P(x)∧Q(x))   EG；（6） 
错误出在第（5）步上。它引入的 y 在第（4）步上已经自由出现过。所以只能将第（5）

步改为 Q(z)。于是论证就无以为继了。 
【例 2.51】  试证明由前提 
（1）(∀x)(P(x)→(Q(x)∧R(x)))； 
（2）(∃ x)(P(x)∧W(x))； 
可有效推出结论(∃ x)(R(x)∧W(x))  
证明  （1）(∀ x)(P(x)→(Q(x)∧R(x))) P； 
（2）(∃ x)(P(x)∧W(x))     P； 
（3）P(y)∧W(y)      ES；（2）；（y 被引入） 
（4）P(y)→(Q(y)∧R(y))     US；（1） 
（5）P(y)         T；（3）； 
（6）W(y)         T；（3） 
（7）Q(y)∧R(y)      T；（4），（5） 
（8）R(y)         T；（7） 
（9）R(y)∧W(y)      T；（6），（8） 
（10）(∃x)(R (x)∧W(x))      EG；（9） 
不要希望从第（9）步的 R(y)∧W(y)推出(∀ x)(R(x)∧W(x))。因为在第（3）步上，y 被 ES

引入。另外，第（3）步和第（4）步不能交换。 
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习    题 

2.1．指出以下语句中，哪些是命题，哪些不是。 
（a）离散数学是计算机科学系的一门必修课。 
（b）你有空吗? 
（c）请勿吸烟。 
（d）不存在最大的质数。 
（e）9+5＞18。 
（f）如果天下雨，就不去公园。 

2.2  举例说明原子命题和复合命题。 
2.3  用语句 

S：张军是健壮的。 
C：张军是聪明的。 

把下列语句写成符号形式： 
（a）张军是聪明的也是健壮的。 
（b）张军是健壮的或者是不聪明的。 
（c）张军既不是健壮的也不是聪明的。 
（d）张军并不是又健壮又聪明。 

2.4  用汉语写出语句，使之对应以下各形式语言。 
（a）(P∨Q)→R； 
（b）┐P∧┐Q； 
（c）(P→Q)∧(Q→P)。 

2.5  指出下列命题中的原子命题。 
（a）天气又热又不下雨。 
（b）小王小李都进城去了。 
（c）如果你不去，那么我也不去。 

2.6  下面给出的式子里，哪些是合式的，并指出哪些合式公式是永真式或永假式。 
（a）(P→(P∨Q))； 
（b）((P→┐P)→┐P))； 
（c）((┐Q∧P)∧Q)； 
（d）(P∧Q) P)； 
（e）(┐(P Q) (┐P Q))。 

2.7  将下列语句符号化。 
（a）或者你没给我写信，或者信丢了。 
（b）如果张和李都不参加这次活动，那王就去参加。 
（c）我们不能既划船又去跳舞。 
（d）如果你在，他是否演唱就取决于你是否伴奏了。 
（e）除非天上下钉子，否则我去 B 城。 
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2.8  求下列命题公式的真值表。 
（a）P→(Q∨R)； 
（b）(P∨Q)→(P→Q)； 
（c）(P→(Q→R))→((P→Q)→(P→R))。 

2.9  试证明以下各式为永真式。 
（a）(P→Q)→(┐P∨Q)； 
（b）(P→Q) (┐P∨Q)； 
（c）((┐P∧┐Q∧R)∨(Q∧R)∨(P∧R))→R。 

2.10  在下列各式中，求以(P→Q)置换 P，以(Q∨R)置换 Q 所得的置换例式。 
（a）(┐P∨W)→(Q∨R)； 
（b）P→(Q→R)。 

2.11  试以真值表证明以下等价关系： 
（a）合取式的结合律； 
（b）合取对析取的分配律； 
（c）摩根律。 

2.12  不构造真值表，证明以下等价关系： 
（a）A→(B→A)⇔┐A→(A→┐B)； 
（b）┐(A B)⇔(A∨B)∧┐(A∧B)； 
（c）┐(A B)⇔(A∧¬B)∨(┐A∧B)； 
（d）(A→P)∧(B→P)⇔(A∨B)→P。 

2.13  构造真值表证明以下蕴含关系： 
（a）(P∧Q)⇒P→Q； 
（b）(P→(Q→R))⇒ (P→Q)→(P→R)。 

2.14．不构造真值表证明以下蕴含关系： 
（a）P→Q⇒P→(P→Q)； 
（b）((P∨┐P)→Q)→((P∨┐P)→R)⇒Q→R； 
（c）(Q→(P∧┐P))→(R→(P∧┐P))⇒R→Q。 

2.15  化简以下各式： 
（a）((A→B) (┐B→┐A))∧C； 
（b）(A∧B∧C)∨(┐A∧B∧C)； 
（c）(┐A∧B∧C)∨(A∧┐B∧C)∨(A∧B∧┐C)∨(A∧B∧C)。 

2.16  若 A⇔ B。是否有 A∨C⇔ B∨C？为什么？反之如何？是否有 A∧C⇔ B∧C？
反之如何？ 

2.17  证明以下公式是永真的： 
（a）(P∧(P→Q))→Q； 
（b）┐P→(P→Q)； 
（c）((P→Q)∧(Q→R))→(P→R)。 

2.18  求以下公式的析取范式（析取范式是初等积的析取式，它不必是主析取范式）： 
（a）P∧(P→Q)； 
（b）P→((Q∧R)→S)； 



 ·48·

（c）┐(P∧Q)∧(P∨Q)。 
2.19  求下列公式的合取范式（合取范式是初等和的合取式，它不必是主合取范式）。 

（a）P∨(┐P∧Q∧R)； 
（b）(┐P∧Q)∨(P∧┐Q)； 
（c）P→((Q∧R)→S)。 

2.20  求以下公式的主析取范式和主合取范式。 
（a）(┐P Q)→(P∨Q)； 
（b）(P ┐Q)→(P∧Q)； 
（c）┐P∨Q； 
（d）(P∨Q)→(Q∧R)。 

2.21  先求出以下各式的主析取范式，然后根据其主析取范式直接写出主合取范式。 
（a）┐(P→Q)； 
（b）(P→(Q∧R))∧(P→(┐Q∧┐R))。 

2.22  用推理规则证明以下各式。 
（a）┐(P∧┐Q),┐Q∨R,┐R⇒┐P； 
（b）Q,┐P→R,P→S,┐S⇒Q∧R； 
（c）P∧Q,Q→┐R,R∨S⇒S； 
（d）P→Q,(┐Q∨R)∧┐R,┐(┐P∧S)⇒┐S。 

2.23  只用规则 P 和 T 论证。 
（a）┐A∨B,C→┐B⇒A→┐C； 
（b）┐A∨B,┐B∨C,C→D⇒A→D； 
（c）P→Q⇒P→(P∧Q)； 
（d）(P∨Q)→R⇒(P∧Q)→R； 
（e）A→(B→C),(C∧D)→E,┐H→(D∧┐E)⇒A→(B→H)。 
提示：考虑等价式 P→(Q→R)⇔ (Q∧P)→R。 

2.24  用规则 CP 证明 2.23 题各式。 
2.25  推理证明以下各式，必要时可用反证法。 

（a）P⇒(┐P→Q)； 
（b）(R→┐Q), R∨S, S→┐Q, P→Q⇒┐P； 
（c）P→┐Q, P∨R, ┐R, ┐R Q⇒┐S； 
提示：前提不相容。 
（d）┐(P→Q)→┐(R∨S), (Q→P)∨┐R, R⇒P Q； 
（e）P→Q⇒(P∧R)→Q； 
（f）P→Q⇒P→(Q∨R)； 
（g）P→Q, R→S⇒ (P∧R)→(Q∧S)； 
（h）P→Q, R→S⇒ (P∨R)→(Q∨S)。 

2.26  证明以下论证是有效的。 
我母亲生日时，我献一束花给她。 
今天或者是我母亲的生日或者我上课迟到了。 
我没有给我母亲献花。 
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所以， 
今天我上课迟到了。 

2.27  用谓词表达式符号化以下语句。 
（a）小张不是工人。 
（b）他是田径或足球运动员。 
（c）若 m 是奇数，则 m+1 不是奇数。 
（d）张是三好学生而李不是。 

2.28  将以下语句表达成谓词合式公式。 
（a）每一个有理数都是分数。 
（b）有些人不爱吃菠菜。 
（c）并非所有连续函数都是可微分的。 
（d）如果全世界的所有人都爱和平，世界将不再有战争。 
（e）宇宙间任何事物都是变化的。 
（f）如果万物都是变化的，那么小王也要变。 

2.29  设 R(x)：x 是无理数，那么(∃x)R(x)在（a）全总个体域；（b）有理数域；（c）实数

域上各表示真命题还是假命题抑或是一种不恰当的表述？ 
2.30  令 P(x)：x 是质数；E(x)：x 是偶数； 

O(x)：x 是奇数；D(x,y)：x 整除 y。 
把以下各式翻译成汉语的语句（个体域是整数集）。 
（a）(∀x)(D(2,x)→E(x))； 
（b）(∃x)(E(x)∧D(x,6))； 
（c）(∀x)(┐E(x)→┐D(2,x))； 
（d）(∀)(E(x)→(∃y)(E(y)∧D(y,x)))； 
（e）(∀x)(P(x)→(∀y)(E(y)→┐D(x,y)))。 

2.31  将以下语句符号化，使之成为合式的谓词公式。 
（a）两个数之积为零，则两数中必有一个是零。 
（b）有一个人，比所有人都不矮。 
（c）每一个人都比某一个人高。 
（d）函数极限的定义： lim

x a→
f(x)＝b。 

2.32  下面哪些是语句？ 
（a）(∀x)(P(x)∧Q(x))∨R（R 是一个命题）； 
（b）(∀x)(P(x)∧Q(x))∨(∃x)S(x,y)； 
（c）(∀x)(P(x)∧Q(x))∨(∃x)S(x)。 

2.33  指出自由变量和约束变量以及量词的辖域。 
（a）(∀x)(P(x)→Q(x))∨R(x)； 
（b）(∀x)(P(x)→(∀x)(Q(x)→R(x)))∨S(x)； 
（c）(∀x)(∃y)(P(x,y)→R(z,x))。 

2.34  设论域是{a,b,c}，消去以下公式的量词。 
（a）(∀x)(P(x)→Q(x))； 
（b）(∃x)P(x)∧(∃y)Q(y)； 
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（c）(∀x)┐P(x)∨(∀x)P(x)。 
2.35  试求以下公式在给出的解释 I 之下的真值。 

（a）(∀x)(P(x)∨Q(x)) 

I：
1

)1(P ,
0

)2(P , (1)
0

Q , (2)
1

Q
；论域 D＝{1，2} 

（b）(∃x)(P(f( x ))∧Q(x,f(a))) 
I：D＝{2,3} 

2
a ,

3
)2(f ,

2
)3(f , (2)

0
P , (3)

1
P  

1
)22( ，Q ,

1
)32( ，Q ,

0
)23( ，Q ,

1
)33( ，Q  

（c）(∀ x)(P(x)→Q(x,a)) 
在与（b）相同的解释下。 
2.36  将下列公式中的约束变量 x 换名。 

（a）(∀x)(P(x,y)∨S(x))→R(y)； 
（b）(∃x)P(x,y)∨(S(y)∧(∀x)R(x,u))； 
（c）(∀x)(∀y)(P(x,y)→Q(x,y))∨R(x,y)。 

2.37  将下列公式中的自由变量 x 换成一个新变量。 
（a）(∃x)(P(x,y)∨Q(x,z))∨R(x)； 
（b）P(x,y)∧((∀x)Q(x)→R(x))； 
（c）((∃u)(P(x,u)∧R(x))→(∀x)P(x,y))∨S(x,z)。 

2.38．下面这些公式中，哪些 A(x)对变量 y 是自由的？ 
（a）A(x)＝(∃y)(P(u,y)∧Q(y))∨S(x,z)； 
（b）A(x)＝((∀x)P(x,y)→((∃y)Q(x,y)∧S(x)))→R(s,x)； 
（c）A(x)＝(∀y)P(y)→(((∃x)Q(x)∧R(x))∧A(x))。 

2.39  证明下列各式。 
（a）(∃x)(A(x)→B(x))⇔ (∀x)A(x)→(∃x)B(x)； 
（b）(∀x)A(x)∨(∀x)B(x)⇒ (∀x)(A(x)∨B(x))； 
（c）(∀x)(∀y)(P(x)→Q(y))⇔ (∃x)P(x)→(∀y)Q(y)。 

2.40  利用谓词演算的推理规则证明下列各式。 
（a）(∀x)(C(x)→(W(x)∧R(x))),(∃x)(C(x)∧Q(x))⇒ (∃x)(Q(x)∧R(x))； 
（b）(∀x)(H(x)→M(x)),(∃x)H(x)⇒ (∃x)M(x)； 
（c）P(x)*，(∀x)Q(x)⇒ (∃x)(P(x)∧Q(x))； 
（d）(∀x)(P(x)∨Q(x))，(∀x)(Q(x)→┐R(x))，(∀x)R(x)⇒ (∀x)P(x)。 

2.41  用 CP 规则证明以下各式。 
（a）(∀x)(P(x)→Q(x))⇒ (∀ x)P(x)→(∀x)Q(x)； 
（b）(∀x)(P(x)∨Q(x))⇒ (∀ x)P(x)∨(∃x)Q(x)。 

2.42．指出以下推导为什么是错误的。 
（a）（1）(∀x)P(x)→Q(x)； 

                                                        
* 回忆本章 2.12 节内关于 UG 规则的一段说明。 
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  （2）P(x)→Q(x)； 
（b）（1）(∀x)(P(x)∨Q(x))； 
    （2）P(a)∨Q(b)； 
（c）（1）(∀x)(P(x)∨(∃x)(Q(x)∧R(x)))； 
    （2）P(a)∨(∃x)(Q(x)∧R(a))。 

2.43  试证明： 
任何喜欢步行的人都不喜欢乘机动车。 
任何人或者喜欢乘机动车或者喜欢骑自行车。 
有的人不喜欢骑自行车。 
所以， 
有些人不喜欢步行。 

2.44  指出以下推证错误之处，并改正之。 
（1）(∀x)(P(x)∨Q(x))  P； 
（2）P(y)∨Q(y)   US；（1） 
（3）(∃x)┐P(x)   P； 
（4）┐P(y)    ES；（3） 
（5）Q(y)    T；（2），（4） 
（6）(∃x)Q(x)        EG；（5） 
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第 3 章  集合和关系 

集合是数学的基本概念之一。本章将简要地用符号逻辑来表达集合概念。因为几乎可以

说，没有任何别的方式比用符号化的形式语言来表述集合问题更为合适了。 
关系是本章的重点，它是关系数据库的理论基础。函数则更是经常普遍会遇到的概念。

而关系和函数却又都是以集合理论作为基础的。所以在集合之后，本章将讨论关系和函数。 

3.1  集合和集合的运算 

集合是一类事物（或对象）的聚集。以上提到的事物可以是具体的或者抽象的。 

3.1.1  集合的基本概念 

一般情形下，大写字母 ,, BA …, ,,QP …，表示集合，小写字母 ,,ba …, ,, yx …，表示组成

集合的某一确定对象或元素（准确地说，是对象和元素的名字）。符号 Aa∈ 的含义是元素 a是
组成集合 A的一员， Aa∉ 则表示 a不是 A的一员。 

表示一个集合有多种方法。视需要，通常有以下两种方法。 
1．列举法  将属于一集合的全体元素罗列成一个序列，并用大括号将它括起来。 
一般列举法仅适用于集合所含元素为有限个或无限可列的（如全体自然数 N ）的情形。 
2．描述法  给出一个集合的元素的充要条件或者称之为属性，用此条件抽象地描述一个

集合。这在一般关于集合理论的论述中特别有用。 
设 )(xP 表示 x有属性 P 。那么 

xA {= | )}(xP  

表示的就是一切．．有性质 P 的元素组成的集合。于是，空集∅可表示成 
{x∅ = |┐ )(xP ∧ )}(xP  

全总个体域 E 也称完全集或全集，可表示成 
x{=E |┐ )(xP ∨ )}(xP  

以上 )(xP 可以是任意一个确定的谓词公式。 
定义 3.1  设 BA, 是两个集合。A包含于 B（或 B 包含 A），即，如果 Ax∈ ，则有 Bx∈ 。 

Axx ∈∀ )(( → )Bx ∈ *                        （3.1） 
这时也称 A是 B 的子集。记为 BA ⊆ ，或 AB ⊇ 。 

定义 3.2  两集合 BA, 相等，记为 BA = 。当且仅当 BA ⊆ ，且 AB ⊆ 。即 
AxxBA ∈∀⇔= )(( )Bx∈                      （3.2） 

集合满足以下定律。 
1．自反律   AA ⊆  

Axx ∈∀ )((( → ⇔∈ )Ax T 

                                                        
* 逻辑联结词“→”等只能连接两个命题，所以省略了命题 BxAx ∈∈ , 各自外层的括号不致误解。 
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2．反对称律  BAABBA =⇒⊆⊆ ,  
Axx ∈∀ )(( → BxxBx ∈∀∈ )((), → ∈x BAA =⇒)  

3．传递律  CACBBA ⊆⇒⊆⊆ ,  
Axx ∈∀ )(( → BxxBx ∈∀∈ )((), → AxxCx ∈∀⇒∈ )(() → )Cx ∈  

定义 3.3  A是 B 的真子集，记做 BA ⊂ ，当且仅当 
)( BABA ⊆⇔⊂ ∧ )( BA ≠                       （3.3） 

依据以上的一些定义，可以推出以下集合的初等性质： 
1．对任意确定集合 A，有 , ,A A∅ ⊆ ⊆ ∅ ⊆E E 。 
2．∅ ⊆ ∅ 。 
定义 3.4  设 A是一个集合，由 A的所有子集为元素．．组成的集合，叫做 A的幂集，记为

)(Aρ ，即 
XA {)( =ρ | }AX ⊆                         （3.4） 

在 A的一切子集中， A本身和∅这两个子集又叫平凡子集。 
设 A含有 n个元素，则容易明白幂集 )(Aρ 含有 2 n

个子集。类似于第 2 章 2.6 节所述小

项的编码，也可对集合 A 的每一子集施行编码。 
例如， },{ baA = ，那么它有四个子集： 

0S = 00S ={}， 1S = 01S ={ }b  

2S = 10S = }{a ， 3S = 11S = },{ ba  
【例 3.1】  给出 }{aA = 的幂集 )(Aρ 。 

解  A的全部子集共两个，就是∅和 A  
所以                             ( ) { ,{A aρ = ∅ }} 

【例 3.2】  在上例中求 ))(( Aρρ 。 
解  ( ( )) ({ ,{ }})A aρ ρ ρ= ∅  

而{ ,{ }}a∅ 一共有四个子集，它们是 
,{ },{{ }},{ ,{ }}a a∅ ∅ ∅  

所以                      ( ( )) { ,{ },{{ }},{ ,{ }}}A a aρ ρ = ∅ ∅ ∅  

3.1.2  集合的运算 

按照某一确定的规律，从一个或多个已知集合构造出一个新集合的过程叫集合的运算。

实际上，上面 3.1.1 节中的幂集就是一种集合的一元运算。 
定义 3.5  BA, 是两集合。 BA, 的交集 BAI 就是 

xBA {=I | Ax ∈ ∧ Bx ∈ }                        （3.5） 

由交集的定义，可直接推出以下交集的初等性质。 
1． ABBA II =                                                         （3.6） 
2． AAA =I                                                              （3.7） 
3． A ∅ = ∅I                                                           （3.8） 
4． AA =EI                                                           （3.9） 
5． ABA ⊆I , BBA ⊆I                                                 （3.10） 
6．若 BA ⊆ ，则有 ABA =I                                             （3.11） 
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先来证明 ABA ⊆I ，即要证（现在我们只有交集、子集的定义可作为前提） 
BAxx I∈∀ )(( → )Ax ∈  

实际上，任意给定 BAx I∈ ，由交集定义推知 Ax ∈ ∧ Bx ∈ 。因此， Ax∈ 。这样就完

成了证明。 
现在，为证明上面性质 6，由 3.1.1 节中的集合反对称律可知：只要在前提 BA ⊆ 下推出

BAA I⊆ 即可（因为已证明 ABA ⊆I ）。 
设任意一个 Ax∈ ，由前提 BA ⊆ 推知 Bx ∈ 。因此有 Ax ∈ ∧ Bx ∈ 。最后按交集定义得

BAx I∈ 。证得了 BAA I⊆ 。 
当然，以上的证明均可以通过谓词逻辑演算严格规范的形式给出。为节省篇幅，以后涉

及类似的证明，均以这种简约的格式给出。作为一次练习，读者不妨将这里的两个证明，用

规范的谓词逻辑推理给出。 
交运算还满足结合律。 
7． )()( CBACBA IIII =                                              （3.12） 

此结合律可以用归纳法推广到任意有限个集合的情况。于是 
n

i 1=
I iA = 1A I 2A I…I nA  

表示唯一确定的集合。 
定义 3.6  BA, 是两个集合。若 A B = ∅I ，则称 A和 B 是不相交的。 
定义 3.7  BA, 是两个集合。 BA, 的并集 BAU 就是 

xBA {=U | Ax ∈ ∨ }Bx ∈                     （3.13） 

集合的并运算有以下初等性质。 
1. ABBA UU =                                                        （3.14） 
2. AAA =U                                                           （3.15） 
3. EE =UA                                                           （3.16） 
4. A A∅ =U                                                           （3.17） 
5. BAA U⊆ , BAB U⊆                                                 （3.18） 
6. 若 BA ⊆ ，则 BBA =U                                                （3.19） 
7. )()( CBACBA UUUU =                                              （3.20） 

类似地，记 
n

i 1=
U iA = 1A U 2A U… nAU  

【例 3.3】  设 }}1{,2,3{=A ， }5,1{=B ，C={4,5,6}，求出 CBABABA IIUI ,, 和 CBA UU 。 

解  由交与并的定义可知 
A B = ∅I , }5},1{,3,2,1{=BAU  

A B C = ∅I I , }6,5,4},1{,3,2,1{=CBA UU  

图 3.1 给出两集合交、并和包含关系的文氏图。 
定义 3.8  BA, 是两个集合。 A和 B 的差集 BA − 就是 

xBA {=− |x∈A∧x∉B} 

BA − 也称为 B 关于 A的相对补集。 
定义 3.9  设 E 是完全集， A是任一集合。E-A 是 A的绝对补集（也简称为补集），记 

为～ A。就是 
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～ xA {= | ∈x E∧ }Ax ∉  
 

 

图 3.1  交、并和包含关系的文氏图 

集合的补运算有以下初等性质。 
1．～（～ AA =)                                                        （3.21） 

2．～∅ = E                                                            （3.22） 
3．～E = ∅                                                             （3.23） 
4． UA ～ =A E                                                        （3.24） 
5． IA ～ A = ∅                                                          （3.25） 
证明是简单的。如 

UA ～ xA {= | Ax ∈ ∨ =∉ }Ax E 
【例 3.4】  设 },{},,,{},,,{ edCfebBcbaA === 。求 )(,)(,, BCABCAABBA −−−−−− 。 

解 
},{ caBA =−    },{ feAB =−  

Q                     },,{ cbaCA =−   }{dBC =−  
∴                },{)( caBCA =−−   },,{)( cbaBCA =−−  

以上第一行两式证明了差运算不满足交换律．．．．．．．．．．．．．．．．．．．。而最后一行的两个式子证明了差运算不满．．．．．．．．．．．．．．．．．．

足结合律．．．．。 

【例 3.5】  试证明 
（a） BABA ～I=−  
（b） ABBA ～～ ⊆⇔⊆  
证明  （a）任取一个 x  

AxxxBAx ∈∈⇔−∈ |{)( ∧ Bx ∉ } 
Axxx ∈∈⇔ |{ ∧ Bx ～∈ } 

BAx ～I∈⇔  
（b）                 AxxBA ∈∀⇔⊆ )(( → )Bx ∈  

Bxx ∉∀⇔ )(( → )Ax ∉  
Bxx ～∈∀⇔ )(( → )Ax ～∈  
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AB ～～ ⊆⇔  
【例 3.6】  试证明对任意两个集合 A和 B ，下列等式成立。 

BABAA −=− )( I                           （3.26） 
证明  任取一个 )( BAAx I−∈ ，有 

AxxxBAAx ∈∈⇔−∈ |{)( I ∧ )}( BAx I∉  
Axxx ∈∈⇔ |{ ∧┐ Ax ∈( ∧ )}Bx ∈  
Axxx ∈∈⇔ |{ ∧(┐ )( Ax ∈ ∨┐ ))}( Bx ∈  
Axxx ∈∈⇔ |{ ∧ Ax ∉( ∨ )}Bx ∉  
Axxx ∈∈⇔ (|{ ∧ )Ax ∉ ∨ Ax ∈( ∧ )}Bx ∉  

Axxx ∈∈⇔ |{ ∧ }Bx ∉  

BAx −∈⇔  
定义 3.10  设 BA, 是两个集合。 A和 B 的对称差 BA ⊕ 就是 

BA ⊕ ={ x | Ax ∈ }Bx ∈  

这里符号“ ”表示异或。因此，对称差的定义也可表示成 
BA ⊕ ={ x | Ax ∉ }Bx ∈  

或 
BA ⊕ ={ x | Ax ∈ }Bx ∉  

或 
BA ⊕ ={ x | (x A∉ ∧ )x B∈ ∨ (x A∈ ∧ )}x B∉  

图 3.2 是差、补和对称差的文氏图。 

 

图 3.2  差、补和对称差的文氏图 

3.1.3  集合运算中的恒等式 

在本章 3.1.2 节中通过集合的等式给出了一些关于集合运算的初等性质，实际上，那里出

现的大部分公式（包括一些对任意集合证明的例题）都是恒等式。就是说，这些等式中的任

何一个大写字母均可以用一个确定的集合替代，并且等式仍然成立。所以，这些等式中的大

写字母可以看成是一个集合变量，类似于命题演算中的命题变元。 
表 3.1 列出了有关集合的主要恒等式。 
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表 3.1  集合运算的基本恒等式 

AAA =I
 

AAA =U
                                                                   幂等律（1） 

AA =)(～～
                                                                 对合律（2） 

)()( CBACBA IIII =  

)()( CBACBA UUUU =                                                     结合律（3） 

ABBA II =  
ABBA UU =                                                               交换律（4） 

)()()( CABACBA IUIUI =  

)()()( CABACBA UIUIU =                                               分配律（5） 

ABAA =)( UI
 

ABAA =)( IU
                                                             吸收律（6） 

=)( BAI～ BA ～～ U  

～～ =)( BAU BA ～I
                                                      摩根律（7） 

AA =EI  
A A∅ =U

                                                                  同一律（8） 

A ∅ = ∅I  
EE =UA                                                                   零一律（9） 

～A A = ∅I  

E=AA ～U
                                                               否定律（10） 

 

注意表中隐含的两个本质属性。其一，以上这些公式如果其中含有交或并运算，则将这

两个运算一次性地互换（即将“I”换成“U”，将“U”换成“I”），并将集合E 和∅  也

互换，将得到另一等式，且它也是恒等式。这种成对的等式，通常叫做对偶式或简称为偶式。

其二，将表 3.1 和第 2 章的表 2.14 比较一下，会发现它们之间惊人地类似。实际上，逻辑演

算和集合演算在形式上的雷同，将在后面第 7 章中统一在布尔代数的同一理论框架之下。请

读者在学完第 7 章之后，再返回到第 2 章和第 3 章来回味一下，那时，会有一种高屋建瓴之

势。是的，谁能不折服于真正理论的严谨、概括、洗练和优美呢？ 
表 3.1 中每一恒等式都可以从相应的定义出发（前提），通过谓词演算的推理得到。以下

是一个例子。 
【例 3.7】  试证明表 3.1 中的吸收律。 
证明  首先由分配律与幂等律有 

)()()()( BAABAAABAA IUIUIUI ==  
于是只要证 ABAA =)( UI 就行了。而 

( ) ( ) ( )A A B A A B= ∅I U U I U  
( )A B= ∅U I  

A= ∅U  

A=  
当然，我们也可以用谓词演算推理来证明吸收律。下面就是这样的证明。 

AxxBAA ∈= |{)( UI ∧ Ax ∈( ∨ )}Bx ∈  
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}|{ Axx ∈=  

A=  
推导的第二步上，用了谓词演算中的吸收律。 

应该指出，表 3.1 所列出的恒等式并不都是独立的。例 3.7 就说明这一点。实际上，只要

其中少数几个就可以推出其余公式。这方面的内容将在第 7 章里会有进一步的论述。 

3.1.4  序偶和笛卡儿积 

现实世界中有许多事物是成对出现的，而且其中的两个事物有一定的次序。例如一双鞋

有左右两只，一对父子，影剧院中一个座位按排号和列号对号入座，平面上的一点对应横坐

标和纵坐标，空间中一点对应一组平面坐标和一个高度坐标（ >><< zyx ,, ），等等。概括起

来说，数学上用两个有次序的元素组成一个称为序偶的结构，就可以表示客观世界中那种总

是成对出现且具有一定次序的事物。 
定义 3.11  设 BA, 是两个集合，对于 Aa ∈ 和 Bb∈ ，有序集合 >< ba, 叫做序偶。其中 a

叫做序偶的第一元素，b 叫做第二元素。 
例如，某制鞋厂有某型号某尺码左脚鞋的生产线，它生产的鞋的集合用 L 表示。生产同

型号同尺码右脚鞋的生产线的产品集合用 R 表示。若 RbLa ∈∈ , ，那么序偶 >< ba, 就表示

一双鞋。又如果 R 表示实数的集合， 1r ∈R, 2r ∈R，那么 1r< , >2r 就表示平面笛卡儿坐标上的

一点。 
三元组亦看成是序偶。一个三元组是由第一元素为序偶，第二元素是一般集合元素所组

成的序偶，即 
>>>=<<< cbacba ,,,,  

因此， >><< cba ,, 这样的序偶，在我们这里不是一个三元组，虽然它是一个序偶。 
类似地，四元组被定义为一个三元组和一个集合元素的序偶等等。 
定义 3.12  两序偶 >< ba, , >< dc, 是相等的，当且仅当它们各自的第一元素和第二元素

对应相等，即 ca = , db = 。 
定义 3.13  设 BA, 是两个集合。所有由第一元素属于 A，第二元素属于 B 的序偶组成的．．．．．

集合．．叫做 A与 B 的笛卡儿积。记为 BA× ，即 
BA× = >< yx,{ | ByAx ∈∈ , } 

我们约定，若两集合 BA, 中有一个（至少一个）为空集时，笛卡儿积 A B× = ∅ 。 
【例 3.8】  设 },{},3,2,1{ baBA == ，求 BA× 和 AB × 。 
解  },3,,3,,2,,2,,1,,1{ ><><><><><><=× bababaBA  

}3,,2,,1,,3,,2,,1,{ ><><><><><><=× bbbaaaAB  

由上例可知，一般来说 ABBA ×≠× 。所以说集合的笛卡儿积不满足交换律．．．．．．．．．．．．．．．．。因为笛卡

儿积仍是一集合，所以可以求它与另一集合的积。例如 CBA ×× )( 或者 )( CBA ×× 。由于前一

个积中的元素是三元组，而后一个积的元素不是三元组，所以它们一般情况下是不相等的，

即集合的笛卡儿积不满足结合律．．．．．．．．．．．．．。 

定理 3.1   设 CBA ,, 是任意给定的三个集合。则有 
)()()(a CABACBA ××=× II）（                                         （3.27） 
)()()(b CABACBA ××=× UU）（                                         （3.28） 
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)()()(c CBCACBA ××=× II）（                                          （3.29） 
)()()(d CBCACBA ××=× UU）（                                         （3.30） 

以上式 ）（a 和 ）（c 一起表达的是笛卡儿积对集合交的分配律，式 ）（b 和 ）（d 一起表达的是笛卡

儿积对集合并的分配律。 
我们选择 ）（a 来证明之。 
证明 

AxyxCBA ∈><=× |,{)( I ∧ By ∈( ∧ )}Cy ∈  
Axyx ∈><= (|,{ ∧ )By ∈ ∧( Ax ∈ ∧ )}Cy ∈  

),(|,{ BAyxyx ×>∈<><= ∧ )},( CAyx ×>∈<  
)}()(,|,{ CABAyxyx ××>∈<><= I  

)()( CABA ××= I  

最后我们给出一个重要的约定．．。由于笛卡儿积不满足结合律，所以 

321321 )( AAAAAA ××≡××  
该集合是三元组的集合，而集合 )( 321 AAA ×× 则不是三元组的集合。又 

43214321 )( AAAAAAAA ×××≡×××  

4321 ))(( AAAA ×××≡  

一般的有 
nAAAA ×××× L321  

nn AAAA ××××≡ − )( 121 L  

nnn AAAAA ×××××≡ −− ))(( 1221 L  

nnnn AAAAAA ××××××≡ −−− )))((( 12321 L  

L≡  
nn AAAAA ××××≡ − )))((( 1321 LL                 （3.31） 

3.2  关系 

3.2.1  关系及其表示法 

关系是现实世界中广泛存在着的概念。日常生活中有朋友关系、父子关系、买卖关系、

债权和债务关系，等等，而各门学科中也存在函数关系、原函数与导数关系、对称关系、相

似关系、同构关系，等等。实际上，从本节给出的最一般关系的概念出发，可以衍生出种种

特定的关系。因此，给出关系最一般的定义显然对我们研究每一种特殊关系是很有好处的。

事实上，关系的最一般的理论，可以适用于每一种特定的关系。例如，函数关系是一种特殊

的关系。所以，一切．．关系的普遍规律对函数关系也是适用的．．．．．．．．．．．．．．．．．。 

现实世界中存在着各种各样的对象，可以是具体的如一个人、一辆车、一本书等等，也

可以是一个抽象名词（概念）如实数、语言、战争、和平等等，客观世界正是由发展变化的

事物组成的，而事物之间存在着一定的相互作用、相互联系和相互制约的关系。例如，表 3.2
给出了某些产品与生产该产品的厂家和使用它的厂家之间的联系。同一厂家可以生产不同的

产品，同一产品也可由不同厂家生产。对使用厂家来说也有类似的关系。所以，一张像表 3.2
那样的二维表就完全地表达了一些产品与有关厂家的产销关系。通俗地讲，关系就是客观世
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界一定范围的对象之间的某种特定联系。表中的每一行称为一个实体。它有三个属性，即生

产厂家、产品和使用厂家。第一行中的属性名称也称表目。不同的行，表示不同的实体联系。

它们都有三个相同的属性，只是属性的取值不同。表中所有实体就构成了一定范围的某些产

品的产销关系。对于表中的每一行，容易想到的是用一个三元组来表示它，如

><>< 221111 ,,,,, fcafca 等等。所以我们可以说，表中除表目以外的所有行对应的实体的集，

就形象地表示了一个产销关系。以后在关系型数据库中会知道，这正是关系数据库的基础。 

表 3.2  产品与生产厂家和使用厂家的联系 

生产厂家 产品 使用厂家 

a1 

a1 

a1 

a2 

a3 

a3 

c1 

c2 

c3 

c2 

c1 

c3 

f1 

f2 

f1 

f1 

f2 

f2 

 

下面从定义二元关系来开始我们的讨论。 
那么从数学角度出发，表 3.2 又是什么呢？或者说如何以一种数学语言来描述这张表所

给出的产销关系呢？实际上，从第 1 章绪论中的讨论可知，这就是如何建立起一个关系的数

学模型的问题。 
定义 3.14  设 BA, 是两个非空集合。笛卡儿积 BA× 的一个子集 BAR ×⊆ ，定义了一个

从 A到 B 的二元关系。并且，对于 Aa ∈ , Bb∈ ，如果 Rba >∈< , ，则称元素 a与b 有关系 R ，

记为 aRb 。否则，若 Rba >∉< , ，则 a与b 无关系 R ，可记为 bRa 。特别当 BA = 时，称 R 是

A上的二元关系。 
例如，有理数 Q 上的“小于等于”关系（就用符号“≤”表示这个关系）可记为 

≤= >< yx,{ | ∈yx, Q, x≤ }y  

注意上式中等号左边的“≤”并非按数学上通常理解的如式子“2≤3”里那样的符号。它实

际上是一个集合的名字．．．．．．．．。在此，它表示“Q 上的小于等于关系”。而上式中第二个“≤”才是

数学上普遍意义的符号。 
定义 3.15  设 R 是 A到 B 上的二元关系。一切属于关系 R 的序偶 Ryx >∈< , 中，第一元

素 x的集合，叫做 R 的前域，记为 domR，即 
domR={x| ByyAx ∈∃∈ )((, ∧ )}, Ryx >∈<  

另外，一切属于 R 的序偶 Ryx >∈< , 中，第二元素 y 的集合叫做 R 的值域，记为 ranR，即 
ranR AxxByy ∈∃∈= )((,|{ ∧ )}, Ryx >∈<  

【例 3.9】  令 },,{ cbaA = ， }4,3,2,1{=B  
}3,,1,,4,{ ><><><= bbaR  

于是 
dom },{ baR = ,ran }4,3,1{=R  

注意到一个集合 A到 B 的二元关系 R 的前域可以是 A的真子集 dom RR ⊂ ，而值域也可

是 B 的真子集 ran BR ⊂ 。本例的情况正是如此。 
有限集合 A到有限集合 B 的二元关系可以用一个所谓关系图的图形来表示它。我们可以
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这样做：将各属于集合 A 和 B 的所有元素分别用两列点来表示。若 Ax ∈ ， By ∈ ，且

Ryx >∈< , ，那么，画一根以 x 为起点的有向弧指向 y 。图 3.3 就是例 3.9 中的二元关系的关

系图。 
【例 3.10】  设 }32,12,8,6,3,2{=A 。试写出 A上的整除关系 D 。 
解  }|,,|,{ yxAyxyxD ∈><=  

,32,2,12,2,8,2,6,2,2,2{ ><><><><><=  
,12,6,6,6,12,3,6,3,3,3 ><><><><><  

}32,32,12,12,32,8,8,8 ><><><><  

像例 3.10 那样在一个集合 A上给出的关系，也可以用关系图来表示，不过这次我们可以

在纸上按任意方式画出所有表示集合 A中元素的点 *。当一个元素与它自己构成该关系的一

对序偶时，则我们通过表示该元素的点画一个闭合的有向弧。至于该弧的方向沿顺时针还是

逆时针是无关紧要的。图 3.4 给出了例 3.10 中的整除关系的关系图。 

                

图 3.3  关系图的例子                          图 3.4  整除关系 

关系的概念很容易推广至 n元关系（n>2）的情况。 
定义3.16  设 1A , 2A ,…, nA 是n 个非空集合。 nAAA ××× L21 的任一子集 ×××⊆ L21 AAR  

,nA 定义了一个集合 1A , 2A ,…, nA 的n元关系。若对 ）（ niAa ii ,,2,1 L=∈ ，n元组 >< naaa ,,, 21 L  
R∈ ，就说诸元素 1a , 2a ,…, na 之间存在 n元关系 R 。记为 21aa … Ran 。 

表 3.2 给出的产销关系就是一个生产厂家、产品和使用厂家的三元关系。 
一般而言，三元及三元以上关系不用关系图来表达。但是所有关系均可以用如表 3.2 那

样的二维表来给出。通常关系数据库的教课书或文献中，就是用表来形象地给出一个关系数

据库的。 
表 3.3 中有 n列，表目中的 n项表示 n个属性名，对应着定义 n元关系的 n个集合的名字

Ai。同一列中其余元素 ija 是属于集合 jA 的一个元素。同一行中的 n个元素 1ia , 2ia ,…, ina 组成

一个 n元组，一般也叫记录项。表中没有重复的 n元组。表中所有 n元组的集合定义一个 n元
关系。 

表 3.3  n 元关系的二维表 

A1 A2 A3 … An 

a11 a12 a13 … a1n 

a21 a22 a23 … a2n 

M  M  M  M  M  

am1 am2 am3 … amn 

                                                        
* 可是，循一定的规律安排这些点，可使画出的图更加简洁。参考上面的图 3.4。 
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本书主要讨论二元关系，以后不特别说明的话，当我们说关系一词时，指的就是二元关系。 

非空的笛卡儿积 BA× 有两个平凡子集，它们是∅和 BA× 。∅叫做空关系， BA× 叫做

全域关系。例如， A表示一家庭成员的集合，那么 A 上（ A到 A）的“不相识关系”是一个

空关系，而“相识关系”是一个全域关系。 
定义 3.17  设 AI 是集合 A上的二元关系。若 }|,{ AxxxI A ∈><= ，则称 AI 是 A上的恒等

关系。 
例如，全体实数 R 上的相等关系是一个恒等关系。但是要注意，上面提到的家庭成员中

的相识关系是全域关系，但不是恒等关系。 
无论是关系图或二维表，都不便于对关系做数学处理。下面将引入一种既适于数学处理，

又便于计算机存取的二元关系的表示方法，这就是二元关系的矩阵表示。 
设已知两个有限集合 },,,{ 21 maaaA L= ， },,,{ 21 nbbbB L= 。事先为每一集合中的元素任．

意．约定一个次序．．。这种次序一经约定，在问题讨论结束之前就固定不变．．．．。 

定义 3.18  设有有限集合 },,,{ 21 maaaA L= ， },,,{ 21 nbbbB L= 。假设事先已为每一集合

中所有元素各约定好一个次序。 nm × 矩阵 [ ]R ij m nr ×=M 叫做 A到 B 的关系 R 的关系矩阵，当

且仅当 

=ijr
⎩
⎨
⎧
0
1   ）或（

则否

当 jiji RbaRba ∈>< ,
 

其中 1≤ i ≤m ,1≤ j ≤ n 。 

一个 A到 B 的空关系可用一个元素全为零的 nm × 矩阵表示，全域关系 BA× 的关系矩阵

是全部元素为 1 的 nm × 矩阵，而 A 上的恒等关系则是一个主对角线全部为 1 的 mm × 方阵或

者称单位矩阵．．．．。 

【例 3.11】  给出例 3.10 中整除关系的关系矩阵。 
解  例 3.10 中 A的元素约定按升序排列，则它的关系矩阵是 

1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

D

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  

有必要指出，为了使关系矩阵唯一地与一个确定的二元关系对应，我们做了一个关于集

合元素次序的约定。但是这种次序对一个关系不是本质的，它可以是任意的。换句话说，若

我们改变了那个次序，即有限次交换集合中元素的位置，对同一关系而言，所得的关系矩阵

虽不相同，但是你总可以从一个矩阵出发，相应地交换某些行（如交换了集合 A中某两元素

次序）或列（如交换了 B 中某两元素次序）而得到另一个矩阵。 

3.2.2  几种特殊的关系 

本小节将问题的讨论限制在 A．上．的二元关系。 

定义 3.19  设 R 是 A上二元关系。若对任意 Ax ∈ ，都有 xRx，则称 R 是一个自反关系。 
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即 
R 是自反的 Axx ∈∀⇔ )(( → )xRx                  （3.32） 

前面提到过的恒等关系 AI 是一种特殊．．的自反关系。但是，自反关系不必是恒等关系。例

如，实数集的“小于等于”关系就是自反关系。 
属于自反关系的还可以举出很多例子，如集合C 的幂集 )(Cρ 上的“包含于”关系，全体

平面图形的相似关系等等。 
有一个很重要的自反关系，就是整数集 Z 上的模 k 同余关系。模数 k 是一个大于 1 的正

整数。对于整数 ∈a Z，总有唯一的等式 
rkqa +=  

且其中 0≤ r ＜k。于是我们说 a有模 k 余数 r 。记做 rka =)(mod 。 
例如， 3=k 。那么 1)3(mod7 = ， 2)3(mod5 = ，- 1)3(mod5 = （注意不等于-2，因为要

求 r≥0）。 
如果两个整数 1z , ∈2z Z的模k 余数相等，我们就说它们有模k同余关系，并记为 )(mod kba = 。 

【例 3.12】  证明整数 Z 上的模 ∈kk（ Z, k＞1）同余是自反关系。 
证明  任取一个整数。 ∈a Z，显然 )(mod)(mod kaka = ，即 a与 a有模 k 同余关系。 

定义 3.20  设 R 是 A上二元关系。如果对任意 a , Ab∈ ，当有 aRb 则必有bRa ，就称 R 是

一个对称关系。即 
Axyx ∈∀∀ )(()(( ∧ Ay ∈ ∧ )xRy → )yRx                  （3.33） 

对称关系是一种比较常见的二元关系。例如，一群人之中的“朋友关系”是对称的。各

种领域内的“相等”、“对称”和“互补”关系都是对称的。 
例如，全集 E 上两集合 X ,Y 有补关系，说的是它们满足 =YX U E 和 X Y = ∅I 。显然，

补关系是对称的。补关系的对称性，源于集合的交和并运算是可交换的。 
定义 3.21  设 R 是 A上二元关系，对于 x , y , Az ∈ ，若 xRy和 yRz 就必有 xRz ，则称关

系是可传递的。即 
Axzyx ∈∀∀∀ )(()()(( ∧ Ay ∈ ∧ Az ∈ ∧ xRy∧ )yRz → )xRz          （3.34） 

实数上的小于等于关系，几何上的相似关系，集合的包含（于）关系，都是可传递关系。

但人际间的“朋友关系”未必是可传递的。 
定义 3.22  设 R 是 A上二元关系。对于 x , Ay ∈ ，若有 xRy , yRx ，则必定有 yx = ，称 R

是反对称关系。即 
Axyx ∈∀∀ )(()(( ∧ Ay ∈ ∧ xRy∧ )yRx → ))( yx =            （3.35） 

一种与上式等价的表达为我们提供了从另一角度理解反对称关系的可能（参考例 2.21 的

等价关系）。它是 
Axyx ∈∀∀ )(()(( ∧ Ay ∈ ∧ )( yx ≠ ∧ )xRy → y( R ))x  

其中符号“y R x”表示“y 和 x 没有关系 R”。这就是说，对一个反对称关系来说，任何两个

不相等的元素之间不存在“对称”的关系（即不可能 xRy和 yRx 同时成立）。 

人群中的父子关系，实数上的“小于”或“小于等于”关系，整除关系，集合中的包含

关系等，都是反对称的关系。建议读者特别地把“小于”是反对称关系的道理弄明白。 
为了更好地理解这些定义，我们来进一步剖析一下式（3.32），式（3.33），式（3.34）和

式（3.35）。它们有以下三种类型： 
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)()( xPx∀  
),())(( yxQyx ∀∀  

),,())()(( zyxRzyx ∀∀∀  
其中 ),,(),,(),( zyxRyxQxP 是谓词公式。这些式子的否定形式分别是 

┐ )()()( xxPx ∃⇔∀ ┐ )(xP  
┐ )(),())(( xyxQyx ∃⇔∀∀ ┐ ),()( yxQy∀  

))(( yx ∃∃⇔ ┐ ),( yxQ  
┐ ),,())()(( zyxRzyx ∀∀∀ )( x∃⇔ ┐ ),,())(( zyxRzy ∀∀  

))(( yx ∃∃⇔ ┐ ),,()( zyxRz∀  
⇔ ))()(( zyx ∃∃∃ ┐ ),,( zyxR  

由此可见，只要有一个元素 x （或一对元素 yx, ，或一组元素 zyx ,, ）令谓词公式 )(xP （或

),( yxQ ，或 ),,( zyxR ）为假，就是说找到一处不符合定义的情况，该定义就不成立，或者说，

被验证的关系不具有该定义所描述的性质。 
例如，设 },,,{},,,{ ><><== baaaRcbaA 。初学者往往肯定 R 是自反的，其理由是 aRa ，

并说成“ a是自反的”。事实上由于 bRb （甚至不必再提到还有 cRc ）就可知 R 在 A上不是自

反的。 
另一种极端是将符合某定义的关系说成是不具有定义给出的性质。 
例如，设 },{},,,{ ><== baRcbaA 。这是 A 上的一个传递关系。关于这一点，如果读者

感到大惑不解的话，可以自问一下：“关系 R 是否真不符合式（3.34）给出的定义呢?”问题

出现了，归根结底还是一种对蕴含形式给出的命题 P→Q 的不正确理解。P→Q 为真，要求的

是对假设前提为真时，结论Q一定为真。除此之外，它并不理会别的什么。反过来说，要证

实 P→Q 不是真的，只能通过举一个反例的方法才成，即找出一种情况，这时P 成立（为真），

而 Q 不成立（为假）。那么，在刚才的例子里， },{ ><= baR ，能找到这样三个元素

Ax ∈ , Ay ∈ , Az ∈ ，使 xRy和 yRz 都成立吗？不能，这就是说，既然举不出一种假设前提为

真的情况，又如何去论证 P→Q 为假的呢？于是又回到过去讲过的“善意推断”。 
从关系 R 的关系矩阵 RM 和关系图可以容易地判断 R 的某些性质。 
1．关系 R 是自反的，当且仅当 RM 的主对角线上的元素全为 1，关系图每个结点上都有

一条自闭合的有向弧。 
2．R 是对称的，当且仅当 RM 是对称矩阵，关系图上不同两点间如果有有向弧，则两点

间的有向弧必是一对方向相反的。 
3．R 是反对称的，当且仅当 RM 中关于主对角线对称的两元素不会同时都为 1，关系图

中不同两点间不存在成对的、方向相反的有向弧。 
4． R 是传递的，如果其关系图中存在任意由两条或两条以上的有向弧沿同一方向连续

连接成的弧线，则必有从该弧线的起点至它的终点的有向弧，若该弧线是闭合的，则在起点

（也是终点）上，有一条自闭合的有向弧。从而，该闭合弧线的每一个结点上存在一个自闭

合的有向弧。 
稍后给出通过矩阵判别传递性的方法。 
对一个建立在两个不同集合 B 到C 上的二元关系 R，我们可以令 CBA U= 。显然，R 也

就成了 A上的二元关系。当然，如果 B C = ∅I ，则在集合 CBA U= 上定义的这个关系 R 不

可能是自反的、对称的，但一定是传递的和反对称的。想想看，为什么？ 
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3.2.3  关系的运算 

1．关系的交、并、差、补 

设 R 和 S 是集合 A到 B 的二元关系，则可证 R 和 S 的交、并、差和 R 或 S 的补都是 BA×
的子集。因此，按照二元关系的定义，它们都仍然是 A到 B 的二元关系。即 

BASR ×⊆I ， BASR ×⊆U ， BASR ×⊆−  
再若我们令 BA× （全域关系）作为讨论 A 到 B 的一切关系的完全集，那么 R 和 S 的补

集 
～ BARBAR ×⊆−×= )( ，～ BASBAS ×⊆−×= )(  

定理 3.2  设 SR, 都是集合 A到 B 的二元关系，则 SR I , SR U , SR − 和～ S 都是 A到 B
的二元关系。 

证明  由关系的定义 3.14 可知，只要证明 R 和 S 的运算结果是 BA× 的子集就行了。以

SR − 和 RBAR −×= )(～ 为例。 
先证 BASR ×⊆− 。 
事实上，任取 yx, ，设 SRyx −>∈< , ， 

),(, RyxSRyx >∈<⇔−>∈< ∧┐ ),( Syx >∈<  
BAyxRyx ×>∈⇒<>∈⇒< ,,  

即得 BASR ×⊆− 。 
又设 Ryx ～>∈< , ，则 

RBAyxRyx −×>∈⇔<>∈< )(,, ～  
),( BAyx ×>∈<⇔ ∧┐ ),( Ryx >∈<  

BAyx ×>∈⇒< ,  
于是 BAR ×⊆～ 。 

【例 3.13】  A是某学习班学生的集合。 R , S 是 A上的两个关系： 
xAyAxyxR ,,|,{ ∈∈><= 与 y 是同姓氏的} 
xAyAxyxS ,,|,{ ∈∈><= 与 y 是同乡} 

试问关系 SRRSSRSRSR ～～ ,,,,, −−UI 各有何含义？ 
解  SR I 表示班级 A上学生间既是同姓又是同乡的关系。 

SR U 表示 A上是同姓的或者是同乡的关系。 
SR − 表示学生间是同姓而不是同乡的关系。 
RS − 表示学生间是同乡而不是同姓的关系。 

R～ 表示不同姓关系。 
S～ 表示不是同乡的关系。 

2．关系的复合 

正如数学分析中所知，两个函数 ),(xf )(xg 在一定条件下可以施行复合，形成新的复合

函数那样，两个关系在一定条件下也可以复合成新关系。 
定义 3.23  设 A , B , C 是三个非空集合，而 R 是 A到 B 的二元关系， S 是 B 到C 的二元

关系。则符号 SR o 表示 R 和 S 的复合，即 
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AxzxSR ∈><= |,{o ∧ Cz ∈ ∧ Byy ∈∃ )(( ∧ xRy∧ )}ySz           （3.36） 

显然， SR o 是一个 A 到C 的关系。我们约定，若 R 或 S 之一为空关系，则 SR o 亦为空

关系。 
关系的复合的概念可以推广到多于 2 个关系的情形。设 A , B , C , D 是四个集合。R , S ,W

分别是 A 到 B ,B 到 C 和 C 到 D 的关系。则( SR o )是 A 到 C 的关系，所以进而可以有

WSR oo )( ，最后复合成一个 A到 D 的关系。自然会想到， )( WSR oo 也是 A到 D 上的关系。

那么，是否由于复合的次序不同而使所得的两个复合关系不相等呢？回答是否定的。即有 
)()( WSRWSR oooo =                       （3.37） 

事实上，设 R , S ,W 均非空，并有 wWSRx ))(( oo ，即 WSRwx oo )(, >∈< 。那么，必有

SRzx o>∈< , 和 Wwz >∈< , 。也即有 Ryx >∈< , 和 Szy >∈< , 以及 Wwz >∈< , 。进而有

Ryx >∈< , 和 ，WSwy o>∈< , 所以 。)(, WSRwx oo>∈< 反之，也可证明若 >∈< wx, )( WSR oo ，

则 WSRwx oo )(, >∈< 。 

再若 R , S ,W 之中有一为空关系，则式（3.37）两侧均为空关系。所以式（3.37）恒成立。 
以上公式（3.37）表示关系的复合运算满足结合律．．．．．．．．．．．．。 

【例 3.14】  设 },,,,{ 54321 aaaaaA = , },,{ 321 bbbB = , },,,{ 4321 ccccC = 。 A到 B 的关系 
},,,,,,,,,,,{ 352533233111 ><><><><><><= babababababaR  

B 到C 的关系 
},,,,,,,{ 13321241 ><><><><= cbcbcbcbS  

求复合关系 SR o 。 
解  },,,,,,,,,,,{ 351533131141 ><><><><><><= cacacacacacaSR o  

图 3.5 是关系 R 和 S 复合的示意图。 

 

图 3.5  SR o 的关系图 

我们知道，集合 },,,{ 21 maaaA L= 到 },,,{ 21 nbbbB L= 的关系 R 的关系矩阵 [ ]R iju=M 是

nm × 阶的，而 B 到 },,,{ 21 rcccC L= 的关系 S 的关系矩阵 [ ]S jkv=M 是 rn × 阶的，且关系矩

阵中的每一个元素是 0 或者 1。按代数中矩阵相乘的定义，可以进行 R S×M M ，姑且用

[ ]RS ikw′=M 表示它们的积（而我们以 [ ]R S ikw=M o 表示 SR o 的关系矩阵）。 RSM 是一个 rm × 阶

矩阵，有 
nkinkikiik vuvuvuw ⋅++⋅+⋅=′ L2211  

= ∑
=

⋅
n

j
jkij vu

1
)(                                  （3.38） 

其中 mi≤≤1 ， rk≤≤1 。 
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设  若  有  Bbbb
tijj ∈,,,

21
L ，使  Rbababa

tjijiji >∈<><>< ,,,,,,
21

L 和   ,,,,,
21

L><>< kjkj cbcb  
Scb kjt >∈< , ，即 1

21
====

tijijij uuu L 和 1
21

==== kjkjkj t
vvv L 。上面公式（3.38）的和式

里有 t 项等于 1，矩阵 RSM 中元素 twik =′ 。另一方面，由复合关系定义可知，这时必有

SRca ki o>∈< , 。就是说，关系 SR o 的关系矩阵中相应位置上的元素 ikw 应当是 1。将两个关

系 R 和 S 的关系矩阵 RM 和 SM 按普通矩阵乘法的规则求出积 RS R S= ×M M M ，并且将它中间

一切大于 0 的元素均以 1 取代后， RSM 就成为复合关系 SR o 的关系矩阵 R SM o （在阅读以上

一段文字时，请注意 RSM 和 R SM o 两者的区别）。 
有一种更直接的求 SR o 的关系矩阵的方法。这需要做一些约定。约定关系矩阵中的 0 和

1 一律看成是逻辑量 F 和 T。于是满足算律 
0∧ 00 = ，0∧ 11 = ∧0=0，1∧ 11 =  
1∨ 11 = ，1∨ 00 = ∨1=1，0∨ 00 =  

回到前面关于两个关系矩阵 3RM 与 SM 的普通乘法的讨论，若将式（3.38）中的乘法“．”

一律代之以逻辑乘“∧”，那里的加法“+”一律代之以逻辑加“∨”，即 

)∧(∨
1 jkij

n

jik vuw
=

=                            （3.39） 

容易明白，这样得到的就是 SR o 的关系矩阵。用 R SM Mo 表示式（3.39）给出的按逻辑算律．．．．

所得矩阵的布尔积．．．，终于有（用矩阵的逻辑乘算符“ o”代替它的代数乘算符“× ”） 

R S R S=M M M oo                            （3.40） 

这就是以下的定理： 
定理 3.3  设 RM 是集合 A 到 B 的关系 R 的关系矩阵， SM 是 B 到C 的关系 S 的关系矩

阵，则复合关系 SR o 的关系矩阵 R SM o 是按逻辑算律的 RM 与 SM 的积（布尔积）。 

在例 3.14 中，有 
1 0 1
0 0 0
0 1 1
0 0 0
0 1 1

R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M   
0 0 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0

S

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
M  

1 0 0 1
0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0

R S R S

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M M Mo o  

这里得出的 SR o 关系矩阵确实与例 3.14 中的答案是吻合的。 
上一节中我们遗留下一个问题，就是如何利用集合 A上关系 R 的关系矩阵 RM 来判断 R

是否传递的问题。现在就来继续这个讨论。 
首先，设关系矩阵的元素 0 和 1 有关系： 

0≤0 ， 1≤1 ，0＜1（1＞0） 
其次，约定 A上的关系 SR, 的关系矩阵 [ ]R ij n nu ×=M , [ ]S ij n nv ×=M 之间“小于等于”关系是 

≤R SM M ⇔(∀i)(∀j) ))≤(∧)≤≤1(∧)≤≤1(( ijij vunjni  

于是由集合的包含和关系矩阵的定义可知 
SR⊆ ⇔ ≤R SM M  
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考虑本章练习题 3.30 的结果，即设 R 是集合 A上的二元关系， R 是传递的，当且仅当

RRR ⊆o 。所以，要判断 R 是否是传递的，只要证明其关系矩阵满足 ≤R R R R R=M M M Mo o

即可。 
最后，作为一个练习，请读者证明关系的复合不满足交换律．．．．．．．．．．．，即 RSSR oo ≠ 。 

【例 3.15】  设有一组嵌套调用的函数是 ),,,;,,,( 11211112111 mr aaaxxxP LL ， ,,,( 22212 LxxP  
),,,; 222212 ns aaax L ， ),,,;,,,( 33231332313 lt aaaxxxP LL ，其中 ijx 表示形参， ija 表示局部变量。

试问，当用 r 个实参 rccc ,,, 21 L 对 1P 调用后，诸函数中的哪些局部变量将会因 rcc ,,1 L 的值而

发生变化？ 
解  为使讨论不致过于复杂，假设每一函数中不含有其他子函数或子过程调用 *。对于

每一个函数 ）（ 3,2,1=iPi 建立由各自形参的集合 iX 到其局部变量的集合 iA 的一个二元关系

iikiijikiji AaXxaxR ∈∈><= ,|,{ ，程序 iP 中含有这样的赋值语句：由含有 ijx 的表达式直接或

间接对局部变量 ika 有效赋值}。 
另外，对每一层调用（ 1P 调用 2P , 2P 调用 3P ），各建立一个由 iP 中的局部变量集合

）（ 2,1=iAi 到程序 1+iP 的形参集合 1+iX 的二元关系 

ikijiiikjiiki aXxAaxaS ,, |,{ 1)1()1( +++ ∈∈><= 调用 1+iP 的形参 jix )1( + } 

最后算出以下所有二元关系及复合关系： 
1R , 211 RSR oo , 211 RSR oo 32 RS oo  

于是，所有上述关系中出现的序偶的第二元素（各程序中的局部变量）将可能会因调用 1P

的诸实参的改变而改变。 

3．逆关系 

将集合 A到 B 的关系 R 包含的每一序偶的两元素交换次序后，一般都得到一个 B 到 A的

新关系。后者就是关系 R 的逆关系，简称 R 的逆。记为 cR 。例如，父子关系的逆是子亲关系，

“≤”关系的逆是“≥”关系，笛卡儿平面坐标上的直线 0|,{ =++><= cbyaxyxL , ∈ba, R,a.b≠

0, ∈yx, R}（其中 R 在此表示实数集合）的逆 0|,{ =++><= cbxayxyLc , ∈ba, R,a.b≠
0, ∈yx, R}表示关于坐标系主角平分线（过原点平分第Ⅰ,Ⅲ象限的直线） L 的对称直线。 

定义 3.24  设 R 是 A到 B 的二元关系，对调属于 R 的一切序偶的两元素的次序，所得 B
到 A的关系叫做 R 的逆关系，或简称 R 的逆，记作 cR 。即 

},,,|,{ RyxByAxxyRc >∈<∈∈><=                  （3.41） 
容易明白 cR 的关系图可由 R 的关系图逆转每一有向弧得到，而 cR 的关系矩阵 cR

M 恰为

R 的矩阵 RM 的转置： 
T( )c RR

=M M                           （3.42） 

关于复合关系的逆的矩阵，有以下定理： 
定理 3.4  设 A到 B 有关系 R ， B 到C 有关系 S ，那么复合关系 SR o 的逆等于 cc RS o 。

即 
ccc RSSR oo =)(                          （3.43） 

                                                        
* 如果有子调用，一概假设为赋值调用。 
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证明  只要证明 ccc RSSR oo ⊆)( 和 ccc SRRS )( oo ⊆ 。 

任给 Cz ∈ , Ax ∈ 。假设 
cSRxz )(, o>∈<  

SRzx o>∈⇔< ,                                                  （逆的定义） 
)},∧,∧)((,,|,{, SzyRyxByyCzAxzxzx >∈<>∈<∈∃∈∈><>∈⇔<  

                                                            （复合关系定义） 
)},∧,∧)((,,|,{, cc SyzRxyByyCzAxxzxz >∈<>∈<∈∃∈∈><>∈⇔<    

    （逆的定义） 
cc RSxz o>∈⇔< ,                                             （复合关系定义） 

注意： cc RS o 是一个集合C 到 A上的关系。 
由于推论每一步都是等价的，证完。 
【例 3.16】  求例 3.14 中关系 R , S 的逆，并由此验证公式（3.43）。 
解  用关系矩阵表达是 

T

T

1 0 1
1 0 0 0 00 0 0

( ) 0 0 1 0 10 1 1
1 0 1 0 10 0 0

0 1 1

c RR
M M

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

T

T

0 1 10 0 0 1 0 0 0( ) 1 0 1 0 0 1 01 0 0 0 1 0 0

c SS
M M

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

求 cSR )( o 。一方面有 
T

T
( )

1 0 0 1 1 0 1 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0( ) 1 0 1 0 0 0 1 0 10 0 0 0 1 0 0 0 01 0 1 0

c R SR S
M M

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

oo
 

另一方面 
1 0 1 0 1
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
1 0 0 0 0

c c c cS R S R
M M M

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

o
o  

两种方法得到的结果当然是相同的。 
还有一些有关逆的重要的恒等式： 

ccc SRSR UU =)(                         （3.44） 
ccc SRSR II =)(                         （3.45） 
ccc SRSR −=− )(                         （3.46） 

(～ =cR) ～ )( cR                          （3.47） 

以上 4 个公式，请读者作为练习完成它们的证明。 
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4．关系的闭包运算 

将这一段讨论仅限于 A上的二元关系。 
关系的闭包运算就是在一个关系 R 中尽可能少．．．．地添补一些序偶，以使新的关系满足某一

特殊性质的过程。 
定义 3.25  设 R 是集合 A上的二元关系， R′也是 A上的二元关系。 R′称为 R 的自反闭

包，当且仅当（1） R′是自反的，（2） RR ⊇′ ，（3）任何 A 上的二元关系 RR ⊇′′ ，若 R ′′ 是
自反的，则 RR ′⊇′′ 。 

R 的自反闭包记为 )(Rr 。从定义的性质（3）可知， )(Rr 是一切包含 R 而且自反的关系

中“最小的”一个。显然，若 R 是自反的，则 RRr =)( 。反之亦然。 

定义 3.26  设 R 是 A上二元关系， R′也是 A上的二元关系。 R′称为 R 的对称闭包，当

且仅当（1） R′是对称的，（2） RR ⊇′ ，（3）任何 A上的二元关系 RR ⊇′′ ，若 R ′′ 是对称的，

则 RR ′⊇′′ 。 
R 的对称闭包记为 )(Rs 。 

定义 3.27  设 R 是 A上二元关系， R′也是 A上的二元关系。 R′称为 R 的传递闭包，当

且仅当（1） R′是传递的，（2） RR ⊇′ ，（3）任何 A 上的关系 RR ⊇′′ ，若 R ′′ 是传递的，则

RR ′⊇′′ 。 
R 的传递闭包记为 )(Rt 。 

以下是有关求 R 的闭包的定理： 
定理 3.5  设 R 是 A上的二元关系。则 

AIRRr U=)(                             （3.48） 
其中 AI 是 A上恒等关系。 

证明  令 AIRR U=′  
（1）由本章 3.1.2 节中公式（3.18）可知， RR ⊇′ 。 
（2）同理， RI A ′⊆ 。任取 Ax∈ ，因为 AIxx >∈< , ，所以 Rxx ′>∈< , ，即 R′是自反的。 
（3）设 A上二元关系 R ′′ 是自反的，且 RR ⊇′′ 。任取．． Ryx ′>∈< , ，有 

AIRyxRyx U>∈⇔<′>∈< ,,  

AIyxRyx >∈<>∈⇔< ,∨,  
以上面最后这个析取式作为前提之一，结合假设 RR ⊇′′ ，即 Ryx >∈< , → Ryx ′′>∈< , 和 R ′′ 是
自反的，即 AIyx >∈< , → Ryx ′′>∈< , 这两个前提，再用第 2 章表 2.15 中式（11'），可知它们

共同蕴含 Ryx ′′>∈< , 。由此证得： )( RRRR ′⊇′′′′⊆′ 。 

定理 3.6  设 R 是 A上二元关系，则它的对称闭包是 
cRRRs U=)(                            （3.49） 

在给出传递闭包的定理之前，我们先约定一些记号。设 R 是 A上的二元关系。R 自身的

多次复合记为 
)2(RRR =o , )3(RRRR =oo , 4434421 oLoo

个n

RRR   )(nR=  

这里将 R 右上方的“指数”用括号封闭起来，是为了不与 R 的笛卡儿积相混淆。由于复合运

算有结合律，所以 Loooo )2()2( RRRRRRR ==  
另外还约定 
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LUULUU )()2( iRRRR =+  
通常，当集合 A是无限集时， +R 不一定可以通过有限次运算得出。但是，当 A为有限集

时， +R 的确可通过有限次运算得到确定的值。 
定理 3.7  设 R 是 A上的二元关系。则它的传递闭包是 

LUU )2()( RRRRt == +                     （3.50） 

证明 
（1）证 +R 是传递的。 
设有 +>∈<>< Rzyyx ,,, ，由式（3.50）可知，必有正整数 i , j ，使 )(, iRyx >∈< 和

)(, jRzy >∈< 。由复合关系之定义可知 
++ ⊆=>∈< RRRRzx jiji )()()(, o  

（2）由式（3.50）直接可得 RR ⊇+ 。 
（3）设还有包含 R 的可传递关系 R ′′ ，来证明有 +⊇′′ RR 。 
任取 +>∈< Ryx, ，即有正整数 i 使得 )(, iRyx >∈< 。当 i≥2，由复合关系定义可知，存

在 1c , 2c ,…, Aci ∈−1 ，使得 Rcx >∈< 1, , 1c< , Rc >∈2 ,…, Rcc ii >∈< −− 12 , 和 Ryci >∈< − ,1 。按假

设 RR ⊇′′ ，所以 Rcx ′′>∈< 1, , Rcc ′′>∈< 21, ,…, Rcc ii ′′>∈< −− 12 , , Ryci ′′>∈< − ,1 。还因假设 R ′′ 是

可传递的，最后有 Ryx ′′>∈< , 。当 i=1，直接有 ,x y R< >∈ ，所以也有 ,x y R′′< >∈ 。即 +⊇′′ RR 。 
定理 3.8  设 },,,{ 21 naaaA L= 为一有限集合，R 是 A上二元关系。则存在正整数 nk≤ ，

使得 
)()2( kRRRR ULUU=+                      （3.51） 

假设 R 是一个人群 A上的关系，若 , , ,u A v A u v R∈ ∈ < >∈ ，表示 u 可与 v 单方联系。一

般情况下这不是传递的关系。即，对于 ,u A v A∈ ∈ ，即使有 w A∈ ，使得 ,u w R< >∈ 和

,w v R< >∈ ，但是 ,u v R< >∉ 。可是，显然 (2),u v R< >∈ 。这可以解释为u 对于 v 不能直接联

系，却可以通过一个人w 传递消息。而 (2)R 包含了所有像 u，v 这样的即使不能直接传递消息，

但是可以通过一个人传递消息的信息。类似地，若 ,u v R< >∉ 和 (2),u v R< >∉ ，但是有

,s A t A∈ ∈ ，使 , , ,u s R s t R< >∈ < >∈ 和 ,t v R< >∈ ，于是 (3),u v R< >∈ 。这意味着u 对 v 即使

不能通过少于 2 人传递消息，但是可以通过 2 人中继而传递消息。也就是说， (3)R 包含了所

有像 u 到 v 这样的可以通过两个人传递消息的情况…… 如果按此讨论下去， ( )iR 包含了所有

可以通过 1i − 个人传递消息的信息。定理 3.8 是说，为计算所有任意两人间，从一人到另一

人可以直接或通过另外若干人中继而传递消息的信息，在公式（3.51）中只需计算到关系 R
的不超过 n 次幂。 

一般如果有 ( ), mu v R< >∈ ，且m n> （n 是人群 A 中的人数），即ｕ通过 1m − 人将消息传

递给 v（ 1≥m n− ），那么定理 3.8 断言这样的消息链的两端 ,u v< > 已经包含于公式（3.51）

中，而且这样的消息链上至多只有 n 个结点。事实上，考虑到 A中共有 n个人，所以若 u 对

于 v（u v≠ ），不能直接传递消息，但是可以间接联系，则一定可以通过至多 2n − 个人中继

实现（这时有 ( ), , 2≤ ≤ 1ku v R k n< >∈ − ）；再把一个人u 可以将由他发出的消息反馈回自己的

情况也考虑进去（ u v= ），则至多不过是通过其余 1n − 个人中继就能做到（这时有
( ), , 2≤ ≤ku v R k n< >∈ ）。这就是说，在上述m （ ≥ 1m n + ）人中间，必有某人是重复出现

的。所以说，任意两个人 ,u v （可以包括u v= 的情况），如果可以通过多于 1n − 个人实现联

系的话，那么这个消息链一定包含了某些“消息环”（在消息的传递中，某人两次接受到消息
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或两次向别人传递消息——这里是可兼或）。当然这对于从u 到 v 传递消息来说不是必须的。

当我们将所有这些“环”都删除之后，得到的一定是一条结点数不多于 n 的消息链（u v≠ ）

或消息环（u=v）。最后这一点说明了若 ( ), mu v R< >∈ ，且 m> n，则必有 ( ), ku v R< >∈ ，1≤ ≤k n 。 

上面这段话给出了定理 3.8 的一个实际问题的背景，但确实又给我们提供了严格证明的

启发。读者可以由此给出定理的严格证明。 
【例 3.17】  设 },,,,,,,{},,,,{ ><><><><== addccbbaRdcbaA 和 baS ,{<= ,,, ><> cb  

},,, ><>< acca 。试求 )(Rt 和 )(St 。 

解  首先写出 R 和 S 关系矩阵 
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M    

0 1 1 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 0

S

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  

R 的自身的复合关系的关系矩阵是 

( 2)

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M   (3)

0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  

( 4)

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M   (5)

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

RR

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M M  

(6) ( 4) ( 2) (2) (7 ) (3), ,
R R R R R R

= = =M M M M M Mo L  

可见，当 4>i , )(iR 的矩阵必与 )4()3()2( ,,, RRRR 中的某一个相等，所以 
)4()3()2()2()( RRRRRRRt UUULUU ==  

( )

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

t R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  

R 的传递闭包是 A上的一个全域关系。这是预料中的。因为如果画出 R 的关系图看，是

一个包含了 A中一切元素的闭环。 
另外对关系 S 有 

( 2)

1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 0 0

S

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M   (3)

1 1 1 0
0 1 1 0
1 0 1 0
0 0 0 0

S

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  

( 4)

1 1 1 0
1 0 1 0
1 1 1 0
0 0 0 0

S

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M   (5)

1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 1 0
0 0 0 0

S

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  
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(6) (5) (7 ) (6 ) (5)

1 1 1 0
1 1 1 0

, ,
1 1 1 0
0 0 0 0

SS S S S S

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = = =
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M M M M M Mo L  

这一次，因为从关系矩阵可见， )3(S 以后的复合关系中已不再出现新的序偶。最后 
)3()2()2()( SSSSSSt UULUU ==  

( )

1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 1 0
0 0 0 0

t S

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  

这个结果是可以预期的，因为结点 d 是弧点。 

3.3  等价关系和集合的划分 

本节的讨论限制在 A上的二元关系。 

3.3.1  等价关系 

等价关系是一种经常会遇到的二元关系。 
定义 3.28  设 R 是 A上的二元关系。R 是等价关系，当且仅当 R 是自反的、对称的和可

传递的。 
图 3.6 给出了含有 1 至 3 个元素的集合上的所有可能的等价关系的关系图结构。 

 

图 3.6  等价关系的关系图 

【例 3.18】  整数集 Z 上的模 k（ k ＞1 的整数）同余关系可定义如下： 
∈><= jijiR ,|,{ Z, ∈∃ qq)(( Z∧ )}kqji ⋅=−         （3.52） 

试证 R 是 Z 上的等价关系。 
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证明 
（1）证明 R 是自反的。任取 ∈i Z。因为 kii ⋅=− 0)( ，所以 R 是自反的，即 )(modkii = 。 
（2）证明 R 是对称的。任取 ∈ji, Z，并假设 ji, 是模 k 同余的，即有 kqji ⋅=− )( 。于是

kqij ⋅−=− )()( ，即 j,i 也是模 k 同余的。 
（3）证明 R 是传递的。任取 ∈lji ,, Z，并假设 ji, 和 lj, 分别是模 k 同余的，有 kqji ⋅=− )(

和 kplj ⋅=− )( ，于是 kpqljjili ⋅+=−+−=− )()()( 。显然， ∈+ )( qp Z，所以 li, 是模 k 同

余的。 
以下是从一个特殊的例子出发，揭示一个集合 A上的等价关系 R 与集合 A的若干特别的

子集（这些子集将 A划分成若干块）之间的关系。 
设 A 是某班级学生的集合，定义一个所谓“同姓氏关系” R 于其上： 

AtstsR ∈><= ,|,{ ， s和 t 是同姓氏的} 

容易验证，R 是等价关系。我们总可以将姓氏相同的学生分在一组，姓氏不同的一定在不同

组。于是全体学生被分成若干小组，每一组的人数可能不一定相同，但是在同一组中的任何

两人（包括每个人与他自己）都是同姓的，即都有上述定义的等价关系，而分别在不同组里

的两人一定不具有这种等价关系。在此问题中，每一学生小组叫做一个按“同姓氏关系”诱．

导．（产生）出的等价类。很显然，两个不同等价类不相交，所有等价类的并集就是集合 A。 

一般情况下，一个有限集 A上定义的等价关系 R ，总可以通过有限次对 A中元素两两比

较而做出它的等价类来。首先，任取一个 Aa∈ ，将它放入一空集{}中，产生集合{ a }。其次，

在剩下的元素中取 }{aAb −∈ ，然后比较b 和 a，看是否满足bRa ，若是，则将b 加入到{ a }

中去，否则由b 生成新子集{ b }。以后的每一步，均从尚未放入上述任何子集的元素中任取

一个，譬如 }{}){( baAc −−∈ ，然后用c与已生成的每一子集（如{ a }，{ b }）中的每一元素

相比较。这时若 cRa，则置c于{ a }中生成{ ca, }。否则，若 cRb，则置c于{ b }中生成{ cb, }。

若不然，产生一个新的子集{ c }……由于 A 中元素个数是有限的，所以，最终经过有限次．．．上

述步骤即可得到由 R 诱导的所有等价类。用记号 Ra][ , Rb][ ,…表示这些等价类，而元素 a , b 等

等各称做等价类 Ra][ , Rb][ ,…的代表元素。由于同一等价类的诸元素彼此两两等价，所以，一．

个等价类中的每一个元素都可以作为代表元素．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．。 

定义 3.29  设 R 是集合 A上的等价关系。由元素 Aa ∈ 和一切也属于 A且与 a有等价关

系 R 的元素共同组成的子集，叫做由 a生成的等价类，记为 Ra][ 。即 
},,|{][ AaxRaAxxa R ∈∈=                        （3.53） 

【例 3.19】  设 3=k ，求模 3 同余关系诱导的等价类。 
解  容易证明，两个整数 ∈ji, Z，如果它们的模 3 余数相等 )3(mod)3(mod ji = ，则 ji, 必

定为模 3 同余的，即 )3(modji = ，就是说满足式（3.52）。 
由于模数 3=k 时，模 k 余数只可能是 2,1,0=r 三种。所以，模 3 同余关系有 3 个等价类： 

},9,6,3,0,3,6,9,{]0[ LL −−−=R  
},10,7,4,1,2,5,8,{]1[ LL −−−=R  
},11,8,5,2,1,4,7,{]2[ LL −−−=R  

定义 3.30  设 R 是集合 A上的等价关系。由 R 诱导的一切等价类的集合叫做集合 A关于

R 的商集，记为 RA / 。即 
}|]{[/ AxxRA R ∈=                        （3.54） 
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要注意的是，若 A 含有 n个元素，以上定义未必包含 n 个等价类，因为两个等价的代表

元素 1x 和 2x 生成的等价类是相同的。 
定理 3.9  设 R 是 A上等价关系， Aba ∈, 。 Rba >∈< , ，当且仅当 RR ba ][][ = 。 

证明 
必要性。设 Rba >∈< , ，来证 RR ba ][][ = 。任取 Ax∈ ，设 

xRaax R ⇔∈ ][  
因为由假设 )(, aRbRba >∈< ，并且 R 是等价关系，所以 

xRbaRbxRa ⇒,  
由式（3.53）可知 Rbx ][∈ ，证得 RR ba ][][ ⊆ 。类似可证 RR ab ][][ ⊆ ，于是 RR ba ][][ = 。 

充分性。设 RR ba ][][ = ，来证 aRb 。事实上，因为 Raa ][∈ ，由充分性假设，得 Rba ][∈ ，

所以 aRb （ Rba >∈< , ）。 

3.3.2  等价关系与划分 

定义 3.31  设 rAAA ,,, 21 L 是 A的非空子集。若以下等式成立 

AAi

r

i
=

=1
U  

和                            i jA A = ∅I )≠,≤≤1,≤≤1( jirjri  

那么这些子集组成的集合叫做 A的一个划分，并记做 Aπ 。即 

Aπ },,,{ 21 rAAA L=  
并称每一子集 iA 是一个划分块。 

回到上面关于一个班级学生之间“同姓氏关系”所诱导的所有等价类，这些等价类的集

合就是一个划分。 
定理 3.10 设 R 是 A上的等价关系，A关于 R 的商集 },,,{/ 21 rAAARA L= ，则等价关系

R 与划分 Aπ },,,{ 21 rAAA L= 一一对应。 

证明 
本定理的含义是一个等价关系 R 对应一个以商集 RA / 做成的划分；反之 A 的任一划分

Aπ },,,{ 21 rAAA L= 对应一个等价关系 R 。而由 R 诱导的商集 RA / 就是划分 Aπ 。 
首先，设 },,,{/ 21 rAAARA L= 是 A关于 R 的商集，来证它也是 A的一个划分。 
任取 Ax ∈′ ，以 x′ 为代表元素，做成等价类 Rx ][ ′ 。因为 Rxx ][ ′∈′ ，所以 R

Ax
xx ][

∈
∈′ U ，即

R
Ax

xA ][
∈

⊆ U 。反之，设 R
Ax

xx ][
∈

∈′ U ，必有 Rxx ][ ′∈′ 。又按等价类定义， Ax R ⊆′][ ，有 Ax ∈′ ，

所以 Ax R
Ax

⊆
∈

][U ，得 R
Ax

xA ][
∈

= U 。 

另外，可证任意两不同的等价类 RR yx ][][ ≠ 不相交。即，当[ ] [ ]R Rx y≠ ，则[ ] [ ]R Rx y = ∅I 。

我们用反证法。若不然，设有[ ] [ ]R Rx y ≠ ∅I ，必有 RR yxc ][][ I∈ ，因为 Rxc ][∈ ， Ryc ][∈ ，

故 cRx , cRy ，因 R 是等价关系，所以 xRy。按定理 3.9， RR yx ][][ = 。矛盾。 

至此已证明商集 RA / 的确是 A的一个划分。 
其次，来证明若 Aπ },,,{ 21 rAAA L= 是 A 的一个划分，则必有 A 上的一个等价关系 R ，

并且商集 RA / 就是 Aπ 。 

构造一个 A上的关系 
iAxiAyxyxR ∈∃∈><= )((,,|,{ ∧ )}iAy ∈  
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即 xRy，当且仅当 x 和 y 同属一个划分块。剩下的只要证明 R 是等价关系和 Aπ 就是 RA / 。 

R 是自反的。因为任取 Ax∈ ， x 不可能出现在两个不同的划分块，故 xRx。 
R 是对称的。因为若 Ayx ∈, ，且 x 和 y 在同一划分块 iA 中，则 xy, 也同在 iA 中。 
R 是传递的。因为任取 Azyx ∈,, 。若 yx, 同属 iA , zy, 同属 jA ，必有 ji AA = ，即 zx, 同属

一划分块。若不然，假设 ji AA ≠ ，还因为 iAy ∈ , jAy ∈ ，故 i jy A A∈ ≠ ∅I 。这与 ji AA , 是划

分块的假设矛盾。 
最后，根据关于 R 的定义和商集的定义直接可知， Aπ ＝ RA / 。 
定理 3.10 实际给出了一种由 A的一个划分来构造相应的等价关系的方法。 
【例 3.20】  设 }3,2,1{=A 。试求 A上等价关系 R ，使之具有商集 }}3,2{},1{{/ =RA 。 

解  分别给出笛卡儿积 
}1,1{}1{}1{1 ><=×=R  

}2,3,3,2,3,3,2,2{}3,2{}3,2{2 ><><><><=×=R  

于是 
}2,3,3,2,3,3,2,2,1,1{21 ><><><><><== RRR U  

该等价关系的关系图有图 3.6（c）中第二种结构。 

3.4  序关系和哈斯图 

3.4.1  序关系 

偏序关系是一种具有某些特殊性质的二元关系。例如，实数上的“小于等于”关系，完

全集上子集的包含关系，命题演算中全体公式的主析取范式之间的蕴含关系，整数上的整除

关系，等等，都是偏序关系。 
定义 3.32  设 R 是集合 A上二元关系。R 是偏序关系，当且仅当 R 是自反的，反对称的

和可传递的。 
定义 3.33  设 A 上有偏序关系≤（也可简称为偏序），则称序偶 >< ≤,A 为偏序集或半

序集。 
一般来说，人们在文献中常以记号“≤”表示一个偏序关系。这时的记号“≤”是广义

的，它不一定表示在比较两实数时用到的“小于等于”的含义。但在另一方面，当两个元素 yx,
有偏序关系时，又常记为 yx≤ （含义如同 xRy 一样），并直接读成：x“小于等于” y 。 

【例 3.21】  设 }32,24,16,12,8,6,3,2{=A 。 R 是整除关系 
}|,,|,{ yxAyAxyxR ∈∈><=  

试证明 R 是偏序。 
证明 
因为每一非零整数都可整除自己，所以 R 是自反的。 
设 Ayx ∈, , yx | 和 xy | 。 于 是 必 有 整 数 pq, ， 使 xqy ⋅= 和 ypx ⋅= 。 即

yqpypqy )()( ⋅=⋅= 。因为 0≠y ，所以 1=⋅ qp 。但 )( qp ⋅ 为整数，故 1== qp ，得 yx = 。R

是反对称的。 
设 Azyx ∈,, , yx | , zy | 。有整数 pq, ，使 xqy ⋅= 和 ypz ⋅= ，即 xqpxqpz )()( ⋅=⋅= 。

因 qp ⋅ 为整数，所以 zx | 。 
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证得 R 是自反的，反对称的和传递的，所以 R 是偏序。 

3.4.2  偏序关系的哈斯图 

观察例 3.21 中偏序的关系图（图 3.7）后发现，偏序的关系图有明显的层次。可将所有

结点分成四层，由“低”至“高”分别为 2 和 3，6 和 8，12 和 16 以及 24 和 32 等。还因为

一个偏序图，当它包含较多结点时可能会有很多的边，全部画出来就会使图变得杂乱无章难

以看清。哈斯图就是省略了偏序图中的某些边之后的一种简图。例如图 3.8 所示。可以省略

的边有两类：一类是通过每一结点的自闭合的边。另一类是这样的边：若同时存在两条或两

条以上的首尾顺序相连的边 ><><><>< + vccccccu mii ,,,,,,,,, 1211 LL ，因为偏序是传递的，

所以偏序中必有边 >< vu, ，而最后这条边 >< vu, 就是可省略的。很明显，我们省略的那些边

在偏序关系中都是必然会出现的。换句话说，如果需要，我们可以仅仅凭简化后的哈斯图中

留下的边，还原出原来的偏序图。 

         

图 3.7  整除关系              图 3.8  例 3.21 的哈斯图 

偏序 >< ≤,A 的哈斯图是这样规定的： 
1．每一 Ax∈ ，用一个小圆圈表示，并且若 Ayx ∈, , yx ≠ 且 yx≤ ，则 y 放在比 x 高的

层次上。  
2．仅仅画出这样的一些边 >< vu, ： ,, Avu ∈ vuvu ≤,≠ ，但不存在第三个结点

vwuwAw ≠≠∈ ,, ，使得 vwwu ≤≤ , 。即可以说仅画出v盖住u 这样的边 >< vu, 。 
3．这样做之后，省略留下的边的箭头号。因为我们可以从结点的层次上知道，哈斯图的

边都是指向上方．．的。 

3.4.3  偏序集中的某些特殊元素 

在一个偏序 >< ≤,A 中，有一些元素有着某些独特的属性。下面就来讨论这些元素。 
定义 3.34  设 >< ≤,A 是一偏序。集合 AB ⊆ 。若 B 中任意两元素在 >< ≤,A 中都有偏

序关系，则称 B 是链。 
特别当 A本身是链，称 >< ≤,A 是全序集。关系“≤”称为全序关系。 
在例 3.21 中， }24,12,2{},6,2{},24,8,2{},32,8,2{},16,8,2{},2{ 543210 ====== BBBBBB 都

是链。 
注意：链的定义并不总是像它的名字那样与哈斯图的一条有形的折线相对应，如上面的

5B 就是一例。 
定义 3.35  设 >< ≤,A 是偏序， AB ⊆ 。若存在 Bb∈ ，使得一切 B 的元素 Bx∈ 都满足
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bx≤ ，则称b 是 >< ≤,B 的最大元，或简称最大。 
注意：定义中用到了 >< ≤,B 这样的符号，因为可以证明，在一个偏序 >< ≤,A 中，它

的任一非空子集 AB ⊆ ，如果 B 中的所有结点之间均因袭了它们在 >< ≤,A 的偏序关系，则

>< ≤,B 仍是偏序集。如果记 B 上偏序关系为 R′，则 
)(' BBRR ×= I  

（参见本章习题 3.38）或者 
},,,|,{' RyxByxyxR >∈<∈><=  

定义 3.36  设 >< ≤,A 是偏序， AB ⊆ 。若存在 Ba∈ ，使得一切 B 的元素 Bx∈ 都满足

xa≤ ，则称 a是 >< ≤,B 的最小元，简称最小。 
【例 3.22】  设 }1,0{=A ，偏序 >⊆< ),(Aρ 。求 B0 ={ ∅ }, 1 2{ ,{1}}, { , },B B A= ∅ = ∅  

},0{{3 =B  }}1{ 和 )(Aρ 上的最大元 ib 和最小元 ia 。 

解  图 3.9 是例 3.22 的哈斯图。 
B0的最大元和最小元都是∅  

1B 的最大元 }1{1 =b ，最小元 1a = ∅  

2B 的最大元是 b2=A，最小元 2a = ∅  

3B 没有最大元和最小元 
)(Aρ 的最大元是 Ab = ，最小元是 a = ∅ 。 

定理 3.11  有偏序 >< ≤,A ， AB⊆ 。如果．．B 有．最大（小）元，则最大（小）元是唯

一的。 
证明 
设b 是 B 的最大元。若还有 Bb ∈1 也是 B 的最大元，则应该有 bb ≤1 和 1≤bb ，于是根据

偏序关系的反对称得到 bb =1 。 

类似可证最小元如果存在．．．．，则是唯一的。 
定义 3.37  设 >< ≤,A 是偏序， AB⊆ 。若有 Bd ∈ ，使 B 的任何一个元素 Bx ∈ ，或者

有 dx≤ ，或者 x 与 d 是不可比的（即 x 与 d 没有偏序关系，也即 xd ≤ 或 dx≤ 都不成立），

则称 d 是 B 的一个极大元，简称极大。 
定义 3.38  设 >< ≤,A 是偏序， AB ⊆ 。若有 Bd ∈ ，使 B 的任何一个元素 Bx∈ ，或者

有 xd ≤ ，或者 x 与 d 是不可比的，则称 d 是 B 的一个极小元，简称极小。 
显然，最大（小）一定是极大（小），反之不然。 
在例 3.22 中， }}1{},0{{=3B ，它有两个．．极大元{0}和{1}，同时它们又都是极小元。 

定义 3.39  设 >≤,< A 是偏序， AB ⊆ 。若有 As ∈ ，使得 B 的任何一个元素 Bx∈ 都有

sx≤ ，称 s 是 B 的上界。若 s′是 B 的任一上界，有 ss ′≤ ，又称 s 是上确界（最小上界），记

为 Bs sup= 。 

提醒注意的是，上．（下．）界可以不属于子集．．．．．．．．B．。 
定义 3.40  设 >< ≤,A 是偏序， AB⊆ 。若有 Af ∈ ，使得 B 的任何一个元素 Bx ∈ 都有

xf ≤ ，称 f 是 B 的下界。若 f ′ 是 B 的任一下界，有 ff ≤′ ，又称 f 是下确界（最大下界）,
记为 Bf inf= 。 

回到例 3.22 中的 }}1{},0{{3 =B ，它有上界 }1{=s 和下界 }0{=f ，同时也各是 3B 的上确

界和下确界。 

 

图 3.9  例 3.22 的哈斯图 
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但是不要以为一个偏序<A,≤ > 的子集 B 有上界，必有上确界，更不必是有上界必有最大

元。下面是一个例子。 
【例3.23】  设 },,,{ dcbaA = >,<,>,<,>,<,>,<{=≤, ddccbbaa ,,,,,,, ><><>< adbcac  

}>,< bd 。 
容易验证它是偏序。图 3.10 是它的哈斯图。讨论 },{=1 baB 和

},{=2 dcB 的最大（小），极大（小），上（下）界和上（下）确界。 

解 
对于 },{1 baB = ，它没有最大元，也没有最小元， ba, 都是 1B 的

极大，也是极小。没有上界，有两个下界 c 和 d ，但没有下确界。

没有上界当然无上确界。 
对于 },{=2 dcB ，它没有最大和最小。 dc, 都是极大，也是极小。 2B 有两个上界 a和b ，

但没有上确界。它没有下界和下确界。 
定理 3.12  一个偏序集 >≤,< A 的子集 AB ⊆ 。如果有．．．上（下）确界，则上（下）确界

是唯一的。 
证明 
设 As ∈ 是 >< ≤,B 的上确界。若 As ∈′ 也是一个上确界，按上确界的定义，有 ss ≤′ 和

ss ′≤ 。因为 >≤,< A 是偏序，所以有反对称性，于是 s'=s。 
类似可证如 >< ≤,B 有下确界，可证下确界是唯一的。 

要特别说明的是，证明子集的上（下）确界的唯一性的前提是该子集必须有上（下）确

界。因为对一个子集而言，可能它并不存在上（下）确界，如例 3.23 的{c,d}，它有上界，但

无上确界。 

3.5  函数及其运算 

函数对我们并不是一个陌生的概念。一元函数和多元函数是一种由取自某一集合（称为

定义域）的一个或一组元素对应到一个集合的确定元素的规则．．。例如，一元二次函数

43 2 −+= xxy 。取定 1=x ，则 0=y ；当 1−=x 时， 2−=y ……对函数而言，这种从自变量

到函数值的对应是唯．一．的，即一个或一组自变量对应一个且仅仅一个函数值。并且，一般而

言，这种唯一性是“单向的”。就是说确定了自变量后，有且只有一个函数值与之对应，而反

过来，一个函数值可以对应一个以上的自变量。例如上面提到的一元二次函数 43 2 −+= xxy ，

当 x=
3
1

− 和 0=x 时，都有 4−=y 。一般而言函数关系不必是一一对应．．．．的。 

函数与我们在前一节中讨论的二元关系有密切的联系。事实上，实数集 R 上的一元函数

43 2 −+= xxy ，就是一个 R 上的二元关系，唯一要提到的是上一节讨论的二元关系都是有限

的，即构成二元关系的序偶的数目是有限的，而 43 2 −+= xxy 是一个 R 上的无限个序偶组成

的二元关系。它可以按二元关系的描述方式表示成 
∈><= xyxf |,{ R }43, 2 −+= xxy  

但这并不意味着函数与关系没有什么区别。实际上，函数的定义要比关系更严格一些。

或者说，函数都是关系，但关系并不一定是函数。即函数是一种附加了一定条件的关系，而

 

图 3.10  例 3.23 的哈斯图 
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关系是函数的推广。正因为如此，关系普遍具有的性质．．．．．．．．．，函数也有．．．．。反之不然。 

函数在计算机领域内有很多应用，如开关理论、自动机理论和可计算性理论等。 
 

3.5.1  函数的概念 

定义 3.41  设 X 和 Y 是两个非空集合，f 是 X 到 Y 的关系。如果对每一个．．． Xx ∈ ，存在

唯．一．的 Yy ∈ ，使得 fyx >∈< , 或(xfy)，则称 f 是 X 到 Y 的函数，记为 )(xfy = 。 

该定义在两个方面限制了一个关系。第一个条件是存在性，即每一个 Xx ∈ 都必须和某

个 Yy ∈ 有关系，也就是 f 的定义域是 X 本身而不可是 X 的真子集。第二个条件是唯一性，

即每一个 Xx ∈ ，只能有一个 Yy ∈ 与之有关系。这一条件可以表示为：若 Yyy ∈21, ，且

)( 11 xfy = 和 )( 22 xfy = ，且 21 xx = ，则必有 21 yy = 。或者描述为：若 )( 11 xfy = ， )( 22 xfy = ，

且 21 yy ≠ ，则必有 21 xx ≠ 。 
有一些术语，如变换、映像、映射、运算等，都是函数的同义词。 Xf : →Y ，或者 X →

Y 均可用来表示“ f 是 X 到Y 的函数”。 
一个函数 Xf : →Y ，称 X 是 f 的定义域，用 fD 表示，即 XDf = 。 

若 fyx >∈< , ，那么 x 叫自变量， y 叫做 x 在 f 下的函数值或像，或 x 是 y 的原像。在讨

论函数时，代替 fyx >∈< , 或 xfy 的写法是 )(xfy = 。将这个符号扩充到整个定义域，就成了

)(Xf 。它表示一个集合．．．．．．．，即所有 Xx∈ 在函数 )(xf 下的像的集合，而非一个函数值，通常

称之为函数 f 的值域 
}),(|{)( XxxfyyXf ∈==  

值域 )(Xf 也可记为 Rf。一般而言，Rf ⊆Y。Y 也叫做值域包。 

因为函数首先是一个关系。所以表示关系的各种方法在此也都适用。 
图 3.11 举了两个 X 到Y 的关系，但它们都不是函数，其中图 3.11 ）（a 不满足像的存在

性，图 3.11 ）（b 不满足像的唯一性。 

 
图 3.11  不是函数的关系 

而图 3.12 是几个函数的例子。 

 

f 
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图 3.12  几个函数的例子 

特别要比较图 3.11 ）（b 和图 3.12 ）（a 。前者有 12 fyx ， 22 fyx ，且 21 yy ≠ ，它违背了像的唯

一性条件。但后者虽有 121 )()( yxfxf == ，但它并不违背一个自变量只有一个像的条件。 

既然关系可以用矩阵表示，函数当然也行。如图 3.12 ）（a 的函数可用关系矩阵表示为 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

010
100
001
001

fM  

作为函数的关系矩阵，它必有两个特征：其一是每一行有一个元素为 1，这是和函数像

的存在性对应的；其二是每一行仅有一个元素为 1，这是和像的唯一性对应的。 
用关系的形式来表示这一函数就是 

},,,,,,,{ 24331211 ><><><><= yxyxyxyxf  

下面再给出一些函数的实例。 
（1） }2,1,,{ baX = ， }7,5,3{=Y , }5,2,3,1,5,,7,{ ><><><><= baf  
显然， XDf = , YRf = , 7)( =af , 5)( =bf 等等。 

（2）设 ∈x R（实数集）， 

⎩
⎨
⎧

−
=

x
x

xf )(   
0
0≥

<x
x

当

当
 

这里 =fD R， ⊂fR R+（非负实数的集合）。 

该函数的图像如图 3.13 所示。 
（3）设 P( ∧ )Q → R 是命题演算的合式公式，其中每一命

题变元可以用 V={F,T}中两元素之一代入，其结果可用一真值表

描述。所以该合式公式是集合 V×V×V =V3 到 V 的函数。实际

上，我们可以把它叫做命题函数。 
在这里，我们实际上已经把函数的概念扩充到其定义域是某集合的笛卡尔积的情况，并

且把 3V →V 的函数称为集合V上的三元函数 *。 

（4）设 E 是完全集。 )(Eρ 是它的幂集。对任意两个集合 )(, EBA ρ∈ ，它们的并、交、

差运算都是 )()( EE ρρ × → )(Eρ 的函数。而补运算是 )(Eρ → )(Eρ 的函数。如上所述，并、

交、差都是 )(Eρ 上的二元函数。 
（5）设 N },3,2,10{ L，= ,Z+ },3,2,1{ L= ，而 )(zfp = 表示小于等于 z 的正整数中质数的个

数。显然 0)1( =f , 1)2( =f , 2)3( =f , 2)4( =f ……且 )(nfp = 是 Z+→N 的函数。 

这个例子说明了一个问题，即函数并非均可以用解析表达式给出。重要的只是从每一自

变量对应到唯一一个函数值的规则．．存在，而这种规则是极为多样化的。 
定义 3.42  设 gf , 都是集合 X 到Y 的函数。若对每一个 Xx∈ ，均有 )()( xgxf = ，则称

f 和 g 是相等的，记为 f=g。即 
Xxxgf ∈∀⇔= )(( → ))()( gfxf =                  （3.55） 

设 },,,{ 21 mxxxX L= 和 },,,{ 21 nyyyY L= 是两个有限集合。 YX × 共有 nm× 个序偶。因此，

YX × 的子集共有 nm×2 个。每一个这样的子集都是 X 到Y 的关系，但并非每一个都是函数，

                                                        
* 由此可以定义一个集合 X 上的 n 元函数，就是定义域是笛卡儿积 nX 的函数。 

 

图 3.13  函数的图像 

x＜0 
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其中仅有 mn 个是函数，因为对每一个 Xx∈ （有m 个 x ）可以规定任一个 Yy ∈ （有 n个）作

为 x的像。故共用 mn 种不同的方法可以为所有 x规定它们的像。我们使用符号 XY 表示从 X 到

Y 的所有函数的集合就不难理解了。甚至，当．X 或．Y 是无限集时也延用这个符号．．．．．．．．．．．．。 

例如， },{ baX = , }3,2,1{=Y ，则 YX × 有 2×3=6 个序偶， YX × 有 62 个子集，其中只有

932 = 个是函数，它们是 
}1,,1,{1 ><><= baf ， }2,,1,{2 ><><= baf ， 
}3,,1,{3 ><><= baf ， }1,,2,{4 ><><= baf ， 
}2,,2,{5 ><><= baf ， }3,,2,{6 ><><= baf ， 
}1,,3,{7 ><><= baf ， }2,,3,{8 ><><= baf ， 
}3,,3,{9 ><><= baf  

有一些特别的函数，定义如下。 
定义 3.43  设 Xf : →Y 。如果 YRf = ，也即每一个 Yy ∈ ，都是一个（至少一个） Xx∈

的像，即 
Yyy ∈∀ )(( → Xxx ∈∃ )(( ∧ )))(xfy =                  （3.56） 

成立。称函数 f 是 X 到Y 上的满映射，简称满射。 

我们在本节一开始处曾说过，函数的函数值有存在性和唯一性，并且强调这两个性质是

“单向的”。就是说对集合Y （值域包）而言，并非每一个 Yy ∈ ，都一定有原像。一定有原

像的只是上面定义的满映射。原像的唯一性也类似，有些函数的一个函数值 Yy ∈ ，可以对应

两个不同的原像 Xxx ∈21, ，且 21 xx ≠ （参考图 3.12 ）（a ）。但有一类函数叫入射的，它具有“反

向”的唯一性，即一个函数值不会对应两个原像。 
定义 3.44  设函数 Xf : →Y。如果 Xxx ∈21, ，且 21 xx ≠ ，就有 )()( 21 xfxf ≠ 。即 

Xxxx ∈∀∀ 121 )(()(( ∧ Xx ∈2 ∧ )21 xx ≠ → ))()( 21 xfxf ≠          （3.57） 
成立。于是称 f 是 X 到Y 的入射。入射也称为一对一的。 

函数的定义本身要求对定义域中的每一个元素 Xx∈ ，它的像是存在的和唯一的。一般

地，反过来并不要求对每一个 Yy ∈ 有原像，也不要求在有原像时，原像是唯一的。但是，对

于每一个 Yy ∈ 必定存在唯一原像的函数，是一种特殊的函数，我们称它为双射。 
定义 3.45   设函数 Xf : →Y。如果 f 是满射和入射，则称 f 是 X 到Y 的双射。双射也

称为一一．．对应．．。 

图 3.12 ）（b 是入射，但非满射。图 3.12 ）（c 既是满射也是入射，所以图 3.12 ）（c 是双射。

从图 3.12 可以分清入射（一对一）与双射（一一对应）的不同之处。 

3.5.2  函数的复合 

类似于二元关系的复合，我们讨论将两个函数做复合的一

种运算。 
设有两个函数 Xf : →Y 和 Yg ′: →Z。按照上一节所述，

函数也是关系，因此我们可以按关系一样来做复合关系 gf o 。 

不难给出图 3.14 中的两函数（按照关系）得出的复合关

系 ， 其 中 },,{ 321 xxxX = , },,{ 321 yyyY = , },,{ 421 yyyY =′ , 
},,,{ 4321 zzzzZ = 。 

 

图 3.14  两函数 )(),( xgxf 作为

关系的复合 gf o  
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},,,{ 3231 ><><= zxzxgf o  
但这并不是 X 到 Z 的（复合）函数，因为它不满足像的存在性。那么，要使上述两函数 )(xf
和 )(xg 像关系那样复合后仍是一个函数需要什么条件呢？很简单，只要求 f 的值域 fR 是 g

的定义域 gD 的子集，即 gf DR ⊆ 。特别是当函数 f 的值域包Y 就是 g 的定义域的情况。为明

确起见，以后在讨论函数的复合时，如不特别声明，就做此假设。 
定义 3.46   设有函数 Xf : →Y， Yg : →Z，则复合关系 gf o 是 X 到 Z 的函数，并称它

是 g 与 f 的左复合，或 f 和 g 的复合函数。按函数的习惯记为 )(xfg o 。即 
Xxzxfg ∈><= |,{o ∧ Zz ∈ ∧ Yyy ∈∃ )(( ∧ )(xfy = ∧ ))}(yfz =       （3.58） 

注意：定义在给定的条件下，断言 f 和 g 的复合关系一定是 X 到 Z 的函数。这是需要证

明的。 
像的存在性。任取 Xx∈ 。因 Xf : →Y 是一函数，所以必有 Yy ∈ ，满足 )(xfy = 。同样

因为 Yg : →Z 是函数，所以有 Zz ∈ ，满足 )(ygz = 。于是 fgzx o>∈< , （这是按函数习惯表

示的复合函数），即 )(xfgz o= 。 
像的唯一性。设 2121 ,, zzZzz ≠∈ ，且有 Xxx ∈21, ，使 )( 11 xfgz o= , )( 22 xfgz o= 。来证

21 xx ≠ 。实际上，按复合的定义，存在 Yyy ∈21, ，使得 )( 11 ygz = ， )( 22 ygz = 和 )( 11 xfy = ，

)( 22 xfy = ，且因为 g 是Y →Z 的函数， f 是 X →Y 的函数。所以由 21 zz ≠ 推知 21 yy ≠ ，进而

得出 21 xx ≠ 。 

从复合函数的定义直接可得出以下公式 
))(()( xfgxfg =o                       （3.59） 

图 3.15 是复合函数的一个很直观的例子。 

 

图 3.15  函数复合的图解 

【例 3.24】  求图 3.15 给出的 g 与 f 的左复合函数 )(xfg o 。 

解 
已经说过，任何关系具有的普遍性质，函数也有。现在用关系矩阵的布尔积来计算复合

函数（参见本章 3.2.3 小节关系的复合）。 
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⎥
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⎥
⎥
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提醒大家注意的是 fgM o 中下标“ fg o ”用的是左复合记法。最后复合函数 

},,,,,,,{ 34331211 ><><><><= zxzxzxzxfg o  

既然两个函数可复合为一个函数，那么三个适当的函数可以按两种次序依次复合。或者

第一、二两个复合后再与第三个复合，或者第一个与第二、三两个复合后的函数再行复合。

我们可证明这两种复合的结果是等价的。 
设 Xf : →Y， Yg : →Z， Zh : →W。则 

)()( fghfgh oooo =                                       （3.60） 

定理 3.13  函数的复合运算满足结合律。 
证明 
按式（3.60）给出的函数 f, g, h，有 X→Z 的复合函数 fg o 和 Y→W 的复合函数 gh o ，

都是函数，所以式（3.60）两端仍是两个 X →W 的函数。至于它们相等，是因为它们作为

关系满足关系的结合律（参见式（3.37））。 
还有一些有关复合函数的性质。 
定理 3.14  设函数 Xf : →Y, Yg : →Z。则 
1．若 gf , 都是满射，则 fg o 也是满射。 
2．若 gf , 都是入射，则 fg o 也是入射。 
3．若 gf , 都是双射，则 fg o 也是双射。 

证明 
证明其中第 2 条性质，其余留给读者完成。设 gf , 都是入射，任取 ,, 21 Xxx ∈ ，且 21 xx ≠ ，

来证 21 zz ≠ ，其中 )( 11 xfgz o= , )( 22 xfgz o= 。 
事实上，因为 f 是入射，由 21 xx ≠ ，得 21 yy ≠ （ )(),( 2211 xfyxfy == ）。再因为 g 是入

射，所以 )())(()( 11 xfgxfgygz o=== 和 )( 22 xfgz o= 也不等。 
顺便说一下，以上定理中的各命题的逆命题均不是永真的。例如，若 fg o 是满射，只能

得出 g 是满射； fg o 是入射，只能推知 f 是入射等等。 

3.5.3  逆函数 

一般而言，若 Xf : →Y 是函数，当把它作为关系处理时有逆关系 Yf c : →X。但由于函

数 f 可能不是满射或入射，所以，逆关系 cf 并不保证原像的存在性和唯一性，一般 cf 并不

是一个函数。很明显，当 f 本身是双射时， cf 一定也是一个函数。 
定义 3.47  设 Xf : →Y，如果它的逆关系也是函数，则称它为函数的逆函数，或简称为

逆，记为 Yf :1− →X。即 
Yyxyf ∈><=− |,{1 ∧ Xx ∈ ∧ )}(xfy =  

一个函数有逆函数，称此函数是可逆的。 
由逆函数的定义可知，若 )(xfy = ，则 )(1 yfx −= 。 

定理 3.15  一个函数可逆的充分必要条件是该函数是双射。 



 ·85·

证明 
充分性。设 Xf : →Y 是双射，所以也是满射。因此对任一个 Yy ∈ ，有 )(xfy = （ Xx ∈ ）。 
又因为 f 是入射，所以对 Yyy ∈21, , 21 yy = ，必有 Xxx ∈21, ，满足 )( 11 xfy = 和

)( 22 xfy = ，且 21 xx = 。以上的证明说明对任意 Yy ∈ ，它的原像是存在且唯一的。因此 Xf : →

Y 可逆。 
必要性。又设 f 可逆，来证 f 必是双射。 
任取 Yy ∈ ，因 1−f 存在，必有 ）（ Xxxyf ∈=− )(1 。由逆函数定义可知， )(xfy = 。故 f

是满射。 
另外假设 2121, xxXxx ≠∈ ， ，于是 )( 11 xfy = , )( 22 xfy = （即 )(),( 2

1
21

1
1 yfxyfx −− == ），

因 1−f 是函数，所以 21, yy 在逆 1−f 下的像是唯一的，即从 21 xx ≠ 推知 21 yy ≠ ，因此 f 是入射。 
既然 f 是满射和入射，所以 f 是双射。    

由本定理直接可推知，函数的逆存在．．．．．．，则逆函数也是双射．．．．．．．．。 

因为由逆的定义可得 
ff =−− 11)(                              （3.61） 

所以 f 是 1−f 的逆函数，因此 1−f 是双射。 

最后我们来讨论复合与逆结合的运算。回忆我们说过的一切函数具有关系所具有的最普

遍的性质，所以类似公式（3.43）有 
111)( −−− = gffg oo                           （3.62） 

以上等式成立仅要求 f 和 g 都是可逆的。公式中出现的确实全都是函数。例如 fg o 是双

射， 1)( −fg o 是双射， 11, −− gf 也都是双射。这不难从 3.5.2 小节和本小节诸定理得到证明。 
定义 3.48   集合 X 上的恒等关系 XI X : →X，称为恒等函数。即 

}|,{ XxxxI X ∈><=  
设函数 Xf : →Y 。易证以下恒等式成立。 

fIf X =o , ffIY =o                         （3.63） 
定理 3.16  设函数 Xf : →Y 是可逆的。则 

XIff =− o1 , YIff =−1o                        （3.64） 

证明 
先证明 XIff =− o1 。另一式证明可类似给出。首先， 1−f 是可左复合 f 的。因为 Xf : →

Y， Yf :1− →X，并且 ff o1− 是 X→X 的函数。 
任取 Xx ∈ ，按复合函数定义， )())(()( 111 yfxffxff −−− ==o ，其中 )(xfy = 。所以，

由逆函数定义有 )(1 yfx −= ，即 xxff =− )(1 o 。  

习    题 

3.1  写出以下各集合的表达式。 
（a）所有实系数一元一次方程的解； 
（b）直角坐标系中单位圆上的点； 
（c）极坐标表示的单位圆及其内的点； 
（d）能被 5 整除的数。 
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3.2  举例说明集合 CBA ,, 。 CBBA ∈∈ , ，但 CA∉ 。 
3.3  以下各命题是真还是假？ 

（a） φφ ⊆ ； 
（b） φφ ∈ ； 
（c） }{φφ ⊆ ； 
（d） }{φφ ∈ ； 
（e） }},,{,,,{},{ cbacbaba ⊆ ； 
（f） }},,{,,,{},{ cbacbaba ∈ ； 
（g） }}},{{,,{},{ bababa ⊆ ； 
（h） }}},{{,,{},{ bababa ∈ ； 
（i） }},{,,{},{ bababa ∈ 。 

3.4  对任意集合 CBA ,, ，确定以下各命题是否为真。对真的证明之，若为假，试举一反

例。 
（a） CACBBA ∈⊆∈ ，则若 , ； 
（b） CACBBA ⊆⊆∈ ，则若 , ； 
（c） CACBBA ∈∈⊆ ，则若 , ； 
（d） CACBBA ⊆∈⊆ ，则若 , 。 

3.5  设 xxA |{= ＜5∧ ∈x N}, xxB |{= ＜9∧x ＞0∧ }是奇数x 。求 ,,,, ABBABABA −−UI  

BA ⊕ 。 
3.6  若 CBA ,, 是任意集合，当 CABA II = ，并且 CABA II ～～ = ，是否有 CB = ？

试证明之。 
3.7  设 BA, 是任意集合。（a）若 BBA =− ，则 A与 B 有何关系？（b） ABBA −=−若 ，

则 A与 B 又有何关系？ 
3.8  求 )(φρ 和 )))((())(( φρρρφρρ 及 。 
3.9  设 BA, 是任意集合。试证明 )()()( BABA II ρρρ = 。 
3.10  设 },,,{},,,{ fdcaBcbaA == 。试求： 

。，）（

；）（

；）（

；）（

；）（

；）（

BAgAB
BA
B
A

BA
BA

⊕−
−

)(f
e
d

}{c
b
a

U

I

U

I

φ
φ

 

3.11  设 }2,1{=A ，求 )()( AAAA ρρ ×× 和 。 
3.12  A是一集合，那么 AAA ×⊆ 可能成立吗？为什么？ 
3.13  某人拥有的上装的集合是 A，拥有的下装的集合是 B 。那么 BA× 做何解释？ 
3.14  设 DCBA ,,, 是任意集合。求证 )()()()( DBCADCBA ××=× III 。 
3.15  列出从集合 },,{ cbaA = 到 }{pB = 的所有二元关系。 
3.16  在平面直角坐标系中，设 ∈= xxX |{ R ∈=− yyYxx |{}1≤∧1≥∧ ， R ∧1  ≥∧ −y  
}1≤y 。则 YX × 做何几何解释（R 是实数集）？ 
3.17  设 },{=},2,1{= baBA 。求： 
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。）（

；）（

)(b
)(a

BAA
BAA

××
××

 

3.18  设 CBA ,, 是任意集合。求证： 
)()()(a CBCACBA −−=− UU）（ ； 
)()()(b CABACBA IU−=−−）（ 。 

3.19  BA, 是任意集合，E 是完全集。证明： 
ABABA =)()(a ～）（ IUI ； 
=))((b ABAB IUU ～～）（ E。 

3.20  设集合 }6,3,2,1{=A 。其中定义二元关系 DL, 分别是“小于等于”关系和整除关系。

若 x 可整除 y ，则记为 xDy 。用列举法求出 D 和 L ，并求 LDU 和 LDI 。 

3.21  自定义一组关于 n×n 关系矩阵按对应元素的布尔加法和乘法，然后给出用两个关

系的关系矩阵计算其“并”与“交”的公式。 
3.22  用列举法写出以下集合 A上的二元关系，并给出它们的关系图。 

}4,3,2,1,0{},3≤∧≤0|,{a 1 =><= AyxyxR）（ ； 
},|∧7≤∧≤2|,{b 2 yxyxyxR ><=）（ ∈= nnA |{ N 10≤∧n }； 

yxyxR −><= ≤0|,{c 3）（ ＜ }4,3,2,1,0{},3 =A ； 
yxyxR ,|,{d 4 ><=）（ 互为质数}， }6,5,4,3,2{=A 。 

3.23  设 }4,3,2,1{=A , }>3,3<,>4,2<,>2,1<{=P , }>2,4<,>4,2<,>3,1<{=Q 。 求

),( QPI )( QPU ,domP ,domQ, ranP, ranQ ,dom )( QPI ,ran )( QPU 。 
3.24  写出题 3.23 中 QP, 和 QPQP UI , 的关系矩阵，并与用题 3.21 中定义的运算所得

结果比较。 
3.25  集合 }3,2,1{=A 上的下述关系： 

}>3,3<,>3,1<,>2,1<,>1,1<{=R  
}>3,3<,>2,2<,>1,2<,>2,1<,>1,1<{=S  

}>3,2<,>2,2<,>2,1<,>1,1<{=T  

∅  
AA×  

分别按自反性、对称性、反对称性和传递性分类。 
3.26  举出集合 }3,2,1{=A 上关系的例子，使它们分别具有以下性质：（a）既对称又反对

称；（b）既不对称又不反对称；（c）传递的。 
3.27  证明：若 A上关系 R 和 S 是自反、对称和传递的，则 SRI 也是自反、对称和传递

的。 
3.28  设 R 是 A上的具有对称性和传递性的二元关系，而且对任何一个 Ax ∈ ，都有一个

Ay ∈ ，使 xRy。试证明 R 是等价关系。 
3.29  设 R 是 A 上有自反性和传递性的关系。T 是 A 上的关系， Tyx >∈< , ，当且仅当

Ryx >∈< , 和 Rxy >∈< , 。证明T 是等价关系。 

3.30  设 R 是 A上的二元关系。试证 R 是传递的充分必要条件是 RRR ⊆o 。 
3.31  设 1R , 2R 是 A上的关系。说明以下命题是真还是假并证明之。 

（a） 21, RR 都是自反的，则 21 RR o 也是自反的； 
（b） 21, RR 都是对称的，则 21 RR o 也是对称的； 
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（c） 21, RR 都是传递的，则 21 RR o 也是传递的； 
（d） 21, RR 都是反对称的，则 21 RR o 也是反对称的。 

3.32  设 },,{ cbaA = , },,,,,,,{ ><><><><= bccbbaaaR 。求 R 的自反闭包、对称闭包

和传递闭包。 
3.33  设 }4,3,2,1{=A , }4,3,3,2,1,2,2,1{ ><><><><=R 。用矩阵运算求 R 的自反闭包、

对称闭包和传递闭包。 
3.34  设 },,,{ dcbaA = 。问：可有几种不同的 A 的划分？写出每一种划分以及与之对应

的等价关系。 
3.35  设 R , R′是 A上的等价关系，举例说明 RR ′U 不一定是 A上的等价关系。 
3.36  设C 是全体实部非零的复数的集合。C 上二元关系 S 定义为：对于 ∈dcba ,,, R, 

)()( idcSiba ++ ，当且仅当 ca = ，并且 db = 。证明 S 是C 上的等价关系。由此诱导出的等

价类做何几何解释？ 
3.37  设 }15,5,3{=A , }12,6,3,2,1{=B , }54,27,9,3{=C 。D 为整除关系。画出每一集合上关

系 D 的哈斯图，并说明哪些是全序集。 
3.38  设 R 是 A 上的关系， AA ⊆′ 。现定义 A′上关系 R′为： )( AARR ′×′=′ I 。以下命

题是真是假？ 
（a） R 在 A上是传递的，则 R′在 A′上也是传递的； 
（b） R 是 A上的偏序，则 R′在 A′上是偏序； 
（c） R 是 A上的全序，则 R′是 A′上的全序。 

3.39  图 3.16 给出了集合 A={1,2,3,4}上的四个偏序关系。画出它们的哈斯图，并指出哪

些是全序。 

 
图 3.16  习题 3.39 图 

3.40  图 3.17 给出了一个偏序的哈斯图。试绘出它的一般关系图，并写出子集 },,{ dcb 上

的最大元、最小元、极大、极小、上界、上确界、下界、下确界。 
3.41  设 R 是 A上的二元关系，证明： 

（a）若 R 是等价关系，则 cR 也是等价关系； 
（b）若 R 是偏序关系，则 cR 也是偏序关系； 
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（c）若 R 是全序关系，则 cR 也是全序关系。 
3.42  },,,{= dcbaA , }3,2,1{=B 。试问以下 A到 B 的关系中，哪

些是 A到 B 的函数？并写出这些函数的定义域 fD 和值域 fR 。 

（a） }3,,2,,1,{ ><><><= aaaf ； 
（b） }2,,2,,2,{ ><><><= abcf ； 
（c） }3,,2,,1,{ ><><><= abaf 。 

3.43  指出下列函数是满射，或入射，或者双射？ 
（a）f :Z→Z, )3(mod)( iif = ； 

（b）f :N→N,
⎩
⎨
⎧=
0
1

)(if    ；
否则

是奇数i
 

（c）f :N→
⎩
⎨
⎧=
0
1

)(},1,0{ if    ；
否则

是奇数i
 

（d）f :Z→N, 1+|2|=)( iif ； 
（e）f :R→R, 152)( −= rrf 。 

3.44  设 gf , 是两个函数， gf ⊆ 和 fg DD ⊆ 。证明 gf = 。 

3.45  设 gf , 是两个函数。若 φ≠gf I ，试证明 gf I 是 gfD I → gf RR U 上的函数（即

gfD I 可能只是 gf DD I 的某子集）。另外 gf U 是否一定为 gf DD U → gf RR U 上的函数？为

什么？ 
3.46  A和 B 是两个有限集。找出 Af : →B 是入射的关于 A 和 B 的必要条件。 
3.47 }4,3,2,1{=A 。试给出一个 A上的函数 AIf ≠ ，且 f 是入射，并求出 )2(f , )3(f , 1-f 和

ff o1- 以及 1-ff o 。 
3.48  设 fg o 是一个复合函数。证明： 

（a）若 fg o 是满射，则 g 是满射； 
（b）若 fg o 是入射，则 f 是入射； 
（c）若 fg o 是双射，则 g 是满射且 f 是入射。 

3.49  证明（举一个例子）：若 f 是集合 X 到Y 的关系， g 是集合Y 到 Z 的关系，并且，

当复合关系．． gf o 是一个 X 到 Z 的函数时， f 和 g 不必都是函数。 

3.50  在集合论的公理化系统中，为避免所谓罗素悖论，在用本章 3.1.1 小节中的描述法

定义一个集合时，必须保证被定义的集合是一已知集合的子集。例如，定义集合 X  
xxX |{= 是集合，且 }xx∉  

试问 XX ∈ 或者 XX ∉ ？为什么？ 
若将集合的描述定义表示为 

,|{ AxxX ∈= 且 )}(xP  

其中 A为已知集合， P 是任一确定的属性谓词，试说明这样做可以避免罗素悖论。 
最后，设 },{= baA ，则定义 

)(|{ AxxX ρ∈= ，且 }xx∉  

是否悖论？若不是，试用列举法写出集合 X 。 
 

 

图 3.17  习题 3.40 图 
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第 4 章  数函数和递推关系 

在讨论了一般的关系和函数以后，本章将给出一种十分有用的自然数函数，它的定义域

是自然数集 N={0,1,2,…}，值域包含于实数集 R。 

4.1  数函数概念 

一个数函数可以用一个粗体小写字母，如 a 表示。其在自变量为 0,1,2,…,r,…处的函数值

则表示为 0a , 1a , 2a ,…, ra ,…。 

一个数函数可以用穷举法依次列出其函数值，如（ 0a , 2a ,…, ra ,…），若可能，也可用一

个 ra 的通式来表达。 

【例 4.1】  假设银行存款按每年 3% 的复利计息。若一次存入本金 100 元，则第一年末

的本息为 100(1+0.03)，第二年末为 100 2)03.01( + ……以穷举法写出各年末本息数的数函数为 

（100, 103, 106.09,…） 
其中 a0=100 表示存入时刻的值。于是可用通式表为 

r
ra )03.01(100 += （r≥0） 

【例 4.2】  公式 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+−−−
+−

=−
=

30≤≤2722
265.21)25(5.0)25(

25≤≤55.0)4(
4)3(5.0

3≤≤00

2

2

r
rrr

rr
rr

r

ar  

表示某一交通工具在 30 分钟之内的每分钟末已行驶的千米数。由此可见，在最初 3 分钟内它

处于静止状态，第 4 分钟内加速启动，在随后的 21 分钟内匀速运动，接下来在 1 分钟内减速

直至停止，最后持续了 4 分钟静止状态。 

4.2  数函数的基本运算 

定义 4.1  设 a,b 是两个数函数。数函数之和 a+b 是一个数函数 c，并且 
rrr bac += （r≥0） 

定义 4.2  设 a,b 是两个数函数。它们的积 a b 仍是数函数 d，并且 
rrr bad = （r≥0） 

定义 4.3  设 a 是一数函数，α 是一实数，α a 是一数函数 e，并且 
=re raα （r≥0） 

对于α a，也称数函数 a 按α 的比例变形或者数量积。 
显然，我们可以归纳地定义多个数函数之和、积、数量积。如(a+b)+c 和(ab)c,α ( β a)
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（其中 βα , 都是实数）等等。 

定义 4.4  设 a,a '是两个数函数。a=a '的必要条件是 
rr aa ′= （r≥0） 

很明显，因为实数的加法和乘法满足交换律和结合律，乘法对加法有结合律，所以按上

述方式定义的数函数加法和乘法也满足交换律和结合律。即 
1．a+b=b+a 
2．ab=ba 
3．(a+b)+c=a+(b+a) 
4．(ab)c=a(bc) 
数量积则满足 
5．α (β a)=(αβ )a 
6．α (a+b)=α a+α b 
7． aaa βαβα +=+ )(  

下面是一些有关数函数之和、之积以及数函数按α 变形的例子。 
设 a,b 分别表示家庭中妻子与丈夫的每月收入，则 a+b 就是该家庭的月收入列表。 
设a表示某国家家庭的平均年消费支出，b表示每年的恩格尔指数 *，则ab表示每年每个

家庭平均用于食品的开销。 
又设 a 表示上节例 4.1 的数函数，则 100 a 则表示存入 10000 元本金后，每一周年末的本

金和利息。 
卷积是一种很有用的数函数运算。 
定义 4.5  设 a,b 是两个数函数。卷积 a*b 仍是一数函数 v，并且 

rv =∑
=

−

r

i
iriba

0
 

= 110 −+ rr baba +…+ 0bar  

【例 4.3】  设 a 表示开始的一年的年末存入 100 元，即 a0=100，以后每年末比上一年多

存入 10 元的数函数。它给出了每年末的存款数，即 
=ra 100(1+0.1r) 

又设 b 表示开始存入 1 元，以后每年末的本息（设年利率为 3%）。即 
r

rb )03.01( +=  
于是，第 r 年末总计所得的本息是，第 0 年末存入 100 元的收益 rba0 ，第一年末存入 110

的收益 11 −rba ，…，第 r 年存入的本息 )1.01(1000 raba rr +== 之和 ）（ 10 =b ： 
++ −110 rr baba …+ +−iriba …+ 0bar  

因此卷积 a*b 实际表示的是最初存入 100 元，以后每年比上年多存 10 元，在第 r 年末的

总本息。 
请读者思考一下。若以上假设不变，只是要求第 r 年末的纯利息总和，那么应该怎么做？ 

                                                        
* 恩格尔指数是经济学家恩格尔提出的用以衡量一个国家人民生活水平的系数，用每年人均用于食品的支出与人均总消费支出之

比来表示。 
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4.3  数函数的母函数 

每一个数函数都可以形式上地．．．．表示成一个无穷级数，后者称为该数函数的母函数。 

定义 4.6  设有数函数 a ,,( 10 aa= …, ,ra …)，我们称无穷级数 
+++ 2

210 zazaa …+ +r
r za …                     （4.1） 

为 a 的母函数，其中 z 是形式变量。 
a 的母函数可记为 A(z)。 
例如数函数( ,3,3,3 210 …, ,3r …)就可以表示成母函数的形式 

+++ 220 333 zz …+ +rr z3 … 
回忆数学分析中实函数按幂级数展开的方法，上述母函数正是 

A(z) =
z31

1
−

 

的幂级数。 
我们可以认为母函数仅仅是数函数的另一种表达形式。因为一个幂级数形式的母函数的

系数就是数函数的项；而其形式变量的指数则表明了该项的位置（序号）。更何况一个以幂级

数表示的母函数可能被表示成一个简捷的解析式，这将大大方便我们处理某些数函数。 
通过直接计算可以证明以下几个定理。 
定理 4.1  设 b =α a，则 B(z)=α A(z) 
例如，数函数 

br =5× 3r（r≥0） 
的母函数就是 

B(z)=
z

zA
31

5)(
−

=α  

定理 4.2  设数函数 c= a+b，它们各自的母函数是 C(z)，A )(z 和 B(z)，则 C(z)=A(z)+B(z)。 

例如 
rr

ra 32 += （r≥0） 

则母函数为 

A
zz

z
31

1
21

1)(
−

+
−

=  

再来看一个母函数 

A
z

zzz
21

632)(
2

−
−+

=  

它可以改写成 

A
z

zz
21

23)(
−

+=  

所以，形式上它表示以下数函数 
++++ 220 222(23 zzz …+ +rr z2 …) 

= ++++ 3423 2272 zzz …+ ++ rr z12 … 
或者写成 
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=ra
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

+ 2≥2
17
02

1 r
r
r

r

 

也许现在读者会感到一些惊异：一个看似不能用唯一的规则给出的数函数，竟然被表示

成统一的一个母函数！ 
定理 4.3  设数函数的卷积 c=a*b，C(z), A(z), B(z)是 c,a,b 各自的母函数，则 a,b 卷积的

母函数等于 a,b 母函数的积。即是 
C(z)=A(z)B(z) 

证明 
设 A(z)= ++ zaa 10 …+ r

r za ,B(z)= ++ zbb 10 …+ +r
r zb …。于是 A(z)B(z)的 rz 系数是 

++ −110 rr baba …+ +−iriba …+ 0bar  

而这正是卷积 a*b 的第 r 项的值。  
【例 4.4】  数函数 a,b 分别定义如下 

r
ra 3= （r≥0） 

r
rb 2= （r≥0） 

因为 

A(z)=
z31

1
−

,B(z)=
z21

1
−

 

所以 a 和 b 的卷积的母函数 C(z)是 

C(z)=A(z)B(z)=
zz 21

1
31

1
−−

⋅  

=
zz 21

2
31

3
−

−
−

 

于是得出卷积 
11 23)2(2)3(3 ++ −=−= rrrr

rc  
下面是求数函数 a 的前 r+1 项和 ）（ raaa +++ L10 的例子。 
【例 4.5】  设 a 是数函数，b 是一个常数函数， 1=rb （r≥0）。 

令 c=a*b。显然， 

∑∑
==

− ==
r

i
i

r

i
irir abac

00
 

因为 b 的母函数 B(z)=
z−1

1
，所以 

C
z

z
−

=
1

1)( A )(z  

特别是当 a 也是常数函数 1=ra （r≥0）时，a*b= 2)1(
1
z−

就是数函数(1,2,3,…,r,…)的母

函数。 
【例 4.6】  求 ++ 22 21 …+ 2r 。 
我们先设法求数函数 ,3,2,1,0( 2222 …, ,2r …)的母函数 B(z)，然后利用上例的结果，从该数

函数与恒等数函数 1=ra （r≥0）卷积的母函数
z−1

1 B(z)得出结果。因为这个母函数的 rz 的系
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数正是 ,2,1,0( 222 …, ,2r …)的前 r+1 项之和。 

因为 

+++=
−

21
1

1 zz
z

…+ rz +… 

两边微分，有 

+++=
−

2
2 321

)1(
1 zz
z

…+ +−1rrz … 

由此两边同乘以 z，再度微分，得 

+++=
−

2222
2 321

)1(d
d zz

z
z

z
… + +−12 rzr … 

两边再同时乘以 z，有 

++++=
−

322222
2 3210

)1(d
d zzz

z
z

z
z …+ +rzr 2 … 

而 

=
−
+

=
− 32 )1(

)1(
)1(d

d
z
zz

z
z

z
z B )(z  

就是数函数 ,2,1,0( 222 …, ,2r …)的母函数。因此， 

z−1
1 B 4)1(

)1()(
z
zzz

−
+

=  

的
rz 项系数 rc 就是要求的最前 r+1 个自然数平方之和。按照二项式展开定义， 4)1( −− z 的 rz

系数是 
r

r
r )1(

!
)14()14)(4(
−

+−−−−− L  

= r

r
r 2)1(

!
)3(654
−

+⋅⋅ L  

=
321

)3)(2)(1(
⋅⋅

+++ rrr  

最终得出 4)1(
)1(

z
zz

−
+ =(z+z2) 4)1(

1
z−

中 rz 的系数是 4)1( −− z 中 1−rz 系数和 2−rz 系数之和 

6
)12)(1(

321
)1()1(

321
)2)(1( ++

=
⋅⋅
+−

+
⋅⋅
++

=
rrrrrrrrrcr  

按本例开始的分析，即 

6
)12)(1(21 222 ++

=+++
rrrrL  

末尾，我们对二项式展开做一简要的说明。由数学分析可知，函数在点 x=0 上的幂级数

展开可表示为 

LL ++++
′

+= r
r

x
r

fxfxffxf
!

)0(
!2

)0("
!1

)0()0()(
)(

2  

所以 

L
L

L +
+−−

++
−

++=+ rn x
r

rnnnxnnxnx
!

)1()1(
!2

)1(
!1

1)1( 2  

本例最后计算的 rc 时，就用到令 x=-z，n=-4 后以上展开式中 21 −− rr zz 和 的系数。 
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4.4  递推关系 

这一节我们来讨论一种间接地给出一个数函数的方法，这就是递推关系。 
一个自然数 r 的阶乘 r!可以用通式直接给出： ）（ 021! >⋅⋅⋅= rrr L ； ）（ 01! == rr 。 
也可以这样定义 r 的阶乘：令 0！=1，并给出公式 ）（ 1≥1 rara rr −×= 。这样从 10 =a ，可

以推出 1111 =×=a ，从 11 =a ，又可推出 LL2122 =×=a 于是对任意自然数 r，我们总可以通

过有限次．．．计算得出 ra 的值来。 

另一个例子是著名的斐波那契（Fibonacci）序列。这个数列的最初两项是 1,1 10 == aa ，

而对于 r≥2，有 21 −− += rrr aaa 。即 

1,1,2,3,5,8,13,21,… 
一般情况下，想要通过观察法得出 ra 的一般表达式是困难的。事实上，我们之中大多数

人都是通过从该序列连续的两项之和逐渐地得出下一项的方法认识斐波那契数列的。 
数函数( ),,,, 10 LL raaa ，对于任何自然数 r＞ 0r （ 0r 是某一确定的自然数），一个联系 ra

和若干 ia （i＜r）的方程叫做递推关系。递推关系也被称做差分方程。显然，光有一个递推

关系，并不能得到数函数本身，还必须事先知道若干点上数函数的值。如已知 21, −− rr aa 就可

以利用递推关系渐次推出所有 ra 的值。这些事先给定的函数值，叫做初边条件。 

因此，一个数函数可以用一个递推关系和一组（个）适当给定的初边条件完全地描述。 
递推关系是经常使用的一种计算自然数函数的方法。尽管如此，我们仍然有兴趣去研究

如何从一个数函数的递推关系和初边条件得到数函数在每一点 r 的值 ra 的一般表达式（或者

它的母函数的解析表达式）。这个过程叫做解递推关系。遗憾的是我们并没有一种解递推关系

的普遍方法。 
本节的重点是如何解所谓常系数线性递推关系。 

4.4.1  常系数线性递推关系 

一个具有下述形式的递推关系叫做常系数线性递推关系 
)(110 rfaCaCaC krkrr =+++ −− L                     （4.2） 

其中 ）（ kiCi ,,1,0 L= 是常数，f(r)是一个定义在自然数上的函数。若 0C ≠0 和 kC ≠0，那么称

之为 k 阶常系数递推关系，也称 k 阶常系数线性差分方程。 
若将式（4.2）等号右边置换为零，即令 f(r)=0，得到的是对应的 k 阶线性递推关系的齐

次方程 
0110 =+++ −− krkrr aCaCaC L  

例如，斐波那契的递推关系 
021 =−− −− rrr aaa                          （4.3） 

是二阶常系数递推关系。 
若对自然数m ，数函数 a 的连续 k 个值 11 ,,, −+−− mkmkm aaa L 为已知， ma 就可以按式（4.2）

计算出来 

))((1
2211

0

mfaCaCaC
C

a kmkmmm −+++−= −−− L  
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进而还可向前求出 1+ma , 2+ma 等等。 
另外也可向后求出 1−−kma  

))1((1
121101 −−+++−= −−−−−− mfaCaCaC

C
a kmkmm

k
km L  

下面我们要证明这样的事实，k 阶常系数递推关系（4.2）有 k 个连续的函数值作为初边

条件时有唯一解．．．，也即可以唯一确定一个数函数。至于以不连续的 k 个函数值作为初边条件

时是否有解，则取决于所给的初边条件的值。以下只就第一类初边条件加以讨论。 
方程（4.2）对应的齐次方程的数函数解 )(va ),,,,( )()(

1
)(

0 LL v
r

vv aaa= 称为齐次解。而满足式 
（4.2）本身的一个解 )( pa ),,,,( )()(

1
)(

0 LL p
r

pp aaa= 称为是特解。于是 k 阶常系数线性递推关系

（4.2）的通解是齐次解和特解之和．．．．．．．．．．．。 

因为 
0)()(

11
)(

0 =+++ −−
v

krk
v

r
v

r aCaCaC L  
)()()(

11
)(

0 rfaCaCaC p
krk

p
r

p
r =+++ −− L  

所以 
)()()()( )()()(

1
)(
11

)()(
0 rfaaCaaCaaC p

kr
v

krk
p

r
v

r
p

r
v

r =++++++ −−−− L  

即，通解 )()( pv aaa += 满足递推关系（4.2）。 
类似于常系数线性微分方程，我们设式（4.2）对应的齐次方程．．．．的齐次解是 rAα ，稍后会

知道实数α 叫做式（4.2）的特征根（并非是式（4.2）的解）。其中 A 是由初边条件决定的常

数。将 rAα 代入式（4.2）对应的齐次差分方程中（以 rAα 代替 ra , 1−rAα 代替 1−ra 等等），得 
01

10 =+++ −− kr
k

rr ACACAC ααα L                  （4.4） 

化简后成为 
01

1
10 =++++ −

−
kk

kk CCCC ααα L                   （4.5） 

我们称这个方程为 k 阶常系数线性差分方程（4.2）的特征方程，它的根就叫特征根。k 阶特

征方程（4.4）有 k 个特征根 kααα ,,, 21 L 。 

假设所有特征根个个不同（没有重根），不难证明 
r
kk

rrv
r AAAa ααα +++= L2211

)(                     （4.6） 
也是差分方程（4.2）的齐次解。其中 kAAA ,,, 21 L 是 k 个由初边条件决定的常数。 

当特征方程（4.4）有 m 重根（1＜ km≤ ） 1α 时，可设式（4.6）齐次解中与此．．m．重根对．．．

应的那．．．m．项．是 

( r
mm

mm ArArArA 11
2

2
1

1 )α++++ −
−− L  

其中 iA 决定于初边条件， 1α 是 m 重特征根。和上面讨论一样， r
mA 1α 是一个齐次解。来证

r
m rA 11 α− 也是一齐次解。为此，对方程（4.4）两边对 r 取导数 

0)()1( 12
1

1
0 =−++−+ −−−− kr

k
rr krCrCrC ααα L              （4.7） 

因为 1α 是式（4.4）的 m 重根，由代数理论可知，式（4.4）左边关于α 的多项式含有 mr )( 1α−
作为因式，所以特征根 1α 也一定是导函数方程（4.7）的根（也是 2 至 1−m 次导函数的根）。即 

0)()1( 1
1

2
11

1
10 =−++−+ −−−− kr

k
rr krCrCrC ααα L  

两边同乘以 11α−mA ，得 
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10 −mAC 0)()1( 11
1

1111 =−++−+ −
−

−
−

kr
mk

r
m

r krACrACr ααα L  
这就是说，当 1α 是 m 重特征根的条件下， r

m rA 11 α− 确也是齐次解。 
类似可证 r

m rA 1
2

2 α− , rmr
m rArA 1

1
11

3
3 ,, αα −

− L 也都是齐次解。 

【例 4.7】  试给出斐波那契数列 

=ra
⎩
⎨
⎧

>+
==

−− 1
101

21 raa
rr

rr

或
 

的通式。 
解 
该差分方程 021 =−− −− rrr aaa 的特征方程是 

012 =−− aa  
有两个实根是 

2
51

1
+

=a ，
2

51
2

−
=a  

显然 0' =ra 是满足递推关系 021 =−− −− rrr aaa 的特解，所以斐波那契数列的通解是 

0
2

51
2

51
21 +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

rr

r AAa  

通过初边条件 10 =a ， 11 =a 可得 
121 =+ AA  

1
2

51
2

51
21 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ + AA  

解这个二元联立方程得 

10
55

1
+

=A ，
10

55
2

−
=A  

最终，斐波那契的通解是 
rr

ra ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
=

2
51

10
55

2
51

10
55  

4.4.2  用母函数求解数函数的通式 

下面将讨论另一种求解数函数通式的方法，即通过求解母函数来得到数函数本身。 
我们通过一个例子来说明如何从数函数的齐次差分方程求解其母函数的全过程。对于非

齐次差分方程的一般讨论已超越本书的范围，有兴趣的读者可以类比对齐次差分方程的处理，

自行给出结论。 
我们仍以斐波那契数列为例。其差分方程是 

021 =−− −− rrr aaa （r≥2） 
为求得其母函数 A )(z ，在上式两边乘以 rz ，并从 r=2 至 r=∞加起来。得 

02
2

1
22

=−− −

∞

=
−

∞

=

∞

=
∑∑∑ r

r
r

r
r

r

r
r

r
zazaza  

于是 
(A ())( 01 zazaz −−− A 2

0 ))( zaz −− A 0)( =z  

r＞1 
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注意到 10 =a ， 11 =a ，化简后得 

A 21
1)(

zz
z

−−
=  

进一步变形，有 

A

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

=
zz

z

2
511

2
511

1)(  

=
z

K

z

H

2
511

2
511 −

−
+

+
−

 

其中 H,K 为待定常数。将上式通分，继续有 

A 21
1)(

zz
z

−−
=  

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

−−+−+

zz

zKHKHKH

2
511

2
511

)](5[
2
1

 

由于 z 是任意变数，所以有 
H+K=1 

H+K 5− (H–K)=0 
解上述 H,K 的二元联立方程，得 

10
55+

=H ，
10

55−
=K  

这样一来， 

A
zz

z

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

+
=

2
511

10/)55(

2
511

10/)55()(  

因为 )1/( kzA − 是数函数 r
r Aka = 的母函数，所以斐波那契的通式是 

rr

ra ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
=

2
51

10
55

2
51

10
55  

这和例 4.7 所得结果是一致的。 

习    题 

4.1  一只皮球从 20 米高处落下，每次弹起的高度都是原来落下时高度的一半。 
（a） ra 表示第 r 次弹起的最大高度。写出此数函数 a 的通式。 
（b） rb 表示第 r 次弹起后损失的高度。以 ra 表示 rb 。 

4.2  一化工厂的生产自动线上，用温度传感器（一种将被测环境的温度转变为电信号以

便传回控制中心，并由电脑重新转化为温度信息的前端部件）每隔 30s 测量反应釜的温度。

记 ra 为第 r 次测得温度。若开始 300s 内以恒定速率从 100℃上升至 120℃，然后保持这个温
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度。写出 ra 表达式。 

4.3  设 a,b 是两个数函数。它们分别是 
)17(modrar =  

⎩
⎨
⎧ =

=
否则1

0)3(mod0 r
br  

（a）设 rrr bac += 。当 r 是什么值时 0=rc ？又当 r 是何值时， 1=rc ？ 
（b） rrr bad = 。当 r 是什么值时 0=rd ？当 r 是什么值时 1=rd ？ 

4.4  给定数函数 a,b 的通式如下，求 c 的通式（c=a*b）。 

（a）
⎩
⎨
⎧=

3≥0
2≤≤01

r
r

ar  

⎩
⎨
⎧=

3≥0
2≤≤01

r
r

br  

（b） 1=ra   一切 r 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−
=
=
=

=

r
r
r
r
r

br

其他0
76
53
32
11

 

4.5  将以下母函数对应的数函数用一般公式（通式）表示出来。 

（a）A 2

5

65
)(

zz
zz
+−

=  

（b）B 2

2

44
1)(

zz
zz
+−

+
=  

（c）C
)1)(1)(1(

1)( 32 zzz
z

−−−
=  

4.6  设有一数函数 a 连续的前几项是 
1,2,4,7,11,16,22,29,… 

其中第 0 项 10 =a 。 

（a）用观察法给出 a 的差分方程。 
（b）分别用解差分方程和求母函数的方法给出它的一般表达式。 

提示：求差分方程的特解时，可设该特解是一个含有合适数目的待定常数的自然数函数，

且类型与差分方程中的 f (r)类同。本题可设特解为一系数待定的 r 的多项式。 
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第 5 章  图    论 

本章要讨论关于一般的图的概念。这里提及的图虽然和人们通常了解的那些由点和线段

组成的几何图形有密切的联系，可是在这里，我们将图作为一种描述事物之间复杂关系的数

学原型来研究。而图形只是图的一种直观的表示．．．．．．．．．．．．．而已。我们说的图当然可以用来解决一些纯

粹是图形性质的问题，但更多的时候，人们用图的理论来解决一些看似与图形无直接联系的

问题。例如，一个由许多子（小）工程组成的工程决策问题。用图论中的所谓最长路径方法，

可以控制诸子工程的工期以保证总工程按期完成或提前完成。在那里，可以很清楚地显示哪

些子工程会影响总工期，而哪些则可以有一定的宽限期。 
图论在社会科学、语言学、物理、电工和通信工程等很多领域均有它的应用。特别地，

图在计算机科学的开关理论和逻辑设计、人工智能、形式语言、信息分析和故障分析等方面

起着重要的作用。 
和一般的数学理论一样，图的广泛应用取决于它的高度抽象性和理论的缜密性。因此，

离散数学中研究的图（不是图形），被建立成一种有严格结构的数学原型。另一方面，在解决

任何领域中与图有关的实际问题时，人们可以把它们的问题抽象为一个图的问题，于是有关

图的理论就自然成为人们解决这类问题的有力工具了。 
尽管在许多时候，我们讨论图的性质而并不依赖图形，尽管在本章一开始就强调了图与

图形的不同之处，但考虑到讲述图论的直观性，我们在研究图的时候，仍不时给出相应的图

形，甚至有时候也直呼表示某一图的图形为图。 

5.1  图的基本概念和术语 

图是一种数学结构，我们如下给出它的定义。 
定义 5.1  图是一个三元组 >=< ϕ,, EVG ，其中集合 },,,{ 21 nvvvV L= 称为点集，

},,,{ 21 meeeE L= 称为边集，ϕ是定义在边集 E 上的函数，其值域系由点集V 的一些序偶或无

序偶组成。 
序偶已经在第３章的笛卡尔积一节中讨论过。无序偶也是由两个属于点集V 的点 Vvu ∈,

组成，只是不计这两点的次序。一般用圆括号表示无序偶。如 ),(),( uvvu = 。由于一般集合的

元素是无次序的，所以无序偶实际上就是一个由两个顶点组成的集合 },{ vu 。不过在图论中，

仍习惯用圆括号代替集合的大括号来表示无序偶。 
这里是一些最基本的术语。设有图 G =<V, E, ϕ>。 
顶点或结点：属于集合V 的每一元素叫做图的顶点或结点。 
边：属于集合 E 的元素叫做边。若 Ee∈ ，当 )(eϕ 为有序偶 >< vu, 时， e叫做有向边，

并且从起点 u 到终点 v 是这条边的方向；当 )(eϕ 为无序偶 ),( vu 时，e叫做无向边。无向边可

以认为是“双向”的。在不致引起混淆的情况下（当ϕ是一个入射时），有时也将边e 的像（序

偶或无序偶）叫做边。对有向边 >< vu, ，u 称为起点，v 称为终点；对无向边 ),( vu ，两顶点

均称为是边的端点。 
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关联：若 >=< vue ,)(ϕ （或 ),( vu ），则称边e关联于．．．点u 和 v 。一回事，也可称点u 或 v 关

联于边 e。并且与同一条无向边 ),( vu 关联的两个顶点u 和 v 是相邻的，而与有向边 >< vu, 关

联的两个顶点u 和 v 就只能说“u 邻接到 v ”，而不是相反。 
相邻边：关联于同一结点的两条边是互相相邻的。 
有限图：图上点集V 和边集 E 都是有限集合的时候，称此类图为有限图。本章的讨论限

于有限图。 
有向图：所有边都是有向边的图。 
无向图：所有边都是无向边的图。 
混合图：含有有向边和无向边的图。 
平行边：若对于 Ee ∈1 和 Ee ∈2 ，当 >=<= vuee ,)()( 21 ϕϕ （或 ),( vu= ）时，称 1e 和 2e 是

平行边。 
注意：若 >=< vue ,)( 1ϕ ，而 >=< uve ,)( 2ϕ 时， 1e 与 2e 并非平行边。从函数角度来考虑，

仅当ϕ不是入射时才会出现平行边。 

自回路：自回路是一条边，它仅仅关联于图的同一顶点。自回路被看成有向边或无向边

是无所谓的。 
简单图：不含平行边的有（无）向图叫做简单有（无）向图。 
孤点：不与任何边相关联的顶点。 
零图：仅含有孤点的图。 
多重图：含有平行边的图。 
加权图：若图的每一边对应一个非负实数，这样的图叫加权图。该实数叫相应边的边权。

加权图可以表示成 >=< wEVG ,,, ϕ 。其中 )(ew 是定义在边集 E 上的权函数，通常w 的值域是

实数的子集。 
图 5.1 给出了几个图的图形表示。其中图 5.1 ）（a 和图 5.1（b）含有平行边，都是多重图。

图 5.1 ）（c 是简单加权图。另外，图 5.1（a）含有一个自回路和一个孤点。 

 

图 5.1  图的图形 

必须指出的是从图的定义可知，用图形表示图时，关联于两点u , v 的边 >< vu, （或 ),( vu ）

用什么形状．．的弧段画出是无所谓的。另外，可能有这样的情形：两个看似很不一样的图形，

实际表示的是同一个图。或者说，两个图形仅仅是点的名字或形状不同，而作为图来说，它

们的结构是一样的。我们把这样的两个图形所表示的两个图叫做同构的图。 
定义 5.2  设 >=< EVG , 和 >′′=<′ EVG , 是两个图。若存在一个双射 Vh : →V ′，此双射

保持结点的相邻关系和边的方向。即对 Vvu ∈, ，如果 Evu >∈< , ，当且仅当 Evhuh ′>∈< )(),(
（或 Evhuh ′∈))(),(( ），那么就称图G 和G′是互相同构的，记为 GG ′≅ 。 

图 5.2 ）（a 中的两个图，只要做出结点之间的如下对应就可证明它们是互相同构的： 
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11 v↔     22 v↔       33 v↔  

请读者继续完成图 5.2 ）（b 和图 5.2 ）（c 中两两对应的图是互相同构的证明。 

 

图 5.2  同构的图 

定义 5.3  在一个有向图中，一个结点u 的出度是指关联于这一点的所有边中的这样一些

边的数目，即这些边以u 为起点。u 的出度记为 )(deg u+ 。结点u 的入度是指关联于u 并以它

为终点的边的数目。u 的入度记为 )(deg u− 。而u 的出度与入度之和叫做u 的度。对有向图有

)(deg)(deg)deg( uuu −+ += 。 

无向图的一个顶点u 的度就是全体与之关联的边数（一个自回路贡献给关联点共 2 度）。 
例如，在图 5.1 ）（a 中， 3)1deg( = ， 1)2deg( = ， 0)3deg( = ， 4)4deg( = （而不等于 3）。

在图 5.1 ）（b 中， 1)1(deg =+ ， 2)1(deg =− ， 4)1deg( = （注意：图 5.1 ）（b 是混合图）。 

定理 5.1 有向图的所有顶点的出度之和等于其所有顶点入度之和。 

∑ ∑
∈ ∈

−+ =
Vv Vv

vv )(deg)(deg                  （5.1） 

证明是容易的。因为我们可以按边同时统计有向图的出度和入度，而每一边对图的总的

出度和入度恰好．．均贡献 1 度。 

定理 5.2 图的总度数等于其总边数的 2 倍。即 
        ∑

∈

=
Vv

Ev ||2)deg(              （5.2） 

其中 || E 表示的是边集 E 包含的边数。 

只要按边统计图的总度数即可证实式（5.2），因为每一边恰好贡献２度给图的总度数。 
定理 5.3 任何图中，度数是奇数的结点的数目必定是一偶数。 
请读者用式（5.2）完成此定理的证明。 
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定义 5.4 设G 是简单无向图，有 n个顶点。当且仅当它的任何两个不同结点间恰有．．一

条边，这样的无向图叫无向完全图，并记以 nK 。 

定义 5.5 设G 是简单有向图。若将它的所有边都代之以无向边后，成为一个无向完全

图，则G 叫做有向完全图。 
图 5.3 分别给出了 5=n 时的无向完全图和有向完全图之一（按定义， 3≥n 时，对每一个

有n 个顶点且不同构的有向完全图不止有一个）。 
定理 5.4 一个有 n个顶点的完全图共有 2/)1( −nn 条边。 
推论 完全图 nK 的总度数是 )1( −nn 度。 

以上定理和推论都很容易证明，请读者自行完成。 
定义 5.6 设 >=< EVG , 是无向图，V 含有 n个顶点。又设 kE 是完全图 nK 的边集。则一

个由G 的点集V 和 EEk − 为边集的图叫做G 的补图，记为G >−=< EEV k, 。 

由补图的定义可知，一个图G 的补图的补图是G 本身，即 
G G=                  （5.3） 

实际上， ( )k kE E E E− − = 。图 5.4 给出了两个互为补图的例子。 

        

图 5.3  完全图                          图 5.4  图及其补图 

定义 5.7 设有图 >=< EVG , 和 >′′=<′ EVG , 。若 VV ⊆′ 和 EE ⊆′ ，则称G′是G 的子图。 
特别是在 VV =′ 而同时有 EE ⊆′ 时，则G′称为是G 的支撑子图或生成子图。 
定义 5.8 设 >′′=<′ EVG , 是 >=< EVG , 的子图。若图 >′′′′=<′′ EVG , 中， EEE ′−=′′ ，且

V ′′中仅仅包含与 E ′′ 的边关联的顶点，则称G ′′ 是G′基于图．．．G．的补．．图。 

在图 5.5 中，G′和G ′′ 都是G 的子图，且G′是G 的生成子图，但G ′′ 不是。同时G ′′ 是G′
基于G 的补图，G′也是G ′′ 基于G 的补图。即G′与G ′′ 相互为基于G 的补图。但相对补图并

不总是互补的，这和一般的补图不同。读者可自行举例说明之。 

 

图 5.5  子图与相对补图的例子 

5.2  路和回路 

本节的讨论先限于有向图．．．．．．．．．．．，在适当的时候再将结果推广到无向图上去。 
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在一个图的图形上谈论路和回路是很直观的。 
从图形的某一点

1iv “出发”，沿着关联于它的某一边所指出的方向（如果有这样的边的

话），“到达”另一点
2iv ，再沿着关联于

2iv 的边所指的方向到达下一点
3iv ……直至终止于某

一点 vi 1+k 。这种由图的顶．点．开始并结束于．．．．．．顶．点．的一个由点和边组成的交错序列．．．．叫做一条路

径，简称为路。 
若一条这样的路中至少包含两条不同的边，且起点与终点重合，那么这样一条封闭的路

就是回路。自回路通常不包含于回路之列。 
定义 5.9 设 >=< EVG , 是一有向图。一个由G 的点和边组成的交错序列 

< vi 1 ,ej 1 ,vi 2 ,ej 2 ,…,vi k ,ej k ,vi 1+k >                  （5.4） 

叫做G 的一条路径，或者称路。 
其中任一边 ej i 均关联于它的相邻两顶点 vi i 和 vi 1+i ，即ϕ (ej i )=<vi i ,vi 1+i >。 
对于简单有向图，因为ϕ是入射，一条边与唯一的一对点对应。所以简单有向图的路也

可以省略式（5.4）中的边，仅用点的序列来表示： 
<vi 1 , vi 2 ,…, vi i ,…, vi 1+k >                      （5.5） 

或者 
<< vi 1 ,vi 2 >,< vi 2 ,vi 3 >,…,< vi i ,vi 1+i >,…,<vi k ,vi 1+k >>    （5.6） 

定义 5.10 一条路中出现的边的次数（重复出现的边计算其重复次数）叫做路的长度。 
考察图 5.6 所示的有向图。从结点 1 出发而终止于 3 的一

些路是： 
>>=<< 3,11P  

>><>=<< 3,4,4,12P  
>><>=<< 3,2,2,13P  

>><><><><>=<< 3,4,4,1,1,4,4,2,2,14P  
>><><><><>=<< 3,4,4,1,1,1,1,1,1,15P  
>><><><><>=<< 3,2,2,1,1,1,1,2,2,16P  

以上表示路的序列均采用了简约方式，省略了两相邻边之间的结点。 
在讨论路和回路时，我们常常会用到“通过．．”一词。“通过某一结点”在这里理解为沿着

某一边的指向“进入”该结点，然后紧接着又沿着另一边的指向“离开”该结点，或者对起

点而言，先离开该结点，而后返回该结点。 
定义 5.11 其中所有边均不相同的路叫简单路。又若一条路中的所有结点各不相同，则

称这样的路为初等路。一条初等路必定是简单路．．．．．．．．．．．，反之不然．．．．。 

图 5.6 中， 321 ,, PPP 是初等路，也是简单路。 4P 是简单路，但不是初等路。 

定义 5.12 有向图的起点与终点是同一点的路（显然，至少包含两条以上的边），叫做

有向回路，其中所有边均不同的叫简单有向回路，所有顶点均不同的叫初等有向回路。 
在图 5.6 中，以下给出的是部分回路。 

>><>=<< 1,2,2,11C  
>><><>=<< 1,4,4,2,2,12C  

>><><><>=<< 1,2,2,3,3,4,4,13C  

 

图 5.6  路和回路 
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>><><><><>=<< 1,4,4,2,2,1,1,2,2,14C  
>><><><><>=<< 1,4,4,2,2,1,1,4,4,15C  

以上除 4C 和 5C 以外均为简单回路，除 54 CC 和 以外均为初等回路。 

还可以看出，非初等路一定包含有回路，且后者与前者必有公共点。如果公共点多于一

次出现于非初等路中，不断地删除这些回路，最终将得到一条初等路。如上述 4P 中，删去子

回路 >><><< 4,1,1,4 可得初等路 >><><><< 3,4,4,2,2,1 。又若在 4P 中删除 ,4,2,2,1 ><><<  
>>< 1,4 可得另一初等路 >><><< 3,4,4,1 。 
定义 5.13 设 vu, 是有向图的两个顶点。如果存在一条从u 到 v 的路，则称顶点u 至 v 是

可达的。 
约定，图的任一点至它自身总是可达的．．．．．．．．．．．．．．。 

定义 5.14 设 vu, 是有向图的两个顶点。若u 至 v 是可达的，则u 至v的一切路的长度的

最小值叫做u 至 v 的距离，记为 >< vud , 。若u 至 v 是不可达的，记 +∞>=< vud , 。 
约定， 0, >=< uud 。 
要注意的是，即使u 与 v 相互是可达的，也未必有 ><>=< uvdvud ,, 。 
关于简单有向图的初等路有以下性质。 
定理 5.5 在一个有 n个顶点的简单有向图里，任何初等路长度小于等于 1−n 。任何初

等回路的长度小于等于 n。 
证明 因为任何一条初等路的顶点互不相同，而有向图有 n个顶点，故初等路至多包含

所有 n个顶点，它至多含有 1−n 条边，即最长的初等路的长度为 1−n 。 
类似可证明定理中有关初等回路的论断。 
以下就将上述有向图的种种概念扩充到无向图去。最简单的做法就是在一个无向图中，

用一对指向相反的边来代替每一无向边，这样就得到一个有向图。于是上述关于有向图的讨

论自然地延伸到了无向图的范畴内。但是，在讨论无向图的回路时，这样的替代要受到一定

的限制。这一点，在本章 5.4 节再来说明。还要指出，对无向图而言，任意两点 vu, 间若有一

条路，则称 u 和 v 是连通的，并且这种连通性是对称．．的。显然，在无向图中两顶点的距离

),(),( uvdvud = 。 

定义 5.15 一个无向图，若其任意两个顶点都是连通的，则称此无向图为连通图。 
回到有向图继续讨论。 
定义 5.16 一个有向图，若忽略它的每一边的指向后成为一无向连通图，则称此有向图

是弱连通的。 
定义 5.17 一个有向图，若它的任意两个顶点之间，至少一个到另一个是可达的，则称

此有向图是单侧连通的。 
定义 5.18 一个有向图，若它的任意一对顶点之间，一个到另一个总是可达的，则称此

有向图为强连通的。 
显然，强连通图一定是单侧连通的。单侧连通图一定是弱连通的。反之均不然。 
图5.7 ）（a 是一单侧连通图G ，不是强连通的。图5.7 ）（b 甚至不是弱连通的。但是图5.7 ）（a

所示有向图的某些部分（子图）可能是强连通的。例如，取 }1{=′V 做成一个零图 >=<′ φ},1{G ，

按前面的约定，顶点 1 到它自身是可达的，所以它是图 5.7 ）（a 的一个强连通子图。但是否还有

一个包含．．该子图的，而且是G 的“更大”的子图也是强连通的呢？在图 5.7 ）（a 中确有一个，
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就是 }3,2,1{=′′V 以及关联于V ′′中的点的三条边组成的子图G ′′ ( GG ′⊇′′ )。再往下讨论，发现

图 5.7 ）（a 中不再存在同时是包含G′′而自己又是强连通的子图了。像G ′′ 这种自身是强连通子

图，而又不存在包含它的“更大”的强连通子图，那么，它就叫做强分图。显然，图 5.7（a）中，

由各孤点{4}, {5}, {6}独自做成的子图也是“最大”的强连通子图（为什么由{1}或{2}或{3}组成的

强连通子图不是“最大”的？），所以它们各自也都是图 5.7（a）的“最大的”强连通子图。 

 

图 5.7  有向图的分图 

定义 5.19 一个有向图G ，子图 GG ⊆′ 是强连通的，又若有子图 GG ⊆′′ 也是强连通的，

且如果 GG ′⊇′′ ，则必有 GG ′=′′ ，那么G′称为是图G 的强连通分图，简称强分图。 
类似于强连通分图，我们还可以定义单侧连通分图和弱连通分图。 
讨论图 5.7（b）。它有 
强分图：{1,2,3}, {4}, {5}, {6}, {7} 
单侧分图：{1,2,3,4,5}, {5, 6}, {7} 
弱分图：{1,2,3,4,5,6}, {7} 
要说明的是，以上仅以顶点集表示各分图，实际上各分图还包含与此顶点集的每一顶点

关联的边。 
对于无向图而言，由于其连通性是对称的（总是双向的），所以，对无向图只谈它的连通

子图和“最大连通子图”，即连通分图。 
最后，我们通过一个简单的例子来说明强分图在操作系统检测“资源冲突”中的应用。

一个提供多道程序的计算机系统中，每一活动的程序都要占用诸如CPU、内存、外设、编译

程序和数据文件等计算机资源。操作系统则负责分配和管理这些资源，力求不产生资源冲突

的情况。若某一程序 1p 当前占用了资源 1r ，同时又申请资源 2r ；另一程序 2p 占用着资源 2r ，

同时又申请资源 1r 。当这种情形发生后，若操作系统不曾发现，则系统将处于一种“死锁”

状态。这种资源冲突的情形是我们要避免的。有向图可模拟资源分配，发现并纠正死锁状态。 
设 },,,{ 21 mpppP L= 表示同一段时间内活动的各程序。 },,,{ 21 nrrrR L= 表示共享资源的

集合。每一资源用有向图的结点表示。若某一时刻程序 ip 占用 jr 并申请 kr ，则以一条标记为

ip 的边从结点 jr 引出并射入 kr 。如此画出表示所有程序的边就产生了一个叫做资源分配图的

有向图。图 5.8 示例某一时刻的资源配置： 

1p 占有 4r ，同时申请 1r ； 

2p 占有 1r ，同时申请 432 ,, rrr ； 

3p 占有 3r ，同时申请 4r ； 

4p 占有 r2，同时申请 3r 。 

显然，当分配图上包含有结点数目大于 1 的强分图时就

要发生死锁现象。理论上，纠正死锁的策略就是通过重新分

配资源，以使分配图不含强分图的方法。图 5.8 表示一个死锁状态，因它本身是一个强连通

 

图 5.8  计算机系统的资源分配图
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分图。 
强分图还可以用来检查一个过程是否是递归的和一个过程通过怎样一些中间过程间接递

归的问题。 
一种判断强连通图的方法是．．．．．．．．．．．．：如果存在一条包含其所有顶点的有向回路，则一个有向图

（或子图）是强连通的。 

5.3  图的矩阵表示 

我们知道图在现实世界的不同领域有着丰富的应用。换句话说，很多看似不同的问题都

可以抽象成图这种数学模型。当一个待解决的问题的规模很大时，相应的图的结点和边的数

目将很大。处理规模较大的图往往要依赖计算机去计算。为此必须找到一些便于输入计算机

且可以由它运算的表示图的数学模式。矩阵和链表是最有效的表达图的工具，并且它们都适

合计算机的存取和运算。本节只讨论图的矩阵。其他一些图的存储方式在《数据结构》课程

中会有详细的介绍。 
回忆在第３章我们用矩阵表示一个二元关系。实际上，用图的观点看待一个二元关系，

二元关系就是一个图 *。用矩阵代数的运算（加上我们在那里对这种运算的一些扩充）可以

方便地解决许多图的问题。 
首先介绍有向图的矩阵，然后讨论图的某些特征是如何用矩阵及其运算表达的。 
定义 5.20  设 >=< EVG , 是一简单有向图（不含平行边），其中 },,,{ 21 nvvvV L= ，并约

定了所有关于这些结点的一个次序。 nn× 矩阵 ][)( ijaGA = 称为图G 的邻接矩阵，当且仅当 

⎩
⎨
⎧=
0
1

ija     
否则

如果 Evv ji >∈< ,
 

这里对一个图的所有结点约定的次序可以是任意的。对同一个图约定不同的次序显然得

到不同的邻接矩阵。但是这些矩阵中的任一个总可以通过适当的行与行和列与列的交换转换

成另一个。 
从另一角度来说，若有两个 nn× 邻接矩阵，可以通过行与行

和列与列的交换互相转换的话，那么它们所表示的图必是同构的。 
从有向图的邻接矩阵 A(G)可以直接得出图G 的一些基本特

征。例如 A(G)的第 i 行上值等于 1 的元素的个数等于先前约定的

第 i 个结点的出度；而第 j 列元素之和等于所约定第 j 个结点的入

度。又若 1=iia ，则表示第 i 个结点关联一个自回路。 

对于图 5.9 给出的有向图，它的邻接矩阵可表示为 
0 1 0 0
0 0 1 1

( )
1 1 0 1
1 0 0 0

G

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A  

邻接矩阵的概念经扩充可以表示加权图和多重图。在加权图中，若边权 rvvw ji =>< ),( ，

当且仅当 raij = 。对于多重图，若 iv 相邻到 jv 的边有m 条，则 maij = 。 

                                                        
* 一个集合 A 上的二元关系 R，可以写成<A, R>这样的图。R 中的一个序偶，就是一条边。 

 

图 5.9  一个有向图 
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要将邻接矩阵扩充至无向图上去，只要将每一无向边看成是一对指向相反的有向边，然

后按给出的邻接矩阵定义就可得到无向图的矩阵了。很显然，无向图的邻接矩阵一定是对称

矩阵。 
最后，我们来考察邻接矩阵的幂，看从中给出一些什么信息。 
首先 1=ija ，表示 iv 至 jv 有一条长度为 1 的路。现在以

)(r
ija 表示幂矩阵 rA 中的第 i 行第 j

列元素。则 

∑
=

⋅=
n

k
kjikij aaa

1

)2(
                 （5.7） 

对某一个 ）（ nkk ≤≤1 ， 1== kjik aa ，这意味着 >,< ki vv 和 >< jk vv , 都是图的边。若有 s

个这样的 k ，意味着图中存在有 s条从 iv 可达 jv 的长度为 2 的路径。从式（5.7）可知，这

时 saij =)2(
。类似地我们可知，若 taij =)3(

，就意味着从 iv 可达 jv 且有 t 条长度为３的路径……

因此，以下定理实际已被证实。 
定理 5.6 设有向图 >=< EVG , 的邻接矩阵是 A。

)(r
ija 表示幂矩阵 rA 中第 i 行第 j 列元

素，则
)(r

ija 的值等于从结点 iv 至 jv 长度为 r 的有向路径的数目。 

定理的严格证明依赖归纳法。 
以图 5.9 中给出的有向图为例。 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0010
1111
1012
1100

2A    

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1100
2122
1121
1012

3A   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1012
3233
3222
1121

4A  

由此读者可以验证，因为 2)2(
21 =a ， 2)3(

22 =a ， 1)4(
42 =a ，所以图 5.9 中存在 2 条长度为

2 的从 2v 至 1v 的路，有 2 条长度为 3 的关联于 2v 的自回路，有 1 条长度为 4 的从 4v 至 2v 的路。 

由于经常需要了解的只是图中某一点是否可达．．另一点，并不总是要了解两点之间路径的

长度和数量。这样我们就只需去求图的所谓路径矩阵。求路径矩阵能简化我们的运算（对计

算机来说尤其如此）。 
定义 5.21 设 >=< EVG , 是简单有向图， },,,{ 21 nvvvV L= ，并约定了一个所有结点的

次序。 nn× 矩阵 ][)( ijpGP = 称为是G 的路径矩阵，当且仅当 

⎩
⎨
⎧=
0
1

ijp     
否则

有一条路至若 ji vv
 

我们有两种方法求路径矩阵。先来讨论第一种，用邻接矩阵的幂矩阵来求路径矩阵的方

法。做矩阵之和 
r

r AAAB +++= L2                  （5.8） 

用 ijb 表示矩阵和 rB 的元素，显然
)()2( r

ijijijij aaab +++= L 。所以， ijb 的值表示所有长度小于

等于 r 的从 iv 至 jv 的路径的数量。若 ijb ＞0，显然相应图的路径矩阵中 1=ijp 。问题是若

0=ijb ，只能说明 iv 至 jv 没有长度小于等于 r 的路径。那么，为得到 ijp 是否有必要无限制地

去增加式（5.8）中 r 的值呢？幸运的是在有限图下不必这样做。如果我们要得到一个有 n个
结点的图的路径矩阵，只要做到 nr = 就可结束了。这个问题我们留给读者去思考（结合考虑
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5.2 节的定理 5.5）。 
于是， 

n
n

k

k
n AAAAB +++==∑

=

L2

1
            （5.9） 

nB 这个矩阵和，已然包含了所有结点之间是否可达的全部信息。若以 ijb 表示它的元素，那么

ijb ＞0，则 iv 可达 jv ，否则 iv 不可达 jv 。即 

⎩
⎨
⎧=
0
1

ijp     
否则

当 0>ijb
 

这就是说，只要对 nB 的所有元素一一取符号函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

1
0
1

)( ijbsng   

0
0
0

<
=
>

ij

ij

ij

b
b
b

当

当

当

 

就可将 nB 转换成路径矩阵了（注意， nB 中的每一元素 ijb ≥0）。 

)]([)( ijbsngGP =  

其中 ijb 是矩阵和式（5.9）的元素。 

求路径矩阵的第二种方法基于邻接矩阵的布尔和与布尔积（参考第３章 3.2.3 小节）。 
在这里，我们称元素只是 0 或 1 的矩阵为布尔矩阵。显然，邻接矩阵与路径矩阵都是布

尔矩阵。第 3 章的 3.2.3 小节中，我们已经定义了一个 lm × 布尔矩阵与另一个 nl × 布尔矩阵

的布尔积以及两个同阶．．布尔矩阵的布尔和。现在，我们将公式（5.9）中一切普通幂矩阵 kA 都

代之以用布尔积求得的幂矩阵 444 3444 21 oLoo
个k

k AAAA =)( ，并且以布尔和代替式（5.9）中的普通矩阵

加法，则可直接求出路径矩阵 
      )()2( nAAAP ⊕⊕⊕= L                    （5.10） 

最后我们指出，因为已约定一个结点对自己来说总是可达的。因此，为求出任意两个不

同结点之间的可达性，上述式（5.10）中只要累加到
)1( −nA 就行了。因为这样做无非可能是忽

略了一条通过所有结点的长度为 n的初等回路而已。 
下面给出了用两种方法求解图 5.9 中图的路径矩阵的方法。 
第一种方法。用已在上面求得的各幂矩阵先得出 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+++=

2123
7477
6455
3243

432
4 AAAAB  

于是 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

1111
1111
1111
1111

)]([ ijbsngP  

第二种方法。先用布尔积求出各幂矩阵 

＞0 

＞0 

＜0 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0010
1111
1011
1100

)2(A   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1100
1111
1111
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)3(A   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1011
1111
1111
1111

)4(A  

同样得出路径矩阵 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⊕⊕⊕=

1111
1111
1111
1111

)4()3()2( AAAAP  

由此可知，图 5.9 是一个强连通图。 

5.4  树和生成树 

5.4.1  无向树的概念 

有一种特殊的无向图，叫做无向树。 
定义 5.22 设 >=< EVG , 是简单无向图。若G 是连通的，且G 不含有长度大于２．．．的初

等回路 *，则称G 是无向树。 
在图 5.10 中 ）（）（ b,a 都是无向树， ）（）（ d,c 不是无向树。特别是图 5.10 ）（a ，它含有一条

长度是 2 的初等路 >><><< 1,2,2,1 。这正是我们在定义中没有被排除的唯一一种无向树含有

的初等“回路”。 

 

图 5.10  无向图与无向树 

可以证明无向树的以下初等性质，而且它们两两互相等价。因此，下面任一初等性质均

可以作为无向树的定义。 
初等性质： 
1．无回路（指长度大于 2 的初等回路，下同），且 1−= ve ，其中 e是图的边数， v 是结

点数。 
2．连通的，且 1−= ve 。 
3．无回路，但添加任意一条关联于不同结点的边之后恰有一个回路。 
4．每一对不同的结点间恰有一条初等路。 

                                                        
* 因为如不加此限制，一条边可视为长度是 2 的初等回路。所以，这里的讨论将不把无向图转化成有向图。 
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定义 5.23 如果无向图G 的生成子图是一棵无向树，称此生成子图为G 的生成树。 
定理 5.7 有限的无向连通图 >=< EVG , 必有生成树。 
证明  若G 不含任何回路，则它本身就是生成树。否则，设 1C 是G 的一个初等回路。在

1C 上任意删去一边 ),(1 vue = （参考图 5.11），于是初等回路 1C 不复存在。剩下的只是证明新

产生的子图 >−=<′ }{, 1eEVG 仍是连通的。若不然，设G′不再连

通，至少存在两个结点 a , b 不连通，因为 a 与 b 不连通是由于删

去了边 ),( vu 引起的，故原图 G 中 a 到 b 间的一条路必定包含

),( vu 。但是结点u , v 在回路 1C 上，用 1C 中删去了边 ),( vu 之后的

其余部分 ),,,,( vwu LL 代替该边，仍能构成结点 a , b 之间的路。

所以 a , b 不连通是不可能的。若G′还含有回路 2C ，用同样的方

法可在 2C 上任意删去一边……由于G 是有限图，故经过不断删除回路上的边之后，一定可得

一无回路的连通子图。这就是图G 的一个生成树。 
由于可有多种选择删除回路中的边，一般地说，无向连通图的生成树不是唯一的。但是

对同一图G 而言，为得到它的生成树所需删去边的数目总是固定的。事实上，设G 有 n个结

点m 条边，则它的任何生成树一定含有 1−n 条边。所以，必须删除的边数 
      1)1( +−=−−= nmnmr             （5.11） 

我们把 r 叫做无向连通图的秩。 

5.4.2  最小生成树 

无向树在很多方面有广泛的应用。下面简单地介绍最小生成树的一个典型应用。 
设有 5 个城镇 54321 ,,,, ccccc 。拟用一个最经济的方案铺设公路，以使任意两个城镇均可

有公路相连接。为投资尽可能少，两城镇亦可通过第三城镇连通。设图 5.12 ）（a 表示了所有

可能铺设的公路的勘测结果，边权是相应公路（用边表示）的建设预算。勘测结果被表示成

一个无向连通加权图。现在的问题是如何选择一个最经济的建设方案呢？从数学角度讨论，

可以说这是如何求图 5.12 ）（a 的边权之和最小的生成树的问题，或求最小生成树的问题。 

 

图 5.12  最小生成树问题 

定义 5.24 在一个无向连通加权图中，它的所有生成树中边权之和最小的一个叫最小生

成树。 
求解最小生成树的方法有多种。下面介绍其中之一，是克鲁斯卡（Kruskal）方法。 
设无向加权图 >=< wEVG ,, 。 )(TE 表示逐步产生且最终成为最小生成树的边集。 E′表

示图G 在计算过程中移去了一些边后所剩的边的集合。初始时，取 φ=)(TE ， EE =′ 。假设G

含有 n个结点。按生成树的概念，我们就是要进行 1−n 次有效选择，每次在原来图的未被选

取的边中挑选一条边权是 E′中最小的，同时将它添加至已选择的 )(TE 中去，并且不能生成

回路。否则就必须从 E′中舍弃它，并从 E′中另行选择。直至在 )(TE 中含有 1−n 条边为止。 

 

图 5.11  定理 5.7 证明 
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克鲁斯卡算法： 
1．初始化。设置边计数器初值 i ←0, E′←E,E(T)←φ 。 
2．若 1≥ −ni ，则结束。 
3．否则，取 Ee ′∈0 ，使得 w(e0)=min{w(e),e∈E′}；E′← }{ 0eE −′ 。 
4．判断 0e 与 E(T)中的边是否构成回路，若否，则 E(T)←E(T) { }0eU ；i← 1+i 。 

5．返回第 2 步。 
图 5.12 中 ）（）（ c,b 均为最小生成树，其权值都等于 8（单位的造价）。 

5.5  有向树及其应用举例 

本节主要讨论有向树中一种有着广泛应用的类型，就是根树。随后举一个应用根树的例

子。 

5.5.1  有向树的概念 

定义 5.25 一个有向图，若不计其边的方向它是一个无向树，这样的有向图叫做有向树。 
图 5.13 给出了有向树的两个例子。 

 

图 5.13  有向树的例子 

定义 5.26 一棵有向树，若恰有一个结点入度是 0，其余每一结点入度均为 1，则称此

有向树为根树。该入度等于 0 的结点叫树根，简称根。所有出度为 0 的结点叫树叶，简称叶。

出度不为 0 的结点叫分枝点。 
由于有向树的大部分应用系根树的应用，所以，一般如不事先说明，谈到有向树时就是

指根树。图 5.13（b）给出了根树的例子。 
约定，一个孤点是一棵有向树，该孤点既是根，又是叶。 
以下是根树中的一些术语。 
结点的层次：一个结点所在的层次是这样确定的，根处于第 1 层，其余结点所处层次等

于根到该结点有向路径的长度加 1。 
树的层次：树的层次等于处于最大层次上的叶的层次。树的层次也叫高度或深度。 
如图 5.14（a）中，树的层次是 4。 
结点的度：根树一结点的度系指它的出度．．。 

有序树：对于一些应用来说，为同一层次上的所有结点约定一个次序是重要的，这种同

层结点有固定次序（如从左至右）的根树叫有序树。 
孩子和双亲：根树中两点 vu, ，若u 邻接到 v ，则称v是u 的孩子结点，简称孩子。同时u

是 v 的双亲结点，简称为双亲。 
兄弟：若结点u ， v 的双亲是同一个结点，则称它们互为兄弟结点，简称为兄弟。 
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后裔和祖先：若在根树中结点u 可达 v ，则称u 是 v 的祖先，而v是u 的后裔。 
再来看如图 5.14 ）（a 所示的根树。 6v 的双亲是 3v ，并且它和 7v ， 8v 互为兄弟。 9v 是 3v 的

后裔。 

 

图 5.14  根树及其图示 

我们还注意到图 5.14 所示四棵根树是同构的。图 5.14（a）是所谓“自．然表示．．．”方法，

因为它的根在下，叶子在上。文献中常使用颠倒过来的画法，如图 5.14（b），并且约定同一

层次的结点画在一行上，层次愈高的结点愈在下方。这样甚至可以省去每一有向边中的指向

箭头（如图 5.14（c））。 
还有，对于图 5.14（b）和图 5.14（d）表示的根树，它们是同构的，可以认为是同一根

树的不同图示。但是作为有序树而言，它们不是同一棵树。 
以后若不特别声明的话，讨论的根树均指有序树。 
定义 5.27 结点中最大的度为m 的根树叫做m 杈树。 
所有叶均在最深一层上，且所有分枝点均为m 度的根树叫满 m 杈树。 
图 5.15 给出了一棵满二杈树。 
根树的结构是递归的。可以删去它的根以及关联于根的所有边，

于是得到若干棵更“矮”的子根树，它们都以删去的根的孩子为根，

它们每一棵都仍然是根树，这样做直至子根树是一叶子为止。 
在实际应用中，经常遇到的是所谓二杈树。为了讨论时的方便，

我们约定一个空集是一棵空二杈树，并且二杈树的每一个结点都包含

两棵子树，即左子树和右子树。叶子有两棵空二杈树，其他分枝点的两棵子树中可以有一棵

是空子树，但是必须明确它是左空子树或者右空子树。也就是说，如果某结点只有一棵子树，

那么我们认为该子树是放在左边作为左子树或者放在右边作为右子树是不一样的。像这样必

须明确一棵子树的位置的根树一般叫做位置树。二杈树一般都作为位置树来考虑。 
如图 5.16 中所示，给出了最简单的四种非空二杈树的结构。其中图 5.16（a）有两棵空

子树，图 5.16（b）有非空左子树和空右子树，图 5.16（c）正好与之相反，而图 5.16（d）的

两棵子树皆为非空的。特别是图 5.16（b）和图 5.16（c），它们作为有序树是无区别的，即可

以将它的唯一一棵非空子树画在其根的左下方、右下方或正下方。但是将图 5.16（b）和图 5.16

 

图 5.15  满二杈树 
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（c）看成二杈树时，它们就是不同的两棵二杈树。图 5.17 也给出了两棵不同的位置树。 

 

图 5.16  二杈树的子树 

 

图 5.17  位置树 

定义5.28 有向图 },,,,{ 321 nTTTTF L= 是一个森林，当且仅当它的每一弱分图 ）（ niTi ,,2,1 L=

均为一有序树。若为这些树约定了一个次序，则称此森林为有序森林。 
图 5.18 给出了一个包含三棵有序树的有序森林。 

 

图 5.18  有序森林 

5.5.2  根树的一个应用举例 

二杈树的一个应用是前缀码。 
客观世界的信息千差万别，为了存储、处理和传递这些信息，必须建立一种能确切地表

达信息的方法，于是就产生了所谓编码。编码就是将信息用一组代码表示的过程。例如汉字

有各种编码，如拼音码、表形码、五笔字形码、国标码等等。英文字母和常用符号等可以用

ASCII（American  Standard  Code  for  nInformatio  eInterchang ，即美国标准信息交换码）

表示。尽管有各种各样的编码，但是适合计算机应用的所有代码，在最底层的硬件层最终都

以符号 0 和 1 组成的串存在。在此意义下，我们可以说

计算机编码实际上就是一个完备的字符和各种符号组成

的集合与某一由 0 和 1 组成的串的集合之间建立的一个

双射。 
有一种很特殊的编码，就是前缀码。我们用图 5.19

来说明如何用二杈树产生前缀码。 
首先令根的左孩子的编码为 0，右孩子为 1。其余每

一结点以它的双亲编码为前缀．．，然后在此前缀后添加 0

 

图 5.19  用二杈树编制前缀码 
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或 1。究竟加 0 还是 1 取决于该结点是其双亲的左孩子或右孩子。最后，我们收集所有叶子

的编码组成一个前缀码的集。有趣的是从继承上层结点的代码以作为前缀这一点来说，前缀

码的名字是很贴切的。但是，必须特别留意，因为从二杈树的结构来看，任何一片叶子均不

可能以其他叶子为祖先，所以，如果将一片叶子的前缀码任意一分为二，其中左边一部分代

码均不可能是另一片别的叶子的代码。从这种意义上来说，前缀码恰恰又不是“前缀”的。

前缀码的这一重要性质，使我们可以很容易从连续写出的一串代码（两代码间无任何间隔符

号，如空格符等）中将每一个前缀码分离出来。例如图 5.19，我们为字符集 },,,,,,{ DRYEUOA

安排好它们的编码，如表 5.1 所示。 

表 5.1  一组前缀码 

A O U E Y R D 

10 0001 01 0000 11 0010 0011 
 

对于代码串“1000100000110001010010000010001111”，从生成此前缀码的二杈树（图 5.19）
的根开始，扫描上述代码串的每一位，当前位是 0 时，沿二杈树进入其左子树的根，当前位

是 1 时则进入右子树的根。这样每当我们到达一片叶子时，本次扫描到的串就一定是一个完

整的代码。再次回到根，并继续扫描代码串中的其余各位，直至代码串的最后一位为止。例

如上述代码串最后被析出以下的代码序列： 
10 | 0010 | 0000 | 11 | 0001 | 01 | 0010 | 0000 | 10 | 0011 | 11 

对照表 5.1 的编码表，不难翻译出这个代码串发送的一条消息是“ ARE  YOU  READY ”。 

5.6  欧拉图与哈密顿图 

图论的发展史中，有两个非常著名的问题，从而引出了欧拉图与哈密顿图。 

5.6.1  欧拉图 

欧拉（Leonnard  Euler ）是著名的瑞士数学家，1936 年发表了一篇堪称为图论第一篇论

文的《哥尼斯堡七桥问题》。问题的由头是这样的，流经哥尼斯堡的普雷格尔河上有两个小岛，

小岛和两岸由七座桥梁相互连接（如图 5.20（a））。当时哥市市民中流行着一种健身游戏。有

人提出，是否可以从城市的任何地方出发，经过所有七座桥而又不重复通过每一座桥，最后

返回出发地呢？后来，欧拉回答了这个问题。他的回答是“不存在这样的巡游路线”。 
欧拉将城市的两岸和小岛抽象成四个点，而连接它们之间的桥梁看成是关联于这些点的

七条边（图 5.20（b））。于是七桥问题就转化成在图 5.20（b）中寻找一条通过所有边的简单

回路的问题。欧拉最后以定理的方式给出了一个图具有通过所有边的简单回路的充要条件。

这就是欧拉定理。 

 

图 5.20  哥尼斯堡七桥问题 
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显然，我们有理由在以下讨论中排除含有孤点的图。 
定义 5.29   在给定的有向图或无向图中，若存在一条包含所有边的简单路，称此路为欧

拉路。若存在一条包含所有边的简单回路，则称之为欧拉回路。含有欧拉回路的图叫做欧拉

图。 
定理 5.8   无向图G 有欧拉路，当且仅当它是连通的，且不存在奇数度结点或者恰有．．两

个奇数度结点。这就是著名的欧拉定理。 
推论  无向图是欧拉图，充要条件是它的所有结点的度数都是偶数。 
证明  必要性。 
设G 具有欧拉路，要证明G 是连通图，且或者没有度是奇数的结点，或者恰有两个奇数

度结点。 
因为G 有欧拉路，所以它有一条通过所有边的路，由于G 不含孤点，所以G 的每一结点

至少关联一条边，也即每一结点都在上述那条通过所有边的路上，所以G 是连通图。 
此外，对欧拉路的每一个结点，若它不是起点和终点，那么欧拉路可以多次通过它，进

入随即离开，但每通过一次，意味“用去”该结点 2 度，若m 次经过它，它就有 2 m 度。对

于起点或终点，若它们是同一个结点，则情形与其余结点一样，必定是偶数度的；否则，对

起点而言，当开始遍历欧拉路时，第一次离开它时，“用去”了 1 度，即使以后又n 次经过它，

说明起点是 2 n +1 度的。对于另一终点，类似讨论，可知它也必是奇数度的。 
充分性。 
设图G 是连通的且无奇数点或恰有两个奇数度点。我们可以据此构造出一条欧拉路。 
假设G 恰有两奇数度结点u 和 v 。因G 是连通的，所以可以从任一奇数度结点出发，譬

如从u 出发经过一条边到达另一结点。若后者不是结点 v ，一定可以从此结点经过一条先前

未曾通过的边到达下一个结点（简单路中可多次通过一个结点），只要当前到达的结点不是 v ，

就可以类似地做下去。因为G 是连通的有限图，所以经过若干全不相同的边之后，一定可以

到达另一奇数度结点 v 。将这样一条从u 到 v 的简单路记为 0L 。如果 0L 已经包含G 的一切边，

则 0L 就是欧拉路。否则，删去 0L 得G 的子图G′，G′至少包含一点 1v 同时在 0L 上（G 是连

通图）。如果 vv ≠1 ，它是偶数度的。如果 vv =1 ，它是奇数度的。无论如何，由假设可知，在

图G 中删除了 0L 后，所余下的子图G′的所有结点都必是偶数度的。从 1v 出发，通过类似以

上的讨论可知，必有一条经过 1v 的简单回路 1C 。若 0L U 1C 包含了G 的一切边，则结束，否

则再删除 1C 得到子图G ′′ ，它的所有结点仍都是偶数度的，并且含有通过某一点 2v 的简单回

路 2C ，且 2v 也在 0L 上或在 1C 上。再次删去 2C 。重复上述论述，直至G 的全部边均包含在

0L U 1C U 2C U…U rC 中。这就是我们要构造的欧拉路。 

以上定理容易推广到有向图的情况。 
定理 5.9  设G 是有向图。G 有一条欧拉路，当且仅当G 是单侧连通的 *，且每一结点

的入度等于其出度或者恰有．．两点例外，其中一个的出度比入度大 1 度，另一个结点的入度比

出度大 1 度。 
推论  有向图G 有一欧拉回路，当且仅当G 是强连通的，且它的每一结点的出度均等于

入度。 

                                                        
* 这里，作为定理的充分条件可以用强连通来代替，可是不能用强连通作为定理的必要条件。 
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这个定理的证明思路基本与上一个定理一样，只要从出度比入度大 1 度的结点出发构造

欧拉路即可。不再赘述。 
由于我们的证明并不需要假设图无自回路和无平行边，所以欧拉定理对所有图都是正

确的。 
现在可知，七桥问题为什么是无解的了。 

5.6.2  欧拉定理的一个应用举例 

这是一个看似与图论无关的问题。机械式二进制码发生器，也称模数鼓。图 5.21 是模数

鼓的结构示意图。一个电气接地的金属轮轴上套有一个鼓轮。鼓轮被等分成 16 块，每一块或

者是金属制成（图中无细斜线复盖部分），或者是绝缘体做成（有细斜线复盖部分）。有 4 只

电刷紧压在鼓轮连续 4 块的表面上，并分别通过电阻 R 汇接至电源 E 的正极上。电源负极电

气接地。鼓轮可妥善地定位在沿圆周的 16 等分的每一位置上。显然，若每一电刷与鼓轮的金

属块接触，则相应电刷输出为低电位（0），若电刷与绝缘体接触，则输出为高电位（1）。
问题是如何排列这些嵌块，可以使鼓轮在 16 个不同位置上输出 16 个各不相同的 4 位二进

制码。 

 

图 5.21  模数鼓轮 

分析以上问题可知，若电刷某一位置上输出的是 0b 1b 2b 3b ，当鼓轮顺时针（当然也可逆

时针）方向转到下一个位置上时，只有两种可能的输出： 1b 2b 3b 0 或 1b 2b 3b 1。即上一位置

输出的低 3 位等于本次输出的高 3 位。另外，上一位置的值只可能是 0 1b 2b 3b 或 1 1b 2b 3b 。

我们设法构造一个有向图，用来完全描述鼓轮的这种机理。以一有向边表示一组 4 位二进制

码，而关联于同一点的有 4 条边。这 4 条边就是如上面分析时提到的那样，其中射入该结点

的两条边的低 3 位相同是 b1, b2, b3，另外射出该结点两边的高 3 位也等于 b1, b2, b3，并以这 3
位来标识该结点。如图 5.22（a）所示。现在的问题是，若可以构造出这样的有向图，它有八

个结点和 16 条边，并且像以上所分析的那样让每一结点关联 4 条边，那么根据定理 5.9，的

确存在欧拉回路，它通过每一边恰好一次。这意味着鼓轮的设计是可行的。 
图 5.22（b）给出了这样的一个有向图。其中一条欧拉回路是 0000,0001,0010,0100,1001, 

0011,0111,1111,1110,1101,1010,0101,1011,0110,1100,1000。于是，我们将以上序列的最高位依

次排列出来是 0000 1001 1110 1011。相应地，鼓轮上嵌块的排列如图 5.21 所示 *。 

                                                        
* 这里，模数鼓的解不是唯一的。 
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图 5.22  与图 5.21 的模数鼓轮对应的图 

5.6.3  哈密顿图 

哈密顿图讨论的是初等路和初等回路。 
1859 年，哈密顿爵士（Sir  Willian Hamilton ）在与

朋友的通信中提到这样一个问题，设想有一个由 12 片五

边形皮子拼接成的皮球，将其中一片割去后，设想将所余

部分展开成一个平面图形（如图 5.23 所示，就像我们用

鱼眼镜头在割去了那块皮子后形成的孔的边缘对准球内

拍到的照片）。现在将图中每一顶点看成一个城市，问题

是是否可以从一个城市出发，遍历所有城市又不重复通过

任何一个城市而返回原地呢？对于图 5.23，这样的巡游路

线是存在的，它以粗实线描绘了出来。 
定义 5.30  在一个无向图中，若存在一条通过所有结点的初等路，则称此为哈密顿路。

若存在通过所有结点的初等回路，则称此为哈密顿回路，含有哈密顿回路的图叫做哈密顿图。 
进一步要问，是否存在哈密顿图的充要条件呢？很遗憾，至今还没有人直接．．给出过这个

充要条件。本节仅给出哈密顿图的一个充分条件和一个必要条件。 
下面是一个哈密顿图的必要条件。 
定理 5.10  无向图 >=< EVG , 是哈密顿图，对于V 的任意一个非空子集 VS ⊆ ，若以 || S

表示 S 中顶点的数目， SG − 表示从G 中删除了 S 中所有点以及所有关联于这些点的边后得

到的子图，则有 
||≤)( SSGw −                   （5.12） 

其中 )( SGw − 表示子图 SG − 的连通分支数 *。 

证明 设C 是G 的一条哈密顿回路。因为C 通过G 的所有结点，若从C 中删去某一结点

1v 以及与之关联的两条边之后，所得子图 C′仍是连通的，即 1}){( 1 =− vCw 。显然，

1||≤}){( 1 =− SvCw 成立。再次从 C′中删去一点 2v 以及与之关联的边之后，得到子图

                                                        
* 一个无向图的连通分支数就是该图的所有连通分图的数目。一个无向连通图本身就是一个连通分图，所以，其连通分支数为 1。
参阅本章 5.2 节关于无向图的连通分图的说明。 

图 5.23  哈密顿图 
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},{ 21 vvCC −=′′ (或 }}){{ 21 vCC −=′′ 至多有２个连通分支，即 ||≤}),{( 21 SvvCw − 仍成立。由

归纳法可证明，一般地有 
||≤)( SSCw −  

又因为C 是G 的子图，所以，显然 
)(≤)( SCwSGw −−  

从以上两不等式可推知最终结果。 
这个定理常用来论证一个无向图不是．．哈密顿图。就是说，如果对某一图G 给出一个不满

足式（5.12）的实例，则可断言G 不是哈密顿图。请读者切记，由于式（5.12）只是哈密顿

图的必要而非充分．．．．．．条件，所以，满足该式的图也可能不是哈密顿图。我们在图 5.24 中给出了

两个这样的例子。第一个是由两个孤点组成的极其简单的图。很明显它不是哈密顿图，我们

只是用它来强调即使满足式（5.12）的图也可以不是哈密顿图。另一个有同样的情形（请读

者自行证明）。 

 

图 5.24  满足公式（5.12）的非哈密顿图 

而图 5.25 给出了３个因不满足式（5.12）而一定．．不是哈密顿图的例子，在图 5.25 ）（a 中

删去 3v ，在图 5.25 ）（b 中删去 1v 和 3v ，在图 5.25 ）（c 中删去 3v 和 6v 后即可证实。 

 

图 5.25  不满足公式（5.12）的非哈密顿图 

以下是一个哈密顿图的充分条件。 
定理 5.11 设G 是一个不含自回路的简单无向图，有 n个结点。若G 的任意两个不同结

点的度数之和均不小于 1−n ，则G 必有哈密顿路。又若G 的任意两个不同结点的度数之和不

小于 n，则G 含有哈密顿回路。 
本定理的证明较烦琐，我们不在这里给出它的证明了。 
由于定理 5.11 只是哈密顿图的充分而非必要条件，所以不能用此定理判断一个图不是哈

密顿图。图 5.26 给出了两个这样的例子，它们都不满足定理 5.11 的假设，但却都是哈密顿图。 
【例 5.1】  有 ）（ 4≥nn 个人，若其中任意 2−n 人中的每一人至少是其余 2 人之一的朋

友。试证明安排这 n个人沿一圆桌就餐，使每一人的两侧都是他的朋友是可能的。 
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图 5.26  哈密顿图 

证明 用一无向图G 表示这 n 个人间的朋友关系。即以 n个结点表示 n 个人，两个结点

之间有一条边，当且仅当对应的这两人是朋友。可证明，在假设条件下，任两个不同结点的

度之和均不小于 n，由定理 5.11 可知G 含有哈密顿回路。显然，此回路上结点的次序正是一

个满足题目要求的座位安排方案。 
设u , v 是图G 的任意．．两结点，若它们是朋友，则按题设该两点度数之和大于等于 n（见

图 5.27 ）（a ）。若u 和 v 并不相识，按照题设，对其余 2−n 人中的某一人w，他至少是u 或 v 之

一的朋友。为明确起见，设u 和w是朋友。因为u , w两人中，已假设u 不是 v 的朋友，所以w
一定是 v 的朋友。这就是说 wu, 和 wv, 之间均各有一边。注意到 4≥n ，所以同样可论证在 vu,
之外，还有另一点 t ，他是u 和 v 共同的朋友（见图 5.27 ）（b ）。显然，同样也证明了 vu, 度数

之和大于等于 n。 

 

图 5.27  例 5.1 

要说明的是图 5.27 并没有完整地画出图 G 来，我们省略了许多在上述讨论中没有涉及

的边。 

5.7  最短路径与最长路径问题 

最短路径与最长路径是图论中两个很有用的专题。对于前者，我们的讨论针对无向图进

行，但对有向图而言一切讨论仍是有效的。后者是一个建立在有向图基础上的问题。 

5.7.1  最短路径 

如图 5.28（a）给出了一个加权无向图 >=< wEVG ,, 。假如它的顶点表示 6 个城镇，关

联于它们的各边表示连接它们的公路，而每一边的边权可以有各种解释。例如，边权表示该

公路的里程数，或公路的通行费，或者是公路上每月平均的交通肇事次数等等。于是我们可

以问这样的问题，如果从某一城镇（如 0v 城）出发，到其余各城的最短里程是怎样的？或者

是缴纳的通行费最少的路线是怎样的？或者是最安全的旅行路线是什么？容易明白，这些问

题都对应同一图的同一个问题，就是从某城出发，到其余各城的边权之和最小的（而不一定

是边数最少的）路径是什么。最短路径因此而得名。 
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图 5.28  最短路径问题 

下面是狄克斯特尔（E.W.Dijkstra）在 1959 年发表的一个求最短路径的算法。其主要思

想可归纳为以下诸要点。 
今假设从某一加权图的结点 0v 出发，要求它到其余各顶点的最短路径。 
1．以 U 表示所有这样的结点的集合：即结点 Uv∈ ，当且仅当从起点 0v 到这点 v 的最短

路径是已求得的．．．．。显然，一开始时，U ={ 0v }。 

再以 S 表示图G 中除属于U 以外的一切结点，即 UVS −= 。属于 S 中的每一点，从起点

0v 到它的最短路径是待求的．．．。 

2．初始时，为每一结点 Ss∈ 赋予一个指数．． )(sl 。一个结点 s 的指数与从 0v 到 s 的某一．．

种特殊结构的路．．．．．．．有关。为陈述方便，我们称之为“有效路”（取其对应用Dijkstra 方法解决最

短路径是有效的意思）。有效路是这样类型的路径： vP =( svvv
tii ,,,,

10 L )，其中 ,Ss∈  

Uvvv
tii ∈,,,

10 L 。即只有路径的终点 s 本身落在集合 S 中，其余各点均属于集合U 。于是，

结点 Ss∈ 的指数 )(sl 定义为所有这样的有效路．．．（而不是所有 v0到 s 的路）中边权之和最小的

那条的边权之和。即 
)(sl = min {( svvv

tii ,,,,
10 L )的边权之和│

tii vvv ,,,
10 L SsU ∈∈ , }       （5.13） 

回过去看图 5.28（b）。一开始，我们自然地将起点 0v 归于集合U （在属于U 的结点名字

下加下划线表示）。于是 v0到 1v , 2v ( 1v , 2v S∈ )各只有一条有效路．．．（虽然还有 ),,(),,,( 210120 vvvvvv

等等，但是这些都不是有效路），它们就是边( 0v , 1v )和( 0v , 2v )。所以此时它们的边权 1 和 3
就是它们的指数： )( 1vl =1， )( 2vl =3。其余各点的指数为＋∞（想一想，为什么？）。 
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3．对于 Ss∈ 的每一点，指数．． )(sl 并不一定就是到它的最短路径．．．．．．．．．．．．．（记住这一点非常重要!）。

因为可能有另一条不属于有效路的路径，它包含了除 s自己以外的另一点 s′ S∈ ，并且该路径

边权之和比指数 )(sl 更小。如图 5.28(b)这一步骤上， )( 2vl =3，但观察发现路径( 0v , 1v , 3v )（这

是一条非有效路）的边权之和仅为 2（此时 Sv ∈1 ），比 )( 2vl 小。但是这并不重要，随着计算

的进行，这条对结点 v2 是真正的最短路径( 0v , 1v , 3v )，总会在计算的某一步上成为当时最短

的有效路并且被选中作为 v2的最短路径的。重要的是对所有 S 中的结点 Ss∈ ，若以 s 表示属

于 S 的所有点中指数最小的一个： 
}),(min{)( Ssslsl ∈=            （5.14） 

那么，v．0到这个具有最小指数的点．．．．．．．．．．．s 的最短路径．．．．．，就．

是那条给．．．．s 以该指数的有效路径．．．．．．．．．。或者说， s 的最短路径

的边权之和（记住以下我们称一条路的边权之和为它的

“长度”）就是从起点 0v 到 s 的最短有效路的长度，它等

于指数 )(sl 。证明如图 5.29 所示。 
设 s S∈ 满足式（5.14）。要证明 )(sl 等于 v0 到它的最

短路径的长度。 
若不然，另外还有一条到 s 的路 P′，且 长度的P′ ＜ )(sl ，显然，P′一定不是有效路（因

指数 )(sl 是所有到 s 的有效路中长度最小的一个）。那么 P′必含有除 s 以外的另一点 s′ S∈ ，

设 P′=( 0v ,…, v′ , s′ ,…, s )。我们假设 s′是从 0v 出发到 s 的路径 P′上第一个出现的属于集合 S
的点。将 P′分成两部分：( 0v ,…, s′ )和( s′ ,…, s )。前者的长度大于等于 )(sl ′ ，后者的长度大

于等于 0（记住权值是非负实数）。就是说 P′的长度大于等于 )(sl ′ 。即 P′长度≥ )(sl ′ ≥ )(sl （因

)(sl 是当前所有指数中最小的）。于是， P′的长度≥ )(sl 。与反证法假设矛盾。证完。 
我们将以上的论述小结一下。在求解最短路径的每一步上，对于每一 )(, slSs∈ 只是 sv 到0

所有有效路中．．．．长度最短的那条的边权之和，不一定是它的最短路的长度；每一个 Ss∈ 都有一

个指数 )(sl ，它是一切从起点到 s 的有效路中最短的；其中最小的一个指数是 )(sl ，只有结

点 s 的最短路的长度才等于 )(sl ，并且最短路就是形成该指数 )(sl 的有效路。 

4．当我们在每一步骤上求得集合 S 中一个指数最小的结点 s S∈ 之后，就将它纳入集合

U 中去。即 U← }{sU U ，S← }{sS − 。如图 5.28（c）是将 1v 纳入U 之后的情况。这样，

},{ 10 vvU = 。可以看出，这时 2v S∈ ，除原有的一条有效路（ ),( 20 vv ，其长度是 3）以外，又

有一条新的有效路( 0v , 1v , 2v )。后者正是因为我们将 1v 纳入了集合U 之后新出现的。当然，

我们有理由在“新情况”下，重新评估留在集合 S 中的各点的指数。对 2v 而言，因新出现的

有效路( 0v , 1v , 2v )的长度比老的指数 )( 2vl 更小，所以就需用这个更短的有效路的长度取代其

老的指数。注意，一般而言，每当将一个指数最小的点 s S∈ 加入U 之后，对剩下在 S 中的

各点可能出现的新的有效路至多有一条，其长度为指数 )(sl 与边 ( s ,s)的边权之和

)),(()( sswsl + 。因此，每次产生 s 并加入集合U 之后，余留在 S ( S ← S -{ s })中的点 Ss∈ 的

新指数 )(sl′ 需按下式修改 

l′ (s)=min{ )(sl , )(sl +w(( s ,s))}                    （5.15） 

其中 s 是最近一次从 S 中选出的具有最小指数 )(sl 的点（参考图 5.30（a））。 )(sl 是属于 S 的

点在 s 未加入U 之前的老指数，l′ (s)是同一些点在将 s 加入U 之后的新指数（参照图 5.30（b））。

 

图 5.29  最短路径的证明 
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w(( s ,s))是边( s ,s)的权。返回到图 5.28（c），加入了 1v 以后，新的指数 l′ ( 2v )= min { )( 2vl , )( 1vl + 
w (( 1v , 2v ))}= min{3,1 1} 2,+ = l′ ( 3v )= min { 3 1( ), ( )l v l v w+ (( 1v , 3v ))}= min{ , 1 5}+∞ + =6…… 

 

图 5.30  指数 )(sl 的修正 

归纳以上要点，狄克斯特尔的算法如下： 
设 >=< wEVG ,, 是一加权无向图， 0v 是起点。 

（1）初始化。U← }{ 0v ，S← )( UV − 。若 =S φ ，结束。否则对 )(, slSs 计算∈ 。 
（2）求 s S∈ ，使之满足 }),(min{)( Ssslsl ∈= 。U← }){( sU U , S← }){( sS − 。 
（3）若 =S φ ，则结束。否则修改 Ss∈ 的指数。 )(sl ← )},()(),(min{)( sswslslsl += 。返

回第（2）步。 
顺便说一句，从以上算法可知，到各结点的最短路是循着从小到大的次序逐一求得的。 

5.7.2  最长路径 

设有一大的工程 P，由若干个子工程 ip 组成。并且，各子工程的进程客观上遵循一个先

后次序。就是说，某子工程 kp 必须在另一个或一些子工程全部完成之后方可开始。我们可以

以一条有向边表示一项子工程，并且如果该子工程必须在子工程 ip , jp 均完成后方可开工，

则我们将边 ip , jp 汇集至一点 rv ，并从 rv 引出边 kp （如图 5.31（a））。 

 

图 5.31  简单评审图 

图 5.31 ）（b 给出了一个由 6 个子工程组成的很简单的有向图。它描述了该工程的各子工

程之间的时序关系。其中每一边的边权表示该子工程的预期工期，设以“天”为单位。这样

的加权有向图，通常称为评审图。从中我们可以看出，最后一子工程 6p 完成后，全部工程完

工。所以又将出度为 0 的结点 4v 叫做收点。往后追溯， 6p 的开工必须是在 43, pp 和 5p 都完工

之后。结点 3v 就表示 43, pp 和 5p 三者较晚完工的那一子工程结束的时刻，所以 3v 也叫做一事

件。同样 3p 的开工，必须等待 1p 的完工， 4p 的开工要等到 2p 完工。最后，结点 0v 是一入度

为 0 的点，它表示整个工程开始的时刻，所以 0v 又叫发点。因此可知， 6p 可以开工的时间受
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制于 54321 ,,,, ppppp 的进度。我们要问， 6p 最早可在整个工程开始后的第几天开工呢？从以

上分析不难知道， 3v 表示的事件发生之时，代表 54321 ,,,, ppppp 这 5 个子工程全部完工的时

刻。于是，从发点 0v 开始计时，完成 31, pp 需要 1+5=6（天），而完成 42 , pp 需要 2+5=7（天），

完成 5p 需 2（天）。显然， 3v 的出现是在开工之后第 7 天，也即这时 6p 才可开工。由此不难

算出，收点 4v 的发生（全部完工），至少要到开工之后的 10352)()()( 642 =++=++ ppp （天）。

请注意， 3v 的最早出现时间是一条从发点开始至 3v 的最长路径（边权之和最大，下同），同

样 4v 的最早发生时间是一条从发点至收点的最长路径（这条最长路径上的边在图 5.31 )b( 中

以粗实线标记了出来）。现在我们可以说，一个评审图中的任一结点对应一个事件，而该事件

发生后，那些从它引出的边表示的子工程才可开始。而该事件发生的时刻对应了从发点开始

到这个结点的所有有向路中最长一条的边权之和。这也是为什么我们把讨论评审图的问题叫

做最长路径问题的道理。 
下面是一些讨论评审图时经常用到的术语。 
发点：是评审图中入度为 0 的点。评审图通常只有一个入度为 0 的结点。若有多于一个

入度为 0 的点，我们可以重新建立一个发点，由它引出若干边权为 0 或大于 0 的边至上述各

入度为 0 的结点（如果这些结点并不同时并工的话）。 
收点：是出度为 0 的结点，表示所有子工程均结束的时刻。 
活动或子工程：一个工程中相对独立的进程，用图的一条有向边来表示之。边权是该进

程的时间。 
事件：用一结点表示一事件。它对应某一时刻，该时刻的到来，意味着一切从发点至该

结点的所有路径上的活动全部完成。 
事件的最早发生时刻：用 )( ivee 表示从开工时刻计时，事件 iv 最早发生（出现）的时刻。

每一个事件（包含收点）的最早发生时刻等于从发点至该事件的所有路径中最长一条的边权

之和。也即这些路径上的所有活动（边）都完成的最早时刻（参见图 5.31（b））。 
约定，发点的最早发生时刻为 0（计时起点）。即 

                    0)( =发点ee                            （5.16） 
事件的最迟发生时刻：用 )( ivel 表示在不延误收点的最早发生时刻的前提下，从开工时

刻计时，某事件 iv 可最迟发生的时刻。显然， )( ivel 等于收点的最早发生时间（整个工程完成

所需的时间）与 iv 至收点的所有路径中最长者的边权之和的差（参考图 5.31 ）（b 中 1v 的 el ）。 

由于收点是整个工程结束的时刻，所以我们约定收点的 ee 值等于 el 值，即 
         ee (收点)= el (收点)                （5.17） 

活动的最早发生时刻：活动 >< ji vv , 的最早发生时刻显然等于其起点 iv 的最早发生时刻

)( ivee 。活动的最早发生时刻用 ),( >< ji vvae 表示之，有 

)(),( iji veevvae =><                        （5.18） 

活动的最迟发生时刻：用 ),( >< ji vval 表示之。它等于在不延误收点的最早发生时刻的前

提下，活动< iv , jv >可最迟开始的时刻。显然，它等于该活动的终点的最迟发生时刻与该活动

所需时间（即边权）之差，即 
),( >< ji vval = )( jvel - ),( >< ji vvw                 （5.19） 

关键活动：边< iv , jv >是关键活动，当且仅当其最早发生时刻等于其最迟发生时刻，即
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),( >< ji vvae = ),( >< ji vval 。 

关键路径：从发点至收点的一条全部由关键活动组成的路径。 
从以上定义可知，关键活动的两个端点均是最早发生时间与最迟发生时间相等的事件。

但是要切记，反之不然（如图 5.31（b）中的活动 5p ）。 
要控制一个总工程的工期，主要是监控那些关键活动。它们都处于某些关键路径上。因

为关键路径从某种意义上说，均是其起点和终点间的最长路径，所以其中若有一关键活动延

期了（没有在其边权指定的时间内完成），那么势必影响到总工期按时完成。而那些非关键路

径上的某些非关键活动则可以在一定范围内延期，也不致于影响总工期按时完成。所以，研

究一个工程的评审图时，重要的是找出所有关键活动，从而也就找出了关键路径。由公式（5.18）
和公式（5.19）可知，首先要求出所有事件的 ee 和 el 的值。 

我们以图 5.32 给出的评审图为例来讨论如何求关键活动的方法。 

 

图 5.32  评审图的解 

首先从发点开始，逐一向前（我们称较晚发生的事件相对较早发生事件在前方，因为历

史的东西总要往“后”才能追溯到）求得每一事件的 ee ，直到收点。然后，从收点开始，逐

步向后推出其余各事件的 el ，直到发点。显然，某一事件的 ee 值，只有在该事件的所有前驱

事件的 ee 值均求出之后方是可解的。一事件的所有前驱事件系指从出发点开始至该事件的所

有有向路径上的结点。因此，在本例中，求事件的 ee 值的一个次序是 543210 ,,,,, vvvvvv 。这样

的序列也称为拓扑序列。 
求 ee 值的步骤如下： 
（1）按约定（式(5.16)）， )( 0vee =0。 
（2） 110),()()( 1001 =+=><+= vvwveevee 。 
（3） 112 ()(max{)( vwveevee <+= ),, 2 >v )},()( 200 ><+ vvwvee  

3}3,2max{ == 。 
（4） )},()(),,w()(max{)( 3003223 ><+><+= vvwveevvveevee  
     6}2,6max{ == 。 
（5） )},()(),,()(max{)( 4224114 ><+><+= vvwveevvwveevee  

5}5,4max{ == 。 
（6） )(),,()(max{)( 35225 veevvwveevee ><+= + ),( 53 >< vvw , 
                ),()( 544 ><+ vvwvee }  
          }8,8,4max{= =8。 

求 el 值的步骤如下： 
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（1）按约定，收点的最早发生时刻与最迟发生时刻相等，所以 8)()( 55 == veevel 。 
（2） 538),()()( 5454 =−=><−= vvwvelvel 。 
（3） 628),()()( 5353 =−=><−= vvwvelvel 。 
（4） )}()()()()()(min{)( 5254243232 ><−><−><−= ,vvwv,el,vvwv,el,vvwvelvel  

}18,25,36min{ −−−= 3= 。 
（5） )},()(),,()(min{)( 4142121 ><−><−= vvwvelvvwvelvel  

= }35,13min{ −− 2= 。 
（6） ),()(),,()(min{)( 2021010 ><−><−= vvwvelvvwvelvel ， 

    )},()( 303 ><− vvwvel  
}26,33,12min{ −−−= 0= 。 

注意：最后求得的发点的最迟发生时间必然也等于最早发生时间的值 0。这实际上是一

个回归验算。不然就说明在计算中有错误。 
最后将所有结果和运用公式（5.18）及公式（5.19）计算出各活动的 ae 值和 al 值列在

表 5.2 中。 

表 5.2  ae 值和 al 值 

事件 ee el 活动 ae al ae=al ? 

v0 0 0 <v0,v1> 0 1  

v1 1 2 <v0,v2> 0 0 √ 

v2 3 3 <v0,v3> 0 4  

v3 6 6 <v1,v2> 1 2  

v4 5 5 <v1,v4> 1 2  

v5 8 8 <v2,v3> 3 3 √ 

   <v2,v4> 3 3 √ 

   <v2,v5> 3 7  

   <v3,v5> 6 6 √ 

   <v4,v5> 5 5 √ 

 

回到图 5.32，所有粗实线表示的边是关键活动，可见该评审图有两条“平行”的关键路径。

请读者分析一下，哪些关键活动提前完工（所用时间少于其边权）可使整个工程提前完工？在

其他活动完工时间不变的条件下，提前完成这些关键活动至多可使总工期提前多少时间（收

点的ee值最多可提前多少）？又请问，哪些关键活动提前完工不能使总工期提前完成呢？ 

5.8  平面图 

平面图的图形有一些特殊的性质，它在管线的敷设、交通道路设计和印刷电路板的设计

上有直接的应用。 
定义 5.31 设 >=< EVG , 是一无向图。若能够将它画在一个平面上并使所有边除在结点

以外的任何地方均不相交，则G 就是一个平面图。 
图 5.33 ）（a 是平面图，看似不是平面图的图 5.33 ）（b 可以画成图 5.33 ）（c 或图 5.33 ）（d 那

样证实它实际上是一个平面图。所以，问题在于如何证明一个平面图，而不在于是否可以将

一个平面图的图形画出来。 
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图 5.33  平面图的例子 

再来看图 5.34。其中图 5.34 ）（a 是完全图 5K 。图 5.34 ）（b 对应一个著名的问题，就是为

三所房子的每一座都安装 egw ,, 三种公用管线而使得没有任何两根管线是相交的设计。稍后，

我们来证明图 5.34 的两个图形都不是平面图。 

 

图 5.34  两个典型的非平面图 

定义 5.32 在一个平面图中，一个或若干个回路 *共同包围的平面区域，并且该区域内

不再包含回路围出的子区域，则该平面区域叫做是平面图的一个面。围出一个面的回路叫边

界。 
若一个面可以被充分大的一个圆所包含，则称此面是有限面，否则称为无限面。 
容易明白，一个平面图恰有一个无限面。 
沿着一个面的边界巡行有两个方向，如果沿某一方向．．．．巡行时，该面最接近巡行者的那部

分总出现在巡行者的左侧，则这个方向叫做边界的正方向；这实际上是按右定向法则为平面

建立了一种方向，即以指向巡行者头部的平面法线来确定平面的（正）方向。若一个平面有

多个边界，则包含其余所有边界的那一个叫做外部边界，如图 5.35（d）中的 C1；其余的边

界都叫做内部边界，如图 5.35（d）中的边界 C2和 C3。 
图 5.35 ）（a 中，面 1P 有一条外边界 1C 和两条内边界 2C , 3C （后两者正方向是“顺时针方

向”）。同时， 2C , 3C 又各是面 2P , 3P 的外边界（其正方向是“逆时针方向”）。当一个面的内、

外边界被一条路连通后，则内、外边界合而为一，就成了一条外边界，如图 5.35 ）（b 。对于

无限面的情况下，设想其外边界在无限远处，无限面的所有边界都是内部边界，如图 5.35 ）（c
中无限面 3P 有两条内部边界 1C 和 2C 。 

定义 5.33 遍历平面图 P 的边界时，所通过的边数叫做该面的度，记做 )deg(P 。 
在图 5.35 ）（a 中， 11)deg( 1 =P ， 4)deg( 2 =P ， 3)deg( 3 =P ， 4)deg( 4 =P 。在图 5.35 ）（b 中，

7)deg( 1 =P 。因为要完整地绕行它的边界一周，必须两次通过边 e。 
定理 5.12 有限平面图 >=< EVG , 的所有面的度数之和等于此平面图总边数的 2 倍。即 

∑
∈

=
)(

||2)deg(
GPP

i
i

EP                     （5.20） 

                                                        
* 这里的回路同本章 5.4.1 小节类似，排除一条无向边作为回路的情况，但不排除平行边围成的回路。 
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其中 )(GP 是图G 所有面的集合。 

 

图 5.35  面和边界 

证明 
边界上的边可分成两类，一类是边的两侧分属两个不同的面，它为每一面提供各 1 度。

另一类是边的两侧属同一面，如图 5.35 ）（b 中 P1的边 e，它为一个面供应 2 度。总之，每一

边为一个平面图各个面的总度数贡献 2 度。证明完毕。 
若一个平面图是连通图，称此平面图为平面连通图。平面连通图有着重要的性质。 
定理 5.13 设平面连通图G 有 v 个顶点、 e条边和 p 个面，则以下公式成立 

        2=+− pev               （5.21） 

这个定理又被叫做欧拉定理。它对任何凸多面体也成立。 
证明  我们用归纳法来完成这个定理的证明。 
归纳基础：一个仅含一条边的或不含边的连通图满足公式（5.21）（见图 5.36）。 

 

图 5.36  满足欧拉定理的最简单平面图 

归纳步骤：假设具有 1−k 条边的平面连通图满足式（5.21）。又设G 是具有 k 条边的平面

连通图。如果G 含有 1 度结点，删除这个结点和关联于它的一边，则成为一个有 1−k 条边的

平面连通图G′。所以按归纳法假设G′满足式（5.21）。再将G′上添入刚刚被删去的一条边和

一个顶点，则得原来有 k 条边的平面连通图。显然它仍满足公式（5.21）。 
若G 原来不含有 1 度的结点，可以证明G 必有有限面。若删除某有限面边界上的一条边，

得到子图G′仍是连通的。G′满足公式（5.21），当加入刚刚被删去的那一边之后，图的边数 e
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加 1，而它的面数也加 1，故公式（5.21）仍是成立的。 
定理 5.14 边数大于等于 2 的无自回路的简单平面连通图．．．．．．．．．．．．，其结点数 v 和边数 e 满足以

下公式 
63≤ −ve                        （5.22） 

证明  该定理实际上对非连通平面图也是对的。首先从连通平面图开始我们的证明。 
由于假设平面连通图无自回路和平行边，所以平面图的每一面 iP 的度 3≥)deg( iP （参看

图 5.37 给出的几种情况，注意其中 ）（a , ）（b 每一边对相关面贡献 2 度），所以，平面图各面度

数之和
( )

deg( )≥ 3
i

i
P P G

P p
∈
∑ ， p 表示面的数目。另外，

( )
deg( ) 2

i

i
P P G

P e
∈

=∑ ，所以 

pe 3≥2  或 ep
3
2

≤  

联系欧拉公式（5.21），整理后有 

2≤
3

−ve
 或 63≤ −ve  

最后，在不连通平面图的情况，设它有 n个连通分支 *。现在用 1−n 条边将所有连通分

支两两连成一个连通图，所得新的连通平面图满足式（5.22）。删去刚才加上的 1−n 边之后得

到原来平面图。这样就在总边数中减去了 1−n ，同时结点数并未减少，故公式（5.22）仍是

成立的。 
特别提醒读者注意，欧拉公式（5.21）和公式（5.22）各自成立的前提。欧拉公式要求平

面图必须是连通的，但从证明过程可见，并不要求平面图中无自回路和平行边；而公式（5.22）
则相反，并不要求平面图连通，但却要求图中不含自回路和平行边。 

【例 5.2】  证明完全图 5K 不是平面图。 
证明  5K 中含有 5 个结点 5=v 和 10 条边 10=e 。它不满足不等式（5.22），所以 5K 不

是平面图。                                                                
【例 5.3】  证明图 5.34 ）（b 给出的图不是平面图（此图也称为 3,3K 图）。 

 

图 5.37 一些边界的边数不少于 3 的平面连通图 

证明  反证法。 
若不然，设 3,3K 是平面图。由于从 3,3K 中任取 3 个不同顶点，至少有两个是不相邻的，

所以它每一面的度不小于 4（也即其中不含长度小于 4 的回路）。以 evp ,, 分别表示 3,3K 的面

数、顶点数和边数。有 

4p≤2e  或  ep
2
1

≤  

                                                        
* 参阅本章关于定理 5.10 的脚注。 
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与欧拉公式（5.21）一起，解得 
4≥2 ev −  

但 3,3K 的 6=v , 9=e ，不满足以上不等式。矛盾。 

最后是一个平面图的充要条件，1930 年，由库拉多夫斯基（Kuratowski）给出。 
若在一无向图G 中，以一条除端点外均是 2 度的初等路代替G 中一条边后，生成图G′。

显然G 和G′是否为平面图与这样的替代无关（见图 5.38）。 

 

图 5.38 同胚的边 

定义 5.34 设G 是无向图。若在G 的一条边上，两端点间插入 ≥k 0 个新结点使之成为

一条长度是 1+k 的初等路，从而生成G′；或者正相反，以一条边代替G 的两端点间的一条

初等路，并且该初等路的中间结点均为 2 度的，从而生成图G ′′ 。这样，我们就说图G 和G′或
G 和G ′′ 有同胚的边，并称G 和G′或G 和G ′′ 是同胚的。 

图 5.39 中（a）与（b）同胚，（c）与（d）同胚。 

 

图 5.39 同胚的图 

以上已经证明了 5K 和 3,3K 均不是平面图。所以若图G 有与 5K 或 3,3K 同胚的子图，则G 本

身一定不是平面图。库拉多夫斯基还证明了非平面图一定含有与 5K 或 3,3K 同胚的子图。 
定理 5.15 一个无向图是平面图，当且仅当它不含有与 5K 或 3,3K 同胚的子图。 

这就是库拉多夫斯基（Kuratowski）定理。 

习    题 

5.1  证明任何有向完全图各结点入度的平方和等于出度的平方和。 
5.2  给出图 5.40 的补图。 
5.3  给出图 5.41 中 ）（b 所示G′相对于 ）（a 所示图G 的补图G ′′ 。问G′是否也是G ′′ 相对

于G 的补图？为什么？ 
5.4  证明图 5.42 中两个图是同构的。 
5.5  一个图若同构于它的补图，则称该图为自补图。 

（a）给出一个 5 个结点的自补图。 
（b）是否存在 3 个结点与 6 个结点的自补图？为什么？ 
（c）图G 有自补图的必要条件是什么？ 
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图 5.40  习题 5.2                   图 5.41  习题 5.3 

 

图 5.42  习题 5.4 

5.6  证明：若无向图G 是不连通的，则它的补图是连通的。反之，若G 是连通的，那么

G 是否一定不连通？说明之。 
5.7  给出一有向图，如图 5.43 所示。求结点 1v 到 4v 之间的所有简单路和初等路，并给

出每一结点的出度、入度和度。最后求出距离 d >< 41,vv 和 >< 25 ,vvd 。 

5.8  图 5.44 给出了一个有向图。试求出它的所有强分图、单侧分图和弱分图。 

            

图 5.43  习题 5.7                      图 5.44  习题 5.8 

5.9  证明：有向图是单侧连通的充分必要条件是存在一个包含图的所有结点的路。 
5.10  证明：无向图两结点的连通性是结点集上的等价关系。由这个等价关系所诱导的

等价类有何具体意义？ 
5.11  求出图 5.43 的邻接矩阵 A，并通过计算 A的矩阵的普通乘幂 32 , AA …回答以下

问题： 
（ a ）有几条从结点 1v 到 4v 长度不大于 5 的路？ 
（ b）经过结点 1v 有没有回路？其中有没有长度为

5 的回路？ 
（ c）求出没有任何回路经过的结点。 

5.12  在一个有限图里，如何利用邻接矩阵 A求任意两

结点 iv 到 jv 的距离 >< ji vvd , ？并应用这个方法求图 5.43中

的 >< 42 ,vvd 和 >< 62 ,vvd 。 

 

图 5.45  习题 5.13 
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5.13  在图 5.45 中，将每一边旁边标注的数字看成是该边的边权，试写出它以权表示的

邻接矩阵 A。若将边权解释为平行边的数目，则 2A 的含义是什么？ 
5.14  求出图 5.43 给出的图的路径矩阵（要求用矩阵的布尔积计算）。 
5.15  设一无向树有两个 2 度结点、一个 3 度结点和三个 4 度结点。求它有多少 1 度结点？ 
5.16  证明：一棵无向树至少有两个 1 度结点。 
5.17  证明：无向树是无回路的，且删除其任何一边后，所得的子图是不连通的。 
5.18  设 21,TT 是连通图G 的两棵生成树， e是 1T 的边却不是 2T 的边。证明：存在边 s ，

它在 2T 中却不在 1T 中，并使 }{}){( 1 seT U− 和 }{}){( 2 esT U− 都是G 的生成树。 

5.19  利用克鲁斯卡算法求图 5.45 的最小生成树。 
5.20  举一简单例子说明将根树的定义写成“恰有一个结点的入度为 0，其余结点的入度

均为１的简单有向图．．．”，并不是我们通常定义的根树。 

5.21  有多少不同构的具有 3 个结点的有向树？有多少不同构的具有 3 个结点的有序树？ 
5.22  如何从一个简单有向图的邻接矩阵确定一个有向图是否为一棵树？如果是根树，

又如何确定它的根和叶呢？（提示：将有向边看成无向边。写出该相应无向图的邻接矩阵，

结合与 5.22 定义等价的初等性质 1，判断它是否是无向树） 
5.23  若一棵二杈树的每一个非叶子结点的出度均为 2，则称之为完全二杈树。证明：完

全二杈树中边数 )1(2 −= tne ，其中 tn 是叶子数目。 

5.24  证明：根树中任意两结点如果存在路，则只有唯一一条初等路。 
5.25  试通过二杈树为字母集｛ },,,,,,, hgfedcba 编制一组前缀码。 
5.26  有六个城市 ,, 21 CC …, 6C 。两市 iC 和 6≤≤1 iC j（ , ）6≤≤1 j 间班机旅费由以下矩阵

][ ijpP = 的 ijp 表示。 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞
∞

∞∞
∞

∞

=

055252510
550102025
25100102040

2010015
252015050
102540500

P  

用狄克斯特算法求出从 1C 到其余各城市旅费最少的旅行线路。 

5.27  一个工程评审图的邻接矩阵给出如下。试求出该工程的所有关键路径。试问哪些

工程提前完成可以使总工程提前？ 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞∞∞∞∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞∞∞

∞∞∞∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞∞∞

∞∞∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞

=

0
508
80
250
520

860
3206
1420

10100
361010

P  
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5.28  在七桥问题中，为使问题有解，哥尼斯堡的居民至少还要修建几座桥梁？在何处

建造新桥？又若为了同样的理由，至少拆除几座桥？如何拆法？ 
5.29  判断图 5.46 给出的两个图形是否可一笔连续画出而不在任一边重复画过？为什

么？ 

 

图 5.46  习题 5.29 

5.30  设计一个有 8 个定位的模数鼓轮，使其能输出 8 个不同的三位二进制编码串。要

求给出相应的图。 
5.31  Kn 是有 n个顶点的无向完全图。问 n取何值时 Kn是欧拉图？ 
5.32 （ a ）画一个有欧拉回路和哈密顿回路的图。 

（ b）画一个有欧拉回路但没有哈密顿回路的图。 
（ c）画一个没有欧拉回路但有哈密顿回路的图。   

5.33  判断图 5.47 中的两个图是否是哈密顿图。说明理由。 

 

图 5.47  习题 5.33 

5.34  举一例说明定理 5.11 对于有环或有平行边的图不成立。 
5.35  如果为一个无向图的每一边确定一个方向，使得所得的有向图是强连通的，称该

无向图是可定向的。 
（a）证明欧拉图是可定向的。 
（b）证明哈密顿图是可定向的。 

5.36  求图 5.48 的平面图的每一个面的度数并验证公式（5.20）、
公式（5.21）和公式（5.22）。 

5.37  试说明 }{5 eK − 和 }{3,3 eK ′− 是平面图，其中 e和 e′分别是

5K 和 3,3K 中任意一条边。 

5.38  证明：若G 是每一面的度均大于等于 ( ≥ 3)k k 的连通平面

图，则
2

)2(
≤

−
−

k
vke ，其中 v 和 e分别是G 的结点数和边数。 

 

图 5.48  习题 5.36 
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5.39  证明边数小于 30 的无环简单平面图有一个不超过 4 度的结点。 
5.40  证明：在有 6 个结点 12 条边的连通的无环简单平面图中，每个面的度为 3。 
5.41  如有可能，画出图 5.49 中各图的平面图形。 

 

图 5.49  习题 5.41 
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第 6 章  代 数 系 统 

一般地说，“系统”一词系指在一相对独立或封闭的环境中，一些汇聚在一起的对象的性

质、行为和联系。数学上，说到系统常指具有某种性质的数学结构。在一个非空集合上，明

确定义了这些元素的运算法则和运算所满足的规律。这样，我们就说该非空集合上的元素具

有了一种代数结构或者说它们构成一个代数系统。 
在现实世界中存在由各种具体的、各不相同的集合所构成的各自的代数系统。数学研究

的是抽象的代数系统，即它的元素暂时不必赋予什么具体含义，并且抽象代数系统上的运算

也只是一种函数。一旦某种抽象的代数系统的性质被证实，那么这些结论和方法将可以用于

解决现实世界中某一类代数系统的问题。 
在计算机科学里，形式语言、时序机理论、快速加法器和纠错码的设计等，都和代数系

统的理论有关。抽象的近世代数，在计算机科学中找到了应用，反过来，后者的发展也向数

学提出了新问题并促进了代数学的进一步发展。 

6.1  运算和代数系统 

6.1.1  运算的概念 

在本书第 3 章里，我们就提到过，运算、映射和函数时常表示同一概念。我们早在小学

数学教科书中，就可以学到非负整数（自然数）的加法和乘法运算。所以，运算无非是在一

个非空集合上定义的一种无歧义的规则，按照此规则，非空集合的 n( n≥0)个元素唯一地对应

某一确定的元素。该确定的元素也称为是前面那 n 个元素的运算结果。 
定义 6.1  设 X 是一非空集合，一个由笛卡尔积 （nX n=1,2,…）到集合 Y 上的 n 元函数就

称为集合 X 上的一个 n 元运算。 
为使概念上统一起见，我们约定集合 X 上的某些特殊身份的元素（如整数四则运算中的

0 和 1）叫做是零元运算。取其运算不需要运算数（自变量），而运算结果恒等于这些特殊元

素之意。 
尽管从运算的定义可知，n 元运算实际上就是集合 X 到 Y 的 n 元函数（参看第 3 章 3.5.1

小节）。不过在代数系统中我们仍然坚持按人们习惯的方式来标识和使用运算符号，尤其是在

二元运算的情况。例如，设 Z 是整数集合，两个整数 ∈ji, Z 的加、减、乘、除运算，习惯上

是以中缀记法这样表示的： ji + , ji − , ji× , ji ÷ 。要知道这四个运算符号实际上就是从 Z2 →

Z 的函数符号，所以把它们写成 ),( ji+ , ),( ji− , ),( ji× , ),( ji÷ 也无不妥（它们被称为运算

表达式的前缀表达方法），正如在写 Z2→Z 的一个二元函数 f ，将函数值记为 ),( jif 一样

合理。 
下面是一些运算的例子。 
设 F 是在某区间 ),( ba 上有定义的全体可微分实函数，求导数就是 F 上的一个一元运算。 

另外，大家熟悉的一元运算还有取实数的绝对值和相反数，等等。 
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必须事先说明，代数系统中所说的运算，已从我们原来理解的概念上大大推广了。再次

强调，一个 n元运算就是一个 n 元函数。致于用何种符号来标识一个运算不是本质的。在本

章里，会出现大量的诸如“*”，“·”，“△”，“☆”等等运算符号。反正它仅仅是一种规则的．．．．．

代号．．，一个函数的符号。 

下面来看一个日常生活中存在的代数系统，它描述了一台自动售饮料机的行为模式，如

表 6.1 所示。 

表 6.1  自动售饮料机 

* 0 伍角硬币 一元硬币 

0 无 橘子汁 矿泉水 

伍角硬币 橘子汁 矿泉水 可乐 

一元硬币 矿泉水 可乐 椰奶 

 

自动售货机中有四种饮料：橘子汁、矿泉水、可乐和椰奶。售货机一次最多可接纳两枚

硬币。若投入硬币的总值为 0.50 元时，机器给出一瓶橘子汁，投入 1.00 元时，给出一瓶矿泉

水，投入 1.50 元时，给出一瓶可乐，投入 2.00 元时给出一瓶椰奶。实际上，自动售饮料机在

执行一种二元运算“*”，它将一定值的硬币变换成某种饮料。设 C ={ 0，伍角，壹元}，二元

运算 * 可用表 6.1 给出。其中 0 表示没有任何硬币投入。于是可以写出这样一些式子：伍角 
* 伍角 = 矿泉水，壹元 * 0 = 矿泉水，0 * 0 =空（什么也不给）等等。像表 6.1 那样，完全

描述某运算规则的表叫做运算的复合表。 
从以上所举的种种例子可见，有一类运算所得结果（n 元函数的函数值）仍属于运算数

所在集合（即 nX →X）。这种运算称为在 X 上是封闭的，如整数的加、减和乘运算。另一类

运算所得结果不属于运算所在集合（即 nX →Y）。这种运算称为在 X 上是不封闭的，如以上

自动售饮料机。 
定义 6.2  设“*”是非空集 X 上的 n元运算。若对于 Xxxx n ∈,,, 21 L ， n元运算的结果

Xxxxz n ∈∗= ),,,( 21 L ，则称运算 * 在 X 上是封闭的。 
定义 6.3  一个非空集 X ，连同它上面定义的有限个封闭运算{ rfff ,,, 21 L }一道构成了

一个代数系统，记为< rfffX ,,,, 21 L >。 

【例 6.1】  Z 是整数集。运算“·”是普通整数乘法。说明<Z,·>构成代数系统。 
解  任取 ∈ji, Z，因为 i·j∈Z，所以乘法在整数集上是封闭的，于是<Z,·>是一代数系统。 

【例 6.2】  R 是实数集，运算“÷”是普通除法。说明 R 与÷不能构成代数系统。 
解  因为 0÷0 和 0÷r 均无意义，所以除法并非对实数中任意两个都是有定义的，所以 R

与÷不能构成代数系统。 
【例 6.3】  设 A是任意一个集合， )(Aρ 是 A的幂集。集合运算“U”，“I”，“～”是

并、交、补运算。说明 )(Aρ< ,U ,I ,～,φ , >A 是代数系统。 
解  因为 )(Aρ 上的任两个元素均是 A 的子集，它们的并、交、补运算的结果仍是 A的

子集 *，其中前两个是二元运算，后一个是一元运算。另外平凡子集φ， A是两个零元运算。

所有这些运算在 )(Aρ 上是封闭的，故 )(Aρ< ,U ,I ,～,φ , >A 构成代数系统。 

                                                        
* 我们在讨论集合 A 的所有子集的时候，总是假设全集是幂集 )(Aρ 。这是自然的。 
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6.1.2  运算的性质 

人们在对代数系统长期研究的过程中认识到，有一些代数系统有着某些特殊的性质，并

且它们在理论上和应用方面都是十分重要的。现在开始，将逐一讨论这方面的内容。 
让我们先来看看有哪些二元运算具有特殊性质。所以说这些性质是重要的，原因在于它

们是客观世界中经常遇到的一些事物具有的行为的反映，同时也是进一步研究代数系统的基

础。 
定义 6.4  设“△”是代数系统 ,X< △>上的二元运算，若对任意 Xzyx ∈,, ，均有(z△y)

△z=x△(y△z)，则称运算△具有可结合性，或说△满足结合律。 
例如，整数集 Z 和普通加法构成的代数系统<Z, +>，实数集 R 和普通乘法构成的代数系

统 >×<  , R ，它们各自的运算都满足结合律。 
定义 6.5  设“ o”是代数系统 >< o,X 上的二元运算。若对于 Xyx ∈, ，均有 xyyx oo = ，

则称运算o是可交换的，或者说运算o满足交换律。 
以上提到的普通加法和乘法都满足交换律。 
定义 6.6  设 * 和△都是代数系统 ,,∗< X △>上的二元运算。若对 Xzyx ∈,, ，均有(x*y) 

△z=(x△z)*(y△z)和 x△(y*z)=(x△y)*(x△z)，则称二元运算△对于 * 是可分配的，也可以说

运算△对于 * 满足分配律。 
普通．．乘法对于加法是可分配的，但反过来，普通．．加法对乘法不满足分配律。 

定义 6.7  设 “*”和“△”都是代数系统<X,*,△>上的二元运算，两者都满足交换律．．．．．．．．。

若对 Xyx ∈, ，总有 x*(x△y)=x 和 x△(x*y)=x，则称运算 * 连同△一起满足吸收律。 
【例 6.4】  在实数集 R 上定义以下两个二元运算 * 和△，对 R∈21,rr ， 

},max{ 2121 rrrr =∗  

1r △ },min{ 212 rrr =  

验证 * 与△满足吸收律。 
证明  * 与△都满足交换律自不成问题。另外，对于 R∈21, rr ，因为 

r1*(r1△r2) 1211 }},min{,max{ rrrr ==  
r1△ 121121 }},max{,min{)( rrrrrr ==∗  

证完。 
定义 6.8  设“*”是代数系统 >∗< ,X 上的二元运算。若存在一个元素 Xxl ∈ ，使得对于

任意 Xx∈ 都有 le xx =∗ ，则称 le 是关于运算 * 的左幺元；又若存在一个元素 Xer ∈ ，对于

任意 Xx∈ 都有 xex r =∗ ，则称 re 是关于运算 * 的右幺元；若存在一个元素 Xe∈ ，它既是

左幺元也是右幺元，则称 e是关于运算 * 的幺元。 
表6.2给出了 },,,{ dcbaX = 上的两个二元运算 * 和△的复合表。从中可观察到关于 * 没

有左幺元，有两个右幺元 a和b ； c 是关于△的左幺元，而没有右幺元。 

表 6.2 
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定理 6.1  设 “*” 是代数系统 >∗< ,X 上的二元运算，存在关于 * 的左、右幺元 le ，

Xer ∈ ，则左幺元等于右幺元 rl ee = ，且有唯一幺元 rl eee == 。 
证明  先证 rl ee = 。因为 le 是左幺元， re 是右幺元，所以按定义有 

lrlr eeee =∗=  
令 eee rl == ，再证幺元e 是唯一的。 
反证法，若不然，还有 Xe ∈1 也是一个幺元，且 ee ≠1 ，则有 

eeee =∗= 11  

矛盾。 
定义 6.9  设 “*” 是代数系统 >∗< ,X 的二元运算， e是幺元。如果对于一个 Xx∈ ，

存在一个 Xy∈ ，使 exy =∗ ，则称 y 是 x 关于 * 的左逆元；如果对于一个 Xx∈ ，存在一个

Xy∈ ，使得 eyx =∗ ，则称 y 是 x 关于 * 的右逆元；若 y 同时是 x 的左逆元和右逆元，则称

y 是 x 的逆元。 

应该指出，一个元素可以不存在左逆元或右逆元，也可以有多个左逆元或右逆元。 
定理 6.2  设“*”是代数系统 >∗< ,X 的二元运算，* 满足结合律。e是幺元，若一个元

素 Xx∈ 有左逆元 y ，也有右逆元 z ，则左逆元等于右逆元 zy = ，且这就是 x 的逆元。 x 的

逆元记为 1−x ，一个元素的逆元是唯一的。 
证明  先证明左逆元 y 等于右逆元 z 。 

zzezxyzxyeyy =∗=∗∗=∗∗=∗= )()(  

若 x 还有另一个逆元
1

1
−x ，则可类似以上定理 6.1 的证明方法证明

11
1

−− = xx 。 
【例 6.5】  设集合 }1,,2,1,0{ −= kk LN 。代数系统 >+< kk ,N 定义二元运算 k+ 如下。对

kyx N∈, ， 
))(mod( kyxyx k +=+  

试说明此代数系统的每一元素是否都有逆元。 
解  显然，元素 0 是系统的幺元，此外，对任一个 kx N∈ ，一方面 kxk N∈− )( ，同时还有 

0)mod()()( ==+−=−+ kkxxkxkx kk  
所以，的确 kN 的每一元素均有唯一逆元。 
定义 6.10  设“*”是代数系统 >∗< ,X 上的二元运算。若有 ∈lθ X，使一切 ∈x X 都有

ll x θθ =∗ ，则称 lθ 是系统的一个左零元；又若有 ∈rθ X，使一切 ∈x X 都有 rrx θθ =∗ ，则称 rθ

是系统的一个右零元；若 ∈θ X 同时是左零元和右零元，则称θ 是系统的零元。 
例如，实数构成的代数系统 >×+<  ,,R 中，0 是关于加法的幺元．．．．．．．，1 是关于乘法的幺元．．．．．．．。

每一个实数 R∈r 有关于加法的逆元．．．．．．．是 r− ；而每一个非零实数 0≠r 均有一个关于乘法的逆元．．．．．．．

r/1 。此外在实数中不存在关于加法的零元，但存在关于乘法的零元，就是 0。 
类似定理 6.1 可证以下关于零元的定理。 
定理 6.3  如果代数系统 >∗< ,X 有左零元 lθ 和右零元 rθ ，则左零元等于右零元 rl θθ = ，

并且零元θ 是唯一的： rl θθθ == 。 

6.2  半群和独异点 

下面将讨论一些重要的代数系统的性质。让我们先从半群和独异点开始。 
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定义 6.11  设<X,*>是代数系统，若二元运算“*”满足结合律，则称此代数系统是一个

半群。 
定义 6.12  设<X,*>是代数系统，若二元运算“*” 满足结合律，且系统含有幺元 e，则

此代数系统叫做独异点或含幺半群。 
换言之，含有幺元 e的半群．．，是独异点或含幺半群。 

若幺元存在，对一个代数系统而言它是唯一的。所以独异点也可表示为一个由二元运算

和一个零元运算（ e）组成的代数系统<X,*,e>。 
独异点有一个重要的性质，即独异点运算的复合表中不可能有两行或两列是相同的。证

明是容易的，因为独异点含有唯一幺元。 
【例 6.6】  设 X 是非空集。XX表示一切 X 到 X 上的函数组成的集。又设运算“o”表示

X 到 X 上函数的左复合。即，对于 f, g∈XX，复合函数 fg o 显然也是 X→X 的函数，即 ∈fg o XX。

因此复合函数运算“o”是在 XX上封闭的。按第 3 章 3.5.2 小节中定理 3.13，复合运算满足

结合律，所以代数系统< XX,o>是半群。还有，X 上的恒等函数 IX正是关于复合运算的幺元。

因为 IX o f = f o IX = f（参看第 3 章公式（3.63））。所以，我们有一个集合 X→X 的所有函数的

集合 XX上的独异点<XX, o , IX>。 
【例 6.7】  设 A是任意确定的集合。可证明代数系统 >< AA ,),( Iρ 是独异点。其中集合

A就是关于交运算I的幺元。 
因为任意集合 )(, AAA ji ρ∈ ，它们的交集 )(AAA ji ρ∈I 。所以运算I是在 )(Aρ 上封闭的。 

第 3 章 3.1.2 小节已表明，集合的交运算是可结合的。最后，对任意 )(AAk ρ∈ ，由幂集

的定义可知， kA 是 A的子集， AAk ⊆ 。故按第 3 章 3.1.2 小节交运算初等性质式（3.6）和式（3.11），
有 kkk AAAAA == II 。所以集合 A是关于交运算在幂集 )(Aρ 上的幺元。 

这样就证明了 AA ,),( Iρ< >是独异点。 
同样，可证明代数系统 ,),( >< φρ UA 是独异点。空集φ 是系统的幺元。 

【例 6.8】  设Z是整数集合，Zm是由任意m >1 的正整数为模的“模m 同余”等价关系

生成的等价类的集合（参考第 3 章 3.3.1 小节例 3.18 和例 3.19）。定义 Zm 上的两个二元运算

“ m+ ”和“ m× ”如下。对于等价类 mZji ∈][],[  
)])(mod[(][][ mjiji m +=+  
)])(mod[(][][ mjiji m ×=×  

其中“+”和“×”是普通整数运算。 
设 5=m 。表 6.3 给出了这两个运算的复合表。 

表 6.3 

 
 

可见，运算 5+ 和 5× 在 Zm上都是封闭的。由它们各自的定义容易证明， 5+ 和 5× 运算都是

可结合的（读者可试算一下），并且[0]∈Z5 是关于 5+ 运算的幺元，[1]∈Z5 是关于 5× 运算的幺

元。因此 >+< ][0,, 55Z 和 >×< ][1,, 55Z 都是独异点。顺便提一下，复合表中没有两行或两列是
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相同的。 
关于半群和独异点有以下定理： 
定理 6.4  设<X,*>是半群，Y 是 X 的子集。若二元运算 * 在子集Y 上也是封闭的，即

对任何 Yyx ∈, ，有 Yyx ∈∗ )( ，则 >∗< ,Y 也是一个半群。通常称之为半群<X,*>的子半群。 
证明  只要证运算“∗”对于代数系统 >∗< ,Y 是可结合的即可。 
实际上，任取 Yzyx ∈,, ，因为 y X⊆ ，有 , ,x y z x∈ ，而 * 在 X 上是可结合的，所以

)()( zyxzyx ∗∗=∗∗ 成立。考虑到 * 在Y 上是封闭的，故 )(),( zyyx ∗∗ 必属于Y ，于是以上

等式两边的最后结果也属于Y 。这样就证明了以上结合律的等式在Y 上成立。 
一个最简单的子半群的例子是：偶数的加法半群 >+< ,E 是整数的加法半群 >+< ,Z 的子

半群。 
定理 6.5  设<X,*>是一个独异点。若 ∈x X 有逆元 1−x ，则有 

xx =−− 11)(                             （6.1） 
又若 ,x Xy∈ ，且 yx, 均有逆元 1−x ， 1−y ，则有 

111)( −−− ∗=∗ xyyx                        （6.2） 

证明  因为 
exxxx =∗=∗ −− 11  

其中， e是系统的幺元。按照逆元的定义 x 也是 1−x 的逆元，于是式（6.1）得证。 
另外，由 

1111 )()()( −−−− ∗∗∗=∗∗∗ xyyxxyyx  
= 1)( −∗∗ xex  

= 1−∗ xx  
=e 

和 
yxxyyxxy ∗∗∗=∗∗∗ −−−− )()()( 1111  

= yey ∗∗− )( 1  
= yy ∗−1  

=e 
并按逆元的定义可知 )( yx ∗ 的逆元是

11 −− ∗ xy ，即式（6.2 ）成立。 
值得提醒的是，以上证明用到了“*”运算是可结合的（因为 >< * ,X 是独异点），否则不

能得出要证的结论。 

6.3  群和子群 

群论是近世代数中的一个重要分支，在计算机科学领域中，群论有着重要的应用。 

6.3.1  群的概念 

定义 6.13  设 >∗< ,G 是一个代数系统，二元运算 * 满足以下性质： 
1．可结合性。 
2．系统有关于“*”的幺元 e。 
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3．G 中任意元素 Gx∈ 均有逆元 1−x 。 
可见群实际上是一个其上任一元素都有逆元的独异点，或者说是含有幺元和每一元素均

可逆的半群。 
【例 6.9】  设 X= }4,3,2,1{ ，X 上的函数 f 如下给出 

=f }1,4,4,3,3,2,2,1{ ><><><><  
又设 )0(f 是 X 上的恒等函数 xI 。记各复合函数为： )2(fff =o ， )3()2()2( fffff == oo ，

)4()3()3( fffff == oo 。通过实际运算我们可知 )0()4( ff = 。以 )1(f 标识 f ，有函数的集合

},,,{ )3()2()1()0( ffffF = 。表 6.4 给出了 F 上函数复合运算的复合表。从复合表中可以看出，

函数复合运算“ o”在 F 上是封闭的，并由复合函数理论，运算“ o”满足结合律。表 6.4
显示了恒等函数

)0(f 是幺元，且每一函数 )3,2,1()( =if i 的逆元是 )4( if − ，而 )0(f 的逆元就是它

自己。 

表 6.4 

0 f (0) f (1) f (2) f (3) 

f (0) f (0) f (1) f (2) f (3) 

f (1) f (1) f (2) f (3) f (0) 

f (2) f (2) f (3) f (0) f (1) 

f (3) f (3) f (0) f (1) f (2) 

 

因此，代数系统 >< o,F 是一个群。 
还要指出的是，以上复合表中不仅没有两行或两列是相同的，而且每一行或列中的所有

元素也各不相等。更明白地说，其每一行或每一列都是 F 中元素的一个全排列。这个重要的

性质是每一群都有的本质属性。 
定义 6.14  设 >∗< ,G 是一个群。若G 是有限集合，则G 是有限群。 
以记号 G 表示集合中元素的数目，并称群G 是 G 阶的。 

一个群若不是有限群，就称为无限群。 
定理 6.6  群不含有零元。 
证明  一阶群 >∗< },{e 中的元素e 约定是幺元。 
设 1>G 。若 e是幺元，并另有一个零元 e≠θ 。则对任意 Gx∈ ，按零元的定义有 

exx ≠=∗=∗ θθθ  
这说明 G∈θ 是一个没有逆元的元素，与G 是群矛盾。 

定理 6.7  设 >∗< ,G 是一个群。对于任意取定的 Gba ∈, ，方程 bxa =∗ 有唯一解。 
证明  bax ∗= −1 是方程的一个解。因为 

=∗∗ − )( 1 baa baa ∗∗ − )( 1  

= be∗  
= b  

再若还有一个不等于 x 的元素 1x 也是方程的解，证明这将引出矛盾。因为 bxa =∗ 1 ，所

以 
baxaa ∗=∗∗ −− 1

1
1 )(  

baxaa ∗=∗∗ −− 1
1

1 )(  
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baxe ∗=∗ −1
1  

xbax =∗= −1
1     

矛盾。 
定理 6.8  （可约律）设 >∗< ,G 是一个群。若对于 Gcba ∈,, ，有 cbca ∗=∗ 或者

bcac ∗=∗ ，则 ba = 成立。 
证明是简单的，请读者自己写出，并细细回味以上在证明各定理的时候，每一步推演过

程都用到群的什么性质。如果觉得像可约律这样的结果是“自然可以约的”话，就得特别问

一下自己为什么？问一问在半群和独异点中为什么没有可约律？即使在代数中，由 cbca ×=×
也是不一定可得到 ba = 的。不是吗？ 

还有一点要特别指出的是，即使在一般的群中，从等式 bcca ∗=∗ 也是不可能推得 ba =
的。 

定理 6.9  设 >∗< ,G 是一个有限群。则G 的复合表中的每一行和每一列都是G 的全部元

素的全排列之一。 
证明  分析可知，定理的结论实际上指出了群的每一个元素 Gx∈ 在复合表的每一行和

每一列恰好出现一次。 
先证明任一个 Gx∈ ，必在每一行中出现。不妨考察复合表中与元素 Ga∈ 对应的行。令

xab ∗= −1 ，因为 xxaaba =∗∗=∗ − )( 1 ，所以 x出现在与 a对应的一行和与b 对应的一列上。 

再次证明以上元素 x 在与 a 对应的行上只有一个。实际上，若不然，在此行中 x 不仅出

现在与 b 对应的列中，还出现在另一元素 Gc∈ 对应的列上，则有 xba =∗ 和 xca =∗ ，也即

caba ∗=∗ 。由可约律得 cb = 。矛盾。 
同理可证结论对列也成立。 
定义 6.15  代数系统<X,*>中，若存在元素 ∈x X，使 xxx =∗ ，则元素 x 叫幂等元。 
独异点和群至少有一个幂等元是 e。 
定理 6.10  一个群不含除幺元之外的幂等元。 
证明 设 >∗< ,G 是群， e是幺元。若 1=G ，则约定此唯一元素是幺元。 
设 1>G 。若还有 Gx∈ ， ex ≠ 也是幂等元。则 

exxxx ∗=∗=  
利用可约律在上述第二个等式中约去 x，则得 ex = 。矛盾。 

显然，任何一阶群都是同构的（稍后，我们会严格定义群同构的概念。目前我们只要这

样来理解群同构：将其中一个群的运算名和每一个元素适当地一一对应地置换成另一个群的

运算名和元素之后，得到另一群的复合表）。 
表 6.5 给出了二阶群的复合表。所有二阶群是同构的。表 6.6 给出了三阶群的复合表。 

表 6.5                         表 6.6 

 
 

任何三阶群都是同构的。以上三种群的复合表均可根据幺元的性质和定理 6.9与定理 6.10
直接写出来，并且其中每一种群在满足上述诸性质的情况下，复合表是唯一的。相信读者通

过自己构造一个三阶群，会更深入地理解群的初等性质。 
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四阶群就复杂一些了。先前给出了一个是循环群的四阶群，表 6.4 是它的复合表。但并

非所有四阶群都是同构于此循环四阶群的。表 6.7 给出了另一类四阶群的复合表，这就是所

谓的克莱茵（Klein）四阶群。 

表 6.7 

* e a b c 

e e a b c 

a a e c b 

b b c e a 

c c b a e 
 

【例 6.10】  验证表 6.7 给出的代数系统 >∗< ,K 是一个群，其中 },,,{ cbaeK = 。 
证明  从复合表 6.7 可知，运算 * 在集合 },,,{ cbae 上是封闭的。考查它的第 1 行与第 1

列可知， e是幺元。并且，因为 eccbbaa =∗=∗=∗ ，所以每一元素的逆元是它们自己。 
最后，可证明运算 * 满足可结合律。在结合律的等式中，若三个元素中至少有一个是幺

元，如 )()( beabea ∗∗=∗∗ 等等，结论是显见的。对于其余含有 cba ,, 三元素的 2733 = 种等式

（如 )()( bbabba ∗∗=∗∗ 等等），只要有耐心，也可一一证明之。 

最后我们指出，任何四阶群必与循环四阶群或克莱茵群之一同构．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．。 

6.3.2  子群的概念 

定义 6.16  >∗< ,G 是一个群。对于G 的一个非空子集 GS ⊆ ，若 >∗< ,S 也是一个群，

就称之为是G 的子群。 
显然， >∗< },{e 和 >∗< ,G 是G 的子群，其中 e是群上的幺元，并称这两个子群是G 的平

凡子群。若还有其他G 的真子集连同二元运算 * 也是G 的子群，把这些子群叫做是非平凡

子群。 
同一个群的每一子群都有一个幺元，问题是所有这些幺元是否都一样？又子群的幺元和

原来衍生出这些子群的群的幺元是否相同呢？下面的定理给出了答案。 
定理 6.11  一个群的幺元也是它每一个子群的幺元。 
证明  设 >∗< ,S 是群 >∗< ,G 的子群。 e′和 e 分别是它们各自的幺元。要证 ee =′ 。 
实际上，因为 e′是 S 的幺元，所以 eee ′∗′=′ 。又因为 Se ∈′ ，而 GS ⊆ ，所以 Ge ∈′ 。于

是又有 eee ∗′=′ 。即得 
eeee ∗′=′∗′  

在群．．G．上．利用可约律，消去等式两边的 e′即得 ee =′ 。 

在给出下面判断子群的定理之前，让我们先来约定一些记号。 
约定群的一个元素 a的正整次幂 ）（ +∈Zkak 的含义。首先 

)))((( 321 kaaaa ∗∗∗ LL                       （6.3） 
是任意 k 个元素 kaaa ,,, 21 L 按自左至右结合的运算结果。由于群上的运算满足结合律，所以，

用归纳法可证， k 个元素按任意次序结合运算的结果与式（6.3）的结果是一致的。因此，可

写出 

43421 L
个k

k aaaa ***=                          （6.4） 
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定理 6.12  设 >∗< ,G 是一个群， GS ⊆ 是非空的有限．．子集。若运算 * 在 S 上是封闭的，

那么 ∗< ,S >是 >∗< ,G 的子群。 
证明  按假设“*”在 S 上是封闭，所以运算 * 在 S 上继承了它在群G 中具有的结合律

（参考定理 6.4 的证明）。 
任取一元素 Sb∈ ，因 * 运算是封闭的，且 S 是有限集合，所以必有正整数 ji, ，且 ji ≠ ，

使 
ji bb =  

不妨设 i＜j。于是 
)( ijii bbb −∗=  

可见 )( ijb − 是G 的幺元。 
若 1=− ij ，就是说 bbb ii ∗= ，显然 b 就是 G 的幺元 eb = ，并且 b 的逆元就是自己：

beeb === −− 11 。 
若 j-i＞1，就有 )1( −−− ∗= ijij bbb 。因为 )( ijb − 是G 的幺元，所以b 的逆元 )1(1 −−− = ijbb 。 
至次，已证明 >∗< ,S 满足群的所有性质。 
定理 6.13  设 >∗< ,G 是群， S 是G 的非空子集 GS ⊆ 。若对于 Sba ∈, ，有 Sba ∈∗ −1 ，

则 >∗< ,S 是G 的子群 *。 
证明  首先来证G 的幺元 e也属于 S 。取 Sa∈ ，按定理的前提有 Seaa ∈=∗ −1 。 
其次来证对任意 Sa∈ ， a 在群G 上的逆元 1−a 也属于 S 。因为已证 Se∈ ，可以按假设

Saae ∈=∗ −− 11 。 
再证 * 运算在 S 上封闭。事实上，任取 Sba ∈, ，上面已证 Sb ∈−1 ，所以由假设有

Sbaba ∈∗=∗ −− 11)( 。 

最后由于已证运算 * 在 S 上封闭，所以它自然也继承了运算在群G 中的可结合性。至

此，我们已证明了 S 具有群的全部性质。 
【例 6.11】  证明若 >∗< ,G ， >∗< ,H 都是群<X,*>的子群，则 >∗< ,HG I 也是 X 的子群。 
证明  任取 HGba I∈, ，就是说 Gba ∈, 和 Hba ∈, 。因为 HG, 都是群，所以 Gb ∈−1 和

Hb ∈−1 。于是 Gba ∈∗ −1 和 Hba ∈∗ −1 ，即 HGba I∈∗ −1 。最后按定理 6.13 直接可知

>∗< ,HG I 是G 的子群，是 H 的子群，当然也是 X 的子群。 
注意，定理 6.13 并不像定理 6.12 那样仅在有限子集上成立。 

6.4  阿贝尔群和循环群 

6.4.1  阿贝尔群 

定义 6.17  若群 >∗< ,G 的二元运算 * 满足交换律，即 Gyx ∈, ，有 xyyx ∗=∗ ，则称G

是交换群。交换群也叫阿贝尔（Abel）群。 
在上一节中，例 6.9 和例 6.10 给出的两个四阶群都是阿贝尔群（它们的复合表是关于主

对角线对称的）。事实上，任何不超过五阶的群都是阿贝尔群．．．．．．．．．．．．．．．。 

我们已在上一节中定义了 kak（ ＞0,k 是正整数， Ga∈ ）。现在再来约定 

                                                        
* 注意，本定理并不要求 Sb ∈1- 。 
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ea =0 （ e是幺元）                         （6.5） 
ma− = 44 344 21 L

个m

aaa 111 *** −−−  （ 1−a 是 a的逆元）              （6.6） 

这样当 n为任何整数，在群上幂 na 均有意义，并且可知， ma 的逆元就是 ma−  
mm aa −− =1)(                            （6.7） 

由此，可证明以下公式成立 
nmnm aaa +=∗                           （6.8） 

mnnm aa =)(                            （6.9） 

特别在交换群上．．．．．．．，还有一个公式 
nmm baba ∗=∗ )(                        （6.10） 

在非零实数的普通乘法群 {0},R< − × >上，以上式（6.4）至式（6.10）诸公式是我们早

就在代数中熟悉的幂运算的规律。这并不奇怪，因为以上普通乘法群只是交换群的一个特例。 
容易明白，一个群 >∗< ,G 上的二元运算 * 用什么符号表示，或者为这个运算起一个什

么名字并不重要，本质上重要的是这个运算必须满足群有关运算的所有性质。这样，如果将

群 >∗< ,G 中的运算“*”用符号“+”来表示，只要后者与“*”有一样的运算复合表，并且

满足群上有关运算的所有性质，那么群 >+< ,G 与 >∗< ,G 就没有什么两样。这时，如我们称

运算“+”为“加法”，那么按代数中习惯，我们可以将上式（6.4）至式（6.10）诸公式重写

一遍，对于 Ga∈ 有 

4434421 L
个k

aaaka +++=    k（ ＞0）                   （6.11） 

ea =0 （ e是幺元）                       （6.12） 

4444 34444 21
L

个m

aaama )()()( −++−+−=−   m（ ＞ ）0                （6.13） 

mama −=− )(                           （6.14） 
namaanm +=+ )(                        （6.15） 

mnanam =)(                           （6.16） 
另外，若 >+< ,G 还是一个交换群的话，下面这个公式也成立 

mbmabam +=+ )(                        （6.17） 

应当指出，上式（6.4）至式（6.10）和式（6.11）至式（6.17）两组公式本质上是完全一

致的，只是采用了不同的记法而已。 
【例 6.12】  设 >∗< ,G 是群。若对每一个 Ga∈ ，有 aa =−1 ，则该群是阿贝尔群。 
证明  显然，群必是独异点。利用上节定理 6.5 中第二个结果，对于 Gba ∈, ，有 

11 −− ∗=∗ baba  
= 1)( −∗ab  

= ab ∗  
【例 6.13】  证明一个群 >∗< ,G 是阿贝尔群的充要条件是：对于 Gba ∈, ，有 

)()()()( bbaababa ∗∗∗=∗∗∗                     （6.18） 
证明  先证必要性。设 >∗< ,G 是阿贝尔群。则 

babababa ∗∗∗=∗∗∗ )()()(  
= bbaa ∗∗∗ )(  
= )()( bbaa ∗∗∗  
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再证充分性。设式（6.18）对 Gba ∈, 成立。于是 
bbaababa ∗∗∗=∗∗∗ )()(  

利用群的可约律依次消去等号中两式左右两端的a 和b 就有 
baab ∗=∗  

6.4.2  循环群 

回到本章 6.2 节例 6.8 给出的代数系统 >+< 55 ,Z 。容易证明这是一个群。现在来考查其

元素（等价类）[2]的各累加和（这里，我们引用“加法”的习惯记法）： 
1[2]=[2]，2[2]=[2] 5+ [2]=[4] 

3[2]=[1]，4[2]=[3]，5[2]=[0]，… 
我们发现，通过某个元素的不断“累加”的运算，就可以得到群上的所有元素。这种群叫做

循环群。 
定义 6.18  设 a是群 >∗< ,G 的一个元素 Ga∈ ，若群上每一个元素 Gb∈ ，均可表示成 a

的幂 kab = （或者说成 a 的累加和 ka），则称G 是一个循环群，而元素 a叫该循环群的一个生

成元，并称群G 可以由元素 a生成。 
现在可以说 >+< 55 ,Z 是循环群。元素[2]是一个生成元，并且除幺元[0]之外， 5Z 上每一

元素都是生成元。经过仔细观察表 6.5 和表 6.6 我们还发现，所有不高于 3 阶的群都是循环群，

而一切与 6.3 节例 6.9 同构的四阶群都是循环群。而克莱茵群不是循环群。那么更高阶的群是

否会是循环群呢？或者说，几阶的群一定是循环群呢？这个问题是有解的，将在稍后讨论。 
循环群的一个明显的特征就是它的复合表是关于主对角线对称的。事实上，一切循环群

都是交换群。 
定理 6.14  循环群都是交换群。 
证明  设 >∗< ,G 是循环群， Ga∈ 是它的生成元。任意 yx, G∈ ，按循环群定义， yx, 可

表示成 a的幂的形式： max = ，y=an。于是 
nm aayx ∗=∗  

= nma +  
= mna +  
= mn aa ∗  
= xy ∗  

定义 6.19  设 >∗< ,G 是群。e是幺元，元素 Ga∈ 。若存在整数 k ，是使 eak = 成立的最

小正整数，则称 a的阶（或周期）是 k ，否则 a的阶为∞。 
定理 6.15  设 >∗< ,G 是有限群．．．， Ga∈ ，且 a的阶是m ，则集合 

},,,{ 2 eaaaH m == L  
连同运算 * 构成G 的一个子群 >∗< ,H ，其中 e是G 的幺元。 

证明  先证明 H 上没有两个元素是相同的。若不然，有正整数 ,≤≤1, miji （ ）mj≤≤1 ，

不妨设 i＜j，使 ji aa = ，那么 )( ijii aaa −∗= ，就是说 )( ija − 是幺元： ea ij =− ，显然 ij − ＜m，

这样 a的阶是 ij − ＜m，与假设矛盾。 
再来证 >∗< ,H 是G 的子群。应用 6.3 节定理 6.12，对 ,≤, mpHaa qp （∈ qpmq ,,≤ 是正

整数），只要证明 Haa qp ∈* 即可。 
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实际上，设 rlrlmqp ,（+=+ ⋅ 是正整数，且 r≤0 ＜m） 
rrrlrlmrmlrmlqpqp aaeaeaaaaaaaa ===∗==== ++ **)(** )()(  

而 Har ∈ 。 
显然，以上元素 Ga∈ 生成了一个G 的m 阶子群，并且该子群是循环群。通常称这样生

成的子群为循环子群。 

6.5  置换群和伯恩赛德定理 

6.5.1  置换群 

定义 6.20  有限非空集合 S 到它自己的一个双射函数 f :S→S 叫做 S 的一个置换。当

S n= ，就称 f 是一个 n 元置换。 
集合 S 的所有置换的集合记为 nS 。因为在 S 的每一置换下像的集合对应一个由 S 上所有

元素的全排列，而这样的全排列共有 !n 个，所以 !nSn = 。 

可以用一种直观的方法来表示 S 的每一个置换。我们将 S 中的元素写在一行上，而在紧

接着的下一行上，写上相应上一行每一元素在置换下的像。习惯上一个置换用记号 iσ 表示。

例如 },,{ cbaS = ，那么 S 的所有三元置换列出如下 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

cba
cba

eσ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

bca
cba

1σ   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

acb
cba

2σ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

cab
cba

3σ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

bac
cba

4σ   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

abc
cba

5σ  

显然，置换作为一种双射，它具有双射函数普遍具有的性质。例如， nS∈321 ,, σσσ 。则 1σ
的逆函数 1

1
−σ 也是一个置换， nS∈−1

1σ 。左复合 21 σσ o 是置换， nS∈21 σσ o ，并且复合运算o

满足结合律： 
)()( 321321 σσσσσσ oooo =  

我们还将恒等函数 sI 记为 eσ 。当然， eσ 是代数系统 >< o,nS 的幺元。 

因此，有以下定理： 
定理 6.16  设 S 是非空有限集。 nS 是所有 S 的置换的集合，“ o”是置换的左复合运算。

则 >< o,nS 是一个群，通常称它为集合 S 的对称群。 
定义 6.21  对称群 >< o,nS 的子群叫做 S 的置换群。 
以下是一个 },,,{ dcbaS = 的四元置换群。 
【例 6.14】  设 },,,{ dcbaS = ， },,,{ 321 σσσσ eG = ，其中每一置换定义如下： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dcba
dcba

eσ   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dcab
dcba

1σ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

cdba
dcba

2σ   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

cdab
dcba

3σ  

验证 >< o,G 是置换群。 
解  由本章 6.3 节定理 6.12 可知，只需以上任意两个置换的左复合结果仍然属于G ，即

左复合在G 上是封闭的。这需要逐一验证 9 种不含 eσ 的两个置换复合的结果（含有幺元 eσ 的

结果是显然的）。 
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在这里，我们给出了两种情况的结果。写出 21,σσ 的关系矩阵 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000
0100
0001
0010

1A    

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0100
1000
0010
0001

2A  

于是可算出 12 σσ o 的矩阵 12A 和 21 σσ o 的矩阵 21A * 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

0100
1000
0001
0010

2112 AAA o   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

0100
1000
0001
0010

1221 AAA o  

从中可写出置换的复合 

312 σσσ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

cdab
dcba

o     321 σσσ =o  

定义 6.22  设σ 是集合S 的置换，若存在元素 Saaa r ∈,,, 21 L ，使得 ,)( 21 aa =σ ,,)( 32 Laa =σ  
)()( 1aar σσ = ，且 S 的其他元素在置换σ 下的像与原像相等，则称置换σ 是一个轮换。记为 

1(a=σ )32 raaa L  

容易懂得，以上轮换也可等价地写成为 
)( 12121 −++= iriii aaaaaaa LLσ  

定义 6.23  设 ),( 21 raaa L=σ )( 21 sbbb L=τ 是集合 S 的两个轮换。如果 IL },,,{ 21 raaa  
φ=},,,{ 21 sbbb L ，则称σ 和τ 是不相杂的。 

定理 6.17  集合 S 的两个不相杂轮换的复合运算是可交换的。 
证明  设 )(),( 2121 sr bbbaaa LL == τσ 是不相杂的轮换。令 },,,,{ 21 raaaA L= ,,,{ 21 LbbB =  

}sb 。任取 Sx∈ ，若 Ax∈ ，则 Bx∉ 。那么 
)())(()( xxx σστστ ==o      ）（ Bx ∉)(σQ  
)())(()( xxx στστσ ==o      ）（ xxBx =∴∉ )(, τQ  

故 τσστ oo = 。类似可证 Bx∈ 时结论也成立。 
又若 Ax∉ 且 Bx∉ ，于是 xxxx == )(,)( τσ ，所以仍有 

xxxx === )())(()( τστστ o  
xxxx === )())(()( στστσ o  

仍得 τσστ oo = 。 
定理 6.18  集合 S 上的置换σ 可以唯一地分解成若干不相杂轮换的复合。 
在这里，我们只提供一个例子来说明此定理的证明线索。 
【例 6.15】  设 }7,6,5,4,3,2,1{=S ，置换 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1672543
7654321

σ  

试将σ 分解成若干不相杂轮换的复合。 
解  从 S 上任一元素开始相继求像，直至像轮回变为最初元素为止。不妨取元素 1，于

是 3)1( =σ , 5)3( =σ , 7)5( =σ , 1)7( =σ 。得到第一个轮换 =1τ （1 3 5 7）。再从一个并不出现在

                                                        
* 注意，这里和以下的讨论中，沿袭了函数的左复合记法，即“自右向左”复合。这决定了求置换复合时两矩阵的先后秩序。 
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已求出的轮换中的元素，如元素 2，继续类似地操作， 4)2( =σ , 2)4( =σ ，又得另一个轮

换 =2τ （2 4）。最后只剩下元素 6，因 6)6( =σ ，它在置换下不改变，当然也可写成轮换 )6(3 =τ 。

最后得到 
== 321 τττσ oo (1 3 5 7)o (2 4)o (6) 

或者 
=σ (1 3 5 7)o (2 4) 

定义 6.24  一个轮换的长度就是该轮换中包含元素的个数。长度为 2 的轮换又叫对换。 
容易懂得，一个轮换( )21 raaa L 可以表示成若干对换的复合： 

)()()()()( 213111121 aaaaaaaaaaa rrr oooLooL −=             （6.19） 
【例 6.16】  设 }3,2,1{=S 。将下列置换写成对换的复合 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

312
321

σ  

解  =σ (1 2)=(1 2)o (1 3)o (1 3)=(1 3)o (1 3)o (1 2) 
【例 6.17】  设 }4,3,2,1{=S 。置换 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4312
4321

σ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1432
4321

τ  

求 ,στ o 1)( −στ o 和 τσ o 。 

解  首先各自分解σ 和τ 为不相杂的轮换 
=σ (1 2) 
=τ (1 2 3 4) 

于是 
=στ o (1 2 3 4)o (1 2) 

 = (1 4)o (1 3)o (1 2)o (1 2) 
 = (1 4)o (1 3) 
 = (1 3 4) 

1)( −στ o = 1(1,3)),4) 1(( −o  
  = 11 )4,1(1,3)( −− o  

= (1 3)o (1 4) 1,4))((1,4)   (1,3),(1,3)( 11 == −−Q  

  = (1 4 3) 
τσ o = (1 2)o (1 2 3 4) 
 = (1 2)o (2 3 4 1) 
 = (1 2)o (2 1)(2 4)o (2 3) 
 = (2 4)o (2 3) 
 = (2 3 4) 

或直观地表示成 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1423
4321

στ o    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

3124
4321

)( 1στ o    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2431
4321

τσ o  

6.5.2  伯恩赛德定理 

集合 S 的一个置换群 >< o,G 中，一个元素 a S∈ 被置换成另一元素b S∈ 是一种等价关系。
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这就是说， 
1．总有G 的一个置换将 a置换为它自己。 
2．若有置换把 a映射成b ，就一定也有一置换把b 映射为 a。 
3．若元素 a被两个置换相继作用后，先后得到元素b 和c ，那么一定有一个置换可将 a直

接置换成 c 。 
有时，我们需要知道一个等价关系诱导产生的所有等价类（参考第 3 章 3.3 节的内容）。

可是当集合含有的元素数量较大时，通过等价关系来寻找等价类的尝试令人望而生畏，因为

这样做的计算量相当大。下面将给出的定理提供了一个解决这类问题行之有效的方法。 
让我们先给出一些定义。 
设 S 是非空集， >< o,nS 是 S 上的对称群。又设 >< o,G 是 S 的一个置换群。构造一个 S 上

的二元关系： 
)})()((,,,{ baGSbabaR =∧∈∃∈><= τττ               （6.20） 

现在来证明由式（6.20）定义的是一个等价关系。 
定理 6.19  设 >< o,G 是 S 的一个置换群，由式（6.20）定义的二元关系是等价关系。 
证明  自反性。设 Sa∈ ，因为单位置换（也即G 的幺元） Ge ∈τ ，且 aae =)(τ 。 
对称性。设 Sba ∈, ，并且 G∈τ ，使得 ba =)(τ 。因为τ 的逆置换 G∈−1τ ，所以 ab =− )(1τ 。 
传递性。设 Scba ∈,, ，并且 G∈21,ττ ，使得 cbba == )(,)( 21 ττ 。因为 G∈12 ττ o （群上运

算是封闭的），令 τττ =12 o ，那么 cbaaa ==== )())(()()( 21212 ττττττ o 。  
定义 6.25  a是集合 S 中的元素， Sa∈ ，若在 S 的一个置换τ 下 a并不改变，即 aa =)(τ ，

则元素 a叫做是置换τ 下的一个不变元。 
例如，在例 6.14 中， eσ 有 dcba ,,, 四个不变元， 1σ 有两

个不变元 dc, ， 2σ 也有两个不变元是 ba, ，而 3σ 没有不变元。 

我们称由式（6.20）定义的关系为置换群G 诱导的等价

关系，并且在图 6.1 给出了由例 6.14 的置换群诱导出的等价

关系的关系图。 
伯恩赛德（Burnside）定理告诉我们，一个由 S 的置换群

>< o,G 诱导的等价关系，其等价类的数目等于G 中每一置换

的不变元数目之和（两个不同置换下相同的不变元重复计次）与群G 的阶数 G 之商。在这里

提到的例子中，不变元数目是 4 + 2 + 2 + 0 = 8，群G 是 4 阶的，因此等价类的数目是(4 + 2 + 
2 + 0)/4 = 2 个。 

定理 6.20  设 R 是非空集合 S 的置换群 >< o,G 诱导的等价关系。 R 的等价类的个数是 

∑
∈

=
GG

RS
  

)(1/
τ

τψ                       （6.21） 

其中 )(τψ 表示置换τ 的不变元个数。 
证明  设 Sx∈ ，用 )(xη 记群G 中那些以 x 为不变元的置换的数目。显然，对 S 中每一

元素逐一求出 )(xη 并相加∑
∈Sx

x
  

)(η ，其值一定等于G 的每一置换下不变元数目之和 ∑
∈G  

)(
τ

τψ ： 

∑∑
∈∈

=
GSx

x
    

)()(
τ

τψη  

设 Sxx i ∈,0 ，且 ixx ,0 同属一个等价类，即 iRxx0 （参考第 3 章定理 3.9）。不妨记这个等

价类为 [ ]0x 。我们来证明G 中恰有 )( 0xη 个置换将 0x 置换为 ix 。 

 

图 6.1  置换群诱导的等价关系
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事实上，因 iRxx0 ，所以有一个置换 G∈τ ，使 ixx =)( 0τ 。设 },,{ 21 Lττ=A 是含有不变元

0x 的 )( 0xη 个置换，且两两各不相同，那么集合 },,{ 21 Loττττ ⋅=B 就是将 0x 置换成 ix 的 )( 0xη
个置换。这些置换两两各不相同。因为，若不然，有 ji ττττ oo = ，那么按群的可约律得到

ji ττ = ，矛盾。 

另外，可证明并不存在不属于集合 B 的置换 B∉′τ ，且 ixx =′ )( 0τ 。因为若不然，以置换τ

的逆 1−τ 与之复合有 ττ ′− o1 ，显然 ττ ′− o1 是一个以 x 为不变元的置换，于是 A∈′− ττ o1 。但这

是不可能的，因为果真如此，就有 B∈′=′− ττττ )( 1 oo 。矛盾。 
假设 110 ,,,,, −ki xxxx LL 是同属等价类[ 0x ]的所有 k 个元素，现在对G 的置换逐一地累加

到以下各数值中去： 0x 映射为 0x 的置换数目， 0x 映射为 1x 的置换数目…， 0x 映射为 1−kx 的置

换个数，并求和。因为每一个G 的置换必属于以上某一种情形（回忆公式（6.20）），还因为

上面实际已证明每一类这种置换的数目都恰好是 )( 0xη 个，所以 
 ][ )( 00 xxG ⋅=η  

或者 
][/)( 00 xGx =η  

其中 kx = ][ 0 是等价类 ][ 0x 含有的元素个数。 
同理，对等价类 ][ 0x 中其余每一元素也都是 

][/)()()( 0121 xGxxx k ==== −ηηη L  
因为，可以像推导 )( 0xη 的值一样来得到它们。于是 

0[ ]

( )
i

i
x x

x Gη
∈

=∑  

以上这个等式，对 S 的由置换群G 诱导的每一个等价类都是正确的。所以 

    
( ) ( ) /

x S G

x S R G
τ

η ψ τ
∈ ∈

= =∑ ∑ o  

这样也就证得了等式（6.21）。 
【例 6.18】  设 },,,{ dcbaS = ， S 的三个置换如下 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dcba
dcba

0τ    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dacb
dcba

1τ   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dbac
dcba

3τ  

通过直接验证可知 >=< o},,,{ 210 τττG 是置换群。试计算由以上置换群诱导的等价关系含有的

等价类的数目。 
解  计算每一置换的不变元的数目： 

∑
∈Gτ

τψ )( = 4 + 1 + 1 = 6 

如今 3=G ，所以等价类的个数是 6/3= 2 个。观察可知，这两个等价类分别是 },,{ cba 和 }{d 。 

【例 6.19】  设有黄、蓝、白三色串珠，用它们串成 5 粒珠子的手镯。问可以有多少不

同颜色组合的手镯？ 
解  两个手镯，其中之一在不翻面的情况下，通过旋转而成为与另一个一样的手镯，那

么我们自然认为这两个手镯构造是无区别的（或称旋转等价的）。不考虑旋转等价的情况下，

由 5 粒串珠共可串成 24335 = 只手镯。设它们组成集合 S 。令 },,,,{ 43210 τττττ=G ，其中 0τ 表

示每一手镯不做旋转而对应它自己的置换，其他 iτ （i=1,2,3,4），对应一只手镯按约定的方向  
——譬如，顺时针方向——旋转 i 粒珠子的位置而得到另一只手镯的置换。可以证明， >< o,G
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是 S 上的一个置换群。因为接续两次旋转（置换的复合）的结果可以用一次旋转来代替。即

旋转这种置换在 G 上是封闭的。事实上， ij ττ o （连续转过 i 粒和 j 粒珠子）的效果，与一次

转过 )5)(mod( jik += 粒珠子的置换 kτ 的效果是一样的。对于对称群 >< o,243S 来说，它包含

了 243!个置换，除以上G 所含有的 5 种旋转之外，全部都是不可用旋转实现的（例如纯白的

手镯在旋转下绝不能映射成全蓝色的手镯—— 一个极端的例子）。因为G 是 >< o,243S 的一个

有限子集，且旋转置换是封闭的，所以按本章定理 6.12 可知 >< o,G 是一个置换群。 
现在，只要求出由G 诱导的等价类的数目便是不同串珠的数目。因为同一等价类的串珠

总可以通过旋转从其中一个重合到另一个上去，且使两手镯重合的珠子是同色的。 
按伯恩赛德定理，先求出G 上不变元的个数： 0τ 有 243 个不变元， 1τ 有 3 个不变元，它

们分别对应三种纯色的手镯。同样 432 ,, τττ 也各有 3 个这样的不变元。所以最后算出考虑旋

转等价的情况下（即经旋转，如一个手镯与另一个完全相同的话，它们就是同一种手镯），有

（243 + 3 + 3 + 3 + 3）/5 = 51 种不同的手镯。顺便说一下，如果还要考虑有些手镯翻一面就是

另一些（即镜像对称）的情况，则就只有 39 种不同的手镯了。 
实际上，我们在集合 S ′ ={上述已求得的 51 种手镯}上

定义二种运算： 0 1和T T 。它们分别对应不把手镯翻面和将

手镯翻面一次。于是我们得到一个集合 S ′上的置换群：

0 1{ , },T T< >o 。它有 51 个对应 0T 的不变元；有 33 个对应 1T

的不变元（该种手镯对于通过某一粒串珠的轴是轴对称的，

见图 6.2。像这样结构而串珠又不完全一样的图有 33 种，它

们对应对称轴上的一粒和对称轴任意一边的两粒在一起的

全排列的数目 3！种），所以最后这 51 个手镯在考虑翻面

等价（一个翻一面是另一个的所有手镯只能被看成一个）

的情况下，就只有
3(51 3 ) 39

2
+

= 种。 

6.6  陪集和正规子群 

陪集是一种集合的二元运算。陪集与下一节将要讨论的拉格朗日定理的证明有直接的关系。 
定义 6.26  设 >∗< ,G 是一个群．， GA⊆ ， GB ⊆ 。 BA, 是两个非空的子集。记 

},{ BbAabaAB ∈∈∗=  
}{ 11 AaaA ∈= −−  

并且称 AB 是 A和 B （关于运算 * ）的积，称 1−A 是集合 A（关于群G ）的逆。 
可以将两集合关于运算 * 的积推广到多于两个集合的情形。由于以上积的定义和群的运

算是封闭和可结合的，可知 CBA ,, 是G 的非空子集，则 AB 和 BC 也是G 的子集，并且有 
)()( BCACAB =                          （6.22） 

因此，我们可以无歧义地将三个集合 CBA ,, 关于运算 * 的积简记成“ ABC ”。 
特别当集合 }{aA = 是一个元素组成的集合时，我们也常以“ aB ”的简化记法来代替

Ba}{ 。 
定义 6.27  设 >∗< ,H 是群 >∗< ,G 的子群。a是G 的一个元素 Ga∈ 。积 Ha}{ 就是由 a确

图 6.2  具有翻转等价性质的手镯 
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定的 H 在群G 上的一个左陪集，简称左陪集 *。记为 aH ，即 
}{ HhhaaH ∈∗=  

类似地可以定义右陪集 Ha 。 
【例 6.20】  设m 是一个正整数， },|{ Z∈== ⋅ kmknnH 是所有整数的m 倍组成的集合。

容易验证 >+< ,H 是加法群 >+< ,Z 的一个子群。 H 在 Z 上的左陪集共有m 个，它们是 
},2,,0,,2,{0 LL mmmmH −−=  

},12,1,1,1,12,{1 LL +++−+−= mmmmH  

   … 
},13,12,1,1,1,{)1( LL −−−−−−=− mmmmHm  

观察发现，以上 m 个陪集恰好就是整数集 Z 上的模 m 同余关系诱导的等价类（参阅第 3 章

3.3.1 小节的例 3.19）。 
如果 >∗< ,G 是阿贝尔群，则 H 的左、右陪集一定相等。若G 不是阿贝尔群，则 H 的左、

右陪集可能相等，也可能不等。 
定义 6.28  设 >∗< ,H 是 >∗< ,G 的子群。H 是一个正规子群，当且仅当每一个 Ga∈ 的元

素确定的 H 的左陪集等于右陪集。即 
HaaH =  

一个明显的事实是：阿贝尔群的每一子群都是正规子群．．．．．．．．．．．．．．．。任何群的两个平凡子群都是正．．．．．．．．．．．．．

规子群．．．。 

值得特别指出的是，一般情况下即使 H 是G 的正规子群，即 HaaH = ，但对于 Hh∈ ，

不必有 ahha ∗=∗ 。而可能是存在 H 的两个元素 Hhh ∈21, ，使得 ahha ∗=∗ 21 。 
【例 6.21】  设 {=S 1，2，3}， >< o,3S 是 S 的对称群。证明 ==< 1,{ τsIH (1 2)o (1 3)，
=2τ (1 3)o (1 2)}， o >是置换群，而且还是 3S 的一个正规子群。其中 sI 表示集合 S 上的恒等

置换。 
证明  验证 H 上的复合运算是封闭的。因为 

222111 ,, ττττττ ===== sssssss IIIIIII ooooo  
还有 

=12 ττ o (1 3)o (1 2)o (1 2)o (1 3)= sI  

=21 ττ o (1 2)o (1 3)o (1 3)o (1 2)= sI  

1
2
22

2
1 , ττττ ==  

实际上，从运算是封闭的即可知 H 是群（定理 6.12）。 
接下来证明 H 是正规子群。为此，做左陪集 

   (1 2) =sIo (1 2) 
(1 2) =1τo (1 2)o ((1 2) o (1 3))=(1 3) 

   (1 2) =2τo (1 2)o ((1 3)o (1 2)) 

  = (1 2)o (1 2 3) 
  = (1 2)o (2 3 1) 
  = (1 2)o  (2 1) o (2 3) 
  = (2 3) 

                                                        
* 有一些文献或教科书将 aH 叫做右陪集，而将 Ha 称为左陪集。 
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就是说， =H)2,1( {(1 2),(1 3),(2 3)}。 
H 的另一个左陪集 HHIs = 。 

最后，可以直接计算证实 H 的其他元素生成的左陪集都与以上两个左陪集之一相等。 
因为 sIS {3 = ,(1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(3 2 1)}，通过计算，可得 

   (1 3) =H (1 2) H             (2 3) =H (1 2) H  
   (1 2 3) HHIH s ==          (3 2 1) HH =  

要证明 H 是正规子群，还需逐一对以上各左陪集证明它们各自与相应的右陪集相等。下

面的计算请读者作为练习来完成。 
通过以上的证明，读者可能会对证明一个正规子群的计算量之大感到担忧。不过，这种

疑虑在很大程度上是不必要的。除非我们要证明的是一个具体的正规子群，就如以上例题那

样，否则，以下的定理在论证正规子群方面有着重要的理论价值。 
定理 6.21  设 >∗< ,H 是 >∗< ,G 的子群。 H 是正规子群的充要条件是对每一个 Gg∈ 的

元素，均有 HgHg ⊆−1 成立。 

证明  必要性。 
设 H 是正规子群。任取 Gg∈ ，由正规子群定义有 HggH = ，于是 11 )()( −− = gHgggH ，

因集合的积有结合律，所以 HggHgHg == −− )( 11 。当然也有 HgHg ⊆−1 成立。 

充分性。 
设 >∗< ,H 是 >∗< ,G 的子群，并且对 Gg∈ 有 HgHg ⊆−1 。对于 Gg ∈−1 ，就是

HgHg ⊆−−− 111 )( ，或 HHgg ⊆−1 ，故 111 )( −−− ⊆ gHggHggg ，或者 1−⊆ gHgH ，这样就得到

HgHg =−1 。 
将以上最后一个等式两边各乘以 g ，最后有 

HggHggHg ==− )( 1  

所以， H 是正规子群。 
【例 6.22】  设 21, HH 都是G 的正规子群，证明 21 HH I 也是G 的正规子群。 
证明  任取 21 HHh I∈ ，则 21, HhHh ∈∈ 。因为 1H 和 2H 是正规子群，所以按定理 6.21

的 必 要 性 可 得 ， 对 任 意 一 个 Gg∈ 有 1
1 Hghg ∈∗∗ − 和 2

1 Hghg ∈∗∗ − 。 也 就 是

21
1 HHghg I∈∗∗ − 。由于h 是 21 HH I 的任意元素，所以 21

1
21 )( HHgHHg II ⊆− 。最后根

据定理 6.21 的充分性可得 21 HH I 是G 的正规子群的结论。 

6.7  拉格朗日定理 

我们已经看到，对一个群 >∗< ,G 的子群 >∗< ,H ，可以用一个属于群G 的元素 Ga∈ 生成

左陪集和右陪集。从 6.6 节的例 6.21 可见，由两个不同元素生成的左（右）陪集可能是相同

的，并且子群 H 本身也是一个左陪集 =eH H，是一个右陪集 HHe = （其中e 是幺元）。在 H
是有限群的情况下，人们会问：H 的不同左（右）陪集含有元素的数目是否是相同的？不同

的左（右）陪集一共有多少个？下面的定理全面回答了这些问题。 
定理 6.22  设 >∗< ,H 是 >∗< ,G 的有限子群。H 的每一个左陪集或右陪集包含有元素的

个数等于 H 本身包含元素的个数。 
证明  针对左陪集证明。右陪集的证明与此类似。 
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设 },,,{ 21 rhhhH L= ，即子群 H 共有 r 个不相同的元素， Ga∈ 。任取 Hhh ji ∈, ，且

aHhaaHhahh jiji ∈∗∈∗≠ ,, ，但 ji haha ∗≠∗ 。因为若不然， ji haha ∗=∗ ，利用群的可约

律消去等式两边元素 a，得 ji hh = 。矛盾。由此可知 ||≥|| HaH 。 

另一方面，按左陪集定义，应该有 ||≤|| HaH ，结合上述证明的结果，所以 |||| HaH = 。 
定理 6.23  （Lagrange 拉格朗日引理） >∗< ,H 是 >∗< ,G 的子群。G 上二元关系定义

如下： 
HttGyGxyxR ∈∃∈∈><= )( (,,,{ ∧ )}ytx =∗  

则 R 是一个等价关系，并且由 R 诱导的等价类与 H 的左陪集一一对应。 
证明  设e 是群G 和 H 的幺元。 
R 是自反的。因为任取 Gx∈ ，令 et = ，就有 xex =∗ ，即 xRx。 
R 是对称的。因为若 xRyGyGx ,, ∈∈ 。就是说，存在 Ht∈ ，满足 ytx =∗ 。那么由于 H

是一个子群，对元素 Ht∈ ，有逆元 Ht ∈−1 。于是从等式 ytx =∗ 可得 xty =∗ −1 ，所以 yRx 。 
R 是传递的。若 GzGyGx ∈∈∈ ,, ，且 yRzxRy, 。即存在 Ht∈ 和 Hs∈ ，满足 ytx =∗ 和

zsy =∗ 。将以上两式联解就有 zstx =∗∗ )( ，或者 zstx =∗∗ )( 。显然，因为 Hst ∈∗ )( ，所以 

xRz 。 
再来证引理的后一部分。 
设 Ga∈ ，以 a为代表元素的等价类是 Ra][ 。设 Rax ][∈ ，根据等价类的定义可知，aRx。

再由 R 的定义，存在 Hh∈ ，满足 xha =∗ ，即 aHx∈ ，所以 aHa R ⊆][ 。 
又设 aHx∈ ，根据左陪集定义，存在 Hh∈ ，使 hax ∗= ，所以 aRx，即 Rax ][∈ 。于是，

RaaH ][⊆ 。结合刚才得到的结果 aHa R ⊆][ ，故 aHa R =][ 。 

定理 6.24  （Lagrange 拉格朗日定理）有限群G 的每一个子群的阶可以整除群G 的阶。 
证明  设 mHnG == , 。来证 mnnm /（ 是整数）。 

因为每一个G 的元素 Ga∈ 一定属于一个左陪集， aHa∈ 。所以 
xHG

Gx∈
⊆ U  

另外，按左陪集的定义和运算在群上封闭可知 
GxH

Gx
⊆

∈
U  

于是 
GxH

Gx
=

∈
U  

设G 共有 q 个不同的左陪集，按以上定理 6.22，每一左陪集都含有m 个元素，就是说

mqn ⋅= 。证完。 

推论 1  质数阶的群没有非平凡子群。 
推论 2  质数阶的群一定是循环群。 
证明  设群 >∗< ,G 是质数阶的， 2≥= pG ，是一质数。任取一元素 Ga∈ ，且 a不是G

的幺元。设元素 a的阶是m 。即有子集 
},,,,{ 32 eaaaaH m == L  

根据本章定理 6.15 可知，H 是G 的循环子群。按拉格朗日定理，m 整除 p 。因 ea ≠ ，所以

2≥m 。但 p 是质数，所以只能是 pm = 。由 a生成的循环子群正是G 自己。 

由此可得以下推论。 
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推论 3  质数阶群的任何一个非幺元元素的阶都等于该群的阶，且可由它生成这个质数

阶群。 

6.8  同态、同构和同余 

6.8.1  同态和同构 

本章的 6.3.1 小节中已在不严格的情况下提到过群的同构。本节将从代数系统出发，介绍

同态和同构的概念。 
定义 6.29  设 >∗< ,G 和 ,S< △>是两个代数系统。若有一个映射 f :G→S，使得任何

GxGx ∈∈ 21 , ，都有 
)()( 121 xfxxf =∗ △ )( 2xf                     （6.23） 

成立。则称 f 是从代数系统 >∗< ,G 到 ,S< △>的一个同态映射。而像集 )(Gf 称为同态像。 

同态映射也简称为同态。 
直观地可以这样来理解同态映射。即，在一个代数系统下两个元素 21, xx 以及它们的运算

结果 21 xx ∗ 被 f 映射成另一代数系统上的像 )(),( 21 xfxf 以及 )( 21 xxf ∗ 之后，这些像之间仍保

持着运算关系（当然是关于像所在代数系统的运算来说的）。或者，也可以这样来诠释同态：

一个代数系统中的两个元素 21, xx ，先运算得到一结果 21 xx ∗ ，再映射得到它的像 )( 21 xxf ∗ ，

和将它们先映射成像 )(),( 21 xfxf ，再在另一代数系统下求结果 )( 1xf △ )( 2xf 。两次所得的结

果总是相同的（结合图 6.3 来理解）。 

 

图 6.3  同态映射保持运算关系 

引入同态的概念后，可将对一个代数系统的某些特征的研究，转换到一个相对较简单的

另一个代数系统下来进行。下面是两个例子。 
【例 6.23】  >+< ,Z 是整数加法群。另一个群由两个元素 E（偶数，Even）和O（奇数，

Odd）组成代数系统<{E,O} >⊕, ，并如表 6.8 那样定义运算。 

表 6.8 

⊕  E O 

E E O 

O O E 

 

求一个加法群到<{E,O} >⊕, 的同态映射。 
解  首先，可方便地验证<{E,O} >⊕, 是一个群。我们要求一个群同态 f 。 
给 f 的定义如下：对 ∈i Z 
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⎩
⎨
⎧=

是奇数当

是偶数当

i
i

if
O
E

)(  

现在来证，这样定义的映射 f 是同态映射。事实上，任取 ∈ji, Z，因为加法“+”和运

算“⊕”都是可交换的，可以只列举 3 种情况：（1） i 和 j 都是偶数，（2） i 和 j 都是奇数，

（3） i 是奇数而 j 是偶数。显然，无论是哪一种情况，以下等式都是成立的 
)()()( jfifjif ⊕=+  

故而， f 是一个同态映射。 

以上是一个关于同态的简单例子。但它的确简单明了地解释了引入同态的理由。譬如，

要问 379 597 与 198 529 的和是奇数还是偶数这样的问题。读者大概不会先把这两个六位数加

起来，然后再看这个和的奇偶性吧？一定会这样回答：“两个奇数之和一定是偶数。”恐怕连

小学生都会这样做的。那么，读者是否想过呢？在读者这样思考问题的时候，难道不是在用

我们以上给出的表 6.8 的结果吗？关于以上两个六位数之和的奇偶性问题，一种解决方法是

先求出它们的和 379 597+198 529=578 126，然后确定它为偶数；而另一种解决方法是先确定

这两个数都为奇数（映射为 O），然后用表 6.8 运算得知这两个数的和为偶数（E）。哪一种方

法更简单是不用说的。可以说，同态并不是一个深奥的概念，很多时候人们在应用它，只不

过是不自觉罢了。 
下面是另一个稍稍复杂一些的关于同态的例子。 
【例 6.24】  设<Z >+, 是整数加法群。<Z >+55 , 是由“模 5 同余”诱导的等价类

Z ]}4[],3[],2[],1[],0{[5= 和运算“ 5+ ”构成的代数系统。 5+ 运算已在本章 6.2 节表 6.3 左边的

复合表定义。试构造一个同态映射 f :Z→Z 5 。 
解  令 f 的定义如下 

)]5(mod[)( iif =  

可以证明，这样定义的映射是一个同态映射。 
实际上，设 ∈i Z ∈j, Z。令 15 rpi +⋅= （ ∈p Z 1≤0 , r ＜5）， 25 rqj +⋅= （ ∈q  Z 2≤0, r ＜5）。

分别来计算 )( jif + 和 )()( 5 jfif + 。 
)]5)(mod[()( jijif +=+  

  = )]5)(mod[( 21 rr +  
)]5(mod[)]5(mod[)()( 55 jijfif +=+  

 = ][][ 251 rr +  
 = )]5)(mod[( 21 rr +  

因为 )()()( 5 jfifjif +=+ ，所以 f 是同态映射。 

一般情况下，代数系统之间的同态映射并不是唯一的，并且在下一小节我们会知道上面

这个例子就是所谓的自然同态。 
定义 6.30  设 >∗< ,X 和 ,Y< △>是两个代数系统，f :X→Y 是 X 到Y 的同态映射。那么 
1．若 f 是满射，则称 f 是满同态。 
2．若 f 是双射，则称 f 是同构映射，并称代数系统 >∗< ,X 与 ,Y< △>是同构的。记为

YX ≅ 。 
【例 6.25】  验证正实数的乘法群< R >×+ , 和实数的加法群< R >+, 是同构的。 
解  考虑到两正实数的积的对数等于它们各自对数的和。令 rrf ln)( = ∈r（ R+）。于是，
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任取 ∈1r R+, ∈2r R+得 

2121 lnln)ln( rrrr +=×  
并且，因为对数函数是双射，所以< R >×+ , 与< R >+, 是同构的。 

在这里我们看到了全体实数和它的“一半”同构！ 
【例 6.26】  每一个n 阶群都和一个n 元置换群同构。 
证明  设 >∗< ,G 是一个n 阶群。我们可以构造一个n 元置换群 >< o,P ，并证实在它们之间

存在一个同构映射。对于每一个 Ga∈ ，定义一个n元置换 ap ，使得G 中每一元素 Gc∈ 在置换

ap 下的像，位于群G 的复合表中元素a所在一行和c 所在的列上。即，对任意 Gc∈ ，使得 
cacpa ∗=)(  

由本章定理 6.9 可知，这样恰好定义了 n个不同的置换。所有这 n个置换的集合就记为以

上的 P 。运算“o”就是普通置换（函数）的左复合运算。 
首先，来证明 〉〈 o,P 的确是一个群。 
设 Ge∈ 是 幺 元 。 那 么 Ppe ∈ 就 是 >< o,P 的 幺 元 。 因 为 对 任 意 Ga∈ ，

aeaae ppppp == oo 。实际上，按以上置换的定义，对任意 Gx∈ ，有 
)()()())(()( xpxaxaexapxppxpp aeaeae =∗=∗∗=∗==o  
)()()())(()( xpxaxeaxepxppxpp aaeaea =∗=∗∗=∗==o  

类似地可证，对任意 Ga∈ ，有 
eaaaa

ppppp == −− 11 oo  

即每一个 Ppa ∈ ，都有逆元 1−a
p 。 

显然，对任意 ）（ GbaPpppGbGa baba ∈∈=∈∈ ∗ *,,   Qo ，故复合运算“ o”在 P 上封

闭。同时因为复合运算是满足结合律的，所以， >< o,P 是 n元置换群。 
然后，定义映射 f :G →P：对 Ga∈ ，使 apaf =)( 。由定理 6.9 可知，若 GbGa ∈∈ , ，

且 ba ≠ ，则 ba pp ≠ 。因此， f 是双射。 
最后，我们可以将以上的 baba ppp o= * 写成 

)()()( bfafbaf o=∗  

这就证明了G 与 P 是同构的。 
作为一个实例，读者不妨用本章 6.3 节表 6.7 给出的克莱茵 4 阶群复合表，构造一个与之

同构的四元置换群（参考本章习题 6.46）。 
定义 6.31  >∗< ,G 是一代数系统，若存在自身上的映射 f :G →G 是同态映射，则称 f

是G 的自同态映射。若 f 是同构映射，则称 f 是G 的自同构映射。 

两个同态或同构的代数系统之间有着重要的相似性。．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．． 

定理 6.25  设 >∗< ,H 和 >< o,K 是两个代数系统，f : H →K 是 H 到 K 的同态映射。若

>∗< ,H 是群，则同态像 )(Hf 与运算“o”构成一个群 >< o),(Hf 。 
证明  逐一验证 >< o),(Hf 具有群的 4 条基本性质。 
运算 o在 )(Hf 上是封闭的。任取 )(, Hfyx ∈ ，因为 )(Hf 是群的同态像，所以，有

)(),( bfyafx == （其中 HbHa ∈∈ , ）。按照同态的定义，于是 
)()()( bafbfafyx ∗== oo  

由于 Hba ∈∗ ，所以 )()( Hfbaf ∈∗ ，也即 )(Hfyx ∈o 。 
运算o满足结合律。任取 )(,, Hfzyx ∈ ，有 Hcba ∈,, ，使 )(afx = ， )(),( cfzbfy == 。
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于是 
)())()(()( cfbfafzyx oooo =  

= )()( cfbaf o∗  
= ))(( cbaf ∗∗  
= ))(( cbaf ∗∗  
= )()( cbfaf ∗o  
= )( zyx oo  

元素 )()( Hfef ∈ 是 )(Hf 的幺元（ e 是群 H 的幺元）。任取 )(Hfx∈ ，有 Ha∈ ，使

)(afx = 。于是 
)()()( afefxef oo =  

= )( aef ∗  
= )(af  

=x 
同理可证 xefx =)(o 。这就是说，一个群的幺元的像．．．．．．．．就是该群同态像的幺元．．．．．．．．．．。 

最后，每一个 )(Hfx∈ 都有逆元，逆元是 )( 1−af 。设 x=f(a)(a∈H)，因为 
)()()( 11 −− = afafafx oo  

  = )( 1−∗aaf  
  = )(ef  

所以，同态像 >< o),(Hf 是一个群。 
从以上证明我们可以看出，同态映射将幺元．．．．．．．e 映射到幺元．．．．． )(ef ，而且在群．．．．H 中的两个互．．．．．

逆元素．．．
1, −aa 的像．．，仍是互逆的．．．．．，即． )())(( 11 −− = afaf 。 

定义 6.32  设 f 是群 >∗< ,H 到 >< o,K 的一个同态。 eef ′=)( 是同态像 )(Hf 的幺元。H
中一切经 f 映射到 Ke ∈′ 的元素组成一个子集，该子集称为同态映射 f 的同态核。记为

)(Ker f 。即 
})()(,{)(Ker eefxfHxxf ′==∈=  

定理 6.26  f 是由群 >∗< ,H 到 >< o,K 的同态。同态核 )(Ker f 是 H 的子群。 
证明  任取 )(Ker, fba ∈ 。按本章 6.3 节定理 6.13，只要证得 1 Ker( )a b f−∗ ∈ ，就证实了

)(Ker f 是 H 的子群。事实上，设 )(efe =′ 是同态像的幺元。于是 
1 1( ) ( ) ( )f a b f a f b− −∗ = o  
 = 1))(( −′ bfe o  
 = 1)( −′′ ee o  

 = e′  
所以 )(Ker1 fba ∈∗ − 。 

顺便指出，可以进一步证实 )(Ker f 还是 H 的一个正规子群。 
关于同态核，我们可以看本节例6.24。{…,-10，-5，0，5，10，…}就是例中映射 f 的同态核。 

6.8.2  同余关系和同态 

现在，我们换一个角度来考查同态。 
定义 6.33  设 >∗< ,X 是一个代数系统， R 是 X 上的一个等价关系。如果对任意
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Xvuyx ∈,,, ，且 Ryx >∈< , ， Rvu >∈< , ，就有 Rvyux >∈∗∗< , （就是说，在一个二元运算

表达式 ux ∗ 中，分别用与 x 同在一个等价类的元素 y 代替 x ，与u 同在一个等价类的元素 v
代替u 之后，运算结果 vy ∗ 与 u*x 仍在一个等价类中。或者说从确定的两个等价类中各任

取一个元素，它们的运算结果总是在同一个等价类中），则称等价关系 R 是 X 上关于运算“*”
的同余关系。并且，由 R 诱导的等价类叫做同余类。 

【例 6.27】  整数的加法群 >+< ,Z 上的模 5 同余关系是同余关系 *。 
证明  沿用本节例 6.24 中的一些记号。设 ][, iba ∈ ， ][, jdc ∈ ，于是 

ipa +⋅= 15   ipb +⋅= 25   jqc +⋅= 15   jqd +⋅= 25  

所以 
)5()5( 11 jqipca +⋅++⋅=+  

= )()(5 11 jiqp +++  
)5()5( 22 jqipdb +⋅++⋅=+  

= )()(5 22 jiqp +++  
由以上结果可知 ca + 和 db + 都在同余类 )]5)(mod[( ji + 之中。 

回到前面的例 6.24 中可见，<Z >+, 上的同余关系，对应着一个从 Z 到 Z 5 的同态映射。 
以下我们将证明任何一个同态都自然地．．．和一个同余关系相对应。设 >∗< ,X 是一代数系

统，E 是 X 上的同余关系。可以定义一个商代数 ,/ EX< △>，其中二元运算△是这样定义的：

对任意 EXyx /][],[ ∈  
[x]△ ][][ yxy ∗=                            （6.24） 

前面已经说过，在同余关系下，参与二元运算的元素在其各自的同余类中是任意可置换的，

其结果均在同一个同余类中。所以运算△的定义与同余类[x]和[ y]以什么元素为代表元素无

关。即，式（6.24）确实定义了一个二元运算（函数）。 
再次，定义一个由 >∗< ,X 到 ,/ EX< △>的映射 Ef ，对任意 Xx∈ ，使得 

][)( xxfE =                              （6.25） 

这样，式（6.24）就可以表示为 
fE(x)△ )()( yxfyf EE ∗=                       （6.26） 

该式证实了 Ef 正是 >∗< ,X 到 ,/ EX< △>的一个同态，特别地称此同态为自然同态。 

将以上结果写成定理形式如下： 
定理 6.27  设 E 是代数系统 >∗< ,X 上的同余关系，存在一个由 >∗< ,X 到 ,/ EX< △>的

同态。 
进一步，我们来给出定理 6.27 的逆问题。 
设 f 是由 >∗< ,X 到 >⊕< ,Y 的同态。定义 X 上的二元关系 fE 如下 

)}()(,,,{ 212121 xfxfXxxxxE f =∈><=                （6.27） 

显然，这样定义的二元关系是一个等价关系。我们来证明 fE 是同余关系。任取 1x ， 2x ，

Xuu ∈21, ，且 fExx >∈< 21, ， fEuu >∈< 21, 。由于 f 是同态，同时考虑 fE 的定义，于是 

)()()( 1111 ufxfuxf ⊕=∗  

                                                        
* 在这里，前一个“同余关系”说的是关于整数除法狭义的同余关系；而后一个说的是一个代数系统上定义的一个等价关系诱导

的商集的同余关系，商集有集合被“除分”的意思（参阅第 3 章 3.3.2 小节）。 
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   = )()( 22 ufxf ⊕  
   = )( 22 uxf ∗  

即 fEuxux >∈∗∗< 2211 , 。故 fE 是同余关系。 

实际上，我们已证明了以下定理： 
定理 6.28  设 f 是代数系统 >∗< ,X 到 ,Y< >⊕ 的同态。按公式（6.27）定义的二元关系

是一个同余关系。 
既然由 >∗< ,X 到某个代数系统 >⊕< ,Y 的满同态 f （为表述方便，这里设 f 为满同态）

可以定义一个同余关系 fE （被式（6.27）定义）。代数系统 >∗< ,X 的每个同余关系 E 又都对

应一个自然同态 Ef （满的）。如果我们将上述 X 上的同余关系 E 与用 X 到Y 的满同态 f 定义

的同余关系 fE 用等式联系起来：即令 fEE = 。实际上，就是用由满同态 f 定义的同余关系 fE ，

按照式（6.25）定义自然同态
fEf : X → fEX / 。于是自然想到可以定义一个 fEX / →Y 的双

射 h（参考图 6.4）：对任意 Xx∈ ，使得 
)(])([ xfxh =                          （6.28） 

可以证明 h 是 ,/ fEX< △>（其中运算“△”如公式（6.24）定义）到 >⊕< ,Y 的同构映射。

因为对任意 Xxx ∈21, ，我们有 

h([x1]△[x2])=h(fE(x1)△fE(x2))        （根据式（6.25）） 
))(( 21 xxfh E ∗=           （根据式（6.26）） 

])([ 21 xxh ∗=             （根据式（6.25）） 
)( 21 xxf ∗=              （根据式（6.28）） 

)()( 21 xfxf ⊕=        （ f 是 X→Y 的同态） 
])([])([ 21 xhxh ⊕=         （根据式（6.28）） 

注意：以上推导中的 Ef 实际上就是
fEf 。 

6.9  环和域 

本节来讨论定义了两个二元运算的代数系统。 
定义 6.34  设 R 是非空集，“⊕”和“∗”是两个定义在 R 上的封闭的二元运算。如果

它们满足以下规律： 
（1） >⊕< ,R 构成交换群。 
（2） >∗< ,R 构成半群。 
（3）乘法 * 对加法⊕满足分配律。 

则称代数系统 >∗⊕< ,,R 是环。 
习惯上，我们称这里第一个二元运算为“加法”，第二个为“乘法”。 
例如，对于实数 R 的普通加法和乘法，<R >×+,, 是一个环。整数集 Z 构成<Z >×+,, 也是

环，复数集 C 构成环<C >×+,, 。 
【例 6.28】  元素全是实数的 n阶实数矩阵的集 nA ，连同矩阵的加法和乘法构成 n阶矩

阵环 >⋅+<  ,,nA 。 
【例 6.29】  关于字母 x 的整数系数的多项式的集 ][xF 在多项式加法和乘法下构成多项

式环 >⋅+<  ,],[xF 。 

 

图 6.4 



 ·162· 

由于在一个环 >∗⊕< ,,R 上， >∗< ,R 是半群，* 运算满足结合律，所以对 Ra∈ ，可定义

幂 mam（ 是正整数）。同时有 
)( nmnm aaa +=∗    mnnm aa =)(  

如果运算 * 是可交换的，对 Rba ∈, ，还有 
mmm baba ∗=∗ )(  

具有可交换乘法“*”的环叫做交换环。 
我们约定，环 >∗⊕< ,,R 中，R 关于加法⊕的幺元记为θ 。元素 Rx∈ 的加法逆元记为 x− ，

即 θ=−+ )( xx 。也可以将 )( yx −+ 简记成 yx − 。 

我们还约定，乘法运算优先于加法运算。 
定理 6.29  设 >⋅+<  ,,R 是环。对于任意 Rzyx ∈,, ，有 

1． θθθ =⋅=⋅ xx 。 
2． )()()( yxyxyx ⋅−=⋅−=−⋅ 。 
3． yxyx ⋅=−⋅− )()( 。 
4． zxyxzyx ⋅−⋅=−⋅ )( 。 
5． zyzxzyx ⋅−⋅=⋅− )( 。 

证明  以上所有结论在实数环中都是我们熟悉的。但对一般的环，它们并非显然的。现

证明如下。 
（1）因为 

θθθθθ ⋅+⋅=+⋅=⋅ xxxx )(  
而群 >+< ,R 有唯一的幂等元是幺元（见本章定理 6.10），所以， θθ =⋅x 。同理可证 xθ θ⋅ = 。 

（2）因 为 θθ =⋅=+−⋅=⋅+−⋅ xyyxyxyx ))(()( 。 可 见 )( yx −⋅ 是 yx ⋅ 的 逆 元 ， 即

)()( yxyx ⋅−=−⋅ 。 

（3）类似（2）证明。 
（4） zxyxzxyxzxyxzyxzyx ⋅−⋅=⋅−+⋅=−⋅+⋅=−+⋅=−⋅ ))(()())(()( 。 

（5）类似证明（4）。 
由以上的（1）可知，一个环的加法幺元．．．．．．．．θ ，就是乘法的零元．．．．．．．。 

定义 6.35  若环 >⋅+<  ,,R 中含有关于乘法的幺元（记做 1），则环 >⋅+<  ,,R 叫做含幺环。 
类似于定理 6.1 可证含幺环的乘法幺元是唯一的。 
若环 R 含有不止一个元素，则乘法幺元一定不等于加法幺元。因为若不然， θ=1 ，则对

Rx∈ ，有 
θθ =⋅=⋅= xxx 1  

这就是说环 R 只含有一个元素θ ，矛盾。 
定义 6.36  >⋅+<  ,,R 是环。若 θθ ≠≠∈ yxRyx ,,, ，但 θ=⋅ yx ，则称 yx, 是环R 的零因子。 

关于环的乘法也有可约律，但这与群的可约律有很重要的区别。由于乘法有零元θ ，因

此可约律可表达为 zyzx ⋅=⋅ ，当 θ≠z ，则 yx = 。环的乘法可约律必须满足以下条件。 
定理 6.30  >⋅+<  ,,R 是无零因子的环，当且仅当对乘法满足可约律。 
证明  必要性。 
设 >⋅+<  ,,R 是无零因子的环。来证对乘法可约律成立。设有 zyzx ⋅=⋅ ，且 θ≠z 。有

θ=⋅−+⋅ ))(( zyzx ，也就是 θ=⋅−=⋅−⋅ zyxzyzx )( 。因为无零因子，且 θ≠z ，所以 θ=− yx
或 θ=−+ )( yx 。即 x 是 y− 的逆元，同时 y 的逆元是−y。由于逆元是唯一的，所以 yx = 。 
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充分性。 
假设可约律对于乘法成立。要证 R 不含零因子。设 θ=⋅∈ yxRyx ,, ，且 θ≠x 。则

θθ ⋅==⋅ xyx ，消去 x后得 θ=y ，即 R 没有零因子。 
定义 6.37  若环 >⋅+<  ,,R 有乘法幺元 1，无零因子，且乘法有交换律，则称 R 为整环。 
前面提到的整数环<Z >×+,, 、实数环<R >×+,, 和复数环<C >×+,, 均为整环。 
【例 6.30】  在例 6.28 中提到的 n阶矩阵环 >⋅+<  ,,nA 不是整环。 

证明  令 2=n ，举一反例 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
−

⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

00
00

64
32

12
12

 

而等式右边的矩阵恰是 2A 环的零元。这就是说，环 >⋅+<  ,,2A 含有零因子。 
域是一种特殊的环。有时，在环 >⋅+<  ,,R 中，若排除乘法的零元θ （即加法幺元），

>⋅−<  },{θR 可能成为一个群。在这样的处理下，乘法可具有很多其他性质。 
定义 6.38  设 >⋅+<  ,,A 是一代数系统。如果 
（1） >+< ,A 是交换群。 
（2） >⋅−<  },{θA 是交换群。 
（3）运算乘法对加法有分配律。 

则称 >⋅+<  ,,A 是域。 
实数环和复数环都是域。特别要指出的是，整数环不是域，因为<Z >⋅−  },0{ 不是群。 

关于整环和域有一些关系。 
定理 6.31  域一定是整环。 
证明  由整环的定义可知，只要证明域不含零因子就行了。而根据定理 6.30 只要证明域

满足乘法的可约律。 
设 >⋅+<  ,,A 是域，若 ,,,, θ≠∈ xAzyx 且 zxyx ⋅=⋅ ，则 

yxxyy ⋅⋅=⋅= − )(1 1  
   )(1 yxx ⋅⋅= −  
   )(1 zxx ⋅⋅= −  
   zxx ⋅⋅= − )( 1  

   z=  
其中 1−x 表示 x关于乘法的逆元。 

一般而言，定理 6.31 的逆定理不成立，但是，对于有限整环有以下定理。 
定理 6.32  有限整环是域。 
证明  设 >⋅+<  ,,A 是有限整环。由整环和域的定义可知，这里只要证明有限整环的每一

非零元都有乘法逆元。 
任取 }{θ−∈ Ax  ， }{, θ−∈ Azy 。若 zy ≠ ，那么 zxyx ⋅≠⋅ （因为整环有关于乘法可约

律）。又因整环是无零因子的，所以乘法在 }{θ−A 上封闭。根据本章 6.6 节关于两个集合之积

的定义 6.26，有 }{}}){{( θθ −=− AxA 。 
又设 1 是关于乘法的幺元。由以上等式和有限环的假设可以肯定，必有 }{θ−∈ Aw ，使

1=⋅ xw 。故w就是 x的关于乘法的逆元。 
可以将同态的概念推广到环上来。 
定义 6.39  设 >⋅+<  ,,X 和 >∗⊕< ,,Y 是各有两个二元运算的代数系统。 f :X→Y 是映射。
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若对任意 Xyx ∈, ，有 
)()()( yfxfyxf ⊕=+  

)()()( yfxfyxf ∗=⋅  
则称 f 是 >⋅+<  ,,X 到 >∗⊕< ,,Y 的同态映射。像集 YXf ⊆)( 是 >⋅+< ,,X 的同态像。 

定理 6.33  设 f 是环 >⋅+<  ,,R 到 >∗⊕< ,,L 上的满同态，则 >∗⊕< ,,L 也是环。 
证明  由于 >⋅+<  ,,R 是环，所以 >+< ,R 是交换群， >⋅<  ,R 是半群。根据本章 6.8 节定理

6.25 的证明可知，在同态 f 下，同态像 >∗⊕< ,,L 中的 >⊕< ,L 一定是交换群， >∗< ,L 一定是

半群。 
剩下的只要证明在 >∗⊕< ,,L 中，运算 * 对⊕满足分配律。任取 Lwvu ∈,, ，有 Rzyx ∈,, 。

使 )(xfu = ， )(yfv = ， )(zfw = 。于是 
))()(()()( zfyfxfwvu ⊕∗=⊕∗  

  )()( zyfxf +∗=  
  ))(( zyxf +⋅=  
  )( zxyxf ⋅+⋅=  
  )()( zxfyxf ⋅⊕⋅=  
  )()()()( zfxfyfxf ∗⊕∗=  

  wuvu ∗⊕∗=  

习    题 

6.1  设C 是上衣和裤子的集合。设 },{ TFS = 。现在请定义一个C 到 S 的二元运算，并

使这个运算具有某种实际意义。 
6.2  设 N ={1,2,3,…}，定义四个运算： 

（a） ),gcd( baba =∗ ，（b） a□ bab −=  

（c）a△ bab = ，   （d） aabba +=⊕  
其中 ),gcd( ba 是 a与b 的最大公因数。试问这几个运算是否为封闭的？可结合的？可交换的？

哪一种运算在 N 上有幺元？有的话幺元是什么？ 
6.3  说明以下判断的正误，并说出理由。 

（a）加法是自然数上的运算。 
（b）减法是自然数到整数上的运算。 
（c）除法是有理数上的运算。 
（d）整数集在减法下是一个代数系统。 
（e）设 E 是偶数集合，令一元运算 xx 5=∗ ，则 >∗< ,E 是一代数系统。 
（f）有理数上的取算术根的运算构成一个代数系统。 

6.4  举出三个代数系统的例子。 
6.5  试求出半群 >< I),(Xρ 和 >< U),(Xρ 的所有零元，其中 X 表示任意集合， )(Xρ 是

其幂集，它们是独异点吗？如果是的话，试求出幺元。 
6.6  试证自然数集合N { }L，，，， 3210= 关于运算 },max{ yxyx =∗ 是一半群。它是独异点吗？ 
6.7  设 z 是可交换半群 S 的左零元，试证对任一 xzSx ∗∈ , 和 zx∗ 也是左零元。 
6.8  设 Z 是整数集合，而“o”是乘法运算，因而<Z >1,, o 是独异点。证明<E >o, 是子
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半群但不是子独异点，其中 E 表示偶数集合。 
6.9  设 =nZ {0,1,2,…, −n 1}，“*”是 nZ 上的二元运算，令 

))(mod( nbaba ⋅=∗  

（a）对 4=n ，列出运算 * 的复合表。 
（b）对任何 n，证明 >∗< ,nZ 是半群。 

6.10  设 >∗< ,X 是半群， a是 X 的一个元素， X 上的二元运算△，使任意 Xyx ∈, 有 
x△ yaxy ∗∗=  

证明△是 X 上的可结合运算。 
6.11  设 >∗< },,{ ba 是一个半群，有 baa =∗ 。证明： 

（a） abba ∗=∗ ， bbb =∗）（b  
6.12  设 >∗< ,X 是可交换半群，证明：如果 bbbaaa =∗=∗ , ，则 bababa ∗=∗∗∗ )()(  
6.13  设 >∗< ,X 是一个有限半群，证明该半群必有幂等元a ，即 aaa =∗ 。 
6.14  设 >∗< ,X 是一个半群，存在 Xa∈ ，使得对于每一个 Xx∈ ，都可以找出 Xvu ∈, ，

满足等式 
xavua =∗=∗  

证明： X 有一个幺元（提示：对于 a可找到 a′和 a ′′ ，使 aaaaa =∗′′=′∗ 。于是可证明 a′是
右幺元而 a ′′ 是左幺元）。 

6.15  试证：独异点的所有逆元的元素的集合，连同独异点上的运算构成一个群。 
6.16  若 >∗< ,G 和 >∗< ,H 都是群 >∗< ,X 的子群，那么 >∗< ,HG U 是否一定也是

>∗< ,X 的子群？说明理由。 
6.17  设 >∗< ,G 是群，对任一个 Ga∈ ，令 

},{ GyyaayyH ∈∗=∗=  
证明 >∗< ,H 是G 的子群。 

6.18  试证： x的所有整系数多项式 ][xF 在加法运算下构成一个群。 
6.19  设 >∗< ,G 和 >< o,H 是两个群，定义它们的笛卡尔积为代数系统 ,HG×< △>，在

这里△是 HG× 上的二元运算，它使任何 HGvyux ×>∈<>< ,,, 有 
<x,u>△ >∗>=<< vuyxvy o,,  

证明： ,HG×< △>是一个群。 
6.20  设 >∗< ,G 是群，证明： 

（a） 1
1

1
2

11
21 )( −−−− ∗∗∗=∗∗∗ aaaaaa rr LL  

（b） ijji abba −−− ∗=∗ 1)(  
其中 i 和 j 是任意整数。 

6.21  设 1H 和 2H 都是群G 的子群，且彼此互不包含，证明存在一个元素 Ga∈ ，它不属

于 1H 和 2H 中任一个。 
6.22  设 >∗< ,G 是一个群，G 是偶数，证明有一个 Ga∈ ，它的逆元是其自身，即 1−= aa ，

且 a不是幺元（参考 6.3.1 小节克莱茵群的复合表，表 6.7）。 
6.23  给出克莱茵四阶群（见表 6.7）的所有循环子群。 
6.24  设 >∗< ,H 和 >∗< ,G 都是群 >∗< ,S 的子群，令  

},{ GgHhghHG ∈∈∗= ； 
证明： >∗< ,HG 是 S 的子群的充分必要条件是 GHHG = 。 
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6.25  证明：任何循环群的子群一定也是循环群。 
6.26  求置换 =τ (1 2 3)o (2 4 3)o (1 3)o (1 4)下，元素 1,2,3,4 的像。 
6.27  求置换的幂 

61 2 3 4 5
2 4 5 3 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

6.28  设 =σ (1 3 2)， =τ (1 3)(2 4)。求 1σ τ σ −o o 和 1σ τ σ− o o 。 
6.29  设置换 rσσσσ Loo 21= ，其中 ）（ rii ≤≤1σ 都是轮换。证明： 

1
1

1
2

1
1

11a −−−
−

−− = σσσσσ oLoo rr）（  
（b）若 )≤≤1( riiσ 全是不相杂的，证明： 11

2
1

1
1 −−−− = rσσσσ oLoo  

6.30  设 },,,,{ edcbaA = 上有四个置换如下 
a b c d e
b c a d eα ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，   a b c d e
a b c e dβ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

a b c d e
e d c b aγ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
，   a b c d e

c b a e dδ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

试在对称群 A5 中求 ,,,,,, 1 γβαββγαααββα oooooo − 并求方程 δα =xo 的解。 

6.31  在一张卡片上打印十进制的 5 位数，对于小于 10000 的数在高位上添上 0 凑足 5
位。若一个数上下颠倒地看仍是一个数，就只打印在一张卡片上（如 69016 倒过来看 91069），
问需要多少张卡片才能打印所有 5 位数？ 

6.32  设G 是所有实系数非退化一次函数 baxxf +=)( ），（ 0, ≠∈ aRba 的集合。运算o是

函数的左复合运算。证明： 
（a） >< o,G 是一个群。 
（b）若 S 是所有 bxxf +=)( )( Rb∈ 的集合，H 是所有 axxg =)( ）（ 0, ≠∈ aRa 的集

合，则 >< o,S 和 >< o,H 构成 >< o,G 的子群。 
（c）写出 S 和 H 在G 中的所有左陪集。 

6.33  设 >∗< ,G 是一个群，定义一个二元关系： 
GuuyxR ∈∃><= )((,{ ∧ }1−∗∗= uxuy  

证明 R 是G 上的等价关系。 
6.34  设 =S {1,2,3,4}，σ 是 S 上的置换 

=σ (1 4 2 3) 
求由σ 生成的循环群，并写出该循环群的所有左陪集和右陪集，最后判断此循环群是否为正

规子群。 
6.35  继续证明题 6.17 中的子群 >∗< ,H 也是正规子群。 
6.36  设 >∗< ,H 是群 >∗< ,G 的子群， >∗< ,N 是 >∗< ,G 的正规子群。证明 >∗< ,HN 是

>∗< ,G 的子群（对照习题 6.24）。 
6.37  设 S ={1,2,3,4}， >< o,nS 是 S 上的对称群。令 sIH {= ,(1 2) o (3 4),(1 3) o (2 4),(1 

4)o (2 3)}，证明 >< o,H 是 >< o,nS 的正规子群。 

6.38  证明循环群的任何子群一定是正规子群。 
6.39  设 p 是一个质数，m 是正整数，证明一个 mp 阶群一定有 p 阶的子群。 
6.40  设 f 是群 >∗< ,G 到 >< o,H 的满同态。证明 f 的同态核 >∗< ),(Ker f 是G 的正规子群。 
6.41  设 H 是群 >∗< ,G 的一个正规子群。证明G 上的关系（同属一个左陪集的关系） 
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GxyxR ∈><= ,{ ∧ Gy∈ ∧ Hhh ∈∃ )(( ∧ )}yhx =∗  

是同余关系。 
6.42  设 H 是交换群 >∗< ,G 的正规子群。S 是 H 在群G 的所有左陪集的集合。证明由 H

诱导的自然同态像 ,S< △>也是交换群。其中，运算“△”定义由等式 aH△ HbabH )( ∗= 给

出。又若G 不是交换群，可是对任意元素 Gyx ∈, ，若 Hyxyx ∈∗∗∗ −− 11 ，则由正规子群 H 诱

导的自然同态像 ,S< △>仍然是交换群（参考题 6.41 的结果）。 
6.43  设 f 是从 >∗< ,X 到 ,Y< △>的同态映射，h是从 ,Y< △>到 >< o,Z 的同态映射，证

明 fh o 是从 >∗< ,X 到 >< o,Z 的同态映射。 
6.44  设 f 是从<X >∗, 到 >< o,Y 的同构映射，证明 1−f 是从 >< o,Y 到<X >∗, 的同构映射。 
6.45  设 >∗< ,G 是一个群， Ga∈ 。若 f 是一个G 到自身的映射，使对每一个 Gx∈ 有 

1)( −∗∗= axaxf  
证明： f 是G 的自同构（自同构的定义是G 在同构映射下的像 )(Gf 与G 同构）。 

6.46  证明克莱茵四阶群与置换群 >< o,G 是同构的。 },,,{ 4321 ppppG = ，其中运算“o”

是置换的复合，而每一置换如下给出 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4321
4321

1p ，  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4312
4321

2p ， 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3421
4321

3p ，  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3412
4321

4p 。 

参阅本章例题 6.26。 
6.47  设 gf , 都是从群 >∗< ,G 到群 >< o,H 的同态映射，证明 >∗< ,C 是 >∗< ,G 的子群。

其中 
)}()({ xgxfGxxC =∧∈=  

6.48  设 f 是从群 >∗< ,G 到 >< o,S 的同态映射，则 f 是入射的充分必要条件是

)(Ker f ee},{= 是群G 的幺元（提示：参考题 6.40 的结果）。 
6.49   证明代数系统 >∗< ,X 上的两个同余关系 1R 和 2R 的交 21 RR I 关系也是同余关系。 
6.50  设 >∗⊕< ,,X 是一个代数系统，对于 Xyx ∈, ，式 xyx =⊕ 总成立，而“*”是任意

二元运算，证明“*”对“⊕”运算是可分配的。 
6.51  设 >+< o,,R 是一个环，所有元素 Rx∈ 对乘法都是幂等元，即 xxx =o 。证明： 

（a）对于所有 Rx∈ ，有 θ=+ xx ，其中θ 是加法的幺元。 
（b）乘运算是可交换的。 

6.52  试构造一个由两个元素组成的集 },{ aeR = 上的环 >+< o,,R 。能构造 R 为整环吗？

给出“+”和“o”两个运算的复合表（提示：环必须满足乘法对加法的分配律）。 
6.53  设 >+< o,,A 是定义了普通加法和乘法的代数系统， A分别表示以下各集合 

∈= xxxA ,0≥{a）（ Z}      （Z 为整数集合） 

∈+= babaxA ,,3{b）（ Q}（Q 为有理数集合） 

∈+= babaxA ,,5{c 3）（ Q}（Q 为有理数集合） 

问 >+< o,,A 在以上各种情况下是否是整环？是否是域？说明理由。 
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第 7 章  格与布尔代数 

1854 年，乔治.布尔（Geoge  Boole ）首先提出了一种后来被称为布尔代数的理论。布

尔代数是一种特殊的代数系统，与逻辑、集合的运算有密切的关系。 
有一种叫做格代数的系统，格代数与一种特殊的偏序集有着紧密的关联，因为这种偏序

集与格代数互为对应物。而布尔代数是格代数的一种特殊形式。 
因此，以下的讨论就从某种特殊的偏序集开始，然后转入格代数，最后专门讨论布尔代

数的一些性质。 
布尔代数在计算机的理论和设计中起着很重要的作用，在数字电路的简化和其他科学和

工程领域内也有广泛的应用。 

7.1  偏序集、格和格代数 

7.1.1  偏序和格 

在第 3 章，我们讨论过集合 A上的偏序关系“≤”。用序偶 >< ≤,A 标识一个偏序集。并

且知道，在 A的一个子集 AB ⊆ 上，不必有最大下界（下确界 inf）和最

小上界（上确界 sup）。如图 7.1 是一个偏序的哈斯图。子集{a,b}有 3 个

下界，c 是下确界，但没有上确界（甚至不存在上界）。而子集{ ed , }恰
好相反，没有下确界，却有上确界 c。 

在这里，我们关注的是这样一类偏序，即偏序集中的任何两个元素

组成的子集都有一个下确界和一个上确界，这样的偏序叫做格。今后，

我们将一个偏序集的由两个元素组成的子集{ yx, }的上（下）确界就称为“元素 x 和 y 的上

（下）确界”。 
定义 7.1  >< ≤,A 是偏序格，如果其任意两个元素 Ayx ∈, ，在 A 上都有一个上确界和

一个下确界。偏序格简称为格。 
Ayx ∈, ，用 },inf{ yx 记 x 与 y 的下确界，用 },sup{ yx 记 x和 y 的上确界。 

以下是两个格的例子。 
【例 7.1】  设 )(Xρ 表示集合 X 的幂集。那么 >⊆< ),(Xρ 是格。 
证明  因为对任意 iA ， )(XAj ρ∈ ， jiji AAAA I=},inf{ 。实际上 iji AAA ⊆I ， jji AAA ⊆I

（见第 3 章 3.1.2 小节式（3.10）），且若 kA 也是 iA , jA 的下界，即 ik AA ⊆ ， jk AA ⊆ 。设若 kAx∈ ，

则 iAx∈ 和 jAx∈ ，就是 ji AAx I⊆ ，即 jik AAA I⊆ 。由此说明 iA I jA 是 ji AA和 的最大下界。

类似有 jiji AAAA U=},sup{ 。所以 >⊆< ),(Xρ 是格。 

图 7.2 是当 },,{ cbaX = 时，格 >⊆< ),(Xρ 的哈斯图。 

【例 7.2】  若将命题逻辑中所有主析（合）取范式相同的等价式均以主析（合）取范式

表示，那么全体合式公式的集 F 和其上的蕴含关系“⇒”构成偏序格 ⇒>< ,F 。 

 

图 7.1  偏序集 
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图 7.2  格的例子 

证明  因为对任意两个主范式 1f , Ff ∈2 ，一方面 f1∧f2⇒ f1, f1∧f2⇒ f2。另一方面，   
若有 Ff ∈′ ，且 1ff ⇒′ 和 2ff ⇒′ ，则 f1 ⇒ f1∧ f2。所以 =},inf{ 21 ff f1∧ f2，类似地，

=},sup{ 21 ff f1∨f2。 

图 7.3 给出了一些偏序的哈斯图，通过直接验证可知它们都是格。而图 7.4 中的每一个偏

序关系都不是格。 

 

图 7.3  一些偏序格 

 

图 7.4  不是格的偏序集 

顺便提一下，要直观地通过哈斯图验证一个偏序是否是格，可以这样做：任意找两个结

点，从它们中的每一个开始，尽可能地沿着哈斯图中的边上行（下行），直至汇合在唯一的一
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点上，或者这样做不能汇合于哈斯图的一点上，或者可以汇合在多个点上，且其中有两个汇

合点是不可比的。第一种情况下，交汇点就是原先两结点的上（下）确界，后一种情形则没

有上（下）确界。以此可判断一偏序是或不是格。 

7.1.2  对偶原理 

设 ,≤A< >是偏序集。由第 3 章习题 3.41 ）（b 可知，关系“≤”的逆“≥”也是偏序关

系。容易明白，这时 >< ≥,A 的哈斯图可通过颠倒< ≤,A  >的哈斯图得到。而且元素 Ayx ∈, 在

< ≤,A >上的上确界恰恰是它们在< ≥,A >中的下确界，在< ≤,A >中的下确界就是在< ≥,A >中的

上确界。所以，当< ≤,A >是格时，< ≥,A >也是格。反之亦然。可以想像，在格< ≤,A >中的每

一个描述或命题，必然以一种对偶的方式存在于格< ≥,A >之中。这就是所谓的对偶原理。可

以用一个有趣的例子来诠释对偶原理。在欧洲大陆上，交通规则可简要地描述为：“车辆必须

沿道路右．侧行驶。驾驶者的座位在车辆的左．侧。当遭遇红灯时车辆仅可以继续右．转弯行驶，

遭遇绿灯时可以直行或不影响对面直行车辆行驶的情况下左．转弯行驶。”若将以上规则中出现

的“左”改为“右”，而“右”改为“左”，那么就立即成为在英国驾驶员应遵守的交通规则了。 
定理 7.1（对偶原理）每一个关于格的上、下确界以及偏序关系“≤”，“≥”的命题是

真命题，当且仅当将命题中的上确界换成下确界，下确界换成上确界，将关系“≤”换成“≥”，

将“≥”换成“≤”后是一个真命题。 
我们把关系“≤”和“≥”，两个元素的上确界和下确界，偏序格< ≤,A >和< ≥,A >统统

称为是相互对偶的。 

7.1.3  格的初等性质 

在格< ≤,A  >上，因为任何两个元素 Ayx ∈, 的上、下确界都各是唯一的，所以可以将上、

下确界看成是两个元素 x 和 y 的二元运算的结果。 
我们约定，用“⊕”号表示求两元素上确界的运算，即 },sup{ yxyx =⊕ 。用“· ”号

表示求两元素下确界的运算，即 x · },inf{ yxy = ，并直呼“⊕”为“加法”，“· ”为“乘

法”。在不致引起混淆的情况下，还可将 x · y 记为 xy，并且，规定“乘法”运算优先于“加

法”。 
定理 7.2 设 Azyx ∈,, 是格< ≤,A >的任意元素。以下等式恒成立。 

（1）xx=x       （1'） xxx =⊕        （7.1） 
（2） yxxy =       （2'） xyyx ⊕=⊕       （7.2） 
（3）（ xy ）z = )(yzx     （3'） )()( zyxzyx ⊕⊕=⊕⊕     （7.3） 
（4） xyxx =⊕ )(      （4'） xxyx =⊕        （7.4） 

以上 4 个等式依次描述的是格的幂等律、交换律、结合律和吸收律。上述左边一栏的４

个公式可以从⊕与·的定义直接证明。这之后，从对偶原理可知，以上右边一栏的 4 个分别

与之对偶的公式自然就成立了。 
证明 我们以公式（7.4）的（4）为例给出一个证明。 
设 Ayx ∈, ，根据“⊕”的定义有 x≤x⊕ y。又因<A，≤>是偏序，所以 xx≤ ，即 x 是 x

和 x⊕ y 的一个下界，自然 x≤x(x⊕ y)。另外，x(x⊕ y)是 x 和 x⊕ y 的下确界——最大下界，

按下确界的定义可知 )( yxx ⊕ x≤ （两元素的任何下界都“小于等于”每一个元素），结合刚

才证得的 x≤x(x⊕ y)，并且因为偏序关系“≤”是反自反的，所以 )( yxxx ⊕= 。 
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定理 7.3  设 Ayx ∈, 是格 >< ≤,A 的任意元素。则 
               ⇔=⇔ )()≤( xxyyx (x⊕ y=y)                     （7.5） 

证明  只要证 )()≤( xxyyx =⇔ ，通过对偶原理可得 ⇔)≥( yx (x⊕ y)=x。因 yx, 是任意

元素，所以上式将 yx, 互换后，也可写成 ⇔)≤( yx (x⊕ y=y)。最后因为等价关系是对称的和

传递的，终于得出式（7.5）。 
设 yx≤ ，来证 xxy = 。由 yx≤ ，还因 xx≤ ，所以 xyx≤ （ x是 yx, 的下界，而下界“小

于等于”下确界）。可是根据下确界的定义，应该有 xxy≤ ，这样就得 xxy = 。 
又设 xxy = ，来证 yx≤ 。事实上，这里的假设可直接推知 yx≤ ，因为 xxy = 表示 x是 x

和 y 的下确界。 

定理 7.2 和定理 7.3 是建立格与布尔代数的基础，我们应当透彻地理解它们。 
定理 7.4  设< ≤,A >是格。 Azyx ∈,, 是 A的任意元素。则 

∧)≤(⇒)≤( xzxyzy (x⊕ y)≤(x⊕ z)              （7.6） 

等式（7.6）又被称为格的“保序性”。 
证明  设 zy≤ 。由定理 7.3 有 yyz = 。而应用结合律、交换律和幂等律，有 

)(xy · )(xz )(xx= · )(yz  
xy=  

所以由定理 7.3 可知， xzxy≤ 。 
同理可证 ⇒)≤( zy (x ⊕ y)≤ (x ⊕ z)。当然也可应用对偶原理从以上已证的蕴含式

)≤(⇒)≤( xzxyzy 直接得到。 

利用保序性定理可直接证明以下定理。 
定理 7.5  设< ≤,A >是格。对任意 Azyx ∈,, ，有 

 )≤(⇒)≤(∧)≤( yzxzxyx                    （7.7） 
 )≤(⇒)≤(∧)≤( zyxzxyx ⊕                     （7.8） 

)≥(⇒)≥(∧)≥( zyxzxyx ⊕                      （7.9） 
)≥(⇒)≥(∧)≥( yzxzxyx                     （7.10） 

公式（7.9）与公式（7.7）及公式（7.10）与公式（7.8）两两是对偶的。 
证明  证明式（7.7）。 
设 yx≤ ， zx≤ 。则 x 是 y 和 z 的下界，而每一个下界都“小于等于”下确界，所以， yzx≤ 。 
证明公式（7.8）。从保序性定理可知，由于 yx≤ ，故 x⊕ x≤x⊕ y，即 x≤x⊕ y；还因 zx≤ ，

故 x⊕ y≤y⊕ z。结合这两个结果，同时考虑偏序关系是传递的就可得 yx≤ ⊕ z。 
定理 7.6  设< ≤,A >是格。对任意 Azyx ∈,, ，有 

 x⊕ (y·z)≤(x⊕ y)·(x⊕ z)               （7.11） 
 x ·(y⊕ z)≥x·y⊕ x· z                  （7.12） 

以上两式称为格上的分配不等式。 
证明  由于有对偶原理，我们只需证明式（7.11）。 
由运算“⊕”的定义可知 x≤x⊕ y 和 x≤x⊕ z。根据公式（7.7），得出 x≤(x⊕ y)·(x⊕ z)。 
又因为 yz≤y≤x⊕ y 和 yz≤z≤x⊕ z，得 yz≤(x⊕ y)·(x⊕ z)。最后从公式（7.9）可得 

yx (⊕ ·z)≤(x⊕ y)·(x⊕ z) 
定理 7.7  设< ≤,A >是格。对任意的 Azyx ∈,, ，有 

 ⇔zx≤ (x⊕ yz≤(x⊕ y)z)                     （7.13） 
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这个公式又称为模不等式。 
证明  因为 zx≤ ，根据公式（7.5），有 

zzx =⊕  
由于公式（7.11）对任何 Azyx ∈,, 都成立，所以，将那里的 zx⊕ 置换为 z 就是公式（7.13）

右边的式子。 
反之，若式（7.13）右边不等式成立，可以看出 zzyxyzxx ≤)(≤≤ ⊕⊕ ，所以 zx≤ 。 

7.1.4  格与代数系统的对应 

本节要引入一种叫做代数格的系统，它是偏序格的对应物或等价物。由于从代数系统的

角度来研究格，所以代数系统的很多性质和运算规律可方便地引用至格上来。 
定义 7.2  设 L 是非空集合，其上定义一个“加法”运算和一个“乘法”运算：“⊕”和

“· ”。并且满足式（7.2）、式（7.3）和式（7.4）表述的交换律、结合律和吸收律。代数系

统< ,,⊕L ·>就称为代数格。代数格也简称格。 
由于幂等律可以从以上几个定律导出，所以格代数是满足幂等律的。事实上，对任一个

Lx∈ ，都有 
xxxxxxx =⊕= )(  

当然，以上等式的对偶式 xxx =⊕ 也是成立的。 
下面就来证明本小节的主要内容：一个偏序格和一个代数格等价．．．．．．．．．．．．．。 
设< ,,⊕L ·>是一个代数格，构造 L 上的二元关系 R 。对任意 Ryx ∈, ， 

)( xxyxRy =⇔                         （7.14） 

显然，对任意 Lx∈ ，因为 xxx = ，所以 xRx， R 是自反的。 
若 Lyx ∈, ，且 xRy , yRx 。则按 R 的定义有 xxy = 和 yyx = （或 yxy = ），所以 yx = 。R

是反对称的。 
若 Lzyx ∈,, ，且 yRzxRy, 。则有 xxy = 和 yyz = 。那么 xxyyzxzxyxz ==== )()( 。按照

式（7.14）的定义， xRz 。 R 是传递的。 
证得 R 是 L 上的偏序关系。 
由于 xxy = ，所以 yyxyyx =⊕=⊕ ；反之，若 yyx =⊕ ，则 xyxxxy =⊕= )( 。故 xxy =

与 yyx =⊕ 是等价的。因此，定义 R 的式子（7.14）也可写成 
         )( yyxxRy =⊕⇔                          （7.15） 

还要证明偏序关系 R 还是一个偏序格。以下索性用“≤”来代替“ R ”表示这个偏序关

系。 
由于代数格有吸收律，对任意 xxyxLyx =⊕∈ ,, 和 yxyy =⊕ 。根据式（7.15）可得 xxy≤

和 yxy≤ 。就是说 xy 是 x 和 y 的下界。若还有 Lz∈ 也是 x 和 y 的下界，即 xz≤ 和 yz≤ ，就

可知 zxz = 和 zyz = 。于是 zxzyzxzxy === )()( ，即 xyz≤ 。这说明了 xy 是 x 和 y 的下确界。

同样可证明 yx⊕ 是 x 和 y 的上确界。即 
xyyx =},inf{   yxyx ⊕=},sup{                  （7.16） 

这样就证到了任一代数格 ,,⊕< L ·>都与一个由式（7.14）或式（7.15）定义的偏序格对

应。 
另一方面，在本节偏序格的性质中已经阐明，若任意元素 Lyx ∈, （在那里，我们用 ≤,< A  >

表示偏序格），按照式（7.16）定义了二元运算“⊕”和“· ”，则等价式（7.5）就成立，并
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且⊕和·运算满足交换律、结合律和吸收律。所以 ,,⊕< L ·>是一个代数格。所以有： 
定理 7.8  任何一个偏序格与一代数格等价。 
格被定义成一种代数以后，我们有理由来考虑子格的概念。 
定义 7.3  设 ,,⊕< L ·>是一个格， SLS ,⊆ 是 L 的子集。 ,,⊕< S ·>是 L 的子格，当且

仅当运算⊕和·在 S 上是封闭的。 

从子格的定义可知，子格本身也是一个格。由于运算⊕和·不一定在格的每一个子集上

都封闭，所以即使某一子集是一偏序格，但它不一定是子格
*
。 

【例7.3】  回过去看例7.1和图7.2。 },,{ cbaA = ，就格 ⊆< ),(Aρ >来说，子集 },,{},{{1 babA =  
{}},,,{},,{ 2 =Acbacb }},{},{},{, cacaφ 和 },,{},,{,{3 cbbaA φ= }},,{ cba 对于包含关系“⊆”而言，

321 ,, AAA 都是偏序格。但是只有< ,,1 ⊕A ·>和< ,,2 ⊕A ·>是< ,,⊕A ·>的子格，而< ⊆,3A >不是

子格。因为 3},{},,{ Acbba ∈ ，但是 },{ ba · 3}{},{ Abcb ∉= 。即运算·在 3A 上不封闭。 

由这个例子，引出定理 7.8 的一个重要附注，就是偏序格与代数格的等价性，在子集或

子代数层次上不必成立。说得明白些，即任何偏序格的子集所含的元素，若它们保持在原偏

序格上的偏序关系，那么该子集连同它们之间的这个关系必然构成一个偏序集，有时甚至是

一个偏序格 *（如例 7.3 中的 3A ）。但相应子代数格不一定同时存在。因为在子集上的某些元

素对，它们在子集上的确界不同于它们在原先格中的确界。 
【例 7.4】  设 +Z 是正整数集。D 是 +Z 上的整除关系。即对任意 +∈Zyx, ， yxxDy |⇔ 。

因为 yx ⋅ 表示他们的最大公因数 ),gcd( yx ， yx⊕ 表示它们的最小公倍数 ),(lcm yx 。所以

< D,Z+ >是偏序格。 
又设 n表示某一正整数， +⊆ ZnS 表示所有 n的因数的集合。例如 8=n ， }8,4,2,1{8 =S 。

显然，< DS ,8 >是一个偏序格，而且< ,,8 ⊕S ·>同时还是< ,,⊕+Z ·>的子格。这个结论可以推

广到 n是任意正整数的情况。 

7.2  有补格和分配格 

格是附带某些特性的偏序集，有些特殊的格具有一些更进一步的特性。这些格最终引出

我们的布尔代数。 
设< ,,⊕L ·>是代数格，< ≤,L >是与之等价的偏序格。对任意 Lyx ∈, ， yx, 有唯一的一

个上确界和唯一的一个下确界。因此，可以通过数学归纳法证明，格的任何有限子集 LS ⊆ ，

必有唯一的一个上确界和一个下确界。设 },,,{ 21 nxxxS L= ，由于定理 7.2 之（3）的性质，

即格上的运算⊕和·都满足结合律，所以， S 的上确界和下确界可以表示成 
nxxxS ⊕⊕⊕= L21sup  

1inf xS = · 2x ·…· nx  

一个格，若它的任何非空子集都有上、下确界，这样的格叫做完备格。显然，有限格一．．．．

定是完备格．．．．．。 

若 L 是完备格，则 L 的上确界一定是它的最大元， L 的下确界一定是 L 的最小元。我们

以“1”和“0”分别表示一个格的最大元和最小元，并统称之为格 L 的界。 

                                                        
* 从第 3 章习题 3.38 的结果可知，偏序集的子集仍是偏序集，但是不一定是偏序格。 
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定义 7.4 一个含有最大元 1 和最小元 0 的格叫做有界格。 
设< ,,⊕L ·>是有界格，那么，对任意 Lx∈ 都有 

xx =⊕0  0 · 0=x                        （7.17） 
                1· xx =    11 =⊕ x                         （7.18） 

这样，我们可以说 0 是加法⊕运算的么元，1 是乘法·运算的么元；0 同时也是乘法的

零元，1 也是加法的零元（应该提醒读者的是，这里的 1 和 0 决不表示整数，它们各代表格

的最大元和最小元）。 
现在，尤其是给出了式（7.17）和式（7.18）两式之后，可以看出有界格的最大元 1 和最

小元 0 是互相对偶的。因此，我们必须将定理 7.1（对偶原理）扩充到包含元素 0 和 1 的对换。 
一般地，可以将有界格表示成< L ,⊕ ,·, 0, 1>。这是一个定义了两个二元运算和两个零

元运算的特殊代数系统。 
定义 7.5  设< L ,⊕ ,·, 0, 1>是有界格。若对 Lyx ∈, ，有 0=xy ， 1=⊕ yx 。则称 y 是 x

的补元，或 yx是 的补元。补元也简称为补。 

定义 7.6  若一个有界格的每一元素都有补元，则称此有界格为有补格。 
从补元的定义可知，这是一个对称的概念（因⊕、·运算是可交换的），并且最大元 1 和

最小元 0 是一对互补的元素： 
0·1＝0   0⊕ 1＝1                     （7.19） 

对于一般的有界格而言，并非每一元素都有补元，或者，有些元素有不止一个补元。图 7.5
给出了这样的一些例。 

 
图 7.5  格的互补元 

【例 7.5】  前一节的例 7.1 给出的幂集 )(Xρ 上的格就是一个有补格。集合φ 和 X 就是

这个格的界。而且对任何 )(XAi ρ∈ ，它的补是 iAX − 。所以< XX ,,,),( φρ IU >是有补格。 
【例 7.6】  前一节的例 7.2 给出了全体合式公式 F 上的格< ⇒,F >。公式 T（永真式）
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和 F（永假式）是它的界。而且对任意合式公式 Ff ∈ ，否定式┐f 是它的补元。所以<F,∨,

∧,F,T>是有补格。 
定义 7.7 其每一个二元运算对另一个都满足分配律的格< ,,⊕L ·>叫做分配格。即，对

Lzyx ∈,, ，有 
yx (⊕ · )() yxz ⊕= · )( zx⊕                   （7.20） 

                 x · xzy =⊕ )( · y x+ · z                     （7.21） 

其实，以上式（7.20）和式（7.21）两式并非都是独立的，因为它们是对偶的，因此，可

从一个推出另一个。 
现在回过去看例 7.5 和例 7.6 给出的两个格，它们各自的两个二元运算中任一个对另一个

都满足分配律（分别参看第 3 章表 3.1 中的式（5）和第 2 章表 2.14 中的式（5））。所以这两

个格都是分配格。 
但有些格对其中某些元素可满足以上式（7.20）或式（7.21），而并不是对所有元素满足

这两个公式。这样的格就不是分配格。以下是一个例子。 
【例 7.7】  在图 7.5（b）给出的格中，虽然有 

0)( =⊕ cba      0=⊕ acab  
cbac =⊕ )(      ccbca =⊕  

但是 
bcab =⊕ )(      cbcba =⊕  

所以这不是分配格。 
一般地说，验证某一具体的格是否是一个分配格需要对其所有可能的元素组合证实公

式（7.20）或式（7.21）成立。而下面的定理可以使我们不必这样做就能做出判断。这个定理

在理论上是重要的。 
定理 7.9  任何全序集一定是分配格 
证明 设< ≤,L >是全序集。它对应的代数格是< ,,⊕L ·>。由于对任意 Lzyx ∈,, ，只能

有以下两种可能：（1） yx≤ 或． zx≤ ，（2） xy≤ 和． xz≤ 。来证明在这每一种情况下公式（7.20）

都成立。 
就第一种情况，由于 L 是全序，所以， yzy =⊕ 或 zzy =⊕ 。无论如何总有 

xzyx =⊕ )(  
再考虑到第一种假设， xxy = 或者 xxz = ，最后，由吸收律又有 

xxzxy =⊕  

就第二种情况，有 
zyzyx ⊕=⊕ )(  zyxzxy ⊕=⊕  

总之，分配律对< ,,⊕L ·>成立。 
定理 7.10  设< ,,⊕L ·>是分配格。对任意 Lzyx ∈,, ，有 

xzxy = ， zyzxyx =⇒⊕=⊕                 （7.22） 

证明 
zzxzzxy =⊕=⊕  

另一方面 
)( zxzxy ⊕=⊕ · )( zy⊕  



 ·176· 

)( yx⊕= · )( zy⊕  
xzy⊕=  

yxyy =⊕=  
所以 zy = 。 

这个定理描述了分配格上的可约律。不过，它决不同于前一章里群上的可约律。因为若

将格< ,,⊕L ·>析解为两个代数系统< ⊕,L >和< ,L ·>的话，即使 L 是有界格，但 0，1 和 1，
0 分别是运算“⊕”和“•”各自的幺元和零元。所以他们没有一个属于群（群是没有零元的）。

但是，当这里的两个运算结合在一起并满足分配律的话，在前面式（7.22）给出的前提下（两．

个前提缺一不可．．．．．．．），约去律成立。 

7.3  布尔代数 

布尔代数是一种特殊的代数格。 
定义 7.8  一个格如果是有补格又是分配格，这样的格叫做布尔代数。 
前一节已说明，每一个有补格的元素至少有一个补元。但是若这个有补格还是分配格，

那么可证明每一元素有且只有一个补元。这样，元素 x 的补元就可记为 x 。 
定理 7.11  布尔代数的每一元素有且仅有一个补元。 
证明 设< ,,⊕L ·, 1,0 >是布尔代数。对任意 Lx∈ ，设 Lx∈ 是 x 的一个补元。若还有另

一个补元 1x ，来证 xx =1 。 
若不然， xx ≠1 ，由于 1x 和 x 都是 x的补元，所以 

01 =xx      11 =⊕ xx  
0=xx      1=⊕ xx  

也即 
xxxx =1    xxxx ⊕=⊕1  

根据上节定理 7.10 得出 xx =1 。矛盾。 
元素 x 到它的补元 x 的映射称做求补运算。它是一个一元运算。所以布尔代数完整地可

表达为< ,,⊕L · 1,0,, >，即布尔代数由一个非空子集 L 和两个二元运算“⊕”，“· ”一个

一元运算 “ ”以及两个零元运算 “0”，“1”构成。 

布尔代数是有补格，也是分配格。布尔代数具有格、有补格和分配格的一切性质。因此，

布尔代数是具有诸多特性的代数系统，其中最主要的是以下两个： 
1．布尔代数是一个对偶的代数系统．．．．．．．．．．．．．．，其上定义的两个二元运算“⊕”和“· ”是对偶

的；两个零元运算“0”和“1”是对偶的；一个自对偶．．．的一元运算，即补运算。 

2．布尔代数作为一个格．．．．．．．．．，隐含某一偏序集作为它的对应物．．．．．．．．．．．．．．。这个偏序集可由本章式 

（7.14）或式（7.15）给出。 
有时，一个代数系统往往与一个关系有着密切地联系（第 6 章 6.8 节讨论过的代数系统

上的同余关系就是如此）。这样的关系，通常揭示了代数系统本身种种重要的特征。 
现在，我们从应用的角度来归纳布尔代数的种种性质。因为这里并非是在建立布尔代数
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的公理系统 *，所以，将要给出的有些性质并不是独立的，也即有些性质可以从另一些性质

中导出。 
设< ,,⊕B · 1,0,, >是一个布尔代数。对任意 Bzyx ∈,, 有以下性质： 

1．满足格的所有性质。 
xxx =         xxx =⊕  
yxxy =        xyyx ⊕=⊕  

)()( yzxzxy =     )()( zyxzyx ⊕⊕=⊕⊕  
xyxx =⊕ )(     xxyx =⊕  

2．满足有界格的所有性质。 
1≤≤0 x  

0 · 0=x   11 =⊕ x  
1· xx =   xx =⊕0  

3．满足有补格和分配格的所有性质。 
x · 0=x       1=⊕ xx  

10 =        01 =  
yx (⊕ · )() yxz ⊕= · )( zx⊕     x · xzy =⊕ )( · y x⊕ · z  

yxxy ⊕=)(       xyx =⊕ )( · y  
以上最后这两个公式也叫做摩根律 De（  ）Morgen 。 
4．通过公式（7.14）或公式（7.15）定义的偏序集< ≤,B >是布尔代数 B 的对应物，并且 

},inf{ yxxy =    },sup{ yxyx =⊕  
)()≤( xxyyx =⇔  )()≤( xyxxy =⊕⇔ ** 

)0()≤( =⇔ yxyx  )1()≤( =⊕⇔ yxxy **  

xyyx ≤)≤( ⇔  

关于摩根律的证明，可以通过直接运算 )(xy · 0)( =⊕ yx 和 1)()( =⊕⊕ yxxy 验证。至于

性质 4 的最后两行上的等价式留做习题，由读者完成。 
以下是几个关于布尔代数的例子。 
【例 7.8】  集合 }1,0{=B ，定义二元运算“⊕”和“· ”及一元运算“ ”，如表 7.1

给出。代数系统< ,,⊕B · 1,0,, >满足布尔代数的一切性质。这是一个二元布尔代数，也是最

简单的布尔代数。可是它却有着广泛的应用。 

表 7.1 

· 0    1 ⊕  0   1 x x  

0 0     0 0 0   1 0 1 

1 0   1 1 1   1 1 0 

 

【例 7.9】  nB 是以 0 和1为分量的 n元一维向量的集合（例如 n
n

Bb ∈= )0,,0,0,0( 43421 L
个

）。在 nB

                                                        
* 一个公理系统要具有一致性、完备性和独立性。 
** 这两个公式呈现这样的形式是考虑到对偶性的直观。读者可以自行将其中的 x 和 y 对调，以得到我们习惯的样子。如第二个

可以表示成 )1=⊕(⇔)≤( yxyx 。 
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上定义两个二元运算“按分量的和”运算“⊕”和“按分量的乘”运算“· ”以及一元运算

“按分量的取非（补）”的运算“ ”。定义如下： 
对任意 nn Bxxxx ∈= ),,,( 21 L ， nn Byyyy ∈= ),,,( 21 L            

        x ·y=(x1∧y1,x2∧y2,…,xn∧yn)                    （7.23） 
        x⊕ y=(x1∨y1,x2∨y2,…xn∨yn)                      （7.24） 

=x (┐x1,┐x2,…,┐xn)                         （7.25） 
其中运算“∧”，“∨”，“┐”是通常的逻辑运算合取：析取和非。于是代数系统< ,,⊕nB · nn 1,0,, >
构成布尔代数。其中 )0,,0,0(0 43421 L

个n
n = 是相对于运算⊕的么元， )1,,1,1(1 321L

个n
n = 是相对于运算·的

么元。这个代数系统也叫做开关代数。 
【例 7.10】  在 7.2 节例 7.5 中提到的格所对应的代数< XX ,,,,),( φ～IUρ >，也是布尔代

数。其中，“～”是集合的补集运算。元素φ 和 X 分别是最小元和最大元。这是一个集合代数。 
【例 7.11】  在 7.2 节例 7.6 提到的合式公式的集 F 上的格所对应的代数 ,F< ∨,∧,┐
>1,0, 是布尔代数。其中 0 和 1 各表示永假式和永真式。0 是系统的最小元，1 是最大元。这

是一个命题代数。 
若将集合限制在恰有 n个命题变元的公式上，并以 nF 表示这些公式的集合，则代数<Fn,

∨,∧,┐,0,1>是以上命题代数的子布尔代数。 

7.4  布尔表达式 

到现在为止，我们讨论的都是一个布尔代数上的元素所满足的种种规律。可以把一个布

尔代数 B< ,⊕ ,·, ,0,1>上的所有元素看成是“常量”，而本节要讨论的是一些含有变量的表

达式。这些表达式由一些字母（变量）和代数 B 上定义的运算以及括号按一定的规则组成，

且每一变量在必要时可以且仅可以用布尔代数 B 的元素来取代。有趣的是，由布尔表达式又

可构成一个新的布尔代数。这种由布尔表达式引出的代数又叫做自由布尔代数。再通过引入

布尔表达等价的概念，讨论它的主范式。最后用布尔表达式来定义布尔函数。 
设 ,, 21 xx …, nx 是 n个字母（或变量，或变元）。 
定义 7.9  含 n个变元 ,, 21 xx …, nx 的，有限次引用以下规则生成的符号串叫做合式的布

尔表达式，或简称为布尔表达式。 
1．0 和 1 是布尔表达式。 
2．每一个变元 ,, 21 xx …, nx 是布尔表达式。 
3．若 βα , 是布尔表达式，则(α ⊕ β ),(α · β )是布尔表达式。 

4．若α 是布尔表达式，则α 是布尔表达式。 
5．一个有限次运用上述四步骤生成的符号串是布尔表达式。 
以后，我们用希腊字母 γβα ,, 等表示一个布尔表达式，或者将它包含的变元一并列表，

表示成如α ( ,, 21 xx …, nx )的样子。 

下面是一些布尔表达式的例子 
21 xx ⊕ , 3x , 1x · 2x , 21 xx ⊕ · 3x ,… 

从形式上看，由 n个变元组成的布尔表达式有无限多个。可是，类似于命题公式中的合



 ·179· 

式公式那样，本质上，无限个布尔表达式实际上仅仅分别属于有限个子类，而每一子类中的

表达式在某种意义下是等价的。 
定义 7.10  两个布尔表达式α ( ,, 21 xx …, nx )和 β ( ,, 21 xx …, nx )是等价（相等）的，当且

仅当有限次利用布尔代数所满足的恒等式，可将其中一个表达式化做另一个。 
若布尔表达式α 与 β 等价，则记为 βα = 。 

根据第 3 章 3.3 节等价关系的性质，我们可以将所有（ n元）布尔表达式的每一个，归

类到相应的一个等价类中去。 
下面将要证明，n 元布尔表达式上的等价关系诱导的等价类总共有

n22 个。 
定义 7.11  由所有n 个变元 ,, 21 xx …, nx 或者它们的补元的积组成的表达式 

nxxx ~~~
21 ⋅⋅⋅ K  

称为一个小项。其中 ix~ 不是 ix 本身，就是其补元 ix 。 

小项也叫完全积。 
在第 2 章 2.6 节中，关于合式公式小项的编码规则同样适用于此。如 n=2，则共有 4 个

小项，它们是 
21000 xxmm ⋅==          21011 xxmm ⋅==  

21102 xxmm ⋅==          21113 xxmm ⋅==  

可以证明，关于小项有以下性质 
0=⋅ ji mm         当 ji ≠                        （7.26） 

⊕⊕ 10 mm …
12 −

⊕ nm =1∗                         （7.27） 

即不同小项的积恒为 0，所有
n2 个小项的和恒为１。由于式（7.26）至少同时包含一个变元

和这个变元的补元，所以它等于 0。对于式（7.27），可以对n 用归纳法证明（参阅电子课件

第 7 章 7.4 节）。严格地说，小项本身并没有确定的值，在这里，我们假定小项中n 个变元均

已被任一布尔代数< B ,⊕ ,·, >中的任意n 个元素一一代入，并且运算满足本章 7.3 节关于

布尔代数的恒等式。 
运用第 2 章 2.6 节同样的方法可以证明，任一个含有 n个变元的布尔表达式（表达式 0

除外），均可利用布尔代数的恒等式化做与之等价的若干不相同的小项之和。并且，如果不计

变元在小项中的次序，也不计各小项的先后次序（因为布尔代数满足交换律和结合律，所以

这些次序是非本质的），这样得到的各小项和的表达式是唯一的，并称之为 n元布尔表达式的

主积和范式。所以可以说两个等价的 n 元布尔表达式有相同的主积和范式。 
【例 7.12】  将下列布尔表达式化做含 321 ,, xxx 的等价的主积和范式： 
（1） 21xx  
（2） 21 xx ⊕  

（3） 3

_________

21 )( xxx ⊕  

解 
（1） 21xx = 21xx （ 33 xx ⊕ ）= 21xx 3x ⊕ 321 xxx  
（2） 21 xx ⊕ = )()( 112221 xxxxxx ⊕⊕⊕  

= 21212121 xxxxxxxx ⊕⊕⊕  

                                                        
∗ 参考课件中相应的章节。 
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= )()()( 332133213321 xxxxxxxxxxxx ⊕⊕+⊕⊕  
= 321321321321321321 xxxxxxxxxxxxxxxxxx ⊕⊕⊕⊕⊕  

（3） 3

_________

21 )( xxx ⊕ = 21xx 3x  

由于含 n个变元的布尔表达式共有 2 n 个不同的小项，所以如果包含 0 这个特殊的主积和

范式在内，则共有 2
n2 个不同的主积和范式。因为一个 n元布尔表达式总是与唯一的一个主积

和范式等价，否则就与 0 等价。所以，由 n元布尔表达式等价关系诱导的等价类一共有 2
n2 个。 

运用对偶的概念可以给出大项和主和积范式的概念。不再赘述。 
以下，我们来建立自由布尔代数的概念。为此先做一些准备工作。暂时从布尔表达式转

到布尔代数的讨论上来。 
定义 7.12  设< B ,⊕ ,·, >是布尔代数。对元素 Bx∈ ，若并不存 By∈ 且 y x≠ ，满足 xy≤

和 0≠y （或者换一种说法是：对任意 By∈ 且 y x≠ ，如果 xy≤ ，则有 0y = ），则 x 称为一

个原子元素，简称原子（其中“≤”是该布尔代数对应的偏序格）。 
定义 7.13  设 >⋅⊕<   ,,L 是格，如果元素 La∈ ，不能被表示成 L 中两个不同于．．．．．a的元素的

和，则称元素 a是和不可约的。即，若 Laa ∈21, ，则 
)()( 2121 aaaaaaa ==⇒⊕= 或                    （7.28） 

可以证明，在布尔代数上，除元素 0 和原子是和不可约的之外，其他每一元素均可唯一

地被表示成若干不同原子的和 *。图 7.6 给出了有 12 个、 22 个和 32 个元素的布尔代数。其中

图 7.6（a）除下界 0 之外的另一个元素本身就是原子。图 7.6（b）中有两个原子 ba, 。图 7.6（c）
有 3 个原子 cba ,, 。并且图 7.6（b），图 7.6（c）中的每一非零、非原子的元素都表示成了各

自系统中若干原子之和。 

 

图 7.6 布尔代数上的原子 

现在来看一个有 n个原子的布尔代数 ,,⊕< B ·, ,0,1 >。 ,,{ 21 aaA = … }, na 是 B 的 n个原

子的集。于是我们可以建立一个 B 上的每一元素和 A的子集之间的一一对应关系：下界 0 对

应空集φ ，每一原子 ia 对应{ ia }。其他每一元素因为均可唯一地表示成若干原子之和的结果，

如 ∈b B ，
1i

ab = ⊕⊕
2i

a …
ki

a⊕ ，则元素b 对应子集 },,,{
21 kiii aaa L 。反之，由 A的任一子集 bA

中所有原子之和必然等于 B 中某一元素 ∈b B 。这样，上述一一对应就确切地建立了起来。

而有 n个原子的集 A共有 n2 个不同的子集，所以布尔代数 B 恰有 n2 个不同的元素。 
现在可以说：任何一个有限布尔代数所含有的元素个数，一定是．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．

n2 个．（n 是有限布尔代

数原子的个数， 1≥n ）。 

                                                        
* 参阅书末所列的参考文献之 5。 
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定义 7.14 设< ,,⊕B ·, ,0,1>和< P ,U ,I ,～,α , β >是两个布尔代数。若映射 Bf : →P
保持布尔代数上所有 5 种运算关系，也即对任意 Byx ∈, ，有 

)()()( yfxfyxf U=⊕  
xf ( · )()() yfxfy I=  

)()( xfxf ～=  
α=)0(f  
β=)1(f  

其中 )(xf～ 表示 )(xf 在 P 中的补元。那么称 f 是 B 到 P 的一个布尔同态。又若 f 是双射，

则 f 就是 B 到 P 的一个布尔同构。 

基于上述有 n个原子的布尔代数所有元素与这些原子组成的全部子集一一对应的关系，

我们可以建立一个布尔代数 nB 到 )(Aρ （ A是该布尔代数全部原子的集合）的映射： nBf : →

)(Aρ ，并且通过逐一验证它满足定义 7.14 所列的 5 个等式。于是，有如下的布尔代数的表

示定理。 
定理 7.12 （Stone 表示定理）设< ,,⊕nB ·, ,0,1>是一有限布尔代数。 A是此布尔代数

所有 个n 原子的集。则< ,,⊕nB ·, ,0,1>与集合代数< )(Aρ ,U ,I ,～,φ , A >同构。 

现在回到布尔表达式的讨论上去。由公式（7.26）和公式（7.27）可以看出，n 元布尔

表达式的小项具有布尔代数上原子的性质。以 S 表示这所有 n2 个小项的集合，根据定理 7.12
和以上的讨论，集合代数< )(Sρ ,U ,I ,～,φ , S >和一个以 n元布尔代数的 n2 个小项为原子的

布尔代数< nB ,⊕ ,·, ,0,1>是同构的。在此，元素 0 对应φ ，1 对应 S（对应所有小项的和）。

而其余每一个 n元布尔表达式 nBb∈ ，对应于 S 的一个真子集，它包含表达式 b 的主积和范

式里的所有小项。我们称这个由一切 n 元布尔表达式（等价的表达式视为一个，并以主积

和范式作为代表）组成的布尔代数为自由布尔代数。这就是说， n元自由布尔代数含有．．．．．．．．．
n22

个元素．．．．

*。 

一个 n元的布尔表达式本身并无任何值。但是，如果以任一个布尔代数< ,,⊕B ·, >的 n

个元素一一代替表达式中的每一变元之后，该表达式最后取布尔代数 B 上的某一元素作为它

的值。这方面和一个代数表达式 3223 653 yxyyxx +++ 在实数集上通过用实数代换其中变元

x , y 而最后有实数值一样。这个事实提示人们，可用一个布尔表达式“解析地．．．”在任意一个

布尔代数的集合 B 上定义一个函数。我们称这种函数为布尔函数。 
设< B ,⊕ ,·, ,0,1>是任意布尔代数。 ),,,( 21 nxxx Lα 是布尔表达式，而 ),,,( 21 naaa Lα 表

示用集合 B 的笛卡尔积 nB 上的一个 n 元组< naaa ,,, 21 L >的每一个元素逐一取代布尔表达式

α的每一个变元 nxxx ,,, 21 L 后的布尔表达式。显然 Baaa n ∈),,,( 21 Lα 。就是说 ),,,( 21 naaa Lα

是布尔代数< B ,⊕ ,·, ,0,1>的一个元素。 
若 ),,,( 21 nxxx Lα 和 ),,,( 21 nxxx Lβ 是两个在定义 7.10 的意义下相等的布尔函数。对任意

布尔代数 B ，以 nB 的 n 元组< naaa ,,, 21 L >同时对 βα , 赋值，就有两个布尔代数 B 上的算

式 ),,,( 21 naaa Lα 和 ),,,( 21 naaa Lβ 。既然α 与 β 是等价的，因此，可以有限次地应用布尔

                                                        
* 其中只有元素 0 不能被表示为小项的和，它对应到空集φ 。 
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代数的恒等式对其中一个（如 ),,,( 21 naaa Lα ）进行变换而最终得到另一个。这说明

),,,(),,,( 2121 nn aaaaaa LL βα = 。于是我们有以下重要的结论： 

定理 7.13 以任意一个布尔代数的元素同时给两个等价（相等）的布尔表达式以相同赋

值，其结果是这两个布尔表达式有相同的值。 
对一个布尔表达式以二元布尔代数< ,},1,0{ ⊕ ·， >的元素赋值叫做二元赋值。二元赋值

有着特殊的、重要的意义。事实上，7.3 节的例 7.11 所提到的命题代数<F,∨,∧,┐,0,1>就是

一个自由布尔代数。每一合式公式 Ff ∈ 是一布尔表达式，我们记得（在第 2 章 2.2.2 小节），

条件“→”和双条件“ ”都可以用“┐”和“∨”或“∧”化去，对合式公式的每一次赋

值都是二元赋值。 
现在，我们要用二元赋值来说明定理 7.13 的逆同样成立。 
我们来讨论用二元布尔代数上仅有的两个元素 0 和 1 对所有 n元布尔表达式赋值。类似

于第 2 章 2.6.1 小节的讨论，我们有理由说，对一个 n元布尔表达式的小项施二元赋值，并使

该小项的值为 1，当且仅当这组赋值恰与该小项的二进制编码相等。并且，一个 n元布尔表

达式的主积和范式（如果该布尔表达式不是 0）恰恰等于某些小项之和，这些小项的编码是

与使布尔表达式的值为 1 的各组赋值一一对应的。因此，若有两个 n元布尔表达式在每一次

二元赋值下都有相等的值，那么这两个 n元布尔表达式必有相同的主积和范式。于是这两个

布尔表达式是等价（相等）的。 
归纳以上的讨论，我们已经得到的结论是这样的： 
1. 对两个等价的布尔表达式在任意布尔代数下的每一次相同的赋值都使这两个布尔表

达式的值相等。 
2. 对两个布尔表达式所做的每一次相同的二元赋值都使两布尔表达式取相等的值，那么

该两布尔表达式等价。 
3. 两布尔表达式在某一确定的布尔代数下的每一次相同赋值都有相等的值，则这两个布

尔表达式是等价的。 
定理 7.14 若以某一确定的布尔代数上的元素对两个布尔表达式的每一次相同赋值，都

使两布尔表达式取同样的值，那么这两个布尔表达式是等价（相等）的。 
该定理也同样可以作为两布尔表达式等价．．．．．．．．．．．．．．．．．．（相等．．）的定义．．．。 

【例 7.13】  证明以下三元布尔表达式两两是等价的。 
（1） 321 xxx ⊕  

（2） 31321 )( xxxxx ⊕⊕  

（3） 3322131 ))()(( xxxxxxx ⊕⊕⊕⊕  

解 因为以上式（2） 

31321 )( xxxxx ⊕⊕  

31321 )( xxxxx ⊕⊕⊕=  

321 xxx ⊕=  

这样就证明了（2）与（1）等价。 
此外，式（3） 
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3322131 ))()(( xxxxxxx ⊕⊕⊕⊕  

332323121 ))(( xxxxxxxxx ⊕⊕⊕⊕=  

332313213232121 xxxxxxxxxxxxxxx ⊕⊕⊕⊕⊕⊕=  

321 xxx ⊕=  

所以式（3）与（2）等价，最后（1）,（2）,（3）两两等价。 
以上等式最后一步自右至左连续５次使用了吸收律。 
下面的表 7.2 是以上各表达式在二元赋值下的值，可见在每一组二元赋值下它们的值都

是相同的。 

表 7.2 

x1 x2 x3 21xx
 

式（1） 21 xx ⊕ 321 )( xxx ⊕ 31xx 式（2） 21 xx ⊕ 31 xx ⊕ 32 xx ⊕
 

式（3） 

0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 

0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 

0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 

1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 

1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 

1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 

 

设< B ,⊕ ,·, ,0,1>是一个布尔代数。由于对一个n 元布尔表达式 ),,,( 21 nxxx Lα 在布尔

代数 B 上的每一个 n元赋值，表达式α 都有一确定的值。因此，一个 n 元布尔表达式定义了

一个 nB →B 的函数。  
定义 7.15  < ,,⊕B ·, >是一个布尔代数。由一个n 元布尔表达式定义的 nB →B 上的函

数叫做布尔函数。 
前面已经讲过，n元布尔表达式构成的自由布尔代数含有 n2 个小项，并且小项都是原子。

因此，n 元布尔表达式的自由布尔代数共含有
n22 个不等价的布尔表达式。也就是说任何一个

布尔代数上定义的n 元布尔函数有且仅有
n22 个。设一个布尔代数含有m （ im 2= ， i 为布尔

代数的原子的数目）个元素，即 mB = 。从第 3 章 3.5.1 小节的讨论可知，所有 nB →B 的n 元

函数的集合可以记为
nBB ，并且该集合包含

nmm 个 n元函数。当 2=m 时，那么定义在二元布

尔代数上的n 元布尔函数的数目恰好等于定义在它上面的所有 n元函数的数目，
n22 个。也就

是说，任何定义在二元布尔代数上的．．．．．．．．．．．．．n 元函数都是一个．．．．．．．n元布尔函数．．．．．，即每一个这样的 n 元

函数都可以被解析地表达。但是，当m ＞2 时，通过计算表明，n元函数的数目就要多于 n元
布尔函数。换句话说，在m ＞2 时，m 元布尔代数上的很多 n元函数是不能由 n元布尔表达

式来解析地定义的。恐怕这也是通常我们舍弃多值逻辑而更倾向于二值逻辑的一个很重要的

原因吧。下面是一个例子。 
【例 7.14】  设< ,,⊕B ·, ,0,1>是 4 元布尔代数。 }1,0,,{ baB = 。图 7.6（b）给出了相应

的图（在那里 1=⊕ ba 是最大元）。试写出所有 2B →B 的二元布尔函数，并举一例说明某一

个 2B →B 的二元函数并不是布尔函数（它不能被解析地表示成二元布尔函数）。 
解 设 2B →B 的二元函数的集合是 F ，则

244=F ，即共有 4 294 967 296 个二元函数。
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但 2B →B 的布尔函数仅有 162
22 = 个。这 16 个布尔函数组成了二元自由布尔代数。我们可以

通过它的 4 个原子，也即４个小项的不同组合用主积和范式给出： 
0),(0 =yxb      yxyxb ⋅=),(1  

yxyxb =),(2       yxyxb =),(3  
xyyxb =),(4       yxyxyxb ⊕⋅=),(5  

yxyxyxb ⊕⋅=),(6      xyyxyxb ⊕⋅=),(7  

yxyxyxb ⊕=),(8     xyyxyxb ⊕=),(9  

xyyxyxb ⊕=),(10     yxyxyxyxb ⊕⊕⋅=),(11  

xyyxyxyxb ⊕⊕⋅=),(12     xyyxyxyxb ⊕⊕⋅=),(13  

xyyxyxyxb ⊕⊕=),(14      xyyxyxyxyxb ⊕⊕⊕⋅=),(15  
以上这些布尔函数都用范式表示，并不一定是最简单的形式。例如， 15b 可化简成 115 =b 。 

最后，我们来定义一个不同于以上 16 个布尔函数的二元函数。 
实际上一个 2B →B 的二元函数 ),( yxf ，对定义域 2B 的 16 个不同的序偶（自变量），每

一个指定一个函数值 ),( yxf ，使之逐一不同于以上 16 个布尔函数在相同自变量下的值。例

如，当 >>=<< 0,0, yx ， 0)0,0(0 =b ；但令 01)0,0( ≠=f ， bab =),0(1 ；但令 baaf ≠=),0( ，

bbb =),0(2 ；但令 babf ≠=),0( 等等。这总是可以做到的。显然， ),( yxf 不等于以上 16 个

布尔函数中任何一个。注意到，用类似的方法，我们可以得到 4 294 967 280 个不属于布尔函

数的二元函数。 
【例 7.15】  命题演算可以用二元布尔代数<{0,1}∨,∧,┐,0,1>来描述，其中 0 和 1 是命

题的两个真值。一个有 n 个命题变元的命题公式 ),,,( 21 nxxxf L 是一个布尔表达式。每一个由
n}1,0{ → }1,0{ 的 n元函数都可以用一个合式公式表示。因为在二元布尔代数上这样的 n元函数

一共有
n22 个，而这也是所有 n元布尔函数的数目。即所有定义在二元布尔代数．．．．．．．．．．．<{0,1},∨,∧,

┐,0,1>上的．．n 元函数都是．．．．．n元布尔函数．．．．．（合式公式．．．．）。 

【例 7.16】  设 A是一个非空集合， mA = 。集合代数< AA ,,,,),( φρ ～IU >是一个布尔代

数。考虑此集合代数上的 n元布尔表达式 ),,,( 21 nxxx Lα ，可知共有 n2 个小项，因此以此 n2 个

小项为原子的自由布尔代数< AB ,,,,, φ～IU >共有
n22 个布尔表达式或布尔函数。当m ＞1，或

)(Aρ ＞2 时，就会出现定义在 nA))((ρ → )(Aρ 的，并且不能表达成布尔表达式的集合函数。 

7.5  布尔函数的表示及极小化 

在第 2 章 2.8 节中，我们已经讨论过二值逻辑电路的简单设计问题。现在可以说，一个

有一位输出有 n位输入的逻辑电路，对应数学上的一个n 元布尔函数 ,( 1xfp = ),,2 nxx L 。由

于目前几乎所有逻辑电路都是二值的，所以，我们仅讨论定义在 n}1,0{ → }1,0{ 的布尔函数。

换一个角度说，每一个 n元布尔函数，对应一个有 n 位输入端和一位输出端的逻辑电路。而

布尔函数中的运算“⊕”（或）、“· ”（与）和“ ”（非）各对应电路中的一个“或门”、“与

门”和“反相器”等器件。显然，将一个布尔函数按某种标准极小化，可以在不改变一个逻

辑电路功能的前提下，减少组成电路的器件数目，降低成本或提高电路反应速度。而要极小
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化一个布尔函数，首先要建立一些便于做极小化计算的布尔函数的表示法。本节首先讨论布

尔函数的种种表示法，然后简要地介绍一些极小化方法。 

7.5.1 布尔函数的表示法 

以下各种布尔函数的表示，各适用不同的极小化方法。 
上一节已经说过，一个n 元布尔函数可以用一个合式的n 元布尔表达式解析定义。用布

尔表达式的好处在于可以用布尔代数的恒等式方便地化简布尔函数。这是布尔函数的第一种

表示法。这方面，可参考第 2 章 2.8 节中的一些例子。 
第二种表示布尔函数的方法是表格法，即将所有可能的输入组合和相应的输出结果列在

一张表中。一个布尔函数的表格类似本章 7.4 节的表 7.2。表格法的好处是明确直观，对给定

的一组输入，查表可立刻得到相应的输出。但用表格表示的布尔函数不适用化简工作，而且

当输入变元超过 4～5 个时，表格会变得很庞大。表格行的数目会随输入端的增加成几何级数

的增长。 
另一种布尔函数的表示法是 n 维空间图示法。首先为 n元布尔函数的输入预先约定一个

次序，如{ nxxx ,,, 21 L }。然后，按某种下面将要阐明的规则，将这 n2 组不同的输入分别排列

在一个n 维立方体的各顶点上。并且，输出为 1 对应的输入 n元组，用一个小圆点画出，对

应输出为 0 的n 元组则不画小圆点。 
为了说明这些输入的 n元组是如何排列在 n维立方体上的，先来看以下定义。 
定义 7.16 两个 n元组( nxxx ,,, 21 L )和( nyyy ,,, 21 L )的每一分量 ix ， iy 只取 0 或 1 两个

值，它们的距离就是所有不相等分量的数目。这样定义的距离也叫海明（Hamming）距离。 
图 7.7 是一个 3 维立方体。对应的 823 = 个 3 元组是按相邻两个 3 元组的距离等于 1 来排

列的。这也是一般 n 维立方体上 n 元组的排列规则。很显然．．．，既然小圆点标记的．．．．．．．．n 元组．．是使．．

得布尔函数输出为．．．．．．．．1．的．n 个输入值．．．．，所以．．，一个这样的．．．．．n 元组恰好对应布尔表达式的一个小．．．．．．．．．．．．．．．

项．。 

例如，一个 3 元布尔函数 321321 ),,( xxxxxxf ⊕= ，它的 3 元立方体表示为图 7.7。 

n维立方体表示法的明显不便之处是当 n＞4 时，n维立方体的拓扑结构决定了直观表示

是困难的。这样就有一种所谓n 维立方体的简化表示法。我们仍遵循相邻两个顶点对应的n 元

组的海明距离为 1，并且只将对应输出为 1 的那些顶点画成一个平面图形（如图 7.8）。其实

这不过是沿立方体的若干适当的棱剪开它后，再展开在一个平面上的结果。 

              

图 7.7  布尔函数的 n 维空间表示法            图 7.8  n 维立方体的简化表示 
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第四种布尔函数的表示法实际就是放弃图形的直观，用上面第三种简化 n维立方体的所

有顶点对应的 n 元输入组成的向量来表示一个布尔函数。例如，对上述函数

321321 ),,( xxxxxxf ⊕= ，可表示成(000,001,010,011,111)。这种表示法也叫做立方体向量表示

法。向量的每一个分量是一个n 元组，也叫做立方体。立方体向量表示法的一个好处是它可

以编制计算机的算法以实现布尔函数的简化。 
最后一种常用的布尔函数表示法是卡诺图，它常见于各种数字电路教科书中。不过布尔

函数的卡诺图只适于用手工化简函数。 
一个 n元布尔函数的卡诺图是一个含有 n2 个小方块的矩形。它的每一列或每一行各对应

一个布尔函数的变元的输入值 0 或 1，即一个变元对应两行或两列。当 n＞2，为使绘出的卡

诺图能用二维几何图形（平面或曲面）表示，有些行或列必须重合。如图 7.9 所示。图 7.9（c）
是 3 元卡诺图，它有 4 个列，是由表示 10 11 == xx 和 的两列与 10 22 == xx 和 的两列两两交错重

合后产生的。我们在每一列上标出了对应变元 1x 和 2x 输入值的一个 0 和 1 组成的长度是 2 的

串。如第 1 列被标为“00”，表示该列对应 1x 和 2x 的输入均为 0 的情况，第 2 列被标为“01”，
表示该列对应 01 =x 和 12 =x 的情况……至于第 3 个变元 x3的输入，图中用两行分别表示对应

它的输入值为 0 和 1 的情况。于是，卡诺图的每一个小矩形都是由若干行与若干列相交产生

的。例如，第 1 行第 3 列（图中用斜线填充的小方块）是由 11 21 == xx 和 对应的两列与 03 =x

对应的行相交产生的小矩形，它将表示布尔函数相应输入“110”时的输出。应该说明的是，

在布置这些列和行时，交错安排某两个变元对应的列或行（即以上指出的某两列或行重合的

情形）是为了使得任何相邻的两小块的n 元组（就是上述的“串”）之间的海明距离都是 1。
这一点，对下一小节要介绍的极小化是至为重要的。最后，为清楚起见，在发生列或行重合

的情况下，我们在表示某个变元输入为 1 的列的上（下）方特别标出该变元符号。发生行重合

的情况时，可类似处理。 

 

图 7.9 n 元布尔函数的卡诺图 

图 7.9（ d ）是一个 4 元卡诺图，行的安排是和列是一样的。更进一步，若我们沿某一水

平轴线将这个 4 元卡诺图“卷”成一个圆柱面，即让每一列的最上一行小块与它的最下一行
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小块沿外缘对接，再将卷成的圆柱表面“不扭曲”地把它的“左”、“右”两个“圆周端口”

对接在一起，这样 4 元卡诺图形成了一个“内胎”形曲面，并且分布在这个曲面上的任两个．．．．．．．．．．．．．．

相邻小块的海明距离仍然是．．．．．．．．．．．．1．。至于 5 元卡诺图，可看成是由 2 个 4 元卡诺图“相叠”在一

起构成的。图 7.10 中左边一个 4 元卡诺图上每小块与右边卡诺图对应位置上的小块的两个 5
元组分别为 54320 xxxx 和 54321 xxxx ，也就是说，它们的后 4 个输入值对应相等，只有第一个输

入不同。这样，我们不仅保证位于同一 4 元卡诺图上的相邻两个小块的海明距离为 1，也保

持了重叠后“上”、“下”两相邻小块的海明距离为 1。类似于上面对 4 元卡诺图所做的那样，

把 5 元图的每一个 4 元卡诺图“做成”一个“内胎”，并使一个“套”在另一个外面。发挥一

下想像力，读者一定会同意以下的说法：在这两个套装的“内胎”上的任意相邻两小块的海

明距离都是 1。 

 

图 7.10  5 元卡诺图 

至此，我们描述了所有常用的表示布尔函数的方法。 

7.5.2  布尔函数的极小化 

逻辑电路的设计问题一般可归纳为两个方面的工作。其一，是简化一个已存在的逻辑电

路。这首先得给出该电路准确的布尔函数。其二，是由用户口头描述一个逻辑电路的功能，

然后把它归纳成一个布尔函数，最后化简这个函数。在以上两种工作中，最后将简化的布尔

函数中的运算“⊕”、“· ”和“ ”分别以相应的或门、与门和反相器（也可称做非门）等

器件替代，给出简化的逻辑电路。本课程更关心的是如何简化一个布尔函数。 
先来通过一个例子，看如何给出一个已存在的逻辑电路的布尔函数。 
【例 7.17】  图 7.11（ a ）给出一个有 4 个输入端的逻辑电路。试给出它的布尔函数，

并化简此电路。 

 

图 7.11  化简逻辑电路 

解  由电路的输出端逐次向输入端反推出布尔函数。图 7.11（ a ）的输出是 321 zzzz ⊕⊕= ，

于是 
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4214211 )( xxxxxxz =⊕⊕=  

4324323 )( xxxxxxz =⊕⊕=  

442 xzz =   654 zzz ⊕=  

3215 xxxz =   3216 xxxz =  

4323213214421 )( xxxxxxxxxxxxxz ⊕⊕⊕=  
))(( 1143243214321421 xxxxxxxxxxxxxxxx ⊕⊕⊕⊕=  

4321432143214321421 )( xxxxxxxxxxxxxxxxxxx ⊕⊕⊕⊕=  

43143214321421 )( xxxxxxxxxxxxxx ⊕⊕⊕=  

431421421 )( xxxxxxxxx ⊕⊕=  

43121 xxxxx ⊕=  

43121 )( xxxxx ⊕⊕=  

以上的化简中，利用了公式 abcddabcdabcabcd =⊕=⊕ )( 。 

最后的布尔函数对应的电路可简化为图 7.11（ b）。 
从以上的例子可见，通过布尔代数的恒等式来化简一个布尔函数需要较高的技巧。下面

就介绍两种很直观的简化方法，一种以 n维空间表示法为基础，另一种是以卡诺图为基础。

而且这两种简化方法在理论上主要都基于两个布尔代数的恒等式。它们是： 
⊕ab  aba = 和 aaab =⊕ *               （7.29） 

这就意味着在n 维空间立方体中（参考图 7.12（a）），可以将相邻“小圆点”的对．｛101，

001｝（对应于一对小项 },{ 321321 xxxxxx ）简化成减少一个变元的初等积｛ x 01｝（消去的变元

以 x 表示），即将 },{ 321321 xxxxxx 简化为 32xx ，这样做的合理性基于公式（7.29）第一个公式。

通常我们说，用高维的．．．．“立方体”．．．．．｛ x 01｝覆盖了．．．两个较之低一维度的相关．．．．．．．．．．．“立方体．．．”{101}

和．{001}。一个n 维立方体上的一个小圆点对应一个 0 和 1 组成的n 元组，它是一组输入值，

并且在此输入下，布尔函数的输出是 1。已经说过，一个这样的小圆点，对应一个布尔函数

的小项。我们把小项叫做 0 立方体（寓意它是一个“点”）。如｛1001｝，｛1011｝，｛1101｝，｛1111｝
都是４元布尔函数中的 0 立方体。它们先后依次两两可复合成为｛10 x 1｝和｛11 x 1｝。最后

这两个可以叫做是“直线”。像这种在 0 立方体中消去了一个变元后所得的“直线”叫做 1
立方体。类似地，两个相关的 1 立方体可以复合成一个 2 立方体……如上述两个 1 立方体，

进一步可复合成 2 立方体 }11{ xx 。一般来说，消去了 r 个变元后的小项（或 0 立方体）是 r 立
方体，并且 r 立方体覆盖生成它的各个阶段用到的立方体。因为，如果由｛ cba ｝和｛ abc｝
复合成｛ ac ｝，那么由吸收律有 acabcac =⊕ 和 accbaac =⊕ 。这意味着可以用一个高阶的

立方体等价地．．．替代所有那些被它直接或间接覆盖的低阶立方体。因为，这个高阶立方体正是

由这些低阶立方体逐次复合生成的。 
现在再回到图 7.12（ b），首先用两个 1 立方体（直线）｛0 x 1｝，｛1 x 1｝各覆盖两个 0

立方体，接着再用 2 立方体（平面）｛ 1xx ｝去覆盖上一步生成的两个 1 立方体。这样做了以

后，我们实际上已经将布尔函数 321 xxxz = 321321 xxxxxx ⊕⊕ 321 xxx⊕ 等价地简化成了 3xz = 。 

                                                        
* 一般地，其中 a,b 都可以是一个布尔表达式。 
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图 7.12  n维立方体化简的几何解释 

现在把基于n 维立方体化简布尔函数的图解法归纳如下： 
（1）用以下任一方法求出对应布尔函数值为 1 的所有 n元输入组。这可以是列表法，也

可以是化成主积和范式法。 
（2）依据第（1）步的结果，画n 维立方体图。 
（3）在立方体图中，将相邻的顶点复合成直线；将相邻的“平行”直线（Hamming 距离

为１）复合成平面；相邻的平面复合成３立方体……直至没有相邻的同阶立方体为止。 
（4）优先选择高阶立方体，组成一个覆盖所有 0 立方体的尽可能小的立方体集。 
（5）将第（4）步生成的最小集的每一个立方体表示为初等积，以这些初等积之和求得

最后化简的布尔函数。 
基于卡诺图的简化方法的几何解释可以类似地来讨论。 
以 5 元布尔函数 ))(()( 4241551332153 xxxxxxxxxxxxxz ⊕⊕⊕⊕= 为例。或者用列表格法，

或者用求主积和范式的方法求出此布尔函数的所有小项（0 立方体）是：｛00000｝，｛01000｝，
｛00010｝，｛01010｝，｛00101｝，｛01101｝等等共 15 个。在它的卡诺图（图 7.13）上，每一 0
立方体用符号“1”标出。类似于n 维立方体图的简化过程，可以将相邻的两个小块合并成一

个 2—小项块，对应于 1 立方体（记住上一小节所说的 5 元卡诺图是一个嵌套内胎形，相邻

的概念是在此意义下来理解的。本质上说，两相邻立方体的海明距离是 1）；将相邻的 2—小

项块，合并成一个 4—小项块（2 立方体）……合并后的较大块若在 5 元卡诺图的同一 4 元卡

诺图中（一个 5 元卡诺图由两个 4 元卡诺图组成），用实线将它围起；若属于不同 4 元卡诺图，

则用虚线将它们围起。最后，此布尔函数的卡诺图合并成一个 3 立方体（跨越两个 4 元卡诺

图，包容 8 个小方块），对应于初等积 53xx ，一个 2 立方体（在对应 1x 的 4 元卡诺图上，包

容 4 个小方块），对应于初等积 531 xxx ，两个 1 立方体（一个在对应 1x 的卡诺图上，另一个

跨于两个 4 元卡诺图上，它们各包容 2 个小方块），对应于下面的公式最后两项。这 4 个立方

体覆盖了布尔函数所有 15 个小项。因此，化简后的布尔函数是 
5431543253153 xxxxxxxxxxxxxz ⊕⊕⊕=  
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图 7.13  5 元卡诺图的简化 

以上讨论了两种通过图示法化简布尔函数的方法。一般只适用于手工处理。不过，基于n
维立方体图示法而衍生出的立方体向量表示法却适合于计算机编程处理。为此，我们要将原

先由人工判断的两种操作——两同阶立方体是否相邻（海明距离是否等于 1）和从两个相邻

立方体合并成高一阶的一个立方体——都用计算机来运算。为实现这两种运算，需要定义一

种适合此类运算的立方体位串的新表示方法。这就是对立方体位串中的 0 用 2 位位串“01”
表示；位串中的 1 用“10”来表示；而一个已被消去的变元 x ，用“11”表示。例如，对 1
立方体{10 x 1}，现在被表示为｛10 01 11 10｝。这样一来，以上两种判断就可以由机器运算

来实现。譬如，就立方体｛1010｝和｛1011｝，｛1 x 10｝和｛11 x 0｝，在用以上新的约定表示

后，做“按位异或”的运算是 
10 01 10 01 10 01 10 10＝00 00 00 11 
10 11 10 01 10 10 11 01＝00 01 01 00 

很显然，当异或的结果中出现连续的两个 1，其他位均为 0，并且第一个 1 出现在从位串左边

第一位起计算是奇数位上时，说明原来两个立方体是相邻的，否则就是不相邻的。相邻的判

断也可这样被定量地描述，即两位串按位异或的结果等于 122 ++ ii （ ,22,,4,2,0 −= ni L n是立

方体的总变元数）。 
再来看将两相邻立方体｛1010｝和｛1011｝按新约定表示后的“按位或”的结果 

10 01 10 01∨10 01 10 10＝10 01 10 11 
将以上结果翻译成老的立方体表示法就是｛101 x ｝，而这正是以上两个 0 立方体合并后所得

的 1 立方体。 
最后，我们还有一个算法，来实现搜索覆盖所有小项（或 0 立方体）的高阶立方体的最

小集合。这个搜索算法被称为奎恩－麦克克拉斯克（ McCluskeyQuine − ）算法 *。该算法可

在有关文献中找到，在此不再赘述。 
至此，我们已给出了利用立方体向量化简布尔函数的计算机算法的全部线索。 

习    题 

7.1  由图 7.14 给出的各偏序集中，哪些是偏序格？为什么？ 
7.2  设 sR 是闭区间［0，1］上的实数的集合，且≤是 sR 上通常的“小于或等于”关系。

证明：< ≤,sR >是格。问这个格上的“和”与“积”运算各是什么？ 

                                                        
* 参阅书末参考文献之 1。 
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7.3  由以下集合 L 分别构成偏序集< ≤,L >，其中≤定义为：对于 2121 ≤,, nnLnn ∈ ，当且

仅当 1n 是 2n 的因数。问其中哪些偏序集是格？ 
}12,6,4,3,2,1{a =L）（  

}14,12,8,6,4,3,2,1{b =L）（  
}12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1{c =L）（  

 

图 7.14  习题 7.1 

7.4  设< ≤,A >是格，试证明< ≥,A >也是格。 
7.5  说明本章式（7.13）是自对偶的。 
7.6  设< ≤,A >是格， Aba ∈, ，证明： aab < 和 bab < ，当且仅当 a 和 b 是不可比的。

（ x＜y 就是 yx≤ 且 yx ≠ ）。 
7.7  设< ≤,A >是一个分配格，证明：如果对于 Ayx ∈, ，有一个．．． Aa∈ 使 

ax=ay 和 a⊕ x=a⊕ y 
则 yx =  

7.8  设 },,{ cbaA = ，试给出格< ⊆),(Aρ >的Hasse 图，并指出它的最大元和最小元、每

一元素的补元以及所有原子。 
7.9  设< ,,⊕A ·>是一个分配格， Acba ∈,, ，证明： 

(a⊕ b)c≤a⊕ bc 
（可进一步证明上式是< ,,⊕A ·>为分配格的充分条件） 

7.10  证明：在格中，下面的式子成立 
ab⊕ cd≤(a⊕ c)(b⊕ d) 

7.11  本章定理 7.10 的假设前提 xzxy = 和 x⊕ y=x⊕ z 是互为偶式的，于是有人说可以只

用一个等式作为该定理的假设前提。你认为这样说是正确的吗？为什么？ 
7.12  证明本章式（7.20）和式（7.21）是等价的。因此，我们说一个格是分配格的定义

可以将假设条件减弱成只有本章式（7.20）或式（7.21）之一成立。这样做是否对？为什么？

试与上题做一比较。 
7.13  证明：在有界格中，0 和 1 互为唯一的补元。 
7.14  证明：若一个有界格含有不止一个元素，则该有界格中任一元素的补元必不是它

自身。 
7.15  证明：若一个全序格含有不止两个元素，则这个格必不是有补格。 
7.16  设 A< ，≤ >是有界格，0 和 1 分别是其最小元和最大元。证明：对于 Ayx ∈, ， 

（a）若 x⊕ y=0，则 0== yx ； 
（b）若 1=xy ，则 1== yx 。 
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7.17  图 7.15 给出了一个有界格。 
（a）它是否有补格？为什么？ 
（b）现在不用逐一验证的方法，如何判断这里所有给的格是

否一个分配格？ 
7.18  证明在布尔代数中 

x≤y yyx ⇔=⇔ 0 ≤ xx ⇔ ⊕ y=1 

7.19  证明在布尔代数中 
（a）x⊕ =yx x⊕ y； 

（b） xx( ⊕ y)=xy。 

7.20  设 >⋅⊕<
_

,  ,,B 是一个布尔代数，试证明：< B ,*>是一可交换群，其中二元运算*

的定义由下式给出： 
yxyxyx ⊕=∗  

7.21  证明下列等式在布尔代数下成立。 
（a） xyxxy =⊕  
（b） uyuyuzyx ⊕=⊕⊕⊕⊕ ))((  

7.22  在任意布尔代数下，证明： 
（a） 0=⊕⇔= yxyxyx  

（b） 0=x yyxyx =⊕⇔  
（c） x ≤y )( zxyyzx ⊕=⊕⇒   

（d） x( ⊕ y )(y⊕ z )(z⊕ x )=( x ⊕ y)( y ⊕ z)( z ⊕ x) 

7.23  将以下布尔表达式化成三元主积和范式。 
（a） 1x  

（b） ))(( 3221 xxxx ⊕⊕  

7.24  化简以下布尔表达式。 
（a） )( yxxy ⊕⊕  
（b） z yxzyxzyx ⊕⊕  

（c）1 xx 0⊕  
（d） xyyxyx )()( ⊕⊕⊕  

7.25  将以下布尔表达式化成三元主和积表达式。 
（a） 1x  
（b） 133221 xxxxxx ⊕⊕  

7.26  证明：任一个布尔代数的元素个数必为 2 的正整数次幂。 
7.27  设 },,{ cbaS = ， )(Sρ< ,U ,I ,～,φ , >S 是布尔代数。又设 )(: Sg ρ → B ，其中 B 是

本章 7.3 节例 7.8 的两元素布尔代数，对 ( )x Sρ∈ 使得 

=)(xg
⎩
⎨
⎧
0
1

             
否则

当 xb∈
 

证明 g 是一个布尔同态。 

 
图 7.15  习题 7.17 
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7.28  证明：由一个布尔代数到另一个布尔代数的映射如果保持运算“⊕”和“ ”，则

也保持乘运算“· ”。 
7.29  证明：本章关于布尔同态的定义 7.14 可以将条件减弱至只要求映射保持加运算和

补运算（参考本章练习题 7.28）。 
7.30  试分别用卡诺图和n 维立方体图化简布尔函数 ⊕⊕= )(),,,,( 3215354321 xxxxxxxxxxf  

))(( 53144312 xxxxxxxx ⊕⊕ 。 
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