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前    言 

量子力学是现代物理学的理论基础之一，是研究微观粒子运动规律的科学，使人们对物

质世界的认识从宏观层次跨进了微观层次。 
量子力学自创立以来已取得了巨大的成功。量子力学不仅成功解释了原子、原子核的结

构，固体结构、元素周期表和化学键，超导电性和半导体的性质等，而且促成了现代微电子

技术的创立，使人类进入了信息时代，促成了激光技术、新能源、新材料科学的出现。历史

上，没有哪一种理论成就可以如此深刻地改变人类的观念、人类社会的生产和生活。 
因此，作为当前高校物理类及相关专业的学生，学好量子力学就显得尤为重要。然而，

作者在对本科生授课的过程中发现，很多学生反映量子力学太抽象，较难理解。尤其是对于

初学者来说，比较浅显的教材可以使学生对量子力学的基本概念和基本原理有个初步的把握。

因此，作者根据多年的教学经验，结合授课讲义，编写了这本书。考虑到目前高校的实际教

学时数，本书在编写过程中力求精练，讲解深入浅出，数学推导清楚而简洁，目的是使学生

能够在较短的时间内对量子力学这门课有个初步的理解。同时，针对每一章，我们还选择了

一些典型的习题并给出解答，以帮助学生检查自己的学习情况。 
本书的参考教学时数在 72 学时以内，可作为普通高校物理、应用物理、材料物理、光学

及相关专业本科生的教材或参考书，也可供相关领域的读者参考。 
本书由尤景汉、琚伟伟担任主编，负责全书统稿，由李同伟、王翚担任副主编。具体分

工如下：尤景汉编写第一章、第二章，琚伟伟编写第三章，李同伟编写第四章、第五章，王

翚编写第六章。 
在编写本书时，我们还参考了一些量子力学教材，特别是周世勋教授的《量子力学教程》，

借鉴了其中的部分内容。本书的出版得到了河南科技大学物理工程学院以及教务处的大力支

持，得到了国家自然科学基金（11404096、U1404609、U1404111）、河南省高等学校重点科研

项目（16A140008）、河南科技大学博士科研启动基金、河南科技大学教材出版基金的资助。在

此，我们一并表示衷心的感谢。 
量子力学作为一门还在发展和不断完善的基础理论，要想在有限的篇幅内概括出它的全

貌，为读者提供满意的参考书，对作者来说是一件较难的事情，加上我们水平有限，书中错

误之处在所难免，希望广大读者提出宝贵意见。 
 

                                    编  者          
                                    2016 年春于河南科技大学 
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六、占有数表象（粒子数表象）中 â 、 â+ 、 N̂ 、 Ĥ 、 x 、 p̂ 的矩阵表示 ··························· 130 

习题四 ·································································································································· 132 

第五章  微扰理论 ····················································································································· 133 
第一节  非简并定态微扰理论 ··························································································· 133 

一、一级近似解 ··············································································································· 134 
二、二级近似解 ··············································································································· 135 
三、结果讨论 ·················································································································· 136 

第二节  简并情况下的微扰理论 ······················································································· 139 
第三节  变分法 ·················································································································· 145 
第四节  氦原子基态 ··········································································································· 146 

一、氦原子体系的哈密顿及本征方程 ················································································ 146 
二、用变分法求解氦原子基态能量 ···················································································· 147 

第五节  与时间有关的微扰理论 ······················································································· 150 
第六节  跃迁概率 ··············································································································· 153 

一、常微扰 ····················································································································· 153 
二、周期性微扰 ··············································································································· 154 

第七节  光的发射和吸收  选择定则 ··············································································· 157 
一、光的吸收和受激辐射 ································································································· 157 
二、选择定则 ·················································································································· 158 

习题五 ·································································································································· 160 

第六章  自旋与全同粒子 ········································································································· 162 
第一节  电子自旋 ··············································································································· 162 

一、电子自旋的实验依据 ································································································· 162 
二、电子自旋的特点 ········································································································ 163 

第二节  电子的自旋算符和自旋函数 ··············································································· 164 
一、自旋算符及其性质 ···································································································· 164 



 

 
·IX·

二、自旋算符的矩阵表示 ································································································· 165 
三、自旋波函数 ··············································································································· 166 
四、电子态函数的普遍形式 ······························································································ 170 

第三节  正常塞曼效应 ······································································································· 173 
第四节  两个角动量的耦合 ······························································································· 175 

一、两个角动量的相加（耦合） ······················································································· 175 
二、角动量算符 2Ĵ 、 ˆ
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第一章  绪    论 

第一节  经典物理学的困难 

一、黑体辐射问题——普朗克公式 

所谓热辐射是指任何物体都不停地向周围辐射电磁波。19 世纪末，人们认识到热辐射与

光辐射都是电磁波，于是，开始研究辐射能量在不同频率（波长）范围中的分布问题，特别

是对黑体辐射进行了较深入的理论和实验研究。 
黑体是能全部吸收辐射在它上面的电磁波而无反射的物体。当黑体在单位时间内单位面

积上吸收的电磁波能量与辐射的电磁波能量相等时，处于热

辐射平衡态。 
处于热辐射平衡态的黑体，其辐射能量密度随频率变化

的实验结果如图 1-1 所示。 
实验得出，处于热辐射平衡态的黑体辐射能量按频率（或

波长）分布的曲线只与黑体的绝对温度有关，而与黑体的形

状及组成的物质无关。  
许多人企图用经典物理学来说明这种能量分布的规律，

推导与实验结果符合的能量分布公式，但都未成功。其中较为著名的有两个：  
（1）1894 年，维恩（Wien）分析了实验数据然后根据热力学知识得出一个经验公式，即

维恩公式 

                   2 / 3
1d e dc Tc ν

νρ ν ν ν−=  （1-1） 

其中， 1c 、 2c 是两个经验参数，T 为平衡时的温度。结果表明，公式与实验曲线在高频部分

符合，但在低频部分不符合。 
（2）1900 年，瑞利（Rayleigh）和金斯（Jeans）根据经典电动力学和统计物理学，得出

了一个黑体辐射能量公式，即瑞利—金斯公式 

  2
3

8πd dkT
cνρ ν ν ν=       （1-2） 

其中， c 为光速， k 为玻耳兹曼常数。结果表明，此公式在低频部分与实验比较符合，但当

ν →∞时， νρ →∞是发散的，与实验明显不符（即所谓的“紫外发散灾难”）。 

注意到以上事实之后，1900 年，普朗克（Planck）在瑞利—金斯公式和维恩公式的基础

上，进一步分析了实验曲线，得到了一个很好的经验公式，即著名的普朗克公式 

 
2

3
1
/d d

e 1c T

c
ν ν

ν
ρ ν ν=

−
     （1-3） 

三个公式对应的能量辐射曲线如图 1-2 所示。 

 
图 1-1 
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图 1-2 

容易证明，维恩公式和瑞利—金斯公式是普朗克公式的极限情况。 
当ν →∞时（即高频区），有 

2 2/ /e 1 ec T c Tν ν− ≈  

则 
2 / 3

1d e dc Tc ν
νρ ν ν ν−=  

这正是维恩公式。 
当 0ν → 时（在低频区），有 

2 / 2 2e 1 1 1c T c c
T T

ν ν ν
− ≈ + − =  

则 
3 21

1
2 2

d d dcTc T
c cνρ ν ν ν ν ν
ν

= =  

这正是瑞利—金斯公式。 
普朗克提出公式（1-3）后，许多实验物理学家用它来分析当时最精确的实验数据，发现

符合得很好。于是，人们开始认识到，这绝非偶然的巧合，在这公式中一定蕴藏着一个非常

重要、但尚未被人们揭示出的科学原理。这就是当时有名的黑体辐射问题。 

二、光电效应问题 

1888 年，赫兹（Hertz）发现了光电效应，但对其机制还不清楚。直到 1897 年，汤姆逊

（Thomson）通过气体放电现象及阴极射线的研究发现了

电子，人们才认识到：“这是由于紫外线照射，大量电子

从金属表面逸出的现象。”经过实验研究，发现光电效应

呈现下列几个特点： 
（1）对于一定的金属材料做成的电极，有一个确定

的临界频率 0ν 。当照射光频率 0ν ν< 时，无论光的强度多

大，都不会观测到光电子从电极逸出。 
（2）逸出的光电子的能量与照射光的频率ν 呈线性关

系（如图 1-3 所示），而与光强度无关。光强度只影响到

光电流的强度。 
图 1-3 
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（3）当入射光频率 0ν ν> 时，不管光多微弱，只要光一照上，几乎立即观测到光电子。 

经典理论无法解释以上实验结果。 

三、原子的线状光谱及规律问题 

到 19 世纪中叶，由于光谱分析积累了相当丰富的资料，不少人对它们进行了整理与分析。

1885 年，巴耳末（Balmer）发现，氢原子可见光谱线的波数ν�具有下列规律 

 2 2
1 1
2

R
n

ν ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

�     ( 3,4,5, )n = "  （1-4） 

其中， R 为里德堡常数。 
巴耳末公式与观测结果的惊人符合，引起了光谱学家的注意。1908 年，里兹（Ritz）给

出了更普遍的结合原则：每一种原子都有它特有的一系列光谱项 ( )T n ，而原子发出的光谱线

的波数ν�总可以表成两个光谱项之差 
 ( ) ( )mn T m T nν = −�     （1-5） 

其中，m 、 n是某些整数。 
于是，人们自然会问：原子分立的线状光谱产生的机制是什么？这些谱线的波长（数）

为什么有这样简单的规律？光谱项的本质又是什么？…… 

四、原子结构问题 

1911 年，卢瑟福（Rutherford）用α 粒子去轰击原子的实验，导致了今天众所周知的“原

子有核模型”，即原子是由原子核和核外高速运动着的电子组成的。 
由于电子在原子核外做加速运动，而按经典电动力学的理论可知，加速运动的带电粒子

将不断辐射电磁波而丧生能量。因此，围绕原子核外运动的电子，终究会因大量丧失能量而

“掉到”原子核中去，这样，原子也就“塌缩”了；而且在塌缩的过程中，能量是连续减小的，

所以应辐射连续光谱。但实际上，原子是稳定的，而且辐射线状光谱。现实与理论的矛盾十

分尖锐地摆在面前，如何解决这个问题便成了科学家十分关注的问题。 

五、固体与分子的比热问题 

固体中，每个原子在其平衡位置附近做微小振动，可以看成具有三个自由度的粒子。按

照经典统计力学，每个自由度上其平均动能与平均势能均为 1
2 kT ，总能量为 3kT 。因此，一

摩尔固体物质的平均热能为 3 3NkT RT= （ N 为阿伏加德罗常量，R 为气体普适常量），因此，

固体的定容比热为 
              3 24.9J / K molVC R= = ⋅            （1-6） 

这就是杜隆（Dulong）—珀替（Petit）经验定律。 
但后来实验发现，在极低温下，固体比热都趋于 0，如

图 1-4 所示。 
这是为什么呢？此外，若考虑到原子由原子核与若干电

子组成，为什么原子核与电子这样多的自由度对固体比热都

没有贡献？ 
 

图 1-4 
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多原子分子如 2N 、 2O 、 2H 、CO等的比热也存在类似的问题。 

量子理论就是在解决这些生产实践和科学实验同经典物理的矛盾中逐步建立起来的。 

第二节  早期的量子论观点 

一、普朗克量子论 

为解决黑体辐射的问题，普朗克提出了普朗克公式（1-3）。它能在全波段（频率）范围

内与观测结果如此惊人地符合，很难说是偶然。人们相信这里必定蕴藏着一个非常重要，但

尚未被揭示出来的科学原理。 
经过两个月的探索，普朗克发现，如果做以下假设，则可以从理论上导出他的黑体辐射

公式。这个假设是对于一定频率ν 的辐射，物体只能以 hν 为单位吸收或发射它。 h是一个常

量（称为普朗克常量）。换言之，物体吸收或发射电磁辐射，只能以“量子”（Quantum）的方

式进行，每个量子的能量为 
 hε ν=          （1-7） 

在此基础上，普朗克导出了含有一个全新常数的黑体辐射公式，即 

 
3

3 /
8πd d

e 1h kT
h

cν ν
νρ ν ν=

−
  （1-8） 

普朗克因此获得 1918 年的诺贝尔物理学奖。 
从经典力学来看，能量不连续的概念是完全不容许的。尽管从这个量子假设可以导出与

观测极为符合的普朗克公式，但此工作在相当长一段时间里未引起人们的重视。 

二、爱因斯坦的光量子论 

首先注意到量子假设有可能解决经典物理学所碰到的其他困难的是年轻的爱因斯坦

（A.Einstein）。1905 年，他试图用量子假设去说明光电效应中碰到的疑难问题，提出了“光量

子”（Light quantum）概念。他认为，辐射场由光量子组成，每个光量子（光子）的能量 E 与

辐射的频率ν 的关系是 

 E hν ω= = =       （1-9） 

他还根据他同年提出的相对论中给出的光动量和能量关系 

 /P mc E c= =     （1-10） 

提出光子的动量与辐射的波长λ有下列关系 

    2π
2π

h h hP k
c
ν

λ λ
= = = = =  （1-11） 

由此可看出普朗克常数 h在微观现象中所占的重要地位。E 、P 的量子化通过 h这个不为零的

常量表示出来的。在宏观现象中 0h → ，因此，E 、P 是连续的。凡是 h在其中起重要作用的

现象都可称为量子现象。 

1．光电效应 

当光照射到金属表面时，一个光子的能量可以立即被金属中的自由电子吸收。只有那些
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入射光子的频率足够大（即每个光子的能量 hε ν= 足够大），才能使电子克服金属表面的逸出

功 A。逸出电子的动能为 

                  21
2

mv h Aν= −      （1-12） 

由此可看出，当 0 /A hν ν< = 时，电子吸收的能量不足以克服金属表面的吸引力而逃出，因而

观测不到光电子，这个 0ν 即金属的临界频率。由上式还可以看出，光电子逃逸出来时的动能

只与照射光的频率ν 有关，而与照射光的强度无关。 
利用光子假设，爱因斯坦成功地解决了光电效应问题。爱因斯坦因为光子理论获得 1921

年的诺贝尔物理学奖。 

2．康普顿散射 

1923 年，康普顿利用光子概念成功地解决了康普顿散射问题。所谓康普顿散射是指当 X
射线照射到晶体上时其散射光中有波长增加的成分。康普顿认为，X射线的散射是单个光子和

单个电子发生碰撞的结果。在固体如各种金属中，有许多和原子核联系较弱的电子可以被看

成自由电子。它们热运动的平均动能（ 2~ 10 eV− ）远小于 X 射线光子的能量（ 4 510 ~ 10 eV ），

因而可认为电子在碰前是静止的，如图 1-5 所示。光子与电子碰撞后，把部分能量传给了电子，

光子失去了部分能量，所以波长变长了。康普顿还假设，光子与电子的碰撞满足能量和动量

守恒，即 

 0
0

h hn n mv
c c
ν ν

= +K K K    （1-13） 

 2 2
0 0h m c h mcν ν+ = +  （1-14） 

 
图 1-5 

再利用 0
2 21 /

m
m

v c
=

−
，容易求得 

 2 2
0

0 0

(1 cos ) 2 sin 2 sin
2 2C

h h
m c m c

θ θλ λ λ θ λΔ = − = − = =  （1-15） 

式中 

 10

0

0.0243 10 mC
h

m c
λ −= = ×               （1-16） 

称为电子的康普顿波长。 
由此得出的理论结果和实验结果完全一致。康普顿也因此获得 1927年的诺贝尔物理学奖。

康普顿效应说明： 
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（1）光子概念的正确性； 
（2） λΔ 与 h有关，这是经典物理无法理解的； 
（3）微观领域中，能量及动量守恒定律依然成立。 

3．电子对湮没 

正电子和负电子相遇时能够形成与氢原子相似的电子偶素，然后湮没。如果湮没后产生

两个光子，即 2e e γ+ −+ → ，则两个光子动量的数值相等，方向相反。该过程满足能量守恒 

 2
02 2h m cν =       （1-17） 

10

0

0.0243 10 mh
m c

λ −= = ×  

此结论与实验结果一致。 
另外，爱因斯坦与德拜（Debye）还进一步将能量不连续的概念应用于固体中原子的振动，

成功地解决了当温度 0KT → 时固体比热趋于 0 的现象。到此，普朗克提出的能量不连续的概

念才普遍引起物理学家的注意。于是，一些人开始用它来思考经典物理学碰到的其他重大疑

难问题。其中，最突出的就是关于原子结构与原子光谱的问题。 

三、玻尔的量子论 

原子有核模型遇到了几大难题： 
（1）原子的大小问题。在经典物理的框架中来考虑卢瑟福模型，找不到一个合理的特征

长度。 
（2）原子的稳定性问题。电子围绕原子核旋转的运动是加速运动，按经典电动力学，电

子将不断辐射能量而减速，轨道半径不断缩小，最后将掉到原子核上去。但现实世界表明，

原子稳定地存在于自然界中。 
（3）加速电子所产生的辐射，其频率等于它做轨道运动的频率，加速度越来越大，频率

也越来越大，因而光谱是连续分布的，这与原子光谱是分立的不符。 
矛盾尖锐地摆在人们面前，如何解决呢？ 
1912 年，丹麦年轻的物理学家玻尔（N.Bohr）来到了卢瑟福的实验室，深深为此矛盾所

吸引。从上述矛盾中，他深刻认识到，在原子世界中，必须背离经典电动力学，必须采用新

的观念。他一开始就深信作用量子 h是解决原子结构问题的关键。 
1913 年，他终于提出了原子中极为重要的两个概念（假定）： 

（1）原子能够、而且只能够稳定地存在于与分立的能量（ 1 2, ,E E "）相应的一系列状态

中，这些状态称为定态（Stationary state）。 
（2）原子能量的任何变化，包括吸收或发射电磁辐射，都只能在两个定态之间以跃迁

（Transition）的方式进行。原子在两个定态（分别属于 nE 和 mE ，设 n mE E> ）跃迁时，发射

或吸收的电磁波辐射的频率ν 满足 
 n mh E Eν = −     （1-18） 

或 

 1 1 ( )n mE E
hcλ

= −    （1-19） 
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简言之，玻尔量子论的核心思想有两条：一是原子的具有分立能量的定态概念，一是两

个定态之间的量子跃迁概念和频率条件。 
玻尔的重要贡献在于把原子辐射的频率与两个定态能量之差联系起来，这就抓住了原子

光谱的组合规则的本质，式（1-5）正是频率条件的反映。光谱项是与原子分立的定态能量联

系在一起的，即 

 ( ) nE
T n

hc
= −      （1-20） 

玻尔在他的理论中只考虑了电子的圆周轨道，即电子只具有一个自由度，提出了电子的

角动量 J 的量子化条件，即做圆轨道运动的电子的角动量 J 只能是 =的整数倍 

 J n= =  （ 1,2,3,n = "）  （1-21） 

其中， /2πh== 是量子力学中常用的符号。 
根据以上假设，可以容易地求出体系的分立能级，并与氢原子光谱实验规律高度符合。 
氢原子中的电子绕核做圆周运动，其向心力就是原子核对它的库仑力，即 

22

2
04π

n

nn

ve m
rrε

=  

再利用量子化条件 
n n nJ r mv n= = =  

解得 

 
2

20
2πn

h
r n

me
ε

=       （1-22） 

      
2

0

1
2n
ev

h nε
=        （1-23） 

当 1n = 时， 10
1 0.529 10 mr −= × ，是氢原子的基态轨道半径，称为玻尔半径，其数值与用其他

方法得到的数值符合得很好； 6
1 2.19 10 m/sv = × ，是氢原子中基态电子的运动速率。 

电子绕核旋转的总能量为动能和电势能之和，即 
2

2

0

1
2 4πn n

n

eE mv
rε

= −  

把 nr 和 nv 代入上式，得 

 
4

2 2 2
0

1
8n
meE

h nε
= −      （1-24） 

即氢原子定态能量公式。当 1n = 时， 1 13.6eVE = − ，是氢原子的基态能量。 

由式（1-24）和式（1-19），得 

 
4

2 3 2 2 2 2
0

1 1 1 1 1
8

n k
H

E E me R
hc hc h c k n k n

ν
λ ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�  （1-25） 

式 中 ，
4

7 1
2 3

0

1.0973731 10 m
8H

meR
h cε

−= = × 。 如 果 考 虑 到 原 子 核 的 运 动 ， 修 正 值 为

7 11.0967751 10 mHR −= × ，与实验结果 7 11.0967758 10 mHR −= × 符合得相当好。 
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后来，索末菲（Sommerfeld）将玻尔的量子化条件推广到多自由度体系的周期运动中去，

提出了推广的量子化条件 

 dp q nh=∫○       （1-26） 

式中，q是广义坐标，p 是广义动量，回路积分是沿运动轨道积分一圈，n是正整数，称为量子数。 

玻尔的量子论首次打开了认识原子结构的大门，取得了很大成功，但它的局限性和存在

的问题也逐渐为人们认识到： 
（1）玻尔理论只能解决氢原子光谱的规律，对于更复杂的原子的光谱，就遇到很大困难。 
（2）玻尔理论只能处理周期运动，而不能处理非束缚态（如散射）问题。 
（3）从理论体系上讲，能量量子化等概念与经典力学是不相容的，多少带有人为的性质，

它们的物理本质还不清楚。 

四、微观粒子的波粒二象性 

1．德布罗意（De Broglie）假设 

由于光的量子理论取得巨大成功，再加上经典理论无法描述微观粒子的运动规律，1924
年 11 月 27 日，德布罗意在英国《哲学杂志》9 月号发表了名为《关于量子理论的研究》的博

士论文。此文阐述了有关物质波可能存在的主要观点： 
（1）微观实物粒子也具有波粒二象性。 
（2）自由粒子的能量 E 和动量 pG 与平面波的频率ν 和波长 λ之间的关系正像光子和光波

的关系一样，即 

 E hν ω= = =      （1-27） 

 hp n k
λ

= =
KK K =      （1-28） 

（3）物质波不是通常的波。物质波产生于任何运动的物体（包括不带电的物体），并能在

真空中传播，因此它既不是电磁波，也不是机械波。 
许多年老的物理学家对此嗤之以鼻，但三四年后被实验证实。 

2．德布罗意波公式（平面波） 

自由粒子的能量和动量都是常量，所以由德布罗意关系式知与自由粒子联系的频率ν 和

波长λ都是不变的（即平面波）。 
我们知道频率为ν 、波长为λ、沿 x方向传播的平面波可以用下面的公式表示，即 

 cos 2π xa tψ ν δ
λ

⎡ ⎤⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
             （1-29） 

其中，δ 为平面波的初相。 
如果波沿单位矢量 nK的方向传播，则平面波可写为 

 cos 2π cos[ ]r na t a k r tψ ν δ ω δ
λ

⎡ ⋅ ⎤⎛ ⎞= − − = ⋅ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

K K K K    （1-30） 

其中，利用了
2πk n
λ

=
K K

， 2πω ν= 。 
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将式（1-30）写成复数形式，有 

         ( ) ( )/( , ) e ei k r t i p r Etr t a Aω δψ ⋅ − − ⋅ −= =
K K K K =K             （1-31） 

其中， e iA a δ−= 。式（1-31）称为德布罗意波公式，其实部就是式（1-30）。 
量子力学中描写自由粒子的平面波必须用复数形式而不用实数形式，原因在下一章说明。 
当光波波长λ远小于仪器特征长度 x时，可把光看成直线传播，即光呈现明显的粒子性；

而 x λ∝ （数量级相同时），光就出现干涉、衍射现象，即光呈现明显的波动性。 
同样，当物体的特征线度 x 远大于它的德布罗意波长 λ时，即 / 1xλ << 时，可忽略粒子

的波动性，用经典理论来处理；否则用量子观点处理问题。 
例 1-1  质量为100g 的一块石头以100cm/s的速度飞行，其德布罗意波长为多少？ 

解：石头的德布罗意波长 
34

33 24
3 2

6.6 10 6.6 10 m 6.6 10 nm
100 10 100 10

h h
p mv

λ
−

− −
− −

×
= = = = × = ×

× × ×
 

由此可见，对于一般的宏观物体，其物质波波长是很小的，很难显示波动性。 
例 1-2  若用150V的电压加速电子，其德布罗意波长为多少？ 
解：电子的德布罗意波长 

1.225 1.225(nm) nm 0.1nm
2 2 eV 150

h h h
p mE m V

λ = = = = = =  

若 10000VV = ，则 0.0122nmλ = 。 
电子的德布罗意波长在数量上相当（小于）晶体中的原子间距，比宏观线度要短得多，

这就是电子的波动性长期没有被发现的原因。德布罗意因此获得 1929 年的诺贝尔物理学奖。 

3．实验验证 

（1）戴维孙（Davisson）和革末（Germer）的电子衍射实验 
1927 年，美国物理学家戴维孙和革末用电子在晶体上做衍射实验证明了德布罗意波假设

的正确性。 
（2）电子的双缝衍射实验 
电子的波动性也可以用与光的双缝衍射相似的实验来证实。随后，人们经过实验证实，

不仅是电子，质子、中子、原子、分子等微观粒子都具有波性。 
上述实验事实都表明了德布罗意波不是虚构的，一切微观粒子都具有波动性，这些波的

波长和粒子的动量由德布罗意公式联系起来。 

第三节  量子力学的建立 

量子力学理论是在 1923—1927 年这段时间中建立起来的。两个彼此等价的理论——矩阵

力学与波动力学，几乎同时被提出来。 

一、海森伯（Heisenberg）的矩阵力学 

矩阵力学是在对玻尔的旧量子论的批判中产生的。 
海森伯等人，一方面继承了早期量子论中合理的内核，如分立能级、定态、量子跃迁、频
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率条件等概念；另一方面又摒弃了一些没有实验根据的传统概念，如绝对精确轨道的概念。 
海森伯、波恩（Born）、约当（Jordan）的矩阵力学的实质： 
从物理上可观测量出发，赋予每个物理量以一个矩阵，它们的代数运算规则与经典物理

量不相同，遵守乘法不可对易的代数。量子体系的各力学量（矩阵）之间的关系（矩阵方程），

形式上与经典力学相似，但运算规则不同。 
海森伯的矩阵力学成功地解决了谐振子、转子、氢原子等分立能级、光谱线频率、强度

等问题，引起物理学界的普遍重视。但当时的物理学家对矩阵代数很陌生，接受矩阵力学是

不容易的。 

二、薛定谔（Schrödinger）的波动力学 

薛定谔进一步推广了物质波的概念，找到了一个量子体系的物质波的运动方程——薛定

谔方程，它是波动力学的核心。犹如牛顿第二定律在经典力学中的地位一样。 
波动力学成功地解决了氢原子光谱等一系列重大问题。波动力学中出现的是大家熟悉的

二阶偏微分方程，分立能级的问题则表现为在一定的边界条件下解微分方程的本征值问题。

对这一点，物理学家（特别是老一辈物理学家）特别感到欣慰。薛定谔随后还证明了波动力

学与矩阵力学是等价的，它们是同一种力学规律的两种不同的表述。 
事实上，量子理论还可以更为普遍地表述出来，这是狄拉克（Dirac）的工作，这也是教

材第四章的内容。 
还应指出，量子理论的诠释及内部的自洽是在玻恩对波函数的统计诠释提出来之后才得

以解决的。到此，量子力学仍属非相对论性的。 
到 19 世纪 40 年代，美国物理学家费曼提出了解决量子体系的一种新方法——路径积分。

它与波动力学、矩阵力学是等价的。 
由于波动力学使用的数学工具是人们较为熟悉的微分方程，初学者较易掌握，而且量子

力学的大多数基本应用都采用波动力学的形式，因此我们将沿波动力学这一条线来讲述量子

力学。 

习  题  一 

1-1  利用玻尔−索末菲量子化条件，求： 
（1）一维谐振子能量； 
（2）在均匀磁场中做圆周运动的电子轨道的可能半径。 

已知外磁场 10TB = ，玻尔磁子 249 10 J/ T
2

eM
m

−= = ×
=

，试计算动能的量子间隔 EΔ ，并

与 4KT = 及 100KT = 热运动能量比较。 
1-2  应用玻尔−索末菲量子化条件，计算一个在铅直方向做弹性往复运动的小球的允许能级。 
1-3  由黑体辐射公式导出维恩位移律：能量密度极大值所对应的波长 mλ 与温度T 成反

比，即 mT bλ = （常数）。并近似计算 b 的数值，准确到两位有效数字。 

1-4  在 0K 附近，钠的价电子能量约为 3eV ，求其德布罗意波长。 
1-5  两个光子在一定条件下可以转化为正负电子对。如果两光子的能量相同，要实现这

种转化，光子的波长最大是多少？ 
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第二章  波函数和薛定谔方程 

第一节  波函数的统计解释 

一、微观粒子的波粒二象性 

1．经典物理学对波粒二象性解释的失败 

德布罗意物质波假设的实质是，所有运动的实物粒子都既具有粒子性又具有波动性，即

实物粒子具有波粒二象性。但当时人们的思想还是深受经典物理学的影响，在其非此即彼思

想的束缚下，曾经出现如下两种对波粒二象性的解释，最终均以失败而告终。 
一种观点认为，运动电子是某种物质波形成的波包，即由许多不同频率的波构成的一个

复波，它可以局限在电子大小的空间（ 152.8 10 m−× ）中。计算表明，该波包的寿命大约只有
261.6 10 s−× ，也就是说在非常短的时间内，电子就变成非定域的了，此即所谓波包发散的困难。

这种观点只片面地强调了电子波动性，而忽略了它的粒子性。 
另一种观点认为，运动电子的波动性对应于由大量电子分布于空间而形成的疏密波，它

类似于空气振动出现的纵波，即分子的疏密相间而形成的一种分布。这种看法也与实验矛盾。

实际上，在电子的衍射实验中，不但让多个电子同时通过仪器可以得到衍射图案，即使让电

子一个一个地通过仪器，只要实验的时间足够长，仍然可以在底片上得到电子的衍射图案。

这说明运动电子的波动性并不一定是在许多电子同时存在于空间中才会出现，更确切地说，

单个电子就具有波动性。 

2．波粒二象性的正确解释 

首先，让我们来回顾一下经典物理学是如何理解粒子的概念的： 
（1）经典粒子具有确定的大小、质量和电荷，在空间中占据某个确定的位置。它们在与

其他物体相互作用时，是整体地发生作用。 
（2）经典粒子运动时，服从牛顿力学定律，具有一条确定的轨道。 
（3）经典粒子的状态用相应物理量（能量、动量等）的值来表征，这些物理量可以连续

取值。 
其次，再来看看经典物理学中波动的概念： 

（1）经典的波动是可以在整个空间中传播的周期性扰动。 
（2）表征经典波动的物理量是频率ν 和波矢 k

K
。运动的规律服从相应的波动方程，例如，

电磁波遵循麦克斯韦方程组。 
（3）经典波动满足叠加原理，可以得到干涉和衍射花样。 
最后，让我们来回答运动粒子（如电子）到底是什么： 
著名物理学家费曼（Feynman）指出，电子既不是粒子，也不是波。更确切地说，运动电
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子既不是经典意义下的粒子，也不是经典意义下的波。它具有经典粒子的第一条属性和经典

波动的第三条属性，但摈弃了经典粒子与波动的其他属性。粒子与波只是电子的两种不同的

属性，是粒子与波动这一对矛盾的综合体。 

二、玻恩（Born）对波函数物理意义的统计解释 

1926 年，薛定谔（Schrödinger）建立了一个非相对论的波动方程，即著名的薛定谔方程。

它是一个波函数关于时间的一阶微分方程。但当时只知道方程中的波函数 ( , )r tψ K
是坐标 rK和时

间 t 的一个复函数，对于它的物理内涵到底是什么，并没有给出一个恰当的解释。不久，玻恩

通过对散射过程的研究提出了概率波的概念，才使人们的思想彻底从经典理论的束缚下解放

出来。玻恩认为，不论是德布罗意的物质波，还是薛定谔的波函数都不是什么实在的物理量

的波动，只不过是描述粒子在空间概率分布的概率波而已。此即玻恩对波函数的概率波解释。 
为了容易理解概率波的实质，我们借助一组简单的双缝实验来说明。 
如图 2-1 所示，分别用四种不同的入射对象（子弹、水波、光子和电子）来研究双缝实

验。每种入射对象的实验都分三步进行。首先，关闭狭缝 2 只留狭缝 1，在靶上得到弹着点的

分布 1( )xρ 或强度分布 1( )I x ；其次，关闭狭缝 1 只留狭缝 2，在靶上得到弹着点的分布 2 ( )xρ 或

强度分布 2 ( )I x ；最后，两个狭缝全部开放，在靶上得到弹着点的分布 ( )xρ 或强度分布 ( )I x 。 

 
图 2-1 

1．子弹实验 

如图 2-1(a)所示，枪的右边是一个刻有双缝的子弹不能穿透的屏，双缝的右边有一很厚的

墙壁。通过测量墙壁上的弹着点来说明子弹的分布情况。经过一段时间会发现墙上子弹的分

布 ρ 等于单独打开缝 1 和缝 2 时的分布 1ρ 和 2ρ 之和，即 12 1 2ρ ρ ρ= + 。它反映了经典粒子相

遇时所满足的叠加法则。 

2．水波实验 

如图 2-1(b)所示，用水波做双缝的实验。在吸收壁上各个地方装有探测器，用来探测水面
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波的强度。实验发现吸收壁上波的强度 ( )I x 不等于单独打开缝 1和缝 2时的波的强度 1I 和 2I 之

和，即 12 1 2I I I≠ + 。这是我们熟知的干涉的结果，它反映了经典波相遇时满足的叠加法则。 

3．光子实验 

如图 2-1(c)所示，用单色光做双缝干涉实验，结果为 1 2I I I≠ + 。该实验结果在波动光学

中已见过，可以用两束光线干涉时出现明暗条纹来加以解释。由于光也具有粒子性，所以可以把

一束光线看成很多光子的集体运动，每个光子携带相同的能量。所以，光强反映了光子数目的多

少，因此，干涉条纹的明暗程度实际上取决于光子打到屏上数目的多少，图中的光强分布是“光

子堆积”的结果。由于光子的能量很小，所以实验中看到的条纹涉及非常多的光子。 

4．电子实验 

如图 2-1(d)所示，用大量电子做同样的干涉实验，结果与光子实验类似，即在屏幕上会出

现电子形成的明暗条纹。这里的明纹也涉及非常多的电子，我们当然也可以从波的干涉的观

点来解释这个结果。 
现在提出这样的问题：如果电子枪发射的电子是间断的、一个一个地发射的，每个电子

是如何运动的呢？很明显，电子是一个独立的单元，它只能通过双缝中的某一缝到达屏幕。

实验初期，由于到达屏幕上电子数目较少，只能看到一

些毫无规律的点。随着电子数目的不断增加，它们在屏

上的分布就逐渐过渡成了双缝干涉的分布图样，如图

2-2 所示。那么，一个电子通过缝 1 或 2 到底落在屏上

什么地方呢？按照玻恩的想法，我们只能说：不能确定。

但由于屏上各处明暗不同，电子落在各处的可能性不

同，即落点有一定的概率分布。这一概率分布就是由波

的干涉和衍射所确定的强度分布，即电子衍射的强度确

定了电子到达各处的概率。因此，电子波是概率波。 
电子衍射为什么会形成衍射图像？为解决这个问

题，必须引入波函数（概率幅）概念。电子通过缝 1
到达屏幕上的波函数为 1ψ ，通过缝 2 到达屏幕上的波

函数为 2ψ ，类似于经典波的强度正比于振幅的平方，

设电子的概率分布可以表示成波函数（概率幅）的模方，则通过缝 1 和缝 2 在屏幕上某点引

起的概率分布分别为 

 2
1 1ρ ψ∝     2

2 2ρ ψ∝             （2-1） 

该处总的波函数等于电子分别通过双缝到达该处的波函数之和，即 
 1 2ψ ψ ψ= +                      （2-2） 

所以，总的概率分布为 
 2 2 2 2 * *

1 2 1 2 1 2 2 1ρ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ∝ = + = + + +      （2-3） 

即 
 1 2ρ ρ ρ= + +干涉项                 （2-4） 

由于出现了干涉项，所以形成了衍射图像。 

 
图 2-2 
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由以上讨论可知，粒子在空间运动时可以用波函数描述其状态，粒子出现的概率与波函数

的模方成正比。如图 2-3 所示，设 t 时刻在空间位置 rK处周围的小体元dτ 内找到粒子的概率为 

                 2d ( , ) ( , ) dW r t r tψ τ=K K                  （2-5） 

则概率密度为 

               2d ( , )( , ) ( , )
d

W r tw r t r tψ
τ

= =
KK K               （2-6） 

式（2-6）中左边是粒子性表示，右边是波动性表示，该式是实物粒子

波粒二象性的又一种表示。 
实物粒子是一颗一颗的粒子，具有单粒子特性，但它们的运动不遵从经典力学的规律，

而遵从某种波动规律，即遵从将要建立的波动力学——量子力学的规律。波函数在空间某点

的强度 2ψ 与在该点的单位体积内找到粒子的概率成正比，这就是玻恩对波函数的统计解释。

它是量子力学的第一个基本原理。 
由于玻恩在量子力学所做的基础研究，特别是波函数的统计解释，而与博特共享了 1954

年的诺贝尔物理学奖。 

三、波函数的归一化 

由于 2ψ 为概率密度，在整个空间找到粒子的总概率应为 

 2 d 1ψ τ =∫∞         （2-7） 

上式称为归一化条件（Normalizing Condition），满足上式的波函数称为归一化的波函数。 
若 cψ ψ′ = 没有归一化，则 

2 2 2 2d dc cψ τ ψ τ′ = =∫ ∫∞ ∞
 

可取 
2 dc ψ τ′= ∫∞  

所以，归一化后波函数为 

 
2 dc

ψ ψψ
ψ τ

′ ′
= =

′∫∞
                （2-8） 

式（2-8）中的
21 / 1 / dc ψ τ′= ∫∞ 称为归一化因子。ψ ′对应的概率密度 

 
2

2
2 d

w
ψ

ψ
ψ τ

′
= =

′∫∞
                  （2-9） 

四、波函数的性质 

（1）波函数 ( , )r tψ K
一般是复数（以后证明），不表示任何真实物理量。但

2ψ 表示 t 时刻

粒子出现在 rK处的概率密度。 

 
图 2-3 
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（2） 2 1( , ) ( , )r t A r tψ ψ=K K
（ A是常数）与 1( , )r tψ K

描写同一状态。 
如果 1( , )r tψ K

和 2 ( , )r tψ K
都没有归一化，则 

22 2 2
2 1 1

2 22 2 2
2 1 1

1

( , ) ( , ) ( , )
( , )

( , ) d ( , ) d ( , ) d

( , )

r t A r t r t
w r t

r t A r t r t

w r t

ψ ψ ψ

ψ τ ψ τ ψ τ
= = =

=
∫ ∫ ∫

K K K
K

K K K

K
 

显然，两者给出的坐标 rK的取值概率密度是完全相同的。这就是说，两个相差一个复常数的

波函数描述的是同一个状态，这是波函数特有的一个性质。 
（3）归一化后的ψ 可以有不确定的相因子 eiδ ， eiδψ 与ψ 描写同一状态，且 eiδψ 也是归一

化波函数。这是因为 
2 2*e d e e d d 1i i iδ δ δψ τ ψ ψ τ ψ τ−= = =∫ ∫ ∫  

即归一化的波函数可以含有一任意的相因子。 
另外，有的波函数不能归一化，如平面波 ( )/( , ) ei p r Et

p r t Aψ ⋅ −=
K K =K

。关于此类波函数的归一

化，以后再讲述。 
例 2-1  设一粒子的状态用归一化波函数 ( )xψ 描述，问在 0x > 的区域找到此粒子的概率。 

解：因为此粒子出现在 ( d )x x x+， 处的概率为
2( ) dx xψ ，所以在 0x > 区间出现的概率为

2

0
( ) dx xψ∫

∞

。 

例 2-2  设球面坐标系中粒子的状态用归一化波函数 (rψ θ ϕ, , ）描述，问在 ( d )r r r+, 球壳

内找到粒子的概率。 
解：因为粒子出现在点 (r θ ϕ, , ）的领域 dτ 内的概率为 

2 2 2( ) d ( ) sin d d dr r r rψ θ ϕ τ ψ θ ϕ θ θ ϕ=, , , ,  

把上式对角度积分即得在 ( d )r r r+, 球壳内找到粒子的概率 
π 2π 2 2

0 0
( ) sin d d dr r r

θ ϕ
ψ θ ϕ θ θ ϕ

= =∫ ∫ , ,  

例 2-3  做一维运动的粒子被束缚在 0 x a< < 的范围内，已知其波函数为 
π( ) sin xx A
a

ψ =  

求：（1）归一化常数 A；（2）粒子在 0 到 /2a 区域内出现的概率；（3）粒子在何处出现的概

率最大？ 
解：（1）由归一化条件，有 

2 2 22

0

πd sin d 1
2

a x ax A x A
a

ψ
−

= = =∫ ∫
∞

∞
 

取 

2A
a

=  

即归一化常数。 
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（2）粒子出现在 x处的概率密度为 
2 22 πsin xw

a a
ψ= =  

所以，粒子在 0 到 /2a 区域内出现的概率为 
/2 /22 2

0 0

2 π 1d sin d
2

a a xx x
a a

ψ = =∫ ∫  

（3）令
d 0
d
w
x
= ，即 

2
2

d 2π 2πsin 0
d

x
x aa
ψ = =  

则 
2π πx n
a

=  

2
ax n=    ( 0, 1, 2, )n = ± ± "  

由于 0 x a< < ，所以 

2
ax =  

而

22

2

/2

d
0

d
x a

x
ψ

=

< ，所以
2
ax = 时，粒子出现的概率最大。 

第二节  态叠加原理 

经典物理中的波相遇时满足叠加原理，如水波、声波、光波的干涉、衍射现象，就是叠

加原理的体现。量子力学中，实物粒子的波遵从量子力学的态叠加原理。 

一、态叠加原理 

若 1 2, , , ,nψ ψ ψ" "是体系的可能状态，它们的线性叠加 

 n n
n

cψ ψ=∑                     （2-10） 

（ nc 一般是复常数）也是体系的一个可能状态。 
或者说，当体系处于态ψ 时，部分的（概率分布）处于态 1 2, , , ,nψ ψ ψ" "中。 

二、态叠加原理实例 

1．粒子束的双缝干涉实验 

对粒子的双缝干涉实验，假设粒子经过缝 1 后的状态为 1ψ ，经过缝 2 后的状态为 2ψ ，则

由态叠加原理可知缝后屏幕上电子状态为 
 1 1 2 2c cψ ψ ψ= +                    （2-11） 
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式中， 1 2c c、 一般为复数，则 

 2 2 2 2 2 * * * *
1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1c c c c c cψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= + + +      （2-12） 

显然，双缝干涉花样不是单缝衍射花样的简单相加。上式右侧后面两项是干涉项，正是由于

干涉项，使得屏上有些地方干涉加强，有些地方干涉相消。粒子的波动性就体现在干涉项中。 

2．电子在晶体表面的衍射 

电子被晶体表面反射后，可能以各种不同的动量 pK 运动。以一个确定的动量 pK 运动的粒

子状态用波函数 

 ( )/ ( )/
3/2

1( , ) e e
(2π )

i p r Et i p r Et
p r t Aψ ⋅ − ⋅ −= =

K K K K= =K
K

=
        （2-13） 

描写，其中 3/2
1

(2π )
A =

=
是归一化因子（在第三章中介绍）。 

由态叠加原理可知，在晶体表面反射后，粒子的状态 ( , )r tψ K
可以表示为 pK 取各种可能值

的平面波的线性叠加，即 

 ( , ) ( ) ( , )p
p

r t c p r tψ ψ=∑ K
K

K K K              （2-14） 

由于 pK连续变化，改上式中的求和为积分，则该状态可表述为 

 /
3/2

1( , ) ( ) ( , )d d d ( , )e d d d
(2π )

ip r
p x y z x y zr t c p r t p p p c p t p p pψ ψ ⋅= =∫∫∫ ∫∫∫

K K =K
K K K K

=
∞ ∞

 （2-15） 

其中，叠加系数 ( , )c p tK 为 

 * /
3/2

1( , ) ( , ) ( )d ( , )e d d d
(2π )

ip r
pc p t r t r r t x y zψ ψ τ ψ − ⋅= =∫∫∫ ∫∫∫

K K =K
K K K K

=
 （2-16） 

说明： 
（1）式（2-15）和式（2-16）互为傅里叶变换式。 
（2）对于一维情况，式（2-15）和式（2-16）简化为 

 /1( , ) ( , )e d
2π

ipxx t c p t pψ
−

= ∫ =

=
∞

∞
            （2-17） 

 /1( , ) ( , )e d
2π

ipxc p t x t xψ −

−
= ∫ =

=
∞

∞
            （2-18） 

下面证明式（2-18）。 

把式（2-17）两边同乘以 /1 e
2π

ip x′− =

=
，并对空间 x积分，得 

/ ( ) /1 1( , )e d ( , ) e d d
2π2π

( , ) ( )d ( , )

ip x i p p xx t x c p t x p

c p t p p p c p t

ψ

δ

′ ′− −

− − −

−

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

′ ′= − =

∫ ∫ ∫

∫

= =

==
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞

∞

 

把式中的 p′改为 p ，即式（2-18）。 
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3．一束偏振光通过偏振片 

如图 2-4 所示，用偏振光垂直照射偏振片。设光偏振方向与偏振片的偏振化方向夹角为α ，

则 2
0 cosI I α= 。 

若只让一个光子通过偏振片： 
当 0α = 时，光子通过，并且光子能量和偏振方向在通过

偏振片前后不变。 
当 π/2α = ，光子被吸收。 

当夹角α 取其他值时，通过偏振片后，既有可能观测到光子，也有可能观测不到光子。

观测到光子的概率为 2cos α ，观测不到光子的概率为 2sin α。当然，观测到的光子总是一个完

整的光子，而不是 2cos α 个。 
将描述 0α = 时光子的波函数记为 / /ψ ， π/2α = 时光子的波函数记为ψ⊥，则当夹角为α

时，描述光子状态的波函数是 
 / /cos sinαψ αψ αψ⊥= +                 （2-19） 

αψ 部分处在 / /ψ 态，部分处在ψ⊥态，相应的概率分别为 2cos α 和 2sin α。这正是态叠加原理的

体现。单个粒子波函数满足态叠加原理，说明单个光子波函数本身就有相干现象。相干现象

并非多个光子的集合才具有的性质。这正是概率波与经典波之间的重要区别。 

三、对态叠加原理的说明 

1．叠加原理指函数的叠加 

叠加原理指的是波函数ψ 的叠加，而不是概率密度函数w的叠加。如取式（2-6）的模方，则 

 2 22 * * * * * * *
n n m m n m n m n n n m n m

n m n m n n m

c c c c c c cψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
≠

= = = = +∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑  （2-20） 

其中
2

nψ 表示各态的概率密度， n m≠ 的项是干涉项。 

2．叠加系数的意义 

在第 1 个例子中， 1ψ 表示粒子经过缝 1 的态， 2ψ 表示粒子经过缝 2 的态，叠加态ψ 表示

有些粒子通过缝 1，有些粒子通过缝 2， 1c 、 2c 表示二态在叠加态中占的权重，
2

1c 与
2

2c 之

比表示通过缝 1 的粒子数与通过缝 2 的粒子数之比。对一个粒子来说，表示粒子通过缝 1 的

概率与通过缝 2 的概率之比，或说粒子通过缝 1 的概率与
2

1c 成正比，粒子通过缝 2 的概率与

2
2c 成正比。 

在第 2 个例子中， ( , ) ( , ) ( )p
p

r t c p t rψ ψ=∑ K
K

K K K
表示粒子处于 pψ K态的概率（即粒子动量取值为

pK的概率）正比于
2( , )c p tK 。 

说明：在该例中，
2( , )r tψ K
代表粒子在 t 时刻 rK附近单位体积内出现的概率，

2( , )c p tK 代表

粒子在 t 时刻动量在 pK附近单位动量区间内的概率。 ( , )r tψ K
给定后， ( , )c p tK 由傅里叶变换完全

确定；同样， ( , )c p tK 给定后， ( , )r tψ K
也可完全确定。由此可见， ( , )r tψ K

和 ( , )c p tK 是同一状态的

两种不同描述：一个是以坐标为自变量的函数，另一个是以动量为自变量的函数。 

图 2-4 
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在第 3 个例子中， / /cos sinαψ αψ αψ⊥= + ，表示透射光子处在 / /ψ 态的概率为 2cos α ，处

在ψ⊥态的概率为 2sin α。 

3．量子态叠加原理与经典态叠加原理的区别 

（1）经典波场的叠加是真实的场相加，波振幅有直接的物理意义，代表场的强弱；量子

力学中波函数ψ 的叠加是波函数相加，不具有直接的物理意义。 
（2）因 cψ 与ψ 表示同一态，故所有叠加系数 nc 同乘以一个常数（复数）叠加态不变；而

经典场，如电场，cE
K
与 E
K
表示的是强度不同的场。例如，2ψ 与ψ 描述同一量子态，而 2E

K
与

E
K
表示强弱不同的场。 

第三节  薛定谔方程 

经典力学中，质点的状态由 rK、 pK 描写，它们遵从牛顿定律；量子体系的状态由ψ 描写，

应找出与牛顿定律相当的运动方程，作为量子力学的基本方程，它决定ψ 随时间的变化规律。 

1926 年，薛定谔在德布罗意关系和态叠加原理的基础上，提出了薛定谔方程作为量子力

学的又一个基本假设来描述微观粒子的运动规律。 

一、自由粒子的薛定谔方程的建立 

自由粒子的波函数是平面波，其波函数为 

 ( )/( , ) ei p r Etr t Aψ ⋅ −=
K K =K                 （2-21） 

它也是所要建立方程的解。 
因为 

( )/ei p r Eti iEA E
t
ψ ψ⋅ −∂

= − = −
∂

K K =

= =
 

所以 

E i
t

ψ ψ∂=
∂
=  

又 
( )/e x y zi p x p y p z Etx xip ip

A
x
ψ ψ+ + −∂

= =
∂

=

= =
 

2 22
( )/

2 2 2e x y zi p x p y p z Etx xp p
A

x
ψ ψ+ + −∂

= − = −
∂

=

= =
 

同理 

yip
y
ψ ψ∂

=
∂ =

    
22

2 2
yp

y
ψ ψ∂

= −
∂ =

 

zip
z
ψ ψ∂

=
∂ =

    
22

2 2
zp

z
ψ ψ∂

= −
∂ =

 

利用 

i j k
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

KK K
     

2 2 2
2

2 2 2x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂
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得 
i pψ ψ∇ = K
=

    
2

2
2

pψ ψ∇ = −
=

 

所以 
p iψ ψ= − ∇K =     2 2 2p ψ ψ= − ∇=  

利用自由粒子的能量-动量关系式
2

2
pE
μ

= ，有 

2 2
2

2 2
pi E

t
ψ ψ ψ ψ

μ μ
∂

= = = − ∇
∂

==  

即 

 
2

2

2
i

t
ψ ψ

μ
∂

= − ∇
∂

==                  （2-22） 

这就是自由粒子的薛定谔方程。 

从 E i
t

ψ ψ∂=
∂
= 和 p iψ ψ= − ∇K = 可以看出，粒子能量 E 和动量 pK 分别与下列作用在波函数

上的数学符号相当，即 

E i
t
∂

→
∂
=     p i→− ∇K =  

它们分别称为能量算符与动量算符，表示为 

 Ĥ i
t
∂

=
∂
=                     （2-23） 

 p̂ i= − ∇K =                     （2-24） 

可见，如果把
2

2
pE
μ

= 两边同乘以ψ 再做代换 E i
t
∂

→
∂
= 、 p i→− ∇K = 即可得自由粒子的波

动方程（2-22）。 

二、一般力场的薛定谔方程 

如果粒子在一般力场中运动，即 ( , ) 0U r t ≠K
，则

2

( , )
2
pE U r t
μ

= + K
，两边同乘以ψ ，有 

2

( , )
2
pE U r tψ ψ ψ
μ

= + K  

做代换 E i
t
∂

→
∂
= 、 p i→− ∇K = ，得 

 
2

2 ( , )
2

i U r t
t
ψ ψ ψ

μ
∂

= − ∇ +
∂

= K=            （2-25） 

此方程就是薛定谔方程或微观粒子的波动方程。 
说明：薛定谔方程不是推导出来的，它是量子力学的基本假设之一，它的正确性要靠实

验来证实。该方程在量子力学中的地位相当于经典力学中的牛顿定律。知道了 ( , )U r tK 及
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0( , )r tψ K
，即可从方程（2-25）中求得以后任何时刻的 ( , )r tψ K

，从而求得
2( , )r tψ K
及一切力学量

的分布。 

三、多粒子体系的薛定谔方程 

多粒子体系的能量 

 
2

1 2
1

( , , , , )
2

N
i

N
ii

p
E U r r r t

μ=

= +∑ K K K"               （2-26） 

其中， 1 2( , , , , )NU r r r tK K K" 包括体系在外场中的能量和粒子间的相互作用能。两边同乘ψ ，并做代

换： E i
t
∂

→
∂
= 、 i ip i→− ∇K = ，得多粒子体系的薛定谔方程 

 
2

2

1 2

N

i
ii

i U
t
ψ ψ ψ

μ=

∂
= − ∇ +

∂ ∑ ==              （2-27） 

第四节  粒子流密度和粒子数守恒定律 

一、概率分布随时间的变化及连续性方程 

1．概率分布随时间的变化 

( , )r tψ K
描写态，

2ψ 描写概率分布。若按
2ψ 的相对强度在空间涂黑，即形象如一团云，

俗称概率云。 
假设有很大数目的 N 个相同的但独立的粒子，同处于ψ 态，则

2N ψ 表示粒子数在空间

的分布。ψ 不断随 t 变化，分布
2ψ 及

2N ψ 也不断变化，求解薛定谔方程即可得到它们的变

化规律。 
因总概率守恒，即

2 d 1ψ τ =∫∞ ，则
2 dN Nψ τ =∫∞ 。如果有的区域

2N ψ 增加，必然有

的区域
2N ψ 减少，说明有一定数目的粒子从一个区域转移到了另一区域。寻求一个概率流密

度矢量来表示单位时间内穿过单位面积的概率（概率流动），则会使图像更明确。 

2．概率分布的连续性方程 

在 t 时刻 rK处附近单位体积内粒子出现的概率（即概率密度）为 

 *( , ) ( , ) ( , )w r t r t r tψ ψ=K K K   （假设ψ 归一化）    （2-28） 

概率密度随时间的变化率为 

 
*

*w
t t t

ψ ψψ ψ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
               （2-29） 

写出薛定谔方程及其共轭复数方程（注意 ( )U rK 为实函数） 

 2 1 ( )
2
i U r

t i
ψ ψ ψ

μ
∂

= ∇ +
∂

= K
=

             （2-30） 
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*

2 * *1 ( )
2
i U r

t i
ψ ψ ψ

μ
∂

= − ∇ −
∂

= K
=

           （2-31） 

将式（2-30）、式（2-31）代入式（2-29），有 

* 2 * 2 * *

* 2 2 * * *

1 1( ) ( )
2 2

( ) ( )
2 2

w i iU r U r
t i i

i i

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψψ
μ μ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
μ μ

∂
= ∇ + − ∇ −

∂

= ∇ − ∇ = ∇ ⋅ ∇ − ∇

= =K K
= =

= =
 

令 

 * *( )
2
iJ ψ ψ ψ ψ
μ

≡ ∇ − ∇
K =               （2-32） 

则得概率分布的连续性方程 

 0w J
t

∂
+ ∇ ⋅ =

∂

K
                   （2-33）  

如图 2-5 所示，把式（2-32）对空间任意一个体积V 求积分，得 

                  d d
V V

w J
t

τ τ∂
= − ∇ ⋅

∂∫ ∫
K

                （2-34） 

利用高斯定理（取外法向为正），得 

              d d d d
d n

V S S
w J S J S

t
τ = − ⋅ = −∫ ∫ ∫

KK
○ ○        （2-35） 

其中 nJ 为 J
K
界面 S 上的法向分量。 

式（2-35）左边是粒子在体积V 内的概率随时间的变化率；那么右边代表什么呢？显然

应是单位时间内流进或流出体积V 的概率。正因为如此， J
K
称为概率流密度矢量。 

讨论： 
如果波函数在无穷远处为零，将积分区域V 扩展到整个空间，则 

d d 0n
S S

J S J S
→ →

⋅ = =∫ ∫
KK

○ ○
∞ ∞

 

所以 

      *d dd d 0
d d

w
t t

τ ψ ψ τ= =∫ ∫∞ ∞
             （2-36） 

即在整个空间内找到粒子的概率与 t 无关，总概率守恒。 
若

2 d 1ψ τ =∫∞ ，则归一化性质不随时间改变。 

二、粒子数、质量、电荷守恒定律 

以粒子数 N （很大）乘上w和 J
K
，则 

2( , )Nw Nw N r tψ= = K  

表示在 t 时刻 rK处的粒子数密度； 

* *( )
2N
iJ NJ N ψ ψ ψ ψ
μ

= = ∇ − ∇
K K =  

 
图 2-5 
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表示粒子流密度。显然，有 

 0N
N

w
J

t
∂

+∇ ⋅ =
∂

K
                 （2-37） 

称为粒子数守恒定律。 
同样，若以粒子质量 μ 或粒子电荷 q乘以w和 J

K
后，得到 

w wμ μ= —质量密度       qw qw= —电荷密度 

J Jμ μ=
K K

—质量流密度     qJ qJ=
K K

—电流密度 

则   

 0
w

J
t
μ

μ

∂
+ ∇ ⋅ =

∂

K
                   （2-38） 

 0q
q

w
J

t
∂

+∇ ⋅ =
∂

K
                   （2-39） 

分别为量子力学中的质量、电荷守恒定律。 

三、波函数的标准条件 

ψ 描写体系的物理状态，它必须满足符合物理意义的条件，这些条件称为标准化条件。

解薛定谔方程时一定要选满足标准条件的解。 
（1）单值性：因概率密度

2ψ 、概率流密度矢量 J
K
有唯一确定的值，所以ψ 是 rK、 t 的单

值函数。 
（2）有限性：概率密度

2ψ 不会无穷大，所以ψ 也是有限的。 
（3）连续性：概率密度的连续性要求波函数ψ 是连续的，而概率流密度的连续性则要求

波函数的一阶导数ψ ′是连续的。 

简而言之，波函数应该是单值、有限和连续的，这就是波函数应满足的标准条件。 

四、波函数一般是复数 

（1）薛定谔方程中一边含有虚数“ i ”，要求ψ 不可能是纯实数或虚数。 
设 u ivψ = + ，u 、 v 为二实量，代入薛定谔方程（2-25）中，得 

2
2( ) ( ) ( )( )

2
i u iv u iv U r u iv

t μ
∂

+ = − ∇ + + +
∂

= K=  

等号两边的实部、虚部分别相等，则 
2

2 ( )
2

u v U r v
t μ

∂
= − ∇ +

∂
= K=    

2
2 ( )

2
v u U r u
t μ
∂

− = − ∇ +
∂

= K=  

可见u 、 v 彼此相联，不论哪一个都不是薛定谔方程的解，只有复数才是解。 
（2）概率流密度 J

K
要求ψ 也不可能是纯实量或虚量。 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )
2
iJ u iv u iv u iv u iv
μ

≡ + ∇ − − − ∇ +
K =  

如果u 、 v 有一个恒为 0 ，则 0J ≡
K

，不能描写体系的运动，故波函数一般应为复数。 
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注：但在定态波函数中 ( )rψ K
为实数，描写驻波是可以的。 

例 2-4  由下列波函数计算概率流密度： 

（1） 1
1 eikr

r
ψ = ；（2） 2

1 e ikr

r
ψ −=  

从所得结果说明 1ψ 表示向外传播的球面波， 2ψ 表示向内（即向原点）传播的球面波。 

解：由球坐标中
1 1

sinre e e
r r rθ ϕθ θ ϕ
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

K K K
，所以 

（1）对 1( )rψ ，有 

* *
1 1 1 1

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2

e e e ee e
2

2
2

r r

ikr ikr ikr ikr
ikr ikr

r

r r

iJ r e r r e r
r r

i ik ik e
r r r rr r

i ik ke e
r r

ψ ψ ψ ψ
μ

μ

μ μ

− −
−

∂ ∂⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

= − + − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

K = K K

= K

= =K K

 

说明 J
K
是沿径向向外传播的，即为向外的球面波。 

（2）对 2 ( )rψ ，有   

* *
2 2 2 2

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2

e e e ee e
2

2
2

r r

ikr ikr ikr ikr
ikr ikr

r

r r

iJ r e r r e r
r r

i ik ik e
r r r rr r

i ik ke e
r r

ψ ψ ψ ψ
μ

μ

μ μ

− −
−

∂ ∂⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

= − + − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

K = K K

= K

= =K K

 

说明 J
K
是沿径向向内传播的，即为向内的球面波。 

第五节  定态薛定谔方程 

本节讨论一种常见的、而且极其重要的情况，即势场U 不显含时间 t 。在经典力学中，处

在这种势场中的粒子机械能守恒。 

一、不含时薛定谔方程 

当 ( )U U r= K
时，薛定谔方程存在可以分离变量的特解 

 ( , ) ( ) ( )r t r f tψ ψ=K K                 （2-40） 

将它代到薛定谔方程（2-25），得 
2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

f ti r r U r r f t
t
ψ ψ ψ

μ
⎡ ⎤∂

= − ∇ +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

=K K K K=  

整理，有 

 
2

2( ) 1 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 2
i f t r U r r
f t t r

ψ ψ
ψ μ

⎡ ⎤∂
= − ∇ +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

= = K K K
K      （2-41） 
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方程（2-41）左边只与时间有关，而右边是空间坐标的函数。由于空间坐标与时间是相互独立

的变量，所以只有当两边都等于同一个常量时，该等式才成立。以 E 表示该常量，则 E 既不

依赖于 t ，也不依赖于 rK。于是 

 d ( ) ( )
d
f ti Ef t

t
==                   （2-42） 

其解为 
 /( ) e iE tf t C −= =                    （2-43） 

因此特解为 
 /( , ) ( )e iE tr t rψ ψ −= =K K                 （2-44） 

( )rψ K
满足 

 
2

2 ( ) ( ) ( ) ( )
2

r U r r E rψ ψ ψ
μ

− ∇ + =
= K K K K           （2-45） 

该式即不含时薛定谔方程，或称为定态薛定谔方程。 

二、能量本征值和能量本征值方程 

从数学上来说，对于任何 E 值，定态薛定谔方程都有解。但并非对于一切 E 值所得出的

解 ( )rψ K
都满足物理上的要求。这些要求中，有根据波函数的统计解释而提出的要求（如单值、

有限、连续），也有根据体系的具体物理情况提出的要求（如束缚态满足无穷远处波函数为零），

这样，往往只有某些 E 值所对应的解，才满足物理上的要求。这些 E 值称为体系的能量本征

值，相应的波函数 ( )rψ K
称为能量本征函数，定态薛定谔方程称为体系的能量本征值方程。 

不含时的薛定谔方程可以分成式（2-42）和式（2-45），两式两边分别乘以 ( )rψ K
和 /e iEt− =，得 

 d ( , ) ( , )
d
r ti E r t
t

ψ ψ=
K K=                （2-46） 

 
2

2 ( ) ( , ) ( , )
2

U r r t E r tψ ψ
μ

⎡ ⎤
− ∇ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

= K K K          （2-47） 

式（2-46）和式（2-47）都是以算符作用在 ( , )r tψ K
上，得 ( , )E r tψ K

，所以算符 i
t
∂
∂
= 和

2
2 ( )

2
U r

μ
− ∇ +
= K

作用相当，都称为能量算符。 

由于
2

2 ( )
2

U r
μ

− ∇ +
= K

是将经典力学中的哈密顿函数
2

2
pE U
μ

= + 做代换 p i→− ∇K = 而得，所

以称为哈密顿算符，记为 

 
2

2ˆ ( )
2

H U r
μ

= − ∇ +
= K                  （2-48） 

于是，定态薛定谔方程简写为 

 ˆ ( ) ( )H r E rψ ψ=K K                    （2-49） 

一个算符作用在一个函数上等于一个常量乘以该函数，这样的方程称为算符的本征值方

程，该函数叫算符的本征函数，该常量叫算符的本征值。比如，力学量 F̂ 的本征值方程为 
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 ˆ ( ) ( )n n nF r f rψ ψ=K K                   （2-50） 

式中， nf 是 F̂ 的第 n个本征值， ( )n rψ K
是对应本征值 nf 的本征函数。当体系处于算符 F̂ 的本

征态 ( )n rψ K
时，F̂ 具有确定值 nf 。如果本征值 nf 对应 i 个不同的本征函数 ( )( 1,2, , )n r iνψ ν =K " ，

称为该本征值 i 重（度）简并。 

三、定态及其特点 

如果粒子初始时刻（ 0t = ）处于某一个能量本征态 
( ,0) ( )n nr rψ ψ=K K  

( )n rψ K
满足 ˆ ( ) ( )n n nH r E rψ ψ=K K

，且U 不显含时间，则 

      /( , ) ( )e niE t
n nr t rψ ψ −= =K K                （2-51） 

也满足 ˆ ( , ) ( , )n n nH r t E r tψ ψ=K K
，即 ( , )n r tψ K

仍然保持为体系能量的本征态（能量本征值为 nE ），

所以波函数 ( , )n r tψ K
所描述的态称为定态。 

定态的特点： 
（1）定态下粒子在空间的概率密度w不随时间改变。 
由式（2-51）得 

2 2( , ) ( )n nw r t rψ ψ= =K K  

与 t 无关，概率分布稳定。 
（2）定态下粒子的概率流密度不随时间改变。 
把式（2-51）代入到式（2-32）得 

/ * / * / /

* *

( )e e ( )e ( )e
2

[ ( ) ( ) ( ) ( )]
2

iE t iE t iE t iE t
n n n n

n n n n

iJ r r r

i r r r r

ψ ψ ψ ψ
μ

ψ ψ ψ ψ
μ

− −⎡ ⎤= ∇ − ∇⎣ ⎦

= ∇ − ∇

= = = =K = K K K

= K K K K
 

与 t 无关，形成稳定流动。且 

0wJ
t

∂
∇ ⋅ = − =

∂

K
 

四、含时薛定谔方程的一般解 

定态仅是薛定谔方程的一特解，一般束缚态问题中会有许多个定态解 ( , )n r tψ =K  
/( )e niE t

n rψ − =K
，故一般解为这些定态波函数的线性叠加，即 

 /( , ) ( , ) ( )e niE t
n n n n

n n

r t c r t c rψ ψ ψ −= =∑ ∑ =K K K        （2-52） 

可见，一般解不再是定态， E 没有单一的确定值，测得 E 取 nE 值的概率为
2

nc ，w、 J
K
与时

间有关。 
例 2-5  设 1( )xψ 和 2 ( )xψ 是体系的哈密顿量 Ĥ 的两个本征函数，对应本征值分别为 1E 和

2E ，问：它们的线性叠加态 
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1 2/ /
1 1 2 2( , ) ( )e ( )eiE t iE tx t c x c xψ ψ ψ− −= += =  

是否为定态？ 
解：由题设知    

1 1 1
ˆ ( ) ( )H x E xψ ψ=     2 2 2

ˆ ( ) ( )H x E xψ ψ=  
1 /

1( )e iE txψ − = 是能量为 1E 的定态， 2 /
2 ( )e iE txψ − = 是能量为 2E 的定态，但它们的叠加态不是定态。

这是因为 
1 2

1 2

/ /
1 1 1 2 2 2

/ /
1 1 2 2

ˆ ( , ) ( )e ( )e

( )e ( )e ( , )

iE t iE t

iE t iE t

H x t E c x E c x

E c x c x E x t

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

− −

− −

= +

⎡ ⎤≠ + =⎣ ⎦

= =

= =  

即在 ( , )x tψ 态下，能量无确定值。 

第六节  一维定态的一般性质 

设粒子质量为 μ ，沿 x轴运动，势能为 ( )U x ，则粒子满足的一维定态薛定谔方程为 

    
2 2

2
d ( ) ( ) ( )

2 d
U x x E x

x
ψ ψ

μ
⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

=        （2-53） 

即 

    [ ]
2

2 2
d ( ) 2 ( ) ( ) 0

d
x E U x x

x
ψ μ ψ+ − =

=
          （2-54） 

定理 1：设 ( )xψ 是一维定态薛定谔方程的解，则它的复共轭 *( )xψ 也是该方程的一个解，

且与 ( )xψ 对应同一能量本征值。 

证明：因为 
2 2

2
d

2 d
U E

x
ψ ψ ψ

μ
− + =
=  

上式两边取复共轭，且考虑到 *U U= ， *E E= ，则 
2 2 *

* *
2

d
2 d

U E
x
ψ ψ ψ

μ
− + =
=  

即 *( )xψ 也是方程的解，且能量本征值为 E 。 
定理 2：处于一维定态的粒子，如果 1( )xψ 和 2 ( )xψ 是对应于同一个能量本征值 E 的两个

独立的解，则有 

1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )x x x x cψ ψ ψ ψ′ ′− = （与 x无关的常数） 

证明：因为 

[ ]1 12
2 ( ) 0E U xμψ ψ′′+ − =
=

    [ ]2 22
2 ( ) 0E U xμψ ψ′′ + − =
=

 

上面两式分别乘以 2ψ 和 1ψ ，然后相减，得 

1 2 2 1 0ψ ψ ψ ψ′′ ′′− =  



量子力学简明教程 

 

28 

因此 

[ ]1 2 2 1
d 0
dx

ψ ψ ψ ψ′ ′− =  

故 
1 2 2 1 cψ ψ ψ ψ′ ′− =  

定理 3：处于一维定态下的粒子，其任何能级的简并度最大为 2。 
证明：设对于同一能量本征值 E ，存在三个独立的波函数 1ψ 、 2ψ 、 3ψ ，则由定理 2 得 

1 2 2 1 1cψ ψ ψ ψ′ ′− =     1 3 3 1 2cψ ψ ψ ψ′ ′− =  

所以 
2 1 2 2 1 1 1 3 3 1( ) ( ) 0c cψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ′ ′ ′ ′− − − =  

1 2 2 1 3 2 2 1 3 1( ) ( ) 0c c c cψ ψ ψ ψ ψ ψ′ ′ ′− − − =  

令 2 2 1 3c cϕ ψ ψ= − ，则 

1 1 0ψ ϕ ϕψ′ ′− =     1

1

ψϕ
ϕ ψ

′′
=  

所以 
3 1cϕ ψ=  

即 
3 1 2 2 1 3c c cψ ψ ψ= −  

2 1
1 2 3

3 3

c c
c c

ψ ψ ψ= −  

1ψ 是 2ψ 和 3ψ 的线性组合，与假设矛盾。 

定理 4：处于一维束缚定态的粒子，其所有能级都不简并。 
证明：设对同一能量本征值 E ，存在两个独立的波函数 1ψ 和 2ψ ，则 

1 2 2 1 cψ ψ ψ ψ′ ′− =  

对于束缚态， x →∞时， 1 0ψ → ， 2 0ψ → ，所以 0c → ，因此 

1 2

1 2

ψ ψ
ψ ψ
′ ′
=     1 2 1 1 2ln ln ln lnc cψ ψ ψ= + =  

1 1 2cψ ψ=  

所以 1ψ 和 2ψ 代表同一个量子态，能级不简并。 

定理 5：处于一维束缚定态的粒子，其能量本征函数可以是实数。 
证明：由定理 1 得，对体系的某一个能量本征值E ，ψ 和 *ψ 都是薛定谔方程的解。由定理

4 得，对束缚定态能级不简并，则ψ 和 *ψ 代表同一量子态，它们最多相差一个常数因子，即 
* cψ ψ=  

取复共轭，得 
2* * *c c c cψ ψ ψ ψ= = =  

所以 
2 1c =  
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eic α= （α 是实常数） 

不妨取 0α = ，则 1c = ， *ψ ψ= ，即本征函数可以取实数。 
定理 6：假设势能具有空间反演不变性，即 ( ) ( )U x U x= − 。若 ( )xψ 是一维定态薛定谔方

程对应能量本征值 E 的一个解，则 ( )xψ − 也一定是对应同一个 E 的另一个解。 

证明：一维定态薛定谔方程为 
2 2

2
d ( ) ( ) ( )

2 d
U x x E x

x
ψ ψ

μ
⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

=  

做代换 x x→− ，则方程变为 
2 2

2
d ( ) ( ) ( )

2 d
U x x E x

x
ψ ψ

μ
⎡ ⎤
− + − − = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

=  

考虑到 ( ) ( )U x U x= − ，得 
2 2

2
d ( ) ( ) ( )

2 d
U x x E x

x
ψ ψ

μ
⎡ ⎤
− + − = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

=  

即 ( )xψ − 也满足薛定谔方程，且对应的本征值也是 E 。 

定理 7：对于一维定态问题，假设势能具有空间反演不变性，则任一个属于能量本征值 E
的束缚态都有确定的宇称。 

证明：由定理 6 得，属于能量本征值 E 的解为 ( )xψ 和 ( )xψ − ，由定理 4 得，对束缚态能

级不简并，所以 
( ) ( )x c xψ ψ− =  

做代换 x x→− ，则 
2( ) ( ) ( )x c x c xψ ψ ψ= − =  

所以 
2 1c =    1c = ±  

当 1c = + 时， ( ) ( )x xψ ψ− = ，偶宇称；当 1c = − 时， ( ) ( )x xψ ψ− = − ，奇宇称。 
定理 8：如图 2-6 所示，在一维情况下，若 ( )U x 在 0x 点不连续，且 1U 、 2U 有限，则在 0x

点及ψ ′仍连续。 

证明：对薛定谔方程 

2
2 ( ) 0E Uμψ ψ′′ + − =
=

 

在 0x 附近小区间内做
0

0

d
x

x
x

ε

ε

+

−∫ " 运算，第一项为 

0

0
0 0d ( ) ( )

x

x
x x x

ε

ε
ψ ψ ε ψ ε

+

−
′′ ′ ′= + − −∫  

因为 E 、ψ 都是有限的，且在小区间 0 0( , )x xε ε− + 内U 也是有限的，所以第二项为 

0

0
2

2 ( ) d 0
x

x
E U x

ε

ε

μ ψ
+

−
− =∫ =

 

 
图 2-6 



量子力学简明教程 

 

30 

所以 

0 0( ) ( )x xψ ε ψ ε′ ′+ = −  

即ψ ′在 0x 点连续。 
因为ψ ′在 0x 点连续，所以ψ ′在 0x 点是有限的，因此 

0

0
0 0d ( ) ( ) 0

x

x
x x x

ε

ε
ψ ψ ε ψ ε

+

−
′ = + − − =∫  

所以 

0 0( ) ( )x xψ ε ψ ε+ = −  

即ψ 在 0x 点连续。所以在 0x 点ψ 的曲线光滑连续。 

第七节  自由粒子本征函数的规格化和箱归一化 

所谓自由粒子是在运动过程中不受外力作用的粒子，即位势 ( ) 0U r =K 。 

一、自由粒子波函数的规格化 

1．一维情况 

对于质量为 μ 的一维的自由粒子，它所满足的定态薛定谔方程为 

 
2 2

2
d ( ) ( )

2 d
x E x

x
ψ ψ

μ
− =
=                （2-55） 

实际上，上述方程就是动能算符
2 2

2
dˆ

2 d
T

xμ
= −

=
的本征方程。 

若 0E < ，令
2 Eμ

α =
=

，则方程（2-55）变形为 

 2( ) ( ) 0x xψ α ψ′′ − =                 （2-56） 

其特解为 

 1( ) e xx αψ =     2 ( ) e xx αψ −=          （2-57） 

当 0x > 时， 1( )xψ 不能满足波函数有限性的要求，而当 0x < 时， 2 ( )xψ 不能满足波函数有限

性的要求，所以， 1( )xψ 和 2 ( )xψ 都不是描述一维自由粒子运动的定态波函数。显然，在通解

中也找不出满足波函数标准条件的解，故方程无 0E < 的解。在物理上，不存在 0E < 的解是

容易理解的，这是因为自由粒子不存在势能项，它的能量就是动能，而动能是不能小于零，

故能量小于零时无解。 

对 0E ≥ ，令
2 E

k
μ

=
=

，则式（2-55）变形为 

 2( ) ( ) 0x k xψ ψ′′ + =                 （2-58） 

它的两个特解分别为 

    1( ) eikxxψ =    2 ( ) e ikxxψ −=           （2-59） 
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通解为上述两个特解的线性组合 

 1 2( ) e eikx ikxx c cψ −= +                （2-60） 

其中， 1c 和 2c 为任意复常数。 
若 k 的取值范围选为 ( , )− +∞ ∞ ，则式（2-60）简化为 

 ( ) eikx
k x cψ =                    （2-61） 

式中，c 是归一化常数，k 为实数，也可以将其视为量子数，它可以在正负无穷之间连续取值，

( )k xψ 是本征波函数，相应的能量本征值为 

 
2 2

2k
kE
μ

=
=                     （2-62） 

显然，k=表示动量。当 0k > 时，表示粒子向右运动；当 0k < 时，表示粒子向左运动。由于 k
可以连续取值，所以，能量本征值也是连续的，体系具有连续能谱。当 0k = 时，自由粒子处

于能量最低的状态，称之为基态，而把其他的状态称为激发态。对于激发态来说， k=与 k− =
对应同一个能量本征值，或者说，同一个能量本征值对应两个不同的本征波函数，即能量本

征值是二度简并的。 
一维自由粒子的能量本征值是连续取值的，式（2-61）所表示的波函数是无限扩展的平

面波。所谓自由粒子也是一种理想的模型，实际上，一个粒子是不可能绝对不受到外力作用

的，只要它受到一点点的作用，它就不是完全自由的，也就不可能对应无限扩展的平面波，

而成为有限扩展的平面波，所以，无限扩展的平面波也是一种理想化的结果。鉴于上述原因，

无限扩展的平面波是不能归一化的。 
从数学角度看，式（2-61）给出的不是平方可积的波函数，无法使用归一化条件。由狄

拉克δ 函数的定义可知，积分 

[ ]2 2* ( ) ( )d exp ( ) d 2π ( )k kx x x c i k k x x c k kψ ψ δ′
− −

′ ′= − = −∫ ∫
∞ ∞

∞ ∞
 

通常情况下，要对无限扩展的平面波进行所谓的规格化，也就是将其规格化为δ 函数。于是，

得到规格化常数 

1 / 2πc =  

规格化后的波函数为 

   1( ) e
2π

ikx
k xψ =                   （2-63） 

若用动量 p 作为量子数，则有 

   /1( ) e
2π

ipx
p xψ = =

=
                （2-64） 

容易验证式（2-64）也是动量算符 p̂ 的本征函数。 

2．三维情况 

利用自由粒子一维定态问题的解，容易求出其三维问题的解。 
在直角坐标系中，自由粒子的三维定态薛定谔方程可以写成 
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2 2 2 2

2 2 2 ( , , ) ( , , )
2

x y z E x y z
x y z

ψ ψ
μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂

− + + =⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

=       （2-65） 

上式有分离变量解，即 

1 2 3( , , ) ( ) ( ) ( )

x y z

x y z x y z
E E E E
ψ ψ ψ ψ=⎧⎪
⎨ = + +⎪⎩

 

将其代回式（2-65），可得如下三个方程： 
2 2

1 12

2 2

2 22

2 2

3 32

d ( ) ( )
2 d

d ( ) ( )
2 d

d ( ) ( )
2 d

x

y

z

x E x
x

x E x
y

z E z
z

ψ ψ
μ

ψ ψ
μ

ψ ψ
μ

⎧
− =⎪
⎪
⎪⎪− =⎨
⎪
⎪
⎪− =
⎪⎩

=

=

=

 

能量本征值为 

 
2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2
yx z

k

kk k kE
μ μ μ μ

= + + =K
== = =          （2-66） 

相应的规格化本征函数为 

 3/2
1( ) e

(2π)
ik r

k rψ ⋅=
K K

K K                （2-67） 

其中， x y zk k i k j k k= + +
K KK K

。 

若用动量表示，能量本征值和相应的本征波函数分别为 

 
2

2p
pE
μ

=K                      （2-68） 

 /
3/2

1( ) e
(2π )

ip r
p rψ ⋅=

K K =K
K

=
              （2-69） 

二、本征函数的箱归一化 

1．一维情况 

若限定粒子在 [ , ]L L− 的范围内运动，则它的波函数是可以归一化的。当 L 的值很大时，

可作为粒子在无穷大范围内运动的一个近似。 
在上述限制下，粒子是不可能处于箱外的，故箱外的波函数为零。在箱内，设粒子动量

或动能算符的本征函数仍为 
/( ) eipx

p x cψ = =  

利用周期性边界条件 
 ( ) ( )p pL Lψ ψ− =                   （2-70） 
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有 
2 /e 1ip L ==  

即 
2 2cos sin 1pL pLi⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =
 

所以 
2 2cos 1 sin 0pL pL⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =
 

得到 

π ( 0, 1, 2, )pL n n= = ± ± "
=

 

于是，动量的取值是断续的，即 

 π ( 0, 1, 2, )np n n
L

= = ± ±
= "             （2-71） 

能量的本征值也是断续的，即 

 
2 2

2 2
2

1 π
2 2n nE p n

Lμ μ
= =

=                 （2-72） 

通常，把力学量本征值取断续值称为取值量子化。由式（2-72）可知，随着箱尺度 L的增

大，能级的间距变小，当 L →∞时，能级的间距趋向于零，或者说能级变成连续的，这与自

由粒子能量本征值取值连续相吻合。 
利用归一化条件 

2* ( ) ( )d 2 1
n n

L

p pL
x x x c Lψ ψ

−
= =∫  

可知归一化常数为 1 / 2c L= ，于是，归一化的波函数为 

 /1( ) e
2

n

n

ip x
p x

L
ψ = =                 （2-73） 

从自由粒子规格化的能量本征函数（2-64）可以看出，当 x →±∞时，其本征函数不为零，

或者说，在无穷远处发现该粒子的概率不为零，把这种状态称为非束缚态。由自由粒子箱归

一化的能量本征函数（2-73）可知，粒子被限制在箱内运动，故其出现在无穷远处（箱外）的

概率为零，把这种状态称为束缚态。一般来说，连续谱对应非束缚态，而断续谱对应束缚态。 

2．三维情况 

对于三维问题而言，相当于粒子被限制在一个边长为 2L 的正方形箱子中运动，这时的波

函数也是可以归一化的，此即自由粒子波函数的箱归一化。容易解得，此时的能量本征值与

相应的本征波函数分别为 

 
2 2 2

2 2 2
2

π ( )
2 2x y zn n n x y z
pE n n n

Lμ μ
= = + +

=           （2-74） 

 /
3/2

1( ) e
(2 )

n

n y z

ip r
n n n r

L
ψ ⋅=

K K =K               （2-75） 
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其中， , , 0, 1, 2,x y zn n n = ± ± "，且 

 
x y zn n n np p i p j p k= + +

KK KK               （2-76） 

 π
xn xp n

L
=
=     π

yn yp n
L

=
=     π

zn zp n
L

=
=      （2-77） 

综上所述，自由粒子的能量本征值是连续取值的，相应的本征态为非束缚态。做一维运

动时，激发态能量本征值是二度简并的，且本征波函数只能规格化为δ 函数。其位置的概率

密度与时间、空间坐标无关，在无穷远处发现粒子的概率不为零，意味着粒子可以在无穷远

处出现。自由粒子的哈密顿算符与其动能算符一样，所以，动能算符的本征值及波函数与哈

密顿算符的解是一样的。它们的本征波函数也是动量算符的本征波函数。 
若自由粒子被限制在一个边长为 2L 的方形箱中，则其能量本征值是断续取值的，相应的

本征态为束缚态。由于粒子被限制在一定的区域内运动，严格地说，这时的“自由粒子”已

经不是完全自由的，所以能量本征值从连续取值变为断续取值。 

第八节  方 形 势 阱 

一、一维无限深势阱 

通常，把势能分区均匀的位势称为方形位势，或者梯形位势。一维无限深方势阱是方形

势阱中最简单的一种特殊情况，它是量子力学中少数几个可以得到解析解的问题之一。 

1．能量本征方程 

一个质量为 μ 的粒子处于如图 2-7 所示的一维无限深方势阱

中，其势能的表达式为 

( ) 0
x a

U x a x a
x a

< −⎧
⎪= − < <⎨
⎪ >⎩

∞

∞

 

沿 x 轴可以将势能分为三个区域，分别用Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ来表示。粒子

在三个不同区域的定态薛定谔方程如下 
2 2

1 12

2 2

2 22

2 2

3 32

d ( ) ( ) I
2 d

d 0 ( ) ( ) II
2 d

d ( ) ( ) III
2 d

x E x
x

x E x
x

x E x
x

ψ ψ
μ

ψ ψ
μ

ψ ψ
μ

⎧⎡ ⎤
− + =⎪⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪

⎪ ⎡ ⎤⎪ − + =⎨ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪

⎪⎡ ⎤⎪ − + =⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

=

=

=

∞

∞

 

在Ⅰ和Ⅲ区，势能皆为无限大，通常把这种高度无限大的势垒称为刚性壁，即使粒子具

有波粒二象性，它也完全不能透过这种刚性壁，于是在刚性壁中的波函数为零。在Ⅱ区，令

2 E
k

μ
=

=
，方程的解有三种写法 

 
图 2-7 
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( ) e eikx ikxx A Bψ −= +  

或 
( ) sin cosx A kx B kxψ = +  

或 
( ) sin( )x A kxψ δ= +  

由于一维无限深势阱属于束缚定态情况，所以波函数通常不用复数形式，因此可以采用

后面两种的任意一种形式，我们采用第三种形式。所以 

1

2

3

( ) 0 I
( ) sin( ) II

III( ) 0

x
x C kx
x

ψ
ψ δ
ψ

=⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

 

2．能量本征值 

波函数的连续性要求 
1 2( ) ( )a aψ ψ− = −     2 3( ) ( )a aψ ψ=  

得 
sin( ) 0ka δ− + =     sin( ) 0ka δ+ =  

所以 
πka iδ − =     πka jδ + =  

其中， , 0,1,2,3,i j = "，两式相减得 
2 ( )π πka j i n= − ≡  
π

2
nk
a

=     ( 1,2,3, )n = "  

在上式中，若 0n = ，则 0k = ，三个区域的波函数皆为零，这在物理上是不合理的，故将其弃

之。另外，由于 πn 与 πn− 实际上表示同一个角度，没有新的物理意义，故 n只取正值。 
由波函数一阶导数连续条件将得到同样的结果，说明波函数一阶导数连续的条件并不贡

献新的物理内容，这是因为间断点处有一边的势能为无穷大所造成的。换句话说，若在间断

点处有一边的势能为无穷大，则不必顾及波函数的一阶导数在此间断点处连续。在势能间断

点处边界条件的实质是，要求概率密度连续和概率流密度连续，多数情况下，这种要求可以

简化为波函数连续和波函数的一阶导数连续，在一些特殊情况下，例如，无限深势阱和δ 函

数位势，它们的波函数一阶导数并不连续，但是，概率流密度却是连续的。 
由以上讨论容易得到能量本征值为 

 
2 2 2

2
π
8n

nE
aμ

=
=     ( 1,2,3, )n = "            （2-78） 

能量本征值（或能级） nE 与整数 n有关， n称为量子数。由此可知，无限深势阱中的粒子的

能量本征值是断续（量子化）的。显然，这种力学量取值量子化是量子力学的必然结果。 
最后，让我们来考察相邻能级间距的相对值 1( ) /n n n nE E E E+Δ = − 随量子数 n的变化。当

量子数较小时，例如，若 1n = ，则 1 3EΔ = ，当量子数很大时，例如，若 1000n = ，则

1000 0.002001EΔ = 。上述结果表明，此时的能级间隔相对能级本身来说是非常小的，换句话说，
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能级可以视为连续的。在所谓大量子数极限情况下，量子力学过渡到经典力学，此即玻尔的

对应原理。 

3．能量本征函数 

因为 
1 1( )π π π
2 2

j i n iδ = + ≡ +  

所以 
π π π π( 1) sin sin

2 2 2 2( )
0

i

n

n n n nC x C x x a
a ax

x a
ψ

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′− + = + <⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎨
⎪ >⎩

 

再利用波函数的归一化条件 
2 2 22 π π( ) d sin d 1

2 2
a a

na a

n nx x C x x C a
a

ψ
− −

⎛ ⎞′ ′= + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

则归一化常数 
1C
a

′ =  

归一化后，对应能量本征值 nE 的本征波函数为 

 
1 π πsin

2 2( )
0

n

n nx x a
ax a

x a
ψ

⎧ ⎛ ⎞+ <⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨
⎪ >⎩

        （2-79） 

其中， 1,2,3,n = "。 

4．讨论 

（1）对称势阱和态的宇称 
波函数也可以按 n的奇偶不同写为如下形式 

1 πsin
2( )

0
n

n x x a
ax a

x a
ψ

⎧ <⎪= ⎨
⎪ >⎩

   n为偶数 

1 πcos
2( )

0
n

n x x a
ax a

x a
ψ

⎧ <⎪= ⎨
⎪ >⎩

   n为奇数 

可以看出，波函数要么为偶宇称，要么为奇宇称。这正符合在第六节中介绍过的一维定态的

性质 7。 
（2）粒子位置概率分布 
一维无限深势阱中粒子能量的本征函数 ( )n xψ 及其模方

2( )n xψ 如图 2-8(a)和(b)所示。由

图 2-8(a)可以看出，基态波函数无节点，第一激发态有一个节点，第 k 激发态（n = k+1）有 k
个节点。由图 2-8(b)可以看出，势阱内粒子在不同位置出现的概率是不一样的，这一点与经典

粒子的行为截然不同。 
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图 2-8 

（3）能量本征函数的正交归一性 
做如下积分运算 

* 21 π π( ) ( )d sin d 1
2 2

a a

n na a

n nx x x x x
a a

ψ ψ
− −

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

* 1 π π π π( ) ( )d sin sin d 0
2 2 2 2

a a

m na a

m m n nx x x x x x
a a a

ψ ψ
− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫  

把两式合并，得 

 * ( ) ( )d
a

m n mna
x x xψ ψ δ

−
=∫                （2-80） 

这就是能量本征函数的正交归一方程。 
（4）非对称势阱 
如图 2-9 所示，若宽度为 a的无限深势阱的形式为非对称的，即 

0
( ) 0 0

x
U x x a

x a

<⎧
⎪= < <⎨
⎪ >⎩

∞

∞

 

用类似方法可求得能量本征值与相应的本征函数为 

 
2 2 2

2
π
2n

nE
aμ

=
=     ( 1,2,3, )n = "      （2-81） 

 

1

2

3

( ) 0

2 π( ) sin

( ) 0

x

nx x
a a

x

ψ

ψ

ψ

=⎧
⎪
⎪ ⎛ ⎞=⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ =⎩

    ( 1,2,3, )n = "      （2-82） 

由于该势能不具有空间反演对称性，故波函数无确定的宇称。 
（5）与自由粒子的比较 
处于无穷深势阱中的粒子，也可以理解为一个“自由粒子”被限制在一定的区域内运动。

自由粒子的能量本征值是连续取值的，而无限深方势阱中的粒子的能量的取值是断续的。由

 
图 2-9 
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式（2-78）可知，随着 a的增大，能级的间距将逐渐变小，以致变成连续取值，此即由断续到

连续的过渡过程，也就是说，当势阱的宽度趋于无穷大时，该“自由粒子”就变成真正的自

由粒子。 
（6）与箱中“自由粒子”的比较 
前面曾讨论过自由粒子的箱归一化问题，并给出了量子化的能量本征值的表达式，即表

现出量子限域效应。将箱中的“自由粒子”与无限深方势阱中的粒子做比较，会发现两者是

同一个物理问题的两种不同表述，细心的读者会发现，两种不同的处理方法得到的能量本征

解是不同的。产生这个问题的原因在于，做箱归一化时，事先做了箱内的波函数仍为平面波

的假定，以致不能保证波函数在边界上连续的条件。实际上，箱归一化是处理上述物理问题

的一种近似，而无限深方势阱的结果才是严格的。 

二、方形势阱 

如图 2-10 所示的方形势阱也是较为简单的一维位势。下面先求解一般的方形势阱的定态

问题，然后，再考察它的特殊情况（对称方势阱）。 

1．通解 

一个质量为 μ 的粒子处于如图 2-10 所示的一般方势阱中，其势

能表达式为 

1

2

( ) 0
U x a

U x a x a
U x a

< −⎧
⎪= − < <⎨
⎪ >⎩

 

其中， 1U 和 2U 为正实数。我们讨论粒子能量 2 1E U U< < 的情况。 

势能沿 x 轴可分为三个区域，每个区域的势能都是一个常数。于是，可以在三个不同的

区域内分别写出相应的薛定谔方程 
2 2

1 1 12

2 2

2 22

2 2

2 3 32

d ( ) ( ) I
2 d

d 0 ( ) ( ) II
2 d

d ( ) ( ) III
2 d

U x E x
x

x E x
x

U x E x
x

ψ ψ
μ

ψ ψ
μ

ψ ψ
μ

⎧⎡ ⎤
− + =⎪⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪
⎪⎡ ⎤⎪ − + =⎨⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪
⎪⎡ ⎤⎪ − + =⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

=

=

=

 

令 

12 ( )U Eμ
α

−
=

=
     

2 E
k

μ
=

=
     22 ( )U Eμ

β
−

=
=

 

方程组可以改写为 
2

1 1
2

2 2
2

3 3

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

x x

x k x

x x

ψ α ψ

ψ ψ

ψ β ψ

⎧ ′′ − =
⎪⎪ ′′ + =⎨
⎪ ′′ − =⎪⎩

 

 
图 2-10 
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在三个不同的区域中，方程的解分别是 

1 1 1

2

3 2 2

( ) e e
( ) sin( )

( ) e e

x x

x x

x A B
x C kx

x A B

α α

β β

ψ
ψ δ

ψ

−

−

⎧ = +
⎪

= +⎨
⎪ = +⎩

 

2．定解 

下面根据波函数的各种要求来确定能量本征值 E 与常数 1A 、 1B 、C 、 2A 、 2B 。 
首先，由波函数的有限性可知， 1 2 0B A= = ，于是 

1

2

3

( ) e
( ) sin( )

( ) e

x

x

x A
x C kx

x B

α

β

ψ
ψ δ

ψ −

⎧ =
⎪

= +⎨
⎪ =⎩

 

其次，由波函数及其一阶导数连续的要求可知，在 x a= ± 处，波函数满足的边界条件为 

e sin( )aA C kaα δ− = − +    e cos( )aA Ck kaαα δ− = − +  

e sin( )aB C kaβ δ− = +    e cos( )aB Ck kaββ δ−− = +  

由前两式得 

tan( ) kkaδ
α

− =  

由后两式得 

tan( ) kkaδ
β

+ = −  

注意，角度 kaδ − 与 kaδ + 分别处于第一、三象限和第二、四象限。利用三角函数的定义

可知 

2 2
sin( ) kka

k
δ

α
− =

+
    

2 2
sin( ) kka

k
δ

β
+ =

+
 

于是，得到 

2 2
π arcsin kka i

k
δ

α
− = +

+
 

2 2
π arcsin kka j

k
δ

β
+ = −

+
 

其中， , 0,1,2,3,i j = "。将上面两式相减，则可得到能量本征值 E 所满足的超越方程 

2 2 2 2

1 1π arcsin arcsin
2 2 2
n k kka

k kα β
= − −

+ +
 

其中， 1,2,3,n = "。将α 、 β 、 k 的表达式代入上式，可得 E 的明显表达式 

2

2
1 2

2 1 1π arcsin arcsin
2 2 2

n n
n

E Ea nE
U U

μ
= − −

=
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显然，上述超越方程只能进行数值求解，能量本征值 nE 求出之后，将其代回波函数的表

达式中，利用边界条件消去四个常数中的三个，剩下的一个由归一化条件决定。 

3．方形势阱的三个特例 

（1）对称方势阱 
当两边势垒的高度相等（ 1 2U U U= = ）时，构成对称方势阱，其能量本征值所满足的方

程简化为 
2

2
2 π arcsin

2
n

n
Ea nE
U

μ
= −

=
 

（2）无限深方势阱 
当两边势垒的高度皆为无穷大（U →∞）时，即所谓无穷深势阱，则上式变成更简单的

形式 
2 2 2

2
π
2n

nE
aμ

=
=     ( 1,2,3, )n = "  

此结果与前面导出的无限深势阱结果相同。 
（3）半壁无限深势阱 
对于半壁无限深势阱（ 1 2,U U U→ =∞ ），则有 

2

2
2 1π arcsin

2 2
n

n
Ea nE
U

μ
= −

=
 

例 2-6  半壁无限高势阱的位势为 

0

0
( ) 0 0

x
U x x a

x aU

<⎧
⎪= < <⎨
⎪ >⎩

∞

 

求粒子能量在 00 E U< < 范围内的解。 

解：势函数把空间分成三个区域，满足的薛定谔方程分别为 
2 2

1 12

2 2

2 22

2 2

0 3 32

d ( ) ( ) 0
2 d

d 0 ( ) ( ) 0
2 d

d ( ) ( )
2 d

x E x x
x

x E x x a
x

U x E x x a
x

ψ ψ
μ

ψ ψ
μ

ψ ψ
μ

⎧⎛ ⎞
− + = <⎪⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪⎛ ⎞⎪ − + = < <⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪
⎪⎛ ⎞⎪ − + = >⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

=

=

=

∞

 

显然， 1( ) 0xψ = 。方程简化为 
2

2
22 2

2
3 0

32 2

d ( ) 2 ( ) 0 0
d

d ( ) 2 ( )
( ) 0

d

x E x x a
x

x E U
x x a

x

ψ μ ψ

ψ μ
ψ

⎧
+ = < <⎪⎪

⎨
−⎪ + = >⎪⎩

=

=

 

令
2 E

k
μ

=
=

， 02 ( )U Eμ
α

−
=

=
，则方程进一步简化为 

 
图 2-11 
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2
2 2

2
3 3

0 0
0

k x a
x a

ψ ψ
ψ α ψ
⎧ ′′ + = < <⎪
⎨ ′′ − = >⎪⎩

 

0 x a< < 时，方程的通解为 

2 ( ) sin( )x A kxψ δ= +  

x a> 时，方程的解为 

3 ( ) e ex xx B Cα αψ −= +  

所以 

1

2

3

( ) 0 0
( ) sin( ) 0
( ) e ex x

x x
x A kx x a
x B C x aα α

ψ
ψ δ
ψ −

= <⎧
⎪ = + < <⎨
⎪ = + >⎩

 

下面由波函数的标准条件定解。 
由于波函数有限，所以 0B = ，有 

3 ( ) e xx C αψ −=  
在 0x = 处，由波函数的连续性 1 2(0) (0)ψ ψ= ，可得 

sin 0A δ =  

取 0δ = ，则 

2 ( ) sinx A kxψ =  

在 x a= 处，由单值性和连续性 2 3( ) ( )a aψ ψ= 、 2 3( ) ( )a aψ ψ′ ′= ，可得 

sin e aA ka C α−=       cos e aAk ka C αα −= −  

得 

tan kka
α

= −  

把
2 E

k
μ

=
=

、 02 ( )U Eμ
α

−
=

=
代入，得 

0

2
tan

E Ea
U E

μ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠=

 

此即能量本征值满足的超越方程。该方程只能采用数值法求解或用作图法求解。 
讨论： 

（1）若 0U →∞，则 

2
π

E
a n

μ
=

=
 

2 2 2

2
π

2n
nE

aμ
=

=    （ 1,2,3,n = "） 

这正是一维无限深势阱的结果。 
（2）束缚态存在的条件。 
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令 kaξ = ， aη α= ，则 
2

2 2 0
2

2 U aμ
ξ η+ =

=
 

cotη ξ ξ= −  

它们的交点就是束缚态能级满足的解。由图 2-12
知，至少存在一个束缚态的条件为 

22
0

2

2 π
2

a Uμ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

≥  

2 2

0 2
π
8

U
aμ
=

≥    或   
2 2

2
0

π
8

U a
μ
=

≥  

2
0U a 称为势阱强度。上式表明，当势阱强度小于

2 2π
8μ
=

时，不存在束缚态。 

（3）利用该模型讨论一个真实物理问题。在氘原子核中，质子与中子的相互作用可以简

化成类似半壁无限高势阱，差别仅在于能量零点的位置不同，即 

0

0
( ) 0

0

x
U x U x a

x a

<⎧
⎪= − < <⎨
⎪ >⎩

∞

 

已知其离化能量为 

0 0 2.237MeVB E U= + =  

阱宽为 152.8 10 ma −= × ，折合质量 271 1.67 10 kg
2

μ −= × × 。 

将上面超越方程中的 E 换成 0E U+ ，能量本征值满足的方程为 

0 02 ( )
tan

E U E U
a

E
μ⎛ ⎞+ +

= −⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠=
   或   

2
tan

B Ba
E

μ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠=

 

可以求得，阱深为 

0 21.2MeVU ≈  

例 2-7  对处于δ 势阱 0 ( )U U xδ= − （ 0 0U > ）中的粒子，讨论其束缚态能级和波函数。 

解：定态薛定谔方程为 

[ ]02
2 ( ) 0E U xμψ δ ψ′′ + + =
=

 

因为
0 0

( )
0

x
x

x
δ

≠⎧
= ⎨ =⎩∞

，所以， 0E > 为游离态， 0E < 为束缚态。 

因为 ( )U x 为偶函数，所以 ( )xψ 具有确定的宇称。 
( )xδ 具有以下重要性质： 

① ( ) ( )d ( ) ( )d (0)f x x x f x x x f
ε

ε
δ δ

− −
= =∫ ∫

∞

∞
 

 
图 2-12 

 
图 2-13 
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② ( ) 0x xδ = 。说明 0x → 时，
1
x
比 ( )xδ 趋于∞的速度快。 

在 0x = 点附近对薛定谔方程两边做运算 dx
ε

ε−∫ " ，并考虑到 

d ( ) ( ) (0 ) (0 )x
ε

ε
ψ ψ ε ψ ε ψ ψ+ −

−
′′ ′ ′ ′ ′= − − = −∫  

d 0E x
ε

ε
ψ

−
=∫ （因为积分区间无限小） 

( ) ( )d (0)x x xδ ψ ψ
−

=∫
∞

∞
 

所以 
0

2

2
(0 ) (0 ) (0) 0

Uμ
ψ ψ ψ+ −′ ′− + =

=
 

0
2

2
(0 ) (0 ) (0)

Uμ
ψ ψ ψ+ −′ ′− = −

=
 

ψ ′在 0x = 点左右不连续，但变化量有限（因为 (0)ψ 有限），而ψ 在 0x = 点两侧连续。 

令
2 E

k
μ−

=
=

，则 0x ≠ 处，薛定谔方程化为 

2 0kψ ψ′′ − =  

所以 

1 2e ekx kxc cψ −= +  

对束缚态， x →±∞时， 0ψ → ，所以 

e 0( )
e 0

kx

kx

c xx
c x

ψ
−⎧ >⎪= ⎨

± <⎪⎩
 

（1）偶宇称态，有 
e 0( )
e 0

kx

kx

c xx
c x

ψ
−⎧ >⎪= ⎨

<⎪⎩
 

如图 2-14 所示，所以 
(0 ) ckψ +′ = −      (0 ) ckψ −′ =       (0) cψ =  

因此 
0

2

2 U
ck ck c

μ
− − = −

=
 

0
2

U
k

μ
=
=

 

即 
2 2

0
2 4

2 UE μμ
− =
= =

   
2
0
22

U
E

μ
= −

=
 

这是偶宇称态下唯一的束缚态能级。 

 
图 2-14 
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利用归一化条件，得 
02 2 2 2 2 2

0
d e d e d / 1kx kxx c x c x c kψ −

− −
= + = =∫ ∫ ∫

∞ ∞

∞ ∞
 

0U
c k

μ
= =

=
 

所以 
2

0

2
0

/
0

/
0

( / )e 0
( )

( / )e 0

U x

U x

U x
x

U x

μ

μ

μ
ψ

μ

−⎧ >⎪= ⎨
<⎪⎩

=

=

=

=
 

2
0
22

U
E

μ
= −

=
 

（2）对奇宇称，有 
e 0( )
e 0

kx

kx

c xx
c x

ψ
−⎧ >⎪= ⎨

− <⎪⎩
 

因为波函数在 0x = 点连续，则 c c= − ，即 0c = ，所以 (0) 0ψ = 。因此，不存在奇宇称态。 

第九节  线性谐振子 

一、参考模型 

无论是在经典物理中还是在量子物理中，线性谐振子都是很有用的模型。任何体系在稳

定平衡点附近的运动都可以近似地看成一维谐振子。如双原子分子的振动、晶体结构中原子

和离子的振动、核振动等都使用了谐振子模型，辐射场也可以看成线性谐振子的集合。 
比如，双原子分子中两原子间的势能U 是两原子间距离 x 的函

数，其形状如图 2-15 所示。在 x a= 处势能有一极小值，这是一个稳

定平衡点，在这点附近， ( )U x 可以展为 ( )x a− 的幂级数，且注意到 

0x a
U
x =

∂
=

∂
 

则 

21( ) ( ) ( )( )
2!

U x U a U a x a′′= + − +"  

若忽略高次项，且令 ( )k U a′′= ，则有 

21( ) ( ) ( )
2

U x U a k x a= + −  

再令 ( ) 0U a = ， x x a′ = − ，则有 21( )
2

U x kx′ ′= ，可以写成 

 21( )
2

U x kx=                     （2-83） 

其中， 2k μω= 。 

 
图 2-15 



第二章  波函数和薛定谔方程 

 

45 

凡是在势能为 21( )
2

U x kx= 的场中运动的微观体系都称为线性谐振子。 

二、线性谐振子的本征问题 

体系的哈密顿算符及本征方程分别为 

 
2 2

2 2
2

d 1ˆ
2 2d

H x
x

μω
μ

= − +               （2-84） 

 
2 2

2 2
2

d 1 ( ) ( )
2 2d

x x E x
x

μω ψ ψ
μ

⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

         （2-85） 

为简化方程（2-85），做量纲分析。能量 E 和 ω 的量纲是一致的，为了使方程变成无量

纲的形式，两边同乘以
2
ω

，得 

2
2

2
d 2
d

Ex
x
ψ μω ψ ψ

μω ω
− + =  

令 

 μωα =    xξ α=    2Eλ
ω

=         （2-86） 

方程（2-85）简化为 

 
2

2
2

d ( ) ( ) ( ) 0
d
ψ ξ λ ξ ψ ξ
ξ

+ − =              （2-87） 

由于方程（2-87）不能直接求解，可先求ξ → ±∞的渐进解，此时由于λ与 2ξ 相比可以忽略，

则方程退化为 

 
2

2
2

d 0
d
ψ ξ ψ
ξ

− =   （渐近方程）          （2-88） 

其渐进解为 

 
2 /2( ) e ξψ ξ ±∝                    （2-89） 

对解式（2-89）做验证。因为 
2 /2~ e ξψ ξ ±′ ±  

2 22 /2 2 /2~ ( 1)e eξ ξψ ξ ξ± ±′′ ± ≈  

即得式（2-88）。 
由波函数的有限性（满足 ( ) 0ξψ ξ →⎯⎯⎯→∞ ）知，只能取

2 /2( ) e ξψ ξ −∝ 的解，于是可以令方

程（2-87）的一般解为 

 
2 /2( ) e ( )Hξψ ξ ξ−=                  （2-90） 

其中，待求函数 ( )H ξ 应满足以下条件： 
（1）在ξ 有限时， ( )H ξ 应为有限； 
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（2）当ξ → ±∞时， ( )H ξ 也必须保证 ( ) 0ψ ξ → 。 

只有这样才能满足波函数的标准条件。 
将式（2-90）代入式（2-87）中，有 

 
2

2
d d2 ( 1) 0

dd
H H Hξ λ

ξξ
− + − =  （厄密方程）   （2-91） 

即为 ( )H ξ 所满足的方程。 
利用级数方法求解式（2-91），这个级数必须包含有限项，才能在ξ → ±∞时使 ( )ψ ξ 有限，

而级数含有有限项的条件是λ为奇数，即 
 2 1nλ = +    ( 0,1,2, )n = "          （2-92） 

因为
2Eλ
ω

=
=

，所以，一维线性谐振子的能级为 

 1
2nE n ω⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=    ( 0,1,2, )n = "        （2-93） 

式（2-91）的解为厄密多项式 

 
2 2d( ) ( 1) e e

d

n
n

n nH ξ ξξ
ξ

−= −              （2-94） 

其中， n表示 ( )nH ξ 的最高次幂，并且 ( )nH ξ 的最高次数项的系数为 2n 。例如 

0 ( ) 1H ξ =    1( ) 2H ξ ξ=  
2

2 ( ) 4 2H ξ ξ= −   3
3 ( ) 8 12H ξ ξ ξ= −  

且 ( )nH ξ 满足递推关系 

 1
d ( )

2 ( )
d

n
n

H
nH

ξ
ξ

ξ −=                 （2-95） 

 1 1( ) 2 ( ) 2 ( ) 0n n nH H nHξ ξ ξ ξ+ −− + =           （2-96） 

（证明见梁昆淼编写的《数学物理方法》（第 1 版）的第 539 页）。 
体系能量本征函数为 

 
2 /2( ) e ( )n n nN Hξψ ξ ξ−=               （2-97） 

或 

 
2 2 /2( ) e ( )x

n n nx N H xαψ α−=              （2-98） 

nN 为归一化常数，由
2 d 1xψ

−
=∫

∞

∞
可得，

π 2 !n n
N

n
α

= 。例如， n较小的几个本征函数为 

2 2 /2
0 1/4( ) e

π
xx ααψ −=  

2 2 /2
1 1/4

2( ) e
π

xx x ααψ α −=  

2 22 2 /2
2 1/4

/ 2( ) (2 1)e
π

xx x ααψ α −= −  
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2 22 2 /2
3 1/4

3( ) (2 / 3 1)e
π

xx x x ααψ α α −= −  

利用厄米多项式可以推出波函数的递推公式 

 1 1
1 1( ) ( ) ( )

2 2n n n
n nx x x xψ ψ ψ

α − +

⎡ ⎤+
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
      （2-99） 

 1 1
d 1( ) ( ) ( )
d 2 2n n n

n nx x x
x
ψ α ψ ψ− +

⎡ ⎤+
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
      （2-100） 

进而可得 

 2
2 22

1( ) ( 1) ( ) (2 1) ( ) ( 1)( 2) ( )
2n n n nx x n n x n x n n xψ ψ ψ ψ
α − +

⎡ ⎤= − + + + + +⎣ ⎦  （2-101） 

 
2 2

2 22
d ( ) ( 1) ( ) (2 1) ( ) ( 1)( 2) ( )

2d n n n nx n n x n x n n x
x

αψ ψ ψ ψ− +
⎡ ⎤= − − + + + +⎣ ⎦  （2-102） 

三、结果讨论 

（1）线性谐振子的能级为 

1
2nE n ω⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=     ( 0,1,2, )n = "  

①能量是量子化的，且相邻能级的间距 

1n n nE E E ω+Δ = − = =  

即能级是等间距的。 

②存在零点能 0
1
2

E ω= = （基态能量）。 

在 0T = 时也有振动，并已被实验所证实（光被晶体散射），这是经典理论中没有的，纯

属量子效应。它是由于微观粒子具有波粒二象性所导致的。 
（2）波函数 ( )n xψ 和概率密度

2
nψ 。 

①波函数 ( )n xψ 满足正交归一化条件，即 

* ( ) ( )dm n mnx x xψ ψ δ
−

=∫
∞

∞
 

②波函数 ( )n xψ 有确定的宇称 ( 1)n− ，即 

( ) ( 1) ( )n
n nx xψ ψ− = −  

③波函数 ( )n xψ 如图 2-16 所示，波函数模方
2( )n xψ 如

图 2-17 所示。
2

nψ 有 1n + 个极大值，有 n个零点（与经典

分布不同），分布关于纵轴对称，随着量子数的增加，谐振

子的位置概率分布将逐渐趋于经典分布。 
在基态时 0n = ，粒子出现在 0x = 处概率最大。但按照经典力学， 0x = 处振动速度最快，

逗留时间最短，粒子出现的概率最小。这与量子力学结论正相反。 

 
图 2-16 
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图 2-17 

基态能量 0 / 2E ω= = 。按照经典力学，粒子势能最大处满足 

2
0

1 1
2 2

kx ω= =    0 2
1x

k
ω ω

μω αμω
= = = =

= = =  

它是粒子振动最远处，即 1xα ≤ 。但量子力学却允许粒子有一定的概率出现在经典禁区，

此概率为 
2 2

0 0

2
0 d e d 16%

π
x

x x
x xααψ −= ≈∫ ∫

∞ ∞

 

这是纯量子效应，且在基态表现得最为突出。 

第十节  势 垒 贯 穿 

本节讨论体系的势能在无限远处为有限（下面取为零）、波函数在无限远处不为零的情况，

此时体系的能量可取任意值，即组成连续谱。这类问题属于散射问题，且粒子能量是预先确

定的。 



第二章  波函数和薛定谔方程 

 

49 

一、一维散射现象 

粒子处于如图 2-18 所示的势场中 
0 0

( )
0 0,

U x a
U x

x x a
< <⎧

= ⎨ < >⎩
 

这样的势场称为方形势垒。 
在经典物理中，当 0E U> 时，粒子可以越过势垒；当 0E U< 时，

粒子被势垒反射，不能通过。在量子力学中，情况又将如何呢？ 

二、方程的求解 

粒子的波函数ψ 所满足的定态薛定谔方程为 

     

2 2

2

2 2

02

d ( ) ( ) I  III
2 d

d ( ) ( ) ( ) II
2 d

x E x
x

x U x E x
x

ψ ψ
μ

ψ ψ ψ
μ

⎧
− =⎪

⎪
⎨
⎪− + =⎪⎩

=

=
      （2-103） 

1． >E U0 时的情况 

令 

 1 2
2 Ek μ

=
=

   0
2 2

2 ( )E U
k

μ −
=

=
       （2-104） 

则方程（2-103）改写为 

 
2
1
2
2

0 I  III
0 II

k
k

ψ ψ
ψ ψ
⎧ ′′ + =⎪
⎨ ′′ + =⎪⎩

                （2-105） 

方程（2-105）的解为 

 

1 1

2 2

1 1

I

II

III

e e 0
e e 0
e e

ik x ik x

ik x ik x

ik x ik x

A A x
B B x a
C C x a

ψ
ψ
ψ

−

−

−

⎧ ′= + <
⎪ ′= + < <⎨
⎪ ′= + >⎩

          （2-106） 

由于粒子从 I区入射，在 I区中有入射波和反射波；粒子从 I区经过 II区穿过势垒到 III 区，

在 III 区只有透射波，无反射波，所以 0C′ = ，因此方程（2-106）简化为 

 

1 1

2 2

1

I

II

III

e e 0
e e 0
e

ik x ik x

ik x ik x

ik x

A A x
B B x a
C x a

ψ
ψ
ψ

−

−

⎧ ′= + <
⎪ ′= + < <⎨
⎪ = >⎩

           （2-107） 

以上三式都乘以 /e iE t− =，分别来看 

I ( , )x tψ  
1( )ei k x tA ω−  右行波（入射波） 

1( )e i k x tA ω− +′  左行波（反射波） 

II ( , )x tψ  
2( )ei k x tB ω−  右行波 

2( )e i k x tB ω− +′  左行波 

III ( , )x tψ  1( )ei k x tC ω−  右行波（透射波） 

 
图 2-18 
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根据波函数的连续性条件 

I II(0) (0)ψ ψ=    I II(0) (0)ψ ψ′ ′=  

II III( ) ( )a aψ ψ=    II III( ) ( )a aψ ψ′ ′=  

得 

2 2 1

2 2 1

1 2

2 1

( ) ( )

e e e

( e e ) e

ik a ik a ik a

ik a ik a ik a

A A B B
k A A k B B

B B C

k B B Ck

−

−

′ ′+ = +⎧
⎪ ′ ′− = −⎪
⎨ ′+ =⎪
⎪ ′− =⎩

 

联立解得 

 
1

2 2

1 2
2

1 2 1 2

4 e
( ) e ( )e

ik a

ik a ik a

k kC A
k k k k

−

−=
+ − −

         （2-108） 

 
2 2

2 2
1 2 2

2 2
1 2 1 2

2 ( )sin
( ) e ( ) eik a ik a

i k k k aA A
k k k k −

−′ =
− − +

        （2-109） 

所以，入射波 1( )ei k x tA ωψ −=入 的概率流密度矢量的大小为 

 ( ) ( )1 1 1 1
2* * 1d de e e e

2 d d
ik x ik x ik x ik x kiJ A A A A A

x xμ μ
− −⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦

==  （2-110） 

同理，反射波 1( )e i k x tA ωψ − +′=反 和透射波 1( )ei k x tC ωψ −=透 的概率流密度矢量的大小分别为 

 21
R

kJ A
μ

′= −
=       （2-111） 

 21
D

kJ C
μ

=
=                    （2-112） 

定义：透射系数

2

2
D CJD
J A

≡ = ，反射系数

2

2
R AJR

J A

′
≡ = ，则 

 
2 2 2

1 2
2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 2

4
( ) sin 4

D CJ k kD
J k k k a k kA

= = =
− +

    （2-113） 

 
2 2 2 2 2

1 2 2
2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 2

( ) sin
( ) sin 4

RJ A k k k aR
J k k k a k kA

′ −
= = =

− +
     （2-114） 

显然 
 1D R+ =                     （2-115） 

它说明入射粒子一部分贯穿势垒到另一区域，另一部分被势垒反射回去。这一结论正好

满足粒子数守恒定律。 
讨论： 

（1）方势垒的透射 
由式（2-113）可以看出，若 1 2k k= ，即 0 0U = ，不存在势垒，显然透射系数 1D = 。 
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若 2sin 0k a = ，透射系数 1D = ，此时 2 πk a n= ，有 

  
2 2 2

0 2
π

2n
nE U

aμ
= +

=     ( 1,2,3, )n = "          （2-116） 

即如果入射粒子的能量刚好满足式（2-116），粒子可以透射过去，即势垒变成透明的了。 
透射系数 D 随入射能量 E 的关系如图 2-19 所示。 

（2）方势阱的透射与共振 
若势能为 

0 0
( )

0 0,
U x a

U x
x x a

− < <⎧
= ⎨ < >⎩

 

即势垒变为势阱，如图 2-20 所示。 

令 0
3 2

2 ( )E U
k

μ +
=

=
，则透射系数 

 
2 2
1 3

2 2 2 2 2 2
1 3 3 1 3

4
( ) sin 4

k k
D

k k k a k k
=

− +
           （2-117） 

                   
                            图 2-19                                     图 2-20 

若 3sin 0k a = ，透射系数 1D = ，此时 3 πk a n= ，有 

 
2 2 2

0 2
π

2n
nE U

aμ
′ = − +

=   （2-118） 

即如果入射粒子的能量刚好满足式（2-118），粒子可以透射过去，称为共振透射。 
对于给定势阱，透射系数依赖于入射粒子的能量 E，如图 2-21 所示。 

2． <E U0 时的情况 

令 0
4 2

2 ( )U E
k

μ −
=

=
则 2 4k ik= ，只要将前面计算中的 2k 换成 4ik ，结论仍然成立，则透射

系数为 

 
2 2
1 4

2 2 2 2 2 2
1 4 4 1 4

4
( ) sh 4

k kD
k k k a k k

=
+ +

          （2-119） 

如图 2-22 所示。 
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                         图 2-21                                       图 2-22 

说明： 
（1）方势垒的透射系数： 

0 1D< <  
（2）若能量 E 很小，且势垒宽度 a不太小，以至于 4 1k a >> ，即 4 4e ek a k a−>> ，则 

4 4 422 2
4

1 1sh (e e ) e
4 4

k a k a k ak a −= − ≈  

所以透射系数 

4

2
21 4

4 1

1

1 e 1
16

k a

D
k k
k k

=
⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

而 1k 和 4k 同数量级，所以 4 1k a >> ，即 32e 4k a >> ，因此 

 42
0 0 0

2e exp 2 ( )k aD D D U E aμ− ⎛ ⎞= = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠=

     （2-120） 

其中， 0D 为常数，它的数量级接近于 1。 

可见，透射系数随势垒的加宽或加高而减少（且作指数衰减），所以在宏观实验中不易观

测到粒子贯穿势垒的现象。 
（3）势垒为任意形状，如图 2-23 所示。可采用微元法，粒子

贯穿小方垒的透射系数 

0
2exp 2 [ ( ) ]di iD D U x E xμ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦=

 

粒子在 x a= 处入射势垒，在 x b= 处射出，则总的透射系数为 

 0
1

2exp 2 [ ( ) ]d
b

i a
i

D D D U x E xμ
=

⎡ ⎤= = − −⎢ ⎥⎣ ⎦∏ ∫=
∞

    （2-121） 

以上推导不太严格，但计算结果比较好。 
（3）势垒贯穿（隧道效应）。 
当粒子的能量小于势垒高度时仍能贯穿势垒的现象称为势垒贯穿或隧道效应。隧道效应

 
图 2-23 
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是由微观粒子的波动性引起的，是纯粹的量子效应，这是经典物

理所不能解释的。 
隧道效应的一个例子是α 粒子从放射性核中逸出，即α 衰变。

如图 2-24 所示，核半径为 R ，由于核力的作用，α 粒子在核内的

势能很低。在核边界上有一个因库仑力而产生的势垒。对 238 U 核，

这一库仑势垒高达35MeV ，而这种核在α 衰变过程中放出的α 粒

子的能量 E 不过 4.2MeV 。理论计算表明，这些α 粒子就是通过

隧道效应穿透库仑势垒而跑出的。 
1982 年，宾尼和罗雷尔利用电子的隧道效应制成扫描隧道显

微镜，分辨率高达 0.1 ~ 0.01nm （电子显微镜的分辨率为

0.3 ~ 0.5nm)。 

习  题  二 

2-1  设一粒子的状态用归一化波函数 (x y zψ , , ）描述，求在 ( d )x x x+, 薄立方体内找到粒

子的概率。 

2-2  讨论粒子在一维无限深势阱
0 0

0,
x a

U
x x a

< <⎧
= ⎨
⎩ ≤ ≥∞

中的能量本征值和本征函数。 

2-3  写出三维无限深势阱
0 0 ,0 ,0x a y b z c

U
x y z

< < < < < <⎧
= ⎨
⎩ 、 、 取其他值∞

中粒子的本征解。 

2-4  已知描述单粒子一维束缚态的两个本征函数分别为 
2 /2

1 e xA αψ −=    
22 /2

2 ( )e xB x bx c αψ −= + +  

试求这两个状态的能级间隔。 

2-5  讨论能量为 E 的粒子处在半壁无限宽势垒
0

0 0
0

x
U

U x
<⎧

= ⎨ >⎩
中的情况。 

2-6  粒子在势场 0

0
0

0

x
U U x a

x a

⎧
⎪= − < <⎨
⎪
⎩

≤

≥

∞

中运动，求至少存在一个束缚态的条件。 

2-7  讨论粒子处在δ 势垒 0 ( )U U xδ= 中的情况。 

2-8  分子间的范德瓦耳斯力所产生的势能可以近似表示为 

0

1

0
0

( )

0

x
U x a

U x
U a x b

x b

<⎧
⎪ <⎪= ⎨−⎪
⎪ >⎩

≤

≤ ≤

∞

 

求束缚态的能级所满足的方程。 

 
图 2-24 
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第三章  量子力学中的力学量 

第一节  算符及其运算规则 

一、算符 

若某一运算将函数 u 变为函数 v ，记为 

 F̂u v=  （3-1） 

则表示这一运算的符号 F̂ 称为算符。 
在第二章中已经引入了动量算符和哈密顿算符，它们分别为 

  p̂ i= − ∇K =     （3-2） 

 
2

2ˆ ( )
2

H U r
μ

= − ∇ +
= K   （3-3） 

在量子力学中，算符表示它对后面的波函数的一种运算或者操作，例如动量算符表示对

后面波函数的微商运算。 
满足下列运算规则 

 1 1 2 2 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ( )A c c c A c Aψ ψ ψ ψ+ = +    （3-4） 

的算符 Â，称为线性算符。其中， 1c 、 2c 是两个任意的复常数， 1ψ 、 2ψ 是两个任意的波函数。 

量子力学中的可观测量（也称为力学量或物理量，如坐标、动量、角动量和能量等）与

相应的算符相对应，而且对应的算符都是线性算符，这是量子力学的态叠加原理所要求的。

力学量的取值情况由相应算符满足的本征方程的解来决定。 

二、算符的运算规则 

1．单位算符 

若对任何波函数ψ ，算符 Î 满足 

 Îψ ψ=  （3-5） 

则称 Î 为单位算符。显然，任意波函数皆为单位算符的本征态，且本征值为 1。 

2．算符之和 

若对任意的波函数ψ ，下式 

 ˆ ˆˆ ˆ( )A B A Bψ ψ ψ+ = +   （3-6） 

总是成立，则称算符 ˆ ˆ( )A B+ 为算符 Â和算符 B̂ 之和。算符的加法运算满足交换律和结合律，即 
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 ˆ ˆˆ ˆA B B A+ = +    （3-7） 

 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )A B C A B C+ + = + +     （3-8） 

3．算符之积 

两个算符 Â和 B̂ 之积记为 ˆ ˆAB 。对任意的波函数ψ ，算符 ˆ ˆAB 的作用定义为下列运算 

 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )AB A Bψ ψ=  （3-9） 

即算符之积 ˆ ˆAB 对任意波函数的运算过程是，先用算符 B̂ 对ψ 进行运算，得到一个新的波函数

ˆ( )Bψ ，然后，再用算符 Â对 ˆ( )Bψ 进行运算。 

一般情况下， 
ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )AB BAψ ψ≠  

即 
ˆ ˆˆ ˆAB BA≠  

这是算符运算与普通代数运算的重要区别。 

4．算符之幂 

算符 Â的 n次幂定义为 

 ˆ ˆ ˆ ˆn

n

A AA A= "��	�

个

  （3-10） 

同一算符的不同幂之积，满足 

 ˆ ˆ ˆm n m nA A A +=  （3-11） 

5．逆算符 

设由算符方程 

 Âψ φ=     （3-12） 

能够唯一地解出ψ ，则可定义算符 Â的逆算符 1Â− 为 

 1Â φ ψ− =     （3-13） 

应该说明的是，并非所有的算符都具有相应的逆算符，只有当算符的本征值都不为零时才存

在逆算符。若算符 Â的逆算符 1Â− 存在，则有 

 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆAA A A I− −= =   （3-14） 

6．共轭算符 

对任意的波函数 1ψ 和 2ψ 以及算符 Â，令 

 *
12 1 2

ˆ dA Aψ ψ τ= ∫∞  （3-15） 

定义算符 Â的共轭算符 Â+ 满足 

 *
12 21

ˆ( ) ( )A A+ =    （3-16） 
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即 

 
*

* * *
1 2 2 1 2 1

ˆ ˆ ˆd d ( ) dA A Aψ ψ τ ψ ψ τ ψ ψ τ+ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫∞ ∞ ∞

   （3-17） 

7．厄米算符 

若算符 Â等于其共轭算符 Â+ ，即 

 ˆ ˆA A+ =    （3-18） 

即 

 * *
1 2 2 1

ˆ ˆd ( ) dA Aψ ψ τ ψ ψ τ=∫ ∫∞ ∞
 （3-19） 

则称算符 Â为厄米算符或自共轭算符。引入厄米算符的意义是，量子力学中的力学量算符都

是厄米算符。 
例 3-1  对于常数算符 Â c= ，有 

* * * *
12 1 2 2 1 12d dc c c cψ ψ τ ψ ψ τ+ += = =∫ ∫  

即 *c c+ = ，所以，常数算符的共轭等于其复共轭。 

例 3-2  求微分算符 Â
x
∂

=
∂

的共轭。 

解：做下面运算 
*

* 1
1 2 2

12
*

* *1 2
2 1 2 1

* 2
1

12

d d

d d

d

x x
x x x

x x
x x

x
x x

ψ
ψ ψ ψ

ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

ψ
ψ

+ +

− −

−− −

−

∂∂ ∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂

= = −
∂ ∂
∂ ∂⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

∫

∞ ∞

∞ ∞

分布积分∞ ∞∞

∞∞ ∞

束缚态 ∞

∞

 

所以 

x x

+∂ ∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

微分算符与其共轭差一负号。由此例可以看出，算符 ˆ xp i
x
∂

= −
∂
= 的共轭为 

ˆ ˆx xp i i p
x x

+ ∂ ∂⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
= =  

即动量算符是厄米算符。 
例 3-3  证明： ˆ ˆˆ ˆ( )AB B A+ + += 。 

解：因为 
* * * *
1 2 2 1 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) d ( ) d ( ) d dAB AB B A B Aψ ψ τ ψ ψ τ ψ ψ τ ψ ψ τ+ + + += = =∫ ∫ ∫ ∫  

所以 
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 ˆ ˆˆ ˆ( )AB B A+ + +=  （3-20） 

由此可以得出 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )ABC C AB C B A+ + + + + += =    （3-21） 

例 3-4  求算符 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆz y xL xp yp= − 的共轭。 

解： ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆz y x y x y x zL p x p y p x p y xp yp L+ + + + += − = − = − =  

即角动量算符是厄米算符。 

三、算符的对易关系 

1．对易关系 

为了描述两个算符 Â和 B̂ 之积的交换关系，引入符号 

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,A B AB BA⎡ ⎤ ≡ −⎣ ⎦   （3-22） 

称为算符 Â和 B̂ 的对易关系或对易子。如果 ˆ ˆ, 0A B⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，则称算符 Â和 B̂ 是对易的（可交换的）；

否则，称 Â和 B̂ 是不对易的（不可交换的）。例如，对于坐标与动量算符，显然有 
 , 0 ( , , , )x y zα β α β= =⎡ ⎤⎣ ⎦   （3-23） 

 ˆ ˆ, 0 ( , , , )p p x y zα β α β⎡ ⎤ = =⎣ ⎦  （3-24） 

根据所研究的对象不同，有时要用到两个算符 Â和 B̂ 的反对易关系，其定义为 

 { }ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,A B A B AB BA
+

⎡ ⎤ ≡ ≡ +⎣ ⎦   （3-25） 

2．量子力学基本对易关系 

对于任意的状态ψ ，有 

[ ] d d( )ˆ ˆ ˆ,
d d

d d
d d

x x x
xx p xp p x i x

x x

i x x i
x x

ψ ψψ ψ ψ

ψ ψψ ψ

⎡ ⎤= − = − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞= − − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= =
 

由于 ( )xψ 是任意的一个状态，所以 

 ˆ, xx p i⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =   （3-26） 

此即著名的海森堡对易关系，它是量子力学最基本的对易关系。同理 

ˆ, yy p i⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =      ˆ, zz p i⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =  

x与 ˆ yp 、 ˆ zp ， y 与 ˆ zp 、 ˆ xp ， z 与 ˆ xp 、 ˆ yp 之间的对易是显然的。因此，坐标与动量之间的对

易关系可以总结为 

 ˆ, ( , , , )p i x y zβ αβα δ α β⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ =   （3-27） 

利用 Ê i
t
∂

=
∂
= ，容易求得时间与能量的对易关系为 
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 ˆ ,E t i⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =    （3-28） 

例 3-5  计算对易关系 ˆ( ), xf x p⎡ ⎤⎣ ⎦。 

解：对于任意的状态 ( )xψ ，有 

ˆ ˆ ˆ( ), ( ) ( )

d d( ) ( )
d d
d d ( ) d( ) ( )
d d d

d ( )
d

x x xf x p f x p p f x

i f x i f x
x x

f xi f x i i f x
x x x

f xi
x

ψ ψ ψ

ψ ψ

ψ ψψ

ψ

⎡ ⎤ = −⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + ⎣ ⎦

= − + +

=

= =

= = =

=

 

所以 

 dˆ( ), ( )
dxf x p i f x
x

⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =     （3-29） 

利用该题结果，得 
1ˆ,n n

xx p i nx −⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =  

3．对易关系代数的运算规则 

对易关系代数的运算规则如下： 

 ˆ ˆˆ ˆ, ,A B B A⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦    （3-30） 

 ˆ ˆˆ ˆ, ,A B A Bλ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦  （式中， λ为常数）  （3-31） 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,A B C A B A C⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   （3-32） 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , ,A BC A B C B A C⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   （3-33） 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , ,AB C A C B A B C⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  （3-34） 

例 3-6  计算 ˆ,n
xx p⎡ ⎤⎣ ⎦。 

解： 

{ }
1 1

2 2 1

2 2 1

1

ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ, ,

ˆ, 2

n n n
x x x

n n n
x x

n n
x

n

x p x x p x p x

x x x p x p x i x

x x p i x

ni x

− −

− − −

− −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤= +⎣ ⎦
= =

=

=

" =

 

结果与例 3-5 一样。 
例 3-7  计算 ˆ, n

xx p⎡ ⎤⎣ ⎦。 
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解： 

{ }
1 1

2 2 1

2 2 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ, 2

ˆ

n n n
x x x x x

n n n
x x x x x x

n n
x x x

n
x

x p p x p x p p

p p x p x p p i p

p x p i p

i np

− −

− − −

− −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤= +⎣ ⎦
= =

=

=

" =

 

下面讨论与轨道角动量有关的对易关系。定义轨道角动量算符 
ˆ ˆL r p= ×
K K K  

则其分量形式为 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

x z y

y x z

z y x

L i y z yp zp
z y

L i z x zp xp
x z

L i x y xp yp
y x

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
= − − = −⎪ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪

⎪ ∂ ∂⎪ ⎛ ⎞= − − = −⎨ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ = − − = −⎜ ⎟∂ ∂⎪ ⎝ ⎠⎩

=

=

=

 

例 3-8  计算 ˆˆ ,x xp L⎡ ⎤⎣ ⎦、
ˆˆ ,x yp L⎡ ⎤⎣ ⎦。 

解： ˆˆ , 0x xp L⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 是明显的，且 

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

x y x x z x x x z x z

x z x z x z z

p L p zp xp p zp p xp p xp

x p p p x p x p p i p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ =

 

引入记号 αβγε （反对称三阶张量），其定义为 

αβγ βαγ αγβε ε ε= − = −     0ααβε =     1xyz yzx zxyε ε ε= = =  

利用该记号总结角动量算符与动量算符之间的对易关系，即 

 ˆˆ ˆ,p L i pα β αβγ γε⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =  （3-35） 

同理 

 ˆ ˆ ˆ,L p i pα β αβγ γε⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =  （3-36） 

例 3-9  计算 ˆ, xx L⎡ ⎤⎣ ⎦，
ˆ, yx L⎡ ⎤⎣ ⎦。 

解： ˆ, 0xx L⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 是明显的，且 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,y x z x xx L x zp xp x zp z x p i z⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ =  

总结角动量算符与坐标之间的对易关系，即 

 ˆ, L iβ αβγα ε γ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =   （3-37） 

同理 

 ˆ ,L iα αβγβ ε γ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =   （3-38） 
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例 3-10  计算 ˆ ˆ,x yL L⎡ ⎤⎣ ⎦。 

解： 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,

ˆˆ ˆ

x y z y y y z y y y

x y z

L L yp L zp L y p L z L p

i yp i xp i L

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − + == = =
 

ˆ ˆ, 0x xL L⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 是明显的。总结角动量各分量算符之间的对易关系，即 

 ˆ ˆ ˆ,L L i Lα β αβγ γε⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =   （3-39） 

由式（3-39），可得 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ( )

ˆ

x y z x y z

y z z y z x x z x y y x

x y z

L L L i L j L k L i L j L k

L L L L i L L L L j L L L L k

i L i L j L k

i L

× = + + × + +

= − + − + −

= + +

=

K KK K K K K K

KK K

KK K
=
K
=

 

即 

 ˆ ˆ ˆL L i L× =
K K K

=  （3-40） 

例 3-11  定义角动量算符平方算符 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zL L L L= + + ，计算 2ˆ ˆ, zL L⎡ ⎤⎣ ⎦。 

解：利用对易子代数的运算法则，有 

( )

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0

z x z y z z z

x x z x z x y y z y z y

x y y x y x x y

L L L L L L L L

L L L L L L L L L L L L

i L L L L L L L L

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − + − −

=

=
 

同理 
2ˆ ˆ, 0xL L⎡ ⎤ =⎣ ⎦     2ˆ ˆ, 0yL L⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

所以 

 2ˆ ˆ, 0L Lα⎡ ⎤ =⎣ ⎦   （3-41） 

第二节  厄米算符的本征问题 

一、厄米算符的本征值必为实数 

量子力学假设，一个可观测的力学量总是用一个相应的线性厄米算符来表征。算符的线

性是状态叠加原理所要求的；算符的厄米性是力学量的观测值为实数所要求的。 
以一维断续谱为例，线性厄米算符 Â的本征方程为 
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 ˆ ( ) ( )n n nA x xψ λ ψ=   （3-42） 

其中， na 为算符 Â的第 n个本征值， ( )n xψ 为相应的本征函数。 

因为 
* *ˆ d dn n n n nA x xψ ψ λ ψ ψ=∫ ∫  

又因为 Â为厄米算符，则 
* * * *ˆ ˆd ( ) d dn n n n n n nA x A x xψ ψ ψ ψ λ ψ ψ= =∫ ∫ ∫  

比较上面两式，得 
*

n nλ λ=  

即厄米算符的本征值是实数。 
后面将会说明，在属于本征值 nλ 的本征波函数 ( )n xψ 描述的状态上测量力学量 A ，将得

到确定的（实数）值 nλ ，换句话说，取值为 nλ 的概率是 1，而取其他值的概率为零。 

二、厄米算符本征函数的正交性 

首先讨论算符 Â的本征值断续且不简并的情况。算符 Â的与本征值 mλ 和 nλ 对应的本征方

程分别为 
ˆ

m m mAψ λ ψ=     ˆ
n n nAψ λ ψ=  

且 m nλ λ≠ ，则 

* *ˆ d dm n n m nA x xψ ψ λ ψ ψ=∫ ∫  

又因为 Â为厄米算符，则 
* * *ˆ ˆd ( ) d dm n n m m m nA x A x xψ ψ ψ ψ λ ψ ψ= =∫ ∫ ∫  

比较上面两式，得 
* *d dn m n m m nx xλ ψ ψ λ ψ ψ=∫ ∫  

由于 m nλ λ≠ ，因此 
* d 0m n xψ ψ =∫  

我们称满足上式的两个波函数 mψ 和 nψ 相互正交。假设波函数 ( )n xψ 已归一化，即 
* d 1n n xψ ψ =∫  

上述两式可以统一写成 

 * dm n mnxψ ψ δ=∫    （3-43） 

式（3-42）为 Â的本征函数的正交归一方程。 
如果 Â的本征值 nλ 有简并的情况，则本征方程为 

 ˆ ( 1,2,3, , )n n nA fα αψ λ ψ α= = "   （3-44） 
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其中，α 为简并量子数， f 为 nλ 的简并度，即有 f 个不同的本征函数 nαψ 对应于同一个本征

值 nλ 。 
如果没有其他的附加条件，这 f 个简并的波函数的选择并不是唯一的，一般来说，它们

也并一定正交。但是，我们总可以把它们重新线性组合，使之满足正交归一化条件。为此，

利用{ }nβψ 构造一组新的波函数。令 

 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n n f nf

n n n f nf

nf f n f n ff nf

c c c

c c c

c c c

ϕ ψ ψ ψ

ϕ ψ ψ ψ

ϕ ψ ψ ψ

= + + +⎧
⎪

= + + +⎪
⎨
⎪
⎪ = + + +⎩

"
"

"
"

  （3-45） 

或简写为 

 
1

( 1,2,3, , )
nf

n nc fα αβ β
β

ϕ ψ α
=

= =∑ "     （3-46） 

用算符 Â作用 nαϕ ，得 

 
1 1

ˆ ˆ
f f

n n n n n nA c A cα αβ β αβ β α
β β

ϕ ψ λ ψ λ ϕ
= =

= = =∑ ∑   （3-47） 

说明 nαφ 仍然是算符 Â的属于本征值 nλ 的本征波函数。选择系数 cαβ 使 nαφ 具有正交归一

性，即 
 * dn n xα β αβϕ ϕ δ=∫    （3-48） 

这相当于提出了 ( 1) / 2 ( 1) / 2f f f f f− + = + 个条件。由于系数 cαβ 的个数为 2 ( 1) / 2f f f> + ，

所以总可以找到一组 cαβ 使正交归一方程（3-48）满足。 

下面介绍一种简单的使波函数正交归一的方法，即施密特正交归一化方法。 
首先，选取一个波函数，例如 1nψ ，求出其归一化的表示 

1
1

*
1 1d
n

n

n n x

ψ
ϕ

ψ ψ
=

∫
 

其次，构造 

2 21 1 22 2n n nc cϕ ϕ ψ= +  

利用 2nφ 与 1nφ 正交的要求 

* * *
1 2 21 1 1 22 1 2d d d 0n n n n n nx c x c xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ψ= + =∫ ∫ ∫  

得到 
*

21 22 1 2d 0n nc c xϕ ψ+ =∫  

此外，还要求 2nφ 归一化，即 

* *
2 2 21 1 22 2 21 1 22 2d ( ) ( )d 1n n n n n nx c c c c xϕ ϕ ϕ ψ ϕ ψ= + + =∫ ∫  

于是可以求出 21c 和 22c ，进而得到 2nφ 。 
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然后，再构造 
3 31 1 32 2 33 3n n n nc c cϕ ϕ ϕ ψ= + +  

利用它与 1nφ 、 2nφ 与 3nφ 的正交条件及归一化条件确定 31c 、 32c 和 33c 。如此做下去，直到

将全部波函数变换完毕，就得到一组正交归一化的简并波函数。 
例 3-12  用施密特方法在区间−1≤x≤1 里来正交归一化函数 1、x、x2。 
解：由题意知 

1 1ψ =    2 xψ =    2
3 xψ =  

令 
1 1A Aϕ ψ= =  

把 1ϕ 归一化，即 
1 2 2

11
d 2 1x Aϕ

−
= =∫    1

2
A =  

所以 

1
1
2

ϕ =  

令 

2 1 2 2
BB C Cxϕ ϕ ψ= + = +  

利用 1ϕ 、 2ϕ 的正交性，得 
1 1*

1 2
1 1

d d 0
2 2
B Cxx x Bϕ ϕ

− −

⎡ ⎤
= + = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫  

2 Cxϕ =  
把 2ϕ 归一化，即 

1 12 2 22
21 1

2d d 1
3

x C x x Cϕ
− −

= = =∫ ∫  

3
2

C =  

所以 

2
3
2

xϕ =  

令 

2
3 1 2 3

3
22

DD E F E x Fxϕ ϕ ϕ ψ= + + = + +  

利用 1ϕ 、 3ϕ 的正交性，得 
1 1* 2

1 31 1

3 2d d 0
2 2 32
D Fx E x x x D Fϕ ϕ

− −

⎡ ⎤
= + + = + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

2
3

D F= −  

利用 2ϕ 、 3ϕ 的正交性，得 
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1 1
* 2 3
2 31 1

3 3 3d d 0
2 2 2
Dx x Ex Fx x Eϕ ϕ

− −

⎡ ⎤
= + + = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

2
3 3

F Fxϕ = − +  

把 3ϕ 归一化，即 
21 12 2* 2

3 3
1 1

1 8d d 1
3 45

x F x x Fϕ ϕ
− −

⎛ ⎞= − + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

45
8

F =  

所以 

2
3

45 1
8 3

xϕ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

例 3-13  已知两个既不正交也不归一的波函数 

1 1 2

2 1 2

1 1
2 2
2 2 2

u u

u u

ψ

ψ

⎧ = +⎪
⎨
⎪ = −⎩

 

利用施密特方法将其正交归一化，其中，{ }1 2,u u 为任意正交归一化基底。 
解：将 1ψ 归一化，即 

1 1 2
1 1
2 2

u uφ = +  

令 

( )2 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2 2
2 2

u u u uφ αφ βψ α β
⎛ ⎞

= + = + + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

利用 1φ 与 3nφ 正交性，得 

α β= −  

将上式代入 3nφ 中，再利用 3nφ 的归一化条件，得到 
29 1β =  

于是有 
1 / 3β = ±  

最后，取 1 / 3β = ，得到正交归一的两个态矢量分别为 

1 1 2

2 1 2

1 1
2 2
1 1
2 2

u u

u u

φ

φ

⎧
= +⎪⎪

⎨
⎪ = −⎪⎩
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如考虑到主量子数不同的情况，则简并本征态的正交归一化条件为 

 * dm n mnxα β αβϕ ϕ δ δ=∫   （3-49） 

三、厄米算符本征函数的完备性 

波函数是描述体系所处状态的，由全部波函数和零函数构成的空间称为态空间。每一个

波函数都是态空间中的一个元素，也称为态矢量。线性厄米算符的作用就是把态空间的一个

元素变成另一个元素。线性厄米算符的本征函数构成一个正交归一的函数系，简记为{ }( )n rψ K
，

它可以作为态空间中的一组基底。 
态空间中的任意一个态矢量 ( , )r tψ K

总可以向正交归一的基底{ }( )n rψ K
做展开，即 

 ( , ) ( ) ( )n n
n

r t c t rψ ψ=∑K K     （3-50） 

若在每个 rK处，此无穷级数都收敛到 ( , )r tψ K
，则称{ }( )n rψ K

是完备的。 
虽然，从数学的角度还不能统一地证明基底{ }( )n rψ K

的这种完备性，但是，在量子力学中，

总是认为线性厄米算符的本征函数系是正交归一和完备的。 
利用{ }( )n rψ K

的这种完备性可以得到十分有用的封闭关系。用 * ( )m rψ K
作用式（3-50）两端

并对坐标变量积分，得到 

 *( ) ( ) ( , )dn nc t r r tψ ψ τ= ∫ K K    （3-51） 

将 ( )nc t 代入式（3-50）中，得 

 * *( , ) ( ) ( , ) ( )d ( ) ( ) ( , ) dn n n n
n n

r t r r t r r r r tψ ψ ψ ψ τ ψ ψ ψ τ
⎡ ⎤

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑∫ ∫K K K K K K K  （3-52） 

δ 函数具有性质 

 ( , ) ( ) ( , )dr t r r r tψ δ ψ τ′ ′ ′= −∫K K K K   （3-53） 

比较式（3-52）和式（3-53），得 

 * ( ) ( ) ( )n n
n

r r r rψ ψ δ′ ′= −∑ K K K K   （3-54） 

此即本征函数 ( )n rψ K
的封闭关系。 

第三节  坐标算符和动量算符 

在量子力学中，坐标算符和动量算符是两个较为特殊的算符，它们的本征值皆可连续取

值，且本征波函数不能归一化，只能规格化为δ 函数。 

一、坐标算符 

以一维情况为例，坐标算符 x̂ x= 满足的本征方程为 
 

0 00( ) ( )x xx x x xψ ψ=  （3-55） 
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式中， 0x 为算符 x的本征值，它可以连续取值，取值范围从负无穷到正无穷。上式可改写为 

00( ) 0xx x ψ− =  

将其与δ 函数的性质 

0 0( ) ( ) 0x x x xδ− − =  

比较，知 
 

0 0( )x x xψ δ= −    （3-56） 

显然，坐标算符的本征值 0x 是可以连续取值的，相应的本征函数是一个δ 函数。它的本征函

数所满足的归一化条件与正常的归一化条件不同，即 

 * d ( ) ( )d ( )
m nx x m n m nx x x x x x x xψ ψ δ δ δ= − − = −∫ ∫     （3-57） 

称为波函数的规格化。 
对于三维问题，坐标算符 r̂ r=K K

满足的本征方程为 
 

0 00( ) ( )r rr r r rψ ψ=K K
K K K K   （3-58） 

本征值 0r
K
对应的本征函数为 

 
0 0( )r r rψ δ= −K

K K    （3-59） 

满足规格化条件 

 * ( ) ( )d ( )
m nr r m nr r r rψ ψ τ δ= −∫ K K
K K K K    （3-60） 

二、动量算符 

动量算符满足的本征方程为 

 ˆ ( ) ( )p pp r p rψ ψ=K K
K K K K  （3-61） 

利用分离变量法求解，设 
( ) ( ) ( ) ( )

x y zp p p pr x y zψ ψ ψ ψ=K
K  

且 

ˆ ( ) ( )
ˆ ( ) ( )

ˆ ( ) ( )

x x

y y

z z

x p x p

y p y p

z p z p

p x p x

p y p y

p z p z

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

⎧ =
⎪⎪ =⎨
⎪

=⎪⎩

 

动量算符的本征值也是连续取值的，相应的本征函数为 

 

/

/

/

1( ) e
2π
1( ) e
2π
1( ) e
2π

x

y

z

ip x
x

ip y
y

ip z
z

x

y

z

ψ

ψ

ψ

⎧
=⎪

⎪
⎪

=⎨
⎪
⎪

=⎪
⎩

=

=

=

=

=

=

    （3-62） 
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或 

 /
3/2

1( ) e
(2π )

ip r
p rψ ⋅=

K K =K
K

=
    （3-63） 

本征函数的规格化条件为 

 * ( ) ( )d ( )p pr r p pψ ψ τ δ′
−

′= −∫ K K
K K K K∞

∞
   （3-64） 

第四节  角动量算符 

一、角动量算符 

中心力场中粒子的势能只与它的矢径大小有关，即 ( ) ( )U r U r=K 。粒子在中心力场中运动，

角动量是表征体系转动性质的重要物理量。为了区别后面要引入的自旋角动量，将其称为轨

道角动量。 
在量子力学中，轨道角动量算符可以利用算符化规则得到，即 

 ˆ ˆ ˆL r p= ×
K K K     （3-65） 

在笛卡儿坐标系中，写成分量形式，有 

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

x z y

y x z

z y x

L yp zp

L zp xp

L xp yp

⎧ = −
⎪⎪ = −⎨
⎪

= −⎪⎩

 （3-66） 

轨道角动量平方算符为 

                   2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zL L L L= + +                  （3-67） 

已知在直角坐标系与球坐标系中，自变量之间的关系为（如图 3-1
所示） 

sin cosx r θ φ=     sin siny r θ φ=     cosz r θ=  

2 2 2r x y z= + +   arccos( / )z rθ =    arctan( / )y xφ =  

在球坐标系中，角动量各分量算符与其平方算符分别为 

 

ˆ sin cot cos

ˆ cos cot sin

ˆ

x

y

z

L i

L i

L i

ϕ θ ϕ
θ ϕ

ϕ θ ϕ
θ ϕ

ϕ

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
= +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪

⎪ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ = − −⎨ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ ∂

= −⎪
∂⎪⎩

=

=

=

  （3-68） 

 
2

2 2
2 2

1 1ˆ sin
sin sin

L θ
θ θ θ θ ϕ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
=   （3-69） 

图 3-1 
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例如， ˆ
zL 的表达式推导如下。如果粒子围绕 z 轴旋转，只有φ改变，则 

x y y x
x y x y

ψ ψ ψ
φ φ φ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

所以 

ˆˆ ˆ( )y x zi i y i x xp yp L
x y

ψ ψ ψ ψ
φ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− = − = − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
= = =  

因此 

ˆ
zL i

φ
∂

= −
∂
=  

二、角动量算符的本征问题 

1． ˆ
zL 的本征值和本征函数 

ˆ
zL 满足的本征方程为 

d ( ) ( ) ( )
d zi L mφ φ φ
φ

− Φ = Φ = Φ= =  

它的解为 
( ) eimC φφΦ =  

由周期性条件 (0) (2π)Φ = Φ ，得 
2πe 1im =    0, 1, 2,m = ± ± "  

所以本征值为 
 zL m= =     （3-70） 

其中， 0, 1, 2,m = ± ± "称为轨道角动量磁量子数。 
归一化常数C 可用归一化条件 

2π 2*

0
( ) ( )d 2π 1Cϕ ϕ ϕΦ Φ = =∫  

确定为 
1
2π

C =  

于是，归一化的本征函数为 

 1( ) e
2π

imφφΦ =   （3-71） 

2． L̂2 的本征值和本征函数 
2L̂ 满足的本征方程为 

 
2

2 2
2 2

1 1sin ( , ) ( , )
sin sin

Y Yθ θ φ λ θ φ
θ θ θ θ φ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞− + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
= =  （3-72） 

其中， 2λ= 是算符 2L̂ 的本征值。 
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利用分离变量法，令 
( , ) ( ) ( )Y θ φ θ φ= Θ Φ  

其中， ( )φΦ 是 ˆ
zL 的本征函数，见式（3-71）。 

求解方程（3-72）可知，为使 ( , )Y θ φ 在区间 [0,π]内有限，必须 

( 1) ( 0,1,2, )l l lλ = + = "  

所以， 2L̂ 的本征值为 
 2 2( 1)L l l= + =   （3-73） 
其中， 0,1,2,l = "称为轨道角动量量子数。 

本征函数为 

 *
,

( 1) (cos )e 0,1,2,
( , )

( 1) ( , ) 1, 2,

m m im
lm l

lm m
l m

N P m
Y

Y m

ϕθ
θ ϕ

θ ϕ−

⎧ − =⎪= ⎨ − = − −⎪⎩

"
"

 （3-74） 

其中， (cos )m
lP θ 为连带勒让德多项式。 ( , )lmY θ φ 称为球谐函数，其归一化常数为 

 
( )!(2 1)

( )!4πlm
l m l

N
l m
− +

=
+

    （3-75） 

球谐函数满足的归一化条件为 

 
2π π *

0 0
d ( , ) ( , )sin dlm l m ll mmY Yϕ θ ϕ θ ϕ θ θ δ δ′ ′ ′ ′=∫ ∫   （3-76） 

为了使用方便，下面列出前几个球谐函数： 

0,0
1( , )
4π

Y θ ϕ =    1,0
3( , ) cos

4π
Y θ ϕ θ=  

1,1
3( , ) sin e

8π
iY ϕθ ϕ θ= −    1, 1

3( , ) sin e
8π

iY ϕθ ϕ θ −
− =  

2,1
15( , ) sin cos e
8π

iY ϕθ ϕ θ θ= −     2, 1
15( , ) sin cos e
8π

iY ϕθ ϕ θ θ −
− =  

2
2,0

5( , ) (3 cos 1)
16π

Y θ ϕ θ= −      

2 2
2,2

15( , ) sin e
32π

iY ϕθ ϕ θ=     2 2
2, 2

15( , ) sin e
32π

iY ϕθ ϕ θ −
− =  

3．讨论 

（1）本征函数 ( , )lmY θ φ 既是算符 2L̂ 对应量子数 l 的本征态，也是算符 zL̂ 对应量子数m 的

本征态，换句话说，{ }( , )lmY θ φ 构成了算符 2L̂ 与 zL̂ 的共同本征函数系，即 

2 2ˆ ( 1)( , ) ( , )
ˆ lm lm

z

L l lY Y
mL

θ ϕ θ ϕ
⎫ ⎫+⎪ ⎪=⎬ ⎬

⎪⎪ ⎭⎭

=
=

 

（2）量子数 l 和m  
2L̂ 的本征值为 2( 1)l l + = ，所以 l 表示轨道角动量大小，称为轨道角量子数。由于 0,1,2,l = "
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取值间断，所以 2L̂ 取值量子化。 0,1,2,l = "对应的态分别为 , , ,s p d f"。 

zL̂ 的本征值为m=，表示轨道角动量在 z 轴上分量的大小，称为磁量子数。当 l 确定后，

0, 1, 2, ,m l= ± ± ±" 取值间断，所以 zL̂ 取值量子化。 

（3） 2L̂ 本征值的简并度 
因为 l 一定时，m 可取 2 1l + 个不同的值，所以 2L̂ 本征值的简并度为 2 1l + 。如 2l = 时，

0, 1, 2m = ± ± ，对应的态分别为 2,0Y 、 2,1Y 、 2, 1Y − 、 2,2Y 、 2, 2Y − 。 

第五节  共同完备本征函数系  力学量完全集 

一、共同完备本征函数系 

对两个力学量算符，当且仅当它们相互对易时，才可能存在完备的共同本征函数系，或

者说，它们才可能同时取确定值。下面让我们来证明它。 
定理 1  若算符 Â与算符 B̂ 有共同本征函数系，满足本征方程 

ˆ
n n nA aψ ψ=     ˆ

n n nB bψ ψ=  

则必有 
ˆ ˆ, 0A B⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

证明：由于算符 Â和 B̂ 有共同本征函数系{ }nψ ，所以 

ˆˆ ˆ
n n n n n nBA a B a bψ ψ ψ= =  

ˆ ˆˆ
n n n n n nAB b A a bψ ψ ψ= =  

于是 
ˆ ˆ, 0nA B ψ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

对于任意态ψ ，它总可以向完备系{ }nψ 做展开 

n n
n

Cψ ψ=∑  

用 ˆ ˆ,A B⎡ ⎤
⎣ ⎦从左作用上式两端，得 

[ ], [ , ] 0n n
n

A B C A Bψ ψ= =∑  

根据ψ 的任意性，知 

ˆ ˆ, 0A B⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

定理 2  若算符 Â和 B̂ 对易，即 ˆ ˆ, 0A B⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，且算符 Â满足本征方程 ˆ
n n nA aψ ψ= 的解 na 是

无简并的，则 nψ 也必是算符 B̂ 的本征态。 

证明：用算符 B̂ 作用 Â本征方程的两端，由于 Â和 B̂ 对易，有 
ˆ ˆˆ ˆ

n nBA ABψ ψ=  
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又因为 
ˆˆ ˆ( )n n nBA a Bψ ψ=  

所以 
ˆ ˆ( )nA Bψ ˆ( )n na Bψ=  

由上式知， ˆ( )nBψ 也是算符 Â的对应本征值 na 的本征态，它与 nψ 只能相差一个常数因子 nb ，即 
ˆ

n n nB bψ ψ=  

说明 nψ 不但是算符 Â的本征态，也是算符 B̂ 的本征态。 

当算符 Â的本征值有简并时，可以证明上述结论也是正确的，但是，此时的共同本征函

数系需要加以适当选择。 

二、力学量完全集 

前面讲过，算符 2L̂ 的本征值是简并的，仅由量子数 l 无法唯一地确定其本征态。若要唯

一地确定其本征态，必须启用另一个与之对易的算符 zL̂ 。由此看来，这样的两个相互对易的

线性厄米算符可以有完备的共同本征函数系，能唯一地确定体系的状态。将其推广之，如果

有 N 个相互对易的力学量算符能唯一地确定体系的状态，就将这 N 个力学量称为力学量完全

集，或者完整力学数量组。在完全集中，力学量的数目一般与体系的自由度数相同。 
例如，动量算符 ˆ xp 、 ˆ yp 、 ˆ zp 相互对易，它们有共同完备的本征函数系{ }pψ K 。在 pψ K中，

这三个算符同时具有确定值 xp 、 yp 、 zp ，它们能唯一地确定自由度为 3 的自由粒子的运动

状态，构成该体系的力学量完全集。 
再如，后面我们将讲到氢原子中电子的哈密顿算符 Ĥ 、角动量平方算符 2L̂ 、角动量算符

zL̂ 相互对易，它们有共同完备的本征函数——氢原子定态波函数 nlmψ 。在这个态中，电子的

能量、角动量平方、角动量 z 分量同时取确定值，它们构成了描述氢原子中电子轨道运动的

力学量完全集。 

第六节  力学量的平均值 

按照前面的假设，量子力学中表示力学量的算符为厄米算符，它们的本征函数组成正交

归一完备函数系。比如，力学量算符 F̂ 的本征值方程为 
ˆ ( ) ( )n n nF x xψ λ ψ=  

则{ }( )n xψ 构成正交归一完备本征函数系。 
如果量子体系处于状态 ( )xψ ，则可把它向{ }( )n xψ 做展开，即 

( ) ( )n n
n

x c xψ ψ=∑  

展开系数 *( ) ( )dn nc x x xψ ψ= ∫ 。 

如果 ( )xψ 已归一化，则 
2* * * *1 ( ) ( )d dm n m n m n mn n

mn mn n

x x x c c x c c cψ ψ ψ ψ δ= = = =∑ ∑ ∑∫ ∫  
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可以看出，
2

nc 具有概率的意义，它表示在 ( )xψ 态下测得 F 的本征值为 nλ 的概率。特别

是，如果 ( )xψ 是算符 F̂ 的某一个本征函数 ( )n xψ ，则上式中除
2 1nc = 外，其余系数皆为 0，

此时测量 F 时得到的值必为 nλ 。因此，力学量 F̂ 在 ( )xψ 态下的平均值为 

  2
n n

n

F cλ=∑    （3-77） 

因为 
* * * * *

2*

ˆ ˆ( ) ( )d d dm n m n m n m n n
mn mn

m n n mn n n
mn n

x F x x c c F x c c x

c c c

ψ ψ ψ ψ ψ λ ψ

λ δ λ

= =

= =

∑ ∑∫ ∫ ∫
∑ ∑

 

所以，平均值公式又可写成 

        * ˆ( ) ( )dF x F x xψ ψ= ∫  （3-78） 

三维情况下，平均值公式 

       * ˆ( ) ( )dF r F rψ Ψ τ= ∫ K K     （3-79） 

例如，在 ( , )r tψ K
态下，坐标的平均值为 

 *( , ) ( , )dr r t r r tψ ψ τ
−

= ∫K K K K∞

∞
  （3-80） 

这一点容易理解，因为
2( , ) dr tψ τK

表示 t 时刻在 dr r r→ +K K K
内找到粒子的概率，因此 

2 *( , ) d ( , ) ( , )dr r t r r t r r tψ τ ψ ψ τ
− −

= =∫ ∫K K K K K K∞ ∞

∞ ∞
 

再如，在 ( , )r tψ K
态下，动量的平均值为 

 * ˆ( , ) ( , )dp r t p r tψ ψ τ= ∫K K K K    （3-81） 

这一点也可以从动量算符本身推得。以一维情况为例说明之。 
前面讲过，对 ( , )x tψ 做傅里叶展开，即 

 /1( , ) ( , )e d
2π

ipxx t c p t pψ
−

= ∫ =

=
∞

∞
  （3-82） 

由其逆变换推得展开系数 

 /1( , ) ( , )e d
2π

ipxc p t x t xψ −

−
= ∫ =

=
∞

∞
  （3-83） 

2( , ) dc p t p 表示 t 时刻，粒子动量在 dp p p→ + 中的概率。所以，动量平均值为 
2 *

* / /

* ( )/

( , ) d ( , ) ( , )d

1 ( , )e d ( , )e d d
2π

1( , ) ( , ) e d d d
2π

ipx ipx

ip x x

p c p t p p c p t pc p t p

x t x p x t x p

x t x t p p x x

ψ ψ

ψ ψ

′−

′−

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤′ ′= ⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫
∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

= =

=

=

=
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因为 

( )/ ( )/1 1 d de d e d ( )
2π 2π d d

ip x x ip x xp p i p i x x
x x

δ′ ′− −⎛ ⎞ ′= − = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫= == =

= =
 

代入上式，得 

*

*

*

d( , ) ( , ) ( )d d
d

d( , ) ( , )d
d

ˆ( , ) ( , )d

p x t i x t x x x x
x

x t i x t x
x

x t p x t x

ψ ψ δ

ψ ψ

ψ ψ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ′ ′ ′= − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫ ∫

∫
∫

=

=  

这正是我们期望的结果。 
例 3-14  证明：对于任意一维束缚态实的归一化波函数 ( )xψ ，有 

1
2

xp i= =    1
2

px i= − =  

解：利用 

( ) 0xψ → ± =∞    * 1dxψ ψ =∫    *ψ ψ=  

得 
2* * *

*
* * *

d dˆ d d ( )d
d d

d ˆ ˆd d d d
d

xp xp x i x x i x i x x
x x

i x i x x i xp x i xp x
x

i xp

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψψψ ψ ψ ψ ψ ψ

−
= = − = − +

= + = − = −

= −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

= = =

= = = =

=

∞

∞

 

所以 
1
2

xp i= =  

又因为 
ˆ ˆxp px i− = =  

所以 

/ 2px xp i i= − = −= =  

例 3-15  做一维运动的粒子处于状态 

0e
( )

00

x xAx
x

x

λ

ψ
−⎧⎪= ⎨ <⎪⎩

≥
 

式中，常数 0λ > 。求粒子动量的概率分布函数与平均值。 
解：对波函数进行归一化，有 

2
2 22 2

3 30

2!1 e d
(2 ) 4

x A
A x x Aλ

λ λ
−= = =∫

∞

 



量子力学简明教程 

 

74 

取 3/22A λ= ，所以 
3/2 02 e( )

00

x xxx
x

λλ
ψ

−⎧⎪= ⎨ <⎪⎩

≥
 

动量的概率分布函数为 
3/2

( )/ ( )/

0

3/2 3/2
/ ( / ) /

20

1 2( , ) ( )e d e e d
2π 2π

2 2 1e e d e
( / )2π 2π

i px Et x i px Et

iEt ip x iEt

c p t x x x x

x x
ip

λ

λ

λψ

λ λ
λ

− − − − −

−

− +

= =

= =
+

∫ ∫

∫

= =

= = =

= =

== =

∞ ∞

∞

∞
 

动量取值概率密度为 
3 3 3

2 / /
2 2 2 2 2 2

4 1 1 2( , ) e e
2π ( / ) ( / ) π( )

iEt iEtc p t
ip ip p

λ λ
λ λ λ

−= =
+ − +

= = =
= = = =

 

显然，动量取值概率密度与时间无关。 
动量的平均值为 

3 3
2

2 2 2 2
2( , ) d d 0

π( )
pp c p t p p p
p

λ
λ− −

= = =
+∫ ∫
=

=
∞ ∞

∞ ∞
 

也可以利用 ( )xψ 计算动量的平均值 

* 3

0

3 2 2

0

3
2 3

dˆ d 4 e e d
d

4 ( )e d

14 0
4 4

x x

x

p p x x i x x
x

i x x x

i

λ λ

λ

ψ ψ λ

λ λ

λλ
λ λ

− −

−

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − −

⎡ ⎤= − − =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

=

=

=

∞

∞

 

第七节  展 开 假 定 

展开假定（也称为波函数的普遍解释）是对前面给出的量子力学基本原理的综合表述，

它的一些内容在前面已经陆续给出了。 
展开假定的内容如下：量子体系的任何可观测的物理量 F 都能够用一个线性厄米算符 F̂

来表示；每一个这样的算符都存在着正交归一完备的本征函数系{ }nψ ，本征值 nf 就是在相应

本征态 nψ 上该力学量的测量值，所有本征值的集合{ }nf 称为本征值谱。任何一个物理上允许

的波函数ψ 都可以向该本征函数系展开。若ψ 是归一化的波函数，则展开系数 ( )nc t 的模方就

是该力学量取 nf 值的概率。 

一、断续谱的情况 

以一维情况为例，若力学量 F 的本征值谱{ }nf 是断续的，则任意一个状态 ( , )x tψ 总可以

向算符 F̂ 的本征态 ( )n xψ 做展开，即 

( , ) ( ) ( )n n
n

x t c t xψ ψ=∑  
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其中，展开系数 
*( ) ( ) ( , )dn nc t x x t xψ ψ= ∫  

若 ( , )x tψ 已经归一化，则有 
2

( ) 1n
n

c t =∑  

在状态 ( , )x tψ 上，力学量 F 的平均值为 
2 * ˆ( ) ( ) ( , ) ( , )dn n

n

F t f c t x t F x t xψ ψ= =∑ ∫  

由力学量平均值的定义可知，展开系数的模方
2( )nc t 是 t 时刻在 ( , )x tψ 上测量力学量 F 得

到 nf 值的概率，即 
2( , ) ( )n nW f t c t=  

例 3-16  设 ( )xψ 态可以展开为力学量算符 F̂ 的本征函数的线性叠加，即 

1 3 4
1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2

x x x xψ ψ ψ ψ= + −  

式中， ( )n xψ 为 F̂ 的本征函数，对应的本征值为 nf 。求在 ( )xψ 态下 F̂ 的可能取值及相应的概

率。 
解：首先把 ( )xψ 归一化，令 

1 3 4
1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2

x c x x xψ ψ ψ ψ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

利用
2

( ) 1n
n

c t =∑ 得归一化常数为 

2 2 2

1 18
111 1 1

2 3 2

c = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

归一化后的波函数为 

1 3 4
9 2 9( ) ( ) ( ) ( )
22 11 22

x x x xψ ψ ψ ψ= + −  

由展开假定知，力学量的可能取值分别为 1f 、 3f 和 4f ，相应的取值概率为 

1 4
9( , ) ( , )
22

W f t W f t= =    3
2( , )

11
W f t =  

作为一个特例，当 ( ) ( )nx xψ ψ= 时，即体系处于算符 F̂ 的第 n个本征态 ( )n xψ 上，此时必

有 
(0) 1nc =    (0) 0m nc ≠ =  

在 ( )n xψ 上测量该力学量，测量结果为确定值 nf 。 
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二、连续谱情况 

如果 F̂ 的本征值谱为连续谱，即 

 ˆ ( ) ( )f fF x f xψ ψ=  （3-84） 

若 ( , )x tψ 向 ( )f xψ 做展开，则 

 ( , ) ( ) ( )df fx t c t x fψ ψ= ∫    （3-85） 

则 
* *

*

( ) ( , )d ( ) ( ) ( )d d

( ) ( ) ( )d d

( ) ( )d ( )

f f f f

f f f

f f

x x t x x c t x f x

c t x x x f

c t f f f c t

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

δ

′ ′

′

′

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎣ ⎦

′= − =

∫ ∫ ∫
∫ ∫
∫

 

所以，展开系数为 

 *( ) ( ) ( , )df fc t x x t xψ ψ= ∫   （3-86） 

若 ( , )x tψ 已经归一化，则 

*

* *

* *

*

2*

1 ( , ) ( , )d

( ) ( )d ( ) ( )d d

( ) ( ) ( ) ( )d d d

( ) ( ) ( )d d

( ) ( )d ( ) d

f f f f

f f f f

f f

f f f

x t x t x

c x x f c t x f x

c x c t x x x f f

c t c t f f f f

c t c t f c t f

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

δ

′ ′

′ ′

′

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ′= ⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ′= −⎣ ⎦

= =

∫
∫ ∫ ∫
∫∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

 

即 

 
2

( ) d 1fc t f =∫  （3-87） 

由上式容易看出， t 时刻在 ( , )x tψ 态上测得 F 在 df f f→ + 之间的概率为 

 
2

d ( , ) ( ) dfW f t c t f=     （3-88） 

F̂ 的平均值为 

    
2

( ) dfF f c t f= ∫   （3-89） 

三、简并的情况 

若算符 Ĝ 的本征值 ng 是 nf 度简并的，即 

 ˆ ( ) ( ) ( 1,2,3, , )n n n nG x g x fα αψ ψ α= = "    （3-90） 

对于本征值 ng 存在 nf 个线性独立的简并波函数，总可以将其选为正交归一和完备的。 



第三章  量子力学中的力学量 

 

77 

把任意状态 ( , )x tψ 向 ( )n xαψ 做展开，即 

 
1

( , ) ( ) ( )
nf

n n
n

x t c t xα α
α

ψ ψ
=

=∑∑  （3-91） 

其中，展开系数 

 *( ) ( ) ( , )dn nc t x x t fα αψ ψ= ∫   （3-92） 

那么， t 时刻在 ( , )x tψ 态上测得G 取 ng 值的概率为 

 2

1

( , ) ( )
nf

n nW g t c tα
α=

=∑     （3-93） 

例 3-17  若粒子处于状态 

21 20 31
5 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )

3 3 3
Y Y Yψ θ φ θ φ θ φ θ φ= − +  

求：（1）在 ( , )ψ θ φ 上分别测量 2L̂ 和 ˆ
zL 的可能取值与相应的取值概率及平均值。（2）在

( , )ψ θ φ 上同时测量 2L̂ 和 ˆ
zL ，测得 2 26L = = 、 zL = =和 2 212L = = 、 zL = =的取值概率。 

解：首先，判断 ( , )ψ θ φ 是否归一化。因为 
2 225 1 1 1

3 3 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

所以， ( , )ψ θ φ 已经归一化了。 

（1）由题意可知，角量子数 2l = 和3，所以， 2L̂ 的可能取值分别为 
2 2 22(2 1) 6L = + == =    2 2 23(3 1) 12L = + == =  

相应的概率分别为 

2 5 1 2(6 )
9 9 3

W = + ==     2 1(12 )
3

W ==  

2L̂ 的平均值 

2 2 2 22 16 12 8
3 3

L = × + × == = =  

磁量子数 1m = 和 0 ， ˆ
zL 的可能取值分别为 

zL = =     0zL =  

相应的概率分别为 
5 1 8( )
9 3 9

W = + ==     1(0)
9

W =  

ˆ
zL 的平均值 

8 1 80
9 9 9zL = × + × == =  

（2）因为算符 2L̂ 和 ˆ
zL 是对易的，所以，两者有共同本征函数系，并且，可以同时取确定
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值。由题意容易看出 2 26L = = 、 zL = =和 2 212L = = 、 zL = =的取值概率分别为 

2 2 5( 6 , )
9zW L L= = == =     2 2 1( 12 , )

3zW L L= = == =  

例 3-18  设一量子体系处于
1( , ) (e sin cos )
4π

iϕψ θ ϕ θ θ= + 所描述的量子态，求：（1）该

态下， ˆ
zL 的可能取值及相应概率；（2） ˆ

zL 的平均值。 

解：球谐函数 

10
3 cos

4π
Y θ=    1, 1

3 sin e
8π

iY ϕθ ±
± = ∓  

所以 

1,1 1,0

8π 1 3 4π 1 3( , ) sin e cos
3 8π 3 4π4π 4π

2 1
3 3

i

Y Y

ϕψ θ ϕ θ θ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − +

 

显然， ( , )ψ θ ϕ 已归一化。 
可以看出，体系 1l = ， 0,1m = ，所以 

0zL = ， =  

相应概率分别为
1
3
和

2
3
，且 

1 2 20
3 3 3zL = × + × == =  

例 3-19  设粒子在宽为 a的非对称一维无限深势阱中运动，若粒子处于状态 

24 π π( ) sin cosx xx
a aa

ψ =  

求粒子能量可能取值与相应的取值概率。 
解：一维无限深势阱中粒子能量的本征解为 

2 2 2

2
π

2n
nE

aμ
=

=     2 π( ) sinn
n xx

a a
ψ =   （ 1,2,3,n = "） 

把 ( )xψ 用 ( )n xψ 做展开，即 

[ ]1 3

2 2π π 1 3π π( ) sin cos sin sin

1 2 3π 2 π 1sin sin ( ) ( )
2 2

x x x xx
a a a aa a

x x x x
a a a a

ψ

ψ ψ

⎡ ⎤= = +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

= + = +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

所以，能量取值分别为
2 2

1 2
π
2

E
aμ

=
=

，
2 2

3 2
9π
2

E
aμ

=
=

，相应的取值概率都是
1
2
。 

该题也可以利用下面办法求解。 
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因为 ( ) ( )n n
n

x c xψ ψ=∑ ，所以 

[ ]

* 2

0

0

0

0

*
3 10

,1 ,3

2 π 4 π π( ) ( )d sin sin cos d

2 2 π 2π πsin sin cos d

2 π 3π πsin sin sin d

1 2 π 2 3π 2 πsin sin sin d
2

1 ( ) ( ) ( ) d
2

1
2

a

n n

a

a

a

a

n

n n

n x x xc x x x x
a a a aa

n x x x x
a a a a

n x x x x
a a a a

n x x x x
a a a a a a

x x x x

ψ ψ

ψ ψ ψ

δ δ

= = ⋅

=

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

= +

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫

∫

∫

 

显然，只有 1 3, 0c c ≠ ，所以能量取值为
2 2

1 2
π
2

E
aμ

=
=

，
2 2

3 2
9π
2

E
aμ

=
=

。 

第八节  不确定关系 

前面讲过，两个对易的算符具有共同完备的本征函数系，可以同时取确定值。本节讨论

两个算符不对易的情况。 

一、不确定关系 

设 Â、B̂ 代表两力学量算符，且它们的对易关系为 ˆ ˆˆ[ , ]A B iC= ，那么对于任意的归一化波

函数ψ ，有 

 2 2 21
4

A B C⋅ ≥    （3-94） 

 2 2 21( ) ( )
4

A B CΔ ⋅ Δ ≥     （3-95） 

通常，我们称式（3-95）为不确定关系。其中， Ĉ 是厄米算符或普通的数； ÂΔ 、 B̂Δ 代表偏

差算符，其定义为 

 ˆ ˆA A AΔ = −   （3-96） 

 ˆ ˆB B BΔ = −   （3-97） 
显然，它们也是厄米算符。它们的平方算符在ψ 态下的平均值分别为 

2 2 2 2 2 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 2 2A A A A AA A A A A A AΔ = − = − + = − + = −
K

 

即 

 2 2 2( )A A AΔ = −    （3-98） 
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同理 

 2 2 2( )B B BΔ = −    （3-99） 

下面我们证明不确定关系。 
证明：引入实参数ξ ，并令 

ˆˆ ˆF A iBξ= +  

则 
ˆˆ ˆF A iBξ+ = −  

所以 
2 2 2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )( ) ( )
ˆ ˆˆ

F F A iB A iB A B i AB BA

A B C

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

+ = − + = + + −

= + −
 

因此 
2 2 2F F A B Cξ ξ+ = + −  

另一方面 
2* *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆd ( )( ) d d 0F F F F F F Fψ ψ τ ψ ψ τ ψ τ+ += = =∫ ∫ ∫ ≥  

因此 
2 2 2 0A B Cξ ξ+ − ≥  

在数学上， 2 0a b cξ ξ+ + ≥ 的必要条件是 2 4 0b acΔ = − ≤ ，所以 

2 2 24 0C A B− ⋅ ≤  

2 2 21
4

A B C⋅ ≥  

又因为 
ˆ ˆˆ ˆ[ , ] [ , ]

ˆ ˆˆ ˆ[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]
ˆ ˆˆ[ , ]

A B A A B B

A B A B A B A B

A B iC

Δ Δ = − −

= − − +

= =

 

即 ÂΔ 、 B̂Δ 也满足定理的条件，所以 

2 2 21( ) ( )
4

A B CΔ ⋅ Δ ≥  

此即不确定关系。 
可以看出，若 0C ≠ ，则 Â、 B̂ 的方均偏差不会同时为零，其乘积不小于某一正数。 
例 3-20  写出坐标与动量的不确定关系。 
解：因为 ˆ[ , ]xx p i= =，所以 

 
2

2 2( ) ( )
4xx pΔ ⋅ Δ
=

≥  （3-100） 
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或简记为 

 
2xx pΔ ⋅Δ
=

≥  （3-101） 

例 3-21  写出角动量算符之间的不确定关系。 
解：因为 ˆ ˆ ˆ[ , ]x y zL L i L= = ，所以 

 2( )xLΔ ⋅ 2( )yLΔ
2

2

4 zL=
≥   （3-102） 

在 ˆ
zL 的本征态 lmY 下，上式变为 

 2( )xLΔ ⋅ 2( )yLΔ
2 4

4
m =

≥   （3-103） 

二、不确定关系的物理意义 

两个不可对易的力学量不可能同时具有确定值（极个别的态除外，如在 0l = 的态中， ˆ
xL 、

ˆ
yL 、 ˆ

zL 这三个不可对易的力学量均有确定值 0），其中一个力学量取值越确定，另一个力学量

取值就越不确定。 
例如，在某态中，若坐标局限在有限 xΔ 范围内，那么动量 xp 存在不确定范围 xpΔ ，且满

足不确定关系式（3-101）。若 xp 完全确定，即 0xpΔ = ，则由不确定关系知 xΔ →∞，即 x 完
全不确定；反之，若 x完全确定，即 0xΔ = ，则由不确定关系知 xpΔ →∞，即 xp 完全不确定。

总之，微观粒子的位置和动量不可能同时具有确定值，所以经典力学中轨道的概念对微观粒

子是不适用的。 
事实上，不确定关系不是由测量过程决定的，这个关系的存在源于微粒的波动性。我们

把经典力学中沿用的纯属粒子性的力学量如坐标和动量用于有波动性的粒子，不会完全适用。

不确定关系揭示了用经典理论描述微观粒子的局限性。 
说明： 

（1）当不确定关系给出的 xΔ 、 xpΔ 不能忽略时，必须用量子力学。如氢原子中电子速度

是 610 m/s，由于电子坐标的不确定量是原子的线度，即 xΔ 1010−≈ m，按不确定关系式（3-101），
可以得到电子速度的不确定量为 

56 10 m/s
2 e

v
xμ

Δ ≈ ×
Δ
=

≥  

即电子速度的不确定量与电子的速度 610 m/s几乎是同一个量级。因此对原子问题，经典力学

已不适用了，必须采用量子力学。 
（2）当 xΔ 、 xpΔ 在所讨论的问题中能忽略时，可采用经典力学。如阴极射线管中的电子

束，电子的速度是 510 m/sv = 。设电子沿 z 方向运动，若中途穿过孔径为 41 10 mr −Δ = × 的圆孔，

按不确定关系可得出电子穿过狭缝后的横向速度 

16 10 m/s
2r r

e

v v v
rμ

−≈ Δ = = × <<
Δ
=  

于是，可以认为电子具有确定的轨道，经典力学适用。 
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（3）=标志着微观规律性和宏观规律性之间的差异。若 = 0→ ，则坐标和动量以及角动量

之间都对易，在其共同的本征态中同时具有确定值，量子力学过渡到经典力学。 
不确定关系正确反映了微观世界的规律，是人们对于宏观世界认识的进一步深化。 

例 3-22  线性谐振子处于基态
2 2 /2( ) e

π
xx ααψ −= ，计算 2 2( ) ( )xx pΔ ⋅ Δ 。 

解： 2 2 2( )x x xΔ = − ， 2 2 2( )p p pΔ = − ，且 

2 2

e d 0
π

xx x xαα −

−
= =∫

∞

∞
 

2 2 2 22 2 2
20

2 1e d e d
2π π

x xx x x x xα αα α
α

− −

−
= = =∫ ∫

∞ ∞

∞
 

2 2 2 2 2 2
3

/2 /2d( ) e e d e d 0
dπ π

x x xip i x x x
x

α α αα α− − −

− −
= − = =∫ ∫

==
∞ ∞

∞ ∞
 

2 2 2 2 2 2
2 3 2

2 /2 /2 2 2 2 2
2 0

d 2 1( ) e e d (1 )e d
2dπ π

x x xp x x x
x

α α αα α α α− − −

−
= − = − =∫ ∫

== =
∞ ∞

∞
 

所以 
2

2 2 2 2
2

1 1( ) ( )
2 42xx p α

α
Δ ⋅ Δ = ⋅ =

==  

计算 x 、 2x 、p 、 2p 时也可利用递推公式（2-98）、式（2-99）、式（2-100）、式（2-101），即 

* * *
0 0 0 1 0 1

1 1 1d d d 0
2 2

x x x x xψ ψ ψ ψ ψ ψ
α α

⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  

2 * 2 *
0 0 0 0 22 2

1 1d 2 d
2 2

x x x xψ ψ ψ ψ ψ
α α

⎡ ⎤= = + =⎣ ⎦∫ ∫  

同理可求得 p 、 2p 。 

例 3-23  线性谐振子零点能的估算。 
解：由于 

* *
1 1

1 1d d 0
2 2n n n n n
n nx x x xψ ψ ψ ψ ψ

α − +

⎡ ⎤+
= = + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

* *

*
1 1

dˆ d d
d

1 d
2 2

0

n n n n

n n n

p p x i x
x

n ni x

ψ ψ ψ ψ

ψ α ψ ψ− +

= = −

⎡ ⎤+
= − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
=

∫ ∫

∫

=

=  

所以 
2 2( )x xΔ =    2 2( )p pΔ =  

于是能量平均值 
2

2 21
2 2
pE xμω
μ

= +
2

2 2( ) 1 ( )
2 2
p xμω
μ

Δ
= + Δ  
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由不确定关系得 

2ˆ( )pΔ ≥

2

24( )xΔ

=  

则 
2

2 2
2

1 ( )
28 ( )

E x
x

μω
μ

+ Δ
Δ

=
≥  

所以能量最小值 
2

2 2
min 2

1 ( )
28 ( )

E x
x

μω
μ

= + Δ
Δ

=  

令 min
2

0
( )

E

x

∂
=

∂ Δ
，则 

( )
2

2
2

2

1 0
28 ( )x
μω

μ
− + =

Δ

=  

所以 

2( )
2

x
μω

Δ =
=  

因此 
2

2
min

2 1 1
8 2 2 2

E μω μω ω
μ μω

= + =
= = =

=
 

即线性谐振子的零点能是不确定关系所要求的最小能量。 

第九节  电子在库仑场中的运动 

一、粒子在中心力场中的运动 

中心力场特点： ( ) ( )U r U r=K 与θ 、φ无关，中心对称。 

回顾经典物理学中的中心力场： 
在直角坐标系中，粒子的动能为 

2 2
21 d d

2 2 d d
x yT v
t t

μμ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

如图 3-2 所示，在极坐标系中，动能可表示为 
2 2 2 2

2 2 21 d d d d( )
2 2 d d 2 d dr

r r rT v v r
t t t tϕ

μ ϕ μ ϕμ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

粒子的总能量为 
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2 2

2 2rE T U v v Uφ
μ μ

= + = + +  

因为粒子的角动量 
sinL r v r vφμ θ μ= =  

所以 
Lv
rφ μ

=  

能量变形为 
2 2

2 2
2 2 2

1
2 2 2 2r r

L LE v U v U
r r

μ μ μ
μ μ

= + + = + +  

式中，第一项
2

21 d
2 2 dr

rv
t

μμ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

是由 r 的大小改变引起的动能，称为径向动能。第二项
2

1 22
LU

rμ
=

是由 rK的方向改变引起的动能，称为横向动能，因为 
2 2 22

2 21
3 3

( )d d
d d

r v vU L r r
r r r tr r

ϕ ϕμ μ ϕμ μ ω
μ μ

⎛ ⎞− = = = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

具有转动参考系中的离心力的形式，所以 1U 又称为离心势能。第二项和第三项之和
2

2( ) ( )
2

LU r U r
rμ

′ = + 称为有效势能。 

在量子力学中，体系的哈密顿算符为 

 

2
2

2 2
2

2 2 2

ˆ ( )
2

1 1sin ( )
sin2 sin

ˆ ˆ ( )r

H U r

r U r
r rr

T T U rϕ

μ

θ
θ θ θμ θ ϕ

= − ∇ +

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

= + +

=

=  （3-104） 

式中，第一项 

r̂T =
22

2
2

ˆ
22

rpr
r rr μμ
∂ ∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=  

称为径向动能。径向动量平方算符和径向动量算符分别为 
2

2 2
2

ˆ rp r
r rr
∂ ∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=  

 1ˆ rp i
r r
∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

=   （3-105） 

这是因为 
2 2 2

2 2
2 2

2 2

1 1 1ˆ

2

rp
r r r r r r r r

r
r r r rr r

ψ ψψ ψ

ψ ψ ψ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − + + = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

= =

==
 

并且可以证明 ˆ ˆr rp p+ = （见曾谨严的《量子力学》，科学出版社，1981）。 

图 3-2 
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第二项 
2 2 2

2 2 2 2

ˆ1 1ˆ sin
sin2 sin 2

LT
r rφ θ

θ θ θμ θ φ μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

=  

称为横向动能或离心势能。 
中心力场的薛定谔方程为 

 ˆ ˆ ( )rT T U r Eφ ψ ψ⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦   （3-106） 

利用分离变量法，令 
( , , ) ( ) ( , )lmr R r Yψ θ φ θ φ=  

代入到方程（3-106）中，得 
2

2

ˆˆ ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
2r lm lm

LT U r R r Y ER r Y
r

θ φ θ φ
μ

⎡ ⎤
+ + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

利用 2 2ˆ ( 1)L Y l l Y= + = ，并约去Y ，则有 

 
2

2
( 1)ˆ ( ) ( ) ( )
2r

l lT U r R r ER r
rμ

⎡ ⎤+
+ + =⎢ ⎥

⎣ ⎦

=    （3-107） 

即 

 
2 2

2
2 2

( 1) ( ) ( ) ( )
2 2

l lr U r R r ER r
r rr rμ μ

⎡ ⎤∂ ∂ +⎛ ⎞− + + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

= =   （3-108） 

这就是中心力场中径向波函数满足的方程。 

二、电子在库仑场中的运动 

在库仑场中，电子的势能为 

     
22

0

( )
4π

sZeZeU r
r rε

= − = −     （3-109） 

其中，
2

2

04πs
ee
ε

= 。 

由于
2

2
2 2

1 d d 1 d ( )
d d d

Rr rR
r r rr r
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以，库仑场中径向波函数满足的方程（3-108）可以

写成 
22 2 2

2 2
1 d ( 1)( ) ( ) ( )

2 d 2
sZe l lrR R r ER r

r rr rμ μ
⎡ ⎤+

− + − + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

= =  

令 ( ) ( ) /R r u r r= ，则方程变形为 

 
22 2 2

2 2
d ( ) ( 1) ( ) ( )

2 d 2
sZeu r l l u r Eu r

rr rμ μ
⎡ ⎤+

− + − + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

= =    （3-110） 

径向薛定谔方程与一维方程相比较，形式上相似，但有以下两点区别： 
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（1）独立变量 r 是从 0 →∞，而不是从 − → +∞ ∞，且为了保证波函数满足标准条件，必

须附加边界条件 
(0) 0u =  

（2）有效势能
2 2

2
( 1)( )
2

s
eff

Ze l lU r
r rμ

+
= − +

=
代替了势能 ( )U r ，相比之下多了离心势能

2

2
( 1)
2

l l
rμ

+ =
（即横向动能）。 

由于电子绕中心旋转，有离心倾向，需要一个向心力，这个向

心力由 ( )U r （库仑场）提供。
2

2
( 1)
2

l l
rμ

+ =
减弱了 ( )U r 对径向运动的

作用，相当于电势能的绝对值减小了
2

2
( 1)
2

l l
rμ

+ =
，如图 3-3 所示。 

可见，当 0E > 时，对于任何 E 值，电子均处于非束缚态，波

函数为非平方可积函数，体系的能量具有连续谱，这时电子可离开

核而运动到无限远处（电离）。当 0E < 时，电子处于束缚态，波函数为平方可积函数，体系

的能量具有分立谱。下面的结论是 0E < （束缚态）的情况。 
利用数学运算，可以求得方程（3-110）的解 ( )u r 。 

电子的能级为 

 
2 4

2 2 ( 1,2,3, )
2

s
n

Z e
E n

n
μ

= − = "
=

  （3-111） 

波函数为 
 ( , , ) ( ) ( , )nlm nl lmr R r Yψ θ φ θ φ=    （3-112） 

其中，主量子数 1,2,3,n = "；对于确定的主量子数 n，角量子数 0,1,2, , 1l n= −" ；对于确定

的角量子数 l ，磁量子数 0, 1, 2, ,m l= ± ± ±" ； ( )nlR r 为径向波函数（实函数），它与主量子数 n

和角量子数 l 有关。 
能量的简并度为 

 
1

2

0

(2 1)
n

nf l n
−

=

= + =∑
A

    （3-113） 

如果波函数已经归一化，则 
π 2π

* 2

0 0 0

π 2π
2 2 *

0 0 0

( , , ) ( , , ) sin d d d

( ) d ( , ) ( , )sin d d

1

nlm nlm
r

nl lm lm
r

r r r r

R r r r Y Y

θ ϕ

θ ϕ

ψ θ ϕ ψ θ ϕ θ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ

= = =

= = =
=

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∞

∞

 

可得 ( )nlR r 的归一化条件为 

2 2

0
d 1nlR r r =∫

∞

 

为了使用方便，下面列出前几个径向波函数： 

 
图 3-3 
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/
10 3/2

2 e r aR
a

−=    /2
20 3/2

1 1 e
22

r arR
aa

−⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

/2
21 3/2

1 e
2 6

r arR
aa

−=     
2

/3
30 3/2

2 2 21 e
3 273 3

r ar rR
a aa

−
⎡ ⎤⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 

/3
31 3/2

8 1 e
627 6

r ar rR
a aa

−⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

   
2

/3
32 3/2

4 e
81 30

r arR
aa

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

第十节  氢原子问题 

在前面讨论电子在核所产生的电场中运动时，选取了核的位置作为坐标原点。如把以上

结果直接应用到氢原子，则只有当原子核固定的时候，才完全准确，即把核的质量看成无穷

大。实际上核的质量是有限的，在库仑力的作用下，核与电子都绕它们的质心运动（当然质

心位置非常接近核的中心），于是氢原子问题成为两体问题。在经典力学中两体问题可归结为

单体问题，在量子力学中，也可以这样做，引入电子相对核的坐标和质心在空间的坐标，可

把两体薛定谔方程分解为质心运动方程和一个电子相对核的运动方程。 

一、两体问题化为单体问题 

两粒子体系的薛定谔方程为 

 
2 2

2 2
1 2 1 2 1 2

1 2

( , , ) ( ) ( , , )
2 2

i r r t U r r r t
t
ψ ψ

μ μ
⎡ ⎤∂

= − ∇ − ∇ +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

= =K K K K K=  （3-114） 

其中， 1μ 、 2μ 、 1r
K
、 2r
K
分别为电子与核的质量与位置矢量。 

引入相对坐标和质心坐标 

1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

r r r
r r r rR

M
μ μ μ μ
μ μ

= −⎧
⎪

+ +⎨ = =⎪ +⎩

K K K
K K K KK  

电子的相对坐标和质心坐标的分量形式为 

 
1 2

1 2

1 2

x x x
y y y
z z z

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

 （3-115） 

  

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

x xX
M

y y
Y

M
z zX

M

μ μ

μ μ

μ μ

+⎧ =⎪
⎪

+⎪ =⎨
⎪

+⎪
=⎪⎩

 （3-116） 

因为 

1

1 1 1

X x
x x X x x M X x

μ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 
图 3-4 
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所以 
22 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2
1

2
M X x M X x M X xx M X x
μ μ μ μ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 

同理 
22 2 2 2

1 1
2 2 2 2
1

2
M Y yy M Y y

μ μ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂ ∂
 

22 2 2 2
1 1

2 2 2 2
1

2
M Z zz M Z z

μ μ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂ ∂
 

22 2 2 2
2 2

2 2 2 2
2

2
M X xx M X x

μ μ∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂∂ ∂ ∂
 

22 2 2 2
2 2

2 2 2 2
2

2
M Y yy M Y y

μ μ∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂∂ ∂ ∂
 

22 2 2 2
2 2

2 2 2 2
2

2
M Z zz M Z z

μ μ∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂∂ ∂ ∂
 

因此 
2 2 2

2
1 2 2 2

1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 21 1

2

2

2

x y z

M X x Y y Z zM X Y Z x y z

M X x Y y Z zM

μ μ

μ μ

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ∇ +∇ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

质心 相对

 

同理 
2 2 2 2

2 2 22 2
2 2 2

M X x Y y Z zM
μ μ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂

∇ = ∇ +∇ − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
质心 相对  

把上面的结果代入到式（3-114）中，并注意到 1 2( , , ) ( , , )r r t r R tψ ψ=
KK K K

，化简后，得 

 
2 2

2 2( , , ) ( ) ( , , )
2 2

i r R t U r r R t
t M
ψ ψ

μ
⎡ ⎤∂

= − ∇ − ∇ +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

K K= =K K K= 质心 相对   （3-117） 

式中， 1 2

1 2

μ μ
μ

μ μ
=

+
，称为约化质量或折合质量。 

采用分离变量法，令 

( , , ) ( ) ( ) ( )r R t r R tψ ψ χ= Φ
K KK K  

代入式（3-117），且两边除以ψ χΦ ，得 
2 2

2 2d 1 1( ) ( )
d 2 2

i U r
t M
χ ψ

χ μ ψ
= − ∇ Φ − ∇ +

Φ
= = = K

质心 相对  
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该式左边仅与时间有关，右边仅与坐标有关，所以它们应等于同一个常数，用E总表示该常数，则 
2 2

2 2d 1 1( ) ( )
d 2 2

i U r E
t M
χ ψ

χ μ ψ
= − ∇ Φ − ∇ + =

Φ
= = = K

总质心 相对  

则 
d
d

i E
t
χ

χ
=

=
总  

其解为 

( ) e
i E t

t Cχ
−

= = 总  

且 
2 2

2 21 1( ) ( )
2 2

U r E
M

ψ
μ ψ

− ∇ Φ − ∇ + =
Φ

= = K
总质心 相对  

令 
2

21
2

U Eψ
μψ

− ∇ + =
=

相对  

则 

 
2

2

2
U Eψ ψ ψ

μ
− ∇ + =
=

相对   （3-118） 

 
2

2 ( )
2

E E
M

− ∇ Φ = − Φ
=

总质心  （3-119） 

二、单体方程的解 

1．质心方程 

式（3-119）表示能量为 E E−总 的自由粒子的定态薛定谔方程。由此可见，质心是按能量

为 E E−总 的自由粒子的方式运动，波函数是平面波。 

2．相对方程 

我们感兴趣的是原子内部的状态，即电子相对于核的运动状态。相对运动能量 E 就是电

子的能级，它满足的方程为式（3-118）。 
我们在第九节中讨论过这个方程。这样，只要将粒子质量理解为约化质量就可以完全搬

用第九节的结果。即氢原子体系的解为 

 
2 4 2 2

2 2 2
1

22
s s

n
Z e Z e

E
an n

μ
= − = −

=
    ( 1,2,3, )n = "    （3-120） 

式中，
2

2
s

a
eμ

=
=

为玻尔半径。 

 ( , , ) ( ) ( , )nlm nl lmr R r Yψ θ φ θ φ=   （3-121） 
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三、结果讨论 

1．能级 

（1）束缚态（即结合态）能级取分立值，且随 n增大而增大（ nE 减小）。能级间距 
2 4

1 2 2 2
2 1

2 ( 1)
s

n n
Z e nE E E

n n
μ

+
+

Δ = − =
+=

 

随 n的增大而减小，即能级越来越密。 
（2）非束缚态能谱为连续谱，电子处于电离状态，能量 0E > 。这时电子脱离原子核的库

仑力作用而做自由运动， E 取大于零的任意值。 
（3）电离能：电子由基态跃迁到非束缚态所需的最小能量。由于当 n =∞时， 0E =

∞
，

电子不再束缚在核的周围，完全电离，因此 E
∞
与基态电子能量之差即电离能。 

氢原子的电离能（基态原子的离解能）为 
4

1 2 13.5926eV
2

se
E E

μ
− = ≈

=∞
 

2．光谱公式（跃迁频率） 

由式（3-120），得 
4

2 2 2
1 1

2
s

n k
e

h E E
k n

μ
ν ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
 

 
4

3 2 2 2 2
1 1 1 1 1

4π
s

H
e

R
c k n k n

μ
λ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

   （3-122） 

其中，
2

1
3 10973731.1m

4π
s

H
e

R
c

μ −= =
=

。若用约化质量 μ ，则 110967758mHR −=  与实验值

110967757.6mHR −
实验＝ 符合得很好。  

3．能量简并度 

氢原子的能量本征值 nE 的简并度 

 
1

2

0

( ) (2 1)
n

l

f n l n
−

=

= + =∑    （3-123） 

氢原子能量的简并度比一般中心力场的能级简并度 (2 1)l + 要大，原因在于库仑势 1 / r∝ 比一

般的中心场 ( )U r 具有更多的对称性。 

4．平均半径 

对氢原子，处于能量本征态的电子的轨道半径的平均值为 

 * 3 2

0
d dnlm nlm nlr r r R rψ ψ τ= =∫ ∫

∞

  （3-124） 

积分结果为 

 23 ( 1)
2
ar n l l⎡ ⎤= − +⎣ ⎦     （3-125） 
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同理，方均半径为 

 
2

2 * 2 4 2 2 2

0
d d 5 1 3 ( 1)

2nlm nlm nl
nr r r R r n l l aψ ψ τ ⎡ ⎤= = = + − +⎣ ⎦∫ ∫

∞

  （3-126） 

给定主量子数n值，则 max 1l n= − ，此时体系状态为 , 1,n n mψ − ，相当于玻尔轨道中圆轨道，此时 

2

2
nr n a⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
   ( )2 2 2 1 1

2
r n a n n⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

当 n →∞时， 2 2r r n a≈ ≈ ，与玻尔理论基本一致。 

5．概率分布 

当氢原子处于 nlmψ 态时，电子处于 ( , , )r θ φ 点周围的体积元 2d sin d d dr rτ θ θ φ= 内出现的概

率为 

 
2 2 2

22 2

d d ( ) ( , ) sin d d d

( ) ( , ) sin d d d

nlm nlm nl lm

nl lm

W R r Y r r

R r Y r r

τ ψ τ θ ϕ θ θ ϕ

θ ϕ θ θ ϕ

= =

=
 （3-127） 

（1）径向概率分布 
把式（3-127）对 ,θ φ 积分，可以得到在半径 dr r r→ + 的球壳内找到电子的概率为 

2π π 2 2 2 2

0 0
d ( ) ( , ) sin d d d dnl nl lm nlW R r Y r r R r rθ ϕ θ θ ϕ= =∫ ∫  

所以，径向概率密度为 

 2 2d / dnl nl nlw W r R r= =    （3-128） 

表示半径为 r 的单位厚度的球壳内找到电子的概率。 
较低的几条能级上的电子的径向概率分布曲线如图 3-5 所示。由图可以看出， 1l n= − 时

电子出现概率最大处为“圆轨道”，对应于玻尔原子模型中电子的轨道，轨道半径 2
nr n a= 。 

 
图 3-5 

值得注意的是，在量子力学中电子并无严格的轨道概念，只能给出位置概率分布。例如，

对基态，有 
3 2

2 2 2
10 10

1 4e
r

aw R r r
a

−⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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令 10d
0

d
w
r

=  ，得基态氢原子的最概然半径为 

10 max( )r a=  

这正是玻尔半径，所以玻尔轨道与电子位置概率分布最大位置符合，这就是玻尔电子轨

道半径的本质。把径向概率分布比喻成“云”，即电子云概念。 
（2）角向概率分布 
把式（3-127）对 r 积分，可以得到在方向 ( , )θ φ 附近立体角 d sin d dθ θ φΩ = 内找到电子的

概率 
2 22

0
d ( , ) ( ) ( , ) d d ( , ) dlm nl lm lmW R r Y r r Yθ ϕ θ ϕ θ ϕ= Ω = Ω∫

∞

 

所以，角向概率密度为 

 2d ( , )
( , )

d
lm

lm lm
W

w Y
θ φ

θ φ = =
Ω

    （3-129） 

而 lmY 中关于φ的部分仅为 eimφ ，则
2( , ) ( )lm lm lmw Y wθ φ θ= = 仅与θ 有关，而与φ无关，即关于φ

是对称的，所以角向概率分布绕 z 轴具有旋转对称性。角量子数 l 较低的粒子态的角向概率分

布如图 3-6 所示。 

 
图 3-6 
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6．电流分布和磁矩 

电子的电流密度矢量为 

 ( )* *

2e nlm nlm nlm nlm
iJ eJ e ψ ψ ψ ψ
μ

= − = − ∇ − ∇
K K =     （3-130） 

在如图 3-7 所示的球坐标中 
1 1

sinre e e
r r rθ ϕθ θ ϕ
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

K K K  

式中， re e eθ ϕ
K K K
、 、 为单位矢量。所以 

* *

2er nlm nlm nlm nlm
iJ e

r r
ψ ψ ψ ψ

μ
∂ ∂⎛ ⎞= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=  

* *1 1
2e nlm nlm nlm nlm
iJ e

r rθ ψ ψ ψ ψ
μ θ θ

∂ ∂⎛ ⎞= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=  

* *1 1
2 sin sine nlm nlm nlm nlm
iJ e

r rϕ ψ ψ ψ ψ
μ θ ϕ θ ϕ
⎛ ⎞∂ ∂

= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=  

因为 n mψ A 中的径向波函数 ( )nlR r 和θ 部分的波函数 (cos )m
lP θ 是实数，只有 ime ϕ 部分是复

数，所以 
 0er eJ J θ= =  （3-131） 

 2 2( )
2 sin sine nlm nlm

ie e mJ im im
r rϕ ψ ψ

μ θ μ θ
= − − − = −

= =    （3-132） 

如图 3-8 所示，取 ds为垂直于电流方向、距原点为 r 的面积元，则以它为截面的圆电流

的磁矩为（设 di 为圆周电流， A为电流所围面积） 

2 2

2

22

d d d

d π( sin )
sin

π sin d

π sin d d

e

nlm

nlm

nlm

M iA J s A

e m s r
r

e m r s

e m r r

ϕ

ψ θ
μ θ

θ ψ
μ

θ ψ θ
μ

= = ⋅

= − ⋅

= −

= −

=

=

=

 

其中，利用了 d d ds r r θ= 。 
氢原子的磁矩为 

 

π 2 2

0 0

π 2 2

0 0

2π π 2 2

0 0 0

d π sin d d

2π sin d d
2

sin d d d
2

(SI)
2

nlm

nlm

nlm

e mM M r r

e m r r

e m r r

e m

ψ θ θ
μ

ψ θ θ
μ

ψ θ θ ϕ
μ

μ

= = −

= − ⋅

= −

= −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

=

=

=

=

∞

∞

∞
 （3-133） 

 
图 3-7 

 
图 3-8 
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在CGS单位制中  

2
e mM

cμ
= −

=  

原子磁矩与角动量之比（回转磁比率或）为 

 
(SI)

2

(CGS)
2

z

z

e
M

eL
c

μ

μ

⎧ −⎪⎪= ⎨
⎪−
⎪⎩

   （3-134） 

第十一节  力学量平均值随时间的变化  守恒定律 

一、力学量的平均值随时间的变化规律 

设 ( , )x tψ 为归一化的波函数，则 

* ˆ( , ) ( , )dF x t F x t xψ ψ= ∫  

考虑到 F̂ 可能显含 t （比如 ˆ ˆ ˆ ( , )H T U x t= + ），则上式两边对 t 的微商可表述为 
*

* *
ˆd ˆ ˆd d d

d
F FF x x F x
t t t t

ψ ψψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  

由薛定谔方程得 

1 Ĥ
t i
ψ ψ∂

=
∂ =

   
*

*1 ˆ( )H
t i
ψ ψ∂

= −
∂ =

 

考虑到 Ĥ 为厄米算符，于是 

* * *

* *

ˆd 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) d d d
d

ˆ 1 ˆ ˆ ˆ ˆd ( ) d

F FH F x x FH x
t i t i

F x FH HF x
t i

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

∂
= − + +

∂
∂

= + −
∂

∫ ∫ ∫

∫ ∫
= =

=

 

即 

 
ˆd 1 ˆ ˆ[ , ]

d
F F F H
t t i

∂
= +
∂ =

    （3-135） 

称为量子力学运动方程或海森伯运动方程。若如果 F̂ 不显含时间 t ，即
ˆ

0F
t

∂
=

∂
，则 

d 1 ˆ ˆ[ , ]
d
F F H
t i
=
=

 

二、守恒定律 

在海森伯运动方程中，如果 F̂ 不显含时间 t ，即 ˆ / 0F t∂ ∂ = ，并且 ˆ ˆ[ , ] 0F H = （即 F̂ 、Ĥ 对
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易），则有 d / d 0F t = ，即力学量 F̂ 平均值不随时间变化。这时称 F 为量子体系的守恒量，这

就是量子力学中的守恒定律。 

1．自由粒子的动量 

对自由粒子，有
2ˆˆ

2
pH
μ

=
K

。因为
ˆ

0p
t

∂
=

∂

K
，所以 

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] 0x y zp H i p H j p H k p H= + + =
KK KK  

则有 0p
t

∂
=

∂

K
，即为量子力学中的动量守恒定律。 

2．粒子在中心力场中运动的角动量 

中心力场中粒子的哈密顿量为 
2 2

2
2 2

ˆˆ ( )
2 2

LH r U r
r rr rμ μ
∂ ∂⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=  

因为 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,x y zL L L L 只和 ,θ φ 有关而与 r 和 t 无关，显然有 

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0x y zL H L H L H L H⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

所以 
2d 0

d
L
t
=     

d
0

d
xL
t
=     

d
0

d
yL
t
=     d 0

d
zL
t
=  

此为量子力学的角动量守恒定律。 

3．哈密顿不显含时间的体系能量 

若哈密顿不显含时间，即 ˆ / 0H t∂ ∂ = ，而 ˆ ˆ, 0H H⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，则有 

d 0
d
H
t
=  

此为能量守恒定律。如无限深势阱、线性谐振子、氢原子等的能量均为守恒量。 

4．哈密顿对空间反演不变时的宇称 

（1）宇称算符 
若对任意波函数 ( , )x tψ ，有 

ˆ ( , ) ( , )P x t x tψ ψ= −  

则称 P̂ 为宇称算符。宇称算符 P̂ 描写了空间的对称性。 
设 P̂ 的本征值方程为 

ˆ ( , ) ( , )P x t c x tψ ψ=  

则 
2 2ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )P x t cP x t c x tψ ψ ψ= =  

又 
2ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )P x t P x t x tψ ψ ψ= − =  
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于是 
2 1c =    1c = ±  

即 P̂ 的本征值 1c = ± 。若 
ˆ ( , ) ( , )P x t x tψ ψ=  

则 ( , )x tψ 为偶宇称态；若 

ˆ ( , ) ( , )P x t x tψ ψ= −  

则 ( , )x tψ 为奇宇称态。 

（2） Ĥ 在空间反演不变时的宇称守恒 
设 Ĥ 具有空间反演不变性，即 ˆ ˆ( ) ( )H x H x= − ，则 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )PH x x t H x x t H x P x t H x P x tψ ψ ψ ψ= − − = − =  

所以 
ˆ ˆ, ( , ) 0P H x tψ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

因为 ( , )x tψ 为任意波函数，所以 ˆ ˆ, 0P H⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，因此 

d 0
d
P
t
=  

此为宇称守恒定律，它说明如果体系的 Ĥ 空间反演不变，体系状态的奇偶性就不随 t 变化。 

习  题  三 

3-1  证明： ˆ ˆ ˆˆ ˆA p p A i A⋅ − ⋅ = ∇ ⋅
K K KK K = ，其中 A

K
为任意力学量算符。 

3-2  设算符 Â、 B̂ 皆与它们的对易子 ˆ ˆ[ , ]A B 对易。证明： 
1ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ , ] [ , ]n nA B nB A B−=    1ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ , ] [ , ]n nA B nA A B−=  

3-3  一维谐振子处在基态

2 2

2 2
1/2( ) e
π

x i t
x

α ωαψ
− −

= ，求： 

（1）势能的平均值 2 21
2

U xμω= ； 

（2）动能的平均值 21
2

T P
μ

= ； 

（3）动量的概率分布函数。 

3-4  氢原子处在基态
3

1( ) e
π

r
ar

a
ψ θ ϕ

−
=, , 。求：（1） r 的平均值；（2）势能

2e
r

− 的平均

值；（3）最概然半径；（4）动能的平均值；（5）动量的概率分布函数。 
3-5  设粒子处于一维无限深势阱中 

0 0
( )

0,
x a

U x
x x a
< <⎧

= ⎨ < >⎩∞
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证明：处于能量本征态 ( )n xψ 的粒子 

2
ax =     

2
2

2 2
6( ) 1

12 π
ax x

n
⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

讨论： n →∞时的情况，并与经典结果比较。 
3-6  设做一维自由运动的粒子 0t = 时刻处于状态 

2 1( ,0) sin cos
2

x A kx kxψ ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

分别求出 0t = 和 0t > 时粒子的动量与动能的取值概率和平均值。 
3-7  设粒子处于一维无限深势阱 

0 0
( )

0,
x a

U x
x x a
< <⎧

= ⎨ < >⎩∞
 

中的粒子处于基态（ 1n = ），
2 2

1 2
π
2

E
aμ

=
=

。设 0t = 时刻阱宽突然变为 2a ，粒子的波函数来不

及变化，即 

1
2 π( ,0) ( ) sin xx x
a a

ψ ψ= =  

试问：对于加宽了的无限深势阱 
0 0 2

( )
0, 2
x a

U x
x x a
< <⎧

= ⎨ < >⎩∞
 

( ,0)xψ 是否还是能量本征态？求测得粒子处于能量本征态 1E 的概率。 
3-8  质量为 μ 的粒子在势场 3/2( ) /U r rλ= − 中运动，用不确定关系估计其基态能量。 
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第四章  态和力学量的表象 

第一节  状态的表象 

一、表象 

设力学量算符 F̂ 具有断续谱，它的本征方程为 
ˆ ( ) ( )n n nFu x f u x=  

算符 F̂ 具有一组正交归一完备的本征函数系{ }( )nu x 。如果把{ }( )nu x 作为一组基矢（或称为基

底），则它们展开一个空间。由展开假定可知，对任意一个状态 ( , )x tψ ，则有 

 ( , ) ( ) ( )n n
n

x t c t u xψ =∑    （4-1） 

显然， ( , )x tψ 就是该空间中的一个矢量，所以也称为态矢。因此，这个空间就称为态矢空间，

该空间是希尔伯特（Hilbert）空间。每一个物理上允许的波函数都是态矢空间中的一个元素，

量子力学的所有活动都在这个空间内进行。 
上面讨论的空间是以 F̂ 的本征函数系{ }( )nu x 作为基矢组，所以称为 F 表象下的态矢空

间。 ( , )x tψ 的展开系数 

                      *( ) ( ) ( , )dn nc t u x x t xψ
−

= ∫
∞

∞
               （4-2） 

表示态矢 ( , )x tψ 在 ( )nu x 上的投影。 
若波函数 ( , )x tψ 和 ( )nu x 都已经归一化，则 

 2* * * *( , ) ( , )d d 1m n m n m n mn n
mn mn n

x t x t x c c u u x c c cψ ψ δ
− −

= = = =∑ ∑ ∑∫ ∫
∞ ∞

∞ ∞
 （4-3） 

式（4-3）表明，当 ( , )x tψ 是归一化的波函数时，
2( )nc t 表示在 ( , )x tψ 态下测量力学量 F 取值

为 nf 的概率，系数 ( )( 1,2, )nc t n = 称为波函数 ( , )x tψ 在 F 表象下的表示或 F 表象下的波函数。 

当然，我们也可以用其他力学量算符 Ĝ 的正交归一完备的本征函数系{ }( )n xφ 作为基底，

把 ( , )x tψ 做展开，即 

                 ( , ) ( ) ( )n n
n

x t a t xψ φ=∑             （4-4） 

那么， ( )( 1,2, )na t n = 就是 ( , )x tψ 在G 表象下的表示。 

由此可知，态矢空间中的基底相当于几何学中的坐标系。选取不同的基底，相当于选取

了不同的坐标系。在不同基底下得到的物理结果是相同的，但是，如果基底选取合适，则可

能使问题的推导与计算更加简单。 
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表 4-1 是态矢空间与三维空间的比较。 

表 4-1  态矢空间与三维空间的比较 

 态 矢 空 间 三 维 空 间 

基矢组（基底） { }( )nu x  ie 、 je 、 ke  

基矢组正交归一条件 * dm n mnu u x δ=∫  i j ije e δ⋅ =  

空间中的矢量 态矢量 ( , )x tψ  矢量 A  

矢量展开式 ( , ) ( ) ( )n n
n

x t c t u xψ =∑  
x i y j z kA A e A e A e= + +  

矢量在基矢上的投影 *( ) ( ) ( , )dn nc t u x x t xψ
−

= ∫
∞

∞
 x iA e A= ⋅  

维数 可以有限，也可以无限 三维 

空间性质 复空间 实空间 

二、坐标表象和动量表象 

以一维问题为例，设 ( , )x tψ 是坐标表象中任意一个归一化的波函数，下面将导出波函数

( , )x tψ 分别在坐标、动量表象中的表示。 

1．波函数 ( , )x tψ 在坐标表象中的表示 

坐标算符 x满足的本征方程为 
 ( ) ( )x xx x x xψ ψ′ ′′=             （4-5） 

它的本征值及相应的规格化本征函数分别为 
 ( , )x′∈ −∞∞                 （4-6） 

 ( ) ( )x x x xψ δ′ ′= −              （4-7） 

由展开假定可知，状态 ( , )x tψ 可以向坐标的本征函数展开 

 ( , ) ( ) ( )dxx t c t x x xψ δ′
−

′ ′= −∫
∞

∞
       （4-8） 

其中，展开系数 

 *( ) ( ) ( , )d ( , )xc t x x x t x x tδ ψ ψ′
−

′ ′= − =∫
∞

∞
  （4-9） 

显然，它就是坐标表象中的波函数，即 ( , )x tψ 在本征值为 x的基矢上的投影就是它本身。 

2．波函数 ( , )x tψ 在动量表象中的表示 

我们分别以坐标为自变量和以动量为自变量来讨论波函数 ( , )x tψ 在动量表象中的表示。 

（1）以 x为自变量 
在坐标表象中，动量算符 p̂ 满足的本征方程为 

 ( ) ( )p pi x p x
x
ψ ψ′ ′

∂ ′− =
∂

         （4-10） 

它的本征值及相应的规格化本征函数分别为 
 ( , )p′∈ −∞∞                （4-11） 

 /1( ) e
2π

ip x
p xψ ′
′ =            （4-12） 
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( , )x tψ 可以展开为 

 /1( , ) ( ) ( )d ( )e d
2π

ip x
p p px t c t x p c t pψ ψ ′
′ ′ ′

− −
′ ′= =∫ ∫

∞ ∞

∞ ∞
   （4-13） 

其中，展开系数 

   * /1( ) ( ) ( , )d e ( , )d
2π

ip x
p pc t x x t x x t xψ ψ ψ′−
′ ′

− −
= =∫ ∫

∞ ∞

∞ ∞
  （4-14） 

由展开假定可知，
2

( )pc t′ 就是在 ( , )x tψ 状态上动量取 p′值的概率，展开系数 ( )pc t′ 是波函数

( , )x tψ 在动量表象中的表示。 
（2）以 p 为自变量 
若以动量为自变量，动量算符 p̂ 满足的本征方程为 

 ( ) ( )p pp p p pψ ψ′ ′′=           （4-15） 

它的本征值及相应的规格化本征函数分别为 
 ( , )p′∈ −∞∞               （4-16） 

 ( ) ( )p p p pψ δ′ ′= −            （4-17） 

动量算符与坐标算符一样，在自身表象中，其本征函数也是一个δ 函数。 
在动量表象中，通常把状态 ( , )x tψ 表示为 ( , )p tΦ ，则 

 ( , ) ( ) ( )dpp t c t p p pδ′
−

′ ′Φ = −∫
∞

∞
      （4-18） 

其中，展开系数 

 *( ) ( ) ( , )d ( , )pc t p p p t p p tδ′
−

′ ′= − Φ = Φ∫
∞

∞
  （4-19） 

它就是 ( , )x tψ 在动量表象中的表示。 

比较式（4-14）和式（4-19），可知 

 /1( , ) e ( , )d
2π

ipxp t x t xψ−

−
Φ = ∫

∞

∞
      （4-20） 

这正是前面讲过的傅里叶变换。 

例 4-1  证明动量表象中坐标算符 x̂ i
p
∂

=
∂

。 

解：利用坐标表象和动量表象中波函数满足的傅里叶变换，可得坐标的平均值为 

* * /

* /

* /

*

1( ) ( )d ( )e ( )d d
2π

1 ( ) e ( )d d
2π

1( ) ( )e d d
2π

( ) ( )d

ipx

ipx

ipx

x x x x x p x x x p

p i x x p
p

p i x x p
p

p i p p
p

ψ ψ ψ

ψ

ψ

−

−

−

= = Φ

⎛ ⎞∂
= Φ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ⎡ ⎤
= Φ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
= Φ Φ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫ ∫∫

∫∫

∫ ∫

∫
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所以 

 x̂ i
p
∂

=
∂

                （4-21） 

三、波函数的矩阵表示 

力学量算符 F̂ 满足的本征方程为 
ˆ ( ) ( )n n nFu x f u x=  

在 F 表象中，波函数 ( , )x tψ 可以展开为 

( , ) ( ) ( )n n
n

x t c t u xψ =∑  

展开系数 ( )nc t 是态矢 ( , )x tψ 在 F 表象中的表示。我们把它以列矩阵表示出来，称为 ( , )x tψ 在

F 表象中的矩阵表示，即 

 
1

2

( )
( )

c t
c tψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

               （4-22） 

其共轭矩阵为 

 ( )* *
1 2( ) ( )c t c tψ + =         （4-23） 

矩阵形式的波函数归一化条件为 

 ( )
1

2* *
1 2 2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1i

i

c t
c t c t c t c t

⎛ ⎞
⎜ ⎟ = =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  （4-24） 

例 4-2  一粒子在一维无限深势阱中运动的状态为 

24 π π( ) sin cosx xx
a aa

ψ =  

求此函数在能量表象中的表示。 
解：一维无限深势阱中粒子能量的本征解为 

2 2 2

2
π
2

( 1,2,3, )
2 πsin (0 )

n

n

nE
a

n
n x x a

a a

μ

ψ

⎧
=⎪

⎪ =⎨
⎪ = < <⎪⎩

 

则有 

2

1 3

4 π π 2 2π π( ) sin cos sin cos

1 3π π 1 1sin sin
2 2

x x x xx
a a a aa a

x x
a aa

ψ

ψ ψ

= =

⎡ ⎤= + = +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

或直接计算展开系数，得 
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* 2

0

1 3

4 2 π π π( ) ( )d sin cos sin d

1 1
2 2

a

n n

n n

x x n xc x x x x
a a a a

ψ ψ

δ δ

+

−
= =

= +

∫ ∫
∞

∞  

所以 

1
1
2

c =    3
1
2

c =    0( 1,3)nc n= ≠  

故 ( )xψ 在能量表象中的表示为 

1 / 2
0

1 / 2
0

ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

第二节  力学量算符和量子力学公式的矩阵表示 

量子力学的三个基本要素是波函数、算符和薛定谔方程。为了保证理论体系的一致性，

必须实现力学量算符与量子力学公式的矩阵表示。 
在量子力学中，把在坐标表象下的表示称为波动力学方法，把在其他任意力学量表象下

的表示称为矩阵力学方法。在量子力学的历史上，上述两种表示方法几乎是同时发展起来的，

后来，狄拉克（Dirac）证明了它们是等价的。 

一、力学量算符 F̂ 的矩阵表示 

以一维问题为例，设任意一个力学量算符 Ĝ 满足本征方程 

 ˆ ( ) ( )n n nG x g xϕ ϕ=             （4-25） 

如果把它的本征函数系{ }( )n xϕ 作为基底，则波函数在此基底之下的表示称为G 表象下的波函数。 

在坐标表象下，任意算符 F̂ 作用到任意的状态 ( , )x tψ 上，得到一个新的波函数 ( , )x tΦ ，即 

 ˆ( , ) ( , )x t F x tψΦ =             （4-26） 

式（4-26）称为算符方程。将 ( , )x tψ 、 ( , )x tΦ 分别向算符 Ĝ 的本征态展开，即 

 ( , ) ( ) ( )n n
n

x t a t xψ ϕ=∑           （4-27） 

 ( , ) ( ) ( )n n
n

x t b t xϕΦ =∑           （4-28） 

将上面两式代入到算符方程（4-26）中，得 

 ˆ( ) ( ) ( ) ( )n n n n
n n

b t x a t F xϕ ϕ=∑ ∑       （4-29） 

用 * ( )m xφ 左乘上式两端并对坐标变量积分，利用 ( )n xφ 的正交性，得 
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* * ˆ( ) ( ) ( )d ( ) ( ) ( )dn m n n m n
n n

b t x x x a t x F x xϕ ϕ ϕ ϕ=∑ ∑∫ ∫  

即 
( ) ( )n mn n mn

n n

b t a t Fδ =∑ ∑  

所以 
 ( ) ( )m mn n

n

b t F a t=∑             （4-30） 

该式就是算符方程的矩阵形式。其中 

     * ˆ( ) ( )dmn m nF x F x xϕ ϕ= ∫           （4-31） 

称为算符 F̂ 在G 表象中的矩阵元。于是，在G 表象中，算符 F̂ 的矩阵形式为一个方阵 

 [ ]
11 12

21 22

F F
F F F

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

           （4-32） 

量子力学中的力学量算符都是厄米算符，故算符 F̂ 必须满足厄米特性要求。在G 表象中，

算符 F̂ 的矩阵元满足 

( ) ( )
* ** *

*

ˆ ˆ( ) ( )d ( ) ( ) d

ˆ( ) ( )d

mn m n m n

n m nm

F x F x x x F x x

x F x x F

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
−

= =

= =

∫ ∫
∫

∞

∞

 

于是，有 

 *
mn nm mnF F F+ = =             （4-33） 

显然， [ ]F 是一个厄米矩阵。一般来说，实的对称矩阵是厄米矩阵。 

一个重要的特例是力学量算符在自身表象中的矩阵。算符 Ĝ 在自身表象中的矩阵元为 

 * *ˆ( ) ( )d ( ) ( )dmn m n n m n n mnG x G x x g x x x gϕ ϕ ϕ ϕ δ
− −

= = =∫ ∫
∞ ∞

∞ ∞
   （4-34） 

写成矩阵形式为 

 [ ]
1

2

0
0
g

G g
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

          （4-35） 

显然，算符在自身表象下是一个对称矩阵，并且本征值就是对角元素。它的阵迹就是全部本

征值之和。 
说明： 

（1）欲求力学量 F̂ 在G 表象下的矩阵表示，必须知道力学量 Ĝ 的本征解，才能计算 F̂ 的

矩阵元； 
（2）不论在任何具体表象中任何厄米算符 F̂ 的矩阵元 mnF 一定是一个数值，故其可以在

公式中随意移动位置； 
（3）在不同的表象中，算符的矩阵元可能会不同，但是，该算符的本征值不会改变； 
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（4）如果 Ĝ 的本征值为连续谱，则 
 ˆ ( ) ( )g gG x g xφ φ=               （4-36） 

{ }( )g xφ 构成正交归一完备基矢组。 

如果 ˆ( , ) ( , )x t F x tψΦ = ，把 ( , )x tψ 、 ( , )x tΦ 向{ }( )g xφ 展开，即 

( , ) ( ) ( )dg gx t a t x gψ ϕ= ∫    ( , ) ( ) ( )dg gx t b t x gφΦ = ∫  

则 
ˆ( ) ( )d ( ) ( )dg g g gb t x g a t F x gφ φ=∫ ∫  

对上式做 * dg xφ ′∫ 运算，得 

* * ˆ( ) d d ( ) d dg g g g g gb t x g a t F x gφ φ φ φ′ ′
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )d ( ) dg g g gb t g g g a t F gδ ′′ − =∫ ∫  

 ( ) ( ) dg g g gb t a t F g′ ′= ∫           （4-37） 

例 4-3  写出坐标表象中力学量 F̂ 的矩阵元。 
解： F̂ 的矩阵元为 

* ˆ( ) , ( )d

ˆ( ) , ( )d

ˆ , ( )

x x x xF x F x i x x
x

x x F x i x x x
x

F x i x x
x

ψ ψ

δ δ

δ

′ ′′ ′ ′′
∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂⎛ ⎞′ ′′= − − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∂⎛ ⎞′ ′ ′′= − −⎜ ⎟′∂⎝ ⎠

∫

∫  

其中， x为变数， x′、 x′′为本征值。 
例 4-4  写出动量表象中 x̂的矩阵元。 
解： x̂的矩阵元为 

* /

/

/

*

1( ) ( )d e ( )d
2π

1 e ( )d
2π

1 e ( )d
2π

( ) ( )d

( )

ip x
p p p p p

ip x
p

ip x
p

p p

x x x x x x x x

i x x
p

i x x
p

i x x x
p

i p p
p

ψ ψ ψ

ψ

ψ

ψ ψ

δ

′−
′ ′′ ′ ′′ ′′

′−
′′

′−
′′

′ ′′

= =

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟′∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂

= ⎜ ⎟′∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂

= ⎜ ⎟′∂⎝ ⎠
∂ ′ ′′= −
′∂

∫ ∫

∫

∫

∫

 

或 

* ( ) ( )d ( ) ( )d ( )p p p px p i p p p p i p p p i p p
p p p

ψ ψ δ δ δ′ ′′ ′ ′′
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂′ ′′ ′ ′′= = − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫  
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例 4-5  写出动量表象中力学量 F̂ 的矩阵元。 
解： F̂ 的矩阵元为 

* ˆ( ) , ( )d

ˆ( ) , ( )d

ˆ , ( )

p p p pF p F p i p p
p

p p F p i p p p
p

F p i p p
p

ψ ψ

δ δ

δ

′ ′′ ′ ′′
⎛ ⎞∂

= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂′ ′′= − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂′ ′ ′′= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫

∫  

例 4-6  在 zL 表象中，求 2( ) sincϕ ϕΦ = 的矩阵表示。 
解： zL 的本征函数为 

1( ) e
2π

im
m

ϕψ ϕ =    ( 0, 1, 2, )m = ± ±  

把 ( )ϕΦ 利用{ }( )mψ ϕ 做展开，即 

( ) ( )

[ ]

2
2 2

2 0 ( 2)

2 0 2

1( ) e e e 2 e
2 4

1 1 12π e 2 e e
4 2π 2π 2π

2π ( ) 2 ( ) ( )
4

i i i i

i i i

cc
i

c

c

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ

− −

−

−

⎡ ⎤Φ = − = − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞

= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − − +

 

把 ( )ϕΦ 归一化，得 
2

1 2 22π (1 2 1 ) 1
4

c⎛ ⎞
− + + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   2
3π

c =  

所以 

2 0 2
1 2 1( ) ( ) ( ) ( )
6 3 6

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ−Φ = − + −  

其矩阵表示为 

[ ]

0

1 / 6
0

( )
2 / 3
0

1 / 6

ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟

Φ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

例 4-7  求一维谐振子中，坐标算符、动量算符和能量算符在能量表象中的矩阵表示。 
解：利用递推公式 
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1 1
1 1( ) ( ) ( )

2 2n n n
n nx x x xψ ψ ψ

α − +

⎡ ⎤+
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

1 1
d 1( ) ( ) ( )
d 2 2n n n

n nx x x
x
ψ α ψ ψ− +

⎡ ⎤+
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

容易得到， x、 p̂ 、 Ĥ 在能量表象中的矩阵元分别为 

*
, 1 , 1

1 1d
2 2mn m n m n m n
n nx x xψ ψ δ δ

α − +

⎡ ⎤+
= = +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  

*
, 1 , 1

d 1d
d 2 2mn m n m n m n

n np i x i
x

ψ ψ α δ δ− +

⎡ ⎤+⎛ ⎞= − = − −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∫  

*
, ,

1ˆ d
2mn m n n m n m nH H x E nψ ψ δ ωδ⎛ ⎞= = = +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  

所以，它们的矩阵表示分别是 
0 1 0

1 1 0 2
2 0 2 0

x
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

0 1 0

1 0 2
2 0 2 0

p i α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟−

= − ⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 / 2 0 0
0 3 / 2 0
0 0 5 / 2

H ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

二、量子力学公式的矩阵表示 

我们以断续谱为例，讨论在G 表象下量子力学公式的矩阵表示。 

1．算符方程 

利用波函数和算符的矩阵表示，算符方程 ˆ( , ) ( , )x t F x tψΦ = 可以写成矩阵形式 

 
1 11 12 1

2 21 22 2

( ) ( )
( ) ( )

b t F F a t
b t F F a t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

      （4-38） 

或简写为 

 ( ) ( )m mn n
n

b t F a t=∑            （4-39） 
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2．本征方程 

算符 F̂ 的本征方程为 F̂ψ λψ= ，其矩阵形式为 

 
11 12 1 1

21 22 2 2

( ) ( )
( ) ( )

F F a t a t
F F a t a tλ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    （4-40） 

或 

 
11 12 1

21 22 2

( )
( ) 0

F F a t
F F a t

λ
λ

−⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

    （4-41） 

上面两式可以简写成 

 mn n m
n

F a aλ=∑             （4-42） 

                ( ) 0mn mn n
n

F aλδ− =∑          （4-43） 

方程有非零解的充分必要条件是系数行列式为零。 
因为任意力学量在自身表象中的矩阵都是对角的，所以，通常把求解本征方程的过程称

为矩阵对角化的过程。 

3．薛定谔方程 

薛定谔方程 ˆi H
t
ψ ψ∂
=

∂
可以写成如下的矩阵形式 

 
1 11 12 1

2 21 22 2

( ) ( )
d ( ) ( )
d

a t H H a t
i a t H H a t

t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 （4-44） 

式中， * ˆ( ) ( )dmn m nH x H x xφ φ
−

= ∫
∞

∞
表示哈密顿算符在G 表象下的矩阵元。 

4．平均值公式 

任意厄米算符 F̂ 在状态 ( , )x tψ 上的平均值公式为 

                * ˆ( ) ( , ) ( , )dF t x t F x t xψ ψ
−

= ∫
∞

∞
       （4-45） 

在G 表象中，有 

( , ) ( ) ( )n n
n

x t a t xψ ϕ=∑  

所以 

 * * *ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( )m n m n m mn n
mn mn

F t a t a t x F x x a t F a tφ φ
−

= =∑ ∑∫
∞

∞
 （4-46） 

写成矩阵形式为 
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 ( )
11 12 1

* *
1 2 21 22 2

( )
( ) ( ) ( ) ( )

F F a t
F t a t a t F F a t

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

     （4-47） 

例 4-8  已知力学量 ˆ
xS 在某表象中的矩阵表示为

0 / 2
/ 2 0xS

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，求 ˆ
xS 的本征值和归

一化波函数，并将 xS 对角化。 

解： ˆ
xS 的本征值方程为 

1 1

2 2

0 / 2
/ 2 0

a a
a a

λ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

或 

1

2

/ 2
0

/ 2
a
a

λ
λ

− ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

 

方程有解的条件为 

/ 2
0

/ 2
λ

λ
−

=
−

 

所以， ˆ
xS 的本征值为 

/ 2λ = ±  
下面求本征函数。把 1 / 2λ = 代入到本征值方程中，得 

1

2

/ 2 / 2
0

/ 2 / 2
a
a

− ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

 

所以 1 2a a= ，因此 1 / 2λ = 对应的本征函数为 

1
/2

1

a
a

ψ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

把波函数归一化，即 

( ) 21* *
/2 /2 1 2 1

1
2 1

a
a a a

a
ψ ψ+ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

得 

1 1 / 2a =  

所以 

/2
11
12

ψ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

同理 

/2
11
12

ψ−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
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因为算符在自身表象中是一对角矩阵，对角元素就是其本征值，所以 xS 的对角化矩阵为 

1 0
0 12xS
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

例 4-9  设算符 Â、 B̂ 、 Ĉ 满足： 2 2 2ˆ ˆˆ 1A B C= = = ， ˆ ˆ ˆˆ ˆBC CB iA− = 。求证： 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ 0AB BA AC CA+ = + =  

并在 A表象中求出 B̂ 、 Ĉ 的矩阵表示。 
解：用 B̂ 分别左乘、右乘 ˆ ˆ ˆˆ ˆBC CB iA− = ，并利用 2ˆ 1B = ，得 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆC BCB iBA− =    ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆBCB C iAB− =  

二式相加，得 
ˆ ˆˆ ˆ 0AB BA+ =  

同理 
ˆ ˆ ˆ ˆ 0AC CA+ =  

设 Â的本征方程为 Â aψ ψ= ，则 
2 2Â aψ ψ=  

又因为 2ˆ 1A = ，所以 
2Â ψ ψ=  

于是 2 1a = ，因此 Â的本征值为 
1a = ±  

在 A表象中， A的矩阵表示为 

[ ] 1 0
0 1

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

设 A表象中， B 的矩阵形式为 

[ ] 1 2

3 4

b b
B

b b
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

则 

[ ][ ] [ ][ ] 1 2 1 2

3 4 3 4

1

4

1 0 1 0
0 1 0 1

2 0
0

0 2

b b b b
A B B A

b b b b

b
b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

所以， 1 4 0b b= = ，因此 

[ ] 2

3

0
0
b

B
b
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

又 

[ ]2 2 2 2 3

3 3 2 3

0 0 1 1 0
0 0 1 0 1
b b b b

B
b b b b
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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所以， 2 3 1b b = ，因此 

[ ] 2
1

2

0
0
b

B
b−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

同理 

[ ] 2
1

2

0
0
c

C
c−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

由 BC CB iA− = ，得 

2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2

1 1
2 2 2 2

1 1
2 2 2 2

0 0 0 0
0 0 0 0

1 00
0 10

b c c b
b c c b

b c b c
i

b c b c

− − − −

− −

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

1 1
2 2 2 2b c b c i− −− =  

取 2b i= ，则 2 (1 3) / 2c i= ± ，所以 

[ ] 0
0
i

B
i

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

    [ ] 0 1 31
2 1 3 0

i
C

i

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

例 4-10  已知体系的哈密顿算符 Ĥ 和力学量算符 B̂ 的矩阵形式分别为 

[ ]
1 0 0
0 1 0
0 0 1

H ω
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   [ ]
1 0 0
0 0 1
0 1 0

B b
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中， b 、ω为实常数。证明 Ĥ 和 B̂ 都是厄米算符，并且互相对易，并求出它们共同的本征

函数系。 
解：显然，[ ]H 和 [ ]B 都是实对称矩阵，满足 *

mn nmH H= 和 *
mn nmB B= ，所以它们都是厄米

矩阵，算符是厄米算符。因为 

[ ][ ]
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0

H B b bω ω
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

[ ][ ]
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 1 0

B H b bω ω
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

所以， [ ][ ] [ ][ ]H B B H= ，即互相对易。 

设 Ĥ 的本征方程为 
1 1

2 2

3 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

h h
h h
h h

ω ωλ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ′− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

方程有解的条件是 
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1 0 0
0 1 0 0
0 0 1

λ
λ

λ

′−
′− − =

′− −
 

解得， 1λ′ = ， 1− （重根）。 Ĥ 的本征值分别为 

1E ω=    2 3E E ω= = −  

这个结论从 H 是对角矩阵也可得出。 
当 1E ω= 时，有 

1 1

2 2

3 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

h h
h h
h h

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

得， 2 3 0h h= = ，所以 

1

1 0
0

h
ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

由归一化得，
2

1 1h = 。取 1 1h = ，所以 

1

1
0
0

ψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

当 2E ω= − 时，有 

21 21

22 22

23 23

1 0 0
0 1 0
0 0 1

h h
h h
h h

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

得， 21 0h = ，所以 

2 22

23

0
h
h

ψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

同理 

3 32

33

0
h
h

ψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

因为 2 3E E= ，所以能量二重简并，仅从 H 不能唯一确定 2E 、 3E 对应的波函数。 

由于 Ĥ 和 B̂ 互相对易，所以它们有共同的本征函数系。容易求得， B 的本征值分别为 

1 2B B b= =    3B b= −  

同样出现二重简并。 
把 B̂ 作用在 1ψ 上，得 
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1 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0

b b
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

所以， 1ψ 也是 B̂ 的本征函数，对应本征值为 1B b= 。即 1ψ 是 Ĥ 、 B̂ 的共同本征函数，有 

1 1

1 1

ˆ

ˆ
H

B b

ψ ωψ

ψ ψ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

设 2ψ 、 3ψ 也是 B 的本征函数，对应的本征值分别为 2B b= ， 3B b= − ，则 

22 22

23 23

1 0 0 0 0
0 0 1
0 1 0

b h b h
h h

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

得， 22 23h h= ，所以 

2 22

22

0
h
h

ψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

归一化得，
2

222 1b = 。取 22 1 / 2b = ，则 

2

0
1 1
2 1

ψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

它是 H 、 B 的共同本征函数，有 

2 2

2 2

ˆ

ˆ
H

B b

ψ ωψ

ψ ψ

⎧ = −⎪
⎨

=⎪⎩
 

同理 

3

0
1 1
2 1

ψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

它是 Ĥ 、 B̂ 的共同本征函数，有 

3 3

3 3

ˆ

ˆ
H

B b

ψ ωψ

ψ ψ

⎧ = −⎪
⎨

= −⎪⎩
 

综上所述，算符 Ĥ 、 B̂ 都是二重简并，本征函数不能唯一确定，但它们互相对易，有共

同本征函数系，联合 Ĥ 、 B̂ 可确定其共同本征函数系： 

1

1
0
0

ψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   2

0
1 1
2 1

ψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   3

0
1 1
2 1

ψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠
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第三节  幺 正 变 换 

我们用大家熟悉的几何中的坐标变换作为类比，来引入量子力学中表象变换的概念。 
建立如图 4-1 所示的两个平面直角坐标系，基矢分别为 1e 、 2e 和 1e′、 2e′，它们构成两组

正交归一完备的基矢组。 
正交归一性： 

i j ije e δ⋅ =    i j ije e δ′ ′⋅ =  

完备性：平面上任何一个矢量 A均可用它展开，即 

1 1 2 2A A e A e= +    1 1 2 2A A e A e′ ′ ′ ′= +  

我们先找基矢之间的变换关系。由图 4-1 得 
1 1 2cos sine e eθ θ′ = +    2 1 2sin cose e eθ θ′ = − +  

即 
1 1

2 2

cos sin
sin cos

e e
e e

θ θ
θ θ

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′ −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1

2
( )

e
R

e
θ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中
cos sin

( )
sin cos

R
θ θ

θ
θ θ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

为基矢之间的变换矩阵。 

再来找矢量 A在两个不同坐标系中的变换关系。 
因为 

1 1 2 2 1 1 2 2A A e A e A e A e′ ′ ′ ′= + = +  

所以 

1 1 1 1 1 2 1 2A A e A e e A e e′ ′ ′ ′= ⋅ = ⋅ + ⋅  

2 2 1 2 1 2 2 2A A e A e e A e e′ ′ ′ ′= ⋅ = ⋅ + ⋅  

即 

1 1 1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

cos sin
( )

sin cos
A e e e e A A A

R
A e e e e A A A

θ θ
θ

θ θ
′ ′ ′⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′⋅ ⋅ −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

其中， ( )R θ 为同一矢量在不同坐标系中的变换矩阵。 
变换矩阵 ( )R θ 满足如下性质： 

RR RR I= =  

因为 *R R= （实矩阵），所以 *R R R+ = = ，所以 

RR R R I+ += =  

于是 
1R R+ −=  

满足这样性质的矩阵，称为幺正矩阵，由它联系的变换称为幺正变换。 
与此类似，我们可以推导出量子力学中态和力学量从一表象到另一表象的变换公式，不

过要复杂得多。 

 
图 4-1 



量子力学简明教程 

 

114

一、A 表象与 B 表象的变换关系（基矢变换） 

设力学量算符 Â、 B̂ 的本征方程分别为 

 ˆ ( ) ( )n n nA x xψ λ ψ=    ( 1,2, )n =   （4-48） 

 ˆ ( ) ( )B x xβ β βϕ μ ϕ=    ( 1,2, )β =   （4-49） 

其中，{ }( )n xψ 和{ }( )xβϕ 均为正交归一完备系。 

将 ( )xβφ 按{ }( )n xψ 展开，有 

 ( ) ( )n n
n

x S xβ βϕ ψ=∑    ( 1,2, )β =   （4-50） 

 * * *( ) ( )m m
m

x x Sα αϕ ψ=∑    ( 1,2, )α =   （4-51） 

展开系数为 

 * ( ) ( )dn nS x x xβ βψ ϕ= ∫           （4-52） 

 * *( ) ( )dm mS x x xα αψ ϕ= ∫           （4-53） 

nS S β⎡ ⎤= ⎣ ⎦为变换矩阵，通过它可以把 B 表象的基底{ }( )xβϕ 用 A表象的基底{ }( )n xψ 表示出来。 

上面两个展开式（4-50）和式（4-51）的矩阵表示分别为 

 
1 11 21 1

2 12 22 2

( ) ( )
( ) ( )
x S S x
x S S x

φ ψ
φ ψ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

      （4-54） 

 ( ) ( )
* *
11 12

* * * * * *
1 2 1 2 21 22( ) ( ) ( ) ( )

S S
x x x x S Sφ φ ψ ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （4-55） 

或简记为 
 SψΦ =                 （4-56） 

     *S Sψ ψ+ + + +Φ = =             （4-57） 

利用基矢组{ }( )xβϕ 的正交归一性，得 

* * *

,

* * *

, ,

*

d d

d

( )

m m n n
n m

m m n n m mn n
n m n m

n n n n
n n

x S S x

S x S S S

S S S S S S

αβ α β α β

α β α β

α β α β αβ

δ ϕ ϕ ψ ψ

ψ ψ δ

+ +

= =

⎡ ⎤= =⎣ ⎦

= = =

∑∫ ∫

∑ ∑∫
∑ ∑

 

即 

S S I+ =   （单位矩阵） 
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又因为 
*

* *

( )

( ) ( )d ( ) ( )d

nm n m n m

n m

SS S S S S

x x x x x x

α α α α
α α

α α
α

ψ ϕ ψ ϕ

+ += =

′ ′ ′=

∑ ∑

∑∫ ∫
 

（注意： x与 x′应区别，否则
α

→∑ ∞） 

把 ( )m xψ ′ 按 ( )xαφ ′ 展开，有 

( ) ( )m mx C xα α
α

ψ ϕ′ ′=∑    ( ) ( )m mx C xα α
α

ψ ϕ=∑  

而 * ( ) ( )dm mC x x xα αϕ ψ′ ′ ′= ∫ ，所以 

* *

*

( ) ( ) ( )d ( ) ( )d

( ) ( )d

nm n m m n

m n nm

SS x x xC C x x x

x x x

α α α α
α α

ψ ϕ ϕ ψ

ψ ψ δ

+ = =

= =

∑ ∑∫ ∫

∫
 

即 

SS I+ =  

因此 

 S S SS I+ += =               （4-58） 

又由逆矩阵的定义得 

 1S S+ −=                 （4-59） 

因此变换矩阵为幺正矩阵，它所表示的变换为幺正变换，所以由 A表象到 B 表象的变换是幺

正变换（注意： S 不一定是厄米矩阵）。 

二、力学量 F̂ 由 A 表象到 B 表象的变换 

在 A表象和 B 表象中，力学量 F̂ 的矩阵元分别为 
* ˆ dmn m nF F xψ ψ= ∫    * ˆ dF F xαβ α βφ φ′ = ∫  

所以 
* * *

* * *

, ,

,

ˆ ˆd ( ) d

ˆ d

( )

m m n n
m n

m m n n m mn n
m n m n

m mn n
m n

F F x S F x S x

S F x S S F S

S F S S FS

αβ α β α β

α β α β

α β αβ

ϕ ϕ ψ ψ

ψ ψ

+ +

′ = =

⎡ ⎤= =⎣ ⎦

= =

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫
∑

 

用 AF 和 BF 分别表示 F̂ 在 A表象和 B 表象下的矩阵形式，则 

        B AF S F S+=                （4-60） 

这就是力学量 F̂ 由 A表象到 B 表象的变换公式。 
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三、波函数 ( , )u x t 由 A 表象到 B 表象的变换 

把波函数 ( , )u x t 分别用力学量算符 Â和 B̂ 的本征函数系展开，即 

( , ) ( ) ( )n n
n

u x t a t xψ=∑    ( , ) ( ) ( )u x t b t xα α
α

ϕ=∑  

展开系数分别为 
*( ) ( ) ( , )dn na t x u x t xψ= ∫    *( ) ( ) ( , )db t x u x t xα αϕ= ∫  

所以， ( , )u x t 在 A表象和 B 表象的表示形式分别为 

1

2

a
a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    
1

2

b
b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

因为 * * *( ) ( )m m
m

x x Sα αϕ ψ=∑ ，所以 

* * * *

*

( ) ( ) ( , ) d ( ) ( , ) d

( ) ( )

m m m m
m m

m m m m
m m

b t x S u x t x S x u x t x

S a t S a t

α α α

α α

ψ ψ

+

= =

= =

∑ ∑∫ ∫
∑ ∑

 

即 

 
1 11 12 1

2 21 22 2

b S S a
b S S a

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

       （4-61） 

或简记为 

 b S a+=                  （4-62） 

这就是波函数从 A表象到 B 表象的变换形式。 

四、幺正变换的重要性质 

1．幺正变换不改变算符的本征值。 

设算符 F̂ 在 A表象和 B 表象中的本征值方程分别为 

AF a aλ=    BF b bλ′=  

因为 

( )( )B A AF b S F S S a S F a S a bλ λ+ + + += = = =  

所以 

λ λ′=  

即幺正变换不改变算符 F̂ 的本征值。 
这个性质指出了求解力学量算符本征值的一个有效的方法。由于 F̂ 在自身表象中的矩阵
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表示是一个对角元素为其本征值的对角矩阵，因此求解本征值问题可以归结为寻找一个变换

矩阵 S 将 F̂ 从原来的表象（比如 A表象）变换到自身表象，使 F̂ 的矩阵表示对角化，对角元

素就是 F̂ 的本征值。 
设 F̂ 在原表象中的矩阵形式为 F ，在自身表象下的矩阵形式为 F ′，则由式（4-60），得 

F S FS+′ =  

所以 

( )S FS Fαβ αβ α αβλ δ+ ′= =  

式中， αλ 是 F̂ 的本征值。上式变形为 

m mn n
mn

S F Sα β α αβλ δ+ =∑  

两边同乘 αmS ，并对α 求和，得 

( )m m mn n m
mn

S S F S Sα α β α α αβ
α α

λ δ+ =∑ ∑ ∑  

 mn n m
mn

F S Sβ β βλ=∑             （4-63） 

当 1m = 时，有 

 1 1n n
n

F S Sβ β βλ=∑  

当 2m = 时，有 

 2 2n n
n

F S Sβ β βλ=∑  

以此类推，显然可得式（4-63）的矩阵形式为 

 
11 12 1 1

21 22 2 2

F F S S
F F S S

β β

β β βλ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      （4-64） 

该式正是 F̂ 在 A表象中对应本征值为 βλ 的本征方程， βλ 对应的本征函数是变换矩阵的第 β

列，因此把 F̂ 从 A表象变换到自身表象的变换矩阵 S 是以 F̂ 在 A表象中求得的本征函数以本

征值的顺序按列排列起来即可。 

例 4-11  在 A表象中力学量
0 1
1 0

B ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。（1）求 B 的本征值；（2）利用幺正变换把 B 对

角化，并求出 B 在自身表象中的本征函数。 
解：（1）参照例 4-8，容易求得 B 的本征值为 

1λ = ±  

对应的本征函数分别为 

1
11
12

ψ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    1
11
12

ψ−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
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（2） B 从 A表象变换到 B 表象（自身表象）的变换矩阵为 

1 11
1 12

S ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

所以，在 B 表象中 B 的矩阵表示为 

1 1 0 1 1 1 1 01 1
1 1 1 0 1 1 0 12 2

B S BS+ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

本征函数分别为 

1 1
1 1 1 11 1
1 1 1 02 2

Sϕ ψ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

2 2
1 1 1 01 1
1 1 1 12 2

Sϕ ψ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

2．幺正变换不改变矩阵的迹（spur or trace） 

矩阵 F = [ ]mnF 的迹为 

nn
n

SpF TrF F= =∑  

由 F S FS+′ = ，得 

,

, ,

,

( ) ( )

( )

m mn n
m n

n m mn nm mn
m n m n

nm mn nn
m n n

SpF Sp S FS S FS S F S

S S F SS F

F F SpF

αα α α
α α

α α
α

δ

+ + +

+ +

′ = = =

= =

= = =

∑ ∑∑

∑∑ ∑

∑ ∑

 

即幺正变换不改变矩阵的迹。 

第四节  狄拉克符号 

一个量子态相当于一个态矢量。在态矢空间中选定一组基矢，即选定表象后，态矢量可

以用在这组基矢上的投影（即矢量的分量）表示，这就是波函数。与数学中表示一个矢量可

以不引入坐标系不用它的分量而直接用矢量 A表示相似，在量子力学中表示一个量子态也可

以不引进具体的表象，直接用矢量符号表示，这就是狄拉克符号。 

一、左矢和右矢 

1．态矢空间 

量子力学体系的一切可能状态构成一个态矢空间，态矢空间包括一个右矢空间和一个相应

的左矢空间。右矢空间的矢量（一般是复量）用右矢 表示，左矢空间的矢量用左矢 表示。 
右矢空间中矢量ψ 写成 ψ ，左矢空间的矢量Φ写成 Φ 。例如， x′ 表示坐标的本征态，
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对应的本征值为 x′； p′ 表示动量的本征态，对应的本征值为 p′； nE 或 n 表示能量的本征

态，对应的本征值为 nE ； lm 表示 2L̂ 和 ˆ
zL 的共同本征态 ( , )lmY θ φ ；等等。一般，任意力学量

算符 Â满足的本征方程为 

 ˆ
n n nA Aψ ψ=              （4-65） 

或     

 ˆ
nA n A n=               （4-66） 

其本征态表示为 nψ 或 n 。 

2．态叠加原理 

右矢空间中的任意态矢 ψ 可以表示成若干个右矢叠加，即 

 1 1 2 2c cψ ψ ψ= + +         （4-67） 

同样，左矢空间中的任意态矢 ψ 可以表示成若干个左矢叠加，即 

 1 1 2 2 1 1 2 2c c c cψ ψ ψ ψ ψ′ ′ ′ ′= + + = + +     （4-68） 

但右矢和左矢不能叠加。 

3．右矢和左矢互为共轭 

对于数，有 *c c+ = ，如 c a ib= + ，则 *c c a ib+ = = − 。 
对于右矢和左矢，有 

 ψ ψ+ =                （4-69） 

 ψ ψ+ =                （4-70） 

 ( ) * * * *
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2c c c c c cψ ψ ψ ψ ψ ψ

+
+ = + = +    （4-71） 

 ( )ˆ ˆA Aψ ψ
+ +=             （4-72） 

注意： Â ψ 和 Âψ 都没有意义。 

因为 

( ) ( )ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆBA A B A Bψ ψ ψ
+ + + + += =  

另一方面 

( )ˆ ˆˆ ˆ( )BA BAψ ψ
+ +=  

所以 
ˆ ˆˆ ˆ( )BA A B+ + +=  

二、标量积 

ψ 和 φ 的标量积定义为 

 φ ψ φ ψ≡              （4-73） 
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标量积是一个数，可以在运算中随意移动位置。显然有 

 φ ψ ψ φ+ =              （4-74） 

三、基矢组 

力学量算符 Q̂的本征方程为 

 ˆ
n n nQ ψ λ ψ=   或  ˆ

n n nQ ψ λ ψ=  （4-75） 

{ }n 构成一正交归一完备基矢组，该基矢组可以作为态矢空间的一组基矢。它满足的正交归

一方程为 
 mnm n δ=               （4-76） 

任意态矢 ψ 可以用该基矢组做展开，即 

 n
n

a nψ =∑              （4-77） 

上式两边左乘 m ，则 

n n mn m
n n

m a m n a aψ δ= = =∑ ∑  

所以，展开系数（即投影或分量）为 
 na n ψ=                （4-78） 

显然，态矢 ψ 在基矢 n 上的投影就是 ψ 在Q表象中的表示。 

把式（4-78）代入到式（4-77），得 

n n

n n n nψ ψ ψ= =∑ ∑  

因此 

 1
n

n n =∑                （4-79） 

我们引入算符 

 n̂P n n=                （4-80） 

则 

 n̂ nP n n a nψ ψ= =          （4-81） 

显然，该算符对任何矢量的运算，相当于把这个矢量投影到基矢 n 上去，使它变成在基矢 n

方向上的分量，所以此算符称为投影算符。 
下面我们考察引入基矢组后标量积的具体含义。在Q表象下，有 

n
n

a nψ =∑    na n ψ=  

n
n

b nϕ =∑    nb n ϕ=  
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所以 

 *
n n

n n n

n n n n b aϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ
⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑    （4-82） 

显然，在同一表象中， ψ 和 φ 的标量积是相应的分量的乘积之和。 

作为本征值连续的例子，我们研究坐标 x表象的一些性质。把 x的本征矢作为态矢空间的

基矢组，基矢满足的正交归一方程为 
 ( )x x x xδ′ ′= −              （4-83） 

该式正是坐标 x的对应本征值为 x′的本征函数 ( )x xψ ′ 。基矢满足 

 d 1x x x
−

=∫
∞

∞
              （4-84） 

任意态矢 ψ 可以用该基矢组做展开，即 

 d ( )dx x x x x xψ ψ ψ= =∫ ∫      （4-85） 

其中，展开系数（即 ψ 在 x 上的投影） ( )x xψ ψ= 就是在 x表象的波函数。如果 ψ 已归

一化，即 1ψ ψ = ，则 

( )
*

d d

( ) ( )d 1

x x x x x x

x x x

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

= =

= =

∫ ∫
∫

 

与前面结果一致。 
ψ 和 φ 的标量积为 

 *d ( ) ( )dx x x x x xϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= =∫ ∫   （4-86） 

四、算符的狄拉克符号表示 

算符 F̂ 作用在态矢量 ψ 上，得出另一个态矢量 Φ ，即 

 F̂ ψΦ =               （4-87） 

如同在矢量空间中通过一个运算将一个矢量变成另一个矢量一样，此式并未选定具体的表象。 
现在Q表象中将算符 F̂ 用狄拉克符号表示出来。设Q表象中的基矢组为{ }n ，则 

 m
m

a mψ =∑     n
n

b nΦ =∑  

展开系数为 

ma m ψ=     nb n= Φ  

显然有 
ˆ ˆ

m

n n F n F m mψ ψΦ = =∑  

即 



量子力学简明教程 

 

122

 n nm m
m

b F a=∑               （4-88） 

其中 

 ˆ
nmF n F m=               （4-89） 

为算符 F̂ 在Q表象中的矩阵元。 

特别是， Q̂在自身表象中的矩阵元为 

 ˆ
mn m m mnQ m Q n q m n q δ= = =      （4-90） 

五、本征方程的狄拉克符号表示 

F̂ 的本征方程为 

 F̂ ψ λ ψ=               （4-91） 

它在Q表象中的表示为 

 ˆn F nψ λ ψ=             （4-92） 

所以 

 ˆ
m

n F m m nψ λ ψ=∑         （4-93） 

或 

 ˆ 0nm
m

n F m mλδ ψ⎡ ⎤− =⎣ ⎦∑        （4-94） 

式（4-93）可以简写为 

 nm m n
m

F a aλ=∑               （4-95） 

这就是 F̂ 的本征方程的狄拉克符号表示。 

六、薛定谔方程的狄拉克符号表示 

薛定谔方程为 

 ˆi H
t
ψ ψ∂

=
∂

             （4-96） 

在Q表象中 

 ˆ ˆ
m

i n n H n H m m
t

ψ ψ ψ∂
= =

∂ ∑   （4-97） 

即 

 n nm m
m

i a H a
t
∂

=
∂ ∑            （4-98） 

这就是薛定谔方程的狄拉克符号表示。 
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定态薛定谔方程可以写成 

 Ĥ Eψ ψ=               （4-99） 

在Q表象中 

 ˆn H E nψ ψ=            （4-100） 

所以 

 ˆ
m

n H m m E nψ ψ=∑        （4-101） 

即 

 nm m n
m

H a Ea=∑            （4-102） 

七、平均值公式的狄拉克符号表示 

力学量 F̂ 在Q表象中的平均值公式为 

 *
m mn n

mn

F a F a=∑             （4-103） 

变形为 
ˆ ˆ

mn

F m m F n n Fψ ψ ψ ψ= =∑  

即 

 ˆF Fψ ψ=              （4-104） 

式（4-104）是无表象时的平均值公式。 

八、表象变换的狄拉克符号表示 

设 A表象、 B 表象的基矢分别为 m 、 α ，则 

 m
m m

m m S mαα α= =∑ ∑     （4-105） 

其中变换矩阵元 
 mS mα α=              （4-106） 

设 ψ 在 A表象、 B 表象的表示分别为 

ma m ψ=    bα α ψ=  

显然有 

 m m m m
m m m

b m m S a S aα α αα ψ α ψ= = = =∑ ∑ ∑  （4-107） 

即 

 b Sa=                （4-108） 
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九、对照表 
一般表示与狄拉克符号表示对照表如表 4-2 所示。 

表 4-2  一般表示与狄拉克符号表示对照表 

 一 般 表 示 狄拉克符号表示 

量子态  ψ 或 ψ  

波函数 ( )xψ  x ψ  

算符 F̂  ˆ ( ) ( )F x xψ ϕ=  
F̂ ψ ϕ=  

ˆx F xψ ϕ=  

薛定谔方程 ˆ( ) ( )i x H x
t
ψ ψ∂

=
∂

 

ˆi H
t
ψ ψ∂

=
∂

 

ˆi x H x
t

ψ ψ∂
=

∂
 

本征方程 
ˆ ( ) ( )n nFu x u xλ=  

( ) 0kj kj j
j

F aλδ− =∑  

F̂ n nλ=  

F̂ x n x nλ=  

ˆ 0kj
j

k F j jλδ ψ⎡ ⎤− =⎣ ⎦∑  

正交归一条件 * ( ) ( )dn m nmu x u x x δ=∫  
nmn m δ=  

d nmn x x m x δ=∫  

波函数展开式 

( ) ( )n n
n

x a u xψ =∑  
n

x x n nψ ψ=∑  

* ( ) ( )dn na u x x xψ= ∫  dn n x x xψ ψ= ∫  

幺正变换 * ( ) ( )dm mS x x xα αψ ϕ= ∫  dmS m m x x xα α α= = ∫  

例 4-12  若 Ĥ 的本征值为 kE ，本征矢 ( )k xψ 为实的归一化的束缚态，则 
2

2( )
2n k nk

n

E E x
μ

− =∑  

解：因为 

[ ]

2( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ

,

n k nk n k
n n

n

E E x E E k x n n x k

k xH Hx n n x k k xH Hx x k

k x H x k

− = −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

∑ ∑

∑  

又 
2 ˆ ˆ ˆ( ) ,n k nk

n n

E E x k x n n Hx xH k k x H x k⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑  

所以 

( )

( )
[ ]

2

2

1 ˆ ˆ( ) , ,
2

1 1ˆ ˆ ˆ, , , ,
2 2

ˆ , ( )
2 2 2

n k nk
n

x

E E x k x H x x H x k

k x H x x x H k k x H x k

i ik p x k i
μ μ μ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

= = − =

∑

 

其中，利用了 ˆ ˆ, x
ix H p
μ

⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 。 
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第五节  线性谐振子与占有数表象 

一、产生算符和消灭算符 

一维谐振子的哈密顿量为 

Ĥ =
2

2 2ˆ 1
2 2
p xμω
μ
+  

构造无量纲算符 

     
ˆˆ

2 2
pa x i x

x
μω α

μω μω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂

= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 （4-109） 

 
ˆˆ

2 2
pa x i x

x
μω α

μω μω
+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

     （4-110） 

其中， /α μω= 。算符 â、 â+ 满足以下性质： 

（1）由于 ˆ ˆa a+≠ ，故 â不是厄米算符。 
（2）因为 

[ ] [ ]{ } ( )

ˆ ˆˆ ˆ, ,
2 2

ˆ ˆ, , 1
2 2

p pa a x i x i

i ix p p x i i

μω μω
μω μω

μω
μω

+ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ = + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

= − + = − − =

 

所以， â、 â+ 满足的对易关系为 

 ˆ ˆ, 1a a+⎡ ⎤ =⎣ ⎦              （4-111） 

（3）由式（4-109）、式（4-110）可得 

 ˆ ˆ ˆ( )
2

x a a
μω

+= +            （4-112） 

 1ˆ ˆ ˆ( )
2

p a a
i

μω += −           （4-113） 

所以 

( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

2 2 2 2

ˆ 1ˆ
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
4 4

1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1
2 2 2

pH x

a a aa a a a a aa a a

aa a a a a a a a a

μω
μ
ω ω

ω ω ω

+ + + + + +

+ + + + +

= +

= − + − − + + + +

⎛ ⎞= + = + + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

即哈密顿算符可以表示为 
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       1ˆ ˆ ˆ
2

H a a ω+⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

          （4-114） 

（4）因为 

1ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,
2

a H a a a a a a a a a aω ω ω ω+ + +⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = = =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

1ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,
2

a H a a a a a a a a a aω ω ω ω+ + + + + + + +⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = = = −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

所以， â、 â+ 和 Ĥ 的对易关系 

 ˆˆ ˆ,a H aω⎡ ⎤ =⎣ ⎦             （4-115） 

     ˆˆ ˆ,a H aω+ +⎡ ⎤ = −⎣ ⎦           （4-116） 

二、粒子数算符 

引入粒子数算符 

 N̂ ˆ ˆa a+=               （4-117） 

它具有下列性质： 
（1） N̂ 是厄米算符。这是因为 

N̂ + ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )a a aa N+ + += = =  

（2）满足对易关系 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,N a a a a a a a a+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦      （4-118） 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,N a a a a a a a a+ + + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦    （4-119） 

下面求 N̂ 的本征值及相应的本征态。设 N̂ 的本征态为 n ，相应的本征值为 n，则其本征

值方程为 

 ˆ ˆ ˆN n a a n n n+= =           （4-120） 

利用式（4-118），把 ˆ ˆ,N a⎡ ⎤⎣ ⎦作用于 n 上，得 

ˆ ˆ ˆ,N a n a n⎡ ⎤ = −⎣ ⎦  

另一方面 
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,N a n Na n aN n Na n na n⎡ ⎤ = − = −⎣ ⎦  

所以 

 ˆ ˆ ˆ( 1)Na n n a n= −            （4-121） 

该式表明， â n 也是 N̂ 的本征态，对应的本征值为 1n − 。 

又因为 
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2 2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , 2N a N a a a N a a⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

··· 

ˆ ˆ ˆ, n nN a na⎡ ⎤ = −⎣ ⎦  

把 2ˆ ˆ,N a⎡ ⎤⎣ ⎦作用于 n 上，得 

2 2ˆ ˆ ˆ, 2N a n a n⎡ ⎤ = −⎣ ⎦  

同时 
2 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,N a n Na n a N n Na n na n⎡ ⎤ = − = −⎣ ⎦  

所以 

 2 2ˆ ˆ ˆ( 2)Na n n a n= −          （4-122） 

因此， 2â n 也是 N̂ 的本征态，对应的本征值为 2n − 。 

以此类推，可以得出 ˆka n 是 N̂ 的本征态，对应的本征值为 n k− 。 

结论： N̂ 的本征值及本征态为 
      本征值：  n     1n −     2n −     ··· 
      本征态： n     â n     2â n    ··· 

利用式（4-119），采用类似的办法， N̂ 的本征值及本征态又为 
      本征值：  n      1n +      2n +   ··· 
      本征态： n     â n+     2â n+  ··· 

三、 â、 ˆ+a 对 n 的作用 

因为 
ˆ 1 ( 1) 1N n n n− = − −  

把它与式（4-121）比较，可以令 
ˆ 1a n nλ= −  

上式两边取共轭，得 
*ˆ 1n a nλ+ = −  

假设所有的本征矢 n 都已归一化，则 
2 2ˆ ˆ 1 1n a a n n nλ λ+ = − − =  

另一方面 
ˆˆ ˆn a a n n N n n n n n+ = = =  

因此 
2 nλ =  
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取 nλ = （ 0n≥ ），于是 

 ˆ 1a n n n= −             （4-123） 

即 â的作用是把态 n 变成态 1n − ，所以， â称为消灭算符或降算符。 

同理 

 ˆ 1 1a n n n+ = + +           （4-124） 

即 â+ 的作用是把态 n 变成态 1n + ，所以， â+ 称为产生算符或升算符。 

四、 N̂ 的本征解 

设 N̂ 的最小本征值为 0n ，相应的本征矢为 0n ，则 

 0ˆ 0a n =                （4-125） 

 0 0
ˆ ˆ ˆ 0N n a a n+= =           （4-126） 

所以， 0n 是 N̂ 的本征值为 0 的本征态，即基态，记为 0 。 

把 â+ ， 2â+ ，···逐次作用于 0 ，得到 N̂ 的一系列本征解，即 

      本征值：  0        1        2        ··· 
      本征态：  0     ˆ 0a+     2ˆ 0a+     ··· 

五、能量本征值及本征态 

由式（4-114）和式（4-117）得 

 1ˆ ˆ
2

H Nω⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

            （4-127） 

所以 

 1 1ˆ ˆ
2 2

H n N n n nω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （4-128） 

即 n 也是 Ĥ 的本征态，对应本征值为 

 1
2nE n ω⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
            （4-129） 

其中， 0,1,2,n = 。 
利用式（4-124），得 

ˆ 0 1a+ =  
2ˆ ˆ0 1 2 2a a+ += =  

3ˆ ˆ0 2 2 3 2 3a a+ += = ×  

··· 

ˆ 0 !na n n+ =  
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所以 

 1 ˆ 0
!

nn a
n

+=             （4-130） 

由 0ˆ 0aψ = （即 ˆ 0 0a = ），可得 

0
ˆ

( ) 0
2

px i xμω ψ
μω

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

即 

0
d ( ) 0

2 d
x x

x
μω ψ

μω
⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

令
μωα = ， xξ α= ，上式简化为 

0
d 0

d
ξ ψ

ξ
⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

即 

0

0

d
d

ψ
ξ ξ

ψ
= −  

解得 
21

2
0 0eN

ξ
ψ

−
=  

由归一化条件 

2
2 2

0 0
0 0d e d π 1

N N
x ξψ ψ ξ

α α

+
∗ −

−
= = =∫ ∫

∞

∞
 

可得 

0 π
N α

=  

于是，基态波函数 

 
21

2
0 e

π

ξαψ
−

=             （4-131） 

由式（4-130），得 

0
1 ˆ

!
n

n a
n

ψ ψ+=  

考虑到
1ˆ
2

a ξ
ξ

+ ⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

，所以 

 
21 1 2

2 21 1 e e
! 2 π π2 !

n n

n nn n

ξ ξα αψ ξ ξ
ξ ξ

− −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 （4-132） 
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下面计算
21

2e
n

ξ
ξ

ξ
−⎛ ⎞∂

−⎜ ⎟∂⎝ ⎠
。由于 

2 2 2
0 1 1 1

2 2 2
0e e ( )eH

ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ
− − −⎛ ⎞∂

− = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

2 2 21 1 1
2 2 2

1e 2 e ( )eH
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ

− − −⎛ ⎞∂
− = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

2 2 2
2 1 1 1

22 2 2
2e (4 2)e ( )eH

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ
− − −⎛ ⎞∂

− = − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

··· 
2 21 1

2 2e ( )e
n

nH
ξ ξ

ξ ξ
ξ

− −⎛ ⎞∂
− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

所以，线性谐振子的本征函数为 

 
21

2( ) e ( )
π2 !n nn

H
n

ξαψ ξ ξ
−

=       （4-133） 

或 

 
2 21

2( ) e ( )
π2 !

x

n nn
x H x

n

ααψ α
−

=      （4-134） 

六、占有数表象（粒子数表象）中 â、 ˆ+a 、 N̂ 、 Ĥ 、 x 、 p̂的矩阵表示 

以粒子数算符的本征矢 n 为基矢的表象为占有数表象。在占有数表象中， â、 â+ 为基本

算符，其他力学量算符可表示成 â、 â+ 的算符函数。例如 

ˆ ˆ ˆN a a+=     1ˆ ˆ ˆ
2

H a a ω+⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ˆ ˆ ˆ( )
2

x a a
μω

+= +     ˆ ˆ ˆ( )
2

p i a aμω += − −  

1．算符 â 、 ˆ+a 的矩阵表示 

â、 â+ 的矩阵元分别为 

 , 1ˆ 1mn m na m a n n m n nδ −= = − =  （4-135） 

 , 1ˆ 1 1 1mn m na m a n n m n n δ+ +
+= = + + = +    （4-136） 

其中， , 0,1,2,m n = 。所以，它们的矩阵表示分别为 

 

0 1 0

0 0 2
0 0 0

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

         （4-137） 
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0 0 0

1 0 0

0 2 0
a+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

         （4-138） 

实际上，将矩阵 a转置取共轭就可得矩阵 a+ 。 

2．算符 N̂ 、 Ĥ 的矩阵表示 

N̂ 、 Ĥ 的矩阵元分别为 
 ˆ

mn mnN m N n nδ= =          （4-139） 

 1ˆ
2mn mnH m H n n ωδ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
    （4-140） 

所以，它们的矩阵表示分别为 

 

0 0 0
0 1 0
0 0 2

N

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

           （4-141） 

 

1 / 2 0 0
0 3 / 2 0
0 0 5 / 2

H ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

      （4-142） 

因为是在自身表象下，所以它们都是对角矩阵。 

3．算符 x 、 p̂的矩阵表示 

x、 p̂ 的矩阵元分别为 

          ( ), 1 , 1ˆ ˆ ˆ( ) 1
2 2mn m n m nx m x n m a a n n nδ δ
μω μω

+
− += = + = + +    （4-143） 

        ( ), 1 , 1ˆ ˆ ˆ( ) 1
2 2mn m n m np m p n i m a a n i n nμω μω δ δ+

− += = − − = − − +  （4-144） 

所以，它们的矩阵表示分别为 

 

0 1 0

1 0 2
2 0 2 0

x
μω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

     （4-145） 

 

0 1 0

1 0 2
2 0 2 0

p i μω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟−

= − ⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  （4-146） 
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例 4-13  算符 â、â+ 满足对易关系 ˆ ˆ, 1a a+⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 。如果ψ 是 ˆ ˆ ˆN a a+= 的本征态，对应的本征

值为 λ，那么，波函数 1 âψ ψ= 和 2 âψ ψ+= 也都是 N̂ 的本征函数，对应的本征值分别为 1λ − 和

1λ + 。 
解：因为 

ˆ ˆ ˆN a aψ ψ λψ+= =    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] 1a a aa a a+ + += − =  

所以 

1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1)
ˆ( 1) ( 1)

N a aa aa a aa a a a a
a

ψ ψ ψ ψ ψ λψ ψ
λ ψ λ ψ

+ + += = − = − = −
= − = −

 

同理 

2 2
ˆ ( 1)Nψ λ ψ= +  

习  题  四 

4-1  求动量表象中 ˆ
xL 、 2ˆ

xL 的矩阵元。 

4-2  求动量表象中，线性谐振子哈密顿算符的矩阵元。 
4-3  求在动量表象中线性谐振子的能量本征函数。 
4-4  设已知在 2ˆ ˆ

ZL L和 的共同表象中，算符 ˆ
xL 和 ˆ

yL 的矩阵分别为 

0 1 0
1 0 1

2 0 1 0
xL

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   
0 0

0
2 0 0

y

i
L i i

i

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

求它们的本征值和归一化的本征函数，并将矩阵 xL 和 yL 对角化。 

4-5  已知力学量算符 Â、 B̂ 满足： 2ˆ 0A = ， ˆ ˆ ˆ ˆ 1AA A A+ ++ = ， ˆ ˆB̂ A A+= 。证明 2ˆ ˆB B= ，并

在 B 表象中求出 Â的矩阵表示。 
4-6  设体系哈密顿量 Ĥ 的本征方程为 ˆ

nH n E n= ， n 为一组完备的量子数。证明：

ˆ
n

n

H E n n=∑ 。 

4-7  设力学量 Â不显含时间， Ĥ 为体系的哈密顿量，证明 
2

2
2

d ˆ ˆ ˆ, ,
d

A A H H
t

⎡ ⎤⎡ ⎤− = ⎣ ⎦⎣ ⎦  

4-8  设 ˆ ˆ( , )F r p 为厄米算符，证明能量表象中的求和规则。 

2 1 ˆ ˆ ˆ( ) , ,
2n k nk

n

E E F k F H F k⎡ ⎤⎡ ⎤− = ⎣ ⎦⎣ ⎦∑  
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第五章  微 扰 理 论 

前面，利用薛定谔方程求解了一些简单的能量本征问题。例如，线性谐振子、方势阱、

氢原子问题等。实际中，能用薛定谔方程严格求解的问题极为有限，绝大多数问题无法严格

求解，只能求近似解。求近似解的方法很多，例如微扰理论、变分法等，且每一种方法都有

它的适用范围。在这些近似方法中，应用最为广泛的就是微扰理论。 
微扰理论的实质是把体系的哈密顿 Ĥ 写成两项和的形式，即 

(0)ˆ ˆ ˆH H H ′= +  

其中， (0)Ĥ （不显含 t ）的解已知或可精确求解，它包括了体系的主要性质； Ĥ ′对体系的影

响很小，可做扰动处理。这样，在 (0)Ĥ 的解的基础上用 Ĥ ′修正 (0)Ĥ 的解，就得到了复杂体系

Ĥ 的近似解。 
此类问题分为两种情况： 

（1） Ĥ ′不显含 t ，即定态问题，定态问题又分为非简并和简并两种情况； 
（2）Ĥ ′显含 t ，可用它的近似解讨论体系状态之间的跃迁问题及光的发射和吸收等问题。 

第一节  非简并定态微扰理论 

已知 Ĥ 不显含时间，且 

 (0)ˆ ˆ ˆH H H ′= +                    （5-1） 

令 

 (1)ˆ ˆH Hλ′ =                      （5-2） 

其中， λ是很小的实参量。 
(0)Ĥ 的本征方程为 

 (0) (0) (0)ˆ
n n nH Eψ ψ=                  （5-3） 

(0)
nE 、 (0)

nψ 已经解出，且 (0)
nE 不简并。 

设体系满足的定态薛定谔方程为 

 ˆ
n n nH Eψ ψ=                     （5-4） 

由于 nE 和 nψ 都与微扰有关，可以把它们看成表征微扰程度的参数 λ的函数，将它们展为

λ的幂级数，即 

 (0) (1) 2 (2)( )n n n nE E E Eλ λ λ= + + +"           （5-5） 

 (0) (1) 2 (2)( )n n n nψ λ ψ λψ λ ψ= + + +"           （5-6） 

其中， (0)
nE 、 (0)

nψ 是体系的零级近似解； (1)
nEλ 、 (1)

nλψ 为体系的一级修正项，而 (0) (1)
n nE Eλ+ 、

(0) (1)
n nψ λψ+ 是体系的一级近似解，等等。将展开式代入薛定谔方程中，得 
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(0) (1) (0) (1) 2 (2)

(0) (1) 2 (2) (0) (1) 2 (2)

ˆ ˆ( )( )

( )( )
n n n

n n n n n n

H H

E E E

λ ψ λψ λ ψ

λ λ ψ λψ λ ψ

+ + + +

= + + + + + +

"

" "
 

所以 
(0) (0) (0) (1) (1) (0) 2 (0) (2) (1) (1)

(0) (0) (0) (1) (1) (0) 2 (0) (2) (1) (1) (2) (0)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

( ) ( )
n n n n n

n n n n n n n n n n n n

H H H H H

E E E E E E

ψ λ ψ ψ λ ψ ψ

ψ λ ψ ψ λ ψ ψ ψ

+ + + + +

= + + + + + +

"

"
 

等式两边 λ的同幂次项的系数应相等，于是可得下面的逐级近似方程 
    0λ ：   (0) (0) (0) (0)ˆ

n n nH Eψ ψ=  

    1λ ：   (0) (1) (1) (0) (0) (1) (1) (0)ˆ ˆ
n n n n n nH H E Eψ ψ ψ ψ+ = +             （5-7） 

    2λ ：   (0) (2) (1) (1) (0) (2) (1) (1) (2) (0)ˆ ˆ
n n n n n n n nH H E E Eψ ψ ψ ψ ψ+ = + +    （5-8） 

                        … 
假定 ( )nψ λ 已经归一化，则 

 *( ) ( )d 1n nψ λ ψ λ τ =∫                   （5-9） 

于是 
(0) (1) 2 (2) * (0) (1) 2 (2)( ) ( )d 1n n n n n nψ λψ λ ψ ψ λψ λ ψ τ+ + + ⋅ ⋅ ⋅ + + + ⋅ ⋅ ⋅ =∫  

一、一级近似解 

我们考虑 (0)Ĥ 的第 n个能量本征值 (0)
nE 和相应本征函数 (0)

nψ 的修正。因为{ }(0)
nψ 是 (0)Ĥ 的

本征函数系，故 (1)
nψ 可按其展开，即有 

 (1) (1) (0)
n k k

k

cψ ψ=∑                   （5-10） 

将展开式（5-10）代入到一级等式（5-7）中，得 
(0) (1) (0) (1) (0) (0) (1) (0) (1) (0)ˆ ˆ

k k n n k k n n
k k

H c H E c Eψ ψ ψ ψ+ = +∑ ∑  

所以 
(1) (0) (0) (1) (0) (0) (1) (0) (1) (0)ˆ
k k k n n k k n n

k k

c E H E c Eψ ψ ψ ψ+ = +∑ ∑  

对上式做 *(0) dmψ τ∫ " 运算，得 

(1) (0) *(0) (0) *(0) (1) (0)

(0) (1) *(0) (0) (1) *(0) (0)

ˆd d

d d

k k m k m n
k

n k m k n m n
k

c E H

E c E

ψ ψ τ ψ ψ τ

ψ ψ τ ψ ψ τ

+

= +

∑ ∫ ∫
∑ ∫ ∫

 

所以 
(1) (0) (1) (0) (1) (1)ˆ
k k mk mn n k mk n mn

k k

c E H E c Eδ δ δ+ = +∑ ∑  

式中， (1) *(0) (1) (0)ˆ ˆ dmn m nH Hψ ψ τ= ∫ 。因此 
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 (1) (0) (1) (0) (1) (1)ˆ
m m mn n m n mnc E H E c E δ+ = +           （5-11） 

当m n= 时，式（5-11）变成 
(1) (1)ˆ
n nnE H=  

所以，能量一级修正值为 

 (1) ˆ
n nnE Hλ ′=                     （5-12） 

当m n≠ 时，式（5-11）变成 
(1) (0) (1) (0) (1)ˆ
m m mn n mc E H E c+ =  

所以 

 
(1)

(1)
(0) (0)

ˆ
mn

m
n m

H
c

E E
=

−
               （5-13） 

把式（5-13）代入式（5-10），得 
(1)

(1) / (1) (0) / (0)
(0) (0)

ˆ
mn

n m m m
n mm m

H
c

E E
ψ ψ ψ= =

−∑ ∑  

求和号上加一撇，表示不包含m n= 项。 
波函数的一级修正值为 

 (1) / (0)
(0) (0)

ˆ
mn

n m
n mm

H
E E

λψ ψ
′

=
−∑          （5-14） 

总结： Ĥ 的一级近似解为 

 (0) ˆ
n n nnE E H ′= +                （5-15） 

 (0) / (0)
(0) (0)

ˆ
mn

n n m
n mm

H
E E

ψ ψ ψ
′

= +
−∑        （5-16） 

二、二级近似解 

令 
 (2) (2) (0)

n k k
k

cψ ψ=∑               （5-17） 

代入到二级等式（5-8）中，得 
(0) (2) (0) (1) / (1) (0)

(0) (2) (0) (1) / (1) (0) (2) (0)

ˆ ˆ
k k k k

k k

n k k n k k n n
k k

H c H c

E c E c E

ψ ψ

ψ ψ ψ

+

= + +

∑ ∑
∑ ∑

 

对上式做 *(0) dmψ τ∫ " 运算，得 

(2) (0) *(0) (0) / (1) *(0) (1) (0)

(0) (2) *(0) (0) (1) / (1) *(0) (0) (2) *(0) (0)

ˆd d

d d d

k k m k k m k
k k

n k m k n k m k n m n
k k

c E c H

E c E c E

ψ ψ τ ψ ψ τ

ψ ψ τ ψ ψ τ ψ ψ τ

+

= + +

∑ ∑∫ ∫
∑ ∑∫ ∫ ∫
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所以 
(2) (0) / (1) (1) (0) (2) (1) / (1) (2)
k k mk k mk n k mk n k mk n mn

k k k k

c E c H E c E c Eδ δ δ δ+ = + +∑ ∑ ∑ ∑  

因此 

 (2) (0) / (1) (1) (0) (2) (1) (1) (2)
m m k mk n m nn m n mn

k

c E c H E c H c E δ+ = + +∑    （5-18） 

当m n= 时， (1) 0mc = ，式（5-18）变成 
(2) (0) / (1) (1) (0) (2) (2)
n n k nk n n n

k

c E c H E c E+ = +∑  

所以 
2(1)(1)

(2) / (1) (1) / (1) (1) / (1) /
(0) (0) (0) (0)

mnmn
n k nk m nm nm

n m n mk m m m

HH
E c H c H H

E E E E
= = = =

− −∑ ∑ ∑ ∑  

能量的二级修正值为 

 
2

2 (2) /
(0) (0)

mn
n

n mm

H
E

E E
λ

′
=

−∑            （5-19） 

能量的二级近似值为 

 (0) ˆ
n n nnE E H ′= +

2
/

(0) (0)
mn

n mm

H
E E

′
+

−∑        （5-20） 

三、结果讨论 

1．微扰论的适用条件为 

 (0) (0) 1mn

n m

H
E E

′
<<

−
  (0) (0)( )n mE E≠         （5-21） 

这就是本章开始提到的 Ĥ ′很小的明确表示式。具体地说，可分两方面： 
（1） Ĥ ′要足够小（即 (0) (0)

mn n mH E E′ << − ），可把它看成扰动项； 

（2）能级间距要足够大，即 (0) (0)
n mE E− 要不太小，所有 (0)

mE 要足够远离被修正的能级 (0)
nE 。 

例如，在库仑场中， (0)
2

1
nE

n
∝ ，当 n很大时，能级间的距离 (0) (0)

n mE E− 很小，故微扰理

论只适用于计算较低能级（ n小）的修正，而不能用来计算高能级（ n大）的修正。 
注：以上公式只适用于能量本征值非简并且分立的情况。 

2． Ĥ 在 ( )H 0 表象中的矩阵形式 

在 (0)H 表象中，有 



第五章  微 扰 理 论 

 

137 

  

(0) (0)
1 11 12 1 11 12

(0) (0) (0)
21 2 22 2 21 22

... 0 ... ...

... 0 ... ...
E H H E H H

H H H H E H E H H
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′+ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′= + = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠# # % # # % # # %
 （5-22） 

可见，在 (0)H 表象中， Ĥ ′的对角元素就是各能级的一级修正， H 矩阵的对角元素为一级近

似值，二级修正与非对角元素有关。 
例 5-1  一电荷为 e的线性谐振子受恒定弱电场εK作用，电场沿正 x方向。用微扰法求体

系的定态能量和波函数。 
解：体系的哈密顿算符是 

2 2
2 2

2
d 1ˆ

2 2d
H x e x

x
μω ε

μ
= − + −

=  

最后一项是带电谐振子与电场的相互作用能，即 

0U D ex x e xε ε ε′ = − ⋅ = − ⋅ = −
K K K K  

其中，电偶极矩 D ex=
K K

。由于 εK是弱电场，即 Ĥ ′很小，所以可令 
2 2

(0) 2 2
2

d 1ˆ
2 2d

H x
x

μω
μ

= − +
=    Ĥ e xε′ = −  

前面讲过 (0)Ĥ 的本征解为 

(0) 1
2nE n ω⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=    

2 21
(0) 2e ( )

π2 !

x

n nn
H x

n

ααψ α
−

=  

式中， 0,1,2,n = "。 
（1）求能量 nE  

能量的一级修正为 
(1) *(0) (0)

*(0) (0)

ˆ ˆ( ) ( )d

( ) ( )d 0

n nn n n

n n

E H x H x x

e x x x x

λ ψ ψ

ε ψ ψ

−

−

′ ′= =

= − =

∫

∫

∞

∞

∞

∞

 

下面求能量二级修正值 (2)
nE 。因为 

*(0) (0) *(0) (0)

*(0) (0) (0)
1 1

, 1 , 1

ˆ ˆ( ) ( )d ( ) ( )d

1 d
2 2

1
2 2

mn m n m n

m n n

m n m n

H x H x x e x x x x

e n n x

e n n

ψ ψ ε ψ ψ

ε ψ ψ ψ
α

ε δ δ
α

− −

− +
−

− +

′ ′= = −

⎡ ⎤+
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎛ ⎞+

= − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫

∞ ∞

∞ ∞

∞

∞
 

于是能量的二级修正为 
2 22

1, 1,2 (2) /
(0) (0) (0) (0) (0) (0)

1 1
2 2 2 2

2
1

2 2

n n n nmn
n

n m n n n nm

H HH
E

E E E E E E

e n n e

λ

ε ε
μω ω ω μω

− +

− +

′ ′′
= = +

− − −

+⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
=

= =
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可见， (2)
nE 与 n无关（即与谐振子的状态无关），所有能级移动相同的距离。所以准确到二级

近似的能量为 
2 2

(0) (1) 2 (2)
2

1
2 2n n n n

eE E E E n ελ λ ω
μω

⎛ ⎞= + + = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

（2）求波函数 nψ  

波函数的一级修正为 

( )

1, 1,(1) / (0) (0) (0)
1 1(0) (0) (0) (0) (0) (0)

1 1

(0) (0)
1 1

(0) (0)
1 13

1
2

1 1
2

n n n nmn
n m n n

n m n n n nm

n n

n n

H HH
E E E E E E

n ne

e n n

λψ ψ ψ ψ

ε ψ ψ
μω ω ω

ε ψ ψ
μω

− +
− +

− −

− +

+ −

′ ′′
= = +

− − −

⎛ ⎞+
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + −

∑
=

= =

=

 

上式只对 1n≥ 时成立，若对基态（ 0n = ），则上式无第二项。所以，波函数的一级近似为 

( )(0) (1) (0) (0) (0)
1 13

1
2

n n n n n n
e n nεψ ψ λψ ψ ψ ψ
μω

+ −= + = + + −
=

 

可见，微扰使 (0)
nψ 中混入了与它紧邻的状态 (0)

1nψ − 和 (0)
1nψ + 。 

实际上，此题可准确求解。体系的哈密顿算符变形为 
2 2

2 2
2

22 2 2 2
2

2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 2

d 1ˆ
2 2d

d 1
2 2d 2

d 1
2 2d 2

H x e x
x

e ex
x

ex
x

μω ε
μ

ε εμω
μ μω μω

εμω
μ μω

= − + −

⎛ ⎞
= − + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

′= − + −
′

=

=

=

 

其中， 2
ex x ε
μω

′ = − 。于是， Ĥ 的本征方程为 

2 2 2 2
2 2

2 2
d 1

2 2d 2 n n n
ex E

x
εμω ψ ψ

μ μω
⎛ ⎞

′− + − =⎜ ⎟′⎝ ⎠

=  

即 
2 2 2 2

2 2
2 2

d 1
2 2d 2n n n

ex E
x

εμω ψ ψ
μ μω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′− + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=  

该方程仍是一维线性谐振子的能量本征方程。于是体系的能量本征值 nE 满足 
2 2

2
1
22n

eE nε ω
μω

⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

即 
2 2

2
1
2 2n

eE n εω
μω

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  
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能量本征函数为 
2 21

2( ) e ( )
x

n n nx N H x
α

ψ α
′−

′ ′=  
把 ( )n xψ ′ 在 x点做展开，则 

(0) (0)

(0) (0)

(0) (0) (0)
1 1 2

(0) (0) (0)
1 13

( ) ( ) ( )( )
d( ) ( )( )
d

1( ) ( ) ( )
2 2

( ) 1 ( ) ( )
2

n n n

n n

n n n

n n n

x x x x x

x x x x
x

n n ex x x

ex n x n x

ψ ψ ψ

ψ ψ

εψ α ψ ψ
μω

εψ ψ ψ
μω

− +

+ −

′ ′ ′= + − +

′= + − +

⎡ ⎤ ⎛ ⎞+
= + − − +⎢ ⎥ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦

"

"

"

"
=

 

与微扰论解的结果是一致的。 
例 5-2  设在 0H 表象中， Ĥ 的矩阵表示为 

0
1

0
2

* * 0
3

0
0

E c a
H E d b

a b E

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

= +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中， 0 0 0
1 2 3E E E< < ， a 、 b 、 c 、 d 是小量。试用微扰论求能级二级修正。 

解： Ĥ 改写为 
0 0
1 1

0 0
2 2

* * 0 0 * *
3 3

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0

E c a E c a
H E d b E d b

a b E E a b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

利用式（5-20），得 
22 2

31210 0
1 1 10 0 0 0 0 0

1 2 1 3 1 3

HH a
E E c E c

E E E E E E
′′

= + + + = + +
− − −

 

22 2
32120 0

2 2 20 0 0 0 0 0
2 1 2 3 1 3

HH b
E E d E d

E E E E E E
′′

= + + + = + +
− − −

 

2 2 2 2
13 230 0

3 3 30 0 0 0 0 0 0 0
3 1 3 2 3 1 3 2

0
H H a b

E E E
E E E E E E E E

′ ′
= + + + = + +

− − − −
 

第二节  简并情况下的微扰理论 

实际问题中，多数情况下体系的能级是简并的。如氢原子，只有基态时能级不简并，其

他状态的能级都简并。本节讨论简并情况下的微扰理论。 
设体系的哈密顿算符为 

(0) (0) (1)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH H H H Hλ′= + = +  

Ĥ ′为微扰项。 
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体系满足的能量本征方程为 
ˆ

n n nH Eψ ψ=  

设 (0)Ĥ 的本征方程为 

 (0) (0) (0) (0)ˆ
n n nH Eν νψ ψ=              （5-23） 

式中， 1,2, , fν = " ，即 (0)
nE 为 f 度简并。在简并子空间内，{ }(0)

nνψ 满足正交归一条件 

 *(0) (0)dn n xμ ν μνψ ψ δ=∫               （5-24） 

处理简并微扰问题的关键是如何选取合适的零级近似波函数。令零级近似波函数为 

 (0) (0) (0)
n n nc ν ν

ν

ψ ψ=∑               （5-25） 

把 nψ 和 nE 用 λ的幂级数做展开，有 
(0) (1) 2 (2)

n n n nψ ψ λψ λ ψ= + + +"  

(0) (1) 2 (2)
n n n nE E E Eλ λ= + + +"  

代入到 Ĥ 的本征方程中，即 
(0) (1) (0) (1) 2 (2)

(0) (1) 2 (2) (0) (1) 2 (2)

ˆ ˆ( )( )

( )( )
n n n

n n n n n n

H H

E E E

λ ψ λψ λ ψ

λ λ ψ λψ λ ψ

+ + + +

= + + + + + +

"

" "
 

等式两边 λ的同幂次项的系数应相等，于是可得逐级近似方程 
0λ ：     (0) (0) (0) (0)ˆ

n n nH Eψ ψ=  
1λ ：     (0) (1) (1) (0) (0) (1) (1) (0)ˆ ˆ

n n n n n nH H E Eψ ψ ψ ψ+ = +   
2λ ：     (0) (2) (1) (1) (0) (2) (1) (1) (2) (0)ˆ ˆ

n n n n n n n nH H E E Eψ ψ ψ ψ ψ+ = + +   

          … 
把式（5-25）代入到一级等式中，得 

(0) (1) (1) (0) (0) (0) (1) (1) (0) (0)ˆ ˆ
n n n n n n n nH H c E E cν ν ν ν

ν ν

ψ ψ ψ ψ+ = +∑ ∑  

对上式做 *(0) dnμψ τ∫ " 运算，得 

*(0) (0) (1) (0) *(0) (1) (0)

(0) *(0) (1) (1) (0) *(0) (0)

ˆ ˆd d

d d

n n n n n

n n n n n n n

H c H

E E c

μ ν μ ν
ν

μ ν μ ν
ν

ψ ψ τ ψ ψ τ

ψ ψ τ ψ ψ τ

+

= +

∑∫ ∫
∑∫ ∫

 

左边第一项 ( )*(1) (0) (0) (0) (1) *(0)ˆ d dn n n n nH Eμ μψ ψ τ ψ ψ τ= =∫ ∫ ，与右边第一项相同，相互抵消。令 

 (1) *(0) (1) (0)ˆ ˆ dn nH Hμν μ νψ ψ τ= ∫            （5-26） 

并考虑到 *(0) (0)dn n xμ ν μνψ ψ δ=∫ ，上式变为 

 (1) (0) (1) (0)
n n nH c E cμν ν μ

ν

=∑             （5-27） 
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或 

 (1) (1) (0)( ) 0n nH E cμν μν ν
ν

δ− =∑           （5-28） 

写成矩阵形式为 

 

(1) (1) (1) (1) (0)
11 12 1 1

(1) (2) (1) (1) (0)
21 22 2 2

(1) (1) (1) (1) (0)
1 2

0

n f n

n f n

f f ff n nf

H E H H c
H H E H c

H H H E c

⎛ ⎞⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

"
"

# # % # #
"

  （5-29） 

这正是 (1)Ĥ 在简并子空间中的本征方程。 (1)Ĥμν 是
(1)Ĥ 在简并空间中的矩阵元。把零级近似波

函数（5-25）写成列矢量 
(0)
1

(0)
2(0)

(0)

n

n
n

nf

c
c

c

ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
 

它是 (1)Ĥ 的本征函数。 
方程（5-29）有非零解的条件是 

(1) (1) (1) (1)
11 12 1

(1) (2) (1) (1)
21 22 2

(1) (1) (1) (1)
1 2

0

n f

n f

f f ff n

H E H H
H H E H

H H H E

−
−

=

−

"
"

# # % #
"

 

由此可解得 f 个实根 (1)
nE ν （ν = 1,2,···, f ）。能量的一级修正值为 (1)

nE νλ ，一级近似值为 

 (0) (1)
n n nE E Eν νλ= +               （5-30） 

将每个 (1)
nE ν 代入到矩阵方程中可解得一组 (0)

nc μ ，则 nE ν 对应的零级近似波函数为 

 (0) (0)

1

f

n n ncν μ μ
μ

ψ ψ
=

=∑                （5-31） 

若 (1)
nE ν 各不相同，即无重根，简并完全消除，一个能级对应一个零级波函数。 

若 (1)
nE ν 有部分重根，简并部分消除，进一步考虑能量的二级修正，才可能消除简并情况。 

1913 年，斯塔克（Stark）发现，把原子置于外电场中，它发射的光谱线将会发生分裂，这

种现象称为斯塔克效应。对氢原子，能级裂距正比于电场强度的一次方，为一级（或线性）斯

塔克效应；对于碱金属原子能级裂距正比于电场强度的平方，为二级（或平方）斯塔克效应。 
下面我们用简并微扰理论解释氢原子光谱的赖曼线系的第一条谱线的分裂，此分裂为氢

原子的一级斯塔克效应。 
没有外电场时，受（非相对论下的）球对称的库仑场 2( ) /sU r e r= − 的作用，第 n个能级的

简并度为 2n ，加入方向沿 z 轴的外电场εK后，电子有一个附加能量，其算符表示为： 
ˆ ( ) cosH D er e rε ε ε θ′ = − ⋅ = − − ⋅ =

K K KK  

其中，电偶极矩 D er= −
K K

（方向为从 e− 到 e+ ）。 
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无外场时，体系是球对称的，体系的哈密顿量为 
22 2

(0) 2
2 2

ˆˆ
2 2

seLH r
r r rr rμ μ
∂ ∂⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=  

(0)Ĥ 与 2L̂ 和 ˆ
zL 都对易，也就是 2L̂ 、 ˆ

zL 都是守恒量。 

当加入外电场后， (0) (0)ˆ ˆ ˆ ˆ cosH H H H e rε θ′= + = + ， Ĥ 不再与 2L̂ 对易， 2L̂ 不再是守恒量，

但 ˆ
zL 仍是守恒量，即外电场破坏了库仑场的球对称性，但未破坏绕 z 轴旋转的对称性，能级

简并将部分解除。 
下面计算 2n = 时体系的近似解。 
处于沿 z 方向的外电场εK中的氢原子体系的哈密顿为 

(0) (0)ˆ ˆ ˆ ˆ cosH H H H e rε θ′= + = +  

其中，
22

(0) 2
2

ˆ
2

se
H

rrμ
= − ∇ −

=
， ˆ cosH e rε θ′ = 。 

由于原子内部的电场强度 2 11
0/ 5.13 10 V/mse aε = ≈ ×内 ，而外电场强度 ε 一般不会超过

710 V/m ，因此可以把 Ĥ ′看成微扰。 
2n = 时， (0)

2E 的简并度是 4，且 
4 2

(0)
2 2

088
s se e

E
a

μ
= − = −

=
 

属于这个能级的正交归一的四个简并态波函数是 
3/2

/2
1 200 20 00

3/2
/2

2 210 21 10

3/2
/2

3 211 21 11

3/2
/2

4 21 1 21 1 1

1 1 2 e
4 2π

1 1 e cos
4 2π

1 1 e sin e
8 π

1 1 e sin e
8 π

r a

r a

r a i

r a i

rR Y
a a

rR Y
a a

rR Y
a a

rR Y
a a

φ

φ

φ ψ

φ ψ θ

φ ψ θ

φ ψ θ

−

−

−

− −
− −

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = −⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎪
⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

 

下面计算 Ĥ ′在简并子空间中的矩阵元 * ˆ dij i jH Hφ φ τ′ ′= ∫ 。由于球谐函数满足公式 

2 2 2 2

1, 1,

1, 1,

( 1)cos
(2 1)(2 3) (2 1)(2 1)lm l m l m

lm l m lm l m

l m l mY Y Y
l l l l

a Y b Y

θ + −

+ −

+ − −
= +

+ + − +

= +

 

所以 

( )
( )

* * * 2

3 * *

3 * *
1, 1,

3 *
, 1 , , 1 ,

cos d cos d d

d cos d

d d

d

ij n l m nlm n l l m nl lm

n l nl l m lm

n l nl l m lm l m lm l m

n l nl lm l l m m lm l l m m

H e r R Y e r R Y r r

e r R R r Y Y

e r R R r Y a Y b Y

e r R R r a b

ψ ε θψ τ ε θ

ε θ

ε

ε δ δ δ δ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ + −

′ ′ ′ ′ ′ ′+ −

′ = = Ω

= Ω

= + Ω

= +

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
∫
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显然，矩阵元不为零的原则为 1lΔ = ± ， 0mΔ = 。所以，不为零的矩阵元只有 12H ′ 和 21H ′ ，且 

3 *
12 20 21 00 20 000

3
20 210

3/2 3/2
32 2

0

4 1d d
15 3

1 d
3

1 1 12 d
3 2 2 3
3

r r
a a

H e R R r r Y Y Y

e R R r r

r re e e r r
a a a a

e a

ε

ε

ε

ε

− −

⎛ ⎞
′ = + Ω⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= −

∫ ∫

∫

∫

∞

∞

∞

 

同理 
21 3H e aε′ = −  

因此 
0 3 0 0

3 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

e a
e a

H

ε
ε

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟′ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

将以上结果代入到简并微扰论方程（5-29）中，得 
(1) (0)
2 0 1

(1) (0)
0 2 2

(1) (0)
2 3

(1) (0)
2 4

3 0 0
3 0 0

0
0 0 0
0 0 0

E e a c
e a E c

E c
E c

ε
ε

⎛ ⎞⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟
− −⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

 

这是关于 (0)
1c 、 (0)

2c 、 (0)
3c 、 (0)

4c 的线性齐次方程组，于是得到久期方程 
(1)
2 0

(1)
0 2

(1)
2

(1)
2

3 0 0
3 0 0

0
0 0 0
0 0 0

E e a
e a E

E
E

ε
ε

− −
− −

=
−

−

 

解得 
(1)
21 03E e aε=    (1)

22 03E e aε= −    (1)
23 0E =    (1)

24 0E =  

下面计算零级波函数。  
（1）当 (1) (0)

2 21 3E E e aε= = ，即 (0)
21 2 3E E e aε= + 时，代入简并微扰论方程组中，得 

(1) (0) (0)
2 1 0 2

(0) (1) (0)
0 1 2 2

(1) (0)
2 3
(1) (0)
2 4

3 0

3 0

0

0

E c e a c

e a c E c

E c

E c

ε

ε

⎧− − =
⎪
− − =⎪
⎨
− =⎪
⎪− =⎩

 

可得 
(0) (0)
1 2
(0) (0)
3 4 0

c c

c c

⎧ = −⎪
⎨

= =⎪⎩
 



量子力学简明教程 

 

144

则由 (0)
2ψ 的归一化条件

4 2(0)

1

1i
i

c
=

=∑ ，得 

(0) (0)
1 2

1
2

c c= − =  

于是，对应于能级 (0)
21 2 3E E e aε= + 的零级近似波函数为 

(0)
21 1 2 200 210

1 1( ) ( )
2 2

ψ ϕ ϕ ψ ψ= − = −  

（2）当 (1) (0)
2 22 3E E e aε= = − ，即 (0)

22 2 3E E e aε= − 时，代入方程组中，得 
(0) (0)
1 2
(0) (0)
3 4 0

c c

c c

⎧ =⎪
⎨

= =⎪⎩
 

归一化后，得 

(0) (0)
1 2

1
2

c c= =  

于是，对应于能级 (0)
22 2 3E E e aε= − 的零级近似波函数为 

(0)
22 1 2 200 210

2 2( ) ( )
2 2

ψ ϕ ϕ ψ ψ= + = +  

（3）当 (1) (1) (1)
2 23 24 0E E E= = = ，即 (0)

23 2E E= 时，代入方程组中，得 
(0) (0)
1 2
(0) (0)
3 4

0

,

c c

c c

⎧ = =⎪
⎨
⎪⎩ 是不能同时等于零的常数

 

归一化后，得 
2 2(0) (0)

3 4 1c c+ =  

于是，对应于能级 (0)
23 24 2E E E= = 的零级近似波函数为 

(0) (0) (0) (0) (0) (0)
23 24 3 3 4 4 3 211 4 21 1, c c c cψ ψ ϕ ϕ ψ ψ −= + = +  

这是二重简并的能级，波函数不能唯一确定。若仍取原来波函数，则 
(0)
23 3 211ψ φ ψ= =     (0)

24 4 21 1ψ φ ψ −= =  

由以上讨论可知，在外电场作用下，势场原来的球对称性被部分破坏，变为轴对称，一

级微扰消除了部分简并，原来四度简并的能级 (0)
2E 分裂成三个能级，分别为 (0)

2 3E e aε+ 、 (0)
2E 、

(0)
2 3E e aε− ，如图 5-1 所示。原来从 (0)

2E 跃迁到 (0)
1E 的一条谱线变成了三条谱线。 

 
图 5-1 
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第三节  变  分  法 

设体系哈密顿算符 Ĥ 满足的本征值方程为 
ˆ

nH n E n=  

且 mnm n δ= 。对任意归一化波函数ψ ，有 

n
n

a nψ =∑  

且 
2 1n

n

a =∑  

在ψ 态下， Ĥ 的平均值为 
* *

2*

ˆ ˆ
m n m n n

mn mn

m n n mn n n
mn n

E H a a m H n a a E m n

a a E a E

ψ ψ

δ

= = =

= =

∑ ∑

∑ ∑
 

我们约定， 0 1 2E E E< < <"，则 

 2
0 0n

n

E a E E=∑≥               （5-32） 

由式（5-32）知，在任意归一化状态下，能量的平均值不小于基态能量值。由此可以得

出如下结论： 
任意假定一个归一化态函数ψ ，计算平均值 E ，得到基态能量 0E 的一个上限。进一步，

如果假定许多个态函数ψ ，计算出许多个平均值 E ，选出最小的一个平均值作为 0E 的一个更

接近真实值的上限，并把它当成基态能量的近似值。这就是变分法的基本精神。 
在实际应用中，可以根据所学知识和从物理学上考虑，设计出一个含有参数 λ的试探态

函数 ( )ψ λ ，则 Ĥ 的平均值为 λ的函数，即 

 ˆ ( )H H Eψ ψ λ= ≡             （5-33） 

( )E λ 的极小值可以当成基态能量的近似值。即令 
2

2
d ( ) d0 0

d d
E Eλ
λ λ

⎛ ⎞
= >⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

求出极小值点 0λ ，则 

 0 0( )E Eλ ≈                   （5-34） 

如果 0( )E λ 与实际 0E 相差较大，则有可能是 ( )ψ λ 所选类型或结构不对。 
如果所选 ( )ψ λ 没有归一化，则 

 0

ˆ
( )

H
H E E

ψ ψ
λ

ψ ψ
= = ≥           （5-35） 

它的极小值可以当成基态能量的近似值。 



量子力学简明教程 

 

146

例 5-3  用变分法求一维谐振子基态能量和基态波函数。设试探波函数为
2

( ) e xx N λψ −= 。 
解：把波函数 ( )xψ 归一化。令 

22 2* 2 π( ) ( )d e d 1
2

xx x x N x Nλψ ψ
λ

−

−
= = =∫ ∫

∞

∞
 

得 
1/42

π
N λ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

在 ( )xψ 态下，动能平均值为 

2 2
222 2 2 2

*
2 2

d dd e e d
2 2 2d d

x xN
T x x

x x
λ λ λψ ψ

μ μ μ
− −

− −

⎛ ⎞
= − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫
== =∞ ∞

∞ ∞
 

势能平均值为 

2
2

2* 2 2 2 2 21 1d e d
2 2 8

xV x x N x xλ μωψ μω ψ μω
λ

−

− −

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

∞ ∞

∞ ∞
 

总能量平均值 
2 2

( )
2 8

E T V λ μωλ
μ λ

= + = +
=  

令 
2 2

2
d ( ) 0

d 2 8
E λ μω
λ μ λ

= − =
=  

得 0 2
mωλ =
=
。所以，基态能量近似值为  

2 2

0 0
2 1( )

2 2 8 2
E E μω μωλ ω

μ μω
≈ = + =

= = =
=

 

基态波函数为 
2

2 2 2
0

1/4 1/4
/20 2

0
2 2( ) e e e
π π 2 π

xx xx
μω

λ αλ μω αψ
−− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
=

=
 

该题求得的近似值就是基态能量的精确值，这是因为所选的试探波函数就是基态波函数。 

第四节  氦原子基态 

一、氦原子体系的哈密顿及本征方程 

氦原子核带正电 2Ze e= ，核外有两个电子。由于核的质量远远大于电子的质量，所以可

近似认为氦原子核是固定不动的，于是氦原子体系的哈密顿算符可以表述为 

    
2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 12 1 2 12

2 2ˆ
2 2 2 2

s s s s s sZe Ze e e e e
H

r r r r r rμ μ μ μ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − ∇ − + − ∇ − + = − ∇ − ∇ − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = = =  （5-36） 
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式中，μ 是电子质量； 1r 、 2r 分别是第一个电子和第二个电子到核的距离； 12 1 2r r r= −K K
为两个

电子之间的距离；最后一项是两电子的静电相互作用能。 
令 

22
2

01 1
1

ˆ
2

sZe
H

rμ
= − ∇ −

=    
22

2
02 2

2

ˆ
2

sZe
H

rμ
= − ∇ −

=  

则哈密顿算符可简写成 

 
2

01 02
12

ˆ ˆ ˆ se
H H H

r
= + +             （5-37） 

其本征方程为 

 1 2 1 2
ˆ ( , ) ( , )H r r E r rψ ψ=K K K K             （5-38） 

说明： 
（1）如果不考虑两电子之间的相互作用，该体系简化为两个独立的电子体系，有 

 
2 22 2

2 2
0 1 2 01 02

1 2

ˆ ˆ ˆ
2 2

s sZe Ze
H H H

r rμ μ
= − ∇ − − ∇ − = +

= =  （5-39） 

其中 

01 1 1 1 1 1
ˆ ( ) ( )H r E rψ ψ=K K    02 2 2 2 2 2

ˆ ( ) ( )H r E rψ ψ=K K  

为两个类氢离子的本征方程，相应的基态能量和基态波函数分别为 
2 2

01 02 2
sZ e

E E
a

= = −  

1
3

100 1 3( ) e
π

Z r
aZr

a
ψ

−
=K    2

3

100 2 3( ) e
π

Z r
aZr

a
ψ

−
=K  

体系处于基态时能量本征值和本征函数分别为 

 
2 2

0 01 02
sZ e

E E E
a

= + = −             （5-40） 

 1 2
3 ( )

1 2 100 1 100 2 3( , ) ( ) ( ) e
π

Z r r
aZr r r r

a
ψ ψ ψ

− +
= =K K K K     （5-41） 

（2）哈密顿算符（5-36）中
2

12

se
r

与
2

1

2 se
r

和
2

2

2 se
r

相比，在数量级上大致相当，不能把两个电

子的相互作用能当成微扰处理。下面用变分法求解。 

二、用变分法求解氦原子基态能量 

氦原子体系中，两个电子的相互作用导致 Ĥ 比 01 02
ˆ ˆH H+ 多一正势能项

2

12

se
r

，两个电子相

互屏蔽，使得核的有效电荷要比 2e 小。如果选式（5-41）作为试探波函数，则式中的 2Z < 。

把 Z 作为变分参数，令试探波函数为 
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 1 2
3 ( )

1 2 3( , , ) e
π

Z r r
aZr r Z

a
ψ

− +
=K K            （5-42） 

ˆ ( )H Z 在 ( )Zψ 态中的平均值 

 *
1 2 1 2 1 2

ˆ( ) ( , , ) ( , , )d dH Z r r Z H r r Zψ ψ τ τ= ∫∫ K K K K    （5-43） 

把哈密顿算符 Ĥ 变形为 

 

( )

2 2 22 2
2 2
1 2

1 2 12

2 2 2 2 22 2
2 2
1 2

1 2 1 2 12

2

01 02 01 02
12

2 2ˆ
2 2

2
2 2

2ˆ ˆ( ) ( )

s s s

s s s s s

s

e e e
H

r r r

Ze Ze Ze Ze eZ
r r Z r r r

eZH Z H Z U U
Z r

μ μ

μ μ

= − ∇ − − ∇ − +

⎛ ⎞−⎛ ⎞= − ∇ − − ∇ − − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

−⎛ ⎞= + − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

= =    （5-44） 

所以 

( )

* *
100 1 100 2 01 02 100 1 100 2 1 2

* *
100 1 100 2 01 02 100 1 100 2 1 2

2
* *
100 1 100 2 100 1 100 2 1 2

12

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d

2 ( ) ( ) ( ) ( )d d

( ) ( ) ( ) ( )d ds

H Z r r H Z H Z r r

Z r r U U r r
Z

e
r r r r

r

ψ ψ ψ ψ τ τ

ψ ψ ψ ψ τ τ

ψ ψ ψ ψ τ τ

⎡ ⎤= +⎣ ⎦
−⎛ ⎞− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫
∫∫

∫∫

K K K K

K K K K

K K K K

 

即 

 ( )
2

01 02 01 02
12

2( ) seZH Z E E U U
Z r
−⎛ ⎞= + − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
   （5-45） 

式中
2 2

01 02 2
sZ e

E E
a

= = − 。因为 

 01 01 01T U E+ =     01 01
1
2

T U= −  

所以 
2 2

01 012 sZ e
U E

a
= = −  

同理 
2 2

02
sZ e

U
a

= −  

则 

 
2 2 2 2 2

12

2( ) 2s s sZ e Z e eZH Z
a Z a r

−⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

     （5-46） 

下面计算式（5-46）的最后一项
2

12

se
I

r
= 。 
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1 2

1

2

2 22 23 ( )

1 23
12 12

2
23 3

1 23 3
0 12

2
2100 1

1 100 2 2
0 12

e d d
π

e d e d
4ππ π

( )
d ( ) d

4π

Z r rs s a

Z r Za r
a

e eZI
r ra

eZ eZ
ra a

e r
e r

r

τ τ

τ τ
ε

ψ
τ ψ τ

ε

− +

−
−

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎢ ⎥= −⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫

∫ ∫

∫ ∫
K

K

     （5-47） 

式中，
2

100 1( )e rψ− K
是第一个电子在 1r

K
处的电荷密度，

2
100 2( )e rψ− K

是第二个电子在 2r
K
处的电荷

密度，它们都是径向对称的；内层积分

2
100 1

1
0 12

( )
d

4π
e r

r
ψ

τ
ε

−
∫

K
代表第一个电子在 2r

K
处产生的势，它

可以变形为 

 

1

1 1
2

2

2
2 2 3

100 1 100 1 2 2
1 1 1 1 13

0 12 0 12 120

2 2
3

2 2
1 1 1 1 1 23 0 12 120

( ) ( ) ed 4π d d
4π 4π π

e ed d
π

Z r
a

Z Zr r
a ar

r

e r e r eZr r r r
r r ra

eZ r r r r V V
r ra

ψ ψ
τ

ε ε ε

ε

−

− −

− − −
= =

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟= + = +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫

K K

∞

  （5-48） 

其中， 1V 是以 2r 为半径的球内第一个电子的电荷在 2r
K
所产生的电势，等于球内所有电荷集中

在球心时在 2r
K
处产生的电势； 2V 是分布在这个球以外的第一个电子的电荷在 2r

K
所产生的电势，

其值可由在球心处的电势得出。于是 

1 1
2 2

2

2 2
3 3

2 2
1 1 1 1 13 30 012 20 0

22

22
0 0 2 0 20

e ed d
π π

e
2π 4π 4π2π

Z Zr r
a ar r

Z r
a

eZ eZV r r r r
r ra a

eZ eZ e er
a r ra

ε ε

ε ε εε

− −

−

− −
= =

⎛ ⎞
= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
 

1

1

2 2

2

2
23 3

2
2 1 1 1 13 3

120 0
22

23
00

e d e d
π π

e
4π2π

Z r Za r
a

r r

Z r
a

eZ eZV r r r r
ra a

eZ eZr
aa

ε ε

εε

−
−

−

− −
= =

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫
∞ ∞

 

将 1V 、 2V 的计算结果代入到式（5-48），得 

 
2

2
2

100 1
1

0 12 2 0 0 2

( ) ed
4π 4π 4π

Z r
ae r eZ e e

r a r r
ψ

τ
ε ε ε

−
− ⎛ ⎞

= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

K
 （5-49） 

将式（5-49）代入到式（5-47），得 

 
2

2

2
2 23

23
2 0 0 2

5e e d
4π 4π 8π

Z r Za r sa ZeeZ e e eZI
a r r aa

τ
ε ε

−
−

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥= + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  （5-50） 

 
图 5-2 
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将式（5-50）代入到式（5-46），得 

 
2 2 2 2 2 2 2

25 272( ) 2
8 8

s s s s sZ e Z e Ze e eZH Z Z Z
a Z a a a a

−⎛ ⎞= − + + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （5-51） 

令 
2 22 27d 0

d 8
s se eH Z

Z a a
= − =  

得
27
16

Z = 。将此结果代入到式（5-51），得氦原子基态能量的上限为 

 
2 22 2 2

0
27 27 27 27 2.85
16 8 16 16

s s se e e
E

a a a
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ − = − ≈ −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 （5-52） 

与实验结果
2

0 2.904 se
E

a
= − 比较接近。 

将
27
16

Z = 代入式（5-42），得基态波函数近似为 

 1 2
3 27 ( )

16
0 1 2 3

27 1( , ) e
16 π

r r
ar r

a
ψ

− +⎛ ⎞≈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

K K         （5-53） 

第五节  与时间有关的微扰理论 

在第一节、第二节中讨论了分立能级的能量和波函数的修正，所讨论体系的哈密顿算符

不显含时间，因而求解的是定态薛定谔方程。本节讨论体系哈密顿算符含有与时间有关的微

扰的情况，即体系的哈密顿算符 ˆ ( )H t 由 0Ĥ 和 ˆ ( )H t′ 组成，即 

 0
ˆ ˆ ˆ( ) ( )H t H H t′= +               （5-54） 

其中， 0Ĥ 与时间无关，仅微扰部分 ˆ ( )H t′ 与时间有关。体系的波函数要由含时薛定谔方程确

定，一般情况下，求准确解是困难的。但 ˆ ( )H t′ 与 0Ĥ 相比很小时，仍可按微扰论从 0Ĥ 的定态

解出发求得 Ĥ 的非定态近似解 ( , )x tψ ，此即含时微扰论。利用该理论可讨论体系不同状态之

间的跃迁问题和光的发射与吸收问题。 
体系波函数 ( , )x tψ 满足薛定谔方程 

 ( , ) ˆ ( ) ( , )x ti H t x t
t

ψ ψ∂
=

∂
=            （5-55） 

0Ĥ 满足的本征方程为 

 0
ˆ

n n nH ϕ ε ϕ=                 （5-56） 

把ψ 向 0Ĥ 的定态波函数 e n
i t

n n

ε
ϕ

−
Φ = = 做展开 

 ( )n n
n

a tψ = Φ∑               （5-57） 

代入式（5-55），得 
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 0
d ( ) ˆ ˆ( ) ( ) ( )

d
n n

n n n n n n
n n n n

a t
i i a t a t H a t H

t t
∂Φ ′Φ + = Φ + Φ
∂∑ ∑ ∑ ∑= =  （5-58） 

由于 0
ˆn

ni H
t

∂Φ
= Φ

∂
= ，所以上式简化为 

d ( ) ˆ( )
d
n

n n n
n n

a t
i a t H

t
′Φ = Φ∑ ∑=  

以 *
mΦ 左乘上式两边且对整个空间积分，得 

* *d ( ) ˆd ( ) d
d
n

m n n m n
n n

a t
i a t H

t
τ τ′Φ Φ = Φ Φ∑ ∑∫ ∫=  

即 

*d ( ) ˆ( ) d e
d

m ni tn
mn n m n

n n

a t
i a t H

t

ε ε

δ ϕ ϕ τ
−

′=∑ ∑ ∫ ==  

所以 

  
d ( )

( ) e
d

mni tm
n mn

n

a t
i a t H

t
ω′=∑=           （5-59） 

式中 

 * ˆ dmn m nH Hϕ ϕ τ′ ′= ∫               （5-60） 

是微扰矩阵元； 
 ( ) /mn m nω ε ε= − =               （5-61） 

是体系从 nε 态跃迁到 mε 态的玻尔频率。方程（5-59）实际上是薛定谔方程（5-55）在 0Ĥ 表象

中的矩阵表示。 
下面用微扰法求解方程（5-59）。 
令 (1)ˆ ( )H t Hλ′ = ，把 ( )ma t 展成λ的幂级数，即 

 (0) (1) 2 (2)( , ) ( ) ( ) ( )m m m ma t a t a t a tλ λ λ= + + +"     （5-62） 

代入式（5-59），则 
(0) (1)

(0) (1) (1)d ( ) d ( )
( ) ( ) e

d d
mni tm m

n n mn
n

a t a t
i a t a t H

t t
ωλ λ λ

⎡ ⎤
⎡ ⎤+ + = + +⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
∑= " "  

比较等式两边， λ的同幂次项前的系数应相等，得 

    0λ ：                     (0)d ( ) 0
d mi a t
t

==                           （5-63） 

    1λ ：                 (1) (0) (1)d ( ) ( ) e
d

mni t
m n mn

n

i a t a t H
t

ω=∑=             （5-64） 

… 

由式（5-63）可以看出，展开系数的零级近似不随 t 变化，它对应于不存在微扰时体系的

状态。 
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若微扰从 0t = 时开始引入，并假设此时体系处于 0Ĥ 的第 k 个本征态 kΦ （即

( ,0) kxψ = Φ ），则由式（5-57）得零级近似解为 

       (0) (0) *( ) (0) dn n n k nka t a τ δ= = Φ Φ =∫       （5-65） 

由式（5-64）得一级修正为 

 

(1) (0) (1) (1)

0 0

(1)

0

1 1( ) ( ) ( )e d ( )e d

1 ( )e d

mn mn

mk

t ti t i t
m n mn nk mn

n n

t i t
mk

a t a t H t t H t t
i i

H t t
i

ω ω

ω

δ′ ′

′

′ ′ ′ ′ ′= =

′ ′=

∑ ∑∫ ∫

∫

= =

=

    （5-66） 

类似地，我们可以利用二级近似方程求出二级修正 (2) ( )ma t ，等等。由于 mnH ′ 很小，一般求到
(1) ( )ma t 就足够精确，这时我们取 

 (0) (1)

0

1( ) ( ) ( ) ( )e dmk
t i t

m m m mk mka t a t a t H t t
i

ωλ δ ′′ ′ ′= + = + ∫=    （5-67） 

当m k≠ 时，方程（5-59）的一级近似解为 

 (1)

0

1( ) ( ) ( )e dmk
t i t

m m mka t a t H t t
i

ωλ ′′ ′ ′= = ∫=       （5-68） 

由式（5-57）知，一级近似下 t 时刻体系处于 mΦ 态的概率为
2( )ma t ，所以体系在微扰作用下

由初态 kΦ 跃迁到终态 mΦ 的概率为 

 
2

2

0

1( ) ( )e dmk
t i t

k m m mkW a t H t t
i

ω ′
→ ′ ′ ′= = ∫=       （5-69） 

只要给出 ˆ ( )H t′ 的具体形式，跃迁概率由上式得出。 
例 5-4  带电 q的一维谐振子在 t →−∞时处于基态。如果微扰 

2 2/ˆ e tH q x τε −′ = −  

式中，ε 为外电场强度，τ 为参数。试求 t →∞时谐振子仍处于基态的概率。 
解：当 t →∞时谐振子处于激发态的概率为 

0

2
2

0 0
1( ) e dni t

n n nW a t H t
i

ω
→

−
′= = ∫=

∞

∞
 

其中 

0
0

n
n

E E n nωω ω
−

= = =
=

= =
 

2 2 2 2 2 2/ / /
0 1

1( ) 0 e 0 e 1 e
22

t t t
n nH t n H q n x q n qτ τ τε ε ε δ

μωα
− − −′ ′= = − = − = −

=  

所以，在一级微扰近似下谐振子从基态只能跃迁到第一激发态，跃迁概率为 

( )

2 2
0

2 2 2 2

2 22 2
/

0 1 102

2 2 2 2 22/4 /2

1 e d e e d
2
ππ e e

2 2

ni t i t tqW H t t

q q

ω ω τ

ω τ ω τ

ε
μ ω

ε ε ττ
μ ω μ ω

−
→

− −

− −

′= =

= =

∫ ∫==

= =

∞ ∞

∞ ∞
 



第五章  微 扰 理 论 

 

153 

因此，系统仍停留在其态的概率为 0 11 W →− 。可以看出，如果τ →∞即微扰无限缓慢地加进来，有 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

0 1 /2 2 /2

π π 2lim lim lim 0
2 2e e
q qW

ω τ ω ττ τ τ

ε τ ε τ
μ ω μ ω ω τ→→ → →

= = =
= =∞ ∞ ∞

 

粒子将保持在基态；如果 0τ → ，即突然加上微扰，同样有 

2 2

2 2 2

0 1 /20 0

πlim lim 0
2 e
qW

ω ττ τ

ε τ
μ ω→→ →

= =
=

 

粒子也保持在基态。 

第六节  跃 迁 概 率 

本节研究两种重要类型的微扰的跃迁概率。 

一、常微扰 

设在时间 10 t t≤ ≤ 内微扰 Ĥ ′与时间无关。 0t = 时刻体系状态为 kΦ ，在 Ĥ ′作用下，体系

跃迁到末态 mΦ 。 

由式（5-68）得 

 
0

e 1( ) e d
mk

mk

i tt i tmk mk
m

mk

H H
a t t

i

ω
ω

ω
′′ ′ −′= = −∫= =

     （5-70） 

跃迁概率（m k≠ ）为 

 ( )( )
2 2 2

2
2 2 2 2

sin ( / 2)
( ) e 1 e 1

( / 2)
mk mkmk mki t i t mk

k m m
mk mk

H H t
W a t ω ω ω

ω ω
−

→

′ ′
= = − − =

= =
   （5-71） 

2

2

sin ( / 2)
( / 2)

mk

mk

tω
ω

随 mkω 变化的曲线如图 5-3 所示。 

 
图 5-3 

当微扰作用时间足够长时，利用
2

2
sinlim ( )
πt

xt x
x t

δ
→∞

= ，得 

 
2 2

2 2
2 2 2

2π sin ( / 2) 2π 2π( ) ( )
π / 2

mk mk
k m mk mk mk m k

mk

t H t t tW H H
t

ω
δ ω δ ε ε

ω→

′
′ ′= = = −

== =
 （5-72） 
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上式的最后一步推导用到了
1( ) ( )ax x
a

δ δ= 。所以，跃迁速率（单位时间内的跃迁概率）为 

 22π ( )k m
k m mk m k

W
w H

t
δ ε ε→

→ ′= = −
=

       （5-73） 

上式表明，当常微扰作用时间足够长时，明显的跃迁发生在初态和末态能量接近的情况下。

( )m kδ ε ε− 是常微扰作用下体系能量守恒的反映。 
实际上，出现δ 函数的式（5-73）只有在 mε 连续变化时才有意义。以 ( )mρ 表示末态的态

密度，则能量处于 dm m mε ε ε→ + 之间的状态数为 ( )d mmρ ε 。从初态到末态的跃迁概率之和为 

     2 22π 2π( )d ( ) ( )d ( )k m m mk m k m mk
t tW W m H m H kρ ε δ ε ε ρ ε ρ

+ +

→
− −

′ ′= = − =∫ ∫ = =
∞ ∞

∞ ∞
 （5-74） 

跃迁速率之和为 

 22π ( )mkw H kρ′=
=

              （5-75） 

此公式在散射理论中应用广泛，被称为黄金规则。 

二、周期性微扰 

假设微扰算符 

 ( ) ( )
ˆˆˆ ˆ( ) cos( ) e e e e
2

i t i t i t i tAH t A t Fω ω ω ωω − −′ = = + = +  （5-76） 

式中 F̂ 与时间无关。在 0Ĥ 的第 k 个本征态 kϕ 和第m 个本征态 mϕ 之间的微扰矩阵元为 

 ( )* ˆ d e ei t i t
mk m k mkH H F ω ωϕ ϕ τ −′ ′= = +∫      （5-77） 

式中 

 * ˆ dmk m kF Fϕ ϕ τ= ∫               （5-78） 

将式（5-77）代入式（5-68），得 

 
( ) ( ) ( )

0 0

( ) ( )

( ) e e e d e e d

e 1 e 1

mk mk mk

mk mk

t ti t i t i ti t i tmk mk
m

i t i t
mk

mk mk

F F
a t t t

i i
F

ω ω ω ω ωω ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

′ ′ ′′ ′ + −−

+ −

⎡ ⎤′ ′= + = +⎣ ⎦

⎡ ⎤− −
= − +⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

∫ ∫= =

=

 （5-79） 

跃迁概率为 

 

2

2 2 2

2

2 2

( )

1 cos( ) 1 cos( )
( ) ( )4

1 cos(2 ) cos( ) cos( )

k m m

mk mk

mk mkmk

mk mk

mk

W a t

t t
F

t t t

ω ω ω ω
ω ω ω ω

ω ω ω ω ω
ω ω

→ =

− + − −⎡ ⎤+⎢ ⎥+ −⎢ ⎥=
⎢ ⎥+ − + − −
+⎢ ⎥

−⎣ ⎦

=

 （5-80） 

k mW → 随 mkω 变化的曲线如图 5-4 所示。 
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图 5-4 

由式（5-79）可以得出，当 mkω ω= 时 
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2
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e 1 lim e
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=

 

第一项随时间呈周期性变化，第二项与时间成正比，第二项起主要作用。所以 
( )e 1( )

mki t
mk

m
mk

F
a t

ω ω

ω ω

− −
≈ −

−=
 

跃迁概率为 

 
[ ]

2 ( ) ( )
2

2

2 2 2

2 2 2 2

2
2

e 1 e 1( )

sin ( ) / 22 2π1 cos( )
( ) π( ) / 2

2π ( )

mk mki t i t
mk

k m m
mk mk

mkmk mkmk

mk mk

mk mk

F
W a t

tF t Ft
t

t F

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ωω ω
ω ω ω ω

δ ω ω

− − −

→

⎛ ⎞⎛ ⎞− −
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

−− −
= =

− −

= −

=

= =

=

       （5-81） 

同理，当 mkω ω= − 时 

 2
2

2π ( )k m mk mk
tW F δ ω ω→ = +

=
         （5-82） 

当 mkω ω≠ ± ，式（5-79）右边两项都不随时间增加。由此可见，只有当 

 mkω ω= ±  或  m kε ε ω= ± =           （5-83） 

时才出现明显的跃迁。由图 5-4 也可以明显地看出这一结果。 
由以上讨论可以得出，只有当外界微扰含有频率 mkω 时，体系才能从 kΦ 态跃迁到 mΦ 态，

这时体系吸收或发射的能量是 mkω= ，显然此跃迁是一个共振现象。两种情况下的跃迁概率合

并成下式 
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 2 2
2

2π 2π( ) ( )k m mk mk mk m k
t tW F Fδ ω ω δ ε ε ω→ = ± = − ± =

==
 （5-84） 

跃迁速率为 

 22π ( )k m mk m kw F δ ε ε ω→ = − ± =
=

       （5-85） 

当 k mε ε> 时 

 22π ( )k m mk m kw F δ ε ε ω→ = − + =
=

       （5-86） 

仅当 k mω ε ε= −= 时才发生跃迁，体系由 kΦ 态跃迁到 mΦ 态，发射能量 ω= 。 
当 k mε ε< 时 

 22π ( )k m mk m kw F δ ε ε ω→ = − − =
=

       （5-87） 

仅当 m kω ε ε= −= 时才发生跃迁，体系由 kΦ 态跃迁到 mΦ 态，吸收能量 ω= 。 

在式（5-84）中，对调m 和 k ，即得体系由 mΦ 态跃迁到 kΦ 态的概率。由于 F̂ 是厄米算

符，所以
2 2

mk kmF F= ，于是 

 m k k mW W→ →=                （5-88） 

即体系由 mΦ 态跃迁到 kΦ 态的概率等于由 kΦ 态跃迁到 mΦ 态的概率。 

下面讨论初态 k 分立、末态m 连续的情况，并假设 m kε ε> 。如果微扰 ˆˆ ( ) cos( )H t A tω′ = 只

在 0t = 到 t t′= 这段时间内作用，由式（5-81）可得在 t t′≥ 的时刻体系由 k 态跃迁到m 态的概

率为 

[ ]2 2

2 2

sin ( ) / 24
( )

mkmk
k m

mk

tF
W

ω ω
ω ω→

′−
=

−=
 

k mW → 随 mkω ω− 变化的曲线如图 5-5 所示。 

 
图 5-5 

由图 5-5 可以看出，跃迁主要发生在主峰范围内，即 mkω ω− 处在
2π
t

−
′
到

2π
t′

范围内跃迁
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明显，其他跃迁概率很小。在这个过程中，除了原点处外， mkω ω= 或 m kω ε ε= −= 不严格成

立，即 mkω 可以取
2π
t

ω −
′
到

2π
t

ω +
′
之间的任何值，它的不确定范围是 

4π 1
mk t t

ωΔ =
′ ′
∼  

由于 k 是分立的， kε 是确定的，所以 mkω 的不确定也就是末态能量 mε 的不确定，因此 

1m k
mk m

ε ε
ω ε

−⎛ ⎞Δ = Δ = Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

 

于是 
 mt ε′Δ ∼ =                   （5-89） 

我们可以把微扰过程看成测量末态能量的过程，t′是测量时间。式（5-89）说明能量的不确定

范围 EΔ 与测量时间 tΔ 满足 

 E tΔ Δ ∼ =                   （5-90） 

该式称为能量与时间的不确定关系。由此可知，能量测量越准确（ EΔ 小），测量的时间就越

长（ tΔ 大）。 

第七节  光的发射和吸收  选择定则 

关于对原子结构的认识，主要来自对光与原子的相互作用的研究。在光的照射下，原子

可能吸收光而从低能级跃迁到较高能级，或从较高能级跃迁到较低能级并放出光，分别称为

光的吸收（absorption）和受激辐射（induced radiation）。如果原子处于激发能级，即使没有外

界光的照射，也可能跃迁到某些较低能级而放出光来，称为自发辐射（spontaneous radiation）。 
彻底解决原子的吸收与发射问题，需要利用量子电动力学。本书中采用半量子半经典的

办法处理此问题，即用量子力学处理原子体系，用经典电磁场理论处理电磁波。但这种办法

不能解释原子的自发辐射。 

一、光的吸收和受激辐射 

由于电磁场中电场对原子中电子的作用强度远大于磁场，为此我们只考虑电场的作用。

为简单起见，假设入射光为平面单色光，其电场强度为 
 0 cos( )E E t k rω= − ⋅

KK K K            （5-91） 

式中，ω为角频率， k
K
为波矢，其方向沿光传播方向。 

对可见光，在原子内，
2π 1ak r
λ

⋅
K K ∼ � ，所以可以认为电场均匀，所以 

 0 cos( )E E tω=
K K

              （5-92） 

电场与电子之间的相互作用势能为 

 ( ) ( )0 0
1 ˆcos( ) e e e e
2

i t i t i t i tU D E er E t er E Wω ω ω ωω − −= − ⋅ = ⋅ = ⋅ + = +
K K K KK K  

式中，电偶极矩 D er= −
K K

， 0
ˆ / 2W er E= ⋅

KK
。由于该能量远小于电子与原子核之间的势能，所以

可以当成微扰处理，即 
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 ( )ˆ ˆ e ei t i tH W ω ω−′ = +              （5-93） 

我们以原子吸收光为例讨论跃迁概率。在这种情况下，原子从低能级跃迁到高能级，即

k mε ε< 。将上式代入式（5-87），得到单位时间内原子由 kΦ 态到 mΦ 态的跃迁概率为 

2 2
2

2 22 2 2 20
02 2

2π 2π( ) ( )

ππ ( ) cos ( )
2 2

k m mk m k mk mk

mk mk mk mk

w W W

e Ee r E r

δ ε ε ω δ ω ω

δ ω ω θδ ω ω

→ = − − = −

= ⋅ − = −

=
= =

KK K
= =

 

式中，θ 是 rK与 0E
K
的夹角。如果入射光为非偏振光，光偏振方向完全无规则，因此把 2cos θ 换

成它对各方向的平均值 
2π π

2 2 2

0 0

1 1 1cos cos d d cos sin d
4π 4π 3

θ θ ϕ θ θ θ= Ω = =∫ ∫ ∫  

所以 

 
2 2

20
2

π
( )

6k m mk mk
e E

w r δ ω ω→ = −K =
=

         （5-94） 

以上仅对入射光是理想单色光的情况做了讨论。自然界中不存在严格的单色光，实际的

光的频率都是在一定范围内连续分布的。对于这种自然光引起的跃迁，要对式（5-94）中各种

频率的成分的贡献求和。令 ( )I ω 表示角频率为ω的光的能量密度，则 

2
2

0
0

1( )
2 2

BI Eω ε
μ

= +  

式中横线表示在一个周期内对时间求平均。注意到
2

2
0

0

1
2 2

BEε
μ

= ，则 

2
0( )I Eω ε=  

利用式（5-92），得 

 2
0 0

1( )
2

I Eω ε=                 （5-95） 

把上式代入式（5-94），并对ω求积分，得 

 
2 22

2 2
2 2

0

4ππ ( ) ( )d ( )
3 3

s
k m mk mk mk mk

eew r I r Iω δ ω ω ω ω
ε→ = − =∫K K

= =
 （5-96） 

可以看出，跃迁速率与入射光中角频率为 mkω 的光强度 ( )mkI ω 成正比。如果入射光中没有这种

频率成分，则不能引起 kε 和 mε 之间的跃迁。式（5-96）是在略去光波中磁场的作用下得出的，

这样的跃迁称为偶极跃迁，这种近似称为偶极近似。 

二、选择定则 

由以上讨论可以得出，原子在光波作用下由 kΦ 态到 mΦ 态的跃迁概率正比于
2

mkrK 。当

0mkr =K
时，跃迁不会发生，称为禁戒跃迁。要实现这种跃迁，必有 0mkr ≠K

，由此可以得到光

谱线的选择定则。 
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原子中的电子在中心力场中运动，电子的波函数为 
 ( , , ) ( ) ( , )nlm nl lmr R r Yψ θ ϕ θ ϕ=          （5-97） 

式中， ( )nlR r 为径向波函数， ( , )lmY θ ϕ 为球谐函数。下面利用这个波函数计算 mkrK 的三个分量

mkx 、 mky 、 mkz 。 
首先计算 mkz 。设初态为 k nlmΦ = ，末态为 m n l m′ ′ ′Φ = ，则 

 
3

0

cos

d cos

mk m k

n l nl

z z n l m r nlm

R R r r l m lm

θ

θ′ ′

′ ′ ′= Φ Φ =

′ ′= ∫
∞          （5-98） 

球谐函数满足递推公式 
1, 1, 1,cos lm lm l m l m l mY c Y c Yθ + − −= +  

其中，
2 2( 1)

(2 1)(2 3)lm
l mc
l l
+ −

=
+ +

。所以 

 3
, 1 , 1, , 1 ,

0
dmk n l nl lm l l m m l m l l m mz R R r r c cδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − −⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫

∞

 （5-99） 

显然， 0mkz ≠ 的条件是 

 1l l′ = ±    m m′ =           （5-100） 
下面计算 mkx 、 mky 。因为 

sin (e e )
2

i irx ϕ ϕθ −= +    sin (e e )
2

i iry
i

ϕ ϕθ −= −  

所以 

 
3

0

1 sin (e e )
2

1 d sin e sin e
2

i i
mk m k

i i
n l nl

x x n l m r nlm

R R r r l m lm l m lm

ϕ ϕ

ϕ ϕ

θ

θ θ

−

−
′ ′

′ ′ ′= Φ Φ = +

⎡ ⎤′ ′ ′ ′= +⎣ ⎦∫
∞

 （5-101） 

球谐函数还满足下面递推公式 

1, 1 1, 1 , 1, 1e sini
lm l m l m l m l mY b Y b Yϕ θ±

− − − ± ± + ±= ± ∓ ∓  

其中，
( 1)( 2)

(2 1)(2 3)lm
l m l mb

l l
+ + + +

=
+ +

。于是 

1, 1 , 1 , 1 , 1 , 1sin ei
l m l l m m lm l l m ml m lm b bϕθ δ δ δ δ′ ′ ′ ′− − − − + + +′ ′ = −  

1, 1 , 1 , 1 , , 1 , 1sin e i
l m l l m m l m l l m ml m lm b bϕθ δ δ δ δ−

′ ′ ′ ′− − − − − + −′ ′ = − +  

把上面二式代入式（5-101）即得 mkx 。显然， 0mkx ≠ 的条件是 

 1l l′ = ±    1m m′ = ±          （5-102） 
同理， 0mky ≠ 的条件也是式（5-102）。 

综上所述， 0mkr ≠K
的条件是 

 1lΔ = ±    0, 1mΔ = ±          （5-103） 

这就是偶极跃迁的角动量选择定则。 
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例 5-5  不考虑自旋，原子中的电子状态可以表示为 
( ) ( , )nlm nl lmR r Yψ θ ϕ=  

对于初态为 s态（能级 nlE ， 0l = ）、终态为 p 态（能级 n lE ′ ′， 1l′ = ）的偶极自发跃迁，

求终态磁量子数 1,0, 1m = − 的分支比。 
解：初态波函数 

00 0 00 0
1( ) ( , ) ( )
4πn n nR r Y R rψ θ ϕ= =  

终态波函数 
1 1 1( ) ( , )n m n mR r Yψ θ ϕ′ =    1,0, 1m = −  

由于三种终态的径向波函数相同，所以跃迁分支比等于矩阵元 1 00m rK 的模方之比。由于 

( ) ( )

1 2 3

1 2 3

11 1, 1 1 11 1, 1 2 10 3

sin (e e ) sin (e e ) cos
2 2

4π 1 1
3 2 2

i i i i

r xe ye ze
r re e r e

i

r Y Y e Y Y e Y e
i

ϕ ϕ ϕ ϕθ θ θ− −

− −

= + +

= + + − +

⎡ ⎤= − + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

K K K K

K K K

K K K

 

利用球谐函数正交归一性，并考虑到 00
1( , )
4π

Y θ ϕ = ，得 

( )1 211 00
6
rr e ie= − −K K K  

310 00
3
rr e=K K  

( )1 21, 1 00
6
rr e ie− = +K K K  

所以 

( ) ( )
2 2

2
1 2 1 211 00

6 3
r rr e ie e ie= − ⋅ + =K K K K K  

2
2

10 00
3
rr =K  

( ) ( )
2 2

2
1 2 1 21, 1 00

6 3
r rr e ie e ie− = + ⋅ − =K K K K K  

终态磁量子数 1,0, 1m = − 的分支比为 : :1 1 1，即从 s态跃迁到三个 p 态的概率相等。 

习  题  五 

5-1  设一维谐振子的哈密顿算符为 (0)Ĥ ，再加上微扰 2Ĥ gx′ = ，系统的哈密顿算符为 
2

(0) 2 2 2ˆ 1ˆ ˆ ˆ
2 2
pH H H x gxμω
μ

⎛ ⎞
′= + = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

试用微扰法求能量二级近似值。  
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5-2  在 (0)H 表象中，若哈密顿算符的矩阵形式为 
(0)
1

(0)
2

E a b
H

b E a
⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟
+⎝ ⎠

 

其中，a、b 为小的实数，且 (0) (0)
1 2E E≠ 。求能量至二级修正，并与精确解做比较。    

5-3  设哈密顿算符的矩阵形式为  

1 0
3 0

0 0 2
H

λ
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

求其精确的本征值；若 1λ � ，求其本征值至二级近似。   

5-4  一维谐振子的哈密顿量为
2 2

(0) 2
2

d 1ˆ
2 2d

H kx
xμ

= − +
=

，假设它处于基态，若再加上一个

弹力作用，弹性势能为 21ˆ
2

H bx′ = ，试用微扰论计算 Ĥ ′对能量的一级修正，并与严格解比较。 

5-5  已知体系的能量算符为 2ˆ ˆ ˆ ˆ
z yH kL L Lω λ= + + ，其中 , 0k ω λ >� ， L̂

K
为轨道角动量算

符。（1）求体系能级的精确值。（2）视λ项为微扰项，求能级至二级近似值。 

5-6  三维谐振子，能量算符为
2

(0) 2 2 2 2ˆ 1ˆ ( )
2 2
pH x y zμω
μ

= + + + ，试写出能级和能量本征

函数。如这振子又受到微扰 2ˆ
2

H xyλ μω′ = （ 1λ � ）的作用，求最低的两个能级的微扰修正，

并和精确值比较。 
5-7  转动惯量为 I 、电偶极矩为 D 的平面转子，置于均匀场强 ε （沿 x 方向）中，哈密

顿算符为
2 2

2
dˆ cos

2 d
H D

I
ε ϕ

ϕ
= − −

=
，ϕ为旋转角（从 x轴算起）。如果电场很强，ϕ很小，求基

态能量近似值。 
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第六章  自旋与全同粒子 

第一节  电 子 自 旋 

一、电子自旋的实验依据 

玻尔量子论的提出，使人们对光谱规律的认识深入了一大步。后来，人们又发现了光谱

的精细结构和反常塞曼效应，这些新的实验结果又给理论提出了新问题。例如，在碱金属钠

原子光谱中，起初看到一条波长为 589.3nm 的黄光，后来由于光谱仪分辨率的提高，人们发

现它是由两条谱线组成的，波长分别为 589.0nm 和 589.6nm ，这就是碱金属光谱的双线结构。

另外，在弱磁场中，一条光谱线会分裂成偶数条谱线，称为反常塞曼效应。原有量子理论无

法解释这些新现象。 
1925 年，为解释上面现象，乌伦贝克（Uhlenbeck）和哥德斯密脱（Goudsmit）提出了电

子自旋的假设。最初，他们认为自旋是电子的机械转动。实际上，这种理论没有摆脱经典物

理的束缚。 
实际上，电子的自旋是它的又一固有性质，就像电子具有质量和电荷一样。自旋具有角

动量量纲，它的存在，标志着电子又有了一个新的自由度。 
1921年，斯特恩（Stern）-盖拉赫（Gerlach）实验直接证实了电子自旋的存在。该实验的

目的是测原子磁矩。实验现象是单价原子（如银原子或氢原子等）束流通过非均匀磁场后分

裂为两束。我们以氢原子为例介绍这种实验现象。 
实验装置示意图如图 6-1 所示。电炉 H 射出的处于 s 态的氢原子束流通过狭缝 BB 和不均

匀磁场，最后射到照相底板 PP 上，实验结果是照片

上出现两条分立线。 
带有磁矩 M 的中性原子进入磁场后，其势能为 

cos zU M B MB M Bθ= − ⋅ = − = −  

其中，θ 为M 与 B（沿 z 轴方向）之间的夹角； zM 是

原子磁矩的 z 分量。 

因为 0ˆ
BB z
z

∂
∇ =

∂
（ 0B B

x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

），所以原子所受的力为 

z z
U BF M
z z

∂ ∂
= − =

∂ ∂
 

力的大小和指向要视 zM 的数值和正负而定。磁矩相对于磁场有不同取向的原子受到不同大小

和指向的力的作用。当它们在磁场中飞行时，将发生不同程度和方向的偏转，通过磁场后，

将落到照相底板的不同位置上。 
设炉子的温度为T ，它蒸发出的原子的平均速率为 

8
π
kTv
m

=  

图 6-1 
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原子通过磁场时的平均时间为 
π
8

l mt l
v kT

= =  

其中，m 为原子质量， l 为磁极长度。偏转距离是 
2

2 21 1 π
2 2 16

z
z

B

F l Bz at t M
m k T z

∂
Δ = = =

∂
 

zΔ 值可由实验测得（测量方法：加上磁场，再撤销磁场，比较原子束打在屏上的痕迹），从

而可以推算出磁矩的 z 分量。最终实验结果是 

2z B
e

eM M
μ

= ± = ±  （ BM 为玻尔磁子） 

转动装置， zM 不变。 

我们对产生磁矩的原因做一分析。首先，它不是轨道磁矩，因为体系处于基态（s 态），

所以轨道磁矩为零；其次，它也不是核磁矩，因为核磁矩远远小于 BM 。所以，一定有新的物

理因素没有被考虑到，实验事实迫使我们承认电子有一个固有（内禀）磁矩，即自旋磁矩，

它在任何方向上的分量可取两个数值，即 

 
2z

e

eM
μ

= ±                  （6-1） 

二、电子自旋的特点 

（1）电子自旋角动量 S 在空间任意方向（比如 z 方向）的投影只能取两个数值，即 

 
2zS = ±                    （6-2） 

（2）电子自旋磁矩 sM 与自旋角动量 S 的关系是 

 s
e

eM S
μ

= −                  （6-3） 

电子轨道磁矩 lM 与轨道角动量 L的关系是 

2l
e

eM L
μ

= −  

注意： 
（1）自旋角动量也具有其他角动量的共性，即满足同样的对易关系 

 ˆ ˆ ˆS S i S× =                   （6-4） 

（2）电子具有自旋角动量这一特点纯粹是量子特性，它不可能用经典力学来解释，它是

电子本身的内禀属性，标志了电子还有一个新自由度。 
乌伦贝克和哥德斯密脱最初提出的电子自旋概念具有机械的性质。他们认为电子一方面绕原

子核运动，另一方面又有自转。但把电子的自旋看成机械的自转是错误的。下面对此做一说明。 

假定电子自转半径为
2

15
2 ~ 2.8 10s

c
e

e
r

cμ
−= × m（经典半径），由不确定关系 ~p rΔ ⋅Δ 知，

若取 ~ , ~r r p pΔ Δ ，则可得 
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2

2~ 137e e
e

c s

c c
p c

r e
μ μ

μ
α

= = =  

于是转动线速度 

137
e

pv c
μ

= =  

这一速度远远超过光速，显然是不可能的。 

第二节  电子的自旋算符和自旋函数 

一、自旋算符及其性质 

由于 Ŝ 在空间任何方向的投影只能取两个数值
2

± ，所以 ˆ
xS 、 ˆ

yS 、 ˆ
zS 三个算符的本征值

都是
2

± ，它们的平方为 

 
2

2 2 2

4x y zS S S= = =                （6-5） 

所以 

 2 2 2 2 23
4x y zS S S S= + + =             （6-6） 

2ˆ
xS 、 2ˆ

yS 、 2ˆ
zS 、 2Ŝ 都是常数算符，它们与任何算符都对易。 

类比轨道角动量，令 2Ŝ 、 ˆ
zS 的本征值分别为 

2 2( 1)S s s= +   z sS m=  

s称为自旋量子数， sm 称为自旋磁量子数。显然 

1
2

s =    1
2sm = ±  

为简单起见，引入泡利（Pauli）算符 σ̂ ，它与 Ŝ 的关系为 

 ˆ ˆ
2

S σ=                    （6-7） 

即 

 ˆ ˆ
2x xS σ=    ˆ ˆ

2y yS σ=    ˆ ˆ
2z zS σ=      （6-8） 

泡利算符具有如下性质： 
（1）算符 ˆ xσ 、 ˆ yσ 、 ˆ zσ 的本征值都是 1± ，它们的平方都是1，即 

 2 2 2 1x y zσ σ σ= = =                （6-9） 

 2 2 2 2 3x y zσ σ σ σ= + + =             （6-10） 
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（2）满足对易关系 

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] 2

x y x y y x z

y z y z z y x

z x z x x z y

i

i

i

σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ

⎧ = − =
⎪

= − =⎨
⎪ = − =⎩

       （6-11） 

或统一写成 
 ˆ ˆ ˆ2 iσ σ σ× =                 （6-12） 

（3）满足反对易关系 

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] 0

x y x y y x

y z y z z y

z x z x x z

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

+

+

+

= + =⎧
⎪

= + =⎨
⎪ = + =⎩

        （6-13） 

这里证明其中的第一个式子。利用式（6-9）和式（6-11），得 

 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ ]
2
0

z x x z z x x z
x y y x x x

x z x x z z x x z x

i i

i

σ σ σ σ σ σ σ σ
σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

− −
+ = +

= − + −

=

 

（4）利用式（6-11）的第一式和式（6-13）的第一式，得 
 ˆ ˆ ˆx y ziσ σ σ=  

所以 
 2ˆ ˆ ˆ ˆx y z zi iσ σ σ σ= =               （6-14） 

二、自旋算符的矩阵表示 

在 2( , )zS S 表象或 2( , )zσ σ 表象中， ˆ zσ 为对角矩阵，对角线上元素是其本征值，即 

 
1 0

ˆ
0 1zσ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

设 x
a b
c d

σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。因为它是厄米算符，所以 

 
* *

* *

a ba c
c db d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

于是 *b c= 。因此 

 *x
a b
b d

σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

因为 

 
* *

1 0 1 0
ˆ ˆ ˆ ˆ

0 1 0 1

2 0
0

0 2

z x x z
a b a b
b d b d

a
d

σ σ σ σ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

+ = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟−⎝ ⎠
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所以 0a d= = 。于是 

 *

0
0x
b

b
σ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

又因为 

 
2

2
* * 2

00 0 1 0
0 0 0 10

x

bb b
b b b

σ
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

所以
2 1b = ，取 1b = 。因此 

 
0 1
1 0xσ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

利用式（6-11）的第三式，可以解得 

 
0

0y
i

i
σ

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

于是，泡利算符的矩阵表示（泡利矩阵）为 

 
0 1 0 1 0

ˆ ˆ ˆ
1 0 0 0 1x y z

i
i

σ σ σ
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  （6-15） 

相应的自旋角动量矩阵表示为 

 
0 1 0 1 0ˆ ˆ ˆ
1 0 0 0 12 2 2x y z

i
S S S

i
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  （6-16） 

三、自旋波函数 

在 2( , )zS S 表象中，令 ˆ
zS 的对应本征值为 / 2（通常称为自旋朝上）的本征矢为 

1
2
( )z

a
S

b
χ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

则 

1 1
2 2

ˆ ( ) ( )
2z z zS S Sχ χ=  

其矩阵形式为 
1 0
0 12 2

a a
b b

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

显然， b b= − ，即 0b = ，因此 

1
2
( )

0z
a

Sχ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

利用归一化条件，得 

( )1 1
2 2

2*( ) ( ) 0 1
0z z
a

S S a aχ χ+ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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取 1a = ，则 

 1
2

1
( )

0zSχ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                （6-17） 

也可记为 
11
02
⎛ ⎞

+ = ↑ = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

同理，对应本征值为 / 2− （通常称为自旋朝下）的本征矢为 

 1
2

0
( )

1zSχ−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                （6-18） 

或 
01
12
⎛ ⎞

− = ↓ = − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1
2
( )zSχ 、 1

2
( )zSχ− 构成正交归一完备系。它们的正交方程为 

 1 1 1 1
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0z z z zS S S Sχ χ χ χ+ +
− −= =       （6-19） 

或                               0+ − = − + =  

归一性方程为 
 1 1 1 1

2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) 1z z z zS S S Sχ χ χ χ+ +

− −= =       （6-20） 

或                                1+ + = − − =  

任何一个电子的自旋波函数 ( )zSχ 都可表示为它们的线性展开，即 

 1 1
2 2

1 0
( ) ( ) ( )

0 1z z z
a

S a S b S a b
b

χ χ χ−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （6-21） 

如果 ( )zSχ 已归一化，则 

( ) 2 2* *( ) ( ) 1z z
a

S S a b a b
b

χ χ+ ⎛ ⎞
= = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

式中，
2a 表示在 ( )zSχ 态中测得 / 2zS = 的概率，

2b 表示在 ( )zSχ 态中测得 / 2zS = − 的概率。 

同理， ˆ
xS 、 ˆ

yS 的本征矢分别为 

 
1
2

1
2

11( )
12

11( )
12

x x

x x

S

S

χ

χ−

⎧ ⎛ ⎞
= + =⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = − = ⎜ ⎟⎪ −⎝ ⎠⎩

          （6-22） 

 
1
2

1
2

11( )
2

11( )
2

y y

y y

S
i

S
i

χ

χ−

⎧ ⎛ ⎞
= + =⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = − = ⎜ ⎟⎪ −⎝ ⎠⎩

          （6-23） 

例 6-1  证明： 2
1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 3 2( )σ σ σ σ⋅ = − ⋅ ；并求算符 1 2
ˆ ˆσ σ⋅ 的本征值。 
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解：利用泡利矩阵的性质，得 
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

x x y y z z

x x y y z z x x y y y y x x

y y z z z z y y z z x x x x z z

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

⋅ = + +

= + + + +

+ + + +

 

利用 2 2 2ˆ ˆ ˆ 1x y zσ σ σ= = = 和 1 2ˆ ˆ, 0α βσ σ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，得 
2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 3 ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )

x y x y y x y x y z y z z y z y

z x z x x z x z

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ

⋅ = + + + +

+ +
 

利用 ˆ ˆ ˆ ˆ 0x y y xσ σ σ σ+ = 、 ˆ ˆ ˆ ˆ 0y z z yσ σ σ σ+ = 、 ˆ ˆ ˆ ˆ 0z x x zσ σ σ σ+ = ，得 
2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 3 2 2 2x y x y y z y z z x z xσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ⋅ = + + +  

利用 ˆ ˆ ˆx y ziσ σ σ= 、 ˆ ˆ ˆy z xiσ σ σ= 、 ˆ ˆ ˆz x yiσ σ σ= ，得 
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 3 2 ( )
ˆ ˆ3 2( )

z z x x y yiσ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ

⋅ = + + +

= − ⋅
 

设 1 2
ˆ ˆσ σ⋅ 的本征方程为 

1 2
ˆ ˆσ σ ψ λ ψ⋅ =  

则 
2 2

1 2
ˆ ˆ( )σ σ ψ λ ψ⋅ =  

又 
2

1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 3 2( ) (3 2 )σ σ ψ σ σ ψ λ ψ⎡ ⎤⋅ = − ⋅ = −⎣ ⎦  

所以 
2 3 2λ λ= −    1, 3λ = −  

例 6-2  求 ˆ xσ 、 ˆ yσ 对 1
2
( )zSχ± 的作用。 

解：利用矩阵运算很容易求得 

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

0 1 1 0
ˆ ( ) ( )

1 0 0 1

0 1 0 1
ˆ ( ) ( )

1 0 1 0

0 1 0
ˆ ( ) ( )

0 0

0 0
ˆ ( ) ( )

0 1 0

x z z

x z z

y z z

y z z

S S

S S

i
S i S

i i

i i
S i S

i

σ χ χ

σ χ χ

σ χ χ

σ χ χ

−

−

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

即 

 

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

ˆ ( ) ( )

ˆ ( ) ( )

ˆ ( ) ( )

ˆ ( ) ( )

x z z

x z z

y z z

y z z

S S

S S

S i S

S i S

σ χ χ

σ χ χ

σ χ χ

σ χ χ

−

−

−

−

=⎧
⎪

=⎪
⎨ =⎪
⎪ = −⎩

            （6-24） 
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或                             

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

x

x

y

y

i

i

σ

σ

σ

σ

⎧ ↑ = ↓
⎪
⎪ ↓ = ↑⎪
⎨

↑ = ↓⎪
⎪

↓ = − ↑⎪⎩

       

或                             

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

x

x

y

y

i

i

σ

σ

σ

σ

⎧ + = −
⎪

− = +⎪
⎨

+ = −⎪
⎪ − = − +⎩

 

例 6-3  在 ˆ
zS 的本征态

1
0z
⎛ ⎞

↑ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

下，求 2( )xSΔ 和 2( )ySΔ 。 

解：因为 

( ) 0 1 1ˆ 1 0 0
1 0 02x z x zS S
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ↑ ↑ = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( )
2 2

2 2 0 1 0 1 1ˆ 1 0
1 0 1 0 04 4x z x zS S
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞

= ↑ ↑ = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

所以 
2

2 2 2( )
4x x xS S SΔ = − =  

或利用例 6-2 结果，得 
ˆ 0

2x z x z z zS S= ↑ ↑ = ↑ ↓ =  

2 2
2 2ˆ ˆ

2 4 4x z x z z x z z zS S S= ↑ ↑ = ↑ ↓ = ↑ ↑ =  

所以 
2

2 2 2( )
4x x xS S SΔ = − =  

同理                               
2

2( )
4ySΔ =  

例 6-4  若电子自旋指向与 z 轴成θ 角状态，且自旋在 xz平面上，则泡利算符 
ˆ ˆ ˆcos sinz xσ σ θ σ θ= +  

求其本征值和本征函数。 
解：泡利算符的矩阵表示为 

1 0 0 1 cos sin
cos sin

0 1 1 0 sin cos
θ θ

σ θ θ
θ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

设它的本征方程为 
σχ λχ=  
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即 
cos sin
sin cos

a a
b b

θ θ
λ

θ θ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

解久期方程 
cos sin

0
sin cos

θ λ θ
θ θ λ
−

=
− −

 

得 σ̂ 的本征值为 
1λ = ±  

当 1λ = 时，有 
cos sin
sin cos

a a
b b

θ θ
θ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

所以 
1 cos sin( / 2)

sin cos( / 2)
b a aθ θ

θ θ
−

= =  

得 

sin( / 2)
cos( / 2)

a

a
χ θ

θ
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

由归一化条件，得 
2

* *
2

sin( / 2) 1sin( / 2)
cos( / 2) cos ( / 2)

cos( / 2)

a
a

a a
a

θχ χ θ
θ θ

θ

+
+ +

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟= = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

取 cos / 2a θ= ，则 
cos( / 2)
sin( / 2)

θ
χ

θ+
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

同理 
sin( / 2)
cos( / 2)

θ
χ

θ−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

四、电子态函数的普遍形式 

写电子的态函数时，既要考虑其坐标，又要考虑其自旋。在 zS 表象中，注意到 ˆ
zS 的本征

值只有两个，则电子总的态函数可以写为 

  

1 1
2 2

1 2

1 2

1 2

1

2

( , , ) , , , ,
2 2

( , ) ( ) ( , ) ( )

1 0
( , ) ( , )

0 1

( , )
( , )

z

z z

r S t r t r t

r t S r t S

r t r t

r t
r t

ψ ψ ψ

ψ χ ψ χ

ψ ψ

ψ
ψ

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   （6-25） 
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称为旋量波函数。若 ( , , )zr S tψ 已归一化，则 

 ( ) 2 21* *
1 2 1 2

2
d , d d 1

ψ
ψ ψ τ ψ ψ τ ψ ψ τ

ψ
+ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤= = + =⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠∫ ∫ ∫    （6-26） 

式中，
2

1ψ 表示 t 时刻自旋朝上的电子在 r 处出现的概率密度；
2

2ψ 表示 t 时刻自旋朝下的电

子在 r 处出现的概率密度；
2

1 dψ τ∫ 表示 t 时刻自旋朝上的电子在全空间出现的概率；

2
2 dψ τ∫ 表示 t 时刻自旋朝下的电子在全空间出现的概率。 

设 1

2

( , )
( , , )

( , )z
r t

r S t
r t

φ
φ
⎛ ⎞

Φ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

是电子的另一个态函数，则ψ 与Φ的内积为 

 ( ) 1* * * *
1 2 1 1 2 2

2
d , d d

ϕ
ψ τ ψ ψ τ ψ ϕ ψ ϕ τ

ϕ
+ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤Φ = = +⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠∫ ∫ ∫  （6-27） 

注意：在综合计算电子的态函数的归一化与内积时，要对其自旋空间部分进行矩阵运算，对

其坐标空间部分运用积分运算，才能得到完整结果。 

若 Ĝ 为自旋算符的任意函数，写成矩阵形式为 11 12

21 22

G G
G

G G
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则它在态 1

2

ψ
ψ

ψ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

中的

平均值 
（1）若对自旋求平均 

 ( ) 11 12 1* *
1 2

21 22 2
,

G G
G G

G G
ψ

ψ ψ ψ ψ
ψ

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
     （6-28） 

（2）若对坐标和自旋同时求平均 

 ( ) 11 12 1* *
1 2

21 22 2
d , d

G G
G G

G G
ψ

ψ ψ τ ψ ψ τ
ψ

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠∫ ∫    （6-29） 

例 6-5  自旋为 / 2的粒子处于阱宽为 a 的无限深方势阱中，若状态为 

3 5
1 15( , ) ( ) 2 ( )

2zx S x x
i i

ψ ϕ ϕ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

求能量的可能测量值及相应的取值概率。其中 ( )n xϕ 为该无限深势阱的第 n个本征态。 

解：一维无限深方势阱中粒子能量的本征解为 
2 2 2

2
π

2n
nE

aμ
=     2 π( ) sinn

n xx
a a

ϕ = （ 1,2,3,n = ） 

因为 

3 3 5 5
1 0 1 05 5( , ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )
0 1 0 12 2zx S x i x x i xψ ϕ ϕ ϕ ϕ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

归一化，得 

2 5 5 2 2 1
2 2

c ⎛ ⎞+ + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

   1
3

c =  
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所以 

3 3 5 5
1 0 1 05 5 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 0 118 18 9 9zx S x i x x i xψ ϕ ϕ ϕ ϕ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

因此，能量取值及概率分别为 
2 2

3 2
9π
2

E
aμ

=     3
5 5 5

18 18 9
w = + =  

2 2

5 2
25π
2

E
aμ

=     5
2 2 4
9 9 9

w = + =  

能量平均值为 
2 2

3 5 2
5 4 145π
9 9 18

E E E
aμ

= + =  

例 6-6  有一个定域电子（作为近似模型，可以不考虑轨道运动）受到均匀磁场作用，磁

场 B 指向正 x方向，磁作用势为 

ˆˆ ˆ
2x x

eB e BH S
c c

σ
μ μ

= =  

设 0t = 时电子的自旋向上，即 / 2zS = ，求 0t > 时 S 的平均值。 
解：思路是先由薛定谔方程求出自旋波函数 ( )tχ ，再计算 S 的平均值。 
在 zS 表象中 

0 1 0 1
1 0 1 02

e BH
c

ω
μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

其中，
2
eB

c
ω

μ
= 。令 

1 1
2 2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )z z
a t

t a t S b t S
b t

χ χ χ−
⎛ ⎞

= + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

则 

( ) ( )i t H t
t
χ χ∂

=
∂

 

所以 

( ) 0 1 ( ) ( )
( ) 1 0 ( ) ( )

a t a t b t
i

b t b t a tt
ω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

因此 
d d
d d
a bi b i a
t t

ω ω= − = −  

变形为 
d( ) d( )( ) ( )

d d
a b a bi a b i a b

t t
ω ω+ −

= − + = −  
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因为方程解的初始条件为 1
2

1
(0) ( )

0zSχ χ
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，即 (0) 1a = ， (0) 0b = 。因此 

[ ](0) (0) e ei t i ta b a b ω ω− −+ = + =  

[ ](0) (0) e ei t i ta b a b ω ω− = − =  

解得 
cos( )a tω=    sin( )b i tω= −  

于是 

cos( )
( )

sin( )
t

t
i t

ω
χ

ω
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
    ( )( ) cos( ) sin( )t t i tχ ω ω+ =  

所以 

( ) 0 1 cos( )
cos( ) sin( ) 0

1 0 sin( )2x x
t

S S t i t
i t

ω
χ χ ω ω

ω
+ ⎛ ⎞⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
 

( )
0 cos( )

cos( ) sin( )
0 sin( )2

sin(2 )
2

y y
i t

S S t i t
i i t

t

ω
χ χ ω ω

ω

ω

+ −⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

= −

( )
1 0 cos( )

cos( ) sin( )
0 1 sin( )2

cos(2 )
2

z z
t

S S t i t
i t

t

ω
χ χ ω ω

ω

ω

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

=

 

第三节  正常塞曼效应 

碱金属原子在强磁场中的每一条谱线分裂成三条谱线，这就是正常塞曼效应。 
碱金属原子由原子实和一个价电子组成，由于原子实内的电子概率分布不仅与 n有关，

而且还与 l 有关，因此碱金属原子的能量应与 n和 l 有关。当外磁场很强时，可忽略电子轨道

与自旋之间的作用，这时外磁场与电子轨道磁矩和自旋磁矩的相互作用能为 

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )
2

ˆˆ ˆ ˆ
2

L S
e eU M M B L S B

e eL B S B

μ μ

μ μ

⎛ ⎞
Δ = − + ⋅ = − − − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ⋅ + ⋅
 

取外磁场方向为 z 轴方向，则 
ˆˆ

2 z z
eB eBU L S
μ μ

Δ = +  

所以，碱金属原子系统的哈密顿算符为 

 
2

2
0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )
2 2 2z z z z

eB eB eB eBH U r L S H L S
μ μ μ μ μ

= − ∇ + + + = + +  （6-30） 
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式中，
2

2
0

ˆ ( )
2

H U r
μ

= − ∇ + 。令 

2
2

1 0
ˆ ˆ ˆ ˆ( )

2 2 2z z
eB eBH H L U r L
μ μ μ

= + = − ∇ + +  

2
ˆˆ

z
eBH S
μ

=  

1Ĥ 、 2Ĥ 分别表示只与轨道运动有关和只与自旋运动有关的哈密顿算符。 

由于 0Ĥ 和 ˆ
zL 对易，有共同本征函数 ( , , )nlm rψ θ φ ，它们的本征值方程为 

 
2

2 ( ) ( , , ) ( , , )
2 nlm nl nlmU r r E rψ θ φ ψ θ φ
μ

⎡ ⎤
− ∇ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 （6-31） 

 ˆ ( , , ) ( , , )z nlm nlmL r m rψ θ φ ψ θ φ=         （6-32） 

所以， 1Ĥ 的本征值为
2nl
eBE m
μ

+ 。 

2Ĥ 的本征方程为 

 ˆ
s sz m s m

eB eBS mχ χ
μ μ

=             （6-33） 

其本征值为 s
eB m
μ

（
1
2sm = ± ）。 

由于 1 2
ˆ ˆ, 0H H⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，所以 1Ĥ 和 2Ĥ 有共同本征函数 

 ( , , , ) ( , , )
s snlmm z nlm mr S rψ θ ϕ ψ θ ϕ χ=       （6-34） 

因此， Ĥ 的本征值为 

 ( 2 ) ( 1)
2 2 2snlmm nl s nl s nl
eB eB eB eBE E m m E m m E m
μ μ μ μ

= + + = + + = + ±  （6-35） 

显然，碱金属原子在强磁场中的能级发生了分裂。例如，钠原子3s 、3p能级在外磁场中分裂，

如图 6-2 所示。（注意跃迁定则： nΔ 任意， 1lΔ = ± ， 0, 1mΔ = ± ， 0smΔ = ） 

 
注：a、a'频率相同，b、b'频率相同，c、c'频率相同 

图 6-2 
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第四节  两个角动量的耦合 

两个角动量的耦合是原子物理中经常遇到的问题。例如原子核壳层结构、原子光谱的精

细结构、复杂塞曼效应等现象都要用轨道角动量和自旋角动量的耦合才能得到合理解释。我

们在本节中讨论两个角动量的耦合。这两个角动量可以是一个粒子的轨道角动量和自旋角动

量，也可以是两个粒子的轨道角动量或两个粒子的自旋角动量。 

一、两个角动量的相加（耦合） 

设体系的两个角动量分别为 1Ĵ 和 2Ĵ ，它们满足角动量的一般对易关系 

 1 1 1
ˆ ˆ ˆJ J i J× =                  （6-36） 

 2 2 2
ˆ ˆ ˆJ J i J× =                  （6-37） 

且 

 2
1 1, 0J J α⎡ ⎤ =⎣ ⎦                  （6-38） 

 2
2 2, 0J J α⎡ ⎤ =⎣ ⎦                  （6-39） 

式中， , ,x y zα = 。 

由于 1Ĵ 和 2Ĵ 相互独立，所以相互对易，即 

 1 2
ˆ ˆ, 0J J⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

                 （6-40） 

或   

 1 2
ˆ ˆ, 0J Jα β⎡ ⎤ =⎣ ⎦    （ , , ,x y zα β = ）       （6-41） 

定义：体系的总角动量 

1 2
ˆ ˆ ˆJ J J= +  

Ĵ 满足角动量的一般定义。这是因为 

1 2 1 2

1 1 1 2 2 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

J J J J J J

J J J J J J J J

× = + × +

= × + × + × + ×
 

利用 1 2 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆJ J J J× = − × ，得 

1 1 2 2 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )J J J J J J i J i J i J J i J× = × + × = + = + =  

即 

 ˆ ˆ ˆJ J i J× =                  （6-42） 

上式也可以通过求 Ĵ 的分量之间的对易关系得到。因为 
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1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ
x y x x y y x y x y

z z z

J J J J J J J J J J

i J i J i J

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + =
 

同理 
ˆ ˆ ˆ,y z xJ J i J⎡ ⎤ =⎣ ⎦     ˆ ˆ ˆ,z x yJ J i J⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

因此，式（6-42）成立。 

容易证明， 2Ĵ 与 Ĵ 的各分量都对易，即 

 2ˆ ˆ, 0J Jα⎡ ⎤ =⎣ ⎦   （ , ,x y zα = ）         （6-43） 

比如 
2 2 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0

z x y z z x z y z

x x z x z x y y z y z y

x y y x y x x y

J J J J J J J J J J

J J J J J J J J J J J J

i J J i J J i J J i J J

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − − + +

=

 

注意： 1 2
ˆ ˆJ J− 不是角动量。 

二、角动量算符 2Ĵ 、 ˆ
zJ 、 2

1̂J 、 1̂zJ 、 2
2Ĵ 、 2

ˆ
zJ 之间的对易关系 

1． Ĵ2 、 ˆ
zJ 、 Ĵ 2

1 、 Ĵ2
2 彼此对易 

考虑到式（6-38）、式（6-39）、式（6-41）、式（6-43），得 
2ˆ ˆ, 0zJ J⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 1

2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 ,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 2 , 0

J J J J J J J

J J J J J J J

⎡ ⎤⎡ ⎤ = + + ⋅⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + ⋅ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2
1 2 2 2 1 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 ,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 2 , 0

J J J J J J J

J J J J J J J

⎡ ⎤⎡ ⎤ = + + ⋅⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + ⋅ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2 2 2
1 1 2 1 1 1 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0z z z z zJ J J J J J J J J⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

2 2 2 2
2 1 2 2 1 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0z z z z zJ J J J J J J J J⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

2 2
1 2

ˆ ˆ, 0J J⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

综上所示，{ }2 2 2
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,zJ J J J 是彼此对易的，它们组成第一套力学量完全集，其共同本征矢

{ }1 2j j jm 组成了正交归一完备基矢组。 
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2． ˆ
zJ 2

1 、 ˆ
zJ1 、 Ĵ 2

2 、
ˆ

zJ2 彼此对易 

这一组算符的对易很明显。所以，{ }2 2
1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,z zJ J J J 组成第二套力学量完全集，它们的共

同本征矢{ }1 1 2 2 1 1 2 2j m j m j m j m= 组成了正交归一完备基矢组。 

3．耦合表象和无耦合表象 

以{ }2 2 2
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,zJ J J J 的共同本征矢{ }1 2j j jm 为基矢的表象称为耦合表象；以{ }2 2
1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,z zJ J J J

的共同本征矢{ }1 1 2 2j m j m 为基矢的表象称为无耦合表象。它们的本征方程分别为 

 

2 2
1 1 1
2 2
2 2 2

1 2 1 222

ˆ ( 1)
ˆ ( 1)
ˆ ( 1)
ˆ

z

J j j
J j jj j jm j j jm

j jJ
mJ

⎫ ⎫+⎪ ⎪⎪ + ⎪=⎬ ⎬
+⎪ ⎪

⎪ ⎪⎭⎭

     （6-44） 

 

2 2
1 1 1

1 1
1 1 2 2 1 1 2 222

2 22

22

ˆ ( 1)
ˆ

ˆ ( 1)
ˆ

z

z

J j j
J m

j m j m j m j m
j jJ

mJ

⎫ ⎫+⎪ ⎪
⎪ ⎪=⎬ ⎬

+⎪ ⎪
⎪ ⎪⎭⎭

   （6-45） 

三、耦合表象与无耦合表象的关系 

1．表象变换 

耦合表象的基矢可以用无耦合表象的基矢表示出来，即 

 

1 2

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

j j

m j m j

j j

m j m j

j j jm j m j m j m j m j j jm

j m j m j j jm j m j m

=− =−

=− =−

=

=

∑ ∑

∑ ∑
 （6-46） 

展开系数 1 1 2 2 1 2j m j m j j jm 称为矢量耦合系数或克来布希（Clebsch）-高登系数（Gorden）系

数，简称 C-G 系数。 
因为 1 1 1 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , 0z z z z z zJ J J J J J⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ，所以 ˆ
zJ 、 1̂zJ 有共同本征矢，因此 

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ( ) ( )z z zJ j m j m J J j m j m m m j m j m= + = +  

即 ˆ
zJ 的本征值为 1 2( )m m+ ，所以 

 1 2m m m= +                  （6-47） 

因此，式（6-46）简化为 

 
2

1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2, , , , , ,
m

j j jm j m m j m j m m j m j j jm= − −∑  （6-48） 
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2．量子数 j 和 j1、 j2 的关系 

（1） max 1 2j j j= +  
因为m 取值范围是 , 1, ,j j j− − + ，最大值为 maxj j= ； 1m 取值范围是 1 1 1, 1, ,j j j− − + ，

最大值为 1j ； 2m 取值范围是 2 2 2, 1, ,j j j− − + ，最大值为 2j 。由 1 2m m m= + 知，

max 1max 2maxm m m= + ，所以 

 max 1 2j j j= +                 （6-49） 

（2） min 1 2j j j= −  
首先讨论无耦合表象基矢 1 1 2 2j m j m 的个数。对于给定的 1j ， 1m 有 12 1j + 个取值，即 1 1j m

共有 12 1j + 个；同样，给定 2j ， 2m 有 22 1j + 个取值，即 2 2j m 共有 22 1j + 个。所以，给定 1j
和 2j ，无耦合表象基矢共有 1 2(2 1)(2 1)j j+ + 个，也即无耦合表象空间的维数是

1 2(2 1)(2 1)j j+ + 。 
下面讨论耦合表象基矢 1 2j j jm 的个数。对应于一个 j 值，m 有 2 1j + 个取值，即 

, 1, 2, ,m j j j j= − − + − +  

于是相互独立的 1 2j j jm 的数目为
max

min

(2 1)
j

j j

j
=

+∑ 。 

实际上，幺正变换不改变空间的维数。 1 2j j jm 是各种可能的 1 1 2 2j m j m 的线性叠加，所

以 1j 和 2j 给定后，相互独立的 1 2j j jm 的数目也应是 1 2(2 1)(2 1)j j+ + 个，即 

 
max

min

1 2(2 1) (2 1)(2 1)
j

j j

j j j
=

+ = + +∑         （6-50） 

上式的左边是公差为 2 的等差数列，其项数为 

[ ]max min max min
1 (2 1) (2 1) 1 1
2

j j j j+ − + + = − +  

于是，有 

           

max

min

min max
max min

max min max min
2 2

max min
2 2

1 2 min

1(2 1) ( )
2

(2 1) (2 1)
( 1)

2
( 1)( 1)

( 1)

( 1)

j

j j

j

j j
j j

j j j j

j j

j j j

=

+ = + ×

+ + +
= − +

= + + − +

= + −

= + + −

∑ 首项 末项 项数

       （6-51） 

比较式（6-50）和式（6-51），得 
2 2

1 2 min 1 2( 1) (2 1)(2 1)j j j j j+ + − = + +  

因此 
 min 1 2j j j= −                  （6-52） 

（3） j 的取值 
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当给定 1j 和 2j 后， j 的取值为 

 1 2 1 2 1 2, 1, ,j j j j j j j= + + − −        （6-53） 

即 

1 2 1 2j j j j j− +≤ ≤  

每一步的改变为 1。 

例如，对二电子体系的自旋角动量，有 1 2
1
2

j j= = ， 1 2
1,
2

m m = ± 。 j 的最大值和最小值

分别为 

max
1 1 1
2 2

j = + =    min
1 1 0
2 2

j = − =  

当 1j = 时， 1,0, 1m = − ；当 0j = 时， 0m = 。所以耦合表象基矢 jm 分别为 

1,1 1,0 1, 1 0,0−  

无耦合表象的基矢 1 2m m 分别为 

1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2 2 2 2 2

− − − −  

考虑到 1 2m m m= + ，两组基矢之间的关系为 

 

1 11,1 ,
2 2

1 1 1 11,0 , ,
2 2 2 2
1 11, 1 ,
2 2

1 1 1 10,0 , ,
2 2 2 2

a b

c d

⎧
=⎪

⎪
⎪

= − + −⎪
⎪
⎨
⎪ − = − −⎪
⎪
⎪ = − + −⎪⎩

           （6-54） 

式中的展开系数 a、 b 、 c 、 d 为待定的 C-G 系数。通过查阅 C-G 系数表得 
1
2

a b c= = =     1
2

d = −  

所以 

 

1 11,1 ,
2 2
1 1 1 1 11,0 , ,

2 2 2 22
1 11, 1 ,
2 2

1 1 1 1 10,0 , ,
2 2 2 22

⎧
=⎪

⎪
⎪ ⎡ ⎤

= − + −⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎣ ⎦
⎨
⎪ − = − −⎪
⎪

⎡ ⎤⎪ = − − −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

          （6-55） 
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例 6-7  设体系由两个自旋为 / 2的粒子构成，其哈密顿算符为 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ( )z zH A Bσ σ σ σ= + + ⋅ 。

求能量本征值，其中 A、 B 为实常数。 
解：哈密顿算符变形为 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 22

2 2 2
2 2

2 2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2

2 2 3 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ 3
2

z z

z z

B A BH A S S S S

A B B AS S S S B

σ σ σ σ= + − − = + − −

⎛ ⎞= + − = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

显然， Ĥ 、 2Ŝ 、 ˆ
zS 相互对易，有共同本征矢 ssm 。 

因为 1 2 1 / 2s s= = ，所以 1,0s = 。当 0s = 时， 0sm = ；当 1s = 时， 1,0, 1sm = − 。因此，Ĥ 、

2Ŝ 、 ˆ
zS 的共同本征矢为 

0,0 1,1 1,0 1, 1−  

对应的能量本征值分别为 

1 2
2 20 0 3 3B AE B B= × + × − = −  

2
2 2

2 22 3 2B AE B A B= × + × − = +  

2
3 2

2 22 0 3B AE B B= × + × − =  

2
4 2

2 22 3 2B AE B A B= × − × − = − +  

第五节  全同粒子的特性 

一、全同粒子 

所有固有（内禀）性质（静止质量、电荷、寿命、自旋、同位旋、内禀磁矩等）完全相

同的微观粒子，称为全同粒子。例如，电子偶素（由一个正电子和一个电子所组成的一种束

缚系统）中的电子、金属中的电子、氢原子中的电子和氦原子中的电子等，不论它处于何种

物质中，在什么地方，其内禀性质都一样，故所有电子是全同粒子；而质子和中子，正负电

子，其内禀性质不完全相同，如带电状态不同，它们不是全同粒子。 
由两个或两个以上的全同粒子组成的体系，称为全同粒子体系。例如，金属中的电子组

成的体系，核中的质子组成的体系等。 
经典力学中，尽管两个全同粒子的固有性质完全相同，仍可区分这两个粒子。如图 6-3

所示，因为它们都有自己确定的位置和轨道，即任一时刻它们都有确定的坐标和速度，可判

定哪个是第一粒子，哪个是第二个粒子。例如同一牌子的解放牌汽车，它们不能在同一时刻

处于同一位置，由初始状态和运行轨道的记录可以区分它们（建立档案）。  
在量子力学中，微观粒子的运动状态用波函数表述。在运动过程中，描述两个微观全同

粒子的波函数可以在空间中发生重叠。如图 6-4 所示，由于两个粒子的固有性质完全相同，因

此在重叠区域无法区分两个粒子。只有当波函数完全不重叠时，才可区分。 
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                      图 6-3                                    图 6-4 

二、全同性原理 

全同粒子的不可区分性是微观粒子具有的特性，这一特性导致了全同性原理的假设。以

氦原子为例。氦原子中有两个电子，假设一个处于基态，而另一个处于第一激发态，能量分

别为 
2 2

1 2
sZ e

E
a

= −    
2 2

2 8
sZ e

E
a

= −  

体系的能量为 1 2E E E= + 。若把两个电子的位置和自旋交换，能量 E 保持不变。 

由此可以得到量子力学中的全同性原理，即在全同粒子组成的体系中，任意交换两个全

同粒子，体系的物理状态保持不变。 

三、全同粒子体系的波函数与哈密顿算符及其特性 

假设由 N 个全同粒子组成了一个体系，以 ( , )i i izq r S= 代表第 i 个粒子的坐标和自旋，波函

数可写成 
 1 2( , , , , )Nq q q tΦ = Φ             （6-56） 

体系的哈密顿算符可以表述为 

 
2

2
1 2

1

1ˆ ( , , , , ) ( , ) ( , )
2 2

N

N i i i j
i i j

H q q q t U q t W q q
μ= ≠

⎡ ⎤
= − ∇ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑  （6-57） 

( , )iU q t 是第 i 个粒子在外场中的势能， ( , )i jW q q 是第 i 个粒子与第 j 粒子之间的相互作用能。 

定义交换（置换）算符 îjP ，它满足 

1 1
ˆ ( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )ij i j N j i NP q q q q t q q q q tΦ ≡ Φ  

1 1
ˆ ˆ ˆ( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )ij i j N j i NP H q q q q t H q q q q t≡  

用交换算符 îjP 作用全同粒子体系的哈密顿算符 Ĥ ，得 

2
2

1 2
1

2
2

1

1 2

1ˆ ˆ ˆ( , , , , ) ( , ) ( , )
2 2

1( , ) ( , )
2 2

ˆ ( , , , , )

N

ij N ij i i i j
i i j

N

j j j i
j j i

N

P H q q q t P U q t W q q

U q t W q q

H q q q t

μ

μ

= ≠

= ≠

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − ∇ + +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤
= − ∇ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

=

∑ ∑

∑ ∑  

即 
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 1 1
ˆ ˆ( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )i j N j i NH q q q q t H q q q q t=    （6-58） 

显然，交换全同粒子体系中的任一对粒子，体系的哈密顿算符不变，或者说，全同粒子体系

的哈密顿算符具有交换对称性。 
根据全同性原理得， îjP Φ 与Φ描写同一状态，它们之间至多差一个常数因子，即 

 1 1
ˆ ( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )ij i j N i j NP q q q q t q q q q tλΦ = Φ  （6-59） 

则 

 2 2
1 1

ˆ ( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )ij i j N i j NP q q q q t q q q q tλΦ = Φ  （6-60） 

又 

 2
1 1

ˆ ( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )ij i j N i j NP q q q q t q q q q tΦ = Φ  （6-61） 

比较式（6-60）和式（6-61），得 

1λ = ±  

即 îjP 的本征值为 1λ = ± 。 

当 1λ = + 时，有 

1 1( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )j i N i j Nq q q q t q q q q tΦ = Φ  

则波函数是交换对称的，用 SΦ 表示。 

当 1λ = − 时，有 

1 1( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )j i N i j Nq q q q t q q q q tΦ = −Φ  

则波函数是交换反对称的，用 AΦ 表示。 

由于 ˆ ˆ ˆ ˆ
ij ijP H HPΦ = Φ ，所以， ˆ ˆ, 0ijP H⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，则 

 
d d ˆ 0
d d

ij
ij

P
P

t t
= Φ Φ =             （6-62） 

即宇称算符的平均值不随时间变化， îjP 为一守恒量。 

由以上讨论得，交换体系中的任一对全同粒子，体系的波函数有确定的对称性，且这种

对称性不随时间改变。进一步可以得出，描述全同粒子体系的波函数只能是对称或反对称的，

它们的对称性不随时间发生改变。如果体系在某一时刻处于对称状态，则它将永远处于对称

状态；如果体系在某一时刻处于反对称状态，则它将永远处于反对称状态。 

四、玻色子（Bosons）和费米子（Fermions） 

因为全同粒子的波函数具有确定的对称性，对称的波函数保持交换不变号；反对称的波

函数保持交换变号。所以，微观全同粒子体系的波函数可按置换对称分为两类（迄今为止，

无发现例外）：（1）交换对称；（2）交换反对称。 
实验证明： 
凡自旋是 / 2 或 / 2 奇数倍的粒子组成的全同粒子体系，波函数具有交换反对称性，服从

费米-狄拉克（Fermi-Dirac）统计，这类粒子称为费米子。如电子、质子、中子等是费米子。 
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凡自旋是零或 的整数倍的粒子组成的全同粒子体系，波函数具有交换对称性，服从玻

色-爱因斯坦（Bose-Einstein）统计，这类粒子称为玻色子。如光子（ 1s = ）、处于基态的氦原

子（ 0s = ）、α 粒子（ 0s = ）等是玻色子。 

第六节  全同粒子体系的波函数  泡利原理 

一、两个全同粒子体系的波函数 

由两个全同粒子组成的体系的哈密顿算符为  

 

2 2
2 2
1 1 2 2 1 2

0 1 0 2 1 2

ˆ ( ) ( ) ( , )
2 2

ˆ ˆ( ) ( ) ( , )

H U q U q W q q

H q H q W q q

μ μ
= − ∇ + − ∇ + +

= + +

    （6-63） 

式中，
2

2
0 1 1 1

ˆ ( ) ( )
2

H q U q
μ

= − ∇ + 和
2

2
0 2 2 2

ˆ ( ) ( )
2

H q U q
μ

= − ∇ + 分别表示两个粒子的哈密顿算符，

1 2( , )W q q 表示它们之间的相互作用。 Ĥ 满足的本征方程为 

 1 2 1 2
ˆ ( , ) ( , )H q q E q qΦ = Φ             （6-64） 

1．单体近似 

若不考虑两个粒子的相互作用，即忽略 1 2( , )W q q ，哈密顿算符为 

 0 1 0 2
ˆ ˆ ˆ( ) ( )H H q H q= +              （6-65） 

式中， 0 1
ˆ ( )H q 和 0 2

ˆ ( )H q 不显含时间。能量本征方程为 

 1 2 0 1 0 2 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )H q q q H q H q q q E q q⎡ ⎤Φ = + Φ = Φ⎣ ⎦  （6-66） 

此方程可分离变量，令 
 1 2 1 2( , ) ( ) ( )q q q qφ φΦ =             （6-67） 

设第一个粒子处于第 i 态，第二个粒子处于第 j 态，有 

 0 1 1 1

0 2 2 2

ˆ ( ) ( ) ( )
ˆ ( ) ( ) ( )

i i i

j j j

H q q q

H q q q

ϕ ε ϕ

ϕ ε ϕ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
            （6-68） 

此时 
 1 2 1 2( , ) ( ) ( )i jq q q qφ φΦ =             （6-69） 

则 

    1 2 0 1 0 2 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i j i j i j i jH q q H q H q q q q qϕ ϕ ε ε ϕ ϕ ε ε⎡ ⎤Φ = + = + = + Φ⎣ ⎦  （6-70） 

能量本征值 
 i jE ε ε= +                   （6-71） 

若交换两个粒子，波函数变为 
 2 1 1 2( , ) ( ) ( )j iq q q qφ φΦ =             （6-72） 
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则 

        0 1 0 2 1 2
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )j iH H q H q q qϕ ϕ⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦ 1 2( ) ( ) ( ) ( )j i j i i jq qε ε ϕ ϕ ε ε= + = + Φ    （6-73） 

能量本征值仍为 i jE ε ε= + 。交换两个粒子后，能量本征值不变，这种简并称为交换简并。 

下面讨论体系的波函数。 
由上节内容知，全同粒子体系的波函数必须有确定对称性。 

（1）当 i j= 时， 1 2 1 2( , ) ( ) ( )i iq q q qφ φΦ = 是对称波函数； 
（2）当 i j≠ 时 

1 2 1 2( , ) ( ) ( )i jq q q qφ φΦ =    2 1 1 2( , ) ( ) ( )j iq q q qφ φΦ =  

它们既不对称也不反对称，因而不满足全同性原理的要求。我们构造 

 1 2 2 1
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2S i j i jq q q qϕ ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦     （6-74） 

 1 2 2 1
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2A i j i jq q q qϕ ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤Φ = −⎣ ⎦     （6-75） 

显 然 ， SΦ 是 对 称 波 函 数 ， 即 1 2 2 1( , ) ( , )S Sq q q qΦ = Φ ； AΦ 是 反 对 称 波 函 数 ， 即

1 2 2 1( , ) ( , )A Aq q q qΦ = −Φ 。它们都是 Ĥ 的本征函数，对应本征值 i jE ε ε= + 。  

AΦ 还可写成行列式的形式 

 1 2
1 2

1 2

( ) ( )1( , )
( ) ( )2

i i
A

j j

q q
q q

q q
φ φ
φ φ

Φ =         （6-76） 

显然，若 i j= ，即行列式中两行相同，则 0AΦ = 。于是得到泡利（Pauli）原理：在由费米子

组成的全同粒子体系中，两粒子不能处于相同的状态。 

2．非单体近似 

考虑两粒子相互作用 1 2( , )W q q ，体系的定态波函数 1 2( , )q qΦ 不能再写成单体波函数的乘

积形式。体系能量本征值方程为式（6-64）。 
由于 

 2 1 12 1 2 12 1 2 12 1 2 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )H q q HP q q P H q q EP q q E q qΦ = Φ = Φ = Φ = Φ  （6-77） 

即 2 1( , )q qΦ 和 1 2( , )q qΦ 都是能量 E 的本征函数，仍有交换简并，体系的波函数仍可以对称化为 

 [ ]1 2 2 1
1 ( , ) ( , )
2S q q q qΦ = Φ +Φ         （6-78） 

 [ ]1 2 2 1
1 ( , ) ( , )
2A q q q qΦ = Φ −Φ         （6-79） 

泡利原理仍成立，但 AΦ 不能写成行列式的形式。 

二、N 个全同粒子体系的波函数 

把上面的讨论推广到 N 个全同粒子体系中去，忽略粒子之间的相互作用，并设单体哈密

顿不含有时间，则体系的哈密顿（也不显含时间）为 
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 0 1 0 2 0 0
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
N

N i
i

H H q H q H q H q
=

= + + + =∑   （6-80） 

采用分离变量法，令 
 1 2( ) ( ) ( )i j k Nq q qφ φ φΦ =          （6-81） 

则可以得到单体方程 

 0 1 1 1
ˆ ( ) ( ) ( )i i iH q q qφ ε φ=  

 0 2 2 2
ˆ ( ) ( ) ( )j j jH q q qφ ε φ=  

 … 

0
ˆ ( ) ( ) ( )N k N k k NH q q qφ ε φ=  

显然有 
 ˆ ( )i j kH ε ε εΦ= + + + Φ            （6-82） 

体系能量本征值为 
 i j kE ε ε ε= + + +              （6-83） 

若交换任意两个粒子，体系能量本征值不变，即存在交换简并。 
由于全同粒子体系的波函数具有交换对称性或交换反对称性，显然式（6-81）不满足要

求。我们构造 

 1 2 1 2( , , , ) ( ) ( ) ( )S N i j k N
P

q q q C P q q qφ φ φΦ = ∑    （6-84） 

 1 2 1 2( , , , ) ( 1) ( ) ( ) ( )P
A N i j k N

P

q q q P q q qϕ ϕ ϕΦ = −∑   （6-85） 

其中，P 表示两个粒子在单态中的某种排列，
P
∑代表对粒子不同排列的求和，规定一种排列为

偶排列，交换一次则为奇排列。式（6-84）和式（6-85）分别对玻色子体系和费米子体系成立。 

1．玻色子体系的波函数 

假设由 N 个玻色子组成一个全同粒子体系，其中有 1n 个粒子处于 i 态， 2n 个粒子处于 j
态，…， 1ln − 个粒子处于m 态， ln 个粒子处于 k 态，则 

1 2 1l lN n n n n−= + + + +  

所以，式（6-84）变为 

1 1 1 2

1 2 1 1 2

1 1
1 2

1

( ) ( ) ( ) ( )
( , , , )

( ) ( )
l l

i i n j n j n n
S N

P k n n n k n n n

q q q q
q q q C P

q q

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
−

+ +

+ + + + + + +

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪Φ = ⎨ ⎬
⎡ ⎤⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑  

因为处于相同单粒子态的粒子交换不会产生新的结果，所以式中的 P 是指对那些处于不同状

态的粒子进行对换，然后求和。所有可能排列的总项数（简并度）等于下列组合数 

 21

1 1 1
1 2

! !
! ! ! !

l

l

nnn
N N n N n n

l l
l

N NC C C
n n n n−− − − − = =

∏
   （6-86） 
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于是归一化的波函数为 

 1 2 1

!
( , , , ) ( ) ( )

!

l
l

S N i k N
P

n
q q q P q q

N
ϕ ϕΦ =

∏
∑   （6-87） 

2．费米子体系的波函数 

由于波函数具有交换反对称性的要求，式（6-84）可以变形为 

 

1 2

1 2
1 2

1 2

( ) ( ) ... ( )
( ) ( ) ... ( )1( , , , )

!
( ) ( ) ... ( )

i i i N

j j j N
A N

k k k N

q q q
q q q

q q q
N

q q q

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

Φ =    （6-88） 

显然，式（6-88）展开后，每一项都具有式（6-81）的形式。交换两个粒子相当于行列式中两

列相互对调，波函数改变符号，具有反对称性。如果体系中有两个粒子状态相同，相当于行

列式中有两行相同，波函数为零即不存在，所以全同费米子体系中不能有两个或两个以上的

粒子处于相同的状态，即泡利原理。泡利原理是全同性原理的推论。全同性原理比泡利原理

广泛得多，它不仅适用于费米子体系，而且适用于玻色子体系。 

三、忽略 L−S 耦合情况下的体系波函数 

在单体近似下，体系的波函数可写为 

1 2( ) ( ) ( )i j k Nq q qφ φ φΦ =  

若忽略 L S− 耦合，对于单体波函数可写为 
 1 1 1( ) ( ) ( )i i i zq r Sϕ ψ χ=              （6-89） 

则体系的波函数可改写为 
 1 1 2 2 1 2 1 2( , , , , , , ) ( , , , ) ( , , , )z z N Nz N z z Nzr S r S r S r r r S S Sψ χΦ =  （6-90） 

对于费米子系统，波函数Φ应是反对称的，则有两种组合 

,
,

ψ χ
ψ χ
⎧
⎨
⎩

对称 反对称

反对称 对称
 

对于玻色子系统，波函数Φ应是对称的，则也有两种组合 

,
,

ψ χ
ψ χ
⎧
⎨
⎩

对称 对称

反对称 反对称
 

例如，对两个全同费米子体系，有 

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )

A S z z
A

S A z z

r r s s
r r s s

ψ χ
ψ χ
⎧

Φ = ⎨
⎩

 

对两个全同玻色子体系，有 
1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )

A A z z
S

S S z z

r r s s
r r s s

ψ χ
ψ χ
⎧

Φ = ⎨
⎩
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例 6-8  设有由三个无相互作用的全同粒子组成的玻色系统，每一个粒子均可以处于三个

单粒子态 1ϕ 、 2ϕ 、 3ϕ 中的任何一个态，求体系的可能状态数及每一状态对应的波函数。 

解：首先，求体系的可能状态数。因为粒子数 3N = ，

单粒子态数 3γ = ，则由统计学知体系的可能状态数为 

( 1)! 5! 10
!( 1)! 3!2!

N
N

γ
γ
+ −

= =
−

 

其示意图如图 6-5 所示。 
其次，求各状态波函数的表示。 

（1）每一状态上有一个粒子。这种情况只有一个态，波

函数的项数 
3! 6

1! 1! 1!
=

× ×
 

对应的波函数为 

1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 3 2

1 2 2 1 3 3 1 2 2 3 3 1

1 3 2 1 3 2 1 3 2 2 3 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1111 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
S

q q q q q q
q q q q q q
q q q q q q

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+⎡ ⎤
⎢ ⎥Φ = = + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

 

（2）某一个状态上有 2 个粒子，另一粒子处于其他态。这种情况共 6 个态，对应的波函

数分别为 
210 201 021 120 102 012SΦ =  

波函数的项数  
3! 3

2! 1! 0!
=

× ×
 

其中 
1 1 1 2 2 3 1 2 1 3 2 1

1 3 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1210
( ) ( ) ( )3S

q q q q q q
q q q

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

+⎡ ⎤
Φ = = ⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

其他可同理写出。 
（3）三个粒子处于同一状态。这种情况共 3 个态，对应波函数分别为 

300 030 003SΦ =  

波函数的项数 
3! 1

3! 0! 0!
=

× ×
 

其中 
1 1 1 2 1 3300 ( ) ( ) ( )S q q qϕ ϕ ϕΦ = =  

其他可同理写出。 
如果是费米子体系，则三个粒子分别处于某一个单态上，波函数为 

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

( ) ( ) ( )
1111 ( ) ( ) ( )
3! ( ) ( ) ( )

A

q q q
q q q
q q q

φ φ φ
φ φ φ
φ φ φ

Φ = =  

 
图 6-5 
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第七节  两个电子的自旋函数 

本节讨论两个电子的对称化的自旋波函数。 

一、单体近似下两个电子的自旋波函数 

若不考虑两电子体系自旋之间的相互作用（即不计 S S− 耦合），则两个电子的自旋函数

1 2( , )z zs sχ 是每个电子自旋函数 ( )
sm zsχ 之积，即 

 
1 2

1 2 1 2( , ) ( ) ( )
S Sz z m z m zs s s sχ χ χ=         （6-91） 

式中，
1 2
, 1 / 2s sm m = ± 。此时，自旋函数存在四种组合，如表 6-1 所示。 

表 6-1  自旋函数的 4 种组合 

1 2
ˆ ˆ,z zS S 的共同本征态，即 ˆ

zS 的本征态 自旋方向 ˆ
zS 的本征值 

(1)
1/2 1 1/2 2( ) ( )S z zs sχ χ χ=  ↑↑   

(2)
1/2 1 1/2 2( ) ( )S z zs sχ χ χ− −=  ↓↓  −  

(3)
1/2 1 1/2 2( ) ( )z zs sχ χ χ−=  ↑↓  0 

(4)
1/2 1 1/2 2( ) ( )z zs sχ χ χ−=  ↓↑  0 

其中，总自旋角动量平方算符 2 2
1 2

ˆ ˆˆ ( )S S S= + ，总自旋角动量在 z 轴上的投影算符 1 2
ˆ ˆ ˆ

z z zS S S= + 。 

说明： 
（1） (1)

Sχ 、 (2)
Sχ 、 (3)χ 和 (4)χ 是无耦合表象{ }1 2,z zS S 的基矢。 

（2）基矢中 (3) (4),χ χ 未对称化，可以把它们组成对称的或反对称的形式。对称化后的基矢为 

 (1)
1/2 1 1/2 2( ) ( )S z zs sχ χ χ=             （6-92） 

 (2)
1/2 1 1/2 2( ) ( )S z zs sχ χ χ− −=            （6-93） 

 [ ](3)
1/2 1 1/2 2 1/2 2 1/2 1

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2S z z z zs s s sχ χ χ χ χ− −= +  （6-94） 

 [ ]1/2 1 1/2 2 1/2 2 1/2 1
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2A z z z zs s s sχ χ χ χ χ− −= −   （6-95） 

其中， (1)(2)(3)
Sχ 为对称自旋波函数， Aχ 为反对称自旋波函数。它们彼此正交且组成完全系，构

成了耦合表象{ }2 , zS S 的基矢。 

二、 Ŝ2 、 ˆ
zS 的本征值 

体系总自旋角动量平方算符和总自旋角动量 z 分量算符分别为 

  
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) 2
3 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2( )
2 x x y y z z

S S S S S S S

S S S S S S

= + = + + ⋅

= + + +
     （6-96） 

 1 2
ˆ ˆ ˆ

z z zS S S= +                 （6-97） 



第六章  自旋与全同粒子 

 

189 

式中， 1Ŝ 、 1̂zS 和 2Ŝ 、 2
ˆ

zS 分别是第一个和第二个电子的自旋算符，只能作用在相应电子的自

旋波函数上。利用式（6-24）得 

1 1/2 1 2 1/2 2 1 1/2 1 2 1/2 22 (1) 2 (1)

1 1/2 1 2 1/2 2

2
1/2 1 1/2 2 1/2 1 1/2 22 (1)

1/2 1 1/2 2

2 (

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )3ˆ 2
ˆ ˆ2 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )3 2
( ) ( )2 4

3
2

x z x z y z y z
S S

z z z z

z z z z
S

z z

S

S s S s S s S s
S

S s S s

s s i s i s
s s

χ χ χ χ
χ χ

χ χ

χ χ χ χ
χ

χ χ

χ

− − − −

⎡ ⎤+
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥+⎣ ⎦

+⎡ ⎤
= + × ⎢ ⎥+⎣ ⎦

=
2

1)
1/2 1 1/2 2

2 (1)

( ) ( )
2

2

z z

S

s sχ χ

χ

+

=

 

(1)
1 1/2 1 1/2 2 1/2 1 2 1/2 2 1/2 1 1/2 2

(1)

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z S z z z z z z z z

S

S S s s s S s s sχ χ χ χ χ χ χ

χ

= + =

=
 

同理可得 
2 (2) 2 (2)ˆ 2S SS χ χ=    (2) (2)ˆ

z S SS χ χ= −  
2 (3) 2 (3)ˆ 2S SS χ χ=    (3)ˆ 0z SS χ =  

2ˆ 0AS χ =    ˆ 0z AS χ =  

而 2Ŝ 的本征值为 2 2( 1)S s s= + ， ˆ
zS 的本征值为 z SS m= 。其中，s为两个电子总自旋量子数；

Sm 为总自旋磁量子数。于是可以列表如表 6-2 所示。 

表 6-2  两个电子体系的自旋单态和三重态 

2ˆ ˆ( , )zS S 的共同本征函数 2Ŝ 的本征值 s  ˆ
zS 的本征值 Sm   

(1)
Sχ  22  1  1+  

三重态 
（能级三重简并） 

(2)
Sχ  22  1 −  1−  
(3)
Sχ  22  1 0 0 

Aχ  0 0 0 0 单态 

三、讨论 

当总自旋量子数 1s = 时，总自旋矢量在空间可以有三种取向，对应于总自旋磁量子数

1, 1,0Sm = + − ，相应的自旋态分别为 (1)
Sχ 、 (2)

Sχ 、 (3)
Sχ 。 

在 (1)
Sχ 态中， 1sm = + ，两电子自旋平行，分量沿正 z 方向；在 (2)

Sχ 态中， 1sm = − ，两电

子自旋平行，分量沿负 z 方向；在 (3)
Sχ 态中， 0sm = ，两电子自旋 z 分量相互反平行，但垂直

于 z 轴的分量则相互平行。 
当总自旋量子数 0s = 时，总自旋矢量在空间只有一种取向，对应于总自旋磁量子数

0sm = ，相应的自旋态为 Aχ ，所以在 Aχ 态中，两电子的自旋反平行，总自旋为零。 

体系的自旋状态如图 6-6 所示。 
例 6-9  两个自旋为 / 2的非全同粒子构成一个复合体系。设两个粒子之间无相互作用。

若一个粒子处于 / 2zS = 状态，另一个粒子处于 / 2xS = 状态，求体系处于单态的概率。 
解：在 1 2( , )z zS S 表象中，两个粒子的状态分别为 
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图 6-6 

1 1zχ = ↑    2 2 2 2

1
2x z zχ ⎡ ⎤= ↑ = ↑ + ↓⎣ ⎦  

体系的状态 

1 2 1 2 2

1 1
2 2z z zχ χ χ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ↑ ↑ + ↓ = ↑↑ + ↑↓⎣ ⎦⎣ ⎦  

体系总的自旋量子数 0,1s = 。处于单态时， 0s = ，对应的波函数为 

00
100
2

χ ⎡ ⎤= = ↑↓ + ↓↑⎣ ⎦  

体系处于单态的概率为 
22 1 1( 0) 00

4 4
w s χ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = ↑↓ − ↓↑ ↑↑ + ↑↓ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

或者，采用下面办法 

1 2
1
2

χ χ χ ⎡ ⎤= = ↑↑ + ↑↓⎣ ⎦  

因为 

1
2

1
2

1,1

1,0

1, 1

0,0

⎧ = ↑↑
⎪
⎪ ⎡ ⎤= ↑↓ + ↓↑⎪ ⎣ ⎦
⎨

− = ↓↓⎪
⎪

⎡ ⎤= ↑↓ − ↓↑⎪ ⎣ ⎦⎩

 

所以 

1,1↑↑ =     1 10 00
2

↑↓ = ⎡ + ⎤⎣ ⎦  

因此 
1 1 111 10 00

2 22
χ = + +  

处于单态 00 概率 
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1( 0)
4

w s = =  

例 6-10  考虑在一维无限深势阱（ 0 x a< < ）中运动的两电子体系，略去电子间的相互

作用以及一切与自旋有关的相互作用，求体系的基态和第一激发态的波函数和能量。   
解：一维无限深势阱中，体系能级为  

( )
1 2

2 2
2 2
1 2 1 22

π , 1, 2 ,
2n nE n n n n

aμ
= + =  

两电子体系，总波函数反对称。  
（1）基态能级 

2 2

11 2
πE

aμ
=  

空间部分波函数为  
1 2

11 1 1
π π2(1) (2) sin sin
x x

a a a
ψ ψ ψ= =  

显然为对称波函数。所以自旋部分波函数必反对称，即 

[ ]1/2 1 1/2 2 1/2 1 1/2 2
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2A z z z zS S S Sχ χ χ χ χ− −= −  

体系总波函数  

[ ]
11

1 2
1/2 1 1/2 2 1/2 1 1/2 2

π π2 1sin sin ( ) ( ) ( ) ( )
2

A

z z z z
x x S S S S

a a a

ψ χ

χ χ χ χ− −

Φ =

= −
 

（2）第一激发态能级为  
2 2

12 2
5π
2

E
aμ

=  

空间部分可以是对称波函数 

[ ]1 2 2 1

1 2 1 2

1 (1) (2) (1) (2)
2

π 2π 2π π1 2 sin sin sin sin
2

S

x x x x
a a a a a

ψ ψ ψ ψ ψ= +

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

也可以是反对称波函数 

[ ]1 2 2 1

1 2 1 2

1 (1) (2) (1) ( 2)
2

π 2π 2π π1 2 sin sin sin sin
2

A

x x x x
a a a a a

ψ ψ ψ ψ ψ= −

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

自旋部分可以是对称波函数 

[ ]

1/2 1 1/2 2

1/2 1 1/2 2

1/2 1 1/2 2 1/2 1 1/2 2

( ) ( )
( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

z z

z z
S

z z z z

S S
S S

S S S S

χ χ
χ χχ

χ χ χ χ

− −

− −

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪ +⎪⎩
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也可以是反对称波函数 

[ ]1/2 1 1/2 2 1/2 1 1/2 2
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2A z z z zS S S Sχ χ χ χ χ− −= −  

体系总波函数 

[ ]

1/2 1 1/2 2

1/2 1 1/2 2
1 2 2 1

1/2 1 1/2 2

1/2 1 1/2 2

( ) ( )
( ) ( )1 (1) ( 2) (1) ( 2)

( ) ( )2 1
( ) ( )2

A S

z z

z z

z z

z z

S S
S S

S S
S S

ψ χ
χ χ
χ χ

ψ ψ ψ ψ
χ χ
χ χ

− −

−

−

Φ =

⎧
⎪
⎪= − ⎨

⎡ ⎤⎪
⎢ ⎥⎪ +⎣ ⎦⎩

 

或 

[ ][ ]1 2 2 1 1/2 1 1/2 2 1/2 1 1/2 2
1 (1) (2) (1) (2) ( ) ( ) ( ) ( )
2

S A

z z z zS S S S

ψ χ

ψ ψ ψ ψ χ χ χ χ− −

Φ =

= + −
 

习  题  六 

6-1  已知在 zσ 表象中， ˆ xσ 、 ˆ yσ 、 ˆ zσ 的矩阵表示分别为 

0 1
1 0xσ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

   
0

0y
i

i
σ

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

   
1 0
0 1zσ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 

求它们的本征值和本征函数。 
6-2  在 zσ 表象中，求 nσ ⋅ 的本征态，其中 

sin cos sin sin cosn i j kθ ϕ θ ϕ θ= + +  

是 ( , )θ φ 方向的单位矢。 

6-3  求在下列状态下 2Ĵ 和 ˆ
zJ 的可能测值。 

（1） 1 1/2 11( ) ( , )zs Yψ χ θ ϕ=  

（2） 2 1/2 10 1/2 11
1 2 ( ) ( , ) ( ) ( , )
3 z zs Y s Yψ χ θ ϕ χ θ ϕ−
⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

6-4  考虑由两个相同粒子组成的体系。设可能的单粒子态为 iϕ 、 jϕ 、 kϕ ，试求体系的可能

状态数目。分三种情况讨论：（1）粒子为玻色子；（2）粒子为费米子；（3）粒子为经典粒子。 

6-5  试写出由自旋
1
2

s = 的两个自由电子所构成的全同体系的状态波函数。 

6-6  证明： (1)
Sχ 、 (2)

Sχ 、 (3)
Sχ 、 Aχ 组成正交归一系。 

6-7  两个自旋为
2
的粒子有磁相互作用，设它们的质量很大，动能可以忽略。设体系哈

密顿算符为 1 2
ˆ ˆĤ S Sλ= ⋅ ，求此系统的能量本征值和本征函数。 
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附录A  基本物理常量 

名    称 符    号 数值和单位 

真空中的光速 
真空磁导率 
真空电容率 
电子的电荷 
普朗克常量 
阿伏伽德罗常量 
原子质量单位 
电子的静止质量 
质子的静止质量 
中子的静止质量 
电子的荷质比 
法拉第常量 
里德伯常量 
摩尔气体常量 
玻耳兹曼常量 
玻尔半径 
玻尔磁子 
精细结构常数 

c 
μ0 

ε0 

e 
h 

NA 

U 
me 

mp 

mn 

e/me 
F 
R∞ 
R 
k 
a0 
μB 

α 

2.99792458×108m·s−1 

4π×10−7＝12.566370614…×10−7H·m−1 

8.854187817…×10−12F·m−1 

1.602176487(40)×10−19C 
6.62606896(33)×10−34J·s 
6.02214179(30)×1023mol－1 
1.660538782(83)×10−27kg 
9.10938215(45)×10−31kg 
1.672621637(83)×10−27kg 
1.674927211(84)×10−27kg 
1.758820149×1011C·kg−1 

9.64853415(39)×104C·mol−1 

1.0973731568549(83)×107m－1 
8.314472(15)J· mol−1·k−1 

1.3806505(24)×10−23J·K−1 

0.5291772083(19)×10−10m 

927.400899(37)×10−26J·T−1 
7.297352533(27)×10−3 
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