
 

 

 

普通高等教育“十一五”国家级规划教材 

 
 

高职高专计算机系列规划教材 
 
 
 

高 等 数 学 
 

（第 2 版） 
 

钱椿林  主编 
 
 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Publishing House of Electronics Industry 

北京·BEIJING 



 

 

 

内 容 简 介 

本书是普通高等教育“十五”国家级规划教材，是根据教育部最新制定的《高职高专高等数学课程教学

基本要求》编写的。全书共 15 章。在介绍函数和极限概念的基础上，利用极限概念分别引出了导数与积分

的运算及其方法，利用微积分解决工程技术与其他实际问题的方法，将常微分方程、无穷级数与矩阵等内容

应用于解决实际问题的方法，最后介绍了利用数学实验去解决实际问题或者解决比较复杂的微积分问题的方

法。 
本书注重突出应用，各章通过例题，介绍解题思路，学会建立数学模型的方法。每章都有本章小结，其

内容为小结本章的基本概念、基本定理、基本方法；其疑点解析的目的是为了巩固所学知识，逐步提高读者

用高等数学的方法去分析问题和解决问题的能力。 
本书既可作为计算机学科和工程各专业高职高专的教材，也可供有关经济专业的师生和科技工作者阅读

和参考。 
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出 版 说 明 

高职高专的计算机专业面临着两方面的巨大变化，一方面是计算机技术的飞速发展，另

一方面是高职高专教育本身的改革和重组。 
当前，计算机技术正经历着高速度、多媒体及网络化的发展。计算机教育，特别是计算

机专业的教材建设必须适应这种日新月异的形势，才能培养出不同层次的、合格的计算机技

术专业人才。 
自 20 世纪 70 年代末高等专科学校计算机专业相继成立以来，高等专科学校积极探索具

有自己特色的教学计划和配套教材。1985 年，在原电子工业部的支持下，由全国数十所高等

专科学校参加成立了“中国计算机学会教育委员会大专教育学组”，之后又成立了“大专计算

机教材编委会”。从 1986 年到 1999 年，在各校老师的共同努力下，相继完成了 3 轮高等专科

计算机教材的规划与出版工作，出版了 78 种必修课、选修课、实验课教材，较好地解决了高

专层次计算机专业的教材需求。 
为了适应计算机技术的飞速发展以及高职高专计算机教育发展的需要，“中国计算机学

会教育委员会高职高专教育学组”和“高职高专计算机教材编委会”从 2000 年 7 月开始，又

组织了本科高校、高等专科学校、高等职业技术院校和成人教育高等院校的有教学经验的老

师，学习、研究、参考了“全国高校计算机专业教学指导委员会”和“中国计算机学会教育

委员会”制定的高等院校《计算机学科教学计划 2000》，制定了《高职高专计算机教育 2002》，
规划了高专、高职、成人高等教育三教统筹的第 4 轮教材。 

第 4 轮教材的编写工作以招标的方式征求每门课程的编写大纲和主编，要求投标老师详

细说明课程改革的思路、本课程和相关课程的联系、重点和难点的处理等。在第 4 轮教材的

编写过程中，编委会强调加强实践环节、强调三教统筹、强调理论够用为度的原则，特别要

求教学内容要适应高职高专教育发展的新形势。经过编委会、编者和出版社的共同努力，第

4 轮教材比前 3 轮教材得到了更广泛的使用，已经出版 60 多种。 
在第 4 轮教材的出版过程中，得到了教育部高教司高职高专处的支持、指导和帮助，经

过专家的评审，已有 8 种被列为“国家十五规划教材”，14 种被列为“教育部规划教材”。 
第 4 轮教材具有以下特点： 
1．在编写上突出高等职业教育的特点，强调淡化理论，加强实训，突出职业技能训练。 
2．内容反映新知识、新技术和新方法，使学生能更快地适应就业岗位的需要。 
3．对实践性较强的课程，本系列设计了主教程、上机指导教程（初级实践指导与练习）

和实训教程（高级实践指导与练习）。 
4．为了满足课堂教学和教师备课的需要，教材配有电子教案或电子课件。 
5．为了配合计算机等级考试和认证考试，部分教材的习题中安排了相应的题型。 
本系列教材已于 2004 年 7 月至 9 月陆续推出 32 个新品种，使得第 4 轮教材达到近 100

种，基本覆盖了高职高专计算机专业的主要课程。 
“中国计算机学会教育委员会高职高专教育学组”和“高职高专计算机教材编委会”恳

切希望学生、教师和专家对本套教材提出宝贵的批评和建议。 
 

中国计算机学会教育委员会高职高专教育学组 
2004 年 9 月 



 

 

前    言 

本书是普通高等教育“十五”国家级规划教材（高职高专教育）。 
本书是中国计算机学会大专教育学会大专计算机教材编委会编写计划系列教材之一，并

由大专计算机教材编审委员会负责征稿、审定、推荐出版。 
在科学技术的研究中，数学方法是一种必不可少的研究方法。数学方法不但广泛应用于

自然科学领域的研究活动中，而且也广泛渗透到其他的研究活动中。所谓数学方法，就是运

用数学所提供的概念、理论和方法对所研究的对象进行定量的分析、描述、推导和计算，以

便从量的关系上认识事物发展变化的规律性的方法。但是，必须说明，这里所说的数学方法，

不是指数学家研究数学的方法，而是指除此之外的科研人员以数学概念和理论揭示所研究事

物的内在联系和运动规律的方法。 

在科学技术的研究中，定量分析和精确计算是掌握客观规律的根本途径。而数学方法是

对客观事物进行定量分析和精确计算的重要手段。由于数学具有高度的抽象性、严密的逻辑

性、严格的确定性和广泛的适用性的特点，由于它自身在长期的发展中创造了一系列的概念、

理论和方法，再加上电子计算机的出现和运用，使得数学方法能适应现代科学技术发展的要

求，在科学技术研究中起着越来越重要的作用。 
本书所介绍的高等数学方法，称为高等数学，它是一种最基本最重要的数学方法。因此，

高等数学是高职高专各专业必修的一门重要基础课，它的内容主要包括一元函数微积分学，

多元函数微积分学，微分方程，无穷级数，矩阵等等，其核心内容是微积分。本书在介绍函

数和极限概念的基础上，利用极限分别引出了导数与积分的运算及其方法，利用微积分解决

工程技术与其他实际问题的方法，将常微分方程、无穷级数与矩阵等内容应用于解决实际问

题的方法，利用数学软件包去解决实际问题或者解决比较复杂的微积分问题的方法，为后继

课程的学习打下良好基础。 
为满足高职高专院校培养技术应用型人才的需要，贯彻“以能力为主线，必需、够用为

度”的原则，结合多年从事在高等数学方面的科研和教学改革的经验，将高等数学、矩阵二

部分内容融合在一起，编写了适应高职高专院校计算机专业与工科类各专业的《高等数学》

教材，这本教材具有以下几个特点： 

1. 依据《高职高专高等数学课程教学基本要求》，内容必须覆盖高职高专学校计算机专

业与工科类各专业对高等数学的需求。 
2. 贯彻“掌握概念、强化应用”的教学原则。掌握概念要落实到用数学思想及数学概念

结合工程实际方面上；强化应用要落实到使学生能运用所学数学方法求解数学模型上。注重

学生掌握基本概念，学会用数学方法建模，运用计算机的数学软件包求解。 
3. 对难度较大的基础理论不要求严格的论证，只作简单的几何说明。 
4. 适当注意数学自身的系统性与逻辑性。 
5. 注意到与实际应用联系较多的基础知识、基本方法和基本技能的训练，但不要求过分

复杂的计算和变换。 

6. 在教学内容上注意到对学生抽象概括能力、逻辑推理能力、自学能力、熟练的运算能

力和分析问题、解决问题能力的培养，并对解题的步骤和思路进行适当的归纳。 



 

 

7. 依据《高职高专高等数学课程教学基本要求》所编写的本教材，有较宽的适用面，也

可以适用于经济类专业。 
8. 每章末都有本章小结，包括内容提要，疑点解析二部分，以方便学生复习巩固，并突

出对于数学方法的总结，以利于提高学生用高等数学的方法去分析问题和解决问题的能力。 
9. 书中全部的数学实验均在 Mathmatica4.0 平台上进行编写，形式上采用了实验指导书

的形式，包括了实验目的与任务、实验内容与实验步骤，使学生上机实验更加方便。书中所

有实验项目全部在 Mathmatica4.0 系统中运行通过。 
本书由钱椿林任主编，参编人员为邬枫（第 2 章至第 5 章）、吴平（第 6 章至第 10 章）、

沈京一（第 15 章）、钱椿林（第 1 章及第 11 章至第 14 章）。全书由钱椿林修改并定稿。 
在编写本书的过程中，俞泳薇副教授对本书稿提出了许多有价值的意见；赵一呜副教授、

王平一副教授、徐遵副教授对本书稿提出了许多宝贵的建议；汪军、田立炎、周良英、龚奇

敏、肖群华、李平和张晶讲师做了大量的资料收集和整理工作；戈扬和凌霞老师在电脑制作

方面花费了大量的时间与精力，在此一并致谢。 
上海水产大学王英华教授任本书主审，王教授仔细审阅了全稿，提出了许多宝贵意见，

在此深表感谢。 
由于编者水平有限，书中难免有不足之处，诚恳地希望读者批评指正。 
 
                                                   编    者 
                                             2005 年 10 月于苏州  
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第 1 章  绪    论 
在科学技术研究中，数学方法是一种必不可少的研究方法。按照马克思的看法，“一种

科学只有成功地运用数学时，才算达到真正完善的地步”。数学方法不但广泛应用于自然科学

领域的研究活动中，而且也广泛渗透到其他的研究活动中。高等数学方法是一种重要的研究

方法。本章将对数学方法进行简单的介绍，使读者对高等数学方法中的微积分方法所研究的

基本问题有一个初步的了解，并对怎样学习高等数学有一个初步的认识。 

1.1  数学方法概述与作用 

数学是研究现实世界的数量关系和空间形式的一门基础学科。在人类活动的早期，由于

生产的需要，产生了算术与几何学，算术运算后来又发展到一般字母符号的运算，形成了代

数学。从 16 世纪开始，由于社会生产的要求，使得代数与几何相结合，产生了解析几何学。

在解析几何学的基础上又产生了微积分，形成了数学分析学。代数、几何与数学分析三大数

学学科各自独立地发展，互相联系和渗透，加上其他学科的纵横交叉从而产生和分化出众多

的数学分支。相对于初等数学，它们被称为高等数学。 
所谓数学方法，就是运用数学所提供的概念、理论和方法对所研究的对象进行定量的分

析、描述、推导和计算，以便从量的关系上认识事物发展变化的规律性的方法。但是，必须

说明，这里所说的数学方法，不是指数学家研究数学的方法，而是指除此之外的科研人员以

数学概念和理论揭示所研究事物的内在联系和运动规律的方法。 
那么，数学方法具有哪些特点呢？数学方法的特点与数学本身的特点是统一的。这些特

点归纳起来有以下几个方面：第一，数学方法具有高度的抽象性。数学概念和理论的抽象性，

决定了数学方法的抽象性。在用数学方法解决问题时，已经舍弃了研究对象的其他性质，把

全部问题变成了数学符号之间的运算关系。第二，数学方法具有严密的逻辑性。数学方法在

揭示事物量和量的关系时，不是通过直接的实验方法来实现的，而是通过一系列的逻辑推理

和逻辑证明之后才认为是正确的。这样，数学方法具有比其他科学方法更严格的逻辑特性。

第三，数学方法具有严格的确定性。数学是描述事物量的关系的科学，而量是严格确定的。

虽然量也可能以变化状态出现，但它在每个确定条件下都有确定值。第四，数学方法具有应

用的广泛性。这是数学方法最重要的特点。数学的生命力的源泉在于它的概念和结论尽管极

为抽象，但是它们都是从实践中来的，在实践中研究对象量和量的关系。任何科学都有自己

的研究对象和应用范围，而量和量的关系贯穿于一切领域和一切事物中，在对不同的领域和

不同的事物进行定量分析时，都离不开数学方法。因此，同其他科学方法相比，数学方法具

有更加广泛的应用范围。 
在科学研究中，定量分析和精确计算是掌握客观规律的根本途径。而数学方法是对客观

事物进行定量分析和精确计算的重要手段。由于数学具有高度的抽象性、严密的逻辑性、严

格的确定性和广泛的适用性等特点，在长期的发展中创造了一系列的概念、理论和方法，再

加上电子计算机的出现和应用，使得数学方法能适应现代科学技术发展的要求，在科学技术
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研究中起着越来越重要的作用。 
数学方法的第一个作用是它为科学研究提供定量分析和精确计算的手段；第二个作用是

它为科学研究提供了一种简洁精确的形式化语言；第三个作用是它为科学研究提供了逻辑推

理和科学抽象的工具；最后，数学方法还为总结科学理论和创立新学科提供新的手段。 
数学模型方法是解决科学技术问题最重要、最常用的一种数学方法。所谓数学模型方法，

就是通过建立和研究客观事物的数学模型来揭示事物的本质特征和变化规律的一种方法。这

种方法将在本书的有关章节中进行详细讨论。 
本书所介绍的高等数学方法，称为高等数学。它是高职高专各专业必修的一门重要基础

课，内容主要包括一元函数微积分学、多元函数微积分学、微分方程、无穷级数、矩阵等等，

其核心内容是微积分。工程技术人员在所建立的数学表达式中一些繁琐的数学计算与推理，

运用微积分方法，过去只能由数学专业人员才能完成的，由于电子计算机与数学应用软件的

发展，现在也可以由一般工程技术人员借助计算机与数学应用软件方便地完成。因此，训练

学生掌握数学应用软件的使用已成为高等数学教学内容的一部分。 

1.2  微积分所研究的两个基本问题及方法 

从研究常量到研究变量，是数学发展中的一个转折点。初等数学主要采用形式逻辑的方

法，静止地、孤立地研究问题，而高等数学则是用运动的、变化的观点去研究问题。下面，

用“速度问题”和“面积问题”这两个经典问题为例，介绍微积分的基本方法。 

1．变速直线运动的瞬时速度 

物体最简单的运动是直线运动。在直线运动中，有两种运动：一种是速度始终保持不变

的运动，称为匀速直线运动；一种是速度有变化的运动，称为变速直线运动。客观实际中的

直线运动常常是变速的，例如，火车和汽车的行驶，飞机的飞行与物体的降落等等，都是变

速运动。 
设物体沿着直线运动，所走过的路程为 s ，所花费的时间为 t ，匀速直线运动的速度为 v ，

则有公式 

t
sv =                                （1.1） 

问题是如何求变速直线运动的速度，下面举例来说明。 
例 1.1  求自由落体的运动速度。 
由常识可知，从空中落下来的物体越落越快，速度是变化的。假定物体在初始时刻是静

止的，并且忽略空气阻力的作用，则在时间 t 内下落的路程 s 由下列公式给出： 
2

2
1 gts =                             （1.2） 

其中 g 是重力加速度。现在要计算自由落体在每一个时刻的速度，即所谓瞬时速度。 

对于匀速直线运动中每一个时刻的速度，可用公式（1.1）计算，而对于变速直线运动，

如自由落体运动，其速度是随时间变化而变化的，这时不能用公式（1.1）计算，用公式（1.1）
只能算出这段时间内的平均速度，而不能算出这段时间内每一时刻的速度。如何解决这个问

题？为此，可以先考察某一很小时间段内速度的变化情况，在整段时间内，速度是变化的，

但在很小时间段内，速度可以近似地看成是不变的，即可以近似地“以匀速代变速”来计算。 
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利用这种思想方法，为了求自由落体在时刻 0t 的瞬时速度 )( 0tv ，考察从时刻 0t 到时刻

0t + tΔ 这段时间内的运动，这里 tΔ 表示从时刻 0t 开始的一段时间。由式（1.2），在这段时间，

自由落体所走过的路程为 
2
0

2
0 2

1)(
2
1 gtttgs −Δ+=Δ = 2

0 )(
2
1 tgtgt Δ+Δ⋅  

如果 tΔ 很小，在这段时间内，运动就可以近似地看成是匀速的，所以就可以用这段时间内的

平均速度 )( 0tv 来表示，即 

)( 0tv =
t
s

Δ
Δ

=
t

tgtgt

Δ

Δ+Δ⋅ 2
0 )(

2
1

= tggt Δ⋅+
2
1

0             （1.3） 

来近似地代替时刻 0t 的瞬时速度 )( 0tv ，即 )( 0tv ≈ )( 0tv ， tΔ 越小，近似程度越高。但是，

无论 tΔ 多么小，平均速度 )( 0tv 总还是瞬时速度 )( 0tv 的近似值，而不是它的精确值。 

为了解决近似值与精确值这对矛盾，即如何把近似值转化为精确值，只要将 tΔ 无限地趋

近于 0，即当 tΔ 0→ 时，平均速度 )( 0tv 无限接近一个确定的常数就是瞬时速度 )( 0tv ，记为 

)( 0tv = )(lim 00
tv

t→Δ
=

t
s

t Δ
Δ

→Δ 0
lim  

因此，在平均速度 )( 0tv 的计算公式（1.3）中，当 tΔ 0→ 时，得 

)( 0tv = )(lim 00
tv

t→Δ
=

t
s

t Δ
Δ

→Δ 0
lim = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅+

→Δ
tggt

t 2
1lim 00

= 0gt  

这就算出了自由落体在时刻 0t 的瞬时速度 )( 0tv = 0gt 。在把近似值转化为精确值的过程中运

用的方法称为取极限。 
上述计算的思想方法可以简单表示为：局部以匀速代替变速，以平均速度代替瞬时速度，

然后通过取极限的方法，把瞬时速度的近似值转化为它的精确值。 
变速直线运动的瞬时速度问题及其求解方法引出微积分中的一个基本问题——微分学。

在微分学中的基本概念就是导数, 导数就是从这类问题中抽象出来的。在本书的第 4 章将进

一步研究这个问题。 

2．平面图形的面积问题 

平面图形的面积的研究引出微积分中的另外一个

基本问题——积分学。为此，举例来说明平面图形的

面积的求法。 
例 1.2  设给定一个如图 1.1 所示的平面图形，它

由抛物线 2xy = ，直线 1=x 及Ox 轴所围成，试计算

这个平面图形的面积。 
由于该平面图形有一边是曲的，称为曲边三角形，

其面积不能用初等数学的方法计算，出现了“曲与直”

的矛盾。 
为了解决这一矛盾，利用把面积分割成很小的块

的思想方法，先把 x轴上从 0 到 1 这线段分成许多小

段，再从所有分点引平行于 y 轴的直线，将整个平面图形分成许多很窄的竖条。虽然每一个

 
图 1.1 
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竖条的上面那个边都是曲的，但由于竖条很窄，从计算面积的角度来看，“以直代曲”，把它

们近似地看成小矩形来计算。 

假定把 x轴上从 0 到 1 这线段分成 n个相等的小段，则每一小段的长为
n
1
，分点的坐标

分别为
n

n
nn

121 −
,,, L 。小矩形共有 n个，它们的宽度都是

n
1
，而高度分别是

22 21
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

nn
, ， 

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
n

,L 。因此，它们的面积分别等于
nnnn
1211 22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

, ，
nn

n 12

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
,L 。把这些小矩形面积加

起来就得到平面图形面积的近似值为 

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

nnnn
Sn

1211 22

nn
n 12

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+L = ]21[1 222

3 n
n

+++ L        （1.4） 

设平面图形的面积为 S ，则有 nSS ≈ ，当 n越大时，近似程度越高。 

为了解决近似值与精确值这对矛盾，即如何把近似值转化为精确值，只要将 n无限地增

大，即当 n ∞→ 时，平面图形面积的近似值 nS 无限接近一个确定的常数就是平面图形面积

S ，记为 
nn

SS
∞→

= lim  

为了计算这个极限，利用公式 

6
)1+2)(1+(

=)++2+1( 222 nnn
nL  

把式（1.4）写成为 

nS = )++2+1(
1 222

3 n
n

L =
6

)12)(1(1
3

++
⋅

nnn
n

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn
1211

6
1       （1.5） 

利用式（1.5）得 

nn
SS

∞→
= lim = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→ nnn

1211
6
1lim =

3
1

 

即这个平面图形的面积等于
3
1
。 

上述计算的思想方法可以简单表示为：分割（将平面图形的面积分成许多窄条），局部

“以直代曲”取近似（将平面图形面积中每个窄条近似地换成小矩形），求和得到面积的近似

值（把这些小矩形的面积加起来），然后通过取极限的方法，把面积的近似值转化为它的精确

值。这样得到的极限值称为积分值。在积分学中的基本概念就是定积分, 定积分就是从这类

问题中抽象出来的。在本书的第 7 章将进一步研究这个问题。 
上述两个例子代表了微积分学中两个基本问题，具有普遍的意义，其求解的思想方法就

是微积分思想方法的具体体现。从上面两个例子中看出，采取的方法都是：在微小局部“以

匀代非匀”，“以直代曲”，求得近似值，通过求极限转化为精确值。这是微积分解决问题的基

本思想方法，体现了通过矛盾的转化解决矛盾的唯物辩证法，与初等数学主要依据形式逻辑

的推理方法有很大的不同。 

3．高等数学方法的特点 

从以上两个基本问题可知，微积分学研究的问题及处理问题所依据的基本观念和基本方
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法具有不同于初等数学的特点，主要有以下几点： 
（1）贯穿基本问题讨论中的一个基本观点，就是变化的观点，用变化的观点去考察问题，

从变化中去认识解决问题。如在平面图形面积计算中，从局部内的直边形去代替曲边形。 
（2）从变化的观点出发研究问题，就要引入变量，了解变量的依赖关系，从变量之间的

联系去考察问题。这就决定了微积分主要研究变量，研究变量间的关系就是函数。而初等数

学主要研究常量，即固定不变的量。 
（3）在微积分中，经常要处理矛盾，这些矛盾的主要表现形式为曲与直的矛盾，变与不

变的矛盾，有限与无限的矛盾和匀与不匀的矛盾等。解决这些矛盾的方法是：首先在局部“以

直代曲”，“以不变代变”，“以有限代无限”等，从而求得近似解，再归结为近似与精确的矛

盾，为了解决近似与精确的矛盾，最后通过取极限方法实现从近似到精确的转化。 
（4）极限理论是解决微积分基本问题的基础，表现了微积分学不同于初等数学的显著特

点。 

1.3  怎样学习高等数学 

从高等数学方法的特点来看，高等数学的研究对象和研究方法与初等数学有很大的不

同。高等数学的概念更加抽象，推理更加严谨，逻辑性更强，适用性更广，理论性更强，因

此，学习高等数学困难也更大。于是，读者在学习高等数学的时候，根据数学方法的特点和

计算机的广泛应用，应注意以下几点： 
（1）由于数学方法具有高度的抽象性，所以可以通过实例将抽象的内容具体化，并要透

过抽象的表达形式，深刻理解基本概念的内涵与实质，正确掌握一些重要的数学思想方法与

基本理论。只有把数学的基本概念、基本方法和基本理论掌握好，才能运用数学方法去分析

问题和解决问题。 
（2）由于数学方法具有严密的逻辑性，所以一定要培养抽象思维和逻辑思维的能力。这

方面的训练主要是做一定数量的习题，做习题不仅为了掌握数学的基本方法，而且更重要的

是培养抽象思维和逻辑思维的能力，通过举一反三、触类旁通，培养创新的能力。 
（3）由于数学方法具有应用的广泛性，所以要把学到的数学知识用到实际问题中去。学

会把实际问题建成数学模型的方法，并培养运用数学方法分析、解决数学模型的能力。在学

习中，要独立思考，勇于提出问题，研究问题，培养创造性思维和自学的能力。 
（4）由于计算机的广泛应用，所以一定要善于利用计算机与数学应用软件来完成一些典

型的习题。在培养运用计算机与数学应用软件处理数学问题能力的同时，可以提高对有关问

题的感性认识，加深对数学概念及方法的理解。 
若在学习数学中注意以上几点，付出努力，学好数学并不难。当你进入数学的自由王国

时，就会发现它会给你增添无穷的智慧与力量。 

习  题  1 

1．数学方法有哪些特点？ 
2．微积分学所研究的两个基本问题及方法是什么？ 
3．怎样学习高等数学？ 
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第 2 章  函    数 
在人们赖以生存的客观世界里，在生产实践和现实生活中，到处可见变化着的量，如

火车行驶的路程、自由落体的速度、商品销售的数量、电阻的电压等等。进而还会发现，这

些变量的变化是受到其他一些量变化的影响或制约的。如火车行驶的路程受到行驶的速度和

时间的影响；自由落体的瞬时速度与下落的时间有关；商品的销售量受到商品价格的影响；

在电路中电压受到电流和电阻的影响。变量之间的这种互相联系，互相制约的关系是普遍存

在的。这种关系用数学的方法加以抽象，就产生了一个重要的概念即函数。函数是微积分学

研究的主要对象。本章将介绍函数的概念，复合函数与初等函数的概念及其主要性质，为微

积分学的学习打好基础。 

2.1  函数及其性质 

2.1.1  函数的概念 

1．常量和变量 

对自然和社会现象的发展变化过程做定量的描述，总要涉及两种基本的量，即常量和

变量。在研究过程中数值始终保持不变，取固定值的量称为常量；在研究过程中数值会发生

变化，在一定范围内可能取不同值的量称为变量。 
常量和变量的概念是相对的。一个量是常量还是变量，要根据具体情况做具体分析。

例如，在匀速行驶下的火车的速度是常量，从静止开始启动到正常行驶时的火车的速度是变

量；在直流电路中电流是常量，在交流电路中电流是变量等等。 
通常用字母 a，b，c 等表示常量，用字母 x， y ， z 等表示变量。 

在上述例子中，设火车匀速行驶的速度为 v ，行驶的时间为 t ，行驶的路程为 s ，则有 
vts =  

其中， t 是大于零的实数，有唯一的 s 的取值与之对应，这就是所谓的函数关系。 

2．函数的定义 

定义 2.1  设 D与 B 是两个非空实数集，如果存在一个对应规则 f ,使得对 D 任何一个

实数 x，在 B 中都有唯一确定的实数 y 与 x对应，则对应规则 f 称为在 D上的函数，记为 
yxf →:  或 BDf →:  

y 称为 x对应的函数值，记为 
)(xfy = ， x∈ D  

其中， x称为自变量， y 称为因变量，自变量的取值范围 D称为函数的定义域。 
有时也简称因变量 y 是自变量 x的函数，虽然这种说法不太确切，但反映了 y 是依赖于

x的变量，在使用上有方便之处，所以以后常用这种说法。 
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若对于确定的 Dx ∈0 ，通过对应规则 f ，函数 y 有唯一确定的值 0y 相对应，则称 0y
为 )(xfy = 在 0x 处的函数值，记为 )(| 00 0

xfyy xx == = ，函数值的集合称为值域，记为

Z={ y | )(xfy = ， x∈ D }。 

例 2.1  设等边三角形的边长为 a ，则此三角形的面积 S 与边长的函数关系是 

2

4
3 aS = 。这个函数的自变量是 a ，因变量是 S ，定义域是（0， ∞+ ）,当 a = 5 时，面积

)5(S =
4

325
。 

例 2.2  设国际航空信件的邮资标准是 10g 以内的邮资 4 元，超过 10g 部分，每克加收

0.3 元，信件重量最多不能超过 200g，这样邮资 F 与信件重量的函数关系可以表示为 

⎩
⎨
⎧

<−+
<

==
200≤10)10(3.04

10≤04
)(

mm
m

mFF  

这个函数的自变量是 m，因变量是 F ，定义域是（0，200]，值域是[4，61]。当信件重

8g 时，邮资 )8(F =4（元）；当信件重 12g 时，邮资 6.4)1012(3.04)12( =−+= ⋅F （元）。 

3．有关函数的几点说明 

（1）函数的记号 
函数是自变量和因变量之间的一种对应关系。在 )(xfy = 中，这种对应关系用字母 f

来表示，也可以用其他字母来表示函数关系，如 )(xgy = ， )(xhy = 或 )(xFy = ，但同一函

数在讨论中应取同一种记法。在同一问题中涉及多个函数时，则应取不同记号分别表示它们

各自的对应规则。 
（2）对应规则 
函数是一种对应规则。在函数 )(xfy = 中， f 表示函数， )(xf 是对应于自变量 x 值的

函数值。由于在研究函数时，这种对应关系总是通过函数值表现出来的，所以习惯上常把在

x处的函数值 y 称为函数，并用 )(xfy = 的形式表示 y 是 x的函数。但应正确理解，函数的

本质是指对应规则 f ，不是指因变量 y 。例如 )(xf = 63sin42 3 −+ xx 就是一个特定的函

数， f 确定的对应规则为 

6)(3sin4)(2)( 3 −+=f  

就是一个函数。 
（3）定义域 
函数 )(xfy = 的定义域 D 是自变量 x 的取值范围，而函数值 y 又是由对应规则 f 来确

定的，所以函数实质上是由其定义域 D 和对应规则 f 所确定。因此，将函数的定义域和对

应规则称为函数的两要素。也就是说，只要两个函数的定义域相同，对应规则也相同，就称

这两个函数为相同的函数，与变量用什么符号表示无关，如 xy = 与
2ts = ，就认为是

相同的函数。 

例 2.3  求函数
2

2

4

1)1ln(
x

xy
−

+−= 的定义域。 

解  这是求两个式子之和的定义域，先分别求出每个式子的定义域，然后再求其公共

部分即为函数的定义域。 



 
·8· 

对于 )1ln( 2 −x 要有意义，必须满足 0)1( 2 >−x ，解得 1>x 或 1−<x ； 

对于
24

1
x−

要有意义，必须满足 04 2 >− x ，解得 -2< x <2。 

这两个式子有意义的公共部分是， 21 << x 或 12 −<<− x 。 
因此，所求函数的定义域为 21 << x 或 12 −<<− x ，即（1, 2）或（-2, -1）。 

4．函数的表示法 

函数通常有三种表示方法：解析法、图像法和列表法。 
（1）解析法(又称公式法)  用数学表达式表示变量之间的对应关系，这种表示函数的

方法称为解析法。解析法是函数的精确描述，是最常用的方法，在微积分中起着重要的作

用。函数可能只需用一个数学表达式表示，有时也可能需要用多个数学表达式表示，如例

2.2，这样的函数称为分段函数。 
（2）图像法(又称图示法)  用平面直角坐标系中的曲线或点来表示变量 x和变量 y 之间

的对应关系, 这种表示函数的方法称为图像法。图像法表示函数具有直观性，是研究函数必

不可少的工具。函数的图像常由实验数据获得或由仪器根据有关的数据自动绘制，如图 2.1
与图 2.2 所示。 

     

   图 2.1                                          图 2.2 

（3）列表法(又称表格法)  用自变量的一些数值与相应因变量的对应数值列成表格来

表示变量之间的对应关系，这种表示函数的方法称为列表法。函数的列表法表示便于直接由

自变量的值去查找相应因变量的值。在自然科学与工程学中，变量之间的依存关系往往是由

实验或观察方法建立起来的。如某地 2000 年 5 月 1 日~10 日每天的最高气温表： 
 

日期（5 月） 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

最高气温（℃） 18 19 20 16 15 14 16 17 18 20 
 

5．反函数 

定义 2.2  设函数 )(xfy = 为定义在数集 D 上的函数，其值域为 Z。如果对于数集 Z
中的每个数 y ，在数集 D中都有唯一确定的一个数 x，使得 yxf =)( ，则得到一个定义在 Z

上的以 y 为自变量， x为因变量的函数，称为函数 )(xfy = 的反函数，记为 )(1 yfx −= ，

其定义域为 Z，值域为 D。 
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由于人们习惯用 x表示自变量，用 y 表示因变量，为了方便，仍采用这个习惯，将函数

)(xfy = 的反函数 )(1 yfx −= 用 )(1 xfy −= 表示。 

2.1.2  函数的几种特性 

设函数 )(xfy = 的定义域为区间 D  。 

1．奇偶性 

设函数 )(xfy = 的定义域 D关于原点对称，若任意 x D∈ ，满足 )()( xfxf =− ，则称

)(xf 是 D 上的偶函数；若任意 x∈ D ，满足 )()( xfxf −=− ，则称 )(xf 是 D 上的奇函

数。既不是偶函数也不是奇函数的函数，称为非奇非偶函数。 
可知，偶函数的图像关于 y 轴对称，奇函数的图像关于原点对称。 

2．单调性 

若任意 ),(, 21 baxx ∈ ，当 21 xx < 时，有 )()( 21 xfxf < ，则称函数 )(xfy = 是区间

),( ba 上的单调增大函数；当 21 xx < 时，有 )()( 21 xfxf > ，则称函数 )(xfy = 是区间

),( ba 上的单调减小函数。 
单调增大函数和单调减小函数统称为单调函数。若函数 )(xfy = 在 ),( ba 上为单调函

数，则称区间 ),( ba 为函数的单调区间。 

3．有界性 

如果存在 0>M ，使对于任意 x∈ D，满足 Mxf ≤)( ，则称函数 )(xfy = 是有界的。 

4．周期性 

如果存在常数T ，使对于任意 Dx∈ ，有 DTx ∈+ ，且 )()( xfTxf =+ ，则称函数

)(xfy = 是周期函数。通常所说的周期函数的周期是指它的最小正周期。 

2.2  初等函数 

本书主要研究初等函数，而初等函数是由基本初等函数组成的。 

2.2.1  基本初等函数 

（1）常函数  cy = （c 为常数）。 

（2）幂函数  αxy = （α为常实数）。 

（3）指数函数  xay =     （a >0 且 1≠a ， a 为常实数）。 
（4）对数函数  xy alog=   （ 10 ≠> aa 且 ， a 为常实数）。 
（5）三角函数   xy sin= ， xy cos= ， xy tan= ， xy cot= ， xy sec= ， xy csc= 。 
（6）反三角函数  xy arcsin= ， xy arccos= ， xy arctan= ， xy cotarc= 。 

这六种函数统称为基本初等函数。这些函数的性质、图形在中学已经学过，希望读者

自己再复习一下，以后将经常用到它们。 
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2.2.2  复合函数 

设函数 )(ufy = ,定义域为 1D ，函数 )(xu ϕ= 的值域为 2D ，若 ≠12 DD I ∅，则称函数

)]([ xfy ϕ= 为由函数 )(ufy = 和函数 )(xu ϕ= 构成的复合函数，而变量u 称为中间变量。 
函数 )]([ xfy ϕ= 的定义域由 )(xu ϕ= 的定义域中那些使 )(xϕ 属于 )(ufy = 的定义域

的值所组成，即 12 DD I 。这种将一个函数“代入”另一个函数的运算叫做函数的复合运

算。 
例 2.4  函数 xy 2cos= 是由 2uy = 和 xu cos= 复合而成的复合函数 ,其定义域为

),( +∞−∞ ,它也是 xu cos= 的定义域；函数 21 xy −= 是由 uy = 和 21 xu −= 复合而成的

复合函数 ,其定义域为 [-1, 1]，它是 21 xu −= 的定义域的一部分；函数 uy arccos= 和
22 xu += 是不能复合成一个函数的。 

例 2.5  将下列复合函数分解成基本初等函数： 

（1） 2)(arcsin xy = ；  （2） 1arctan 2
2 += xy 。 

解  （1） xvvuuy === ,arcsin,2 ；  （2） 1,,arctan,2 2 +==== xwwvvuy u 。 

例 2.6  设 3)( xxf = ， xxg 5)( = ，求 )]([ xgf ， )]([ xfg 。 

解  )]([ xgf = xxxg 333 5)5()]([ == ， )]([ xfg =
3

55 )( xxf = 。 

2.2.3  初等函数 

由基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的复合运算而得到的，且用一个式子

表示的函数，叫做初等函数。例如 

xy 2cos= ， 21 xy −= ， 1arctan 2
2 += xy  

都是初等函数。 

例 2.7  双曲正弦函数
2

eesh
xx

x
−−

= ，双曲余弦函数
2

eech
xx

x
−+

=  ，双曲正切函数

x
xx

ch
shth = ，这些函数统称双曲函数。 

显然，双曲函数都是初等函数，在工程上是常用的。还需指出，分段函数一般不是初

等函数，下面举例加以说明。 
例 2.8  符号函数，如图 2.3 所示。 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<−

=
0,1
0,0
0,1

)(
x
x
x

xf  

例 2.9  矩形脉冲函数，如图 2.4 所示。 

⎩
⎨
⎧

><
=

bxax
bxa

xg
,,0
≤≤,1

)(  

这种分段表示的函数，在每一段上可以用一个数学式子表示，但总体上讲，它不能用

一个数学式子表示。因此，这类函数一般不是初等函数。 
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图 2.3                                图 2.4 

2.3  数学模型方法概述 

函数关系可以说是一种变量相依关系的数学模型。数学模型方法是处理科学理论问题

的一种经典方法，也是处理各种实际问题的一般方法。掌握数学模型方法是非常必要的。在

此，对数学模型方法进行概述。 
数学模型方法称为 MM（Mathematical Modeling）方法。它是针对所考察的问题构造出

相应的数学模型，通过对数学模型的研究，使问题得以解决的一种数学方法。 

2.3.1  数学模型的概念 

数学模型是针对现实世界的某一特定对象，为了一个特定的目的，根据特有的内在规

律，进行必要的简化和假设，运用适当的数学工具，采用形式化语言，概括或近似地表述出

来的一种数学结构。它或者能解释特定对象的现实状态，或者能预测对象的未来状态，或者

能提供处理对象的最优决策或控制。数学模型既源于现实又高于现实，不是实际原型，而是

一种模拟，在数值上可以作为公式应用，可以推广到与原物相近的一类问题，可以作为某事

物的数学语言，可译成算法语言，编写程序进入计算机。 

2.3.2  数学模型的建立过程 

建立一个实际问题的数学模型，需要一定的洞察力和想象力，进行筛选，抛弃次要因

素，突出主要因素，进行适当的抽象和简化。全过程一般分为提出问题、建立模型、模型求

解与结果分析几个阶段，并且通过这些阶段完成从实际问题到数学模型，再从数学模型到实

际问题的循环。可用流程图表示如下： 
 
 
 
 
 

 
提出问题  首先需要对实际问题进行分析，再对问题进行简化、假设、抽象等，抓住

主要因素，最后提出符合要求的问题。 
建立模型  根据提出的实际问题，利用适当的数学工具，或创造新的数学概念和方法

实际问题的信息 建立数学模型 

实际问题 数学模型的解答 

提出问题 

解释

检验 求解
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去建立数学模型。 
模型求解  选择适当的数学方法，求得数学模型的解答。 
结果分析  用数学模型的解答去解释实际问题，并检验解答的正确性。 
数学模型来源于实践，而又高于实践；反过来，它又不断接受实践的检验。检验的主

要对象是：假定的合理性是否简化；数学表达式是否准确无误；参数估计是否可靠；参数是

否发生变化以及环境影响等等。 

2.3.3  函数模型的建立 

研究数学模型，建立数学模型，对提高解决实际问题的能力和提高各方面的素质都是

十分重要的。建立函数模型的步骤如下： 
（1）分析问题中哪些是变量，哪些是常量，分别用字母表示； 
（2）根据所给条件，运用数学、物理、经济及其他知识，确定等量关系； 
（3）具体写出解析式 )(xfy = ，并指明其定义域。 

鉴于我们初涉微积分学，这里只介绍几个简单的函数关系。 
例 2.10  有一块边长为 a 的正方形铁皮，将它的四角剪

去面积相等的四个小正方形，如图 2.5 所示，制成一个没有

盖的容器，试求此容器的容积V 和剪去的小正方形边长 x 的

函数模型。 
解  由几何知，此容器的容积取决于底面的边长和容器

的高。剪去的小正方形边长为 x，则底面还是正方形且边长

为 )2( xa − ，容器底面面积为
2)2( xa − ，容器的高为 x。因

此，容器的容积的函数关系为 
2)2( xaxV −= ， ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ ax

2
1,0   

例 2.11  某脉冲发生器从 0=t 时间开始，发生如图 2.6 的三角形电压波，每隔时间 0t
发生一次，试建立时间 t 和电压 U 之间的函数模型。 

解  由图 2.6 可见，此电压波的周期为 0t+τ ，第一个周期内，各点的坐标分别是 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0,
2

UA τ
， )0,(τB ， )0,( 0 τ+tC ， 

 
图 2.6 

图 2.5 
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直线 OA 方程为  )0(

2

0 0 −=− tUU τ  ， 即 tUU
τ

02
= ，

2
≤0 τ

<t  ；   

直线 AB 方程为  )(

2

00 0 τ
ττ −

−

−
=− tUU ，即 )(2 0 τ

τ
−−= tUU  ， ττ

<t≤
2

。 

直线 BC 方程为  0=U ， ττ +< 0≤ tt 。 

因此，所求函数是 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

++++

++<++−−

++<+

=

))(1(≤≤)1(,0

)1(≤
2

)(),(
2

2
)(≤)(,2

00

00
0

00
0

ττ

ττττ
τ

τττ
τ

tktkkt

kktttkt
U

tkttktU

U （ L,,10=k ） 

例 2.12  在机械中，曲柄连杆系统如图 2.7 所示，半径为 r 的主动轮以恒等角速度ω 转

动，长为 l 的连杆 AB 带动滑块 B 在槽内做水平往返运动。运动从 0=θ 开始，求滑块 B 的

运动规律的函数模型。 
解  由已知， ω,r 和 l 都是常量。从图 2.7

知，滑块 B 的运动规律表现为 B 到圆心 O 的

距离 s，且 s 是时间 t 的函数， tωθ = 。任一时

间 t，有 
trrOC ωθ coscos ==  

θ22222 sinrlAClCB −=−=  

   trl ω222 sin−=  

所以     trltrCBOCs ωω 222 sincos −+=+= ，（ )≤0 ∞+<t  

建立函数模型是一个比较灵活的问题，没有固定的方法，只有通过多做多练才能逐步

掌握。 

2.4  本章小结 

2.4.1  内容提要 

1．基本概念 

函数，定义域，单调性，奇偶性，有界性，周期性，分段函数，反函数，复合函数，

基本初等函数，初等函数。 

2．基本方法 

求函数的定义域的方法，判断两个函数是否相同的方法，判断函数的奇偶性的方法，

将函数分解成基本初等函数的方法。 

图 2.7 
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2.4.2  疑点解析 

问题 1  如何求函数的定义域？ 
解析  主要考虑以下几种情况： 
（1）含有分式的函数，其分母不为零； 
（2）含有偶次根式符号的函数，其被开方式大于等于零； 
（3）含有一些特殊函数符号的函数，需要有特殊的要求。如对数函数符号内的式子为

正，反正弦、反余弦函数符号内的式子，其绝对值小于等于 1 等等； 
（4）若在一个函数中有两种以上情况同时出现，则需要建立不等式组，求出联立不等

式组的解，其解就是所给函数的定义域。 
例 2.13  求下列函数的定义域： 

（1）
1

16)2lg()(
2

+
−

+−=
x

xxxf ；（2）
xx

xxf
−

+
−

=
6
11arcsin)( 。 

解  利用求函数的定义域的方法。（1）由已知函数可知，在函数中有三种情况同时出

现，即要求分母不为零，偶次根式的被开方式大于等于零和对数函数符号内的式子为正，可

建立不等式组，并求出联立不等式组的解，即 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
−
+

02
0≥16

0≠1
2

x
x

x
，推得 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
−

−

2
4≤≤4

1≠

x
x

x
，即 211≤4 <<−−<− xx 或 。 

因此，所给函数的定义域为 1≤4 −<− x 或 21 <<− x ，即 )21()14[ ,, −−− U 。 

（2）由已知函数可知，在函数中有三种情况同时出现，即要求分母不为零，偶次根式

的被开方式大于等于零和反正弦函数符号内的式子的绝对值小于等于 1，可建立不等式组，

并求出联立不等式组的解，即 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
−
−

1≤
1

0≥6
0≠6

0≠

x
x

x
x

x

，推得 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

− 22 ≤)1(
6≤

0≠,6≠

xx
x

xx
，即 6<≤

2
1

x  

因此，所给函数的定义域为 6<≤
2
1

x ，即 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ 6
2
1
, 。 

问题 2  如何判断两个函数是否相同？ 
解析  判断两个函数是否相同，要根据函数的两要素：定义域和对应规则。首先判断

两个函数的定义域是否相同，若不相同，则这是两个不同的函数；若相同，再进行下一步，

考虑这两个函数的对应规则，若不相同，则这是两个不同的函数，若相同，则这是两个相同

的函数。一般说来，直接判断对应规则是否相同比较困难，在定义域相同的条件下，可用函

数的值域是否相同来判断，若函数的值域相同，则对应规则相同，否则，对应规则不相同。 
例 2.14  判断下列各对函数是否相同： 

（1） 2)()( xxgxxf == 与 ；（2） )9ln()( 2 −= xxf 与 )3ln()3ln()( −++= xxxg 。 

解  利用函数的两要素，即定义域和对应规则进行判断。 
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（1） xxf =)( 与 2)( xxg = 的定义域都是 ),( +∞−∞ ，即两个函数的定义域相同，由

于 )()( 2 xfxxxg === ，即对应规则也相同，所以 )()( xgxf 与 是相同的函数。 

（2）由于 )(xf 的定义域为 3−<x 或 3>x ， )(xg 的定义域为 3>x ，因此 )(xf 与 )(xg
的定义域不同，所以 )(xf 与 )(xg 是不同的函数。 

习  题  2 

1．求下列函数的定义域： 

（1）
2

1
2 −+

=
xx

y ；（2）
2

arccos xy = ；（3）
)2ln(

1
x

xy
+
+

= ； 

（4）
4

1sin)8ln( 2

−
+−=

x
xy ；（5） 1

1ln
1

−+
−

= x
x

y 。 

2．设
)(

1)]([1)()1()1(5)( 2

xf
xff

x
fafffxxf ,,,,,求, ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+= 。 

3．判断下列各对函数是否相同： 

（1）
1
1)(

2

+
−

=
x

xxf 与 1)( −= xxg ； 

（2） xxf 2tan1)( += 与 xxg 2sec)( = 。 

4．设
x

x 1)( =ϕ ，求 )()()( xxxxx ϕΔϕΔϕ −++ , 。 

5．设 )2)(1()1( ++=+ xxxxf ，求 )(xf 。 

6．讨论下列函数的奇偶性： 

（1） ;sin)( xxxf = （2） ;
1
1)(

+
−

= x

x

a
axg （3） ;cossin)( xxxf −= （4） xxxf arcsin)( = 。 

7．下列函数是由哪些简单函数复合而成的？ 

（1） xy sin1e +−= ；（2）
2

1tanln
2 +

=
xy ；（3） 32 )]1[arcsin( xy −= ； 

（4） 1cos2 +−= xy ；（5） 3 2cos1 xy += ；（6） )]1[sin(cos 22 −= xy 。 

8．做一容积为 V 的圆柱形无盖小桶，试建立圆桶的全面积 S 和圆桶高 h 之间的函数模

型。 
9．拟建容积为 V 的长方体水池，设其底为正方形，如果池底单位面积造价是四周单位

面积造价的 2 倍，试建立总造价与底面边长之间的函数模型，并指出定义域。 
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第 3 章  极限与连续 
上一章讲述了函数的概念与函数值的计算问题。但是，在现实世界中，还要研究当自变

量无限接近某个常数或某个“方向”时，函数是否无限接近于某一确定的。例如，在第 1 章

中求变速直线运动的瞬时速度与曲边图形的面积就都归结于这样的问题。解决这类问题的方

法称为极限方法。极限是微积分学中重要的概念之一，是研究微积分学的重要工具。微积分

学中的许多重要概念，如函数的连续性，导数与定积分等，都是由极限引入的。因此，掌握

极限的思想与方法是学好微积分的条件。本章着重研究极限的概念，无穷小量和无穷大量的

概念和性质，极限的运算，函数连续的概念等问题。 

3.1  极限的概念 

极限是描述变量在变化过程中的变化趋势。为理解极限的概念，先从数列的极限说起。 

3.1.1  数列的极限 

1．数列的概念 

定义在正整数集合上的函数 )(nfxn = ),2,1( L=n ，其函数值按自变量 n由小到大排成一

列数 
LL ,,,,, nxxxx 321  

称为数列，记做{ }nx 。其中 nx 称为数列的通项或一般项。 

例 3.1  考察下列五个数列，当 n 无限增大时，通项 nx 的变化趋势怎样。 

（1） LL ,
2

1,,
8
1,

4
1,

2
1,1 1−n  

（2） LL ,
1

,,
5
4,

4
3,

3
2,

2
1

+n
n  

（3） ( ) LL ,1,,1,1,1,1 1+−−− n  
（4） LL ,sin,,4sin,3sin,2sin,1sin n  

（5） LL ,,,4,3,2,1 n  

解 （1）通项为 12
1
−

= nnx ，当n 无限增大时， nx 无限趋近一个固定值 0； 

（2）通项为
1+

=
n

nxn ，当 n 无限增大时， nx 无限趋近一个固定值 1； 

（3）通项为
1)1( +−= n

nx ，当 n 无限增大时， nx 始终在 1 和-1 两个数上摆动，不趋近于

某一个固定的值； 
（4）通项为 nxn sin= ，当 n 无限增大时， nx 始终在 1 和-1 之间振荡，不趋近于某一个

固定的值； 
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（5） nxn = ，当 n 无限增大时， nx 也无限增大。 

上述数列（1）和（2），当 n 无限增大时， nx 都会趋近于某一个固定的常数，只要 n 充

分大， nx 与这个常数的差距可以任意小，要多小就可以有多小，就称这个固定的常数为这个

数列的极限。而数列(3)、(4)、(5)，当 n 无限增大时，不存在这样一个固定的常数，这时，

称数列的极限不存在。下面给出数列极限的定义。 

2．数列的极限 

定义 3.1  设数列{ }nx ，若当 n 无限增大时， nx 无限趋近于某一固定的常数 A，则称 A

为当n 趋于无穷时，数列{ }nx 的极限，记做 

Axnn
=

∞→
lim   或 )( ∞→→ nAxn  

这时也称当 ∞→n 时，数列{ }nx 收敛于 A。如果当 ∞→n 时，数列{ }nx 不趋近于某一固定

的常数，则称当 ∞→n 时，数列{ }nx 发散。 

由例 3.1 中的（1）知， 0
2

1lim 1 =−∞→ nn
；（2）知 1

1
lim =

+∞→ n
n

n
，所以这两个数列是收敛

的，分别收敛于 0 与 1，而其他数列是发散的。 
若数列{ }nx 对于每一个正整数 n，都有 1+≤ nn xx ，则称为数列{ }nx 是单调递增数列；若

数列{ }nx 对于每一个正整数 n，都有 1+≥ nn xx ，则称为数列{ }nx 是单调递减数列。对于单调

有界数列有下列定理。 
定理 3.1   单调有界数列必有极限。 
证明从略。 

3.1.2  函数的极限 

数列是一种特殊的函数，即自变量取正整数的函数。下面讨论一般函数的极限。 
对于给定函数 )(xfy = ，因变量 y 随自变量 x的变化而变化。若当自变量 x 无限接近于

某个“方向”（一个数 0x ，或 ∞+ 或 ∞− ）时，因变量 y 无限接近于一个确定的常数 A，则

称 A 为函数 )(xf 的极限。为了叙述问题的方便，规定：当 x 无限增大时，用记号 +∞→x
（读作 x 趋于正无穷）表示；当| x |无限增大且 0<x 时，用记号 −∞→x （读作 x 趋于负无

穷）表示；当 || x 无限增大时，用记号 ∞→x （读作 x 趋于无穷）表示；当 x 无限接近于 0x
时，用记号 0xx → （读作 x 趋于 0x ）表示；当 x 从 0x 的左侧无限接近于 0x 时，用记号

−→ 0xx 表示；当 x从 0x 的右侧无限接近于 0x 时，用记号 +→ 0xx 表示。下面，根据自变量 x
无限接近于 “方向”的不同方式，分别介绍函数的极限。 

1． ∞→x 时函数 )(xf 的极限 

这种极限与数列的极限很相似，下面直接给出定义。 
定义 3.2  设函数 )(xfy = 在 bx >|| （ 0>b 的某个实数）时有定义，如果当自变量 x的

绝对值无限增大时，相应的函数值 )(xf 无限趋近于同一个固定的常数 A，则称 A为 ∞→x
时函数 )(xf 的极限，记做 Axf

x
=

∞→
)(lim 或 )()( ∞→→ xAxf 。 
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由图 3.1 知， 01lim =
∞→ xx

。 

2． +∞→x 时函数 )(xf 的极限 

定义 3.3  设函数 )(xfy = 在 ),( +∞a （ a 为某个实数）内有定义， 如果当自变量 x 无限

增大时，相应的函数值 )(xf 无限趋近于某一个固定的常数 A ，则称 A 为 +∞→x 时函数

)(xf 的极限，记做 Axf
x

=
+∞→

)(lim 或 )()( +∞→→ xAxf 。 

由图 3.2 知， 02lim =−

+∞→

x

x
。 

       

图 3.1                                     图 3.2 

3． −∞→x 时函数 )(xf 的极限 

定义 3.4  设函数 )(xfy = 在 ),( a−∞ ( a 为某个实数)内有定义，如果当自变量| x |无限增

大且 0<x 时，相应的函数值 )(xf 无限趋近于某一个固定的常数 A，则称 A为 −∞→x 函数

)(xf 的极限，记做 Axf
x

=
−∞→

)(lim 或 )()( −∞→→ xAxf 。 

由图 3.1 知, 01lim =
−∞→ xx

。 

不难证明： 
定理 3.2  Axf

x
=

∞→
)(lim 的充分必要条件是 =

+∞→
)(lim xf

x
Axf

x
=

−∞→
)(lim 。 

4． 0xx → 时函数 )(xf 的极限 

为了便于读者理解 0xx → 时函数 )(xf 的极限，先从图形上观察两个具体的函数。 
从图 3.3 不难看出，当 x 无限趋近于 2 时， 2)( += xxf 无限趋近于 4；从图 3.4 知，当 x

无限趋近于 2 时，
2
4)(

2

−
−

=
x

xxg 无限趋近于 4。函数 2)( += xxf 与
2
4)(

2

−
−

=
x

xxg 是两个不

同的函数， 2)( += xxf 在 2=x 处有定义，
2
4)(

2

−
−

=
x

xxg 在 2=x 处无定义。这就是说，当 x

无限趋近于 2 时， )(xf ， )(xg 的极限是否存在与其在 2=x 是否有定义无关。这里先介绍一

下邻域的概念，称开区间 ),( 00 δδ +− xx 为以 0x 为中心，以 )0( >δδ 为半径的邻域，简称为

点 0x 的 δ 邻域，记为 ),( 0 δxN ；称 ),(),( 0000 δδ +− xxxx U 为点 0x 的去心 δ 邻域，记为
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),ˆ( 0 δxN 。因此，一般说来，为了使 0xx → 时函数 )(xf 的极限的定义适用范围更广泛，不

必要求 )(xf 在 0x 点有定义，只需要求 )(xf 在点 0x 的去心邻域内有定义，而在 0x 处可以没

有定义。于是给出如下定义： 

       

图 3.3                                      图 3.4 

定义 3.5  设函数 )(xfy = 在点 0x 的去心邻域 ),ˆ( 0 δxN 内有定义，如果当自变量 x 在

),ˆ( 0 δxN 内无限趋近于 0x 时，相应的函数值 )(xf 无限趋近于某一个固定的常数 A，则称 A
为 0xx → 时函数 )(xf 的极限, 记做 Axf

xx
=

→
)(lim

0

或 )()( 0xxAxf →→ 。 

由定义 3.5 知， 4)2(lim
2

=+
→

x
x

， 4
2
4lim

2

2
=

−
−

→ x
x

x
。 

5． −→ 0xx 时函数 )(xf 的极限 

定义 3.6  设函数 )(xfy = 在点 0x 的左半邻域 ),( 00 xx δ− 内有定义，如果当自变量 x

在此半邻域内从 0x 左侧无限趋近于 0x 时，相应的函数值 )(xf 无限趋近于某个固定的常数

A ， 则 称 A 为 当 x 趋 近 于 0x 时 函 数 )(xf 的 左 极 限 ， 记 做 Axf
xx

=
−→

)(lim
0

或

)()( 0
−→→ xxAxf ，或 Axf =− )0( 0 。 

6． +→ 0xx 时函数 )(xf 的极限 

定义 3.7  设函数 )(xfy = 在点 0x 的右半邻域 ),( 00 δ+xx 内有定义，如果当自变量 x

在此半邻域内从 0x 右侧无限趋近于 0x 时，相应的函数值 )(xf 无限趋近于某个固定的常数 A ,

则称 A为当 x 趋近于 0x 时函数 )(xf 的右极限,记做 Axf
xx

=
+→

)(lim
0

或 )()( 0
+→→ xxAxf ，或

Axf =+ )0( 0 。 

例 3.2  设函数
⎩
⎨
⎧ <−

=
0≥,
0,

)(
xx
xx

xf ，画出该函数的图形，并讨论 )(lim
0

xf
x −→

，

)(lim
0

xf
x +→

， )(lim
0

xf
x→

。 

解  函数 )(xf 的图形如图 3.5 所示，从图 3.5 不难看出： )(lim
0

xf
x −→

= 0， )(lim
0

xf
x +→

= 0，

)(lim
0

xf
x→

= 0。 
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例 3.3  设函数
⎩
⎨
⎧

+
<−

=
0≥,1
0,

)(
xx
xx

xf ，画出该函数的图形，并讨论 )(lim
0

xf
x −→

，

)(lim
0

xf
x +→

， )(lim
0

xf
x→

。 

解  函数 )(xf 的图形如图 3.6 所示，从图 3.6 不难看出： )(lim
0

xf
x −→

= 0， )(lim
0

xf
x +→

= 1，

)(lim
0

xf
x→

不存在。 

           

图 3.5                                   图 3.6 

由左极限和右极限的定义及上述的两个例子，可知有如下定理： 
定理 3.3  Axf

xx
=

→
)(lim

0

的充分必要条件是 =
−→

)(lim
0

xf
xx

Axf
xx

=
+→

)(lim
0

。 

3.1.3  极限的性质 

由于数列的极限是一种特殊函数的极限，因此数列的极限与函数的极限所描述的是同一

个问题，即自变量在某一变化过程中，函数无限接近于某个确定的常数。因此，它们有很多

共性。下面仅以 0xx → 为例给出函数极限的性质。 
性质 3.1 （唯一性）若 )(lim

0

xf
xx→

存在，则极限是唯一的。 

性质 3.2 （有界性）若 )(lim
0

xf
xx→

存在，则存在 0x 的某个去心邻域 ),ˆ( 0 δxN ，在

),ˆ( 0 δxN 内函数 )(xf 有界。 
性质 3.3 （保号性）若 Axf

xx
=

→
)(lim

0

且 0>A ，则存在 0x 的某个去心邻域 ),ˆ( 0 δxN ，在

),ˆ( 0 δxN 内函数 0)( >xf ；若 0<A ，存在 0x 的某个去心邻域 ),ˆ( 0 δxN ，在 ),ˆ( 0 δxN 内函数

0)( <xf 。 
性质 3.4 （夹逼准则）若 ),ˆ( 0 δxNx∈ （其中 0>δ ）时，有 )(≤)(≤)( xhxfxg ，且

Axg
xx

=
→

)(lim
0

， Axh
xx

=
→

)(lim
0

，则 Axf
xx

=
→

)(lim
0

。 

性质 3.4 在极限的计算中是很有用的。 

3.1.4   关于极限概念的说明 

为了正确理解极限的概念，需要说明两点： 
（1）在极限过程 0xx → 中，只要求 x充分接近 0x 时， )(xf 存在，与 0xx = 时或远离 0x

时， )(xf 取值如何是毫无关系的。 

（2）上述所给出的各种情形下的极限定义，是一种描述性的极限定义，不是严格的极限

定义。如上述的极限定义中，都要求自变量在某一变化过程中，函数 )(xf 无限接近于某个确
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定的常数 A，那么，何谓 )(xf 与常数 A无限接近？在数学上如何给予精确的描述？可以看

到， )(xf 与常数 A无限接近是指| )(xf - A |可以任意小，即| )(xf - A |可以无限接近于 0。换

句话说，对任意给定无论多么小的正数 ε ，当 x 变化到某一程度后，总有 ε<− |)(| Axf 成

立。由于自变量 x的变化过程不同，有许多种描述方法。下面仅以 0xx → 为例给出函数 )(xf
的极限的精确定义（ δε − 语言），供读者参考。 

定义 3.8 （极限的 δε − 语言）设函数 )(xf 在点 0x 的某个去心邻域 ),ˆ( 0 δxN 内有定义，

若对任意给定的正数 ε ，存在 0>δ ，使得当 δ<−< ||0 0xx 时，恒有 ε<− |)(| Axf 成立，则

称当 0xx → 时， )(xf 以 A为极限，记为 Axf
xx

=
→

)(lim
0

。 

3.1.5  无穷小量  

1．无穷小量的定义 

定义 3.9  在自变量的某个变化过程中，以零为极限的变量称为这个变化过程中的无穷

小量，简称无穷小。 
例如，若 0)(lim

0

=
→

x
xx
α ，则称变量 )(xα 为 0xx → 时的无穷小量；若 0)(lim =

+∞→
x

x
β ，则称

变量 )(xβ 为 +∞→x 时的无穷小量。类似地还有 −→ 0xx ， +→ 0xx ， ∞→x 等情形下的无穷

小量。 
注意：一般说来，无穷小表达的是变量的变化状态，而不是变量的大小，一个变量无论

多么小，都不能是无穷小量，数零是唯一可作为无穷小的常数。 
例 3.4  自变量 x在怎么样的变化过程中，下列函数为无穷小： 

（1）
x

y 1
=  ；（2） 1−= xy ；（3） xy −= 3 ；(4) xy 6= 。 

解  （1）由于 01lim =
∞→ xx

，所以
x
1
为当 ∞→x 时的无穷小； 

（2）由于 0)1(lim
1

=−
→

x
x

，所以 1−x 为当 1→x 时的无穷小； 

（3）由于 03lim =−

+∞→

x

x
，所以 x−3 为当 +∞→x 时的无穷小； 

（4）由于 06lim =
−∞→

x

x
，所以 x6 为当 −∞→x 时的无穷小。 

2．极限与无穷小量的关系 

设 Axf
xx

=
→

)(lim
0

，即当 0xx → 时，函数 )(xf 无限接近于常数 A，换句话说， )(xf - A

无限接近于常数 0，即当 0xx → 时， )(xf - A以零为极限，也就是说，当 0xx → 时， )(xf -

A为无穷小量，若记 Axfx −= )()(α ，则有 )()( xAxf α+= ，于是有下述定理。 
定理 3.4 （极限与无穷小量的关系） Axf

xx
=

→
)(lim

0

的充分必要条件是 )()( xAxf α+= ，

其中 )(xα 是当 0xx → 时的无穷小量。 

在定理 3.4 中，将自变量 x 的变化过程换成其他任何一种情形（ −→ 0xx ， +→ 0xx ，

∞→x ， +∞→x ， −∞→x ）后仍然成立。 
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3．无穷小量的运算性质 

定理 3.5   有限个无穷小量的代数和是无穷小量。 
定理 3.6   有限个无穷小量的乘积是无穷小量。 
定理 3.7   无穷小量与有界量的乘积是无穷小量。 
推论 3.1   常数与无穷小量的乘积是无穷小量。 

例 3.5  求
x

x
x

1sinlim
0→

。 

解  由于 0lim
0

=
→

x
x

，因此 x为当 0→x 时的无穷小量，又由于 1≤
1

sin
x

，于是
x

x 1sin 仍

为当 0→x 时的无穷小量，所以
x

x
x

1sinlim
0→

= 0。 

3.1.6  无穷大量 

1．无穷大量的定义 

定义 3.10  在自变量的某个变化过程中，绝对值可以无限增大的变量称为这个变化过程

中的无穷大量，简称无穷大。 
例如，变量 )(xf 为 0xx → 时的无穷大量，记做 ∞=

→
)(lim

0

xf
xx

；变量 )(xf 为 0xx → 时的

正 无 穷 大 量 ， 记 做 +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

； 变 量 )(xf 为 0xx → 时 的 负 无 穷 大 量 ， 记 做

−∞=
→

)(lim
0

xf
xx

。对于自变量 x的其他变化过程中的无穷大量，正无穷大量，负无穷大量可用

类似的方法描述。 
应该注意的是：无穷大量是极限不存在的一种情形，这里借用极限的记号，但并不表示

极限存在。 

不难知道， −∞=
−→ xx

1lim
0

， +∞=
∞→

2lim x
x

。 

2．无穷大量与无穷小量的关系 

由无穷大量与无穷小量的定义，可知： 
定理 3.8 （无穷大量与无穷小量的关系）在自变量的某个变化过程中，无穷大量的倒数

是无穷小量；非零无穷小量的倒数是无穷大量。 
例 3.6  自变量 x在怎样的变化过程中，下列函数为无穷大： 

（1）
x

y 1
=  ；（2） 1−= xy ；（3） xy −= 3 ；(4) xy 6= 。 

解  （1）由于 0lim
0

=
→

x
x

，即当 0→x 时 x为无穷小，所以
x
1
为当 0→x 时的无穷大； 

（2）由于 0
1

1lim =
−∞→ xx

，即当 ∞→x 时
1

1
−x

为无穷小，所以 1−x 为当 ∞→x 时的无

穷大； 
（3）由于 03lim =

−∞→

x

x
，即当 −∞→x 时 x3 为无穷小，所以 x−3 为当 −∞→x 时的无
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穷大；  
（4）由于 06lim =−

+∞→

x

x
，即当 +∞→x 时 x−6 为无穷小，所以 x6 为当 +∞→x 时的无

穷大。  

3.2  极限的运算 

由极限的定义来求变量的极限是很不方便的。下面给出极限的一些运算法则。 

3.2.1  极限的运算法则 

为简便起见，如 )(lim xf 及 )(lim xg ，其中极限记号“ lim”下没有注明自变量的变化过

程，都假定 x在同一变化过程中，即都是 0xx → 或 ∞→x 等情况。 
定理 3.9  设 )(lim xf 及 )(lim xg 都存在，则 
（1） )(lim)(lim)]()(lim[ xgxfxgxf ±=± ； 
（2） )(lim)(lim)]()(lim[ xgxfxgxf ⋅=⋅ ； 

（3）
)(lim
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

=  （ 0)(lim ≠xg ）。 

定理 3.9 的证明可由定理 3.4~定理 3.7 得到。下面证明定理 3.9 中的(2)，其他的证法类

同。 
证  设 Axf =)(lim ， Bxg =)(lim ，由定理 3.4 知， )()( xAxf α+= ， )()( xBxg β+= ，

其中 )(xα ， )(xβ 都是无穷小，因此 
))())((()()( xBxAxgxf βα ++=⋅ ))()()()(( xxxBxAAB βααβ +++=  

利用定理 3.5~定理 3.7 和推论 3.1 知， )()()()( xxxBxA βααβ ++ 是无穷小，再利用定理

3.4，得 
)(lim)(lim)]()(lim[ xgxfABxgxf ⋅==⋅  

推论 3.2  )(lim)](lim[ xgcxcg = （其中 c 为常数）。 

推论 3.3  nn xfxf )]([lim)](lim[ = （其中 n为正整数）。 

例 3.7  求
2
3lim

2

1 −
+

→ x
x

x
。 

解  因为 0)2(lim
1

≠−
→

x
x

，所以 

)2(lim

)3(lim

2
3lim

1

2

1
2

1 −

+
=

−
+

→

→

→ x

x

x
x

x

x

x 2lim

3lim

1

2

1

−

+
=

→

→

x

x

x

x 4
21
312

−=
−
+

=   

例 3.8  求
2

44lim
2

2 −
+−

→ x
xx

x
。 

解  因为 0)2(lim
2

=−
→

x
x

，所以不能用定理 3.9，又因为 0)44(lim 2

2
=+−

→
xx

x
，故可约去

公因式 )2( −x ，有 

=
−

+−
→ 2

44lim
2

2 x
xx

x 2
)2(lim

2

2 −
−

→ x
x

x
= )2(lim

2
−

→
x

x
0=  
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例 3.9  求
20

2lim 24 −+
−

→ xx
x

x
。 

解  因为 0)20(lim 2

4
=−+

→
xx

x
，所以不能用定理 3.9，又由于 0)2(lim

4
=−

→
x

x
，可将分

子有理化，并约去公因式 )4( −x ，有 

20
2lim 24 −+

−
→ xx

x
x

=
)2)(4)(5(

4lim
4 +−+

−
→ xxx

x
x

=
)2)(5(

1lim
4 ++→ xxx

=
36
1  

由此可见，有理函数或无理函数在 0xx → 时的极限是容易求得的。 

下面，讨论 ∞→x 的极限，先看一个例子。 

例 3.10  求
142

223lim 24

23

−+−
−+

∞→ xxx
xx

x
。 

解    求有理分式的极限，只要对分子和分母同除以 ,4x 有 

142
223lim 24

23

−+−
−+

∞→ xxx
xx

x
=

432

42

1142

223

lim

xxx

xxx
x

−+−

−+

∞→
= 0    

从上例可以看出，对于 ∞→x 的极限，可用分子、分母中 x  的最高次幂除之，然后再求

极限。一般地，可得 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>∞

=

<

=
+++
+++

−

−

∞→

mn

mn
b
a

mn

bxbxb
axaxa

m
mm

n
nn

x

,

,

,0

lim
0

0
1

10

1
10

L

L
（其中 00 ≠b ） 

例 3.11  求 28

253

)73(
)35()11(lim

+
−−

∞→ x
xx

x
。 

解  由于分子和分母展开后都是 28 次多项式，对分子和分母同除以 ,28x 则有 

28

253

)73(
)35()11(lim

+
−−

∞→ x
xx

x
= 28

253

73

35111
lim

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→

x

xx
x

=
27
1

3
)3(1

28

253

−=
−⋅

 

例 3.12  求
32

sinlim
xx

xx
x ++∞→

。 

解  由于当 ∞→x 时， xx sin 极限不存在，所以不能用定理 3.9，又由于 xsin 是有界

量，且 

0
1
1lim

1
limlim

32
=

+
=

+
=

+ +∞→+∞→+∞→ xxx
x

xx

x
xxx

 

利用定理 3.7，得 

0sinlimsinlim
3232

=⋅
+

=
+ +∞→+∞→

x
xx

x

xx

xx
xx

 

求极限的方法小结： 
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（1）运用极限运算法则时，必须注意只有各项极限存在，才能适用； 
（2）若不能直接用极限运算法则时，必须先对原式进行恒等变形（约分，通分，有理

化，变量代换等），然后再求极限； 
（3）利用无穷小的运算性质求极限，注意正确使用有关无穷小的定理 3.7。 

3.2.2  两个重要极限 

1． 1sinlim
0

=
→ x

x
x

 

下面来证明上述重要极限： 

制作单位圆，如图 3.7 所示，取 ,
2

0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π<<=∠ xxAOB xBC sin= , xAB = , xAD tan= 。 

由图得 AODAOBAOB SSS ΔΔ << 扇形 ，即 

xxx tan
2
1

2
1sin

2
1

<<  

有               
x
xxx

cos
sinsin <<  

除以 xsin ，得 
xx

x
cos

1
sin

1 <<  

即   x
x

x cossin1 >>  

上述不等式是当
2
π0 << x 时得到的，但对 0

2
π

<<− x 也是

成立的。又因为 1coslim
0

=
→

x
x

， 11lim
0
=

→x
，由极限的夹逼准则

知 ， 1sinlim
0

=
→ x

x
x

。  

注意：这个重要极限是
0
0
型，为了强调形式，可把它写成一般形式 

1
)(

)(sinlim
0)(

=
→ xu

xu
xu

，（其中 )(xu 表示任一变量） 

例 3.13  求
x

x
x

3sinlim
0→

。 

解   由于这是
0
0
型的极限，所以 

x
x

x

3sinlim
0→

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

→
3

3
3sinlim

0 x
x

x
=3

x
x

x 3
3sinlim

0→
=3。 

例 3.14  求 20

cos1lim
x

x
x

−
→

。 

解  由于这是
0
0
型的极限，所以

20

cos1lim
x

x
x

−
→

=
2

2

0
)

2
(4

2
sin2

lim
x

x

x
⋅

→
=

2

0

2

2
sin

lim
2
1

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→ x

x

x
=

2
1
。 

 

图 3.7 
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例 3.15  求
x

x
x 2

1sinlim
∞→

。 

解  由于这是一个可化为
0
0
型的极限，所以 

x
x

x 2
1sinlim

∞→
=

2
1

2
1
2
1sin

lim ⋅
∞→

x

x
x 2

1

2
1
2
1sin

lim
2
1

==
∞→

x

x
x

 

2． e11lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

x

x x
 

对这一重要极限在这里不给出证明，仅给出其证明的思路：先考虑 x取正整数 n时的情

形，即

n

n n
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11 ，利用二项式展开定理，可以证得数列{ nx }单调递增且有界，由定理 

3.1 知数列{ nx }的极限存在，并用 e 来表示此极限，即 

e11lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

n

n n
， e = 2.718281828… 

再利用极限的夹逼准则，当 x取正实数而无限增大时，函数

x

x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11 的极限等于 e。同样

可证，当 x取负实数而| x |无限增大时，函数

x

x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11 的极限等于 e，所以 e11lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

x

x x
。 

为了准确地用好这个极限，它有两个特征，一是它属于 ∞1 型的极限，二是它可形象地写

成为 

e
)(

11lim
)(

)(
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→

xu

xu xu
，（其中 )(xu 表示任一变量） 

例 3.16  求
x

x x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

21lim 。 

解  由于这是 ∞1 型，利用第 2 个重要极限，令
2
xu = ，则 ux 2= ，得 

x

x x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

21lim =
u

u u

2

→

11lim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞
=

2
11lim

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

u

u u
= 2e  

例 3.17  求 x
x

x
1

0
)1(lim +

→
。 

解  设
x

u 1
= ，当 0→x 时， ∞→u ，这是 ∞1 型，于是 x

x
x

1

0
)1(lim +

→
= e11lim =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

u

u u
 

所以得到第 2 个重要极限的另一种形式为 

e)1(lim
1

0
=+

→
x

x
x   
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例 3.18  求
x

x x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→

21lim 。 

解  由于这是 ∞1 型，利用第 2 个重要极限，有 

x

x x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→

21lim =

2

221lim

−
−

∞→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+

x

x x 2
2

e
1e == −  

例 3.19  求
x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∞→ 3
1lim 。 

解  由于这是 ∞1 型，设
ux

x 11
3
1

+=
−
+

，解得 34 += ux 。当 ∞→x 时， ∞→u 。因此 

x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∞→ 3
1lim =

3411lim
+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

u

u u
=

4
11lim

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

u

u u
·

311lim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→ uu
= 4e  

3.2.3  无穷小的比较 

在 3.1.5 节讨论了两个无穷小和与积。在计算数学的许多问题中，还需比较两个无穷小趋

于零的快慢问题。先看
n
1
与 2

1
n

，当 ∞→n 时, 两者都是无穷小，但趋于零的速度却不一样

（见表 3.1）。 

表 3.1 

n  1 10 100 1000 10000 … 

n
1  1 0.1 0.01 0.001 0.0001 … 

2
1

n
 1 0.01 0.0001 0.000001 0.00000001 … 

 

从表 3.1 中看出， 2
1

n
比

n
1
趋于零的速度要快，这说明，无穷小量 2

1
n

的阶比
n
1
高。 

为此，引入无穷小量阶的概念。 
定义 3.11  设在自变量 x某个变化过程中， )(xα 与 )(xβ 是两个无穷小量，且 

c
x
x

=
)(
)(lim

α
β

（ c 为常数） 

（1）若 0=c ，则称 )(xβ 是比 )(xα 高阶的无穷小，记为 ))(()( xox αβ = 。 
（2）若 0≠c ，则称 )(xα 与 )(xβ 是同阶无穷小，若 1=c ，则称 )(xα 与 )(xβ 是等阶无穷

小，记为 )(xα ～ )(xβ 。 

例如， 1sinlim
0

=
→ x

x
x

，即 xsin ～ x （ 0→x ）； 1)1ln(lim
0

=
+

→ x
x

x
，即 )1ln( +x ～ x

（ 0→x ）。 
利用等阶无穷小来求极限，有如下定理。 
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定理 3.10  设（ 1 ） )(xα ～ )(xα′ ， )(xβ ～ )(xβ ′ ；（ 2 ） A
x
x

=
′
′

)(
)(lim

α
β

，则

A
x
x

=
)(
)(lim

α
β

。 

证  
)(
)(lim

x
x

α
β

= ⋅
′ )(

)(lim
x
x

β
β

)(
)(lim

x
x

α
β
′
′

)(
)(lim

x
x

α
α ′

⋅ = A
x
x

=
′
′

)(
)(lim

α
β

。 

例 3.20  求
x
x

x 4tan
3sinlim

0→
。 

解  当 0→x 时， x3sin ～ x3 ， x4tan ～ x4 ，所以 
x
x

x 4tan
3sinlim

0→
=

4
3

4
3lim

0
=

→ x
x

x
。 

例 3.21  求
x

xx
x 30 sin

sintanlim −
→

。 

解  当 0→x 时， xsin ～ x， xtan ～ x， xcos1− ～ 2

2
1 x ，所以 

x
xx

x 30 sin
sintanlim −

→
=

x
xx

x 30 sin
)cos1(tanlim −

→
= 3

2

0

2
1

lim
x

xx

x

⋅

→
=

2
1

 

注意：无穷小等价代换只能对相乘或相除的无穷小进行，而对相加或相减的无穷小不能

分别进行等价代换，否则就会产生错误。 
在例 3.21 中，若用 xsin ～ x， xtan ～ x作等价代换，则有 

x
xx

x 30 sin
sintanlim −

→
= 0

sin
lim 30

=
−

→ x
xx

x
 

这样就错了。 
下面列出几个常见的无穷小等价代换，当 0→x 时，得 xsin ～ x ， xtan ～ x ，

xarcsin ～ x， xarctan ～ x， xcos1− ～ 2

2
1 x ， )1ln( +x ～ x， 1e −x ～ x。 

3.3  函数的连续性 

在微积分中，连续函数是很重要的一类函数，在本课程中也主要研究连续函数。连续性

是自然界中各种物体连续变化的数学体现，如水的连续流动，自由落体的位移的连续变化

等。在本节中将运用极限方法对连续性的现象进行描述和研究，并利用连续性的方法去解决

某些极限的计算问题。 

3.3.1  函数的连续性定义 

下面先引入增量的概念，再建立连续性定义。 
设变量u 从一个初值 1u ，变化到终值 2u ，终值与初值之差 2u - 1u ，称为变量u 的增量，

记为 uΔ ，即 uΔ = 2u - 1u 。当 0>Δu 时，变量 u 的变化是增大的；当 0<Δu 时，变量 u 的变

化是减小的。 
设函数 )(xf 在点 0x 的某邻域内有定义，当自变量 x 由 0x 变到 0x + xΔ 时，函数相应由

)( 0xf 变到 )( 0 xxf Δ+ ，因此函数的增量为 
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)()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ  

定义 3.12  设函数 )(xf 在点 0x 的某邻域内有定义，若当自变量的增量 xΔ = −x 0x 趋于

零时，对应的函数增量也趋于零，即 
0)]()([limlim 0000

=−Δ+=Δ
→Δ→Δ

xfxxfy
xx

 

则称函数 )(xf 在点 0x 处连续。或称 0x 是 )(xf 的一个连续点。 

由于 xxx Δ+= 0 ，所以 )()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ )()( 0xfxf −= ，定义 3.12 中极限表

达式可写为 0)]()([lim 00
=−

→Δ
xfxf

x
，即 )()(lim 00

xfxf
x

=
→Δ

。 

定义 3.13  设函数 )(xf 在点 0x 的某邻域内有定义，若 )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

，则称函数

)(xf 在点 0x 处连续。 

下面给出函数 )(xf 在点 0x 处左连续和右连续的概念。 

若 )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
−→

，则称函数 )(xf 在点 0x 处左连续。若 )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
+→

则称函数

)(xf 在点 0x 处右连续。 

定理 3.11  函数 )(xf 在点 0x 处连续的充分必要条件是 )(xf 在点 0x 处，既左连续，又

右连续。 
如果函数 )(xf 在开区间 ),( ba 内的每一点都连续，则称 )(xf 在开区间 ),( ba 内连续。如

果函数 )(xf 在开区间 ),( ba 内连续, 且在 ax = 处右连续，在 bx = 处左连续，则称 )(xf 是闭

区间 ],[ ba 上连续。连续函数的图形是一条连绵不断的曲线。 
由定义 3.13 不难看出，函数 )(xf 在点 0x 处连续，必须同时满足以下三个条件： 

（1）函数 )(xf 在点 0x 的某邻域内有定义； 
（2） )(lim

0

xf
xx→

存在； 

（3）这个极限等于函数值 )( 0xf 。 
若上述条件中至少有一个不满足，则称点 0x 为函数 )(xf 的间断点。 

定义 3.14 （间断点的分类）设 0x 为 )(xf 的一个间断点，如果当 0xx → 时， )(xf 的左

极限、右极限都存在，则称 0x 为 )(xf 的第一类间断点；否则，称 0x 为 )(xf 的第二类间断

点。 
对于第一类间断点有以下两种情形： 
（1）当 )(lim

0

xf
xx −→

与 )(lim
0

xf
xx +→

都存在，但不相等时，称 0x 为 )(xf 的跳跃间断点； 

（2）当 )(lim
0

xf
xx→

存在，但极限不等于 )( 0xf 时，称 0x 为 )(xf 的可去间断点。 

例 3.22  设
⎩
⎨
⎧

>+
=

1,1
1≤,

)(
xx
xx

xf ，讨论 )(xf 在 1=x 处的连续性。 

解 1)1( =f ， 1lim)(lim
11

==
−− →→

xxf
xx

， 2)1(lim)(lim
11

=+=
++ →→

xxf
xx

， 得

≠
−→

)(lim
1

xf
x

)(lim
1

xf
x +→

，即 )(lim
1

xf
x→

不存在。所以 1=x 是 )(xf 的第一类间断点，且为跳跃间

断点（图 3.8）。 
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例 3.23  设
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
0,1

0,)(
2

x

x
x

x
xf ，讨论 )(xf 在 0=x 处的连续性。 

解  1)0( =f ， 0limlim)(lim
0

2

00
===

→→→
x

x
xxf

xxx
，即 )0()(lim

0
fxf

x
≠

→
。所以 0=x 是 )(xf 第

一类间断点，且为可去间断点（图 3.9）。 
若 ∞=

→
)(lim

0

xf
xx

，则称 0x 为 )(xf 的无穷间断点，无穷间断点属第二类间断点。 

例如， )(xf =
x
1
在 0=x 处没有定义，且 ∞=

→
)(lim

0
xf

x
，则称 0=x 为 )(xf 的无穷间断

点。 

又如
x

xf 1sin)( = 在 0=x 处没有定义，且 )(lim
0

xf
x→

不存在，则称 0=x 为 )(xf 的振荡间

断点，振荡间断点也属第二类间断点。 

          

图 3.8                                    图 3.9 

3.3.2  初等函数的连续性 

1．初等函数的连续性  

对于初等函数给出如下的重要结论：一切初等函数在其定义区间内都是连续的。 
由此可见，求初等函数的连续区间就是求函数的定义域。由于分段函数一般不是初等函

数，所以在求分段函数的连续性时，除了利用上述结论考虑每一段函数的连续性外，还必须

讨论分界点处的连续性。 

2．利用函数的连续性求极限 

若函数 )(xfy = 在点 0x 处连续，则有 

)lim()()(lim
00

0 xfxfxf
xxxx →→

==  

即求连续函数的极限时，可归结为计算函数值，又表明函数符号 f 与极限符号 lim 可交

换。 
例 3.24  求 x

x
coslnlim

0→
。 

解  由于 0=x 是初等函数 xcosln 的定义区间内的点，所以 xcosln 在 0=x 处连续，得 



 
·31·

x
x

coslnlim
0→

= 0cosln = 1ln = 0 

例 3.25  求
x

x
x

)1ln(lim
0

+
→

。 

解  利用函数符号与极限符号可交换，由于 uy ln= 在 0>u 上是连续的，所以，得 

x
x

x

)1ln(lim
0

+
→

= x
x

x
x

xx
1

0

1

0
)1(limln)1ln(lim +=+

→→
= eln =1 

3.3.3  闭区间上连续函数的性质 

闭区间上连续函数有许多重要性质，它们是研究诸多问题的基础，现只给出结论而不予

证明。 
定理 3.12 （最大值和最小值存在定理）闭区间上连续函数一定能取得最大值和最小

值。 
定理 3.13 （根的存在定理）设 )(xf 为闭区间[a, b]上连续，且 )()( bfaf 与 异号，则至

少存在一点 ),( ba∈ξ ，使得 0)( =ξf 。 
定理 3.14 （介值定理）设函数 )(xf 是闭区间[a, b]上连续，且 )()( bfaf ≠ ，则对介于

)(af 与 )(bf 之间任意一个数η ，则至少存在一点 ),( ba∈ξ ，使得 ηξ =)(f 。 
对于定理 3.13 从几何上看，如图 3.10 所示，连续曲线 )(xfy = 从 x轴上侧的点 A（纵坐

标 0)( >af ）连续不断地画到 x 轴下侧的点 B （纵坐标 0)( <bf ）时，必与 x 轴至少相交于

一点 )0,(ξC 。这表明若方程 0)( =xf ，函数 )(xf 在闭区间[a, b]上的两个端点处的函数值异

号，则方程 0)( =xf 在开区间 ),( ba 内至少存在一个根。 
对于定理 3.14 从几何上看，如图 3.11 所示，在闭区间[a, b]上的连续函数 )(xfy = 的图

像从点 A连续不断地画到点 B 时，至少要与直线 η=y 相交于一次。 

      
图 3.10                                     图 3.11 

例 3.26  证明方程 )0(0cos >=− aaxx 在 0 与π之间有实根。 
证 设 axxxf −= cos)( ，由于 )(xf 在[0,π]上连续，又 01)0( >=f , 01)( <π−−=π af ,所

以，利用根的存在定理 3.13 知，至少存在一点 ),0( π∈ξ ，使得 0)( =ξf ，即方程

0cos =− axx 在 0 与π之间至少有一个实根。 
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3.4  本章小结 

3.4.1  内容提要 

1．基本概念 

数列极限，函数极限，左极限，右极限，无穷小量，无穷大量，等价无穷小量，函数在

一点连续，连续函数，间断点，第一类间断点，可去间断点，跳跃间断点，第二类间断点，

无穷间断点。 

2．基本定理 

左右极限与极限的关系定理，单调有界数列极限的存在定理，夹逼准则，极限的四则运

算法则，极限与无穷小的关系定理，无穷小的运算性质定理，无穷小的替换定理，无穷小与

无穷大的关系定理，初等函数的连续性定理，闭区间上连续函数的性质定理。 

3．基本方法 

利用函数的连续性求极限的方法，利用四则运算法则求极限的方法，利用两个重要极限

求极限的方法，利用“无穷小与有界量之积仍为无穷小”求极限的方法。 

3.4.2  疑点解析 

问题 1  如果 Axf
xx

=
→

)(lim
0

存在，那么函数 )(xf 在点 0x 处是否一定有定义？ 

解析   Axf
xx

=
→

)(lim
0

存在与 )(xf 在点 0x 处是否有定义无关。例如 1sinlim
0

=
→ x

x
x

，而

x
xxf sin)( = 在 0=x 处无定义；又如 0lim

0
=

→
x

x
， xxf =)( 在 0=x 处有定义。所以，

Axf
xx

=
→

)(lim
0

存在，不一定函数 )(xf 在点 0x 处有定义。 

问题 2  如果 Bxgxf
xx

=
→

)()(lim
0

存在，那么 )(lim
0

xf
xx→

与 )(lim
0

xg
xx→

是否一定存在？是否一

定有 =
→

)()(lim
0

xgxf
xx

)(lim
0

xf
xx→

)(lim
0

xg
xx→

？ 

解析   Bxgxf
xx

=
→

)()(lim
0

存在，并不一定能保证 )(lim
0

xf
xx→

与 )(lim
0

xg
xx→

都存在。例如

01sinlim
0

=
→ x

x
x

， 0lim
0

=
→

x
x

，而
xx

1sinlim
0→

不存在。因此， Bxgxf
xx

=
→

)()(lim
0

存在，不一定能保

证 =
→

)()(lim
0

xgxf
xx

⋅
→

)(lim
0

xf
xx

)(lim
0

xg
xx→

。 

习  题  3 

1．设函数
⎩
⎨
⎧ <−

=
0≥,
0,

)( 2 xx
xx

xf ，（1）求： )(lim
0

xf
x −→

及 )(lim
0

xf
x +→

；（2）当 0→x 时，

)(xf 的极限存在吗？ 
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2．设
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
<<

−+
=

2≥,22
21,

1≤,12
)(

2

xx
xx

xxx
xf ，求： )(lim),(lim),(lim),(lim

3215
xfxfxfxf

xxxx →→→−→
。 

3．在下列各题中，哪些是无穷小量？哪些是无穷大量？ 

（1） xln ，当 1→x 时；   （2） xe ，当 −∞→x 时； （3） x
1

3 ，当 −→ 0x 时； 

（4） 12 −−x ，当 0→x 时；（5） 2
21

x
x+
，当 0→x 时；（6） xtan ，当 0→x 时。 

4．求下列极限： 

（1）
x

x
x

1sinlim 2

0→
； （2） 3arctan1lim x

xx ∞→
； （3） )cos(sin1lim xx

xx
+

∞→
。 

5．求下列极限： 

（1） nn

nn

n 32
32lim

11

+
+ ++

∞→
；     （2）

132
54lim 23

3

++
+−

∞→ xx
xx

x
；  （3） ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

∞→ 2

)1(2lim
n

n

n
； 

（4）
1

1lim
2

+
+

−∞→ x
x

x
；    （5） )3(lim 2 xxx

x
−+

+∞→
；（6）

11
lim

2

2

0 −+→ x
x

x
； 

（7）
156

18lim 2

3

2
1 +−

−

→ xx
x

x
；   （8） 24

519

)32(
)1()21(lim

−
+−

∞→ x
xx

x
。 

6．求 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+++

∞→ 2
21lim 2n

n
n

L
，其中 n为自然数。 

7．求下列极限： 

（1）
x
x

x 2sin
3sinlim

0→
；        （2）

x
x

x

1tanlim
∞→

；    （3）
6
)3sin(lim 23 −−

−
→ xx

x
x

； 

（4）
2
πtan)1(lim

1

xx
x

−
→

；   （5）
x

x

x
1

0 2
1lim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→
；      （6）

x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+∞→ 1
lim ； 

8．试证：当 1→x 时， x−1 与 31 x− 均为无穷小，并对这两个无穷小进行比较。 
9．用等价无穷小代换定理，求下列极限： 

（1）
x

x
x cos1

tanlim
2

0 −→
；   （2）

x
x

x cos1
2sinlim

0 −+→
。 

10．讨论下列函数的连续性，如有间断点，指出其类型： 

（1）
34

1
2

2

+−
−

=
xx

xy ；（2）
x

xy 2sin
= ；（3）

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<−

=
0,
0,1
0,12

xx
x
xx

y ；（4）

1e

1e
1

1

+

−
=

x

x
y 。 

11．已知 ba, 为常数， 6
23

6lim
2

=
+

++
∞→ x

bxax
x

，求 ba , 的值。 

12．已知 0
2
6lim

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

+
+

∞→
bax

x
x

x
，求 ba , 的值。 
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13．已知 1
)6(

lim
0

=
→ xf

x
x

，求
x
xf

x 2
)3(lim

0→
。 

14．设
x

xxxf −
=

||)( ，求 )(lim
0

xf
x −→

及 )(lim
0

xf
x +→

，并问 )(lim
0

xf
x→

是否存在？ 

15．设

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>−
=+

<+

=
0,1
0,1

0,1sin

)(
2 xx

xb

xa
x

x

xf ，试求：（1）当 a 为何值时， 0)( =xxf 在 处的极限

存在；（2）当 ba, 为何值时， 0)( =xxf 在 处连续。 

16．设

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>+
+

=

<+

=

0,)1ln(
0,

0,1sin1

)(

xq
x

x
xp

xx
x

xf ，在 0=x 处连续，求 qp, 的值。 

17．已知 4lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∞→

x

x cx
cx

，求 c。 

18．设圆的半径为 R ，求证：(1)圆内接正 n边形的面积
n

nRAn
π2sin

2

2

= ；(2)圆面积为

2πR 。 
19．设 A , B 为半径为 R 的圆周上的两点，O 为圆心，圆心角 α=∠AOB ，它所对的圆弧

为 AB，弦为 AB；试证：当 0→α 时，弧 AB与弦 AB是等价无穷小。 
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第 4 章  导数与微分 
宇宙空间中的万事万物都按照一定的规律在不断地变化和运动，其中的许多规律，常常

可以通过形式完美而其实质不易被人们理解的途径用数学形式表示出来，并且由此得出新的

甚至是人们预想不到的知识。如物体运动的速度、电流、线密度、化学反应速度、生物繁殖

率以及曲线的切线等。所有这些在数量关系上都归结为函数的变化率，即导数。导数作为微

积分中重要的概念，是从研究因变量相对于自变量的变化率的问题中抽象出来的数学概念。

它是由英国数学家牛顿（Newton）和德国数学家莱布尼茨（Leibniz）分别研究力学与几何学

过程中同时建立的。 
导数是微积分学的核心概念，是在微积分学中解决实际问题的基本工具。在本章中，除

了介绍导数与微分的概念之外，还建立起一整套的微分法公式与法则，从而解决了初等函数

的求导问题。 

4.1  导数的概念 

4.1.1  两个实例 

1．瞬时速度 

设一质点作变速直线运动，其运动方程为 )(tss = ，其中，t 是时间，s 是路程，试求在 0t
时刻的瞬时速度 )( 0tv 。 

对于匀速直线运动来说，有速度公式
t
sv = 。对于非匀速直线运动来说，匀速直线运动的

速度公式只能表示某一时间段内的平均速度。现在的问题是要求非匀速直线运动在 0t 时刻的

瞬时速度，由 0t 变化到 0t + tΔ 的时间增量为 tΔ ，这时质点所经过的路程的增量为 
)()( 00 tsttss −Δ+=Δ  

当时间间隔| tΔ |很小时，从 0t 到 0t + tΔ 时间段内的平均速度 v 与 0t 时刻的瞬时速度就近

似相等，即 

≈)( 0tv
t

tstts
t
sv

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
)()( 00  

而且| tΔ |越小， v 就越接近 )( 0tv ，当 0→Δt 时， )( 0tvv → ，即 

=)( 0tv =
Δ
Δ

→Δ t
s

t 0
lim

t
tstts

t Δ
−Δ+

→Δ

)()(
lim 00

0
 

就是说，物体运动的瞬时速度是路程函数的增量与时间增量之比，且当时间增量趋于零

时的极限。 
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2.  切线斜率 

首先给出一般曲线的切线的定义，在曲线上点M 的

附近，再取一点 1M ，作割线 1MM ，当点 1M 沿曲线移动

而趋向于M 时，割线 1MM 的极限位置MT 就定义为曲线

在点M 处的切线。 
设函数 )(xfy = 的图像是如图 4.1 的曲线 L ， 

))(,( 00 xfxM 和 1M ))(,( 11 xfx 是曲线 L上的两点，它们到

x轴的垂足分别为 A和 B，作MN 垂直 1BM 并交 1BM 于

N ，则 
MN = 01 xxx −=Δ ， 

1NM = )()( 01 xfxfy −=Δ  
割线 1MM 的斜率为 1k ，从而得 

x
xfxxf

xx
xfxf

x
yk

Δ
−Δ+

=
−
−

=
Δ
Δ

==
)()()()(

tan 00

1

01
1 ϕ  

当 0→Δx 时，动点 1M 沿曲线趋向M ，从而得到割线的极限位置MT 的斜率，即切线

的斜率 k ，即 

x
xfxxf

x
yk

xxx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

===
→Δ→Δ→Δ

)()(
limlimtanlimtan 00

000
ϕα  

由此可见，曲线 )(xfy = 在点 M 处的纵坐标 y 的增量 yΔ 与横坐标 x 的增量 xΔ 之比，当

0→Δx 时的极限即为曲线在点M 处的切线斜率。 

4.1.2  导数的概念 

上面研究了变速直线运动的瞬时速度和平面曲线的切线斜率，虽然它们的具体意义各不

相同，但从数学结构上看，却具有完全相同的形式。在自然科学中，还有许多其他的量，如

电流、线密度等都具有这种形式，即函数的增量与自变量增量之比当自变量增量趋于零时的

极限，把这种形式的极限抽象出来，就是函数的导数概念。 

1．导数的定义 

定义 4.1  设函数 )(xfy = 在点 0x 的某一邻域内有定义，当自变量 x在点 0x 处有增量

xΔ （ 0≠Δx ， xx Δ+0 仍在该邻域内）时，相应地函数有增量 )()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ ，若

极限 

x
xfxxf

x
y

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

→Δ→Δ

)()(
limlim 00

00
 

存在，则称 )(xf 在点 0x 处可导，并称此极限值为 )(xf 在点 0x 处的导数，记为 )( 0xf ′ ，也

可记为 )( 0xy′  ，
0xxy =′  ，

0d
d

xxx
y

=  或 
0d

d
xxx

f
= ，即 

x
xfxxf

x
yxf

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=′
→Δ→Δ

)()(
limlim)( 00

000  

若极限不存在，则称 )(xfy = 在点 0x 处不可导。 

图 4.1 
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若固定 0x ，令 xxx =Δ+0 ，则当 0→Δx 时，有 0xx → ，所以函数 )(xf 在 0x 处的导数

)( 0xf ′ 也可表为 

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx
xfxf

xf
xx −

−
=′

→
 

有了导数概念，前面两个问题可以用导数来表达： 
（1）变速直线运动在 0t 时刻的瞬时速度，就是路程 )(tss = 在 0t 处对时间 t 的导数，即 

)( 0tv =
0d

d
ttt

s
=  

（2）平面曲线的切线斜率，就是曲线的纵坐标 y 在该点对横坐标 x的导数，即 

== αtank
0d

d
xxx

y
=  

2．左导数与右导数 

极限 

x
xfxxf

x
y

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

−− →Δ→Δ

)()(
limlim 00

00
 

x
xfxxf

x
y

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

++ →Δ→Δ

)()(
limlim 00

00
 

分别称为函数 )(xf 在点 0x 处的左导数和右导数，且分别记为 )( 0xf−′ 和 )( 0xf +′ 。 

由左极限、右极限的性质知，有如下定理。 
定理 4.1  函数 )(xf 在点 0x 处可导的充分必要条件是 )(xf 在点 0x 处的左导数和右导

数都存在且相等。 
如果函数 )(xf 在区间 ),( ba 内任意一点 x都可导，则称 )(xf 在区间 ),( ba 内可导。 
如果 )(xf 在区间 ),( ba 内可导，那么对应于 ),( ba 中的每一个确定的 x值，都对应着一

个确定的导数值 )(xf ′ 。这样就确定了一个新的函数，此函数称为函数 )(xfy = 的导函数，

记为 ),(xf ′ y′，
x
y

d
d

或
x
xf

d
)(d
，在不致发生混淆的情况下，导函数也简称为导数。 

显然，函数 )(xf 在点 0x 处的导数 )( 0xf ′ ，就是导函数 )(xf ′ 在点 0xx = 处的函数值，

即
0

)()( 0 xxxfxf =′=′ 。 

例 4.1  求函数 3xy = 在任意点 x处的导数。 

解  在 x处给自变量一个增量 xΔ ，相应的函数增量为 
)()( xfxxfy −Δ+=Δ = 33)( xxx −Δ+ = 322 )()(33 xxxxx Δ+Δ+Δ  

因此有                      22 )(33 xxxx
x
y

Δ+Δ+=
Δ
Δ

 

则得 222

00
3))(33(limlim xxxxx

x
y

xx
=Δ+Δ+=

Δ
Δ

→Δ→Δ
，即 23 3)( xx =′ 。 

3．导数的几何意义 

由第二个实例可知，导数的几何意义是函数 )(xfy = 在点 0x 处的导数 )( 0xf ′ 等于曲线



 ·38· 

)(xfy = 在点 ),( 00 yx 处的切线斜率。 
有了曲线在点 ),( 00 yx 处的切线斜率，就容易写出曲线 )(xfy = 在点 ),( 00 yx 处的切线方

程。若 )( 0xf ′ 存在，则曲线 )(xfy = 在点 ),( 00 yxM 处的切线方程为 
))(( 000 xxxfyy −′=−  

若 ∞=′ )( 0xf ，则切线垂直于 x轴，其切线方程为 0xx = 。 
若 0)( 0 ≠′ xf ，则过点 ),( 00 yxM 的法线方程为 

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −

′
−=−  

若 0)( 0 =′ xf ，则法线垂直于 x轴，其法线方程为 0xx = 。 

例 4.2  求曲线 3xy = 在点（1,1）处的切线方程和法线方程。 

解  由于 23 3)( xxy =′=′ ，由导数的几何意义知，曲线 3xy = 在点（1,1）处的切线斜率

为 3|3| 1
2

1 ==′ == xx xy ，所以，切线方程为 )1(31 −=− xy ，即 23 −= xy ；法线方程为

)1(
3
11 −−=− xy ，即

3
4

3
1

+−= xy 。 

4．变化率模型 

前面从实际问题中抽象出了导数的概念，并利用导数的定义来求一些函数的导数，但是

抽象的概念应该回到具体的问题中去，在科学技术中常常把导数称为变化率。变化率反映了

因变量随着自变量在某处的变化而变化的快慢程度。前面已经看到，切线的斜率是曲线的纵

坐标 y 对横坐标 x的变化率；瞬时速度是路程 s 对时间 t 的变化率。下面再举几个有关变化率

的例子。 
例 4.3 （电流模型）在导线中有一强度变化不定的电流通过，设在 t 时刻流过某一固定

截面的电量 )(tQQ = ，求在 0t 时刻的电流 )( 0ti 。 

解  若是恒定电流，在 tΔ 时间段内流过某一固定截面的电量为 QΔ ，则电流 )( 0ti =
t
Q
Δ
Δ

。 

若是非恒定电流，就不能直接用上面的公式求 0t 时刻的电流 )( 0ti ，此时 

t
tQttQ

t
Qi

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
)()( 00  

称为在 tΔ 时间段内的平均电流。当| tΔ |很小时，平均电流 i 可以作为 0t 时刻的电流的近似值，

而且| tΔ |越小， i 就越接近 )( 0ti ，当 0→Δt 时， )( 0tii → ，即 

=)( 0ti =
Δ
Δ

→Δ t
Q

t 0
lim

t
tQttQ

t Δ
−Δ+

→Δ

)()(
lim 00

0
=

0d
d

ttt
Q

=  

例 4.4 （细杆的线密度模型）设一根质量非均匀分布的细杆放在 x轴上，在 x处的质量

)(xmm = ，求杆上 0x 处的线密度 )( 0xρ 。 

解  若细杆的质量分布是均匀的，长度为 xΔ 的一段的质量为 mΔ ，则 )( 0xρ =
x
m
Δ
Δ

。 

若细杆的质量分布是非均匀的，就不能直接用上面的公式求 0x 处的线密度 )( 0xρ ，此

时 

x
xmxxm

t
m

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
)()( 00ρ  
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称为在长度为 xΔ 内的平均线密度。当| xΔ |很小时，平均 ρ 可以作为在 0x 处的线密度的近似

值，而且| xΔ |越小， ρ 就越接近 )( 0xρ ，当 0→Δx 时， )( 0xρρ → ，即 

)( 0xρ = =
Δ
Δ

→Δ x
m

t 0
lim

x
xmxtm

t Δ
−Δ+

→Δ

)()(
lim 00

0
=

0d
d

xxx
m

=  

例 4.5 （化学反应速度模型）在化学反应中某种物质的浓度 N 和时间 t 的关系为

)(tNN = ，求 0t 时刻此物质的瞬时反应速度 )( 0tv 。 
解  当时间从 0t 变到 tt Δ+0 时，浓度的增量为 )()( 00 tNttNN −Δ+=Δ ，此时，浓度的

平均变化率为 

t
tNttN

t
Nv

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
)()( 00  

当| tΔ |很小时，平均速度 v 可以作为 t 时刻的速度的近似值，而且| tΔ |越小，v 就越接近 )( 0tv ，

当 0→Δt 时， )( 0tvv → ，即 

=)( 0tv =
Δ
Δ

→Δ t
N

t 0
lim

t
tNttN

t Δ
−Δ+

→Δ

)()(
lim 00

0
=

0d
d

ttt
N

=  

4.1.3  可导与连续的关系 

从几何上来看，一个函数如果在一点处可导，则此函数在该点连续。下面给出严格证

明。 
定理 4.2  若函数 )(xfy = 在点 x处可导，则 )(xfy = 在点 x处一定连续。 

证  由已知条件知， )(lim
0

xf
x
y

x
′=

Δ
Δ

→Δ
，根据函数的极限与无穷小的关系，得 

α+′=
Δ
Δ )(xf

x
y

 

其中，α 为当 0→Δx 时的无穷小，在上式的两端各乘以 xΔ ，有 
xxxfy Δ+Δ′=Δ α)(  

从而 
0))((limlim

00
=Δ+Δ=Δ

→Δ→Δ
xxxfy

xx
α  

这就是说，函数 )(xfy = 在点 x处连续。但反过来不一定成立，即在点 x处连续的函数

未必在点 x处可导。 

例如，函数
⎩
⎨
⎧

<−
===

0,
0≥,

||)(
xx
xx

xxfy ，显然在 0=x 处连续，但是在该点处不可导。因

为 
||)0()0( xfxfy Δ=−Δ+=Δ  

在 0=x 处的右导数为 

1lim||limlim)0(
000

=
Δ
Δ

=
Δ
Δ

=
Δ
Δ

=′
+++ →Δ→Δ→Δ

+ x
x

x
x

x
yf

xxx
 

在 0=x 处的左导数为 

1lim||limlim)0(
000

−=
Δ
Δ−

=
Δ
Δ

=
Δ
Δ

=′
−−− →Δ→Δ→Δ

− x
x

x
x

x
yf

xxx
 

得 )0()0( −+ ′≠′ ff ，所以 )(xf 在 0=x 时不可导。因此，函数连续是可导的必要条件而不是充
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分条件。 

4.1.4  求导举例 

由导数的定义可知，求函数 )(xfy = 的导数 y′，可分为以下三个步骤： 
（1）求增量： )()( xfxxfy −Δ+=Δ ； 

（2）求比值：
x

xfxxf
x
y

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ )()(

； 

（3）取极限：
x
yy

x Δ
Δ

=′
→Δ 0

lim 。 

下面，利用以上三个步骤求一些基本初等函数的导数。 
例 4.6  求函数 cy = （ c 为常数）的导数。 

解 （1）求增量： yΔ = 0=− cc ；（2）求比值： 0=
Δ
Δ

x
y

；（3）取极限：
x
yy

x Δ
Δ

=′
→Δ 0

lim = 0。 

这就是说，常数函数的导数等于零，即 0)( =′c 。 
例 4.7  求函数 xy sin= 的导数。 

解 （1）求增量：利用三角中的和差化积公式，有 

yΔ = xxx sin)sin( −Δ+
2

sin
2

cos2 xxx Δ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+=  

（2）求比值：
x
y

Δ
Δ

x

xxx

Δ

Δ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+
=

2
sin

2
cos2

x

x
xx

Δ

Δ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+= 2
sin

2
cos2  

（3）取极限：利用 xcos 的连续性及第 1 个重要极限 1sinlim
0

=
→ x

x
x

，得 

x
yy

x Δ
Δ

=′
→Δ 0

lim
x

x
xx

x Δ

Δ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+=
→

2
sin

2
cos2lim

0

2

2
sin

2
coslim

0 x

x
xx

x Δ

Δ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+=
→

= xcos  

即 xx cos)(sin =′ 。 
用类似的方法，可求得函数 xy cos= 的导数，即 xx sin)(cos −=′ 。 

例 4.8  求函数
nxy = （ n为正整数）的导数。 

解 （1）求增量：利用二项式定理，有 
nn xxxy −Δ+=Δ )( nnn xxxnnxnx )()(

2
)1( 221 Δ++Δ

−
+Δ= −− L  

（2）求比值： 121 )(
2

)1( −−− Δ++Δ
−

+=
Δ
Δ nnn xxxnnnx

x
y

L  

（3）取极限：
x
yy

x Δ
Δ

=′
→Δ 0

lim 1121

0
)(

2
)1(lim −−−−

→Δ
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ Δ++Δ

−
+= nnnn

x
nxxxxnnnx L  

即
1)( −=′ nn nxx （ n 为正整数）。特别地， 1)( =′x ，一般地， μxy = （ μ 为实数），也有

1)( −=′ μμ μxx ，这个公式在后面将给出证明。 
例 4.9  求对数函数 xy alog= （ 0,1,0 >≠> xaa ）的导数。 
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解 （1）求增量： xxxy aa log)(log −Δ+=Δ =
x

xx
a

Δ+log = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
+

x
x

a 1log  

（2）求比值：
x
x

a

a

x
x

xx
x
x

x
y Δ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
+=

Δ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
+

=
Δ
Δ 1log1

1log
 

（3）取极限：利用对数函数的连续性与第 2 个重要极限，得 

x
yy

x Δ
Δ

=′
→Δ 0

lim
x

x

ax x
x

x
Δ

→Δ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
+= 1log1lim

0
= elog1

ax
=

ax ln
1

 

即 )(log ′xa =
ax ln

1
，特别地，当 e=a 时，得自然对数的导数为 )(ln ′x =

x
1
。 

以上介绍了一些基本初等函数的导数公式，其他一些基本初等函数的导数公式将在以后

给出。 

4.2  求导法则 

4.2.1  函数的和、差、积、商的求导法则 

在 4.1 节中介绍了用导数定义求函数的导数的方法，但是，如果对每一个函数都直接用

导数定义求导数，那将是比较麻烦的，有时甚至是很困难的。在本节中，将介绍一些求导数

的基本法则和基本初等函数的求导公式，利用这些法则和公式，就能比较方便地求出常见的

初等函数的导数。 
定理 4.3  设函数 )(xu 与 )(xv 在点 x 处可导，则函数 )()( xvxu ± ， )()( xvxu ，

)(
)(

xv
xu

)0)(( ≠xv 也在点 x处可导，且有以下法则： 

（1） )()(])()([ xvxuxvxu ′±′=′±  ； 
（2） )()()()(])()([ ′+′=′ xvxuxvxuxvxu ，特别地 )(])([ xucxuc ′⋅=′⋅ （ c 为常数）； 

（3）
)(

)()()()(
)(
)(

2 xv
xvxuxvxu

xv
xu ′−′

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ )0)(( ≠xv ，特别地，
)(
)(

)(
1

2 xv
xv

xv
′

−=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ )0)(( ≠xv 。 

下面给出法则（2）的证明，法则（1）、（3）的证明从略。 
证  设 )()()( xvxuxfy == ，给 x 以增量 xΔ ，相应地函数 )(xu 与 )(xv 各有增量 uΔ 与

vΔ 。 
（1）求增量： )()()()()()( xvxuxxvxxuxfxxfy −Δ+Δ+=−Δ+=Δ  

)]()()[()()]()([ xvxxvxuxxvxuxxu −Δ++Δ+−Δ+=  
vxuxxuv Δ+Δ+Δ= )()(  

（2）求比值：
x
vxuxxv

x
u

x
y

Δ
Δ
⋅+Δ+⋅

Δ
Δ

=
Δ
Δ )()(  

（3）取极限：由于 )(xu 与 )(xv 在点 x处可导，可知 )(xv 在点 x处连续，所以 

x
y

x Δ
Δ

→Δ 0
lim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅++⋅=

→ x
vxuxxv

x
u

x Δ
ΔΔ

Δ
Δ

Δ
)()(lim

0
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x
vxuxxv

x
u

xxx Δ
Δ

⋅+Δ+⋅
Δ
Δ

=
→Δ→Δ→Δ 000

lim)()(limlim )()()()( ′+′= xvxuxvxu  

这就是说， )()( xvxuy = 也在点 x处可导，且有 

)()()()(])()([ ′+′=′ xvxuxvxuxvxu  

利用数学归纳法，可把法则（1）、（2）推广到任意有限多个可导函数的情形，即若

)(xui ),,2,1( ni L= 都可导，则 

nn uuuuuu ′++′+′=′+++ LL 2121 )(  

nnnn uuuuuuuuuuuu ′++′+′=′ LLLLL 21212121 )(  

例 4.10  求 103ln2sin3 +−+= xxxxy 的导数。 

解  )103ln2sin( 3 ′+−+=′ xxxxy )10()3()ln2()sin( 3 ′+′−′+′= xxxx  

      )(3)(ln2)(sinsin)( 33 ′−′+′+′= xxxxxx 32cossin3 32 −++=
x

xxxx  

例 4.11  求 xy tan= 的导数 。 

解  
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′=′

x
xxy

cos
sin)(tan

x
xxxx

2cos
)(cossincos)(sin ′−′

=  

      
x

xx
2

22

cos
sincos +

= x
x

2
2 sec

cos
1

==  

即 xx 2sec)(tan =′ 。用类似的方法可得 xx 2csc)(cot −=′ 。 
例 4.12  求 xy sec= 的导数。 

解  
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′=′

x
xy

cos
1)(sec

x
x

2cos
)(cos ′−

=
x

x
2cos

sin
= = xx tansec  

即 xxx tansec)(sec =′ 。用类似的方法可得 xxx cotcsc)(csc −=′ 。 

例 4.13  求
x
xxy

sin1
cos
+

= 的导数。 

解  
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=′

x
xxy

sin1
cos

= 2)sin1(
)sin1(cos)sin1()cos(

x
xxxxxx

+

′+−+′
 

= 2)sin1(
coscos)sin1()sin(cos

x
xxxxxxx

+
⋅−+⋅−

 

= 2

22

)sin1(
cossinsin)sin1(cos

x
xxxxxxxx

+
−−−+⋅

=
x
xx

sin1
cos
+

−
 

4.2.2  复合函数的求导法则 

利用导数的四则运算法则和基本初等函数的求导公式可求出一些比较复杂的初等函数

的导数。由于初等函数的产生，除了四则运算外，还有函数的复合。因此，复合函数的求导

法则是求初等函数的导数的一个重要方法。 
关于复合函数的求导法则，有如下的定理。 
定理 4.4  如果函数 )(xu ϕ= 在点 x处可导，而函数 )(ufy = 在点u处可导，则复合函

数 )]([ xfy ϕ= 也在点 x处可导，且有 
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x
u

u
y

x
y

d
d

d
d

d
d

⋅= 或 )()(]))(([ xufxf ϕϕ ′′=′   

证  当自变量 x 的增量为 xΔ 时，对应的函数 )(xu ϕ= 与 )(ufy = 的增量分别为 uΔ 和

yΔ 。 

由于函数 )(ufy = 在点u处可导，即有
u
y

u
y

u d
dlim

0
=

Δ
Δ

→Δ
 ，利用函数极限与无穷小的关系，

有 α+=
Δ
Δ

u
y

u
y

d
d

，其中α 是当 0→Δu 时的无穷小，于是 

uu
u
yy Δ+Δ=Δ α

d
d

 

在上式两端同除以 xΔ ，得 

x
u

x
u

u
y

x
y

Δ
Δ
⋅+

Δ
Δ
⋅=

Δ
Δ α

d
d

 

由于 )(xu ϕ= 在点 x处可导，可知 )(xu ϕ= 在点 x处连续，故有
x
u

x
u

x d
dlim

0
=

Δ
Δ

→Δ
，且当

0→Δx 时，有 0→Δu ，从而 

=
Δ
Δ

→Δ x
y

x 0
lim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
Δ
⋅+

Δ
Δ
⋅

→Δ x
u

x
u

u
y

x
α

d
dlim

0
=

x
u

x
u

u
y

xxx Δ
Δ

⋅+
Δ
Δ

⋅
→Δ→Δ→Δ 000

limlimlim
d
d α  

=
x
u

x
u

u
y

d
d0

d
d

d
d

⋅+⋅ =
x
u

u
y

d
d

d
d

⋅  

上式说明，求复合函数 )]([ xfy ϕ= 对 x 的导数时，可先求出 )(ufy = 对 u 的导数和

)(xu ϕ= 对 x的导数，然后相乘即得。 
利用数学归纳法，这个法则可推广到有限多个可导函数的复合，例如设 )(ufy = ，

)(vu ϕ= ， )(xv ψ= 都可导，则 

x
v

v
u

u
y

x
y

d
d

d
d

d
d

d
d

⋅⋅= 或 )()()( xvufy ψϕ ′′′=′  

例 4.14  求函数 2tan xy = 的导数。   

解  函数 2tan xy = 可以看做由函数 uy tan= 与 2xu = 复合而成的，利用复合函数的求导

法则，得 
)()(tan 2 ′⋅′=′ xuy = xu 2sec2 ⋅ = 22sec2 xx  

例 4.15  求函数 62 )1( xy −= 的导数。 

解  函数 62 )1( xy −= 可以看做由函数 6uy = 与 21 xu −= 复合而成的，利用复合函数的

求导法则，得 
)1()( 26 ′−⋅′=′ xuy = )2(6 5 xu −⋅ = 52 )1(12 xx −−  

对于复合函数的分解比较熟练后，在求复合函数的导数时，就可以不必写出中间变量，

而可以采用以下例题的方法来求导数。 
例 4.16  求函数 2cosln xy = 的导数。 

解  )cos(ln 2 ′=′ xy = )(cos
cos

1 2
2

′⋅ x
x

= )()sin(
cos

1 22
2

′⋅−⋅ xx
x

 

= xx 2tan 2 ⋅− = 2tan2 xx−  
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例 4.17  求函数 )1ln(sin 2xy += 的导数。 

解  ])1ln([sin 2 ′+=′ xy = ])1[ln()1ln(cos 22 ′+⋅+ xx = )1(
1

1)1ln(cos 2
2

2 ′+⋅
+

⋅+ x
x

x  

= x
x

x 2
1

1)1ln(cos 2
2 ⋅

+
⋅+ = 2

2

1
)1ln(cos2

x
xx

+
+

 

从以上例题可见，复合函数的求导法则是函数求导的重要方法，它贯穿着整个求导过程

的始终，也是函数求导的核心。 

4.2.3  反函数的求导法则 

为了解决反三角函数的求导问题，在此先利用复合函数的求导法则来推导一般的反函数

的求导法则。 
定理 4.5  设单调连续函数 )(yx ϕ= 在点 y 处可导，并有 0)( ≠′ yϕ ，则它的反函数

)(xfy = 在对应点 x处可导，且有 

)(
1)(
y

xf
ϕ ′

=′ 或

y
xx

y

d
d
1

d
d

=  

证  因为 )(yx ϕ= 是单调连续的，所以它的反函数 )(xfy = 也是单调连续的，给 x以
增量 0≠Δx ，从 )(xfy = 的单调性可知， 0)()( ≠−Δ+=Δ xfxxfy ，因此恒有 

y
xx

y

Δ
Δ

=
Δ
Δ 1

 

由 )(xfy = 的连续性，当 0→Δx 时，必有 0→Δy ，又 )(yx ϕ= 可导，得
y
x

y Δ
Δ

→Δ 0
lim = 0)( ≠′ yϕ ，

所以

y
xx

y
yx

Δ
Δ

=
Δ
Δ

→Δ→Δ

1limlim
00

=
)(

1
yϕ ′

，这就是说， )(xfy = 在点 x处可导，且有
)(

1)(
y

xf
ϕ ′

=′ 。 

作为定理 4.5 的应用，下面再导出几个函数的导数公式。 
例 4.18  求函数

xay = ( )1,0 ≠> aa 的导数。 

解   xay = 是 yx alog= 的反函数，且 yx alog= 在 ),0( +∞ 单调、可导，又

0
ln
1

d
d

≠=
ayy

x
，所以

y
x

y

d
d
1

=′ = ay ln = aa x ln ，即 aaa xx ln)( =′ 。特别地， xx e)e( =′ 。 

例 4.19  求函数 μxy = （ μ为实数）的导数。 

解  因为 μxy = = xlneμ 可以看做由指数函数 ue 与对数函数 xu lnμ= 复合而成的。利用

指数函数和复合函数的求导法则，得 

)( ′=′ μxy = )(e ln ′xμ = )ln(e ′⋅ xu μ = xlneμ

x
1μ⋅ =

x
x 1μμ ⋅ = 1−μμx ，即 )( ′μx = 1−μμx 。 

例 4.20  求函数 xy arcsin= 的导数。 

解  xy arcsin= 是 yx sin= 的反函数，且 yx sin= 在区间 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
π,

2
π

内单调、可导，
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又 0cos
d
d

>= y
y
x

，所以

y
x

y

d
d
1

=′
22 1

1

sin1

1
cos

1

xyy −
=

−
== ，即

21

1)(arcsin
x

x
−

=′ 。 

类似地，有
21

1)(arccos
x

x
−

−=′ 。  

例 4.21  求函数 xy arctan= 的导数。 

解  xy arctan= 是 yx tan= 的反函数，且 yx tan= 在开区间 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
π,

2
π

内单调、可导，

又 0sec
d
d 2 >= y
y
x

，所以

y
x

y

d
d
1

=′ 222 1
1

tan1
1

sec
1

xyy +
=

+
== ，即 21

1)(arctan
x

x
+

=′ 。 

类似地，有 21
1)cotarc(
x

x
+

−=′ 。 

例 4.22  求函数 xy arcsin= 的导数。 

解  )(arcsin ′=′ xy = )(
)(1

1
2

′⋅
−

x
x

=
xx 2

1
1
1

⋅
−

=
22

1

xx −
 

例 4.23  求函数 xy arctane= 的导数。 

解  )e( arctan ′=′ xy = )(arctanearctan ′⋅ xx = )(
1

1earctan ′⋅
+

⋅ x
x

x =
)1(2

earctan

xx

x

+
 

例 4.24  求函数
3 2ln1 xy += 的导数。 

解  )ln1()ln1(
3
1 23

2
2 ′++⋅=′

−
xxy )(lnln2)ln1(

3
1 3

2
2 ′⋅⋅+⋅=

−
xxx =

3 22 )ln1(3

ln2

xx

x

+
 

4.2.4  基本初等函数的求导公式 

至此，已经求出了基本初等函数的导数，建立了函数的和、差、积、商的求导法则。复

合函数的求导法则，反函数的求导法则。这样，就解决了初等函数的求导问题。为了查阅方

便，在所涉及的函数可导的前提下，将已学过的导数公式和求导法则整理如下： 

1．基本初等函数的导数公式 

0=′c （ c 为常数）；      1)( −=′ μμ μxx （ μ为实数）； 

aaa xx ln)( =′ ；        xx e)e( =′ ； 

ax
xa ln

1)(log =′  ；       
x

x 1)(ln =′ ； 

xx cos)(sin =′ ；       xx sin)(cos −=′ ； 

x
xx 2

2

cos
1sec)(tan ==′ ；     

x
xx 2

2

sin
1csc)(cot −=−=′ ； 

xxx tansec)(sec =′ ；      xxx cotcsc)(csc −=′ ； 



 ·46· 

21

1)(arcsin
x

x
−

=′ ；      
21

1)(arccos
x

x
−

−=′ ； 

21
1)(arctan
x

x
+

=′ ；      21
1)cotarc(
x

x
+

−=′ ； 

xx ch)sh( =′ ；       xx sh)ch( =′ 。 

2．函数的和、差、积、商的求导法则 

)()())()(( xvxuxvxu ′±′=′±  ； 
)()()()())()(( ′+′=′ xvxuxvxuxvxu ， )())(( xucxuc ′⋅=′⋅ （ c 为常数）； 

)(
)()()()(

)(
)(

2 xv
xvxuxvxu

xv
xu ′−′

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ )0)(( ≠xv ， 
)(
)(

)(
1

2 xv
xv

xv
′

−=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ )0)(( ≠xv 。 

3．复合函数的求导法则 

设 )(ufy = ， )(xu ϕ= ，则复合函数 )]([ xfy ϕ= 的导数为 

x
u

u
y

x
y

d
d

d
d

d
d

⋅= 或 )()(]))(([ xufxf ϕϕ ′′=′   

4．反函数的求导法则 

设 )(xfy = 是 )(yx ϕ= 的反函数，则
)(

1)(
y

xf
ϕ ′

=′ )0)(( ≠′ yϕ 。 

4.2.5  三种常用的求导方法 

1．隐函数求导法 

前面所遇到的函数都是 )(xfy = 的形式，就是因变量 y 可由含有自变量 x 的数学式子直

接表示出来的函数，称为显函数。例如， xy sin= ， 21 xy −= 等。但是有些函数的表达式

却不是这样，例如方程 0ee =+− xyxy 也表示一个函数，因为自变量 x 在某个定义域内取值

时，变量 y 有唯一确定的值与之对应，这样的函数称为隐函数。 
一般地，如果变量 x ，y 之间的函数关系是由某一个方程 0),( =yxF 所确定，那么这种

函数称为由方程所确定的隐函数。 
隐函数的求导法是根据复合函数求导法则去求的，其求导的结果往往同时含有变量 x 和

变量 y 的数学表达式。具体的方法如下： 
（1）设 )(xfy = 是由方程 0),( =yxF 所确定的隐函数，代入方程 0),( =yxF ，得恒等

式为 0)](,[ ≡xfxF ； 
（2）将恒等式 0)](,[ ≡xfxF 的两端对 x 求导，可得所求的导数；但是在实际计算时，

一般说来 y 不能写成 x 的显函数，而是在方程 0),( =yxF 的两端对 x 求导。因此，在对 x 求

导时，要记住 y 是 x 的函数，再利用复合函数求导法则去求导，这样，便可得到所求的导

数。  
下面举例说明这种方法。 
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例 4.25  求由方程 xxyxy 2cose 2 =+ 所确定的隐函数的导数
x
y

d
d

。 

解  把方程 xxyxy 2cose 2 =+ 的两边同时对 x 求导，记住 y 是 x 的函数，有 

xyxyyyxyxy 2sin22)(e 2 −=′++′+  
由上式解出 y′，可得隐函数的导数为 

x
y

d
d

=
xyx

yyxy xy

xy

2e
e2sin2 2

+
++

−=′ （ 02e ≠+ xyx xy ） 

例 4.26  求曲线 )1(2 22 += xxy ，在点（1,1）处的切线方程。 

解  把方程 )1(2 22 += xxy 的两边同时对 x 求导，记住 y 是 x 的函数，有 

xxyy 234 2 +=′  

因此得
y

xxy
4

23 2 +
=′ )0( ≠y ，而

4
5

)1,1( =′y ，故所求的切线方程为 )1(
4
51 −=− xy ，即

0145 =−− yx 。 

2．对数求导法 

利用隐函数求导法，还可以得到一个简化求导运算的方法。它适合于由几个因子通过乘、

除、乘方与开方所构成的比较复杂的函数或幂指函数的求导。这个方法是先取对数，化乘、

除为加、减，化乘方、开方为乘积，再利用隐函数求导法求导，所以称为对数求导法。 

例 4.27  求
34

)23(
)1(

3 2
5

−

+
+=

x

x
xy 的导数。 

解  先在等式两边取对数，得 

)34ln(
2
1)23ln(

3
2)1ln(5ln −−+++= xxxy  

再两边同时对 x求导数，记住 y 是 x 的函数，得 

34
4

2
1

23
3

3
2

1
51

−
⋅−

+
⋅+

+
=′⋅

xxx
y

y
 

所以               
34

)23(
)1(

3 2
5

−

+
+=′

x

x
xy ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+

+
⋅

34
2

23
2

1
5

xxx
 

例 4.28  求 xxy 3sin= )0( >x 的导数。 

解  先在等式两边取对数，得 
xxy ln3sinln =  

两边同时对 x求导数，记住 y 是 x 的函数，有 

x
xxxy

y
3sinln3cos31

+=′⋅  

所以          y′ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
xxxy 3sinln3cos3 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
xxxx x 3sinln3cos33sin  

3．由参数方程所确定的函数求导方法 

在前面研究的是由 )(xfy = 和 0),( =yxF 给出的函数关系的导数问题。但在某些情况
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下，因变量 y 与自变量 x 的函数关系是通过第三个变量 t （称为参变量）给出的。一般地如

果参数方程 

⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

ty
tx

ψ
ϕ

      )≤≤( βα t       

确定 y 与 x 之间的函数关系，则称此函数关系所表示的函数为由参数方程所确定的函数。 
下面研究由参数方程所确定的函数的求导方法。若函数 )(tx ϕ= ， )(ty ψ= 都可导，且

0)( ≠′ tϕ ，又 )(tx ϕ= 具有单调连续的反函数 )(1 xt −=ϕ ，则参数方程所确定的函数可以看成

)(ty ψ= 与 )(1 xt −=ϕ 复合而成，根据复合函数与反函数的求导法则，有 

x
y

d
d

=
t
y

d
d

x
t

d
d

⋅ =
t
y

d
d

t
x

d
d
1

⋅ = )(tψ ′
)(

1
tϕ ′

⋅ =
)(
)(

t
t

ϕ
ψ
′
′

 

例 4.29  求摆线
⎩
⎨
⎧

−=
−=

)cos1(
)sin(
tay
ttax

)π2≤≤0,0( ta > 在
2
π

=t 处的切线方程。 

解  先求摆线在任意点的切线斜率，即求摆线的导数，有 

])sin([
])cos1([

d
d

′−
′−

=
tta
ta

x
y

=
)cos1(

sin
ta

ta
−

=
2

cot t
 

再求在
2
π

=t 处的导数，当
2
π

=t 时，摆线上的对应点为 ),1
2

( aa ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π

，在此点的切线斜

率为 1
2

cot
d
d

22

== π
=

π
= tt

t
x
y

，因此，切线方程为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

−=− 1
2

axay ，即 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−+=
2

2axy 。 

4.2.6  高阶导数 

一般说来，函数 )(xfy = 的导数 )(xfy ′=′ 仍是 x 的一个函数。如果 )(xfy ′=′ 的导数

存在，这个导数就称为函数 )(xfy = 的二阶导数，记为 )(xf ′′ ， y ′′  ， 2

2

d
)(d

x
xf

或 2

2

d
d
x

y
，即 

y ′′ = )()( xfy ′′=′′ 或 2

2

d
d
x

y
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
y

x d
d

d
d

 

相应地，把 )(xfy = 的导数 )(xf ′ 称为函数 )(xfy = 的一阶导数。 

类似地，二阶导数的导数称为三阶导数，三阶导数的导数称为四阶导数，一般地，函数

)(xf 的 1−n 阶导数的导数称为 n阶导数，分别记为 

y ′′′ ， )4(y ， )(, nyL ； )(xf ′′′ ， )()4( xf ， )(, )( xf nL 或 3

3

d
d
x
y
， 4

4

d
d
x
y
，… ， n

n

x
y

d
d

 

且有 ][ )1()( ′= −nn yy 或 n

n

x
y

d
d

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

1

1

d
d

d
d

n

n

x
y

x
。 

二阶及二阶以上的导数称为高阶导数。由上述可知，求函数的高阶导数，只要逐阶求导，

直到所要求的阶数即可，所以仍可用前面的求导方法来计算高阶导数。 
例 4.30  求函数 xy x 2sine−= 的二阶、三阶导数。 

解  =′y 2)2(cose2sine ⋅+− −− xx xx = )2sin2cos2(e xxx −−  
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=′′y )2sin2cos2(e xxx −− − + )2cos22sin4(e xxx −−− =- )2sin32cos4(e xxx +−  

=′′′y )2sin32cos4(e xxx +− )2cos62sin8(e xxx +−− − = )2sin112cos2(e xxx +−−  
例 4.31  求 n次多项式 01

1
1 axaxaxay n

n
n

n ++++= −
− L 的各阶导数。 

解     =′y 1
2

1
1 )1( axanxna n

n
n

n ++−+ −
−

− L  
       =′′y 2

3
1

2 2)2)(1()1( axannxann n
n

n
n ++−−+− −

−
− L  

由此可见，每经过一次求导运算, 多项式的次数就降低一次，继续求导得 n
n any !)( = ，

这是一个常数，因此 0)2()1( === ++ Lnn yy 。这就是说，n次多项式的一切高于 n阶导数都是

零。 
例 4.32  求指数函数 axy e= 的 n阶导数。 

解  axay e=′ ， axay e2=′′ ， axay e3=′′′ ，依次类推，可得 axnn ay e)( = ，即 axnnax a e)e( )( = ，

特别地有 xnx e)e( )( = 。 
例 4.33  求 xy sin= 与 xy cos= 的 n阶导数。 
解  对于 xy sin= ，有 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+==′
2

sincos xxy , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+=′′
2

2sin
22

sin
2

cos xxxy , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅+=′′′
2

3sin
2

2cos xxy ，依次类推，可得 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅+=
2

sin)( nxy n ， 

即 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅+=
2

sin)(sin )( nxx n ；用类似的方法，可得 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅+=
2

cos)(cos )( nxx n 。 

例 4.34  求对数函数 )1ln( xy += 的 n阶导数。 

解  对 )1ln( xy += ，有
x

y
+

=′
1

1
， 2)1(

1
x

y
+

−=′′ ， 3)1(
21
x

y
+
⋅

=′′′ ， 4
)4(

)1(
321

x
y

+
⋅⋅

−= ，

依次类推，可得 n
nn

x
ny

)1(
)!1()1( 1)(

+
−

−= − ，即 n
nn

x
nx

)1(
)!1()1()]1[ln( 1)(

+
−

−=+ − 。 

4.3  微分 

4.3.1  微分的概念 

在本节中，将研究微分学中的另一个基本概念——微分。 
在许多实际问题中，当分析运动过程时，常常要通过微小的局部的运动来寻找运动规

律，于是需要考虑变量的微小改变量。一般说来，计算函数 )(xfy = 的改变量 yΔ 的精确值

是比较困难的，所以往往需要找出简便的计算方法，来计算它的近似值。 
先从一个具体例子来分析函数改变量的近似值的计算方法。一块正方形金属薄片当受到

温度的影响时，它的边长由 0x 变到 xx Δ+0 （图 4.2），问此薄片的面积改变了多少？ 

设正方形的边长为 x ，面积为 A，则 A是 x 的函数，其函数为 2xA = ，当薄片受到温度

的影响时，面积的改变量可以看成是当自变量 x 由 0x 变到 xx Δ+0 时，函数 A相应的增量 AΔ ，

即 
2

0
2

0
2

0 )(2)( xxxxxxA Δ+Δ=−Δ+=Δ  
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从上式可以看出， AΔ 包含两部分：第一部分 xx Δ02 ，它是 xΔ 的线性函数，即图 4.2 中

带有斜线的两个矩形面积之和；第二部分是
2)( xΔ ，在

图中是带有交叉斜线的小正方形的面积。显然， xx Δ02
是面积增量 AΔ 的主要部分，而

2)( xΔ 是次要部分，当

| xΔ |很小时，
2)( xΔ 部分比 xx Δ02 要小得多。也就是

说，当| xΔ |很小时，面积增量 AΔ 可以近似地用 xx Δ02
表示，即 ≈ΔA xx Δ02 ，略去的部分

2)( xΔ 是比 xΔ 高

阶的无穷小，又因为
0

2
0 0( ) ( ) | 2x xA x x x=′ ′= = ，所以

≈ΔA xxA Δ′ )( 0 。 

从上述例子中可知，函数的改变量可以表示成两

部分，一部分是自变量增量的线性部分；另一部分是

当自变量增量趋于零时，是自变量增量的高阶的无穷

小，且当自变量增量的绝对值很小时，函数的增量可

以由该点的导数与自变量增量乘积来近似代替。 
上述结论对于一般的函数是否成立呢？下面说明对于可导函数都有此结论。 
设函数 )(xfy = 在点 x处可导，对于 x处的改变量 xΔ ，相应地有改变量 yΔ 。 

由
x
y

x Δ
Δ

→Δ 0
lim = )(xf ′ 知，有

x
y

Δ
Δ

= )(xf ′ +α （其中α 为无穷小），即 0lim
0

=
→Δ
α

x
，于是 

xxxfy Δ+Δ′=Δ α)(  

而上式右边的第一部分 xxf Δ′ )( 是 xΔ 的线性函数；由于 0lim
0

=
Δ
Δ

→Δ x
x

x

α
，所以第二部分是比 xΔ

高阶的无穷小，因此当| xΔ |很小时，第二部分可以忽略，于是第一部分就成了 yΔ 的主要部

分，从而有近似公式 ≈Δy xxf Δ′ )( 。通常称 xxf Δ′ )( 为 yΔ 的线性主部。 

反之，如果函数的改变量 yΔ 可以表示成 )( xoxAy Δ+Δ=Δ ，其中 0)(lim
0

=
Δ
Δ

→Δ x
xo

x
，则有

x
xoA

x
y

Δ
Δ

+=
Δ
Δ )(

，可得 A
x
xoA

x
yxf

xx
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
Δ

+=
Δ
Δ

=′
→Δ→Δ

)(limlim)(
00

，即 )()( xoxxfy Δ+Δ′=Δ 。 

为此引入微分的概念。 
定义 4.2  如果函数 )(xfy = 在点 x处的改变量 yΔ )()( xfxxf −Δ+= 可以表示成 

)( xoxAy Δ+Δ=Δ  
其中 )( xo Δ 是比 xΔ （ 0→Δx ）高阶的无穷小，则称函数 )(xfy = 在点 x处可微，并称其线

性主部 xAΔ 为函数 )(xfy = 在点 x处微分，记为 yd 或 )(d xf ，即 yd = xAΔ 。 
由上面的讨论和微分的定义可知，一元函数的可导与可微是等价的，且有 yd = xxf Δ′ )( 。

即函数 )(xfy = 在点 x处可微的充分必要条件是函数 )(xfy = 在点 x处可导。 
当函数 xxf =)( 时，函数的微分 )(d xf = xxxx Δ=Δ′=d ，即 xx Δ=d 。 
因此规定自变量的微分等于自变量的增量，这样函数 )(xfy = 的微分可以写成 

yd = xxf Δ′ )( = xxf d)(′  

在上式两边同除以 xd ，有
x
y

d
d

= )(xf ′ 。 

图 4.2 
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由此可见，导数等于函数的微分与自变量的微分之商，即 )(xf ′ =
x
y

d
d

，故导数又称为“微

商”，而
x
y

d
d

也常常被用做导数的记号。 

注意：微分与导数虽然有着密切的联系，但它们是有区别的：导数是函数在一点处的变

化率，而微分是函数在一点处由自变量增量所引起的函数变化量的主要部分；导数的值只与 x
有关，而微分的值与 x和 xΔ 有关。 

例 4.35  求函数 2xy = 在 1=x ， 01.0=Δx 时的改变量及微分。 

解 由于 22)( xxxy −Δ+=Δ ，所以当 1=x ， 01.0=Δx 时， yΔ = 0201.01)01.01( 22 =−+ ，

在点 1=x 处， 2|2| 11 ==′ == xx xy ，因此 yd = 02.001.02| 1 =×=Δ′ = xy x 。从这题可以看出，函

数的增量可以由该点的导数与自变量增量乘积来近似代替，即 ≈Δy yd = xy x Δ′ =1| 。 

4.3.2  微分的几何意义 

设函数 )(xfy = 如图4.3所示，在曲线 )(xfy = 取一点M ),( 00 yx ，当自变量有增量 xΔ
时，得到曲线上另一点 ),( 00 yyxxN Δ+Δ+ ，过点M 作

曲线的切线MT ，设MT 的倾斜角为α ，从图 4.3 可知，

MQ = xΔ ， NQ = yΔ ，则 
PQ = MQ αtan⋅ = xxf Δ′ )( 0  

即            PQ = yd  
由此可见，微分 yd = xxf Δ′ )( 0 是当 x有增量 xΔ 时，

曲线 )(xfy = 在点 M ),( 00 yx 处的切线的纵坐标的增

量。用 yd 近似代替 yΔ 就是用点M ),( 00 yx 处的切线的纵

坐标的增量 PQ 来近似代替曲线 )(xfy = 的纵坐标的增

量 NQ ，并且有| yΔ - yd |= NP 。 

4.3.3  微分的运算法则 

由微分的定义可知，函数 )(xfy = 的微分 yd 等于导数 )(xf ′ 乘以 xd ，即 yd = )(xf ′ xd ，

因此对照求导公式和导数运算法则，就能得到相应的微分公式和微分运算法则。 

1．基本的微分公式 

d 0=c （ c 为常数）；     d 1)( −= μμ μxx xd （ μ为实数）； 

d aaa xx ln)( = xd ；     d xx e)e( = xd ； 

d
ax

xa ln
1)(log = xd  ；    d

x
x 1)(ln = xd ； 

d xx cos)(sin = xd ；      d xx sin)(cos −= xd ； 

d xx 2sec)(tan = xd ；     d xx 2csc)(cot −= xd ； 
d xxx tansec)(sec = xd ；    d xxx cotcsc)(csc −= xd ； 

d
21

1)(arcsin
x

x
−

= xd ；    d
21

1)(arccos
x

x
−

−= xd ； 

 
图 4.3 
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d 21
1)(arctan
x

x
+

= xd ；    d 21
1)cotarc(
x

x
+

−= xd  。 

2．函数的和、差、积、商的微分运算法则 

)(d)(d)]()([d xvxuxvxu ±=±  ； 
)(d)()(d)()]()([d xvxuxuxvxvxu += ， )(d)]([d xucxuc ⋅=⋅ （ c 为常数）； 

)(
)(d)()(d)(

)(
)(d 2 xv

xvxuxuxv
xv
xu −

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
（ 0)( ≠xv ）， 

)(
)(d

)(
1d 2 xv

xv
xv

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
（ 0)( ≠xv ）。 

3．复合函数的微分法则 

设函数 )(ufy = ，由微分的定义可知，当u是自变量时，函数 )(ufy = 的微分为 
yd = )(uf ′ ud  

当u不是自变量时，而是 x的可导函数 )(xu ϕ= ，则复合函数 )]([ xfy ϕ= 的微分为 
yd )()( xuf ϕ ′′= xd  

由于 )(xϕ′ xd = ud ，所以 yd = )(uf ′ ud 。 
由此可见，不论 u 是自变量还是中间变量，函数 )(ufy = 的微分总保持同一形式

yd = )(uf ′ ud ，这一性质称为一阶微分形式不变性。有时，利用一阶微分形式不变性求复合

函数的导数和微分比较方便。 

例 4.36  设 xy 2sin1ln += ，求 yd 。 
解一  利用公式, 由 yd = xxf d)(′ ，有 

xxy d)sin1(lnd 2 ′+= = xxx
x

dcossin2
)sin1(2

1
2 ⋅

+
x

x
x d

)sin1(2
2sin

2+
=  

解二  利用一阶微分形式的不变性，得 

)sin1(lndd 2 xy += ))sin1(ln(d
2
1 2 x+= )sin1(d

)sin1(2
1 2

2 x
x

+
+

=  

)sind(
sin1

sin
2 x

x
x

+
= x

x
xx d
)sin1(

cossin
2+

= x
x

x d
)sin1(2

2sin
2+

=  

例 4.37  设方程 32e yxxy += 确定的隐函数 )(xfy = ，求微分 yd 和导数
x
y

d
d

。 

解  对方程两边同时微分，得 
yyxyxxyxy d3d2)dd(e 2+=+  

即                         xyyyx xyxy d)e2(d)3e( 2 −=−  

所以       x
yx

yy xy

xy

d
3e
e2d 2−

−
= ，

x
y

d
d

= 23e
e2

yx
y

xy

xy

−
−

。 

4.3.4  微分在近似计算中的应用 

在实际问题中，可以利用微分做近似计算。 
设函数 )(xfy = 在点 0x 处可导且导数 0)( 0 ≠′ xf ，当 xΔ 很小时，有近似公式 yy d≈Δ ， 

即                       xxfxfxxf Δ′≈−Δ+ )()()( 000                      （4.1） 
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或                       xxfxfxxf Δ′+≈Δ+ )()()( 000                      （4.2） 
在式（4.2）中令 xxx =Δ+0 ，则 

))(()()( 000 xxxfxfxf −′+≈                        （4.3） 
特别地，当 00 =x ， || x 很小时，有 

xffxf )0()0()( ′+≈                            （4.4） 

例 4.38  当 x 很小时，试证明下列近似公式： 

（1） xx μμ +≈+ 1)1( ；（2） xx ≈sin [ x用弧度（rad）做单位]；（3） xx ≈+ )1ln( ； 

（4） xx ≈tan [ x用弧度（rad）做单位]；   （5） xx +≈1e 。 
证 （1）取 μ)1()( xxf += ， 1)0( =f  ， μμ μ =+=′ =

−
0

1 |)1()0( xxf ，代入式（4.4）得 

xx μμ +≈+ 1)1(  
（2）取 xxf sin)( = ， 00sin)0( ==f ， 10cos)0( ==′f ，代入式（4.4）得 

xx ≈sin  
其他几个公式也可用类似的方法证明。 
例 4.39  计算 29sin °的近似值。 
解  设 xxf sin)( = ，利用公式（4.2），得 

xxxxx Δ⋅+≈Δ+ 000 cossin)sin(  

取
60
π

=x ，
180
π

−=Δx ，有 

29sin °= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−⋅

π
+

π
≈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−+

π
1806

cos
6

sin
1806

sin =
1802

3
2
1 π

⋅− 4848.0≈  

例 4.40  计算 3 66 的近似值。 

解  由于 3 66 = 3 264 + =
3

32
1164 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + =

3

32
114 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +× ，由例 4.38 的近似公式（1），得 

3 66 =
3

32
114 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +× ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+×≈

32
1

3
114 041.4≈  

例 4.41  求外直径为 10cm，壳厚为 0.125cm 的球壳体积的近似值。 

解 设球体的直径为 x ,体积为V ，则 3

6
xV π

= ，利用公式（4.1），有 

|d||| VV ≈Δ ||
2

2
0 xx Δ

π
=  

取 100 =x ， 25.0125.02 −=×−=Δx ，得 

≈Δ || V ||
2

2
0 xx Δ

π
4
1101416.3

2
1 2 ×××= 3cm27.39≈  

即球壳体积的近似值为 3cm27.39 。 
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4.4  本章小结 

4.4.1  内容提要 

1．基本概念 

导数，切线，变化率，高阶导数，线性主部，微分。 

2．基本公式 

基本初等函数的求导公式，求导的四则运算法则，复合函数求导法则，微分公式，微分

法则，微分近似公式。 

3．基本方法 

利用导数定义求导数的方法，利用导数公式与求导的四则运算法求导数的方法，利用复

合函数求导法求导数的方法，隐函数的微分法，参数方程的微分法，利用对数求导数的方法，

利用微分运算法求微分或导数的方法。 

4.4.2  疑点解析 

问题 1  如何讨论函数 )(xfy = 在点 0x 处的可导性？ 
解析  函数的连续性只是可导性的必要条件，函数 )(xfy = 在点 0x 处可导的充分必要条

件是左导数 )( 0xf−′ 与右导数 )( 0xf+′ 存在并且相等，即 )( 0xf ′ = )( 0xf−′ = )( 0xf+′ ，因此，要判

定一个函数在某点是否可导，一般地，可先检查函数在该点是否连续，如果不连续，就一定

不可导；如果连续，可直接用导数定义来判定，或用求左导数与右导数是否存在并且相等来

判定。 
问题 2  为什么说复合函数求导法是函数求导的核心？ 
解析  这是因为复合函数求导法既可以解决复合函数的求导问题，又是隐函数求导法、

参数方程求导法与对数求导法等求导法的基础。 
问题 3  微分与导数有何区别？ 
解析  微分与导数是两个不同的概念。微分是由于函数的自变量发生变化而引起的函数

变化量的近似值，而导数则是函数在一点处的变化率。对于一个给定的函数来说，它的微分

与 x和 xΔ 都有关，而导数只与 x有关。因为微分具有形式不变性，所以提到微分可以不说明

是关于哪个变量的微分，但提到导数必须说清是对哪个变量的导数。 

习  题  4 

1．根据定义求下列函数的导数： 
（1） xxf =)( ，求 )4(f ′ ；（2） xxf 2sin)( = ，求 )(xf ′ 。 
2．如果 )(xf 在点 0x 处可导，求 

（1）
h

xfhxf
h

)()2(
lim 00

0

−−
→

；（2）
h

bhxfahxf
h

)()(
lim 00

0

+−+
→

。 

3．求曲线 xy ln= 在（1, 0）处的切线方程。 
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4．求抛物线 12 += xy 上的一点，使得该点切线平行于 32 += xy 。 

5．求曲线
x

y 1
= 在点 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2,

2
1

处的切线方程和法线方程。 

6．证明函数
⎩
⎨
⎧

>
−

=
1,
1≤,12

)(
xx
xx

xf ，在 1=x 处连续，但不可导。 

7．设
⎩
⎨
⎧

>+
=

1,
1≤,

)(
2

xbax
xx

xf ，当 ba, 为何值时，使 )(xf 在 1=x 处可导。 

8．设 xdcxxbaxxf cos)(sin)()( +++= ，确定常数 ,,,, dcba 的值，使 xxxf cos)( =′ 。 

9．设 229)( 23 +++= xxxxf ，求满足 )()( xfxf ′= 的所有的 x值。 

10．一底半径与高相等的直圆锥体受热膨胀，在膨胀过程中，其高和底半径的膨胀率相

等，问：（1）体积关于半径的变化率如何？（2）半径为 5cm 时，体积关于半径的变化率如

何？ 
11．求下列函数的导数： 

（1） 5cos1
2 −+= x

x
y ；     （2） )(ln2 xxxy += ； 

（3） 2costan2 += xxy ；      （4） xxy sec2= ； 

（5）
xx

y
sin
1

+
= ；      （6） 21

2
x
xy

−
= ； 

（7） )cos(sine xxy x −= ；     （8）
1ln

tan
+

=
x

xy  

（9）
x

xy
sin

cos1+
= ；      （10）

x
xy

ln1
ln1

+
−

= 。 

12．求下列函数的导数： 

（1） 84 )13( −= xy ；      （2） xxy x +=
1

e ； 

（3） 122
e −+−= xxy ；      （4） 1ln 2 += xy ； 

（5）
x

xy 1sin2= ；      （6） xxxy ++= ； 

（7） )]ln[ln(ln xy = ；       （8） xy x cos2sin += ； 

（9） ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= 22ln xaxy  ；    （10） 21

cot
x
xy

−
= ； 

（11） )3(sincos2 xy = ；     （12）
x

xxy
tan1

sin
+

= ； 

（13）
2arcsine xy = ；      （14） )arctan(ln xy = 。 

13．求下列函数在指定点处的导数值： 

（1）
tt
tttf

sin
sin)(

+
−

= ，求 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π′

2
f ；（2）

x
xxy −

−
−

=
62

3
3arccos ，求 3| =′ xy ； 

（3） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= 2

3 15)1(
x

xy ，求 1| =′ xy ；（4）
32

sin
3 +

=
x

xy ，求
2
π=

′
x

y 。 
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14．设 )(uf 可导，求下列函数的导数： 

（1） )e(ln xfy = ；                    （2） )sine( xfy x= 。 

15．设
2

2

2
)(

e
π2
1)( σ

μ

σ

−
−

=
x

xf ，其中 σμ, 是常数，求：使 0)( =′ xf 的 x值。 

16．求下列函数的导数： 
（1） xy 2arctan= ，求 y ′′  ；（2） xxy arctan)1( 2+= ，求 y ′′′ 。 

17．求下列函数的 n阶导数： 

（1） xy 2cos= ；（2） xxy e= ；（3）
x

xf
−

=
1

1)( ，求 )0()(nf 。 

18．求由下列方程所确定的隐函数的导数 y′： 

（1） 02 322 =+− yxyyx ；  （2） yxxy += e ； 

（3） 0333 =−+ axyyx ；    （4） xyxy e1−= 。 

19．用对数求导法求下列函数的导数： 

（1）
23 )3(12

1
+−

+
=

xx
xy ；   （2） xxy tan)(cos= )0(cos >x 。 

20．求下列参数方程所确定的函数的导数
x
y

d
d

： 

（1）
⎩
⎨
⎧

−=
+=

ty
tx

1
1

；（2）
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

t

t

22

22

sine
cose

；（3）
⎩
⎨
⎧

−=
+=

tty
tx

arctan
)1ln( 2

，求
1d

d

=tx
y

。 

21．求曲线
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

cos
sinln

在
2
π

=t 处的切线方程和法线方程。 

22．求下列函数的微分： 

（1）
x
xy

−
+

=
1
1arctan ；      （2）

2
cosln xy = ； 

（3） xy x sine 1+= ；      （4） 0e =− xyy
x

； 

（5） )21(tan 22 xy += ；     （6） 2)]1[ln( xy −= 。 

23．利用微分求近似值： 
（1）sin30°3  0′；（2）arctan1.03；（3）ln 1.02；（4）

6
65 。 

24．水管壁的横截面是一个圆环，设它的内径为 0R ，壁厚为 h，试利用微分来计算这个

圆环面积的近似值。 
25．如果半径为 15cm 的球的半径伸长 2mm，球的体积约扩大多少？ 
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第 5 章  导数的应用 
上一章已经学习了微分学中关于导数产生的实际背景，导数的概念及求导法则。导数在

自然科学与工程技术上有着极其广泛的应用。本章将在介绍微分中值定理的基础上，引出计

算未定式极限的新方法——洛必达法则，并以导数为工具，研究函数及其图形的某些性态，

解决一些常见的应用问题。同时还可以看到，微分中值定理是用导数来研究函数在区间上整

体性质的有力工具。 

5.1  微分中值定理 

本节将介绍的三个定理都是微分学的基本定理。运用它们，就能通过导数研究函数的一

些问题，因此，它们在微积分的理论和应用中均占重要地位，其中拉格朗日中值定理尤为重

要。对于微分中值定理，可以借助于几何图形的帮助来理解定理的条件、结论及其思想。 

1．罗尔定理 

定理 5.1 （罗尔（Rolle）定理） 如果函数 )(xfy = 满足下列三个条件： 
（1）在闭区间 ],[ ba 上连续； 
（2）在开区间 ),( ba 内可导； 
（3） )()( bfaf = ，则至少存在一点 ),( ba∈ξ ，使 0)( =′ ξf 。 

证明从略。罗尔定理的几何意义是：如果连续

曲线 )(xfy = 除端点外处处有不垂直于 x 轴的切

线，且曲线两端点的纵坐标相等，那么在这曲线上

至少存在一点，使曲线在该点的切线与 x轴平行，

如图 5.1 所示。 
值得注意的是，该定理中要求函数 )(xfy =

应同时满足三个条件：在闭区间 ],[ ba 上连续，在

开 区 间 ),( ba 内 可 导 ， 且 )()( bfaf = 。 若

)(xfy = 不能同时满足这三个条件，则结论就可

能不成立。图 5.2（a）、（b）、（c）直观地说明了，

当其中有一个条件不满足时，结论就不成立。 

2．拉格朗日中值定理 

定理 5.2 （拉格朗日（Lagrange）定理）如果函数 )(xfy = 满足下列两个条件： 
（1）在闭区间 ],[ ba 上连续； 
（2）在开区间 ),( ba 内可导。 

则至少存在一点 ),( ba∈ξ ，使得
ab

afbff
−
−

=′ )()()(ξ ，或 ))(()()( abfafbf −′=− ξ  。 

拉格朗日定理的几何意义是：如果连续曲线 )(xfy = 除端点外处处有不垂直于 x轴的切

 
图 5.1 
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线，那么在这曲线上至少存在一点，使曲线在该点的切线与弦 AB平行，如图 5.3 所示。 

 
（a）              （b）      （c） 

 在点 0x 处间断（缺条件 1）    在点 0x 处不可导（缺条件 2）         )()( bfaf ≠ （缺条件 3） 

图 5.2 

不难看出，当 )()( bfaf = 时，拉格朗日定理就

成了罗尔定理，即罗尔定理是拉格朗日定理的特殊

情况。显然，这两个定理存在着某种联系，即能否

用罗尔定理来证明拉格朗日定理呢？这就需要构造

一个辅助函数 )(xF ，只要能使 )(xF 满足罗尔定理的

第三个条件即可，即将过两点 A与 B 的直线“拉成”

水平直线。由解析几何可知，通过两点 A ))(,( afa 与

B ))(,( bfb 的直线方程为 

)()()()( ax
ab

afbfafy −
−
−

+=  

设辅助函数 )(xF 是由曲线 )(xfy = 的纵坐标与直线 AB 的纵坐标之差，即将直线 AB
“拉成”水平直线，有 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−
−

+−= )()()()()()( ax
ab

afbfafxfxF  

显然有 )(aF = 0)( =bF ，因此 )(xF 满足罗尔定理的三个条件，则至少存在一点

),( ba∈ξ ，使得 0)( =′ ξF ，即 

ab
afbff

−
−

=′ )()()(ξ ，或 ))(()()( abfafbf −′=− ξ 。 

上式也称为拉格朗日中值公式。如果令 ax = ， abx −=Δ ， xx Δ+= θξ )10( <<θ ，上

式又可写成 
xxxfxfxxf ΔΔ+′=−Δ+ )()()( θ )10( <<θ  

拉格朗日中值定理是微分学的一个基本定理，在理论上和应用上都有很重要的价值。上

式表明，它建立了函数在某区间上的增量与函数在这区间内某点处的导数之间的联系，从而

有可能用导数去研究函数在区间上的性态。 
作为拉格朗日中值定理的一个应用，推导出在微积分学中两个重要的推论。 
推论 5.1  如果函数 )(xf 在区间 ),( ba 内可导，且 0)( ≡′ xf ，则在 ),( ba 内 Cxf =)( （C

为常数）。 
证  设 1x , 2x 是 ),( ba 内任意两点，设 21 xx < ，那么在区间 ],[ 21 xx 上函数 )(xf 满足拉

格朗日中值定理的条件，故有 

图 5.3 
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))(()()( 1212 xxfxfxf −′=− ξ       )( 21 xx <<ξ  
由于 0)( =′ ξf ，所以 0)()( 12 =− xfxf ，即 )()( 12 xfxf = 。因为 21 , xx 是 ),( ba 内的任意两

点，则表明 )(xf 在 ),( ba 内任意两点的值总是相等的，即 )(xf 在 ),( ba 内是一个常数。 
推论 5.2  设函数 )(xf 和 )(xg 在区间 ),( ba 内可导，如果对 ),( ba 内任意一点 x，都有

)(xf ′ = )(xg ′ ，那么在 ),( ba 内 )(xf 与 )(xg 之间只差一个常数，即 )(xf = )(xg + C 。 
证  设 )()()( xgxfxF −= ，则 0)( =′ xF ，由推论 5.1 知， )(xF 在 ),( ba 内为一个常数

C ，即 Cxgxf =− )()( ， ),( bax∈ 。 

3．柯西中值定理 

定理 5.3  （柯西（Cauchy）定理） 如果函数 )(xf 与 )(xg 满足下列两个条件： 
（1）在闭区间 ],[ ba 上连续； 
（2）在开区间 ),( ba 内可导，且 0)( ≠′ xg ， ),( bax∈ ，则在 ),( ba 内至少存在一点ξ ，

使得 

)(
)(

)()(
)()(

ξ
ξ

g
f

agbg
afbf

′
′

=
−
−

 

证明从略。在柯西中值定理中，当 xxg =)( 时，就得到拉格朗日中值定理。 
上述三个定理指出，在一定条件下，必有点ξ 存在，而且可能不只一个，尽管定理并没

有指出点ξ 在 ),( ba 内具体位置，但是ξ 客观存在这个事实，在理论上已经具有重要意义。

故这些定理统称为微分中值定理。作为柯西中值定理的一个重要应用，就是下一节要讲的求

未定式极限的一个重要方法——洛必达法则。 

5.2  洛必达法则 

在极限的讨论中，已经看到：若当 0xx → 时，两个函数 )(xf ， )(xg 都是无穷小或无穷

大，则极限
)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
可能存在，也可能不存在，通常把两个无穷小之比或无穷大之比的极限

称为
0
0
型或

∞
∞

型未定式（也称为
0
0
型或

∞
∞

型未定型）的极限。这类极限不能用商的极限运

算法则，一般可以用洛必达法则。洛必达法则就是利用柯西中值定理，以导数为工具求未定

式极限的方法。 
定理 5.4 （洛必达（L′Hospital）法则）如果 
（1） 0)(lim

0

=
→

xf
xx

， 0)(lim
0

=
→

xg
xx

； 

（2）函数 )(xf 与 )(xg 在 0x 某个邻域内（点 0x 可除外）可导，且 0)( ≠′ xg ； 

（3） A
xg
xf

xx
=

′
′

→ )(
)(lim

0

（ A为有限数，也可为∞， ∞+ 或 ∞− ），则 

)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
= A

xg
xf

xx
=

′
′

→ )(
)(lim

0

 

证  由于要讨论的是函数在点 0x 的极限，而极限与函数在点 0x 的值无关，所以可补充

)(xf 与 )(xg 在点 0x 的定义，而对所讨论的问题不会发生任何影响。令 =)( 0xf 0)( 0 =xg ，
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则 )(xf 与 )(xg 在点 0x 连续，在 0x 附近任取一点 x，并利用柯西中值定理，有 

)(
)(

)()(
)()(

)(
)(

0

0

ξ
ξ

g
f

xgxg
xfxf

xg
xf

′
′

=
−
−

=     （ξ 在 x与 0x 之间） 

当 0xx → 时，有 0x→ξ ，对上式取极限，得 

)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

000 xg
xf

g
f

xg
xf

xxxxx ′
′

=
′
′

=
→→→ ξ

ξ
ξ

= A  

即为所得到的结果。 

注意：上述定理对于 ∞→x 时的
0
0
型未定式同样适用，对于 0xx → 或 ∞→x 时的

∞
∞

型

未定式也有相应的法则。 

例 5.1  求极限
x

xx

x sin
eelim

0

−

→

−
。 

解  这是
0
0
型未定式，由洛必达法则，得 

x

xx

x sin
eelim

0

−

→

−
=

x

xx

x cos
eelim

0

−

→

+
=2 

例 5.2  求极限
bx
ax

x sin
sinlim

0→
)0( ≠b 。 

解  这是
0
0
型未定式，由洛必达法则，得 

bx
ax

x sin
sinlim

0→
=

bxb
axa

x cos
coslim

0→
=

b
a

 

例 5.3  求极限
x
xx

x 30 sin
sinlim −

→
。 

解  这是
0
0
型未定式，使用二次洛必达法则并化简，得 

x
xx

x 30 sin
sinlim −

→
=

xx
x

x cossin3
cos1lim 20

−
→

=
xxx

x
x 320 sin3cossin6

sinlim
−→

=
xxx 220 sin3cos6

1lim
−→

=
6
1

 

注意：在本题中，使用了一次洛必达法则后，极限仍是
0
0
型或

∞
∞

型未定式，那么仍可再

次使用洛必达法则，直至其极限变为不是未定式，便可求得极限。 

例 5.4  求极限
x
x

x tan
3tanlim

2
π→

。 

解  这是
∞
∞

型未定式，化简并使用三次洛必达法则，得 

x
x

x tan
3tanlim

2
π→

=
x

x
x

2

2

2
sec

3sec3lim
π

→
=

x
x

x 3cos
cos3lim 2

2

2
π

→
=

)3sin3(3cos2
)sin(cos6lim

2
xx

xx
x −⋅

−⋅
π

→
 

                 =
x
x

x 6sin
2sinlim

2
π

→
=

x
x

x 6cos6
2cos2lim

2
π

→
= 

3
1
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例 5.5  求 nx x
xlnlim

+∞→
，（n>0）。 

解  这是
∞
∞

型未定式，由洛必达法则，得 

nx x
xlnlim

+∞→
= 1

1

lim
−+∞→ nx nx

x = nx nx
1lim

+∞→
= 0 

除
0
0
型与

∞
∞

型未定式之外，还有 ∞⋅0 ， ∞−∞ ， ∞1 ， 00 ， 0∞ 等类型未定式，计算这

些类型的极限，可利用适当变换将它们化为
0
0
型与

∞
∞

型未定式，再用洛必达法则求极限，在

这里不再详细介绍，有兴趣的读者可参阅有关的书籍，下面只举几个例子。 

例 5.6  求 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+∞→
xx

x
arctan

2
πlim 。 

解  这是 ∞⋅0 型未定式，把
x
1
“放”到分母上，可将其化为

0
0
型未定式，由洛必达法则，

得 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+∞→
xx

x
arctan

2
πlim =

x

x

x 1

arctan
2
π

lim
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+∞→
=

2

2

1
1

1

lim

x

x
x

−

+
−

+∞→
 = 1

1
lim 2

2

=
++∞→ x
x

x
 

例 5.7  求 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→ x
x

x

1cotlim
0

。 

解  这是 ∞−∞ 型未定式，通过“ 通分”将其化为
0
0
型未定式，由洛必达法则，得 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→ x
x

x

1cotlim
0

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→ xx
x

x

1
sin
coslim

0
=

0

cos sinlim
sinx

x x x
x x→

− =
0

cos sin coslim
sin cosx

x x x x
x x x→

− −
+

 

=
0

sin coslim
cos cos sinx

x x x
x x x x→

− −
+ −

= 0
2
0
=  

例 5.8  求 x
x

x
1

lim
+∞→

。 

解  这是 0∞ 型未定式，利用恒等式将其化为
∞
∞

型未定式，由洛必达法则，得    

x
x

x
1

lim
+∞→

= x
x

x

ln

elim
+∞→

= x
x

x

ln
lim

e +∞→ = 1

1
lim

e
x

x +∞→ = 0e =1 

在使用洛必达法则时，应注意如下几点： 

（1）每次使用洛必达法则时，必须检验极限是否属于
0
0
型或

∞
∞

型未定式，如果不是这种

未定式，就不能使用该法则； 

（2）如果使用洛必达法则之后，其极限还是属于
0
0
型或

∞
∞

型未定式，可继续使用洛必
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达法则，直至其极限变为不是未定式，便可求得极限； 
（3）如果有可约因子，或有非零极限值的乘积因子，则可先约去或提出，然后再利用洛

必达法则，以简化演算步骤； 
（4）如果极限属于 ∞⋅0 ， ∞−∞ ， ∞1 ， 00 ， 0∞ 等类型未定式，计算这些类型的极限时，

可利用适当变换将它们化为
0
0
型与

∞
∞

型未定式，再用洛必达法则求极限； 

（5）当
)(
)(lim

xg
xf

′
′

不存在时，并不能断定
)(
)(lim

xg
xf

不存在，此时应使用其他方法求极限。 

例 5.9  证明
x

x
x

x sin

1sin
lim

2

0→
存在，但不能用洛必达法则求其极限。 

解  由于
x

x
x

x sin

1sin
lim

2

0→
=

x
x

x
x

x

1sin
sin

lim
0→

=
x

x
x

x
xx

1sinlim
sin

lim
00 →→

⋅ = 0，所以，所给的极限存

在。又因为这是
0
0
型未定式，可利用洛必达法则，得 

x
x

x

x sin

1sin
lim

2

0→
=

x
xx

x

x cos

1cos1sin2
lim

0

−

→
不存在，所以，所给的极限不能用洛必达法则求出。 

5.3  函数的单调性、极值与最值 

5.3.1  函数的单调性 

在第 1 章中已经介绍了函数的单调性的概念，单调性是函数的重要性态之一，它既决定

着函数递增和递减的状况，又能帮助我们研究函数的极值，还能证明某些不等式和函数的图

形。在这里将以微分中值定理为工具，给出函数单调性的判别法和极值的判别法。 
对于区间 ],[ ba 上的单调函数 )(xf （图 5.4）的图像是一条随 x的增大而逐渐上升的曲

线，曲线上任一点处的切线与 x 轴正向夹角都是锐角，即 0)( >′ xf ，反过来是否成立呢？有

如下定理： 
定理 5.5  设函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，在

开区间 ),( ba 内可导，则有 
（1）若在 ),( ba 内 0)( >′ xf ，则函数 )(xf 在 ],[ ba

内单调增加； 
（2）若在 ),( ba 内 0)( <′ xf ，则函数 )(xf 在 ],[ ba

内单调减少。 
证  设 1x , 2x 是 ],[ ba 内任意两点，设 21 xx < ，利

用拉格朗日中值定理有 
))(()()( 1212 xxfxfxf −′=− ξ    )( 21 xx <<ξ  

若 0)( >′ xf ，必有 0)( >′ ξf ，又 012 >− xx ， 0)()( 12 >− xfxf ，即 )()( 12 xfxf > 。由于

1x , 2x （ 21 xx < ）是 ],[ ba 内任意两点，所以函数 )(xf 在 ],[ ba 内单调增加。 

图 5.4 
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同理可证，若 0)( <′ xf ，则函数 )(xf 在 ],[ ba 内单调减少。 

有时，函数在其整个定义域上并不具有单调性。所谓研

究函数的单调性，就是判定函数在哪些区间上是单调增加，

在哪些区间上是单调减少。如图 5.5 所示，函数 )(xf 在区间

],[ 1xa ， ],[ 2 bx 上单调增加，而在 ],[ 21 xx 上单调减少，并且

从图上容易看出，可导函数 )(xf 在单调区间的分界点处的导

数为零，即 0)()( 21 =′=′ xfxf 。 
使导数 0)( =′ xf 的点称为函数 )(xf 的驻点。 
要确定可导函数 )(xf 的单调区间，首先要求出函数

)(xf 的驻点，然后，用这些驻点将 )(xf 的定义域分成若干

个子区间，再用列表的方法，在每个子区间上用定理 5.5 判

断函数的单调性。一般地，当 )(xf ′ 在某区间内个别点处等于零，而在其余各点处都为正（或

负）时，那么 )(xf 在该区间上仍然是单调增加（或单调减少）的。如 3)( xxf = 在 ),( ∞+−∞
内除 0=x 外，处处有 )(xf ′ = 03 2 >x ，函数 3)( xxf = 在 ),( ∞+−∞ 内是单调增加的。 

例 5.10  讨论函数 22
3
8)( 234 +−+−= xxxxf 的单调性。 

解 （1）求出函数 22
3
8)( 234 +−+−= xxxxf 的驻点。有 

xxxxf 484)( 23 −+−=′ = )12(4 2 +−− xxx = 2)1(4 −− xx  
令 0)( =′ xf ，得驻点为 1,0 21 == xx ； 
（2）写出 )(xf 在 ),( ∞+−∞ 内的三个子区间为 )0,(−∞ ， )1,0( 与 ),1( ∞+ ； 
（3）在每个子区间上用定理 5.5 判断函数的单调性。可用列表的方法，确定 )(xf ′ 在每

个子区间上的符号，从而判定出函数 )(xf 在每个子区间内的单调性，其结果如下： 
 

x  )0,(−∞  )1,0(  ),1( ∞+  

)(xf ′  ＋ - - 

)(xf  ↗ ↘ ↘ 
 

注意：表中用“↗”表示单调增加，用“↘”表示单调减少。 
所以 )(xf 在 )0,(−∞ 单调增加，在 ),0( ∞+ 单调减少。 

例 5.11  讨论函数 3 2
2

3
)( xxxf −= 的单调性。 

解 （1）求出函数 3 2
2

3
)( xxxf −= 的驻点及不可导点。有 

33
2

3
2)(

x
xxf −=′ = )1(

3
2 3

3
−xx

x
 

令 0)( =′ xf ，得驻点为 11 −=x ， 12 =x ， )(xf 的不可导点为 03 =x ； 
（2）写出 )(xf 在 ),( ∞+−∞ 内的四个子区间为 )1,( −−∞ ， )0,1(− ， )1,0( 与 ),1( ∞+ ； 
（3）在每个子区间上用定理 5.5 判断函数的单调性。用列表的方法，确定 )(xf ′ 在每个

子区间上的符号，从而判定出函数 )(xf 在每个子区间内的单调性，其结果如下： 

 
图 5.5 
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x  )1,( −−∞  )0,1(−  )1,0(  ),1( ∞+  

)(xf ′  - ＋ - ＋ 

)(xf  ↘ ↗ ↘ ↗ 
 

所以 )(xf 在 )1,( −−∞ 和 )1,0( 上是单调减少的， )(xf 在 )0,1(− 和 ),1( ∞+ 上是单调增

加的。 
从本题中可以看出，对于函数 )(xf 在定义域内的不可导点，在判断函数的单调性时，

也必须加以考虑。 

5.3.2  函数的极值 

定义 5.1  设函数 )(xf 在点 0x 的某邻域内有定义，如果对于该邻域内任一点

)( 0xxx ≠ ，都有 )()( 0xfxf < ，则称 )( 0xf 是函数 )(xf 的极大值；如果对于该邻域内任

一点 )( 0xxx ≠ ，都有 )()( 0xfxf > ，则称 )( 0xf 是函数 )(xf 的极小值。函数的极大值与

极小值统称为函数的极值，使函数取得极值的点 0x 称为函数 )(xf 的极值点。 

由定义可以看出，极值是一个局部性概念。在整个定义域内往往会有多个极值，极大值

未必是最大值，极小值也未必是最小值。从图 5.6 可直观地看出， 420 ,, xxx 都是极大值点，

)(),(),( 420 xfxfxf 都是函数 )(xf 的极大值， 531 ,, xxx 是极

小值点， )(),(),( 531 xfxfxf 都是函数 )(xf 的极小值。 

从图 5.6 可以看出，可导函数在取得极值处的切线是水平

的，即极值点 0x 处，必有 0)( 0 =′ xf ，于是有如下定理。 

定理 5.6 （极值的必要条件）设函数 )(xf 在 0x 处可导，

且在点 0x 处取得极值，那么 0)( 0 =′ xf 。 

证  设 )( 0xf 是极小值。由定义 5.1 可知，必存在点 0x 的

某 个 邻 域 ， 对 该 邻 域 内 的 一 切 )( 0xxx ≠ ， 都 有

)()( 0xfxf > 。因此 

当 0xx > 时，有 0
)()(

0

0 >
−
−

xx
xfxf

。故有 0≥
)()(lim)(

0

0

→
0

0 xx
xfxfxf

xx −
−

=′
++ ；当 0xx < 时，有

0
)()(

0

0 <
−
−

xx
xfxf

。故有 0≤
)((lim)(

0

0

→
0

0 xx
xfxfxf

xx −
−

=′ 。因为 )(xf 在 0x 处可导，所以 )(xf 在

0x 处的左导数、右导数存在且相等，即 )()()( 000 xfxfxf +− ′=′=′ ，有 0≤)(≤0 0xf ′ ，从而得

到 0)( 0 =′ xf 。类似可证 )( 0xf 是极大值的情形。 
从定理 5.6 可知，可导函数 )(xf 的极值点必是 )(xf 的驻点。

反过来，驻点不一定是 )(xf 的极值点。如 0=x 是函数
3)( xxf =

的驻点，但不是极值点。对于一个连续函数，它的极值点还可能

是不可导点。如 ||)( xxf = ， 0=x 是 )(xf 的不可导点，但 0=x
是 )(xf 的极小值点（图 5.7）。 

总而言之，连续函数 )(xf 的可能极值点只能是驻点或是连续

但不可导的点，为了判断函数的可能极值点是否为极值点，有如

图 5.6 

 
图 5.7 
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下定理。 
定理 5.7 （极值的第一充分条件）设函数 )(xf 在点 0x 连续，在点 0x 的某一去心邻域内

任一点 x可导。当 x在该邻域内由小增大经过 0x 时，如果 

（1） )(xf ′ 由正变负，那么 0x 是 )(xf 的极大值点， )( 0xf 是 )(xf 的极大值； 

（2） )(xf ′ 由负变正，那么 0x 是 )(xf 的极小值点， )( 0xf 是 )(xf 的极小值； 

（3） )(xf ′ 不改变符号，那么 0x 不是 )(xf 的极值点。 

证 （1） )(xf 在以 x和 0x 为端点的闭区间上利用拉格朗日中值定理，得 

))(()()( 00 xxfxfxf −′=− ξ  （ξ 在 x与 0x 之间） 

由已知条件知，当 0xx < 时， 0)( >′ ξf ；当 0xx > 时， 0)( <′ ξf ，可得 0))(( 0 <−′ xxf ξ ，

即 0)()( 0 <− xfxf ，所以在点 0x 的某个邻域内任取一点 x（ 0xx ≠ ）时，有 )()( 0xfxf < 。

由极值定义知， 0x 是 )(xf 的极大值点， )( 0xf 是 )(xf 的极大值。类似地可证明（2）。 

（3）由已知条件知，在点 0x 的某个邻域内任取一点 x（ 0xx ≠ ）时，有 )0(0)( <>′ xf ，

所以在这个邻域内是单调增加（减少），因此 0x 不是 )(xf 的极值点。 

定理 5.8 （极值的第二充分条件）设函数 )(xf 在点 0x 处具有二阶导数且 0)( 0 =′ xf ，

0)( 0 ≠′′ xf ，则 0x 是函数 )(xf 的极限点， )( 0xf 为函数 )(xf 的极值，且有 

（1）如果 0)( 0 <′′ xf ，则 )(xf 在点 0x 处取得的极大值； 

（2）如果 0)( 0 >′′ xf ，则 )(xf 在点 0x 处取得的极小值。 

证（1）由于 0)( 0 <′′ xf ，所以 0
)()(

lim)(
0

0
0

0

<
−

′−′
=′′

→ xx
xfxf

xf
xx

，利用极限的性质，在点

0x 的某个邻域内任一点 x （ 0xx ≠ ）必有 0
)()(

0

0 <
−

′−′
xx

xfxf
，又因为 0)( 0 =′ xf ，所以有

0)(

0
<

−
′

xx
xf

（ 0xx ≠ ），从而可知，当 0xx < 时， 0)( >′ xf ；当 0xx > 时， 0)( <′ xf ，由定理

5.7 知， )( 0xf 是 )(xf 的极大值， 0x 是 )(xf 的极大值点。类似地可证明（2）。 
根据定理 5.7 和定理 5.8，求函数 )(xf 的极值的步骤可归纳如下： 
（1）求出函数 )(xf 的定义域； 
（2）求出函数 )(xf 的导数 )(xf ′ ； 
（3）求出函数 )(xf 的所有驻点及不可导点，即令 0)( =′ xf 和 )(xf ′ 不存在的点； 

（4）利用定理 5.7 或定理 5.8，判定上述驻点或不可导点是否为函数的极值点，并求出相

应的极值。 
例 5.12  求函数 31292)( 23 −+−= xxxxf 的极值。 
解一 （1）求出函数 )(xf 的定义域。函数的定义域为 ),( ∞+−∞ ； 

（2）求出函数 )(xf 的导数 )(xf ′ 。 12186)( 2 +−=′ xxxf = )2)(1(6 −− xx ； 
（3）求出函数 )(xf 的所有驻点及不可导点。令 0)( =′ xf ，得驻点为 11 =x ， 22 =x ， )(xf

没有不可导点； 
（4）利用定理 5.7，判定驻点是否为函数的极值点。由两个驻点把定义域分成三个子区

间，用列表的方法，确定函数在每个子区间上的导数的符号，从而判定函数 )(xf 在每个子区
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间内的增减性及驻点是否为极值点，其结果如下： 
 

x )1,(−∞  1 )2,1(  2 ),2( ∞+  
)(xf ′  ＋ 0 － 0 ＋ 

)(xf  ↗ 极大值 2)1( =f  ↘ 极小值 1)2( =f  ↗ 
 
由上表可知, 函数 )(xf 在 1=x 处取得极大值 2)1( =f ，在 2=x 处取得极小值 1)2( =f 。 
解二 （1）求出函数 )(xf 的定义域。函数的定义域为 ),( ∞+−∞ ； 

（2）求出函数 )(xf 的导数 )(xf ′ 。 12186)( 2 +−=′ xxxf ； 
（3）求出函数 )(xf 的所有驻点及不可导点。令 0)( =′ xf ，得驻点为 11 =x ， 22 =x ， )(xf

没有不可导点； 
（4）利用定理 5.8，判定驻点是否为函数的极值点。计算 1812)( −=′′ xxf ，由于

06)1( <−=′′f ，所以 2)1( =f 为极大值；由于 06)2( >=′′f ，所以 1)2( =f 为极小值。 

例 5.13  求函数
3 2

2
3)( xxxf −= 的极值。 

解 （1）求出函数 )(xf 的定义域。 函数的定义域为 ),( ∞+−∞ ； 

（2）求出函数 )(xf 的导数 )(xf ′ 。
3

3

3

111)(
x

x
x

xf −
=−=′ ； 

（3）求出函数 )(xf 的所有驻点及不可导点。令 0)( =′ xf ，得驻点为 11 =x ， )(xf 的不

可导点为 0=x ； 
（4）利用定理 5.7，判定驻点或不可导点是否为函数的极值点。由一个驻点和一个不可

导点把定义域分成三个子区间，用列表的方法，确定函数在每个子区间上的导数的符号，从

而判定函数 )(xf 在每个子区间内的增减性、驻点与不可导点是否为极值点，结果如下表： 
 

x  )0,(−∞  0  )1,0(  1 ),1( ∞+  

)(xf ′  ＋ 不存在 － ０ ＋ 

)(xf  ↗ 极大值 0)0( =f  ↘ 极小值 5.0)1( −=f  ↗ 
 
由表可见，函数 )(xf 在 0=x 处取得极大值 0)0( =f ，在 1=x 处取得极小值

)1(f = 5.0− 。 

5.3.3  函数的最大值与最小值 

在许多数学和工程技术问题中，常常会遇到如何做才能使“用料最省”、“效率最高”、

“成本最低”、“路程最短”等问题。用数学的方法进行描述，它们都可归结为求一个函数的

最大值、最小值问题。 
在第 3 章中可知，在闭区间 ],[ ba 上的连续函数 )(xf 一定存在着最大值和最小值。显然，

函数在闭区间 ],[ ba 上的最大值和最小值只能在区间 ),( ba 内的驻点、不可导点与闭区间的端

点处取得。因此，求函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上最大值和最小值的步骤可归纳为： 
（1）求出函数 )(xf 的所有驻点及不可导点； 
（2）计算函数 )(xf 在驻点、不可导点、区间端点处的函数值； 

（3）比较这些函数值的大小，其中最大者即为函数的最大值；最小者即为函数的最小值。 
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例 5.14  求函数 593)( 23 +−−= xxxxf 在 ]4,4[− 上的最大值和最小值。 
解  由于 593)( 23 +−−= xxxxf 在 ]4,4[− 上连续，所以在该区间上存在着最大值和最小

值。求 )(xf 最值的具体的步骤如下： 

（1）求出函数 )(xf 的所有驻点及不可导点。 963)( 2 −−=′ xxxf = )1)(3(3 +− xx ,令
0)( =′ xf , 得驻点 3,1 21 =−= xx ； 

（2）计算函数 )(xf 在驻点、区间端点处的函数值。有 
71)4( −=−f ， 10)1( =−f ， 22)3( −=f ， 15)4( −=f  

（3）比较这些函数值的大小。比较得，函数 )(xf 在 ]4,4[− 上的最大值为 10)1( =−f ，最

小值为 71)4( −=−f 。 
在实际应用问题中，往往可以根据问题的性质就可断定函数 )(xf 在定义区间的内部确有

最大值或最小值。可以证明：若实际问题已断定 )(xf 在其定义区间的内部存在着最大值（或

最小值），且点 0x 是可导函数 )(xf 在其定义区间的内部的唯一驻点，那么就可断定 )(xf 在

点 0x 取得相应的最大值（或最小值）。 

例 5.15  如图 5.8，设工厂 C 到铁路的垂直距离为 20km，

垂足为 A。铁路线上距离 A100km 处有一原料供应站 B。现要

求铁路 AB 之间某处 D 点修建一个原料供应中转站，再由 D 点

到工厂 C 修建一条公路。如果每 km 的铁路运费与公路运费之

比为 3:5，D 应选择何处才能使原料供应站 B 运货到工厂的 C
运费最省。 

解  设 AD 的间距为 x km，铁路运费为 a3 元／km，则公路运费为 a5 元／km，并设从 B
到 C 点的总运费为 y ，则 

)100≤≤0()100(3205 22 xxaxay −++=   
由此可见， x 过大或过小，总运费 y 都会变大，故有一个合适的 x 使总运费 y 达到最小值。

又因为 a
x

axy 3
400

5
2

−
+

=′ ，令 0=′y ，即 03
400

5
2

=−
+x

x
，得 15=x 为函数 y 在其定义

区间的内部的唯一驻点，故知 y 在 15=x 处取得最小值，即 D 点应选在距 A 为 15km 处，运

费最少。 
例 5.16  半径为 r 的半圆内，内接一矩形，问矩形的边长为何值时，矩形的周长最大？

如图 5.9。 
解   设矩形的长为 x2 ，那么宽为

22 xr − ， 
矩形的周长为 y ，则 

)20(24 22 rxxrxy <<−+=  
由此可见， x 过大或过小，矩形的周长 y 都

会变小，故有一个合适的 x 使矩形的周长 y
达到最大值。 

22

24
xr

xy
−

−=′ ， 令 0=′y ， 即

 
图 5.8 

图 5.9 
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024
22
=

−
−

xr

x
，得

5

2rx = 为函数 y 在其定义区间的内部的唯一驻点，故知 y 在
5

2rx = 处

取得最大值，即矩形的长为
5

4r
，宽为

5
r

时，矩形的周长最大。 

5.4  函数图形的凸向与拐点 

为了准确地描绘函数的图形，仅了解函数单调性和极值是不够的，还应了解它的弯曲方

向以及不同弯曲方向的分界点。这一节将利用二阶导数来研究曲线的凸向与拐点。 

1．曲线的凸向及其判别法 

从图 5.10（a）中看出，在区间 ),( ba 内曲线上各点的切线都位于曲线的下方，而从图

5.10（b）中看出，在区间 ),( ba 内曲线上各点的切线都位于曲线的上方，看到的这种现象在

数学上称为曲线的凸向，下面给出曲线的凸向定义及其判别法。 

 
图 5.10 

定义 5.2  若在区间 ),( ba 内曲线 )(xfy = 的各点处切线都位于曲线的下方，则称此曲

线在 ),( ba 内是向下凸的（简称下凸，或称上凹）；若曲线 )(xfy = 的各点处切线都位于曲

线的上方，则称此曲线在 ),( ba 内是向上凸的（简称上凸，或称下凹）。 
定理 5.9 （曲线的凸向的判定定理）设函数 )(xfy = 在区间 ),( ba 内具有二阶导数， 
（1）如果在区间 ),( ba 内 0)( >′′ xf ，则曲线 )(xfy = 在 ),( ba 内是下凸的； 
（2）如果在区间 ),( ba 内 0)( <′′ xf ，则曲线 )(xfy = 在 ),( ba 内是上凸的。 

例 5.17  判定曲线 323)( xxxf −= 的凸向。 

解  函数 323)( xxxf −= 的定义域为 ),( ∞+−∞ 。 236)( xxxf −=′ ， xxf 66)( −=′′ ，当

1<x 时 0)( >′′ xf ，故曲线 323)( xxxf −= 在 )1,(−∞ 内是下凸的；当 1>x 时 0)( <′′ xf ，故曲

线 323)( xxxf −= 在 ),1( ∞+ 内是上凸的。 

2．拐点及其求法 

定义 5.3  若连续曲线 )(xfy = 上的点 P 是曲线向下凸与向上凸的分界点，则称点 P 是

曲线 )(xfy = 的拐点。 
由于拐点是曲线凸向的分界点，所以拐点左右两侧近旁 )(xf ′′ 必然异号。于是，曲线拐

点的横坐标 0x ，只可能有 )( 0xf ′′ = 0 或 )( 0xf ′′ 不存在，从而可得拐点的求法如下： 
（1）设 )(xfy = 在 ),( ba 内具有二阶导数，求出 )(xf 的定义域及 )(xf ′′ ； 
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（2）求出在 ),( ba 内使 )(xf ′′ = 0 的点或 )(xf ′′ 不存在的点； 
（3）列表。用上述各点从小到大依次将 ),( ba 分成子区间，考察在每个子区间上 )(xf ′′ 的

符号，将上述各点、子区间与 )(xf ′′ 的符号等列在一张表上。从表可见，若 )(xf ′′ 在点 ix 两

侧近旁异号，则 ))(,( ii xfx 是曲线 )(xfy = 的拐点，否则不是。 

例 5.18  求曲线 3 xy = 的凸性与拐点。 

解 （1）求出 y ′′。函数 3 xy = 的定义域为 ),( ∞+−∞ ，
3 23

1

x
y =′ ，

3 29

2

xx
y −=′′ ； 

（2）求出在 ),( ∞+−∞ 内使 )(xf ′′ = 0 的点或 )(xf ′′ 不存在的点。得 )(xf ′′ 不存在的点为

0=x ，而 )(xf ′′ = 0 的点没有； 

（3）列表。 
 

    x )0,(−∞  0 ),0( ∞+  

    y″ ＋ 不存在 － 

    y 下凸 拐点（0，0） 上凸 
 

从上表可见， 3 xy = 在 )0,(−∞ 是下凸的，在

),0( ∞+ 是上凸的，（0, 0）是拐点。 

3．函数的渐近线 

在中学里学过，双曲线 12

2

2

2
=−

b
y

a
x

有两条渐近

线 0=+
b
y

a
x

 和 0=−
b
y

a
x

，如图 5.11。 

由双曲线的渐近线，就容易看出双曲线在无穷

远处的伸展状态。对一般曲线，也想了解其在无穷

远处的变化趋势。 
定义 5.4  若曲线C 上的动点 P 沿着曲线无限地远离原点时，点 P 与某一固定直线 L的

距离趋于零，则称直线 L为曲线C 的渐近线。 
并不是任何曲线都有渐近线，下面分三种情形。 
（1）水平渐近线 
定义 5.5  若当 ∞→x 时，有 bxf →)( ( b 为常数），则称曲线 )(xfy = 有水平渐近线

by = 。 

例 5.19  求曲线 21
2

x
xy

+
= 的水平渐近线。 

解  当 ∞→x 时，有 0
1

2
2 →

+ x
x

，所以 0=y 是曲线 21
2

x
xy

+
= 的水平渐近线，见图 5.12。 

（2）垂直渐近线 
定义 5.6  若当 ax → ( a 为常数）时,有 ∞→)(xf ，则称曲线 )(xfy = 有垂直渐近线

ax = 。 

例 5.20  求曲线
2
1

−
+

=
x
xy 的渐近线。 

 
图 5.11 
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解  当 2→x 时，有 ∞→
−
+

2
1

x
x

，所以 2=x 是
2
1

−
+

=
x
xy 的垂直渐近线。当 ∞→x 时,

有 1
2
1
→

−
+

x
x

，所以 1=y 是
2
1

−
+

=
x
xy 的水平渐近线，见图 5.13。 

      
图 5.12                                        图 5.13 

（3）斜渐近线 

定理 5.10  若函数 )(xfy = 满足
x
xfa

x

)(lim
∞→

= ，且 ])([lim axxfb
x

−=
∞→

，则称曲线

)(xfy = 有斜渐近线 baxy += 。 
证明从略。易知，当 0=a 时，得 by = ，即 by = 是曲线 )(xfy = 的水平渐近线。 

例 5.21  求函数
x

xxf
+

=
1

)(
2

的渐近线。 

解   由于 1
1

lim)(lim =
+

==
∞→∞→ x

x
x
xfa

xx
， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=−=

∞→∞→
x

x
xaxxfb

xx 1
lim])([lim

2

=
x

x
x +

−
∞→ 1

lim  

1−= ，所以曲线的渐近线为 1−= xy 。又当 1−→x 时,有 ∞→
+ x
x

1

2

，所以 1−=x 是曲线的

垂直渐近线，见图 5.14。 

4．函数作图 

逐点描迹法是函数作图的基本方法，但其局限性

也是明显的，它往往不可能取很多的点，因为这样的

运算量太大；不能方便地描出显示函数重要特性形态

的点，也就不能确切反映函数曲线的全貌。现在通过

对函数单调性、奇偶性、周期性、凸性、拐点、渐近

线等函数性态的研究，就能有选择地描绘出反映函数

变化特征的关键点，这样就可以将函数的图像较精确

地描绘出来。函数作图一般包括下列步骤： 
（1）确定函数的定义域及值域； 
（2）考察函数的奇偶性与周期性； 

（3）利用函数的一阶导数，求函数的单调区间与极值点； 
（4）利用函数的二阶导数，求函数的下凸、上凸区间与拐点； 

图 5.14 



 ·71· 

（5）考察函数的渐近线； 
（6）适当再描出一些点，如曲线与坐标轴的交点等，列表，描绘函数的图像。 
例 5.22  描绘函数

2
e xy −= 的图像。 

解 （1）函数的定义域是 ),( ∞+−∞ ，值域是 ]1,0( ； 
（2）函数是偶函数，关于 y 轴对称，所以只需讨论 0≥x 的情形； 

（3） 
2

e2 xxy −−=′ ， )12(e2 22
−=′′ − xy x 。令 0=′y ，得 0=x ，令 0=′′y ，得

2
2

=x ； 

（4）列表： 

x 0 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2
2,0  

2
2  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∞+,

2
2  

    y′ 0 － － － 

    y″ － － ０ ＋ 

    y 极大值为１ ↘上凸 
拐点 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

e
1,

2
2  

↘下凸 

（5）当 ∞→x 时，有 0e
2
→−x ，所以 0=y 是水平渐近线； 

（6）当 0=x 时， 1=y ，即曲线经过（0，1）； 
根据上述讨论的结果，作出函数在 ),0( ∞+ 上的图形，再利用图形关于 y 轴的对称性，

画出全部图形（图 5.15），这个曲线称为概率曲线。 

 
图 5.15 

例 5.23  描绘函数 2)1(
12

−
−

=
x

xy 的图像。 

解 （1）函数的定义域是 ),1()1,( ∞+−∞ U ，值域是 ),1[ ∞+− ； 

   （2）函数非奇非偶；  

   （3） 3)1(
2
−
−

=′
x

xy ，令 0=′y ，得 0=x ，当 1=x 时， y′不存在； 

        4)1(
)12(2

−
+

=′′
x

xy ，令 0=′′y ，得
2
1

−=x ，当 1=x 时， y ′′不存在； 

   （4）列表： 
 

x ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−

2
1,  

2
1

−  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 0,

2
1  

0  ( 1,0 ) ),1( +∞  

  y′ － － － ０ ＋ － 

  y″ － ０ ＋ ＋ ＋ ＋ 

  y ↘上凸 拐点 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

9
8,

2
1

↘下凸 极小值为－1 ↗下凸 ↘下凸 
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  （5）当 1→x 时，有 ∞→
−
−

2)1(
12

x
x

，所以 1=x 是垂直渐近线，当 ∞→x 时，有

0
)1(
12
2 →

−
−

x
x

，所以 0=y 是水平渐近线； 

  （6）曲线经过点 )1,0( − ， )0,5.0( 。根据上述讨论的结果，描绘出函数的图形（图 5.16）。 

 
图 5.16 

5.5  本章小结 

5.5.1  内容提要 

1．基本概念 

未定式，极值，极值点，驻点，最大值，最小值，下凸，上凸，拐点，渐近线，水平渐

近线，垂直渐近线。 

2．基本定理 

罗尔中值定理，拉格朗日中值定理，柯西中值定理，洛必达法则，函数单调性的判定定

理，极值的必要条件，极值的第一充分条件，极值的第二充分条件，曲线凸向的判定定理。 

3．基本方法 

用洛必达法则求未定式的极限的方法，函数的单调区间的求法，函数的极大值与极小值

的求法，函数的最大值与最小值的求法，求实际问题的最大（或最小）值的方法，曲线的凸

向及拐点的求法，曲线的渐近线的求法，一元函数图像的描绘方法。 

5.5.2  疑点解析 

问题 1  函数的极值点与驻点有何关系？ 
解析  极值点与驻点是两个不同的概念。从定义上看，极值点是函数在这一点处的函数

值在该点的某个邻域内最大或最小的点；而驻点是一阶导数为零的点。因此，极值点可以是

可导点，也可以是不可导点，而驻点一定是可导点。如果函数在极值点处可导，则该点一定

是驻点。反之，不一定对，只有函数的一阶导数在驻点左、右两侧邻域内符号相反，则该驻

点一定是极值点。由此可见，函数的极值点一定是驻点或不可导点，因此求函数的极值点时，

只须求出全部的驻点和不可导点，再逐一考察它们是否为极值点即可。 
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问题 2  如何利用单调性来证明不等式？ 
解析  首先将不等式变为一个函数来考察；其次利用导数来判定这个函数的单调性；最

后利用已知条件与单调性，可将函数变为不等式，即证明了不等式。 

例 5.24  证明： 当 0>x 时，
x

xx
+

<+
1

)1ln( 。 

证 （1）将不等式变为一个函数来考察。设 )1ln(
1

)( x
x

xxf +−
+

= ，则 )(xf 在 ),0[ +∞

上连续，且在 ),0( +∞ 内可导； 

   （2）利用导数来判定这个函数的单调性。当 0>x 时，有 

=′ )(xf
xxx

x
x +

−
++

−
+ 1

1
1)1(21

1
=

xx
xxx

++

+−−+

1)1(2
1222

= 0
1)1(2

)11( 2

>
++

−+

xx
x

 

所以 )(xf 在 ),0[ +∞ 上单调增加的； 
（ 3）利用已知条件与单调性，证明不等式。由于 0>x ，且 0)( >′ xf ，所以

0)0()( => fxf ，即 

0)1ln(
1

>+−
+

x
x

x
 

所以当 0>x 时，有
x

xx
+

<+
1

)1ln( 。 

注意：在本例的证明过程中，应用了单调递增函数最本质的属性：当 21 xx > 时，有

)()( 21 xfxf > ，因此，对一般的解析不等式，都可以利用导数作为工具，利用函数的单调性

来证明。 

习  题  5 

1．对下列函数写出拉格朗日公式 )()()( ξf
ab

afbf ′=
−
−

，并求ξ ： 

（1） xxf =)( , ]4,1[∈x ；（2） xxf ln)( = , ]2,1[∈x ；（3） xxf arctan)( = , ]1,0[∈x 。 

2．证明恒等式： 

（1）当 1≤|| x 时，
2
πarccosarcsin =+ xx ；（2）

2
πcotarcarctan =+ xx 。 

3．求下列极限： 

（1） nn

mm

ax ax
ax

−
−

→
lim ( nma ,,0≠ 为常数)；（2）

1ee
1elim

0 −+
−

→ xx

x

x x
；（3）

x
x

x 5tan
3sinlim

π→
； 

（4）
xx
xx

x sin
tanlim

0 −
−

→
； （5） 2

2
)2π(

sinlnlim
x
x

x −π
→

； （6）
x
x

x

2)(lnlim
+∞→

； 

（7） x

n

x

x
λe

lim
+∞→

( 0>λ , n为自然数)；（8） )1ln(lnlim
1

xx
x

−
−→

；（9）
2
πtan)1(lim

1

xx
x

−
→

； 

（10） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−→ xx
x

x ln
1

1
lim

1
； （11） ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→ 1e
11lim

0 xx x
；（12）

x

x x
x

1

0

sinlim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→
。 
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4．求下列函数的单调区间： 
（1） 11232 23 +−+= xxxy ；  （2） xxy −+= 1 ；   （3） )1ln( xxy +−= ； 

（4） 1e −−= xy x ；        （5） 52 24 −−= xxy ； （6） 22 xxxy −= 。 

5．利用单调性，证明下列不等式： 

（1）当 0>x 时，
x

xx
+

>+
1

)1ln( ； （2）当 0>x 时，
x

xx
+

>+
1

arctan)1ln( ； 

（3）当 0>x 时，
2

1cos
2xx −> ；  （4）当 0>x 时，

6
sin

3xxx −> 。 

6．求下列函数的极值： 

（1） xxy −+= 1 ； （2） 24 24 xxy +−= ； （3） 3
2

3
1

)1( xxy −= ； 

（4） xxy −+= e)1( ； （5） xxy −+= ee2 ；  （6） xxy ln2= 。 

7．求下列函数在给定区间上的最大值与最小值： 
（1） ]5,0[,2 2 ∈−+= xxxy ；  （2） ]4,1[,32 23 −∈−= xxxy ； 

（3） ]5,1[,2 ∈= xy x ；         （4） ]1,1[,45 −∈−= xxy 。 

8．从面积为 S 的一切矩形中，求其周长最小者。 
9．从周长为 c2 的一切矩形中，求其面积最大者。 
10．要造一个容积为V 的圆柱形闭合油罐，问底半径 r 和高 h等于多少时，能使表面积

最小？这时底半径与高的比是多少？ 
11．从直径为d 的圆形树干切出横截面积为矩形的梁，此矩形的底等于b ，高等于h ，

若梁的强度与 2bh 成正比，问梁的尺寸为多少时，其强度最大？ 
12．要选一个上端为半球形，下端为圆柱形的粮仓，其容积为V ，问当圆柱的高h 和底

半径 r 为何值时，粮仓的表面积最小？ 
13．求下列函数的凸向区间与拐点： 

（1） 535 23 −+−= xxxy ；  （2） xxy ln2= ；  （3）
x

xy 1
+= 。 

14．求下列曲线的渐近线： 

（1）
4

1
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
x
xy ；  （2） 3)2(

1
+

=
x

y ；（3） 1e
1

−= xy 。 

15．作下列函数的图像： 

（1） 2)2)(1( −+= xxy ；（2） 33 xxy −= ；（3）
x
xy

+
−

=
1
1

。 

16．设多项式函数 01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

− L 恰有两个局部极大值和一个局部

极小值。 
（1）画出 )(xf 的一个可能的图像； （2） )(xf 至少能有几个零点？ 
（3） )(xf 最多能有几个零点？  （4） )(xf 最多能有几个拐点？ 
（5） )(xf 是奇次的还是偶次的？ （6） )(xf 至少是几次的？ 
（7）求 )(xf 的一个可能表达式。 
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第 6 章  不 定 积 分 
微分和积分是高等数学中的两大基本运算。微分学的基本问题是：已知一个函数，求

它的导数。但是，在许多实际问题中往往会遇到与此相反的问题：已知一个函数的导数，求

原来的函数。由此就产生了积分学，积分学包括不定积分和定积分两部分。本章介绍不定积

分的概念、性质及基本积分方法，下一章介绍定积分。不定积分在理论上是十分简明的，在

实际运用上有一定的难度，因为它对方法的熟练运用和解题经验都有较高的要求。为此，必

须多做一些不定积分的题目，才能熟练掌握不定积分的方法。 

6.1  不定积分的概念及性质 

6.1.1  不定积分的概念 

1．原函数的概念 

在物理学中，质点沿直线运动时，要根据实际问题的要求分为两个方面来讨论。一方

面是已知路程函数 )(tss = ，求质点运动的速度 )(tvv = ，这个问题已在微分学中解决了，

)(tsv ′= ；另一方面是已知质点作直线运动的速度 )(tvv = ，求路程函数 )(tss = ，这个相反

的问题，从数学的观点来看，它的实质是：已知函数 )(tvv = ，求一个函数 )(tss = 使得

)()( tvts =′ 。类似这类问题，在数学上就抽象出了原函数的概念。 
定义 6.1  设函数 )(xfy = 在某区间上有定义，若存在函数 )(xF ，使得在该区间任一点

处，均有 
)(])([ xfxF =′  或 xxfxF d)()(d =  

则称 )(xF 为 )(xf 在该区间上的一个原函数。 

例如，因为在区间( ),+∞∞− 上 ( ) 34 4xx =
′

，所以
4x 是 4 3x 在( ),+∞∞− 上的一个原函

数，但不是唯一的；又因为 ( ) 34 41 xx =
′

+ ， ( ) 34 46 xx =
′

− , ( ) 34 4xCx =
′

+ （ C 为任意常

数），所以 4 3x 的原函数不是唯一的。 
关于原函数的问题，还要说明两点： 
（1）原函数的存在问题：如果 )(xf 在某区间上连续，那么它的原函数一定存在（将在

下一章加以说明）。 
（2）原函数的一般表达式：如果 )(xf 存在原函数，就不是唯一的，那么这些原函数之

间有什么关系？能否写成统一的表达式呢？对此，有如下结论。 
定理 6.1  若 )(xF 是 )(xf 的一个原函数，则 CxF +)( 是 )(xf 的全部原函数，其中

C 为任意常数。 
证  由于 )()( xfxF =′ ，又 )()())(( xfxFCxF =′=′+ ，所以 CxF +)( 中的每一个

函数都是 )(xf 的原函数。 
设 )(xG 是 )(xf 任一个原函数，即 )()( xfxG =′ 。因为 
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0)()()()(])()([ =−=′−′=′− xfxfxFxGxFxG  
所以 CxFxG =− )()( （C 为任意常数）或者 CxFxG += )()( ，这就是说 )(xf 任一个原

函数 )(xG 均可表示成 CxF +)( 形式。这样就证明了 CxF +)( 是 )(xf 的全部原函数。 

2．不定积分的概念 

定义 6.2  若 )(xF 是 )(xf 在某区间上的一个原函数，则 )(xf 的全体原函数 CxF +)(
（C 为任意常数）称为 )(xf 在该区间上的不定积分，记为 ∫ xxf d)( ，即   

∫ += CxFxxf )(d)(  

其中符号 ∫ 称为积分号， )(xf 称为被积函数， xxf d)( 称为被积表达式， x 称为积分

变量，C 称为积分常数。 
由定义 6.2 可知，求不定积分就是求被积函数 )(xf 的原函数。 

例 6.1  求下列各式的不定积分 

（1） xx d2∫ ；（2） ∫ xxdsin ；（3） ∫ xxde ；（4） ∫ + 21
d

x
x

。 

解  根据不定积分的定义，只要求出被积函数一个原函数之后，再加一个积分常数即

可。 

（1）因为
23

3
1 xx =

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

，所以 Cxxx +=∫ 32

3
1d ； 

（2）因为 xx sin)cos( =′− ，所以 ∫ +−= Cxxx cosdsin ； 

（3）因为 xx e)e( =′ ，所以 ∫ += Cx xx ede ； 

（4）因为 ( ) 21
1arctan
x

x
+

=′ ，所以 Cxx
x

+=
+∫ arctand

1
1

2 。 

例 6.2  证明  Cxx
x

+=∫ lnd1
。 

证  被积函数
x
1
的定义域为 0≠x 。 

（1）当 0>x 时，因为
x

x 1)(ln =′ ，所以 Cxx
x

+=∫ lnd1
； 

（2）当 0<x 时，因为 ( )
xx

x 111)][ln( =−⋅−=′− ，所以 Cxx
x

+−=∫ )ln(d1
。 

综合（1），（2）两种情况，所以，当 0≠x 时，得 Cxx
x

+=∫ lnd1
。 

注意：求不定积分时，不要忘记在一个原函数后面再加任意常数C ，否则求出的只是

一个原函数，而不是不定积分。通常把求不定积分的方法称为积分法。 
不定积分的几何意义是：设 )(xF 是 )(xf 的一个原函数， )(xF 的图形称为 )(xf 的一

条积分曲线，其方程为 )(xFy = 。 因此，不定积分 ∫ xxf d)( 在几何上就表示 )(xf 的全体 

积分曲线，称它为积分曲线族。积分曲线族的方程为 CxFy += )( 。 
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例 6.3  求过点（1, 0）斜率为 x2 的曲线方程。 
解  设所求曲线方程为 )(xfy = ，则由题意得 xxf 2)( =′ ，所以要求的曲线方程为

Cxxxy +== ∫ 2d2 ，又因为曲线过点（1, 0），所以把点（1, 0）代入曲线方程，得

1−=C ，于是所求曲线方程为 12 −= xy 。 

由不定积分的定义可知，积分运算与微分运算之间有如下的互逆关系： 
（1） ∫ =′ )(]d)([ xfxxf 或 ∫ = xxfxxf d)(]d)([d ； 

此式表明，先求积分再求导数（或求微分），两种运算的作用相互抵消。 
（2） ∫ +=′ CxFxxF )(d)( 或 ∫ += CxFxF )()(d 。 

此式表明，先求导数（或求微分）再求积分，两种运算的作用相互抵消后还留有积分

常数C 。对于这两个式子，要记准，要熟练运用。 

6.1.2  基本积分公式 

由于求不定积分是求导数的逆运算 ，所以由导数公式可以相应地得出下列积分公式： 

（1） ∫ += Ckxxkd （k 为常数）；        （2） )1(
1

d
1

−≠+
+

=∫
+

μ
μ

μ
μ Cxxx ；  

（3） Cxx
x

+=∫ lnd1
；                 （4） Cx xx +=∫ ede  ；  

（5） C
a

axa
x

x +=∫ ln
d ；                （6） ∫ += Cxxx sindcos ；  

（7） ∫ +−= Cxxx cosdsin ；            （8） ∫∫ +== Cxxxx
x

tandsecd
cos

1 2
2 ；  

（9） ∫∫ +−== Cxxxx
x

cotdcscd
sin

1 2
2 ；（10） ∫ += Cxxxx secdtansec ；  

（11） ∫ +−= Cxxxx cscdcotcsc ；       （12） Cx
x

x
+=

−
∫ arcsin

1

d
2

；  

（13） Cx
x
x

+=
+∫ arctan

1
d

2 。 

以上 13 个公式是积分法的基础，必须熟记，不仅要记住等式右端的结果，还要熟悉左

端被积函数的形式。 

6.1.3  不定积分的性质 

性质 6.1  积分对于函数的可加性，即 

∫ ∫ ∫+=+ xxgxxfxxgxf d)(d)(d)]()([  

可推广到有限个函数代数和的情况，即 

∫∫∫∫ ±±±=±±± xxfxxfxxfxxfxfxf nn )d(d)(d)(d)]()()([ 2121 LL  

性质 6.2  积分对于函数的齐次性，即 

∫ ∫= xxfkxxkf d)(d)(   （ 0≠k ） 
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利用不定积分的性质和基本积分公式，就可以求一些简单函数的不定积分。 
例 6.4  求下列各式的不定积分。 

（1） x
x

d1
2∫ ；(2) ∫ x

x
d1

；  (3) ∫ xxx de2 。 

解（1） x
x

d1
2∫ = xx d2∫ − Cx +

+−
=

+−

12

12

= C
x
+−

1
； 

  （2） ∫ x
x

d1
= =∫

−
xx d2

1

Cx +
+−

+−

1
2
1

1
2
1

Cx += 2 ； 

  （3） ∫ xxx de2 = CCx
xxx

x +
+

=+=∫ 2ln1
e2

)e2ln(
)e2(d)e2( 。 

例 6.5  求 xx
x

x d)3sin2( 3∫ +− 。 

解  由不定积分的性质可得 

xx
x

x d)3sin2( 3∫ +− = xxx
x

xx dd3dsin2 3∫ ∫ ∫+− = xxx
x

xx dd13dsin2 3
1

∫ ∫ ∫+−  

                   = Cxxx +
+

+−−
+

1
3
1

ln3cos2
1

3
1

= Cxxx ++−− 3
4

4
3ln3cos2   

例 6.6  求
( )
∫

− x
x

x d1
2

2

。 

解  显然必须先对被积函数化简后，才能利用不定积分的性质, 有 
( )
∫

− x
x

x d1
2

2

= x
x

xx d12
2

2

∫ +− = x
xx

d121 2∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− = C

x
xx +−−

1ln2  

例 6.7  求 ( ) xx
x

x d11 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−∫ 。  

解  先要把被积函数化为幂函数代数和的形式，再利用不定积分的性质，得 

( ) xx
x

x d11 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−∫ = xxxx

x
d11∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+− = xxxx d1 2

3
2
1

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−

−
 

                       = Cxxxxx +−+− 22

5
2

2
12  

例 6.8  求 x
xx
xx d

)1(
1

2

2

∫ +
++

。 

解  被积函数是分式，一般先把被积函数化为几个基本分式之和，再利用不定积分的

性质，有 

x
xx
xx d

)1(
1

2

2

∫ +
++

= x
xx
xx d

)1(
)1(

2

2

∫ +
++

= x
xx

d1
1

1
2∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
Cxx ++= lnarctan  

例 6.9  求 xxdtan 2∫ 。 



 ·79· 

解  当被积函数含三角函数时，可先进行三角函数变换，把被积函数化为基本积分表

中有的形式再积分，得 
xxdtan 2∫ = xx d)1(sec2 −∫ ∫ ∫−= xxx ddsec2 Cxx +−= tan  

例 6.10  求 xx
xd

2
sin

cos1
2

2

∫ −
。 

解  先用倍角公式把
2

sin 2 x
化为 ( )xcos1

2
1

− ，然后利用不定积分的性质，有 

xx
xd

2
sin

cos1
2

2

∫ − =
( )

2d
cos1

2
1

cos1 2

=
−

−∫ x
x

x ( ) ( ) Cxxxx ++=+∫ sin2dcos1  

例 6.11  求 ∫ xx
x

22 cossin
d

。 

解  把被积函数变形 =
xx 22 cossin

1
xx
xx

22

22

cossin
cossin +

xx 22 sin
1

cos
1

+= ，再利用不定积分

的性质，得 

∫ xx
x

22 cossin
d

= x
xx

d)
sin

1
cos

1( 22 +∫ = ∫ +xxdsec2 xxdcsc2∫ Cxx +−= cottan  

6.2  不定积分的积分方法 

不定积分的积分方法有很多,下面我们介绍几种基本的积分方法。 

6.2.1  第一换元积分法（或称凑微分法） 

先分析一个例子，求 ∫ xxd5sin ，显然被积函数 x5sin 是复合函数，在基本积分表中是

找不到的，积分表中只有 ∫ +−= Cxxx cosdsin ，将被积分式改写如下 

∫∫ = )5(d5sin
5
1d5sin xxxx  

令 xu 5= ，则上式变为 

∫∫ = )5(d5sin
5
1d5sin xxxx = Cuuu +−=∫ cos

5
1dsin

5
1

 = Cx +− 5cos
5
1

 

直接验证得知，上述结果是正确的。 
上述解法的特点是引入新变量 )(xu ϕ= ，从而把原积分化为关于u的一个简单的积分，

再利用基本积分公式求解，现在的问题是，在公式 

∫ +−= Cxxx cosdsin  

中，将 x换成了 )(xu ϕ= ，对应得到的公式 

∫ +−= Cuuu cosdsin  

是否还成立？回答是肯定的，我们就得到如下的定理。 
定理 6.2 （第一换元积分法）如果 ∫ += CxFxxf )(d)( ，则 
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∫ += CuFuuf )(d)(  

其中 )(xu ϕ= 是关于 x的一个可微函数。 

证  因为 ∫ += CxFxxf )(d)( ，所以 xxfxF d)()(d = ，根据微分形式不变性，则有 

uufuF d)()(d = ， )(xu ϕ= 是关于 x的一个可微函数 

由此得 

∫ ∫ +== CuFuFuuf )()(dd)(  

这个定理很重要，它表明：在基本积分公式中，自变量 x换成任一个可微函数 )(xu ϕ=
后公式仍成立。这就大大扩充了基本积分公式的使用范围，运用这一结论，可写出其方法的

一般的计算步骤如下： 

（1）先凑微分，即 ∫∫ =====′ ))(d()]([d)()]([ xxfxxxf ϕϕϕϕ
凑微分

； 

（2）再做变量代换后积分，令 )(xu ϕ= ，即 

∫∫ +========
=

CuFuufxxf
xu

)(d)())(d()]([
)(ϕ

ϕϕ
令

； 

（3）最后回代，即 ∫ += CuFuuf )(d)( CxF +==== )]([ϕ
回代

。 

这种先“凑”微分式，再做变量代换的积分方法，称为第一换元积分法，也称凑微分

法。 
例 6.12  求 ∫ xxx dcossin 2 。 

解  设 xu sin= ，得 xxu dcosd = ，利用凑微分的三步法，于是 

∫ xxx dcossin 2 = ∫ )(sindsin 2 xx = ∫ uu d2 = Cu +3

3
1 = Cx +3sin

3
1  

此方法比较熟练后，可略去中间的换元步骤，直接用凑微分法“凑”成基本积分公式

的形式，即可求得不定积分。 
例 6.13  求 ∫ xxde3 。 

解  ∫ xxde3 = )3(de
3
1 3∫ xx = Cx +3e

3
1

 

例 6.14  求 ( )∫ + xx
x

ln32
d

。 

解  ( )∫ + xx
x

ln32
d

= ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+∫ x
x

x
d

ln32
1

=
( )

∫ + x
x
ln32

lnd
=

( )
∫ +

+
x
x

ln32
ln32d

3
1 Cx ++= ln32ln

3
1  

例 6.15  求 ∫ x
x

x dsin
。 

解  ∫ x
x

x dsin
= ∫ )(dsin2 xx = Cx +− cos2  

凑微分法运用的难点在于原题并未指明应该把哪一部分凑成微分式，即 ))((d xϕ ，这需

要有一定的解题经验，如果熟记下列一些微分式，解题中会带来方便。 
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)(d1d bax
a

x += ；        )(d
2
1d 2xxx = ；             )(d2d1 xx

x
= ； 

)e(dde xx x = ；           )e(d1de axax

a
x = ；           )(lndd1 xx

x
= ； 

)(cosddsin xxx −= ；      )(sinddcos xxx = ；          )(tanddsec2 xxx = ；  

)(cotddcsc2 xxx −= ；    )(arcsindd
1

1
2

xx
x

=
−

；     )(arctandd
1

1
2 xx

x
=

+
。 

例 6.16  求下列不定积分： 

（1） ∫
− 22

d

xa

x )0( >a ； （2） ∫ + 22
d

xa
x )0( >a ；   （3） ∫ xxdtan ； 

（4） ∫ xxdcot ；          （5） ∫ xxdsec ；          （6） ∫ xxdcsc 。 

解 （1） ∫
− 22

d

xa

x
= ∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2

1

d1

a
x

x
a

= ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⋅
a
x

a
x

a
a

d

1

11
2

C
a
x
+= arcsin ； 

（2） ∫ + 22
d

xa
x

= ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

22

1

d1

a
x
x

a
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⋅= ∫ a
x

a
x

a
a

d
1

11
22 C

a
x

a
+= arctan1

； 

（3） ∫ xxdtan x
x
xd

cos
sin
∫= ∫−= x

x
cos

)(cosd Cx +−= cosln ； 

对于（4）同理 可得， Cxxx +=∫ sinlndcot ； 

（5） ∫ xxdsec = ∫ +
+ x

xx
xxx d

tansec
)tan(secsec

= ∫ +
+ x

xx
xxx d

tansec
tansecsec2

 

            = ∫ +
+

)tan(secd
tansec

1 xx
xx

= Cxx ++ |tansec|ln ； 

对于（6）同理 可得， ∫ xxdcsc = Cxx +− |cotcsc|ln 。 

例 6.16 的六个不定积分今后经常用到，可以作为公式使用。 
例 6.17  求下列不定积分： 

（1） ∫ − 22
d

ax
x )0( >a ； （2） x

x

x d
49

5
2∫

−

−
；    （3） xxdcos2∫ ； 

（4） x
x
d

cos1
1

∫ +
；     （5） x

x
xdln6

∫
−

；      （6） xxx dcossin 23∫ 。 

解  在做不定积分前，经常需要先用代数运算或三角变换对被积函数进行适当变形，

这是求任意一个不定积分首先应该考虑到的。 

（1） ∫ − 22
d

ax
x

x
axaxa

d11
2
1 ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−
−
−

= ∫∫ ax
ax

ax
ax

a
)(d)(d

2
1  

             = ( ) Caxax
a

++−− lnln
2
1 C

ax
ax

a
+

+
−

= ln
2
1
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（2） x
x

x d
49

5
2∫

−

−
= x

x
d

49

15
2∫

−
x

x

x d
49 2∫

−
− = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∫ 3
2d

3
21

1
2
5

2

x

x
 

              )49(d
49
8
1

2

2
x

x
−

−

−
− ∫ = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
2arcsin

2
5 x

+ Cx +− 249
4
1

 

（3） xxdcos2∫ = xxd
2

2cos1
∫

+
∫∫ += xxx d2cos

2
1d

2
1

 

             )2(d2cos
4
1

2
1

∫+= xxx = Cxx ++ 2sin
4
1

2
1

 

（4） x
x
d

cos1
1

∫ +
= x

x
d

2
cos2

1
2∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫ 2

d

2
cos

1
2

x
x

= Cx
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
tan  

（5） x
x

xdln6
∫

−
= x

x
d6

∫ x
x
xdln

∫− = ||ln6 x )(lndln xx∫− = ||ln6 x Cx +− 2ln
2
1

 

（6） xxx dcossin 23∫ = ∫ xxxx dsincossin 22 ∫−= )(cosdcossin 22 xxx  

                  = )(cosd)cos(cos 42 xxx∫ −− Cxx ++−= 53 cos
5
1cos

3
1

 

例 6.18  求 ∫ xxx d2cos3sin 。 

解  被积函数为不同角正弦与余弦的乘积形式，一般先用三角公式积化和差，然后再

积分 

∫ xxx d2cos3sin = ( ) xxx dsin5sin
2
1 ∫ + ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∫ ∫ xxxx dsin)5(d5sin

5
1

2
1

 

= Cxx +−− cos
2
15cos

10
1

 

例 6.19  求 ∫ +
xx d

e1
1

。 

解一  ∫ +
xx d

e1
1

= ∫ +
−+ xx

xx

d
e1

ee1
= ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

− xx

x

d
e1

e1  

               = ∫ xd ∫ +
+

− )e1(d
e1

1 x
x = Cx x ++− )e1ln(  

解二  ∫ +
xx d

e1
1

= ∫ +−
xxx d

)1e(e
1

= ∫ +−

−

xx

x

d
)1e(

e
 

               = ∫ +
+

− −
−

)1e(d
)1e(

1 x
x = Cx ++− − )1eln(  

在例 6.19 中说明，选用不同的积分方法，可能得出不同形式的积分结果。  

6.2.2  第二换元积分法 

第一换元积分法是先凑微分，后换元积分。但是，有些被积函数必须先换元后积分。 
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例 6.20  求 ∫ + x
x

1
d

。 

解   因为被积函数含根号，不容易凑微分，可以想办法去掉根号，先换元，令

tx = ，则 2tx = ， ttx d2d = ，于是 

∫ + x
x

1
d

= tt
t

d2
1

1
∫ +

t
t

t d
1

1)1(2∫ +
−+

= t
t

d
1

112∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=  

                    =2 ( ) Ctt ++− 1ln ( )( ) Cxx ++−= 1ln2  

对于一般的函数而言，先换元后积分的具体计算步骤如下： 

（1）先换元，令 )(tx ϕ= ，即 ∫ ∫ ′======
=

tttfxxf
xx

d)()]([d)(
)(

ϕϕ
ϕ

换元

； 

（2）再积分，即 CtFtttf +=====′∫ )(d)()]([
积分

ϕϕ ； 

（3）最后回代， )(1 xt −=ϕ ，即 CxFCtF
xt

+=======+ −
= −

)]([)( 1
)(1

ϕ
ϕ

回代

。 

由以上三步组成的方法称为第二换元积分法。 
运用第二换元积分法的关键是选择合适的变换函数 )(tx ϕ= 。对于 )(tx ϕ= ，要求单调

可微，且 0)( ≠′ tϕ ，其中 )(1 xt −=ϕ 是 )(tx ϕ= 的反函数。 

下面再举例来加以说明。 

例 6.21  求 x
x

x d
13

1
3∫ +

+
。 

解  为了消去被积函数的根号，令 3 13 += xt ，即
3

13 −
=

tx ，则 xtx dd 2= ，代入后，

得 

x
x

x d
13

1
3∫ +

+
∫ += ttt d)2(

3
1 4 Ctt

++=
315

25

= Cxx ++++ 3 23 5 )13(
3
1)13(

15
1

 

= Cxx ++⋅+ )2()13(
5
1 3 2  

例 6.22  求 ∫ + 3

d
xx

x
。 

解  被积函数含 x ， 3 x ，为了去掉根号，令 6 xt = ，即 6tx = ，则 ttx d6d 5= ，于是 

∫ + 3

d
xx

x
= ∫ + 23

5d6
tt
tt t

t
t d

1
6

3

∫ +
= t

t
t d

1
116

3

∫ +
−+

= =6 t
t

tt d
1

1)1( 2∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−+−  

             = Ctttt ++−+− 1ln6632 23 = Cxxxx ++−+− )1ln(6632 663  

由以上例子可以看出：被积函数中含有被开方因式为一次式的根式 m bax + 时，令

tbaxm =+ ，可以消去根号，从而求得积分。下面讨论被积函数中含有被开方因式为二次

式的根式的情况。 

例 6.23  求 xxa d22∫ − ( 0>a )。 
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解  被积函数中含有被开方因式为二次式的根式，如果像例 6.21 或例 6.22 那样，令

22 xat −= ，则一般不能消去根号。为了消去根号，此时我们联想到用三角恒等式  

1cossin 22 =+ tt ，因此，作三角变换，令 tax sin= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ
−

2
≤≤

2
t ，则 ttax dcosd = ，

taxa cos22 =− ，于是  

xxa d22∫ − = tta dcos22 ∫ ( ) tta d2cos1
2

2

∫ +=  

= Ctta
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 2sin

2
1

2

2

Cttata
++= cossin

22

22

 

为把 t 回代成 x 的函数，可根据
a
xt =sin 作一个辅助直角三角形  （图 6.1），得

a
xat

22

cos −
= ，所以  

xxa d22∫ − = Cxax
a
xa

+−+ 22
2

2
1arcsin

2
 

例 6.24  求 ∫
+ 22

d

ax

x
（ 0>a ）。 

解   与上例相类似，为了消去被积函数中的根号，要用 tt 22 sectan1 =+ ，令 

tax tan= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<−

2
π

2
π t ，则 ttax dsecd 2= ， taax sec22 =+  ,于是 

∫
+ 22

d

ax

x
= ∫∫ = ttt

ta
ta dsecd

sec
sec2

= 1tansecln Ctt ++  

可根据
a
xt =tan 作辅助直角三角形，如图 6.2，得

a
axt

22

sec +
= ，所以 

∫
+ 22

d

ax

x
= 1

22

ln C
a

ax
a
x

+
+

+ aCaxx ln)ln( 1
22 −+++=  

= Caxx +++ )ln( 22  
其中 aCC ln1 −= 。 

例 6.25  求 ∫
− 22

d

ax

x
（ 0>a ）。 

解  为了消去被积函数中的根号，要用 tt 22 tan1sec =− ，令 tax sec= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<

2
π0 t ，

则 tttax dtansecd = ， taax tan22 =−  ,于是 

∫
− 22

d

ax

x
= ∫∫ = ttt

ta
tta dsecd

tan
tansec

= 1tansecln Ctt ++  

可作为辅助直角三角形，如图 6.3，得
a

axt
22

tan −
= ，于是 
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∫
− 22

d

ax

x
= 1

22

ln C
a

ax
a
x

+
−

+ = aCaxx lnln 1
22 −+−+ = Caxx +−+ 22ln  

其中 aCC ln1 −= 。 

一般地说，当被积函数含有 

（1） 22 xa − ，可作代换 tax sin= ； 

（2） 22 xa + ，可作代换 tax tan= ； 

（3） 22 ax − ，可作代换 tax sec= 。 
通常称以上代换为三角代换，它是第二换元法的重要组成部分，但在具体解题时，还

要具体分析，用什么样的积分方法为好，例如 xaxx d22∫ + 就不必用三角代换，而用凑微

分法更为方便。 

        
图 6.1                         图 6.2                         图 6.3 

6.2.3  分部积分法 

当被积函数是两种不同类型函数的乘积时，如 ∫ xx xde3 ， xxx dcose∫ 等，往往需要用下

面所讲的分部积分法来解决。 
分部积分法是与乘积微分法则相对应的，也是一种基本积分法则，公式推导如下： 
设函数 )(xuu = ， )(xvv = 具有连续导数，根据乘积微分公式，得 

uvvuuv dd)(d +=  
移项有                           uvuvvu d)(dd −=  

两边积分得                       ∫ ∫−= uvuvvu dd  

该公式称为分部积分公式，利用上式求不定积分的方法称分部积分法。当积分 ∫ uvd 比

较容易求时，分部积分法可以将求 ∫ vud  积分问题转化为求 ∫ uvd 的积分，它就起到了化难 

为易的作用。 
例 6.26  求 ∫ xxx dcos 。 

解 设u = x ， vd = )(sinddcos xxx = ，于是 xu dd = ， xv sin= ，代入公式，得 

∫ xxx dcos = ∫ )(sind xx ∫−= xxxx dsinsin Cxxx ++= cossin  
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注意：在例 6.26 如果设 xxvxu dd,cos == ，则有 2

2
1,dsind xvxxu =−= ，代入公式，

有 

∫ xxx dcos = ∫+ xxxxx dsin
2
1cos

2
1 22  

新得到的积分 ∫ xxx dsin2 反而比原积分更难求，说明这样设 vu d, 是不合适的。由此可见，

运用分部积分法的关键是恰当地选择u 和 vd ，一般选择 vu d, 的原则是： 

（1）v要用凑微分法容易求出；（2） ∫ uvd 要比 ∫ vud 容易积出。 

当熟悉分部积分法后，u , vd 与 v , ud 可心算完成，不必具体写出。 
例 6.27  求 xx xde2∫ 。 

解  xx xde2∫ ∫= )e(d
2

2xx
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2
dee

2
22 xx xx  

            ∫−= )2(de
4
1e

2
22 xx xx Cx xx +−= 22 e

4
1e

2
 

例 6.28  求 ∫ xxx dln 。 

解  ∫ xxx dln = ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

dln
2xx = )(lnd

2
ln

2

22

xxxx
∫−  

            = ∫− xxxx d
2
1ln

2

2

Cxxx
+−= 2

2

4
1ln

2
 

例 6.29  求 ∫ xxdln 。 

解  直接用分部积分法，得 

∫ xxdln )(lndln ∫−= xxxx x
x

xxx d1ln ∫ ⋅−= Cxxx +−= ln  

例 6.30  求 ∫ xxx darctan 。 

解  ∫ xxx darctan = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫ 2

darctan
2xx ∫−= )(arctand

2
arctan

2

22

xxxx
  

                ∫ +
−= x

x
xxx d

)1(2
arctan

2 2

22

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−= x

x
xx d

1
11

2
1arctan

2 2

2

 

                = Cxxxx
++− arctan

2
1

2
arctan

2

2

= Cxxx +−+
2

arctan)1(
2
1 2  

例 6.31  求 xx xde2∫ 。 

解  xx xde2∫ = )e(d2 xx∫ = ∫− )(dee 22 xx xx = ∫− xxx xx de2e3 = ∫− )e(d2e2 xx xx  

           = ( )∫−− xxx xxx dee2e2 = ∫+− xxx xxx de2e2e2  

           = Cxx xxx ++− e2e2e2 = Cxx x ++− e)22( 2  
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例 6.31 表明，有时要多次使用分部积分法，才能求出结果。下面例题又是一种情况，

经两次分部积分后，出现了“循环”，这时所求积分是经过解方程而求得的。 
例 6.32  求 xxx d3sine∫ 。 

解 xxx d3sine∫ = )e(d3sin∫ xx = )3(sinde3sine xx xx ∫−  

              xxx xx d3cose33sine ∫−=  = ∫− )e(d3cos33sine xx xx  

              ( ))3(cosde3cose33sine ∫−−= xxx xxx  

              = xxxx xxx d3sine93cose33sine ∫−−  

将再次出现的 xxx d3sine∫ 移至左端，合并后除以 10 得到所求积分为 

xxx d3sine∫ = ( ) Cxx
x

+− 3cos33sin
10
e

。 

下列几种类型积分，均可用分部积分法求解，且u ， vd 的设定有规律可循。 
（1） ∫ xx axn de , ∫ xaxxn dsin , ∫ xaxxn dcos , 可设 xaxxaxxv ax dcos,dsin,ded = ； 

（2） xxxn dln∫ ， ∫ xxxn darcsin ， ∫ xxxn darctan ，可设 xxv ndd = ； 

（3） ∫ xbxax dsine ， ∫ xbxax dcose ，可设 xv axded = 。 

注意：常数也视为幂函数；情况(1), (2)中的
nx 换成多项式时仍成立；情况(3)也可设

xaxxaxv dcos,dsind 为 ，但一经选定，再次分部积分时，必须仍按原来的选择。 
在求不定积分时，有时需要同时用换元法和分部积分法。 
例 6.33  求 ∫ xx de 。 

解  先换元，令 tx = ，即
2tx = ，则 ttx d2d = ，再用分部积分法，得 

∫ xx de = ∫ ⋅ ttt d2e = ∫ )e(d2 tt = ∫− tt tt de2e2  

= Ct tt +− e2e2 = Cx xx +− e2e2  

例 6.34  求 ∫
−

x
x

x d
)1(

arcsin
32

。 

解  先换元，令 xt arcsin= ，即 tx sin= ，则 ttx dcosd = ，再用分部积分法，有 

∫
−

x
x

x d
)1(

arcsin
32

= ∫ tt
t

t dcos
cos3 = ∫ t

tt 2cos
d

= ∫ )(tand tt  

= ∫− tttt dtantan = Cttt ++ |cos|lntan = Cx
x

xx
+−+

−
|1|ln

1

arcsin 2

2
 

例 6.35  用多种方法求 ∫ −
x

x
x d

1
。 

解一  用凑微分法，得 

∫ −
x

x
x d

1
= ∫ −

+− x
x

x d
1
11

= ∫ − xx d1 + ∫ −
x

x
d

1
1
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= Cxxx +−+−− 121)1(
3
2

 

解二  用换元法，令 1−= xt ，即 21 tx += ，则 ttx d2d = ，得 

∫ −
x

x
x d

1
= ∫ ⋅

+ tt
t
t d21 2

= ∫ + tt d)1(2 2 = Ctt ++ 3

3
22  

= Cxxx +−+−− 121)1(
3
2

 

解三  分部积分法，有 

∫ −
x

x
x d

1
= ∫ − )12(d xx = ∫ −−− xxxx d1212  

= Cxxxx +−−−− 1)1(
3
412  

由例 6.35 可以看出，不定积分的方法多，比较灵活，各种解法都有自己的特点，学习

中要注意不断积累经验。 

6.2.4  简单有理函数的积分 

这里讨论一种常见的函数类型——有理函数的积分方法。有理函数是指两个多项式之

比，即
)(
)()(

xQ
xPxR = ，这里 )(xP 与 )(xQ 是不可约的，当 )(xQ 的次数高于 )(xP 的次数时，

)(xR 是真分式，否则 )(xR 为假分式。 

利用多项式除法，总可以把假分式化为一个多项式与真分式之和，例如 

2
9242

2
12

2
2

2

34

+
+−

+−+=
+

++
x

xxx
x

xx
 

多项式的不定积分是容易求出的，因此只须讨论真分式的积分法。 

在公式 C
ax
ax

a
x

ax
+

+
−

=
−∫ ln

2
1d1

22 中，被积函数 22
1

ax −
就是一个真分式。推导这个

公式的方法是：首先把真分式 22
1

ax −
按其分母的因式拆成两个简单分式之和，即 

22
1

ax −
=

))((
1

axax +−
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

− axaxa
11

2
1  

然后再积分这两个简单分式，从而得出公式。一般真分式的积分方法 ，就是按照这一解题

思路发展而来的。首先，将分母 )(xQ 分解为一次因式（可能有重因式）和二次质因式的乘

积，然后就可把真分式按分母的因式，分解成若干个简单分式之和。通常把这些简单分式称

为部分分式。 
下面举例说明如何化真分式为部分分式之和。 

（1）当分母 )(xQ 含有单因式 ax − 时，这时部分分式中对应有一项
ax

A
−

，其中 A为待

定系数； 

例如 )(xR =
xxx

x
2

27
23 −−
−

=
)2)(1(

27
−+

−
xxx

x
=

21 −
+

+
+

x
C

x
B

x
A
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为确定系数 CBA ,, ，我们用 )2)(1( −+ xxx 乘等式两边，得 
)1()2()2)(1(27 ++−+−+=− xCxxBxxxAx  

这是一个恒等式，将任何 x值代入都相等。因此，可令 0=x ，得 A22 −=− ，即 1=A 。 
类似地，令 1−=x ，得 B39 =− ，即 3−=B ；令 2=x ，得 C612 = ，即 2=C 。 

于是得到 )(xR =
)2)(1(

27
−+

−
xxx

x
=

2
2

1
31

−
+

+
−

+
xxx

； 

（2）当分母 )(xQ 含有重因式 nax )( − 时，这时部分分式中相应有 n项，即 

n
n

ax
A

ax
A

ax
A

)()( 2
21

−
++

−
+

−
L  

例如
43

5
23 +−

−
xx

x
( )( )221

5
−+

−
=

xx
x

( )2221 −
+

−
+

+
=

x
C

x
B

x
A

 

为确定系数 CBA ,, ，我们用 2)2)(1( −+ xx 乘等式两边，得 

)1()2)(1()2(5 2 ++−++−=− xCxxBxAx  

令 1−=x ，得
3
2

−=A ；再令 2=x ，得 1−=C ；令 1=x ，得 CBA 224 +−=− ，代入已得

的 CA, 值，得
3
2

=B ； 

所以                  
43

5
23 +−

−
xx

x
( )22

1
2

3
2

1
3
2

−

−
+

−
+

+

−
=

xxx
 

（ 3 ）当分母 )(xQ 含有质因式 qpxx ++2
时，这时部分分式中对应有一项

qpxx
BAx
++

+
2 ，其中 BA, 为待定系数； 

例如 
)52)(1(

332
2

2

+−−
−−
xxx

xx
=

521 2 +−
+

+
− xx

CBx
x

A
 

为确定系数 CBA ,, ，我们用 )52)(1( 2 +−− xxx 乘等式两边，得 

)1)(()52(332 22 −+++−=−− xCBxxxAxx  

令 1=x ，得 A44 =− ，即 1−=A ；再令 0=x ，得 CA−=− 53 ，即 2−=C ；令 2=x ，得

CBA ++=− 251 ，即 3=B ，有 

)52)(1(
332

2

2

+−−
−−
xxx

xx
=

52
23

1
1

2 +−
−

+
−
−

xx
x

x
 

（4）当分母 )(xQ 含有 nqpxx )( 2 ++ 时，这种情况积分过于复杂，在这里不讨论了。 

综上所述，有理真分式的积分大体有下面四种形式： 

① 
ax

A
−

；  ② 
( )kax

B
−

；③ 
qpxx

NMx
++

+
2 ；④ 

( )kqpxx

NMx

++

+
2

( )042 <− qp  

前面两种积分，用凑微分法即可求解，下面对第 3 种情况举例来说明其积分方法。 

例 6.36  求 x
xx

x d
134

53
2∫ +−

+
。 
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解  若将分式分成下面两项，可用凑微分法将分子凑成分母的导数，得 

x
xx

x d
134

53
2∫ +−

+
= x

xx
x d

134
42

2
3

2∫ +−
−

+ x
xx

d
134

11
2∫ +−

 

= ∫ +−
+−
134

)134(d
2
3

2

2

xx
xx

+ x
x

d
3)2(

11
22∫ +−

 

= |134|ln
2
3 2 +− xx + Cx

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2arctan

3
11

 

再举几个例子来说明其积分方法。 

例 6.37  求 x
xx

x d
34

2
2∫ +−

。 

解  先在实数范围内把分母因式分解，利用部分分式，得 

34
2

2 +− xx
x

( )( ) 3131
2

−
+

−
=

−−
=

x
B

x
A

xx
x

 

上式两边同乘以 ( )( )31 −− xx ，得 )1()3(2 −+−= xBxAx ，令 1=x ，得  1−=A ；再令

3=x ，得 3=B 。所以 

( )( ) 3
3

1
1

31
2

−
+

−
−

=
−− xxxx

x
 

于是 

x
xx

x d
34

2
2∫ +−

= x
xx

d
3

3
1

1
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
− ∫∫ −

+
−

−=
3

d3
1

d
x

x
x

x Cxx +−+−−= 3ln31ln  

例 6.38  求 x
xx

x d
43

5
23∫ +−

−
。 

解  由前面的情况(2)知，
43

5
23 +−

−
xx

x
( )22

1
2

3
2

1
3
2

−
−

+
−

+
+

−
=

xxx
  所以 

x
xx

x d
43

5
23∫ +−

−
=

( )∫∫∫ −
−

−
+

+
− 22

d
2

d
3
2

1
d

3
2

x
x

x
x

x
x

 

= C
x

xx +
−

+−++−
2

12ln
3
21ln

3
2

 

例 6.39  求 ∫ +−−
−− x
xxx

xx d
)52)(1(

332
2

2

。 

解  由前面的情况(3)知，
)52)(1(

332
2

2

+−−
−−
xxx

xx
=

52
23

1
1

2 +−
−

+
−
−

xx
x

x
，所以 

∫ +−−
−− x
xxx

xx d
)52)(1(

332
2

2

= ∫ ∫ +−
−

+
−
− x

xx
xx

x
d

52
23d

1
1

2  

= x
xx

x
xx

xx d
52

1d
52

22
2
3|1|ln 22 ∫∫ +−

+
+−

−
+−−  

= x
xxx

xxx d
2)1(

1
52

)52(d
2
3|1|ln 222

2

∫∫ +−
+

+−
+−

+−−  



 ·91· 

= Cxxxx +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++−+−−
2

1arctan
2
1|52|ln

2
3|1|ln 2  

从上述例题可以看出：有理函数的不定积分都是初等函数，因此可以说有理函数的不

定积分都是可以积得出来的。 
还需指出：以上各例介绍的方法是有理函数积分的一般方法，但计算较繁。因此，在

具体解题时，对有理函数积分要作具体分析，注意选择比较简单的方法。下面举二个例子来

说明。 

例 6.40  求 ∫ +
x

x
x d

86

5

。 

解  用凑微分法，得 

∫ +
x

x
x d

86

5

= ∫ +
+

)8(d
8

1
6
1 6

6 x
x

= Cx ++ )8ln(
6
1 6  

例 6.41  求 ∫ +
x

x
x d

)2( 8

3

。 

解  用换元法，令 2+= xt ，即 txtx dd,2 =−= ，有 

∫ +
x

x
x d

)2( 8

3

= ∫
− t
t

t d)2(
8

3

= ∫
−+− t

t
ttt d8126

8

23

 

= ∫ − tt d5 ∫ −− tt d6 6 + ∫ − tt d12 7 ∫ −− tt d8 8  

= C
tttt

++−+− 7654 7
82

5
6

4
1

 

= C
xxxx

+
+

+
+

−
+

+
+

− 7654 )2(7
8

)2(
2

)2(5
6

)2(4
1

 

最后，我们要特别指出，虽然求不定积分是求导数的逆运算，但是，求不定积分远比

求导数困难得多，对于任给一个初等函数，只要可导肯定能求出它的导数。然而某些初等函

数，尽管它们的原函数存在，却不一定能用初等函数表示。例如，下面的积分： 

∫ x
x

x dsin
； xx de

2

∫ − ； ∫ x
x

x

de
； ∫ xx d)sin( 2 ； ∫ x

x
ln
d

； ∫ <<
−

)10(
sin1

d
2

ε
ε x

x
。 

等，它们的原函数都不能用初等函数来表示。这时称“积不出”，对这种积分实际应用上常

采用数值积分法。 
在工程技术问题中，我们还可以借助查积分表来求一些较复杂的不定积分，也可以利

用数学软件包在计算机上求原函数。 

6.3  本章小结 

6.3.1  内容提要 

1．基本概念 

原函数，不定积分。 



 ·92· 

2．基本公式 

不定积分的基本积分公式（13 个），分部积分公式。 

3．基本方法 

第一换元积分法(凑微分法)，第二换元积分法，分部积分法，简单有理函数的积分方

法。 

6.3.2  疑点解析 

问题 1  对于求一个函数的不定积分，应该如何思考，怎样使用积分方法？ 
解析    求一个函数的不定积分，其一般思维的步骤如下： 
（1）使用凑微分法，利用微分形式不变性，“凑”成一个在基本积分公式中的函数，

求出不定积分。如果不能使用凑微分法，再考虑下一步； 
（2）如果遇到二次根式或有理函数，那么就用第二换元积分法或有理函数的积分方

法。如果前面二个方法都不能用，再考虑下一步； 
（3）如果没有二次根式，遇到两个不同类型的函数乘积，那么就用分部积分法。 
简单地说：求函数的不定积分基本原则是，被积函数有根号就用第二换元积分法消去

根号，被积函数没有根式，遇到两个不同类型的函数乘积就用分部积分法。 
问题 2  应用第二换元积分法应注意什么问题？ 
解析  用第二换元积分法计算不定积分 ∫ xxf d)( ，关键是要选择合适的变换 )(tx ϕ= ，

使得新的被积函数 )())(( ttf ϕϕ ′ 具有原函数 )(tG ，再从 )(tx ϕ= 中得出反函数 )(1 xt −=ϕ 代

入 )(tG ，即得 )(xf 的原函数。如果被积函数中含有被开方因式为一次式的根式 m bax +
时，令 tbaxm =+ ,可以消去根号，从而求得积分。如果被积函数中含有被开方因式为二次

式的根式的情况，一般地说，可进行三角代换，当被积函数含有 22 xa − ，可进行代换

tax sin= ；当被积函数含有 22 xa + ，可进行代换 tax tan= ；当被积函数含有

22 ax − ，可进行代换 tax sec= 。 它是第二换元法的重要组成部分。但在具体解题时，

还要具体分析，用什么样的积分方法为好，有时用凑微分法更好。 
问题 3  为什么同一个不定积分用不同的积分方法可得出形式完全不一样的结果？ 
解析  这是因为不定积分 ∫ xxf d)( 求的是 )(xf 的一切原函数，而 )(xf 的任何两个原函

数之间相差一个常数。也正是由于这个缘故，才会出现同一函数的两个原函数在形式上有较

大的差异。但是，不管所求原函数的形式如何，其导数都必须是被积函数。 

习  题  6 

1．验证下列等式是否成立： 

（1） ∫ += Cxxxx secdtansec ；（2） C
a

axa
x

x +=∫ ln
d ； 

（3） ∫ +−= Cxxx cotdcsc2 。 

2．计算下列不定积分： 
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（1） x
x
xx d)2)(1( 2

∫
+−

；  （2） ∫ +

− x
x

x d
2

4
；    （3） ∫ gs

s
2
d

； 

（4） xx

xx
d

5
)32( 2

∫
+

；     （5） x
xx
x d

)1(
21

22

2

∫ +
+

；  （6） ∫ +
x

x
x d

1 2

4

； 

（7） xx

x
d

1e
1e3

∫ +
+

；        （8） xxd
2

sin 2∫ ；      （9） ∫ xxdcot 2  ； 

（10） x
x
xd

2cos1
cos1 2

∫ +
+

；    （11） ∫ + xxxx d)cot(csccsc 。  

3．已知一条曲线在任意一点的切线斜率为 x2 ，且过（1, 0）点，求此曲线的方程。 
4．已知某物体由静止开始作直线运动，经过 t 秒时的速度为 3 2t )s/m( ，求： 

（1）5s 末物体走过的距离；（2）物体走完 1000m 所需时间。 
5．求下列不定积分： 

（1） xxd32∫ − ；（2） ∫ +3 53
d

x
x

； （3） ∫ − 34
d
x

x
 ；    （4） xxde 21∫ −  ； 

（5） ∫ x
x
2cos

d
2 ；（6） ( ) xx d23cot∫ + ；（7） ∫

+12

d
2x

xx
；  （8） ∫ + 232

d
x
xx

；  

（9） xx x de
22∫ − ； （10） x

xx de e∫ + ；  （11） x
xx
x d

ln
)ln(ln

∫ ； （12） ∫ + )1(
d

xx
x

； 

（13） x
x

xd
1

arcsin
2∫ −

；（14） ∫ + xx
x

tan1cos
d

2
；（15） ∫ + x

x
cos1
d

； 

（16） ∫ xxx d2cos3sin ；（17） xxdcos4∫ ；    （18） xxx dcossin 32∫ ； 

（19） x
xx
xx d

sincos
sincos

∫ +
−

；（20） x
x

x d
cos
tan

∫ ；   （21） x
xx

x d
cossin

tanln
∫ ； 

（22） ∫
− 294

d

x

x
；    （23） ∫ + 2254

d
x

x
；   （24） x

x
x d

tan4
sec

2

2

∫ +
。 

6．求下列不定积分： 

（1） ∫ + 31
d

x
x

；     （2） x
x

x d
11

1
∫ ++

+
；    （3） ∫

− 29

d

xx

x
； 

（4） ∫
+ 22 4

d

xx

x
； （5） x

x
x d22

∫
−

。   

7．求下列不定积分： 
（1） ∫ xxx d2cos ；    （2） xxx dsin2∫ ；      （3） ( ) xx d1ln∫ + ； 

（4） ∫ xxdarctan ；    （5） ∫ xxx darcsin ；     （6） xx xde22∫ ； 

（7） xxx d3cose2∫ ；   （8） x
x
xdln

∫ ；          （9） xx de3∫ ； 
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（10） x
x

xx d
1

arcsin
2∫

−
；  （11） xxdcos2∫ 。 

8．求下列不定积分： 

（1） ∫ ++ 65
d

2 xx
x

；    （2） x
xx

x d
)1()1(

2
2∫ −+

；    （3） ∫ +
x

x
x d

)1( 100

2

； 

（4） ∫ +++ )1)(1(
d

22 xxx
x

。 

9．在平面上有一运动着的质点，如果它在 x 轴方向和 y 轴方向的分速度分别为

tvx sin6= 和 tvy cos3= 且 0,6 00 == == tt yx ，求： 

（1）时间为 t 时，质点所在的位置；（2）运动的轨迹方程。 
10．设某函数当 1=x 时有极小值，当 1−=x 时有极大值为 4，又知道这个函数的导数

具有形状为 cbxxy ++=′ 23 ，求此函数。 
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第 7 章  定  积  分 
本章讨论积分学的第二个问题——定积分。定积分不论在理论上还是实际应用上，都有

着十分重要的意义，它是整个高等数学最重要的篇章之一。 
定积分的概念也是来源于实际问题，本章将在分析典型实例的基础上，引出定积分的概

念，进而讨论定积分的性质，重点是研究微积分基本定理，建立关于定积分的换元积分法和

分部积分法。 
上一章关于积分法的训练，为这一章解决定积分的计算，提供了必要的基础。 

7.1  定积分的概念及性质 

7.1.1  定积分的实际背景 

1．曲边梯形的面积 

所谓曲边梯形是指如图 7.1 所示图形，它的三条边是直线段，其中有两条垂直于第三条

底边，而其第四条是曲线。如果我们会计算曲边梯形面积，那么我们也就会求任意曲线所围

成的图形面积 A 了，这一点可以从图 7.2 中清楚地看出，A = 21 AA − ，其中 1A 是曲边 MPN 在

底边 CB 上所围面积， 2A 是曲边 MQN 在底边 CB 上所围面积。 

如图 7.3 所示的曲边梯形面积怎样求呢？我们设想：把该曲边梯形沿着 y 轴方向切割成

许多窄窄的长条，把每个长条近似看作一个矩形，用长乘宽求得小矩形面积，加起来就是曲

边梯形面积的近似值，分割越细，误差越小，于是当所有的长条宽度趋于零时，这个阶梯形

图形面积的极限就成为曲边梯形面积的精确值了。 

     
图 7.1                        图 7.2                        图 7.3      

根据以上分析思路，可以按以下四个步骤求出曲边梯形面积 A： 
（1）分割  任意取分点 bxxxxxa nn =<<<<<= −1210 L ，把底边区间 ],[ ba 分为 n

个小区间  [ ii xx ,1− ]（ ni ,,2,1 L= ） 

小区间的长度记为 1−−=Δ iii xxx （ ni ,,2,1 L= ） 

过每个分点作平行于 y 轴的直线，它们把曲边梯形分成 n 个小曲边梯形 iAΔ ； 
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（2）取近似  在每个小区间[ ii xx ,1− ]上任取一点 iξ ，以 ixΔ 为底边， )( if ξ 为高作小矩

形，用小矩形面积 )( if ξ ixΔ 作为小曲边梯形面积 iAΔ 的近似值，即 

iAΔ ≈ )( if ξ ixΔ （ ni ,,2,1 L= ） 

（3）求和  把 n 个小矩形面积相加, 就得到曲边梯形面积 A 的近似值 

A=∑
=

Δ
n

i
iA

1

≈ ∑
=

Δ
n

i
ii xf

1

)(ξ  

（4）取极限  为了保证全部 ixΔ 都无限缩小，要求小区间长度中的最大值 { }ini
xΔmax

≤≤1
=λ 趋

近于零时，上述和式∑
=

Δ
n

i
ii xf

1
)(ξ 的极限就是曲边梯形面积 A 的精确值，即 

A=
0

lim
→λ ∑

=

Δ
n

i
ii xf

1
)(ξ  

2．变速直线运动的路程 

设某物体作变速直线运动,已知速度 )(tvv = 是时间 t 的连续函数，且 0≥)(tv ，求在时间

间隔 ],[ ba 内物体所走的路程 s 。 
如果物体作匀速直线运动，则 )( abvs −= , )(tv 变速, 路程就不能用初等方法求了。 

解决这个问题的思路和步骤与求曲边梯形面积相类似： 
（1）分割  任意取分点 bttttta nn =<<<<<= −1210 L ，把区间 ],[ ba 分为 n 个小区

间[ ii tt ,1− ]（ ni ,,2,1 L= ） 

每个小区间的长度记为 1−−=Δ iii ttt （ ni ,,2,1 L= ） 

相应的路程 s 被分为 n 个小的路程： isΔ （ ni ,,2,1 L= ）。 

（2）取近似  在每个小区间[ ii tt ,1− ]上的直线运动视为匀速，任取时刻 iξ ],[ 1 ii tt −∈ , 作

乘积 )( iv ξ itΔ ，显然物体在小区间上所走的路程 isΔ 可近似表示为 

isΔ ≈ )( iv ξ itΔ （ ni ,,2,1 L= ） 

（3）求和  把 n 个小区间上物体所走的路程相加，就得到总路程 s 的近似值，即 

=s ∑
=

Δ
n

i
is

1

≈ ( ) i

n

i
i tv Δ∑

=1

ξ  

（4）取极限  当 { }
1≤ ≤
max ii n

tλ = Δ 趋近于零时, 上述总和式的极限就是 s 的精确值, 即 

=s
0

lim
→λ

( ) i

n

i
i tv Δ∑

=1

ξ  

7.1.2  定积分的概念 

以上两个具体问题说明，它们的实际意义虽然不同，但是它们归结成的数学模型却是一

致的。就是说，处理这些问题所遇到的矛盾性质，解决问题的思想方法以及最后所要计算的

数学表达式都是完全相同的。在科学技术上还有许多问题也都归结为这种特定和式的极限。

为此，抽象出如下定义。 
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定义 7.1  设函数 )(xfy = 在区间 ],[ ba 上有定义，任取分点 
bxxxxxa nn =<<<<<= −1210 L  

把区间[a，b]分成个小区间[ ii xx ,1− ]  （ ni ,,2,1 L= ），记为 

1−−=Δ iii xxx （ ni ,,2,1 L= ）， { }ini
xΔmax

≤≤1
=λ  

再在每个小区间[ ii xx ,1− ]上，任取一点 iξ ，做乘积 )( if ξ ixΔ 的和式, 即 

∑
=

Δ
n

i
ii xf

1

)(ξ  

如果 0→λ 时上述极限存在（即这个极限值与 ],[ ba 的分割及点 iξ 的取法均无关），则称为函

数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上可积，并且称此极限值为函数 )(xf 在 ],[ ba 上的定积分。记做 

∫
b

a
xxf d)( , 即 

∫
b

a
xxf d)( = 

0
lim
→λ ∑

=

Δ
n

i
ii xf

1

)(ξ  

其中 )(xf 称为被积函数， xxf d)( 称为被积表达式，x 称为积分变量，[a，b]称为积分区间，

a 与 b 分别称为积分下限与积分上限，符号 ∫
b

a
xxf d)( 读做函数 )(xf 从 a 到 b 的定积分。 

根据定积分的定义，上面两个实际问题都可以用定积分表示为： 
（1）曲边梯形面积 A 是曲边 )(xf 在区间 ],[ ba 上的定积分，即 

A= ∫
b

a
xxf d)(  

（2）变速直线运动的路程 s 是速度函数 )(tvv = 在时间间隔 ],[ ba 上的定积分，即 

=s ∫
b

a
ttv d)(  

关于定积分定义的说明： 
① 定积分是特定和式的极限，它表示一个数，它只取决于被积函数与积分下限、积分

上限，而与积分变量采用什么字母无关，例如 ∫
π 2/

0
dsin xx = ∫

π 2/

0
dsin tt  ，一般地有 

∫
b

a
xxf d)( = ∫

b

a
ttf d)(  

② 定义中要求积分限 a<b，现在补充如下规定： 

当 a=b 时, ∫
b

a
xxf d)( = ∫

a

a
xxf d)( =0； 当 a>b 时, ∫

b

a
xxf d)( = ∫−

a

b
xxf d)( 。  

③ 定积分的存在定理：如果 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续或只有有限个第一类间断点，

则 )(xf 在 ],[ ba 上可积。 

7.1.3  定积分的几何意义 

在前面的曲边梯形面积问题中，如果 )(xf >0，在几何上表示曲边梯形在 x轴上方（图

7.4），有 

∫
b

a
xxf d)(  =A 
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如果 )(xf <0，这时曲边梯形在 x轴下方(图 7.5)，积分值为负，即 ∫
b

a
xxf d)( = A− 。 

如果 )(xf 在 ],[ ba 上有正有负时，则积分值就等于曲线 )(xfy = 在 x轴上方部分与下方

部分面积的代数和，如图 7.6 所示，有 

A = ∫
b

a
xxf d)( = 321 AAA +−  

  
                                                                            

图 7.4                            图 7.5                           图 7.6 

7.1.4  定积分的性质 

为了实际应用的需要，我们介绍定积分的基本性质，在下面论述中，假设函数都是可积

的。 
性质 7.1  积分对函数的可加性，即 

∫ ±
b

a
xxgxf d)]()([ = ∫

b

a
xxf d)( ∫±

b

a
xxg d)(  

性质 7.1 可推广到有限项的情况，即 

∫ ±±±
b

a
n xxfxfxf d)]()()([ 21 L = ∫ ±

b

a
xxf d)(1 L±∫

b

a
xxf d)(2 ∫±

b

a n xxf d)(  

性质 7.2  积分对函数的齐次性，即 

∫
b

a
xxkf d)( = ∫

b

a
xxfk d)(  （k 为常数） 

性质 7.3  如果在区间 ],[ ba 上 )(xf 1= ，则  abx
b

a
−=∫ d1 。 

性质 7.4  （积分对区间的可加性）如果 bca << ，则 

∫
b

a
xxf d)( = ∫

c

a
xxf d)( + ∫

b

c
xxf d)(  

注意：对于 cba ,, 三点的任何其他相对位置，上述性质仍成立，例如： bac << ，则 

∫
b

c
xxf d)( = ∫

a

c
xxf d)( + ∫

b

a
xxf d)( = ∫−

c

a
xxf d)( + ∫

b

a
xxf d)(  

仍有 

∫
b

a
xxf d)( = ∫

c

a
xxf d)( + ∫

b

c
xxf d)(  

性质 7.5 （积分的比较性质）如果在区间 ],[ ba 上有 )(≤)( xgxf ，则 
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∫
b

a
xxf d)( ≤∫

b

a
xxg d)(  

上述几条性质，都可以用定积分的定义来证明（从略）。 
性质 7.6  (积分的估值性质)  设 M 与 m 分别是函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上的最大值与

最小值，则 

)(≤d)(≤)( abMxxfabm
b

a
−− ∫  

证  因为 Mxfm ≤)(≤ ，由性质 7.5 得 ≤d∫
b

a
xm ∫

b

a
xxf d)( ∫

b

a
d≤ xM ，再利用性质 7.2 和性

质 7.3，即可得证。 
性质 7.7 （积分中值定理）如果函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，则在区间 ],[ ba 上至

少存在一点ξ ，使得 

∫
b

a
xxf d)( = ))(( abf −ξ  

证  将性质 7.6 中不等式除以 ab − ，得 

Mxxf
ab

m
b

a
≤d)(1

≤ ∫−
 

设 μ=
− ∫

b

a
xxf

ab
d)(1

，即  

Mm ≤≤μ  
由于 )(xf 为闭区间 ],[ ba 上的连续函数，所以 )(xf 能取到介于其最小值与最大值之间

的任何一个数值。因此，在闭区间 ],[ ba 上至少有一点ξ ，使得 μξ =)(f ，有 

)(d)(1 ξfxxf
ab

b

a
=

− ∫  

即 

∫
b

a
xxf d)( = ))(( abf −ξ  

积分中值定理的几何解释是：曲线 )(xfy = 在 ],[ ba 底上所围成曲边梯形面积，等于以

同一底边而高为 )(ξf 矩形的面积（如图 7.7）。 

从平均值角度容易看出，数值 ∫−
=

b

a
xxf

ab
d)(1μ 表示连

续曲线 )(xfy = 在 ],[ ba 上的平均高度，也就是函数 )(xf
在 ],[ ba 上的平均值，这是有限个数的平均值概念的推广。 

例 7.1  估计定积分 ∫
π

π +2
3

2

2 d)sin1( xx 的值。 

解  被积函数 xxf 2sin1)( += 在区间 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 3ππ

2
,

2
上恒有  

1 2≤sin1≤ 2 x+ ，由性质 7.6，得 

1· ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−π

22
3

≤∫
π

π
+2

3

2

2 d)sin1( xx ≤2· ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−π

22
3  

 
图 7.7 
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即                         ≤π ∫
π

π
+2

3

2

2 d)sin1( xx π2≤  

7.2  微积分基本公式 

定积分作为一种特定和式的极限。如果按定义计算定积分是很复杂、很困难的，所以本

节将通过对定积分与原函数的讨论，寻找一种计算定积分的简便而有效的方法。 
在 7.1 节直线运动的路程问题中，设物体以速度 )(tvv = 作直线运动，要求计算 ],[ ba 时

间内的路程 s 。 

从定积分概念出发，由前面已讨论的结果知道 ],[ ba 所经过的路程为 ∫
b

a
ttv d)( 。 

如果从不定积分概念出发，则为 ∫ += Ctsttv )(d)( ，其中 )()( tvts =′ 。于是 ],[ ba 时间内

所走路程就是 )()( asbs − 。 

综合上述两个方面，得到 

∫
b

a
ttv d)( = )()( asbs −  

这个等式表明速度函数 )(tv 在 ],[ ba 上的定积分，等于其原函数 )(ts 在区间 ],[ ba 上的改

变量。那么，这一结论有没有普遍的意义呢？下面的回答是肯定的。 

7.2.1  变上限的定积分 

在回答上述问题之前，首先介绍一种新的函数——变上限的定积分。 

设函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续，任意一个数 ],[ bax∈ ，积分 ∫
x

a
xxf d)( 是一个定数，这种

写法有一个不方便之处，就是 x 既表示积分上限，又表示积分变量。为避免混淆，将积分变

量改写成 t ，于是这个积分就写成了 ∫
x

a
ttf d)( 。 

显然，当 x 在 ],[ ba 上变动时，对应于每一个 x 值，积分 ∫
x

a
ttf d)( 就有一个确定的值，

因此 ∫
x

a
ttf d)( 是变上限 x 的一个函数，记做 )(xΦ ，即 

=)(xΦ ∫
x

a
ttf d)(  ( )bxa ≤≤  

通常称函数 )(xΦ 为变上限的定积分，其几何意义如图 7.8。 

定理 7.1  如果函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，则变上限定积分 =)(xΦ ∫
x

a
ttf d)( 在闭

区间 ],[ ba 上可导，并且它的导数等于被积函数，即 

( ) )(d)(
d
d xfttf
x

x
x

a
==′ ∫Φ  ( )bxa ≤≤  

证  当上限 x 获得增量 xΔ 时，函数 )(xΦ 获得增量 ΦΔ ，利用性质 7.4 或从图 7.9，得 

ΦΔ = )()Δ( xxx ΦΦ −+ = −∫
Δ+ xx

a
ttf d)( ∫

x

a
ttf d)(  
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                  = +∫
Δ+ xx

a
ttf d)( ∫

a

x
ttf d)( = ∫

Δ+ xx

x
ttf d)(  

由积分中值定理知, ΦΔ = xf Δ)(ξ (ξ 在 x 与 xx Δ+ 之间），有 )(
Δ

Δ ξΦ f
x
= , 再令 0→Δx ，

从而 x→ξ ，由 )(xf 的连续性，得 )()(lim
Δ

Δlim
0Δ

xff
x xx

==
→→

ξΦ
ξ

, 即 ( ) )(xfx =′Φ 。 

            
图 7.8                                图 7.9 

定理 7.1 告诉我们，变上限的定积分 =)(xΦ ∫
x

a
ttf d)( 是函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上的一个

原函数，也就是连续函数的原函数一定存在，因此，定理 7.1 又称原函数存在定理，解决了

上一章留下来的原函数的存在问题。 

例 7.2  已知 ( ) ∫=
x

ttx
0

2dcosΦ ，求 )(xΦ 在
3
π,0=x 处的导数。 

解  由定理 7.1 得， ( )xΦ′ = ∫
x

tt
x 0

2dcos
d
d

= 2cos x ，所以 

( )0Φ′ = 10cos 2 = ， ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ π′
3

Φ =
3
πcos =

2
1

 

例 7.3  已知 ( ) ∫ −=
2

2
de

x

a

t txΦ ，求 )(xΦ 的导数。 

解  这里 )(xΦ 是 x 的复合函数，其中中间变量 2xu = ， ( ) ∫ −=
u

a

t tu de
2

Φ ，按复合函数求

导法则，故有 

x
ut

ux
u

a

t

d
dde

d
d

d
d 2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ −Φ = xu 2e

2
⋅− =

4
e2 xx −  

例 7.4  已知 ( ) ∫−=
1 2

2
dsin

x
t

t
txΦ ，求 )(xΦ 的导数。 

解  这里 )(xΦ 也是 x 的复合函数，其中中间变量 2xu −= ， ( ) ∫=
1 2

dsin
u

t
t
tuΦ ，将定积分

的下限化为变上限的定积分，按复合函数求导法则，故得 

x
ut

t
t

ux
u

d
ddsin

d
d

d
d

1

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫

Φ = )2(sin 2

x
u
u

−⋅− =
x

x4sin2
−  
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7.2.2  微积分基本公式 

定理 7.2  设函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，如果 )(xF 是 )(xf 的任意一个原函数，则 

∫
b

a
xxf d)( = )()( aFbF −  

证  已知 )(xF 是 )(xf 的一个原函数，由定理 7.1 知 =)(xΦ ∫
x

a
ttf d)(  也是 )(xf 的一个

原函数，即有  ( )xΦ′ = ( )xF ′ = )(xf ，所以 )(xΦ = )(xF + C，即 

∫
x

a
ttf d)( = CxF +)(  

确定常数 C 的值，为此，令 ax = ，有 CaFttf
a

a
+== ∫ )(d)(0 , 定出常数 )(aFC −= ，

于是得 ∫
x

a
ttf d)( = )()( aFxF − 。再令 bx = ，有 

∫
b

a
ttf d)( = )()( aFbF −  

由于积分值与积分变量的记号无关，仍用 x 表示积分变量，即得 

∫
b

a
xxf d)( = )()( aFbF − ，其中 ( )xF ′ = )(xf  

上式称牛顿-莱布尼兹(Newton-Leibniz)公式，也称为微积分基本公式。该公式揭示了定

积分和原函数之间的内在联系，即定积分的值等于其原函数在下限与上限处值的差。该公式

把定积分的计算问题转化为求原函数问题，从而给定积分提供了简便而有效的计算方法，它

是整个微积分学最重要的公式。  
为计算方便，上述公式常用下面的记号： 

∫
b

a
xxf d)( =

b

a

xF )( = )()( aFbF −  

例 7.5  计算下列定积分： 

（1） ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3

1

2

d1 x
x

x ；（2） ∫ +

1

0 2

2

d
1

x
x

x
；（3） ∫

−

2/1

0 21

d

x

x
。 

解 （1） ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3

1

2

d1 x
x

x = ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

3

1 2
2 d12 x

x
x =

3
4012

3

3

1

3

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

x
xx

； 

（2） ∫ +

1

0 2

2

d
1

x
x

x
= ∫ +

−+1

0 2

2

d
1

11 x
x

x
= ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1

0
2 d

1
11 x
x

 = 1
0

1
0 arctan xx − =1

4
π− ； 

（3） ∫
−

2/1

0 21

d

x

x
= 2/1

0arcsin x  =
2
1arcsin =

6
π
。 

例 7.6  设函数 )(xf =
⎩
⎨
⎧ <−

0≥,
0,1

2 xx
xx

，计算 ∫−
2

1
d)( xxf 。 

解  由于函数 )(xf 是分段函数，所以利用定积分对区间的可加性， 将定积分 ∫−
2

1
d)( xxf

写成在区间[－1，0]与[0，2]上两个定积分的和，即 
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∫−
2

1
d)( xxf = ∫−

0

1
d)( xxf + ∫

2

0
d)( xxf  = ∫− −

0

1
d)1( xx + ∫

2

0

2 dxx  

=
2

0

30

1

2

32
xxx

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

 =
6
7

3
8

2
3

=+−   

7.3  定积分的计算方法 

与不定积分的基本积分方法相对应，定积分也有换元积分法和分部积分法。重提这些方

法的目的在于指出不定积分与定积分的计算方法不同之处，同时简化定积分的计算，当然最

终的计算，都离不开牛顿-莱布尼兹公式。 

7.3.1  定积分的换元法 

1．定积分的第一换元法（凑微分法） 

凑微分法也是计算定积分一种重要的方法，下面举例说明凑微分法的用法。 
例 7.7  计算下列定积分： 

（1）
( )∫

−

e

1 2ln1

d

xx

x
；   （2） ∫

π

π
3

6

2 dcos xx 。 

解 （1）
( )∫

−

e

1 2ln1

d

xx

x
=

( )∫
−

e

1 2ln1

)(lnd

x

x = e
1lnarcsin x  =

2
1arcsin =

6
π
； 

（2） ∫
π

π
3

6

2 dcos xx = ( ) xx d2cos1
2
1 3

6
∫

π

π + = xxx d2cos
2
1d1

2
1 3

6

3

6
∫∫

π

π

π

π +  

= )d(22cos
4
1d1

2
1 3

6

3

6

xxx ∫∫
π

π

π

π + =
12

2sin
4
1

2
1 3

6

3

6

π
=+

π

π

π

π
xx  

例 7.8  计算 xxx dsinsin
0

3∫
π

− 。 

解  先把被积函数化简 

xxx dsinsin
0

3∫
π

− = xxx d)sin1(sin
0

2∫
π

− = xxx dcossin
0∫
π

 

然后把 xcos 被积函数中的绝对值号去掉后再计算，由于在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

2
,0 上， xcos >0，这时

|cos| x = xcos ；在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π
π ,
2

上， xcos <0，这时 |cos| x = xcos− ，利用区间可加性计算，即 

xxx dsinsin
0

3∫
π

− = xxx dcossin
0∫
π

= xxx dcossin2
0∫
π

xxx dcossin
2
∫
π

π−  

= )(sindsin2
0

xx∫
π

)(sindsin
2

xx∫
π

π− =
2

0

2
3

)(sin
3
2

π

x
π

π

−

2

2
3

)(sin
3
2 x =

3
4

3
2

3
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−  
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注意：如果按 xxxx sincossinsin 3 =− 来计算，将导致错误。其原因是 xcos 在 ],0[ π

上不是恒正的，而 xcos 在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ ,

2
上是非正的。 

2．定积分的第二换元法 

设函数 )(xf 在[ ba, ]上连续，令 )(tx ϕ= ，则有 

( )d
b

a
f x x∫

( )x tϕ=
[ ( )] ( )df t t t

β

α
ϕ ϕ′∫  

其中函数 )(tx ϕ= 应满足以下三个条件： 
（1） ba == )(,)( βϕαϕ ； 
（2） )(tϕ 在 ],[ βα 上单值且有连续导数； 
（3）当 t 在 ],[ βα 上变化时，对应 )(tx ϕ= 值在 ],[ ba 上变化。 
上述公式称定积分换元公式。在应用换元公式时要特别注意：用变换 )(tx ϕ= 把原来的

积分变量 x 换为新变量 t 时，原积分限也要相应换成新变量 t 的积分限，也就是说，换元同时

也要换限。原上限对应新上限，原下限对应新下限。 
下面举例说明定积分的换元法的用法。 

例 7.9  计算 ∫ +

4

0 1
d

x
x

。 

解  令 tx = ，则 2tx = ，dx = 2tdt，且当 x = 0 时，t = 0；当 x = 4 时，t = 2。于是 

∫ +

4

0 1
d

x
x

= t
t

t
t

t d
1

112d
1
2 2

0

2

0 ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+
=2 3ln24|)1|ln( 2

0
−=+− tt  

例 7.10  计算 xx d4
2

0

2∫ − 。 

解  令 x=2sint，则 dx = 2costdt，且当 x = 0 时，t = 0；当 x = 2 时，t =
2
π
。于是 

xx d4
2

0

2∫ − = ∫∫ = 2
π

0

22
π

0
dcos4dcos2cos2 ttttt = ∫

π

+2
0

d)2cos1(2 tt  

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+ ∫∫

ππ
2

0
2

0
)2(d2cos

2
1d12 ttt =2

0

22sin
2
1

π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − tt =π 

例 7.11  设函数 )(xf 在关于原点对称区间[-a，a]上连续，求证： 

（1）当 )(xf 为偶函数时， ∫∫ =
−

aa

a
xxfxxf

0
d)(2d)( ； 

（2）当 )(xf 为奇函数时， 0d)( =∫−
a

a
xxf 。 

证  因为 ∫∫∫ −−
+=

a

a

a

a
xxfxxfxxf

0

0
d)(d)(d)( ，对 ∫−

0
d)(

a
xxf 作代换 tx −= ，则有 

∫−
0

d)(
a

xxf = ∫ −−
0

)d)((
a

ttf = ∫ −
a

ttf
0

d)( = ∫ −
a

xxf
0

d)(  

于是 
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∫∫∫ +−=
−

aaa

a
xxfxxfxxf

00
d)(d)(d)( = ∫ −+

a
xxfxf

0
d)]()([  

（1）当 )(xf 为偶函数，即 )( xf − = )(xf ，则 )(xf + )( xf − =2 )(xf ，从而 

∫∫ =
−

aa

a
xxfxxf

0
d)(2d)(  

（2）当 )(xf 为奇函数时，即 )( xf − = )(xf− ，则 )(xf + )( xf − = 0，从而 

0d)( =∫−
a

a
xxf  

利用例 7.11 的结论，奇、偶函数在关于原点对称区间上的定积分计算可以得到简化， 如

计算 x
x
xx d

cos1
sin3

3

23

∫− +
，被积函数

x
xxxf

cos1
sin)(

23

+
= 是 ]3,3[− 上的奇函数，所以  

x
x
xx d

cos1
sin3

3

23

∫− +
= 0 

7.3.2  定积分的分部积分法 

设函数 )(xu ， )(xv 在区间 ],[ ba 上均有连续导数，则 

( ) ∫∫ −=
b

a

b
a

b

a
uvuvvu dd  

以上公式称定积分的分部积分法，其方法与不定积分相类似，但其结果不相同，定积分是一

个数值，而不定积分是一类函数。 

例 7.12  计算 ∫
π

0
dcos xxx 。 

解  ∫
π

0
dcos xxx = ∫

π

0
)(sind xx =

0

)sin(
π

xx ∫
π

−
0

dsin xx  =0+ 2cos 0 −=πx 。 

例 7.13  计算 ∫
e

e
1 d|ln| xxx 。 

解  ∫
e

e
1 d|ln| xxx = ∫

1

e
1 d|ln| xxx + ∫

e

1
d|ln| xxx  

因为当 1
e
1

<< x 时， 0ln <x ，这时 xx ln|ln| −= ；当 1≥x 时， 0≥ln x ，这时 xx ln|ln| = 。

于是 

∫
e

e
1 d|ln| xxx = ∫−

1

e
1 dln xxx + ∫

e

1
dln xxx  

分别用分部积分求右端两个积分，有 

∫−
1

e
1 dln xxx = ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

1

e
1

2

2
dln xx =

e
1

1

2 )ln(
2
1 xx− + ∫ ⋅

1

e
1

2 d1
2
1 x

x
x  

=
e
1

1

2
2 4

1
e
1ln

e2
1 x+ = 2e4

3
4
1
−  



 ·106· 

∫
e

1
dln xxx = ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛e

1

2

2
dln xx =

1

e
2

1

e
2

4
1)ln(

2
1 xxx − =

4
e

4
1 2

+  

最后得 

∫
e

e
1 d|ln| xxx =

4
e

2
1 2

+ 2e4
3

−  

7.4  无限区间上的广义积分 

前面讨论的定积分，是以有限积分区间与有界函数为前提的，而在实际问题中，往往需

要突破这两个限制，这就要把定积分概念从这两个方面加以推广，从而形成了广义积分，相

对地把前面讨论的定积分称为常义积分。本书只讨论无穷区间上的广义积分。 
下面给出无限区间上的广义积分的定义： 

定义 7.2  设函数 )(xf 在 [ )+∞,a 上连续，任取实数 b>a，把极限 ∫+∞→

b

ab
xxf d)(lim 称为函

数 )(xf 在无穷区间 [ )+∞,a 上的广义积分，即 

∫
∞+

a
xxf d)( = ∫+∞→

b

ab
xxf d)(lim  

若极限存在，称广义积分 ∫
∞+

a
xxf d)( 收敛；若极限不存在，则称广义积分 ∫

∞+

a
xxf d)( 发散。 

类似地，可定义函数 )(xf 在 ( ]b,∞− 上的广义积分为 

∫ ∞−

b
xxf d)( = ∫−∞→

b

aa
xxf d)(lim  

函数 )(xf 在区间（ ∞− , ∞+ ）上的广义积分为 

∫
∞+

∞−
xxf d)( = ∫ ∞−

c
xxf d)( + ∫

∞+

c
xxf d)(  

其中 c 为任意实数，当右端两个广义积分都收敛时，广义积分 ∫
∞+

∞−
xxf d)( 才是收敛的；否则

广义积分 ∫
∞+

∞−
xxf d)( 是发散的。 

例 7.14  计算 ∫
∞+

+0 21
d

x
x

。 

解  取实数 b>0 ，有 ∫
∞+

+0 21
d

x
x

= ∫ ++∞→

b

ab x
x

21
dlim = ( ) b

b
x 0arctanlim

+∞→
 =

2
πarctanlim =

+∞→
b

b
。 

所以广义积分 ∫
∞+

+0 21
d

x
x

是收敛的。 

为了书写方便，实际运算过程中常常省去极限记号，而形式地把∞当一个“数”，直接

利用牛顿-莱布尼兹公式的计算形式，即 

∫
∞+

a
xxf d)( = )()()( aFFxF

a

−+∞=
+∞

 



 ·107· 

∫ ∞−

b
xxf d)( = )()()( −∞−=

∞−

FbFxF
b

 

∫
∞+

∞−
xxf d)( = )()()( −∞−+∞=

∞−

+∞

FFxF  

其中 )(xF 为 )(xf 的一个原函数，记号 )(±∞F 应理解为极限运算，即 )(±∞F = )(lim xF
x ±∞→

。 

例 7.15   计算 ∫
∞+

1
dln x

x
x

。 

解  利用凑微分法，有  

∫
∞+

1
dln x

x
x

= ∫
∞+

1
)(lndln xx =

1

2ln
2
1 +∞

x = −
+∞→

x
x

2lnlim
2
1

+∞=1ln
2
1 2  

所以广义积分 ∫
∞+

1
dln x

x
x

发散。 

例 7.16  计算 xx xde
0

2∫
∞+ − 。 

解   利用分部积分法，得 

xx xde
0

2∫
∞+ − = ∫

∞+ −−
0

2 )e(d xx = ∫
∞+ −

+∞
− +−

0
0

2 de2e xxx xx = xx xde2
0∫
∞+ −  

= ∫
∞+ −

+∞
− +−

0
0

de2e2 xx xx = 2e2
0

=−
+∞

−x  

注意：在用 ∞+ 代入 xx −e2 ， xx −e 中，实际是计算极限 

x

x
x −

+∞→
elim 2 = xx

x
e

lim
2

+∞→
= xx

x
e
2lim

+∞→
= 0

e
2lim =

+∞→ xx
， 0elim =−

+∞→

x

x
x  

所以广义积分 xx xde
0

2∫
∞+ − 收敛。 

例 7.17  讨论 x
x p d1

1∫
∞+

的敛散性。 

解 （1）当 1>p 时， x
x p d1

1∫
∞+

=
1

1

1

+∞−

− p
x p

=
1

1
−p

（收敛）； 

（2）当 1=p 时， x
x p d1

1∫
∞+

= x
x
d1

1∫
∞+

=
1

ln
+∞

x = ∞+ （发散）； 

（3）当 1<p 时， x
x p d1

1∫
∞+

=
1

1

1

+∞−

− p
x p

= ∞+ （发散）; 

综合上述，得  x
x p d1

1∫
∞+

=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞+

>
−

)(1≤,

)(1,
1

1

发散

收敛

p

p
p 。 

注意：例 7.17 的结论很重要，很有用。 
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7.5  本章小结 

7.5.1  内容提要 

1．基本概念 

曲边梯形，定积分的概念 ，定积分的几何意义， 变上限的定积分 ，广义积分，无限

区间上的广义积分。 

2．基本定理 

微积分基本定理（牛顿-莱布尼兹公式），定积分的性质定理，定积分的中值定理，原函

数存在定理。 

3．基本方法 

变上限的定积分对上限的求导方法，直接应用牛顿-莱布尼兹公式计算定积分的方法，利

用换元积分法与分部积分法计算定积分的方法，无限区间上的广义积分的计算方法。 

7.5.2  疑点解析 

问题 1  应用换元积分法计算定积分时应注意什么问题？ 
解析  换元积分法包括第一换元法与第二换元法，在应用时应注意以下 3 点： 
（1）应用第一换元法（凑微分法）时，一般不需要引入新的积分变量，所以积分限不变； 
（2）应用第二换元法时，因为引入新的积分变量，所以换元时必须换积分限； 
（3）变量代换必须满足换元法中所限定的条件。 
问题 2  当被积函数中含有绝对值符号时，定积分应如何计算？ 
解析  当被积函数中含有绝对值符号时，被积函数一般在积分区间上是分段函数，计算

分段函数的定积分可以用区间可加性，进行分段积分后再相加。 
问题 3  变上限的定积分对上限如何求导数？ 
解析  如果定积分的上限是 x 的函数，那么利用复合函数求导数公式来对上限求导；如

果定积分的下限是 x 的函数，那么将定积分的下限变为变上限的定积分，利用复合函数求导

数公式来对上限求导；如果定积分的上限、下限都是 x 的函数，那么利用区间可加性将定积

分写成两个定积分的和，其中一个为定积分的上限是 x 的函数，另一个为定积分的下限是 x
的函数，都可以化为变上限的定积分来对上限求导。 

例 7.18  已知 t
t

xF
x

x
d

1

1)(
2

2∫− +
= ，求 )(xF ′ 。 

解  将已知函数化为变上限的定积分，再求导，由于 

t
t

xF
x

x
d

1

1)(
2

2∫− +
= = ∫ ∫− +

+
+

c

22

2

d
1

1d
1

1
x

x

c
t

t
t

t
= ∫ ∫

−

+
+

+
−

x

c

x

c
t

t
t

t

2

d
1

1d
1

1
22

 

所以 

)(xF ′ = )1(
1

1
2

−⋅
+

−
x

+ )2(
1

1
4

x
x

⋅
+

=
21

1

x+
+

41

2

x

x

+
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习  题  7 

1．利用定积分性质，比较各题中两个定积分值的大小： 

（1） ∫
1

0
dxx 和 ∫

1

0

2dxx ；  （2） ∫ −2

1
d2 xx 和 ∫ −2

1
d3 xx 。 

2．估计下面各定积分值的范围： 

（1） xx d1
1

0

4∫ + ；   （2） ∫
π
2

0

sin de xx 。 

3．求函数 ∫ −=
x t tx

1
de)(

2
ϕ 在 2,1,0=x 处的导数。 

4．计算极限（1）
x

tt
x

x

∫
→

0

2

0

dcos
lim ；      （2） 2

cos

1

0

de
lim

2

x

t
x t

x

∫ −

→
。 

5．利用牛顿-莱布尼兹公式计算下列定积分： 

（1） ( ) xxx d
2

1∫ + ； （2） xxd1
3

0∫ − ；   （3） x
xx
x d

)1(
213

1 22

2

∫ +
+

；    

（4） ( )∫ −
1

0

2
d32 xxx ； （5） x

x
x d

1cos2

1 2∫ π

π

；  （6） x
x

x

de4

1∫ ； 

（7） ∫− +

1

1
d

e1
e xx

x

； （8） xxx dsinsin
0

53∫
π

− ； （9） xxd2cos1
0∫
π

+ 。 

6．设
⎩
⎨
⎧

>
−

=
1,
1≤,1)(

2

xx
xxxf   ,  求 ∫

2

0
d)( xxf 。 

7．设
⎩
⎨
⎧

<−
+

=
4≤2,1
2≤≤0,1

)( 2 xx
xx

xf   ,  求 ∫ −
5

3
d)2( xxf 。 

8．计算下列定积分： 

（1） x
x

x d
1

4

0∫ +
； （2） xxx d1

1

0

22∫ − ； （3） x
x

x
de2

1
2

1

∫ ； 

（4） xx dsin
0

3∫
π

； （5） ∫ −+

1

0 ee
d

xx
x

；  （6） ∫ +

1

0 e1
d

x
x

； 

（7） ∫ +

3

1 2
d

1
1 x

xx
；（8） ( ) x

x
x d

1
arcsin2

1

2
1 2

2

∫− −
。 

9．设 )(xf 是以 T 为周期的连续函数，证明 

∫∫ =
+ TTa

a
xxfxxf

0
d)(d)(   (a 为常数) 

10．计算下列定积分： 

（1） ∫
π
2

0
dcos xxx ； （2） xx x de

1

0

3 2

∫ ； （3） ∫
3

0
darctan xx ； 
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（4） ∫
π

π
3

4
2 d

cos
x

x
x

； （5） xxdln
e

e
1∫ ；  （6） ∫

π
2

0
dcose xxx 。  

11．计算下列广义积分： 

（1） ∫
∞+

1 3
d
x
x
；  （2） x

x
x d

10 2∫
∞+

+
； （3） ∫

∞+

π
2 2 d1sin1 x

xx
。 

12．当 k 为何值时， ∫
∞+

2
d

)(ln
1 x

xx k 收敛？ 
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第 8 章  定积分的应用 
前一章我们讨论了定积分的概念及其计算方法，从引出定积分的概念的过程中可以看

出，定积分是一种实用性很强的数学方法，在科学技术领域中有着广泛的应用。本章将研究

定积分的应用，利用微元法的思想，主要介绍定积分在几何和物理方面的一些应用，重点掌

握用微元法将实际问题表示成定积分的思维方法。 

8.1  定积分的几何应用 

8.1.1  定积分的微元法 

在介绍微元法之前，我们先回顾一下前一章用定积分方法解决曲边梯形面积的过程： 
（1）分割  任意取分点把区间 ],[ ba 分为 n个小区间[ ii xx ,1− ]（ ni ,,2,1 L= ），它们把

曲边梯形分成 n个小曲边梯形 iAΔ ，即 =A ∑
=

Δ
n

i
iA

1

，其中 bxax n == ,0 ； 

（2）取近似  在每个小区间[ ii xx ,1− ]上任取一点 iξ ，用小矩形面积作为 iAΔ 的近似值为 

iAΔ ≈ )( if ξ ixΔ （ ni ,,2,1 L= ） 

（3）求和  把 n个小矩形面积相加, 就得到曲边梯形面积 A的近似值 

=A ∑
=

Δ
n

i
iA

1

≈ ∑
=

Δ
n

i
ii xf

1

)(ξ  

（4）取极限  当 { } 0→max
≤≤1 ini

xΔλ = 时，上述和式的极限就是曲边梯形面积 A的精确值，

即 

=A
0

lim
→λ ∑

=

Δ
n

i
ii xf

1

)(ξ = ∫
b

a
xxf d)(  

从上可以看出，用定积分计算一个量Q 一般有如下两个特点： 
① 所求量Q 与一个给定区间 ],[ ba 有关，且在该区间上具有可加性。就是说，Q 是确

定在 ],[ ba 上的整体量，当把 ],[ ba 分为 n 个小区间时，整体量等于各部分量之和，即 

∑
=

Δ=
n

i
iQQ

1

 

② 所求量Q 在区间 ],[ ba 上的分布是不均匀的，也就是说, Q 的值与区间 ],[ ba 的长度

不成正比（否则的话，Q 使用初等方法即可求得，而勿需用积分方法了。） 

把用定积分方法解决曲边梯形面积的过程再进一步抽象化，一般地有以下四步： 

第一步，将所求量Q 分为部分量之和，即 ∑
=

Δ=
n

i
iQQ

1

； 

第二步，求出每个部分量 iQΔ 的近似值， iQΔ ≈ )( if ξ ixΔ （ ni ,,2,1 L= ）； 



 ·112· 

第三步，写出整体量Q 的近似值， ∑
=

Δ=
n

i
iQQ

1

≈ ∑
=

n

i
if

1

)(ξ ixΔ ； 

第四步，取 { } 0→Δmax
≤≤1 ini

x=λ 时的极限，则得 =Q
0

lim
→λ ∑

=

Δ
n

i
ii xf

1

)(ξ = ∫
b

a
xxf d)( 。 

观察上述四步我们发现，第二步是关键，因为最后的被积表达式的形式就是在这一步

被确定的，只要把第二步近似式 )( if ξ ixΔ 中的变量记号改变一下即可（ iξ 换为 x ； ixΔ 换

为 xd ）。而第三、第四两步可以合并成一步：在区间 ],[ ba 上无限“累加”，即在 ],[ ba 上

积分。至于第一步，它只是要求所求量具有可加性，这是 Q 能用定积分计算的前提，于

是，上述四步就简化成了以下的两步： 
第一步，在区间 ],[ ba 上任取一个微小区间 ]d,[ xxx + ，然后写出在这个小区间上的部分

量 QΔ 的近似值，记为 xxfQ d)(d = （称为Q 的微元）； 
第二步，将微元 Qd 在 ],[ ba 上无限“累加”，即在 ],[ ba 上积分，得 

∫=
b

a
xxfQ d)(  

上述两步解决问题的方法称为微元法。 
关于微元 xxfQ d)(d = ，我们有两点要说明： 
（1） xxf d)( 作为 QΔ 的近似表达式，应该足够准确，确切地说，就是要求其差是关于

xΔ 的高阶无穷小，即 )(d)( xoxxfQ Δ=−Δ 。这样我们就知道了，称做微元的量 xxf d)( ，

实际上就是所求量的微分 Qd ； 

（2）具体怎样求微元呢？这是问题的关键，这要分析问题的实际意义及数量关系，一

般按在局部 ]d,[ xxx + 上以“常代变”、“直代曲”的思路（局部线性化），写出局部上所

求量的近似值，即为微元 xxfQ d)(d = 。 

下面利用微元法来讨论定积分在几何及物理方面的一些应用。 

8.1.2  用定积分求平面图形的面积 

根据平面曲线在不同坐标系下表示的方法，可把求平面图形面积的方法分为：在直角

坐标系下的面积计算及在极坐标系下的面积计算。 

1．在直角坐标系下的面积计算 

利用微元法很容易将下列图形面积表示为定积分。 
（1）由曲线 bxaxxfy === ,,0≥)( 及Ox 轴所围成的图形（图 8.1），其面积微元

xxfA d)(d = ，面积 ∫=
b

a
xxfA d)( ； 

（2）由上、下两条曲线 ))(≥)()((),( 1212 xfxfxfyxfy == 及 bxax == , 所围成的图形

（图 8.2），其面积微元 xxfxfA d)]()([d 12 −= ，面积 ∫ −=
b

a
xxfxfA d)]()([ 12 ； 

（3）由左右两条曲线 ))(≥)()((),( 1221 ygygygxygx == 及 dycy == , 所围成的图形

（图 8.3），其面积微元 yygygA d)]()([d 12 −= ，面积 ∫ −=
d

c
yygygA d)]()([ 12 （注意，这

时应取横条矩形为 Ad ，即取 y 为积分变量）。 
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图 8.1                                 图 8.2 

             
图 8.3                                图 8.4 

例 8.1  求抛物线 xy 22 = ， yx 22 = 所围平面图形的面积。 

解  用定积分求平面图形的面积时，一般地有以下三步： 
（1）作出图形（图 8.4），并求曲线交点以确定积分区间， 

解方程组
⎩
⎨
⎧

=
=

yx
xy

2
2

2

2

得交点坐标为（0, 0）及（2, 2）； 

（2）选择积分变量，写出面积微元。本题取竖条或横条作面积 Ad 均可，取竖条，即取

x 为积分变量， x 变化范围为[0, 2]。于是 

xxxA d
2

2d
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ； 

（3）将 A 表示成定积分，并计算，得 

A =
3
4

63
22d

2
2

0

23
2
32

0

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∫ xxxxx  

例 8.2  求抛物线 xy 22 = 与直线 xy −= 4 所围平面图形面积。 

解  与例 8.1 相类似，有 
（1）作图（图 8.5）求出交点坐标为（2, 2）及（8, – 4）； 
（2）选择积分变量，写出面积微元。观察图得知，取 y 作为积分变量为好， y 变化范

围为[-4, 2]（读者可以考虑一下，为什么不取 x 为积分变量），于是 

yyyA d
2

)4(d
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=  

（3）将 A表示成定积分，并计算，得 
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18
3

40
3

14
62

4d
2

)4(
2

4 4

2322

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−= ∫− −

yyyyyyA  

例 8.3  求椭圆 tbytax sin,cos == 的面积 )0,0( >> ba （图 8.6）。 

解  取 x 为积分变量，根据图形关于 x 轴，y 轴对称，只需求出它在第一象限部分的面

积，然后将所求出的面积乘以 4 即可，于是 

∫=
a

xyA
0

d4  

利用定积分的换元法，有 

∫=
a

xyA
0

d4 = ( ) ttatb dsinsin4
0

2
∫π −⋅ = ttab dsin4 2

0

2∫
π

= ttab d)2cos1(2 2
0∫
π

− = abπ  

            
图 8.5                                  图 8.6 

一般地，当曲边梯形的曲边由参数方程
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

tyy
txx

)≤≤( βα t 给出时，则曲边梯形面积

为 

∫ ′=
β

α
ttxtyA d)()(  

其中 0≥)(ty ，α 与 β 分别是曲边的左、右端点所对应的参数值。 

2．在极坐标系下的面积计算 

有些图形，用极坐标来表示比较方便。下面用微元法来推导在极坐标系下“曲边扇

形”的面积公式。所谓“曲边扇形”是指由曲线 )(θρρ = 及两条射线 βθαθ == , 所围成的

图形（图 8.7）。 
第一步，取 θ 为积分变量，其变化范围为 [ ]βα , ，任取微小区间 [ ]θθθ d, + ，在

[ ]θθθ d, + 上“常代变”，即以 ( )θρ 为半径， θd 为圆心角的扇形的面积 Ad 作为小曲边扇形

面积的近似值，则面积微分为 

Ad = θθρ d)(
2
1 2  

第二步，将面积元素 Ad 从α 无限“累加”到 β ，即在 [ ]βα , 上积分，便得所求曲边扇

形面积为 

∫=
β

α
θθρ d)(

2
1 2A  

y

x a-a
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图 8.7                                图 8.8 

例 8.4  求双纽线 θρ 2cos22 a= 所围图形的面积。 

解  作出双纽线的图（图 8.8）。由于图形的对称性，只需求第一象限部分面积，再用

求出的面积乘以 4 即可，在第一象限θ 的变化范围为 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

4
,0 ，于是 

=A 4× ∫
π
4

0

2d
2
1 θρ = θθθ 2sind2cos2 24

0

2 aa =∫
π

0

4
π

= 2a  

8.1.3  用定积分求体积  

1．平行截面面积为已知的立体的体积 

若一物体被垂直于某一直线的平面所截的面积可求，则该物体可用定积分求其体积。 
不妨设上述直线为 x 轴，则在 x 处的截面面积 )(xA 是 x 的已知连续函数，求该物体介

于 ax = 和 )( babx <= 之间的体积（图 8.9）。 
用“微元法”。为求出体积微元 Vd ，在微小区间 ]d,[ xxx + 上视 )(xA 不变，即把

]d,[ xxx + 上的立体薄片近似看做 )(xA 为底， xd 为高的柱片，于是 
Vd = )(xA xd  

再在 x 的变化区间 ],[ ba 上积分，则有 

∫=
b

a
xxAV d)(  

例 8.5  设有底圆半径为 R 的圆柱，被一与圆柱面交成α角且过底圆直径的平面所截，

求截下的楔形的体积（图 8.10）。 

          
图 8.9                                图 8.10 

解  取坐标如图，则底圆方程为
222 Ryx =+ , 在 x 处垂直于 x 轴作立体的截面，得一

个直角三角形，两条直角边分别为 y 及 αtany 其面积为 
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)(xA = αtan
2
1 yy ⋅ = αα tan)(

2
1tan

2
1 222 xRy −=  

从而得楔形的体积为 

∫− −=
R

R
xxRV dtan)(

2
1 22 α = xxR

R
d)(tan

0

22∫ −α  

= αα tan
3
2

3
tan 3

0

3
2 RxxR

R

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  

2．旋转体的体积 

一平面图形绕这个平面内的一条直线旋转一周所得的立体称为旋转体，该直线称旋转

体的旋转轴。 
设旋转体是由曲线 )(xfy = 与直线 ax = ， )( babx <= 及 x 轴围成的曲边梯形绕 x 轴

旋转而成，求其体积 V（图 8.11）。 
这是平行截面面积为已知求立体的体积的特殊情况，这时截面面积 )(xA 是圆的面积。 
在区间 ],[ ba 上点 x 处垂直 x 轴的截面面积为 )()( 22 xfyxA π=π= , 在 x 的变化区间

],[ ba 上积分，得旋转体的体积为 ∫∫ π=π=
b

a

b

a
xxfxyV d)(d 22 。 

类似地，可求得，由曲线 )( yx ϕ= 与直线 dycy == , 及 y 轴所围成的曲边梯形绕 y 轴

旋转，所得旋转体的体积（图 8.12）为 ∫∫ π=π=
d

c

d

c
yyyxV d)(d 22 ϕ 。 

               
  图 8.11                                  图 8.12 

例 8.6  求椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

分别绕 x 轴， y 轴旋转所得旋转体体积（图 8.13）。 

解   先 求 绕 x 轴 旋 转 所 得 旋 转 体 的 体 积 xV ， 由 方 程 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

， 解 得

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2
22 1

a
xby ，于是所求体积为 xyV

a

ax d2∫−π= = x
a
xb

a

a
d1 2

2
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π∫−  = 2

3
4 abπ 。 

类似地，再求绕 y 轴旋转所得旋转体的体积 yV 为（图 8.14） 

yxV
b

by dπ 2∫−= = y
b
ya

b

b
d1π 2

2
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∫−  = ba2

3
4
π 。 
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图 8.13                                       图 8.14 

例 8.7  求抛物线
2xy = 和 xy =2

所围成的平面图形绕 x 轴旋转所得旋转体的体积

（图 8.15）。 
解  先求出两条曲线的交点坐标为（0,0）及（1,1）,下抛物线方程为 2

1 )( xxyy == ，

上抛物线为 xxyy == )(2 ，所求体积是这两个抛物线在 x 轴上的[0，1]所围成的曲边梯形

绕 x 轴旋转所得体积之差，于是得体积微元为 
xyyxxyxxyV d)(d)]([d)]([d 2

1
2
2

2
1

2
2 −π=π−π=  

（注意：不要错误地写成 xyyV d)(d 2
12 −π= ） 

所求体积为 

∫ −π=
1

0

2
1

2
2 d)( xyyV = ∫ −π

1

0

222 d])()[( xxx = ∫ −π
1

0

4 d)( xxx = π
10
3  

8.1.4  平面曲线的弧长 

设有曲线 )(xfy = 在 ],[ ba 上有一阶连续的导数，求此曲线在 ],[ ba 上的弧长 s（图

8.16）。 

         
    图 8.15                                    图 8.16 

仍用微元法，取 x 为积分变量，在 ],[ ba 上任取小区间 ]d,[ xxx + ，切线上相应小区间的

线段MT 的长度近似代替一段小弧MN 的长度，得弧长微元为 

( ) ( ) xyyxPTMPMTs d1ddd 22222 ′+=+=+==  

这里 xys d1d 2′+= 称为弧微分公式。 
在 x 的变化区间 ],[ ba 上积分，就得所求弧长为 
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∫ ′+=
b

a
xys d1 2 = ∫ ′+

b

a
xxf d)]([1 2  

若曲线由参数方程  
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

ty
tx

ψ
ϕ

 ( )βα ≤≤t 表示，则弧长微元为 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] tttyxs dddd 2222 ψϕ ′+′=+=  

于是所求弧长为 

( )[ ] ( )[ ] ttts d22∫ ′+′=
β

α
ψϕ  

若曲线由极坐标方程 ( )θρρ = ( )21 ≤≤ θθθ 表示，不难写出弧长微元为 

( )[ ] ( )[ ] θθρθρ dd 22 ′+=s  

则所求弧长为 

( )[ ] ( )[ ]∫ ′+=
2

1

d22
θ

θ
θθρθρs  

注意：计算弧长时，为使弧长为正，由于被积函数是正的，所以定积分的下限必须小

于上限。 

例 8.8  求悬链线 )ee(
2

a
x

a
xay

−
+= 在［ aa,− ］ )0( >a 上弧长（图 8.17）。 

解  由于 )ee(
2
1 a

x
a
x

y
−

−=′ ，于是弧长微元为 

xys d1d 2′+= = xa
x

a
x

dee
4
11

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−
= xa

x
a
x

dee
2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
 

所以悬链线这段弧长为 

∫− ′+=
a

a
xys d1 2 = x

a
a
x

a
x

dee
0∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=

0

ee
a

a
x

a
x

a ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
= )ee( 1−−a  

例 8.9  求摆线
⎩
⎨
⎧

−=
−=

)cos1(
)sin(
tay
ttax

 在 π2≤≤0 t 的一段弧长（ 0>a ）（图 8.18）。 

       
图 8.17                                  图 8.18 

解  由于 tatytatx sin)(),cos1()( =′−=′ ，于是弧长微元为   

ttytxs d)]([)]([d 22 ′+′= = tta d)cos1(2 − = tta d
2

sin2  
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由于 ]2,0[ π∈t ，所以 0≥
2

sin t
，于是这段摆线长为 

∫
π

=
2

0
d

2
sin2 ttas = ata 8

2
cos4

0

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

π

 

例 8.10  求心形线 ( )θρ cos12 += 的全长（图 8.19）。 
解  由于 θθρ sin2)( −=′ ，于是弧长微元为 

( )[ ] ( )[ ] θθρθρ dd 22 ′+=s = θθθ dsin4)cos1(4 22 ++  

= θθ d)cos1(22 + = θθ d
2

cos4  

由于 ππ− ≤≤θ ，所以 0≥
2

cosθ ，于是心形线的全长为 

∫
π

π−
= θθ d

2
cos4s = ∫

π

0
d

2
cos8 θθ = 16

2
sin16

0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πθ  

8.2  定积分的物理应用举例 

定积分的应用非常广泛, 在自然科学、工程技术中许多问题都可以化为定积分这种数学

模型来解决。下面我们列举一些较简单物理方面的应用实例，以说明微元法在实际中的应

用。 

1．变力做功 

如果物体受到常力作用沿力的方向移动一段距离 s ，则力 F 所做的功 sFW ⋅= ，如果

物体在变力 )(xF 作用下沿 x 轴由a 处移到b 处，求变力 )(xF 所做的功。 
由于力 )(xF 是变力（图 8.20），所求功是区间 ],[ ba 上非均匀分布的整体量，故可以

用定积分来解决。 
利用微元法，由于变力 )(xF 是连续变化的，故可以

设想在微小区间 ]d,[ xxx + 上作用力 )(xF 保持不变的，即

“常代变”，按常力做功公式得这一段上变力做功的近似

值，也就是功的微元为 
xxFW d)(d =  

将微元 Wd 从 a 到b 求定积分，就得到整个区间上所做的功为 

∫=
b

a
xxFW d)(  

例 8.11  已知把弹簧拉长所需力与弹簧的伸长成正比，又 1N 的力能使弹簧伸长

0.01m，求把弹簧拉长 0.1m 所做功。 
解  设伸长为 x m，由虎克定律知， kxxF =)( ，其中 k 是比例常数。 

已知当 x = 01.0 m 时， 1)( =xF N，于是有 100
01.0
1

==k N/m, 即 

xxF 100)( =  
在微小区间 ]d,[ xxx + 上，以“常代变”得功微元为 xxW d100d = 。 

 
图 8.19 

图 8.20 
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于是弹簧拉长 0.1m 所做的功为 

∫=
1.0

0
d100 xxW = 5.050

0

1.0
2 =x （J） 

例 8.12  半径为 R 的半球形水池充满了水，要把池内的水全部吸尽，需做多少功？ 
解  设想水是一层一层被吸出来的，由于水位不断下降，使得水层的提升高度连续增

加，这是一个“变重力”做的功问题，可用定积分解决。 
选择坐标系（图 8.21），半圆方程为 )0≥(222 xRyx =+ 。 
取 x 为积分变量，在 x 的变化区间 ],0[ R 内取微小区间 ]d,[ xxx + ，则吸出这厚为 xd 的

一薄层水所需做功的近似值，即功微元为 
  VxW dd γ= = xyx d2π⋅γ  

= xxRx d)( 22 −πγ （γ 为水的密度） 

于是所做功为 

∫ −π=
R

xxRxW
0

22 d)(γ =
0

422

42

RxxR
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−πγ  

3
4

10
4

8.9 ×π×=
R

（J）（ 8.9103 ×=γ N/m 3
） 

2．液体对平面薄板的侧压力 

设有一平面薄板，垂直放在密度为γ 的液体中，求液体对平面薄板的侧压力。 
根据物理学可知，在液面下深度为 h 处，由液体重量所产生的压强为 hp γ= ，若有面

积为 A 的薄板水平放置在深度为 h 处，这时薄板各处受力均匀，所受压力为

hApAF γ== ，现在薄板是垂直放置在液体中，薄板上在不同深度处的压强是不同的，因

此，整个薄板所受的压力是非均匀分布的整体量。下面结合具体例子来说明如何利用定积分

来计算。 
例 8.13  设半径为 R 的圆形水闸门垂直于水面置于水中，水面与闸顶齐，求闸门所受

的总压力，又如果水位下落 R 时，闸门所受压力又是多少？ 
解  闸门是圆形的，现在要计算在水中垂直放置的一个圆形薄板的一侧所受到的压

力。 
选择坐标系（图 8.22），圆方程为 222)( RyRx =+− ，取 x 为积分变量，在 x 的变化

区间 ]2,0[ R 内取微小区间 ]d,[ xxx + ，视这细条上压强不变，所受的压力的近似值，即压力

微元为 

AxF dd γ= = xyx d2⋅γ = xRxRx d)(2 22 −−γ  

圆形闸门所受的总压力为 

∫ −−=
R

xRxRxF
2

0

22 d)(2γ = ∫ −−+−
R

xRxRRRx
2

0

22 d)()(2γ  

= ∫ −−−
R

xRxRRx
2

0

22 d)()(2γ + ∫ −−
R

xRxRR
2

0

22 d)(2γ  

= ∫ −−−−−
R

RxRRxR
2

0

2222 ))((d)(γ + ∫ −−
R

xRxRR
2

0

22 d)(2γ  

图 8.21 



 ·121· 

上式第二个定积分就是半径为 R 的半圆的面积，于是 

( )
0

2
2
3

22 )(
3
2 R

RxRF ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−= γ + 2π

2
12 RR ⋅γ = 3πRγ  

当水位下落 R 时，这细条位于水深 Rx − 如图 8.23 所示，因此，所受的压力的近似

值，即压力微元为 

xRxRRxF d)()(2d 22 −−−= γ  

这时圆形闸门所受的压力为 

∫ −−−=
R

R
xRxRRxF

2 22 d)()(2γ = ( ) 3
2

2
3

22

3
2)(

3
2 RRxR

R

R

γγ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−  

            
图 8.22                                        图 8.23 

8.3  本章小结 

8.3.1  内容提要 

1．基本概念 

微元法，面积微元，体积微元，弧微元，功微元，压力微元。 

2．基本公式 

平面曲线弧微元公式。 

3．基本方法 

用定积分的微元法求平面图形的面积，求平行截面面积为已知的立体的体积，求旋转

体的体积，求曲线的弧长，求变力所做的功，求液体的侧压力。 

8.3.2  疑点解析 

问题 1  什么样的量可以用定积分求解？ 
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解析  具有可加性的几何量或物理量一般可以用定积分求解，即所求量Q 必须满足下

列条件： 
（1）Q与变量 x 与 x 的变化区间 ],[ ba 以及定义在区间 ],[ ba 上的某一函数 )(xf 有关； 
（2）Q在 ],[ ba 上具有可加性。 

问题 2  用定积分的微元法解决问题时，具体步骤如何？ 
解析  定积分的微元法是从“分割取近似，求和取极限”的定积分基本思想方法中总

结出来的，具体步骤如下： 
（1）选变量，定区间：根据实际问题的具体情况先作图，然后选取适当的坐标系及适

当变量（如 x ），并确定积分变量和它的变化区间 ],[ ba ； 
（2）取近似，找微分：在 ],[ ba 内任取一微小区间 ]d,[ xxx + ，当 xd 很小时，以“直代

曲”、“常代变”的思想，取得微元表达式 QxxfQ Δ≈= d)(d （ Qd 为量 QΔ 在微小区间

]d,[ xxx + 上所分布的部分量的近似值）； 

（3）找整量，求积分：对微元进行积分，得 ∫=
b

a
QQ d = ∫

b

a
xxf d)( 。 

例 8.14  求由曲线
x

y 1
= ， xy =2 与直线 2=y 所围成图形的面积。 

解  用定积分的微元法，有 

（1）选变量，定区间：作出图（图 8.24），求出曲线
x

y 1
= ， xy =2 的交点为（1，1），

取 y 为积分变量， y 的变化区间为[1，2]； 

（2）取近似，找微分：取左曲线
y

yxx 1)(1 == ，取右曲线 2
2 )( yyxx == ，任取一微小

区间 ]d,[ yyy + ，则面积微元为 yyxyxA d)]()([d 12 −= = y
y

y d12
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ； 

（3）找整量，求积分：对微元进行积分，得 

∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

2

1

2
2

1
d1d y

y
yAA = 2ln

3
7ln

3
1

1

2
3 −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ − yy  

例 8.15  求圆 16)6( 22 =+− yx 绕 y 轴旋转一周所成的旋转体（环体）的体积（图

8.25）。 
解  用定积分的微元法，得 

（1）选变量，定区间：制作图（图 8.25），将圆方程改写为 2166 yx −±= ，左半圆

弧 CAD 方程为 2
1 166)( yyxx −−== ，右半圆弧 CBD 方程为 2

2 166)( yyxx −+== ，

取 y 为积分变量， y 的变化区间为[-4, 4]； 
（2）取近似，找微分：环体是这两个半圆在 y 轴上的[-4, 4]所围成的曲边梯形绕 y 轴旋

转所得体积之差，任取一微小区间 ]dy,[ +yy , 于是得体积微元为 

yyxyyxV d)]([d)]([d 2
1

2
2 π−π= = yyxyx d))()(( 2

1
2
2 −π  

= yyy d)166()166( 2222
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−−+π = yy d1624 2−π  

（3）找整量，求积分：对微元进行积分，得 
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∫−=
4

4
dVV = ∫− −π

4

4

2 d1624 yy = ∫ −π
4

0

2 d1648 yy = 2π192  

              
      图 8.24                                          图 8.25 

习  题  8 

1．求下列曲线所围成的平面图形的面积： 
（1） 2=xy ， xy = ， 4=x ； 
（2） xy = ， 4−= xy ， 1=y ， 2=y  ； 

（3） 24 xy −= ， xxy 22 −= ； 

（4） 223 xxy −+= ， 1=x ， 4=x ， 0=y 。 
2．求由曲线 xyxyxy === 2,2,2 所围成的图形的面积。 

3．求抛物线 2

4
1 xy = 与在点（2，1）处的法线所围成

的图形的面积。 

4．设曲线 2e
x

y = ，试在原点 O 与 x 点 )0( >x 之间找

一点ξ ，使该点左右两边的阴影部分的图形面积相等（图

8.26）。 

5．求摆线一拱
⎩
⎨
⎧

−=
−=

)cos1(
)sin(
tay
ttax

π)2≤≤0( t 与 x 轴所围

成的图形的面积。 
6．求心形线 ( )θρ sin13 −= 所围成的图形的面积。 

7．求三叶玫瑰线 θρ 3sina= 所围成的图形的面积。 
8．求 2=ρ 与 θρ cos4= 公共部分所围成的图形的面

积。 

9．求下列曲线围成的图形绕 x 轴旋转所得的旋转体体积： 

（1） )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

；  （2）
2xy = 与 1=y ； 

（3）
⎩
⎨
⎧

−=
−=

)cos1(
)sin(
tay
ttax

的一拱与 x 轴。 

 
图 8.26 
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10．求曲线 0,0),0≤(e === yxxy x
所围成的图形绕 x 轴与绕 y 轴旋转所得的立体体

积。 

11．计算曲线
32 xy = 上相应于 0=x 到 1=x 的一段弧长。 

12．计算
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

t

t

sine
cose

由 0=t 到 π=t 的一段弧长。 

13．有一质点按规律 4tx = 作直线运动，介质阻力与速度成正比，求质点从 0=x 移到

1=x 时，克服介质阻力所做的功。 
14．弹簧压缩所受到的力与压缩距离成正比，现在弹簧由原长压缩了 6cm，问需要做多

少功？ 
15．半径为 6m 的半球形水池盛满了水，若把其中的水全部抽尽问需要做多少功？ 
16．有一形如圆台的水桶盛满了水，如果桶高 3m，上下底的半径分别为 1m 和 2m，试

计算将桶中水吸尽所做的功。 
17．一矩形水闸门，宽为 20m，高为 16m，闸门在水面下 2m，闸门的宽与水面平行，

求闸门上所受到的水压力。 
18．一底为 8m，高为 6m 的等腰三角形薄片，铅直沉在水中，顶在上，底在下且与水

面平行，而顶离水面 3m，试求它侧面所受的压力。 
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第 9 章  常微分方程 
在科学技术和生产实际中，研究的许多现象和运动问题，经常要寻找出所研究的变量之

间的函数关系。在大量具体问题中，往往这些函数关系是未知的，但有时可根据具体问题的

内在规律，列出含有未知函数导数或微分的关系式，并反过来求出原来的函数，这种关系式

通常称为微分方程。微分方程是高等数学的进一步拓展，也是研究自然科学的有力工具，有

许多物理问题和工程问题的研究都可以转化为微分方程的求解问题，因此，微分方程是描述

客观事物的数量关系的一种重要的数学模型。本章研究几种常见类型的微分方程的解法，并

介绍它们在实际问题中的一些简单应用。 

9.1  常微分方程的基本概念 

凡是含有未知函数导数（或微分）的方程，称为微分方程。未知函数是一元函数的微分

方程称做常微分方程；未知函数是多元函数的微分方程称做偏微分方程。本书只讨论常微分

方程，简称微分方程。 
例如  下列方程都是微分方程（其中 vy, 都是未知函数）： 
（1） xy 2=′ ；   （2） ( ) 0dd2 =+− xyyxyx   ； 

（3） ( ) ( )tkvmgtvm −=′ ； （4） xyyy e2 =+′+′′ 。 

微分方程中出现未知函数最高阶导数的阶数，称为微分方程的阶，例如（1）、（2）与（3）
是一阶微分方程，（4）是二阶微分方程。通常 n阶微分方程的一般形式为   

( )( ) 0,,,, =′ nyyyxF L  

其中 x是自变量， y 是未知函数； ( )( ) 0,,,, =′ nyyyxF L  是已知函数，一定含有 ( )ny 。特别：

一阶微分方程的一般形式为 ( ) 0,, =′yyxF ；二阶微分方程的一般形式为 ( ) 0,,, =′′′ yyyxF 。

本章主要研究几种常见类型的一阶和二阶微分方程。 
如果把函数 )(xfy = 代入微分方程后，能使方程成为恒等式，这个函数称为该微分方程

的解。 
例如，函数 2xy = ， 12 += xy 及 Cxy += 2 （C 为任意常数）都是方程 xy 2=′ 的解。 

微分方程的解有两种形式：一种不含任意常数；一种含任意常数。若微分方程的解中含

有任意常数，且独立的任意常数的个数与方程的阶数相同，则称这样的解为微分方程的通解。

不含任意常数的解，称为微分方程的特解。 
一般地说，用未知函数及其各阶导数在某个特定点的值作为确定通解中任意常数的条

件，称为初始条件。例如：设函数 Cxy += 2 为微分方程 xy 2=′ 的通解；如果求满足初始条

件 ( ) 00 =y 的解，只需把 ( ) 00 =y 代入通解 Cxy += 2 中，得 0=C ，则函数 2xy = 就是微分

方程 xy 2=′ 的特解。通常一阶微分方程的初始条件为 

0
0

yy xx =
=

    或     ( ) 00 yxy =  

其中 00 , yx 是两个已知数；二阶微分方程的初始条件为 
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0
0

yy xx =
=

  ， 0
0

yy xx
′=′

=
或 ( ) 00 yxy =  ， ( ) 00 yxy ′=′  

其中 000 ,, yyx ′是三个已知数。 

求微分方程满足初始条件的解的问题，称为初值问题。求解初值问题就是求微分方程的

特解。 
例 9.1  验证函数 xCxCy 3sin3cos 21 += （ 21,CC 为任意常数）为二阶微分方程

09 =+′′ yy 的通解，并求微分方程满足初始条件 6)0(,1)0( =′= yy 的特解。 
解  对 xCxCy 3sin3cos 21 += 分别求一阶、二阶导数，得 

xCxCy 3cos33sin3 21 +−=′ ， xCxCy 3sin93cos9 21 −−=′′  
将 yy ′′, 代入微分方程 09 =+′′ yy 的左端，得 

xCxC 3sin93cos9 21 −− + )3sin3cos(9 21 xCxC + = 0 
所以，函数 xCxCy 3sin3cos 21 += 是微分方程 09 =+′′ yy 的解。又因为，这个解中有两个

独立的任意常数，与微分方程的阶数相同，于是它是微分方程 09 =+′′ yy 的通解。 
由初始条件 1)0( =y ，得 11 =C ，由初始条件 6)0( =′y ，得 63 2 =C ，即 22 =C ，所以，

满足所给初始条件的特解为 xxy 3sin23cos += 。 
什么是独立的任意常数呢？函数 xCxCy 3cos23cos 21 += 显然也是微分方程

09 =+′′ yy 的解。这时 1C , 2C 就不是两个独立的任意常数，因为这个函数能写成

xCCy 3cos)2( 21 += = xC 3cos ，这种能合并成一个的任意常数，只能算一个独立的任意常

数。为了准确地描述这一个概念，我们引入下面的定义。 
定义 9.1  设 )(),( 21 xyxy 是定义在区间 ),( ba 内的函数，若存在两个不全为零的数

21, kk ，使得对于区间 ),( ba 内的任一 x 恒有 
0)()( 2211 =+ xykxyk  

成立，则称函数 )(),( 21 xyxy 在区间 ),( ba 内线性相关，否则称为线性无关。 

显然，函数 )(),( 21 xyxy 线性相关的充分必要条件是
)(
)(

2

1

xy
xy

在区间 ),( ba 内恒为常数。 

如果
)(
)(

2

1

xy
xy

不恒为常数，则 )(),( 21 xyxy 在区间 ),( ba 内线性无关。 

例如： xxy 3cos)(1 = 与 xxy 3sin)(2 = 线性无关； xxy 3cos)(1 = 与 xxy 3cos2)(2 = 线性

相关。 
因此，当 )(1 xy 与 )(2 xy 线性无关，函数 )()( 2211 xyCxyCy += 中含有两个独立的任意常

数 1C 和 2C 。 

9.2  一阶微分方程与可降阶的高阶微分方程 

9.2.1  可分离变量的微分方程 

定义 9.2  形如 

)()(
d
d ygxf
x
y
=                           （9.1） 

的微分方程，称为可分离变量的方程。该微分方程的特点：等式右边可以分解成两个函数之

积，其中一个仅是 x 的函数，另一个仅是 y 的函数，即 )(xf ， )(yg 分别是变量 x， y 的已
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知连续函数。 
其解法如下： 
第 1 步，分离变量，即将上述微分方程化为等式一边仅含变量 y ，而另一边仅含变量 x

的形式，得 

xxf
yg
y d)(

)(
d

=  

其中 ( ) 0≠yg 。 

第 2 步，两边同时分别积分，即对上式两边同时分别积分，得 

∫ ∫= xxf
yg
y d)(

)(
d

                         （9.2） 

（9.2）式是（9.1）式的通解。称以上两步的求解过程为分离变量法，分离变量法是求解微分

方程的一种基本方法，也是很有用的方法，在后面将会看到这个方法的应用。 
例 9.2  求微分方程 02 =−′ xyy 的通解。 

解  把微分方程变形为            xy
x
y 2

d
d

=  

分离变量，得                        xx
y
y d2d
=  

两边积分，有                       ∫ ∫= xx
y
y d2d

  

求不定积分，得                     1
2ln Cxy +=  

变形为                              
2

1 ee xCy ±=  

令 1eCC ±= ，则微分方程通解为
2

e xCy = （C 为任意常数）。 

注意： 1eCC ±= ， 0≠C ，但 0=C 时， 0=y 是原方程的解，因此，C 可以为0 ，所以

C 为任意常数。 
例 9.3  曲线上任意点 ),( yxM 处的切线垂直于该点与原点的连线，求此曲线方程。 
解  设曲线方程为 )(xfy = （图 9.1），点 ),( yxM 处的切线MT 的斜率为 y′，OM 连线

斜率为
x
y
，由切线与OM 连线相互垂直的条件，得 

1−=⋅′
x
yy ，即  

y
x

x
y

−=
d
d

 

这是一阶可分离变量微分方程。用分离变量，变形后得 
xxyy dd −=  

两边同时积分，得    ∫ ∫−= xxyy dd   

求不定积分，有      1

22

22
Cxy

+−=  

化简得出通解为    Cyx =+ 22 （ 12CC = 为任意常数） 

于是，所求的曲线方程为 Cyx =+ 22 （C 为任意常数）。 

 
图 9.1 
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9.2.2  齐次型微分方程 

定义 9.3  形如 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yf

x
y

d
d

                           （9.3） 

的微分方程，称为齐次型微分方程。利用变换，可以把齐次型微分方程化为可分离变量的微

分方程。 
具体解法如下： 

第 1 步，作变换，即设
x
yu = ，则 xuy = ，两边对 x 求导数，得

x
uxu

x
y

d
d

d
d

+= ； 

第 2 步， 分离变量，即将
x
yy

d
d, 的表达式代入原方程，得 )(

d
d uf
x
uxu =+ ，即

uuf
x
ux −= )(

d
d

，这是一个关于u 一阶可分离变量的微分方程； 

第 3 步，利用分离变量法，求出第 2 步中的微分方程的解，然后再用
x
yu = 代入所求出

的解，即可得所给齐次型微分方程的通解。 
例 9.4  求微分方程 ( ) 0dd 22 =−+ yxyxxy 的通解。 

解  将微分方程变形为        2

2

d
d

xxy
y

x
y

−
= =

1

2

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
y
x
y

 

这是一个齐次型微分方程。令
x
yu = ，则 xuy = ，

x
uxu

x
y

d
d

d
d

+= ，代入上式，得 

1d
d 2

−
=+

u
u

x
uxu  

分离变量，有                      u
u

u
x
x d1d −
=  

两边积分，得                      ∫∫
−

= u
u

u
x
x d1d

 

求不定积分，有                 ||ln||ln||ln Cuux +−=  

化简，得                           uCxu e=  

将
x
yu = 代入上式，得到原方程的通解为 x

y

Cy e= （C 为任意常数）。 

9.2.3  一阶线性微分方程 

定义 9.4  形如 

)()(
d
d xQyxP
x
y

=+                        （9.4） 

的微分方程，称为一阶线性微分方程，其中 )(xP ， )(xQ 都是 x 的已知连续函数，“线性”

是指未知函数 y 和它的导数 y′都是一次的。 
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若 ( ) 0≡xQ ，有 

0)(
d
d

=+ yxP
x
y

                           （9.5） 

称（9.5）式为一阶齐次线性微分方程，若 ( )xQ 0≠ ，则称 （9.4）式为一阶非齐次线性微分

方程。通常称（9.5）式为 （9.4）式所对应的齐次线性微分方程。 
下面我们研究一阶线性微分方程的解法。 
先求一阶齐次线性微分方程（9.5）的解，将（9.5）式分离变量化为 

xxP
y
y d)(d

−=  

两边积分，得 

∫ +−= ||lnd)(||ln CxxPy  

化简为                       ∫−=
xxP

Cy
d)(

e （C 为任意常数）                （9.6） 

（9.6）式就是微分方程（9.5）的通解。显然，当C 为任意常数时，（9.6）式不是微分方程（9.4）
的通解，由于非齐次线性微分方程（9.4） 右端是 x 的非零函数 )(xQ ，因此，可猜想将（9.6）
式中常数C 换成待定函数 )(xu 后，（9.6）式有可能成为（9.4）式的解。 

设 ( ) ∫−=
xxP

xuy
d)(

e 为一阶非齐次线性微分方程（9.4）的解，并对其求导数，有 

( ) ( ))(e)(e
d)(d)(

xPxuxuy
xxPxxP

−⋅+′=′ ∫∫ −−
 

将 y 和 y′代入（9.4）式后，得 

( ) )(e)()(e)()(e
d)(d)(d)(

xQxuxPxPxuxu
xxPxxPxxP
=+−′ ∫∫∫ −−−

 

化简，有         )(e)(
d)(

xQxu
xxP
=′ ∫− ，即   ∫=′

xxP
xQxu

d)(
e)()(  

两边积分，得                CxxQxu
xxP

+= ∫ ∫ de)()(
d)(

 

将 )(xu 代入 ( ) ∫−=
xxP

xuy
d)(

e ，得到（9.4）式的通解为 

∫−=
xxP

y
d)(

e ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +∫ ∫ CxxQ

xxP
de)(

d)(
（C 为任意常数）        （9.7） 

（9.7）式称为一阶非齐次线性微分方程（9.4）的通解公式。 
以上求解的方法称为常数变易法。用常数变易法求一阶非齐次线性微分方程的通解的步

骤为： 
第 1 步，利用分离变量法，先求出非齐次线性微分方程所对应的齐次微分方程的通解； 
第 2 步， 再设一阶非齐次线性微分方程的解，即将所求出的齐次微分方程的通解中的任

意常数C 改为待定函数 )(xu ； 
第 3 步， 将所设解代入非齐次线性微分方程后，解出 )(xu ，可求得非齐次线性微分方程

的通解。 
例 9.5  求方程 cos 2 siny y x x x′ − = 的通解。 

解  利用分离变量法，先求原微分方程所对应的齐次微分方程的解，即 
d cos 0
d
y y x
x
− =                        （9.8） 
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对（9.8）式利用分离变量，得          d cos dy x x
y
=  

两边积分, 得                       d cos dy x x
y
=∫ ∫  

求不定积分，有                  ||ln|sin|ln||ln Cxy +=  
即齐次微分方程（9.8）式的通解为        xCy sin=                           （9.9） 

将（9.9）式中的任意常数C 换成待定函数 )(xu ，设 xxuy sin)(= 代入原微分方程，得 
xxxxxuxxuxxu sin2cotsin)(cos)(sin)( =−+′  

化简，有               xxxxu sin2sin)( =′ ，即 xxu 2)( =′  

解得                               Cxxu += 2)(  
将 )(xu 代入 xxuy sin)(= ，得到原微分方程的通解为 

xCxy sin)( 2 += （C 为任意常数） 

例 9.6  求微分方程 0tancos2 =−+′ xyxy 满足初始条件 0)0( =y 的特解。 

解  将原微分方程化为标准形式为 

xxxy
x
y 22 sectansec

d
d

=+                      （9.10） 

此方程为一阶非齐次线性微分方程。 
利用分离变量法，先求（9.10）式所对应的齐次线性微分方程的解，即 

0sec
d
d 2 =+ xy
x
y

                           （9.11） 

对（9.11）式利用分离变量，得   xx
y
y dsecd 2−=  

两边积分，得                 ∫∫ −= xx
y
y dsecd 2  

求不定积分，有              ||lntan||ln Cxy +−=  

即齐次微分方程（9.11）式的通解为    xCy tane−=                             （9.12） 

将（9.12）式中的任意常数C 换成待定函数 )(xu ，设 xxuy tane)( −= 代入（9.10）式，得 

xxxxuxxuxu xxx 22tan2tantan sectansece)()sec(e)(e)( =+−⋅+′ −−−  

化简，得        xxxu x 2tan sectane)( =′ − ，即 xxxxu tan2 esectan)( =′  

解得        ∫= xxxxu xdesectan)( tan2 = ∫ )(tandetan tan xx x = ∫ )e(dtan tan xx  

= ∫− )(tandeetan tantan xx xx = Cx xx +− tantan eetan  

将 )(xu 代入 xxuy tane)( −= ，得到原微分方程的通解为  
xxxx CxCxy tantantantan e1tan)ee(tane −− +−=+−= （C 为任意常数） 

再求特解。把条件 0)0( =y 代入通解，得   1=C 。 

于是，满足初始条件的特解为   xxy tane1tan −+−= 。 

9.2.4  可降阶的高阶微分方程 

这里简单介绍三种类型的高阶微分方程，解法的基本思想是所谓“降阶” 法。 
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1． )()( xfy n = 型的微分方程 

对这类方程的解法是逐次积分法，即只需通过 n次积分就可得到方程的通解。 
例 9.7  求微分方程 xy x sine2 +=′′′ 的通解。 

解  对所给方程接连积分三次，得 

∫ +−=+=′′ 1
22 cose

2
1d)sine( Cxxxy xx  

∫ ++−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=′ 21

2
1

2 sine
4
1dcose

2
1 CxCxxCxy xx  

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−= xCxCxy x dsine

4
1

21
2 = 32

2
1

2

2
1cose

8
1 CxCxCxx ++++  

这就是所求的通解。 

2． ),( yxfy ′=′′ 型的微分方程 

此类方程的特点是：方程右端不显含未知函数 y 。利用降阶法求解，其具体解法如下： 
设 )(xpy =′ ，则 )(xpy ′=′′ ，代入方程 ),( yxfy ′=′′ ，得 ))(,()( xpxfxp =′ 。这时可

降为关于自变量 x 和未知函数 )(xp 的一阶微分方程，若可以求出其通解 ),( 1Cxp ϕ= ，则

),( 1Cxy ϕ=′ 再积分一次就能得到原方程的通解。 

例 9.8  求微分方程 yxyx ′=′′+ 2)1( 2 的通解。 

解  由于方程 yxyx ′=′′+ 2)1( 2 不显含未知函数 y ，所以设 )(xpy =′ ，则 )(xpy ′=′′ ，将

其代入所给方程，得 

xp
x
px 2

d
d)1( 2 =+  

分离变量，有                      x
x
x

p
p d

1
2d

2+
=  

两边积分，得                     ∫∫ +
= x

x
x

p
p d

1
2d

2   

求不定积分，有               ||ln|1|ln||ln 1
2 Cxp ++=  

即                                )1( 2
1 xCp +=  

)1( 2
1 xCy +=′  

所以其方程的通解为       2
3

11
2

1 3
1d)1( CxCxCxxCy ++=+= ∫  

3． ),( yyfy ′=′′ 型的微分方程 

此类方程的特点是：方程右端不显含未知函数 x 。利用降阶法求解，可把 y 暂时看做自

变量，作变换，其具体解法如下： 

设 )(ypy =′ ，则
y
pp

x
y

y
yp

x
yy

d
d

d
d

d
)(d

d
d

=⋅=
′

=′′ ，代入方程 ),( yyfy ′=′′ ，得 

),(
d
d pxf
x
pp =  
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这时可降为关于未知函数 y 和 p 的一阶微分方程，如果能求出其解 ),( 1Cyp ϕ= ，则由

),(
d
d

1Cy
x
y ϕ= 可求出原方程的通解。 

例 9.9  求微分方程 2)(yyy ′=′′ 的通解。 

解  这个方程不显含 x 。设 )(ypy =′ ，则
y
ppy

d
d

=′′ ，代入方程得 0
d
d2 =−
y
pypp ，即 

0
d
d

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
pypp  

由此有 0=p 或 0
d
d

=−
y
pyp ，由 0=p ，即 0=′y ，得 Cy = ；而由 0

d
d

=−
y
pyp ，可分离变

量为
y
y

p
p dd
= ，积分得 ||ln||ln||ln 1Cyp += ，即 yCp 1= ，有 yC

x
y

1d
d

= ，可分离变量为

xC
y
y dd

1= ，两边积分，得 ||ln||ln 21 CxCy += ，化简，得 xCCy 1e2= 。在通解中令 01 =C ，

得 Cy = 。因此，当 0=p 时的解（ Cy = ）已包含在 xCCy 1e2= 中，所以， xCCy 1e2= 即为所

求方程的通解。 

9.3  二阶常系数线性微分方程 

9.3.1  二阶线性微分方程解的结构 

定义 9.5  形如  
)()()( xfyxqyxpy =+′+′′                       （9.13） 

的微分方程, 其中 )(xp ， )(xq ， )(xf 都是自变量 x的已知连续函数， 称（9.13）式为二阶

线性微分方程, 称 )(xf 为自由项。当 0)( ≠xf 时, 称为二阶非齐次线性微分方程；当 0)( =xf
时, 称为二阶齐次线性微分方程, 即 

0)()( =+′+′′ yxqyxpy                        （9.14） 
这类方程的特点是：方程左端各项只含 y ′′ ，y′或 y ，且每项均为 y ′′ ，y′或 y 的一次项，

方程右端是已知函数或零。例如 xyyxy tan4sin =+′⋅+′′ 是二阶非齐次线性微分方程，而

xxyyxy =+′+′′ 24 就不是二阶线性微分方程，因为方程左端含 2y 项。 

为了寻找二阶线性微分方程的解法，需要先研究二阶齐次线性微方程解的结构。有如下

定理： 
定理 9.1 （齐次线性微分方程解的叠加原理）如果函数 1y 和 2y 是齐次线性微分方程

（9.14）式的两个解，则函数 2211 yCyCy += 也是方程（9.14）式的解；且当 1y 与 2y 线性

无关时， 2211 yCyCy += 就是方程（9.14）式的通解（其中 1C ， 2C 是任意常数）。 
证  因为 1y ， 2y 为方程  0)()( =+′+′′ yxqyxpy 的两个解，所以有 

0)()( 111 =+′+′′ yxqyxpy ，   0)()( 222 =+′+′′ yxqyxpy  
将 2211 yCyCy += 直接代入方程（9.14）式的左端，得            

yxqyxpy )()( +′+′′ =（ 2211 yCyC ′′+′′ ）+ ))(( 2211 yCyCxp ′+′ + ))(( 2211 yCyCxq +  
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= 1C （ 111 )()( yxqyxpy +′+′′ ）+ 2C （ 222 )()( yxqyxpy +′+′′ ） 
= 000 21 =⋅+⋅ CC  

所以， 2211 yCyCy += 是方程（9.14）式的解。 
因为 1y 与 2y 线性无关，所以任意常数 1C 和 2C 是两个独立的任意常数，即解

2211 yCyCy += 中所含独立的任意常数的个数与方程（9.14）式的阶数相同，所以它又是方

程（9.14）式的通解。 
定理 9.2 （非齐次线性微分方程解的结构）如果函数 *y 为非齐次线性微分方程（9.13）

式的一个特解，Y 为齐次线性微分方程（9.14）式的通解，则 *yYy += 为非齐次线性微分方

程（9.13）式的通解。 
证  因为 *y 是方程（9.13）式，Y 是方程（9.14）式的解，所以有 

)()())(()( *** xfyxqyxpy =+′+′′  ， 0)()( =+′+′′ YxqYxpY  

利用 *yYy += 代入方程（9.13）式的左端，得 
yxqyxpy )()( +′+′′ = )( * ′′+ yY + )(xp )( * ′+ yY + )(xq )( *yY +  

= ( )YxqYxpY )()( +′+′′ + ))())(()(( *** yxqyxpy +′+′′ = ( )xf+0 = ( )xf  

于是函数 *yYy += 是方程（9.13）式的解，又因为Y 是方程（9.14）式的通解，也就是说Y
含有两个独立的任意常数，所以 *yYy += 是方程（9.13）式的通解。 

9.3.2  二阶常系数齐次线性微分方程的解法 

定义 9.6  形如 
0=+′+′′ qyypy                        （9.15） 

的微分方程，其中 qp, 均为已知常数，称（9.15）式为二阶常系数齐次线性微分方程。 

由定理 9.1 告诉我们，欲求常系数齐次线性微分方程（9.15）式的通解，只须求出它的

两个线性无关的特解即可。根据求导数的经验，知道指数函数 xλe （其中λ为常数）对它的

各阶导数都只差一个常数因子，所以猜想函数 xy λe= 有可能是方程（9.15）式的解。 

将 xy λe= ， xy λλe=′ 及 xy λλ e2=′′ 都代入方程（9.15）式，得 0eee2 =++ xxx qp λλλ λλ ， 

因为 0e ≠xλ ，所以有 
02 =++ qpλλ                          （9.16） 

由此可见，只要λ满足代数方程（9.16）式，函数 xy λe= 就是微分方程（9.15）式的解。把

代数方程（9.16）式称为微分方程（9.15）式的特征方程。特征方程（9.16）式的根称为特

征根。这样，求微分方程（9.15）式的特解的问题，可以通过求代数方程（9.16）式的根而

得到。 
特征方程（9.16）式是一个一元二次代数方程, 其中 2λ 、λ的系数及常数项恰好是微分

方程（9.15）式中 y ′′ 、 y′及 y 的系数。由于 qp, 的不同，特征根有三种不同的情况，微分方

程（9.15）式的解也有以下三种不同的情况。       
（1）当特征方程（9.16）有两个不相等的实根 1λ 和 2λ 时，即 21 λλ ≠ 。那么 xy 1e1

λ= ，

xy 2e2
λ= 就是微分方程（9.15）的两个特解，由于 ( ) ≠= − x

y
y

21e
2

1 λλ 常数，所以 1y 与 2y 线性无

关。根据定理 9.1 知，微分方程（9.15）通解为 xx CCy 21 ee 21
λλ += ； 
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（2）当特征方程（9.16）有两个相等的实根时，即 21 λλ = =λ，微分方程（9.15）只有一

个解 xy λe1 = ，这时直接验证可知 xxy λe2 = 是微分方程（9.15）的另一个解，且 1y 与 2y 线性

无关，所以方程（9.15）的通解为 xx xCCy λλ ee 21 += = xxCC λe)( 21 + ； 
（3）当特征方程（9.16）有一对共轭复根时，即 βαλ i1 += 与 βαλ i2 −= （其中 βα , 均

为实常数且 0≠β ），此时，微分方程（9.15）有两个线性无关的特解 ( )xy βα i
1 e += 与 ( )xy βα i

2 e −= ，

所以微分方程（9.15）的通解为 
xx BAy )i()i( ee βαβα −+ += = )ee(e ii xxx BA ββα −+  

利用欧拉公式 θθθ sinicosei += ，还可以得到实数形式的通解 
)sincos(e 21 xCxCy x ββα +=  

其中 i)(21 BACBAC −=+= , （读者自己完成）。在一般情况下，如无特别声明，要求写出实

数形式的解。  
由上所述，求二阶常系数齐次线性微分方程的通解的步骤如下： 
第 1 步，写出微分方程的特征方程 02 =++ qpλλ ； 

第 2 步，求出特征根； 
第 3 步，根据特征根的情况按下表写出所给微分方程的通解。 
 

特征方程 02 =++ qpλλ 的根 微分方程 0=+′+′′ qyypy 的通解 

有两个不相等的实根
1λ ，

2λ  xx CCy 21 ee 21
λλ +=  

有两个相等的实根
21 λλ = =λ  xxCCy λe)( 21 +=  

有一对共轭复根 βαλ i1 += ， βαλ i2 −=  )sincos(e 21 xCxCy x ββα +=  

 
例 9.10  求微分方程 06 =−′+′′ yyy 的通解。 

解   微分方程 06 =−′+′′ yyy 的特征方程为 062 =−+ λλ ，其特征根为 31 −=λ ，

22 =λ ，于是，所给微分方程的通解为 xx CCy 2
2

3
1 ee += − 。 

例 9.11  求微分方程 044 =+′+′′ yyy 满足初始条件 1)0( =y ， 1)0( =′y 的特解。 

解  微分方程的特征方程为 0442 =++ λλ ，其特征根为λ = 221 −== λλ （二重特征根）

故所给微分方程的通解为 xxCCy 2
21 e)( −+= 。由初始条件 1)0( =y ，得 11 =C ；又因为

xxCCCy 2
212 e)22( −−−=′ ，由 1)0( =′y ，得 )2(1 12 CC −= ，从而有 32 =C ，于是所求的特

解为 xxy 2e)31( −+= 。 
例 9.12  求微分方程 0=+′+′′ yyy 的通解。 

解  微分方程 0=+′+′′ yyy 的特征方程为 012 =++ λλ ，其特征根为 i
2
3

2
1

1 +−=λ , 

i
2
3

2
1

2 −−=λ ，于是，所给微分方程的通解为 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

−
xCxCy

x

2
3sin

2
3cose 21

2
1

。 

9.3.3  二阶常系数非齐次线性微分方程的解法 

定义 9.7  形如 
)(xfqyypy =+′+′′                        （9.17） 

的微分方程，其中 p ， q 均为已知常数，称（9.17）式为二阶常系数非齐次线性微分方程。 
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由定理 9.2 可知，求常系数非齐次线性微分方程方程（9.17）的通解，可先求出其对应

的常系数齐次线性微分方程（9.15）的通解，再求出常系数非齐次线性微分方程方程（9.17）
的一个特解，二者之和就是方程（9.17）的通解。虽然求常系数齐次线性微分方程（9.15）的

通解已经解决，但是常系数非齐次线性微分方程方程（9.17）的特解应该怎样求呢？这里仅

对 )(xf 是多项式、三角函数、指数函数及其乘积几种情况进行讨论，利用待定系数法，求出

它的一个特解。  

1． ( ) ( )= e x
mf x P x μ  

其中 μ是常数， )(xPm 是关于 x 的m 次多项式，即 

0
1

1)( axaxaxP m
m

m
mm +++= −

− L  

方程（9.17）变为 
=+′+′′ qyypy x

m xP μe)(                       （9.18） 

由于方程（9.18）右端自由项 x
m xP μe)( 的导数仍是多项式与指数函数 xμe 的乘积，因此，

猜想方程（9.18）的特解也是多项式与指数函数 xμe 的乘积，可设 
xxQy μe)(* =  

其中 )(xQ 是多项式，我们将 xxQy μe)(* = 代入方程（9.18），整理后得到 

)()()()()2()( 2 xPxQqpxQpxQ m=+++′++′′ μμμ              （9.19） 

（9.19）式右端是一个m 次多项式，所以，左端也应该是m 次多项式，由于多项式每求一次

导数，多项式的次数就要降低一次，因此有以下三种情形： 
（1）当 μ不是特征方程 02 =++ qpλλ 的根时，即当 02 ≠++ qpμμ 时，（9.19）式左边

)(xQ 与m 次多项式 )(xPm 的次数相同，所以 )(xQ 是一个m 次待定多项式，设 

)(xQ = )(xQm = 0
1

1 bxbxb m
m

m
m +++ −

− L                   （9.20） 
其中 01 ,,, bbb mm L− 是 1+m 个待定系数，把（9.20）式代入（9.19）式，比较等式两边同次幂

的系数，就可得到以 01 ,,, bbb mm L− 为未知数的 1+m 个线性方程组，从而解 01 ,,, bbb mm L− ，

即确定 )(xQm ，于是得到方程（9.18）的一个特解为 * ( )e x
my Q x μ= ； 

（2）当 μ是特征方程 02 =++ qpλλ 的单根时，即当 02 =++ qpμμ ，而 02 ≠+ pμ 时，

则（9.19）式变为 )()()2()( xPxQpxQ m=′++′′ μ 。由此可见， )(xQ′ 与 )(xPm 同幂次，所

以应设 )(xQ = )(xxQm 。把它代入（9.19）式，可求出 )(xQm 的 1+m 个系数，从而得到方

程（9.18）的一个特解为 x
m xxQy μe)(* = ； 

（3）当 μ是特征方程 02 =++ qpλλ 的重根时，即当 02 =++ qpμμ ，且 02 =+ pμ 时，

则（9.19）式变为 )()( xPxQ m=′′ 。由此可见， )(xQ ′′ 与 )(xPm 同幂次，所以应设 )(xQ = )(2 xQx m 。

把它代入（9.19）式，可求出 )(xQm 的系数，从而得到方程（9.18）的一个特解为 
x

m xQxy μe)(2* =  

综上所述，我们得到如下结论： 
二阶常系数非齐次线性微分方程 

=+′+′′ qyypy x
m xP μe)(  

具有如下形式的特解 
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x
m

k xQxy μe)(* =                          （9.21） 

其中 )(xQm 是一个m 次多项式，它的系数由（9.21）式中的 )(xQ = )(xQx m
k 代入（9.19）式，

利用待定系数法而确定，（9.21）式中的 k 确定如下： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

是特征方程的重根

是特征方程的单根

不是特征方程的根

μ
μ
μ

,2
,1
,0

k  

2． ( ) ( )= e cosx
mf x P x xα β 或 ( ) ( )= sinx

mf x P x e xα β  

其中 βα , 是实数， )(xPm 是一个m 次多项式。 

方程（9.17）变为 
=+′+′′ qyypy xxP x

m βα cose)(               （9.22） 

或                             =+′+′′ qyypy xxP x
m βα sine)(               （9.23） 

在这里，利用欧拉公式 θθθ sinicosei += ，我们可先令 βαμ i+= ，运用第 1 种类型中所

述的方法来确定辅助方程 
=+′+′′ qyypy x

m xP μe)(  
的特解。则上述方程中的特解可写成 *

2
*
1

* iyyy += 的复数的代数形式。并且利用下面定理 9.3

可以证明： *y 的实部 *
1y 是方程（9.22）的特解； *y 的虚部 *

2y 是方程（9.23）的特解。 
定理 9.3 （非齐次线性微分方程解的分离定理） 如果 1y 是方程 )(1 xfqyypy =+′+′′ 的

解， 2y 是方程 )(2 xfqyypy =+′+′′ 的解，则 21 yyy += 是方程 
)()( 21 xfxfqyypy +=+′+′′                    （9.24） 

的解。 
证  把 21 yyy += 代入方程（9.24）的左端，有 

qyypy +′+′′ = )()()( 212121 yyqyypyy ++′++′′+  
=（ 111 qyypy +′+′′ ）+（ 222 qyypy +′+′′ ）= )()( 21 xfxf +  

例 9.13  求微分方程 22 xyyy =+′−′′ 的一个特解。 

解   因为微分方程 22 xyyy =+′−′′ 的自由项 xxxf 02e)( = 中的 0=μ 不是特征方程

0122 =+− λλ 的根， 2
2 )( xxP = 是 x 的二次多项式，所以，可设一个特解为 

xCBxAxy 02* e)( ++= = CBxAx ++2  

代入所给方程，得 
22)2(22 xCBxAxBAxA =++++−  

比较系数，得                     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−

=

022
04

1

CBA
BA

A
 

解得                             6,4,1 === CBA  

故所求特解为 642* ++= xxy 。 

例 9.14  求微分方程 xxyyy −=−′−′′ e32 的通解。 

解  微分方程                    xxyyy −=−′−′′ e32                    （9.25） 
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所对应的齐次方程为                  032 =−′−′′ yyy                       （9.26） 

其特征方程为                        0322 =−− λλ  
其特征根为                        31 =λ  ,   12 −=λ  

所以齐次方程（9.26）的通解为        =Y xx CC −+ ee 2
3

1  

又因为非齐次方程（9.25）的自由项 xxxf −= e)( 中的 1−=μ 是特征方程 0322 =−− λλ 的

单根，所以可设方程（9.25）的一个特解为 xBAxxy −+= e)(* 从而把 )()( BAxxxQ += 代入

（9.19）式，得 
xBAxA =+− )2(42  

比较系数，得                    
⎩
⎨
⎧

=−
=−

042
18

BA
A

 

解得                             
16
1,

8
1

−=−= BA  

于是                            xxxy −+−= e)12(
16
1*  

所以，所求的通解为 *yYy += = xx CC −+ ee 2
3

1
xxx −+− e)12(

16
1

。 

例 9.15   求微分方程 xyyy 2e44 =+′−′′ 的通解。 

解  微分方程                    xyyy 2e44 =+′−′′                     （9.27） 
所对应的齐次方程为                  044 =+′−′′ yyy                       （9.28） 

其特征方程为                       0442 =+− λλ  
其特征根为                            1λ = 22 =λ  

所以齐次方程（9.28）的通解为         xxCCY 2
21 e)( +=  

又因为非齐次方程（9.27）的自由项 xxf 2e)( = 中的 2=μ 是特征方程 0442 =+− λλ 的

重根，所以可设方程（9.27）的一个特解为 xAxy 22* e= ，从而把 2)( AxxQ = 代入（9.19）式，

得 12 =A ，即
2
1

=A ，于是 xxy 22* e
2
1

= 是方程（9.27）的一个特解。因此 

*yYy += = xxCCY 2
21 e)( += + xx 22e

2
1

是所给方程的通解。 

例 9.16  求微分方程 xyyy x sine2 =−′−′′ 的一个特解。 

解  因为微分方程 
xyyy x sine2 =−′−′′                        （9.29） 

的自由项 xxf x sine)( = 是 x)i1(e + 的虚部，所以先求辅助方程 
xyyy )i1(e2 +=−′−′′                         （9.30） 

的特解。 
由于 i1+=μ 不是特征方程 022 =−− λλ 的根，因此可设 xAy )i1(* e += 是（9.30）式的一

个特解，把 AxQ =)( 代入（9.19）式得 1]2)i1()i1[( 2 =−+−+ A ，即 1)3i( =− A ，得 

10
i

10
3

10
i3

3i
1 −−=−−=
−

=A  

所以方程（9.30）的特解为  
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*y = x)i1(e
10
i

10
3 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− = )sini(cose

10
i

10
3 xxx +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−  

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− xxxx xx sin

10
3cos

10
1iesin

10
1cos

10
3e  

于是，
*y 的虚部 )sin3(cose

10
1*

2 xxy x +−= 是所给方程的一个特解。 

例 9.17  求微分方程 xxyyy x cossine2 +=−′−′′ 的通解。 

解  微分方程 xxyyy x cossine2 +=−′−′′ 所对应的齐次方程为 02 =−′−′′ yyy ，其特

征方程为 022 =−− λλ ，解得特征根为 11 −=λ , 22 =λ ，于是，所对应的齐次方程的通

解为 xx CCY 2
21 ee += − 。 

为了求原方程的一个特解，把所给的方程分解成为如下两个方程： 
xyyy x sine2 =−′−′′                       （9.31） 

xyyy cos2 =−′−′′                        （9.32） 

（9.31）式的特解在例 9.16 中已经求出，为 )sin3(cose
10
1*

12 xxy x +−= 。 

下面再求（9.32）式的特解，由于（9.32）式的自由项 xcos 为函数 xie 的实部，且 i=μ 不

是特征方程 022 =−− λλ 的根，所以可设 xAy i*
2 e= 为 

xyyy ie2 =−′−′′                        （9.33） 
的一个特解，把 AxQ =)( 代入（9.19）式，得 1)2ii( 2 =−− A ，即 

i
10
1

10
3

10
i3

i3
1 +−=+−=
+
−=A  

所以 xy i*
2 ei

10
1

10
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 是（9.33）式的一个特解。由于 

)sini(cosi
10
1

10
3ei

10
1

10
3 i*

2 xxy x +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−− xxxx sin

10
3cos

10
1isin

10
1cos

10
3  

于是，其实部 xxy sin
10
1cos

10
3*

21 −−= 是方程（9.32）的一个特解。 

因此，原微分方程的通解为 
*
21

*
12 yyYy ++=  

= xx CC 2
21 ee +− )sin3(cose

10
1 xxx +− xx sin

10
1cos

10
3

−−  

9.4  微分方程在数学建模中的应用 

前面几节主要研究几类常见的微分方程的解法，本节将介绍几个典型例子，以说明常微

分方程在数学建模中的一些应用。 
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1．人口预测模型 

由于资源的局限性，当今大家都注意有计划地控制人口的增长，为了得到人口预测模型，

必须先搞清影响人口增长的因素，而影响人口增长的因素很多，如人口的自然出生率，人口

的自然死亡率，人口的迁移、战争等诸多因素。如果一开始就把所有因素都考虑进去，则无

从下手。于是，先把问题简化，建立比较简单的模型，再逐步修改，得到较完善的模型。 
例 9.18 （马尔萨斯（Malthus）模型）英国人口统计学马尔萨斯在 1798 年提出了闻名于

世的马尔萨斯人口模型。他的基本假设是：在人自然增长过程中，净相对增长率（出生率与

死亡率之差）是常数，即单位时间内人口的增长量与人口成正比，比例系数设为γ 。在此假

设下，推导并求解人口随时间变化的数学模型。 
解  设时刻 t 的人口为 )(tN ，把 )(tN 当作连续、可微函数处理（因人口总数很大，可近

似地这样处理，此乃离散变量连续化处理），据马尔萨斯的假设，在 t 到 tt Δ+ 时间段内，人

口的增长量为 
ttNtNttN Δ=−Δ+ )()()( γ  

并设 0tt = 时刻的人口为 0N ，于是 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

00 )(
d
d

NtN

N
t
N γ  

这就是马尔萨斯人口模型，用分离变量法，可求出其解为 
)(

0
0e)( ttNtN −= γ  

此式表明人口以指数规律随时间无限增长。 
模型检验：据估计 1961 年地球上人口总数为 91006.3 × ，而在以后 7 年中人口总数以每

年 2%的速度增长。这样 0t =1961， 0N = 91006.3 × ，γ =0.02，于是 

)(tN = 91006.3 × e )1961(02.0 −t  

这个公式非常准确地反映了在 1700 年~1961 年间世界人口总数。但是，后来人们用马尔萨斯

模型计算结果与人口资料比较，却发现有很大的差异。尤其是在用此模型预测较遥远的未来

地球人口总数时，发现问题更大。因此，1838 年荷兰生物学家韦尔侯特（Verhulst）把马尔

萨斯模型进行了修改，提出了如下的逻辑（Logistic）模型。 
例 9.19 （逻辑（Logistic）模型）马尔萨斯模型为什么不能预测未来的人口呢？这主要

是地球上的各种资源只能供一定数量的人生活，随着人口的增加，自然资源环境条件等因素

对人口增长的限制作用越来越显著。如果当人口较少时，人口的自然增长率可以看做常数的

话，那么当人口增加到一定数量以后，这个增长率就要随人口的增加而减少。因此，应对马

尔萨斯模型中关于净增长率为常数的假设进行修改。荷兰生物学家韦尔侯特引入常数 mN ，

用来表示自然环境条件所能容许的最大人口数（一般说来，一个国家工业化程度越高，它的

生活空间就越大，食物就越多，从而 mN 就越大），并假设净增长率等于γ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

mN
tN )(1 ，即净

增长率随着 )(tN 的增加而减少，当 mNtN →)( 时，净增长率趋于零。按此假定建立人口预测

模型。 
解  由韦尔侯特假定，马尔萨斯模型应改为 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

00 )(

1
d
d

NtN

N
N
N

t
N

m
γ  

上式就是逻辑模型。该方程用分离变量法，得到其解为 

)(

0

0e11
)(

ttm

m

N
N

NtN
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

=
γ

 

下面，对该模型作一简要分析： 
（1）当 +∞→t 时， mNtN →)( ，即无论人口初值如何，人口总数趋向于极限 mN ； 
（2）当 mNN <<0 时， )(tN 是时间 t 的单调增函数； 

（3）计算二阶导数可知，人口增长率
t
N

d
d

在
2

mN
处最大，当 <N

2
mN
时，

t
N

d
d

是单调增

加的；当 >N
2

mN
时，

t
N

d
d

是单调减少的。也就是说在人口总数达到极限值一半以前是加速

生长期，过这一点后，生长的速率逐渐变小，并且迟早会达到零，这是减速生长期； 
（4） 用该模型检验美国从 1790 年到 1950 年的人口，发现模型计算的结果与实际人口在

1930 年以前都非常吻合。自从 1930 年以后，误差越来越大，一个明显的原因是在 20 世纪 60
年代美国的实际人口数已经突破了 20 世纪初所设的极限人口，由此可见该模型的缺点之一是

mN 不易确定，事实上，随着一个国家经济的腾飞，它所拥有的食物就越丰富， mN 的值就越

大； 
（5）用逻辑模型来预测世界未来人口总数。某生物学家估计， 029.0=γ ，又当人口总数

为 91006.3 × 时，人口每年以 2%的速率增长。由逻辑模型得 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

mN
N

t
N

N
1

d
d1 γ ，即 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×
−=

mN

91006.31029.002.0  

从而有 mN = 91086.9 × ，即世界人口总数极限值近 100 亿。 

需要说明的是：人也是一种生物。因此，上面关于人口模型的讨论，原则上也可以用于

在自然环境下单一的物种生存的其他生物，如森林的树木、池塘中的鱼等，逻辑模型有着广

泛的应用。 

2．混合气体的数学模型 

例 9.20  设一容器内原有气体 a 升，内含有氧气b 升，现以 1v 升/分的速度注入含氧浓

度为γ 的混合气体，同时以 2v 升/分的速度抽出混合均匀的气体，求容器内含氧变化的数学模

型（不妨设 21 vv ≠ ）。 
解  设时刻 t 容器内的含氧量为 )(tx ，考虑在 t 到 tt d+ 时间段内容器中氧的变化情况，

在 d t 时间内 
容器中氧的改变量=注入的混合气体中所含氧量－抽出的混合气体中所含氧量 

容器中氧的改变量 xd ，注入的混合气体中所含氧量为γ 1v d t ，t 时刻容器内气体的含氧

浓度为
tvva

tx
)(

)(

21 −+
，假设在 t 到 tt d+ 时间段内容器中气体的含氧浓度不变（事实上，容器
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内气体的含氧浓度时刻在变，由于 d t 时间很短，可以这样认为）。于是抽出的混合气体中所

含氧量为
tvva

tx
)(

)(

21 −+ 2v d t ，这样可列出方程为 

d x =γ 1v d t t
tvva

xv d
)( 21

2

−+
−  

即                         
t
x

d
d

=γ 1v  
tvva

xv
)( 21

2

−+
−  

又因为 t = 0 时，容器内含有氧气b 升，于是得到该问题的数学模型为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
−+

+

bx

v
tvva

xv
t
x

)0(
)(d

d
1

21

2 γ  

这是一阶非齐次线性微分方程的初值问题，其解为 

21

2

)(
)(])([)(

21
21

vv
v

tvva
aabtvvatx

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−+−+= γγ  

下面对该问题进行一下简单的讨论，由上式不难发现： t 时刻容器中气体的含氧浓度为 
1

2121

21

2

)()(
)()(

+
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

−+
= ⋅ vv

v

tvva
a

a
ab

tvva
txtp γγ  

当 12 vv < 时，且当 +∞→t 时， γ→)(tp ，即长时间地进行上述过程，容器中气体的含氧浓

度将趋向于注入含氧浓度γ 。可以看到，该模型不仅适用于气体的混合，而且还适用于讨论

液体的混合。 

3．振动模型 

振动是生活与工程中的常见现象，研究振动规律有着极其重要的意义。在自然界中，许

多振动现象都可以抽象为下述振动问题。 
例 9.21  设有一个弹簧，它的上端固定，下端挂一个质量为m 的物体，试研究其振动规

律。 
解  假设（1）物体的平衡位置位于坐标原点，并取 x 轴的正向

铅直向下（见图 9.2）。物体的平衡位置是指物体处于静止状态时的位

置。此时，作用在物体上的重力与弹性力大小相等，方向相反；（2）
在一定的初始位移 0x 及初始速度 0v 下，物体离开平衡位置。并在平

衡位置附近进行没有摇摆的上下振动；（3）物体在 t 时刻的位置坐标

)(txx = ，即 t 时刻物体偏离平衡位置的位移；（4）在振动过程中，

受阻力作用，阻力的大小与物体的速度成正比，阻力的方向总是与速

度方向相反，因此阻力为 h
t
xh ,

d
d− 为阻尼系数；（5）当质点有位移

)(tx 时，假设所受的弹簧恢复力是与位移成正比的，而恢复力的方向

总是指向平衡位置，也就是说总与偏离平衡位置的位移方向相反，因此所受弹簧恢复力为

kx− ，其中 k 为劲度系数；（6）在振动过程中受外力 )(tf 作用。 

在上述假设下，根据牛顿第二定律得 

 
图 9.2 
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)(
d
d

d
d

2

2

tfkx
t
xh

t
xm +−−=                    （9.34） 

这就是该物体的强迫振动方程。 
由于方程（9.34）中， )(tf 的具体形式没有给出，所以，不能对方程（9.34）直接求解。

下面分四种情形对其进行讨论。 
（1）无阻尼自由振动 
在这种情况下，假定物体在振动过程中，既无阻力，又不受外力作用。此时方程（9.34）

变为 

0
d
d

2

2

=+ kx
t
xm  

令 2ω=
m
k

，方程（9.34）变为 

0
d
d 2

2

2

=+ x
t
x ω  

特征方程为 022 =+ωλ ，其特征根为 i,i 21 ωλωλ −== ，所以通解为 
tCtCx ωω sincos 21 +=  

或将其写成 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

+
+= t

CC

C
t

CC

C
CCx ωω sincos

2
2

2
1

2
2
2

2
1

12
2

2
1  

= )sincoscos(sin ttA ωϕωϕ + = )sin( ϕω +tA  

其中 2
2

2
1 CCA += ，

2
2

2
1

1sin
CC

C

+
=ϕ ，

2
2

2
1

2cos
CC

C

+
=ϕ 。 

这就是说，无阻尼自由振动的振幅 A，频率
m
k

=ω 均为常数。 

（2）有阻尼自由振动 
在这种情况下，考虑物体所受到的阻力，不考虑物体所受的外力。此时方程（9.34）变

为 

0
d
d

d
d

2

2

=++ kx
t
xh

t
xm  

令 2ω=
m
k

， δ2=
m
h

，方程（9.34）变为 

0
d
d2

d
d 2

2

2

=++ x
t
x

t
x ωδ  

特征方程为 02 22 =++ ωδλλ ，其特征根为 22
1 ωδδλ −+−= ， 22

2 ωδδλ −−−= 。 

根据δ 与ω的关系，又分为如下三种情形： 
① 大阻尼情形，δ >ω。特征根为二个不相等的实根，通解为 

tt CCx )(
2

)(
1

2222
ee ωδδωδδ −−−−+− +=  

② 临界阻尼情形，δ =ω，特征根为重根，通解为 
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ttCCx δ−+= e)( 21  

这两种情形，由于阻尼比较大，都不发生振动。当有一初始扰动以后，质点慢慢回到平

衡位置，位移随时间 t 的变化规律分别如图 9.3 和图 9.4 所示。 

             
图 9.3                                     图 9.4 

③ 小阻尼情形， ωδ < 。特征根为共轭复数，通解为 

)sincos(e 22
2

22
1 tCtCx t δωδωδ −+−= −  

将其简化为 

)sin(e 22 ϕδωδ +−= − tAx t  

其中 2
2

2
1 CCA += ，

2
2

2
1

1sin
CC

C

+
=ϕ ，

2
2

2
1

2cos
CC

C

+
=ϕ ，振幅

tA δ−e 随时间 t 的增加而

减少。因此，这是一种衰减振动。位移随时间 t 的变化规律分别如图 9.5。 
（3）无阻尼强迫振动 
在这种情形下，设物体不受阻力作用，其所受外力为简谐

力 ptmtf sin)( = ，此时方程（9.34）变为 

ptmkx
t
xm sin

d
d

2

2

=+  

ptx
t
x sin

d
d 2

2

2

=+ω  

根据 ip=μ 是否等于特征根 iω ，其通解可分为如下两种情形： 
① 当 ω≠p 时，其通解为 

tCtCpt
p

x ωω
ω

sincossin1
2122 ++

−
=  

此时，特解的振幅 22
1

p−ω
为常数，但当 p 接近ω时，将会导致振幅增大，发生类似共振的

现象； 
② 当 ω=p 时，其通解为 

tCtCptt
p

x ωω sincoscos
2
1

21 ++−=  

此时，特解的振幅 t
p2

1
随时间 t 的增加而增大，这种现象称为共振。即当外力的频率 p 等于

 
图 9.5 
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物体的固有频率ω时，将发生共振。 
（4）阻尼强迫振动 
在这种情形下，假定振动物体既受阻力作用，又受外力 ptmtf sin)( = 的作用，并设

δ <ω，方程（9.34）变为 

ptx
t
x

t
x sin

d
d2

d
d 2

2

2

=++ ωδ  

特征根 22
2,1 i δωδλ −±−= ， 0≠δ ，则 ip=μ 不可能为特征方程的根，特解为 

]cos2sin)[(
4)(

1 22
22222

* ptpptp
pp

x δω
δω

−−
+−

=  

由此可见，在有阻尼的情况下，将不会发生共振现象。不过，当 ω=p 时 

pt
p

x cos
2

1*

δ
−=  

若δ 很小，则仍会有较大的振幅；若δ 比较大，则不会有较大的振幅。 
下面，举一个在电学中的振动模型的具体例子，即电子

振荡。 
考察如图 9.6 所示的电路，它包括电阻 R ，电容C ，电

感 L及电动势 ptEE sin0= ， 
则根据电学知识可建立关于电容上存储的电量 )(tQQ = 的微

分方程为 

ptEQ
Ct

QR
t
QL sin1

d
d

d
d

02

2

=++  

它与阻尼强迫振动方程相类似。因此，振动模型与电子振荡模型的数学处理方法是完全相同

的。这样可以把关于振动模型的结论用于电子振荡模型。例如共振现象，当电子振荡方程中

电动势的频率 p 等于LRC回路的固有频率时，也会使电路出现共振现象，这种共振现象就是

收音机电台调谐的依据。 

9.5  本章小结 

9.5.1  内容提要 

1．基本概念 

微分方程，常微分方程，微分方程的阶数，通解，特解，初始条件，线性相关，线性无

关，可分离变量的微分方程，线性微分方程，常系数线性微分方程，齐次线性微分方程，非

齐次线性微分方程，特征方程，特征根。 

2．基本定理 

齐次线性微分方程解的叠加原理，非齐次线性微分方程解的结构定理，非齐次线性微分

方程解的分离定理。 

图 9.6 
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3．基本方法 

可分离变量法，常数变易法，降阶法，特征方程法，待定系数法。 

9.5.2  疑点解析 

问题 1  一阶微分方程如何求解？ 
解析  一般地说，并不是每一个微分方程都能求出其解析解的，大多数微分方程求不出

解析解，则可求其数值解。本章主要介绍了三种一阶微分方程的解法。对于求解一阶微分方

程的基本思路是： 
第 1 步， 判断是否是可分离变量的微分方程。若是，用可分离变量法求解；若不是，进

行下一步； 

第 2 步， 判断是否是齐次型微分方程。若是，用变换
x
yu = ，将其方程化为关于 x 和u 可

分离变量的微分方程，用可分离变量法求解；若不是，进行下一步； 
第 3 步， 判断是否是线性微分方程。若是，用常数变易法求解，即先求齐次线性微分方

程的通解，并将其通解中的任意常数设为函数，再代入非齐次线性微分方程求出所设的函数，

就可得到线性微分方程的通解。 
利用以上解题思路，一阶微分方程问题基本上可得到解决。 
问题 2  二阶常系数非齐次线性微分方程如何求解？ 
解析  求解二阶常系数非齐次线性微分方程的具体步骤如下： 
第 1 步，求出特征方程的特征根，并写出其对应的齐次方程的通解Y ； 
第 2 步，用待定系数法求出微分方程的一个特解

*y ，特解
*y 的具体求法见下表； 

第 3 步，写出通解
*yYy += ； 

第 4 步， 如果题目还给出初始条件 0000 )(,)( yxyyxy ′=′= ，则将此条件代入通解的表

达式，确定出常数 21, CC ，从而求得满足初始条件的特解。 
 

自由项 )(xf 的形式 特   解  形  式 
x

m xPxf μe)()( =  当μ不是特征方程的根时， x
m xQy μe)(* =  

当μ是特征方程的单根时， x
m xxQy μe)(* =  

当μ是特征方程的重根时， x
m xQxy μe)(2* =  

xxPxf x
m βα cose)()( = 或 xxPxf x

m βα sine)()( =  利用欧拉公式 xxx βββ sinicosei += ，化 

为 x
m xPxf μe)()( = 的形式求特解，其中 

βαμ i+= ，再分别取其实部或虚部。 

 
例 9.22  求微分方程 xyy cos=+′′ 的通解。 

解一  这是一道二阶常系数非齐次线性微分方程。 
第 1 步，先求出方程 xyy cos=+′′ 所对应的齐次方程 0=+′′ yy 的通解Y 。其特征方程

为 012 =+λ ，特征根为 i1 =λ ， i2 −=λ ，所以，对应的齐次方程的通解为 
xCxCY sincos 21 +=  

第 2 步，再求 xyy cos=+′′ 的一个特解 *y 。由于方程 xxyy cosecos 0==+′′ ， i=μ 是

特征方程的单根，所以可设特解为 *y = )sincos( xBxAx + 代入原方程，可得
2
1,0 == BA ，



 ·146· 

于是，得到特解为
*y = xxsin

2
1

； 

第 3 步，写出通解。因此，所求的通解为 Yy = + *y = xCxC sincos 21 + + xxsin
2
1

。 

上述解法一般表达为：若二阶常系数非齐次线性微分方程 )(xfqyypy =+′+′′ 中的自由

项 ]sin)(cos)([e)( xxPxxPxf nh
x ββα += ，则该微分方程的特解可设为 

*y = ]sin)(cos)([e xxRxxQx mm
xk ββα +  

其中 )(),( xRxQ mm 都是m 次待定多项式， { }nhm ,max= ，若自由项中的 βα , ，设 βαμ i+= ，

μ不是特征方程的根，则取 0=k ；若 μ是特征方程的单根，则取 1=k 。 
解二  第 1 步，方程 xyy cos=+′′ 所对应的齐次方程 0=+′′ yy 的通解为 

xCxCY sincos 21 +=  

第 2 步，再求 xyy cos=+′′ 的一个特解
*y 。先求辅助方程 

xyy ie=+′′                             （9.35） 

的特解，由于 i=μ 是特征方程的单根，所以可设
*y = xAx ie 是（9.35）的一个特解。将 AxxQ =)(

代入（9.19）式，得 1i2 =A ，即 i
2
1−=A ，于是 

*y = xx iei
2
1− = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=+− xxxxxxx cos

2
1isin

2
1)sini(cosi

2
1  

因此，取 *y 的实部 xxy sin
2
1*

1 = 是方程 xyy cos=+′′ 的一个特解； 

第 3 步，写出通解。所以，所求的通解是 Yy = + *y = xCxC sincos 21 + + xxsin
2
1

。 

此方法一般表达为：若二阶常系数非齐次线性微分方程 )(xfqyypy =+′+′′ 中的自由项

xxPxf x
m βα cose)()( = 或 xxPxf x

m βα sine)()( = ，可设 x
m xPxf μe)()( = ，其中 βαμ i+= ，

先求辅助方程 
=+′+′′ qyypy x

m xP μe)(  

的一个特解。可设其方程的特解为 x
m

k xQxy μe)(* = ，其中 μ不是特征方程的根，则取 0=k ；

若 μ是特征方程的单根，则取 1=k ， )(xQm 都是m 次待定多项式。再把特解写成复数的代

数式，即 *
2

*
1

* iyyy += ，则 *
1y 是方程 =+′+′′ qyypy xxP x

m βα cose)( 的一个特解，
*
2y 是方程

=+′+′′ qyypy xxP x
m βα sine)( 的一个特解。 

习  题  9 

1．指出下列微分方程的阶数： 
（1） 268 +=−′′ xyy ；      （2） )sin()( 6 yxyyy +=′′′−′′′ ； 

（3） 06sin)8( =++ xyy ；    （4） 0)(5)( 7543 =+−′+′′ xyyy 。 

2．验证下列题中各函数是否是所给微分方程的解？ 

（1） 32xxyy −=′ , 21 xxy −= ；  （2） xyyxy sin,22 =+=′′ ； 
（3） )ln(,0dd)( xCxyyxxyx −==+− （C 为常数）； 
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（4）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

π
=

=

,
4

)0(

dsincosdsincos

y

xxyyyx
 0cos

2
2cos =− xy  

3．试求以原点为圆心，R 为半径的圆所满足的微分方程。 
4．所有轴平行于 y 轴的抛物线组成的曲线族，求此曲线族的微分方程。 
5．设曲线上任一点处 ),( yxP 的法线与 x 轴的交点为 Q，且线段 PQ 被 y 轴平分，求所

满足的微分方程。 
6．求下列各微分方程的通解： 
（1） 0ln =−′ yyyx  ；          （2） 0553 2 =′−+ yxx  ；    
（3） ( ) 0d1dsec =++ yxxyx ；    （4） 0sincos =′⋅+ yyxy ；     

（5）
xy
xy

x
y

−
+

=
d
d

；              （6） yy e1 =′+ 。 

7．求下列微分方程满足初始条件的特解： 

（1） ( ) ( ) 11,ee1 ==′+ yyy xx ；     （2） ( ) ( ) 12,ln 2
2 ==′ y

x
yyy ； 

（3） 5.0)1(,2 ==+′ yyyyx ；     （4） 3)0(, ==′ yyy 。 
8．若曲线 )0≥)()(( xfxfy = 与以 ],0[ x 为底围成的曲边梯形的面积与纵坐标 y轴的 1+n

次幂成正比，已知 1)1(,0)0( == ff ，求此曲线方程。 

9．求下列微分方程的通解： 

（1） x
y

x
yy e+=′ ； （2）

xy
yy
−

=′ ； （3） 0sin =−−′ y
x
yxyx ； 

（4） 0sin =−+′ x
x
yy ；（5） xyy 3e2 =+′ 。 

10．求下列微分方程满足初始条件的特解： 
（1） 1)0(,e ==−′ yxyy x  ；      （2） 1)(,sin =π=+′ yxyyx ； 

（3） 1)1(,0ln ==+−′ yxyyx ；   （4） 0)1(,121
2 ==−+′ yy

x
xy 。 

11．下列函数组中哪些是线性相关的？哪些是线性无关的？ 
（1） x 2, x ；          （2） xe , 1e +x  ；    （3） xe , x2e  ； 

（4） xsin , xcos      （5） 32 ln,ln xx ；    （6） xe , xxe 。 

12．求下列微分方程的通解： 
（1） 02 =−′+′′ yyy ；                  （2） 04 =′−′′ yy ；  
（3） 02 =+′−′′ yyy ；                  （4） 09 =−′′ yy ； 
（5） 02 =−′+′′ yyy ；                  （6） 0823 =−′−′′ yyy ； 

（7） 0134 =+′+′′ yyy ；                （8） 02 =+′′ yay （a 为常数）。 

13．求下列微分方程的通解：          
（1） xyyy e22 =−′+′′ ；               （2） 1345 2 +=+′+′′ xyyy ； 
（3） 444 =+′+′′ yyy ；                （4） 32 +−=′+′′ xyy  ； 

（5） 2xyyy =+′+′′ ；                 （6） xyyy 2cos52 =+′−′′ ； 
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（7） xyyy sin323 =+′+′′  ；            （8） xyyy x 2sine134 2−=+′+′′ 。 

14．求下列微分方程满足初始条件的特解： 
（1） 10)0(,6)0(034 =′==+′−′′ yyyyy , ； 
（2） 5)0(,0)0(043 −=′==−′−′′ yyyyy , ； 
（3） 1)(,1)π(2sin =π′=−=+′′ yyxyy , 。 

15．若曲线过点（2,3），且曲线在两坐标轴间的任意切线段均被切点平分，求该曲线的

方程。 
16．设曲线上任一点 P 处的切线与 x 轴的交点为 A，原点与点 P 之间的距离等于点 A 到

点 P 之间的距离，且曲线过点（1,2），求此曲线的方程。 
17．跳伞员与降落伞共重 150kg，当伞张开时，他以 10m/s 的速度垂直下落，设空气阻

力与速度成正比，且当速度为 5m/s 时，空气阻力为 60kg，试求跳伞员的下落速度与时间的

关系。 

18．设将质量为 m 的物体在空气中以初速度 0v 垂直上抛，且空气阻力为
22vc （c 为常数），

求在上升过程中速度与时间的函数关系。 

19．长为 6m 的链条自桌上无摩擦地向下滑动，假定在运动开始时链条自桌上垂下部分

已有 1m，试问需多少时间链条才全部滑过桌子？ 
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第 10 章  空间解析几何与向量 
在自然科学和工程技术中，所遇到的几何图形经常是空间几何图形，用代数的方法研究

空间几何图形的性质和规律的学科，称为空间解析几何。还经常要遇到一种既有大小又有方

向的量即向量。在本章中将介绍向量的概念、向量的运算以及以向量作为工具来研究空间解

析几何的有关内容。 

10.1  空间直角坐标系与向量的概念 

10.1.1  空间直角坐标系 

在空间取三条相互垂直且相交于一点 O 的数轴，其交点 O 称为这些数轴的原点，并且它

们的长度单位通常取相同的。这三条数轴分别称为 x 轴、y 轴和 z 轴，一般是把 x 轴和 y 轴放

置在水平面上，那么 z 轴就垂直于水平面。z 轴的正向按下述法则规定如下：伸出右手，让

四指与大拇指垂直，并使四指先指向 x 轴的正向，然后让四指沿握拳方向旋转 90°指向 y 轴

的正向，这时大拇指所指的方向就是 z 轴的正向，这个法则称为右手法则（如图 10.1）。这样

就组成了右手空间直角坐标系。在由此三条坐标轴组成的空间直角坐标系中，x 轴称为横轴，

y 轴称为纵轴，z 轴称为竖轴，O 称为坐标原点，每两轴所确定的平面称为坐标平面，简称坐

标面。x 轴与 y 轴所确定的坐标面称为 xOy 坐标面，类似地有 yOz 坐标面，zOx 坐标面。这

些坐标面把空间分为八个部分，每一部分称为一个卦限。在 xOy 坐标面上方有四个卦限，下

方有四个卦限。含 x 轴、y 轴和 z 轴的正向的卦限称为第Ⅰ卦限，然后从 z 轴的正向向下看，

按逆时针顺序依次为Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ卦限，对于分别位于Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ卦限下面的四个卦限，

依次为Ⅴ，Ⅵ，Ⅶ，Ⅷ（图 10.2）。 

        
图 10.1                                         图 10.2 

下面，来建立空间点与有序数组的对应关系。 
设 P 是空间直角坐标系中的任意一点，过点 P 作垂直于 xOy 坐标面的直线得垂足 1P ，过

点 1P 分别作与 x 轴，y 轴垂直且相交的直线，过点 P 作与 z 轴垂直且相交的直线，依次得到
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x，y，z 轴上的三个垂足为 M，N，R。设 x，y，z 分别为点 M，N，R 在数轴上的坐标。这样

空间直角坐标系内的任一点就确定了唯一的一组有序数组 x，y，z，用（x,y,z）表示。 
反之，任给出一组有序数组 x，y 和 z，它们

分别在 x 轴，y 轴和 z 轴上对应点 M，N，R，过

点 M，N 并在 xOy 坐标面内分别作 x 轴和 y 轴的

垂线，交于点 1P 。过点 1P 作 xOy 坐标面的垂线

PP1 ，过点 R 作 PP1 的垂直相交的直线得交点 P 。

这样一组有序数组就确定了空间直角坐标系内唯

一的一个点 P，而 x ， y 和 z 恰好是点 P 的坐标。

由此可见，建立了空间的一点与一组有序数

（ x , y , z ）之间的一一对应关系。有序数组

（ x , y , z ）称为点 P 的坐标（图 10.3）， x， y ，
z 分别称为 x坐标， y 坐标， z 坐标。 

10.1.2  向量的概念及其线性运算 

1．向量的概念 

在实际问题中，常见到有两类量: 一类是只有大小，没有方向的量，称为数量或标量，

如长度，重量，温度等；还有一类是既有大小，又有方向的量，称为向量或矢量，如力，速

度，加速度等。一般地，用黑体小写字母表示向量，如 a，b，c 等，

有时为了书写方便也用 cba rrr ,, 等表示向量。几何上，也常用有向线段

来表示向量，起点为 A，终点为 B 的向量记为
⎯→⎯
AB （图 10.4）。 

向量的大小称为向量的模。用|a|，|b|，|c|， ||
⎯→⎯
AB ， ||

⎯→⎯
MN 表示向

量的模。 
模为 1 的向量称单位向量。模为 0 的向量称零向量，记为 0。规

定零向量的方向为任意方向。 
在本书中，如果两个向量的方向相同，模也相同，则视为同一个向量，或称这两个向量相

等，不关心向量的位置，由此，向量在空间任意地平行移动后不变，又称此向量为自由向量。 

2．向量的线性运算 

（1）向量的加法 
定义 10.1  若已知两个向量 a 和 b，将向量 b 的起点与向量 a 的终点放在一起，则从向

量 a 的起点到向量 b 的终点的向量称为向量 a 与 b 的和向量，记为 a + b，（图 10.5）。 
这种求向量和的方法称为向量加法的三角形法则。由于向量可以平移，将两个向量 a 和

b 的起点放在一起，并以 a 和 b 为相邻两边作平行四边形，则从起点到对角顶点的向量亦为 a 
+ b（图 10.6）。这种求向量和的方法称为向量加法的平行四边形法则。 

由向量加法的定义可知，向量的加法满足下列运算律： 
交换律    a + b = b + a 
结合律    (a + b)+ c = a + (b + c) 

 
图 10.3 

 
图 10.4 
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图 10.5                               图 10.6 

（2）向量的数乘运算 
定义 10.2  实数λ与向量 a 的乘积是一个向量，称为λ与向量 a 的数乘，记做λ a，并

且规定：(ⅰ) |λ a|= λ |a|；(ⅱ)当 0>λ 时，λ a 的方向与 a 相同；当 0<λ 时，λ a 的方向

与 a 相反；(ⅲ)当 0=λ 时，λ a 是零向量。 
向量的数乘满足下列运算律: 
结合律  λ (μ a)=( λμ )a=μ (λ a) 
分配律  ( μλ + ) a =λ a +μ a ，λ (a + b)= λ a +λ b 

向量的加法运算与向量的数乘运算统称为向量的线性运算。 
设向量 a 是一个非零向量，把与 a 同向的单位向量记为 a0，那么 

a0=
a
a  

这是求与非零向量 a 同向的单位向量的方法。 
定义 10.3  当 1−=λ 时，记（-1）a= –a，则–a 与 a 的方向相反，模相等，–a 称为

向量 a 的负向量。 
引入负向量后，可以规定两向量的减法，即向量 a 与 b 的

差规定为 
a–b = a +（-1）b 

向量的减法也可按三角形法则进行，只要把 a 与 b 的起点

放在一起，a–b 即是以 b 的终点为起点，以 a 的终点为终点的

向量（图 10.7）。 

10.1.3  向量的坐标表示 

1．向径及其坐标表示 

定义 10.4  起点在坐标原点 O，终点为 P 的向量
⎯→⎯

OP 称为点 P 的向径，记为
⎯→⎯

OP（图 10.8）。 
在空间直角坐标系中，在坐标轴分别与 x轴， y 轴和 z 轴方向相同的单位向量称为基本

单位向量，分别记为 i，j，k。 

若点 P 的坐标为( 321 ,, aaa )，则向量
⎯→⎯
OA =a1i，

⎯→⎯
OB =a2j，

⎯→⎯
OC =a3k，由向量的加法法则

(如图 10.8)得 
⎯→⎯

OP =
⎯→⎯

1OP +
⎯→⎯

PP1  =(
⎯→⎯
OA +

⎯→⎯
OB )+

⎯→⎯
OC = 1a i + 2a j + 3a k 

即点 P( 321 ,, aaa )的向径
⎯→⎯

OP 的坐标表达式为 

 
图 10.7 
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⎯→⎯
OP = 1a i + 2a j + 3a k 

或简记为 
⎯→⎯

OP ={ 321 ,, aaa } 

2．向量
⎯→⎯

21PP 的坐标表示 

设 ),,( 1111 zyxP ， ),,( 2222 zyxP ，则以 1P 为起点，以 2P 为终点的向量是 
⎯→⎯

21PP =
⎯→⎯

2OP
⎯→⎯

− 1OP  

如图 10.9 所示，O 为坐标原点。又因为
⎯→⎯

2OP ，
⎯→⎯

1OP 都是向径，所以 

       
                    图 10.8                                        图 10.9 

⎯→⎯

1OP = 1x i + 1y j + 1z k 
⎯→⎯

2OP = 2x i + 2y j + 2z k 

于是                 
⎯→⎯

21PP =( 2x i + 2y j + 2z k)–( 1x i + 1y j + 1z k) 
            = ( 2x - 1x )i +( 2y - 1y )j +( 2z - 1z )k 

这就是，以 1P 为起点，以 2P 为终点的向量
⎯→⎯

21PP 的坐标表达式为 
⎯→⎯

21PP = ( 2x – 1x )i +( 2y – 1y )j +( 2z – 1z )k 

3．向量a = 1a i + 2a j + 3a k模 

任给一向量 a = 1a i + 2a j + 3a k，都可将其视为以点 P( 321 ,, aaa )为终点的向径
⎯→⎯

OP ，由

图 10.8 易知， ||
⎯→⎯

OP 2 = ||
⎯→⎯
OA 2 + ||

⎯→⎯
OB 2 + ||

⎯→⎯
OC 2

，| a| 2 = 2
3

2
2

2
1 aaa ++ ，即向量 a = 1a i + 2a j 

+ 3a k 的模为 

| a|= 2
3

2
2

2
1 aaa ++  
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4．空间两点间的距离公式 

设 )z,y,x( 1111P ， )z,y,x( 2222P 间的距离记为d ，则 d = || 21

⎯→⎯
PP ，而 

⎯→⎯

21PP = ( 2x – 1x )i +( 2y – 1y )j +( 2z – 1z )k 

所以                    d = 2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxx −+−+−  

显然，此公式是平面上两点间距离公式的推广。 

5．坐标表示下的向量运算 

设 a = 1a i + 2a j + 3a k ，b = 1b i + 2b j + 3b k ，则有 

（1）a + b =（ 11 ba + ）i +（ 22 ba + ）j +（ 33 ba + ）k ； 

（2）a–b =（ 11 ba − ）i +（ 22 ba − ）j +（ 33 ba − ）k ； 

（3）λ a =λ ( 1a i + 2a j + 3a k ) =λ 1a i +λ 2a j +λ 3a k 。 

这些证明都很简单，读者自己完成。 

6．两个重要结论 

设 a = 1a i + 2a j + 3a k ，b = 1b i + 2b j + 3b k ，则有 

（1）a= b⇔ 1a = 1b ， 2a = 2b ， 3a = 3b ； 

（2）a // b⇔
3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

== 。 

下面只就（2）给出证明。 
证  若 a // b ，则存在一个实数λ，使得 a=λ b ，即 

1a i + 2a j + 3a k =λ 1b i +λ 2b j +λ 3b k 

所以                         1a =λ 1b ， 2a =λ 2b ， 3a =λ 3b  

即                               
3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

== =λ  

（对于上式，若分母为零时，分子也必为零）。反之亦成立，所以结论（2）是成立的。 
例 10.1 （1）写出点 A (1，2，2)的向径； 
（2）写出起点为 A (1，2，2)，终点 B (6，0，3)的向量的坐标表达式； 
（3）计算 A，B 两点间的距离。 

解  （1）利用向径的坐标表示，有
⎯→⎯
OA =i +2j +2k ； 

（2）利用向量的坐标表示，得
⎯→⎯
AB =(6-1)i +(0-2)j +(3-2)k = 5i-2j +k ； 

（3）利用空间两点间的距离公式，有 d = ||
⎯→⎯
AB = 301)2(5 222 =+−+ 。 

例 10.2  设 a =2i -j +3k，b =-i -4j -2k 求 a + b，a–b，-3a 及|-3a|。 
解  利用坐标表示下的向量运算，有 

a + b =(2+(-1))i +(-1+(-4))j +(3+(-2))k = i -5j +k 
 a – b =(2-(-1))i +(-1- (-4))j +(3-(-2))k = 3i +3j +5k 

  -3a = -3(2i -j +3k ) = -6i +3j -9k 
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  |-3a| = 143126)9(3)6( 222 ==−++−  

10.2  向量的数量积与向量积 

10.2.1  向量的数量积 

设一物体在常力 F 作用下沿着直线从点 1P 移动到点 2P 。以 s 表示位移向量
⎯→⎯

21PP 。由物

理学知道，力 F 所作的功为 
=W |F| |s| θcos  

其中θ 为 F 与 s 的夹角（图 10.10）。即 F 所作的功等于两个向量 F，s 的模与其夹角余

弦的积，这种运算在其他问题中也经常会遇到，为

此，引出两个向量的数量积的概念。 

1．向量的数量积的定义 

定义 10.5  设向量 a，b 之间的夹角为 θ
（ π≤≤0 θ ），则称 

|a| |b| θcos  
为向量 a 与 b 的数量积，记做 a·b ，即 

a·b =|a| |b| θcos  
向量的数量积又称“点积”或“内积”。 
按上述定义，常力 F 作用下沿着直线从点 1P 移动到点 2P 所做的功可表为 

W =F·s   (s 表示位移
⎯→⎯

21PP ) 

例 10.3  已知向量 i，j，k 是三个基本单位向量，求证： 
i·j =j·k =k·i = 0 ，i·i =j·j =k·k = 1 

证  因为向量 i，j，k 是三个相互垂直的，所以向量 i，j，k 之间的夹角都为 90°，于是 
i·j = | i || j |cos90°= 011 ⋅⋅ = 0 

同理可证，j·k =k·i = 0。 
又因为向量 i，j，k 都是单位向量，所以| i | = | j | = | k | = 1，于是 

i·i = | i || i |cos0 o = 111 ⋅⋅ = 1 
同理可证，j·j =k·k = 1。 
由向量的数量积的定义可知，一般地有，a·a =| a| 2

。 
向量的数量积还满足下列运算律： 
交换律   a·b =b·a ； 
分配律  (a + b)·c =a·c + b·c ； 
结合律  λ (a·b)=(λ a)·b ，（其中λ为常数）。 

2．向量积的坐标表示 

设 a = 1a i + 2a j + 3a k ，b = 1b i + 2b j + 3b k ，则 

    a·b =（ 1a i + 2a j + 3a k ）·（ 1b i + 2b j + 3b k ） 

 
图 10.10 
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= 1a i·（ 1b i + 2b j + 3b k ）+ 2a j·（ 1b i + 2b j + 3b k ）+ 3a k·（ 1b i + 2b j + 3b k ） 

   = 1a 1b i·i + 1a 2b i·j + 1a 3b i·k + 2a 1b j·i + 2a 2b j·j + 2a 3b j·k+ 

 3a 1b k·i + 3a 2b k·j + 3a 3b k·k 
由例 10.3 和上述等式可知，a·b = 1a 1b + 2a 2b + 3a 3b 。即向量 a ={ 1a , 2a , 3a }与向量 b 

={ 1b , 2b , 3b }的数量积等于其对应坐标乘积之和。 

利用向量的数量积可得到两个向量的夹角及向量垂直的条件。 
因为 a·b =|a||b| θcos ，所以 

θcos =
|||| ba

ba ⋅ )≤≤0( πθ  

即为向量 a 与 b 的夹角余弦公式。如果已知 a = 1a i + 2a j + 3a k ，b = 1b i + 2b j + 3b k ， 

则                      θcos =
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

bbbaaa

bababa

++++

++  

如果向量 a ={ 1a , 2a , 3a }与向量 b ={ 1b , 2b , 3b }的夹角为 90°，则称为向量 a 与 b 垂直。由上

述公式可知： 
定理 10.1  向量 a 与 b 垂直的充分必要条件是 a·b = 0 或 1a 1b + 2a 2b + 3a 3b = 0。 

例 10.4  试讨论下列向量 a 与 b 的位置关系： 
（1）a ={1,-1,3}，b ={2,-2,6}； 
（2）a ={1,4,-1}，b ={2,-1,-2}。 
解 （1）因为 b = 2a，所以利用两个重要结论(2)可知，向量 a 与 b 平行，即 a//b。 
（2）因为 a·b = ( ) ( ) ( ) 0211421 =−×−+−×+× ，所以利用定理 10.1 可知，向量 a 与 b

垂直，即 a⊥ b 。 
例 10.5  求向量 a ={1, 2 ,-1}，b ={-1,0,1}的夹角。 
解  因为 a·b = 21)1(02)1(1 −=×−+×+−× ，|a |=2，|b |= 2 ， 

θcos =
|||| ba

ba ⋅
2
2

22
2

−=
−

=  

所以向量 a 与 b 的夹角为θ π
4
3

= 。 

例 10.6  设向量 a = 1a i + 2a j + 3a k 与 x轴， y 轴， z 轴正向的夹角分别为α ， β ， γ  
( π≤,,≤0 γβα ），称为向量 a 的三个方向角，并称 αcos ， βcos ， γcos 为 a 的方向余弦，

试证： 

（1）
2
3

2
2

2
1

1cos
aaa

a

++
=α ，

2
3

2
2

2
1

2cos
aaa

a

++
=β ，

2
3

2
2

2
1

3cos
aaa

a

++
=γ ；  

（2） 1coscoscos 222 =++ γβα ；  

（3）向量 a o ={ αcos ， βcos ， γcos }是与向量 a 同方向的单位向量。 
证 （1）因为α 是向量 a 与 i 的夹角，β 是向量 a 与 j 的夹角，γ 是向量 a 与 k 的夹角，而

单位向量 i，j，k 的坐标表达式分别为 i = {1,0,0}，j = {0,1,0}，k = {0,0,1}，所以有 

||||
cos

ia
ia ⋅

=α =
2
3

2
2

2
1

1

aaa

a

++
，

||||
cos

ja
ja ⋅

=β =
2
3

2
2

2
1

2

aaa

a

++
， 
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||||
cos

ka
ka ⋅

=γ =
2
3

2
2

2
1

3

aaa

a

++
； 

（2）利用（1）得 1
)(

coscoscos
22

3
2
2

2
1

2
3

2
2

2
1222 =

++

++
=++

aaa

aaa
γβα ； 

（3）利用（2）知 a0 是单位向量，又知 a = | a| a0，于是 a0 是与向量 a 同方向的单位向

量。 
例 10.7  设 a =2i -j +2k ，求 a 的方向余弦及 a0。 

解  | a| = 32)1(2 222 =+−+ ，由例 10.6 的（1），得 αcos =
3
2
， βcos =

3
1

− ， γcos =
3
2
，

于是 a o =
3
2 i

3
1

− j +
3
2 k 。 

10.2.2  向量的向量积 

在研究物体转动问题时，不但要考虑这物体所受的力，还要分析这些力所产生的力矩。 
设点O 为一杠杆 L 的支点，力 F 作用于杠杆上点 P

处（图 10.11）。根据物理学知识，力 F 对点 O 的力矩是

向量 M，其大小为 

| M|= ||
⎯→⎯

OR |F|= ||
⎯→⎯

OP |F| θsin  

其中 ||
⎯→⎯

OR 是支点 O 到力 F 的作用线的距离，θ 是向量 F

与
⎯→⎯

OP 的夹角。 
力矩 M 的方向规定为：伸出右手，让四指与大拇指垂

直，并使四指先指向
⎯→⎯

OP 的方向，然后让四指沿小于 180°方向握拳转 向 F 的方向，这时大拇

指所指的方向就是力矩 M 的方向（即
⎯→⎯

OP ，F，M 依次符合右手法则）。 

因此，力矩 M 是一个与向量
⎯→⎯

OP 和向量 F 有关的向量。其大小为 ||
⎯→⎯

OP |F| θsin ，其方

向满足：（1）M 既垂直于
⎯→⎯

OP 又垂直于 F；（2）向量
⎯→⎯

OP ，F，M 依次符合右手法则。 
在实际问题中，有许多向量具有上述特征。 

1．向量的向量积的定义 

定义 10.6  两个向量 a 与 b 的向量积是一个向量，记做 a×b，它的模和方向分别规定如

下： 
（1）|a×b| =| a||b| θsin ，其中θ 是向量 a 与 b 的夹角 ； 
（2）a×b 的方向规定为：a×b 既垂直于 a 又垂直于 b，并且按顺序 a，b，a×b 符合右

手法则（图 10.12）。 
按上述定义，作用于杠杆上点 P 的力 F 关于点 O 的力矩 M 可表为 

M =
⎯→⎯

OP ×F 
向量的向量积又称“叉积”，“外积”。 

 
图 10.11 
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图 10.12                                     图 10.13 

由图 10.13 可得，把向量 a，b 的起点放在一起，并以 a，b 为相邻边作一个平行四边形，

则向量 a 与 b 的向量积的模|a×b| =| a||b| θsin 是该平行四边形的面积。 
向量的向量积满足如下运算律: 
反交换律  a×b = -b×a ； 
分配律   (a + b)×c = a×c + b×c ； 
结合律   λ (a×b)=(λ a)×b = a× (λ b)，(其中λ为常数)。 
例 10.8  已知向量 i，j，k 是三个基本单位向量，求证： 

i× i = 0，j × j = 0，k×k = 0 
i× j = k，j ×k = i，k× i = j 

证  因为基本单位向量 i 与 i 是平行的，所以其夹角为θ = 0，从而 θsin = 0，因此 
| i× i | = | i || i | θsin = 0 

而模为 0 的向量为零向量，所以 i× i = 0 。 同理可证，j ×j = 0，k×k = 0 。 
因为基本单位向量 i 与 j 是垂直的，所以其夹角为θ = 90°，从而 θsin = 1，因此 

| i × j | = | i || j | θsin = 1 
又向量 i，j，k 依次符合右手法则，所以 i× j = k 。同理可证，j ×k = i，k× i = j 。 

由此可得： 
定理 10.2  两个非零向量 a 与 b 平行的充分必要条件为 a×b = 0。 

2．向量的向量积的坐标表示 

设 a = 1a i + 2a j + 3a k ，b = 1b i + 2b j + 3b k ，则 

  a×b = ( 1a i + 2a j + 3a k )× ( 1b i + 2b j + 3b k) 

         = 1a i× ( 1b i + 2b j + 3b k )+ 2a j× ( 1b i + 2b j + 3b k)+ 3a k× ( 1b i + 2b j + 3b k) 

      = 1a 1b i× i + 1a 2b i× j + 1a 3b i×k + 2a 1b j× i + 2a 2b j× j + 2a 3b j ×k 

        + 3a 1b k× i + 3a 2b k× j + 3a 3b k×k 

利用向量积的运算律和例 10.8 的结论，可得 
a×b = ( )2332 baba − i ( )1331 baba −− j + ( )1221 baba − k 

为了便于记忆，可将 a×b 表示成一个三阶行列式的形式，计算时，只需将其按第一行展

开即可。即 

a×b =

321

321

bbb
aaa
kji

 



 ·158· 

例 10.9  设 a =2i +j -k，b =i - j +2k ，求 a×b 。 

解  a×b =
211
112

−
−
kji

=
21
11

)1( 11

−
−

− + i +
21
12

)1( 21 −
− +  j +

11
12

)1( 31

−
− + k 

        = i - 5j - 3k  
例 10.10  求同时垂直于 a =i - 2j +k 和 b =2i - j +2k 的单位向量。 
解  设所求的同时垂直于 a，b 的单位向量为 c，则 

c =
|| ba

ba
×
×

±  

计算得                       a×b =
212
121

−
−

kji
=-3 i +3k 

于是所求的单位向量为 

c =
|| ba

ba
×
×

± =
99

1
+

± (-3 i +3k )= 
23

1
± (-3 i +3k ) =± ⎜⎜

⎝

⎛
−

2
1 i +

2
1 k ⎟⎟

⎠

⎞
 

10.3  平面与直线 

在本节中，将以向量作为工具，在空间直角坐标系中讨论最简单的几何图形——空间平

面和直线，并建立其相应的方程。 

10.3.1  平面方程 

1．平面的点法式方程 

定义 10.7  如果一非零向量 n 垂直于平面π，则称 n 为平面π的法向量。 
设平面π过点 ),,( 000 zyxM0 ，n ={ CBA ,, }为平面

π的法向量，下面推导平面π的方程。 
设点 ),,( zyxM 是在平面π上任一点 (图 10.14)，则
⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 在平面π上，由于 n⊥π，所以它们的数量积等

于零，即 

n·
⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 = 0 

由于 n ={ CBA ,, }，
⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 ={ 000 ,, zzyyxx −−− }，

所以有 
    0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA      (10.1) 
式(10.1)就是平面π 上任一点 M 的坐标 zyx ,, 所满足

的方程。 

反过来，如果 ),,( zyxM 不在平面π上，那么向量
⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 与法向量 n 不垂直，从而

 
图 10.14 
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n·
⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 0≠ ，即不在平面π上的点 M 的坐标 x, y, z 不满足的方程(10.1)。 

由此可见，平面π上任一点 M 的坐标都满足方程(10.1)，而不在平面π上任一点 M 的坐

标都不满足方程(10.1)。于是，方程(10.1)是所求的平面π 的方程。 
给定平面π上一点 ),,( 0000 zyxM 及平面π 的一个法向量 n ，平面π 可由方程(10.1)来确

定，所以方程(10.1) 称为平面的点法式方程。 

2．平面的一般式方程   

过点 ),,( 0000 zyxM ，以 n ={ CBA ,, }为法向量的点法式平面方程为 
0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA  

整理得 
0000 =++−++ )CzBy(AxCzByAx  

令 )( 000 CzByAxD ++−= ，则得方程为 
                      0=+++ DCzByAx                        (10.2) 

即平面π 的方程(10.1)可以写成形如 (10.2)的三元一次方程。反过来，任何一个三元一次方程 
0=+++ DCzByAx  

（ CBA ,, 不同时为零）是否代表某一个平面方程呢？ 
设 000 ,, zyx 是方程(10.2)的一组解，则有 

                              0000 =+++ DCzByAx                        (10.3) 

方程(10.2)减去方程(10.3)得  
                         0)( 000 =−+−+− zzC)yB(y)xA(x                   (10.4) 
(10.4)式正是过点( 000 ,, zyx )且以 n ={ CBA ,, }为法向量的点法式平面方程。而(10.4)与 (10.2)

同解，所以(10.2)式代表某一个平面方程。 
由此可见，在空间直角坐标系中，平面方程一定是一个三元一次方程，反之，任何一个

三元一次方程所表示的图形一定是一个平面。并称方程(10.2)为平面的一般式方程，方程(10.2)
的法向量为 n ={ CBA ,, }。 

例 10.11  求过点(1,2,-1)且垂直于向量 n ={-2,3,1}的平面方程。 
解  由平面的点法式方程，得 

0)1()2(3)1(2 =++−+−− zyx  
即所求平面方程为               0332 =−++− zyx  

例 10.12  求过三点 A(1,-1,0)，B(-1,0,1)，C(0,2,-1)的平面方程。 

解一  利用平面的点法式方程。先求出这个平面的法向量 n ，由于法向量 n 与向量
⎯→⎯
AB ，

⎯→⎯
AC 都垂直，而

⎯→⎯
AB ={-2,1,1}，

⎯→⎯
AC ={-1,3,-1}，所以有 

n =
⎯→⎯
AB ×

⎯→⎯
AC =

131
112
−−

−
kji

= -4i -3j -5k 

因此，过点 A (1,-1,0)，且以 n = -4i -3j -5k 为法向量的平面方程为 
05)1(3)1(4 =−+−−− zyx  

即所求平面方程为               01534 =−++ zyx ； 
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解二  利用平面的一般式方程。设所求的平面方程为 
0=+++ DzCyBxA  

把三点坐标分别代入上式，得 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−⋅+⋅+⋅
=+⋅+⋅+−⋅
=+⋅+−⋅+⋅

0)1(20
010)1(
00)1(1

DCBA
DCBA
DCBA

 

求得方程组的解为 1,5,3,4 −==== DCBA ，于是，所求的平面方程为 
01534 =−++ zyx  

从这题可以看出，解二比解一繁些，还需要解线性方程组，希望以后读者尽可能地用向

量观点来做题目。 
一般地，用三角形或平行四边形表示平面的图形。 
例 10.13  描绘出下列平面方程所表示平面的图形： 

(1) 2=y ；(2) 1=z ；(3) 22 =+ yx ；(4) 1=++
c
z

b
y

a
x

（ cba ,, 均不为 0）。 

解 （1）方程 2=y  表示过点(0,2,0)且平行于 zOx面的平面(图 10.15) ；（2）方程 1=z  表
示过点(0,0,1)且平行于 xOy 面的平面(图 10.16) ；（3）方程 22 =+ yx  表示过 xOy 面上的两

点(1,0,0)与(0,2,0)且以{2,1,0}为法向量的平面，由于法向量{2,1,0}与 z 轴垂直，所以该平面与

z 轴平行 (图 10.17)；(4)方程 1=++
c
z

b
y

a
x

表示过坐标轴上的点 A(a,0,0)，B(0,b,0)，C(0,0,c)

的平面(图 10.18)。 

          

  图 10.15                                        图 10.16 

3．两个平面的位置关系 

设两个平面π1 与π2 的方程分别为 
π1： 01111 =+++ DzCyBxA  
π2： 02222 =+++ DzCyBxA  

其法向量分别为 n1 ={ 111 ,, CBA }，n2 ={ 222 ,, CBA }，有如下结论： 
（1）若π1⊥π2⇔  n1⊥  n2⇔ 0212121 =++ CCBBAA ； 

（2）若π1//π2⇔  n1// n2⇔
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

==
2

1

D
D

≠ ； 
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图 10.17                                      图 10.18 

（3）若π1与π2 重合⇔
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

== =
2

1

D
D

； 

（4）平面π1 与π2 的夹角θ ，即为两个平面法向量夹角，其公式为 

||||
||cos

21

21

nn
nn ⋅

=θ =
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121 ||

CBACBA

CCBBAA

++++

++
（

2
π

≤≤0 θ ）； 

（5）点 ( )1111 ,, zyxP 到平面π： 0=+++ DCzByAx 的距离公式为 

222
111 ||

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= . 

下面只就(5)给出证明。 
证  为了求点 1P 到平面π的距离，在平面π上取定一点

2P ),,( 222 zyx ，则点 1P 到平面π的距离即为向量
⎯→⎯

21PP 在平

面π的法向量 n 上的投影的绝对值(图 10.19)，点 1P 到平面π

的距离为 

d = || 21

⎯→⎯
PP |cos| θ  

其中θ 为向量
⎯→⎯

21PP 与向量 n 的夹角。又 

θcos =
|||| 21

21

n

n
⎯→⎯

⎯→⎯
⋅

PP

PP  

则                    d = || 21

⎯→⎯
PP |cos| θ = || 21

⎯→⎯
PP

|||| 21

21

n

n
⎯→⎯

⎯→⎯
⋅

PP

PP =
||

21

n
n⋅

⎯→⎯
PP

 

其中   
⎯→⎯

21PP = ( 2x – 1x )i +( 2y – 1y )j +( 2z – 1z )k 

|| n
n

=
222

1

CBA ++
{ A  i + B  j + C  k } 

即  
222

121212 |)()()(|

CBA

zzCyyBxxA
d

++

−+−+−
= ，由于 0222 =+++ DCzByAx ，所以 

 
图 10.19 
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222
111 ||

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=  

例 10.14  试证平面π1： 0632 =+++ zyx 与平面π2： 08452 =−−+ zyx 垂直；而平

面π2 与平面π3： 0812156 =−−+ zyx 平行。 

证  设π1，π2与π3的法向量分别为 n1 ={1，2，3}，n2 ={2，5，-4}与 n3 ={6，15，-12}， 
由于 n1·n2= 0)4(35221 =−×+×+× ，所以 n1⊥  n2 ，即π1⊥π2； 

由于 n3=3 n2，所以 n2// n3 ，即π2//π3。 
例 10.15  求两个平面 062 =−+− zyx ， 052 =−++ zyx 的夹角。 

解  利用两个平面的夹角公式。这两个平面法向量分别为 n1 ={1,-1,2}，n2 ={2,1,1}，得 

||||
||cos

21

21

nn
nn ⋅

=θ =
2
1

66
3

1122)1(1

|121)1(21|
222222

==
+++−+

×+×−+×
 

因此，两个平面的夹角θ =
3
π
。 

例 10.16  求点(-2,1,1) 到平面 0622 =−−− zyx 的距离。 

解  利用点到平面的距离公式，得 

4
9

12

)2()2(1

|61)2(1)2()2(1|
222

==
−+−+

−×−+×−+−×
=d  

例 10.17  一平面通过两点 A(1,1,1)和 B(0,-1,1)且垂直于平面 02 =+− zyx ，求平面方程。 

解  利用平面的点法式方程。先求出所求平面的法向量 n 。设已知平面的法向量为 n1，

由已知条件知，法向量 n 与向量
⎯→⎯
AB ，n1 都垂直，而

⎯→⎯
AB ={-1，-2，0}，n1={1，-1，2}，所

以有 

n =
⎯→⎯
AB ×n1=

211
021

−
−−

kji
= -4i +2j +3k 

因此，过点 A (1，1，1)，且以 n = -4i +2j +3k 为法向量的平面方程为 
0)1(3)1(2)1(4 =−+−+−− zyx  

即所求平面方程为               01324 =−++− zyx  

10.3.2  直线方程 

1．直线的参数方程 

定义 10.8  如果一个非零向量 s 平行于直线 L，则称 s 为直线 L的方向向量。 
设直线 L过点 ),,( 0000 zyxM ，s ={ cba ,, }为直线 L 的方向向量，下面推导直线 L的方程。 

设点 ),,( zyxM 是在直线 L上任一点，由于
⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 在直线 L上，所以

⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 // s，利用向

量平行的结论，即 
⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 = t s （ t 为实数） 

由于 s ={ cba ,, }，
⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 ={ 000 ,, zzyyxx −−− }，所以有 



 ·163· 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−
=−

tczz
tbyy
taxx

0

0

0

 

于是，得 

                                   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

ctzz
btyy
atxx

0

0

0

                            (10.5) 

式(10.5)就是直线 L 上任一点 M 的坐标 zyx ,, 所满足的方程。 

反过来，如果点 ),,( zyxM 不在直线 L上，那么
⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 与 s 就不平行，从而

⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 t≠ s ，

即不在直线 L上点 M 的坐标 zyx ,, 不满足的方程(10.5)。 

由此可见，在直线 L上任一点的坐标都满足(10.5)式，而不在直线 L上点的坐标都不满

足(10.5)式，所以(10.5)式是直线 L的方程，并称(10.5)式为直线 L的参数方程，其中 t 为参数。 

2．直线的标准式方程 

在直线 L的参数方程(10.5)中，消去参数 t ，得 

                           
c

zz
b

yy
a

xx 000 −
=

−
=

−
                     (10.6) 

其中 ),,( 000 zyx 是直线 L上的已知点，{ cba ,, }为直线 L的方向向量，称(10.6)式为直线的标

准式方程。 
因为 s 0≠ ，所以a ，b，c 不全为零，但当有一个为零时，例如 0=c ，(10.6)应理解为 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

−
=

−

00

00

zz

b
yy

a
xx

 

当有两个为零时，例如 0== ca ，(10.6)应理解为 

⎩
⎨
⎧

=−
=−

0
0

0

0

zz
xx

 

例 10.18  直线 L过点 0M (1,2,-1)且与平面 032 =++ zx 垂直，求直线 L的参数方程和标

准式方程。 
解  设所求直线 L的方向向量为 s ，因为所求直线 L垂直于已知平面，所以可以取已知

平面的法向量 n = {2,0,1}为所求直线 L的方向向量 s ，即 s = n = {2,0,1} 。由此可得，所求

直线 L的参数方程为 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
=

+=

tz
y

tx

1
2

21
 

直线 L的标准方程为 

1
1

0
2

2
1 +

=
−

=
− zyx  
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3．直线的一般式方程 

空间直线也可以看成两个平面的交线，因此可以用两个平面方程的联立方程组来表示直

线方程，即 

                          
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

                     (10.7) 

由于两个平面相交，所以方程组(10.7)中的 111 ,, CBA 与 222 ,, CBA 不成比例，即法向量 n1 

={ 111 ,, CBA }与 n2 ={ 222 ,, CBA }不平行，称式(10.7)是直线 L的一般式方程。 

直线的一般式方程与直线的标准式方程可以相互转化。 
将直线的一般式方程 (10.7)式化为直线的标准式方程的具体步骤如下： 
第 1 步，首先求出满足(10.7)式的任意一组解 000 ,, zyx 。点 ),,( 0000 zyxM 即为直线 L上的

点； 
第 2 步，再求直线 L上的方向向量 s 。由于方向向量 s 与两个平面的法向量 n1、n2 都

垂直，所以可取 s = n1×n2 ； 
第 3 步，最后写出直线 L的标准式方程。利用点 ),,( 0000 zyxM 及方向向量 s 把直线的一

般式方程化为直线的标准式方程。 
将直线的标准式方程(10.6)式化为直线的一般式方程的方法比较简单，只需把直线的标准

式方程(10.6)式的两个等号所连接的式子写成两个平面方程，再联立即可，得 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
=

−

−
=

−

c
zz

b
yy

b
yy

a
xx

00

00

 

变形后，所求的直线的一般式方程为   

⎩
⎨
⎧

=+−−
=+−−

0
0

00

00

bzcybzcy
aybxaybx

 

例 10.19  将直线 L：
⎩
⎨
⎧

=+−+
=−−+

012
012

zyx
zyx

化为标准式方程及参数方程。 

解  第 1 步，先在直线 L 上选取一个点，为此，令 0=z ，得 

⎩
⎨
⎧

=++
=−+

012
01

yx
yx

 

解得 3=x ， 2−=y ，即点 0M (3，-2，0)为直线 L上的一个点。 

第 2 步，再求直线 L 上的方向向量 s 。由直线的一般式方程知，两个已知平面的法向量

分别为 n1={1，1，-2}，n2={1，2，-1}，取 s = n1×n2，得 

s = n1×n2= kji
kji

+−=
−
− 3

121
211  

第 3 步，写出直线 L的标准式方程，利用直线的标准式方程再化为直线的参数方程。于

是，直线 L的标准式方程为 

11
2

3
3 zyx

=
−
+

=
−  
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令                         tzyx
==

−
+

=
−

11
2

3
3  

所以，直线 L 的参数方程为 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−−=
+=

tz
ty
tx

2
33

 

4．两条直线的位置关系 

设两条直线 1L 与 2L 的标准方程分别为 

1L ： 
1

1

1

1

1

1

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
−

 

2L ： 
2

2

2

2

2

2

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
−

 

则其方向向量分别为 s 1 ={ 111 ,, cba } ，s 2 ={ 222 ,, cba }，显然，有如下结论： 
（1） 1L ⊥ 2L ⇔  s 1 ⊥  s 2 ⇔ 0212121 =++ ccbbaa ； 

（2） 1L // 2L ⇔  s 1 // s 2 ⇔
2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

== 。 

例 10.20  求过点 0M (3，-2，0)，且与两个平面 0125 =−+− zyx 和 025 =+− zy 的交

线平行的直线方程。 
解  设所求直线的方向向量为 s 。由直线的一般式方程知，两个已知平面的法向量分别

为 n1={1，-5，2}，n2={0，5，-1}。因为所求直线与两平面的交线平行，也就是直线的方向

向量为 s 一定同时与两平面的法向量 n1、n2 都垂直，所以可取 s = n1×n2 ，即 

s = n1×n2= kji
kji

55
150

251 ++−=
−

−  

于是，所求直线的方程为 

51
2

5
3 zyx

=
+

=
−
−  

例 10.21  试证直线 1L ：
4

6
5

3
2

2 1 −
=

+
=

− zyx
与直线 2L ：

2
8

2
2

1
−

=
−
+

=
zyx

垂直。 

证  设 1L ， 2L 的方向向量分别为 s 1 ={2，5，4} ，s 2 ={1，-2，2}。 
由于 s 1·s 2 = 0)4(4)2(512 =−×+−×+× ，所以 s 1 ⊥  s 2 ，即 1L ⊥ 2L 。 

5．直线与平面的位置关系 

直线与它在平面上的投影线间的夹角ϕ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
π

≤≤0 ϕ ，称为直线与平面的夹角(图 10.20)。 

设直线 L和平面π 方程分别为 

L：
c

zz
b

yy
a

xx 000 −
=

−
=

−
 

π ： 0=+++ DCzByAx  
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直线 L的方向向量为 s ={ cba ,, }，平面π 的法向量

为 n ={A，B，C}，向量 s 与向量 n 间的夹角为θ ，

则 θϕ −=
2
π

（或
2
π

−=θϕ ），所以 

|cos|sin θϕ = =
||||
||

ns
ns ⋅

=

222222

||

CBAcba

cCbBaA

++++

++  

由此可知： 

（1） L ⊥ π ⇔  s // n ⇔
C
c

B
b

A
a

== ； 

（2） L //π ⇔  s ⊥ n ⇔ 0=++ cCbBaA 且 ( )0000 ,, zyxM 在 L上，而不在π 内； 
（3）L在π 内⇔  s ⊥ n （或 0=++ cCbBaA ）且 ( )0000 ,, zyxM 既在 L上，又在π 内。 

例 10.22  讨论直线 L：
5
7

4
1

3
1

−
+

=
−

=
− zyx

和平面π ： 053 =++− zyx 的位置关系。 

解  设直线 L的方向向量为 s ={3，4，-5}，平面π 的法向量为 n ={3，-1，1}。 
由于 s·n ( ) ( ) 0151433 =×−+−×+×= ，所以 s ⊥ n ，即 L //π 或 L在平面π 内；又因

为在直线 L上的点 0M (1，1，-7)满足平面π ，即 ( ) 05711113 =+−×+×−× ，所以直线 L在

平面π 内。 

10.4  曲面与空间曲线 

前面介绍了空间最简单的几何图形——平面和直线，并建立了它们的一些常见形式的方

程。在本节中，将讨论较一般的曲面和空间曲面的方程，并介绍几种常见的曲面方程。 

10.4.1  曲面方程的概念 

在平面解析几何中，将平面曲线看成是在平面上按照一定规律运动的点的轨迹。同样地，

在空间解析几何中，将曲面看成是在空间中按照一定规律运动的点的轨迹。空间中的点按一

定规律运动，它的坐标( x , y , z )就要满足 x， y ，z 的某一个关系式，这个关系式就是曲面方

程，记做 0),,( =zyxF 。因此有 
定义 10.9  如果曲面∑上每一点的坐标都满足方程 0),,( =zyxF ；而不在曲面∑上每一

点的坐标都不满足方程 0),,( =zyxF ，则称方程 0),,( =zyxF 为曲面方程，称曲面∑为

0),,( =zyxF 的图形。 
例 10.23  求球心在点 ),,( 0000 zyxP ，半径为 R 的球面方程。 
解  设点 ),,( zyxP 在以 ),,( 0000 zyxP 为球心， R 为球半径的球面上，则 

|| 0

⎯⎯ →⎯
PP = R  

即                        Rzzyyxx =−+−+− 2
0

2
0

2
0 )()()(  

两边平方，有              22
0

2
0

2
0 )()()( Rzzyyxx =−+−+−                 (10.8) 

式(10.8)就是球面上的点的坐标所满足的方程，而不在球面上的点的坐标不满足的方程，所以

方程(10.8)就是以 ),,( 0000 zyxP 为球心， R 为球半径的球面方程。 

 
图 10.20 
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如果球心在原点 )0,0,0(O ，即 0000 === zyx ，则球面方程为 
2222 Rzyx =++  

10.4.2  柱面 

直线 L 沿定曲线C 平行移动所形成的曲面称为柱面。定曲线C 称为柱面的准线，动直线

L称为柱面的母线(图 10.21)。 

             
图 10.21                                    图 10.22 

下面，只讨论准线在坐标面上，而母线垂直于此坐标面的柱面。 
例 10.24  设一个圆柱面的母线平行于 z 轴，准线C 是在 xOy坐标面上的以原点为圆心，

R 为半径的圆，即准线C 在 xOy坐标面上的方程为 222 Ryx =+ ，求此圆柱面方程。 
解   在圆柱面上任取一点 ),,( zyxP ，过点 ),,( zyxP 的母线与 xOy 坐标面的交点

)0,,(1 yxP 一定在准线C 上(图 10.22)，所以不论点 ),,( zyxP 的坐标中的 z 取什么值，它的横

坐标 x 和纵坐标 y 都一定满足方程 222 Ryx =+ ；反过来，不在这个圆柱面上的点，点

),,( zyxP 的坐标不满足方程 222 Ryx =+ ，所以所求的柱面方程为 222 Ryx =+ 。 

注意：在平面直角坐标系中，方程 222 Ryx =+ 表示一个圆，而在空间直角坐标系中，

方程 222 Ryx =+ 表示一个母线平行于 z 轴的圆柱面。 
一般说来，如果柱面的准线是在 xOy 坐标面上的曲线C ，准线C 在 xOy坐标面上的方程

为 0),( =yxf 。那么以C 为准线，母线平行于 z 轴的柱面方程就是 0),( =yxf ；同样地，方

程 0),( =zyg 表示母线平行于 x 轴的柱面方程；方程 0),( =zxh 表示母线平行于 y 轴的柱面方

程。由此可见，在空间直角坐标系中，含有两个变量的方程就是柱面方程，且在其方程中缺

哪个变量，此柱面的母线平行于哪一个坐标轴。 

 
 图 10.23                         图 10.24                       图 10.25 
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例如，方程 02,1,1 2
2

2

2

2

2

2

2

2
=−=−=+ pyx

b
y

a
x

b
y

a
x

分别表示母线平行于 z 轴的椭圆柱面、

双曲柱面和抛物柱面。如图 10.23、图 10.24、图 10.25 所示。由于这些方程都是二次的，所

以称为二次曲面。 

10.4.3  旋转曲面 

一平面曲线C 绕同一平面上的一条直线 L 旋转一周所形成的曲面称为旋转曲面。曲线C
称为旋转曲面的母线，直线 L称为旋转曲面的轴。 

下面只讨论母线在某个坐标面上，它绕某个坐标轴旋转所形成的旋转曲面。 
设在 yOz 坐标面上有一条已知曲线C ，它在 yOz 坐标面上的方程是 0),( =zyf ，求此曲

线C 绕 z 轴旋转一周所形成的旋转曲面的方程(图 10.26)。 

            
图 10.26                                   图 10.27 

在旋转曲面上任取一点 ),,( zyxP ，设这点是由母线上的点 ),,0( 111 zyP 绕 z 轴旋转一定角

度而得到。由图 10.26 可知，点 ),,( zyxP 与 z 轴的距离等于点 ),,0( 111 zyP 与 z 轴的距离，且

有同一纵坐标，即 11
22 |,| zzyyx ==+ ，又因为点 ),,0( 111 zyP 在母线 C 上，所以

0),( 11 =zyf ，于是有 

0),( 22 =+± zyxf  

在旋转曲面上的点都满足方程 0),( 22 =+± zyxf ，而不在旋转曲面上的点都不满足方

程 0),( 22 =+± zyxf ，因此此方程是以C 为母线，以 z 轴为旋转轴的旋转曲面方程。由此

可见，只要在 yOz 坐标面上曲线C 的方程 0),( =zyf 中把 y 换成 22 yx +± ，就可得到曲线

C 绕 z 轴旋转的旋转曲面方程。 

同理，曲线C 绕 y 轴旋转的旋转曲面方程为 0),( 22 =+± zxyf 。 

对于其他坐标面上的曲线，用上述方法可得到绕此坐标平面上任何一条坐标轴旋转所生

成的旋转曲面。 
例 10.25  求在 yOz 坐标面上的直线 )0( >= kkyz 绕 z 轴旋转一周所形成的旋转曲面方

程。 

解  在 kyz = 中，把 y 换成 22 yx +± ，得 
22 yxkz +±=  

两边平方，有                     )( 2222 yxkz +=  
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此曲面是顶点在原点，对称轴为 z 轴的圆锥面(图 10.27)。 

10.4.4  二次曲面 

在空间直角坐标系中，如果 0),,( =zyxF 是二次方程，则它的图形称为二次曲面。例如

前面讲到的球面、柱面和旋转曲面都是二次曲面，这些曲面的形状较容易了解。对于一般的

空间二次曲面方程的研究，一般地采用一系列平行于坐标面的平面去截曲面，求得一系列的

交线，对这些交线进行分析，就可看出曲面形状的大致轮廓，这种方法称为截痕法。 
下面用截痕法讨论几个常见的二次方程所表示的二次曲面的形状。 

1．椭球面 

方程 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x   ( 0,0,0 >>> cba ) 所表示的曲面称为椭球面，其中 cba ,, 称为

椭球面的半轴。 
由椭球面方程知， czbyax ≤||,≤||,≤|| ，即椭球面包含在 czbyax ±=±=±= ,, 这六个平

面所围成的长方体内。 
现用截痕法来研究椭球面的形状。 
用 xOy 坐标面 0=z 和平行于 xOy 坐标面的平面 hz = ( ch ≤|| )去截曲面，其截痕分别为

在 0=z 和平面 hz = 上的椭圆，且| h |由 0 逐渐增大到c时，椭圆由大变小，逐渐缩小成一点。 
同样用 zOx 坐标面与平行于 zOx 坐标面的平面去截曲面，用 yOz 坐标面与平行于 yOz 坐

标面的平面去截曲面，其截痕与上述结果类似。 

综上所述，可知方程 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x

所表示的曲面形状如图 10.28 所示。 

当 ba = 时，原方程化为 12

2

2

22
=+

+
c
z

a
yx

，它是一个椭圆绕 z 轴旋转成的旋转椭球面。 

当 cba == 时，原方程化为 2222 azyx =++ ，它是一个球心在坐标原点，球半径为a 的

球面。 

2．椭圆抛物面 

方程 pz
b
y

a
x 22

2

2

2
=+ )0,0,0( >>> pba 所表示的曲面称为椭圆抛物面。 

由椭圆抛物面方程知， 0≥z ，所以曲面在 xOy 坐标面的下方无图形。 
用 xOy 坐标面去截曲面，截痕是一点(0,0,0)，称为椭圆抛物面的顶点。 
用平行于 xOy 坐标面的平面 hz = ( 0>h )去截曲面，其交线为在平面 hz = 上的椭圆，且

当h 增大时，椭圆的半轴也随之增大。 
如果用平面 hx = 或 hy = 去截曲面，其交线分别为抛物线。 

综上所述，椭圆抛物面的形状如图 10.29 所示。 
当 ba = 时，原方程化为 qzyx 222 =+ （ 0>q ，其中 paq 2= ），它是由抛物线绕 z 轴旋

转而成，称为旋转抛物面。 
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图 10.28                                       图 10.29 

3．双曲面 

方程 12

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x ( 0,0,0 >>> cba ) 所表示的曲面称为单叶双曲面，其图形如图

10.30 所示。 

方程 12

2

2

2

2

2
=+−−

c
z

b
y

a
x ( 0,0,0 >>> cba ) 所表示的曲面称为双叶双曲面，其图形如图

10.31 所示。 

           

图 10.30                                    图 10.31 

作为练习，读者自己用截痕法画出单叶双曲面和双叶双曲面的图形。 

10.4.5  空间曲线及其在坐标面上的投影 

1．空间曲线的表示方法 

在前面把空间直线看成是两平面的交线，类似地，也可以把空间曲线看成是两曲面的交

线。 
设曲面∑1 的方程是 0),,( =zyxF ，曲面∑2 的方程是 0),,( =zyxG ，则交线C 上的点必

定同时满足∑1，∑2 的方程，不在交线C 上的点一定不能同时满足这两个方程。因此，联立

方程组 

⎩
⎨
⎧

=
=

0),,(
0),,(

zyxG
zyxF
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是空间曲线C 的方程，它称为空间曲线的一般式方程。 
类似于空间直线，空间曲线也可用参数方程 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

  )≤≤( βα t  

来表示。 
例如 

⎩
⎨
⎧

=
=+

1
222

z
yx  

表示由圆柱面与平面 1=z 的交线，其交线为在平面 1=z 上的圆。 

2．空间曲线在坐标面上的投影 

设空间曲线C 的方程为
⎩
⎨
⎧

=
=

0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

，过曲线 C 上的每一点作 xOy 坐标面的垂线，这

些垂线形成了一个母线平行于 z 轴的柱面，称为曲线 C 关于 xOy 坐标面的投影柱面。这个柱

面与 xOy 坐标面的交线称为曲线 C 在 xOy 坐标面的投影曲线，简称为投影。 

如何求曲线 C 在 xOy 坐标面的投影方程呢？在方程组
⎩
⎨
⎧

=
=

0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

中消去变量 z ，得 

0),( =yxH  

上述方程中缺变量 z ，所以它是一个母线平行于 z 轴的柱面。又因为曲线 C 上的点的坐标满

足方程
⎩
⎨
⎧

=
=

0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

，当然也满足方程 0),( =yxH ，所以曲线 C 上的点都在此柱面上。方

程 0),( =yxH 就是曲线C 关于 xOy 坐标面的投影柱面方程。它与 xOy 坐标面的交线 

⎩
⎨
⎧

=
=

0
0),(

z
yxH

 

就是曲线 C 在 xOy 坐标面的投影曲线方程。 
同理，从曲线 C 的方程中消去变量 x或 y ，就可得到曲线 C 关于 yOz 坐标面或 zOx 坐标

面的投影柱面方程，从而也可得到相应的投影曲线方程。 

例 10.26  求曲线 C：
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=++
22

222 2
yxz

zyx
 

在 xOy 坐标面上的投影曲线的方程。 

解  从曲线 C 的方程中消去 z ，得 
122 =+ yx  

这是曲线 C 关于 xOy 坐标面的投影柱面方程，所以曲

线 C 在 xOy 坐标面的投影曲线方程为 

⎩
⎨
⎧

=
=+

0
122

z
yx  

它是在 xOy 坐标面上的一个圆（图 10.32）。 
 

图 10.32 
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10.5  本章小结 

10.5.1  内容提要 

1．基本概念 

空间直角坐标系，向量，向量的模，单位向量，自由向量，向径，向量的坐标，向量的

方向余弦，向量的数量积与向量积，球面，柱面，旋转面，二次曲面，空间曲线在坐标面上

的投影。 

2．基本公式 

两点间距离公式，向量的模与方向余弦公式，向量的数量积与向量积公式，点到平面的

距离公式，平面与直线间的夹角公式。 

3．基本方程 

平面的点法式方程，平面的一般式方程，直线的参数方程，直线的标准式方程，直线的

一般式方程，球面方程，圆柱面方程，圆锥面方程，旋转抛物面方程，椭球面方程。 

10.5.2  疑点解析 

问题 1  自由向量的基本特征是什么？如何描述其基本特征？ 
解析  向量有两个基本特征，一个是大小，另一个是方向。所谓自由向量是只考虑大小

和方向，而不考虑它的起点和终点的位置，即一个向量可以在空间自由地平行移动。不论位

置如何，只要其大小相等、方向相同，都认为是同一向量。本书讨论的向量均为自由向量。 
向量特征的描述，从几何上是用有向线段的方向代表向量的方向，有向线段的长度代表

向量的大小。从坐标表示上，以 ),,( 1111 zyxP 为起点， ),,( 2222 zyxP 为终点的向量为 
⎯⎯ →⎯

21PP ={ 121212 ,, zzyyxx −−− } 

其大小（模）为 || 21

⎯⎯ →⎯
PP = 2

12
2

12
2

12 )()()( zzyyxx −+−+− ，其方向由与坐标轴正向的夹角

γβα ,, 的余弦确定，即 

|PP|

xx
⎯⎯ →⎯

−
=

21

12cosα ，

|PP|

yy
⎯⎯ →⎯

−
=

21

12cosβ ，

|PP|

zz
⎯⎯ →⎯

−
=

21

12cosγ  

问题 2  向量的数量积与向量积如何计算？如何利用它们判断向量的位置关系？ 
解析  设向量 a 与 b 的夹角为θ ，则 

a·b = |a||b| θcos ，   a×b = |a||b| ⋅θsin c o  

其中 c o
是与 a，b 同时垂直，且方向由右手法则确定的单位向量。数量积是数量，向量积是

向量。 
如果 a = { 321 ,, aaa }，b ={ 321 ,, bbb }，则 

a·b = 332211 bababa ++  
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a×b =

321

321

bbb
aaa
kji

 

向量之间的位置关系： 
（1）a⊥ b ⇔  a·b = 0⇔ 332211 bababa ++ = 0； 

（2）a//b⇔  a×b = 0⇔
3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

== ； 

（3）a 与 b 的夹角为θ ，
||

cos
b||a
ba ⋅

=θ =
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

bbbaaa

bababa

++++

++
。 

经常利用向量之间的位置关系，来求平面方程与直线方程。 
问题 3  确定一个平面有哪些条件？ 
解析  满足下列条件之一者可以确定一个平面：（1）过空间中不共线的三点；（2）过直

线和直线外的一点；（3）过两条平行或相交直线。利用向量的方法，根据已知条件，求出在

平面上的一点坐标和法向量，就可以确定一个平面，这是建立平面方程常用的方法，即平面

的点法式方程。 
问题 4  确定一条直线有哪些条件？ 
解析  确定一条直线的条件有：过不同的两点，或者两平面的交线等。利用向量的方法，

根据已知条件，求出在直线上的一点坐标和方向向量，就可以确定一条直线，这是建立直线

方程常用的方法，即直线的标准式方程。 

习  题  10 

1．分别写出在各坐标轴、坐标平面上点的坐标。 
2．证明 A(4,3,1)，B(7,1,2)，C(5,2,3)为三顶点的三角形是等腰三角形。 
3．求点 M(4,-3,8)分别到坐标原点、各坐标轴与各坐标面的距离。 

4．已知点 A(2,1,0)和 B(3,-1,2)，求（1）向量
⎯→⎯
AB 的坐标；（2）向量

⎯→⎯
AB 的模；（3）向

量
⎯→⎯
AB 的方向余弦；（4）与向量

⎯→⎯
AB 同方向的单位向量。 

5．已知 a ={4,4,-2}，b ={2,-6,3}，求(1) a，b 的单位向量 a o
，b o

；(2) a·b；(3) a 与 b
的夹角；(4) (2a-3 b)·( 2a+ b)。 

6．求与向量 a ={1,-2,2}平行，且满足 a·b = 36 的向量 b。 
7．已知 a ={2,-1,3}，b ={4,-2,1}，求(1)a ×b ；(2) (a+ b)×b ；（3）同时垂直于 a 和 b

的单位向量。 
8．已知两点 A (2,1,-2)， B (3,5,-1)，求过点 A且与线段 AB垂直的平面方程。 
9．求过点 A (2,1,-2)， B (3,5,-1)且与平面 022 =−−+ zyx 垂直的平面方程。 
10．设平面方程为 0=+++ DCzByAx ，问下列情形的平面位置有何特征： 
(1) 0=D ；(2) 0=B ；(3) 0,0 == DB ；(4) 0,0,0 === DBA 。 

11．求下列各平面的方程。 
（1）过三点 A(0,1,2)，B(-1,0,3)，C(1,-1,2)； 
（2）过两点 A (1,2,-1)，B (-1,4,2)且平行于 x 轴； 
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（3）过点 A (1,-3,2)且平行于 yOz 平面；   
（4）过点 A (3,-4,-1)且通过 y 轴。 

12．判断下列各对平面的位置关系。 
（1） 0372 =++− zyx ， 0153 =−++ zyx ； 
（2） 032 =−++ zyx ， 01242 =−++ zyx ； 
（3） 0132 =−−+ zyx ， 0432 =−+− zyx 。 

13．把下列直线的一般式方程化为标准式方程： 

（1）
⎩
⎨
⎧

=−−+
=−+−

032
0123

zyx
zyx

；   （2）
⎩
⎨
⎧

=−−
=−+−

022
03

zx
zy

。 

14．求下列各直线方程。 
（1）通过点 A(2,-1,3)与 B(0,2,5)； 

（2）通过点 A (1,2,0)且平行于直线
⎩
⎨
⎧

=−+
=−+−
032

012
yx

zyx
； 

（3）通过点 A (1,-2,5)且垂直于平面 0732 =−+− zyx ； 

（4）通过直线
1
2

2
1

1
1

−
+

=
−
−

=
+ zyx

与平面 022 =−−+ zyx 的交点且垂直于该平面。 

15．求过点 V(2,-1,3)且与直线
2
2

0
1

−
−

==−
zyx 垂直相交的直线方程。 

16．求过点 A (0,2,0)且既垂直于 y 轴，又垂直于直线
⎩
⎨
⎧

=
=

zy
zx
2

的直线方程。 

17．求过直线
3

2
4
1

2
1 +

=
−
+

=
− zyx

与
34

3
2

zyx
=

−
+

= 的平面方程。 

18．判断下列各题中直线与平面的位置关系。 

（1）
37

4
2
3 zyx

=
−
+

=
−
+

与 03224 =−−− zyx ； 

（2）
72

1
3

1 zyx
=

−
+

=
−

与 05723 =−+− zyx ； 

（3）
4
4

1
3

3
2

−
−

=
−

=
+ zyx

与 05 =−++ zyx 。 

19．求直线
12

1
2

2 zyx
=

−
+

=
−

与平面 0132 =−+− zyx 的交点坐标及夹角。 

20．求满足下列条件的动点轨迹方程。 
（1）到点 A (1,3,2)与到点 B(2,1,5)的距离分别等于 2 与 3； 
（2）到点 A (5,-4,1)的距离等于到 yOz 平面的距离； 
（3）动点 P 到 y 轴的距离是动点 P 到 z 轴的距离的 4 倍。 

21．求下列曲面方程。 
（1）中心在(2,1,-4)并与 xOy 相切的球面； 

（2）曲线
⎩
⎨
⎧

=
=
0
62

x
yz
绕 y 轴旋转形成的曲面方程； 

（3）以 xy 52 = 为准线，母线平行于 z 轴的柱面； 
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（4）顶点在原点，以 z 轴为对称轴，顶角为
3
π
的圆锥面方程。 

22．指出下列方程所表示的曲面名称。 
（1） xyx 222 =+ ；    （2） zyx =+ 22 2 ；    （3） 222 +=+ zyx ； 

（4） 2224 zyx =+ ；    （5） 022 =− zx ；     （6） 842 222 =++ zyx 。 
23．求出下列方程在 xOy坐标面的投影曲线方程。 

（1）
⎩
⎨
⎧

+=
+=
1

22

xz
yxz

；                （2）
⎩
⎨
⎧

=−+
=++

0
162

222

222

zyx
zyx

；  

（3）
⎩
⎨
⎧

=
=++

yz
zyx

8
4844

2

222
；         （4）

⎩
⎨
⎧

=+−
+=

02 22

22

yxx
yxz  。 
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第 11 章  多元函数微分学 
在自然科学和工程技术中，许多问题不限于涉及到一个因素，往往会涉及到两个或更多

因素，反映到数学上就是一个变量依赖多于一个变量的情形，这就导致出现含有多于一个自

变量的函数，这种函数通常称为多元函数。多元函数的概念及其微分学是一元函数及其微分

学的推广和发展，它们有着很多类似之处，但是有的地方也有着很大的差别。在从一元函数

推广到二元函数的过程中，将会发现许多新的问题，但是从二元函数推广到三元函数或三元

以上函数的过程中，将不会发生新的困难和问题，很容易把有关二元函数的一些结论推广到

多元函数。因此，在本章中将重点讲述二元函数的极限、连续及微分学。 

11.1  多元函数的概念、极限及连续 

11.1.1  多元函数 

1．平面区域 

为了把一元函数的概念推广到二元函数，首先介绍平面区域的概念。 
由平面上一条或几条曲线所围成的具有连通性的部分平面称为平面区域，所谓的连通性

是指如果一块部分平面内任意两点均可用完全属于此部分平面的折线连结起来。围成区域的

曲线称为区域的边界，边界上的点称为边界点，包含边界在内的区域称闭区域，不包含边界

在内的区域称为开区域。 
如果一个区域 D 内任意两点之间的距离都不超过某一常数 M ，则称 D 为有界区域，否则

称 D 为无界区域。 
常见的区域有矩形区域： bxa << 且 dyc << ；圆形区域： 22

0
2

0 )()( Ryyxx <−+− 。 
圆形区域{ 22

0
2

0 )()(|),( δ<−+− yyxxyx }( 0>δ )又称为平面上点 ),( 000 yxP 的δ 邻域。 

在自然现象和实际问题中，经常会遇到多个变量之间的依赖关系，举例如下： 
例 11.1  三角形的面积 A和它的底边长 a ，底边上高 h 之间具有如下关系 

ahA
2
1

=  

在这问题中有三个变量 A， a ， h ，当变量 a ， h 每取定一组值时，就有一确定的面积

值 A。即 A依赖于 a 和 h 的变化而变化。 
例 11.2  具有一定量的理想气体的压强P 、体积V 与绝对温度T 之间具有如下依赖关系 

V
RTP = （ R 是常数） 

在这问题中也有三个变量V ，T ， P ，当变量T ，V 每取定一组值时，由给定的关系，

就有一确定的压强 P 。 
例 11.3  设 R 是电阻 1R ， 2R 并联后的总电阻，由电学知，它们之间具有如下关系 
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21

21

RR
RR

R
+

=  

这里 R 依赖于 1R ， 2R 的变化而变化。 

上面三例虽然它们所含实际意义不同，但它们有共同的性质，抽出这些共性可得出以下

二元函数的概念。 

2．二元函数的定义 

定义 11.1  设 D 是平面上的一个非空点集，如果有一个对应规律 f ，使每一个点( x ，
y )∈ D 都对应于唯一确定的值 z ，则称 z 为 D 上的二元函数。记做 ),( yxfz = ，其中 x与 y 称

为自变量，函数 z 也称为因变量， D 称为该函数的定义域。 
一元函数的定义域一般说来是一个或几个区间，二元函数的定义域通常是一个或几个区

域。二元函数的定义域的求法与一元函数相类似，就是找出使函数有意义的自变量的范围。 

例 11.4  求二元函数 224 yxz −−= 的定义域。 
解  由偶次根式函数的要求易知，该函数的定义域为 x， y 满足如下的不等式 

4≤+ 22 yx  
即定义域为 }{ 4≤|),( 22 yxyxD += ，它在 xOy 面上表示一个以原点为圆心，2 为半径的圆形

区域，且是一个有界闭区域(图 11.1)。 
例 11.5  求二元函数 )arcsin()ln( 22 yxyxz +++= 的定义域。 
解  这个函数是由 )ln( yx + 和 )arcsin( 22 yx + 两部分构成，所以要使函数 z 有意义， x，

y 必须同时满足 

⎩
⎨
⎧

+
>+

1≤

0
22 yx

yx
 

所以函数的定义域为 }{ 0,1≤|),( 22 >++= yxyxyxD ，如图 11.2。 

              

图 11.1                                      图 11.2 

3．二元函数的几何意义 

设二元函数 
),( yxfz =     ( x， y )∈ D  

将自变量 x ， y 及因变量 z 当做空间点的直角坐标，先在 xOy 坐标面内制作出函数

),( yxfz = 的定义域D (图 11.3)，再过区域 D 中的任一点 ),( yxQ 作垂直于 xOy 坐标面的有向
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线段QP ，使点 P 的竖坐标为与( x , y )对应的函数值 z 。当点Q 在 D 中变动时，对应的点 P 的

轨迹就是函数 ),( yxfz = 的几何图形。函数 ),( yxfz = 的几何图形一般在空间直角坐标系中表

示一个曲面，而其定义域 D 就是此曲面在 xOy 坐标面上的投影。 

如函数 222 yxRz −−= 的图形是球心在原点，半径为 R 的上半球面（图 11.4）。 

       
图 11.3                                       图 11.4 

上面关于二元函数及平面区域的概念可以类似地推广到三元函数及空间区域上去，有三

个自变量的函数就是三元函数 ),,( zyxfu = 。三元函数的定义域通常是空间区域。一般地，还

可以定义 n元函数 ),,,( 21 nxxxfu L= ，它的定义域是n 维空间的区域。 

11.1.2  二元函数的极限与连续 

1．二元函数的极限 

类似于一元函数极限的定义，可给出二元函数极限的定义。 
定义 11.2  设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 000 yxP 的某个邻域有定义（在点 ),( 000 yxP 处可以

无定义），如果当点 ),( yxP 以任意方式趋向于点 ),( 000 yxP 时，相应的函数值 ),( yxf 总趋向于

一个确定的常数 A，则称 A 为二元函数 ),( yxf 当 0xx → ， 0yy → 时的极限，记做 
Ayxf

yy
xx

=
→
→

),(lim
0
0

  或 Ayxf →),( （ 0xx → ， 0yy → ） 

有了二元函数极限的概念，就可以得到二元函数连续的定义。 

2．二元函数的连续性 

定义 11.3  设有二元函数 ),( yxfz = ，如果（1）函数 ),( yxfz = 在点 ),( 000 yxP 的某个邻

域内有定义；（2） ),(lim
0
0

yxf
yy
xx

→
→

存在；（3） ),(),(lim 00

0
0

yxfyxf
yy
xx

=
→
→

，则称二元函数 ),( yxfz = 在

点 ),( 000 yxP 处是连续的。如果 ),( yxf 在区域 D 内的每一点都连续，则称 ),( yxf 在区域 D 上

连续。 
下面介绍二元函数在一点连续的另一个定义。令 xxx Δ+= 0 ， yyy Δ+= 0 。把 

),(),(lim 00

0
0

yxfyxf
yy
xx

=
→
→

 

可写成                 [ ] 0),()Δ,Δ(lim 0000
0Δ
0Δ

=−++
→
→

yxfyyxxf
y
x
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即                                  0Δlim
0Δ
0Δ

=
→
→

z
y
x

 

其中 zΔ = ),()Δ,Δ( 0000 yxfyyxxf −++ ，称 zΔ 为函数 ),( yxf 的全增量。 
如果二元函数 ),( yxfz = 在点 ),( 000 yxP 处不连续，则称点 ),( 000 yxP 是二元函数

),( yxfz = 的不连续点或间断点。 

一元函数有些概念和性质可平行地移植到二元函数。比如，基本初等函数、初等函数及

其连续的概念和性质。连续函数四则运算所得函数仍是连续函数，闭区域上连续函数的有关

性质等等。 

11.2  偏导数 

11.2.1  偏导数 

在一元函数微分学中，是从研究函数的变化率引入了导数概念。对于二元函数同样需要

讨论它的变化率。但二元函数的自变量有两个，因变量与自变量的关系比一元函数复杂得多。

在本节里，考虑当二元函数中的一个自变量固定不变时，求关于另一个自变量的变化率。此

时的二元函数实际上转化为一元函数，因此，可以利用一元函数的导数概念，得到二元函数

的偏导数的概念。 

1．偏导数的定义 

定义 11.4  设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 的某个邻域内有定义，固定自变量 0yy = ，而

自变量 x在 0x 处有改变量 xΔ ，函数相应的改变量为 
),(),Δ( 0000 yxfyxxf −+  

如果极限 

x
yxfyxxf

x Δ

),(),Δ(lim 0000
0Δ

−+
→

 

存在，则称此极限值为函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处关于 x的偏导数，记做 

0

0
yy
xxx

z

=
=∂

∂
，

0

0
yy
xxx

f

=
=∂

∂
， ),( 00 yxzx′ 或 ),( 00 yxf x′  

类似地，固定自变量 0xx = ，而自变量 y 在 0y 处有改变量 yΔ ，如果极限  

y
yxfyyxf

y Δ

),()Δ,(lim 0000
0Δ

−+
→

 

存在，则称此极限值为函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处关于 y 的偏导数，记做 

0

0

yy
xxy

z

=
=∂

∂
，

0

0

yy
xxy

f

=
=∂

∂
， ),( 00 yxz y′ 或 ),( 00 yxf y′  

如果函数 ),( yxfz = 在区域 D 内每一点 ),( yx 处，对 x 的偏导数 ),( yxf x′ 都存在，则对于

区域 D 内的每一点 ),( yx 都有一个偏导数的值与之对应，这样就得到了一个新的二元函数，称

为函数 ),( yxfz = 关于自变量 x 的偏导函数，简称偏导数，记做 

x
z
∂
∂

，
x
f
∂
∂

， xz′ ， xf ′或 ),( yxf x′  
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类似地，函数 ),( yxfz = 关于自变量 y 的偏导数，记做 

y
z
∂
∂

，
y
f
∂
∂

， yz ′ ， yf ′或 ),( yxf y′  

由偏导数的概念可知，函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处关于 x的偏导数 ),( 00 yxf x′ 就是偏导函

数 ),( yxf x′ 在点 ),( 00 yx 的函数值，而 ),( 00 yxf y′ 就是偏导数 ),( yxf y′ 在点 ),( 00 yx 的函数值。 
从偏导数的定义可以看出，求 ),( yxfz = 的偏导数并不需要用新的方法，因为这里只有一

个自变量在变动，另一个自变量是看做固定的，所以仍旧可用一元函数的微分法。求
x
f
∂
∂

时，只

要把 y 暂时看做常量而对求 x导数；求
y
f
∂
∂

时，只要把 x暂时看做常量而对 y 求导数。 

例 11.6  求下列函数的偏导数： 

（1） 22 32 yxyxz +−= ；  （2）
x
yz arctan= ；    （3） xyz = 。 

解 （1）把 y 看做常量，对 x求导，得 
x
z
∂
∂ yx 34 −= ； 

把 x 看成常量，对 y 求导，得
y
z
∂
∂ yx 23 +−= 。 

（2）把 y 看成常量，对 x 求导，得
x
z
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

= 22

1

1
x
y

x
y 22 yx

y
+

−= ； 

把 x 看成常量，对 y 求导，得
y
z
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
x

x
y

1

1

1
2 22 yx

x
+

= 。 

（3）把 y 看成常量，对 x 求导，得
x
z
∂
∂ yy x ln= ； 

把 x 看成常量，对 y 求导，得
y
z
∂
∂ 1−= xxy 。 

例 11.7  求 yxz 2cos2= 在点(1，0)处的偏导数。 

解  先求偏导数，得 

x
z
∂
∂ yx 2cos2= ，

y
z
∂
∂ yx 2sin2 2−=  

在点(1,0)处的偏导数就是偏导数在(1,0)处的值，所以   

x
z
∂
∂ 20cos12

0
1 =××=

=
=

y
x ，

y
z
∂
∂ 00sin12

0
1 =××−=

=
=

y
x  

例 11.8  证明理想气体方程 RTPV = （ R 为常数），满足 1−=
∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂
∂

P
T

T
V

V
P

。 

解  由
V
RTP = ，得 2V

RT
V
P

−=
∂
∂

；由
P

RTV = ，得
P
R

T
V
=

∂
∂

；由
R

PVT = ，得
R
V

P
T
=

∂
∂

。 

所以  
P
T

T
V

V
P

∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂
∂

R
V

P
R

V
RT

⋅⋅−= 2 VP
RT

−= 1−= 。 

上式表明，偏导数的记号是一个整体记号，不能看做分子与分母之商。 
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2．偏导数的几何意义 

从偏导数的定义可知，二元函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处关于 x的偏导数 ),( 00 yxf x′ ，就

是 一 元 函 数 ),( 0yxfz = 在 0x 处 的 导 数 。 设

)),(,,( 00000 yxfyxM 是曲面 ),( yxfz = 上的一点， 0M 作

平 面 0yy = ， 这 个 平 面 在 曲 面 上 截 得 一 曲 线

⎩
⎨
⎧

=
=

0

),(
yy

yxfz
。由一元函数 ),( 0yxfz = 在 0x 处的导数的

几何意义可知 ),( 00 yxf x′ 就是这条曲线 xC 在点 0M 处

的切线 xTM 0 对 x轴的斜率 αtan (图 11.5)。 
同理， ),( 00 yxf y′ 是曲面 ),( yxfz = 与平面 0xx =

的交线 yC 在点 0M 处的切线 yTM 0 对 y 轴的斜率 βtan 。 

11.2.2  高阶偏导数 

设函数 ),( yxfz = 的两个偏导数
x
z
∂
∂ = ),( yxf x′ ，

y
z
∂
∂ = ),( yxf y′ ，一般说来，仍然是 x，y

的函数，如果
x
z
∂
∂

，
y
z
∂
∂

的偏导数仍然存在，则它们的偏导数称为函数 ),( yxfz = 的二阶偏导

数。根据对自变量的求导次序，二阶偏导数共有四个： 

2

2

x
z

x
z

x ∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂ ),( yxf xx′′= ，

yx
z

x
z

y ∂∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂ 2

),( yxf xy′′= ， 

xy
z

y
z

x ∂∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂ 2

),( yxf yx′′= ， 2

2

y
z

y
z

y ∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂ ),( yxf yy′′= 。 

其中 ),( yxf xy′′ 和 ),( yxf yx′′ 称为二阶混合偏导数，前者表示先对 x 后对 y 求偏导数，后者表示先

对 y 后对 x 求偏导数。类似地可以定义三阶，四阶以及 n 阶偏导数。二阶及二阶以上的偏导

数统称高阶偏导数。 
例 11.9  求函数 )sin( 2 yxz = 的二阶偏导数。 

解  )cos(2 2 yxxy
x
z
=

∂
∂

，  )cos( 22 yxx
y
z
=

∂
∂

。二阶偏导数为 

          )sin(4)cos(2))cos(2( 22222
2

2

yxyxyxyyxxy
xx

z
−=

∂
∂

=
∂
∂  

           )sin(2)cos(2))cos(2( 2322
2

yxyxyxxyxxy
yyx

z
−=

∂
∂

=
∂∂

∂  

         )sin(2)cos(2))cos(( 23222
2

yxyxyxxyxx
xxy

z
−=

∂
∂

=
∂∂

∂  

           )sin())cos(( 2422
2

2

yxxyxx
yy

z
−=

∂
∂

=
∂
∂  

    在上述例子中看出， )sin( 2 yxz = 的两个二阶混合偏导数是相等的，但这个结论并不是对

所有可求二阶偏导数的二元函数都成立，不过当两个二阶混合偏导数满足下列条件时，结论

就成立。 

 
图 11.5 
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定理 11.1  如果函数 ),( yxfz = 的两个混合偏导数在点( x , y )连续，则在点( x , y )有 

xy
z

yx
z

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

 

    例 11.10  设
222

1

zyx
u

++
= ，证明 2

2

x
u

∂
∂ + 2

2

y
u

∂
∂ + 02

2

=
∂
∂
z
u

。 

    解  
( )3222 zyx

x
x
u

++

−
=

∂
∂  

2

2

x
u

∂
∂

( )
+

++

−
=

3222

1

zyx ( )5222

23

zyx

x

++ ( )5222

2222

zyx

zyx

++

−−
=  

由函数的对称性可得 

2

2

y
u

∂
∂

( )5222

2222

zyx

zxy

++

−−
= ， 2

2

z
u

∂
∂

( )5222

2222

zyx

yxz

++

−−
=  

所以 2

2

x
u

∂
∂ + 2

2

y
u

∂
∂ + 2

2

z
u

∂
∂

( )5222

2222

zyx

zyx

++

−−
= +

( )5222

2222

zyx

zxy

++

−− +
( )5222

2222

zyx

yxz

++

−− =0。 

11.3  全微分 

11.3.1  全微分的定义 

二元函数的全微分是一元函数微分的推广，回顾一元函数的微分概念，如果一元函数

)(xfy = 在点 0x 处可微是指：当自变量 x 在 0x 处的改变量为 xΔ 时，函数的改变量 yΔ 可表示

为 
)Δ(Δ)()Δ(Δ 00 xoxAxfxxfy +=−+=  

其中 A 与 xΔ 无关，仅与 0x 有关， )Δ( xo 是当 0→Δx 时比 xΔ 高阶的无穷小。并称 A xΔ 是

)(xfy = 在 0x 处的微分，记为 xAy Δ=d ，且有 )( 0xfA ′= 。 
    类似地，可定义二元函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 的全微分。 

定义 11.5  若二元函数 ),( yxfz =  在点 ),( 00 yx 的全增量 zΔ = ),( 00 yyxxf −Δ+Δ+  
),( 00 yxf− 可表示为 

)(ρoyBxAz +Δ+Δ=Δ  

其中 A，B 与 xΔ ， yΔ 无关，只与 00 , yx 有关， 22 )()( yx Δ+Δ=ρ ， )(ρo 是当 0→ρ 比 ρ 高

阶的无穷小量，即 0)(lim
0

=
→ ρ

ρ
ρ

o
，则称二元函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处可微，并称 yBxA Δ+Δ

是 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处的全微分，记做 
                                 yBxAz Δ+Δ=d                            (11.1) 

若 ),( yxfz = 在区域 D 内每一点可微，则称 ),( yxfz = 在 D 内可微。与一元函数相类似，

二元函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处可微，则函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处一定连续。 
    定理 11.2  若函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 可微，则函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 连续。 
    证  因为 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 可微，所以 
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)(ρoyBxAz +Δ+Δ=Δ  
显然当 0→Δx ， 0→Δy 时，有 0→ρ ，于是有 

( ))(limlim
0
0

0
0

ρoyBxAz
y
x

y
x

+Δ+Δ=Δ
→Δ
→Δ

→Δ
→Δ

( ) )(limlim
0
0

0
0

ρoyBxA
y
x

y
x

→Δ
→Δ

→Δ
→Δ

+Δ+Δ= 0=  

所以函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 连续。 
    对于一元函数， )(xfy = 在点 0x 处可微与在点 0x 处可导是等价的，且 xxfy Δ′= )(d 0 ，对

于二元函数有 
    定理 11.3 （可微的必要条件）若函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 可微，则函数 ),( yxfz = 在

点 ),( 00 yx 处的两个偏导数存在，且 =A ),( 00 yxzx′ ， ),( 00 yxzB y′= 。 
证  因为函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 可微，得 

zΔ = ),(),( 0000 yxfyyxxf −Δ+Δ+ = )(ρoyBxA +Δ+Δ  
若令上式中的 yΔ = 0 时，则 

zΔ = ),(),( 0000 yxfyxxf −Δ+ = |)(| xoxA Δ+Δ  

所以             
x

yxfyxxf
x Δ

−Δ+
→Δ

),(),(
lim 0000

0
= A

x
xoxA

x
=

Δ
Δ+Δ

→Δ

|)(|lim
0

 

即 =A ),( 00 yxzx′ ，同理可证 ),( 00 yxzB y′= 。 
由定理 11.3 可得，当全微分存在时， ),( yxfz = 在点 ),( yx 的全微分的计算公式为 

                            y
y
zx

x
zz Δ

∂
∂

+Δ
∂
∂

=d                           (11.2) 

    在(11.2)中，记 xx d=Δ ， yy d=Δ ，于是二元函数的全微分就可以写成 

                            y
y
zx

x
zz ddd

∂
∂

+
∂
∂

=                          （11.3） 

    下面给出可微的充分条件。 

    定理 11.4 （可微的充分条件）若函数 ),( yxfz = 的偏导数
y
z

x
z

∂
∂

∂
∂ , 在点 ),( 00 yx 处连续，

则函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处可微。 

    证明从略。 

    例 11.11  计算
y
xyxz −= 2 在点(1，-1)的全微分。 

    解  计算偏导数，得 
y

xy
x
z 12 −=
∂
∂

， 2
2

y
xx

y
z

+=
∂
∂  

将点(1，-1)代入上式，有 1
1

1
−=

∂
∂

−=
=

y
xx

z  ， 2
1

1
=

∂
∂

−=
=

y
xy

z  

利用全微分公式，得 yxz
y
x

d2dd
1

1
+−=

−=
=

。 

    例 11.12  计算 )2ln( 2 yxz −= 的全微分。 

    解  因为 
yx

x
x
z

2
2

2 −
=

∂
∂

，
yxy

z
2

2
2 −
−

=
∂
∂  

所以 y
y
zx

x
zz ddd

∂
∂

+
∂
∂

= = y
yx

x
yx

x d
2

2d
2

2
22 −
−

+
−

。 
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全微分的概念也可以推广到三元或n 元的函数。例如若三元函数 ),,( zyxfu = 具有连续偏

导数，则其全微分的表达式为 

z
z
uy

y
ux

x
uu dddd

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

11.3.2  全微分在近似计算中的应用 

设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 可微，有 
)(),(),( 0000 ρoyyxfxyxfz yx +Δ′+Δ′=Δ  

如果当 xΔ 与 yΔ 都很小时，全增量可以近似地用全微分代替，即 
yyxfxyxfzz yx Δ′+Δ′=≈Δ ),(),(d 0000  

即 
           yyxfxyxfyxfyyxxf yx Δ′+Δ′+≈Δ+Δ+ ),(),(),(),( 00000000           （11.4） 
若令 xxx Δ+= 0 ， yyy Δ+= 0 ，则上式成为 
            ))(,())(,(),(),( 00000000 yyyxfxxyxfyxfyxf yx −′+−′+≈             (11.5) 

例 11.13  求 ( ) ( )3 22 97.102.2 + 的近似值。 

解  设函数 3 22),( yxyxfz +== ，则要计算的数值就是函数值 )97.1,02.2(f 。 
取 20 =x ， 20 =y ， 02.0=Δx ， 03.0−=Δy ，代入公式（11.4）便可得到 

           yfxfff yx Δ′+Δ′+≈ )2,2()2,2()2,2()97.1,02.2(  

           +×
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

×
+= 02.0

223

222 2
3 22

( )03.0
223

22
2

3 22
−×

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

×  

                      99667.100333.02 =−=  

11.4  多元复合函数微分法及偏导数的几何应用 

11.4.1  复合函数微分法 

在一元函数中，一元复合函数的求导法则在求导法中起着重要的作用，现在把一元复合

函数的求导法则推广到多元复合函数的情形。当然，多元复合函数的求导法则在多元微分学

中也起着同样重要的作用，下面先就二元函数的复合函数进行研究。 
设函数 ),( vufz = ，而 u ， v 都是 x ， y 的函数

),( yxu ϕ= ， ),( yxv ψ= ，于是 [ ]),(),,( yxyxfz ψϕ= 是 x，y
的 函 数 ， 称 函 数 [ ]),(),,( yxyxfz ψϕ= 是 ),( vufz = 与

),( yxu ϕ= ， ),( yxv ψ= 的复合函数。 

为了更清楚地表示这些变量之间的关系，可用图表示，

见图 11.6，其中有向线段表示所连的两个变量关系。图中表

示出 z 是u ，v 的函数，而u 和 v又都是 x ， y 的函数，其中

x ， y 是自变量，而 u ， v 是中间变量。 

下面，可推导出二元复合函数的求导公式。 
定理 11.5  设函数 ),( yxu ϕ= ， ),( yxv ψ= 在点 ),( yx 处有偏导数，函数 ),( vufz = 在相

 
图 11.6 
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应点 ),( vu 处有连续偏导数，则复合函数 [ ]),(),,( yxyxfz ψϕ= 在点 ),( yx 处有偏导数，且 

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

                               
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂                            (11.6) 

证  先证式(11.6)中第一个等式。设自变量 x 有一个改变量 xΔ ，则u ， v有改变量为 
),(),( yxyxxu ϕϕ −Δ+=Δ ， ),(),( yxyxxv ψψ −Δ+=Δ  

函数 ),( vufz = 在相应点 ),( vu 处的全增量 zΔ = ),(),( vufvvuuf −Δ+Δ+ 。已知函数

),( vufz = 在点 ),( vu 处有连续偏导数，根据定理 11.4 得， ),( vufz = 在点 ),( vu 处可微，即 

zΔ = ),(),( vufvvuuf −Δ+Δ+ = )(ρov
v
zu

u
z

+Δ
∂
∂

+Δ
∂
∂  

其中 22 )()( vu Δ+Δ=ρ ，上式两边同除以 xΔ ，得 

                
x

o
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

Δ
+

Δ
Δ

∂
∂

+
Δ
Δ

∂
∂

=
Δ
Δ )(ρ                       (11.7) 

因为 u ， v 在点 ),( yx 处有偏导数，所以，当 0→Δx 时，有
x
v

x
v

x
u

x
u

∂
∂

→
Δ
Δ

∂
∂

→
Δ
Δ , ，而 

x
vuo

x
o

x
o

Δ
Δ+Δ

⋅=
Δ
⋅=

Δ

22 )()()()()(
ρ
ρρ

ρ
ρρ  

其中              
2222 )()(
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

→
Δ

Δ+Δ
x
v

x
u

x
vu

   ( 0→Δx ) 

于是                0
)()()()( 22

→
Δ

Δ+Δ
⋅=

Δ x
vuo

x
o

ρ
ρρ     ( 0→Δx ) 

所以，当 0→Δx 时， 0)(
→

Δx
o ρ

。 

因此，当 0→Δx 时，在式(11.7)的两边同时取极限，得 

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

同理可证 

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

运用公式(11.6)时，也可以从图 11.6 中看出。图 11.6 除了表示函数的复合关系，还表示

对函数的求偏导数的运算途径。在图 11.6 看到，从 z 到 x 的途径有两条，表示 z 对 x 的偏导

数包括两项；每条途径由两个箭头组成，表示每项由两个导数相乘而得，其中每个箭头表示

一个变量对某个变量的偏导数，如， xuuz →→ , 分别表示
u
z
∂
∂

，
x
u
∂
∂

，同样 z 对 y 的偏导数也

有类似的结论。 

    例 11.14  设 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

y
xyxfz ,22 ，求

x
z
∂
∂

，
y
z
∂
∂

。 

    解  设中间变量 22 yxu += ，
y
xv = ，于是 ),( vufz = ，得 
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x
x
u 2=
∂
∂

，
yx

v 1
=

∂
∂  ， y

y
u 2=
∂
∂  ， 2y

x
y
v

−=
∂
∂  

所以，代入公式(11.6)，有 

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

vu f
y

fx ′+′=
12  

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

vu f
y
xfy ′−′= 22  

其中 uf ′和 vf ′分别简化表示二元函数 ),( vufz = 关于变量u 和v的偏导数，以后经常使用。 

    在定理 11.5 中，复合函数的求导法则(11.6)式是很重要的。虽然多元复合函数的复合关系

是多种多样的，但是在函数对某个自变量求偏导时，只要把握住函数间的复合关系，通过一

切有关的中间变量，用复合函数的求导法则求到该自变量，就能掌握好复合函数的求导法则。

下面介绍几种常用的复合函数的求导公式。 
（1）设 )(xuu = ， )(xvv = 在 x 处可导， ),( vufz = 在相应点 ),( vu 处有连续偏导数，则

复合函数 ))(),(( xvxufz = (图 11.7)在 x 处可导，且 

                            
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

d
d

d
d

d
d

∂
∂

+
∂
∂

=                         （11.8） 

（2）设 ),( yxuu = ， ),( yxvv = ， ),( yxww = 在点 ),( yx 处有偏导数， ),,( wvufz = 在相应

点 ),,( wvu 处有连续偏导数，则复合函数 )),(),,(),,(( yxwyxvyxufz = (图 11.8)在点 ),( yx 处有

偏导数，且 x
w

w
z

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

                            
y
w

w
z

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂                     （11.9） 

在图 11.8 中，因为从 z 到 x 的途径有三条，所以表示 z 对 x 的偏导数包括三项之和，对变量 y
也有同样的结论。 

（3）设 ),( yxuu = 在点 ),( yx 处有偏导数， ),( xufz = 在相应点 ),( xu 处有连续偏导数，

则复合函数 )),,(( xyxufz = (图 11.9) 在点 ),( yx 处有偏导数，且 

                           
x
f

x
u

u
f

x
z

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

，
y
u

u
f

y
z

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂                     (11.10) 

         
  图 11.7                         图 11.8                         图 11.9 

在图 11.9 中，因为从 z 到 x 的途径有两条，所以 z 对 x 的偏导数包括两项之和，而从 z 到 y 的
途径只有一条，因此 z 对 y 的偏导数只有一项。 

注意上面第一式，
x
z
∂
∂

表示在复合函数 )),,(( xyxufz = 中，把 y 看做常量求得 z 对 x的偏

导数；
x
f
∂
∂

表示在函数 ),( xufz = 中，把u 看做常量（尽管它与 x 有关）求得 z 对 x 的偏导数，
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所以
x
z
∂
∂

与
x
f
∂
∂

的意义是不同的，不可混淆。 

    例 11.15  设 vuz 2= ， xu cos= ， xv sin= ，求
x
z

d
d

。 

解  利用公式(11.8) ，见图 11.10，得 

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

d
d

d
d

d
d

∂
∂

+
∂
∂

= = xuxuv cos)sin(2 2+− = xxx cossin2cos 23 −  

    例 11.16  设 22,)( yxuyxz u +=+= ，求
x
z
∂
∂

，
y
z
∂
∂

。 

    解   设 ),,( uyxfz = ，其中 22 yxu += ，见图 11.11。 

               
                      图 11.10                                  图 11.11 

则               
x
u

u
f

x
f

x
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ = )ln()(2)( 1 yxyxxyxu uu ++++ −  

y
u

u
f

y
f

y
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ = )ln()(2)( 1 yxyxyyxu uu ++++ −  

    例 11.17  设 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= yx

x
yxyfz 2,, 2 ，求

x
z
∂
∂

，
y
z
∂
∂

。 

    解  设中间变量 xyu = ，
x
yv = ， yxw 22 −= ，于是 ( )wvufz ,,= ，因为 

y
x
u
=

∂
∂

， 2x
y

x
v

−=
∂
∂

， x
x
w 2=
∂
∂  ， x

y
u
=

∂
∂  ，

xy
v 1
=

∂
∂

， 2−=
∂
∂

y
w  

所以由公式(11.9)，得    
x
w

w
z

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

wvu fxf
x
yfy ′+′−′= 22  

                       
y
w

w
z

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

wvu ff
x

fx ′−′+′= 21  

11.4.2  隐函数的微分法 

一般地，由方程 0),( =yxF 可以确定一个 y 是 x 的函数 )(xyy = 。同样地由方程

0),,( =zyxF 也可以确定 z 是 x ，y 的函数 ),( yxzz = ，这样由方程所确定的函数称为隐函数。 

    下面利用多元复合函数的求导法则，来推导隐函数的求导公式。 

1．一元隐函数的求导公式 

设方程 0),( =yxF 确定了 y 是 x 的函数 )(xyy = ，且 ),( yxFx′ ， ),( yxFy′ 存在及

0),( ≠′ yxFy ，求函数 )(xyy = 的求导公式。 
将 )(xyy = 代入方程 0),( =yxF ，得  

0))(,( =xyxF  

上式两边同时对 x 求导，利用多元复合函数的求导法则，有 
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0
d
d

=′+′
x
yFF yx  

因为 0≠′yF ，所以 

                                    
y

x

F
F

x
y

′
′

−=
d
d                             (11.11) 

这就是一元隐函数的求导公式。 

例 11.18  设方程 33 22 =+− yxyx 确定了隐函数 )(xyy = ，求
x
y

d
d

。 

解  设 =),( yxF 33 22 −+− yxyx ，则 yxFx 32 −=′ ， yxFy 23 +−=′  

由公式(11.11)，得 

y

x

F
F

x
y

′
′

−=
d
d

yx
yx
23

32
+−
−

−=
xy
xy

32
23

−
−

=  

2．二元隐函数的求导公式 

设方程 0),,( =zyxF 确定了 z 是 x ， y 的函数 ),( yxzz = ，且 ),,( zyxFx′ ， ),,( zyxFy′ ，

),,( zyxFz′ 连续及 0),,( ≠′ zyxFz ，求函数 ),( yxzz = 的两个偏导数
x
z
∂
∂

和
y
z
∂
∂

。 

将 ),( yxzz = 代入方程 0),,( =zyxF ，得 
0)),(,,( =yxzyxF  

上式两边同时对 x 求导，利用多元复合函数的求导法则，有 

0=
∂
∂′+′
x
zFF zx  

因为 0≠′zF ，所以 

                                   
z

x

F
F

x
z

′
′

−=
∂
∂                              (11.12) 

同理可得 

                                   
z

y

F
F

y
z

′

′
−=

∂
∂                              (11.13) 

这就是二元隐函数的求导公式。 

    例 11.19  设方程 2e =− xyzxyz 确定了隐函数 ),( yxzz = ，求
x
z
∂
∂

，
y
z
∂
∂

。 

解  设 ),,( zyxF = 2e −− xyzxyz 。因为 
yzyzF xyz

x −=′ e ， xzxzF xyz
y −=′ e ， xyxyF xyz

z −=′ e  

由公式(11.12)和(11.13)，得 

z

x

F
F

x
z

′
′

−=
∂
∂ =

xyxy
yzyz

xyz

xyz

−
−

−
e
e =

xx
zz

xyz

xyz

−
−

e
e

，
z

y

F
F

y
z

′

′
−=

∂
∂ =

xyxy
xzxz

xyz

xyz

−
−

−
e
e =

yy
zz

xyz

xyz

−
−

e
e  

11.4.3  偏导数的几何应用 

1．空间曲线的切线与法平面 

定义 11.6  设 0M 是空间曲线 C 上的一个定点，M 是 C 上点 0M 附近的一动点，当点 M  
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沿曲线 C 趋向于点 0M 时，割线 MM 0 的极限位置 TM 0 （如果存在），称为曲线 C 在点 0M 处

的切线。 
设空间曲线 C 的参数方程为： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tzz
tyy
txx
  βα ≤≤t  

当 0tt = 时，曲线 C 上的对应点为 ),,( 0000 zyxM ，并假定函数 )(txx = ， )(tyy = ， )(tzz = 可

导，且 )( 0tx ′ 、 )( 0ty ′ 、 )( 0tz ′ 不同时为零。 
设曲线C 上的动点 M 的坐标为 ),,( zyx ，割线 MM 0 的方向向量为 

⎯⎯⎯ →⎯
MM 0 ={ 000 ,, zzyyxx −−− } 

割线 MM 0 的方程为 

0

0

0

0

0

0

zz
zZ

yy
yY

xx
xX

−
−

=
−
−

=
−
−

 

令 zzzyyyxxx Δ,Δ,Δ 000 =−=−=− ， ttt Δ=− 0  

上式各式分母同除以 tΔ 得 

t
z
zZ

t
y
yY

t
x
xX

Δ
Δ
−

=

Δ
Δ
−

=

Δ
Δ
− 000  

当点 M 沿曲线C 趋向于点 0M 时，即 0→Δt 。由于上式分母当 0→Δt 时各趋向于 )( 0tx ′ 、

)( 0ty ′ 、 )( 0tz ′ ，且不同时为零，所以割线的极限位置存在，即 

                            
)()()( 0

0

0

0

0

0

tz
zZ

ty
yY

tx
xX

′
−

=
′
−

=
′
−

                     （11.14） 

方程(11.14)就是曲线C 在点 0M 处的切线方程。可知曲线C 在 0t 的对应点处的切向量为  

s ( 0t )={ )( 0tx ′ , )( 0ty ′ , )( 0tz′ } 
    过切点 0M 且垂直于切线 TM 0 的平面称为曲线C 在点 0M 的法平面。显然，法平面的方

程为 
                   0))(())(())(( 000000 =−′+−′+−′ zZtzyYtyxXtx           （11.15） 

例 11.20  求曲线 tx sin2= ， ty cos2= ， tz 3= 在点 0M ( 3 ,1,π)处的切线与法平面的

方程。  
解  由于 tx cos2=′ ， ty sin2−=′ ， 3=′z ，所以曲线在 t 处的切向量为 

s ( t )={2cos t ，-2sin t ，3} 
又因为 t =π/3 对应于曲线上的点 0M ( 3 ,1,π)，所以 

s (π/3)={1,- 3 ,3} 

因此，利用公式(11.14)，在点 0M ( 3 ,1,π)处的切线方程为 

3
π

3
1

1
3 −

=
−

−
=

− zyx  

利用公式(11.15)，在点 0M ( 3 ,1,π)处的法平面方程为 

0)π(3)1(33 =−+−−− zyx  
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即                            0π333 =−+− zyx  

2．曲面的切平面与法线 

定义 11.7  设点 0M 是曲面∑上的一点，通过点 0M 且在曲面∑上可以作无穷条曲线，

如果每条曲线在点 0M 处都有一条切线，且这些切线均在同一个平面上，称该平面称为曲面

∑在点 0M 处的切平面，过点 0M 且垂直切平面的直线，称为曲面∑在点 0M 处的法线。 
设曲面∑的方程为 0),,( =zyxF ， ),,( 0000 zyxM 为∑上的一点， xF ′、 yF ′、 zF ′在点 0M 处

连续且不同时为零。则可以证明，曲面∑上过点 0M 的任何曲线的切线都在一个平面上。即

该平面就是曲面∑在点 0M 处的切平面，并且其方程为 
   +−′ ))(,,( 0000 xxzyxFx +−′ ))(,,( 0000 yyzyxFy 0))(,,( 0000 =−′ zzzyxFz    （11.16） 
曲面在点 0M 的法线方程为 

                   
),,( 000

0

zyxF
xx

x′
−

),,( 000

0

zyxF
yy

y′
−

=
),,( 000

0

zyxF
zz

z′
−

=              （11.17） 

若曲线方程由显函数 ),( yxfz = 给出，只要令 ),,( zyxF = zyxf −),( ，可得 

xF ′ xf ′= ， yF ′ yf ′= ， 1−=′zF ， 

于是曲面∑在点 0M 处的切平面方程为 
                    =− 0zz +−′ ))(,( 000 xxyxf x ))(,( 000 yyyxf y −′            （11.18） 

法线方程为 

                          
),( 00

0

yxf
xx

x′
−

),( 00

0

yxf
yy

y′
−

=
1

0

−
−

=
zz

                 （11.19） 

例 11.21  求曲面 1)ln( =++ zxy 在点(1,1,0)处的切平面及法线方程。 
解  设 =),,( zyxF 1)ln( −++ zxy ，因为 

xF ′
zx +

=
1

， 1=′yF ，
zx

Fz +
=′

1
， 

所以点(1,1,0)处，有 1)0,1,1( =′xF ， 1)0,1,1( =′yF ， 1)0,1,1( =′zF ， 

利用（11.16）式，故所求切平面方程为 
0)1()1( =+−+− zyx  

即                               02 =−++ zyx  

利用（11.17）式，法线方程为         
11

1
1

1 zyx
=

−
=

−  

例 11.22  求旋转抛物面 22 yxz += 在点(0，1，1)处的切平面及法线的方程。 
解  设 ),,( zyxF zyx −+= 22 ，因为 xFx 2=′ ， yFy 2=′ ， 1−=′zF ，所以 0)1,1,0( =′xF ，

2)1,1,0( =′yF ， 1)1,1,0( −=′zF ，故所求切平面方程为 
0)1()1(2)0(0 =−−−+− zyx  

即                                 012 =−− zy  

法线方程为                        
1
1

2
1

0 −
−

=
−

=
zyx  
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11.5  多元函数的极值 

11.5.1  二元函数的极值 

定义 11.8  设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 000 yxP 的某个邻域有定义，如果在此邻域内异于点

),( 000 yxP 的任意点 ),( yxP ，均有 ),(),( 00 yxfyxf < （或 ),(),( 00 yxfyxf > ）则称点 ),( 000 yxP
为函数 ),( yxfz = 的极大点（或极小点）。 ( )00 , yxf 称为极大值（或极小值），极大点和极小

点统称极值点，极大值和极小值统称极值。 
与一元函数类似，二元函数也有极值存在的必要条件。 
定理 11.6 （极值存在的必要条件）设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 000 yxP 的某个邻域内有定

义，且存在一阶偏导数，如果 ),( 000 yxP 是极值点，则必有 
0),( 00 =′ yxf x ， 0),( 00 =′ yxf y  

证  因为点 ),( 000 yxP 是 ),( yxfz = 的极值点，所以，当取定 0yy = 时，二元函数极值

问题就成为一元函数极值问题，对一元函数 ),( 0yxfz = 来讲，在 0x 处也取得极值。根据一元

函数极值存在的必要条件，得 0),( 00 =′ yxf x ，同理可证 0),( 00 =′ yxf y 。 
使 0),( =′ yxf x ， 0),( =′ yxf y 同时成立的点 ),( yx 称为函数 ),( yxfz = 的驻点。 
由定理 11.6 知，可导函数的极值点必定为驻点，但是函数 ),( yxfz = 的驻点却不一定是

极值点。 
与一元函数类似，驻点虽不一定是极值点，但是对于可导函数提供了寻找极值点的途径，

下面，利用驻点给出了判别极值点的一个充分条件。 
定理 11.7 （极值存在的充分条件）设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 000 yxP 的某个邻域内具有

二阶连续偏导数，且 ),( 000 yxP 是驻点，即 0),( 00 =′ yxf x ， 0),( 00 =′ yxf y 。设 ),( 00 yxfA xx′′= ，

=B ),( 00 yxf xy′′ ， =C ),( 00 yxf yy′′ ，则 

（1）当 02 <− ACB 时，点 ),( 000 yxP 是极值点，且若 0<A ，点 ),( 000 yxP 是极大值点；

若 0>A ，点 ),( 000 yxP 是极小值点； 
（2） 02 >− ACB  点 ),( 000 yxP 不是极值点； 
（3） 02 =− ACB  点 ),( 000 yxP 有可能是极值点也可能不是极值点。 

证略。 
例 11.23  求函数 124),( 223 +−+−= yxyxxyxf 的极值。 

解  按以下三步来求二元函数的极值： 
（1）先求函数一阶、二阶偏导数，即 yxxyxf x 283),( 2 +−=′ ， yxyxf y 22),( −=′ ，

86),( −=′ xyxf xx ， 2),( =′ yxf xy ， 2),( −=′ yxf yy ； 

（2）解方程组
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−=′
=+−=′

022
0283 2

yxf
yxxf

y

x ，得驻点（0,0）及（2,2）； 

（3）列表判定极值点 
 

驻点 ),( 00 yx  A B C ACB −2  结     论 

（0，0） -8<0 2 -2 -12<0 极大值为 1)0,0( =f  

（2，2） 4>0 2 -2 12>0 )2,2(f 不是极值 
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以上三步是求二元函数的极值的一般方法。 

11.5.2  多元函数的最大值与最小值 

与一元函数类似，由连续函数的性质可知，在有界闭区域上连续的二元函数一定能在该

区域上取得最大值和最小值。对于二元可微函数，如果该函数的最大值（或最小值）在区域

内部取得，则这个最大值（或最小值）点必定在函数的驻点之中；若函数的最大值（或最小

值）在区域的边界上取得，那么它也一定是函数在边界上的最大值（或最小值）。因此，求函

数的最大值（或最小值）的方法是：将函数在所讨论区域内的所有驻点处的函数值与函数在

区域的边界上的最大值和最小值进行比较，其中最大者就是在闭区域上的最大值，最小者就

是在闭区域上的最小值。 
对于实际问题中的最大值和最小值问题，如同一元函数那样，往往从问题中就能断定它

的最大值或最小值一定存在，且在定义区域内部只有唯一驻点，那么就可以肯定函数在该驻

点取得的函数值就是所求的最大值或最小值。 
例 11.24  求函数 222 )2( yyxz ++= 在闭区域 D ： 0≤222 yyx ++ 上的最大值与最小

值。 
解  函数在区域 D 内处处可导，且有 

)2(4 22 yyxxz x ++=′ ， )22)(2(2 22 +++=′ yyyxz y  
解方程组 0,0 =′=′ yx zz ，得区域 D 内驻点是（0,-1），对应的值为 1)1,0( =−z  

    再考察函数在区域 D 边界上的情况，在边界 0222 =++ yyx 上函数 z 的值恒为零，所以

函数在闭区域 D 上的最大值为 1=z ，它在点（0,-1）处取得；最小值为 0=z ，它在边界

0222 =++ yyx 上取得。 

例 11.25  用铁皮做一个体积为V 的无盖长方体形箱子，箱子的尺寸是多少时，才能使

铁皮最省？ 
解  从这个实际问题知，铁皮最省长方体形箱子一定存在。设箱子的长，宽，高分别为

x， y ， z ，无盖长方体形箱子所需铁皮的面积为 A，即 
yzxzxyA 22 ++=  

又因为 Vxyz = ，解得
xy
Vz = ，代入 A，得 

x
V

y
VxyA 22
++=   ( )0,0 >> yx  

为求驻点，解方程组 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−=′

=−=′

02

02

2

2

y
VxA

x
VyA

y

x

 

因为 0,0 >> yx ，解得 3 2Vyx == ，代入
xy
Vz = 中，得

2
23 Vz = ，于是，它是函数在区域

( )0,0 >> yx 内的唯一驻点，所以当长、宽均为 3 2V ，高为
2
23 V

时，所用铁皮最少。 
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11.5.3  条件极值 

    在许多实际问题中，求多元函数的极值问题或最值问题时，对自变量的取值往往要附加

一定的约束条件，这类附有约束条件的极值问题，称为条件极值。而自变量在定义区域内可

以任意取值，未受任何限制的极值问题，称为无条件极值。例 11.23 所讨论的极值问题就是

无条件极值问题，例 11.25 所讨论的极值问题实际上是条件极值问题。如果当约束条件比较

简单时，条件极值可以转化为无条件极值来处理，如例 11.25，但是一般的条件极值问题是很

难化成无条件极值问题的。下面，将讨论条件极值问题。 
    求函数 ),( yxfz = 在满足约束条件 0),( =yxϕ 下的条件极值，求解此问题的常用方法是拉

格朗日乘数法。 
    拉格朗日乘数法的具体步骤如下： 
    第 1 步，构造拉格朗日函数。确定问题的目标函数为 ),( yxfz = ，问题的条件函数为

0),( =yxϕ ，从而拉格朗日函数为 
),(),(),,( yxyxfyxF λϕλ +=  

其中 λ为待定常数，称为拉格朗日乘数，将原条件极值问题化为求三元函数 ),,( λyxF 的无条

件极值问题； 
    第 2 步，求三元函数 ),,( λyxF 的驻点，即 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==′
=′+′=′
=′+′=′

0),(
0),(),(
0),(),(

yxF
yxyxfF
yxyxfF

yyy

xxx

ϕ
ϕλ
ϕλ

λ

 

求出上述方程组的解为 x， y ， λ，那么驻点 ),( yx 有可能是极值点； 
    第 3 步，判别求出的驻点 ),( yx 是否是极值点，通常由实际问题的实际意义来确定。 

    对于多于两个自变量的函数或多于一个约束条件的情形也有类似的结果。 
    例 11.26  用拉格朗日乘数法解例 11.25。 
    解  第 1 步，构造拉格朗日函数。设问题的目标函数为 

yzxzxyA 22 ++=      ( )0,0,0 >>> zyx  
其问题的条件函数为 Vxyz = ，所构造的拉格朗日函数为 

)(22),,,( VxyzyzxzxyzyxF −+++= λλ  
    第 2 步，求四元函数 ),,,( λzyxF 的驻点，即 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−=′
=++=′
=++=′
=++=′

0
022

02
02

VxyzF
xyyxF
xzzxF
yzzyF

z

y

x

λ

λ
λ
λ

 

    将上述方程组中的第一个方程乘以 x ，第二个方程乘以 y ，第三个方程乘以 z 后，再由

第一式减去第二式，第二式减去第三式，得  

⎩
⎨
⎧

=−
=−

02
022

xzxy
yzxz

 

因为 0,0,0 >>> zyx ，所以有 zyx 2== 。代入第四个方程得唯一的驻点为 

3 2Vyx == ，
2
23 Vz = ； 
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    第 3 步，判别求出的驻点 ),,( zyx 是否是极值点。由本身问题知，最小值一定存在，又

驻点唯一，所以当 3 2Vyx == ，
2
23 Vz = 时，问题有最小值。即当长、宽均为 3 2V ，高为 

2
23 V

时，所用铁皮最少。 

例 11.27  求原点到曲面 1)( 22 =−− zyx 的最短距离。 

解  用拉格朗日乘数法。 
第 1 步，构造拉格朗日函数。设原点到曲面上点 ),,( zyx 的最短距离为 d ，可得问题的目

标函数为 
2222 zyxd ++=  

又知问题的条件函数为 1)( 22 =−− zyx ，所构造的拉格朗日函数为 
=),,,( λzyxF 222 zyx ++ λ+ )1)(( 22 −−− zyx  

    第 2 步，求四元函数 ),,,( λzyxF 的驻点，即 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−−=′
=−=′

=−−=′
=−+=′

01)(
022

0)(22
0)(22

22 zyxF
zzF

yxyF
yxxF

z

y

x

λ

λ
λ
λ

 

从上述方程组中，求出第三个方程的解为 0=z 或 1=λ 。 
若当 1=λ 时，从第一个方程和第二个方程中，解得 0,0 == yx ，代入第四个方程中，有

012 =−− z ，因此有， z 无实根，即在曲线上找不点到原点的距离最短，于是 1≠λ ； 
只有 0=z ，将方程组中第一个方程和第二个方程相加，得 xy −= ，代入第四个方程中，

得
2
1

±=x ，又有
2
1

m=y ，故所求的驻点为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 0,

2
1,

2
1

或 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 0,

2
1,

2
1

； 

第 3 步，判别求出的驻点 ),,( zyx 是否是极值点。由本身问题知，最小值一定存在，虽然

有两个驻点，但最小值是相同的，即函数在点 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 0,

2
1,

2
1

或点 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 0,

2
1,

2
1

取得最小值，其最

短距离都是
2
2
。 

11.6  本章小结 

11.6.1  内容提要 

1．基本概念 

多元函数，二元函数的定义域与几何意义，二元函数的极限与连续，偏导数的定义，二

阶偏导数，混合偏导数，全微分，切平面，二元函数的极值，驻点，条件极值。 

2．基本定理 

混合偏导数与次序无关的定理，可微的必要条件，可微的充分条件，复合函数求偏导数
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的定理，极值的必要条件，极值的充分条件。 

3．基本方法 

利用一元函数的微分法求偏导数的方法，利用多元复合函数的求导法则求偏导数的方

法，利用公式求隐函数的导数或偏导数的方法，利用拉格朗日乘数法求条件极值的方法。 

11.6.2  疑点解析 

问题 1  简述一元函数微分学与二元函数微分学的基本概念的异同。 
解析 （1）二元函数微分学的内容与一元函数微分学的内容是相互对应的。在一点处的

极限、连续、可微等概念，在定义的方式上是完全相同的，只要把区间上的点换成平面区域

上的点，就可把一元函数微分学的一些基本概念推广到二元函数微分学； 
（2）从极限的定义来看，虽然两者定义相同，但是在求极限的方法上出现了新的问题，

即点的变化从区间发展成平面区域，在区间上点的变化只能有两个方向，即左极限与右极限；

而对平面区域来说，点的变化可以有无穷多个方向，给极限的计算带来了困难，这就是研究

二元函数所出现的新问题的根源。详细情况请看有关参考书； 
（3）从可导与连续的关系来看，一元函数与二元函数有着很大的差异：一元函数在一点处

可导，那么函数必在该点处连续，但是二元函数在一点处可导，并不能保证函数在该点处连续； 
（4）从可导与可微的关系来看，一元函数与二元函数也有着很大的差异：一元函数的可

导与可微是两个等价的概念，而二元函数的可导与可微是不等价的。即二元函数在一点处可

微，那么函数必在该点处可导；反之，二元函数在一点处可导，并不能保证函数在该点处可

微，可见，可微性要比可导性强。 如果二元函数在一点处不仅可导且偏导数都连续，那么函

数必在该点处可微。二元函数在一点处可微，可推出函数在该点处连续。但二元函数在一点

处可导，并不能推出函数在该点处连续。 
问题 2  如何求多元函数的偏导数？ 
解析  求多元函数的偏导数的方法，实质上就是一元函数的求导法。例如，多元函数对

x 求偏导，就是把多元函数的其余自变量都暂时看成常量，从而多元函数就变成关于 x 的一

元函数，一元函数的求导公式和法则都可以使用。 
对于多元复合函数求偏导，特别对于复合关系中含有抽象函数，应利用复合函数的求导

法则。由于复合关系可以多种多样，在使用求导法则时应仔细分析，灵活运用，同时画一张

图为好。 
问题 3  二元函数的极值是否一定在驻点取得？ 
解析  与一元函数同样，不一定。二元函数的极值可能在偏导数不存在的点取得。 
问题 4  如何用拉格朗日乘数法求极值？ 
解析  用拉格朗日乘数法是求条件极值。在实际问题中，首先寻找出所要求的极值的目

标函数，其次再找到条件函数，最后构造拉格朗日函数，求出其函数的驻点，判断其驻点是

否是极值点。如果在实际问题中确有极值，且驻点只有一个，那么此驻点就是极值点。下面

举一个求三元函数的条件极值的例子来加以具体说明。 
问题：求函数 ),,( zyxfu = 在满足约束条件 0),,( =zyxϕ 下的条件极值。 

解  用拉格朗日乘数法求极值的具体方法有以下三步组成： 
第 1 步，构造拉格朗日函数。确定问题的目标函数为 ),,( zyxfu = ，问题的条件函数为
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0),,( =zyxϕ ，从而拉格朗日函数为 
),,(),,(),,,( zyxzyxfzyxF λϕλ +=  

    第 2 步，求四元函数 ),,,( λzyxF 的驻点，即 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==′
=′+′=′
=′+′=′
=′+′=′

0),,(
0),,(),,(
0),,(),,(
0),,(),,(

zyxF
zyxzyxfF
zyxzyxfF
zyxzyxfF

zzz

yyy

xxx

ϕ
ϕλ
ϕλ
ϕλ

λ

 

求出上述方程组的解为 x， y ，z，λ，那么驻点 ),,( zyx 有可能是极值点； 
    第 3 步，判别求出的驻点 ),,( zyx 是否是极值点，通常由实际问题的实际意义来确定。   

习  题  11 

1．求下列函数的定义域，并作出定义域的图形。 

（1） 2yxz −= ；             （2）
)4ln( 22 yx

xyz
−−

=  ； 

（3） )ln( 2xyxyz −+−=  ；   （4）
14

arcsin
22

22

−+
+

+
=

yx

yyxz 。 

2．设函数
xy

yxyxfz
22

),( −
== ，求 ( )2,1f ， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
xxyf , 。 

3．设函数 ( ) 2, yxyyxyxf −=−+ ，求 ( )yxf , 。 

4．求下列函数的偏导数。 

（1） 22 yxxyz +−= ；   （2）
x
yz arcsin= ；     （3） ( )yxz −= ln ； 

（4） yx

xy

z
ee

e
+

= ；         （5） ( )xxyz 2−= ；    （6） zyxu )arctan( −= 。 

5．求下列函数在给定点的偏导数。 

（1） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

y
xyz ln ，求 ( )1,0xz ′ ， ( )1,0yz ′ ； 

（2） ( )yxz x 2cose sin += − ，求 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′

4
π,0xz ， ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′

4
π,0yz 。 

6．求下列函数的二阶偏导数。 
（1） 4224 2 yyxxz +−= ；           （2） ( )yxz 32sin 2 += ；  

（3） ( )xyxz ln= ；                   （4）
y
xz arctan= 。 

7．证明函数
2

e y
x

z = ，满足方程 02 =
∂
∂

+
∂
∂

y
zy

x
zx 。 

8．证明函数 ( )yxz eeln += ，满足方程 ( ) 02 =′′−′′′′ xyyyxx zzz 。 

9．证明函数 bxtxu tab sine),(
2−= 满足热传导方程 2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂

，其中a 是正常数，b 是任
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意常数。 

10．证明函数 )ln( 22 yxz += 满足拉普拉斯方程 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

。 

11．求下列函数的全微分。 

（1）
y
xxyz +=  ；（2）

22 yx

yxz
+

+
= ；（3）

x
yz arctan= ；(4) xzyu = 。 

12．利用全微分计算近似值。 
（1） ( ) 03.201.10 ；              （2）sin29°tan46°。 

13．设有一无盖圆柱形容器，容器的壁与底的厚度均为 0.1 cm，内高为 20 cm，半径为 4 
cm，求容器外壳体积的近似值。 

14．有一批半径为 5 cm，高为 20 cm 的金属圆柱体 100 个，现要在圆柱体的表面镀一层

厚度为 0.05 cm 的镍，试估计大约需要多少 kg 的镍（镍的密度为 8.8 g/cm3）？ 
15．求下列复合函数的偏导数或导数。 

（1）设 22 uvvuz += ，而 xu ln= ， xv e= ，求
x
z

d
d

； 

（2）设 )arctan(xyz = ，而 xy ln= ，求
x
z

d
d

； 

（3）设 22 uvvuz −= ，而 yxu cos= ， yxv sin= ，求
x
z
∂
∂

，
y
z
∂
∂

； 

（4）设 vuz cose= ，而 xyu = ， )ln( 2 yxv −= ，求
x
z
∂
∂

，
y
z
∂
∂

。 

16．求下列函数的一阶偏导数。 

（1） ( )yxxyfz 2, 2 −=  ；（2） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
x

x
yfz ,  ；  （3） ( )xyzxyxfu ,,2= ； 

（4） ( )xyxfxyz ,= ；（5） ( )xyzyxfu +−= 22  ；（6） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

x
yfyz xy 2e 。 

17．求下列方程所确定的隐函数的导数
x
y

d
d

。 

（1） 23223 =+− yyxx  ；       （2）
x
yyx arctanln 22 =+ 。 

18．求下列方程所确定的隐函数的偏导数
x
z
∂
∂

与
y
z
∂
∂

： 

（1） ( ) 3432ln =+−+ zyxxyz      （2） ( )zxyzyx −=− sin3 22 。 
19．求曲线 22tx = ， ty −=1 ， 3tz = 在 1=t 处的切线与法平面方程。 
20．求曲面 2132 222 =++ zyx 上平行于平面 064 =++ zyx 的切平面方程。 
21．在曲面 xyz = 上求一点，使该点处的切平面平行于平面 093 =+++ zyx 。 
22．求函数 ( )2233 3 yxyxz +−+= 的极值。 

23．已知长方体的表面积为 a ，问其尺寸是多少时，长方体的体积最大？ 
24．求内接于半径为a 的半球面且具有最大体积的长方体。 
25．在平面 023 =− zx 上求一点，使它与点 ( )1,1,1A 和 ( )4,3,2B 的距离平方和为最短。 
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26．某工厂要建造一座长方体形状的厂房，其体积为 1,500,000 m3，已知前墙和屋顶的

每单位面积的造价分别是其他墙身造价的 3 倍和 1.5 倍，问厂房前墙的长度和厂房的高度为

多少时，厂房的造价最小？ 
27．某工厂在生产某种产品中要使用甲、乙两种原料，已知甲和乙两种原料分别使用 x 单

位和 y 单位可生产u 单位的产品， 22 6484032 yxxyyxu −−++= ，且甲种原料单价为 10 元，

乙种原料单价为 4 元，单位产品的售价为 40 元，求该工厂在生产这个产品上的最大利润。 
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第 12 章  多元函数的积分学 
在上一章中，将一元函数微分学推广到多元函数微分学。在本章中，将一元函数积分学

推广到多元函数积分学，利用一元函数定积分的微元法的思想，建立重积分、曲线积分的概

念，重点介绍重积分与曲线积分的性质、计算方法和一些应用。这两种积分解决问题的基本

思想方法与定积分是一致的，而重积分与曲线积分的计算最终都归结于定积分。 

12.1  二重积分的概念与计算 

12.1.1  二重积分的概念与性质 

1．二重积分的概念 

为了引入二重积分的概念，先考察一个例子。 
例 12.1  曲顶柱体的体积 
设区域 D 为 xOy 平面上的有界闭区域，二元函数 ),( yxfz =

为定义在 D 上的连续非负函数。则我们把以曲面 ),( yxfz = 为顶、

以区域 D 为底，其侧面（准线是区域的边界，母线平行于 z 轴）

为一柱面的立体称为曲顶柱体（图 12.1）。 
下面将讨论如何计算这个曲顶柱体的体积问题。 
把在定积分中求曲边梯形面积的思想方法，推广用到求曲顶

柱体的体积中去，即分割取近似，求和取极限，具体的步骤如下： 
第 1 步，分割  将区域 D 任意分割成个 n 小区域为 1σΔ ，

2σΔ ，…， nσΔ ，并以 iσΔ ),,2,1( ni L= 表示第 i 个小区域的面积。

每个小区域 iσΔ 对应一个小曲顶柱体，用 iVΔ 表示第 i 个小曲顶柱体的体积； 
第 2 步，取近似  在每个小曲顶柱体的底 iσΔ 上任取一点 ),( ii ηξ ，用高为 ),( iif ηξ 底为

iσΔ 的平顶柱体体积 ),( iif ηξ iσΔ 来近似代替 iVΔ ，即“以平代曲”，有 

iVΔ ≈ ),( iif ηξ iσΔ    ( )ni ,,2,1 L=  

第 3 步，求和  将这n 个小平顶柱体体积相加，得到原曲顶柱体体积近似值，即 

i

n

i
ii

n

i
i fVV σηξ Δ≈Δ= ∑∑

== 11

),(  

第 4 步，取极限  将区域 D 无限细分，这个近似值就无限趋向于原曲顶柱体体积，即 

0
lim
→

=
λ

V i

n

i
iif σηξ Δ∑

=1

),(  

其中 =λ )Δ(dmax
≤≤1 ini

σ ， )(d iσΔ 表示小区域 iσΔ 的直径（一个有界闭区域的直径是指其上任

意两点的最大距离）。 
与一元函数定积分的概念一样，可以将以上四步计算曲顶柱体的体积的问题变为两步，

 
图 12.1 
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即用微元法的思想：先用局部线性化来找出体积微元，再无限累加求出总体，具体步骤如下： 
    第 1 步，找出体积微元。将区域 D 无限细分，在微小区域 σd 上任取一点 ),( yx ，用以

),( yxf 为高， σd 为底的平顶柱体体积 σd),( yxf 近似代替 σd 上小曲顶柱体体积，即得体积

微元 
Vd = σd),( yxf  

第 2 步，累加求出总体。将体积微元 Vd = xyxf d),( 在区域 D 上“无限累加”，则得所求

曲顶柱体的体积为 

∫∫=
D

yxfV σd),(  

    说明：所谓“无限累加”与定积分在理解上是一样的，就是对体积微元求积分，记号为∫∫
D

。 

    由以上例子就可抽象出二重积分的概念。 
    设二元函数 ),( yxfz = 是定义在有界闭区域 D 上的连续函数，用微元法先找出体积微元，

再累加求出总体，由这两步所得的表达式，即 ∫∫
D

yxf σd),( 称为函数 ),( yxfz = 在闭区域 D 上

的二重积分。其中 ),( yxf 称为被积函数， σd),( yxf 称为被积表达式，D 称为积分区域， σd
称为面积元素， x 与 y 称为积分变量。 

显然，二重积分的几何意义是：在区域 D 上当 0≥),( yxf 时， ∫∫
D

yxf σd),( 表示曲面

),( yxfz = 在区域 D 上所对应的曲顶柱体的体积。在区域 D 上当 ),( yxf 有正有负时，

∫∫
D

yxf σd),( 表示曲面 ),( yxfz = 在区域 D 上所对应的曲顶柱体的体积的代数和。 

2．二重积分的性质 

二重积分的性质与定积分的性质完全类似，现表述如下：  
性质 12.1  积分的函数可加性，即 

σd)],(),([∫∫ ±
D

yxgyxf ±= ∫∫ σd),(
D

yxf σd),(∫∫
D

yxg  

    性质 12.2  积分的齐次性，即 

σd),(∫∫
D

yxkf = σd),(∫∫
D

yxfk   （ k 为常数） 

性质 12.3  积分的区域可加性，设积分区域 D 可分割成为 1D 、 2D 两部分，则有 

σd),(∫∫
D

yxf = σd),(
1

∫∫
D

yxf + σd),(
2

∫∫
D

yxf  

    性质 12.4  （积分的比较性质）若 ),(≥),( yxgyxf ，其中 Dyx ∈),( ，则 

σd),(∫∫
D

yxf ≥ σd),(∫∫
D

yxg  

    性质 12.5 （积分的估值性质）设 Myxfm ≤),(≤ ，其中 Dyx ∈),( ，而m ，M 为常数，

则 
≤σm σd),(∫∫

D

yxf σM≤  
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其中σ 表示区域 D 的面积。 
    性质 12.6 （积分中值定理）若 ),( yxf 在有界闭区域 D 上连续，则在 D 上至少存在一点

( ) D∈ηξ , ，使得 

σd),(∫∫
D

yxf = σηξ ),(f  

12.1.2  在直角坐标系下计算二重积分 

在直角坐标系中采用平行于 x 轴和 y 轴的直线把区域 D 分成许多小矩形，于是面积元

yxddd =σ ，二重积分可以写成为 

∫∫
D

yxyxf dd),(  

下面利用二重积分的几何意义来推导出化二重积分为二次积分的方法。 
将区域 D 向 x 轴投影，则区域 D 就可以表示为下列不等式组(图 12.2) 

)(≤≤)( 21 xyyxy ， bxa ≤≤  

下面用“切片法”来求这个曲顶柱体的体积。 
在区间[ ba, ]上任取一点 x ，过 x 作垂直于 x 轴的平面与柱体相交，截得的面积设为

)(xS ，由定积分可知 

∫=
)(

)(

2

1

d),()(
xy

xy
yyxfxS  

由图 12.3 可知，利用定积分中的“平行截面面积为已知，求立体体积”的方法，可得所

求曲顶柱体的体积为 

        
                    图 12.2                                      图 12.3 

∫=
b

a
xxSV d)( = xyyxf

b

a

xy

xy
dd),(

)(

)(

2

1
∫ ∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  

因此                   ∫∫
D

yxyxf dd),( = xyyxf
b

a

xy

xy
dd),(

)(

)(

2

1
∫ ∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  

上式也可简记为 

                    ∫∫
D

yxyxf dd),( = ∫∫
)(

)(

2

1

d),(d
xy

xy

b

a
yyxfx                   (12.1) 

    公式(12.1)就是二重积分化为二次积分的计算方法，该方法也称为累次积分法。在计算第

一次积分时，视 x为常量，对变量 y 由下限 )(1 xy 积到上限 )(2 xy ，这时计算结果是一个关于

x的函数；在计算第二次积分时， x是积分变量，积分限是常数，计算结果是一个数值。 
若将区域 D 向 y 轴投影，则区域 D 就可以表示为下列不等式组(图 12.4) 
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)(≤≤)( 21 yxxyx ， dyc ≤≤  

类似地可得 

                        ∫∫
D

yxyxf dd),( = ∫∫
)(

)(

2

1

d),(d
yx

yx

d

c
xyxfy                   (12.2) 

在化二重积分为累次积分时，应该注意以下几点： 
（1）累次积分的下限必须小于上限； 
（2）在用公式(12.1)时，区域 D 要满足平行于 y 轴的直线与 D 的边界相交不多于两点；

在用公式(12.2)时，区域 D 要满足平行于 x轴的直线与 D 的边界相交不多于两点。如果 D 不

满足这个条件，则必须把 D 分割成几块(图 12.5)，然后利用区域可加性来计算。 

           

图 12.4                                       图 12.5 

（3）适当选择积分次序，是先对 y 积分后对 x 积分，还是先对 x 积分后对 y 积分，要看

具体问题来确定。 
例 12.2  计算 yxxy

D

dd∫∫ ，其中 D 由直线 xy = 和抛物线 2xy = 围成。 

解  作出区域 D 的图形 12.6，选择先对 y 积分后对 x积分。将 D 向 x 轴投影，得到 x 的

最大变化范围为[0,1]，在[0,1]上任取一固定点 x ，过 x 作平行于 y 的直线与区域 D 的边界相

交于两点，就得到 y 的变化范围从 2x 到 x ，积分区域 D 可写成为 

xyx ≤≤2 ， 1≤≤0 x  

所以 

                  yxxy
D

dd∫∫ = yxyx
x

x
dd

2

1

0 ∫∫ xyx
x

x

d
2

1

0

2

2∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

                       xxxx d)(
2
1 1

0

42∫ −= =
0

164

642
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

xx
24
1

=  

本题若先对 x 积分后对 y 积分，解法类似。 

例 12.3  计算 yx
y
x

D

dd2

2

∫∫ ，其中 D 由 2=y ， xy = ， 1=xy 围成。 

解  作出区域 D 的图形 12.7，选择先对 x 积分后对 y 积分。将 D 向 y 轴投影，得到 y 的
最大变化范围为[1,2]，在[1,2]上任取一固定点 y ，过 y 作平行于 x 直线与区域 D 的边界相交

于两点，就得到 x 的变化范围从
y
1
到 y ，积分区域 D 可写成为 
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图 12.6                                      图 12.7 

yx
y

≤≤
1

， 2≤≤1 y  

所以 

                yx
y
x

D

dd2

2

∫∫ = x
y
xy

y

y

dd
1 2

22

1 ∫∫ yx
y

y

y

d
3

12

1 1

3

2∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

            y
y

y
y

d
3

1
3

12

1
3

3

2∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= =

1

2

4

2

12
1

6 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

y
y

64
27

=  

本题也可选择先对 y 积分后对 x积分。将 D 向 x 轴投影，得到 x的最大变化范围为[0.5,2]，
在[0.5,2]上任取一固定点 x，过 x作平行于 y 的直线与区域 D 的边界相交于两点，但是交点

表达式分别在[0.5,1]与 [1,2]是不同的，所以必须用直线 1=x 将 D 分成 1D 和 2D 两块（图形

12.8），其中 

1D ：
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

1≤≤5.0

2≤≤
1

x

y
x ， 2D ：

⎩
⎨
⎧

2≤≤1
2≤≤

x
yx

 

利用区域可加性，得 

                 yx
y
x

D

dd2

2

∫∫ = y
y
xx

x

dd
2

1 2

21

5.0 ∫∫ + y
y
xx

x
dd

2

2

22

1 ∫∫  

                      = ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

1

5.0

2 d
2
1 xxx + ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

2

1

2 d1
2
1 x

x
x

64
27

=  

显然，计算起来要比先对 x 积分后对 y 积分麻烦得多，所以恰当地选择积分次序是很重要

的。 
例 12.4  计算 yxxy

D

dd∫∫ ，其中 D由抛物线 2yx = 和直线 2−= xy 围成。 

解  作出区域 D 的图形 12.9，从图可以看出，选择先对 x积分后对 y 积分计算比较方便。

将 D 向 y 轴投影，得到 y 的最大变化范围为[-1,2]，在[-1,2]上任取一固定点 y ，过 y 作平行

于 x的直线与区域 D 的边界相交于两点，就得到 x的变化范围从 2y 到 2+y ，积分区域 D 可

写成为 
2+≤≤2 yxy ， 1≤ ≤ 2y−  

所以 
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图 12.8                                           图 12.9 

yxxy
D

dd∫∫ = xxyy
y

y
dd

22

1 2∫∫
+

−
=

2

222

1
d

2

y

y

xy y
+

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ = ∫− −+
2

1

42 d])2[(
2
1 yyyy  

              =
1

2
2

346

2
3

4
462

1

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++− yyyy

8
45

=  

若选择先对 y 积分后对 x 积分，计算起来要比先对 x 积分后对 y 积分麻烦得多，读者不

妨试试。 

例 12.5  更换 xxyI xy

y
ded

1
2

1

0 ∫∫= 的积分次序，并计算积分值。 

解  这是一个先对 x积分后对 y 积分的累次积分，如果直接计算，需要进行两次分部积分，

计算工作量比较大。若交换一下积分次序，先对 y 积分后对 x积分，这时因子 2x 则可移出，

求积分就简单多了。由于积分 I 是先对 x积分后对 y 积分，则区域 D 是向 y 轴作投影的，根据

已知的累次积分可知变量 x与 y 的变化范围，先将积分区域 D 用不等式表示为 

D ：
⎩
⎨
⎧

1≤≤0
1≤≤

y
xy

 

并作出 D 的图形(图 12.10)。再交换积分次序，先对 y 积分后对 x积分，那么区域 D 向 x

轴投影，重新将 D (图 12.11) 用不等式表示为 

D：
⎩
⎨
⎧

1≤≤0
≤≤0

x
xy

 

          
图 12.10                                    图 12.11 

因此， I 的积分次序可以交换为 
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                  yxxI xy
x

ded
0

2
1

0 ∫∫= =∫1
0

x

0
d)e( xx xy  

                    = ∫ −
1

0
d)1e(

2
xx x =

1

0

2 )e(
2
1 2

xx − = 1e
2
1

−  

12.1.3  在极坐标系下计算二重积分 

对于某些二重积分，利用直角坐标计算是很困难的，而在极坐标系下计算则比较简单。

下面利用微元法导出这种计算方法。 
首先，找出面积微元。分割积分区域 D，利用 r 取一系列常数（得到一簇中心在极点的

同心圆）和θ 取一系列常数（得到一簇过极点的射线）的两组曲线，将 D 分成许多小区域(图
12.12)，因此得到了极坐标系下的面积微元为 

θσ ddd rr=  
其次，分别用 θcosrx = ， θsinry = 代替被积函数 ),( yxf 中的 x， y 。 

最后，得到二重积分在极坐标系下表达式为 
σd),(∫∫

D

yxf θθθ dd)sin,cos( rrrrf
D
∫∫=  

在极坐标系下实际计算二重积分时，与直角坐标情况类似，也是化为累次积分来进行。 
设积分区域 D (图 12.13)位于两条射线 αθ = 和 βθ = 之间，D 的两段边界曲线方程分别

为 ( )θ1rr = ， ( )θ2rr = ，一般是选择先积分 r 后积分θ 的次序，D 用不等式可表示为 

      
图 12.12                                      图 12.13 

( ) ≤≤1 rr θ ( )θ2r ， βθα ≤≤  

则二重积分化为累次积分为 

σd),(∫∫
D

yxf
( )

( )
rrrrf

r

r
d)sin,cos(d

2

1
∫∫=

θ

θ

β

α
θθθ  

    如果极点O 在区域 D 的内部(图 12.14)，则 D 用不等式可表示为 
≤≤0 r ( )θr ， π2≤≤0 θ  

那么 

σd),(∫∫
D

yxf
( )

rrrrf
r

d)sin,cos(d
0

π2

0 ∫∫=
θ

θθθ  

例 12.6  计算 σd2∫∫
D

xy ，其中D为圆 122 =+ yx 和圆 422 =+ yx 之间的第一象限部分。 

解  因为 D 是圆形区域，所以选择极坐标。作出 D 的图形(图 12.15)，D 在极坐标下可

表示为 
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     图 12.14                                    图 12.15 

2≤≤1 r ，
2
π

≤≤0 θ  

于是原积分可化为如下的累次积分，并计算得 

σd2∫∫
D

xy θθθ ddsincos 22 rrrr
D
∫∫ ⋅= rr dsincosd 4

2

1

22
π

0 ∫∫ ⋅= θθθ  

                 rr ddcossin
2

1

42
π

0

2 ∫∫= θθθ
15
31

=  

例 12.7  计算 σde
22

∫∫ −−

D

yx ，其中 D 为圆域 222 ≤ayx + 的上半平面部分。 

解  因为 D 是圆形区域，所以选择极坐标。作出 D 的图形(图 12.16)，D 在极坐标下可

表示为 
ar≤≤0 ， π≤≤0 θ  

于是 

σde
22

∫∫ −−

D

yx θdde
2

rr
D

r∫∫ −= rr
a

r ded
0

π

0

2

∫∫ −= θ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= −

π

0
0

de
2
1 2

θ
a

r ( )2
e1

2
π a−−=  

例12.8  计算 σd1 22∫∫ −−
D

yx ，其中D为圆
4
1

2
1 2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ yx 和 y 轴所围的右半部分。 

解  因为 D 是圆形区域，所以选择极坐标。作出 D 的图形(图 12.17)，D 在极坐标下可

表示为 

                
图 12.16                                  图 12.17 

θsin≤≤0 r ，
2
π

≤≤0 θ  

于是得到 

       σd1 22∫∫ −−
D

yx rrr d1d
sin

0

22
π

0 ∫∫ −=
θ

θ ∫ −
−= 2

π

0 0

sin2
3

2

d
3

)1( )( θ
θr  
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                    ∫ −= 2
π

0

3 d)cos1(
3
1 θθ

0

2
π

3sin
3
1(sin

3
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= θθθ =

9
2

6
π
−  

12.2  二重积分应用举例 

1．空间立体的体积 

根据二重积分的几何意义，二重积分可直接用于求空间立体的体积。 
例 12.9  求平面 42 =++ zyx 和三个坐标面所围的四面体的体积。 
解  作出平面 42 =++ zyx 和三个坐标面所围的四面体的图形（图 12.18)。四面体可看

成以平面 yxz 24 −−= 为顶，其在 xOy 平面的投影 D 为底的曲顶柱体，其中区域 D 由

42 =+ yx 及 x轴， y 轴围成（图 12.19)。所以四面体体积V 为 

    σd)24(∫∫ −−=
D

yxV xyxy
y

d)24(d
24

0

2

0 ∫∫
−

−−= ∫
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

2

0
0

242

d2
2

4 yyxxx
y

 

      ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−−=

2

0

2 d)24(2)24(
2
1)24(4 yyyyy  

      ∫ −=
2

0

2 d)24(
2
1 yy =

0

2
3)24(

12
1 y−− =

3
16  

          
   图 12.18                                       图 12.19 

例 12.10  求旋转抛物面 22 yxz += 和球面 2222 =++ zyx 所围立体的体积。 

解  画出立体的图（图 12.20)。所求体积可看成是两个曲顶柱体体积之差，即 

σd2 22∫∫ −−=
D

yxV σd)( 22∫∫ +−
D

yx  

其中 D 是所求立体在 xOy 平面的投影区域。在下列联立方程中消去 z ，即 

⎩
⎨
⎧

+=
=++

22

222 2
yxz

zyx
 

为了消去 z ，从上述方程组中先消去 x， y 得 

022 =−+ zz  
解得 1=z 或 2−=z ，因为 2−=z 不合题意，故舍去，取 1=z 。于是 D 由 122 =+ yx 所围成

（图 12.21)。由于 D 是圆形区域，所以选择极坐标，D 在极坐标下用不等式表示为 
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    图 12.20                                 图 12.21 

1≤≤0 r ， π2≤≤0 θ  
于是所求的立体的体积为 

      σd)(2 2222∫∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−−=

D

yxyxV rrrr d2d
1

0

22
π2

0 ∫∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−= θ  

        =
0

14
2
3

2

4
)2(

3
1

π2 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−

rr ( )π728
6
1

−=  

2．平面薄板的质量 

例 12.11  设以原点为圆心，a 为半径的平面薄板的面密度是 22 yx +=μ ，求薄板的质量。 

解  用微元法。在圆形区域 D 上任取一个微小区域 σd ，视面密度不变，则得质量微元为 
σσμ d)(d),(d 22 yxyxm +==  

将上述微元“累加”起来，即在区域 D 上积分，得 
( ) σμ d,∫∫=

D

yxm ( ) σd22∫∫ +=
D

yx ，其中 D： 222 ≤ayx +  

利用极坐标计算得 

( ) σd22∫∫ +=
D

yxm = ∫ ∫ ⋅
π2

0 0

2 dd
a

rrrθ 4

2
πa=  

一般地，面密度是 ),( yxμ 的平面薄板 D 的质量为 

( ) σμ d,∫∫=
D

yxm  

3．平面薄板的重心 

由物理学知道，质点系的重心坐标为
m

m
x y= ，

m
m

y x= ，其中m 为质点系的质量， ym ，

xm 分别是质点系对 y 轴和 x轴的静力矩。设有平面薄板，所占有区域为 D，在点 ),( yx 的面

密度是 ),( yxμ ，求平面薄板的重心坐标。 
利用微元法，在区域 D 上任取一个微小区域 σd ，则有 σμ d),(d yxm = ，设想这部分质

量集中在点 ),( yx 处（图 12.22)，因此得到平面薄板对坐标轴的静力矩微元为 
σμ d),(d yxxm y = ， σμ d),(d yxymx =  

将上述微元“累加”起来，即在区域 D 上积分，得 
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( ) σμ d,∫∫=
D

y yxxm ， ( ) σμ d,∫∫=
D

x yxym  

因此，平面薄板的重心坐标为 

∫∫

∫∫
=

D

D

yx

yxx

x
σμ

σμ

d),(

d),(

，

∫∫

∫∫
=

D

D

yx

yxy

y
σμ

σμ

d),(

d),(

 

若薄板是均匀的， μ 是常数，则重心坐标为 

∫∫=
D

x
A

x σd1
， ∫∫=

D

y
A

y σd1  

其中 A为区域 D 的面积。 
例 12.12  求位于两圆周 4)2( 22 =−+ yx 和 1)1( 22 =−+ yx 之间的均匀薄板的重心。 
解  薄板的形状如图 12.23 所示。由于图形关于 y 轴对称，所以薄板的重心在 y 轴上，

只须求 y 即可， μ 又是常数。 

显然， A = 4π－π=3π，利用极坐标计算，从图 12.23 知，区域 D 可用不等式表示为 

           
图 12.22                                   图 12.23 

θθ sin4≤≤sin2 r ， π≤≤0 θ  
于是 

∫∫
D

y σd = ∫∫ ⋅
θ

θ
θθ

sin4

sin2

π

0
dsind rrr = θθdsin

3
56π

0

4∫ = θθθ d)4cos2cos43(
3
7 π

0∫ +−  

            = π7)4sin
4
12sin23(

3
7

0

π

=+− θθθ  

所以
3
7

π3
π7
==y 。因此，均匀薄板的重心坐标为 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
7,0 。 

12.3  对坐标的曲线积分 

12.3.1  对坐标的曲线积分的概念与性质 

1．对坐标的曲线积分的概念 

先看一个例子——变力沿曲线做功。 
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设质点在 xOy 平面内，受到变力 F，即 
F ),( yx = ),( yxP i + ),( yxQ j 

的作用，由点 A沿有向曲线 L 运动到点 B（图 12.24），求

力 F 所做的功。 
由物理学知道，如果是 F 常力，质点作直线运动，且

它移动的位移向量为 s，则力 F 所作的功为W =F·s，现

在因为 F ),( yx 是变力，且质点沿有向曲线 L 移动，所以不

能用以上公式直接计算所求的功，下面用微元法思想来解

决这个问题。 
第 1 步，求功的微元，在 L 上任取一微小弧段 ii MM 1− ，

在这小弧段上，设想力 F 保持不变，并用有向线段 ds = xd i 
+ yd j 来代替弧 ii MM 1− ，即“以直代曲”，因此功的微元为 

Wd = F·ds = yyxQxyxP d),(d),( +  

第 2 步，将上述微元沿有向曲线 L “无限累加”，则所求的功为 

∫ +=
L

yyxQxyxPW d),(d),(  

说明：所谓“无限累加”是与定积分在理解上是一样的，即就是对功的微元求积分，记

号为 ∫L
。 

把上述问题抽去力学的意义，抽象化，就可得出对坐标的曲线积分的概念。 
设 L 是有向光滑曲线，F ),( yx = ),( yxP i + ),( yxQ j 是定义在 L 上的向量函数，且 ),( yxP ，

),( yxQ 在 L 上连续，利用微元法，先求出功的微元，再无限累加，则由这两步所得的表达式，

即 ∫ +
L

yyxQxyxP d),(d),( 称为函数 F ),( yx 在有向曲线 L 上对坐标的曲线积分，其中有向曲

线 L 称为积分路径。 
    如果 ),( yxP ， ),( yxQ 中有一个为零，则这时曲线积分的形式为 

∫ L
xyxP d),(  或 ∫ L

yyxQ d),(  

如果曲线 L 是封闭曲线，记为 ∫ +
L

yyxQxyxP d),(d),( 。 

2．对坐标的曲线积分的性质 

对坐标的曲线积分当然也有函数可加性和齐次性，下面重点介绍另外两条性质。  
性质 12.7  对坐标的曲线积分的方向性。设改变积分路径 L 的方向的有向曲线为 −L ，

则沿有向曲线 −L 的积分改变符号，即 

∫ −
+

L
yyxQxyxP d),(d),( = ∫ +−

L
yyxQxyxP d),(d),(  

性质 12.8  对坐标的曲线积分的曲线可加性。如果 21 LLL += ，则有 

∫ +
L

yyxQxyxP d),(d),( = ∫ +
1

d),(d),(
L

yyxQxyxP + ∫ +
2

d),(d),(
L

yyxQxyxP  

12.3.2  对坐标的曲线积分的计算 

设有向曲线 L 的参数方程为 

 
图 12.24 
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⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

tyy
txx

 

α=t 对应 L 的起点， β=t 对应 L 的终点（这里α 不一定小于 β ）。当参数 t 由α 变到 β 时，

点 ),( yxM 描出有向曲线 L。如果 )(tx ， )(ty 在以α ，β 为端点的闭区间上具有一阶连续的导

数，函数 ),( yxP ， ),( yxQ 在 L 上连续，则 

∫ +
L

yyxQxyxP d),(d),( [ ] ttytytxQtxtytxP d)())(),(()())(),((∫ ′+′=
β

α
 

即把对坐标的曲线积分化为定积分计算，其中利用了三个替代： 
（1）函数 ),( yxP ， ),( yxQ 中的 x ， y 分别用 )(tx ， )(ty 来替代； 
（2） xd ， yd 分别用 ttx d)(′ ， tty d)(′ 来替代； 
（3）积分路径 L 的起点和终点分别用参数值α ， β 来替代。 
设有向曲线 L 的方程为 )(xfy =  ，则可以将 x 看做参数，同样有 

∫ +
L

yyxQxyxP d),(d),( [ ] xxfxfxQxfxP
b

a
d)())(,())(,(∫ ′+=  

其中下限a 对应 L 起点，上限b 对应 L 的终点。 
    类似地，若 L 的方程为 )( ygx = ，则有 

∫ +
L

yyxQxyxP d),(d),( [ ] yyygQygyygP
d

c
d)),(()()),((∫ +′=  

其中下限c 对应 L 起点，上限d 对应 L 的终点。 
    例 12.13  计算 yyxxyx

L
d)(d)( +−−∫ ，其中积分路径 L

为圆 122 =+ yx 上的从点 A (1，0)到点 B (0，1)的一段弧（图

12.25）。 
解  圆的参数方程为 

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

sin
cos

 

起点 A对应于 0=t ，终点 B 对应于
2
π

=t ，化定积分为 

        yyxxyx
L

d)(d)( +−−∫ [ ] ttttttt dcos)sin(cos)sin)(sin(cos2
π

0∫ +−−−=  

                        ttt d)2cos2(sin2
π

0∫ +−= =
0

2
π

)2sin2(cos
2
1 tt − 1−=  

例 12.14  计算 yxyxyx
L

dd)( −−∫ ，其中积分路径 L 

为 
（1）抛物线 2xy = 从点O (0，0)到点 B (1,1)的一段弧； 

（2）有向折线OAB （图 12.26）。 
解 （1）化为对 x 的定积分。L： 2xy = ，x 从 0 变到 1，

所以 

yxyxyx
L

dd)( −−∫ xxxxxx d)2(
1

0

22∫ ⋅⋅−−=

 
图 12.25  

 
图 12.26 
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xxxx d)2(
1

0

42∫ −−=
30
7

−= ； 

（2）利用曲线的可加性，得 
yxyxyx

OAB
dd)( −−∫ = yxyxyx

OA
dd)( −−∫ + yxyxyx

AB
dd)( −−∫  

    在线段OA上的方程为 0=y ， yd = 0， x 从 0 变到 1，所以 

yxyxyx
OA

dd)( −−∫ ∫=
1

0
dxx

2
1

=  

    在线段 AB 上的方程为 1=x ， xd = 0， y 从 0 变到 1，所以  

yxyxyx
AB

dd)( −−∫ yy d)(
1

0∫ −=
2
1

−=  

从而 

yxyxyx
OAB

dd)( −−∫ 2
1

=
2
1

− 0=  

    例 12.15  计算 yxyxy
L

d2d2 +∫ ，其中积分路径 L

为 
（1）抛物线 2yx = 从点O (0,0)到点 B (1,1)的一段弧； 

（2）曲线 32 , tytx == 从点O (0,0)到点 B (1,1)的一段

弧； 
（3）有向折线OAB （图 12.27）。 
解 （1）化为对 y 的定积分。L： 2yx = ， y 从 0 变

到 1，所以 

yxyxy
L

d2d2 +∫ yyyyy d)22(
1

0

22∫ ⋅+⋅= yy d4
1

0

3∫= 1= ； 

（2）化为对 t 的定积分。L： 32 , tytx == ， t 从 0 变到 1，所以 

yxyxy
L

d2d2 +∫ tttttt d)322(
1

0

2326∫ ⋅⋅+⋅= tt d8
1

0

7∫= 1= ； 

（3）利用曲线的可加性，得 
yxyxy

OAB
d2d2 +∫ = yxyxy

OA
d2d2 +∫ + yxyxy

AB
d2d2 +∫  

在线段OA上的方程为 0y = ， xd = 0， x从 0 变到 1，所以  

yxyxy
OA

d2d2 +∫
1

0
0d 0x= =∫  

在线段 AB 上的方程为 1x = ， yd = 0， y 从 0 变到 1，所以 

yxyxy
AB

d2d2 +∫
1

0
1 d 1y= =∫  

从而 
yxyxy

OAB
d2d2 +∫ 110 =+=  

可以发现，在例 12.15 中三条积分路径具有相同的起点和终点，相应的曲线积分值都相

等，尽管积分路径不同，也就是说，该曲线积分与这三条积分路径无关，仅依赖于积分路径 

 
图 12.27 
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的起点和终点。而在例 12.14 中的曲线积分却不具有这种性质。这是为什么呢？这个问题将

在下一节中专门讨论。 

12.4  格林公式 

牛顿-莱布尼兹公式确立了函数在闭区间上的定积分与它的原函数在这个区间的端点上

的值之间的关系。类似地，可以进行推广，即把在平面闭区域 D 上的二重积分与沿区域 D 边

界曲线上的曲线积分之间也建立类似的关系。格林(Green)公式就是阐明它们之间关系的一个

重要公式。格林公式无论在理论上还是在实际计算中，对曲线积分都有着重要的作用。 

12.4.1  格林公式 

首先规定区域 D 的边界曲线 L 的正方向：当观察者沿 L 的某个方向行走时，区域 D 总在

其左侧，则该方向即为 L 的正向。 
定理 12.1 （格林公式）设 D 是以分段光滑曲线 L 为边界的有界平面闭区域，函数 ),( yxP

及 ),( yxQ 在 D 上有一阶连续偏导数，则 

                  ∫ +
L

yQxP dd σd∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
D

y
P

x
Q                    （12.3） 

其中 L 是取 D 的正向边界，称公式（12.3）为格林公式。在证明此公式时，只要按曲线积分

和二重积分的计算方法，分别将它们化为定积分即可得证，这里从略。 
例 12.16  计算 xyxyxy

L
dd 22 −∫ ，其中 L 是圆周 422 =+ yx 的正向。 

解  因为此曲线积分是闭回路的，所以可用格林公式。设 yxP 2−= ， 2xyQ = ，则 

22 xy
y
P

x
Q

+=
∂
∂

−
∂
∂  

所以，由格林公式，选用极坐标，得 

xxyyxy
L

dd −∫ σd)( 22∫∫ +=
D

xy rr dd
2

0

3
π2

0 ∫∫= θ π8=  

12.4.2  平面上曲线积分与路径无关的条件 

在物理学中，常遇到保守力场，即场力对物体所做的功与物体移动的路径无关，而仅与

物体的起始位置和终结位置有关，这个问题反映在数学上就是

曲线积分 

∫ +
L

yQxP dd  

的值与路径 L 的形状无关，而仅与 L 的起点和终点的位置有关。 
下面给出曲线积分与路径无关的概念。 
设 D 是一个开区域，如果对 D 内任意指定两点 A与B，以

及 D 内从 A 点到 B 点的任意两条不相同的曲线 1L ， 2L （图

12.28），若有 
          ∫ +

1

dd
L

yQxP = ∫ +
2

dd
L

yQxP                       (12.4) 

 
图 12.28 
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则称曲线积分 ∫ +
L

yQxP dd 在 D 内与路径无关。 

这时，可将曲线积分记为 ∫ +
B

A
yQxP dd 。 

那么，函数 P ，Q 满足什么条件曲线积分与路径无关呢？在回答这个问题之前，先介绍

单连通域的概念。如果区域 D 内任意一条闭曲线所围成的部分完全属于 D，则称 D 为单连通

域。直观地说，单连通域就是不含有“空洞”的区域。 

从式(12.4)可知， ∫ +
1

dd
L

yQxP - ∫ +
2

dd
L

yQxP =0，再推出 0= ∫ +
1

dd
L

yQxP + ∫ −
2

d
L

xP + 

+ dyQ ，即 ∫ −+
+

21

dd
LL

yQxP = 0，这个推理过程，反过来同样成立。所以可得以下两个重要结论。 

    定理 12.2  在单连通域 D 内，曲线积分 ∫ +
L

yQxP dd 与路径无关的充分必要条件是：对

D 内任意一条闭曲线 L，均有 
yQxP

L
dd +∫ 0=  

    定理 12.3  设函数 ),( yxP 和 ),( yxQ 在单连通域 D 内有一阶连续偏导数，则曲线积分

∫ +
L

yQxP dd 与路径无关的充分必要条件是 

y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂  

在 D 内恒成立。 
    在证明定理 12.3 时，利用格林公式、定理 12.2 与 ),( yxP 和 ),( yxQ 在 D 内的一阶偏导数

的连续性即可证得，这里从略。 
在例 12.15 中的曲线积分 yxyxy

L
d2d2 +∫ 沿着三条不同的路径的积分值相等，运用定理

12.3 来看，因为这时满足条件 y
y
P

x
Q 2=

∂
∂

=
∂
∂

，所以此曲线积分与路径无关。 

定理 12.3 解决了刚才提出的问题，并且给出了一种判断曲线积分与路径无关的重要方

法。在求曲线积分时，首先应该用定理 12.3 判断曲线积分是否与路径无关，如果曲线积分与

路径无关，再取与积分路径有相同起点和终点的简单路径来计算。一般地，采用一段平行于 x
轴，另一段平行于 y 轴具有相同起点和终点的折线来替代原来的曲线进行计算。 

例 12.17  计算 yxxxxy
L

dd)2( 2++∫ ，其中 L是从点 A (1，0)沿曲线 13
2

3
2

=+ yx 的第一

象限部分到点 B (0，1)。 
解  由于积分路径比较复杂，考虑能否换一条简单路

径。首先用定理 12.3 判断曲线积分是否与路径无关，设

),( yxP = xxy +2 ， ),( yxQ = 2x ，由于 

y
Px

x
Q

∂
∂

==
∂
∂ 2  

所以曲线积分与路径无关，可以选择一条如下的简单路径：

从点 A (1，0)沿 x 轴到原点O (0，0)，再沿 y 轴到点 B (0，1)

（图 12.29）。于是 

 
图 12.29 



 ·215· 

yxxxxy
L

dd)2( 2++∫ = yxxxxy
AO

dd)2( 2++∫ + yxxxxy
OB

dd)2( 2++∫  

    在线段 AO 上的方程为 0=y ， yd = 0， x 从 1 变到 0，所以 

yxxxxy
AO

dd)2( 2++∫ ∫=
0

1
dxx

2
1

−=  

    在线段OB 上的方程为 0=x ， xd = 0， y 从 0 变到 1，所以  

yxxxxy
OB

dd)2( 2++∫ yd0
1

0∫= 0=  

从而 

yxxxxy
L

dd)2( 2++∫ 2
1

−= 0+
2
1

−=  

12.5  本章小结 

12.5.1  内容提要 

1．基本概念 

二重积分，对坐标的曲线积分，曲线积分与路径无关。 

2．基本定理 

格林定理，曲线积分与路径无关的定理。 

3．基本方法 

    在直角坐标系下二重积分的计算方法，在极坐标系下二重积分的计算方法，曲线积分用

参数方程的计算方法，曲线积分用格林公式的计算方法，曲线积分用与路径无关的计算方法。 

12.5.2  疑点解析 

问题 1  二重积分与定积分有什么关系？ 
解析  二重积分是定积分概念的推广，两者的定义都表示为特定和式的极限，其极限都

是通过“分割取近似，求和取极限”而得到的。其结果都是一个数，还有相似的几何意义与

性质。只是定积分的被积函数是一元函数，积分区域是区间；而二重积分的被积函数是二元

函数，积分区域是平面区域。二重积分的计算是通过两次定积分的计算得到的。 
问题 2  在直角坐标系下二重积分如何计算？二重积分在什么情况下用在极坐标系下的

计算方法？ 
解析  二重积分的计算方法是化二重积分为累次积分，通过两次定积分的计算得到二重

积分的值。在直角坐标系下二重积分的计算步骤如下： 
（1）画出积分区域 D 的图形； 
（2）选择适当的积分次序； 
（3）写出 D 的不等式组表示，从而确定累次积分的上、下限； 
（4）从内到外计算两次定积分。 
写出积分区域 D 的不等式组，并确定累次积分的上、下限是计算二重积分的关键，具体
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做法如下： 
    如果先对 y 积分后对 x积分，将积分区域 D 投影到 x 轴上(图 12.30)，得到投影闭区间

bxa ≤≤ ，那么a ，b 就是对 x积分的下限和上限，在( a ，b )上任取一个值 x，过 x作平行

于 y 轴的直线，自下而上穿过 D，交积分区域 D 的边界曲线于两点，穿入点与穿出点的坐标

分别为 ))(,( 1 xyx ， ))(,( 2 xyx ，那么 )(1 xy ， )(2 xy 就是对 y 积分的下限和上限，这样积分区

域 D 表示为 

D ：
⎩
⎨
⎧

bxa
xyyxy

≤≤

)(≤≤)( 21  

于是二重积分化为累次积分为 

∫∫
D

yxf σd),( = ∫∫
)(

)(

2

1

d),(d
xy

xy

b

a
yyxfx  

如果先对 x 积分后对 y 积分，做法同前面的相类似(图 12.31)。将积分区域 D 投影到 y 轴
上，得到投影闭区间 dyc ≤≤ ，那么 c， d 就是对 y 积分的下限和上限，在( c , d )上任取一

个值 y ，过 y 作平行于 x 轴的直线，自左到右穿过 D，交区域 D 的边界曲线于两点，穿入点

与穿出点的坐标分别为 )),(( 1 yyx ， )),(( 2 yyx ，那么 )(1 yx ， )(2 yx 就是对 x 积分的下限和上

限，这样积分区域D 表示为 

        
图 12.30                                     图 12.31 

D：
⎩
⎨
⎧

dyc
yxxyx

≤≤

)(≤≤)( 21  

二重积分化为累次积分为 

∫∫
D

yxf σd),( = ∫∫
)(

)(

2

1

d),(d
yx

yx

d

c
xyxfy  

注意：在确定累次积分的上、下限时，要保证每个定积分的下限必须小于上限。 
二重积分在下列情况下用在极坐标系下的计算方法：一般说来，当积分区域为圆形区域、

圆环区域或扇形区域时，选择用极坐标为好，其他情况用直角坐标为宜。在极坐标系下确定

累次积分的上、下限时的方法类似于直角坐标系。其具体做法如下： 
一般是先对 r 积分后对θ 积分，过极点作两条射线 αθ = ， βθ = 与区域 D 的边界最接近，

且包含区域 D (图 12.32)，得到闭区间 βθα ≤≤ ，α ，β 就是对θ 积分的下限和上限，在(α , β )

上任取一个值θ ，过极点作一条与极轴夹角为θ 的射线穿过 D，交区域 D 的边界曲线于两点，

穿入点与穿出点的坐标分别为 )),(( 1 θθr ， )),(( 2 θθr ，那么 )(1 θr ， )(2 θr 就是对 r 积分的下限

和上限，这样积分区域 D 表示为 
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D：
⎩
⎨
⎧

βθα
θθ

≤≤

)(≤≤)( 21 rrr
 

于是二重积分化为累次积分为 

σd),(∫∫
D

yxf
( )

( )
rrrrf

r

r
d)sin,cos(d

2

1
∫∫=

θ

θ

β

α
θθθ  

特殊地，当边界曲线经过或包围极点时，对 r 积
分的下限和上限分别为 0 与 )(θr ，当边界曲线包围

极点时，又可取θ 积分的下限和上限分别为 0 与 2
π。 

问题 3  如何交换二重积分的积分次序？ 
解析  交换二重积分的积分次序不是简单的积分限的交换，而是要重新配置。具体步骤

如下： 
（1）根据所给累次积分的上、下限列出积分区域 D 的联立不等式，利用联立不等式的“等

号”部分画出区域 D 的边界曲线，就作出了 D 的图形； 
（2）将所给累次积分写成二重积分； 
（3）将积分区域 D 向另一个轴投影，并写出与另一个积分次序相应的 D 的联立不等

式； 
（4）将二重积分化为另一个累次积分。 
问题 4  格林公式的实质是什么？ 
解析  对格林公式 

∫ +
L

yQxP dd σd∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
D

y
P

x
Q  

从右往左看，可知把平面区域 D 上的二重积分转化成了该区域边界曲线上的曲线积分。把内

部问题转化为边界问题，这就是格林公式的实质，它同牛顿-莱布尼兹公式的实质是一致的，

牛顿-莱布尼兹公式也是把内部问题转化为边界问题，只不过那里的边界仅仅是两个端点而

已。 
    问题 5  如何计算对坐标的曲线积分？ 
    解析  对坐标的曲线积分的计算步骤如下： 

（1）判断对坐标的曲线积分的积分路径是否封闭。若是，用格林公式化成二重积分；若

不是，进行下一步； 
（2）判断对坐标的曲线积分与路径是否无关。若是，选取简单路径化成定积分；若不是，

按所给路径用参数方程代入化成定积分。 

习  题  12 

1．写出在下列区域内的二重积分 σd),(∫∫
D

yxf 的累次积分。 

（1）D 由 xy = ， 3+−= xy ， x 轴围成的区域； 
（2）D 由 22 +−= xy ， xy = 围成的区域； 
（3）D 由 1=xy ， xy = ， 4=x 围成的区域。 

 
图 12.32 
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2．交换积分次序。 

（1）
2 2

0
d ( , )d

a a y

a
y f x y x

−

−∫ ∫ ；  （2）
( )

yyxfx
x

x
d),(d

4
2
1

4

4

0 ∫∫
−

−−
 ； 

（3） xyxfy
y

y
d),(d

1
2
1

0 ∫∫
−

；     （4） yyxfx
x

d),(d
2

0

1

0 ∫∫ yyxfx
x

d),(d
3

0

3

1 ∫∫
−

+ 。 

3．计算下列二重积分。 
（1） σd∫∫

D

xy ，D： 1≤x ， 1≤y ； 

（2） σd2

2

∫∫
D y

x
，D 由 1=xy ， xy = ， 4=x 所围成的区域； 

（3） σd)(∫∫ +
D

yx ，D 由 0=y ， 3=y ， 1−= xy ， 1+= xy 所围成的区域； 

（4） σd∫∫
D

xy ，D 由 12 +−= yx ， 1−−= xy 所围成的区域； 

（5） σd)( 22∫∫ −
D

yx ，D 由 0=y ， xy sin= ， 0=x ， =x π所围成的区域； 

（6） σd)cos(∫∫ +
D

yx ，D 由 xy = ， =y π， 0=x 所围成的区域。 

4．利用极坐标计算下列积分。 
（1） σd∫∫

D

x ，D： 222 ayx ≤+ ， 0≥x ， 0≥y ； 

（2） σd)1ln( 22∫∫ ++
D

yx ，D： 4≤+ 22 yx ， 0≥y ； 

（3） σd1 22∫∫ −−
D

yx ，D： yyx ≤+ 22 。 

5．选择适当的坐标系计算下列二重积分。 
（1） σde∫∫ +

D

yx ， D ： 1≤|||| yx + ； （2） σde
22

∫∫ +

D

yx ，D： 9≤+ 22 yx 。 

6．求由平面 2=++ zyx ， 0=x ， 0=y ， 0=z 所围成的立体体积。 
7．求由曲面 226 yxz −−= ， 0=x ， 0=y ， 1=+ yx ， 0=z 所围成的立体体积。  

8．求由曲面 22 yxz += ， 8222 =++ zyx 所围成的立体体积。 

9．设平面薄片所占的区域 D 是由螺线 θ2=r 上一段弧 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
π

≤≤0 θ 与直线
2
π

=θ 所围成，

它的面密度为 22),( yxyx +=μ ，求薄片的质量。 

10．求半径为 R ，中心角为 α2 的均匀扇形的重心。 
11．设平面薄片所占的区域 D 是由抛物线 2xy = 与直线 xy = 所围成，它的面密度为

yxyx 2),( =μ ，求该薄片的重心。 

12．计算 ∫ +−
L

yxxya dd)2( ，其中 L 为摆线 )sin( ttax −= ， )cos1( tay −= ， t 由 0 到

2π的一段弧。 
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13．计算 ∫ +−
L

yxyxyx dd)( 22 ，设O (0,0)， A (1,1)，其中 L 为 

（1）抛物线 2xy = 从点O (0,0)到点 A (1,1)的一段弧； 
（2）抛物线 2yx = 从点O (0,0)到点 A (1,1)的一段弧； 
（3）直线 xy = 从点O (0,0)到点 A (1,1)的线段；； 

（4）折线段OBA，其中三点的坐标为O (0,0)， B (1,0)， A (1,1)。 
14．利用格林公式计算曲线积分。 
（1） ∫ −−+

L
yyxxyx d)(d)( 2222 ， L为直线 1=x ， xy = ， xy 2= 所围成的三角形的

正向边界。 
（2） ∫ −

L
yyxxxy dd 22 ， L 是圆周 422 =+ yx 的正向。 

（3） ∫ −−−
L

x yyyxy d)]sin(d)cos1[(e ， L 为区域 π≤≤0 x ， xy sin≤≤0 的正向边界。 

15．证明下列曲线积分在平面内与路径无关，并计算其积分值。 

（1） yyxxyx d)(d)(
)4,2(

)1,1(
+−−∫ ； （2） yxyxxyxy d)4(d)32( 32

)1,2(

)0,1(

4 −++−∫ 。 

16．计算 ∫ +−+−
L

yyxxyxxyxy d)3sin21(d)cos2( 2223 ，其中 L为在抛物线 2π2 yx = 上

由点(0，0)到点 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1,

2
π

的一段弧。 

 



 
·220· 

第 13 章  无 穷 级 数 
无穷级数是研究无限个离散量的和的数学模型，它在函数的研究、近似计算等方面有

着广泛的应用。本章利用极限的方法，研究数项级数与函数项级数的基本理论。函数项级数

是表示一个函数，尤其是表示非初等函数的一个重要工具，又是研究函数性质的一个重要手

段，数项级数是函数项级数的最简单形式，它又是函数项级数的基础。因此，首先研究数项

级数的基本理论，再给出幂级数的一些基本结论，最后研究在电工电子学等学科中经常用到

的傅里叶级数。 

13.1  数项级数 

13.1.1  数项级数的概念与性质 

1．数项级数的基本概念 

定义 13.1  设给定一个无穷数列 LL ,,,, 21 nuuu ，则 

                      ∑
∞

=1n
nu = LL ++++ nuuu 21                       (13.1) 

称为数项级数，简称级数。其中第n 项 nu 称为级数的通项或一般项。 

下面举三个级数的例子： 

LL +++++=∑
∞

= nnn

1
3
1

2
111

1

 

称为调和级数。 

LL +++++= −
∞

=
∑ 12

0

n

n

n aqaqaqaaq  

称为几何级数。 

LL +++++=∑
∞

=
ppp

n
p nn

1
3
1

2
111

1  
称为 p 级数。 

下面的问题是：如何来处理无限个数的和呢？可以用极限的方法，把无限个数的求和

问题转化为求有限个数的和来解决，这样就要引入前n 项部分和的概念。 
定义 13.2  设级数(13.1)的前n 项的和 

nn uuuS +++= L21 =∑
=

n

k
ku

1

 

称 nS 为级数∑
∞

=1n
nu 的前 n 项部分和。当 n 依次取 1，2，3，…时，得到无穷数列 

LLL ,,,, 2121211 nn uuuSuuSuS +++=+==  
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称{ nS }为级数∑
∞

=1n
nu 的部分和数列。下面给出级数和的定义。 

定义 13.3  若级数∑
∞

=1n
nu 的部分和数列{ nS }的极限存在，即 SSnn

=
∞→

lim ，则称级数

∑
∞

=1n
nu 收敛，若部分和数列的极限不存在，则称级数∑

∞

=1n
nu 发散。 

当级数∑
∞

=1n
nu 收敛时，称其部分和数列的极限 S 为级数∑

∞

=1n
nu 的和，记为∑

∞

=1n
nu = S 。 

当级数∑
∞

=1n
nu 收敛时，其部分和 nS 是 S 的近似值，称 S - nS 为级数∑

∞

=1n
nu 余项，记为

nr ，即 

nr = S - nS = L++ ++ 21 nn uu = ∑
∞

+= 1nk
ku  

例 13.1  判别几何级数∑
∞

=0n

naq 的敛散性 )0( ≠a 。 

解  先考虑公比 1≠q 时，由等比数列的求和公式，得 

q
qaaqaqaS

n
n

n −
−

=+++= −

1
)1(1L  

若 1<q ，则
q

aSnn −
=

∞→ 1
lim ，由定义知级数∑

∞

=0n

naq 收敛，且∑
∞

=0n

naq =
q

a
−1

； 

若 1>q ，则 ∞=
∞→ nn

Slim ，由定义知级数∑
∞

=0n

naq 发散； 

再考虑 1=q ，当 1=q 时， ∞==
∞→∞→

naS
nnn
limlim ，由定义知级数∑

+∞

=0n

naq 发散； 

当 1−=q 时， ( ) aaaaS n
n

11 −−+−+−= L
⎩
⎨
⎧

=
为偶数

为奇数

n
na

0
，可以看出 nS 的极限不存

在，由定义知级数∑
∞

=0n

naq 发散。 

综上所述可知：几何级数∑
∞

=0n

naq 当 1<q 时收敛，当 1≥q 时发散。 

例 13.2  判别级数∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11ln
n n

的敛散性。 

解  级数的部分和为 

            
n

nSn
1ln

3
4ln

2
3ln2ln +

++++= L  

               )ln)1(ln()3ln4(ln)2ln3(ln2ln nn −+++−+−+= L  
               )1ln( += n  
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因为 +∞=+=
∞→∞→

)1ln(limlim nS
nnn

，由定义知级数∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11ln
n n

发散。 

例 13.3  判别级数∑
∞

= +1 )1(
1

n nn
的敛散性。 

解  级数的部分和为 

              
)1(

1
32

1
21

1
+

++
⋅

+
⋅

=
nn

Sn L  

                 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

1
11

3
1

2
1

2
1

1
1

nn
L

1
11
+

−=
n

 

因为 1
1

11limlim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

∞→∞→ n
S

nnn
，由定义知级数∑

∞

= +1 )1(
1

n nn
收敛。 

从以上几个例子，可以看到，用定义直接判断级数的敛散性需要求出部分和，对于一

般的级数来说，求部分和往往是很困难的。因此需要找出一些较简单的判断方法。应用数列

极限的有关性质可推得级数的一些重要性质。 

2．数项级数的性质 

性质 13.1  若级数∑
∞

=1n
nu 和∑

∞

=1n
nv 分别收敛于 S 与T ，则级数∑

∞

=

+
1

)(
n

nn vu 收敛于

S +T ，即∑
∞

=

+
1

)(
n

nn vu = ∑
∞

=1n
nu + ∑

∞

=1n
nv 。 

性质 13.2  级数∑
∞

=1n
nu 和∑

∞

=1n
ncu （ c 为任一常数， 0≠c ）有相同的敛散性。且若

∑
∞

=1n
nu 收敛于 S ，则∑

∞

=1n
ncu 收敛于cS ，即∑

∞

=1n
ncu = ∑

∞

=1n
nuc 。 

性质 13.3  添加、去掉或改变级数的有限项，所得级数的敛散性不变。 

性质 13.4 （级数收敛的必要条件）若级数∑
∞

=1n
nu 收敛，则 0lim =

∞→ nn
u 。 

证  设∑
∞

=1n
nu = S ，由于 1−−= nnn SSu ，于是 

=
∞→ nn

ulim =− −∞→
)(lim 1nnn

SS −
∞→ nn

Slim 1lim −∞→ nn
S = S - S = 0 

例 13.4  判别级数∑
∞

= +
−

1 16
12

n n
n

的敛散性。 

解  由于 0
3
1

16
12lim ≠=

+
−

∞→ n
n

n
，所以，利用性质 13.4 可知此级数是发散的。 

13.1.2  正项级数及其敛散性 

若 0≥nu ( L,2,1=n )，则称级数∑
∞

=1n
nu 为正项级数。正项级数是比较简单的重要的一种

级数，在级数的研究中，常常要用到正项级数的有关结果。 



 
·223· 

对于正项级数，由于 0≥nu ，所以 nnnn SuSS ≥11 ++ += 。于是正项级数∑
∞

=1n
nu 收敛的充

分必要条件是，若它的部分和数列{ nS }有上界，则 nn
S

∞→
lim 存在，从而级数∑

∞

=1n
nu 收敛；若

数列{ nS }无上界，则 +∞=
∞→ nn

Slim ，从而级数∑
∞

=1n
nu 发散。因此有 

定理 13.1  正项级数∑
∞

=1n
nu 收敛的充分必要条件是它的部分和数列{ nS }有上界。 

利用定理 13.1，可以得到一个判断正项级数敛散性的法则——比较判别法。 

定理 13.2 （比较判别法）设∑
∞

=1n
nu 和∑

∞

=1n
nv 是两个正项级数，且 nn vu ≤ ( L,2,1=n )。 

（1）若级数∑
∞

=1n
nv 收敛，则级数∑

∞

=1n
nu 也收敛； 

（2）若级数∑
∞

=1n
nu 发散，则级数∑

∞

=1n
nv 也发散。 

例 13.5  判别调和级数∑
∞

=1

1
n n

的敛散性。 

解  由于级数∑
∞

=1

1
n n

是正项级数，所以可用比较判别法来判断其敛散性。利用如下不等

式 
当 0>x 时， xx <+ )1ln(    

令
n

x 1
= ，则有

nn
111ln <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ，利用例 13.2 的结果，可知正项级数∑

∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11ln
n n

发散，利用

比较判别法知调和级数∑
∞

=1

1

n n
发散。 

例 13.6  讨论 p 级数∑
∞

=1

1

n
pn
的敛散性。 

解  当 1=p 时，由例 13.5 知，它是发散的。 当 1<p 时，
nn p
1

≥
1

，因为∑
∞

=1

1

n n
发散，

所以由比较判别法知，当 1<p 时，∑
∞

=1

1

n
pn
发散。 

当 1>p 时，先将通项 pn
1

中的 n 换成连续变量 x ，成为函数 px
1

，它在 [ ]+∞,1 上的图形

如图 13.1 所示。图中还表示出了 p 级数从第二项起到第n 项的和 

ppp n
1

3
1

2
1

+++ L  
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恰为有斜划线的阶梯形面积，该阶梯形面积小于在区间 [ ]n,1 上曲线 px
y 1
= 所对应的曲边梯

形面积，因此，级数∑
∞

=1

1

n
pn
的部分和为 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++= pppn n

S 1
3
1

2
11 L x

x

n

p d11
1∫+<  

   
n

px
p 1

1

1
11 −

−
+=  

   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−
+=

−1
11

1
11 pnp 1

11
−

+<
p

 

即 nS 有上界，利用定理 13.1，可知级数∑
∞

=1

1

n
pn
收敛。 

综上所述，当 1>p 时， p 级数∑
∞

=1

1

n
pn
收敛，当 1≤p 时， p 级数∑

∞

=1

1

n
pn
发散。 

例 13.7  判别级数∑
∞

= ++1 )3)(1(
1

n nn
的敛散性。 

解  由于级数的通项
)3)(1(

1
++

=
nn

un 满足下列不等式 

2
11

)3)(1(
10

nnnnn
=

⋅
<

++
<  

由于正项级数∑
∞

=1
2

1
n n

是 12 >=p 的 p 级数，所以它是收敛的，可由比较判别法知级数

∑
∞

= ++1 )3)(1(
1

n nn
也是收敛的。 

例 13.8  判别级数∑
∞

= +1 )1(
1

n nn
的敛散性。 

解  由于级数的通项
)1(

1
+

=
nn

un 满足下列不等式 

1
1

)1)(1(
1

)1(
1

+
=

++
>

+ nnnnn
 

由于正项级数∑
∞

= +1 1
1

n n
是 1=p 的 p 级数，所以它是发散的，可由比较判别法知级数

∑
∞

= +1 )1(
1

n nn
是发散的。 

上面介绍了比较判别法，它的基本思想是通常把 p 级数或已知敛散性的级数作为比较

对象，通过比较对应项的大小，来判断给定级数的敛散性，但有时不易找到作比较的 p 级

数或其他已知敛散性的级数，这样就提出一个问题，能否从级数本身就能判断级数的敛散

性呢？达朗贝尔找到了比值判别法，柯西找到了根值判别法，现在只介绍达朗贝尔比值判

 

图 13.1 
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别法。 

定理 13.3 （达朗贝尔比值判别法）设∑
∞

=1n
nu 是正项级数，且 ρ=+

∞→ n

n

n u
u 1lim ，则 

（1）当 1<ρ 时，级数收敛； 
（2）当 1>ρ 时，级数发散； 
（3）当 1=ρ 时，级数可能收敛，也可能发散。 

例 13.9   判别级数∑
∞

=1

2

2n
n

n
敛散性。 

解  设 nn
nu
2

2
= ，利用比值判别法，由于 

nnn
n

n
n

nn
u

u
22

)1(limlim
2

1

2
1 ÷

+
= +∞→

+

∞→
= 21

2 2
2

)1(lim
n

n n

nn
⋅

+
+∞→

2

12
1lim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

∞→ n
n

n
1

2
1
<=  

所以级数∑
∞

=1

2

2n
n

n
是收敛的。 

例 13.10  判别级数∑
∞

=1

!

n
nn

n
的敛散性。 

解  设 nn n
nu !

=  ，利用比值判别法，由于 

nnn
n

n
n n

n
n

n
u

u !!)1(limlim 1 ÷
+

=
∞→

+

∞→
=

!)1(
!)1(lim 1 n

n
n
n n

nn
⋅

+
+

+∞→

n

n n
n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

∞→ 1
lim

1
11lim

−

∞→ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

n n
1e 1 <= −  

所以级数∑
∞

=1

!
n

nn
n

收敛。 

例 13.11  判别级数∑
∞

=1

!3

n
n

n

n
n
的敛散性。 

解  设 n

n

n n
nu !3

= ，利用比值判别法，由于 

            n

n

n

n

nn

n
n n

n
n

n
u

u !3
)1(

!)1(3limlim 1

1
1 ÷

+
+

= +

+

∞→

+

∞→
=

!3)1(
)!1(3lim 1

1

n
n

n
n

n

n

n

n

n
⋅

+
+
+

+

∞→
 

                    
n

n n
n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

∞→ 1
3lim

1
113lim

−

∞→ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

n n
1e3 1 >= −  

所以级数∑
∞

=1

!3

n
n

n

n
n
发散。 

例 13.12  判别级数∑
∞

=1 6
!

n
n

n
的敛散性。 

解  设 nn
nu
6

!
= ，利用比值判别法，由于 



 
·226· 

nnnn

n
n

nn
u

u
6

!
6

)!1(limlim 1
1 ÷

+
= +∞→

+

∞→
=

!
6

6
)!1(lim 1 n

n n

nn
⋅

+
+∞→

+∞=
+

=
∞→ 6

1lim n
n

 

所以级数∑
∞

=1 6
!

n
n

n
发散。 

13.1.3  交错级数及其敛散性 

设 ),2,1(0 L=> nun ，级数∑
∞

=

−−
1

1)1(
n

n
n u 称为交错级数。关于交错级数敛散性有下列判

别法。 

定理 13.4 （莱布尼茨判别法）如果交错级数∑
∞

=

−−
1

1)1(
n

n
n u （ L,2,1,0 => nun ）满足莱

布尼茨(Leibniz)条件： 
（1） 1+≥ nn uu ),2,1( L=n ；（2） 0lim =

∞→
nn

u 。 

则交错级数∑
∞

=

−−
1

1)1(
n

n
n u 收敛。 

例 13.13  判别级数∑
∞

=

−−
1

1 1)1(
n

n

n
的敛散性。 

解  交错级数的 
n

un
1

= ，
1

1
1 +
=+ n

un ，满足： 

（1） ),2,1(,
1

11
1 L==

+
>= + nu

nn
u nn ；（2） 01limlim ==

∞→∞→ n
u

nnn
。 

故由定理 13.4 知级数∑
∞

=

−−
1

1 1)1(
n

n

n
收敛。 

13.1.4  绝对收敛与条件收敛 

对于任意项级数∑
∞

=1n
nu ，还可以考虑其各项的绝对值组成的正项级数∑

∞

=1

||
n

nu ，有下列

的概念。 

定义 13.4  如果级数∑
∞

=1

||
n

nu 收敛，则称级数∑
∞

=1n
nu 是绝对收敛的；如果级数∑

∞

=1n
nu 收

敛而级数∑
∞

=1

||
n

nu 发散，则称级数∑
∞

=1n
nu 是条件收敛的。 

对于绝对收敛的级数∑
∞

=1n
nu 有如下定理。 

定理 13.5  如果级数∑
∞

=1n
nu 是绝对收敛的，则级数∑

∞

=1n
nu 也收敛。 

证  构造一个级数∑
∞

=1n
nv ，它的通项为

2
nn

n
uu

v
+

= ，显然∑
∞

=1n
nv 是正项级数，且 

||≤ nn uv   L,2,1=n  
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由于级数∑
∞

=1n
nu 是绝对收敛的，所以级数∑

∞

=1

||
n

nu 收敛，由比较判别法知∑
∞

=1n
nv 收敛。而

nnn uvu −= 2 ，由级数的性质 13.1 可知此等式右端是一个收敛级数的通项，所以∑
∞

=1n
nu 收

敛。 
利用定理 13.5 可以判断某些任意项级数的敛散性。 

例 13.14   判别级数∑
∞

=1
2
2cos

n n
n
的敛散性。 

解  考虑级数∑
∞

=1
2

|2cos|

n n
n

，由于 

22
1

≤
|2cos|

nn
n  

而级数∑
∞

=1
2

1

n n
收敛，由比较判别法知∑

∞

=1
2

|2cos|

n n
n

收敛。根据定义 13.4，∑
∞

=1
2
2cos

n n
n
是绝对收

敛的，由定理 13.5 知∑
∞

=1
2
2cos

n n
n
也是收敛的。 

从例 13.13 亦知，其级数是条件收敛的。 

13.2  幂级数 

13.2.1 幂级数的概念 

1．函数项级数 

如果级数 
                LL ++++ )()()( 21 xfxfxf n                        (13.2) 

的各项都是定义在某个区间 I 上的函数，则称级数(13.2)为函数项级数， )(xfn 称为通项或

一般项。 
当 x 在区间 I 中取定某个常数 0x 时，级数 (13.2)就是数项级数。如果数项级数

)( 0
1

xf
n

n∑
∞

=

收敛，则称 0x 为函数项级数(13.2)的一个收敛点；如果发散，则称 0x 为函数项级

数(13.2)的一个发散点，函数项级数(13.2)的所有收敛点组成的集合称为它的收敛域。 
对于收敛域内的任意一个数 x ，函数项级数(13.2)成为一个收敛域内的数项级数，于是

有一个确定的和 S 。这样，在收敛域上，函数项级数(13.2)的和是 x 的函数 )(xS ，通常称

)(xS 为函数项级数(13.2)的和函数，即 
LL ++++= )()()()( 21 xfxfxfxS n  

其中 x是收敛域内的任意一个点。 
将函数项级数的前 n项和记做 )(xSn ，则在收敛域上有 )()(lim xSxSnn

=
∞→

。 

在这里主要研究一类形式上很简单，应用又很广泛的函数项级数，即各项都是幂函数
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的函数项级数——幂级数。 

2．幂级数的定义 

形如 

∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxa = LL +−++−+−+ n

n xxaxxaxxaa )()()( 0
2

02010       (13.3) 

的函数项级数称为 0xx − 的幂级数，其中 ),2,1,0( L=nan 称为该幂级数的第n 项系数。 
当 00 =x 时，式(13.3)变为 

              ∑
∞

= 0n

n
n xa = LL +++++ n

n xaxaxaa 2
210                  (13.4) 

称为 x 的幂级数，如果进行变换 0xxy −= ，则级数(13.3)就变为级数(13.4)。因此，下面只

研究形如式(13.4)的幂级数。 

3．幂级数的收敛半径 

收敛域内的任意一个数 0≠x ，幂级数(13.4)成为一个收敛域内的数项级数，并将级数

(13.4)的各项取绝对值，则得到正项级数 

||
0
∑
∞

=n

n
n xa = LL +++++ |||||||| 2

210
n

n xaxaxaa  

设当n 充分大时， 0≠na ，且 

λ=+

∞→
n

n
n a

a 1lim  

则 

=+

∞→
n

n

n u
u 1lim ||||lim

||
||

lim 1
1

1 xx
a

a
xa
xa

n

n

nn
n

n
n

n
λ== +

∞→

+
+

∞→
 

利用正项级数的比值判别法，从上式可以看出：当 0≠λ 时，如果 1|| <xλ ，即

Rx =<
λ
1|| ，则级数(13.4)收敛；如果 1|| >xλ ，即 Rx =>

λ
1|| ，则级数(13.4)发散。 

这个结论表明，只要 +∞<< λ0 ，就存在一个开区间 ),( RR− ，在区间 ),( RR− 内幂级数

绝对收敛，在区间 ),( RR− 外幂级数发散，当 Rx ±= 时，级数可能收敛也可能发散。 

称
λ
1

=R 为幂级数(13.4)的收敛半径。 

当 0=λ 时， 10|| <=xλ ，级数(13.4)对一切实数 x 都绝对收敛，这时规定收敛半径

R = ∞+ 。若幂级数只在 0=x 一点处收敛，则规定收敛半径 R = 0，于是可得下面定理。 
定理 13.6  如果幂级数(13.4)的系数满足 

λ=+

∞→
n

n

n a
a 1lim  

则（1）当 +∞<< λ0 时，
λ
1

=R ；（2）当 0=λ 时，R = ∞+ ；（3）当 =λ ∞+ 时，R = 0。 

例 13.15  求幂级数 n

n
n

n

x
n∑

∞

= ⋅
−

1 2
)1(

的收敛半径。 
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解  由于 

n

n

n a
a 1lim +

∞→
=λ

nn nnn 2
1

)1(2
1lim 1 ÷
+

=
+∞→ 12

1lim
)1(2

2lim 1 +
=

+
=

∞→+∞→ n
n

n
n

nn

n

n 2
1

=  

所以所给幂级数的收敛半径 21
==

λ
R 。 

例 13.16  求幂级数∑
∞

=0 !n

n

n
x

的收敛半径。 

解  由于  

n

n

n a
a 1lim +

∞→
=λ

!
1

)!1(
1lim

nnn
÷

+
=

∞→
0

1
1lim

)!1(
!lim =

+
=

+
=

∞→∞→ nn
n

nn
 

所以所给幂级数的收敛半径 R = ∞+ 。 

例 13.17  求幂级数∑
∞

=1n

nn xn 的收敛半径。 

解  由于  

n

n

n a
a 1lim +

∞→
=λ +∞=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+
=

∞→

+

∞→
)1(11lim)1(lim

1

n
nn

n n

nn

n

n
 

所以所给幂级数的收敛半径 R = 0。 

4．幂级数的收敛区间与收敛域 

如果幂级数(13.4)的收敛半径为 R ，则称区间 ),( RR− 为幂级数(13.4)的收敛区间，幂级

数在收敛区间内绝对收敛。再把收敛区间的端点 Rx ±= 代入幂级数中，判断数项级数的敛

散性后，就可得到幂级数的收敛域。 
例 13.18  求下列幂级数的收敛域： 

（1） n

n
n

n

x
n∑

∞

=

−

1 2
)1(

；（2）∑
∞

=0 !n

n

n
x

；（3）∑
∞

=1n

nn xn 。 

解 （1）由例 13.14 知，收敛半径 R=2，所以该级数的收敛区间为(-2，2)； 

当 2=x 时，级数为交错级数∑
∞

=

−

1

)1(

n

n

n
，利用莱布尼茨判别法，易知其收敛； 

当 2−=x 时，级数为调和级数∑
∞

=1

1

n n
，易知其发散； 

所以该级数的收敛域为（-2，2]； 
（2）由例 13.15 知，收敛半径 R = ∞+ ，所以该级数的收敛域为（-∞， ∞+ ）； 
（3）由例 13.16 知，收敛半径 R = 0，所以该级数的收敛域为{ 0| =xx }，即只在 0=x

处收敛。 

例 13.19  求幂级数 n

n

n

x
n

2

1
2

4∑
∞

=

的收敛半径。 

解  由于所给幂级数的奇次幂项的系数全为零，不属于级数(13.4)的标准形式，所以不

能直接用定理 13.6 求收敛半径，这时可以根据比值法求其收敛半径。即 
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=+

∞→
n

n
n u

u 1lim 2

2

2

221 4
)1(

4lim
n
x

n
x nnnn

n
÷

+

++

∞→

2
2

2

||
)1(

4lim x
n

n
n +

=
∞→

2
2

2
2 ||4

)1(
lim||4 x

n
nx

n
=

+
=

∞→
 

当 1||4 2<x ，即
2
1|| <x 时，所给级数绝对收敛；当 1||4 2>x ，即

2
1|| >x 时，所给级数发

散。 

因此所给幂级数的收敛半径
2
1

=R 。 

例 13.20  求幂级数 n

n

x
n

)2(1

1

−∑
∞

=

的收敛区间。 

解  由于所给幂级数不属于级数(13.4)的标准形式，所以不能直接用定理 13.6 求收敛半

径，这时可以把所给幂级数化为级数(13.4)的标准形式，令 2−= xy ，得 

n

n

x
n

)2(1

1

−∑
∞

=

= n

n

y
n∑

∞

=1

1  

因为 

n

n

n a
a 1lim +

∞→
=λ

1
lim

+
=

∞→ n
n

n
1=  

所以级数 n

n

y
n∑

∞

=1

1
的收敛半径 11

==
λ

R 。由于 2−= xy ，故 1|2| <−x ，即 31 << x 。 

因此所给幂级数的收敛区间为（1, 3）。 

13.2.2  幂级数的性质 

在解决实际问题时，要对幂级数进行加、减、乘以及求导数和积分的运算，这就需要

了解幂级数的运算法则和一些基本性质。现已发现在收敛区间内幂级数的运算法则和某些性

质与多项式很相似，这些结果将不加以证明给出。 

设 n

n
n xa∑

∞

=0

= )(xS ， ),( 11 RRx −∈ ， n

n
n xb∑

∞

=0

= )(xT ， ),( 22 RRx −∈ ， ),min( 21 RRR = 。 

性质 13.5  幂级数的和函数在收敛区间内连续。 
性质 13.6 （加法运算）当 ),( RRx −∈ 时，有 

n

n
n xa∑

∞

=0

± n

n
n xb∑

∞

=0

= n

n
nn xba∑

∞

=

±
0

)( = )(xS ± )(xT   

性质 13.7 （乘法运算）当 ),( RRx −∈ 时，有 

    ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∑
∞

=

n

n
n xa

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∑
∞

=

n

n
n xb

0

= +++++++ L2
021120011000 )()( xbababaxbababa  

                              LL ++++ −
n

nnn xbababa )( 0110  
性质 13.8 （逐项微分运算）当 ),( RRx −∈ 时，有 

'

0

)( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′ ∑

∞

=n

n
n xaxS ( )∑

∞

=

=
0

'

n

n
n xa 1

1

−
∞

=
∑= n

n
n xna  

且收敛半径仍为 R 。 
性质 13.9 （逐项积分运算）当 ),( RRx −∈ 时，有 
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xxaxxS
x

n

n
n

x
dd)(

0
0

0 ∫ ∑∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∞

=
∑∫
∞

=

=
0

0
d

n

x
n

n xxa 1

0 1
+

∞

=
∑ +

= n

n

n x
n
a

 

且收敛半径仍为 R 。 

例 13.21  求幂级数∑
∞

=

−
−

−
−

1

12
1

12
)1(

n

n
n

x
n

的和函数。 

解  采用“先微后积”的方法。设 =)(xS ∑
∞

=

−
−

−
−

1

12
1

12
)1(

n

n
n

x
n

，两边对 x 求导，并利用性质

13.8 得 

=′ )(xS
'

1

12
1

12
)1(∑

∞

=

−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

n

n
n

x
n

( )∑
∞

=

−−−=
1

2211
n

nn x ∑
∞

=

−=
0

2 )(
n

nx 21
1
x+

= ， )1,1(−∈x  

对上式两边从0 到 x 积分得     ∫ +
=−

x
x

x
SxS

0 2 d
1

1)0()( xarctan= ， )1,1(−∈x  

由 于 0)0( =S ， 从 而 有 xxS arctan)( = ， )1,1(−∈x ， 即 xx
nn

n
n

arctan
12

)1(

1

12
1

=
−

−∑
∞

=

−
−

，

)1,1(−∈x 。 

当 1=x 时，∑
∞

=

−

−
−

1

1

12
)1(

n

n

n
收敛；当 1−=x 时，∑

∞

=

−

−
−⋅−

1

1

12
)1()1(

n

n

n
收敛，所以 

xx
nn

n
n

arctan
12

)1(

1

12
1

=
−

−∑
∞

=

−
−

， ]1,1[−∈x  

例 13.22  求幂级数∑
∞

=

+
0

)1(
n

nxn 的和函数。 

解  采用“先积后微”的方法。设 =)(xS ∑
∞

=

+
0

)1(
n

nxn ，两边从 0 到 x 积分，并利用性

质 13.9 得 

xxS
x

d)(
0∫ xxn n

n

x
d)1(

0
0∑∫

∞

=

+= ∑
∞

=

+=
0

1

n

nx
x

x
−

=
1

， )1,1(−∈x  

再两边对 x 求导得  =)(xS
'

0
d)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫

x
xxS

'

1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

x
x

( )21
1
x−

= ， )1,1(−∈x  

即                     ∑
∞

=

+
0

)1(
n

nxn
( )21

1
x−

=  ， )1,1(−∈x  

当 1=x 时，∑
∞

=

+
0

)1(
n

n 发散；当 1−=x 时，∑
∞

=

+−
0

)1()1(
n

n n 发散，所以 

∑
∞

=

+
0

)1(
n

nxn
( )21

1
x−

= ， )1,1(−∈x  

13.2.3  将函数展开成幂级数 

在前面讨论了幂级数的和函数。现在考虑相反的问题：对于一个给定的函数，可否把

它表示成一个幂级数呢？如果能够做到这一点，那么就给我们进一步研究函数带来了方便，
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因为无论给定的函数怎样复杂，若能表示成幂级数，那么由于它的每一项都是幂函数，而幂

函数是数学中最简单的一类函数，因此，将函数用幂级数来表示，即将函数展成幂级数，体

现了一种用简单表示复杂的思想。在进行代数运算、解析运算时，都会变得容易，本节正是

所要研究的“函数的幂级数展开”问题。 

1．泰勒(Taylor)公式与麦克劳林(Maclaurin)公式 

在弄清楚如何将函数 )(xf 展开成幂级数之前，下面先介绍两个用多项式来表示函数的

公式——泰勒公式与麦克劳林公式。 
（1）泰勒公式 
定理 13.7  (泰勒中值定理)如果函数 )(xf 在开区间 ),( ba 内具有直至 1+n 阶导数，且

∈0x ),( ba ，则对任意点 ∈x ),( ba ，有 )(xf 在 0xx = 处的n 阶泰勒公式 
( )

)()(
!

)()(
!2

)())(()()( 0
02

0
0

000 xRxx
n

xfxxxfxxxfxfxf n
n

n

+−++−
′′

+−′+= L  

                                                                     (13.5) 
其中 )(xRn 为 n 阶泰勒公式(13.5)的余项，当 0xx → 时，它是比 nxx )( 0− 高阶的无穷小，故

一般可写成为 )(xRn = )|(| 0
nxxo − 。余项 )(xRn 有多种形式，一种常用的形式为拉格朗日型

余项，其表达式为 

             )(xRn = 1
0

)1(

)(
)!1(

)( +
+

−
+

n
n

xx
n

f ξ   （ξ 在 0x 与 x之间）          (13.6) 

（2）麦克劳林公式 
在泰勒公式(13.5)中，当 00 =x 时，则有麦克劳林公式 

  
( )

)(
!

)0(
!2

)0()0()0()( 2 xRx
n

fxfxffxf n
n

n

+++
′′

+′+= L          (13.7) 

其中余项 )(xRn = )|(| nxo 或 )(xRn = 1
)1(

)!1(
)( +

+

+
n

n

x
n

f ξ
（ξ 在 0 与 x之间）。 

2．泰勒级数与麦克劳林级数 

设 
( )

n
n

n xx
n

xfxxxfxxxfxfxS )(
!

)()(
!2

)())(()()( 0
02

0
0

0001 −++−
′′

+−′+=+ L  

并且把 

   
( )
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′′

+−′+ n
n

xx
n

xfxxxfxxxfxf )(
!

)()(
!2

)())(()( 0
02

0
0

000      (13.8) 

称为 )(xf 在 0xx = 处的泰勒级数。下面将研究 )(xf 的泰勒级数在什么样的条件下收敛于

)(xf 。 
由泰勒中值定理知，若函数 )(xf 在 0xx = 的某一邻域内具有直至 1+n 阶导数，则 )(xf

在 0xx = 处的n 阶泰勒公式可写为 
                     )(xf = )()(1 xRxS nn ++                        (13.9) 

如果当 ∞→n 时，有 0)( →xRn ，则对式(13.9)令 ∞→n 取极限，得 
)()(lim 1 xfxSnn

=+∞→
 

即 
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n

xx
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xfxxxfxxxfxfxf )(
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)()(
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)())(()()( 0
02

0
0

000  

                                                               (13.10) 
反之，若式(13.10)成立，则必有 0)(lim =

∞→
xRnn

。显然，为使式(13.10)成立， )(xf 在 0xx = 的

某一邻域内必须有任意阶导数。从而有如下定理。 
定理 13.8  设函数 )(xf 在 0xx = 的某个邻域内有任意阶导数，则函数 )(xf 的泰勒级数

(13.8)在该邻域内收敛于 )(xf 的充要条件是： 0)(lim =
∞→

xRnn
(其中 )(xRn 是泰勒余项)。 

如果 )(xf 在 0xx = 处的泰勒级数收敛于 )(xf ，就说 )(xf 在 0xx = 处可展开成泰勒级数，

则称式(13.10)为 )(xf 在 0xx = 处的泰勒展开式，也称为 )(xf 关于 0xx − 的幂级数，记为 

             ∑
∞

=

−=
0

0
0

)(

)(
!

)()(
n

n
n

xx
n

xfxf                      (13.11) 

当 00 =x 时，式(13.10)成为 

       
( )
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′′

+′+= n
n

x
n

fxfxffxf
!

)0(
!2

)0()0()0()( 2           (13.12) 

称为函数 )(xf 的麦克劳林展开式，即 

∑
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=
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n

n
n

x
n

fxf  

如果函数 )(xf 能展开成关于 x 的幂级数，则这个幂级数一定就是函数 )(xf 的麦克劳林

级数，即函数的幂级数展开式是唯一的。现在证明如下： 
如果函数 )(xf 能展开成关于 x的幂级数，即 

               LL +++++= n
n xaxaxaaxf 2

210)(                 (13.13) 

将其在收敛区间内逐项求导，得 
LL ++++=′ −1

21 2)( n
n xnaxaaxf  

LL +−⋅+⋅+⋅=′′ −2
32 )1(2312)( n

n xannxaaxf  

……………………………………………… 
LL +−⋅++= + xannnanxf nn

n
1

)( 2)1()1(!)(  

把 0=x 代入以上各式，得 

)0(0 fa = , )0(1 fa ′= , 
!2

)0(
2

fa
′′

= , 
!

)0(,
)(

n
fa

n

n =L 。 

这就是说式(13.13)中幂级数的系数恰是 )(xf 的麦克劳林级数的系数，这就证明了函数

)(xf 关于 x的幂级数展开式的唯一性。 

下面结合例子研究如何将函数展开成幂级数。 

3．将函数展开成幂级数的方法 

（1）直接展开法 
将函数 )(xf 展开成 x的幂级数，直接展开法主要有以下四步组成： 
第 1 步，求出 )(xf 的各阶导数 LL ),(,),(),( )( xfxfxf n′′′ ； 
第 2 步，求出函数及其各阶导数在 0=x 处的值： LL ),0(,),0(),0( )(nfff ′′′ ； 

第 3 步，写出幂级数 
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( )
LL +++

′′
+′+ n

n

x
n

fxfxff
!

)0(
!2

)0()0()0( 2  

并求出收敛半径 R ； 
第 4 步，判断是否有 0)(lim =

∞→
xRnn

，若 0)(lim =
∞→

xRnn
，第 3 步写出的幂级数就是函数

)(xf 的幂级数展开式。 
例 13.23  用直接展开法求 )(xf = xe 的幂级数展开式。 
解  第 1 步，求出 )(xf 的各阶导数。 )()( xf n = xe （ L,2,1=n ）； 
第 2 步，求出函数及其各阶导数在 0=x 处的值。得 )0()(nf =1（ L,2,1,0=n ）； 

第 3 步，写出幂级数 

LL +++++
!!2

1
2

n
xxx

n

 

它的收敛半径 +∞=R ； 
第 4 步，判断是否有 0)(lim =

∞→
xRnn

。对于任意有限的数 x，ξ (ξ 在 0 与 x之间)，余项的

绝对值为 

0→
)!1(

e≤
)!1(

e)(
11

++
=

++

n
x

n
x

xR
n

x
n

n
ξ （当 ∞→n 时） 

得展开式 

              xe LL +++++=
!!2

1
2

n
xxx

n

  （ +∞<<∞− x ）            (13.14) 

用同样的方法可以推出函数 xsin 的展开式为 

     LL +
+

−+++−=
+

)!12(
)1(

!5!3
sin

1253

n
xxxxx

n
n  （ +∞<<∞− x ）       (13.15) 

牛顿二项展开式为 
α)1( x+ = L

L
L +

+−−
++

−
++ nx

n
nxx

!
)1()1(

!2
)1(1 2 αααααα （ 11 <<− x ） (13.16) 

这里α 为任意实常数。当α 是正整数时，即牛顿二项定理。 
（2）间接展开法 
将函数 )(xf 展开成 x的幂级数，间接展开法主要有以下两步组成： 
第 1 步，根据函数 )(xf ，选择适当的已知函数展开式； 
第 2 步，利用幂级数的性质和运算，与函数 )(xf 建立某种联系，便可得到所求函数的

展开式，并写出其收敛区间。 
例 13.24  用间接展开法求 )(xf = xcos 的幂级数展开式。 
解  第 1 步，由于 xx cos)(sin =′ ，所以选择展开式(13.15)； 

第 2 步，对式(13.15)逐项微分，可得 

        LL +−+++−=
)!2(

)1(
!4!2

1cos
242

n
xxxx

n
n  （ +∞<<∞− x ）        (13.17) 

例 13.25  用间接展开法求 )(xf = )1ln( x+ 的幂级数展开式。 

解  第 1 步，选择展开式(13.16)，取 1−=α ；有 

        LL +−++−+−=
+

nn xxxx
x

)1(1
1

1 32  （ 11 <<− x ）         (13.18) 
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    第 2 步，对式(13.18)逐项积分，可得 

 )1ln( x+ = LL +−++−+− −

n
xxxxx

n
n 1

432

)1(
432

  （- 1≤1 x< ）      (13.19) 

利用公式(13.14) ~ 公式(13.19)和幂级数的运算，还可以将某些初等函数展开成 x 的幂

级数，下面举例说明。 

例 13.26  将函数 )(xf =
2

1
−x

展开成 x的幂级数。 

解  利用公式(13.18)，可得 
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它的收敛区间为（-2，2）。 
例 13.27  将函数 )(xf = xx e)1( + 的展开成 x 的幂级数。 
解  因为 xx e)1( + = )e( ′xx ，所以先把函数 xxe 展开成 x的幂级数，利用公式(13.14)得 

      xxe LL +++++=
+

!!2

13
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n
xxxx

n

  （ +∞<<∞− x ） 

再对上式逐项微分，有 
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xnxx LL （ +∞<<∞− x ） 

13.2.4  幂级数的应用 

前面介绍了把函数展开成幂级数的方法。由于幂级数的部分和是个多项式，它在进行

数值计算时比较简便，所以经常用这个多项式来近似表达复杂的函数，所产生的误差可以用

余项来估计。因此，幂级数可用于解决近似计算问题，同时还可以解决计算不定积分和递推

公式等问题。 

1．函数值的近似计算 

例 13.28  计算 e的近似值。 
解  e的值就是函数 xe 的展开式在 1=x 时的函数值，即 
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则误差 
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若要求精确到 k−10 ，则只需取 <
nn!

1 k−10 ，即 >nn! k10 。例如要精确到 1210− ，由于

1212 10102.114!14 >×≈⋅ ，所以取 14=n ，即 

459828281718.2
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1
!3

1
!2

111e ≈+++++≈ L  

2．计算不定积分 

在不定积分的计算中，有大量的被积函数的原函数不是初等函数，但是如果用幂级数

来表示函数，不定积分就能用幂级数表示，即所谓的“积出来”。 
例 13.29  求 xx de

2

∫ − 。 

解  由于
2

e x− 的原函数不是初等函数，所以“积不出来”。把
2

e x− 的幂级数展开式代入

到不定积分中，得 
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n ，其中C 积分常数。 

例 13.30  求 x
x

xdsin
∫ 。 

解  由于
x

xsin
的原函数不是初等函数，所以“积不出来”。把

x
xsin
的幂级数展开式代

入到不定积分中，得 
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xxxxC
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n ，其中C 积分常数。 

3．解递推公式 

例 13.31  设 11 −+ += nnn aaa )1≥(n ，且满足 110 == aa ，求通项 na ),2,1,0( L=n 。 
解  利用 na 构造一个幂级数，设 

         LL +++++= n
n xaxaxaaxf 2

210)(                 (13.20) 

在式(13.20)两边同时乘以 x，得 
          LL +++++= +13

2
2

10)( n
n xaxaxaxaxxf               (13.21) 

将式(13.20)与式(13.21)相加，且利用 11 −+ += nnn aaa ，有 
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n
nn xaaxaaxaaaxxfxf )()()()()( 1
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用已知条件 110 == aa 代入式(13.22)，得 

                       21
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把 )(xf 的分母进行因式分解，从式(13.23)有 
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利用公式(13.18)，将式(13.24)展开成 x 的幂级数，得 
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所以得 
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这就是著名的 Fibonacci 数列的通项公式。Fibonacci 数列的前 15 项分别为 1，1，2，
3，5，8，13，21，34，55，89，144，233，377，610，在其数列中的每一项（从第三项开

始）都是紧接着前面两项的和。 

13.3  傅里叶级数 

在上一节中研究了幂级数，在物理学和电子工程技术中，经常还要用到另一类重要的

函数项级数，就是三角级数。三角级数也称为傅里叶(Fourier)级数。三角级数的一般形式是 

∑
∞

=

++
1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa  

其中 0a ， na ， nb ),2,1( L=n 都是常数，称为系数。特别当 0=na ),2,1,0( L=n 时，级数只

含正弦项，称为正弦级数。当 0=nb ),2,1( L=n 时，级数只含常数项和余弦项，称为余弦级

数。在本节中主要研究三角级数的收敛性以及如何把一个函数展开成为三角级数的问题。 

13.3.1  以 2π为周期的函数展开成傅里叶级数 

由于正弦函数和余弦函数都是周期函数，因此，先考虑周期函数展开成为三角级数的

问题。设 )(xf 是以 π2 为周期的函数，所谓 )(xf 能展开成为三角级数，也就是说能把 )(xf
表示为 

           =)(xf ∑
∞

=

++
1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa                     (13.25) 

求 )(xf 的三角级数展开式，也就是求式(13.25)中的系数 0a ， na ， nb ),2,1( L=n 。为了求出

这些系数，先介绍三角函数系的正交性的概念。 
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1．三角函数系的正交性 

三角级数(13.25)可看做是三角函数系 
              { }LL ,cos,sin,,2cos,2sin,cos,sin,1 nxnxxxxx                (13.26) 

的线性组合。 
三角函数系(13.26)具有如下重要的正交性质。 
定理 13.9 （三角函数系的正交性）三角函数系(13.26)中任意两个不同函数的乘积在

]π,π[− 上的积分等于 0，即有 
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π
=⋅∫− xnx ， 0dsin1

π

π
=⋅∫− xnx    ),3,2,1( L=n  
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0dsinsin

π

π
=∫− xnxkx

     ),,3,2,1,( nknk ≠= L  
这个定理的证明的方法是：只要把以上五个积分求出来验证即可，请读者自己完成。 

2． )(xf 的傅里叶级数 

为了求出式(13.25)中的系数，利用三角函数系的正交性，假设式(13.25)是可以逐项积分

的。首先求出 0a ，为此将式(13.25)两边同时在 ]π,π[− 上逐项积分，有 
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利用定理 13.9，右端除第一项外均为 0，所以 
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即 
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再求出 na ，将式(13.25)中的 n 改为 k ，即 
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将式(13.27)两边同时乘以 nxcos ，并在 ]π,π[− 上逐项积分，有 
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利用定理 13.9，右端除 nk = 的一项不为零，其余各项均为零，所以 

xnxxf dcos)(
π

π∫− xnxan dcos
π

π

2∫−= naπ=  

于是得 

xnxxfan dcos)(
π

1 π

π∫−=  

最后求出 nb ，只须将式(13.27)两边同时乘以 nxsin ，并在 ]π,π[− 上逐项积分，可得 
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xnxxfbn dsin)(
π

1 π

π∫−=  

用上述方法求得的系数 0a ， na ， nb 称为 )(xf 的傅里叶系数。 

综上所述，得到如下定理。 
定理 13.10  设 )(xf 是周期为 π2 的函数，则 )(xf 的傅里叶系数的公式为 

                 xnxxfan dcos)(
π

1 π

π∫−=   ),2,1,0( L=n                (13.28) 

                 xnxxfbn dsin)(
π

1 π

π∫−=   ),3,2,1( L=n                 (13.29) 

由 )(xf 的傅里叶系数所确定的三角级数 

∑
∞

=

++
1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa  

称为 )(xf 的傅里叶级数。 
易知，当 )(xf 为奇函数时，利用公式(13.28)，可得 0=na ),2,1,0( L=n ；当 )(xf 为偶函

数时，利用公式(13.29)，可得 0=nb ),2,1( L=n ，因此，有如下推论。 

推论 当 )(xf 是周期为 π2 的奇函数时，则 )(xf 的傅里叶级数是正弦级数∑
∞

=1

sin
n

n nxb ，

其中系数 

xnxxfbn dsin)(
π

2 π

0∫=   ),3,2,1( L=n  

当 )(xf 是周期为 π2 的偶函数时，则 )(xf 的傅里叶级数是余弦级数 ∑
∞

=

+
1

0 cos
2 n

n nxaa
，其中

系数 

xnxxfan dcos)(
π

2 π

0∫=   ),2,1,0( L=n  

3．傅里叶级数的收敛性 

对于给定的 )(xf ，只要 )(xf 能使公式(13.28)和(13.29)的积分可积，就可计算出 )(xf 的

傅里叶系数，从而得到 )(xf 的傅里叶级数。但是这个傅里叶级数不一定收敛，即使收敛也

不一定收敛于 )(xf 。那么 )(xf 还需要附加什么条件，才能确保 )(xf 的傅里叶级数收敛且收

敛于 )(xf 呢？下面的定理就回答了这个问题。 

定理 13.11 （狄利克雷(Dirichlet)收敛定理） 
设以 π2 为周期的函数 )(xf 在 ]π,π[− 上满足狄利克雷条件： 

（1）仅有有限个第一类间断点，或连续； 
（2）至多只有有限个极值点。 

则 )(xf 的傅里叶级数在 ]π,π[− 上收敛，且有： 
（i）当 x是 )(xf 的连续点时， )(xf 的傅里叶级数收敛于 )(xf ； 
（ⅱ）当 x 是 )(xf 的间断点时， )(xf 的傅里叶级数收敛于这一点左、右极限的算术平

均数 )]0()0([
2
1

++− xfxf 。 

例 13.32  设以 π2 为周期的函数 )(xf 在 )π,π[− 上的表达式为 
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⎩
⎨
⎧

<
<−−

=
π≤0,1

0≤π,1
)(

x
x

xf  

求函数 )(xf 的傅里叶级数展开式。 
解  作出函数 )(xf 的图形，见图 13.2，它表示了一个矩形波。 
由狄利克雷收敛定理，当 πkx ≠ ( k 为整数)时， )(xf 的傅里叶级数收敛于 )(xf ；当

πkx = 时， )(xf 的傅里叶级数收敛于 0))1(1(
2
1

=−+ 。又因 )(xf 是奇函数，由定理 13.10 的

推论可知展开式必为正弦级数，即 0=na ),2,1,0( L=n ，只需求出 nb 即可。计算傅里叶系

数，当 1≥n 时 

xnxxfbn dsin)(
π

2 π

0∫= xnx dsin1
π

2 π

0∫ ⋅= ))1(1(
π

2 n

n
−−=   

              
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
−

=
= 12,

π)12(
4

2,0

kn
k

kn
  )3,2,1( L=k  

 

图 13.2 

所以， )(xf 的傅里叶级数展开式为 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

++++= LL
12

)12sin(
5
5sin

3
3sinsin

π

4)(
k

xkxxxxf （ πmx ≠ ，m 为整数) 

在本例中 )(xf 的展开式表明：如果把 )(xf 理解为矩形波的波函数，则矩形波是由一系

列的不同频率、不同振幅的正弦波叠加而成的。在电学中，这种展开式称为谐波分析。 
例 13.33  设以 π2 为周期的函数 )(xf 在 )π,π[− 上的表达式为   

⎩
⎨
⎧

<
<−

=
π≤0,0

0≤π,
)(

x
xx

xf  

求函数 )(xf 的傅里叶级数展开式。 
解  作出函数 )(xf 的图形，见图 13.3。由狄利克雷收敛定理，当 π)12( +≠ kx ( k 为整

数)时， )(xf 的傅里叶级数收敛于 )(xf ；当 π)12( += kx 时， )(xf 的傅里叶级数收敛于

2
π))π(0(

2
1

−=−+ 。计算傅里叶系数： 

xxfa d)(
π

1 π

π
0 ∫−= = ∫−

0

π
d

π

1 xx
2
π

−=  

当 1≥n 时，有 

xnxxfan dcos)(
π

1 π

π∫−= xnxx dcos
π

1 0

π∫−= 2π

)1(1
n

n−−
= =

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
−

=
= 12,

π)12(
2

2,0

2 kn
k

kn
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xnxxfbn dsin)(
π

1 π

π∫−= ∫−=
0

π
dsin

π

1 xnxx
n

n 1)1( +−
=  

所以， )(xf 的傅里叶级数展开式为 

∑
∞

=

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

−
−

⋅+−=
1

1

2 sin)1(
)12(

)12cos(
π

2
4
π)(

k

k

kx
kk

xkxf （ π)12( +≠ mx ，m 为整数) 

 

图 13.3 

4． ]π,π[− 或 ]π,0[ 上的函数展开成傅里叶级数 

由于求 )(xf 的傅里叶系数只用到 )(xf 在 ]π,π[− 上的部分，由此可见，即使 )(xf 只在

]π,π[− 上有定义或不是周期函数，仍可用公式(13.28)和(13.29)求出 )(xf 的傅里叶系数，而

且如果 )(xf 在 ]π,π[− 上满足狄利克雷收敛定理的条件，则可得到在 )π,π(− 内的连续点上傅

里叶级数是收敛于 )(xf 的，而在 π±=x 处，傅里叶级数收敛于 ))0π()0π((
2
1

+−+− ff 。 

类似地，如果 )(xf 只在 ]π,0[ 上有定义且满足狄利克雷收敛定理的条件，要得到 )(xf 在

]π,0[ 上的傅里叶级数展开式，可以任意补充 )(xf 在 ]0,π[− 上的定义，称为函数的延拓，便

可得到相应的傅里叶级数展开式。这一展开式可在 )π,0( 内的连续点上是收敛于 )(xf 的。常

用的两种延拓方法是把 )(xf 延拓成为偶函数或奇函数。这样做的目的是可以利用推论的傅

里叶系数公式把 )(xf 展开成为正弦级数或余弦级数。 
例 13.34  将函数 )(xf 2x= ， ]π,π[−∈x 展成傅里叶级数。 
解  作函数 )(xf 的图形，见图 13.4。 

 

图 13.4 

由狄利克雷收敛定理知， )(xf 的傅里叶级数在 ]π,π[− 上处处收敛于 )(xf 。又因 )(xf 为

偶函数，由定理 13.10 的推论可知展开式必为余弦级数，即 0=nb  ),2,1( L=n ，只需求出

na 即可。计算傅里叶系数： 

xxfa d)(
π

2 π

0
0 ∫= xx d

π

2 π

0

2∫= 2π
3
2

=  

当 1≥n 时， xnxxfan dcos)(
π

2 π

0∫= = xnxx dcos
π

2 π

0

2∫  
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0

π

32

2

sin2cos2sin
π

2
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+= nx

n
nx

n
xnx

n
x

2
4)1(

n
n−=   

所以， )(xf 的傅里叶级数展开式为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
++−+−+= LL nx

n
xxxx

n

cos)1(3cos
3
12cos

2
1cos4

3
π

222

2
2   ]π,π[−∈x  

例 13.35  将函数 )(xf x= ， ]π,0[∈x 分别展开成正弦级数与余弦级数。 
解  为把 )(xf 展开成正弦级数，可将 )(xf 延拓成为奇函数 xxg =)( ， ]π,π[−∈x ，再利

用推论的公式求出 

xnxxfbn dsin)(
π

2 π

0∫= xnxx dsin
π

2 π

0∫= =
n

n 2)1( 1+−  

由此得 )(xg 在 )π,π(− 上的展开式，即 )(xf 在 )π,0[ 上的展开式为 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−+−= + LL

n
nxxxxx n sin)1(

3
3sin

2
2sinsin2 1   （ π<≤0 x ） 

在 π=x 处，上述正弦级数收敛于 ))0π()0π((
2
1

+−+− ff 0))π(π(
2
1

=−+= 。 

为把 )(xf 展开成余弦级数，可将 )(xf 延拓成为偶函数 ||)( xxg = ， ]π,π[−∈x ，再利用

推论的公式计算 

xxfa d)(
π

2 π

0
0 ∫= xxd

π

2 π

0∫= π=  

当 1≥n 时，有 

xnxxfan dcos)(
π

2 π

0∫= xnxx dcos
π

2 π

0∫= = 2π

)1)1((2
n

n −−
=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
−
−

=
= 12,

π)12(
4

2,0

2 kn
k

kn
 

所以得到 )(xf 在 ]π,0[ 上的余弦级数展开式为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−

++++−= LL 222 )12(
)12cos(

5
5cos

3
3coscos

π

4
2
π

k
xkxxxx  （ π≤≤0 x ） 

13.3.2  以 2l为周期的函数展开成傅里叶级数 

设 )(xf 是以 l2 为周期的函数，且在 ],[ ll− 上满足狄利克雷收敛定理的条件，进行代换

tlx
π

= ，即 x
l

t π
= ， )(xf = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ tlf
π

= )(tF ，则 )(tF 是以 π2 为周期的函数，且在 ]π,π[− 上满

足狄利克雷收敛定理的条件。因此可用前面的方法得到 )(tF 的傅里叶级数展开式为 

)(tF = ∑
∞

=

++
1

0 )sincos(
2 n

nn ntbntaa  

然后再用 x
l

t π
= ，代入上式，就得到 )(xf 的傅里叶级数展开式为 

)(xf = ∑
∞

=

++
1

0 )πsinπcos(
2 n

nn x
l

nbx
l

na
a

 

例 13.36  设以 2 为周期的函数 )(xf ， )(xf 在 [-1,1]上的表达式是 xxf =)( ，

∈x [-1,1]，求 )(xf 的傅里叶级数展开式。 
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解  作出函数 )(xf 的图形，见图 13.5。 

 

图 13.5 

作变换 tx
π

1
= ，则得 )(tF 在 ]π,π[− 上的表达式为 

)(tF t
π

1
= ， ]π,π[−∈t  

利用例 13.35 的前半部分可直接写出系数 

π

2)1( 1

n
b n

n
+−=  

因此得 )(tF 的展开式为 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−+−= + LL

n
ntttttF n sin)1(

3
3sin

2
2sinsin

π

2)( 1 （ π)12( +≠ kt ， k 为整数) 

把 t 换回 x，令 xt π= ，即得 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−+−= + LL

n
xnxxxxf n πsin)1(

3
π3sin

2
π2sin

πsin
π

2)( 1 （ )12( +≠ kx ， k 为整数) 

依照例 13.35 的做法，也可把 ],0[ l 上的函数 )(xf 展开成为正弦级数或余弦级数。 

13.4  本章小结 

13.4.1  内容提要 

1．基本概念 

数项级数，函数项级数，正项级数，交错级数，幂级数，泰勒级数，麦克劳林级数，

傅里叶级数，前 n项部分和，级数和，级数的收敛，级数的发散，绝对收敛，条件收敛，和

函数，收敛半径，收敛区间，收敛域。  

2．基本定理 

比较判别定理，比值判别定理，交错级数判别定理，求收敛半径定理，幂级数展开定

理，傅里叶级数展开定理。 

3．基本方法 

正项级数的比较判别法，正项级数的比值判别法，交错级数的莱布尼茨判别法，幂级

数的直接展开法，幂级数的间接展开法，傅里叶级数的展开法。 
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13.4.2  疑点解析 

问题 1  有限个数相加与无穷个数相加有什么区别和联系？ 
解析  有限个数相加与无穷个数相加有本质区别的。有限个数相加是一个确定的数

值，而无穷个数相加只是一种写法符号，不可能用有限个数相加来完成，无穷个数相加未必

是一个确定的数值。在有限个数相加中的结合律和交换律在无穷个数相加中也不一定成立。 
但是，无穷个数相加与有限个数相加又是紧密联系的。在研究无穷个数相加时，是以

有限个数相加为基础的，即从部分和出发，研究其极限是否存在。若极限存在，则无穷个数

相加有和，也就是无穷级数有和，其和等于这个极限值；否则，无穷个数相加无和。 

问题 2  判别级数∑
∞

=1n
na 的收敛性的一般步骤是什么？ 

解析  对于任意项级数，判别其敛散性有以下几步： 
第 1 步，若能明显求出 0lim ≠

∞→ nn
a ，则级数发散；否则，进行下一步； 

第 2 步，考虑级数∑
∞

=1

||
n

na ，这是一个正项级数，采用比值判别法，设 ρ=+

∞→
n

n

n a
a 1lim ，若

1<ρ ，则原级数绝对收敛；若 1>ρ ，则原级数发散； 1=ρ ，进行下一步； 

第 3 步，考虑级数∑
∞

=1

||
n

na ，采用比较判别法，寻找适当的 p 级数或几何级数进行比较，

判别原级数是否绝对收敛；若级数∑
∞

=1

||
n

na 发散，又∑
∞

=1n
na 是交错级数，再用莱布尼茨判别

法，判别原级数是否条件收敛，否则，进行下一步； 
第 4 步，直接用 nn

S
∞→

lim 是否存在来判别，或用级数的性质来判别。 

例 13.37  判别下列级数的敛散性： 

（1）∑
∞

=

−+−
1

)1(1)1(
n

n nn
n

；（2）∑
∞

=

−+−
1

)1()1(
n

n nn 。 

解 （1）先考虑正项级数∑
∞

=

−+−
1

)1(1)1(
n

n nn
n

，若用比值判别法，可得 1=ρ (由读

者自己完成)，进行下一步；考虑用比较判别法，由于 

( )
nnnnn

nn
n

1
)1(

111
<

++
=−+  

且∑
∞

=1

1

n nn
收敛，于是级数∑

∞

=

−+−
1

)1(1)1(
n

n nn
n

收敛，所以∑
∞

=

−+−
1

)1(1)1(
n

n nn
n

是绝

对收敛的级数； 

（2）先考虑正项级数∑
∞

=

−+−
1

)1()1(
n

n nn ，若用比值判别法，可得 1=ρ （由读者自

己完成），进行下一步；考虑用比较判别法，由于 

12
1

)1(
1)1(

+
>

++
=−+

nnn
nn  
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且∑
∞

= +1 12
1

n n
发散，于是级数∑

∞

=

−+−
1

)1()1(
n

n nn 发散，再进行下一步；又因级数

∑
∞

=

−+−
1

)1()1(
n

n nn 是交错级数，又 nn
a

∞→
lim = 0

)1(
1lim)1(lim =
++

=−+
∞→∞→ nn

nn
nn

，设

xxxf −+= 1)( ， 求 导 数 ， 当 0>x 时 ， 有 0
2

1
12

1)( <−
+

=′
xx

xf ， 所 以

na = nn −+1 是单调下降的。即满足莱布尼茨判别法的条件，所以∑
∞

=

−+−
1

)1()1(
n

n nn

是条件收敛的级数。 
问题 3  求幂级数的收敛区间或收敛域时应注意些什么？ 

解析  若标准的幂级数∑
∞

=0n

n
n xa ，且

n

n
n a

a 1lim +

∞→
存在或为 ∞+ ，可先按公式求出收敛半径

R 或 R = 0，并写出收敛区间(-R,R )或只在 0=x 处收敛；再判别 Rx ±= 处的收敛性，以确定

其收敛域。若
n

n
n a

a 1lim +

∞→
不存在且不为 ∞+ ，或不是标准的幂级数（比如缺奇次幂项或缺偶次

幂项，或含 0xx − 的幂等），则采取变量替代等方法化为标准的幂级数，求出新级数的收敛

区间后，再回代求出原级数的收敛区间或收敛域，也可直接用比值法求出后项比前项的极

限，再求出级数的收敛区间或收敛域。 
问题 4  将函数 )(xf 展开为幂级数有哪些方法？ 
解析  一般说来，将函数 )(xf 展开为幂级数有两种方法，一种是直接展开法：分四步

完成，第 1 步求出 )(xf 的各阶导数；第 2 步求出 )(xf 的各阶导数在 0=x 处的值；第 3 步写

出泰勒级数，并求收敛区间；第 4 步证明其余项的极限为 0，即 0)(lim =
∞→

xRnn
。另一种是间

接展开法，分两步完成，第 1 步根据函数 )(xf 作适当恒等变形，选择适当的已知函数展开

式，即公式(13.14) ~ 公式(13.19)；第 2 步利用幂级数的性质和运算，与函数 )(xf 建立某种

联系，便可得到所求函数的展开式。在这里主要指利用幂级数的加法和乘法等运算以及幂级

数的逐项微分与逐项积分的性质。 

例 13.38  将 221
)(

xx
xxf
−+

= 展开成 x的幂级数。 

解  利用间接展开法。由于 221
)(

xx
xxf
−+

= =
)21)(1( xx

x
+−

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

− xx 21
1

1
1

3
1

，而 

LL ++++++=
−

nxxxx
x

321
1

1   （ 11 <<− x ） 

LL +−++−+−=
+

nn xxxx
x

)2(8421
21

1 32   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<−

2
1

2
1 x  

所以 

221
)(

xx
xxf
−+

= = ∑
∞

=

−−
0

)2)1(1(
3
1

n

nnn x  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<−

2
1

2
1 x  

注意：一个函数展开成几个幂级数的和，其收敛区间是几个幂级数收敛区间的交集。 
例 13.39  将 xxf ln)( = 展开成含 2−x 的幂级数。 
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解  利用间接展开法。由于 xxf ln)( = = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
++=−+

2
21ln2ln)]2(2ln[ xx 。 

令
2

2−
=

xu ，则 

)1ln(
2

21ln ux
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+ = LL +−++−+− −

n
uuuuu

n
n 1

432

)1(
432

（ 1≤1 u< ） 

因此有 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+

2
21ln x = LL +

⋅
−

−++
⋅
−

−
⋅
−

+
⋅
−

−
− −

n

n
n

n
xxxxx

2
)2()1(

24
)2(

23
)2(

22
)2(

2
2 1

4

4

3

3

2

2

 

                                                               （ 4≤<0 x ） 

所以得 

xln = 2ln + LL +
⋅
−

−++
⋅
−

−
⋅
−

+
⋅
−

−
− −

n

n
n

n
xxxxx

2
)2()1(

24
)2(

23
)2(

22
)2(

2
2 1

4

4

3

3

2

2

 

（ 4≤0 x< ） 

问题 5  傅里叶级数与幂级数有何不同？ 
解析  傅里叶级数的结构与幂级数不同。傅里叶级数的各项均是正弦函数或余弦函

数，且都是周期函数，因此，傅里叶级数能呈现出函数的周期性，而幂级数没有。一个函数

的傅里叶级数展开的条件要比幂级数展开的条件低得多，它不仅不需要函数具有任意阶导

数，而且函数的连续性也不要求，只须满足狄利克雷收敛定理 13.11 的条件即可。这样就可

以使得一般的函数均能展开成傅里叶级数，但它的收敛域比较复杂，系数计算也比较复杂，

逐项微分与逐项积分还需附加很强的条件。而幂级数的收敛域是区间，系数计算也比较简

单，在收敛区间内可进行逐项微分与逐项积分，而不需要附加任何条件。 

习  题  13 

1．根据级数收敛的定义，判定下列级数的敛散性，对收敛者求出其和。 

（1）∑
∞

= +−1 )13)(23(
1

n nn
 ；        （2）∑

∞

= ++1 1
1

n nn
； 

（3）∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1 3
1

2
1

n
nn ；              （4）∑

∞

=

−

1 2
12

n
n

n

。 

2．判别下列级数的敛散性。 

（1）∑
∞

=

−+

1 2
)1(3

n
n

n

 ；    （2）∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11ln
n n

n ； 

（3）∑
∞

= +1 56n n
n

；    （4）∑
∞

=

−
1

)1(
n

n 。 

3．用比较判别法判定下列级数的敛散性。 

（1）∑
∞

= ++1 )2)(1(
1

n nn
；   （2）∑

∞

= +1
3 1n n

n
； 

（3）∑
∞

=1 4
πtan

n n
；    （4）∑

∞

= +1
2 )1(

1

n nn
。 
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4．用比值判别法判定下列级数的敛散性。 

（1）∑
∞

=1 2
3

n
n ； （2） ∑

∞

= ⋅1 2
3

n
n

n

n
；（3）∑

∞

=1

2

)!2(
)!(

n n
n

；（4）∑
∞

= +1 12
!

n
n
n

。 

5．判别下列交错级数是否收敛；如果收敛，指出是绝对收敛还是条件收敛。 

（1） ( )∑
∞

=

−−

1

11

n

n

n
；（2） ( )∑

∞

=

−−
1

3
1

2
1

n
n

n n
；（3） ( )∑

∞

=

−

−
−

1

1

12
1

n

n

n
n

。 

6．求下列幂级数的收敛半径和收敛区间。 

（1）∑
∞

= ⋅1
2 2n

n

n

n
x

；（2）∑
∞

=1

!

n

n
n x

n
n

；（3）∑
∞

=

−

1

2

2
12

n

n
n xn

； 

（4）∑
∞

=

+

1

)12(

n

n

n
x

；（5）∑
∞

= ⋅
−

1 3
)1(

n
n

n

n
x

。 

7．利用幂级数的性质，求下列幂级数的和函数。 

（1）∑
∞

= +1 1n

n

n
x

 ；  （2）∑
∞

=

+
1

)1(
n

nxn ；（3）∑
∞

=

−

1

122
n

nnx 。 

8．把下列函数展开为麦克劳林级数，并写出收敛区间。 

（1）
2

1
+

=
x

y ；（2） )3ln( xy −= ；（3） xy 2sin= ；（4）
32

1
2 −−

=
xx

y 。 

9．利用函数的幂级数展开式，求 5 245 的近似值，精确到 410− 。 

10．利用函数的幂级数展开式，求 ∫ −2
1

0
de

2
xx 的近似值，精确到 410− 。 

11．设 11 2 −+ += nnn aaa )1≥(n ，且满足 110 == aa ，利用幂级数的方法，求通项

na ),2,1,0( L=n 。 

12．设
2

π)( xxf −
= （- π≤≤π x ），把 )(xf 展开成傅里叶级数。 

13．设
2

cos)( xxf = （ π≤≤π x− ），把 )(xf 展开成傅里叶级数。 

14．设
⎩
⎨
⎧ <−

=
π≤≤0,

0≤π,π
)(

xx
x

xf ，把 )(xf 展开成傅里叶级数。 

15．设 xxf e)( = （- π≤≤π x ），把 )(xf 展开成傅里叶级数，并问此级数当 π−=x 及

π=x 时收敛于何值。 

16．设
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
=

π≤
2
π,

2
π

2
π

≤≤0,
)(

x

xx
xf ，把 )(xf 分别展开成余弦级数和正弦级数。 

 



 
·248· 

第 14 章  矩    阵 
矩阵是线性代数的组成部分，几乎贯穿线性代数的各个方面。矩阵还是数学许多分支

研究和应用的一个重要工具，矩阵论的方法在处理许多实际问题上也是非常有力的。本章介

绍的矩阵是一种新的研究对象，其运算方法也是线性代数中颇具特色的；矩阵的初等行变换

是很有用的工具；矩阵的秩是矩阵的一个重要特征；矩阵的行列式和矩阵求逆也很重要。最

后，在讨论了矩阵的初等行变换和矩阵的秩之后，进一步介绍矩阵在求解一般的线性方程组

方面的应用。 

14.1  矩阵及其运算 

14.1.1  矩阵的概念 

矩阵这一概念是从研究线性方程组的问题中引出来的。线性方程组的一般形式为：   

                   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

L

LLL

L

L

2211

22222121

11212111

                      (14.1) 

其中未知数的个数 n 与方程的个数 m 未必相同。 
线性方程组是完全由未知数前面的系数及其常数项所决定，未知数的记号在线性方程

组中是不起什么作用的。因此，为方便起见，从每一个线性方程中把未知数分离出来，剩下

的系数及其常数项按它们在式(14.1)中原有的相对位置排成矩形形状的数表，即 

                    

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mmnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

L

MMMM

L

L

21

222221

111211

                        (14.2) 

从而，可把对线性方程组(14.1)式的研究转化为对矩形数表(14.2)式的研究。这个矩形数表可

以简洁且明确地把线性方程组的特征表示出来，(14.2)式矩形数表中的每一个元素不能随意

变动，它们都有各自的意义。 
这种矩形数表在实际问题中应用非常广泛，如商店中的商品价目表；工厂中产品原材

料的消耗表；物资调运方案等等。一般地说，可把类似于(14.2)式这种矩形数表作为一个研

究对象，这就是矩阵的概念。 
定义 14.1  由 m×n 个数 ija （i=1,2,…,m；j=1,2,…,n）排成的 m 行 n 列，并用方括弧

（或圆括弧）括起来的矩形数表，称为 m×n 矩阵，记做 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MMM

L

L

21

22221

11211

 

横的各排称为矩阵的行，纵的各排称为矩阵的列， ija 称为此矩阵的第 i 行第 j 列的元素。通

常用大写字母 A，B，C 等表示矩阵，有时为了标明一个矩阵的行数和列数，用 A m×n或 A = 
[ ija ] m×n 表示一个 m 行 n 列的矩阵。其中有以下 4 种特例： 

（1）当 m=n 时，矩阵 A 称为 n 阶方阵； 
（2）当 m=1 时，矩阵 A 称为行矩阵，此时 

A = [ 11a  L12a  na1  ]； 

（3）当 n=1 时，矩阵 A 称为列矩阵，此时 

A =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1

12

11

ma

a
a

M
； 

（4）当 ija  = 0（i = 1,2,…,m；j = 1,2,…,n）时，称 A 为零矩阵，一般记为 O m×n或 O。 

定义 14.2  若矩阵 A 和矩阵 B 的行数、列数分别相等，则称 A，B 为同型矩阵。 
定义 14.3  若矩阵 A = [ ija ]和矩阵 B = [ ijb ]为同型矩阵，并且对应的元素相等，即

ija = ijb （i = 1,2,…,m；j = 1,2,…,n），则称矩阵 A 与矩阵 B 相等，记为 A = B。 

14.1.2  矩阵的加法 

定义 14.4  设 A = [ ija ] nm× ，B = [ ijb ] nm× 为同型矩阵，把矩阵 A，B 的对应元素相加

得到新矩阵 C，则称矩阵 C 为矩阵 A 与矩阵 B 的和，记为 C = A + B，即 
C = A + B = [ ija + ijb ] nm×  

这样就引进了矩阵的加法运算。由定义可知，只有同型矩阵才可以相加，且不难验

证，矩阵加法具有和实数加法相同的性质。 
矩阵的加法具有以下运算律(设 A、B、C 都是 m×n 矩阵)： 
（1）交换律：A + B = B + A ；   （2）结合律：A +（B + C）=（A + B）+ C； 

其特例为：O + A = A + O = A 
定义 14.5  设 A = [ ija ]，则[– ija ]称为 A 的负矩阵。记为– A。 

定义 14.6  设 A = [ ija ]、B = [ ijb ]，且 A，B 为同型矩阵，则 

A – B = A +（– B）=[ ija – ijb ] nm×  

显然 A – A = A +（– A）= O。 
例 14.1  设 

A= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 215

423
    B= ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
315
210

 

求 A+B。 
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解   

A+B= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+

+−++
3)2(11)5(5

24)1(203 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
120
613  

14.1.3  数与矩阵的乘法（数乘矩阵） 

定义 14.7  设数 k 乘矩阵 A = [ ija ] nm× 是一个矩阵 C nm× ，其定义为 C = k A = 

[k ija ] nm× ，它是用数 k 乘矩阵 A 的每一个元素所得，称为数 k 与矩阵 A 的乘法，简称数

乘。 
数乘矩阵具有以下运算律(设 A、B 都是 m×n 矩阵，k、l 是任意常数)： 
（1）分配律：k（A + B）= kA + kB，（k + l）A = kA + lA ； 
（2）结合律：（k l）A = k（lA）= l（kA）； 
（3）1A = A，（–1）A = – A。 

例 14.2  设 A= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 752

341
，求 3A 。 

解   

3A= ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
××−×
×××

735323
334313

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 21156

9123
 

14.1.4  矩阵的乘法 

例 14.3  设某商场有三个分场，用矩阵 A 表示三个分场一天两类商品的销售数量，矩

阵 B 表示彩电和冰箱的单价和销售利润，求该商场三个分场一天两类商品的总营业额和总

利润。 
彩电  冰箱                   单价（元） 单位利润（元） 

     A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

160120
180150
120100

分场

分场

分场

3
2
1

 ，    B ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2002600
1503000

冰箱

彩电
 

解                      总营业额（元）       总利润（元） 

             C
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×+××+×
×+××+×
×+××+×

=
20016015012026001603000120
20018015015026001803000150
20012015010026001203000100

分场

分场

分场

3
2
1

 

               =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

50000776000
58500918000
39000612000

 

矩阵 C 的第 1 行的两个元素分别表示了 1 分场的总营业额和销售总利润；第 2 行的两个元

素分别表示了 2 分场的总营业额和销售总利润；第 3 行的两个元素分别表示了 3 分场的总营

业额和销售总利润。从这个矩形阵表上很清楚看到所求的结果，下面循此引入矩阵乘法的概

念。 
定义 14.8  设矩阵 A = [ ija ] sm× ，B = [ ijb ] ns× ，由元素 
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ijc = sjisjiji bababa +++ L2211 =∑
=

s

k
kjikba

1

  （i = 1,2,…,m；j = 1,2,…,n） 

构成的 m 行 n 列矩阵 C，则称矩阵 C 为矩阵 A 与矩阵 B 的乘积，记为 C = AB。其中 

C = [ ijc ] nm×  =
nm

s

k
kjik ba

×=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡∑
1

 

注意： 
（1）只有当左边矩阵 A 的列数与右边矩阵 B 的行数相等时 A 与 B 才能相乘，简称为行

乘列的规则； 
（2）矩阵 C 中第 i  行 j 列的元素等于左矩阵 A 的第 i  行元素与右矩阵 B 的第 j 列对

应元素乘积之和； 
（3）AB 仍为矩阵，它的行数等于 A 的行数，它的列数等于 B 的列数。 

例 14.4  设 A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

34
12
01

，B = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 43

21
 ，求 AB。 

解  因为 A 的列数等于 B 的行数，所以可以相乘 

AB=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

34
12
01

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 43

21
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×+×−×+×
×−+×−×−+×

×+×−×+×

4324)3(314
4)1(22)3()1(12

4021)3(011
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 205
05
21

 

例 14.5  设 A 是一个行矩阵，B 是一个列矩阵，且 

A = [ 1a   L2a   na ] ，B =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nb

b
b

M
2

1

 

求 AB 和 BA。 
解 

AB = [ 1a   L2a   na ]

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nb

b
b

M
2

1

= nnbababa +++ L2211  

BA =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nb

b
b

M
2

1

[ 1a   L2a   na ]=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nnnn

n

n

bababa

bababa
bababa

L

MMM

L

L

21

22221

11211

 

矩阵的乘法满足以下运算律(假设 A，B，C 均是可以相乘的)： 
（1）结合律：（AB）C = A（BC）； 
（2）数乘结合律：k（AB）=（kA）B = A（kB）； 
（3）左乘分配律：A（B+C）= AB+AC ； 右乘分配律：（B+C）A = BA+CA 。 
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例 14.6  计算 [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

3

2

1

321

235
141
321

x
x
x

xxx 。 

解  首先计算 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
−+
+−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

321

321

321

3

2

1

235
4

32

235
141
321

xxx
xxx
xxx

x
x
x

，然后，得 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

3

2

1

321

235
141
321

x
x
x

xxx  = [ ]321 xxx
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
−+
+−

321

321

321

235
4

32

xxx
xxx
xxx

 

         = )235()4()32( 321332123211 xxxxxxxxxxxx +−+−+++−   

         = 323121
2
3

2
2

2
1 4824 xxxxxxxxx −+−++ 。 

定义 14.9  设有 n 阶方阵 A，若它的主对角线上元素全为 1，其余元素全部为零，则称

A 为 n 阶单位矩阵，记为 En 或 E，即 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000

0010
0001

L

MMMM

L

L

nE  

当 n = 2，3 时 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
01

2E ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
010
001

3E ，就是 2 阶、3 阶单位矩阵。 

单位矩阵满足： 
（1）E m  A nm× = A nm× E n = A nm× ；（2）当 A 是 n 阶方阵时，EnA = AEn = A 。 

显然，单位矩阵 E 在矩阵乘法中的作用类似于数 1 在数的乘法中的作用。 
另外，要特别注意矩阵乘法运算律和数的乘法运算律的区别，矩阵乘法不满足交换

律，即 AB 和 BA 不一定相等。 
定义 14.10  设 A 为 n 阶方阵，m 为正整数，则规定 

A m =
48476

L

m

AAA ⋅⋅  

称 A m
为方阵 A 的 m 次幂。 

并规定，n 阶矩阵 A 的零次幂为单位矩阵 E，即 A 0 =E。显然有， 
A k A l = A lk+         (A k ) l = A kl  

其中 k，l 为任意非负整数。 
由于矩阵乘法不满足交换律，因此一般地有 (AB) k

≠A k B k
（k 为正整数）。 

例 14.7  试证：设方阵 A 满足 A 3 = O，则 (E + A + A 2 )(E - A)= E 。 
证  由矩阵乘法和运算律，有 

(E + A + A 2 )(E -A)= E(E -A) + A (E -A) + A 2 (E - A) 
                              = (E -A) + A E -A 2  + A 2 E - A 3  
                              = E -A 3  = E - O = E 
本例可以推广为：若方阵 A 满足 A s  = O (s 为正整数)，则  

(E + A +…+ A 1−s )(E - A)= E。 
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14.1.5  矩阵的转置 

定义 14.11  把 m×n 矩阵 A 的行、列互换得到的 n×m 矩阵，称为 A 的转置矩阵，记

为 A T 。即设 

      A =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MMM

L

L

21

22221

11211

，则 A T =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnnn

m

m

aaa

aaa
aaa

L

MMM

L

L

21

22212

12111

 

其中 A T 的第 i 行第 j 列的元素等于 A 的第 j 行第 i 列的元素。 
矩阵的转置满足下列运算律： 
（1）(A T ) T = A ；                （2）(A + B) T = A T + B T ； 
（3）( k A) T = k  A T ；            （4） (AB) T  =B T  A T 。 

例 14.8  设 A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
231
102

 ，B =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

102
324
171

，计算(AB) T ，B T A T 。 

解   由于 AB = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
231
102

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

102
324
171

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
101317

3140
，所以 

 (AB) T =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 103
1314
170

。又 B T =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 131
027
241

 ，A T =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 21
30
12

，所以  

B T A T =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 131
027
241

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 21
30
12

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 103
1314
170

 

从而有，(AB) T =B T A T 。 

14.2  矩阵的初等行变换与矩阵的秩 

在这一节中引进矩阵的另一个重要概念：矩阵的初等变换。它有很多用处，例如可以

利用它来化简矩阵和求矩阵的秩，在研究线性方程组问题上它也起着重要的作用。 

14.2.1  矩阵的初等行变换 

用高斯消元法解线性方程组时，经常要反复进行以下 3 种运算： 
（1）将一个方程遍乘一个非零常数 k； 
（2）将两个方程位置互换； 
（3）将一个方程遍乘一个非零常数 k 加至另一个方程上去。 
这 3 种变换称为方程组的初等变换，而且线性方程组经过初等变换后其解不变。如果

从矩阵的角度来看方程组的初等变换，就有矩阵的初等行变换的概念。 
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定义 14.12  矩阵的初等行变换是指： 
（1）用一个非零常数 k 遍乘矩阵的某一行； 
（2）互换矩阵任意两行的位置； 
（3）将矩阵某一行遍乘一个常数 k 加到另一行对应元素上。 
如果把定义 14.12 中对矩阵进行“行”的变换，改为对“列”的这三种变换，称为矩阵

的初等列变换。矩阵的初等行变换和初等列变换统称为初等变换。这几种初等变换按其功

能又分别称为矩阵的倍乘变换、互换变换和倍加变换。下面主要运用矩阵的初等行变换。 
矩阵的初等变换不仅可用语言来表达，它也可以用矩阵的乘法运算来表示，为此引进

初等矩阵的概念。 

14.2.2  初等矩阵 

定义 14.13  对单位矩阵 E 施行一次初等变换，所得到的矩阵称为初等矩阵。对应于 3
种初等变换，有下列 3 种类型的初等矩阵。 

（1）初等倍乘矩阵 E )(ki 是由单位矩阵 E 第 i 行乘 k 而得到的，其中 k≠0； 

（2）初等互换矩阵  E ji, 是由单位矩阵 E 第 i，j 行互换而得到的； 

（3）初等倍加矩阵  E )(, kji 是由单位矩阵第 j 行乘 k 加到第 i 行而得到的。 

可以证明，对 m×n 矩阵 A 进行一次初等行变换相当于在 A 左乘相应的 m 阶初等矩

阵。 
注意：在这里，不讨论对矩阵进行初等列变换。在对矩阵进行初等行变换时，为了看

清每一步的作用，每一次初等行变换都标明是哪种变换，且写在箭头上方，记法如下： 
（1）用 i  k 表示第 i 行乘以公因子 k； 
（2）用 (  i ，j ) 表示第 i 行与第 j 行互换； 
（3）用 i + k  j 表示第 j 行的 k 倍加到第 i 行。 
利用初等行变换可以把任意矩阵化为比较简单的矩阵，其矩阵称为阶梯形矩阵，下面

给出如下的定义。 
定义 14.14  满足下列两个条件的矩阵称为阶梯形矩阵： 
（1）首非零元（即非零行的第 1 个不为零的元素）的列标随着行标的递增而严格增

大； 
（2）矩阵的零行位于矩阵的最下方（或无零行）。 

例如  矩阵 A =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

00000
10000
20250
51016

 ，B =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

0200
9530
0874

都是阶梯形矩阵； 

而矩阵 C =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

0000
0340
8450
0621

 ，D =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 030
000
021

都不是阶梯形矩阵。 

○ 
○ 

○ 
○ 
○ 
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例 14.9  用初等行变换将矩阵 A =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−
−

−

461113
25132
10210
12301

化为阶梯形矩阵。 

解  利用初等行变换，有 

A ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+
−+

⋅
⋅

)3(
)2(

①④

①③

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−
−

−

10210
41530
10210
12301

⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+
+

⋅
⋅

)1(
3

②④

②③

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

20000
71100
10210
12301

= A1 

即 A1 是阶梯形矩阵。 
由上例可知，利用初等行变换可以把任意矩阵化为阶梯形矩阵，因此，有如下的定

理： 
定理 14.1  任意一个矩阵 A = nmija ×][ ，经过若干次初等行变换可以化成阶梯形矩

阵。 
对一个矩阵作初等行变换可以得到多种阶梯形矩阵，但是，可以发现这些阶梯形矩阵

有一个不变量，对同一个矩阵来说，利用初等行变换把其矩阵化为阶梯形矩阵后，在其阶梯

形矩阵中的非零行个数都是相同的，即不变的。这个不变量是矩阵的一个重要特征，即称为

矩阵的秩。 

14.2.3  矩阵的秩 

定义 14.15  设 A 是一个 m×n 矩阵，利用初等行变换把矩阵 A 化为阶梯形矩阵后，

在其阶梯形矩阵中的非零行个数为 r ，称 r 为矩阵 A 的秩。记作秩(A)或 r(A)，并规定 A=O
时，r(A)=0。 

易证 0 ≤ r (A) ≤min{m,n}，r (A) = r (A T )。当 r (A)=min{m,n}时，称矩阵 A 为满秩矩

阵。 

例 14.10  求矩阵 A=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

28112
71524
42312

的秩。 

解  利用初等行变换把矩阵 A 化为阶梯形矩阵，得 

A ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+
−+

⋅
⋅

)1(
)2(

①③

①②

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−

210200
15100
42312

⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+ ⋅ )2(②③

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

00000
15100
42312

= A1 

A1 是阶梯形矩阵，有两行非零行，因此 r (A) = 2。 

例 14.11  求矩阵 A =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−−− 2821632147153
15941763132
862114281
00210021

的秩。 

解  利用初等行变换把矩阵 A 化为阶梯形矩阵，得 
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A ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+
−+
−+

⋅
⋅
⋅

)3(
)2(
)1(

①④

①③

①②

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−−− 2821035147210
1590156390
860104260
00210021

 

          ⎯⎯⎯⎯ →⎯ −⋅
⋅
⋅

)7/1(
)3/1(
)2/1(

④

③

②

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

43052130
53052130
43052130
00210021

 

          ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+
−+

⋅
⋅

)1(
)1(

②④

②③

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00000000
10000000
43052130
00210021

=A 1  

矩阵 A 1是有三个非零行的阶梯形矩阵，故 r（A）= 3。 

14.3  方阵的行列式 

14.3.1  方阵行列式的定义 

设矩阵 A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2221

1211

aa
aa

是二阶方阵，称 21122211 aaaa − 为矩阵 A 的二阶行列式，并记为

det A 或
2221

1211

aa
aa

，即 

det A =
2221

1211

aa
aa

= 21122211 aaaa −  

可见二阶行列式表示一个算式，即它是一个数。下面，定义方阵的 n 阶行列式。 
定义 14.16  设 n 阶方阵 

A =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MMM

L

L

21

22221

11211

，称 det A =

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MMM

L

L

21

22221

11211

为 n 阶方阵 A 的行列式， 

det A 表示一个由确定的运算关系所得到的数值。例如，当 n = 2 时 

det A =
2221

1211

aa
aa

= 21122211 aaaa −  

当 n > 2 时，定义为 

det A nn AaAaAa 1112121111 +++= L =∑
=

n

j
jj Aa

1
11  

其中数 ja1 称为第 1 行第 j 列的元素， j
j

j MA 1
1

1 )1( +−= ， jM1 为由 detA 划去第 1 行和第 j

列后余下元素构成的 n - 1 阶行列式。即 
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nnjnjnn

njj

njj

j

aaaa

aaaa
aaaa

M

LL

MMMM

LL

LL

1,1,1

31,31,331

21,21,221

1

+−

+−

+−

=  ),,2,1( nj L=  

n 阶方阵的行列式也称为 n 阶行列式。 

例 14.12  计算方阵 A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

562
303
261

的行列式。 

解  由定义得 

det A
52
33

)1()6(
56
30

)1(1 2111

−
−

−×−+
−

−×= ++ +
62
03

)1(2 31

−
−× +  

           =18+54+36=108 
例 14.13  计算下列方阵的行列式 

A =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
−

52106
0162
1019
4002

 

解  由定义得 

det A =2 11)1( +−×
5210
016
101

−−

−
+(-4)

2106
162
019

)1( 41

−
−

−
−× +  

             =2 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−×+
−−

−×−× ++

210
16

)1(1
52
01

)1()1( 3111 + 

              4 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−×−+

−
−×× ++

26
12

)1()1(
210
16

)1(9 2111  

             =2 [ ] [ ]2)22(94225 −−××+−× = - 834。 

14.3.2  行列式的性质 

从行列式的定义出发直接计算行列式是比较麻烦的。为了进一步讨论 n 阶行列式，简

化 n 阶行列式的计算，下面介绍 n 阶行列式的一些基本性质。 
性质 14.1  方阵行列式与方阵转置的行列式相等，即 det A =det A T 。 

例如，
2221

1211

aa
aa

=
2212

2111

aa
aa

= 21122211 aaaa − 。 

这个性质说明了行列式中行、列地位的对称性，凡是对行成立的性质对列也成立。 
性质 14.2  互换方阵行列式的两行，方阵行列式的值改变符号。     

例如，
2221

1211

aa
aa

=
1211

2221

aa
aa

− = )( 22112112 aaaa −− 。 

推论 14.1  如果行列式有两行的对应元素相同，则这个行列式等于零。 
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性质 14.3  方阵行列式某一行的公因子可以提出来。 

例如，
2221

1211

kaka
aa

=
2221

1211

aa
aa

k 。 

推论 14.2  用一个数来乘方阵行列式的某一行就等于用这个数乘其行列式。 
推论 14.3  方阵行列式中如果有两行元素对应成比例，则其行列式为零。 
性质 14.4  如果方阵行列式中某一行的元素都是两数之和，则这个行列式等于两个行

列式的和，而且这两个行列式除了这一行以外，其余的元素与原来行列式的对应元素相同。 
性质 14.5  将方阵行列式的某一行的各元素都乘以同一常数后，再加到另一行的对应

元素上，则其行列式的值不变。 
以上性质对方阵行列式中列变换也成立。 
性质 14.6  设 A，B 是任意两个 n 阶方阵，则 det (AB) = det A det B，det (kA)= nk det 

A。 
下面利用行列式的性质来计算行列式。 
例 14.14  计算行列式 

654
29820199

321
=D 。 

解  由于 D中第二行元素较大，故将第二行元素进行拆分，把 99 写成 100-1，201 写

成 200+1，298 写成 300-2，利用性质 14.4 得 

654
230012001100

321
−+−=D =

654
300200100

321
+

654
211
321

−− = 1D + 2D  

由推论 14.3 知， 1D = 0，利用性质 14.5，计算 2D 得 

D = 0+ 2D = 2D =
654
211
321

−−
)4(−+

+
⋅①③

①②

630
130
321

−−
= 15− 。 

例 14.15  计算上三角形行列式 S (当 ji > 时， 0=ija )与下三角形行列式T (当 ji <
时， 0=ija )的值，其中 

S =

nn

n

n

a

aa
aaa

L

MMM

L

L

00

0 222

11211

  ，T =

nnnn aaa

aa
a

L

MMM

L

L

21

2221

11

0
00

。 

解  先计算下三角行列式T 。连续用定义对第一行展开，得 

T =

nnnn aaa

aa
a

L

MMM

L

L

21

2221

11

0
00

=

nnnn aaa

aa
a

a

L

MMM

L

L

32

3332

22

11
0
00

=

nnnn aaa

aa
a

aa

L

MMM

L

L

43

4443

33

2211
0
00

= nnaaa L2211  

再由方阵行列式的性质 14.1 可知， S =T = nnaaa L2211 。 

例 14.16  计算行列式 
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D =

3351
1102
4315
2113

−−
−
−−

−

。 

解  利用性质 14.5 和例 14.15 的结果，有 

D 
)1(−+ ⋅③①

3351
1102
4315
3211

−−
−
−−

−
)1(
)2(

5

−+
−+

+

⋅
⋅
⋅

①③

①②

①②

6560
7520

11760
3211

−−
−−

−
−

 

           
),( ③②

6560
11760
7520
3211

−−
−

−−
−

−
)3(

3
−+

+
⋅
⋅

②④

②③

151000
10800
7520
3211

−
−
−−

−

−  

           
),( ④③

5400
3200
7520
3211

10

−
−
−−

−

−
)2(−+ ⋅③④

1000
3200
7520
3211

10
−
−−

−

−  

          = 12)2(110 ××−××− = 40。 

例 14.16 是计算行列式的一种基本方法，通过这个方法可以编制程序，利用计算机来计

算行列式的值。 

14.3.3  克拉默法则 

考虑由 n 个未知数 n 个方程构成的线性方程组： 

                       

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

L

LLLLL

L

L

2211

22222121

11212111

                (14.3) 

定理 14.2  （克拉默（Cramer）法则）如果线性方程组(14.3)的系数行列式 

                         0

21

22221

11211

≠=Δ

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MMM

L

L

                   (14.4) 

那么，线性方程组（14.3）一定有唯一解，其解为 

                  
Δ
Δ

= 1
1x    

Δ
Δ

= 2
2x  …. 

Δ
Δ

= n
nx                    (14.5) 

其中 ),,2,1( njj L=Δ 是把系数行列式Δ中第 j 列的元素 njjj aaa ,,, 21 L 换成方程组右端的常

数列 nbbb ,,, 21 L ，而其余各列不变所得到的 n 阶行列式。即 
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nnjnnjnn

njj

njj

j

aabaa

aabaa
aabaa

LL

MMMMMMM

LL

LL

1,1,1

21,221,221

11,111,111

+−

+−

+−

=Δ    ),,2,1( nj L=  

例 14.17  解线性方程组 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+
−=+−

=−−
=+−+

0674
522

963
852

4321

432

421

4321

xxxx
xxx
xxx
xxxx

 

解  由于线性方程组有四个方程、四个未知数，又 

6741
2120
6031
1512

−
−

−−
−

=Δ =27 0≠  

根据克拉默法则，此线性方程组有唯一解。 
类似地可以计算得 

6740
2125
6039
1518

1

−
−−

−−
−

=Δ  = 81 ，

6701
2150
6091
1582

2

−
−−

−
−

=Δ = 108−  

6041
2520
6931
1812

3 −
−−

=Δ  =-27 ，

0741
5120
9031
8512

4

−
−−

−
−

=Δ = 27 

于是此方程组的解是 

Δ
Δ

= 1
1x = 3 ，

Δ
Δ

= 2
2x =-4 ，

Δ
Δ

= 3
3x =-1，

Δ
Δ

= 4
4x =1 

当线性方程组（14.3）的常数项 nbbb ,,, 21 L 全为零时，即 

           

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0

0
0

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

L

LLLLL

L

L

                    (14.6) 

线性方程组（14.6）称为齐次线性方程组。 
对齐次线性方程组（14.6），由于行列式 jΔ 中第 j 列的元素都是零，所以 jΔ = 0（j 

=1,2,…,n）。当齐次线性方程组（14.6）的系数行列式 0≠Δ 时，根据克拉默法则，方程组

（14.6）的唯一解是 
0=jx      (j =1,2,…,n) 

全部由零组成的解叫做零解。 
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于是，得到一个结论：齐次线性方程组（14.6），当它的系数行列式 0≠Δ 时，则它只

有唯一零解。另外，当齐次线性方程组有非零解时，必定有它的系数行列式 0=Δ 。这是齐

次线性方程组有非零解的必要条件。因此，得到以下两个推论。 
推论 14.4  如果含有 n 个未知数、n 个方程的齐次线性方程组（14.6）的系数行列式

0≠Δ ，则齐次线性方程组（14.6）只有唯一零解。 
推论 14.5  如果含有 n 个未知数、n 个方程的齐次线性方程组（14.6）有非零解，则齐

次线性方程组（14.6）的系数行列式 0=Δ 。 
关于齐次线性方程组有非零解的充分条件（系数行列式等于零），将在以后讨论。 

例 14.18  已知齐次线性方程组
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=−+
=++−

0)4(2
0)6(2
022)5(

zx
yx

zyx

λ
λ

λ
有非零解，问λ应取何值？ 

解  由推论 14.4 知，若齐次线性方程组有非零解，则系数行列式Δ一定等于零。而 

λ
λ

λ

−
−

−
=Δ

402
062
225

= )8)(2)(5( λλλ −−−  

由Δ  = 0 知，则λ应取 5 或 2 或 8。 

14.4  逆矩阵 

14.4.1  逆矩阵的概念 

先看看数的除法。设 a，b 为两个数，当 a≠0 时，有 b÷ a =b·
a
1
，

a
1
就是 a 的倒

数，也称之为a 的逆。而当 a ≠0，a 是可逆的，a 的逆一定存在，记 a 的逆为
1−a ，此时有 

a · 1−a = 1−a · a = 1 
在矩阵运算中对任意 n 阶方阵 A ，存在 n 阶单位矩阵 E ，使得 AE = EA = A ，E 在矩

阵乘法中的作用如同于数 1 在数乘中的作用。试问对任意方阵 A，是否存在同阶方阵 B，使

得 AB = BA = E 成立呢？于是引出如下定义。 
定义 14.17  设 A 为 n 阶方阵，如果存在 n 阶方阵 B，使得 AB = BA = E ，则称 B 为

A 的逆矩阵，此时称 A 是可逆的。一般地，A 的逆矩阵 B 记为 A 1−
（读作“A 逆”），即 B 

= A 1−
。 

于是，若矩阵 A 是可逆矩阵，则存在矩阵 A 1−
，满足 AA 1− = A 1− A = E 。 

例 14.19  设矩阵 A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
12
47 ，B = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
72
41

，验证 B 是否为 A 的逆矩阵。 

解  因为 AB = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

，BA = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

，所以 AB = BA = E，故 A 可逆，且 A 1− =B。 

14.4.2  逆矩阵的性质  

由定义可直接证明可逆矩阵具有下列结论（假设 A 和 B 均可逆，且 0≠k ）： 
（1）(A 1− ) 1− =A ；              （2）(AB) 1− =B 1− A 1−

； 
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（3）(A T )
1−

=(A 1− ) T ；           （4）(kA) 1−  = 1−k  A 1−
； 

（5）初等矩阵都是可逆的，且它们的逆矩阵仍是初等矩阵； 
（6） n阶方阵 A 可逆⇔用若干次初等行变换将 A 化为单位矩阵⇔  A 可表示为若干个

初等矩阵的乘积⇔ det A 0≠ ⇔  A 的秩为 n。 
由（6）可知，若 A 可逆，则存在初等矩阵 Pi（i = 1,2,…,s），对可逆矩阵 A 有 

                PsP s-1…P2P1A = E                        (14.7) 
对(14.7)两边同右乘 A 1−

，得 
E A 1−  = PsP s-1…P2P1A A 1−   

即 
       A 1−  = PsP s-1…P2P1 E                                       (14.8) 

比较式(14.7)与式(14.8)发现，对 A 进行一系列初等行变换化成 E，对 E 进行同样的这一系

列初等行变换得到 A 1−
。由此得到求逆矩阵的一种方法： 

[ ] [ ]1−⎯⎯⎯ →⎯ AEEA MM 初等行变换  
即在矩阵 A 的右边同时写出与 A 同阶的单位矩阵 E，构成一个 n×2n 矩阵 [ ]EA M ，然后

对 [ ]EA M 进行初等行变换，当它的左矩阵化成单位矩阵时，它的右矩阵就是 A 1−
，这种

方法称为求逆矩阵的初等行变换法。 

例 14.20  利用初等行变换，求矩阵 A =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

130
401
012

的逆矩阵。 

解   在矩阵 A 的右边同时写出与 A 同阶的单位矩阵 E，构成一个 n×2n 矩阵

[ ]EA M ，并利用初等行变换，得 

[ ]EA M =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100130
010401
001012

M

M

M

 

                    ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+ ⋅ )1(②①

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

100130
010401
011411

M

M

M

 

                    ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+ ⋅ )1(①②

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

100130
021810
011411

M

M

M

 

                    ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ ⋅+
+

3②③

②①

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

1632500
021810
010401

M

M

M

 

                    ⎯⎯⎯⎯ →⎯ ⋅
⋅ −

)25/1(
)1(

③

②

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

25/125/625/3100
021810
010401

M

M

M

 

                 ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ ⋅
⋅

+
−+
8

)4(
③②

③①

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

25/125/625/3100
25/825/225/1010
25/425/125/12001

M

M

M
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                 =[ 1−AE M ] 

所以                        A 1− =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

25/125/625/3
25/825/225/1
25/425/125/12

 

有了逆矩阵的概念，可以用来求解矩阵方程。例如，矩阵方程 
AX=B 

其中  A 是 nn× 矩阵，X、B 都是 mn× 矩阵。若 A 可逆，则可用 A 1−
同时左乘等式 AX=B

的两端，得 
A 1−  AX= A 1− B 

即该矩阵方程的解为 
 X=EX= A 1− B。 

类似地，对于矩阵方程 XA=B，则需两边同时右乘 A 1−
，才能解得 X = B A 1−

。 

例 14.21  已知矩阵 A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

410
011
103

，且满足 AX= A+2X，求矩阵 X。 

解  这是一个矩阵方程求解问题。一般先将关系式变形，解出 X 的表达式，然后再代

入具体矩阵进行计算。 
由 AX= A+2X，得 (A -2E)X= A。因 

det(A -2E)= 01
210
011
101

≠−=−  

故 A -2E 可逆，在等式(A -2E)X= A 两端同时左乘(A -2E) 1−
，即得 X=( A -2E) 1− A ，再用

初等行变换法，求得 

(A -2E) 1− =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

111
122
112

 

所以          X= (A -2E) 1− A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

111
122
112

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

410
011
103

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

322
234
225

。 

例 14.22  用逆矩阵求线性方程组的解。 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
−=−+

=−+

132
22

1

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

解  此线性方程组可写为矩阵方程 为 AX = B ，其中 

A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−
−

132
121
111

 ，X =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

x
x
x

  ，B =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

1
2
1

 

因为 det A = - 3 0≠ ，所以方阵 A 可逆，有 
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A 1− =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−

−−

3/13/13/1
011
3/13/43/5

 

故              X = A 1−  B = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−

−−

3/13/13/1
011
3/13/43/5

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

1
2
1

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

0
3
4

 

即得 1x = 4， 32 −=x ， 3x  = 0。 

14.5  矩阵的应用 

许多科学技术领域中的实际问题往往涉及到求解未知数达成百上千个的线性方程组。

因而，对于一般的线性方程组的研究，在理论和实际上都是具有十分重要的意义，其本身也

是线性代数的主要内容之一。前面已经对未知数个数等于方程个数的线性方程组的解，得到

了重要结论，即克拉默法则。本节主要利用矩阵的方法，讨论了一般的线性方程组的解的存

在性及求解方法。考虑线性方程组的一般形式为 

                     

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

L

LLLLL

L

L

2111

22222121

11212111

                    (14.9) 

当 ib (i =1,2,…,m)不全为零时，称方程组(14.9)为非齐次线性方程组；当 ib (i =1,2,…,m）全为

零时，称为齐次线性方程组。线性方程组(14.9)的矩阵表达式为 
AX = B 

其中 

A=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MMM

L

L

21

22221

11211

 ，X =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nx

x
x

M
2

1

，B =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mb

b
b

M
2

1

 

矩阵 A 称为线性方程组 AX = B 的系数矩阵，X 称为未知数矩阵，B 称为常数项矩阵。 
将矩阵[A M  B]，即 

[A M  B] =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mmnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

ML

MMMMM

ML

ML

21

222221

111211

 

 
称为线性方程组(14.9)的增广矩阵。显然，增广矩阵包含了线性方程组(14.9)全部信息。一般

的线性方程组的求解都是从增广矩阵入手。 
前面曾提及，线性方程组经过对方程进行初等行变换是不会改变解的。为了求方程组

(14.9)的解，用初等行变换把增广矩阵[AMB]化简。通过初等行变换总能把[AMB]化为阶梯形

矩阵。因此，给出解线性方程组(14.9)的一般方法，就是用初等行变换把增广矩阵[AMB]化为
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阶梯形矩阵，再利用阶梯形矩阵所表达的方程组求出解。也就得到原方程(14.9)的解。这个

方法称为高斯(Gauss)消元法。下面举例说明利用高斯消元法来求解一般的线性方程组。 
例 14.23  解线性方程组 

                        

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−−
=−+−
=−+−
=+−−

041122
102344
32
13

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

                      (14.10) 

解  首先写出增广矩阵，然后作初等行变换将增广矩阵化为阶梯形矩阵，有 

[AMB] =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

−−

041122
102344

31211
11311

M

M

M

M

  

                 ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+
−+
−+

⋅
⋅
⋅

)2(
)4(
)1(

①④

①③

①②

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

−−

22500
661500
22500
11311

M

M

M

M

 

                 ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ +
−+ ⋅

②④

②③ )3(

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−

00000
00000
22500
11311

M

M

M

M

 

阶梯形矩阵所对应的线性方程组为 

                        
⎩
⎨
⎧

=−
=+−−

225
13

43

4321

xx
xxxx

                       (14.11) 

从式(14.11)解得 

                    
⎩
⎨
⎧

+=
++=

5/2)5/2(
5/11)5/1(

43

421

xx
xxx

                      (14.12) 

在(14.12)中，取 2x = 1k ，x4= 2k ，得到方程组(14.10)的所有解为 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4

3

2

1

x
x
x
x

 = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
++
++
++

21

21

21

21

00
)5/2(05/2
00
)5/1(5/11

kk
kk
kk
kk

 = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
5/2

0
5/11

 + 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0
1
1

1k  +

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
5/2

0
5/1

2k   

式中 1k ， 2k 为任意常数。 

例 14.24  解线性方程组 

                 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+−
=+−
=+−

332
143
232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

                         (14.13) 

解  将式(14.13)的增广矩阵通过初等行变换化为阶梯形矩阵，有 
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[AMB] =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−
−

3321
1431
2312

M

M

M

⎯⎯⎯⎯ →⎯ ),( ②①

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−
−

3321
2312
1431

M

M

M

 

   ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ +
−+ ⋅

①③

①② )2(

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

2110
0550
1431

M

M

M

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ ⋅
⋅+

)5/1(
)5/1(

②

②③

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

2000
0110
1431

M

M

M

 

阶梯形矩阵所对应的方程组为 

                       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=−
=+−

20
0
143

3

32

321

x
xx
xxx

                        (14.14) 

显然，不可能有 x1，x2，x3，的值满足第三个方程，因此方程组(14.14)无解，也即方程组

(14.13)无解。 
从例 14.23 中可以看到，当 r (A) = r ([AMB])=2 时，线性方程组有解，且有无穷多解；

从例 14.24 中可以看到，当 2=r (A) ≠ r ([AMB])=3 时，线性方程组无解。于是得到如下结

论： 
定理 14.3  线性方程组(14.9)有解的充分必要条件是 r (A) = r ([AMB])。 
定理 14.4  设对于线性方程组(14.9)有 r (A) = r ([AMB]) = r，则当 r = n 时，线性方程

组(14.9)有唯一解（n 是未知数的个数）。 
定理 14.5  设对于线性方程组(14.9)有 r (A) = r ([AMB]) = r，则当 r < n 时，线性方程组

(14.9)有无穷多组解（n 是未知数的个数）。 
由这些结论易知，齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是 r (A)< n 。 
有关矩阵的其他方面的应用，不在这里介绍了，有兴趣的读者可参考有关书籍。 

14.6  本章小结 

14.6.1  内容提要 

1．基本概念 

矩阵的概念，矩阵的加法、乘法、数乘的定义，同型矩阵，转置矩阵，单位矩阵，可

逆矩阵，逆矩阵，初等变换，初等行变换，初等矩阵，矩阵的秩，阶梯形矩阵，满秩矩阵，

方阵的行列式的定义，上（下）三角形行列式，线性方程组，增广矩阵。 

2．基本定理 

矩阵的加法、乘法、数乘的性质，转置矩阵的性质，逆矩阵的性质，行列式的六条性

质，克拉默法则，判定线性方程组是否有解的定理。 

3．基本方法 

矩阵的加法、乘法和数乘运算，运用初等行变换求逆矩阵的方法，运用逆矩阵解矩阵

方程的方法，运用初等行变换求矩阵的秩的方法，化上（下）三角形行列式法，高斯消元

法。 
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14.6.2  疑点解析 

问题 1  矩阵相乘的条件是什么？矩阵乘法与数的乘法有什么不同？ 
解析  只有当左面矩阵 A 的列数与右面矩阵 B 的行数相等时 A 与 B 才能相乘，其乘积

为 AB。数的乘法满足交换律和消去律，而矩阵乘法不满足交换律和消去律以及两个非零矩

阵相乘有可能是零矩阵。这些是矩阵乘法与数的乘法不同的地方，在作矩阵乘法运算时，应

引起重视。 
问题 2  设 A、B 为 n(n>1)阶方阵，下列等式成立吗？ 
(1)  det(A+B)=detA+detB；    (2)  det(kA)=k(detA)。 
解析  不成立。一般地讲，det(A+B)≠detA+detB，而 det(kA)=k n (detA)。 
问题 3  对于 n 阶可逆方阵 C，若 AC=BC，可以有 A=B 吗?为什么? 
解析  可以有 A=B。因为 C 是可逆方阵，所以在等式 AC=BC 两端同时右乘 C 1−

，得

ACC 1− =BCC 1−
，即 A=B。 

问题 4  在对矩阵 A 作初等行变换时，我们总是以箭头“→”相连，即： 
A ⎯⎯⎯ →⎯初等行变换 B，为什么不能用等号“=”连接呢？ 
解析  因为在对矩阵 A 作初等行变换后，得到的矩阵 B，实际上是有多个初等矩阵左

乘以 A 而得到矩阵 B 的，初等矩阵在中间运算过程中没有必要写出来，所以在对矩阵 A 进

行初等行变换时，我们总是以箭头“→”相连，不能用等号“=”连接。如果初等行变换的

初等矩阵乘积为矩阵 P，那么可写成 PA=B。 
问题 5  到目前为止，初等行变换法都用在了什么地方？ 
解析  初等行变换法可求逆矩阵，求解矩阵方程，判定线性方程组是否有解以及求解

线性方程组。 
问题 6  当线性方程组的方程个数少于等于未知量个数时，线性方程组一定有解吗？ 
解析   不一定。根据线性方程组是否有解的定理知，当 r(A)=r ([A┇B])时，线性方程

组有解；当 r(A)≠r([A┇B])时，线性方程组无解；当 r(A)=r([A┇B])=n(n 是未知量个数)
时，线性方程组有唯一解；当 r(A)=r([A┇B])<n(n 是未知量个数)时，线性方程组有无穷多

解。 
高斯消元法的具体步骤如下： 
对于线性方程组 AX=B，即 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

L

LLLLL

L

L

2111

22222121

11212111

 

第 1 步，写出线性方程组的增广矩阵[A M  B]，并利用初等行变换，将增广矩阵[A M  B]
化为阶梯形矩阵； 

第 2 步，设阶梯形矩阵首非零元所在列的个数为 r，其余的个数为 n-r； 
第 3 步，利用判别线性方程组是否有解的定理。若方程组有解，写出阶梯形矩阵所对应的

线性方程组。把此方程组含有 n-r 个的项移至方程右端，并用最后一个方程逐个向前回代的方

法得到方程组的所有解； 
第 4 步，为得到所有解的矩阵形式，可以把 n-r 个元依次令为（任意）常数 k1,k2,…,kn – r，
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对应地解出未知元，即可写出此方程的所有解的矩阵形式。 
例 14.25  当λ为何值时，下列方程组有解？有解时，求出解。 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=−−+
−=−+−+

=+−−+
−=−+−+

12675
197111674

23243
3432

4321

54321

54321

54321

λxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

 

解  第 1 步，写出线性方程组的增广矩阵，并利用初等行变换，将[A M  B]化为阶梯形

矩阵。为了避免分数运算，总是把第一行第一列元素变为 1 或（-1），为此将第二行乘以

（-1）加到第一行，即 

[A M  B]=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−
−−−

−−
−−−

102675
197111674

213243
311432

λM

M

M

M

 

              ( )⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+ ⋅ 1②①  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−
−−−

−−
−−−−−

102675
197111674
213243
524211

λM

M

M

M

 

                ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ ⋅
⋅
⋅

+
+
+

5
4
3

①④

①③

①②

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−
−−−
−−−−−

2410181620
3915272430
1359810
524211

λM

M

M

M

 

              ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −+
−+

⋅
⋅

)2(
)3(

②④

②③

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

−−−
−−−−−

200000
000000
1359810
524211

λM

M

M

M

 

              ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯
−⋅

),(
)1(
④③

①

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−−−

−

000000
200000

1359810
524211

M

M

M

M

λ
； 

第 2 步，利用定理知，只有 r(A) = r([A M  B])= 2，方程组才有解，故有λ =-2，从方程

组知，n-r= 5 -2 = 3； 
第 3 步，当λ =-2 时，写出阶梯形矩阵对应的方程组为 

                       
⎩
⎨
⎧

−=−+−
=+−++

13598
5242

5432

54321

xxxx
xxxxx

                   (14.15) 

从式(14.15)，得到所有解为 

                          
⎩
⎨
⎧

+−+−=
−+−=

5432

5431

59813
7131018
xxxx
xxxx

                    (14.16) 

其中 543 ,, xxx 可取任意实数。 
第 4 步，在(14.16)中，令 352413 ,, kxkxkx === ，可得原线性方程组的所有解为 
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X =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5

4

3

2

1

x
x
x
x
x

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

0
0
0

13
18

+ 1k

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

0
0
1
8

10

+ 2k

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

0
1
0
9

13

+ 3k

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

1
0
0
5
7

 

其中 321 ,, kkk 为任意常数。 

对于用高斯消元法解线性方程组，需要注意以下几点： 
（1）对增广矩阵[A M  B]（而不是用系数矩阵 A）进行初等行变换后矩阵不能与前面的

矩阵写等号“＝”，而只能写等价的箭头“→”； 
（2）最后的矩阵一定要化为阶梯形矩阵； 
（3）不能认为方程个数大于（或小于）未知量个数的线性方程组一定无解（或有

解）。 

习  题  14 

1．设 

A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

0132
2510
1234

  B
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

5230
2014
5678

 

求 A+B，2A+3B。 
2．计算下列矩阵 

（1） [ ]32
6
3
4

−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
  ；              （2） [ ]

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
6
3

326 ； 

（3）
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

94
83
72

010
100
001

 ；         （4） ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
12
12

11
00

。  

3．设 

A= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
021
032

 ，B ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

213
641

 ，C
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

201
132
211

 

求 AC – BC。 
4．已知 

A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

10
23

 ，B ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
23
05

 

求满足方程 2A - 6X = 3B 中的 X。 
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5．计算 

（1）
2

03
20
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
；        （2） [ ]321 xxx

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

113
234
052

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

x
x
x

； 

（3）

4

1111
1111
1111
1111

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−−

；   （4）

n

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

λ
λ

λ

00
20
02

(n 是正整数)。 

6．求下列矩阵的秩 

（1）
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−

0522
3211
1111

；             （2）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

1977
7115
4312
1531

； 

（3）

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−−
−

−

727513
619313
311212
203014
102123

；    （4）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−− 34147191
1663111
104260

10021

。 

7．设矩阵 

A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

300
250
961

 ，B
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

500
820
724

 

求：det(AB T )，detA+detB，det(–3A)。 
8．计算下列行列式 

（1）
654

29820199
321

 ；（2）
212040

10422097
186420234

−
 ；（3）

0111
1011
1101
1110

。 

9．证明下列等式 

（1）

33333

22222

11111

cybxaba
cybxaba
cybxaba

++
++
++

= 

333

222

111

cba
cba
cba

； 

（2） 3

22

)(
22
111 ba
bbaa

baba
−−=

+
。 
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10．计算下列行列式 

7/37/17/27/1
2/55/42/93/2

155/21123
2/35/22/53/1

−−
−
−

−

。  

11．用克拉默法则解下列方程组 

（1）
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−−
=++

3473
74
322

zyx
zyx
zyx

；         （2）

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=++−
=++
−=+−

=−+−

337
123
3

4432

432

421

432

4321

xxx
xxx
xxx
xxxx

。 

12．用初等行变换求下列矩阵的逆矩阵 

（1）
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−

3104
373
252

； （2）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

1221
1672
4130
1100

； （3）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

1111
1111
1111
1111

。 

13．试用初等行变换解矩阵方程 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

101
211
311

X = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

153
112
204

。 

14．解下列线性方程组 

（1）
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=+−
−=+−

5813
7725

332

21

321

321

xx
xxx
xxx

 ；   （2）
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+−
−=−+

6517
10645

5234

21

321

321

xx
xxx
xxx

； 

（3）
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−−
=−++−
=++−

1132
5423
6532

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

； （4）
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++
=−−+
=−++

05105
0363
02

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

。 

15．设非齐次线性方程组 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

42
3
4

321

321

321

xbxx
xbxx
xxax

 

试就 a，b 讨论方程组解的情况，若有解时，求出其解。 
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第 15 章  数 学 实 验 
Mathematica 是处理数学问题的一种通用软件。Mathematica 最大的特点是不但可以进行

数值的运算，还可以进行符号的运算。Mathematica 的功能非常强大，几乎可以解决所有初

等数学、高等数学中的数学问题。本章对 Mathematica 系统进行简单介绍，使读者对

Mathematica 系统有一个初步的认识，并且运用 Mathematica 系统进行数学实验，对于在高

等数学中比较难理解的问题加深理解，对于比较烦琐的问题得到顺利地解决，同时还可以利

用 Mathematica 系统去解决在工程技术中的数学问题。 

15.1  作函数图形、求数列或函数的极限的演示与实验 

15.1.1  实验目的 

1. 学习在 Windows 下 Mathematica 4.0 软件的启动，并熟悉其界面； 
2. 学习用绘图语句作函数图形； 
3. 用图形和数值观察数列极限与函数极限； 
4. 学习用求极限语句求数列或函数极限。 

15.1.2  原理与方法 

1. 函数作图的基本原理 

用 Mathematica 4.0 数学软件作函数图形非常简单，只需输入特定的命令和函数的表达

式及作图区域即可。但是，若不了解软件的作图原理，命令参数设置不当，作出的图形可能

面目全非。因此，只有了解了软件作图的原理，才能灵活使用，得到理想的函数图形。 
由于计算机显示设备的限制，计算机只能显示函数图形在某个矩形区域内的部分。计

算机画函数图形的方法实际就是“描点法”。计算机首先在给定的区间 [ , ]a b 上取一定数量

的点（通常取一些均分点），计算出这些点的函数值，并画出平面上的点 ( , ( ))x f x ，然后依

x 的大小从小到大把对应的点用直线段连接起来成为一条曲线，把它作为函数在观察区域内

的图形。 

2. 数列极限与函数极限 

数列是整变量函数，在平面直角坐标系中，数列表现为离散的点，函数表现为曲线。

它们的极限都可以通过几何图形来观察。 

15.1.3  内容与步骤 

1. Mathematica 4.0 的进入 

启动计算机，屏幕上显示 Windows 界面，单击“开始”进入主菜单中，将鼠标移向

“程序”，找到包含 Mathematica 的程序组，单击可执行程序 Mathematica 4 就进入了该系

统，此时系统已进入交互状态，在等待用户输入命令。 
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例如，输入 3 + 5 后，按 Enter + Shift 组合键，屏幕上就显示 
In[1]:= 3 + 5 
Out[1]= 8 
其中 In[1]:= 表示第 1 个输入，Out[1]= 表示第 1 个输出。 
此时即调入了核心程序 Mathematica Kernel，随后即可进行各种运算、画图或其他操作

了。 
注意：若直接按键盘左边的 Enter 键，只是在输入的组合命令中起换行的作用。 

2. 利用Mathematica作图 

可以利用 Mathematica 系统里的绘图语句(Plot)画出函数的图形，结合条件语句可画出

分段函数的图形。 
(1) 基本作图命令格式 
(a) 只规定自变量范围的作图命令： 
Plot[f [x],{x,x1,x2}] 
(b) 不仅规定自变量范围，还规定因变量范围的作图命令： 
Plot[f [x],{x,x1,x2},PlotRange ->{y1,y2}] 
例 15.1  用以上两种格式画出函数 2( ) 3sinf x x x x= + − 在[ 2,2]− 上的图形。 

输入命令： 
Plot[x^2+x-3Sin[x],{x, -2,2}] 
按 Enter + Shift 组合键，即可在输出区间[ 2,2]− 上得到函数的图形。 
输入命令： 
Plot[x^2+x-3Sin[x],{x, -1,1},PlotRange ->{0,4}] 
按 Enter + Shift 组合键，即可在输出区域[ 2,2]− ×[0,4]上得到函数的图形。 
(2)  观察函数图形叠加情况 
例 15.2  在同一个观察区域内画出函数。 

lny x= , y x= , y x= , 2y x= , 3y x= , 3y x= 的图形。 

输入命令： 
Plot[Log[x],{x,0,2}]     (注：Mathematica 中的函数 Log[  ]就是自然对数函数) 
Plot[x,{x,0,2}] 
Plot[Sqrt[x],{x,0,2}] 
Plot[x^2,{x,0,2}] 
Plot[x^(1/3),{x,0,2}] 
Plot[x^3,{x,0,2}] 
按 Enter + Shift 组合键，将显示出 6 个图形。 
输入如下命令： 
Plot[{Log[x], x, Sqrt[x], x^2, x^(1/3),x^3}],{x,0,2}] 
按 Enter + Shift 组合键，将显示出叠加的 6 个图形。 
(3) 分段函数的作图 
先利用条件语句自定义分段函数，然后用 Plot 画出分段函数的图形。 
自定义分段函数常用以下两种方法： 
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方法 1   当只分两段时可用 if 语句定义，格式如下： 
f [x_ ]：= If [条件 1, 表达式 1, 表达式 2] 
例如，输入以下语句： 
f [x_ ]：= If [x<0, x^3*sin[1/x], x^2] 
即定义了如下分段函数： 

3

2

1sin , 0
( )

, ≥ 0

x x
xf x

x x

⎧ <⎪= ⎨
⎪⎩

 

方法 2   当分段函数的定义域多于两段时可以用 Which 语句定义，格式如下： 
f [x_ ]：= Which [条件 1, 表达式 1, 条件 1, 表达式 2, True, 表达式 3] 

例如，输入以下语句： 
f [x_ ]：= Which [x <0, x + 1, 0<= x <3, x^2, True, Cos [x]] 
即定义了如下分段函数： 

2

1, 0

( ) , 0≤ 3
cos , ≥ 3

x x

f x x x
x x

+ <⎧
⎪

= <⎨
⎪
⎩

 

自定义的函数与系统内的函数一样使用，例如输入以下命令： 
Plot[f [x],{x,-6,6}] 
按 Enter + Shift 组合键，即可得到自定义的分段函数 f (x) 的图形。 
(3) 用图形和数值观察数列或函数极限 

例 15.3  用观察法验证数列极限
1lim 1 e 2.718 28

n

n n→∞

⎛ ⎞+ = ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

首先生成数值点列，可以从数值上观察数列的趋向；再画出数列的散点图，从图形上

观察数列的趋向。 
(a) 生成数值型点列 
fnt = Table[(1+1/n)^n,{n,100}]//N      (生成 100 个数值，并赋给变量 fnt) 
其中“//N”表示将数值计算函数 N 作用于//前面的表达式，这是 Mathematica 数学软件

中函数的一种用法。如“x//sin”即表示对 x 求正弦。 
(b) 画散点图 
ListPlot[fnt, PlotStyle ->{RGBColor[1,0,1], PointSize[0.01]}] 
其中 RGBColor[1,0,1]定义了点的颜色是粉红色，PointSize[0.01]定义了点的大小。 
执行上述两条命令后，不仅可以从图形上看出数列的变化趋向，也可以从数值上看出

数列的变化趋向。 

例 15.4  用观察法验证函数极限
0

sinlim 1
x

x
x→

= 。 

与上例类似，执行下面两条命令，即可从数值和图形两个方面观察函数的变化趋向。 
gnt = Table[Sin[1/n]*n,{n,100}]//N      (生成数列 sin(1/ )nx n n= 的前 100 项) 

ListPlot[gnt, PlotStyle ->{RGBColor[1,0,1], PointSize[0.01]}] 

容易看出，当 n 越大时， nx 越接近于 1，即
1x
n

= 越接近于 0，
sin x

x
越接近于 1。 
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4. 用Mathematica求极限 

用 Mathematica 求极限的命令格式如下： 
Limit [f [x], x ->a] 
Limit [f [x], x ->Infinily]     (其中 Infinily 表示∞ ) 

例 15.5  求极限 lim( 2 2 1 )
n

n n n
→∞

+ − + + 。 

执行下面命令即可得结果 0。 
Limit [Sqrt[n+2]-2Sqrt[n+1]+Sqrt[n], n->Infinily] 

例 15.6  求极限
0

e e 2lim
sin

x x

x

x
x x

−

→

− −
−

。 

执行下面命令即可得结果 2。 
Limit [(E^x -E^(-x) -2x)/(x -Sin[x]), x -> 0] 

15.2  函数的导数的演示与实验 

15.2.1  实验目的 

1. 学习用 Mathematica 辅助理解导数概念； 
2. 学习用 Mathematica 求函数的导数。 

15.2.2  原理与方法 

由导数的定义知 

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−′ =
−  

其几何意义是切线的斜率，即割线斜率的极限。利用 Mathematica 可以通过数值演示、

图形演示和动画演示等方式观察割线斜率的变化过程，或割线的运动过程。 

15.2.3  内容与步骤 

1. 用Mathematica辅助理解导数概念 

(1) 数值演示 

曲线 ( )y f x= 上割线 0M M 的斜率是
0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
− ，以 0x 为起点，按一定步长均匀地取

一些数值 x，计算割线斜率，观察其变化趋势。 

例 15.7  对函数
2( 1)

2( ) e
x

f x
−

−
= 观察 0.5x → 时割线斜率的变化趋势。 

实验程序： 
f [x_ ]：= Exp[- (x -1)^2/2]                        (自定义函数 f(x)) 
h[x_ ]：= (f [x]–f [0.5])/(x -0.5)                   (自定义割线斜率函数 h(x)) 
hnt = Table[h[x],{x, 0.501, 0.5001, -0.0001}]          (生成 h(x)的数值表) 
Out[6] = 
{0.440917,0.44095,0.440984,0.441017,0.44105,0.441083,0.441116, 
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0.441149,0.441182,0.441215} 
从以上结果可以看出，当 x 趋近于 0.5 时割线斜率的变化趋向。 
(2) 图形演示 
将曲线 ( )y f x= 及其在 0x 处与过 0 0( , ( ))x f x 的若干条割线合并显示在一张图上，即可直

观地看出割线的变化趋向。 
例 15.8  对例 15.7 中的函数，将曲线及其在 0.5 处的切线和过(0.5, f (0.5))的若干条割

线合并显示。 
实验程序： 
f [x_ ]：= Exp[- (x -1)^2/2] 
h[x_ ]：= (f [x] -f [0.5])/(x -0.5) 
g0[x_ ]：= f ′ [0.5](x-0.5)+f [0.5]        (自定义切线函数 g0(x)) 
m = Table[h[x],[x, 1.5, 0.51, -0.1]         (生成一个割线斜率数值表) 
g = m(x-0.5)+f [0.5]                   (生成一个割线方程表，即一组割线方程) 
Plot[{f [x],g0[x],g[[1]], g[[2]], g[[3]], g[[4]], g[[5]], g[[6]], g[[7]], 

g[[8]], g[[9]], g[[10]]},{x,0,2}]  (合并显示) 
执行，即得含有曲线、切线和一组割线的图形。 
(3) 动画演示 
下面的实验程序可以将各条割线和切线依次显示，从而取得动画效果，可以直观观察

割线的运动过程和变化趋向（运行后，双击其中任一幅图形即可看到动画效果）。 
实验程序： 
f [x_ ]：= Exp[- (x -1)^2/2] 
h[x_ ]：= (f [x] -f [0.5])/(x -0.5) 
g0[x_ ]：= f ′ [0.5](x-0.5)+f [0.5]          
m = Table[h[x],[x,1.5,0.51, -0.1]           
g = m(x-0.5)+f [0.5]                     
DoPlot[{f [x],g0[x],g[[i]] }, {x,0,2},PlotRange ->{0.6,1.4},{i,1,10,1}] 

2. 用Mathematica求函数的导数和微分 

(1) 用 D[f [x],x]语句求函数 f 的一阶导数 

例 15.9  求 cos 1 exy x x= − 的导数。 

执行命令 
D[Sqrt[x*cos[x]*Sqrt[1-E^x]],x] 

即可。 

例 15.10  求函数
5

6
3(2 )

( 2)
x xy

x
+ −

=
+

在
1
2

x = 处的导数值。 

方法 1  执行命令 
dif [x_ ]= D[(2-x)^5*Sqrt[x+3]/(x+2)^6,x] 

                  (自定义导函数 dif [x]，注意：等号前没有冒号) 
dif [1/2]           (求一点处的导数值) 
即可。 
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方法 2  执行下面命令亦可： 
D[(2-x)^5*Sqrt[x+3]/(x+2)^6,x]/.x ->1/2 

（其中，/.x ->1/2 表示将前面表达式中的 x 替换成 1/2，并求值） 
(2) 用 D[f [x],{x,n}]语句求函数 f 的 n 阶导数 

例 15.11  求函数 cos 1 exy x x= − 的二阶导数。 

执行命令 
D[Sqrt[x*cos[x]*Sqrt[1-E^x]],{x,2}] 

即可。 
当结果很复杂时可以用 Simplify 命令化简。 
在上面命令之后加上下面命令即可： 
Simplify[%] （其中%表示在此之前刚刚运行的结果） 
(3) 若已经定义了函数 ( )f x ，则用 [ ]f x 也可以求出其导数，其中的求导符号“′”用单

引号键输入，这也符合我们的手写习惯。 

例 15.12 已知
1 2
2 1

x xy
x x

+ − −
=

+ + +
求 , , (2)y y y′ ′′ ′′ 。 

实验程序如下： 
y[x_ ]:=(Sqrt[1+x]-Sqrt[2-x])/(Sqrt[2+x]+Sqrt[1+x])       （自定义函数） 
y′[x]                                              （求一阶导数） 
Simplify[%]                                        （化简一阶导数） 
y′′[x]                                            （求二阶导数） 
Simplify[%]                                        （化简二阶导数） 
y′′[2]                                             （求一点处的二阶导数） 
(4) 利用 Dt 命令求函数的微分 

例 15.13  求函数
( 1)( 2)
( 3)( 4)
x xy
x x
+ +

=
+ +

的微分，并求 2d |xy = 。  

实验步骤： 
(a) 求微分，执行下面命令即可： 
Dt[Sqrt[(x+1)*(x+2)/((x+3)*(x+4))]] 
Simplify[%] 
(b) 求一点处的微分，要先求一点处的导数，再写出微分，执行下面命令即可： 
(D[Sqrt[(x+1)*(x+2)/((x+3)*(x+4))],x]/.x -> 2)Dt[x] 
(5) 求由参数方程所确定的函数的导数 

直接利用由参数方程所确定的函数的求导公式：
d / d
d / dx
y ty
x t

′ = ，用定义求导函数如下： 

qcfd[y_,x_,t_ ]：= D[y,t]/D[x,t] 
然后将 y，x 代入即可。 

例 15.14  求由参数方程
2ln(1 )

arctan
x t

y t t
⎧ = +⎪
⎨

= −⎪⎩
所确定的函数的导数。 

实验程序如下： 
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qcfd[y_,x_,t_ ]：= D[y,t]/D[x,t] 
qcfd[t-arctan[t], log[1+t^2],t] 
Simplify [%] 
执行即得结果。 

15.3  导数应用的演示与实验 

15.3.1  实验目的 

1. 学习用 Mathematica 分析函数的单调性、极值、凸向、拐点； 
2. 学习用 Mathematica 直接求函数的极值，解简单最优化问题。 

15.3.2  原理与方法 

只要画出了函数图形，函数的几何形态就一目了然，但仅凭观察几何图形不能准确地

找出极值点、拐点等，况且计算机绘图有时也会有一点偏差，因此，只有将数值计算与几何

图形结合起来综合分析才能准确地求出函数的单调区间、极值点、凸向区间和拐点。 
在 Mathematica 系统中，有求函数极小值的命令 FindMinimum，应用它可以直接求函数

在某点附近的极小值。若求极大值，只需将目标函数乘以-1，再求极小值即可。 

15.3.3  内容与步骤 

1. 函数的单调性、极值、凸向、拐点分析 

例 15.15  分析函数 ( ) 3cos sin 3f x x x= + 在区间[0,2 ]π 上的单调性极值、凸向、拐点。 
实验步骤： 
(1) 自定义函数 ( )f x ； 
(2) 画出 ( )f x 、 ( )f x′ 、 ( )f x′′ 的图形，通过分析图形可以看出， ( )f x 在 0.5，2.0，

2.5，3.5，5.0 附近各有一个极值点，在 1.0，2.0，3.0，4.0 附近各有一个拐点； 
(3) 用求根命令 FindRoot 可以准确地求出各极值点和拐点。 
实验程序如下： 
f [x_ ]：= 3cos[x]+sin[3x] 
Plot[f [x],{x,0,2*Pi}]; 
Plot[f ′[x],{x,0,2*Pi}]; 
Plot[f ′′[x],{x,0,2*Pi}]; 
FindRoot[f ′[x]= = 0,{x,0.5}]   （求 ( ) 0f x′ = 在 0.5 附近的根，得最大值点） 
FindRoot[f ′[x]= = 0,{x,2.0}]   （求 ( ) 0f x′ = 在 2.0 附近的根，得最小值点） 
FindRoot[f ′[x]= = 0,{x,2.5}]   （求 ( ) 0f x′ = 在 2.5 附近的根，得最大值点） 
FindRoot[f ′[x]= = 0,{x,3.5}]   （求 ( ) 0f x′ = 在 3.5 附近的根，得最小值点） 
FindRoot[f ′[x]= = 0,{x,5.0}]   （求 ( ) 0f x′ = 在 5.0 附近的根，得最大值点） 
FindRoot[f ′′[x]= = 0,{x,1.0}]   （求 ( ) 0f x′′ = 在 1.0 附近的根，得拐点） 
FindRoot[f ′′[x]= = 0,{x,2.0}]   （求 ( ) 0f x′′ = 在 2.0 附近的根，得拐点） 
FindRoot[f ′′[x]= = 0,{x,3.0}]   （求 ( ) 0f x′′ = 在 3.0 附近的根，得拐点） 
FindRoot[f ′′[x]= = 0,{x,4.0}]   （求 ( ) 0f x′′ = 在 4.0 附近的根，得拐点） 
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2. 用Mathematica直接求函数的极值，解简单最优化问题 

例 15.16  求函数 ( ) 3cos sin 3f x x x= + 在区间[0,2 ]π 上的极值。 
实验步骤： 
(1) 作图，初步判断极大值点和极小值点的个数和大体位置。 
(2) 用 FindMinimum 命令求极值。 
实验程序如下： 
f [x_ ]：= 3cos[x]+sin[3x] 
Plot[f [x],{x,0,2*Pi}]; 
FindMinimum[f [x],{x,3.5}] （求 ( )f x 在 3.5 附近的极小值与极小值点） 
FindMinimum[-f [x],{x,0.5}]（求 ( )f x− 在 0.5 附近的极小值与极小值点，实际求的是在

0.5 附近的极大值的相反数与极大值点） 
执行即得图形与下面结果： 
{-3.69552,{x ->3.53429}} 
{-3.69552,{x ->0.392699} 
结果中，左边是所求极小值，右边是极小值点。 
例 15.17  已知三角形 ABC， AD BC⊥ ，D 在边 BC 上，BD = 3, DC = 4，AD = 7。在

AD 上找一点 P，使到 A，B，C 的距离之和最小(记距离之和为 S，AP= x)。 
实验步骤： 
(1) 建立目标函数 

S x BP CP= + + 2 29 (7 ) 16 (7 )x x x= + + − + + −  

                2 217 58 14 65x x x x x= + − + + − +  (0≤ ≤ 7)x  

(2) 用 Mathematica 求解 
输入命令： 
s[x_ ]：= x+Sqrt[x^2-14x+58]+Sqrt[x^2-14x+65] 
Plot[s [x],{x,0,7}] 
FindMinimum[s[x],{x,5.0}]                                       
执行即得图形和下面结果： 
Out[6]= {13.0777,{x ->5.00515}} 
即当 x = 5.00515 时，P 到 A，B，C 的距离之和最小，最小值是 13.0777。 

15.4  函数积分的演示与实验 

15.4.1  实验目的 

1. 加深对微积分基本定理的理解； 
2. 验证牛顿—莱布尼茨公式； 
3. 学用 Mathematica 求积分。 
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15.4.2  原理与方法 

由微积分基本定理知，变上限的定积分 ( ) ( )d
x

a
S x f t t= ∫ 对上限 x 的导数就是被积函数

( )f x ，即当 0xΔ → 时函数 ( )f x 在区间 [ , ]x x x+ Δ 的平均值
( ) 1 ( )d

x x

x

S x f t t
x x

+ΔΔ
=

Δ Δ ∫ 趋向于

( )f x 。 
可以从数值上或图形上来观察这种变化趋向。 
用 Mathematica 系统可以求不定积分（原函数）和定积分，从而可以验证牛顿—莱布尼

茨公式。 

15.4.3  内容与步骤 

1. 用Mathematica求不定积分 

命令格式 Integrate[f,x] 或直接从模板上选取相应模块。 

例 15.18  求不定积分 2

1 d
9 4

x
x x +
∫ 。  

方法 1  输入命令： 
Integrate[1/(x*Sqrt[9x^2+4]),x] 
Simplify [%] 
执行即可。 
方法 2  直接从模板上选取相应模块，则可以按下面标准形式输入： 

2

1 d
9 4

x
x x +
∫  

执行即可。 
注意：结果中不含常数，这是系统本身的问题，并无大碍。 

例 15.19  不定积分
5sin dx x∫ 。 

输入命令： 
t = (sin[x])^5 
Integrate[t,x] 
Simplify [%] 
执行即可。 

2. 用Mathematica求定积分 

命令格式：Integrate[f,{x,a,b}]或直接从模板上选取相应模块。 

例 15.20  求定积分
2

41

1 dx
x x+∫ 。 

方法 1  输入命令： 
t = 1/(x+x^4) 
Integrate[t,{x,1,2}] 
Simplify [%] 
执行即得下面结果： 



 
·281· 

2
3

log
4
3
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

方法 2  若要进行数值计算，只需将 Integrate 改为 NIntegrate 即可。 
输入下面命令： 
t = 1/(x+x^4) 
NIntegrate[t,{x,1,2}] 
执行即可。 

3. 用Mathematica演示微积分基本定理 

(1) 数值演示 

以函数 2( )f x x= 为例，令
2

2

1( ) d
2

t
g t x x

t
=

− ∫ 。 

( )g t 是 ( )f x 在区间 [2, ]t 上的平均值，用 Mathematica 生成数值表，可以从数值上观察

在 t 趋向于 2 时 ( )g t 的变化趋向，即趋向于 (2) 4f = 。  
实验程序如下： 
g[t_ ]：= 1/(t-2) Integrate[x^2,{x,2,t}] 
Table[g[t],{t,2.30,2.001,-0.001}] 
(2) 图形演示 
画出函数 ( )g t 的图形，从图形上观察 t 趋向于 2 时函数 ( )g t 的变化趋向，即趋向于

(2)f 。  
输入命令： 
Plot[g[t],{t, -1,3}] 
执行即可。 

4. 用Mathematica验证牛顿—莱布尼茨公式 

例 15.21   用定积分 62
0

cos dx x
π

∫ 验证牛顿—莱布尼茨公式。 

实验步骤： 
(1) 求原函数；        

(2) 求上下限处原函数之差 (0)
2

S Sπ⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 

(3) 用 NIntegrate 求定积分。 
实验程序如下： 
t = (cos[x])^6 
s[x_ ] = Integrate[t,x] 
s[Pi/2.] -s[0]  （数字后加小数点可以使输出的结果是数值型的） 
NIntegrate[t,{x,0,Pi/2}] 
执行，对比结果。 
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15.5  微分方程的解的演示与实验 

15.5.1  实验目的 

1. 学习用 Mathematica 求微分方程的解析解； 
2. 学习用 Mathematica 求微分方程的数值解。 

15.5.2  原理与方法 

在常微分方程一章中已经介绍了几种典型的微分方程的求解方法，求出的解都可由初

等函数表示，这样的解称为微分方程的解析解。然而，在生产实际与科学研究中遇到的微分

方程往往比较复杂，很难甚至不能求出解析解。因而还需要研究微分方程的数值解法。 
所谓初值问题的数值解法就是求微分方程的初值问题 

0 0

( , )
( )

y f x y
y x y
′ =⎧

⎨ =⎩
 

的解 ( )y x 在一系列点 

0 1 2 nx x x x< < < < <L L  
上的函数值 ( 1,2, , , )iy i n= L L 的近似值。数列{ }iy 称为初值问题的数值解。数值解也叫近似

解。数值解以插值函数(Interpolating Function)的形式给出，不能由初等函数表示，但可以画

出函数的图形。 

15.5.3  内容与步骤 

1. 微分方程的解析解 

(1) 求通解 
命令格式：DSolve[f = = 0,y,x] 
(2) 求初值问题的解 
命令格式：DSolve[{f = = 0,y[x0]=y0},y[x],x] 
（注意：方程的等号要输入双等号= =） 
例 15.22  求微分方程 exxy y x′ + = 的通解及满足初值条件 (1) 0y = 的特解。 

（1）求通解 
输入命令：DSolve[x* y′[x]+y –x*E^x = = 0,y[x],x]  
输出结果： 

xe ( 1 x) C[1]y[x] +
x x

⎧ ⎫⎧ ⎫− +⎪⎪ ⎪⎪→⎨⎨ ⎬⎬
⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

 

(2) 求初值问题的解 
输入命令：Clear[y]（清除内存中变量 y 的值） 
DSolve[{x* y′[x]+y –x*E^x = = 0,y[1]= = 0},y[x],x] 
输出结果： 

xe ( 1 x)y[x]
x

⎧ ⎫⎧ ⎫− +⎪⎪ ⎪⎪→⎨⎨ ⎬⎬
⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭
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例 15.23  求微分方程 2 5 e sin 2xy y y x−′′ ′− + = 的通解。 

输入命令：Clear[y] 
DSolve[ y′′ [x] -2 y′ [x]+5y[x] = = E^(-x)*sin[2x] ,y[x],x] 

Simplify [%] 
执行，即可输出结果。 

2. 求微分方程的数值解 

命令格式：NDSolve[{方程, 初始条件},y,{x, min, max}] 
作图命令格式：Plot[Evaluate[y[x]/.%],{x, min, max}] 
例 15.24  求微分方程 2 2sin cosy y x y x′′ ′+ + = 满足初值条件 (0) 1y = , (0) 0y′ = 的在区间

[0, 20]上的数值解，并画出解曲线的图形。 
输入命令： 
Clear[y] 
NDSolve[{ y′′ [x]+cos[x] ^2* y′ [x]+y[x] = =sin[x]y^2, y[0]= = 1,y′[0]= = 0},y,{x,0,20}] 
Plot[Evaluate[y[x]/.%],{x, 0, 20}] 
执行，即得结果。 

15.6  多元函数的偏导数和重积分的演示与实验 

15.6.1  实验目的 

1. 学习用 Mathematica 画二元函数的图形； 
2. 学习用 Mathematica 求多元函数的偏导数及全微分； 
3. 学习用 Mathematica 求隐函数的导数及偏导数； 
4. 学习用 Mathematica 求多元函数的极值； 
5. 学习用 Mathematica 求重积分。 

15.6.2  内容与步骤 

1. Mathematica 画二元函数的图形 
命令格式：Plot3D[f, {x, xmin, xmax},{y, ymin, ymax}]  
例 15.25  画出函数 sin( )z xy= 的图形。 
输入命令：Plot3D[Sin[x*y], {x, 0, 3},{y, 0, 3}] 
执行，即可得到平面区域 {( , ) | 0≤ ≤ 3,0≤ ≤ 3}D x y x y= 上对应的函数图形，另外，通

过添加、设置一些参数修改图形的外观，有兴趣的读者可以参阅[8]。 

2. 用Mathematica求多元函数的偏导数及全微分 

求多元函数的偏导数或全微分的命令与一元函数完全相同，只要注明对哪个变量求偏

导数即可。 
(1) 求一阶偏导数 
命令格式：D[函数, 自变量] 
(2) 求高阶偏导数 
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命令格式：D[函数, {自变量, 阶数}]（求函数对一个自变量的高阶导数） 
函数，D[函数, 自变量 1, 自变量 2]（求函数对两个自变量的混合二阶导数） 
(3) 求全微分 
命令格式：Dt[函数] 

例 15.26  已知
3 3

2
3 3( , ) x yf x y x y

x y
−

=
+

，求
f
x
∂
∂

,
f
y
∂
∂

,
2 f
x y
∂
∂ ∂

,
3

3
f

x
∂
∂

。 

实验程序如下： 
f [x_,y_ ]：= x^2*y*(x^3-y^3)/(x^3+y^3)                (自定义二元函数 ( , )f x y ) 

D[f [x,y], x]// Simplify                           (求
f
x
∂
∂

,并化简) 

D[f [x,y], y]// Simplify                               (求
f
y
∂
∂

并化简) 

D[f [x,y], x,y]// Simplify                              (求
2 f
x y
∂
∂ ∂

并化简) 

D[f [x,y], {x,3}]// Simplify                            (求
3

3
f

x
∂
∂

并化简) 

例 15.27  求函数 2 2 4 4( )cosz x y x y= + + 的全微分。 

输入命令： 
z [x_,y_ ]：= (x^2+y^2)*cos[Sqrt [x^4+y^4]] 
Dt[z [x,y]]// Simplify 
执行，即得结果。 

3. 用Mathematica求隐函数的导数及偏导数 

利用隐函数的求导数或偏导数公式，分两种情况，计算隐函数的导数及偏导数。 
(a) 若求由方程 ( , ) 0F x y = 所确定的隐函数的导数 ( )y x′ 。 

可直接用公式
( , )

( )
( , )

x

y

F x y
y x

F x y
′

′ = −
′ 求由方程 ( , ) 0F x y = 所确定的隐函数的导数。求导数的

命令格式如下： 
y' [x] = - D[f [x, y],x]/D[f [x, y],y] 
将函数代入即可。 

(b) 若求由方程 ( , , ) 0F x y z = 所确定的隐函数的偏导数
z
x
∂
∂

和
z
y
∂
∂

。 

可直接用公式
( , , )
( , , )

x

z

F x y zz
x F x y z

′∂
= −

′∂
和

( , , )
( , , )

y

z

F x y zz
x F x y z

′∂
= −

′∂
求由方程 ( , , ) 0F x y z = 所确定的隐函

数的偏导数。求偏导数的命令格式如下： 
z' [x] = - D[f [x, y, z],x]/D[f [x, y, z],z] 
z' [y] = - D[f [x, y, z],y]/D[f [x, y, z],z] 
将函数代入即可。 
例 15.28  求由方程 2e 2 0xy x xy+ − = 所确定的隐函数的导数 ( )y x′ 。 

实验程序如下： 
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f [x_ ,y_ ]:=E^(x*y)+2x –x*y^2 
D[f [x, y],x] 
D[f [x, y],y] 
y' [x]= – D[f [x, y],x]/D[f [x, y],y] 
执行即得隐函数的导数。 

例 15.29  求由方程 2 23 sin( )x y z xy z− = − 所确定的隐函数的偏导数
z
x
∂
∂

和
z
y
∂
∂

。 

实验程序如下： 
f [x_ ,y_, z_ ]:= 3x - y^2*z^2 – sin[x*y - z] 
D[f [x, y, z],x] 
D[f [x, y, z],y] 
D[f [x, y, z],z] 
z' [x]= - D[f [x, y, z],x]/D[f [x, y, z],z] 
z' [y]= - D[f [x, y, z],y]/D[f [x, y, z],z] 
执行即得隐函数的偏导数。 

4. 用Mathematica求多元函数的极值 

求 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 附近的极小值用下面的命令： 

FindMinimum[f,{x, x0},{y, y0}] 
例 15.30  求函数 4 2 23 5z x x y y x y= + + + + 在点(0.1, 0.2)附近的极小值。 

输入命令： 
FindMinimum[x^4+3x^2*y+5y^2+x+y,{x, 0.1},{y, 0.2}] 
执行，即得结果： 

{-0.832579, x -> -0.886324, y -> -0.335671} 

例 15.31  一个长方体的三个面在坐标面上，与原点相对的顶点在平面 1
2 3
y zx + + =

上，求长方体的最大体积。这是一个条件极值问题，可用方程组的命令求解。 
实验步骤： 
(1) 建立数学模型 
设长方体的长宽高分别是 , ,x y z ，则建立拉格朗日函数如下： 

( , , , ) 1
2 3
y zL x y z xyz xλ λ ⎛ ⎞= + + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

(2) 用 Mathematica 求解 
求解程序如下： 
L[x_,y_,z_,t_ ]：= x*y*z+t*(x+y/2+z/3-1) 
Solve[{D[L[x, y, z, t ], x] = = 0, D[L[x, y, z, t ], y] = = 0, 

D[L[x, y, z, t ], z] = = 0, D[L[x, y, z, t ], t] = = 0}, {x, y, z, t}] 
x*y*z/.%[[1]] 
结果如下： 
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2 1 2t , x , y , z 1
3 3 3

⎧⎧ ⎫→ − → → →⎨⎨ ⎬
⎩ ⎭⎩

,{ }t 0, x 0, y 0,z 3→ → → → , 

{ }t 0, x 0, y 2,z 0→ → → → ,{ }t 0, x 0, y 0,z 0 ⎫
→ → → → ⎬

⎭
 

2
9

 

5. 用Mathematica求重积分 

求积分区域 1 2{( , ) | ≤ ≤ , ( )≤ ≤ ( )}D x y a x b y x y y x= 上函数 ( , )f x y 的二重积分用下面命

令： 
Integrate[f,{x, a, b}, {y, y1[x], y2[x]}] 

例 15.32  求
2 2( )d

D

x y σ+∫∫ ，其中 D 是由 0y = 、 1x = 及 2y x= 围成的平面区域。 

要用 Mathematica 求二重积分必须先将 D 用不等式表示出来。由题意， 
2{( , ) | 0≤ ≤ 1,0≤ ≤ }D x y x y x=  

输入下面命令： 
Integrate[x^2+y^2,{x, 0, 1}, {y, 0, x^2}] 
即得结果。 
或者直接从模板上选择相应模块，然后填入积分限和被积表达式即可。 

15.7  级数的和、函数展开成幂级数的演示与实验 

15.7.1  实验目的 

1. 学习用 Mathematica 求级数的和； 
2. 学习用 Mathematica 将函数展开成幂级数； 
3. 学习用 Mathematica 演示函数逼近过程； 
4. 学习用 Mathematica 演示周期函数的傅里叶级数展开。 

15.7.2  内容与步骤 

1. 用Mathematica求级数的和 

命令格式：Sun[f(n),{n, n1, n2}] 
          NSun[f(n),{n, n1, n2}] 

例 15.33  求级数
1 1 11 1
2! 3! 4!

+ + + + +L的前 101 项和，并求级数和。 

(1) 求前 101 项和，输入以下命令： 
Sun[1/n!,{n, 0, 100}]         (结果是分数形式) 
N[%]                      (结果是 6 位有效数字的小数形式) 
N[%%, 20]                 (结果是 20 位有效数字的小数形式) 
(2) 求无穷级数的和，输入如下命令： 
Sun[1/n!,{n, 0, Infinity}] 
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N[%] 
N[%%, 30] 

2. 用Mathematica将函数展开成幂级数 

将 ( )f x 展开成 0x x− 的 n 阶泰勒公式，用下面的命令： 

Series[f [x],{x, x0, n}] 
用下面的命令去掉余项，可得 ( )f x 的近似表达式（多项式函数形式）： 
Normal[  ] 

例 15.34  将函数 2( )
3 2
xf x

x x
=

− +
分别在 x=0 和 x=1 处展开成 6 阶泰勒公式。 

输入命令： 
s1 = Series[x/(x^2-3x+2),{x, 0, 6}] 
s2 = Series[x/(x^2-3x+2),{x, 1, 6}] 
Normal[ s1 ] 
Normal[ s2 ] 
执行，即得结果。 

3. 用Mathematica演示函数逼近过程 

例 15.35  用动画演示 cos x的近似多项式 
2

0
( ) ( 1)

(2 )!

mn
m

n
m

xf x
m=

= −∑  

随着 n 从 0 到 40 的变化， ( )nf x 是怎样逼近 cos x的。 
对于 n 从 0 到 40 每隔 3 做一幅的图形，并以蓝色显示， cos x的图形以红色显示，输入

如下实验程序： 
For[i = 0, i <= 40, i+ = 3, fn[x_ ]：= Sun[(-1)^n/(2n)!*x^(2n), {n, 0, i}]； 
Plot[{Cos[x], fn[x]},{x, 0, 14Pi}, PlotRange ->{{0, 10Pi},{-1.5, 1.5}}, 

PlotStyle->{RGBColor[1, 0, 0], RGBColor[0, 0, 1]}]] 
执行，即得一系列图形双击其中任意一幅，就会看到动画效果。 

4. 用Mathematica演示周期函数的傅里叶级数展开 

例 15.36  设 ( )f x 是以 2π为周期的函数(矩形波)，它在[ , )−π π 中的表达式为 
1, ≤ ＜ 0,

( )
1, 0≤ ＜

x
f x

x
− − π⎧

= ⎨
π⎩

 

用动画演示矩形波 ( )f x 是由一系列不同频率的正弦波叠加而成的。 
实验步骤： 
(1) 计算傅里叶系数： 
           0, 0,1,2,3,na n= = L  

           
1 2( )sin d (1 ( 1) ), 1,2,3,n

nb f x nx x n
n

π

−π
= = − − =
π π∫ L  

(2) 做出 ( )f x 的图形，再展示 ( )f x 的傅里叶级数（有限项），最后做出动画。 
实验程序如下： 
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f [x_ ]：= Which[x < -2Pi, -1, -2Pi <= x < -Pi, 1, -Pi <= x < 0, -1, 
0 <= x < Pi, 1, Pi <= x < 2Pi, -1, x >= 2 Pi, 1] 

Plot[f [x],{x, -3Pi, 3Pi}, PlotStyle->{RGBColor[0, 1, 0] }] 
For[i = 1, i <= 40, i+ = 5, 
bn = (1-(-1)^n)*2/n/Pi,  
fn[x_ ]：= Sun[bn*sin[n*x],{n, 1, i}]； 
Plot[fn [x],{x, -3Pi, 3Pi}, PlotStyle->{RGBColor[1, 0, 0] }]] 
执行，即得一系列图形，双击其中任一幅，就会看到动画效果。 

15.8  矩阵的基本运算的演示与实验 

15.8.1  实验目的 

1. 掌握 Mathematica 中矩阵的输入方法； 
2. 学习用 Mathematica 计算行列式； 
3. 学习用 Mathematica 进行矩阵的基本运算； 
4. 学习用 Mathematica 求逆矩阵及矩阵的秩。 

15.8.2  内容与步骤 

1. Mathematica中矩阵的输入方法 

线性代数中的大量计算都是针对矩阵的，在 Mathematica 中矩阵的输入方法有以下几

种： 
(1) 按表的形式输入矩阵 
A = {{a11,a12,…,a1n},{a21,a22,…,a2n},…,{am1,am2,…,amn}} 
还可以用函数 a(i, j)生成一个矩阵，也是表的形式，格式如下： 
B = Table[a(i, j), {i, 1, m}, {j, 1, n}] 
(2) 由模板输入矩阵 
步骤如下： 
(a) 在基本输入模板中单击二阶方阵模块，输入一个空白的二阶方阵； 
(b) 按 Ctrl +，使矩阵增加一列； 
(c) 按 Ctrl + Enter，使矩阵增加一行。 
如果矩阵不大，此法较方便。 
(3) 由菜单输入矩阵 
如果输入行列数较多的矩阵，打开主菜单的 Input 项，单击 Create Table/Matrix/Palette

项，即可打开一个创建矩阵的对话框，输入行数、列数，单击即可得到一个空白矩阵，填入

数据即可。 
对于存入系统中的矩阵可以直接调用，并进行各种运算。 

2. 计算行列式的值 

命令格式：Det[A] 
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例 15.37  计算行列式

3 1 1 2
5 1 3 4

2 0 1 1
1 5 3 3

−
− −

−
− −

的值。 

首先以表的形式输入矩阵，然后计算矩阵的行列式，输入如下命令： 
A = {{3, 1, -1, 2},{-5, 1, 3, -4},{2, 0, 1, -1},{1, -5, 3, -3}} 
Det[A] 
执行，得结果 40。 

例 15.38  计算行列式 2 2 2 2

4 4 4 4

1 1 1 1
a b c d

a b c d

a b c d

。 

输入命令如下： 
Det [{{1, 1, 1, 1},{a, b, c, d},{a^2, b^2, c^2, d^2},{a^4, b^4, c^4, d^4}}] 
Factor[%]  (将上条命令的结果分解因式) 
执行，即得结果。前一个结果是 24 项和，很复杂；后一个结果经分解因式变简洁了。 

3. 矩阵的基本运算 

命令格式： 
A + B                       矩阵 A 和 B 相加 
k*A                         k 常数和矩阵 A 相乘 
Transpose[M]                 矩阵 M 的转置 
A . B                         矩阵 A 和 B 相乘 
MatrixForm[M]                用标准形式表示矩阵 
M//MatrixForm                直接将矩阵 M 以标准形式输出 

例 15.39  已知 A =
1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

，B =
1 2 3
1 2 4

0 5 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

求 3AB -2A 及 A T B。 
输入命令如下： 
A = {{ 1, 1, 1},{1, 1, -1},{1, -1, 1}} 
B = {{1, 2, 3},{-1, -2, 4},{0, 5, 1}} 
3*A . B -2*A 
MatrixForm[%]             (将上面矩阵形式上标准化) 
M = Transpose[A] 
P = M . B// MatrixForm       (直接将矩阵以标准形式输出) 
执行，即得结果。 
{{ -2, 13, 22},{-2, -17, 20},{4, 29, -2}} 
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2 13 22
2 17 20

4 29 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

{{ 1, 1, 1},{1, 1, -1},{1, -1, 1}} 
0 5 8
0 5 6
2 9 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

4. 矩阵求逆 

命令格式： 
Inverse[A]                      求方阵 A 的逆矩阵。 
Inverse[A] // MatrixForm          求方阵 A 的逆矩阵，并以标准形式输出。 

例 15.40  求方阵 A =

3 2 0 1
0 2 2 1
1 2 3 2
0 1 2 1

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

的逆矩阵。 

输入命令如下： 
Det[{{3, -2, 0, -1},{0, 2, 2, 1},{1, -2, -3, -2},{0, 1, 2, 1}}] 
先计算行列式，判断可逆性。若可逆，则执行下面命令： 
Inverse[{{3, -2, 0, -1},{0, 2, 2, 1},{1, -2, -3, -2},{0, 1, 2, 1}}] // MatrixForm 
执行，即得逆矩阵，并且是标准形式的。 

5. 求矩阵的秩 

方法：用初等变换将矩阵化为行最简形，数一数非零行数即可。 
命令格式：RowReduce[M] 

例 15.41  求矩阵 B =
3 2 1 3 2
2 1 3 1 3
7 0 5 1 8

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

的秩。 

输入命令： 
RowReduce[{{3, 2, -1, -3, -2},{2, -1, 3, 1, -3},{7, 0, 5, -1, -8}}] // MatrixForm 
输出结果： 

5 1 81 0
7 7 7
11 9 50 1
7 7 7

0 0 0 0 0

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

从结果可以看出矩阵 B 的秩是 2。 



 
·291· 

6. 注意事项 

(1) 定义矩阵时可使用 A, B, M, P 等符号，但不能使用 C, D, E，因为在 Mathematica 中

C, D, E 有各自的意义，代表固定的参数； 
(2) 以上例题中的矩阵都是以表的形式输入的，大家可以尝试用其他两种方式输入矩

阵。 

15.9  线性方程组的解的演示与实验 

15.9.1  实验目的 

1. 学习用 Mathematica 判定非齐次线性方程组解的存在性； 
2. 学习用 Mathematica 求齐次线性方程组解的基础解系和通解； 
3. 学习用 Mathematica 求非齐次线性方程组解的通解和特解。 

15.9.2  内容与步骤 

1. 用Mathematica判定非齐次线性方程组解的存在性 

根据线性方程组解的存在性定理，只要求出系数矩阵和增广矩阵的秩，即可判定方程

组的解是否存在。 
求矩阵的秩，除可以用 15.8 中的方法外，还可以用下面的命令： 
n - Length[NullSpace [A]] 
其中，n 是矩阵 A 的列数，Length[NullSpace [A]]是齐次线性方程组 AX = O 的基础解系

所含解的个数。 

例 15.42  判别方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 1
3 5 3 2
2 2 2 3

x x x x
x x x x
x x x x

− + − =⎧
⎪ − + − =⎨
⎪ + + − =⎩

是否有解。 

输入命令如下： 
A = {{ 1, -2, 3, -1},{3, -1, 5, -3},{2, 1, 2, -2}}；        (系数矩阵) 
B = {{ 1, -2, 3, -1, 1},{3, -1, 5, -3, 2},{2, 1, 2, -2, 3}}；  (增广矩阵) 
4 - Length[NullSpace [A]]                            (求系数矩阵的秩) 
5 - Length[NullSpace [B]]                             (求增广矩阵的秩) 
输出结果 
Out[3] =2 
Out[4] =3 
结论：因为 2 3≠ ，所以方程组无解。 

2. 用Mathematica求齐次线性方程组解的基础解系和通解 

(1) 求 AX = O 的基础解系用下面的命令： 
NullSpace [A] 
(2) AX = O 的通解用下面的命令： 
Solve [{方程组}] 
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例 15.43  求齐次线性方程组解

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 5 7 0
2 3 3 2 0
4 11 13 16 0
7 2 3 0

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =⎧
⎪ − + − =⎪
⎨ + − + =⎪
⎪ − + + =⎩

的基础解系，并求通解。 

方法 1 
输入命令： 
A = {{ 3, 4, -5, 7},{2, -3, 3, -2},{4, 11, -13, 16}, { 7, -2, 1, 3}}； 
NullSpace [A] 
输出结果： 
Out[5] ={{-13, -20, 0, 17},{3, 19, 17,0}} 
这样，有了基础解系即可写出如下通解： 
X = 1C (-13, -20, 0, 17) + 2C (3, 19, 17,0)  (其中 1C , 2C 是任意常数) 
方法 2 
用下面的命令也可求出齐次线性方程组解的通解（最简通解方程组的形式，与上面形

式不同）。 
输入： 
Solve [{3x1+4x2-5x3+7x4= = 0, 2x1-3x2+3x3-2x4= = 0,  

4x1+11x2-13x3+16x4= = 0, 7x1-2x2+x3+x4= = 0}] 
输出结果： 

3x3 13x4 19x3 20x4x1 , x2
17 17 17 17

⎧ ⎫⎧ ⎫→ − → −⎨⎨ ⎬⎬
⎩ ⎭⎩ ⎭

 

由此结果也很容易写出基础解系。 

3. 用Mathematica求非齐次线性方程组解的通解和特解 

(1) 求非齐次线性方程组解的通解可直接用 Solve 命令，格式如下： 
Solve [{方程组}] 
(2) 求非齐次线性方程组解的特解或唯一解可以用下面命令： 
LinearSolve [系数矩阵, 常数项矩阵] 

例 15.44  求解方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 1
2 3

5 3 3
3
42 5 2
3

x x x

x x x

x x x

⎧ + + =⎪
⎪
⎪ + + =⎨
⎪
⎪

+ + =⎪⎩

 

方法 1 
输入命令： 
Solve [{1/2x1+1/3x2+x3= = 1, x1+5/3x2+3x3= = 3, 2x1+4/3x2+5x3= = 2}] 
输出结果： 
{{x1-> 4, x2 -> 3, x3 -> -2}} 
结果得到了方程组的唯一解。 
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下面方法也能得到唯一解，但输入的不是方程组，而是矩阵。 
方法 2 
输入命令： 
A = {{1/2, 1/3, 1}, {1, 5/3, 3}, {2, 4/3, 5}}； 
b ={1, 3, 2}(注意：在后面的运算中，计算机会自动识别 b 是行矩阵还是列矩阵) 
LinearSolve[A, b] 
输出结果： 
{4, 3, -2} 

例 15.45  求 1 2 3

1 2 3

3 4 1
2 3 1
x x x

x x x
+ + =⎧

⎨ + + =⎩
的特解及通解。 

实验步骤： 
(1) 求非齐次线性方程组的特解； 
(2) 求相应齐次线性方程组的基础解系； 
(3) 写出通解。 
输入命令： 
A = {{1, 3, 4}, {2, 1, 3}}； 
b ={1, 1} 
LinearSolve[A, b] 
NullSpace [A] 
输出结果： 

2 1, ,0
5 5

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

{{-1, -1, 1}} 
结果中前者是特解，后者是基础解系，因而方程组的通解是： 

2 / 5 1
1/ 5 1

0 1
X C

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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习题参考答案 

习  题  2 

1．（1） ),1()1,2()2,( +∞−−−∞ UU ；（2） ]2,2[− ； （3） ),1( +∞− ；  
（4） ( , 3] [3,4) (4, )−∞ − +∞U U ； （5） ),2()2,1( +∞U 。 

2．6 ； 6 ； 52 +a ； 51
2 +

x
； 3010 24 ++ xx ；

5
1

2 +x
。 

3．（1）不相同，（2）相同。 

4．
xx Δ+

1
；

)( xxx
x
Δ+

Δ−
。 

5． )1( 2 −xx 。 

6．（1）偶函数；（2）奇函数；（3）非奇非偶函数；（4）偶函数。 
7．（1） xttwwvvuy u sin,1,,,e =+==−== ； 

（2）
2

1,tan,ln
2 +

===
xvvuuy   

（3） 23 1,arcsin, vvvuuy −=== ； 

（4） ,2uy =  1,,cos, +===−= xttwwvvu ； 

（5） xwwvvuuy 2,cos,1,3 ==+== ； 
（6） 1,sin,cos, 22 −==== xwwvvuuy 。 

8． hV
h
VS π2+=  。 

9． ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
VxkP 22 2 , 定义域为 ),0( +∞ ，其中 P 为总造价， x为底面边长， k 为单位造

价。   

习  题  3 

1．（1）0 , 0 ；（2）极限存在且为0 。 
2．14，极限不存在，2，4。 
3．（1）、（2）、（3）、（4）、（6）为无穷小量；（5）为无穷大量。 
4．（1）0；（2）0；（3）0。 

5．（1）3；（2）
2
1
；（3）2；（4）-1；（5）

2
3
； 

   （6）2；（7）6；（8）
32
1

− 。 
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6．
2
1
。 

7．（1）
2
3
； （2）1；（3）

5
1
；（4）

π

2
；（5） 2

1

e
−

；（6） 1e− 。 

8.  同阶。 
9．（1）2；（2） 22 。 
10．（1） 1=x 为第 1 类间断点， 3=x 为第 2 类间断点； 

 （2） 0=x 为第 1 类间断点； 
 （3） 0=x 为第 1 类间断点； 
 （4） 0=x 为第 1 类间断点。 

11． 0=a ， 18=b 。 
12． 1=a ， 2−=b 。  

13．
4
1
。   

14．-2，0，不存在。 
15．(1) 1−=a ；（2） 2−=b 。 
16． 2=p ， 1=q 。 

17． 2ln=c 。  

习  题  4 

1．（1）
4
1
；（2） x2cos2 。  

2．（1） )(2 0xf ′− ； （2） )()( 0xfba ′− 。 
3． 1−= xy 。 
4． )2,1( 。 

5．切线方程为 44 +−= xy ，法线方程为
8

15
4
1

+= xy 。 

6．略。 
7． 2=a ， 1−=b 。 
8． 1=a ， 0== cb ， 1=d 。  
9． 8,2,0 −=x 。  
10．（1） 2πr ； （2）25π。 

11．（1） x
x

sin2
3 −− ；（2） xxxxx ++

2
5ln2 ；（3） 2 22 tan secx x x x+ ； 

 （4） xxxxx sectansec2 2+ ；（5） 2)sin(
cos1

xx
x

+
+

− ；（6） 22

2

)1(
)1(2

x
x

−
+

； 

 （7） xx sine2 ； （8） 2

2

)1(ln
tansec)1(ln

+
−+

xx
xxxx
；（9）

1cos
1
−x

； 

 （10） 2)ln1(
2

xx +
−

。 
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12．（1） 743 )13(96 −xx ；（2） x
x

x

2
3e

2

1

+− ；（3） 122
e)1(2 −+−− xxx ； 

 （4）
1ln

ln
2 +xx

x
；（5）

xx
x 1cos1sin2 − ；（6）

xxxxxx

xxxx

+++

+++

8

124 ； 

 （7）
)ln(lnln

1
xxx

；（8）
x
xxx

2
sincos2ln2sin − ；（9）

22

1

xa +
； 

 （10） 22

22

)1(
cot2csc)1(

x
xxxx

−
+−

；（11） )3sin2sin(3cos3 xx− ； 

 （12） 2

2

)tan1(
secsin)tan1)(cos(sin

x
xxxxxxx

+
−++

；（13）
4

arcsin

1

e2
2

x

x x

−
； 

 （14）
)ln1(

1
2xx +

。 

13．（1） 2)2π(
8
+

；（2）
3
1
；（3）16；（4） 23

2

)12π(
π24

+
−

。 

14．（1）
)e(

)e(e
x

xx

f
f ′

；   （2） )sine()cos(sine xfxx xx ′+ 。 

15． μ=x 。 

16．（1） 22 )41(
16

x
x

+
−

；（2） 22 )1(
4
x+

。  

17．（1） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−

2
π2cos2 1 nxn ；（2） xxn e)( + ；（3） !n 。 

18．（1） 22

2

322
4

yxyx
xyyy
+−

−
=′ ；  （2） yx

yx

x
y

+

+

−
−

e
e

； 

 （3）
axy
xay

−
−

2

2

；   （4） xy

xy

x
xy

e1
e)1(

2+
+−

。 

19．（1） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−

−
++−

+
=′

3
2

)12(3
2

)1(2
1

)3(12
1

23 xxxxx
xy  ；  

 （2） )tancosln(sec)(cos 22tan xxxx x − 。 

20．（1）
t
t

−

+
−

1
1

；（2）
tt
tt

2sincos2
2sinsin2

2

2

−
+  ；（3）

2
1
。  

21．切线方程为 0=x ，法线方程为 0=y 。 

22．（1） x
x

y d
1

1d 2+
= ;（2） xxy d

2
tan

2
1d −= ;（3） xx

x
xy x dcos

12
sined 1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
= + ； 

 （4） x
xyx

yyy
y
x

y
x

d
e

ed
2

3

+

−
= ;（5） xxxxy )d2(1)sec21(tan8d 222 ++= ； 

 （6） x
x

xy d
1

)1ln(2d
−
−

= .  
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23．（1） 5075.0 ； （2） 8004.0 ；（3） 02.0 ；（4） 0051.2 。  
24． hR0π2 。  

25． 3cm5.565 。 

习  题  5 

1．（1）
4
9
；（2）

2ln
1

；（3） 1
π

4
− 。 

2． 略。 

3．（1） nma
n
m − ；（2）

2
1
；（3）

5
3

− ； （4）2；（5）
8
1

− ；（6）0； 

（7） 0；（8） 0；（9）
π

2
；（10）

2
1
；（11）

2
1
；（12）1。 

4．（1） )2,( −−∞ 及 ),1( +∞ 为单增区间, )1,2(− 为单减区间；（2） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−

4
3, 为单增区

间， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1,

4
3

为单减区间；（3） )0,1(− 为单减区间， ),0( +∞ 为单增区间；（4） )0,(−∞ 为单减

区间， ),0( +∞ 为单增区间；（5） )1,( −−∞ 及（0,1）为单减区间， )0,1(− 及 ),1( +∞ 为单增区

间；（6） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3,0 为单增区间， ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2,

2
3

为单减区间。 

5．略。 

6．（1）极大值
4
5

4
3

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛y ；（2）极大值

4
1

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±y , 极小值 0)0( =y ； 

（3）极小值 0)1( =y ，极大值 3 4
3
1

3
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛y ；（4）极大值 1)0( =y ； 

（5）极小值 222ln
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−y ；（6）极小值

e2
1e 2

1

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
y 。 

7．（1）最大值
4
9

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛y ，最小值 18)5( −=y  ； 

（2）最大值 80)4( =y ，最小值 5)1( −=−y ；  
（3）最大值 32)5( =y ，最小值 2)1( =y ； 
（4）最大值 3)1( =−y ，最小值 1)1( =y 。 

8．边长为 S 的正方形。 

9．边长为
2
c
的正方形。 

10．
3

π2
Vr = ，

3

π

4Vh = ，1:2。 

11．
3

db = ，
3

2dh = 。 
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12．
3

5π
3Vhr == 。 

13．（1） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−

3
5, 为上凸区间， ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞,

3
5

为下凸区间，拐点坐标为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

27
250,

3
5  ； 

 （2） ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
2
3

e,0 为上凸区间， ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∞

−
,e 2

3

为下凸区间，拐点坐标为 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−

3
2
3

e2
3,e ； 

 （3） )0,(−∞ 为上凸区间， ),0( +∞ 为下凸区间 ； 
14．（1）水平渐近线 1=y ，垂直渐近线 1=x ；（2）水平渐近线 0=y ，垂直渐近线

2−=x ；（3）水平渐近线 0=y ，垂直渐近线 0=x 。  

15．略。 
16．（1）略；（2）0 个；（3）4 个；（4）4 个；（5）偶次； 

 （6）最少是 4 次；（7）略。 

习  题  6 

1．略 

2．（1） Cxxxxxxx +−−+ 4
3
2

5
4

7
2 23 ; （2） Cxxx +− 2

3
2 ; （3） C

g
s
+

2 ； 

（4） C
xxx

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
⋅⋅⋅

5
9

5ln3ln2
1

5
6

5ln6ln
2

5
4

5ln2ln2
1

；  

（5） Cx
x

++− arctan1  ； （6） Cxxx
++− arctan

3

3

；  

（7） Cxx
x

++− e
2

e2

；  （8） Cxx +− )sin(
2
1

；  

（9） Cxx +−− cot ；   （10） Cxx ++ )tan(
2
1  ； 

（11） Cxx +−− csccot 。 
3． 12 −= xy 。  

4．（1）125m ； （2）10 s 。 

5．（1） Cxx +−−− 32)32(
9
2

；  （2） Cx ++3 2)53(
10
3

； 

（3） Cx +− 34ln
4
1

；   （4） Cx +− −21e
2
1

；   

（5） Cx +2tan
2
1

；   （6） Cx ++ )23sin(ln
3
1

； 

（7） Cx ++12
2
1 2 ；   （8） Cx ++ )32ln(

6
1 2  ； 

（9） Cx +− − 22e
2
1

；    （10） C
x
+ee ；    

（11） Cx
+

2
)(lnln2

；    （12） Cx +2arctan ；   
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（13） Cxx +arcsin)(arcsin
3
2

； （14） Cx ++ tan12 ；  

（15） C
x

x ++−
sin

1cot ；  （16） Cxx +−− cos
2
15cos

10
1

； 

（17） Cxxx +++ 4sin
32
12sin

4
1

8
3

； （18） Cxx
+−

5
sin

3
sin 53

； 

（19） Cxx ++ sincosln ；  （20） C
x
+

cos
2

； 

（21） Cx
+

2
)tan(ln 2

；   （22） Cx +
2
3arcsin

3
1

； 

（23） Cx +
2
5arctan

10
1

；   （24） Cx
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
tanarctan

2
1  。 

6．（1） Cxxx +++− 333 2 1ln33
2
3

； （2） Cxxx +++++− )11ln(212 ； 

（3） C
x

x
+

−−
||

93ln
3
1 2

；   （4） C
x

x
+

+
−

4
42

 ； 

（5） C
x

x +−−
2arccos222 。 

7．（1） Cxxx
++

4
2cos

2
2sin

；       （2） Cxxxxx +++− cos2sin2cos2 ； 

（3） Cxxxx ++−+−
2
1)1ln()1( ；    （4） Cxxx ++− )1ln(

2
1arctan 2 ； 

（5） Cxxxx +−+− 22 1
4

arcsin)12(
4
1

；  （6） Cxxx ++− )122(e
4
1 22  ； 

（7） Cxxx ++ )3sin33cos2(e
13
1 2 ；      （8） Cxx +− )2(ln2   

（9） Cx x +− 3e)13(
9
2

；       （10） Cxxx ++−− arcsin1 2 ；  

（11） Cxxxx +++ )2cos2sin22(
4
1

。 

8．（1） C
x
x

+
+
+

3
2ln  ；  （2） C

xx
x

+
+

−
+
−

1
1

1
1ln

2
1

； 

（3） C
xxx

+
+

−
+

+
+

− 999897 )1(99
1

)1(49
1

)1(97
1

；  

（4） Cx
x

xx
+

+
+

+
++

3
12arctan

3
1

1
1ln

2
1

2

2

。 

9．（1） )sin3,12cos6( tt +− ； （2） 364)12( 22 =+− yx 。 
10． 233 +−= xxy 。     
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习  题  7 

1．（1） ∫
1

0
dxx ≥ ∫

1

0

2dxx ；（2） ∫ −
2

1
d2 xx ≥ ∫ −

2

1
d3 xx 。 

2．（1）1≤ xx d1
1

0

4∫ + ≤ 2 ； （2）
2
π
≤ ∫ 2

π

0

sin de xx ≤ e
2
π

。 

3． 21 e,e,1 −− 。  

4．（1）1；（2）
e2

1
− 。 

5．（1）
3

24
6
5
+ ；（2）

2
5
； （3）

12
π

3
11 +− ；（4）

3ln
4

6ln
10

2ln2
3

+− ； 

（5） 1− ；（6） )1e(e2 − ；（7）1；（8）
5
4
；（9） 22 。 

6．
3
42

3
4

− 。  

7．
6

47
。 

8．（1） 3ln2 ； （2）
16
π

； （3） ee − ； （4）
3
4
； （5）

4
πarctane − ； 

（6） )e1ln(2ln1 +−+ ； （7） 3ln
2
1)21(ln −+ ； （8）

324
π3

 。       

9．略。 

10．（1） 1
2
π
− ；（2）

2
1
；（3） 2ln

3
π

− ；（4） 2ln
2
1

π
12

334
−

−
； 

 （5）
e
22 − ；（6）

2
1e

2
1 2

π

− 。  

11．（1）
2
1
；（2） 发散；（3）1。 

12． 1>k 。 

习  题  8 

1．（1） 2ln37 − ；（2）4；（3） 9；（4）3。 
2． 2ln4 。    

3．
3

64
。     

4．
1̀e

2e2e

2

22

−

+−
= x

xx

xξ 。       

5． 2π3 a 。 

6．
2
π27
。     
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7．
4

π 2a
。   

8． 32
3
π8
− 。      

9．（1） 2π
3
4 ab ；（2）

5
π8
；（3） 32π5 a 。 

10．
2
π, π2 。     

11．
27

81313 −
。      

12． )1e(2 π− 。  

13．
7

16k
（k 为比例常数）。    

14． k0018.0 J （k 为比例常数）。 
15． 610975.9 × J。      
16． 510925.3 × J。      
17． 710136.3 ×  N。       
18． 610646.1 × N。 

习  题  9 

1．（1）二阶；  （2）三阶；  （3）八阶；  （4）二阶。 
2．（1）是； （2）不是； （3）是； （4）是。 
3． 0=′+ yyx 。       
4． 0=′′′y 。     
5． 02 =+′ xyy 。 

6．（1） xCy e= ；  （2） Cxxy ++=
25

23

；  （3） yxCx sine1 +=+ ； 

（4） xCy =cos ； （5） Cxxyy =−− 22 2 ； （6） yxy C +=− e1e 。  
7．（1） )e1ln(21)e1ln(22 +−++= xy ；  （2） 063ln2 3 =+− xyx ；  

（3） 01=−+ yxy ；     （4） xy e3= 。 
8． xy n = 。      

9．（1） 0lne =++
−

Cxx
y

； （2） Cxyy =− 22 ；（3） Cx
x
y
=

2
tan ；  

（4）
x
Cx

x
xy ++−= sin1cos ； （5） xx Cy 23 ee

5
1 −+= 。  

10．（1） xxy e1
2
1 2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ；（2）

x
xy cos1π −−

= ；（3） 1ln += xy ； 

 （4）
11

22 e
−

−= xxxy  。 

11．（1） 线性无关；（2） 线性相关；（3） 线性无关；（4） 线性无关； 
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 （5） 线性相关；（6） 线性无关 。 
12．（1） xx CCy 2

21 ee −+= ； （2） xCCy 4
21 e+= ； （3） xxCCy )e( 21 += ； 

 （4） xx CCy 3
2

3
1 ee −+= ； （5） xx CCy )21(

2
)21(

1 ee −−+− += ； 

 （6）
xx CCy 3

4

2
2

1 ee
−

+= ； （7） )3sin3cos(e 21
2 xCxCy x += − ； 

 （8） axCaxCy sincos 21 +=  。 

13．（1） xx
x

CCy eee 2
2

1 ++= − ；（2） 
32
71

8
15

4
3ee 24

21 +−++= −− xxCCy xx ； 

 （3） 1e)( 2
21 ++= − xxCCy ； （4） 

4
7

4
1e 22

21 +−+= − xCCy x x； 

 （5） xxxCxCy
x

2
2
3sin

2
3cose 2

21
2
1

−+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

−
；  

 （6） xxxCxCy x 2sin
17
42cos

17
1)2sin2cos(e 21 −++=  ； 

 （7） xxCCy xx sin
10
3cos

10
9ee 2

21 +−+= −− ； 

 （8） xxCxCy xx 2sine
5
1)3sin3cos(e 2

21
2 −− ++= 。 

14．（1） xxy 3e2e4 += ；（2） xxy 4ee −= −  （3） xxxy 2sin
3
1sin

3
1cos +−−= 。 

15． 6=xy 。    
16． 2=xy 。 

17． vmg
t
vm 12

d
d

−= , 10)0( =v ， 25
2

e5.1125.122
t

v
−

−= 。 

18． 22

d
d vcmg

t
vm −−= ， 0)0( vv = ， ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= t

m
gc

mg
cv

c
mg

v 0arctantan  。 

19． gs
t

s
=2

2

d
d6 ， 1)0( =s ， 0)0( =′s ，

g
t 6)356ln( += 。 

习  题  10 

1．略。 
2．略。 
3．到原点距离为 89 ；到 x 轴， y 轴， z 轴的距离分别为 73 ， 54 ，5；到 xOy 坐

标面， yOz 坐标面， zOx 坐标面的距离分别为 8，4，3。 

4．（1） }2,2,1{ − ；（2）3  ；（3）
3
1cos =α ，

3
2cos −=β ，

3
2cos =γ ； 

（4）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

3
2,

3
2,

3
1

。 
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5．（1）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

3
1,

3
2,

3
2

，
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

7
3,

7
6,

7
2

； （2） 22− ；（3） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

21
11arccos ；（4）85。  

6． }8,8,4{ − 。          

7．（1） }0,10,5{ ；（2） }0,10,5{ ； （3） }0,2,1{
5
1±

。  

8． 044 =−++ zyx 。 
9． 033 =−+− zyx 。 
10．（1）过原点；（2）平行 y 轴；（3）过 y 轴 ；（4） xOy坐标面。 
11．（1） 0732 =−++ zyx ； （2） 0823 =−− zy ； （3） 1=x ；  

 （4） 03 =+ zx  。 
12．（1）垂直 ；（2）平行 ；（3）斜交。 

13．（1）
1

1
20

1 +
==

− zyx
 ；  （2）

11
3

2
2 zyx

=
+

=
−

。 

14．（1）
2

5
3

2
2

−
=

−
=

−
zyx

；    （2）
52

2
1
1 zyx

=
−

=
−
−  ； 

 （3）
3

5
2
2

1
1 −

=
−
+

=
− zyx

；   （4）
21

5
1

3
−

=
−

=
+ zyx

。 

15．
3

3
5
1

6
2 −

=
−
+

=
− zyx

。              

16．
10

2
1 −

=
−

=
zyx

。 

17． 021872 =+++ zyx 。              

18．（1）平行； （2）垂直； （3）直线在平面内。 

19． ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

3
1,

3
1,

3
4

，
14
3arcsin=θ 。 

20．（1）
⎩
⎨
⎧

=−+−+−
=−+−+−

9)5()1()2(
4)2()3()1(

222

222

zyx
zyx

； 

 （2） 2222 )1()4()5( xzyx =−+++− ；  （3） 01615 222 =−+ zyx 。 

21．（1） 16)4()1()2( 222 =++−+− zyx ； （2） yzx 622 =+ ；  

 （3） xy 52 = ；    （4） 222 3zyx =+ 。  

22．（1）旋转抛物面； （2）椭圆抛物面； （3） 旋转抛物面； 
 （4）椭圆锥面； （5）两个相交平面； （6）椭球面。  

23．（1）
⎩
⎨
⎧

=
=−−+

0
0122

z
xyx

；  （2）
⎩
⎨
⎧

=
=+

0
1632 22

z
yx

； 

 （3） 
⎩
⎨
⎧

=
=−++

0
012222

z
yyx

；   （4） 
⎩
⎨
⎧

=
=−+

0
0222

z
xyx

。 
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习  题  11 

1．（1） xy ≤2 ；（2） 422 <+ yx 且 322 ≠+ yx ；（3） xy≥ 且 2xy > ；  
（4） 4≤+<1 22 yx 。 

2．
2
3

− ， 2

4 1
y

y −
。                 

3．
2

22 2yxy −
。 

4．（1）
x
z
∂
∂

22 yx

xy
+

−= ，
y
z
∂
∂

22 yx

yx
+

−= ； 

（2） 
x
z
∂
∂

22|| yxx

y

−

−
= ，

y
z
∂
∂

22

||

yxx

x

−
= ； 

（3）
x
z
∂
∂

)(2
1

xyx −
= ，

y
z
∂
∂

)(2
1

xyy −
−

= ； 

（4） 
x
z
∂
∂

2)ee(
)ee)1((e

yx

yxxy yy
+

+−
= ，

y
z
∂
∂

2)ee(
)e)1(e(e

yx

yxxy xx
+

−+
= ； 

（5） 
x
z
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+−−=
2

)2ln()2(
xy

xyxyxy x ，
y
z
∂
∂ 12 )2( −−= xxyx ； 

（6）
x
u
∂
∂

z

z

yx
yxz

2

1

)(1
)(

−+
−

=
−

，
y
u
∂
∂

z

z

yx
yxz

2

1

)(1
)(

−+
−−

=
−

，
z
u
∂
∂

z

z

yx
yxyx

2)(1
)ln()(

−+
−−

= 。 

5．（1） 1)1,0( =′xz ， 1)1,0( =′yz ；  （2） 1
4
π,0 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′xz ， 2

4
π,0 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′yz 。 

6．（1） 22 412 yxzxx −=′′ ， xyzz yxxy 8−=′′=′′ ， 22 412 xyzyy −=′′  ； 

（2） )64cos(8 yxzxx +=′′ ， )64cos(12 yxzz yxxy +=′′=′′ ， )64cos(18 yxz yy +=′′  ； 

（3）
x

zxx
1

=′′ ，
y

zz yxxy
1

=′′=′′  ， 2y
xz yy −=′′  ； 

（4） 222 )(
2

yx
xyzxx +

−
=′′ ， =′′xyz 222

22

)( yx
yxz yx +

−
=′′ ， 222 )(

2
yx

xyz yy +
=′′ 。 

7 题～10 题略。 

11．（1） 2

22 d)1()d1(d
y

yyxxyyz −++
= ； （2）

2222

22

)(

d)(d)(d
yxyx

yxyxxxyyz
++

−+−
= ；  

（3） y
yx

xx
yx

yz ddd 2222 +
+

+
−

= ； 

（4） zyxyyxzyxyzyu xzxzxz dlnddlnd 1 ++= −
。 

12．（1）107.10； （2）0.5023。             
13．55.3。            
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14．34.54 

15．（1） x
x

x
x

x x
x

xx lne2elneln2e 2
2

2 +++  ；  （2）
xx

x
22 ln1

ln1
+
+

；  

 （3） 
x
z
∂
∂

)sin(coscossin3 2 yyyyx −= ， 

          
y
z
∂
∂

)sin(coscossin2 3 yyyyx +−= + )cos(sin 333 yyx +  

 （4） 
x
z
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

−−= −

yx
yxyxyxyyxxy

2

22
2)ln(cos )ln(sin2)ln(cose

2
， 

          
y
z
∂
∂

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

+−= −

yx
yxxyyxxyxxy

2

2
2)ln(cos )ln(sin)ln(cose

2
。 

16．（1） 21 2 fxfyzx ′+′=′ ， 21 2 ffxz y ′−′=′ ； 

 （2） 212
1 f
y

f
x
yzx ′+′−=′ ， 221

1 f
y
xf

x
z y ′−′=′ ；  

 （3） 3212 fyzfyfxux ′+′+′=′ ， 32 fxzfxu y ′+′=′ ， 3fxyuz ′=′  ； 

 （4） )(
2
1

21 fyfxyf
x
yz x ′+′+=′ ， 22

1 fxyxf
y
xz y ′+=′ ； 

   （5） fyzxux ′+=′ )2( ， fyxzu y ′−=′ )2( ， fxyuz ′=′  ； 

 （6） f
x
yyz xy

x ′−=′ 2

3

e ， f
x

yyfxz xy
y ′++=′

2

2e 。 

17．（1）
yxy

xxy
22

22

23
32

−
−

； （2）
yx
yx

−
+

。 

18．（1） 
x
z
∂
∂

4432
2432

22

22

++−
++−

−=
xyzxyyx
yzzyxyz

，
y
z
∂
∂

4432
3432

22

22

++−
−+−

−=
xyzxyyx
xzxyzzx

；    

 （2） 
x
z
∂
∂

)cos(2
)cos(3

2 zxyzy
zxyy
−−
−−

= ，
y
z
∂
∂

)cos(2
)cos(2

2

2

zxyzy
zxyxyz

−−
−−−

= 。 

19．切线方程
3

1
14

2 −
=

−
=

− zyx
，法平面方程 01134 =−+− zyx 。 

20． 02164 =±++ zyx 。          
21． 033),3,1,3( =+++−− zyx切平面为 。 
22．极大值 0)0,0( =z ，极小值 8)2,2( −=z ； 

23．边长均为
6
a
。       

24．长与宽为
3

2a
，高为

3
a

。       

25． ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

26
63,2,

13
21

。 

26．长度为 100m，高为 75m。        
27．28 188 元。 
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习  题  12 

1．（1） yyxfx
x

d),(d
0

2
3

0 ∫∫ yyxfx
x

d),(d
3

0

3

2
3 ∫∫

−
+ 或 xyxfy

y

y
d),(d

3
2
3

0 ∫∫
−

； 

（2） yyxfx
x

x
d),(d

221

2 ∫∫
−

−
或 xyxfy

y

y
d),(d

2

1

2 ∫∫ −−−
xyxfy

y

y
d),(d

2

2

2

1 ∫∫
−

−−
+ ； 

（3） yyxfx
x

x

d),(d 1
4

1 ∫∫ 或 xyxfy
y

d),(d
4
1

1

4
1 ∫∫ xyxfy

y
d),(d

44

1 ∫∫+ 。  

2．（1） yyxfx
xa

xa

a
d),(d

22

220 ∫∫
−

−−
；   （2） xyxfy

y

y
d),(d

24

42

0

2 ∫∫
−

+−
；  

（3） yyxfx
x

d),(d
0

2
1

0 ∫∫ yyxfx
x

d),(d
1

0

1

2
1 ∫∫

−
+ ； （4） xyxfy

y
y d),(d
3

2

2

0 ∫∫
−

。 

3．（1）0；（2）
4

225
；（3）18； （4）-

8
27

； （5）
9
40

π2 − ； （6）-2。 

4．（1）
3

3a
；（2） )45ln5(

2
π

− ；（3）
9
4

3
π
− 。 

5．（1）
e
1e − ； （2） )1e(π 9 − 。 

6．
3
4
。  

7．
6

17
。 

8． )12(
3

32π
− 。 

9．
40
π5

。 

10． ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,sin

3
2 α
α
R

其中扇形的顶点为原点，中心角的平分线为 x轴。 

11． ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

54
35,

48
35

。 

12． 2π2 a− 。  

13．（1）
15
8
； （2）

12
1
；（3）

3
1
；（4）

6
5
。 

14．（1）
3
5

− ； （2）0；（3） )e1(
5
1 π− 。  

15．（1）-13；（2）5。 

16．
4
π2

。 
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习  题  13 

1．（1）收敛，和为
3
1
；（2）发散；（3） 收敛，和为

2
1
；（4）发散。 

2．（1）收敛； （2）发散； （3）发散； （4）发散。 
3．（1）收敛； （2）发散； （3）发散； （4）收敛。 
4．（1）收敛； （2）发散； （3）收敛； （4）发散。 
5．（1）收敛，条件收敛；（2）收敛，绝对收敛；（3）发散。 
6．（1）收敛半径 2=R ，收敛区间（-2,2）； 

（2）收敛半径 e=R ，收敛区间 （-e,e）； 
（3）收敛半径 2=R ，收敛区间 )2,2(− ； 

（4）收敛半径
2
1

=R ，收敛区间 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 0,

2
1

； 

（5）收敛半径 3=R ，收敛区间（-2,4）。 

7．（1） )1ln(11)( x
x

xS −−−= ， 1|| <x  ；（2） 2

2

)1(
2)(

x
xxxS

−
−

= ， 1|| <x  ； 

（3） 22 )1(
2)(
x
xxS

−
=  ， 1|| <x 。 

8．（1） n

n
n

n

x∑
∞

=
+

−

0
12
)1(

， )2,2(−∈x ；（2） ∑
∞

= ⋅
−

1 3
3ln

n
n

n

n
x

， )3,3(−∈x  ； 

（3） ∑
∞

=
+

−
−

0
12

2

2)!2(
)1(

2
1

n
n

nn

n
x  ， ),( +∞−∞∈x ； 

（4） n

n
n

n x∑
∞

=
+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

0
13

1)1(
4
1

， )1,1(−∈x 。 

9．3.0049。      
10．0.4613。        

11． nn
na )1(

3
12

3
1 1 −⋅+⋅= +  。 

12． =)(xf ∑
∞

=

−
+

1

sin)1(
2
π

n

n

nx
n

， )π,π(−∈x 。   

13． =)(xf ∑
∞

=

+

−
−

+
1

2

1

cos
14

)1(
π

4
π

2

n

n

nx
n

， ]π,π[−∈x 。  

14． =)(xf ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
−

1
2 sin1)12cos(

)12(π
2

4
3π

n

nx
n

xn
n

， )π,0()0,π( U−∈x 。  

15． =)(xf )sin(cos
1

)1(
π

ee
π2
ee

2

ππππ

nxnnx
n

n

−
+
−−

+
− ∑

−−

， )π,π(−∈x ，当 π±=x 时级

数收敛于
2

ee ππ −+
 。 
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16．正弦级数 =)(xf ∑
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−

1
2 sin1)(

2
πsin

π

2

n

n

nx
n

n
n

， )π,[0∈x ； 

 余弦级数 =)(xf ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

1
2 cos1

2
πcos

π

2
8

3π

n

nxn
n

， ]π,[0∈x 。 

习  题  14 

1．A+B
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

5302
4504
681012

   ； 2A+3B
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

15834
1010112
17222732

。 

2．（1）
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

1812
96

128
 ；（2）36 ；（3）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

83
94
72

 ；（4） ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
00
00

。 

3． ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−
1176
5011

。    

4． ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
3/42/3
3/22/3

。 

5．（1） ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
60
06

 ；   （2） 323121
2
3

2
2

2
1 3332 xxxxxxxxx −++++ ； 

（3）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

−−−

28161616
162044
164204
164420

 ；    （4）
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
−

−−

n

nn

nnn

n
nnn

λ
λλ

λλλ

00
20

)1(22
1

21

。 

6．（1）秩是 2；（2）秩是 3；（3）秩是 4；（4）秩是 2。 
7．det（AB T ）=-600；detA+detB=25；det（-3A）=405。 
8．（1）-15；（2）-10740；（3）-3。 
9．略。 
10．1/35。 
11．（1） 2,2,3 321 =−== xxx ；（2） 0,6,3,8 4321 ===−= xxxx 。 

12．（1）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

102
023
159

 ； （2）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−−
−−

12/12/12/1
12/12/12/3

3/56/52/16/7
3/106/72/16/1

； 

 （3）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

4/14/14/14/1
4/14/14/14/1
4/14/14/14/1
4/14/14/14/1

。 
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13．提示：设 AX = B，[AMB] ⎯⎯⎯ →⎯初等行变换 [EMX]，X=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

−−

194
1237

041
。 

14．（1）

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
1
1

3

2

1

x
x
x

；（2）无解； 

 （3）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0
1
1

0
1
1
1

0
0
4
3

21

4

3

2

1

kk

x
x
x
x

,  其中 k1，k2 为任意常数； 

 （4）

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0
1
2

1
0
0
1

21

4

3

2

1

kk

x
x
x
x

 ，其中 k1，k2 为任意常数。 

15．当 b = 0 时或当 1=a 且 2/1≠b 时，方程组无解；当 1=a 且 2/1=b 时，方程组有无

穷多个解，其通解为

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

x
x
x

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
2
2

+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

1
0
1

k （其中 k 为任意常数）；当 1≠a 且 0≠b 时，方程

组有唯一解，其解为 

)1(
12

1 −
−

=
ab
bx ，

b
x 1

2 = ，
)1(

142
3 −

+−
=

ab
babx  



 
·310· 

参 考 文 献 

1 侯风波．高等数学．北京：高等教育出版社，2000 
2 同济大学数学教研室．高等数学．北京：高等教育出版社，2000 
3 盛祥耀．高等数学．北京：高等教育出版社，2000 
4 王信峰．应用数学与计算．北京：电子工业出版社，2000 
5 吴筑筑，谭信民，邓秀勤．计算方法．北京：电子工业出版社，2000 
6 钱椿林．线性代数．北京：电子工业出版社，2001 
7 刘树利，王家玉．计算机数学基础．北京：高等教育出版社，2004 
8 丁大正．科学计算强档 Mathematica 4 教程．北京：电子工业出版社，2002 
 


	前    言
	目    录
	第1章  绪    论
	1.1  数学方法概述与作用
	1.2  微积分所研究的两个基本问题及方法
	1.3  怎样学习高等数学

	第2章  函    数
	2.1  函数及其性质
	2.1.1  函数的概念
	2.1.2  函数的几种特性

	2.2  初等函数
	2.2.1  基本初等函数
	2.2.2  复合函数
	2.2.3  初等函数

	2.3  数学模型方法概述
	2.3.1  数学模型的概念
	2.3.2  数学模型的建立过程
	2.3.3  函数模型的建立

	2.4  本章小结
	2.4.1  内容提要
	2.4.2  疑点解析


	第3章  极限与连续
	3.1  极限的概念
	3.1.1  数列的极限
	3.1.2  函数的极限
	3.1.3  极限的性质
	3.1.4   关于极限概念的说明
	3.1.5  无穷小量 
	3.1.6  无穷大量

	3.2  极限的运算
	3.2.1  极限的运算法则
	3.2.2  两个重要极限
	3.2.3  无穷小的比较

	3.3  函数的连续性
	3.3.1  函数的连续性定义
	3.3.2  初等函数的连续性
	3.3.3  闭区间上连续函数的性质

	3.4  本章小结
	3.4.1  内容提要
	3.4.2  疑点解析


	第4章  导数与微分
	4.1  导数的概念
	4.1.1  两个实例
	4.1.2  导数的概念
	4.1.3  可导与连续的关系
	4.1.4  求导举例

	4.2  求导法则
	4.2.1  函数的和、差、积、商的求导法则
	4.2.2  复合函数的求导法则
	4.2.3  反函数的求导法则
	4.2.4  基本初等函数的求导公式
	4.2.5  三种常用的求导方法
	4.2.6  高阶导数

	4.3  微分
	4.3.1  微分的概念
	4.3.2  微分的几何意义
	4.3.3  微分的运算法则
	4.3.4  微分在近似计算中的应用

	4.4  本章小结
	4.4.1  内容提要
	4.4.2  疑点解析


	第5章  导数的应用
	5.1  微分中值定理
	5.2  洛必达法则
	5.3  函数的单调性、极值与最值
	5.3.1  函数的单调性
	5.3.2  函数的极值
	5.3.3  函数的最大值与最小值

	5.4  函数图形的凸向与拐点
	5.5  本章小结
	5.5.1  内容提要
	5.5.2  疑点解析


	第6章  不 定 积 分
	6.1  不定积分的概念及性质
	6.1.1  不定积分的概念
	6.1.2  基本积分公式
	6.1.3  不定积分的性质

	6.2  不定积分的积分方法
	6.2.1  第一换元积分法（或称凑微分法）
	6.2.2  第二换元积分法
	6.2.3  分部积分法
	6.2.4  简单有理函数的积分

	6.3  本章小结
	6.3.1  内容提要
	6.3.2  疑点解析


	第7章  定  积  分
	7.1  定积分的概念及性质
	7.1.1  定积分的实际背景
	7.1.2  定积分的概念
	7.1.3  定积分的几何意义
	7.1.4  定积分的性质

	7.2  微积分基本公式
	7.2.1  变上限的定积分
	7.2.2  微积分基本公式

	7.3  定积分的计算方法
	7.3.1  定积分的换元法
	7.3.2  定积分的分部积分法

	7.4  无限区间上的广义积分
	7.5  本章小结
	7.5.1  内容提要
	7.5.2  疑点解析


	第8章  定积分的应用
	8.1  定积分的几何应用
	8.1.1  定积分的微元法
	8.1.2  用定积分求平面图形的面积
	8.1.3  用定积分求体积 
	8.1.4  平面曲线的弧长

	8.2  定积分的物理应用举例
	8.3  本章小结
	8.3.1  内容提要
	8.3.2  疑点解析


	第9章  常微分方程
	9.1  常微分方程的基本概念
	9.2  一阶微分方程与可降阶的高阶微分方程
	9.2.1  可分离变量的微分方程
	9.2.2  齐次型微分方程
	9.2.3  一阶线性微分方程
	9.2.4  可降阶的高阶微分方程

	9.3  二阶常系数线性微分方程
	9.3.1  二阶线性微分方程解的结构
	9.3.2  二阶常系数齐次线性微分方程的解法
	9.3.3  二阶常系数非齐次线性微分方程的解法

	9.4  微分方程在数学建模中的应用
	9.5  本章小结
	9.5.1  内容提要
	9.5.2  疑点解析


	第10章  空间解析几何与向量
	10.1  空间直角坐标系与向量的概念
	10.1.1  空间直角坐标系
	10.1.2  向量的概念及其线性运算
	10.1.3  向量的坐标表示

	10.2  向量的数量积与向量积
	10.2.1  向量的数量积
	10.2.2  向量的向量积

	10.3  平面与直线
	10.3.1  平面方程
	10.3.2  直线方程

	10.4  曲面与空间曲线
	10.4.1  曲面方程的概念
	10.4.2  柱面
	10.4.3  旋转曲面
	10.4.4  二次曲面
	10.4.5  空间曲线及其在坐标面上的投影

	10.5  本章小结
	10.5.1  内容提要
	10.5.2  疑点解析

	习  题  10

	第11章  多元函数微分学
	11.1  多元函数的概念、极限及连续
	11.1.1  多元函数
	11.1.2  二元函数的极限与连续

	11.2  偏导数
	11.2.1  偏导数
	11.2.2  高阶偏导数

	11.3  全微分
	11.3.1  全微分的定义
	11.3.2  全微分在近似计算中的应用

	11.4  多元复合函数微分法及偏导数的几何应用
	11.4.1  复合函数微分法
	11.4.2  隐函数的微分法
	11.4.3  偏导数的几何应用

	11.5  多元函数的极值
	11.5.1  二元函数的极值
	11.5.2  多元函数的最大值与最小值
	11.5.3  条件极值

	11.6  本章小结
	11.6.1  内容提要
	11.6.2  疑点解析

	习  题  11

	第12章  多元函数的积分学
	12.1  二重积分的概念与计算
	12.1.1  二重积分的概念与性质
	12.1.2  在直角坐标系下计算二重积分
	12.1.3  在极坐标系下计算二重积分

	12.2  二重积分应用举例
	12.3  对坐标的曲线积分
	12.3.1  对坐标的曲线积分的概念与性质
	12.3.2  对坐标的曲线积分的计算

	12.4  格林公式
	12.4.1  格林公式
	12.4.2  平面上曲线积分与路径无关的条件

	12.5  本章小结
	12.5.1  内容提要
	12.5.2  疑点解析

	习  题  12

	第13章  无 穷 级 数
	13.1  数项级数
	13.1.1  数项级数的概念与性质
	13.1.2  正项级数及其敛散性
	13.1.3  交错级数及其敛散性
	13.1.4  绝对收敛与条件收敛

	13.2  幂级数
	13.2.1 幂级数的概念
	13.2.2  幂级数的性质
	13.2.3  将函数展开成幂级数
	13.2.4  幂级数的应用

	13.3  傅里叶级数
	13.3.1  以2(为周期的函数展开成傅里叶级数
	13.3.2  以2l为周期的函数展开成傅里叶级数

	13.4  本章小结
	13.4.1  内容提要
	13.4.2  疑点解析

	习  题  13

	第14章  矩    阵
	14.1  矩阵及其运算
	14.1.1  矩阵的概念
	14.1.2  矩阵的加法
	14.1.3  数与矩阵的乘法（数乘矩阵）
	14.1.4  矩阵的乘法
	14.1.5  矩阵的转置

	14.2  矩阵的初等行变换与矩阵的秩
	14.2.1  矩阵的初等行变换
	14.2.2  初等矩阵
	14.2.3  矩阵的秩

	14.3  方阵的行列式
	14.3.1  方阵行列式的定义
	14.3.2  行列式的性质
	14.3.3  克拉默法则

	14.4  逆矩阵
	14.4.1  逆矩阵的概念
	14.4.2  逆矩阵的性质 

	14.5  矩阵的应用
	14.6  本章小结
	14.6.1  内容提要
	14.6.2  疑点解析

	习  题  14

	第15章  数 学 实 验
	15.1  作函数图形、求数列或函数的极限的演示与实验
	15.1.1  实验目的
	15.1.2  原理与方法
	15.1.3  内容与步骤

	15.2  函数的导数的演示与实验
	15.2.1  实验目的
	15.2.2  原理与方法
	15.2.3  内容与步骤

	15.3  导数应用的演示与实验
	15.3.1  实验目的
	15.3.2  原理与方法
	15.3.3  内容与步骤

	15.4  函数积分的演示与实验
	15.4.1  实验目的
	15.4.2  原理与方法
	15.4.3  内容与步骤

	15.5  微分方程的解的演示与实验
	15.5.1  实验目的
	15.5.2  原理与方法
	15.5.3  内容与步骤

	15.6  多元函数的偏导数和重积分的演示与实验
	15.6.1  实验目的
	15.6.2  内容与步骤

	15.7  级数的和、函数展开成幂级数的演示与实验
	15.7.1  实验目的
	15.7.2  内容与步骤

	15.8  矩阵的基本运算的演示与实验
	15.8.1  实验目的
	15.8.2  内容与步骤

	15.9  线性方程组的解的演示与实验
	15.9.1  实验目的
	15.9.2  内容与步骤


	习题参考答案
	参 考 文 献



