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前    言 

 
高等数学是高等理工科院校的一门重要基础理论课，也是硕士研究生入学考试的重要部

分。习题课是复习巩固基本概念、加深理解基本理论、提高学生运算和论证能力的重要环节，

为此，我们结合教学中的实践经验，编写了此书。 
本书是根据教育部制定的《高等数学课程教学基本要求》的精神，并按照同济大学应用数

学系主编的《高等数学》（第六版 下册）的章节顺序编写而成，读者也可将此书与其他《高等

数学》教材配合使用。全书共 5 章，每章由“基本要求”、“主要内容”、“典型例题”、“释疑解

难”、“部分习题解答”、“练习题”、“考研真题”组成。 
在“基本要求”中，向读者提出本次课要达到的要求；“主要内容”则扼要概括了有关定

义、定理、公式等，条理清晰，重点突出；“典型例题”部分着重分析解题思路，引导学生思

考，并加以评注，开拓思路，达到举一反三的效果；“释疑解难”采用问答的形式，指明概念

中容易误解的疑点，帮助学生辨析在学习中常见的一些似是疑非的难点；“部分习题解答”针

对课后习题中一些较难的题目给出解答过程；“练习题”附有答案，可供读者自我检查；“考研

真题”将近几年的硕士研究生入学考试题编入各讲，希望通过对此类题目的分析，能够让读者

对研究生入学考试的要求、命题的基本思路有一个基本的了解，并为以后考研打好基础。 
本书可作为高等理工科院校的习题课教材，还可作为自学高等数学，特别是准备报考硕士

研究生的读者复习参考书。 
本书由武汉科技大学城市学院规划，旨在提高学生学习高等数学的兴趣，以及为考研数学

奠定良好基础。本书由马倩、金凌辉担任主编，李霞、孙晓梅、熊萍担任副主编。具体分工如

下：第 8 章由金凌辉编写；第 9 章由马倩编写；第 10 章由李霞编写；第 11 章由孙晓梅编写；

第 12 章由熊萍编写，全书由马倩统稿。 
武汉科技大学城市学院的陈建勋院长、王良刚部长对本书的编写提出了许多宝贵意见。电

子工业出版社对本书的编审、出版做了大量工作，在此一并致谢！ 
由于编者水平有限，时间仓促，书中不足及错漏之处在所难免，望各位专家、同行、读者

批评指正。 

 
编    者     
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第 8 章  空间解析几何与向量代数 

 

8.1  向 量 代 数 

8.1.1  基本要求 

1．理解空间直角坐标系，理解向量的概念及其表示． 
2．掌握向量的运算（线性运算、数量积、向量积、混合积），了解两个向量垂直、平行

的条件． 
3．理解单位向量、方向角与方向余弦、向量的坐标表达式，掌握用坐标表达式进行向量

运算的方法. 

8.1.2  基本内容 

1．向量的基本概念 

向量的定义：既有大小又有方向的量称为向量（矢量），通常记为 a 或 AB
⎯⎯→

. 

向量的模：向量的大小称为向量的模，记为|a|或 | |AB
⎯⎯→

. 
单位向量：模等于 1 的向量叫做单位向量. 

零向量：模等于 0 的向量叫做零向量，记作 0 或 0
→

. 零向量的起点与终点重合，它的方向

可以看作是任意的. 
空间直角坐标系：在空间取定一点 O 和三个两两垂直的单位向量 i、j、k，就确定了三条

都以 O 为原点的两两垂直的数轴，依次记为 x 轴（横轴）、y 轴（纵轴）、z 轴（竖轴），统称

为坐标轴. 它们构成一个空间直角坐标系，称为 Oxyz 坐标系.  

向量的坐标表达式：设 , ,x y z 分别为向量 r 在三个坐标轴上的投影，则 OM
⎯⎯→

= =r  
x y z+ +i j k . 称为向量 r 的坐标分解式，xi、yj、zk 称为向量 r 沿三个坐标轴方向的分向量. 此
时 , ,x y z 称为向量 r 的坐标. 

向量的方向角、方向余弦：非零向量 r 与三条坐标轴的夹角 α、β、γ 称为向量 r 的方向角.α、

β、γ 的余弦称为向量 r 的方向余弦，设 r = (x, y, z)，则 

cos
| |
xα =
r

, cos
| |
yβ =
r

, cos
| |
zγ =
r

. 

2．向量的线性运算 

向量的加法：设有两个向量 a 与 b，平移向量使 b 的起点与 a 的终点重合，此时从 a 的起
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点到 b 的终点的向量 c 称为向量 a 与 b 的和，记作 a+b，即 c=a+b .向量的加法在几何上符合

平行四边形法则（或三角形法则）. 
向量的数乘：向量 a 与实数λ的乘积记作λa，规定λa 是一个向量，它的模|λa| = |λ||a|，它

的方向当λ > 0 时与 a 相同，当λ < 0 时与 a 相反. 当λ = 0 时，|λa| = 0，即λa 为零向量，这时

它的方向可以是任意的. 特别地，当λ = ±1 时，有 1a = a, (−1)a = −a.  
在空间直角坐标系下，设 a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)，则 

a+b = (axi+ayj+azk)+(bxi+byj+bzk) = (ax+bx)i+(ay+by)j+(az+bz)k = (ax+bx, ay+by, az+bz). 
λa = λ(axi+ayj+azk) = (λax)i+(λay)j+(λaz)k = (λax, λay, λaz). 

3．向量的数量积与向量积 

向量的数量积：对于两个向量 a 和 b，它们的模 |a|、|b| 及它们的夹角θ 的余弦的乘积称

为向量 a 和 b 的数量积，记作 a⋅b，即 

a·b = |a| |b| cosθ .  
数量积具有以下性质： 

（1）a·a = |a|2.  
（2）对于两个非零向量 a、b，如果 a·b =0，则 a⊥b；反之，如果 a⊥b，则 a·b =0.  
向量的向量积：设向量 c 是由两个向量 a 与 b 按下列方式定出：c 的模 |c|=|a||b|sin θ，其

中θ 为 a 与 b 间的夹角.c 的方向垂直于 a 与 b 所决定的平面，c 的指向按右手规则从 a 转向 b
来确定.则向量 c 叫做向量 a 与 b 的向量积，记作 a×b，即 

c = a×b.  
向量积具有以下性质： 

（1）a×a = 0. 
（2）对于两个非零向量 a、b，如果 a×b = 0，则 a//b; 反之，如果 a//b，则 a×b = 0.  
在空间直角坐标系下，设 a = (ax, ay, az )，b = (bx, by, bz ), 则 

a·b = axbx+ayby+azbz . 

 
 

x y z

x y z

a a a
b b b

× =
i j k

a b = aybzi+azbx j+axbyk−aybxk−axbz j−azbyi 

                     = ( ay bz − az by) i + ( az bx − ax bz) j + ( ax by − ay bx) k.  

8.1.3  典型例题 

【例 1】 用向量方法证明，若一个四边形的对角线互相平分，则该四边形为平行四边形． 
证明：如图 8-1-1 所示，因为平行四边形 ABCD 的对角线 

互相平分，则有 ,BM MD CM MA
⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

= =  

由三角形法则有 BA BM MA
⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

= + ； 

CD CM MD MA BM BM MA
⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

= + = + = + . 

所以 BA CD
⎯⎯→ ⎯⎯→

= ，即 BA 平行且等于CD，故四边形 ABCD 是平行四边形. 

 
图 8-1-1 
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评注：利用向量可以证明中学学过的很多初等几何问题，用向量的方法证明几何问题通

常需要先根据所给问题构造向量，再结合平行四边形法则或三角形法则进行证明. 
【例 2】 求与向量 2 2= − +a i j k 共线且满足方程 a·x = 18− 的向量 x. 
解：法一  因为 x 与 a 共线，所以必有 0λ ≠ ，使得 

x = λa = (2 , ,2 )λ λ λ−  

又因为 a·x = 4 4λ λ λ+ +  = 18− ，所以 2λ = − ，故 x = ( 4,2, 4)− −  
法二  由 a·x = |a| |x| cosθ = −18 且 x 与 a 共线得 πθ = ，又因为|a| = 3，所以|x| = 6，故 

x = 2− a = ( 4,2, 4)− −  

评注：证明两个向量共线的方法有： 
1．证明有 0λ ≠ ，使得 a = λb； 

2．证明两个向量的对应坐标成比例，即 yx z

x y z

aa a
b b b

= = ； 

3．证明 a × b = 0. 

【例 3】 求证向量 a
→
和向量

2

( )

( )

a a bb
a

→ → →
→

→

⋅
− 垂直. 

证明：因为
2 2

( ) ( )

( ) ( )

a a b a a a ba b a b
a a

→ → → → → → →
→ → → →

→ →

⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⋅ − = ⋅ −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2

2

| | 0
| |

aa b a b
a

→
→ → → →

→
= ⋅ − ⋅ =  

所以，向量 a
→
和向量

2

( )

( )

a a bb
a

→ → →
→

→

⋅
− 垂直. 

评注：证明两个向量垂直的方法有： 
1．证明 a·b = 0； 
2．证明两向量相应坐标乘积为零，即 0x x y y z za b a b a b+ + =  

【例 4】 向量 a, b, c 具有相同的模，且两两所成的角相等，若 a, b 的坐标分别为 (1,1,0)  
(0,1,1)和 ，求向量 c 的坐标． 
解：设 r= = =a b c 且它们两两所成的角相等，设为θ  

因为                           ⋅a b 1 0 1 1 0 1 1= × + × + × =  

于是                              2
1cos
r

θ ⋅
= =

⋅
a b
a b

 

设向量 c 的坐标为 ( , , )x y z  

则               ⋅a c 1 1 0x y z x y= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + = 2
1cos 1r r
r

θ⋅ = ⋅ ⋅ =a b  （1） 

                 ⋅b c 0 1 1x y z y z= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + = 2
1cos 1r r
r

θ⋅ = ⋅ ⋅ =b c  （2） 

                 c 2 2 2x y z= + + = r 2 2 21 1 0 2= + + =  

所以                              2 2 2 2x y z+ + =  （3） 
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联立（1）、（2）、（3）解得        
1
0
1

x
y
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

或

1
3

4
3

1
3

x

y

z

⎧ = −⎪
⎪
⎪ =⎨
⎪
⎪ = −⎪⎩

 

所以向量 c 的坐标为 (1,0,1) 或 1 4 1, ,
3 3 3

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

评注：通常涉及向量的模和向量夹角的问题，都可以尝试利用向量的数量积进行求解. 
【例 5】 设非零向量 1e 和 2e 不共线，若 AB

⎯⎯→
 = 1 2+e e ，A C

⎯⎯→

1 22 8= +e e ，A D
⎯⎯→

1 23( )= −e e ，

求证：A、B、C、D 共面. 

证明：因为    1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2

( ) [( ) (2 8 )] [3( )]
(8 2 ) 3( )
18[( ) ( ) ]
0

A B A C A D
⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

× ⋅ = + × + ⋅ −
= × + × ⋅ −
= × ⋅ − × ⋅
=

e e e e e e
e e e e e e

e e e e e e

 

所以， A B A C A D
⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

， ， 共面，即 A、B、C、D 共面. 

评注：本例提供了一种证明空间中四点共面的方法，证明空间中四点共面可转换为证明

由这四点构成的三个向量共面. 其中 ( )A B A C A D
⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

× ⋅ 也称为此三个向量的混合积，空间中三个

非零向量共面的充分必要条件为它们的混合积为零.从几何上看，三个向量的混合积表示的是

以此三个向量为邻边构成的平行六面体体积（见下例）. 
例 6  已知点 (3,6,1)A , (2, 4,1)B − , (0, 2,3)C − , ( 2,0, 3)D − − ， 

（1）求以 AB , AC , AD 为邻边组成的平行六面体的体积． 
（2）求三棱锥 A BCD− 的体积． 
（3）求 BCDΔ 的面积． 
（4）求点 A 到平面 BCD 的距离． 

解：由 A B C D、 、 、 四点的坐标有 ( 1, 10,0)AB
⎯⎯→

= − − ， ( 3, 8,2)AC
⎯⎯→

= − − ， ( 5, 6, 4)AD
⎯⎯→

= − − − . 
（1）易知以 AB , AC , AD 为邻边的平行六面体的体积为它们构成的混合积，即 

1 10 0
3 8 2 32 100 0 (0 120 12) 176
5 6 4

V
− −

= − − = − + + − − + =
− − −

 

（2）由立体几何的知识可知，四面体 ABCD （三棱锥 A BCD− ）的体积 

T
1 1 88176
6 6 3

V V= = × =  

（3）因为 ( 2,2,2)BC
⎯⎯→

= − ， ( 4,4, 4)BD
⎯⎯→

= − −  

BC BD
⎯⎯→ ⎯⎯→

× 2 2 2 16 16 0
4 4 4

= − = − − +
− −

i j k
i j k  

 
图 8-1-2 
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所以 2 2| | ( 16) ( 16) 16 2BC BD
⎯⎯→ ⎯⎯→

× = − + − = ，这是平行四边形 BCED 的面积（如图 8-1-2）. 

因此
1
2BCDS SΔ = □ BCED

1 16 2 8 2
2

= × = . 

（4）设点 A 到平面 BCD的距离为 H ，由立体几何知识可知三棱锥 A BCD− 的体积 

T
1
3 BCDV S HΔ= ⋅  

所以 T

8833 11 11 23
28 2 2BCD

VH
SΔ

⋅
= = = =  

评注：本例中利用了向量混合积的几何意义，同时在解题过程中结合了同学们在高中时

学过的立体几何知识. 

8.1.4  疑难释疑 

1．向量加法的平行四边形法则与三角形法则各有何特点？ 
答：当向量 a 与 b 不平行时，平移向量使 a 与 b 的起点重

合, 以 a、b 为邻边作一平行四边形，从公共起点到对角的向

量等于向量 a 与 b 的和 a+b. 该法则称为向量加法的平行四边

形法则，该法则适合于讨论两个向量作和. 
若将向量 b 的起点接于向量 a 的终点，此时从 a 的起点

到 b 的终点的向量 c 即为向量 a 与 b 的和. 该法则称为向量加

法的三角形法则. 
三角形法则的好处在于可以推广到多个向量作和，此时

只需使前一向量的终点作为下一向量的起点，相继作向量 a1, 
a2, ⋅ ⋅ ⋅, an, 再以第一向量的起点为起点，最后一向量的终点为

终点作一向量，这个向量即为所求的和 a1+a2+ ⋅ ⋅ ⋅+an. 
2．如何定义两个向量的夹角？ 
答：当把两个非零向量 a 与 b 的起点放到同一点时，两个向量之间的不超过 π 的夹角称

为向量 a 与 b 的夹角，记作 ^( ,  )a b 或 ^( ,  )b a . 如果向量 a 与 b 中有一个是零向量，规定它们的

夹角可以在 0 与 π 之间任意取值.类似地，可以规定向量与一轴的夹角或空间两轴的夹角.  
3．空间直角坐标系有何特征？ 
答：空间直角坐标系的三个坐标轴两两垂直，通常三个轴应具有相同的长度单位；在构

造坐标系时通常把 x 轴和 y 轴配置在水平面上，而 z 轴则是铅垂线，坐标轴的的正向必须符

合右手规则. 在空间直角坐标系中，任意两个坐标轴可以确定一个平面，这种平面称为坐标面. 
x 轴及 y 轴所确定的坐标面叫做 xOy 面，另两个坐标面是 yOz 面和 zOx 面. 坐标面上和坐标轴

上的点，其坐标各有一定的特征. 例如：点 M 在 yOz 面上，则 x=0；同理，在 zOx 面上的点，

y=0；在 xOy 面上的点，z=0. 如果点 M 在 x 轴上，则 y=z=0；同样在 y 轴上，有 z=x=0；在 z
轴上的点，有 x=y=0. 如果点 M 为原点，则 x=y=z=0. 

4．数量积和向量积有何本质的区别？ 
答：数量积也称为内积，通常记为“点乘”. 根据定义，若两个向量作数量积，则它们的

 
图 8-1-3 

图 8-1-4 
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乘积为一个数，这个数的大小由两个向量的模及它们的夹角的余弦决定，例如，向量 a 与向

量 b 的夹角为θ ，则它们数量积 a·b 等于|a| |b| cosθ；相应的，向量积也称为外积，通常记为

“叉乘”. 若两个向量作向量积，则它们的乘积为一个向量，该向量的模（大小）等于原来两

个向量的模与它们夹角正弦的乘积，方向则由右手规则决定. 例如 a×b = c. 则向量 c.的模等于

|a||b| sin θ ，其中θ 为 a 与 b 间的夹角，c 的方向垂直于 a 与 b 所决定的平面，c 的指向按右手

规则从 a 转向 b 来确定.  

8.1.5  部分习题解答 

【习题 8-1】 
5．求平行于向量 (6,7, 6)= −a 的单位向量. 

解： 2 2 26 7 ( 6) 11= + + − =a ，故平行于向量 a 的单位向量为 

6 7 6, ,
11 11 11

−⎛ ⎞= ± = ±⎜ ⎟
⎝ ⎠a

ae
a

. 

18．一向量的终点在点 (2, 1,7)B − ,它在 x 轴， y 轴和 z 轴上的投影依次为 4, 4− 和 7 . 求该

向量起点 A 的坐标. 
解：设向量的起点 A 的坐标为 ( , , )x y z ，由 (2 , 1 ,7 ) (4, 4,7)x y z− − − − = − 可知 2x = − ， 3y = ，

0z = . 即 A 的坐标为 ( 2,3,0)− . 
19．设 3 5 8= + +m i j k ， 2 4 7= − −n i j k 和 5 4= + −p i j k ，求向量 4 3= + −a m n p 在 x 轴

上的投影及在 y 轴上的分向量. 
解： 4(3 5 8 ) 3(2 4 7 ) (5 4 ) 13 7 15= + + + − − − + − = + +a i j k i j k i j k i j k ，因此向量 a 在 x 轴上

的投影为 13，在 y 轴上的分向量为 7 j . 
【习题 8-2】 
2．设 , ,a b c 为单位向量，且满足 + + = 0a b c ，求 ⋅ + ⋅ + ⋅a b b c c a . 

解：由
2 2 2( ) ( ) 2 2 2 0+ + ⋅ + + = + + + ⋅ + ⋅ + ⋅ =a b c a b c a b c a b b c c a  

得
2 2 21 3( )

2 2
⋅ + ⋅ + ⋅ = − + + = −a b b c c a a b c . 

8．试用向量证明直径所对的圆周角是直角. 
证明：如图 8-1-5，因为 

2 2

( ) ( )

( ) ( )

0

AB BC AO OB BO OC

OC OB BO OC

OC OB

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→
⋅ = + ⋅ +

= + ⋅ +

= − =
 

故 AB BC
⎯⎯→ ⎯⎯→

⊥ ，即直径所对的圆周角是直角.  
12．试用向量证明不等式 

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3a a a b b b a b a b a b+ + + + + +≥  

其中 1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a b b b 为任意实数，并指出等号成立的条件. 
证明：设向量 a 1 2 3( , , )a a a= ， b 1 2 3( , , )b b b= . 

 
图 8-1-5 
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由 cos( , )⋅ =a b a b a b 知 cos( , )⋅ = ≤a b a b a b a b ，即 

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3a b a b a b a a a b b b+ + + + + +≤ ， 

当 cos( , ) 1=a b ，即 ,a b 共线时等号成立. 

8.1.6  练习题 

1．填空题 
（1）点 ( , , )M x y z 关于 x 轴的对称点为 1M         ；关于 xOy 平面的对称点为 2M         ；

关于原点的对称点为 3M         . 
（2）平行于 a = (1, 1, 1)的单位向量为        ；若向量 ( ,1,5)λ=a 与向量 (2,10,50)=b 平

行，λ 为        . 
（3）已知两向量 6 4 10= − +a i j k ， 3 4 9= + −b i j k ，则 2+ =a b         ， 3 2− =a b  

        ，3 2−a b在 z 轴上的投影为        . 
2．选择题 

（1）向量 a 与 b 的数量积 ⋅a b  = （    ）. 
   A． a brjΡ a        B． ⋅a arjΡ b            C． a arjΡ b     D． b arjΡ b      

（2）非零向量 ,a b 满足 0⋅ =a b ，则有（    ）． 
   A． a // b           B． λ=a b （λ 为实数） C． ⊥a b       D． 0+ =a b  

（3）设 a 与 b 为非零向量，则 0× =a b 是（    ）． 
   A．a//b 的充要条件            B．a⊥b 的充要条件 
   C． =a b 的充要条件            D．a//b 的必要但不充分的条件 
3．计算及证明题 

（1）已知 | | 1=a , | | 4=b , | | 5=c ，并且 0+ + =a b c . 计算 × + × + ×a b b c c a ． 
（2）已知 | | 3⋅ =a b ， | | 4× =a b ，求 | | | |⋅a b ． 
（3）设点 O 是平面上正多边形 A1A2…An 的中心，证明: 

1OA + 2OA +…+ nOA  = 0 . 

习题答案 

1．（1） ( , , )x y z− − ; ( , , )x y z− ; ( , , )x y z− − − . 

（2） 1 (1,1,1)
3

± ; 1
5

. 

（3）12 4 8+ −i j k ; 12 20 48− +i j k ; 48 
2．（1）C  （2）C  （3）A 
3．（1）因为 | | 1=a , | | 4=b , | | 5=c ，并且 a + b + c = 0，所以 a 与 b 同向，且 +a b 与 c

反向，因此 0× =a b ， 0× =b c ， 0× =c a ，所以 0× + × + × =a b b c c a . 
（2）易知 | | cos 3θ⋅ = ⋅ =a b a b   ①     | | sin 4θ× = ⋅ =a b a b   ② 

故由①2+②2 得 ( )2
25⋅ =a b ，所以 5⋅ =a b . 
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（3）因为 

1OA
⎯⎯→

+ 3OA
⎯⎯→

 = λ 2OA
⎯⎯→

, 

2OA
⎯⎯→

+ 4OA
⎯⎯→

 = λ 3OA
⎯⎯→

, 

…… 

1nOA
⎯⎯→

− + 1OA
⎯⎯→

 = λ nOA
⎯⎯→

, 

nOA
⎯⎯→

+ 2OA
⎯⎯→

 = λ 1OA
⎯⎯→

, 

所以   2( 1OA
⎯⎯→

+ 2OA
⎯⎯→

+…+ nOA
⎯⎯→

) 

      = λ( 1OA
⎯⎯→

+ 2OA
⎯⎯→

+…+ nOA
⎯⎯→

), 

所以         (λ − 2)( 1OA
⎯⎯→

+ 2OA
⎯⎯→

+…+ nOA
⎯⎯→

) = 0
→

. 
显然            λ ≠ 2，即 λ − 2≠0.  

所以          1OA
⎯⎯→

+ 2OA
⎯⎯→

+…+ nOA
⎯⎯→

 = 0
→

. 

8.1.7  考研真题 

【例 1】（1995 年数一） 设 ( ) 2× ⋅ =a b c ，求[( ) ( )] ( )+ × + ⋅ +a b b c c a . 
解：易知 0, 0, 0, 0, 0× = × ⋅ = × ⋅ = × ⋅ = × ⋅ =b b a b a a c c b c c a c a ，从而由分配律有 [( )+ ×a b  

( )] ( ) ( ) ( )+ ⋅ + = × ⋅ + × ⋅b c c a a b c b c a ，又因为 ( ) ( )× ⋅ = × ⋅a b c b c a ，故原式等于 4. 

评注：在历年研究生入学考试中，单独考察向量代数的题目较少. 本题主要考察了向量数

量积和向量积运算的分配律及相关性质. 

8.2  空间平面、直线和曲面方程 

8.2.1  基本要求 

1．掌握平面方程（点法式、混合积）和直线方程（点向式、一般式）及其求法. 
2．会求平面与平面、平面与直线、直线与直线之间的夹角，并会利用平面、直线的相互

关系（平行、垂直、相交等）解决有关问题. 
3．会求点到直线以及点到平面的距离. 
4．了解曲面方程和空间曲线方程的概念. 
5．了解常用二次曲面的方程及其图形，会求以坐标轴为旋转轴的旋转曲面及母线平行于

坐标轴的柱面方程. 
6．了解空间曲线的参数方程和一般方程. 了解空间曲线在坐标平面上的投影，并会求其方程. 

8.2.2  基本内容 

1．曲面方程和空间曲线方程 

在空间解析几何中，任何曲面都可以看作点的几何轨迹. 在这样的意义下，如果曲面 S 与

三元方程 

 
图 8-1-6 
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F(x, y, z) = 0 
有下述关系:     

（1）曲面 S 上任一点的坐标都满足方程 F(x, y, z) = 0;     
（2）不在曲面 S 上的点的坐标都不满足方程 F(x, y, z) = 0,  
那么，方程 F(x, y, z) = 0 就叫做曲面 S 的方程，而曲面 S 就叫做方程 F(x, y, z) = 0 的图形. 
空间曲线可以看作两个曲面的交线. 设 

F(x, y, z) = 0 和 G(x, y, z) = 0 

是两个曲面方程，它们的交线为C. 因为曲线C上的任何点的坐标应同时满足这两个方程，

所以应满足方程组 

                                   
( , , ) 0
( , , ) 0

F x y z
G x y z

=⎧
⎨ =⎩

 （1） 

反过来，如果点 M 不在曲线 C 上，那么它不可能同时在两个曲面上，所以它的坐标不满

足方程组. 
空间曲线 C 的方程除了一般方程之外，也可以用参数形式表示，只要将 C 上动点的坐标

x、y、z 表示为参数 t 的函数:   

                                    
( )
( )
( )

x x t
y y t
z z t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 （2） 

当给定 t = t1 时，就得到 C 上的一个点(x1, y1, z1); 随着 t 的变动便得曲线 C 上的全部点. 方
程组（2）叫做空间曲线的参数方程. 

2．平面方程和空间直线方程 

平面的点法式方程：当平面Π上一点 M0 (x0, y0, z0)和它的一个法线向量 n = (A, B, C)为已知

时,方程 A(x−x0)+B(y−y0)+C(z− z0) = 0 称为平面Π 的点法式方程. 
平面的一般方程：任一三元一次方程 Ax+By+Cz+D = 0 的图形总是一个平面 . 方程

Ax+By+Cz+D = 0 称为平面的一般方程，其中 x, y, z 的系数就是该平面的一个法线向量 n 的坐标. 
直线的点向式方程：当直线 L 上一点 M 0(x0, y0, x0)和它的一方向向量 s  =  (m, n, p)为已知

时，直线 L 的位置就完全确定了.  0 0 0x x y y z z
m n p
− − −

= = 就是直线 L 的方程，叫做直线的对称

式方程或点向式方程. 
直线的一般方程：空间直线 L 可以看作是两个平面Π1 和Π2 的交线. 如果两个相交平面Π1

和Π2的方程分别为A1x+B1y+C1z+D1 = 0和A2x+B2y+C2z+D2 = 0,方程组 1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

+ + + =⎧
⎨ + + + =⎩

叫做空间直线 L 的一般方程. 

直线的参数方程：由直线的对称式方程容易导出直线的参数方程. 设 0 0x x y y
m n
− −

= =  

0z z t
p

−
= , 得方程组

0

0

0

x x mt
y y nt
z z pt

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

. 此方程组就是直线的参数方程.  
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3．平面、直线间的夹角及位置关系，点到平面、直线的距离 

平面的夹角公式：设平面Π1 和Π2 的法线向量分别为 n1 = (A1, B1, C1)和 n2 = (A2, B2, C2)，

则平面Π1 和Π2 的夹角θ 可由 ^ 1 2 1 2 1 2
1 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

| |cos | cos( ,  ) | A A B B C C
A B C A B C

θ + +
= =

+ + ⋅ + +
n n 来确定.  

平面的位置关系：平面Π1 和Π2 垂直相当于 A1 A2 +B1B2 +C1C2 = 0；平面Π 1 和Π 2 平行或重

合相当于 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = . 

直线的夹角公式：设直线 L1 和 L2 的方向向量分别为 s1 = (m1, n1, p1)和 s2 = (m2, n2, p2)，则

直线 L1 和 L2 的夹角ϕ可由 ^
1 2cos | cos( ,  ) |ϕ = s s 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

| |m m n n p p
m n p m n p

+ +
=

+ + ⋅ + +
来确定.  

直线的位置关系：设有两直线 L1: 1 1 1

1 1 1

x x y y z z
m n p
− − −

= = , L2: 2 2 2

2 2 2

x x y y z z
m n p
− − −

= = ，则   

L1⊥ L2⇔m1m2+n1n2+p1p2 = 0； L1 // L2⇔ 1 1 1

2 2 2

m n p
m n p

= = .  

直线与平面的夹角公式：设直线的方向向量 s = (m, n, p)，平面的法线向量为 n = (A, B, C)，

直线与平面的夹角为ϕ ，则
2 2 2 2 2 2

| |sin Am Bn Cp
A B C m n p

ϕ + +
=

+ + ⋅ + +
. 

直线与平面的位置关系：设直线的方向向量 s = (m, n, p)，平面的法线向量为 n = (A, B, C)，

则直线与平面垂直相当于
A B C
m n p

= = ；直线与平面平行或直线在平面上相当于 Am+Bn+Cp = 0.  

点到平面的距离：点 1 1 1 1( , , )M x y z 到平面Π 的距离为 0 0 1| |d n M M= ⋅ ，其中 0n 为平面Π 的
单位法向量， 0M 是Π上的任一点. 

点到直线的距离：点 1 1 1 1( , , )M x y z 到直线 L 的距离为 0 0 1| |d s M M= × ，其中 0s 为直线 L 上

的单位向量， 0M 是直线 L 上的任一点. 

4．常见空间曲面方程 

《高等数学》中常用的曲面方程如下表： 

椭球面方程 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = ，当 a b= 或 b c= 或 c a= 时为旋转椭球面，当 a b c= = 时，为球面方程 

双曲面方程 
2 2 2

2 2 2

1,
1,

x y z
a b c

⎧
+ + = ⎨−⎩

 单叶双曲面

双叶双曲面
 

锥面方程 
2 2 2

0, 0x y z abc
a b c

+ + = ≠  

抛物面方程 

2 2

2 2

,
2

,

x y
p q

z
x y
p q

⎧
+⎪

⎪= ⎨
⎪ −⎪⎩

椭圆抛物面

双曲抛物面

，其中 0pq >  
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续表 

柱面方程 

( , ) 0F x y = ，母线平行于 z 轴的柱面方程 

( , ) 0F y z = ，母线平行于 x 轴的柱面方程 

( , ) 0F x z = ，母线平行于 y 轴的柱面方程 

旋转面方程 母线
( , ) 0

0
f y z
x

=⎧
⎨ =⎩

( )
( )

2 2

2 2

: , 0

: , 0

z f x y z

y f y x z

⎧ ± + =⎪
⎨
⎪ ± + =
⎩

绕 轴旋转所得旋转面方程

绕 轴旋转所得旋转面方程

 

8.2.3  典型例题 

【例 1】 求经过点 (3,2,1)A 和 ( 1,2, 3)B − − 且与坐标平面 xOz 垂直的平面的方程． 
解：与 xOz 平面垂直的平面平行于 y 轴，方程为 

                                   0Ax Cz D+ + =  （1） 

把点 (3,2,1)A 和点 ( 1,2, 3)B − − 代入上式得 

                                   3 0A C D+ + =  （2） 

                                   3 0A C D− − + =  （3） 

由（2），（3）得                     
2
DA = − ,

2
DC =  

代入（1）得                       0
2 2
D Dx z D− + + =  

消去 D 得所求的平面方程为            2 0x z− − = . 

评注：本例考察的是平面的位置与平面一般方程的关系. 一般地，若平面平行于 x 轴或垂

直于 yOz 面，则 0A = ；若平面平行于 y 轴或垂直于 xOz 面，则 0B = ；若平面平行于 z 轴或垂

直于 xOy 面，则 0C = ；若平面过原点，则 0D = ；若平面平行于 xOy 平面，则 0A B= = ；若

平面平行于 yOz 平面，则 0B C= = ；若平面平行于 zOx 平面，则 0A C= = . 

【例 2】 求到两平面 :3 2 6 0x y zα − + − = 和 : 1
2 5 1
x y zβ + + =

−
距离相等的点的轨迹方程． 

解：设动点为 ( , , )M x y z ，由点到平面的距离公式得 

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2

3 2 6 5 2 10 10

3 1 2 5 2 10

z y z x y z− + − − + − +
=

+ − + − + + −
 

所以
143 2 6 ( 5 2 10 10)

129
x y z x y z− + − = ± − + − +  

评注：本例考察的是点到平面的距离公式，需要注意的是平面 β 的方程为截距式方程，

遇到截距式方程一般可先将其化为一般方程或点法式方程后找出法向量，再运用相关公式，

下面的例 3 运用的也是类似方法. 
【例 3】 已知原点到平面α 的距离为 120，且α 在三个坐标轴上的截距之比为 2 : 6 :5− ，

求α  的方程． 
解：设截距的比例系数为 k ，则该平面的截距式方程为 
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1
2 6 5
x y z
k k k

+ + =
−

 

化成一般式为                   15 5 6 30 0x y z k− + + − =  
又因点 (0,0,0)O 到平面α 的距离为 120，则有 

2 2 2

30
120

( 15) 5 6

k−
=

− + +
 

求出 4 286k = ± ，所以，所求平面方程为 15 5 6 120 286 0x y z− + + ± = . 

【例 4】 求经过点 (1, 2,0)P − 且与直线
1 1 1

1 1 0
x y z− − −

= = 和
1

1 1 0
x y z +

= =
−

都平行的平面的

方程． 
解：已知两直线的方向向量分别为 1v (1,1,0)= , 2v (1, 1,0)= − ，平面与直线平行，则平面的

法向量 a ( , , )A B C= 与直线垂直 
由 a⊥v1，有                      0 0A B+ + =  （1） 
由 a⊥v2，有                     0 0A B− − =  （2） 
联立（1），（2）求得 0, 0A B= = ，只有 0C ≠  

又因为平面经过点 (1, 2,0)P − ，代入平面一般方程得 

0 1 0 ( 2) 0 0C D× + × − + × + =  

所以 0D = ，故所求平面方程 0Cz = ，即 0z = ，也就是 xOy 平面. 

评注：本例的解答过程中，如何将空间直线和平面的关系转换为它们的方向向量和法向

量的关系是关键. 而向量之间的关系，则可以利用上一节向量代数的相关知识进行处理. 

【例 5】 求通过点 P(1，0，−2)，而与平面 3x − y + 2z − 1 = 0 平行且与直线
1 3

4 2 1
x y z− −

= =
−

相交的直线的方程． 
解：设所求直线的方向向量为 v ( , , )m n p= ，直线与平面3 2 1 0x y z− + − = 平行，则 v 与该

平面的法向量垂直，故有       

                                  3 2 0m n p− + =  （1） 

又因直线与直线
1 3

4 2 1
x y z− −

= =
−

相交，即共面，则有 

4 2 1 0
1 1 3 0 0 2

m n p
− =

− − +
 

所以                            7 8 12 0m n p− − + =  （2） 
由（1），（2）得 

1 2 2 3 3 1
8 12 12 7 7 8

m n p
= =

− −
− − − −

，即
4 50 31
m n p

= =
− −

 

取 4m = ， 50n = − ， 31p = − ，得所求的直线方程为 
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1 2
4 50 31

x y z− +
= =

− −
 

评注：本例的关键在于求出所求直线的方向向量，而在求解过程中除了运用了向量垂直

的内积关系外，还运用了三个向量共面的充要条件. 将两直线相交转换为三个向量共面，是

处理直线相交的问题的一种常用手法. 

【例 6】 一动点 P 到定点 ( 4,0,0)A − 的距离是它到 (2,0,0)B 的距离的两倍，求该动点的轨

迹方程． 
解：设动点 P 的坐标为 ( , , )P x y z ，依题意， 

2 2 2 2 2 2( 4) 2 ( 2)x y z x y z+ + + = − + +  

化简得                          2 2 2 8 0x y z x+ + − = . 

评注：运用两点间距离公式求动点轨迹是一种典型的方法，同学们可以用截痕法研究一

下该动点轨迹的方程，看看这是一个什么曲面. 

【例 7】 求母线平行 z 轴，并以直线
1
1

x
y

=⎧
⎨ =⎩

为中心轴的圆柱面的方程．  

解：如右图 8-2-1 所示,圆柱面在 xOy 平面上投影的圆心 

坐标为 (1,1) ，半径为 2 ，所以所求圆柱面方程为 
2 2( 1) ( 1) 2x y− + − =  

评注：一般地，只含 x、y 而缺 z 的方程 F(x, y) = 0，在空间直角

坐标系中表示母线平行于 z 轴的柱面，其准线是 xOy 面上的曲线 C:  F(x, y) = 0. 因此本例关

键在于根据题意找出 xOy 面上的曲线 C. 类似的题目还有下面的例8. 
【例 8】 求母线平行 z 轴且经过点 (,4,2,2) (6, 3,7)A B −以及 的圆柱面的方程. 

    解：设所求柱面方程为       2 2 2( ) ( )x a y b a− + − =  （1） 
因为点 (,4,2,2)A , (6, 3,7)B − 在柱面上，则有 

                                2 2 2(4 ) (2 )a b R− + − =  （2） 

                                2 2 2(6 ) ( 3 )a b R− + − − =  （3） 

则                              2 2 2( 0) ( 0)a b R− + − =  （4） 

联立（2）,（3）,（4）求出
25
8

a = , 5
4

b = − , 2 225
64

R =  

代入（1）式得所求的柱面方程为 
2 225 5 225

8 4 64
x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

【例 9】 根据 k 的不同取值，说明 2 2 2(9 ) (4 ) (1 ) 1k x k y k z− + − + − = 表示的各是什么图形． 

    解：方程 2 2 2(9 ) (4 ) (1 ) 1k x k y k z− + − + − =  （1） 

① 9k > 时，（1）式不成立，不表示任何图形； 

② 4 9k< < 时，（1）式变为
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

− − = ，表示双叶双曲线； 

 

图 8-2-1 
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③ 1 4k< < 时，（1）式变为
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ − = ，表示单叶双曲线； 

④ 1k < 时，（1）式变为
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = ，表示椭球面； 

⑤ 1k = 时，（1）式变为
2 2

2 2 1x y
a b

+ = ，表示母线平行于 z 轴的椭圆柱面； 

⑥ 4k = 时，（1）式变为
2 2

2 2 1x z
a b

− = ，表示双曲柱面； 

⑦ 9k = 时，（1）式变为
2 2

2 2 1y z
b c

− − = ，不表示任何图形. 

评注：一般地，我们把三元二次方程所表示的曲面叫做二次曲面. 把平面叫做一次曲面.
怎样了解三元方程 F(x, y, z) = 0 所表示的曲面的形状呢? 除了熟悉课本上所介绍的常见二次曲

面的方程特点外，同学们还应学会运用截痕法进行分析. 

【例 10】 求曲线
2 2

2

2

2

z x y

z x

⎧ = +⎪
⎨

= −⎪⎩
对 xOy 面的投影柱面和在 xOy 面上的投影曲线方程. 

解：由
2 2

2

2

2

z x y

z x

⎧ = +⎪
⎨

= −⎪⎩
消去 z ，得曲线关于 xOy 面的投影柱面方程为 2 2 1x y+ = ，于是得到

曲线在 xOy 面上的投影曲线方程为
2 2 1

0
x y
z

⎧ + =⎪
⎨

=⎪⎩
. 

评注：本例给出了求空间曲线在坐标平面投影的典型方法. 在后面学习二重积分时，有

时需要根据空间立体的方程去确定积分区域，而积分区域的边界，实际上就是空间曲线在坐

标平面上的投影. 因此，同学们应掌握好这个方法. 

8.2.4  疑难释疑 

1．平面方程有哪些形式？相互间如何转换？ 
答：平面方程的形式包括点法式、一般式、截距式，三点式等. 若知道平面上任一点 M0

的坐标 (x0, y0, z0)和它的一个法线向量 n = (A, B, C)，即可得到平面的点法式方程

A(x−x0)+B(y−y0)+C(z− z0) = 0. 将平面的点法式方程展开，即为平面的一般方程. 若平面在三个

坐标轴上的截距分别为 , , ( , , 0)a b c a b c ≠ ，则平面的截距式方程为 1x y z
a b c

+ + = ，截距式方程消掉

分母后便可化为一般方程. 由于三点可以确定一张平面，因此若知道平面上不共线的三点坐标

1 1 1( , , )x y z 、 2 2 2( , , )x y z 、 3 3 3( , , )x y z ，则由三个向量共面的充分条件便可得到平面的三点式方程 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0
x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
− − − =
− − −

 

将此行列式展开，便可化为一般方程. 
2．空间直线的方程有哪些形式？相互间如何转换？ 
答：空间直线的方程包括点向式、参数式、两点式、一般方程等. 若知道直线上任一点
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M0 的坐标(x0, y0, z0)和它的方向向量 s  =  (m, n, p)，则可得到它的点向式方程 0 0x x y y
m n
− −

= =  

0z z
p

− . 若令 0 0 0x x y y z z t
m n p
− − −

= = = ，则可得到直线的参数方程
0

0

0

x x mt
y y nt
z z pt

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

. 由于两点可以

确定一条直线，所以若知道直线上两点的坐标 1 1 1( , , )x y z 、 2 2 2( , , )x y z ，由两个向量共线的充要

条件可得到平面的两点式方程 1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z

− − −
= =

− − −
. 空间直线还可以看作是空间中两张不

平行的平面的交线，因此它的一般方程为 1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

+ + + =⎧
⎨ + + + =⎩

. 将两平面的法向量

1 1 1 1( , , )A B C=n 和 2 2 2 2( , , )A B C=n 作向量积，便可得到直线的方向向量，从而可化为点向式方程. 
3．如何确定旋转曲面的方程？ 
答：确定旋转曲面方程，需要知道它的母线方程以及旋转轴. 比如已知 yOz 坐标面上曲线

C 的方程为 f (y, z) = 0，把这曲线绕某一坐标轴旋转一周，就得到一个以该坐标轴为旋转轴的

旋转曲面. 一般地，若曲线绕 z 轴旋转，则在曲线 C 的方程 f(y, z) = 0 中保持 z 不变，将 y 改成
2 2x y± + ，便可得到旋转曲面的方程为 2 2( ,   ) 0f x y z± + = . 类似，若曲线绕 y 轴旋转，则在

曲线 C 的方程 f(y, z) = 0 中保持 y 不变，将 z 改成 2 2x z± + ，便可得到旋转曲面的方程为
2 2( ,   ) 0f y x z± + = .   

4．柱面方程有何特点？柱面方程是否一定为不完全的三元方程？ 
答：一般而言，缺少变量 z 的方程 ( , ) 0F x y = （称为不完全的三元方程）表示母线平行于

z 轴的柱面. 类似地， ( , ) 0G y z = 表示的是母线平行于 x 轴的柱面； ( , ) 0H x z = 表示母线平行于

y 轴的柱面. 但是，当柱面的母线不平行于坐标轴时，柱面方程就是完全的三元方程. 例如方

程 0x y z+ + = 表示的是一张平面，同时也可以认为是一种特殊的柱面，它是完全的三元方程. 

5．方程组
( , , ) 0
( , , ) 0

F x y z
G x y z

=⎧
⎨ =⎩

一定表示空间曲线吗？ 

答：不一定. 只有当 ( , , ) 0F x y z = 和 ( , , ) 0G x y z = 为曲面方程且它们表示的曲面相交时，方

程组
( , , ) 0
( , , ) 0

F x y z
G x y z

=⎧
⎨ =⎩

才表示空间曲线. 例如方程组
2 2 2

2 2 2

1 0

4 0

x y z

x y z

⎧ + + − =⎪
⎨

+ + − =⎪⎩
所表示的是以原点为球

心，半径分别为 1 和 2 的两个球面，但它们并不相交，因此该方程组不表示空间曲线. 

8.2.5  部分习题解答 

【习题 8-3】 
9．指出下列方程在平面解析几何中和在空间解析几何中分别表示什么图形： 

（1） 2x =      （2） 1y x= +     （3） 2 2 4x y+ =     （4） 2 2 1x y− =  
解：（1）方程 2x = 在平面解析几何中表示直线，在空间解析几何中表示平面. 

（2）方程 1y x= + 在平面解析几何中表示直线，在空间解析几何中表示平面. 
（3）方程 2 2 4x y+ = 在平面解析几何中表示圆，在空间解析几何中表示以 xOy 平面上的圆

2 2 4x y+ = 为准线，母线平行于 z 轴的圆柱面. 
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（4）方程 2 2 1x y− = 在平面解析几何中表示双曲线，在空间解析几何中表示以 xOy 平面上

的双曲线 2 2 1x y− = 为准线，母线平行于 z 轴的双曲柱面. 
【习题 8-4】 

3．分别求母线平行于 x 轴及 y 轴而且通过曲线
2 2 2

2 2 2

2 16

0

x y z

x z y

⎧ + + =⎪
⎨

+ − =⎪⎩
的柱面方程. 

解：消去 x 得母线平行于 x 轴且通过已知曲线的柱面方程 2 23 16y z− = ，消去 y 得母线平

行于 y 轴且通过已知曲线的柱面方程 2 23 2 16x z+ = . 
4．求球面 2 2 2 9x y z+ + = 与平面 1x z+ = 的交线在 xOy 面上的投影的方程. 
解：消去 z 得母线平行于 z 轴的柱面方程 2 2 2(1 ) 9x y x+ + − = ，即 2 22 2 8 0x y x+ − − = ，从

而所求投影曲线为
2 22 2 8 0
0

x y x
z

⎧ + − − =⎪
⎨

=⎪⎩
. 

【习题 8-5】 
3．求过 1(1,1, 1)M − ， 2 ( 2, 2,2)M − − ， 3(1, 1,2)M − 三点的平面方程. 
解：由平面的三点式方程有 

1 1 1
2 1 2 1 2 1 0

1 1 1 1 2 1

x y z− − +
− − − − + =

− − − +
 

即 3 2 0x y z− − = . 
6．一平面过点 (1,0, 1)− 且平行于向量 a (2,1,1)= 和 b (1, 1,0)= − ，试求该平面方程. 

解：取 2 1 1 (1,1, 3)
1 1 0

= × = = −
−

i j k
n a b ，故由点法式方程有 

1 ( 1) 1 ( 0) 3 ( 1) 0x y z⋅ − + ⋅ − − ⋅ + =  

即 3 4 0x y z+ − − = . 
【习题 8-6】 

4．求过点 (2,0, 3)− 且与直线
2 4 7 0

2 5 2 1 0
x y z

x y z
− + − =⎧

⎨ + − + =⎩
垂直的平面方程. 

解：直线的方向向量 1 2 4 ( 16,14,11)
3 5 2

= − = −
−

i j k
s ，取 =n s ，则由点法式方程有

16( 2) 14( 0) 11( 3) 0x y z− − + − + + = ，即16 14 11 65 0x y z− − − = . 
7．求过点 (0,2,4) 且与两平面 2 1x z+ = 和 3 2y z− = 平行的直线方程. 

解：所求直线与两平面的交线
2 1
3 2

x z
y z

+ =⎧
⎨ − =⎩

平行，可设所求直线为
2
3

x z a
y z b

+ =⎧
⎨ − =⎩

. 又直线过点

(0,2,4) ，由此可得 8a = ， 10b = − . 于是所求直线方程为
2 8
3 10

x z
y z

+ =⎧
⎨ − = −⎩

. 
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15．求直线
2 4 0
3 2 9 0

x y z
x y z

− + =⎧
⎨ − − − =⎩

在平面 4 1x y z− + = 上的投影直线的方程. 

解：设过已知直线的平面束方程为 2 4 (3 2 9) 0x y z x y zλ− + + − + − = ，即 

(2 3 ) ( 4 ) (1 2 ) 9 0x y zλ λ λ λ+ + − − + − − =  

由 (2 3 ) 4 ( 4 ) 1 (1 2 ) 1 0λ λ λ+ ⋅ + − − ⋅ − + − ⋅ = 知
13
11

λ = − ，得投影平面方程 

17 31 37 117 0x y z+ − − =  

从而投影直线方程为
17 31 37 117 0
4 1

x y z
x y z

+ − − =⎧
⎨ − + =⎩

. 

8.2.6  练习题 

1．填空题 

（1）过点 (1,2, 1)M − 且与直线

2
3 4

1

x t
y t
z t

= − +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

垂直的平面方程是        . 

（2）点 (1, 2,3)− 关于平面 2 3 4 9 0x y z− + + = 的对称点是        . 

（3）直线
1 0

2 2 0
x y z

x y z
+ − − =⎧

⎨ + − − =⎩
和直线

2 2 0
2 2 4 0

x y z
x y z

+ − − =⎧
⎨ + + + =⎩

间的最短距离是        . 

（4）曲线
2 2 2

2 2 2

2 1

0

x y z

x y z

⎧ + + =⎪
⎨

− + =⎪⎩
在 xOy 上的投影曲线方程是        . 

2．选择题 
（1）动点到平面 1x = − 的距离等于动点到点 (1,0,0)的距离，则动点的轨迹方程式是（    ）. 
   A． 2 2 4y x x+ =       B． 2 4y x=       C． 2 2 2y z x+ =     D． 2 2y x=  

（2）方程组
2 2 22 4 9
1

x y z
x

⎧ + + =⎪
⎨

=⎪⎩
 表示（    ）. 

   A．椭球面                  B． 1x = 平面上的椭圆 
   C．椭圆柱面                D．空间曲线在 1x = 平面上的投影 

（3）设空间直线的对称式方程为 
0 1 2
x y z

= = 则该直线必（    ）. 

   A．过原点且垂直于 x 轴         B．过原点且垂直于 y 轴 
   C．过原点且垂直于 z 轴         D．过原点且平行于 x 轴 

（4）直线

2
1

1 3

x t
y t
z t

= +⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = +⎩

与平面 5 6 7 0x y z− + − = 的关系是（    ）. 

   A．直线在平面上               B．垂直     
   C．平行，但直线不在平面上     D．不垂直，但相交于一点 
3．计算题 

（1）求旋转抛物面 2 2z x y= + 与平面 y z+  = 1 的交线在 xOy 平面上投影方程. 
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（2）分别在下列条件下确定 , ,l m n 的值： 
a．使 ( 3) ( 1) ( 3) 8 0l x m y n z− + + + − + = 和 ( 3) ( 9) ( 3) 16 0m x n y l z+ + − + − − = 表示同一平面； 
b．使 2 3 5 0x my z+ + − = 与 6 6 2 0lx y z− − + = 表示两张平行平面； 
c．使 3 1 0lx y z+ − + = 与 7 2 0x y z+ − = 表示两张互相垂直的平面. 

（3）求过点(1,2,3)且与直线 L ： 1 1x y z− = = − 垂直相交的直线方程. 

习题答案 

1．（1） 3 4 0x y z− − + = ；  （2） ( 3,4, 5)− − ；  （3）1；  （4）
2 23 1
0

y x
z

⎧ − =⎪
⎨

=⎪⎩
. 

2．（1）A；  （2）B；  （3）A；  （4）D. 

3．（1）从曲线方程
2 2

1
z x y
y z

⎧ = +⎪
⎨

+ =⎪⎩
中消去 z，得曲线在 xOy 平面上的投影柱面方程

2 2 1x y y+ + = . 于是曲线在 xOy 平面上的投影曲线的方程为

2
2 1 5

2 4
0

x y

z

⎧ ⎛ ⎞+ + =⎪ ⎜ ⎟⎨ ⎝ ⎠
⎪ =⎩

 

（2）a．欲使所给的两方程表示同一平面，则： 

3 1 3 8
3 9 3 16

l m n
m n l

− + −
= = =

+ − − −
 

即： 

2 3 0
2 7 0
2 9 0

m l
n m
l n

+ − =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ + − =⎩

 

从而：
7
9

l = ，
13
9

m = ，
37
9

n = .  

b．欲使所给的两方程表示两平行平面，则
2 3

6 6
m

l
= =

− −
，所以： 4l = − ， 3m = . 

c．欲使所给的两方程表示两垂直平面，则 7 2 3 0l − + = ，所以：
1
7

l = − . 

（3）过点作垂直已知直线的平面方程为 ( 1) ( 2) ( 3) 0x y z− + − + − = ，由

1

1

x t
y t

z t

= +⎧
⎪ =⎨
⎪ = −⎩

代入平面

得垂足(5,4,−3). 所求直线方程为
1 2 3

4 2 6
x y z− − −

= =
−

. 

8.2.7  考研真题 

【例 1】（1990 年数一） 求过点 (1,2, 1)M − 且与直线

2
: 3 4

1

x t
L y t

z t

= − +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

垂直的平面方程. 
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解：易知直线的方向向量为 ( 1,3,1)= −s ，依题意知这也是所求平面的法向量. 故所求平面

的点法式方程为 1( 1) 3( 2) 1( 1) 0x y z− − + − + + = ，即 3 4 0x y z− − + = . 

评注：本题较为简单，主要考察如何运用平面的点法式方程，同时考察了如何从直线的

参数方程确定直线的方向向量. 

【例 2】（1991 年数一） 已知两条直线方程 1 2
1 2 3 2 1: , :

1 0 1 2 1 1
x y z x y zL L− − − + −

= = = =
−

，

求过 1L 且平行于 2L 的平面方程. 
解：由于所求平面过 1L 且平行于 2L ，故其法向量同时垂直于 1L 和 2L 的方向向量. 从而取

其法向量为 1 0 1 3
2 1 1

= − = − +
i j k

n i j k ，又已知平面上一点的坐标为 (1,2,3) ，故其点法式方程为

1( 1) 3( 2) 1( 3) 0x y z− − − + − = ，即 3 2 0x y z− + + = . 

评注：本题的关键在于如何确认平面的法向量，在求一个同时垂直于两已知向量的向量

时，向量积是一个常用的工具.  

【例 3】（1995 年数一） 试确定直线
3 2 1 0

:
2 10 3 0
x y z

L
x y z
+ + + =⎧

⎨ − − + =⎩
与平面 : 4 2 2 0x y zΠ − + − = 的

位置关系. 

解：易知直线 L 的方向向量为 1 3 2 28 14 7
2 1 10

= = − + −
− −

i j k
s i j k ，即 (4, 2,1)= −s . 而平面Π

的法向量亦为 (4, 2,1)= −n . 从而可知直线 L 垂直于平面Π . 

评注：考察空间中直线和平面的关系，往往可以转化为考察它们的方向向量和法向量的

关系. 

【例 4】（1996 年数一） 设一平面经过原点及点 (6, 3,2)− ，且与平面 4 2 8x y z− + = 垂直，

求此平面方程. 
解：设所求平面的法向量为 n ( , , )A B C= ,依题意知 n 与向量 (4, 1,2)− 及向量 (6, 3,2)− 同时垂

直. 故 4 1 2 4 4 6
6 3 2

= − = + −
−

i j k
n i j k ，从而所求平面方程为 2 2 3 0x y z+ − = . 

评注：本题与前面第 2 题一样，关键在于确定所求平面的方向向量. 在求一个同时垂直于

两已知向量的向量时，可以利用向量积，也可以利用数量积，请同学们思考如何利用数量积

求出 n. 

【例 5】（1998 年数一） 求（1）直线
1 1:

1 1 1
x y zL − +

= =
−

在平面 : 2 1 0x y zΠ − + − = 上的投

影直线 0L 的方程； 
（2）直线 0L 绕 y 轴旋转一周形成的曲面方程. 
解：（1）已知直线方向向量为 (1,1, 1)− ，平面的法向量为 (1, 1,2)− . 从而可知过直线 L 且与
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平面Π 垂直的平面Π ′ 的法向量为 1 1 1 3 2
1 1 2

= − = − −
−

i j k
n i j k ，又已知Π ′ 过点 (1,0, 1)− ，故该

平面方程为1( 1) 3 2( 1) 0x y z− − − + = ，即 3 2 1 0x y z− − + = . 而 0L 实际上是平面 Π 和 Π ′ 的交

线，故 0L 的方程为
2 1 0

3 2 1 0
x y z
x y z

− + − =⎧
⎨ − − + =⎩

. 

（2）将直线 0L 的方程写成参数式

4
2

1
2

x t
y t

z t

⎧
⎪ =
⎪

=⎨
⎪
⎪ = − +
⎩

，绕 y 轴旋转一周后得到的旋转曲面方程为：

2
2

2
2

116 cos
2

2

116 sin
2

x t t

y t

z t t

θ

θ

⎧ ⎛ ⎞⎪ = + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪ =⎨
⎪
⎪ ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

，即

2
2 2 2 116

2
2

x z t t

y t

⎧ ⎛ ⎞+ = + − +⎪ ⎜ ⎟⎨ ⎝ ⎠
⎪ =⎩

，进一步化简可得到旋转曲面的方程

为 2 2 24 17 4 2 1 0x y z y− + + − = . 

评注：本题第（1）问关键在于将所求直线看成两张互相垂直的平面的交线，而这两张平

面的方程利用相关知识是容易求出的，这样的问题也可利用平面束就行求解（参见课后习   
题 8-6 第 15 题）. 第（2）问较难，我们课本上只介绍了坐标面上的曲线绕坐标轴旋转生产旋

转曲面的方法，而这里要求的是空间曲线绕坐标轴旋转得到的旋转曲面方程. 一般地，空间曲

线Γ 的参数方程为： 

( )
( )
( )

x t
y t
z t

ϕ
ψ
ω

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

则Γ 绕 z 轴旋转后形成的曲面方程为： 

2 2

2 2

( ) ( ) cos

( ) ( ) sin   
0 2

( )

x t t
t

y t t
z t

ϕ ψ θ
α β

ϕ ψ θ
θ

ω

⎧ = +
⎪

⎛ ⎞⎪ = +⎨ ⎜ ⎟π⎝ ⎠⎪ =⎪⎩

≤ ≤

≤ ≤
 

绕 x 轴和绕 y 轴旋转所得的旋转曲面方程也可类似求出. 
【例 6】（2006 年数一） 点 (2,1,0) 到平面3 4 5 0x y z+ + = 的距离 z =         . 

解：易知平面法向量为 (3,4,5) ，故由点到平面的距离公式知
6 4 0 2
9 16 25

z + +
= =

+ +
. 

评注：本题较简单，直接套公式即可，所以同学们应熟悉本节中出现的常用公式. 

【例 7】（2008 年数一） 已知曲线
2 2 22 0:

3 5
x y zC
x y z

⎧ + − =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
，求C 上距离 xOy 面最远的点和最

近的点. 
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解：易知曲线到 xOy 面的距离实际上为 z ，由 2 2 22 0x y z+ − = 得
2 cos

2 sin

x z

y z

θ

θ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
，代入

3 5x y z+ + = 得
5

3 2(cos sin )
z

θ θ
=

+ +
，所以只要求 ( )z z θ= 的最值. 

令 2

5 2( sin cos )( ) 0
(3 2(cos sin ))

z θ θθ
θ θ

− +′ =
+ +

，得 cos sinθ θ= ，解得
4

θ π
= 和

5
4

θ π
= ，从而得到两组解

( 5, 5,5)− − 、 (1,1,1) . 由几何意义知这是C 上距离 xOy 面最远的点和最近的点. 

评注：本题结合了空间解析几何和函数极值的相关知识，在上述解答过程中，我们通过

引入参数θ 把曲线方程化简，最终转化为一元函数的极值问题. 实际上同学们在学习了下一章

多元函数的条件极值后，也可不引入参数而直接利用拉格朗日乘数法进行求解. 

8.2.8  总习题八选讲 

7．设 | | 3=a , |b| = 1, ^( ,  )
6
π

=a b , 求向量 a+b 与 a−b 的夹角.  

解：|a+b|2=(a+b)⋅(a+b)=|a|2+|b|2+2a⋅b=|a|2+|b|2+2|a|⋅|b|cos(a,^ b) 3 1 2 3 cos 7
6
π

= + + = ,  

    |a−b|2=(a−b)⋅(a−b)=|a|2+|b|2−2a⋅b=|a|2+|b|2−2|a|⋅|b|cos(a,^ b) 3 1 2 3 cos 1
6
π

= + − = .  

设向量 a+b 与 a−b 的夹角为θ，则 
2 2( ) ( ) | | | | 3 1 2cos

| | | | | | | | 7 1 7
θ + ⋅ − − −

= = = =
+ ⋅ − + ⋅ − ⋅

a b a b a b
a b a b a b a b

, 

2arccos
7

θ = . 

8．设 a+3b⊥7a−5b, a−4b⊥7a−2b, 求 ^( ,  )a b .  
解：因为 a+3b⊥7a−5b, a−4b⊥7a−2b,  
所以    (a+3b)⋅(7a−5b) = 0, (a−4b)⋅(7a−2b) = 0,  
即      7|a|2+16a⋅b−15|b|2 = 0, 7|a|2−30a⋅b+8|b|2 = 0, 
又以上两式可得 

| | | | 2= = ⋅a b a b , 

于是                 ^ 1cos( ,  )
| | | | 2

⋅
= =

⋅
a ba b

a b
, ^( ,  )

3
π

=a b .  

9．设 a = (2, −1, −2), b = (1, 1, z)，问 z 为何值时 ^( ,  )a b 最小？并求出此最小值.  

解： ^

2

1 2cos( ,  )
| | | | 3 2

z
z

⋅ −
= =

⋅ +

a ba b
a b

.  

因 为 当 ^0 ( ,  )
2
π

< <a b 时 ， ^cos( ,  )a b 为 单 调 减 函 数 . 求 ^( ,  )a b 的 最 小 值 也 就 是 求

2

1 2( )
3 2

zf z
z

−
=

+
的最大值.  
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令 2 3/2
1 4( ) 0
3 (2 )

zf z
z

− −′ = ⋅ =
+

，得 z = −4.  

当 z = −4 时， ^ 2cos( ,  )
2

=a b ，所以 ^
min

2( ,  ) arccos
2 4

π
= =a b .  

11．设 a = (2, −3, 1), b = (1, −2, 3), c = (2, 1, 2)，向量 r 满足 r⊥a, r⊥b, Prjcr = 14，求 r.  
解：设 r = (x, y, z).  
因为 r⊥a, r⊥b，所以 r⋅a = 0, r⋅b = 0，即 

2x − 3y + z = 0, x − 2y + 3z = 0. 

又因为 Prjcr = 14，所以
1 14

| |
⋅ =r c

c
，即 

2x + y + 2z = 42. 
解线性方程组 

2 3 0
2 3 0

2 2 42

x y z
x y z

x y z

− + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + + =⎩

, 

得 x = 14, y = 10, z = 2, 所以 r = (14, 10, 2).  

另解 因为 r⊥a, r⊥b，所以 r 与 2 3 1 7 5
1 2 3

× = − = − − −
−

i j k
a b i j k 平行，故可设 r = λ(7, 5, 1).  

又因为 Prjcr = 14，所以
1 14

| |
⋅ =r c

c
, r⋅c = 42，即 

λ(7 × 2 + 5 × 1 + 1 × 2) = 42, λ = 2, 
所以 r = (14, 10, 2). 
12．设 a = (−1, 3, 2), b = (2, −3, −4), c = (−3, 12, 6)，证明三向量 a、b、c 共面，并用 a 和 b

表示 c .  
证明：向量 a、b、c 共面的充要条件是(a×b)⋅c = 0. 因为 

1 3 2 6 3
2 3 4 

× = − = − −
− −

i j k
a b i k , 

(a×b)⋅c = (−6)×(−3)+0×12+(−3)×6 = 0, 
所以向量 a、b、c 共面.  
设 c = λa + μb，则有 

(−λ+2μ, 3λ−3μ, 2λ−4μ) = (−3, 12, 6), 
即有方程组 

2 3
3 3 12
2 4 6

λ μ
λ μ
λ μ

− + = −⎧
⎪ − =⎨
⎪ − =⎩

, 
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解之得λ = 5, μ = 1，所以 c = 5a + b.  

15．求通过点 A(3, 0, 0)和 B(0, 0, 1)且与 xOy 面成
3
π
角的平面的方程.  

解：设所求平面的法线向量为 n = (a, b, c).  

(3,  0,  1)BA
⎯⎯→

= − ，xOy 面的法线向量为 k = (0, 0, 1).  

按要求有 0BA
⎯⎯→

⋅ =n , cos
| | | | 3

⋅ π
=

⋅
n k

n k
,  

即                             
2 2 2

3 0
1
2

a c
c

a b c

− =⎧
⎪
⎨ =⎪ + +⎩

,  

解之得 c=3a, 26b a= ± . 于是所求的平面的方程为 

( 3) 26 3 0x y z− ± + = , 

即                    26 3 3x y z+ + = , 或 26 3 3x y z− + = .  

16．设一平面垂直于平面 z = 0，并通过从点(1, −1, 1)到直线
1 0

0
y z
x

− + =⎧
⎨ =⎩

的垂线，求此平

面方程.  

解：直线
1 0

0
y z
x

− + =⎧
⎨ =⎩

的方向向量为 s = (0, 1, −1)×(1, 0, 0)=(0, −1, −1).  

设点(1, −1, 1)到直线
1 0

0
y z
x

− + =⎧
⎨ =⎩

的垂线交于点(x0, y0, z0). 因为点(x0, y0, z0)在直线

1 0
0

y z
x

− + =⎧
⎨ =⎩

上，所以(x0, y0, z0) = (0, y0, y0+1). 于是，垂线的方向向量为 

s1 = (−1, y0+1, y0). 
显然有 s⋅s1 = 0，即 

− y0 − 1 − y0 = 0, 0
1
2

y = − . 

从而 1 0 0
1 1( 1,  1,  ) 1,  ,  
2 2

y y ⎛ ⎞= − + = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

s .  

所求平面的法线向量可取为 

1
1 1 1
2 2 2

⎛ ⎞= × = × − + − = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

n k s k i j k i j , 

所求平面的方程为 

1 ( 1) ( 1) 0
2

x y− − − + = ，即 x+2y+1 = 0 

17．求过点(−1, 0, 4)，且平行于平面 3x−4y+z−10 = 0，又与直线
1 3

1 1 2
x y z+ −

= = 相交的直

线的方程.  
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解：过点(−1, 0, 4)，且平行于平面 3x−4y+z−10 = 0 的平面的方程为 

3(x+1)−4(y−0)+(z−4) = 0，即 3x−4y+z−1 = 0. 

将直线
1 3

1 1 2
x y z+ −

= = 化为参数方程 x = −1+t, y = 3+t, z = 2t，代入平面方程 3x−4y+z−1 = 

0，得 

3(−1+t)−4(3+t)+2t−1 = 0, 

解得 t = 16. 于是平面 3x−4y+z−1 = 0 与直线
1 3

1 1 2
x y z+ −

= = 的交点的坐标为(15, 19, 32)，

这也是所求直线与已知直线的交点的坐标.  
所求直线的方向向量为 

s = (15, 19, 32)−(−1, 0, 4) = (16, 19, 28), 
所求直线的方程为 

1 4
16 19 28

x y z+ −
= = . 

18．已知点 A(1, 0, 0)及点 B(0, 2, 1)，试在 z 轴上求一点 C，使ΔABC 的面积最小.  

解：设所求的点为 C(0, 0, z), 则 ( 1,  0,  )AC z
⎯⎯→

= − , (0,  2,  1)BC z
⎯⎯→

= − − .  

因为               1 0 2 ( 1) 2
0 2 1

AC BC z z z
z

⎯⎯→ ⎯⎯→
× = − = + − +

− −

i j k
i j k ,  

所以ΔABC 的面积为 

2 21 1| | 4 ( 1) 4
2 2

S AC BC z z
⎯⎯→ ⎯⎯→

= × = + − + . 

令
2 2

d 1 8 2( 1) 0
d 4 4 ( 1) 4
S z z
z z z

+ −
= ⋅ =

+ − +
，得

1
5

z = , 所求点为
10,  0,  
5

C ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

20．求锥面 2 2z x y= + 与柱面 z2 = 2x 所围立体在三个坐标面上的投影.  
解：锥面与柱面交线在 xOy 面上的投影为 

2 22
0

x x y
z

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩
，即

2 2( 1) 1
0

x y
z

⎧ − + =⎪
⎨

=⎪⎩
， 

所以，立体在 xOy 面上的投影为
2 2( 1) 1

0
x y

z
⎧ − +⎪
⎨

=⎪⎩

≤
.  

锥面与柱面交线在 yOz 面上的投影为 

2
2 21

2
0

z z y

x

⎧ ⎛ ⎞⎪ = +⎜ ⎟⎨ ⎝ ⎠
⎪ =⎩

，即

22
22 1

2
0

z y

x

⎧⎛ ⎞
⎪ − + =⎜ ⎟⎨⎝ ⎠
⎪ =⎩

， 
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所以，立体在 yOz 面上的投影为

22
22 1

2
0

z y

x

⎧⎛ ⎞
⎪ − +⎜ ⎟⎨⎝ ⎠
⎪ =⎩

≤ .  

锥面 2 2z x y= + 与柱面 z2 = 2x 与平面 y = 0 的交线为 

| |
0

z x
y

=⎧
⎨ =⎩

和
2

0
z x
y

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
, 

所以，立体在 zOx 面上的投影为 

2
0

x z x
y

⎧⎪
⎨

=⎪⎩

≤ ≤
. 

21．画出下列各曲面所围立体的图形： 

                 

图 8-2-2 

（2）抛物柱面 x2 = 1−z，平面 y = 0, z = 0 及 x+y = 1； 

（3）圆锥面 2 2z x y= + 及旋转抛物面 z=2−x2−y2； 



 

 

第 9 章  多元函数微分法及其应用 
 

9.1  多元函数、偏导数和全微分 

9.1.1  基本要求 

1．理解多元函数的概念，理解二元函数的几何意义.  
2．了解二元函数的极限与连续性的概念，以及有界闭域上连续函数的性质.  
3．理解偏导数与全微分的概念，会求全微分，了解全微分存在的必要条件和充分条件，

了解全微分的形式不变性.  

9.1.2  基本内容 

1．多元函数的概念 

设 D 是 R2 的一个非空子集，称映射 f : D→R 为定义在 D 上的二元函数, 通常记为 

z = f(x, y), (x, y)∈D（或 z = f(P), P∈D） 

其中点集 D 称为该函数的定义域, x, y 称为自变量, z 称为因变量.  
一般地, 称有序实数组(x1, x2, … , xn)的全体为 n 维向量空间，简称 n 维空间，记成 Rn，

其中每个有序数组(x1, x2, … , xn)称为 Rn 中一个点. 设 D 是 Rn 中一个非空子集，映射 f : D→R
就称为定义在 D 上的 n 元函数，通常记为 

u = f(x1, x2, … , xn), (x1, x2, … , xn)∈D, 
或简记为 

u = f(x), x = (x1, x2, … , xn)∈D, 
也可记为 

u = f(P), P(x1, x2, … , xn)∈D . 

2．二元函数的几何意义 

空间点集{(x, y, z)|z = f(x, y), (x, y)∈D}称为二元函数 z = f(x, y)的图形，二元函数的图形是一

空间曲面，z = f(x, y)的定义域 D 是该曲面在 xOy 平面上的投影. 

3．二元函数的极限 

设二元函数 f(P) = f(x, y)的定义域为 D, P0(x0, y0)是 D 的聚点. 如果存在常数 A，对于任意

给定的正数ε，总存在正数 δ，使得当 0( , ) ( , )P x y D U P δ∈ ∩ 时，都有 

|f(P)−A| = |f(x, y)−A|<ε 
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成立，则称常数 A 为函数 f(x, y)当(x, y)→(x0, y0)时的极限，记作 

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y A

→
= ，或 f(x, y)→A ((x, y)→(x0, y0)), 

也记作  

0

lim ( )
P P

f P A
→

= 或 f(P)→A(P→P0). 

上述定义的极限也称为二重极限. 

4．二元函数的连续性 

设二元函数 f(P) = f (x, y)的定义域为 D, P0(x0, y0)为 D 的聚点，且 P0∈D . 如果 

0 0
0 0( , ) ( , )

lim ( , ) ( , )
x y x y

f x y f x y
→

= ，或
0

0lim ( ) ( )
P P

f P f P
→

=  

则称函数 f (x, y)在点 P0(x0, y0)连续. 

5．有界闭域上连续函数的性质 

（1）有界性与最大值最小值定理 
在有界闭区域 D 上的多元连续函数，必定在 D 上有界, 且能取得它的最大值和最小值. 

（2）介值定理 
在有界闭区域 D 上的多元连续函数必取得介于最大值和最小值之间的任何值. 

6．偏导数的概念 

设函数 z = f(x, y)在点(x0, y0)的某一邻域内有定义，当 y 固定在 y0 而 x 在 x0 处有增量Δx 时，

相应的函数有增量 

f(x0+Δx, y0) − f(x0, y0). 
如果 

0 0 0 0
0

( , ) ( , )lim
x

f x x y f x y
xΔ →

+ Δ −
Δ

 

存在，则称此极限为函数 z = f(x, y)在点(x0, y0)处对 x 的偏导数，记作 

0

0

x x
y y

z
x =

=

∂
∂

, 
0

0

x x
y y

f
x =

=

∂
∂

, 
0

0

x xx
y y

z =
=

，或 0 0( , )xf x y . 

类似地，函数 z = f(x, y)在点(x0, y0)处对 y 的偏导数定义为 

0 0 0 0
0

( , ) ( , )lim
y

f x y y f x y
yΔ →

+ Δ −
Δ

, 

记作
0

0

x x
y y

z
y =

=

∂
∂

, 
0

0

x x
y y

f
y =

=

∂
∂

, 
0

0

x xy
y y

z =
=

，或 fy(x0, y0). 

如果函数 z = f(x, y)在区域 D 内每一点(x, y)处存在对 x（或对 y）的偏导数，那么得到函数

z = f(x, y)在区域 D 上对 x（或对 y）的偏导函数（在不至于混淆的地方也简称为偏导数），记作 

z
x

∂
∂

, f
x

∂
∂

, xz ，或 ( , )xf x y （
z
y

∂
∂

, f
y

∂
∂

, zy ，或 ( , )yf x y ）. 
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7．偏导数的几何意义 

设空间曲面 Σ 的方程是 z = f(x, y)，(x, y) ∈D，令 P0(x0, y0, z0) ∈ Σ , z0 = f(x0, y0)，过 P0 作平

面 y = y0，与 Σ 的交线是 Γ ：y = y0，z = f(x, y). Γ 是平面 y = y0 上的一条曲线. 于是，z = f(x, y)
在点(x0, y0)处偏导数 0 0( , )xf x y 的几何意义是：它作为一元函数 f(x, y0)在 x = x0 处的导数，即是

曲线 Γ 在点 P0 处的切线对于 x 轴的斜率，即切线与 x 轴正向所成的倾角α 的正切 tanα . 类似

地，fy(x0, y0)是平面 x = x0 与曲面 Σ 的交线在点 P0 处的切线关于 y 轴的斜率 tan β . 

8．高阶偏导数的概念 

设函数 z = f(x, y) , (x, y) ∈D 有偏导数 

( , )x
z f x y
x

∂
=

∂
,  ( , )y

z f x y
y

∂
=

∂
, 

那么在 D 内 fx(x, y)、fy(x, y)都是 x, y 的函数. 如果这两个函数的偏导数也存在，则称它们是函

数 z = f(x, y)的二阶偏导数. 按照对变量求导次序的不同有下列四个二阶偏导数 
2

2 ( , )xx
z z f x y

x x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

, 
2

( , )xy
z z f x y

y x x y
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

, 

2

( , )yx
z z f x y

x y y x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

, 
2

2 ( , )yy
z z f x y

y y y
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

其中第二、三两个偏导数称为混合偏导数. 同样可得三阶、四阶、…以及 n 阶偏导数.  二阶

及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数.  
二阶混合偏导数在连续的条件下与求导的次序无关，即 

2 2z z
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

 

9．全微分的概念 

设函数 z = f(x, y)在点(x, y)的某邻域内有定义，如果函数在点(x, y)的全增量 

Δz = f(x+Δx, y+Δy) − f(x, y) 
可表示为 

( ) z A x B y o ρΔ = Δ + Δ + , 

其中 A、B 不依赖于 Δx、Δy 而仅与 x、y 有关, 2 2( ) ( )x yρ = Δ + Δ ，则称函数 z = f(x, y)在点(x, 
y)可微分，而 AΔx+BΔy 称为函数 z = f(x, y)在点(x, y)的全微分，记作 dz，即 

dz = AΔx + BΔy 
如果函数在区域 D 内各点处都可微分，那么称这函数在 D 内可微分. 

10．全微分存在的必要条件和充分条件 

（1）必要条件 

如果函数 z = f(x, y)在点(x, y)可微分，则该函数在点(x, y)的偏导数
z
x

∂
∂

、
z
y

∂
∂

必定存在，且

函数 z = f(x, y)在点(x, y)的全微分为  
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d z zz x y
x y

∂ ∂
= Δ + Δ

∂ ∂
. 

（2）充分条件 

如果函数 z = f(x, y)的偏导数
z
x

∂
∂

、
z
y

∂
∂

在点(x, y)连续，则函数在该点可微分. 

11．全微分的形式不变性 

设 z = f(u, v)具有连续偏导数，则有全微分 

d d dz zz u v
u v

∂ ∂
= +

∂ ∂
. 

如果 u, v 又是中间变量，即 u = ϕ(x, y), v = ψ(x, y)，且也具有连续偏导数，则复合函数 

z = f[ϕ(x, y), ψ(x, y)] 
的全微分为 

d d d

d d

d d d d

d d .

z zz x y
x y

z u z v z u z vx y
u x v x u y v y

z u u z v vx y x y
u x y v x y
z zu v
u v

∂ ∂
= +

∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

由此可见，无论 u、v 是自变量还是中间变量，函数 z = f(u, v)的全微分形式是一样的.  

9.1.3  典型例题 

【例 1】 设 2 2, yf x y x y
x

⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，求 f(x, y). 

解法一：因为所求函数与 f(u,v)的对应规则相同，只是变量被代换，即 x+y = u，
y v
x

= ，

由此有 

,
1 1

u uvx y
v v

= =
+ +

 

故
2 2 2

2 2 2
2

1( , ) ,
1 1 (1 )

y u uv vf u v f x y x y u
x v v v

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

即
2

2 2
2

1 1( , )
1(1 )

y yf x y x x
yy

− −
= =

++
 

解法二：因为 , yf x y
x

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 2 2 2 2
1

( ) ( )
1

y
x y xx y x y x y yx y

x

−−
− = + ⋅ = + ⋅

+ +
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所以 2 1( , )
1

yf x y x
y

−
=

+
 

评注：解法二采用的拼凑法，技巧性比较强. 解法一是通用的方法.  

【例 2】 求函数 ln[ ln( )]z x y x= − 的定义域. 
解：这是复合函数 ln , ln( )z u u x y x= = − ，因此要求 u > 0 且 y − x > 0，即 

0
ln( ) 0

0

x
y x

y x

>⎧
⎪ − >⎨
⎪ − >⎩

或

0
ln( ) 0

0

x
y x

y x

<⎧
⎪ − <⎨
⎪ − >⎩

 

解得 

0
1

x
y x

>⎧
⎨ − >⎩

或
0

0 1
x

y x
<⎧

⎨ < − <⎩
 

因此，函数的定义域为 {( , ) 0, 1 0,0 1}D x y x y x x y x= > − > < < − <或 . 

评注：注意每层复合函数应满足的条件. 

【例 3】 求下列极限： 
（1） 2 2

( , ) (0,0)
lim ( )xy

x y
x y

→
+ ; 

（2）
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y→ +

; 

（3） 2 2( , ) ( , )
lim

x y

x y
x y→ ∞ ∞

+
+

 

（4）
2 2 2 2

2 2( , ) (0,0)

( )lim
1 cos( )x y

x y x y
x y→

+
− +

 

解：（1）
2 2 2 2

2 2 2 2 ( ) ln( )
2 2 ln( )( ) e e

xy x y x y
xy xy x y x yx y

+ +
+ ++ = =  

令 2 2u x y= + ，有 2 2 2 2

( , ) (0,0) 0
lim ( )ln( ) lim ln 0

x y u
x y x y u u

+→ →
+ + = =  

而 2 2 1xy
x y+

≤ ，故 2 2 2
2 2( , ) (0,0)

lim ( )ln( ) 0
x y

xy x y x y
x y→

+ + =
+

 

因此 2 2 0

( , ) (0,0)
lim ( ) e 1xy

x y
x y

→
+ = =  

（2）解法一：因为
2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

1 1lim lim
x y x y

x y
x y x y→ →

+ ⎛ ⎞= + = +∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

所以
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim 0

x y

x y
x y→

=
+

 

解法二：因为
2 2 2 2

2 2
10

2 2
x y x y xy

xyx y
=

+
≤ ≤  

而
( , ) (0,0)

lim 0
x y

xy
→

=  

所以
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim 0

x y

x y
x y→

=
+

. 

解法三：令 cos , sinx r y rθ θ= = ， 
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则
2 2 4 2 2

2 2 2
2 2 2( , ) (0,0) 0 0

sin coslim lim lim sin cos 0
x y r r

x y r r
x y r

θ θ θ θ
→ → →

= = =
+

 

（3）因为 2 2 2 2 2 2 2 2
1 10

x y x y x y
x yx y x y x y x y

+
= + + = +

+ + +
≤ ≤  

而
( , ) ( , )

1 1lim 0
x y x y→ ∞ ∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，故 2 2( , ) ( , )
lim

x y

x y
x y→ ∞ ∞

+
+

 = 0. 

（4）因为 2 2 2 2 211 cos( ) ( ) , (( , ) (0,0))
2

x y x y x y− + + →～ ，所以 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0) ( , ) (0,0)2 2 2

( ) ( )lim lim lim 211 cos( ) ( )
2

x y x y x y

x y x y x y x y x y
x y x yx y→ → →

+ +
= =

− + ++
 

而
2 2 2 2

2 20 2 x y x y xy
xyx y

=
+

≤ ≤ ，
( , ) (0,0)

lim 0
x y

xy
→

= ，故
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim 2

x y

x y
x y→ +

 = 0，因此 

2 2 2 2

2 2( , ) (0,0)

( )lim
1 cos( )x y

x y x y
x y→

+
− +

= 0 

评注：计算二元函数极限主要方法有：①利用初等变换，如（1），将其转化成指数函数

（或取对数）后，利用变量替换，转化成求一元函数的极限；②利用不等式，使用夹逼准则，

例如（2）（3）；③利用初等函数的连续性及极限的四则运算，例如（1）；④利用等价无穷小，

例如（4）. 同时，应注意各种方法的结合应用. 
【例 4】 判断下列二元函数极限的存在性： 

（1）
( , ) (0,0)

ln(1 )lim
tanx y

xy
x y→

+
+

; 

（2）

2

1lim 1      ( 0)
x

x y

x
y a

a
xy

+

→∞
→

⎛ ⎞+ ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 

（3）
( , ) (0,0)

lim
x y

xy
x y→ +

. 

解：（1）
2 2

( , ) (0,0) 0 0
       

ln(1 ) ln(1 )lim lim lim
tan tan tanx y x x

y x

xy x x
x y x x x x→ → →

=−

+ − −
= =

+ − −
 

        2 2 20 0 0

2 2 2lim lim lim
1 sec tanx x x

x x x
x x x→ → →

−
= = = = ∞

−
 

因此，
( , ) (0,0)

ln(1 )lim
tanx y

xy
x y→

+
+

不存在. 

（2）

2
2

( )1 1lim 1 lim 1

xx xy xy x yx y

x x
y a y a

xy xy

++

→∞ →∞
→ →

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

而
1 1lim 1 lim 1 e

xy t

x t
y a

t xy
xy t→∞ →∞

→

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
，

2 1 1lim lim
( ) 1

x x
y a y a

x
yxy x y ay
x

→∞ →∞
→ →

= =
+ ⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
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因此，

2

11lim 1 e
x

x y
a

x
y a

xy
+

→∞
→

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，故极限存在. 

（3）由于当 y = −x 时，分母为零，因此不妨考虑沿与 y = −x 相切的曲线路径的极限. 例

如，令 2  ( 0)y mx x m= − ≠ ，则 

2

2

2( , ) (0,0) 0 0

( ) 1 1lim lim lim
x y x x
y mx x

xy x mx x mx
x y m mx mx x→ → →

= −

− −
= = = −

+ + −
 

故该极限与 m 有关，因此原二元函数极限不存在. 

评注：判断二元函数的极限不存在的普遍做法，一是选择特殊路径，使沿该路径的极限

不存在；二是选取两种特殊的路径，使沿这两种路径的极限值不相等. 

【例 5】 设

2 2
2 2

2 2

1sin , 0
( , )

0,                           0  

xy x y
x yf x y

x y

⎧ ⋅ + ≠⎪ += ⎨
⎪ + =⎩

，求证（1）f(x,y)在点（0,0）处连续，

（2） (0,0), (0,0)x yf f 存在，（3） ( , ), ( , )x yf x y f x y 在点(0,0)处不连续，（4）f(x,y)在点（0,0）处可微. 

证明：（1）
2 2

1( , ) (0,0) sinf f x y f x y
x y

Δ = Δ Δ − = Δ ⋅ Δ ⋅
Δ + Δ

, 

由于
0
0

lim 0
x
y

x y
Δ →
Δ →

Δ ⋅ Δ = 且
2 2

1sin 1
x yΔ + Δ

≤ ，从而
0
0

lim 0
x
y

f
Δ →
Δ →

Δ = ，故 f(x,y)在点（0,0）处连续. 

（2）             
0 0

( ,0) (0,0) 0 0(0,0) lim lim 0x x x

f x ff
x xΔ → Δ →

Δ − −
= = =

Δ Δ
 

0 0

(0, ) (0,0) 0 0(0,0) lim lim 0y y y

f y ff
y yΔ → Δ →

Δ − −
= = =

Δ Δ
 

故 (0,0), (0,0)x yf f 存在. 

（3）当 2 2 0x y+ ≠ 时， 

32 2 2 2 2 2
2 2 2

2

32 2 2 2
2 2 2

1 1 1( , ) sin sin cos
( )

1 1sin cos
( )

x

x

xf x y xy y xy
x y x y x y x y

x yy
x y x yx y

′ −⎛ ⎞= ⋅ = +⎜ ⎟
+ + +⎝ ⎠ +

= −
+ ++

 

( , )yf x y
2

32 2 2 2
2 2 2

1 1sin cos
( )

xyx
x y x yx y

= −
+ ++

 

由于当(x,y)沿直线 y = x 的方向趋于(0,0)时， 

0 0

1 1 1lim ( , ) lim sin cos
2 2 2 2xx x

y x

f x y x
x x→ →

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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因为
0

1lim sin 0
2x

x
x→

= ，而
0

1 1lim cos
2 2 2x x→

不存在，从而
0
0

lim ( , )xx
y

f x y
→
→

不存在，故 ( , )xf x y 在

点(0,0)处不连续. 同理， ( , )yf x y 在点(0,0)处不连续. 

（ 4 ） 在 点 （ 0,0 ） 处 ， 由 于
2 2

1(0 ,0 ) (0,0) sinf f x y f x y
x y

Δ = + Δ + Δ − = Δ ⋅ Δ ⋅
Δ + Δ

， 令

2 2x yρ = Δ + Δ ，则 

2 2

0 0

2 2

2 2 2 2 2 20 0
0 0

1sin
(0,0) (0,0)

   lim lim

1sin
1lim lim sin

x y

x x
y y

x y
f f x f y x y

x y
x y x y

x y x y x y

ρ ρρ ρ→ →

Δ → Δ →
Δ → Δ →

Δ Δ
Δ − Δ − Δ Δ + Δ

=

Δ Δ
Δ + Δ Δ Δ

= =
Δ + Δ Δ + Δ Δ + Δ

 

因为
2 2

0
22

x yx y x y
x yx y

Δ ΔΔ Δ Δ Δ
=

Δ ΔΔ + Δ
≤ ≤ ，而

0
0

lim 0
2x

y

x y
Δ →
Δ →

Δ Δ
= ， 

所以
2 20

0

lim
x
y

x y
x yΔ →

Δ →

Δ Δ

Δ + Δ
 = 0，又因为

2 2

1sin 1
x yΔ + Δ

≤ ，因此
2 2

0

1sin

lim

x y
x y

ρ ρ→

Δ Δ
Δ + Δ

= 0，从而

函数 f(x,y)在点（0,0）处可微. 

9.1.4  疑难释疑 

1．在二元函数极限中，当点 P(x, y)沿着任一直线无限趋于点 P0(x0, y0)时，如果 f(x,y)都趋

于 A，这时能否断定极限
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y
→

存在且等于 A？ 

答：不能. 例如，函数 ( , ) xyf x y
x y

=
+

，当点 P(x,y)沿着任意一条直线 y = kx 趋于 P0(0,0)

时，都有
2

( , ) (0,0) 0 0
       

lim ( , ) lim lim 0
1x y x x

y kx

kx kxf x y
x kx k→ → →

=

= = =
+ +

. 但此时，仍不能断定
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y
→

= 0. 由

例 4（3）已证明极限不存在. 
其实，根据二重极限的定义，在点 P0(x0, y0)的去心邻域内，动点 P(x, y)趋于点 P0(x0, y0)

的方式是任意的. 尽管动点 P(x, y)沿着任一直线趋于 P0(x0, y0)时，f(x, y)的极限都存在且都等于

A，但毕竟只是沿着直线变动，而趋于 P0(x0, y0)的方式还有很多，比如各种曲线方式，因此无

法肯定当 0 0( , ) ( , )x y x y→ 时的二重极限是否存在，更不能断定二重极限是 A. 
2．判定二重极限不存在，有哪些常用方法？ 
答：根据二重极限的定义，

( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y

→
存在，要求 P(x, y)以任何方式趋于点 P0(x0, y0)

时，f(x, y)都有相同的极限. 因此，判定二重极限不存在，通常有下列两种方法： 
（1）选取 0P P→ 的一种特殊方式，通常取沿某条过 P0 的直线或曲线趋于 P0，按此方式极

限
0

lim ( , )
P P

f x y
→

不存在； 
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（2）找出 0P P→ 的两种方式，通常取沿两条过 P0 的直线或曲线 C1,C2，使得 

0 0

1 2

1 2lim ( , ) , lim ( , )
P P P P
P C P C

f x y A f x y A
→ →
∈ ∈

= =  

且 A1 ≠ A2. 
3．求较简单的二元函数的极限有哪些常用方法？ 
答：由于二元函数 f(x, y)极限定义中，动点 P(x, y)趋于定点 P0(x0, y0)的方式是任意的，相

比一元函数 f(x)的极限只有左、右两个单侧极限而言，要复杂得多. 求二元函数的极限常用的

方法有：①利用不等式，使用夹逼准则；②利用初等函数的连续性及极限的四则运算；③利

用初等变换，特别是幂指函数转化为指数形式或者对数形式；④利用等价无穷小；⑤若能事

先判定其极限值，可再利用 ε δ− 方法证明. 

4．多元函数的偏导数记号
z
x

∂
∂

（或
z
y

∂
∂

）能否理解为 z∂ 与 x∂ （或 z∂ 与 y∂ ）之商？ 

答：一元函数的导数
d
d
y
x

可以理解为 dy 与 dx 之商，因为 dy 与 dx 分别为 y 与 x 的微分，

有其独立的含义，因此一元函数的导数也称为微商. 而在多元函数中
z
x

∂
∂

就不能理解为 z∂ 与 x∂

之商了，只能作为一个整体记号来理解，仅指函数 z 关于变量 x 的偏导数，而与其它变量无关，

因此也与 z 的全微分 dz 无关. 例如，函数 z = xy，那么
z y
x

∂
=

∂
， 2

x z
y y

∂
= −

∂
，

1y
z x

∂
=

∂
，这样就有 

1z x y z
x y z xy

∂ ∂ ∂
⋅ ⋅ = − = −

∂ ∂ ∂
. 

若
z
x

∂
∂

能理解为 z∂ 与 x∂ 之商，
x y
y z

∂ ∂
∂ ∂

与 也类似，则上式右端应为 1，因此也说明记号
z
x

∂
∂

不

能理解为 z∂ 与 x∂ 之商. 
5．二元函数的连续性、可偏导性（即存在一阶偏导数）和可微性等之间有没有联系？ 
答：对于一元函数而言，可导必定连续，可导与可微等价，然而在多元函数中，这些关

系不再保持. 为了方便掌握相互间的联系与区别，列出关系图加以说明，下面图中的记号“→”

表示可以推导，“ ”表示无法推导. 

 

下面给出一些典型例子说明之间的关系. 
（1）二元函数连续但不存在偏导数 

例如， ( , )f x y 2 2x y= + 在（0,0）处连续，但在（0,0）处偏导数不存在. 
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（2）二元函数存在偏导数，但函数不连续 

例 如 ，
2 2 ,   0

( , )
1,             0
x y xy

f x y
xy

⎧ + ≠⎪= ⎨
=⎪⎩

， 函 数 ( , )f x y 在 (0,0) 处 有 (0,0) (0,0) 0x yf f= = ， 但

( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y

→
= 0 ≠ f (0,0)，故在(0,0)处不连续. 

（3）二元函数存在偏导数，但函数不可微分. 

例如，
2 2

2 2

2 2

,  0
( , )

0,             0

xy x y
x yf x y

x y

⎧ + ≠⎪ += ⎨
⎪ + =⎩

，函数 ( , )f x y 在（0,0）处连续且偏导数 (0,0)xf =  

(0,0) 0yf = ，但 ( , )f x y 在（0,0）处不可微分. 需指出的，若函数 ( , )f x y 在(x0, y0)处可微，则 ( , )f x y

在(x0, y0)处一定连续. 
（4）二元函数存在连续的偏导数是函数可微的充分条件，而非必要条件. 

例如，

2 2
2 2

2 2

1sin , 0
( , )

0,                         0

xy x y
x yf x y

x y

⎧ + ≠⎪ += ⎨
⎪ + =⎩

，函数 ( , )f x y 在(0,0)处可微，具有一阶偏导数，

但一阶偏导数在(0,0)处不连续. 

9.1.5  部分习题解答 

【习题 9-1】 
3．试证函数 F(x, y) = ln x⋅ln y 满足关系式:    

F(xy, uv) = F(x, u) + F(x, v) + F(y, u) + F(y, v). 

证明：F(xy, uv) = ln(xy)⋅ln(uv) 
              = (ln x+ln y)(ln u+ln v) 
              = ln x⋅ln u+ln x⋅ln v+ln y⋅ln u+ln y⋅ln v  
              = F(x, u)+F(x, v)+F(y, u)+F(y, v). 
5．求下列各函数的定义域:    

（3） z x y= − ; 
解：要使函数有意义，必须 

y≥0, 0x y− 即 x y≥ , 

于是有 x≥0 且 x2≥y, 
故函数定义域为 

D = {(x, y)| x≥0, y≥0, x2≥y}. 

（4）
2 2

ln( )
1

xz y x
x y

= − +
− −

; 

解：要使函数有意义，必须 

y−x > 0, x≥0, 1−x2−y2>0, 
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故函数的定义域为 

D = {(x, y)| y > x ≥0, x2+y2 < 1}. 

（6）
2 2

arccos zu
x y

=
+

.  

解：要使函数有意义，必须 

x2+y2 ≠ 0，且
2 2

1z
x y+

≤ 即 z2≤x2 + y2, 

故函数定义域为 

D = {(x, y, z)|z2≤x2 + y2, x2 + y2 ≠ 0}. 
6．求下列各极限： 

（4）
( , ) (0,0)

lim
1 1x y

xy
xy→ + −

;  

解：
( , ) (0,0)

lim
1 1x y

xy
xy→ + − ( , ) (0,0)

( 1 1)
lim

( 1 1)( 1 1)x y

xy xy
xy xy→

+ +
=

+ + + −
 

  
( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

( 1 1)
lim lim ( 1 1) 2

x y x y

xy xy
xy

xy→ →

+ +
= = + + = .  

（5）
( , ) (2,0)

sin( )lim
x y

xy
y→

;  

解：
( , ) (2,0)

sin( )lim
x y

xy
y→ ( , ) (2,0)

sinlim 1 2 2
x y

xy x
xy→

= ⋅ = ⋅ = .  

（6） 2 2

2 2

2 2( , ) (0,0)

1 cos( )lim
( )ex yx y

x y
x y→

− +

+
.  

解： 2 2 2 2

2 2 2
2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

1 ( )1 cos( ) 2lim lim
( )e ( )ex y x yx y x y

x yx y
x y x y→ →

+− +
=

+ +
 

    2 2

2 2

( , ) (0,0)

1 lim 0
2 ex yx y

x y
→

+
= = （用等价无穷小代换）. 

*7．证明下列极限不存在: 

（2）
2 2

2 2 2( , ) (0,0)
lim

( )x y

x y
x y x y→ + −

.  

证明：如果动点 P(x, y)沿 y = x 趋于(0, 0)，则 
2 2 4

2 2 2 4( , ) (0,0) 0
     

lim lim 1
( )x y x

y x

x y x
x y x y x→ →

=

= =
+ −

; 

如果动点 P(x, y)沿 y = 2x 趋向(0, 0)，则 
2 2 4

2 2 2 4 2( , ) (0,0) 0
     2

4lim lim 0
( ) 4x y x

y x

x y x
x y x y x x→ →

=

= =
+ − +

. 



第 9 章  多元函数微分法及其应用 ·37·

因此，极限
2 2

2 2 2( , ) (0,0)
lim

( )x y

x y
x y x y→ + −

不存在. 

*9．证明
2 2( , ) (0,0)

lim 0
x y

xy
x y→

=
+

.  

证明一：因为

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

| | 2| |
2

x y
x yxy xy

x y x y x y

+
+

= =
+ + +

≤ ,  

所以            
2 2

2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
0 lim lim 0

2x y x y

x yxy
x y→ →

+
=

+
≤ ≤ .  

因此                        
2 2( , ) (0,0)

lim 0
x y

xy
x y→

=
+

.  

证明二：因为
2 2

| |
2

x yxy +
≤ ，故

2 22 2

2 2 2 2
| |

22

x yxy x y

x y x y

++
=

+ +
≤ .  

对于任意给定的ε > 0，取δ = 2ε，当 2 20 x y δ< + < 时恒有 
2 2

2 2
0

2 2
x yxy

x y
δ ε

+
− < =

+
≤ , 

所以  
2 2( , ) (0,0)

lim 0
x y

xy
x y→

=
+

.  

*10．设 F(x, y) = f(x), f(x)在 x0 处连续，证明：对任意 y0∈R, F(x, y)在(x0, y0)处连续.   
证明：由题设知，f(x)在 x0 处连续，故对于任意给定的ε > 0，取δ > 0，当|x−x0|<δ 时，有

|f(x)−f(x0)| < ε.   
作(x0, y0)的邻域 U((x0, y0), δ)，显然当(x, y)∈U((x0, y0), δ)时，|x−x0|<δ，从而 

|F(x, y) − F(x0, y0)| = |f(x) − f(x0)| < ε, 
所以 F(x, y)在点(x0, y0)处连续.  

又因为 y0 是任意的, 所以对任意 y0∈R, F(x, y)在(x0, y0)处连续.   
【习题 9-2】 
1．求下列函数的偏导数： 

（5） ln tan xz
y

= ; 

解： 21 1 2 2sec csc
tan

z x x
xx y y y y
y

∂
= ⋅ ⋅ =

∂
,  

    2
2 2

1 2 2sec csc
tan

z x x x x
xy y yy y
y

∂ −
= ⋅ ⋅ = −

∂
.  

（6）z = (1+xy)y; 

解： 1 2 1(1 ) (1 )y yz y xy y y xy
x

− −∂
= + ⋅ = +

∂
,  
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    ln(1 ) ln(1 )e e ln(1 )
1

y xy y xyz xxy y
y y xy

+ +∂ ∂ ⎡ ⎤= = + + ⋅⎢ ⎥∂ ∂ +⎣ ⎦
 

       (1 ) ln(1 )
1

y xyxy xy
xy

⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥+⎣ ⎦
.  

（7）
y
zu x= ; 

解：
1y

zu y x
x z

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∂

=
∂

,  

    1 1ln ln
y y
z zu x x x x

y z z
∂

= ⋅ = ⋅
∂

,  

    2 2ln ln
y y
z zu y yx x x x

z z z
∂ ⎛ ⎞= − = − ⋅⎜ ⎟
∂ ⎝ ⎠

.  

（8）u = arctan(x−y)z; 

解：
1

2
( )

1 ( )

z

z
u z x y
x x y

−∂ −
=

∂ + −
,  

    
1

2
( )

1 ( )

z

z
u z x y
y x y

−∂ −
= −

∂ + −
,  

    2
( ) ln( )

1 ( )

z

z
u x y x y
z x y

∂ − −
=

∂ + −
.  

3．设
1 1

e x yz
⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠= ，求证 2 2 2z zx y z

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

.  

解：因为
1 1

2
1e x yz

x x

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠∂

= ⋅
∂

, 
1 1

2
1e x yz

y y

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠∂

= ⋅
∂

，所以 

1 1 1 1
2 2 e e 2x y x yz zx y z

x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂

+ = + =
∂ ∂

 

5．曲线

2 2

4
4

x yz

y

⎧ +
=⎪

⎨
⎪ =⎩

在点(2, 4, 5)处的切线对于 x 轴的倾角是多少？ 

解：因为 

                                2
4 2

z x x
x

∂
= =

∂
, 

                                (2,4,5) 1 tanz
x

α∂
= =

∂
,  

故
4

α π
= 即为所求. 

6．求下列函数的
2

2
z

x
∂
∂

, 
2

2
z

y
∂
∂

, 
2z

x y
∂
∂ ∂

： 

（2） arctan yz
x

= ;  
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解： 2 2 2 2

2

1

1

z y y
x y x x y

x

∂ ⎛ ⎞= ⋅ − = −⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠+
, 

2

2 2 2 2
2

( )
z xy

x x y
∂

=
∂ +

;   

    2 2 2

2

1 1

1

z x
y xy x y

x

∂ ⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟
∂ +⎝ ⎠

+
, 

2

2 2 2 2
2

( )
z xy

y x y
∂

= −
∂ +

;  

    
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
( ) 2

( ) ( )
z y x y y y x

x y y x y x y x y
∂ ∂ + − −⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ + + +⎝ ⎠

.  

（3）z = yx.  

解： lnxz y y
x

∂
=

∂
, 

2
2

2 lnxz y y
x

∂
=

∂
;  

    1xz xy
y

−∂
=

∂
, 

2
2

2 ( 1) xz x x y
y

−∂
= −

∂
;  

    
2

1 11( ln ) ln ( ln 1)x x x xz y y xy y y y x y
x y y y

− −∂ ∂
= = + ⋅ = +

∂ ∂ ∂
 

9．验证： 

（1）
2

e sinkn ty nx−= 满足
2

2
y yk
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
; 

证明：因为 

                   
2 22 2e sin ( ) e sinkn t kn ty nx kn kn nx

t
− −∂

= ⋅ ⋅ − = − ⋅
∂

,  

                   
2

e coskn ty n nx
x

−∂
=

∂
, 

2
2

2
2 e sinkn ty n nx

x
−∂

= −
∂

,  

                   
2

2
2

2 e sinkn tyk kn nx
x

−∂
= −

∂
,  

所以          
2

2
y yk
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
.  

（2） 2 2 2r x y z= + + 满足
2 2 2

2 2 2
2r r r
rx y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
.  

证明：
2 2 2

r x x
x rx y z

∂
= =

∂ + +
, 

2 2 2

2 2 3

rr xr r xx
x r r

∂
−∂ −∂= =

∂
, 

由对称性知 
2 2 2

2 3
r r y

y r
∂ −

=
∂

, 
2 2 2

2 3
r r z

z r
∂ −

=
∂

, 

因此                
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 3 3 3
r r r r x r y r z

x y z r r r
∂ ∂ ∂ − − −

+ + = + +
∂ ∂ ∂

 

                       
2 2 2 2 2 2

3 3
3 ( ) 3 2r x y z r r

rr r
− + + −

= = = .  
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【习题 9-3】 
1．求下列函数的全微分： 

（4）u = xyz.  
解：因为 

1yzu yz x
x

−∂
= ⋅

∂
, lnyzu zx x

y
∂

=
∂

, lnyzu yx x
z

∂
=

∂
, 

所以                1d d ln d ln dyz yz yzu yzx x zx x y yx x z−= + + . 

3．求函数
yz
x

= 当 x=2, y=1, Δx=0.1, Δy=−0.2 时的全增量和全微分.  

解：因为 

y y yz
x x x

+ Δ
Δ = −

+ Δ
, 2

1d yz x y
xx

= − Δ + Δ , 

所以，当 x = 2, y = 1, Δx = 0.1, Δy = −0.2 时， 

1 ( 0.2) 1 0.119
2 0.1 2

z + −
Δ = − = −

+
, 

1 1d 0.1 ( 0.2) 0.125
4 2

z = − × + × − = − . 

*7．计算(1.97)1.05 的近似值(ln2 = 0.693). 
解：设 z = xy，由于 

( ) y y y z zx x x x y
x y

+Δ ∂ ∂
+ Δ ≈ + Δ + Δ

∂ ∂
1 lny y yx yx x x x y−= + Δ + Δ , 

所以取 x = 2, y = 1, Δx = −0.03, Δy = 0.05 可得 

(1.97)1.05≈2−0.03+2ln2⋅0.05=1.97+0.0693 ≈2.0393. 
*9．设有一无盖圆柱形容器，容器的壁与底的厚度均为 0.1cm，内高为 20cm，内半径

为 4cm，求容器外壳体积的近似值. 
解：圆柱体的体积公式为 V = πR2h， 

ΔV ≈ dV = 2πRhΔR +πR2Δh, 
当 R = 4, h = 20, ΔR = Δh = 0.1 时， 

ΔV≈2×3.14×4×20×0.1+3.14×42×0.1≈55.3(cm3), 
这个容器外壳的体积大约是 55.3cm3. 
*11．测得一块三角形土地的两边长分别为 63±0.1m 和 78±0.1m，这两边的夹角为 60°±1°，

试求三角形面积的近似值，并求其绝对误差和相对误差. 

解：设三角形的两边长为 x 和 y，它们的夹角为 z，则三角形面积为
1 sin
2

S xy z= .  

1 1 1d sin d sin d cos d
2 2 2

S y z x x z y xy z z= + +  

1 1 1| | | d | sin | d | sin | d | cos | d |
2 2 2

S S y z x x z y xy z zΔ ≈ + +≤ . 
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令 x = 63, y = 78, 
3

z π
= , |dx| = 0.1, |dy| = 0.1, d

180
z π

= ，则 

                78 3 63 3 63 78 10.1 0.1 27.55
2 2 2 2 2 2 180

sδ × π
≈ × × + × × + × × = ,  

                1 63 78 sin 2127.82
2 3

S π
= ⋅ ⋅ ⋅ = ,  

                27.55 1.29%
2127.82

s
S

δ
= = ,  

所以三角形面积的近似值为 2127.82m2，绝对误差为 27.55m2，相对误差为 1.29%. 
*13．利用全微分证明: 乘积的相对误差等于各因子的相对误差之和；商的相对误差等于

被除数及除数的相对误差之和. 

证明：设 u = xy，
xv
y

= ，则 Δu ≈ du = ydx + xdy,  

2
d dd y x x yv v

y
−

Δ ≈ = , 

由此可得相对误差； 

d d d d du u y x x y x y
u u xy x y

Δ +
≈ = = +

d dx y x y
x y x y

Δ Δ
+ = +≤ ; 

2

d d d d dv v y x x y x y
xv v x yy
y

Δ −
= = = −

⋅

d dx y x y
x y x y

Δ Δ
+ = +≤ . 

9.1.6  练习题 

1．选择题 

（1）二重极限
2

2 40
0

lim
x
x

xy
x y→

→
+

的值为（    ） 

   A． 0           B．1         C．
1
2

        D．不存在 

（2）考察下列命题 
① 函数 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处两个偏导数都存在，则 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处连续； 
② 函数 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处可微，则 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处两个偏导数都存在； 
③ 函数 ( , )f x y 的两个偏导数在点 0 0( , )x y 处都连续，则 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处可微； 
④ 函数 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处两阶混合偏导数都存在，则 0 0 0 0( , ) ( , )xy yxf x y f x y= . 

错误的命题是（    ） 
   A．①②    B．②③    C．③④    D．①④ 

（3）设 ( , ) ( , )f x y x y x yϕ= − ，其中 ( , )x yϕ 在(0,0)连续且 (0,0)ϕ = 0，则 
   A． ( , )f x y 在（0,0）处连续， (0,0), (0,0)x yf f 不存在. 

   B． ( , )f x y 在（0,0）处连续， ( , )f x y 在（0,0）处不可微. 



高等数学例题与习题（下册） ·42·

   C． (0,0), (0,0)x yf f 存在， ( , )f x y 在（0,0）处不可微. 

   D． ( , )f x y 在（0,0）处可微. 
2．填空题 

（1）函数
2 2

1
1

z
x y

=
+ −

的定义域为        ． 

（2）若
2 2

( , )
3

x yf x y
xy
+

= ，则 1, yf
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =         ． 

3．求下列各极限： 

（1）
2 22 2

( , ) ( , )
lim ( )e x y

x y
x y − −

→ +∞ +∞
+ ；            

（2）
( )2 2

( , ) (0,1)

sin
lim

ln(1 )x y

x x y
xy→

+
+

； 

（3） 2 2( , ) (0,0)

1lim ( )sin
x y

x y
x y→

+
+

； 

（4） 2 2 ( )

( , ) ( , )
lim ( )e x y

x y
x y − +

→ +∞ +∞
+ ； 

(5) 
2 2

2 2( , ) (0,0)

arctan( )lim
x y

x y
x y→

+
+

. 

4．证明二元函数的极限
( , ) (0,0)

lim
1 1x y

xy
x y→ + + −

不存在. 

5．设函数 ( , ) ( , )f x y x y x yϕ= − ，其中函数 ( , )x yϕ 在(0,0)的某邻域内连续，试问：（1）

在什么条件下，偏导数 (0,0), (0,0)x yf f 存在；（2）在什么条件下，将函数 ( , )f x y 在点（0,0）

处可微？ 

习题答案 

1．（1）D      （2）D       （3）D 

2．（1） 2 2{( , ) | 1}x y x y+ >    （2）
2 2

3
x y

xy
+  

3．（1）0       （2）1       （3）0         （4）0        （5）1 
5．当 (0,0)ϕ = 0 时， ( , )f x y 在点（0,0）处可微且 (0,0), (0,0)x yf f 存在. 

9.1.7  考研真题 

【例 1】（2002 年数一） 考虑二元函数 ),( yxf 的四条性质： 
① ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处连续，    ② ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处的一阶偏导数连续, 
③ ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处可微，    ④ ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处的一阶偏导数存在. 
则有（    ） 
   A．② ⇒ ③ ⇒ ①      B．③ ⇒ ② ⇒ ① 
   C．③ ⇒ ④ ⇒ ①      D．③ ⇒ ① ⇒ ④ 
解：应选 A 
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这是讨论函数 ( , )f x y 的连续性、可偏导性、可微性及偏导数的连续性之间的关系. 因为

( , )f x y 的两个偏导数连续是可微的充分条件，若 ( , )f x y 可微则必连续，因此应选 A. 

【例 2】（2008 年数三） 已知
2 4

( , ) e x yf x y += ，则（    ） 

   A． (0,0)xf ′ ， (0,0)yf ′ 都存在        

   B． (0,0)xf ′ 不存在， (0,0)yf ′ 存在 

   C． (0,0)xf ′ 存在， (0,0)yf ′ 不存在   

   D． (0,0)xf ′ ， (0,0)yf ′ 都不存在 

解：应选 B 
2 40

0 0 0

( ,0) (0,0) e 1 e 1(0,0) lim lim lim
0

xx

x x x x

f x ff
x x x

+

→ → →

− − −′ = = =
−

 

0 0

e 1 e 1lim lim 1
x x

x xx x+ +→ →

− −
= = ，

0 0

e 1 e 1lim lim 1
x x

x xx x− −

−

→ →

− −
= = −  

故 (0,0)xf ′ 不存在． 
2 4 20 2

0 0 0 0

(0, ) (0,0) e 1 e 1(0,0) lim lim lim lim 0
0

y y

y y y y y

f y f yf
y y y y

+

→ → → →

− − −′ = = = = =
−

 

所以 (0,0)yf ′ 存在．故选 B. 

【例 3】（2012 年数一） 如果 f(x,y)在(0,0)处连续，那么下列命题正确的是（    ） 

   A．若极限
0
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

存在，则 f(x,y)在(0,0)处可微 

   B．若极限 2 20
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

存在，则 f(x,y)在(0,0)处可微 

   C．若 f(x,y)在(0,0)处可微，则极限
0
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

存在 

   D．若 f(x,y)在(0,0)处可微，则极限 2 20
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

存在 

解：应选 B 

由于 f(x,y)在(0,0)处连续，可知如果 2 20
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

存在，则必有 (0,0)f =
0
0

lim ( , ) 0
x
y

f x y
→
→

= ，这样，

2 20
0

( , )lim
x
y

f x y
x y→

→
+

就可以写成 2 20
0

( , ) (0,0)lim
x
y

f x y f
x yΔ →

Δ →

Δ Δ −
Δ + Δ

，也即极限 2 20
0

( , ) (0,0)lim
x
y

f x y f
x yΔ →

Δ →

Δ Δ −
Δ + Δ

存在，由此可

知
2 20

0

( , ) (0,0)lim 0
x
y

f x y f
x yΔ →

Δ →

Δ Δ −
=

Δ + Δ
，即 ( , ) (0,0)f x y fΔ Δ − = 2 20 0 ( )x y o x yΔ + Δ + Δ + Δ . 由可微的定义

可知 f(x,y)在(0,0)处可微，故选 B. 
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9.2  多元函数的微分法 

9.2.1  基本要求 

1．掌握复合函数微分法，会求复合函数的二阶偏导数.        
2．了解隐函数存在定理，会求多元隐函数的偏导数. 

9.2.2  基本内容 

1．复合函数微分法 

（1）复合函数的中间变量均为一元函数的情形——全导数 
如果函数 u = ϕ(t)及 v = ψ(t)都在点 t 可导，函数 z = f(u, v)在对应点(u, v)具有连续偏导数，

则复合函数 z = f[ϕ(t), ψ(t)]在点 t 可导，且有 

d d d
d d d
z z u z v
t u t v t

∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂
. 

（2）复合函数的中间变量均为多元函数的情形 
如果函数 u=ϕ(x, y), v=ψ(x, y)都在点(x, y)具有对 x 及对 y 的偏导数, 函数 z=f(u, v)在对应点

(u, v)具有连续偏导数, 则复合函数 z = f [ϕ(x, y), ψ(x, y)]在点(x, y)的两个偏导数都存在，且有  

z z u z v
x u x v x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, z z u z v

y u y v y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

（3）复合函数的中间变量既有一元函数, 又有多元函数的情形 
如果函数 u = ϕ(x, y)在点(x, y)具有对 x 及对 y 的偏导数, 函数 v = ψ(y)在点 y 可导, 函数 z = 

f(u, v)在对应点(u, v)具有连续偏导数, 则复合函数 z = f[ϕ(x, y), ψ(y)]在点(x, y)的两个偏导数都

存在，且有 

z z u
x u x

∂ ∂ ∂
= ⋅

∂ ∂ ∂
, d

d
z z u z v
y u y v y

∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
. 

2．隐函数存在定理 

（1）隐函数存在定理 1  
设函数 F(x, y)在点 P(x0, y0)的某一邻域内具有连续偏导数，且 F(x0, y0) = 0, Fy(x0, y0)≠0，则

方程 F(x, y) = 0 在点(x0, y0)的某一邻域内恒能唯一确定一个连续且具有连续导数的函数 y = 
f(x)，它满足条件 y0 = f(x0)，并有 

d
d

x

y

Fy
x F

= − . 

（2）隐函数存在定理 2  
设函数 F(x, y, z)在点 P(x0, y0, z0)的某一邻域内具有连续的偏导数，且 F(x0, y0, z0) = 0, Fz(x0, 

y0, z0)≠0，则方程 F(x, y, z) = 0 在点(x0, y0, z0)的某一邻域内恒能唯一确定一个连续且具有连续偏

导数的函数 z = f(x, y)，它满足条件 z0 = f(x0, y0)，并有 
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x

z

Fz
x F

∂
= −

∂
, y

z

Fz
y F

∂
= −

∂
. 

（3）隐函数存在定理 3   
设 F(x, y, u, v)、G(x, y, u, v)在点 P(x0, y0, u0, v0)的某一邻域内具有对各个变量的连续偏导

数，又 F(x0, y0, u0, v0) = 0, G(x0, y0, u0, v0) = 0，且偏导数所组成的函数行列式： 

( , )
( , )

F F
F G u vJ

G Gu v
u v

∂ ∂
∂ ∂ ∂= =

∂ ∂∂
∂ ∂

 

在点 P(x0, y0, u0, v0)不等于零，则方程组 F(x, y, u, v) = 0, G(x, y, u, v) = 0 在点 P(x0, y0, u0, v0)的某

一邻域内恒能唯一确定一组连续且具有连续偏导数的函数 u = u(x, y), v = v(x, y)，它们满足条件

u0 = u(x0, y0), v0 = v(x0, y0)，并有 

                           1 ( , )
( , )

x v

x v

u v

u v

F F
G Gu F G
F Fx J x v
G G

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
,  

                           1 ( , )
( , )

u x

u x

u v

u v

F F
G Gv F G
F Fx J u x
G G

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
,  

                           1 ( , )
( , )

y v

y v

u v

u v

F F
G Gu F G
F Fy J y v
G G

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
,  

                           1 ( , )
( , )

u y

u y

u v

u v

F F
G Gv F G
F Fy J u y
G G

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
.  

注：常称 J 为雅可比行列式. 

9.2.3  典型例题 

【例 1】 设 ( e )y xz x= + ，则
(1,0)

z
x

∂
=

∂
        . 

解：由 ( e )y xz x= + ，故 ( ,0) ( 1)xz x x= + ，因此 

ln(1 ) ln(1 )d ( 1) e e ln(1 )
d 1

x x x x xz xx x
x x

+ + ⎡ ⎤′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = = + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ +⎣ ⎦
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代入 1x = 得， ln 2
(1,0)

1e ln 2 2ln 2 1
2

z
x

∂ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
. 

【例 2】 设函数 ( , )z z x y= 由方程 ( )xz y xy+ = 确定，则 (1,2)
z
x

∂
∂

=         . 

解：把点(1,2)代入 ( )xz y xy+ = ，得 1( 2) 2z + = ，则 (1,2) 0z =  
在方程 ( )xz y xy+ = 两边同时对 x 求偏导数，有 

( ) ln( )x

z
xz y z y x y

z y

∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂+ + + ⋅ =⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

代入相应数值得             12 ln 2 2
2

z
x

∂⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

解得                       (1,2) 2(1 ln 2)z
x

∂
= −

∂
. 

评注：例 1 与例 2 均是求偏导数值. 例 1 为显函数，因此可直接将另外一个变量的数值代

入使之变为一元函数而直接求全导数. 例 2 为隐函数，则需要注意将变量值代入求出对应的函

数值.  

【例 3】 设 ( , )z z x y= 是由方程 5 4 3 1z xz yz− + = 确定的隐函数，求
2

(0,0)
z

x y
∂
∂ ∂

. 

解：将方程两边对 x 求偏导数，得 

                            4 4 3 25 4 3 0z z zz z xz yz
x x x

∂ ∂ ∂
− − + =

∂ ∂ ∂
 （1） 

再将方程两边对 y 求偏导数，得 

                           4 3 3 25 4 3 0z z zz xz z yz
y y y

∂ ∂ ∂
− + + =

∂ ∂ ∂
 （2） 

将（1）式两端对 y 求偏导数，得 

           
2

3 2 4 3 2 3 2(20 12 6 ) (5 4 3 ) 4 3 0z z z z zz xz yz z xz yz z z
x y x y y x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + − + − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 （3） 

将 x = 0, y = 0 代入原方程，得 (0,0) 1z = . 再将 x = 0, y = 0, z = 1 代入（1）、（2）式得 

(0,0) (0,0)
1 1,
5 5

z z
x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂
. 

再代入（3）式，得
2

(0,0)
3
25

z
x y
∂

= −
∂ ∂

. 

【例 4】 设 f(u)具有二阶连续导数，且 ( , ) y xg x y f yf
x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，求

2 2
2 2

2 2 .g gx y
x y

∂ ∂
−

∂ ∂
 

解：由已知条件可得 

        2
g y y xf f
x x yx

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 
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2 2

2 3 4
2 1g y y y x xf f f

x y y yx x x
∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′′ ′′= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

        1g y x x xf f f
y x x y y y

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

        
2 2 2

2 2 2 2 3 2 2
1 1g y x x x x x x y x xf f f f f f

x y y y x yy x y y y x y
∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= − + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

所以           
2 2

2 2
2 2
g gx y

x y
∂ ∂

−
∂ ∂

 

                  =
2 2

2
2y y y x x xf f f
x x y y yx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′′ ′′+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2
y y x xf f

x y yx
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                  = 2 .y yf
x x

⎛ ⎞′⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

【例 5】 设 f(u,v)具有二阶连续偏导数，且满足
2 2

2 2 1f f
u v

∂ ∂
+ =

∂ ∂
，又 2 21( , ) , ( )

2
g x y f xy x y⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

,

求
2 2

2 2 .g g
x y

∂ ∂
+

∂ ∂
 

分析：本题是典型的复合函数求偏导问题： ( , )g f u v= ， 2 21, ( )
2

u xy v x y= = − ，直接利用

复合函数求偏导公式即可，注意利用
2 2

.f f
u v v u

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
 

解：                         g f fy x
x u v

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
， 

.g f fx y
y u v

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
 

故                      
2 2 2 2

2 2
2 2 22g f f f fy xy x

u v vx u v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

， 

2 2 2 2
2 2

2 2 22 .g f f f fx xy y
v u vy u v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + −

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
 

所以                   
2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

  ( ) ( )

.

g g f fx y x y
x y u v

x y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + +

∂ ∂ ∂ ∂

= +

 

【例 6】 已知函数 ( , )f u v 具有连续的二阶偏导数， (1,1) 2f = 是 ( , )f u v 的极值， [( ),z f x y= +  

( , )]f x y . 求
2

(1,1)|z
x y
∂
∂ ∂

. 

解：因为 (1,1) 2f = 是 ( , )f u v 的极值，故 1 2(1,1) 0, (1,1) 0f f= =  

而 1 2 1[( ), ( , )] [( ), ( , )] ( , )z f x y f x y f x y f x y f x y
x

∂
= + + + ⋅

∂
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2

11 12 2

21 1 22 2 1

2 12

[( ), ( , )] [( ), ( , )] ( , )

           [( ), ( , )] ( , ) [( ), ( , )] ( , ) ( , )
           [( ), ( , )] ( , )

z f x y f x y f x y f x y f x y
x y

f x y f x y f x y f x y f x y f x y f x y
f x y f x y f x y

∂
= + + + ⋅

∂ ∂
+ + ⋅ + + ⋅ ⋅
+ + ⋅

 

故
2

11 2 12(2,2) (2,2) (1,1)z f f f
x y
∂

= + ⋅
∂ ∂

 

评注：本题需注意利用极值的条件. 

【例 7】 设
y yz xf
x x

ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， ( )uϕ 具有二阶连续的导数,
2 2 2

2 2
2 22z z zx xy y

x yx y
∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂∂ ∂

求 . 

解： 2 2 2
z y y y y y y y y y yf xf f f
x x x x x x x xx x x

ϕ ϕ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′= + − + − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

    

2 2 2

2 2 2 4 3 4

2 2

3 3 4

2

2

z y y y y y y y y y yf f f
x x x x xx x x x x x

y y yf
x x x

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′′ ′ ′′= − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂

′′ ′ ′′= + +

 

    

2

2 2 3

2 2 3

1 1 1

1

z y y y y y y yf f f
x y x x x x x x xx x x

y yf
x x x

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′′ ′ ′′= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′′ ′ ′′= − − −

 

    1z y yf
y x x x

ϕ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

    
2

2 2
1 1z f
xy x

ϕ∂ ′′ ′′= +
∂

 

于是           

2 2 2
2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

2 2 22 0

z z zx xy y
x yx y

y y y y y y y yf f f
x x x x xx x x

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂∂ ∂

′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′= + + − − − + + =

  

【例 8】 设 u=u (x, y), v= v (x, y)是由方程组 

cos

sin

vx u
u
vy u
u

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 

所确定的 x = x (u, v), y = y (u, v)的反函数，求 , , ,u v u v
x x y y

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

. 

解法一：利用隐函数求导公式，记 ( , , , ) cos vF x y u v x u
u

= − ， ( , , , ) sin vG x y u v y u
u

= − . 则 

( , )
( , )

F F
F G u vJ

G Gu v
u v

∂ ∂
∂ ∂ ∂= =

∂ ∂∂
∂ ∂

=
cos sin sin

1 0
sin cos cos

v v v v
u u u u
v v v v
u u u u

− −
= ≠

− + −
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( , )
( , )
F G
x v

∂
∂

=

v
G

x
G

v
F

x
F

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
1 sin

cos
0 cos

v
vu

v u
u

= −
−

 

( , )
( , )
F G
u x

∂
∂

=

F F
u x
G G
u x

∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂

=
cos sin 1

sin cos
sin cos 0

v v v
v v vu u u

v v v u u u
u u u

− −
= −

− +
 

因此，               1 ( , )
( , )

x v

x v

u v

u v

F F
G Gu F G
F Fx J x v
G G

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
= cos v

u
,  

1 ( , )
( , )

u x

u x

u v

u v

F F
G Gv F G
F Fx J u x
G G

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
= cos sinv v v

u u u
− , 

同理，               1 ( , )
( , )

y v

y v

u v

u v

F F
G Gu F G
F Fy J y v
G G

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
= sin v

u
,  

1 ( , )
( , )

u y

u y

u v

u v

F F
G Gv F G
F Fy J u y
G G

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
= cos sinv v v

u u u
+ . 

解法二：将所给方程两端对 x 求偏导数，得 

cos sin sin 1

sin cos cos 0

v v v u v v
u u u x u x
v v v u v v
u u u x u x

⎧ ∂ ∂⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟⎪ ∂ ∂⎪⎝ ⎠
⎨

∂ ∂⎛ ⎞⎪ − + =⎜ ⎟⎪ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

 

解得， cosu v
x u

∂
=

∂
， cos sinv v v v

x u u u
∂

= −
∂

. 

同理，将所给方程两端对 y 求偏导数，得 

cos sin sin 0

sin cos cos 1

v v v u v v
u u u y u y
v v v u v v
u u u y u y

⎧ ∂ ∂⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟⎪ ∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎨

∂ ∂⎛ ⎞⎪ − + =⎜ ⎟⎪ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

 

解得， sinu v
y u

∂
=

∂
， cos sinv v v v

y u u u
∂

= +
∂

. 



高等数学例题与习题（下册） ·50·

解法三：由一阶全微分的形式不变性，得 

2
d dd cos d sinv v u v v ux u u

u u u
−

= − ⋅  

d sin d cosv vy u u
u u

= + ⋅ 2
d du v v u

u
−  

联立解得， d cos d sin dv vu x y
u u

= + ， d cos sin d cos sin dv v v v v vv x y
u u u u u u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

因此， cosu v
x u

∂
=

∂
， cos sinv v v v

x u u u
∂

= −
∂

， sinu v
y u

∂
=

∂
， cos sinv v v v

y u u u
∂

= +
∂

. 

评注：若题目改为求 du 与 dv，解法三则是最方便的.  

【例 9】 设
( , , ),

( , , ) 0.
u f x ut y ut z ut
g x y z

= − − −⎧
⎨ =⎩

求 ,u u
x y

∂ ∂
∂ ∂

. 

解法一：这里有变量 x, y, z, u, t 构成的两个方程，所以可以确定两个因变量，三个自变量. 
按题意，u 是因变量，x, y 是自变量，t 与 z 中哪个是自变量呢？由第二个方程来看，z 应该是

因变量. 因此可以确定 x, y, t 为自变量，u, z 为因变量. 于是将方程组对 x 求偏导可得 

1 2 31

0

u u u z uf t f t f t
x x x x x
g g z
x z x

⎧∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎪ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨

∂ ∂ ∂⎪ + =⎪ ∂ ∂ ∂⎩

 

即 

1 2 3 1 3[1 ( )]u zt f f f f f
x x
z g g

x zx

∂ ∂⎧ + + + = +⎪⎪ ∂ ∂
⎨∂ ∂ ∂⎪ = −
⎪ ∂ ∂∂⎩

, 

解得                         
1 3

1 2 3[1 ( )]

g gf fu z x
gx t f f f
z

∂ ∂
−∂ ∂ ∂=

∂∂ + + +
∂

. 

同理，将方程组对 y 求偏导最终可解得
2 3

1 2 3[1 ( )]

g gf f
u z y

gy t f f f
z

∂ ∂
−

∂ ∂ ∂=
∂∂ + + +
∂

. 

解法二：利用一阶全微分的形式不变性，对第一个方程求全微分得 

1 2 3

1 2 3

d d( ) d( ) d( )
(d d d ) (d d d ) (d d d )

u f x ut f y ut f z ut
f x u t t u f y u t t u f z u t t u

= − + − + −

= − − + − − + − −
 

整理得     1 2 3 1 2 3 1 2 3[1 ( )]d d d d ( )dt f f f u f x f y f z u f f f t+ + + = + + − + + .         (*) 
对题设中第二个方程求全微分得 1 2 3d d d 0g x g y g z+ + = ，解得 

1 2
3

1d ( d d )z g x g y
g

= − +  
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将上式代入(*)，得 

3
1 2 3 1 2 1 2 1 2 3

3

1 3 3 1 2 3 3 2
1 2 3

3 3

[1 ( )]d d d ( d d ) ( )d

d d ( )d

ft f f f u f x f y g x g y u f f f t
g

f g f g f g f gx y u f f f t
g g

+ + + = + − + − + +

− −
= + − + +

 

因此， 1 3 3 1

3 1 2 3[1 ( )]
f g f gu

x g t f f f
−∂

=
∂ + + +

， 2 3 3 2

3 1 2 3[1 ( )]
f g f gu

y g t f f f
−∂

=
∂ + + +

. 

评注：用复合函数求导法求解时，常犯以下错误： 
( ) ( ) ( )1, 0, 0x ut y ut z ut

x x x
∂ − ∂ − ∂ −

= = =
∂ ∂ ∂

. 

因为这里 u, z 不是自变量，它是 x, y, t 的函数，因此正确的结果应该是： 
( ) ( ) ( )1 , ,x ut u y ut u z ut z ut t t

x x x x x x x
∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂

= − = − = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

其次，隐函数偏导数的计算完全归结为复合函数求偏导，计算前，首先要明确函数关系：

哪些是自变量，哪些是因变量. 一般地，有几个方程就确定几个因变量，其余的都是自变量. 至
于哪些是因变量或自变量，这可由题目本身的分析确定. 

9.2.4  疑难释疑 

1．如何才能正确掌握多元复合函数的求导法则？ 
答：多元复合函数的求导法则，虽然因复合情形不同，造成求导公式形式各异，但其本

质特征是一致的. 掌握了求导公式的本质特征，就能正确地运用于各种情形. 关键就在于弄清

函数的复合结构，哪些是中间变量，哪些是自变量，先确定好自变量个数，再由题设确定出

因变量. 为了直观地显示变量之间的复合结构，可用变量关系图（如图 9-2-1）来表示出因变

量 z 经过中间变量 u，v 再通向自变量 x，y 的各条途径： 
通过变量关系图，以及口诀“连线相乘，分线相加”就可以得到多元复合函数的微分公

式. 按照这个标准，可以将多元复合函数的求导法则推广至 m 个中间变量、n 个自变量的情形

（如图 9-2-2）： 

                       

                          图 9-2-1                                 图 9-2-2 

设函数 1 2( , , , )mz f u u u= 具有连续偏导数，而 1 2( , , , )i i nu x x xϕ= ( 1,2, , )i m= 可偏导，则

复合函数 1 1 2 1 2[ ( , , , ), , ( , , , )]n m nz f x x x x x xϕ ϕ= 具有偏导数，且 
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1 2

1 2

m

j j j m j

uz z u z u z
x u x u x u x

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
   ( 1,2, , )j n=  

2．求隐函数的导数或偏导数，有哪些方法？ 
答：通常有三种方法. 一是利用隐函数求导公式；二是对所给方程（组）两端求导，再解

出所求的导数或偏导数；三是利用全微分 . 要注意这三种方法的区别 . 利用方法一求

( , , ) 0F x y z = 所确定的隐函数 ( , )z f x y= 的偏导数时，是利用
z
x

∂
∂

、
z
y

∂
∂

与 Fx、Fy、Fz 之间的联

系进行计算，在计算 Fx、Fy、Fz 时， ( , , )F x y z 中的 x, y, z 都视为自变量；方法二则看作是把隐

函数 ( , )z f x y= 代入方程 ( , , ) 0F x y z = 以后，再对等式 ( , , ( , )) 0F x y f x y = 两端关于 x 或 y 求导，

此时要把 ( , , )F x y z 中的 z 看作 x 和 y 的函数；方法三则应用多元函数全微分的表达式. 当计算

出函数的全微分以后，同时便得到了两个（或多个）一阶偏导数（参阅典型例题例 8）. 
3．求隐函数的二阶偏导数，用什么方法比较简便？ 
答：以 ( , , ) 0F x y z = 所确定的隐函数 ( , )z f x y= 为例进行讨论（假设 F 具有二阶连续偏导

数）. 求隐函数的二阶偏导数，常用方法有两种. 
方法一  先求出一阶偏导数 

    ( 0)x
z

z

Fz F
x F

∂
= − ≠

∂
， 

再对 x 求偏导，有 

2

2 2

2

2 2
3

1 ( 2 )

x z
z x

x

z z

z xx xz x zx zz

z

xx z xz x z zz x
z

F FF FFz x x
x Fx F

z zF F F F F F
x x

F

F F F F F F F
F

∂ ∂
−∂ ∂ ⎛ ⎞ ∂ ∂= − = −⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −

= − − +

 

类似地，可得
2z

x y
∂
∂ ∂

及
2

2
z

y
∂
∂

. 

方法二  直接对原方程两端求导两次. 对 x 求导一次，得 

                                   0x z
zF F
x

∂
+ =

∂
， （1） 

再对 x 求导，得 

                           
2 2

22 0xx xz zz z
z z zF F F F
x x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. （2） 

解得 
22

2

2 2
3

1 2

1 ( 2 ).

xx xz zz
z

xx z xz x z zz x
z

z z zF F F
F x xx

F F F F F F F
F

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∂ ⎣ ⎦

= − − +
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这两种方法，在一般情况下，利用方法二比较简便，因为可避免商的求导运算. 特别在求

指定点 0 0( , )x y 处的二阶偏导数时，只需将 0 0 0( , , )x y z 代入（1），得出
0 0( , )x y

z
x

∂
∂

；再将 0 0 0( , , )x y z

及
0 0( , )x y

z
x

∂
∂

代入（2），便可求得
0 0

2

( , )2 x y
z

x
∂
∂

，类似地，可求得其他几个二阶偏导数（参阅典型例

题例 3）. 

9.2.5  部分习题解答 

【习题 9-4】 

2．设 z = u2ln v，而
xu
y

= ，v=3x−2y，求
z
x

∂
∂

, z
y

∂
∂

.  

解：
z z u z v
x u x v x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

       

212 ln 3uu v
y v

= ⋅ + ⋅
2

2 2
2 3ln(3 2 )

(3 2 )
x xx y

y x y y
= − +

−
,  

    z z u z v
y u y v y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

       

2

22 ln ( 2)x uu v
vy

⎛ ⎞= ⋅ − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2

3 2
2 2ln(3 2 )

(3 2 )
x xx y
y x y y

= − − −
−

. 

4．设 z = arcsin(x− y)，而 x = 3t, y = 4t3，求
d
d
z
t

.  

解：
d d d
d d d
z z x z y
t x t y t

∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂
2

2 2

1 13 12
1 ( ) 1 ( )

t
x y x y

−
= ⋅ + ⋅

− − − −
   

       

2

3 2

3(1 4 )
1 (3 4 )

t
t t
−

=
− −

. 

6．设 2
e ( )

1

ax y zu
a

−
=

+
，而 y = asin x, z = cos x，求

d
d
u
x

. 

解：
d d d
d d d
u u u y u z
x x y x z x

∂ ∂ ∂
= + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂
 

       2 2 2
e ( ) e ecos ( sin )

1 1 1

ax ax axa y z a x x
a a a

−
= + ⋅ − ⋅ −

+ + +
 

       
2

2
e ( sin cos cos sin )

1

ax

a x a x a x x
a

= − + +
+

sinaxe x= . 

8．求下列函数的一阶偏导数（其中 f 具有一阶连续偏导数）： 

（2） ,  x yu f
y z

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  

解： 1 2 1
1u x yf f f

x x y x z y
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′= ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

,  

    1 2
u x yf f
y y y y z

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= + ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
1 22

1x f f
zy

′ ′= − + ,  
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    1 2
u x yf f
z z y z z

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= + ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
22

y f
z

′= − ⋅ .  

（3）u = f(x, xy, xyz). 

解： 1 2 31u f f y f yz
x

∂ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ 1 2 3f yf yzf′ ′ ′= + + ,  

    2 3 2 3
u f x f xz xf xzf
y

∂ ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ = +
∂

,  

    3 3
u f xy xyf
z

∂ ′ ′= ⋅ =
∂

.  

10．设 2 2( )
yz

f x y
=

−
，其中 f(u)为可导函数，验证 

2
1 1z z z
x x y y y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
. 

证明：                   2 2
2 2

( ) ( )
z y f x xyf
x f u f u

′ ′∂ − ⋅ ⋅ −
= =

∂
,  

2

2 2
( ) ( 2 ) 1 2

( )( ) ( )
z f u y f y y f
y f uf u f u

′ ′∂ − ⋅ ⋅ − −
= = +

∂
, 

所以              2 2
1 1 2 2 1 1

( )( ) ( )
z z yf yf

x x y y y f uf u f u
′ ′∂ ∂

⋅ + ⋅ = − + + ⋅ =
∂ ∂ 2

1 1 z
yy y
z

⋅ = . 

12．求下列函数的
2

2
z

x
∂
∂

,
2z

x y
∂
∂ ∂

,
2

2
z

y
∂
∂

（其中 f 具有二阶连续偏导数）： 

（2） ,  xz f x
y

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

解：令 u=x, xv
y

= ，则 z = f(u, v).  

                          d 1
d

z f u f v f f
x u x v x u y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

                          2
z f v x f
y v y vy

∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ = − ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
.  

因为 f(u, v)是 u 和 v 的函数，所以
f
u

∂
∂

和
f
v

∂
∂

也是 u 和 v 的函数，从而
f
u

∂
∂

和
f
v

∂
∂

是以 u 和 v

为中间变量的 x 和 y 的函数. 
2

2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

1 1

d 1 d
d d
2 1

z z f f f f
x x x u y v x u y x vx

f u f v f u f v
x u v x y v u x xu v

f f f
y u vu y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + ⋅ = + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂ ∂
= + ⋅ + ⋅

∂ ∂∂ ∂

 



第 9 章  多元函数微分法及其应用 ·55·

2

2 2

2 2

2 2

2 2 3 2

1

d 1 1
d

1 1

1

z z f f
x y y x y u y v

f f f
y u y y v y y v

f v f f v
u v y v y yy v

x f f x f
u v vy y y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

∂ ∂ ∂
= − ⋅ − ⋅ − ⋅

∂ ∂ ∂ ∂

 

2

2 2 2

2 2 2

3 2 2 3 4 2
2 2 .

z z x f x f
y y y v y vy y y

x f x f v x f x f
v y vy y v y y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − ⋅ − ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

（4）z = f(sin x, cos y, ex+y). 

解：zx = f1′⋅cos x+ f3′⋅ex+y = cos x f1′ + ex+y f3′,  
    zy = f2′⋅(−sin y)+ f3′⋅ex+y = −sin y f2′+ex+y f3′, 
    zxx = −sin x f1′+cos x⋅( 11f ′′ ⋅cos x+ 13f ′′ ⋅ex+y)+ex+y f3′+ex+y( 31f ′′ ⋅cos x+ 33f ′′ ⋅ex+y) 
       =−sin x f1′+cos2x 11f ′′ +ex+ycos x 13f ′′ +ex+yf3′+ex+ycos x 31f ′′ +e2(x+y)

33f ′′  
       =−sin x f1′+cos2x 11f ′′ +2ex+ycos x 13f ′′ +ex+yf3′+e2(x+y)

33f ′′ ,  
    zxy = cos x[ 12f ′′ ⋅(−sin y)+ 13f ′′ ⋅ex+y]+ex+y f3′+ex+y [ 32f ′′ ⋅(−sin y)+ 33f ′′ ⋅ex+y] 
       =−sin y cos x 12f ′′ +ex+ycos x 13f ′ +ex+y f3′−ex+y sin y 32f ′ +e2(x+y)

33f ′  
       =−sin y cos x 12f ′′ +ex+ycos x 13f ′′ −ex+y sin y 32f ′′ +e2(x+y)

33f ′′ +ex+y
3f ′ ,  

    zyy = −cos y f2′−sin y[ 22f ′′ ⋅(−sin y)+ 23f ′′ ⋅ex+y]+ex+y f3′+ex+y[ 32f ′′ ⋅(−sin y)+ 33f ′′ ⋅ex+y] 
       =−cos y f2′+sin2y 22f ′′ −ex+ysin y 23f ′′ +ex+y f3′−ex+ysin y 32f ′′ + 33f ′′ ⋅e2(x+y) 
       =−cos y f2′+sin2y 22f ′′ −2ex+ysin y 23f ′′ + 33f ′′ ⋅e2(x+y) + ex+y f3′. 

*13 ． 设 u=f(x, y) 的 所 有 二 阶 偏 导 数 连 续 ， 而
3

2
s tx −

= ，
3

2
s ty +

= ， 证 明 ：

2 2 2 2u u u u
x y s t

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
及

2 2 2 2

2 2 2 2
u u u u

x y s t
∂ ∂ ∂ ∂

+ = +
∂ ∂ ∂ ∂

. 

证明：因为 

1 3
2 2

3 1
2 2

u u x u y u u
s x s y s x y

u u x u y u u
t x t y t x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

所以  
2 22 2 1 3 3 1

2 2 2 2
u u u u u u
s t x y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2u u
x y

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 
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又因为 

2

2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

1 3
2 2

1 3
2 2

1 1 3 3 1 3
2 2 2 2 2 2

1 3 3
4 2 4

u u u u
s s s x ys

u x u y u x u y
s x y s y x s sx y

u u u u
x y y xx y

u u u
x yx y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂∂ ∂
,

 

2

2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

3 1
2 2

3 1
2 2

3 3 1 1 3 1
2 2 2 2 2 2

3 3 1
4 2 4

u u u u
t t t x yt

u x u y u x u y
t x y t y x t tx y

u u u u
x y y xx y

u u
x yx

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = − ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − − ⋅ + ⋅ + − ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂ ∂
= ⋅ − ⋅ + ⋅

∂ ∂∂

2

2 ,u
y∂

 

所以                             
2 2 2 2

2 2 2 2
u u u u

s t x y
∂ ∂ ∂ ∂

+ = +
∂ ∂ ∂ ∂

. 

【习题 9-5】 

4．设 lnx z
z y

= ，求
z
x

∂
∂

及
z
y

∂
∂

， 

解：令 ( , , ) lnx zF x y z
z y

= − ，则 

1
xF

z
= ,  

2
1 1

y
zF z yy

y

⎛ ⎞= − ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

2 2
1 1

z
x x zF z yz z

y

+
= − − ⋅ = − , 

所以                    x

z

Fz z
x F x z

∂
= − =

∂ +
, 

2

( )
y

z

Fz z
y F y x z

∂
= − =

∂ +
. 

*9．设 z3−3xyz=a3，求
2z

x y
∂
∂ ∂

. 
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解：令 F(x, y, z) = z3−3xyz−a3，则 

                      2 2
3

3 3
x

z

Fz yz yz
x F z xy z xy

∂ −
= − = − =

∂ − −
,  

                      2 2
3

3 3
y

z

Fz xz xz
y F z xy z xy

∂ −
= − = − =

∂ − −
,  

                      

2

2

2

2 2

2
2 2

2 2

4 2 2 2

2 3

( ) 2

( )

( ) (2 )

( )
( 2 )

( )

z z yz
x y y x y z xy

z zz y z xy yz z x
y y

z xy
xz xzz y z xy yz z x

z xy z xy
z xy

z z xyz x y
z xy

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

−

⎛ ⎞+ ⋅ − − −⎜ ⎟− −⎝ ⎠=
−

− −
=

−

 

10．求由下列方程组所确定的函数的导数或偏导数: 

（2）设 2 2 2

0

1

x y z

x y z

+ + =⎧⎪
⎨

+ + =⎪⎩
，求

d
d
x
z

,
d
d
y
z

;  

解：视 x = x(z), y = y(z)，方程两边对 z 求导得 

d d 1 0
d d

d d2 2 2 0
d d

x y
z z

x yx y z
z z

⎧ + + =⎪⎪
⎨
⎪ + + =
⎪⎩

, 即

d d 1
d d

d d2 2 2
d d

x y
z z

x yx y z
z z

⎧ + = −⎪⎪
⎨
⎪ + = −
⎪⎩

. 

解方程组得 

d
d
x y z
z x y

−
=

−
, d

d
y z x
z x y

−
=

−
. 

（3）设 2

( , )

( , )

u f ux v y

v g u x v y

= +⎧⎪
⎨

= −⎪⎩
，其中 f, g 具有一阶连续偏导数，求

u
x

∂
∂

,
v
x

∂
∂

; 

解：视 u = u(x, y), v = v(x, y)，方程两边对 x 求偏导得 

1 2

1 21 2

u u vf u x f
x x x
v u vg g yv
x x x

⎧∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′= ⋅ + + ⋅⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠
⎨

∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎪ ′ ′= ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎪∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

 , 

即                     
1 2 1

1 2 1

( 1)

(2 1)

u vxf f uf
x x

u vg yvg g
x x

∂ ∂⎧ ′ ′ ′− + ⋅ = −⎪⎪ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂⎪ ′ ′ ′+ − ⋅ =
⎪ ∂ ∂⎩

.  

解之得 
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                           1 2 2 1

2 2 1

(2 1)
( 1)(2 1)

u uf yvg f g
x xf yvg f g

′ ′ ′ ′∂ − − −
=

′ ′ ′ ′∂ − − −
,  

                           1 1 1

1 2 2 1

( 1)
( 1)(2 1)

v g xf uf
x xf yvg f g

′ ′ ′∂ + −
=

′ ′ ′ ′∂ − − −
.         

（4）设
e sin

e cos

u

u

x u v

y u v

⎧ = +⎪
⎨

= −⎪⎩
，求

u
x

∂
∂

, u
y

∂
∂

, v
x

∂
∂

, v
y

∂
∂

. 

解：视 u = u(x, y), v = v(x, y)，方程两边微分得 

                            
d e d sin d cos d

d e d cos d sin d

u

u

x u v u u v v

y u v u u v v

⎧ = + +⎪
⎨

= − +⎪⎩
, 

即                      
(e sin )d cos d d

(e cos )d sin d d

u

u

v u u v v x

v u u v v y

⎧ + + =⎪
⎨

− + =⎪⎩
,  

从中解出 du, dv 得 

                    sin cosd d d
e (sin cos ) 1 e (sin cos ) 1u u

v vu x y
v v v v

−
= +

− + − +
,  

                    cos e sin ed d d
[e (sin cos ) 1] [e (sin cos ) 1]

u u

u u
v vv x y

u v v u v v
− +

= +
− + − +

,  

从而            sin
e (sin cos ) 1u

u v
x v v

∂
=

∂ − +
, cos

e (sin cos ) 1u
u v
y v v

∂ −
=

∂ − +
,  

                    cos e
[e (sin cos ) 1]

u

u
v v
x u v v

∂ −
=

∂ − +
, sin e

[e (sin cos ) 1]

u

u
v v
y u v v

∂ +
=

∂ − +
.  

11．设 y = f(x, t)，而 t 是由方程 F(x, y, t) = 0 所确定的 x, y 的函数，其中 f, F 都具有一阶连

续偏导数，试证明： 

d
d

f F f F
y x t t x

f F Fx
t y t

∂ ∂ ∂ ∂⋅ − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂=

∂ ∂ ∂
⋅ +

∂ ∂ ∂

. 

证明：由方程组
( , )

( , , ) 0
y f x t
F x y t

=⎧
⎨ =⎩

可确定两个一元隐函数
( )

( )
y y x
t t x

=⎧
⎨ =⎩

，方程两边对 x 求导可得 

d d
d d

d 0
d

y f f t
x x t x
F F dy F t
x y dx t x

∂ ∂⎧ = + ⋅⎪ ∂ ∂⎪
⎨∂ ∂ ∂⎪ + ⋅ + ⋅ =
⎪ ∂ ∂ ∂⎩

, 

移项得                   

d d
d d

d d
d d

y f t f
x t x x
F y F t F
y x t x x

∂ ∂⎧ − ⋅ =⎪ ∂ ∂⎪
⎨∂ ∂ ∂⎪ ⋅ + = −
⎪ ∂ ∂ ∂⎩

,  
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在
1

0

f
F f FtD

F F t t y
y t

−∂
∂ ∂ ∂∂

= = + ⋅ ≠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

的条件下 

d 1
d

f f f F f F
y x t x t t x

F f FF Fx D
t t yx t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ =

∂ ∂ ∂∂ ∂ + ⋅−
∂ ∂ ∂∂ ∂

. 

9.2.6  练习题 

1．选择题： 
（1）设函数 yz x= ，则 dz =（    ）． 
   A． 1d ln dy yyx x x x y− +         B． 1d dy yyx x x y− +  
   C． d ln dy yx x x x y+           D． 1d ln dy yyx x x y y− +  

（2）设 ( , )z f u v= ，其中 e ,xu v x y−= = + ，下面运算中（    ） 

    
2 2

2: , :xz f f z fI e II
x u v x y v

−∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

   A． ,I II 都不正确            B． I  正确， II 不正确 
   C． I 不正确， II 正确        D． ,I II 都正确 
2．填空题： 

（1）设 ( , )f u v 为二元可微函数， ( , )y xz f x y= ，则
z
x

∂
∂

=        . 

（2）设 ( , )f u v 是二元可微函数， ,y xz f
x y

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则
z zx y
x y

∂ ∂
+

∂ ∂
 =        . 

（3）设
2

0
( ,e )d

x y tz f t t= ∫ ，其中 f 是二元连续函数，则 dz =         . 

（4）设二元函数 e ( 1)ln(1 )x yz x x y+= + + + ，则 (1,0)dz =         . 

3．设 2 2 zx z y
y

ϕ
⎛ ⎞

+ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中ϕ 为可微函数，求
z
y

∂
∂

. 

4．求下列方程所确定函数的全微分： 
（1） ( , , ) 0 df x y y z z x z+ + + = ，求 ； 
（2） ( ) dz f xz z y z= −， ，求 . 
5．已知 ( ln , ) , ,xx xy yyz f x y x y z z z= − ，求  

6．设 2[ , ( )]z f x y xyϕ= − ，其中 f(u, v)具有二阶连续偏导数， ( )uϕ 二阶可导，求
2z

x y
∂
∂ ∂

. 

7．设
2

2 3

0
( ) ( )

0

x y z z
y y x z z x

x y z z

⎧ + + + =⎪= = ⎨
+ + + =⎪⎩

， ，由 确定，求
d d
d d
y z
x x
， . 

8．设 u = f(x, y, z, t)关于各变量均有连续偏导数，而其中由方程组 
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2 2 0

sin 0z

y yz zt

te z t

⎧ + − =⎪
⎨

+ =⎪⎩
 

确定 z, t 为 y 的函数，求 ,u u
x y

∂ ∂
∂ ∂

. 

9．设 ( , )u u x y= 的所有二阶偏导数都连续，且
2 2

2 2 0u u
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, 2( ,2 ) , ( ,2 )xu x x x u x x x= = ，试

求 ( ,2 ), ( ,2 ), ( ,2 )xx xy yyu x x u x x u x x . 

10．设函数 ( ), ( )x xϕ ψ 具有二阶连续导数，并设 ( , ) ( ) ( )u x y x x y y x yϕ ψ= + + + ，试证： 

2 2 2

2 22 0u u u
x yx y

∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂∂ ∂
 

习题答案 

1．（1）A     （2）B 
2．（1） 1

1 2 lny xf yx f y y−⋅ + ⋅         （2）0      

（3）
22 2( ,e )(2 d d )x yf x y xy x x y+      （4） 2 d ( 2)de x e y+ +  

3．
2

z zy z
y y

zyz y
y

ϕ ϕ

ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞′− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

4．（1） 1 3 1 2

2 3

( )d ( )df f x f f y
f f

+ + +
−

+
   （2） 1 2

1 2

d d
1
zf x f y

xf f
−

− −
 

5． 2
11 12 22ln 2 lnxxz f y f y f= + +  

   11 12 22 1
ln 1lnxy

x y xz f y f f f
y y y

⎛ ⎞= + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

   
2

11 12 22 12 2
2

yy
x x xz f f f f

yy y
= − + −  

6． 2 2
2 11 12 22( ) 2 (2 ) ( )xy f xf x y f xy fϕ ϕ ϕ ϕ′ ′′ ′ ′+ − + − +  

7．
2

2
d 2 3
d 1 3 2 4
y z z
x z y yz

−
=

+ − −
, 2

d 2 1
d 1 3 2 4

z y
x z y yz

−
=

+ − −
 

8．
u f
x x

∂ ∂
=

∂ ∂
， 

2
2 ( e sin ) (e cos )

( )(e cos ) 2 ( e sin )
z z

z z
u f y z f ft t z t
y y t zy t z t zt t t

∂ ∂ + ∂ ∂⎡ ⎤= + + − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂− + + + ⎣ ⎦
 

9．
4 5( ,2 ) 2 , ( ,2 ) , ( ,2 )
3 3xx xy yyu x x x u x x x u x x x= = − =  
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9.2.7  考研真题 

【例 1】（2010 年数一） 设函数 ( , )z z x y= 由方程 , 0y zF
x x

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

确定，其中 F 为可微函数，

且 2 0F ′ ≠ ，则
z zx y
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
         

    A． x           B． z   
    C． x−           D． z−   
解：应选（B） 

方程两边对 x 求偏导，得 1 22 2 0

zx zy xF F
x x

∂ −
∂′ ′− + = ，解得 1 2

2

1 ( )z yF zF
x xF

∂ ′ ′= +
′∂

； 

方程两边对 y 求偏导，得 1 2
1 1 0zF F
x x y

∂′ ′+ =
∂

，解得 1

2

z F
y F

′∂
= −

′∂
； 

因此，
z zx y
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂ 1 2
2

1 ( )yF zF
F

′ ′+
′

1

2

Fy
F

′
−

′
= z，故应选（B） 

【例 2】（2005 年数一） 设有三元方程 ln 1xzxy z y e− + = ，根据隐函数存在定理，存在点

(0, 1, 1)的一个邻域，在此邻域内该方程（    ）     
    A．只能确定一个具有连续偏导数的隐函数 z = z(x,y).  
    B．可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x = x(y, z)和 z = z(x, y).  
    C．可确定两个具有连续偏导数的隐函数 y = y(x, z)和 z = z(x, y).  
    D．可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x = x(y, z)和 y = y(x, z).       
解：应选（D） 
令 F(x, y, z) = ln e 1xzxy z y− + − ，则 

exz
xF y z′ = + ， y

zF x
y

′ = − ， ln exz
zF y x′ = − + ， 

且 (0,1,1) 2xF ′ = ， (0,1,1) 1yF ′ = − ， (0,1,1) 0zF ′ = . 由此可确定相应的隐函数 x = x(y, z)和 y = y(x, z). 

故应选（D）. 

【例 3】（2005 年数一） 设函数 ( , ) ( ) ( ) ( )d
x y

x y
u x y x y x y t tϕ ϕ ψ

+

−
= + + − + ∫ ，其中函数ϕ 具有

二阶导数，ψ 具有一阶导数，则必有 

    A．
2 2

2 2
u u

x y
∂ ∂

= −
∂ ∂

            B．
2 2

2 2
u u

x y
∂ ∂

=
∂ ∂

 

    C．
2 2

2
u u

x y y
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

        D．
2 2

2
u u

x y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

 

解：因为         ( ) ( ) ( ) ( )u x y x y x y x y
x

ϕ ϕ ψ ψ∂ ′ ′= + + − + + − −
∂

， 

( ) ( ) ( ) ( )u x y x y x y x y
y

ϕ ϕ ψ ψ∂ ′ ′= + − − + + + −
∂

， 
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于是           
2

2 ( ) ( ) ( ) ( )u x y x y x y x y
x

φ φ ψ ψ∂ ′′ ′′ ′ ′= + + − + + − −
∂

， 

                   
2

( ) ( ) ( ) ( )u x y x y x y x y
x y

φ φ ψ ψ∂ ′′ ′′ ′ ′= + − − + + + −
∂ ∂

， 

                   
2

2 ( ) ( ) ( ) ( )u x y x y x y x y
y

φ φ ψ ψ∂ ′′ ′′ ′ ′= + + − + + − −
∂

， 

可见有
2 2

2 2
u u

x y
∂ ∂

=
∂ ∂

，应选（B）. 

【例 4】（2011 年数一） 设函数 20

sin( , ) d
1

xy tF x y t
t

=
+∫ ，则

2

2 0
2

x
y

F
x =

=

∂
=

∂
        

 
解：应填 4. 

因为
2 2 2 2 3

2 2 2 2 2 2
sin cos (1 ) 2 sin,

1 (1 )
F y xy F y xy x y xy xy
x x y x x y

∂ ∂ + −
= =

∂ + ∂ +
，故

2

2 0
2

4
x
y

F
x =

=

∂
=

∂
. 

【例 5】（2011 年数三） 设函数 1
x
yxz

y
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则 (1,1)dz =         . 

解：应填
1 12 ln 2 d 2 ln 2 d
2 2

x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ln(1 ) ln(1 )
(1,1) 1 1 1 1

d(1 ) 1(e ) (e ) ln(1 ) 2 ln 2
d 1 2

x
x x x x

x x x x
z x xx
x x x

+ +
= = = =

∂ + ⎡ ⎤ ⎛ ⎞′= = = ⋅ + + = +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ + ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

2
1

1 1ln 1 ln 1

(1,1) 1 1 12

1
1ln 11 1d 1 1

1e e 2 ln 2
d 2

y
y y

y y
y y y

y
y

y
yz y

y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = =

−⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎛ ⎞⎢ ⎥− +′ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎝ ⎠+ +⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ −⎛ ⎞⎝ ⎠= = = ⋅ = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

因此， (1,1)
1 1d 2 ln 2 d 2 ln 2 d
2 2

z x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

【例 6】（2009 年数一） 设函数 ( , )f u v 具有二阶连续偏导数， ( , )z f x xy= ，则
2z

x y
∂

=
∂ ∂

        . 

解：应填 12 2 22xf f xyf′′ ′ ′′+ +  

                           1 2
z f f y
x

∂ ′ ′= + ⋅
∂

， 

                           
2

12 2 22 12 2 22
z xf f yx f xf f xyf

x y
∂ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′= + + ⋅ = + +
∂ ∂

 

【例 7】 （2012年数三） 函数 z = f(x, y)，满足
2 20

1

( , ) 2 2lim 0
( 1)x

y

f x y x y
x y→

→

− + −
=

+ −
，则 (0,1)dz =        . 

解：应填 (0,1)d 2d dz x y= −  

令 2 2( 1) .x yρ = + −  
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则 ( , ) 2 2 ( ), (0,1) 1f x y x y o fρ− + − = =  

( , ) 1 2 ( 1) ( )f x y x y o ρ− = − − +  

(0,1) 2, (0,1) 1x yf f= = −  

因此 (0,1)d 2d dz x y= −  

【例 8】（2004 年数三） 设函数 f (u, v)由关系式 f [xg(y) , y] = x + g(y)确定，其中函数 g(y)

可微，且 g(y) ≠ 0，则
2 f

u v
∂

=
∂ ∂

        . 

解：应填 2
( )
( )

g v
g v

′
−  

令 u = xg(y)，v = y，则 f (u , v) = ( )
( )
u g v

g v
+ ， 

所以，
1
( )

f
u g v

∂
=

∂
，

2

2
( )
( )

f g v
u v g v

′∂
= −

∂ ∂
. 

【例 9】（2001 年数一） 设函数 ( , )z f x y= 在点(1, 1)可微，且 (1,1) 1, (1,1) 2, (1,1) 3x yf f f′ ′= = = , 

( ) ( , ( , ))x f x f x xϕ = ，求 3

1

d ( )
d x

x
x

ϕ
=

. 

解：由题设 (1) (1, (1,1)) (1,1) 1f f fϕ = = = ，而求 3 2
1

d ( ) | 3 (1) (1) 3 (1)
d xx
x

ϕ ϕ ϕ ϕ= ′ ′= = ，归结为求

(1)ϕ′ . 由复合函数求导法： 

                      1 2
d( ) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , )
d

x f x f x x f x f x x f x x
x

ϕ′ ′ ′= + , 

                      1 2 1 2(1) (1,1) (1,1)[ (1,1) (1,1)]f f f fϕ′ ′ ′ ′ ′= + + . 

注意                  1
(1,1)(1,1) 2ff
x

∂′ = =
∂

, 2
(1,1)(1,1) 3ff
y

∂′ = =
∂

. 

因此               (1) 2 3(2 3) 17ϕ′ = + + = , 3
1

d ( ) | 3 17 51
d xx
x

ϕ = = × = . 

【例 10】（2011 年数一） 设函数 ( , ( ))z f xy yg x= ，其中 f 具有二阶连续的偏导数，函数 ( )g x

可导且在 1x = 处取得极值 (1) 1g = . 求
2

1
1

x
y

z
x y =

=

∂
∂ ∂

 

解： 1 2( , ( )) ( , ( )) ( )z f xy yg x y f xy yg x yg x
x

∂ ′ ′ ′= +
∂

 

2

11 12 1

21 22 2

( , ( )) ( , ( )) ( ) ( , ( ))

( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ) ( ) ( , ( )) ( )

z f xy yg x xy f xy yg x yg x f xy yg x
x y
f xy yg x xyg x f xy yg x yg x g x f xy yg x g x

∂ ′′ ′′ ′= + +
∂ ∂

′′ ′ ′′ ′ ′ ′+ + +
 

由于 ( )g x 在 1x = 处取得极值 (1) 1g = ，可知 (1) 0g′ = . 
故 

2

1 11 12 1 21
1

22 2 11 12 1

(1, (1)) (1, (1)) (1) (1, (1)) (1, (1)) (1)

(1, (1)) (1) (1) (1, (1)) (1) (1,1) (1,1) (1,1)

x
y

z f g f g g f g f g g
x y
f g g g f g g f f f

=
=

∂ ′′ ′′ ′ ′′ ′= + + +
∂ ∂

′′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′+ + = + +
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【例 11】（2008 年数三） 设 ( , )z z x y= 是由方程 2 2 ( )x y z x y zϕ+ − = + + 所确定的函数，其

中ϕ 具有二阶导数且 1ϕ′ ≠ − . 
（Ⅰ）求 dz  

（Ⅱ）记
1( , ) z zu x y

x y x y
⎛ ⎞∂ ∂

= −⎜ ⎟− ∂ ∂⎝ ⎠
，求

u
x

∂
∂

. 

解：（Ⅰ） 2 d 2 d d ( ) (d d d )x x y y z x y z x y zϕ′+ − = + + ⋅ + +  
           ( 1)d ( 2 )d ( 2 )dz x x y yϕ ϕ ϕ′ ′ ′⇒ + = − + + − +  

           ( 2 )d ( 2 )dd
1

x x y yz ϕ ϕ
ϕ

′ ′− + + − +
⇒ =

′ +
( 1)ϕ′ ≠ −∵  

（Ⅱ）由上一问可知
2 2,
1 1

z x z y
x y

ϕ ϕ
ϕ ϕ

′ ′∂ − + ∂ − +
= =

′ ′∂ + ∂ +
， 

所以     1 1 2 2 1 2 2 2( , )
1 1 1 1

z z x y y xu x y
x y x y x y x y

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

′ ′∂ ∂ − + − + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ′ ′ ′ ′− ∂ ∂ − + + − + +⎝ ⎠⎝ ⎠
 

所以       2 2 3 3

22 12 1 1 2 (1 2 ) 2 (1 2 )
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

xz
u x xx
x

ϕϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

′−⎛ ⎞∂⎛ ⎞ ′′ +′′− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′′ ′ ′ ′′+∂ + + − +∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = − = − = −
′ ′ ′ ′∂ + + + +

. 

【例 12】（2001 年数一） 设函数 f(u)在 (0, )+∞ 内具有二阶导数，且 ( )2 2z f x y= + 满足

等式
2 2

2 2 0z z
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
. 

（1）验证
( )( ) 0f uf u
u
′

′′ + = . 

（2）若 (1) 0, (1) 1f f ′= = ，求函数 f(u)的表达式. 

解：（1）设 2 2u x y= + ，则 

2 2 2 2
( ) , ( )z x z yf u f u

x yx y x y
∂ ∂′ ′= =
∂ ∂+ +

. 

2
2 2

2 22

2 2 22 2 2 2

2 2

2 2 3
2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ,
( )

xx y
x yz x xf u f u

x x yx y x y

x yf u f u
x y

x y

+ −
+∂ ′′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅

∂ ++ +

′′ ′= ⋅ + ⋅
+

+

 

2 2 2

2 2 2 3
2 2 2

( ) ( )
( )

z y xf u f u
y x y

x y

∂ ′′ ′= ⋅ + ⋅
∂ +

+
. 

将
2 2

2 2,z z
x y

∂ ∂
∂ ∂

代入
2 2

2 2 0z z
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
得 

( )( ) 0f uf u
u
′

′′ + = . 
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（2）令 ( )f u p′ = ，则
d d0p p up

u p u
′ + = ⇒ = − ，两边积分得 

1ln ln lnp u C= − + ，即 1Cp
u

= ，亦即 1( ) Cf u
u

′ = . 

由 (1) 1f ′ = 可得 1 1C = . 所以有
1( )f u
u

′ = ，两边积分得 

2( ) lnf u u C= + ， 

由 (1) 0f = 可得 2 0C = ，故 ( ) lnf u u= . 

评注：本题是多元函数微分与常微分方程的综合题. 

9.3  多元函数微分学的几何应用、极值 

9.3.1  基本要求 

1．理解空间曲线的切线与法平面以及曲面的切平面与法线的概念，会求它们的方程.       
2．理解多元函数极值与条件极值的概念，掌握多元函数极值存在的必要条件，了解二元

函数极值存在的充分条件，会求二元函数的极值，会求简单多元函数的最大值和最小值.  
3．了解拉格朗日乘数法，会用拉格朗日乘数法求条件极值，并会解决简单的应用问题.  

9.3.2  基本内容 

1．空间曲线的切线与法平面 

（1）设空间曲线Γ的参数方程为 

Γ：x = ϕ(t), y = ψ(t), z = ω(t),   [ , ]t α β∈  

这里假定 ϕ(t), ψ(t), ω(t)都在[α, β]上可导，且三个导数不同时为零. 则曲线Γ上对应于参数 t = t0

的一点 M(x0, y0, z0)处的切线方程和法平面方程分别为 

0 0 0

0 0 0( ) ( ) ( )
x x y y z z

t t tϕ ψ ω
− − −

= =
′ ′ ′

 

ϕ′(t0)(x−x0)+ψ′(t0)(y−y0)+ω′(t0)(z−z0) = 0. 
其中，向量 0( )t′=T f = (ϕ′(t0), ψ′(t0), ω′(t0))是曲线Γ在点 M 处的一个切向量. 

（2）设空间曲线Γ的一般方程为 

F(x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0. 

M(x0, y0, z0)是曲线Γ上的一个点，设 F、G 有对各个变量的连续偏导数，且 0y z

y z M

F F
G G

≠ ，

其中下标带 M 的行列式表示行列式在点 M(x0, y0, z0)的值. 则曲线Γ在点 M(x0, y0, z0)处的切线方

程和法平面方程分别为 
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0 0 0

y z z x x y

y z z x x yMM M

x x y y z z
F F F F F F
G G G G G G

− − −
= =  

0 0 0( ) ( ) ( ) 0y z x yz x

y z x yz x MM M

F F F FF F
x x y y z z

G G G GG G
− + − + − =  

2．曲面的切平面与法线 

（1）设曲面Σ的隐式方程为 

F(x, y, z) = 0, 
M(x0, y0, z0)是曲面Σ上的一点，并设函数 F(x, y, z)的偏导数在该点连续且不同时为零. 曲面上通

过点 M 的一切曲线在点 M 的切线都在同一个平面上，这个平面称为曲面Σ在点 M 的切平面. 这
切平面的方程是 

Fx(x0, y0, z0)(x−x0)+Fy(x0, y0, z0)(y−y0)+Fz(x0, y0, z0)(z−z0) = 0. 
通过点 M(x0, y0, z0)且垂直于切平面的直线称为曲面在该点的法线. 法线方程为 

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0( ,  ,  ) ( ,  ,  ) ( ,  ,  )x y z

x x y y z z
F x y z F x y z F x y z

− − −
= = . 

垂直于曲面上切平面的向量称为曲面的法向量，向量 

n = (Fx(x0, y0, z0), Fy(x0, y0, z0), Fz(x0, y0, z0)) 
是曲面Σ在点 M 处的一个法向量. 

（2）设曲面Σ 的显式方程为 

z = f(x, y) 
则曲面Σ 在点 M(x0, y0, z0)处的切平面和法线方程分别为 

fx(x0, y0)(x − x0) +fy(x0, y0) − (z − z0) = 0 

0 0 0

0 0 0 0( ,  ) ( ,  ) 1x y

x x y y z z
f x y f x y

− − −
= =

−
 

3．多元函数极值的概念 

设函数 z = f(x, y)在点 P0(x0, y0)的某个邻域内有定义，如果对于该邻域内异于 P0 任何点(x, 
y)，都有  

f(x, y) < f(x0, y0)(或 f(x, y)>f(x0, y0)), 

则称函数 f(x, y)在点(x0, y0)有极大值（或极小值）f(x0, y0). 点(x0, y0)称为函数 f(x, y)的极大值点

（或极小值点）. 极大值、极小值统称为极值，使得函数取得极值的点称为极值点. 
以上关于二元函数的极值概念，可推广到 n 元函数. 设 n 元函数 u = f(P)在点 P0 的某一邻

域内有定义，如果对于该邻域内异于 P0 的任何点 P，都有 

f(P) < f(P0)(或 f(P) > f(P0)), 

则称函数 f(P)在点 P0 有极大值（或极小值）f(P0). 
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4．多元函数极值的必要条件 

设函数 z = f(x, y)在点(x0, y0)具有偏导数，且在点(x0, y0)处有极值，则有  

fx(x0, y0) = 0, fy(x0, y0) = 0. 
类似可推广到 n 元函数，如果 n 元函数 u = f(P)在点 P0 具有偏导数，则它在点 P0 具有极

值的必要条件为偏导数均为 0. 

5．二元函数极值的充分条件 

设函数 z = f(x, y)在点(x0, y0)的某邻域内连续且有一阶及二阶连续偏导数，又 fx(x0, y0) = 0, 
fy(x0, y0) = 0，令 

fxx(x0, y0) = A, fxy(x0, y0) = B, fyy(x0, y0) = C, 
则 f (x, y)在(x0, y0)处是否取得极值的条件如下： 

（1）AC−B2 > 0 时具有极值，且当 A < 0 时有极大值，当 A > 0 时有极小值； 
（2）AC−B2 < 0 时没有极值； 
（3）AC−B2 = 0 时可能有极值，也可能没有极值，还需另作讨论. 

6．条件极值及拉格朗日乘数法 

对自变量附加有约束条件的极值问题称为条件极值问题（不带约束条件的极值问题也称

为无条件极值问题）. 条件极值问题在实际问题中应用非常广泛，其一般形式是：在条件组

1 2( , , , ) 0,  1,2, , ( )i nx x x i m m nϕ = = <" " 约束下，求目标函数 1 2( , , , )ny f x x x= " 的极值. 求解这类

极值问题的方法，是用消元法化为无条件极值问题求解. 拉格朗日乘数法是一种不直接依赖消

元法而求解条件极值问题的有效方法. 
拉格朗日乘数法：求函数 z = f(x, y)在条件ϕ(x, y) = 0 下的极值，先作拉格朗日函数 

L(x, y) = f(x, y)+λϕ(x, y) , 
其中λ 称为拉格朗日乘数. 然后解方程组 

( , ) ( , ) ( , ) 0
( , ) ( , ) ( , ) 0

( , ) 0

x x x

y y y

L x y f x y x y
L x y f x y x y

x y

λϕ
λϕ

ϕ

⎧ = + =
⎪ = + =⎨
⎪ =⎩

. 

由这方程组解出 x, y 及λ，这样得到的(x, y)就是函数 f(x, y)在约束条件ϕ(x, y) = 0 下的可能极值点.   
这种方法可以推广到自变量多于两个而条件多于一个的情形. 

9.3.3  典型例题 

【例 1】 由曲线
2 23 2 12
0

x y
z

⎧ + =⎪
⎨

=⎪⎩
绕 y 轴旋转一周得到的旋转面在点 (0, 3, 2) 处指向外侧

的单位法向量为         
解：由解析几何知识知，该旋转曲面方程是 2 2 23( ) 2 12x z y+ + = .记 

2 2 2( , , ) 3( ) 2 12F x y z x z y= + + −  
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则旋转面 ( , , ) 0F x y z = 在 (0, 3, 2) 处的一对法向量是 

(0, 3, 2 ) (0, 3, 2 )( , , ) (6 ,4 ,6 ) 2(0,2 3,3 2)x y zF F F x y z± = ± = ±  

单位化后得
(0,2 3,3 2) 1 (0, 2, 3)

12 18 5
± = ±

+
. 

这是旋转椭球面，点 (0, 3, 2) 位于第一卦限，因此指向外侧的单位法向量为 

n 1 (0, 2, 3)
5

= . 

【例 2】 设曲线Γ 位于曲面 2 2z x y= + 上，Γ 在 xOy 平面上投影的极坐标方程为 eθρ = ，

则Γ 上极坐标 ( , , ) (1,0,1)zρ θ = 的点 M0 的切线的直角坐标方程为        . 
解：M0 的直角坐标为 

0 0 0 ( , , ) (1,0,1)( , , ) ( cos , sin , ) (1,0,1)zx y z z ρ θρ θ ρ θ == = . 

而Γ 的参数方程为 
2 2 2( )cos e cos , ( )sin e sin , ex y z x yθ θ θρ θ θ θ ρ θ θ θ= = = = = + = . 

因此Γ 在点 M0 处的切向量 

0

2
0

( ( ), ( ), ( ))

   (e (cos sin ),e (sin cos ),2e ) (1,1,2).

x y z θ

θ θ θ
θ

θ θ θ

θ θ θ θ
=

=

′ ′ ′=

= − + =

T
 

故Γ 在 M0 处的切线方程为 

1 1
1 1 2

x y z− −
= = . 

评注：位于旋转抛物面 2 2z x y= + 上曲线Γ 在 xOy 平面上投影是一对数螺线，其方程是

( )cos , ( )sin ,0 2x yρ θ θ ρ θ θ θ= = π≤ ≤ ，从而柱面 2 2 2 ( ),0 2x y ρ θ θ+ = π≤ ≤ 与 2 2z x y= + 的交

线为Γ ，于是Γ 的参数方程是 
2( )cos , ( )sin , e ,0 2x y z θρ θ θ ρ θ θ θ= = = π≤ ≤ . 

【例 3】 求
2 2

2( , ) e
x y

f x y x
+

−
= 的极值. 

解：先求驻点，令 
2 2

2 2

2 2

2

(1 )e 0

e 0

x y

x

x y

y

f x

f xy

+
−

+
−

⎧
= − =⎪

⎨
⎪ = − =⎩

，解得
1 1
0 0

x x
y y

= = −⎧ ⎧
⎨ ⎨= =⎩ ⎩

或  . 

因为

2 2

3 2( 3 )e
x y

xxf x x
+

−
= − ，

2 2

2 2( )e
x y

xyf x y y
+

−
= − ， 

2 2

2 2( )e
x y

yyf xy x
+

−
= − ，则在点(1,0)处，

有
1
2(1,0) 2exxA f

−
= = − , (1,0) 0xyB f= = ,

1
2(1,0) eyyC f

−
= = − ，故 2 12e 0, 0AC B A−− = > < ，所以

（1,0）是极大值点，极大值为
1
2(1,0) ef

−
= . 
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在 点 (−1,0) 处 ， 有
1
2( 1,0) 2exxA f

−
= − = , ( 1,0) 0xyB f= − = ,

1
2( 1,0) eyyC f

−
= − = ， 故

2 12e 0,AC B −− = >  0A > ，所以（−1,0）是极小值点，极大值为
1
2( 1,0) ef

−
− = − . 

【例 4】 求函数 ( , , ) 2f x y z xy yz= + 在约束条件 2 2 2 10x y z+ + = 下的最大值和最小值. 
解：作拉格朗日函数 

2 2 2( , , ) 2 ( 10)L x y z xy yz x y zλ= + + + + −  

求其偏导数并使之为零，得到 

2 2 2

2 0
2 2 0

2 2 0

10 0

x

y

z

L y x
L x z y

L y z

x y z

λ
λ

λ

= + =⎧
⎪ = + + =⎪
⎨ = + =⎪
⎪ + + − =⎩

 

得可能极值点 (1, 5,2)± 和 ( 1, 5, 2)− ± − ，其对应函数值为 (1, 5,2) ( 1, 5, 2) 5 5f f= − − − = ，

(1, 5,2) ( 1, 5, 2) 5 5f f− = − − = − ，此题已肯定有最大值和最小值，而满足必要条件各只有一

个，因此最大值为5 5 ，最小值为− 5 5 . 

【例 5】 求坐标原点到曲线 C：
2 2 2 1

2 1
x y z

x y z
⎧ + − =⎪
⎨

− − =⎪⎩
的最短距离.  

解：设曲线 C 上点（x, y, z）到坐标原点的距离为 d，令 2 2 2 2W d x y z= = + + 为目标函数，

约束条件为 2 2 2 1 0, 2 1 0x y z x y z+ − − = − − − = ，用拉格朗日乘数法，令 

2 2 2 2 2 2( , , ) ( ) ( 1) (2 1)L x y z x y z x y z x y zλ μ= + + + + − − + − − − . 

求其偏导数并使之为零，得到 

2 2 2

2 2 2 0 (1)
2 2 0 (2)
2 2 0 (3)

1 0 (4)
2 1 0 (5)

x

y

z

L x x
L y y
L z z
x y z

x y z

λ μ
λ μ
λ μ

= + + =⎧
⎪ = + − =⎪⎪ = − − =⎨
⎪ + − − =⎪

− − − =⎪⎩

 

首先，由（1）+2×（2）消去μ ，得 ( 2 )( 1) 0x y λ+ + = . 如果 2 0x y+ = ，联立（4），（5）方

程组无解；如果 1λ = − ，则 0μ = ，由（3）可知 0z = ，再由（4），（5）得 

2 2 1 0, 2 1 0x y x y+ − = − − =  

解得

4
0 5

1 3
5

xx
y y

⎧ =⎪=⎧ ⎪
⎨ ⎨= −⎩ ⎪ =

⎪⎩

 

这样得到两个驻点 1 2
4 3(0, 1,0), , ,0
5 5

P P ⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 
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综合上面讨论可知只有两个驻点，它们到坐标原点的距离均为 2 2 2 1d x y z= + + = ，由于

该实际问题一定有最短距离，可知最短距离为 1.   

评注：由于 C 为双曲线，所以坐标原点到 C 的最大距离不存在. 
【例 6】 已知 , ,x y z 为常数，且 2e 3x y z+ + = ，求证： 2e 1x y z ≤  

证明：设 2e , ,xa b y c z= = = ，此问题变为求函数 ( , , )f a b c abc= 满足条件 3a b c+ + = 的

最大值，其中 , ,a b c 都大于零. 考虑函数 

( )( , , ) 3L a b c abc a b cλ= + + + −  

求其偏导数并使之为零，得到 

0
0
0

3

bc
ac
ab
a b c

λ
λ
λ

+ =⎧
⎪ + =⎪
⎨ + =⎪
⎪ + + =⎩

 

可得 1a b c= = = ，所以所求最大值为 f(1,1,1) = 1. 即有 2e 3x y z+ + = 时， 2e 1x y z ≤ . 
评注：所要证明的不等式左边恰好为约束条件左边三项的乘积，从而可得目标函数

2( , , ) exf x y z y z= . 

【例 7】 设有曲面 S：
2 2

2 1
2 4
x zy+ + = ，平面 : 2 2 5x y zπ + + = ，（1）在曲面 S 上求平行于

平面 π 的切平面方程；（2）求曲面 S 与平面 π 之间的最短距离. 
解：（1）先写出曲面 S 上任意点 0 0 0( , , )x y z 处的切平面方程. 

记 S 的方程为
2 2

2( , , ) 1 0
2 4
x zF x y z y= + + − = ，则 S 上点 0 0 0 0( , , )M x y z 处的切平面方程为 

0 0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0x y zF M x x F M y y F M z z− + − + − = ， 

其中                   0
0 0 0 0 0( ) , ( ) 2 , ( )

2x y z
zF M x F M y F M= = = . 

因为该切平面与平面 π 平行，即它们的法向量平行，故有 

0

0 02 2
2 2 1

z
x y λ= = =  

又因为 0 0 0 0( , , )M x y z 在 S 上，所以它满足曲面方程 
2 2

2 2 2 20 0
0

1 1(2 ) (2 ) 1
2 4 2 4

x zy λ λ λ+ + = + + = ， 

即 2 14 1,
2

λ λ= = ± ，于是 0 0 0
1( , , ) 1, ,1
2

x y z ⎛ ⎞= ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

，显然， 0 0 0( , , )x y z 不在平面 π 上. 

相应的切平面方程为 

1 1( 1) ( 1) 0
2 2

x y z⎛ ⎞− + − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

即
1 2 0
2

x y z+ + − =  
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及              1 1( 1) ( 1) 0
2 2

x y z⎛ ⎞+ + + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

即
1 2 0
2

x y z+ + + = . 

也就是曲面 S 上平行于平面 π 的切平面方程. 
（2）曲面 S 为椭球面，而椭球面 S 正好夹在上述两个切平面之间，故曲面 S 上切点到平

面 π 的距离最短或最长 

1 2 2

2 2 2

12 1 2 1 5
12 ,
32 2 1

12 ( 1) 2 1 5
2 3

2 2 1

d

d

× + × + −
= =

+ +

⎛ ⎞× − + × − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =
+ +

. 

因此，曲面 S 与平面 π 之间的最短距离为
1
3

. 

9.3.4  疑难释疑 

1．当空间曲线Γ 由一般方程 

( , , ) 0
( , , ) 0

F x y z
G x y z

=⎧
⎨ =⎩

 

给出时，它在点 0 0 0 0( , , )M x y z 处的切向量 T 的表达式能否用几何方法直接导出？ 
答：在学了空间曲面在一点处的法向量的表达式以后，空间曲线在一点处的切向量 T 的

表达式也可用几何方法直接导出如下： 
因为曲线Γ 是曲面 1 : ( , , ) 0F x y zΣ = 和 2 : ( , , ) 0G x y zΣ = 的交线，故Γ 在点 0 0 0 0( , , )M x y z 处的

切线应同时位于 1Σ 和 2Σ 在 M0 处的切平面上，也就是说该切线是这两个切平面的交线. 因此Γ
在点 M0 处的切向量 T 应同时垂直于 1Σ 和 2Σ 在 M0 处的法向量 n1 和 n2（如图），于是可取 

0 0 0

1 2 0 0 0 0 0 0

( , , )

( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( ))x y z x y z

x y z

x y z x y z

F M F M F M G M G M G M

F F F
G G G

= × = ×

=

T n n

i j k
 

2．如果二元函数 ( , )z f x y= 在点 0 0 0( , )M x y 处取得极值，那么一元函数 0( ) ( , )x f x yϕ = 及

0( ) ( , )y f x yψ = 分别在点 0 0,x x y y= = 处必定取得极值. 那么，反之是否成立？ 
答：反之未必成立. 就是说，若 0( ) ( , )x f x yϕ = 在点 0x x= 处取得极值， 0( ) ( , )y f x yψ = 在

点 0y y= 处取得极值，则 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处未必取得极值. 例如，设函数 2 2( , )f x y x y= − ，

则有 2( ) ( ,0)x f x xϕ = = 在 x = 0 处取得极小值， 2( ) (0, )y f y yψ = = − 在 y = 0 处取得极大值. 但
是 (0,0) 0f = 既非极大值，也非极小值 . 因为在 (0,0)的邻域内，若 0, 0x y= ≠ 时，有

2( , )f x y y= − < 0，而当 0, 0x y≠ = 时，有 2( , )f x y x= > 0，故 (0,0)f 不是函数的极值. 该函数的

图像是马鞍面. 
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9.3.5  部分习题解答 

【习题 9-6】 

3．求曲线 r = (t−sin t)i+(1−cos t)j+ 4sin
2
t⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

k 在与 0 2
t π

= 相应的点处的切线及法平面方程.  

解：令 x = t−sin t, y = 1−cos t, 4sin
2
tz =  

则 x′(t) = 1−cos t, y′(t) = sin t, ( ) 2cos
2
tz t′ = . 

故在点 0 2
t π

= 处的切向量为 T = (1,  1,  2) . 此时，切线方程为 

1 1 2 22
1 1 2

x y z
π

+ − − −
= = , 

法平面方程为 

1 1 1 ( 1) 2( 2 2) 0
2

x y zπ⎛ ⎞⋅ − + + ⋅ − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，即 2 4
2

x y z π
+ + = + . 

6．求曲线
2 2 2 3 0

2 3 5 4 0
x y z x

x y z
⎧ + + − =⎪
⎨

− + − =⎪⎩
在点(1, 1, 1)处的切线及法平面方程. 

解：设曲线的参数方程的参数为 x，对 x 求导得, 

d d2 2 2 3 0
d d

d d2 3 5 0
d d

y zx y z
x x

y z
x x

⎧ + + − =⎪⎪
⎨
⎪ − + =
⎪⎩

, 即

d d2 2 2 3
d d

d d3 5 2
d d

y zy z x
x x

y z
x x

⎧ + = − +⎪⎪
⎨
⎪ − =
⎪⎩

. 

解此方程组得 

d 10 4 15
d 10 6
y x z
x y z

− −
=

− −
, d 6 4 9

d 10 6
z x y
x y z

+ −
=

− −
. 

因为
(1,1,1)

d 9
d 16
y
x

= , 
(1,1,1)

d 1
d 16

z
x

= − , 所以 T = 9 11,  ,  
16 16

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

所求切线方程为 

1 1 1
9 11

16 16

x y z− − −
= =

−
, 即 1 1 1

16 9 1
x y z− − −

= =
−

; 

法平面方程为 

9 1( 1) ( 1) ( 1) 0
16 16

x y z− + − − − = ，即 16x+9y−z−24=0. 

8．求曲面 ez−z+xy = 3 在点(2,1,0)处的切平面及法线方程. 
解：令 F(x, y, z) = ez − z + xy − 3，则 

n = (Fx, Fy, Fz)|(2, 1, 0) = (y, x, ez−1)|(2, 1, 0) = (1, 2, 0), 
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点(2,1, 0)处的切平面方程为 

1⋅(x−2)+2(y−1)+0⋅(z−0) = 0，即 x+2y−4 = 0, 

法线方程为 

2 1 0
1 2 0

x y z− − −
= = . 

10．求椭球面 x2+2y2+z2 = 1 上平行于平面 x−y+2z = 0 的切平面方程. 
解：设 F(x, y, z) = x2+2y2+z2−1，则 

n = (Fx, Fy, Fz) = (2x, 4y, 2z) = 2(x, 2y, z). 
已知切平面的法向量为(1, −1, 2). 因为已知平面与所求切平面平行，所以 

2
1 1 2
x y z

= =
−

，即
1
2

x z= , 1
4

y z= − , 

代入椭球面方程得 
2 2

22 1
2 4
z z z⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

解得
22

11
z = ± ，则

2
11

x = ± ，
1 2
2 11

y = ∓ .  

所以切点坐标为
2 1 2 2, , 2

11 2 11 11
⎛ ⎞

± ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓ .  

所求切平面方程为 

2 1 2 22 2 0
11 2 11 11

x y z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

± − + ± =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓ , 

即                           112
2

x y z− + = ± . 

11．求旋转椭球面 3x2+y2+z2 = 16 上点(−1, −2, 3)处的切平面与 xOy 面的夹角的余弦.  
解：xOy 面的法向量为 n1 = (0, 0, 1).  
令 F(x, y, z) = 3x2+y2 +z2−16，则点(−1, −2, 3)处的法向量为 

n2 = (Fx, Fy, Fz )|(−1, −2, 3) = (6x, 2y, 2z)|(−1, −2, 3) = (−6, −4, 6). 
点(−1, −2, 3)处的切平面与 xOy 面的夹角的余弦为 

1 2
2 2 2

1 2

6 3cos
| | | | 221 6 4 6

θ ⋅
= = =

⋅ ⋅ + +

n n
n n

. 

12．试证曲面 x y z a+ + = (a>0)上任何点处的切平面在各坐标轴上的截距之和等于 a. 

证明：设 ( , , )F x y z x y z a= + + − ，则 

n = 1 1 1, ,
2 2 2x y z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

在曲面上任取一点 M(x0, y0, z0)，则在点 M 处的切平面方程为 
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0 0 0
0 0 0

1 1 1( ) ( ) ( ) 0x x y y z z
x y z

− + − + − = , 

即                0 0 0
0 0 0

x y z x y z a
x y z

+ + = + + = .  

化为截距式，得
0 0 0

1x y z
ax ay az

+ + = ,  

所以截距之和为 

0 0 0 0 0 0( )ax ay az a x y z a+ + = + + = . 

【习题 9-8】 
4．求函数 f(x, y) = e2x(x+y2+2y)的极值. 

解：解方程组
2 2

2

( , ) e (2 2 4 1) 0

( , ) e (2 2) 0

x
x

x
y

f x y x y y

f x y y

⎧ = + + + =⎪
⎨

= + =⎪⎩
，得驻点

1 ,  1
2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

fxx(x, y) = 4e2x(x+y 2+2y+1), fxy(x, y) = 4e2x(y+1), fyy(x, y) = 2e2x. 

在驻点
1 ,  1
2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

处，因为 

AC−B2 = 2e⋅2e−02 = 4e2 > 0, A = 2e > 0, 

所以
1 e,  1
2 2

f ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

是函数的极小值.  

5．求函数 z = xy 在适合附加条件 x+y = 1 下的极大值. 
解：由 x+y = 1 得 y = 1−x，代入 z = xy，则问题化为求 z=x(1−x)的无条件极值.  

d 1 2
d

z x
x

= − , 
2

2
d 2
d

z
x

= − . 

令
d 0,
d

z
x

=  得驻点
1
2

x = . 因为
2

12
2

d 2 0
d x

z
x =

= − < ，所以由一元函数取极值的充分条件知

1
2

x = 为极大值点，极大值为
1 1 11
2 2 4

z ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

8．在平面 xOy 上求一点，使它到 x=0, y=0 及 x+2y−16 = 0 三直线距离平方之和为最小. 
解：设所求点为(x, y)，则此点到 x = 0 的距离为|y|，到 y = 0 的距离为|x|，到 x+2y−16 = 0

的距离为
2

| 2 16 |
1 2

x y+ −

+
，而距离平方之和为 

2 2 21 ( 2 16)
5

z x y x y= + + + − . 

解方程组 

22 ( 2 16) 0
5
42 ( 2 16) 0
5

z x x y
x
z y x y
y

∂⎧ = + + − =⎪∂⎪
⎨∂⎪ = + + − =
⎪∂⎩

，即
3 8 0
2 9 32 0
x y
x y

+ − =⎧
⎨ + − =⎩

. 
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得唯一的驻点
8 16,  
5 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，根据问题的性质可知，到三直线的距离平方之和最小的点一定存在，

故
8 16,  
5 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

即为所求. 

10．求内接于半径为 a 的球且有最大体积的长方体. 
解：设球面方程为 x2+y2+z2 = a2, (x, y, z)是它的各面平行于坐标面的内接长方体在第一卦限内

的一个顶点，则此长方体的长宽高分别为 2x, 2y, 2z，体积为 

V = 2x⋅2y⋅2z = 8xyz. 
令 F(x, y, z)=8xyz+λ(x2+y2+z2−a2) .  
解方程组 

2 2 2 2

8 2 0
8 2 0

8 2 0

x

y

z

F yz x
F xz y

F xy z

x y z a

λ
λ

λ

= + =⎧
⎪ = + =⎪
⎨ = + =⎪
⎪ + + =⎩

，即

2 2 2 2

4 0
4 0
4 0

yz x
xz y
xy z

x y z a

λ
λ
λ

+ =⎧
⎪ + =⎪
⎨ + =⎪
⎪ + + =⎩

, 

得唯一驻点 , ,
3 3 3

a a a⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

由题意可知这种长方体必有最大体积，所以当长方体的长、宽、高都为
2

3
a
时其体积最大. 

11．抛物面 z = x2+y2 被平面 x+y+z = 1 截成一椭圆，求原点到这椭圆的最长与最短距离. 
解：设椭圆上点的坐标(x, y, z)，则原点到椭圆上这一点的距离平方为 
d2 = x2+y2+z2，其中 x, y, z 要同时满足 z = x2+y2 和 x+y+z = 1.  
令                F(x, y, z) = x2+y2+z2+λ1(z−x2−y2)+λ2(x+y+z−1).   
解方程组 

1 2

1 2

1 2
2 2

2 2 0
2 2 0

2 0

0
1 0

x

y

z

F x x
F y y

F z

z x y
x y z

λ λ
λ λ

λ λ

= − + =⎧
⎪ = − + =⎪
⎪ = + + =⎨
⎪ − − =⎪
⎪ + + − =⎩

, 

得驻点
1 3

2
x y − ±

= = ， 2 3z = ∓ . 它们是可能的两个极值点，由题意这种距离的最大值和最

小值一定存在，所以距离的最大值和最小值在两点处取得，因为在驻点处 
2

2 2 2 2 21 32 (2 3) 9 5 3
2

d x y z
⎛ ⎞− ±

= + + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓ ∓ , 

所以 1 9 5 3d = + 为最长距离； 2 9 5 3d = − 为最短距离. 

9.3.6  练习题 

1．选择题 
（1）以下结论正确的是（    ）． 
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    A．函数 ( , )f x y 在 0 0( , )x y 达到极值，则必有 0 0( , )xf x y′ = 0， 0 0( , )yf x y′ = 0 

    B．可微函数 ( , )f x y 在 0 0( , )x y 达到极值，则必有 0 0( , )xf x y′ = 0， 0 0( , )yf x y′ = 0 

    C．若 0 0( , )xf x y = 0， 0 0( , )yf x y = 0，则 ( , )f x y 在 0 0( , )x y 达到极值 

    D．若 0 0( , )xf x y = 0， 0 0( , )yf x y 不存在，则 ( , )f x y 在 0 0( , )x y 达到极值 

（2）函数 2 2( , ) 2( )f x y x y x y= − + − 的驻点为（    ）． 
    A． (1,1)        B． ( 1,1)−         C． (1, 1)−       D． ( 1, 1)− −  

（3）函数 2 2( , ) ( 0)f x y x ay a= − > 在(0, 0)处（    ） 
    A．不取极值    B．取极小值     C．取极大值     D．是否取极值依赖于 a  
2．填空题 

（1）过曲面 e 2 3zz xy− + = 上点 M0（1,2,0）处的切平面方程为        . 
（2）过曲面 2 24z x y= − − 上点 P 处的切平面平行于 2x+2y+z−1 = 0，则 P 点的坐标

为        . 

（3）曲线
2 2

2 2 22 2 0

z x y

x y z

⎧ = +⎪
⎨

+ − =⎪⎩
在点 M0（1,1,2）处的切线方程为        ，法平面方程

为        . 

（4）曲线 cosx a t= ， siny a t= ， z bt= 在
2

t π
= 处的切线方程为        ． 

（5）已知曲面 z xy= 上的点 P 处的法线 l 平行于直线 1
6 3 2 1:

2 1 2
x y zl − − −

= =
−

，则该法线方

程为        . 
3．求抛物线 2y x= 到直线 2 0x y− − = 之间的最短距离． 

4．求 z = 2x+y 在区域
2

2: 1
4
yD x + ≤ 上的最大值与最小值. 

5．在半径为 R 的圆的一切内接三角形中，求出其面积最大者. 

6．利用条件极值的方法证明不等式
6

2 3 108 , 0, 0, 0.
6

x y zxy z x y z+ +⎛ ⎞ > > >⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤  

习题答案 

1．（1）B     （2）D     （3） A 
2．（1）2x+y−4 = 0    （2）（1,1,2） 

（3） 1 1 2
1 1 0

x y z− − −
= =

−
， y−x = 0. 

（4） 2
0

bzx y a
a b

π
−−

= =
−

 

（5） 1 2 2
2 1 1

x y z− + +
= =

−
 

3． 7
4 2
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4．最大值为 2 2 ，最小值为 2 2− . 
5．内接等边三角形面积最大. 
6．提示：设目标函数为 2 3( , , )f x y z xy z= ，约束条件是 x y z a+ + = , ( 0, 0, 0, 0)x y z a> > > >  

9.3.7  考研真题 

【例1】（2001 年数一） 设 ( , )f x y 在点(0, 0)的附近有定义，且 (0,  0) 3,  (0,  0) 1x yf f′ ′= = ，则（    ）. 

    A． (0,0)d 3d dz x y= +  
    B．曲面 ( , )z f x y= 在(0, 0, f(0, 0))处的法向量为{3, 1, 1} 

    C．曲线
( , )

0
z f x y
y

=⎧
⎨ =⎩

在(0, 0, f(0, 0))处的切向量为{1, 0, 3} 

    D．曲线
( , )

0
z f x y
y

=⎧
⎨ =⎩

在(0, 0, f(0, 0))处的切向量为{3, 0, 1} 

解：关于（A），涉及可微与可偏导的关系. 由 ( , )f x y 在(0,0)存在两个偏导数不能推导出

( , )f x y 在(0,0)处可微. 因此（A）不一定成立. 

关于（B）只能假设 ( , )f x y 在(0,0)存在偏导数
(0,0) (0,0),f f

x y
∂ ∂

∂ ∂
，不保证曲面 ( , )z f x y= 在

(0,0, (0,0))f 存在切平面.若存在时,法向量 n = (0,0) (0,0) 1f f
x y

∂ ∂⎛ ⎞± − = ±⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
， ， (3,1,−1)与(3,1,1)不共

线，因而（B）不成立. 

关于（C）（D），该曲线的参数方程为 0
( ,0)

x t
y
z f t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

，它在点 (0,0, (0,0))f 处的切向量为

0

d,0, ( ,0) (1,0, (0,0)) (1,0,3)
d x

t
t f t f

t =

⎛ ⎞′ ′= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 因此，（C）成立. 

【例 2】（2013 年数一） 曲面 2 cos( ) 0x xy yz x+ + + = 在点(0,1,−1)处的切平面方程为（    ）. 
    A．x−y+z = −2    B．x+y+z = 0     C．x−2y+z = −3     D．x−y−z = 0 
解：应选（A） 

法向量 ( , , ) (2 sin( ) 1, sin( ) , )x y zF F F x y xy x xy z y= = − + − +n ，因此 (0,1, 1) (1, 1,1)− = −n ，故切平

面方程为：1(x−0)−1(y−1)+1(z+1) = 0，即 x−y+z = −2. 
【例 3】（2003 年数三） 设可微函数 f(x,y)在点 0 0( , )x y 取得极小值，则下列结论正确的是（    ）. 
    A． 0( , )f x y 在 0y y= 处的导数等于零.   B． 0( , )f x y 在 0y y= 处的导数大于零. 
    C． 0( , )f x y 在 0y y= 处的导数小于零.    D． 0( , )f x y 在 0y y= 处的导数不存在.        
解：应选（A） 
可微函数 f(x,y)在点 0 0( , )x y 取得极小值，根据取极值的必要条件知 0 0( , ) 0yf x y′ = ，即

0( , )f x y 在 0y y= 处的导数等于零，故应选（A）. 
评注：本题考查了偏导数的定义， 0( , )f x y 在 0y y= 处的导数即 0 0( , )yf x y ；而 0( , )f x y 在

0x x= 处的导数即 0 0( , ).xf x y  
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此外，本题也可用排除法分析，取 2 2( , )f x y x y= + ，在(0,0)处可微且取得极小值，并且有
2(0, )f y y= ，可排除（B），（C），（D），故应选（A）. 

【例 4 】（ 2003 年数一）  已知函数 ( , )f x y 在点 (0, 0) 的某个邻域内连续，且

2 2 20, 0

( , )lim 1
( )x y

f x y xy
x y→ →

−
=

+
，则（    ）. 

    A．点(0, 0)不是 ( , )f x y 的极值点 
    B．点(0, 0)是 ( , )f x y 的极大值点 
    C．点(0, 0)是 ( , )f x y 的极小值点 
    D．根据所给条件无法判断点(0, 0)是否为 ( , )f x y 的极值点 
解：应选（A）. 

由 2 2 20, 0

( , )lim 1
( )x y

f x y xy
x y→ →

−
=

+
知，分子的极限必为零，从而有 f(0,0) = 0，且 

2 2 2( , ) ( )f x y xy x y− ≈ + （ ,x y 充分小时），于是 
2 2 2( , ) (0,0) ( ) .f x y f xy x y− ≈ + +  

可见当 y = x 且 x 充分小时， 2 4( , ) (0,0) 4 0f x y f x x− ≈ + > ； 

而当 y = −x 且 x 充分小时， 2 4( , ) (0,0) 4 0f x y f x x− ≈ − + < . 故点(0,0)不是 f(x,y)的极值点，

应选（A）. 

评注：本题综合考查了多元函数的极限、连续和多元函数的极值概念，题型比较新，有

一定难度. 将极限表示式转化为极限值加无穷小量，是有关极限分析过程中常用的思想.  

【例 5】（2006 年数一） 设 ( , ) ( , )f x y x yϕ与 均为可微函数，且 ( , ) 0y x yϕ ≠ ，已知 0 0( , )x y 是

( , )f x y 在约束条件 ( , ) 0x yϕ = 下的一个极值点，下列选项正确的是（    ）. 
    A．若 0 0( , ) 0xf x y = ，则 0 0( , )yf x y = 0.      

    B．若 0 0( , ) 0xf x y = ，则 0 0( , )yf x y ≠ 0.   

    C．若 0 0( , ) 0xf x y ≠ ，则 0 0( , )yf x y = 0.    

    D．若 0 0( , ) 0xf x y ≠ ，则 0 0( , )yf x y ≠ 0.                          

解：应选（D） 
作拉格朗日函数 ( , , ) ( , ) ( , )F x y f x y x yλ λϕ= + ，并记对应 0 0,x y 的参数λ 的值为 0λ ，则 

0 0 0

0 0 0

( , , ) 0
( , , ) 0

x

y

F x y
F x y

λ
λ

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

，即 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

( , ) ( , ) 0
( , ) ( , ) 0

x x

y y

f x y x y
f x y x y

λ ϕ
λ ϕ

+ =⎧⎪
⎨ + =⎪⎩

  . 

消去 0λ ，得          

0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0x y y xf x y x y f x y x yϕ ϕ− = , 

整理得 0 0 0 0
0 0

0 0

( , ) ( , )
( , )

( , )
y x

x
y

f x y x y
f x y

x y
ϕ

ϕ
= .（因为 ( , ) 0y x yϕ ≠ ）， 

所以若 0 0( , ) 0xf x y ≠ ，则 0 0( , ) 0yf x y ≠ . 故选（D）. 

【例 6】（2011 年数一） 设函数 ( )f x 具有二阶连续的导数，且 ( ) 0, (0) 0f x f ′> = . 则函数

( )ln ( )z f x f y= 在点（0,0）处取得极小值的一个充分条件是（    ）. 
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    A． (0) 1, (0) 0f f ′′> >                  B． (0) 1, (0) 0f f ′′> <  
    C． (0) 1, (0) 0f f ′′< >                  D． (0) 1, (0) 0f f ′′< <  
解：应选（A） 

由 ( )ln ( )z f x f y= 知 ( )ln ( )xz f x f y′= ，
( ) ( )
( )y

f xz f y
f y

′= ，
( ) ( )
( )xy

f xz f y
f y
′

′= ， 

( ) ln ( )xxz f x f y′′= ，
2

2
( ) ( ) ( ( ))( )

( )yy
f y f y f yz f x

f y
′′ ′−

= . 

所以 0
0

(0) (0) 0
(0)xy x

y

fz f
f=

=

′
′= = ， 0

0
(0)ln (0)xx x

y
z f f=

=
′′= ， 

2

0 2
0

(0) (0) ( (0))(0) (0)
(0)yy x

y

f f fz f f
f=

=

′′ ′− ′′= =  

要使得函数 ( )ln ( )z f x f y= 在点(0,0)处取得极小值，则需 

(0)ln (0) 0f f′′ > ， (0)ln (0) (0) 0f f f′′ ′′⋅ >  

所以有 (0) 1 (0) 0f f ′′> >， ,故应选（A）. 
【例 7】（2000 年数一） 曲面 2 2 22 3 21x y z+ + = 在点 (1, 2, 2)− − 的法线方程为        . 

解：应填
1 2 2

1 4 6
x y z− + −

= =
−

 

令 2 2 2( , , ) 2 3 21F x y z x y z= + + − ，则有 

(1, 2,2)(1, 2,2) 2 2xF x −− = = ， (1, 2,2)(1, 2,2) 4 8yF y −− = = ， (1, 2,2)(1, 2,2) 6 12zF z −− = = . 

因此所求法线方程为： 

1 2 2
1 4 6

x y z− + −
= =

−
 

【例 8】（2003 年数一） 曲面 2 2z x y= + 与平面2 4 0x y z+ − = 平行的切平面的方程是        . 
解：待求平面的法矢量为 (2,4, 1)= −n ，因此只需确定切点坐标即可求出平面方程，而切

点坐标可根据曲面 2 2z x y= + 切平面的法向量与 (2,4, 1)= −n 平行确定. 
令 2 2( , , )F x y z z x y= − − ，则 

2xF x′ = − ， 2yF y′ = − ， 1zF ′ = . 

设切点坐标为 0 0 0( , , )x y z ，则切平面的法向量为 0 0( 2 , 2 ,1)x y− − ，其与已知平面

2 4 0x y z+ − = 平行，因此有 

0 02 2 1
2 4 1
x y− −

= =
−

， 

可解得 0 01, 2x y= = ，相应地有 2 2
0 0 0 5.z x y= + =   

故所求的切平面方程为  

2( 1) 4( 2) ( 5) 0x y z− + − − − = ，即 2 4 5x y z+ − = . 

【例 9】（2009 年数一） 求二元函数 2 2( , ) (2 ) lnf x y x y y y= + + 的极值.  
解：先求驻点，令 
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2

2

2 (2 ) 0

2 ln 1 0
x

y

f x y

f x y y

⎧ = + =⎪
⎨

= + + =⎪⎩
, 

解得
10,
e

x y=  = . 

此时 2 2 12(2 ), 2 , 4xx yy xyf y f x f xy
y

= + = + =  

则在点
10,
e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

处， 2
1 10, 2 2
e exxA f ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，

10, 0
exyB f ⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

10, e
eyyC f ⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

因为 2 0, 0AC B A− > > ，所以
10,
e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

是极小值点，极小值为
1 10,
e e

f ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

【例 10】（2013 年数一） 求函数
3

( , ) e
3

x yxf x y y +⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
的极值. 

解：先求驻点，令 

2 3

3

1 e 0
3

11 e 0
3

x y
x

x y
y

f x y x

f y x

+

+

⎧ ⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = + + =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

，解得
1
2
3

x

y

= −⎧
⎪
⎨

= −⎪⎩

或
1

4
3

x

y

=⎧
⎪
⎨

= −⎪⎩

. 

2 312 2 e
3

x y
xxf x x y x +⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 2 311 e

3
x y

xyf x y x +⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 312 e
3

x y
yyf y x +⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

则在点
21,
3

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

处，
5
321, e

3xxA f
−⎛ ⎞= − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

5
321, e

3xyB f
−⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

5
321, e

3yyC f
−⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

因为 2 0AC B− < ，所以
21,
3

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

不是极值点.  

类似地，在点
41,
3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

处，
1
341, 3e

3xxA f
−⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

1
341, e

3xyB f
−⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

1
341, e

3yyC f
−⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

因为 2 0, 0AC B A− > > ，所以
41,
3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

是极小值点，极小值为
1
341, e

3
f

−⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

【例 11】（2004 年数一） 设 ( , )z z x y= 是由 2 2 26 10 2 18 0x xy y yz z− + − − + = 确定的函数，

求 ( , )z z x y= 的极值点和极值. 
解：因为 2 2 26 10 2 18 0x xy y yz z− + − − + = ， 

方程两边分别对 x，y 求偏导，得 2 6 2 2 0z zx y y z
x x

∂ ∂
− − − =

∂ ∂
，             

6 20 2 2 2 0z zx y z y z
y y

∂ ∂
− + − − − =

∂ ∂
. 

令
0

0

z
x
z
y

∂⎧ =⎪∂⎪
⎨∂⎪ =

∂⎪⎩

，得
3 0

3 10 0
x y

x y z
− =⎧

⎨− + − =⎩
， 
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故
3x y

z y
=⎧

⎨ =⎩
. 

将上式代入 2 2 26 10 2 18 0x xy y yz z− + − − + = ，可得 

9
3
3

x
y
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

    或    
9
3
3

x
y
z

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

. 

由于
22 2

2 22 2 2 2 0z z zy z
xx x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − =⎜ ⎟∂∂ ∂⎝ ⎠
， 

                      
2 2

6 2 2 2 2 0,z z z z zy z
x x y y x x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − − − ⋅ − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

                      
22 2

2 220 2 2 2 2 2 0z z z z zy z
y y yy y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − − − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠
， 

所以
2

2 (9,3,3)

1
6

zA
x

∂
= =

∂
，

2

(9,3,3)

1
2

zB
x y
∂

= = −
∂ ∂

，
2

2 (9,3,3)

5
3

zC
y

∂
= =

∂
，故 2 1 0

36
AC B− = > ，又

1 0
6

A = > ，从而点(9,3)是 ( , )z z x y= 的极小值点，极小值为 z(9,3) = 3. 

类似地，由 
2

2 ( 9, 3, 3)

1
6

zA
x − − −

∂
= = −

∂
，

2

( 9, 3, 3)

1
2

zB
x y − − −

∂
= =

∂ ∂
，

2

2 ( 9, 3, 3)

5
3

zC
y − − −

∂
= = −

∂
， 

可知 2 1 0
36

AC B− = > ，又
1 0
6

A = − < ，从而点(−9, −3)是 ( , )z z x y= 的极大值点，极大值为 z(−9, 

−3) = −3. 
评注：本题讨论由方程所确定的隐函数求极值问题，关键是求可能极值点时应注意 x, y, 

z 满足原方程.  

【例 12】（2007 年数一） 求函数 2 2 2 2( , ) 2f x y x y x y= + − 在区域 2 2{( , ) 4, 0}D x y x y y= + ≤ ≥

上的最大值和最小值.  
解：先求驻点，令 

2

2

2 2 0

4 2 0
x

y

f x xy

f y x y

⎧ = − =⎪
⎨

= − =⎪⎩
 

得开区域内的驻点即可能极值点为 ( 2,1)± ，其对应函数值为 ( 2,1) 2.f ± =  
又当 y = 0 时， 2( , )f x y x= 在 2 2x− ≤ ≤ 上的最大值为 4，最小值为 0. 
当 2 2 4, 0, 2 2x y y x+ = > − < < 时，构造拉格朗日函数： 

2 2 2 2 2 2( , , ) 2 ( 4)F x y x y x y x yλ λ= + − + + −  

解方程组  
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2

2

2 2

2 2 2 0

4 2 2 0

4 0

x

y

F x xy x

F y x y y

x y

λ

λ

⎧ = − + =
⎪⎪ = − + =⎨
⎪

+ − =⎪⎩

 

得可能极值点：
5 3(0,2), ,
2 2

⎛ ⎞
±⎜ ⎟

⎝ ⎠
，其对应函数值为

5 3 7(0,2) 8, , .
2 2 4

f f
⎛ ⎞

= ± =⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

比较函数值
72,0,4,8,
4
，知 f(x, y)在区域 D 上的最大值为 8，最小值为 0. 

评注：由于 D 为闭区域，在开区域内按无条件极值分析，而在边界上按条件极值讨论即可.  

【例 13】（2008 年数一） 已知曲线
2 2 22 0:

3 5
x y zC
x y z

⎧ + − =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
，求曲线 C 距离 xOy 面最远的点

和最近的点. 
解法一：点 ( , , )x y z 到 xOy 面的距离为 | |z ，故求C 上距离 xOy 面最远的点和最近的点的

坐标等价于求函数 2H z= 在条件 2 2 22 0,x y z+ − = 3 5x y z+ + = 下的最大值点和最小值点． 
构造拉格朗日函数： 2 2 2 2( , , , , ) ( 2 ) ( 3 5)L x y z z x y z x y zλ μ λ μ= + + − + + + − ， 
解方程组 

2 2 2

2 0
2 0

2 4 3 0

2 0
3 5

x

y

z

L x
L y

L z z

x y z
x y z

λ μ
λ μ

λ μ

= + =⎧
⎪ = + =⎪
⎪ = − + =⎨
⎪ + − =⎪
⎪ + + =⎩

 

得 x y= ，从而 

2 22 2 0,
2 3 5.

x z
x z

⎧ − =
+ =

⎪
⎨
⎪⎩

 解得

5,
5,

5.

x
y
z =

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪
⎩

或 1
.

1,

1
,

z

x
y

=⎧

=

⎪ =⎨
⎪
⎩

 

根据几何意义，曲线C 上存在距离 xOy 面最远的点和最近的点，故所求点依次为 ( 5, 5,5)− −
和 (1,1,1) ． 

解法二：点 ( , , )x y z 到 xOy 面的距离为 | |z ，故求C 上距离 xOy 面最远的点和最近的点的

坐标等价于求函数 2 2H x y= + 在条件
2

2 2 52 0
3

x yx y + −⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

下的最大值点和最小值点． 

构造拉格朗日函数： 2 2 2 2 22( , , , ) ( 5)
9

L x y z x y x y x yλ λ ⎛ ⎞= + + + − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

解方程组 

2
2 2

42 2 ( 5) 0
9
42 2 ( 5) 0
9

52 0
3

x

y

L x x x y

L y y x y

x yx y

λ

λ

⎧ ⎛ ⎞= + − + − =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞= + − + − =⎜ ⎟⎨

⎝ ⎠⎪
⎪ + −⎛ ⎞⎪ + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩

 



第 9 章  多元函数微分法及其应用 ·83·

得 x y= ，从而 2 222 (2 5) 0
9

x x− − = ． 

解得 

5

5
5

z

x
y

= −⎧

=

⎪ = −⎨
⎪
⎩

  或  1
1

1

z

x
y

=

=⎧
⎪ =⎨
⎪
⎩

, 

根据几何意义，曲线C 上存在距离 xOy 面最远的点和最近的点，故所求点依次为 ( 5, 5,5)− −
和 (1,1,1) ． 

评注：本题也可利用参数化为一元函数极值问题，详解见第 8 章§8.2 考研真题例 7. 

9.4  方向导数和梯度 

9.4.1  基本要求 

1．理解方向导数与梯度的概念，并掌握其计算方法.  

9.4.2  基本内容 

1．方向导数的概念 

设函数 z = f(x, y)在点 P0(x0, y0)的某一邻域 U(P0)内有定义，P(x0+t cos α, y0+t cos β)为 l 上
另一点，且 P∈U(P0). 设 l 是 xOy 平面上以 P0(x0, y0)为始点的一条射线，cos α, cos β是方向 l
的方向余弦. 如果函数增量 f(x0+t cos α, y0+t cos β)−f(x0, y0)与 P 到 P0 的距离|PP0|=t 的比值 

0 0 0 0( cos ,  cos ) ( , )f x t y t f x y
t

α β+ + −  

当 P 沿着 l 趋于 P0（即 t→0 +）时的极限存在，则称此极限为函数 f(x, y)在点 P0 沿方向 l 的方

向导数, 记作
0 0( , )x y

f
l

∂
∂

，即 

0 0( , )x y

f
l

∂
∂

0 0 0 0
0

( cos ,  cos ) ( , )lim
t

f x t y t f x y
t

α β
+→

+ + −
= . 

方向导数
0 0( , )x y

f
l

∂
∂

就是函数 f(x, y)在点 P0(x0, y0)处沿方向 l 的变化率. 

2．方向导数的计算 

如果函数 z = f(x, y)在点 P0(x0, y0)可微分，那么函数在该点沿任一方向 l 的方向导数都存

在，且有 

0 0( , )x y

f
l

∂
∂ 0 0 0 0( , )cos ( , )cosx yf x y f x yα β= + , 

其中 cos α, cos β是方向 l 的方向余弦. 
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3．梯度的概念 

设函数 f(x, y)在平面区域 D 内具有一阶连续偏导数，则对于每一点 P0(x0, y0)∈D，都可定

出一个向量 

fx(x0, y0)i + fy(x0, y0)j, 
这向量称为函数 f(x, y)在点 P0(x0, y0)的梯度，记作 grad f(x0, y0)或∇ f(x0, y0)，即 

grad f(x0, y0) = ∇ f(x0, y0) = fx(x0, y0)i + fy(x0, y0)j. 

4．梯度与方向导数的关系 

如果函数 f(x, y)在点 P0(x0, y0)可微分，el = (cos α , cos β )是与方向 l 同方向的单位向量，则 

0 0( , )x y

f
l

∂
∂ 0 0 0 0( , )cos ( , )cosx yf x y f x yα β= + , 

                          = grad f(x0, y0)⋅el 

                          = | grad f(x0, y0)|⋅cos(grad f(x0, y0),^ el).  
特别，当向量 el 与 grad f(x0, y0)的方向相同时, 函数 f(x, y)增加最快. 即沿梯度方向时, 方

向导数
0 0( , )x y

f
l

∂
∂

取得最大值, 这个最大值就是梯度的模|grad f(x0, y0)|. 也就是说: 函数在一点的

梯度是个向量，它的方向是函数在这点的方向导数中取得最大值的方向，它的模就等于方向

导数的最大值. 而当 el 与 grad f(x0, y0)的方向相反时，函数 f(x, y)减少最快，函数在这个方向的

方向导数达到最小值−|grad f(x0, y0)|. 

9.4.3  典型例题 

【例 1】 曲面 2 2 22 3 6x y z+ + = 上点 (1,1,1)P 处指向外侧的法向量为 n，求函数
2 26 8x y

u
z
+

=

在点 P 处沿方向 n 的方向导数. 
解：曲面 2 2 22 3 6x y z+ + = 上点 (1,1,1)P 处的两个法向量是 

( , , ) (4 ,6 ,2 ) (4,6,2)x y z P PF F F x y z± = ± = ±  

点 P 位于第一卦限，椭球面在 P 处的外法线的坐标均为正值，故可取 n =（2, 3, 1），单位

化，得 

2 3 1
14 14 14n = = + +

ne i j k
n

 

又             
2 2

6 6
146 8

P P
u x
x z x y

∂
= =

∂ +
，

2 2

8 8
146 8

P P
u y
y z x y

∂
= =

∂ +
， 

               
2 2

2
6 8

14P P
x yu

z z
+∂

= − = −
∂

 

因此             2 6 3 8 1 1114
714 14 14 14 14P

u
n

∂
= ⋅ + ⋅ − ⋅ =

∂
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【例 2】 设 2 2 2( , , ) ,f x y z x y z= + + 0 (1,1,1)P ，求 

（1） ( , , )f x y z 在 0P 处沿平行于直线
0
1 0

x y z
x y z

+ − =⎧
⎨ − + + =⎩

且与 z 轴正向成锐角的方向的方向

导数； 
（2） ( , , )f x y z 沿椭球面 2 2 22 3 6x y z+ + = 在点 0P 的内法线方向的方向导数； 
（3） ( , , )f x y z 沿球面 2 2 2 2  ( 0)x y z a a+ + = > 上点 0 0 0 0( , , )M x y z 的外法线方向的方向导数. 
解：grad f = 2xi+2yj+2zk，故 grad f(1,1,1) = 2i+2j+2k 

（1）先确定方向 l，依题意，有 

l// 1 1 1 2 2
1 1 1

− = − −
−

i j k
j k ， 

因 l 与 z 轴正向成锐角，即 l 在 z 轴上的分量应大于 0，故取 2 2= +l j k ，单位化，得 

1 1
2 2l = = +

le j k
l

 

方向导数为 

0
(1,1,1) 2 2P l

f f
l

∂
= ⋅ =

∂
egrad  

（2）椭球面 2 2 22 3 6x y z+ + = 在点 0P 的法线向量 

(1,1,1)//(2 4 6 ) 2 4 6x y z+ + = + +n i j k i j k , 

因椭球面在 0 (1,1,1)P 处的内法线方向与 z 轴正向成钝角，故取 2 4 6= − − −n i j k ，单位化，得 

1 2 3
14 14 14n = = − − −

ne i j k
n

 

方向导数为 

0

12 6(1,1,1) 14
714P n

f f
n

∂
= ⋅ = − = −

∂
egrad  

（3）本题一般用（2）的方法求解，但注意到球面 2 2 2 2  ( 0)x y z a a+ + = > 是函数 ( , , )f x y z
的一个等值面，其外法线方向指向 ( , , )f x y z 增加最快的方向，故 

0

2 2 2
0 0 0 0 0 0( , , ) (2 ) (2 ) (2 ) 2M

f f x y z x y z a
n

∂
= = + + =

∂
grad  

评注：此类题型应先求出题设所给的方向，然后相应求解. 同时应观察所给函数特征从

而选取便捷的方法. 

【例3】 设在 xOy 平面上，各点的温度T 与点的位置间的关系为 2 24 9T x y= + ，点 0 (9,4)P ，求： 

（1）
0PTgrad ； 

（2）在点 0P 处沿极角为 210°的方向 l 的温度变化率； 
（3）在什么方向上点 0P 处的温度变化率取得：（i）最大值；（ii）最小值；（iii）零，并求

此最大值与最小值. 
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解：（1）因为
0 0 0

(8 ) 72, (18 ) 72P P P
T Tx y
x y

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
 

故                           
0

72 72PT = +grad i j  

（2）点 0P 处沿方向 l 的温度变化率即求
0P

T
l

∂
∂

，因此 

0 0 0 0210(cos ,sin ) cos210 sin 210

3 1 72 72 36( 3 1)
2 2

P P P P
T T TT
l x yθθ θ =

∂ ∂ ∂
= ⋅ = +

∂ ∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

grad ° ° °

 

（3）（i）温度 T 在 0P 点的梯度方向
0

72 72PT = +grad i j 就是点 0P 处温度变化率（即
0P

T
l

∂
∂

）

取最大值的方向，且最大值为 

0
72 2PT =grad  

（ii）温度 T 在点 0P 的负梯度方向，即
0

72 72PT− = − −grad i j 就是点 0P 处温度变化率取最

小值方向，且最小值为 

0
72 2PT− = −grad  

（iii）与 0P 处梯度垂直的方向即
1 1
2 2

⎛ ⎞= ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

l i j 就是点 0P 处温度变化率为零的方向，因为 

0P
T
l

∂
=

∂ 0 0

^cos( , ) 0P PT T =lgrad grad 当且仅当
0PT⊥ gradl  

【例 4】 设有一表面光滑的橄榄球，它的表面形状是由长半轴为 6，短半轴为 3 的椭圆绕

其长轴旋转所得旋转椭球面. 在无风的细雨天，将该球放在室外草坪上，设长轴在水平位置，

问雨水从橄榄球的椭球面上流下的路线方程是什么？ 
分析：最速下降问题一般均与梯度方向有关，本题可看作梯度概念与微分方程在几何上

的综合应用. 
解：由题设，椭球面方程为（取 y 轴为长轴） 

2 2 2

1
9 36 9
x y z

+ + =  

由于雨水会沿着它下降最快的方向向下流，此方向就是使它的方向导数取得最大值的方

向，即 

grad z = zxi + zy j 
设雨水流下的曲线为 L，L 在 xOy 面上的投影曲线的方程为 

: ( , ) 0xyL f x y =  

则 Lxy 的切向量 (d ,d )x y=T 应与 grad z 平行，故
d d

x y

x y
z z

= . 

椭球面方程两边取全微分 
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2 2 2d d d 0
9 36 9
x y zx y z+ + = ，得 d d d

4
x yz x y
z z

= − −  

于是 

,
4x y

x yz z
z z

= − = − . 

因此有 

d d

4

x y
x y
z z

=
− −

即
d d4x y
x y

=  

解得 4x Cy= （C 可由雨滴的初始位置确定），故所求雨水的路线方程为 
2 2 2

4

1
: 9 36 9

x y z
L

x Cy

⎧
+ + =⎪

⎨
⎪ =⎩

 

 

9.4.4  疑难释疑 

1．“偏导数 0 0( , )xf x y 及 0 0( , )yf x y 分别是函数 f(x, y)在 0 0 0( , )P x y 处沿 Ox 轴方向（l = i）及

沿 Oy 轴方向（l = j）的方向导数”. 这种说法正确吗？ 
答：上述说法不正确. 事实上，依方向导数的定义，当 l = i 时，在 0 0 0( , )P x y 处 

0 0( , )x y

f
l

∂
∂

0 0 0 0
0

( ,  ) ( , )lim
x

f x x y f x y
x+Δ →

+ Δ −
=

Δ
 

而                   
0 0( , )x y

f
x

∂
∂

0 0 0 0
0

( ,  ) ( , )lim
x

f x x y f x y
xΔ →

+ Δ −
=

Δ
 

由此可见，前者是单侧极限，后者是双侧极限，两者并非一样. 若 f
x

∂
∂

存在，则 f 沿方向 l 

= i 的方向导数
f
l

∂
∂

也存在，且两者相等；但反之，若
f
l

∂
∂

存在，则
f
x

∂
∂

可能不存在. 例如，函数

2 2z x y= + 在原点 O(0,0)处沿 l = i 方向的方向导数
( )0,0

1z
l

∂
=

∂
，而

( )0,0

z
x

∂
∂

不存在. 

沿 Ox 轴负方向（l = −i），f(x, y)在 0 0 0( , )P x y 的方向导数 

0 0( , )x y

f
l

∂
∂

0 0 0 0
0

( ,  ) ( , )lim
x

f x x y f x y
x−Δ →

+ Δ −
=

−Δ
. 

此时，当
0 0( , )x y

f
x

∂
∂

存在时，有 

0 0( , )x y

f
l

∂
∂

=
0 0( , )x y

f
x

∂
−

∂
. 
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类似地，沿 Oy 轴方向（l = j）的方向导数
f
l

∂
∂

与偏导数
f
x

∂
∂

也不完全相同. 

2．如果函数 z = f(x, y)在点 0 0 0( , )P x y 处可偏导，但不可微分， (cos ,cos )l α β=e ，那么方向

导数的计算公式 

0 0( , )x y

f
l

∂
∂ 0 0 0 0( , )cos ( , )cosx yf x y f x yα β= +  

是否还成立？ 
答：不一定. 

（1）当 cos cos 0α β⋅ = 时，不妨设 cos 0β = ，因 2 2cos cos 1α β+ = ，故 cos 1α = ± . 此时， 

若 cos 1α = ，则
0 0( , )x y

f
l

∂
∂

0 0 0 0
0 00

( ,  ) ( , )lim ( , )xt

f x t y f x y f x y
t+→

+ −
= =  

                         0 0 0 0( , )cos ( , )cosx yf x y f x yα β= +  

若 cos 1α = − ，则
0 0( , )x y

f
l

∂
∂

0 0 0 0
0

( ,  ) ( , )lim
t

f x t y f x y
t+→

− −
=  

                          0 0 0 0
0

( ,  ) ( , )lim
t

f x t y f x y
t−′→

′+ −
= −

′ 0 0( , )xf x y= −  

                          0 0 0 0( , )cos ( , )cosx yf x y f x yα β= +  

故此时计算公式仍成立. 

（ 2 ）当 cos cos 0α β⋅ ≠ 时，计算公式不一定成立 . 例如，设
1
3( , ) ( )f x y xy= ，则

(0,0) (0,0) 0x yf f= = ，但 

( )0,0

f
l

∂
∂

1
2 3

0 0

( cos ,  cos ) (0,0) ( cos cos )lim lim
t t

f t t f t
t t

α β α β
+ +→ →

−
= = = ∞ . 

3．如果函数 f(x, y)在点 0 0 0( , )P x y 沿各方向的方向导数都存在，那么能否断定 f(x, y)在点

P0 处连续？ 
答：不能. 
例如，函数 

2
2 2

2 4

2 2

,      0
( , )

0,                 0 

xy x y
x yf x y

x y

⎧
+ ≠⎪ += ⎨

⎪ + =⎩

 

在点（0,0）处沿任一方向 (cos ,cos )l α β=e 的方向导数都存在，且 

( )0,0

f
l

∂
∂

2

2 2 40 0

( cos ,  cos ) (0,0) cos coslim lim 0
cos cost t

f t t f t
t t

α β α β
α β+ +→ →

−
= = =

+
 

而
2

2

2( , ) (0,0) 0
       

1lim ( , ) lim (0,0)
22x y x

x y

xf x y f
x→ →

=

= = ≠ ，故 f(x, y)在点(0,0)处不连续. 

该例表明，函数在某点处存在方向导数与函数是否连续无关. 因此教材第 102 页所给出的

函数在某点处存在方向导数的条件是充分的，而非必要的. 
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9.4.5  部分习题解答 
【习题 9-7】 
2．求函数 z = ln(x+y)在抛物线 y2 = 4x 上点(1, 2)处，沿这抛物线在该点处偏向 x 轴正向的

切线方向的方向导数. 

解：方程 y2 = 4x 两边对 x 求导得 2yy′ = 4, 解得
2y
y

′ = .  

在抛物线 y2 = 4x 上点(1, 2)处，切线的斜率为 y′(1) = 1，切向量为 l = (1, 1)，单位切向量为

1 1,  (cos ,  cos )
2 2l α β⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
e .  

又因为 

(1,2) (1,2)

1 1 
3

z
x x y

∂
= =

∂ +
, 

(1,2) (1,2)

1 1 
3

z
y x y

∂
= =

∂ +
, 

故所求方向导数为 

1 1 1 1 2cos cos
3 3 32 2

z z z
l x y

α β∂ ∂ ∂
= + = ⋅ + ⋅ =

∂ ∂ ∂
. 

3．求函数
2 2

2 21 x yz
a b

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
在点 ,  

2 2
a b⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

处沿曲线
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 在这点的内法线方向的方

向导数. 

解：令
2 2

2 2( , ) 1x yF x y
a b

= + − , 则 2
2

x
xF

a
= , 2

2
y

yF
b

= .  

从而点(x, y)处的法向量为 

n = 2 2
2 2( ,  ) ,  x y

x yF F
a b

⎛ ⎞± = ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

在 ,  
2 2

a b⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

处的内法向量为 

2 2
,

2 2

2 2 2 2,  ,  
a b

x y
a ba b ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

n , 

单位内法向量为 

2 2 2 2
,  (cos ,  cos )n

b a
a b a b

α β⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠

e . 

又因为 

                           2
, ,

2 2 2 2

2 2
a b a b

z x
x aa⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂
= − = −

∂
,  
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                           2
,,

2 22 2

2 2
a ba b

z y
y bb ⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∂
= − = −

∂
,  

所以                  

2 2
2 2 2 2

cos cos

2 2 2 .

z z z
n x y

b a a b
a b aba b a b

α β∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = +
+ +

 

6．求函数 u = x2+y2+z2 在曲线 x = t, y = t2, z = t3 上点(1, 1, 1)处, 沿曲线在该点的切线正方

向（对应于 t 增大的方向）的方向导数.  
解：曲线 x = t, y = t2, z = t3 上点(1, 1, 1)对应的参数为 t=1，在点(1, 1, 1)的切线正向为 

2
1(1,  2 ,  3 ) (1,  2,  3)tt t == =l , 

1 2 3, ,
| | 14 14 14l

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

le
l

, 

又                 (1,1,1)
(1,1,1)

2 2u x
x

∂
= =

∂
,  

                       (1,1,1)
(1,1,1)

2 2u y
y

∂
= =

∂
,  

                       (1,1,1)
(1,1,1)

2 2u z
z

∂
= =

∂
,  

所以               
(1,1,1)

cos cos cos

1 2 3 122 2 2 .
14 14 14 14

u u u u
l x y z

α β γ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

 

7．求函数 u = x+y+z 在球面 x2+y2+z2 = 1 上点(x0, y0, z0)处，沿球面在该点的外法线方向的

方向导数.  
解：令 F(x, y, z) = x2+y2+z2−1，则球面 x2+y2+z2 = 1 在点(x0, y0, z0)处的外法向量为 

                         n =
0 0 0

0 0 0( , , )( ,  ,  ) (2 ,  2 ,  2 )x y z x y zF F F x y z= ,  

                         0 0 0( ,  ,  ) (cos ,cos ,cos )
| |n x y z α β γ= = =
ne
n

,  

又                   1u u u
x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
,  

所以                 cos cos cosu u u u
n x y z

α β γ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

                        0 0 0 0 0 01 1 1x y z x y z= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + .  
9．设 u, v 都是 x, y, z 的函数，u, v 的各偏导数都存在且连续，证明 

（2）grad (uv) = vgrad u+ugrad v; 

解：
( ) ( ) ( )( ) uv uv uvuv

x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

grad i j k  
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u v u v u vv u v u v u
x x y y z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
i j k  

                
u u u v v vv u
x y z x y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i j k i j k  

                = vgrad u +ugrad v.  
（3）grad (u2) = 2ugrad u.  

解：
2 2 2

2( ) u u uu
x y z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
grad i j k  

            2 2 2u u uu u u
x y z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
i j k  

            2 2u u uu u u
x y z

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
gradi j k .  

10．求函数 u = xy2z 在点 P0(1, −1, 2)处变化最快的方向，并求沿这个方向的方向导数. 

解： 2 2 2u u uu y z xyz xy
x y z

∂ ∂ ∂
= + + = + +

∂ ∂ ∂
grad i j k i j k ,  

2 2
(1, 1,2) (1,  1,  2) ( 2 ) 2 4u y z xyz xy

−
− = + + = − +grad i j k i j k . 

grad u(1, −1, 2)为变化最快的方向，沿这个方向的方向导数为 
2 2 2(1,  1,  2) | 2 ( 4) 1 21u − = + − + =| grad . 

9.4.6  练习题 

1．选择题 
（1）若函数 ( , )u x y 和 ( , )v x y 在点 ( , )x y 的某邻域内具有连续的偏导数，则在该点的梯度

grad(uv)等于（    ） 
    A．ugradv     B．vgradu      C．(gradu)(gradv）  D．ugradv+ vgradu 

（2）设 f(x, y)在(x0, y0)邻域内存在偏导数且偏导数在(x0, y0)处不连续，则下列结论中正确

的是（    ） 

    A．f(x, y)在(x0, y0)处可微且
0 0( , ) 0 0 0 0d ( , )d ( , )dx y x yf f x y x f x y y= +  

    B．f(x, y)在(x0, y0)处不可微. 
    C．f(x, y)在(x0, y0)沿各个方向均存在方向导数. 

    D．曲线
0

( , )z f x y
x x

=⎧
⎨ =⎩

在点(x0, y0, f(x0, y0))处的切线的方向向量是 0 0(0,1, ( , ))yf x y . 

2．填空题 

（1）函数 x
xu
y

= 在点(1, 1)的梯度为        . 

（2）函数 2 2z x y= − 在点 M0（1,1）处沿与 x 轴的正方向成 60α = °的方向导数为        . 

（3）函数 2 21 ( 2 )z x y= − + 在点 M0
1 1,

22
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

处沿曲线 2 22 1x y+ = 在该点的内法线方向 n 的

方向导数为        . 
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3．设 n 是曲面
2

2

2
yz x= + 在点 (1,  2,  3)P 处指向外侧的法向量，求函数

2 2 23 3x y zu
x

+ +
=

在 P 点处沿方向 n 的方向导数. 
4．求函数 u = xy+yz+xz 在点 M0（2,1,3）处沿与各坐标轴成等角方向的方向导数. 

习题答案 

1．（1）D     （2）D 

2．（1）i – j   （2）1 3−       （3） 6  

3． 3 2 6 2 6 1 66
4 3 2 3 4 3 4P

u
n

∂
= − × + × − × = −

∂
       

4．
0 0

1 2

4 3, 4 3M M
u u
l l

∂ ∂
= = −

∂ ∂
 

9.4.7  考研真题 

【例 1】（2008 年数一） 函数 ( , ) arctan xf x y
y

= 在点(0, 1)处的梯度等于（    ） 

    A．i         B．−i     
    C．j          D．−j 
解：应选（A）. 

因为 2 2 2

2

1

1

f yy
x x x y

y

∂
= =

∂ +
+

．
2

2 2 2

21

x
f xy
y x x y

y

−
∂ −

= =
∂ +

+
． 

所以
(0,1)

1f
x

∂
=

∂
，

(0,1)

0f
y

∂
=

∂
，于是 (0,1) ( , )f x y =grad i . 故应选（A）. 

【例 2】（2005 年数一） 设函数
2 2 2

( , , ) 1
6 12 18
x y zu x y z = + + + ，单位向量 n 1 (1,1,1)

3
= ，则

(1,2,3)

u
n

∂
∂

=         . 

解：应填
3 .

3
 

函数 u(x,y,z)沿单位向量 n (cos ,cos ,cos )α β γ= 的方向导数为： 

cos cos cosu u u u
n x y z

α β γ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

而 
3

u x
x

∂
=

∂
，

6
u y
y

∂
=

∂
，

9
u z
z

∂
=

∂
，于是所求方向导数为 

(1,2,3)

u
n

∂
∂

= 1 1 1 1 1 1 3 .
3 3 3 33 3 3

⋅ + ⋅ + ⋅ =  
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【例 3】（2012 年数一） (2,1,1)
zxy
y

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
grad =         . 

解：应填 i + j + k . 

(2,1,1)
zxy
y

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
grad = (2,1,1)2

1zy x
yy

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

i j k = i + j + k 

【例 4】（2002 数一） 设有一小山，取它的底面所在的平面为 xOy 面，其底部所占的区域

为 2 2{( , ) | 75}D x y x y xy= + − ≤ ，小山的高度函数为 2 2( , ) 75h x y x y xy= − − + . 
（1）设 0 0( , )M x y 为区域 D 上一点，问 ( , )h x y 在该点沿平面上何方向的方向导数最大？若

此方向的方向导数为 0 0( , )g x y ，写出 0 0( , )g x y 的表达式. 
（2）现欲利用此小山开展攀岩活动，为此需要在山脚下寻找一山坡最大的点作为攀登的起点. 

也就是说要在 D 的边界线上找出使（1）中 ( , )g x y 达到最大值的点. 试确定攀登起点的位置. 
解：（1）函数 ( , )h x y 在点 M 处沿该点的梯度方向的方向导数最大，梯度为 

0 0( , )( , ) x yh x y =grad
0 0( , ), x y

h h
x y

∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

0 0 0 0( 2 ) ( 2 )x y y x= − + + − +i j  

此时方向导数为：
0 0( , )( , ) x yh x ygrad 2 2

0 0 0 0( 2 ) ( 2 )y x x y= − + −  

（2）按题意,即求 ( , )g x y 在条件 2 2 75 0x y xy+ − − = 下的最大值点. 即 
2 2 2 2 2( , ) ( 2 ) ( 2 ) 5 5 8g x y y x x y x y xy= − + − = + −  

在条件 2 2 75 0x y xy+ − − = 下的最大值点. 
这是求解条件极值问题，用拉格朗日乘数法.令拉格朗日函数 

2 2 2 2( , , ) 5 5 8 ( 75),L x y x y xy x y xyλ λ= + − + + − −  

则有 

2 2

10 8 (2 ) 0,

10 8 (2 ) 0,

75 0.

L x y x y
x
L y x y x
y
L x y xy

λ

λ

λ

∂⎧ = − + − =⎪ ∂⎪
∂⎪ = − + − =⎨ ∂⎪

⎪∂
= + − − =⎪∂⎩

①

②

③

 

解此方程组：将①式与②式相加得 ( )( 2) 0.x y x yλ+ + = ⇒ = − 或 2.λ = −  
若 y x= − ，则由③式得 23 75x = 即 5, 5.x y= ± = ∓  若 2,λ = − 由①或②均得 y x= ，代入③式

得 2 75x = 即 5 3, 5 3.x y= ± = ±  于是得可能的条件极值点 

1 2 3 4(5, 5), ( 5,5), (5 3,5 3), ( 5 3, 5 3).M M M M− − − −  

现比较 2 2 2( , ) ( , ) 5 5 8f x y g x y x y xy= = + − 在这些点的函数值: 

1 2 3 4( ) ( ) 450, ( ) ( ) 150.f M f M f M f M= = = =  

因为实际问题存在最大值，而最大值又只可能在 1 2 3 4, , ,M M M M 中取到. 因此 2 ( , )g x y 在

1 2,M M 取到在 D 的边界上的最大值，即 1 2,M M 可作为攀登的起点. 
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9.4.8  总习题九选讲 

*4．证明极限
2

2 4( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ +

不存在.  

解：因为
2 3

2 4 2 4( , ) (0,0) 0
lim lim 0

x y x
y x

xy x
x y x x→ →

=

= =
+ +

,  

            
2

2 4

2 4 4 4( , ) (0,0) 0

1lim lim
2x y y

x y

xy y
x y y y→ →

=

= =
+ +

,  

所以
2

2 4( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ +

不存在.         

5．设

2
2 2

2 2

2 2

  0
( , )

0        0

x y x y
x yf x y

x y

⎧
+ ≠⎪ += ⎨

⎪ + =⎩

，求 f x(x, y), f y(x, y).  

解：当 x2+y2 ≠ 0 时 

               
2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 ( ) 2( , )

( )x
x y xy x y x y xf x y

x x y x y
⎛ ⎞∂ + − ⋅

= =⎜ ⎟∂ + +⎝ ⎠

3

2 2 2
2

( )
xy

x y
=

+
,  

               
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
( ) 2( , )

( )y
x y x x y x y yf x y

y x y x y
⎛ ⎞∂ + − ⋅ ⋅

= =⎜ ⎟∂ + +⎝ ⎠

2 2 2

2 2 2
( )

( )
x x y

x y
−

=
+

.  

当 x2 + y2 = 0 时 

                      
0 0

(0 ,0) (0,0) 0(0,0) lim lim 0x x x

f x ff
x xΔ → Δ →

+ Δ −
= = =

Δ Δ
,  

                      
0 0

(0,0 ) (0,0) 0(0,0) lim lim 0y y y

f y ff
y yΔ → Δ →

+ Δ −
= = =

Δ Δ
.  

因此

3
2 2

2 2 2

2 2

2   0
( , ) ( )

0 0
x

xy x y
f x y x y

x y

⎧
+ ≠⎪= +⎨

⎪ + =⎩

,  

        

2 2 2
2 2

2 2 2

2 2

( )  0
( , ) ( )

0 0
y

x x y x y
f x y x y

x y

⎧ −
+ ≠⎪= +⎨

⎪ + =⎩

.  

6．求下列函数的一阶和二阶偏导数:  
（2）z = xy. 

解： 1yz yx
x

−∂
=

∂
, 

2
2

2 ( 1) yz y y x
x

−∂
= −

∂
,  

    lnyz x x
y

∂
=

∂
, 

2
2

2 lnyz x x
y

∂
=

∂
,  

    
2

1 1 1 1( ) ln (1 ln )y y y yz yx x yx x x y x
x y y

− − − −∂ ∂
= = + = +

∂ ∂ ∂
.  
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*8．设

2 2
2 2

2 2 3/2

2 2

  0
( )( , )

0           0

x y x y
x yf x y

x y

⎧
+ ≠⎪ += ⎨

⎪ + =⎩

，证明 f(x, y)在点(0, 0)处连续且偏导数存在, 但

不可微分.  

证明：因为
2 2 2 2 2

2 2
2 2 3/2 2 2 3/2

( )0
( ) ( )

x y x y x y
x y x y

+
= +

+ +
≤ ≤ ，且 2 2

( , ) (0,0)
lim 0

x y
x y

→
+ = ， 

所以
( , ) (0,0)

lim ( ,  ) 0 (0,  0)
x y

f x y f
→

= = ，即 f(x, y)在点(0, 0)处连续.  

因为
0

(0 ,0) (0,0) 0(0,0) lim lim 0x x x

f x ff
x xΔ → Δ →

+ Δ −
= = =

Δ Δ
,  

    
0

(0,0 ) (0,0) 0(0,0) lim lim 0y y y

f y ff
x yΔ → Δ →

+ Δ −
= = =

Δ Δ
,  

所以 f(x, y)在点(0, 0)处的偏导数存在.  

因为
2 2

2 2 3/2
( ) ( )[ (0,0) (0,0) ]

[( ) ( ) ]x y
x yz f x f y

x y
Δ Δ

Δ − Δ + Δ =
Δ + Δ

,  

2 2

42 2 3/2

2 20 0

( ) ( )
( ) 1[( ) ( ) ]lim lim 0

4[2( ) ]x
x y

x y
xx y
xρ ρ→ Δ →

Δ =Δ

Δ Δ
ΔΔ + Δ = = ≠
Δ

, 

所以 f(x, y)在点(0, 0)处不可微分.  

11．设 z = f(u, x, y), u = xe y，其中 f 具有连续的二阶偏导数，求
2z

x y
∂
∂ ∂

.  

解： ey
u x u x

z uf f f f
x x

∂ ∂′ ′ ′ ′= ⋅ + = +
∂ ∂

,  

2

2

(e ) e e ( ) ( )

e e

e e ( e ) ( e )

e e e e .

y y y
u x u u x

y y
u uu uy xu xy

y y y y
u uu uy xu xy

y y y y
u uu uy xu xy

z f f f f f
x y y y y

u uf f f f f
y y

f x f f x f f

f x f f x f f

∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′= + = + ⋅ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′′ ′′ ′′ ′′= + ⋅ + + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′ ′′ ′′ ′′ ′′= + + + +

′ ′′ ′′ ′′ ′′= + + + +

 

12．设 x = eu cos v, y = eu sin v, z = uv，试求
z
x

∂
∂

和
z
y

∂
∂

.  

解法一：
z z u z v u vv u
x u x v x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
,  

    z z u z v u vv u
y u y v y y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
.  

而由 x = eu cos v, y = eu sin v 得 

d e cos d e sin d

d e sin d e cos d

u u

u u

x v u v v

y v u v v

⎧ = −⎪
⎨

= +⎪⎩
, 

解得 d e cos d e sin du uu v x v y− −= + , d e sin d e cos du uv v x v y− −= − + ,  
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从而 e cosuu v
x

−∂
=

∂
, e sinuu v

y
−∂

=
∂

, e sinuv v
x

−∂
= −

∂
, e cosuv v

y
−∂

=
∂

.  

因此 

                    e cos ( e sin ) e ( cos sin )u u uz v v u v v v u v
x

− − −∂
= + − = −

∂
,  

                    e sin e cos e ( sin cos )u u uz v v u v v v u v
y

− − −∂
= + = +

∂
. 

解法二：由 x = eu cos v, y = eu sin v 得 

d e cos d e sin d

d e sin d e cos d

u u

u u

x v u v v

y v u v v

⎧ = −⎪
⎨

= +⎪⎩
, 

解得 d e cos d e sin du uu v x v y− −= + , d e sin d e cos du uv v x v y− −= − + . 
又由 z = uv 得 

d d d d

(e cos d e sin d ) ( e sin d e cos d )

e ( cos sin )d e ( sin cos )d ,

u u u u

u u

z v u u v u

v v x v y u v x v y

v v u v x v v u v y

− − − −

− −

= +

= + + − +

= − + +

 

从而            e ( cos sin )uz v v u v
x

−∂
= −

∂
, e ( sin cos )uz v v u v

y
−∂

= +
∂

.  

14．在曲面 z = xy 上求一点，使这点处的法线垂直于平面 x+3y+z+9 = 0，并写出这法线的

方程. 
解：已知平面的法线向量为 n0 = (1, 3, 1).  
设所求的点为(x0, y0, z0)，则曲面在该点的法向量为 n = (y0, x0, −1). 由题意知 

n//n0, 即 0 0 1
1 3 1
y x −

= = , 

于是 x0 = −3, y0 = −1, z0 = x0y0 = 3,  
即所求点为(−3, −1, 3)，法线方程为 

3 1 3
1 3 1

x y z+ + −
= = . 

15．设 el = (cosθ, sinθ)，求函数 f(x, y) = x2−xy+y2 在点(1, 1)沿方向 l 的方向导数，并分别确

定角θ，使这导数有（1）最大值，（2）最小值，（3）等于 0.  
解：由题意知 l 方向的单位向量为(cosα, cosβ) = (cosθ , sinθ)，即方向余弦为 

cosα = cosθ, cosβ = sinθ . 
因为 

                               fx(1, 1) = (2x−y)|(1, 1) = 1,  

                               fy(1, 1) = (−x+2y)|(1, 1) = 1,  
所以在点(1, 1)沿方向 l 的方向导数为 

(1,1)
(1,   1)cos (1,   1)cos cos sin 2 sin

4x y
f f f
l

α β θ θ θ∂ π⎛ ⎞= + = + = +⎜ ⎟
∂ ⎝ ⎠

. 
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因此 

（1）当
4

θ π
= 时，方向导数最大，其最大值为 2 ;  

（2）当
5
4

θ π
= 时，方向导数最小，其最小值为 2− ; 

（3）当
3
4

θ π
= 或

7
4
π
时，方向导数为 0.  

16．求函数 u = x2 + y2 + z2 在椭球面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = 上点 M0(x0, y0, z0)处沿外法线方向的方

向导数.  

解：椭球面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = 上点 M0(x0, y0, z0)处的外法向量为 0 0 0
2 2 2, ,x y z

a b c
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

n ，其单位向

量为 

0 0 0
2 2 22 2 2

0 0 0
4 4 4

1(cos ,cos ,cos ) , ,n
x y z
a b cx y z

a b c

α β γ ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ +

e . 

因为 

ux(x0, y0, z0) = 2x0, uy(x0, y0, z0) = 2y0, uz(x0, y0, z0) = 2z0, 
所以，所求方向导数为 

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
( , , )

0 0 0
0 0 02 2 22 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0
4 4 4 4 4 4

( , , )cos ( , , )cos ( , , )cos

1 22 2 2 .

x y z
x y z

u u x y z u x y z u x y z
n

x y zx y z
a b cx y z x y z

a b c a b c

α β γ∂
= + +

∂

⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + + +

 

17．求平面 1
3 4 5
x y z

+ + = 和柱面 x2+y2=1 的交线上与 xOy 平面距离最短的点.  

解：设 M(x, y, z)为平面和柱面的交线上的一点，则 M 到 xOy 平面的距离为 d(x, y, z) = |z|. 问

题在于求函数 f(x, y, z) = |z|2 = z2 在约束条件 1
3 4 5
x y z

+ + = 和 x2+y2 = 1 下的最小值.  

作辅助函数： 

2 2 2( , , ) 1 ( 1)
3 4 5
x y zF x y z z x yλ μ⎛ ⎞= + + + − + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

令                           

2 2

2 0
3

2 0
4

2 0
5

1
3 4 5

1

F x
x
F y
y
F z
z

x y z

x y

λ μ

λ μ

λ

∂⎧ = + =⎪ ∂⎪
∂⎪ = + =⎪ ∂

⎪
∂⎨ = + =⎪ ∂

⎪
⎪ + + =
⎪
⎪

+ =⎩

,  
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解方程组得 
4
5

x = , 3
5

y = , 35
12

z =   或  4
5

x = − , 3
5

y = − , 85
12

z = . 

易求得点
4 3 35,  ,  
5 5 12

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

与 xOy 平面距离最短（点
4 3 85,  ,  
5 5 12

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

与 xOy 平面距离最长）.  

18．在第一卦限内作椭球面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = 的切平面，使该切平面与三坐标面所围成的四

面体的体积最小，求这切平面的切点，并求此最小体积.  

解：令
2 2 2

2 2 2( , , ) 1x y zF x y z
a b c

= + + − ，则 

2
2

x
xF

a
= , 2

2
y

yF
b

= , 2
2

z
zF

c
= . 

椭球面上点 M(x, y, z)处的切平面方程为 

2 2 2( ) ( ) ( ) 0x y zX x Y y Z z
a b c

− + − + − = ，即 2 2 2 1xX yY zZ
a b c

+ + = . 

切平面在三个坐标轴上的截距分别为 
2

0
aX
x

= , 
2

0
bY
y

= , 
2

0
cZ
z

= . 

切平面与三个坐标面所围的四面体的体积为 
2 2 21

6
a b cV

xyz
= ⋅ . 

现将问题化为求函数
2 2 21

6
a b cV

xyz
= ⋅ 在条件

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = 下的最小值的问题, 或求函数

f(x, y, z) = xyz 在
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = 下的最大值的问题.  

作辅助函数
2 2 2

2 2 2( , , ) 1x y zF x y z xyz
a b c

λ
⎛ ⎞

= + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

令                           

2

2

2

2 2 2

2 2 2

2 0

2 0

2 0

1

F xyz
x a
F yxz
y b
F zxy
z c

x y z
a b c

λ

λ

λ

∂⎧ = + =⎪ ∂⎪
∂⎪ = + =⎪ ∂⎪

⎨
∂⎪ = + =

⎪ ∂
⎪
⎪ + + =
⎪⎩

,  

解方程组得 

3
ax = , 

3
by = , 

3
cz = . 

于是，所求切点为 ,  ,  
3 3 3

a y c⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，此时最小体积为
3

2
V abc= .  



 

 

第 10 章  重  积  分 
 

10.1  二重积分的概念、性质及计算法 

10.1.1  基本要求 

1．理解二重积分的概念 
2．了解二重积分的几何意义与物理意义 
3．了解二重积分的性质 
4．掌握二重积分在直角坐标系与极坐标系下的计算方法 
5．会利用对称性（被积函数的奇偶性、积分区域的对称性）解题 

10.1.2  基本内容 

1．二重积分的定义 

0 1
( , )d lim ( , )

n

i i i
iD

f x y f
λ

σ ξ η σ
Δ

→ =

= Δ∑∫∫  

此处 f(x, y)在有界闭区域 D 上有界， iσΔ 既表示将 D 任意分割为 n 个小区域后的第 i 个小

区域，又表示第 i 个小区域的面积；( , )i iξ η 是 iσΔ 上的任一点；λ是 n 个小区域中的最大直径；

无论对 D 如何划分， ( , )i iξ η 在 iσΔ 内如何取，与右端极限存在与否没有关系. 

2．二重积分的几何意义与物理意义 

（1）几何意义： 

当 f(x, y)≥0 时， ( , )d
D

f x y σ∫∫ 表示以 ( , )z f x y= 为顶，以 D 为底的曲顶柱体的体积；特别

地，当 f(x, y) ≡ 1 时， d
D

Dσ =∫∫ 的面积. 

（2）物理意义： 

当 f(x, y)表示平面薄片 D 的面密度时， ( , ) d
D

f x y σ∫∫ 表示 D 的质量. 

3．二重积分的性质（类似于定积分的性质） 

设 ( , ), ( , )f x y g x y 在 1 2D D D= + 上连续，则 
（1）线性性 
① 被积函数中的常数因子可提到积分号外面： 



高等数学例题与习题（下册） ·100· 

( , )d ( , )d
D D

kf x y k f x yσ σ=∫∫ ∫∫ （ k 为常数）； 

② 有限个函数和的二重积分等于各函数二重积分的和： 

[ ( , ) ( , )]d ( , )d ( , )d
D D D

f x y g x y f x y g x yσ σ σ+ = +∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

（2）区域可加性 
函数在整个区域上的二重积分等于该函数在各部分无重叠小区域上的二重积分之和： 

1 2

( , )d ( , )d ( , )d
D D D

f x y f x y f x yσ σ σ= +∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

（3）被积函数为 1 的二重积分等于积分区域的面积： 

1d D
D

Sσ σ= =∫∫  

（4）保号性 

若 ( , ) ( , )f x y g x y≤ ，则 ( , )d ( , )d
D D

f x y g x yσ σ∫∫ ∫∫≤ ； 

由此推得，函数的绝对值的二重积分≥函数二重积分的绝对值： 

| ( , ) | d ( , )d
D D

f x y f x yσ σ∫∫ ∫∫≥ . 

（5）估值不等式 

若 ( , )f x y 在 D 上有最大值 M 与最小值 m ，则 ( , )d
D

m f x y Mσ σ σ∫∫≤ ≤ （σ 为 D 的面积）.  

（6）积分中值定理 
当被积函数在某区域上连续时，它在该区域上的二重积分等于此函数在该区域上某点处

的值与区域面积之积： 

( , )d ( , )i i
D

f x y fσ ξ η σ=∫∫ ，或
1( , ) ( , )d

D

f f x yξ η σ
σ

= ∫∫ . 

4．二重积分的计算方法 

（1）在直角坐标系中 
① 若积分区域 D { }1 2( , ) | , ( ) ( )x y a x b x y xϕ ϕ= ≤ ≤ ≤ ≤ （X 型区域），如图 10-1-1， 

 

图 10-1-1 
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则
2

1

( )

( )
( , )d d d ( , )d

b x

a x
D

f x y x y x f x y y
ϕ

ϕ
=∫∫ ∫ ∫ . 

② 若积分区域 D { }1 2( , ) | , ( ) ( )x y c y d y x yψ ψ= ≤ ≤ ≤ ≤ （Y 型区域），如图 10-1-2， 

 

图 10-1-2 

则
2

1

( )

( )
( , )d d d ( , )d

d y

c y
D

f x y x y y f x y x
ψ

ψ
=∫∫ ∫ ∫ . 

（2）在极坐标系中 
① 若极点在积分区域 D 外部：即 { }1 2( , ) | , ( ) ( )D ρ θ α θ β ϕ θ ρ ϕ θ= ≤ ≤ ≤ ≤ ，如图 10-1-3,

则
2

1

( )

( )
( , )d d d ( cos , sin ) d d

D

f x y x y f
β ϕ θ

α ϕ θ
θ ρ θ ρ θ ρ ρ θ=∫∫ ∫ ∫ . ② 若极点在积分区域 D 的边界上：即

{ }( , ) | ,0 ( )D ρ θ α θ β ρ ϕ θ= ≤ ≤ ≤ ≤ ， 如 图 10-1-4 ， 则
( )

0
( , )d d d

D

f x y x y
β ϕ θ

α
θ=∫∫ ∫ ∫  

( cos , sin ) d df ρ θ ρ θ ρ ρ θ . 

 

图 10-1-3 

 

图 10-1-4 

③ 若极点在积分区域 D 内部：即 {( , ) | 0 2 ,D ρ θ θ= π≤ ≤  
0 ( )}ρ ϕ θ≤ ≤ ，如图 10-1-5， 

则
2 ( )

0 0
( , )d d d ( cos , sin ) d d

D

f x y x y f
ϕ θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ θ
π

=∫∫ ∫ ∫ . 
 

图 10-1-5 
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10.1.3  典型例题 

【例 1】   根据二重积分的几何意义， 2 2 2 d d
D

R x y x y− −∫∫ =        .（其中 D =  

{ }2 2 2( , )x y x y R+ ≤ ） 

解：由二重积分的几何意义， 2 2 2 d d
D

R x y x y− −∫∫ 表示球心在圆点，半径为 R 的上半球

体的体积，故为 32
3

Rπ . 应该填写： 32
3

Rπ . 

评注：应熟练掌握二重积分的几何意义. 

【例 2】 比较二重积分 ln( )d
D

x y σ+∫∫ 与 2[ln( )] d
D

x y σ+∫∫ 的

大小，其中 D 是三角形闭区域，三顶点各为(1, 0)，(1, 1)，(2, 0). 
解：如图，三角形斜边方程为 2x y+ = ， 
在 D 内有1 2 ex y+ <≤ ≤ ，故 0 ln( ) 1x y+ <≤ ， 

于是 [ ]2ln( ) ln( )x y x y+ +≥ ， 

因此 ln( )d
D

x y σ+∫∫ ≥ 2[ln( )] d
D

x y σ+∫∫ . 

评注：在同一积分区域内，比较两个二重积分的大小，实质上是比较两个被积函数在该

积分区域上函数值的大小. 

【例 3】 估计积分 ( ) d d
D

I x y xy x y= +∫∫ 的值，其中 D 是矩形区域 0 2x≤ ≤ ， 0 2y≤ ≤ . 

解：在区域 D 上，由于 0 4x y+≤ ≤ ，0 4xy≤ ≤ ，所以（最小值）0 ( ) 4x y xy+≤ ≤ （最

大值），又 2 2 4σ = × = ，所以由估值不等式
D

0 0 4 ( ) d d 4 4 16x y xy x y= × + × =∫∫≤ ≤ . 

评注：估计二重积分值关键是确定被积函数在积分区域 D 上的最大值和最小值. 
【例 4】 估计二重积分

2 2

e dx y

D

σ+= ∫∫I 的值，其中 

2 2

2 2( , ) | 1x yD x y
a b

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ， (0 ).b a< <  

解：区域 D 的面积 abσ = π （椭圆面积公式），在 D 上 2 2 20 x y a+≤ ≤ ，所以
2 201 e ex y+= ≤  

2

ea≤ ，
2 2

ex y+ 在 D 上的最大值
2

eaM = ，最小值 1m = ，由估值不等式
2 2 2

e d e .x y a

D

ab abσ+π π∫∫≤ ≤  

评注：记住一些常用结论，例如本题中的椭圆面积公式，可以给解题带来极大的方便. 

【例 5】 计算二重积分 d d
D

xy x y∫∫ ，其中D 为抛物线 2y x= 和直线 2y x= − 所围成的平面区域. 

解法一：先画出区域 D 的图形，如图 10-1-7. 易得交点坐标分别为(1, −1)、(4, 2)解法一：化

为先对 y 后对 x 的累次积分. 这时，区域边界的下部是由两段不同的曲线组成，因此用直线 1x =

将区域 D 分为 1 {( , ) 0 1, }D x y x x y x= −≤ ≤ ≤ ≤ 和 2 {( , )D x y= 1 4, 2 }x x y x−≤ ≤ ≤ ≤ 两

部分. 

 

图 10-1-6 
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那么 d d
D

xy x y∫∫ =
1

d d
D

xy x y∫∫ +
2

d d
D

xy x y∫∫  

             =
1

0
d d

x

x
x xy y

−∫ ∫ +
4

1 2
d d

x

x
x xy y

−∫ ∫  

             = 0+ 1
2

4 2

1

45[ ( 2) ]d
8

x x x x− − =∫  

解法二：化为先对 x 后对 y 的累次积分.           
这时 D 可统一表示为    

2{( , ) 1 2, 2}D x y y y x y= − +≤ ≤ ≤ ≤  

因此         
2

2 2 2 2 4

1 1

1 45d d d d [( 2) ]d
2 8

y

D y
xy x y y xy x y y y y

+

− −
= = + − =∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

评注：（1）显然，第二种解法较为简便.可见，无论怎样选择积分次序，其结果是相同

的，但是选择的不同会影响计算过程的繁简，有时积分次序选择的不同可能造成二重积分

不能计算. 
（2）计算直角坐标系下二重积分的步骤是： 
1）画出区域 D 的草图，根据图形的情况确定积分次序； 
2）联立方程求交点，按积分的顺序确定积分上、下限； 
3）代入公式计算积分值. 

【例 6】 计算
sin d d

D

x x y
x∫∫ ，D 是由 0, , 1y y x x= = =  围成的

闭区域. 
解：先画出区域 D 的图形，如图 10-1-8， 

先对 y 后对 x 积分，则由 { }( , ) | 0 1,0D x y x y x= ≤ ≤ ≤ ≤ 知 
1 1 1

0 0 0 0

sin sin sind d d d d sin d cos1 1
x

D

x x xx y x y x x x x
x x x

= = = = − +∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

评注：如果先对 x 后对 y 积分，由于
sin dx x

x∫ 不能用初等函数表示，这时重积分“积不出来”. 

【例 7】 试更换
1 1
2

0
d ( , )d

x

x
x f x y y

−

∫ ∫ 的积分次序. 

解：题意即要把先对 y 后对 x 的积分更换为先对 x 后对 y 的积分. 

由原累次积分的上、下限可得积分区域 D 1( , ) | 0 , 1
2

x y x x y x⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤  

画出区域 D 的图形，再由图形写出先对 x 后对 y 的积分域的不等式. 为此，作平行于 x 轴

的 箭 头 穿 区 域 D ， 知 先 对 x 后 对 y 积 分 必 须 将 D 分 为 1D 和 2D ， 其 中

1
1( , ) | 0 ,0
2

D x y y x y⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤ ，  

2
1( , ) | 1,0 1
2

D x y y x y⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤  

 

图 10-1-7 

图 10-1-8 
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则
1 11 1 1
2 2

10 0 0 0
2

d ( , )d d ( , )d d ( , )d
x y y

x
I x f x y y y f x y x y f x y x

− −
= = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

图 10-1-9 

评注：由上面的例题可得更换积分次序的一般步骤为： 
① 由原累次积分的上、下限列出表示积分域 D 的联立双边不等式，例如 

{ }1 2( , ) | , ( ) ( )D x y a x b x y xϕ ϕ= ≤ ≤ ≤ ≤  

② 根据上述联立双边不等式画出区域 D 的图形； 
③ 按新的累次积分次序，列出与之相应的区域 D 的联立双边不等式 

{ }1 2( , ) | , ( ) ( )D x y c y d y x yψ ψ= ≤ ≤ ≤ ≤  

④ 按③中的不等式组写出新的累次积分的表达式. 
【例 8】 画出积分区域，把二重积分 ( , )d d

D

f x y x y∫∫ 表示为极坐标形式的二次积分，其中

区域 D 是：（1） 2 2 2x y x+ ≤ ；（2） 0 1,0 1x y x−≤ ≤ ≤ ≤ . 
解：（1）积分区域 D 的草图如图 10-1-10 所示： 
其边界为半径为 1，圆心在 (1,0) 点的圆周.将 cos , sinx yρ θ ρ θ= = 代入 2 2 2x y x+ = ，得它

的极坐标方程为 2cos ,
2 2

ρ θ θπ π
= − ≤ ≤ ，则 D 可表示为：

2 2
θπ π

− ≤ ≤ , 0 2cosρ θ≤ ≤ . 任意

取定 ,
2 2

θ π π⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，作极角为 θ 的射线，在这条射线上，运动变化着的 ρ 从 0ρ = 穿入从

2cosρ θ= 穿 出 积 分 区 域 ， 所 以 [ ]0,2cosθ 为 里 层 积 分 即 对 ρ 的 积 分 区 间 . 故
2cos

2

0
2

( , )d d d ( cos , sin ) d
D

f x y x y f
θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ
π

π
−

=∫∫ ∫ ∫  

（2） D 的草图如图 10-1-11： 

                         
                  图 10-1-10                                           图 10-1-11 
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将 cos , sinx yρ θ ρ θ= = 代入 1y x= − 得其极坐标方程为
1

cos sin
ρ

θ θ
=

+
， 0, 0y x= = 的极

坐标表示分别为 0,
2

θ θ π
= = ，这时 D 可以表示为: 10 ,0

2 cos sin
θ ρ

θ θ
π

+
≤ ≤ ≤ ≤ ， 

故：
1

2 cos sin

0 0
( , )d d d ( cos , sin ) d

D

f x y x y fθ θθ ρ θ ρ θ ρ ρ
π

+=∫∫ ∫ ∫  

【例 9】 计算下列二重积分： 

（1） d d
D

I xy x y= ∫∫ ，其中 D 为： 2 2 2 2 22 , , 0x y ax x y a y+ +≤ ≥ ≥  

（2） 2 2( ) d d
D

x y x y+∫∫ ，其中 D 为： 2 22 4x x y x− −≤ ≤ . 

解：（1）积分区域 D 的草图如图 10-1-12 所示. 
从草图来看选用极坐标比较方便（若选用直角坐标，则无论选取 D 为 X − 型区域还是Y −

型 区 域 都 要 分 块 ） . 将 cos , sinx yρ θ ρ θ= = 代 入
2 2 2 2 22x y ax x y a+ = + =与 分别得它们的极坐标方程为

, 2 cosa aρ ρ θ= = ，它们交点的极坐标为 ,
3

a π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. D 的夹

在 0θ = （即 0y = ）与
3

θ π
= 之间，即θ 的变化范围为

0,
3
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
，由极点 O 引射线（其极角 0,

3
θ π⎛ ⎞∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
）穿过 D 内，

它 由 aρ = 穿 入 由 2 cosaρ θ= 穿 出 ， 则 D 可 表 示

为: 0 , 2 cos
3

a aθ ρ θπ
≤ ≤ ≤ ≤  

故： 
2 cos 2 cos 33 3

0 0

4 4
4 2 53 3 3

0 0 0

4

d cos sin d cos sin d d

cos sin (16cos 1)d 4 cos d(cos ) sin d(sin )
4 4
9 .

16

a a

a a
I

a aa

a

θ θ
θ ρ θ ρ θ ρ ρ θ θ θ ρ ρ

θ θ θ θ θ θ θ θ

π π

π π π

= ⋅ ⋅ =

= − = − −

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

（2）积分区域草图如图 10-1-13 所示. 
根据积分区域 D 的边界曲线及被积函数含 2 2x y+ 的特点，选

取极坐标比较方便. D 的边界曲线 2 24 , 2y x y x x= − = − ，将

cos , sinx yρ θ ρ θ= = 代入得极坐标方程分别 2ρ = ， 2cosρ θ= ，

D 夹在 0y = 及 0x = 之间，即 D 在射线 0,
2

θ θ π
= = 之间. 由极点

引射线（极角 0,
2

θ π⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

），它由边界 2cosρ θ= 穿入 D ，由边界

2ρ = 穿出 D ，即 D 用极坐标可表示为 0 ,2cos 2
2

θ θ ρπ
≤ ≤ ≤ ≤ . 

 

图 10-1-12 

图 10-1-13 
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故
2 2 4 4 42 2

0 2cos 0

1d d (2 2 cos )d
4

I
θ

θ ρ ρ ρ θ θ
π π

= ⋅ = −∫ ∫ ∫  

   42

0

3 1 54 (1 cos )d 4
2 4 2 2 4

θ θ
π

π π⎡ ⎤= − = − ⋅ ⋅ = π⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

评注：当被积函数为 2 2( )f x y+ 或积分区域为圆域，扇形域，圆环域时，可考虑利用极坐

标系使计算简便. 
【例 10】 计算 ( )d

D

I x y= +∫∫ ，其中 D 是由抛物线 2y x= ， 24y x= 及直线 1y = 围成. 

解： d d
D D

I x yσ σ= +∫∫ ∫∫∵ ，又区域 D 关于 y 轴对称，D1 为其右半部分. 

1 1( , ) ( , )f x y x f x y= = − − 2 2( , ) ( , )f x y y f x y= = −  

d 0
D

x σ∴ =∫∫ ，
1

d 2 d
D D

y yσ σ=∫∫ ∫∫  

1

1

0 /2

2( )d 2 d 2 d d
5

y

y
D D

I x y y y y xσ σ∴ = + = = =∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

评注： 
（1）如果积分区域 D 关于 x 轴对称，而被积函数 ( , )f x y 关于 y 是奇函数，即 ( , )f x y− =  
( , )f x y− ，则 

( , )d 0;
D

f x y σ =∫∫  

（2）如果积分区域 D 关于 y 轴对称，而被积函数 ( , )f x y 关于 x 是奇函数，即 ( , )f x y− =  
( , )f x y− ，则 

( , )d 0.
D

f x y σ =∫∫  

（3）如果积分区域 D 关于 x 轴对称，D1是 D 的上半部分，而被积函数 ( , )f x y 关于 y 是偶

函数，即 ( , ) ( , )f x y f x y− = ，则

1

( , )d 2 ( , )d
D D

f x y f x yσ σ=∫∫ ∫∫ . 

（4）如果积分区域 D 关于 y 轴对称，D2是 D 的右半部分，而被积函数 ( , )f x y 关于 x 是偶

函数，即 ( , ) ( , )f x y f x y− = ，则

2

( , )d 2 ( , )d
D D

f x y f x yσ σ=∫∫ ∫∫ . 

【例 11】 计算 ( sin )d d
D

I x y y x y= +∫∫ ，其中 D 是由抛物线 2 2, 4y x y x= = 及直线 y = 1 所围

成的闭区域. 
解：积分区域 D 关于 y 轴对称，但被积函数 ( , ) sinf x y x y y= + 不是关于 x 的奇（或偶）

函数，故不能直接应用对称性计算二重积分，但是若设 1( , ) sinf x y x y= ， 2 ( , )f x y y= ，则

1( , ) sinf x y x y= 是关于 x 的奇函数，而 2 ( , )f x y y= 是关于 x 的偶函数，记 D1 为区域 D 的右半

部分. 由对称性有 

1

1

0
2

2sin d d 0, d d 2 d d 2 d d ,
5

y

y
D D D

x y x y y x y y x y y y x= = = =∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫  



第 10 章  重  积  分 ·107· 

故
2( sin )d d sin d d d d
5

D D D

x y y x y x y x y y x y+ = + =∫∫ ∫∫ ∫∫  

评注：计算二重积分时，巧妙运用对称性可以给计算带来方便. 

10.1.4  释疑解难 

1．在二重积分的定义中，最大的小区域直径 0λ → 能否改成最大的小区域的面积 0σΔ → ？ 
答：不能.因为最大的小区域的面积 0σΔ → 不能保证所有小区域的直径 0iλ → ，也就是说，

所有小区域的面积很小时，不能保证小区域内任意两点相隔很近，故不能保证小区域内任意

两点的函数值相差很小. 

2．二重积分 ( , )d
D

f x y σ∫∫ 的几何意义是以 ( , )z f x y= 为顶，以 D 为底的曲顶柱体的体积，

对吗？ 

答：不对. 一般情况下， ( , )d
D

f x y σ∫∫ 的几何意义是以 ( , )z f x y= 为顶，以各部分区域为底

的曲顶柱体的体积的代数和，其中在 xOy 平面上方的柱体的体积取正，在 xOy 平面下方的柱

体的体积取负.只有当 f(x, y)≥0 时， ( , )d
D

f x y σ∫∫ 的几何意义才是曲顶柱体的体积. 

3．在计算二重积分时，如何选择恰当的坐标系（直角坐标、极坐标）？ 
答：在二重积分的计算中，选择恰当的坐标系是非常重要的. 其目的是简化计算，有时还

可以解决在其他坐标系下解决不了的积分问题. 
首先应优先考虑积分区域的边界线是用直角坐标方程还是用极坐标方程表示形式更为简

单；其次再考虑被积函数是直角坐标变量还是用极坐标变量表示形式更为简单，据此原则选

择坐标系. 
一般的，当积分区域为圆形、圆环形或其部分区域时，应优先考虑选用极坐标系，当被

积函数具有形如 2 2( )f x y+ ，
yf
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

等形式时，也应优先考虑选用极坐标系，当积分区域和

被积函数不具有上述情形时，一般选用直角坐标系. 
4．计算二重积分时，如何确定累次积分的积分次序和积分的上、下限？ 
答：化二重积分为累次积分时，确定积分次序和积分上、下限是计算二重积分的关键步

骤之一. 在选取恰当的坐标系后，应画出积分区域的平面图形.若选定的是直角坐标系，则考

虑积分区域 D 是 X 型区域还是 Y 型区域.若 D 为 X 型区域，则应先对变量 y 积分，再对变量 x
积分；若 D 为 Y 型区域，则应先对变量 x 积分，再对变量 y 积分.若选定的是极坐标系，则一

般先对变量 ρ 积分再对变量θ 积分.在选定坐标系，确定积分次序后，再确定积分上、下限.二
重积分中的上、下限与定积分中的不完全一样，定积分中积分上限可以大于下限也可以小于

下限，但在计算二重积分时，积分上限一定大于下限. 应注意，当积分限是一函数表达式时，

应依照自变量的不同取值范围比较其大小，进而确定上、下限. 
5．二重积分的计算是通过二次积分来实现的，一般有三种方法（1）先积 y 后积 ( )x y x→ ， 

（2）先积 x 后积 ( )y x y→ ，（3）先积 ρ 后积θ （ ρ θ→ ），问:当一种方法积不出来时，另

两种方法是否也积不出来？ 
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答：不一定. 

例如计算 2sin d d
D

y x y∫∫ ，其中 D: 1, 2, 1 0x y y x− +≥ ≤ ≥ ， 

若先积 y，后积 ( )x y x→ ： 
3 2

2 2

1 1
sin d d d sin d

x
D

y x y x y y
−

=∫∫ ∫ ∫ ，积不出， 

若改为先积 x 后积 ( )y x y→ ： 

2 1 22 2 2

0 1 0

1 cos 4sin d d d sin d sin d
2

y

D

y x y y y x y y y
+ −

= = =∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

又例如计算
2 2( )e d dx y

D

x y− +∫∫ ，其中 2 2 2: D x y R+ ≤  

用方法一，方法二，即在直角坐标下积不出，用方法三极坐标法（ ρ θ→ ）： 
2 2 2 22( )

0 0
e d d d e d (1 e )

Rx y R

D

x y ρθ ρ ρ
π

− + − −= = π −∫∫ ∫ ∫ . 

6．怎样利用积分区域的对称性和被积函数的奇偶性来简化二重积分的计算？ 
答：（1）设区域 D 关于 x 轴对称， { }1 ( , ) ( , ) , 0D x y x y D y= ∈ ≥ ，若 ( , )f x y 在区域 D 上可

积，则 1

2 ( , )d ,      ( , )
( , )d

0 ( , )
D

D

f x y f x y y
f x y

f x y y

σ
σ

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

∫∫
∫∫

为 的偶函数，

， 为 的奇函数

 

（2）设区域 D 关于 y 轴对称， { }1 ( , ) ( , ) , 0D x y x y D x= ∈ ≥ ，若 ( , )f x y 在区域 D 上可积，

则 1

2 ( , )d , ( , )
( , )d

0, ( , )
D

D

f x y f x y x
f x y

f x y x

σ
σ

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

∫∫
∫∫

为 的偶函数，

的奇函数

 

（3）设 D 关于 x 轴和 y 轴都对称， { }1 ( , ) ( , ) , 0, 0D x y x y D x y= ∈ ≥ ≥ ，若 ( , )f x y 在区域 D

上可积，则当 ( , )f x y 同时满足关于 x 和 y 的偶函数特性时，有
1

( , )d 4 ( , )d
D D

f x y f x yσ σ=∫∫ ∫∫ ；

当 ( , )f x y 满足关于 x 或 y 的奇函数特性时，有 ( , )d 0
D

f x y σ =∫∫  

10.1.5  部分习题解答 

【习题 10-1】 

2．设
1

2 2 3
1 ( ) d

D

I x y σ= +∫∫ ，其中 { }1 ( , ) | 1 1, 2 2D x y x y= − −≤ ≤ ≤ ≤ ，又
2

2 2 3
2 ( ) d

D

I x y σ= +∫∫ ，

其中 { }2 ( , ) | 0 1,0 2D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ，试利用二重积分的几何意义说明 1I 与 2I 之间的关系. 

解：由二重积分的几何意义知， 1I 表示底为 1D ，顶为曲面 2 2 3( )z x y= + 的曲顶柱体 1Ω 的

体积； 2I 表示底为 2D ，顶为曲面 2 2 3( )z x y= + 的曲顶柱体 2Ω 的体积. 由于位于 1D 上方的曲面
2 2 3( )z x y= + 关于 yOz 面和 zOx 面均对称，故 yOz 面和 zOx 面将 1Ω 分成四个等积的部分，其

中位于第一卦限的部分即为 2Ω .由此可知 1 24I I= . 
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4．根据二重积分的性质，比较下列积分的大小： 

（2） 2 3( ) d ( ) d
D D

x y x yσ σ+ +∫∫ ∫∫与 ，其中积分区域 D 是由圆周 2 2( 2) ( 1) 2x y− + − = 所围成. 

解：积分区域 D 的边界为圆周 2 2( 2) ( 1) 2x y− + − = ，它与直线 1x y+ = 相切于 x 轴上的

点 (1,0) ，所以区域 D 位于直线的上方，故在 D 上，有 1x y+ ≥ ，从而 2 3( ) ( )x y x y+ +≤ ，所

以 2 3( ) d ( ) d
D D

x y x yσ σ+ +∫∫ ∫∫≤ . 

5．利用二重积分的性质估计下列积分的值: 

（2） 2 2sin sin d
D

I x y σ= ∫∫ ，其中 { }( , ) | 0 ,0D x y x y= π π≤ ≤ ≤ ≤  

解：在区域 D 上，0 sin 1,0 sin 1x y≤ ≤ ≤ ≤ ，从而 2 20 sin sin 1x y≤ ≤ ，又 D 的面积等于
2π ，因此 2 2 20 sin sin d

D

x y σ π∫∫≤ ≤ . 

【习题 10-2】 
2．画出积分区域，计算下列二重积分： 

（1） d
D

x y σ∫∫ ，其中 D 是由 y x= ， 2y x= 所围成的闭

区域； 

（2） e dx y

D

σ+∫∫ ，其中 {( , ) || | | | 1}D x y x y= + ≤ . 

解：（1）D 可用不等式表示为 
2 ,0 1x y x x≤ ≤ ≤ ≤  

于是 

2

2

1

0

3 71 1 42 4
0 0

d d d

2 2               [ ] d ( )d
3 3
6                .
55

x

x
D

x
x

x y x x y y

x y x x x x

σ =

= = −

=

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫  

（3）如图， 1 2D D D= ∪ ，其中 

1

2

{( , ) | 1 1, 1 0};
{( , ) | 1 1,0 1}.

D x y x y x x
D x y x y x x

= − − + −
= − − +

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤
 

因此
1 2

0 1 1 1

1 1 0 1

0 12 1 1 2 1 1

1 0

e d e d e d e d e d e d e d

               (e e )d (e e )d e e .

x xx y x y x y x y x y

x x
D D D

x x

x y x y

x x

σ σ σ
+ − +

+ + +

− − − −

+ − − −

−

= + = +

= − + − = −

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

14．利用极坐标计算下列各题： 

（1）
2 2

e dx y

D

σ+∫∫ ，其中 D 是由圆周 2 2 4x y+ = 所围成的闭区域； 

 

图 10-1-14 

 

图 10-1-15 
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（2） 2 2ln(1 )d
D

x y σ+ +∫∫ ，其中D 是由圆周 2 2 1x y+ = 及坐标轴所围成的在第一象限的闭区域； 

（3） arctan d
D

y
x

σ∫∫ ，其中 D 是由圆周 2 2 2 24, 1x y x y+ = + = 及直线 0,y y x= = 所围成的在第

一象限的闭区域. 
解：（1）在极坐标系中，积分区域 {( , ) | 0 2,0 2 }D ρ θ ρ θ= π≤ ≤ ≤ ≤ ， 
于是 

2
2 2 2 2

2
2 2

4

0 0 0

ee d e d d d e d 2 (e 1).
2

x y

D D

ρ
ρ ρσ ρ ρ θ θ ρ ρ

π
+ ⎡ ⎤

= ⋅ = ⋅ = π ⋅ = π −⎢ ⎥
⎣ ⎦∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

（2）在极坐标系中，积分区域 { }( , ) | 0 1,0
2

D ρ θ ρ θ π
= ≤ ≤ ≤ ≤ ，于是 

12 2 2 22

0 0

1
2 2

0

112 2
0 0

ln(1 )d ln(1 ) d d d ln(1 ) d

1 ln(1 )d(1 )
2 2

(1 )ln(1 ) 2 d
4

(2ln  2 1).
4

D D

x y σ ρ ρ ρ θ θ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

π

+ + = + ⋅ = + ⋅

π
= ⋅ + +

π ⎛ ⎞⎡ ⎤= + + −⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠
π

= −

∫∫ ∫∫ ∫ ∫

∫

∫
 

（3）在极坐标系中，积分区域 { }( , ) |1 2,0 ,arctan
4

yD
x

ρ θ ρ θ θπ
= =≤ ≤ ≤ ≤ ，于是 

22
2 24

0 1

1 1 3arctan d d d d d (2 1) .
2 4 2 64

D D

y
x

σ θ ρ ρ θ θ θ ρ ρ
π

π⎛ ⎞= ⋅ = = ⋅ − = π⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

15．选用适当的坐标计算下列各题： 

（1）
2

2 d
D

x
y

σ∫∫ ，其中 D 是直线 2,x y x= = 及曲线 1xy = 所围成的闭区域； 

（2）
2 2

2 2
1 d
1

D

x y
x y

σ− −
+ +∫∫ ，其中D 是由圆周 2 2 1x y+ = 及坐标轴所围成的第一象限内的闭区域； 

（3） 2 2( + )d
D

x y σ∫∫ ，其中 D 是由直线 , , , 3 ( 0)y x y x a y a y a a= + + = = > 所围成的闭区域； 

（4） 2 2 d
D

x y σ+∫∫ ，其中 D 是圆环形闭区域{ }2 2 2 2( , )x y a x y b+≤ ≤ . 

解：（1）D 如图 10-1-16 所示，根据 D 的形状，选用直角坐标较宜. 

{ }1( , ) |1 2,D x y x y x
x

= ≤ ≤ ≤ ≤ ，故 

2 22 2 3
12 21 1

9d d d ( )d .
4

x

xD

x xx y x x x
y y

σ = = − + =∫∫ ∫ ∫ ∫  

（2）根据积分区域 D 的形状和被积函数的特点，选用极坐标为宜. 
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{ }( , ) | 0 1,0
2

D ρ θ ρ θ π
= ≤ ≤ ≤ ≤ ，故 

原式
2 21

2
2 20 0

2 31 1 1

4 4 40 0 0

1 12 4
4 40 0

1 1
2 4

0 0

1 1d d d d
1 1

1 d d d
2 21 1 1

1 1 1d d(1 )
2 2 41 1

1arcsin 1 ( 2).
2 2 2 8

D

ρ ρρ ρ θ θ ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ ρρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ

π− −
= =

+ +

⎛ ⎞π − π
= ⋅ = −⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
π 1⎛ ⎞= + −⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
⎛ ⎞π 1 π⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − = π −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

（3）D 如图所示，选用直角坐标为宜. 又根据 D 的边界曲线的情况，宜采用先对 x ，后对

y 的积分次序，于是 
32 2 2 2

33 2 2 4

( )d d ( )d

                       2 d 14 .
3

a y

a y a
D

a

a

x y y x y x

aay a y y a

σ
−

+ = +

⎛ ⎞
= − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫∫ ∫ ∫

∫

 

（4）本题显然适于用极坐标计算.  

{( , ) | ,0 2 }D a bρ θ ρ θ= π≤ ≤ ≤ ≤ . 
22 2 2

0

3 3 3 3

d d d d d

1 2                        2 ( ) ( ).
3 3

b

a
D D

x y

b a b a

σ ρ ρ ρ θ θ ρ ρ
π

+ = ⋅ =

= π ⋅ − = π −

∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

16．设平面薄片所占的闭区域 D 由螺线 2ρ θ= 上一段弧 (0 )
2

θ π
≤ ≤ 与直线

2
θ π
≤ 所围

成，它的面密度 2 2( , )x y x yμ = + ，求该薄片的质量. 
解：薄片的质量 M 为它的面密度在薄片所占区域 D 上的二重积分，即 

2 2

22 32

0 0

5
42

0

( , )d ( )d

                            d d d d

                            4 d .
40

D D

D

M x y x y

θ

μ σ σ

ρ ρ ρ θ θ ρ ρ

θ θ

π

π

= = +

= ⋅ =

π
= =

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫ ∫

∫

 

10.1.6  练习题 

1．填空题 
（1） 2 2 2x y R+ = 及 2 2 2y z R+ = 围成的空间立体Ω在 xOy 面上的投影域为        ，上顶的

函数表达式 z =        ，下底的函数表达式 z =        ，体积 V 可以用二重积分表示成        . 

 

图 10-1-16 

 

图 10-1-17 

 

图 10-1-18 
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（2）根据二重积分的几何意义， d
D

σ =∫∫         （其中 { }2 2( , ) ( 2) 4D x y x y= + − ≤ ） 

（3）根据二重积分的几何意义， d
D

σ =∫∫         （其中
2 2

( , ) 1
9 4
x yD x y

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ） 

（4）交换下列二次积分的积分次序 

① 
1 2

0
d ( , )d

y

y
y f x y x

−
=∫ ∫          

② 
2

2 2

0
d ( , )d

y

y
y f x y x =∫ ∫          

③ 

14 ( 4)
2

0 4
d ( , )d

y

y
y f x y x

−

− −
=∫ ∫          

（5）积分
22 2

0
d e dy

x
x y−∫ ∫ 的值等于         

（6）设 ( , ) 0 ,0
2 2

D x y x y⎧ π π⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤ ，则积分 21 sin ( )d d
D

I x y x y= − +∫∫ =         

2．选择题 

（1）设 1 d
4

D

x yI σ+
= ∫∫ ， 2 d

4
D

x yI σ+
= ∫∫ ，

3

3 d
4

D

x yI σ+
= ∫∫ ， 

其中 { }2 2( , ) | ( 1) ( 1) 2D x y x y= − + − ≤ ，则        . 

    A． 1 2 3I I I< <      B． 2 3 1I I I< <      C． 1 3 2I I I< <      D． 3 2 1I I I< <  

（2）设
2 2

1

( )
1 e dx y

D

I σ− += ∫∫ ， 1,2,3i = ，其中 { }2 2 2
1 ( , ) |D x y x y R= + ≤ ， 

{ }2 2 2
2 ( , ) | 2D x y x y R= + ≤ ， { }3 ( , ) | ,D x y x R y R= ≤ ≤ ，则        . 

    A． 1 2 3I I I< <      B． 2 3 1I I I< <      C． 1 3 2I I I< <      D． 3 2 1I I I< <  

3．根据二重积分的性质，解答下列各题 

（1）试比较二重积分 2
1 ( ) d

D

I x y σ= +∫∫ 与 3
2 ( ) d

D

I x y σ= +∫∫ 的大小，其中区域 D 是由 x 轴、

y 轴与直线 1x y+ = 所围成的闭区域.    
（2）估计下列二重积分的值： 

① 2 2( ) d
D

I xy x y σ= +∫∫ ，其中 {( , ) | 0 1, 0 1,}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ； 

② ( 10)d
D

I x y σ= + +∫∫ ，其中 D 是由圆周 2 2 4x y+ = 所围成.   

4．计算下列二重积分. 

（1） 2 2 d d
D

x y x y+∫∫ ，其中 2 2{( , ) | 0 , 2 }D x y y x x y x= +≤ ≤ ≤ ； 

（2） 2 d d
D

x y x y∫∫ ，其中 D 是由双曲线 2 2 1x y− = 及直线 0, 1y y= = 所围成的平面区域； 
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（3） 2 d
D

y x σ−∫∫ ，其中 {( , ) | 0 1, 0 1}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ . 

5．设 ( , )f x y 在积分域上连续，更换二次积分
2

1 3

0 1 1
d ( , )d

y

y
I y f x y x

−

− −
= ∫ ∫ 的积分次序.  

6．用二重积分计算立体Ω的体积V ，其中Ω由平面 0z = ， y x= ， y x a= + ， 2y a= 和

3 2z x y= + 所围成 ( 0)a > . 
7．设函数 ( )f t 在 ( , )−∞ +∞ 上连续，且满足 

( )
2 2 2

2 2 2 2 4( ) 2 ( ) d d
x y t

f t x y f x y x y t
+

= + + +∫∫
≤

，求 ( )f t . 

习题答案 

1．（1）{ }2 2 2( , ) |x y x y R+ ≤ ， 2 2R y− ， 2 2R y− − ，
2 2 2

2 22 d
x y R

R y σ
+

−∫∫
≤

 

（2） 4π  
（3） 6π  

（4）① 
2 21 2 2

0 0 1 0
d ( , )d d ( , )d

x x
x f x y y x f x y y

−
+∫ ∫ ∫ ∫  

    ② 
4

0
2

d ( , )d
x

xx f x y y∫ ∫  

    ③ 
20 4

2 2 4
d ( , )d

x

x
x f x y y

−

− +∫ ∫  

（5） 41 (1 e )
2

−−  

（6） 2π−  
2．（1）A    （2）C 
3．（1） 1 2I I≥  

（2）① 0 2I≤ ≤      ② ( ) ( )8 5 2 8 5 2Iπ − π +≤ ≤  

4．（1）10 2
9

. 

利用极坐标 
2cos2 2 34 4

0 0 0

24

0

43

0

8d d d d cos d
3

8                          (1 sin )dsin
3

8 1 10                          sin sin 2
3 3 9

D

x y x y
θ

θ ρ ρ ρ θ θ

θ θ

θ θ

π π

π

π

+ = ⋅ =

= −

⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫ ∫ ∫ ∫

∫  

（2） 2 (4 2 1)
15

−  
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2

2

3 3
1 1 1 12 22 2 2 2 2

0 1 0 0

15
2 2

0

2 1d d d d (1 ) d (1 ) d(1+ ) \
3 3

2 2(1 ) (4 2 1)
15 15

y

y
D

x y x y y x y x y y y y y y

y

+

− +
= = + = +

⎡ ⎤
= + == −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

（3） 11
30

 

2y x= 将 D 划分为 D1 与 D2 两个部分. 
其中                      2

1 {( , ) | 0 1 1},D x y x x y= ≤ ≤ , ≤ ≤  
                          2

2 {( , ) | 0 1 0 },D x y x y x= ≤ ≤ , ≤ ≤  

由区域可加性，    
1 2

2 2 2| | d ( )d ( )d
D D D

y x y x x yσ σ σ− = − + −∫∫ ∫∫ ∫∫  

                                  

2

2

1 1 12 2

0 0 0
d ( ) d d ( ) d

8 1 11
30 10 30

x

x
x y x y x x y y= − + −

= + =

∫ ∫ ∫ ∫
 

5．
1

0
dI x= ∫

22

0
( , )d

x x
f x y y

−

∫
2 1

1 0
d ( , )dx f x y y+ +∫ ∫

3 3

2 0
d ( , )d

x
x f x y y

−

∫ ∫  

6． 36a  

7．
41 (e 1)tπ −

π
 

提示：从积分区域和被积函数的形式可见宜选极坐标计算. 

2 4( ) 2 ( ) d d
t

f t f t
ρ

ρ ρ ρ ρ θ= +∫∫
≤

=
2 3 4

0 0
2 d ( )d

t
f tθ ρ ρ ρ

π
+∫ ∫ = 3 4

0
4 ( )d

t
f tρ ρ ρπ +∫  

两 边 求 导 得 3 3( ) 4 ( ) 4f t t f t t′ = π + = [ ]34 ( ) 1t f tπ + ， 所 以
( )

( ) 1
f t
f t
′

π +
= 34t 边 积 分 得 

1 ln
π

[ ]( ) 1f tπ + = 4t C+ ，又由题设条件知 (0) 0f = 代入上式得 0C = ，故 

[ ]1 ln ( ) 1f tπ +
π

= 4t ⇒ ( )f t =
41 (e 1)tπ −

π
 

10.1.7  考研真题 

【例 1】（2001 年数一） 交换二次积分的积分次序：
0 1

1 0
d ( , )d

y
y f x y x

−

−∫ ∫ =        . 

解：应填
1 0 2 1

0 1 1 1
d ( , )d d ( , )d

x
x f x y y x f x y y

−

− −
+∫ ∫ ∫ ∫  

评注：解此题的关键是正确地画出积分区域. 

【例 2】（2004 年数一） 设 ( )f x 为连续函数，
1

( ) d ( )d
t t

y
F t y f x x= ∫ ∫ ，则 (2)F ′ 等于（    ） 

    A． 2 (2)f   B． (2)f    C． (2)f−    D．0 
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解：应选（B）    
交换积分次序，得 

1
( ) d ( )d

t t

y
F t y f x x= ∫ ∫ =

1 1 1
( )d d ( )( 1)d

t x t
f x y x f x x x⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

于是， ( ) ( )( 1)F t f t t′ = − ，从而有 (2) (2)F f′ = . 

【例 3】（2012 年数三） 设函数 ( )f t 连续，则二次积分
2 22

0 2cos
d ( ) df

θ
θ ρ ρ ρ

π

∫ ∫ =（    ） 

    A．
2

2

2 4 2 2 2 2

0 2
d ( )d

x

x x
x x y f x y y

−

−
+ +∫ ∫    B．

2

2

2 4 2 2

0 2
d ( )d

x

x x
x f x y y

−

−
+∫ ∫  

    C．
2

2

2 4 2 2 2 2

0 1 2
d ( )d

x

x x
x x y f x y y

−

+ −
+ +∫ ∫   D．

2

2

2 4 2 2

0 1 2
d ( )d

x

x x
x f x y y

−

+ −
+∫ ∫  

解：应选（B） 

由 2 22x x y+≤ 解得 y 的下界为 22x x− ，由 2 2 2x y+ ≤ 解得 y 的上界为 24 x− . 故排

除答案（C）（D）. 将极坐标系下的二重积分化为 −X 型区域的二重积分得到被积函数为
2 2( )f x y+ ，故选（B）. 

【例 4】（2005 数三） 设 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3cos d , cos( )d , cos( ) d

D D D

I x y I x y I x yσ σ σ= + = + = +∫∫ ∫∫ ∫∫ ，

其中 { }2 2( , ) 1D x y x y= + ≤ ，则（    ）. 

    A． 3 2 1I I I> >      B． 1 2 3I I I> >      C． 2 1 3I I I> >      D． 3 1 2I I I> >  
分析：关键在于比较 2 2x y+ 、 2 2x y+ 与 2 2 2( )x y+ 在区域 2 2{( , ) 1}D x y x y= + ≤ 上的大小. 

解：应选（A）.  

在区域 2 2{( , ) 1}D x y x y= + ≤ 上，有 2 20 1x y+≤ ≤ ，从而有 

2 21
2

x yπ
> +≥ ≥ 2 2x y+ ≥ 2 2 2( ) 0x y+ ≥  

由于 cosx 在 0,
2
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

上为单调减函数，于是 

2 20 cos x y+≤ 2 2cos( )x y+≤ ≤ 2 2 2cos( )x y+  

因此 2 2 2 2 2 2 2cos d cos( )d cos( ) d
D D D

x y x y x yσ σ σ+ < + < +∫∫ ∫∫ ∫∫ ，故应选（A）. 

【 例 5 】（ 2009 年 数 一 ）  如 图 10-1-19 ， 正 方 形

{ }( , ) 1, 1x y x y≤ ≤ 被其对角线划分为四个区域 ( 1,2,3,4)kD k = ，

cos d d
k

k
D

I y x x y= ∫∫ ，则 { }
1 4
max kk

I =
≤ ≤

（    ） 

    A． 1I   B． 2I     C． 3I   D． 4I  
解：应选（A）. 
本题利用二重积分区域的对称性及被积函数的奇偶性. 

2 4,D D 两区域关于 x 轴对称，而 ( , ) cos ( , )f x y y x f x y− = − = − ，

即被积函数是关于 y 的奇函数，所以 2 4 0I I= = ； 

 

图 10-1-19 
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1 3,D D 两区域关于 y 轴对称，而 ( , ) cos( ) cos ( , )f x y y x y x f x y− = − = = ，即被积函数是关于

x 的偶函数，所以
{ }

1
( , ) 1,0 1

2 cos d d 0
x y x y x

I y x x y= >∫∫
≤ ≤ ≤ ≤

； 

{ }
3

( , ) 1 ,0 1

2 cos d d 0
x y y x x

I y x x y
− −

= <∫∫
≤ ≤ ≤ ≤

. 所以正确答案为（A）. 

【例 6】（2006 年数一） 设 ( , )f x y 为连续函数，则
1

4

0 0
d ( cos , sin ) df r r r rθ θ θ

π

∫ ∫ 等于（    ）. 

    A．
22 1

2

0
d ( , )d

x

x
x f x y y

−

∫ ∫      B．
22 1

2

0 0
d ( , )d

x
x f x y y

−

∫ ∫  

    C．
22 1

2

0
d ( , )d

y

y
y f x y x

−

∫ ∫      D．
22 1

2

0 0
d ( , )d

y
y f x y x

−

∫ ∫  
解：应选（C）. 
本题首先由题设画出积分区域的图形，然后化为直角坐标系下累次积分即可. 由题设可知

积分区域 D 如图 10-1-20 所示，显然是Y 型域，则原式
22 1

2

0
d ( , )d

y

y
y f x y x

−
= ∫ ∫ . 

故选（C）. 

【例 7】（2008 年数三） 设函数 f 连续，若 ( , )F u v =  
2 2

2 2

( ) d d
uvD

f x y x y
x y

+

+∫∫ ，其中 uvD 为图 10-1-21

中阴影部分，则
F
u

∂
=

∂
（    ） 

    A． 2( )vf u       B． 2( )v f u
u

     C． ( )vf u     D． ( )v f u
u

 

                   

                        图 10-1-20                              图 10-1-21 

解：应选（A）. 

用极坐标得     
2 2 2

2

2 2 0 1 1

( ) ( )( , ) d d d d ( )d
v u u

D

f u v fF u v u v v f
u v

ρθ ρ ρ ρ ρ
ρ

+
= = =

+∫∫ ∫ ∫ ∫  

所以           2( )F vf u
u

∂
=

∂
. 

【例 8】（2010 年数一） 2 2
1 1

lim
( )( )

n n

n
i j

n
n i n j→∞

= =

=
+ +∑∑ （    ） 
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    A．
1

20 0

1d d
(1 )(1 )

x
x y

x y+ +∫ ∫         B．
1

0 0

1d d
(1 )(1 )

x
x y

x y+ +∫ ∫   

    C．
1 1

0 0

1d d
(1 )(1 )

x y
x y+ +∫ ∫      D．

1 1

20 0

1d d
(1 )(1 )

x y
x y+ +∫ ∫

 
解：应选（D）. 

因为 2 2 2 2
1 1 1 1

1
( )( )

n n n n

i j i j

n n
n in i n j n j= = = =

= ⋅
++ + +∑∑ ∑ ∑  

而
1

0
1 1

1 1 1 1lim lim d
11

n n

n n
i i

xin i n x
n

→∞ →∞
= =

= =
+ ++

∑ ∑ ∫  

  
1

2 2 2 20
1 1

1 1 1lim lim d
1

1

n n

n n
j i

n x
nn j xj

n

→∞ →∞
= =

= =
+ +⎛ ⎞+ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ∫  

所以
1 1 1 1

2 2 2 20 0 0 0
1 1

1 1 1lim d d d d
1( )( ) 1 (1 )(1 )

n n

n
i j

n x x x y
xn i n j x x y→∞

= =

= ⋅ =
++ + + + +∑∑ ∫ ∫ ∫ ∫  

故应选（D）. 

【例 9】（2008 年数三） 计算 max( ,1)d d
D

xy x y∫∫ ，其中 {( , ) 0 2,0 2}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ . 

解：曲线 1xy = 将区域分成两个区域 1D 和 2 3D D+ ，为了便于计算继续对区域分割，最后为 

1 2 3

1 12 2 2 2
2

1 1 10 0 0
2 2

max( ,1)d d

d d d d d d

d 1d d 1d d d

151 2ln 2 ln 2
4

19 ln 2
4

D

D D D

x

x

xy x y

xy x y x y x y

x y x y x xy y

= + +

= + +

= + + −

= +

∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

【例 10】（2012 年数三） 计算二重积分 e d dx

D

xy x y∫∫ ，其中 D 为由曲线
1y x y
x

= =与 所

围区域. 

解：由题意知，区域
1( , ) 0 1,D x y x x y
x

⎧ ⎫= <⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ，如图 10-1-23 所示. 所以 

11

0 0

1
1 2

0 0

e d d lim d e d

1                   lim e d
2

x xx
x x

D

xx

x x

xy x y x xy y

x y x

+

+

→

→

=

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫
 

 
图 10-1-22 



高等数学例题与习题（下册） ·118· 

1

0 0

1 1 2

0 0 0

12 1
00 0

1

0 0

1                    lim e d
2 2

1                    lim e d e d
2
1                   lim e 1 [e ] 2 e d
2
1                    lim 1 2 de
2

x

x

x x

x

x x

x

x

x

xx x
x

x x x

x x x

x

+→

→

→

→

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛= − +⎜
⎝

∫

∫ ∫

∫

∫
11

00 0

0

1 e                    lim 1 2 [ ] e d
2
1 1                    lim( 1 2(e (e 1)))
2 2

x x

x

x

x x
→

→

⎞
⎟
⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= − + − − =

∫

 

【例 11】（2007 数三） 设二元函数 
2

2 2

. 1.
1( , ) , 1 2.

x x y
f x y x y

x y

⎧ +
⎪

= ⎨ +⎪ +⎩

≤

≤ ≤
 

计算二重积分 ( , )d
D

f x y σ∫∫ , 其中 { }( , ) 2D x y x y= + ≤ . 

分析：由于积分区域关于 ,x y 轴均对称，所以利用二重积分的对称性结论简化所求积分. 
解：因为被积函数关于 ,x y 均为偶函数，且积分区域关于 ,x y 轴均对称，所以 

1

( , )d ( , )d
D D

f x y f x yσ σ=∫∫ ∫∫ ，其中 1D 为 D 在第一象限内的部分. 

而     
1

2
2 2

1 1 2
0, 0 0, 0

1( , )d d d
D x y x y

x y x y

f x y x
x y

σ σ σ
+ +

= +
+∫∫ ∫∫ ∫∫

≤ ≤ ≤
≥ ≥ ≥ ≥

 

                      
1 1 2 2 22

2 2 2 20 0 0 1 1 0

1 1d d d d d d
x x x

x
x x y x y x y

x y x y

− −

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

                      
1 2 ln(1 2)

12
= + + . 

所以 1( , )d 4 2 ln(1 2)
3

D

f x y σ = + +∫∫ . 

评注：被积函数包含 2 2x y+ 时，可考虑用极坐标，解答如下： 

2 2
1 2 1 2

0, 0 0, 0

2
2 sin cos

10
sin cos

1( , )d d

                           d d

                           2 ln(1 2).

x y x y
x y x y

f x y
x y

θ θ

θ θ

σ σ

θ ρ

+ +

π
+

+

=
+

=

= +

∫∫ ∫∫

∫ ∫

≤ ≤ ≤ ≤
≥ ≥ ≥ ≥

 

图 10-1-23 
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【例 12】（2005 数三） 计算二重积分 2 2 1 d
D

x y σ+ −∫∫ ，其中 

{ }( , ) 0 1,0 1D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ . 

分析：被积函数含有绝对值，应当作分区域函数看待，利用积分的可加性分区域积分

即可. 

解：记 { }2 2
1 ( , ) 1,( , )D x y x y x y D= + ∈≤ ， 

{ }2 2
2 ( , ) 1,( , )D x y x y x y D= + > ∈ ， 

于是 2 2 1d
D

x y σ+ −∫∫ =
1

2 2( 1)d d
D

x y x y− + −∫∫
2

2 2( 1)d d
D

x y x y+ + −∫∫  

                      =
1 22

0 0
d ( 1) dθ ρ ρ ρ

π

− −∫ ∫ 2 2( 1)d d
D

x y x y+ + −∫∫
1

2 2( 1)d d
D

x y x y− + −∫∫  

                      =
8
π +

1 1 2 2

0 0

πd ( 1)d
8

x x y y+ − +∫ ∫ = 1.
4 3
π
−  

【例 13】（2004 数三） 求 ( )2 2 d
D

x y y σ+ +∫∫ ，其中 D 是由圆

2 2 4x y+ = 和 2 2( 1) 1x y+ + = 所围成的平面区域（如图10-1-24所示）.  
分析：首先，将积分区域 D 分为大圆 

2 2
1 {( , ) | 4}D x y x y= + ≤ 减去小圆 

2 2
2 {( , ) | ( 1) 1}D x y x y= + + ≤ ， 

再利用对称性与极坐标计算即可. 
解：令 2 2 2 2

1 2{( , ) | 4}, {( , ) | ( 1) 1}D x y x y D x y x y= + = + +≤ ≤ ， 

由对称性， d 0
D

y σ =∫∫ . 

1 2

2 2 2 2 2 2

32 2 2cos2 22

0 0 0
2

d d d

                        d d d d .

16 32 16                        (3 2)
3 9 9

D D D

x y x y x y

θ

σ σ σ

θ ρ ρ θ ρ ρ
π

π −

π

+ = + − +

= −

π
= − = π −

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫ ∫  

所以， 2 2 16( )d (3 2)
9

D

x y y σ+ + = π −∫∫ . 

评注：本题属于在极坐标系下计算二重积分的基本题型，对于二重积分，经常利用对称

性将一个复杂区域划分为两个或三个简单区域来简化计算. 
【例 14】（2005 年数一） 设 2 2{( , ) 2, 0, 0}D x y x y x y= + ≤ ≥ ≥ ， 2 2[1 ]x y+ + 表示不超过

2 21 x y+ + 的最大整数. 计算二重积分 2 2[1 ]d d .
D

xy x y x y+ +∫∫  

 

图 10-1-24 
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解：令  2 2
1 {( , ) 0 1, 0, 0}D x y x y x y= + <≤ ≥ ≥ ， 

        2 2
2 {( , ) 1 2, 0, 0}D x y x y x y= +≤ ≤ ≥ ≥ . 

则  2 2[1 ]d d
D

xy x y x y+ +∫∫ =
1 2

d d 2 d d
D D

xy x y xy x y+∫∫ ∫∫  

                          
1 23 32 2

0 0 0 1
sin cos d d 2 sin cos d dθ θ θ ρ ρ θ θ θ ρ ρ

π π

= +∫ ∫ ∫ ∫  

                          =
1 3 7 .
8 4 8
+ =  

【例 15】（2006 年数一） 设区域 { }2 2( , ) 1, 0D x y x y x= + ≤ ≥ ，计算 2 2
1 d d

1
D

xyI x y
x y
+

=
+ +∫∫ . 

解：由对称性， 2 2 d d 0
1

D

xy x y
x y

=
+ +∫∫ ， 

所以
1 2 12

02 2 20
2

1 d d d d ln[1 ] ln 2
2 21 1

D

I x y
x y

ρθ ρ ρ
ρ

π

π
−

π π
= = = + =

+ + +∫∫ ∫ ∫  

【例 16】（2002 年数一） 计算二重积分
2 2max{ , }e d dx y

D

x y∫∫ ， 

其中 {( , ) 0 1,0 1}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ . 
解： D 是正方形区域如图 10-1-25. 因在 D 上被积函数分块表示 

2
2 2

2

, ,
max{ , } ( , ) ,

, ,

x x y
x y x y D

y x y

⎧⎪= ∈⎨
⎪⎩

≥

≤
 

于是要用分块积分法，用 y x= 将 D 分成两块： 

1 2 1 2, { }, { }.D D D D D y x D D y x= = =∪ ∩ ∩≤ ≥  

            
2 2 2 2

1 2

max{ , } max{ , }e d d e d dx y x y

D D

I x y x y= +∫∫ ∫∫  

             
2 2 2

1 2 1

e d d e d d 2 e d dx y x

D D D

x y x y x y= + =∫∫ ∫∫ ∫∫ （ D 关于 y x= 对称） 

             
21

0 0
2 d e d

x xx y= ∫ ∫ （选择积分顺序）
2 21 1

00
2 e d [e ] e 1.x xx x= = = −∫  

【例 17】（2011 年数一） 已知函数 ( , )f x y 具有二阶连续的偏导数，且 (1, ) ( ,1) 0,f y f x= =  

( , )d d
D

f x y x y a=∫∫ ，其中 { }( , ) | 0 1,0 1D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ，计算二重积分 ( , )d dxy
D

xyf x y x y′′∫∫ . 

解：将二重积分 ( , )d dxy
D

xyf x y x y′′∫∫ 转化为累次积分可得 

1 1

0 0
( , )d d d ( , )dxy xy

D

xyf x y x y y xyf x y x′′ ′′=∫∫ ∫ ∫  

首先考虑
1

0
( , )dxyxyf x y x′′∫ ，注意这里是把变量 y 看常数的，故有 

 

 

图 10-1-25 
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1 1 1 11

00 0 0 0
( , )d d ( , ) ( , ) ( , )d (1, ) ( , )dxy y y y y yxyf x y x y x f x y xyf x y yf x y x yf y yf x y x′′ ′ ′ ′ ′ ′= = − = −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫  

由 (1, ) ( ,1) 0f y f x= = 易知 (1, ) ( ,1) 0y xf y f x′ ′= =  

故
1 1

0 0
( , )d ( , )dxy yxyf x y x yf x y x′′ ′= −∫ ∫  

1 1 1 1

0 0 0 0
( , )d d d ( , )d d ( , )dxy xy y

D

xyf x y x y y xyf x y x y yf x y x′′ ′′ ′= = −∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

对该积分交换积分次序可得   
1 1 1 1

0 0 0 0
d ( , )d d ( , )dy yy yf x y x x yf x y y′ ′− = −∫ ∫ ∫ ∫  

再考虑积分
1

0
( , )dyyf x y y′∫ ，注意这里是把变量 x 看做常数的，故有 

[ ]
1 1 1 11

00 0 0 0
( , )d d ( , ) ( , ) ( , )d ( , )dyyf x y y y f x y yf x y f x y y f x y y′ = = − = −∫ ∫ ∫ ∫  

因此 
1 1 1 1

0 0 0 0
( , )d d d ( , )d d ( , )d ( , )d dxy y

D D

xyf x y x y x yf x y y x f x y y f x y x y a′′ ′= − = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫  

评注：本题考查二重积分的计算. 计算中主要利用分部积分法将需要计算的积分式化为已

知的积分式，出题形式较为新颖，有一定的难度. 

10.2  三重积分的概念、性质及计算法 

10.2.1  基本要求 

1．理解三重积分的概念 
2．了解三重积分的几何意义与物理意义 
3．掌握三重积分在直角坐标、柱面坐标及球面坐标系下的计算方法 

10.2.2  基本内容 

1．三重积分的定义 

0 1
( , , )d lim ( , , )

n

i i i i
i

f x y z v f v
λ

ξ η ζ
Δ

→ =Ω

= Δ∑∫∫∫  

此处 f(x, y, z)在空间闭区域Ω上有界， ivΔ 既表示将Ω任意分割为 n 个小区域后的第 i 个小区

域，又表示第 i 个小区域的体积； ( , , )i i iξ η ζ 是 ivΔ 上的任一点；λ 是 n 个小区域的最大直径；

无论对Ω如何划分， ( , , )i i iξ η ζ 在 ivΔ 内如何取，与右端极限存在与否没有关系. 

2．三重积分的几何意义与物理意义 

（1）几何意义： 

当 f(x, y, z) ≡ 1 时， dv
Ω

= Ω∫∫ 的体积. 
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（2）物理意义： 

当 f(x, y, z)表示空间立体Ω的体密度时， ( , , ) df x y z v
Ω
∫∫∫ 表示Ω的质量. 

3．三重积分的计算方法 

（1）在直角坐标系中 

① 投影法：若积分区域 { }1 2( , , ) | ( , ) , ( , ) ( , )xyx y z x y D z x y z z x yΩ = ∈ ≤ ≤ ，这里 xyD 为Ω在

xOy 面上的投影， 1( , )z z x y= 与 2 ( , )z z x y= 分别为Ω的下界面与上界面的方程， 

则
2

1

( , )

( , )
( , , )d ( , , )d d d

xy

z x y

z x y
D

f x y z v f x y z z x y
Ω

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫∫∫ ∫∫ ∫ . 

② 截面法：若积分区域 { }1 2( , , ) | , ( , ) zx y z c z c x y DΩ = ∈≤ ≤ ，这里 zD 是竖坐标恒为 z 的

平面截Ω时所得的截面，则
2

1

( , , )d ( , , )d d d
z

c

c
D

f x y z v f x y z x y z
Ω

⎡ ⎤=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫∫∫ ∫ ∫∫ . 

（2）在柱面坐标系中 
若积分区域 { }1 2 1 2( , , ) | , ( ) ( ), ( , ) ( , )z z z zρ θ α θ β ϕ θ ρ ϕ θ ρ θ ρ θΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ， 

则
2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )
( , , )d d d ( cos , sin , )d

z

z
f x y z v f z z

β ϕ θ ρ θ

α ϕ θ ρ θ
θ ρ ρ ρ θ ρ θ

Ω

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，这里 1( , )z z ρ θ= 与 2z z=  

( , )ρ θ ，分别为Ω的下界面、上界面的柱面坐标方程. 
（3）在球面坐标系中 
若积分区域 { }1 2 1 2 1 2( , , ) | , , ( , ) ( , )r r r rϕ θ θ θ θ ϕ θ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ θΩ = ≤ ≤ ( )≤ ≤ ( ) ≤ ≤ ， 

则
2 2 2

1 1 1

( , ) 2

( , )
( , , )d d d ( sin cos , sin sin , cos ) sin d

r

r
f x y z v f r r r r r

θ ϕ θ ϕ θ

θ ϕ θ ϕ θ
θ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ

Ω

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫
( )

( )
. 

这里 1( , )r r ϕ θ= 与 2 ( , )r r ϕ θ= 分别为Ω上离原点较近和较远的界面的球坐标方程. 

10.2.3  典型例题 

【例 1】 计算三重积分 d d dI z x y z
Ω

= ∫∫∫ ，其中Ω为平面 1x y z+ + = 与三个坐标面 0, 0,x y= =  

0z = 围成的闭区域.  
解：方法一：“投影法”（1）画出Ω及其在 xOy 面投影域 xyD .  

{ }( , ) | 0 1,0 1xyD x y x y x= −≤ ≤ ≤ ≤  

（2）“穿线” 0 1z x y− −≤ ≤  
所以 

{ }( , , ) | 0 1,0 1 ,0 1x y z x y x z x yΩ = − − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

（3）计算 
1 1 1 1 1 2

0 0 0 0 0

1d d d d d d d (1 ) d
2

x x y x
I z x y z x y z z x x y y

− − − −

Ω

= = = − −∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

图 10-2-1 
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11 2 2 3

0 0
11 3 2 3 4

0 0

1 1(1 ) (1 ) d
2 3

1 1 3 1 1(1 ) d
6 6 2 4 24

x

x y x y y x

x x x x x x

−
⎡ ⎤= − − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − = − + − =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
 

方法二：“截面法”（1）画出Ω；（2） [0,1]z∈ 过点 z 作垂直于 z 轴的平面截Ω得 zD ， 

zD 是两直角边为 x,y 的直角三角形， 1 , 1x z y z= − = − ； 

（3）计算
1 1 1

0 0 0

1 1 1 2 3

0 0 0

d d d d d d d d d d

1 1 1 1d (1 )(1 )d ( 2 )d
2 2 2 24

z

z z

D
D D

I z x y z z x y z z x y z zS z

z xy z z z z z z z z z

Ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞= = − − = − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

评注：对三重积分，采用“投影法”还是“截面法”，要视

积分域Ω及被积函数 f(x, y, z)的情况选取. 一般地，投影法（先

一后二）：较直观易掌握；截面法（先二后一）： zD 是竖坐标为

z 的平面截闭区域Ω所得到的平面区域，其边界曲线方程易写

错，故较难一些.  
【例 2】 计算 2 2 dx y v

Ω

+∫∫∫ ，其中Ω是 2 2 2x y z+ = 和 z = 1

围成的闭区域. 
解：方法一：“投影法” 

（1）画出Ω及其在 xOy 面投影域 xyD （如图 10-2-3 所示），  

由
2 2 2

1
z x y
z

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩
消去 z，得 2 2 1x y+ =  

即 2 2 2 2{( , ) | 1} {( , ) | 1 1, 1 1 }xyD x y x y x y x x y x= + = − − − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ； 

（2）“穿线” 2 2 1x y z+ ≤ ≤ ， 

所以  { }2 2 2 2( , , ) | 1 1, 1 1 , 1x y z x x y x x y zΩ = − − − − +≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ； 

（3）计算 

( )
2

2 2 2 2

1 1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
d d d d d 1 d

6
x x

x x y x
x y v x y x y z x x y x y y

− −

− − − + − − −
Ω

π
+ = + = + − + =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

方法二：“截面法” 
（1）画出Ω（如图 10-2-4 所示）； 
（2） [0,1]z∈ ，过点(0, 0, z)作垂直于 z 轴的平面截Ω得 

zD ： 2 2 2x y z+ ≤ ， 或 zD ：
0 2
0 r z

θ π⎧
⎨
⎩

≤ ≤

≤ ≤
 

用柱坐标计算 

{ }( , , ) | 0 2 ,0 ,0 1z z zρ θ θ ρΩ = π≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

 

图 10-2-2 
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                     图 10-2-3                                     图 10-2-4 

（3）计算 
1 1 22 2 2 2 2

0 0 0 0

1 13 3

0 00

d d d d d d d

1 2                        2 d d
3 3 6

z

z

D

z

x y v x y x y z r r z

r z z z

θ
π

Ω

⎡ ⎤⎡ ⎤+ = + = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

π⎡ ⎤= π = π =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

评注：对坐标系的选取，当Ω为柱体，锥体，或由柱面，锥面，旋转抛物面与其他曲面

所围成的形体；被积函数为仅含 z 或 2 2( )zf x y+ 时，可考虑用柱面坐标计算.          

【例 3】 计算 2 2( )dx y v
Ω

+∫∫∫ ，其中Ω由不等式 2 2 20 a x y z A+ +≤ ≤ ≤ ， 0z≥ 所确定. 

解：用球坐标计算：由

sin cos
sin sin
cos

x r
y r
z r

ϕ θ
ϕ θ
ϕ

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

得 Ω 的边界曲面的球坐标方程： a r A≤ ≤ .   

P∈Ω，连接 OP = r ，其与 z 轴正向的夹角为ϕ ，OP = r ，P 在 xOy 面的投影为 P′，连结OP′，

其与 x 轴正向的夹角为θ ，所以 ( , , ) | 0 2 ,0 ,
2

r a r Aϕ θ θ ϕ π⎧ ⎫Ω = π⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，  

22 2 2 2 2 3 52 2

0 0 0

5 5 3 5 5 5 52

0

1( )d d d ( sin ) sin d 2 sin d
5

2 2 2 4                        ( ) sin d ( ) 1 ( ).
5 5 3 15

AA

a a
x y v r r r r

A a A a A a

θ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

π π
π

Ω

π

⎡ ⎤+ = = π ⎢ ⎥⎣ ⎦

π π π
= − = − ⋅ ⋅ = −

∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫
 

评注：为了简化积分的计算，还有如何选择适当的坐标系计算的

问题.可以按以下几点考虑：将积分区域Ω投影到 xOy 面，得投影区

域 xyD （平面区域）； 

（1） xyD 是 X 型或 Y 型，可选择直角坐标系计算（当Ω的边界

曲面中有较多的平面时，常用直角坐标系计算）； 

（2） xyD 是圆域（或其部分），且被积函数形如 2 2( ), yf x y f
x

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

时，可选择柱面坐标系计算（当Ω为圆柱体或圆锥体时，常用柱面

坐标计算）； 
（3）Ω是球体或球顶锥体，且被积函数形如 2 2 2( )f x y z+ + 时，可选择球面坐标系计算. 

 

图 10-2-5 
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10.2.4  疑难释疑 

1．如果三重积分区域Ω是由曲面 2 2 2 2x y z R+ + = 所围成的闭区域，则下列运算对吗？ 

2 2 2 3 44 4d d
3 3

x y z v R v R R R
Ω Ω

+ + = = ⋅ π = π∫∫∫ ∫∫∫  

答：不对. 因为三重积分的积分区域是立体，并非仅仅是它的表面，所以本题的被积函数

不仅要在球面上取值，而且要在球体内部取值，运算中的第一个等号是错误的. 正确的做法是： 
22 2 2 2

0 0 0

3 4

0 0

d d d sin d

                               2 sin d d

R

R

x y z v r r r

r r R

θ ϕ ϕ

ϕ ϕ

π π

Ω

π

+ + = ⋅

= π = π

∫∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

2．三重积分的计算中如何利用积分区域的对称性及被积函数的奇偶性简化计算？设Ω为
2 2 2 2x y z R+ + ≤ ，则等式 d d 0x v z v

Ω Ω

= =∫∫∫ ∫∫∫ 成立吗？ 2d 0y v
Ω

=∫∫∫ 呢？ 

答：在计算三重积分时，须将积分区域的对称性及被积函数的奇偶性正确配合，才能准

确、简便地求出积分值.设 1 2Ω = Ω Ω∪ . 
如果Ω关于 xOy 平面对称， 1Ω 为Ω位于 0z≥ 的部分，则 

1

2 ( , , )d , ( , , ) ( , , )
( , , )d

0, ( , , ) ( , , )

f x y z v f x y z f x y z
f x y z v

f x y z f x y z
Ω

Ω

⎧ − =⎪=⎨
⎪ − = −⎩

∫∫∫
∫∫∫

当

当

; 

如果Ω关于 yOz 平面对称， 1Ω 为Ω位于 0x≥ 的部分，则 

1

2 ( , , )d , ( , , ) ( , , )
( , , )d

0, ( , , ) ( , , )

f x y z v f x y z f x y z
f x y z v

f x y z f x y z
Ω

Ω

⎧ − =⎪=⎨
⎪ − = −⎩

∫∫∫
∫∫∫

当

当

; 

如果Ω关于 xOz 平面对称， 1Ω 为Ω位于 0y≥ 的部分，则 

1

2 ( , , )d , ( , , ) ( , , )
( , , )d

0, ( , , ) ( , , )

f x y z v f x y z f x y z
f x y z v

f x y z f x y z
Ω

Ω

⎧ − =⎪=⎨
⎪ − = −⎩

∫∫∫
∫∫∫

当

当

. 

由于Ω : 2 2 2 2x y z R+ + ≤ 关于 yOz 平面对称，被积函数是关于 x 的奇函数，所以 

d 0x v
Ω

=∫∫∫ . 同理可以推出 d 0z v
Ω

=∫∫∫ ，所以等式 d d 0x v z v
Ω Ω

= =∫∫∫ ∫∫∫ 是成立的. 

由于Ω : 2 2 2 2x y z R+ + ≤ 关于 xOz 平面对称，而被积函数 2y 是关于 y 的偶函数，所以
2d 0y v

Ω

≠∫∫∫ . 

3．三重积分在柱坐标和球坐标系下计算与二重积分在极坐标系下计算有什么关系？ 
答：由于三重积分可视为先对积分变量 z 做一次积分，再对积分变量 ,x y 做一次二重积分

( )z xy→ 即 
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2

1

( , )

( , )
( , , )d d d ( , , )d     (*)

xy

z x y

z x y
D

f x y z v x y f x y z z
Ω

=∫∫∫ ∫∫ ∫  

若对（*）中二重积分作极坐标变换： cosx ρ θ= ， siny ρ θ= ，便得到三重积分在柱坐标

下的计算公式： 
2 2 2

1 1 1

( ) ( , )

( ) ( , )
( , , )d d d ( cos , sin , ) d

z

z
f x y z v f z z

θ ρ θ ρ θ

θ ρ θ ρ θ
θ ρ ρ θ ρ θ ρ

Ω

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫     （**） 

若对（**）中积分变量 ,z ρ再作一次极坐标变换， cosz r ϕ= ， sinrρ ϕ= ，便得到三重积

分在球坐标下的计算公式： 
2 2 2

1 1 1

( ) ( , ) 2

( ) ( , )
( , , )d d d ( sin cos , sin sin , cos ) sin d

r

r
f x y z v f r r r r r

θ ϕ θ ϕ θ

θ ϕ θ ϕ θ
θ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ

Ω

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

总之，在三重积分的累次积分 ( )z xy→ 中作一次极坐标变换便得到柱坐标下的计算公式：

连续作二次极坐标变换便得到球坐标下的计算公式. 
4．在用直角坐标计算三重积分时，可化为先一后二的三次积分计算，也可化为先二后一

的三次积分联合计算，按积分变量排列顺序，他们又有多种方式，怎样在多种累次积分中选

择最佳方案？ 
答：可以用例题说明. 

如计算 dz v
Ω
∫∫∫ ，其中

2 2 2

2 2 2: 1x y z
a b c

Ω + + ≤ ， 

利用对称性，
*

d 8 dz v z v
Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫ ，其中 *Ω : 0, 0, 0x y z≥ ≥ ≥ ，
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + ≤ . 

下面来分析
*

dz v
Ω
∫∫∫ 的计算， 

由于被积函数中仅含有 z，故若把 z 作为后积变量时，在前两次积分中它都是常数，这种

三次积分就比较简单，即计算方案 xy z→ 为佳 . 进一步由于固定 z 时，截面面积
2

2
1( ) 1
4

zD z ab
c

⎛ ⎞
= − π⎜ ⎟

⎝ ⎠
，计算方案 xy z→ 就成了最佳方案. 

10.2.5  部分习题解答 

【习题 10-3】 

1．化三重积分 ( , , )d d dI f x y z x y z
Ω

= ∫∫∫ 为三次积分，其中积分区域Ω分别是： 

（1）由双曲抛物面 xy z= 及平面 1 0, 0x y z+ − = = 所围成的闭区域； 
（2）由曲面 2 22z x y= + 及 22z x= − 所围成的闭区域. 
解：（1）Ω的顶 z xy= 和底面 0z = 的交线为 x 轴和 y 轴，故Ω在 xOy 面上的投影区域由

x 轴、y 轴和直线 1 0x y+ − = 所围成. 于是Ω可用不等式表示为 

0 ,0 1 ,0 1,z zy y x x−≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

因此 
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1 1

0 0 0
d d ( , , )d .

x xy
I x y f x y z z

−
= ∫ ∫ ∫  

（2）由 2 2z x y= + 和 1z = 得 2 2 1x y+ = ，所以Ω在 xOy 面上

的投影区域为 2 2 1x y+ ≤ ，Ω可用不等式表示为 
2 2 2 21, 1 1 , 1 1,x y z x y x x+ − − − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

因此 
2

2 2 2

1 1 1

1 1
d d ( , , )d .

x

x x y
I x y f x y z z

−

− − − +
= ∫ ∫ ∫  

6．计算 d d dxyz x y z
Ω
∫∫∫ ，其中Ω为球面 2 2 2 1x y z+ + = 及三个坐标面所围成的在第一卦限

内的闭区域. 
解法一：利用直角坐标计算. 
由于 

2 2 2{( , , ) | 0 1 , 1 ,0 1},x y z z x y y x xΩ = − − −≤ ≤ 0≤ ≤ ≤ ≤  

故 
2 2 2

2

2

1 1 1

0 0 0

2 21 1

0 0

12 41 2

0 0

1 2 2

0

d d d d d d

1                      d d
2

1                     (1 ) d
2 2 4
1 1                      (1 ) d .
8 48

x x y

x

x

xyz x y z x x y y z z

x yx x y y

y yx x x

x x x

− − −

Ω

−

−

=

− −
= ⋅

⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − =

∫∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

 

解法二 ：利用球面坐标计算. 
由于 

{ }( , , ) | 0 1, ,0 ,
2 2

r rϕ θ ϕ θπ π
Ω = ≤ ≤ 0≤ ≤ ≤ ≤  

故 

3 2 2

13 52 2

0 0 0

12 4 62 2

0 0 0

d d d ( sin cos sin cos ) sin d d d

sin cos d sin cos d d

sin sin
2 4 6

1 1 1 1 .
2 4 6 48

xyz x y z r r r

r r

r

ϕ ϕ ϕ θ ϕ ϕ θ

θ θ θ ϕ ϕ ϕ

θ ϕ

Ω Ω

π π

π π

= ⋅

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ⋅ ⋅ =

∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫
 

 

图 10-2-6 
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9．利用柱面坐标计算三重积分 

（1） dz v
Ω
∫∫∫ ，其中Ω是由曲面 2 22z x y= − − 及 2 2z x y= + 所围成的闭区域. 

解：（1）由 2 22z x y= − − 和 2 2z x y= + 消去 z ，得 
2 2 2 2 2( ) 2 ( )x y x y+ = − + ，即 2 2 1x y+ = . 

从而知Ω在 xOy 面上的投影区域为 2 2{( , ) | 1}xyD x y x y= + ≤ . 

利用柱面坐标，Ω可表示为 
2 22 , 1,0 2zρ ρ ρ θ− π.≤ ≤ 0≤ ≤ ≤ ≤  

于是， 
2

2

2 1 2

0 0

2 1 2 4

0 0

14 6
2

0

d d d d d d d

1 d (2 )d
2

1 72 .
2 4 6 12

z v z z z z
ρ

ρ
ρ ρ θ θ ρ ρ

θ ρ ρ ρ ρ

ρ ρρ

π −

Ω Ω

π

= =

= − −

⎡ ⎤
= ⋅ π − − = π⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫  

11．选用适当的坐标计算下列三重积分： 

（1） dxy v
Ω
∫∫∫ ，其中 Ω 为柱面 2 2 1x y+ = 及平面 1z = ，

0z = , 0x = ， 0y = 所围成的在第一卦限内的闭区域； 

（2） 2 2 2 d d dx y z x y z
Ω

+ +∫∫∫ ，其中Ω是由球面 2 2 2x y z Z+ + = 的所围成的闭区域； 

（3） 2 2( )dx y v
Ω

+∫∫∫ ，其中Ω是由曲面 2 2 24 25( )z x y= + 及平面 5z = 所围成的闭区域； 

解：（1）利用柱面坐标计算. Ω可表示为 

0 1, 1,0
2

z ρ θ π
.≤ ≤ 0≤ ≤ ≤ ≤  

于是 

[ ]

2

1 132

0 0 0

12 42 1
0

0 0

d sin cos d d d

sin cos d d d

sin 1.
2 4 8

xy v z

z

z

ρ θ θ ρ ρ θ

θ θ θ ρ ρ

θ ρ

Ω Ω

π

π

= ⋅

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫  

*（2）在球面坐标系中，球面 2 2 2x y z z+ + = 的方程为 2 cosr r ϕ= ，即 cosr ϕ= . Ω可表示为 

0 cos , ,0 2
2

r ϕ ϕ θπ
π≤ ≤ 0≤ ≤ ≤ ≤ . 

于是 

 

图 10-2-7 
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2 2 2 2

2 cos 32

0 0 0

4
2

0

5 2

0

d sin d d d

d sin d d

cos2 sin d
4

cos .
2 5 10

x y z v r r r

r r
ϕ

ϕ ϕ θ

θ ϕ ϕ

ϕϕ ϕ

ϕ

Ω Ω

π
π

π

π

+ + = ⋅

=

= π ⋅

⎡ ⎤π π
= − =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫

∫
 

（3）利用柱面坐标计算. Ω可表示为 
5 5, 2,0 2
2

zρ ρ θ π≤ ≤ 0≤ ≤ ≤ ≤ ， 

于是 
2 2 2

2 2 53
50 0
2

2 2 3

0 0

2
4 5

0

( )d d d d

d d d

5d 5 d
2

5 12 8 .
4 2

x y v z

z
ρ

ρ ρ ρ θ

θ ρ ρ

θ ρ ρ ρ

ρ ρ

Ω Ω

π

π

+ = ⋅

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤= π − = π⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

                      

                      图 10-2-8                                    图 10-2-9 

12．利用三重积分计算下列由曲面所围成的立体的体积： 

（1） 2 26z x y= − − 及 2 2z x y= + . 

解：（1）利用直角坐标计算. 由 2 26z x y= − − 和 2 2z x y= + 消去 z，解得 2 2 2x y+ = ，

即Ω在 xOy 面上的投影区域 Dxy 为
2 2 4x y+ ≤ . 于是 

{ }2 2 2 2 2 2( , , ) | 6 ( ), 4 .x y z x y z x y x yΩ = + − + +≤ ≤ ≤  
因此 

2 2

2 2

6 ( )
d d d d

xy

x y

x y
D

V v x y z
− +

+
Ω

= =∫∫∫ ∫∫ ∫  
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2 2 2 2

2 2 2

0 0

24 3
2

0

6 ( ) d d

d (6 ) d

322 3 .
4 3 3

xyD

x y x y x y

θ ρ ρ ρ ρ

ρ ρρ

π

⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦

= − −

⎡ ⎤
= π − − = π⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫

∫ ∫

（用极坐标）

 

10.2.6  练习题 

1．填空题 
（1）已知 Ω 是由 0, 0, 0, 2 1x y z x y z= = = + + = 所围，按先 z 后 y 再 x 的积分次序将

d d dI x x y z
Ω

= ∫∫∫ 化为累次积分，则 I =         ； 

（ 2 ） 设 Ω 是 由 球 面 2 22z x y= − − 与 锥 面 2 2z x y= + 的 围 面 ， 则 三 重 积 分

2 2 2( ) d d dI f x y z x y z
Ω

= + +∫∫∫ 在球面坐标系下的三次积分表达式为        . 

2．计算下列三重积分： 

（1） 2 2 23 dI x y z v
Ω

= + +∫∫∫ ，其中Ω： 2 2 2 1x y z+ + ≤ ； 

（2） ( )d d dI x y z x y z
Ω

= + +∫∫∫ ，其中Ω是由平面 1x y z+ + = 与三个坐标面围成的闭区域； 

（3） 21 dI y x v
Ω

= −∫∫∫ ，其中Ω是 2 21y x z= − − − ， 2 2 1x y+ = 及 1y = 围成； 

3．证明当 f(z)连续时，
1 2

1
( )d ( )(1 )df z v f z z z

−
Ω

= π −∫∫∫ ∫ ， 

并用此公式计算 3 2( 1)dz z z v
Ω

+ + +∫∫∫ 的值，其中Ω： 2 2 2 1x y z+ + ≤  

4．证明：
0 0 0

( )d d d
x v u

f t t u v⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫ ∫ = 2

0

1 ( ) ( )d
2

x
x t f t t−∫  

5．设函数 ( )f x 具有连续的导数，且 (0) 0f = ，试求 ( )
2 2 2 2

2 2 2
40

1lim d
t

x y z t

f x y z v
t→

+ +

+ +
π ∫∫∫

≤

. 

习题解答 

1．（1）
11 1 2

2

0 0 0
d d d

x x y
x y x z

−
− −

∫ ∫ ∫  

（2）
2 2 2 24

0 0 0
d d ( ) sin df r r rθ ϕ ϕ

π
π

∫ ∫ ∫  

2．（1）12
11

π . 
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2 82 23 3
0 0 0 0 0

12d d sin d 2 sin d d .
11

I r r r r rθ θ ϕ ϕ ϕ
π π 1 π 1⎛ ⎞⎛ ⎞= = π ⋅ ⋅ = π⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

（2） 1
8

. 

1 1 1

0 0 0

13 d d d 3 d dy d .
8

x x y
I x x y z x x z

− − −

Ω

= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

（3） 28
25

. 

V 在 xOz 面上投影区域 D： 2 2 1x z+ ≤  

2 2 2 2

2

2

12 2 21 2 2 2

1 1

2 21 1 12 4 2

1 1 1

d d 1 d 1 d d 1 d d
2

2 1 1 281 d d d .
3 3 3 25

y

x z y x zD D D

x

x

y x zI x z y x y x x z x x z
z

x zx x z x x x
z

=

− − − =− − −

−

− − − −

⎡ ⎤ +
= − = − = −⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ⎛ ⎞= − = − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫ ∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫
 

3． 8
5
π  

提示：由Ω的表面方程为 2 2 2 1x y z+ + = 知， [ 1,1]z∈ − ，既Ω在轴上的投影为线段[ 1,1]− ，

在 ( 1,1)− 内任取一点 z，过 z 作垂直于 z 轴的平面截Ω得一平面区域 zD ： 2 2 21x y z+ −≤ ．于

是 zD 的面积为 2(1 )zπ − ．因此 
1 1 1 2

1 1 1
( )d d ( )d d ( )d d d ( )(1 )d

Z ZD D

f z v z f z x y f z z x y f z z z
− − −

Ω

= = = π −∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ , 

当 f(z) = 3 2 1z z z+ + + 时，有
13 2 3 2 2

1

8( 1)d ( 1)(1 )d
5

z z z v z z z z z
−

Ω

+ + + = π + + + − = π∫∫∫ ∫ . 

4．提示：从改变积分次序入手.
0 0

d ( )d
v u

u f t t∫ ∫ =
0

d ( )d
v v

t
t f t u∫ ∫ =

0
( ) ( )d

v
v t f t t−∫ ，所以 

左边=
0 0

d ( ) ( )d
x v

v v t f t t−∫ ∫ =
0

d ( ) ( )d
x x

t
t v t f t v−∫ ∫ = 2

0

1 ( ) ( )d
2

x
x t f t t−∫ =右边 

5． (0)f ′  

原式=
2 2

40 0 0 0

1lim d sin d ( ) d
t

t
f r r r

t
θ ϕ ϕ

π π

→ π ∫ ∫ ∫ = 2
40 0

4lim ( ) d
t

t
f r r r

t→

π
π ∫ =

2

30

4 ( )lim
4t

t f t
t→

 

        =
0

( )lim
t

f t
t→

=
0

( ) (0)lim
0t

f t f
t→

−
−

= (0)f ′ . 

10.2.7  考研真题 

【例 1】（2009 年数一） 设 { }2 2 2( , , ) 1x y z x y zΩ = + + ≤ ，则 2d d dz x y z
Ω

=∫∫∫         . 

解：
4

15
π . 



高等数学例题与习题（下册） ·132· 

方法一：       
2 12 2 2 2

0 0 0

2 12 4

0 0 0

3

0

d d d d d sin cos d

d cos d( cos ) d

cos 1 42
3 5 15

z x y z r r r

r r

θ ϕ ϕ ϕ

θ ϕ ϕ

ϕ

π π

π π

π

=

= −

⎡ ⎤
= π ⋅ − ⋅ = π⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

方法二：由轮换对称性可知 2d d dz x y z
Ω

=∫∫∫ 2d d dx x y z
Ω

=∫∫∫ 2d d dy x y z
Ω
∫∫∫  

所以，
2 12 2 2 2 4

0 0 0

1 1d d d ( )d d d d d sin d
3 3

z x y z x y z x y z r rϕ θ ϕ
π π

Ω Ω

= + + =∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

 
1 4

0 0 0

2 2 1 4sin d d sin d
3 3 5 15

r rϕ ϕ ϕ ϕ
π ππ π π

= = ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫  

【例 2】（2003 年数一） 设函数 f(x)连续且恒大于零， 
2 2 2

( )

2 2

( )

( )d

( )
( )d

t

D t

f x y z v

F t
f x y σ

Ω

+ +

=
+

∫∫∫

∫∫
，

2 2

( )

2

0

( )d

( )
( )d

D t
t

f x y

G t
f x x

σ+

=
∫∫

∫
， 

其中 2 2 2 2( ) {( , , ) }t x y z x y z tΩ = + + ≤ ， 2 2 2( ) {( , ) }.D t x y x y t= + ≤  

（1）讨论 F(t)在区间 (0, )+∞ 内的单调性. 

（2）证明：当 t > 0 时，
2( ) ( ).F t G t>
π

 

解：（1）因为 

                 

2 2 2 2 2

0 0 0 0
2 2 2

0 0 0

d d ( ) sin d 2 ( ) d
( )

d ( ) d ( ) d

t t

t t

f r r r f r r r
F t

f r r r f r r r

θ ϕ ϕ

θ

π π

π= =
∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
， 

                 
2 2

0
2

2

0

( ) ( ) ( )d
( ) 2

( ) d

t

t

tf t f r r t r r
F t

f r r r

−
′ =

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
， 

所以在 (0, )+∞ 上 ( ) 0F t′ > ，故 F(t) 在 (0, )+∞ 内单调增加. 
（2）因 

2

0

2

0

( ) d
( )

( )d

t

t

f r r r
G t

f r r

π
=
∫
∫

， 

要证明 t > 0 时
2( ) ( )F t G t>
π

，只需证明 t > 0 时，
2( ) ( ) 0F t G t− >
π

，即 

2
2 2 2 2

0 0 0
( ) d ( )d ( ) d 0.

t t t
f r r r f r r f r r r⎡ ⎤− >⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

令                 
2

2 2 2 2

0 0 0
( ) ( ) d ( )d ( ) d

t t t
g t f r r r f r r f r r r⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ， 
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则 2 2 2

0
( ) ( ) ( )( ) d 0

t
g t f t f r t r r′ = − >∫ ，故 g(t)在 (0, )+∞ 内单调增加. 

因为 g(t)在 t = 0 处连续，所以当 t > 0 时，有 g(t) > g(0). 
又 g(0) = 0，故当 t > 0 时，g(t) > 0, 

因此，当 t > 0 时，
2( ) ( ).F t G t>
π

 

评注：本题将定积分、二重积分和三重积分等多个知识点结合起来了，但难点是证明（2）
中的不等式，事实上，这里也可用柯西积分不等式证明： 

2
2 2( ) ( )d ( )d ( )d

b b b

a a a
f x g x x f x x g x x⎡ ⎤ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫≤ ， 

在上式中取 f(x)为 2( )f r r ，g(x)为 2( )f r 即可. 

10.3  重积分的应用 

10.3.1  基本要求 

1．掌握重积分的几何应用（空间曲面面积、空间立体图形的体积的计算） 
2．了解重积分的物理应用（质心、转动惯量及引力的计算） 

10.3.2  基本内容 

1．几何应用： 

（1）空间曲面的面积 

空间曲面 S： ( , )z f x y= ， ( , )x y D∈ 的面积 2 21 d dx y
D

A f f x y′ ′= + +∫∫  

（2）空间立体图形的体积 

空间立体图形Ω的体积 dV v
Ω

= ∫∫∫  

2．物理应用： 

（1）质心（形心） 
① 平面薄片的质心 ( , )x y （也称为平面区域 D 的形心） 

其中： D

( , )d ( , )d
,

( , )d ( , )d
D

D D

x x y y x y
x y

x y x y

μ σ μ σ

μ σ μ σ
= =
∫∫ ∫∫
∫∫ ∫∫

　　 ， 

( , )x yμ 为面密度，D 为平面薄片所占的平面区域 
② 空间物体的质心 ( , , )x y z （也称为空间区域Ω的形心） 

其中：
( , , )d ( , , )d ( , , )d

, ,
( , , )d ( , , )d ( , , )d

x x y z v y x y z v z x y z v
x y z

x y z v x y z v x y z v

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ
Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

= = =
∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫
∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

　 ， 
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( , , )x y zρ 为体密度，Ω为空间物体所占的空间区域 
（2）转动惯量 
① 平面薄片的转动惯量 

对于 x 轴 2 ( , )d ,x
D

I y x yμ σ= ∫∫ 对于 y 轴 2 ( , )dy
D

I x x yμ σ= ∫∫  

② 空间物体的转动惯量 

对于 x 轴 2 2( ) ( , , )dxI y z x y z vρ
Ω

= +∫∫∫  

对于 y 轴 2 2( ) ( , , )dyI x z x y z vρ
Ω

= +∫∫∫  

对于 z 轴 2 2( ) ( , , )dzI x y x y z vρ
Ω

= +∫∫∫  

对于原点 2 2 2( ) ( , , )doI x y z x y z vρ
Ω

= + +∫∫∫  

（3）引力 
空间一物体对于物外一单位质量的质点 0 0 0( , , )x y z 处的的引力： { , , }x y zF F F F= ， 

其中     0
3

( , , )( ) dx
G x y z x xF v

r
ρ

Ω

−
= ∫∫∫ ， 0

3
( , , )( ) dy

G x y z y yF v
r

ρ

Ω

−
= ∫∫∫ ， 

0
3

( , , )( ) dz
G x y z z zF v

r
ρ

Ω

−
= ∫∫∫ ； 2 2 2

0 0 0( ) ( ) ( )r x x y y z z= − + − + −  

10.3.3  典型例题 

【例 1】 求球面 2 2 2 2x y z a+ + = 含在圆柱面 2 2x y ax+ = 内部的那部分面积. 

解：如图 10-3-1，上半球面的方程为 2 2 2z a x y= − −  

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

, ,

        1 .

z x z y
x ya x y a x y

z z a
x y a x y

∂ − ∂ −
= =

∂ ∂− − − −

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ − −

 

由曲面的对称性得所求面积为 

   

2 2

2 2 2 2 2

cos
2

2 20 0

2 22

0

4 1 d d

14 d d 4 d d

4 d d

4 (1 sin )d 2 ( 2).

D

D D

a

z zA x y
x y

a x y a
a x y a

a
a

a a

θ

ρ ρ θ
ρ

ρθ ρ
ρ

θ θ

π

π

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
− − −

=
−

= − = π −

∫∫

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫

（极坐标）

 

评注：要熟练掌握曲面的面积公式.在计算二重积分时，合理利用极坐标使计算简便. 

 

图 10-3-1 
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【例 2】 求由平面 0, 0, 1x y x y= = + = 所围成的柱体被平面 0z = 及抛物面 2 2 6x y z+ = − 截

得的立体Ω的体积 V. 

解： 
2 21 1 6 1 1 2 2

0 0 0 0 0

11 2 3

0 0

1 2 3 3

0

d d d d d (6 )d

16 d
3

1 176 6 (1 ) d
3 6

x x y x

x

V v x y z x x y y

y x y y x

x x x x x

− − − −

Ω

−

= = = − −

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞= − − + − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫

 

评注：注意将空间立体图形的体积问题转化为三重积分的计算. 

【例 3】 求上、下曲面分别为球面 2 2 2 2x y z+ + = 和抛物面 2 2z x y= + 所围立体的体积. 
解：由 2 2 2 2x y z+ + = 和 2 2z x y= + 消去 z，解得 2 2 1x y+ = . 
从而得立体Ω在 xOy 面上的投影区域 xyD 为 2 2 1x y+ ≤ . 

于是 

{ }2 2 2 2 2 2( , , ) | 2 , 1 .x y z x y z x y x yΩ = + − − +≤ ≤ ≤  
因此 

( )

2 2

2 2

2

2 2 2 2

2 1 2 2

0 0

d d d d

2 ( ) d d

8 2 7d 2 d .
6

xy

xy

x y

x y
D

D

V v x y z

x y x y x y

θ ρ ρ ρ ρ

− −

+
Ω

π

= =

⎡ ⎤= − − − +⎣ ⎦

−
= − − = π

∫∫∫ ∫∫ ∫

∫∫

∫ ∫

（用极坐标） 

评注：本题也可用“先重后单”的方法按下式方便地求得结果： 

2 2 2 2 2

2 1

1 0
2

2 12

1 0

d d d d d d

4 2 5 1 8 2 7(2 )d d .
3 2 6

x y z x y z

V z x y z x y

z z z z

− − +

= +

− −
= π − + π = π + π = π

∫ ∫∫ ∫ ∫∫

∫ ∫

≤ ≤  

【例 4】 一均匀物体（密度 ρ 为常量）占有的闭区域Ω 由曲面 2 2z x y= + 和平面 0z = , 
x a= , y a= 所围成， 

（1）求物体的体积； 
（2）求物体的质心； 
（3）求物体关于 z 轴的转动惯量. 
解：（1）如图 10-3-2，由Ω的对称性可知 

2 2

2 2

0 0 0 0 0

3
2 4

0

4 d d d 4 d ( )d

84 d .
3 3

a a x y a a

a

V x y z x x y y

aax x a

+
= = +

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫
 

（2）由对称性可知，质心位于 z 轴上，故 0x y= = . 

 

图 10-3-2 
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2 2

0 0 0

4 2 2 4

0 0

4 3 2 5 2

0

1 4d d d d

4 1d ( 2 )d
2

2 2 1 7d .
3 5 15

a a x y

a a

a

z z v x y z z
M V

x x x y y y
V

ax a x a x a
V

ρ
+

Ω

=

= + +

⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

对称性

 

所以质心坐标为(0, 0, 27
15

a ). 

（3）
2 2

2 2 2 2

0 0 0

4 2 2 4

0 0

6

( )d 4 d d ( )d

4 d ( 2 )d

112 .
45

a a x y

z

a a

I x y v x y x y z

x x x y y y

a

ρ ρ

ρ

ρ

+

Ω

= + +

= + +

=

∫∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

对称性  

评注：从以上例题看出，在计算立体的体积、质心和转动惯量时，可利用对称性来减少

计算量. 
【例 5】 设均匀柱体密度为 ρ ，占有闭区域 { }2 2 2( , , ) | ,0x y z x y R z hΩ = + ≤ ≤ ≤ ，求它对

于位于点 0 (0,0, )( )M a a h> 处的单位质量的质点的引力. 
解：由柱体的对称性和质量分布的均匀性知 0x yF F= = . 引力沿 z 轴的分量 

2 2 2

3
2 2 2 2

30
2 2 2 2

2

30 0 0
2 2 2

2 20

2 20

2 2

d
[ ( ) ]

d d( )d
[ ( ) ]

d( )d d
[ ( ) ]

1 12 ( ) d
( )

2 1 d
( )

2 ( )

z

h

x y R

h R

h

h

z aF G v
x y z a

x yG z a z
x y z a

r rG z a z
r z a

G z a z
a z R z a

z aG z
R z a

G h R h a R

ρ

ρ

ρ θ

ρ

ρ

ρ

Ω

+

π

−
=

+ + −

= −
+ + −

−
+ −

⎡ ⎤= π − −⎢ ⎥− + −⎣ ⎦
−⎡ ⎤= π − −⎢ ⎥

+ −⎣ ⎦

= − π + + − −

∫∫∫

∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

∫

∫

≤

柱面坐标

2 2 .a⎡ ⎤+⎣ ⎦

 

故引力为 (0,0, )zF F=  

评注：此题应注意到柱体的对称性和质量分布的均匀性. 

10.3.4  释疑解难 

1．设有一由 lny x= ， 0y = 及 ex = 所围成的均匀薄片（密度为 1），问此薄片绕哪一条垂

直于 x 轴的直线旋转时转动惯量最小？ 
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答： ( )I t = 2( ) d d
D

x t x y−∫∫ =
e ln2

1 0
( ) d d

x
x t x y−∫ ∫ =

e 2

1
( ) ln dx t x x−∫ =

e 3

1

1 ln d( )
3

x x t−∫  

            =
ee3 3

1 1

1 1( ) ln ( ) d ln
3 3

x t x x t x⎡ ⎤− − −⎣ ⎦ ∫ =
3e3 2 2

1

1 1(e ) 3 3 d
3 3

tt x xt t x
x

⎛ ⎞
− − − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  

            = 2 2 31 2 1(e 1) e
2 9 9

t t− + + + . 

令 ( )I t′ = 212 (e 1)
2

t − + =0，得 21 (e 1)
4

t = + . 

由于 21 (e 1)
4

I ⎛ ⎞′′ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 2 0> ，所以当 21 (e 1)
4

t = + 时 ( )I t 最小. 

2．密度均匀的圆环形薄片 D 绕与 D 垂直且过它的中心的轴旋转，问其转动惯量为多少？ 
答：设 D： 2 2 2 2

1 2R x y R≤ + ≤ ，密度 ( , )u x y C= （常数）.质量为 m，用极坐标计算，则转

动惯量为 

2

1

4 4 2 22π2 2 2 2 1 1 2

0

π( ) ( )( ) d d d .
2 2

R

R
D

c R R m R RI c x y cσ θ ρ ρ ρ
− +

= ⋅ + = ⋅ = =∫∫ ∫ ∫  

10.3.5  部分习题解答 

【习题 10-4】 

2．求锥面 2 2z x y= + 被柱面 2 2z x= 所割下部分的曲面面积. 

解：由
2 2

2

,
2

z x y
z x

⎧⎪ = +
⎨

=⎪⎩
解得 2 2 2x y x+ = ，故曲面在 xOy 面上的投影区域 

{ }2 2( , ) | 2D x y x y x= + ≤  

被割曲面的方程为 2 2z x y= + ， 

2 2 2 2

2 21 1 2,z z x y
x y x y
∂ ∂ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

于是所求曲面的面积为 

2cos
2

0 0

22

0

2d d 2 d 2 d

14 2 cos d 4 2
2 2

2

D

A x y
θ

θ ρ ρ

θ θ

π

π

=

π
= = ⋅ ⋅

= π.

∫∫ ∫ ∫

∫

对称性

 

4．设薄片所占的闭区域 D 如下，求均匀薄片的质心： 

（1）D 由 2y px= , 0x x= , 0y = 所围成； 

（2）D 是半椭圆形闭区域
2 2

2 2( , ) 1, 0x yx y y
a b

⎧ ⎫
+⎨ ⎬

⎩ ⎭
≤ ≥ ； 

 

图 10-3-4 
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（3）D 是介于两个圆 cos , cos (0 )a b a bρ θ ρ θ= = < < 之间的闭区域. 
解：（1）设质心为 ( , )x y . 

0 02

0 0 0

3
0

d d d d 2 d

2 2 ;
3

x px x

D

A x y x y px x

px

= = =

=

∫∫ ∫ ∫ ∫
 

0 0
32 52

00 0 0

2d d d d 2 d 2 ;
5

x px x

D

x x y x x y px x px= = =∫∫ ∫ ∫ ∫  

0 0
22
0

0 0 0
d d d d d ,

2
x px x

D

pxy x y x y y px x= = =∫∫ ∫ ∫ ∫  

于是       0 0 0
1 3 1 3 3d d ,  d d 2 ,

5 8 8
D D

x x x y x y y x y px y
A A

= = = = =∫∫ ∫∫  

故所求质心为 0 0
3 3,
5 8

x y⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

（2）因 D 对称于 y 轴，故质心 ( , )x y 必位于 y 轴上，于是 0.x =  
2 2

0

2
2 2

2

2

1 1d d d d

1 ( )d
2

1 2 4 .
1 3 3
2

ba a x
a

a
D

a

a

y y x y x y y
A A

b a x x
A a

bab
ab

−

−

−

= =

= −

= ⋅ =
ππ

∫∫ ∫ ∫

∫  

因此所求质心为
40,
3

b⎛ ⎞
⎜ ⎟π⎝ ⎠

. 

（3）由图 10-3-5 知 D 对称于 x 轴，故质心 ( , )x y 位于 x 轴上，于是 0.y =  
2 2

2 2( ),
2 2 4
b aA b aπ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= π − π = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

cos 22

cos
2

3 3 42

0

3 3 3 3

d d cos d d

cos d d .

2 ( ) cos d
3
2 3 1( ) ( ),
3 4 2 2 8

D D

b

a

x x y

b a

b a b a

θ

θ

ρ θ ρ ρ θ

θ θ ρ ρ

θ θ

π

π
−

π

= ⋅

=

= −

π π
= − ⋅ ⋅ ⋅ = −

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫
 

故                       
2 21 d d
2( )

D

a ab bx x x y
A a b

+ +
= =

+∫∫ . 
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所求质心为 
2 2

,0
2( )

a ab b
a b

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

12．求半径为 a、高为 h 的均匀圆柱体对于过中心而平行于母

线的轴的转动惯量（设密度 1ρ = ）. 
解：建立空间直角坐标系，使原点位于圆柱体的中心，z 轴平

行于母线，则圆柱体所占的空间闭区域 

{ }
{ }

2 2 2( , , ) | ,
2 2

( , , ) | 0 2 , .
2 2

h hx y z x y a z

h hz a zρ θ θ ρ

Ω = + −

π,0 −

≤ ≤ ≤

柱面坐标 ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 

于是所求的转动惯量为 
422 2 2 3 42

0 0
2

1( )d d d d d d d 2 .
4 2

ha

x h
aI x y v z z h haρ ρ ρ θ θ ρ ρ

π

−
Ω Ω

= + = ⋅ = = π ⋅ ⋅ = π∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

13．设面密度为常量 μ 的匀质半圆环形薄片占有闭区域

{ }2 2
1 2( , ,0) | , 0D x y R x y R x= +≤ ≤ ≥ ，求它对位于 z 轴上点

0 (0,0, )( 0)M a a > 处单位质量的质点的引力 F. 
解：如图，引力元素 dF 沿 x 轴和 z 轴的分量分别为 

3
2 2 2 2

3
2 2 2 2

d d ,
( )

( )d d .
( )

x

z

xF G
x y a

aF G
x y z

μ σ

μ σ

=

+ +
−

=

+ +

 

于是            3
2 2 2 2

d
( )

x
D

xF G
x y a

μ σ=

+ +
∫∫  

                       

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2
3

2 22 2

2
2

3
2 22 2

2

3
2 2 2

2 2arctan 2
3 3arctan

arctan

arctan

cosd d
( )

cos d d
( )

2 d tan
( )

tan2 sec d
sec

2 (sec cos )d

R

R

R

R

R

R

R
a

R
a
R
a

R
a

G
a

G
a

G a t
a

a tG a t t
a t

G t t t

ρ θμ θ ρ ρ
ρ

ρμ θ θ ρ
ρ

ρμ ρ ρ
ρ

μ

μ

π

π
−

π

π
−

⋅

+

=

+

= =

+

= ⋅

= −

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

∫

极坐标

（令 换元）

 

 

图 10-3-5 

图 10-3-6 
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                       [ ]
2

1

arctan

arctan

2 2
2 2 2 1
2 2 2 2 2 2
1 1 2 1

2 ln(sec tan ) sin

2 ln ;

R
a
R
a

G t t t

R a R R RG
R a R R a R a

μ

μ

= + −

⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥= − +
⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

 

2

1

2

1

3
2 2 2 2

2
3

2 22 2

2 2 2 2 2 2
2 1

d

( )

d d
( )

1 1 1

z
D

R

R

R

R

F Ga
x y a

Ga
a

Ga Ga
a R a R a

σμ

ρμ θ ρ
ρ

μ μ
ρ

π

π
−

= −
+ +

−
+

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= π = π −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟+ + +⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∫∫

∫ ∫极坐标  

由于 D 关于 x 轴对称，且质量均匀分布，故 0yF = . 因此引力， 

2 2
2 2 2 1
2 2 2 2 2 2
1 1 2 1

2 ln ,0,
R a R R RG
R a R R a R a

μ
⎛ ⎡ ⎤+ +⎜ ⎢ ⎥= − +
⎜ ⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦⎝

F  

2 2 2 2
2 1

1 1 .Ga
R a R a

μ
⎞⎛ ⎞⎟π −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟+ +⎝ ⎠⎠

 

10.3.6  练习题 

1．求底圆半径相等的两个直交圆柱面 2 2 2x y R+ = 及 2 2 2x z R+ = 所围立体的表面积. 
2．计算由四个平面 0, 0, 1, 1x y x y= = = = 所围成的柱体被平面 0z = 及 2 3 6x y z+ + = 截得

的立体Ω的体积 V. 
3．设平面薄片所占的闭区域 D 由抛物线 2y x= 及直线 y = x 所围成，它在点(x, y)处的面

密度 2( , )x y x yμ = ，求该薄片的质心. 
4．设有一物体，由圆锥以及与这一锥体共底的半球拼成，而锥的高等于它的底半径 a ，

求该物体关于对称轴的转动惯量（ 1μ = ）. 
5．求密度均匀的圆柱体对其底面中心处单位质点的引力. 

习题解答 

1． 216R  
提示：所求表面积 S 为位于第一卦限表面积的 8 倍，即 

2 2

2
2 2 2

1 2 2

2

2 20 0 0

16 16 1 d d 16 1 0 d d

d16 d 16 d 16 .

x y
D D

R R x R

xS S Z Z x y x y
R x

R x y R x R
R x

−

⎛ ⎞
= = + + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

= = =
−

∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫
. 
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2． 7
2

V =  

提示： 
1 1 6 2 3 1 1

0 0 0 0 0

1 12

0

d d d d d (6 2 3 )d

13 9 76 2 d 2 d .
02 2 2

x y

o

V v x y z x x y y

y xy y x x x

− −

Ω

= = = − −

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − − = − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

3．质心为
35 35,
48 54

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

提示：
2

1 12 2 4 6

0 0

1 1d d d d ( )d
2 35

x

x
D

M x y x y x x y y x x x= = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫  

2

1 12 2 2 2 5 8

0 0

1 1( , )d d d d d d ( )d
3 54

x

x x
D D

M y x y x y x y x y x x y y x x xμ= = = = − =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫  

2

1 13 3 5 7

0 0

1 1( , )d d d d d d ( )d
2 48

x

y x
D D

M x x y x y x y x y x x y y x x xμ= = = = − =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫  

于是
35
48

yM
x

M
= = ; 35

54
xMy

M
= = ， 

所求质心为
35 35,
48 54

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

4． 511
30

aπ  

提示：选球心为坐标原点，对称轴取作 z 轴，半球面与锥面方程分别为 2 2 2z a x y= − − ，

2 2z x y a= + − .半球关于 z 轴的转动惯量为 

1I = 2 2( )dx y v
Ω

+∫∫∫ =
2 4 32

0 0 0
d sin d d d

a
dθ ϕ ρ ϕ ρ ϕ θ

π
π

∫ ∫ ∫ = 54
15

aπ  

锥体关于 z 轴的转动惯量为 

2I = 2 2( )dx y v
Ω

+∫∫∫ =
2 0 3

0 0
d d d

a

r a
r r zθ

π

−∫ ∫ ∫ = 51
10

aπ  

所以该物体关于对称轴的转动惯量 I = 1I + 2I = 511
30

aπ . 

5． ( )2 22zF R R H H K= π − + + ，引力方向同 z 轴正向 

提示：设圆柱底半径为 R ，高为 H ，以中心轴为 z 轴，底面为 xOy 面建立空间直角坐标

系，则所求引力为柱体对原点处单位质点的引力，设引力 x y zF F F= + +F i j k ，显然 0x yF F= =  

zF = 2
1 cos dK v
r

θ
Ω

⋅∫∫∫ = 2
1 dzK v

rr
Ω

⋅∫∫∫ ，取中Ω是圆柱体，r 是圆柱中任一点 ( , , )M x y z 处小

体积元素 dv 到原点（单位质点）的距离 2 2 2r x y z= + + ，θ 为OM
JJJJG

和 k
G
的夹角， 
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于是 

           zF = 2
1 dzK v

rr
Ω

⋅∫∫∫ =
( )3

2 2 2
dzK v

x y zΩ + +
∫∫∫ （利用柱坐标计算） 

             =
2

2 2 30 0 0

dd d
( )

R H z zK r r
r z

θ
π

+∫ ∫ ∫ =
2 20

1 12 d
R

K r r
r r H

⎛ ⎞
π −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
∫  

             = ( )2 22 R R H H Kπ − + +     

引力方向同 z 轴正向（ 2 2R H R H+ > + , 0zF > ）. 

10.3.7  考研真题 

【例 1】（2010 年数一）  设 { }2 2( , , ) | 1x y z x y zΩ = + ≤ ≤ ，则 Ω 的形心的竖坐标

z =         . 

解：
2
3

z = . 

因为

d

d

z v
z

v
Ω

Ω

=
∫∫∫
∫∫∫

, 

而              
2 2

1 1
2

0 0
d d d d d

3
x y z

z v z z x y z z
Ω +

π
= = π =∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫

≤

， 

                    
2 2

1 1

0 0
d d d d d

2
x y z

v z x y z z
Ω +

π
= = π =∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫

≤

， 

所以
2
3

z = . 

【例 2】（2001 年数一） 设有一高度为 ( )h t （ t 为时间）的雪堆在融化过程中，其侧面满

足方程 
2 2( )( )
( )

z x yz h t
h t
+

= −  

（设长度单位为 cm，时间单位为 h），已知体积减少的速率与侧面积成正比例（比例系数

0.9 ），问高度为 130（cm）的雪堆全部融化需多少时间？  

解：记V 为雪堆体积， S 为雪堆的侧面积，则（ 1D ： 2 2 21 ( ) ( )
2

x y h t h t z⎡ ⎤+ − ⋅⎣ ⎦≤ ） 

1

( )

0
d d d

h t

D

V z x y= ∫ ∫∫
( )

2 3

0

1 ( ) ( ) d ( )
2 4

h t
h t h t z z h tπ⎡ ⎤= π − ⋅ =⎣ ⎦∫  

2

2 2

2
16( )1 d d

( )
D

x yS x y
h t

+
= +∫∫   （ 2D ：

2
2 2 ( )

2
h tx y+ ≤ ） 
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( ) 12

2 2 22 2
0 0

1 13d ( ) 16 d ( )
( ) 12

h t

h t r r r h t
h t

θ
π π⎡ ⎤= + =⎣ ⎦∫ ∫  

由题意知 d 0.9
d
v S
t
= − ，所以

d ( ) 13
d 10
h t

t
= − ，因此

13( )
10

h t t C= − +  

由 (0) 130h = 得
13( ) 130
10

h t t= − + ，令 ( ) 0h t → ，得 100(h)t =  

因此，高度为130m 的雪堆全部融化所需时间为100h .  

评注：此题应注意曲面面积公式的应用. 

【例 3】（2000 年数一） 设有一半径为 R 的球体， 0P 是此球体的表面上的一个定点，球体

上任一点的密度与该点到 0P 的距离的平方成正比（比例常数 0k > ），求球体的重心（质心）

的位置. 
解：记所考虑的球体为Ω，以Ω的球心为原点O ，射线 0OP 为正 x 轴建立直角坐标系，

则点 0P 的坐标为 ( ,0,0)R ，球面的方程为 2 2 2 2x y z R+ + = ，设Ω的重心位置为 ( , , )x y z ，由对

称性得 0y = ， 0z = ， x =

2 2 2

2 2 2

( ) d

( ) d

xk x R y z v

k x R y z v
Ω

Ω

⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

∫∫∫
∫∫∫

，而 

                 2 2 2( ) dx R y z v
Ω

⎡ ⎤− + +⎣ ⎦∫∫∫  

                = 2 2 2( )dx y z v
Ω

+ +∫∫∫ + 2dR v
Ω
∫∫∫  

                = 2 22 2

0 0 0
8 d d sin d

R
r r rθ ϕ ϕ

π π

⋅∫ ∫ ∫ + 54
3

Rπ = 532
15

Rπ  

2 2 2( ) dx x R y z v
Ω

⎡ ⎤− + +⎣ ⎦∫∫∫ = 22 dR x v
Ω

− ∫∫∫ = 2 2 22 ( )d
3
R x y z v

Ω

− + +∫∫∫ = 68
15

R− π  

∴ x =
6

5

8
15

32
15

k R

k R

− π

π
=

4
R

− . 所以Ω的重心位置为 ,0,0
4
R⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

评注：应熟练掌握空间物体质心公式. 

【例 4】（2013 年数一） 设直线 L 过 (1,0,0)A , (0,1,1)B 两点，将 L 绕 z 轴旋转一周得到曲

面Σ，Σ与平面 0, 2z z= = 所围成的立体为Ω， 
（1）求曲面Σ的方程； 
（2）求Ω的形心坐标. 

解：（1） ( 1,1,1)AB = −
JJJG

 
1:

1 1 1
x y zL −

= =
−

， ( , , )M x y z∀ ∈Σ，对应于 L 上的点 0 0 0 0( , , )M x y z  

则 2 2 2 2
0 0x y x y+ = + ， 
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0

0

1x z
y z
= −⎧

⎨ =⎩
得Σ： 2 2 22 2 1x y z z+ = − +  

（2）显然 0, 0x y= =  

d

d

z v
z

v
Ω

Ω

=
∫∫∫
∫∫∫

 

2 2 3 2

0 0

14d d d d (2 2 )d
3

zD

z v z z x y z z z z
Ω

= = π − + = π∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫  

2 2 2

0 0

10d d d d (2 2 1)d
3

zD

v z x y z z z
Ω

= = π − + = π∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫  

所以
7
5

z = . 

所以Ω的形心坐标为
70,0,
5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

评注：注意旋转曲面方程的求法；在三重积分的计算中，巧妙运用截面法使计算简化. 

10.3.8  总习题十选讲 

2．计算下列二重积分： 

（3） 2 2 2 d
D

R x y σ− −∫∫ ，其中 D 是圆周 x2+y2 = Rx 所围成的闭区域. 

（4） 2( 3 6 9)d
D

y x y σ+ − +∫∫ ，其中 D = {(x, y)|x2+y2≤R2}.  

解：（3）在极坐标下积分区域 D 可表示为 

,  0 cos
2 2

Rθ ρ θπ π
− ≤ ≤ ≤ ≤ , 

于是      2 2 2 2 2d d d
D D

R x y Rσ ρ ρ ρ θ− − = −∫∫ ∫∫  

            
cos3cos 2 2 2 22 2 2

0 02 2

1d d ( ) d
3

R
R

R R
θ

θ
θ ρ ρ ρ ρ θ

π π

π π− −

⎡ ⎤
= − = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

            
3 3

2 23 3 3

02

2 1(1 | sin |)d (1 sin )d (3 4)
3 3 9

R R Rθ θ θ θ
π π

π−
= − = − = π −∫ ∫ .  

（4）因为积分区域 D 关于 x 轴、y 轴对称, 所以 

3 d 6 d 0
D D

x yσ σ= =∫∫ ∫∫ . 

29d 9 d 9
D D

Rσ σ= = π∫∫ ∫∫ . 
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因为             2 2 2 21d d ( )d
2

D D D

y x x yσ σ σ= = +∫∫ ∫∫ ∫∫ ,  

所以          2 2 2 21( 3 6 9)d 9 ( )d
2

D D

y x y R x yσ σ+ − + = π + +∫∫ ∫∫  

                
22 2 2 4

0 0

19 d d 9
2 4

R
R R Rθ ρ ρ ρ

π π
= π + ⋅ = π +∫ ∫ .  

3．交换下列二次积分的次序:  

（1）
14 ( 4)2

0 4
d ( , )d

y

y
y f x y x

−

− −∫ ∫ ;  

（2）
1 2 3 3

0 0 1 0
d ( , )d d ( , )d

y y
y f x y x y f x y x

−
+∫ ∫ ∫ ∫ ;  

（3）
21 1 1

0
d ( , )d

x

x
x f x y y

+ −

∫ ∫ .  

解：（1）积分区域为 

{ }1( , ) | 0 4,  4 ( 4)
2

D x y y y x y= − − −≤ ≤ ≤ ≤ , 

并且 D 又可表示为 

D = {(x, y)|−2≤x≤0, 2x+4≤y≤−x2+4}, 

所以             
214 ( 4) 0 42

0 4 2 2 4
d ( , )d d ( , )d

y x

y x
y f x y x x f x y y

− − +

− − − +
=∫ ∫ ∫ ∫ .  

（2）积分区域为 

D = {(x, y)|0≤y≤1, 0≤x≤2y}∪ {(x, y)|1≤y≤3, 0≤x≤3−y}, 

并且 D 又可表示为 

{ }1( , ) | 0 2,  3
2

D x y x x y x= −≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以        
1 2 3 3 2 3

10 0 1 0 0 2

d ( , )d d ( , )d d ( , )d
y y x

x
y f x y x y f x y x x f x y y

− −
+ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .  

（3）积分区域为 
2{( , ) | 0 1,  1 1 }D x y x x y x= + −≤ ≤ ≤ ≤ , 

并且 D 又可表示为 
2 2{( , ) | 0 1,  0 } {( , ) |1 2,  0 2 }D x y y x y x y y x y y= −∪≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以     
2 2 21 1 1 1 2 2

0 0 0 1 0
d ( , )d d ( , )d d ( , )d

x y y y

x
x f x y y y f x y x y f x y x

+ − −
= +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .  

5．把积分 ( , )d d
D

f x y x y∫∫ 表为极坐标形式的二次积分，其中积分区域 D = {(x, y)|x2≤y≤1, 

−1≤x≤1}.  
解：在极坐标下积分区域可表示为 D = D1+D2+D3,  
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其中                  1 :  0 ,  0 tan sec
4

D θ ρ θ θπ
≤ ≤ ≤ ≤ ,  

                      2
3:  ,  0 csc

4 4
D θ ρ θπ π

≤ ≤ ≤ ≤ ,  

                      3
3:  ,  0 tan sec
4

D θ ρ θ θπ
π≤ ≤ ≤ ≤ ,  

所以            
tan sec4

0 0
( , )d d d ( cos , sin ) d

D

f x y x y f
θ θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ
π

=∫∫ ∫ ∫  

                             
3 csc
4

04

d ( cos , sin ) df
θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ
π

π
+∫ ∫  

                             
tan sec

3 04

d ( cos , sin ) df
θ θ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ
π

π
+∫ ∫ .  

8．计算下列三重积分： 

（1） 2d d dz x y z
Ω
∫∫∫ ，其中Ω是两个球 x2+y2+z2≤R2 和 x2+y2+z2≤2Rz(R>0)的公共部分； 

（2）
2 2 2

2 2 2
ln( 1) d

1
z x y z v

x y z
Ω

+ + +
+ + +∫∫∫ ，其中Ω是由球面 x2+y2+z2 = 1 所围成的闭区域;  

（3） 2 2( )dy z v
Ω

+∫∫∫ ，其中Ω是由 xOy 面上曲线 y2 = 2x 绕 x 轴旋转而成的曲面与平面 x = 5

所围成的闭区域.  

解：（1）两球面的公共部分在 xOy 面上的投影
2

2 2 3
2

x y R
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ , 

在柱面坐标下积分区域可表示为 

2 2 2 23:  0 2 ,  0 ,  
2

R R R z R Rθ ρ ρ ρΩ π − − −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

所以          
2 2

2 2

322 22

0 0
d d d d d d

R R

R R
z x y z z z

ρ

ρ
θ ρ ρ

π −

− −
Ω

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

             
3 3

2 2 2 2 3 52 2
0

1 592 ( ) ( ) d
3 480

R
R R R Rρ ρ ρ ρ

⎡ ⎤
= π − − − − = π⎢ ⎥⎣ ⎦∫ .  

（2）因为积分区域Ω关于 xOy 面对称，而被积函数为关于 z 的奇函数,  

所以                    
2 2 2

2 2 2
ln( 1) d 0

1
z x y z v

x y z
Ω

+ + +
=

+ + +∫∫∫ .  

（3）曲线 y2 = 2x 绕 x 轴旋转而成的曲面的方程为 y2+z2 = 2x. 由曲面 y2+z2 = 2x 和平面 x = 5
所围成的闭区域Ω在 yOz 面上的投影区域为 

2 2 2:  ( 10)yzD y z+ ≤ , 

在柱面坐标下此区域又可表示为 

21:  0 2 , 0 10,  5
2

xθ ρ ρΩ π≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , 
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所以             
2

2 10 52 2 2
10 0 2

( )d d d dy z v x
ρ

θ ρ ρ ρ
π

Ω

+ = ⋅∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

                
10 3 2

0

1 2502 5 d
2 3

ρ ρ ρ⎛ ⎞= π − = π⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ .  

10．求平面 1x y z
a b c
+ + = 被三坐标面所割出的有限部分的面积.  

解：平面的方程可写为
c cz c x y
a b

= − − ，所割部分在 xOy 面上的投影区域为 

{ }( , ) | 1,  0,  0x yD x y x y
a b

= + ≤ ≥ ≥ , 

于是          
2 2 2 2

2 21 d d 1 d d
D D

z z c cA x y x y
x y a b
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫∫ ∫∫  

                
2 2 2 2

2 2 2 2
11 d d 1
2

D

c c c cx y ab
a b a b

= + + = + +∫∫ .  

11．在均匀的半径为 R 的半圆形薄片的直径上，要接上一个一边与直径等长的同样材料

的均匀矩形薄片，为了使整个均匀薄片的质心恰好落在圆心上，问接上去的均匀矩形薄片另

一边的长度应是多少？ 
解：设所求矩形另一边的长度为 H，建立坐标系，使半圆的直径在 x 轴上，圆心在原点. 不

妨设密度为ρ = 1g/cm3.  
由对称性及已知条件可知 0x y= = ，即 

d d 0
D

y x y =∫∫ , 

从而                       
2 2

d d 0
R R x

R H
x y y

−

− −
=∫ ∫ ,  

即                       3 2 21 [( ) ]d 0
2

R

R
R x H x

−
− − =∫ ,  

亦即                        3 2 21 0
3

R R RH− − = ,  

从而                             2
3

H R= .  

因此，接上去的均匀矩形薄片另一边的长度为
2
3

R .  

12．求由抛物线 y = x2 及直线 y = 1 所围成的均匀薄片(面密度为常数μ)对于直线 y = −1 的

转动惯量.  
解：抛物线 y = x2 及直线 y = 1 所围成区域可表示为 

D = {(x, y)|−1≤x ≤1, x2≤y≤1}, 
所求转动惯量为 

2

1 1 12 2 2 3

1 1

1 368( 1) d d d ( 1) d [8 ( 1) ]d
3 105x

D

I y x y x y y x xμ μ μ μ
− −

= + = + = − + =∫∫ ∫ ∫ ∫ . 
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13．设在 xOy 面上有一质量为 M 的匀质半圆形薄片, 占有平面闭域 D={(x, y)|x2+y2≤R2, y
≥0}，过圆心 O 垂直于薄片的直线上有一质量为 m 的质点 P, OP=a. 求半圆形薄片对质点 P
的引力.  

解：设 P 点的坐标为(0, 0, a). 薄片的面密度为 2
2

2
1
2

M M
RR

μ = =
ππ

.  

设所求引力为 F = (Fx, Fy, Fz).  
由于薄片关于 y 轴对称, 所以引力在 x 轴上的分量 Fx = 0, 而 

              
2

2 2 2 3/2 2 2 3/20 0

sind d d
( ) ( )

R

y
D

m yF G m G
x y a a

μ ρ θσ μ θ ρ
ρ

π
= =

+ + +∫∫ ∫ ∫  

                
2 2

2 2 3/2 2 2 3/20 0 0
sin d d 2 d

( ) ( )

R R
m G m G

a a
ρ ρμ θ θ ρ μ ρ

ρ ρ

π
= =

+ +∫ ∫ ∫  

                
2 2

2 2 2

4 lnGmM R a R R
aR a R

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟= −⎜ ⎟π +⎝ ⎠
,  

              
2

2 2 2 3/2 2 2 3/20 0
d d d

( ) ( )

R

z
D

m aF G m Ga
x y a a

μ ρσ μ θ ρ
ρ

π
= − = −

+ + +∫∫ ∫ ∫  

                
2

2 2 3/2 2 2 20

2d 1
( )

R GmM am Ga
a R a R

ρμ ρ
ρ

⎛ ⎞= −π = − −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∫  .  

 



 

 

第 11 章  曲线积分与曲面积分 

11.1  两类曲线积分的概念、性质及计算方法 

11.1.1  基本要求 

1．理解两类曲线积分的概念、性质及相互关系； 
2．掌握计算两类曲线积分的方法； 
3．会用曲线积分的本质意义求一些简单的几何量和物理量 

11.1.2  基本内容 

1．第一类曲线积分（对弧长的曲线积分） 

设 L 为 xOy 面内的一条光滑曲线弧，函数 f(x, y)在 L 上有界. 在 L 上任意插入一点列 M1，

M2，⋅ ⋅ ⋅，Mn−1 把 L 分在 n 个小段. 设第 i 个小段的长度为Δsi，又(ξi，ηi)为第 i 个小段上任意

取定的一点，作和
1

( , )
n

i i i
i

f s
=

Δ∑ ξ η ，如果当各小弧段的长度的最大值 λ→0，如果这和的极限存

在，则称此极限为函数 f(x, y)在曲线弧 L 上对弧长的曲线积分或第一类曲线积分，记作

( , )d
L

f x y s∫ ，即
0 1

( , )d lim ( , )
n

i i iL i
f x y s f s

λ
ξ η

→ =

= Δ∑∫ . 

其中 f (x, y)叫做被积函数，L 叫做积分弧段.     
注： 

（1）当 f(x, y)在光滑曲线弧 L 上连续时，则曲线积分 ( , )d
L

f x y s∫ 是存在的.   

（2）平面曲线形构件的质量就是曲线积分 ( , )d
L

x y s∫ μ 的值，其中μ(x, y)为线密度.   

（3）对弧长的曲线积分在三维空间的情形：
0 1

( , , )d lim ( , , )
n

i i i i
i

f x y z s f s
λ

ξ η ζ
→Γ =

= Δ∑∫ .  

（4）如果 L 是闭曲线，则记作 ( , )d
L

f x y s∫○ .   

2．对弧长的曲线积分的性质  

（1）设 c1、c2 为常数，则 

1 2 1 2[ ( , ) ( , )]d ( , )d ( , )d
L L L

c f x y c g x y s c f x y s c g x y s+ = +∫ ∫ ∫ ； 

（2）若积分弧段 L 可分成两段光滑曲线弧 L1 和 L2，则  

1 2

( , )d ( , )d ( , )d
L L L

f x y s f x y s f x y s= +∫ ∫ ∫ ; 
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（3）设在 L 上 f(x, y)≤g(x, y)，则 

( , )d ( , )d
L L

f x y s g x y s∫ ∫≤ . 

（4）                   | ( , )d | | ( , ) | d
L L

f x y s f x y s∫ ∫≤  

3．对弧长的曲线积分的计算法 

设 f(x, y)在曲线弧 L 上有定义且连续，L 的参数方程为 

x = ϕ(t)，y = ψ(t) (α≤t≤β), 

其中 ϕ(t)、ψ(t)在[α，β]上具有一阶连续导数，且 ϕ′2(t)+ψ′2(t)≠0，则 

2 2( , )d [ ( ), ( )] ( ) ( )d
L

f x y s f t t t t t
β

α
ϕ ψ ϕ ψ′ ′= +∫ ∫ (α<β). 

注： 
（1）若曲线 L 由方程 y = ψ(x)(a≤x≤b)给出，则 

2( , )d [ , ( )] 1 ( )d
b

L a
f x y s f x x x x′= +∫ ∫ ψ ψ .( a b< ) 

（2）若曲线 L 由方程 x = ϕ(y)(c≤y≤d)给出，则 

2( , )d [ ( ), ] 1 ( )d ( )
d

L c
f x y s f y y y y c d′= + <∫ ∫ ϕ ϕ . 

（3）若曲线 L 由极坐标方程 ( ) ( )ρ = ρ θ α θ β≤ ≤ 给出，则 

2 2( , )d ( cos , sin ) ( ) ( )d ( )
L

f x y s f ′= + <∫ ∫
β

α
ρ θ ρ θ ρ θ ρ θ θ α β  

（4）若三维空间曲线 Γ 的方程为 x = ϕ(t)，y = ψ(t)，z = ω(t)(α≤t≤β)，则： 
2 2 2( , , )d [ ( ), ( ), ( )] ( ) ( ) ( )d ( )f x y z s f t t t t t t t

Γ
′ ′ ′= + + <∫ ∫

β

α
ϕ ψ ω ϕ ψ ω α β .   

4．第二类曲线积分（对坐标的曲线积分） 

设函数 ( , ) ( , )P x y Q x y、 在 xOy 平面内的有向光滑曲线 L上有界. 把 L分成 n 个有向小弧段

L1, L2, ⋅ ⋅ ⋅, Ln；小弧段 Li 的起点为(xi−1，yi−1)，终点为(xi，yi)，Δxi = xi−xi−1，Δyi = yi−yi−1; (ξi，

η)为 Li 上任意一点，λ 为各小弧段长度的最大值. 如果极限
0

1

lim ( , )
n

i i i
i

P x
λ

ξ η
→

=

Δ∑ 存在，则称此极

限为 ( , )P x y 在有向曲线 L 上对坐标 x 的曲线积分，记作 ( , )d
L

P x y x∫ ，如果极限

0
1

lim ( , )
n

i i i
i

Q y
λ

ξ η
→

=

Δ∑ 存在，则称此极限为函数 ( , )Q x y 在有向曲线 L 上对坐标 y 的曲线积分，记

作 ( , )d
L
Q x y y∫ .  

上述定义可以类似推广到积分弧段为空间有向曲线弧的情形. 
注： 
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（1）             ( , )d ( , )d ( , )d ( , )d
L L L

P x y x Q x y y P x y x Q x y y+ = +∫ ∫ ∫ ;  

（2）                ( , , )d ( , , )d ( , , )dP x y z x Q x y z y R x y z z
Γ Γ Γ

+ +∫ ∫ ∫  

    ( , , )d ( , , )d ( , , )dP x y z x Q x y z y R x y z z
Γ

= + +∫ . 

5．对坐标的曲线积分的性质  

（1）如果把 L 分成两段 L1 和 L2，则 

1 2

d d d d d d
L L L

P x Q y P x Q y P x Q y+ = + + +∫ ∫ ∫ . 

（2）设 L 是有向曲线弧，−L 是与 L 方向相反的有向曲线弧，则 

( , )d ( , )d ( , )d ( , )d
L L

P x y x Q x y y P x y x Q x y y
−

+ = − +∫ ∫ . 

6．对坐标的曲线积分的计算法  

设 P(x, y)、Q(x, y)是定义在光滑有向曲线 L：x = ϕ(t)，y = ψ(t) （ ( ), ( )t tϕ ψ 有一阶连续导

数）上的连续函数，当参数 t 单调地由 α 变到 β 时，点 M(x, y)从 L 的起点 A 沿 L 运动到终点

B，则 

( , )d ( , )d { [ ( ), ( )] ( ) [ ( ), ( )] ( )}d
L

P x y x Q x y y P t t t Q t t t t
β

α
ϕ ψ ϕ ϕ ψ ψ′ ′+ = +∫ ∫ . 

注：（1）下限 a 对应于 L 的起点，上限 β 对应于 L 的终点，α 不一定小于 β .  
（2）推广到空间：若空间光滑有向曲线 Γ 由参数方程 x =ϕ (t)，y = ψ(t)，z = ω(t)给出

（ ( ), ( ), ( )t t tϕ ψ ω 有一阶连续导数），则类似有 

 

( , , )d ( , , )d ( , , )d

{ [ ( ), ( ), ( )] ( ) [ ( ), ( ), ( )] ( ) [ ( ), ( ), ( )] ( )}d ,

P x y z x Q x y z y R x y z z

P t t t t Q t t t t R t t t t t
β

α
ϕ ψ ω ϕ ϕ ψ ω ψ ϕ ψ ω ω

Γ
+ +

′ ′ ′= + +

∫

∫
 

其中 α 对应于 Γ 的起点，β 对应于 Γ 的终点.  

7．两类曲线积分之间的联系 

d d ( cos sin )d
L L

P x Q y P Q sα β+ = +∫ ∫ ( , ) (cos ,cos )d d
L L

P Q sα β= ⋅ = ⋅∫ ∫ F r , 

其中 F = (P, Q)，T = (cosα, cosβ)为有向曲线弧 L 上点(x, y)处单位切向量，dr = Tds = (dx, dy).   
类似地有 

d d d ( cos cos cos )d

( , , ) (cos ,cos ,cos )d d .

P x Q y R z P Q R s

P Q R s

α β γ

α β γ

Γ Γ

Γ Γ

+ + = + +

= ⋅ = ⋅

∫ ∫
∫ ∫ F r

 

其中 F = (P, Q, R)，T = (cosα, cosβ, cosγ)为有向曲线弧 Γ 上点(x, y, z)处的单位切向量，dr = Tds = 

(dx, dy, dz ). 
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11.1.3  典型例题 

【例 1】 计算 3(sin )d
L

x y s+∫○ ，其中 L 是圆周 2 2 2x y R+ =    

解：因为 sin x 是关于 x 的奇函数，积分曲线 L 关于 y 轴对称，所以 sin d 0
L

x s =∫○  

同理， 3y 是关于 y 的奇函数，积分曲线 L 关于 x 轴对称，所以 3d 0
L

y s =∫○  

所以积分的值为 0. 

评注：当积分曲线是对称曲线时，应先观察被积函数是否也有对称性及反对称性.  

【例 2】 计算 2 2 d
L

x y s+∫○ ，其中 L 是圆周 2 2x y ax+ =  

解法 1： L 的参数方程 
cos

2 2

sin
2

a ax t

ay t

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

0 2t π≤ ≤ ，所以 2 2 1 cos
2

ax y t+ = + , 

d d
2
as t= ，原式 = 

2 22 2

0 0
1 cos d cos d

2 22 2
a a tt t t

π π
+ =∫ ∫  

                               2 2 22

0 0
cos d 2 cos d 2a u u a u u a

π
π

= = =∫ ∫  

解法 2：L 的极坐标方程 cos , ,
2 2

r a π π⎡ ⎤= ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
θ θ ， 2 2x y r+ =  

2 2d d d ,s a′= + =ρ ρ θ θ 所以 原式 = 2 22

2

cos d 2a a
π

π
−

=∫ θ θ  

评注：当 L 为椭圆曲线（圆是其特例）时，用极坐标方程或参数方程计算一般较易，要注

意偏心圆的参数方程和积分中出现的绝对值符号以及下限小于上限.  

【例 3】 计算 2

 
dsy

Γ∫ ，其中Γ 为空间曲线
2 2 2 2 ,  ( 0)

,
x y z a a
x z a

⎧ + + =⎪ >⎨
+ =⎪⎩

. 

解：Γ 在 xOy 平面的投影曲线： 2 2 2 2( )x y a x a+ + − = ，即 2 22 2 0x y ax+ − = ， 0z = 化为

椭圆的标准方程
2

2 212
2 2
ax y a⎛ ⎞− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

利用椭圆的参数方程得Γ 的参数方程为 

1 1 cos ,
2 2

: sin ,       0 2 .
2

1 1 cos ,
2 2

x a a

ay

z a x a a

θ

θ θ

θ

⎧ = +⎪
⎪
⎪Γ = π⎨
⎪
⎪

= − = −⎪
⎩

≤ ≤  

由 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1d d sin cos sin d d
4 2 4 2

as x y z a a a′ ′ ′= + + = + + =θ θ θ θ θ θ . 
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所以 
3 32π 2π2 2 2 2

 0 0

1 πds sin d sin d
2 2 2 2 2 2

a a ay a
Γ

= ⋅ = =∫ ∫ ∫θ θ θ θ . 

评注：根据空间曲线Γ 的特性，先将其投影到坐标平面求出投影曲线的参数方程，进而得

到Γ 的参数方程是化为定积分的常用解题方法.  
【例 4】 计算 2 2 2 2

 
( )d ( )d

L
x y x x y y+ + −∫ ，L: 1 1y x= − − 从对应于 0x = 时的点到 2x = 时

的点的一段弧. 
解： 1L 的方程 y x= (0 1)x≤ ≤ ，有 

1

 12 2 2 2 2

  0

2( )d ( )d 2 d
3L

x y x x y y x x+ + − = =∫ ∫ ． 

2L 的方程 2y x= − (1 2)x≤ ≤ ，则 

2

2 2 2 2

 

 2  22 2 2 2

 1  1

 2 2

  1

( ) d ( )d

[ (2 ) ]d [ (2 ) ] ( 1)d

2 2(2 ) d .
3

L
x y x x y y

x x x x x x

x x

+ + −

= + − + − − ⋅ −

= − =

∫

∫ ∫
∫  

所以                        2 2 2 2

 

4( )d ( )d
3L

x y x x y y+ + − =∫  

评注：对于含绝对值的积分曲线，第一步是将曲线分段表示以去绝对值符号，第二步是

将有向曲线向两个坐标轴分别投影（也可向一个坐标轴投影））得到定积分的对应上下限（不

一定下限小于上限，此与第一类曲线积分不同），本题是向 x轴投影，此时 ( )y y x= ，d dy y x′= ，

当然向 y 轴投影亦可（此时 ( ),x x y= d dx x y′= ）.  

【例 5】 ( )d ( )d ( )d
L

I z y x x z y x y z= − + − + −∫○ ， L 为椭圆周
2 2 1

2
x y
x y z

⎧ + =⎪
⎨

− + =⎪⎩
，且从 z 轴正方

向看去， L 取顺时针方向.  
解： L 的参数方程为 cosx t= ， siny t= ， 2 cos sinz t t= − + ， t 从 2π 变到 0 ， 

0 2 2

2

( )d ( )d ( )d

(3cos sin 2sin 2cos )d 2

L
I z y x x z y x y z

t t t t t
π

= − + − + −

= − − − = − π

∫

∫

○
 

评注：将空间曲线化为参数方程是化为定积分的计算的关键一步，同时注意 t 从 2π变到 0 .  

【例 6】 一个质点在力 F 的作用下从点 A(a, 0)沿椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 按逆时针方向移动到点

B(0, b)，F 的大小与质点到原点的距离成正比，方向恒指向原点. 求力 F 所作的功 W.  

解：因为椭圆的参数方程为 x = acost，y = bsint ，t 从 0 变到
2
π

.  

设向径 OM x y
→

= = +r i j ，由已知 | | ( )
| |

k k x y⎛ ⎞−= ⋅ ⋅ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
F r i j

r
， d (d ,d )x y=l  
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d d d
AB AB

W kx x ky y= ⋅ = − −∫ ∫F l
� �

2 22

0
( cos sin sin cos )dk a t t b t t t

π

= − − +∫  

              2 2 2 22

0
( ) sin cos d ( )

2
kk a b t t t a b

π

= − = −∫ .  

评注：第二类曲线积分的物理意义是变力沿曲线作功，本题是个典型的例子，由于力的

方向恒指向原点，与向径方向相反，所以取负号.  
【例 7】 把第二类曲线积分 ( , )d ( , )d

L
P x y x Q x y y+∫ 化为第一类曲线积分，其中 L 为圆周

2 2 1x y+ = 在第一象限的部分，取逆时针方向． 

解：L 的参数方程为 cosx = θ ， siny = θ ，θ 从 0 变到
2
π
， 

L 在点 ( , )x y 的切向量为 ( ( ), ( ))x yθ θ′ ′= ±t ( sin , cos )= − θ θ ( , )y x= − ，单位切向量为 

2 2
cos y y

x y

−
= = −

+
α ，

2 2
cos x x

x y
= =

+
β ． 

由两类曲线积分的关系 

( , )d ( , )d
L

P x y x Q x y y+∫ ( ( , )cos ( , )cos )d
L

P x y Q x y s= +∫ α β ( ( , ) ( , ))d
L

yP x y xQ x y s= − +∫ ． 

评注：解题的关键是求出与曲线弧 L 方向一致的单位切向量 (cos ,cos )α β ，由于 L 在 xOy

坐标面取逆时针方向且位于第一象限，所以切向量的第一坐标应取负号. 空间曲线的单位切向

量 (cos ,cos ,cos )α β γ 同样应注意这个问题，有关切向量的求法请参阅同济 6版高数下册P94-96.  

11.1.4  释疑解难 

1．对弧长的曲线积分与对坐标的曲线积分在化为定积分时定积分限有何注意点？ 
答：由于对弧长曲线积分和式中的 isΔ 非负，所以化为定积分时上限必须大于下限，而对

坐标的曲线积分，其积分和式中的 ixΔ 、 iyΔ 和 izΔ 分别表示有向小曲线段在 X 轴，Y 轴和 Z 轴

上的投影，其值可能正可能负，它与积分路径的方向有关，化为定积分时必须下限对应积分

路径的起点，上限对应积分路径的终点，因此上限未必大于下限. 
2．利用积分区域的对称性和被积函数的奇偶性计算积分，应注意什么？ 
答：积分区域无向的积分（如第一类曲线（曲面）积分，二重，三重积分）都可以利用

积分区域的对称性和被积函数的奇偶性来简化计算. 以二重积分 ( , )d
D

I f x y= ∫∫ σ 为例： 

（1）若积分区域 D 关于 y 轴对称，那么 
当 f (x, y)关于 x 是奇函数( ( , ) ( , )f x y f x y− = − )时，I = 0； 

当 f (x, y) 关 于 x 是 偶 函 数 ( ( , ) ( , )f x y f x y− = ) 时 ，
1

2 ( , )d
D

I f x y= σ∫∫ ， 其 中

1 { ( , ) ( , ) }, 0D x y x y xD= ∈ ≥ . 
（2）若积分区域 D 关于 x 轴对称，那么 
当 f(x, y)关于 y 是奇函数( ( , ) ( , )f x y f x y− = − )时，I = 0； 

当 f (x, y) 关 于 y 是 偶 函 数 ( ( , ) ( , )f x y f x y− = ) 时 ，
1

2 ( , )d
D

I f x y= σ∫∫ ， 其 中
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1 { ( , ) ( , ) }, 0D x y x y D y= ∈ ≥ . 
三重积分也类似分析. 
3．下面的解法错在哪里？ 

计算 | | d
L

y s∫ ，其中 L 是圆 2 2 2x y a+ = 上从点 A(0，a)顺时针到 ,B
2 2

a a⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

的圆弧. 

解：L 的方程为 2 2y a x= − ，则 
2

2 22
2 20

| | d d
2

a

L

a ay s a x x
a x

= − =
−∫ ∫  

答：这种解法是错误的.错在当点沿圆弧从 A 到 B 时，圆弧的方程开始是 2 2y a x= − ，

后来是 2 2y a x= − − ，应分段积分.正确的解法是： 

2 2 2 2

2 2 2 20
2

2
2

| | d | | d | | d d d

2
2

a a

aL AC CB

a ay s y s y s a x x a x x
a x a x

aa

∩ ∩= + = − − −
− −

= −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

4．对空间曲线的第二类曲线积分，常用哪些计算方法？ 
答：常用的有三种方法： 
一是将空间曲线化为参数方程，然后化为定积分计算，按路径的方向定积分限，这是最

常用的方法； 

二是将空间曲线向某坐标面投影将积分化为平面曲线积分. 现以计算 ( , , )dR x y z z
Γ∫ 为例，

设Γ 由方程组
( , , ) 0
( , , ) 0

F x y z
G x y z

=⎧
⎨ =⎩

给出，它在 xOy 平面上的投影柱面为 C：f (x, y) = 0（从方程组中

消去 z 而得），并且 R(x, y, z)在Γ 上的点(x, y, z)处的值，就等于 R[x,y,f(x, y)]在 C 上点(x, y)处的

值. 再对Γ 的方程两边求微分得方程组 

d d d 0
d d d 0

x y z

x y z

F x F y F z
G x G y G z

+ + =⎧⎪
⎨ + + =⎪⎩

 

解出 dz，于是便可将 R(x, y, z)在Γ 上的曲线积分 ( , , )dR x y z z
Γ∫ 化为 R[x, y, f(x, y)]在平面曲

线 C 上的曲线积分； 
三是利用斯托克斯公式（后面介绍）计算. 

11.1.5  部分习题解答 

【习题 11-1】 
3．计算下列对弧长的曲线积分:  

（1） 2 2( ) dn

L
x y s+∫○ ，其中 L 为圆周 x = acos t ，y = asin t (0≤t≤2π);  

（2） ( )d
L

x y s+∫ ，其中 L 为连接(1, 0)及(0, 1)两点的直线段;  
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（3） d
L

x s∫○ ，其中 L 为由直线 y = x 及抛物线 y = x2 所围成的区域的整个边界;  

（4）
2 2

dx y

L
e s+∫○ ，其中 L 为圆周 x2+y2 = a2，直线 y = x 及 x 轴在第一象限内所围成的扇形

的整个边界;  

（5） 2 2 2
1 ds

x y zΓ + +∫ ，其中Γ为曲线 x = etcos t ，y = etsin t ，z = et 上相应于 t 从 0 变到

2 的这段弧;  

（6） 2 dx yz s
Γ∫ ，其中Γ为折线 ABCD，这里 A、B、C、D 依次为点(0, 0, 0)、(0, 0, 2)、   

(1, 0, 2)、(1, 3, 2); 

（7） 2d
L

y s∫ ，其中 L 为摆线的一拱 x = a(t−sin t)，y = a(1−cos t)(0≤t≤2π);  

（8） 2 2( )d
L

x y s+∫ ，其中 L 为曲线 x = a(cos t+t sin t)，y = a(sin t−t cos t)(0≤t≤2π).  

解：（1）    2 2( ) dn

L
x y s+∫○

2 2 2 2 2 2 2

0
( cos sin ) ( sin ) ( cos ) dna t a t a t a t t

π
= + − +∫  

                         =
2

2 2 2 2 2 2

0
( cos sin ) ( sin ) ( cos ) dna t a t a t a t t

π
+ − +∫  

                         
2

2 1 2 1

0
d 2n na t a

π
+ += = π∫ .  

（2）L 的方程为 y = 1−x (0≤x≤1);  
1

2

0
( )d ( 1 ) 1 [(1 ) ] d

L
x y s x x x x′+ = + − + −∫ ∫

1

0
( 1 ) 2 2x x dx= + − =∫ . 

（3）L1: y = x2(0≤x≤1), L2: y = x(0≤x≤1) .  

                  d
L

x s∫○
1 2

d d
L L

x s x s= +∫ ∫              

                        
1 12 2 2

0 0
1 [( ) ] d 1 ( ) dx x x x x x′ ′= + + +∫ ∫  

                        
1 12

0 0
1 4 d 2 dx x x x x= + +∫ ∫

1 (5 5 6 2 1)
12

= + − .  

（4）L = L1+L2+L3，其中 

                        L1: x = x, y = 0(0≤x≤a), 

                        L2: x = a cos t, y = a sin t 0
4

t π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤ , 

                        L3: x = x, y = x 20
2

x a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤ , 

因而     
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3

e d e d e d e dx y x y x y x y

L L L L
s s s s+ + + += + +∫ ∫ ∫ ∫○ ,  

                   
2

2 2 2 2 2 2 24 2

0 0 0
e 1 0 d e ( sin ) ( cos ) d e 1 1 d

a a
x a xx a t a t t x

π

= + + − + + +∫ ∫ ∫  
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                   e 22
4

a aπ⎛ ⎞= −+⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

（5）    
2 2 2d d dd d

d d d
x y zs t
t t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

              2 2 2(e cos e sin ) (e sin e cos ) e dt t t t tt t t t t= − + + + 3e dt t= ,  
2

2 2 2 2 2 2 2 20

1 1d 3e d
e cos e sin e

t
t t ts t

x y z t tΓ
=

+ + + +∫ ∫  

                                 
2

2 2

0
0

3 33e d (1 e )e2 22
t tt− −−⎡ ⎤= = = −−⎢ ⎥⎣ ⎦∫ .  

（6）Γ = AB+BC+CD，其中 

AB: x = 0, y = 0, z = t (0≤t≤1), 

BC: x = t, y = 0, z = 2(0≤t≤3), 

CD: x = 1, y = t, z = 2(0≤t≤3), 

故               2 2 2 2d d d d
AB BC CD

x yz s x yz s x yz s x yz s
Γ

= + +∫ ∫ ∫ ∫  

                         
1 3 3 2 2 2

0 0 0
0d 0d 2 0 1 0 d 9t t t t= + + + + =∫ ∫ ∫ . 

（7）         
22 2 2 2 2

0
d (1 cos ) [ ( sin ) ] [ (cos ) ] d

L
y s a t a t t a t t

π
′ ′= − − +∫ ∫  

                        
23 2

0
2 (1 cos ) 1 cos da t t t

π
= − −∫ 3256

15
a= .  

（8）         
2 2d dd d

d d
x ys t
t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2( cos ) ( sin ) d dat t at t t at t= + =  

2
2 2 2 2 2 2

0
( )d [ (cos sin ) (sin cos ) ] d

L
x y s a t t t a t t t at t

π
+ = + + −∫ ∫  

                           
2

3 2 2 3 2

0
(1 ) d 2 (1 2 )a t t t a

π
= + = π + π∫ .  

5．设螺旋形弹簧一圈的方程为 x = acos t，y = asin t，z = kt，其中 0≤t≤2π，它的线密度

ρ(x, y, z) = x2+y2+z2，求:  
（1）它关于 z 轴的转动惯量 Iz; (2)它的质心. 

解： 2 2 2d ( ) ( ) ( )ds x t y t z t t′ ′ ′= + + 2 2 da k t= + .  

（1）         2 2( ) ( , , )dz
L

I x y x y z s= +∫ ρ 2 2 2 2 2( )( )d
L

x y x y z s= + + +∫  

                  
2

2 2 2 2 2 2

0
( ) da a k t a k t

π
= + +∫ 2 2 2 2 2 22 (3 4 )

3
a a k a k= π + + π .  

（2）      2 2 2( , , )d ( )d
L L

M x y z s x y z sρ= = + +∫ ∫
2

2 2 2 2 2

0
( ) da k t a k t

π
= + +∫  
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2 2 2 2 22 (3 4 )

3
a k a k= π + + π , 

2 2 21 ( )d
L

x x x y z s
M

= + +∫
2

2 2 2 2 2

0

1 cos ( ) da t a k t a k t
M

π
= + +∫  

                
2

2 2 2
6

3 4
ak

a k
π

=
+ π

,  

2 2 21 ( )d
L

y y x y z s
M

= + +∫
2 2 2 2 2 2

0

1 sin ( ) da t a k t a k t
M

π
= + +∫  

                

2

2 2 2
6

3 4
ak

a k
− π

=
+ π

,  

2 2 21 ( )d
L

z z x y z s
M

= + +∫
2 2 2 2 2 2

0

1 ( ) dkt a k t a k t
M

π
= + +∫  

                  

2 2 2

2 2 2
3 ( 2 )

3 4
k a k
a k

π + π
=

+ π
,  

故质心坐标为
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
6 6 3 ( 2 ),  ,  

3 4 3 4 3 4
ak ak k a k

a k a k a k
⎛ ⎞π π π + π

−⎜ ⎟
+ π + π + π⎝ ⎠

.  

【习题 11-2】 
3．计算下列对坐标的曲线积分： 

（2） d
L

xy x∫○ ，其中 L 为圆周(x−a)2+y2 = a2(a>0)及 x 轴所围成的在第一象限内的区域的整

个边界(按逆时针方向绕行);  

（5） 2d d dx x z y y z
Γ

+ −∫ ，其中 Γ 为曲线 x = kθ，y = acosθ，z = asinθ 上对应 θ 从 0 到 π 的

一段弧; 

（7） d d dx y y z
Γ

− +∫○ ，其中 Γ 为有向闭折线 ABCA，这里的 A, B, C 依次为点(1, 0, 0)，(0, 1, 

0)，(0, 0, 1); 
解：（2）L = L1+L2，其中 
L1：x = a+acos t，y = asin t ，t 从 0 变到 π, 
L2：x = x,y = 0，x 从 0 变到 2a， 

因此      
1 2

d d d
L L L

xy x xy x xy x= +∫ ∫ ∫○
2

0 0
(1 cos ) sin ( cos ) d 0d

a
a t a t a a t t x

π
′= + + +∫ ∫  

                     
3 32 2

0 0
sin d sin dsin

2
a at t t t

π π π⎛ ⎞= − = −+⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ .  

（5）    2 2

0
d d d [( ) sin ( sin ) cos cos ]dx x z y y z k k a a a a

π

Γ
+ − = θ + θ − θ − θ θ θ∫ ∫  

                             
3 2 2 3 3 2

0

1( )d
3

k a k a
π

= θ − θ = π − π∫ . 

（7）Γ = AB+BC+CA，其中 
    AB：x = x, y = 1−x，z = 0，x 从 1 变到 0， 
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    BC：x = 0, y = 1−z，z = z，z 从 0 变到 1， 
    CA：x = x, y = 0，z = 1−x，x 从 0 变到 1, 

故        d d d d d d d d d d d d
L AB BC CA

x y y z x y y z x y y z x y y z− + = − + + − + + − +∫ ∫ ∫ ∫○  

                       
1 1 1

0 0 0
[1 (1 ) ]d [ (1 ) (1 )]d dx x z z t x′ ′= − − + − − + − +∫ ∫ ∫

1
2

= .  

4．计算 ( )d ( )d
L

x y x y x y+ + −∫ ，其中 L 是: 

（1）抛物线 2y x= 上从点(1, 1)到点(4, 2)的一段弧;  
（2）从点(1, 1)到点(4, 2)的直线段;  
（3）先沿直线从点(1, 1)到(1, 2)，然后再沿直线到点(4, 2)的折线; 
（4）曲线 x = 2t2+t+1，y = t2+1 上从点(1, 1)到(4, 2)的一段弧. 
解：（1）L：x = y2，y = y，y 从 1 变到 2，故  

2
2 2

1

( )d ( )d

34[( ) 2 ( ) 1]d
3

L
x y x y x y

y y y y y y

+ + −

= + ⋅ + − ⋅ =

∫

∫ .
 

（2）L：x = 3y−2，y = y，y 从 1 变到 2，故 

2

1

( )d ( )d

[(3 2 ) 3 ( 3 2) 1]d 11

L
x y x y x y

y y y y y

+ + −

= − + ⋅ + − + ⋅ =

∫

∫
 

（3）L = L1+L2，其中 
      L1：x = 1，y = y，y 从 1 变到 2， 
      L2：x = x,y = 2，x 从 1 变到 4, 

故         ( ) ( )d
L

x y dx y x y+ + −∫  

         
1 2

( )d ( )d ( )d ( )d
L L

x y x y x y x y x y x y= + + − + + + −∫ ∫  

         
2 4

1 1
( 1)d ( 2)d 14y y x x= − + + =∫ ∫ .  

（4）L：x = 2t2+t+1，y = t2+1，t 从 0 变到 1，故 
1

2 2

0

32( )d ( )d [(3 2)(4 1) ( ) 2 ]d
3L

x y x y x y t t t t t t t+ + − = + + + + − − ⋅ =∫ ∫  

5．一力场由沿横轴正方向的恒力 F 所构成，试求当一质量为 m 的质点沿圆周 x2+y2 = R2

按逆时针方向移过位于第一象限的那一段弧时场力所作的功.  
解：已知场力为 F = (|F|, 0)，曲线 L 的参数方程为 

x = R cos θ，y = R sin θ, 

θ 从 0 变到
2
π
，于是场力所作的功为 
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2

0
d | | d | | ( sin )d | |

L L
W F x F R F R

π

= ⋅ = = ⋅ − = −∫ ∫ ∫F r θ θ . 

6．设 z 轴与重力的方向一致，求质量为 m 的质点从位置(x1, y1, z1)沿直线移到(x2, y2, z2)时
重力所作的功.  

解：已知 F = (0, 0, mg). 设 Γ 为从(x1, y1, z1)到(x2, y2, z2)的直线，则重力所作的功为 
2

1
2 1d 0d 0d d d ( )

z

z
W x y mg z mg z mg z z

Γ Γ
= ⋅ = + + = = −∫ ∫ ∫F r . 

7．把对坐标的曲线积分 ( , )d ( , )d
L

P x y x Q x y y+∫ 化成对弧长的曲线积分，其中 L 为： 

（1）在 xOy 面内沿直线从点(0, 0)到(1, 1);  
（2）沿抛物线 y = x2 从点(0, 0)到(1, 1); 
（3）沿上半圆周 x2+y2 = 2x 从点(0, 0)到(1, 1). 

解：（1）L 的方向余弦
1cos cos cos

4 2
π

= = =α β ， 

故           ( , )d ( , )d [ ( , )cos ( , )cos ]d

( , ) ( , ) d .
2

L L

L

P x y x Q x y y P x y Q x y s

P x y Q x y s

α β+ = +

+
=

∫ ∫

∫

 

（2）曲线 L 上点(x, y)处的切向量为 τ = (1, 2x)，单位切向量为 

2 2

1 2,(cos ,cos )
1 4 1 4

x

x x
τ

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
eα β ， 

故              

2

( , )d ( , )d [ ( , )cos ( , )cos ]d

( , ) 2 ( , ) d .
1 4

L L

L

P x y x Q x y y P x y Q x y s

P x y xQ x y s
x

α β+ = +

+
=

+

∫ ∫

∫

 

（3）L 的方程为 22y x x= − ，其上任一点的切向量为 

2

11,  
2

x

x x

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠
τ ， 

单位切向量为 
2(cos ,cos ) ( 2 ,  1 )x x xα β τ= = − −e , 

故               

2

( , )d ( , )d [ ( , )cos ( , )cos ]d

[ 2 ( , ) (1 ) ( , )]d .

L L

L

P x y x Q x y y P x y Q x y s

x x P x y x Q x y s

+ = +

= − + −

∫ ∫
∫

α β  

8．设 Γ 为曲线 x = t ，y = t2，z = t3 上相应于 t 从 0 变到 1 的曲线弧，把对坐标的曲线积

分 d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫ 化成对弧长的曲线积分.  

解：曲线 Γ 上任一点的切向量为 
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τ = (1, 2t, 3t2) = (1, 2x, 3y), 

单位切向量为 

2 2

1(cos ,cos ,cos ) (1,  2 ,  3 )
1 2 9

x y
x y

α β γ τ= =
+ +

e , 

2 2

d d d [ cos cos cos ]d

2 3 d .
1 4 9

L

L

P x Q y R z P Q R s

P xQ yR s
x y

Γ
+ + = + +

+ +
=

+ +

∫ ∫

∫

α β γ
 

11.1.6  练习题 

1．
2 2

e dx y

L
s+∫ ，其中 L 为圆周 2 2 1x y+ = ，直线 y x= 及 x 轴在第一象限所围图形的边界. 

2．求
 

dz s
Γ∫ ，其中Γ 为曲线

cos
sin

x t t
y t t
z t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

， 0(0 )t t≤ ≤ . 

3． L 为上半椭圆圆周
cos
sin

x a t
y b t

=⎧
⎨ =⎩

取顺时针方向，求 d d .
L

y x x y−∫  

4． 2 2d d
L

y x x y+∫ ，其中 L 为圆周 2 2 2x y R+ = 的上半部分， L 的方向为逆时针. 

5．计算 I = 3 2 2d 3 d dx x zy y x y z
Γ

+ −∫ ，其中Γ 是从点 A(3, 2, 1)到点 B(0, 0,0)的直线段 AB. 

6． 2 2 2 2 2 2( )d ( )d ( )d
L

y z x z x y x y z− + − + −∫ ，其中 L 为球面 2 2 2 1x y z+ + = 在第一卦限部分

的边界，当从球面外看时为顺时针. 

7．把第二类曲线积分 ( , )d ( , )d
L

P x y x Q x y y+∫ 化为第一类曲线积分，其中 L 为：沿抛物线

2y x= 从点（0, 0）到点（1, 1）. 

练习题答案 

1． 2(e 1) e
4
π

− +    2．
3

2 2
0(2 ) 2 2

3
t+ −

     3． abπ       

4． 34
3

R−       5． 87
4

−      6．4    7. 
2

( , ) 2 ( , ) d
1 4L

P x y xQ x y s
x

+

+∫  

11.1.7  考研真题 

【例 1】（2003 年数一） 已知平面区域 {( , ) | 0 , 0 }D x y x y= π π≤ ≤ ≤ ≤ ，L 为 D 的正向

边界. 试证： 
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（1） sin sin sin sine d e d e d e dy x y x

L L
x y y x x y y x− −− = −∫ ∫○ ○ . 

（2） sin sin 2e d e d 2 .y x

L
x y y x−− π∫○ ≥  

解：（1）左边 = 
0sin sin

0
e d e dy xy x

π
−

π
π − π∫ ∫ = sin sin

0
(e e )dx x x

π
−π +∫ ,  

       右边 = 
0sin sin

0
e d e dy xy x

π
−

π
π − π∫ ∫ = sin sin

0
(e e )dx x x

π
−π +∫ , 

所以               sin sin sin sine d e d e d e dy x y x

L L
x y y x x y y x− −− = −∫ ∫○ ○ . 

（2）由于 sin sine e 2x x−+ ≥ ，故由（1）得 

sin sin sin sin 2

0
e d e d (e e )d 2 .y x x x

L
x y y x x

π
− −− = π + π∫ ∫○ ≥  

【例 2】（2004 年数一） 设 L 为正向圆周 222 =+ yx 在第一象限中的部分，则曲线积分

dy 2 d
L

x y x−∫ 的值为        . 

解：正向圆周 2 2 2x y+ = 在第一象限中的部分可表示为 

  
2 cos

, .0,
22 sin

x

y

θ
θ

θ

⎧ =⎪ π⎛ ⎞∈⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠=⎪⎩

 

于是  2

0
d 2 d [ 2 cos 2 cos 2 2 sin 2 sin ]d

L
x y y x

π

− = ⋅ + ⋅∫ ∫ θ θ θ θ θ = 22

0

32sin d .
2

θ θ
π π

π + =∫  

【例 3】（2007 年数一） 设曲线 : ( , ) 1L f x y = ，（ ( , )f x y 具有一阶连续偏导数），过第 II
象限内的点 M 和第Ⅳ象限内的点 ,N Γ 为 L 上从点 M 到 N 的一段弧，则下列小于零的是（    ） 

    A． ( , )df x y x
Γ∫        B． ( , )df x y y

Γ∫  

    C． ( , )df x y s
Γ∫         D． ( , )d ( , )dx yf x y x f x y y

Γ
′ ′+∫  

解：不妨设 M、N 点的坐标为 1 1 2 2 1 2 1 2( , ), ( , ), ,M x y N x y x x y y< > . 将曲线方程代入积分表

达式，计算得： 

2 1( , )d d 0f x y x x x x
Γ Γ

= = − >∫ ∫ ;     2 1( , )d d 0f x y y y y y
Γ Γ

= = − <∫ ∫ ; 

( , )d d 0f x y s s s
Γ Γ

= = >∫ ∫ ;       ( , )d ( , )d d ( , ) 0x yf x y x f x y y f x y
Γ Γ

′ ′+ = =∫ ∫ . 

故正确选项为（B）. 

【例 4】（2009 年数一） 已知曲线 2: (0 2)L y x x= ≤ ≤ ，则 dx s
Γ∫ =        . 

解：由题意可知， 2, ,0 2x x y x x= = ≤ ≤ ，则 

2 2 2d ( ) ( ) d 1 4 ds x y x x x′ ′= + = + , 

所以     
2 2 22 2 2 2 3

00 0

1 1 2 13d 1 4 d 1 4 d(1 4 ) (1 4 )8 8 3 6L
x s x x x x x x= + = + + = ⋅ =+∫ ∫ ∫  
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【例 5】（2010 年数一） 已知曲线 L 的方程为 1 , [ 1,1],y x x= − ∈ − 起点是 ( 1,0),− 终点是

(1,0), 计算曲线积分 2d d
L

xy x x y+∫ . 

解：令     1 : ,
1

x t
L

y t
=⎧

⎨ = +⎩
 t 从−1 变到 0；  2 : ,

1
x t

L
y t

=⎧
⎨ = −⎩

 t 从 0 变到 1. 

2d d
L

xy x x y+∫
1 2

0 1
2 2

1 0
(1 ) d (1 ) d

L L
t t t t t t t t

−
= + = + + + − −∫ ∫ ∫ ∫  

                            

0 12 2
3 3

1 0

2 2 0
3 2 2 3

t tt t
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

【例 6】（2011 年数一） 设 L 是柱面方程 2 2 1x y+ = 与平面 z x y= + 的交线，从 z 轴正向

往 z 轴负向看去为逆时针方向，则曲线积分
2

d d d
2L

yxz x x y z+ + =∫○         . 

解：曲线 L 的参数方程为

cos
sin
cos sin

x t
y t
z t t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ = +⎩

，其中 t 从 0 变到 2π . 因此 

2

22

0

2 32 2 2

0

d d d
2

sincos (cos sin )( sin ) cos cos (cos sin )d
2

sin cos sinsin cos cos d
2 2

L

yxz x x y z

tt t t t t t t t t

t t tt t t t

π

π

+ +

= + − + + −

= − − + −

= π

∫

∫

∫

○

 

11.2  两类曲面积分的概念、性质及计算方法 

11.2.1  基本要求 

1．理解两类曲面积分的概念、性质及相互关系； 
2．掌握计算两类曲面积分的方法； 
3．会用曲面积分的本质意义求一些简单的几何量和物理量 

11.2.2  基本内容 

1．第一类曲面积分（对面积的曲面积分） 

设曲面 Σ 是光滑的，函数 f(x, y, z)在 Σ 上有界. 把 Σ 任意分成 n 小块：ΔS1, ΔS2, ⋅ ⋅ ⋅, ΔSn （ΔSi

也代表曲面的面积），在ΔSi 上任取一点(ξi,ηi,ζi )，如果当各小块曲面的直径的最大值λ→0 时，

极限
0 1

lim ( , , )
n

i i i i
i

f S
λ

ξ η ζ
→ =

Δ∑ 存在，则称此极限为函数 f(x, y, z)在曲面Σ上对面积的曲面积分或第一

类曲面积分，记作 



高等数学例题与习题（下册） ·164· 

0 1
( , , )d lim ( , , )

n

i i i i
i

f x y z S f S
λ

ξ η ζ
→ =Σ

= Δ∑∫∫ . 

其中 f(x, y, z)称为被积函数，Σ 称为积分曲面.   
当 f(x, y, z)在光滑曲面 Σ 上连续时对面积的曲面积分是存在的.  
根据上述定义面密度为连续函数 ρ(x, y, z)的光滑曲面 Σ 的质量 M 可表示为 

( , , )dM x y z Sρ
Σ

= ∫∫  

2．对面积的曲面积分的性质  

（1）设 c 1、c 2 为常数，则 

1 2 1 2[ ( , , ) ( , , )]d ( , , )d ( , , )dc f x y z c g x y z S c f x y z S c g x y z S
Σ Σ Σ

+ = +∫∫ ∫∫ ∫∫ ; 

（2）若曲面Σ可分成两片光滑曲面 Σ1 及 Σ2，则 

1 2

( , , )d ( , , )d ( , , )df x y z S f x y z S f x y z S
Σ Σ Σ

= +∫∫ ∫∫ ∫∫ ; 

（3）设在光滑曲面Σ上 f(x, y, z)≤g(x, y, z), 则 

( , , )d ( , , )df x y z S g x y z S
Σ Σ
∫∫ ∫∫≤ ; 

（4） dS A
Σ

=∫∫ ，其中 A 为曲面Σ的面积. 

3．对面积的曲面积分的计算法 

如果光滑曲面 Σ 由方程 z = z(x, y)给出，Σ 在 xOy 面上的投影区域为 Dxy，函数 z = z(x, y)
在 Dxy 上具有一阶连续偏导数，被积函数 f(x, y, z)在 Σ 上连续，则曲面的面积元素为

2 2d 1 ( , ) ( , )d dx yS z x y z x y x y= + + ,对面积的曲面积分可以化为二重积分来计算： 

2 2( , , )d [ , , ( , )] 1 ( , ) ( , )d d
xy

x y
D

f x y z S f x y z x y z x y z x y x y
Σ

= + +∫∫ ∫∫  

类似地有 
2 2( , , )d [ , ( , ), ] 1 ( , ) ( , )d d

zx

z x
D

f x y z S f x y z x z y z x y z x z x
Σ

= + +∫∫ ∫∫ . 

2 2( , , )d [ ( , ), , ] 1 ( , ) ( , )d d
yz

y z
D

f x y z S f x y z y z x y z x y z y z
Σ

= + +∫∫ ∫∫ . 

4．第二类曲面积分（对坐标的曲面积分） 

设 Σ 为光滑的有向曲面，函数 ( , , )R x y z Σ在 上有界 ，把Σ 任意分成 n 块小曲面 ,i iS SΔ Δ 在

xOy 面上的投影为 ( )i xySΔ ，如果 
0

1

lim ( , , )( )
n

i i i i xy
i

R S
λ

ξ η ζ
→

=

Δ∑ （其中 ( , , )i i iξ η ζ 是 iSΔ 上任意取定的

一点，λ 为各小块曲面的直径的最大值.）存在，则称此极限为 ( , , )R x y z 在有向曲面Σ 上对坐
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标 ,x y 的曲面积分（第二类曲面积分），记作 ( , , )d dR x y z x y
Σ
∫∫ ，类似地可以定义 

( , , )d dP x y z y z
Σ
∫∫  和  ( , , )d dQ x y z z x

Σ
∫∫ , 

其中 P、Q、R 称为被积函数，Σ 称为积分曲面.  

5．对坐标的曲面积分的性质  

（1）如果把 Σ 分成 Σ1 和 Σ2，则 

                   d d d d d dP y z Q z x R x y
Σ

+ +∫∫  

1 2

d d d d d d d d d d d dP y z Q z x R x y P y z Q z x R x y
Σ Σ

= + + + + +∫∫ ∫∫ . 

（2）设 Σ 是有向曲面， −Σ 表示与 Σ 取相反侧的有向曲面，则 

d d d d d d d d d d d dP y z Q z x R x y P y z Q z x R x y
− ΣΣ

+ + = − + +∫∫ ∫∫ . 

6．对坐标的曲面积分的计算法 

设曲面 Σ 由方程 z = z(x, y)给出，Σ 在 xOy 面上的投影区域为 Dxy，z = z(x, y)在 Dxy 上具有

一阶连续偏导数，R(x, y, z)在 Σ 上连续，则对坐标的曲面积分可以化为二重积分来计算： 

( , , )d d ( , , ) cos d [ , , ( , )]d d
xyD

R x y z x y R x y z S R x y z x y x y
Σ Σ

= = ±∫∫ ∫∫ ∫∫γ  

其中正、负号分别对应 Σ 取上、下侧情形.  
类似地，如果 Σ 由 x = x(y,z)给出，则有  

( , , )d d ( , , ) cos d [ ( , ), , ]d d
yzD

P x y z y z P x y z S P x y z y z y z
Σ Σ

= = ±∫∫ ∫∫ ∫∫α . 

其中正、负号分别对应 Σ 取前、后侧情形.  
如果 Σ 由 y = y(z，x)给出，则有 

( , , )d d ( , , )cos d [ , ( , ), ]d d
zxD

Q x y z z x Q x y z S Q x y z x z z x
Σ Σ

= = ±∫∫ ∫∫ ∫∫β . 

其中正、负号分别对应 Σ 取右、左侧情形.  
注：上式也表示了两类曲面积分之间的联系： 

d d d d d d ( cos cos cos )dP y z Q z x R x y P Q R Sα β γ
Σ Σ

+ + = + +∫∫ ∫∫  

11.2.3  典型例题 

【例 1】 计算
3 d
2 2
y z Sx

Σ

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫ ，其中Σ 为平面 1

2 3 4
x y z

+ + = 在第一卦限的部分.  
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解：将曲面的方程改写为 : 4 1
2 3
x yz ⎛ ⎞Σ = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
，则 2z

x
∂

= −
∂

，

4
3

z
y

∂
= −

∂
，从而 

22 61d 1 d d d d
3

zzS x y x y
yx

∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

Σ 在 xOy 上的投影区域为 { }3( , ) | 0 2,0 3
2xyD x y x y x= −≤ ≤ ≤ ≤ ，故  

3
22 3

0 0

3 d
2 2

3 612 d d1
2 32 3

61 7 615d d .2
3 66

xyD

x

y zI Sx

x yx y x y

x yy

Σ

−

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞= =−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫

∫∫

∫ ∫

 

评注：计算第一类曲面积分一般分三步：1 投——将Σ 向某个坐标面投影得投影区域（例

如：若 : ( , )z z x yΣ = 在 xOy 坐标面的投影区域 xyD 上有一阶连续偏导数，被积函数在Σ 上连续，

则将Σ 向 xOy 面投影是有意义的，注意被积函数中的 z 应换为 ( , )z x y ）；2 面——计算曲面面

积元素 dS （例如 2 2d 1 d dx yS z z x y= + + ）；3 二重——将原积分化为投影区域上的二重积分. 本

题也可以向另外两个坐标面投影.  
【例 2】 计算  ( )d

S

xy yz zx S+ +∫∫ ，其中 S 是锥面 2 2z x y= + 被柱面 2 2 2x y ax+ = 所截

得的有限部分； 
解：被截得的曲面在 xOy 面上的投影区域 xyD 是圆心在点 ( ,0)a 直径为 2a 的圆域，即

: 0 2 cos ,
2 2xyD aρ θ θπ π

−≤ ≤ ≤ ≤ ， 由 曲 面 S 的 方 程 2 2z x y= + 得
2 2

z x
x x y

∂
=

∂ +
，

2 2

z y
y x y

∂
=

∂ +
，

22

1 2z z
x y

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，于是 

2 2 2 2

2 cos 2 2 22

0
2

π
4 5 42

0

( )d 2d d

2 d sin cos cos sin d

64 28 2 cos d .
15

xyS D

a

xy yz zx S xy y x y x x y x y

a a

θ
θ ρ θ θ ρ θ ρ θ ρ ρ

θ θ

π

π
−

⎡ ⎤+ + = + + + + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= + +⎣ ⎦

= =

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫

 

评注：注意本题的曲面是上半锥面方程，投影区域是 xyD ，另外用到对称区间上的定积分

被积函数的奇偶性：
π

42
π
2

(cos +1)cos sin d 0θ θ θ θ
−

=∫ .  

 

图 11-1-1 



第 11 章  曲线积分与曲面积分 ·167· 

【例 3】  计算
2 2 2

dS

x y z∑ + +∫∫ ，其中∑为介于 0z = 与 ( 0)z H H= > 之间的柱面：

2 2 2x y R+ = . 

解：利用对称性有
1

2 2 2 2 2 2

d d4S S

x y z x y z∑ ∑

=
+ + + +∫∫ ∫∫  

其中 1Σ 为Σ 在第一卦限部分 ， 2 2
1 : , : 0 ,0x R y D y R z HΣ = − ≤ ≤ ≤ ≤  

2 2d 1 d dy zS x x y z= + +

2

2

2 2
1 0 d dy y z

R y

⎛ ⎞−⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

2 2
d dR y z

R y
=

−
 

          
1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

d d d4 4S S S

x y z x y z R z∑ ∑ ∑

= =
+ + + + +∫∫ ∫∫ ∫∫  

                        
2 2 2 2

14 d d
D

R y z
R z R y

=
+ −∫∫ 2 2 2 20 0

14 d d
H R Rz y

R z R y
=

+ −∫ ∫  

                        
2 2 2 20 0

14 d d
H R Rz y

R z R y
=

+ −∫ ∫  

                        ( )2 2

0 0
4ln arcsin

RH yz R z R
R

⎡ ⎤= + + ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

                        
2 2

2 ln H R HR
R

+ +
= π  

评注：本题的曲面Σ 向 xOy 坐标面投影是不行的（投影面积为 0），但可以向另外两个坐

标面投影（分前后两片），本题利用Σ 的对称性和被积函数的对称性化为第一卦限的 1Σ 的积分

的 4 倍是较好的解法.  
【例 4】 设Σ 为柱面 2 2 2x z a+ = 在使得 0x≥ ， 0y≥ 的两个卦限内被平面 0y = 及 y h= 所

截下部分的外侧，试计算 d dI xyz x y
Σ

= ∫∫ . 

解：将Σ 分成 1Σ 与 2Σ ，其中 1Σ ： 2 2z a x= − （取上侧）， 2Σ ： 2 2z a x= − − （取下侧），

1Σ 与 2Σ 在 xoy 面上的投影区域均为 : 0 , 0xyD x a y h≤ ≤ ≤ ≤ ， 

1 2

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0

3 2

d d d d d d

d d ( )d d

2 d d 2 d d

1 .
3

xy xy

xy

D D

a h

D

xyz x y xyz x y xyz x y

xy a x x y xy a x x y

xy a x x y x x a x y y

a h

Σ Σ Σ

= +

= − − − −

= − = − ⋅

=

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫ ∫
 

评注：计算第二类曲面积分一般分三步：1 投——将Σ 向题目给定坐标面（（或用投影面
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转换法）投影得投影区域（例如：若 : ( , )z z x yΣ = 在 xOy 坐标面的投影区域 xyD 上有一阶连续

偏导数，被积函数在Σ 上连续，则将Σ 向 xOy 面投影是有意义的，注意被积函数中的 z 应换为

( , )z x y ）；2 二重——将原积分化为投影区域上的二重积分；3 定号—根据Σ 的侧在二重积分前

面加正负号，原则是Σ 为上侧，前侧，右侧时取正号；Σ 为下侧，后侧，左侧时取负号，这是

与第一类曲面积分的不同之处. 本题是一道典型例题.  
【例 5】 已知稳定流速场 (0,0, )x y z= + +V ，求单位时间内流过曲面 2 2:  S x y z+ =  

(0 )z h≤ ≤ （取下侧）的流量.  
解：所求的流量为 

2 2

2 22 3 2

0 0 0 0

d ( )d d

( )d d

1d ( cos sin ) d d d
2

xy

S S

D

h h

v n S x y z x y

x y x y x y

h

Φ

θ ρ θ ρ θ ρ ρ ρ θ ρ ρ
π π

= ⋅ = + +

= − + + +

= − + + = − = − π

∫∫ ∫∫

∫∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

评注：第二类曲面积分的物理意义之一是计算稳定流速场中流向曲面一侧的流量Φ ，计

算公式为 dv n SΦ
Σ

= ⋅∫∫ = d d d d d d ( cos cos cos )dP y z Q z x R x y P Q R Sα β γ
Σ Σ

+ + = + +∫∫ ∫∫ ，本题中

0, ,P Q R x y z= = = + + 注意曲面是取下侧，所以二重积分前加负号.  
【例 6】 把第二类曲面积分 

( , , )d d ( , , )d d ( , , )d dP x y z y z Q x y z z x R x y z x y
Σ

+ +∫∫  

化成第一类曲面积分，这里Σ 为平面3 2 2 3 6x y z+ + = 在第一卦限的部分的上侧.  

解：平面Σ 的上侧的法向量为 (3,2,2 3)=n ，其方向余弦是 

3 2 2cos ,cos ,cos 3,
5 5 5

α β γ= = =  

所以 

( , , )d d ( , , )d d ( , , )d dP x y z y z Q x y z z x R x y z x y
Σ

+ +∫∫  

                   [ ( , , ) cos ( , , )cos ( , , ) cos ]dP x y z Q x y z R x y z Sα β γ
Σ

= + +∫∫  

                   3 2 2 3 d( , , ) ( , , ) ( , , )
5 5 5

SP x y z Q x y z R x y z
Σ

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥

⎣ ⎦∫∫  

评注：本题的要点是Σ 的法向量指向是根据其侧而定，从而计算出正确的方向余弦，这是

将第二类曲面积分化为第一类曲面积分的关键.  

【例 7】 计算  2( )d d d dz x y z z x y
Σ

+ −∫∫ ，其中Σ 为旋转抛物面 2 21 ( )
2

z x y= + 介于 0, 2z z= =

之间部分的下侧； 
解：为简便计算，采用投影面转换法： 
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2 2 2 cos( )d d ( )cos d ( ) d d
cos

z x y z z x S z x x yαα
γ

Σ Σ Σ

+ = + = +∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

曲面Σ（下侧）的法向量 { , , 1} { , , 1}x yz z x y= − = −n ，所以
2 2 2 2

1cos ,cos
1 1

x

x y x y
α γ −

= =
+ + + +

代入原式： 
2 2

2 2 2 2 2

( )d d d d [( )( ) ]d d

1 1( ) ( ) ( ) d d
4 2

xyD

z x y z z x y z x x z x y

x y x x x y x y

Σ Σ

+ − = + − −

⎧ ⎫⎡ ⎤= − + + − − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

∫∫ ∫∫

∫∫
 

注意到 xyD 是对称的，所以      2 2 21 ( ) d d 0
4

xyD

x x y x y+ =∫∫  

2( )d d d dz x y z z x y
Σ

+ −∫∫ 2 2 21 ( ) d d
2

xyD

x x y x y⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫∫
2π 2 2 2 2

0 0

1d cos d 8π
2

θ ρ θ ρ ρ ρ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

评注：本题采用了投影面转换法，原理来源于两类曲面积分之间的关系：d d cos d ,y z Sα=  

d d cos d ,d d cos dz x S x y Sβ γ= = ，将积分中的 d dy z 表示为
cos d d
cos

x yα
γ

，这样Σ 只需向一个坐标面

投影减少了许多计算量，注意点是Σ 的法向量的指向与Σ 的侧一致.  

11.2.4  释疑解难 

1．当Σ 恰为 xOy 面内的一个闭区域时，第一类曲面积分 ( , , )df x y z S
Σ
∫∫ 与二重积分有何关系? 

答：当Σ 为 xOy 面内的一个闭区域 D 时，Σ 在 xOy 面上的投影就是积分区域 D ，于是有

d dS = σ ，Σ 上的点 ( , , )x y z 为点 ( , ,0)x y ，   

故                        ( , , )d ( , ,0)d d
D

f x y z S f x y x y
Σ

=∫∫ ∫∫  

2．如何运用第一类曲面积分的计算公式？ 

答：第一类曲面积分 ( , , )dI f x y z S
Σ

= ∫∫ 的积分元素 dS 是曲面的面积元素，要将Σ 向哪个

坐标面投影化为二重积分，要根据Σ 的方程式而定，具体是： 
若 ( , ) ( , )z z x y x y DΣ = ∈： ， ，其中 D 是Σ 在 xOy 平面上的投影区域，且 ( , )z z x y= 是 D 上

的单值函数，则  
2 2( , , )d [ , , ( , )] 1 d dx y

D

f x y z f x y z x y z z x yS
Σ

′ ′= + +∫∫ ∫∫ ； 

若 ( , ) ( , )y y z x z x DΣ = ∈： ， ，其中 D 是Σ 在 zOx 平面上的投影区域，且 ( , )y y z x= 是 D 上

的单值函数，则  
2 2( , , )d [ , ( , ), ] 1 d dz x

D

f x y z f x y z x z y y z xS
Σ

′ ′= + +∫∫ ∫∫ ； 

若 ( , ) ( , )x x y z y z DΣ = ∈： ， ，其中 D 是Σ 在 yOz 平面上的投影区域，且 ( , )x x y z= 是 D 上
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的单值函数，则  
2 2( , , )d [ ( , ), , )] 1 d dy z

D

f x y z f x y z y z x x y zS
Σ

= + +∫∫ ∫∫  

3．如何运用第二类曲面积分的计算公式？ 
答：第二类曲面积分的积分元素 dydz，dzdx，dxdy 是曲面Σ（考虑侧）在坐标面 yOz ，zOx ，

xOy 平面的投影元素，曲面Σ 在相应坐标面内投影区域的面积依侧的指定有一个正负号的确

定，所以在化为二重积分时要加上正负号的考虑. 

11.2.5  部分习题解答 

【习题 11-4】 

5．计算 2 2( )dx y S
Σ

+∫∫ ，其中Σ是:  

（1）锥面 2 2z x y= + 及平面 z = 1 所围成的区域的整个边界曲面;  
解：将Σ分解为Σ = Σ1+Σ2，其中 

Σ1: z = 1, D1: x2+y2≤1, dS = dxdy; 

2Σ : 2 2z x y= + , D2: x2+y2≤1, 2 2d 1 d d 2d dx yS z z x y x y= + + = . 

（注：
2 2

2 2 2 2d 1 d d 2d dx yS x y x y
x y x y

= + + =
+ +

） 

1 2

1 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 1 2 13 3

0 0 0 0

( )d ( )d ( )d

( )d d 2( )d d

d d 2 d d

2 1 2 .
2 2 2

D D

x y S x y S x y S

x y x y x y x y

r r r rθ θ

Σ Σ Σ

π π

+ = + + +

= + + +

= +

π +
= + π = π

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

6．计算下列对面积的曲面积分:  

（1） 4 d2
3

Sz x y
Σ

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫ ，其中Σ为平面 1

2 3 4
x y z

+ + = 在第一卦限中的部分;  

（2） 2(2 2 )dxy x x z S
Σ

− − +∫∫ ，其中Σ为平面 2x+2y+z = 6 在第一卦限中的部分;  

（3） ( )dx y z S
Σ

+ +∫∫ ，其中Σ为球面 x2+y2+z2 = a2 上 z≥h (0<h<a )的部分;  

（4） ( )dxy yz zx S
Σ

+ +∫∫ ，其中Σ为锥面 2 2z x y= + 被柱面 x2+y2 = 2ax 所截得的有限部分.  

解：（1） 4: 4 2
3

z x yΣ = − − , 3:  0 2,  0 1
2xyD x y x−≤ ≤ ≤ ≤ ,  
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2 2d 1 d dx yS z z x y= + +
61 d d
3

x y= , 

61 4 614 d 4 d d d d 4 612
3 33

xy xyD D

S x y x yz x y
Σ

⎛ ⎞ = ⋅ = =+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

（2）Σ: z = 6−2x−2y, Dxy: 0≤y≤3−x, 0≤x≤3,  
2 2d 1 d d 3d dx yS z z x y x y= + + = , 

2 2

3 3 2

0 0

3 3 2

0

(2 2 )d (2 2 6 2 2 )3d d

3 d (6 3 2 2 2 )d

273 (3 10 9)d .
4

xyD

x

xy x x z S xy x x x y x y

x x x xy y y

x x x

Σ

−

− − + = − − + − −

= − − + −

= − + = −

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫

 

 

（3） :Σ 2 2 2z a x y= − − , 2 2 2 2:xyD x y a h+ −≤  

2 2

2 2 2 2 2 2d 1 d d
x y

S x y
a x y a x y

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 2 2 2

d da x y
a x y

=
− −

, 

2 2 2

2 2 2
( )d ( ) d d

xyD

ax y z S x y a x y x y
a x yΣ

+ + = + + − −
− −∫∫ ∫∫  

2 2d d | | ( )
xy

xy
D

a x y a D a a h= = = π −∫∫ (根据区域的对称性及函数的奇偶性). 

（4） :Σ 2 2z x y= + , 2 2: 2xyD x y ax+ ≤  

2 2d 1 d d 2d dx yS z z x y x y= + + = , 

        2 2( )d 2 [ ( ) ]d d
xyD

xy yz zx S xy x y x y x y
Σ

+ + = + + +∫∫ ∫∫  

                       
2 cos 2 22

0
2

2 d [ sin cos (cos sin )] d
a θ

θ ρ θ θ ρ θ θ ρ ρ
π

π
−

= + +∫ ∫  

                       4 5 5 42

2

4 2 (sin cos cos sin cos )da θ θ θ θ θ θ
π

π
−

= + +∫  

                       464 2
15

a= .  

7．求抛物面壳 2 21 ( )(0 1)
2

z x y z= + ≤ ≤ 的质量，此壳的面密度为 zμ = . 

解： :Σ  2 21 ( )
2

z x y= + , 2 2: 2xyD x y+ ≤  
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2 2 2 2d 1 d d 1 d dx yS z z x y x y x y= + + = + + . 

故                  2 2 2 21d ( ) 1 d d
2

xyD

M z S x y x y x y
Σ

= = + + +∫∫ ∫∫  

2 2 2 2

0 0

1d 1 d
2

θ ρ ρ ρ ρ
π

= +∫ ∫
2 (6 3 1)
15

π
= + . 

8．求面密度为μ0 的均匀半球壳 x2+y2+z2 = a2(z≥0)对于 z 轴的转动惯量.  

解：Σ: 2 2 2z a x y= − − , 2 2 2:xyD x y a+ ≤  

2 2

2 2 2 2 2 2d 1 d d
x y

S x y
a x y a x y

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 2 2 2

d da x y
a x y

=
− −

. 

2 2 2 2
0 0 2 2 2

22

0 2 20 0

4
0

( ) d ( ) d d

d d

4 .
3

z

a

aI x y S x y x y
a x y

a
a

a

μ μ

ρμ θ ρ ρ
ρ

μ

Σ Σ

π

= + = +
− −

=
−

= π

∫∫ ∫∫

∫ ∫  

【习题 11-5】 
3．计算下列对坐标的曲面积分:  

（1） 2 2 d dx y z x y
Σ
∫∫ ，其中Σ是球面 x2+y2+z2 = R2 的下半部分的下侧;  

（2） d d d d d dz x y x y z y z x
Σ

+ +∫∫ ，其中Σ 是柱面 x2+y2 = 1 被平面 z = 0 及 z = 3 所截得的在第

一卦限内的部分的前侧; 

（3） [ ( , , ) ]d d [2 ( , , ) ]d d [ ( , , ) ]d df x y z x y z f x y z y z x f x y z z x y
Σ

+ + + + +∫∫ ，其中 f(x, y, z)为连续

函数，Σ是平面 x−y+z = 1 在第四卦限部分的上侧; 

（4） d d d d d dxz x y xy y z yz z x
Σ

+ +∫∫w ，其中Σ是平面 x = 0, y = 0, z = 0, x+y+z = 1 所围成的空间

区域的整个边界曲面的外侧. 

解：（1）Σ的方程为 2 2 2z R x y= − − − , Dxy: x2+y2≤R，于是 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2 5 7

0 0

d d ( )d d

d cos sin d

1 2sin 2 d d .
4 105

xyD

R

R

x y z x y x y R x y x y

R

R R

θ ρ θ ρ θ ρ ρ ρ

θ θ ρ ρ ρ

Σ

π

π

= − − − −

= ⋅ ⋅ − ⋅

= − = π

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫ ∫

 

（2）Σ在 xOy 面的投影为零，故 d d 0z x y
Σ

=∫∫ .  
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Σ可表示为 21x y= − , (y, z)∈Dyz = {(y, z)|0≤y≤1, 0≤z≤3}, 故  
3 1 12 2 2

0 0 0
d 1 d d d 1 d 3 1 d

yzD

x yz y y z z y y y y
Σ

= − = − = −∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫  

Σ可表示为 21y x= − , (z, x)∈Dzx = {(z, x)|0≤z≤3, 0≤x≤1}, 故  

2d d 1 d d
zxD

y z x x z x
Σ

= −∫∫ ∫∫
3 1 12 2

0 0 0
d 1 d 3 1 dz x x x x= − = −∫ ∫ ∫ . 

因此  d d d d d dz x y x y z y z x
Σ

+ +∫∫
1 2

0
2 3 1 dx x⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫
36

4 2
π

= × = π .  

（另解）Σ 前侧的法向量为 n = (2x, 2y, 0)，单位法向量为 

2 2

1(cos ,cos ,cos ) ( , ,0)x y
x y

α β γ =
+

, 

由两种曲面积分之间的关系， 

    d d d d d d ( cos cos cos )dz x y x y z y z x x y z Sα β γ
Σ Σ

+ + = + +∫∫ ∫∫  

    2 2
2 2 2 2

3d d d
2

x yx y S x y S S
x y x y

Σ Σ Σ

⎛ ⎞⋅ + ⋅= = + = = π⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∫∫ ∫∫ ∫∫ .  

（3）曲面Σ可表示为 z = 1−x+y , (x, y)∈Dxy = {(x, y)|0≤x≤1, 0≤y≤x−1},  
Σ上侧的法向量为 n = (1, −1, 1)，单位法向量为  

1 1 1, ,(cos ,cos ,cos )
3 3 3

α β γ ⎛ ⎞−= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

由两类曲面积分之间的联系可得 

[ ( , , ) ]d d [2 ( , , ) ]d d [ ( , , ) ]d d

[( )cos (2 )cos ( )cos ]d

11 1( ) (2 ) ( ) d
33 3

1 1 1( )d d d d
23 3

xyD

f x y z x y z f x y z y z x f x y z z x y

f x f y f z S

f x f y f z S

x y z S S x y

α β γ
Σ

Σ

Σ

Σ Σ

+ + + + +

= + + + + +

⎡ ⎤⎛ ⎞−= + ⋅ + + ⋅ + + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

= − + = = =

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

 

（4）解法一：Σ = Σ1+Σ2+Σ3+Σ4，其中 
    Σ1: x = 0 的后侧，Dyz: 0≤y≤1, 0≤z≤1−y,  
    Σ2: y = 0 的左侧，Dzx: 0≤z1, 0≤x≤1−z,  
    Σ3: z = 0 的下侧， Dxy: 0≤x≤1, 0≤y≤1−x,  
    Σ4: z = 1−x−y 的上侧，Dxy: 0≤x≤1, 0≤y≤1−x, 

曲面Σ1 和Σ2 在 xOy 面上的投影为零，于是 
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3 4

d d 0 0 0d d d dxz x y x y xz x y
Σ Σ Σ

= + + +∫∫ ∫∫ ∫∫w
4

d dxz x y
Σ

= ∫∫  

                         (1 )d d
xyD

x x y x y= − −∫∫
1 1

0 0

1d (1 )d
24

x
x x x y y

−
= − − =∫ ∫ .  

由积分变元的轮换对称性可知 

d dxy y z
Σ

=∫∫w 1d d
24

yz z x
Σ

=∫∫w . 

因此                  1 1d d d d d d 3
24 8

xz x y xy y z yz z x
Σ

+ + = × =∫∫w .  

解法二：Σ = Σ1+Σ2+Σ3+Σ4，其中 Σ1、Σ2、Σ3 是位于坐标面上的三块;  

Σ4: z = 1−x−y，Dxy: 0≤x≤1，0≤y≤1−x. 

显然在 Σ1、Σ2、Σ3 上的曲面积分均为零，于是 

4

4

4

d d d d d d d d d d d d

( cos cos cos )d

3 ( )d

13 [ ( )(1 )]d d .
8

xyD

xz x y xy y z yz z x xz x y xy y z yz z x

xy yz xz S

xy yz xz S

xy x y x y x y

α β γ

Σ Σ

Σ

Σ

+ + = + +

= + +

= + +

= + + − − =

∫∫ ∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

w

 

4．把对坐标的曲面积分 ( , , )d d ( , , )d d ( , , )d dP x y z y z Q x y z z x R x y z x y
Σ

+ +∫∫ 化成对面积的曲面

积分，其中  

（1）Σ是平面 3 2 2 3 6x y z+ + =  在第一卦限的部分的上侧;  
（2）Σ是抛物面 z = 8−(x2+y2) 在 xOy 面上方的部分的上侧.  

解：（1）令 ( , , ) 3 2 2 3 6F x y z x y z= + + − ，Σ上侧的法向量为:  

( , , ) (3,  2,  2 3)x y zF F F= =n , 

单位法向量为              1(cos ,cos ,cos ) (3,  2,  2 3)
5

α β γ = ,  

于是           d d d d d d ( cos cos cos )d

1 (3 2 2 3 )d .
5

P y z Q z x R x y P Q R S

P Q R S

α β γ
Σ Σ

Σ

+ + = + +

= + +

∫∫ ∫∫

∫∫

 

（2）令 F(x, y, z) = z+x2+y2−8, Σ上侧的法向量 

n = (Fx, Fy, Fz ) = (2x, 2y, 1), 

单位法向量为           
2 2

1(cos ,cos ,cos ) (2 ,  2 ,  1)
1 4 4

x y
x y

α β γ =
+ +

,  
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于是            

2 2

d d d d d d ( cos cos cos )d

1 (2 2 )d .
1 4 4

P y z Q z x R x y P Q R S

xP yQ R S
x y

α β γ
Σ Σ

Σ

+ + = + +

= + +
+ +

∫∫ ∫∫

∫∫

 

11.2.6  练习题
 

1．设曲面 S 为平面 x+y+z = 1 在第一卦限部分，计算曲面 S 的面积 I. 
2．求抛物面 2 2z x y= + 被平面 1z = 所割下的有界部分Σ 的面积. 

3．设曲面Σ 为球面 2 2 2 4x y z+ + = 被平面 z = 1 截出的顶部，计算 I = 1dS
z

Σ
∫∫ . 

4．计算曲面积分 2dI z S
Σ

= ∫∫ ，其中Σ 是柱面 2 2 4x y+ = 介于 0 6z≤ ≤ 的部分. 

5. 计算对面积的曲面积分 2 222d ,     : , 1 2s z zy yxz
Σ

Σ = +∫∫ 其中 ≤ ≤ . 

6．求均匀半球面 2 2 2z a x y= − − 的质心的坐标. 

7．计算 ( 1)d d ( 1)d d ( 1)d dx y z y z x z x y
Σ

+ + + + +∫∫ ，其中 Σ 为平面 1, 0,x y z x+ + = = 0,y =  

0z = 所围立体的表面的外侧. 

8 ． 把 第 二 类 曲 面 积 分 化 为 第 一 类 曲 面 积 分 ： ( , , )d d ( , , )d dP x y z y z Q x y z z x
∑

+ +∫∫  

( , , )d dR x y z x y ，∑：抛物面 2 22y x z= + 被平面 2y = 所截的部分的左侧. 

练习题答案 

1． 3
2

    2． 5 5 1
6

−
π     3． 4 ln 2π     4．288 π     5． 21 2

2
π     6．

2
a       

7． 1
2

    8．
2 2

4 ( , , ) ( , , ) 2 ( , , )d
1 16 4

xP x y z Q x y z zR x y z S
x zΣ

− +

+ +∫∫  

11.2.7  考研真题 

【例 1】（2010 年数一） 设 P 为椭球面 2 2 2: 1S x y z yz+ + − = 上的动点，若 S 在点 P 处的

切平面与 xOy 面垂直，（1）求点 P 的轨迹C ; （2）计算曲面积分
2 2

( 3) 2
d

4 4

x y z
I S

y z yz∑

+ −
=

+ + −∫∫ ，

其中 ∑ 是椭球面 S 位于曲线C 上方的部分. 
解：（1）切平面法向量为 2 , 2 , 2x y zF x F y z F z y= = − = − ，因切平面与 xOy 面垂直，故两

者的法向量相互垂直： 2 0 (2 ) 0 (2 ) 1 0
2
yx y z z y z× + − × + − × = ⇒ =  
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所以轨迹为 C：                 
2 2 2 1

2
x y z yz
y z

⎧ + + − =⎪
⎨

=⎪⎩  
（2）因为 ∑ 是椭球面 S 位于曲线C 上方的部分，所以 2z y≥ 对椭球面方程用隐函数求导

公式：                 2
2

x

z

Fz x
x F y z

∂
= − =

∂ −
，

2
2

y

z

Fz z y
y F z y

∂ −
= − =

∂ −
 

22
2 21d 1 d d 4 4 d d

2
zzS x y y z yz x y
y z yx

∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞= + + = + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ −∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

因为 ∑ 在 xOy 面的投影区域 2 23 1
4xyD x y= + ≤ （由 C 方程消去 z），所以 

2 2

( 3)(2 ) d ( 3)d d d d 3 d d
4 4

40 3 1 2
3

xy xy xyD D D

x z y S x x y x x y x y
y z yzΣ

+ −
= = + = +

+ + −

= + π× × = π

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫原式

 

【例2】（2012年数一） 设 { }( , , ) 1, 0, 0, 0 ,x y z x y z x y zΣ = + + = ≥ ≥ ≥ 则 2dy S
Σ

=∫∫         . 

解：因为 1 , 1, 1,x yz x y z z= − − = − = − 曲面在 xOy 面上的投影为 {( , ) 0 1,D x y x： ≤ ≤  

0 1 }y x−≤ ≤ ，则 

1 12 2 2 2 2 2

0 0

3d 1 d 3 d 3 d d
12

x

x y
D D

y S y z z y x y yσ σ
−

Σ

= + + = = =∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

11.3  格林公式、高斯公式和斯托克斯公式 

11.3.1  基本要求 

1．掌握格林公式并会运用平面曲线积分与路径无关的条件计算曲线积分； 
2．理解二元函数的全微分求积； 
3．理解高斯公式的概念与性质，会用高斯公式计算曲面积分； 
4．理解斯托克斯公式的概念与性质，会用该公式计算有关积分； 
5．了解向量场、散度和旋度以及高斯公式和斯托克斯公式的物理意义 

11.3.2  基本内容 

1．单连通域与复连通域  

设 D 为平面区域，如果 D 内任一闭曲线所围的部分都属于 D，则称 D 为平面单连通域，

否则称为复连通域.  

2．格林公式 

设闭区域 D 由分段光滑的曲线 L 围成，函数 P(x, y)及 Q(x, y)在 D 上具有一阶连续偏导数，
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则有格林公式 

d d d d
L

D

Q P
x y P x Q y

x y
∂ ∂⎛ ⎞− = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫○ , 

其中 L 是 D 的取正向的边界曲线.   

3．平面曲线积分与路径无关的定义  

设 G 是一个开区域，P(x, y)、Q(x, y)在 G 内具有一阶连续偏导数. 如果对于 G 内任意两点

A、B 以及 G 内从点 A 到点 B 的任意两条曲线 L 1、L 2，等式 

1 2

d d d d
L L

P x Q y P x Q y+ = +∫ ∫  

恒成立，则称曲线积分 d d
L

P x Q y+∫ 在 G 内与路径无关，否则称与路径有关.  

注：曲线积分 d d
L

P x Q y+∫ 在 G 内与路径无关等价于沿 G 内任意闭曲线 C 的曲线积分

d d
C

P x Q y+∫○ 等于零.  

4．曲线积分与路径无关的充分必要条件 

设开区域 G 是一个单连通域，函数 P(x, y)及 Q(x, y)在 G 内具有一阶连续偏导数，则曲线

积分 d d
L

P x Q y+∫ 在 G 内与路径无关（或沿 G 内任意闭曲线的曲线积分为零）的充分必要条

件是等式
P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
在 G 内恒成立.  

注：（1）定理要求区域 G 是单连通区域，且函数 P(x, y)及 Q(x, y)在 G 内具有一阶连续偏

导数. 如果这两个条件之一不能满足，那么定理的结论不一定成立.  

（2）区域 G 内破坏函数 P、Q 及
P
y

∂
∂

、
Q
x

∂
∂

连续性的点称为奇点.  

5．二元函数的全微分求积 

设开区域 G 是一个单连通域，函数 P(x, y)及 Q(x, y)在 G 内具有一阶连续偏导数，则   

P(x, y)dx+Q(x, y)dy 在 G 内为某二元函数 u(x, y)的全微分的充分必要条件是等式
P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
在 G

内恒成立.  

6．高斯公式 

设空间闭区域 Ω 是由分片光滑的闭曲面 Σ（Σ 取外侧）所围成，函数 P(x, y, z)、Q(x, y, z)、
R(x, y, z)在 Ω 上具有一阶连续偏导数，则有高斯公式 

d d d d d d d
P Q R

v P y z Q z x R x y
x y z

Ω Σ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫w , 

或            d ( cos cos cos )d
P Q R

v P Q R S
x y z

α β γ
Ω Σ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫w , 
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这里 cos ,cos ,cosα β γ 是Σ 在点 ( , , )x y z 处的法向量的方向余弦. 
注：高斯公式给出了空间区域 Ω 上的三重积分与其边界曲面 Σ 上的第二类曲面积分之间

的联系，所以在计算闭曲面的第二类曲面积分时可以利用该公式作转化计算. 

7．斯托克斯公式    

设 Γ 为分段光滑的空间有向闭曲线，Σ 是以 Γ 为边界的分片光滑的有向曲面，Γ 的正向与

Σ 的侧符合右手规则，函数 P(x, y, z)、Q(x, y, z)、R(x, y, z)在曲面 Σ 上具有一阶连续偏导数，

则有斯托克斯公式 

d d d d d d
R Q Q PP Ry z z x x y
y z x yz x

Σ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− −+ +−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫∫ d d dP x Q y R z
Γ

= + +∫○ . 

即： 

d d d d d d

d d d

y z z x x y

P x Q y R z
x y z

P Q R
ΓΣ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∫∫ ∫○ , 

或                  

cos cos cos

d d d dS P x Q y R z
x y z

P Q R

α β γ

Σ Γ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∫∫ ∫○ , 

其中 n = (cosα, cosβ, cosγ)为有向曲面 Σ 的单位法向量.  
注：（1）斯托克斯公式给出了曲面Σ 上的第二类曲面积分与其边界曲线Γ 上的第二类曲线

积分之间的联系，利用该公式可以作转化计算； 
（2）当曲面Σ 是 xOy 面上的平面区域时，斯托克斯公式就成为格林公式，因此格林公式

是斯托克斯公式的特殊情形. 

8．通量与散度 

设向量场 

A(x, y, z) = P(x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k 
其中 P，Q，R 具有一阶连续偏导数，Σ 是场内的一片有向曲面，n = (cos ,cos ,cos )α β γ 是 Σ

上点(x, y, z)处的单位法向量，则积分 d ( cos cos cos )d d dS P Q R S P y zα β γ
Σ Σ Σ

⋅ = + + = +∫∫ ∫∫ ∫∫A n  

d d d dQ z x R x y+ 称为向量场 A 通过曲面 Σ 向着指定侧的通量(或流量)， P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
称为向量

场 A 的散度，记作 div A，即 

div P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
A . 

由高斯公式 

d d ( cos cos cos )d d d d d d d
P Q R

v v S P Q R S P y z Q z x R x y
x y z

α β γ
Ω Σ Σ Σ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + = ⋅ = + + = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫n  
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其中流速场 v = ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))P x y z Q x y z R x y z ，n = (cos ,cos ,cos )α β γ 是 Σ 上点(x, y, z)处的单位

法向量.   
高斯公式右端可解释为流速场 v 通过闭曲面Σ 流向外侧的流量（通量），即流体在单位时

间内离开闭区域Ω 的总质量.设流体是不可压缩且流动稳定的，所以流体在离开 Ω 的同时，Ω
内必须产生等量的流体进行补充 ，故高斯公式左端可以解释为分布在 Ω 内的源头在单位时间

内所产生的流体的总质量. 散度 divP Q R
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
v 反映了流体在点 ( , , )x y z 的源头强度.  

将流速场 v 改为一般的向量场 A = ( , , )P Q R ，可得到高斯公式的另一表现形式： 

div d dv S
Ω Σ

= ⋅∫∫∫ ∫∫A A nw ，或 div d dnv A S
Ω Σ

=∫∫∫ ∫∫A w  

9．环流量与旋度 

（1）环流量：设向量场 A(x, y, z) = P(x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k  
其中 , ,P Q R 均连续，Γ 是 A 的定义域内的一条分段光滑的有向闭曲线，τ 是Γ 在点 , ,x y z（ ）处

的单位切向量，则积分 

dA sτ
Γ

⋅∫○  

称为向量场 A 沿有向闭曲线Γ 的环流量. 
（2）旋度：设向量场 A(x, y, z) = P(x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k 

其中 , ,P Q R 均具有一阶连续偏导数，则向量 

R Q Q PP R
y z x yz x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− −+ +−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i j k  

称为向量场 A 的旋度，记为 rotA，即 

R Q Q PP R
y z x yz x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− −= + +−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
A i j krot . 

旋度的记忆法：                
x y z

P Q R

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

i j k

Arot .   

如果向量场 A 的旋度 rotA 处处为零，则称向量场 A 为无旋场，而一个无源、无旋的向量

场称为调和场. 
注：（1）斯托克斯公式的另一形式： 

d dS s
ΓΣ

⋅ = ⋅∫∫ ∫A n A○rot τ ，或 ( ) d dn S A sτ
ΓΣ

=∫∫ ∫A ○rot  

其中 n 是曲面 Σ 上点(x, y, z)处的单位法向量，τ是 Σ 的正向边界曲线 Γ 上点(x, y, z)处的单位切

向量.   
（2）斯托克斯公式的解释：向量场 A 沿有向闭曲线 Γ 的环流量等于向量场 A 的旋度通过

Γ 所张的曲面 Σ 的通量（Γ 的正向与 Σ 的侧应符合右手法则）.  
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11.3.3  典型例题 

【例 1】 计算 2 2 2
( )d ( )d

( )L

x y x x y y
x y

+ − −
+∫○ ，其中 L 为圆周 2 2 2x y a+ = ，取顺时针方向． 

解：        2 2 2
( )d ( )d

( )L

x y x x y y
x y

+ − −
+∫○

 

4
1 ( )d ( )d

L
x y x x y y

a
= + − −∫○

2 2 2
4

1 2d d
x y a

x y
a

+

= − −∫∫
格林公式

≤

2
2
a
π

= ． 

评注：使用格林公式  d d d d
L

D

Q P
x y P x Q y

x y
∂ ∂⎛ ⎞− = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫○ 时，要注意 L 是 D 的取正向的边

界曲线，且 P(x, y)及 Q(x, y)在 D 上具有一阶连续偏导数，两个条件缺一不可. 本题将
2 2 2x y a+ = 代入分母后的积分满足格林公式条件，注意 L 取负向，所以要加负号.  

【例2】 计算积分 2 2
d d

4L

x y y x
x y

−
+∫○ ，其中L 为圆周 2 2 2( 1) ( 0 1)x y R R R− + = > ≠且 （按逆时针方向.） 

解：因为 2 2 2 2,
4 4

y xP Q
x y x y

−
= =

+ +
，故 0Q P

x y
∂ ∂

− =
∂ ∂

 

当 1R < 时，由于 2 2 2 2,
4 4

y xP Q
x y x y

−
= =

+ +
在 2 2 2( 1) ( 1)x y R R− + ≠≤ 所围的区域 D 内有

一阶连续偏导数，满足格林公式条件. 所以 2 2
d d 0d 0
4L

D

x y y x
x y

σ−
= =

+∫ ∫∫○  

当 1R > 时，L 所围的区域 D 上含有点 (0,0)（奇点），所以 ,P Q 在区域 D 上不满足格林公

式条件，不能直接用格林公式. 
做闭曲线 2 2 2: 4l x y ε+ = （ ε 取得足够小保证 l 含在 L 所围区域）将奇点围住，方向为逆

时针，即                     [ )
1 cos

0,22
sin

x
l

y

ε θ
θ

ε θ

⎧ =⎪ ∈ π⎨
⎪ =⎩

 

则曲线 L l−+ 围成复连通域 1D 且为 1D 的正向边界. 因在复连通域 1D ： 2 2
d d

4L l

x y y x
x y−+

−
+∫ 满足格林

公式条件，故 

1

2 2
d d 0d 0
4L l

D

x y y x
x y

σ
−+

−
= =

+∫ ∫∫ 即 2 2 2 2 2 2
d d d d d d

4 4 4L l l

x y y x x y y x x y y x
x y x y x y−

− − −
= − =

+ + +∫ ∫ ∫  

                     
2 2 2 2

2

20

1 1cos sin
2 2 d

ε θ ε θ
θ

ε

π +
= ∫

2

0

1 d
2

θ
π

= = π∫  

评注：当 ,P Q 在 D 上有奇点时，通常采取上述办法作充分小的闭曲线将奇点围住，再在

复连通域（已无奇点，满足格林公式条件）上用格林公式. 注意边界曲线的正向外环是逆时针

方向，内环是顺时针方向.  

【例 3】 证明曲线积分 
(3,4) 2 3 2 2

(1,2)
(6 )d (6 3 )dxy y x x y xy y− + −∫ 在 xOy 坐标面上与路径无关，

并计算积分. 
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解法一： 2 3 2 26 , 6 3P xy y Q x y xy= − = −由于 在单连通域 xOy 面有一阶连续偏导数，且

212 3Q Px y
x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
，所以曲线积分在 xOy 面上与路径无关，取折线路径： 

(3,4) 2 3 2 2

(1,2)

3 42 3 2 2

1 2

(6 )d (6 3 )d

(6 2 2 )d (6 3 3 3 )d 236

xy y x x y xy y

x x y y y

− + −

= × − + × × − × × =

∫

∫ ∫
 

解法二：设：        2 3( , ) (6 )du x y xy y x= −∫ 2 2 33 ( )x y xy yϕ= − +  

则 2 2 d ( )6 3
d

u yx y xy
y y

ϕ∂
= − +

∂
2 26 3x y xy= − 得

d ( )
d

y
y

ϕ
= 0 ， 所 以 ( )y Cϕ = ，

2 2 3( , ) 3u x y x y xy C= − + ，故 
(3,4) 2 3 2 2

(1,2)
(6 )d (6 3 )dxy y x x y xy y− + −∫ (3,4) (1,2) 236u u= − =  

评注：两种解法都是根据定理的充要条件：
P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
进行的. 解法一选取的是与坐标轴平

行的折线路径，这样计算量较少，注意折线上不能有奇点；解法二是通过全微分方程求原二

元函数，注意写出 ( )yϕ ，求出 ( )yϕ ，从而确定 ( , )u x y ，而积分值就是 ( , )u x y 在起讫点的增量.  

【例 4】 设曲线积分 [ ( ) e ]sin d ( )cos dx

L
f x y x f x y y− −∫ 在整个 xOy 面上与路径无关，其中

( )f x 具有一阶连续导数，且 (0) 0f = ，求 ( )f x ． 

解：由题设知 P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 （ 2( , )x y R∈ ），即 

{ ( )cos } {[ ( ) e ]sin }xf x y f x y
x y

∂ ∂
− = −

∂ ∂
⇒ ( ) ( ) exf x f x′− = − ． 

故 ( )f x 是一阶线性微分方程 exy y′ + = 满足 0 0xy
=

= 的特解，由通解公式： 

( )d d 1( ) e e ee e d 2
x x x xxf x Cx C

− −= = ++∫ ∫∫ ，∵ 1(0) 0
2

y C= ∴ = − , ( )f x =
e e

2

x x−−
． 

评注：解题的关键是由积分与路径无关的必充条件 
P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
得到关于 ( )f x 的微分方程，

然后根据微分方程的类型求出通解，再定特解. 这类综合题常常出现在考研中. 

【例 5】 证明 d d 0
L

v vy x
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂∫○ 的充分必要条件为：
2 2

2 2 0v v
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
，其中 L 是单连通域G

内的一条简单闭曲线， ( , )v x y 在G 内具有连续的二阶偏导数. 

证明：依题意 ,v vP Q
y x

∂ ∂
= − =

∂ ∂
在G 内具有一阶连续偏导数，又 d d 0

L

v vy x
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂∫○ 的充

要条件为
P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
，由于

2

2
P v
y y

∂ ∂
= −

∂ ∂
，

2

2
Q v
x x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

故 d d 0
L

v vy x
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂∫○ 的充分必要条件为
2 2

2 2
v v

y x
∂ ∂

− =
∂ ∂

，即
2 2

2 2 0v v
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
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评注：此题的要点是 ( , )v x y 在G 内具有连续的二阶偏导数，由此知 ,v vP Q
y x

∂ ∂
= − =

∂ ∂
在G 内

具有一阶连续偏导数，满足定理条件.  
【例 6】 证明 3 2 3 2( 3 )d ( 3 )dx xy x y x y y− + − 是某二元函数 ( , )u x y 的全微分，并求出一个

( , )u x y ． 

解：因为 3 2 3 23 , 3P x xy Q y x y= − = − 在 xOy 面有一阶连续偏导数，且 6Q Pxy
x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
，

故 3 2 3 2( 3 )d ( 3 )dx xy x y x y y− + − 在 xOy 面是某二元函数 ( , )u x y 的全微分. 

解法一： 3 2( , ) ( 3 )d ( )u x y x xy x yϕ= − +∫ 4 2 21 3 ( )
4 2

x x y yϕ= − + ，故 

2 3 2d ( )3 3
d

u yx y y x y
y y

ϕ∂
= − + = −

∂
，得 3d ( )

d
y y

y
ϕ

= ⇒ 41( )
4

y yϕ = + C  

令 0,C = 得                   4 2 2 41 3 1( , )
4 2 4

u x y x x y y= − +  

解法二：         
( , ) 3 2 3 2

(0,0)
( , ) ( 3 )d ( 3 )d

x y
u x y x xy x y x y y= − + −∫  

3

0
( 3 0)d 0

x
x x x= − × + +∫ 3 2

0
0 ( 3 )d

y
y x y y+ −∫ 4 4 2 21 1 3

4 4 2
x y x y= + −  

评注：因为只求一个 ( , )u x y ，所以解法一中的 C 可以取任意定值，解法二中的点 (0,0) 也
可以取 xOy 面内任意点. 

【例 7】 计算 ( )d d ( )d d ( )d dy z y z z x z x x y x y
Σ

− + − + −∫∫w   其中Σ 为曲面 2 2z x y= + 及平

面 0z = ﹑ ( 0)z h h= > 所围成的空间区域的整个边界的外侧.  
解：这里P y z= − ，Q z x= − ，R x y= − ，用高斯公式计算，得 

( )d d ( )d d ( )d d

d d d d d d

d (0 0 0)d 0,

y z y z z x z x x y x y

P y z Q z x R x y

P Q R
v v

x y z

Σ

Σ

Ω Ω

− + − + −

= + +

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ += = + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫

∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

w
w  

其中Ω 是曲面 2 2z x y= + 及平面 ( 0)z h h= > 所围成的空间闭区域． 

评注：因为 P(x, y, z)、Q(x, y, z)、R(x, y, z)在 Ω 上具有一阶连续偏导数且取外侧，所以可

以用高斯公式化为三重积分计算，简单快捷. 如果用直接法去解此题则繁琐得多.  
【例 8】 计算  d d 2d dyz z x x y

∑

+∫∫ ，∑是球面 2 2 2 4( 0)x y z z+ + = ≥ 的上侧. 

解：补充曲面 2 2
1 : 0, : 4xyz D x yΣ = + ≤ ，取下侧.则 

d d 2d dyz z x x y
∑

+∫∫
1

d d 2d dyz z x x y
∑ + ∑

= +∫∫
1

d d 2d dyz z x x y
∑

− +∫∫ d d dz x y z
Ω

= ∫∫∫
1

d d 2d dyz z x x y
∑

− +∫∫  

 
图 11-3-1 
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其中 2 2 2: 4( 0)x y z zΩ + + ≤ ≥  

d d dz x y z
Ω
∫∫∫

2

0
d d d

zD

z z x y= ∫ ∫∫ =
2 2

0
(4 )d 4z z zπ − = π∫ （先二后一法） 

由 2 2
1 : 0, : 4xyz D x yΣ = + ≤ ，取下侧，有 

1

d d 2d dyz z x x y
∑

+∫∫
1

0 2 d dx y
∑

= + ∫∫ 2 d d 8
xyD

x y= − = − π∫∫ ，故 

d d 2d d 12yz z x x y
∑

+ = π∫∫  

评注：补充曲面后，由于 P(x, y, z)、Q(x, y, z)、R(x, y, z)在有界闭域 Ω 上具有一阶连续偏

导数且取外侧，所以可以利用高斯公式计算，然后减去补充曲面的积分值. 注意三重积分中被

积函数仅含 z ，所以采取先二后一计算法较易.  

【例 9 】  设 f 是连续可导函数，计算曲面积分 3 31d d d d +yx y z f y z x
z z

∑

⎡ ⎤⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫∫w  

31
d dyf z x y

y z
⎡ ⎤⎛ ⎞ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

，其中∑为锥面 2 2x y z= + 与两球面 2 2 2 1x y z+ + = 及 2 2 2 4x y z+ + = 所

围立体表面的外侧. 

解：由高斯公式： 33 3 11d d d d + d dyy f zx y z f y z x x y
yz zz

∑

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ++ + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫∫w  

                    2 2 2
2 2

1 13 3 3 d d dy yx f y f z x y z
z zz z

Ω

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠∫∫∫  

                    2 2 2(3 3 3 )d d dx y z x y z
Ω

= + +∫∫∫  

                    
2

4

0 0
3 d sinθ

π
π

= ∫ ∫
2 2

1
d rϕ ϕ∫ 2 93(2 2)d

5
r r −

=  

评注：因为 f 是连续可导函数，所以积分满足高斯公式条件，化为三重积分后用球面坐

标计算十分简便.  
【例 10】 设空间区域Ω 由曲面 2 2 2z a x y= − − 与平面 0z = 围成，其中 a 为正常数，记Ω 表

面的外侧为Σ ，Ω 的体积为V ，证明： 
2 2 2 2d d d d (1 ) d dx yz y z xy z z x xyz z x y V

Σ

− + + =∫∫w  

证 明 ： 因 为 2 2 2 2( , , ) , ( , , ) , ( , , ) (1 )P x y z x yz Q x y z xy z R x y z xyz z= = − = + ， 22P xyz
x

∂
=

∂
，

22Q xyz
y

∂
= −

∂
， 1 2R xyz

z
∂

= +
∂

，由高斯公式得 

2 2 2 2 2 2d d d d (1 ) d d (2 2 1 2 )d d dx yz y z xy z z x xyz z x y xyz xyz xyz x y z
Σ Ω

− + + = − + +∫∫ ∫∫∫w  

2 22 2

0 0 0
(1 2 )d d d d d (1 2 sin cos )d

a a
xyz x y z z z

ρ
θ ρ ρ ρ θ θ

π −

Ω

= + = +∫∫∫ ∫ ∫ ∫  
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2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 2 3

0 0 0 0 0 0

d d d d d 2 sin cos d

d d d sin 2 d d d

0

a a a a

a a a a

z z z

z z z

V V

ρ
θ ρ ρ θ ρ ρ ρ θ θ

θ ρ ρ θ θ ρ ρ

π −ρ π −

π −ρ π −ρ

= +

= +

= + =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

评注：因为 P(x, y, z)、Q(x, y, z)、R(x, y, z)在旋转抛物面 2 2 2z a x y= − − 与平面 0z = 围成的

立体Ω 上满足高斯定理条件，所以可以利用高斯公式. 计算上：由于
2

0
sin 2 d 0θ θ

π
=∫ 且中层积

分限是常数，所以 d d d 0xyz x y z
Ω

=∫∫∫ ；或者根据Ω 关于 4 个卦限的对称性以及被积函数 xyz 的

反对称性知 d d d 0xyz x y z
Ω

=∫∫∫ .  

【例 11】 利用高斯公式计算三重积分 

( )d d dxy yz zx x y z
Ω

+ +∫∫∫ , 

其中Ω 是由 0x≥ ， 0y≥ ， 0 1z≤ ≤ 及 2 2 1x y+ ≤ 所确定的空间闭区域. 
解：如右图 11-3-2 所示，Ω 的边界由闭曲面 

1 2 3 4 5Σ = Σ + Σ + Σ + Σ + Σ  

所围成，取Σ 的外侧. 令 P Q R xyz= = = ，那么由高斯公式得 

( )d d dxy yz zx x y z
Ω

+ + =∫∫∫ d d d d d dxyz y z xyz z x xyz x y
Σ

+ +∫∫w  

在 yOz 面上： 

1 2 4

d d d d d d 0xyz y z xyz y z xyz y z
Σ Σ Σ

= = =∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

而 

3

d d 0 d d 0
yzD

xyz y z yz y z
Σ

= ⋅ =∫∫ ∫∫ , 

( ) ( )
5

1 12 2

0 0

1d d 1 d d 1 d d
6

yzD

xyz y z y yz y z y y z z
Σ

= − = − =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ , 

故 

1d d
6

xyz y z
Σ

=∫∫w  

同理可得                  1d d
6

xyz z x
Σ

=∫∫w ，
1d d
3

xyz x y
Σ

=∫∫w  

所以 

1 1 1 11( )d d d
6 6 3 24

xy yz zx x y z
Ω

+ + = + + =∫∫∫  

图 11-3-2 
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评注：本题是一道逆向题. 根据三重积分被积函数的特点构造出 , ,P Q R （要求其在Ω 上

无奇点），取外侧化为闭曲面上的第二类曲面积分. 这是本题的第二种解法.  
【例 12】 利用斯托克斯公式计算曲线积分 

2 2 2 2 2 2( )d ( )d ( )d
L

y z x z x y x y z+ + + + +∫○ ，其中 L 为平面 1x y z+ + = 与三个坐标面的交线，

其正向为逆时针方向，与平面 1x y z+ + = 上侧的法向量之间符合右手规则.  
解：由斯托克斯公式得 

2 2 2 2 2 2( )d ( )d ( )d

(2 2 )d d (2 2 )d d (2 2 )d d

L
y z x z x y x y z

y z y z z x z x x y x y
Σ

+ + + + +

= − + − + −

∫
∫∫

○
 

Σ : 1  ( 0, 0, 0)x y z x y z+ + = ≥ ≥ ≥ ，取上侧. 由于 
1 1

0 0
(2 2 )d d (2 2 )d d d (2 2 )d 0

yz

y

D

y z y z y z y z y y z z
−

Σ

− = − = − =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ , 

1 1

0 0
(2 2 )d d (2 2 )d d d (2 2 )d 0

zx

z

D

z x z x z x z x z z x x
−

Σ

− = − = − =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ , 

1 1

0 0
(2 2 )d d (2 2 )d d d (2 2 )d 0

xy

x

D

x y x y x y x x x y y
−

Σ

− = − = − =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ , 

故 
2 2 2 2 2 2( )d ( )d ( )d 0

L
y z x z x y x y z+ + + + + =∫○  

评注：斯托克斯公式给出了曲面Σ 上的第二类曲面积分与其边界曲线Γ 上的第二类曲线积分

之间的联系，两者方向符合右手规则且要求 , ,P Q R 在曲面Σ 上有一阶连续偏导数. 这是利用斯托

克斯公式作转化计算的条件，公式为： d d d d
R Q P Ry z z x
y z z x

Σ

∂ ∂⎛ ⎞ ∂ ∂⎛ ⎞− + +−⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠∫∫ d d
Q P

x y
x y

∂ ∂⎛ ⎞−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

d d dP x Q y R z
Γ

= + +∫○ . 本题就是这样转化的，由于平面和被积函数的对称性使曲面积分的三项

均相等.  
【例 13】  计算 ( )d ( )d ( )d ,y z x z x y x y z

Γ
− + − + −∫○ 其中 Γ 为圆柱面 2 2 2x y a+ = 与平面

1x z
a h

+ =  （ 0, 0a h> > ）的交线，若从 z 轴的正向望去，Γ 的方向是逆时针方向. 

 

图 11-3-3 
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解：如图 11-3-3，平面 1x z
a h

+ = 上由曲线Γ 所围成的区域记为S ，S 的方向根据右手规则取

上侧. 令 1x zF
a h

= + − ，则 S 的法向量
1( , , ) ( ,0, )x y zF F F h a
ah

= =n ，取 ( ,0, )h a=n ，所以S 的单位

法向量为
2 2

1 ( ,0, )e h a
a h

=
+

n ，方向余弦为
2 2

cos h

a h
α =

+
， cos 0β = ，

2 2
 cos = a

a h
γ

+
，

由斯托克斯公式： 

2 2 2 2

2 2

   0     

( )d ( )d ( )d d 2 d
                    

                  

L
S S

h a

a h a h a hy z x z x y x y z S S
a hx y z

y z z x x y

+ + ⎛ ⎞+
− + − + − = = −∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠∂ ∂ ∂

− − −

∫ ∫∫ ∫∫○  

2 2 2 2

2 2 2 2

12 1 d d 2 d d
xy xy

x y
D D

a h a hz z x y a h x y
aa h a h

+ +
= − + + = − +

+ +∫∫ ∫∫ 2π ( )a a h= − + . 

评注：由于 , ,P Q R 符合斯托克斯定理条件，所以可以用该公式作转化计算. 注意点是 S 的

方向要依据右手规则而定，从而法向量的方向也要一致，最后化为第一类曲面积分.  

11.3.4  释疑解难 

1．运用格林公式时应注意什么？ 
答：格林公式给出了平面区域上的二重积分与其边界曲线（取正向）上的曲线积分之间

的联系. 在应用格林公式时应注意观察 ( , ) , )P x y Q x y、 （ 在闭区域G 上一阶偏导数是否连续，

即是否有奇点（G 上破坏函数 P、Q 及
P
y

∂
∂

、
Q
x

∂
∂

连续性的点）的问题. 例如： 设 L 为一条无

重点、分段光滑且不经过原点的连续闭曲线，L 的方向为逆时针方向，问 2 2
d d 0

L

x y y x
x y

−
=

+∫○ 是否

一定成立？这取决于 G 上有无奇点. 由于 2 2
yP

x y
−

=
+

和 2 2
xQ

x y
=

+
在点(0，0)不连续.  且当

x2+y2≠0 时，
2 2

2 2 2( )
Q y x P
x yx y

∂ − ∂
= =

∂ ∂+
，所以如果奇点(0，0)不在 L 所围成的区域 G 上时，则结论

成立；而当(0，0)在 G 上时，结论未必成立.  
2．格林公式、高斯公式和斯托克斯公式，有哪些应用价值？ 
答：这三个公式都是多元函数积分学的基本公式，在理论和应用上都有重要意义.  

（1）三个公式分别建立了平面曲线积分与二重积分、曲面积分与三重积分、空间曲线积

分与曲面积分之间的关系，它们和牛顿——莱布尼兹公式一起，奠定了微积分学体系的理论

基础，为各种积分之间，微分与积分之间的转化提供了理论依据； 
（2）三个公式统称为场论三大公式，是研究许多物理现象的重要数学工具； 
（3）由格林公式导出了平面曲线积分与路经无关的充要条件，导出了二元函数全微分求

积的判定定理，为解全微分方程提供了理论依据和具体解法； 
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由高斯公式导出了曲面积分与积分曲面无关（只取决于曲面的边界曲线）的充要条件，

从而提供了空间无源场的特征刻画； 
由斯托克斯公式导了出空间曲线积分与路经无关的充要条件，从而给出空间无旋场的特

征刻画；导出了三元函数全微分求积的判定条件和具体方法；若斯托克斯公式中的曲面Σ 位于

坐标面上（例如Σ 在 xOy 坐标面上，取上侧），则斯托克斯公式就成为格林公式，由此知格林

公式是斯托克斯公式的特例.  

11.3.5  部分习题解答 

【习题 11-3】 

3．计算曲线积分 2 2
d d

2( )L

y x x y
x y

−
+∫○ ，其中 L 为圆周(x−1)2+y2 = 2，L 的方向为逆时针方向. 

解： 2 22( )
yP

x y
=

+
, 2 22( )

xQ
x y

−
=

+
. 当 x2+y2≠0 时 

Q P
x y

∂ ∂
=

∂ ∂

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 0
2( ) 2( )

x y x y
x y x y

− −
= − =

+ +
. 

在 L 内作逆时针方向的半径为ε的小圆周 

l : cos , sin , (0 2 )x yε θ ε θ θ= = π≤ ≤  

在以 L 和 l 为边界的复连域 Dε上运用格林公式得 

d d d d 0
L l D

Q P
P x Q y x y

x y
ε

−+

∂ ∂⎛ ⎞−+ = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫ ∫○ , 

即                  d d d d d d
L l l

P x Q y P x Q y P x y
−

+ = − + = +∫ ∫ ∫○ ○ ○ .  

因此    2 2 2 2
d d d d

2( ) 2( )L l

y x x y y x x y
x y x y

− −
=

+ +∫ ∫○ ○
2 2 2 22

20

sin cos d
2

ε θ ε θ θ
ε

π − −
= ∫

2

0

1 d
2

θ
π

= − = −π∫ . 

5．利用格林公式，计算下列曲线积分： 

（1） (2 4)d (5 3 6)d
L

x y x y x y− + + + −∫○ ，其中 L 为三顶点分别为(0, 0)、(3, 0)和(3, 2)的三角

形正向边界;  

（2） 2 2 2( cos 2 sin e )d ( sin 2 e )dx x

L
x y x xy x y x x x y y+ − + −∫○ ，其中 L 为正向星形线 

2 2
3 3x y+ =  

2
3a (a>0); 
（3） 3 2 2 2(2 cos )d (1 2 sin 3 )d

L
xy y x x y x x y y− + − +∫ ，其中 L 为在抛物线 22x y= π 上由点(0，

0)到 ,  1
2
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

的一段弧; 

（4） 2 2( )d ( sin )d
L

x y x x y y− − +∫ ，其中 L 是在圆周 22y x x= − 上由点(0, 0)到点(1, 1)的

一段弧. 
解：（1）L 所围区域 D 如图所示，P = 2x−y+4, Q = 5y+3x−6,  
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3 ( 1) 4Q P
x y

∂ ∂
− = − − =

∂ ∂
, 

故由格林公式,得 

(2 4)d (15 3 6)d d d

4d d 12.

L
D

D

Q P
x y x y x y x y

x y

x y

∂ ∂⎛ ⎞−− + + + − = ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

= =

∫ ∫∫

∫∫

○
 

（2） 2 2cos 2 sin exP x y x xy x y= + − , 2 sin 2 exQ x x y= − ,    

2 2(2 sin cos 2 e ) (2 sin cos 2 e ) 0x xQ P x x x x y x x x x y
x y

∂ ∂
− = + − − + − =

∂ ∂
, 

由格林公式 
2 2 2( cos 2 sin e )d ( sin 2 e )d

d d 0.

x x

L

D

x y x xy x y x x x y y

Q P
x y

x y

+ − + −

∂ ∂⎛ ⎞−= =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫

∫∫

○

 

（3） 3 22 cosP xy y x= − , 2 21 2 sin 3Q y x x y= − + ,  

2 2( 2 cos 6 ) (6 2 cos ) 0Q P y x xy xy y x
x y

∂ ∂
− = − + − − =

∂ ∂
, 

所以由格林公式 

d d d d 0
L OA AB

D

Q P
P x Q y x y

x y− + +

∂ ∂⎛ ⎞−+ = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫∫○  

其中 OA、AB 为补充折线成为正向封闭曲线， 

故           d d d d
L OA AB

P x Q y P x Q y
+

+ = +∫ ∫  

221
2 2

0 0

30d d1 2 44
x yy y

π π⎛ ⎞π= + =− +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ . 

（4）P = x2−y, Q = −x−sin2y, 1 ( 1) 0Q P
x y

∂ ∂
− = − − − =

∂ ∂
,  

由格林公式有 

d d d d 0
L AB BO

D

Q P
P x Q y x y

x y+ +

∂ ∂⎛ ⎞−+ = − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫∫ , 

其中 AB、BO 为补充折线成为负向封闭曲线， 

故          2 2 2 2( )d ( sin )d ( )d ( sin )d
L BA OB

x y x x y y x y x x y y
+

− − + = − − +∫ ∫  

                                    
1 12 2

0 0

7 1(1 sin )d d sin 2
6 4

y y x x= − + + = − +∫ ∫ .  
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6．验证下列 P(x, y)dx+Q(x, y)dy 在整个 xOy 平面内是某一函数 u(x, y)的全微分，并求这样

的一个 u(x, y)： 
（4） 2 2 3 2(3 8 )d ( 8 12 e )dyx y xy x x x y y y+ + + +  
（5） 2 2(2 cos cos )d (2 sin sin )dx y y x x y x x y y+ + −  

解：（4）因为 23 16Q Px xy
x y

∂ ∂
= + =

∂ ∂
, 所以 P(x, y)dx+Q(x, y)dy 是某个定义在整个 xOy 平面

内的函数 u(x, y)的全微分. 
( , ) 2 2 3 2

(0,0)

2 2

0 0

3 2 2

( , ) (3 8 )d ( 8 12 e )d

12 e d (3 8 )d

4 12( e e ) .

x y y

y xy

y y

u x y x y xy x x x y y y C

y y x y xy x C

x y x y y C

= + + + + +

= + + +

= + + − +

∫

∫ ∫  

（5）因为 2 cos 2 sinQ Py x x y
x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
，所以 P(x, y)dx+Q(x, y)dy 是某个函数 u(x, y)的全微分 

2

0 0

2 2

( , ) 2 d (2 sin sin )d

sin cos .

x y
u x y x x y x x y y C

y x x y C

= + − +

= + +

∫ ∫  

7．设有一变力在坐标轴上的投影为 X = x+y2，Y = 2xy−8，这变力确定了一个力场，证明

质点在此场内移动时，场力所做的功与路径无关.  

解：场力所作的功为 2( )d (2 8)dW x y x xy y
Γ

= + + −∫ .  

由于 2Q Py
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
，故以上曲线积分与路径无关，即场力所作的功与路径无关.  

【习题 11-6】 
1．利用高斯公式计算曲面积分:  

（1） 2 2 2d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫w ，其中Σ为平面 x = 0, y = 0, z = 0, x = a, y = a, z = a 所围成

的立体的表面的外侧;  

（2） 3 3 3d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫w ，其中Σ为球面 x2+y2+z2 = a2 的外侧; 

（3） 2 2 3 2d d ( )d d (2 )d dxz y z x y z z x xy y z x y
Σ

+ − + +∫∫w ，其中Σ为上半球体 2 2 20 z a x y− −≤ ≤ , 

2 2 2x y a+ ≤ 的表面的外侧; 

（4） d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫w 其中Σ介于 z = 0 和 z = 3 之间的圆柱体 x2+y2≤9 的整个表面

的外侧; 

（5） 24 d d d d d dxz y z y z x yz x y
Σ

− +∫∫w ，其中Σ为平面 x = 0, y = 0, z = 0, x = 1, y = 1, z = 1 所围

成的立方体的全表面的外侧. 
解：（1）由高斯公式 
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            原式 d 2 ( )d
P Q R

v x y z v
x y z

Ω Ω

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ += = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫∫  

                4

0 0 0
6 d 6 d d d 3

a a a
x v x x y z a

Ω

= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ (这里用了对称性).  

（2）由高斯公式 

原式 2 2 2d 3( )d
P Q R

v x y z v
x y z

Ω Ω

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ += = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫∫  

                      
2 4

0 0 0
3 d sin d d

a
r rθ ϕ ϕ

π π
= ∫ ∫ ∫ 512

5
a= π .  

（3）由高斯公式 

原式 2 2 2d ( )d
P Q R

v z x y v
x y z

Ω Ω

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ += = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫∫  

                       
2 2 22

0 0 0
d d sin d

a
r r rθ ϕ ϕ

π
π

= ∫ ∫ ∫ 52
5

a= π .  

（4）由高斯公式 

原式 d 3d 81
P Q R

v v
x y z

Ω Ω

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ += = = π⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫∫ . 

（5）由高斯公式 

原式 d (4 2 )d
P Q R

v z y y v
x y z

Ω Ω

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ += = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫∫  

                       
1 1 1

0 0 0

3d d (4 )d
2

x y z y z= − =∫ ∫ ∫ .  

5．利用高斯公式推证阿基米德原理: 浸没在液体中所受液体的压力的合力（即浮力）的

方向铅直向上，大小等于这物体所排开的液体的重力.  
证明：取液面为 xOy 面，z 轴沿铅直向下，设液体的密度为ρ，在物体表面Σ上取元素 dS

上一点，并设Σ在点(x, y, z)处的外法线的方向余弦为 cosα, cosβ, cosγ, 则 dS 所受液体的压力在

坐标轴 x, y, z 上的分量分别为 

−ρzcosαdS, −ρzcosβ dS, −ρzcosγ dS, 
Σ所受的压力利用高斯公式进行计算得 

xF = cos d 0d 0z S vρ α
Σ Ω

− = =∫∫ ∫∫∫w , 

yF = cos d 0d 0ρz S vβ
Σ Ω

− = =∫∫ ∫∫∫w , 

zF = cos d d d | |z S v vρ γ ρ ρ ρ
Σ Ω Ω

− = − = − = − Ω∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫w , 

其中|Ω|为物体的体积. 因此在液体中的物体所受液体的压力的合力，其方向铅直向上，大小等

于这物体所排开的液体所受的重力，即阿基米德原理得证.  
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【习题 11-7】 
2．利用斯托克斯公式，计算下列曲线积分： 

（1） d d dy x z y x z
Γ

+ +∫○ ，其中 Γ 为圆周 x2+y2+z2 = a2， 0x y z+ + = ，若从 z 轴的正向看去，

这圆周取逆时针方向;  

（2） ( )d ( )d ( )dy z x z x y x y z
Γ

− + − + −∫○ ，其中 Γ 为椭圆 x2+y2 = a2， 1x z
a b

+ = (a>0，b>0)，

若从 x 轴正向看去，这椭圆是取逆时针方向; 

（3） 23 d d dy x xz y yz z
Γ

− +∫○ ，其中 Γ 是圆周 x2+y2 = 2z，z = 2，若从 z 轴正向看去，这圆周

是取逆时针方向; 

（4） 22 d 3 d dy x x y z z
Γ

+ −∫○ ，其中 Γ 是圆周 x2+y2+z2 = 9，z = 0，若从 z 轴正向看去，这圆

周是取逆时针方向. 
解：（1）设 Σ 为平面 x+y+z = 0 上Γ所围成的部分，则 Σ 上侧的单位法向量为 

1 1 1, ,(cos ,cos ,cos )
3 3 3

α β γ ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

n . 

于是   d d dy x z y x z
Γ

+ +∫○
cos cos cos

dS
x y z
y z x

α β γ

Σ

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂∫∫  

                      23( cos cos cos )d d 3
3

S S aα β γ
Σ Σ

= − − − = − = − π∫∫ ∫∫ .  

提示：Σ是半径为 a 的圆面.  

（2）设 Σ 为平面 1x z
a b

+ = 上Γ所围成的部分，则 Σ 上侧的单位法向量为 

2 2 2 2
,  0,  (cos ,cos ,cos )

b b

a b a b
α β γ

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
n . 

于是            ( )d ( )d ( )dy z x z x y x y z
Γ

− + − + −∫○
cos cos cos

dS
x y z

y z z x x y

α β γ

Σ

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
− − −

∫∫  

              
2 2

2( )( 2cos 2cos 2cos )d da bS S
a b

α β γ
Σ Σ

− +
= − − − =

+∫∫ ∫∫  

              
2 2

2 2

2( ) 2( )d d d d 2 ( )
xy xyD D

a b a b a bx y x y a a b
a aa b

− + + − +
= = = − π +

+ ∫∫ ∫∫ .  

提示：Σ（即
bz b x
a

= − ）的面积元素为
2 2 2

d 1 d d d da bbS x y x y
aa
+⎛ ⎞= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  
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（3）设Σ为平面 z = 2 上Γ所围成的部分的上侧，则 

2

2

2 2

d d d d d d

3 d d d

3

( )d d ( 3)d d 5 2 20 .

y z z x x y

y x xz y yz z
x y z
y xz yz

z x y z z x y

Γ
Σ

Σ

∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂
−

= + − + = − π× = − π

∫ ∫∫

∫∫

○
 

（4）设Σ为 xOy 面上的圆 x2+y2≤9 的上侧，则 

2

2

d d d d d d

2 d 3 d d d d d d 9 .

2 3
xyD

y z z x x y

y x x y z z x y x y
x y z
y x z

Γ
Σ Σ

∂ ∂ ∂
+ − = = = = π

∂ ∂ ∂
−

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫○  

11.3.6  练习题
 

1． 2 2 2 2d [ ln( )]d
L

x y x y xy x x y y+ + + + +∫ ，其中 L 为曲线 sin ,0y x x= π≤ ≤ 与直线段

0,0y x= π≤ ≤ 所围闭区域 D 的正向边界. 

2．计算 (e sin )d (e cos )dx x

L
y my x y m y− + −∫ ，其中 L 为圆 2 2 2( ) ( 0)x a y a a− + = > 的上半

圆周，方向为从点 (2 ,0)A a 沿 L 到原点 O. 

3．计算曲线积分 2 2
( )d ( )d

L

x y x x y y
x y

− + +
+∫ 其中 L 是沿着圆 2 2( 1) ( 1) 1x y− + − =  从点 A(0, 1)

到点 B(2, 1)的上半单位圆弧.   

4．确定 λ 的值，使曲线积分 2 1 2( 4 )d (6 2 )d
C

x xy x x y y yλ λ −+ + −∫ 在 xOy 平面上与路径无关.

当起点为 (0,0) ，终点为 (3,1) 时，求此曲线积分的值. 

5．设 ( )f x 可微， (0) 1f = 且曲线积分 2[2 ( ) e ] d ( )dx

L
f x y x f x y+ +∫○ 与路径无关. 求 ( )f x . 

6．证明在整个 xOy 平面上， (e sin )d (e cos )dx xy my x y mx y− + − 是某个函数的全微分，求

这样的一个函数，并计算 (e sin )d (e cos )dx x

L
y my x y mx y− + −∫ ，其中 L 为从 (0,0) 到 (1,1) 的任

意一条路径. 

7．计算 I = d d d d d d
S

xy y z yz z x xz x y+ +∫∫ ，其中曲面 S 为 x+y+z = 1，x = 0，y = 0，z = 0 所

围立体的表面外侧. 

8 ．计算 I = d d d d ( )d dyz y z xz z x x y z x y
∑

+ + + +∫∫ ，其中 ∑ 是 2 2 2 2( )x y z a a+ + − = ，

0 z a≤ ≤ ，取下侧. 
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9．计算曲面积分 2( )d d d dI z x y z z x y
Σ

= + +∫∫ ，其中Σ 是旋转抛物面 2 21 ( )
2

z x y= + 介于 0z =

及 2z = 之间部分的下侧. 

10．求 2 2 2( )d d ( )d d ( )d dy z y z z x z x x y x y
∑

− + − + −∫∫ 其中∑为锥面 2 2 (0 )z x y z h= + ≤ ≤ 的

外侧. 

11．计算 
2 2 2 3

d d d d d d

( )

x y z y z x z x y

x y z∑

+ +

+ +∫∫ ，其中∑为曲面
2 2( 2) ( 1)1 ( 0)

5 16 9
z x y z− −

− = + ≥ 的上侧. 

练习题答案                

1． 4
9

    2．
2

2
m aπ     3． 1 ln 5 arctan 2

2
−     4． 3,λ =  积分值 = 26 

5． 2( ) e ( 1)xf x x= +     6． esin1 m−     7． 1
8

     8． 31
3

a− π     9．0      

10．
4

4
hπ

−     11．0    

11.3.7  考研真题 

【例 1】（2004 年数一） 计算曲面积分 3 3 22 d d 2 d d 3( 1)d dI x x z y y x z x y
∑

= + + −∫∫ ，其中 ∑ 是

曲面 2 21 ( 0)z x y z= − − ≥ 的上侧. 
解：取 1∑ 为 xOy 平面上被圆 2 2 1x y+ = 所围部分的下侧，记Ω 为由 ∑ 与 1∑ 围成的空间闭

区域，则 

1

3 3 22 d d 2 d d 3( 1)d dI x y z y z x z x y
∑ + ∑

= + + −∫∫
1

3 3 22 d d 2 d d 3( 1)d d .x y z y z x z x y
∑

− + + −∫∫  

由高斯公式知 

1

2

3 3 2 2 2

2 1 1 2

0 0 0

1
2 2 3 2

0

2 d d 2 d d 3( 1)d d 6( )d d d

6 d d )d

112 d 2 .(1 ) (1 )
2

x y z y z x z x y x y z x y z

z z
ρ

θ ρ ρ (ρ

ρρ ρ ρ ρ

∑ + ∑ Ω

π −

+ + − = + +

= +

⎡ ⎤= π = π− + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫

∫

 

而              
2 2

1

3 3 2

1

2 d d 2 d d 3( 1)d d 3d d 3
x y

x y z y z x z x y x y
∑ +

+ + − = − − = π∫∫ ∫∫
≤

, 

故                                2 3 .I = π − π = −π  

【例 2】（2006 年数一） 设Σ 是锥面 2 2 (0 1)z x y z= + ≤ ≤ 的下侧，则 d d 2 d dx y z y z x
∑

+ +∫∫  

3( 1)d dz x y− =         . 
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解：设 1Σ : 2 21( 1)z x y= + ≤ ，取上侧，则由高斯公式 

            d d 2 d d 3( 1)d dx y z y z x z x y
Σ

+ + −∫∫  

1 1

d d 2 d d 3( 1)d d d d 2 d d 3( 1)d dx y z y z x z x y x y z y z x z x y
Σ+Σ Σ

= + + − − + + −∫∫ ∫∫ . 

而          
1

d d 2 d d 3( 1)d dx y z y z x z x y
Σ+Σ

+ + −∫∫ ＝
2 1 1

0 0
6d 6 d d d 2

r
V

v r r z
π

= θ = π∫∫∫ ∫ ∫ ∫ , 

1

d d 2 d d 3( 1)d d 0x y z y z x z x y
Σ

+ + − =∫∫ . 

所以                      d d 2 d d 3( 1)d d 2x y z y z x z x y
Σ

+ + − = π∫∫  

【例 3】（2006 年数一） 设在上半平面 {( , ) | 0}D x y y= > 内，函数 ( , )f x y 具有连续偏导数，

且对任意的 t >0 都有 2( , ) ( , )f tx ty t f x y−= . 

证明：对 L 内的任意分段光滑的有向简单闭曲线 L，都有 ( , )d ( , )d 0
L

yf x y x xf x y y− =∫○ . 

证明： 2( , ) ( , )f tx ty t f x y−= 两边对 t 求导得 
3( , ) ( , ) 2 ( , )x yxf tx ty yf tx ty t f x y−′ ′+ = − . 

令 1t = ，则                ( , ) ( , ) 2 ( , )x yxf x y yf x y f x y′ ′+ = − . ① 

设 ( , ) ( , ), ( , ) ( , )P x y yf x y Q x y xf x y= = − ，则 

( , ) ( , ), ( , ) ( , )x y
Q Pf x y xf x y f x y yf x y
x y

∂ ∂′ ′= − − = +
∂ ∂

. 

则由①可得                         Q P
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
. 

故由曲线积分与路径无关的定理可知，对D 内的任意分段光滑的有向简单闭曲线L ，都有 

( , )d ( , )d 0
L

yf x y x xf x y y− =∫○ . 

【例 4】（2007 年数一） 计算曲面积分 d d 2 d d 3 d dI xz y z zy z x xy x y
Σ

= + +∫∫ ，其中 ∑ 为曲面

2
21 (0 1)

4
yz x z= − − ≤ ≤ 的上侧. 

解：补充曲面：
2

2
1 : 1, 0

4
yx zΣ + = = ，取下侧，由高斯公式 

1

d d 2 d d 3 d dI xz y z zy z x xy x y
Σ+Σ

= + +∫∫
1

d d 2 d d 3 d dxz y z zy z x xy x y
Σ

− + +∫∫  

              = ( 2 )d d d 3 d d
D

z z x y z xy x y
Ω

+ +∫∫∫ ∫∫  

其中Ω 为Σ 与 1Σ 所围成的空间区域，D 为平面区域
2

2 1
4
yx + ≤ . 
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由于区域 D 关于 x 轴对称，因此 3 d d 0
D

xy x y =∫∫ . 又 

( 2 )d d d 3 d dz z x y z z x y
Ω Ω

+ =∫∫∫ ∫∫∫  = 
1 1

0 0
3 d d d 3 2 (1 )d .

zD

z z x y z z z= ⋅ π − = π∫ ∫∫ ∫  

其中 zD
2

2: 1
4
yx z+ −≤ . 

【例 5】（2008 年数一） 计算曲线积分 2sin 2 d 2( 1) d
L

x x x y y+ −∫ ，其中 L 是曲线 siny x= 上

从点(0, 0)到点 ( , 0)π 的一段. 
解法一：按曲线积分的计算公式直接计算： 

2 2 2

0 0

2 2

0 00

2

00
2

sin 2 d 2( 1) d [sin 2 d 2( 1)sin cos ]d sin 2 d

cos2 cos2 d cos2 d
2 2

sin 2 sin 2 d
2 2 2

.
2

L
x x x y y x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x

π π

π
π π

π π

+ − = + − =

⎡ ⎤ π
= − + = − +⎢ ⎥⎣ ⎦

π ⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

π
= −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫
 

解法二：添加辅助线，按照格林公式进行计算： 
设 1L 为 x 轴上从点 ( ,0)π 到 (0,0) 的直线段． D 是 1L 与 L 围成的区域 

1

2sin 2 d 2( 1) d
L L

x x x y y
+

+ −∫
2(2( 1) ) (sin 2 ) d d

D

x y x x y
x y

⎡ ⎤∂ − ∂
= − −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∫∫ 4 d d
D

xy x y= −∫∫       

                             
sin

0 0
4 d d

x
xy y x

π⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ 2

0
2 sin dx x x

π
= −∫ 0

(1 cos 2 )dx x x
π

= − −∫  

                             
2

00
cos2 d

2
x x x x

π
π⎡ ⎤

= − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫
2

00

sin 2 sin 2 d
2 2 2

x x x x
π ππ ⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫  

                             
2

2
π

= − ． 

因为                   
1

02sin 2 d 2( 1) d sin 2 d 0
L

x x x y y x x
π

+ − = =∫ ∫  

故                         2sin 2 d 2( 1) d
L

x x x y y+ −∫
2

2
π

= −  

解法三：令 2sin 2 d 2( 1) d
L

I x x x y y= + −∫ 2
1 2sin 2 d 2 d 2 d

L
x x y y x y y I I= − + = +∫  

对于 1I ，记 sin 2 , 2P x Q y= = − ．因为 0P Q
y x

∂ ∂
= =

∂ ∂
，故 1I 与积分路径无关． 

1 0
sin 2 d 0I x x

π
= =∫ ． 
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对于 2I ， 
2 2 2

2 0 0

2

00
2

0

2

00
2

2 d 2 sin cos d sin 2 d

cos2 cos2 d
2

cos2 d
2

sin 2 sin 2 d
2 2 2

.
2

L
I x y y x x x x x x x

x x x x x

x x x

x x x x

π π

π
π

π

π π

= = =

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

π
= − +

π ⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

π
= −

∫ ∫ ∫

∫

∫

∫

 

故                        2sin 2 2( 1) d
L

xdx x y y+ −∫
2

2
π

= −  

【例 6】（2009 年数一） 计算曲面积分 2 2 2 3/2
d d d d d d

( )
x y z y z x z x yI

x y z
Σ

+ +
=

+ +∫∫w ，其中 ∑ 是曲面

2 2 22 2 4x y z+ + = 的外侧. 

解：         2 2 2 3/2
d d d d d d

( )
x y z y x z z x yI

x y z
Σ

+ +
=

+ +∫∫w ，其中 2 2 22 2 4x y z+ + =  

∵                     
2 2 2

2 2 2 3/2 2 2 2 5/2
2 ,

( ) ( )
x y z x

x y zx x y z
∂ + −⎛ ⎞

=⎜ ⎟+ +∂ + +⎝ ⎠
 ① 

                       
2 2 2

2 2 2 3/2 2 2 2 5/2
2 ,

( ) ( )
y x z y

x y zy x y z
∂ + −⎛ ⎞

=⎜ ⎟+ +∂ + +⎝ ⎠
 ② 

                       
2 2 2

2 2 2 3/2 2 2 2 5/2
2 ,

( ) ( )
z x y z

x y zz x y z
∂ + −⎛ ⎞

=⎜ ⎟+ +∂ + +⎝ ⎠
 ③  

∴   ①+②+③= 2 2 2 3/2 2 2 2 3/2 2 2 2 3/2 0
( ) ( ) ( )

x y z
x y z x y z x y zx y z

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + + +∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

由于被积函数及其偏导数在点（0，0，0）处不连续，作封闭曲面（取外侧） 2 2 2
1 : x y zΣ + + =  

2 1.0
16

R R< < 由高斯公式有 

I = 2 2 2 3/2
d d d d d d

( )
x y z y x z z x y

x y z
Σ

+ +
=

+ +∫∫w
1

3
d d d d d dx y z y x z z x y

R
Σ

+ +
∫∫w  

                   
3

3 3
1 3 43d 4

3
RV

R R
Ω

π
= = ⋅ = π∫∫∫  

【例 7】（2011 年数一） 设 L 是柱面方程 2 2 1x y+ = 与平面 z x y= + 的交线，从 z 轴正向

往 z 轴负向看去为逆时针方向，则曲线积分
2

d d d
2L

yxz x x y z+ + =∫○         . 

解法一：由斯托克斯公式， L 上的曲面为 2 2: 0, 1S x y z x y+ − = + ≤ ，取上侧， 
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原式=
2

d d d d d d

d d d d d d

2

S S

y z z x x y

y y z x z x x yx y z

yxz x

∂ ∂ ∂
= + +∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫  

因 , 1, 1.x yz x y z z′ ′= + = = 法向量为 (1,1, 1)= −n ，由转换投影法： 

2 2 2 2: 1 : 1

d d d d d d [ ( 1) ( 1) 1]d d ( 1)d d
S D x y D x y

y y z x z x x y y x x y x y x y
+ +

+ + = ⋅ − + − + = − − + = π∫∫ ∫∫ ∫∫
≤ ≤

. 

解法二：L 在 xOy 平面上的投影曲线
2 2 1:

0
x yL
z

⎧ + =⎪′ ⎨
=⎪⎩

，参数方程 : cos , sin , 0L x t y t z′ = = =  

t 从 0 到 2π ，则 L 的参数式为 L ： cos , sin , cos sinx t y t z t t= = = + ， t 从 0 到 2π .于是 

原式=
22

0

(sin )[cos (cos sin )( sin ) cos cos (cos sin )]d
2
tt t t t t t t t t

π
+ − + + − = π∫ . 

【例 8】（2012 年数一） 已知 L 是第一象限中从点 (0,0) 沿圆周 2 2 2x y x+ = 到点 (2,0) ，再

沿圆周 2 2 4x y+ = 到点 (0,2) 的曲线段，计算曲线积分      

2 33 d ( 2 )d
L

I x y x x x y y= + + −∫  

解：补充有向直线段         1 : 0 ( : 2 0)L x y= →  
因为 2 33 , 2P x y Q x x y= = + − 是二元多项式，所以 ,P Q 在由 1L L和 所围区域 D 上具有一

阶连续偏导数，由格林公式 

1

2 3 2 23 d ( 2 )d d d (3 1 3 )d d 1d d ( )

1 14
4 2 2

L L D D D

Q Px y x x x y y x y x x x y x y D
x y

+

⎛ ⎞∂ ∂
+ + − = − = + − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

π
= × π − π =

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ 的面积

 

所以             
1

02 3

2
3 d ( 2 )d 2 d 4

2 2 2
L

I x y x x x y y y yπ π π
= − + + − = − − = −∫ ∫  

11.3.8  总习题十一选讲 

3．计算下列曲线积分： 

（1） 2 2 d
L

x y s+∫○ ，其中 L 为圆周 x2+y2 = ax;  

解：L 的参数方程为 cos
2 2
a ax θ= + , sin

2
ay θ= (0≤θ≤2π)，故 

22 2 2 2

0

4 42 2

0 0

d d ( ) ( ) ( )d

2(1 cos ) d d2cos
4 4 2

L L
x y s ax s ax x y

a a

θ θ θ θ

θθ θ θ

π

π π

′ ′+ = = ⋅ +

= + ⋅ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

○ ○
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2
2 22

0 0
2

| cos | d 2cos d cos d
4
a t t a at t t t

ππ π

π

⎛ ⎞
= = =−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ (这里令

2
t θ

= ). 

（5） (e sin 2 )d (e cos 2)dx x

L
y y x y y− + −∫ ，其中 L 为上半圆周(x−a)2+y2 = a2，y≥0，沿逆时

针方向;  

解：这里 P = exsin y−2y, Q = excos y−2, e cos e cos 2 2x xQ P y y
x y

∂ ∂
− = − + =

∂ ∂
.  

令 L1为 x 轴上由原点到(2a，0)点的有向直线段，D 为 L 和 L1所围成的区域，则由格林公式 

1

(e sin 2 )d (e cos 2)dx x

L L
y y x y y

+
− + −∫○ d d

D

Q P
x y

x y
∂ ∂⎛ ⎞−= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ 22 d d

D

x y a= = π∫∫ , 

1

2

22 2

0

(e sin 2 )d (e cos 2)d (e sin 2 )d (e cos 2)d

0d .

x x x x

L L

a

y y x y y a y y x y y

a x a

− + − = π − − + −

= π − = π

∫ ∫

∫
 

（6） dxyz z
Γ∫○ ，其中 Γ 是用平面 y = z 截球面 x2+y2+z2 = 1 所得的截痕，从 z 轴的正向看去，

沿逆时针方向.  

解：曲线Γ的一般方程为
2 2 2 1x y z

y z
⎧ + + =⎪
⎨

=⎪⎩
，其参数方程为

2 2cos ,  sin ,  sin
2 2

x t y t z t= = = ，

t 从 0 变到 2π.  

于是                 
2

0

2 2 2d cos cos cos cos d
2 2 2

xyz z t t t t t
π

Γ
= ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫○  

                            
2 2 2

0

2 2sin cos d
4 16

t t t
π

= = π∫ .  

4．计算下列曲面积分： 

（1） 2 2 2
dS

x y z
Σ

+ +∫∫ ，其中 Σ 是介于平面 z = 0 及 z = H 之间的圆柱面 x2+y2 = R2; 

解：Σ = Σ1+Σ2，其中 
2 2

1 : x R yΣ = − ，Dxy：−R≤y≤R，0≤z≤H，
2 2

d d dRS y z
R y

=
−

; 

2 2
1 : x R yΣ = − − ，Dxy：−R≤y≤R，0≤z≤H，

2 2
d d dRS y z

R y
=

−
, 

于是                
1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
d d dS S S

x y z x y z x y z
Σ Σ Σ

= +
+ + + + + +∫∫ ∫∫ ∫∫  

    2 2 2 22 2 2 2 0

1 1 12 d d 2 d d
xy

R H

R
D

R y z R y z
R z R zR y R y−

= ⋅ =
+ +− −∫∫ ∫ ∫  

    2 arctan H
R

= π .  
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（2） 2 2 2( )d d ( )d d ( )d dy z y z z x z x x y x y
Σ

− + − + −∫∫ ，其中 Σ 为锥面 2 2z x y= + (0≤z≤h) 的

外侧;  

解：这里 P = y2−z，Q = z2−x，R = x2−y， 0P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
.  

设 Σ1 为 z = h(x2+y2≤h2)的上侧，Ω 为由 Σ 与 Σ1 所围成的空间区域，则由高斯公式 

1

2 2 2( )d d ( )d d ( )d d d 0
P Q R

y z y z z x z x x y x y v
x y z

Σ+Σ Ω

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ +− + − + − = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫∫ , 

而            
1 1

2 2 2 2( )d d ( )d d ( )d d ( )d dy z y z z x z x x y x y x y x y
Σ Σ

− + − + − = −∫∫ ∫∫  

1

22 2 2 4

0 0
( )d d d ( cos sin ) d

4
h

x y x y hθ ρ θ ρ θ ρ ρ
π

Σ

π
− = − =∫∫ ∫ ∫ , 

所以              2 2 2 4( )d d ( )d d ( )d d
4

y z y z z x z x x y x y h
Σ

π
− + − + − = −∫∫ .  

（3） d d d d d dx y z y z x z x y
Σ

+ +∫∫ ，其中 Σ 为半球面 2 2 2z R x y= − − 的上侧;  

解：设 Σ1 为 xOy 面上圆域 x2+y2≤R2 的下侧，Ω 为由 Σ 与 Σ1 所围成的空间区域，则由高

斯公式得 

1

33

d d d d d d d

23d 3 2 ,
3

P Q R
x y z y z x z x y v

x y z

v RR

Σ+Σ Ω

Ω

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ ++ + = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞= = = ππ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫ ∫∫∫

∫∫∫

w
 

而              
1 1

d d d d d d d d 0d d 0
xyD

x y z y z x z x y z x y x y
Σ Σ

+ + = = =∫∫ ∫∫ ∫∫ ,  

所以                  3 3d d d d d d 2 0 2x y z y z x z x y R R
Σ

+ + = π − = π∫∫ .  

5．证明： 2 2
d dx x y y
x y

+
+

在整个 xOy 平面除去 y 的负半轴及原点的区域 G 内是某个二元函数

的全微分，并求出一个这样的二元函数.  

解：这里 2 2
xP

x y
=

+
, 2 2

yQ
x y

=
+

. 显然，区域 G 是单连通的，P 和 Q 在 G 内具有一阶

连续偏导数，并且 

2 2 2
2

( )
P xy Q
y xx y

∂ − ∂
= =

∂ ∂+
, 

所以 2 2
dxdx y y

x y
+
+

在开区域 G 内是某个二元函数 u(x, y)的全微分.  

( , ) 2 2
2 2 2 2(1, 0) 1 0

d d 1 1( , ) d d ln( )
2

x y x yx x y y yu x y x y x y C
xx y x y

+
= = + = + +

+ +∫ ∫ ∫ . 
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6．设在半平面 x>0 内有力 3 ( )k x y
ρ

= − +F i j 构成力场，其中 k 为常数， 2 2x yρ = + . 证

明在此力场中场力所作的功与所取的路径无关.  
解：场力沿路径 L 所作的功为 

3 3d d
L

kx kyW x y
ρ ρ

= − −∫ . 

令 3
kxP
ρ

= − , 3
kyQ
ρ

= − . 因为 P 和 Q 在单连通区域 x>0 内具有一阶连续的偏导数，并且 

5
3P k Qxy

y xρ
∂ ∂

= =
∂ ∂

, 

所以上述曲线积分所路径无关，即力场所作的功与路径无关.  

8．求均匀曲面 2 2 2z a x y= − − 的质心的坐标.  

解：这里Σ: 2 2 2z a x y= − − , (x, y)∈Dxy = {(x, y)|x2+y2≤a2}.  
设曲面Σ的面密度为ρ = 1，由曲面的对称性可知， 0x y= = . 因为 

2 2 2 2 2 3d 1 d d d d
xy xy

x y
D D

z S a x y z z x y a x y a
Σ

′ ′= − − ⋅ + + = = π∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

2 21d 4 2
2

S a a
Σ

= ⋅ π = π∫∫ , 

所以                             
3

2 22
a az
a

π
= =

π
.  

因此该曲面的质心为 0,  0,  
2
a⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

9．设 u(x, y)、v(x, y)在闭区域 D 上都具有二阶连续偏导数，分段光滑的曲线 L 为 D 的正

向边界曲线. 证明： 

（1） d d ( )d d d
L

D D

uv u x y u v x y v s
n

∂
Δ = − ⋅ +

∂∫∫ ∫∫ ∫grad grad ;  

（2） ( )d d d
L

D

v uu v v u x y su v
n n

∂ ∂⎛ ⎞Δ − Δ = −⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ , 

其中
u
n

∂
∂

、
v
n

∂
∂

分别是 u、v 沿 L 的外法线向量 n 的方向导数，符号
2 2

2 2x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

称为二维拉普

拉斯算子.  
证明 设 L 上的单位切向量为 T = (cos α, sin α), 则 n = (sin α, −cos α).  

（1） sin cos cos sind d d
L L L

u u u uu v vv s v s s
x y y xn

α α α α∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤− − += =⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

                d d
D

uu v x yv
yx yx

⎡ ∂ ⎤∂ ∂ ⎛ ⎞∂⎛ ⎞ −= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦∫∫  
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2 2

2 2 d d
D

v u u v u u x yv v
x x y yx y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠∫∫  

                
2 2

2 2d d d d
D D

v u v u u ux y v x y
x x y y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫∫ ∫∫  

                d d d d
D D

v u x y v u x y= ⋅ + Δ∫∫ ∫∫grad grad ,  

所以             d d (   )d d d
L

D D

uv u x y u v x y v s
n

∂
Δ = − ⋅ +

∂∫∫ ∫∫ ∫grad grad .  

（2） sin cos sin cosd d d
L L

v v u uv u s u v x yu v
x y x yn n

α α α α⎡ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ − −= −−⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫  

              cos sin d d
L

v u v uu v x yu v
y y x x

α α
⎡ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞ ∂ ∂⎛ ⎞− += + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦∫  

              d d
D

v uv u u v x yu v
y yx yx x

⎡ ∂ ∂ ⎤∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ − += −−⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦∫∫  

              

2 2 2 2

2 2 2 2 d d
D

u v v v u u u v v v u u x yu v u v
x x x x y y y yx x y y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − − + + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫  

              

2 2 2 2

2 2 2 2 d d ( )d d
D D

v v u uu v x y u v v u x y
x y x y

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − = Δ − Δ+ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫∫ ∫∫ .  

*10．求向量 A = xi+yj+zk 通过闭区域Ω = {(x, y, z)|0≤x≤1, 0≤y≤1, 0≤z≤1}的边界曲面

流向外侧的通量.  
解：设Σ为区域Ω的边界曲面的外侧，则通量为 

d d d d d d d
P Q R

x y z y z x z x y v
x y z

Φ
Σ Ω

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ += + + = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫∫ 3d 3v
Ω

= =∫∫∫ . 

11．求力 F = yi+zj+xk 沿有向闭曲线Γ所作的功，其中Γ为平面 x+y+z = 1 被三个坐标面所

截成的三角形的整个边界，从 z 轴正向看去，沿顺时针方向.  
解：设Σ为平面 x+y+z = 1 在第一卦部分的下侧，则力场沿其边界Γ （顺时针方向）所作的功为 

d d dW y x z y x z
Γ

= + +∫○ . 

曲面Σ的的单位法向量为
1 (1,  1,  1) (cos ,cos ,cos )
3

α β γ= − =n ，由斯托克斯公式有 

cos cos cos

dW S
x y z
y z x

α β γ

Σ

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂∫∫ 21 1 3( 1 1 1)d 3 d 3 ( 2) sin
2 3 23

S S
Σ Σ

π
= − − − − = = ⋅ =∫∫ ∫∫ . 

 



 

 

第 12 章  无 穷 级 数 

12.1  常数项级数的性质及审敛法 

12.1.1  基本要求 

1．理解无穷级数收敛、发散及收敛级数的和的概念；掌握级数的主要性质，特别是级数

收敛的必要条件. 
2．掌握正项级数的比较审敛法和比值审敛法；了解根值审敛法. 

3．掌握几何级数
0

n

n

aq
∞

=
∑ 、调和级数

1

1

n n

∞

=
∑ 和 p 级数

1

1
p

n n

∞

=
∑ 的收敛性. 

4．理解级数绝对收敛与条件收敛的概念，掌握交错级数的莱布尼茨审敛法. 

12.1.2  基本内容 

1．常数项级数的概念 

如果给定一个数列 1 2, , , ,nu u u ，则表达式 

1 2 nu u u+ + + +  

称为常数项无穷级数，简称级数，记为
1

n
n

u
∞

=
∑ . 其中第 n 项 nu 称为级数的通项或一般项. 该级

数的前 n 项的和 

1 2
1

n

n n k
k

s u u u u
=

= + + + =∑  

称为级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 的前 n 项部分和，并称数列{ }ns 为级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 的部分和数列. 

2．常数项级数收敛的概念 

若级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 的部分和数列 { }ns 的极限存在，即 lim nn

s s
→∞

= ，则称级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，这

时极限 s 为级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 的和，记为

1
n

n

u s
∞

=

=∑ . 若部分和数列的极限不存在，则称级数
1

n
n

u
∞

=
∑

发散. 
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3．常数项级数的性质 

（1）级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 和

1
n

n

ku
∞

=
∑ (k 为任一常数， 0)k ≠ 有相同的敛散性，且若

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛于 s ，

则
1

n
n

ku
∞

=
∑ 收敛于 ks ，即

1
n

n

ku
∞

=
∑ =

1
n

n

k u
∞

=
∑ .  

（2）若级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 和

1
n

n

v
∞

=
∑ 分别收敛于 s 与σ ，则级数

1

( )n n
n

u v
∞

=

+∑ 收敛于 s σ+ ，即 

1

( )n n
n

u v
∞

=

+∑ =
1

n
n

u
∞

=
∑ +

1
n

n

v
∞

=
∑  

（3）添加、去掉或改变级数的有限项，所得级数的收敛性不变. 
（4）收敛级数任意加括号后所得的级数仍收敛，且其和不变. 

（5）（级数收敛的必要条件）若级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，则 lim 0nn

u
→∞

= . 

4．常数项级数收敛性判定方法 

（1）正项级数及其收敛性判别法 

若 0( 1,2, )nu n =≥ ，则称级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 为正项级数. 

① 部分和审敛法 

正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛的充要条件是它的部分和数列{ }ns 有界. 

② 比较审敛法 

设
1

n
n

u
∞

=
∑ 和

1
n

n

v
∞

=
∑ 都是正项级数，且 ( 1,2, )n nu v n =≤ ，那么有 

若级数
1

n
n

v
∞

=
∑ 收敛，则级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 也收敛；若级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 发散，则级数

1
n

n

v
∞

=
∑ 也发散. 

③ 比值审敛法 

设
1

n
n

u
∞

=
∑ 是正项级数，且 1lim n

n
n

u
u

ρ+

→∞
= ，则 

当 1ρ < 时，级数收敛；当 1ρ > （或 1lim n

n
n

u
u
+

→∞
= +∞）时，级数发散；当 1ρ = 时，级数可

能收敛，也可能发散. 
④ 根值审敛法 

设
1

n
n

u
∞

=
∑ 是正项级数，且 lim n

nn
u ρ

→∞
= ，则 

当 1ρ < 时，级数收敛；当 1ρ > （或 lim n
nn

u
→∞

= +∞）时，级数发散；当 1ρ = 时，级数可

能收敛，也可能发散. 
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⑤ 极限审敛法 

设
1

n
n

u
∞

=
∑ 是正项级数，如果 lim 0nn

nu l
→∞

= > （或 lim nn
nu

→∞
= +∞ ），则级数发散；如果 1p > ，

而 lim p
nn

n u l
→∞

= (0 )l < +∞≤ ，则级数收敛. 

（2）交错级数与莱布尼茨审敛法 
① 交错级数 

设 0( 1,2, )nu n> = ，级数 1

1

( 1)n
n

n

u
∞

−

=

−∑ 称为交错级数. 

② 莱布尼茨审敛法 

如果交错级数 1

1

( 1)n
n

n

u
∞

−

=

−∑ ( 0, 1,2, )nu n> = 满足莱布尼茨条件： 

1( 1,2, )n nu u n+ =≥ 且 lim 0nn
u

→∞
= , 

则该级数收敛，且其和 1s u≤ ，其余项 nr 的绝对值 1n nr u +≤ . 
（3）绝对收敛与条件收敛 

如果级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，则称级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 绝对收敛；如果级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛而级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 发散，

则称级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 条件收敛. 对于绝对收敛的级数

1
n

n

u
∞

=
∑ ，有如下结论： 

如果级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 绝对收敛，则级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 必定收敛. 

5．两个重要级数 

（1）几何级数 
形如 

2 1

0

n n

n

aq a aq aq aq
∞

−

=

= + + + + +∑  

的级数称为几何级数. 几何级数的敛散性有如下结论： 

当 1q < 时，几何级数
0

n

n

aq
∞

=
∑ 收敛于

1
a

q−
；当 1q ≥ 时，几何级数

0

n

n

aq
∞

=
∑ 发散. 

（2） p 级数 
形如 

1

1 1 1 11
2 3p p p p

n n n

∞

=

= + + + + +∑  

的级数称为 p 级数． p 级数的敛散性有如下结论： 

当 1p > 时， p 级数
1

1
p

n n

∞

=
∑ 收敛；当 1p≤ 时， p 级数

1

1
p

n n

∞

=
∑ 发散. 
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特别地， 1p = 时的 p 级数
1

1

n n

∞

=
∑ 称为调和级数. 调和级数是发散的. 

12.1.3  典型例题 

【例 1】 判别级数
1

1
(5 4)(5 1)n n n

∞

= − +∑ 的收敛性. 

分析：注意到此类级数的一般项可以分解为两项（或更多项）的代数和，前后项抵消后

可求出它的前 n 项部分和，再取极限即可判别级数的收敛性. 

解：因为     1
(5 4)(5 1)nu

n n
=

− +
1 (5 1) (5 4)
5 (5 4)(5 1)

n n
n n
+ − −

=
− +

1 1 1
5 5 4 5 1n n
⎛ ⎞= −⎜ ⎟− +⎝ ⎠

, 

所以      1 1 1 1 1 11
5 6 6 11 5 4 5 1ns

n n
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

1 11
5 5 1n
⎛ ⎞= −⎜ ⎟+⎝ ⎠

1 ( )
5

n→ →∞ . 

故此级数收敛，且和为
1
5

. 

评注：（1）用定义判别级数的收敛性，需讨论部分和数列{ }ns 的极限是否存在，关键是

求出部分和数列{ }ns 的简化形式，一般化简 ns 的方法有两种： 

方法 1：利用等比数列的求和公式 1 (1 )
1

n
n

n
a qs a aq aq

q
− −

= + + + =
−

 ( 1)q ≠ . 

方法 2：拆项相加，如
1 1

1 1 1 11
( 1) 1 1

n n

k kk k k k n= =

⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠∑ ∑ ， 

1 1

( 2 2 1 ) ( 2 1) ( 1 )
n n

k k

k k k k k k k
= =

⎡ ⎤+ − + + = + − + − + −⎣ ⎦∑ ∑  

( 2 1) ( 2 1)n n= + − − − −
1 1 2

2 1n n
= + −

+ + +
. 

若 ns 不易化简，则考虑用其他方法. 

（2）此类正项级数的收敛性也可以利用比较审敛法的极限形式（或用极限审敛法）解决.
解法如下： 

令
1

(5 4)(5 1)nu
n n

=
− +

， 2
1

nv
n

= ，则
2 1lim lim

(5 4)(5 1) 25
n

n n
n

u n
v n n→∞ →∞

= =
− +

. 

由比较审敛法的极限形式知，
1

n
n

u
∞

=
∑ 与

1
n

n

v
∞

=
∑ 有相同的收敛性. 

由
1

n
n

v
∞

=
∑ 是收敛的 p 级数，故

1
n

n

u
∞

=
∑ 也收敛. 

【例 2】 判别级数
2sin sin sin

6 6 6
nπ π π

+ + + + 的收敛性. 

解：级数的一般项 sin
6n

nu π
= ，注意到 
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2 1 2 12sin sin cos cos
12 6 12 12

n n nπ π − +
= π − π  ( 1,2, )n = ， 

从而 

22sin 2sin sin 2sin sin 2sin sin
12 12 6 12 6 12 6

3 3 5 2 1 2 1cos cos cos cos cos cos
12 12 12 12 12 12

2 1cos cos .
12 12

n
ns

n n

n

π π π π π π π
= ⋅ + ⋅ + + ⋅

π π π π − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + + π − π⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π +⎛ ⎞= − π⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

故                        

2 1cos cos
12 12 .

2sin
12

n

n

s

π +⎛ ⎞− π⎜ ⎟
⎝ ⎠=
π

 

由于极限
2 1lim cos

12n

n
→∞

+⎛ ⎞π⎜ ⎟
⎝ ⎠

不存在，所以极限 lim nn
s

→∞
不存在，故原级数发散. 

评注：本题利用级数收敛的必要条件判别更简便. 一般地，若 lim nn
u

→∞
容易求，且 lim 0nn

u
→∞

≠ ，

则可由此判定级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 发散；但若 lim 0nn

u
→∞

= ，则级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 可能收敛，也可能发散，需用其

他方法判别. 

【例 3】 判别下列级数的收敛性： 

（1）
1

1
n

n n

∞

=
∑ ；  （2）

1

2 ( 1)
2

n

n
n

∞

=

+ −∑ ；  （3）
1

1
2 1n n

∞

= −∑ . 

分析：判断正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 敛散性的一般顺序是： 

（1）首先考察必要条件 0nu → 是否满足，若不是，则级数发散；若是，则进行下一步. 
（2）观察级数是否为 p 级数或几何级数，若不是，则进行下一步. 
（3）用比值法或根值法进行判别，若失效，则进行下一步. 

（4）用比较审敛法或其极限形式进行判别，难点在于选取比较级数
1

n
n

v
∞

=
∑ . 若用极限形式

的比较审敛法，应注意利用通项 nu 的特点选其等价无穷小作为 nv ，此时
1

n
n

u
∞

=
∑ 与

1
n

n

v
∞

=
∑ 同敛散. 

许多场合下比值法、根值法或比较审敛法这三种审敛法都是适用的. 

解：（1）因为
1lim lim 1 0n nn n

u
n→∞ →∞

= = ≠ ，不满足级数收敛的必要条件，所以级数发散. 

（2）由于
2 ( 1) 3

2 2

n

n n
+ −

≤ ，而
1

3
2n

n

∞

=
∑ 是收敛的几何级数，所以由级数的性质及比较判别法

可知级数
1

2 ( 1)
2

n

n
n

∞

=

+ −∑ 收敛. 
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（3）因
1 1

2 1 2nu
n n

= >
−

，而级数
1

1
2n n

∞

=
∑ 发散，由比较审敛法知级数

1

1
2 1n n

∞

= −∑ 也发散. 

【例 4】 判别下列级数的敛散性： 

（1） 3 2
1

1
3 2n n n n

∞

= + +∑ ；           （2）
2

2
1

( !)
2n

n
n

∞

=
∑ ； 

（3）
2

1

1 1(1 )
3

n
n

n n

∞

=

+∑ ；              （4）
1

1
n

n n n

∞

=
∑ ； 

（5）
1

20
1

d
1

n

n

x x
x

∞

= +∑∫ ；               （6） 2
2

1
(1 ln )n n n

∞

= +∑ . 

解：（1）一般项可经过放缩处理，化成 p 级数，故选用比较法或极限审敛法，也可利用

拆项法求解. 

方法 1  因为 3 2 3
1 1

3 2nu
n n n n

= <
+ +

，而 3
1

1

n n

∞

=
∑ 收敛，由比较审敛法知，原级数收敛. 

方法 2  因为
3

3
3 2lim lim 1

3 2nn n

nn u
n n n→∞ →∞

= =
+ +

，由极限审敛法，知原级数收敛. 

方法 3  因为 

3 2
1 2 1 1 1

2 ( 1)( 2) 2 ( 1) ( 1)( 2)3 2n
n nu

n n n n n n nn n n
⎡ ⎤+ −

= = = −⎢ ⎥+ + + + ++ + ⎣ ⎦
， 

3 2
1 1

1 1 1 1
2 ( 1) ( 1)( 2)3 2

n n

n
k k

s
k k k kk k k= =

⎡ ⎤
= = −⎢ ⎥+ + ++ + ⎣ ⎦
∑ ∑ 1 1 1

2 2 ( 1)( 2)n n
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
， 

则
1lim
4nn

s
→∞

= ，故原级数收敛且其和为
1
4

. 

（2）一般项
2

2
( !)
2n
nu
n

= 出现了阶乘形式，选用比值法. 因为 

[ ]2 2 2 2
1

2 2 2

( 1)! / 2( 1) ( 1)lim lim lim
( !) / 2 ( 1)

n

n n n
n

n nu n n
u n n n
+

→∞ →∞ →∞

+ + +
= = = ∞

+
, 

所以原级数发散. 

（3）一般项

2

1 11
3

n

n nu
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

含有 n 次幂形式，采用根值法. 因为 

21 1 1 1 elim lim (1 ) lim (1 ) 1
3 33

n
n nn

n nn n n
u

n n→∞ →∞ →∞
= + = + = < , 

所以原级数收敛. 

（4）注意到
1lim 1

nn n→∞
= ，用极限审敛法. 因为

1lim lim 1n nn n
nu n

n n→∞ →∞
= = ，所以级数发散. 

（5）由级数的特点应该先将积分算出，转化成一般正项级数再进行判别. 但积分不易求出

时，可考虑适当放大被积函数，用定积分性质对定积分进行估值后用比较审敛法进行判别. 事
实上 
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3 3
2 2

1 1

20 0

2 10 d d
1 3

n n
n

xu x x x
x n n

< = = <
+∫ ∫≤ . 

而 1p > 的 p 级数 3
2

1

1

n n

∞

=
∑ 收敛，故由比较审敛法知原级数收敛. 

（6）一般项 2
1

(1 ln )nu
n n

=
+

，用比值法、根值法、比较法都不易判定级数的敛散性，注意

到{ }nu 是单减数列，考察积分 22

d
(1 ln )

x
x x

+∞

+∫ ，因为广义积分 

22 22 2

d d ln arctan(ln )
(1 ln ) 1 ln

arctan(ln 2)
2

x x x
x x x

+∞ +∞
+∞= =

+ +
π

= −

∫ ∫
 

收敛，所以原级数收敛. 

评注：判别正项级数收敛性的一般方法是：若所给级数从某项以后的项可经缩小与放大

处理后化成 p 级数或几何级数形式，则用 p 级数或几何级数作为比较标准，利用比较审敛法；

若所给级数的一般项含有阶乘形式或 n次幂形式，判别其收敛性时利用比值审敛法；若所给级

数的一般项只含有 n次幂，利用根值审敛法. 对有些正项级数，若用上述三种方法不易判别其

收敛性时，可将 ( )nu f n= 看成 ( )f x . 若 ( )f x 满足在 1x ≥ 时为非负不增函数，且广义积分

1
( )df x x

+∞

∫ 收敛（或发散），则级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛（或发散）. 

同时还需注意： 
① 对正项级数判别收敛法，通常是先用比值法或根值法，当用比值法或根值法极限不易

求出或极限为 1 时，再试用比较审敛法. 使用比较审敛法时，关键是对级数的一般项进行放缩，

几何级数与 p 级数通常被用作比较标准. 当利用极限审敛法时，可选用一般项的等价无穷小或

同阶无穷小作为比较级数的一般项，并注意利用求函数极限的洛必达法则. 

② 能用比值法判别收敛性的级数一定可用根值法判别收敛性，因为可以证明当 1lim n

n
n

u
u
+

→∞

存在时， lim n
nn

u
→∞

也存在，且 1lim lim nn
nn n

n

u
u

u
+

→∞ →∞
= ，反之不一定成立. 

【例 5】 判别下列级数的收敛性： 

（1）
1

1
1 n

n a

∞

= +∑   ( 0)a > ；          （2）
1

!n

n
n

a n
n

∞

=
∑  ( 0)a > ； 

（3）
1

n

nn

b
a

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ，其中 ( )na a n→ →∞ ， , ,na b a 均为正数. 

解：（1）当 1a = 时，
1 1

21 na
=

+
，级数发散； 

当 1a < 时，
1lim 1

1 nn a→∞
=

+
，级数发散； 
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当 1a > 时，
1 1

1 n na a
<

+
，而级数

1

1
n

n a

∞

=
∑ 是公比

1 1q
a

= < 的等比级数，收敛，所以级数

1

1
1 n

n a

∞

= +∑ 收敛. 

综上， 1a≤ 时级数发散； 1a > 时级数收敛. 

（2）由于 1lim lim
e11

n
nn n

n

u a a
u

n

+

→∞ →∞
= =

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

所以由比值审敛法，当 0 ea< < 时，级数收敛；当 ea > 时，级数发散；当 ea = 时不能由

比值法判定，但注意到此时 1 e
11

n
n

n

u
u

n

+ =
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

，而数列
11

n

n
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

单调增加趋于 e，所以 1 1n

n

u
u
+ > ，

即{ }nu 单调增加且 1 eu = ，于是 lim 0nn
u

→∞
≠ . 故当 ea = 时级数发散. 

（3）由根值法 lim limn
nn n

n

b bu
a a→∞ →∞

= = . 

当 1b
a
< 即 b a< 时，级数收敛；当 1b

a
> 即 b a> 时，级数发散；当 1b

a
= 即 b a= 时，考虑

n
na b n= 和 2n

na b n= 这两种情形可知，级数可能收敛也可能发散. 

评注：对含参数的正项级数进行收敛性讨论时，注意根据级数特征选择适当的审敛法，

全面考虑参数对收敛性的影响. 
【例 6】 判别下列级数是否收敛，如果收敛，是绝对收敛还是条件收敛？ 

（1） 1
1

( 1)!( 1) lnn
n

n

n
n

∞

+
=

+
−∑ ；            （2） 1

1

1( 1)n
p

n n

∞
−

=

−∑ ( 0)p > ； 

（3）
1

1( 1) lnn

n

n
n

∞

=

+
−∑ ；              （4）

2

cos sin
n

n
n

∞

=

π
π∑ . 

分析：对交错级数先考察其绝对值级数是否收敛. 若收敛，原级数为绝对收敛；若发散，

再验证莱布尼茨定理条件是否满足，若满足，则原级数条件收敛. 

解：（1） 1 1
( 1)! ( 1)!( 1) ln lnn

n n
n n
n n+ +

+ +
− = ，设 1

( 1)!
n n

nu
n +

+
= ，因为 

2
1

2

1

( 2)!
( 2) 1 1( 1)lim lim lim 1 1

( 1)! e( 1)

nn
n

n n n
n

n

n
u n nn

nu nn
n

−+
+

→∞ →∞ →∞

+

+
++ ⎛ ⎞= = + = <⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠

， 

由比值审敛法，绝对值级数 1
1

( 1)!
n

n

n
n

∞

+
=

+∑ 收敛，所以原级数绝对收敛. 

（2）由 1 1 1( 1) ,n
p pn n

−− = 易见当 1p > 时，由 p 级数性质知原级数收敛且绝对收敛； 

当 0 1p< ≤ 时，由莱布尼茨定理知 1

1

1( 1)n
p

n n

∞
−

=

−∑ 收敛，但
1

1
p

n n

∞

=
∑ 发散，故原级数条件收敛. 
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（3） 1 1( 1) ln lnn n n
n n
+ +

− = ，对级数
1

1ln
n

n
n

∞

=

+∑ ，其部分和 

[ ]
1 1

1ln ln( 1) ln ln( 1) ln1
n n

n
k k

ks k k n
k= =

+
= = + − = + −∑ ∑ , 

故 lim nn
s

→∞
= ∞，从而绝对值级数发散. 

对级数
1

1( 1) lnn

n

n
n

∞

=

+
−∑ ，设

1lnn
nu

n
+

= ，因为 

2

1
1 2 ( 1)ln ln ln 0

1 ( 2)n n
n n nu u

n n n n+
+ + +

− = − = >
+ +

, 

所以{ }nu 是单调递减数列，又
1lim lim ln 0nn n

nu
n→∞ →∞

+
= = ，由莱布尼茨审敛法，原级数收敛且为条

件收敛. 

（4）注意到 cos ( 1)nnπ = − ，原级数化为
2

( 1) sinn

n n

∞

=

π
−∑ ，故原级数为交错级数. 对正项级数

2

sin
n n

∞

=

π∑ ，因为
sin

lim 1
n

n

n
→∞

π

=
π

，而级数
2n n

∞

=

π∑ 发散，由极限审敛法，绝对值级数
2

sin
n n

∞

=

π∑ 发散. 

对 级 数
2

( 1) sinn

n n

∞

=

π
−∑ ， 设 sinnu

n
π

= ， 因 为 1 sin sin 0
1n nu u

n n+
π π

− = − >
+

， lim nn
u

→∞
=  

lim sin 0
n n→∞

π
= ，由莱布尼茨审敛法，原级数收敛且为条件收敛. 

评注：判别交错级数的收敛性时应先判别其是否绝对收敛，若否再判别是否条件收敛，

为此需验证莱布尼茨审敛法的两个条件：验证 1( 1,2, )n nu u n+ =≥ 时，可用比值 1 1n

n

u
u
+ ≤ ；差

值 1 0n nu u +− ≥ ；或将 ( )nu f n= 看成 ( )f x ，讨论 ( )f x 在 1x≥ 上单调不增；②验证 lim 0nn
u

→∞
= 时，

若极限不容易求，则先求 lim ( )
x

f x
→+∞

，再由 lim lim ( ) lim ( )nn n x
u f n f x

→∞ →∞ →+∞
= = 进行验证. 

莱布尼茨审敛法的条件是充分条件而非必要条件，条件②是任意项级数收敛的必要条件，

当然也是交错级数收敛的必要条件. 条件①不是必要条件，它和条件②一起构成交错级数收敛

的一个充分条件. 若条件①不满足，交错级数仍可能收敛，但需用其他方法判别. 
对任意项级数判断收敛性，先将各项取绝对值，考察其绝对值级数的收敛性，即正项级

数的收敛性. 若绝对值级数发散，不能断言原级数也发散. 但如果利用比值法或根值法判断知

绝对值级数发散，则可断定原级数发散，这是因为此时必有 lim 0nn
u

→∞
≠ ，从而 lim 0nn

u
→∞

≠ . 

【例 7】 判别下列级数的收敛性： 

（1） 1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 4 5 6 7 8 9

− − + − − + − − + ； 

（2）
1

cos
2n

n

n na∞

=
∑ ( )0a > . 
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解：（1）这是任意项级数，其绝对值级数
1

1

n n

∞

=
∑ 发散. 根据级数的规律，每三项加一括号，

考察加括号后级数的敛散性，因为 
2

1 1

1 1 1 2
1 2 ( 1)( 2)n n

n
n n n n n n

∞ ∞

= =

−⎛ ⎞− − =⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠∑ ∑ , 

令
( )( )

2 2
1 2n

nu
n n n

−
=

+ +
，则 

2( 2)lim lim 1
1 ( 1)( 2)
n

n n

u n n
n n n

n
→∞ →∞

−
= =

+ +
, 

所以级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 发散，从而级数

2

1

2
( 1)( 2)n

n
n n n

∞

=

−
+ +∑ 发散. 相对于原级数，加括号后的级数发散，

由级数的性质可知，原级数必发散.  
（2）将一般项放大处理，考察以放大后的项作为一般项的级数的敛散性，因为

cos
2 2n n

n na n
≤ ，对级数

1 2n
n

n∞

=
∑ ，令

2n n
nu = ，则 

1
1

1
1 12lim lim lim 1

2 2
2

n
n

n n n
n

n

n
u n

nu n
+

+

→∞ →∞ →∞

+
+

= = = < , 

由比值法知级数
1 2n

n

n∞

=
∑ 收敛，所以由比较法知绝对值级数收敛，从而原级数绝对收敛. 

评注：对任意项级数先取绝对值，判断绝对值级数的敛散性，因为绝对值级数是正项级

数，所以可以用只适用于正项级数的比较审敛法和比值判别法来判断，若收敛即为绝对收敛，

若发散再看是否为交错级数，若是交错级数再用莱布尼茨审敛法判断其敛散性.  
当然，不论判断何类级数，都先用收敛的必要条件来判断是否发散，当判断不出时，再

考虑用其他方法.  

【例 8】 （1）证明
!lim 0nn

n
n→∞

= ；          （2）求极限

2

1

1 1 1lim 1
3

kn

kn
kn k→∞
=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ . 

证明：（1）由级数收敛的必要条件知，当级数收敛时，一般项趋于零. 故若把该数列看成

级数的一般项，考察正项级数
1

!
n

n

n
n

∞

=
∑ ，若该级数收敛，则

!lim 0nn

n
n→∞

= . 为此设
!

n n
nu
n

= 是正项级

数的一般项，用比值法判别级数的敛散性. 因为 

1
1

( 1)!
1( 1)lim lim lim 1

! e( 1)

nn
n

nn n n
n

n

n
u nn

nu n
n

+
+

→∞ →∞ →∞

+
+= = = <

+
, 

所以级数
1

!
n

n

n
n

∞

=
∑ 收敛，故

!lim 0nn

n
n→∞

= .  
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（2）分子是一个和式的极限，即

2 2

1 1

1 11 1lim 1 1
3 3

k kn

k kn
k kk k

∞

→∞
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑ ，注意到

1lim 0
n n→∞

= ，

问题归结为讨论正项级数

2

1

1 11
3

k

k
k k

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 的敛散性.  

设

2

1 11
3

n

n nu
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，显然 0nu > ，因为

2

1 1 elim lim 1 1
33

n
n n

n nn n
u

n→∞ →∞

⎛ ⎞= + = <⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以由根值法，

级数

2

1

1 11
3

n

n
n n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 收敛，故部分和数列

2

1

1 11
3

kn

n k
k

s
k=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 有界. 又 1lim 0

n n→∞
= ，所以由无穷小

的性质，

2

1

1 1 1lim 1 lim 0
3

kn
n

kn n
k

s
n k n→∞ →∞

=

⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ . 

评注：本例演示了数项级数的收敛性在数列极限中的应用. 利用级数收敛的必要条件，

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛时， lim 0nn

u
→∞

= ；收敛级数的部分和数列
1

n

k
k

u
=

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ 收敛必有界.  

【例 9】 设正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 和

1
n

n

v
∞

=
∑ 都收敛，证明级数 2

1

( )n n
n

u v
∞

=

+∑ 也收敛.  

分析：因为 0nu ≥ ， 0nv ≥ ，所以 0n nu v ≥ ，且 2 2 2( ) 2 0n n n n n nu v u u v v+ = + + ≥ . 又已知级

数
1

n
n

u
∞

=
∑ 和

1
n

n

v
∞

=
∑ 收敛，如果级数 2

1
n

n

u
∞

=
∑ 和 2

1
n

n

v
∞

=
∑ 收敛，由不等式 2 22 n n n nu v u v+≤ 与比较审敛法

即可推得
1

2 n n
n

u v
∞

=
∑ 收敛，从而结论得证.  

证明：因为
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，所以 lim 0nn

u
→∞

= ，由极限定义，对正数 1ε = ，存在 N ，使当 n N>

时，有 0 1nu< < ，从而 2
n nu u< ，由比较审敛法，级数 2

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛，同理可证级数 2

1
n

n

v
∞

=
∑ 收敛.  

又因为 2 22 n n n nu v u v+≤ ，而 2 2

1

( )n n
n

u v
∞

=

+∑ 收敛，由比较法知级数
1

2 n n
n

u v
∞

=
∑ 收敛，所以

2 2 2

1 1

( ) ( 2 )n n n n n n
n n

u v u u v v
∞ ∞

= =

+ = + +∑ ∑ 收敛.  

【例 10】 若{ }nu 为单调递减数列，且 0nu ≥ ， 1
1

n n
n

u u
∞

+
=

⋅∑ 收敛，证明
1

n
n

u
∞

=
∑ 也收敛. 

证明：由{ }nu 为单调递减数列可知： 2
1 1 1,n n n n nu u u u u+ + +⋅≤ ≤ ，所以 1 1n n nu u u+ +⋅≤ . 

又已知 1
1

n n
n

u u
∞

+
=

⋅∑ 收敛，则由正项级数的比较审敛法知
1

n
n

u
∞

=
∑ 必是收敛的. 

【例 11】 设函数 ( )f x 在 0x = 的某邻域内具有二阶连续导数，且
0

( )lim 0
x

f x
x→

= ，证明：级

数
1

1

n

f
n

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 绝对收敛. 
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分析：由已知条件可得 (0) 0f = ， (0) 0f ′ = ，又 ( )f x 在 0x = 的某邻域内具有二阶连续导

数，所以可以利用 ( )f x 在 0x = 的一阶泰勒公式求证. 
证明： ( )f x 在 x δ< （δ 为某正数）内具有二阶连续导数，则在 ( , )δ δ− 内利用一阶泰勒

公式，有 2( )( ) (0) (0)
2!

f xf x f f x xθ′′′= + + (0 1)θ< < ，取 0 a δ< < ，则在 [ ],a a− 上有 ( )f x M′′ ≤ . 

由
0

( )lim 0
x

f x
x→

= 得 (0) (0) 0f f ′= = ，故 2( )( )
2!

f xf x xθ′′
= ，从而 

2 2( )
( )

2! 2
f x Mf x x x

θ′′
≤ ≤ . 

取
1x
n

= ，则存在正整数 N ，使当 n N> 时，
1 a
n
< 成立，于是 2

1 1
2

Mf
n n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ，因为级数 2
1 2n

M
n

∞

=
∑

收敛，由性质与比较审敛法知级数
1

1

n

f
n

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 绝对收敛. 

评注：比较审敛法是正项级数收敛性证明中常用的方法. 证明中选择收敛的正项级数

1
n

n

v
∞

=
∑ 作为比较对象，使得 n nu v≤ ，则可得到

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛. 

【例 12】 设 0na > ，
1

n

n k
k

s a
=

=∑ ( 1,2, )n = ，证明：级数 2
1

n

nn

a
s

∞

=
∑ 收敛. 

分析：正项级数收敛的充要条件是其部分和数列有界，故只需要证明 2
1

n
k

kk

a
s=

∑ 有界. 

证明：因为 1 1n n n ns s a s− −= + > ，故 

1
2

1 1

0 n n n n

n n n nn

a a s s
s s s ss

−

− −

−
< =≤

1

1 1

n ns s−

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ( )2n≥ , 

而 

2
2 2 2

1 1 1 2 2 3 122

1 1 1 1 1 1 1 1n
n n

n nn nk

a aa
a a s s s s s ss s s −=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= + + + + − + − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ≤  

                
1 1 1

1 1 1 2

na s s a
= + − ≤ , 

即部分和数列 2
1

n
k

kk

a
s=

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ 有界，所以级数 2

1

n

nn

a
s

∞

=
∑ 收敛. 

评注：正项级数收敛的充要条件是其部分和数列有界，这一充要条件在证明中经常使用. 

12.1.4  释疑解难 

1．判别正项级数的收敛性时，如何选择判别法？ 
答：判别正项级数的收敛性有许多方法. 选择的原则是先简后繁，即先看一般项 nu 是否趋

于 0，若 nu 不趋于 0，则级数发散；若 nu 趋于 0，则敛散性不能确定. 
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然后再根据所给级数的特点考虑使用比值法或根值法判别. 在使用比值法或根值法时如

果极限不易求出或极限为 1，可试用比较审敛法或其极限形式. 
最后再试用其他方法或按定义判别. 
正项级数收敛的充要条件是其部分和数列有界，这一充要条件在证明中经常用到. 

2．由正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，是否可以断定 1

1
n n

n

u u
∞

+
=

⋅∑ 收敛？反之呢？ 

答：可以. 

因为 1 1
10 ( )
2n n n nu u u u+ +⋅ +≤ ≤ ，且由

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛可知： 1

1

1 ( )
2 n n

n

u u
∞

+
=

+∑ 也收敛. 

所以由正项级数的比较审敛法知 1
1

n n
n

u u
∞

+
=

⋅∑ 收敛. 

反之，不一定成立. 如：
1

1 0 1 0n
n

u
∞

=

= + + + +∑ ， 1
1

0n n
n

u u
∞

+
=

⋅ =∑ 收敛，但
1

n
n

u
∞

=
∑ 发散. 

3．如果已知级数
1

n
n

a
∞

=
∑ 与

1
n

n

c
∞

=
∑ 均收敛（或均发散），且 n n na b c≤ ≤ ，是否可以由比较法

判定级数
1

n
n

a
∞

=
∑ ，

1
n

n

b
∞

=
∑ ，

1
n

n

c
∞

=
∑ 同时敛散？ 

答：不正确. 比较法仅对正项级数成立，此处的三个级数为任意项级数，故上述结论在

0na ≥ 时成立. 正确的说法是： 

（1）若级数
1

n
n

a
∞

=
∑ 与

1
n

n

c
∞

=
∑ 均收敛，则 ( )

1
n n

n

c a
∞

=

−∑ 收敛，因为 0 n n n nb a c a− −≤ ≤ ，所以

由比较审敛法知 ( )
1

n n
n

b a
∞

=

−∑ 收敛. 又 ( )n n n nb b a a= − + ，所以由性质知
1

n
n

b
∞

=
∑ 收敛. 

（2）若级数
1

n
n

a
∞

=
∑ 与

1
n

n

c
∞

=
∑ 均发散，则

1
n

n

b
∞

=
∑ 的敛散性不确定. 如对 1na = − ， 0nb = ， 1nc = ，

虽然
1

n
n

a
∞

=
∑ 与

1
n

n

c
∞

=
∑ 发散，但

1
n

n

b
∞

=
∑ 收敛. 对 1

3na
n

= ，
1
2nb

n
= ，

1
nc

n
= ，有 n n na b c< < ，且

1
n

n

a
∞

=
∑

与
1

n
n

c
∞

=
∑ 发散，而

1
n

n

b
∞

=
∑ 也发散. 

4．设正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，能否推得 2

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛?反之是否成立? 

答：正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，可以推得 2

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛. 这是因为

2

lim n

n
n

u
u→∞

lim nn
u

→∞
= 0= ，由比较审

敛法知 2

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛. 

反之不成立. 例如： 2
1

1

n n

∞

=
∑ 收敛，

1

1

n n

∞

=
∑ 发散. 
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5．设有两个级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 及

1
n

n

v
∞

=
∑ ，如果 lim 0n

n
n

u
l

v→∞
= ≠ ，那么它们是否具有相同的收敛性？ 

答：不一定. 
此种判定法则只适用于正项级数，对于一般级数就不一定成立了. 如： 

1 1

1( 1)n
n

n n

u
n

∞ ∞

= =

= −∑ ∑ 收敛，令
1 1( 1)n

nv
nn

= − + ，则有 lim 1n

n
n

u
v→∞

= ，但
1

n
n

v
∞

=
∑ 是发散的，它

们的敛散性就不相同.  

6．设 0na > ， 0nb > ， 1 1n n

n n

a b
a b
+ +≤ ，( 1,2,3, )n = ，且级数

1
n

n

b
∞

=
∑ 收敛，要证明级数

1
n

n

a
∞

=
∑

收敛. 
有人作出证明如下： 

因为
1

n
n

b
∞

=
∑ 收敛，所以 1lim 1n

n
n

b
b
+

→∞
< ，从而 1lim 1n

n
n

a
a
+

→∞
< ，由比值审敛法知正项级数

1
n

n

a
∞

=
∑ 收

敛. 上述证明对吗？ 
答：不正确. 
因为比值判别法中的条件是结论成立的充分条件，而非必要的，即： 

由对于正项级数
1

n
n

b
∞

=
∑ 而言， 1lim 1n

n
n

b
b

ρ+

→∞
<＝ ，可以断定

1
n

n

b
∞

=
∑ 是收敛的，但由

1
n

n

b
∞

=
∑ 收敛

不能断定 1lim 1n

n
n

b
b

ρ+

→∞
<＝ . 

正确做法应为：已知 1 1n n

n n

a b
a b
+ +≤ ，可得 1 1 1

1 1 1

n n n

n n n

a a a a
b b b b

+ −

+ −

≤ ≤ ≤ ≤ ，所以 1

1
n n

aa b
b
⋅≤  

再由
1

n
n

b
∞

=
∑ 收敛及正项级数的比较审敛法易知：

1
n

n

a
∞

=
∑ 收敛. 

7．如果关于级数 ( 1)

1

2
nn

n

∞
− − −

=
∑ 敛散性的判定，作如下解答： 

这里 ( 1)2
nn

nu − − −= ，因为 

            
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1 1
1

1 1 1 1

2,2 1lim lim lim
1 8,2 2

n

n n n

n
n

nn n n
n

u
u

+

+

− + − −
+

− − − + − − −→∞ →∞ →∞

⎧
= = = ⎨

⎩
    

所以 1lim n

n
n

u
u
+

→∞
不存在，故

1
n

n

u
∞

=
∑ 发散.  

是否正确？ 
答：不正确. 正确的说法是： 

因为 ( 1)2
nn

nu − − −= 且
( 1)

( 1) 1lim lim 2 lim 2 1
2

n

n
n

n n nn
nn n n

u
− − −

− − −

→∞ →∞ →∞
= = = < ，所以

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛. 这里必

须注意：正项级数的比值法中 1lim 1n

n
n

u
u

ρ+

→∞
= < 是级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛的充分条件，不是必要条件，

n 为偶数

n 为奇数
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即 1lim n

n
n

u
u
+

→∞
不存在时，级数

1
n

n

u
∞

=
∑ 未必发散，这里比值法失效，鉴于该级数的特点，用根值法

判别. 
8．对任意项级数能否用比值审敛法或根值审敛法判别其收敛性?  
答：比值法和根值法仅对正项级数成立，不适用于任意项级数，对任意项级数有如下结论： 

设
1

n
n

a
∞

=
∑ 为任意项级数且 1lim n

n
n

a
a

ρ+

→∞
= （或 lim n

nn
a ρ

→∞
= ），则当 1ρ < 时级数绝对收敛，当

1ρ > 时级数发散. 

12.1.5  部分习题解答 

【习题 12-1】 
3．根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的收敛性： 

（2） 1 1 1 1 +
1 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1)n n

+ + + +
⋅ ⋅ ⋅ − +

； 

（3） 2sin sin sin
6 6 6

nπ π π
+ + + + .  

解：（2）因为 

1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1)
1 1 11 1 1 1 1 1 ,1
2 2 2 13 3 5 2 1 2 1

ns
n n

nn n

= + + + +
⋅ ⋅ ⋅ − +

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + = −− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ +− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

从而 

1 1 1lim lim 1
2 2 1 2nn n

s
n→∞ →∞

⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟+⎝ ⎠
, 

所以这级数收敛，它的和是
1
2
.  

提示：
1 1 1 1

(2 1)(2 1) 2 2 1 2 1nu
n n n n

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠
.  

（3）级数的一般项 sin
6n

nu π
= ，由于 lim nn

u
→∞

不存在，由收敛的必要条件 lim 0nn
u

→∞
= 知级数

发散. 
【习题 12-2】 
1．用比较审敛法或极限形式的比较审敛法判定下列级数的收敛性： 

（2） 2
1

1
1n

n
n

∞

=

+
+∑ ；              （4）

1

sin
2n

n

∞

=

π∑ .    

解：（2）因为 2 2
1 1 1
1n

n nu
nn n n

+ +
= > =

+ +
，而级数

1

1

n n

∞

=
∑ 发散，由比较审敛法得 2

1

1
1n

n
n

∞

=

+
+∑ 发散. 
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（4）解法 1  由于 0 sin
2 2n n
π π

< ≤ ，而级数
1 2n

n

∞

=

π∑ 收敛，根据正项级数的比较审敛法，级

数
1

sin
2n

n

∞

=

π∑ 收敛. 

或者解法 2 因为
sin

2 lim 1

2

n

n
n

→∞

π

=
π

，而级数
1 2n

n

∞

=

π∑ 收敛，根据极限形式的比较审敛法，级数

1

sin
2n

n

∞

=

π∑ 收敛. 

2．（4）用比值审敛法判定级数 1
1

tan
2n

n

n
∞

+
=

π∑ 的收敛性. 

解：
2

1

1

( 1) tan 12 lim  lim 1
2tan

2

n
n

n n
n

n

nu
u n

+
+

→∞ →∞

+

π
+

= = <
π

，所以该级数收敛. 

3．（3）用根值审敛法判定级数
2 1

1 3 1

n

n

n
n

−∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠∑ 的收敛性. 

解：

2 1 12

 lim  lim  lim
3 1 3 1

n
n n

n
nn n n

n nu
n n

−
−

→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
1exp  lim ln2

3 1n

n
n n→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

                
1 22ln
3 11e 1

93
⎛ ⎞= = = <⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

所以该级数收敛. 
4．判定下列级数的收敛性： 

（1）
1

1

n

n
n

∞

=

+∑ ；    （2）
1

1

n na b

∞

= +∑  ( 0, 0)a b> > . 

解：（1）级数的一般项
1

n
nu

n
+

= ，由于
1lim lim 1 0nn n

nu
n→∞ →∞

+
= = ≠ ，由收敛的必要条件知

级数发散. 

（2）因为 1 lim  lim 0nn n

nnu
na b a→∞ →∞

= = >
+

，由极限审敛法知级数发散. 

5．判定级数
2

1

1

2( 1)
!

n
n

n n

∞
+

=

−∑ 是否收敛？如果收敛，是绝对收敛还是条件收敛？ 

解：级数的一般项为
2

1 2( 1)
!

n
n

nu
n

+= − ，因为
( )2 22 2 2lim | | lim lim lim

! ! 1

nnn n n

nn n n n
u

n n n n→∞ →∞ →∞ →∞
= = = ⋅ ⋅

−
 

2 2 2 2
2 3 2 1

n n n

n
⋅ ⋅ ⋅ = ∞

−
，所有级数发散. 
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12.1.6  练习题 
一、是非判断题（请在正确叙述后打√，错误的打×）： 

1．若
1

n
n

u
∞

=
∑ 发散，则极限 lim nn

u
→∞

不存在或存在但不为零.         （    ） 

2．级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛的充要条件是其部分和数列{ }nS 有界.         （    ） 

3．若正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，则极限 1lim n

n
n

u
u
+

→∞
存在且不超过 1.        （    ） 

4．条件收敛的级数一定不是绝对收敛的.                      （    ） 

5．若
1

| |n
n

u
∞

=
∑ 收敛，则

1
n

n

u
∞

=
∑ 收敛.                            （    ） 

二、填空题： 

1．若级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 的前 n 项部分和为

1
n

n +
，则级数的一般项为 nu =         . 

2．若 1 3u = ，
1

1n
n

u
∞

=

=∑ ，则 1
1

( )n n
n

u u
∞

+
=

+ =∑         . 

3．若
2

(1 ) 2n

n

c
∞

−

=

+ =∑ ，则常数 c =         . 

4．级数
1

1 1
p

n

n n
n

∞

=

+ − −∑ 收敛的充要条件是常数 p∈        . 

5．若常数 1p > ，且
1

1
p

n

S
n

∞

=

=∑ ，则
1

1( 1)n
p

n n

∞

=

− =∑         . 

三、单项选择题： 
1．下列级数中发散的是（    ）. 

   A．
2

1

1

( 1)n n n

∞

= +
∑ ； B．

1

sin
2n

n

n∞

=

π∑ ；   C． 2
1

ln

n

n
n

∞

=
∑ ；    D．

1

1sin
n

n
n

∞

=
∑  

2．下列级数中发散的是（    ）. 

   A．
1

1
!n n

∞

=
∑ ；      B．

1

3 !n

n
n

n
n

∞

=
∑ ；   C．

1

3 4
5

n n

n
n

∞

=

+∑ ；  D．
22

1 (2 1)
n

n

n

n
n n

∞

= + +∑  

3．下列级数中条件收敛的是（    ）. 

   A．
1

1( 1)n
n

n n

∞

=

−∑ ；   B．
1

1 3
3 4

n

n

n
n

∞

=

−⎛ ⎞
⎜ ⎟

+⎝ ⎠∑ ； C．
1

1( 1)
ln

n

n n n

∞

=

−
−∑ ； D． 2

1

1( 1)
ln

n

n n n

∞

=

−
+∑  

4．下列结论中正确的是（    ）. 

   A．若
1

n
n

a
∞

=
∑ ，

1
n

n

b
∞

=
∑ 均收敛，则

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 收敛； 

   B．若
1

n
n

a
∞

=
∑ ，

1
n

n

b
∞

=
∑ 均发散，则

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 发散； 
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   C．若
1

n
n

a
∞

=
∑ 发散，则

1

( | | | | )n n
n

a b
∞

=

+∑ 发散； 

   D．若 n na b≥ 且
1

n
n

a
∞

=
∑ 收敛，则

1
n

n

b
∞

=
∑ 收敛 

5．设常数 0λ > ，则级数 2

1

sin( )
n

n λ
∞

=

π +∑ （    ）. 

   A．条件收敛；   B．绝对收敛；   C．发散；   D．收敛或发散与λ 的取值有关 

四、判断级数收敛性
1

2 !n

n
n

n
n

∞

=
∑ . 

五、判别级数
2

( 1)
( 1)

n

n
n n

∞

=

−
+ −∑ 的敛散性. 

习题答案： 
一、1．×；2．×；3．×；4．√；5．√. 

二、1． 1
( 1)n n +

；2． 1− ；3． 3 1
2
−

；4． 1 ,
2

⎛ ⎞+ ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

；5． 1(2 1)p S− − . 

三、1．D；2．B；3．C；4．C；5．A. 
四、收敛. 
五、发散. 

12.1.7  考研真题 
【例 1】（2013 年数一） 设{ }na 为正项数列，下列选项正确的是（    ）. 

    A．若 1n na a +> ，则 1

1

( 1)n
n

n

a
∞

−

=

−∑ 收敛. 

    B．若 1

1

( 1)n
n

n

a
∞

−

=

−∑ 收敛，则 1n na a +> . 

    C．若
1

n
n

a
∞

=
∑ 收敛，则存在常数 1p > ，使 lim p

nn
n a

→∞
存在.  

    D．若存在常数 1p > ，使 lim p
nn

n a
→∞

存在，则
1

n
n

a
∞

=
∑ 收敛. 

解：因为 1p > 时，
1

1
p

n n

∞

=
∑ 收敛，且 lim lim

1
p n

nn n
p

a
n a

n
→∞ →∞

= 存在，比较审敛法知
1

n
n

a
∞

=
∑ 收敛. 答

案（D）、（A）、（B）是对交错级数收敛性的莱布尼茨审敛法滥用. （A）缺少 lim 0nn
a

→∞
= 这个级

数收敛的必要条件. 例如取
1 1na
n

= + ， 1

1

( 1)n
n

n

a
∞

−

=

−∑ 发散，可排除（A）；莱布尼茨审敛法只是

交错级数收敛的充分条件，而非必要条件，取级数 2 1
1 1 1 1 11
2 32 2 3n n−− + − + + − + 收敛，但

不满足 1n na a +> ，可排除（B）. 
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【例 2】（2012 年数二） 设 0na >  ( 1,2,n = )， 1 2n ns a a a= + + + ，则数列{ }ns 有界是

数列{ }na 收敛的（    ）. 
    A．充分必要条件               B．充分非必要条件   
    C．必要非充分条件            D．即非充分的非必要条件   

解：由于 0na > ，则
1

n
n

a
∞

=
∑ 为正项级数， 1 2n ns a a a= + + + 为正项级数的前 n 项和，单调

不减. 若{ }ns 有界，则 lim nn
s

→∞
存在，进而 1lim lim( ) 0n n nn

n

a s s −→∞
→∞

= − = ，即数列{ }ns 有界是数列{ }na

收敛的充分条件.  
反之，若数列{ }na 收敛，则数列{ }ns 不一定. 例如，取 1na = ，则{ }na 收敛，但 ns n= 无

上界，故选（B）.  

【例 3】（2012 年数三） 已知级数
1

1( 1) sinn

n

n
nα

∞

=

−∑ 绝对收敛，级数 2
1

( 1)n

n n α

∞

−
=

−∑ 条件收敛，

则（    ）. 

    A．
10
2

α< ≤    B．
1 1
2

α< ≤    C．
31
2

α< ≤    D．
3 2
2

α< <  

解：由 1
2

1 1sin ~ ,n
n

n
αα
−

得
1

1( 1) sinn

n

n
nα

∞

=

−∑ 绝对收敛，即 1
1 2

1

n n
α

∞

−=
∑ 收敛，则有

1 1
2

α − > ，

即
3
2

α > ； 

由 2
1

( 1)n

n n α

∞

−
=

−∑ 条件收敛，则有 0 2 1α< − ≤ ，即1 2α <≤ . 

综上，
3 2
2

α< < ，故选（D）. 

【例 4】（2011 年数三） 设{ }nu 是数列，则下列命题正确的是（    ） 

    A．若
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，则 2 1 2

1

( )n n
n

u u
∞

−
=

+∑ 收敛  

    B．若 2 1 2
1

( )n n
n

u u
∞

−
=

+∑ 收敛，则
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛 

    C．若
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，则 2 1 2

1

( )n n
n

u u
∞

−
=

−∑ 收敛     

    D．若 2 1 2
1

( )n n
n

u u
∞

−
=

−∑ 收敛，则
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛 

解：取 ( 1)n
nu = − ，可排除（B）；取

( 1)n

nu
n
−

= ，可排除（C）；取 1nu = ，可排除（D）. 

故答案（A）. 
【例 5】（2009 年数一） 设有两个数列{ }na ，{ }nb ，若 lim 0nn

a
→∞

= ，则（    ） 
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    A．当
1

n
n

b
∞

=
∑ 收敛时，

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 收敛       B．当

1
n

n

b
∞

=
∑ 发散时，

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 发散 

    C．当
1

n
n

b
∞

=
∑ 收敛时， 2 2

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 收敛     D．当

1
n

n

b
∞

=
∑ 发散时， 2 2

1
n n

n

a b
∞

=
∑ 发散 

解：取
( 1)n

n na b
n

−
= = ，则

1 1

( 1)n

n
n n

b
n

∞ ∞

= =

−
=∑ ∑ 收敛，

1 1

1
n n

n n

a b
n

∞ ∞

= =

=∑ ∑ 发散，所以可以排除（A） . 

取
1

n na b
n

= = ，则
1 1

1
n

n n

b
n

∞ ∞

= =

=∑ ∑ 发散， 2
1 1

1
n n

n n

a b
n

∞ ∞

= =

=∑ ∑ 收敛， 2 2
4

1 1

1
n n

n n

a b
n

∞ ∞

= =

=∑ ∑ 收敛，排除（B），

（D）. 故选（C）. 
注解：事实上，因为 lim 0nn

a
→∞

= ，所以取 1ε = ，存在 0N > ，使得 n N> 时， 1na ≤ ，即

有 2 2 2
n n na b b≤ ，又由

1
n

n

b
∞

=
∑ 收敛可知 2

1
n

n

b
∞

=
∑ 收敛，故由正项级数的比较审敛法得 2 2

1
n n

n

a b
∞

=
∑    

收敛. 

【例 6】（2006 年数三） 若级数
1

n
n

a
∞

=
∑ 收敛，则级数（    ） 

    A．
1

n
n

a
∞

=
∑ 收敛.                 B．

1

( 1)n
n

n

a
∞

=

−∑ 收敛. 

    C． 1
1

n n
n

a a
∞

+
=
∑ 收敛.               D． 1

1 2
n n

n

a a∞
+

=

+∑ 收敛. 

解：取
( 1)n

na
n
−

= ，则
1 1

( 1)n

n
n n

a
n

∞ ∞

= =

−
=∑ ∑ 收敛，

1 1 1

1( 1)n
n n

n n n

a a
n

∞ ∞ ∞

= = =

= − =∑ ∑ ∑ 发散，所以可以

排除（A）、（B）. 取 ( 1)n

na
n

−
= ， 1

1 1

1
( 1)n n

n n

a a
n n

∞ ∞

+
= =

=
+∑ ∑ 发散，排除（C）. 故选（D）. 

12.2  幂  级  数 

12.2.1  基本要求 

1．了解函数项级数的收敛域与和函数的概念. 
2．掌握幂级数的收敛点、发散点、收敛半径、收敛区间和收敛域的概念；掌握幂级数

收敛半径与收敛区间的求法；能熟练地求幂级数的收敛半径；会求幂级数的收敛区间和收

敛域. 
3．会利用幂级数加减运算、逐项微分与逐项积分的性质求一些简单的幂级数在收敛区间

内的和函数. 
4．正确理解函数的泰勒级数和麦克劳林级数，掌握一些常见函数的麦克劳林公式，并会

利用这些公式将一些简单函数展开成幂级数. 
5．了解幂级数在近似计算上的简单应用，了解欧拉公式. 
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12.2.2  基本内容 

1．函数项级数的概念 

如果给定定义在区间 I 上的函数列 1 2( ), ( ), , ( ),nu x u x u x ，则表达式 

1 2( ) ( ) ( )nu x u x u x+ + +  

称为定义在区间 I 上的函数项级数， ( )nu x 称为通项或一般项. 

2．函数项级数的收敛域、发散域与和函数 

当 x 在区间 I 中取定某个常数 0x 时，级数即为常数项级数 0
1

( )n
n

u x
∞

=
∑ . 如果常数项级数

0
1

( )n
n

u x
∞

=
∑ 收敛，则称 0x 为函数项级数

1

( )n
n

u x
∞

=
∑ 的一个收敛点；如果 0

1

( )n
n

u x
∞

=
∑ 发散，则称 0x 为

函数项级数
1

( )n
n

u x
∞

=
∑ 的一个发散点. 函数项级数的所有收敛点组成的集合称为它的收敛域，所

有发散点组成的集合称为它的发散域.  
对于收敛域内的任意一个数 x ，函数项级数为该收敛域内的一个数项级数，于是有一个确

定的和 s . 这样，在收敛域上，函数项级数的和是 x 的函数 ( )s x ，通常称 ( )s x 为函数项级数的

和函数，这函数的定义域就是级数的收敛域，即 

1 2( ) ( ) ( ) ( )ns x u x u x u x= + + + , 

其中 x 是收敛域内的任意一个点． 

3．幂级数的概念 

形如 

2
0 1 2

0

n n
n n

n

a x a a x a x a x
∞

=

= + + + + +∑  

的函数项级数称为 x 的幂级数，其中常数 ( 0,1,2, )na n = 称为该幂级数的系数. 

4．幂级数的收敛性及收敛半径 

阿贝尔定理：如果级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 当 0x x= 0( 0)x ≠ 时收敛，则适合 0x x< 的一切 x 使这幂

级数绝对收敛. 反之，如果级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 当 0x x= 时发散，则适合 0x x> 的一切 x 使这幂级数

发散. 

注：如果幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 不是仅在 0x = 一点收敛，也不是在整个数轴上都收敛，则必有一

个确定的正数 R 存在，使得当 x R< 时幂级数绝对收敛；当 x R> 时幂级数发散；当 x R= 与

x R= − 时幂级数可能收敛也可能发散. 正数 R 叫做幂级数的收敛半径. 
如果幂级数的系数满足 
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1lim n

n
n

a
a

ρ+

→∞
= , 

当 0 ρ< < +∞时，幂级数的收敛半径
1R
ρ

= ；当 0ρ = 时，规定收敛半径为 R = +∞ ；当

ρ = +∞时，规定收敛半径 0R = . 

5．幂级数的收敛区间、收敛域 

（1）收敛区间 
如果幂级数的收敛半径为 R ，则称区间 ( , )R R− 为幂级数的收敛区间，幂级数在收敛区间

内绝对收敛. 
（2）收敛域 
把收敛区间的端点 x R= ± 代入幂级数中，判断常数项级数的收敛性后，就可得到幂级数

的收敛域. 

6．幂级数的性质 

设 1 1 2 2 1 2
0 0

( ) , ( , ) ,  ( ) , ( , ) , min( , )n n
n n

n n

a x s x x R R b x x x R R R R Rσ
∞ ∞

= =

= ∈ − = ∈ − =∑ ∑ , 

（1）幂级数的和函数在收敛区间内连续． 
（2）(加法运算）当 x∈ ( , )R R− 时，有 

0 0 0

( ) ( ) ( )n n n
n n n n

n n n

a x b x a b x s x xσ
∞ ∞ ∞

= = =

± = ± = ±∑ ∑ ∑ ． 

（3）（逐项微分运算）当 x∈ ( , )R R− 时，有 

1

0 0 1

( ) ( ) ( )n n n
n n n

n n n

s x a x a x na x
∞ ∞ ∞

−

= = =

′ ′ ′= = =∑ ∑ ∑ , 

且收敛半径仍为 R . 
（4）（逐项积分运算）当 x∈ ( , )R R− 时，有 

0 0
0

( )d d
x x n

n
n

s x x a x x
∞

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ ∫ =

0
0

d
x n

n
n

a x x
∞

=
∑∫ = 1

0 1
nn

n

a
x

n

∞
+

= +∑ , 

且收敛半径仍为 R . 

7．泰勒级数 

（1）泰勒公式 
如果函数 ( )f x 在开区间 ( , )a b 内具有直至 1n + 阶导数，且 0 ( , )x a b∈ ，则对任意点

( , )x a b∈ ，有 ( )f x 在 0x x= 处的 n 阶泰勒公式 
( )

20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),

2 !  !

n
n

n
f x f x

f x f x f x x x x x x x R x
n

′′
′= + − + − + + − +  

其中 ( )nR x 称为 n 阶泰勒公式的余项，当 0x x→ 时，它是比 0( )nx x− 高阶的无穷小，故一般可
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写成 0( ) ( )n
nR x o x x= − . 余项 ( )nR x 有多种形式，一种常用的形式为拉格朗日型余项，其表达

式为 
( 1)

1
0

( )( ) ( )
( 1) !

n
n

n
fR x x x
n

ξ+
+= −

+
  （ξ 在 0x 与 x 之间）. 

（2）泰勒级数 
( )

20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

2 !  !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n

′′
′+ − + − + + − +  

称为 ( )f x 在 0x x= 处的泰勒级数. 
（3）麦克劳林级数 

( )
2(0) (0)(0) (0)

2 !  !

n
nf ff f x x x

n
′′

′+ + + + +  

称为 ( )f x 的麦克劳林级数. 
（4）函数展开成泰勒级数的充要条件 
设函数 ( )f x 在 0x x= 的某个邻域内有任意阶导数，则函数 ( )f x 的泰勒级数在该邻域内收

敛于 ( )f x 的充要条件是： lim ( ) 0nn
R x

→∞
= （其中 ( )nR x 是泰勒余项）. 如果 ( )f x 在 0x x= 处的泰

勒级数收敛于 ( )f x ，则 ( )f x 在 0x x= 处可展开成泰勒级数，即 
( )

0
0

0

( )
( ) ( )

 !

n
n

n

f x
f x x x

n

∞

=

= −∑ , 

称其为 ( )f x 在 0x x= 处的泰勒展开式，也称为 ( )f x 关于 0x x− 的幂级数. 

8．麦克劳林级数 

函数 ( )f x 在 0x x= 处的泰勒级数中，当 0 0x = 时，有 
( )

0

(0)( )
 !

n
n

n

ff x x
n

∞

=

=∑  

称为函数 ( )f x 的麦克劳林展开式. 
常用初等函数的麦克劳林展开式： 

① 
2

0

1e 1       ( )
 ! 2 !  !

n
x n

n

x xx x x
n n

∞

=

= = + + + + + −∞ < < +∞∑ . 

② 
3 5 2 1

2 1

0

1sin ( 1) ( 1)
(2 1) ! 3 ! 5 ! (2 1) !

n
n n n

n

x x xx x x
n n

∞ +
+

=

= − = − + + + − +
+ +∑ ( ) x−∞ < < +∞ . 

③ 
2 4 2

2

0

1cos ( 1) 1 ( 1)
(2 ) ! 2 ! 4 ! (2 ) !

n
n n n

n

x x xx x
n n

∞

=

= − = − + + + − +∑   ( )  x−∞ < < +∞ . 

④ 
2 3 4 1

1

0

1ln(1 ) ( 1) ( 1)
1 2 3 4 1

n
n n n

n

x x x xx x x
n n

∞ +
+

=

+ = − = − + − + + − +
+ +∑  ( 1 1) x− < ≤ . 

⑤ 2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1
2 !  !

nnx x x x
n

α α α α α αα − − − +
+ = + + + + +  ( 1 1) x− < < . 

其中α 为任意实常数. 
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⑥ 2 3

0

1 ( 1) 1 ( 1)
1

n n n n

n

x x x x x
x

∞

=

= − = − + − + − +
+ ∑   ( 1 1)x− < < . 

12.2.3  典型例题 

【例 1】 求下列幂级数的收敛域： 

（1）
1

1
3

n

n

x
n

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ；        （2）

0

1
2

n

n

x∞

=

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ；     （3）

2

0

( 1)
(2 )!

n n

n

x
n

∞

=

−∑ . 

解：（1）因为 1lim n

n
n

a
a
+

→∞ 1
3lim

( 1)3

n

nn

n
n +→∞

=
+

lim
( 1)3n

n
n→∞

=
+

1
3

= ， 

所以收敛半径 3R = ，收敛区间为 ( 3,3)− . 

当 3x = − 时，级数为
1

( 1)n

n n

∞

=

−∑ ，收敛； 

当 3x = 时，级数为
1

1

n n

∞

=
∑ ，显然发散. 

故级数收敛域为 [ )3,3− .  

（2）因为 1lim n

n
n

a
a
+

→∞ 1
2lim

2

n

nn +→∞
=

1
2

= ，所以收敛半径 2R = ， 

由 1 2x + < 得，收敛区间为 ( 3,1)− . 

当 3x = − 时，级数为
0

( 1)n

n

∞

=

−∑ ，发散， 

当 1x = 时，级数为
0

1
n

∞

=
∑ ，发散， 

故级数的收敛域为 ( 3,1)− . 

（3）幂级数
2

0

( 1)
(2 )!

n n

n

x
n

∞

=

−∑  缺少奇次幂项，直接用比值审敛法有 

2 2

2
(2 )!lim

(2 2)!

n

nn

x n
n x

+

→∞ +
=

2

lim 0
(2 2)(2 1)n

x
n n→∞

=
+ +

, 

收敛半径 R = +∞，收敛域为 ( , )−∞ +∞ . 

评注：如果幂级数属于
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 或 0

0

( )n
n

n

a x x
∞

=

−∑ 形式，其收敛半径可按公式
1
R

= 1lim n

n
n

a
a
+

→∞
求

得．若不属于标准形式，缺奇次（或偶次）幂项，则可用比值审敛法求得. 
【例 2】 求下列幂级数的收敛半径与收敛区间： 

（1）
1

2 ( 1)
2

n
n

n
n

x
∞

=

+ −∑ ；      （2）
2

1

1(1 )n n

n

x
n

∞

=

+∑ ；      （3） 2

1 2
n

n
n

n x
∞

=
∑ ； 

（4）
2

2
1

( 3) n

n

x
n

∞

=

−∑ ；      （5）
1

3 ( 2) ( 1)
n n

n

n

x
n

∞

=

+ −
+∑ . 
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分析：求形如
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 的幂级数的收敛区间，一般是利用公式 1lim n

n
n

a
a

ρ +

→∞
= 或 lim n

nn
aρ

→∞
= ，

先求得收敛半径
1R
ρ

= ，再用数项级数审敛法判断级数
0

( )n
n

n

a R
∞

=

±∑ 的收敛性后确定收敛域；求

其他形式幂级数的收敛域可用两种方法之一求：一种是通过变量代换将所求幂级数化为

0

n
n

n

a y
∞

=
∑ 形式；另一种是直接用正项级数的比值法或根值法，然后讨论区间端点处的收敛性. 

解：（1）因为
2 ( 1)

2

n
n

n na x+ −
= ( 1,2, )n = ，而

1
1 1 2 ( 1)lim lim

2 2 ( 1)

n
n

nn n
n

a
a

+
+

→∞ →∞

+ −
=

+ −
不存在，用比值

法求收敛半径失效，故用根值法. 因为
1 2 ( 1) 3
2 2 2

n

n n n
+ −

≤ ≤ ，而
1 1lim

22
n

nn→∞
= ，

3 1lim
22

n
nn→∞
= ，

故
2 ( 1) 1lim 1

22

n n

nn
ρ

→∞

+ −
= = < ，所以 2R = . 

当 2x = 时，原级数为
1

[2 ( 1) ]n

n

∞

=

+ −∑ ，由 lim[2 ( 1) ] 0n

n→∞
+ − ≠ ，此级数发散；同理，当 2x = −

时，原级数
1

[2 ( 1) ]( 1)n n

n

∞

=

+ − −∑ 发散；所以所求收敛区间为 ( 2,2)− . 

（2）因为

2

11
n

na
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

( 1,2, )n = ，用根值法求收敛半径. 

由
21 1lim (1 ) lim(1 ) e

n
n n

n nn n
ρ

→∞ →∞
= + = + = ，得

1
e

R = . 

当
1
e

x = ，原级数为

2

1

1 11
e

n n

n n

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ，因为

2

1 11
e

n n

nu
n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，取

2

1 1( ) 1
e

x x

f x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，则 

2

21 1 1lim ( ) lim lim exp ln1 1
e

x x

x x x
f x x x

x x→+∞ →+∞ →+∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

                      

2 1exp lim ln 1
x

x x
x→+∞

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞= −+⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭  

                      =
1
2

20

ln(1 )exp lim e
u

u u
u+

−

→

+ −⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

1x
u

⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠
令 , 

从而
1
2lim lim ( ) e 0nn n

u f n
−

→∞ →∞
= = ≠ ，所以，级数

2

1

1 11
e

n n

n n

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ 是发散的； 

同理，当
1
e

x = − ，级数

2

1

1 11
e

n n

n n

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ 发散； 

所以原级数的收敛区间为
1 1,
e e

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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（3）因为 2( )
2

n
n n

nu x x= ( 1,2, )n = ，原级数缺少 x 的奇次幂项，故直接用比值法. 因为 

2( 1) 2
1

1 2

( ) ( 1)2lim lim
( ) 22

n n
n

n nn n
n

u x n x x
u x nx

ρ
+

+
+→∞ →∞

+
= = = , 

所以 2x < 时原级数收敛， 2x > 时原级数发散，故 2R = . 

当 2x = ± 时，原级数
1n

n
∞

=
∑ 发散，所以所求收敛区间为 ( 2, 2)− . 

（4）因为
2

2
( 3)( )

n

n
xu x

n
−

= ( 1,2, )n = ，且缺少 3x − 的奇次幂项，直接用比值法有

2( 1) 2
21

2 2

( ) ( 3)lim lim ( 3) 1
( ) ( 1) ( 3)

n
n

nn n
n

u x x n x
u x n x

ρ
+

+

→∞ →∞

−
= = = − <

+ −
时原级数收敛，所以 3 1x − < ，当 3 1x − > 时

原级数发散，从而 1R = . 

当 2x = 或 4 时，原级数为 2
1

1

n n

∞

=
∑ 是收敛级数，所以所求收敛区间是[2,4] . 

（5）令 1y x= + ，原级数变为
1

3 ( 2)n n
n

n

y
n

∞

=

+ −∑ ，取
3 ( 2)n n

na
n

+ −
= ，则 

1
1

1 1
1

23 1
3 ( 2) 3

lim lim lim 3
3 ( 2) ( 1) 23 1 ( 1)

3

n
n

n n
n

n n nn n n
n n

n
na

a n
n

ρ

+
+

+ +
+

→∞ →∞ →∞

⎡ ⎤⎛ ⎞+ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎡ ⎤+ − ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦= = = =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + ⎛ ⎞⎣ ⎦ + − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

所以
1
3

R = . 

当
1
3

y = − 时，考察级数
1

3 ( 2) 1( )
3

n n
n

n n

∞

=

+ −
−∑ ，易知级数

1

( 1)n

n n

∞

=

−∑ 与级数
1

1 2
3

n

n n

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 都收敛，

所以级数
1

3 ( 2) 1( )
3

n n
n

n n

∞

=

+ −
−∑ 收敛. 

当
1
3

y = 时，考察级数
1

3 ( 2) 1
3

nn n

n n

∞

=

+ − ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ，因为

1

1

n n

∞

=
∑ 发散，级数

1

( 1) 2
3

nn

n n

∞

=

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 收敛，所

以级数
1

3 ( 2) 1
3

nn n

n n

∞

=

+ − ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 发散. 

综上可知，幂级数
1

3 ( 2)n n
n

n

y
n

∞

=

+ −∑ 的收敛区间为
1 1,
3 3

⎡ ⎞− ⎟⎢⎣ ⎠
，由 1y x= + 解不等式

1 11
3 3

x− + <≤ ，得原级数的收敛区间为
4 2,
3 3

⎡ ⎞− − ⎟⎢⎣ ⎠
. 

评注：求幂级数收敛域的一般方法有如下形式： 

①  对幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ ，如果 1lim n

n
n

a
a

ρ+

→∞
= 或 lim n

nn
a ρ

→∞
= ，则该幂级数的收敛半径为
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1 , 0,

, 0,
0 .

R
ρ

ρ
ρ
ρ

⎧ ≠⎪⎪= ⎨+∞ =⎪
⎪ = +∞⎩

绝对收敛区间为 ( , )R R− ，对区间端点 x R= ± ，则利用数项级数审敛法另行

讨论级数
0

n
n

a
∞

=
∑ ( )nR± 的收敛性后确定收敛域. 

② 幂级数 0
0

( )n
n

n

a x x
∞

=

−∑ 的收敛域是以 0x 为中心的对称区间，其收敛半径为
1

lim n

n
n

a
R

a→∞
+

=

或
1

lim n
nn

R
a

→∞

=  (0 )R +∞≤ ≤ ，绝对收敛区间为 0x x R− < ，在收敛区间端点 0x x R= ± ，幂

级数是否收敛，需用数项级数判别法判断. 

③ 对形如
0

( )n
n

n

a f x
∞

=
∑ （设 ( )f x 有反函数）的函数项级数求收敛区间，可用如下方法： 

方法 1：设 ( )f x y= 化成幂级数
0

n
n

n

a y
∞

=
∑ ，先求 y 的取值范围，再由 1( )x f y−= 解出 x 的取

值范围； 

方法 2：直接利用正项级数的比值法或根值法，由
1

1 ( )
lim 1

( )

n
n

nn
n

a f x
a f x

+
+

→∞
< 或 lim ( ) 1nn

nn
a f x

→∞
<

确定 x 的取值范围. 
【例 3】 利用逐项求导或逐项积分，求下列级数在其收敛区间的和函数 

（1） 1

1

n

n

nx
∞

−

=
∑ ；         （2）

2 2 ( 1)

n

n

x
n n

∞

= −∑ . 

解：（1）由于幂级数的系数含有幂指数加 1 的因子，所以采用“先积后微”的方法， 

设 ( )s x = 1

1

n

n

nx
∞

−

=
∑ ，

0
( )d

x
s x x∫ = 1

0
1

d
x n

n

nx x
∞

−

=
∑∫

1

n

n

x
∞

=

=∑ 1
x

x
=

−
， 1x < ，于是 

( )s x
0

( )d
x

s x x
′⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ 1

x
x

′⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦ 2
1

(1 )x
=

−
, 

即                           1

1

n

n

nx
∞

−

=
∑ 2

1
(1 )x

=
−

 ， 1x < . 

（2）由于幂级数的系数含有幂指数的因子，所以采用“先微后积”的方法 

设 ( )s x
2 2 ( 1)

n

n

x
n n

∞

=

=
−∑ ，则      

1

2

( )
2( 1)

n

n

xs x
n

∞ −

=

′ =
−∑ ,    

2

2

( )
2

n

n

xs x
∞ −

=

′′ =∑ 1
2(1 )x

=
−

, 

( )s x′
0

( )d
x
s x x′′= ∫ 0

1 d
2(1 )

x
x

x
=

−∫
1 ln(1 )
2

x= − − , 
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0
( ) ( )d

x
s x s x x′= ∫ [ ]1 ln(1 ) ln(1 )

2
x x x x= + − − − , 

即                     
2 2 ( 1)

n

n

x
n n

∞

= −∑ [ ]1 ln(1 ) ln(1 )
2

x x x x= + − − − ． 

评注：掌握幂级数在其收敛区间内和函数的求法，首先要熟悉几个常用的初等函数的幂

级数展开式，其次还必须分析所给幂级数的特点，找出它与和函数已知的幂级数之间的联系，

从而确定出用逐项求导法还是用逐项积分法求所给幂级数的和函数. 
【例 4】 求下列幂级数的和函数： 

（1）
1

1
( 1)

n

n

x
n n

∞

= +∑ ；     （2） 1 2

1

( 1)
2

n
n

n
n

xn
∞

+

=

−∑ ；     （3） 2

0

1
(2 )!

n

n

x
n

∞

=
∑ . 

分析：求幂级数的和函数，需先求其收敛区间，且常常利用已知函数的幂级数展开式及

用逐项求导或逐项求积消去一般项的因子 kn （ k 为整数）. 
解：（1）因为 

1
( 1)( 2)lim 1

1
( 1)

n

n n

n n

ρ
→∞

+ += =

+

 

且 1x = ± 时原级数收敛，所以收敛区间为 [ ]1,1− .注意到
0

1
1

n

n

x
x

∞

=

=
− ∑ ( )( 1,1)x∈ − ，需用逐项微

分法去掉一般项中分母的系数. 

令
1

( )
( 1)

n

n

xs x
n n

∞

=

=
+∑ ，则 ( )0 0s = ，当 0x ≠ 时 

1
1

2
1 1

1 1( )
1 1

n
n

n n

xs x x
n nx

∞ ∞ +
−

= =

′ = =
+ +∑ ∑ , 

再令
1

1
1

( )
1

n

n

xs x
n

∞ +

=

=
+∑ ，则 1

1

1( ) 1
1

n

n

s x x
x

∞

=

′ = = −
−∑ ， 1(0) 0s = ，所以 

1 1 10 0

1( ) ( )d (0) 1 d ln(1 )
1

x x
s x s x x s x x x

x
⎛ ⎞′= + = − = − − −⎜ ⎟−⎝ ⎠∫ ∫   ( 1)x ≠ , 

故                  1 12 2
1 1 ln(1 )( ) ( ) xs x s x

xx x
−′ = = − −   ( 0, 1)x x≠ ≠  

( )20 0

20

1 1( ) ( )d (0) ln 1 d

1 1 1lim ln(1 ) d 1 ln(1 ),

x x

x

s x s x x s x x
x x

xx x x
x xxε ε+→

⎛ ⎞′= + = − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎡ ⎤= − − − = + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫
 

1 1

1 1 1(1)
( 1) 1

1 1 1 1 1lim 1 1;
2 2 3 1

n n

n

s
n n n n

n n

∞ ∞

= =

→∞

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞= − + − + + − =⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑ ∑
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所以               

0, 0,
1, 1,( )

11 ln(1 ), 1 1 0.

x
xs x

x x x x
x

=⎧
⎪ =⎪= ⎨

−⎪ + − − < ≠⎪⎩
≤ 且

   

（2）易知收敛区间为 ( )2,2− ，令
2
xy = ，则 1 2

1
1

( ) ( 1) ( )n n

n

s y n y ys y
∞

+

=

= − =∑ ，其中 ( )s y =  

1 2
1

1

( 1) ( )n n

n

n y ys y
∞

+

=

− =∑  

1 2 1 1
10 0

1 1

1 1
2

1

( )d ( 1) d ( 1)

( 1) ( )

y yn n n n

n n

n n

n

s y y n y y ny

y ny ys y

∞ ∞
+ − +

= =

∞
+ −

=

= − = −

= − =

∑ ∑∫ ∫

∑ ，

 

其中 ( ) 1 1
2

1

( ) 1 .n n

n

s y ny
∞

+ −

=

= −∑  

1 1 1
20 0

1 1 1

1( )d ( 1) d ( 1) ( ) 1
1

y yn n n n n

n n n

s y y n y y y y
y

∞ ∞ ∞
+ − +

= = =

⎛ ⎞
= − = − = − − = − −⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∫ ∫ . 

所以                2 2
1( )

(1 )
s y

y
=

+
， 1 2 3

1( )
(1 ) (1 )

y ys y
y y

′
⎡ ⎤ −

= =⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
, 

1 3
(1 )( ) ( )

(1 )
y ys y ys y

y
−

= =
+

,    3
2 (2 )

2 (2 )
x x xs

x
−⎛ ⎞ =⎜ ⎟ +⎝ ⎠

, 

从而                    1 2
3

1

2 (2 )( 1)
2 (2 )

n
n

n
n

x x xn
x

∞
+

=

−
− =

+∑  ( 2)x < . 

（3）一般项系数为阶乘项，且
1 0

(2 )!na
n

= > ，因此应与 xe 的展开式联系起来. 又一般项只

有偶次幂项，采用逐项求导出现奇次幂项，考虑进行代数运算. 因为 

              
2 2

1
2

( ) (2 )!lim lim 0
( ) (2 2)!

n
n

nn n
n

u x n x
u x n x

ρ
+

+

→∞ →∞
= = =

+
 

所以 R = +∞，收敛区间 ( , )−∞ +∞ . 

令 2

0

1( )
(2 )!

n

n

s x x
n

∞

=

=∑ ，则 2 1

1

1( )
(2 1)!

n

n

s x x
n

∞
−

=

′ =
−∑  

2 3

0

( ) ( ) 1 e
1! 2! 3! !

n
x

n

x x x xs x s x
n

∞

=

′+ = + + + + = =∑ , 

2 3

0

( )( ) ( ) 1 e
1! 2! 3! !

n
x

n

x x x xs x s x
n

∞
−

=

−′− = − + − + = =∑ , 

两式相加得      e e( )
2

x x

s x
−+

= ，故
( )

2

0

1 e e
2 ! 2

x x
n

n

x
n

∞ −

=

+
=∑ ， ( , )x∈ −∞ +∞ . 
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【例 5】 求下列级数的和 

（1）
2

1 !n

n
n

∞

=
∑ ；           （2）

0

( 1) ( 1)
(2 1)!

n

n

n
n

∞

=

− +
+∑ . 

解：（1）方法 1  考察幂级数
2

1

1 !
n

n

n x
n

∞
−

=
∑ ，易知收敛区间为 ( , )−∞ +∞ ，由 

2
1 1

1 1

( )
! ( 1)!

n n

n n

n ns x x x
n n

∞ ∞
− −

= =

= =
−∑ ∑

1

0
1 1

d
( 1)! ( 1)!

n nx

n n

nx xx
n n

∞ ∞−

= =

′′
⎡ ⎤⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑∫  

                
0

( e ) e e
!

n
x x x

n

xx x x
n

∞

=

′
⎡ ⎤

′= = = +⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑  

得 (1) 2es = ，从而∑
∞

=1

2

!n n
n

2e= . 

方法 2  
2

1 !n

n
n

∞

=
∑

1 1

1 1
( 1)! ( 1)!n n

n n
n n

∞ ∞

= =

− +
= =

− −∑ ∑  

2 1 0 0

1 1 1 1 2e
( 2)! ( 1)! ! !n n n nn n n n

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= + = + =
− −∑ ∑ ∑ ∑ . 

（2）方法 1  考察幂级数 2 1

0

( 1) ( 1)
(2 1)!

n
n

n

n x
n

∞
+

=

− +
+∑ ，易知收敛区间为 ( , )−∞ +∞ ，由 

2 1 2 1

0
0 0

( 1) ( 1) 1 2 2( ) ( 1) d
(2 1)! 2 (2 1)!

n xn n n

n n

n ns x x x x
n n

∞ ∞
+ +

= =

′
⎡ ⎤− + +

= = − ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
∑ ∑ ∫  

                   
2 2 2 1

0 0

1 1( 1) ( 1)
2 (2 1)! 2 (2 1)!

n n
n n

n n

x xx
n n

∞ ∞+ +

= =

′ ′
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑  

                   1 1( sin ) (sin cos )
2 2

x x x x x′= = +  

得
1(1) (sin1 cos1)
2

s = + ，从而
0

( 1) ( 1)
(2 1)!

n

n

n
n

∞

=

− +
+∑ 1 (sin1 cos1)

2
= + . 

方法 2      
0 0

( 1) ( 1) 1 ( 1) (2 1 1)
(2 1)! 2 (2 1)!

n n

n n

n n
n n

∞ ∞

= =

− + − + +
=

+ +∑ ∑
0 0

1 ( 1) ( 1)
2 (2 )! (2 1)!

n n

n nn n

∞ ∞

= =

⎡ ⎤− −
= +⎢ ⎥+⎣ ⎦

∑ ∑  

                            1 (sin1 cos1)
2

= + . 

评注：利用幂级数可求收敛的常数项级数的和，关键是根据数项级数一般项的特点选择

一个恰当的幂级数. 一般若
1

n
n

u s
∞

=

=∑ ，则考察幂级数
1

n
n

n

u x
∞

=
∑ ，求得

1

( ) n
n

n

s x u x
∞

=

=∑ ，从而

1

(1)n
n

u s s
∞

=

= =∑ ；也可利用常用的幂级数展开式直接求和. 
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【例 6】 将下列函数展开成 x 的幂级数 

（1）
2

2( )
3 2
xf x

x x
=

+ +
；     （2） 2( ) ln( 1 )f x x x= + + ； 

（3） 2

0
( ) sin d ( 0)

x
f x t t x= ∫ ≥ . 

解：（1） ( )f x 是有理函数，应将其化为幂函数与部分分式乘积的形式，再利用相应公式

展开. 
2

2
2

2 2

0 0

2 2
1 1

0 0

1 1( )
3 2 1 2

1 1 1( 1) ( 1)
1 2 22 1

2

1 1( 1) ( 1) ,1 1
2 2

n
n n n

n n

n n n n
n n

n n

xf x x
x x x x

xx x x
xx

x x x

∞ ∞

= =

∞ ∞
+

+ +
= =

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠
⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎛ ⎞= − = − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟+ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦+⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

 

易知收敛区间为 ( 1,1)x∈ − . 

（2）先对 ( )f x 求导，得 2

2

1( ) ln( 1 )
1

f x x x
x

′
⎡ ⎤′ = + + =⎢ ⎥⎣ ⎦ +

，利用 (1 )mx+ 的展开式展开

2

1

1 x+
，再对展开式逐项积分求解. 因为 

2 4 2

2

1 1 1 3 (2 1)!!1 ( 1)
2 2 4 (2 )!!1

n nnx x x
nx

× −
= − + − + − +

×+
 

                        2

1

(2 1)!!1 ( 1)
(2 )!!

n n

n

n x
n

∞

=

−
= + −∑ , ]1,1[−∈x , 

所以          原式
20

1

1

x

x
=

+∫ 2 1

1

(2 1)!!( 1)
(2 )!!(2 1)

n n

n

nx x
n n

∞
+

=

−
= + −

+∑ , ]1,1[−∈x  

（3）因为       2 2 6 10 4 21 1 1sin ( 1)
3! 5! (2 1)!

n nt t t t t
n

+= − + + + − +
+

 

                        
4 2

0

1( 1)
(2 1)!

n n

n

t
n

∞
+

=

= −
+∑ ， ( , )t∈ −∞ +∞ ， 

所以 

2 4 2

0 0
0

1( ) sin d ( 1) d
(2 1)!

x x n n

n

f x t t t t
n

∞
+

=

= = −
+∑∫ ∫

4 3

0

( 1)
(2 1)!(4 3)

n
n

n

x
n n

∞ +

=

= −
+ +∑ , [0, )x∈ +∞ . 

【例 7】 把下列函数展开为 0( )x x− 的幂级数 

（1） 1( )
1

f x
x

=
+

， 0 4x = − ；       （2） 2
3( )

2
xf x

x x
=

− −
， 0 0x = . 

解：（1）利用等比级数求和公式 
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1
1x +

= 1
4 3x + −

= 1
43 1

3
x

−
+⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

, 

因为
0

1
1

n

n

x
x

∞

=

=
− ∑ ( 1 1)x− < < ，所以

1
41

3
x +−

=
0

4
3

n

n

x∞

=

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ， 

其中
41 1

3
x +

− < < ，得 7 1x− < < −  ，于是 

1
1x + 1

0

( 4)
3

n

n
n

x∞

+
=

+
= −∑    ( 7 1)x− < < − . 

（2）    2
3

2
x

x x− −
1

1 x
=

−
2

2 x
−

+
= 1

1 x
=

−
1

1
2
x

−
+

 

                     (1 )nx x= + + +
2

1
2 2 2

nx x x⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + + +− − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

                     2 3 43 3 9 15
2 4 8 16

x x x x= + + + +  ( 1 1)x− < < . 

由
1

1 x−
的收敛区间为 ( 1,1)− ，可知

1

1
2
x+
的幂级数收敛区间为 ( 2,2)− ， 2

3
2

x
x x− −

的麦克劳

林级数的收敛区间取 ( 1,1)− 与 ( 2,2)− 的交集，即 ( 1,1)− . 
评注：把函数 ( )f x 展开为 0( )x x− 的幂级数的方法有直接法与间接法两种，具体方法和步

骤如下： 
直接展开法：展开步骤如下： 
① 求出 ( )f x 的各阶导数 ( )f x′ , ( )( ), , ( ),nf x f x′′ . 

② 计算 ( )
0 0 0 0( ), ( ), ( ), , ( ),nf x f x f x f x′ ′′ . 

③ 写出幂级数 

( ) ( )
( )

( )20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( )

2! !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n

′′
′+ − + − + + − + , 

并求收敛区间. 

④ 写出
( 1)

10 0
0

( ( ))
( ) ( )

( 1)!

n
n

n
f x x x

R x x x
n

θ+
++ −

= −
+

(0 1)θ< < ，并讨论 lim ( )nn
R x

→∞
. 

⑤ 若 lim ( ) 0nn
R x

→∞
= ，则

( )
0

0
0

( )
( ) ( )

!

n
n

n

f x
f x x x

n

∞

=

= −∑ ，并写出收敛区间. 

间接展开法：利用几个常用函数的麦克劳林展式，根据函数幂级数展开式的唯一性，通

过适当的变量代换、四则运算、复合运算、微分及积分运算，将函数展成幂级数. 
直接展开法方法计算量大， ( ) ( )nf x 的一般表达式不易求出，并且讨论余项 ( )nR x 当 n →∞

时是否趋于 0 也困难．为了避免这些缺点，将函数展开成幂级数一般用间接展开法. 



高等数学例题与习题（下册） ·234· 

【例 8】 将函数 ( ) ln
1

xf x
x

=
+

展开成 1x − 的幂级数. 

分析：将 ( )f x 化为关于 1x − 形式的函数，再利用 ln(1 )x+ 的幂级数展开式求解. 

解： ( ) ln ln ln(1 )
1

xf x x x
x

= = − +
+

，因为 

1

1

1ln ln(1 1) ( 1) ( 1)n n

n

x x x
n

∞
−

=

= + − = − −∑ , (0,2]x ∈ ,  

1 1ln(1 ) ln 2 ln 2 ln1 1
2 2

x xx − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = = ++ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                             
1

1

( 1) 1ln 2
2

nn

n

x
n

∞ −

=

− −⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ , ( 1,3]x ∈ − ,  

所以 

1

1

1( ) ( 1) ( 1)n n

n

f x x
n

∞
−

=

= − −∑
1

1

( 1) 1ln 2
2

nn

n

x
n

∞ −

=

− −⎛ ⎞− − ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  

                       
1

1

( 1) 1ln 2 ( 1)1
2

n
n

n
n

x
n

∞ −

=

− ⎛ ⎞= − + −−⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ , (0,2]x ∈ . 

12.2.4  释疑解难 

1．为什么要将函数展开成幂级数？ 
答：多项式是最简单的非周期函数类，若一个函数 ( )f x 可以展开为幂级数，则在展开式

的收敛区间内可以用它的部分和多项式来近似原来较复杂的函数 ( )f x ，这在理论和应用上都

具有重要意义. 
2．如何理解函数 ( )f x 可展开成幂级数？ 
答：为了研究函数 ( )f x 在点 0x 附近的性态，有时需要将 ( )f x 展开成 0( )x x− 的幂级数. 

当 ( )f x 在 0x 的某个邻域 0( )U x 内有各阶导数时，总可以形式地写出 ( )f x 的泰勒级数 
( )

20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

2 !  !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n

′′
′+ − + − + + − +" "  

但是只有当 ( )f x 的泰勒公式中的余项 ( )nR x 在 n → ∞ 时的极限为零，即 lim ( ) 0nn
R x

→∞
=  

0( ( ))x U x∈ 时， ( )f x 的泰勒级数才在此邻域内收敛且它的和就是 ( )f x . 此时才说 ( )f x 在此区

间内可展开成泰勒级数，即 
( )

20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2 !  !

n
nf x f x

f x f x f x x x x x x x
n

′′
′= + − + − + + − +" " , 0( )x U x∈ . 

3．将函数展开成幂级数有哪几种方法？哪种方法简便？ 
答：将函数展开成幂级数通常有直接法和间接法两种方法. 
直接法是首先计算各阶导数，写出函数的泰勒级数，求出它的收敛半径 R ，然后在区间

( , )R R− 内讨论余项 ( )nR x 是否趋于 0. 这种方法计算量大，而且讨论余项有一定的困难. 
间接法则需要熟记几个常用函数的麦克劳林展开式及其收敛区间，再利用幂级数的
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四则运算或逐项微分和逐项积分的性质. 这种方法计算量小，并可以避免研究余项的收

敛性. 

4．将 ( )
2

xf x
x

=
−

展成 x 的幂级数为
0

2 2( ) , 1
(1 2 / )

n

n

xf x
x x x x

∞

=

⎛ ⎞= = <⎜ ⎟
− ⎝ ⎠∑ 即 2x > . 对吗？ 

答：不正确. 正确的方法是： 
1

1
0 0

( )
2(1 / 2) 2 2 2

n n

n
n n

x x x xf x
x

∞ ∞ +

+
= =

⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟
− − ⎝ ⎠ −∑ ∑    ( 2)x < . 

注意： x 的幂级数是指其幂指数只取非负整数，且 x 可以取零. 上式是以
1
x
为幂的函数项

级数，不合要求. 

12.2.5  部分习题解答 

【习题 12-3】 
1．求下列幂级数的收敛区间： 

（6）
2 1

1

( 1)
2 1

n
n

n

x
n

∞ +

=

−
+∑ ；  （7） 2 2

1

2 1
2

n
n

n

n x
∞

−

=

−∑ ；  （8）
1

( 5)n

n

x
n

∞

=

−∑ . 

解：（6）因为
2 1

( ) ( 1)
2 1

n
n

n
xu x
n

+

= −
+

( 1,2, )n = " ，原级数缺少的偶次幂项，故直接用比值法. 因

为 

( )
( )

2 3 2 1
1 1 2 22 1lim lim ( 1) ( 1) lim

2 3 2 1 2 3

n n
n n n

n n n
n

u x nx x x x
n nu x n

ρ
+ +

+ +

→∞ →∞ →∞

+
= = − − = =

+ + +
, 

所以 1x < 时原级数收敛且绝对收敛， 1x > 时原级数发散，故 1R = . 

当 1x = ± 时，原级数分别为
1

( 1)
2 1

n

n n

∞

=

−
+∑ 与

1

1

( 1)
2 1

n

n n

∞ +

=

−
+∑ 均收敛，所以所求收敛区间为[ 1,1]− . 

（ 7 ）令 2y x= ，则原幂级数变为 1

1

2 1
2

n
n

n

n y
∞

−

=

−∑ ，直接用比值法有 1lim n

n
n

a
a

ρ +

→∞
= =  

1
12 1 2 1lim
22 2n nn

n n
+→∞

+ −
= ，从而 2R = .所以 2 2y− < < 即 20 2x <≤ ，亦即 2 2x− < < 时原级数

收敛. 

当 2x = ± 时，原级数为
1

1 (2 1)
2n

n
∞

=

−∑ 是发散级数，所以所求收敛区间是 ( 2, 2)− . 

（8）因为
( 5)( )

n

n
xu x

n
−

= ，令 5y x= − ，原级数为
1

n

n

y
n

∞

=
∑ ，取

1
na

n
= ，则 

1lim lim 1
1

n

n n
n

a n
a n

ρ +

→∞ →∞
= = =

+
，  所以 1R = . 

当 1y = − 时，级数变成
1

( 1)n

n n

∞

=

−∑ ，它是收敛的； 
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当 1y = 时，级数变成
1

1

n n

∞

=
∑ ，它是发散的. 

综上可知，幂级数
1

n

n

y
n

∞

=
∑ 的收敛区间为 [ )1,1− ，由 5y x= − 解不等式 1 5 1x− ≤ − < ，得原

级数的收敛区间为 [ )4, 6 . 
2．利用逐项求导或逐项积分，求下列级数的和函数： 

（2）
4 1

1 4 1

n

n

x
n

∞ +

= +∑ ；        （3）
3 5 2 1

3 5 2 1

nx x xx
n

−

+ + + + +
−

" "  . 

解：（2）因为
4 1 4 1 4

4
4

1 1 14 1 4 1 1

n n
n

n n n

x x xx
n n x

∞ ∞ ∞+ +

= = =

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

所以    
4 1

1 4 1

n

n

x
n

∞ +

= +∑
4

40
d

1

x x x
x

=
−∫

4

40

(1 ) 1d
1

x x x
x

− − +
=

−∫ 2 20

1 1 1 1 d1
2 21 1

x
x

x x
⎛ ⎞= − + ⋅ + ⋅⎜ ⎟+ −⎝ ⎠∫  

                    1 1 1arctan ln
2 4 1

xx x
x

+
= − +

−
,   ( 1)x < . 

（3）因为
2 1 2 1

2 2
2

1 1 1

1
2 1 2 1 1

n n
n

n n n

x x x
n n x

∞ ∞ ∞− −
−

= = =

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

所以                  
2 1

1 2 1

n

n

x
n

∞ −

= −∑ 20

1 d
1

x
x

x
=

−∫
1 1ln
2 1

x
x

+
=

−
,   ( 1)x < . 

【习题 12-4】 
1．求函数 ( ) cosf x x= 的泰勒级数，并验证它在整个数轴上收敛于这函数. 

解：因为
0

( ) ( )
0 0( ) (cos ) cos

2
n n

x x
nf x x x=

π⎛ ⎞= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ( )n ∈N ， 

所以写出 cos x 的泰勒级数为 

20
0 0 0 00

cos( )
cos cos cos ( ) ( ) ( ) ,

2 !  !2
nx

x x x x x x x xx
n

+ π ππ⎛ ⎞+ − + − + + − ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼ " "  

而 

1
00 0

1
0

1cos ( )
( ) 2 ( ) ( 1)! ( 1) !

n

nn

n x xx x x
R x

x x nn

θ +

+

+⎡ ⎤ −+ − + π⎢ ⎥= ⎣ ⎦ − +
+

≤     ( 0 1θ< < ). 

对于 x ∈R，考察级数
1

0

1 ( 1)! 

n

n

x x
n

+∞

=

−
+∑ ，其收敛半径为 

1

( 2)!lim lim
( 1)!

n

n n
n

a nR
a n→∞ →∞

+

+
= = = +∞

+
， 

故此级数对任意 x ∈R都收敛，由收敛的必要条件，有 
1

0lim lim 0
( 1)! 

n

nn n

x x
u

n

+

→∞ →∞

−
= =

+
. 
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用夹逼准则知 lim ( ) 0nn
R x

→∞
= ，所以 lim ( ) 0nn

R x
→∞

= . 

从而 

20
0 0 0 00

cos( )
cos cos cos ( ) ( ) ( ) ,

2 !  !2
nx

x x x x x x x xx
n

+ π ππ⎛ ⎞= + − + − + + − ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

" "  ( x ∈R ). 

2．将下列函数展开成 x 的幂级数，并求展开式成立的区间： 
（2） ln( )a x+ ， ( 0)a > ；    （3） xa ；     （4） 2sin x . 

解：（2） ln( ) ln 1 xa x a
a

⎡ ⎤⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
ln ln 1 xa

a
⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1
0

ln ( 1)
( 1)

n
n

n
n

xa
n a

∞ +

+
=

= + −
+∑ ， 

（ 1 1x
a

− < ≤ ，即 a x a− < ≤ ）. 

（3） ln

0

lne
!

n
x x a n

n

aa x
n

∞

=

= = ∑ ，（ lnx a−∞ < < +∞ ，即 x−∞ < < +∞ ）. 

（4）
2 1

2 2

0

1 1 1 2sin (1 cos 2 ) ( 1)
2 2 2 (2 )!

n
n n

n

x x x
n

∞ −

=

= − = − −∑
2 1

2

1

2( 1)
(2 )!

n
n n

n

x
n

∞ −

=

= −∑ ，（ x ∈R）. 

3．（2）将函数 ( ) lgf x x= 展开成 ( 1)x − 的幂级数，并求展开式成立的区间. 

解：
ln ln[1 ( 1)]( )
ln10 ln10

x xf x + −
= =

1

0

1 ( 1)( 1)
ln10 1

n
n

n

x
n

∞ +

=

−
= −

+∑ 1

1

1 ( 1)( 1)
ln10

n
n

n

x
n

∞
−

=

−
= −∑ ， 

其中 1 1 1x− < − ≤ ，即 0 2x< ≤ . 

6．将函数 2
1( )
3 2

f x
x x

=
+ +

展开成 ( 4)x + 的幂级数. 

解： 2
1 1 1 1( )

( 1)( 2) 1 23 2
f x

x x x xx x
= = = −

+ + + ++ +
1 1

3 ( 4) 2 ( 4)x x
= −

− + + − + +
 

            1 1 1 1
4 42 31 1

2 3
x x

= −
+ +

− − 0 0

1 4 1 4
2 2 3 3

n n

n n

x x∞ ∞

= =

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑  

            1 1
0

1 1 ( 4)
2 3

n
n n

n

x
∞

+ +
=

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ， 

其中
41 1

2
x +

− < < ，且
41 1

3
x +

− < < ，即 6 2x− < < − 且 7 1x− < < − ， 

故上述幂级数的收敛区间为 ( 6, 2)− − . 
【习题 12-5】 
1．利用函数的幂级数展开式求下列各数的近似值： 

（1） ln 3（误差不超过 0.0001）； （3） 9 522 （误差不超过 0.00001）. 
解：（1）第一步，选取级数. 考虑到 

2 3
1ln(1 ) ( 1)

2 3

n
nx x xx x

n
−+ = − + − + − +" " ,    ( 1,1]x ∈ − ； 

2 3

ln(1 )
2 3

nx x xx x
n

− = − − − − − −" " ,    [ 1,1)x ∈ − ； 
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将两个级数相减，得 
3 5 2 11ln 2

1 3 5 2 1

nx x x xx
x n

−+ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟− −⎝ ⎠
" " ,   ( 1,1)x ∈ −  

显见这个幂级数收敛速度快些. 

令
1 3
1

x
x

+
=

−
，得

1
2

x = . 由上式得 

3 5 2 1

11 1 1 1 12ln 3 ln 2
1 2 3 2 5 2 (2 1)21
2

nn −

+ ⎛ ⎞+ + + + += = ⎜ ⎟⋅ ⋅ −⎝ ⎠−
" " . 

第二步，确定项数. 因为 

2 1 2 3
1 12

(2 1) 2 (2 3) 2n n nr
n n+ +

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥+ ⋅ + ⋅⎣ ⎦

" 2 1 2
1 2 12 1

(2 1) 2 (2 3) 2n
n

n n+

⎡ ⎤+
= ⋅ + +⎢ ⎥+ ⋅ + ⋅⎣ ⎦

"  

        2 2 4
1 1 11

(2 1) 2 2 2nn
⎡ ⎤< + + +⎢ ⎥+ ⋅ ⎣ ⎦

" 2 2 2
1 1 1

1(2 1) 2 3(2 1)21
4

n nn n −= ⋅ =
+ ⋅ +−

. 

5 8
1 0.00012

3 11 2
r < ≈

⋅ ⋅
， 5

6 10
1 0.000025 2.5 10

3 13 2
r −< ≈ = ×

⋅ ⋅
， 

故取 6n = ，截断误差 4
6 10r −< . 

第三步，计算各项，求和取值. 

3 5 7 9 11
1 1 1 1 1 1ln 3 2
2 3 2 5 2 7 2 9 2 11 2

⎛ ⎞≈ + + + + +⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠
1.09858 1.0986= ≈ . 

（3）
1

9 99 9
9

10522 2 10 2(1 )
2

= + = + ， 

因      2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1
2 !  !

m nm m m m m nx mx x x
n

− − − +
+ = + + + + +

"" "  ( 1 1) x− < < , 

故 

29

9 9 9

1 11 1 11 1 11 10 10 10522 2 9 99 9 91
9 2! !2 2 2

n

n

n

n

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅− − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥= ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ ⋅ + ⋅ + + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

"
" "  

上式从第二项起为一交错级数，故有： 1n nr u +< . 

9
1 10 0.002170
9 2

⋅ = ； 18
1 1 8 100 0.000019
2! 9 9 2

⋅ ⋅ ⋅ = ； 6
27

1 1 8 17 1000 10
3! 9 9 9 2

−⋅ ⋅ ⋅ ⋅ <  

即 3 0.00001r < ，所以取 3 项，并在计算时取 6 位小数，可得 

9 522 2(1 0.002170 0.000019)≈ + − 2 1.002151 2.00430= × ≈ . 

2．（2）利用被积函数的幂级数展开式求定积分
0.5

0

arctan dx x
x∫ 的近似值（误差不超过

0.001）： 
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解：因 20

darctan
1

x xx
x

=
+∫

3 5 2 1

( 1)
3 5 2 1

n
nx x xx

n

+

= − + − + − +
+

" "   ，（ 1x < ） 

所以  
2 4 20.5 0.5

0 0

arctan d 1 ( 1) d
3 5 2 1

n
nx x x xx x

x n
⎡ ⎤

= − + − + − +⎢ ⎥+⎣ ⎦∫ ∫ " "  

                  
0.53 5 2

0

1( 1)
9 25 2 1

n
nx x xx

n
⎛ ⎞+

= − + − + − +⎜ ⎟+⎝ ⎠
" " 3 5 7

1 1 1 1 1 1 1
2 9 25 492 2 2

= − ⋅ + ⋅ − ⋅ +" . 

这是交错级数， 1n nr u +< ，计算得 

3
1 1 0.0139
9 2

⋅ ≈ ； 5
1 1 0.0013
25 2

⋅ ≈ ； 3
7

1 1 0.0002 10
49 2

−⋅ ≈ < ； 

所以取 3 项，并在计算时取四位小数，得 
0.5

0

arctan d 0.5 0.0139+0.0013=0.4874 0.487x x
x

≈ − ≈∫ . 

12.2.6  练习题 

一、是非判断题（请在正确叙述后打√，错误的打×）： 

1．幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 的收敛点与收敛点之间不可能有发散点.                  （    ） 

2．若幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 的收敛半径为 R ，则该幂级数在 ( , )R R− 内一定绝对收敛. （    ） 

3．若幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ （ 0na ≠ ）的收敛半径不为零，则极限 1lim n

n
n

a
a

+

→∞
存在.   （    ） 

4．对幂级数逐项求导或积分后，收敛半径与收敛域均保持不变.           （    ） 

5．若在区间 ( , ) ( 0)R R R− > 上函数 ( )

0

1( ) (0)
!

n n

n

f x f x
n

∞

=

= ∑ ,则当 ( )

0

1
(0)

!
n n

n

f R
n

∞

=
∑ 收敛且 ( )f x

在 x R= 处连续时必有 ( )

0

1( ) (0)
!

n n

n

f R f R
n

∞

=

= ∑ .                            （    ） 

二、填空题： 

1．若幂级数
0

( 1)n
n

n

a x
∞

=

+∑ 在 0x = 处收敛，在 2x = − 处发散，则幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 的收敛域

为        . 

2．幂级数 3

1

( 2) 3n n
n

n

x
n

∞

=

− +∑ 收敛半径 R =         . 

3．若幂级数
2

0

n n

n

a x
∞

=
∑ 在整个实轴上收敛，则常数 a 的范围是        . 

4．函数
1( )

1
f x

x
=

+
的麦克劳林级数为： ( )f x =         ，其中 x ∈         . 
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5．幂级数 1

1 !
n

n

n x
n

∞
+

=
∑ 的和函数为： ( )S x =         ，其中 x ∈         . 

三、选择题： 

1．若级数
1

( 2)n
n

n

a x
∞

=

−∑ 在 1x = − 处收敛，则此级数在 4x = 处（    ）. 

   A．条件收敛；                B．绝对收敛； 
   C．发散；                    D．收敛性不能确定 

2．设
1

| |
lim 2

| |
n

n
n

a
a→∞

+

= ，则级数 2 1

1

n
n

n

a x
∞

+

=
∑ 的收敛半径为（    ）. 

   A．1；          B．
2

2
；      C． 2 ；        D．2 

3．若级数 1
1

( 1) n
n

n

n a x
∞

+
=

+∑ 在 1x = 处收敛，则级数
1

n
n

n

a x
∞

=
∑ 在 ( 1,1)− 内（    ）. 

   A．可能在各点均发散；                   B．可能既有发散点又有收敛点； 
   C．在各点均收敛且可能有条件收敛点；     D．在各点处均绝对收敛 
4．下列各式中错误的是（    ）. 

   A．
0

1 e
!n n

∞

=

=∑ ；                          B． 1

1

1( 1) ln 2n

n n

∞
−

=

− =∑ ； 

   C．
2

0

( 1) 1
(2 )!

n
n

n n
π∞

=

− =∑ ；                  D．
1

1
( 1)!n

n
n

∞

=

=
+∑  

5．将函数 sin cosx x 展开成 x 的幂级数时， 3x 的系数是（    ）. 

   A．
2
3

− ；      B．
1
3

− ；          C．
1
6

− ；          D．
1

12
−  

四、求幂级数
1

( 1)n

n

n x
∞

=

+∑ 的和函数 ( )S x . 

五、将函数 2
1( )

( 3)
f x

x
=

−
在 2x = 处展成的幂级数. 

六、求幂级数 1 1

0

1( 1)
1

n n

n

n x
n

∞
− +

=

−
−

+∑ 的和函数，并求级数
0

1( 1)
( 1)2

n
n

n

n
n

∞

=

−
−

+∑ 的和. 

习题答案： 

一、1．√；2．√；3．×；4．×； 5.√ 

二、1． ( 1, 1 ]− ；2．
3

1
3
；3． | | 1a < ；4．

0

( 1)n n

n

x
∞

=

−∑ ， ( 1,1)− ；5． 2exx ， ( , )−∞ +∞ . 

三、1．B；2．C；3．D；4．C；5．A 

四、解：级数
1

( 1)n

n

n x
∞

=

+∑ 的收敛域为 ( 2,0)− .  
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记 1t x= + ，级数 1

1

n

n

nt
∞

−

=
∑ 的收敛域为 ( 1,1)− ，设其和函数为 ( )G t ，则 

1

0 0
11

( )d d , ( 1,1)
1

t t nn

nn

tG t t t t tnt
t

∞∞
−

==

⎛ ⎞
= = = ∈ −⎜ ⎟

−⎝ ⎠
∑∑∫ ∫ ， 

从而 2
1( )

(1 )1
tG t

tt

′⎛ ⎞= =⎜ ⎟ −−⎝ ⎠
， 2

1( ) ( 1) ( 1) xS x x G x
x
+

= + + = ， ( 2,0)x ∈ − .   

五、解：易知 2
1 1( )

( 3) 3
f x

x x

′⎛ ⎞= = ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
，

0

1 1 ( 2)
3 1 ( 2)

n

n

x
x x

∞

=

= = −
− − − ∑ ， (1,3)x ∈ ，  

从而                    1

1

1( ) ( 2)
3

n

n

f x n x
x

∞
−

=

′⎛ ⎞= = −⎜ ⎟−⎝ ⎠ ∑ ， (1,3)x ∈ . 

六、解：令 1 1

0

1( ) ( 1)
1

n n

n

nS x x
n

∞
− +

=

−
= −

+∑ ，计算得其收敛域为 ( 1,1 )x ∈ − . 

显然 1 1 1 1

0 0

2( ) ( 1) ( 1)
1

n n n n

n n

S x x x
n

∞ ∞
− + − +

= =

= − − −
+∑ ∑ ，记 

1 1
1

0

( ) ( 1)n n

n

S x x
∞

− +

=

= −∑ ,    1 1
2

0

2( ) ( 1)
1

n n

n

S x x
n

∞
− +

=

= −
+∑ , 

易知                            1( )
1

xS x
x

= −
+

,   

2 (0) 0S = , ' 1
2

0

2( ) ( 1) 2
1

n n

n

S x x
x

∞
−

=

= − = −
+∑  

从而                   2 2 0

2( ) (0) d 2ln(1 )
1

x
S x S t x

t
⎛ ⎞= + = − +−⎜ ⎟

+⎝ ⎠∫  

( ) 2 ln(1 )
1

xS x x
x

= − − +
+

   ( 1,1)x ∈ − . 

故得                
0

1 1 2( 1) 2 ( ) 4(ln 3 ln 2)
2 3( 1)2

n
n

n

n S
n

∞

=

−
− = − = + −

+∑ . 

12.2.7  考研真题 

【例 1】（2008 年数一） 已知幂级数
0

( 2)n
n

n

a x
∞

=

+∑ 在 0x = 处收敛，在 4x = − 处发散，则幂

级数
0

( 3)n
n

n

a x
∞

=

−∑ 的收敛域为        . 

解：因为幂级数
0

( 2)n
n

n

a x
∞

=

+∑ 收敛区间的对称点为 2x = − ，又由题设可知该级数在 0x = 处
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收敛，在 4x = − 处发散，即级数
0

2n
n

n

a
∞

=
∑ 收敛，

0

( 2)n
n

n

a
∞

=

−∑ 发散，从而幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 的收敛域

为 ( 2,2]− ，故幂级数
0

( 3)n
n

n

a x
∞

=

−∑ 的收敛域为 (1,5] . 

所以应填 (1,5] . 

【例 2】（2011 年数一） 设数列{ }na 单调减少， lim 0nn
a

→∞
= ，

1

( 1,2 )
n

n k
k

S a n
=

= =∑ "" 无界，

则幂级数 ( )
1

1 n
n

n

a x
∞

=

−∑ 的收敛域为（    ）.  

    A．(−1, 1]     B．[−1, 1)     C．[0, 2)     D．(0, 2] 
解：本题考查幂级数的收敛域. 主要涉及收敛半径的计算和常数项级数收敛性的一些结

论，综合性较强.  

1

( 1,2 )
n

n k
k

S a n
=

= =∑ "" 无界，说明幂级数
1

( 1)n
n

n

a x
∞

=

−∑ 的收敛半径 1R≤ ； 

{ }na 单调减少， lim 0nn
a

→∞
= ，由交错级数的莱布尼茨判别法知级数

1

( 1)n
n

n

a x
∞

=

−∑ 收敛，可

知幂级数
1

( 1)n
n

n

a x
∞

=

−∑ 的收敛半径 1R≥ .  

因此，幂级数
1

( 1)n
n

n

a x
∞

=

−∑ 的收敛半径 1R = ，收敛区间为 ( )0,2 . 下面判定此幂级数在区

间端点处的收敛性. 由于 0x = 时原级数为
1

( 1)n
n

n

a
∞

=

−∑ ，收敛. 当 2x = 时原级数为
1

k
k

a
∞

=
∑ ，又因为题

设已知
1

n

n k
k

S a
=

= ∑ 无界，所以幂级数在 2x = 发散. 综上所述，幂级数的收敛域为[ )0,2 . 答案：C. 

【例 3】（2006 年数三） 求幂级数
1 2 1

1

( 1)
(2 1)

n n

n

x
n n

∞ − +

=

−
−∑ 的收敛域及和函数 ( )s x . 

解：记
1 2 1( 1)( )

(2 1)

n n

n
xu x

n n

− +−
=

−
，则 

2 3

21
1 2 1

( 1)
( ) ( 1)(2 1)lim lim

( ) ( 1)
(2 1)

n n

n
n nn n

n

x
u x n n x
u x x

n n

+

+
− +→∞ →∞

−
+ += =

−
−

. 

所以当
2 1, 1x x< <即 时，所给幂级数收敛；当 1x > 时，所给幂级数发散； 

当 1x = ± 时，所给幂级数为
1

1

( 1) ,
(2 1)

n

n n n

∞ −

=

−
−∑

1

( 1)
(2 1)

n

n n n

∞

=

−
−∑ ，均收敛，故所给幂级数的收敛域为[ ]1,1− . 

在 ( 1,1)− 内，  
( )

1 2 1 1 2

1
1 1

( 1) ( 1)( ) 2 2 ( )
(2 1) (2 1) 2

n n n n

n n

x xs x x xs x
n n n n

∞ ∞− + −

= =

− −
= = =

− −∑ ∑ ， 
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而              
1 2 1

1 2 2
1 1 2

1 1

( 1) 1( ) , ( ) ( 1)
2 1 1

n n
n n

n n

xs x s x x
n x

∞ ∞− −
− −

= =

−′ ′′= = − =
− +∑ ∑ ， 

所以 1 1 1 20 0

1( ) (0) ( )d d arctan
1

x x
s x s s t t t x

t
′ ′ ′′− = = =

+∫ ∫ ，又 1(0) 0s′ = ， 

于是 1( ) arctans x x′ = . 同理 

1 1 10 0

2
0 20

( ) (0) ( )d arctan d

1arctan d arctan ln(1 ),
21

x x

xx

s x s s t t t t

tt t t x x x
t

′− = =

= − = − +
+

∫ ∫

∫
 

又 1(0) 0s = ，所以 2
1

1( ) arctan ln(1 )
2

s x x x x= − + . 

故                     2 2( ) 2 arctan ln(1 )s x x x x x= − + . ( 1,1)x ∈ − . 

由于所给幂级数在 1x = ± 处都收敛，且 2 2( ) 2 arctan ln(1 )s x x x x x= − + 在 1x = ± 处都连续，

所以 ( )s x 在 1x = ± 成立，即  
2 2( ) 2 arctan ln(1 )s x x x x x= − + , [ ]1,1x ∈ − . 

【例 4】（2010 年数一） 求幂级数
1

2

1

( 1)
2 1

n
n

n

x
n

∞ −

=

−
−∑ 的收敛域及和函数. 

解：（1）令 

2( 1)

1
1

2

( 1)
( ) 2 1lim lim

( ) ( 1)
2 1

n
n

n
nn n nn

xu x n
u x x

n

+

+
−→∞ →∞

−
+=

−
−

2 1lim ,
2 1n

n
n→∞

−
=

+
2 2 1x x= < . 

所以 1 1x− < < 时级数收敛； 

当 1x = ± 时，
1 1

2

1 1

( 1) ( 1)
2 1 2 1

n n
n

n n

x
n n

∞ ∞− −

= =

− −
=

− −∑ ∑ ，由莱布尼茨审敛法知，此级数收敛，故原级数

的收敛域为[ 1,1]− . 

（2）设         
1

2

1

( 1)( )
2 1

n
n

n

S x x
n

∞ −

=

−
=

−∑
1

2 1

1

( 1)
2 1

n
n

n

x x
n

∞ −
−

=

−
= ⋅

−∑ 1( )xS x= , 

其中                   
1

2 1
1

1

( 1)( )
2 1

n
n

n

S x x
n

∞ −
−

=

−
=

−∑ , ( 1,1)x ∈ − , 

则               1 2 2
1

1

( ) ( 1)n n

n

S x x
∞

− −

=

′ = −∑ 2 1
2

1

1( )
1

n

n

x
x

∞
−

=

= − =
+∑ , ( 1,1)x ∈ − , 

所以                1 120

1( ) d (0)
1

x
S x x S

x
= +

+∫ arctan x= , ( 1,1)x ∈ − . 

1( )S x 在 [ 1,1]x = − 上是连续的，所以 ( )S x 在[ 1,1]− 上连续，且幂级数的和函数为 

( ) arctanS x x x= ， [ 1,1]x ∈ − . 



高等数学例题与习题（下册） ·244· 

【例 5】（2012 年数一） 求幂级数
2

2

1

4 4 3
2 1

n

n

n n x
n

∞

=

+ +
+∑ 的收敛域及和函数. 

解：（1）收敛域 
2

2( 1)

1
2

2

4( 1) 4( 1) 3
( ) 2( 1) 1lim lim

( ) 4 4 3
2 1

n

n

n n nn

n n x
u x n
u x n n x

n

+

+

→∞ →∞

+ + + +
⋅

+ +=
+ +

⋅
+

2x= . 

令 2 1x < ，得 1 1x− < < ，当 1x = ± 时，级数发散.所以收敛域为 ( 1,1)− . 

（2）设        
2

2

1

4 4 3( )
2 1

n

n

n nS x x
n

∞

=

+ +
=

+∑
2

2

1

(2 1) 2
2 1

n

n

n x
n

∞

=

+ +
=

+∑  

                      2 2

1

2(2 1)
2 1

n n

n

n x x
n

∞

=

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥+⎣ ⎦∑ ,   ( 1x < ） 

令                   2
1

1

( ) (2 1) n

n

S x n x
∞

=

= +∑ , 2
2

1

2( )
2 1

n

n

S x x
n

∞

=

=
+∑ , 

因为        2 2 1
1 20 0

0 0

( )d (2 1) d
1

x x n n

n n

xS t t n t t x
x

∞ ∞
+

= =

= + = =
−∑ ∑∫ ∫ , ( 1x < ) 

所以                   
2

1 2 2 2
1( )

1 (1 )
x xS x
x x

′ +⎛ ⎞= =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
, ( 1x < ). 

因为                        2 1
2

1

2( )
2 1

n

n

xS x x
n

∞
+

=

=
+∑  

所以               [ ] 2 2
2 2

1 1

2( ) 2 2
1

n n

n n

xS x x x
x

∞ ∞

= =

′ = = =
−∑ ∑ , ( 1x < ). 

进一步有         2 20
0

1( ) d ln
11

x

n

x xxS x x
xx

∞

=

+
= =

−−∑∫ , ( 1x < ). 

当 0x ≠ 时， 2
1 1( ) ln

1
xS x

x x
+

=
−

；当 0x = 时， 1(0) 1S = ， 2 (0) 2S = ， 

所以          

2

2 2
1 2

1 1 1ln , ( 1,0) (0,1)
( ) ( ) ( ) 1(1 )

3, 0

x x x
S x S x S x x xx

x

⎧ + +
+ ∈ −⎪= + = −−⎨

⎪ =⎩

∪
. 

【例 6】（2013 年数一） 设数列{ }na 满足条件： 0 3a = , 1 1a = , 2 ( 1) 0n na n n a− − − = ( 2)n≥ ，

( )S x 是幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 的和函数. 

（1）证明： ( ) ( ) 0S x S x′′ − = ； 
（2）求 ( )S x 的表达式. 

解：（1）设
0

( ) n
n

n

S x a x
∞

=

= ∑ , 1

1

( ) n
n

n

S x na x
∞

−

=

′ = ∑ , 2

2

( ) ( 1) n
n

n

S x n n a x
∞

−

=

′′ = −∑ ， 
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2 ( 1) 0n na n n a− − − = 2 2
2

2 2 0

( ) ( 1) ( )n n n
n n n

n n n

S x n n a x a x a x S x
∞ ∞ ∞

− −
−

= = =

′′⇒ = − = = =∑ ∑ ∑ . 

（ 2 ）方程 ( ) ( ) 0S x S x′′ − = 的特征方程为 2 1 0λ − = ，得 1 21, 1λ λ= − = ，从而 ( )S x =  

1 2e ex xC C− + . 
又 0 (0) 3a S= = 1 2 3C C⇒ + = ； 1 (0) 1a S ′= = 1 2 1C C⇒ − + = ， 
解得 1 21, 2C C= = ，所以 ( ) e 2ex xS x −= + . 

【例 7】（2007 年数三） 将函数 2
1( )
3 4

f x
x x

=
− −

展开成 1x − 的幂级数，并指出其收敛区间. 

解： 2
1 1 1 1 1( )

( 4)( 1) 5 4 13 4
f x

x x x xx x
⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟− + − +− − ⎝ ⎠

，而 

1
0 0

1 1 1 1 1 ( 1) , 2 4
14 3 3 3 31

3

n n

n
n n

x x x
xx

∞ ∞

+
= =

− −⎛ ⎞= − ⋅ = − = − − < <⎜ ⎟−− ⎝ ⎠−
∑ ∑ ， 

1
0 0

1 1 1 1 1 ( 1) ( 1) , 1 3
11 2 2 2 21

2

n n n

n
n n

x x x
xx

∞ ∞

+
= =

− − −⎛ ⎞= ⋅ = − = − < <⎜ ⎟−+ ⎝ ⎠+
∑ ∑  ， 

所以        1 1 1 1
0 0 0

( 1) ( 1) ( 1) 1 ( 1)( ) ( 1)
3 2 3 2

n n n n
n

n n n n
n n n

x xf x x
∞ ∞ ∞

+ + + +
= = =

⎡ ⎤− − − −
= − + = − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ , 

收敛区间为 1 3x− < < . 

【例 8】（2006 年数一） 将函数 2( )
2

xf x
x x

=
+ −

展开成 x 的幂级数. 

解：                 2( )
2

xf x
x x

=
+ −

1 1 2
3 1 2x x

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
 

而             
0

1 ( 1) , 1 1
1

n n

n

x x
x

∞

=

= − − < <
+ ∑ ；

2 1
2 1

2
xx

=
− − 0

, 2 2
2

n

n

x x
∞

=

⎛ ⎞= − < <⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ； 

所以                 
0 0 0

1 1 ( 2)( ) ( 1) ( ) ,
3 2 3 2

n
n n n n

n
n n n

xf x x x
∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞ − −
= − − − =⎜ ⎟

⋅⎝ ⎠
∑ ∑ ∑    

收敛区间为 1 1x− < < . 

【例9】（2004年数三） 设级数
4 6 8

( )
2 4 2 4 6 2 4 6 8
x x x x+ + + −∞ < < +∞
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

" 的和函数为 ( )S x . 求： 

（I） ( )S x 所满足的一阶微分方程； 
（II） ( )S x 的表达式. 

解：（I）              
4 6 8

( )
2 4 2 4 6 2 4 6 8
x x xS x = + + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

" , 

易见                                (0) 0S = , 
3 5 7

( )
2 2 4 2 4 6
x x xS x′ = + + +

⋅ ⋅ ⋅
"

2 4 6

2 2 4 2 4 6
x x xx⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠

"
2

( )
2
xx S x

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
. 
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因此 ( )S x 是初值问题 
3

, (0) 0
2
xy xy y′ = + = 的解. 

（II）方程
3

2
xy xy′ = + 的通解为 

3d de e d
2

x x x xxy x C
−⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫∫
22

21 e
2

xx C= − − + , 

由初始条件 (0) 0y = ，得 1C = . 

故

22
2e 1

2

xxy = − + − ，因此和函数

22
2( ) e 1

2

xxS x = − + − . 

【例 10】（2007 年数一） 设幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 在 ( , )−∞ +∞ 内收敛，其和函数 ( )y x 满足 

2 4 0, (0) 0, (0) 1.y xy y y y′′ ′ ′− − = = =  

（1）证明： 2
2 , 1,2, .

1n na a n
n+ = =

+
"  

（2）求 ( )y x 的表达式. 
解：（1）由题设可得 

1 2
2

0 1 2 0

, , ( 1) ( 1)( 2)n n n n
n n n n

n n n n

y a x y na x y n n a x n n a x
∞ ∞ ∞ ∞

− −
+

= = = =

′ ′′= = = − = + +∑ ∑ ∑ ∑ ， 

代入 2 4 0, (0) 0, (0) 1y xy y y y′′ ′ ′− − = = = ，可得 

2
0 1 0

( 1)( 2) 2 4 0n n n
n n n

n n n

n n a x na x a x
∞ ∞ ∞

+
= = =

+ + − − =∑ ∑ ∑ , 0 1 20, 1, 0a a a= = =  

即 2
0 0 0

( 1)( 2) 2 4 0n n n
n n n

n n n

n n a x na x a x
∞ ∞ ∞

+
= = =

+ + − − =∑ ∑ ∑ ，比较同次项系数可得 

2
2

1n na a
n+ =

+
, 1,2n = " . 

（2）由 0 1 20, 1, 0a a a= = = , 2
2 , 1,2

1n na a n
n+ = =

+
"可得 

2 2 1 2 1 2 3 1
2 2 2 1 10,

2 2 (2 2) ! !n n n na a a a a
n n n n n+ − −= = = ⋅ = = =

−
" , 

故                       
22 1 2

0 0

1 1 ( ) e
! !

n n x

n n

y x x x x
n n

∞ ∞
+

= =

= = =∑ ∑ . 

【例 11】（2008 年数三） 设银行存款的年利率为 0.05r = ，并依年复利计算.某基金会希

望通过存款 A 万元实现第一年提取 19 万元，第二年提取 28 万元，依此类推，第 n 年提取

(10 9 )n+ 万元，并能按此规律一直提取下去，问 A 至少应为多少万元？ 
解：设 nA 为用于第 n 年提取 (10 9 )n+ 万元的贴现值，则 

(1 ) (10 9 )n
nA r n−= + +  
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故     
1 1

(1 ) (10 9 )n
n

n n

A A r n
∞ ∞

−

= =

= = + +∑ ∑
1 1 1

1 910 200 9
(1 ) (1 ) (1 )n n n

n n n

n n
r r r

∞ ∞ ∞

= = =

= + = +
+ + +∑ ∑ ∑ . 

设
1

( ) , ( 1,1)n

n

S x nx x
∞

=

= ∈ −∑ ，则 2
1

( )
1 (1 )

n

n

x xS x x x x
x x

∞

=

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ . 

所以                       1 1 420
1 1.05

S S
r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（万元） 

故 200 9 420 3980A = + × = 万元，即至少应存入 3980 万元. 
【例 12】（2009 年数一） 设为 na 为曲线 ny x= 与 1( 1,2, )ny x n+= = " 所围成区域的面积，

记 1
1

n
n

S a
∞

=

= ∑ , 2 2 1
1

n
n

S a
∞

−
=

= ∑ ，求 1S 与 2S 的值. 

解：曲线 ny x= 与 1( 1,2, )ny x n+= = " 的交点为 (0,0) 和 (1,1) ，所围区域的面积 
1 1

0

1 1( )d
1 2

n n
na x x x

n n
+= − = −

+ +∫  

于是               1
1 1

1 1 1 1 1lim
1 2 2 2 2n n

n n

S a
n n n

∞ ∞

→∞
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑  

2 2 1
1 1 2

1 1 ( 1)
2 2 1

n

n
n n n

S a
n n n

∞ ∞ ∞

−
= = =

−⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟+⎝ ⎠∑ ∑ ∑  

考查幂级数
1

( 1)n
n

n

x
n

∞

=

−∑ ，知其收敛域为 ( 1,1]− ，和函数为 ln(1 )x− + . 

因此          ( )S x =
2 1

( 1) ( 1) ln(1 )
n n

n n

n n

x x x x x
n n

∞ ∞

= =

− −
= + = − +∑ ∑  

令 1x = 可得 2 1 ln 2S = − . 

评注：本题综合考查了平面图形的面积和数项级数求和. 
（1）曲线 1 2( ), ( )y f x y f x= = 及直线 ,x a x b= = ( )a b< 所围成的曲边梯形面积为 

1 2( ) ( ) d
b

a
S f x f x x= −∫ ，若在[ , ]a b 上， 1 2( ) ( )f x f x≤ ，则 

2 1[ ( ) ( )]d
b

a
S f x f x x= −∫  

（2）本题求 2S 时利用了 ln(1 )x+ 的麦克劳林展开式 
1

1

( 1)ln(1 )
n

n

n

x x
n

∞ −

=

−
+ = ∑ , ( 1 1)x− < ≤ . 

12.3  傅里叶级数 

12.3.1  基本要求 

1．了解函数展开为傅里叶级数的充分条件，掌握将以 2π 为周期的周期函数展开为傅里叶

级数的方法. 
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2．掌握将以 2l 为周期的周期函数展开为傅里叶级数的方法，学会将 [0, ]π 上函数展开成

正弦级数或余弦级数. 

12.3.2  基本内容 

1．傅里叶级数的概念 

设周期为 2π 的函数 ( )f x 在[ , ]−π π 可积且绝对可积，令 

1 ( )cos dna f x nx x
π

−π
=

π ∫   ( 0,1,2,3, )n = " , 

1 ( )sin dnb f x nx x
π

−π
=

π ∫   ( 1,2,3, )n = " , 

则称 0

1

( cos sin )
2 n n

n

a
a nx b nx

∞

=

+ +∑ 是 ( )f x 的傅里叶级数. 

一般地，设周期为 2l 的函数 ( )f x 在 [ , ]l l− 可积且绝对可积，令 

1 ( )cos d
l

n l

n xa f x x
l l−

π
= ∫ , ( 0,1,2,3, )n = "  

1 ( )sin d
l

n l

n xb f x x
l l−

π
= ∫ , ( 1,2,3, )n = " , 

则 ( )f x 的傅里叶级数为 0

1

cos sin
2 n n

n

a n x n xa b
l l

∞

=

π π⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ . 

2．收敛定理（狄利克雷充分条件） 

设 ( )f x 是周期为 2π 的周期函数，如果它满足： 
（1）在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点， 
（２）在一个周期内至多只有有限个极值点， 
则 ( )f x 的傅里叶级数收敛，并且 
当 x 是 ( )f x 的连续点时，级数收敛于 ( )f x ； 

当 x 是 ( )f x 的间断点时，级数收敛于
1 [ ( ) ( )]
2

f x f x− ++ . 

3．周期延拓 

由于傅里叶级数本身具有周期性，所以非周期函数不能展开成傅里叶级数. 如果函数 ( )f x
仅在[ , )−π π 或 ( , ]−π π 有定义，可在定义区间外补充函数 ( )f x 的定义，使它拓广成周期为 2π 的

周期函数 ( )F x . 按这种方式拓广函数的定义域的过程成为周期延拓. 若 ( )F x 满足狄利克雷定

理的条件，则可将 ( )F x 在 ( , )−∞ +∞ 内展开成傅里叶级数. 而 ( )F x 与 ( )f x 在 [ , )−π π 或 ( , ]−π π 上

是相等的，从而得到 ( )f x 在[ , )−π π 或 ( , ]−π π 上的傅里叶级数，即将 ( )f x 在[ , )−π π 或 ( , ]−π π 上

展成了傅里叶级数. 

4．正弦级数与余弦级数 

① 若 ( )f x 为偶函数，则其傅里叶级数是只含有余弦项的余弦级数，即 
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0

1

( ) cos
2 n

n

a n xf x a
l

∞

=

π
= + ∑ , 

其中
0

2 ( )cos d
l

n
n xa f x x

l l
π

= ∫ , 0,1,2,3,n = "； 

② 若 ( )f x 为奇函数，则其傅里叶级数是只含有正弦项的正弦级数，即 

1

( ) sinn
n

n xf x b
l

∞

=

π
= ∑ , 

其中
0

2 ( )sin d
l

n
n xb f x x

l l
π

= ∫ ， 1,2,3,n = " . 

12.3.3  典型例题 

【例 1】 设 ( ) 2f x x= − (0 2)x <≤ ,
1

( ) sin ( )
2n

n

n xs x b x
∞

=

π
= −∞ < < +∞∑ ，其中

2

0
( )nb f x= ∫ . 

sin d
2

n x xπ ( 1,2, )n = " ，求 ( 1)s − 和 (0)s . 

分析：由条件知， ( )s x 是 ( )f x 的傅里叶级数的和函数，但求函数值 ( 1)s − 和 (0)s 时，不需

要进行傅里叶展开，而是应用狄利克雷定理判别当 0x = 和 1x = − 时，级数收敛于何值. 
解：由已知， ( )s x 是 ( )f x 在[0,2]上的正弦级数的和函数，也是奇函数 

2 , 2 0,
( ) 0, 0,

2 , 0 2

x x
F x x

x x

− − − <⎧
⎪= =⎨
⎪ − < <⎩

≤

 

在[ 2,2]− 上的傅里叶（正弦）级数的和函数. 由狄利克雷定理， 
在 ( )F x 的连续点 1x = − 处， ( 1) ( 1) 1s F− = − = − ； 

在 ( )F x 的间断点 0x = 处，
1 1(0) [ (0 0) (0 0)] ( 2 2) 0
2 2

s F F= − + + = − + = . 

评注：学习傅里叶级数，主要是掌握把满足收敛性定理条件的函数展开成傅里叶级数的

方法，会利用函数的奇偶性简化计算，并分清函数图形与其傅里叶级数和函数图形的区别，

即在不连续点 0x ，和函数收敛于 0 0( ) ( )
2

f x f x+ −+
，而不是 0( )f x . 

【例 2】 将 ( ) sin ( )f x x x= −π π≤ ≤ 展成傅里叶级数. 

分析：由
sin , 0 ,

( ) sin
sin , 0

x x
f x x

x x
π⎧

= = ⎨− −π <⎩

≤ ≤

≤
易知函数 ( )f x 在[ , ]−π π 上连续且有 3 个极值

点，满足狄利克雷收敛定理条件，将 ( )f x 以 2π 为周期作周期延拓后，直接求傅里叶系数. 
解：将 ( )f x 以 2π 为周期作周期延拓，由 ( )f x 为偶函数，得 0( 1,2, )nb n= = " ， 

0 0

0 0

2 2( )cos d sin cos d

1 1 cos( 1) cos(1 )[sin( 1) sin(1 ) ] d
1 1

na f x nx x x nx x

n x n xn x n x x
n n

π π

ππ

= =
π π

+ −⎡ ⎤= + + − = − +⎢ ⎥π π + −⎣ ⎦

∫ ∫

∫
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2

0, 2 1,
( 0,1)4 , 2 ,

(4 1)

n k
n

n k
k

= −⎧
⎪= ≠⎨− =⎪ π −⎩

， 

因为 ( )f x 在[ , ]−π π 上连续且仅有三个极值点，所以由收敛性定理 

2
1

2 4 cos 2( ) sin
4 1k

kxf x x
k

∞

=

= = −
π π −∑   ( )x−π π≤ ≤ . 

【例 3】 将 ( ) (0 )
2

xf x xπ −
= π≤ ≤ 展开成正弦级数. 

解：对 ( )f x 进行奇延拓，延拓成 ( , ]−π π 上的奇函数，即 
( ), (0, ]

( ) 0, 0
( ), ( ,0)

f x x
F x x

f x x

∈ π⎧
⎪= =⎨
⎪− − ∈ −π⎩

 

再将 ( )F x 延拓为周期是 2π 的周期函数，则 0na =  ( 0,1,2, )n = " ， 

20 0

2 2 1 1sin d cos sin
2 2 2n

x xb nx x nx nx
n nn

ππ π − − π⎡ ⎤= = − =⎢ ⎥π π ⎣ ⎦∫  ( 1,2, )n = " . 

因为 (0) 0
2

f π
= ≠ ，所以延拓函数在 0x = 不连续. 由收敛性定理，有

1

1( ) sin
n

f x nx
n

∞

=

= ∑  

(0 )x< π≤ ；当 0x = 时，傅里叶级数收敛于 0. 

【例 4】 将
1, 0 1

( )
0, 1 2

x
f x

x
⎧

= ⎨ <⎩

≤ ≤

≤
分别展成正弦级数和余弦级数. 

分析：对 ( )f x 进行奇（偶）延拓，延拓成 ( 2,2]− 上的奇（偶）函数，再延拓为周期是 4
的周期函数后求傅里叶级数. 

解：先求正弦级数. 将 ( )f x 作奇延拓，再作周期延拓，则 
0na =   ( 0,1,2, )n = "  

2 1

0 0

2 1 cos2 2( )sin d sin d
2 2 2n

n
n x n xb f x x x

n

π⎛ ⎞−⎜ ⎟π π ⎝ ⎠= = =
π∫ ∫    ( 1,2, )n = "  

所以 

1

1 cos2 2( ) sin ,
2n

n
n xf x

n

∞

=

π
− π

=
π ∑ (0,1) (1,2)x ∈ ∪ , 

当 0x = 时，级数收敛于
1 1 0 (0) 1
2

f− +
= ≠ = . 

再求余弦级数，将 ( )f x 作偶延拓，再作周期延拓，则 

0nb = ( 1,2, )n = " , 
2 1

0 0 0

2 ( )d d 1
2

a f x x x= = =∫ ∫ , 

2 1

0 0

2sin2 2( )cos d cos d
2 2 2n

n
n x n xa f x x x

n

π
π π

= = =
π∫ ∫   ( 1,2, )n = "  
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由 ( )f x 的连续性，知
1

sin1 2 2( ) cos ,
2 2n

n
n xf x

n

∞

=

π
π

= +
π ∑  [0,1) (1,2)x ∈ ∪ . 

评注：将函数展开成傅里叶级数所用的方法是直接展开法，关键是针对不同的周期掌握

各系数 na 、 nb 的计算公式，其展开步骤为： 
① 画出 ( )f x 的图形，由图形可看出其连续性，奇偶性与收敛域（简单的图形可以不画），

并验证 ( )f x 是否满足狄利克雷收敛定理的条件. 
② 计算傅里叶系数 na 、 nb ，关键是正确使用定积分分部积分法，并注意对 n的讨论.  

③ 写出傅里叶级数，并根据收敛性定理确定收敛域. 
还需注意：算出系数 na ， nb 并写出 ( )f x 的傅里叶级数后，一定要用收敛性定理讨论收敛

域，对于连续点与间断点及周期区间的端点，分别给出不同的结论. 由于傅里叶级数本身具有

周期性，所以非周期函数不能展开成傅里叶级数.对于仅在[0, )l 有定义的函数 ( )f x ，在展开前

先将其延拓成周期为 2l 的函数 ( )F x .展成正弦级数时先进行奇延拓，再进行周期延拓；要展成

余弦级数则先进行偶延拓，再进行周期延拓. 

【例 5】 将 2( )f x x= 在[ , ]−π π 上展开成傅里叶级数，并求级数 2
1

1
(2 1)n n

∞

= −∑ 的和. 

分析：为利用傅里叶级数求数项级数的和，应先将函数展开成傅里叶级数，再令 x 取特殊

值求和. 
解： 2( )f x x= 在[ , ]−π π 上连续，且只有一个极值点，满足狄利克雷收敛定理条件，因为 ( )f x

偶函数，对 ( )f x 作周期延拓，则 

0nb =  ( 1,2, )n = " , 
2

2
0 0

2 2d
3

a x x
π π

= =
π ∫ , 

[ ]

[ ]

2 2

0 0 0

2
0 20 0

02 20

2 2 2( )cos d cos d dsin

2 4sin 2 sin d dcos

4 4( 1)cos cos d , ( 1,2, ),

n

n

a f x nx x x nx x x nx
n

x nx x nx x x nx
n n

x nx nx x n
n n

π  π π

π ππ

ππ

= = =
π π π

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟π π⎝ ⎠
−⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟π ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ "

 

由收敛性定理可知， 
2

2
2

1

cos4 ( 1) ,
3

n

n

nxx
n

∞

=

π
= + −∑   ( , )x ∈ −π π . 

当 0x = 时，
2

2
1

10 4 ( 1)
3

n

n n

∞

=

π
= + −∑ 即

2
1

2
1

1( 1)
12

n

n n

∞
+

=

π
− =∑ ； 

当 x = π 时，
2

2
2

1

( 1)4 ( 1)
3

n
n

n n

∞

=

π −
π = + −∑ ，即

2

2
1

1
6n n

∞

=

π
=∑ . 

所以 

2
1

1
(2 1)n n

∞

= −∑
22 2

1
2 2

1 1

1 1 1 1( 1)
2 2 86 12

n

n nn n

∞ ∞
+

= =

⎡ ⎤ π⎛ ⎞π π= + − = =+⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ . 

评注：利用函数的傅里叶展式，可以导出一些常数项级数的和. 
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12.3.4  释疑解难 

1．为什么要把函数展开成傅里叶级数？ 
答：周期函数反映了客观世界中的周期运动，为了深入研究周期函数有时需要将它展开

成由简单的周期函数——三角函数组成的级数，即展开成傅里叶级数. 从工程技术的角度讲，

就是把一个复杂的周期运动分解成许多不同频率的简谐振动的叠加来研究. 

2．设函数 ( )f x 满足狄利克雷条件，则必有 0

1

( ) ( cos sin )
2 n n

n

a
f x a nx b nx

∞

=

= + +∑ ，其中

1 ( )cos dna f x nx x
π

−π
=

π ∫ , 1 ( )sin dnb f x nx x
π

−π
=

π ∫ , 0,1,2,3,n = "，对吗？ 

答：不正确. 正确的说法是： 

设函数 ( )f x 满足狄利克雷条件，则 ( )f x 的傅里叶级数必是收敛的，即 0( )
2
a

s x = +  

1

( cos sin )n n
n

a nx b nx
∞

=

+∑ ，其中 

( ),
( ) ( 0) ( 0) ,

2

f x x
s x f x f x x

⎧
⎪= ⎨ − + +
⎪⎩

为连续点

为间断点
. 

3．将 ( ) (0 )f x x x= π − π≤ ≤ 展成正弦级数，作如下解答： 
设 ( )g x x= ，先将 ( )g x 延拓成 [ , ]−π π 上的奇函数，再延拓为周期为 2π 的周期函数，则

0na = ( 0,1,2, )n = " ， 

               
0 0

2 2( )sin d sin dnb g x nx x x nx x
π π

= =
π π∫ ∫  

                 1
2

0

2 1 2cos sin ( 1)nx nx nx
n nn

π
+⎡ ⎤= − + = −⎢ ⎥π ⎣ ⎦

 ( 1,2, )n = "  

故 1

1

2( ) ( 1) sinn

n

g x nx
n

∞
+

=

= −∑ ，所以 

1

1

2( ) ( 1) sinn

n

f x nx
n

∞
+

=

= π − −∑  (0 )x< < π , 

当 0,x = π时级数收敛于 π . 
是否正确？ 
答：不正确. 正确的说法是： 
先将 ( )f x 延拓成[ , ]−π π 上的奇函数，再延拓为周期为 2π 的周期函数，则 

0na =   ( 0,1,2, )n = " , 

0 0 0 0

2 2 2 2( )sin d ( )sin d sin d sin dnb f x nx x x nx x nx x x nx xπ π
π π π π

= = − = −
π π π π∫ ∫ ∫ ∫  

          2
0

2 1 2cos cos sinnx nx nx
n n nn

ππ π⎡ ⎤= − + − =⎢ ⎥π ⎣ ⎦
  ( 1,2, )n = " , 
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由收敛性，有
1

2( ) sin
n

f x nx
n

∞

=

= ∑  (0 )x< π≤ . 

12.3.5  部分习题解答 

【习题 12-7】 
1．（2）设以 2π 为周期的周期函数 ( )f x 在[ , )−π π 上的表达式为 2( ) e xf x = （ x−π < π≤ ），

试将其展开成傅里叶级数. 

解：
2 2

2 2
0

1 1 1 e e( )d e d [e ]
2 2

x xa f x x x
π − ππ π

π
−π

−π −π

−
= = = =

π π π π∫ ∫  

       2 21 1 1( )cos d e cos d cos d(e )
2

x x
na f x nx x nx x nx

π π π

−π −π −π
= = =

π π π∫ ∫ ∫  

          [ ]2 21 cos e e sin d
2

x xnx n nx x
ππ

−π
−π

⎛ ⎞= ⋅ +⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫
2 2

2( 1) (e e ) sin d(e )
2 4

n
xn nx

π − π π

−π

− −
= +

π π ∫  

          [ ]
2 2

2 2( 1) (e e ) sin e e cos d
2 4

n
x xn nx n nx x

π − π ππ
−π

−π

− − ⎛ ⎞= + ⋅ −⎜ ⎟π π ⎝ ⎠∫  

          
2 2 2

2 ( 1) (e e )e cos d
4 2

n
xn nx x

π − ππ

−π

− −
= − +

π π∫ . 

移项，得 
2 2

2
2( 1) e e

4

n

na
n

π − π− −
= ⋅

π+
  ( )n ∈N . 

21 1( )sin d e sin dx
nb f x nx x nx x

π π

−π −π
= =

π π∫ ∫
2

2
1 e (2sin cos )

4

x

nx n nx
n

π

−π

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥π +⎣ ⎦

 

            

1 2 2

2
( 1) e e

4

nn
n

+ π − π− −
= ⋅

π+
， ( )n ∈N . 

因为 ( )f x 在[ , )−π π 上连续，但 2 2( 0) e ( 0) ef f− π π−π + = ≠ π − = ，所以 
由收敛性定理 

2 2
2

2
1

e e 1 ( 1)e (2cos sin )
4 4

n
x

n

nx n nx
n

∞π − π

=

⎡ ⎤− −
= ⋅ + −⎢ ⎥π +⎣ ⎦

∑ , 

其中 (2 1) , 0, 1, 2,x n n≠ + π = ± ± " . 

在间断点，级数收敛于
2 2e e

2

π − π+ . 

6．将 2( ) 2f x x= (0 )x π≤ ≤ 分别展成正弦级数和余弦级数. 
解：先求正弦级数. 将 ( )f x 作奇延拓，再作周期延拓，则 

0na =   ( 0,1,2, )n = "  

2
2

0 0

2 42 sin d d(cos )n
xb x nx x nx
n

π π
= = −

π π∫ ∫
2

00

4 1cos 2 cos dx nx x nx x
n n

π
π⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟= − − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎣ ⎦⎝ ⎠∫  
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        1
0 02

4 8 1( 1) [ sin ] [cos ]n x nx nx
n nn

+ π ππ ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
π ⎝ ⎠

1
3

4 8( 1) [( 1) 1]n n

n n
+ π

= − + − −
π

 

        
2

3 3

4 2 2( 1)n

n nn
⎡ ⎤⎛ ⎞π= − + − −⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎝ ⎠⎣ ⎦

   ( 1,2, )n = " . 

所以 
2

2
3 3

1

4 2 22 ( 1) sinn

n

x nx
n nn

∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞π= − + − −⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ , [0, )x ∈ π ； 

当 x = π 时，级数收敛于 2π . 
再求余弦级数，将 ( )f x 作偶延拓，再作周期延拓，则 

0nb = ( 1,2, )n = " , 

2
2

0 0

2 42 cos d d(sin )n
xa x nx x nx
n

π π
= =

π π∫ ∫
2

00

4 1sin 2 d(cos )x nx x nx
n n

π
π⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟= + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎣ ⎦⎝ ⎠∫  

          0 02
8 1[ cos ] [sin ]x nx nx

nn
π π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

π ⎝ ⎠ 2
8( 1)n

n
= −    ( 1,2, )n = " . 

又 2 2
0 0

2 42 d
3

a x x
π

= = π
π ∫ ，所以由 ( )f x 的连续性，知 

2
2

1

2 ( 1)( ) 8 cos
3

n

n

f x nx
n

∞

=

−
= π + ∑ ,  [0, ]x ∈ π . 

7．设周期函数 ( )f x 的周期为 2π . 证明： 
（1）如果 ( ) ( )f x f x− π = − ，则 ( )f x 的傅里叶系数 0 0a = , 2 0ka = , 2 0kb = ( 1,2,k = " )； 
（2）如果 ( ) ( )f x f xπ− = ，则 ( )f x 的傅里叶系数 2 1 0ka + = , 2 1 0kb + = ( 0,1,2,k = " ). 

证明：（1）         
0

0 0

1 1( )d ( )d ( )da f x x f x x f x x
π π

−π −π

⎛ ⎞= = +⎜ ⎟π π ⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

                          
0

0

1 ( )d ( )df x x f x x
π

−π

⎛ ⎞= + − − π⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫ ∫  

第二个积分中，令 x u− π = ，则 
0 0

0
1 ( )d ( )d 0a f x x f u u

−π −π

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫ ∫ . 

同理可得 
0

0

1 1( )cos d ( )cos d ( )cos dna f x nx x f x nx x f x nx x
π π

−π −π

⎛ ⎞= = +⎜ ⎟π π ⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

                
0

0

1 ( )cos d ( )cos df x nx x f x nx x
π

−π

⎛ ⎞= + − − π⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫ ∫  

                
0 01 ( )cos d ( )cos( )df x nx x f u n nu u

−π −π

⎛ ⎞= − π +⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫ ∫ ； 

0 01 ( )sin d ( )sin( )dnb f x nx x f u n nu u
−π −π

⎛ ⎞= − π +⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫ ∫ ； 
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当 2 ( )n k k += ∈N 时， cos( ) cosn nu nuπ + = ， sin( ) sinn nu nuπ + = ， 

故        
0 0

2
1 ( )cos2 d ( )cos(2 )d 0ka f x kx x f u ku u

−π −π

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫ ∫  及 2 0kb =  ( N )k +∈ . 

（2）与（1）的做法类似，有 

0 01 ( )cos d ( )cos( )dna f x nx x f u n nu u
−π −π

⎛ ⎞= + π +⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫ ∫  

0 01 ( )sin d ( )sin( )dnb f x nx x f u n nu u
−π −π

⎛ ⎞= + π +⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫ ∫ ， 

当 2 1( )n k k= + ∈N 时， cos( ) cosn nu nuπ + = − ， sin( ) sinn nu nuπ + = − ， 
故 2 1 0ka + = , 2 1 0kb + = ( N)k ∈ . 
【习题 12-8】 
2．将函数 

, 0
2( )

,
2

lx x
f x

ll x x l

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ −
⎪⎩

≤

≤ ≤

 

展开成正弦级数. 
解：对 ( )f x 进行奇延拓，拓广的周期函数满足狄利克雷充分条件，且在每一点 x 处都连

续. 所以拓广的周期函数的傅里叶级数在[0, ]l 上收敛于 ( )f x . 
下面计算傅里叶系数： 

               
0

2 ( )sin d
l

n
n xb f x x

l l
π

= ∫  

                 2

0
2

2 sin d ( )sin d
l l

l
n x n xx x l x x

l l l

⎛ ⎞π π
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  ( )t l x= −令  

                 
0

2

0
2

2 ( )sin d sin ( d )
l

l
n x n l tx x t t

l l l

⎛ ⎞π π −
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

                 12 2

0 0

2 sin d ( 1) sin d
l l

nn x n tx x t t
l l l

−
⎛ ⎞π π

= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

                 12 2

0 0

2 sin d ( 1) sin d
l l

nn x n xx x x x
l l l

−
⎛ ⎞π π

= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

                 12

0

2 [1 ( 1) ] sin d
l

n n xx x
l l

− π
= + −∫  

当 2,4,6,n = "时， 0nb = ； 
当 1,3,5,n = "时， 

2

0

4 sin d
l

n
n xb x x

l l
π

= ∫ 2 2
4 sin

2
l n

n
π

=
π

1

2 2
( 1) 4

(2 1)

m l
m

−−
=

π −
 ( 2 1)n m= −  
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代入即得函数 ( )f x 的正弦级数为 

2 2 2
4 1 3 1 5( ) sin sin sin

3 5
l x x xf x

l l l
π π π⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

"
1

2 2
1

4 ( 1) (2 1)sin
(2 1)

n

n

l n x
ln

∞ −

=

− − π
=

π −∑ (0 )x l≤ ≤  

12.3.6  练习题 

一、是非判断题（请在正确叙述后打√，错误的打×）： 
1．三角函数系1,cos ,sin ,cos 2 ,sin 2 , ,cos ,sin ,x x x x nx nx" "是区间[0,2 ]π 上的正交系. 
                    （    ）  
2．一个定义在[ , ]−π π 上的函数 ( )f x ，只要它可积，则其对应的傅里叶系数一定存在. 
                    （    ） 
3．以 2π 为周期的可积函数 ( )f x 对应的傅里叶级数收敛于 ( )f x .         （    ） 

4．若 0

1

( ) ( cos sin )
2

N

n n
n

a
f x a nx b nx

=

= + +∑ ，则 ( )f x 以 2π 为周期展开时对应的傅里叶级数

就是它自身.                                                        （    ） 
5．可积函数 ( )f x 对应的傅里叶级数的和函数必定是连续函数.           （    ） 
二、填空题： 

1．已知当 ( , )x ∈ −π π 时 0
1

1| | ( cos sin )
2 n n

n

x x a a nx b nx
∞

=

+ = + +∑ ，则 3b =         . 

2．已知以 2 π 为周期的函数 ( )f x 在一个周期内的表达式为
1 , 0

( )
2 , 0

x x
f x

x
− − π <⎧

= ⎨ < π⎩

≤

≤
，若

将 其 展 成 傅 里 叶 级 数 0

1

( cos sin )
2 n n

n

a
a nx b nx

∞

=

+ +∑ ， 该 级 数 的 和 函 数 记 为 ( )S x ， 则

( ) (7)S S−π =         . 

3．将
2

( ) exf x = ( 1 1)x− <≤ 展成以 2 为周期傅里叶级数，则该级数的和函数在[ 1,1)− 上的

表达式 ( )S x =         . 

4．设 ( )f x 在 [0, ]l 上连续，在 (0, )l 内有 0
1

1( ) cos
2 n

n

nf x a a x
l

∞

=

π
= + ∑ ，则 na 的计算公式

为        . 
5．已知 ( )f x 是周期为 2 π 的连续函数且满足狄利克雷收敛定理条件，对应的傅里叶级数

为 0

1

( cos sin )
2 n n

n

a
a nx b nx

∞

=

+ +∑ ，则级数
1

sinn
n

b nx
∞

=
∑ 的和函数 ( )S x =         . 

三、选择题： 
1．设 ( )f x 是以 2π 为周期的函数， ( ) ( )F x f x= − − ， ( )f x 及 ( )F x 对应的傅里叶级数分别

为 0

1

( cos sin )
2 n n

n

a
a nx b nx

∞

=

+ +∑ 与 0

1

( cos sin )
2 n n

n

A
a nx b nx

∞

=

+ +∑ ，则（    ）. 

   A． n nA a= ， n nB b= ；          B． n nA a= − ， n nB b= ； 
   C． n nA a= ， n nB b= − ；          D． n nA a= − ， n nB b= −  
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2．周期为 2π 的周期函数在一个周期内的表达式为
, 0,

( )
1, 0 .

x x
f x

x x
− − π <⎧

= ⎨ + < π⎩

≤

≤
又设 ( )S x 为

( )f x 的傅里叶级数的和函数，则下列表达式中错误的是（    ）. 

   A．
1(0)
2

S = ；     B．
1( )
2

S π = + π ； 

   C． 3 1
22

S ππ⎛ ⎞ = +−⎜ ⎟
⎝ ⎠

；    D．
33 1
22

S ππ⎛ ⎞ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 ．设函数
2

12,0
2( )

1, 1
2

x
f x

x x

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

≤

≤ ≤

，记
1

0
( )sinnc f x n xdx= π∫ ， 1,2,n = " ，又设 ( )S x =  

1

sinn
n

c n x
∞

=

π∑ ，则
5
2

S ⎛ ⎞ =−⎜ ⎟
⎝ ⎠

（    ）. 

   A．
9
4
；      B．

9
4

− ；      C．
9
8
；      D．

9
8

−  

4．已知
31

0 1

2 sin cos d e cos dx
n

xa nx x nx x
x

π⎡ ⎤= +⎢ ⎥π ⎣ ⎦∫ ∫ （ 0,1,2,n = "），则级数 0

1

cos
2 n

n

a
a nx

∞

=

+ ∑
在 1x = − 处收敛于（    ）. 

A．
1 (e sin1)
2

− + ；   B． (e sin1)− + ；    C．
1 (e sin1)
2

+ ；    D． e sin1+  

5．设 ( )f x 是以 2 π 为周期的函数，当 x−π < π≤  时， 2( )f x x x= + ，将其展成傅里叶级

数 0

1

( cos sin )
2 n n

n

a
a nx b nx

∞

=

+ +∑ ，则 na = （    ）. 

   A．
2

0

1 ( )cos df x nx x
π

π ∫ ；             B．
2 2

0

1 ( )cos dx x nx x
π

+
π ∫ ； 

   C． 2

0

2 ( )cos dx x nx x
π

+
π ∫ ；            D．

0

2 ( )cos df x nx x
π

π ∫  

四、已知函数 ( )f x 的周期为 2，且当 1 1x− <≤ 时， ( ) 2 | |f x x= + . 试将 ( )f x 展成傅里叶

级数并求级数 2
1

1

n n

∞

=
∑ 的和. 

五、证明当 (0,1)x ∈ 时级数
1

1 sin(2 1)
2 1n

n x
n

∞

=

− π
−∑ 的和为一常数. 

习题答案： 

一、1．√；2．√；3．×；4．√； 5．×； 

二、1．2
3
；2．1− π ；3．

2

e ( 1 1)x x− <≤ ；4．
0

2 ( )cos d
l

n
n xa f x x

l l
π

= ∫ ；5．1 [ ( ) ( )]
2

f x f x− − ； 

三、1．B；2．D；3．D；4．C；5．A 

四、 2 2
0

5 4 cos(2 1)( )
2 (2 1)k

k xf x
k

∞

=

+ π
= −

π +∑ , 
2

2
1

1
6n n

∞

=

π
=∑ . 
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五、证：若为常数 c ，则必有
1

10
2 sin d 1c x x bπ = =∫ ，解得

4
c π

= . 

将 ( )
4

f x π
= ， (0,1)x ∈ 展成正弦级数，得

1

0

12 sin d [1 ( 1) ]
4 2

n
nb n x x

n
π

= π = − −∫  

当 n 为偶数时， 0nb = ；当 n 为奇数时，
1

nb
n

= . 

根据狄利克雷收敛定理知，当 (0,1)x ∈ 时，
1

1 sin(2 1)
4 2 1n

n x
n

∞

=

π
= − π

−∑ . 

12.3.7  考研真题 

【例 1】（2003 年数一） 设 2

0

cos ( )n
n

x a nx x
∞

=

= −π π∑ ≤ ≤ ，则 2a  =            . 

解： 2a 是偶函数 2x 的周期为 2π 的傅里叶级数中对应于 cos 2x 的系数，故 

2 2
2 00 0

2 1cos2 d [ sin 2 ] 2 sin 2 da x x x x x x x x
π π

π⎛ ⎞= = −⎜ ⎟π π ⎝ ⎠∫ ∫ 0 0

1 [ cos2 ] cos2 d 1x x x x
π

π⎛ ⎞= − =⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫ . 

所以答案填 1. 

【例 2】（2013 年数一） 设 1( )
2

f x x= − ，
1

0
2 ( )sin dnb f x n x x= π∫ （ 1,2,n = "），令 ( )S x =  

1

sinn
n

b n x
∞

=

π∑ ，则
9
4

S ⎛ ⎞ =−⎜ ⎟
⎝ ⎠

（    ）. 

    A．
3
4
；        B．

1
4
；       C．

1
4

− ；        D．
3
4

−  

解：将函数在[ 1,1]− 上展开成傅里叶级数，

1 , (0,1)
2

( )
1 , ( 1,0)
2

x x
f x

x x

⎧
− ∈⎪⎪= ⎨

⎪− − ∈ −⎪⎩

，它的傅里叶级数

和函数为 ( )S x ，周期为 2，则当 ( 1,1)x ∈ − 且 ( )f x 在 x 处连续时， ( ) ( )S x f x= ， 
19 1 1 1
44 4 4 4

S S S f⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = − = −− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，所以答案选(C). 

【例 3】（2008 年数一） 2( ) 1 (0 )f x x x= − π≤ ≤ ，用余弦级数展开，并求
1

2
1

( 1)n

n n

∞ −

=

−∑ 的和. 

解：将 ( )f x 作偶延拓，再作周期延拓，则 

0nb =  ( 1,2, )n = " , 

2
2

0 0

2 2 1(1 )cos d d(sin )n
xa x nx x nx

n
π π −

= − =
π π∫ ∫

π2 π

00

2 1 1sin 2 d(cos )x nx x nx
n n

⎛ ⎞⎡ ⎤−⎜ ⎟= − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎣ ⎦⎝ ⎠∫  

      0 02
8 1[ cos ] [sin ]x nx nx

nn
π π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

π ⎝ ⎠ 2
8( 1)n

n
= −    ( 1,2, )n = " . 
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又 2 2
0 0

2 42 d
3

a x x
π

= = π
π ∫ ，所以由 ( )f x 的连续性，知 

2
2

1

2 ( 1)( ) 8 cos
3

n

n

f x nx
n

∞

=

−
= π + ∑ ,  [0, ]x ∈ π . 

12.3.8  总习题十二选讲 

2．判定下列级数的收敛性：  

（２）
1

1
n

n n n

∞

=
∑ ； 

解：因为 

1
1lim lim 1

1
n

nn n

n n
n

n
→∞ →∞

= = , 

而调和级数
1

1

n n

∞

=
∑ 发散，故由比较审敛法知，级数发散.  

（3）
2

1

cos
3

2n
n

nn∞

=

π

∑ ； 

解：因为 

2cos
3

2 2n n

nn n
π

< , 1 1lim lim 1
2 22

nn
nn n

n n
→∞ →∞

= = <  

所以由根值审敛法，级数
1 2n

n

n∞

=
∑ 收敛；由比较审敛法，级数

2

1

cos
3

2n
n

nn∞

=

π

∑ 收敛.  

（4） 10
1

1
lnn n

∞

=
∑ ； 

解：因为 

10lim lim
1 ln
n

n n

u n
n

n
→∞ →∞

= = ∞ , 

而调和级数
1

1

n n

∞

=
∑ 发散，故由比较审敛法知，原级数发散.  

提示： 10 9
9

1 1 1 1 1lim lim lim  lim lim
1 110 10! ln 10!ln ln10lnx x x x x

x x x
xx xx

x x
→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

= = = = = = ∞
⋅

"  

（5）
1

n

s
n

a
n

∞

=
∑ (a>0, s>0).  
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解：因为 

lim lim
( )

n
n

s snn n

a a a
n n→∞ →∞

= = , 

故由根值审敛法知，当 a<1 时级数收敛，当 a>1 时级数发散.  

当 a=1 时，原级数成为
1

1
s

n n

∞

=
∑ ，这是 p=s 的 p−级数，当 s>1 时级数收敛，当 s≤1 时级数

发散.  

3．设正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 和

1
n

n

v
∞

=
∑ 都收敛，证明级数 2

1

( )n n
n

u v
∞

=

+∑ 与收敛.  

证明：因为
1

n
n

u
∞

=
∑ 和

1
n

n

v
∞

=
∑ 都收敛，所以 lim 0nn

u
→∞

= , lim 0nn
v

→∞
= .  

又因为
2 2

lim lim( 2 ) 0n n n
n nn n

n

u u v
u v

u→∞ →∞

+
= + = , 

2

lim lim 0n
nn n

n

v
v

v→∞ →∞
= = ,  

所以级数 2

1

( 2 )n n n
n

u u v
∞

=

+∑ 和级数 2

1
n

n

v
∞

=
∑ 都收敛，从而级数 

2 2 2

1 1

[( 2 ) ] ( )n n n n n n
n n

u u v v u v
∞ ∞

= =

+ + = +∑ ∑  

也是收敛的.  
5．讨论下列级数的绝对收敛性与条件收敛性：  

（3）
1

1( 1) lnn

n

n
n

∞

=

+
−∑ ； 

解：因为

1( 1) ln 1 1lim lim ln lim ln ln 111

n
n

n n n

n
nn n e

n n
n

→∞ →∞ →∞

+
−

+ ⎛ ⎞= = = =+⎜ ⎟
⎝ ⎠

，而级数
1

1

n n

∞

=
∑ 发散，故

由比较审敛法知级数
1

1| ( 1) ln |n

n

n
n

∞

=

+
−∑ 发散，即原级数不是绝对收敛的.  

另一方面，级数
1

1( 1) lnn

n

n
n

∞

=

+
−∑ 是交错级数，且满足莱布尼茨定理的条件，所以该级数收

敛，从而原级数条件收敛.  

（4） 1
1

( 1)!( 1)n
n

n

n
n

∞

+
=

+
−∑ .  

解：令 1
( 1)!( 1)n

n n
nu
n +

+
= − . 因为 

1
1

2

| | ( 2)! 2 2 1 1lim lim lim lim 1
| | ( 1)! 1 1 e( 1) 1 11

nn
n

n nn n n n
n

u n n n nn
u n n nn n

n

+
+

+→∞ →∞ →∞ →∞

+ + +⎛ ⎞⋅ = ⋅ = ⋅ = <⎜ ⎟+ + ++ +⎝ ⎠ ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 



第 12 章  无 穷 级 数 ·261· 

故由比值审敛法知级数 1
1

( 1)!| ( 1) |n
n

n

n
n

∞

+
=

+
−∑ 收敛，从而原级数绝对收敛.  

6．求下列极限：  

（1）
2

1

1 1 1lim (1 )
3

n
k

kn
kn k→∞

=

+∑ ； 

解：显然

2

1

1 11
3

kn

n k
k

s
k=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 是级数

2

1

1 11
3

n

n
n n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 的前 n 项部分和. 

因为

2

1 1 e1 1lim lim 11 1
3 33

n n
n

nn nn n→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = <+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，所以由根值审敛法，级数

2

1

1 11
3

n

n
n n

∞

=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 收

敛，从而部分和数列{sn}收敛.  

因此
2

1

1 1 1 1lim (1 ) lim 0
3

n
k

nkn n
k

s
n k n→∞ →∞

=

+ = ⋅ =∑ .  

（2）
11 1 1

3 9 27 3lim[2 4 8 (2 ) ]nn

n→∞
⋅ ⋅ " .  

解：
1 1 2 31 1 1     

3 9 273 9 27 3 32 4 8 (2 ) 2n n
n

n + + + ⋅ ⋅ ⋅ +
⋅ ⋅ =" .  

显然
1 2 3
3 9 27 3n n

ns = + + + +" 是级数
1 3n

n

n∞

=
∑ 的前 n 项部分和.  

设 1

1

( ) n

n

S x nx
∞

−

=

= ∑ ，则 20 1

11( ) ( )d 1
(1 )1

x n

n

S x xS x x
xx

∞

=

′ ′′ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= = = =−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ −⎣ ⎦⎣ ⎦
∑∫ .  

因为
1

2
1 1

1 1 1 1 31 1
3 3 3 43 3 3 11

3

n

n
n n

n n S
−∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ，所以
3lim
4nn

s
→∞

= ，从而 

11 1 1 3
3 9 27 3 4lim[2 4 8 (2 ) ] lim 2 2n

nsn

n n→∞ →∞
⋅ ⋅ = =" . 

7．求下列幂级数的收敛域：  

（2）
2

1

1(1 )n n

n

x
n

∞

=

+∑ ； 

解：

2

11
n

n
nu x

n
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，因为
1lim | | lim | | e | |1

n
n

nn n
u x x

n→∞ →∞

⎛ ⎞= =+⎜ ⎟
⎝ ⎠

，由根值审敛法，当 e|x|<1，

即
1 1
e e

x− < < 时，幂级数收敛; 当 e|x|>1，时幂级数发散.  

当
1
e

x = − 时，幂级数成为

2

1

1 11
e

n n

n n

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ;  

当
1
e

x = 时，幂级数成为

2

1

1 1( 1) 1
e

n n
n

n n

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ .  

因为 
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2
20

2

11ln 1 ln(1 ) 11lim ln lim lim1 1 2x x t

t txxx x
tx

x

+→+∞ →+∞ →

⎛ ⎞ −+⎜ ⎟ + −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎝ ⎠− = = = −+⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
, 

所以                 
2

2 1 1ln 1
21 1lim lim e e 01

e

n n n n
n

n nn

⎛ ⎞−+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = = ≠+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  

因此级数

2

1

1 1( 1) 1
e

n n
n

n n

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ 和

2

1

1 11
e

n n

n n

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ 均发散，从而收敛域为

1 1,  
e e

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

（3）
1

( 1)n

n

n x
∞

=

+∑ ； 

解：un=n(x+1)n . 因为 

1 1lim | | lim | 1| | 1|n

n n
n

u n x x
u n

+

→∞ →∞

+
= + = + , 

根据比值审敛法，当|x+1|<1，即−2<x<0 时，幂级数收敛; 当|x+1|>1 时，幂级数发散.  

又当 x=0 时，幂级数成为
1n

n
∞

=
∑ ，是发散的；当 x=−2 时，幂级数成为

1

( 1)n

n

n
∞

=

−∑ ，也是发

散的，所以幂级数的收敛域为(−2, 0).  

（4） 2

1 2
n

n
n

n x
∞

=
∑ .  

解： 2

2
n

n n
nu x= . 因为 

2 21
1
1 2 1lim | | lim

22

n
n

nn n
n

u n x x
u n

+
+→∞ →∞

+
= ⋅ ⋅ = , 

根据比值审敛法，当 21 1
2

x < ，即 2 2x− < < 时，幂级数收敛；当 21 1
2

x > 时，幂级数

发散. 

又当 2x = ± 时，幂级数成为
1n

n
∞

=
∑ ，是发散的，所以收敛域为 ( 2, 2)− .  

8．求下列幂级数的和函数：  

（2）
1

2 1

1

( 1)
2 1

n
n

n

x
n

∞ −
−

=

−
−∑ ； 

解：设幂级数的和函数为 S(x)，则 

1 2 2 2
20 0 0

1

1( ) ( )d ( 1) d arctan   ( 1)
1

x x xn n

n

S x S x x x x x x
x

∞
− −

=

′= = − = = <
+∑∫ ∫ ∫ . 

因为当 x = ±1 时，幂级数收敛，所以有 

S(x) = arctan x (−1≤x≤1). 
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（3）
1

( 1)n

n

n x
∞

=

−∑ ； 

解：设幂级数的和函数为 S(x)，则 

1

1 1 1

1
2

1

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 1( 1) ( 1)   (| 1| 1),( 1) ( 1)
1 ( 1) (2 )

n n n

n n n

n

n

S x n x x n x x x

x xx x xx x
x x

∞ ∞ ∞
−

= = =

∞
−

=

′⎡ ⎤
= − = − − = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
′ ′⎡ ⎤ − −⎡ ⎤= − = − = − <− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

∑
 

即                         2
1( )   (0 2)

(2 )
xS x x

x
−

= < <
−

.  

（4）
1 ( 1)

n

n

x
n n

∞

= +∑ .  

解：易知幂级数的收敛域为[−1, 1].  
设幂级数的和函数为 S(x), 则当 x≠0 时 

                 1

1 1

1 1 1( )
( 1) ( 1)

n n

n n

S x x x
n n x n n

∞ ∞
+

= =

= =
+ +∑ ∑  

                     1

0 0 0
1 1

1 1 1d dd
x x xn n

n n

x x xx x
x n x

∞ ∞
−

= =

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑∫ ∫ ∫  

                     
0 00

1 11 d ln(1 )dd
1

x xx
x x xx

x xx
⎡ ⎤= = − −⎢ ⎥−⎣ ⎦∫ ∫∫  

                     1 [ ln(1 ) ln(1 )]x x x x
x

= − − − − −  

                     11 ln(1 )x x
x
−

= + − , x∈[−1, 0)∪ (0, 1],  

又显然 S(0)=0，因此 
11 ln(1 )    [ 1,  0) (0,  1]

( )
0                0

x x x
S x x

x

−⎧ + − ∈ −⎪= ⎨
⎪ =⎩

∪
. 

9．求下列数项级数的和：  

（1）
2

1 !n

n
n

∞

=
∑ ； 

解：
2

1 1 1 1

( 1) ( 1)
! ! ! !n n n n

n n n n n n n
n n n n

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

− + −
= = +∑ ∑ ∑ ∑ .  

因为
1

1e
!

x n

n

x
n

∞

=

= ∑ ，两边求导得 1

1

e
!

x n

n

n x
n

∞
−

=

= ∑ ，再求导得 2

2

( 1)e
!

x n

n

n n x
n

∞
−

=

−
= ∑ ，因此 

2
2 2 2

1 1 1 2 1

( 1) ( 1) e e
! ! ! ! !

n n n n n x x

n n n n n

n n n n n n nx x x x x x x
n n n n n

∞ ∞ ∞ ∞ ∞
−

= = = = =

− −
= + = + = +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ , 



高等数学例题与习题（下册） ·264· 

从而                            
2

1

(1) 2e
!n

n S
n

∞

=

= =∑ .  

（2）
0

1( 1)
(2 1)!

n

n

n
n

∞

=

+
−

+∑ .  

解：  
0 0 0

1 1 2 1 1 1( 1) ( 1) ( 1)
(2 1)! 2 (2 1)! 2 (2 1)!

n n n

n n n

n n
n n n

∞ ∞ ∞

= = =

+ +
− = − + −

+ + +∑ ∑ ∑  

                        
0 0

1 1 1 1 1 1( 1) ( 1) cos1 sin1
2 (2 )! 2 (2 1)! 2 2

n n

n nn n

∞ ∞

= =

= − + − = +
+∑ ∑ .  

提示：      2 1

0

1sin ( 1)
(2 1)!

n n

n

x x
n

∞
+

=

= −
+∑ , 2

0

2 1cos ( 1)
(2 1)!

n n

n

nx x
n

∞

=

+
= −

+∑ .  

10．将下列函数展开成 x 的幂级数：  

（1） 2ln( 1)x x+ + ； 

解：         2 2

20 0

1ln( 1) [ln( 1)] d d
1

x x
x x x x x x

x
′+ + = + + =

+∫ ∫ ,  

因为               
1

2 22
2

1

1 (2 1)!!(1 ) 1 ( 1)
(2 )!!1

n

n

nx x
nx

∞−

=

−
= + = + −

+
∑ , |x|≤1,  

故              2 2 1

1

(2 1)!!ln( 1) ( 1)
(2 )!!(2 1)

n n

n

nx x x x
n n

∞
+

=

−
+ + = + −

+∑ (−1≤x≤1).  

11．设 f(x)是周期为 2π 的函数，它在[−π, π)上的表达式为 

0    [ ,  0)
( )

e    [0,  )x

x
f x

x

∈ −π⎧⎪= ⎨
∈ π⎪⎩

. 

将 f(x)展开成傅里叶级数.  

解：                0 0

1 1 e 1( )d e dxa f x x x
ππ π

−π

−
= = =

π π π∫ ∫ ,  

2

0

1 1 ( 1) e 1( )cos d e cos d
n

x
n na f x nx x nx x n a

ππ π

−π

− −
= = = −

π π π∫ ∫ , 

即                         2
( 1) e 1
( 1)

n

na
n

π− −
=

+ π
(n=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ),  

                       
0

1 1( )sin d e sin dx
nb f x nx x nx x

π π

−π
= =

π π∫ ∫  

                         
0

1( ) e cos dx
nn nx x na

π
= − = −

π ∫ (n=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ). 

因此                 2
1

e 1 ( 1) e 1( ) (cos sin )
2 ( 1)

n

n

f x nx n x
n

∞π π

=

− − −
= + −

π + π∑  

(−∞<x<+∞且 x≠nπ, n=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅ ⋅). 
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12．将函数 

1    0
( )

0   
x h

f x
h x π

⎧
= ⎨ <⎩

≤ ≤

≤
 

分别展开成正弦级数和余弦级数.  
解：若将函数进行奇延拓，则傅里叶系数为 

an=0(n=0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅), 

0 0

2 2 2(1 cos )( )sin d sin d
h

n
nhb f x nx x nx x

n
π −

= = =
π π π∫ ∫ . 

因此，函数展开成正弦级数为 

1

2 1 cos( ) sin
n

nhf x nx
n

∞

=

−
=

π ∑ , x∈(0, h)∪ (h, π), 

当 x=h 时，
1( )
2

f h = .  

若将函数进行偶延拓，则傅里叶系数为 

0 0 0

2 2 2( )d d
h ha f x x x

π

π
= = =

π π∫ ∫ , 

0 0

2 2 2sin( )cos d cos d
h

n
nha f x nx x nx x

n
π

= = =
π π π∫ ∫ (n=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅), 

bn=0(n=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅), 
因此，函数展开成余弦级数为 

1

2 sin( ) cos
n

h nhf x nx
n

∞

=

= +
π π ∑ , x∈[0, h)∪ (h, π), 

当 x=h 时，
1( )
2

f h = .  
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