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前　　言

　　“高等数学”是普通高等院校专、本科各专业普遍开设的一门公共基础课程,不但是培

养学生的思维能力的重要方法,也是学生学习专业课的重要前提,更在培养应用型人才方

面起着重要作用。在不断适应国家和社会发展要求的办学过程中,很多高校都将培养高

素质的应用型、技能型人才作为办学定位,经管类专业对基础课程尤其是数学类课程提出

了新的要求,在坚持理论完整的情况下,保证其应用性、实用性。而目前的多数同类教材

理论性过强,应用性较少。基于此问题,我们组织多位一线教师,根据多年教学经验,针对

应用型人才的培养目标和学生的特点编写了本书。

本书根据数学与统计学教学指导委员会关于“经济管理类本科数学基础教学基本要

求”,参考各经管类专业对该课程知识点的需求情况编写而成。编写时,我们以教育部的

教学大纲为准绳,以专业要求为目标,侧重于重要的理论、全面的知识及知识经济中的应

用。通过本书的学习使学生系统地获得微积分、无穷级数和常微分方程的基本知识、基
本理论和基本方法,培养学生抽象思维能力、逻辑推理能力、空间想象能力及创新能

力,为学习后继课程和专业课程奠定必要的数学基础。更重要的是使学生能运用所掌

握的高等数学特有的思维方式和处理问题的思想方法去分析、解决现实生活中的各种

问题。

本书叙述深入浅出、结构严谨、知识系统、难度适中、突出应用、可读性强,便于教与

学,充分体现了经管数学、应用数学的特点,在内容设计方面淡化数学在纯理论方面的教

学,增强数学在经济和管理方面的应用教学;在一些数学概念上采用描述性叙述,淡化理

论证明,降低概念理解的难度,同时增加部分应用型的例题、习题,使经管类专业学生能更

好地应用数学知识理解专业知识,体现经管数学的应用性。

本书适合作为普通高等院校和高等职业院校经济管理类专业教材,也可作为专、本科

理工类专业高等数学课程的教学参考书,可供成教学院或申请升本的专科学校选用。

本书具有以下特点:

1.在满足教学基本要求前提下,紧紧围绕应用型教学的要求,简化理论推导,增强数

学语言的形象生动性。

2.突出经管数学特色,术语多采用经济类语言,改变现有经管类教材中多采用工科

体系语言叙述的形式。

3.突出应用数学特色,注重应用与理论的统一,增加了数学在经济中应用的例子,培
养学生解决实际问题的能力。

4.突出基本教学与教学辅导相结合的特色。例题解答详细,使学生能理解解题思

路,尽量减少学习障碍,每节均配有适量习题,可以帮助学生巩固所学的有关理论和方法。

全书由烟台南山学院孔德斌统稿定稿。全书在编写过程中得到了渤海大学吕志远教



授、山西广播电视大学大同分校王捷副教授的热心指导,并提出了具体的意见和建议,我
们在此表示诚挚的谢意。

由于编者水平有限,书中难免存在不足之处,敬请专家和读者不吝指教。

编者

2015年12月
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第1章　函数、极限与连续

函数是对现实世界中各种变量之间相互依存关系的一种抽象表现,是微积分研究的

基本对象。本章对中学所学过的函数知识做简要的复习与总结,并补充有关的函数知识,
如邻域、复合函数、有界函数、基本初等函数和初等函数。

1.1　集　　合

1.1.1　集合的概念

1.集合

　　具有某种共同属性的一些对象的全体,称为集合。构成集合的每一个对象称为该集

合的元素。通常,用大写字母A,B,C…等表示集合,用小写字母a,b,c…等表示集合的元

素。如果x是集合A的元素,则称x属于A,记作x∈A;如果x不是集合A的元素,则称

x不属于A,记作x∉A。
用N表示自然数集合,用 Z表示整数集合,用 Q表示有理数集合,用 R 表示实数

集合。

2.集合的表示法

(1)列举法:把集合的元素按任意顺序一一列举出来,写在大括号内表示集合的方

法,称为列举法。
例如,由1,2,3,4,5组成的集合,可表示为{1,2,3,4,5}。
(2)描述法:把集合的元素用共同属性描述出来,写在大括号内表示集合的方法,称

为描述法,即A={x|x具有的共同属性}表示集合A。
例如,用{x|x2-4x+3>0}表示不等式x2-4x+3>0的解集。
(3)图形法:用一个平面图形表示一个集合,其中图形上的点表示集合的元素,称为

图形法。如图1-1所示。

图　1-1

3.集合的类型

(1)有限集:含有有限个元素的集合称为有限集。



(2)无限集:含有无限个元素的集合称为无限集。
(3)空集:不含任何元素的集合称为空集,记为⌀。
(4)全集:在研究某个问题时,把研究的所有对象构成的集合,称为全集,记为I

或U。

4.子集、集合的相等

定义1.1.1　设A,B为两个集合,如果集合A的元素都是集合B的元素,则称集合A
为集合B的子集,如图1-2所示,记为A⊂B或B⊃A,读作A包含于B或B包含A。如果

集合A与集合B含有相同的元素,则称集合A与集合B相等,记为A=B,读作A等于B。
性质:设A,B,C为任意集合,U 为全集,则有

(1)⌀⊂A⊂U
(2)A⊂B,B⊂C⇒A⊂C
(3)A=B⇒A⊂B且B⊂A

图　1-2

1.1.2　集合的运算

如同数与数之间有加、减、乘、除等各种运算一样,集合与集合之间也有并、交、差、补
四种基本运算。

1.并集

定义1.1.2　设A与B为两个集合,则称A与B中所有元素汇总构成的集合为A与

B的并集,记为A∪B,读作A并B,即

A∪B= {x|x∈A或x∈B}

　　例如,设A={1,2,3,4},B={2,5,7,8},如图1-3所示,则A∪B={1,2,3,4,5,7,8}。

图　1-3

性质:
(1)⌀∪A=A,A∪U=U
(2)A⊂(A∪B),B⊂(A∪B)

2.交集

定义1.1.3　设A与B为两个集合,则称A与B中所有公共元素汇总构成的集合为

A与B的交集,记为A∩B,读作A交B,即

A∩B= {x|x∈A且x∈B}
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　　例如,设A={x|-1<x<3},B={x|0<x<5},如图1-4所示,则A∩B={x|0<x<3}。

图　1-4

性质:
(1)⌀∩A=⌀,A∪A=A,A∩U=A
(2)A⊃(A∩B),B⊃(A∩B)

3.差集

定义1.1.4　设A与B为两个集合,则称由集合A中去掉集合B的元素后,由剩下

的元素构成的集合为A与B的差集,如图1-5所示,记为A-B,读作A减B,即

A-B= {x|x∈A且x■B}

　　例如:(1)设A={1,2,3,5,7},B={2,4,5,6},则A-B={1,3,7}。
(2)设A={x|0<x<6},B={x|-2<x<1},则A-B={x|1≤x<6}。

图　1-5

性质:
(1)⌀-A=⌀,A-⌀=A,A-A=⌀
(2)A-B⊂A

4.补集

定义1.1.5　设A与B为两个集合,且A⊂B,则称B-A为A关于B的补集,如图1-6
所示,记为AC

B,即

AC
B =B-A= {x|x∈B且x■A}

　　当B=U时,称AC
B 为A的补集,记为AC(或■A或A′)。

图　1-6

性质:
(1)⌀C=U,UC=⌀
(2)AC∪A=U,AC∩A=⌀
(3)(A∪B)C=AC∩BC,(A∩B)C=AC∪BC
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5.集合的运算律

(1)交换律

(i)A∪B=B∪A
(ii)A∩B=B∩A
(2)结合律

(i)(A∪B)∪C=A∪(B∪C)
(ii)(A∩B)∩C=A∩(B∩C)
(3)分配律

(i)(A∪B)∩C=(A∩C)∪(B∩C)
(ii)(A∩B)∪C=(A∪C)∩(B∪C)

1.1.3　区间、邻域

1.有限区间

　　设a,b为实数,且a<b。
(1)开区间:称实数集合{x|a<x<b}是以a为左端点、b为右端点的开区间,记为

(a,b),如图1-7所示,即
(a,b)= (x|a<x<b)

图　1-7

　　(2)左开右闭区间:称实数集合{x|a<x≤b}是以a为左端点、b为右端点的左开右

闭区间,记为(a,b],如图1-8所示,即
(a,b]= (x|a<x≤b)

图　1-8

　　(3)左闭右开区间:称实数集合{x|a≤x<b}是以a为左端点、b为右端点的左闭右

开区间,记为[a,b),如图1-9所示,即
[a,b)= {x|a≤x<b}

图　1-9

　　(4)闭区间:称实数集合{x|a≤x≤b}是以a为左端点、b为右端点的闭区间,记为

[a,b],如图1-10所示,即
[a,b]= {x|a≤x≤b}

图　1-10
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2.无限区间

(1)(a,+∞)={x|a<x}表示大于a的实数集合。
(2)[a,+∞)={x|a≤x)表示大于等于a的实数集合。
(3)(-∞,b)={x|x<b}表示小于b的实数集合。
(4)(-∞,b]={x|x≤b}表示小于等于b的实数集合。
(5)(-∞,+∞)={x|-∞<x<+∞}表示实数集合。
注意“+∞”(读作正无穷大)、“-∞”(读作负无穷大)是引用符号,不能当作数。

3.邻域

称集合{x |x-x0|<δ,δ>0}=(x0-δ,x0+δ)为点x0 的δ邻域,点x0 为该邻域的

中心,δ为该邻域的半径,如图1-11所示。称集合{x|0<|x-x0|<δ,δ>0}=(x0-δ,
x0)∪(x0,x0+δ)为点x0 的空心δ的邻域,如图1-12所示。

图　1-11

　　　

图　1-12

例如:点 1 的 1
2

邻 域 为 1-1
2

,1+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 = 1

2
,æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

,点 1 的 空 心 1
2

邻 域 为

1
2

,æ

è
ç

ö

ø
÷1 ∪ 1,æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

。

习题1.1

1.用列举法表示下列集合。
(1)方程x2-7x+12=0的根的集合;
(2)抛物线y=x2 与直线x-y=0交点的集合;
(3)集合{x|x-1≤5的整数}。

2.用集合的描述法表示下列集合。
(1)大于5的所有实数集合;
(2)圆x2+y2=25内部(不包含圆周)一切点的集合;
(3)抛物线y=x2 与直线x+y=0的交点的集合。

3.下列集合哪些是空集?

A= {x|x-1=0},　B= {x|x2+1=0,x∈R}

C= {x|x<-1,且x>0},　D= {x|x>1且x<5}

E= {(x,y)|x2+y2 =1且x+y=3,x,y∈R}

　　4.如果A={0,1,2},B={1,2},下列各种写法,哪些是对的? 哪些不对?

1∈A,0∉B,{1}∈A,1⊂A,{1}⊂A,{0}⊂B,A=B,A⊃B,⌀⊂A,A⊂A
　　5.如果A是非空集合,下列各个等式哪些是对的? 哪些是不对的?

A∪A=A,A∩A=A,A∩A= ⌀ ,A∪ ⌀ =A,

A∪ ⌀ = ⌀ ,A∪U=U,A∩U=A,A∩ ⌀ =A,

A∩ ⌀ = ⌀ ,A-A=A,A-A= ⌀ ,AC =U
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　　6.设A={x|x2-16<0},B={x|x2-4+3≥0},U=R,求:
(1)A∩B　(2)A∪B　(3)B-A　(4)AC　(5)BC　(6)(A∩B)C

7.设A={a,b,c},B={b,e,f},C={a,c,f},求:
(1)A∪B　(2)B∩C　(3)A∩C　(4)(A∪B)∩C　(5)(B∩C)∪(A∩C)

1.2　函　　数

1.2.1　函数的概念

1.函数的定义

　　定义1.2.1　设f是集合X与Y之间的一种对应关系,若对X中的每一个元素x,通
过f都有Y中唯一确定的元素y与x 对应,则称f为从X到Y的映射,记为

f:X→Y或y=f(x),x∈X
　　若X与Y都是实数集合,则称映射f为函数,称X为f的定义域,记为Df;称函数值

的集合{y|y=f(x),x∈X}为f的值域,记为Rf。
设y=f(x)是一个给定的函数,定义域为Df,在平面直角坐标系中,用x轴上的点表

示自变量的值,用y轴上的点表示函数值,这样,在Df内的每一个x及相应的函数值y=
f(x)就确定了一个点P(x,y),当x在Df内变动时,点P 便在平面上移动,所有这些点的

集合{P(x,y)|x∈Df,y=f(x)},称为函数y=f(x)的图像。一般地,函数y=f(x)的图

像是平面内的一条曲线。
如果两个函数的定义域相同,对应关系相同,则称这两个函数是相同的(或相等的),

否则称这两个函数是不相同的(或不相等的),至于自变量和因变量用什么记号表示,则没

有什么关系。因此,只要定义域相同,对应关系f 相同,则函数y=f(x)与u=f(t)表示

同一个函数。

2.函数的表示法

常用函数的表示法有三种:公式法或解析法、表格法或列表法、图形法或图像法。
下面各举一个例子。

例如,y= 1
x(x-1)+ 9-x2

这是用公式表示y是x 的函数,它的定义域Df=[-3,0)∪(0,1)∪(1,3]。
例如,某城市一年里各月毛线的零售量(单位:百千克)如表1-1所示,它的定义域是

Df={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}。

表　1-1

月份x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

零售量y 81 84 45 45 9 5 6 15 94 161 144 123

例如,某河道的断面图形,其深度y与岸边一点O 到测量点的距离x 之间的对应关

系由图1-13中的曲线所示。
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这里,深度y是测距x 的函数是用图形表示的,它的定义域为Df=[0,b]。

图　1-13

3.分段函数

定义1.2.2　设给定一个函数,如果对其定义域内自变量x不同的值,不能用一个统

一的数学表达式表示,而至少要用两个数学表达式表示,则称这类函数为分段函数。

例如:y=
x+1 x<0
0 x=0
x-1 x>

ì

î

í

ïï

ïï 0

与y=
-1 x<0
0 x=0
1 x>

ì

î

í

ïï

ïï 0
都是定义在(-∞,+∞)是的分段函数。

分段函数的定义域一般都分成若干部分,称每一部分为一段,段与段之间的交接点为

分界点或分段点。注意,分段函数是至少用两个数学式子表示同一个函数,而不是表示几

个函数。

4.隐函数

定义1.2.3　由二元方程F(x,y)=0所确定的y与x 的函数关系称为隐函数。其

中因变量y不一定能用自变量x 直接表示出来。例如:由方程xey-y+1=0所确定的

y与x 的函数关系就不能写成y=f(x)(显函数)形式,因而称为隐函数。

1.2.2　函数的几何特性

1.单调性

　　定义1.2.4　设函数y=f(x)在区间(a,b)内有定义,若对(a,b)内的任意两点x1和

x2,当x1<x2 时,有f(x1)<f(x2),则称函数f(x)在(a,b)内严格单调增加。反之,若
(a,b)内任意两点x1和x2,当x1<x2 时,有f(x1)>f(x2),则称函数f(x)在(a,b)内严格

单调减少。若f(x)在Df上严格单调增加,则称f(x)为严格单调增加函数,若f(x)在Df

上严格单调减少,则称f(x)为严格单调减少函数。严格单调增加函数与严格单调减少函

数统称为严格单调函数。
在几何上,严格单调增加函数的图形是随着x的增加而上升的曲线;严格单调减少

函数的图形是随着x的增加而下降的曲线。
例如y=x2 不是严格单调函数,它在(-∞,0)内严格单调减少,在(0,+∞)内严格单

调增加,y=x3是严格单调增加函数,y= æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x
是严格单调减少函数。

2.奇偶性

定义1.2.5　设有函数y=f(x),若对任意x∈Df,Df关于原点对称,都有f(-x)=
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f(x),则称函数f(x)为偶函数;若对任意的x∈Df,都有f(-x)=-f(x),则称函数

f(x)为奇函数。
在几何上,偶函数的图形关于y轴对称,奇函数的图形关于原点对称。

3.周期性

定义1.2.6　设有函数y=f(x),若存在常数ω>0,对一切x∈Df,有f(x+ω)=

f(x),则称f(x)为周期函数,ω为f(x)的一个周期。
在几何上,周期函数图形的特点是自变量每增加或减少一个周期后,图形重复出现。
例如y=sinx与y=cosx都是周期函数,周期都是2kπ(k∈Z),最小正周期都是2π;

y=tanx与y=cotx都是周期函数,周期都是kπ(k∈Z),最小正周期都是π。
习惯上,如果一个函数存在最小正周期,则称这个最小正周期为函数的周期。

4.有界性

定义1.2.7　设有函数y=f(x),若存在两个常数A 和B,使对一切x∈(a,b),有

A≤f(x)≤B,则称函数y=f(x)在区间(a,b)上有界。若f(x)在 Df上有界,则简称为

f(x)有界。
定义1.2.8　设有函数y=f(x),若存在常数M>0,使对一切x∈(a,b),有|f(x)|≤

M,则称函数y=f(x)在(a,b)上有界。
定义1.2.7与定义1.2.8等价。
例如y=sinx,y=cosx,y=arcsinx,y=arccosx,y=arctanx,y=arccotx,y=C(C为

常数)都是有界函数。
在几何上,有界函数的图形介于两条水平直线y=A 与y=B 之间。
例1.2.1　下列函数有界的有(　　)。

(A) 2x
1+x2　(B)(-1)n(n+1)

2 cosx
n　(C) 1

1+x2　(D)2sin3x+3cosx-1

解　∵ 2x
1+x2 =2|x|

1+x2≤1,(-1)n(n+1)
2 cosx

n ≤1,0< 1
1+x2≤1,

|2sin3x+3cosx-1|≤2|sin3x|+3|cosx|+1≤2+3+1=6
∴选(A),(B),(C),(D)。
例1.2.2　将函数y=5-|2x-1|用分段函数表示。
解　Df=(-∞,+∞),

令|2x-1|=0,得x=1
2

∴y=5-|2x-1|=
5-(1-2x) x<1

2

5-(2x-1) x≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

1
2

=
4+2x x<1

2

6-2x x≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

1
2
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1.2.3　复合函数和反函数

1.复合函数

　　定义1.2.9　设函数y=f(u)的定义域为Df,u=g(x)的值域为Rg,若Df∩Rg≠⌀,
则称y=f[g(x)]为y=f(u)与u=g(x)的复合函数。其中y=f(u)叫作外函数,u=
g(x)叫作内函数,u叫作中间变量。

例1.2.3　已知y=f(u)=u,u=g(x)=a-x2。讨论当a=1,a=-1时,y=f[g(x)]
是不是复合函数?

解　(1)a=1时,有

y= u,　u=1-x2

Df = [0,+∞],　Rg = (-∞,1]

Df ∩Rg = [0,1]≠ ⌀

所以,y=f[g(x)]= 1-x2 是复合函数。

令1-x2≥0,得|x|≤1,于是复合函数y= 1-x2 的定义域为[-1,1]。
(2)a=-1时,有

y= u,　u=-1-x2,

Df = [0,+∞],　Rg = (-∞,-1]

Df ∩Rg = ⌀

所以y=f[g(x)]= -1-x2 不是复合函数。

例1.2.4　(1)如果y= u,u=2+v2,v=cosx,将y表示为x 的函数;
(2)如果f(x)=3x3+2x,g(x)=lg(1+x),求f[g(x)]。

解　(1)y= 2+v2 = 2+cos2x
(2)f[g(x)]=f[lg(1+x)]=3lg3(1+x)+2lg(1+x)
例1.2.5　分析下列复合函数的复合结构。

(1)y=sinex2+x　　　　(2)y=lncos x2+1
解　(1)最外层是y=sinu,第二层是u=ev,内层是v=x2+x,这里的u和v 都是中

间变量。

(2)最外层是y=lnu,第二层是u=cosv,第三层是v= w,最内层是w=x2+1,这
里的u,v和w 都是中间变量。

评注　分析复合函数y=f[g(x)]的复合结构,先写出最外层函数y=f(u),后写出内层函数u=

g(x),若内层函数仍为复合函数,要继续分解,直到最后一个函数是由基本初等函数与常数函数经过有

限次四则运算所得到的函数为止。

2.反函数

(1)反函数概念

定义1.2.10　设y=f(x)为给定的一个函数,如果对其值域 Rf中的任意一值y,都
可以通过关系式y=f(x)在其定义域Df中确定唯一的一个x与它对应,则得到一个定义
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在Rf上的以y为自变量、x为因变量的新函数,称此函数为y=f(x)的反函数,记为

f-1:Rf →Df　 或 　x=f-1(y)

　　习惯上,又把y=f(x)的反函数x=f-1(y)记为y=f-1(x),此时其定义域 Df-1 =
Rf,值域Rf-1=Df。

y=f(x)与它的反函数y=f-1(x)的图像关于直线y=x对称。
(2)反函数存在定理

定理1.2.1　若函数y=f(x)是严格单调增加(或减少)的,则存在反函数x=f-1(y),

且此反函数也是严格单调增加(或减少)的。

例如y=x3,x∈(-∞,+∞)是严格单调增加函数,因此它有反函数y=
3
x,x∈(-∞,

+∞),且y=
3
x也是严格单调增加函数。

例1.2.6　求下列函数的反函数。

(1)y=x+2
x-2　　　　　(2)y=1+ln(3x+2)

解　(1)因为(x-2)y=x+2⇒xy-x=2y+2⇒x=2y+2
y-1

所以反函数为y=2x+2
x-1

。

(2)因为ln(3x+2)=y-1⇒eln(3x+2)=ey-1⇒3x+2=ey-1⇒x=1
3

(ey-1-2)

所以反函数为y=1
3

(ex-1-2)。

评注　求y=f(x)的反函数:(1)以x为未知数解方程y=f(x)得x=f-1(y);(2)反函数为y=

f-1(x)。

例1.2.7　求下列函数的反函数。

(1)y=x2-1,x≥0　　　　　(2)y= x-1,x≥1

解　(1)x2=y+1⇒x=± y+1,因为x≥0,所以x= y+1
又因为y=x2-1,x≥0,所以y≥-1

因此反函数为y= x+1,x≥-1。

(2) x=y+1⇒x=(y+1)2,因为y= x-1,x≥1,所以y≥0
因此反函数为y=(x+1)2,x≥0。

评注　在某个定义域上求y=f(x)的反函数:(1)以x为未知数解方程y=f(x)得x=f-1(y);

(2)由y=f(x)的定义域求出y的值域;(3)反函数为y=f-1(x),x在某个定义域上。

3.反三角函数

(1)反正弦函数

定义1.2.11　函数y=sinx 在 -π
2

,π[ ]2
上的反函数叫作反正弦函数,记为y=

arcsinx,它的定义域是[-1,1],值域是 -π
2

,π[ ]2
。
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定理1.2.2　①sin(arcsinx)=x,x∈[-1,1],arcsinx∈ -π
2

,π[ ]2
;

②y=arcsinx在[-1,1]上是严格单调增加,有界,奇函数。
例1.2.8　常用的反正弦函数值有:

arcsin(-1)=-π
2 arcsin - 3æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =-π
3

arcsin - 2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =-π
4 arcsin -æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =-π

6

arcsin0=0 arcsin1
2 = π

6

arcsin 2
2 = π

4 arcsin 3
2 = π

3

arcsin1= π
2

　　(2)反余弦函数

定义1.2.12　函数y=cosx在[0,π]上的反函数叫作反余弦函数,记为y=arccosx,
它的定义域是[-1,1],值域是[0,π]。

定理1.2.3　①cos(arccosx)=x,x∈[-1,1],arccosx∈[0,π];

②y=arccosx在[-1,1]上是严格单调减少且有界函数;

③arccos(-x)=π-arccosx,x∈[-1,1]。
例1.2.9　常用的反余弦函数值有:

arccos(-1)=π arccos - 3æ

è
ç

ö

ø
÷

2 = 5
6π

arccos - 2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =3π
4 arccos -æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 = 2

3π

arccos0= π
2 arccos1

2 = π
3

arccos 2
2 = π

4 arccos 3
2 = π

6
arccos1=0

　　(3)反正切函数

定义1.2.13　函数y=tanx 在 -π
2

,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
上的反函数叫作反正切函数,记为y=

arctanx,它的定义域是(-∞,+∞),值域是 -π
2

,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
。

定理1.2.4　①tan(arctanx)=x,x∈(-∞,+∞),值域是 -π
2

,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
;

②y=arctanx在(-∞,+∞)上严格单调增加,有界,奇函数。
例1.2.10　常用的反正切函数值有:

arctan1= π
4arctan0=0
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arctan 3
3 = π

6arctan 3= π
3

　　(4)反余切函数

定义1.2.14　函数y=cotx在(0,π)上的反函数叫作反余切函数,记为y=arccotx,
它的定义域是(-∞,+∞),值域是(0,π)。

定理1.2.5　①cot(arccotx)=x,x∈(-∞,+∞),arccotx∈(0,π);

②y=arccotx在(-∞,+∞)上严格单调减少,有界。

arccot(-x)=π-arccotx,x∈(-∞,+∞)。
例1.2.11　常用的反余切函数值有:

arccot0= π
2 arccot1= π

4

arccot 3
3 = π

3 arccot 3= π
6

1.2.4　初等函数

1.基本初等函数

　　定义1.2.15　把下列五类函数:

幂函数　y=xa(a为任意实数)

指数函数　y=ax(a>0,a≠1)

对数函数　y=logax(a>0,a≠1)
三角函数　y=sinx,y=cosx,y=tanx,y=cotx,y=secx,y=cscx
反三角函数　y=arcsinx,y=arccosx,y=arctanx,y=arccotx

统称为基本初等函数。
例1.2.12　下列函数中是基本初等函数的有(　　)。

(A)y= x　　(B)y=2x+1　　(C)y=sinex　　(D)y=lnsinx
(E)y=3x　　 (F)y=1+x+x2

解　y= x为幂函数,y=3x为指数函数,选(A),(E)。
注意:复合函数不是基本初等函数。

2.初等函数

定义1.2.16　由基本初等函数和常数经过有限次四则运算或复合运算而得到的函

数统称为初等函数。
由定义易知,基本初等函数是初等函数。初等函数是能用一个数学表达式表示的函

数,一般地,分段函数与绝对值函数往往不是初等函数。
例1.2.13　下列函数是初等函数的有(　　)。

(A)y=lnx+arctan 1+sinx
1+sinx　　　　　　　(B)y=x

(C)y=C(C为常数)　 (D)y=sinln(x2+1)
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(E)y=
x2 x>0
　
2cosx x≤{ 0

　 (G)y=ln|x|

解　依定义,选(A),(B),(C),(D)。
微积分的研究对象是函数,主要是研究初等函数,对于非初等函数,分段函数与绝对

值函数是两类重要例子,在学习中要引起足够的重视。

习题1.2

1.求下列函数的定义域。

(1)y=e
1
x + x+2

1-x2
　　　　　　(2)y=ln 1

1-x+ x+2

(3)y= 1
(x-2)(x+3)

+ln(x+1)(4-x)

(4)y= 1
x+2

+3arccosx+1
x

2.求下列函数的定义域。

(1)f(x)=
0 0≤x<1
x2+1 1<x<2
x-1 2≤x<

ì

î

í

ïï

ïï 10

(2)f(x)=
1-x2 |x|≤1

　
x2-1 1<|x|<{ 4

3.设f(x)的定义域为[0,1],求下列函数的定义域。

(1)f(x2)　　　(2)f(sinx)　　　(3)f(x+a)(a>0)　　　(4)flg1æ

è
ç

ö

ø
÷

x

4.设f(x)=
1 0≤x≤1
　
2 1<x≤{ 2

,求下列函数的定义域。

(1)f(2x)　　(2)f(x-2)　(3)g(x)=f(2x)+f(x-2)

5.设f(x)=1-x
1+x

,求f(0),f(-x),f(x+1),f(x)+1,f 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
,f[f(x)],

f f sinπæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]2

。

6.设g(x)=
2x 1<x<0
2 0≤x<1
x-1 1≤x≤

ì

î

í

ïï

ïï 3

,求g(3),g(2),g(0),g(0.5),g(-0.5)。

7.设f(x)=
|sinx| |x|>1
　
0 |x|≥{ 1

,求f(1),f πæ

è
ç

ö

ø
÷

4
,f -πæ

è
ç

ö

ø
÷

4
,f πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
。

8.设f(x)=
x-3 0≤x≤1
　
x2+1 1<x≤{ 5

,求f(x+1)。

9.将函数y=|3x+1|+2用分段函数表示。
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10.(1)f 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x = x
1+x

,求f(x);

(2)设f(e-x)=-e-2x,求f(x);

(3)设f(x+4)=
x2+4 1<x≤4

1
x-2 2<x<{ 4

,求f(x);

(4)设f 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x =x+ x2+1(x<0),求f(x)。

11.求下列函数的反函数。

(1)y= ex

ex+1　　　　　　　(2)y=1+2sinx-1
x+1

(3)y=1+lg(x+2)　　　 (4)y=32x+5

(5)y=2sin3x　　 　　 (6)y=x+2
x-2

12.求下列函数的反函数。

(1)y=x2,x≤0　　　 (2)y=-
3
x,x≥0

(3)y=
3
x-1,x≤0　 (4)y= 1-x2 ,0≤x≤1

13.求y=
x2-1 0≤x≤1
　
x2 -1≤x<{ 0

的反函数。

14.分别就a=2,a=1
2

,a=-2时讨论y=lg(a-sinx)是不是复合函数,如果是复

合函数,求其定义域。
15.设f(x)=2x2+x,g(x)=ex-1,求f[g(x)],g[f(x)]。
16.下列函数是由哪些函数复合而成的?
(1)y=sin3x2　 (2)y=lnsin(1-x)
微积分的研究对象是函数,使用的基本方法是极限的方法。下面几节是整个微积分

学的基础,主要讨论极限的概念与性质、极限的计算和函数的连续性。

1.3　数列的极限

1.3.1　数列

1.数列定义

　　定义1.3.1　无穷多个数按照一定的次序排列的一列数

x1,x2,…,xn,…
称为数列,记为{xn},或者说,数列是定义在自然数集合上的函数,

xn =f(n)　(n=1,2,3,…)
数列中的每一个数称为数列的项,第n项xn也称为数列的通项或一般项。

例1.3.1　数列的例子。

(1) n
n{ }+1

:1
2

,2
3

,3
4

,…,n
n+1

,…
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(2) 1{ }n
:1,1

2
,1
3

,…,1
n

,…

(3) 1
2{ }n :1

2
,1
4

,1
8

,…,1
2n,…

(4){2n}:2,4,6,…,2n,…
(5){(-1)n-1}:1,-1,1,-1,…,(-1)n-1,…

2.单调数列

定义1.3.2　设{xn}为数列,若

x1 ≤x2 ≤ … ≤xn ≤xn+1 ≤ …
则称{xn}为单调增加数列;若

x1 ≥x2 ≥ … ≥xn ≥xn+1 ≥ …
则称{xn}为单调减少数列。单调增加数列与单调减少数列统称为单调数列。

例如:例1.3.1中的(1)和(4)为单调增加数列,(2)和(3)为单调减少数列,(5)不是

单调数列。

3.有界数列

定义1.3.3　设{xn}为数列,若存在 M>0,使得对一切自然数n,有|xn|≤M,则称

{xn}为有界数列。若这样的M 不存在,则称{xn}为无界数列。
例如:例1.3.1中的(1)(2)(3)(5)为有界数列,(4)为无界数列。
若数列{xn}既是单调数列,又是有界数列,则称{xn}为单调有界数列。例如:例1.3.1

中的(1)(2)(3)为单调有界数列。

1.3.2　数列的极限

数列一般项xn=f(n)是随着n的变化而变化的,数列的极限就是研究当n取自然数

无限增大时,xn的变化趋势是什么。
观察例1.3.1,我们看出,当n取自然数无限增大时,各数列的变化趋势各异:数列

n
n{ }+1

,当n无限增大时,xn= n
n+1

单调增加,无限地接近于常数1;数列 1{ }n
与 1

2{ }n ,

当n无限增大时,xn=1
n

与xn=1
2n单调减少,无限地接近于常数0;数列{2n},当n无限

增大时,xn=2n单调增加且无限增大;数列{(-1)n-1},当n无限增大时,xn=(-1)(n-1)

总在1与-1两个数上下跳跃,不趋近于一个常数。
纵观例1.3.1中的这五个数列,前三个数列,当n取自然数无限增大时,xn无限地趋

于某一个确定的常数;后两个数列,当n取自然数无限增大时,xn都不无限地趋于某个确

定的常数。前三个数列的这种共同特点就是数列极限的概念。
定义1.3.4　设{xn}为数列,A 为常数。若当n取自然数无限增大时,xn无限地接近

于常数A,则称当n→∞时,数列{xn}的极限为A,记为

lim
n→∞

xn =A　 或 　xn =A(n→ ∞)

亦称数列{xn}收敛,即当n→∞时,数列{xn}收敛于A;否则,就称数列{xn}没有极限或

发散。
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根据数列极限定义,例1.3.1中各数列的极限:

lim
n→∞

n
n+1=1,lim

n→∞

1
n=0,lim

n→∞

1
2n=0,lim

n→∞
2n不存在,lim

n→∞
(-1)n-1不存在。

例1.3.2　求极限。

(1)lim
n→∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

n

　　　(2)lim
n→∞

-æ

è
ç

ö

ø
÷

3
4

n

　　　(3)lim
n→∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
5

n

　　　(4)lim
n→∞

qn(|q|<1)

解　按照定义,易知

(1)lim
n→∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

n

=0　　　(2)lim
n→∞

-æ

è
ç

ö

ø
÷

3
4

n

=0　　　(3)lim
n→∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
5

n

=0

由(1),(2),(3),容易推出

(4)lim
n→∞

qn(|q|<1)=0

例1.3.3　求极限。

(1)lim
n→∞

1
n　　　(2)lim

n→∞

1
2n+1　　　(3)lim

n→∞
1+

(-1)næ

è
ç

ö

ø
÷

n

解　(1)lim
n→∞

1
n=0

(2)lim
n→∞

1
2n+1=0

(3)lim
n→∞

1+
(-1)næ

è
ç

ö

ø
÷

n =1。

评注　求数列极限时,就是求当n→∞时,通项an是否无限趋向于某一个确定的常数A。

定理　设数列{xn}:

x1,x2,x3,x4,…,x2n-1,x2n,…

　　(1)若lim
n→∞

x2n-1=A 与lim
n→∞

x2n=B 都存在且相等,则lim
n→∞

xn=A=B;

(2)若lim
n→∞

x2n-1与lim
n→∞

x2n至少有一个不存在,或虽都存在但不相等,则lim
n→∞

xn不存在。

例1.3.4　设数列{xn}:

1,1
2

,1
2

,1
4

,1
3

,1
8

,…,1
n

,1
2n,…求lim

n→∞
xn。

解　因为

lim
n→∞

x2n-1 =lim
n→∞

1
n =0

lim
n→∞

x2n =lim
n→∞

1
2n=0

　　所以

lim
n→∞

xn =0

　　例1.3.5　求lim
n→∞

(-1)n-1 n
2n+1

。

解　当n取奇数时,

lim
n→∞

(-1)n-1 n
2n+1=lim

n→∞

n
2n+1= 1

2
　　当n取偶数时
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lim
n→∞

(-1)n-1 n
2n+1=lim

n→∞
- n

2n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =-1
2

　　所以lim
n→∞

(-1)n-1 n
2n+1

不存在。

1.3.3　收敛数列的主要性质

性质1(保号性)　若lim
n→∞

xn=A,且A>0(或A<0),则存在正整数N,当n>N 时,有

xn>0(或xn<0)。
性质2(不等式性质)　如果数列{xn}从某项起有xn≥0(或xn≤0),且lim

n→∞
xn=A,那

么A≥0(或A≤0)。
性质3(有界性)　如果数列xn 收敛,那么数列xn 必有界。

习题1.3

1.下列数列极限存在的有(　　)。
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(A)10,10,10,10,…　　　　　 (B)3

2
,2
3

,5
4

,4
5

…

(C)xn=

n
1+n n 是奇数

n
1-n n

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 为偶数

　　　　　　 (D)xn=
1+1

n n 是奇数

(-1)n n
{

为偶数

2.下列数列收敛的有(　　)。
(A)0.9,0.99,0.999,0.9999,…

(B)1,1
2

,1+1
2

,1
3

,1+1
3

,1
4

,1+1
4

,…

(C)xn=(-1)n n
n+1

(D)xn=

2n-1
2n n 为奇数

2n+1
2n n

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 为偶数

3.下列数列收敛于0的有(　　)。

(A)1
2

,0,1
4

,0,1
8

,0,…

(B)1,1
3

,1
2

,1
5

,1
3

,1
7

,1
4

,1
9

,…

(C)xn=(-1)n1
n

(D)xn=

1
n n 为奇数

1
n+1 n

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 为偶数

4.数列1,0,-1,1,0,-1,…(　　)。
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(A)收敛于-1　 (B)收敛于1 (C)收敛于0　 (D)发散

5.当n→∞时,数列极限不存在的是(　　)。

(A)1,0,1
2

,0,1
3

,0,1
4

,…

(B)1,3
2

,1
3

,5
4

,1
5

,7
6

,1
7

,…

(C)1+1,1
2+3

4
,1
3+5

9
,1
4+7

16
,…,1

n+2n-1
n2 ,…

(D)xn=

2n-1
2n n 为奇数

2n+1
2n n

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 为偶数

1.4　函数的极限

函数y=f(x)随着自变量x的变化而变化,函数的极限是研究,当x 按照某种给定

的方式先变化时,f(x)的变化趋势是什么。
按自变量趋于无穷和自变量趋于定数的两类变化方式,函数的极限分为两类,下面分

别讨论这两类极限。

1.4.1　自变量趋于无穷时,函数的极限

1.当x→+∞时,函数f(x)的极限

　　例1.4.1　设函数y= æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x

如图1-14所示,考察当x无限增大时,y= æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x
的变化趋势:当x无限增大时,即x

沿着x轴一直向右边跑下去时,曲线y= æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x
在x 轴的右边无限接近子x 轴,即纵坐标

y= æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x
无限地接近于常数0,这时,我们就称当x→+∞时,y= æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x
的极限为0。

图　1-14

定义1.4.1　设函数f(x)在(a,+∞)内有定义,A 为常数。若当x 无限增大时,

f(x)无限地接近于常数A,则称当x→+∞时,f(x)的极限为A,记为
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lim
x→+∞

f(x)=A　 或 　f(x)→A(x→+∞)

　　依定义有lim
x→+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x

=0。

2.当x→-∞时,函数f(x)的极限

例1.4.2　设函数y=2x,如图1-15所示,考察当x无限减小时,y=2x的变化趋势:
当x无限减小时,即x沿着x 轴一直向左边跑下去,曲线y=2x在x 轴的左边无限地接近

于x轴,即纵坐标y=2x无限地接近于常数0。这时,我们就称当x→-∞时,y=2x的极

限为0。

图　1-15

定义1.4.2　设函数f(x)在(-∞,b)内有定义,A 为常数。若当x无限地减小时,

f(x)无限地接近于常数A,则称当x→-∞时,f(x)的极限为A,记为

lim
x→-∞

f(x)=A　 或 　f(x)→A(x→-∞)

　　依定义有lim
x→-∞

2x=0。

3.当x→∞时,函数f(x)的极限

例1.4.3　设函数y=1+1
x

,如图1-16所示,考察当|x|无限增大时,y=1+1
x

的变

化趋势:当|x|无限增大时,即x沿着x 轴,向左、右两边跑下去时,曲线y=1+1
x

在直线

y=1的两边都无限地接近于直线y=1,即纵坐标y=1+1
x

无限接近于常数1。这时,我

们称当x→∞时,y=1+1
x

的极限为1。

图　1-16
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定义1.4.3　设函数f(x)在(-∞,b)∪(a,+∞)内有定义,A 为常数。若当|x|无

限增大时,f(x)无限地接近于常数A,则称当x→∞时,f(x)的极限为A,记为

lim
x→∞

f(x)=A　 或 　f(x)→A(x→ ∞)

　　依定义有lim
x→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x =1。

4.三种极限的关系

当x→+∞或x→-∞时f(x)的极限称为单边极限,当x→∞时f(x)的极限为双边

极限,依定义,容易得到双边极限与单边极限的关系。
定理1.4.1　设A 为常数,则有

lim
x→∞

f(x)=A⇔ lim
x→-∞

f(x)= lim
x→+∞

f(x)=A

　　推论1　若lim
x→-∞

f(x)与lim
x→+∞

f(x)都存在但不相等,则lim
x→∞

f(x)不存在。

推论2　若lim
x→-∞

f(x)与lim
x→+∞

f(x)至少有一个不存在,则lim
x→∞

f(x)不存在。

根据三种极限的关系,我们可以用单边极限确定双边极限。
例1.4.4　求极限。
(1)lim

x→+∞
arctanx　　(2)lim

x→-∞
arctanx　　(3)lim

x→∞
arctanx

解　如图1-17所示,因为y=arctanx严格单调增加,且

-π
2 <y< π

2
,　-∞ <x<+∞

图　1-17

　　所以当x→+∞时,y=arctanx→π
2

,

当x→-∞时,y=arctanx→-π
2

,

依定义:(1)lim
x→+∞

arctanx=π
2

;

(2)lim
x→-∞

arctanx=-π
2

。

依推论1,(3)lim
x→∞

arctanx不存在。

例1.4.5　依定义,易得

(1)lim
x→-∞

arccotx=π　　　(2)lim
x→+∞

arccotx=0
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(3)lim
x→∞

arccotx不存在。

例1.4.6　依定义,易知下列极限均不存在:
(1)lim

x→-∞
sinx　　(2)lim

x→+∞
sinx　　(3)lim

x→∞
sinx

(4)lim
x→-∞

cosx　　(5)lim
x→+∞

cosx　　(6)lim
x→∞

cosx

例1.4.7　设C为常数,依定义,易得

lim
x→-∞

C=C,lim
x→+∞

C=C,lim
x→∞

C=C

1.4.2　自变量趋于常数时,函数的极限

1.当x→x0 时,f(x)的极限

　　例1.4.8　设函数f(x)=x2-1
x-1

,考察当x 从1的两侧无限地接近于1且不等于1

时,f(x)=x2-1
x-1

的变化趋势,见表1-2。

表　1-2

x 0.5 0.75 0.9 0.99 0.9999 ……1.000001 1.01 1.25 1.5

f(x) 1.5 1.75 1.9 1.99 1.9999 ……2.000001 2.01 2.25 2.5

从表中看出,当x趋近于1时,f(x)无限地趋近于2。这时,我们就称当x→1时,

f(x)=x2-1
x-1

的极限为2。

定义1.4.4　设f(x)在x0 的两侧有定义,A为常数。若当x从x0 的两侧无限地接近

于x0 且不等于x0 时,f(x)无限地接近于常数A,则称当x→x0 时,f(x)的极限为A,记为

lim
x→x0

f(x)=A　 或 　f(x)→A(x→x0)

上面极限称为双侧极限。

依定义有lim
x→1

x2-1
x-1=2。

例1.4.9　设f(x)=
1 x<0
　
x x>{ 0

,求lim
x→0

f(x)。

解　由图1-18,容易观察到,当x从0的左侧趋于0时,f(x)趋于1;当x从0的右

侧趋于0时,f(x)趋于0,因此,当x从0的两侧趋于0时,f(x)不能趋于一个常数,依定

义lim
x→0

f(x)不存在。

在例1.4.9中,当x从0的左侧趋于0时,f(x)无限地接近1,这时,我们说当x→0-

时,f(x)的左极限为1;当x 从0的右侧趋于0时,f(x)无限接近于0,这时,我们说当

x→0+ 时,f(x)的右极限为0。

2.当x→x-
0 (或x→x+

0 )时,f(x)的左(或右)极限

定义1.4.5　设f(x)在x0 的左侧有定义,A为常数,若当x从x0 的左侧无限地接近于

x0 且不等于x0 时,f(x)无限地接近于常数A,则称当x→x-
0 时,f(x)的左极限为A,记为
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图　1-18

lim
x→x-

0

f(x)=A,　f(x)→A(x→x-
0)　 或 　f(x0-0)=A

　　定义1.4.6　设f(x)在x0 的右侧有定义,A为常数,若当x从x0 的右侧无限地接近于

x0 且不等于x0 时,f(x)无限地接近于常数A,则称当x→x+
0 时,f(x)的右极限为A,记为

lim
x→x+

0

f(x)=A,　f(x)→A(x→x+
0)　 或 　f(x0+0)=A

　　左极限与右极限统称为单侧极限。

3.三种极限的关系

依定义,易知双侧极限与单侧极限的关系如下面定理与推论所示。
定理1.4.2　设A 为常数,则

lim
x→x0

f(x)=A⇔lim
x→x-

0

f(x)=lim
x→x+

0

f(x)=A

　　推论1　若lim
x→x-

0

f(x)与lim
x→x+

0

f(x)都存在但不相等,则lim
x→x0

f(x)不存在。

推论2　若lim
x→x-

0

f(x)与lim
x→x+

0

f(x)至少有一个不存在,则lim
x→x0

f(x)不存在。

由三种极限的关系,我们可以利用单侧极限研究双侧极限。

例1.4.10　(1)设f(x)=
ex x<0
　
2x+1 x>{ 0

,求lim
x→0

f(x);

(2)设f(x)=
x-1 x≤0
　
x2 x>{ 0

,求lim
x→0

f(x)。

解　(1)因为lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

2x+1=1,lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-

ex=1,所以lim
x→0

f(x)=1。

(2)因为lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-

(x-1)=-1,lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

x2=0,因此lim
x→0-

f(x)≠lim
x→0+

f(x),所以lim
x→0

f(x)不存在。

评注　求分段函数f(x)=
g(x) x≤x0

　
h(x) x>x{

0

或f(x)=
g(x) x<x0

　
h(x) x≥x{

0

或f(x)=
g(x) x<x0

A x=x0

h(x) x≥x
{

0

在分

界点x0 的极限lim
x→x0

f(x),则有如下步骤:

(1)求左、右极限lim
x→x-

0

f(x)=lim
x→x-

0

g(x),lim
x→x+

0

f(x)=lim
x→x+

0

h(x);

(2)利用双侧极限存在与单侧极限的关系,确定极限lim
x→x0

f(x)。
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例1.4.11　(1)已知f(x)=|x|
x

,求lim
x→0

f(x);(2)已知f(x)=|sinx|
x

,求lim
x→0

|sinx|
x

。

解　(1)设f(x)=|x|
x =

1 x>0
　

-1 x<{ 0
,则

lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

1=1,　lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-

(-1)=-1

由于lim
x→0+

f(x)≠lim
x→0-

f(x),因此lim
x→0

f(x)不存在。

(2)设f(x)=|sinx|
x =

-sinx
x -π<x<0

sinx
x 0<x<

ì

î

í

ï
ï

ï
ï π

,则

lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-

-sinx
x =-1,　lim

x→0+
f(x)=lim

x→0+

sinx
x =1

由于lim
x→0+

f(x)≠lim
x→0-

f(x),因此lim
x→0

f(x)不存在。

评注　求绝对值函数的极限,(1)化绝对值函数为分段函数;(2)按分段函数的极限求极限。

1.4.3　极限的性质

性质1(局部保号性)　如果lim
x→x0

f(x)=A,且A>0(或A<0),则存在x0 的某个邻域,

当x在该领域内(x≠x0)时,有f(x)>0(或f(x)<0)。

性质2(不等式性质)　如果f(x)≥0(或f(x)≤0),且lim
x→x0

f(x)=A,则A≥0(或A≤0)。

性质3(有界性)　若lim
x→x0

f(x)存在,则存在x0 的某个邻域,f(x)在这个邻域(x≠x0)

内有界。

记“n→∞,x→+∞,x→-∞,x→∞,x→x0,x→x-
0 ,x→x+

0 ”为“·”,则七种极限可

记为

lim
·f(x)=A

习题1.4

1.f(x)在x0 点有定义,是f(x)在x0 点有极限的(　　)。

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(A)必要条件　　　　(B)充分条件 (C)充要条件　　　　(D)无关条件

2.f(x)在x0 点的左、右极限都存在且相等,是f(x)在x0 点有极限的(　　)。

(A)充分不必要条件　 (B)必要不充分条件

(C)充分必要条件　　 (D)无关条件

3.当n→∞时,数列{xn}有极限,是数列{xn}有界的(　　)。

(A)必要条件　　　　(B)充分条件 (C)充要条件　　　　(D)无关条件
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4.下列极限不存在的有(　　)。
(A)lim

x→∞
sinx　　　　　(B)lim

x→∞
cosx (C)lim

n→∞
arctanx 　　　(D)lim

n→∞
arccotx

1.5　无穷小量与无穷大量

1.5.1　无穷小量

1.无穷小量定义

　　定义1.5.1　若lim·f(x)=0则称当·时,f(x)是无穷小量,简称为无穷小,即以零为

极限的函数称为无穷小量。

例如:(1)∵lim
n→∞

1
n=0

∴当n→∞时,1
n

是无穷小量。

(2)∵lim
n→+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x

=0

∴当x→+∞时,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

x
是无穷小量。

(3)∵lim
x→0

x2=0

∴当x→0时,x2 是无穷小量。

(4)∵lim
x→1

x2≠0

∴当x→1时,x2 不是无穷小量。

2.无穷小量与有极限变量的关系

定理1.5.1　设A 为常数,则有

lim
·f(x)=A⇔lim

·
[f(x)-A]=0

3.无穷小量的性质

性质1　无穷小量与有界变量的乘积仍为无穷小量。即:若lim·f(x)=0,g(x)有界,则有

lim
·

[f(x)g(x)]=0

　　例如(1)∵lim
x→0

x=0,sin1
x

有界,

∴lim
x→0

xsin1
x=0。

(2)∵lim
x→∞

1
x=0,sinx有界,

∴lim
x→∞

sinx
x =lim

x→∞

1
x

·sinæ

è
ç

ö

ø
÷x =0。
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性质2　两个无穷小量的代数和仍为无穷小量。即,若lim·f(x)=0,lim·g(x)=0,则

lim·
[f(x)±g(x)]=0。

性质3　两个无穷小量的乘积仍为无穷小量。即,若lim·f(x)=0,lim·g(x)=0,则

lim·
[f(x)g(x)]=0。

4.无穷小量的阶

无穷小量虽然都是趋于0的变量,但不同的无穷小量趋于0的速度却不一定相同,有
时可能差别很大。

首先比较三个无穷小量x,2x,x2(x→0)趋于0的速度,见表1-3。

表　1-3

x 1 0.5 0.1 0.01 0.001 … → 0

2x 2 1 0.2 0.02 0.002 … → 0

x2 1 0.25 0.01 0.0001 0.000001 … → 0

由表1-3可以看出,这三个无穷小量趋于0的速度有显著差异,x2 比2x和x 趋于0
的速度快,x与2x趋于0的速度差不多。这只是直观描述,何谓“快”,何谓“差不多”,需
要给出定量的定义。

定义1.5.2　设lim·f(x)=0,lim·g(x)=0且g(x)≠0,lim·
f(x)
g(x)=k,

(1)若k≠0,则称f(x)与g(x)是同阶无穷小;
(2)若k=0,则称f(x)比g(x)是高阶无穷小,记为f(x)=o(g(x));
(3)若k=1,则称f(x)与g(x)是等价无穷小,记为f(x)~g(x);
(4)若k=∞,则称f(x)比g(x)是低阶无穷小。

例如:因为lim
x→0

x2

x=lim
x→0

x=0,所以,当x→0时,x2 比x 是高价无穷小,可记为x2=

o(x);反之,当x→0,x比x2 是低阶无穷小。

因为lim
x→0

2x
x =lim

x→0
2=2≠0,所以,当x→0时,2x与x 是同阶无穷小。

1.5.2　无穷大量

1.正无穷大量

　　例1.5.1　观察函数y=1
x2,当x→0时,y=1

x2无限地增大,我们称当x→0时,y=1
x2

的极限为正无穷大;或称当x→0时,y=1
x2是无穷大量。

定义1.5.3　设f(x)在x0 点的两侧有定义,若当x→x0 时,f(x)无限地增大,则称

当x→x0 时,f(x)的极限为正无穷大,或称当x→x0 时,f(x)是正无穷大量,记为
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lim
x→x0

f(x)=+∞

这时,极限lim
x→x0

f(x)不存在。

2.负无穷大量

例1.5.2　观察函数y=-1
x2,当x→0时,y=-1

x2无限地减小,我们称当x→0时,

y=-1
x2的极限为负无穷大;或称当x→0时,y=-1

x2为负无穷大量。

定义1.5.4　设f(x)在x0 的两侧有定义,若当x→x0 时,f(x)无限地减小,则称当

x→x0 时,f(x)的极限为负无穷大;或称当x→x0 时,f(x)为负无穷大量,记为

lim
x→x0

f(x)=-∞

这时,极限lim
x→x0

f(x)不存在。

3.无穷大量

例1.5.3　观察函数y=1
x3,当x→0时,|y|= 1

x3 无限地增大,我们称当x→0时,

y=1
x3的极限为无穷大;或称当x→0时,y=1

x3为无穷大量。

定义1.5.5　设f(x)在x0 的两侧有定义,若当x→x0 时,|f(x)|无限地增大,则称

当x→x0 时,f(x)的极限为无穷大;或称当x→x0 时,f(x)为无穷大量,记为

lim
x→x0

f(x)= ∞

这时,极限lim
x→x0

f(x)不存在。

依定义有

lim
x→0

1
x2 =+∞,　lim

x→0
- 1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =-∞,　lim
x→0

1
x3 = ∞

　　对于其他的极限过程,我们有类似的定义,用记号表示如下:
(1)lim·f(x)=+∞⇔当·时,f(x)无限地增大;

(2)lim·f(x)=-∞⇔当·时,f(x)无限地减小;

(3)lim·f(x)=∞⇔当·时,|f(x)|无限地增大。

依定义易知,若f(x)为负无穷大量或无穷大量,则f(x)一定是无穷大量。

例1.5.4　(1)lim
x→0+

1
x=+∞

(2)lim
x→0-

1
x=-∞

(3)lim
x→0

1
x=∞

如图1-19所示。
例1.5.5　设a>1,则有

(1)lim
x→-∞

ax=0
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图　1-19

(2)lim
x→+∞

ax=+∞
(3)lim

x→+∞
ax不存在

例1.5.6　设0<a<1,则有

(1)lim
x→-∞

ax=+∞
(2)lim

x→+∞
ax=0

(3)lim
x→∞

ax不存在

(4)lim
x→-∞

ex=0
(5)lim

x→+∞
ex=+∞

(6)lim
x→∞

ex不存在

如图1-20所示。

图　1-20

例1.5.7　设a>1,则有

(1)lim
x→0+

logax=-∞　　　　　(2)lim
x→+∞

logax=+∞

(3)lim
x→0+

lnx=-∞　　 (4)lim
x→+∞

lnx=+∞

(5)lim
x→0+

lgx=-∞　　 (6)lim
x→+∞

lgx=+∞

例1.5.8　设0<a<1,则有

(1)lim
x→0+

logax=+∞　　 (2)lim
x→+∞

logax=-∞

如图1-21所示。
例1.5.9　设k∈Z,则
(1) lim

x→kπ+π
2

-
tanx=+∞　　 (2) lim

x→kπ+π
2

+
tanx=-∞
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图　1-21

(3)lim
x→kπ+π

2

tanx=∞

如图1-22所示。

图　1-22

例1.5.10　设k∈Z,则
(1)lim

x→kπ-
cotx=-∞　　 (2)lim

x→kπ+
cotx=+∞

(3)lim
x→kπ

cotx=∞

如图1-23所示。

图　1-23

例1.5.11　求极限。

(1)lim
x→0-

e
1
x 　　 (2)lim

x→0+
e

1
x
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(3)lim
x→0

e
1
x 　　 (4)lim

x→0+
ln1

x
(5)lim

x→0+
arctan

1
x 　　 (6)lim

x→π
2

-
lntanx

(7)lim
x→0+

lncotx　　 (8)lim
x→0-

arccot1
x

解　(1)lim
x→0-

e
1
x

u= 1

————
x

lim
u→-∞

eu=0

(2)lim
x→0+

e
1
x

u= 1

————
x

lim
u→+∞

eu=+∞

(3)lim
x→0

e
1
x

u= 1

————
x

lim
u→∞

eu 不存在

(4)lim
x→0+

ln
1
x

u= 1

————
x

lim
u→+∞

lnu=+∞

(5)lim
x→0+

arctan1
x

u= 1

————
x

lim
u→+∞

arctanu=π
2

(6)lim
x→π

2
-
lntanx

u=tan
————

x
=lim

u→+∞
lnu=+∞

(7)lim
x→0+

lncotx
u=cot
————

x
lim
u→+∞

lnu=+∞

(8)lim
x→0-

arccot1
x

u= 1

————
x

lim
u→-∞

arccotu=π

4.无穷小与无穷大的关系

定理1.5.2　设lim·f(x)=0,lim·g(x)=∞,则

(1)lim·
1

f(x)=∞　(f(x)≠0)

(2)lim·
1

g(x)=0

(3)lim·
f(x)
g(x)=0

(4)lim·
g(x)
f(x)=∞(f(x)≠0)

例1.5.12　(1)∵lim
x→0+

ln1
x=+∞

∴lim
x→0+

1

ln1
x

=0

(2)∵lim
x→0

x5=0　∴lim
x→0

1
x5=∞

(3)lim
x→0+

x2

ln1
x

=0
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(4)lim
x→0+

ln1
x

x3 =∞

习题1.5

1.求极限。

(1)llim
x→-∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

x

　　　　　(2)lim
x→+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

x

　　　　　(3)lim
x→∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

x

(4)lim
x→-∞

5x　　　 (5)lim
x→+∞

5x　 (6)lim
x→∞

5x

(7)lim
n→∞

3n　　 (8)lim
n→∞

3n

5n　 (9)lim
n→∞

(2n+2sinn!)

2.求极限。

(1)lim
x→0

xarctan1
x　 (2)lim

x→0
xcos1

x　 (3)lim
x→0

cosx
x

(4)lim
n→∞

3sinn
n 　　 (5)lim

x→∞

arctanx
3x 　 (6)lim

x→∞

243sinx
x3

3.求极限。

(1)lim
n→∞

ln(n2+1)　 (2)lim
x→0+

ex
1
3 　 (3)lim

x→0-
ex

1
3

(4)lim
x→0+

arctan1
x3　 (5)lim

x→0-
arctan1

x3　 (6)lim
x→0

arctan1
x3

(7)lim
x→0-

arccot1
x2　 (8)lim

x→0
arccot1

x2　 (9)lim
x→0+

lnsinx

4.下列函数在所给过程中为无穷大量的是(　　)。
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(A)lnx(x→0+ )　　 (B)lnln1

x
(x→0+ )

(C)3-x(x→-∞)　　 (D)e-x(x→+∞)
5.下列函数在所给过程中为无穷小量的是(　　)。

(A)e
1
x (x→0- )　　 (B)3

1
x (x→0+ )

(C)5
1
x (x→0- )　 (D)5

1
x (x→∞)

6.下列极限不存在的有(　　)。

(A)3x(x→∞)　　　　 (B)arccot1
x

(x→0)

(C)sin1
x

(x→0)　　 (D)lntanx(x→0+ )

(E)2x+sinx(x→∞)　 (F)cos3x-x2(x→∞)

1.6　极限的运算法则

本节将讨论极限的运算法则,极限存在的准则和求极限的一些基本方法。

1.6.1　极限的四则运算法则

定理　设lim·f(x)=A 与lim·g(x)=B 都存在,则有
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(1)lim·
[f(x)±g(x)]=lim·f(x)±lim·g(x)=A±B

(2)lim·
[f(x)g(x)]=lim·f(x)·lim·g(x)=AB

(3)lim·
f(x)
g(x)=

lim·f(x)

lim·g(x)=
A
B

(B≠0)

(4)lim·Cf(x)=C·lim·f(x)=CA(C为常数)

(5)lim·
[f(x)]n=[lim·f(x)]n(n∈N)

(6)lim·
n
f(x)=

n
lim·f(x)(n∈N)

其中法则(1),(2)对有限个函数同样成立。
例1.6.1　求极限lim

x→2
(3x2-2x+1)。

解　lim
x→2

(3x2-2x+1)=lim
x→2

3x2-lim
x→2

2x+lim
x→2

1=3lim
x→2

x2-2lim
x→2

x+1

=3(lim
x→2

x)2-2×2+1=3×22-2×2+1=9

例1.6.2　求极限lim
x→-4

7x2+2x-6
3x+5

。

解　lim
x→-4

7x2+2x-6
3x+5 =

lim
x→-4

7x2+2x-6

lim
x→-4

(3x+5)

=7×(-4)2+2×(-4)-6
3×(-4)+5 =98

-7=-14

设f(x)为初等函数且在x0 有定义,则有下面求极限公式:

lim
x→x0

f(x)=f(x0)

　　例1.6.3　求极限lim
x→0

3sinx+2tanx+cosx+3。

解　lim
x→0

3sinx+2tanx+cosx+3= 3sin0+2tan0+cos0+3= 4=2

例1.6.4　求极限lim
x→3

2x2+1
x2-2x-3

。

解　∵lim
x→3

x2-2x-3
2x2+1 =0

19=0

∴lim
x→3

2x2+1
x2-2x-3=∞

可以推出下列公式:若lim·g(x)=c≠0,lim·f(x)=0,则有lim·
g(x)
f(x)=∞。

例1.6.5　求lim
x→1

x2-1
2x2-x-1

。

解　不难看出,此题分子、分母的极限均为0(称为0
0

型未定式),不能直接使用商的

极限运算法则。可以采取对分子和分母分别分解因式后,再约去分母中极限为0的因子

(x-1),然后求极限。

lim
x→1

x2-1
2x2-x-1=lim

x→1

(x+1)(x-1)
(2x+1)(x-1)=lim

x→1

x+1
2x+1= 1+1

2×1+1= 2
3
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　　评注　一般地,求有理分式0
0

型未定式的极限,可以采取对分子和分母分别分解因式后,再约去分

母中极限为0的因子,然后求极限。

例1.6.6　求lim
x→∞

2x-3sinx
3x+sinx

。

解　lim
x→∞

2x-3sinx
3x+sinx

æ

è
ç

ö

ø
÷

∞
∞ =lim

x→∞

2-1
x

·3sinx

3+1
x

·sinx
(分子分母同除以x)

=2-0
3+0=2

3
例1.6.7　求下列各极限。

(1)lim
x→∞

x2+3
2x2-7　　　　　(2)lim

x→∞

x2+3
2x3-7　　　　　(3)lim

x→∞

x3+5
2x2-7

解　这三个题目的分子、分母的极限均为∞ 称为∞
∞

æ

è
ç

ö

ø
÷型未定式 ,不能直接使用商的

极限运算法则,
(1)分子、分母同除以分母的最高次幂x2,得

lim
x→∞

x2+3
2x2-7=lim

x→∞

1+ 3
x2

2- 7
x2

=1+0
2-0= 1

2

　　(2)与(1)类似,分子、分母同除以分母的最高次幂x3,得

lim
x→∞

x2+3
2x3-7=lim

x→∞

1
x + 3

x3

2- 7
x3

=0+0
2-0=0

　　(3)由于lim
x→∞

2x2-7
x3+5=0,从而由无穷小与无穷大的关系知

lim
x→∞

x3+5
2x2-7= ∞

　　评注　设Pn(x)和Qm(x)分别为n次和m 次多项式,即

Pn(x)=anxn +an-1xn-1 +…+a1x+a0,　Qm(x)=bmxm +bm-1xm-1 +…+b1x+b0,

其中a0≠0,b0≠0,则

lim
x→∞

Pn(x)
Qm(x)=

a0

b0
m =n

0 m >n
∞ m <

ì

î

í

ï
ï

ïï
n

特别地,若Qm(x)=1,则lim
x→∞

(anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0)=∞。

例1.6.8　求lim
x→0

1+x- 1-x
x

。

解　由于分子、分母的极限均为0,故不能直接用商的极限运算法则。但是可以通过

分子有理化的方法约0因子x,然后求极限。
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lim
x→0

1+x- 1-x
x =lim

x→0

2x
x( 1+x+ 1-x)

=lim
x→0

2
1+x+ 1-x

= 2
1+0+ 1-0

=1

　　评注　一般地,求无理分式 0
0

型未定式的极限:(1)分子或分母有理化,找到公因式(x-x0)n;

(2)约分;(3)代入。此法称为有理化法。

例1.6.9　求lim
x→1

1
1-x- 3

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 。

解　lim
x→1

1
1-x- 3

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 ——
通分

lim
x→1

x2+x-2
1-x3 =lim

x→1

(x-1)(x+2)
(1-x)(1+x+x2)

=lim
x→1

x+2
-(1+x+x2)=-1

评注　这是两个无穷大之差的极限问题(记为∞-∞型),一般采用化差为商的方法。

例1.6.10　求极限lim
x→∞

1
1×2+ 1

2×3+ 1
3×4+…+ 1

n·(n+1[ ]) 。

解　这是无穷项和的极限,先求和,后取极限。

　lim
n→∞

1
1×2+ 1

2×3+ 1
3×4+…+ 1

n·(n+1[ ])

=lim
n→∞

1-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 + 1

2-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3 + 1

3-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 +…+ 1

n - 1
n+

æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]1

=lim
n→∞

1- 1
n+[ ]1 =1-0=1

　　例1.6.11　设f(x)=
xsin1

x x≠0

0 x{ =0
,求lim

x→0
f(x)。

解　lim
x→0

f(x)=lim
x→0

xsin1
x=0

例1.6.12　设f(x)=

1
x-1 x≤0

2x 0<x≤1
x2+1 1<

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

x

。

求:(1)lim
x→0

f(x)　(2)lim
x→1

f(x)　(3)lim
x→1

2

f(x)　(4)lim
x→-∞

f(x)　(5)lim
x→+∞

f(x)

解 　(1)∵ lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-

1
x-1=-1

lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

2x=0

　　∴ lim
x→0

f(x)不存在

(2)∵ lim
x→1-

f(x)=lim
x→1-

2x=2

lim
x→1+

f(x)=lim
x→1+

(x2+1)=2
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　　∴ lim
x→1

f(x)=2

(3)lim
x→1

2

f(x)=lim
x→1

2

2x=1

(4)lim
x→-∞

f(x)=lim
x→-∞

1
x-1=0

(5)lim
x→+∞

f(x)=lim
x→+∞

(x2+1)=+∞

例1.6.13　求极限lim
x→1

2

[3-|2x-1|]。

解　f(x)=3-|2x-1|=
2+2x x<1

2

4-2x x≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

1
2

lim
x→1

2
-
f(x)= lim

x→1
2

-
(2+2x)=3

lim
x→1

2
+
f(x)= lim

x→1
2

+
(4-2x)=3

　　∴lim
x→1

2

[3-|2x-1|]=3

1.6.2　极限存在的两个准则

准则1　设g(x)≤f(x)≤h(x),且有

lim
·g(x)=lim

·
h(x)=A

则有 lim·f(x)=A

准则2　单调有界数列必有极限。

例1.6.14　求极限lim
n→∞

1
n2+ 1

(n+1)2+ 1
(n+12)2+…+ 1

(n+n)[ ]2

解　∵ n+1
(n+n)2≤1

n2+ 1
(n+1)2+ 1

(n+12)2+…+ 1
(n+n)2≤n+1

n2

且lim
n→∞

n+1
(n+n)2=lim

n→∞

n+1
4n2 =0,lim

n→∞

n+1
n2 =0

∴lim
n→∞

1
n2+ 1

(n+1)2+ 1
(n+12)2+…+ 1

(n+n)[ ]2 =0

习题1.6

1.求下列极限。

(1)lim
x→2

x2+4
x-3　　　　　　　(2)lim

x→-1

x2+3x+4
x2+1

(3)lim
x→1

x2+3x-1
x2-1 　 (4)lim

n→ 3

x+5
x2-3

(5)lim
x→1

x2+3x-1
x2-2 　 (6)lim

x→3

x2-2x-3
x2-9
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(7)lim
n→∞

( n2-n-n) (8)lim
n→∞

n( n+2- n-3)

(9)lim
x→1

x-1
x-1 　　 (10)lim

x→1

2
x2-1- 1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

2.设f(x)=x2+1
x2-1

,求:

(1)lim
x→0

f(x)　　　 (2)lim
x→∞

f(x)

3.设f(x)= 1+x-1
x

,求:

(1)lim
x→1

f(x)　　　 (2)lim
x→0

f(x)

4.设f(x)= x,lim
h→0

f(x+h)-f(x)
h

。

5.设f(x)=
x+4 x<1
　
2x-1 x≥{ 1

,求lim
x→1

f(x),lim
x→0

f(x)。

6.设f(x)=
x2 0≤x≤1
　
1 1<x<{ 2

,求lim
x→1

f(x)。

7.设f(x)=
xarcsin1

x x≠0

0 x
{

=0
,求lim

x→0
f(x)。

8.设f(x)=

1
3x3 x≤0

5x2-4x 0<x≤1
4x

x+2 x>

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 1

,求:(1)lim
x→0

f(x);(2)lim
x→1

f(x);(3)lim
x→+∞

f(x)。

9.求:(1)lim
x→0

|x|
x

;(2)lim
x→0

x
x-|x|

10.lim
x→3

x2-2x+a
x-3 =4,求a的值。

1.7　两个重要极限

1.7.1　重要极限Ⅰ

　　(1)标准形lim
x→0

sinx
x =1;

(2)变形lim
φ(x)→0

sinφ(x)
φ(x) =1。

证明:作单位圆,如图1-24所示。

设圆心角∠AOB=x 0<x<πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,则

△AOB 的面积<扇形AOB 的面积<△AOD 的面积,因为
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图　1-24

△AOB 的面积=1
2OB·AC=1

2×1·sinx

扇形AOB 的面积=1
2×12·x

△AOD 的面积=1
2AO·AD=1

2×1·tanx

所以1
2sinx<1

2x<1
2tanx

即

sinx<x<tanx
　　同除以sinx,得

1< x
sinx< 1

cosx
即

cosx<sinx
x <1

　　上面不等式当-π
2<x<0时仍成立。

由lim
x→0

1=lim
x→0

cosx=1,依极限存在准则1,有

lim
x→0

sinx
x =1

从而有

lim
φ(x)→0

sinφ(x)
φ(x) =lim

t→0

sint
t =1

　　例1.7.1　求下列极限。

(1)lim
x→0

sin3x
x 　　　　　　　　(2)lim

x→0

sinsinx
x

(3)lim
x→2

sin(x2-4)
x-2 　　　　　　(4)lim

x→0

1-cosx
x2

解　(1)lim
x→0

sin3x
x =lim

x→0

sin3x
3x

·3=3lim
x→0

sin3x
3x =3×1=3

(2)lim
x→0

sinsinx
x =lim

x→0

sinsinx
sinx

·sinx
x =lim

x→0

sinsinx
sinx

·lim
x→0

sinx
x =1×1=1

(3)lim
x→2

sin(x2-4)
x-2 =lim

x→2

sin(x2-4)
x2-4

·(x+2)=lim
x→2

sin(x2-4)
x2-4

·lim
x→2

(x+2)

=1×(2+2)=4
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(4)lim
x→0

1-cosx
x2 =lim

x→0

2sin2 x
2

x2 =1
2lim

x→0

sinx
2

x

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2

2

=1
2

评注　求0
0

型的三角函数的极限问题,通常要用重要极限lim
x→0

sinx
x =1,方法为:

(1)化为正弦函数;
(2)化为标准型(角度为x)或化为变形(角度为g(x));
(3)验证条件,使用公式。

例1.7.2　求极限。

(1)lim
x→0

tanx
x 　　　　　(2)lim

x→0

arcsinx
x 　　　　　(3)lim

x→0

arctanx
x

解　(1)lim
x→0

tanx
x =lim

x→0

sinx
x

· 1
cosx=lim

x→0

sinx
x

·lim
x→0

1
cosx=1×1

1=1

(2)令y=arcsinx,则lim
x→0

arcsinx
x =lim

x→0

y
siny=1

(3)令y=arctanx,则lim
x→0

arctanx
x =lim

x→0

y
tany=1

评注　例1.7.2中的结果都可作为公式使用。

1.7.2　重要极限Ⅱ

1.(1)标准形　lim
n→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n
n

=e

(2)变形　 lim
φ(n)→∞

[1+φ(n)]φ(n)=e

例1.7.3　求极限。

(1)lim
n→∞

1+aæ

è
ç

ö

ø
÷

n
bn
(a≠0,b≠0)

(2)lim
n→∞

1+ n2

n2
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
3n2

分析:以上两题都是1∞ 型的极限。

解　(1)lim
n→∞

1+aæ

è
ç

ö

ø
÷

n
bn

　(1∞ 型)

=lim
n→∞

1+1
n

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

a

bn

　(把底变形)

=lim
n→∞

1+aæ

è
ç

ö

ø
÷

n

n
a ·ab

　(把指数变形)

=eab　(分别取极限)

(2)lim
n→∞

1+ n2

n2
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
3n2

=lim
n→∞

1+ 1
n2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
3n2

(1∞ 型)

=lim
n→∞

1+ 1
n2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

(n2-1)· 3n2

n2-1=e
lim

n→∞

3n2

n2-1=e3
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把上面的公式,推广到函数极限,类似的有下面公式。

2.(1)标准形　lim
x→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=e

(2)变形　 lim
φ(x)→∞

1+ 1
φ(x

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
φ(x)

=e

例1.7.4　求极限

(1)lim
x→∞

1-2æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

(2)lim
x→∞

(3x+1)[ln(2x+3)-ln(2x+1)]

解　(1)lim
x→∞

1-2æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x
(1∞ 型)

=lim
x→∞

1+ 1

-x
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2

-x
2·(-2)

=e-2

(2)lim
x→∞

(3x+1)[ln(2x+3)-ln(2x+1)]=lim
x→∞

ln2x+3
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1
3x+1

=lim
x→∞

ln1+ 2
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1
3x+1

=lim
x→∞

ln1+ 1
2x+1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2

2x+1
2 ·2(3x+1)

2x+1

=lne3=3

把第2组公式变成等价形式,有下面公式。

3.(1)标准形　lim
x→0

(1+x)1
x =e

(2)变形　lim
φ(x)→0

(1+φ(x))1
φ(x)=e

例1.7.5　求极限。

(1)lim
x→0

(1+tan3x)1
x 　　　　　　(2)lim

x→0

x
1-3x

(3)lim
x→0

ln(1+3x)
x 　 (4)lim

x→π
2

(1+cotx)2tanx

解　(1)lim
x→0

(1+tan3x)1
x =lim

x→0
(1+tan3x)1

tan3x·tan3x
x =elim

x→0

tan3x
x =e3

(2)lim
x→0

x
1-3x=lim

x→0
(1-3x)1

x =lim
x→0

(1-3x)- 1
3x·(-3)=e-3

(3)lim
x→0

ln(1+3x)
x =lim

x→0
ln(1+3x)1

x =lim
x→0

ln(1+3x)1
3x·3=lne3=3

(4)lim
x→π

2

(1+cotx)2tanx=lim
x→π

2

(1+cotx)1
cotx·2=e2

重要极限Ⅱ是求幂指函数1∞ 型不定式lim·f(x)g(x)的极限的重要公式。解题时,应先

检验是否为1∞ 型,再化为公式的形状,检查条件,套用公式。
例1.7.6　当x→0时,下列无穷小量与x相比是什么阶的无穷小量。

(1)x+tanx2　　　　　　(2) x+sinx
(3)sinx+tanx　 (4)ln(1+2x)
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解　(1)lim
x→0

x+tanx2

x =lim
x→0

1+tanx2

x2 ·æ

è
ç

ö

ø
÷x =1+1×0=1

(2)lim
x→0

x+sinx
x =lim

x→0

1
x

+sinxæ

è
ç

ö

ø
÷x =∞

(3)lim
x→0

sinx-tanx
x =lim

x→0

sinx
x -tanxæ

è
ç

ö

ø
÷

x =1-1=0

(4)lim
x→0

ln(1+2x)
x =lim

x→0
ln(1+2x)1

x =lne2=2

∴当x→0时,x+tanx2 比x 的等价无穷小,x+sinx 比x 是低阶无穷小,sinx-
tanx比x 是高阶无穷小,ln(1+2x)与x是同阶不等价无穷小。

1.7.3　利用等价无穷小替换法求极限

定理1.7.1　设α~α′,β~β′,且lim·
β′
α′

存在,则有lim·
β
α =lim·

β′
α′

。

证明:lim·
β
α =lim·

β
β′

·β′
α′

·α′æ

è
ç

ö

ø
÷

α =lim·
β
β′

·lim·
β′
α′

·lim·
α′
α =lim·

β′
α′

例1.7.7　求lim
x→0

tan2x
sin5x

。

解　因为当x→0时,tan2x~2x,sin5x~5x
所以

lim
x→0

tan2x
sin5x =lim

x→0

2x
5x= 2

5

　　推论　(1)lim·
β
α =lim·

β′
α =lim·

β
α′

(2)lim·
1
α

·β=lim·
1
α′

·β′=lim·
1
α

·β′=lim·
1
α′

·β

注:可以证明当x→0时,有sinx~x,tanx~x,arcsinx~x,arctanx~x,1-cosx~
x2

2
,ln(1+x)~x,ex-1~x,n

1+x-1~x
n

。

例1.7.8　求下列极限。

(1)lim
x→0

sin2x
x3+3x　　　　　　　(2)lim

x→0

tanx-sinx
sin3x

(3)lim
x→0

tanx-sinx
(3

1+x2 -1)( 1+sinx-1)

解　(1)lim
x→0

sin2x
x3+3x=lim

x→0

2x
x3+3x=lim

x→0

2
x2+3=2

3

(2)lim
x→0

tanx-sinx
sin3x =lim

x→0

tanx(1-cosx)
x3 =lim

x→0

x·1
2x2

x3 =1
2

(3)lim
x→0

tanx-sinx
(3

1+x2 -1)( 1+sinx-1)
=lim

x→0

-tanx(1-cosx)
x2

3
·sinx

2

=lim
x→0

-x·1
2x2

x2

3
·1

2x
=-3
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习题1.7

1.求下列极限。

(1)lim
x→0

tan3x
x 　　　　　　　　　　　　　　(2)lim

x→0

sin5x
sin3x

(3)lim
x→0

sinx
x 　 (4)lim

x→0

1-cosx
x2

(5)lim
x→0

sin2x
x 　 (6)lim

x→0

tan2x
3x

(7)lim
x→0

sinax
ax 　 (8)lim

x→0

tanx-sinx
x3

2.求下列极限。

(1)lim
n→∞

1+ 1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1
n

　　　　　 (2)lim
x→∞

1-2æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x+3

(3)lim
x→0

x
1-3x　 (4)lim

x→0

ln(1+2x)
x

(5)lim
x→∞

2x+5
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1
x+1

　 (6)lim
n→∞

n2+1
n2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
n2

(7)lim
n→∞

[ln(x+1)-lnx] (8)lim
x→0

(1+x)cotx

(9)lim
x→0

(1+tanx)2
x (10)lim

x→0
(1-sinx)2

x

(11)lim
x→0

(1-x)- 1
sinx (12)lim

x→∞

x+1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
x

(13)lim
x→0

(x+ex)2
x (14)lim

x→∞

x2+1
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
x2

(15)lim
x→+∞

x[ln(x-2)-ln(x+1)] (16)lim
x→∞

x+2
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1

x
2

(17)lim
x→+∞

x
x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
x

3.证明:当x→0时, 4x-2与 9x-3是同阶无穷小量。

4.证明: 1+x-1~x
2　(x→0)。

5.证明:arctanx-arcsinx=ο(x)　(x→0)。

1.8　函数的连续性

本章前两节讨论了微积分的研究对象———函数,之后的五节又给出了研究函数的方

法———极限。这就为我们用分析的方法研究函数奠定了基础。但是,函数的种类极为复

杂,那么应从研究什么类型的函数开始呢? 微积分的发展史告诉我们,无论在理论上或在

实践中都应从连续函数开始。这是因为,在现实世界中许多变量的变化是连续的。如流

体的连续流动,气温的连续上升,压力的连续增加等,这种现象反映到数学上就是函数的

连续性;另外,我们常常直接或间接地借助于连续函数讨论一些不连续函数。于是连续
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函数就成为微积分这门课程的主要研究对象。

1.8.1　函数连续的概念

1.函数的增量(或改变量)

　　在函数y=f(x)的定义域内,设自变量x由始值x0 变到终值x,相应的函数值由始

值f(x0)变到终值f(x),则把差 Δx=x-x0 叫作自变量x 在x0 点的增量或改变量,
Δy=f(x)-f(x0)叫作函数y在x0 点相应的增量或改变量,依定义有

x=x0+Δx,　f(x)=f(x0)+Δy
　　于是,有Δy=f(x0+Δx)-f(x0)

当自变量由x变到x+Δx时,函数y=f(x)的增量为

Δy=f(x+Δx)-f(x)

　　注意,Δx与Δy都是表示增量的完整记号,Δx与Δy可正可负也可为0。
例1.8.1　求函数y=x2 当x=2,Δx=0.1时的增量。
解　Δy=f(2+Δx)-f(2)=(2+Δx)2-22=4Δx+(Δx)2=4×0.1+0.12=0.41
例1.8.2　求y= x当x=3,Δx=-0.2时的增量。
解　Δy=f(x+Δx)-f(x)=f(3-0.2)-f(3)

=f(2.8)-f(3)= 2.8- 3=-0.05
例1.8.3　当在某点处自变量有增量Δx时,求函数y=3x2 的增量。
解　Δy=f(x+Δx)-f(x)=3(x+Δx)2-3x2

=3[x2+2xΔx+(Δx)2]-3x2=6xΔx+3(Δx)2

2.函数在一点连续的定义

凡属连续变化的运动,在数量上有共同的特点。拿气温的变化来说,气温随着时间的

变化而变化,气温是时间的函数,当时间的增量很小时,气温的增量也很少。因此,连续变

化的概念反映在数学上,就是当自变量的增量很微小时,函数的增量也很微小。
定义1.8.1　设函数y=f(x)在x0 的某个邻域内有定义,Δy=f(x0+Δx)-f(x0),若

lim
Δx→0

Δy=0
则称函数y=f(x)在点x0 处连续,或称x0 是f(x)的连续点。

由于0=lim
Δx→0

Δy=lim
Δx→0

[f(x0+Δx)-f(x0)]
x=x0+Δ
—————

x
lim
Δx→0

[f(x)-f(x0)]

⇔lim
x→0

f(x)=f(x0)

因此,函数y=f(x)在点x0 处连续的定义可用下面方式叙述。
定义1.8.2　设函数y=f(x)在x0 的某个领域内有定义,若

lim
Δx→0

f(x)=f(x0)

则称函数y=f(x)在点x0 处连续,或称x0 是f(x)的连续点。

3.函数在一点连续的三个条件

f(x)在x0 处连续⇔

(1)在x0 点有定义

(2)lim
Δx→0

f(x)存在

(3)lim
Δx→0

f(x)=f(x0

ì

î

í

ï
ï

ïï )
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4.左连续与右连续

定义1.8.3　设f(x)在x0 的某个邻域内有定义,若

lim
x→0-

f(x)=f(x0)(或lim
x→0+

f(x)=f(x0))

则列f(x)在点x0 处左(或右)连续。
由连续定义及双侧极限与单侧极限的关系,我们有下面定理。
定理1.8.1　f(x)在x0 处连续的充要条件是,f(x)在x0 左连续且右连续。

5.在区间上连续的定义

定义1.8.4　若函数f(x)在开区间(a,b)内的每一点都连续,则称函数f(x)在开区

间(a,b)内连续;若函数f(x)在开区间(a,b)内连续,在x=a处右连续,在x=b处左连

续,则称函数f(x)在闭区间[a,b]上连续。
下面,我们再给出函数在一点不连续或间断的定义。

6.函数在一点间断

定义1.8.5　如果函数f(x)在点x0 处连续的三个条件至少有一条不成立,则称函

数f(x)在点x0 处不连续(或间断),称x0 为f(x)的不连续点(或间断点)。
定义1.8.6　间断点的分类

若函数f(x)当x→x0 时,左右极限都存在但不相等,则称点x0 为f(x)的第一类跳

跃间断点;若函数f(x)当x→x0 时,左右极限都存在且相等,即极限存在,但不等于函数

f(x)在x0 点的函数值(或f(x)在x0 点无定义),则称x0 为f(x)的第一类可去间断点。
除了第一类间断点外,其他间断点都称为第二类间断点。
例1.8.4　求下列函数的间断点,并指明类型。

(1)f(x)=
x-2 x<0
　
ex x≥{ 0

(2)f(x)= sinx
x2-2x

(3)f(x)= 1
1+e

1
x-x

解　(1)它是分段函数,当x<0时,x-2是连续的;当x≥0时,ex 也是连续的。因

此考察分段点x=0处的情形,由于

lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-

(x-2)=-2

lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

ex =1

可见,左右极限都存在但不相等,所以x=0是f(x)的第一类跳跃间断点。
(2)它是初等函数,定义域为(-∞,0)∪(0,2)∪(2,+∞)。
在x=0处,因为

lim
x→0

f(x)=lim
x→0

sinx
(x-2)=lim

x→0

sinx
x

· 1
x-

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =-1
2

所以,x=0是第一类可去间断点。
在x=2处,因为
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lim
x→2

f(x)=lim
x→2

sinx
(x-2)= ∞

所以,x=2是第二类间断点。由于lim
x→2

f(x)=∞,我们也把这样的间断点称为无穷间

断点。
(3)函数f(x)是初等函数,定义域为(-∞,1)∪(1,+∞)。在x=1处,由于

lim
x→1+

f(x)=lim
x→1+

1
1+e1/(x-1) =0

lim
x→1-

f(x)=lim
x→1-

1
1+e1/(x-1) =1

所以x=1是f(x)的第一类跳跃间断点。

例1.8.5　讨论函数f(x)=sin1
x

在x=0处的连续性。

解　因为函数f(x)在x=0处没有定义,并且lim
x→0

sin1
x

不存在,所以此点是f(x)的

第二类间断点。这种间断点称为振荡间断点,如图1-25所示。

图　1-25

1.8.2　连续函数的有关定理

定理1.8.2(四则运算)　若f(x)与g(x)在点x0 处都连续,则f(x)±g(x),f(x)g(x)

与f(x)
g(x)(g(x0)≠0)在点x0 处都连续。

定理1.8.3(复合函数的连续性)　若u=g(x)在x0 处连续,y=f(u)在u0=g(x0)处
连续,则复合函数y=f[g(x)]在点x0 处连续。

由定理1.8.3,有
lim
x→x0

f[g(x)]=f(u0)=f[lim
x→x0

g(x)]

　　从而知道,求复合函数的极限时,如果u=g(x)在x0 处有极限,且y=f(u)在u0=
g(x0)处连续,则极限符号与函数符号f可以交换。

定理1.8.4(反函数的连续性)　若函数y=f(x)在某区间上严格单调且连续,则它

的反函数x=f-1(y)在对应区间上严格单调且连续。
定理1.8.5(初等函数的连续性)　初等函数在定义区间上连续。
由定理1.8.5,可得到,若f(x)是初等函数,且在x0 处有定义,则有
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lim
x→x0

f(x)=f(x0)

　　例1.8.6　讨论函数

f(x)=
3x+1 x≤0
2x2+1 0<x≤3
x3-8x+16 3<x<

ì

î

í

ïï

ïï 5
在点x=0,x=3的连续性。

解　依连续性定义的三个条件,逐条讨论。

① 在x=0处。

f(x)在x=0有定义,f(0)=1
∵lim

x→0-
f(x)=lim

x→0-
(3x+1)=1

lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

(2x2+1)=1

∴lim
x→0

f(x)=1=f(0),f(x)在x=0处连续。

② 在x=3处。

f(x)在x=3有定义,f(3)=19
∵lim

x→3-
f(x)=lim

x→3-
(2x2+1)=19

lim
x→3+

f(x)=lim
x→3+

(x3-8x+16)=19

∴lim
x→3

f(x)=19=f(3),从而f(x)在x=3连续。

例1.8.7　试补充定义f(0)的值,使得f(x)= 1+x- 1-x
x

在x=0处连续。

解　∵lim
x→0

f(x)=lim
x→0

1+x- 1-x
x

=lim
x→0

2x
x( 1+x+ 1-x)

=lim
x→0

2
1+x+ 1-x

=1

∴令f(0)=1,则f(x)在x=0处连续。
例1.8.8　求下列函数的间断点和连续区间。

(1)y= 2x+1
2x2-x-1　　　(2)y=

1
x-1 x<0

3x+1 0<x<1
3 1≤x≤

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 4

解　(1)先求定义域。令

2x+1≥0
　
2x2-x-1≠{ 0

　 得
x≥-1

2

x≠-1
2

且x≠

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 1

　　∴Df= -1
2

,æ

è
ç

ö

ø
÷1 ∪(1,+∞)
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因为y= 2x+1
2x2-x-1

是初等函数,所以,连续区间为 -1
2

,æ

è
ç

ö

ø
÷1 ∪(1,+∞)。

(2)当x<0时,y= 1
x-1

为初等函数,且有定义,从而连续;

当0<x<1时,y=3x+1为初等函数,且有定义,从而连续;
当1≤x≤4时,y=3为初等函数,且有定义,从而连续;
当x=0时,y无定义,从而不连续;
当x=1时,f(x)有定义,f(1)=3。

lim
x→1-

f(x)=lim
x→1-

(3x+1)=4,　lim
x→1+

f(x)=lim
x→1+

3=3

　　lim
x→1

f(x)不存在,所以f(x)在x=1不连续。

∵Df=(-∞,0)∪(0,4]

∴间断点为x=0,x=1,连续区间为(-∞,0)∪(0,1)∪(1,4]。

例1.8.9　设f(x)=
x
1+2x x≠0

　
a+1 x{ =0

在x=0处连续,求a的值。

解　f(0)=a+1,lim
x→0

f(x)=lim
x→0

x
1+2x=lim

x→0
(1+2x)1

x =e2

因为f(x)在x=0连续,所以有a+1=e2,a=e2-1。

1.8.3　闭区间上连续函数的性质

下面介绍定义在闭区间上的连续函数四个基本性质。这些性质在几何上是很直观

的,然而严格的证明是很困难的,因此,要求结合图形理解这些性质,并会应用就可

以了。
定理1.8.6(有界性)　若函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,则f(x)在[a,b]上有界。
定理1.8.7(最大值与最小值性质)　若函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,则f(x)在

[a,b]上一定存在最大值与最小值。
例如在图1-26中,f(x)在闭区间[a,b]上连续。曲线y=f(x)是由A 到B 的一条连

续曲线;最高点处的函数值f(x2)为最大值M,最低点处的函数值f(x1)为最小值m,且
曲线在水平直线y=M 与y=m 之间,f(x)在[a,b]上有界。

图　1-26
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定理1.8.8(介值性)　若函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,m 和M 分别为f(x)在
[a,b]上的最小值与最大值,则对介于m 与M 之间的任一实数c(m<c<M),至少存在一

点ξ∈(a,b),使得f(ξ)=c。
例如,在图1-27中,连续曲线y=f(x)与直线y=c相交于三点,其横坐标分别为ξ1,

ξ2,ξ3,所以有f(ξ1)=f(ξ2)=f(ξ3)=c。

图　1-27

定理1.8.9(零点性质)　如果函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,且f(a)与f(b)异
号,则至少存在一点ξ∈(a,b),使得f(ξ)=0。

例如,在图1-28中,由于f(a)与f(b)异号,A 与B 在x 轴的两侧,则连续曲线y=

f(x)在x轴至少有一个交点(ξ,0),所以有f(ξ)=0。

图　1-28

例1.8.10　证明　方程x3-3x2-x+3=0在(-2,0),(0,2),(2,4)内各有一个实

数根。
证明:由于f(x)=x3-3x2-x+3在任意区间[a,b]上连续,且f(-2)<0,f(0)>

0,f(2)<0,f(4)>0,所以f(x)在(-2,0),(0,2),(2,4)上分别满足零点性质条件,由零

点性质知,存在ξ1∈(-2,0),ξ2∈(0,2),ξ3∈(2,4),使得f(ξ1)=0,f(ξ2)=0,f(ξ3)=0,

这说明,ξ1,ξ2,ξ3都是方程x3-3x2-x+3=0的实根。
由于三次方程至多有三个实根,所以ξ1,ξ2,ξ3是该方程的全部实根,即每个区间内各

有一个实根。
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习题1.8

1.求函数f(x)=-x2+1
2x当x=1,Δx=0.5时的增量。

2.设f(x)=1
x

,当自变量由x变到x+Δx时,求函数的增量Δy。

3.讨论下列函数在x=0处的连续性。

(1)f(x)=
x2sin1

x x≠0

0 x
{

=0

(2)f(x)= e
1
x2 x≠0

0 x{ =0

(3)f(x)=
xarcsin1

x x≠0

1 x
{

=0

(4)f(x)=
|sinx|

x x≠0

1 x
{

=0

(5)f(x)=
ex x≤0
sinx
x x>{ 0

(6)f(x)=e
1
x +1

e
1
x -1

4.给f(0)补充定义一个数值,使得f(x)在x=0点连续。

(1)f(x)=sinxcos1
x　　　　(2)f(x)=ln(1+ax)b

x

5.求下列函数的间断点和连续区间,并判断间断点的类型。

(1)f(x)= 1
1-x2+ x+2　　　　　　　(2)f(x)= x2-1

x2-5x+6

(3)f(x)=
ex x≤0
sin2x
x x>{ 0

　 (4)f(x)=
|x| |x|≤1
x

|x| 1<|x|≤{ 3

6.设函数f(x)=
x-1 x<0
0 x=0
x+1 x>

ì

î

í

ïï

ïï 0

,讨论f(x)在x=0处的连续性。

7.设f(x)=

1
xsinx x<0

k x=0

xsin1
x x>

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 0

,问k为何值时f(x)是连续函数,为什么?
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8.设f(x)=
xlnx
1-x x>0,且x≠1

A x
{

=1
,求A 的值,使f(x)在(0,+∞)上连续。

9.证明方程x4-3x2+7x=10在区间(1,2)内至少有一个实数根。

10.设函数f(x)=

3x+a x≤0
x2+1 0<x<1
b
x x≥

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 1

,若f(x)在(-∞,+∞)内连续,求a,b的值。

11.设f(x)=

cosx
x+2 x≥0

a- a-x
x x<0(a>0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(1)当a为何值时,x=0是f(x)的连续点。
(2)当a为何值时,x=0是f(x)的间断点。
(3)当a=2时,求f(x)的连续区间。

12.设f(x)在[a,b]上连续,f(a)<a,f(b)>b,试证在开区间(a,b)内至少存在一点

ξ,使得f(ξ)=0。

第1章习题参考答案

习题1.1
1.(1){3,4}　(2){(0,0),(1,1)}　(3){-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6}

2.(1){x|x>5}　(2){(x,y)|x2+y2<25}　(3){(x,y)|y=x2 且x+y=0}

3.B,C,E
4.对的有:1∈A,0∉B,{1}⊂A,A⊃B,⌀⊂A,A⊂A。其余不对。

5.不对的有:A∩A=⌀,A∪⌀=⌀,A∩⌀=A,A-A=A,AC=U。其余对。

6.(1){x|-4<x≤1或3≤x<4}　(2)R
(3)(-∞,-4)∪[4,+∞)　(4)(-∞,-4]∪[4,+∞)
(5)(1,3)　(6)[(-∞,-4]∪(1,3)∪[4,+∞]

7.A∪B={a,b,c,e,f},B∩C={f},A∩C={a,c};(A∪B)∩C={a,c,f}=c,
(B∩C)∪(A∩C)={a,c,f}=c。

习题1.2
1.(1)(-1,0)∪(0,1)　(2)[-2,1)　(3)(2,4)　(4)[-1,0)∪(0,1]

2.(1)[0,1)∪(1,10)　(2)-4,4
3.(1)[-1,1]　(2)2kπ,(2k+1)π,k∈Z

(3)[-a,1-a]　(4) 1
10

,[ ]1

4.(1)[0,1]　(2)[2,4]　(3)⌀

5.f(0)=1,f(-x)=1+x
1-x

,f(x+1)=- x
x+2

,f(x)+1= 2
x+1

,f 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x =x-1
x+1

,
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f[f(x)]=x,f f sinπæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]2 =1

6.g(3)=2,g(2)=1,g(0)=2,g(0.5)=2,g(-0.5)= 2
2

7.f(1)=0,f πæ

è
ç

ö

ø
÷

4 = 2
2

,f -πæ

è
ç

ö

ø
÷

4 = 2
2

,f πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =0

8.f(x+1)=
x-2 1≤x≤0
　
x2+2x-2 0<x≤{ 4

9.y=
1-3x x<1

3

3+3x x≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

1
3

10.(1)f(x)= 1
x+1　(2)f(x)=-x2,f(0)=0

(3)f(x)=
x2-8x+20 5<x≤6

1
x-6 6<x<{ 8

(4)f(x)=1
x-1

x x2+1

11.(1)y=ln x
1-x　(2)y=

1-arcsinx-1
2

-1+arcsinx-1
2

(3)y=10x-1-2　(4)y=1
2

[log3x-5]

(5)y=1
3arcsinx

2　(6)y=2(x+1)
x-1

12.(1)y=- x,x≥0　(2)y=-x3,x≤0

(3)y=(x+1)3,x≤-1　(4)y= 1-x2 ,0≤x≤1

13.y=
x+1 1≤x≤0

　
x 0<x≤{ 1

14.(1)a=2,是复合函数,Df=(-∞,+∞)

(2)a=1
2

,是复合函数

Df = x|2kπ-7
6π<x<2kπ+π

6
,k∈{ }Z

　　(3)a=-2,不是复合函数。

15.f[g(x)]=ex-1(2ex-1+1),g[f(x)]=e2x2+x-1

16.(1)y=u3,u=sinv,v=x2

(2)y=lnu,u=sinv,v=1-x
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习题1.3
1.(A,B)　2.(A,D)　3.(A,B,C,D)　4.(D)　5.(B)

习题1.4
1.(D)　2.(C)　3.(B)　4.(A,B,C,D)

习题1.5
1.(1)+∞　(2)0　(3)不存在　(4)0　(5)+∞　(6)不存在　(7)+∞
(8)0　(9)+∞
2.(1)0　(2)0　(3)0　(4)0　(5)0　(6)0

3.(1)+∞　(2)+∞　(3)0　(4)π
2　(5)-π　(6)不存在　(7)0　(8)0

(9)-∞
4.(A,B,C)

5.(A,C)

6.(A,B,C,D,E,F)
习题1.6

1.(1)-8　(2)1　(3)∞　(4)∞　(5)3
4　(6)2

3　 (7)-1
2

(8)5
2

(9)1
2

(10)-1
2

2.(1)-1(2)1

3.(1)2-1(2)1
2

4. 1
2 x

5.(1)不存在　(2)4
6.不存在

7.0
8.(1)0　(2)不存在　(3)4
9.(1)不存在　(2)不存在

10.a=-3
习题1.7

1.(1)3　(2)5
3　(3)1　(4)1

2　(5)2　(6)2
3　(7)α-β　(8)1

2
2.(1)e　(2)e-2　(3)e-3　(4)2　(5)e2　(6)e2　(7)1　(8)e　(9)e2

(10)e-2　(11)e　(12)e2　(13)e4　(14)e2　(15)-3　(16)e　(17)1
习题1.8

1.-1

2.Δy=- Δx
x(x+Δx)

05 高等数学(经管数学)(上册)



3.(1)连续　(2)连续　(3)不连续　(4)连续　(5)不连续　(6)连续

4.(1)0　(2)eab

5.(1)x=-1,x=1,[-2,-1]∪(-1,1)∪(1,+∞),第一类可去间断点。
(2)x=2,x=3,(-∞)∪(2,3)∪(3,+∞),第一类可去间断点。
(3)x=0,(-∞,0)∪(0,+∞),第一类跳跃间断点。
(4)x=-1,[-3,-1]∪(-1,3),第一类可去间断点。

6.不连续

7.k=1
8.A=-1
10.a=1,b=2
11.(1)a=1,f(x)在x=0处连续。
(2)a≠1,a>0,f(x)在x=0处不连续。
(3)a=2时,连续区间为(-∞,0),(0,+∞)。
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第2章　导数与微分

从本章开始,我们将介绍微积分的主要内容———微分学和积分学。
导数与微分及其应用称为微分学。本章将介绍微分学的两个基本概念———导数与微

分,以及导数与微分的计算公式、运算法则。

2.1　导 数 概 念

2.1.1　曲线的切线斜率

　　设有一条平面曲线如图2-1所示,方程是y=f(x),求过该曲线上一点P(x0,f(x0))
的切线斜率。

图　2-1

在曲线上任取一点Q,设它的坐标为(x0+Δx,f(x0+Δx)),其中Δx≠0,Δy=f(x0+
Δx)-f(x0)。由解析几何知,过曲线y=f(x)上两点P(x0,f(x0)),Q(x0+Δx,f(x0+
Δx))的割线的斜率为

k1 = Δy
Δx=f(x0+Δx)-f(x0)

Δx
　　当Δx变化时,即点Q 在曲线上变化时,割线PQ 的斜率k1也随之变化。当|Δx|较

小时,割线PQ 的斜率k1 应是曲线上点P 的切线斜率的近似值。当|Δx|越小,这个近似

程度也越好。于是,当Δx 无限趋近于0时,即点Q 沿着曲线无限趋近于点P 时,割线

PQ 的极限位置就是曲线过点P 的切线,同时割线PQ 的斜率k1的极限k就是曲线过点

P 的切线斜率,即

k=lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

(2-1)

　　于是,过曲线y=f(x)上一点P(x0,f(x0))的切线方程是

y-f(x0)=k(x-x0)

　　如果抛开几何意义,把曲线方程y=f(x)看成函数y=f(x),则式(2-1)的极限是函



数的增量Δy与自变量的增量 Δx的比,当自变量的增量 Δx趋于0时的极限,这种特殊

的极限叫作函数的导数。

2.1.2　导数概念

定义2.1.1　设函数y=f(x)在点x0 的某个邻域内有定义,当自变量x在点x0 处

取得增量Δx时,函数y取得相应的增量Δy=f(x0+Δx)-f(x0),若极限

lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

存在,则称f(x)在点x0 可导或导数存在,称这个极限值为f(x)在点x0 处的导数或微

商,记为f′(x0),或

f′(x)|x=x0
,　y′|x=x0

,　dy
dx x=x0

,　df(x)
dx x=x0

即 f′(x0)=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

(2-2)

　　或在式(2-2)中,令x=x0+Δx和h=Δx,则有

f′(x0)=lim
x→x0

f(x)-f(x0)
x-x0

(2-3)

f′(x0)=lim
h→0

f(x0+h)-f(x0)
h

(2-4)

　　若上述极限不存在,则称函数f(x)在点x0 处不可导或导数不存在。
定义2.1.2　若极限

lim
Δx→0-

Δy
Δx= lim

Δx→0-

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

存在,则称函数f(x)在点x0 处左可导或左导数存在,称这个左极限值为f(x)在点x0 处

的左导数,记为f′- (x0);若极限

lim
Δx→0+

Δy
Δx= lim

Δx→0+

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

存在,则称函数f(x)在点x0 处右可导或右导数存在,称这个右极限值为f(x)在点x0 处

的右导数,记为f′+ (x0)。即

f′-(x0)= lim
Δx→0-

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

f′+(x0)= lim
Δx→0+

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

　　左导数与右导数统称为单侧导数。由双侧极限与单侧极限的关系,我们有下面

定理。
定理2.1.1　函数y=f(x)在点x0 处可导的充分必要条件是f(x)在点x0 处的左、

右导数都存在且相等。
推论1　若f′- (x0)与f′+ (x0)都存在但不相等,则f(x)在点x0 处不可导。
推论2　若f′- (x0)与f′+ (x0)至少有一个不存在,则f(x)在点x0 处不可导。
定义2.1.3　如果函数y=f(x)在区间(a,b)内每一点都可导,则称函数y=f(x)在
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区间(a,b)内可导。这时,对于区间(a,b)内的每一点x,都有一个导数值f′(x)与它对应,
因此,f′(x)是x的函数,称其为函数f(x)在区间(a,b)内的导函数,简称为导数,记为

f′(x),y′,　dy
dx

,　df(x)
dx 　 或d

dxf
(x)

　　于是,在导数的定义2.1.1中,将x0 换成x,即为导函数的定义

f′(x)=lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

(2-5)

　　函数f(x)在点x0 处的导数f′(x0)就是导函数f′(x)在点x0 处的函数值,即

f′(x0)=f′(x)|x=x0

　　通常称导函数f′(x)为导数,但应区别于函数f(x)在点x0 处的导数f′(x0)。
如果函数f(x)在开区间(a,b)内可导,在x=a处右可导,在x=b处左可导,则称

f(x)在闭区间[a,b]上可导。
根据曲线的切线斜率的计算公式和函数在一点的导数定义,我们得到导数的几何意

义是:
曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的切线斜率是K=f′(x0)。
若f′(x0)存在,则曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的切线方程为

y-f(x0)=f′(x0)(x-x0)

　　若f′(x0)=0则切线y=f(x0)平行于Ox轴,若f′(x0)=∞,则切线x=x0 垂直于

Ox轴。
由此可知,若函数f(x)在点x0 处可导,则曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))是具有不垂

直于x轴的切线。若函数f(x)在区间(a,b)内可导,则在区间(a,b)内曲线y=f(x)上每

一点具有不垂直于x轴的切线。
评注　由导数的定义2.1.1可知,求函数y=f(x)在x0 点的导数f′(x0),求导过程可以分为以下

三个步骤:

(1)求函数的增量 Δy=f(x0+Δx)-f(x0);

(2)算比值Δy
Δx=f(x0+Δx)-f(x0)

Δx
;

(3)取极限f′(x0)=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

。

例2.1.1　求函数y=x2 在x=2处的导数。
解　(1)求函数的增量Δy=f(x0+Δx)-f(x0)=(2+Δx)2-22=4Δx+(Δx)2

(2)算比值Δy
Δx=4Δx+(Δx)2

Δx =4+Δx

(3)取极限f′(2)=lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0
(4+Δx)=4

评注　由导数的定义2.1.3可知,求函数y=f(x)的导数f′(x),求导过程可以分为以下三个步骤:
(1)求该变量(即增量)Δy=f(x+Δx)-f(x);

(2)算比值Δy
Δx=f(x+Δx)-f(x)

Δx
;

(3)取极限f′(x)=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

。

下面利用导数的定义求一些初等函数的导数。
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例2.1.2　设f(x)= x,求f′(x),f′(4)。

解　f′(x)=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

=lim
Δx→0

x+Δx- x
Δx

=lim
Δx→0

Δx
Δx( x+Δx+ x)

=lim
Δx→0

1
x+Δx+ x

= 1
2 x

f′(4)=f′(x)|x=4=
1

2 x x=4
=1

2× 1
4=1

4
。

例2.1.3　设y=C(C为常数),求y′。

解　y′=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

=lim
Δx→0

C-C
Δx =lim

Δx→0
0=0

即C′=0。
例2.1.4　设y=sinx,求y′。

解　y′=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

=lim
Δx→0

sin(x+Δx)-sinx
Δx

=lim
Δx→0

2sinΔx
2cosx+Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

2
Δx

=lim
Δx→0

sinΔx
2

Δx
2

·cosx+Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

2 =cosx

即(sinx)′=cosx。
同样,依照定义,可以求出下列导数。
幂函数的导数　(xn)′=nxn-1(x∈N)
指数函数的导数　(ax)′=axlna(a>0,a≠1)　(ex)′=ex

对数函数的导数　(logax)′=1
xlogae=1

xlna(a>0,x≠1)　(lnx)′=1
x

余弦函数的导数　(cosx)′=-sinx。

例2.1.5　设f(x)=
x2arctan1

x x≠0

0 x
{

=0
,求f′(0)。

解　f′(0)=lim
x→0

f(x)-f(0)
x-0 =lim

x→0

x2arctan1
x-0

x =lim
x→0

xarctan1
x=0
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例2.1.6　设f′(x)=

2x x≤1
x2+1 1<x≤2
1
2x+4 2<

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï x

,讨论f(x)在点x=1,x=2处的可导性。

解　① 在x=1处。

f′-(1)=lim
x→1-

f(x)-f(1)
x-1 =lim

x→1-

2x-2
x-1 =lim

x→1-
2=2

f′+(1)=lim
x→1+

f(x)-f(1)
x-1 =lim

x→1+

x2+1-2
x-1 =lim

x→1+
(x+1)=2

　　f′- (1)=f′+ (1),所以f(x)在x=1处可导,且f′(1)=2。

② 在x=2处。

f′-(2)=lim
x→2-

f(x)-f(2)
x-2 =lim

x→2-

x2+1-5
x-2 =lim

x→2-
(x+2)=4

f′+(2)=lim
x→2+

f(x)-f(2)
x-2 =lim

x→2-

1
2x+4-5

x-2 =lim
x→2+

1
2 = 1

2
　　f′- (2)≠f′+ (2),所以f(x)在x=2处不可导,即f′(2)不存在。

评注　求分段函数在分界点x0 处的导数:若分界点x0 处两侧表达式相同,则必须用导数的定义

求导;若分界点x0 两侧表达式不同,则必须先求左、右导数f′- (x0)与f′+ (x0),再根据左、右导数

f′- (x0)与f′+ (x0)存在与导数f′(x0)存在的关系确定其导数。

例2.1.7　讨论函数f(x)=1-|x|在x=0处的可导性。
解　先把f(x)化为分段函数。

f(x)=
1+x x <0
　
1-x x ≥{ 0

f′-(0)=lim
x→0-

f(x)-f(0)
x-0 =lim

x→0-

1+x-1
x =lim

x→0-
1=1

f′+(0)=lim
x→0+

f(x)-f(0)
x-0 =lim

x→0+

1-x-1
x =lim

x→0+
(-1)=-1

　　f′- (0)≠f′+ (0),所以f(x)在x=0处不可导。
例2.1.8　设f(x)在点x0 处可导,求

lim
Δx→0

f(x0)-f(x0+3Δx)
Δx

　　解　lim
Δx→0

f(x0)-f(x0+3Δx)
Δx =lim

Δx→0

-3[f(x0+3Δx)-f(x0)]
3Δx

h=3Δ
————

x
-3lim

h→0

f(x0+h)-f(x0)
h =-3f′(x0)

例2.1.9　求y=sinx在点x=π
6

处的切线方程和法线方程。

解　切线斜率y′|x=π
6 =cosx|x=π

6 =cosπ
6= 3

2
;

因为y πæ

è
ç

ö

ø
÷

6 =sinπ
6=1

2
,所以切点为 π

6
,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

,故在 π
6

,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

处,切线方程为y-1
2=
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3
2 x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

6
;

法线斜率为-1
3
2

=-2
3

=-23
3

,因此法线方程为y-1
2=-23

3 x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

6
。

评注　求曲线y=f(x)在x0 点切线方程的步骤如下:

(1)求斜率f′(x0);

(2)求切点(x0,f(x0));

(3)写出切线方程y-f(x0)=f′(x0)(x-x0)。

2.1.3　可导与连续的关系

定理2.1.2　如果函数y=f(x)在点x0 处可导,则y=f(x)在点x0 处一定连续。

证明:设Δy=f(x0+Δx)-f(x0),因为y=f(x)在点x0 处可导,所以

f′(x0)=lim
Δx→0

Δy
Δx

存在,从而有

lim
Δx→0

Δy=lim
Δx→0

Δy
Δx

·Δx=lim
Δx→0

Δy
Δx

·lim
Δx→0

Δx=f′(x0)·0=0

依定义,y=f(x)在点x0 处连续。
推论　若函数y=f(x)在点x0 处不连续,则y=f(x)在点x0 处一定不可导。
我们将举例说明,定理2.1.2的逆定理不成立。即如果函数y=f(x)在点x0 处连

续,但y=f(x)在点x0 处不一定可导。

例2.1.10　设f(x)=
xsin1

x x≠0

0 x
{

=0
,讨论f(x)在x=0处的连续性与可导性。

解　因为lim
x→0

f(x)=lim
x→0

xsin1
x=0=f(0),

所以f(x)在点x=0处连续。

因为f′(0)=lim
x→0

f(x)-f(0)
x-0 =lim

x→0

xsin1
x-0

x =lim
x→0

sin1
x

不存在,所以f(x)在x=0处不可导。

例2.1.11　讨论函数f(x)=
x2-1 x≤0
　
2x+1 x>{ 0

,在点x=0处的连续性与可导性。

解　因为

lim
x→0-

=lim
x→0-

(x2-1)=-1,

lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

(2x+1)=1

所以lim
x→0

f(x)不存在,依定义,f(x)在点x=0处不连续,从而知f(x)在点x=0处不

可导。
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例2.1.12　设f(x)=
x2+1 x≤1
　
ax+b x>{ 1

,试确定a,b的值,使f(x)在x=1处可导。

解　因为f(x)在x=1处可导,所以f(x)在x=1处连续,故必须有lim
x→1

f(x)=

f(1),又因为

lim
x→1-

f(x)=lim
x→1-

(x2+1)=2

lim
x→1+

f(x)=lim
x→1+

(ax+b)=a+b

f(1)=2
因此得出a+b=2。

再由f(x)在点x=1处可导,必须f′- (1)=f′+ (1)。

f′-(1)=lim
x→1-

f(x)-f(1)
x-1 =lim

x→1-

x2+1-2
x-1 =2

f′+(0)=lim
x→1+

f(x)-f(1)
x-1 =lim

x→1+

ax+b-2
x-1 =lim

x→1+

ax+2-a-2
x-1 =a

因此得出a=2,所以,当a=2,b=0时,函数f(x)在x=1处连续且可导。
评注　f(x)点x0 处的可导⇒f(x)在x0 处连续,则可利用f′+ (x0)=f′- (x0)=f′(x0),lim

x→x+
0

f(x)=

lim
x→x-

0

f(x)=f(x0),求出函数式中两个待定常数。

习题2.1

1.当物体的温度高于周围介质的温度时,物体就不断冷却,若物体的温度T 与时间t
的函数关系为T=T(t),怎样确定该物体在时刻t的冷却速度?

2.设下述极限存在,则

(1)lim
Δx→0

f(x0-Δx)-f(x0)
Δx = 。

(2)lim
x→0

f(x)
x = ,其中f(0)=0且f′(0)存在。

(3)lim
h→0

f(x0+h)-f(x0-h)
h = 。

(4)lim
x→0

x
f(x0-2x)-f(x0-x)= ,其中f′(x0)≠0。

3.用定义求下列函数的导数。

(1)y=ax+b　　　　(2)y=1
x

4.对上题,求y′(1)和y′(2)。

5.设f(x)=(x-a)φ(x),其中φ(x)在x=a处连续,求f′(a)。

6.设f(x)=x(x-1)(x-2)(x-3)(x-4),求f′(0)。

7.设f(x)=
xarctan1

x x≠0

0 x
{

=0
,讨论f(x)在x=0处的连续性与可导性。
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8.设f(x)=|x|,讨论f(x)在x=0处的连续性与可导性。

9.讨论f(x)=
x+2 0≥x<1
　
3x-1 x≥{ 1

,在点x=1处的连续性与可导性。

10.设f(x)=
x x<0
　
ln(1+x) x≥{ 0

,求f′(0)。

11.讨论f(x)=

1 x≤0
2x+1 0<x≤1
x2+2 1<x≤2
x 2<

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

x

,在点x=0,x=1,x=2处的连续性与可导性。

12.设f(x)在x0 处可导,且f′(x0)=2,求

lim
Δx→0

f(x0)-f(x0-2Δx)
Δx

　　13.求曲线y=1
x

在x=1处的切线方程。

14.设函数f(x)=
cosx x≤π

2
π
2-x x>π

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 2

,问f(x)在x=π
2

可导吗? 若可导,试求曲线方

在点 π
2

,æ

è
ç

ö

ø
÷0 处的切线方程。

15.设f(x)=
x2 x≤1
　
ax+b x>{ 1

,在x=1处可导,求a与b的值。

2.2　求导法则和导数公式

2.2.1　函数和差积商的求导法则

　　定理2.2.1　设函数u(x)和v(x)在点x处都可导,则函数u(x)±v(x)在点x处也

可导,且
[u(x)±v(x)]′=u′(x)±v′(x)

　　这个公式对有限个函数代数和的导数仍成立,有
[u1(x)±u2(x)±…±un(x)]′=u′1(x)±u′2(x)±…±u′n(x)

　　例2.2.1　设y=cosx+3x-lnx+2,求y′。

解　y′=(cosx)′+(3x)′-(lnx)′+(2)′=-sinx+3xln3-1
x+0

=-sinx+3xln3-1
x

评注　注重公式[u(x)±v(x)]′=u′(x)±v′(x)的应用。

定理2.2.2　设函数u(x)和v(x)在点x处都可导,则函数u(x)v(x)在点x处也可
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导,且
[u(x)v(x)]′=u′(x)v(x)+u(x)v′(x)

　　此法则对有限个函数乘积的导数仍成立,即
(u1u2…un)′=u′1u2…un +u1u′2u3…un +…+u1u2+…+un-1u′n

　　特列,若u=C为常数,有[Cu(x)]′=C·u′(x),即常数因子可移到导数符号之外。

例2.2.2　求导数:(1)y=xsinx　　(2)y=x4·ex·lnx
解　(1)y′=(xsinx)′=x′sinx+x(sinx)′=sinx+xcosx
评注　注重公式[u(x)·v(x)]′=u′(x)v(x)+u(x)v′(x)的应用。

(2)y′=(x4·ex·lnx)′=(x4)′·ex·lnx+x4·(ex)′·lnx+x4·ex·(lnx)′

=4x3·ex·lnx+x4·ex·lnx+x4·ex·1
x=x3ex(4lnx+xlnx+1)

评注　注重公式(u1u2…uk)′=u′1u2…uk+u1u′2…uk+…+u1u2…u′k的应用。

定理2.2.3　设函数u(x)和v(x)在点x处都可导,且v(x)≠0,则函数u(x)
v(x)在点x

处可导,且有

u(x)
v(x[ ])′=u′(x)v(x)-u(x)v′(x)

[v(x)]2

　　特例,有 1
v(x[ ])′=- v′(x)

[v(x)]2

例2.2.3　求正切函数y=tanx的导数。

解　(tanx)′= sinx
cos

æ

è
ç

ö

ø
÷

x′=
(sinx)′·cosx-sinx·(cosx)′

(cosx)2

=cosx·cosx-sinx·(-sinx)
cos2x = 1

cos2x=sec2x

类似地可求得

(cotx)′=- 1
sin2x=-csc2x

　　评注　注重公式 u(x)
v(x[ ])′=u′(x)·v(x)-u(x)·v′(x)

v2(x) 的应用,以上结果要作为求导公式记住。

例2.2.4　求正割函数y=secx的导数。

解　(secx)′= 1
cos

æ

è
ç

ö

ø
÷

x′=-
(cosx)′
cos2x =--sinx

cos2x=secx·tanx

类似地可求得

(cscx)′=-cscx·cotx

　　评注　注重公式 1
v(x[ ])′=-v′(x)

v2(x)的应用,以上结果要作为求导公式记住。

例2.2.5　设y=x+1
lnx

,求y′。

解　y′= x+1
ln

æ

è
ç

ö

ø
÷

x ′=
(x+1)′lnx-(x+1)(lnx)′

(lnx)2 =
lnx-(x+1)1

x
(lnx)2 =xlnx-x-1

xln2x
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2.2.2　反函数求导法则

定理2.2.4　设函数y=f(x)在某区间内单调,可导且f′(x)≠0,则其反函数x=
f-1(y)在相应区间内也可导,且有

[f-1(y)]′= 1
f′(x)　 或 　f′(x)= 1

[f-1(y)]′
即反函数的导数等于原来函数的导数之倒数。

例2.2.6　求反正弦函数y=arcsinx的导数。

解　y=arcsinx的反函数是x=siny -π
2<y<πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,

而(siny)′=cosy>0,因此

(arcsinx)′= 1
(siny)′= 1

cosy= 1
1-sin2y

= 1
1-x2

,

即

(arcsinx)′= 1
1-x2

类似地,可得

(arccosx)′=- 1
1-x2

(arctanx)′= 1
1+x2

(arccotx)′=- 1
1+x2

　　评注　以上结果要作为求导公式记住。

2.2.3　复合函数求导法则

定理2.2.5　设u=g(x)在点x处可导,y=f(u)在相应点u=g(x)处可导,则复合

函数y=f[g(x)]在点x处也可导,且有

dy
dx=dy

du
·du

dx
记作 y′x=y′u·u′x
即[f(g(x))]′=f′(u)g′(x)=f′(g(x))g′(x)

例2.2.7　设y=sinlnx,求y′。
解　设y=sinu,u=lnx,则

y′= (sinlnx)′= (sinu)′·(lnx)′=cosu·1
x =coslnx

x
　　例2.2.8　设y=(3x+5)100,求y′。

解　设y=u100,u=3x+5,则
y′= [(3x+5)100]′

= (u100)·(3x+5)′
=100×u100-1×3
=300(3x+5)99
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　　例2.2.9　设y=f(x2+1),求y′。
解　y′[f(x2+1)]′=f′(x2+1)·(x2+1)′

=f′(x2+1)·(2x+0)
=2xf′(x2+1)

例2.2.10　设y=xα(α为任意实数),求y′。
解　y=xα=eαlnx

设y=eu,u=αlnx,则

y′= (xα)′= (eu)′·(αlnx)′

=eu·α·1
x =eαlnx·α

x

=xα·α
x =axα-1

　　评注　复合函数求导既是重点又是难点,在求复合函数的导数时,首先分清函数的复合层次,然后

从外及里进行逐层求导,不能遗漏,也不能重复;在求导的过程中,始终明确所求的导数是哪个函数对

哪个变量(不管是自变量还是中间变量)的导数,在开始时可以先设中间变量一步一步去做,待熟练后中

间变量可以省略不写,只需把中间变量记在心中,直接把表示中间变量的部分写出来,整个过程一气

呵成。

到现在为止,我们已将基本初等函数的导数全部求出。

2.2.4　导数公式

为便于记忆和使用,我们将本节得到的所有导数公式列在下面:

1.(C)′=0(C为常数)

2.(xα)′=αxα-1(α为任意实数)

(x)′= 1
2 x

　　3.(ax)′=axlna(a>0,a≠1)
4.(ex)′=ex

5.(logx
a)′=1

xloge
a= 1

xlna
(a>0,a≠1)

6.(lnx)′=1
x

7.(sinx)′=cosx
8.(cosx)′=-sinx
9.(tanx)′=sec2x
10.(cotx)′=-csc2x
11.(secx)′=secxtanx
12.(cscx)=-cscxcotx

13.(arcsinx)′= 1
1-x2

(-1<x<1)

14.(arccosx)′=- 1
1-x2

(-1<x<1)
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15.(arctanx)′= 1
1+x2(-∞<x<+∞)

16.(arccotx)′=- 1
1+x2 (-∞<x<+∞)

17.(u±v)′=u′±v′
18.(uv)′=u′v+uv′
19.(C·v)′=C·v′(C为常数)

20. uæ

è
ç

ö

ø
÷

v ′=u′v-uv′
v2 (v≠0)

21. 1æ

è
ç

ö

ø
÷

v ′=-v′
v2(v≠0)

22.[f-1(y)]′= 1
f′(x)(f′(x)≠0)

23.设y=f(u),u=g(x),则

y′x=y′u·u′x=f′(u)g′(x),　 或[f(g(x))]′=f′(g(x))g′(x)

　　下面我们介绍,如何利用导数公式直接计算复合函数的导数,而不必写出中间变

量u。
设导数公式为f′(x)=h(x),求y=f(g(x))的导数y′。
由上述公式23,有

[f(g(x))]′=f′(g(x))g′(x)=h(g(x))·g′(x)

　　例如:(lnsinx)′= 1
sinx

(sinx)′

(sinlnx)′=coslnx·(lnx)′

(e
1
x )′=e

1
x · 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x′

arctan1æ

è
ç

ö

ø
÷

x′= 1

1+ 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2· 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x′

　　现在,我们可以利用上面导数公式,求出任意一个初等函数的导数。
例2.2.11　设y=ln[cos(10+3x2)],求y′。

解　y′=[lncos(10+3x2)]′= 1
cos(10+3x2)[cos(10+3x2)]′

=-sin(10+3x2)
cos(10+3x2)·(10+3x2)′=-tan(10+3x2)·(0+6x)

=-6xtan(10+3x2)

例2.2.12　设y=esin21
x ,求y′。

解　y′=[esin21
x ]′=esin21

x sin2 1[ ]x′=esin21
x ·2sin1

x
· sin1[ ]x′

=esin21
x2sin1

xcos1
x

· 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x′=esin21
xsin2

x
· -1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=-1
x2esin21

xsin2
x
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例2.2.13　设y=3x2arcsinx+(x2+2) 1-x2 ,求y′。

解　y′=[3x3arcsinx+(x2+2) 1-x2]′=[3x3arcsinx]′+[(x2+2) 1-x2]′
=(3x3)′·arcsinx+3x3(arcsinx)′

　+(x2+2)′ 1-x2 +(x2+2)( 1-x2)′

=9x2arcsinx+ 3x3

1-x2
+2x 1-x2 + x2+2

2 1-x2
(1-x2)′

=9x2arcsinx+ 3x3

1-x2
+2x 1-x2 -x3+2x

1-x2

=9x2arcsinx

例2.2.14　设f(x)=

2x x≤1
x2+1 1<x≤2
1
2x+4 2<

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï x

,求f′(x)。

解　当x<1时,f′(x)=(2x)′=2
当1<x<2时,f′(x)=(x2+1)′=2x

当x>2时,f′(x)= 1
2xæ

è
ç

ö

ø
÷+4′=1

2
当x=1时,由例2.1.6知,f′(1)=2;
当x=2时,由例2.1.6知,f′(x)在x=2不可导。

∴f′(x)=

2 x<1
2 x=1
2x 1<x<2
1
2 x>

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 2

=

2 x≤1
2x 1<x<2
1
2 x>

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 2

例2.2.15　设y=xax+ln(x+ x2+a2)(a>0,a≠1),求y′|x=0。

解　y′=[xax+ln(x+ x2+a2)]′=(xax)′+[ln(x+ x2+a2)]′

=ax+xaxlna+ 1
x+ x2+a2

[x+ x2+a2]′

=ax+xaxlnx+ 1
x+ x2+a2

1+ x
x2+a

é

ë
êê

ù

û
úú2

=ax+xaxlnx+ 1
x+ x2+a2

· x2+a2 +x
x2+a2

=ax+xaxlna+ 1
x2+a2

y′|x=0 = ax +xaxlna+ 1
x2+a

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
x=0

=1+1
a

2.2.5　隐函数求导法则

两个变量之间的对应关系如果由表达式y=f(x)给出,这种形式的函数叫作显函数。
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两个变量之间的对应关系如果由一个方程F(x,y)=0所确定,这种形式的函数叫作隐函

数。也就是说,如果在方程F(x,y)=0中,当x取某区间内的任一确定值时,相应地总有

满足方程的唯一的y值存在,那么就称方程F(x,y)=0在该区间上确定了y是x 的一个

隐函数。
可以利用复合函数求导法则来求出隐函数的导数。例如,方程y-x3+ey=0确定了

y是x 的一个隐函数,为了求y对x 的导数,我们将方程两边对x求导,则有

y′-3x2+ey·y′=0

即得到 y′= 3x2

1+ey

　　由此可见,隐函数的求导办法是:
(1)将方程F(x,y)=0两端对x求导,注意在求导过程中视y为x 的函数。
(2)求导之后得到一个关于y′的方程,解此方程求出y′的表达式,在此表达式中允许

含有y。
例2.2.16　求方程ey-ex+xy=0所确定的隐函数y=f(x)的导数。
解　方程两边分别对x求导数,注意y是x 的函数,得

y+xy′-ex +eyy′=0⇒(x+ey)y′=ex -y
　　当x+ey≠0时,有

y′=ex -y
x+ey

　　例2.2.17　求抛物线y2=4x在点(1,2)处的切线方程。
解　先求切线的斜率,方程两边对x求导,得

2y·y′=4

即有 y′= 2
y

可见在点(1,2)处的切线斜率为

k切 =y′|x=1 = 2
y (1,2)

=1

因此,所求的切线为 y-2=x-1
即 y=x+1
　　评注　用隐函数的求导方法可以给求切线的斜率带来方便。

2.2.6　对数求导法则

形如y=u(x)v(x)的函数称为幂指函数,直接使用前面介绍的求导法则不能求出幂指

函数的导数,对于这类函数,可以先在函数两边取对数,然后在等式两边同时对自变量x
求导,最后解出所求导数,我们把这种方法称为对数求导法。

下面通过例题介绍这种方法。
例2.2.18　设y=xsinx(x>0),求y′。
解　这个函数是幂指函数,为了求这函数的导数,可以先在两边取对数,得

lny=sinx·lnx
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　　上式两边对x求导,有
1
y

·y′=cosx·lnx+sinx·1
x

　　解出y′得到

y′=y cosxlnx+sinx·1æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=xsinx cosxlnx+sinx·1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
　　评注　用对数求导法在等式两端取对数时,一般取自然对数。

例2.2.19　设y=xx3,求y′。

解　y′=(xx3)′=(ex3lnx)′=ex3lnx(x3lnx)′=ex3lnx(3x2lnx+x2)

例2.2.20　设y=
(x-1)(x+3)
(x-2)(x+5),求y′。

解　将方程两端取对数,得

lny= 1
2|ln(x-1)+ln(x+3)-ln(x-2)-ln(x+5)|

上式两边对x求导,有
1
yy′= 1

2
1

x-1+ 1
x+3- 1

x-2- 1
x+

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

于是 y′= y
2

1
x-1+ 1

x+3- 1
x-2- 1

x+
æ

è
ç

ö

ø
÷

5

= 1
2

(x-1)(x+3)
(x-2)(x+5)

1
x-1+ 1

x+3- 1
x-2- 1

x+
æ

è
ç

ö

ø
÷

5
　　评注　本例如果直接用复合函数求导法则求这个函数的导数是很复杂的,而使用对数求导法可使

运算级别降低,从而比较方便,对数求导法适宜于多个函数的乘积、商、乘方、开方及幂指函数的求导。

习题2.2

1.求下列函数的导数。

(1)y=3x2-2
x2+5　　　　　　　　(2)y=(x+1) 1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷-1

(3)y=1-x
1+x　　　　　　　　　　　　　　(4)y=x2cosx

(5)y=2tanx+secx-1　　　　　　　　(6)y=ax+ex

2.求下列复合函数的导数。

(1)y= a2-x2 　　 (2)y=lncosx
(3)y= 1+lnx2 　　 (4)y=sinnxcosnx

(5)y=ln[ln(lnx)];　　 (6)y= 1+x- 1-x
1+x+ 1-x

3.求由下列方程所确定的隐函数的导数dy
dx

。

(1)x+3x7-2y-y5=0　　　　 (2)y+xey=1

66 高等数学(经管数学)(上册)



(3)ex+y-xy=1,求y|x=0 (4)x-siny
x+tana=0

(5)cos(x2+y)=x 　　　　　　 (6)yex+lny=1
(7)exy+ylnx-cos2x=0
4.利用对数求导法则求下列函数的导数。
(1)y=xex 　　　　　　　 (2)y=2xx

(3)y=(sinx)x　　　　　 (4)y=(sinx)lnx

(5)y= x+2(3-x)4
(x+1)5 　　　　　 (6)y=xx

(7)y=(x+1)(x+2)2(x+3)3

5.求下列分段函数的导数。

(1)f(x)=
sinx x≤0
　
xex x>{ 0

　　　 (2)f(x)=
2

1+x2 x≤1
　
2-x x>

ì

î

í

ïï

ïï
1

6.求曲线y=(x+1) 3x在点(2,3)处的切线方程。

7.求曲线x2+y2+xy=4上点(2,-2)处的切线方程。

8.抛物线y=x2 在何处的切线平行于直线y=4x-5,在何处的切线垂直于直线

2x-6y+5=0。

9.设y=2x3-3x+ x-1
x x

,求y′|x=1
4
。

10.求下列各函数的导数。
(1)y=f(ex)ef(x),求y′x
(2)y=f(ex+xe),求y′x

2.3　高阶导数与参数式函数的导数

2.3.1　高阶导数

　　一般地,函数y=f(x)在点x处的导数仍是x 的函数,如果f′(x)在点x处可导,则
称f′(x)在点x处的导数为函数f(x)在点x处的二阶导数,记为

f″(x),　y″,　d2y
dx

,　d2f
dx　 或d2

dx2f(x)

　　类似地,二阶导数f″(x)的导数称为f(x)的三阶导数,记为

f‴(x),　y‴,　d3y
dx3,　d3f

dx3　或d3

dx3f(x)

……
(n-1)阶导数f(n-1)(x)的导数称为f(x)的n阶导数,记为

f(n)(x),　y(n),　dny
dxn,　dnf

dxn　 或dn

dxnf(x)
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　　当n=0时,f(0)=f(x)。二阶及其以上的各阶导数统称为高阶导数。函数f(x)在
点x0 处的各阶导数就是其各阶导函数在点x0 处的值,即

f′(x0),f″(x0),f‴(x0),f(4)(x0),…,f(n)(x0)

或 y′|x=x0
,y″|x=x0

,y‴|x=x0
,y(4)|x=x0

,…,y(n)|x=x0

　　由高阶导数的意义可知,就是利用2.2节中的求导法则及导数公式,对函数逐阶进行

求导。
例2.3.1　求下列函数的高阶导数。
(1)y=excosx,求y″和y‴　　　　　(2)y=xx,求y″
(3)y=f(sinx),求y″x　　　 (4)设x2+y2=a2,求y″x
解　(1)y′=(excosx)′=excosx-exsinx
y″=(excosx-exsinx)′=(excosx-exsinx)-(exsinx+excosx)=-2exsinx
y‴=[-2exsinx]′=-2(exsinx)′=-2(exsinx+excosx)
(2)y′=(xx)′=(exlnx)′=exlnx(xlnx)′=xx(lnx+1)

y″=[xx(lnx+1)]′=(xx)′(lnx+1)+xx(lnx+1)′=xx(lnx+1)2+xx-1

(3)y′=[f(sinx)]′=f′(sinx)(sinx)′=f′(sinx)cosx
y″=[f′(sinx)cosx]′=[f′(sinx)]′cosx+f′(sinx)(cosx)′

=f″(sinx)cos2x-f′(sinx)sinx
(4)把方程两边对x求导,得2x+2yy′=0

所以

y′=-x
y

y″= -xæ

è
ç

ö

ø
÷

y ′=-x′·y-x·y′
y2

=-
y-x· -xæ

è
ç

ö

ø
÷

y
y2 =-y2+x2

y3

=-a2

y3

　　例2.3.2　求下列函数的n阶导数y(n)。
(1)y=eax　　　　　　　(2)y=xn

(3)y=sinx　　　　 (4)y=xex

解　(1)y′=(eax)′=aeax

y″=(aeax)′=a(eax)′=a2eax

y‴=(a2eax)′=a2(eax)′=a3eax

…
由归纳法,得y(n)=(eax)(n)=aneax

特例(ex)(n)=ex

(2)y′=(xn)′=nxn-1

y″=(nxn-1)′=n(n-1)xn-2
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y(n)=[n(n-1)xn-2]′=n(n-1)(n-2)xn-3

…
由归纳法,得y(n)=(xn)(n)=n!·xn-n

(3)y′=cosx=sinx+πæ

è
ç

ö

ø
÷

2

y″= sinx+πæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]2 ′=cosx+πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =sinx+π
2+πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =sinx+2πæ

è
ç

ö

ø
÷

2

y‴= sinx+2πæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]2 ′=cosx+2πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =sinx+2π
2+πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =sinx+3πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
…

由归纳法,得y(n)=(sinx)(n)=sinx+nπæ

è
ç

ö

ø
÷

2

　　同理可得(cosx)(n)=cosn·π
2+æ

è
ç

ö

ø
÷x

(4)y′=(xex)′=ex+xex=(1+x)ex

y″=[(1+x)ex]′=1·ex+(1+x)ex=(2+x)ex

y‴=[(2+x)ex]′=1·ex+(2+x)ex=(3+x)ex

…
由归纳法,得y(n)=(xex)(n)=(n+x)ex

评注　求n阶导数时,一般总是逐阶求导数,再从中找出规律。

例2.3.3　设y=(1+x2)arctanx,求y″|x=1。
解　y′=[(1+x2)arctanx]′=2xarctanx+1

y″=(2xarctanx+1)′=2arctanx+ 2x
1+x2

所以

y″|x=1= 2arctanx+ 2x
1+x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
x=1

=2arctan1+2×1
1+12

= π
2+1

2.3.2　参数式函数的导数

一般地,设t为参数,则

x=φ(t)
　
y=ψ(t{ )

　t∈ [α,β]

表示平面上一条曲线,当φ(t)满足一定条件时,上式就确定y与x 之间的函数关系,这种

函数称为由参数方程确定的函数,即参数式函数。
下面寻求直接由参数方程求导的方法。
设x=φ(t),y=ψ(t)都可导,且φ′(t)≠0,于是根据复合函数及反函数的求导,有
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dy
dx=dy

dt
·dt

dx=dy
dt

dx
dt=ψ′(t)

φ′(t)

即 dy
dx=ψ′(t)

φ′(t)　 或 　dy
dx=

dy
dt
dx
dt

这就是参数式函数的导数公式。

例2.3.4　求椭圆
x=acost
　
y=bsin{ t

(t为参数)在t=π
3

的对应点处的切线方程。

解　当t=π
3

时,x=a
2

,y= 3
2b,所以要求的切线的切点M0 的坐标为 a

2
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷b 。

下面求切线的斜率

k切 =dy
dx t=π

3
=y′t

x′t t=π
3

= bcost
-asint t=π

3
=- 3b

3a
　　因此所求切线方程为

y- 3
2b=- 3b

3a x-aæ

è
ç

ö

ø
÷

2
　　评注　用参数式函数的导数公式可以给求用参数函数表示的曲线的切线方程带来方便。

例2.3.5　求由参数方程
x=a(t-sint)
　
y=a(1-cost{ )

确定的函数y=y(x)的导数。

解　dy
dx=

dy
dt
dx
dt

= asint
a(1-cost)=

2sint
2cost

2

2sin2 t
2

=cott
2

例2.3.6　求由参数方程
x=ln(1+t2)
　
y=t-arctan{ t

所确定的函数的二阶导数d2y
dx2。

解　dy
dx=dy

dt
dx
dt=

1- 1
1+t2

2t
1+t2

=t
2

d2y
dx2=

d
dx

dy
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x = d
dx

tæ

è
ç

ö

ø
÷

2 = d
dt

tæ

è
ç

ö

ø
÷

2
·dt

dx

=

d
dt

tæ

è
ç

ö

ø
÷

2
dx
dt

=

1
2
2t

1+t2

=1+t2

4t

习题2.3

1.求下列函数的二阶导数。
(1)y=xlnx　　　　　　　　　　　　(2)y=cosx+tanx
(3)y=x[sin(lnx)+cos(lnx)]　 (4)y=sin(x+y)
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(5)y=xex2
　　　　　 (6)xy+ey=1

2.求下列函数的n阶导数y(n)。
(1)y=ax(a>0,a≠1)　　　　　　 (2)y=cosx
(3)y=a0xn+a1xn-1+…+an　　 (4)y=ln(1+x)

3.设y=f(x2+a),求y″x。

4.(1)设xy-sin(πy2)=0,求y′|x=0
y=1

,y″|x=0
y=1

。

(2)设y-xey=1,求y″|x=0。

5.证明函数y=exsinx满足关系式y″-2y′+2y=0。

6.求参数方程
x=acos3θ
　
x=asin3{ θ

所确定的函数的导数dy
dx

及二阶导数d2y
dx2。

7.求曲线
x=t2-2
　
y=3t2{ +1

在t=1相应点处的切线方程。

2.4　微　　分

2.4.1　微分概念

　　如果我们已知函数y=f(x)在点x0 的函数值f(x0),欲求f(x)在点x0 附近一点

x0+Δx的函数值f(x0+Δx),常常很难求得f(x0+Δx)的精确值。但是,在实际应用

中,只要求出f(x0+Δx)的近似值也就够用了。为此,我们讨论计算f(x0+Δx)近似值

的方法。
因为已知Δy=f(x0+Δx),或f(x0+Δx)=f(x0)+Δy,所以只要能近似地计算出

Δy即可。由于Δy是Δx的函数,我们可以用一个计算简便的关于 Δx 的函数近似代替

Δy,并使其误差满足我们的要求。在所有关于 Δx的函数中,一次函数的计算最为简便。
因此,用Δx的一次函数AΔx(A 为常数)近似代替Δy,所产生的误差是Δy-AΔx。如果

Δy-AΔx=0(Δx→0),那么一次函数AΔx就有特殊的意义。
定义2.4.1　设函数y=f(x)在点x0 的某个邻域内有定义,对自变量x在点x0 的

增量Δx,函数的增量Δy=f(x0+Δx)-f(x0),如果有

Δy=AΔx+o(Δx)(Δx→0) (2-6)

　　其中,A 为与Δx无关的常数,则称函数f(x)在点x0 处可微,称AΔx为函数f(x)在
点x0 处的微分,记为

dy|x=x0 =AΔx,　 或df(x0)=AΔx
称AΔx为Δy的线性主要部分。“线性”是因为AΔx是Δx的一次函数,“主要”是因为式

(2-6)右端AΔx比Δx是高阶无穷小,所以在式(2-6)的右端AΔx起主要作用。
由定义,有

Δy=dy|x=x0 +o(Δx) (2-7)

Δy-dy|x=x0 =o(Δx) (2-8)
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Δy≈dy|x=x0
(2-9)

　　如果函数y=f(x)在点x0 处可微,那么,如何确定微分系数A? 下面的定理既回答

了可微与可导的关系,又回答了这个问题。
定理2.4.1　函数y=f(x)在点x0 处可微的充分必要条件是函数y=f(x)在点x0

处可导,且有A=f′(x0)。
由定理2.4.1可以得到用导数计算微分的计算公式:

dy x=x0
=f′(x0)Δx (2-10)

　　称y=f(x)在点x处的微分为y=f(x)的微分函数,简称为微分,记为dy,且有

dy=f′(x)Δx (2-11)
　　由于dx=(x)′Δx=Δx,即自变量x的微分dx与自变量x 的增量Δx相等,于是有

dy=f′(x)dx (2-12)
　　即函数的微分就是函数的导数与自变量的微分之乘积。由式(2-12)有

f′(x)=dy
dx

　　以前,我们曾用dy
dx

表示过导数,那时,dy
dx

是一个完整的记号,并不具有商的意义。在

引进微分概念之后,符号dy
dx

表示的是函数的微分与自变量的微分的商,所以称导数为

微商。
例2.4.1　求函数y=x2 当x由1改变到1.01时的增量与微分。
解　(1)函数的增量

Δy=f(1.01)-f(1)=1.012-12 =0.0201
　　(2)函数的微分

dy= (x2)′dx=2xdx
　　当x=1,Δx=0.01时,有

dy=2×1×0.01=0.02
　　例2.4.2　求函数f(x)=x2+3x+5在x=2处的微分。

解　∵f′(x)=(x2+3x+5)′=2x+3
∴f′(x)=(2x+3)|x=2=7
于是,有df(2)=f′(2)dx=7dx。

例2.4.3　设y= 1+sin2x,求dy。
解　因为

y′= ( 1+sin2x)′= 1
2 1+sin2x

(1+sin2x)′

= 2sinx·cosx
2 1+sin2x

= sin2x
2 1+sin2x

所以dy= sin2x
2 1+sin2x

dx。

例2.4.4　设xey-lny+5=0,求dy。
解　把方程两边对x求导,得

(xey)′-(lny)′+0=0
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1·ey +xey·y′-1
y

·y′=0

y′= yey

1-xyey

所以dy= yey

1-xyeydx。

2.4.2　微分法则和微分公式

由基本初等函数的导数公式,可以直接写出基本初等函数的微分公式,为了便于对

照,见表2-1。

表　2-1

导 数 公 式 微 分 公 式

(xμ)′=μxμ-1

(sinx)′=cosx
(cosx)′=-sinx
(tanx )′=sec2x
(cotx)′=-csc2x
(secx)′=secxtanx
(cscx)′=-cscxcotx
(ax)′=axlna
(ex)′=ex

(logax)′= 1
xlna

(lnx)′=1
x

(arcsinx)′= 1
1-x2

(arccosx)′=- 1
1-x2

(arctanx)′= 1
1+x2

(arccotx)′=- 1
1+x2

d(xμ)=μxμ-1dx
d(sinx)=cosxdx
d(cosx)=-sinxdx
d(tanx)=sec2xdx
d(cotx)=-csc2xdx
d(secx)=secxtanxdx
d(cscx)=-cscxcotxdx
d(ax)=axlnadx
d(ex)=exdx

d(logax)= 1
xlnadx

d(lnx)=1
xdx

d(arcsinx)= 1
1-x2

dx

d(arccosx)=- 1
1-x2

dx

d(arctanx)′= 1
1+x2dx

d(arccotx)′=- 1
1+x2dx

由函数的和、差、积、商的求导法则,可推得相应的微分法则,为了便于对照,列成

表2-2(表中u=u(x),v=v(x)都可导)。

表　2-2

函数的和、差、积、商的求导法则 函数的和、差、积、商的微分法则

(u±v)′=u′±v′
(Cu)′=Cu′
(uv)′=u′v+uv′
u( )v ′=u′v-uv′

v2 (v≠0)

d(u±v)=du±dv
d(Cu)=Cdu
d(uv)=vdu+udv

d u( )v =vdu-udv
v2 (v≠0)
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2.4.3　微分形式的不变性

设函数y=f(x)在点x处可微,则:
(1)当x为自变量时,有

dy=f′(x)dx
　　(2)当x为中间变量时,设x=φ(t),且φ(t)可导,那么复合函数y=f[φ(t)]的微

分为

dy= {f[φ(t)]}′=f′[φ(t)]·φ′(t)dt
=f′[φ(t)]d(t)=f′(x)dx

即

dy=f′(x)dx
　　由此可见,不论x 是自变量,还是中间变量,函数y=f(x)的微分形式总是dy=
f′(x)dx,称这个性质为微分形式的不变性。

由微分形式不变性,我们有:

df(x)=f′(x)dx⇔df[φ(x)]=f′[φ(x)]dφ(x)

　　即可以利用微分公式求复合函数的微分。
例2.4.5　设y=esin2x,求dy。
解　dy=esin2xd(sin2x)=esin2x·2sinxdsinx

=esin2x2sinx·cosdx=esin2xsin2xdx
例2.4.6　设y=ln(x2+1),求dy。

解　dy=dln(x2+1)= 1
x2+1d

(x2+1)= 2x
x2+1dx

例2.4.7　设y=e-xsin3x,求dy。
解　dy=d(e-xsin3x)=sin3x·d(e-x)+e-x·dsin3x

=-e-xsin3xdx+e-xcos3x·3dx
=e-x(3cos3x-sin3x)dx

2.4.4　微分在近似计算上的应用

由微分定义,有近似公式:
(1)Δy≈dy|x=x0

(|Δx|很小时)
由Δy=f(x0+Δx)-f(x0),dy|x=x0=f′(x0)Δx,由(1)得
(2)f(x0+Δx)≈f(x0)+f′(x0)Δx(|Δx|很小时)
在(2)中,令x=x0+Δx,得
(3)f′(x)≈f(x0)+f′(x0)(x-x0)　(|x-x0|很小时)
在(3)中,令x0=0,得
(4)f(x)≈f(0)+f′(0)x　(|x|很小时)
例2.4.8　有一种金属圆片,半径为20cm,加热后,其半径增大了0.01cm,求该金属

圆片面积增加的精确值和近似值。
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解　设圆的半径为rcm,则圆的面积为A=f(r)=πr2

当r=20cm,Δr=0.01cm时,圆片面积增加的精确值为

ΔA=f(20+0.01)-f(20)=f(20.01)-f(20)

=π×20.012-π×202 =0.4001π(cm2)

　　面积增大的近似值为

ΔA ≈dA = (πr2)′dr=2πrdr=2π×20×0.01=0.4π(cm2)

　　例2.4.9　求
3
1.02的近似值。

解　设f(x)=
3
x,则f(1.02)=

3
1.02,取x0=1,则 Δx=1.02-1=0.02,f(1)=

3
1,由f′(x)=1

3x-2
3 ,有f′(1)=1

3
,于是,应用上述近似公式(2),有

f(x0+Δx)=f(1.02)=
3
1.02

≈f(x0)+f′(x0)Δx=1+1
3×0.02

≈1.0067
即

3
1.02≈1.0067

　　例2.4.10　证明近似公式

n
1+x ≈1+x

n　(|x|很小)

并由此计算
4
255的近似值。

证明:f(x)=
n
1+x,则f′(x)=1

n
(1+x)1

n-1,f(0)=1,f′(0)=1
n

,于是,由近似公

式(4),有

f(x)=
n
1+x ≈f(0)+f′(0)x=1+x

n
即

n
1+x ≈1+x

n　(|x|很小)

　　从而,有

4
255=

4
256-1=

4

256× 1- 1æ

è
ç

ö

ø
÷

256

=4×
4

1- 1
256 ≈41-1

4× 1æ

è
ç

ö

ø
÷

256
≈3.996

即
4
255≈3.996。
类似地,可以证明当|x|很小时,下列近似公式成立:

sinx≈x;tanx≈x;ex≈1+x;ln(1+x)≈x。

2.4.5　微分的几何意义

设曲线y=f(x)在M(x,y)点处的切线为MT,点N(x+Δx,y+Δy)为曲线上点 M
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的邻近点,如图2-2所示。切线 MT 的斜率是k=tanα=f′(x),不难看出,PQ=MQ·

tanα=Δx·f′(x)=dy。

图　2-2

因此,函数y=f(x)的微分dy在几何上表示了当自变量x 改变了Δx时切线上相应

点纵坐标的改变量,图2-2中NQ=Δy,它是当自变量x改变了Δx时曲线上相应点切线

纵坐标的改变量。

习题2.4

1.求下列函数的微分。

(1)y=xlnx-x2　　　　　　　　　　(2)y=xarctan x

(3)y=lntanx
2 　　　 (4)y2cosx=a2sin3x

(5)y=esinx　　　　　 (6)y=(ex+e-x)3

(7)y=x+lny　　　　 (8)y=f(x3+2)

2.测量一正方形台子的面积,测得边长是2.4m,测量的误差是5cm,试问测得台子

面积的误差的精确值和近似值各为多少?

3.当x很小时,用函数的微分证明近似公式
3
1+x≈1+x

3
,并用此公式求

3
9的近

似值(精确到小数点后三位)。

4.用微分公式计算arctan1.02的近似值(精确到小数点后三位)。

第2章习题参考答案

习题2.1

1.冷却速度为lim
Δx→0

ΔT
Δt=lim

Δx→0

T(t+Δt)-T(t)
Δt =T′(t)

2.(1)-f′(x0),(2)f′(0),(3)2f′(x0),(4)- 1
f′(x0)

3.(1)y′=a　(2)y′=-1
x2

4.(1)y′(1)=y′(2)=a　(2)y′(1)=-1,y′(2)=-1
4

5.f′(a)=φ(a)

6.f′(0)=24
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7.连续,不可导

8.连续,不可导

9.不连续,不可导

10.f′(0)=1
11.在x=0处,连续,不可导;在x=1处,连续,可导;在x=2处,不连续,不可导。

12.4
13.x+y-3=0

14.-x+π
2

15.a=2　b=1
习题2.2

1.(1)6x+4x-3　　　　　　　　　　　(2)-1
2x-3

2 -1
2x-1

2

(3) -2
(1+x)2 (4)2xcosx-x2sinx

2.(1)y′=- x
a2-x2

　 (2)y′=-tanx

(3)y′= lnx
x 1+ln2x

　　　　　　　　　　　(4)y′=nsinn-1xcosx(n+1)x

(5)y′= 1
xlnx·ln(lnx)　　　　　　　　　　　(6)y′= 1

1-x2 +1-x2

3.(1)21x6+1
5y4+2　　　　　　　 (2)- ey

1+xey

(3)-1　　　　　　　　　　 (4) x2+ycosyæ

è
ç

ö

ø
÷

x xcosy
x

(5)-2xsin(x2+y)+1
sin(x2+y) 　　　　 (6)- y2ex

1+yex

(7)-y+2xsin2x+yxexy

x2exy+xlnx

4.(1)ex·xex lnx+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x 　　　　 (2)(2x)x·(2x)x·2+ln2x
2 x

(3)(sinx)x(xcotx+lnsinx)

(4)(sinx)lnx lnsinx
x +cotx·lnæ

è
ç

ö

ø
÷x

(5) x+2(3-x)4
(x+1)5

1
2(x+2)+

4
x-3- 5

x[ ]+1
(6)xx(lnx+1)

(7)(x+1)(x+2)2(x+3)3 1
x+1+ 2

x+2+ 3
x[ ]+3

5.(1)f′(x)=
cosx x≤0
　
ex+xex x>{ 0
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(2)f′(x)=
4x

(1+x2)2 x<1

1 x≥
{

1
6.x+2y-8=0
7.x-y-4=0

8.(1)x=2　　　 (2)x=-3
2

9.451
2

10.(1)y′x=exf′(ex)ef(x)+f(ex)ef(x)·f′(x)
(2)(ex+exe-1)f′(ex+xe)

习题2.3

1.(1)1
x　　　　　 (2)2sec2xtanx-cosx

(3)-2
xsin(lnx)　　 (4)sin(x+y)/[cos(x+y)-1]3

(5)(4x3+6x)ex2
　　　 (6)[2xy-ey](y2-2y)/(x+ey)3

2.(1)ax(lna)n　　　 (2)cosx+nπæ

è
ç

ö

ø
÷

2

(3)a0·n! 　　　　 (4)(-1)n-1 (n-1)
(1+x)n

3.2f′(x2+a)+4x2f″(x2+a)

4.(1)-1
2π

;- 1
4π2　　 (2)2e2

6.dy
dx=-tanθ,d

2y
dx2= 1

3asinθcos4θ
7.3x-y+7=0

习题2.4

1.(1)(lnx-2x+1)dx　　 (2) arctan x+ x
2(1+x

é

ë
êê

ù

û
úú)dx

(3)cscxdx　　　　　　　 (4)3a2cos3x+y2sinx
2ycosx dx

(5)esinxcosxdx　　　　　　 (6)3(ex+e-x)(ex-e-x)dx

(7) y
y-1dx　　　　　　　 (8)3x2f′(x3+2)dx

2.0.2425m2;0.24m2

3.2.084
4.0.795
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第3章　微分中值定理与导数的应用

上一章介绍了微分学的两个基本概念———导数与微分及其运算。本章将以微分学的

基本定理———微分中值定理为理论依据,介绍导数在研究函数和经济问题中的有关应用。

3.1　微分中值定理

3.1.1　罗尔定理

　　若函数f( )x 满足下列条件:
(1)在闭区间[a,b]上连续;
(2)在开区间(a,b)内可导;
(3)在区间端点的函数值相等,即f( )a =f( )b ;

则在(a,b)内至少存在一点ξa<ξ<( )b ,使得

f′( )ξ =0
　　罗尔定理的几何意义是:如果AB 是一条连续的曲线弧,除端点外处处具有不垂直

于x 轴的切线,且两个端点的纵坐标相等,那么在曲线弧 AB 上至 少 存 在 一 点C

ξ,f( )( )ξ ,在该点处曲线的切线平行于x 轴,如图3-1所示(图示的函数存在两点ξ1 和

ξ2)。

图　3-1

注意:定理的三个条件是结论的充分条件,即如果缺少某一条件,结论就可能不成

立。不过即使三个条件都不满足,结论中的ξ仍可能存在。
罗尔定理常被用来判别函数f ( )′ x 的零点。

例3.1.1　验证函数f( )x =lnsinx在 π
3

,2π[ ]3
上满足罗尔定理,并求定理中ξ的值。

解　因为f( )x 是初等函数,它在定义区间 π
3

,2π[ ]3
上连续,f ( )x 在 π

3
,2π[ ]3

上可

导,且



f ( )′ x =cosx
sinx =cotx

又

f πæ

è
ç

ö

ø
÷

3 =f 2πæ

è
ç

ö

ø
÷

3 =ln 3
2

　　综上所述,f( )x 在 π
3

,2π[ ]3
上满足罗尔定理条件。令cotξ=0,得ξ=π

2∈ π
3

,2πæ

è
ç

ö

ø
÷

3
,

即为所求。
评注　按罗尔定理三条件检查,然后解方程f′( )ξ =0,ξ∈ a,( )b 。

例3.1.2　不求导数,判别函数f ( )x =x x( )-1 x( )-2 x( )-3 的导数方程(即

f ( )′ x =0)有几个实根,以及它们所在范围。
解　由于 f ( )x 为多项式函数,所以 f ( )x 在 -∞,( )+∞ 内有连续的导数,且

f( )0 =f( )1 =f( )2 =f( )3 =0,故f( )x 在 0,[ ]1 ,1,[ ]2 ,2,[ ]3 上均满足罗尔定理的三

个条件,那么根据罗尔定理,在 0,( )1 内至少存在一点ξ1,使得f′ξ( )1 =0,即ξ1 为f ( )′x =
0的一个实根,ξ1∈ 0,( )1 ;

在 1,( )2 内至少存在一点ξ2,使得f′ ξ( )2 =0,即ξ2 为f ( )′ x =0 的一个实根,

ξ2∈ 1,( )2 ;
在 2,( )3 内至少存在一点ξ3,使得f′ ξ( )3 =0,即ξ3 为f ( )′ x =0 的一个实根,

ξ3∈ 1,( )2 ;
又f ( )′ x =0为三次方程,至多有三个实根,故f ( )′ x =0恰有三个实根,它们分别在

0,( )1 ,1,( )2 及 2,( )3 内。

3.1.2　拉格朗日中值定理

若函数f( )x 满足下列条件:
(1)在闭区间[a,b]上连续;
(2)在开区间 a,( )b 内可导;

则在 a,( )b 内至少存在一点ξ,使得

f′( )ξ =f( )b -f( )a
b-a

,　ξ∈ a,( )b

或

f( )b -f( )a =f′( )ξ b-( )a ,　ξ∈ a,( )b
　　显然,罗尔定理是拉格朗日中值定理当f( )a =f( )b 时的特殊情形。

如图3-2所示,拉格朗日中值定理的几何意义是:如果连续曲线y=f ( )x 的弧AB
上除端点外处处具有不垂直于x 轴的切线,那么在弧AB 上至少有一点C ξ,f( )( )ξ ,该
点处切线平行于割线AB。

例3.1.3　验证函数f( )x =x2+2x在[0,2]上满足拉格朗日中值定理的条件,并求

定理中ξ的值。
解　显然f ( )x 在[0,2]上连续,又f ( )′ x =2x+2,显然f ( )x 在 0,( )2 内可导,故

f( )x 在[0,2]上满足拉格朗日中值定理的条件。根据拉格朗日中值定理,得
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图　3-2

f( )2 -f( )0 =f′( )ξ 2-[ ]0 = 2ξ+( )2 ×2
所以ξ=1∈ 0,( )2 。

评注　按拉格朗日中值定理的条件检查,然后解方程f( )b -f( )a
b-a =f′( )ξ ,ξ∈ a,( )b 。

推论1　如果在开区间(a,b)内,f′(x)=0恒成立,则f(x)在(a,b)内恒为常数。

例3.1.4　试证明:arctanx+arcccotx=π
2

,(-∞<x<+∞)

证明:设f(x)=arctanx+arccotx,则

f′(x)= 1
1+x2 - 1

1+x2 =0,(-∞ <x<+∞)

　　依推论1,

f(x)=C,(C为常数),(-∞ <x<+∞)

　　因为f(0)=arctan0+arccot0=π
2

,因此C=π
2

,即

arctanx+arccotx= π
2

,(-∞ <x<+∞)

　　推论2　如果在开区间(a,b)内恒有f′(x)=g′(x),则在(a,b)内两个函数仅差一个

常数,即

f(x)=g(x)+C,(C为常数)

　　例3.1.5　证明:当0<b≤a时,不等式a-b
a ≤lna

b≤a-b
b

成立。

解　原不等式可写为

a-b
a ≤lna-lnb≤a-b

b
,0<b≤a (3-1)

　　设f( )x =lnx,则

f( )a -f( )b =lna-lnb
　　因为f( )x 在 b,[ ]a 上连续,在 b,( )a 内可导,所以由拉格朗日定理,有

f( )a -f( )b =f′( )ξ a-( )b ,　0<b<ξ<a
即

lna-lnb= 1
ξ

a-( )b ,　0<b<ξ<a

　　因为
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0<b<ξ<a

所以0<1
a<1

ξ
<1

b
,代入式(3-1)中得

a-b
a <lna

b <a-b
b

,0<b<a

　　当0<b=a时,有a-b
b =lna

b=a-b
b =0,故

a-b
a ≤lna

b ≤a-b
b

,0<b≤a

　　评注　用拉格朗日中值定理证明不等式D<A-B<C,x∈I,方法如下:
(1)化原不等式为同解不等式,使不等式中出现两项差 A-B,设f ( )x =? 则f ( )b -f ( )a =

A-B。
(2)当x∈I时,验证f( )x 在 a,[ ]b 上满足拉格朗日中值定理条件,并写出拉格朗日中值公式:

f( )b -f( )a =f′( )ξ b-( )a ,ξ∈ a,( )b (3-2)

　　(3)对导数f′( )ξ 进行估值,得0<F<f′( )ξ <E,代入式(3-2),得

D =F b-( )a <f( )b -f( )a <E b-( )a =C
即D<A-B<C。

3.1.3　柯西中值定理

若函数f( )x ,g( )x 满足下列条件:
(1)在闭区间 a,[ ]b 上连续;
(2)在开区间 a,( )b 内可导,且g ( )′ x ≠0;

则在 a,( )b 内至少存在一点ξ,使得

f( )b -f( )a
g ( )b -g( )a =f′( )ξ

g′( )ξ
,　ξ∈ a,( )b

　　例3.1.6　验证函数f( )x =sinx与g ( )x =cosx在 0,π[ ]2
上满足柯西定理的条件,

并求定理中ξ的值。

解　f ( )x 与g ( )x 都是初等函数,在 0,π[ ]2
上都有定义,从而都连续,又f ( )′ x =

cosx与g ( )′ x =-sinx在 0,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
内都存在,故f( )x 与g ( )x 在 0,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
内可导,且

g ( )′ x =-sinx≠0,x∈ 0,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2

　　故f( )x 与g ( )x 在 0,π[ ]2
上满足柯西定理的条件。根据柯西定理,得

f πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 -f( )0

g πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 -g( )0
=f′( )ξ

g′( )ξ
,　0<ξ< π

2
(3-3)

　　由f πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =1,f ( )0 =0,g πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =0,g ( )0 =1,f′ ( )ξ =cosξ,g′ ( )ξ =-sinξ,代入

式(3-3),有
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1-0
0-1= cosξ

-sinξ
,　0<ξ< π

2
所以

cotξ=1,0<ξ< π
2

所以ξ=π
4∈ 0,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
。

评注　按柯西中值定理三条件逐条检验,然后解方程f( )b -f( )a
g ( )b -g( )a =f′( )ξ

g′( )ξ
,ξ∈ a,( )b ,求ξ的值。

习题3.1

1.函数f( )x =x3+4x2-7x-10在区间[-1,2]上是否满足罗尔定理的所有条件?
如果满足,请找出定理中的数值ξ,即满足f′( )ξ =0的点ξ。

2.验证罗尔定理对函数y=lnsinx在区间 π
6

,5π[ ]6
上的正确性。

3.不求导数,判断函数f( )x = x( )-1 x( )-2 x( )-3 的导数有几个实根,并指出它

们所在的区间。

4.设f( )x =arctanx,x∈ 0,[ ]1 ,求使拉格朗日中值公式成立的ξ的值。

5.验证拉格朗日中值定理对函数y=x3 在区间[0,1]上的正确性。
6.证明不等式: sinx-siny ≤ x-y 。

7.证明:若c0+
c1

2+c2

3+…+ cn

n+1=0,c0,c1,c2,…,cn 是常数,则方程c0+c1x+

c2x2+…+cnxn=0在 0,( )1 内至少有一个实根。

8.证明恒等式:2arcsinx+arccosx=π
2

,x∈ -1,[ ]1 。

3.2　洛必达法则

我们约定用“0”表示无穷小,用“∞”表示无穷大。在第2章里我们知道,两个无穷小

量之比为0
0

,或两个无穷大量之比为∞
∞

的极限,有的存在,有的不存在,我们称这类极限

为不定式。
我们约定用“1”表示以1为极限的函数,则还有下列五种不定式:

0·∞,∞-∞,1∞ ,00,∞0

　　这五种不定式皆可化为0
0

或∞
∞

型不定式,即

0·∞ = 1
1
∞

= 0
0

,　 或 　0·∞ = ∞
1
0

= ∞
∞

∞1-∞2 = 1
1
∞1

- 1
1
∞2

=

1
∞2

- 1
∞1

1
∞1∞2

= 0
0
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1∞ =e∞ln1 =e∞·0

00 =e0·ln0 =e0·∞

∞0 =e0ln∞ =e0·∞

　　由此可见,0
0

型和∞
∞

型是七种不定式中的两个基本类型。用柯西中值定理可以推导

出求这两种不定式极限的一种重要方法,称为洛必达法则。

3.2.1　0
0

型

洛必达法则Ⅰ　如果函数f(x)和g(x)满足下面三个条件:
(1)lim

x→a
f(x)=0,lim

x→a
g(x)=0;

(2)在点a的某个邻域中(点a除外),f(x)与g(x)都可导,且g′(x)≠0;

(3)lim
x→a

=f′(x)
g′(x)存在(或为∞);

则有

lim
x→a

f(x)
g(x)=lim

x→a

f′(x)
g′(x)

　　推论　如果当x→a时,f′(x)
g′(x)仍为0

0
型不定式的极限,而f′(x),g′(x)仍满足洛必达

法则的条件,则有

lim
x→a

f(x)
g(x)=lim

x→a

f′(x)
g′(x)=lim

x→a

f″(x)
g″(x)

　　一般地,有

lim
x→a

f(x)
g(x)=lim

x→a
=f′(x)

g′(x)= … =lim
x→a

f(n)(x)
g(n)(x)

　　上面推论告诉我们,只要符合推论条件,洛必达法则可以连续使用有限次。对下文介

绍的洛必达法则Ⅱ,有相应的推论,将不再重复叙述。
把洛必达法则Ⅰ及推论中的x→a改为x→∞,洛必达法则同样有效,即

lim
x→∞

f(x)
g(x)

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
0 =lim

x→∞

f′(x)
g′(x)

　　例3.2.1　求下列极限。

(1)lim
x→3

3x2-5x-12
x3-x2-4x-6

;　　　　　　(2)lim
x→0

x-sinx
x3 ;

(3)lim
x→+∞

ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
arccotx

; (4)lim
x→0

ex2
-1

cosx-1
;

(5)lim
x→0

ln1+( )x
x2 ; (6)lim

x→0

x-arcsinx
sin3x

解　(1)lim
x→3

3x2-5x-12
x3-x2-4x-6=lim

x→3

6x-5
3x2-2x-4=13

17

(2)lim
x→0

x-sinx
x3 =lim

x→0

1-cosx
3x2 =lim

x→+∞

sinx
6x =1

6
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(3)lim
x→+∞

ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
arccotx =lim

x→+∞

1

1+1
x

-1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

- 1
1+x2

=lim
x→+∞

x2+1
x2+x=1

(4)lim
x→0

ex2
-1

cosx-1=lim
x→0

2xex2

-sinx=lim
x→0

x
sinx

· -2ex( )
2

—————
重要极限

( )1× -2×1 =-2

(5)lim
x→0

ln1+( )x
x2 =lim

x→0

1
1+x
2x =∞

(6)lim
x→0

x-arcsinx
sin3x ————————

分子分母分别求导
lim
x→0

1- 1
1-x2

3sin2xcosx

—————————
分离极限存在的因子

lim
x→0

x
sin

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2 1
3cosx· 1-x2

· 1-x2 -1
x2

——————
四则运算法则

12×1
3lim

x→0

1-x2 -1
x2

————
有理化 1

3lim
x→0

-x2

x2 1-x2( )+1

——
约分 1

3lim
x→0

-1
1-x2 +1

————
代入得

-1
6

评注　(1)洛必达法则可以连续使用有限次,每一次使用洛必达法则后,都要对函数进行整理,并

检查是否可以继续使用洛必达法则;

(2)尽量用重要极限;

(3)及时分离极限存在的因子,用四则运算法则;

(4)是分子分母分别求导,不是求分式的导数。

3.2.2　∞
∞

型

洛必达法则 Π　如果如果函数f(x)和g(x)满足下面三个条件:
(1)lim

x→a
f(x)=∞,lim

x→a
g(x)=∞

(2)在点a的某个邻域中(点a可除外),f(x)与g(x)都可导,且g′(x)≠0

(3)lim
x→a

f′(x)
g′(x)存在(或为∞)

则有

lim
x→a

f(x)
g(x)=lim

x→a

f′(x)
g′(x)

　　把x→a改为x→∞,同样有

lim
x→∞

f(x)
g(x)

æ

è
ç

ö

ø
÷

∞
∞ =lim

x→∞

f′(x)
g′(x)
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　　例3.2.2　求下列极限。

(1)lim
x→0+

lncotx
lnx

;　　　　　(2)lim
x→+∞

ln( )x m

x
(m 为正整数);

(3)lim
x→0+

lntan5x
lntan3x

解　这三题都是∞
∞

型未定式,应用洛必达法则∏可得:

(1)lim
x→0+

lncotx
lnx =lim

x→0+

1
cotx

· -csc2( )x

1
x

=lim
x→0+

-x
sinxcosx

=-lim
x→0+

1
cosxlim

x→0+

x
sinx=-1

(2)由于

lim
x→+∞

lnx
x

1
m
= lim

x→+∞

1
x

1
mx

1
m-1

= lim
x→+∞

m
x

1
m

=0

所以

lim
x→+∞

ln( )x m

x = lim
x→+∞

lnx
x

1
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

m

=0

　　(3)lim
x→0+

lntan5x
lntan3x=lim

x→0+

5sec25x
tan5x
3sec23x
tan3x

=lim
x→0+

5tan3x
3tan5x

·lim
x→0+

1+tan25x
1+tan23x=1

评注　洛必达法则是确定未定式的一种重要且简便的方法,使用洛必达法则时我们应注意检验定

理中的条件,然后一般要整理化简;如仍属未定式,可以继续使用,使用中应注意结合运用其他求极限

的方法,如等价无穷小替换、作恒等变形、适当的变量代换或两个重要极限等,以简化运算过程。

例3.2.3　(1)极限lim
x→∞

2x-sinx
3x+sinx

存在吗? 能否用洛必达法则求其极限?

解　lim
x→∞

2x-sinx
3x+sinx=lim

x→∞

2-1
xsinx

3+1
xsinx

=2-0
3+0=2

3
,即极限存在。但不能用洛必达法则求

出其极限,因为lim
x→∞

2x-sinx
3x+sinx

尽管是∞
∞

型,可是若对分子分母分别求导后得2-cosx
3+cosx

,由于

lim
x→∞

2-cosx
3+cosx

不存在,故不能使用洛必达法则。
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(2)求lim
x→0

x2sin1
x

sinx
。

解　这个问题属于0
0

型未定式,但分子求导数后的极限不存在,即有

lim
x→0

x2sin1æ

è
ç

ö

ø
÷

x′

sin( )x′ =lim
x→0

2xsin1
x -cos1

x
cosx

　　此时极限不存在,故洛必达法则失效,需用其他方法求此极限。可以如下求出极限:

lim
x→0

x2sin1
x

sinx =lim
x→0

x
sinx

·xsin1æ

è
ç

ö

ø
÷

x =1×0=0

　　本例说明,洛必达法则是求0
0

或∞
∞

型不定式极限的一种重要方法,但不是万能方法。

3.2.3　其他不定式

1.0·∞型

　　例3.2.4　求lim
x→0+

x·lnx。

解　lim
x→0+

x·lnx(0·∞)=lim
x→0+

lnx
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

∞
∞

=lim
x→0+

1
x

-1
x2

=lim
x→0

(-x)=0

2.∞-∞型

例3.2.5　求lim
x→0

1
x- 1

ex
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
。

解　lim
x→0

1
x- 1

ex
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
(∞-∞)=lim

x→0

ex-1-x
x(ex-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
0

=lim
x→0

ex-1
ex-1+xe

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
0

=lim
x→0

ex

ex+ex+xe
æ

è
ç

ö

ø
÷

x =1
2

3.1∞型

例3.2.6　求lim
x→0

ex+sin( )x
1
x 。

解　lim
x→0

ex+sin( )x
1
x =lim

x→0
e

1
xln ex+sin( )x

=elim
x→0

ln(ex+sinx)
x

——————
用洛必达法则

elim
x→0

1
ex+sinx

(ex+cosx)

1

=e2
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4.00型

例3.2.7　求lim
　x→0+

xsinx。

解　 lim
　x→0+

xsinx= lim
　x→0+

esinxlnx=e
lim

　x→0+
sinxlnx

=e
lim

　x→0+

lnx
cscx

=e
lim

　x→0+

1
x

-cosx
sin2x

=e
lim

　x→0+

-sinx
x ·tanx

=0

5.∞0 型

例3.2.8　求lim
　x→0+

ln1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x
。

解　 lim
　x→0+

ln1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

= lim
　x→0+

exlnln1
x =e

lim
　x→0+

xlnln1
x

=e
lim

　x→0+

lnln1
x

1
x =e

lim
　x→0+

1
ln1

x

·1
1
x

· - 1
x( )2

- 1
x2

=e
lim

　x→0+

x
ln1

x =e0=1

习题3.2

1.求下列极限。

(1)lim
x→0

ex-e-x

x 　　　　　　　　　　　　(2)lim
x→1

lnx
x-1

(3)lim
x→1

x3+x2-5x+3
x3-4x2+5x-1　　 (4)lim

x→0

x-sinx
x3

(5)lim
x→0

1-cosx2

x2sinx2 　　　　 (6)lim
x→π

2

lnsinx
(π-2x)3

(7)lim
x→0

x-arcsinx
sin3x

(8)lim
x→0

(a+x)x-ax

x2 (a>0)

2.求下列极限。

(1)lim
x→π

2

tanx
tan3x　　　　 (2)lim

x→0+

lncotx
lnx

(3)lim
x→+∞

lnx
xn (n∈N)　　 (4)lim

x→+∞

xn

eax(a>0,n∈N)

(5)lim
x→0+

lnx
lnsinx

(6)lim
x→π

2

xtanx
tan3x

3.求下列极限。

(1)lim
x→∞

x2+arctanx
3x2-arctanx　　　　 (2)lim

x→0

x2sin1
x

sinx
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(3)lim
x→+∞

ex-e-x

ex+e-x (4)lim
x→∞

2x+sinx
3x-sinx

4.求下列极限。

(1)lim
x→+∞

e
1
x( )-1 (2)lim

x→1
(1-x)tanπ

2x

(3)lim
x→+∞

x π
2-arctanæ

è
ç

ö

ø
÷x (4)lim

x→0
xcot2x

(5)lim
x→0+

sinx·lnx　 (6)lim
x→1

x
x-1- 1

ln
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
5.求下列极限。

(1)lim
x→0

(1+sinx)
1
x2 　　　　　 (2)lim

x→0

sinxæ

è
ç

ö

ø
÷

x

1
x

(3)lim
x→1

x
1

1-x (4)lim
x→0+

xx

(5)lim
x→0+

xsinx (6)lim
x→-π

2

(cosx)π
2-x

(7)lim
x→+∞

x
1
x 　 (8)lim

x→0+
(cotx)1

lnx

(9)lim
x→0+

ln1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

6.下列极限不能使用洛必达法则的有(　　)。

(A)lim
x→∞

x-arccotx
x+arccotx

(B)lim
x→∞

2x2+sinx
3x2-sinx

(C)lim
x→+∞

ex-e-x

ex+e-x (D)lim
x→+∞

x π
2-arccotæ

è
ç

ö

ø
÷x

3.3　泰 勒 公 式

对于一些比较复杂的函数,为了便于研究,往往希望用一些简单的函数来近似代替这

些比较复杂的函数。由于用多项式表示的函数是各类函数中最简单的一种,因此我们经

常用多项式来近似表达函数。
在微分的应用中已经知道,当 x 很小时,有如下的近似公式:

ex ≈1+x,　tanx≈x,　ln1+( )x ≈1+x
　　这些都是用一次多项式来近似表达函数的例子,它的不足之处是:首先是精确度不

高,它所产生的误差仅是关于x的高阶无穷小量;其次是用它来作近似计算时,不能具体

估算出误差大小。下面的泰勒定理就可以解决以上问题。
设函数f( )x 在含有x0 的开区间内具有直到 n( )+1 阶导数(n为自然数),记

pn ( )x =f x( )0 +f′ x( )0 x-x( )0 +f″ x( )0

2! x-x( )0
2+…+f( )n x( )0

n! x-x( )0
n

下面就是利用pn ( )x 近似表达f ( )x 的泰勒定理。
定理3.3.1　 (泰 勒 (Taylor)中 值 定 理)如 果 函 数 f ( )x 在 x0 的 某 个 邻 域

x0-δ,x0+( )δ 内具有n+1阶导数(n为自然数),则对任何x∈ x0-δ,x0+( )δ ,f( )x 可
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表示为

f( )x =f x( )0 +f′ x( )0 x-x( )0 +f″ x( )0

2! x-x( )0
2

　+…+f( )n x( )0

n! x-x( )0
n +Rn ( )x (3-4)

其中

Rn ( )x =f n+( )1 ( )ξ
n+( )1 ! x-x( )0

n+1 (3-5)

这里ξ是介于x0 与x之间的某个值。
证明:根据Rn ( )x =f( )x -pn ( )x 可知,只需证明

Rn ( )x =f n+( )1 ( )ξ
n+( )1 ! x-x( )0

n+1

ξ在x0 与x之间即可。
而由假设及 Rn ( )x =f ( )x -pn ( )x 可知,Rn ( )x 在 x0-δ,x0+( )δ 内具有直到

n( )+1 阶导数,且

Rn x( )0 =R′ x( )0 =R″ x( )0 = … =R ( )n x( )0 =0
　　对两个函数Rn ( )x 及 x-x( )0

n+1在以x0 及x为端点的区间上应用柯西中值定理得

Rn ( )x
x-x( )0

n+1=
Rn ( )x -R′n x( )0

x-x( )0
n+1-0

= R′n ξ( )1

nn+( )1 ξ2-x( )0
n

其中ξ1 在x0 与x之间。
再对函数R′n ( )x 及 n( )+1 (x-x0)″在以x0 及x 为端点的区间上应用柯西中值定

理得

R′n ( )ξ
n+( )1 ξ1-x( )0

n=
R′n ξ( )1 -R′n x( )0

n+( )1 ξ1-x( )0
n -0

= Rn″ξ( )2

nn+( )1 ξ2-x( )0
n-1

其中ξ2 在x0 与ξ1 之间。
依此方法继续下去,经过 n( )+1 次后,得

Rn ( )x
x-x( )0

n+1 =R n+( )1
n ( )ξ
n+( )1 !

其中ξ在x0 与ξn 之间,因此ξ在x0 与x之间。
因p n( )+1

n ( )x =0且Rn ( )x =f( )x -pn ( )x ,于是有R n( )+1
n ( )x =f n( )+1 ( )x ,即

R n+( )1
n ( )ξ =f n+( )1 ( )ξ

则由上式得

R n+( )1
n ( )x =f n+( )1 ( )ξ

n+( )1 ! x-x( )0
n+z

其中ξ在x0 与x之间。
于是定理得证。

公式(3-4)称为函数f ( )x 在点x0 点的n阶泰勒公式,公式(3-5)称为拉格朗日型
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余项。
当n=0时,泰勒公式变成拉格朗日中值公式:

f( )x =f x( )0 +f′( )ξ x-x( )0 　(ξ在x0 与x之间)
因此,泰勒中值定理是拉格朗日定理的推广。

　　利用泰勒中值定理可知函数f( )x 能用多项式近似表示:

f( )x ≈f x( )0 +f′ x( )0 x-x( )0 +f″ x( )0

2! x-x( )0
2+…+f( )n x( )0

n! x-x( )0
n

其误差为 Rn ( )x 。

　　若f n( )+1 ( )x 在 U x0,( )δ 内有界,则误差 Rn ( )x 由下式进行估计:

Rn ( )x = f n+( )1 ( )ξ

n+( )1 ! x-x( )0
n+1 ≤ M

n+( )1 ! x-x0
n+1 (3-6)

并且

lim
x→x0

Rn ( )x
x-x( )0

=0

其中,M = max
x∈U x0,( )δ

f n( )+1 ( )x 。从 而 可 以 看 出 当 x→x0 时,误 差 Rn ( )x 是 比

x-x( )0
n 高阶的无穷小,即Rn ( )x =o x-x( )0[ ]n 。式(3-6)称为余项的估计式。

在不需要 余 项 的 精 确 表 达 式 时,n 阶 泰 勒 公 式 (3-4)的 余 项 Rn ( )x 可 以 换 成

o x-x( )0[ ]n ,此时公式(3-4)变成:

f( )x =f x( )0 +f′ x( )0 x-x( )0 +f″ x( )0

2! x-x( )0
2+…

+f( )n x( )0

n! x-x( )0
n +o x-x( )0

n (3-7)

其中,o x-x( )0[ ]n 称为佩亚诺(Peano)型余项,公式(3-7)又称为带有佩亚诺型余项的n
阶泰勒公式。

在泰勒公式(3-4)中,如果取x0=0,则ξ介于0与x之间,并且令ξ=θx 0<θ<( )1 ,
这时泰勒公式(3-4)变成如下形式:

f( )x =f( )0 +f′( )0x+f″( )0
2! x2+…+f( )n ( )0

n! xn +f n+( )1 θ( )x
n+( )1 ! xn+1 0<θ<( )1

(3-8)

　　公式(3-8)称为带有拉格朗日型余项的麦克劳林(Maclaurin)公式。
在公式(3-7)中,如果取x0=0,则公式(3-7)又成为带有佩亚诺型余项的麦克劳林公

式,即

f( )x =f( )0 +f′( )0x+f″( )0
2! x2+…+f( )n ( )0

n! xn +ox( )n

　　于是函数f( )x 可用如下公式近似表示:

f( )x ≈f( )0 +f′( )0x+f″( )0
2! x2+…+f( )n ( )0

n! xn

其误差为 Rn ( )x ≤ M
n( )+1 ! x n+1。

例3.3.1　验证下列函数的带有拉格朗日型余项的麦克劳林(Maclaurin)公式。
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(1)ex=1+x+x2

2!+…+xn

n!+
eθx

n( )+1 !x
n+1,　0<θ<1,x∈ -∞,( )+∞

(2)sinx=x-x3

3!+
x5

5!+… ( )+ -1 m-1 x2m-1

2m( )-1 +R2m ( )x

其中

R2m ( )x =
sinθx+ 2m+( )1 π[ ]2

2m+( )1 ! x2m+1,　0<θ<1,x∈ -∞,+( )∞

　　(3)cosx=1-x2

2!+
x4

4!-
x6

6!+… ( )+ -1 n x2n

2( )n !+R2m+1 ( )x

其中,

R2m ( )x =cosθx+ m+( )1[ ]π
2m+( )2 ! x2m+2,　0<θ<1,x∈ -∞,+( )∞

　　(4)ln1+( )x =x-x2

2+x3

3-… ( )+ -1 n-1xn

n +Rn ( )x

其中,

Rn ( )x = -( )1 n

n+1xn+1 1+θ( )x -n-1,　0<θ<1

　　(5) 1+( )x m=1+mx+m m( )-1
2! x2+…+m m( )-1 … m-n( )+1

n! xn+Rn ( )x

其中,

Rn ( )x =m m-( )1 … m-n+( )1 m-( )n
n+( )1 ! 1+θ( )x m-n-1xn+1,0<θ<1

　　证明:这里只验证其中三个公式(1)(2)(4),其余的请读者自行证明

(1)因为

f ( )′ x =f ( )″ x = … =f( )n ( )x =ex,
所以

f( )0 =f′( )0 =f″( )0 = … =f( )n ( )0 =1
代入式(3-8)得

ex =1+x+x2

2!+…+xn

n!+
eθx

n+( )1 !x
n+1,　0<θ<1

　　若以n次多项式作为它的近似,则有

ex ≈1+x+x2

2!+…+xn

n!
其误差为

Rn ( )x ≤ eθx

n+( )1 !x
n+1 ≤ e x

n+( )1 ! x n+1,　0<θ<1

　　若取x=1,则可得无理数e的近似式为

e≈1+1+ 1
2!+…+ 1

n!
其误差为

Rn < e
n+( )1 ! < 3

n+( )1 !
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　　当n=10时,e≈2.718282,其误差不超过10-6。
(2)因为

f ( )′ x =cosx,f ( )″ x =-sinx,f‴ ( )x =-cosx,f( )4 ( )x =sinx,…,

f( )n ( )x =sinx+n·πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
所以

f( )0 =0,f′( )0 =1,f″( )0 =0,f‴ ( )0 =-1,f( )4 ( )0 =sinn·πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
　　令n=2m,由式(3-8)得

sinx=x-x3

3!+
x5

5!+…+ -( )1 m-1 x2m-1

2m-( )1 +R2m ( )x

其中,

R2m ( )x =
sinθx+ 2m+( )1 π[ ]2

2m+( )1 ! x2m+1,　0<θ<1

　　若取m=1,则得近似公式

sinx≈x
其误差为

R2 ≤ sinθx+3πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
3! x3 ≤ x 3

6
,　0<θ<1

　　若m 分别取2和3,得近似公式

sinx≈x-x3

3!　 和 　sinx≈x-x3

3!+
x5

5!

其误差依次不超过1
5! x 5 和1

7! x 7。

(4)因为

f ( )′ x = 1
x+1= x+( )1 -1,f ( )″ x =-1× x+( )1 -2,

f‴ ( )x =-1× -( )2 x+( )1 -3,…,

f( )n ( )x = -( )1 × -( )2 ×…× - n-( )[ ]1 x+( )1 -n

= -( )1 n-1 n-( )1 ! x+( )1 -m

所以

f( )0 =0,f′( )0 =1,f″( )0 =-1,f‴ ( )0 =2,…,f( )n ( )0 = -( )1 n-1 n-( )1 !
　　由式(3-8)得

ln1+( )x =x-x2

2 +x3

3 -…+ -( )1 n-1xn

n +Rn ( )x

其中,Rn ( )x = ( )-1 n

n+1xn+1 1+θ( )x -n-1,0<θ<1。

类似地,还可以得到一些常用的带有佩亚诺型余项的麦克劳林公式。

(1)ex=1+x+x2

2!+…+xn

n!+
eθx

n( )+1 !x
n+1,0<θ<1,x∈ -∞,( )+∞

(2)sinx=x-x3

3!+
x5

5!+… ( )+ -1 m-1 x2m-1

2m( )-1 +R2m ( )x
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(3)cosx=1-x2

2!+
x4

4!-
x6

6!+… ( )+ -1 n x2n

2( )n !+ox2( )n

(4)ln1+( )x =x-x2

2+x3

3-… ( )+ -1 nxn+1

n+1+oxn( )+1

(5) 1
1-x=1+x+x2+…+xn+ox( )n

(6) 1+( )x m=1+mx+m m( )-1
2! x2+…+m m( )-1 … m-n( )+1

n! xn+ox( )n

评注　以上结果作为公式记住。

于是我们立即可以得到下面结果:

lim
x→0

ex -1
x =1(取ex =1+x+ ( )ox )

lim
x→0

ex -x-1
x2 = 1

2
(取ex =1+x+x2

2!+ox( )2 )

lim
x→0

sinx
x =1(取sinx=x+ ( )ox )

lim
x→0

sinx-1
x3 =-1

6
(取sinx=x-x3

6 +ox( )3 )

lim
x→0

ln1+( )x
x =1(取sinx=x+ ( )ox )

lim
x→0

ln1+( )x -x
x2 =-1

2
(取ln1+( )x =x-x2

2 +ox( )2 )

　　例3.3.2　求下列极限。

(1)lim
x→0

sinx-x
x ex2

( )-1

(2)lim
x→0

ln1+( )xln1-( )x -ln1-x( )2

1-x2 -1+1
2x2

(3)lim
x→0

ex2
+2cosx-3

x4

　　解　(1)因为当x→0时,sinx=x-x3

6+ox( )3 ,ex2
=1+x2+ox( )2 ,所以

lim
x→0

sinx-x
x ex2

-( )1
=lim

x→0

-x3

3!+ox( )3

x3+ox( )3

=lim
x→0

-1
6+ox( )3

x3

1+ox( )3

x3

=-1
6

　　(2)当x→0时,ln1+( )x =x-x2

2+x3

3+ox( )3 ,ln1-( )x =-x-x2

2-x3

3+ox( )3

ln1-x( )2 =-x2-x4

2 +ox( )4 , 1-x2 = 1-x( )2 1
2 =1-1

2x2-1
8x4+ox( )4
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故

ln1+( )xln1-( )x =-x2- 5
12x

4+ox( )4

所以

lim
x→0

ln1+( )xln1-( )x -ln1-x( )2

1-x2 -1+1
2x2

=lim
x→0

1
12x

4+ox( )4

-1
8x4+ox( )4

=-2
3

　　(3)因为

ex2
=1+x2+ 1

2!x
4+ox( )4

cosx=1-x2

2!+
x4

4!+ox( )5

所以

ex2
+2cosx-3= 1

2!+2× 1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

! x4+ox( )4

于是

lim
x→0

ex2
+2cosx-3

x4 =lim
x→0

7
12x

4+ox( )4

x4

= 7
12

　　评注　一些常用函数的麦克劳林公式也可以给求极限带来方便。

习题3.3

1.应用麦克劳林公式,按x幂展开函数f ( )x = x2-3x( )+1 3。

2.求函数f( )x =tanx的带有拉格朗日型余项的3阶麦克劳林公式。

3.求函数f( )x =xex 的带有佩亚诺余项的n 阶麦克劳林公式。

4.求下列极限。

(1)lim
x→0

1-cosx2

x3sinx
;

(2)lim
x→0

6sinx3+x3 x6( )-6
x9ln1+x( )6 ;

(3)lim
x→+∞

x3-x2+xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 e
1
x - 1+x[ ]6

3.4　函数的单调性与极值

3.4.1　函数的单调性

　　第1章已给出,函数在某个区间内单调定义,现在介绍利用导数判定函数单调性的方
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法。根据中值定理可推出下面结论。
定理3.4.1　设函数f( )x 在 a,( )b 内可导,则f( )x 在 a,( )b 内单调增加(单调减少)

的充要条件是f ( )′ x ≥0(f ( )′ x ≤0),x∈ a,( )b 。
从几何直观图形来观察也容易看出上面结论,若区间 a,( )b 内,曲线y=f( )x 是上升

的,即函数f ( )x 是单调增加的,则曲线y=f ( )x 上每一点的切线斜率都非负,也即

f ( )′ x ≥0,如图3-3(a)所示;若区间 a,( )b 内,曲线y=f ( )x 是下降的,即函数f ( )x 是

单调减少的,则曲线y=f( )x 上每一点的切线斜率都非正,也即f ( )′ x ≤0,如图3-3(b)
所示。

图　3-3

注意:函数f ( )x 在 a,( )b 内严格单调增加(严格单调减少)未必有f ( )′ x >0(或

f ( )′ x <0),即只能得出f ( )′ x ≥0(或f ( )′ x ≤0)。
定理3.4.2　若∀x∈ a,( )b 有f ( )′ x >0(或f ( )′ x <0),则函数f( )x 在 a,( )b 内严

格单调增加(或严格单凋减少)。
于是,可按如下的步骤讨论函数f( )x 的单调性:
(1)确定函数f( )x 的定义域;
(2)求f ( )′ x ,找出使f ( )′ x =0或f ( )′ x 不存在的临界点,这些临界点将定义域分

成若干区间;
(3)列表讨论,用上面的点把Df分成若干个区间,判断f′(x)在每个区间内的符号,

确定f(x)在每个区间内的增减性;
(4)写出f(x)的单调区间。
例3.4.1　确定函数y=x2-lnx2 的单调区间。

解　函数y=x2-lnx2 的定义域为 -∞,( )0 ∪ 0,( )+∞ ,令y′=2x-2
x=0,得x1=

-1,x2=1,于是列表(见下表)讨论。

x -∞,( )-1 -1 -1,( )0 0,( )1 1 1,( )+∞

y′ - 0 + - 0 +

y ↘ ↗ ↘ ↗

注:表中符号“↗”表示单调增加;“↘”表示单调减少。
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所以,y在 -∞,( )-1 ∪ 0,( )1 内单调减少,在 -1,( )0 ∪ 1,( )+∞ 内单调增加。
利用函数的单调性,可以证明不等式。

例3.4.2　证明当x>0时,ln1+( )x >x-x2

2
。

证明　令f( )x =ln1+( )x - x-x2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,则当x>0时

f ( )′ x = 1
1+x-1+x= x2

1+x>0

所以当x>0时,f( )x 严格单调增加,即f( )x >f( )0 。
因为f( )0 =ln1-0,所以当x>0时,

ln1+( )x - x-x2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 >0

　　当x>0时,

ln1+( )x >x-x2

2

　　评注　利用函数的单调性证明不等式。当x>a时,ψ( )x >φ( )x 的方法如下:(1)令f ( )x =

ψ( )x -φ( )x ;(2)求导数并确定当x>a时导数的符号,当x>a时,f ( )′ x =ψ ( )′ x -φ ( )′ x >0;

(3)确定f( )x 的单调性,当x>a时f ( )x 严格单调增加,f( )x >f( )a ;(4)检查f( )a =0,得当x>

a时f ( )x >0,即当x>a时,ψ( )x >φ( )x 。

类似可证明:当x>a时,ψ( )x <φ( )x ;当x<a时,ψ( )x >φ( )x ;当x<a时,ψ( )x <φ( )x 。

3.4.2　函数的极值

1.极值的概念

　　定义3.4.1　如果f(x)在点x0的某个邻域(x0-δ,x0+δ)内有定义,且对任意的x∈
(x0-δ,x0)∪(x0,x0+δ),总有f(x)<f(x0),则称f(x0)为f(x)的一个极大值,x0称为

f(x)的一个极大值点;如果对任意的x∈(x0-δ,x0)∪(x0,x0+δ),总有f(x)>f(x0),

则称f(x0)为f(x)的一个极小值,x0称为f(x)的一个极小值点。
极大值与极小值统称为极值,极大值点与极小值点统称为极值点。
显然,极值是一个局部性概念。函数在某点达到极大值或极小值,是指在局部范围内

(即在该点的某个邻域内)该点的函数值为最大或最小,而不一定是函数在整个考察范围

内的最大值或最小值,因此是一个定义在区间[a,b]上的函数;它在[a,b]上可以有许多

极大值和极小值,但其中的极大值并不一定都是大于每一个极小值的,如图3-4的极大值

f(x5)小于极小值f(x2)。在几何上,极大值对应于函数曲线的峰顶,极小值对应于函数

曲线的谷底。
另外,由定义知,函数定义区间的端点一定不是极值点。因作为一个极值,要用极

值点左右两侧的函数值与它比较。换句话说,函数如果有极值,则一定在区间的内部

取到。
由图3-4看出,在极值点处,若曲线有非铅直切线,则切线一定是水平的,即切线的斜

率为0。因此,我们得到极值存在的必要条件。
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图　3-4

2.极值存在的必要条件

定理3.4.3　设点x0是函数f(x)的极值点,且f(x)在点x0处可导,则f′(x0)=0。
定义3.4.2　若f′(x0)=0,则称x0为f(x)的一个驻点。
由定理3.4.3知道,极值点必为驻点或不可导点,但反过来,驻点或不可导点却不一

定是极值点。
例如:x=0是f(x)=x2的驻点,也是极小值点;x=0是f(x)=x3的驻点,但不是极值点。

又如:x=0是f(x)=|x|的不可导点,也是极小值点;x=0是f(x)=
3
x的不可导

点,但不是极值点。
例3.4.3　设函数f(x)=x3+ax2+bx在x=1和x=-1处取得极值,求a,b的值。
解　∵f′(x)=3x2+2ax+b
∴f′(1)=3+2a+b,f′(-1)=3-2a+b
∵x=1,x=-1均为极值点

∴
f′(1)=3+2a+b=0
　
f(-1)=3-2a+b{ =0

解得a=0,b=-3
由上面的讨论我们知道,集合(极值点)包含于集合(驻点或不可导点)内。要求函数

的极值点,应先求出驻点和不可导点,再从中逐个加以判别是否为极值点。下面给出两个

判别极值点的充分条件。

3.极值存在的充分条件

定理3.4.4　(极值存在的一阶充分条件)设函数f(x)在点x0的某个邻域内连续且

可导(但f′(x0)可以不存在)。
(1)若当x<x0时,f′(x)>0,当x>x0时,f′(x)<0,则x0是极大值点;
(2)若当x<x0时,f′(x)<0,当x>x0时,f′(x)>0,则x0是极小值点;　
(3)若在点x0的两侧,f′(x)同号,则x0不是极值点。
根据上面的必要条件和一阶充分条件,可以按以下步骤判别及求函数的极值:
(1)确定函数f( )x 的定义域;
(2)求f ( )′ x ,找出定义域内f ( )′ x =0或f ( )′ x 不存在的点,这些临界点将定义域

分成若干区间;
(3)列表,由f ( )′x 在临界点两侧的符号,确定是否是极值点,是极大值点还是极小值点;
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(4)求出极值。

例3.4.4　求函数f(x)=
3 (2x-x2)2 的单调区间和极值。

解　f(x)的定义域为(-∞,+∞),

f′(x)= 2
3

· 2-2x
3
2x-x2

= 4(1-x)
3

3
x(2-x)

　　令f′(x)=0,得驻点为x=1,f′(x)不存在的点为x=0,x=2。
列表讨论(见下表):

x (-∞,0) 0 (0,1) 1 (1,2) 2 (2,+∞)

f′(x) + 不存在 + 0 - 不存在 +

f(x) 极小值0 极大值1 极小值0

所以,f(x)在(-∞,0)∪(1,2)内严格单调减少,在(0,1)∪(2,+∞)内严格单调增

加,极小值为f(0)=0,f(2)=0,极大值为f(1)=1。
定理3.4.5　(极值存在的二阶充分条件)设x0是函数f(x)的驻点,f(x)在点x0有

二阶导数。
(1)若f″(x0)<0,则x0为f(x)的极大值点;
(2)若f″(x0)>0,则x0为f(x)的极小值点;
(3)若f″(x0)=0,则x0可能是极值点,也可能不是极值点。
例3.4.5　用二阶导数求f(x)=2x3-9x2+12x-3的极值。
解　令f′(x)=6x2-18x+12=6(x-1)(x-2)=0,得驻点为x=1,x=2。

f″(x)=12x-18,f″(1)=-6<0,f″(2)=6>0。
由二阶充分条件,x=1为极大值点,x=2为极小值点,极大值为f(1)=2,极小值为

f(2)=1。

3.4.3　函数的最大值与最小值

1.设f(x)在闭区间[a,b]上连续,求f(x)在[a,b]上的最大值与最小值。
由第2章闭区间上连续函数的性质,若f(x)在闭区间[a,b]上连续,则f(x)在[a,b]

上一定存在最大值与最小值。当然这最大或最小值,可能在区间的两个端点上取得,也可

能在区间内部取到。如果最大(小)值在区间的内部取到,那么这个最大(小)值同时也是

一个极大(小)值,并且它是所有极大(小)值中的最大(小)者。而极值只能在驻点或不可

导点处取得。这样,我们得到求f(x)在闭区间[a,b]内的最大值与最小值的步骤如下:
(1)求出f(x)在[a,b]上的驻点和不可导点;
(2)求出驻点、不可导点和端点的函数值;
(3)比较上述函数值的大小,其中最大者即是最大值,最小者即是最小值。

例3.4.6　求函数f(x)=
3
2x-x2 在[-1,4]上的最大值与最小值。

解　f′(x)= 2-2x
3

3 (2x-x2)2
,不可导点为x=0,x=2。

令f′(x)=0,得驻点x=1。

f(-1)=-
3
3,f(4)=-2,f(0)=0,f(1)=1,f(2)=0
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所以,f(x)在[-1,4]上的最大值为f(1)=1,最小值为f(4)=-2。
2.如果f(x)在[a,b]上单调增加,那么f(x)在[a,b]上的最大值是f(b),最小值是

f(a);如果f(x)在[a,b]上单调减少,那么,f(x)在[a,b]上的最大值是f(a),最小值是

f(b)。
3.如果f(x)在开区间(a,b)内只有一个极大(小)值,而没有极小(大)值,那么极大

值为最大(小)值。
例3.4.7　将边长为a的一块正方形铁皮,四角各截去一个大小相同的小正方形,然

后将四边折起做成一个无盖的方盒。问截掉的小正方形边长为多少时,所得方盒的容积

最大?
解　设小正方形的边长为x,则盒底正方形的边长为a-2x,如图3-5所示。

图　3-5

因此,方盒的容积为

V =x(a-2x)2,　0<x< a
2

令

V′= (a-2x)(a-6x)=0

得x1=a
6

,x2=a
2∉ 0,aæ

è
ç

ö

ø
÷

2
舍去。

V″ aæ

è
ç

ö

ø
÷

6 =-4a<0

　　所以x=a
6

为极大值点,由于极值点是唯一的,故x=a
6

是最大值点。

答:当截去的小正方形的边长为a
6

时,做成的盒子的容积最大。

例3.4.8　如图3-6所示,某工厂要建造一个容积为300m3 的带盖圆桶,问底半径r
和桶高h 如何确定,则所用材料最省?

图　3-6
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解　根据题意要使所用材料最省,就是使圆桶表面积最小。圆桶表面积为

S=2πr2+2πrh

　　由πr2h=300,有h=300
πr2,所以

S=2πr2+2πr300
πr2

S=2πr2+600
r

,0<r<+∞。

　　令S′=4πr-600
r2 =0,得

r3 =150
π

　　驻点为r=
3
150
π

S″=4π+1200
r3

S″
3
150æ

è
ç

ö

ø
÷

π =12π>0

　　所以,r=
3
150
π

极小值点,由于极值点是唯一的,故
3
150
π

是最小值点,把r=
3
150
π

代

入h=300
πr2,得h=2

3
150
π =2r。

答:当桶底半径为r=
3
150
π m,桶高h=2rm时,所用的材料最省。

习题3.4

1.确定下列函数的单调区间。

(1)y=x3-3x2-9x+4　　　　　　　　 (2)y= x( )-1e
π
2+arctanx

(3)y= x( )-1 x( )+1 3　 (4)y=x-3
2

3
x2

(5)y=x-ln1+( )x (6)y=x ax-x2 a>( )0

2.证明:1+xlnx+ 1+x( )2 > 1+x2 ,x>( )0

3.求函数y=x-lnx2 的极值。

4.用二阶导数求下列函数的极值。
(1)y=x3-9x2+15x+3　　 (2)y=2x2-x4

(3)y=x3-3x2-9x-5　　 (4)y=2ex+e-x

5.求下列函数在所给区间上的最大值和最小值。
(1)y=x5-5x4+5x3+1,[-1,2]

(2)y= x2

1+x
,-1

2
,[ ]1
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6.有甲乙两个工厂,甲厂位于一直线形河流的岸边,乙厂离岸40km,乙厂到河岸的

垂足与甲厂相距50km。两厂在河边合建一水源地,从水源地到甲厂和乙厂的水管及建

设费用分别为每千米500元和700元。问水源地设在河边何处,才能使建设总费用最省?

7.欲制作一个底为正方形、容积为108m3 的长方体开口容器,怎样做法所用材料

最省?

8.欲用围墙围成面积为216m2 的一块矩形土地,并在正中用一堵墙将其隔成两块,
问这块土地的长和宽选取多大的尺寸,才能使所用建筑材料最省? 　

9.欲制作一个底面为长方形的带盖箱子,其体积为72cm3,其底边成1∶2关系,问
各边的长为多少时,才能使表面积最小? 　

10.在100km长的铁路线 AB之旁的C处有一个工厂,与铁路垂直距离为20km,由
铁路的B处向工厂提供原料。公路与铁路每吨千米的货物运价比为5∶3,为节约运费在

铁路的D处修建货物转运站。设 AD距离为xkm。沿CD修一公路,如图3-7所示。问

转运站D点距 A为多少km时,可使货物由供应站B运到工厂C的总运费最低?

图　3-7

3.5　曲线的凸凹性、拐点、渐近线及函数作图

3.5.1　曲线的凸凹性、拐点

　　研究函数的性态,仅知道函数在区间(a,b)内严格增加(或严格减少)还不够。例如,

函数y=x2与y= x,在(0,+∞)内都是严格增加的(见图3-8),它们严格增加的方式却

有显著的区别。曲线y=x2向下鼓,曲线y= x向上鼓。曲线向下(或向上)鼓的主要特

征是什么呢? 直观上不难看到,整个曲线必在其上任一点切线的上方(或下方)。这就是

函数在区间下凸(或上凹)的几何意义。

图　3-8
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定义3.5.1　如果在区间(a,b)内,曲线y=f(x)在其上任意一点的切线的上方,则
称函数y=f(x)在区间(a,b)内下凸(或上凹);如果在区间(a,b)内,曲线y=f(x)在其

上任一点切线的下方,则称函数y=f(x)在区间(a,b)内上凸(或下凹)。
定义3.5.2　若曲线y=f(x)在其上一点M(x0,f(x0))的一侧上凹,另一侧下凸,则

称点M(x0,f(x0))是曲线y=f(x)的拐点,如图3-9所示。

图　3-9

判断曲线的凸凹性和拐点,可用下面定理。
定理3.5.1　(凸凹性的二阶判别准则)设函数f(x)在(a,b)内有二阶导数。
(1)若当x∈(a,b)时,f″(x)<0,则f(x)在(a,b)内上凸(或下凹);
(2)若当x∈(a,b)时,f″(x)>0,则f(x)在(a,b)内下凸(或上凹)。
定理3.5.2　(拐点判别定理)　设函数f(x)在x0点的两侧有二阶导数,且在x0点

连续,
(1)若在x0点的两侧,f″(x)异号,则点(x0,f(x0))是f(x)的拐点;
(2)若在x0点的两侧,f″(x)同号,则点(x0,f(x0))不是f(x)的拐点。
由上面定理易知,若点(x0,f(x0))是曲线y=f(x)的拐点,则f″(x0)=0或f″(x0)

不存在。且可按下面步骤判断y=f(x)的凸性及拐点:
(1)求f(x)的定义域Df;
(2)在Df内,求二阶导数为零的点和二阶导数不存在的点;
(3)用上面的点把Df分成若干个小区间,确定二阶导数在每个小区间内的符号,再确

定曲线的凸性与拐点。

例3.5.1　讨论函数f(x)=1
20x

5-1
4x4+1

3x3的凸性与拐点。

解　f(x)的定义域是(-∞,+∞)

f′(x)= 1
4x4-x3+x2,　f″(x)=x3-3x2+2x

　　令f″(x)=0,得x=0,x=1,x=2
列表(见下表)讨论:

x (-∞,0) 0 (0,1) 1 (1,2) 2 (2,+∞)

f″(x) - 0 + 0 - 0 +

f(x) ∩ 拐点0 ∪ 拐点2
15 ∩ 拐点4

15 ∪
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则f(x)在(-∞,0)∪(1,2)内上凸,在(0,1)∪(2,+∞)内下凸,拐点为(0,0),

1,2æ

è
ç

ö

ø
÷

15
,2,4æ

è
ç

ö

ø
÷

15
。

例3.5.2　讨论函数y=
3
x的凸性与拐点。

解　y′=1
3x-2

3 ,y″=- 2
9x

3
x2

当x=0时,y″不存在。
列表(见下表)讨论:

x (-∞,0) 0 (0,+∞)

y″ + 不存在 -

y ∪ 0 ∩

则y=
3
x在(-∞,0)内下凸,在(0,+∞)内上凸,拐点为(0,0)。

3.5.2　曲线的渐近线

当函数的定义域和值域都是有限值时,其图形仅局限于一定范围内,如椭圆。而有些

函数的定义域或值域是无限区间,此时函数的图形向无穷远处延伸,如抛物线;而且还有

些向无穷远处延伸的曲线,当其上的点沿曲线趋于无穷远时,该曲线与某直线无限地靠

近。如双曲线x2

a2 -y2

b2 =1与直线y=b
ax 和y=-b

ax 在远离原点时无限地靠近,如

图3-10所示,这样的直线叫作曲线的渐近线。

图　3-10

定义3.5.3　如果曲线上的一点沿着曲线趋于无穷远时,该点与某条直线的距离趋

于零,则称此直线为曲线的渐近线。
如果已知曲线方程y=f(x),如何确定该曲线是否有渐近线呢? 如果有渐近线,怎样

求出渐近线方程呢? 下面分三种情况讨论。

1.水平渐近线

如果曲线y=f(x)的定义域为无限区间,且

lim
x→-∞

f(x)=b或lim
x→+∞

f(x)=b

401 高等数学(经管数学)(上册)



存在,则直线y=b是曲线y=f(x)的水平渐近线。
例3.5.3　求曲线y=arctanx的水平渐近线。

解　∵lim
x→-∞

arctanx=-π
2

,lim
x→+∞

arctanx=π
2

∴直线y=π
2

和y=-π
2

是曲线y=arctanx的水平渐近线。

例3.5.4　求曲线y=e5-x

5-x
的水平渐近线。

解　∵lim
x→-∞

e5-x

5-x
æ

è
ç

ö

ø
÷

∞
∞ =lim

x→-∞

-e5-x

-1 =+∞

lim
x→+∞

e5-x

5-x
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
∞ =0

　　∴直线y=0是曲线y=e5-x

5-x
的水平渐近线。

2.铅直渐近线

如果曲线在点x0处间断,且有

lim
x→x0

+
f( )x = ∞ 或lim

x→x0
-
f( )x = ∞ 或lim

x→x0
f( )x = ∞

则直线x=x0是曲线y=f(x)的铅直渐近线。

例3.5.5　求曲线y= x+1
x2-3x+2

的铅直渐近线。

解　由x2-3x+2,得间断点为x=1,x=2,且

lim
x→1

x+1
x2-3x+2= ∞,lim

x→2

x+1
x2-3x+2= ∞

所以,直线x=1,x=2为曲线y= x+1
x2-3x+2

的铅直渐近线。

3.斜渐近线

若曲线y=f(x)定义在无限区间,且

a=lim
x→∞

f(x)
x

与b=lim
x→∞

[f(x)-ax]

都存在,则直线y=ax+b是曲线y=f(x)的斜渐近线。

例3.5.6　求曲线y= x3

(x-1)2的斜渐近线。

解　a=lim
x→∞

x3

(x-1)2
x =lim

x→∞

x3

x(x-1)2=1

b=lim
x→∞

x3

(x-1)2-1·[ ]x

=lim
x→∞

x3-x(x-1)2
(x-1)2

=lim
x→∞

2x2-x
x2-2x+1=2
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所以y=x+2是所求的斜渐近线。

3.5.3　函数作图

通过前文的介绍,我们可以利用导数确定函数的单调性、极值、凹凸性、拐点和渐近

线,这样一般可以比较精确地作出函数的图形。利用导数作函数的图形可按下面步骤

进行:
(1)确定函数的定义域Df、周期性、奇偶性;

(2)在Df内求驻点、导数不存在的点、二阶导数为零的点和二阶导数不存在的点;

(3)用上面的点把 Df分成若干个小区间,列表讨论函数的单调性、极值、凹凸性和

拐点;
(4)确定曲线的渐近线;
(5)适当地补充些点,并据上面结果,逐个区间作图。

例3.5.7　作函数y= x2

1+x
的图形。

解　定义域为(-∞,-1)∪(-1,+∞)

y′=2x+x2

(1+x)2,y″= 2
(1+x)3,令y′=0,得驻点为x=0,x=-2,无二阶导数为零的点。

列表(见下表)讨论:

x (-∞,-2) -2 (-2,-1) -1 (-1,0) 0 (0,+∞)

y′ + 0 - 不存在 - 0 +

y″ - - 不存在 + +

y ∩ 拐点-4 ∩ 间断 ∪ 极小值0 ∪

∵lim
x→-1

x2

1+x=∞,∴x=-1是铅直渐近线。

∵a=lim
x→∞

f(x)
x =lim

x→∞

x
1+x=1

b=lim
x→∞

f(x)-[ ]ax =lim
x→∞

-x
1+x=-1

∴y=x-1是斜渐进线,曲线过(-2,-4),(0,0)点。
作图如图3-11所示。

例3.5.8　作函数φ(x)= 1
2π

e-x2
2 的图形。

解　定义域为(-∞,+∞),φ(x)为偶函数,其图形关于y轴对称。

φ(x)= 1
2π

e-x2
2

　　令φ′(x)=0,得x=0,令φ″(x)=0,得x=-1,x=1。
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图　3-11

列表(见下表)讨论:

x (-∞,-1) -1 (-1,0) 0 (0,-1) 1 (1,+∞)

φ(x)′ + + 0 - -

φ(x)″ + 0 - - 0 +

φ(x) ∩
拐点

1
2πe

∩
极大值

1
2π

∪
拐点

1
2πe

∪

其中 1
2π

≈0.4, 1
2πe

≈0.24

lim
x→∞

φ(x)=lim
x→∞

1
2π

e-x2
2 =0

水平渐近线y=0。
先作出(0,+∞)内图形,再由对称性作区间(-∞,0)内的图形,如图3-12所示。

图　3-12
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习题3.5

1.求下列曲线的凹凸区间与拐点。
(1)y=xe-x　　　　　　　　　　　　(2)y=2x3+3x2-12x+14
2.求下列曲线的渐近线。
(1)y=ex (2)y=lnx 　　　

(3)y= ex

1+x　 (4)y=xe
1
x2

3.试求函数y= xe-x 的连续区间、可导区间、单调区间、极值点、曲线的凹凸性、拐
点与渐近线,并作出草图。

4.曲线y= 2x-1
(x-1)2(　　)。

(A)有水平渐近线 (B)有铅直渐近线

(C)有斜渐近线 (D)没有渐近线　　

第3章习题参考答案

习题3.1

1.成立,ξ=-4+ 37
3

;2.ξ=π
2

;3.有两个实根,分别在区间 1,( )2 及 2,( )3 内;

4.ξ
4
π-1;5.1

3
;6.利用拉格朗日定理即可;7.用罗尔中值定理。

8.利用拉格朗日定理即可。
习题3.2

1.(1)2　(2)1　(3)-4　(4)1
6　(5)1

2　(6)∞　(7)-1
6　(8)1

a

2.(1)3　(2)-1　(3)0　(4)0　(5)1　(6)3
2π

3.(1)1
3　(2)0　(3)1　(4)2

3

5.(1)1　 (2)e-1
6　(3)e-1　(4)1　(5)1　(6)1　(7)1　(8)1

e　(9)1　

6.(B,C)
习题3.3

1.f( )x =x6-9x5+30x4-45x3+30x2-9x+1

2.tanx=x+1
3x3+οx( )3

3.xex=x+x2+x3

2!+…+ xn

n( )-1 !+οx( )n ,0<θ<1

4.(1)1
2　(2)1

20　(3)1
6

801 高等数学(经管数学)(上册)



习题3.4
1.(1)在 -∞,( ]-1 ,3,[ )+∞ 内单调增加,-1,[ ]3 上单调减少;
(2)在 -1,[ ]0 内单调减少,在 -∞,( ]-1 和 0,[ )+∞ 内单调增加;
(3)在 -∞,( ]1 ,2,[ )+∞ 上单调增加,在 1,[ ]2 上单调减少;
(4)在 -∞,( ]0 上单调增加,在 0,[ )+∞ 上单调减少。

(5)在 -1,( ]0 上单调减少,在 0,[ )+∞ 上单调增加,(6)在 0,3
4[ ]a 上单调增加,在

3
4a,[ ]a 上单调减少。

2.提示:令f( )x =1+xlnx+ 1+x( )2 - 1+x2

3.极小值y( )2 =2-2ln2;极小值y( )0 =0,拐点 -1,( )ln2 ,1,( )ln2
4.(1)极大值y(1)=10,极小值y(5)=-22
(2)极大值y(±1)=1,极小值y(0)=0
(3)极大值y(-1)=0,极小值y(3)=-32

(4)极小值y -1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ln2 =22

5.(1)最大值y(1)=2,最小值y(-1)=10

(2)最小值y(0)=0,最大值y -æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =y(1)=1

2

6.设在甲厂距乙厂到河岸的垂足100
6

km处

7.底边长6m,高为3m
8.长18m,宽12m
9.底边长3cm,6cm,高4cm
10.|DA|=15km

习题3.5

1.(1)拐 点 2,2
e

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,在 -∞,( ]2 内 是 凸 的,在 2,[ )+∞ 内 是 凹 的,(2)拐 点

-1
2

,20æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

,在 -∞,-æ

è
ç ]1

2
内是凸的,在 -1

2
,[ ö

ø
÷+∞ 内是凹的。

2.(1)y=0　(2)x-0　 (3)x=-1,y=0　 (4)x=0,y=x
3.y=0为水平渐近线,无其他渐近线,列表如下:

x (-∞,0) 0 (1,0) 1 (1,2) 2 (2,+∞)

y′ - 不存在 + 0 - -

y″ + 不存在 - - - 0 +

y

极小值

0
拐点(0,0)

极大值

e-1

拐点

0,2
e( )2
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作图如图3-13所示。

图　3-13
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第4章　不 定 积 分

在微积分学(微分学和积分学)中,积分与微分在一定意义下互为逆运算。在第2章

中,我们讨论了如何求一个函数的导数问题,但是在实际问题中,常常会遇到相反的问题,
即已知函数的导数求原来的函数。例如,在经济分析中,往往已知产品的边际成本

Cm ( )x ,求产品的总成本函数 ( )C x ;已知产品的边际收益Rm ( )x ,求产品的总收益函数

( )R x ,等等。这是积分学的基本问题之一。
本章介绍不定积分的概念、性质、求不定积分的基本方法及简单应用。

4.1　不定积分的概念与性质

4.1.1　原函数

　　微分学的基本问题是寻求一个已知函数的导数,这个问题具有重要意义,我们已经看

到它的许多应用。但是在实际问题中,还广泛地存在与此相反的另一类问题,这一类问题

并不是要寻求某一个函数的导数,而是反过来,要寻找一个函数,使得它的导数恰好等于

某一个已知函数。
例如,如果某平面曲线的方程为y=f(x),那么,对y=f(x)求导,就得到曲线在点

(x,f(x))处的切线斜率为k(x)=f′(x)。
但在平面解析几何中,我们也常遇到相反的问题,即已知平面曲线在任一点的切线斜

率为k=k(x),而要求出曲线方程y=f(x)。从数学来看,这个问题就是要找一个函数

y=f(x),使得其导数f′(x)恰好等于已知函数k(x)。这正是微分学的逆问题,即已经知

道了函数的导数,而要找出原来的函数。这是本节讨论的中心问题。
定义4.1.1　设f(x)是定义在某区间上的已知函数,如果存在函数F(x),使得在该

区间上的任意一点,都有

F′(x)=f(x)
则称F(x)为函数f(x)在该区间上的一个原函数。

例如,因为(x2)′=2x,(sinx)′=cosx,(tanx)′=sec2x,所以,x2是2x的一个原函数,
sinx是cosx的一个原函数,tanx是sec2x的一个原函数。

由原函数的定义,易知如下性质。
性质1　若F(x)是f(x)在某个区间上的一个原函数,C为任意常数,则F(x)+C也

是f(x)在该区间上的原函数。
性质1告诉我们,如果一个函数有原函数,则必有无穷多个。
由拉格朗日中值定理的推论2,易知如下性质。
性质2　若F(x),G(x)都是f(x)在某个区间上的原函数,则存在常数C,使得G(x)=

F(x)+C。



性质3　设F(x)是函数f(x)在某个区间上的一个原函数,则f(x)在该区间上的全

部原函数为F(x)+C,C为任意常数。
证明:设G(x)是f(x)在该区间上的任意一个原函数,由性质2可知,存在常数C,使

得G(x)=F(x)+C,即f(x)的任意一个原函数都包括在函数族F(x)+C之中。
另外,由性质1可知,F(x)+C是f(x)在该区间上的原函数。
综上,f(x)在该区间上的全部原函数为函数族F(x)+C(C为任意常数)。
性质3的重要意义在于:如果要想找f(x)的所有原函数,只随便找出其中某一个就

行了,在所找出的原函数上加上一个任意常数,则得到所有原函数。
定理4.1.1　若函数f(x)在某区间上连续,则f(x)在该区间上一定存在原函数。

4.1.2　不定积分的概念

1.不定积分的定义

　　定义4.1.2　函数f( )x 在区间I内原函数的全体称为f( )x 在I内的不定积分,记作

∫f( )x dx

　　如果 ( )F x 是f ( )x 在区间I内的一个原函数,那么

∫f( )x dx= ( )F x +C

其中,∫称为不定积分号,f ( )x 称为被积函数,f ( )x dx 称为被积表达式,x 称为积分变

量,C称为积分常数。
由此可知,求已知函数的不定积分,就归结为求它的一个原函数问题。

例4.1.1　求∫5x4dx。

解　由于 x( )5′=5x4,所以x5 是5x4 的一个原函数,因此∫5x4dx=x5+C。

例4.1.2　求∫ 1
1-x2

dx。

解　由于 arcsin( )x′= 1
1-x2

,所以∫ 1
1-x2

dx=arcsinx+C。

例4.1.3　 求∫1
xdx。

解　由于lnx =
ln -( )x x<0
lnx x>{ 0

当x>0时,

ln( )x ′= ln( )x′= 1
x

　　当x<0时,

ln( )x ′= ln -( )( )x ′= 1
-x -( )1 = 1

x
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即lnx 是1
x

在 -∞,( )0 ∪ 0,( )+∞ 内的一个原函数,于是

∫1
xdx=lnx +C

　　评注　以上三例皆用不定积分的定义。

2.不定积分的几何意义

设 ( )F x 是f ( )x 的一个原函数,则y= ( )F x 的图形是平面直角坐标系中一条曲线,
称为f( )x 的一条积分曲线,而y= ( )F x +C 的图形则是上述积分曲线沿着y 轴方向任

意平行移动得到f ( )x 的无穷多条积分曲线,称为f( )x 的积分曲线族。不定积分的几何

意义就是一个积分曲线簇,它的特点是:各积分曲线在横坐标相同的点x0 处的切线斜率

相等且均为f x( )0 ,即各切线相互平行,如图4-1所示。

图　4-1

有时要从全体原函数中,确定一个满足条件yx( )0 =y0(称为初始条件)的原函数,也即

通过点(x0,y0)的积分曲线,此条件可唯一确定积分常数C的值,即这个原函数是唯一的。
例4.1.4　求经过 1,( )2 ,且其x点处切线斜率为3x2 的曲线方程。
解　由题设y′=3x2,所以有

y=∫3x2dx=x3+C

　　将x=1,y=2代入上式,得y( )1 =13+C=2,解得C=1。
故所求曲线方程为y=x3+1。

评注　若曲线的斜率为 ( )k x ,则曲线方程为y=∫( )k x dx。

4.1.3　不定积分的基本性质

由不定积分的定义,得不定积分具有以下基本性质:

(1)∫kf ( )x dx=k∫f( )x dx(k≠0常数),

即被积函数不为零的常数因子可移到积分号的外面。

(2)∫f( )x ±g( )[ ]x dx=∫f( )x dx±∫g( )x dx,

上式可推广到有限个函数代数和的积分情形。
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∫f1 ( )x ±…±fn ( )[ ]x dx=∫f1 ( )x dx±…±∫fn ( )x dx

　　(3)∫f( )x d[ ]x′=f( )x ,d∫f( )x d[ ]x =f( )x dx。

(4)∫f ( )′ x dx=f( )x +C,∫df( )x =f( )x +C。

性质(3)、(4)说明了不定积分与导数(或微分)互为逆运算。

例4.1.5　求∫dx5+cos( )x 。

解　∫dx5+cos( )x =x5+cosx+C

评注　使用上述不定积分的基本性质4。

例4.1.6　已知 ( )F x 是e-x的一个原函数,求dF ( )x 。

解　由题设 ( )F′ x =e-x2,故

dF ( )x =F′( )x 1
2 x

dx=e-x2 1
2 x

dx

4.1.4　基本积分公式

由于积分运算是微分运算的逆运算,所以从导数公式可得如下相应的积分公式。

(1)∫kdx=kx+C(k是常数)

(2)∫xadx= xa+1

a+1+C a≠-( )1

∫1
xdx=lnx +C

(3)∫axdx= ax

lna+C a>0,a≠( )1

∫exdx=ex +C

(4)∫sinxdx=-cosx+C

∫cosxdx=sinx+C

∫secxtanx=secx+C

∫cscxcotxdx=-cscx+C

∫sec2xdx=tanx+C

∫csc2xdx=-cotx+C

(5)∫ 1
1-x2

dx=arcsinx+C=-arccosx+C;
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∫ 1
1+x2dx=arctanx+C=-arccotx+C

要验证这些公式,只需验证等式右端的导数等于左端不定积分的被积函数,这种方法

也是我们验证不定积分的计算是否正确的常用方法。
利用基本积分公式和不定积分的性质,通过对被积函数作适当代数或三角恒等变形,

可求简单函数的不定积分。
例4.1.7　求下列不定积分。

(1)∫x x3+( )5dx;　 　　　 (2)∫x+( )3 2

x dx;

(3)∫2x ex +( )1dx;　　 (4)∫x4+1
x2+1dx

解　(1)∫x x3+( )5dx=∫x
7
2 +5x( )

1
2 dx

=∫x
7
2dx+5∫x

1
2dx

= 2
9x

9
2 +10

3x
3
2 +C

(2)∫x+( )3 2

x dx=∫x2+6x+9
x dx

=∫x+6+9æ

è
ç

ö

ø
÷

x dx

=∫xdx+6∫dx+9∫1
xdx

= 1
2x2+6x+9lnx +C

(3)∫2x ex +( )1dx=∫(2xex +2x)dx

=∫( )2e xdx+∫2xdx

= ( )2e x

1+ln2+2x

ln2+C

(4)∫x4+1
x2+1dx=∫x4-1+2

x2+1 dx=∫x4-1
x2+1+ 2

x2+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dx

=∫x2-1+ 2
x2+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dx

=∫x2dx-∫dx+∫ 2
x2+1dx

= 1
3x3-x+2arctanx+C

例4.1.8　求下列不定积分。

(1)∫cos2 x
2dx;　　　　　　　 (2)∫ 1

5sin2 x
2cos2 x

2

dx;

(3)∫tan2xdx;　　 (4)∫ 1
2sin2xcos2xdx
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解　(1)∫cos2 x
2dx=∫1+cosx

2 dx

= 1
2∫dx+1

2∫cosxdx

= 1
2x+1

2sinx+C

(2)∫ 1

5sin2 x
2cos2 x

2

dx=5∫ 1

sin2 x
2cos2 x

2

dx

=5∫ 1
sinxæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2dx

=20∫csc2xdx

=-20cotx+C

(3)∫tan2xdx=∫sec2x-( )1dx

=tanx-x+C

(4)∫ 1
2sin2xcos2xdx= 1

2∫ 1
sin2xcos2xdx

= 1
2∫sin2x+cos2x

sin2xcos2x dx

= 1
2∫sec2xdx+1

2∫csc2xdx

= 1
2tanx-1

2cotx+C

评注　以上三例为直接积分法:查积分公式;用线性性质;把被积函数恒等变形。

例4.1.9　设生产x个单位产品时的边际成本 ( )C′ x =2x+10,其中固定成本为20,
求总成本函数 ( )C x 。

解　 ( )C x =∫ ( )C′ x dx=∫2x+( )10dx

=x2+10x+C
固定成本即产量为0的成本:x=0时的成本C( )0 =20,代入上式得

C=20
所以

( )C x =x2+10x+20

　　评注　设边际成本为 ( )C′ x ,则总成本为 ( )C x =∫ ( )C′ x dx。

习题4.1

1.若∫f( )x dx= x2-a2 +C,则f( )x = 。

2.d∫arctanxdx= 。
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3.f( )x = 1
4-x2的一个原函数是 。

4.若∫f( )x dx= ( )F x +C,则∫f φ( )[ ]x dφ( )x = 。

5.(　　)是函数e2x-e-2x的原函数。

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(A)2e2x-e-2( )x 　　　　　　　　　 (B)1
2 e2x+e-2( )x

(C)1
2 ex +e-( )x 2 (D)1

2 ex-e-( )x 2

6.d
dx∫fax+( )b dx= (　　)a≠( )0 。

(A)f ax+( )b (B)afax+( )b

(C)1
af ax+( )b (D)f′ax+( )b ax+( )b′

7.∫sin2xdx= (　　)。

(A)sin2x+C　　　　　　　　　　　 (B)-cos2x+C

(C)1
2sin2x+C (D)-1

2cos2x+C

8.∫ 1
tanx-æ

è
ç

ö

ø
÷1dtanx= (　　)。

(A)lntanx (B)lntanx -x+C

(C)lntanx -tanx+C (D) 1
tan2x-x+C

9.设f( )x 的一个原函数是e-x,则f ( )′ x =(　　)。
(A)e-x　　　　　　　　　　　 (B)-e-x

(C)e-2x　　　　　　　　　　　 (D)e2x

10.设f( )x 的一个原函数是lnx
x

,则∫xf ( )′ x dx= (　　)。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(A)lnx
x 　　　　　　　　　　　 (B)1+lnx

x2 +C

(C)lnx
x 　　　　　　　　　　　 (D)1

x-2lnx
x +C

11.设∫f( )x dx=x2+C,则f 1-x( )2 = (　　)。

(A) 1-x( )2 2　　　　　　　　　　　 (B)2x
(C)21+x( )2 　　　　　　　　　　　 (D)21-x( )2

12.设f( )x =3x4,且f( )1 =0,则f( )x 的全体原函数是(　　)。

(A)1
10x

6+C1x+C2　　　　　　　　　(B)3
5x5+C

(C)1
4x4-x+C　　　　　　　　　　　(D)1

4x3+C1x+C2
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13.设f( )x =ktan2x的一个原函数为2
3lncos2x,则k=(　　)。

(A)-2
3　　　　　　　　　　　　　　(B)3

2

(C)-4
3　　　　　　　　　　　　　　(D)3

4
14.下列等式正确的有(　　)。

(A)d∫f( )x dx=f( )x 　　　　　　　　(B)∫f ( )′ x dx=f( )x +C

(C)∫df( )x dx=f( )x dx　　　　　　　(D)d
dx∫f( )x dx=f( )x +C

15.求下列不定积分。

(1)∫1-2x( )2 dx;　　　　　　　　　　　 (2)∫2x +x( )2 dx;

(3)∫x
3
x2dx;　　　　　　　　　　　　 (4)∫1

x
-

3æ

è
ç

ö

ø
÷x dx;

(5)∫x
3-1

x + 2
x2 - 6

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

4 dx;　　　　　　 (6)∫x-x3ex +x2

x3 dx;

(7)∫ex 3x - e-x

1-x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx; (8)∫2x2

x2+1dx
;

(9)∫x3-x
1+xdx; (10)∫1+2x2

x2 1+x( )2 dx;

(11)∫x2

1+x2dx; (12)∫x4

1+x2dx;

(13)∫1+cos2x
1+cos2xdx; (14)∫ cos2x

sin2xcos2xdx;

(15)∫cos2 x
2dx; (16)∫cot2xdx;

(17)∫ cos2x
cosx-sinxdx; (18)∫ 1

sin2xcos2xdx;

(19)∫ 1+x2

1-x4
dx

16.求一曲线y=f(x),使它在点x处的切线斜率为x+2,且过点(1,0)。

17.某产品的边际成本为C′(x)=x-1
2+ 1

2000
,边际收入R′(x)=100-2x。求总

成本函数C(x)和总收入函数R(x),已知固定成本为10元。

18.设某商品的需求量Q 是价格P 的函数Q=f(P),已知边际需求为Q′=f′(P)=

5000e-1
2P,且最大需求为10000(当P=0时,Q=10000),求需求函数。

19.设某产品的总产量的变化率为f(t)=5t+3,其中t为时间,求总产量函数P(t)。

20.设某一商品,每周生产x单位时总费用的变化率为f(x)=0.6x-10(元/单位),
固定费用为0,这种商品的价格为20元/单位。问每周生产多少单位产品时,利润最大?
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最大利益为多少?

21.设生产x件产品的边际收益为RM(x)=8-x,其固定成本为120元,每多生产一

单位新产品,成本增加5元,问产量为多少时,利润最大?

4.2　不定积分的换元积分法

对一些简单的不定积分,可以直接查积分公式,或用性质2和性质3,或把被积函数

恒等变形后再用积分性质和积分公式求积分,这种方法称为直接积分法。这种方法所能

解决的问题是有限的,例如不定积分

∫lnx
x dx,　∫x 2x-1dx,　∫xexdx

就不能用直接积分法求出。下面,我们介绍求不定积分的三种基本积分方法:换元积分

法、换元积分法和分部积分法。

4.2.1　换元法(凑微分法)

定理4.2.1　设g(x)=f[φ(x)]φ′(x),u=φ(x)可微,且

∫f( )u du=F(u)+C

则有

∫g( )x dx=∫f φ( )[ ]x φ ( )′ x dx (变形)

=∫f φ( )[ ]x dφ( )x (凑微分)

u=φ(x
—————

)

∫f( )u du(换元)

=F(u)+C(积分)

=F(φ(x))+C(还原)

　　以上方法我们称为换元法,也称凑微分法。
在利用凑微分法求不定积分时,以下的凑微分情形经常出现:

(1)∫ax+( )b dx== 1
a∫f ax+( )b dax+( )b a≠( )0

(2)∫f e( )x exdx=∫f e( )x dex

(3)∫x( )a xa-1dx= 1
a∫x( )a dxa a≠( )0

(4)∫fln( )x 1
xdx=∫fln( )x dlnx

(5)∫f cos( )x sinxdx=-∫f cos( )x dcosx

(6)∫f sin( )x cosxdx=∫f sin( )x dsinx

(7)∫f tan( )x sec2xdx=∫f tan( )x dtanx
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(8)∫f cot( )x csc2xdx=-∫f cos( )x dcotx

(9)∫f arcsin( )x 1
1-x2

dx=∫f arcsin( )x darcsinx

∫f arccos( )x 1
1-x2

dx=-∫f arccos( )x darccosx

(10)∫f arctan( )x 1
1+x2dx=∫f arctan( )x darctanx

∫f arccot( )x 1
1+x2dx=∫f arccot( )x darccotx

(11)∫f( )x 1
x
dx=2∫f( )x d x

(12)∫f 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
1
x2dx=-∫f 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x d1
x

例4.2.1　求下列不定积分。

(1)∫ sinxcosxdx;　　　　　　　　　　　(2)∫3sinxcosxdx;

(3)∫sin2xcos5xdx;　　　　　　　　　 (4)∫ 1
secx· 3

sin2x
dx

解　(1)原式 =∫sin( )x
1
2dsin( )x

= 1
1
2+1

sin( )x
1
2+1+C= 2

3 sin( )x
3
2 +C

(2)原式=∫3sinxdsinx

=3sinx

ln3+C

(3)原式=∫sin2x· 1-sin2( )x 2cosxdx

=∫sin2x-2sin4x+sin6( )x dsinx

=∫sin2xdsinx-∫2sin4xdsinx+∫sin6xdsinx

= 1
3sin3x-2

5sin5x+1
7sin7x+C

(4)原式=∫sin( )x -2
3cosxdx

=∫sin( )x -2
3dsinx

= 1

-2
3+1

sin( )x -2
3+1+C

=3 sin( )x
1
3 +C

评注　由cosxdx=dsinx,有类型:∫f sin( )x cosxdx=∫f sin( )x dsinx。
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例4.2.2　求下列不定积分。

(1)∫ 8sinx
1+cos2xdx;　　　　　　　　　　　　(2)∫sin3xdx

解　(1)原式=-8∫ 1
1+cos2x -sin( )x dx

=-8∫ 1
1+cos2xdcosx

=-8arctancosx+C

(2)原式=∫sin2x·sinxdx

=-∫1-cos2( )x dcosx

= 1
3cos3x-cosx+C

评注　由sinxdx=-dcosx,有类型:∫f cos( )x sinxdx=-∫f cos( )x dcosx。

例4.2.3　求下列不定积分。

(1)∫ 1
x 1-ln2x

dx; (2)∫ 1
xln3xdx

解　(1)原式=∫ 1
1-ln2x

·1
xdx

=∫ 1
1-ln2x

dlnx

=arcsinlnx+C

(2)原式=∫ln-3xdlnx

=- 1
2ln2x+C

评注　由1
xdx=dlnx,有类型:∫f ln( )x 1

xdx=∫f ln( )x dlnx。

例4.2.4　求下列不定积分。

(1)∫
sin1

x
x2 dx;　　 (2)∫3

1
x

x2dx

解　(1)原式=-∫sin1
x - 1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx

=-∫sin1
xd1

x

=cos1
x +C

(2)原式=-∫3
1
x - 1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx

=-∫3
1
xd1

x
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=- 1
ln3

·3
1
x +C

评注　由1
x2dx=-d1

x
,有类型:∫f 1( )x

1
x2dx=-∫f 1( )x d1

x
。

例4.2.5　求下列不定积分。

(1)∫3x+( )2 12dx;　 (2)∫3-4( )x
5
2dx

解　(1)原式= 1
3∫3x+( )2 12·3dx

= 1
3∫3x+( )2 12d3x+( )2

= 1
39 3x+( )2 13+C

(2)原式=-1
4∫3-4( )x

5
2 · -4( )x dx

=-1
4∫3-4( )x

5
2d3-4( )x

=-1
4× 1

5
2+1

3-4( )x
5
2+1+C

=- 1
14 3-4( )x

7
2 +C

评注　由dx=1
adax+( )b ,有类型:∫f ax+( )b dx= 1

a∫f ax+( )b dax+( )b ,a≠( )0 。

从上述例子我们可以看到,用换元法(凑微分法)解题的关键是将被积表达式表示成

f φ( )[ ]x φ ( )′ x dx,进而凑成f φ( )[ ]x dφ( )x ,其中需要一定的技巧,只有通过较多的练

习才能熟练掌握。

4.2.2　换元法(变量代换法)

定理4.2.2　设x=φ(t)单调可微,且φ′(t)≠0,若

∫f φ( )[ ]t φ ( )′tdt=F(t)+C

则有

∫f( )x dx
x =φ(t
—————

)

∫f φ( )[ ]t φ ( )′tdt

=F(t)+C
=F[φ-1(x)]+C

1.根式代换

例4.2.6　求下列不定积分。

(1)∫ x+1
x x-1

dx; (2)∫ 1
x-( )1

1
3 + x-( )1

1
2
dx

解　(1)令 x-1=t,则x=t2+1,dx=2tdt,
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原式=∫t2+1+1
t2+( )1t

·2tdt=∫21+ 1
t2+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dt

=2∫dt+2∫ 1
t2+1dt

=2t+2arctant

=2 x-1+2arctan x-1

　　(2)令
6
x-1=t,则x=t6+1,dx=6t5dt,

原式=∫ 1
t( )6 1

3 + t( )6 1
2
6t5dt=∫ 1

t2+t36t5dt=6∫t3

1+tdt

=6∫t3+1-1
1+t dt=6∫t2-t+1- 1

t+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dt

=6 1
3t

3-1
2t

2+t-lnt+æ

è
ç

ö

ø
÷1 +C

=2 x-3
3
x+6

6
x-6ln 6

x+1 +C

　　评注　如果被积函数中含有根式 nax+b或
nax+b
cx+d

,即根号内的x是一次的,此时,可作根式代

换 nax+b或t=
nax+b
cx+d

,具体方法如下:

对积分∫f nax+( )b dx,令 nax+b=t,

对积分∫f
nax+b
cx+

æ
è
ç

ö
ø
÷

d
dx,令

nax+b
cx+d =t,

对积分∫f
max+b
cx+d

,
nax+b
cx+

æ
è
ç

ö
ø
÷

d
dx,令

pax+b
cx+d =t,p为m 与n的最小公倍数。

2.三角代换

如果被积函数中含有如下x的二次根式,那么利用三角恒等关系式代换:

若被积函数中含有因式 a2-x2 ,则令x=asint t <πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
;

若被积函数中含有因式 a2+x2 ,则令x=atant t <πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
;

若被积函数中含有因式 x2-a2,则令x=asect0< t <πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
。

例4.2.7　求下列不定积分。

(1)∫ 1-x2dx　　　　　　　 (2)∫ 1
9+x( )2 3

2
dx

(3)∫ x2-4
x dx (4)∫ x

1+2x-x2
dx

解　(1)令x=sint t <πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,则

1-x2 = 1-sin2t=cost,dx=costdt
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原式=∫cos2tdt= 1
2∫1+cos2( )tdt

= 1
2

t+1
2sin2æ

è
ç

ö

ø
÷t +C

= 1
2 t+sintcos( )t +C

= 1
2 arcsinx+x 1-x( )2 +C

　　(2)令x=3tant,则

dx=3sec2tdt,9+x( )2 3
2 = 9+9tan2( )t

3
2

=9 1+tan2( )t
3
2 =27sec3t

∫ 1
9+x( )2 3

2
dx=∫ 1

27sec3t
·3sec2tdt

= 1
9∫costdt

= 1
9sint+C

= x
9 9+x2

+C

　　(3)令x=2sect,则

dx=2secttantdt, x2-4= 4sec2t-4=2tant

∫ x2-4
x dx=∫2tant

2sect
·2secttantdt

=2∫tan2tdt=2∫sec2t-( )1dt

=2∫sec2tdt-2∫dt=2tant-2t+C

= x2-4-2arccos2
x +C

　　(4)由于 1+2x-x2 = 2- x( )-1 2 ,令x-1= 2sint t <πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,则

1+2x-x2 = 2cos,　dx= 2costdt

原式=∫2sint+1
2cost

2costdt

=∫(2sint+1)dt

=- 2cost+t+C

=- 1+2x-x2 +arcsinx-1
2

+C

　　例4.2.8　求不定积分∫ 1
x2 x2-9

dx。
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解　令1
x=t,则x=1

t
,dx=-1

t2dt

∫ 1
x2 x2-9

dx=∫ 1
1
t2

1
t2 -9

-1
t2d

æ

è
ç

ö

ø
÷t

=-∫ t
1-9t2

dt= 1
18∫1-9t( )2

-1
2

-18td( )t

= 1
18∫1-9t( )2

-1
2
d1-9t( )2 = 1

9 1-9t2 +C

= 1
9x x2-9+C

　 　 评 注 　 对 积 分∫ 1
x a2 ±x2

dx,∫ 1
x2 a2 ±x2

dx,∫ 1
x x2 -a2

dx,∫ 1
x2 x2 -a2

dx,

∫ a2 ±x2

x4 dx,∫ x2 -a2

x4 dx,可令x= 1
t

,这种方法称为“倒数带换法”。

有几个重要的积分公式,可以补充到基本积分公式中:

(1)∫tanxdx=-lncosx +C;

(2)∫cotxdx=lnsinx +C;

(3)∫secxdx=lnsecx+tanx +C;

(4)∫cscxdx=lncscx-cotx +C;

(5)∫ 1
a2+x2dx= 1

aarctanx
a +C;

(6)∫ 1
x2-a2dx= 1

2aln
x-a
x+a +C;

(7)∫ 1
a2-x2

dx=arcsinx
a +C;

(8)∫ 1
x2+a2

dx=lnx+ x2+a2 +C;

(9)∫ 1
x2-a2

dx=lnx+ x2-a2 +C。

习题4.2

1.求下列不定积分。

(1)∫ sinxcosxdx;　　　　　　　　　　　 (2)∫3sinxcosxdx;

(3)∫sin2xcos5xdx;　　　　　　　　　　　 (4)∫ 1
secx

3
sin2x

dx;

(5)∫ 8sinx
1+cos2xdx; (6)∫sin3xdx;
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(7)∫ecosx

cscxdx; (8)∫sinx
3
cosx

dx;

(9)∫ dx
x 1-ln2x

; (10)∫dx
xln3x

;

(11)∫ dx
x 1+3lnx

;　 (12)∫sinxln2 cosx+( )1
cosx+1 dx;

(13)∫sinln( )x
x dx; (14)∫lnx

x dx;

(15)∫
sin1

x
x2 dx; (16)∫3

1
x

x2dx;

(17)∫ dx
x2cot1

x

; (18)∫
sec1

x
x2 dx;

(19)∫xe-x2
dx; (20)∫ x2

3
x3-( )5 2

dx;

(21)∫x3

e3x4dx; (22)∫ x
4-x4

dx;

(23)∫x+1
1-x2

dx; (24)∫x+3
1+x2dx;

(25)∫3x+( )2 12dx; (26)∫3-4( )x
5
2dx;

(27)∫e-2xdx; (28)∫ 1
2x-( )1 3dx;

(29)∫sec 2
3x+æ

è
ç

ö

ø
÷5dx; (30)∫f′ax+( )b dxa≠( )0

(31)∫ dx
4+9x2; (32)∫ dx

4x2+4x+5
;

(33)∫ dx
3-9x2

; (34)∫ dx
5+12x-9x2

;

(35)∫ dx
9-25x2

; (36)∫ 1
16x2+8x-7dx

;

(37)∫ dx
4+16x2

; (38)∫ dx
9x2-16

;

(39)∫excosexdx; (40)∫ ex

4+e2xdx;

(41)∫eex+xdx;　 (42)∫ 1
ex +e-xdx;

(43)∫dx
ex +1

; (44)∫ex 4+3exdx;

(45)∫ ex

1-e2x
dx; (46)∫3xsin3xdx;
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(47)∫2xcos2x +( )1dx; (48)∫ 3x

4-9x
dx;

(49)∫2x

9+4xdx; (50)∫3
tanxsec2xdx;

(51)∫etanx

cos2xdx; (52)∫tan3xdx;

(53)∫dx
cos6x

; (54)∫ dx
1+tanx

;

(55)∫3cotxcsc2xdx; (56)∫cot4xdx;

(57)∫dx
sin4x

; (58)∫arcsinx
1-x2

dx;

(59)∫ dx
arccos( )x 3 1-x2

; (60)∫ dx
1+x( )2 3

arctan( )x 2
;

(61)∫arctanx
1+x2dx; (62)∫xsin 3x2+2

3x2+2
dx;

(63)∫xcos 4-3x2

4-3x2
dx; (64)∫ 2x-3

x2-3x+1dx
;

(65)∫x2-e-x

ex +e-xdx; (66)∫e2x

9-e2xdx;

(67)∫ x-1
x2-4x+8dx

; (68)∫ 3x+1
x2+2x+7dx

;

(69)∫ x
x2+x+1dx

; (70)∫sin2xdx;

(71)∫cos2xdx; (72)∫sin4xdx;

(73)∫cos4xdx; (74)∫ 1
1-x2ln

1+x
1-xdx

2.计算下列不定积分。

(1)∫ 1
1+ x

dx; (2)∫ x
x-3

dx;

(3)∫ x+1
x x-2

dx; (4)∫ dx
x-( )1

1
3 + x-( )1

1
2
;

(5)∫ dx
2x-3+1

; (6)∫ x
3
x2 - x

dx;

(7)∫x2 4-x2dx;　 (8)∫ dx
1-x( )2 3

2
;

(9)∫ x2

1-x2
dx; (10)∫ dx

x 1+x2
;

(11)∫9+x( )2 -3
2dx; (12)∫x+1

3
3x+1

dx;
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(13)∫ dx
x a2-x2

; (14)∫ 1-x2

x4 dx;

(15)∫ dx
x2 1+x2

; (16)∫ x2-4
x dx;

(17)∫ dx
x2 x2-1

; (18)∫ dx
x x2-1

4.3　不定积分的分部积分法

定理4.3.1　设函数u=u(x)与v=v(x)都连续可微,则有分部积分公式:

∫( ) ( )u xv′ x dx=∫( )ux d ( )vx =u(x)v(x)-∫( )vx d ( )ux

即 ∫udv=uv-∫vdu

用分部积分公式求不定积分的方法称为分部积分法,其基本步骤为:

∫f( )x dx
公式(5

————
)

∫( )u x · ( )v′ x dx

公式(5
————

)

∫( )u x d ( )vx

公式(5
————

)
u(x)v(x)-∫( )vx d ( )ux

公式(5
————

)
u(x)v(x)-∫( ) ( )vxu′ x dx的原函数

　　分部积分法的前提是要求对调后的积分∫v(x)du(x)比对调前的积分∫u(x)dv(x)

容易求出。这样,通过分部积分公式,可以利用对调后的积分求出原积分。当被积函数为

两类不同函数乘积(幂函数和正弦函数或余弦函数乘积,幂函数和指数函数乘积,幂函数

和对数函数乘积,幂函数和反三角函数乘积,指数函数和正弦函数或余弦函数乘积)时用

分部积分法,而分部积分的关键是选择u,v。

形如∫xaebxdx,∫xasinbxdx,∫xacosbxdx,选u=xa;形如∫xalnmxdx,∫xaarcsinbxdx,

∫xasarccosbxdx,∫xaarctanbxdx,∫xaarccotbxdx,选v′=xa。简叙成按反三角函数、对数

函数、幂函数、三角函数、指数函数的顺序排在前面的选作 ( )ux 。

用分部积分公式时,一般先用凑微分法,把积分改写成∫udv的形式。

例4.3.1　求下列不定积分。

(1)∫xexdx　　　 (2)∫x2e2xdx

解　(1)∫xexdx=∫xdex =xex -∫exdx

=xex -ex +C
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(2)∫x2e2xdx= 1
2∫x2de2x = 1

2 x2e2x -∫e2xdx[ ]2

= 1
2x2e2x -1

2∫e2x·2xdx

= 1
2x2e2x -1

2∫xde2x

= 1
2x2e2x -1

2 xe2x -∫e2xd( )x

= 1
2x2e2x -1

2xe2x +1
4∫e2xd2x

= 1
2x2e2x -1

2xe2x +1
4e2x +C

评注　由exdx=dex,eaxdx=1
adeax可用n次分部积分法,求出下列类型的积分:

∫xnexdx,∫xneaxdx,∫Pn ( )x exdx,∫Pn ( )x eaxdx,其中Pn ( )x 为x 的n次多项式,a≠0。

例4.3.2　求下列不定积分。

(1)∫xsinxdx　　　　　　　(2)∫x2cos2xdx　　　　　(3)∫3x-( )4cosexdx

解　(1)∫xsinxdx=-∫xdcosx=-xcosx+∫cosxdx

=-xcosx+sinx+C

(2)∫x2cos2xdx= 1
2∫x2dsin2x= 1

2 x2sin2x-∫sin2xdx( )2

= 1
2 x2sin2x-2∫xsin2xd( )x = 1

2x2sin2x+1
2∫xdcos2x

= 1
2x2sin2x+1

2 xcos2x-∫cos2xd( )x

= 1
2x2sin2x+1

2xcos2x-1
4sin2x+C

(3)∫3x-( )4cosexdx= 1
e∫3x-( )4dsinex

= 1
e 3x-( )4sinex-∫sinexd3x-( )[ ]4

= 1
e 3x-( )4sinex-3∫sinexd[ ]x

= 1
e

3x-( )4sinex-3
e∫sinexde[ ]x

= 1
e 3x-( )4sinex-3

e2∫sinexdex

= 1
e 3x-( )4sinex-3

e2cosex+C

评注　由sinxdx=-dcosx,cosxdx=dsinx,sin ax+( )b dx=-1
adcosax+( )b ,cosax+( )b dx=

1
adsinax+( )b 可用n次分部积分法,求出下列类型的积分:
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∫xnsinxdx,∫xncosxdx,∫xnsinax+( )b dx,∫xncosax+( )b dx,∫Pn ( )x sinxdx,∫Pn ( )x cosxdx,

∫Pn ( )x sinax+( )b dx,∫Pn ( )x cosax+( )b dx,其中Pn ( )x 为x 的n次多项式,a≠0。

例4.3.3　求下列不定积分。

(1)∫x2lnxdx　　　(2)∫xarcsinxdx

解　(1)∫x2lnxdx= 1
3∫lnxdx3 = 1

3 x3lnx-∫x3dln( )x

= 1
3x3lnx-1

3∫x3·1
xdx

= 1
3x3lnx-1

9x3+C

(2)∫xarcsinxdx= 1
2∫arcsinxdx2 = 1

2 x2arcsinx-∫x2darcsin( )x

= 1
2x2arcsinx-1

2∫ x2

1-x2
dx

= 1
2x2arcsinx+1

2∫x 1-x( )2 ′dx

= 1
2x2arcsinx+1

2∫xd 1-x2

= 1
2x2arcsinx+1

2x 1-x2 -1
2∫ 1-x2dx

= 1
2x2arcsinx+1

2x 1-x2 -1
4arcsinx-x

4 1-x2 +C

= 1
2x2arcsinx+1

4x 1-x2 -1
4arcsinx+C

评注　由xαdx= 1
α+1dx

α+1 α≠( )-1 可用分部积分法求出下列类型的积分:

∫xαlnxdx,∫xαlnφ( )x dx,∫xαarcsinxdx,∫xαarccosxdx,∫xαarctanxdx,∫xαarccotxdx。

例4.3.4　求下列不定积分。

(1)∫arcsinxdx　　　(2)∫ln( )x 2dx

解　(1)∫arcsinxdx=xarcsinx-∫xdarcsinx

=xarcsinx-∫ x
1-x2

dx

=xarcsinx+1
2∫1-x( )2 -1

2d1-x( )2

=xarcsinx+ 1-x2 +C

(2)∫ln( )x 2dx=xln( )x 2-∫xd ln( )x 2

=xln( )x 2-∫x·2lnx·1
xdx=x ln( )x 2-2∫lnxdx
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=xln( )x 2-2xlnx-∫xdln( )x =x ln( )x 2-2xlnx+2∫x·1
xdx

=xln( )x 2-2xlnx+2x+C
评注　对任一个函数的不定积分都可直接用分部积分公式,即

∫f( )x dx=xf ( )x -∫xdf( )x =xf ( )x -∫xf ( )′ x dx

　　例4.3.5　求不定积分∫exsinxdx。

解　∫exsinxdx=∫sinxdex =exsinx-∫exdsinx

=exsinx-∫excosxdx=exsinx-∫cosxdex

=exsinx-∫excosxdx=exsinx-∫cosxdex

=exsinx-excosx+∫exdcosx

=exsinx-excosx-∫exsinxdx

所以

2∫exsinxdx=exsinx-excosx+2C1

∫exsinxdx= 1
2exsinx-1

2excosx+C

　　评注　用分部积分法时,若出现循环,可以用所求的积分为未知数解方程的方法,求出所求的积分。

评注　在使用分部积分公式时,适当选取u和v′是关键,一般可按反三角函数、对数函数、幂函数、
三角函数、指数函数的顺序,把排序靠前的函数选为u,排序靠后的函数选为v′,在计算过程中,有可能

使用多次的分部积分公式。

例4.3.6　求不定积分∫cos xdx

解　令 x=t,则x=t2,dx=2tdt,有

∫cos xdx=∫2tcostdt

=2tsint+2cost+C

=2 xsin x+2cos x+C
　　评注　例4.3.6中先用根换,后用分部积分法,为换元法与分部积分法的综合题,为常见试题。

习题4.3

1.求下列不定积分。

(1)∫2x2+( )1exdx　　　　　　　　 (2)∫x2e2xdx

(3)∫x2e-xdx (4)∫xsinxdx

(5)∫x2cosxdx (6)∫x2sin3xdx
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(7)∫x2lnxdx (8)∫lnx
x3dx

(9)∫lnx
x

dx (10)∫xlnx2+( )1dx

(11)∫xarcsinxdx (12)∫x3arccotxdx

(13)∫lnxdx (14)∫arcsinxdx

(15)∫arctanxdx (16)∫ln(x2+1)dx

(17)∫ln( )x 2dx (18)∫x3dx

(19)∫exsinxdx (20)∫excosxdx

(21)∫sec3xdx (22)∫coslnxdx

(23)∫xsec2xdx (24)∫xcsc2xdx

2.求下列不定积分。

(1)∫sindx (2)∫e 2x-1dx

(3)∫arctandx (4)∫ xex

1+ex
dx

(5)∫arcsin x
x

dx (6)∫arcsin x
1-x

dx

(7)∫ sin2x
1+sin2x

dx (8)∫xarcsinx
1-x2

dx

(9)∫x2arctgx
1+x2 dx (10)∫x+arctg 2x+3

2x+3
dx

3.下列等式成立的有(　　)。

(A)∫xf ( )″ x dx=xf ( )′ x -f( )x +C

(B)∫f ( )′ x
1+f( )x dx=ln1+f( )x +C

(C)∫ f ( )′ x
1+f2 ( )x dx=arctanf( )x +C

(D)∫ f ( )′ x
1+f2 ( )x dx= 1

2ln1+f2 ( )x +C

4.4　有理函数的积分

前面已经介绍了求不定积分的两个基本方法———换元积分法和分部积分法,下面简

要讨论有理函数的积分及几种特殊的可化为有理函数的积分类型。
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4.4.1　有理函数的不定积分

1.有理函数的概念

　　定义4.4.1　设有两个多项式 ( )P x =a0xn+a1xn-1+…+an-1x+an 与 ( )Q x =
b0xm+b1xm-1+…+bm-1x+bm。其中,m 和n 是非负整数;a0,a1,…,an 及b0,b1,…,bm

都是实常数,且a0≠0,b0≠0,则这两个多项式的商所表示的函数称为有理函数,即

f( )x = ( )P x
( )Q x =a0xn +a1xn-1+…+an-1x+an

b0xm +b1xm-1+…+bm-1x+bm

　　我们总假定分子多项式 ( )P x 与分母多项式 ( )Q x 之间是没有公因式的。则当n<m
时,上式称为真分式;当n≥m 时,上式称为假分式。

2.有理函数不定积分的求法

利用多项式的除法,总可以将一个假分式化为一个多项式与一个真分式之和,而多项

式的积分容易求得,故求有理函数的积分归结为求真分式的积分。
由中学数学中实系数多项式的因式分解定理可知:任何实系数多项式 ( )Q x 在实数

范围内可唯一地分解成若干个一次多项式的幂与若干个二次多项式的幂的积,即
( )Q x =b0 x-c( )1

λ1… x-c( )s
λs x2+p1x+q( )1

μt… x2+ptx+q( )t
μt

其中,b0≠0,λ1,…,λs,μ1,…,μt 为正整数,λ1+…+λs+μ1+…+μt=m,p2
i-4qi<0,i=

1,2,…,t。

那么,由部分分式定理,真分式 ( )P x
( )Q x

可以唯一地分解为如下部分分式:

( )P x
( )Q x = A1

x-c1
+ A2

x-c( )1
2 +…+

Aλ1

x-c( )1
λ1 +…

+ B1

x-c( )s
+ B2

x-c( )s
2 +…+

Bλs

x-c( )s
λs

+ C1x+D1

x2+p1x+q( )1
+ C2x+D2

x2+p1x+q( )1
2 +…+

Cμ1x+Dμ1

x2+p1x+q( )1
μ1

+…

+ E1x+F1

x2+ptx+q( )t
+ E2x+F2

x2+ptx+q( )t
2 +…+

Eμtx+Fμt

x2+ptx+q( )t
μt

其中,Ai,…,Bi,Ci,Di,…,Ei,Fi 都是待定常数,可由比较法或赋值法求出。
由此任何有理真分式的不定积分,都可归结为求以下两种形式的不定积分:

(Ⅰ)∫ A
x-( )a kdx;(Ⅱ)∫ Lx+M

x2+px+( )q kdx p2-4q<( )0

对于(Ⅰ),根据求不定积分的公式可知

∫ A
x-( )a kdx=

lnx-a +C k=1
1

1-( )k x-( )a k-1 +C k>{ 1

　　对于(Ⅱ),只要做适当换元 令t=x+pæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,便化为

∫ Lx+M
x2+px+( )q kdx=∫Lt+N

t2+r( )2 kdt=L∫ t
t2+r( )2 kdt+N∫ dt

t2+r( )2 k
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=

L
2lnt2+r( )2 +N

rarctant
r +C k=1

- L
2k-( )1 t2+r( )2 k-1 +N∫ dt

t2+r( )2 k k≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 2

其中r2=q-p2

4
,N=M-p

2L。

对于不定积分∫ dt
t2+r( )2 k,记Ik =∫ dt

t2+r( )2 k,可用分部积分法导出递推公式

如下:

Ik= 1
r2∫t2+r( )2 -t2

t2+r( )2 k dt

= 1
r2Ik-1-1

r2∫ t2

t2+r( )2 kdt

= 1
r2Ik-1- 1

2r2 k-( )1∫td 1
t2+r( )2 k-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

= 1
r2Ik-1+ 1

2r2 k-( )1
t

t2+r( )2 k-1 -Ik-[ ]1

经整理得到

Ik = t
2r2 k-( )1 t2+r( )2 k-1 + 2k-3

2r2 k-( )1Ik-1

　　重复使用上述递推公式,最终归为计算I1,这样就可以完成对不定积分(Ⅱ)的计算。

例4.4.1　分解x3-4x+10
x2+x-6

成最简分式。

解　x3-4x+10
x2+x-6 =x-1+ 3x+4

x2+x-6=x-1+ 3x+4
x( )-2 x( )+3

而真分式 3x+4
x( )-2 x( )+3 = A

x-2+ B
x+3=A x( )+3 +B x( )-2

x( )-2 x( )+3
其中,A、B 为待定常数,A、B 可有两种方法求出。

方法一:(比较法)3x+4=A x( )+3 +B x( )-2 = A+( )Bx+ 3A-2( )B
上式是恒等式,比较等式两边x的同次幂系数相等,得

A+B=3
　
2A-2B={ 4

即A=2,B=1。
方法二:(赋值法)3x+4=A x( )+3 +B(x-2)
令x=2,得A=2,
令x=-3,得B=1,

所以

x3-4x+10
x2+x-6 =x-1+ 2

x-2+ 1
x+( )3

　　例4.4.2　 求∫ 2x
1+( )x 1+x( )2 2dx。
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解　设 2x
1+( )x 1+x( )2 2= A

1+x+Bx+C
1+x2 + Dx+E

1+x( )2 2

=A 1+x( )2 2+ Bx+( )C 1+( )x 1+x( )2 + Dx+( )E 1+( )x
1+( )x 1+x( )2 2

得恒等式2x=A x2( )+1 2+ Bx+( )C 1+( )x x2( )+1 + Dx+( )E 1+( )x
= A+( )Bx4+ B+( )Cx3+ 2A+B+C+( )D x2+ B+C+D+( )Ex+
　 A+C+( )E

比较等式两边X 的同次幂系数相等,有

A+B=0
B+C=0
2A+B+C+D =0
B+C+D+E=2
A+C+E=

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï 0

即A=-1
2

,B=1
2

,C=-1
2

,D=1,E=1。

故 2x
1+( )x 1+x( )2 2=-1

2
· 1
1+x+1

2
·x-1
1+x2+ x+1

1+x( )2 2

所以∫ 2x
1+( )x 1+x( )2 2dx=-1

2∫ 1
1+xdx+1

2∫x-1
1+x2dx+∫ x+1

1+x( )2 2dx

=-1
2lnx+1 +1

2∫ x
x2+1dx-1

2∫ 1
x2+1dx

　+∫ x
x2+( )1 2dx+∫ 1

x2+( )1 2dx

=-1
2lnx+1 +1

4ln1+x( )2

　-1
2arctanx-1

2
· 1
1+x2 +∫ dx

1+x( )2 2

对于不定积分∫ dx
1+x( )2 2,有两种方法可以求解。

方法一:

∫ dx
1+x( )2 2=

1
2. x

1+x2 +1
2

·I1

= 1
2

· x
1+x2 +1

2arctanx+C

　　方法二:x=tant,则dx=sec2tdt,

∫ dx
1+x( )2 2=∫sec2t

sec4tdt=∫cos2tdt

=∫1+cos2t
2 dt= 1

2t+1
4sin2t+C

= 1
2arctanx+ x

21+x( )2 +C

得
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∫ 2x
1+( )x 1+x( )2 dx= 1

4ln 1+x2

1+( )x 2 +1
2

·x-1
1+x2 +C

　　从理论上说,利用上述方法求有理函数的积分是行之有效的,但是,有时用此方法,计
算较麻烦,故对有理函数积分,可根据被积函数的特点,恰当选择拆项方法能给有理函数

的积分带来方便。

例4.4.3　 求∫x3+x2+1
x2 1+x( )2 dx。

解　因为

x3+x2+1
x2 1+x( )2 = x3

x2 1+x( )2 + x2+1
x2 1+x( )2

= x
1+x2 + 1

x2

所以

∫x3+x2+1
x2 1+x( )2 dx=∫ x

1+x2dx+∫1
x2dx

= 1
2ln1+x( )2 -1

x +C

4.4.2　三角函数有理式∫R sinx,cos( )x dx型的不定积分

由 ( )ux , ( )vx 及常数经过有限次的四则运算所得到的函数称为关于 ( )u x , ( )v x 的

有理式,并且用R sinx,cos( )x 表示。

∫R sinx,cos( )x dx型是三角函数的有理式积分,这种类型的积分一般可通过代换t=

tanx
2

,把它化为t的有理函数的不定积分,这是因为

sinx=
2sinx

2cosx
2

sin2 x
2+cos2 x

2

=
2tanx

2

1+tan2 x
2

= 2t
1+t2

cosx=
cos2 x

2-sin2 x
2

sin2 x
2+cos2 x

2

=
1-tan2 x

2

1+tan2 x
2

=1-t2

1+t2

dx= 2
1+t2dt

所以

∫R sinx,cos( )x dx=∫R 2t
1+t2,1-t2

1+t
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

1+t2dt

　　例4.4.4　求∫3-sinx
3+cosxdx。

解　令t=tanx
2

,于是
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∫3-sinx
3+cosxdx=∫

3- 2t
1+t2

3+1-t2

1+t2

· 2
1+t2dt

=∫ 3t2-2t+3
t2+( )2 t2+( )1 dt

=∫2t+3
t2+2- 2t

t2+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dt

=∫2t
t2+2dt+∫ 3

t2+2dt-∫2t
t2+1dt

=lnt2+( )2 + 3
2
arctant

2
-lnt2+( )1 +C

=lnt2+2
t2+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 + 3
2
arctant

2
+C

=ln3+cosx
2 + 3

2
arctan

1
2
tanxæ

è
ç

ö

ø
÷2 +C

　　上面所用的变换t=tanx
2

对三角函数有理式的不定积分虽然总是有效的,但并不意

味着在任何情况下都是简便的,例如下面的积分使用其他方法计算更简便。

例4.4.5　求∫ dx
a2sin2x+b2cos2x ab≠( )0 。

解　∫ dx
a2sin2x+b2cos2x=∫ sec2x

a2tan2x+b2dx

=∫ dtanx
a2tan2x+b2

= 1
abarctan a

btanæ

è
ç

ö

ø
÷x +C

4.4.3　某些无理根式的不定积分

1.∫R x,
n
ax+b
cx+

æ

è
ç

ö

ø
÷

d
dx型不定积分 ad-bc≠( )0

求这种类型的不定积分只需令t=
n
ax+b
cx+d

,就可以化为有理函数的不定积分。

例4.4.6　 求∫1
x

　
x+2
x-2dx。

解　令t=
　
x+2
x-2

,则x=2t2( )+1
t2-1

,dx= -8t
t2( )-1 2dt

∫1
x

　
x+2
x-2dx=∫ 4t2

1-t( )2 1+t( )2 dt

=∫ 2
1-t2 - 2

1+t
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dt

=ln1+t
1-t -2arctant+C
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=ln1+ x+( )2/x-( )2
1- x+( )2/x-( )2

-2arctan x+2
x-2+C

　　2.∫R x,ax2+bx+( )c dx型不定积分(a>0时b2-4ac≠0;a<0时b2-4ac>0)

这种类型的不定积分一般可用如下变换:
若a>0,则可令

ax2+bx+c= ax±t
　　若c>0,还可令

ax2+bx+c=xt± c
这类变换称为欧拉变换。

例4.4.7　 求∫ 1
x x2-2x-3

dx。

解　令 x2-2x-3=x-t,则

x= t2+3
2t-( )1

,dx=t2-2t-3
2 t-( )1 2dt, x2-2x-3= t2+3

2t-( )1 -t= - t2-2t-( )3
2t-( )1

于是,所求不定积分可化为有理函数的不定积分:

∫ 1
x x2-2x-3

dx=∫2t-( )1
t2+3

· 2t-( )1
- t2-2t-( )3

·t
2-2t-3
2 t-( )1 2dt

=-∫ 2
t2+3dt=- 2

3
arctant

3
+C

= 2
3
arctan x2-2x-3-x

3
+C

　　在本章结束之前,必须指出:对初等函数来说,在其定义区间上,它的原函数一定存

在,但原函数不一定都是初等函数。如∫ex2
dx,∫sinx

x dx,∫dx
lnx

等,原函数虽然存在,但不

能用初等函数表示,以后学了无穷级数的知识就清晰明了了。

习题4.4

1.求下列不定积分。

(1)∫ x+1
x2-5x+6dx　　　 (2)∫ x+2

2x+( )1 x2+x+( )1 dx

(3)∫ 1
5-3cosxdx　　　 (4)∫ 1

x2+x
dx

(5)∫1
x2

1-x
1+xdx

第4章习题参考答案

习题4.1

1. x
x2-a2

　　2.arctanxdx　　3.1
4ln2+x

2-x
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4.F[φ(x)]+C　5.(B,C,D)　6.(A)　7.(A,B,D)　8.(C)　9.(A)　
10.(D)　11.(D)　12.(C)　13.(C)　14.(B)

15.(1)x-2
3x3+C　　　　　　　(2)2x

ln2+1
3x3+C

(3)3
8x

8
3 +C (4)2 x-3

4x
4
3 +C

(5)x
2

6-ln|x|-2
x+2

x3+C　　　　　(6)-2
3x -3

2 -ex+ln|x|+C

(7) 3xex

ln3+1-arcsinx+C　　　 (8)2x-2arctanx+C

(9)1
3x3-1

2x2+C　　　　　 (10)arctanx-1
x+C

(11)x-arctanx+C　　　　 (12)1
3x3-x+arctanx+C

(13)1
2

(tanx+x)+C　　　 (14)-cotx-tanx+C

(15)1
2

(x-sinx)+C　　　 (16)-cotx-x+C

(17)sinx-cosx+C　　　 (18)tanx-cotx+C
(19)arcsinx+C

16.y=1
2x2+2x-5

2

17.C(x)=2 x+ x
2000+10,R(x)=100x-x2

18.Q=f(P)=-10000e-P
2 +20000

19.P(t)=5
2t

2+3t

20.x=50个单位,最大利润为750元

21.x=3个单位时,利润最大

习题4.2

1.(1)2
3

(sinx)3
2 +C　　　 (2)3sinx

ln3+C

(3)1
3sin3x-2

5sin5x+1
7sin7x+C (4)3

3
sinx+C

(5)-8arctancosx+C　 (6)1
3cos3x-cosx+C

(7)-ecosx+C　　 (8)-3
2

(cosx)2
3 +C

(9)arcsinlnx+C (10)- 1
2ln2x+C

(11)2
3 1+3lnx+C (12)-1

3ln3(cosx+1)+C

(13)-cos(C+lnx) (14)1
2ln2x+C
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(15)cos1
x+C (16)- 1

ln3
(cosx+1)+C

(17)ln|cos1
x|+C (18)-ln|sec1

x+tan1
x|+C

(19)-1
2e-2x+C (20)3

x3-5+C

(21)-1
12e

-3x4
+C (22)1

2arcsinx2

2+C

(23)arcsinx- 1-x2 +C (24)1
2ln(1+x2)+3arctanx+C

(25)1
39

(3x+2)13+C (26)-1
14

(3-4x)7
2 +C

(27)-1
2e-2x+C (28)- 1

4(2x-1)2+C

(29)3
2ln|sec 2

3xæ

è
ç

ö

ø
÷+5 +tan 2

3xæ

è
ç

ö

ø
÷+5|+C

(30)1
af(ax+b)+C

(31)1
6arctan3x

2+C (32)1
4arctan2x+1

2 +C

(33)1
3arcsin 3x+C (34)1

3arcsin3x-2
3 +C

(35)1
30ln

3+5x
3-5x +C (36) 1

88
ln4x+1- 8

4x+1+ 8
+C

(37)1
4ln|4x+ 4+16x2|+C (38)1

3ln|3x+ 9x2-16|+C

(39)sinex+C (40)1
2arctanex

2+C

(41)eex +C (42)arctanex+C

(43)x-ln(ex+1)+C (44)2
9

(4+3ex)3
2 +C

(45)arcsinex+C (46)- 1
ln3cos3

x+C

(47)1
ln2sin

(2x+1)+C (48)1
ln3arcsin

3x
2+C

(49) 1
3ln2arctan

2x

3+C (50)3
4tg2x+ln|cosx|+C

(51)etanx+C (52)1
2tan2x+ln|cosx|+C

(53)tanx+2
3tan3x+1

5tan5x+C

(54)1
2

[ln|1+tanx|]+x-ln|secx|+C

(55)- 1
ln3

·3cotx+C (56)-1
3cot3x+cotx+x+C
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(57)-cotx-1
3cot3x+C (58)1

2
(arcsinx)2+C

(59) 1
2(arccosx)2+C (60)3

3
arctgx+C

(61)-1
2

(arccotx)2+C (62)-1
3cos 3x2+2+C

(63)-1
3sin 4-3x2 +C (64)ln|x2-3x+1|+C

(65)ln(ex+e-x)+C (66)-1
2ln|9-e2x|+C

(67)1
2ln(x2-4x+8)+1

2arctanx-2
2 +C

(68)3
2ln(x2+2x+7)-2

6
arctanx+1

6
+C

(69)1
2ln(x2+x+1)-1

3
arctan2x+1

3
+C

(70)1
2

(x-1
2sin2x)+C (71)1

2 x+1
2sin2æ

è
ç

ö

ø
÷x +C

(72)3
8x-1

4sin2x+1
32sin4x+C

(73)3
8x+1

4sin2x+1
32sin4x+C

(74)1
4 ln1+x

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2

+C

2.(1)2[x-ln(1+ x)]+C
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(3)2 x-2+ 2arctan x-2
2

+C

(4)2 x-1+3
3
x-1+6

6
x-1-6ln(6

x-1+1)+C

(5) 2x-3-ln( 2x-3+1)+C

(6)6
5x

5
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2x
2
3 +2x

1
2 +6x

1
6 +6ln|x

1
6 -1|+C

(7)2arcsinx
2-x

2 4-x2 +1
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(8) x
1-x2

+C (9)1
2
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x
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(14)-
(1-x2)3

2

3x3 +C 　(15)- 1-x2

x +C

(16) x2-4-2arccos2
x+C (17) x2-1

x +C

(18)arccos1
x+C

习题4.3

1.(1)(2x2+1)ex-4xex+4ex+C (2)1
2x2e2x-1

2xe2x+1
4e2x+C

(3)-(x2+2x+2)e-x+C (4)-xcosx+sinx+C
(5)x2sinx+2xcosx-2sinx+C

(6)-1
3x2cos3x+2

9xsin3x+2
27cos3x+C

(7)1
3x3lnx-1

9x3+C (8)-lnx
2x2- 1

4x2+C

(9)2 xlnx-4 x+C (10)1
2

(x2+1)ln(x2+1)-1
2x2+C

(11)x
2

2arcsinx+x
4 1-x2 -1

4arcsinx+C

(12)1
4x4arccotx+1

12x
3-1

4x-1
4arccotx+C

(13)xlnx-x+C (14)xarcsinx+ 1-x2 +C

(15)xarctanx-1
2ln(1+x2)+C

(16)xln(x2+1)-2x(x-arctanx)+C
(17)x(lnx)2-2(x-arctanx)+C

(18)1
2

(x2ex2
-ex2)+C

(19)1
2ex(sinx-cosx)+C

(20)1
2ex(sinx+cosx)+C

(21)1
2

(secxtanx+ln|secx+tanx|)+C

(22)x
2

(coslnx+sinlnx)+C

(23)xtanx+ln|cosx|+C (24)-xcotx+ln|sinx|+C

2.(1)2sin x-2 xcos x+C
(2)e 2x-1( 2x-1-1)+C
(3)(x+1)arctan x- x+C

(4)(2x-4) 1+ex -2ln1- 1+ex

1+ 1+ex
+C
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(5)2 xarcsin x+2 1-x+C
(6)-2 1xarcsin x+2 x+C
(7)2 1+sin2x+C (8)x- 1-x2arcsinx+C

(9)xarctanx-1
2ln(1+x2)-1

2
(arctanx)2+C

(10)1
6

(2x+3)3
2 -3

2 2x+3+ 2x+3arctan 2x+3-1
2ln(2x+4)+C

3.(A,B,C)
习题4.4

(1)4lnx-3 -3lnx-2 +C

(2)ln2x+1 -1
2lnx2+x( )+1 +1

3
arctan2x+1

3
+C

(3)1
2arctan2tanxæ

è
ç

ö

ø
÷

2 +C (4)ln x2+x+x+1
2 +C

(5)- 1-x2

x +ln 1+x+ 1-x
1+x- 1-x

+C
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第5章　定积分及其应用

定积分是积分学的另一基本问题,它与导数的概念一样,也是在分析、解决实际问题

的过程中逐渐形成并发展起来的,在几何学、物理学、经济学等领域有着广泛的应用。本

章将从实例出发引出定积分的概念,讨论它的性质,进而寻求它的计算方法,最后通过例

题介绍定积分在几何学以及经济学中的一些应用。

5.1　定积分的概念与性质

5.1.1　定积分问题举例

1.曲边梯形的面积

　　在直角坐标系中,设曲线y=f(x)在区间[a,b]上非负、连续,由直线x=a,x=b,y=
0及曲线y=f(x)所围成的平面图形称为曲边梯形,如图5-1(a)所示,其中曲线弧y=
f(x)称为曲边,线段ab称为底边。

图　5-1

怎样计算曲边梯形的面积A 呢? 如果f(x)在[a,b]上为常数h,即曲边梯形为矩形,
则其面积等于h(b-a)。现在的困难是它的高度不断连续变化,我们可以考虑将曲边梯

形分割成许多垂直于x轴的窄曲边梯形;在这些窄曲边梯形上,高度变化不大,可用其中

某一点处的高来近似代替同一小区间上窄曲边梯形的变高,得到每个小窄曲边梯形面积

的近似值;再把所有近似值相加,就得到整个曲边梯形面积的近似值;分割越细,近似的

程度就越高,当无限细分时,就可得到曲边梯形面积的精确值。具体计算方法如下。
(1)分割

在区间[a,b]内任意插入n-1个分点x1,x2,…,xn-1,令a=x0<x1<x2<…<xn-1<
xn=b,将区间[a,b]分成n个小区间

[x0,x1],[x1,x2],…,[xi-1,xi],…,[xn-1,xn]
各小区间的长度分别记为Δxi=xi-xi-1(i=1,2,…,n)。

过每个分点xi(i=1,2,…,n-1)作平行于y轴的直线段,把曲边梯形分成n个小曲



边梯形,如图5-1(b)所示,它们的面积分别记为ΔSi(i=1,2,…,n)。
(2)近似

在第i个小区间[xi-1,xi](i=1,2,…,n)上任取一点ξi,以Δxi 为底、f(ξi)为高的小

矩形面积近似代替第i个小曲边梯形的面积ΔAi,于是

ΔAi ≈f(ξi)Δxi,(i=1,2,…,n)

　　(3)求和

将n个小矩形面积加起来,得到的和作为曲边梯形面积的近似值,即

A = ∑
n

i=1
ΔAi ≈ ∑

n

i=1
f(ξi)Δxi

　　(4)取极限

记所有小区间长度的最大值为λ=max
1≤i≤n

{Δxi},当λ→0时(等分时n→∞),分割充分

细密,上面和式就可以无限接近曲边梯形的面积A,即

A =lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi)Δxi

2.变速直线运动的路程

当物体作匀速直线运动时,路程=速度×时间。但现实中,速度往往是随时间变化的

变量,采用上述分割、近似、求和、取极限的思想,可求出变速直线运动的路程。
设物体运动的速度v=v(t)是时间段[T1,T2]上的连续函数,且v(t)≥0,对路程的计

算步骤如下。
(1)分割

在时间段[T1,T2]内任意插入n-1个分点t1,t2,…,tn-1,令T1=t0<t1<t2<…<
tn-1<tn=T2,将时间段[T1,T2]分成n个小时间段

[t0,t1],[t1,t2],…,[ti-1,ti],…,[tn-1,tn]
各小时间段的长度分别记为Δti=ti-ti-1(i=1,2,…,n)。

(2)近似

在第i个小时间段[xi-1,xi](i=1,2,…,n)上任取一点τi,以 Δti 为时间长度、v(τi)
为速度的匀速、直线路程近似代替第i个小时间段内的变速直线运动的路程Δsi,于是

Δsi ≈v(τi)Δti,(i=1,2,…,n)

　　(3)求和

将n个小匀速直线路程加起来,得到的和作为整个时间段变速直线运动路程的近似

值,即

s= ∑
n

i=1
Δsi ≈ ∑

n

i=1
v(τi)Δti

　　(4)取极限

记所有小时间段长度的最大值为λ=max
1≤i≤n

Δt{ }i ,当λ→0时(等分时n→∞),各小时

间段近乎匀速运动,上面和式就可以无限接近[T1,T2]上的变速直线运动的路程,即

s=lim
λ→0∑

n

i=1
v(τi)Δti

　　以上虽是不同范畴的两个实际问题,但从数学的角度来看,其解决问题的思想和方法
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是相同的,最后归结为求和式的极限问题,在科学技术和经济领域中有大量的问题归结为

这类数学模型。因此,数学家把这一方法加以概括抽象,得到了定积分。

5.1.2　定积分的定义

定义5.1.1　设函数f(x)在区间[a,b]上有界,在[a,b]内任意插入n-1个分点x1,

x2,…,xn-1,即

a=x0 <x1 <x2 < … <xn-1 <xn =b
将区间[a,b]分成n个小区间

[x0,x1],[x1,x2],…,[xi-1,xi],…,[xn-1,xn]
各小区间的长度分别记为Δxi=xi-xi-1(i=1,2,…,n),在每个小区间 xi-1,x[ ]i 上任取

一点ξi,作乘积f(ξi)Δxi(i=1,2,…,n),并求和

sn = ∑
n

i=1
f(ξi)xi

记λ=max
1≤i≤n

{Δxi},如果不论对[a,b]怎样划分,也不论在小区间 xi-1,x[ ]i 上点ξi 怎样选

取,只要当λ→0时,和sn 总趋于确定的极限I,即

lim
λ→0

sn =lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi)Δxi =I

那么称这个极限I为函数f(x)在区间[a,b]上的定积分,记作∫
b

a
f(x)dx,即

∫
b

a
f(x)dx=lim

λ→0∑
n

i=1
f(ξi)Δxi

　　这时称函数f(x)在区间[a,b]上可积,其中f(x)称为被积函数,f(x)dx称为被积表

达式,x称为积分变量,a称为积分下限,b称为积分上限,[a,b]称为积分区间,sn称为

f(x)的一个积分和。
根据定积分的定义,前面的两个例子可用定积分表示如下:
(1)曲边梯形的面积A 是函数f(x)(f(x)≥0)在区间[a,b]上的定积分,即

A =∫
b

a
f(x)dx

　　(2)变速直线运动的路程s是速度v=v(t)在时间段[T1,T2]上的定积分,即

s=∫
T2

T1
f(t)dt

　　注意:(1)定积分∫
b

a
f(x)dx是积分和∑

n

i=1
f(ξi)xi 的极限,是一个数值,这与不定积分

不同。
(2)定积分的值只与被积函数f(x)及积分区间[a,b]有关,而与积分变量的记号无

关,即

∫
b

a
f(x)dx=∫

b

a
f(t)dt=∫

b

a
f(u)du

　　(3)极限过程是λ→0,而不仅仅只是n→∞,前者是无限细分的过程,后者是分点无

限增加的过程。无限细分,分点必然无限增加,但分点无限增加,并不能保证无限细分。
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(4)在定积分定义中,假定了a<b,为了后面的计算及应用方便,我们规定:
当a>b时,

∫
b

a
f(x)dx=-∫

a

b
f(x)dx

　　当a=b时,

∫
b

a
f(x)dx=0

　　所以定积分上、下限无大小限制。
(5)关于函数的可积性,我们直接给出下面两个重要结论:
① 若f(x)在[a,b]上连续,则f(x)在[a,b]上可积;
② 若f(x)在[a,b]上有界,且只有有限个间断点,则f(x)在[a,b]上可积。

5.1.3　定积分的几何意义

1.若连续函数f(x)在[a,b]上非负,即f(x)≥0,则定积分∫
b

a
f(x)dx 表示由曲线

y=f(x),直线x=a,x=b,以及x轴所围成的曲边梯形的面积A,如图5-2所示。

2.若连续函数f(x)在[a,b]上非正,即f(x)≤0,则定积分∫
b

a
f(x)dx 表示由曲线

y=f(x),直线x=a,x=b,以及x 轴所围成的曲边梯形的面积的相反数-A,如图5-3
所示。

图　5-2

　　

图　5-3

3.若连续函数f(x)在[a,b]上既取得正值又取得负值时,即函数f(x)的图形某些

部分在x轴的上方,而其他部分在x轴的下方,如图5-4所示,则定积分∫
b

a
f(x)dx表示

由曲线y=f(x),直线x=a,x=b,以及x轴所围成的曲边梯形的面积的代数和,即

∫
b

a
f(x)dx=-A1+A2-A3+A4

图　5-4
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5.1.4　定积分的性质

设下面性质中各函数均可积,由定积分与极限运算法则和性质可推出如下性质。
性质1　函数代数和的定积分等于定积分的代数和,即

∫
b

a
[f(x)±g(x)]dx=∫

b

a
f(x)dx±∫

b

a
g(x)dx

　　此性质可推广到有限个函数。
性质2　常数可提到积分号的外面,即

∫
b

a
kf(x)dx=k∫

b

a
f(x)dx,　(k为常数)

　　性质3　(积分区间的可加性)对于任意三个不相等的数a,b,c,总有

∫
b

a
f(x)dx=∫

c

a
f(x)dx+∫

b

c
f(x)dx

图　5-5

　　性质3的几何意义:当c∈(a,b)时,见图5-5(a),上式显然成立;当a<b<c时,见
图5-5(b),则有

∫
c

a
f(x)dx=∫

b

a
f(x)dx+∫

c

b
f(x)dx

因为∫
b

c
f(x)dx=-∫

c

b
f(x)dx,所以∫

b

a
f(x)dx=∫

c

a
f(x)dx-∫

c

b
f(x)dx,即

∫
b

a
f(x)dx=∫

c

a
f(x)dx+∫

b

c
f(x)dx

当c<a<b时,同理可验证∫
b

a
f(x)dx=∫

c

a
f(x)dx+∫

b

c
f(x)dx成立。

性质4　若在区间[a,b]上f(x)≡1,则∫
b

a
dx=b-a。

性质5　若在区间[a,b]上f(x)≥0,则∫
b

a
f(x)dx≥0,如f(x)连续,等号在f(x)≡

0时成立。

推论1　若在区间[a,b]上f(x)≤g(x),则∫
b

a
f(x)dx≤∫

b

a
g(x)dx,如f(x),g(x)连

续,等号在f(x)≡g(x)时成立。

推论2　∫
b

a
f(x)dx ≤∫

b

a
f(x)dx,a<b。
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性质6　(估值定理)若函数f(x)在区间[a,b]上的最大值与最小值分别为 M 与

m,则

m(b-a)≤∫
b

a
f(x)dx≤M(b-a)

　　证明　因为m≤f(x)≤M,由性质5和推论1,得

m∫
b

a
dx≤∫

b

a
f(x)dx≤M∫

b

a
dx

由性质2和性质4,得

m(b-a)≤∫
b

a
f(x)dx≤M(b-a)

　　此性质说明,由被积函数在积分区间上的最大值和最小值可估计积分值的范围。它

的几何意义是:由曲线y=f(x),x=a,x=b和x 轴所围成的曲边梯形的面积,介于以区

间[a,b]为底,以最小纵坐标m 为高的矩形面积及最大纵坐标M 为高的矩形面积之间,
如图5-6所示。

图　5-6

性质7　(积分中值定理)设函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,则在区间[a,b]上至少

存在一点ξ,使得

∫
b

a
f(x)dx=f(ξ)(b-a),a≤ξ≤b

　　证明　因为f(x)在闭区间[a,b]上连续,所以f(x)在区间[a,b]上有最大值 M 和最

小值m。由性质6,得

m(b-a)≤∫
b

a
f(x)dx≤M(b-a)

从而

m ≤∫
b

a
f(x)dx

b-a ≤M

　　根据闭区间上连续函数的介值定理知,在区间[a,b]上至少存在一点ξ,使

f(ξ)=∫
b

a
f(x)dx

b-a
,a≤ξ≤b

即 ∫
b

a
f(x)dx=f(ξ)(b-a),a≤ξ≤b

性质7的几何意义:若f(x)在[a,b]上连续,且f(x)≥0,则由x=a,x=b,x轴,y=
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f(x)所围成的曲边梯形的面积一定与某个同底边而高为f(ξ),ξ∈[a,b]的矩形面积相

等,如图5-7所示。通常称f(ξ)= 1
b-a∫

b

a
f(x)dx 为函数f(x)在区间[a,b]上的平

均值。

图　5-7

例5.1.1　 比较定积分∫
1

0
ex2

dx与∫
1

0
exdx的大小。

解　 在闭区间[0,1]上有x2≤x,从而ex2
≤ex,等号在x=0与x=1两点成立,由性

质5和推论1知

∫
1

0
ex2

dx<∫
1

0
exdx

　　例5.1.2　证明不等式2e-1
4 ≤∫2

0ex2-xdx≤2e2。

证明　设f(x)=ex2-x,x∈[0,2],则f′(x)=ex2-x(2x-1),令f′(x)=0,得x=1
2∈

(0,2);

而f(0)=1,f(1
2

)=e
-1
4 ,f(2)=e2,得f(x)在[0,2]上,最大值 M=e2,最小值

m=e
-1
4 。
由性质6,有

e
-1
4 (2-0)≤∫

2

0
ex2-xdx≤e2(2-0)

即 2e
-1
4 ≤∫

2

0
ex2-xdx≤2e2

习题5.1

1.利用定积分的几何意义确定下列定积分的值。

(1)∫
1

0
(x+1)dx　 　　 (2)∫

1

0
|2-x|dx

(3)∫
1

0
1-x2dx 　　　　　　　　(4)∫

1

-1
f(x)dx,其中f(x)=

1+x, -1≤x≤0,

1-x2 , 0≤x≤1{ .
2.不计算积分,利用定积分的性质,比较下列各组积分的大小。

(1)∫
1

0
x2dx与∫

1

0
x3dx　　　　　　　 (2)∫

π
2

0
xdx与∫

π
2

0
sinxdx
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(3)∫
1

0
exdx与∫

1

0
ex2

dx　　　　　　 (4)∫
2

1
lnxdx与∫

2

1
(lnx)2dx

(5)∫
1

0
xdx与∫

1

0
ln(1+x)dx　　　　　(6)∫

1

0
exdx与∫

1

0
(1+x)dx

3.利用定积分的性质,估计下列定积分的值。

(1)∫
4

1
(x2+1)dx (2)∫

2

-1
e-x2

dx

4.设f(x)与g(x)在[a,b]上连续,证明:

(1)若在[a,b]上,f(x)≥0,且f(x)不恒等于0,则∫
b

a
f(x)dx>0;

(2)若在[a,b]上,f(x)≥0,且∫
b

a
f(x)dx=0,则在[a,b]上f(x)≡0。

5.2　微积分基本公式

若函数f( )x 在 a,[ ]b 上可积,则f( )x 在 a,[ ]b 上定积分存在,怎样计算这个积分值

呢? 由上一节内容可知,用求和式极限的方法,即使被积函数变简单,用定义计算定积分

也很不容易。本节将通过揭示微分和积分的关系,引出计算定积分的一般方法。

5.2.1　积分上限函数及其导数

设函数f( )x 在区间 a,[ ]b 上连续,x∈ a,[ ]b ,于是f ( )t 在区间 a,[ ]x 上连续,因此

∫
x

a
f ( )tdt存在,如果上限x在区间 a,[ ]b 上任意变动,则对于每一个取定的x值,定积分

∫
x

a
f ( )tdt有一个对应的值,因此在 a,[ ]b 上定义一个函数。

定义5.2.1　若f( )x 在区间 a,[ ]b 上连续,称

Φ( )x =∫
x

a
f ( )tdt,　x∈ a,[ ]b

为积分上限函数。

定理5.2.1　若f( )x 在区间 a,[ ]b 上连续,则积分上限函数中Φ( )x =∫
x

a
f ( )tdt在

a,[ ]b 上可导,且其导数为

Φ ( )′ x = d
dx∫

x

a
f ( )tdt=f( )x ,　x∈ a,[ ]b

　　证明　设x∈ a,( )b ,任给Δx使x+Δx∈ a,( )b ,则当Δx≠0时,

ΔΦ=Φ x+Δ( )x -Φ( )x =∫
x+Δx

a
f ( )tdt-∫

x

a
f ( )tdt

=∫
x

a
f ( )tdt+∫

x+Δx

x
f ( )td( )t -∫

x

a
f ( )tdt

=∫
x+Δx

x
f ( )tdt

由积分中值定理知,在x与x+Δx之间存在ξ,使
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∫
x+Δx

x
f ( )tdt=f( )ξ Δx

　　由于f( )x 在 a,[ ]b 上连续,而当Δx→0时,ξ→x,从而

Φ ( )′ x =lim
Δx→0

ΔΦ
Δx =lim

ξ→x
f ( )ξ =f( )x

　　定理5.2.2　设f ( )x 在 a,[ ]b 上连续,φ ( )x 在 a,[ ]b 上可导,且a≤φ ( )x ≤b,x∈
a,[ ]b ,则

d
dx∫

φ( )x

a
f ( )tdt=f φ( )[ ]x φ ( )′ x

证明　设 ( )F x =∫
x

a
f ( )tdt,则

∫
φ( )x

a
f ( )tdt=F φ( )[ ]x

　　由复合函数求导法则,得

d
dx∫

φ( )x

a
f ( )tdt= d

dxF φ( )[ ]x =F′φ( )[ ]x φ ( )′ x =f φ( )[ ]x φ ( )′ x

　　例5.2.1　求下列函数的导数。

(1)Φ( )x =∫
2

x

sint
t dt,求Φ ( )′ x ;　　(2) ( )F x =∫

x

0
et2dt,求 ( )F′ x

解　(1)因为Φ( )x =∫
2

x

sint
t dt=-∫

2

x

sint
t dt,所以Φ ( )′ x =-sinx

x
;

　　(2)由公式,得

( )F′ x =e( )x 2
( )x′=ex 1

2 x

　　例5.2.2　求极限lim
x→0

∫
1

cosx
e-t2dt

x2 。

解　这是0
0

型未定式,用洛必达法则计算。

lim
x→0

∫
1

cosx
e-t2dt

x2 =lim
x→0

-∫
cosx

1
e-t2dt

x2

=lim
x→0

-e-cos2x -sin( )x
2x

= 1
2e

5.2.2　微积分基本公式

定理5.2.3　如果函数f( )x 在 a,[ ]b 上连续,则函数

Φ( )x =∫
x

a
f ( )tdt,　x∈ a,[ ]b

是f( )x 在 a,[ ]b 上的一个原函数。
定理的重要意义:一方面肯定了连续函数的原函数是存在的,另一方面初步地揭示
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了积分学中的定积分与原函数之间的联系。
下面给出用原函数计算定积分的公式。
定理5.2.4　若函数 ( )F x 是连续函数f ( )x 在区间 a,[ ]b 上的一个原函数,则

∫
x

a
f ( )x dx= ( )Fb - ( )F a

　　证明　已知函数 ( )F x 是连续函数f ( )x 的一个原函数,又根据定理5.2.3知,积分

上限函数

Φ( )x =∫
x

a
f ( )tdt,　x∈ a,[ ]b (5-1)

也是f( )x 的一个原函数。
因此这两个原函数之差 ( )F x -Φ( )x 在 a,[ ]b 上必是某一个常数C,即

( )F x -∫
x

a
f ( )tdt=C,　x∈ a,[ ]b

　　式(5-1)中令x=a,由于Φ( )a =∫
a

a
f ( )tdt=0,得C= ( )F a ,即

∫
x

a
f ( )tdt= ( )F x - ( )F a

再令x=b,得

∫
b

a
f ( )x dx= ( )Fb - ( )F a

为便于书写,公式常表示为

∫
b

a
f ( )x dx= ( )F x

b

a
= ( )Fb - ( )F a (5-2)

　　公式(5-2)称为牛顿-莱布尼兹公式,它进一步揭示了定积分与被积函数的原函数或

不定积分之间的联系,它表明一个连续函数在区间 a,[ ]b 上的定积分等于它的一个原函

数在区间 a,[ ]b 上的增量,从而给定积分提供了一个有效而简便的计算方法。
例5.2.3　求下列定积分。

(1)∫
1

0
x3dx 　　　　　　　　　　　 (2)∫

0

-1
ex + 1

1+x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx

(3)∫
π
3

π
6

1
sin2xcos2xdx (4)∫

π

0
1-sin2xdx

解　(1)由于x4

4
是x3 的一个原函数,所以由牛顿-莱布尼兹公式,有

∫
1

0
x3dx=x4

4
1

0
= 1

4

　　(2)由于ex 是ex 的一个原函数,arctanx是 1
1+x2的一个原函数,所以

∫
0

-1
ex + 1

1+x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx=∫
0

-1
exdx+∫

0

-1

1
1+x2dx

=ex 0
-1+arctanx 0

-1

=1-e-1+π
4
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　　(3)由于 1
sin2xcos2x=sin2x+cos2x

sin2xcos2x =sec2x+csc2x,

而tanx是sec2x的一个原函数,-cotx是csc2x的一个原函数,所以

∫
π
3

π
6

1
sin2xcos2xdx=∫

π
3

π
6

(sec2x+csc2x)dx

=tanx
π
3

π
6

-cotx
π
3

π
6

= tanπ
3-tanπæ

è
ç

ö

ø
÷

6 - cotπ
3-cotπæ

è
ç

ö

ø
÷

6

=43
3

　　(4)∫
π

0
1-sin2xdx=∫

π

0
cosx dx

=∫
π
2

0
cosxdx+∫

π

π
2
-cosxdx

=sinx
π
2

0
-sinx

π

π
2

= sinπ
2-æ

è
ç

ö

ø
÷sin0 - sinπ-sinπæ

è
ç

ö

ø
÷

2
=2

例5.2.4　求定积分∫
2

0
f( )x dx,其中f( )x =

x x <1
x2 x≥{ 1

。

解　∫
2

0
f( )x dx=∫

1

0
f( )x dx+∫

2

1
f( )x dx

=∫
1

0
xdx+∫

2

1
x2dx

= 1
2x2

1

0
+1

3x3
2

1

=17
6

例5.2.5　已知函数

f( )x =
2x+1 x ≤0
x2+1 2<x≤{ 4

求k的值(设 k ≤2)使得

∫
3

k
f ( )x dx=40

3
　　解　由区间可加性,有

∫
3

k
f ( )x dx=∫

2

k
2x+( )1dx+∫

3

2
1+x( )2 dx

= x2+( )x 2
k + x+1

3xæ

è
ç

ö

ø
÷

3
3

2

=6- k2+( )k +22
3

则
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40
3 - k2+( )k =40

3
因此

k2+k=0
解得k=0,k=-1。

习题5.2

1.求下列函数的导数。

(1)∫
x

0
sint2dt　　　　　　　　　　 (2)∫

cosx

0
e-tdt

(3)∫
x2

x

dt
1+sin2t　 (4)∫

ex

a

lnt
tdt　 a>( )0

(5)∫
1

x2

sinθ
θ dθ　 x>( )0

2.求下列极限。

(1)lim
x→0

1
x3∫

x

0

sint
t -æ

è
ç

ö

ø
÷1dt (2)lim

x→0

∫
x2

0
sin2tdt

∫
0

x
tt-sin( )tdt

(3)lim
x→0

∫
sinx

0
sint2dt

3x2+4x3　 (4)lim
x→0

∫
x

0
cos2tdt

x

(5)lim
x→0

∫
x

0
arctantdt

x2

3.求下列定积分。

(1)∫
4

1
xdx (2)∫

1

0
exdx

(3)∫
1

0
100xdx (4)∫

1

0
x100dx

(5)∫
π
2

0
sinxdx (6)∫

-1

-2

2
xdx

(7)∫
1

0
2x+( )3dx (8)∫

π

0
ex -sin( )x dx

(9)∫
4

1
x x+ 1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx (10)∫
2π

0
sinx dx

(11)∫
2

0
1-x dx (12)∫

π
2

0
cos2 x

2dx

(13)∫
1

1
3

1+2x2

x2 1+x( )2 dx (14)∫
1

0

1-x2

1+x2dx

4.已知函数f( )x =
x2+1,-2≤x≤0
　
x-1,0<x≤{ 2

,计算∫
2

-2
f( )x dx。
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5.设 ( )F x =∫
x

0

sint
t dt,求F′( )0 。

5.3　定积分的换元积分法与分部积分法

由上一节的内容可知,计算定积分的基本方法是把它转化为求被积函数的原函数的

增量。在第4章中,我们通过不定积分的换元积分法和分部积分法可以求出一些函数的

原函数。因此,在一定条件下,可以用换元积分法和分部积分法来计算定积分。

5.3.1　定积分的换元积分法

定理5.3.1　设函数在f(x)在区间上[a,b]连续,函数x=φ(t)满足条件:
(1)φ(α)=a,φ(β)=b;
(2)当t在α与β之间变化时,φ(t)的值都在[a,b]上,且φ′(t)连续。

则有换元积分公式

∫
b

a
f(x)dx=∫

β

α
f[φ(t)]φ′(t)dt

　　证明　设F(x)是f(x)的一个原函数,则∫
b

a
f(x)dx=F(b)-F(a),又有

d
dtF

[φ(t)]=F′[φ(t)]φ′(t)=f[φ(t)]φ′(t)

可知,F[φ(t)]是f[φ(t)]φ′(t)的一个原函数,所以

∫
β

a
f[φ(t)]dt=F[φ(t)]β

α =F[φ(β)]-F[φ(α)]=F(b)-F(a)

这就证明了换元公式。
注意:① 用x=φ(t)把原来变量x换成新的变量t,在求出其原函数后不必变回x,

只需将积分上下限换成相应于新变量t的积分上下限就可以了。

② 定积分的换元积分公式从左到右为变量代换法,换元同时必换限;从右到左为凑

微分法,此时不需换元。

例5.3.1　计算∫
π
2

0
2cos5xsinxdx。

解　设t=cosx,则dt=-sinxdx,且

当x=0时,t=1;当x= π
2

时,t=0

于是

∫
π
2

0
2cos5xsinxdx=-∫

0

1
2t5dt=2∫

1

0
t5dt=2×t6

6
1

0
= 1

3
　　例5.3.1中,我们引入了新的积分变量t,则积分上、下限也应作相应变换,如果用凑

微分法计算可以更方便些,具体解法如下:

∫
π
2

0
2cos5xsinxdx=-∫

π
2

0
2cos5xd(cosx)=-2cos6x

6

π
2

0
=- 0-æ

è
ç

ö

ø
÷

2
6 = 1

3
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　　例5.3.2　计算∫
π
2

0
xsinx2dx。

解　∫
π
2

0
xsinx2dx= 1

2∫
π
2

0
sinx2d(x2)=-1

2cosx2
π
2

0 =-1
2

(0-1)= 1
2

例5.3.3　计算∫
a

0
a2-x2dx,a>0。

解　令x=asint,则dx=acostdt,且当x=0时,t=0;当x=a时,t=π
2

,

a2-x2 = a2-a2sin2t=a 1-sin2t=acost
于是

∫
a

0
a2-x2dx=a2∫

π
2

0
cos2tdt

=a2

2∫
π
2

0
(1+cos2t)dt

=a2

2
1+1

2sin2[ ]t
π
2

0

= 1
4πa2

　　例5.3.4　计算∫
4

0

x+2
2x+1

dx。

解　令 2x+1=t,则x=t
2-1
2

,dx=tdt,且

当x=0时,t=1;x=4时,t=3。
于是

∫
4

0

x+2
2x+1

dx=∫
3

1

t2-1
2 +2

t tdt

= 1
2∫

3

1
t2+( )3 2dt

= 1
2

1
3t

3+3æ

è
ç

ö

ø
÷t

3

1
=22

3
　　例5.3.5　设f(x)是区间[-a,a]上的连续函数,试证:

(1)当f(x)是奇函数时,如图5-8(a)所示,有∫
a

-a
f(x)dx=0;

(2)当f(x)是偶函数时,如图5-8(b)所示,有∫
a

-a
f(x)dx=2∫

a

0
f(x)dx。

证明　因为

∫
a

-a
f(x)dx=∫

0

-a
f(x)dx+∫

a

0
f(x)dx

　　对积分∫
0

-a
f(x)dx,作替换x=-t,则

∫
0

-a
f(x)dx=-∫

0

a
f(-t)dt=∫

a

0
f(-t)dt=∫

a

0
f(-x)dx
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图　5-8

所以

∫
a

-a
f(x)dx=∫

a

0
f(x)dx+∫

a

0
f(-x)dx

=∫
a

0
f(x)+f(-x[ ])dx

　　结论:

(1)当f(x)是奇函数时,f(x)+f(-x)=0,故∫
a

-a
f(x)dx=0;

(2)当f(x)是偶函数时,f(x)+f(-x)=2f(x),故∫
a

-a
f(x)dx=2∫

a

0
f(x)dx。

利用例5.3.5的结论,计算奇函数、偶函数在关于原点对称的区间上的定积分时,可

使计算更简单,如因为 x sinx
1+x( )2 cosx3是奇函数,所以∫

2

-2

x sinx
1+x( )2 cosx3dx=0。

例5.3.6　计算∫
1

-1
(x2-3xcosx+2)dx。

解　因为x2+2是偶函数,3xcosx是奇函数,所以

∫
1

-1
(x2-3xcosx+2)dx=∫

1

-1
(x2+2)dx-∫

1

-1
3xcosxdx

=2∫
1

-1
(x2+2)dx-0

=2 1
3x3+2æ

è
ç

ö

ø
÷x
1

0
=14

3

　　例5.3.7　设函数f(x)=
xe-x2, -1<x<0
　
sin2x, x≥{ 0

,计算∫
3

0
f(x-1)dx。

解　令x-1=t,则dx=dt,且当x=0时,t=-1;当x=3时,t=2,故

∫
3

0
f(x-1)dx=∫

2

-1
f(t)dt=∫

0

-1
te-t2dt+∫

2

0
sin2tdt

=-1
2e-t2

0

-1
-1

2cos2x
2

0

= 1
2

(-cos4+e-1)

5.3.2　定积分的分部积分法

设函数u(x),v(x)在区间[a,b]上有连续导数u′(x),v′(x),则有

851 高等数学(经管数学)(上册)



[u(x)v(x)]′=u′(x)v(x)+u(x)v′(x)。
等式两边在上求定积分

[u(x)v(x)]ba =∫
b

a
u′(x)v(x)dx+∫

b

a
u(x)v′(x)dx

移项,得到定积分的分部积分公式

∫
b

a
u(x)v′(x)dx= [u(x)v(x)]ba -∫

b

a
u′(x)v(x)dx

或

∫
b

a
u(x)dv(x)= [u(x)v(x)]ba -∫

b

a
u′(x)v(x)dx

　　与不定积分的计算一样,一般按指数函数、三角函数、幂函数、对数函数、反三角函数

的顺序依次选为凑微分的对象,定为v(x)。
例5.3.8　计算下列定积分。

(1)∫
π

0
xcosxdx;　　　　　　　　　 (2)∫

e

1
lnxdx;

(3)∫
1
2

0
arcsinxdx; (4)∫

4

0
exdx

解　 (1)∫
π

0
xcosxdx=∫

π

0
xd(sinx)=xsinx

π

0
-∫

π

0
sinxdx=0+cosx

π

0
=-2

(2)∫
e

1
lnxdx=xlnx

e

1
-∫

e

1
xdlnx=e-∫

e

1
x·1

xdx=e-x
e

1
=1

(3)∫
1
2

0
arcsinxdx=xarcsinx

1
2

0
-∫

1
2

1
xdarcsinx

= 1
2

·π
6-∫

1
2

0

x
1-x2

dx

= π
12+1

2∫
1
2

0
(1-x2)-1

2d(1-x2)

= π
12+(1-x2)1

2

1
2

0

= π
12+ 3

2 -1

(4)令 x=t,则x=t2,dx=2tdt,且当x=0时,t=0;当x=4时,t=2,故

∫
4

0
exdx=∫

2

0
et2tdt=2∫

2

0
td(et)

=2tet 2
0-∫

2

0
etd( )t

=22e2-et( )2
0 =2e2+( )1 。

　　例5.3.9　证明定积分公式。

In=∫
π
2

0
sinnxdx=∫

π
2

0
cosnxdx
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=

n-1
n

·n-3
n-2

… 3
4

·1
2

·π
2

, n为偶数

n-1
n

·n-3
n-2

… 4
5

·2
3

·1, n

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 为奇数

n=1,2( ),…

　　证明:令x=π
2-t,则dx=-dt,且当x=0时,t=π

2
;当x=π

2
时,t=0,故

In=∫
π
2

0
sinnxdx=-∫

0

π
2
sinn π

2-æ

è
ç

ö

ø
÷tdt

=∫
π
2

0
cosntdt=∫

π
2

0
cosnxdx

于是

In=∫
π
2

0
sinnxdx=∫

π
2

0
sinn-1xsinxdx

=-∫
π
2

0
sinn-1xdcosx

=-(sinn-1x·cosx)
π
2
0 -∫

π
2

0
cosxdsinn-1x

=∫
π
2

0
cosx·(n-1)·sinn-2x·cosxdx

= (n-1)∫
π
2

0
sinn-2x·(1-sin2x)dx

= (n-1)∫
π
2

0
sinn-2x·dx-(n-1)∫

π
2

0
sinnxdx

= (n-1)In-2-(n-1)In

　　得递推公式

In =n-1
n In-2

　　由于,I0 =∫
π
2

0
dx= π

2
,所以当n为正偶数时,由递推公式得到

In =n-1
n ×n-3

n-2×…×3
4×1

2×π
2

由于,I1 =∫
π
2

0
sinxdx=-cosx

π
2

0
=1,所以当n为大于1的正奇数时,由递推公式得到

In =n-1
n ×n-3

n-2×…×4
5×2

3×1

习题5.3

1.计算下列定积分

(1)∫
1

0
(2x-1)100dx;　　　　　　　　 (2)∫

1

-2

dx
(11+5x)3;

(3)∫
π
2

π
6
sin2x+πæ

è
ç

ö

ø
÷

3 dx; (4)∫
2

1

e
1
x

x2dx;
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(5)∫
π
2

0
sinφcos3φdφ; (6)∫

e

1

lnx
x dx;

(7)∫
π
2

π
6
cos2udu; (8)∫

π
4

0
tan3xdx;

(9)∫
e2

1

dx
x 1+lnx

(10)∫
1

1
2

arcsin x
x(1-x)

dx;

(11)∫
1

-1

x
5-4x

dx; (12)∫
1

3
4

dx
1-x-1

;

(13)∫
1

0

x
x +1

dx;　　 (14)∫
2

1

x2-1
x dx

2.计算下列定积分。

(1)∫
1

0
xe-xdx; (2)∫

π

0
xsin2xdx;

(3)∫
e

1
xlnxdx; (4)∫

π
3

π
4

x
sin2xdx;

(5)∫
1

0
arctanxdx;　　　　　　　　　 (6)∫

e

1
e
|lnx|dx;

(7)∫
π
2

0
e2xcosxdx; (8)∫

1

0
ln(x+ x2+1)dx

3.利用函奇偶性计算下列定积分。

(1)∫
1
2

-1
2

(arcsinx)2

1-x2
dx; (2)∫

5

-5

x3sin2x
x4+2x2+1dx

;

(3)∫
1

-1
|x|ln(x+ x2+1)dx; (4)∫

π
2

-π
2

x+cosx
1+sin2xdx

4.设f(x)=

1
1+ex, x<0

1
1+x

, x≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

,求定积分∫
2

0
f(x-1)dx。

5.4　定积分的应用

本节主要介绍定积分在几何与经济中的一些应用,读者不仅要掌握这些量的具体计

算公式,更重要的是学会用本节将要介绍的“元素法”分析实际问题的思想方法。

5.4.1　定积分的元素法

1.曲边梯形的面积计算

　　设函数f(x)在[a,b]上连续,且f(x)≥0,求以曲线y=f(x)为曲边、底为[a,b]的曲

边梯形的面积A,如图5-9所示。
由5.1小节定积分定义,求曲边梯形的面积A 的步骤如下。
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图　5-9

(1)分割,化整为零

将[a,b]任意分为长度为 Δxi 的n 个小区间,相应地将曲边梯形分成n个小曲边梯

形,第i个小曲边梯形的面积为ΔAi;
(2)取近似,以直代曲,以矩形代替曲边梯形,给出“零”的近似值。
在每个小区间[xi-1,xi](i=l,…,n)上任取一点ξi,计算ΔAi≈f(ξi)ΔxiK。
(3)求和,积零为整,给出“整”的近似值

A ≈ ∑
n

i=1
f(ξi)Δxi

　　(4)取极限,使近似值向精确值转化。
取λ=max

1≤i≤n
{Δxi},则有

A =lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi)Δxi =∫

b

a
f(x)dx

　　比较lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi)Δxi 与∫

b

a
f(x)dx;lim

λ→0∑
n

i=1

对应∫
b

a
,f(ξi)Δx对应f(x)dx。

由实际问题,一般容易确定积分区间,所以要想得到一个定积分表达式∫
b

a
f(x)dx,

关键是确定被积表达式f(x)dx,也记dA=f(x)dx(称为面积元素)。

2.元素法应用的条件和步骤

能用定积分计算的量U,应满足下列三个条件:
(1)U 与变量x 的变化区间[a,b]有关;
(2)U 对于区间[a,b]具有可加性;
(3)U 部分量ΔUi 可近似地表示成f(ξi)Δxi。
步骤:
(1)根据问题,选取一个变量x为积分变量,并确定它的变化区间[a,b]。
(2)设想将区间[a,b]分成若干小区间,取其中的任一个小区间[x,x+dx],求出它

所对应的部分量ΔU 的近似值

ΔU ≈f(x)dx(f(x)为[a,b]上一连续函数)
则称f(x)dx为量U 的元素,且记作dU=f(x)dx。

(3)以U 的元素dU 作被积表达式,以[a,b]为积分区间得

U =∫
b

a
f(x)dx

因此方法称为元素法(也称为微元法),其实质是找出U 的元素dU 的微分表达式

dU =f(x)dx(a≤x≤b)
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5.4.2　平面图形的面积

1.直角坐标系中的情形

　　根据定积分的定义我们知道,由曲线y=f(x)(f(x)≥0)及直线x=a,x=b(a<b)与

x轴所围成的曲边梯形的面积A =∫
b

a
f(x)dx。

设曲边形由两条曲线y=f1(x),y=f2(x)(其中f1,f2 是[a,b]上的连续函数,且

f1≤f2)及直线x=a,x=b所围成,如图5-10所示,由元素法得曲边形的面积

A =∫
b

a
[f2(x)-f1(x)]dx

其中,[f2(x)-f1(x)]dx为面积元素。

图　5-10

同理,如果曲边形由两条曲线x=φ1(y),x=φ2(y)(其中φ1,φ2 是[c,d]上的连续函

数,且φ1≤φ2)及直线y=c,y=d所围成,如图5-11所示,由元素法得曲边形的面积

A =∫
d

c
[φ2(y)-φ1(y)]dy

其中,[φ2(y)-φ1(y)]dy为面积元素。

图　5-11

其解题步骤如下:
(1)画出图示;
(2)求出交点;
(3)根据图形的特点选择适当的积分变量,即选择对x积分还是对y 积分,确定上下

限,求面积。
例5.4.1　求由曲线y=x3 及直线y=x在第一象限所围成的图形的面积。

解法1　如图5-12所示,由方程组
y=x3

　
y={ x

,可得这两条曲线的交点为(0,0),(1,1),
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从x轴看,图形介于x=0与x=1之间,所以

A =∫
1

0
(x-x3)dx= 1

2x2-1
4xæ

è
ç

ö

ø
÷

4
1

0
= 1

4

图　5-12

　　解法2　同样先求出交点为(0,0),(1,1),从y轴看,图形介于y=0与y=1之间,
所以

A =∫
1

0
(3
y-y)dy= 3

4y
4
3 -1

2yæ

è
ç

ö

ø
÷

2
1

0
= 1

4
　　例5.4.2　求抛物线y2=2x及直线y=x-4所围成的图形的面积。

解　如图5-13所示,由方程组
y2=2x
　
y=x{ -4

,可得这两条曲线的交点为(2,-2),(8,4)。

从y轴看,图形介于y=-2与y=4之间,所以

A =∫
2

-2
4+y-y2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dy= 4y+1
2y2-1

6yæ

è
ç

ö

ø
÷

3
1

0
=18

　　如果考虑取横坐标x为积分变量,则图形介于x=0与x=8之间。但是,在x=0与

x=8之间图形的下边缘无法用一个函数表达,所以必须将图形分成两个部分分别计算面

积。其计算式如下:

A =∫
2

0
[ 2x-(- 2x)]dx+∫

8

2
[ 2x-(x-4)]dx

　　可见,这时取横坐标x为积分变量使得计算式变得复杂了。

图　5-13

例5.4.3　求椭圆x2

a2+y2

b2=1所围成的图形的面积。

解　由于椭圆图形关于两个坐标轴对称,知其面积是椭圆在第一象限部分的四倍,第
一象限部分在x轴上的投影区间为[0,a],面积元素为ydx,所以

S=4∫
a

0
ydx
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　　椭圆的参数方程为
x=acost
　
y=bsin{ t

(0≤t≤2π),作变量替换,令x=acost,则y=bsint,

dx=-asintdt,从而有

S=4∫
a

0
ydx=4∫

0

π
2
bsintd(acost)=-4ab∫

0

π
2
sin2tdt

=2ab∫
π
2

0
(1-cos2t)dt=2ab·π

2 =abπ

2.极坐标系中的情形

有些平面曲线用极坐标ρ=φ(θ)表示较为简单,故其平面图形面积在极坐标系中计

算比较方便。设由连续曲线ρ=φ(θ)及射线θ=α,θ=β围成的平面图形称为曲边扇形,
如图5-14所示。

图　5-14

若极角θ为积分变量,θ∈[α,β],任取小区间[θ,θ+dθ],其对应的小曲边扇形的面积

用半径为ρ=φ(θ)、中心角为dθ的圆扇形面积来近似,则曲边扇形的面积元素为

dA = 1
2

[φ(θ)]2dθ

　　故曲边扇形的面积为

A =∫
β

α

1
2

[φ(θ)]2dθ

　　例5.4.4　求心形线ρ=a 1+cos( )θ ,a>0所围成的图形的面积。
解　心形线所围平面图形如图5-15所示,此图形对称于极轴,因此所求图形面积A

是极轴以上部分图形面积的两倍。

A=2∫
π

0

1
2a2 (1+cosθ)2dθ=a2∫

π

0
(1+2cosθ+cos2θ)dθ

=a2∫
π

0

3
2+2cosθ+1

2cos2æ

è
ç

ö

ø
÷θdθ

=a2 3
2θ+2sinθ+1

4sin2æ

è
ç

ö

ø
÷θ

π

0
= 3

2a2π

图　5-15
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　　例5.4.5　计算双纽线ρ2=a2cos2θ所围平面图形的面积。

解　双纽线所围平面图形如图5-16所示,因为ρ2≥0,故θ取值范围是 -π
4

,π[ ]4
及

3π
4

,5π[ ]4
,由图形的对称性,得

A =4∫
π
4

0

1
2a2cos2θdθ=2a2 1

2sin2[ ]θ
π
4

0
=a2

图　5-16

5.4.3　立体的体积

用定积分计算立体的体积,我们只考虑下面两种简单情形,对一般立体体积的计算将

在二重积分中讨论。

1.旋转体的体积

旋转体就是由一个平面图形绕这平面内一条定直线旋转一周而成的立体,该定直线

叫作旋转轴。常见的旋转体有圆柱、圆锥、圆台、球体等。
设一旋转体由连续曲线y=f(x)、直线x=a,x=b(a<b)及x轴所围成的曲边梯形

绕x 轴旋转一周而成,如图5-17所示。用元素法求其体积:取x为积分变量,它的变化

区间为[a,b]。
(1)在区间[a,b]上任取一小区间[x,x+dx],设与此小区间相对应的那部分旋转体

的体积为ΔV,则ΔV 近似于以f(x)为底半径、以dx为高的小圆柱体的体积,从而得体积

元素为

dV =πy2dx =πf2(x)dx
　　(2)以πf2(x)dx为被积表达式,在区间上作定积分,得所求旋转体的体积为

V =∫
b

a
πy2dx=∫

b

a
πf2(x)dx

图　5-17
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　　类似地,由连续曲线x=φ(y),直线y=c,y=d(c<d)及y轴所围成的曲边梯形绕y
轴旋转一周所成的旋转体的体积为

V =∫
d

c
πx2dy=∫

d

c
πφ2(y)dy

　　例5.4.6　求由y=1
2x(0≤x≤2)绕x轴旋转一周构成的圆锥体体积。

解　该圆锥体如图5-18所示,它是由△OPA 所围区域绕x 轴旋转一周而生成的,由
公式得圆锥体的体积为

V =∫
2

0
πy2dx=π∫

2

0

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷x
2

dx= π
4

·1
3x3

2

0
=2π

3

图　5-18

　　例5.4.7　计算由椭圆x2

a2+y2

b2 =1所成的图形绕x轴旋转而成的旋转体(旋转椭球

体)的体积。

解　这个旋转椭球体也可以看作是由半个椭圆y=b
a a2-x2 及x轴围成的图形绕

x 轴旋转而成的立体体积元素为dV=πy2dx,于是所求旋转椭球体的体积为

V =∫
a

-a
πb2

a2(a2-x2)dx=πb2

a2 [a2x-1
3x3]

a

-a
= 4

3πab2

2.已知平行截面面积的立体的体积

设空间某立体(如图5-19所示)在x=a,x=b垂直于x 轴的两平面之间且过任意点

x(a≤x≤b)垂直于x轴的截面面积A(x)是已知连续函数,则取x 为积分变量,x∈[a,

b],任取小区间[x,x+dx]的薄片体积用底面积为A(x)、高为dx的小圆柱体的体积来近

似,即体积元素

dV =A(x)dx

图　5-19

761第5章　定积分及其应用



故所求立体的体积

V =∫
b

a
A(x)dx

　　例5.4.8　一个平面经过半径为R 的圆柱体的底面圆的中心,并与底面交角为α,计
算这个平面截该圆柱体所得立体的体积(见图5-20)。

图　5-20

解　取这平面与圆柱体的底面的交线为x轴,底面上过圆中心且垂直于x轴的直线

为y 轴,则底圆方程为x2+y2=R2,立体中过点x且垂直于x 轴的截面是一个直角三角

形,它的两条直角边的长分别为y及y=tanα,即 R2-x2 及 R2-x2tanα,因而平行截

面面积

A(x)= 1
2

(R2-x2)tanα

故

V=∫
R

-R

1
2

(R2-x2)tanαdx

= 1
2tanα R2x-1

3xæ

è
ç

ö

ø
÷

3
R

-R
=2R3

3tanα

5.4.4　平面曲线的弧长

设A,B是曲线弧上的两个端点,在弧AB上任取分点A=M0,M1,M2,…,Mi-1,Mi,…,
Mn-1,Mn=B,并依次连接相邻的分点得一内接折线,当分点的数目无限增加且每个小段

Mi-1Mi都缩向一点时,如果此折线的长 ∑
n

i=1
|Mi-1Mi|的极限存在,则称此极限为曲线弧

AB 的弧长,并称此曲线弧AB 是可求长的。
定理5.4.1　光滑曲线弧是可求长的。

1.直角坐标系情形

设曲线弧由方程y=f(x),a≤x≤b给出,如图5-21所示,其中f(x)在[a,b]上具有

连续导数,现在来计算这曲线弧的长度。取x为积分变量x∈[a,b],任取小区间[x,x+
dx],其上的一段弧的长度用曲线在点(x,f(x))处相应的小段长度来近似,即弧长元素

dS= (dx)2+(dy)2 = 1+(y′)2dx= 1+[f′(x)]2dx
得直角坐标方程的弧长计算公式

S=∫
b

a
1+(y′)2dx=∫

b

a
1+[f′(x)]2dx
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图　5-21

　　例5.4.9　计算曲线y=3
2x

3
2 从x=0到x=1那一段的弧长。

解　由弧长公式,有

S=∫
1

0
1+(y′)2dx=∫

1

0
1+ x( )

1
2 2dx

=∫
1

0
1+xdx= 2

3 1+( )x
3
2

1

0
= 2

3 2
3
2 -( )1

2.参数方程情形

设曲线弧由参数方程

x=φ(t)
　
y=ψ(t{ )

　a≤t≤β

给出,而φ(t),ψ(t)都有连续导数,故弧长元素

dS= (dx)2+(dy)2 = [φ′(t)]2+[ψ′(t)]2dt
则参数方程的弧长计算公式

S=∫
β

α
[φ′(t)]2+[ψ′(t)]2dt

　　例5.4.10　求摆线x=a(t-sint),y=a(1-cost)(a>0)的一拱(0≤t≤2π)的弧长。
解　由弧长公式,有

S=∫
2π

0
[φ′(t)]2+[ψ′(t)]2dt

=∫
2π

0
a2 (1-cost)2+a2sin2tdt

=a∫
2π

0
2(1-cost)dt

=2a∫
2π

0
sint

2dt=2a -2costæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2π

0
=8a

5.4.5　在经济上的应用

前面介绍了导数的经济应用———边际函数,由于积分是微分的逆运算,所以定积分在

经济中也有许多应用,用定积分由边际函数可求出总函数。
设固定成本为C0,边际成本为 ( )C′ Q ,边际收益为 ( )R′ Q ,其中Q 为产量,在此假定

产量与需求量和销量相同,则
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总成本函数 ( )C Q =∫
Q

0
C′(t)dt+C0

总收益函数 ( )R Q =∫
Q

0
R′(t)dt

总利润函数L(Q)=∫
Q

0
[R′(t)-C′(t)]dt-C0

　　例5.4.11　若某厂生产产品的边际成本为产量Q 的函数C′(Q)=Q2-4Q+6,固定

成本为C0=200百元,且每单位产品的售价为p=146百元,并假定生产出的产品全部售

出,求:
(1)总成本函数C(Q);
(2)产量从2个单位增加到4个单位时的成本变化量;
(3)产量为多少时总利润最大? 并求最大利润。
解　(1)总成本函数

( )C Q =∫
Q

0
C′(t)dt+C0

=∫
Q

0
t2-4t+( )6dt+200

=Q3

3 -2Q2+6Q+200

　　(2)成本变化量ΔC=∫
4

2
C′(t)dt=∫

4

2
(t2-4t+6)dt= t3

3-2t2+6æ

è
ç

ö

ø
÷t

4

2
=20

3
,或

ΔC=C(4)-C(2)=20
3

。

(3)总收益函数R(Q)=pQ=146Q,总利润函数

L(Q)=R(Q)-C(Q)=-Q3

3 +2Q2+140Q-200

　　令L′(Q)=0,得Q1=14,Q2=-10(舍去),而

L″(Q)=-2Q+4,　L″(14)<0
因此,当Q=14时,总利润最大

Lmax =L(14)=3712
3

即当产量为14个单位时,利润达到最大,为3712
3

百元。

习题5.4

1.求下列各组曲线所围成的图形的面积。
(1)y=x2,x=y2;
(2)y=x2,y=2-x2;

(3)y=1
x

,x=1,x=e,x轴;

(4)y=1
x

,y=x,x=2;
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(5)y=ex,y=e-x,x=1;
(6)y=lnx,y轴,y=lna,y=lnb
2.求下列曲线所围成的图形的面积。
(1)r=acos3θ;　　　　　　　　　(2)r=2acosθ;
(3)ρ=2a(2+cosθ);　　　　　　 (4)ρ=a(1-cosθ)

3.求下列各曲线所围成的图形,按照指定的轴旋转所生成的旋转体的体积。

(1)x
2

a2+y2

b2=1,绕y轴

(2)y=x3,x=2,y=0,绕x轴

(3)y=sinx(0≤x≤π),y=0,绕x轴

(4)y=arcsinx,x=1,y=0,绕x轴

4.计算由摆线
x=a(t-sint)
　
y=a(1-cost{ )

的一拱,直线y=0所围成的图形分别绕x轴、y轴旋

转而成的旋转体的体积。

5.计算由星形线
x=acos3t
　
y=asin3{ t

所围成的图形绕x 轴旋转而成的旋转体的体积。

6.求下列各曲线的弧长。

(1)曲线y=lnx相应于 3≤x≤ 8的一段弧;

(2)曲线y= x
3

(3-x)相应于1≤x≤3的一段弧。

7.计算悬链线y=1
2

(ex+e-x)从x=-a到x=a(a>0)间的一段弧长。

8.计算由星形线
x=acos3t
　
y=asin3{ t

的全长。

9.设一种商品每天生产x单位时固定成本为20元,边际成本函数C′(x)=0.4x+
2,求总成本函数C(x);如果该商品的单价为18元,且产品可以全部售出,求总利润函数

L(x),并求每天生产多少商品才能获得最大利润。

10.某产品生产x个单位时,边际收益函数为R′(x)=200- x
100

(元/单位),

(1)求生产50个单位时的总收益;
(2)如果已经生产了100单位,求再生产100单位的总收益。

5.5　广 义 积 分

我们前面的定积分∫
π
2

0
f( )x dx是在下述条件下讨论的:

(1)积分区间 a,[ ]b 有限;
(2)被积函数f( )x 在 a,[ ]b 上有界。
但在一些实际问题及理论研究中,常常会遇到积分区间为无穷区间,或者被积函数为
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无界函数的积分。因此,我们对定积分加以推广,引入广义积分的概念。

5.5.1　无穷限的广义积分

定义5.5.1　设函数f( )x 在区间 a,[ )+∞ 上连续,取b>a,如果极限

lim
b→+∞∫

b

a
f(x)dx

存在,

则称此极限为函数f( )x 在无穷区间 a,[ )+∞ 上的广义积分,记作∫
+∞

a
f(x)dx,即

∫
+∞

a
f(x)dx= lim

b→+∞∫
b

a
f(x)dx

这时也称广义积分∫
+∞

a
f(x)dx收敛;

如果上述极限不存在,函数f( )x 在无穷区间 a,[ )+∞ 上的广义积分∫
+∞

a
f(x)dx就

没有意义,此时称广义积分∫
+∞

a
f(x)dx发散。

类似地,我们可以定义f( )x 在 (-∞, ]b 的广义积分

∫
b

-∞
f(x)dx= lim

a→-∞∫
b

a
f(x)dx

若等式右边极限存在,则称广义积分∫
b

-∞
f(x)dx 收敛;否则,则称广义积分∫

b

-∞
f(x)dx

发散。
函数f( )x 在 -∞,( )+∞ 的广义积分为

∫
+∞

-∞
f(x)dx=∫

c

-∞
f(x)dx+∫

+∞

c
f(x)dx

= lim
a→-∞∫

c

a
f(x)dx+lim

b→+∞∫
b

c
f(x)dx

　　若等式右边两个广义积分都收敛,则称广义积分∫
+∞

-∞
f(x)dx 收敛;否则,只要有一

个发散,则称广义积分∫
+∞

-∞
f(x)dx发散。

在计算广义积分时,为书写简便,通常将lim
b→+∞

( )F x
b

a
简记为F(x) +∞

a
,其中

F ( )+∞ 应为lim
b→+∞

( )F x ,即

∫
+∞

a
f ( )x dx= ( )F x +∞

a = lim
x→+∞

( )F x - ( )F a

上述方法同样适用于定积分计算。
例5.5.1　计算下列广义积分。

(1)∫
+∞

1

1
x2dx;　　　　　　　　 (2)∫

+∞

-∞

1
1+x2dx

解　 (1)∫
+∞

1

1
x2dx=-1

x
+∞

1
=- lim

x→+∞

1
x -æ

è
ç

ö

ø
÷1 =1

(2)∫
+∞

-∞

1
1+x2dx=∫

0

-∞

1
1+x2dx+∫

+∞

0

1
1+x2dx
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=arctanx
0

-∞ +arctanx +∞

0

= arctan0-lim
x→-∞

arctan( )x + lim
x→+∞

arctanx-( )arctan0

=π
例5.5.2　计算下列广义积分。

(1)∫
0

-∞

ex

1+e2xdx; (2)∫
+∞

0
xe-xdx;

(3)∫
+∞

1

1
x2+xdx

解　 (1)∫
0

-∞

ex

1+e2xdx=∫
0

-∞

dex

1+e2xdx=arctanex 0

-∞

=arctane0-lim
x→-∞

arctanex = π
4

(2)∫
+∞

0
xe-xdx=-∫

+∞

0
xde-x =- xe-x +∞

0 -∫
+∞

0
e-xd( )x

=- lim
x→+∞

xe-x -( )0 +e-x +∞
[ ]0 =1

其中,lim
x→+∞

xe-x=lim
x→+∞

x
ex=0。

(3)∫
+∞

1

1
x2+xdx=∫

+∞

1

1
x x+( )1 dx

=∫
+∞

1

1
x - 1

x+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dx

=ln x
x+1

+∞

1

= lim
x→+∞

ln x
x+1 -ln1

2 =ln2

例5.5.3　证明广义积分∫
+∞

a

1
xpdx,a>0,当p>1时收敛,当p≤1时发散。

证明　当p=1时,∫
+∞

a

1
xpdx=∫

+∞

a

1
xdx=ln1

x
+∞

a

= lim
x→+∞

lnx-lna=+∞

当p≠1时,∫
+∞

a

1
xpdx= 1

1-p
x1-p

+∞

a
=

+∞, p<1
1

p-1a
1-p, p>{ 1

因此,当p>1时,广义积分∫
+∞

a

1
xpdx 收敛,其值为 1

p-1a
1-p;当p ≤1时,广义积分

∫
+∞

a

1
xpdx发散。

5.5.2　无界函数的广义积分

定义5.5.2　设函数f( )x 在区间 a, ]( b 上连续,而在点a的右邻域内无界,取ε>0,
如果极限
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lim
t→a+∫

b

t
f(x)dx

存在,则称此极限为函数f( )x 在区间 a, ]( b 上的广义积分,记作∫
b

a
f(x)dx,即

∫
b

a
f(x)dx=lim

t→a+∫
b

t
f(x)dx

这时也称广义积分∫
b

a
f(x)dx收敛;

如果上述极限不存在,此时称广义积分∫
b

a
f(x)dx发散。

类似地,函数f( )x 在区间 a[ , )b 上的广义积分定义为

∫
b

a
f(x)dx=lim

t→b-∫
t

a
f(x)dx

若右边极限存在,则称广义积分∫
b

a
f(x)dx收敛;否则,则称广义积分∫

b

a
f(x)dx发散。

函数f( )x 在区间 a[ , )c ∪ c, ]( b 上的广义积分定义为

∫
b

a
f(x)dx=lim

t→c-∫
t

a
f(x)dx+lim

t→c+∫
b

t
f(x)dx

若右边两个广义积分都收敛,则称广义积分∫
b

a
f(x)dx收敛;否则,右边只要有一个发散,

则称广义积分∫
b

a
f(x)dx发散。

在计算积分时,为书写简便,可采用如下简记形式:

∫
b

a
f(x)dx=F(x)b

a =F(b)-lim
x→a+

F(x)

∫
b

a
f(x)dx=F(x)b

a =lim
x→b-

F(x)-F(a)

∫
b

a
f(x)dx=∫

c

a
f(x)dx+∫

b

c
f(x)dx

= [lim
x→c-

F(x)-F(a)]+[F(b)-lim
x→c+

F(x)]

　　例5.5.4　计算下列广义积分。

(1)∫
1

0
lnxdx;　　　　　　　　　　(2)∫

2

0

x
4-x2

dx

解　(1)因为lim
x→0+

lnx=∞,即在x=0的右邻域内无界,所以此为广义积分,于是

∫
1

0
lnxdx=xlnx 1

0-∫
1

0
xdlnx

= 0-lim
x→0+

xln( )x -∫
1

0
x·1

xdx

=-x
1

0 =-1

　　(2)因为lim
x→2-

x
4-x2

=∞,即在x=2左邻域内无界,所以此为广义积分,于是
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∫
2

0

x
4-x2

dx=-1
2∫

2

0
4-x( )2 -1

2d4-x( )2

=-(4-x2)1
2

2

0
=2

　　例5.5.5　考察广义积分∫
1

-1

1
x2dx的敛散性。

解　因为lim
x→0

1
x2=∞,即在x=0的邻域内无界,所以

∫
1

-1

1
x2dx=∫

0

-1

1
x2dx+∫

1

0

1
x2dx

　　由于

∫
0

-1

1
x2dx=-1

x
0

-1
=- lim

x→0-

1
x - -( )[ ]1 =+∞

即广义积分∫
0

-1

1
x2dx发散,故广义积分∫

1

-1

1
x2dx发散。

注意:如果疏忽了被积函数在x=0的邻域内无界,就会得到以下错误的结果:

∫
1

-1

1
x2dx=-1

x

1

-1
=-2

　　例5.5.6　证明广义积分∫
a

0

1
xqdx,a>0,当q<1时收敛,当q≥1时发散。

证明　当q=1时

∫
a

0

1
xqdx=∫

a

0

1
xdx=lnx

a

0 =lna-lim
x→0+

lnx= ∞

当q≠1时,

∫
a

0

1
xqdx= 1

1-q
x1-q

a

0
=

∞ q>1
1

1-q
a1-q q<{ 1

因此,当q<1时,广义积分∫
a

0

1
xqdx收敛,其值为 1

1-1a
1-q;当q≥1时,广义积分∫

a

0

1
xqdx

发散。

习题5.5

计算下列广义积分。

(1)∫
+∞

1

1
x3dx;　　　　　　　　　　　 (2)∫

+∞

1

1
3
x
dx;

(3)∫
+∞

1

1
x2 1+x( )2 dx; (4)∫

+∞

0
e-2xdx;

(5)∫
+∞

2

1
xlnxdx (6)∫

+∞

0

x
1+x2dx;

(7)∫
+∞

0

x
1+( )x 3dx (8)∫

+∞

-∞

1
x2+2x+2dx

;
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(9)∫
1

0

x
1-x2

dx; (10)∫
2

0

1
4-x2

dx

(11)∫
e

1

1
x 1- ln( )x 2

dx; (12)∫
2

0

1
1-( )x 2dx

第5章习题参考答案

习题5.1

1.(1)3
2

;　　　　　　　　　　　　　(2)5
2

;

(3)π
4

; (4)1
2+π

4

2.(1)∫
1

0
x2dx较大;　　　　　　　　　(2)∫

π
2

0
xdx较大;

(3)∫
1

0
exdx较大;　　　　　　　　　(4)∫

2

1
lnxdx较大;

(5)∫
1

0
xdx较大;　　　　　　　　　 (6)∫

1

0
exdx较大 　

3.(1)6≤∫
4

1
(x2+1)dx≤51; (2)3

e4 ≤∫
2

-1
e-x2

dx≤3

4.略

习题5.2

1.(1)sinx2;(2)-e-cosx·sinx;(3) 2x
1+sin2 x( )2 - 1

1+sin2x
;

(4)x;(5)-2sinx
x

2.(1)1
18

;(2)0;(3)0;(4)1;(5)1
2

3.(1)14
3

;(2)e-1;(3) 99
2ln10

;(4) 1
101

;(5)1;(6)-2ln2;(7)4;(8)eπ-3;

(9)62
5+2ln2;(10)4;(11)1;(12)π

4
;(13)3-1+π

12
;(14)π

2-1

4.143
5.1

习题5.3

1.(1) 1
101

;　　　　　　　　　　 (2)51
512

;　　　　　　　　(3)0;

(4)e- e;　　　　　　　　　 (5)1
4

;　　　　　　　　　(6)1
2

;

(7)π
6- 3

8
;　　　　　　　　　(8)1

2
(1-ln2);　　　　　(9)2(3-1);

(10)3
16π

2;　　　　　　　　　 (11)1
6

;　　　　　　　　(12)1-2ln2;
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(13)2ln2-1; (14)3-π
3

2.(1)1-2
e

; (2)-π
2

; (3)1
4

(e2+1);

(4) 1
4- 3æ

è
ç

ö

ø
÷

9
π+1

2ln3
2

; (5)π
4-1

2ln2; (6)21-1æ

è
ç

ö

ø
÷

e
;

(7)1
5

(eπ-2); (8)ln(1+ 2)- 2+1

3.(1)π3

324
;　 (2)0; (3)0;

(4)π
2

4.1+ln(1+e-1)
习题5.4

1.(1)1
3

;　　　　　(2)8
3

;　　　　　(3)1;　　　　　(4)3
2-ln2;

(5)e+1
e-2; (6)b-a

2.(1)π
4a2;　　　　　　(2)πa2; (3)18πa2; (4)3

2πa2

3.(1)4
3πab2; (2)128

7π; (3)1
2π2; (4)π3

4-2π

4.Vx=5π2a3,　Vy=6π3a3

5.32π105a
3

6.(1)1+1
2ln3

2
;　 (2)23-4

3
7.ea-e-a

8.6a
9.L(x)=-0.2x2+16x-20,　40
10.(1)9987.5;　　　　(2)19850

习题5.5
计算下列广义积分:

(1)1
2

;(2)+∞;(3)1-π
4

;(4)1
2

;(5)+∞;(6)+∞;(7)1
2

;(8)π;(9)1;

(10)π
2

;(11)π
2

;(12)-2
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