
高等院校数学课程改革创新系列教材

高等数学(经管数学)(下册)

主　编:孔德斌　韩兆君　刘　婧

副主编:张成学　李高尚　王松坤



内 容 简 介

本教材是在建设应用型本科、加强技术技能型人才培养的总体思路下,按照“经济管理类本科数学

基础课程教学基本要求”,结合多数本专科院校学生基础和教学特点进行编写而成的。
本教材紧紧围绕应用型教学的要求,简化理论论证,增强数学语言的形象生动性,突出经济数学和

应用数学特色,便于学生理解、掌握和运用。
内容包括空间解析几何、多元函数微分学及其应用、重积分、级数、常微分方程与差分方程,各节后

均配有相应的习题,书末附有参考答案。

未经许可,不得以任何方式复制或抄袭本书之部分或全部内容。
版权所有,侵权必究。

图书在版编目(CIP)数据

高等数学:经管类.下册/孔德斌,韩兆君,刘婧主编.--北京:电子工业出版社,2016.6
ISBN978-7-121-29111-1

Ⅰ.①高…　Ⅱ.①孔… ②韩… ③刘…　Ⅲ.①高等数学-高等学校-教材　Ⅳ.①O13

中国版本图书馆CIP数据核字(2016)第137443号

策划编辑:朱怀永

责任编辑:贺志洪　　　　　　　　　　　特约编辑:张晓雪　徐　堃

印　　刷:
装　　订:
出版发行:电子工业出版社

北京市海淀区万寿路173信箱　邮编　100036
开 本:787×1092　1/16　　印张:9.25　　字数:236.8千字

版 次:2016年6月第1版

印 次:2016年6月第1次印刷

印 数:3000册　　定 价:21.80元

凡所购买电子工业出版社图书有缺损问题,请向购买书店调换,若书店售缺,请与本社发行部联系,
联系及邮购电话:(010)88254888。

质量投诉请发邮件至zlts@phei.com.cn,盗版侵权举报请发邮件至dbqq@phei.com.cn。
服务热线:(010)88258888。



前　　言

　　高等数学是普通高等院校本、专科各专业普遍开设的一门公共基础课,不但是培养学

生的思维能力的重要方法,也是学生学习专业课的重要前提,更在培养应用型人才方面起

着重要作用。在不断适应国家和社会发展要求的办学过程中,很多高校都将培养高素质

的应用型、技能型人才作为学校的办学定位,为适应这一发展要求,经管类专业对基础课

程尤其是数学类课程提出了新的要求,在坚持理论完整的情况下,还要保证其应用性、实
用性。而目前的多数同类教材理论性过强,应用性较少,基于此种原因,我们组织了多位

一线教师,根据多年对不同专业学生讲授该课程所积累的经验,针对应用型人才的培养目

标和学生的学习特点编写了本教材。

本教材根据数学与统计学教学指导委员会关于“经济管理类本科数学基础教学基本

要求”,参考各经管类专业对该课程知识点的需求情况编写而成。编写时,我们以教育部

的教学大纲为准绳,以专业要求为目标,侧重于必要的理论、全面的知识及在经济中的应

用。通过本教材的学习使学生系统地获得微积分、无穷级数和常微分方程的基本知识、基
本理论和基本方法,培养学生抽象思维能力、逻辑推理能力、空间想象能力及创新能力,为
学习后继课程和专业课程奠定必要的数学基础。更重要的是使学生能运用所掌握的高等

数学特有的思维方式和处理问题的思想方法去分析、解决现实世界中的各种实际问题。

本教材叙述深入浅出、结构严谨、知识系统、难度适中、经管应用突出,可读性强,便于

教与学,充分体现了经济数学、应用数学的特点,在内容设计方面淡化数学在纯理论方面

的教学,增强数学在经济和管理方面的应用教学;在一些数学概念上采用描述性叙述,淡
化理论证明,降低概念理解的难度,同时增加部分应用型的例题、习题,使经管类学生能更

好地应用数学知识理解专业知识,体现经济数学的应用性。

本教材适合作为普通高等院校经济管理类相关本科专业或对知识面要求较高的专科

专业的公共基础课程教材使用,也可作为大学本、专科理工类学生高等数学课程的教学参

考书,还可供成教学院或申请升本的专科学校选用。

本教材具有以下特点:
(1)在满足教学基本要求前提下,紧紧围绕应用型教学的要求,简化理论推导,增强

数学语言的形象生动性。
(2)突出经济数学特色,学术术语多采用经济类语言,改变现有经管类教材中多采用

工科体系语言叙述的形式。
(3)突出应用数学特色,注重应用与理论的统一,增加了数学在经济中应用的例子,

培养学生解决实际问题的能力。
(4)突出基本教学与教学辅导相结合的特色。例题解答详细,使学生能理解解题思

路,尽量减少学习障碍,每节均配有适量习题,可以帮助学生巩固所学的有关理论和方法。
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第1章　空间解析几何

平面解析几何的知识对学生学习一元函数微积分是十分重要的.现若想讨论多元函

数微积分,空间解析几何的基础知识就必不可少.本章在建立空间直角坐标系的基础上,
先介绍空间中的点与坐标,然后主要讨论空间中的平面与曲面及其对应的方程.

1.1　空间直角坐标系

1.1.1　空间直角坐标系

　　过空间中的一个定点O 作三条两两垂直的数轴Ox,Oy,Oz,它们具有相同的单位长

度,即构成了空间直角坐标系,如图1-1所示.常称O 为坐标原点,分别称三个轴为x轴

(或横轴),y轴(或纵轴),z轴(或竖轴),统称为坐标轴.它们的正方向符合右手法则,即
以右手的握住z轴,当右手的四个手指从x轴正向以角度转向y 轴正向时,大拇指的指向

就是z轴的正身,如图1-2所示.

图　1-1

　　　

图　1-2

图　1-3

三条坐标轴中的任意两条可以确定一个平面,这样

定出的三个平面统称为坐标平面,简称坐标面.x轴及y
轴所确定的坐标面记为xOy 面,x轴及z 轴所确定的坐

标面记为xOz 面,y 轴及z 轴所确定的坐标面记为

yOz面.
这三个平面将空间划分成8个部分,称为空间直角

坐标系的8个卦限.含有x轴、y轴和z轴正半轴的那个

卦限称为第一卦限,其他为第二、第三、第四卦限,在xoy
面的上方,从z轴的正方向往下看,按逆时针方向确定.
第五至第八卦限分别在第一至第四卦限的下方,如

图1-3所示,这8个卦限分别用字母Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ、Ⅴ、Ⅵ、Ⅶ、Ⅷ表示.



1.1.2　空间中的点坐标

建立了空间直角坐标系后,如同平面直角坐标系,就可建立空间中的点与三元有序数

组的一一对应关系.

图　1-4

设M 为空间中的任一点,过点 M 分别作垂直于三个坐标

轴的三个平面,与x 轴、y 轴和z 轴依次交于A、B、C 三点,如
图1-4所示.若这三点在x 轴、y 轴、z轴上的坐标分别为x0,

y0,z0,于是点 M 就唯一确定了一个有序数组(x0,y0,z0).反
之,任给一有序数组(x0,y0,z0),可以在x 轴、y轴和z 轴上取

坐标x0,y0,z0 为的点A、B、C,并过A、B、C 分别作与坐标轴垂

直的平面,则它们相交于唯一的点 M.这样就建立了空间中的

点M 与有序数组(x0,y0,z0)之间的一一对应关系.点 M 在该

空间直角坐标系中的坐标,x0,y0,z0 分别称为点M 的横坐标、纵坐标和竖坐标.
坐标轴、坐标面上的点,以及8个卦限内部的点,其坐标各有一些数值特征,具体如下

坐标轴:x轴(x0,0,0),y轴(0,y0,0),z轴(0,0,z0).
坐标面:xOy面(x0,y0,0),xOz面(x0,0,z0),yOz面(0,y0,z0).
8个卦限:Ⅰ(+,+,+),Ⅱ(-,+,+),Ⅲ(-,-,+),Ⅳ(+,-,+),

Ⅴ (+,+,-),Ⅵ(-,+,-),Ⅶ(-,-,-),Ⅷ(+,-,-).

1.1.3　空间中两点间的距离

设M1(x1,y1,z1),M2(x2,y2,z2)为空间任意两点,为了求它们之间的距离|M1M2|,
过M1,M2 各作三个分别垂直于三条坐标轴的平面,则这六个平面围成了一个以 M1M2

为对角线的长方体,如图1-5所示.

图　1-5

由勾股定理得

|M1M2|2 =|M1N|2+|NM2|2 =|M1P|2+|PN|2+|NM2|2

由于

|M1P|=|P1P2|=|x2-x1|,　|PN|=|Q1Q2|=|y2-y1|
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|NM2|=|R1R2|=|z2-z1|
所以

|M1M2|= (x2-x1)2+(y2-y1)2+(z2-z1)2

　　上式称为空间两点M1,M2 间的距离公式.特殊地,空间任一点 M(x,y,z)到坐标原

点的距离为

|OM|= x2+y2+z2

　　例1.1.1　求P1(1,2,3),P2(-2,0,1)两点间的距离.

解　|P1P2|= (-2-1)2+(0-2)2+(1-3)2 = 17.
例1.1.2　在xOy面上求一点M,使它到A(1,-1,5),B(3,4,4)和C(4,6,1)各点

的距离相等.
解　根据点的特征设M 的坐标为(x,y,0),由题意知

|MA|=|MB|=|MC|
即

(x-1)2+(y+1)2+(0-5)2= (x-3)2+(y-4)2+(0-4)2

= (x-4)2+(y-6)2+(0-1)2 ,
化简可得

4x+10y=14
　
2x+4y={ 12

⇒
x=16
　
y=-{ 5

所以,所求的M 点的坐标为M(16,-5,0).
例1.1.3　试判定以A(3,0,8),B(9,-2,5),C(1,3,2)为顶点的三角形的几何特征.
解　由空间两点间的距离公式,有

|AB|2 = (3-9)2+(0+2)2+(8-5)2 =49
|AC|2 = (3-1)2+(0-3)2+(8-2)2 =49
|BC|2 = (9-1)2+(-2-3)2+(5-2)2 =98

　　由|AB|2=|AC|2,知|AB|=|AC|,因而△ABC 为等腰三角形.又由于|BC|2=
|AB|2+|AC|2,知△ABC为直角三角形.故△ABC为等腰直角三角形.

习题1-1

1.在空间直角坐标系中,指出下列各点所在的位置.
A(1,2,3),B(0,-1,4),C(-4,-1,-3),D(0,0,2),

E(7,-4,-8),F(6,-5,0),G(0,-3,0),H(-2,3,-5).
2.求点M(4,-3,5)到各坐标轴的距离.
3.在y轴上求一点M,使其到两点P(2,0,-1),Q(1,-1,3)的距离相等.
4.在yOz面上求一点,使该点与点A(3,0,4)和B(3,4,0)的距离相等,且与原点的

距离为32.
5.试证明以A(-3,2,-7),B(2,2,-3),C(-3,6,-2)为顶点的三角形是一个等

腰三角形.
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6.已知三角形的三个顶点为A(1,2,3),B(7,10,3),C(-1,3,1),证明∠A 为钝角.

1.2　曲面及其方程

同平面解析几何一样,空间中的线和面也可以看做是满足一定条件的点的集合.为了

便于识记,本节只介绍空间直角坐标系中最简单的曲面———平面和一些常见的曲面.

1.2.1　平面及其方程

在平面直角坐标系中,我们知道x=a,y=b分别表示垂直于x 轴与y 轴的两条直

线.现在空间直角坐标系中,我们也不难推出x=a,y=b,z=c分别表示垂直于x 轴、y轴

和z轴的三个平面.
可见,在平面方程中,x,y,z三个量的最高次数只能取一次.在此,我们直接给出空间

平面的一般式方程

Ax+By+Cz+D =0
是一个三元一次方程.其中从原点O 到由x,y,z的系数组成的点P(A,B,C)的向量 →OP,
称为该平面的法向量(即垂直于该平面的非零向量),记为 →OP={A,B,C}.

根据平面的一般方程中系数A,B,C,D 是等于零,可知其方程所表示的平面有如下

特点:
当D=0时,即Ax+By+Cz=0,表示一个过坐标原点的平面;
当A=0时,即By+Cz+D=0,法向量{0,B,C}垂直于x轴,表示一个平行与x轴的

平面,也与yOz坐标面垂直;
当A=D=0时,即By+Cz=0,表示一个过x轴的平面,与yOz坐标的垂直;
当A=B=0时,即Cz+D=0,法向量{0,B,C}同时垂直于x轴和y 轴,表示一个垂

直与z轴的平面,也与xOy坐标面平行.
同样可以讨论其他系数为零的情况,这里不再一一叙述.特殊地,若已知某平面过点

M(x0,y0,z0),则Ax0+By0+Cz0+D=0成立,与一般式相减可得过点 M(x0,y0,z0)的
平面方程

A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)=0
其中D=-Ax0-By0-Cz0,同时也称上式为过点M(x0,y0,z0)的平面的点法式方程,法
向量为{A,B,C}.

例1.2.1　求过点M0(1,-2,3),且以{2,-3,4}为法向量的平面的方程.
解　根据平面的点法式方程,所求平面的方程为

2(x-1)-3(y+2)+4(z-3)=0
即 2x-3y+4z-20=0.

例1.2.2　求平行于y轴,且过点M1(1,-5,1)和M2(3,2,-2)的平面方程.
解　根据平面平行于y轴,可设平面方程为Ax+Cz+D=0.又由平面过点 M1(1,

-5,1)和M2(3,2,-2),从而有

A+C+D =0
　
3A-2C+D ={ 0
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解之得,A=3
2C,D=5

2C.代入方程,整理得所求平面方程为

3x+2z-5=0
　　例1.2.3　设平面与x轴、y轴、z轴的交点依次为P(a,0,0),Q(0,b,0),R(0,0,c),
求此平面的方程.

解　设平面方程为Ax+By+Cz+D=0.因为三点P,Q,R 都在平面上,代入方程得

Aa+D =0
Bb+D =0
Cc+D =

ì

î

í

ïï

ïï 0

解之得,A=-D
a

,B=-D
b

,C=-D
c.

代入方程,整理得所求平面方程为

x
a +y

b +z
c =1

　　由于a,b,c为平面在三个坐标轴上的截距,故上述方程也称为平面的截距式方程.

1.2.2　曲面及其方程

1.曲面方程的概念

　　与平面解析几何中曲线方程的定义相仿,可以定义空间曲面的方程.
定义1.2.1　如果曲面S(如图1-6所示)与三元方程F(x,y,z)=0有下述关系:
(1)曲面S上任一点的坐标都满足方程F(x,y,z)=0;
(2)不在曲面S上的点的坐标都不满足方程F(x,y,z)=0;

那么,方程F(x,y,z)=0就称为曲面S 的方程,而曲面S 就称为方程F(x,y,z)=0的

图形.

图　1-6

在空间解析几何中,任何曲面都可以看做点的几何轨迹.因此,在研究曲面时,在曲面

与方程之间存在下面两个基本问题:
(1)已知一曲面作为点的几何轨迹时,建立这曲面的方程;
(2)已知坐标x、y和z间的一个方程时,研究这方程所表示的曲面的形状.
例1.2.4　建立球心在点M0(x0,y0,z0)、半径为R 的球面的方程.
解　设M(x,y,z)是球面上的任一点,那么M 到定点M0 的长度|M0M|=R,即

(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2 =R,　 或(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2 =R2
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这就是球面上的点的坐标所满足的方程.而不在球面上的点的坐标都不满足这个方程.
所以

(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2 =R2

就是球心在点M0(x0,y0,z0)、半径为R 的球面的方程.
特殊地,球心在原点O(0,0,0)、半径为R 的球面的方程为

x2+y2+z2 =R2

　　例1.2.5　求到点A(1,2,3)和B(2,-1,4)距离相等的点的轨迹方程.
解　设M(x,y,z)为所求平面上的任一点,则有|AM|=|BM|,即

(x-1)2+(y-2)2+(z-3)2 = (x-2)2+(y+1)2+(z-4)2

等式两边平方,然后化简得

2x-6y+2z-7=0
这就是点的轨迹方程,由前面的讨论知它是一个平面,称为线段AB 的垂直平分面.

例1.2.6　断定方程x2+y2+z2-2x+6y-4z-2=0表示怎样的曲面?
解　通过配方,原方程可以改写成

(x-1)2+(y+3)2+(z-2)2 =16
与例1.2.4比较,可知这是一个球面方程,球心在点(1,-3,2),半径为R=4.

2.旋转曲面

以一条平面曲线绕其平面上的一条定直线旋转一周所成的曲面称为旋转曲面,这条

定直线称为旋转曲面的轴,曲线称为旋转曲面的母线.
设在yOz坐标面上有一已知曲线C,它的方程为f(y,z)=0,把这曲线绕z轴旋转一

周,就得到一个以z轴为轴的旋转曲面,如图1-7所示.

图　1-7

为了求出它的方程,在该旋转曲面上任取一点 M(x,y,z),它是曲线C 上点M1(0,

y1,z1)绕z轴旋转而得到的,则有M1 点坐标满足方程f(y,z)=0,即f(y1,z1)=0,这时

z=z1 保持不变,且点M 到z轴的距离与点M1 到z轴的距离相等,d= x2+y2 =|y1|,

即y1=± x2+y2.将
z1 =z
　
y1 =± x2+y{ 2

代入方程f(y1,z1)=0,从而得该旋转曲面的方程为

f(± x2+y2 ,z)=0
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　　由此可知,在曲线C 的方程f(y,z)=0中将y改成± x2+y2 ,便得到曲线C 绕z

轴旋转所成的旋转曲面的方程f(± x2+y2 ,z)=0.
同理,曲线C绕y 轴旋转所成的旋转曲面的方程为

f(y,± x2+z2)=0

　　另外,将xoy坐标面上的圆x2+y2=R2 中的x改成± x2+z2 ,便得到该圆绕y轴

旋转所成的旋转曲面的方程x2+y2+z2=R2,它表示球心在原点、半径为R 的球面.

例1.2.7　求直线
z=ay
　
x{ =0

绕z轴旋转一周所生成的旋转曲面的方程.

解　因为要求要绕z轴旋转,z保持不变,将方程中的y改成± x2+y2 ,得所求的

旋转曲面的方程

z=±a x2+y2 　 或 　z2 =a2(x2+y2)
它所表示的曲面称为圆锥面,如图1-8所示.

图　1-8

3.柱面

一般地,平行于定直线并沿定曲线C 移动的直线L 所生成的曲面称为柱面,定曲线

C称为柱面的准线,动直线L称为柱面的母线.
现在来建立以xOy坐标面上的曲线C:F(x,y)=0为准线,平行于z轴的直线L 为

母线的柱面方程(见图1-9).

图　1-9

设M(x,y,z)为柱面上任一点,过 M 点作平行于z 轴的直线交xOy 坐标面于点

M0(x,y,0),由柱面定义可知M0 必在准线C上,所以点M0 的坐标满足曲线C 的方程F
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(x,y)=0.由于方程F(x,y)=0不含z,所以点M(x,y,z)也满足方程F(x,y)=0.而过

不在柱面上的点作平行于z轴的直线与xOy 坐标面的交点必不在曲线C 上,也就是说不

在柱面上的点的坐标不满足方程F(x,y)=0,所以不含变量z的方程

F(x,y)=0
在空间直角坐标系中,表示以xOy坐标面上的曲线F(x,y)=0为准线,母线平行于z轴

的柱面.
同理可知,只含x、z而缺y 的方程F(x,z)=0,表示母线平行于y轴的柱面,其准线

是xOz坐标面上的曲线C:F(x,z)=0.
类似地,只含y、z而缺x 的方程G(y,z)=0,表示母线平行于x轴的柱面,其准线是

yOz坐标面上的曲线C:G(y,z)=0.
例如,方程x2+y2=R2 表示母线平行于z轴,其准线为xoy坐标面上的圆x2+y2=

R2 的柱面,如图1-10所示,称为圆柱面.
方程x2=2pz(p >0)表示母线平行于y轴,准线是xoz坐标面上的抛物线x2=2pz

的柱面,如图1-11所示,称为抛物柱面.

图　1-10

　　　

图　1-11

同理,x
2

a2+y2

b2=1表示母线平行于z轴的椭圆柱面,如图1-12所示.

x2

a2-y2

b2=1表示母线平行于z轴的双曲柱面,如图1-13所示.

图　1-12

　　　

图　1-13

4.其他常见的二次曲面

与平面解析几何中规定的二次曲线相类似,我们把三元二次方程所表示的曲面称为

二次曲面.把平面称为一次曲面.为了研究方程所表示的曲面的形状,通常采用截痕法,也
就是用坐标面和平行于坐标面的平面与曲面相截,考察它们的截痕(即交线)的形状,进而
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了解曲面的全貌.
(1)椭球面

由方程x2

a2+y2

b2+z2

c2=1(a>0,b>0,c>0)所表示的曲面称为椭球面,如图1-14所示,

a,b,c称为椭球面的三个半轴.

图　1-14

椭球面与三个坐标面的截痕分别是三个椭圆:

x2

a2 +y2

b2 =1

z=
{

0
,　

x2

a2 +z2

c2 =1

y=
{

0
,　

y2

b2 +z2

c2 =1

x=
{

0
　　同样方法,用平面x=x1(|x1|<a),y=y1(|y1|<b),z=z1(|z1|<c)分别去截椭球

面,可知截痕均为椭圆,且椭圆截面的大小随着远离原点越来越小.
椭球面有以下两种特殊情况:

① 当a=b时,此时方程为x2+y2

a2 +z2

c2=1,称为旋转椭球面.可以看成由xOz坐标面

上的椭圆x2

a2+z2

c2=1绕z轴旋转而成.用z=z1(|z1|<c)去截旋转椭球面时,得到的截痕

是圆.

② 当a=b=c时,方程变成x2

a2 +y2

a2 +z2

a2 =1,这是球面方程,亦可写为x2+y2+

z2=a2.
(2)抛物面

由方程x2

2p+y2

2q=z(p与q同号)所示的曲面称为椭圆抛物面,如图1-15所示.

图　1-15

用平面z=z1 去截曲面,可知截痕为椭圆 x2

2pz1
+ y2

2qz1
=1.且当z1 与p、q同号时,

|z1|越大,椭圆越大;当z1=0时,截痕缩为一点;当z1 与p、q异号时,没有截痕.
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如果p=q,则方程变为x2

2p+y2

2p=z,这种抛物面可以看做是由xoz坐标面上的抛物

线x2=2pz绕z轴旋转所生成的旋转曲面,称为旋转抛物面.

由方程-x2

2p+y2

2q=z(p与q同号)所示的曲面称为双曲抛物面,也称为马鞍面.用平

面x=x1,y=y1 去截曲面,所得截痕为抛物线,用平面z=z1 去截曲面所得截痕为双曲

线,它的形状如图1-16所示.

图　1-16

(3)单叶双曲面

由方程x2

a2+y2

b2 -z2

c2 =1所表示的曲面称为单叶双曲面,如图1-17所示,中心轴在z

轴上.
容易看出,用平面z=z1 去截曲面所得的截痕为椭圆,且|z1|越大,椭圆越大.用平面

x=x1,y=y1 去截曲面,所得截痕均为双曲线.

由方程x2

a2-y2

b2+z2

c2=1和-x2

a2+y2

b2 +z2

c2 =1所表示的曲面也是单叶双曲面,只不过

中心轴分别在y轴和z轴.

图　1-17

图　1-18
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(4)双叶双曲面

由方程x2

a2-y2

b2 +z2

c2 =-1所表示的曲面称为双叶双曲面,如图1-18所示,中心轴在

y轴上.
容易看出,用平面x=x1,z=z1 去截曲面所得的截痕均为双曲线,且|z1|越大,椭圆

越大.用平面y=y1(|y1|>b)去截曲面,所得截痕为椭圆.

类似地,由方程x2

a2+y2

b2-z2

c2=-1和-x2

a2+y2

b2 +z2

c2 =-1所表示的曲面也是双叶双

曲面,只不过中心轴分别在z轴和x 轴.

习题1-2

1.指出下列各平面的特殊位置

(1)x=0;　　　　　　　(2)2y-1=0;　　　　　(3)3x-2y-5=0;

(4)x- 3y=0; (5)y+3z=0; (6)x-6z=0.
2.求过z轴和点M(-3,1,-2)的平面方程.
3.求过三点M1(2,0,-1),M2(-1,-1,1),M3(-3,-2,1)的平面方程.
4.求过点M(3,0,-1),且与平面3x-7y+5z-12=0平行的平面方程.
5.求过原点和点M(6,-3,2),且与平面4x-y+2z=8垂直的平面方程.
6.建立以点(2,4,-4)为球心且通过坐标原点的球面方程.
7.将xOz坐标面上的抛物线z2=5x绕x 轴旋转一周,求所生成的旋转曲面的方程.
8.将xOy坐标面上的双曲线4x2-9y2=36分别绕x轴和y 轴旋转一周,求所生成

的旋转曲面的方程.
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第2章　多元函数的微分及其应用

在工程技术和经济管理的许多实际问题中,往往牵涉到多方面的因素,遇到依赖于多

个自变量的函数,这种函数统称为多元函数.本章将在一元函数微分学的基础上,介绍多

元函数微分学的相关内容,重点讨论二元函数的偏导数、全微分及其简单应用.

2.1　多元函数的基本概念

我们已经学习的一元函数是建立在实数集R 上的,为了将一元函数微分推广到多元

函数,首先要将有关概念推广到平面和空间上来.

2.1.1　点集和邻域

由平面解析几何知道,平面上的点与有序二元实数组(x,y)之间建立了一一对应关

系.平面上具有某种性质P 的点的集合,称为平面点集,记作

E= {(x,y)|(x,y)具有性质P}

　　例如,我们用R2 表示平面上所有点的集合,即R2={(x,y)|x∈R,y∈R}.
现在我们引入R2 中邻域的概念.
为了给出平面中邻域的概念,我们首先定义平面中任意两点P1(x1,y1),P2(x2,y2)

之间的距离为

d=|P1P2|= (x1-x2)2+(y1-y2)2

　　定义2.1.1　设P0(x0,y0)是xOy面上的一个点,δ是某一正数,与点P0(x0,y0)距
离小于δ的点P(x,y)的全体,称为点P0 的δ邻域,记为U(P0,δ),即

U(P0,δ)= {P||PP0|<δ}
也就是

U(P0,δ)= {(x,y)| (x-x0)2+(y-y0)2 <δ}

　　邻域的几何意义是:U(P0,δ)表示xOy面上以点P0(x0,y0)为中心,δ为半径的圆的

内部(不包含圆周)的点P(x,y)的全体.

点P0 的去心δ邻域,记为U
。
(P0,δ),即

U
。
(P0,δ)= {P|0<|PP0|<δ}

或

U
。
(P0,δ)= {(x,y)|0< (x1-x2)2+(y1-y2)2 <δ}

　　如果不需要强调邻域的半径δ,则用U(P0)表示点P0 的某个邻域,U
。
(P0)表示点P0

的去心邻域.
由一条或几条光滑曲线所围成的平面点集称为区域.围成区域的曲线称为区域的边



界,包括边界在内的区域称为闭区域,否则称为开区域.
例如,在平面上,平面点集

{(x,y)|a<x<b,c<y<d}
为一长方形域或开长方形域;
点集

{(x,y)|(x-x0)2+(y-y0)2 <r2}
为以P0(x0,y0)为圆心、r为半径的圆域或开圆域.

类似地,我们还可以定义三维空间R3={(x,y,z)|x∈R,y∈R,z∈R},R3 中的元素

与空间中的点一一对应.一般地,称Rn={(x1,x2,…,xn)|xi∈R,i=1,2,…,n}为n维空

间,并且可以将平面中距离和邻域的定义,推广到n维空间中.这里不作一一介绍.

2.1.2　多元函数的概念

在很多自然现象及其实际问题中,经常会遇到多个变量之间的依赖关系,进而形成了

多元函数.多元函数是一元函数的推广,因此它保留着一元函数的许多性质.但也由于变

量由一个增加到多个,产生了某些新的内容。对于多元函数,我们着重讨论二元函数,下
面先给出二元函数的定义.

定义2.1.2　设D 为R2 中的非空子集,如果对于任意一点P(x,y)∈D,按照某一对

应法则f,都有唯一确定的实数值z与之对应,则称z为变量x,y的二元函数,记为

z=f(x,y)　 或 　z=f(P)
其中x,y称为自变量,z称为因变量,集合D 称为函数的定义域,{f(x,y)|(x,y)∈D}称
为函数的值域,记为Rf.

同理,可以定义三元函数u=f(x,y,z)以及n元函数u=f(x1,x2,…,xn).二元及二

元以上的函数统称为多元函数.
一般地,求二元函数的定义域,就是要找使函数有意义的自变量所确定的范围,这与

一元函数的定义域求法类似.
例2.1.1　试确定下列函数的定义域.

(1)z= 1
x+y

(2)z= 4-x2-y2 　　(3)z=lnxy

解　(1)要使函数有意义,则需要满足分母x+y≠0,即定义域为

D = {(x,y)|x+y≠0}

　　(2)要使函数有意义,则需要满足4-x2-y2≥0,即定义域为

D = {(x,y)|x2+y2 ≤4}

　　(3)要使函数有意义,则需要满足xy>0,即定义域为

D = {(x,y)|xy >0}

2.1.3　多元函数的极限

与一元函数极限概念类似,二元函数的极限也是反映函数值随自变量变化的趋势.
定义2.1.3　设函数z=f(x,y)在点P0(x0,y0)的某一邻域内有定义(点P0 可以除
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外),点P(x,y)是点P0 邻域内不同于P0 的任意一点,如果P(x,y)以任意方式无限趋近

于P0(x0,y0),相应的函数值f(x,y)也无限接近于一个常数A,则称P(x,y)→P0(x0,

y0)时,函数z=f(x,y)以A 为极限,记为

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x,y)=A　 或 　lim
x→x0
y→y0

f(x,y)=A

　　为了区别于一元函数的极限,把二元函数的极限叫做二重极限.
注意:二重极限的存在,是指点P(x,y)以任意方式无限趋近于P0(x0,y0)时,总有

f(x,y)→A.当P(x,y)沿着某些特殊路线趋于P0(x0,y0)时,即使都有f(x,y)→A,也
不能断定极限存在.但是,如果P(x,y)沿某些不同路线趋于P0(x0,y0)时,f(x,y)趋于

不同的数,则二重极限必不存在.

例2.1.2　证明二元函数f(x,y)=
xy

x2+y2, x2+y2≠0

0, x2+y2{
=0

,当(x,y)→(0,0)时f(x,

y)的极限不存在.
解　当(x,y)沿着x轴趋近(0,0)时,

lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)=lim
x→0

f(x,0)=lim
x→0

0=0

当(x,y)沿着y轴趋近(0,0)时,

lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)=lim
y→0

f(0,y)=lim
y→0

0=0

　　虽然点(x,y)以上述两种特殊方式即沿x轴和y 轴趋近(0,0)时,函数的极限存在且

相等,但是当(x,y)→(0,0)时f(x,y)的极限并不存在,因为当点(x,y)沿y=kx趋于点

(0,0)时,有

lim
(x,y)→(0,0)

y=kx

f(x,y)= lim
(x,y)→(0,0)

y=kx

xy
x2+y2

=lim
x→0

kx2

x2+k2x2 = k
1+k2

明显,当点(x,y)沿y=kx趋于点(0,0)时,f(x,y)的极限随着k的变化而不同,故极限不

存在.

例2.1.3　证明lim
x→0
y→0

x3y
x6+y2不存在.

证明　取y=kx3,则

lim
x→0
y→0

x3y
x6+y2 =lim

x→0

kx6

x6+k2x6 = k
1+k2

极限值随着k的不同而变化,故极限不存在.
以上关于二元函数的极限概念,可相应地推广到n元函数u=f(x1,x2,…,xn)上去.
关于多元函数的极限计算,有与一元函数类似的运算法则.例如,一元函数极限的四

则运算法则、夹逼定理、重要极限、无穷小替换等基本法则,对于二元函数的极限都是成

立的.

例2.1.4　求lim
x→2
y→0

sinxy
y .
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解　由极限运算法则,有

lim
x→2
y→0

sinxy
y =lim

x→2
y→0

sinxy
xy

·x

=lim
x→2
y→0

sinxy
xy

·lim
x→2

x=2

　　例2.1.5　求lim
x→0
y→0

ysin1
x.

解　因为

0≤ ysin1
x ≤|y|· sin1

x ≤|y|

当y→0时,|y|→0,所以由夹逼定理,有

lim
x→0
y→0

ysin1
x =0

2.1.4　多元函数的连续性

与一元函数的连续类似,不难说明多元函数的连续性.
定义2.1.4　设二元函数z=f(x,y)的定义域为区域D,且点P0(x0,y0)∈D,如果

对任意(x,y)∈D,有
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x,y)=f(x0,y0)

则称函数f(x,y)在点P0(x0,y0)连续或点P0(x0,y0)为函数f(x,y)的连续点,否则称点

P0(x0,y0)为函数f(x,y)的间断点.
如果函数f(x,y)在区域D 内的每一点都连续,那么就称f(x,y)在D 上连续,或者

称函数f(x,y)是D 上的连续函数.
与一元连续函数的运算性质类似,二元连续函数的和、差、积、商(分母不为0)还是连

续函数,二元连续函数的复合函数还是连续函数.
与一元初等函数类似,一切多元初等函数在其定义区域内是连续的.如果需要求函数

f(x,y)在一点(x0,y0)处的极限,而(x0,y0)在函数f(x,y)的定义区域内,则极限值就是

函数在点(x0,y0)的函数值.

例2.1.6　讨论二元函数f(x,y)=
xy

x2+y2, x2+y2≠0

0, x2+y2{
=0

在平面上的连续性.

解　函数f(x,y)= xy
x2+y2是初等函数,故在其定义域{(x,y)|x2+y2≠0}内连续.

由例2.1.2知,函数f(x,y)= xy
x2+y2在(0,0)处极限不存在,所以f(x,y)在(0,0)处不

连续.

例2.1.7　求 lim
(x,y)→(-2,3)

2x+y-1
x2y

.

解　函数f(x,y)=2x+y-1
x2y

是初等函数,它的定义域是
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D = {(x,y)|x≠0,y≠0}

　　又由于点(-2,3)∈D,因此

lim
(x,y)→(-2,3)

2x+y-1
x2y =f(-2,3)=-1

6

　　例2.1.8　求 lim
(x,y)→(0,0)

xy+1-1
5xy

解　将分子有理化得

lim
(x,y)→(0,0)

xy+1-1
5xy = lim

(x,y)→(0,0)

xy+1-( )1 1+ xy+( )1
5xy 1+ xy+( )1

= lim
(x,y)→(0,0)

1
51+ xy+( )1

　　函数 1
51+ xy( )+1

是初等函数,点(0,0)是它定义域内的点,所以

lim
(x,y)→(0,0)

xy+1-1
5xy = lim

(x,y)→(0,0)

1
51+ xy+( )1

=f(0,0)= 1
10

　　与闭区间上一元函数的性质相似,在有界闭区域上连续的多元函数具有如下性质.
性质1(有界性定理)　如果函数f(x,y)在有界闭区域D 上连续,则f(x,y)在D 上

有界.
性质2(最值定理)　如果函数f(x,y)在有界闭区域D 上连续,则f(x,y)在D 上一

定能取得最大值和最小值.
性质3(介值定理)　如果函数f(x,y)在有界闭区域D 上连续,M 与m 分别是f(x,

y)在D 上的最大值和最小值,则对于介于M 与m 之间的任意常数C,在D 中至少存在一

点(ξ,η),使f(ξ,η)=C.
性质4(零点存在定理)　如果函数f(x,y)在有界闭区域D 上连续,且在D 中两点

(x1,y1),(x2,y2)取值异号,则在D 中至少存在一点(ξ,η),使f(ξ,η)=0.

习题2-1

1.已知函数f(x,y)=x2-y2

2xy
,求f(1,2),f(x,2x),f(y,-x).

2.求下列函数的定义域.

(1)z=y
x

;　　　　　　　　　　　　　(2)z= 1-x2 + 1-y2 ;

(3)z=ln(y2-2x+1); (4)z=arcsin(x2+y2);

(5)z= R2-x2-y2 + 1
x2+y2-r2

　(R>r).

3.证明二元函数f(x,y)=
x2y

x4+y2, x2+y2≠0

0, x2+y2{
=0

,当(x,y)→(0,0)时,极限不存在.
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4.讨论函数f(x,y)=
(x+y)sin 1

x2+y2, x2+y2≠0

0, x2+y2{
=0

在原点的连续性.

5.求下列极限

(1) lim
(x,y)→(0,1)

1-xy
x2-2y

; (2) lim
(x,y)→(0,0)

xcos1
y

;

(3) lim
(x,y)→(2,0)

tan(xy)
y

; (4) lim
(x,y)→(0,0)

xy+4-2
xy

;

(5) lim
(x,y)→(0,2)

ln(1+xy)
x

; (6) lim
(x,y)→(0,0)

1-cos(xy)
x2y2ex2+y2 .

2.2　偏　导　数

对一元函数f(x),讨论了它关于自变量x的导数,也就是f(x)关于x的变化率.对
于多元函数同样需要讨论它的变化率,但由于多元函数的自变量不止一个,常常需要考虑

各个方向的变化率.在这一节中,我们首先研究其中一个自变量变化,而其余自变量不变

的情形.

2.2.1　偏导数的定义及其计算

以二元函数z=f(x,y)为例,如果只有自变量x 变化,而自变量y固定(即看做常

量),这时它就是x的一元函数,对x 的导数就称为二元函数z=f(x,y)对于x 的偏导

数,即有如下定义.
定义2.2.1　设函数z=f(x,y)在点(x0,y0)的某一邻域内有定义,当y固定在y0

而x在x0 处有增量Δx时,相应的函数有增量

f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0)
如果

lim
Δx→0

f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0)
Δx

存在,则称此极限为函数z=f(x,y)在点(x0,y0)处对x的偏导数,记为

∂z
∂x x=x0

y=y0

,∂f
∂x x=x0

y=y0

,zx x=x0
y=y0

,fx(x0,y0)

　　类似地,如果

lim
Δy→0

f(x0,y0+Δy)-f(x0,y0)
Δy

存在,则称此极限为函数z=f(x,y)在点(x0,y0)处对y的偏导数,记为

∂z
∂y x=x0

y=y0

,∂f
∂y x=x0

y=y0

,zy x=x0
y=y0

,fy(x0,y0)

　　如果函数z=f(x,y)在区域D 内每一点(x,y)处对x(或y)的偏导数都存在,那么这

个偏导数就是x、y的函数,称为对x(或y)的偏导函数,简称为偏导数,记为
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∂z
∂x

,∂f
∂x

,zx,fx　 或 　∂z
∂y

,∂f
∂y

,zy,fy.

　　由偏导数的定义可知,求多元函数的偏导实际上还是求一元函数的导数问题,只须求

偏导时将自变量中的被求偏导数者看成变量,其余的看成常量,此时用一元函数的求导公

式和运算法则计算.
偏导数的概念可以推广到二元以上函数,这里不作介绍.
例2.2.1　求z=x2+3xy+y2 在点(1,2)处的偏导数.
解　把y看成常量,对x求导,得

∂z
∂x=2x+3y

把x看成常量,对y求导,得
∂z
∂y=3x+2y

将(1,2)代入上面的结果,就得

∂z
∂x x=1

y=2
=2×1+3×2=8,

∂z
∂y x=1

y=2
=3×1+2×2=7

　　例2.2.2　求z=1+ln(x2+y2)在点(1,4)处的偏导数.
解　把y看成常量,对x求导,得

∂z
∂x= 2x

x2+y2

把x看成常量,对y求导,得
∂z
∂y= 2y

x2+y2

将(1,4)代入上面的结果,就得

∂z
∂x x=1

y=4
= 2×1

12+42 = 2
17

,

∂z
∂y x=1

y=4
= 2×4

12+42 = 8
17

　　例2.2.3　求z=x2sin2y的偏导数.
解　把y看成常量,对x求导,得

∂z
∂x=2xsin2y

把x看成常量,对y求导,得
∂z
∂y=2x2cos2y

　　例2.2.4　求z=xe
y
x ,证明x∂z

∂x+y∂z
∂y=z.

证明　因为

∂z
∂x=e

y
x +xe

y
x -y

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =e
y
x -y

xe
y
x ,
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∂z
∂y=xe

y
x 1
x =e

y
x

代入整理,得到

x∂z
∂x+y∂z

∂y=x e
y
x -y

xe
yæ

è
ç

ö

ø
÷x +ye

y
x =z

　　在以前的学习中知道,一元函数在某点有导数,那么该导数就是函数所表示的曲线在

对应点的切线的斜率.由此可以推出,二元函数z=f(x,y)在一点(x0,y0)的偏导数有下

述几何意义:

z=f(x,y)的图形是空间中的一张曲面,设M0(x0,y0,f(x0,y0))为曲面z=f(x,y)
上的一点,过M0 作平面y=y0,截此曲面得一曲线,此曲线在平面y=y0 上的方程为z=

f(x,y0),则导数 d
dxf

(x,y0)|x=x0
,即偏导数fx(x0,y0),就是这曲线在点 M0 处的切线

M0Tx 对x 轴的斜率(见图2-1).同样,偏导数fy(x0,y0)的几何意义就是曲面被平面x=
x0 所截得的曲线z=f(x0,y)在点M0 处的切线M0Ty 对y 轴的斜率.

图　2-1

我们已经知道,如果一元函数在某点具有导数,则它在该点必定连续.但对于多元函

数来说,即使各偏导数在某点都存在,也不能保证函数在该点连续.这是因为各偏导数存

在只能保证点P 沿着平行于坐标轴的方向趋于P0 时,函数值f(P)趋于f(P0),但不能

保证点P 按任意方式趋于P0 时,函数值f(P)都趋于f(P0).
例如,函数

f(x,y)=
x2y

x4+y2, x2+y2 ≠0

0, x2+y2 =
{

0
在点(0,0)处对x的偏导数为

fx(0,0)=lim
Δx→0

f(0+Δx,0)-f(0,0)
Δx =0

同理,在点(0,0)处对y的偏导数为

fy(0,0)=lim
Δy→0

f(0,0+Δy)-f(0,0)
Δy =0

可得,f(x,y)在(0,0)处的两个偏导数都存在.但是

当(x,y)沿着直线y=kx趋于(0,0)时,
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lim
(x,y)→(0,0)

y=kx

f(x,y)=lim
x→0

kx3

x4+k2x2 =lim
x→0

kx
x2+k2 =0

当(x,y)沿着抛物线y=x2 趋于(0,0)时,

lim
(x,y)→(0,0)

y=x2

f(x,y)=lim
x→0

x4

x4+x4 = 1
2

所以,函数f(x,y)= x2y
x4+y2在(0,0)处极限不存在,所以f(x,y)在(0,0)处不连续.

当然,由函数f(x,y)在某点处连续也不能保证它在这点的偏导数存在.

例如,函数z= x2+y2 在点(0,0)处连续,但在点(0,0)处的两个偏导数

fx(0,0)=lim
Δx→0

f(0+Δx,0)-f(0,0)
Δx =lim

Δx→0

|Δx|
Δx

不存在;

fy(0,0)=lim
Δy→0

f(0,0+Δy)-f(0,0)
Δy =lim

Δy→0

|Δy|
Δy

不存在

可见,二元函数与一元函数不同,其连续性与可导性之间没有必然的联系.

2.2.2　高阶偏导数

设二元函数z=f(x,y)在区域D 内具有偏导数

∂z
∂x=fx(x,y),　∂z

∂y=fy(x,y)

那么在D 内fx(x,y),fy(x,y)都是x、y的函数.如果这两个函数的偏导数也存在,则称

它们是函数z=f(x,y)的二阶偏导数.按照对变量求导次序的不同,有下列4个二阶偏

导数:

∂
∂x

∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x =∂2z
∂x2 =fxx(x,y),

∂
∂y

∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x = ∂2z
∂x∂y=fxy(x,y)

∂
∂x

∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y = ∂2z
∂y∂x=fyx(x,y),

∂
∂y

∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y =∂2z
∂y2 =fyy(x,y)

其中第二、第三两个偏导数称为混合偏导数.同样可得三阶、四阶、…,以及n阶偏导数.二
阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数.

例2.2.5　求z=2x3y-3xy2+1的二阶偏导数.
解　先求一阶偏导数:

∂z
∂x=6x2y-3y2;　∂z

∂y=2x3-6xy

　　再求二阶偏导数:

∂2z
∂x2 = ∂

∂x
∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x = ∂
∂x

(6x2y-3y2)=12xy

∂2z
∂x∂y= ∂

∂y
∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x = ∂
∂y

(6x2y-3y2)=6x2-6y
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∂2z
∂y∂x= ∂

∂x
∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y = ∂
∂x

(2x3-6xy)=6x2-6y

∂2z
∂y2 = ∂

∂y
∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y = ∂
∂y

(2x3-6xy)=-6x

　　例2.2.6　求z=exy的二阶偏导数.
解　先求一阶偏导数:

∂z
∂x=yexy;　∂z

∂y=xexy

　　再求二阶偏导数:

∂2z
∂x2 =y2yexy

∂2z
∂x∂y=exy +xyexy

∂2z
∂y∂x=exy +xyexy

∂2z
∂y2 =x2exy

　　从上面例子可以看到,两个混合偏导数相等,即 ∂2z
∂x∂y= ∂2z

∂y∂x
,也就是说混合偏导数与

自变量求导的次序无关.这不是偶然的,事实上,在一定的条件下,这两个混合偏导数是相

等的,对此有下面的定理:

定理2.2.1　如果函数z=f(x,y)的两个二阶混合偏导数 ∂2z
∂x∂y

和 ∂2z
∂y∂x

均在区域D

上连续,那么在该区域内这两个二阶混合偏导数必相等.
证明略。
本定理表明,在二阶混合偏导数连续的条件下,二阶混合偏导数与先对x还是先对y

求导的顺序无关.这个结论对高阶混合偏导数也成立.
对于二元以上的函数,也可以类似地定义高阶偏导数.

习题2-2

1.求下列函数的偏导数.
(1)z=x2y; (2)z=ycosx;
(3)z=ex+y; (4)z=ln(x+y2);

(5)z= 1
x2+y2

; (6)z=arctany
x

;

(7)z=(1+xy)y; (8)z=sinxy+cos2xy;

(9)u=x
y
z ; (10)u= x2+y2+z2.

2.求函数z=x3y-xy3 在点(1,2)处的偏导数.

3.设函数z=e-xsin(x+2y),求fx(π,0),fy
π
2

,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 .
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4.设函数z=ln(x2+xy+y2),求x∂z
∂x+y∂z

∂y.

5.已知xyz=1,求证∂z
∂x

·∂x
∂y

·∂y
∂z=-1.

6.求下列函数的二阶偏导数.
(1)z=x4+y4-4x2y2; (2)z=sin(ax+by);
(3)z=yx; (4)z=exycosy;
(5)z=arcsin(xy); (6)z=xln(x+y);

(7)z= y2+2xy.

7.设函数r= x2+y2+z2 ,证明∂2r
∂x2+∂2r

∂y2+∂2r
∂z2=2

r.

8.验证函数z=ln x2+y2 满足方程∂2z
∂x2+∂2z

∂y2=0.

2.3　全　微　分

上节所讲的偏导数,是在只有一个自变量变化时函数相对于该自变量的变化率.但在

实际问题中,有时需要讨论当自变量都发生变化时,相应的函数改变量与它的所有自变量

的改变量之间的依赖关系.这就需要讨论多元函数全微分的概念.下面以二元函数为例进

行讨论.

2.3.1　全微分的定义及计算

定义2.3.1　设函数z=f(x,y)在点(x0,y0)的某一邻域内有定义,当自变量x在x0

处取得改变量Δx,而自变量y=y0 保持不变,函数相应的改变量

Δxz=f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0)
称为函数z=f(x,y)关于x的偏增量.

类似地,函数z=f(x,y)关于y的偏增量为

Δyz=f(x0,y0+Δy)-f(x0,y0)

　　当自变量x,y分别在x0,y0 取得改变量Δx,Δy时,函数z=f(x,y)相应的改变量

Δz=f(x0+Δx,y0+Δy)-f(x0,y0)
称为函数z=f(x,y)的全增量.

在一元函数y=f(x)中,y对x 的微分dy是自变量改变量 Δx的线性函数.与一元

函数的情形一样,我们希望用自变量的增量Δx、Δy的线性函数来近似地代替函数的全增

量Δz.
定义2.3.2　设函数z=f(x,y)在点(x,y)的某邻域内有定义,如果函数在点(x,y)

的全增量

Δz=f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y)
可表示为

Δz=AΔx+BΔy+o(ρ)
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其中A、B 不依赖于Δx、Δy,而仅与x、y有关,ρ= Δx2+Δy2 ,则称函数z=f(x,y)在点

(x,y)可微分,而称AΔx+BΔy为函数z=f(x,y)在点(x,y)的全微分,记做dz,即

dz=AΔx+BΔy
　　如果函数在区域D 内各点处都可微分,那么称该函数在D 内可微分.

与一元函数类似,二元函数z=f(x,y)在某点可微分与连续之间也有一定的联系.
定理2.3.1　如果函数z=f(x,y)在点(x,y)可微分,则函数在该点一定连续。
证　因为函数z=f(x,y)在点(x,y)可微分,即

Δz=f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y)

=AΔx+BΔy+o(ρ)
所以,当Δx→0,Δy→0时,有Δz→0,即

lim
Δx→0

Δy→0

f(x+Δx,y+Δy)=lim
Δx→0

Δy→0

[f(x,y)+Δz]=f(x,y)

故函数z=f(x,y)在点(x,y)处连续.
定理2.3.2(可微的必要条件)　如果函数z=f(x,y)在点(x,y)可微分,则函数在该

点的偏导数∂z
∂x

、∂z
∂y

必定存在,且函数z=f(x,y)在点(x,y)的全微分为

dz=∂z
∂xΔx+∂z

∂y
Δy

　　证　设函数z=f(x,y)在点(x,y)可微分,即有

Δz=AΔx+BΔy+o(ρ)

其中A、B 不依赖于Δx、Δy,而仅与x、y有关,ρ= (Δx)2+(Δy)2 ,因为 Δx、Δy是任意

改变量,当Δy=0时也应成立,这时,

ρ=|Δx|,　Δz=AΔx+o(|Δx|)
将等式两边同除以Δx,再令Δx→0取极限,得

∂z
∂x=lim

Δx→0

Δz
Δx=lim

Δx→0

AΔx+o(|Δx|)
Δx

=lim
Δx→0

A+o(|Δx|)
Δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

x =A

所以,偏导数∂z
∂x

存在,且A=∂z
∂x.

同理,可得B=∂z
∂y.因此,有dz=∂z

∂xΔx+∂z
∂yΔy.证毕.

值得注意的是,二元函数偏导数的存在性只是可微的必要条件,但不是充分条件.例
如,函数

f(x,y)=
xy

x2+y2
x2+y2 ≠0

0 x2+y2 =

ì

î

í

ïï

ïï 0
在点(0,0)处虽然有fx(0,0)=0及fy(0,0)=0,但对于

Δz-[fx(0,0)·Δx+fy(0,0)·Δy]= Δx·Δy
(Δx)2+(Δy)2
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如果考虑点P′(Δx,Δy)沿着直线y=x趋于(0,0),则

Δx·Δy
(Δx)2+(Δy)2

ρ
= Δx·Δy

(Δx)2+(Δy)2 = Δx·Δy
(Δx)2+(Δx)2 = 1

2
它不能随ρ→0而趋于0,这表示ρ→0时,

Δz-[fx(0,0)·Δx+fy(0,0)·Δy]
并不是较ρ高阶的无穷小,因此函数在点(0,0)处的全微分并不存在,即函数在点(0,0)处
是不可微的.

可见,对于二元函数而言,偏导数存在是可微的必要条件而不是充分条件,这与一元

函数是不同的.如何保证二元函数可微,这就需要我们把条件再加强一些.下面给出二元

函数z=f(x,y)在点(x,y)可微分的充分条件.
定理2.3.3(可微的充分条件)　如果函数z=f(x,y)在点(x,y)的某一邻域内有连

续的偏导数∂z
∂x

、∂z
∂y

,则函数z=f(x,y)在点(x,y)可微分.

证　因为

Δz=f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y)

=[f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y+Δy)]+[f(x,y+Δy)-f(x,y)]

由于∂z
∂x

、∂z
∂y

在点(x,y)的某一邻域内存在,由拉格朗日中值定理得

Δz=fx(x+θ1Δx,y+Δy)Δx+fy(x,y+θ2Δy)Δy
其中0<θ1,θ2<1.

又由于∂z
∂x

、∂z
∂y

在点(x,y)连续,所以有

lim
Δx→0
Δy→0

fx(x+θ1Δx,y+Δy)=fx(x,y),

lim
Δx→0
Δy→0

fy(x,y+θ2Δy)=fy(x,y)

因而

Δz=fx(x,y)Δx+fy(x,y)Δy+αΔx+βΔy
其中当Δx→0,Δy→0时,α→0,β→0.
再由

|αΔx+βΔy|
ρ

= |αΔx+βΔy|
(Δx)2+(Δy)2

≤ |α||Δx|
(Δx)2+(Δy)2

+ |β||Δy|
(Δx)2+(Δy)2

≤|α|+|β|

可知,当Δx→0,Δy→0时,αΔx+βΔy是ρ 的高阶无穷小量.于是,函数z=f(x,y)在点

(x,y)可微分.
习惯上,将自变量x,y的增量Δx,Δy分别记为dx,dy,并分别称为自变量x,y的微

分.这样,函数z=f(x,y)的全微分就可以写为

dz=∂z
∂xdx+∂z

∂y
dy
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　　以上关于二元函数全微分的定义及可微条件,可以类似地推广到三元和三元以上多

元函数.例如,若三元函数u=f(x,y,z)可微分,则它的全微分为

du=∂u
∂xdx+∂u

∂y
dy+∂u

∂zdz

　　例2.3.1　求函数z=x2y2 在点(2,-1)处,当 Δx=0.02,Δy=-0.01时的全增量

和全微分.
解　由定义知,全增量

Δz=f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y)

=(2+0.02)2(-1-0.01)2-22×(-1)2 =0.1624
函数z=x2y2 的两个偏导数为

∂z
∂x=2xy2,　∂z

∂y=2x2y

且它们都连续,又
∂z
∂x (2,-1)

=4,

∂z
∂y (2,-1)

=-8

所以函数z=x2y2 在点(2,-1)处的全微分为

dz=4×0.02+(-8)×(-0.01)=0.16
　　例2.3.2　求函数z=x3y-xy3 在点(1,2)处的全微分.

解　因为

∂z
∂x=3x2y-y3,　∂z

∂y=x3-3xy2

且它们都连续,又
∂z
∂x (1,2)

=-11,

∂z
∂y (1,2)

=-5

所以

dz=-2dx-11dy
　　例2.3.3　求函数z=sin(x+y)+exy的全微分.

解　因为

∂z
∂x=cos(x+y)+yexy,

∂z
∂y=cos(x+y)+xexy

且它们都连续,所以

dz= (cos(x+y)+yexy)dx+(cos(x+y)+xexy)dy
　　例2.3.4　求函数u=ln(x2+y2+z2)的全微分.

解　因为

∂u
∂x= 2x

x2+y2+z2,

52第2章　多元函数的微分及其应用



∂u
∂y= 2y

x2+y2+z2,

∂u
∂z= 2z

x2+y2+z2

且它们都连续,所以

dz= 1
x2+y2+z2(xdx+ydy+zdz)

2.3.2　全微分在近似计算中的应用

设函数z=f(x,y)在点(x,y)处可微,则函数的全增量与全微分之差是一个比ρ高阶

的无穷小,因此当|Δx|,|Δy|都比较小时,全增量可以近似地用全微分代替,即
Δz≈dz=fx(x,y)Δx+fy(x,y)Δy

　　又因为

Δz=f(x+Δx,y+Δy)-f(x,y)
所以有

f(x+Δx,y+Δy)≈f(x,y)+fx(x,y)Δx+fy(x,y)Δy
　　例2.3.5　利用全微分的近似计算(0.98)2.03的值.

解　设函数z=f(x,y)=xy,取x=1,y=2,Δx=-0.02,Δy=0.03,
又因为

fx(x,y)=yxy-1,　fy(x,y)=xylnx
由公式

f(x+Δx,y+Δy)≈f(x,y)+fx(x,y)Δx+fy(x,y)Δy
可得

f(0.98,2.03)≈f(1,2)+fx(1,2)(-0.02)+fy(1,2)×0.03
=1+2×(-0.02)+0×0.03=0.96

所以(0.98)2.03≈0.96.

习题2-3

1.求下列函数的全微分.
(1)z=x3-y3+3xy; (2)z=ysin(x+y);

(3)z=xyx; (4)z= 1+x
y

;

(5)z=arctan(xy); (6)z=xln(xy);
(7)u=cos(xyz); (8)u=exy+z;
(9)u=ln(3x-2y+z); (10)u=ex2+y2+z2

.

2.求函数z=y
x

,当x=2,y=1,Δx=0.1,Δy=0.2时的全增量和全微分.

3.求函数z=exy,当x=1,y=1,Δx=0.15,Δy=0.1时的全微分.

4.求函数z= x
x2+y2

在点(0,1)处的全微分.

62 高等数学(经管数学)(下册)



5.已知函数z=ln(x2+y2+1),求其在x=1,y=2时的全微分.

6.已知函数f(x,y)=
x2y

x2+y2, x2+y2≠0

0, x2+y2

ì

î

í

ïï

ïï =0
,证明函数在点(0,0)处连续且偏导数

存在,但在此点不可微.
7.利用全微分的近似计算(1.98)1.05的值.

2.4　多元复合函数的求导法则

现在要将一元函数微分学中复合函数的求导法则推广到多元复合函数的情形,以二

元函数为例说明,分成以下三种情形进行讨论.

2.4.1　复合函数的中间变量均为一元函数的情形

定理2.4.1　如果函数u=φ(t)及v=ψ(t)都在点t可导,函数z=f(u,v)在对应点

(u,v)具有连续偏导数,则复合函数z=f[φ(t),ψ(t)]在点t可导,且有

dz
dt=∂z

∂u
·du

dt+∂z
∂v

·dv
dt

　　证明　当t取得增量Δt时,u、v及z 相应地也取得增量 Δu、Δv及 Δz .由z=f(u,

v)、u=φ(t)及v=ψ(t)的可微性,有

Δz=∂z
∂uΔu+∂z

∂vΔv+o(ρ)

=∂z
∂u

du
dtΔt+o(Δt[ ])+∂z

∂v
dv
dtΔt+o(Δt[ ])+o(ρ)

= ∂z
∂u

·du
dt+∂z

∂v
·dv

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

t Δt+ ∂z
∂u+∂z

∂
æ

è
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ø
÷

vo(Δt)+o(ρ)

等式两边同除以Δt,可得

Δz
Δt=∂z

∂u
·du

dt+∂z
∂v

·dv
dt+ ∂z

∂u+∂z
∂

æ

è
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v
o(Δt)

Δt +o(ρ)
Δt

令Δt→0,上式两边取极限,即得

dz
dt=∂z

∂u
·du

dt+∂z
∂v

·dv
dt

注:lim
Δt→0

o(ρ)
Δt =lim

Δt→0

o(ρ)
ρ

· (Δu)2+(Δv)2
Δt =0· du

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2

+ dv
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2

=0.

推广:设z=f(u,v,w),u=φ(t),v=ψ(t),w=ω(t),则z=f[φ(t),ψ(t),ω(t)]对t
的导数为:

dz
dt=∂z

∂u
·du

dt+∂z
∂v

·dv
dt+∂z

∂w
·dw

dt

上述dz
dt

称为全导数.
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例2.4.1　设z=u2v+uv2,u=et,v=sint,求全导数dz
dt.

解　本题是中间变量是一元函数的情形,应用全导数公式得

dz
dt=∂z

∂u
·du

dt+∂z
∂v

·dv
dt

=(2uv+v2)·et+(u2+2uv)·cost
=(2etsint+sin2t)·et+(e2t+2etsint)·cost

2.4.2　复合函数的中间变量均为多元函数的情形

定理2.4.2　如果函数u=φ(x,y),v=ψ(x,y)都在点(x,y)具有对x 及y 的偏导

数,函数z=f(u,v)在对应点具有连续偏导数,则复合函数z=f[φ(x,y),ψ(x,y)]在点

(x,y)的两个偏导数存在,且有

∂z
∂x=∂z

∂u
·∂u
∂x+∂z

∂v
·∂v
∂x

,

∂z
∂y=∂z

∂u
·∂u
∂y+∂z

∂v
·∂v
∂y

以上两式统称为求复(u,v)合函数偏导数的链式法则.
推广:如果函数u=φ(x,y),v=ψ(x,y),w=ω(x,y)都在点(x,y)具有对x及y 的

偏导数,函数z=f(u,v,w)在对应点(u,v,w)具有连续偏导数,则

∂z
∂x=∂z

∂u
·∂u
∂x+∂z

∂v
·∂v
∂x+∂z

∂w
·∂w

∂x
,

∂z
∂y=∂z

∂u
·∂u
∂y+∂z

∂v
·∂v
∂y+∂z

∂w
·∂w

∂y

　　例2.4.2　设z=eusinv,u=x2+y2,v=xy,求∂z
∂x

,∂z
∂y.

解　应用链式法则得

∂z
∂x=∂z

∂u
·∂u
∂x+∂z

∂v
·∂v
∂x=eusinv·2x+eucosv·y

=ex2+y2[2xsin(xy)+ycos(xy)]
∂z
∂y=∂z

∂u
·∂u
∂y+∂z

∂v
·∂v
∂y=eusinv·2y+eucosv·x

=ex2+y2[2ysin(xy)+xcos(xy)]

2.4.3　复合函数的中间变量既有一元函数,又有多元函数的情形

定理2.4.3　如果函数u=φ(x,y)在点(x,y)具有对x及y 的偏导数,函数v=ψ(y)
在点y可导,函数z=f(u,v)在对应点(u,v)具有连续偏导数,则复合函数z=f[φ(x,y),

ψ(y)]在点(x,y)的两个偏导数存在,且有

∂z
∂x=∂z

∂u
·∂u
∂x

,

∂z
∂y=∂z

∂u
·∂u
∂y+∂z

∂v
·dv

dy
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　　例2.4.3　设z=eu+v,u=x-y,v=y3,求∂z
∂x

,∂z
∂y.

解　本题是中间变量既有一元函数,又有多元函数的情形,应用公式得

∂z
∂x=∂z

∂u
·∂u
∂x=eu·1=ex-y,

∂z
∂y=∂z

∂u
·∂u
∂y+∂z

∂v
·dv

dy=eu·(-1)+1·3y2 =-ex-y +3y2

2.4.4　复合函数的某些中间变量本身又是复合函数的自变量的情形

定理2.4.4　如果函数u=φ(x,y)在点(x,y)具有对x及y 的偏导数,函数z=f(u,

x,y)在对应点(x,y)具有连续偏导数,则复合函数z=f[φ(x,y),x,y]在点(x,y)的两个

偏导数存在,且有

∂z
∂x=∂f

∂u
·∂u
∂x+∂f

∂x
,

∂z
∂y=∂f

∂u
·∂u
∂y+∂f

∂y

　　值得注意的是,∂z
∂x

是把复合函数z=f[φ(x,y),x,y]中的y看做不变而对x 的偏导

数;而∂f
∂x

则是把复合函数z=f(u,x,y)中的u及y 看做不变而对x 的偏导数;∂z
∂y

和∂f
∂y

的区别与上述相同.

例2.4.4　设z=f(u,x,y)=u2·ln(xy),其中u=x
y

,求∂z
∂x

,∂z
∂y.

解　本题是中间变量本身又是复合函数的自变量的情形,应用公式得

∂z
∂x=∂f

∂u
·∂u
∂x+∂f

∂x=2u·ln(xy)·1
y +u2·1

x = x
y2(2lnxy+1),

∂z
∂y=∂f

∂u
·∂u
∂y+∂f

∂y=2u·ln(xy)· -x
y

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +u2·1
y =x2

y3(-2lnxy+1)

　　例2.4.5　设z=f(2x-y,ysinx),其中f具有连续的二阶偏导数,求 ∂2z
∂x∂y.

解　令u=2x-y,v=ysinx,则z=f(u,v).我们有

∂z
∂x=∂f

∂u2+∂f
∂vycosx=2∂f

∂u+ycosx∂f
∂v

　　于是

∂2z
∂x∂y=∂

∂y
2∂f
∂u+ycosx∂f

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

v

=2∂2f
∂u2

∂u
∂y+ ∂2f

∂u∂v
∂v
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y +cosx∂f
∂v+ycosx - ∂2f

∂v∂u+sinx∂2f
∂v

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=2 -∂2f
∂u2 +sinx ∂2f

∂u∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

v +cosx∂f
∂v+ycosx - ∂2f

∂v∂u+sinx∂2f
∂v

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=-2∂2f
∂u2 +(2sinx-ycosx)∂2f

∂u∂v+ycosxsinx∂2f
∂v2 +cosx∂f

∂v
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　　为表达方便,也可以记f′1=∂f
∂u

,f′2=∂f
∂v

,f″11=∂2f
∂u2,f″12=∂2f

∂u∂v
,f″21=

∂2f
∂v∂u

,f″22=∂2f
∂v2,

所以

∂2z
∂x∂y=-2f″11+(2sinx-ycosx)f″12+ycosxsinx·f″22+cosx·f′2

习题2-4

1.设z=u2+uv+v2,u=t2,v=t,求全导数dz
dt.

2.设z=y
x

,x=et,y=1-e2t,求dz
dt.

3.设z=arcsin(x-y),x=3t,y=4t3,求dz
dt.

4.设z=arctan(xy),y=ex,求dz
dx.

5.设z=u
v

,u=1+x2y,v=sinx,求∂z
∂x

,∂z
∂y.

6.设z=uv+sint,u=et,v=cost,求dz
dt.

7.设z=u2v-uv2,u=xcosy,v=xsiny,求∂z
∂x

,∂z
∂y.

8.设z=u2

v
,u=x-2y,v=2x+y,求∂z

∂x
,∂z
∂y.

9.设z=x2lny,x=u
v

,y=3u-2v,求∂z
∂u

,∂z
∂v.

10.设z=ln(u2+v),u=ex+y2,v=x2+y,求∂z
∂x

,∂z
∂y.

11.设z=f(x2-y2,exy),其中f具有一阶连续的偏导数,求∂z
∂x

,∂z
∂y.

12.设z=f xy,xæ

è
ç

ö

ø
÷

y
,其中f具有二阶连续的偏导数,求∂2z

∂x2,∂2z
∂x∂y.

2.5　隐函数的求导公式

一元函数微分学中,已经研究了一元隐函数的求导方法.与一元隐函数类似,多元隐

函数也是由方程来确定的函数.例如,由方程F(x,y,z)=0可确定出z是x,y的二元函

数.现在根据多元复合函数的求导法则得到隐函数的一般求导公式.

隐函数求导法则Ⅰ　设函数F(x,y)具有连续的偏导数且∂F
∂y≠0,由方程F(x,y)=0

所确定的具有连续导数的隐函数y=f(x),则有

dy
dx=-Fx

Fy

　　现仅就公式作如下推导.
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将y=f(x)代入方程F(x,y)=0,得恒等式F[x,f(x)]=0,方程两端分别对x求导

数,得

∂F
∂x+∂F

∂y
·dy

dx=0

当∂F
∂y≠0时,可得

dy
dx=-

∂F
∂x
∂F
∂y

=-Fx

Fy

　　例2.5.1　已知siny+xy2ex=0,求dy
dx.

解　令F(x,y)=siny+xy2ex,则

Fx =y2ex +xy2ex,

Fy =cosy+2xyex

所以

dy
dx=-Fx

Fy
=-y2ex +xy2ex

cosy+2xyex

　　例2.5.2　已知xy+lnxy=1,求dy
dx.

解　令F(x,y)=xy+lnxy-1,则

Fx =y+1
x

,

Fy =x+1
y

,

所以

dy
dx=-Fx

Fy
=-y

x

　　隐函数求导法则Ⅱ　设函数F(x,y,z)具有连续的偏导数且∂F
∂z≠0,由方程F(x,y,

z)=0所确定的具有连续导数的隐函数z=f(x,y),则有

∂z
∂x=-Fx

Fz

∂z
∂y=-Fy

Fz

　　与隐函数求导法则Ⅰ类似,仅就公式作如下推导.
将z=f(x,y)代入方程F(x,y,z)=0,得恒等式F[x,y,f(x,y)]=0,方程两端分别

对x和y 求偏导数,得

∂F
∂x+∂F

∂z
·∂z
∂x=0

∂F
∂y+∂F

∂z
·∂z
∂y=0
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因为∂F
∂z

连续且∂F
∂z≠0时,可得

∂z
∂x=-Fx

Fz

∂z
∂y=-Fy

Fz

　　例2.5.3　求由方程ez=xyz所确定的函数z=f(x,y)的一阶偏导数.
解　令F(x,y,z)=ez-xyz,分别对x、y和z求偏导数得

Fx =-yz,　Fy =-xz,　Fz =ez-xy
所以

∂z
∂x=-Fx

Fz
= yz

ez-xy
∂z
∂y=-Fy

Fz
= xz

ez-xy

　　例2.5.4　设z=f(x,y)是由方程x2+y2+z2=4z所确定的,求∂z
∂x

,∂z
∂y

,∂
2z

∂x2.

解　令F(x,y,z)=x2+y2+z2-4z,分别对x、y和z求偏导数得

Fx =2x,　Fy =2y,　Fz =2z-4
所以

∂z
∂x=-Fx

Fz
= x

2-z
∂z
∂y=-Fy

Fz
= y

2-z

∂2z
∂x2 = ∂

∂x
∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x = x
2-

æ

è
ç

ö

ø
÷

z
′
x
=

2-z-x -∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
(2-z)2 =x2+(2-z)2

(2-z)3

　　例2.5.5　设z=f(xz,z-y),且f(u,v)具有连续的一阶偏导数,求dz.
解　令F(x,y,z)=f(xz,z-y)-z,分别对x、y和z求偏导数得

Fx =fuz,　Fy =-fv,　Fz =fux+fv-1
所以

∂z
∂x=-Fx

Fz
=- fuz

fux+fv-1
∂z
∂y=-Fy

Fz
= fv

fux+fv-1
从而

dz=- fuz
fux+fv-1dx+ fv

fux+fv-1dy

习题2-5

1.设xsiny+yex=0,求dy
dx.

2.设y-xey+2x=0,求dy
dx.
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3.设xy2=cosy+yex,求dy
dx.

4.设xy=ln(x+y),求dy
dx.

5.求由方程exy-4z+ez=0所确定的函数z=f(x,y)的一阶偏导数.

6.求由方程x
z=lnz

y
所确定的函数z=f(x,y)的一阶偏导数.

7.求由方程x2

a2+y2

b2+z2

c2=1所确定的函数z=f(x,y)的一阶偏导数.

8.求由方程ln x2+y2 =arctany
x

所确定的函数z=f(x,y)的一阶偏导数.

9.求由方程xy+zlny+exz=1所确定的函数z=f(x,y)的一阶偏导数.
10.求由方程x+y+z=e-(x+y+z)所确定的函数z=f(x,y)的一阶、二阶偏导数.

2.6　多元函数的极值及其求法

我们可以利用导数求得某些一元函数的极值,从而进一步求得一些实际问题中的最

大值和最小值.在多元函数中也有类似的问题,本节着重讨论二元函数的情形.

2.6.1　多元函数的极值

类似于一元函数,先给出二元函数极值的定义.
定义2.6.1　设函数z=f(x,y)在点(x0,y0)的某邻域内有定义,对于该邻域内异于

点(x0,y0)的(x,y),都有

f(x,y)<f(x0,y0)　(或f(x,y)>f(x0,y0))
则称函数在点(x0,y0)有极大(小)值f(x0,y0),或称(x0,y0)为函数f(x,y)的极大(小)
值点.

极大值和极小值统称为极值,极大值点和极小值点统称为极值点.

例2.6.1　设函数f(x,y)=2x2+3y2,g(x,y)= 1-x2-y2 ,h(x,y)=xy,讨论原

点(0,0)是不是它们的极值点.
解　因为在点(0,0)附近任意其他点(x,y)都有f(x,y)=2x2+3y2>f(0,0)=0,由

定义可知,原点(0,0)是f(x,y)的极小值点;

点(0,0)附近任意其他点(x,y)都有g(x,y)= 1-x2-y2 <g(0,0)=1,由定义可

知,原点是g(x,y)的极(0,0)大值点;
在点(0,0)的任何邻域内,对于h(x,y)=xy,当x、y同号时,h(x,y)>0;当x、y异

号时,h(x,y)<0;又h(0,0)=0,因此h(0,0)既不是极大值,也不是极小值.
以上关于二元函数的极值概念,可推广到n元函数.
与一元函数的极值类似,先给出二元函数取得极值的必要条件.
定理2.6.1(必要条件)　设函数z=f(x,y)在点(x0,y0)具有偏导数,且在点(x0,

y0)处有极值,则有
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fx(x0,y0)=0,　fy(x0,y0)=0
　　证明略.

使fx(x,y)=0,fy(x,y)=0同时成立的点(x0,y0)称为函数的驻点.由定理可知,具
有偏导数的函数的极值点必定是驻点,但函数的驻点不一定是极值点.例如,点(0,0)是函

数z=xy的驻点,但不是极值点.
下面给出判定极值的充分条件.
定理2.6.2(充分条件)　设函数z=f(x,y)在点(x0,y0)的某邻域内连续,有一阶及

二阶连续偏导数,fx(x0,y0)=0,fy(x0,y0)=0,令fxx (x0,y0)=A,fxy (x0,y0)=B,

fyy(x0,y0)=C,则函数z=f(x,y)在点(x0,y0)处是否取得极值的条件如下:
(1)当AC-B2>0时,具有极值,且当A<0时有极大值,当A>0时有极小值;
(2)当AC-B2<0时,没有极值;
(3)当AC-B2=0时,可能有极值,也可能没有极值,还需另作讨论.

证明略.
综上所述,把函数z=f(x,y)极值的求法归纳如下:

(1)解方程组
fx(x,y)=0
　
fy(x,y){ =0

,求出所有驻点;

(2)求z=f(x,y)的二阶偏导数;
(3)对于每一个驻点(x0,y0),求出二阶偏导数的值A,B,C,确定AC-B2 的符号,判

定每一个驻点是否是极值点,最后求得极值.
例2.6.2　求函数z=x3+y3-3xy的极值.
解　设f(x,y)=x3+y3-3xy,

先解方程组

fx(x,y)=3x2-3y=0
　
fy(x,y)=3y2-3x={ 0

求得驻点为(0,0)和(1,1),
再求出二阶偏导数

fxx(x,y)=6x,　fxy(x,y)=-3,　fyy(x,y)=6y
在点(0,0)处,

A =fxx(0,0)=0,　B=fxy(0,0)=-3,　C=fyy(0,0)=0
因此

AC-B2 =-9<0
所以,点(0,0)不是函数的极值点;
在点(1,1)处,

A =fxx(1,1)=6,　B=fxy(1,1)=-3,　C=fyy(1,1)=6
因此

AC-B2 =27>0
所以,点(1,1)是函数的极值点,又因为 A=6>0,所以(1,1)是极小值点,且极小值为

f(1,1)=-1.
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2.6.2　条件极值　拉格朗日乘数法

在讨论极值问题过程中,如果自变量在定义域内任意取值,未受任何条件限制,通常

称为无条件极值.如果对自变量的取值附加一定的约束条件,则称为条件极值.条件极值

问题的约束条件有等式和不等式两类,这里仅讨论约束条件为等式的情形.
下面以二元函数为例,求函数z=f(x,y)在约束条件φ(x,y)=0下的极值,同时介

绍求此类条件极值的常用方法———拉格朗日乘数法.一般步骤如下:
(1)构造辅助函数(称为拉格朗日函数)

L(x,y,λ)=f(x,y)+λφ(x,y)
其中λ为待定常数,称为拉格朗日乘数.将原条件极值问题化成了求三元函数L(x,y,λ)
的无条件极值问题.

(2)求三元函数L(x,y,λ)对x、y和λ的偏导数,并令它们都为零,即得方程组

Lx(x,y,λ)=0
Ly(x,y,λ)=0
Lλ(x,y,λ)=

ì

î

í

ïï

ïï
0

得出可能的极值点(x0,y0)和乘数λ.
(3)判别求出的点(x0,y0)是否为极值点,一般可由具体问题的实际意义来判定.
例2.6.3　用拉格朗日乘数法求表面积为a2 而体积为最大的长方体的体积.
解　设长方体的三棱长为x,y和z,则问题是在条件

φ(x,y)=2xy+2yz+2xz-a2 =0
下,求函数V=xyz的最大值.
作拉格朗日函数

L(x,y,z,λ)=xyz+λ(2xy+2yz+2xz-a2)
求其对x,y,z和λ的偏导数,并使之为零,得到

yz+2λ(y+z)=0
xz+2λ(x+z)=0
xy+2λ(y+x)=0

2xy+2yz+2xz-a2 =

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

0

解得x=y=z= 6
6a.

这是唯一可能的极值点,因为由问题本身可知最大值一定存在,所以最大值就在这个

可能的极值点处取得,也就是说,表面积为a2 的长方体中,以棱长为 6
6a的正方体的体积

最大.
例2.6.4　某公司为促销一种新产品,计划在电视台和报纸上做广告,设报纸和电视

上的广告费用分别为x百万元和y 百万元,根据统计资料,销售收入R 百万元与x,y之

间有下面关系

R(x,y)=15+14x+32y-8xy-2x2-10y2+λ(x+y-1.5)
该公司决定投入150万元做广告,应该怎样分配两种方式的广告费用,可获最大利润(即
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求相应的最优广告策略)?
解　根据题意可知这是一个条件极值问题:求在约束条件x+y=1.5下利润函数的

最大值.
构造拉格朗日函数

L(x,y,λ)=R(x,y)-(x+y)+λ(x+y-1.5)

=15+13x+31y-8xy-2x2-10y2+λ(x+y-1.5)
解方程组

Lx(x,y,λ)=-4x-8y+13+λ=0
Ly(x,y,λ)=-20y-8x+31+λ=0

Lλ(x,y,λ)=x+y-1.5=

ì

î

í

ïï

ïï 0
得驻点(0,1.5).由于驻点唯一,根据问题的实际意义可知(0,1.5)是极大值点,也是最大

值点,即将150万元的广告费用都用于电视广告,可获得最大利润.

2.6.3　函数的最大值和最小值

在一元函数中我们讨论了闭区间上连续函数的最大值和最小值,与之类似,若函数

f(x,y)在有界闭区域D 上连续,则f(x,y)在D 上必定能取得最大值和最小值.这里不

详细介绍,下面着重讨论实际问题中的最值问题.
对于实际问题中的最大值或最小值,往往根据问题本身能够判定它在其定义域内一

定有最大值和最小值,如果函数在其定义域内有唯一的驻点,则该点的函数值就是所求的

最值.下面我们给出一般步骤:
(1)根据实际问题建立函数关系式,确定其定义域;
(2)求出驻点;
(3)结合问题的实际意义判定并求出最大值或最小值.
例2.6.5　用钢板做一个容积为8m3 的长方体有盖容器,若不计钢板的厚度,问长、

宽、高分别为多少时,才能使用料最省?

解　设长、宽分别为x,y,则此时高为8
xy

,于是所用材料的面积为

S=2xy+8
x +8æ

è
ç

ö

ø
÷

y
,　(x>0,y>0)

解方程组

Sx =2y- 8
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

Sy =2x-8
y

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 2

得驻点(2,2).由于驻点唯一,根据问题的实际意义,可知在该驻点处面积可取最小值.此
时高为2m,故当长、宽、高都为2m时,可使用料最省.

习题2-6

1.求函数f(x,y)=x2+5y2-6x+10y+6的极值.
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2.求函数f(x,y)=x3-4x2+2xy-y2 的极值.
3.求函数f(x,y)=x3-y3+3x2+3y2-9x的极值.
4.若函数f(x,y)=2x2+ax+xy2+2y在点(1,-1)处取得极值,求常数a的值.
5.求函数z=xy在条件x+y=1下的极值.

6.求函数z=x2+y2 在条件x
a+y

b =1下的极值.

7.要造一个容积为定值a的长方体无盖水池,应如何选择水池的尺度,方可使它的

表面积最小.
8.某工厂生产甲、乙两种型号的机床,其产量分别为x台和y 台,成本函数为

C(x,y)=x2+2y2-xy
　　(1)若这两种机床的售价分别为4万元和5万元,这两种机床产量分别为多少时利

润最大?
(2)若市场调查分析,两种机床共需要8台,求如何安排生产,总成本最小? 最小成

本是多少?

9.某企业生产两种产品,产量分别为q1 件和q2 件,总成本函数为

C(q1,q2)=5q2
1+2q1q2+3q2

2+80
若两种产品共生产39件,问每种产品生产多少时,可使总成本最小?
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第3章　重　积　分

在一元函数积分学中,我们认识到定积分是某种确定形式的和的极限,把这种形式的

和的极限推广到多元函数中,就得到了重积分的概念.本章将重点介绍二重积分的概念、
性质、计算和应用,并对三重积分作简要叙述.

3.1　二 重 积 分

3.1.1　二重积分的概念

　　与定积分概念讨论类似,先看两个引例.

1.曲顶柱体的体积

设有一立体,如图3-1所示,它的底是xOy面上的闭区域D,它的侧面是以D 的边界

曲线为准线而母线平行于z轴的柱面,它的顶是曲面z=f (x,y),这里f (x,y)≥0且在

D 上连续.这种立体称为曲顶柱体.现在来讨论它的体积.

图　3-1

　　　

图　3-2

平顶柱体的高是不变的,它的体积可以用公式

体积 = 底面积×积高

来计算.关于曲顶柱体,当点(x,y)在闭区域D 上变动时,高f (x,y)是个变量,因此它的

体积不能直接用上式来算.我们利用第1章中求曲边梯形面积的方法来计算曲顶柱体的

体积V.
(1)分割

用一组平面曲线网把D 分成n 个闭小区域:

Δσ1,Δσ2,…,Δσn

　　分别以这些小闭区域的边界曲线为准线,作母线平行于z轴的柱面,这些柱面把原来

的曲顶柱体分成n个细曲顶柱体,如图3-2所示.为了方便,Δσi 既表示第i个小闭区域,



也代表的它的面积.
(2)近似

在每个Δσi(i=1,2,…,n)中任取一点(ξi,ηi),以f (ξi,ηi)为高,Δσi 为底的平顶柱体

的体积近似代替第i个细曲顶柱体的体积ΔVi,即

ΔVi ≈f(ξi,ηi)Δσi

　　(3)求和

将n个细平顶柱体加起来,得到的和作为曲顶柱体体积的近似值,即

V ≈ ∑
n

i=1
f(ξi,ηi)Δσi

　　(4)取极限

记所有小区域直径(指区域上任意两点间距离的最大者)中的最大值为λ,当λ→0
时,分割加密,上面和式就可以无限接近曲顶柱体的体积V,即

V =lim
λ→0 ∑

n

i=1
f(ξi,ηi)Δσi

2.平面薄片的质量

设有一平面薄片占有xOy面上的闭区域D,它在点(x,y)处的面密度为ρ(x,y),这
里ρ(x,y)>0且在D 上连续.下面计算该薄片的质量M.

图　3-3

用一组平面曲线网把D 分成n 个小区域

Δσ1,Δσ2,…,Δσn

其中Δσi 既表示第i个小块薄片,也代表的它的面积,如图3-3所示.
把各小块近似地看做均匀薄片,在Δσi 中任取一点(ξi,ηi),得每个小块薄片的质量近

似值

ρ(ξi,ηi)Δσi　(i=1,2,…,n)

　　将各小块质量近似值求和作为平面薄片质量的近似值

M ≈ ∑
n

i=1
ρ(ξi,ηi)Δσi

　　将分割加细,取极限,得到平面薄片的质量

M =lim
λ→0 ∑

n

i=1
ρ(ξi,ηi)Δσi

其中λ是各个小区域直径中的最大值.

93第3章　重积分



3.二重积分的定义

上面两个问题的实际意义虽然不同,但所求量都归结为同一形式的和的极限.在科学

领域中,有许多物理量或几何量都可归结为这一形式的和的极限.因此,数学家将这类和

式的极限抽象出下述二重积分的定义.
定义3.1.1　设f(x,y)是有界闭区域D 上的有界函数.将闭区域D 任意分成n 个

小闭区域

Δσ1,Δσ2,…,Δσn

其中,Δσi 表示第i个小区域,也表示它的面积.在每个Δσi 上任取一点(ξi,ηi),并作和

∑
n

i=1
f(ξi,ηi)Δσi

如果当各小闭区域的直径中的最大值λ趋于零时,这和式的极限总存在,则称此极限为函

数f (x,y)在闭区域D 上的二重积分,记做∬
D

f(x,y)dσ,即

∬
D

f(x,y)dσ=lim
λ→0 ∑

n

i=1
f(ξi,ηi)Δσi

式中,f (x,y)称为被积函数,f (x,y)dσ称为被积表达式,dσ称为面积元素,x,y称为积

分变量,D 称为积分区域,∑
n

i=1
f(ξi,ηi)Δσi 称为积分和.

由二重积分的定义可知,前面的两个例子可表示如下.
• 曲顶柱体的体积 V是函数f(x,y)在区域D上的二重积分

V =∬
D

f(x,y)dσ

　　• 平面薄片的质量 M 是它的面密度ρ(x,y)在薄片所占闭区域D上的二重积分

M =∬
D
ρ(x,y)dσ

　　在二重积分的定义中对闭区域D 的划分是任意的,如果在直角坐标系中用平行于坐

标轴的直线网来划分D,那么除了包含边界点的一些小闭区域外,其余的小闭区域都是矩

形闭区域.设矩形闭区域 Δσi 的边长为 Δxi 和 Δyi,则 Δσi=ΔxiΔyi,因此在直角坐标系

中,有时也把面积元素dσ记做dxdy,而把二重积分记做

∬
D

f(x,y)dxdy

其中,dxdy叫做直角坐标系中的面积元素.

二重积分的存在性:当f (x,y)在闭区域D 上连续时,极限lim
λ→0 ∑

n

i=1
f(ξi,ηi)Δσi 是存

在的,也就是说函数f (x,y)在D 上的二重积分必定存在.后面我们总假定所涉及二重

积分的被积函数f (x,y)在闭区域D 上连续.
二重积分的几何意义:
(1)在闭区域D 上,当函数f (x,y)≥0时,以D 为底,z=f (x,y)为顶的曲顶柱体
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位于xOy坐标面的上方,则∬
D

f(x,y)dσ表示该曲顶柱体的体积.

(2)当f (x,y)≤0时,曲顶柱体位于xOy坐标面的下方,∬
D

f(x,y)dσ的值是负的,

它的绝对值表示该曲顶柱体的体积.

(3)当f(x,y)在D 的某部分为正,而在其他部分为负时,则∬
D

f(x,y)dσ表示在各部

分区域上的曲顶柱体体积的代数和(xOy坐标面上方的曲顶柱体体积之和减去xOy 坐标

面下方的曲顶柱体体积).

3.1.2　二重积分的性质

比较定积分与二重积分的定义可知,二重积分与定积分有类似的性质,叙述如下.
性质1　函数和(或差)的二重积分等于各函数二重积分的和(或差),即

∬
D

[f(x,y)±g(x,y)]dxdy=∬
D

f(x,y)dxdy±∬
D

g(x,y)dxdy

　　性质2　被积函数中的常数因子可以提到积分号的前面,即

∬
D

kf(x,y)dxdy=k∬
D

f(x,y)dxdy

　　性质3　若有界闭区域D 由两个闭区域D1,D2 合并而成(D1,D2 除了边界以外无交

点),f(x,y)是区域D 上可积函数,则f(x,y)在D1 与D2 上可积,并且f(x,y)在D 上的

二重积分等于f(x,y)在这两个区域D1 与D2 上的二重积分的和,即

∬
D

f(x,y)dxdy=∬
D1

f(x,y)dxdy+∬
D2

f(x,y)dxdy

这个性质叫做二重积分对于积分区域的可加性.
性质4　如果在有界闭区域D 上f(x,y)≡1,D 面积记为σ,则有

∬
D

f(x,y)dσ=∬
D

1dσ=σ

　　性质5　设函数f(x,y),g(x,y)都在有界闭区域D 上可积,且有f(x,y)≤g(x,y),
则

∬
D

f(x,y)dσ≤∬
D

g(x,y)dσ

　　特殊地,由于-|f(x,y)|≤f(x,y)≤|f(x,y)|,则有

∬
D

f(x,y)dσ ≤∬
D

|f(x,y)|dσ

　　性质6　(估值定理)设f(x,y)是有界闭区域D 上的可积函数,在D 上的最大值、最
小值分别是M 和m,σ为D 的面积,则有

mσ≤∬
D

f(x,y)dσ≤Mσ

　　性质7　(二重积分的中值定理)设f(x,y)是有界闭区域D 上的连续函数,σ为D 的

面积,则在D 上至少存在一点(ξ,η),使得
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∬
D

f(x,y)dσ=f(ξ,η)σ

　　证明　由于f(x,y)是有界闭区域D 上的连续函数,所以有最大值 M 和最小值m.
所以

mσ≤∬
D

f(x,y)dσ≤Mσ

　　若σ=0,结论显然成立,当σ≠0时,

m ≤ 1
σ∬

D

f(x,y)dσ≤M

由于数值1
σ∬

D

f(x,y)dσ在函数的最大值和最小值之间,由有界闭区域上连续函数的介值

定理得,至少存在一点(ξ,η)∈D,使得

f(ξ,η)= 1
σ∬

D

f(x,y)dσ

即 ∬
D

f(x,y)dσ=f(ξ,η)σ.

例3.1.1　设D 是圆环域:1≤x2+y2≤4,试估计∬
D

(x2+y2)dσ的值.

解　在D 上,1≤x2+y2≤4,而D 的面积σ=4π-π=3π.由性质6(估值定理),得

3π≤∬
D

(x2+y2)dσ≤12π

习题3-1

1.根据二重积分的性质,比较下列积分的大小

(1)∬
D

(x+y)dσ与∬
D

(x+y)2dσ,其中积分区域D 是由x 轴、y轴与直线x+y=1所

围成;

(2)∬
D

(x+y)2dσ与∬
D

(x+y)3dσ,其中积分区域D 是由圆周(x-2)2+(y-1)2=2所

围成;

(3)∬
D

ln(x+y)dσ与∬
D

[ln(x+y)]2dσ,其中D={(x,y)|3≤x≤5,0≤y≤1}.

2.根据二重积分的性质,估计下列积分的值

(1)I=∬
D

xy(x+y)dσ,其中D={(x,y)|0≤x≤1,0≤y≤1};

(2)I=∬
D

(x2+4y2+9)dσ,其中D={(x,y)|x2+y2≤4}.
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3.2　二重积分的计算

很显然,用其定义来计算二重积分是非常复杂的,这一节我们来讨论如何进行二重积

分的计算,采用的方法是把二重积分化为两次定积分来计算.

3.2.1　利用直角坐标计算二重积分

根据二重积分的几何意义,当被积函数f(x,y)≥0时,二重积分∬
D

f(x,y)dσ的值等

于xOy坐标面上的曲顶柱体的体积.下面利用求“平行截面面积已知的立体的体积”的方

法来计算这曲顶柱体的体积,从而推出二重积分的计算公式.

1.积分区域X-型区域

设积分区域D 是xOy 坐标面上的一个有界闭区域,如果D 可用不等式组:

a≤x≤b,　φ1(x)≤y≤φ2(x)
来表示,如图3-4所示,则称D 为X-型区域.其特点是:过D 内部且平行于y 轴的直线与

D 的边界一般最多交于两点.

图　3-4

在区间[a,b]上任意取一点x,过点(x,0,0)作平行于yOz坐标面的平面,如图3-5所

示.此平面截曲顶柱体得一曲边梯形,其面积A(x)可用定积分计算如下(积分时把x 看

做常数):

A(x)=∫
φ2(x)

φ1(x)
f(x,y)dy

图　3-5
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　　于是,得曲顶柱体的体积V 为

V =∫
b

a
A(x)dx=∫

b

a∫
φ2(x)

φ1(x)
f(x,y)d( )y dx

因此

∬
D

f(x,y)dσ=∫
b

a∫
φ2(x)

φ1(x)
f(x,y)d( )y dx

上式右端的积分实际上是积分了两次,称为先对y后对x 的二次积分(或叫累次积分).
就是说,先把x看做常数,把f(x,y)只看做y的函数,并对y计算从φ1(x)到φ2(x)的定

积分.然后,把算得的结果(是x的函数)再对x 计算在区间[a,b]上的定积分.该二次积

分也常记做∫
b

a
dx∫

φ2(x)

φ1(x)
f(x,y)dy,即

∬
D

f(x,y)dσ=∫
b

a
dx∫

φ2(x)

φ1(x)
f(x,y)dy

2.积分区域Y-型区域

如果积分区域D 可用不等式组:

c≤y≤d,　ψ1(y)≤x≤ψ2(y)
来表示,如图3-6所示,则称D 为Y-型区域.其特点是:过D 内部且平行于x 轴的直线与

D 的边界一般最多交于两点.

图　3-6

类似于X-型区域上二重积分的讨论,可得Y-型区域上二重积分的计算公式

∬
D

f(x,y)dσ=∫
d

c∫
ψ2(x)

ψ1(x)
f(x,y)d( )x dy=∫

d

c
dy∫

ψ2(x)

ψ1(x)
f(x,y)dx

上式右端的积分也积分了两次,称为先对x后对y 的二次积分(或叫累次积分).

例3.2.1　 计算∬
D

xydσ,其中D 是由直线y=1,x=2及y=x所围成的闭区域.

解　解法1　画出区域D,如图3-7所示.把D 看成X-型区域:

D = {(x,y)|1≤x≤2,1≤y≤x}
于是

∬
D

xydσ=∫
2

1
dx∫

x

1
xydy=∫

2

1
x·y2

[ ]2
x

1
dx=∫

2

1

x3

2 -x[ ]2 dx= 1
2

x4

4 -x2

[ ]2
2

1
= 9

8

　　解法2　如图3-8所示,把D 看成Y-型区域:

D = {(x,y)|1≤y≤2,y≤x≤2}
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图　3-7

　　　

图　3-8

于是

∬
D

xydσ=∫
2

1
dy∫

2

y
xydx=∫

2

1
y·x2

[ ]2
2

y
dy=∫

2

1
2y-y3

[ ]2 dy= y2-y4

[ ]8
2

1
= 9

8

　　在例3.2.1的计算中,可以看出积分次序的改变对其计算过程没什么影响.但在一些

情况下,采用不同的积分次序,会对计算过程带来不同的难易影响.因此,在二重积分化为

二次积分计算时,选择恰当的积分次序,确定积分的上、下限,十分重要.在这里我们给出

其计算步骤:
(1)画出积分区域;
(2)最好选择积分区域的上下(或左右)边界线各只由一个解析式组成(即只由一条

曲线或直线构成)的情况,确定积分次序,给出表示X-型区域或Y –型区域的不等式组;
(3)根据公式,按积分次序将二重积分化为二次积分进行计算.

例3.2.2　 计算∬
D

(x+y2)dσ,其中D 是由直线y=2,y=2x 及y=x 所围成的闭

区域.
解　画出区域D,如图3-9所示.考虑边界各只有一条直线构成的情况,把积分区域

看成Y-型区域,可表示为

D = {(x,y)|0≤y≤2,y
2 ≤x≤y}

图　3-9

于是

∬
D

(x+y2)dσ=∫
2

0
dy∫

y

y
2

(x+y2)dx=∫
2

0

x2

2 +xy[ ]2
y

y
2

dy

=∫
2

0

1
2y3+3

8y[ ]2 dy= y4

8 +y3

[ ]8
2

0
=3

　　若将积分区域看成X-型区域,则该区域必须分割,则D=D1+D2,其中

D1 = {(x,y)|0≤x≤1,x≤y≤2x},　D2 = {(x,y)|1≤x≤2,x≤y≤2}
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这样,由积分区域的可加性得下面的计算式

∬
D

(x+y2)dσ=∫
1

0
dx∫

2x

x
(x+y2)dy+∫

2

1
dx∫

2

x
(x+y2)dy

　　由例3.2.2我们知道,若被积函数对x,y的原函数都易求时,积分次序由积分区域

决定,尽量不分割;若积分区域表示为X-型或Y-型区域时,都不必分割,则积分次序就由

被积函数决定,从原函数好求的开始.

例3.2.3　 计算∬
D

xycosxy2dxdy,其中D 是由0≤x≤π
2

,0≤y≤2所确定的长方形

区域.
解　由于两个积分变量都介于两个常数之间,故积分次序由被积函数决定.选择先对

y积分,采用凑微分法即可求出原函数,于是

∬
D

xycosxy2dxdy=∫
π
2

0
dx∫

2

0
xycosxy2dx= 1

2∫
π
2

0
sinxy2|2

0dx= 1
2∫

π
2

0
sin4xdx=0

　　例3.2.4　 计算∬
D

siny
y

dxdy,其中D 是直线y=x与抛物线x=y2 所围成的区域.

解　画出区域D,如图3-10所示.显然,该积分区域视为X-型或Y-型区域都不必分

割,因对y的原函数不易求,故选择先对x 后对y 的积分次序.把积分区域看成Y-型区

域,可表示为

D = {(x,y)|0≤y≤1,y2 ≤x≤y}

图　3-10

于是

∬
D

siny
y

dxdy=∫
1

0
dy∫

y

y2

siny
y

dx=∫
1

0

siny
y

(y-y2)dy=∫
1

0
sinydy-∫

1

0
ysinydy

=-cosy
1

0+∫
1

0
ydcosy= (1-cos1)+ycosy

1

0+∫
1

0
cosydy

=1-cos1+cos1-sin1=1-sin1

　　例3.2.5　 交换二次积分I=∫
1

0
dx∫

1

x2

xy
1+y3

dy的积分次序,并求其值.

解　由二次积分可知,与它对应的积分区域是X-型区域,如图3-11所示,

D = {(x,y)|0≤x≤1,x2 ≤y≤1}

　　交换积分次序后的Y-型区域可表示为

D = {(x,y)|0≤y≤1,0≤x≤ y}

　　于是
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图　3-11

I=∫
1

0
dy∫

y

0

xy
1+y3

dx= 1
2∫

1

0

y2

1+y3
dy= 1

3 1+y3 1

0 = 1
3

(2-1)

3.积分区域为混合型区域

如果积分区域D 如图3-12所示,存在穿过D 内部且平行于x 轴和y 轴的直线与D
的边界相交多于两点,即积分区域D 既不是X-型区域又不是Y-型区域.对于这种情况,
我们可以把D 分成几个部分,使得每个部分是X-型区域或者Y-型区域.例如在图3-12
中把D 分成三个部分,D=D1+D2+D3,其中D2,D3 是X-型区域,D1 既是X-型又是Y-
型区域.计算该区域上的二重积分就得利用积分区域的可加性,求三个二次积分的和.

图　3-12

例3.2.6　 计算二重积分∬
D

dxdy,其中D 是由直线y=2x,x=2y和x+y=3所围

成的三角形区域.
解　积分区域如图3-13所示,因为该区域D 的上边界和右边界都是由两条直线构

成的,所以必须分割.直线x=2y与x+y=3的交点(1,2)作y轴的平行线将D 分为D1,

D2 两个区域,其中

D1 = {(x,y)|0≤x≤1,x
2 ≤y≤2x},　D2 = {(x,y)|1≤x≤2,x

2 ≤y≤3-x}

图　3-13
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　　于是

∬
D

dxdy=∬
D1

dxdy+∬
D2

dxdy=∫
1

0
dx∫

2x

x
2
dy+∫

2

1
dx∫

3-x

x
2

dy

=∫
1

0
2x-xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx+∫
2

1
3-x-xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx

=3
4x2

1

0
+ 3x-3

4xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

1
= 3

2

3.2.2　利用极坐标计算二重积分

上面我们用直角坐标计算二重积分,但是,有些二重积分的积分区域D 的边界曲线

用极坐标方程表示更加方便,且被积函数用极坐标变量ρ,θ表示比较简单.这时,我们就

可以考虑用极坐标来计算二重积∬
D

f(x,y)dσ.

在直角坐标系中以原点为极点、以x轴正半轴为极轴建立极坐标系,假定从极点O
出发的直线与区域D 的边界点至多交于两点.我们用以极点为圆心,半径为ρ的一簇同

心圆和从极点出发与极轴夹角为θ的一簇射线,θ(常数),如图3-14所示,将区域D 分成

n 个小闭区域σi,Δσi(i=1,2,…,n)分别为它们的面积,λ是所有小区域中直径的最大值,
在每个小区域σi 中任意取一点(xi,yi).我们知道,由二重积分的定义有

∬
D

f(x,y)dσ=lim
λ→0∑

n

i=1
f(xi,yi)Δσ

图　3-14

　　下面我们研究如何转化为极坐标形式.任意一个小闭区域Δσi 可以如下计算:

Δσi =1
2

(ρi+Δρi)2·Δθi-1
2ρ

2
i·Δθi = 1

2
(2ρi+Δρi)Δρi·Δθi

=ρi+(ρi+Δρi)
2 Δρi·Δθi =ρi·Δρi·Δθi

其中,ρi表示小闭区域σi 边界所在的两个相邻圆弧ρ=ρi 和ρ=ρi+Δρi 的半径的平均值,

在小闭区域σi 上取ρ=ρi上的一点(ρi,θi),我们令该点的直角坐标为(xi,yi).于是,我
们有

lim
λ→0∑

n

i=1
f(xi,yi)Δσi =lim

λ→0∑
n

i=1
f(ρicosθi,ρisinθi)ρi·Δρi·Δθ
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所以

∬
D

f(x,y)dσ=∬
D

f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρdθ

这就是二重积分的变量从直角坐标换成极坐标的变换公式.其中dσ=ρdρdθ称为极坐标

系下的面积元素.
极坐标系下的二重积分同样可以化为二次积分来计算.
• 极点O 在区域D 的外部,如图3-15所示,积分区域D 可以表示为

D = {(ρ,θ)|ρ1(θ)≤ρ≤ρ2(θ),α≤θ≤β}
则此时化二次积分为

∬
D

f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρdθ=∫
β

α
dθ∫

ρ2(θ)

ρ1(θ)
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ

　　

图　3-15

　　　　

图　3-16

• 极点O 在区域D 的内部,如图3-16所示,积分区域D 可以表示为

D = {(ρ,θ)|0≤ρ≤ρ(θ),0≤θ≤2π}
则此时化二次积分为

∬
D

f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρdθ=∫
2π

0
dθ∫

ρ(θ)

0
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ

　　• 极点O 在区域D 的边界上,如图3-17所示,积分区域D 可以表示为

D = {(ρ,θ)|0≤ρ≤ρ(θ),α≤θ≤β}
则此时化二次积分为

∬
D

f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρdθ=∫
β

α
dθ∫

ρ(θ)

0
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ

图　3-17

　　例3.2.7　 求二重积分∬
D

dσ
1+x2+y2

,其中区域D 是由x2+y2≤1,x≥0,y≥0所
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围成的.
解　在极坐标系下,积分区域D(图3-18)可用表示为:

0≤ρ≤1,　0≤θ≤ π
2

　　于是

∬
D

dσ
1+x2+y2

=∫
π
2

0
dθ∫

1

0

1
1+ρ2ρdρ= π

2 1+ρ2 1

0 = π
2

(2-1)

图　3-18

　　例3.2.8　 计算∬
D

4-x2-y2dxdy,其中区域D 是由y= 2x-x2 及x轴所围成

的区域.
解　在极坐标系下,积分区域D(图3-19)可表示为:

0≤ρ≤2cosθ,　0≤θ≤ π
2

　　于是

∬
D

4-x2-y2dxdy=∫
π
2

0
dθ∫

2cosθ

0
4-ρ2ρdρ=-1

3∫
π
2

0
(4-ρ2)3

2 2cosθ
0 dθ

=8
3∫

π
2

0
(1-sin3θ)dθ= 8

3
π
2-æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

图　3-19

　　例3.2.9　 计算二重积分∬
D

e-x2-y2
dσ,其中区域D 为圆x2+y2=a2(a >0)的内部.

解　用极坐标计算,积分区域可以表示为:0≤θ≤2π,0≤ρ≤a,所以,

∬
D

e-x2-y2
dσ=∫

2π

0
dθ∫

a

0
e-ρ

2

ρdρ=-πe-ρ
2
|a

0 =π(1-e-a2)

　　 利用∬
D

e-x2-y2
dσ=π(1-e-a2)可以来计算广义积分∫

+∞

0
e-x2

dx.

设D1={(x,y)|x2+y2≤R2,x≥0,y≥0},D2={(x,y)|x2+y2≤2R2,x≥0,y≥0},
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S={(x,y)|0≤x≤R,0≤y≤R},显然有D1⊂S⊂D2.由于e-x2-y2
>0,则

∬
D1

e-x2-y2
dxdy≤∬

S

e-x2-y2
dxdy≤∬

D2

e-x2-y2
dxdy

又因为

I=∬
S

e-x2-y2
dxdy=∫

R

0
e-x2

dx∫
R

0
e-y2

dy=∫
R

0
e-x2

d( )x
2
;

I1 =∬
D1

e-x2-y2
dxdy=∫

π
2

0
dθ∫

R

0
e-ρ

2

ρdρ= π
4

(1-e-R2);

I2 =∬
D2

e-x2-y2
dxdy= π

4
(1-e-2R2)

　　所以上面的不等式可写成

π
4

(1-e-R2)<∫
R

0
e-x2

d( )x
2

< π
4

(1-e-2R2)

　　当R→+∞时,I1→π
4

,I2→π
4.故当R→+∞时,I→π

4
,即∫

+∞

0
e-x2

d( )x
2

= π
4

,故所

求的广义积分∫
+∞

0
e-x2

dx= π
2 .

习题3-2

1.计算下列二重积分

(1)∬
D

(x2+y2)dσ,其中D={(x,y)||x|≤1,|y|≤1};

(2)∬
D

y
x2dσ,其中D 是正方形闭区域:1≤x≤2,0≤y≤1;

(3)∬
D

(6-2x-3y)dσ,其中D 是由直线x
3+y

2=1与x轴、y轴所围成的三角形闭

区域;

(4)∬
D

xcos(x+y)dσ,其中D 是顶点分别为(0,0)(π,0)和(π,π)的三角形闭区域.

2.画出积分区域,并计算下列二重积分

(1)∬
D

x ydσ,其中积分区域D 是由两条抛物线y= x与y=x2 所围成;

(2)∬
D

ydxdy,其中积分区域D 是由曲线x2+y2=1与x轴所围成;

(3)∬
D

xydσ,其中积分区域D 是由曲线y2=x和直线y=x-2所围成;

(4)∬
D

x2

y2dσ,其中积分区域D 是由直线y=2,y=x和双曲线xy=1所围成.

3.将二重积分I=∬
D

f(x,y)dσ分别化为不同积分次序的二次积分,其中积分区域
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D 是:
(1)由直线y=x和曲线y=x2 所围成的区域;
(2)由曲线y=lnx、直线x=2及x轴所围成的区域;
(3)由抛物线y=x2 与y=4-x2 所围成.
4.改变下列二次积分的次序

(1)∫
2

0
dy∫

2y

y2f(x,y)dx;　(2)∫
1

0
dy∫

1-y2

- 1-y2f(x,y)dx;　(3)∫
e

1
dx∫

lnx

0
f(x,y)dy;

(4)∫
1

0
dy∫

1

y
f(x,y)dx+∫

2

1
dy∫

2-y

0
f(x,y)dx;

(5)∫
1

0
dx∫

x2

0
f(x,y)dy∫

2

1
dx∫

2-x

0
f(x,y)dy.

5.交换下列二次积分的积分次序,并求其值

(1)∫
1

0
dy∫

1

y
ex2

dx;　　(2)∫
1

0
dy∫

1

y

sinx
x dx;　　(3)∫

1

-1
dx∫

1

x
x 1+x2-y2dy.

6.画出积分区域,把积分∬
D

f(x,y)dxdy表示为极坐标式的二次积分,其中积分区域

D 是:
(1){(x,y)|x2+y2≤a2}(a>0); (2){(x,y)|x2+y2≤2x};
(3){(x,y)|a2≤x2+y2≤b2},其中0<a<b.
7.把下列积分化为极坐标形式,并计算积分值

(1)∫
2a

0
dx∫

2ax-x2

0
(x2+y2)dy; (2)∫

1

0
dx∫

x

x2
(x2+y2)-1

2dy;

(3)∫
a

0
dy∫

a2-y2

0
(x2+y2)dx.

8.利用极坐标计算下列二重积分

(1)∬
D

x2+y2dxdy,其中D 是由曲线x2+y2=2y与y 轴所围成的第一象限内的

闭区域;

(2)∬
D

(1-x2-y2)dxdy,其中D 是由y=x,y=0,x2+y2=1在第一象限内所围成

的闭区域;

(3)∬
D

arctany
xdxdy,其中D 是由圆周x2+y2=4,x2+y2=1及直线y=x,y=0在

第一象限内所围成的闭区域.
9.选用适当的坐标计算下列各题

(1)∬
D

ln(1+x2+y2)dxdy,其中D 是单位圆域:x2+y2≤1;

(2)∬
D

(x2+y2-x)dxdy,其中D 是由直线y=2,y=x及y=2x所围成的闭区域;

(3)∬
D

x
y

dxdy,其中D 是由半圆周x2+y2=y及直线x=0所围成的在第一象限内
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的闭区域;

(4)∬
D

(x2+y2)dxdy,其中D 是由直线y=x,y=x+a,y=a,y=3a(a>0)所围成的

闭区域.

3.3　二重积分的应用

在定积分及其应用中介绍过元素法,这种方法也可推广到二重积分的应用中.如果所

要计算的某个量U 对于闭区域D 具有可加性(就是说,当闭区域D 分成许多小闭区域

时,所求量U 相应地分成许多部分量,且U 等于部分量之和),并且在闭区域D 中任取一

个直径很小的闭区域dσ时,相应的部分量可近似地表示为f(x,y)dσ的形式,其中点(x,

y)在dσ内,那么f(x,y)dσ称为所求量U 的元素,记为dU,以它为被积表达式,在闭区域

D 上所得积分就是所求量U 的积分表达式,即

U =∬
D

f(x,y)dσ

3.3.1　立体体积

设空间立体V 由下式表示:

V = {z1(x,y)≤z≤z2(x,y),(x,y)∈D}
则由二重积分的几何意义,立体V 的体积(也用V 表示)

V =∬
D

[z2(x,y)-z1(x,y)]dσ

其中被积函数为该立体的顶面表达式z=z2(x,y)减去底面表达式z=z1(x,y).特别地,
当z1(x,y)=0时,就是曲顶柱体的体积公式.

例3.3.1　求由平面x+y=4,x=0,y=0所围成的柱面与平面z=0及曲面z=
x2+y2 所围成的立体的体积.

图　3-20

解　这是一个曲顶柱体,它的顶面是曲面:z=x2+y2,底面D 的平面如图3-20所

示,可表示为

D = {(x,y)|x+y≤4,x≥0,y≥0}= {(x,y)|0≤y≤4-x,0≤x≤4}

　　所以,该曲顶柱体的体积

V =∬
D

f(x,y)dσ=∫
4

0
dx∫

4-x

0
(x2+y2)dy
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=∫
4

0
x2y+y3

[ ]3
4-x

0
dx=∫

4

0
x2(4-x)+1

3
(4-x)[ ]3 dx

=-∫
4

0

4
3x3-8x2+16x-64[ ]3 dx=128

3
　　例3.3.2　计算圆柱面x2+y2=2ax(a>0)所围的空间区域被球面x2+y2+z2=4a2

所截的部分的立体的体积(见图3-21).

图　3-21

解　根据对称性,只要计算出该立体在第一卦限的体积,就可以得出总体积.该立体

在第一卦限的部分可以看成是以 xOy 坐标面上 的 半 圆 区 域 D 为 底,以 曲 面z=

4a2-x2-y2 为顶的曲顶柱体.则其体积为

V1 =∬
D

4a2-x2-y2dσ

　　区域D 如图3-22所示,在极坐标系下可以表示为:0≤θ≤π
2

,0≤ρ≤2acosθ,有

V1 =∬
D

4a2-x2-y2dσ=∫
π
2

0
dθ∫

2acosθ

0
4a2-ρ2ρdρ

=∫
π
2

0
-1

3
(4a2-r2)[ ]

3
2

2acosθ

0
dθ= 8

3a3∫
π
2

0
(1-sin3θ)dθ

=8
3a3 π

2-æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

图　3-22

所以,所求的空间立体的体积为V=4V1=32
3a3 π

2-æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3 .

3.3.2　平面图形的面积

当平面图形D 的边界是用极坐标方程表示的简单闭曲线时,根据二重积分的性质,
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用公式S=∬
D

dσ计算D 的面积往往比较方便.

例3.3.3　求心脏线ρ=(1-cosθ)a所围成的图形的面积.
解　如图3-23所示,由对称性知所求面积D 为上半部分图形面积D1 的两倍.在极

坐标系下D1 可表示为:0≤ρ≤(1-cosθ)a,0≤θ≤π,所以

D =2D1 =2∬
D1

dσ=2∫
π

0
dθ∫

(1-cosθ)a

0
ρdρ

=2∫
π

0

1
2

(1-cosθ)2a2dθ= 3
2πθ2

图　3-23

3.3.3　曲面的面积

设曲面S由方程z=f (x,y)给出,D 为曲面S 在xOy 面上的投影区域,函数f(x,

y)在D 上具有连续偏导数fx(x,y)和fy(x,y).现求曲面的面积A.
在区域D 内任取一点P(x,y),并在区域D 内取一包含点P(x,y)的小闭区域dσ,其

面积也记为dσ.在曲面S上点M(x,y,f(x,y))处做曲面S的切平面T,再作以小区域dσ
的边界曲线为准线、母线平行于z轴的柱面.将含于柱面内的小块切平面的面积作为含于

柱面内的小块曲面面积的近似值,记为dA.又设切平面T 的法向量与z轴所成的角为γ,
则可得到曲面S的面积元素

dA = dσ
cosγ= 1+f2

x(x,y)+f2
y(x,y)dσ

　　于是曲面S的面积为

A =∬
D

1+f2
x(x,y)+f2

y(x,y)dσ

或 A =∬
D

1+ ∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2

+ ∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y
2

dxdy.

例3.3.4　求半径为R 的球的表面积.
解　设半径为R 的球的方程为x2+y2+z2=R2.可知所求球面的面积A 为上半球面

面积的2倍,且上半球面方程为z= R2-x2-y2 ,球面向xOy 坐标面的投影区域为:

x2+y2≤R2.从而

∂z
∂x= -x

R2-x2-y2
,　∂z

∂y= -y
R2-x2-y2
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　　因为z对x 和对y 的偏导数在D:x2+y2≤R2 上无界,所以上半球面面积不能直接

求出.因此先求在区域D1:x2+y2≤a2(a<R)上的部分球面面积,然后取极限.

∬
x2+y2≤a2

R
R2-x2-y2

dxdy=R∫
2π

0
dθ∫

a

0

rdr
R2-r2

=2πR(R- R2-a2).

于是上半球面面积为　lim
a→R

2πR(R- R2-a2)=2πR2.

整个球面面积为A=2A1=4πR2.

例3.3.5　求由曲面x2+y2=az和z=2a- x2+y2(a>0)所围立体的表面积.

解　解方程组
x2+y2=az
　
z=2a- x2+y{ 2

,得两曲面的交线为圆周
x2+y2=a2

　
z={ a

.在xOy坐标

面上的投影域为D:x2+y2≤a2,由z=1
a

(x2+y2)得到zx=2x
a

,zy=2y
a

,于是

1+z2
x +z2

y = 1+ 2xæ

è
ç

ö

ø
÷

a
2

+ 2yæ

è
ç

ö

ø
÷

a
2

= 1
a a2+4x2+4y2

　　由z=2a- x2+y2 ,得到zx=- x
x2+y2

,zy=- y
x2+y2

,于是 1+z2
x+z2

y =

2,故

S=∬
D

1
a a2+4x2+4y2dxdy+∬

D

2dxdy

=∫
2π

0
dθ∫

a

0

1
a a2+4r2 ·rdr+ 2πa2

=πa2

6
(62+55-1)

∗3.3.4　质心

设有一平面薄片,占有xOy坐标面上的闭区域D,在点P(x,y)处的面密度为ρ(x,

y),假定μ(x,y)在D 上连续.现在要求该薄片的质心坐标.
在闭区域D 上任取一点P(x,y),及包含点P(x,y)的一直径很小的闭区域dσ(其面

积也记为dσ),则平面薄片对x轴和对y 轴的力矩(仅考虑大小)元素分别为

dMx =yμ(x,y)dσ,　dMy =xμ(x,y)dσ
　　平面薄片对x轴和对y 轴的力矩分别为

Mx =∬
D

yμ(x,y)dσ,　My =∬
D

xμ(x,y)dσ

　　设平面薄片的质心坐标为(x-,y-),平面薄片的质量为M,则有

x-·M =My,　y-·M =Mx

于是
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x- = My

M =
∬

D

xμ(x,y)dσ

∬
D
μ(x,y)dσ

,　y- = Mx

M =
∬

D

yμ(x,y)dσ

∬
D
μ(x,y)dσ

　　将P(x,y)点处的面积元素dσ看成是包含点P 的直径得小的闭区域.如果平面薄片

是均匀的,即面密度是常数,则上式中的μ(x,y)可以提到积分号外并从分子、分母中约

去,得平面薄片的质心公式为

x- =
∬

D

xdσ

∬
D

dσ
,　y- =

∬
D

ydσ

∬
D

dσ

　　这时平面薄片的质心坐标与密度无关,完全由闭区域D 的形状所决定.故把上面确

定的点(x-,y-)也称为平面图形D 的形心.
例3.3.6　求位于两圆ρ=2sinθ和ρ=4sinθ之间的均匀薄片的形心.
解　薄片的形状如图3-24所示.因为闭区域D 对称于y 轴,所以质心C(x-,y-)必位

于y轴上,于是x-=0.因为

∬
D

ydσ=∬
D
ρ2sinθdρdθ=∫

π

0
sinθdθ∫

4sinθ

2sinθ
ρ2dρ=7π

∬
D

dσ=π·22-π·12 =3π

所以y- =
∬

D

ydσ

∬
D

dσ
=7π

3π= 7
3

,所求形心是C 0,æ

è
ç

ö

ø
÷

7
3 .

图　3-24

∗3.3.5　转动惯量

设有一平面薄片,占有xOy面上的闭区域D,在点P(x,y)处的面密度为ρ(x,y),假
定ρ(x,y)在D 上连续.现在要求该薄片对于x轴的转动惯量、y轴的转动惯量和原点的

转动惯量.
在闭区域D 上任取一点P(x,y),及包含点P(x,y)的一直径很小的闭区域dσ(其面

积也记为dσ),则平面薄片对于x轴的转动惯量、y轴的转动惯量和原点的转动惯量的元

素分别为
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dIx =y2ρ(x,y)dσ,　dIy =x2ρ(x,y)dσ,　dIo = (x2+y2)ρ(x,y)dσ
　　整片平面薄片对于x轴的转动惯量,y轴的转动惯量和原点的转动惯量分别为

Ix =∬
D

y2ρ(x,y)dσ,　Iy =∬
D

x2μ(x,y)dσ,　Io =∬
D

(x2+y2)ρ(x,y)dσ

　　例3.3.7　求半径为a的均匀半圆薄片(面密度为常量μ)对于其直径边的转动惯量.
解　取坐标系如图3-25所示,则薄片所占闭区域D 可表示为

D = {(x,y)|x2+y2 ≤a2,y≥0}
由公式得所求转动惯量即半圆薄片对于x轴的转动惯量

Ix =∬
D
μy2dσ=μ∬

D
ρ2sin2θ·ρdρdθ

=μ∫
π

0
sin2θdθ∫

a

0
ρ3dρ=μ·a4

4∫
π

0
sin2θdθ

=1
4μa4·π

2 = 1
4Ma2

其中M=1
2πa2μ为半圆薄片的质量.

图　3-25

习题3-3

1.设平面x=1,x=-1,y=1,y=-1围成的柱面被坐标面z=0和平面x+y+z=3
所截,求截下部分立体的体积.

2.求由锥面z= x2+y2 ,半球面z= 4-x2-y2 与柱面x2+y2=1所围成的立体

体积.
3.求双扭线ρ2=2a2cos2θ所围成图形的面积.
4.求圆柱面x2+y2=16在第一卦限中被平面x=0,x=y,y=3所截部分的面积.

5.求锥面z= x2+y2 被柱面z2=2x所割下部分的曲面面积.
6.设平面薄片D 是由x+y=2,y=x和x 轴所围成的区域,它的面密度ρ(x,y)=

x2+y2,求该薄片的质量.
7.有一圆心在原点、半径为1的半圆形薄片,它在点(x,y)处的面密度等于该点到圆

心的距离,求此薄片的质心.
8.由曲线ρ=asin2θ在第一象限内所围成的一均匀薄片,面密度为常量μ,求其关于

原点的转动惯量.
9.求由抛物线y=x2 及直线y =1所围成的均匀薄片(面密度为常数ρ)对于直线

x=-1的转动惯量.
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3.4　三 重 积 分

3.4.1　三重积分的概念与性质

　　定义3.4.1　设f(x,y,z)是空间R3 中的一个有界闭区域Ω 上的有界函数.将Ω 任

意分割成n 个可求体积的小闭区域V1,V2,…,Vn,其体积分别是ΔV1,ΔV2,…,ΔVn,直径

分别是d1,d2,…,dn,记λ=max{d1,d2,…,dn}.在每个小区域中任意取一点(ξi,ηi,ζi)∈

Vi(i=1,2,…,n),作和∑
n

i=1
f(ξi,ηi,ζi)ΔVi.若当λ→0时,这个和式的极限总存在,则称

此极限为函数f(x,y,z)在闭区域Ω 上的三重积分,记为∭
Ω

f(x,y,z)dV,即

∭
Ω

f(x,y,z)dV =lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi,ηi,ζi)ΔVi

并称函数f(x,y,z)在区域Ω 上可积.其中f(x,y,z)称为被积函数,f(x,y,z)dV 称为被

积表达式,dV 称为体积元素,x,y,z称为积分变量,Ω 称为积分区域.
在直角坐标系中,如果用平行于坐标面的平面来划分Ω,则 ΔVi=ΔxiΔyiΔzi.因此,

体积元素也可记为dV=dxdydz,三重积分记做

∭
Ω

f(x,y,z)dxdydz

　　当函数f(x,y,z)在闭区域Ω 上连续时,极限lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi,ηi,ζi)ΔVi 必定存在,因此

f(x,y,z)在Ω 上的三重积分必定存在,以后总假定f(x,y,z)在空间闭区域Ω 上是连

续的.
根据定义和极限的性质,三重积分有着与二重积分类似的性质,简列如下.

性质1　∭
Ω

[c1f(x,y,z)±c2g(x,y,z)]dV =c1∭
Ω

f(x,y,z)dV±c2∭
Ω

g(x,y,z)dV;

性质2　∭
Ω1+Ω2

f(x,y,z)dV =∭
Ω1

f(x,y,z)dV+∭
Ω2

f(x,y,z)dV;

性质3　∭
Ω

dV =V,其中V 为闭区域Ω 的体积.

3.4.2　三重积分的计算

在被积函数连续的条件下,计算三重积分的基本方法是将三重积分化为三次积分来

计算.本节将分别讨论在不同的坐标下将三重积分化为三次积分的方法.

1.利用直角坐标系计算三重积分

设函数f(x,y,z)在空间有界闭区域Ω 上连续,平行于z轴的任何直线与有界闭区

域Ω 的边界曲面S 的交点不多于两个.把闭区域Ω 投影到xOy 坐标面上,得一平面闭区
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域Dxy,如图3-26所示.则积分区域Ω 可表示为

Ω= {(x,y,z)|z1(x,y)≤z≤z2(x,y),(x,y)∈Dxy}
其中Dxy为Ω 在xOy 平面上的投影,且 Dxy ={(x,y)|a≤x≤b,y1(x)≤y≤y2(x)},

y1(x)、y2(x)是[a,b]上连续函数.

图　3-26

我们先对z做积分,暂时将x,y看成是常数,把函数f(x,y,z)看做是z的函数,将它

在区间[z1(x,y),z2(x,y)]上积分,得到

∫
z2(x,y)

z1(x,y)
f(x,y,z)dz

　　显然,这个结果是x,y的函数,再把这个结果在平面区域Dxy上做二重积分

∬
Dxy
∫

z2(x,y)

z1(x,y)
f(x,y,z)d( )z dxdy

上式也记为:

∬
Dxy

dxdy∫
z2(x,y)

z1(x,y)
f(x,y,z)dz

　　再利用二重积分的计算公式便可以得到所要的结果,即

∭
Ω

f(x,y,z)dV =∫
b

a
dx∫

y2(x)

y1(x)
dy∫

z2(x,y)

z1(x,y)
f(x,y,z)dz

　　这个公式也将三重积分化为了三次积分(先对z、次对y、最后对x).类似二重积分,
我们这时可以把这样的有界闭区域Ω 称为Z—型区域.

如果积分区域是其他的情形,可以用类似二重积分那样分几种情况计算.

例3.4.1　 计算三重积分∭
Ω

xdV,其中Ω 是由三个坐标面和平面x+y+z=1所围

的立体区域.
解　积分区域如图3-27所示,可以用不等式表示为

0≤x≤1,　0≤y≤1-x,　0≤z≤1-x-y
所以积分可以化为

∭
Ω

xdV =∫
1

0
dx∫

1-x

0
dy∫

1-x-y

0
xdz

=∫
1

0
dx∫

1-x

0
x(1-x-y)dy=∫

1

0

1
2x(1-x)2dx

=1
8x4-1

3x3+1
4x2

1

0
= 1

24
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图　3-27

　　现在我们讨论一种特别情形,设有界闭区域Ω={(x,y,z)|(x,y)∈Dz,c1≤z≤c2},
其中Dz 是竖坐标为z 的平面截空间闭区域Ω 所得到的一个平面闭区域,如图3-28所

示.不难得到,若函数f(x,y,z)在Ω 上可积,则有

∭
Ω

f(x,y,z)dV =∫
c2

c1
dz∬

Dz

f(x,y,z)dxdy

图　3-28

　　例3.4.2　 计算三重积分∭
Ω

z2dxdydz,其中Ω 是由椭球面x2

a2+y2

b2+z2

c2=1所围成的

空间闭区域.
解　积分区域Ω 如图3-29所示,可表示为

(x,y,z)|-c≤z≤c,x
2

a2 +y2

b2 ≤1-z2

c{ }2

图　3-29
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由积分公式得

∭
Ω

z2dxdydz=∫
c

-c
z2dz∬

Dz

dxdy

因为Dz= (x,y)x2

a2+y2

b2≤1-z2

c{ }2 ,所以

∬
Dz

dxdy=π a2 1-z2

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 · b2 1-z2

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =πab 1-z2

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

于是

∭
Ω

z2dxdydz=∫
c

-c
z2dz∬

Dz

dxdy=πab∫
c

-c
z2 1-z2

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dz= 4
15πabc

3

2.利用柱面坐标计算三重积分

设M(x,y,z)为空间中任意一点,可知它必在以r= x2+y2 为半径、以z轴为对称

轴的圆柱面上,可得这个圆柱面的参数方程为:

x=ρcosθ
y=ρsinθ
z=

ì

î

í

ïï

ïï z

,　(0≤θ≤2π,-∞ <z<+∞)

　　因此,空间中任意一点M,被三元有序数组(ρ,θ,z)所确定.也就是说,该点在坐标面

xOy上的投影点M′的极坐标为(ρ,θ).这样的三元数组(ρ,θ,z)就称为点 M 的柱面坐标

(如图3-30所示).这里三个变量ρ,θ,z的变化范围是

0≤ρ≤+∞,　0≤θ≤2π,　-∞ <z<+∞

图　3-30

　　空间中的点M 的直角坐标与柱面坐标之间的关系为:

x=ρcosθ
y=ρsinθ
z=

ì

î

í

ïï

ïï z
　　平面极坐标系中面积元素为ρdρdθ,经计算可得空间柱面坐标系中的体积元素dV=

ρdρdθdz.再利用两种坐标系之间的关系,可以得到

∭
Ω

f(x,y,z)dV =∭
Ω

f(ρcosθ,ρsinθ,z)ρdρdθdz

　　例3.4.3　 计算三重积分∭
Ω

(x2+y2)dV,其中Ω 是由椭圆抛物面z=4(x2+y2)和
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平面z=4所围成的有界区域.
解　如图3-31所示,积分区域Ω 在坐标面xOy 上的投影是一个圆心在原点的单位

圆,所以在柱面坐标下Ω={(ρ,θ,z)|0≤ρ≤1,0≤θ≤2π,4r2≤z≤4}.于是

∭
Ω

(x2+y2)dV =∭
Ω
ρ2ρdρdθdz

=∫
2π

0
dθ∫

1

0
ρ2ρdρ∫

4

4r2
dz

=∫
2π

0
dθ∫

1

0
(4ρ3-4ρ5)dρ= 2

3π

图　3-31

3.利用球面坐标计算三重积分

设M(x,y,z)为空间中任一点,在xOy坐标面上的投影为M′,则点M 也可用这样三

个有序数ρ,φ,θ来确定.其中ρ为原点O 与点M 之间的距离,φ为 →OM与z 轴正方向的夹

角,θ为从正z轴来看自x 轴按逆时针方向转到有向线段OM→′的夹角.这样的三个数叫做

点M 的球面坐标,如图3-32所示,三个变量ρ,φ,θ的变化范围是

0≤ρ≤+∞,　0≤φ≤π,　0≤θ≤2π

图　3-32

　　点M 的球面坐标与点M 的直角坐标(x,y,z)之间的关系为

x=ρsinφcosθ
y=ρsinφsinθ
z=ρcos

ì

î

í

ïï

ïï
φ

　　我们知道,二重积分可以用极坐标来计算,对于三重积分同样可以用球面坐标计算.
类似极坐标变换,我们从几何直观的意义来得到计算公式.
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球面坐标系下的体积元素为dV=ρ2sinφdρdφdθ,再由直角坐标系与球面坐标之间的

关系,可以得到

∭
Ω

f(x,y,z)dV =∭
Ω

f(ρsinφcosθ,ρsinφsinθ,ρcosφ)ρ2sinφdρdφdθ

　　例3.4.4　 计算三重积分∭
Ω

(x2+y2)dV,其中Ω 是由半球面x2+y2+z2≤a2,y≥0

所围成的空间闭区域.
解　在球面坐标下,积分区域可以表示为

Ω= {(ρ,φ,θ)|0≤ρ≤a,0≤φ≤π,0≤θ≤π}
所以

∭
Ω

(x2+y2)dV =∭
Ω
ρ2sin2φρ2sinφdρdφdθ

=∫
π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

a

0
ρ4sin3φdρ

=∫
π

0
dθ∫

π

0
sin3φ

1
5ρ[ ]5

a

0
dφ

=-π
5a5 cosφ-1

3cos3[ ]φ
π

0
= 4

15πa
5

习题3-4

1.计算三重积分∭
Ω

1
x2+y2dxdydz,其中Ω 是由平面x=1,x=2,z=0,y=x,z=y

所围成的闭区域.

2.计算三重积分∭
Ω

x2dV,其中Ω 是由三个坐标面和平面x+2y+z=1所围成的闭

区域.

3.计算三重积分∭
Ω

z2dV,其中Ω 是由锥面z2=1
R2(x2+y2)与平面z=1所围成的闭

区域.

4.计算三重积分∭
Ω

xydV,其中Ω 是柱面x2+y2=1与平面z=1,z=0,x=0,y=0

所围成的在第一卦限内的闭区域.

5.计算三重积分∭
Ω

zdV,其中Ω 是曲面z= 2-x2-y2 与z=x2+y2 所围成的闭

区域.

6.计算三重积分∭
Ω

x2dxdydz,其中Ω 是由球面x2+y2+z2≤2z所围成的闭区域.

7.利用球面坐标求半径为a的球的体积.
8.求半径为a的球面与半顶角为α的内接锥面所围成的立体体积.
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第4章　级　　数

无穷级数是研究无限个离散量之和的数学模型,它在表示函数、研究函数的性质、计
算函数值以及求解微分方程等方面都有着重要的应用,因此无穷级数是高等数学的重要

组成部分.本章中,首先讨论常数项级数,介绍无穷级数的概念和基本性质,并给出级数敛

散性的判定方法,然后讨论特殊的函数项级数———幂级数,最后讨论如何将函数展开成幂

级数的方法.

4.1　常数项级数的概念与性质

4.1.1　常数项级数的概念

　　对给定一数列{un},即

u1,u2,…,un,…
将数列中的各项依次用加号连接起来,所得和式

u1+u2+…+un +…

称为常数项无穷级数(或无穷级数),简称为级数,记做∑
∞

n=1
un,即

∑
∞

n=1
un =u1+u2+…+un +…

其中第n项un 称为级数的一般项或通项.
对于有限个数求和,我们已经非常熟悉,它总是有意义的,而无穷级数是无限多个数

相加,这无限多个数的和存在吗? 若存在,该如何求解这无限多项的和? 结合极限的思

想,我们从有限项的和出发,观察其变化趋势,由此确定无穷多项的和.
定义4.1.1　给定数列{un},称

Sn = ∑
n

k=1
uk =u1+u2+…+un

为级数∑
∞

n=1
un 的前n 项部分和,简称部分和.(注意:这是有限项的和,总是有意义的!)

当n依次取1,2,3,…时,部分和Sn 构成一个新的数列

S1,S2,…,Sn,…

将数列{Sn}称为级数∑
∞

n=1
un 的部分和数列.

我们知道,给定一数列{un},就确定唯一的部分和数列{Sn},其中Sn = ∑
n

k=1
uk;反之,

给定数列{Sn},相应的有以{Sn}为部分和数列的级数{un},其中u1=S1,un=Sn-Sn-1(n≥



2).由此根据级数部分和数列的敛散性,引入级数{un}收敛和发散的概念.
定义4.1.2　设级数{un}的部分和数列{Sn},

若部分和数列的极限存在,即lim
n→∞

Sn=S,则称级数∑
∞

n=1
un 是收敛的,且称S 为级数

∑
∞

n=1
un 的和,并记S= ∑

∞

n=1
un =u1+u2+…+un +….

若部分和数列的极限不存在,即lim
n→∞

Sn 不存在,则称级数∑
∞

n=1
un 发散.

从定义可以知道,级数收敛的充分必要条件是其部分和数列的极限存在.
当级数收敛时,其和S与部分和Sn 的差

rn =S-Sn =un+1+un+2+…
称为级数的余项.

用部分和Sn 作为S 的近似值所产生的误差,就是余项的绝对值|rn|.显然,有

lim
n→∞

rn =lim
n→∞

(S-Sn)=0

　　例4.1.1　设a≠0,讨论等比级数(又称几何级数)

∑
∞

n=1
aqn-1 =a+aq+aq2+…+aqn-1+…

的敛散性.
解　先求部分和Sn:

Sn =∑
n

k=1
aqk =a+aq+aq2+…+aqn-1

=
a(1-qn)

1-q
, q≠1

na, q=
{

1
当|q|<1时,因为lim

n→∞
qn=0,所以

lim
n→∞

Sn =lim
n→∞

a(1-qn)
1-q = a

1-q

此时级数收敛,收敛于 a
1-q

;

当|q|>1时,因为lim
n→∞

qn=∞,所以

lim
n→∞

Sn =lim
n→∞

a(1-qn)
1-q = ∞

此时级数发散;
当q=1时,其前n项之和为Sn=na,显然lim

n→∞
Sn 不存在,所以级数发散;

当q=-1时,级数成为:

a-a+a-a+…+a-a+…
当n为偶数时,Sn=0;当n为奇数时,Sn=a.所以lim

n→∞
Sn 不存在,级数发散.

综上所述,当|q|<1时,级数∑
∞

n=1
aqn-1 收敛,其和S= ∑

∞

n=1
aqn-1 = a

1-q
;
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当|q|≥1,级数∑
∞

n=1
aqn-1 发散.

例4.1.2　 证明级数∑
∞

n=1

1
4n2-1

收敛,并求其和.

证明　级数的通项

un = 1
4n2-1= 1

2
1

2n-1- 1
2n+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
因此其前n项之和为

Sn =1
2

1
1-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3 + 1

3-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
5 +…+ 1

2n-1- 1
2n+

æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]1

=1
2

1- 1
2n+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

于是 lim
n→∞

Sn=lim
n→∞

1
2 1- 1

2n
æ

è
ç

ö

ø
÷

+1 =1
2

,

所以级数收敛,其和为1
2.

例4.1.3　 判断级数∑
∞

n=1
n2 的收敛性.

解　其前n项之和是

Sn =12+22+32+…+n2 = 1
6n(n+1)(2n+1)

于是 lim
n→∞

Sn=lim
n→∞

1
6n(n+1)(2n+1)=∞,

所以级数发散.

例4.1.4　 判断级数∑
∞

n=1
ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n
的收敛性.

解　级数的前n项之和为

Sn =ln1+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
1 +ln1+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 +ln1+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3 +…+ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n

=lnæ

è
ç

ö

ø
÷

2
1 +lnæ

è
ç

ö

ø
÷

3
2 +…+lnn+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n
=ln(n+1)

于是极限 lim
n→∞

Sn=lim
n→∞

ln(n+1)=∞

不存在,所以级数发散.

4.1.2　常数项级数的基本性质

性质4.1.1(级数收敛的必要条件)　 若级数∑
∞

n=1
un 收敛,则lim

n→∞
un =0.

证明　 设级数∑
∞

n=1
xn 收敛于S,其前n项之和为Sn,则

lim
n→∞

Sn =S,　lim
n→∞

Sn-1 =S
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于是 lim
n→∞

un=lim
n→∞

(Sn-Sn-1)=S-S=0.

因此,根据性质4.1.1可知,若lim
n→∞

un≠0,则级数∑
∞

n=1
xn 必定发散.这是判断级数发散

的一个方法.

例4.1.5　 判断级数∑
∞

n=1

n
n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
的收敛性.

解　其一般项un= n
n+1

,当n→∞时其极限为1,所以级数∑
∞

n=1

n
n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
发散.

注意:性质4.1.1给出了级数收敛的必要条件,但不是充分条件,就是说若lim
n→∞

un=

0,并不能推出级数∑
∞

n=1
xn 收敛.

例如,级数∑
∞

n=1
ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n
,虽然lim

n→∞
ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n =0,但在前面例4.1.4中已经证明它

是发散的.

例4.1.6　 级数∑
∞

n=1

1
n

,称为调和级数,证明调和级数发散.

证明　 调和级数∑
∞

n=1

1
n

的前n 项之和

Sn =1+1
2+1

3+…+1
n =∫

2

1
1dx+∫

3

2

1
2dx+∫

4

3

1
3dx+…+∫

n+1

n

1
ndx

≥∫
2

1

1
xdx+∫

3

2

1
xdx+∫

4

3

1
xdx+…+∫

n+1

n

1
xdx

=∫
n+1

1

1
xdx=ln(n+1)

　　因为lim
n→∞

ln(n+1)=+∞,所以,lim
n→∞

Sn=+∞,故调和级数∑
∞

n=1

1
n

发散.

性质4.1.2　 设两个级数∑
∞

n=1
un 与∑

∞

n=1
vn 都收敛,其和分别是s与σ,则级数∑

∞

n=1

(un ±

vn)也收敛,且和为s±σ.

证明　 设级数∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn 的部分和分别为sn 和σn,则级数∑

∞

n=1

(un±vn)的部分和

τn = ∑
n

i=1

(ui±vi)= ∑
n

i=1
ui±∑

n

i=1
vi =sn ±σn

因为

lim
n→∞

sn =s,　lim
n→∞

σn =σ

从而

lim
n→∞

τn =lim
n→∞

(sn ±σn)=lim
n→∞

sn ±lim
n→∞

σn =s±σ.

　　由性质4.1.2可得结论,收敛的级数相加或相减后仍收敛.

思考:若级数∑
∞

n=1
un 收敛,而级数∑

∞

n=1
vn 发散,那么级数∑

∞

n=1

(un±vn)的敛散性如何?若
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级数∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn 都发散,那么级数∑

∞

n=1

(un ±vn)的敛散性又如何?

性质4.1.3　 设级数∑
∞

n=1
un 收敛,其和为s,k为任一常数,则级数∑

∞

n=1
kun 也收敛,且和

为ks.
证明请读者自己完成.

下面证明:若级数∑
∞

n=1
un 发散,则级数∑

∞

n=1
kun(k≠0)也发散.

利用反证法.假设∑
∞

n=1
kun 收敛,因为k≠0,所以∑

∞

n=1
un =∑

∞

n=1

1
k

(kun).由性质4.1.3,

级数∑
∞

n=1
un 收敛,与已知矛盾,所以级数∑

∞

n=1
kun 必定发散.

因此,对任一常数k≠0,级数∑
∞

n=1
un 与级数∑

∞

n=1
kun 敛散性相同.

性质4.1.4　在级数中,去掉、增加或改变级数的有限多项,不改变级数的敛散性.
证明　我们先证明在级数前面增加有限多项时,敛散性不变.
设原级数

∑
∞

n=1
un =u1+u2+…+un +…

其前n项和为

sn =u1+u2+…+un

在前面增加k项,得新级数

∑
∞

n=1
u′n=v1+v2+…+vk+u1+u2+…+un +…

若记

c=v1+v2+…+vk

其前n+k项和为

σn+k =v1+v2+…+vk+u1+u2+…+un =c+sn

　　由此可知,数列{sn}与{σn+k}有相同的敛散性.因此级数∑
∞

n=1
un 与∑

∞

n=1
u′n有相同的敛散

性,即级数∑
∞

n=1
un 与∑

∞

n=1
u′n同敛散.

类似可以证明在级数前面去掉有限多项,级数的敛散性不变.
在级数中去掉、增加或改变有限多项,可以看成是先在前面去掉几项,再在前面增加

几项,故其敛散性不变.

性质4.1.5　 若级数∑
∞

n=1
un 收敛,在不改变级数中各项位置的前提下,对其项任意加

括号后所得的新级数

(u1+…+un1
)+(un1+1+…+un2

)+…+(unk-1+1+…+unk
)+… (4-1)

仍收敛,且和不变.
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证明　 设级数∑
∞

n=1
un 的前n 项部分和为sn,新级数(4-1)的前k项部分和为σk,则有

σ1 =u1+…+un1 =sn1

σ2 = (u1+…+un1
)+(un1+1+…+un2

)=sn2

　　…

σk = (u1+…+un1
)+(un1+1+…+un2

)+…+(unk-1+1+…+unk
)=snk

　　…
显然易见,{σk}是{sn}的子数列{snk

}.
所以　　lim

k→∞
σk=lim

k→∞
snk=lim

n→∞
sn.

因此,收敛级数加括号后得到的级数仍收敛,且和不变.

要注意的是,性质4.1.5中的级数∑
∞

n=1
un 一定是指收敛级数.但如果加括号后所得的

级数∑
∞

n=1
vn 收敛,并不能判定原级数∑

∞

n=1
un 收敛.例如,级数

(1-1)+(1-1)+…+(1-1)+… =0
但是去括号后的级数

1-1+1-1+…+1-1+…
是发散级数.

由性质4.1.5可得结论:任给一级数,如果加括号后所得到的级数发散,则原级数必

定发散.
例4.1.7　证明级数

1
2-1

- 1
2+1

+ 1
3-1

- 1
3+1

+…+ 1
n-1

- 1
n+1

+…

发散.
证明　加括号后所得级数

　
1

2-1
- 1

2+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 +
1

3-1
- 1

3+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 +…+
1

n-1
- 1

n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 +…

= 2
1+2

2+…+ 2
n-1+2

n +…

= ∑
∞

n=1

2
n

而级数∑
∞

n=1

2
n

发散,所以原级数发散.

习题4-1

1.写出下列级数的前四项.

(1)∑
∞

n=1

n
1+n2; (2)∑

∞

n=1

(-1)n +2
2n ;
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(3)∑
∞

n=1

n!
2n

; (4)∑
∞

n=1

3×5×…×(2n+1)
2×4×…×n .

2.写出下列级数的一般项.

(1)1
2+2

3+3
4+4

5+…; (2)x+x2

3+x3

5+x4

7+…;

(3)1
3+1

3
+1

3
3

+1
4
3

+….

3.根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的敛散性.

(1)∑
∞

n=1

1
n(n+2); (2)∑

∞

n=1
ln n

n+1
;

(3)∑
∞

n=1

( n+2- n); (4)∑
∞

n=1

n
2n.

4.判定下列级数的敛散性,并求出收敛级数的和.

(1)1
3+2

5+3
7+…+ n

2n+1+…; (2)1
5+1

10+1
15+…+1

5n+…;

(3)2
3+4

9+2
27+…+

(-1)n+3
3n +…; (4)1

2+1
2

+1
3
2

+…+1
n
2

+…;

(5) 1
2-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3 + 1

22-1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 + 1
23-1

3
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 +…+ 1
2n-1

3
æ

è
ç

ö

ø
÷

n +….

4.2　常数项级数的审敛法

判定级数的敛散性,可利用敛散性的定义,先求部分和Sn,再求lim
n→∞

Sn,但绝大多数情

况下,部分和Sn 及其极限的求解十分困难,甚至不能求解.因此,我们希望从级数的一般

项来判定级数的敛散性.

4.2.1　正项级数及其审敛法

定义4.2.1　 设级数∑
∞

n=1
un,若级数的每项都是非负实数,即

un ≥0,　n=1,2,3,…
则称此级数是正项级数;若级数的每项都是非负实数,即

un ≤0,　n=1,2,3,…
则称此级数是负项级数.

不难看出,若级数∑
∞

n=1
un 是负项级数,则级数∑

∞

n=1

(-un)是正项级数,且级数∑
∞

n=1
un 与

级数∑
∞

n=1

(-un)具有相同的敛散性.由此,负项级数的敛散性可利用相应的正项级数

判定.
为讨论正项级数的审敛法,应先讨论其部分和数列的特点.
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设级数∑
∞

n=1
un 是正项级数,其部分和Sn.显然,

S1 ≤S2 ≤ … ≤Sn ≤ …
即正项级数的部分和数列{Sn}是一个单调递增数列.

由数列极限的存在准则知道,单调有界数列必有极限.因此,若数列{Sn}有上界,则部

分和数列{Sn}必收敛.反之,若数列{Sn}收敛,则{Sn}必有上界.故可有下述定理.

定理4.2.1　 正项级数∑
∞

n=1
un 收敛的充分必要条件是:它的部分和数列{Sn}有上界.

应该说,定理4.2.1解决了前面提到的在判定级数∑
∞

n=1
un 敛散性中的难点问题,即前

n项和Sn 及其极限的求解.利用定理4.2.1,将正项级数∑
∞

n=1
un 的敛散性的判定转化为前

n 项和Sn 是否有上界的判定,对此我们可以借助适当的放大或缩小的方法来解决.
根据定理4.2.1,我们来讨论判定正项级数敛散性的常用判定方法.

定理4.2.2(比较审敛法)　 设正项级数∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn,且un≤vn(n=1,2,…),

(1)如果∑
∞

n=1
vn 收敛,则∑

∞

n=1
un 也收敛;

(2)如果∑
∞

n=1
un 发散,则∑

∞

n=1
vn 也发散.

证明　 设级数∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn 的部分和分别为Sn 和σn,由于un≤vn(n=1,2,…),所

以Sn≤σn.因此:

(1)若级数∑
∞

n=1
vn 收敛,则部分和σn 有上界,即存在M>0,使得σn≤M,故Sn≤M,由

定理4.2.1可知,级数∑
∞

n=1
un 收敛.

(2)若级数∑
∞

n=1
un 发散,则部分和Sn 无上界,故σn 也无上界,由定理4.2.1可知,级

数∑
∞

n=1
vn 也发散.

我们知道,级数的敛散性完全由某个数 N 之后的项所决定,且级数∑
∞

n=1
un 与∑

∞

n=1
kun

有相同的敛散性,由此可得下面推论.

推论4.2.1　 设正项级数∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn,且存在k>0和自然数N,当n>N 时,总有

un ≤kvn(n=1,2,…)

　　(1)如果∑
∞

n=1
vn 收敛,则∑

∞

n=1
un 也收敛;

(2)如果∑
∞

n=1
un 发散,则∑

∞

n=1
vn 也发散.
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例4.2.1　 判断级数∑
∞

n=1

1
1+2n 的敛散性.

解　因为

1
1+2n < 1

2n = æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

n

已知等比级数∑
∞

n=1

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

n
收敛,所以由比较审敛法可知,级数∑

∞

n=1

1
1+2n 收敛.

例4.2.2　 讨论级数∑
∞

n=1

1
np

(p>0)的敛散性(称此级数为p级数).

解　当0<p≤1时,总有

1
np ≥ 1

n　(n=1,2,…)

且已知调和级数∑
∞

n=1

1
n

发散,由比较审敛法得级数∑
∞

n=1

1
np 发散.

当p>1时,因为对于n-1≤x≤n总有

1
np ≤ 1

xp

所以

1
np =∫

n

n-1

1
npdx≤∫

n

n-1

1
xpdx= 1

p-1
1

(n-1)p-1 - 1
np-[ ]1 ,　(n=2,3,…)

从而部分和

Sn =1+1
2p +1

3p +…+1
np ≤1+ 1

p-1
1- 1

np-
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 <1+ 1
p-1

,　(n=2,3,…)

因此,部分和数列{Sn}有上界,由正项级数收敛原理,级数∑
∞

n=1

1
np 收敛.

由上述讨论可知,p级数∑
∞

n=1

1
np

,当0<p≤1时,级数发散;当p>1时,级数收敛.

例4.2.3　 判断级数∑
∞

n=1

1
n3+1

的敛散性.

解　因为 1
n3+1

< 1
n3

=1
n

3
2

而p级数∑
∞

n=1

1
n

3
2

收敛,由比较审敛法,级数∑
∞

n=1

1
n3+1

收敛.

可以看到,利用比较审敛法判定级数敛散时,对于所选的比较级数应已知敛散性,这

里,我们常用等比级数∑
∞

n=1
aqn-1 和p级数∑

∞

n=1

1
np 作为比较对象.

为方便应用,我们给出比较审敛法的极限形式.

定理4.2.3(比较判别法的极限形式)　 设正项级数∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn,且

lim
n→∞

un

vn
=l　(0≤l≤ ∞)
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　　(1)若0<l<+∞,则级数∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn 的敛散性相同;

(2)若l=0,且级数∑
∞

n=1
vn 收敛,则级数∑

∞

n=1
un 也收敛;

(3)若l=∞时,由极限lim
m→∞

un

vn
=+∞ 的定义可知,即un >Mvn,所以,若级数∑

∞

n=1
vn 发

散,则级数∑
∞

n=1
un 也发散.

证　因为lim
n→∞

un

vn
=l,所以对于任意的ε>0,存在N,当n>N 时,有

un

vn
-l <ε

　　当0<l<+∞时,取ε=l
2

,则当n>N 时,有

1
2l<un

vn
< 3

2l

即 1
2lvn<un<3

2lvn

所以,若级数∑
∞

n=1
un 收敛,由于1

2lvn <un,则有级数∑
∞

n=1
vn 也收敛;若级数∑

∞

n=1
vn 收

敛,由于un < 3
2lvn,则有级数∑

∞

n=1
un 也收敛.即级数∑

∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn 的敛散性相同.

当l=0时,取ε=1
2

,则当n>N 时,有un<1
2vn,所以,若级数∑

∞

n=1
un 收敛,则级数

∑
∞

n=1
vn 也收敛.

当l=∞时,取M=1,则当n>N 时,有un

vn
>1,即un>vn,所以,若级数∑

∞

n=1
vn 发散,则

级数∑
∞

n=1
un 也发散.

例4.2.4　 判断级数∑
∞

n=1

1
n(n+1)的敛散性.

解　因为 lim
n→∞

1
n(n+1)

1
n2

=1,

已知级数∑
∞

n=1

1
n2 收敛,因此级数∑

∞

n=1

1
n(n+1)收敛.

例4.2.5　 判断级数∑
∞

n=1

lnn
n

的敛散性.

解　因为 lim
n→∞

lnn
n
1
n

=lim
n→∞

lnn=+∞,
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且已知调和级数∑
∞

n=1

1
n

发散,因此级数∑
∞

n=1

lnn
n

发散.

利用等比级数∑
∞

n=1
aqn-1 的敛散性,可推得应用更为方便的比值审敛法.

定理4.2.4(比值判别法又称达朗贝尔审敛法)　 设∑
∞

n=1
un 是正项级数,且

lim
n→∞

un+1

un
=ρ

　　(1)若ρ<1,则级数∑
∞

n=1
un 收敛;

(2)若ρ>1,或lim
n→∞

un+1

un
=+∞,则级数∑

∞

n=1
un 发散;

(3)若ρ=1,则无法判断∑
∞

n=1
un 收敛还是发散.

证　(1)若ρ<1,因为lim
n→∞

un+1

un
=ρ,故对于ε=

1-ρ
2

>0,由极限的定义,存在N>0,当

n>N 时,都有 un+1

un
-ρ <ε,即

un+1

un
<ρ+ε=1+ρ

2 =q<1

所以当n>N 时,有

uN+2 <quN+1,uN+3 <quN+2 <q2uN+1,…,uN+n <qn-1uN+1,…

注意到,级数∑
∞

n=1
qn-1uN+1 是q <1的等比级数,且是收敛的.由比较审敛法知,级数

∑
∞

n=1
uN+n 收敛,从而∑

∞

n=1
un 收敛.

(2)若ρ>1,因为lim
n→∞

un+1

un
=ρ,故对于ε=ρ-1

2 >0,由极限的定义,存在N>0,当n>

N 时,都有 un+1

un
-ρ <ε,即

1<q=1+ρ
2 =ρ-ε<un+1

un

所以当n>N 时,有

uN+2 >quN+1,uN+3 >quN+2 >q2uN+1,…,uN+n >qn-1uN+1,…

注意到,级数∑
∞

n=1
qn-1uN+1 是q >1的等比级数,且是发散的.由比较审敛法知,级数

∑
∞

n=1
uN+n 发散,从而∑

∞

n=1
un 发散.

(3)当ρ=1时,级数∑
∞

n=1
un 可能收敛可能发散,此时,比值审敛法无效,需用其他方

法判别敛散性.例如级数
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∑
∞

n=1

1
n =1+1

2+1
3+…+1

n +…

和 ∑
∞

n=1

1
n2 =1+1

22 +1
32 +…+1

n2 +…,

它们都满足lim
n→∞

un+1

un
=1,但是前者是收敛的,而后者是发散的.

例4.2.6　 判断级数∑
∞

n=1

nn

n! 的敛散性.

解　因为　　　　　　lim
n→∞

un+1

un
=lim

n→∞

(n+1)n+1

(n+1)!
nn

n!
=lim

n→∞

(n+1)n
nn

=lim
n→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n
n

=e>1

由比值审敛法得级数∑
∞

n=1

nn

n! 发散.

例4.2.7　 判断级数∑
∞

n=1

n·sinπ
2n

n+1
的敛散性.

解　因为　　　　　lim
n→∞

un+1

un
=lim

n→∞

(n+1)·sin π
2n+1

n+2

n·sinπ
2n

n+1

=lim
n→∞

(n+1)· π
2n+1

n+2

n·π
2n

n+1

=lim
n→∞

(n+1)2
2n·(n+2)=

1
2<1

由比值审敛法得级数∑
∞

n=1

n·sinπ
2n

n+1
收敛.

一般情况下,当级数的通项un 中含有n! 或关于n的若干项因子连乘时,用比值审

敛法较为简单.

4.2.2　交错级数及其审敛法

所谓交错级数,是指正负项交错出现的级数.
定义4.2.2　设un>0(n=1,2,…),则称形如

∑
∞

n=1

(-1)n-1un =u1-u2+u3-u4+…

或 ∑
∞

n=1

(-1)nun =-u1+u2-u3+u4-…

的级数为交错级数.

定理4.2.5(莱布尼茨定理)　 若交错级数∑
∞

n=1

(-1)n-1un 满足条件:
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(1)un≥un+1(n=1,2,…);
(2)lim

n→∞
un=0,

则级数∑
∞

n=1

(-1)n-1un 收敛.且若设其和为s,则有s≤u1,余项rn 的绝对值|rn|≤un+1.

证明　 不妨设级数∑
∞

n=1

(-1)n-1un 的部分和数列{sn}.

对于{sn}的偶子列{s2n},有
s2n = (u1-u2)+(u3-u4)+…+(u2n-1-u2n)≥0

因此偶子列{s2n}是单调增数列.
又 s2n=u1-(u2-u3)-(u4-u5)+…+(u2n-2-u2n-1)-u2n≤u1

因此偶子列{s2n}是有界数列.故偶子列{s2n}是收敛数列,不妨设lim
n→∞

S2n=s,且s≤u1.

对于{sn}的奇子列{s2n+1},因为

s2n+1 =s2n +u2n+1

因此, lim
n→∞

s2n+1=lim
n→∞

(s2n+u2n+1)=s+0=s,

故奇子列{s2n+1}也收敛于s.

由此,部分和数列{sn}收敛于s,即lim
n→∞

sn=s,从而级数∑
∞

n=1

(-1)n-1un 收敛,且和

s≤u1.
余项rn 的绝对值|rn|可表示为

|rn|=|s-sn|=|±(un+1-un+2+un+3-un+4+…)|
=un+1-un+2+un+3-un+4+…

=un+1-(un+2-un+3)-(un+4-un+5)-…

≤un+1

可证得余项rn 的绝对值|rn|≤un+1.

例4.2.8　 判断级数∑
∞

n=1

(-1)n-1 1
n

的敛散性.

解　因为 un=1
n> 1

n+1=un+1

又 lim
n→∞

1
n=0

由莱布尼兹定理得级数∑
∞

n=1

(-1)n-1 1
n

收敛.

例4.2.9　 判断级数∑
∞

n=1

(-1)n-1lnn
n

的敛散性.

解　设f(x)=lnx
x

,则

f′(x)= lnxæ

è
ç

ö

ø
÷

x ′=1-lnx
x2 <0　(x>e)

所以,f(x)在上单调减少,从而

un =lnn
n >ln(n+1)

n+1 =un+1　(n≥3)
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又 lim
n→∞

lnn
n =lim

n→∞

1
n=0

由莱布尼兹定理得级数∑
∞

n=3

(-1)n-1lnn
n

,从而原级数∑
∞

n=1

(-1)n-1lnn
n

收敛.

4.2.3　绝对收敛与条件收敛

对任意项级数∑
∞

n=1
un,即一般项可以取正,也可以取负的级数,我们知道,将它的每一

项都加绝对值后就可得到正项级数∑
∞

n=1
|un|.我们能否利用正项级数∑

∞

n=1
|un|的敛散性

来讨论原级数的敛散性呢? 给出下面一个定义.

定义4.2.3　 若∑
∞

n=1
|un|收敛,则称∑

∞

n=1
un 绝对收敛;若∑

∞

n=1
un 收敛而∑

∞

n=1
|un|发散,

则称级数∑
∞

n=1
un 条件收敛.

显然,级数∑
∞

n=1

(-1)n+1 1
n

条件收敛;而级数∑
∞

n=1

(-1)n+1 1
n2 绝对收敛.

定理4.2.6　 若级数∑
∞

n=1
un 绝对收敛,则级数∑

∞

n=1
un 一定是收敛的.

证　令

vn = 1
2

(un +|un|),　(n=1,2,…)

显然 0≤vn≤|un|,　(n=1,2,…),

因为级数∑
∞

n=1
un 绝对收敛,即∑

∞

n=1
|un|收敛,由比较审敛法可得级数∑

∞

n=1
vn 收敛.根据

级数敛散的性质,因为un =2vn -|un|,所以级数∑
∞

n=1
un 收敛.

我们要注意,当∑
∞

n=1
|un|发散时,级数∑

∞

n=1
un 未必发散.例如级数

∑
∞

n=1
un = ∑

∞

n=1

(-1)n+1 1
n =1-1

2+1
3-1

4+…

∑
∞

n=1
|un|= ∑

∞

n=1

1
n =1+1

2+1
3+1

4+…

可见,级数∑
∞

n=1
|un|发散,而级数∑

∞

n=1
un 收敛.

但是,如果我们在判定级数∑
∞

n=1
|un|发散时,是根据比值审敛法得到的级数∑

∞

n=1
|un|

发散,即lim
n→∞

un+1

un
=ρ>1,这时lim

n→∞
|un|≠0,则必有lim

n→∞
un ≠0,这时可以断言,级数∑

∞

n=1
un

必发散.

87 高等数学(经管数学)(下册)



例4.2.10　 讨论级数∑
∞

n=1

sinn
n2 的绝对收敛和条件收敛性.

解　 对于级数∑
∞

n=1

sinn
n2 中的一般项

sinn
n2 < 1

n2

而∑
∞

n=1

1
n2 是收敛的,所以∑

∞

n=1

sinn
n2 收敛,从而∑

∞

n=1

sinn
n2 绝对收敛.

习题4-2

1.用比较审敛法判别下列级数的敛散性.

(1)∑
∞

n=1

1
3
n2-1

;　　　　　　　　　　 (2)∑
∞

n=1
2nsin1

3n;

(3)∑
∞

n=1
1-cos1æ

è
ç

ö

ø
÷

n
; (4)∑

∞

n=1

1
lnn

;

(5)∑
∞

n=1

1+n
1+n2; (6)∑

∞

n=1

1
n

3
n+1

;

(7)∑
∞

n=1
nln1+1

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 ; (8)∑
∞

n=1
n2+1-( )n .

2.用比值审敛法判别下列级数的敛散性.

(1)∑
∞

n=1

(n+1)2
10n ; (2)∑

∞

n=1

n!
2n;

(3)∑
∞

n=1
nsin π

2n+1; (4)∑
∞

n=1

(2n)!
(n!)2;

(5)∑
∞

n=1

2nn!
nn .

3.判别下列级数的敛散性,并指出绝对收敛还是条件收敛.

(1)∑
∞

n=1

(-1)n-1 n
3n+1; (2)∑

∞

n=1

(-1)n-1sin1
n

;

(3)∑
∞

n=2

(-1)n-1 1
lnn

; (4)∑
∞

n=2

(-1)n-1 n
n-1.

4.3　幂　级　数

前面所讨论的级数中,每一项都是一个确定的常数,因此我们称之为常数项级数.如
果级数中每一项都是某一个区间I上的函数,则是另外的一种情形.

4.3.1　函数项级数的概念

给定区间I上的按照一定规律排列的函数列
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u1(x),u2(x),u3(x),…,un(x),…
则称表达式

u1(x)+u2(x)+u3(x)+…+un(x)+…
为定义在区间I上的函数项级数(简称级数),记为

∑
∞

n=1
un(x)=u1(x)+u2(x)+u3(x)+…+un(x)+…

其中un(x)为一般项或第n项.

对函数项级数∑
∞

n=1
un(x),当x取区间I上的某一确定数值x0 时,相应得到一个常数项

级数∑
∞

n=1
un(x0).若级数∑

∞

n=1
un(x0)收敛,则称x0 是级数∑

∞

n=1
un(x)的收敛点;若级数

∑
∞

n=1
un(x0)发散,则称x0 是级数∑

∞

n=1
un(x)的发散点.我们把所有收敛点的集合称为级数

的收敛域,所有发散点的集合称为级数的发散域.

对于收敛域内的任意一点x,函数项级数∑
∞

n=1
un(x)的和是x 的函数S(x),我们称

S(x)是函数项级数∑
∞

n=1
un(x)的和函数.

与数项级数类似,函数项级数∑
∞

n=1
un(x)的前n项和

Sn(x)= ∑
n

k=1
uk(x)=u1(x)+u2(x)+u3(x)+…+un(x)

则在收敛域上有

S(x)=lim
n→∞

Sn(x)

同时,余项

rn(x)=S(x)-Sn(x)
且有 lim

n→∞
rn(x)=0.

4.3.2　幂级数及其收敛性

函数项级数中最简单也是最重要的一类是每一项都是幂函数的级数,我们将它称为

幂级数.其一般形式:

∑
∞

n=0
an(x-x0)n =a0+a1(x-x0)+a2(x-x0)2+…+an(x-x0)n +…

称此级数为关于(x-x0)(或在x0 点处)的幂级数.其中,x0 是任意给定的常数,常数a0,
a1,a2,…,an,…,称为幂级数的系数.

尤其当x0=0时,幂级数化为:

∑
∞

n=0
anxn =a0+a1x+a2x2+…+anxn +…

　　 我们只考虑形如∑
∞

n=0
anxn 的幂级数的敛散性,至于一般的幂级数∑

∞

n=0
an(x-x0)n,只
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要作变量代换t=x-x0,总可以化为∑
∞

n=0
antn 的形式.

定理4.3.1(Abel定理)

(1)如果幂级数∑
∞

n=0
anxn 在x=x0(x0 ≠0)处是收敛的,则对于任意的x,只要|x|<

|x0|,幂级数∑
∞

n=0
anxn 总收敛,且绝对收敛;

(2)如果幂级数∑
∞

n=0
anxn 在x=x0(x0 ≠0)处是发散的,则对于任意的x,只要|x|>

|x0|,幂级数∑
∞

n=0
anxn 发散.

证　(1)由于幂级数∑
∞

n=0
anxn

0 收敛,由级数收敛的必要条件知道,lim
n→∞

anxn
0=0,所以,

数列{anxn
0}有界,即存在 M>0,使得对于所有的n=0,1,2,…都有|anxn

0|<M,从而当

|x|<|x0|时,有

|anxn|= x
x0

n
·|anxn

0|<M· x
x0

n

因为等比级数∑
∞

n=0
M x

x0

n
收敛(这是因为公比q= x

x0
<1),由比较审敛法知,幂级数

∑
∞

n=0
|anxn|收敛,即幂级数∑

∞

n=0
anxn

0 绝对收敛.

(2)用反证法.如果幂级数∑
∞

n=0
anxn 在x=x0(x0 ≠0)处是发散的,假设存在t0(|t0|>

|x0|)而幂级数∑
∞

n=0
antn

0 收敛.由(1)知道,幂级数∑
∞

n=0
anxn

0 收敛,这与幂级数∑
∞

n=0
anxn

0 发散

矛盾.所以对于任意的x,只要|x|>|x0|,就有幂级数∑
∞

n=0
anxn 发散.

定理4.3.1表明,若幂级数∑
∞

n=0
anxn 在x=x0(x0 ≠0)处收敛,则在开区间(-|x0|,

|x0|)内必定绝对收敛;若幂级数∑
∞

n=0
anxn 在x=x0(x0 ≠0)处发散,则在开区间(-∞,

-|x0|)∪(|x0|,+∞)内必定发散.也就是说,对幂级数∑
∞

n=0
anxn,必定存在一个正数

R>0,使得当x∈(-R,R)时,级数绝对收敛;当x∈(-∞,-R)∪(R,+∞)时,级数发

散.我们称R 为幂级数的收敛半径,称开区间(-R,R)为幂级数的收敛区间,这时,级数

收敛域为收敛区间加上收敛的端点.

特别地,若幂级数∑
∞

n=0
anxn 仅在点x=0收敛,我们称收敛半径R=0.若级数在任意

的点都收敛,则称级数的收敛半径为R=+∞.

定理4.3.2　 给定幂级数∑
∞

n=0
anxn,如果
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lim
n→∞

an+1

an
=ρ

其中,an,an+1 分别是幂级数∑
∞

n=0
anxn 中项xn,xn+1 的系数,则幂级数的收敛半径

R=

1
ρ

, ρ≠0

+∞, ρ=0
0, ρ=+

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ∞

　　证　 考察级数∑
∞

n=0
|anxn|,后项与前项之比的极限

lim
n→∞

|an+1xn+1|
|anxn| =lim

n→∞

an+1

an
|x|=ρ|x|

　　(1)若ρ为非零正数,由比值审敛法知,当ρ|x|<1,即|x|<1
ρ

时,级数收敛;当

ρ|x|>1,即|x|>1
ρ

时,级数发散.所以级数的收敛半径是R=1
ρ

.

(2)若ρ=0,则对于任意的x≠0,有lim
n→∞

|an+1xn+1|
|anxn| =0,所以级数∑

∞

n=0
anxn 绝对收敛,

因此级数的收敛半径R=+∞.

(3)若ρ=+∞,则对于任意的x≠0,有lim
n→∞

|an+1xn+1|
|anxn| =+∞,所以级数∑

∞

n=0
anxn 发

散,因此级数的收敛半径R=0.
已知一级数的收敛半径为R,则可以知道级数在区间(-R,R)内是收敛的.但是对于

在区间的端点的情形还要另外加以判断,这样才能知道级数的收敛域.看下面的例子.

例4.3.1　 求幂级数∑
∞

n=1

1
2n+1·nx

n 的收敛半径及收敛域.

解　因为

ρ=lim
n→∞

an+1

an
=lim

n→∞

1
2n+2·(n+1)

1
2n+1·n

= 1
2

所以收敛半径R=1
ρ

=2,收敛区间(-2,2).

对于端点x=-2,级数为交错级数

∑
∞

n=1
-( )1 n 1

2n=-1
2+1

4-1
6+…+(-1)n 1

2n+…

且满足莱布尼兹定理,因此级数收敛;
对于端点x=2,级数为

∑
∞

n=1

1
2n= 1

2+1
4+1

6+…+ 1
2n+…

因为调和级数∑
∞

n=1

1
n

发散,所以级数发散.因此级数的收敛域为[-2,2).
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例4.3.2　 求幂级数∑
∞

n=1

5n

2n·n!x
n 的收敛半径及收敛域.

解　因为

ρ=lim
n→∞

an+1

an
=lim

n→∞

5n+1

2n+1·(n+1)!
5n

2n·n!
=lim

n→∞

5
2(n+1)=0

所以收敛半径R=+∞,收敛区间为(-∞,+∞),从而收敛域为(-∞,+∞).

例4.3.3　 求幂级数∑
∞

n=1
nn(x-2)n 的收敛半径及收敛域.

解　令t=x-2,原级数变为∑
∞

n=1
nntn,

ρ=lim
n→∞

an+1

an
=lim

n→∞

(n+1)n+1

nn =lim
n→∞

(n+1)1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n
n

=+∞

所以收敛半径R=0,因此级数∑
∞

n=1
nntn 仅在t=0收敛,从而原级数∑

∞

n=1
nn(x-2)n 仅在

x =2收敛,收敛域为{2}.

例4.3.4　 求幂级数∑
∞

n=1

(-1)n
4nn

(x-1)2n+1 的收敛域.

解　由于所给幂级数中仅含奇次幂项,不含偶次幂项,不可直接利用定理4.3.2求

解,这里我们利用比值审敛法求解.

lim
n→∞

un+1

un
=lim

n→∞

(-1)n+1

4n+1(n+1)(x-1)2(n+1)+1

(-1)n
4nn

(x-1)2n+1
=|x-1|2

4

　　当|x-1|2<4,即|x-1|<2,-1<x<3时,级数绝对收敛,从而级数收敛.

对于端点x=-1,级数为交错级数∑
∞

n=1

(-1)n+1 2
n

,级数收敛;

对于端点x=3,级数为交错级数∑
∞

n=1

(-1)n 2
n

,级数收敛.

所以,此级数的收敛域是[-1,3].

4.3.3　幂级数的运算及性质

类似于前面的常数项级数,函数项级数也有一些运算性质.

设幂级数∑
∞

n=1
anxn,∑

∞

n=1
bnxn,收敛半径分别Ra,Rb,则有:

(1)∑
∞

n=0
anxn ±∑

∞

n=0
bnxn = ∑

∞

n=0

(an ±bn)xn,x∈ (-R,R);

(2)∑
∞

n=0
kanxn =k∑

∞

n=0
anxn(k是常数),x∈(-Ra,Ra);

(3)∑
∞

n=0
anxn·∑

∞

n=0
bnxn = ∑

∞

n=0
cnxn,x∈(-R,R),
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其中,R=min{Ra,Rb},cn = ∑
n

k=0
akbn-k =a0bn +a1bn-1+…+anb0.

对于幂级数的和函数,有以下分析性质.

性质4.3.1　 设幂级数∑
∞

n=0
anxn 的收敛半径为R,则其和函数S(x)在(-R,R)内连

续,且如果级数在x=R(或x=-R)收敛,则和函数S(x)在(-R,R](或[-R,R))上
连续.

性质4.3.2　 设幂级数∑
∞

n=0
anxn 的收敛半径为R,则其和函数S(x)在(-R,R)内任

意闭区间[a,b]上是可积的,且可逐项积分,即

∫
b

a
s(x)dx=∫

b æ

è
ç

a ∑
∞

n=0
anx

ö

ø
÷n dx= ∑

∞

n=0∫
b

a
anx( )n dx

特别地,对任意x∈(-R,R),

∫
x

0
s(t)dt=∫

x æ

è
ç

0 ∑
∞

n=0
ant

ö

ø
÷n dt= ∑

∞

n=0∫
x

0
(antn)dt= ∑

∞

n=0

an

n+1x
n+1

且可逐项积分后所得幂级数∑
∞

n=0

an

n+1x
n+1 与原幂级数∑

∞

n=0
anxn 的收敛半径相同为R.

性质4.3.3　 设幂级数∑
∞

n=0
anxn 的收敛半径为R,则其和函数S(x)在(-R,R)内可

以逐项求导,即

s′(x)= ∑
∞

n=0
anx( )n′= ∑

∞

n=0

(anxn)′= ∑
∞

n=1
nanxn-1

且可逐项求导后所得幂级数∑
∞

n=1
nanxn-1 与原幂级数∑

∞

n=0
anxn 的收敛半径相同为R.

反复应用性质4.3.3,可得结论:幂级数∑
∞

n=0
anxn 的和函数S(x)在其收敛区间(-R,

R)内具有任意阶导数.

我们知道,幂级数∑
∞

n=0
axn 是公比q=x的等比级数,当|x|<1时,级数收敛,其和函

数s(x)= a
1-x.而对于一般的幂级数,其和函数求解非常困难.借助上述性质,我们可以

求解一些幂级数的和函数和某些常数项级数的和.

例4.3.5　 求幂级数∑
∞

n=1

1
nxn-1 的和函数.

解　先求收敛域.由于

ρ=lim
n→∞

an+1

an
=lim

n→∞

1
n+1

1
n

=lim
n→∞

n
n+1=1

因此,级数的收敛半径R=1
ρ

=1.
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对于端点x=-1,级数为交错级数∑
∞

n=1

(-1)n-1 1
n

,级数收敛;对于端点x=1,级数

为调和级数∑
∞

n=1

1
n

,级数发散.所以级数的收敛域为[-1,1).

设和函数S(x),即

S(x)= ∑
∞

n=1

1
nxn-1,　x∈ [-1,1)

于是 xS(x)= ∑
∞

n=1

1
nxn

利用和函数可逐项求导的性质,

[xS(x)]′= ∑
∞

n=1

1
nxæ

è
ç

ö

ø
÷

n′= ∑
∞

n=1

1
nxæ

è
ç

ö

ø
÷

n′= ∑
∞

n=1
xn-1 = 1

1-x
对上式从0到x积分,得

xS(x)=∫
x

0

1
1-xdx=-ln(1-x)

因此,当x≠0时,S(x)=-1
xln(1-x).

因为幂级数∑
∞

n=1

1
nxn-1 在x=0的和函数S(0)=1,

所以和函数

S(x)=
-1

xln(1-x), x∈ [-1,0)∪ (0,1)

　
1, x=

ì

î

í

ïï

ïï
0

　　例4.3.6　 求幂级数∑
∞

n=1
n(x+2)n-1 的和函数,并由此计算级数∑

∞

n=1

n
2n-1 的和.

解　令t=x+2,则级数变为∑
∞

n=1
ntn-1,可求得级数∑

∞

n=1
ntn-1 的收敛区间(-1,1),设

S(t)= ∑
∞

n=1
ntn-1

则 ∫
t

0
S(t)dt=∫

t

0∑
∞

n=1
ntn-1dt= ∑

∞

n=1∫
t

0
ntn-1dt= ∑

∞

n=1
tn = t

1-t　(-1<t<1).

对上式两边求导,可得

S(t)= t
1-

æ

è
ç

ö

ø
÷

t′= 1
(1-t)2

　　将t=x+2代入,因此,幂级数∑
∞

n=1
n(x+2)n-1 的和函数

S(x)= 1
[1-(x+2)]2 = 1

(1+x)2　(-3<x<-1)

令t=1
2

,则x=-3
2

,因此
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∑
∞

n=1

n
2n-1 = 1

1-æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

2 =4

习题4-3

1.求下列幂级数的收敛半径及收敛区间.

(1)∑
∞

n=1

3n

n!x
n; (2)∑

∞

n=1

n!
nnxn;

(3)∑
∞

n=1

2n-1
2n x2n-2; (4)∑

∞

n=1

(-1)nln(n+1)
n+1

(x+1)n+1.

2.求下列幂级数的收敛域.

(1)∑
∞

n=1

xn

n
; (2)∑

∞

n=1

(x-1)n
n2 ;

(3)∑
∞

n=1

(x+1)n
3nn

; (4)∑
∞

n=0
2n+1x2n.

3.求下列级数的和函数.

(1)∑
∞

n=1
nxn; (2)∑

∞

n=1

x2n-1

2n-1
;

(3)∑
∞

n=1

1
nxn+1; (4)∑

∞

n=0

(n+1)(x-1)n.

4.4　函数展开成幂函数

上节我们讨论了幂级数的和函数求解,由此联想到,给出一个函数f(x),能否找到

一个幂级数∑
∞

n=0
an (x-x0)n,使其收敛于f(x)? 我们知道幂级数表示简单,且在收敛域

内和函数连续,且能进行逐项求导逐项积分运算,因此我们讨论把函数展开成幂级数的

问题.

4.4.1　泰勒级数

假设函数f(x)在点x0 的某邻域U(x0)内能展开成幂级数,即有

f(x)=∑
∞

n=0
an (x-x0)n =a0+a1(x-x0)+a2(x-x0)2+…

+an(x-x0)n +…,　x∈U(x0) (4-2)
由和函数的性质f(x)在邻域U(x0)内应有任意阶导数,且

f(n)(x)=n!an +(n+1)!an+1(x-x0)+
(n+2)!

2! an+2(x-x0)2+…

令x=x0,可得

f(n)(x0)=n!an
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即

an =f(n)(x0)
n! ,　n=0,1,2,… (4-3)

由此可见,若函数f(x)能展开为幂级数(4-2),那么该幂级数的系数an 应由公式(4-3)确
定,即幂级数展开式唯一,且表示式为

∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n! (x-x0)n =f(x0)+f′(x0)

1! (x-x0)+f″(x0)
2! (x-x0)2+

…+f(n)(x0)
n! (x-x0)n +… (4-4)

于是展开式为

f(x)= ∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n! (x-x0)n,　x∈U(x0). (4-5)

　　定义4.4.1　设函数f(x)在点x0 的某邻域U(x0)内有任意阶导数,则称幂级数

∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n! (x-x0)n

为函数f(x)在点x0 处的泰勒级数.尤其当x0=0时,幂级数

∑
∞

n=0

f(n)(0)
n! xn =f(0)+f′(0)

1! x1+f″(0)
2! x2+…+f(n)(0)

n! xn +…

为函数f(x)的麦克劳林级数;
称展开式

f(x)= ∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n! (x-x0)n,　x∈U(x0)

为函数f(x)在点x0 处的泰勒展开式.
由定义可知,当函数f(x)在点x0 的某邻域U(x0)内有任意阶导数,则函数f(x)在

点x0 的泰勒级数必定存在,且唯一确定.问题是:该泰勒级数一定收敛于函数f(x)吗?
下面将给一个例子来说明不是在开区间上的具有任意阶导数的函数都可以是一个幂

级数的和函数.

f(x)=
0, x=0
　
e-1

x2 , x≠
{ 0

不难计算可得,对任意自然数n,总有

f(n)(0)=0,　n=0,1,2,…
显然函数f(x)在(-∞,+∞)内有任意阶导数.由此,函数f(x)在点x0=0的泰勒级数

∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n! (x-x0)n =0+ 0

1!x
2+…+ 0

n!x
n +… ≡0≠f(x)

　　这个例子告诉我们,若函数f(x)在某邻域U(x0)内有任意阶导数,总可以造一个

(x-x0)的泰勒级数,但该级数不一定收敛于这个函数.如何判断泰勒级数就是泰勒展开

式就成了要讨论的问题了.事实上,我们有:
定理4.4.1　设函数f(x)在点x0 的某邻域U(x0)内有任意阶导数,则函数f(x)在

该邻域内可以展开成泰勒级数
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f(x)= ∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n! (x-x0)n,　x∈U(x0)

的充分必要条件是在该邻域内函数f(x)的泰勒公式的余项Rn(x)的极限为0,即
lim
n→∞

Rn(x)=0,　x∈U(x0)

　　证　若函数f(x)在点x0 的某邻域U(x0)内有任意阶导数,则必有n+1阶导数,由
泰勒中值定理得

f(x)= ∑
n

k=0

f(k)(x0)
k! (x-x0)k+Rn(x),　x∈U(x0)

记 Sn(x)= ∑
n

k=0

f(k)(x0)
k! (x-x0)k,

则 f(x)=Sn(x)+Rn(x), (4-6)
其中Sn(x)是函数f(x)的泰勒级数的前n+1项和,Rn(x)是函数f(x)的泰勒公式的

余项.
必要性　设函数f(x)在点x0 的某邻域U(x0)内可以展开为泰勒级数,即

f(x)= ∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n! (x-x0)n,　x∈U(x0)

若函数f(x)的泰勒级数∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n! (x-x0)n 收敛于f(x),即

lim
n→∞

Sn(x)=f(x)

故 lim
n→∞

Rn(x)=lim
n→∞

[f(x)-Sn(x)]=f(x)-f(x)=0,　x∈U(x0).

充分性　设lim
n→∞

Rn(x)=0,x∈U(x0),则由式(4-6)可知,

lim
n→∞

Sn(x)=lim
n→∞

[f(x)-Rn(x)]=f(x)-0=f(x)

表明函数f(x)的泰勒级数在邻域U(x0)内的每一点都收敛于f(x),即函数f(x)在邻域

U(x0)内可以展开成泰勒级数.

4.4.2　初等函数的幂级数展开

要将函数f(x)展开成麦克劳林级数,可以按照下述步骤求解:
第一步　求出函数f(x)在x=0的各阶导数值f(n)(0),若函数f(x)在x=0的某阶

导数不存在,则函数f(x)不能展开为麦克劳林级数;
第二步　写出麦克劳林级数,并求出其收敛区间(-R,R);
第三步　判定在收敛区间内余项Rn(x)的极限

lim
n→∞

Rn(x)=lim
n→∞

f(n+1)(ξ)
(n+1)!(x-x0)n+1　(ξ在0与x之间)

是否为零.若为零,则在此收敛区间内麦克劳林级数即为要求的展开式,即

f(x)= ∑
∞

n=0

f(n)(0)
n! xn =f(0)+f′(0)

1! x1+f″(0)
2! x2+…+f(n)(0)

n! xn +…,

x∈ (-R,R)

　　例4.4.1　将函数f(x)=ex 在x=0点展开成麦克劳林级数.
解　因对任意自然数n,都有f(n)(x)=ex,f(n)(0)=1,(n=0,1,2,…)
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所以在x=0点的麦克劳林级数

∑
∞

n=0

xn

n! =1+x+x2

2!+…+xn

n!+…

其收敛域为(-∞,∞).
由泰勒公式,有关系式:

ex =1+x+x2

2!+…+xn

n!+Rn(x)

对任意有限实数x(ξ在0与x之间),有

lim
n→∞

|Rn(x)|=lim
n→∞

eξ

(n+1)!x
n+1 <lim

n→∞

e|x|

(n+1)!|x|n+1

因为e|x|为有限数,|x|n+1

(n+1)! 是收敛级数∑
∞

n=0

|x|n+1

(n+1)! 的一般项,因此有

lim
n→∞

e|x|

(n+1)!|x|n+1 =0

所以 lim
n→∞

|Rn(x)|=0

从而对任意实数x,都有ex=1+x+x2

2!+…+xn

n!+…,其收敛半径是∞.

例4.4.2　将函数f(x)=sinx展开成麦克劳林级数.

解　我们知道　　 (sinx)(n)=sinx+nπæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,　n=0,1,2,…

(sinx)(n)|x=0=sinnπ
2

,　n=0,1,2,…,

所以在x=0点的麦克劳林级数

∑
∞

n=0

(-1)n x2n+1

(2n+1)! =x-x3

3!+
x5

5!-
x7

7!+…+(-1)n x2n+1

(2n+1)!+…

其收敛域为(-∞,∞).
对任意有限实数x(ξ在0与x之间),有

lim
n→∞

|Rn(x)|=lim
n→∞

sinξ+
(n+1)πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
(n+1)! xn+1 ≤lim

n→∞

|x|n+1

(n+1)! =0

所以得展开式

sinx= ∑
∞

n=0

(-1)n x2n+1

(2n+1)! =x-x3

3!+
x5

5!-
x7

7!+…,　-∞ <x< ∞

　　例4.4.3　将函数f(x)=(1+x)α(α是不为零的任意实数)展开成麦克劳林级数.
解　f(x)的各阶导数为

f′(x)=α(1+x)α-1,　f″(x)=α(α-1)(1+x)α-2,…

f(n)(x)=α(α-1)…[α-(n-1)](1+x)α-n,
…

所以　　　　f(0)=1,f′(0)=α,f″(0)=α(α-1),…

f(n)(0)=α(α-1)…[α-(n-1)],
……
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所以在x=0点的麦克劳林级数

∑
∞

n=0

f(n)(0)
n! xn =1+α

1!x+α(α-1)
2! x2+…+α(α-1)…[α-(n-1)]

n! xn +…

其收敛区间为(-1,1).
可以证明

lim
n→∞

|Rn(x)|=0,　x∈ (-1,1)

所以有

(1+x)α =1+α
1!x+α(α-1)

2! x2+…+α(α-1)…[α-(n-1)]
n! xn+…,x∈ (-1,1)

　　注意,该式在x=±1成立与否与α的取值有关.如:

1+x =1+1
2x- 1

2×4x
2+ 1×3

2×4×6x
3+…,　x∈ [-1,1]

1
1+x

=1-1
2x+1×3

2×4x
2-1×3×5

2×4×6x
3+…,　x∈ (-1,1]

　　求解过程中可以看出,直接展开为幂级数,需求n阶导数,并判断余项趋于零,该方法

计算麻烦,且有些函数无法求解.我们考虑能否借助已知函数的幂级数展开式,通过四则

运算、逐项求导、逐项积分或变量代换等方式,将所给函数展开成幂级数.
目前我们已经推得幂级数展开式的函数有

ex = ∑
∞

n=0

xn

n! =1+x+x2

2!+…+xn

n!+…,　x∈ (-∞,+∞), (4-7)

sinx= ∑
∞

n=0

(-1)n x2n+1

(2n+1)! =x-x3

3!+
x5

5!-
x7

7!+…,　x∈ (-∞,+∞),　　(4-8)

(1+x)α =1+α
1!x+α(α-1)

2! x2+…+α(α-1)…[α-(n-1)]
n! xn +…,

x∈ (-1,1) (4-9)
再就是等比级数

1
1-x= ∑

∞

n=0
xn =1+x+x2+…+xn +…,　x∈ (-1,1) (4-10)

若将式(4-10)中的x用-x代入,可得

1
1+x= ∑

∞

n=0

(-1)nxn =1-x+x2-…+(-1)nxn +…,　x∈ (-1,1)

　　　(4-11)
若将式(4-11)中的x用x2 代入,可得

1
1+x2 = ∑

∞

n=0

(-1)n(x2)n =1-x2+x4-…+(-1)nx2n +…,　x∈ (-1,1)(4-12)

若将式(4-8)两边求导,可得

cosx=(sinx)′= x-x3

3!+
x5

5!-
x7

7!+
æ

è
ç

ö

ø
÷…′

=1-x2

2!+
x4

4!-
x6

6!+… = ∑
∞

n=0

(-1)n x2n

(2n)!,　-∞ <x< ∞
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若将式(4-11)两边从0到x积分,可得

ln(1+x)=∫
x

0

1
1+xdx=∫

x

0 ∑
∞

n=0

(-1)nx[ ]n dx

=∫
x

0
[1-x+x2-…+(-1)nxn +…]dx

=x-x2

2 +x3

3
…+(-1)n xn+1

n+1+… = ∑
∞

n=0

(-1)n xn+1

n+1
,　x∈ (-1,1]

需要注意的是,这里的收敛域是左开右闭的区间.特别当x=1时,有

ln2=1-1
2+1

3-…+(-1)n+1 1
n +…

所以,当x=1时,级数收敛.
若将式(4-12)两边从0到x积分,可得

arctanx=∫
x

0

1
1+x2dx=∫

x

0 ∑
∞

n=0

(-1)nx2[ ]n dx

=∫
x

0
[1-x2+x4-…+(-1)nx2n +…]dx

=x-x3

3 +x5

5
…+(-1)n x2n+1

2n+1+… = ∑
∞

n=0

(-1)n x2n+1

2n+1
,　x∈ [-1,1]

　　例4.4.4　将函数f(x)=ax(a>0,a≠1)展开成(x-1)的幂级数.

解　因为　　　ex = ∑
∞

n=0

xn

n! =1+x+x2

2!+…+xn

n!+…,　x∈ (-∞,+∞)

由此 　　　f(x)=ax =a·ax-1 =a·e(x-1)lna

=a·∑
∞

n=0

[(x-1)lna]n
n! =∑

∞

n=0

a·(lna)n
n! (x-1)n,　x∈(-∞,+∞).

例4.4.5　将函数f(x)= 1
x2-2x-3

展开成(x-1)的幂级数.

解　因为　　　　　f(x)= 1
x2-2x-3=1

4
1

x-3- 1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1

=-1
8

1

1-x-1
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2
-1

8

1

1+x-1
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2

又因为　　　　 1

1-x-1
2

= ∑
∞

n=0

x-1æ

è
ç

ö

ø
÷

2
n

= ∑
∞

n=0

1
2n(x-1)n,　0<x<2,

　　　　　 1

1+x-1
2

= ∑
∞

n=0

(-1)n x-1æ

è
ç

ö

ø
÷

2
n

= ∑
∞

n=0

(-1)n
2n (x-1)n,　0<x<2,

由此　　　　　f(x)= 1
x2-2x-3=-1

8∑
∞

n=0

1
2n(x-1)n -1

8∑
∞

n=0

(-1)n
2n (x-1)n

= ∑
∞

n=0

-1+(-1)n+1

2n+3 (x-1)n,　0<x<2.
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例4.4.6　将函数f(x)=cosx展开成 x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3
的幂级数.

解　因为　　cosx=cos x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3 +π[ ]3

=cosx-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3 cosπ
3-sinx-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3 sinπ
3

=1
2cosx-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3 - 3
2sinx-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3

又因为　　　　　sinx-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3 = ∑
∞

n=0

(-1)n
x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3
2n+1

(2n+1)! ,　-∞ <x< ∞,

　　　　　　cosx-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3 = ∑
∞

n=0

(-1)n
x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3
2n

(2n)! ,　-∞ <x< ∞,

由此　　　f(x)=cosx= 1
2∑

∞

n=0

(-1)n
x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3
2n

(2n)! - 3
2∑

∞

n=0

(-1)n
x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3
2n+1

(2n+1)!

= ∑
∞

n=0

(-1)n
2

x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3
2n

(2n)! - 3
x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

3
2n+1

(2n+1)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú!
,　-∞ <x< ∞.

习题4-4

1.求下列函数的迈克劳林级数,并指出收敛区间.

(1)f(x)= x
9+x2;　　　(2)f(x)=sin2x;　　　(3)f(x)=ln1+x

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

x .

2.将 1
3+x

展成(x-2)的幂级数.

3.将sinx展成 x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

4
的幂级数.

4.将f(x)= 1
x2+4x+3

展成(x-1)的幂级数.

5.求函数f(x)=lnx在x=2处的幂级数.
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第5章　常微分方程与差分方程

在实际问题求解过程中,往往需要建立所求量满足的函数关系.对于复杂问题,很难

直接表示所满足的函数关系式,却较容易地建立所求量与其导数满足的方程.该类方程称

为微分方程.在建立微分方程的基础上,对方程进行求解,从而求得所求量,达到解决实际

问题的目的.本章主要介绍微分方程的基本概念及几种常见的微分方程的求解方法,并介

绍较为常见的差分方程的基本概念和常见解法.

5.1　微分方程的基本概念

为了说明微分方程的基本概念,我们给出几何及经济学中的两个具体问题.
例5.1.1　一曲线通过点(0,3),且该曲线上任意一点处的切线斜率恰好等于其横坐

标x,求该曲线方程.
解　设此曲线的方程为y=y(x),由题意得到

dy
dx=x (5-1)

又曲线过点(0,3),所以y=y(x)还满足条件:

y|x=0 =3 (5-2)
对式(5-1)两端积分,得

y= 1
2x2+C (5-3)

其中,C是任意常数.
把条件式(5-2)代入式(5-3),得

3= 1
2×02+C,由此求得,C=3

于是,所求曲线方程为

y= 1
2x2+3 (5-4)

　　例5.1.2　设某种商品每生产x单位固定成本为2000元,边际成本为0.4x+2,求该

商品的总成本函数.
解　设此商品的总成本函数C=C(x),由题意得到

C′(x)=0.4x+2 (5-5)
又固定成本为2000元,所以C=C(x)还满足条件:

C|x=0 =2000 (5-6)
对式(5-5)两端积分,得

C(x)=0.2x2+2x+C (5-7)
其中,C是任意常数.



把条件式(5-6)代入式(5-7),得C=2000.
于是,总成本函数

C(x)=0.2x2+2x+2000 (5-8)

　　在初等数学里,我们把含有未知数的等式叫做方程.比如,x2+2x-1=0就是一个方

程.将方程的概念进一步推广———含有未知量的等式叫做方程.未知量有很多种,如果未

知量代表的是数,这样的方程与我们以前讲的方程一致;如果未知量代表的是函数,就是

函数方程.例如,f2(x)+f(x)-x2=0就是一个函数方程,其中f(x)是一个未知的函

数.在此基础上我们来定义微分方程———含有未知函数及其导数或微分的方程,称为微分

方程.上述两个例子中的式(5-1)和式(5-5)中都含有未知函数的导数,因此都是微分

方程.
微分方程中的未知函数是一元函数,称为常微分方程;微分方程中的未知函数是多

元函数,称为偏微分方程.本书仅讨论常微分方程.
我们把微分方程中的未知函数的最高阶导数的阶数,称为微分方程的阶.例如,方程

(5-1)和方程(5-5)都是一阶微分方程;又如方程

y″+xy′+ysinx=ex

是二阶微分方程;方程

y(4)-(y′)5+x2y=cosx
是四阶微分方程;方程

y(n)=sinx
是n阶微分方程.

一般地,n阶微分方程的形式

F(x,y′,y″,…,y(n))=0 (5-9)
这里我们需指出的是,n阶微分方程中,y(n)必定存在,但x,y′,y″,…,y(n-1)可以不出现.

对微分方程而言,使得方程成立的函数称为微分方程的解.例如,函数(5-3)、(5-4)
都是方程(5-1)的解;函数(5-7)、(5-8)都是方程(5-5)的解.

如果微分方程的解中含有任意常数,且相互独立的任意常数的个数等于微分方程的

阶数(这里相互独立的任意常数,是指这些任意常数不能合并而使得其个数减少),这样的

解称为微分方程的通解;不含有任意常数的解称为微分方程的特解.例如,函数(5-3)和
(5-7)分别是微分方程(5-1)和(5-5)的通解;而函数(5-4)和(5-8)分别是微分方程(5-1)
和(5-5)的特解.又如y=x2+C1x+C2 是二阶方程y″=2的通解,而y=x2+C1+C2 不

是方程y″=2的通解.这是因为y=x2+C1+C2 中尽管有两个任意常数,但不是相互独立

的,若令C=C1+C2,则实际上只有一个任意常数.注意,y=x2+C1+C2 也不是方程y″=
2的特解,因为它含有任意常数.

例5.1.3　验证函数

y=C1cos2x+C2sin2x　(C1,C2 是任意常数)
是二阶微分方程

y″+4y=0
的通解.
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解　由于

y′=-2C1sin2x+2C2cos2x
y″=-4C1cos2x-4C2sin2x

代入微分方程,得

y″+4y=-4C1cos2x-4C2sin2x+4(C1cos2x+C2sin2x)=0
　　因此,y=C1cos2x+C2sin2x是所给二阶微分方程的解.又由于,C1,C2 是相互独立的

两个任意常数,且该微分方程是二阶方程,故y=C1cos2x+C2sin2x是微分方程的通解.
由上可以知道,一阶微分方程的通解中含有一个任意常数,因此如果我们知道x=x0

时,y=y0,就可以由此确定这个任意常数.把用来确定通解中的任意常数的条件称为初

始条件.例如,式(5-3)和式(5-7)分别是方程(5-1)和方程(5-5)的初始条件.对于二阶微

分方程,由于通解中含有两个任意常数,因而可以用条件y|x=x0=y0,y′|x=x0=y1 来确定

这两个任意常数.
一般地,n阶微分方程(5-9)的初始条件为

y|x=x0 =y0,　y′|x=x0 =y1,　y″|x=x0 =y2,…,y(n-1)|x=x0 =yn-1 (5-10)
其中,x0,y0,y1,y2,…,yn-1都是已知常数.

求微分方程(5-9)满足初始条件(5-10)的特解,这样的问题称为初值问题.例如,

y′=f(x,y)
　
y|x=x0=y{

0

是一阶微分方程的初值问题;
y″=f(x,y,y′)
　
y|x=x0=y0,y′|x=x0=y{

1

是二阶微分方程的

初值问题,等 等.例 5.1.1 中,所 求 解 的 曲 线 方 程 就 是 一 阶 微 分 方 程 的 初 值 问 题

y′=x
　
y|x=0

{ =3
的解.

例5.1.4　已知函数

y=C1ex +C2e-x　(C1,C2 是任意常数)
是二阶微分方程y″-y=0的通解,求满足初始条件

y|x=0 =1,　y′|x=0 =3
的特解.

解　由于

y′=C1ex -C2e-x

将条件y|x=0=1,y′|x=0=3分别代入y,y′,得

1=C1+C2

　
3=C1-C{

2

解得C1=2,C2=-1,因此所求特解为

y=2ex -e-x

习题5-1

1.下列方程是否是微分方程? 并指出微分方程的阶数.
(1)x3y″+5xy=sinx; (2)(x2-y2)dx+(x2+y2)dy=0;
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(3)ey+sinx·y=2x+1; (4)y‴-2x(y′)2+x=0;

(5)d2y
dx2+3xdy

dx+y=2x; (6)y3y′+(y″)2-x5=0.

2.下列方程是否是微分方程的解? 并指出是通解还是特解.

(1)xy′lnx+y=0,y= C
lnx

; (2)y″=y2+x2,y=1
x

;

(3)y″-3y′+2y=0,y=ex+2e2x; (4)y′2+y2-1=0,y=sin(x+C).
3.验证函数y=C1sin(ωx+C2)(C为任意常数),是微分方程y″+ω2y=0的通解.
4.验证由方程x2-xy+y2=C(C 为任意常数)确定的函数,是微分方程(x-2y)

y′=2x-y的通解,并求满足条件y|x=1=2的特解.

5.验证函数y=ex∫
x

0
et2dt+Cex(C为任意常数),是微分方程y′-y=ex+x2

的通解.

6.已知曲线y=f(x)在点P(x,y)处的切线斜率等于该点横坐标的平方的一半,且
曲线过点(1,1),求曲线方程.

5.2　可变量分离的微分方程

对于一般的微分方程,要求它的解是很困难的,即使是一阶微分方程y′=f(x,y),它
的解也是难于求解的,我们在这里只介绍几种简单的微分方程的解法.另外,我们总是假

设下面的积分等运算总是有意义的.

5.2.1　可分离变量的微分方程

可变量分离的微分方程是最简单也是最基本的一阶微分方程,这类方程的解法是求

解其他一阶微分方程的基础.
我们把形如

dy
dx=f(x)g(y) (5-11)

的方程,称为可变量分离的微分方程,其中f(x)和g(y)分别是x,y的连续函数.显而易

见,方程的特点是dy
dx

可表示为变量x 的函数f(x)和变量y的函数g(y)的乘积.

这类方程是容易求解的.求解的一般步骤是:
第一步　分离变量

当g(y)≠0时,方程总可以变形为

1
g(y)dy=f(x)dx

　　第二步　两边同时积分

当f(x)与 1
g(y)可积时,方程两边同时积分,可得到

∫1
g(y)dy=∫f(x)dx

　　由此得到方程的通解
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G(y)=F(x)+C

通常我们称这种形式的通解为隐式通解,其中G(y)=∫1
g(y)dy,F(x)=∫f(x)dx.要注

意的是,方程两边同时积分时,左边是对变量y积分,右边是对变量x积分.
我们可以验证一下,若方程的解为y=Φ(x),且满足G(y)=F(x)+C,则由隐函数求

导法则可知,

1
g(y)·y′=f(x)

即

y′=f(x)g(y)

　　由此可见,隐函数G(y)=F(x)+C是微分方程dy
dx=f(x)g(y)的通解.

例5.2.1　求微分方程dy
dx=e-xy 的通解.

解　当y≠0时,将方程分离变量可得

1
y

dy=e-xdx

两端积分,得

∫1
y

dy=∫e-xdx

ln|y|=-e-x +C1

从而 y=±e-e-x+C1=±eC1·e-e-x
=C2e-e-x

其中C2=±eC1是不为零的任意常数.因为y=0也是方程的解,这时只要C2 等于零即可.
因此方程的通解可表示为

y=Ce-e-x 　(C为任意常数)

　　例5.2.2　求微分方程(1+x2)xydy-(1+y2)dx=0的通解.
解　方程变形为:

dy
dx= 1+y2

(1+x2)xy
将方程分离变量可得

y
1+y2dy= 1

(1+x2)xdx

两端分别积分,

∫ y
1+y2dy=∫ 1

(1+x2)xdx

1
2ln(1+y2)=∫ 1

(1+x2)xdx

又　∫ 1
(1+x2)xdx= 1

2∫ 2x
(1+x2)x2dx= 1

2∫ 1
(1+x2)x2dx2 = 1

2∫ 1
1+x2 - 1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx2

=1
2ln x2

1+x2+1
2lnC
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故有

1
2ln(1+y2)= 1

2ln x2

1+x2 +1
2lnC

整理可得

1+y2 =C x2

1+x2

于是微分方程的通解为

(1+y2)(1+x2)
x2 =C　(C为任意常数)

　　例5.2.3　求微分方程dy
dx=1-x2+y2-x2y2 满足初始条件y(0)=0的特解.

解　方程变形为:

dy
dx= (1-x2)(1+y2)

将方程分离变量,两边积分可得

∫ 1
1+y2dy=∫(1-x2)dx

方程的通解为 arctany=x-1
3x3+C

将初始条件x=0,y=0代入,可得C=0
因此,所求方程的特解为

arctany=x-1
3x3

5.2.2　齐次微分方程

有些微分方程虽不能分离变量,但是我们可以通过适当的变量代换,将其化为可变量

分离的微分方程.
形如

dy
dx=φ

yæ

è
ç

ö

ø
÷

x
(5-12)

的一阶微分方程称为齐次微分方程,简称齐次方程.

例如,方程dy
dx=y2-2xy

x2 是齐次方程,这是因为等式右边分子、分母同除以x2,原式

可化为dy
dx= yæ

è
ç

ö

ø
÷

x
2

-2y
x.

对于齐次方程(5-12),总可以利用变量代换

u= y
x

(5-13)

的方法将它化为可分离变量的微分方程.注意,这里u=u(x),是x的未知函数.
由式(5-13)可得,y=ux,此时,

dy
dx=u+xdu

dx
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将其代入式(5-12)得,

u+xdu
dx=φ(u)

即

du
dx=φ(u)-u

x
分离变量,得到

du
φ(u)-u=dx

x
两边同时积分,得

∫ 1
φ(u)-udu=∫1

xdx

即

∫ 1
φ(u)-udu=ln|x|+C

将左边的积分求出后,再将u=y
x

代入,就得到方程的通解.

例5.2.4　求微分方程dy
dx=y

x+coty
x

的通解.

解　令u=y
x

,则

y=ux,　 且 　dy
dx=u+xdu

dx
代入方程可得

u+xdu
dx=u+cotu,　 即 　xdu

dx=cotu

分离变量,并两边积分可得

∫tanudu=∫1
xdx

即

-ln|cosu|=ln|x|-ln|C|=ln x
C

所以

1
cosu= x

C
,　 即xcosu=C

将u=y
x

代入,就得到方程的通解

xcosy
x ==C

　　例5.2.5　求微分方程(x3+y3)dx-3xy2dy=0满足初始条件y(1)=1的特解.
解　方程可以化为

dy
dx=x3+y3

3xy2 =
1+ yæ

è
ç

ö

ø
÷

x
3

3 yæ

è
ç

ö

ø
÷

x
2
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该方程为齐次方程,令u=y
x

,则

y=ux,　 且 　dy
dx=u+xdu

dx
代入方程可得

u+xdu
dx=1+u3

3u2

即 xdu
dx=1+u3

3u2 -u=1-2u3

3u2

分离变量,并两边积分可得

∫ 3u2

1-2u3du=∫1
xdx

即

-1
2ln|1-2u3|=ln|x|-1

2ln|C|=-1
2ln C

x2

整理得

1-2u3 = C
x2,　 即 　x2(1-2u3)=C

将u=y
x

代入,就得到方程的通解

x2-2y3

x =C,　 即 　x3-2y3 =Cx

把初始条件y(1)=1代入,可得C=-1
因此所求的特解为

x3-2y3+x=0

∗5.2.3　可化为齐次方程的微分方程

我们知道,方程dy
dx=ax+by

cx+dy
显然是齐次方程,但对方程dy

dx=ax+by+e
cx+dy+f

(其中ad-

bc≠0)来说,不是齐次方程.我们可以通过一个变量代换将它化为齐次方程的形式.
具体做法是:令

x=u+h,　y=v+g
其中h,g是待定的常数.于是

dx=du,　dy=dv
从而原方程可化为

dv
du=dy

dx=au+bv+ah+bg+e
cu+dv+ch+dg+f

由于方程组

ah+bg+e=0
　
ch+dg+f={ 0

中,ad-bc≠0,因此可确定唯一的h,g的值,这时原方程化为齐次方程
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dv
du=au+bv

cu+dv

　　例5.2.6　求微分方程dy
dx=x-y+3

x+y-1
的通解.

解　令x=u+h,y=v+g,则有

dx=du,　dy=dv
代入方程,可得

dv
du=u+h-v-g+3

u+h+v+g-1=u-v+h-g+3
u+v+h+g-1

令
h+g-1=0
　
h-g{ +3=0

,解此方程得h=-1,g=2.

这时原方程化为齐次方程

dv
du=u-v

u+v=
1-v

u
1+v

u

再令w=v
u

,则dv
du=w+udw

du
,代入方程,得

w+udw
du =1-w

1+w

即 udw
du=1-2w-w2

1+w
分离变量,得到

1+w
1-2w-w2dw = 1

udu

两边同时积分,得

-1
2ln|1-2w-w2|=ln|u|-1

2ln|C1|,　(C1 是任意常数)

即 u2(w2+2w-1)=C1

再将w=v
u=y-2

x+1
,代入上式,即得方程的通解为

y2-x2+2xy-6x-2y=C,　(C是任意常数)

　　要注意的是,若a
c=b

d ≠e
f

,则方程组
ah+bg+e=0
　
ch+dg+f{ =0

无解.这时需要用另外的方法

来求解.

例5.2.7　求微分方程dy
dx=4x+6y+4

2x+3y+6
的通解.

解　原方程可以化为

dy
dx=2- 8

2x+3y+6

令u=2x+3y,则du=2dx+3dy,即1
3

du
dx

æ

è
ç

ö

ø
÷-2 =dy

dx
,代入方程,得到
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1
3

du
dx-æ

è
ç

ö

ø
÷2 =2- 8

u+6

即 du
dx=2+6u+12

u+6
分离变量,得到

u+6
u+3du=8dx

两边同时积分,得到

u+3ln|u+3|=8x+C
再将u=2x+3y代入上式,即得到方程的通解为

-6x+3y+3ln|2x+3y+3|=C

习题5-2

1.求下列微分方程的通解.
(1)xy′-ylny=0; (2)(1+x)dy+(1-y)dx=0;
(3)y′=ey-1; (4)y′-xy′=2(y2+y′);
(5)(ex+y-ex)dy+(ex+y+ey)dx=0; (6)cosxsinydy+sinxcosydx=0;

(7)y2+x2y′=xyy′; (8) x-ycosyæ

è
ç

ö

ø
÷

x dx+xcosy
xdy=0;

(9)x(lnx-lny)dy-ydx=0; (10)xy′-y- y2-x2 =0.
2.求下列微分方程满足所给初始条件的特解.
(1)y′=3(x-1)2(1+y2),y|x=0=1; (2)ydx+(x2-4x)dy=0,y|x=1=1;

(3)(1+e-x)sinydy+cosydx=0,y|x=0=π
4

;

(4)y′=x
y +y

x
,y|x=0=1.

∗3.将下列微分方程化为齐次方程并求其通解.

(1)dy
dx=2x+y-4

1-x-y
;　　　　　(2)(2x-5y+3)dx-(2x+4y-6)dy=0.

4.一曲线通过点(2,3),它在两坐标轴间的任意切线段均被切点所平分,求此曲线

方程.

5.3　一阶线性微分方程

5.3.1　一阶线性微分方程

　　形如

dy
dx+P(x)y=Q(x) (5-14)

的微分方程,称为一阶线性微分方程.这是因为方程中未知函数y及其导数都是一次的.
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如果Q(x)≠0,则方程(5-14)为非齐次线性的微分方程;若Q(x)=0,则称方程(5-14)

dy
dx+P(x)y=0 (5-15)

我们称它为对应于非齐次线性微分方程(5-14)的齐次线性微分方程.方程(5-14)与方程

(5-15)有密切的联系,为了求解方程(5-14),我们先来求解方程(5-15).
一阶线性齐次微分方程(5-15)是可分离变量的微分方程.分离变量,得

1
y

dy=-P(x)dx

两边积分,得

ln|y|=-∫P(x)dx+C1

整理得 y=Ce-∫P(x)dx　(其中C=±eC1)
这是齐次方程(5-15)的通解.下面将利用这个解来求非齐次微分方程的解.我们采

用的方法称为常数变易法.用待定函数C(x)来代替任意常数C,即设函数

y=C(x)e-∫P(x)dx (5-16)
是非齐次方程(5-14)的解.

则有 y′=C′(x)e-∫P(x)dx
-C(x)e-∫P(x)dxP(x)

把y和y′代入非齐次方程(5-14),得

C′(x)e-∫p(x)dx -C(x)e-∫P(x)dx
p(x)+P(x)C(x)e-∫P(x)dx

=Q(x)

即 C′(x)e-∫P(x)dx
=Q(x)

所以 C′(x)=Q(x)e∫P(x)dx

两边积分,得

C(x)=∫Q(x)e∫p(x)dxdx+C

把求得的C(x)的表示式代入式(5-16)中,即可求得非齐次线性微分方程(5-14)的通解为

y=∫Q(x)e∫P(x)dx
dx+( )C e-∫P(x)dx (5-17)

即 y=Ce-∫P(x)dx
+e-∫P(x)dx∫Q(x)e∫P(x)dx

dx

其中第一项y=Ce-∫P(x)dx 是非齐次方程(5-14)对应的齐次方程(5-15)的通解,第二项是

式(5-17)中当C=0时的结果,因此为非齐次方程(5-14)的一个特解.由此可得,非齐次

线性方程(5-14)的通解可以表示为对应的齐次方程的通解加上此方程的一个特解.这一

结论对于高阶非齐次线性微分方程同样成立.

例5.3.1　求微分方程dy
dx-y

x=ln2x的通解.

解　该方程为一阶非齐次线性微分方程,我们可以利用常数变易法,也可以直接套用

通解公式两种求解.
方法1　常数变易法

先求原方程对应的齐次微分方程
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dy
dx-y

x =0

的通解.分离变量,得
1
y

dy= 1
xdx

两边积分,得

ln|y|=ln|x|+ln|C|=ln|Cx|
所以,对应齐次方程的通解为

y=Cx　(其中C为任意常数)
应用常数变易法,设

y=C(x)·x　(这里C(x)是待定函数)
是原方程的通解,则有

y′=C′(x)x+C(x)
代入原方程,得

C′(x)x+C(x)-1
xC(x)x=ln2x

即 C′(x)=ln2x
x

从而 C(x)=∫C′(x)dx=∫ln2x
x dx= 1

3ln3x+C

把C(x)代入y=C(x)·x,即得原方程的通解为

y= 1
3ln3x+æ

è
ç

ö

ø
÷Cx　(其中C为任意常数)

　　方法2　直接代入通解公式

设P(x)=-1
x

,Q(x)=ln2x,则原方程的通解为

y=∫Q(x)e∫P(x)dx
dx+( )C e-∫P(x)dx

=∫ln2x·e∫-1
xdxdx+( )C e-∫-1

xdx =∫ln2x·1
xdx+æ

è
ç

ö

ø
÷C ·x

= 1
3ln3x+æ

è
ç

ö

ø
÷Cx

　　例5.3.2　求微分方程dy
dx+2-x

x2 y=1
x

的通解.

解　该方程为一阶非齐次线性微分方程,代入通解公式即可.

设P(x)=2-x
x2 ,Q(x)=1

x
,

于是 ∫P(x)dx=∫2-x
x2 dx=-2

x -lnx

从而 e∫P(x)dx =e-2
x-lnx = 1

xe-2
x

且可得-∫P(x)dx= 2
x +lnx,从而e-∫P(x)dx =xe

2
x
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则原方程的通解为

y=∫Q(x)e∫P(x)dx
dx+( )C e-∫P(x)dx

=∫1
x

·1
xe-2

xdx+æ

è
ç

ö

ø
÷Cxe

2
x =∫1

x2·e-2
xdx+æ

è
ç

ö

ø
÷Cxe

2
x

= 1
2e-2

x +æ

è
ç

ö

ø
÷Cxe

2
x = 1

2x+Cxe
2
x

　　例5.3.3　求微分方程dy
dx= y

yey-x
满足条件y(2)=1的特解.

解　该方程不是关于y的一阶非齐次线性微分方程.但如果把y 看做自变量,把x
看做未知函数,则方程为关于x的一阶非齐次线性微分方程.原方程可化为:

dx
dy=yey -x

y

整理,即 dx
dy+1

yx=ey

设 P(y)=1
y

,　Q(y)=ey,

于是,方程的通解为

x=∫Q(y)e∫P(y)dydy+( )C e-∫P(y)dy

=∫ey·e∫1
ydydy+( )C e-∫1

ydy =∫ey·ydy+( )C 1
y

=(yey -ey +C)1
y

把初始条件x=2,y=1代入,可得C=2,因此,方程的特解为

x= (yey -ey +2)1
y

,　 即 　xy-yey +ey =2

　　例5.3.4　求一曲线方程,该曲线过点(0,2),且在点(x,y)处的切线斜率等于该点的

横坐标与纵坐标之和.
解　设所求曲线方程为y=y(x),由题意可知

dy
dx=x+y

y(0)=
{

2
这是一个一阶非齐次线性微分方程的初值问题.

设 P(x)=-1,　Q(x)=x,
则原方程的通解为

y=∫Q(x)e∫P(x)dx
dx+( )C e-∫P(x)dx

=∫xe∫-1dxdx+( )C e-∫-1dx =∫xe-xdx+( )C ex

=(-xe-x -e-x +C)ex =-x-1+Cex

把初始条件x=0,y=2代入,可得C=3,因此,所求曲线方程为

y=-x-1+3ex
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5.3.2　伯努利方程

形如

dy
dx+P(x)y=Q(x)yn　(n≠0,1) (5-18)

的方程称为伯努利(Bernoulli)方程.当n=0时,它是非齐次线性微分方程;当n=1时,
它是可变量分离的微分方程;当n≠0,1时,该方程不是线性方程,但是可以通过变量代

换的方法将其化为线性方程.当y≠0时,方程两边同时除以yn,有

y-ndy
dx+P(x)y1-n =Q(x)

　　若我们引入变量

z=y1-n

则 dz
dx=(1-n)y-ndy

dx
,

所以上面的方程变为

1
1-n

dz
dx+P(x)z=Q(x)

即

dz
dx+(1-n)P(x)z= (1-n)Q(x)

　　这是一个一阶非齐次线性的微分方程.解此方程后,将z=y1-n代入,就可以得到原

方程的解.

例5.3.5　求微分方程dy
dx+y=exy3 的通解.

解　该方程为伯努利方程,方程两边同时除以y3,有

y-3dy
dx+y-2 =ex

令z=y-2,则dz
dx=-2y-3dy

dx
,方程化为

dz
dx-2z=-2ex

利用一阶非齐次线性方程的通解公式,可求得上面方程的通解为

z=∫-2exe∫-2dxdx+( )C e-∫-2dx

=(2e-x +C)e2x =2ex +Ce2x

把z=y-2代入,因此原方程的通解为

y-2 =2ex +Ce2x,　 即 　(2ex +Ce2x)y2 =1

习题5-3

1.求下列微分方程的通解.
(1)xy′+y=xex; (2)y′-ycotx=2xsinx;
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(3)y′- 2y
x+1=(x+1)5

2 ; (4)dy
dx+2xy=2xe-x2;

(5)xy′lnx+y=ax(lnx+1); (6)y′+ycotx=ecosx;

(7)y′+y
x=(lnx)y2; (8)dy

dx+xy-x3y3=0;

(9)x2y′+xy=y2; (10)2xy3y′+x4-y4=0.
2.求下列微分方程满足所给初始条件的特解.

(1)dy
dx+2-3x2

x3 y=1,y|x=1=0; (2)dy
dx+ytanx=sin2x,y|x=0=1;

(3)ylnydx+(x-lny)dy=0,y|x=1=e; (4)y′+y=y2(cosx-sinx),y|x=0=1.
3.求一曲线方程,该曲线过点(0,2),并且它在点(x,y)处的切线斜率等于横坐标与

纵坐标之和.
4.设函数f(x)可微,且满足

∫
x

0
[2f(t)-1]dt=f(x)-1

求f(x).

5.4　可降阶的高阶微分方程

高阶微分方程是指二阶及二阶以上的微分方程.对于一般的高阶微分方程没有普遍

适用的求解方法,但是对于特殊类型的高阶方程,我们可以通过适当的变量代换将其化为

低阶微分方程,因为一般来说,低阶方程的求解要比高阶方程容易.本节我们仅就三种容

易降阶的高阶微分方程的求解方法展开讨论.

5.4.1　y(n)=f(x)型的微分方程

这类方程的特点是方程中仅含有y(n)项,不含y及y 的其他阶导数,且y(n)可以用x
的函数表示.对方程两边分别积分,就可得

y(n-1)=∫f(x)dx+C1

这是n-1阶微分方程.再次两边分别积分,可得

y(n-2)=∫∫f(x)dx+C[ ]1 dx+C2

这是n-2阶微分方程.类此方法进行,连续积分n次,就可以得到该方程的含有n个任意

常数的通解.
例5.4.1　求微分方程y‴=x2+e-x的通解.
解　方程两边连续积分3次,得

y″= 1
3x3-e-x +C1

y′= 1
12x

4+e-x +C1x+C2
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y= 1
60x

5-e-x +C1

2x2+C2x+C3

这就是原方程的通解.

例5.4.2　求微分方程y″=xsinx满足条件y πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =1,y′ πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =2的特解.

解　方程两边积分,得

y′=∫xsinxdx=-xcosx+sinx+C1

由y′ πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =2,可求得C1=1,即

y′=-xcosx+sinx+1
两边再次积分,得

y=∫(-xcosx+sinx+1)dx+C2

=-xsinx-2cosx+x+C2

由y πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =1,可求得C2=1,则原方程所求特解为

y=-xsinx-2cosx+x+1

5.4.2　y″=f(x,y′)型的微分方程

这类方程的特点是方程中不含有未知函数y.为了降低方程的阶数,我们可作变量代

换,令y′=p(x),则有y″=p′(x)=dp
dx

,代入方程,得

p′=f(x,p)
这时方程变为以p(x)为未知函数的一阶的微分方程,设其通解为

p=φ(x,C1)
再把y′=p(x)代入,得方程

y′=φ(x,C1)
对该方程进行积分,就可以得到原方程的通解

y=∫φ(x,C1)dx+C2

　　例5.4.3　求微分方程y″=1
xy′+xex 的通解.

解　所给方程式y″=f(x,y′)型.令y′=p(x),则有

y″=p′(x)=dp
dx

代入方程,得

p′= 1
xp+xex

即 p′-1
xp=xex

这是关于x,p的一阶非齐次线性微分方程,可求得通解
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p(x)=∫xexe-∫1
xdxdx+C[ ]1 e∫1

xdx =xex +C1x

从而 y′=xex+C1x
两边积分,可得原方程的通解为

y= (x-1)ex +C1

2x2+C2

　　例5.4.4　求微分方程y″= 3x2

1+x3y′满足条件y(0)=1,y′(0)=2的特解.

解　令y′=p(x),则有y″=p′(x)=dp
dx

,代入方程,得

p′= 3x2

1+x3p

分离变量,并两边积分,得

∫1
p

dp=∫3x2

1+x3dx

ln|p|=ln|1+x3|+ln|C1|
因此 p=C1(1+x3)
即 y′=C1(1+x3)
又y′(0)=2,可得C1=2,因此y′=2(1+x3)

两边积分,得 y=2x+1
2x4+C2

又y(0)=1,可得C2=1,因此所求特解为

y=2x+1
2x4+1

5.4.3　y″=f(y,y′)型的微分方程

这类方程的特点是方程中不显含自变量x.解此方程时,为达到降阶的目的,仍令

y′=p(注意,与前一种类型不同的是,这里的p 是变量y 的函数,即p=p(y)).对于y″,
利用复合函数求导法则,有:

y″=dp
dx=dp

dy
·dy

dx=pdp
dy

这样方程就变形为

pdp
dy=f(y,p)

这是关于变量y,p的一阶微分方程.设其通解为

y′=p=φ(y,C1)
此方程可采用分离变量法求解.分离变量并两边进行积分,就可以得到原方程的通解

∫ 1
φ(y,C1)

dy=x+C2

　　例5.4.5　求微分方程y″+(y′)2=0的通解.

解　令y′=p(y),则有y″=dp
dx=dp

dy
·dy

dx=pdp
dy

,代入方程,得
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pdp
dy+p2 =0,　 即dp

dy=-p

分离变量,并两边积分,得

∫1
p

dp=∫-dy

因此 p=C1e-y

即 y′=C1e-y

分离变量,再次积分,得

∫eydy=∫C1dx

ey =C1x+C2

即为原方程的通解.

习题5-4

1.求下列微分方程的通解.
(1)y‴=sin2x+1; (2)y″=xex;

(3)y″+ 1-(y′)2 =0; (4)xy″+y′=0;
(5)x2y″+xy′=1; (6)(1+x2)y″=2xy′;
(7)y″=(y′)3+y′; (8)2yy″=(y′)2+1;

(9)y″+ 2
1-y

(y′)2=0; (10)yy″-y2=0.

2.求下列微分方程满足所给初始条件的特解.
(1)y″=e3x-sinx,y|x=0=0,y′|x=0=1; 　(2)xy″+y′=x2,y|x=1=2,y′|x=1=1;

(3)x3d2y
dx2- dy

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2

=0,y|x=1=2,y′|x=1=1;　(4)y″=e2y,y|x=0=0,y′|x=0=1;

(5)yy″=2(y′2-y′),y|x=0=1,y′|x=0=2;　(6)y″=y-3,y|x=0=1,y′|x=0=1.

5.5　线性微分方程解的结构

所谓线性微分方程,是指方程中未知函数y 及其各阶导数y′,y″,…,y(n)都是一次

的.我们将形如

y(n)+a1(x)y(n-1)+a2(x)y(n-2)+…+an-1(x)y′+an(x)y=f(x) (5-19)
的方程称为n阶线性微分方程.其中a1(x),a2(x),…,an(x),f(x)均为定义在区间I上

的连续函数.
当f(x)≠0时,称方程(5-19)为非齐次线性微分方程;当f(x)≡0时,方程(5-19)

变为

y(n)+a1(x)y(n-1)+a2(x)y(n-2)+…+an-1(x)y′+an(x)y=0 (5-20)
称为对应于非齐次线性微分方程(5-19)的齐次线性微分方程.

本节中我们讨论二阶非齐次线性微分方程

y″+P(x)y′+Q(x)y=f(x) (5-21)
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及对应的齐次线性微分方程

y″+P(x)y′+Q(x)y=0 (5-22)
的解的结构.

5.5.1　二阶齐次线性微分方程解的结构

定理5.5.1　若函数y=y1(x)和y=y2(x)都是二阶齐次线性方程(5-22)的解,则对

任意常数C1,C2,

y=C1y1(x)+C2y2(x) (5-23)
也是方程(5-22)的解.

证明　由于y=y1(x)和y=y2(x)都是方程(5-22)的解,所以

y″1+P(x)y′1+Q(x)y1 =0
y″2+P(x)y′2+Q(x)y2 =0

把y=C1y1(x)+C2y2(x)代入方程(5-22)左端,得

　[C1y1(x)+C2y2(x)]″+P(x)[C1y1(x)+C2y2(x)]′+Q(x)[C1y1(x)+C2y2(x)]

=C1y″1(x)+C2y″2(x)+P(x)C1y′1(x)+P(x)C2y′2(x)+Q(x)C1y1(x)+Q(x)C2y2(x)

=C1[y″1(x)+P(x)y′1(x)+Q(x)y1(x)]+C2[y″2(x)+P(x)y′2(x)+Q(x)y2(x)]

=0
因此y=C1y1(x)+C2y2(x)是方程(5-22)的解.

该定理说明齐次线性方程(5-22)的解的任意线性组合,仍是方程的解,即齐次线性

方程的解具有叠加性.
从形式上看,解(5-23)中含有两个任意常数,但它未必是方程(5-22)的通解.这是因

为,如果y2(x)=ky1(x),则

y=C1y1(x)+C2ky1(x)= (C1+C2k)y1(x)

=Cy1(x)　(其中C=C1+C2k)
这时解中仅含有一个任意常数,因此它不是方程(5-22)的通解.

为表示方程(5-22)的通解,我们引入函数的线性相关与线性无关的概念.
定义5.5.1　设y1(x),y2(x),…,yn(x)为定义在区间I上的n 个函数,如果存在n

个不全为零的常数k1,k2,…,kn,使得在区间I内恒有

k1y1(x)+k2y2(x)+…+knyn(x)=0
成立,那么称这n个函数y1(x),y2(x),…,yn(x)在区间I上线性相关;否则称为线性

无关.
例如,函数1,cos2x,cos2x是线性相关的.因为当k1=1,k2=-2,k3=1时,恒有

1-2cos2x+cos2x=0
成立;又如,函数1,x,x2 在任意区间I上线性无关的.因为如果k1,k2,k3 不全为零,那么

在区间I上至多只有两个x 值能使得二次三项式

k1+k2x+k3x2

为零;要想使得它恒等于零,必须k1,k2,k3 全为零.
从上述定义不难得出两个函数相关还是无关的判定.设y1(x),y2(x)为定义在区间I
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上的两个函数,若存在常数k,恒有

y1(x)=ky2(x),　 或 　y1(x)
y2(x)=k

则称y1(x),y2(x)在区间I上线性相关;否则称线性无关.
定理5.5.2　若函数y=y1(x)和y=y2(x)是二阶齐次线性方程(5-22)的两个线性

无关的特解,则

y=C1y1(x)+C2y2(x)　(C1,C2 为任意常数)
就是方程(5-22)的通解.

证明　由定理5.5.1可知,y=C1y1(x)+C2y2(x)是方程(5-22)的解,且由于y=
y1(x)和y=y2(x)线性无关,所以

y1(x)
y2(x)≠ 常数

因此C1,C2 不能合并成为一个任意常数,即y=C1y1(x)+C2y2(x)中确实含有两个相互

独立的任意常数,所以

y=C1y1(x)+C2y2(x)
就是方程(5-22)的通解.

例5.5.1　证明y=C1ex+C2e3x是二阶齐次线性方程y″-4y′+3y=0的通解.
证明　令y1(x)=ex,则y′1(x)=ex,y″1(x)=ex,因此有

y″1-4y′1+3y1 =0
即y1(x)=ex 是方程y″-4y′+3y=0的解.同理,y2(x)=e3x也是方程y″-4y′+3y=0
的解.

又 y1(x)
y2(x)=

ex

e3x=e-2x≠常数

因此ex,e3x线性无关,由定理5.5.2可知,

y=C1ex +C2e3x

是二阶齐次线性方程y″-4y′+3y=0的通解.

5.5.2　二阶非齐次线性微分方程解的结构

在5.3节中我们讨论了一阶非齐次线性微分方程

dy
dx+P(x)y=Q(x)

的通解 y=e-∫P(x)dx∫Q(x)e∫P(x)dx
dx+Ce-∫P(x)dx

是由两部分组成的:一部分是非齐次方程本身的一个特解;另一部分是对应的齐次方程

的通解.实际上,不仅一阶非齐次线性微分方程的通解具有这样的结构,二阶非齐次线性

微分方程的通解也有同样的结构.
定理5.5.3　设y∗ 是二阶非齐次线性方程(5-21)的一个特解,Y 是对应的齐次线性

方程(5-22)的通解,则

y=y∗ +Y
就是非齐次线性方程(5-21)的通解.
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证明　先证明y=y∗ +Y 是方程(5-21)的解.
由已知条件可知

(y∗ )″+P(x)(y∗ )′+Q(x)(y∗ )=f(x)

Y″+P(x)Y′+Q(x)Y =0
因此　　　　　　　(y∗ +Y)″+P(x)(y∗ +Y)′+Q(x)(y∗ +Y)

=(y∗ )″+Y″+P(x)(y∗ )′+P(x)Y′+Q(x)(y∗ )+Q(x)Y
=f(x)+0
=f(x)

这说明y=y∗ +Y 是方程(5-21)的解.
又因为Y 是二阶齐次线性方程(5-22)的通解,所以Y 中含有两个相互独立的任意常

数,因此,y=y∗ +Y 中也含有两个相互独立的任意常数,所以y=y∗ +Y 就是非齐次线

性方程(5-21)的通解.
定理5.5.4　设函数y=y1(x)和y=y2(x)均为二阶非齐次线性方程(5-21)的两个

解,那么

y=y1(x)-y2(x)
是对应的齐次线性方程(5-22)的解.

证明　由于y=y1(x)和y=y2(x)都是方程(5-21)的解,所以

y″1+P(x)y′1+Q(x)y1 =f(x)

y″2+P(x)y′2+Q(x)y2 =f(x)
把y=y1(x)-y2(x)代入方程(5-22)左端,得

　[y1(x)-y2(x)]″+P(x)[y1(x)-y2(x)]′+Q(x)[y1(x)-y2(x)]

=y″1(x)-y″2(x)+P(x)y′1(x)-P(x)y′2(x)+Q(x)y1(x)-Q(x)y2(x)

= [y″1(x)+P(x)y′1(x)+Q(x)y1(x)]-[y″2(x)+P(x)y′2(x)+Q(x)y2(x)]

=f(x)-f(x)=0
这说明y=y1(x)-y2(x)是对应的齐次线性方程(5-22)的解.

例5.5.2　已知微分方程y″+P(x)y′+Q(x)y=f(x)有三个解:

y1(x)=x,　y2(x)=ex,　y3(x)=e2x

求微分方程y″+P(x)y′+Q(x)y=0的通解.
解　由定理5.5.4可知,y1(x)-y2(x),y2(x)-y3(x)是对应的齐次线性方程的解.

又因为

y1(x)-y2(x)
y2(x)-y3(x)= x-ex

ex -e2x ≠ 常数

因此y1(x)-y2(x),y2(x)-y3(x)线性无关,由定理5.5.2得,微分方程y″+P(x)y′+
Q(x)y=0的通解可表示为

y=C1(x-ex)+C2(ex -e2x)

　　定理5.5.5　设y∗
1 (x)和y∗

2 (x)分别是方程

y″+P(x)y′+Q(x)y=f(x)
与

y″+P(x)y′+Q(x)y=g(x)
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的特解,则y∗
1 (x)+y∗

2 (x)是方程

y″+P(x)y′+Q(x)y=f(x)+g(x) (5-24)
的特解.

证明　把y=y∗
1 (x)+y∗

2 (x)代入方程(5-24)左端

　[y∗
1 (x)+y∗

2 (x)]″+P(x)[y∗
1 (x)+y∗

2 (x)]′+Q(x)[y∗
1 (x)+y∗

2 (x)]

= [(y∗
1 )″+P(x)(y∗

1 )′+Q(x)(y∗
1 )]+[(y∗

2 )″+P(x)(y∗
2 )′+Q(x)(y∗

2 )]

=f(x)+g(x)
因此,y=y∗

1 (x)+y∗
2 (x)是方程(5-24)的特解.

这一定理通常称为非齐次线性微分方程的解的叠加原理.

习题5-5

1.判别下列函数组在定义区间上是线性相关还是线性无关.
(1)e-x,ex; (2)sinx,sin2x;

(3)ln x,lnx2; (4)x,xsinx;
(5)e3x,2e3x; (6)x,ln2x.
2.验证函数y1=e-2x,y2=e2x都是微分方程y″-4y=0的解,并写出该方程的通解.

3.已知方程y″-4xy′+(4x2-2)y=0的两个特解为y1=ex2,y2=xex2,试求该方程

满足初始条件y(0)=0,y′(0)=2的特解.

4.验证函数y=C1e-x+C2e3x-x+1
3

(C1,C2 是任意常数)是微分方程y″-2y′-3y=

3x+1的通解.

5.验证函数y=C1cosax+C2sinax+ ex

1+a2(C1,C2 是任意常数)是微分方程y″+a2y=

ex 的通解.
6.已知二阶非齐次线性方程y″+P(x)y′+Q(x)y=f(x)的3个特解分别为

y1 =-x2+x-1,　y2 =-x2-1+3ex,　y3 =-x2+2x-1-ex

求该方程的通解,并求该方程满足条件y(0)=0,y′(0)=0的特解.

5.6　二阶常系数线性微分方程

对于一般的线性微分方程,方程的解不仅没有规律性,甚至有些方程不可求解.但是

有一类特殊的线性微分方程,即常系数线性微分方程,其求解具有较强的规律性.
形如

y″+py′+qy =f(x) (5-25)
的微分方程称为二阶常系数线性微分方程.其中p,q是确定常数,f(x)是定义在某个区

间I上的连续函数.
当f(x)≠0时,称方程(5-25)为二阶常系数非齐次线性微分方程;当f(x)≡0时,

方程(5-25)变为

y″+py′+qy =0 (5-26)
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称为对应于非齐次线性微分方程(5-25)的二阶常系数齐次线性微分方程.

5.6.1　二阶常系数齐次线性微分方程

根据定理5.5.2可知,求二阶常系数齐次线性微分方程(5-26)的通解,关键在于求出

它的两个线性无关的特解y1,y2,这时方程(5-26)的通解

y=C1y1+C2y2

问题是,如何求出方程(5-26)的两个特解?
方程(5-26)中,y,y′,y″乘上常数后相加即可等于零,因此考虑y,y′,y″这三项的表示

式中关于x 的函数部分是相同的,其表示式仅仅相差常数倍.我们知道,指数函数

y=erx

y′=rerx

y″=r2erx

具有该特点.因此,我们猜想方程(5-26)的解可能是y=erx.如果能够选取适当的常数r,
使得方程(5-26)成立,即可求解方程(5-26)的解为y=erx.

把y=erx,y′=rerx,y″=r2erx代入方程(5-26),得

r2erx +prerx +qerx =0
因为erx≠0,故上式等价于关于r的一元二次方程

r2+pr+q=0 (5-27)
由此可见,只要常数r满足方程(5-27),函数y=erx就是方程(5-26)的解.因此,方程(5-26)
的求解问题转化为一元二次方程(5-27)的求根问题.我们把方程(5-27)称为微分方程

(5-26)的特征方程,并将特征方程(5-27)的根r称为微分方程(5-26)的特征根.
下面根据一元二次方程(5-27)的判别式的三种不同情况,分别给出微分方程(5-26)

的通解表示方法.
(1)当p2-4q>0时,特征方程有两个不相等的实根.不妨设为r1,r2,且r1≠r2,这时

y1 =er1x,　y2 =er2x

是微分方程(5-26)的两个解.又因为

y1

y2
=er1x

er2x =e(r1-r2)x ≠ 常数

因而,y1=er1x,y2=er2x是微分方程(5-26)的两个线性无关的解.所以,微分方程(5-26)的
通解为

y=C1er1x +C2er2x

　　(2)当p2-4q=0时,特征方程有两个相等的实根.不妨设为r1=r2=-p
2

,这时我

们仅得到微分方程(5-26)的一个特解y1=er1x.为表示方程的通解,我们还需要求出与y1

线性无关的另一解y2.

不妨设y2

y1
=u(x)≠C,即y2=er1x·u(x).可求得

y′2=er1x[u′(x)+r1u(x)]
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y″2=er1x[u″(x)+2r1u′(x)+r2
1u(x)]

代入微分方程(5-26),

er1x[u″(x)+2r1u′(x)+r2
1u(x)]+er1xp[u′(x)+r1u(x)]+er1xqu(x)=0

方程两边约去er1x,得

u″(x)+(2r1+p)u′(x)+(r2
1+pr1+q)u(x)=0

因为r1 是特征方程的二重根,

2r1+p=0,　 且r2
1+pr1+q=0

因此有 u″(x)=0
对上式两次积分得 u(x)=C1x+C2

因为我们仅需得到一个不为常数的解,所以不妨取u(x)=x.这样我们就得到微分方程

(5-26)的与y1 线性无关的另一个特解

y2 =xer1x

从而,微分方程(5-26)的通解为

y=C1er1x +C2xer1x

即 y=(C1+C2x)er1x

(3)当p2-4q<0时,特征方程有两个共轭的复数根.不妨设为r1,2=α±iβ(这里α=

-p
2

,β= 4q-p2

2
),这时我们可得到两个线性无关的复函数解

y1 =e(α+iβ)x,　y2 =e(α-iβ)x

　　为了表示方便,我们希望得到实数形式的解,根据欧拉公式

eiθ =cosθ+isinθ
有 y1=e(α+iβ)x=eαxeiβx=eαx(cosβx+isinβx)

y2=e(α-iβ)x=eαxe-iβx=eαx(cosβx-isinβx)
根据定理5.5.1,可得

y-1 = 1
2

(y1+y2)=eαxcosβx

y-2 = 1
2i

(y1-y2)=eαxsinβx

仍是微分方程(5-26)的解,且

y-1

y-2
=eαxcosβx

eαxsinβx
=tanβx ≠ 常数

因此y-1,y-2 是微分方程(5-26)的两个线性无关的解,从而方程的通解

y=C1y-1+C2y-2

=eαx(C1cosβx+C2sinβx)

　　综合上述,求二阶常系数齐次线性微分方程y″+py′+qy=0的通解,可按如下步骤

进行:首先表示出特征方程r2+pr+q=0,并求出特征根r;其次根据特征根的不同情况

按照以下三种方式分别表示通解.
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特征方程r2+pr+q=0的根 微分方程y″+py′+qy=0的通解

两个不等的实根r1,r2 y=C1er1x+C2er2x

两个相等的实根r1=r2 y=(C1+C2x)er1x

一对共轭复根r1,2=α±iβ y=eαx(C1cosβx+C2sinβx)

例5.6.1　求微分方程y″+3y′-4y=0的通解.
解　所求微分方程的特征方程为

r2+3r-4=0
即 (r-1)(r+4)=0
它有两个不相等的实数根r1=1,r2=-4,因此方程的通解为

y=C1ex +C2e-4x

　　例5.6.2　求微分方程y″+6y′+9y=0的通解.
解　所求微分方程的特征方程为

r2+6r+9=0
即 (r+3)2=0
它有两个相等的实数根r1=r2=-3,因此方程的通解为

y= (C1+xC2)e-3x

　　例5.6.3　求微分方程y″-6y′+10y=0的通解.
解　所求微分方程的特征方程为

r2-6r+10=0
此时 p2-4q=36-40=-4<0

它有一对共轭的复数根r1,2=6± -4
2 =3±i,因此方程的通解为

y==e3x(C1cosx+C2sinx)

　　例5.6.4　求微分方程y″+2y′+y=0满足条件y(0)=4,y′(0)=-2的特解.
解　所求微分方程的特征方程为

r2+2r+1=0
它有两个相等的实数根r1=r2=-1,因此方程的通解为

y= (C1+xC2)e-x

代入初始条件,得C1=4,C2=2
因此所求特解为 y=(4+2x)e-x

5.6.2　二阶常系数非齐次线性微分方程

我们知道,二阶常系数非齐次线性微分方程

y″+py′+qy =f(x) (5-28)
的通解等于该方程的一个特解y∗ 与对应的齐次方程的通解Y 之和.在本节5.6.1中,我
们已经介绍了二阶常系数齐次线性微分方程的通解的求解,因此对于非齐次常系数线性

微分方程,如果能够得到它的一个特解y∗ ,我们就很容易表示其通解.
这里我们应用待定系数法,对于方程(5-28)右端的f(x)具有以下两种形式时,讨论
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其特解y∗ 的求法.
•f(x)=eλxPm(x)

•f(x)=eλx[Pl(x)cosωx+Pn(x)sinωx]

1.f(x)=eλxPm(x)型

对于微分方程

y″+py′+qy =eλxPm(x) (5-29)
这里,λ 为确定常数,Pm (x)为x 的m 次多项式,即 Pm (x)=a0xm +a1xm-1 + … +
am-1x+am.

注意到,方程(5-29)的右端f(x)=eλxPm(x)为指数函数与多项式的乘积.我们知道,
只有指数函数与多项式的乘积的导数结果仍是这一形式,又因为p,q都是确定常数,因
此可以猜想方程(5-29)的特解有可能是指数函数与多项式的乘积.不妨假设方程(5-29)
的特解为:

y∗ =eλxQ(x)　(这里Q(x)为待定函数)
则有 y∗′=eλx[λQ(x)+Q′(x)]

y∗″=eλx[λ2Q(x)+2λQ′(x)+Q″(x)]
把y∗ ,y∗′,y∗″代入方程(5-29),并消去非零因子eλx得

Q″(x)+(2λ+p)Q′(x)+(λ2+pλ+q)Q(x)=Pm(x) (5-30)
上式两端都是x的m 次多项式,为求得满足(5-30)式的多项式Q(x),我们分以下三种情

况进行讨论。
(1)若λ2+pλ+q≠0,即λ不是对应的齐次方程

y″+py′+qy =0 (5-31)
的特征方程r2+pr+q=0的特征根,这时式(5-30)左端多项式的最高次m 次必定出现

在Q(x)中,即Q(x)应为m 次多项式.不妨设

Q(x)=Qm(x)=b0xm +b1xm-1+…+bm-1x+bm

其中,b0,b1,…,bm 为待定常数.代入式(5-30),比较等式两端x的同次幂的系数,可得b0,

b1,…,bm 所满足的方程组,由此求得待定常数b0,b1,…,bm,并得到方程(5-29)的一个特

解为

y∗ =eλxQm(x)

　　(2)若λ2+pλ+q=0,且2λ+p≠0,即λ是对应的齐次方程(5-31)的特征方程

r2+pr+q=0
的特征单根,这时式(5-30)左端多项式的最高次m 次必定出现在Q′(x)中.我们知道,多
项式求导后次数比原来降低一次,即Q(x)应为m+1次多项式.因此可设

Q(x)=xQm(x)
其中,Qm(x)为m 次待定多项式.代入式(5-30),采用同样方法确定Qm(x)中的待定系

数,并得到所求特解

y∗ =eλxxQm(x)

　　(3)若λ2+pλ+q=0,且2λ+p=0,即λ是对应的齐次方程(5-31)的特征方程

r2+pr+q=0
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的二重根,这时式(5-30)左端多项式的最高次m 次必定出现在Q″(x)中.因此Q(x)应为

m+2次多项式.不妨设

Q(x)=x2Qm(x)
其中,Qm(x)为m 次待定多项式.代入式(5-30),采用同样方法确定Qm(x)中的待定系

数,并得所求特解

y∗ =eλxx2Qm(x)

　　综上所述,二阶常系数非齐次线性微分方程

y″+py′+qy =eλxPm(x)
的特解

y∗ =eλxxkQm(x)
其中,Qm(x)是一个与Pm(x)同次数的多项式,且按照λ不是特征方程的根、是特征方程

的单根或是二重根,k依次取值0,1或2.
例5.6.5　求微分方程y″+2y′+y=xe2x的一个特解.
解　这是二阶常系数非齐次线性微分方程.对应齐次方程的特征方程

r2+2r+1=0
它有两个相等的实数根r1=r2=-1.
又因为在非齐次方程中函数f(x)=xe2x,为f(x)=eλxPm(x)型,且Pm(x)=x,λ=2.
由于λ=2不是特征根,故设方程的特解为

y∗ =Q(x)e2x = (ax+b)e2x

求y∗′,y∗″,代入方程,得

9ax+6a+9b=x
比较等式两端同次幂的系数,得

9a=1
　
6a+9b={ 0

由此求得 a=1
9

,　b=-2
27

因此所求的一个特解为

y∗ = 1
9x- 2æ

è
ç

ö

ø
÷

27e2x

　　例5.6.6　求微分方程y″-3y′=x2+1的通解.
解　先求对应齐次方程的通解.对应齐次方程的特征方程

r2-3r=0
它有两个相等的实数根r1=0,r2=3.
因此对应齐次方程的通解

Y =C1+C2e3x

　　再求非齐次方程的一个特解.非齐次方程中函数f(x)=x2+1,为f(x)=eλxPm(x)
型,且Pm(x)=x2+1,λ=0.
由于λ=0是特征单根,故设方程的特解为

y∗ =xQm(x)=x(ax2+bx+c)
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求y∗′,y∗″,代入方程,得

-9ax2+(6a-6b)x+2b-3c=x2+1
比较等式两端同次幂的系数,得

-9a=1
6a-6b=0
2b-3c=

ì

î

í

ïï

ïï 1

由此求得 a=-1
9

,　b=-1
9

,　c=-11
27

因此所求的一个特解为

y∗ =-1
9x3-1

9x2-11
27x

故原方程的通解

y=y∗ +Y =-1
9x3-1

9x2-11
27x+C1+C2e3x

　　例5.6.7　求微分方程y″+6y′+9y=xe-3x满足y|x=0=0,y′|x=0=1的特解.
解　求解的基本思想是先求其通解,再确定其任意常数而得.
注意到其特征方程r2+6r+9=0有二重根r=-3,所以它相应的齐次方程的通解为

Y = (C1+C2x)e-3x　(C1,C2 为常数).
令原方程的一个特解

y∗ =x2(ax+b)e-3x,

代入后比较系数得a=1
6

,b=0.故原方程通解为:

y=Y+y∗ = (C1+C2x)e-3x +1
6x3e-3x

把x=0,y=0代入,得C1=0;把x=0,y′=1代入,得C2=1.满足条件的特解为

y=xe-3x +1
6x3e-3x

2.f(x)=eλx[Pl(x)cosωx+Pn(x)sinωx]型

对于微分方程

y″+py′+qy =eλx[Pl(x)cosωx+Pn(x)sinωx] (5-32)
这里,λ,ω为确定常数,Pl(x),Pn(x)分别为x的l次和n 次多项式.

利用欧拉公式

cosθ= 1
2

(eiθ+e-iθ)

sinθ= 1
2i

(eiθ-e-iθ)

　　方程(5-32)右端可做如下整理:

f(x)=eλx[Pl(x)cosωx+Pn(x)sinωx]

=eλx[Pl(x)e
iωx +e-iωx

2 +Pn(x)e
iωx +e-iωx

2i
]
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=1
2

[Pl(x)-iPn(x)]e(λ+iω)x +1
2

[Pl(x)+iPn(x)]e(λ-iω)x

=P(x)e(λ+iω)x +■P(x)e(λ-iω)x

其中 P(x)=1
2

[Pl(x)-iPn(x)],

■P(x)=1
2

[Pl(x)+iPn(x)],

是一对互为共轭的m 次多项式.这里m=max{l,n}.
根据定理5.5.5解的叠加原理,方程y″+py′+qy=P(x)e(λ+iω)x+■P(x)e(λ-iω)x的特

解可按以下方式求得.分别求出方程

y″+py′+qy =P(x)e(λ+iω)x (5-33)
和方程 y″+py′+qy=■P(x)e(λ-iω)x (5-34)
的特解y∗

1 和y∗
2 ,则原方程的特解

y∗ =y∗
1 +y∗

2

　　利用例5.6.1所得结果,对于方程(5-33),我们可设其特解为

y∗
1 =xkQm(x)e(λ+iω)x

其中,Qm(x)是一个m 次的多项式,且按照λ±iω不是特征方程的根、是特征方程的单根,

k依次取值0或1.
注意到,方程(5-33)和方程(5-34)等号的右边互为共轭,因此可设方程(5-34)的特

解为

y∗
2 =y∗

1 =xkQm(x)e(λ-iω)x

这时原方程的特解

y∗ =xkQm(x)e(λ+iω)x +xkQm(x)e(λ-iω)x

=xkeλx[Qm(x)(cosωx+isinωx)+Qm(x)(cosωx-isinωx)]
由于括号内的两项互为共轭,相加后即无虚部,所以可以写成实函数的形式

y∗ =xkeλx[R(1)
m (x)cosωx+R(2)

m (x)sinωx)]

　　综合上述,对于二阶常系数非齐次线性微分方程

y″+py′+qy =eλx[Pl(x)cosωx+Pn(x)sinωx]
的特解可设为

y∗ =xkeλx[R(1)
m (x)cosωx+R(2)

m (x)sinωx)]
其中,R(1)

m (x),R(2)
m (x)都是m 次的多项式,这里m=max{l,n},且按照λ±iω不是特征方

程的根、是特征方程的单根,k依次取值0或1.
例5.6.8　求微分方程y″+4y=2cos2x满足y|x=0=0,y′|x=0=0的特解.
解　该方程对应的齐次方程的特征方程

r2+4=0
其特征根为一对共轭的复数根r=±2i,所以它相应的齐次方程的通解为

Y =C1cos2x+C2sin2x
原方程的右端可化为

2cos2x=1+cos2x

121第5章　常微分方程与差分方程



即原方程等价于 y″+4y=1+cos2x
根据解的叠加原理,我们需分别求方程

y″+4y=1
和方程 y″+4y=cos2x
的特解y∗

1 和y∗
2 ,则原方程的特解

y∗ =y∗
1 +y∗

2

　　(1)先求方程y″+4y=1的特解.
该方程属于y″+py′+qy=eλxPm(x)型,且Pm(x)=1,λ=0.

由于λ=0不是特征单根,故设方程的特解为

y∗
1 =A

代入方程,比较系数得

A = 1
4

即所求特解为 y∗
1 =1

4
(2)再求方程y″+4y=cos2x的特解.
该方程属于

y″+py′+qy =eλx[Pl(x)cosωx+Pn(x)sinωx]
型,其中Pl(x)=1,Pn(x)=0,且λ±iω=0±2i.
由于λ±iω=0±2i是一对共轭的特征单根,取m=max{l,n}=0,故设方程的特解为

y∗
2 =x(Bcos2x+Csin2x)

其导数为

(y∗
2 )′=2Cxcos2x-2Bxsin2x+Bcos2x+Csin2x

(y∗
2 )″=-4Bxcos2x-4Cxsin2x+4Ccos2x-4Bsin2x

代入方程,得
4Ccos2x-4Bsin2x=cos2x

比较系数得

B=0,　C= 1
4

即所求特解为 y∗
2 =1

4xsin2x

由此可得,原方程的一个特解为

y∗ =y∗
1 +y∗

2 = 1
4+1

4xsin2x

原方程的通解为

y=Y+y∗ =C1cos2x+C2sin2x+1
4+1

4xsin2x

把条件y|x=0=0,y′|x=0=0代入,可得

C1 =-1
4

C2 =
{

0
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因此,所求特解为

y=-1
4cos2x+1

4+1
4xsin2x

习题5-6

1.求下列微分方程的通解.
(1)y″+y′-2y=0; (2)16y″+8y′+y=0;

(3)y″-4y′+13y=0; (4)d2x
dt2 -6dx

dt+5x=0;

(5)y″+y=2x2-3; (6)y″+2y′-3y=2e-3x;
(7)y″+y′-2y=-4x; (8)y″-4y′+4y=(2x+1)e2x;
(9)y″+2y′-3y=4sinx; (10)y″-4y′+5y=e2x(2cosx+sinx);
(11)y″+y=xcos(2x); (12)y″-2y′=xcos2x+1.
2.求下列微分方程满足所给初始条件的特解.
(1)y″-4y′+3y=0,y(0)=6,y′(0)=10;

(2)d2s
dt2+25s=0,s(0)=2,s′(0)=5;

(3)y″-5y′+6y=xe2x,y(0)=0,y′(0)=1;
(4)y″-2y′+y=xex-ex,y(0)=y′(0)=0;
(5)y″+y-4sinx=0,y(π)=y′(π)=1;
(6)y″+4y′+4y=e2xcos2x,y(0)=0,y′(0)=1.
3.设函数f(x)连续,且满足

f(x)=ex +∫
x

0
tf(t)dt-x∫

x

0
f(t)dt

求函数f(x).

5.7　差 分 方 程

在经济与管理及其他实际问题中,许多数据都是以等间隔时间周期统计的.例如,银
行中的定期存款是按所设定的时间等间隔计息,外贸出口额按月统计,国民收入按年统

计,产品的产量按月统计,等等.这些量是变量,通常称这类变量为离散型变量.描述离散

型变量之间的关系的数学模型成为离散型模型.对于取值是离散型的经济变量,差分方程

是研究它们之间变化规律的有效方法.
本节介绍差分方程的基本概念、解的基本定理及其解法,与微分方程的基本概念、解

的基本定理及其解法非常类似,可对照微分方程的知识学习本节内容.

5.7.1　差分的概念

对离散型变量,差分是一个重要概念.下面给出差分的定义.
设自变量t取离散的等间隔整数值:t=0,±1,±2,…,yt 是t的函数,记为yt=
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f(t).显然,yt 的取值是一个序列.当自变量由t改变到t+1时,相应的函值之差称为函

数yt=f(t)在t的一阶差分,记为Δyt,即

Δyt =yt+1-yt =f(t+1)-f(t)

　　由于函数yt=f(t)的函数值是一个序列,按一阶差分的定义,差分就是序列中的相邻

两值之差.当函数yt=f(t)的一阶差分为正值时,表明序列是增加的,而且其值越大,表明

序列增大得越快;当一阶差分为负值时,表明序列是减小的.
例如:设某公司经营一种商品,第t月初的库存量是R(t),第t月调进和销出这种商

品的数量分别是P(t)和Q(t),则下月月初,即第t+1月月初的库存量R(t+1)应是

R(t+1)=R(t)+P(t)-Q(t)
若将上式写成

R(t+1)-R(t)=P(t)-Q(t)
则等式两端就是相邻两月库存量的改变量.若记

ΔR(t)=R(t+1)-R(t)
并将库存量R(t)理解为是时间t的函数,则称上式为库存量函数R(t)在t时刻(此处t以

月为单位)的差分.
按一阶差分的定义方式,我们可以定义函数的高阶差分.函数yt=f(t)在t的一阶差

分的差分,即函数在t的二阶差分,记为Δ2yt,即

Δ2yt =Δ(Δyt)=Δyt+1-Δyt = (yt+2-yt+1)-(yt+1-yt)

=yt+2-2yt+1+yt

依次定义函数yt=f(t)在t的三阶差分为

Δ3yt =Δ(Δ2yt)=Δ2yt+1-Δ2yt =Δyt+2-2Δyt+1+Δyt

=yt+3-3yt+2+3yt+1-yt

一般地,函数yt=f(t)在t的n 阶差分定义为

Δnyt =Δ(Δn-1yt)=Δn-1yt+1-Δn-1yt

=∑
n

k=0

(-1)kn(n-1)…(n-k+1)
k! yt+n-k

　　上式表明,函数yt=f(t)在t的n 阶差分是该函数的n 个函数值:yt+n,yt+n-1,…,yt

的线性组合.
例5.7.1　设yt=t2+2t-3,求Δyt,Δ2yt.
解 Δyt=yt+1-yt=[(t+1)2+2(t+1)-3]-(t2+2t-3)=2t+3

Δ2yt =Δ(Δyt)=yt+2-2yt+1+yt

=[(t+2)2+2(t+2)-3]-2[(t+1)2+2(t+1)-3]+t2+2t-3=2

5.7.2　差分方程的概念

先看生活中的一个常见例子.
设A0 是初始存款(t=0时的存款),年利率r(0<r<1),如以复利计息,试确定t年

年末的本利和At.
在该问题中,如将时间t(t以年为单位)看做自变量,则本利和At 可看做是t的函数:
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At=f(t).这个函数是要求的未知函数.虽然不能立即写出函数关系At=f(t),但可以写

出相邻两个函数值之间的关系式

At+1 =At+rAt,　(r=0,1,2,…) (5-35)
若写成函数At=f(t)在t的差分ΔAt=At+1-At 的形式,则上式为

ΔAt =rAt,　(r=0,1,2,…) (5-36)
由式(5-35)可算出t年年末的本利和为

At = (1+r)tA0,　(r=0,1,2,…) (5-37)

　　在式(5-35)和式(5-36)中,因含有未知函数At=f(t),所以这是一个函数方程;又由

于在方程(5-35)中含有两个未知函数的函数值At 和At+1,在方程(5-36)中含有未知函

数的差分ΔAt,像这样的函数方程称为差分方程.在方程(5-36)中,仅含未知函数的函数

值At=f(t)的一阶差分,在方程(5-35)中,未知函数的下标最大差数是1,即(t+1)-t=
1,故方程(5-35)或方程(5-36)称为一阶差分方程.

式(5-37)是 At 在t 之间的函数关系式,就是要求的未知函数,它满足差分方程

(5-35)或(5-36),这个函数称为差分方程的解.
由上述例题分析,差分方程的基本概念如下:
含有自变量,未知函数以及未知函数差分的函数方程,称为差分方程.
由于差分方程中必须含有未知函数的差分(自变量、未知函数可以不显含),因此差分

方程也可称为含有未知函数差分的函数方程.
例如,Δ2yt-3Δyt-3yt-t=0就是一个差分方程,按函数差分定义,任意阶的差分

都可以表示为函数yt=f(t)在不同点的函数值的线性组合,因此该差分方程又可分别表

示为yt+2-5yt+1+yt-t=0.正因如此,差分方程又可定义为:
含有自变量和多个点的未知函数值的函数方程称为差分方程.差分方程中实际所含

差分的最高阶数,称为差分方程的阶数.或者说,差分方程中未知函数下标的最大差数,称
为差分方程的阶数.如前面方程为二阶差分方程.

n阶差分方程的一般形式可表示为

ϕ(t,yt,Δyt,Δ2yt,…Δnyt)=0 (5-38)
或 　F(t,yt,yt+1,…yt+n)=0 (5-39)

　　由于经济学中经常遇到是形如式(5-39)的差分方程,所以以后我们只讨论由式(5-39)
的差分方程.

若把一个函数yt=ϕ(t)代入差分方程中,使其成为恒等式,则称yt=ϕ(t)为差分方程

的解.含有任意常数的个数等于差分方程的阶数的解,称为差分方程的通解;给任意常数

以确定值的解,称为差分方程的特解.用以确定通解中任意常数的条件称为初始条件.
一阶差分方程的初始条件为一个,一般是y0=a0(a0 是常数);二阶差分方程的初始

条件为两个,一般是y0=a0,y1=a1(a0,a1 是常数);依次类推.

5.7.3　线性差分方程解的基本定理

现在我们来讨论线性差分方程解的基本定理,将以二阶线性差分方程为例来讲解。
任意阶线性差分方程都有类似结论.
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二阶线性差分方程的一般形式

yt+2+a(t)yt+1+b(t)yt =f(t) (5-40)
其中a(t),b(t)和f(t)均为t的已知函数,且b(t)≠0.若f(t)≠0,则式(5-40)称为二阶非

齐次线性差分方程;若f(t)≡0,则式(5-40)称为

yt+2+a(t)yt+1+b(t)yt =0 (5-41)

　　定理5.7.1　若函数y1(t),y2(t)是二阶齐次线性差分方程(5-41)的解,则

y(t)=C1y1(t)+C2y2(t)
也是该方程的解,其中C1、C2 是任意常数.

定理5.7.2(齐次线性差分方程解的结构定理)　若函数y1(t),y2(t)是二阶齐次线性

差分方程(5-41)的线性无关特解,则yC(t)=C1y1(t)+C2y2(t)是该方程的通解,其中C1、

C2 是任意常数.
定理5.7.3(非齐次线性差分方程解的结构定理)　若y∗ (t)是二阶非齐次线性差分

方程(5-40)的一个特解,yC(t)是齐次线性差分方程(5-41)的通解,则差分方程(5-40)的
通解为

yt =yC(t)+y∗ (t)

　　定理5.7.4(解的叠加原理)　若函数y∗
1 (t),y∗

2 (t)分别是二阶非齐次线性差分方程

yt+2+a(t)yt+1+b(t)yt =f1(t)
与 yt+2+a(t)yt+1+b(t)yt=f2(t)
的特解,则y∗

1 (t)+y∗
2 (t)是差分方程yt+2+a(t)yt+1+b(t)yt=f1(t)+f2(t)的特解.

5.7.4　一阶常系数线性差分方程

一阶常系数线性差分方程的一般形式为

yt+1+ayt =f(t), (5-42)
与一阶非次线性差分方程对应的一阶齐次差分方程为

yt+1+ayt =0 (5-43)

1.一阶常系数齐次线性差分方程的通解

为了求出一阶齐次差分方程(5-43)的通解,由定理5.7.2可知,只要求出它的一个非

零的特解即可.注意到方程(5-43)的特点,yt+1是yt 的常数倍,而函数λt+1=λ·λt 恰好满

足这个特点.不妨设方程有形如下式的特解

yt =λt

其中λ是非零待定常数.将其代入方程(5-43)中,有

λt+1+aλt =0
即

λt(λ+a)=0
由于λt≠0,因此yt=λt 是方程(5-43)的解的充要条件是λ+a=0.所以λ=-a时,一阶

齐次差分方程(5-43)的非零特解为

yt = (-a)t

从而差分方程(5-43)通解为
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yc =C(-a)t　(C为任意常数)

　　称一次代数方程λ+a=0为差分方程(5-42)或(5-43)的特征方程;特征方程的根为

特征根或特征值.
由上述分析,为求出一阶齐次差分方程(5-43)的通解,应先写出其特征方程,进而求

出特征根,写出其特解,最后写出其通解.
例5.7.2　求差分方程3yt+1-yt=0的通解.

解　该差分方程的特征方程3λ-1=0,解得特征根λ=1
3

,所以方程的通解为

yt =Cæ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

t

　(C为任意常数)

　　例5.7.3　求差分方程yt+1+2yt=0满足初始条件y0=3的特解.
解　该差分方程的特征方程λ+2=0,解得特征根λ=-2,所以方程的通解为

yt =C(-2)t　(C为任意常数)

将初始条件y0=3代入,得C=3.故所求特解为

yt =3·(-2)t

2.一阶常系数非齐次线性差分方程的通解

下面仅就函数f(t)为几种常见形式用待定系数法求非齐次线性差分方程(5-42)的
特解.根据f(t)的形式,按表5-1确定特解的形式,比较方程两端的系数,可得到特解.

表5-1　几种常见形式用特定系数法求非齐次线性差分方程

f(t)的形式 确定待定特解的条件 待定特解的形式

Pm(t)(a≠0)

Pm(t)是m 次多项式

1不是特征根 Qm(t)

1是特征根 t·Qm(t)
Qm(t)是m 次多项式

ρtPm(t)(a≠0,ρ>0,ρ≠1)

Pm(t)是m 次多项式

ρ不是特征根 ρtPm(t)

ρ是特征根 ρttPm(t)
Qm(t)是m 次多项式

ρt(b1cosθt+b2sinθt)
(a≠0,ρ>0,ρ≠1)

令δ=ρ(cosθt+isinθt)
δ不是特征根 ρt(B1cosθt+B2sinθt)

δ是特征根 ρtt(B1cosθt+B2sinθt)

例5.7.4　求差分方程yt+1-yt=3+2t的通解.
解　特征方程为λ-1=0,特征根λ=1.齐次差分方程的通解为

yC =C
由于f(t)=3+2t=P1(t),λ=1是特征根.因此非齐次差分方程的特解为

y∗ (t)=t(B0+B1t)
将其代入已知差分方程得

B0+B1+2B1t=3+2t
比较该方程的两端关于t的同次幂的系数,可解得B0=2,B1=1.故差分方程的特解

y∗ (t)=2t+t2

于是,所求通解为

yt =yc+y∗ =C+2t+t2,　(C为任意常数)

721第5章　常微分方程与差分方程



　　例5.7.5　求差分方程yt+1+yt=2t 的通解.
解　特征方程为λ+1=0,特征根λ=-1.齐次差分方程的通解为

yC =C(-1)t

由于f(t)=2t=ρtP0(t),ρ=2不是特征根.因此设非齐次差分方程特解形式为

y∗ (t)=B2t

将其代入已知方程,有

B2t+1+B2t =2t

解得B=1
3

,所以y∗ (t)=1
32t.于是,所求通解为

yt =yC +y∗ (t)=C(-1)t+1
32t,　(C为任意常数)

　　例5.7.6　求差分方程3yt-3yt-1=t3t+1的通解.

解　原方程改写为3yt+1-3yt=(t+1)3t+1+1,即yt+1-yt=(t+1)3t+1
3.我们求

如下两个方程的通解

yt+1-yt =3t(t+1) (5-44)

yt+1-yt = 1
3

(5-45)

对方程(5-44):特征根λ=1,f(t)=3t(t+1)=ρtP1(t),ρ=3不是特征根,设特解为

y∗
1 (t)=3t(B0+B1t)

将其代入方程(5-44)有

3t+1[B0+B1(t+1)]-3t(B0+B1t)=3t(t+1)

可解得B0=-1
4

,B1=1
2.故方程(5-44)的特解

y∗
1 (t)=3t -1

4+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷t

对方程(5-45):特征根λ=1,f(t)=1
3=P0(t),λ=1是特征根,设特解为

y∗
2 (t)=Bt

将其代入方程(5-45)解得B=1
3.于是,方程(5-45)的特解

y∗
2 (t)= 1

3t

又因为对应的齐次差分方程的通解为yC(t)=C.因此原方程的通解为

yt =yc+y∗
1 +y∗

2 =C+3t 1
2t-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 +1

3t
,　(C为任意常数)

　　例5.7.7　求差分方程yt+1-3yt=sinπ
2t

的通解.

解　因特征根λ=3,齐次差分方程的通解yC=C3t.

f(t)=sinπ
2t=ρt(acosθt+bsinθt),a=0,b=1,ρ=1,θ=π

2.令
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δ=ρ(cosθ+isinθ)=cosπ
2+isinπ

2 =i

因为δ=i不是特征根,设特解y∗ (t)=Acosπ
2t+Bsinπ

2t.将其代入原方程有

Acosπ
2

(t+1)+Bsinπ
2

(t+1)-3 Acosπ
2t+Bsinπ

2
æ

è
ç

ö

ø
÷t =sinπ

2t
(5-46)

因为cosπ
2

(t+1)=-sinπ
2t

,sinπ
2

(t+1)=cosπ
2t

,将其代入式(5-46),并整理得

(B-3A)cosπ
2t-(A+3B)sinπ

2t=sinπ
2t

比较上式两端的系数,解得A=-1
10

,B=-3
10.故非齐次差分方程的特解

y∗ (t)=- 1
10cos

π
2t- 3

10sin
π
2t

于是,所求通解为

yt =yC +y∗ =C3t- 1
10cos

π
2t- 3

10sin
π
2t

,　(C为任意常数)

习题5-7

1.求下列各差分.
(1)yt=t2+t+5,求Δyt,Δ2yt; (2)yt=e2t,求Δyt,Δ2yt;
(3)yt=t3+1,求Δyt,Δ2yt; (4)yt=ln(t+1),求Δyt,Δ2yt.
2.确定下列微分方程的阶数.
(1)yt+2-2yt+1+4yt=t2; (2)yt+4-7yt+1+yt=2;
(3)yt+4-t·yt-1=sint; (4)Δ2yt+Δyt+4yt=t.
3.求下列微分方程的通解或满足所给初始条件的特解.
(1)3yt+1-2yt=0; (2)yt-6yt-1=0,y0=5;
(3)yt+1-3yt=-2; (4)yt+1-2yt=3t2;

(5)yt+1-2yt=2t(4t+1); (6)yt+1-1
2yt=3æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

t
,y0=5;

(7)yt+1+2yt=t2+4t; (8)yt+1-yt=2tcosπt.
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习题答案与提示

第1章

习题1-1
1.A 在第Ⅰ卦限内;B 在yOz坐标面上;C在第Ⅶ卦限内;D 在z轴上;

E 在第Ⅷ卦限内;F 在xOy 坐标面上;G 在y 轴上;H 在第Ⅵ卦限内.

2.x轴: 34;　y轴: 41;　z轴:5.
3.M(0,-3,0).
4.(0,3,3)或(0,-3,-3).
5.提示:|AB|=|AC|.
6.提示:|BC|2>|AB|2+|AC|2.

习题1-2
1.(1)x=0表示yOz坐标面;

(2)2y-1=0表示过 0,1
2

,æ

è
ç

ö

ø
÷0 点,且垂直于y轴的平面;

(3)3x-2y-5=0表示过(1,1,0)点,且平行于z轴的平面;

(4)x- 3y=0表示过z轴的一个平面;
(5)y+3z=0表示过x轴的一个平面;
(6)x-6z=0表示过y轴的一个平面.
2.x+3y=0.
3.2x-4y+z-3=0.
4.3x-7y+5z-4=0.
5.2x+2y-3z=0.
6.(x-2)2+(y-4)2+(z+4)2=36.
7.绕x轴:4x2-9(y2+z2)=36;　绕y轴:4(x2+z2)-9y2=36.

第2章

习题2-1

1.-3
4

;　-3
4

;　-y2-x2

2xy .

2.(1)D={(x,y)|x≠0,y∈R};　 (2)D={(x,y)|-1≤x≤1,-1≤y≤1};

　 (3)D={(x,y)|y2-2x>-1};　(4)D= (x,y)0≤x2+y2≤{ }1 ;

　 (5)D={(x,y)|r2<x2+y2≤R2}.
3.提示:(x,y)沿着不同路径趋于(0,0)时极限不相等,故极限不存在.



4.提示:由夹逼定理,函数f(x,y)在原点连续.

5.(1)-1
2

;　(2)0;　(3)2;　(4)1
4

;　(5)2;　(6)1
2.

习题2-2

1.(1)∂z
∂x=2xy,∂z

∂y=x2;

(2)∂z
∂x=-ysinx,∂z

∂y=cosx;

(3)∂z
∂x=ex+y,∂z

∂y=ex+y;

(4)∂z
∂x= 1

x+y2,∂z
∂y= 2y

x+y2;

(5)∂z
∂x=- x

(x2+y2)3
2
,∂z
∂y=- y

(x2+y2)3
2
;

(6)∂z
∂x=- y

x2+y2,∂z
∂y= x

x2+y2;

(7)∂z
∂x=y2(1+xy)y-1,∂z

∂y=(1+xy)y ln(x+y)+ xy
1+x

æ

è
ç

ö

ø
÷

y
;

(8)∂z
∂x=ycosxy-ysin2xy,∂z

∂y=xcosxy-xsin2xy;

(9)∂u
∂x=y

zx
y
z -1,∂u

∂y=1
zx

y
zlnx,∂u

∂z=-ylnx
z2 x

y
z ;

(10)∂u
∂x= x

x2+y2+z2
,∂u
∂y= y

x2+y2+z2
,∂u
∂z= z

x2+y2+z2
.

2.∂z
∂x x=1

y=2

=-2,∂z
∂y x=1

y=2

=-11.

3.fx(π,0)=-e-π,fy
π
2

,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =0.

4.x∂z
∂x+y∂z

∂y=2.

5.提示:∂z
∂x

·∂x
∂y

·∂y
∂z= - 1

x2
æ

è
ç

ö

ø
÷

y
· - 1

y2
æ

è
ç

ö

ø
÷

z
· - 1

xz
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =- 1
(xyz)3=-1.

6.(1)∂2z
∂x2=12x2-8y2;∂2z

∂x∂y= ∂2z
∂y∂x=-16xy;∂2z

∂y2=12y2-8x2.

(2)∂2z
∂x2=-a2sin(ax+by);∂2z

∂x∂y= ∂2z
∂y∂x=-absin(ax+by);

∂2z
∂y2=-b2sin(ax+by).

(3)∂2z
∂x2=yx(lny)2;∂2z

∂x∂y= ∂2z
∂y∂x=yx-1(xlny+1);

∂2z
∂y2=x(x-1)yx-2.

(4)∂2z
∂x2=y2exycosy;∂2z

∂x∂y= ∂2z
∂y∂x=exy(cosy+xycosy-ysiny);
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∂2z
∂y2=exy(x2cosy-2xsiny-cosy).

(5)∂2z
∂x2= xy3

(1-x2y2)3
2

;∂2z
∂x∂y= ∂2z

∂y∂x= 1
(1-x2y2)3

2
;

∂2z
∂y2= x3y

(1-x2y2)3
2
.

(6)∂2z
∂x2= x+2y

(x+y)2;∂2z
∂x∂y= ∂2z

∂y∂x= y
(x+y)2 ;

∂2z
∂y2=- x

(x+y)2.

(7)∂2z
∂x2=- y2

(y2+2xy)3
2
;∂2z
∂x∂y= ∂2z

∂y∂x= xy
(y2+2xy)3

2
;

∂2z
∂y2=- x2

(y2+2xy)3
2
.

7.提示:∂2r
∂x2+∂2r

∂y2+∂2r
∂z2= y2+z2

(x2+y2+z2)3
2
+ x2+z2

(x2+y2+z2)3
2
+ x2+y2

(x2+y2+z2)3
2
=2

r.

8.提示:∂2z
∂x2= y2-x2

(x2+y2)2;∂2z
∂y2= x2-y2

(x2+y2)2;所以,∂
2z

∂x2+∂2z
∂y2=0.

习题2-3
1.(1)dz=(3x2+3y)dx+(-3y2+3x)dy;
(2)dz=(ycos(x+y))dx+(sin(x+y)+ycos(x+y))dy;
(3)dz=(yx+xyxlny)dx+(x2yx-1dy);

(4)dz= 1

2y 1+x
y

dx-x
ydæ

è
ç

ö

ø
÷y ;

(5)dz= 1
1+x2y2(ydx+xdy);

(6)dz=(ln(xy)+1)dx+x
ydy;

(7)du=-yzsin(xyz)dx-xzsin(xyz)dy-xysin(xyz)dz;
(8)du=exy+z(ydx+xdy+dz);

(9)du= 1
3x-2y+z

(3dx-2dy+dz);

(10)du=ex2+y2+z2(2xdx+2ydy+2zdz).

2.1
14

;0.075.

3.0.25e.
4.dz=dx.

5.dz=1
3dx+2

3dy.

6.提示:在点(0,0)处fx(0,0)=fy(0,0)=0,且 lim
(x,y)→(0,0)
　

f(x,y)=0=f(0,0),
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但Δz-[fx(0,0)·Δx+fy(0,0)·Δy]并不是较ρ高阶的无穷小.
7.(1.98)1.05≈2.05.

习题2-4

1.dz
dt=4t3+3t2+2t.

2.dz
dt=-e-t-et.

3.dz
dt= 3-12t2

1-(3t-4t3)2
.

4.dz
dx=ex 1+( )x

1+x2e2x .

5.∂z
∂x=2xy

sinx-1+x2y
sin2x

·cosx,∂z
∂y= x2

sinx.

6.dz
dt=etcost-etsint+cost.

7.∂z
∂x=x2(sin2y-sin2y)·cosy+x2(cos2y-sin2y)·siny,

∂z
∂y=-x3(sin2y-sin2y)·siny+x3(cos2y-sin2y)·cosy.

8.∂z
∂x=2(x-2y)(x+3y)

(2x+y)2 ,∂z
∂y=-

(x-2y)(9x+2y)
(2x+y)2 .

9.∂z
∂u=2u

v2ln(3u-2v)+ 3u2

v2(3u-2v),
∂z
∂v=-2u2

v3ln(3u-2v)- 2u2

v2(3u-2v).

10.∂z
∂x= 2e2(x+y2)+2x

e2(x+y2)+x2+y
,∂z
∂y= 4ye2(x+y2)+1

e2(x+y2)+x2+y
.

11.∂z
∂x=2xf′1+yexyf′2,∂z∂y=-2yf′1+xexyf′2.

12.∂2z
∂x2=y2f″11+2f″12+1

y2f″22,
∂2z
∂x∂y=f′1-1

y2f′2+xyf″11-x
y3f″22.

习题2-5

1.dy
dx=-siny+yex

xcosy+ex.

2.dy
dx=-2-ey

1-xey.

3.dy
dx=- yex-y2

-siny+ex-2xy
.

4.dy
dx=-1-y(x+y)

1-x(x+y).

5.∂z
∂x=-yexy

ez-4
,∂z
∂y=-xexy

ez-4.

6.∂z
∂x= z

z+x
,∂z
∂y= z2

yz+xy.

7.∂z
∂x=-c2x

a2z
,∂z
∂y=-c2y

b2z.
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8.dy
dx=x+y

x-y.

9.∂z
∂x=- y+zexz

lny+xexz,∂z
∂y=- xy+z

y(lny+xexz).

10.∂z
∂x=∂z

∂y=-1,∂
2z

∂x2= ∂2z
∂x∂y=∂2z

∂y2=0.

习题2-6
1.极小值为f(3,-1)=-8.
2.极大值为f(0,0)=0.
3.极大值为f(-3,2)=31;极小值为f(1,0)=-5.
4.a=-5.

5.极大值为z=1
4.

6.极小值为z= b4

a2+b2.

7.长和宽都应为
3
2a,高为1

2
3
2a.

8.(1)3,2;(2)5,3,最小成本为28万元.
9.13,26.

第3章

习题3-1

1.(1)∬
D

(x+y)dσ≥∬
D

(x+y)2dσ;　　　 (2)∬
D

(x+y)2dσ≤∬
D

(x+y)3dσ;

　 (3)∬
D

ln(x+y)dσ<∬
D

[ln(x+y)]2dσ.

2.(1)0≤∬
D

xy(x+y)dσ≤2; (2)36π≤∬
D

(x2+4y2+9)dσ≤100π.

习题3-2

1.(1)8
3

;　(2)1
4

;　(3)6;　 (4)-3
2π.

2.(1)6
55

;　(2)8
15

;　(3)45
8

;　(4)27
64.

3.(1)∫
1

0
dx∫

x

x2f(x,y)dy或∫
1

0
dy∫

y

y
f(x,y)dx;

(2)∫
2

0
dx∫

lnx

0
f(x,y)dy或∫

ln2

0
dy∫

2

ey
f(x,y)dx;

(3)∫
2

- 2
dx∫

4-x2

x2 f(x,y)dy或∫
2

0
dy∫

y

- y
f(x,y)dx+∫

4

2
dy∫

4-y

- 4-y
f(x,y)dx.

4.(1)∫
4

0
dx∫

x

x
2
f(x,y)dy; (2)∫

1

-1
dx∫

1-x2

0
f(x,y)dy;
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　 (3)∫
1

0
dy∫

e

ey
f(x,y)dx; (4)∫

1

0
dx∫

2-x

x
f(x,y)dx;

　 (5)∫
1

0
dy∫

2-y

y
f(x,y)dx.

5.(1)原式 =∫
1

0
dx∫

x

0
ex2

dy= 1
2

(e-1); (2)原式 =∫
1

0
dx∫

x

0

sinx
x dy=1-cos1;

　 (3)原式 =∫
1

-1
dy∫

y

-1
x 1+x2-y2dx=-π

4.

6.(1)∫
2π

0
dθ∫

a

0
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ; (2)∫

π
2

-π
2
dθ∫

2cosθ

0
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ;

　 (3)∫
2π

0
dθ∫

b

a
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ.

7.(1)原式 =∫
π
2

0
dθ∫

2acosθ

0
ρ2·ρdρ= 3

4πa4;

(2)原式 =∫
π
4

0
dθ∫

tanθsecθ

0

1
ρ

·ρdρ= 2-1;

(3)原式 =∫
π
2

0
dθ∫

a

0
ρ2·ρdρ=πa4

8 .

8.(1)16
9

;　(2)π
16

;　(3)3
64π

2.

9.(1)π(2ln2-1);　(2)13
6

;　(3)1
4

;　(4)14a4.

习题3-3

1.12.　2.2π 7
3

æ

è
ç

ö

ø
÷- 3 .　3.2a2.　4.16-47.

5.2π.　6.4
3.　7.C 0,3

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

π .　8.3
64πμa

4.

9.368105ρ.

习题3-4

1.1
2ln2.　2.1

120.　3.1
5πR2.　4.1

8.

5.7
12π.　6.4

15π.　7.4
3πa3.　8.4

3πa3(1-cos4α).

第4章

习题4-1

1.(1)∑
∞

n=1

n
1+n2 = 1

1+12 + 2
1+22 + 3

1+32 + 4
1+42 +…;

(2)∑
∞

n=1

(-1)n +2
2n = 1

2+3
22 +1

23 +3
24 +…;

(3)∑
∞

n=1

n!
2n= 1!

2·1+ 2!
2·2+ 3!

2·3+ 4!
2·4+…;
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(4)∑
∞

n=1

3×5×…×(2n+1)
2×4×…×n = 3

2+3×5
2×4+3×5×7

2×4×6+3×5×7×9
2×4×6×8+….

2.(1)∑
∞

n=1

n
1+n

;　(2)∑
∞

n=1

xn

2n-1
;　(3)∑

∞

n=1

1
n
3
.

3.(1)收敛,和为3
4

;　(2)发散;

(3)发散;　(4)收敛,和为2.

4.(1)发散;　(2)发散;　(3)收敛,和为3
2

;

(4)发散;　(5)收敛,和为1
2.

习题4-2
1.(1)发散;　(2)收敛;　(3)收敛;　(4)发散;

　 (5)发散;　(6)收敛;　(7)收敛;　(8)发散.
2.(1)收敛;　 (2)发散;　 (3)收敛;　(4)发散;

　 (5)收敛.
3.(1)绝对收敛;　(2)条件收敛;　(3)条件收敛;　(4)条件收敛.

习题4-3
1.(1)收敛半径R=+∞,收敛区间(-∞,+∞);
(2)收敛半径R=e,收敛区间(-e,e);

(3)收敛半径R= 2,收敛区间(- 2,2);
(4)收敛半径R=1,收敛区间(-2,0).

2.(1)[-1,1);　(2)[0,2];　(3)[-4,2);　(4) -1
2

,1æ

è
ç

ö

ø
÷

2
.

3.(1) x
(1-x)2,x∈(-1,1);　　　　　　(2)1

2ln1+x
1-x

,x∈(-1,1);

　 (3)-xln(1-x),x∈[-1,1); (4) 1
(2-x)2,x∈(0,2).

习题4-4

1.(1)∑
∞

n=0

(-1)nx
2n+1

32n+2,收敛区间(-3,3);

(2)∑
∞

n=1

(-1)n-1 4n

2·(2n)!x
2n,收敛区间(-∞,∞);

(3)∑
∞

n=0

2
2n+1x

2n+1,收敛区间(-1,1).

2.∑
∞

n=0

(-1)n (x-2)n
5n+1 ,x∈(-3,7).

3.∑
∞

n=0

(-1)n

2
x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

4
2n

(2n)! +
x-πæ

è
ç

ö

ø
÷

4
2n+1

(2n+1)

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

!
,x∈(-∞,∞)
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4.∑
∞

n=0

(-1)n 1
2n+2 - 1

22n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 (x-1)n,x∈ (-1,3)

5.ln2+∑
∞

n=0

(-1)n
2n+1(n+1)(x-2)n+1,x∈ (0,4]

第5章

习题5-1
1.(1)是,二阶;　(2)是,一阶;
(3)不是;　(4)是,三阶;
(5)是,二阶;　(6)是,二阶.
2.(1)通解;　(2)不是解;　(3)特解;　(4)通解.
3.略

4.x2-xy+y2=3
5.略

6.y=1
6x3+5

6
习题5-2

1.(1)y=eCx; (2)(1-y)(1+x)=C;

　 (3)1-e-y=Cex; (4)y= 1
2ln|C(1+x)|

;

　 (5)(ex+1)(1-ey)=C; (6)sinxsiny=C;

　 (7)y=xln|y|+Cx; (8)siny
x=-ln|x|+C;

　 (9)Cy=1+lny
x

; (10)y+ y2-x2 =Cx2.

2.(1)arctany=(x-1)3+π
4+1; (2)(4-x)y4=3x;

　 (3)1+ex

cosy=22; (4)y2=2x2(ln|x|+2).

3.(1)2x2+2xy+y2-8x-2y=C; (2)(x-4y+3)(2x+y-3)2=C.
4.xy=6

习题5-3

1.(1)y=xex-ex+C
x

; (2)y=(x2+C)sinx;

　 (3)y= 2
3

(1+x)3
2 +[ ]C (1+x)2; (4)y=(x2+C)e-x2;

　 (5)y=axlnx+C
lnx

; (6)y=(-ecosx+C)1
sinx

;

　 (7)y= 1

x C-1
2

(lnx)[ ]2
; (8)y=(x2+1+Cex2)-1

2 ;
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　(9)y= 2x
1+2Cx2; (10)x4+y4=Cx2.

2.(1)y=1
2x3-1

2ex
3e

1
x2 ; (2)y=(-2cosx+3)cosx;

　 (3)x= 1
2ln2y+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

1
lny

; (4)1
y=ex-sinx.

3.y=-x-1+3ex

4.y=1
2+1

2e2x

习题5-4

1.(1)1
8cos2x+1

6x3+1
2C1x2+C2x+C3;(2)xex-2ex+C1x+C2;

　 (3)cos(x-C1)+C2; (4)C1ln|x|+C2;

　 (5)C1lnx+1
2ln2x+C2; (6)C1 x+1

3xæ

è
ç

ö

ø
÷

3 +C2;

　 (7)arcsin(C2ex)+C1; (8)C1

4
(x+C2)2+1

C1
;

　 (9)1- 1
C1x+C2

; (10)C2eC1x.

2.(1)y=1
9e3x+sinx-1

3x-1
9

; (2)y=1
9x3+2

3lnx+C2;

　 (3)y=2x-2arctanx+π
2

; (4)y=-ln(1-x);

　 (5)y=tanx+πæ

è
ç

ö

ø
÷

4
; (6)2y2-1=(2x+1)2.

习题5-5

1.(1)线性无关;　 (2)线性无关;　(3)线性相关;

　 (4)线性无关;　 (5)线性相关;　(6)线性相关.
2.y=C1e-2x+C2e2x

3.y=2xex2

4.略

5.略

6.通解为:y=C1(3ex-x)+C2(x-ex)+(-x2+x-1);

　 特解为:y=ex-x-(x2+1).
习题5-6

1.(1)y=C1ex+C2e-2x;　　　　　　　(2)y=(C1+C2x)e-1
4x;

(3)y=e2x(C1cos3x+C2sin3x); (4)x=C1et+C2e5t;
(5)y=Y+y∗ =C1cosx+C2sinx+2x2-7;

(6)y=Y+y∗ =C1ex+C2e-3x-1
2xe-3x;
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(7)y=Y+y∗ =Y=C1e-2x+C2ex+2x+1;

(8)y=Y+y∗ =(C1+C2x)e2x+x2 1
3x+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 e2x;

(9)y=Y+y∗ =C1ex+C2e-3x-2
5cosx-4

5sinx;

(10)y=e2x(C1cosx+C2sinx)+xe2x -1
2cosx+sinæ

è
ç

ö

ø
÷x ;

(11)y=C1cosx+C2sinx-1
3xcos2x+4

9sin2x;

(12)y1=C1+C2e2x-1
8

(x+1)cos2x+ -1
8x+1æ

è
ç

ö

ø
÷

16sin2x-1
2x.

2.(1)y=4ex+2e3x; (2)s=2cos5t+sin5t;

(3)y= -1
2x2-xæ

è
ç

ö

ø
÷-2e2x+2e3x; (4)y=1

6x3ex-1
2x2ex;

(5)y=(2π-1)cosx+sinx-2xcosx;

(6)y= - 3
100+4

5
æ

è
ç

ö

ø
÷x e-2x+e2x 3

100cos2x+1
25sin2

æ

è
ç

ö

ø
÷x .

3.f(x)=1
2cosx+1

2sinx+1
2ex.

习题5-7
1.(1)Δyt=2t+2;Δ2yt=2; (2)Δyt=e2t(e2-1);Δ2yt=e2t(e2-1)2;

　 (3)Δyt=3t2+3t;Δ2yt=6t+6; (4)Δyt=lnt+2
t+1

;Δ2yt=lnt
2+4t+3

t2+4t+4.

2.(1)二阶;　(2)四阶;　(3)五阶;　(4)二阶.

3.(1)yt=Cæ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

t
; (2)yt=5·6t;

　 (3)yt=C·3t+1; (4)yt=C·2t-9-6t-3t2;

　 (5)yt=C·2t+2ttt-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

; (6)yt=2æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

t

+3æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

t
;

　 (7)yt=C·(-2)t-1
27-2

9t+1
3t

2+1
6

·4t;

　 (8)yt=C-1
3

·2tcosπt.
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