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前  言 

为适应高职教育迅速发展及多层次办学的需要，满足高职高专教育以就业为导向，培养

面向生产和管理第一线的、具有一定理论知识和较强动手能力的高级技术应用型人才培养目

标的要求，进一步提高高职应用数学的教学质量，使高职学生具备适应社会需求的变化和可

持续发展的能力而编写本教材． 

本教材按照“应用为目的”和“必需、够用为度”的原则选择内容，使学生在高中数学

的基础上，能够在有限时间内，掌握专业所需要的基本知识和基本技能，培养具备计算能力、

一定的逻辑思维能力、分析问题和解决问题的应用能力和创新能力等数学素养，具有思想性、

科学性、实用性和内容的弹性，易学、易懂、易教．本教材具有以下特色： 

1．模块化的教学内容 

每章有数学文化、基础理论知识、知识拓展、数学实验和知识应用模块．基础知识“必

需、够用”，对必学内容进行了整合，省略了定理的严格证明，力求用清晰、易懂的直观、形

象方式来讲解概念和定义，便于学生理解和掌握．知识应用不但介绍数学在现实生活中的应

用，也介绍在专业中的应用，使学生体会到数学学习的必要性． 

2．问题导向，引例驱动 

每节尽量从引例或问题开始引入，再抽象出数学概念．知识的展开以解决问题为导向，

使数学从实际中来又应用到实际中去，符合高职教育培养应用型人才的目标和要求． 

3．结合专业，突出应用 

教材内容为高职各专业学生学习后续课程所需．在每章知识应用模块中尽可能介绍数学

知识在专业中的应用，体现高职教育的特点． 

4．注重数学文化教育，提高人文修养 

每章介绍数学思想或数学故事、人物，激发学生学习兴趣，培养细致、坚毅等数学品质，

提高人文修养． 

5．强调数学软件的使用，融合数学建模思想 

高职高等数学课时有限，在有限时间内要让学生掌握必需的数学知识，应减少在计算技

巧上的时间．为此，在每章中介绍数学软件 MATLAB 的使用，使学生有较多的时间学习基

本概念与数学的应用．同时，在每章知识应用中结合 MATALB 介绍数学建模案例． 
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6．因材施教，适合分层次教学 

知识拓展给教师选教和供学有余力学生选学．习题分为习题 A 和习题 B，习题 A 为所有

学生练习，习题 B 供学习程度好的学生练习，适合分层次教学需要，也是部分学生专升本和

数学建模竞赛需要，符合高职学生数学基础差别大的实际情况和高职教育的理念． 

本书主要内容为微积分知识，内容涉及函数极限与连续、导数与微分、不定积分与定积

分、常微分方程四章．内容通俗易懂，有利于“教、学、做”一体化． 

全书的结构布局、统稿由浙江工商职业技术学院的陈申宝完成．按章节分工，第 1 章由

陈申宝编写，第 2～第 4 章分别由浙江医药高等专科学校的史彦龙、宁波大红鹰学院的阳军、

宁波广播电视大学的包丽君、陈申宝、宁波城市职业技术学院张新德共同编写． 

本书编写过程中得到了浙江工商职业技术学院领导和相关兄弟院校的大力支持，出版社

的有关人员也为本书编写和出版提供了帮助，同时也参考了相关书籍，在此一并致谢． 

由于编者水平有限，书中难免存在不足之处，敬请专家、同行及广大读者批评指正．同

时将意见反馈给我们，以便于修改更正．编者电子邮箱为：csb@zjbti.net.cn. 

编  者 

2016 年 12 月 
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绪  论 

俗话说“开卷有益”，为使广大读者提高对数学重要性的认识和学习兴趣，在开始学习本

书前，谈谈对为什么学习高等数学、学习什么内容、如何学好高等数学三个方面的一些认识． 

一、为什么学习高等数学 

1．数学是一切科学技术的基础 

数学是自然科学、工程技术科学、经济管理科学和社会科学的基础．在现代科学，任何

一门学科的发展都离不开数学，可以说“科学技术就是数学技术”． 

2．学习高等数学的重要性 

我们现在学习的高等数学主要由微积分学、微分方程组成．微积分是微分学和积分学的

统称，英文简称 Calculus，意为计算．微积分的产生是数学史上的一件大事，是人类自然科

学史上最重大的事件之一，是人类思维的伟大成果，是开启近代文明的钥匙，其思想方法对

自然科学的各个领域产生了巨大的推动作用，已成为人类认识和改造世界的一个有力工具，

充分显示了数学的发展对人类文明的影响．微积分作为一个基本的处理连续数学问题的工具，

被广泛地应用于自然科学、工程技术科学、经济管理科学等领域．恩格斯曾评价说“数学中

的转折点是笛卡儿的变数，有了变数，运动进入了数学；有了变数，辩证法进入了数学；有

了变数，微分学和积分学也就立刻成为必要的了，而它们也就立刻产生，并且是由牛顿和莱

布尼兹大体上完成的，但不是由他们发明的．”同时他还说“在一切理论成就中，未必再有什

么像 17 世纪下半叶微积分学的发明那样被看做人类精神的最高胜利了．” “计算机之父”

冯·诺依曼（John von Neumann，1903—1957，匈牙利人）评价说“微积分是近代数学中最

伟大的成就，对它的重要性无论做怎样的估计都不会过分．”时至今日，微积分已成为高校许

多专业的必修课程，微积分已经并将继续影响和改变我们的生活． 

3．学习高等数学是学习后续专业课程的需要 

无论是计算机专业、电子技术专业、数控技术专业等工科专业，还是会计专业、投资理

财专业等经济管理专业，在专业的学习中必然要用到极限、导数、积分等高等数学知识，没

有这些高等数学知识作基础，专业的学习必然是肤浅的、困难的． 

4．学习高等数学是提高个人素质与修养的需要 

日本数学教育家米山国藏说过：“在学校学的数学知识，毕业后若没什么机会去用，一两

年后很快就忘掉了．然而，不管他们从事什么工作，铭记在心的数学精神、数学思想、研究

方法、推理方法和看问题的角度等，却随时随地发生作用，使他们终生受益．”数学的学习提
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高了每个人的思维能力、分析和解决实际问题的能力及创新能力，使他们具备终生学习的能

力与素质．数学家的奋斗故事，将激发他们今后在工作、生活中碰到困难时能百折不挠、顽

强不屈．同时，对一部分专升本的同学来说，这也是一种需要． 

二、高等数学的学习内容 

1．微积分的历史回顾 

从 15 世纪初欧洲文艺复兴时期起，工业、农业、航海事业与商贾贸易的大规模发展，形

成了一个新的经济时代，生产力得到了很大的发展，生产实践的发展向自然科学提出了新的

课题，迫切要求力学、天文学等基础学科的发展，而这些学科都是深刻依赖于数学的，因而

也推动数学的发展．科学的发展对数学提出的种种要求，最后汇总成几个核心问题：运动中

速度与距离的互求问题；求曲线的切线问题；求长度、面积、体积与重心问题；求最大值和

最小值问题等． 

围绕着解决上述 4 个核心的科学问题，微积分问题至少被 17 世纪十几个最大的数学家和

几十个小一些的数学家探索过．例如费马（Fermat）、巴罗（Barrow）都对求曲线的切线以及

曲线围成的面积问题有过深入的研究，并且得到了一些结果，但是他们都没有意识到它的重

要性．直到 17 世纪下半叶，牛顿（Newton）和莱布尼茨（Leibniz）两人在前人的基础上，

创立了微积分，成为一门独立的学科．微积分是能应用于许多类函数的一种新的普遍方法． 

牛顿发现了微积分的一般计算方法，确立了微分与积分的逆运算关系（微积分基本定理），

他在其划时代巨著《自然哲学之数学原理》中首次发表了这些成果，他把微积分称为“流数

术”．莱布尼茨也是同时代的杰出数学家和哲学家，他主要从几何角度出发研究了微积分的基

本问题，确立了微分与积分之间的互逆关系，他创设的便利记号“dx”，“∫”一直沿用至今． 

17 世纪以来，微积分的概念和技巧不断扩展并被广泛应用来解决天文学、物理学中的各

种实际问题，取得了巨大的成就．但直到 19 世纪以前，在微积分的发展过程中，其数学分析

的严密性问题一直没有得到解决．18 世纪中，包括牛顿和莱布尼兹在内的许多大数学家都觉

察到这一问题并对这个问题做了努力，但都没有成功地解决这个问题．整个 18 世纪，微积分

的基础是混乱和不清楚的，许多英国数学家也许是由于仍然为古希腊的几何所束缚，因而怀

疑微积分的全部工作．这个问题一直到 19 世纪实际下半叶才由德国数学家柯西（Cauchy）

得到了完整的解决，柯西极限存在准则使得微积分注入了严密性，这就是极限理论的创立．极

限理论的创立使得微积分从此建立在一个严密的分析基础之上，它也为 20 世纪数学的发展奠

定了基础． 

2．学习内容解析 

本书的主要内容是函数、极限与连续、导数与微分、不定积分与定积分、常微分方程．函

数——变量之间依存关系的数学模型．极限与连续——变量无限变化的数学模型和变量连续

变化的数学模型导数与微分——函数变化率和增量的估值描述．不定积分——微分的逆运算

问题．定积分——求总量的问题．常微分方程——含变化率的方程问题．同时通过学习数学
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软件 MATALB 来认识应用数学． 

三、如何学好高等数学 

1．学习高等数学首先要有自信心 

数学的抽象性使学习者感到数学难学，但如果你有兴趣，有自信心，你就会接受这门课，

发觉这门课其实并不难．只要你肯下功夫，你会感到数学具有独特的魅力和内在美． 

2．尽可能做好预习 

预习可以提高听课效率，带着问题去听课，你能更快地掌握知识． 

3．上课认真听讲 

用心听教师对问题的提出、分析、思考、解决等过程，可以使你更好地获取新知识，起

到“事半功倍”的效果．同时，结合自己的思考，能及时对不懂的地方向教师提问． 

4．做好课后复习和独立完成作业 

复习是巩固所学知识的一种好方法，通过复习可以达到抓住要领、提取精华、加深理解、

强化记忆的效果．复习包括每节、每章及期末总复习．学习数学必须做题，所以认真及时完

成作业是一个十分重要的学习环节．通过做题，可以加深对数学概念、定义、定理的理解，

提高运算速度． 

5．及时解决疑难问题 

由于微积分知识的连贯性，前面的学习会影响后面的学习，所以有问题要及时解决，不

要“拖欠”，也可对某些问题提出自己的见解，与同学、老师探讨．当然，学有余力的同学可

到图书馆借相关书籍更深入地学习． 

法国数学家笛卡儿指出：“没有正确的方法，即使有眼睛的博学者也会像瞎子一样盲目摸

索．”学习必须讲究方法．希望同学们能够尽快适应大学的学习生活，掌握正确的学习方法，

把“应用数学”这门课学好． 
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第 1 章 函数、极限与连续 

  数学文化——函数、极限的思想 

在现实世界中，一切事物都在一定的空间中运动着．17 世纪初，数学首先从对运动（如

天文、航海问题等）的研究中引出了函数这个基本概念．在那以后的 200 多年里，这个概念

在几乎所有的科学研究工作中占据了中心位置．对一个未知的量，如何能够找到它与一个已

知量的关系，则可利用已知量来研究这个未知量．函数就是通过一个或几个已知量来研究未

知量的最好工具． 

函数描述了自然界中量的依存关系，反映了一个事物随着另一个事物变化而变化的关系

和规律．函数的思想方法就是提取问题的数学特征，用联系的变化的观点提出数学对象，抽

象其数学特征，建立函数关系，并利用函数的性质研究、解决问题的一种数学思想方法． 

函数的思想方法主要包括以下几方面：运用函数的有关性质解决函数的某些问题；以运

动变化的观点，分析和研究具体问题中的数量关系，建立函数关系，运用函数的知识，使问

题得到解决；经过适当的数学变化和构造，使一个非函数的问题转化为函数的形式，并运用

函数的性质来处理这一问题． 

在人类长期运用函数思想去解决问题的发展过程中，人们不断注意到用函数解决问题后

都有一个共同特点，或者说是一种共同的“指向”，那便是，它们总是用有限的公式去描述一

个有着无限数据的事物．在经过归纳总结后，科学家们用简洁的一个公式描述了它的性质：

“已知+未知+规定思想”．“已知”，就是指“定量”；而“未知”则是指“变量”；至于

“规定思想”则是，人们根据事物的规律，人为的构造的一种客观函数关系去解决问题的一

种策略（人为的因素造就一个自我的空间——规定思想）．中学阶段学习过的常量函数、幂函

数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数共 6 类函数统称为基本初等函数．以基本

初等函数为基础可构造出许多复杂的函数，人们通过它们或者通过拟合、逼近这些函数的方

法来研究现实世界里复杂的相互关系． 

极限的思想可以追溯到古代，刘徽的“割圆术”（用圆内接正多边形的周长逼近圆的周长

的极限思想来近似计算圆周率 π）就是建立在直观基础上的一种原始的极限思想的应用；古

希腊人的穷竭法也蕴含了极限思想．16 世纪的欧洲处于资本主义萌芽时期，生产力得到极大

的发展，生产和技术中大量的问题，只用初等数学的方法已无法解决，要求数学突破只研究

常量的传统范围，而提供能够用以描述和研究运动、变化过程的新工具，这就促进极限思想

的研究和发展． 
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所谓极限的思想，是指用极限概念分析问题和解决问题的一种数学思想．用极限思想解

决问题的一般步骤可概括为：对于被考察的未知量，先设法构思一个与它有关的变量，确认

这变量通过无限过程的结果就是所求的未知量；最后用极限计算来得到结果． 

有时我们要确定某一个量，首先确定的不是这个量的本身而是它的近似值，而且所确定的

近似值也不仅仅是一个而是一连串越来越准确的近似值；然后通过考察这一连串近似值的趋

向，把那个量的准确值确定下来．这就是运用了极限的思想方法．极限的思想是近代数学的一

种重要思想，也是微积分的基本思想．极限思想在现代数学乃至物理学等学科中有着广泛的应

用，这是由它本身固有的思维功能所决定的．极限思想揭示了变量与常量、无限与有限的对立

统一关系，是唯物辩证法的对立统一规律在数学领域中的应用．借助极限思想，人们可以从有

限认识无限，从不变认识变，从直线形认识曲线形，从量变认识质变，从近似认识精确． 

  基础理论知识 

1.1 函数 

【引例】  某学生一个月的生活费用为 1000 元，假定他吃饭用去 p 元，其他消费（如购

书、买衣服）用去 q元，则 1000p q  ，显然这个学生可根据饭费的多少来考虑他的其他消

费额度，即 1000q p  ． 

上面例子反映了在某一特定过程中，两个变量（在过程中起着变化的量）之间的依赖关

系．变量之间的这种关系就是函数关系． 

函数是现代数学的基本概念之一，是中学阶段特别是高中阶段数学的重要学习内容，也

是高等数学的主要研究对象．这里将中学阶段的函数知识作一简要总结，并补充一些必需的

内容，为进一步学习打下基础． 

一、函数的概念 

1．区间与邻域 

（1）区间 

开区间   ( , )a b x a x b ＜ ＜ ；   闭区间 ,a b x a x b ≤ ≤ ； 

左开右闭区间  ( , ]a b x a x b ＜ ≤ ； 左闭右开区间  [ , )a b x a x b ≤ ＜ ； 

无穷区间    ( )  ( + )=  ( ]R a x x a b x x b      ， ， ， ＞ ， ， ≤ 等． 

（2）邻域 

定义 1-1  设 0a   ， ，R ，数集  ( )a a x a x a       ， ＜ ＜ 称为点 a的  

邻域，记为 ( )a，N ，点 a 称为该邻域的中心， 称为该邻域的半径．数集

( ) ( )a a a a x a x a x a          ， ， ＜ ＜ 且 称为点 a 的去心 邻域（或空心邻域，记

为 ( )a  


，N ． 
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2．函数的定义 

定义 1-2  设 x ， y 是两个变量，D 是一个非空实数集，如果对于 D 中的每一个数 x ，

按照某种对应规则 f ，都有唯一确定的数值 y 与之对应，那么 y 就称为定义在数集 D 上的 x 的

函数， x称为自变量，记为 ( )y f x x D  ， ，数集 D 称为函数的定义域． 

当 x 取定值 0x 时，与 0x 对应的 y 的数值称为函数在点 0x 处的函数值，记为
0

0( )
x x

y f x 或 ，

当 x 取遍 D 中的一切实数时，对应的函数值的集合 M 称为函数的值域． 

说明：  

（1）函数的定义域和对应法则是确定函数的两个基本要素． 

（2）函数的定义域，在实际问题中应根据问题的实际意义具体确定，如果讨论的是纯数

学问题，则取使函数表达式有意义的所有实数的集合作为函数的定义域． 

［例 1-1］ 求函数
1

1y x
x

  的定义域． 

解 ：  要使函数有意义，应满足
0
1 0

x
x ≥ ，即

0
1

x
x≥ ，所以函数的定义域为

-1 0 0 + ［ ，）（ ， ）． 

［例 1-2］ 某圆柱形容器的容积为V ，试将它的侧面积表示成底半径的函数，并确定它

的定义域． 
解： 设圆柱的底半径为 r ，高为 h，侧面积为 S ． 

因为 2πV r h ，得 2π

V
h

r
 ，根据圆柱侧面积公式有 2πS rh，所以

2V
S

r
 ，由实际意

义可知，其定义域为 (0 ) ， ． 

3．函数的表示法 

函数的表示法通常有三种：解析法、列表法、图像法． 

（1）解析法（也称公式法） 

一汽车租赁公司出租某种汽车的收费标准为每天的基本租金 200 元加每公里收费 15

元．租用一辆该种汽车一天，行车 x公里时的租车费 y =（200+15 x）元．这是用解析式来表

示的函数，称解析法． 

（2）列表法（也称表格法） 

将自变量的值及对应的函数值列成表的方法，称为列表法，如平方表、三角函数表等都

是用列表法来表示函数关系的． 

（3）图像法 

在坐标系中用图形来表示函数关系的方法．我们经常通过某个函数的图像来研究其性质． 

这三种表示方法各有特点，解析法便于对函数进行精确的计算和深入分析；列表法简明，

便于查得某个函数值；图像法形象直观，能从图像上看出函数的某些特性． 

4．分段函数 

用解析法表示函数时，还有一种特殊形式． 
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［例 1-3］ 浙江省宁波市电费按阶梯收费，非峰谷电价用户月用电量低于 100 千瓦时（含

100 千瓦时）部分，按基本部分每千瓦时（即度）0.538 元收费；月用电量在 100 千瓦时至 200

千瓦时（含 200 千瓦时）部分，每千瓦时加价 0.03 元；月用电量超过 200 千瓦时部分，每千

瓦时加价 0.10 元．求电费 y （元）与用电量 x（千瓦时）之间的函数关系． 
解： 由题意有 

 

0.538 0 100

53.8 ( 100) 0.568   100 200

110.6 ( 200) 0.638 200

x x

y x x

x x

                                      
               
              

， ≤ ≤ ，

， ＜ ≤ ，

， ＞ ，

  

上述函数在其定义域不同的取值范围内，用不同的解析式来表示，这样的函数称为分段

函数．分段函数在整个定义域上是一个函数，而不是几个函数，其定义域为各段自变量取值

集合的并集．画分段函数图形时，在不同的区间上要作相应的解析式的图形，特别注意其在

交接点处有一般比较大的变化．求分段函数的函数值时，应把自变量的值代入相应取值范围

的解析式中进行计算．如绝对值函数
0

0

x x
y x

x x

                
                  

， ≥ ，

， ＜ ，
也是分段函数，其定义域

( ) = 0 +D M      ， ，值域 ［ ， ），图像如图 1-1 所示． 

         

图 1-1        图 1-2 

二、函数的几种常见性质 

设函数 ( )y f x 在区间 I 上有定义． 

1．有界性 

如果存在正数 M ，使得对任一 ( )x I f x M ，有 ≤ ，则称函数 ( )f x 在 I 上是有界的，如

果这样的 M 不存在，则称 ( )f x 在 I 上是无界的． 

例如， ( ) sinf x x 在 R 上有界，因为 sin 1x ≤ ．
1

( ) 0 1g x x
x

 ( ＞0)在（ ，）内无界， 

但在 1 2（ ，）内有界，如图 1-2 所示．所以函数有界与无界除了与函数本身有关外，还与所讨

论的区间有关． 

2．单调性 

如果函数 ( )f x 在区间 I 内随着 x 的增大而增大（或减少），即对于 I 内的任意两点 1x 及

2x ，当 1x < 2x 时，有 1( )f x < 2( )f x （或 1( )f x > 2( )f x ），则称函数 ( )f x 在区间 I 内是单调增加

（或单调减少），区间 I 叫做函数 ( )f x 的单调增加区间（或单调减少区间）．单调增加函数与

单调减少函数统称为单调函数，单调增加区间与单调减少区间统称为单调区间． 
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单调增函数，它的图形沿 x轴正向而上升；单调减函数，它的图形沿 x轴正向而下降． 

例如，函数 2y x 在[0 )  ， 内是单调增大的，在 ( 0] ， 内是单调减小的，在 ( )    ， 内

则不是单调的． 

3．奇偶性 

若函数 ( )f x 的定义域 D 关于原点对称，且对于任意的 x D，都有 ( ) ( )f x f x  ，则称

函数 ( )f x 为奇函数；若函数 ( )f x 的定义域 D 关于原点对称，且对于任意的 x D ，都有

( ) ( )f x f x  ，则称函数 ( )f x 为偶函数． 

奇函数的图像关于原点对称，偶函数的图像关于 y 轴对称． 

例如，函数 2y x 是偶函数，函数 ( ) sinf x x 是奇函数． 

4．周期性 

对于函数 ( )f x ，如果存在一个常数 T≠0，使得对于定义域 D 内的一切 x 都有

( ) ( )f x T f x  ，则称 ( )f x 为周期函数，T 为 ( )f x 的一个周期，通常周期函数的周期是指它

的最小正周期（满足上式的最小正数 T），简称周期，但并非每个周期函数都有最小正周期． 

周期函数图像的特点是：周期为 T 的函数，只要描出它在任一区间 [ ]a a T ， 上的图像，

然后将图像一个周期一个周期地左右平移，就可得到整个周期函数的图像． 

例如， ( ) sinf x x ， ( ) cosf x x 都是以 2π 为周期的周期函数， tany x 是以 π 为周期

的周期函数． 

三、初等函数 

1．反函数 

定义 1-3  设函数 ( )y f x 是定义在 D 上的函数，值域为 M ，若对于 M 中的每一个数

y ，通过关系式 ( )y f x 都有唯一确定的数值 x 与之对应，这就在数集 M 上定义了一个关于

y 的函数，这个函数称为函数 ( )y f x 的反函数，记为 1( )x f y y M  ， ．按习惯记法（用 x

表示自变量），函数 ( )y f x 的反函数常记为 1( )y f x x M  ， ，其定义域为函数 ( )y f x 的

值域，值域为函数 ( )y f x 的定义域．函数 ( )y f x 称为直接函数． 

函数 ( )y f x 的图像与其反函数 1( )y f x x M   ， 的图像关于直线 y x 对称．例如，函

数 2y x 的反函数为
2

x
y （如图 1-3 所示）． 

2．基本初等函数 

常数函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、

反三角函数这六类函数称为基本初等函数． 

基本初等函数是研究其他更为复杂的函数的基础，基本

初等函数的定义、图像和主要性质，读者应很好地掌握，详

见附录 A． 

 

图 1-3 
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3．复合函数 

函数 2siny x 是不是基本初等函数？显然不是！但它可看成是由两个基本初等函数
2siny u u x  ， 构成的，这种函数叫做复合函数． 

定义 1-4  设 y 是 u 的函数 ( )y f u ，而 u 又是 x 的函数 ( )u x ，且 ( )u x  的值域

或其部分包含在函数 ( )y f u 的定义域内，那么 y （通过 u 的关系）也是 x 的函数，这个函

数叫做 ( )y f u 与 ( )u x 复合而成的函数，简称复合函数，记为  ( )y f x  ，其中 u 称为

中间变量． 

说明：  

（1）不是任何两个函数都可以构成一个复合函数的．例如 lny u 和 2u x  就不能构成

复合函数．因为对任意 x ，函数 2 0u x ≤ ，而 lny u 中必须 0u  才有意义． 

（2）复合函数不仅可以有一个中间变量，还可以有多个中间变量．例如 euy  ， 
11 e xu v v x y    ， 复合而成的函数 ， ,u v 都是中间变量． 

（3）由基本初等函数经过四则运算形成的函数称为简单函数．复合函数通常不一定由纯

粹的基本初等函数复合而成，而更多的是由简单函数复合而成的．例如函数

sin siny x x y u u x x     可以看成由函数 与 复合而成的． 

［例 1-4］ 求函数 ln cos 1uy u v v x   ， ， 构成的复合函数． 

解： cos cos( 1) cos( 1)ln ln ln lnu v x xy y      ，即 ． 

［例 1-5］ 求下列函数的复合过程． 

（1） 2siny x               （2） arcsin(ln 2 )y x  

解： （1）函数 2siny x 是由 2 , siny u u x  复合而成的． 

     （2）函数 arcsin(ln 2 )y x 是由 arcsin ln 2y u u v v x  ， ， 复合而成的． 

4．初等函数 

定义 1-5  由基本初等函数经过有限次四则运算和有限次的函数复合步骤所构成并可

用一个式子表示的函数，称为初等函数． 

2

arcsin ln( sin ) e tan
2

xx
y y x x y x    例如： ， ， 等都是初等函数．而 

sin ( 0)xy x x  不是初等函数． 

分段函数一般不是初等函数，但绝对值函数
0

0

x x
y x

x x

                
                  

， ≥

，
是分段函数，也是

初等函数，因为 2y x x  ，它可看成是由函数 2y u u x ， 复合而成的函数． 

初等函数是今后微积分中研究的主要函数． 
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四、函数模型的建立 

1．数学模型方法简述 

数学模型方法（Mathematical Modeling）称为 MM 方法．它是针对所考察的问题构造出

相应的数学模型，通过对数学模型的研究，使问题得以解决的一种数学方法． 

数学模型方法是处理科学理论问题的一种经典方法，也是处理各类实际问题的一般方

法．掌握数学模型方法是非常必要的．在此，对数学模型方法作一简述． 

（1）数学模型的含义 

数学模型是针对于现实世界的某一特定对象，为了一个特定的目的，根据特有的内在规

律，做出必要的简化和假设，运用适当的数学工具，采用形式化语言，概括或近似地表述出

来的一种数学结构．它或者能解释特定对象的现实形态，或者能预测对象的未来状态，或者

能提供处理对象的最优决策或控制．数学模型既源于现实又高于现实，不是实际原形，而是

一种模拟，在数值上可以作为公式应用，可以推广到与原物相近的一类问题，可以作为某事

物的数学语言，可译成算法语言，编写程序使用计算机计算． 

（2）数学模型的建立过程 

建立一个实际问题的数学模型，需要一定的洞察力和想象力，筛选、抛弃次要因素，突

出主要因素，做出适当的抽象和简化．全过程一般分为表述、求解、解释、验证几个阶段，

并且通过这些阶段完成从现实对象到数学模型，再从数学模型到现实对象的循环．可用流程

图（见图 1-4）表示如下： 

 

图 1-4 

表述  根据建立数学模型的目的和掌握的信息，将实际问题翻译成数学问题，用数学语

言确切地表述出来． 

这是一个关键的过程，需要对实际问题进行分析，甚至要做调查研究，查找资料，对问

题进行简化、假设、数学抽象，运用有关的数学概念、数学符号和数学表达式去表现客观对

象及其关系．如果现有的数学工具不够用时，可根据实际情况，大胆创造新的数学概念和方

法去表现模型． 

求解   选择适当的方法，求得数学模型的解答． 

解释   数学解答翻译回现实对象，给实际问题的解答． 

验证   检验解答的正确性． 

从总体上来说，数学模型只是近似地表现了现实原型中的某些属性，而就所要解决的实

际问题而言，它更深刻、更正确、更全面地反映了现实．从广义上讲，一切数学概念、数学
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理论体系、各种数学公式、各种方程式、各种函数关系以及由公式系列构成的算法系统等等

都可以叫做数学模型．从狭义上讲，只有那些反映特定问题或特定的具体事物系统的数学关

系的结构，才叫做数学模型．在现代应用数学中，数学模型都作狭义解释．而建立数学模型

的目的，主要是为了解决具体的实际问题． 

2．函数模型的建立举例 

研究数学模型，建立数学模型，进而借鉴数学模型，对提高解决实际问题的能力以及数

学素养都是非常重要的．函数关系可以说是一种变量相依关系的数学模型．建立函数模型的

步骤可分为： 

（1）分析问题中哪些是变量，哪些是常量，分别用字母表示． 

（2）根据所给条件，运用数学、物理或其他知识，确定等量关系（函数关系）． 

（3）具体写出解析式，并指明定义域． 
［例 1-6］ 将直径为 d 的圆木料锯成截面为矩形的木材（如图 1-5 所示），列出矩形截面

两边长之间的函数关系式，并求出如何截取才能使截面面积最大？ 
解： 设矩形截面的一条边长为 (0 )x x d＜ ＜ ， 

另一边长为 y （ 2 2y d x ），截面面积 

为 ( )s x ，则 2 2( ) (0 )s x xy x d x x d   ＜ ＜ ．根 

据不等式
2 2

( 0 0)
2

a b
ab a b

 
  ≤ ， 可得 

 

2 2

2 2 2 2

( )

( )

2 2

s x xy x d x

x d x d

   

   ≤
  

当 2 2 2 2

2
x d x x d   ，即 时， ( )s x 取得最大值，即截面为正方形时面积最大． 

［例 1-7］ 在金融业务中有一种利息叫做单利．设 p 是本金， r 是计息期有利率， c 是

计息期满应付的利息， n 是计息期数， I 是 n 个计息期（即借期或存期）应付的单利，是本

利和．求本利和 A与计息期数 n的函数模型． 

解： 计息期的利率=
c

r
p

计息期满的利息
，即

本金
，由此得 c pr ，单利与计息期数成

正比，即 n个计息期应付的单利 I 为 I cn ，因为 c pr ，所以 I prn ，本利和为 A p I  ，

即，可得本利和与计息期数的函数关系，即单利模型 

(1 )A p rn  

说明：  

（1）［例 1-6］中求截面积最大值在学习了后面导数知识后，会有更简洁的方法． 

（2）建立函数模型是一个比较灵活的问题，无定法可循，只有多做些练习才能逐步掌握． 

 

 

 

图 1-5 
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思考题 1.1 

1．函数 2y x y x  与 是同一函数吗？ 

2．两个奇函数之积是偶函数；两个偶函数之积仍是偶函数；一奇一偶之积是奇函数，对吗？ 

3．任意两个函数是否都可以复合成一个复合函数？你是否可以用例子说明？ 

4．建立函数模型的方法和步骤是什么？ 

练习题 1.1 

1．求函数 2ln(1 )y x  的定义域． 

2．已知

2 2 0

( ) 1 0

3 0

x x

f x x

x x

   
    
  

，求 ( 1)f ， (0)f ， (1)f 的值，并作出函数的图形． 

3．判断下列函数的奇偶性． 

（1） 2 siny x x     （2） 2 2cosy x x   

4．分析下列复合函数的结构，并指出它们的复合过程． 

（1） 2cos ( 1)y x      （2） lg sin( 1)y x   

5．把一个直径为 50 厘米的圆木截成横截面为长方形的方木，若此长方形截面的一条边

长 x 厘米，截面面积为 A 平方厘米，试将 A 表示成 x 的函数，并指出其定义域． 

1.2 极限的概念 

【引例】 请读者用一个计算器计算 0.5 连续乘方的结果是什么？答案是 0（根据计算器

精度，有的读者次数多按几次得到 0，有的读者次数少按几次得到 0）．为什么？再请读者用

计算器计算 2 的连续乘方的结果是什么？结果是计算溢出！下面我们作一下分析． 

将 0.5 写成
1

2
，则一次的平方结果为

2
2

1 1
( )
2 2

 ，二次平方的结果为
2

2 4

1 1
( )
2 2

 ， ，

2

1

2 n
n次平方的结果为 ．当平方次数越来越多时，2n 越来越大，从而上述 n次平方的分母 22 n

越来越大，分式的值越来越接近于零，则计算结果应为零（在计算器精度内）．而 2 的连续乘

方越来越大，计算结果当然是溢出． 

上述问题实质上研究的是当 n越来越大时，通项的最终变化趋势，或者说通项有没有越

来越接近于一个确定的数，这就是极限问题． 

极限是微积分学中一个基本概念，微分学与积分学的许多概念都是由极限引入的，并且

最终由极限知识来解决．因此它在微积分学中占有非常重要的地位．微分学与积分学中有许

多有关极限思想的应用问题，在后面的课程中我们还会有这方面的阐述． 

一、数列的极限 

为理解极限概念，我们再来研究几个数列． 
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数列
1 1

( 1)n
na

n
   ，其在数轴上表示如图 1-6 所示． 

 

图 1-6 

再看数列 nx n ，其在直角坐标系上表示如图 1-7 所示． 

可以看出，随着数列的项数 n 不断增大，数列

1 1
( 1)n

na
n

   无限趋近于常数 0（虽然在 0 的两边跳来跳

去），而数列 nx n 无限增大，不趋近于任何一个常数． 

由此可见，当项数无限增大时，数列的变化趋势有两

种情况，要么无限趋近于某个确定的常数，要么无法趋近

于某一常数．我们将此现象抽象便可得到数列极限的描述

性定义． 

定义 1-6  设有数列  nx ，如果当 n无限增大时，数列相应的项 nx 无限趋近于一个确

定的常数 A，则称常数 A为数列   nx 当 n趋于无穷大时的极限，记为 lim n
n

x
  = A，或 nx  A

（n   ），并称数列 nx 是收敛的，且收敛于 A；否则称数列 nx 是发散的． 

由定义 1-6 可知，
1 1

lim( 1) 0n

n n
 

  
  ，而当 n 时，数列 n 是发散的． 

［例 1-8］ 观察下面数列的变化趋势，确定它们的敛散性，若是收敛数列，写出它们的极限． 

（1）
1

n

n
x

n

     （2） 4nx    （3） 11 1 1 1   ( 1)n     ， ，， ， ， ，  

解： （1）
1

n

n
x

n
 的项依次为 2，

3

2
，

4

3
，

5

4
，…，当 n无限增大时， nx 无限接近

于 1，所以 lim n
n

x
  =1； 

（2） 4nx  为常数数列，无论 n取怎样的正整数， nx 始终为 4，所以 lim 4 4
n  

 ； 

（3）数列 1( 1)n
nx   ，当 n无限增大时， nx 在-1 和 1 这两个数上来回摆动，不能无限接

近于一个确定常数，所以它没有极限，是发散的． 

说明： 

（1）极限是变量变化的终极趋势，也可以说是变量变化的最终结果．因此，可以说，数

列极限的值与数列前面有限项的值无关． 

比如，某人的目的地是北京，至于他是从武汉出发的，还是从广州出发的，这与它的目

的无关，最终到了北京，就算达到目的了．这种比喻尽管不严格，但编者认为它有助于读者

对上面的说法的理解． 

 

图 1-7 
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（2）若数列  nx 收敛，则其极限值唯一． 

（3）一个常数数列的极限等于这个常数本身，即 
lim
n

c c
  （ c 为常数）． 

思考 数列可以看做是定义在正整数集上的函数，那么一般函数的极限呢？ 

二、函数的极限 

对于一般函数，自变量 x 的变化趋势要略显复杂，主要有以下两种情况： 

（1） x 的绝对值无限增大，即趋向无穷大，它又有三种情形： 

① x趋向正无穷大，即 0x 且无限增大，记为 x   ． 

② x 趋向负无穷大，即 0x 且绝对值无限增大，记为 x   ． 

③ x 趋向无穷大，即既可取正值同时也可取负值且 x 无限增大，记为 x   ． 

（2） x 趋向于有限值 0x ，也有三种情形： 

① x 从 0x 的左侧无限趋向于 0x （ 0x x ），记为 0x x ． 

② x从 0x 的右侧无限趋向于 0x （ 0x x ），记为 0x x ． 

③ x 从 0x 的左右两侧无限趋向于 0x ，记为 0x x ． 

下面我们分情况讨论． 

1． x 时，函数 ( )y f x 的极限 

当 x   ，x   ，x  时，观察函数
1

( )f x
x

 

的图像（如图 1-8 所示）变化趋势． 

从图 1-8 中可以看出，当 x   时，函数 ( )f x 无

限接近于常数 0，此时我们称常数 0 为函数
1

( )f x
x

 当

+x   时的极限；同样，当 x   或 x   时，函

数 f(x)无限接近于常数 0，我们称常数 0 为函数
1

( )f x
x
当 x   或 x  时的极限． 

定义 1-7  设函数 ( )y f x 在 x a 时有定义（ a为某个正实数），如果当自变量 x   

时，函数 ( )y f x 无限趋近于一个确定的常数 A，则称常数 A 为当 x  时，函数 ( )y f x 的

极限，记为 

  lim
x

f x A
  

  或 ( )f x A（ x  ） 

定义 1-8  设函数 ( ) ( ) (y f x a a   在 ， 为某个实数）内有定义，如果当自变量 x    

时，函数 ( )y f x 无限趋近于一个确定的常数 A，则称常数 A 为当 x   时，函数 ( )y f x 

的极限，记为 

 

 

图 1-8 
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lim ( )
x

f x A
   或 ( ) ( )f x A x     

定义 1-9  设函数 ( ) ( )y f x a   在 ， （ a 为某个实数）内有定义，如果当自变量

x    时，函数 ( )y f x 无限趋近于一个确定的常数 A，则称常数 A 为当 x    时，函数

( )y f x 的极限，记为 

lim ( )
x

f x A
   或 ( ) ( )f x A x     

由上述定义可知：
1

lim
x x  

=0，
1

lim 0
x x   

，
1

lim 0
x x   

． 

［例 1-9］ 观察下列函数的图像，分析当 x   ， x   ， x  时的极限． 

（1） arctany x       （2） exy  

         

   图 1-9         图 1-10 

解：（1）由图 1-9 可知，当 x 时，函数 arctany x 无限接近于常数
π

2
 ，所以

π
lim arctan

2x
x

   
  ；当 x   时，函数 arctany x 无限接近于常数

π

2
，所以极限

π
lim arctan

2x
x

   
 ；而当 x  时，函数 arctany x 没有无限趋近于一个确定的常数，所以

lim arctan
x

x
  不存在． 

（2）由图 1-10 可知，当 x    时，函数 exy 无限接近于常数 0，所以 lim e 0x

x   
 ；当

x    时，函数 exy  无限增大，所以 lim ex

x   
不存在（为方便，这种情况也记为 lim ex

x   
   ，

但并非表示它有极限，仅仅是方便做个记法）．而当 x  时，函数 exy 没有无限趋近于一

个确定的常数，所以 lim ex

x  
不存在． 

一般地，我们有如下定理： 

定理 1-1  lim ( )
x

f x
  = A的充分必要条件是： lim ( ) lim ( )

x x
f x f x A

      
 ． 

2． 0x x 时，函数 ( )y f x 的极限 

当 1x  时，用列表和作图像方法观察函数
2 1

( )
1

x
f x

x
 的变化趋势． 
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表 1-1 

x  0.7 0.8 0.9 0.95 1     1.1 1.3 1.5 
2 1

( )
1

x
f x

x

 
 

 
  1.7 1.8 1.9 1.95 2     2.1 2.3 2.5 

从表 1-1 和图 1-11 可以看出，函数在 1x 处没有定义，但是当

x无限趋近于 1 时（可以从 1x 处的左右两边无限趋近于 1），函数
2 1

( )
1

x
f x

x

 
 

 
的值无限趋近于 2，此时我们称当 x无限趋近于 1（但

不等于 1）时，函数
2 1

( )
1

x
f x

x
 以 2 为极限．同样可以分别从 1x  

处的左边无限趋近于 1 与右边无限趋近于 1 两种情况讨论函数
2 1

( )
1

x
f x

x

 
 

 
的值变化趋势．我们给出函数极限定义． 

定义 1-10  设函数 ( )f x 在点 0x 的附近（即 0x 的左、右近旁）有定义（ 0x 点可以除外），

如果当自变量 x 趋近于 0x （ 0x x ）时，函数 ( )f x 的值无限接近于一个确定的常数 A，则称

A为函数 ( )f x 当 0x x 时的极限，记为 

0

lim ( )
x x

f x A
 

   或  0( )  f x A x x   

例如，当 1x  时，函数
2 1

( )
1

x
f x

x

 
 

 
的极限为 2，记为 

2

1

1
lim 2

1x

x

x 

 
 

 
或

2 1
2( 1)

1

x
x

x

 
   

由该定义容易得到以下两个结论： 

0

lim
x x

c c
 

 （ c 为常数），
0

0lim
x x

x x
  

说明： 

（1）
0

lim ( )
x x

f x A
 

 描述的是当自变量 x 无限接近 0x 时，相应的函数值 ( )f x 无限趋近于常

数 A的一种变化趋势，与函数 ( )f x 在 0x 点是否有定义无关． 

（2）在 x无限趋近 0x 的过程中，既可以从大于 0x 的方向趋近 0x ，也可以从小于 0x 的方向

趋近于 0x ，整个过程没有任何方向限制． 

（3）在定义 1-10 中，x 是以任意方式趋近于 0x 的，但在有些问题中，往往只需要考虑点

x从 0x 的一侧趋近于 0x 时，函数 f（x）的变化趋势，这就是左、右极限的概念． 

定义 1-11  设函数 ( )y f x 在 0x 左（或右）侧近旁有定义（ ( )f x 在 0x 点处可以没有定

义）．若当自变量 x 从 0x 的左（或右）侧近旁无限接近于 0x 时，即 0x x （或 0x x   ）时，

函数 ( )y f x 的值无限接近于一个确定的常数 A，则称常数 A为 0x x 时的左（或右）极限，

记为： 

图 1-11 
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0

lim ( )
x x

f x A
  或 0( 0)f x A  或 0( ) ( )f x A x x      左极限 

0

lim ( )
x x

f x A
  或 0( 0)f x A  或 0( ) ( )f x A x x      右极限 

类似 x   ，我们有如下定理： 

定理 1-2  
0

lim ( )
x x

f x A
 的充要条件是

0

lim ( )
x x

f x
  0

lim ( )
x x

f x A
  ． 

这个定理常被用来作为判断函数在某一点处极限是否存在的依据． 
［例 1-10］ 讨论下列函数当 0x  时的极限： 

（1）符号函数

1 0

( ) sgn( ) 0 0

1 0

x

f x x x

x

 
    
   

 

         

图 1-12         图 1-13 

（2）
1 0

( )
1 0

x
f x

x x

 
     

≥
 

解：（1）由图 1-12 可知， 

0 0
lim ( ) lim ( 1) 1

x x
f x

    
   ； 0 0

lim ( ) lim 1 1
x x

f x
    

 ， 

因为 0 0
lim ( ) lim ( )

x x
f x f x

    
 ，所以

0
lim ( )
x

f x
 不存在． 

（2）由图 1-13 可知， 

0 0
lim ( ) lim ( 1) 1

x x
f x x

    
   ； 0 0

lim ( ) lim 1 1
x x

f x
    

 ， 

因为 0 0
lim ( ) lim ( )

x x
f x f x

    
 ，所以

0
lim ( ) 1
x

f x
 ． 

说明： 

（1）函数的极限若存在，必唯一，即若
0

lim ( )
x x

f x A
 ，

0

lim ( )
x x

f x B
 ，则 A = B ． 

（2）分段函数在分段点处的极限值与分段点处的函数值是两个不同的概念． 

思考题 1.2 

若极限
0

lim ( )
x x

f x
 存在，是否一定有

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

 
 ？ 
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练习题 1.2 

1．观察下列数列的变化趋势，并判断极限是否存在，若存在，指出其极限值． 

（1） 1nx n       （2）
1

2nx
n

  

（3） 2

1
nx

n
      （4） 1 ( 1)n

nx    

2．考察下列函数当 x  时的变化趋势，并判断极限是否存在，若存在，指出其极限值． 

（1） exy       （2）
1

2

x

y
    

 

3．考察下列函数当 2x 时的变化趋势，并求出其当 2x 时的极限． 

（1） 2 1y x       （2）
2 4

2

x
y

x
  

4．讨论下列函数当 0x 时的极限 

（1）

1 0

( ) 0 0

e 0x

x x

f x x

x

  
    
  

  （2） ( )
x

f x
x

 

1.3 极限的运算 

【引例】  求极限
2

1

1
lim

1x

x

x 

 
 

 

如果用上一节极限的定义去求此极限则很烦也很难，为方便求它的极限，我们可以根据

极限的定义，得到如下的极限运算法则． 

一、极限的四则运算法则 

定理 1-3  若
0

lim ( )
x x

f x A
 

 ，
0

lim ( )
x x

g x B
 ，则 

（1）
0 0 0

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x A B
   

     ； 

（2）
0 0 0

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x A B
   

     ； 

（3）
0

0

0

lim ( )
( )

lim
( ) lim ( )

x x

x x
x x

f x
f x A

g x g x B
 

 
 

    （ 0)B ． 

说明：  

（1）以上法则我们只以 0x x 方式给出，对任何其他方式，如： 0 0,    ,x x x x     

,    ,    x x x        ，法则都成立． 

（2）定理 1-3 结论成立的前提要求是函数 ( )f x 与 ( )g x 的极限必须存在；参与运算的项数

必须有限；分母极限必须不为零等，否则结论不成立．如
0

1
lim sin
x

x
x 

  



第 1章 函数、极限与连续 

 
19 

0 0

1
lim limsin
x x

x
x  

 0这个做法是错误的，因为在 0x 时，函数
1

sin
x
没有极限． 

推论 1 若
0

lim ( )
x x

f x A
 ，c 为常数，则

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

cf x c f x
  

 ． 

推论 2 若
0

lim ( )
x x

f x A
 ， n N ，则

0 0

lim ( ( )) ( lim ( ))n n n

x x x x
f x f x A

  
  ． 

如，
0

0lim
x x

x x
 

 ，则
0

0lim n n

x x
x x

 
 ． 

定 理 1-4   设函数 ( ( ))y f x  是由函数 ( ) ( )y f u u x ， 复合而成的，如果

0
0lim ( )

x x
x u


 ，且在 0x 的近旁内（除 0x 外） ( )x 0u ，又

0

lim ( )
u u

f u A
 ，则

0

lim ( ( ))
x x

f x A


 ． 

如
0

0lim sin sin
x x

x x
 

 ，
0

0lim n n

x x
x x

 
 ，则

0
0lim sin sinn n

x x
x x

 
 ． 

［例 1-11］ 求
2

1
lim( 2 3)
x

x x
 

 ． 

解： 
2

1
lim( 2 3)
x

x x
 

  =
2

1 1 1
lim lim 2 lim3
x x x

x x
   

  =
2

1 1 1
lim 2lim lim3
x x x

x x
   

   

=1+2  1-3=0 ． 

［例 1-12］ 求
2

2

2 3 2
lim

1x

x x

x 

  
 

． 

解： 
2

2

2 3 2
lim

1x

x x

x 

 
=

2

2

2

lim(2 3 2)

lim( 1)
x

x

x x

x
 

 

  

 
=

2

22 2

2 2

2lim 3lim lim 2

lim lim1
xx x

x x

x x

x
   

  

  

 
 

=
2 4 3 2 2

2 1

    
=4 ． 

［例 1-13］ 求
2

2

4
lim

2x

x

x 
． 

解： 因为当 2x 时，分母的极限为零，所以不能直接应用定理 1-3（3）．但因为在 2x  
的过程中， 2 0x   ，所以 

2

2 2 2

4 ( 2)( 2)
lim lim lim( 2) 4

2 2x x x

x x x
x

x x   

   
   

 
． 

［例 1-14］ 求 31

1 3
lim( )

1 1x x x 
 ． 

解： 因为当 1x 时，
1

1 x 
与 3

3

1 x 
的极限都不存在，所以不能直接应用定理 1-3（1）

计算，应先通分，进行适当的变形，然后用定理来计算． 

31

1 3
lim( )

1 1x x x 
 

  
=

2

31

1 3
lim

1x

x x

x 

   
 

=
2

31

2
lim

1x

x x

x 

 
= 21

( 1)( 2)
lim

(1 )(1 )x

x x

x x x 

 
   

 

= 21

( 2)
lim

1x

x

x x 

  
  

=
1

2

1

lim( 2)

lim(1 )
x

x

x

x x
 

 

 
 

  
= 1．  

［例 1-15］ 求下列函数极限． 



 高职应用数学 

 20 

（1）
2

2

3 4 5
lim

4 2x

x x

x x  

  
  

      （2）
2

3 2

2 3
lim

3 2 1x

x x

x x  

 
 

 

解： （1）因为 x  时，分子分母的极限都不存在，所以不能直接应用定理 1-3（3），

可先用 2x 同除分子、分母，然后再求极限 

 
2

2

3 4 5
lim

4 2x

x x

x x  

 
 

=
2

2

4 5
3

lim
1 2

4
x

x x

x x

  

  

  
=

2

2

4 5
lim(3 )

1 2
lim(4 )

x

x

x x

x x

  

  

  

  
=

3 0 0

4 0 0

 
 

=
3

4
 

（2）不能直接应用定理 1-3（3），应先用 3x 同除分子、分母， 

 
2

3 2

2 3
lim

3 2 1x

x x

x x  

 
 

=
2 3

3

2 1 3

lim
2 1

3
x

x x x

x x

  

  

  
=

2 3

3

2 1 3
lim( )

2 1
lim(3 )

x

x

x x x

x x

  

  

  

  
=

0 0 0

3 0 0

 
 

=0． 

说明： 

通过以上例题，我们大致归纳一下用极限运算法则求函数极限的注意点与方法． 

（1）求函数极限时，经常出现不能直接运用极限运算法则等情况，必须对原式进行恒等

变换、化简，然后再求极限．常使用的方法有因式分解、通分、根式有理化等． 

（2）一般地有，当 0 0n ma b  ， ， m n， 为正整数时， 

 
1

1 1 0
1

1 1 0

lim
n n

n n
m mx

m m

a x a x a x a

b x b x b x b

 
 

   
 

    
   



0      

     

        

n

m

a

a

 
    
 
  不存在

n m

n m

n m





 　　

 

（3）求函数极限读者一定要多练习才能很好掌握．还有很多求极限的方法和技巧在以后

课程中会有介绍．另外还可以用数学软件 MATLAB 方便地求极限． 

二、两个重要极限 

在今后的理论推导与极限计算中还经常用到两个重要的极限
0

sin
lim
x

x

x 
=1 与

1
lim(1 ) ex

x x  
  ，读者可用列表的方法观察结论的正确性． 

1．
0

sin
1lim

x

x

x 
  

说明：  

（1）这个极限在形式上的特点是它是“
0

0
”型，且要注意 0x ． 

（2）一般形式为
( ) 0

sin ( )
lim 1

( )u x

u x

u x 
 （其中 ( )u x 代表 x 的任意函数），故要理解它的各种变

形形式． 

当

当

当



第 1章 函数、极限与连续 

 
21 

［例 1-16］ 求
0

sin 3
lim
x

x

x 
． 

解： 令 3u x ，则
3

u
x  ，当 0x  时， 0u ， 

则有
0

sin 3
lim
x

x

x 
= 0

sin
lim

3
u

u
u =

0

sin
3lim 3

u

u

u 
． 

注意：函数
sin 3x

x
通过变量替换成为

sin u

u
，极限中的 0x 同时要变为 0u  ． 

有时可以直接计算，
0 0 3 0

sin 3 sin 3 sin 3
lim lim3 3 lim 3

3 3x x x

x x x

x x x   
   ． 

［例 1-17］ 求
1

lim sin
x

x
x  
．  

解： 令
1

t
x

   则当 x   时 0t  ，所以 

 
1

lim sin
x

x
x  

=
0

1
lim sin
t

t
t 

 =
0

sin
lim
t

t

t 
=1． 

［例 1-18］ 求
π

sin
lim

πx

x

x 
 

解： 虽然这是“
0

0
”型的，但不是 0x ，因此不能直接运用这个重要极限． 

令 πt x  ，则 πx t ，而 πx  时， 0t ，因此， 

 
π

sin
lim

πx

x

x  0

sin(π )
lim
t

t

t 
 =

0

sin
lim
t

t

t 
=1． 

［例 1-19］ 求 20

1 cos
lim
x

x

x 
． 

解： 20

1 cos
lim
x

x

x 

 2

20

2sin ( )
2lim

x

x

x 
 

2

0

sin1 2lim
2

2



 
 
  
 
 

x

x

x
1

2
． 

［例 1-20］ 求
0

tan
lim
x

kx

x 
 （ k 为非零常数）． 

解： 
0

tan
lim
x

kx

x 
=

0

sin
lim

cosx

kx

x kx  
=

0

sin
lim( )

cosx

kx k

kx kx 
 = k ． 

2．
1

lim(1 ) ex

x x  
   

e=2.718281828…，是一个无理数，1748 年欧拉（Euler）首先用字母 e 表示． 

说明：  

（1）这个极限在形式上的特点是底中 1 加的部分与指数呈倒数关系并要注意 x   ． 
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（2）在
1

lim(1 ) ex

x x  
  中，令

1
t

x
，则 x  时， 0t ，可得到重要极限的另一种形式：

1

0
lim(1 ) et

t
t

 
  ．其一般形式为

( )

( )

1
lim 1 e

( )

u x

u x u x  

  
     

或
1

( )

( ) 0
lim (1 ( )) eu x

u x
u x

 
 （其中

( )u x 代表 x的任意函数），故要理解它的各种变形形式． 

［例 1-21］ 求
2

lim(1 )x

x x  
 ． 

解： 
2 2 22 2

2 1 1
lim(1 ) lim[(1 ) ] [ lim(1 ) ] e

2 2

x x
x

x x xx xx      
      

． 

［例 1-22］ 求
1

lim(1 )x

x x  
 ． 

解法 1： 令
1

t
x

  ， 则
1

x
t

  ；当 x  时， 0t ， 

1
lim(1 )x

x x  
  

1

0
lim(1 ) t

t
t

 
 

1
1 1

0
lim[(1 ) ] et

t
t  

 
   ． 

解法 2： 
( 1)

11 1
lim(1 ) lim 1 ( ) e

x
x

x xx x

   

    

           
． 

这个结论也可以作为公式来用． 

［例 1-23］ 求
1

lim
1

x

x

x

x  

  
   

． 

解： 2
1

11 lim 111 e
lim lim e

11 e11 lim 1

xx

x
x

xx x

x

x xx
x

x x

  

     

  

                                     

． 

思考题 1.3  

1

lim(1 ) et

t
t

  
  对吗？ 

练习题 1.3 

1．求下列函数的极限． 

（1）

2

1

2 3
lim

1x

x

x 

 
       （2）

3
lim
x

2

2

9

5 6

x

x x

 
         

（3） 21

2 1
lim( )

11x xx 
 

      （4）
5 1

lim
2x

x

x   
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2．求下列函数的极限． 

（1）
0

sin 3
lim

4x

x

x 
  （2）

0

sin 3
lim

sin 5x

x

x 
  （3）

21

sin 1
lim

1x

x

x 
 

（4）
3

1
lim

x

x

x

x  

   
    

  （5）   
1

0
lim 1 2 x
x

x
 

   （6）

3

22 1
lim

2 1

x

x

x

x  

  
   

 

1.4 无穷小与无穷大 

【引例】  若把一根 1 米长的铁丝每天截去其一半，则当截的天数无限增多时，留下的

铁丝长度会越来越短，其最终长度无限接近于零，即其极限为零． 

在现实生活中，变量的极限为零的情形很多，这就是所谓无穷小量，我们来单独研究一下． 

一、无穷小量 

1．无穷小量的概念 

定义 1-12  若
0

lim ( ) 0
x x

f x
 

 ，则称函数 ( )f x 为当 0x x 时的无穷小量，简称为无穷小． 

例如，
1

lim( 1) 0
x

x
 

  ，所以函数 ( ) 1f x x  是当 1x 时的无穷小． 

说明：  

（1）此定义中对自变量的其他任何一种变化趋势（ 0x x ， 0x x ，x   ，x    

或 x  +  ），结论同样成立． 

（2）同一个函数，在不同的变化趋势下，可能是无穷小量，也可能不是无穷小量．如对

于函数 ( ) 1f x x  ，在 1x  时 ( )f x 的极限为 0 ，所以在 1x 时 ( )f x 是一个无穷

小量；当 0x 时 ( )f x 的极限为 –1，因而当 0x 时 ( )f x 不是一个无穷小量．所

以称一个函数为无穷小量，一定要明确指出其自变量的变化趋势． 

（3）无穷小量不是一个量的概念，不能把它看成一个很小很小的（常）量，它是一个变

化过程中的变量，最终在自变量的某一变化趋势下，函数以零为极限．特别地，零

是可作为无穷小的唯一常数，即除 0 以外任何很小的常数都不是无穷小 ． 
［例 1-24］ 指出自变量 x在怎样的变化趋势下，下列函数为无穷小量． 

（1）
1

1
y

x
 

 
；      （2） 2 1y x  ；    （3） (xy a 0 1)a a  ， ． 

解： （1）因为
1

lim 0
1x x  

 ，所以当 x  时，函数
1

1
y

x
 是一个无穷小量． 

（2）因为
2

1
lim 1 0
x

x
 

 与  2

1
lim 1 0
x

x
  

 ，所以当 1 1x x   与 时函数 2 1y x  都

是无穷小量． 

（3）对于 1a  ，因为 lim 0x

x
a

   
 ，所以当 x   时， 1)xy a a  （ 为一个无穷小量；
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而对于 0 1a  ，因为 lim 0x

x
a

   
 ，所以当 x + 时， (0< <1)xy a a 为一个无穷小量． 

2．无穷小的性质 

在自变量的同一变化过程中，无穷小有以下一些性质： 

性质 1    有限个无穷小的代数和是无穷小． 

性质 2    有限个无穷小的乘积是无穷小． 

性质 3    有界函数与无穷小的乘积是无穷小． 

推论    常数与无穷小的乘积是无穷小． 

说明：  

（1）无穷多个无穷小量之和不一定是无穷小量．如当 n  时 2 2 2

1 2 n

n n n
， ， ， 都是无

穷小量，但 2 2 2

1 2
lim( )
n

n

n n n  
    = 2

( 1)
lim

2n

n n

n  
=

1

2
． 

（2）两个无穷小量的商不一定是无穷小量．比如：当 x 0 时， x与 2 x都是无穷小量，

但
0

2
lim 2
x

x

x 
 ，所以当 x 0 时

2x

x
不是无穷小量． 

［例 1-25］ 求
sin

lim
x

x

x  
． 

解： 因
1

lim 0
x x  

， sin 1x ≤ ，即
1

x
是当 x  时的无穷小， sin x 是有界函数，所以

根据无穷小的性质可知， 
1

sin x
x

仍为当 x  时的无穷小，即
sin

lim 0
x

x

x  
． 

类似地，函数
1 1

cos    cos     sinx
x x

， ， ，都是有界函数，有： 

 
1

lim cos
x

x
x  

 1 1
lim cos
x x x  

=
1 1

lim sin
x x x  

= 0  

3．函数极限与无穷小量的关系 

“无穷小量”与“极限”都是描述变量的变化过程，那么它们之间有什么关系呢？我们

先看一个例子． 

对于函数
1

( )
x

f x
x

 ，由于
1

lim ( ) lim 1
x x

x
f x

x    
  ，又

1 1
( ) 1

x
f x

x x
  ，其中 1 是 ( )f x

当 x   时的极限，而
1

x
是当 x   时的无穷小．一般地，我们有如下定理： 

定理 1-5  
0

lim ( )
x x

f x A
 的充分必要条件是： ( ) ( )f x A x ，其中，当 0x x 时  （x）

是一个无穷小量． 

此定理对 0x x ， 0x x   ， x   ， x  或 x + ，结论同样成立． 
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二、无穷大量 

1．无穷大量的概念 

上面我们讨论了有极限的变量，当然还有没有极限的变量．在没有极限的变量中，有一

类与我们关系比较密切，这类变量在变化过程中，虽然它们并不无限趋近于某一常数，但它

们在变化过程中其绝对值都是无限增大的．例如，
1

( )f x
x
，当 0x 时

1

x
就无限增大．对

这类变量，我们给出无穷大量的概念． 

定义 1-13  如果当 0x x 时，函数 ( )f x 的绝对值无限增大，则称函数 ( )f x 为 0x x 

时的无穷大量，简称无穷大，记为
0

lim ( )
x x

f x
 

 ． 

如果在变化过程中函数 ( )f x 只取正值（或只取负值），则称 ( )f x 是正无穷大（或负无穷

大），记为
0

lim ( )
x x

f x
 

  （或
0

lim ( )
x x

f x
 

   ）． 

此定义中对自变量的其他任何一种变化趋势（ 0x x ， 0x x ， x   ， x    或

x  +  ），结论同样成立． 

例如，
0

1
lim
x x 

  ，
0

1
lim
x x  

   ，
0

1
lim
x x  

  ， lim
x

x
  

 ． 

说明：  

（1）无穷大量是极限不存在的一种情形，也就是不可能“等于”某个确定的值．但为了

便于描述函数的这种变化趋势，我们借用极限的记号
0

lim ( )
x x

f x
 

 ，表示“当 0x x 

时， ( )f x 是无穷大量”． 

（2）无穷大量也不是一个量的概念，不能把绝对值很大的常量看成是无穷大，因为这个

常量的极限是它本身，并不是无穷大．只有变量才可能在一定条件下成为无穷大． 

（3）无穷大量描述的是一个函数在自变量的某一趋势下，相应的函数值的变化趋势，即

( )f x 无限增大．同一个函数在自变量的不同趋势下，相应的函数值有不同的变化

趋势．如对函数
1

x
，当 x  0 时，它为无穷大量；当 x 1 时，它以1为极限．因

此称一个函数为无穷大量时，必须明确指出其自变量的变化趋势，否则毫无意义． 

2．无穷大与无穷小的关系 

无穷小与无穷大之间有何关系？先看一个例子．因为
0

1
lim
x x 

 ，
0

lim 0
x

x
 

 ，说明当 0x  

时，函数 x 是无穷小，而其倒数
1

x
是无穷大．一般地，有如下定理： 

定理 1-6  当自变量在同一变化过程中时， 

（1） 若 ( )f x 为无穷大，则
1

( )f x
为无穷小； 
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（2） 若 ( )f x 为无穷小，且 ( ) 0f x  ，则
1

( )f x
为无穷大． 

［例 1-26］ 指出自变量 x在怎样的变化趋势下，下列函数为无穷大量． 

（1）
1

2
y

x
 ；     （2） log ( 0 1)ay x a a   ，  

解：（1）因为
2

lim( 2) 0
x

x
 

 ，根据无穷小量与无穷大量之间的关系有
2

1
lim

2x x 
  

 
，所

以当 2x  时，函数
1

2
y

x
 为无穷大量． 

（2）若 0 1a  ，因为当 0x   时， loga x   ；当 x   时， loga x    ，所以当

0x   时，函数 loga x 为正无穷大量，当 x   时，函数 loga x 为负无穷大量．若 1a  ，

因为当 0x   时，loga x   ；当 x    时，loga x   ，所以当 0x  时，函数 loga x

为负无穷大量，当 x   时，函数 loga x 为正无穷大量． 

［例 1-27］ 求
2 3 2

lim
2 1x

x x

x  

  
 

． 

解： 因为 2

2 1
lim

3 2x

x

x x   
=

2

2

2 1

lim
3 2

1
x

x x

x x

  

 

  
=

2

2

2 1
lim( )

3 2
lim(1 )

x

x

x x

x x

  

  

 

  
=

0 0
0

1 0 0
 

 
， 

所以 
2 3 2

lim
2 1x

x x

x  

  
 ． 

由此结合上一节的结论并可以证明：当 0 0( 0 0)a b  ， ，m n， 为正整数时， 

1
0 1 1

1
0 1 1

lim
n n

n n
m mx

m m

a x a x a x a

b x b x b x b








     

    





     ． 

思考题 1.4  

1．无穷个无穷小量的积一定是无穷小量吗？ 

2．两个非无穷大量的积可以是无穷大量吗？ 

练习题 1.4 

1．求下列函数的极限． 

（1）
2

1

1
lim

1x

x

x 

 
 

    （2）
0

1
lim sin
x

x
x 

   （3）
3 1

lim
1x

x

x  

 
 

． 

2．指出下列函数哪些是无穷小量，哪些是无穷大量？ 

（1） 2

1
( 2)

4

x
y x

x

   
 

   （2） ln ( 0 )y x x   

 

0

0

0




 

a
n m

b

n m

n m
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（3） 2

2 1
( )

x
y x

x

       （4） 3 ( )xy x    ． 

1.5 函数的连续性 

【引例】  在自然界中有许多现象都是连续不断地变化的，如气温随着时间的变化而连

续变化；又如金属轴的长度随气温有极微小的改变也是连续变化的等等．但也有一些量，如

个人所得税税率随收入而跳跃变化，股票价格每天在跳跃变化．这种生活中的连续与间断反

映到函数上是一种什么样的情况呢？简单地说，函数的连续性反映在几何上就是一条不间断

的曲线．下面我们来作深入研究． 

一、函数连续的概念 

在介绍函数连续的定义前，我们先介绍一下增量的概念． 

1．函数的增量 

定义 1-14  设函数 ( )y f x 在 0x 的邻域内有定义，当自变量由 0x 变到 x，称 0xx  为

自变量在 0x 处的增量或改变量，记为 x ，即 0xxx  ．相应地，函数值由 )( 0xf 变到

)(xf ， 称 )()( 0xfxf  为 函 数 )(xf 在 0x 处 的 增 量 或 改 变 量 ， 记 为 y ， 即

)()( 0xfxfy  或 )()( 00 xfxxfy  ． 

说明： 增量 x 和 y 名为增量，其实是可正可负，也可以为零．增量的几何意义如 

图 1-14、图 1-15 所示． 

     

图 1-14      图 1-15 

［例 1-28］ 已知函数  2 3y f x x   ，当自变量 x有下列变化时，求相应的函数改变

量 y ． 

（1） x 从 1 变到 1； 

（2） x 从 1 变到 0； 

（3） x从 1 变到1 x ． 

解： （1）        221 1 1 3 [ 1 3] 0y f f          ； 
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（2）     2 20 1 0 3 1 3 1y f f         ； 

（3）         2 21 1 [ 1 3] 1 3 2y f x f x x x               ． 

2．函数连续的定义 

由图 1-14可以看出，函数 )(xfy  在点 0x 处是连续的，此时当 0x 时，有 0y ．由

图 1-15 可以看出，函数 ( )y f x 在点 0x 处是不连续的，此时当 0x  时，有 y 不趋向于 0． 

由上分析，我们给出函数连续的定义． 

定义 1-15  设函数  y f x 在点 0x 的邻域内有定义，若当自变量 x 在 0x 处的增量

0x x x   趋近于零时，相应的函数增量 0 0 y f x x f x     也趋近于零，即

   0 0
0 0

lim lim 0
x x

y f x x f x
    

          ，则称函数 y f x 在点 0x 处连续，称点 0x 为函数

  y f x 的连续点；否则就称函数  y f x 在点 0x 处间断，称点 0x 为函数   y f x 的间断点． 

［例 1-29］ 试用定义 1-15 证明：函数 2 3y x  在点 0 1x 处连续． 

证明：显然函数 2 3y x  在点 0 1x  的邻域内有定义．现设自变量 x 在 0 1x  处有增量

x ，则由例 1-28（3），当 0x  ，相应的函数增量 y的极限 

   2

0 0
lim lim [2 ] 0
x x

y x x
    

       

所以，根据定义 1-15，函数 2 3y x  在点 0 1x 处连续． 

在 定 义 1-15 中 ， 若 令 0x x x  ， 则 0x  就 是 0x x ，

  0 0 y f x x f x         0f x f x  ， 0y  就是 0f x f x ，即
0

lim 0
x

y
  

  就是

    
0

0lim
x x

f x f x
 

 ． 

因此，函数  f x 在点 0x 的连续定义也可叙述如下： 

定义 1-16  设函数   y f x 在点 0x 的邻域内有定义，若当 0x x 时，函数   f x 的极

限存在，而且极限值就等于   f x 在点 0x 处的函数值 0f x ，即 

 
0

0lim
x x

f x f x
 

  

则称函数 y f x 在点 0x 处连续，称点 0x 为函数 y f x 的连续点；否则就称函数

  y f x 在点 0x 处间断，称点 0x 为函数 y f x 的间断点． 

［例 1-30］ 试用定义 1-16 证明：函数   
1

sin 0

0 0

x x
f x x

x

 
   
  

，

，
在点 0x  处连续． 

证明： 显然 f x 在 0x 的邻域内有定义，由无穷小的性质可知， 

   
0 0

1
lim lim sin 0
x x

f x x
x  

  ，且 0 0f ，故有  
0

lim 0
x

f x f
 

 ，  

所以根据定义 1-16，函数   f x 在点 0x 处连续． 
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定义 1-16 中，若
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
  

 ，则称函数 y ( )f x 在点 0x 处 左 连 续 ；若

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

  
 ，则称函数 y  ( )f x 在点 0x 处右连续． 

由于
0 0 0

0 0lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x x x

f x f x f x f x f x
     

    ，所以函数 ( )f x 在点 0x 处连续的充

分必要条件是：函数 ( )f x 在点 0x 处左连续且右连续． 

若函数 ( )f x 在开区间 ( )a b， 内每一点都连续，则称函数 ( )f x 在开区间 ( , )a b 内连续．若

函数 ( )f x 在开区间 ( )a b， 内连续，且在左端点 a处右连续，在右端点 b 处左连续，则称函数

( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续． 

若函数 ( )f x 在它的定义域内每一点都连续，则称 ( )f x 为连续函数． 

综上所述，函数 ( )f x 在点 0x 处连续，必须同时满足以下三个条件： 

（1）函数 y f x 在点 0x 处有定义． 

（2）当 0x x 时，  f x 的极限
0

lim
x x

f x
 存在． 

（3）极限
0

lim
x x

f x
 等于   f x 在点 0x 处的函数值，即

0
0lim

x x
f x f x

 
 ． 

上述三个条件中只要有一个不满足，函数 y f x 在点 0x 处就不连续（间断）． 

［例 1-31］ 已知函数 

2 0
( ) 0

e 0x

x x
f x x

b x

   
  

  

， ，
 在

， ≥ ，
处连续，求b 值． 

解： 
0 0 0 0

lim ( ) lim ( 2) 2 lim ( ) lim (e ) 1x

x x x x
f x x f x b b

        
      ， ， 

因为 ( )f x 在点 0x 处连续，故
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
    

 ，所以 1b  ． 

［例 1-32］ 讨论函数

2       1
( ) sin

     0 1

x x
f x x

x
x

 
   

   

， ≥

，
在 1x 处的连续性． 

解： 因为
1

lim ( )
x

f x
  

=
2

1
lim 1
x

x
  

 ，
1

lim ( )
x

f x
  

 =
1

sin
lim sin1
x

x

x  
 ， 

所以
1

lim ( )
x

f x
 不存在，故函数 ( )f x 在 x=1 处不连续． 

二、初等函数的连续性 

我们不加证明地给出如下重要事实：基本初等函数在其定义区间内都是连续的．一切初

等函数在其定义区间内都是连续的． 

说明：  

（1）所谓定义区间，就是包含在定义域内的区间． 

（2）求初等函数的连续区间就是求初等函数的定义区间．关于分段函数的连续性，除按

上述结论考虑每一分段区间内的连续性外，必须讨论分界点的连续性． 

（3）若 ( )f x 在点 0x 处连续，则
0

0lim
x x

f x f x
 

 ，即求连续函数的极限可归结为计算函
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数值． 

（4）设有复合函数   ( )y f x  ，若
0

0lim ( )
x x

x u


 ，而函数 ( )f u 在 0u u 处连续，则

0 0
0lim [ ( )] ( ) [ lim ( )]

x x x x
f x f u f x  

  
  ．这为我们提供了求函数极限的一种方法． 

［例 1-33］ 求函数   1

1
f x

x
 

 
的连续区间． 

解： 由于   1

1
f x

x
 为初等函数，其定义域满足 1 0 1x x   ，即 ．因此，函数的

定义区间为 ( 1 )   ， ，所以 ( 1 )   ， 为函数   1

1
f x

x
 的连续区间． 

［例 1-34］ 求下列函数的极限． 

（1） 2

1
lim 1
x

x x
 

                （2）
0

ln(1 )
lim
x

x

x 
 

解： （1）因为函数 2 1y x x   在 1x 处连续，所以 

2 2

1
lim 1 1 1 1 1
x

x x
 

       

（2）
0

ln(1 )
lim
x

x

x 

 1

0
lim ln(1 ) x

x
x

 
  

1

0
ln[lim(1 ) ]x

x
x

 
  ln e =1． 

思考题 1.5  

1．函数 y  ( )f x 在点 0x x 连续，一定要求其在 0x 点有定义吗？ 

2．函数 y  ( )f x 在点 0x x 连续，则函数 y ( )f x 在点 0x x 处的极限一定存在，反之

不一定连续．这话对吗？ 

练习题 1.5 

1．讨论下列函数 ( )f x 在点 0x 处的连续性． 

（1）
1 0

( )
1 0

x x
f x

x x

  
    

，

，

≥
    （2）

1
cos 1    0

( )
1                   0

x x
f x x

x

     
   

，

，
 

2．求函数   
2

1

1
f x

x
 

 
的连续区间． 

3．求下列函数的极限． 

（1） π

2

lim[ln(sin )]
x

x
    （2）

0

sin
lim ln
x

x

x 
   （3）

sin

0
lim(1 cos ) x

x
x

 
  



第 1章 函数、极限与连续 

 
31 

  知识拓展 

1.6 无穷小比较、函数的间断点类型、闭区间上连续函数的性质、函

数曲线的渐近线 

【引例】  如何判断方程 5 3 1 0 1 2x x   在（ ， ）内是否有解（根）？ 

前面我们学过无穷小、函数的连续性等知识，本节对这些内容作一些拓展． 

一、无穷小的比较 

两个无穷小的和、差、积都是无穷小，但两个无穷小的商不一定是无穷小，会出现不同

情况．例如， 2 30 sin 2x x x x x x 当 时， ， ， ， ， 都是无穷小，而 
2

0 0 0

2 sin
lim 0    lim 2    lim 1
x x x

x x x

x x x   
   ， ， ，

2

30
lim =
x

x

x 
． 

从中可以看出，同为无穷小，但它们趋于 0 的速度有快有慢．为了比较两个不同的无穷

小趋于 0 的速度，我们根据两个无穷小量比值的极限来判定这两个无穷小量趋向零的快慢程

度，为此引入无穷小量阶的概念． 

定义 1-17  设 与 是自变量在同一变化过程中的两个无穷小， lim
 
 

是自变量在同

一变化过程中的极限． 

（1） 若 lim 0
 
 

，就说  是比  高阶的无穷小，记为 ( )o  ． 

（2） 若 lim
 
 

 ，就说  是比  低阶的无穷小． 

（3） 若 lim 0C
 
 

 ，就说  是比 同阶的无穷小． 

特别地，若 1C  ，就说  与 是等价无穷小，记为  ～ ． 

［例 1-35］ 下列函数是当 1x  时的无穷小，试与 1x 相比较，哪个是高阶无穷小？

哪个同阶无穷小？哪个等价无穷小？ 

（1） 2( 1)x     （2） 3 1x     （3） 3 3 2x x   

解： 因为
1

2( 1)
lim

1x

x

x 
=

1

2
lim 1

1x x  
， 

 
3

1

1
lim

1x

x

x 

 
 

=
2

1
lim( 1)
x

x x
 

 =3， 

      
3

1

3 2
lim

1x

x x

x 

  
 

=
2

1
lim( 2)
x

x x
 

 =0， 

所以当 1x  时 

• 2( 1)x  是与 1x 等价的无穷小， 
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• 3 1x  是与 1x  同阶的无穷小， 

• 3 3 2x x  是比 1x 高阶的无穷小． 

本书中常用的等价无穷小量有： 

当 0x  时，sin x ～ x ，tan x ～ x ，arcsin x ～ x ，ln(1 )x ～ x ，e 1x ～ x ，1 cos x ～

21

2
x ． 

等价无穷小量在求两个无穷小之比的极限的问题中有着重要的作用．数学中有如下无穷

小的替换定理． 

定理 1-7  若      ， ， ， 均为自变量同一变化过程中的无穷小，且 ~ ~      ， ，则 

（1）若 lim
 
 

 
 
存在，那么 lim lim

 
 

 ． 

（2）若 lim
 
 

   
 

，那么 lim   ． 

定理 1-7 表明，在求两个无穷小之比的极限时，在乘积的因子中，分子及分母均可用等

价无穷小量替换，简化极限运算． 

［例 1-36］ 求 30

tan sin
lim
x

x x

x 

 
． 

解： 
3 30 0

1
sin ( 1)tan sin coslim lim

x x

xx x x
x x  

   

= 30

sin (1 cos )
lim

cosx

x x

x x




=
0

lim
x

2

3
2
1

x
x

x




=

1

2
． 

在计算极限过程中，可以把乘积因子中极限不为零的部分用其极限值替代，如上例中的

乘积因子 cos x用其极限值1替代，以简化计算． 

注意，下列做法是错误的： 

当 0x  时， sin x ～ x， tan x ～ x，所以 30

tan sin
lim
x

x x

x 
= 30

lim
x

x x

x 
=0 

因为 tan x 与 sin x 不是乘积因子，当 0x 时，tan sinx x 与 x x 不是等价无穷小量．等

价代换是对分子或分母的整体（因式）进行替换，而对分子或分母中“+”或“-”号连接的

各部分不能分别作替换． 

［例 1-37］ 求
2

0

sin 2 (e 1)
lim

ln(1 ) tan 3 (1 cos )

x

x

x x

x x x 

   
    

． 

解： 因为当 0x 时，sin 2x～2 x ，tan 3x ～3 x ，ln(1 )x ～ x ，e 1x  ～ x ，1 cos x ～

21

2
x ． 
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所以   
2

0

sin 2 (e 1)
lim

ln(1 ) tan 3 (1 cos )

x

x

x x

x x x 

   
    

=

2

0 2

2
lim

1
3

2
x

x x x

x x x
 

  

  
=

4

3
． 

 

二、函数的间断点类型 

在 1.5 节中我们已定义了函数连续与间断的定义，并指出函数 ( )f x 在点 0x 处连续，必须

同时满足以下三个条件： 

（1）函数 y f x 在点 0x 处有定义． 

（2）当 0x x 时，  f x 的极限
0

lim
x x

f x
 存在． 

（3）极限
0

lim
x x

f x
 等于   f x 在点 0x 处的函数值，即

0
0lim

x x
f x f x

 
 ． 

上述三个条件中只要有一个不满足，函数 y f x 在点 0x 处就不连续（间断）， 0x 为 ( )f x

间断点．间断点有下列三种情况之一： 

（1） ( )f x 在 0x x 没有定义． 

（2）
0

lim ( )
x x

f x
 不存在． 

（3）虽然
0

lim ( )
x x

f x
 存在，且 ( )f x 在 0x x 有定义，但 0

0
lim ( ) ( )
x

f x f x
 

 ． 

由此，一般情况下，我们可以给函数 ( )f x 的间断点 0x 分为两类： 

（1）若 ( )f x 在 0x 的左、右极限都存在，则称 0x 为 ( )f x 第一类间断点． 

（2）不是第一类间断点的间断点，即 ( )f x 在 0x 的左、右极限至少有一个不存在，则称 0x

为 ( )f x 第二类间断点． 

更进一步，对第一类间断点进行分类： 

（1）若 ( )f x 在 0x 的左、右极限都存在且相等，但
0

0lim ( ) ( )
x x

f x A f x
 

  ，则称 0x 为 ( )f x 可

去间断点． 

（2）若 ( )f x 在 0x 的左、右极限都存在但不相等，即 +
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
 


- ，则称 0x 为 ( )f x

跳跃间断点． 

对第二类间断点，若
0

lim ( )
x x

f x
 

  ，则称 0x 为 ( )f x 无穷间断点，若
0

lim ( )
x x

f x
 振荡不存在，

则称 0x 为 ( )f x 振荡间断点． 

下面举例说明． 

［例 1-38］ 设函数
2

,        1

( ) 0,        1

,       1

x x

f x x

x x

 
    
 
 

，讨论在点 1x 处的连续性． 

解： 如图 1-16 所示，函数 ( )f x 在 1x 有定义， (1)f = 0 ，
1

lim ( )
x

f x
  

 2

1
lim
x

x
  

 1， 

1
lim ( )
x

f x
  

  
1

lim 1
x

x
  

，故
1

lim ( ) 1
x

f x
 

 ，但
1

lim ( )
x

f x
 

(1)f ，所以 1x 是函数 ( )f x 的第
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一类间断点中的可去间断点． 

［例 1-39］ 设函数
1 0

( )
1 0

x x
f x

x x

  
     

， ≥

，
，讨论在点 0x 处的连续性． 

 

       

图 1-16      图 1-17  

解： 如图 1-17 所示，虽然 (0) 1f  ，但
0

lim ( )
x

f x
  0

lim ( 1) 1
x

x
  

  ， 

 
0

lim ( )
x

f x
  0

lim ( 1) 1
x

x
  

 ， 

即 ( )f x 在 0x   处左、右极限存在，但不相等，故
0

lim ( )
x

f x
 不存在，所以 0x  是函数 ( )f x

的第一类间断点中的跳跃间断点． 

［例 1-40］ 设函数 2

1
( )f x

x
 ，讨论其在点 0x 处的连续性． 

解： 函数 ( )f x 在 0x 无定义， 0x  是函数 ( )f x 的间断点，又因 20

1
lim
x x 

  ，所以 0x  

是函数 ( )f x 的第二类间断点中的无穷间断点． 

［例 1-41］ 设函数
1

( ) sinf x
x

 ，讨论 ( )f x 在点 0x 处的连续性． 

解： 函数 ( )f x 在 0x 无定义， 0x  是函数 ( )f x 的间断点．当 0x 时，相应的函数值

在 1 1 与 之间振荡，
0

1
limsin
x x 

不存在，所以 0x 是函数 ( )f x 的第二类间断点中的振荡间断点． 

三、闭区间上连续函数的性质 

闭区间上的连续函数有一些非常重要且有用的性质，性质证明涉及严密的实数理论，因

此我们只给出结论而不予证明，读者可以通过图形很容易理解性质． 

定理 1-8  （最值定理）如果函数 f x 在闭区间 a b， 上连续，则函数   f x 在区间

  a b， 上必然存在最大值与最小值． 

如图 1-18 所示，连续函数  f x 的图像在 a b， 上是不间断的曲线，必有最高点和最低

点，这里   f x 在 1x 点处取得最大值M ，在 2x 点处取得最小值m ． 
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图 1-18 

说明： 显然函数 ( )f x 在闭区间[ ]a b， 上有界．这个定理中重要的两个条件是“闭区间

[ ]a b， ”与“连续”，缺一不可．若区间是开区间或区间内有间断点，定理不一定成立．如函数
1

y
x

 

在区间 (0 1)， 连续，但不能取得最大值与最小值．又如函数

1 0 1

1 1

3 1 2

x x

y x

x x

  
    
  

≤ ＜

＜ ≤

，如图 1-19

所示，在闭区间[0 2]， 上有间断点 1x  ，它在闭区间[0 2]， 上既无最大值，也无最小值． 

       

图 1-19        图 1-20 

定理 1-9  （介值定理） 设函数 y f x 在闭区间 a b， 上连续，   f a A ，   f b B ，

且 A B ，则对于 A与 B 之间的任一值C ，在开区间 a b， 内至少存在一点  ，使得 

   f C a b   ＜ ＜  

如图 1-18 所示，对于 A C B  ，直线 y C 与连续曲线 y f x 有两个交点，使得

    1 2f f C    ． 

由定理 1-8 与定理 1-9 知，对于在闭区间[ ]a b， 上连续函数 ( )f x ，可取得介于其在闭区

间[ ]a b， 上的最大值与最小值之间的任意一个数． 

推论（根的存在定理或零点定理） 设 ( )f x 为闭区间 a b， 上的连续函数，且 ( ) ( )f a f b与

异号（即     0f a f b ＜ ），则至少存在一点 ( )a b  ， ，使得 ( ) 0f  ． 

如图 1-20 所示，推论表明，当   0f a f b ＜ 时， a b， 上的连续曲线   y f x 与 x 轴至

少有一个交点，即方程 ( ) 0f x  在区间 ( )a b， 内至少有一个根． 
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［例 1-42］ 3 24 1 0 (0 1)x x   证明方程 在区间 ， 内至少有一根． 

证明：令 3 2( ) 4 1f x x x   ，则 ( ) [0 1]f x 在 ， 上连续，又 (0) 1 0f ＞ ， (1) 2 0f   ＜ ，由

根的存在定理知，至少存在一点 (0 1)  ， ，使 ( ) 0f  ， 3 24 1 0    即 ，所以
3 24 1 0 (0 1)x x   方程 在 ， 内至少有一根 ． 

四、函数曲线的渐近线 

定义 1-18  当函数曲线上的一点沿着曲线趋向无限远时，若该点无限接近于某条直

线，则称此直线为该函数曲线的渐近线． 

如果函数 ( )f x 的定义域为无限区间，且有 lim ( )
x

f x b
   或

+
lim ( )

x
f x b

  
 ，则函数曲线

( )y f x 有水平渐近线 y b ． 

如果函数 ( )f x 的定义开区间的端点为有限点 a，或者函数 ( )f x 的间断点为点 a，且有极

限 lim ( )
x a

f x
  

  或 +
lim ( )

x a
f x

 
  ，则函数曲线 ( )y f x 有垂直渐近线 x a ． 

［例 1-43］ 求函数曲线
2 1

1

x
y

x

  
 

的水平渐近线与垂直渐近线． 

解： 由于
2 1

lim 2
1x

x

x  
，故函数曲线有水平渐近线 2y ． 

由于
1

2 1
lim

1x

x

x 
 ，故函数曲线有垂直渐近线 1x ． 

思考题 1.6  

( )f x 若在区间 I 上取得最大、最小值，则 ( )f x 一定在 I 上连续，且 I 一定为闭区间．这

句话对吗？ 

练习题 1.6 

1．比较下列无穷小的阶． 

（1） 0x  时， 3 2x x x与    （2） x  时， 2

1 1

x x
与 ． 

2．求下列极限． 

（1）
0

tan 3
lim

sin 2x

x

x 
     （2）

2

30

ln(1 )
lim

e 1xx

x
 

 
． 

3．求下列函数的间断点，并指出间断点的类型． 

（1）   
3 2

2

3 3

6

x x x
f x

x x

  
 

 
  （2）   2

1

2 1

x

f x x

x

 
 
    
 
 
  

0

0 1

1

x

x

x

＜

≤ ≤

＞

． 

4． 3 1 0 (0 1)x x   证明方程 在区间 ， 内至少存在一个根． 
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5．求函数曲线
2

ln
2

x
y  的水平渐近线和垂直渐近线． 

  数学实验 

1.7 实验——用 MATLAB 绘图与求极限 

画函数
sin x

y
x

 的图像你是不是觉得很麻烦？能用计算机绘图、做极限运算吗？在信息

时代，我们可借助于数学软件很方便地来画函数图像，求极限等．下面介绍非常有用的数学

软件 MATLAB． 

一、MATLAB 软件简介 

MATLAB 是 Matrix Laboratory（矩阵实验室）的简称，是美国 MathWorks 公司出品的商

业数学软件，是现今非常流行的一个科学与工程计算软件．它功能十分强大，能处理一般科

学计算及自动控制、信号处理、神经网络、图像处理等多种工程问题，将使用者从繁重的计

算工作中解脱出来，把精力集中于研究、设计以及基本理论的理解上．对于高等数学中遇到

的很多问题，都可使用该软件进行求解，所以 MATLAB 已成为在校大学生、硕士生、博士

生所热衷的基本数学软件．MATLAB 中使用的命令格式与数学中的符号，公式非常相似，因

而使用方便．在此，我们把 MATLAB 作为学习数学的工具介绍给读者，希望能有利于读者

今后的学习． 

1．MATLAB 的工作环境与基本操作 

启动 MATLAB 后，看到如图 1-21 所示界面．常见窗口有命令窗口、当前工作空间、命

令历史窗口和当前工作目录等． 

（1）命令窗口（Command Window）．在该窗口中输入命令，实现计算或绘图功能．符号

“>>”为命令提示符表示等待用户输入．在该窗口利用功能键，可使操作简便快捷．如上下

箭头“  ”“  ”：分别表示调出前面和下面一行输入的命令；“ ”：光标右移一个字符；“Esc”：

清除一行命令．也可输入控制指令，如“clc”：清除命令窗口中显示内容；“clear”清除工作

空间窗口中保留的变量． 

（2）帮助学习功能．学会使用 Help 命令，是学习 MATLAB 的有效方法．在工具栏中点

击 Help（或？）按钮，或在 Help 菜单栏中选 MATLAB Help（或 F1），或在命令窗内输入 Help

命令，再按回车键，在屏幕上出现了在线帮助总览．如果想知道 MATLAB 中的基本数学函

数有哪些，可以在总览的第 5 行查到，再进一步输入“help elfun”，屏幕上将出现“基本数

学函数”表（注意：help elfun 之间有空格，以后不再每次提醒）．如果想了解正弦函数怎样

使用，可进一步输入“help sin”． 

在菜单栏中 Help 栏下拉式菜单中单击 Demos 项，即可进入演示窗口．或在命令窗内输
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入 demos 命令，再按回车键，屏幕上将出现演示窗口．读者可由此进行学习． 

 

图 1-21 

2．MATLAB 基础知识 

（1）基本运算符及表达式（见表 1-2） 

说明：  

① MATLAB 用“/”（左斜杠）或“\”（右斜杠）

分别表示“左除”或“右除”运算．对数值操作

时，作用相同，如 1/2 与 2\1，其结果都是 0.5；

但对矩阵操作时，它们却表达了两种完全不同的

操作． 

②  表达式将按与常规相同的优先级自左至右执行运算．优先级的规定是：指数运算级

别最高，乘除运算次之，加减运算级别最低．括号可以改变运算的次序． 

［例 1-44］ 用 MATLAB 计算
22 3 4 (1.5 2.5)

4.5 5.5

    
的值． 

解： 输入 （2+3^2-4*（1.5+2.5））/（4.5+5.5）↙（表示按回车键，下同） 

     输出结果为 ans = 

-0.5000 

在默认情况下，MATLAB 显示小数点后 4 位小数，可以利用 format 命令改变显示格式，

如 format long 显示小数点后 15 位；format shorte 显示小数点后 4 位科学计数法．［例 1-44］

中若输入 format shorte； 
 （2+3^2-4*（1.5+2.5））/（4.5+5.5） 

表 1-2  基本运算符 

数学表达式 
MATLAB 运算

符 

MATLAB 表达

式 

加 + a b  

减 - a b  

乘 * *a b  

除 /或\ /a b 或 \b a  

幂 ^ ^a b  



第 1章 函数、极限与连续 

 
39 

输出结果为 ans = 

-5.0000e-001 

（2）MATLAB 变量 

①变量赋值形式．MATLAB 语句由表达式和变量组成，变量赋值通常有两种形式： 
变量=表达式 
表达式 

表达式由运算符、函数和变量名组成．MATLAB 先执行右边表达式的运算，然后将运算

结果存入左边变量中，并同时显示在命令后面．如果省略变量名和“=”，即不指定返回变量，

则名为 ans 的变量将自动建立，例如： 

◎输入 A=[1  2  3.3  sin（4.）]  

系统将生成 4 维行向量 A，输出结果为： 

A = 

1.0000  2.0000   3.3000  -0.7568 

◎输入 1966/310 

将生成变量 ans，输出结果为： 

ans = 

6.3419 

②变量命名规则． 

• 变量名必须以英文字母开头，最多可包含 31 个字符（英文、数字和下划线）． 

• 变量名区分大小写，例如 A1 和 a1 是两个不同的变量． 

• 变量名中不得包含空格、标点． 

另外，系统还预定义了几个特殊变量（见表 1-3），使用中不应再用它们作自定义的

变量名． 

表 1-3 

变量名 取值 

pi 圆周率 π  

eps 计算机最小正数 

flops 浮点运算次数 

i 或 j 虚数单位 1  

Inf 无穷大 

NaN 不定值 

③数值变量．如果输入 x=1966/310 
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则输出结果为 x = 

                6.3419 

表示将表达式 1966/310 的值赋值给变量 x，输入 0.123 也可简单输入.123． 

④数组（向量）的建立．数组建立的常用方式有两种：一种是在方括号中依次输入元素，

元素之间用空格或逗号分隔；另一种是利用符号“：”建立等差数组． 

例如，输入 a=[1 2 3 pi] 

输出结果为 a = 

1.0000    2.0000    3.0000    3.1416 

若要使用其中某个元素，可在括号中输入列号，如取第 3 个元素，输入 a（2）输出结果

为 ans = 

2 

用符号“：”建立等差数组的格式：a =初值：步长：终值 

如输入 a=1：2：5 

输出结果为 a = 

1     3     5 

数组元素的乘、除与乘幂运算必须在运算符前加点，称为“点运算”，即 

.*（“点”乘）、./（“点”除）、.^（“点”乘幂） 

［例 1-45］ 设 22
( ) sin (3) (5) (7)f x x x x f f f

x
   ，求 ， ， ． 

解： 输入 x=3：2：7； 

           f=x.*sin（x）-2./x+x.^2 

输出结果为 f = 

    8.7567   19.8054   53.3132 

这里输入第一行后面加分号“；”，不显示 x 的数值，sin（x）表示正弦函数． 

⑤符号变量．可以利用 syms 命令定义一个或多个符号变量，进而建立所需的符号表达

式（符号变量）．建立多个符号变量，可依次输入，中间用空格分开．如建立符号表达式
2y ax bx c   ，可输入命令： 

clear    %清除工作空间窗口中保留的变量 

syms x a b c；   %定义符号变量 x，a，b，c 

y=a*x^2+b*x+c 

输出结果为 y = 

a*x^2+b*x+c 

⑥字符变量．用单引号括起来的一串字符称为字符串，字符串赋给变量，就构成字符变

量．如输入'good bye'，输出结果为 ans = 

good bye 

（3）常用函数 
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MATLAB 具有大量的内部函数，用户只要输入相应函数名就能直接调用．常用函数如表

1-4 所示． 

输入函数时要注意函数名后带括号． 

表 1-4 

函数名 解释 MATLAB 命令 函数名 解释 MATLAB 命令 

三角函数 

sinx sin（x） 

反三角函数 

arcsinx asin（x） 

cosx cos（x） arccosx acos（x） 

tanx tan（x） arctanx atan（x） 

cotx cot（x） arccotx acot（x） 

secx sec（x） arcsecx asec（x） 

cscx csc（x） arccscx acsc（x） 

幂函数 
x a x^a 

对数函数 

lnx log（x） 

x  sqrt（x） log 2
x log2（x） 

指数函数 
a x a^x log 10

x log10（x） 

e x exp（x） 绝对值函数 |x| abs（x） 

［例 1-46］ 计算 sin e ln 0 1xx x x y x y     ，其中 ， ． 

解： 输入 x=0；y=1； 

sqrt（x）+abs（x）+sin（x）+exp（x）- log（y） 

则输出结果为 ans = 

     1 

（4）MATLAB 命令行中的标点符号 

在 MATLAB 中，命令行中的标点符号有其特殊功能．如逗号“，”常用做输入量与输入

量之间的分隔符或数组元素分隔符；分号“；”常用做不显示计算结果命令的“结尾”标志或

数组的行间分隔符；注释号“%”用做由它“启首”后的所有物理行部分被看做非执行的注

释符；方括号“［  ］”用于输入数组等． 

值得注意的是：以上符号一定要在英文状态下输入． 

二、MATLAB 绘制二维图形 

在二维曲线的绘制中，最重要、最基本的命令是 plot，其调用格式如表 1-5 所示． 

二维曲线的绘制还有 ezplot 命令，读者可自行参看有关书籍或用 help 命令学习． 

图形中若要加上 x 轴、y 轴的标注和标题，可用 xlabel，ylabel，title 命令，图形标识命
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令见表 1-7． 

表 1-5 

命令 功能 

plot（x，y，LineSpec） 

x，y 是长度相同的数值数组，绘制以 x，y 元素为横、

纵坐标的曲线，LineSpec 是一个字符串参数，格式

为“Color-LineStyle-Marker”，分别指定颜色、线型

和标记符号，缺失即默认值，常用参数见表 1-6 

plot（x1，y1，x2，y2） 

在同一坐标系中同时画出函数 y1 和 y2 的图像，其

中 x1，y1 确定第一条曲线，x1，x2 为相应的自变量

数组，类似可画多条曲线 

表 1-6 线型与颜色控制符 

线型符号 线型（LineStyle） 标记符号 标记（Marker） 颜色字符 颜色（Color） 

- 实线 . 点 y 黄 

： 点线 o 小圆圈 m 棕色 

-. 点划线 x 叉子符 c 青色 

-- 虚线 + 加号 r 红色 

  * 星号 g 绿色 

  s 方格 b 蓝色 

  d 菱形 w 白色 

  ∧ 朝上三角 k 黑色 

  ∨ 朝下三角   

  > 朝右三角   

  < 朝左三角   

  p 五角星   

  h 六角星   

表 1-7 

title 图形标题 

xlabel x 坐标轴标注 

ylabel y 坐标轴标注 

text 标注数据点 

grid 给图形加上网格 

hold 保持图形窗口的图形 

［例 1-47］ 绘制
sin x

y
x

 在[ 3π 3π] ， 上的图形． 
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解： 输入 

x=-3*pi：0.1：3*pi；   %步长取 0.1，末尾“；”表示不显示 x 值 

x=x+eps；    %在 x=0 时为避免出现 0/0，在分母上加最小浮点数 eps 

y=sin（x）./x；   %在计算函数数组 y 时，凡涉及数组与数组运算，都要用“点”运算 

plot（x，y，'r ：x'）   %参数 r ：x 分别表示红色、点线、叉号 

grid    %给图形加上网格 

title（'y=sinx/x 的图像'）   %图形标题为“y=sinx/x 的图像” 

输出图形如图 1-22 所示． 

 

图 1-22 

［例 1-48］ 在同一坐标系中绘制下列图形： 
1e 1 1; 1 e; ln e exy x y x x y x x      ， ≤ ≤ ， ≤ ≤ ， ≤ ≤  ． 

解： 命令如下：（注意 x1 要输入为 x1） 

>> x1=-1：0.1：1； 

>> x2=-1：0.1：exp（1）； 

>> x3=exp（-1）：0.1：exp（1）； 

>> y1=exp（x1）； 

>> y2=x2； 

>> y3=log（x3）； 

>> plot（x1，y1，x2，y2，x3，y3） 

图形如图 1-23 所示． 

［例 1-49］ 绘制 2 24 9 36x y  的图形． 

解： 输入命令（注意命令中不需要用“点”运算） 

     syms  x  y 
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     ezplot（4*x^2+9*y^2-36，[-4，4，-3，3]） 

或 ezplot（'4*x^2+9*y^2=36'，[-4，4，-3，3]）或 ezplot（'4*x^2+9*y^2-36'，[-4，4，-3，3]） 

 

图 1-23 

输出图形如图 1-24 所示． 

 

图 1-24 

MATLAB 还提供了绘制三维曲线图形的函数，其功能和使用方法类似于绘制二维图形的

函数，主要是 plot3（x，y，z），有兴趣的读者可参考 MATLAB 的帮助文档进行学习． 

三、极限运算 

在 MATLAB 中用 limit 命令来求极限，其用法如表 1-8 所示． 
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表 1-8 

数学表达式 命令 备注 

lim ( )
x a

f x
 

 limit（f，x，a） 
系统默认自变量为 x，命令可简写为 limit（f，a），若

a=0，命令简写为 limit（f） 

lim ( )
x a

f x
  

 limit（f，x，a，'right'） x 从右边趋近于 a，即求右极限 

lim ( )
x a

f x
  

 limit（f，x，a，'left'） x 从左边趋近于 a，即求左极限 

lim ( )
x

f x
  

 limit（f，x，inf） 求 lim ( )
x

f x
   

也是此命令 

lim ( )
x

f x
   

 limit（f，x，-inf） inf 是个特殊变量，表示无穷大 

［例 1-50］ 用 MATLAB 软件求下列极限． 

（1）
1

limln
x

x
                   （2） lim(1 )x

x

k

x  
  

（3）
0

1
lim
x x  

                   （4）
0

1
lim

sinx x 
 

解： 为方便理解，输入命令和输出结果见表 1-9． 

表 1-9 

序号 MATLAB 输入命令 输出结果 备注 

（1） 
syms x 

limit（log（x），1） 

ans = 

0 

命令改为 syms x； 

limit（log（x），x，1）结果一样 

（2） 
syms x k 

limit（（1+k/x）^x，x，inf） 

ans = 

exp（k） 
结果即 e

k  

（3） 
syms x 

limit（1/x，x，0，'right'） 

ans = 

Inf 
结果为    

（4） 
syms x 

limit（1/sin（x）） 

ans = 

NaN 
表示极限不存在 

思考题 1.7  

用 MATLAB 能求代数方程的解吗？ 

练习题 1.7 

1．用 MATLAB 计算． 

（1） 4 3
3

3π
sin log 21 0.23 452 43

5
     

（2）
84π 3 2.1

4cos ln 2
7 645

    

（3）设向量 (1 2 3 4 5)x ，，，， ，求 sin 2y x x ． 

2．用 MATLAB 绘图． 

（1）绘制
1

siny x
x

 ，   1 1x   ， 的图形． 
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（2）在同一坐标系中绘制函数 2y x 与 3y x ， x [-3，3]的图形，并用不同颜色表

示． 

3．用 MATLAB 计算下列极限． 

（1）
2

0

e 1
lim

x

x x 
                     （2）

1
2 3

lim
2 1

x

x

x

x  

  
   

 

（3）
tan

0

1
lim

x

x x  

  
    

                    （4）
0

sin
lim

tanx

mx

nx 
． 

  知识应用 

1.8 函数、极限与连续的应用 

【引例】  无限长的曲线可以围住一块有限的面积吗？ 

有趣的科赫（Koch）雪花曲线就可以！在我们学习了极限知识后就可以理解，在下面的

［例 1-54］中将给予证明． 

函数、极限与连续有许多应用，这一节我们将学习之． 

［例 1-51］ 古墓年代推算．放射性物质的含量是时间 t（单位：年）的函数 0( ) e tN t N    ，

其中 0N 为放射性物质的初始含量， 为衰变系数．通过测量放射性物质的衰变，可对文物的

年代进行推算．现在在某地的古墓发掘中，测得墓中木制品内的 14C （碳 14，一种放射性物

质）含量是初始值的 78%，已知 14C 的半衰期（该物质衰变到只有原来的一半量时所经过的

时间）是 5568 年，试求 14C 的衰变系数并估算该古墓的年代． 

解： 由已知条件可知   5568 0
0(5568) e =

2

N
N N    ，故

1
5568 = ln

2
- ，衰变系数  

 
1

= ln 2 0.000 124 488
5568

  ． 

当 0( ) 0.78N t N 时，有 0 0e =0.78tN N  ，故 = ln 0.78t- ，所以 

 
1 5568

= ln 0.78= ln 0.78 1996
ln2

t
 

 - - ． 

即该古墓的年代约距今 1996 年前． 
［例 1-52］ 理财模型．张三老人最近以 100 万元的价格卖掉自己的房屋搬进了敬老

院．有人向他建议用 100 万元去投资，并将投资回报用于支付各种保险．经过再三考虑，他

决定用其中的一部分去购买公司债券，剩余部分存入银行．公司债券的年回报率是 5.5%，银

行的存款年利率是 3%． 

（1）假设老人购买了 x 万元的公司债券，试建立他的年收入模型； 

（2）如果他希望获得 45 000 元的年收入，则他至少要购买多少公司债券？ 
解： 1．模型假设与变量说明 

（1）假设不考虑投资公司债券的风险． 

（2）假设公司债券的红利与银行的利息都按年支付，且利率是固定的． 
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（3）假设老人将 100 万元全部用于购买公司债券或存入银行，没有闲置． 

（4）设老人的年收入为 I（万元），购买公司债券的金额为 x 万元，则存入银行的金额为

（100 x ）万元，公司债券的年回报率为 1r ，银行存款的年利率为 2r ． 

2．模型的分析、建立与求解 

问题（1）：张三老人的年收入为 I（单位：万元）为购买公司债券的红利收入 1xr 与银行

存款的利息收入 2100 )x r （ 之和．因此建立模型如下 

 1 2= 100 )    (0 100)I xr x r x +( ≤ ≤ ，即 1 2 2=( 100   I r r x r ) +  

将问题中的已知数据代入模型，得 

 =(5.5% 3% 100 3%=2.5% 3   (0 100)  I x x x   ) + ≤ ≤  

问题（2）：由问题（1）建立的模型可以看出，老人的年收入 I 与购买公司债券的金额 x

万元有关．已知年收入 I=4.5 万元，要求投资公司债券的金额 x 万元．将年收入 4.5 万元代入

模型，得 4.5=2.5% 3x  ．解之得 =60x （万元）． 

所以如果张三老人希望获得 45 000 元的年收入，则至少要购买 60 万元的公司债券． 

如今，理财已逐步走进千家万户，在花样繁多的理财产品中，有的风险大，投资时间长，

收入高；有的风险小，投资时间短，收入低……．如果不考虑投资风险、投资时间等因素，

且预期收益明确，就可以利用初等数学的方法，建立数学模型，通过计算和比较，在这些理

财产品中做出明确选择，以确保预期收益． 
［例 1-53］ 常用经济函数．设 p 是某种商品的价格，它的市场需求量Q可以看成是价

格 p 的一元函数——需求函数，记为 =Q Q p （ ）．需求函数的反函数就是价格函数，记为

=p p Q（ ）．供给量 S 也可看成价格 p 的函数——供给函数，记为 S=S（ p ）．使某种商品的市

场需求量与供给量相等的价格 0p 称为均衡价格．成本、收入、利润这些经济变量都是产品的

产量或销售量 q 的函数，分别称为总成本函数，记为 C（q），其中 C（q）=C1（固定成本）+ 

C2（q）（可变成本）；收入函数，记为 R（q），其中 R（q）=pq；利润函数，记为 L（q），其

中 L（q）=R（q）-C（q）． 

现已知某产品的成本函数 C（q） 2=2 4 81q q  ，需求函数为 32q p （ p 为价格），

求该产品的利润函数，并说明该产品的盈亏情况． 

解： 由题意得收入函数为 2( ) = = (32 ) =32R q pq q q q q- - ，所以利润函数为 

 2 2( )= ( ) ( )= 3 +36 81= 3 12 +27L q R q C q q q q q- - - - （ - ）． 

又由 ( )=L q 0，可得盈亏平衡点 q=3，q=9．容易看出，当 q＞9 或 q＜3 时，L（q）＜0，

说明亏损；当 3＜q＜9 时，L（q）＞0，说明盈利．  
［例 1-54］ 科赫（Koch）雪花．Koch 雪花可由一个正三角形生成，即将正三角形的每

一边三等分后将中间一段向外凸起成一个以该段长度为边长的正三角形（去掉底边），然后对

每一段直线又再重复上述过程，这样无休止地重复下去即得 Koch 雪花（因大自然雪花大多

为六角形而得名），如图 1-25 所示． 
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图 1-25 

试用极限知识说明 Koch 雪花曲线周长无限而它所围成的平面图形面积有限． 

解： 设正三角形的边长为 a，如图 1-26 所示，则其周长为 0 3P a ，面积为 2
0

3

4
A a ．按

科赫方法第一次生成的六角形如图 1-27 所示，每一条边生成四条新边，新边长为原来的
1

3
，

同时生成 3 个新正三角形，每个新正三角形与原正三角形相似，且相似比是
1

3
，故每个新正

三 角 形 面 积 为 原 正 三 角 形 面 积 的
1

9
， 所 以 六 角 形 周 长 为 1 0

4

3
P P ， 面 积 为

1 0 0

1
= 3

9
A A A   ．为求通项 n nP A和 的表达式，我们先看一条边的变化情况，如图 1-28 所示． 

 

图 1-26                  图 1-27 

 

图 1-28 
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注意到： 

（1）每一条边生成四条新边，且边长缩短率为
1

3
． 

（2）下一步，四条新边共生成 4 个新的小三角形，且面积缩小率为
1

9
，得到， 2 1

4

3
P P ，

0
2 1 0 1

1 1 4
= 4 3 = +

9 9 9 3

A
A A A A      （ ） ，…， 

1 0

4 4
= =( )

3 3
n

n nP P P   ，
1 2 10 0

1 0
4 4 4 4

= ( ) [1 ( ) ( ) ] =
9 3 9 9 9 3

n n
n n

A A
A A A         -  

0
3 4

1+ 1 ( ) )]
5 9

n A［ （ - ， 1 2n ，， ． 

所以 

 0

4
lim lim( )

3
n

n
n n

P P
    

    ，  

 2
0 0

3 4 8 2 3
lim lim 1+ 1 ( ) )]

5 9 5 5
n

n
n n

A A A a
 

  ［ （ - ．  

由上结论可知，对同一国家的国境线，测量时划分得越细，则测出的国境线越长，如果

分得无限细，那么测出的国境线的长度为无穷大，但国土面积是一定值． 

Koch 曲线是由瑞典数学家 Helge von Koch 最先于 1904 年提出来的．Koch 曲线属于数

学上的分形几何问题，是最早提出的分形图形之一．我们仔细观察一下这条特别的曲线．它

有一个很强的特点：你可以把它分成若干部分，每一个部分都和原来一样（只是大小不同）．这

样的图形叫做“自相似”图形（self-similar），它是分形图形（fractal）最主要的特征．自相

似往往都和递归、无穷之类的东西联系在一起．比如，自相似图形往往是用递归法构造出来

的，可以无限地分解下去．一条 Koch 曲线中包含有无数大小不同的 Koch 曲线．你可以对这

条曲线的尖端部分不断放大，但你所看到的始终和最开始的一样．它的复杂性不随尺度减小

而消失．另外值得一提的是，这条曲线是一条连续的，但处处不光滑的曲线．曲线上的任何

一个点都是尖点． 

分形图形是一门艺术．把不同大小的 Koch 雪花拼接起来可以得到很多美丽的图形．下

面这些图片
①
（图 1-29）或许会让你眼前一亮． 

［例 1-55］ 连续复利．设银行某种定期储蓄的年利率是 r ，本金是 0A ，按年计算复利，

那么 t 年后，本金与利息合计值 1tA（ ）应为多少？若改为每半年计息一次， t 年后的本利和为

多少？若改为每月计息一次， t 年后的本利和为多少？若每时每刻都计利息（即连续复利，

也称瞬时复利）， t 年后的本利和为多少？ 

解： 若按年计息一次，则 1 0 0 0= (1 )A A rA r A   ， 2
2 1 1 1 0= (1 ) = 1+ )A A rA r A r A   （ ，…，

所以 t 年后本金与利息合计值 1tA（ ）应为 

                                                        
① 图片来源于 http://www.matrix67.com/blog/archives/243 
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 0(1)= (1+ )t
tA A r   

 

图 1-29 

若每半年计息一次，每月的利率是
2

r
，共计息 2 t 次，所以 t 年后的本利和为 

 2
0(2)= (1+ )

2
t

t

r
A A   

若每月计息一次，每月的利率是
12

r
，共计息 12 t 次，所以 t 年后的本利和为 

 12
0(3)= (1+ )

12
t

t

r
A A   

若每年计息 n次，则每次的利率是
r

n
，共计息 nt 次，所以 t 年后的本利和为 

 0( )= (1+ )nt
t

r
A n A

n
  

当 n   时，即得瞬时复利 t 年后的本利和为 

0 0 0lim ( )= lim (1+ ) lim[(1 ) ] e
n

nt rt rtr
t t

n n n

r r
A A n A A A

n n      
    ． 

假设 1 1r t  ， ，这时  1
1 0 0(1)= (1+1) =2A A A ， 

 2
1 0 0

1
(2)= (1+ ) =2.25

2
A A A ，  

      12
1 0 0

1
(3)= (1+ ) 2.61304

12
A A A ，  

  1 0 0e 2.71828A A A  ．  

这表明瞬时复利的储蓄方式并未使储户的本利和大幅增加．数学知识告诉我们，如果按

此种方式你向银行存入 10 万元，一年后也不可能成为百万富翁，它仅仅是银行的吸储策略而

已．但复利在计算货币的时间价值上有着重要的应用． 
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思考题 1.8  

你能举出函数、极限与连续在现实生活中应用的一些例子吗？ 

练习题 1.8 

1．“割圆术”求圆周率π．刘徽在《九章算术注》中创造了“割圆术”来计算圆周率π

的方法，即用圆的内接正多边形无限逼近于圆的方法求π．根据几何学知识，我们有半径为 R

的圆内接正边形的边长 ( )n 和周长 ( )l n 分别为： 

 
2π

( ) 2 sin
2

n R
n

     ，
π

( ) ( ) 2 sinl n n n nR
n

       ． 

刘徽认为当 n越来越大时， ( )l n 渐渐稳定在一个值上，这个值就是圆周长 2πR ．请你用

学过的极限知识说明之，即说明 lim ( ) 2π
n

l n R
  

 ． 

也就是说，当 n  时，正 n边形的周长 ( )l n 与圆的周长相等．要计算圆周率π的近似

值，只要适当选取 n 的值即可．如取 10n  ，正十边形的周长与圆半径可测量出，则可近似

求出圆周率π的值． 

刘徽还用此方法求圆面积，读者同样可以说明之． 

2．斐波那契（Fibonacci）数列与黄金分割．意大利数学家斐波那契（Fibonacci L.）在

1202 年所著的“算法之书”中有一个生兔子的问题，得到一个数列： 

1，1，2，3，5，8，13，21，34，55，89，144，233． 

这是一个有限项数列，按上述规律写出的无限项数列就叫做斐波那契数列．若设

0 1 2 3 4 51 1 2 3 5 8F F F F F F      ， ， ， ， ， ， ，则此数列有下面的递推关系： 

2 1 ( 0 1 2 )n n nF F F n     ，，， ．（可用数学归纳法证明） 

法国数学家比内（Binet）给出了其通项

1 1
1 1 5 1 5

2 25

n n

nF

                      
． 

请用 MATLAB 软件验证
1

5 1
lim 0.618

2
n

n
n

F

F   

   或者 1 5 1
lim 1.618

2
n

n
n

F

F
 

  

   ． 

斐波那契数列已引起广泛研究，因为自然、社会及生活中的许多现象的解释，最后往往

都 归 结 到 该 数 列 上 来 ． 这 是 因 为 黄 金 分 割 点 的 位 置 恰 好 是 数 列

1

5 1
0.618

2
n

n

F
n

F 

 
  

 

-
当 时的极限 ，而许多事物按黄金分割比例关系分配后，用在建筑

上能使建筑物更美观；放在音乐里，音调更加和谐悦耳，等等． 

3．细菌繁殖问题．由实验知，某种细菌繁殖速度在培养基充足等条件满足时，与当时

已有的数量 0A 成正比，即 0 ( 0v kA k k  ， 为比例常数，问经过时间 t 以后细菌的数量是多

少？（提示：由于细菌的繁殖可看做是连续变化的，为计算出 t 时刻的细菌数量，可将时间

间隔［0， t ］分成 n等分，在很短的一段时间内细菌数量的变化很小，繁殖速度可近似地看
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做不变．可得 t 时刻的细菌总数近似地为 0 (1 )nt
A k

n
 ，令 n  ，则近似值的极限值就是细

菌总数的精确值．） 

4．方桌问题．请你用学过的连续函数的性质知识说明：在一块不平的地面上，一定能

找到一个适当的位置将一张方桌的四脚同时着地（假设方桌的 4 个脚构成平面上的严格的正

方形且地面高度不会出现间断即不会出现台阶式地面）． 

习题 A 

1．求函数 2ln siny x 的复合过程． 

2．设圆锥底面直径和母线都为 2R ，在该圆锥内作内接圆柱（如图 1-30 所示），试将圆

柱体积V 表示成圆柱底面半径 R 的函数． 

3．求下列极限． 

（1）
2

21

2 1
lim

1x

x x

x 

 
  （2）

2

2

2
lim

5 6x

x x

x x  

 
 

 

（3）
0

sin 2
lim

sin 3x

x

x 
   （4）

2

0
lim(1 ) x

x
x

 
  

（5）
0

lim 1 2x

x

x 
 

   （6）
2

0
lim cos
x

x x
 

  

（7）
0

1 cos 2
lim

sinx

x

x x 

 
  （8）

0

sin
lim 2
x

x

x 
  

4．设   2f x x ，求
   

0
lim
h

f x h f x

h 

  
． 

5．已知   
1,

,

1,

f x x   

1

1 1

1

x

x

x




＜

≤ ≤

＞

 讨论 f x 在 1x 处和在 1x  处的连续性． 

6．用 MATLAB 求
0

lim ln(1 2 )
x

x
 

 ． 

7．当 0x  时，比较 2 sinx x 与 22sin x的阶． 

8．小王用分期付款的方式从银行贷款 50 万元用于购买商品房，设贷款期限为 10 年，年

利率为 4%．按连续复利计息，10 年末他还款的本利和为多少？ 

9．试证方程 e 2x x 在区间（0，2）内至少有一个根． 

10．求函数
1

( )
1

x
f x

x
 曲线的水平渐近线和垂直渐近线． 

习题 B 

1．求下列极限． 

 

图 1-30 
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（1）
0

1 1
lim
x

x x

x 

  
   （2） lim [ln( 1) ln ]

x
x x x

   
   

（3）
2

2 3
lim

2 1

x

x

x

x  

   
     

    （4）
2

0

sin 2
lim

3x

x

x 
 

2．已知
0

2
lim 1
x

ax b

x 

   ，求常数 a、b 之值． 

3．设   1 e 0

2 0

x x
f x

x a x

   
  

  

，

， ≥
，问常数 a为何值时，函数 ( )f x 在 ( , )   内连续？ 

4．求函数   
2

2

3 2

1

x x
f x

x

 
 

 
的连续区间和间断点，并指出间断点的类型． 

5．用 MATLAB 绘制函数
1

e 1xy   的图形并用 MATLAB 求它在 x  时的极限． 

6．小明为观日出早上 8 时从山下一宾馆出发沿一条路径上山，下午 5 时到达山顶并留宿

于山顶一宾馆，次日观日出后于早上 8 时沿同一路径下山，下午 5 时回到山下宾馆，则小明

在两天中同一时刻经过途中同一地点，请问为什么？ 

7．求函数 ( ) ln( 1)f x x  曲线的水平渐近线和垂直渐近线． 
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第 2 章 导数与微分 

  数学文化——导数的起源与牛顿简介 

导数（Derivative）是微积分中的重要基础概念．它是当自变量的增量趋于零时，因变量

的增量与自变量的增量之商的极限．在一个函数存在导数时，称这个函数可导或者可微分．可

导的函数一定连续，不连续的函数一定不可导．导数实质上就是一个求极限的过程，导数的

四则运算法则来源于极限的四则运算法则． 

（1）早期导数概念——特殊的形式 

大约在 1629 年，法国数学家费马研究了作曲线的切线和求函数极值的方法．1637 年左

右，他写一篇手稿《求最大值与最小值的方法》．在作切线时，他构造了差分 ( ) ( )f A E f A  ，

所发现因子 E 就是我们现在所说的导数 ( )f A ．  

（2）17 世纪——广泛使用的“流数术” 

17 世纪生产力的发展推动了自然科学和技术的发展，在前人创造性研究的基础上，大数

学家牛顿、莱布尼茨等从不同的角度开始系统地研究微积分．牛顿的微积分理论被称为“流

数术”，他称变量为流量，称变量的变化率为流数，相当于我们所说的导数．牛顿的有关“流

数术”的主要著作是《求曲边形面积》、《运用无穷多项方程的计算法》和《流数术和无穷级

数》．流数理论的实质概括为：它的重点在于一个变量的函数而不在于多变量的方程；在于自

变量的变化与函数的变化量的比值的构成；在于决定这个比值当变化趋于零时的极限．  

（3）19 世纪导数——逐渐成熟的理论  

1750 年达朗贝尔在法国科学家院出版的《百科全书》第四版写的“微分”条目中提出了

关于导数的一种观点，可以用现代符号简单表示：
0

d
lim

d x

y y

x x  
 ．1823 年，柯西在他的《无

穷小分析概论》中定义导数：如果函数 ( )y f x 在变量 x 的两个给定的界限之间保持连续，

并且我们为这样的变量指定一个包含在这两个不同界限之间的值，那么就会使变量得到一个

无穷小增量．19 世纪 60 年代以后，魏尔斯特拉斯创造了  语言，对微积分中出现的各种

类型的极限重加表达，导数的定义也就获得了今天常见的形式． 

牛顿（Newton，1643 年 1 月 4 日—1727 年 3 月 31 日），1643 年 1 月 4 日诞生在英格兰

的一个自耕农家族．萨克·牛顿爵士（Sir Isaac Newton）是历史上曾出现过的最伟大、最有

影响的科学家，同时也是物理学家、数学家和哲学家，晚年醉心于炼金术与神学．他是近代

科学的开创者，他的三大成就——光学分析、万有引力定律和微积分，为现代科学的发展奠

定了基础．他在 1687 年 7 月 5 日发表的不朽著作《自然哲学的数学原理》里用数学方法证明
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了宇宙中最基本的法则——万有引力定律和三大运动定律．这四条定律构成了一个统一的体

系，被认为是“人类智慧史上最伟大的一个成就”，由此奠定了之后三个世纪中物理世界的科

学观点，并成为现代工程学的基础．牛顿为人类建立起“理性主义”的旗帜，开启工业革命

的大门．他通过论证开普勒行星运动定律与他的引力理论间的一致性，展示了地面物体与天

体的运动都遵循着相同的自然定律，从而消除了对太阳中心说的最后一丝疑虑，并推动了科

学革命．在数学上，牛顿与莱布尼茨分享了发展出微积分学的荣誉，为近代科学发展提供了

最有力的工具，开辟了数学史上的一个新纪元．他也证明了广义二项式定理，提出了“牛顿

法”以趋近函数的零点，并为幂级数的研究作出了贡献． 

牛顿有一句名言：如果说我比别人看得更远些，那是因为我站在了巨人的肩上． 

  基础理论知识 

2.1 导数的概念 

本节我们通过两个经典实例（变速直线运动的速度和平面曲线切线斜率）引出导数定义，

结合具体例子介绍用定义求导数的方法并介绍几个具体变化的变化率模型，进而给出导数的

几何意义，最后研究可导与连续的关系． 

【引例 1】  变速直线运动的瞬时速度． 

对于匀速运动来说，我们有速度公式 

 
距离

速度
时间

 

但是，在实际问题中，运动往往是非匀速的，因此，上述公式只是表示物体走完某一段

路程的平均速度，而没有反映出在任何时刻物体运动的快慢．要想精确地刻画出物体运动中

的这种变化，就需要进一步讨论物体在运动过程中任一时刻的速度，即所谓瞬时速度． 

设一物体作变速直线运动，以它的运动直线为数轴，则在物体运动的过程中，对于每一

时刻 t ，物体的相应位置可以用数轴上的一个坐标 s 表示，即 s 与 t 之间存在函数关系：

( )s s t ，这个函数习惯上叫做位置函数．现在我们来考

察该物体在时刻 0t 的瞬时速度． 

设在时刻 0t 物体的位置为 0( )s t ．当自变量 t 获得增

量 t 时，物体的位置函数 s相应地有增量如图 2-1 所示． 

 0 0s s t t s t      

于是比值 

 0 0s t t s ts

t t

     
  

 

就是物体在时刻 0t 到 0t t 这段时间内的平均速度，记为 v ，即 

 

图 2-1 
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 0 0s t t s ts
v

t t

      
  

 

由于变速运动的速度通常是连续变化的，所以从整体来看，运动是变速的，但从局部来

看，在一段很短的时间 t 内，速度变化不大，可以近似地看做是匀速的，因此当 t 很小时，

v 可作为物体在时刻 0t 的瞬时速度的近似值． 

很明显， t 越小， v 就越接近物体在时刻 0t 的瞬时速度， t 无限小时， v 就无限接近

于物体在时刻 0t 的瞬时速度，即 

   0 0
0

0 0 0
lim lim lim
t t t

s t t s ts
v t v

t t      

       
 

， 

就是说，物体运动的瞬时速度是位置函数的增量和时间的增量之比值当时间增量趋于零

时的极限． 

【引例 2】  平面曲线的切线斜率． 

在平面几何里，圆的切线被定义为“与圆只相交于一点的直线”，对一般曲线来说，不能

把与曲线只相交于一点的直线定义为曲线的切线．不然，像曲线 2y x 上任何一点处，都可

有数条交线，如图 2-2 所示但切线只有一条．而图 2-3 中的直线由于跟曲线相交于两点，所

以就认为不是曲线的切线了！这是显然不合理的．因此，需要给曲线在一点处的切线下一个

普遍适用的定义． 

           

图 2-2         图 2-3 

下面给出一般曲线的切线定义．在曲线 L 上点 M 附近，再取一点 1M ，作割线 1MM ，当

点 1M 沿曲线 L 移动而趋向于点 M 时，割线 1MM 的极限位置 MT 就定义为曲线 L 在点 M 处的

切线． 

设函数  y f x 的图像为曲线 L（如图 2-4 所示），M x f x， 和    1 1 1M x f x， 为曲线 L

上的两点，它们到 x 轴的垂足分别为 A和 B ，作 MN 垂直 1BM 于 N ，则 

 1MN x x x   ， 

 1 1( ) ( )NM y f x f x     

而比值 

 
  1

1

f x f x f x x f xy

x x x x

     
  

   
 



第 2章 导数与微分 

 
57 

 

图 2-4 

便是割线 1MM 的斜率 tan ，可见， x 越小，割线斜率越接近于切线斜率，当 x 无限小时，

割线斜率就无限接近于切线斜率．因此，当 0x  时（ 1M 沿曲线 L 趋于 M ）我们就得到切

线的斜率 

 
0 0 0

tan lim tan lim lim
x x x

f x x f xy

x x
  

     

    
   

 
 ， 

由此可见，曲线  y f x 在点 M 处的纵坐标 y 的增量 y与横坐标 x的增量 x 之比，当

0x  时的极限即为曲线在点 M 处的切线斜率． 

一、导数的概念 

上面我们研究了变速直线运动的速度和平面曲线的切线斜率，虽然它们的具体意义各不

相同，但从数学结构上看，却具有完全相同的形式．在自然科学和工程技术领域内，还有许

多其他的量，如电流强度、线密度等都具有这种形式，即函数的增量与自变量增量之比当自

变量增量趋于零时的极限．事实上，研究这种形式的极限不仅是由于解决科学技术中的各种

实际问题的需要，而且对数学中的很多问题在作理论性的探讨时也是不可缺少的．为此，我

们把这种形式的极限定义为函数的导数． 

1．导数的定义 

定义 2-1  设函数  y f x 在点 0x 的某一邻域内有定义，当自变量 x 在点 0x 处有增量

x （ 00x x x    ， 仍在该邻域内）时，相应地函数有增量    0 0y f x x f x     ，如果 y 

与 x 之比为
y

x

 
 

，当 0x  时，极限 

0 0

0 0
lim lim
x x

f x x f xy

x x    

     
  

 

存在，则称函数 y f x 在点 0x 处可导，并称这个极限值为函数 y f x 在点 0x 处的导数．记

为   0f x ，也可记为
0x x

y ，
  

0

d

d
x x

f x

x  
或 

0

d

d x x

y

x
，即 

   0 0
0

0 0
lim lim
x x

f x x f xy
f x

x x    

       
  

；  
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如果极限不存在，我们说函数  y f x 在点 0x 处不可导． 

如果固定 0x ，令 0x x x  ，则当 0x  时，有 0x x ，故函数在点 0x 处的导数   0f x 

也可表示为 

   
0

0
0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x 

 
  

 
 

有了导数这个概念，前面两个问题可以重述为 

• 变速直线运动在时刻 0t 的瞬时速度 0v t ，就是位置函数 s s t 在 0t 处对时间 t 的导

数，即 

   
0

0 0

d
( )

d t t

s
v t s t

t
    

• 平面曲线上点  0 0x y， 处的切线斜率 k 是曲线纵坐标 y 在该点对横坐标 x 的导数，即 

   
0

0

d
=

d x x

y
k f x

x
   

既然导数是比值
y

x
当 0x  时的极限，那么，下面两极限 

     

0 0

0 0

0 0

0 0

lim lim

lim lim

x x

x x

f x x f xy

x x

f x x f xy

x x

  

  

    

    

     
  

     
 

，

 

分别叫做函数   f x 在点 0x 处的左导数和右导数，且分别记为 0f x  和   0f x  ． 

根据左、右极限的性质我们有下面定理： 

定理 2-1  函数   y f x 在点 0x 处的左、右导数存在且相等是 f x 在点 0x 处可导的充

分必要条件． 

［例 2-1］ 求 
  ln 1

( )
x

f x
x

  
  

 

，

，

0

0

x

x

≥
 在 0x 处的导数． 

解： 因为
0 0

( ) (0) ( ) (0)
(0) lim lim

0x x

f x f f x f
f

x x  

    ， 

所以 
0

0
(0) lim 1

x

x
f

x  
 

   ， 

1

0 0

ln(1 ) 0
(0) lim lim ln(1 ) ln e 1x

x x

x
f x

x   
  

        ， 

因此 (0) 1f   ， 

注意：  求分段函数在分界点处的导数时，应求左右导数并用定理 2-1 判断． 

如果函数 y f x 在区间   a b， 内每一点都可导，称 y f x 在区间   ,a b 内可导． 

如果   f x 在  a b， 内可导，那么对应于 a b， 中的每一个确定的 x 值，对应着一个确定
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的导数值   f x ，这样就确定了一个新的函数，此函数称为函数  y f x 的导函数．记为

  f x ， y ，
dd

d d

f xy

x x
或 ，显然 

   
0 0

lim lim
x x

f x x f xy
f x

x x    

    
   

  
 

在不致发生混淆的情况下，导函数也简称导数． 

显然，函数 y f x 在点 0x 处的导数 0f x 就是导函数 f x 在点 0x x 处的函数值，即 

  
0

0 x x
f x f x    

2．用定义求导数举例 

［例 2-2］ 求函数 2y x 在任意点 x 处的导数． 

解： 在 x处给自变量一个增量 x ，相应地函数增量为 

         2 22 2y f x x f x x x x x x x            ， 

于是 

 2
y

x x
x

   
 

， 

则 

   
0 0

lim lim 2 2
x x

y
x x x

x    

     
 

 

即 

   2 2x x   

［例 2-3］ 求函数 f（x）C（C 为常数）的导数． 

解：     
0

lim
x

f x x f x
f x

x  

   
  

 0
lim 0
x

C C

x  
 ， 

即 0C  （ ） ． 

［例 2-4］ 求
1

( )f x
x
的导数． 

解： 
0 0

1 1
( ) ( )

( ) lim lim
x x

f x x f x x x xf x
x x    

        
  

 

 20 0

1 1
lim lim

( ) ( )x x

x

x x x x x x x x    

       
     ． 

［例 2-5］ 求 ( )f x x 的导数．

解： 
0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

f x x f x x x x
f x

x x    

         
  

  

0 0

1 1
lim lim

( ) 2x x

x

x x x x x x x x    
   

       ． 

［例 2-6］ 求函数 f（x）x n （n 为正整数）在 xa 处的导数． 
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解： 
( ) ( )

lim
x a

f x f a
f a

x a 

   
 

（ ） lim
n n

x a

x a

x a 

 
 lim

x a
 （x n1ax n2  a n1）na n1 ． 

把以上结果中的 a 换成 x 得 f （x）nx n1，即（x n）nx n1．  

更一般地，对于幂函数 y x 的导数，有如下公式（x ）x 1 ，其中为任意常数．  

［例 2-7］ 求函数 f（x）sin x 的导数． 

解： f （x）
0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x  

    
 0

sin( ) sin
lim
x

x x x

x  

   


0

1
lim 2cos( )sin

2 2x

x x
x

x  

     


0

sin
2lim cos( ) cos

2
2

x

x
x

x x
x  

       

即 （sin x）cos x  ． 

用类似的方法，可求得（cos x ）sin x． 
［例 2-8］ 求函数 f（x）a x（a>0，a 1）的导数． 

解： f （x）
0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x  

    
 0

lim
x x x

x

a a

x

  

  

 
 

             
0

1
lim

x
x

x

a
a

x

 

  

 
 

 

1xa t  令

0
lim

log (1 )
x

t
a

t
a

t 
 

             
1

ln
log e

x x

a

a a a  ． 

特别地有 e ex x  （ ） ． 

［例 2-9］ 求函数 f（x）log a x （a>0，a 1）的导数． 

解： 
0 0

log ( ) log( ) ( )
( ) lim lim a a

x x

x x xf x x f x
f x

x x    

      
   

  



0 0 0

1 1 1
lim log ( ) lim log (1 ) lim log (1 )

x

x
a a a

x x x

x x x x x

x x x x x x x
 

      

         
 

 

           
1 1

log e
lnax x a

  ． 

即      
1

(log )
lna x

x a
  ． 

特别地有  
1

(ln )x
x

 ． 

［例 2-10］ 求 y x x 在 0x 处的导数． 

解： 由导数的定义知 

 
0 0 0

(0 ) (0) 0
(0) lim lim lim 0

x x x

f x f x x
f x

x x      

           
 

． 
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二、导数的几何意义 

由前面的讨论可知，函数   y f x 在点 0x 处的导数等于函数所表示的曲线 L 在相应点

  0 0x y， 处的切线斜率，这就是导数的几何意义． 

有了曲线在点  0 0x y， 处的切线斜率，就很容易写出曲线在该点处的切线方程，事实上，

若   0f x 存在，则曲线 L 上点  0 0M x y， 处的切线方程就是 

 0 0 0y y f x x x    ． 

若   0f x    ，则切线垂直于 x 轴，切线方程就是 x 轴的垂线 0x x ． 

若   0 0f x   ，则过点   0 0M x y， 的法线方程是 

     0 0
0

1
y y x x

f x
    

  

而当   0 0f x   时，法线为 x 轴的垂线 0x x ． 

［例 2-11］ 求抛物线 2y x 在点（1，1）处的切线方程和法线方程． 

解： 因为
'' 2 2y x x  ，由导数的几何意义可知，曲线 2y x 在点（1，1）处的切线

斜率为
'

11
2 2

xx
y x   

  ，所以，所求的切线方程为 

 1 2 1y x   ， 

即 
 2 1=0x y   

法线方程为 

   1
1 1

2
y x    ， 

即 
 2 3 0x y    ． 

三、可导与连续的关系 

定理 2-2  若函数 ( )y f x 在点 x 处可导，则 ( )y f x 在点 x 处一定连续．但反过来不

一定成立，即在点 x处连续的函数未必在点 x处可导． 

［例 2-12］ 讨论函数   f x x 在 0x 处的可

导性． 

解： 因为
0

( )
0

x x
f x x

x x

                
                  

， ≥ ，

， ＜ ，
如图 2-5

所示．   f x x 在 0x 处不可导．但函数 f x   

 
0 0

( ) (0) 0
lim lim 1

0x x

f x f x

x x    

    ， 

 
0 0

( ) (0) 0
lim lim 1

0x x

f x f x

x x    

    
 

， 

 

图 2-5 
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左、右导数存在但不相等，故函数  f x x 在 0x 处不可导．但函数   f x 显然在 0x  

处连续． 

思考题 2.1  

函数 3y x 在 0x 处连续，但可导吗？   

练习题 2.1 

1．函数

3

2

2
1

3( )

1

x x
f x

x x

 
   
   

， ≤

，

在 1x  处（    ）． 

A．左右导数均存在     B．左导数存在，右导数不存在 

C．左导数不存在，右导数存在   D．左、右导数均不存在 

2．已知
2 0

( )
0

x x
f x

x x

 
  

  

， ≥

，
 ，求 (0) (0)f f   及 并判断 (0)f  是否存在． 

3．设 3( )f x x ，求 (8)f  ． 

4．如果 ( 0)y ax a  是 2 1y x  的切线，则 __________
a  ． 

5．设 ( )f x 在 x a 可导，求极限
0

( ) ( )
lim
x

f a x f a x

x 

  
． 

2.2 导数的基本公式与运算法则 

按照导数定义计算导数通常比较复杂或不太可行．本节主要介绍导数的基本公式与运算

法则来方便求导，证明从略，有兴趣读者可参看相关书籍． 

一、基本初等函数的导数公式 

基本初等函数的导数在初等函数的求导中起着十分重要的作用，为了便于计算，归纳如

表 2-1 所示． 
表 2-1 

0c     （ c 为常数） 1( )x x     （ 为实数） 

( ) lnx xa a a   (e ) ex x  

1
(log )

lna x
x a

   1
(ln )x

x
  

(sin ) cosx x  (cos ) sinx x   

2(tan ) secx x   2(cot ) cscx x    

(sec ) sec tanx x x  (csc ) csc cotx x x   

2

1
(arcsin )

1
x

x
  

 
 

2

1
(arccos )

1
x

x
   

 
 

2

1
(arctan )

1
x

x
  

 
 

2

1
(arccot )

1
x

x
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二、导数的运算法则 

由导数的定义可得求导的运算法则，利用求导公式和运算法则可简化求导运算． 

定理 2-3  若 ( ) ( )u x v x， 在点 x 处可导，则
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

u x
u x v x u x v x

v x
 ， ， 在点 x 处可导，

并且有 

（1）   ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x    ． 

（2）   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x
    ，特别地   ( ) ( )c u x c u x   ( )c为常数 ． 

（3）
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) 0)

( ) ( )

u x u x v x u x v x
v x

v x v x


   

  
 

，特别地有 

2

1 ( )
( ( ) 0)

( ) ( )

v x
v x

v x v x

 
        
  

． 

说明：  

1．（1）、（2）、（3）分别可简单地表示为（uv）uv，（uv）uvuv， 2
( )
u u v uv

v v

     ． 

2．定理中的（1）、（2）可推广到任意有限个可导函数的情形． 例如 设 uu（x）、v 

v（x）、ww（x）均可导 则有： 

（uvw）uvw ． 

（uvw）uvwuvwuvw ． 

［例 2-13］ 设 3 2( ) 2 1f x x x  求 ( )f x ． 

解： 3 2 2( ) 2( ) ( ) 0=6 2f x x x x x       ． 

［例 2-14］ 求 ( ) e 2xf x x 的导数． 

解： ( ) (e ) (2 ) e 2x xf x x       ． 

［例 2-15］ 求 ( ) e sinxf x x 的导数． 

解： ( ) (e ) sin e (sin ) e sin e cos e (sin cos )x x x x xf x x x x x x x         ． 

［例 2-16］ 已知
3  π

( ) 4cos sin
2

f x x x   ，求 f （x）及
 π

( )
2

f  ． 

解： 3 2 π
( ) ( ) (4cos ) (sin ) 3 4sin

2
f x x x x x         ，  

        2 π 3
( ) π 4

2 4
f   ． 

［例 2-17］ 已知 ye x（sin xcos x），求 y． 

解： y e x （sin xcos x） e x（sin xcos x） 

         e x（sin xcos x） e x（cos x sin x） 

        2e x cos x． 

［例 2-18］ 设
3

3

1
( )

x x x
f x

x

   
 ，求 ( )f x ． 
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解： 
2 1 13
3 6 3

3

1
( ) 1

x x x
f x x x x

x

        ， 

1 5 4

3 6 32 1 1
( )

3 6 3
f x x x x

  
    ． 

说明： 通常遇到较烦琐的式子求导时，若能简化，一般先简化，再求导． 

思考题 2.2  

你能用导数定义证明（uv）uv吗？ 

练习题 2.2 

1．求下列函数的导数． 

（1） 3 1
3 ln 5y x x

x
               （2） sin 2 7ex xy x    

（3） exy x                       （4）
1

( 2)( 3)y x
x

   

（5） ln tany x x                   （6）y 2

cos x

x
  

（7）
1 ln

1 ln

x
y

x

  
 

 

2．求曲线
1

+1y
x

 在点（1，2）处的切线斜率． 

2.3 复合函数和隐函数的导数 

在上一节，我们给出了一些基本初等函数的导数公式和导数的四则运算法则．虽然应

用该法则可求出较复杂的初等函数的导数，但是，产生初等函数的方法，除了四则运算还

有函数的复合运算，因而复合函数的求导法则是求初等函数的导数所不可缺少的工具． 

一、复合函数的导数 

关于复合函数的求导，我们有下面定理． 

定理 2-4  如果函数 ( )u g x 在点 x处可导，而函数 ( )y f u 在对应的u 处可导，则复

合函数 ( ( ))y f g x 在点 x处可导，且有 
d d d

d d d

y y u

x u x
 或

d
( ) ( )

d

y
f u g x

x
   或 x u xy y u    ． 

上述定理说明：复合函数对自变量的导数等于复合函数对中间变量的导数乘以中间变

量对自变量的导数．同时，结论也可以推广到多个中间变量的情况．这种求导法则也称为

“链式法则”． 

［例 2-19］ 设 ln( )y x x  ，求 y ． 
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解： 设 lny u u x x   ，  

利用复合函数求导法则，得 

 

1 1 1
= ( ) (1 )

2

1 2 1 2 1

2 2 ( 1)

x u xy y u x x
u u x

x x

x x x x x

        

    
  

  


 

注意：  对于复合函数，在较熟练地掌握复合函数求导法则后，可以不必写出中间变量，

根据复合结构，逐层求导，直到最内层求完，简单地说就是“由外向内，逐层求导”，也形象

地可以比喻为“脱衣服”．把括号层次分析清楚，对掌握复合函数的求导是有帮助的． 

［例 2-20］ 求下列函数的导数． 

（1） ln siny x       （2） 100(3 8)y x   

（3） arctan 2y x     （4） 2sin (2 1)y x   

（5）
1

ln
1

x
y

x
  

解： （1）
1 cos

   (sin ) cot
sin sin

x
y x x

x x
      

     （2） 99 99100 3 8) (3 8) 300 3 8)y x x x       （ （  

   （3） 2 2

1 2
  (arctan 2 ) (2 )

1 4 1 4
y x x

x x
      

  
 

  

     2sin(3 1)(sin(3 1))

           2sin(3 1)cos(3 1)(3 1)

          6sin(3 1)cos(3 1)

           3sin(6

4

2)

y x x

x x x

x x

x

    
   

   
  

（ ）

 

       （5）因为
1 1

ln( 1) ln( 1)
2 2

y x x   ，所以 

 2

1 1 1 1 1

2 1 2 1 1
y

x x x
    

  
 

二、隐函数的导数 

对于两个变量之间的对应关系，可以用不同的方式表达．其中，一种表达方式 ( )y f x ，

即因变量 y 可由自变量 x 的数学解析式表示出来的函数，称为显函数．另外一种表达方式中

因变量 y 与自变量 x 之间的对应关系由方程 ( ) 0F x y， 来确定．即当 x 在某一区间内取定任

一值时，相应地总有满足方程的 y 值存在，此时，称 ( , ) 0F x y 在该区间（集合）内确定了

一个 y 关于 x 的隐函数．把一个隐函数化成显函数，称为隐函数显化．但有的隐函数显化是

很困难的，一般而言，隐函数不一定能化成显函数的形式． 

对隐函数，不显化如何求它的导数呢？可把方程 ( ) 0F x y， 中的 y 看成是 x 的函数，并

按照复合函数的求导法则，方程两边对 x 求导，就可求出隐函数的导数． 
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［例 2-21］ 求 2 2x y a 的导数 y （ a为常数）． 

解： 方程两端对 x 求导，得  

 2 2 0x yy  ， 

故  

 ( 0)
x

y y
y

    ． 

［例 2-22］ 求由方程 y52yx3x70 所确定的隐函数 yf（x）在 x0 处的导数 y|x0 ． 

解： 把方程两边分别对 x 求导数得 

 4 65 2 1 21 0y y y x       ， 

由此得  
6

4

1 21

5 2

x
y

y

 
  ． 

因为当 x0 时，从原方程得 y0，所以 

 
6

0 04

1 21 1
| |

25 2
x x

x
y

y
  

 
   

 
 ．  

［例 2-23］ 求椭圆
2 2

1
16 9

x y
  在

3
(2   3)

2
， 处的切线方程．  

解： 把椭圆方程的两边分别对 x 求导，得 

 
2

0
8 9

x
y y   ， 

从而    
9

16

x
y

y
   ， 

当 x2 时，
3

3
2

y  ，代入上式得所求切线的斜率 

 2

3
|

4xk y      ． 

所求的切线方程为 

 
3 3

3 ( 2)
2 4

y x    ， 

即 3 4 8 3 0x y   ． 

［例 2-24］ 已知
2 2arctan ln

x
x y

y
  ，求 y ． 

解： 两端对 x求导，得 
2 2

2 22

1 1
( ) ( )

1 ( )

x
x y

x y x y
y

    
  ， 

 
2

2 2 2 2 2 2 2

1 2 2

2

y y xy x y y

x y y x y x y

        
   

， 

整理得 ( )y x y y x    ，故 
y x

y
y x

  ， 
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注意：  在对隐函数求导数时，可将 y 写在 y 中，因为 y 不一定能求出来． 

思考题 2.3  

如何求函数 xy x 的导数 y ？ 

（提示：两边取对数，得 ln lny x x ，再利用隐函数求导方法求导，这种方法称为“取对

数求导法”．） 

练习题 2.3 

1．求下列函数的导数． 

（1） 10(3 1)y x      （2）
2

exy   

（3）y cos 2xx x     （4） cos(2 5)y x   

（5）
1sin

e xy       （6） 2ln( 1)y x   

2． ( )y y x 设函数 是由方程
1

sin 0
2

x y y   d

d

y

x
确定的,求 ． 

3．设
21

( ) lim (1 ) ( )tx

x
f t t f t

x  
   ，求 ． 

2.4 函数的微分 

【引例】正方形面积测量的误差问题．如图 2-6 所示，设

正方形的实际边长为 0x ，由于测量不可能绝对准确，设边长

测量的最大误差为 x，试问由于边长测量不准造成的面积误

差 A 大概有多大？ 
2 2

0 0

2
0

( )

2 ( )

A x x x

x x x

    

    
 

即面积误差由两部分组成． 

•• 第一部分： 02x x  是 x  的线性部分． 

• 第二部分： 2( )x  是 x  的高阶无穷小，所以  02A x x  ．这是面积误差的主要部

分，即面积误差 A 大概有 02x x ．因为 0 0( ) 2A x x  ，所以 0( )A A x x   ．这个近似值就是

本节要研究的函数的微分． 

一、微分的概念 

引例的结论 0( )A A x x    对于一般的可导函数也是成立的，事实上： 

由导数定义      0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x  

   
    

利用前面讲过的极限与无穷小量之间的关系，上式可写为 

 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )y f x x f x f x x o x          

即函数在 0x 处的改变量 y 可表示成两部分： 

 

图 2-6 
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x 的线性部分 0( )f x x 与 x 的高阶无穷小部分 ( )o x ． 

当 x 充分小时，函数的改变量可由第一部分近似代替 

0( )y f x x    

由此我们给出微分的定义． 

1．微分的定义 

定义 2-2  设函数 ( )y f x 在点 0x 处可导，在点 0x 处自变量 x 有改变量 x ，则称

0( )f x x  为函数 ( )f x 在点 0x 处的微分，记为
0

d
x x

y 或
0

d
x x

y = 0( )f x x  ． 

此时称函数 ( )y f x 在点 0x 可微． 

一般地，若函数 ( )y f x 在点 x 处可导，则称 ( )f x x 为函数 ( )y f x 在 x 处的微分，简

称函数的微分．记为： 

 dy = ( )f x x  或 d ( )f x = ( )f x x ． 

显然， d dy x x y y x x x x          若 ，则 ，说明自变量 x 的微分 dx 就等于它的增量

x ，因此函数的微分可写成 
 dy = ( )df x x 或 d ( )f x = ( )df x x  

从而有 

 
d

( )
d

y
f x

x
  

即函数的导数等于函数的微分与自变量的微分的商，所以导数又称为“微商”． 

2．微分的几何意义  

如图 2-7 所示，当y 是曲线 yf（x）上的点的纵坐标的增量时，微分 dy 就是曲线的切

线上点纵坐标的相应增量．当|x|很小时，|ydy|比|x|小得多，因此在点 M 的邻近，我们可

以用切线段 MT 来近似代替曲线段 1MM ． 

 

图 2-7 

二、微分的基本公式和运算法则 

从函数的微分的表达式 
 dy f （x）dx 

可以看出，要计算函数的微分，只要计算函数的导数，再乘以自变量的微分． 因此，可
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得如下的微分公式和微分运算法则． 

1．基本初等函数的微分公式 

导数公式：                                 微分公式：     

(x )x 1        d(x )x 1 d x  

(sin x)cos x        d(sin x)cos x d x  

(cos x)sin x        d(cos x)sin x d x  

(tan x)sec 2 x        d(tan x)sec 2x d x  

(cot x)csc 2x       d(cot x)csc 2x d x  

(sec x)sec x tan x       d(sec x)sec x tan x d x  

(csc x)csc x cot x      d(csc x)csc x cot x d x  

(a x )a x ln a        d(a x )a x ln a d x  

(e x)e x         d(e x)e x d x  
1

(log )
lna x

x a
         

1
d(log ) d

lna x x
x a

   

1
(ln )x

x
          

1
d(ln ) dx x

x
     

2

1
(arcsin )

1
x

x
  

 
      

2

1
d(arcsin ) d

1
x x

x
 

 
   

2

1
(arccos )

1
x

x
   

 
      

2

1
d(arccos ) d

1
x x

x
  

 
  

2

1
(arctan )

1
x

x
  

 
       2

1
d(arctan ) d

1
x x

x
   

2

1
(arccot )

1
x

x
         2

1
d(arccot ) d

1
x x

x



 

2．函数的和、差、积、商的微分法则 

求导法则：                             微分法则： 

(uv)u v       d(uv)dudv 

(Cu)Cu        d(Cu)Cdu  

(uv) uvuv      d(uv)vduudv   

2
0

u u v uv
v

v v

      ( ) ( )     2

d d
d 0

u v u u v
v

v v
 ( ) ( ) 

3．复合函数的微分法则 

设 yf（u）及 u（x）都可导，则复合函数 yf [（x）]的微分为 
 dyyx dxf （u）（x）dx． 

由于（x）dxdu，所以复合函数 yf [（x）]的微分公式也可以写成 
 dyf （u）du 或 dyyu du 

由此可见，无论 u 是自变量还是另一个变量的可微函数，微分形式 dyf （u）du 保持不
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变．这一性质称为一阶微分形式不变性．这性质表示，当变换自变量时，微分形式 dyf （u）du 

并不改变． 
［例 2-25］ ysin (2x1)，求 dy． 

解： 把 2x1 看成中间变量 u，则 

        dyd（sin u）cos uducos (2x1) d (2x1) 

      cos（2x1）2dx2cos (2x1) dx ．  

说明： 熟练后，在求复合函数的微分时，可以不写出中间变量． 

［例 2-26］ 
2

ln(1 e )xy   ，求 dy． 

解： 
2 2

2

1
d d ln(1 e ) d(1 e )

1 e

x x

x
y     

 
  

2 2

2 2

21 1
e d( ) e 2 d

1 e 1 e

x x

x x
x x x     

  

2

2

2 e
d

1 e

x

x

x
x ． 

［例 2-27］ ye13xcos x，求 dy． 

解： 应用积的微分法则，得 
 dyd (e13xcos x) cos xd (e13x) e13xd (cos x) 

（cos x）e13x（3dx）e13x（sin xdx） 

e13x（3cos xsin x）dx ． 
［例 2-28］ 在括号中填入适当的函数，使等式成立． 

    （1）d（   ）xdx； 

    （2）d（   ）cos  t dt． 
解： （1）因为 d (x2) 2xdx，所以 

 2 21 1
d d( ) d( )

2 2
x x x x  ，即

21
d( ) d

2
x x x  

一般地，有
21

d( ) d
2

x C x x  （C 为任意常数）． 

（2）因为 d（sin  t） cos  tdt，所以 

 
1 1

cos  d d(sin  ) d( sin  )t t t t   
  

   

因此           
1

d( sin  ) cos  dt C t t    （C 为任意常数）． 

三、微分在近似计算中的应用 

在工程问题中，经常会遇到一些复杂的计算公式．如果直接用这些公式进行计算，那是

很费力的．利用微分往往可以把一些复杂的计算公式改用简单的近似公式来代替． 

由微分的定义 d ( )y y o x     当 x  充分小时 

dy y    即   0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x f x x      

这后一式中的近似号若换成等号就是过 0 0( , ( ) )x f x 点的切线方程，所以这种近似计算

的实质是“以直代曲”．用这种方法近似计算时，要注意它的前提：Δx  应充分小！ 
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如果函数 yf（x）在点 0x 处的导数 f （x）0，且x|很小时，我们有 

 ydyf （
0x ）x， 

 yf（ 0x x）f（ 0x ）dyf （ 0x ）x， 

 f（ 0x x）f（ 0x ）f （ 0x ）x． 

若令 x 0x x，即xx 0x ，那么又有 

 f（x） f（ 0x ）f （ 0x ）（x 0x ）． 

特别当 0x 0 时，有 f（x） f（0）f （0）x． 

这些都是近似计算公式． 
［例 2-29］ 有一批半径为 1cm 的球，为了提高球面的光洁度，要镀上一层铜，厚度定

为 0．01cm．估计一下每只球需用铜多少 g（铜的密度是 8.9g/cm 3）? 

解： 已知球体体积为
34

π
3

V R ，R01cm，R0.01cm． 

镀层的体积为 

VV（R0R）V（R0）V（R0）R4R0
2R43.14120.010.13（cm3）．于

是镀每只球需用的铜约为 

0.13 8.9 1.16（g）．  
［例 2-30］ 利用微分计算 sin 3030的近似值． 

解： 已知 3030
 π π

6 360
  ， 0

 π

6
x  ，

π

360
x   

        sin 3030sin（ 0x x）sin 0x x cos 0x  

                
 π  π π

sin cos
6 6 360

    

                
1 3 π

2 2 360
    0.5076  

即       sin 30300.5076． 

思考题 2.4  

1．“导数就是微分，微分就是导数”，这句话对吗？ 

2．“可导函数一定可微，可微函数一定可导”，这句话对吗？ 

练习题 2.4 

1．求下列函数的微分． 

（1） 2 siny x x      （2） cose xy   

（3） 2ln cos ln( 1)y x x      （4） xy x x   

2．求下列近似值． 

（1） 1.02        （2） sin 31° 
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  知识拓展 

2.5 微分中值定理、高阶导数、洛必达法则、函数的凹凸性 

微分中值定理在微积分理论中占有重要地位，它们是应用导数研究函数性态的理论基

础．前面我们已研究了导数及其应用，本节对这些内容作一些拓展，供学有余力的读者学习． 

一、微分中值定理 

微分学有三个重要的微分中值定理：罗尔（Rolle）中值定理、拉格朗日（Lagrange）中

值定理、柯西（Cauchy）中值定理．我们介绍前两个定理的基本内容，不做证明． 

1．罗尔（Rolle）中值定理 

如果函数 ( )y f x 满足下列三个条件： 

①在闭区间[ ]a b， 上连续． 

②在开区间 ( )a b， 内可导． 

③ ( ) ( )f a f b ． 

则至少存在一点 ( )a b  ， ，使 ( ) 0f    ． 

说明：  

（1）罗尔中值定理的几何意义．在每一点都可导的一段连续曲线上，如果曲线的两端点

高度相等，则至少存在一条水平切线，如图 2-8 所示． 

 

图 2-8 

（2）习惯上把结论中的 ξ称为中值，罗尔中值定理的三个条件是充分而非必要的，但缺

少其中任何一个条件，定理的结论将不一定成立． 

例如：                 

| | 1

( ) 0 2 1

1 1 2

x x

F x x

x


  



，

， ≤ ≤

， ≤ ≤

             

易见， ( )F x 在 x =-1 处不连续，在 x =±1 处不可导， ( 2) (2)F F ，即罗尔中值定理的

三个条件均不成立，但是在（-2，2）内存在点ξ，满足 ( ) 0F    ． 

（3）罗尔中值定理结论中的 ξ值不一定唯一，可能有一个，几个甚至无限多个．例如： 
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24 1sin 0
( )

0 0
xx x

f x
x

    
   

，

，
在 [-1 ， 1] 上 满 足 罗 尔 中 值 定 理 的 条 件 ， 显 然

23 2 1 1 14 sin 2 sin cos
( )

0 0
x x xx x

f x
x

      
   ，

 在（-1，1）内存在无限多个 nc  =
1

( Z)
2 π

n
n

 使得

( )nf c =0． 

2．拉格朗日（Lagrange）中值定理 

如果函数 ( )y f x 满足下列两个条件： 

①在闭区间[ ]a b， 上连续． 

②在开区间 ( )a b， 内可导． 

则至少存在一点 ( )a b  ， ，使得
( ) ( )

( )
f b f a

f
b a

   ，或 ( ) ( ) ( )( )f b f a f b a    ． 

说明：  

（1）罗尔中值定理是拉格朗日中值定理 ( ) ( )f a f b 时的特例． 

（2）几何意义：在满足拉格朗日中值定理条件的曲线 ( )y f x 上至少存在一点

( ( ))P f  ， ，该曲线在该点处的切线平行于曲线两端点的连线 AB，如图 2-9 所示． 

 

图 2-9 

（3）拉格朗日中值定理的结论常称为拉格朗日公式，它有几种常用的等价形式，可根据

不同问题的特点，在不同场合灵活采用： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )f b f a f b a a b       ， ，  

 ( ) ( ) [ ( )]( ) (0 1)f b f a f a b a b a         ， ，  

 ( ) ( ) ( ) (0 1)f a h f a f a h h       ， ，  

由拉格朗日中值定理可推导得到下面的推论： 

推论 1  函数 ( )f x 在区间 I 上可导且 ( ) 0f x ，则 ( )f x 在 I 上恒等于一个常数． 

推论 2  函数 ( )f x 和 ( )g x 在区间 I 上可导且 ( ) ( )f x g x ，则 ( ) ( )f x g x c （ c 为常数）． 

二、高阶导数 

二阶导数：函数 ( )y f x 的一阶导数 ( )y f x 仍然是 x 的函数，则将一阶导数 ( )f x 的
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导数 ( ( ))f x  称为函数 ( )y f x 的二阶导数，记为 ( )f x 或 y  或
2

2

d

d

y

x
，即 

 y  = ( )y   或 
2

2

d

d

y

x
=

d d

d d

y

x x
 
  ． 

n 阶导数： ( 1)n  阶导数的导数称为 n阶导数（ n =3，4，， 1n ， n）分别记为 

 ( )f x  ， (4) ( )f x  ，， ( 1) ( )nf x ， ( ) ( )nf x ， 

 或 y   ， (4)y  ，    ， ( 1)ny ， ny ， 

 或
3

3

d

d

y

x
，

4

4

d

d

y

x
 ，  

1

1

d

d

n

n

y

x

 

，
d

d

n

n

y

x
， 

二阶及二阶以上的导数称为高阶导数． 

［例 2-31］ 设函数 2exy x  ，求 y  和 (0)y  ． 

解： 0e 2 e 2   (0) e 2 3x xy x y y            ， ， ． 

［例 2-32］ 求 ny x 的 n阶导数（ n为正整数）． 

解： 1 1 2 ( ) ( 1)    n n ny nx y nx n n x           ， ， ，一般地， ( ) !ny n ，即有 ( )( ) !n nx n ． 

三、洛必达法则 

当分子分母都是无穷小或都是无穷大时，两个函数之比的极限可能存在也可能不存在，

即使极限存在也不能用“商的极限等于极限的商”这一运算法则．这种极限称为未定式． 

定义 2-3  如果 ( )x a x   或 时，两个函数 ( ) ( )f x g x与 都趋于零或者无穷大，那么

极限
( )

( )
lim

( )x a
x

f x

g x 
  

称为
0

0
或 型未定式． 

例如：
0

tan
lim
x

x

x 
和

0

ln sin
lim

ln sinx

ax

bx 
． 

定理 2-5  （洛必达法则）设函数 ( ) ( )f x g x与 都在 0x 的一个空心邻域内可导，如果 

①
0

lim ( ) 0,
x x

f x
 

 
0

lim ( ) 0
x x

g x
 

 ． 

②函数 ( )f x 与 ( )g x 在 0x 某个邻域内（点 0x 可除外）可导，且 ( ) 0g x ． 

③
0

( )
lim

( )x x

f x
A

g x 

  
 （A 为有限数，也可为 ，  或  ），则 

0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x
A

g x g x  
 

 ． 

注意：上述定理对于 x  等其他类型时的
0

0
型未定式同样适用，对于 0x x 或 x   

等其他类型时的
 
 
型未定式也有相应的法则． 
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［例 2-33］ 求极限
3

3 21

3 2
lim

1x

x x

x x x 

  
   

． 

解： 当 1x  时，原式是
0

0
型的未定式，用洛必达法则有 

 
3 2

3 2 21 1 1

3 2 3 3 6 3
lim lim lim

6 2 21 3 2 1x x x

x x x x

xx x x x x   

   
   

     
 

注意：  
0

lim
x x

f x
f x g x

g x 

  
 
( )

若 还是未定式，且 ( )， ( )
( )

满足定理中对 f x g x( )， ( )所要求的条

件，则可继续使用法则，直到不再是未定式为止，即 

0 0 0

( ) ( ) ( )
lim lim lim

( ) ( ) ( )x x x x x x

f x f x f x

g x g x g x   

     
   

  

但是注意，如果所求的极限不是未定式，则不能用洛必达法则，否则会产生错误的结果． 

［例 2-34］ 求极限
0

e e 2
lim

sin

x x

x

x

x x

 

 

  
 

解： 
0

0
这是 型未定式，可用洛必达法则， 

0 0 0 0

e e 2 e e 2 e e e e
lim lim lim lim 2

sin 1 cos sin cos

x x x x x x x x

x x x x

x

x x x x x

    

    

      
   

  
＝ ． 

注意：  在反复使用法则时，要时刻注意检查是否为未定式，若不是未定式，不可使用

法则． 

［例 2-35］ 求极限

π
arctan

2lim
1x

x

x
   

 
． 

解： 
0

0
这是 型未定式，可用洛必达法则． 

22

2

2

1

1lim lim 1
1 1x x

xx
x

x

      

 
   

  
原式 ＝ ． 

［例 2-36］ 求极限
0

ln tan
lim

lnx

x

x  
． 

解： 原式是 型的未定式，用洛必达法则有 
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2
2

0 0 0

0 0 0

1 11
secln tan tantan coslim lim lim
1 1ln

1
lim lim . lim 1

sin cos sin cos

x x x

x x x

xx xx x
x

x x
x x

x x x x

   

   

   

   

  

  ＝

 

除
0

0

 
 

或 型未定式外，还有 0 00 0 1       ， ， ， ， 型等未定式，它们往往通过适当的

变换转化为
0

0

 
 

或 型后，再使用洛必达法则求极限． 

1． 0 ∞ 型 

步骤：
1

0 ,
       
 

1 0
0 0

0 0
     或 ． 

［例 2-37］ 求极限
2

0
lim ln
x

x x
  

． 

解： 当 0x  时原式是 0·∞型的未定式，则 

 
2

2
2 3

0 0 0 0

1
ln

lim ln lim lim lim 0
22x x x x

x xxx x
x x          

    

2．∞-∞ 型 

步骤：
1 1 0 0

0 0 0 0

       
 

． 

［例 2-38］ 求极限 
0

1 1
lim( )

sinx x x 
 ． 

解： 
0 0 0

sin 1 cos sin
lim lim lim =0

sin sin cos cos cos sinx x x

x x x x

x x x x x x x x x   

   
   

原式 ＝ ． 

3． 0 ∞ 00 ，1 ，∞ 型 

步骤：

0

0

0 0 ln 0

1 ln1 0.

0 ln

 

                  
         

取对数
． 

［例 2-39］ 求极限
0

lim x

x
x

  
． 

00
2

0

1
ln limlim 11lim ln

ln 0

0
lim e e e e e 1

xx
x

x x

x x
x x x x

x

 







     ＝。原式解：

 

说明：  

（1）
0

0

 
 

如果所求极限不是 或 这样的未定型， 则不能用洛必达法则． 

（2）
'( )

lim  
'( )

f x

g x
如果 不存在，并不表明

( )
lim

( )

f x

g x
不存在，只表明洛必达法则对此题失效，
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可以用其他方法求极限． 

例如，求极限 
sin

lim
sinx

x x

x x   
，如用洛必达法则 

 
sin 1 cos

lim lim
sin 1 cosx x

x x x

x x x      

   
  

 

极限不存在，但

sin
1sin 1 0

lim lim 1
sinsin 1 01

x x

x
x x x

xx x
x

      

      
   

． 

四、函数的凹凸性 

定义 2-4  设函数 ( )y f x 在区间 I 上连续，如果函数的曲线位于其上任意一点的切线

的上方，则称该曲线在区间 I 上是凹的（如图 2-10 所示）；如果函数的曲线位于其上任意一

点的切线的下方，则称该曲线在区间 I 上是凸的（如图 2-11 所示）． 

         

图 2-10        图 2-11 

定理 2-6  （曲线凹凸性的判定定理）设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，在（a，b）内具有一阶

和二阶导数，那么 

（1）若在 ( )a b， 内 ( ) 0f x ＞ ，则 ( )f x 在[ ]a b， 上的图形是凹的． 

（2）若在 ( )a b， 内 ( ) 0f x ＜ ，则 ( )f x 在[ ]a b， 上的图形是凸的． 

连续曲线 ( )y f x 上凹弧与凸弧的分界点称为这曲线的拐点． 

确定曲线 ( )y f x 的凹凸区间和拐点的步骤： 

（1）确定函数 ( )y f x 的定义域． 

（2）求出二阶导数 ( )f x ． 

（3）求使二阶导数为零的点和使二阶导数不存在的点． 

（4）判断或列表判断，确定出曲线凹凸区间和拐点． 

注意： 根据具体情况步骤（1）、（3）有时省略． 

［例 2-40］ 判断曲线 lny x 的凹凸性． 

解： 
1

y
x

  ， 2

1
y

x
    ． 
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因为在函数 lny x 的定义域 (0 )  ， 内， 0y  ，所以曲线 lny x 是凸的． 

［例 2- 41］ 判断曲线 3y x 的凹凸性． 

解： 因为 23y x  ， 6y x   ，令 0y   得 0x ． 

当 0x  时， 0y  ，所以曲线在 ( 0]  ， 内为凸的． 

当 0x  时， 0y  ，所以曲线在[0 ) ， 内为凹的． 

［例 2- 42］ 求曲线 3 22 3 12 14y x x x     的拐点． 

解：  26 6 12y x x    ， 12 6 6(2 1)y x x      ，令 0y  ，得
1

2
x   ． 

因为当
1

2
x   时， 0y  ，当

1

2
x   时， 0y  ，所以点（

1

2
，

1
20

2
）是曲线的拐点． 

［例 2- 43］ 求曲线 4 33 4 1y x x   的拐点及凹、凸的区间． 

解： （1）函数 4 33 4 1y x x  的定义域为 ( )   ， ． 

（2） 3 212 12y x x   ，
2 2

36 24 36 ( )
3

y x x x x      ． 

（3）解方程 0y  ，得 1 0x  ， 2

2

3
x ． 

（4）列表（表 2-2）判断． 

表 2-2 

 （，0） 0 （0， 2

3
） 2

3
 （ 2

3
，） 

f （x）  0 － 0 + 

( )f x   1  
11

27
  

函数在区间 ( 0]  ， 和
2

[ )
3

  ， 上曲线是凹的，在区间
2

[0 ]
3

， 上曲线是凸的．点 (0 1)，  和

2 11
( )
3 27
， 是曲线的拐点． 

［例 2-44］ 问曲线 4y x 是否有拐点？ 

解： 34y x  ， 212y x   ． 

当 0x  时， 0y   ，在区间 ( )   ， 内曲线是凹的，因此曲线无拐点． 

［例 2-45］ 求曲线 3y x 的拐点． 

解： （1）函数的定义域为 ( )    ， ． 

（2） 3 2

1

3 
y

x
  ， 3 2

2

9  
y

x x
    ． 

（3）函数无二阶导数为零的点，二阶导数不存在的点为 0x ． 

（4）判断：当 0x 时， 0y    ；当 0x 时， 0y  ．

因此，点（0, 0）是曲线的拐点．
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思考题 2.5 

洛必达法则适用的条件是什么？ 

练习题 2.5 

1．函数 ln( 1)y x  在区间［0，1］上满足拉格朗日中值定理的 =       ． 

2．证明：当 0 ln(1 )x x x  时， ． 

3．求函数 lny x 的 n阶导数． 

4．利用洛必达法则求下列极限． 

（1） 2π

2

ln sin
lim

(π 2 )x

x

x       （2）
0

ln
lim

cotx

x

x  
 

（3）
0

1 1
lim( )

exx x 
      （4）

3 2lim e x

x
x

   
 

  数学实验 

2.6 实验——用 MATLAB 求导数 

上面我们讲了函数求导方法，但有些函数的导数比较难求．本节我们介绍用数学软件

MATLAB 来求导． 

MATLAB 的求导数命令是 diff，其调用格式如下： 

（1）diff（f，x）表示对 f（这里 f 是一个函数表达式）求关于符号变量 x 的一阶导数．若

x 默认，则表示求 f 对预设独立变量（默认变量）的一阶导数． 

（2）diff（f，x，n）或 diff（f，n，x）都表示对 f 求关于符号变量 x 的 n 阶导数．若 x

默认，则表示求 f 对预设独立变量（默认变量）的 n 阶导数． 

若计算函数在某一点处的导数，则用 subs 命令，其使用格式为 

subs（s，old，new） 

其中 s 表示一个表达式，新值 new 用来替换旧值 old ．比如输入命令： 

syms  a b； 

subs（a+b，a，4） 

输出结果为：ans= 

                4+b 

当然也可以同时替换多个变量． 

［例 2-46］ 设
2

( ) exf x  ，求
d

d

f

x
． 

解： 输入命令： 

syms x 
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diff（exp（x^2）） 

输出结果为： 

ans = 

2*x*exp（x^2） 

［例 2-47］ 求 sin exy x  的三阶导数． 

解： 输入命令： 

diff（sin（x）+exp（x），3） 

输出结果为： 

ans = 

-cos（x）+exp（x） 

［例 2-48］ 求函数
2

( ) exf x  在 1x  处的导数值． 

解： 输入命令： 

syms x 

y=exp（x^2））； 

dy=diff（y）； 

subs（dy，x，1） 

输出结果为： 

ans = 

    5.4366 

思考题 2.6  

diff（f，x）命令中 f 可否为其他表达式（如矩阵）？ 

练习题 2.6 

用 MATLAB 求下列函数的导数． 

（1） e cosxy x      （2） 21 lny x     

（3） (2 3 )(4 7 )y x x       （4） 2siny x x  

  知识应用 

2.7 导数的应用 

在中学阶段，我们已研究过函数的单调性和求最大（小）值等问题，直接根据定义确定

函数的单调性及求最值是比较困难的，本节我们利用导数来方便地解决这些问题． 

【引例】 作直线运动的物体，若其速度
d

( ) 0
d

s
v t

t
 ＞ ，则运动时间越长，物体运动的位

移   s t 越大，即函数 ( )s t 是单调增加的． 
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一、函数的单调性 

如图 2-12 所示，可以看出，如果函数 y f x 在区间 ,a b 内单调增加，那么它的图像

是一条沿 x 轴正向上升的曲线，这时曲线上各点切线的倾斜角都是锐角，因此它们斜率   'f x

都是正的，即 '( ) 0f x ．同样，由图 2-13 可以看出，如果函数 y f x 在区间（a, b）内单

调减少，那么它的图像是沿 x 轴正向下降的曲线，这时曲线上各点切线的倾斜角都是钝角，

因此它们斜率   'f x 都是负的，即 '( ) 0f x  ． 

         

 图 2-12              图 2-13  

由此可见，函数 ( )f x 的单调性与其导数 ' ( )f x 的正负之间存在着必然的关系．下面给出

函数单调性的判定方法． 

定理 2-7  设函数  f x 在   a b， 上连续，在 a b， 内可导， 

（1）如果在  a b， 内   ' 0f x  ，则函数 f x 在 a b， 上单调增加． 

（2）如果在  a b， 内   ' 0f x  ，则函数 f x 在 a b， 上单调减少． 

说明： 上述定理中函数的定义域为闭区间  a b， 若为开区间 a b， 或无穷区间，结论

也成立． 

［例 2-49］ 中国的人口总数为 P （以 10 亿为单位），在1993 1995— 年间可近似地用方

程 1.15 (1.014)tP   来计算，其中 t 是以1993年为起点的年数，根据这一方程，说明中国人口

总数在这段时间是增长还是减少? 
解： 中国人口总数在1993 1995— 年间的增长率为 

   d
1.15 1.014 ln1.014

d
tP

t
  ， 

因为 0t  ，所以
d

0
d

P

t
，因此中国的人口总数在1993 1995— 年间是增长的． 

注意： 有的可导函数在某区间内的个别点处，导数等于零，但函数在该区间内仍为单调

增加（或单调减少），例如，幂函数 3y x 的导数为 2' 3y x ，当 0x 时， ' 0y  ，但它在

      ， 内是单调增加的． 

［例 2-50］ 讨论函数 3 2( )f x x 的单调性． 

解： 函数的定义域为       ， ，因为   '

3

2

3
f x

x
 ， ( )x     ， ，所以 0x  是函
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数的不可导点．当 0x 时， ( ) 0f x   ；当 0x 时， ( ) 0f x  ，所以  f x 在   0  ， 上单调

减少，在 (0 )  ， 上单调增加． 

该例表明导数不存在的点也可能是函数单调区间的分界点． 

［例 2-51］ 求函数  3 22 6 18 7f x x x x    的单调区间． 

解： 函数  f x 的定义域为     ， ，而 

   2' 6 12 18 6 3 1f x x x x x      ， 

令   ' 0f x  ，得 1 1x  ， 2 3x 列表讨论见表 2-3（表中“  ”、“  ”分别表示函数在

相应区间上单调增加、单调减少）． 

表 2-3 

x （-,-1） -1 （-1, 3） 3 （3, +） 

f x （ ） + 0 - 0 + 

f x（ ）      

所以，函数   f x 单调增区间为   1   ， 和 3  ， ，函数 f x 单调减区间为   1,3 ． 

上例表明，导数为零的点可能是函数单调增加区间和单调减少区间的分界点． 

从以上例子可以看出，有些函数在它的定义区间上不是单调的，但用导数等于零的点（称

为驻点）和导数不存在的点（称为尖点）划分函数的定义区间后，就可以使函数在各个部分

区间上单调．因此，确定函数单调性的一般步骤如下： 

（1）确定函数的定义域，并求出函数的驻点和尖点． 

（2）用驻点和尖点把定义域分成若干子区间． 

（3）确定   'f x 在各个子区间内的符号，从而判断 f x 的单调性． 

二、函数的极值 

如图 2-14 所示，函数   y f x 的图像在点 1x ， 3x 处的函数值 1f x ，   3f x 比其左右近

旁各点的函数值都大，而在点 2x ， 4x 处的函数值 2f x ， 4f x 比其左右近旁各点的函数值

都小，对于这种性质的点和对应的函数值，给出如下的定义． 

 

图 2-14 

定义 2-5  设函数  y f x 在点 0x 的邻域内定义，如果对点 0x 邻域内任意的 x 总有

       0 0f x f x f x f x＜ ＞ ，则称   0f x 为函数的极大值（极小值）， 0x 称为函数   f x 极大值
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点（极小值点）． 

函数的极大值与极小值统称极值，极大值点和极小值点统称为极值点． 

容易看出，在函数取得极值处，曲线的切线是水平的，即该切线的斜率等于零．但在曲

线上有水平切线的地方，函数不一定取得极值． 

定理 2-8  （极值存在的必要条件） 如果函数 f x 在点 0x 处有极值   0f x ，且   0'f x

存在，则   0' 0f x  ． 

定理 2-8 表明：可导函数  f x 的极值点必定是它的驻点，反之，函数的驻点却不一定是

极值点．例如 0x  是 3y x 的驻点，但不是极值点，函数 3y x 在整个定义区间没有极值． 

注意：定理的条件是   f x 在 0x 可导，但是，在导数不存在的点，函数也可能有极值，

例如   
2

3f x x ，   
3

2
'

3
f x

x
 ，   ' 0f 不存在，但在 0x 处函数有极小值   0 0f  ． 

总之，函数的极值只可能在驻点或尖点取得，那么如何判断驻点或尖点处是否有极值，

或驻点和尖点是否为极值点呢？ 

定理 2-9   （极值存在的第一充分条件）设函数 f x 在点 0x 的某一空心领域

   0 0 0 0x x x x     ， ， 内可导，当 x由小增大经过 0x 时，如果 

（1）   'f x 由正变负，那么 0x 是极大值点． 

（2）   'f x 由负变正，那么 0x 是极小值点． 

（3）   'f x 不变号，那么 0x 不是极值点． 

［例 2-52］ 求函数   3 21
3 3

3
f x x x x    的极值． 

解： 函数  f x 的定义域为     ， ，
2' = 2 3 ( 1)( 3)f x x x x x     

令   ' 0f x  ，得驻点 1 1x   ， 2 3x  ．列表讨论如表 2-4 所示． 

表 2-4 

x  , 1   1  1,3  3    3,    

'( )f x  + 0  — 0  + 

 

( )f x  
 极大值 

14
( 1)

3
f    

 极小值 

(3) 6f   
 

［例 2-53］ 求函数   
2

33

2
f x x x  的极值． 

解： 函数  f x 的定义域为     ， ， 

   
1 3
3

3

1
' 1

x
f x x

x
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令   ' 0f x  ，得驻点 1x ，又当 0x  时 'f x 不存在，列表讨论如表 2-5 所示． 

表 2-5 

x  ,0   0 0,1  1    1,    

'( )f x  — 不存在 + 0  — 

( )f x  
 极小值 

(0) 0f   

 极大值 

1
(1)

2
f  

 

因此，函数的极小值为   0 0f ，极大值为   1
1

2
f ． 

定理 2-10  （极值存在的第二充分条件）设 f x 在点 0x 处具有二阶导数且   0' 0f x  ，

  "
0 0f x  ， 

（1）如果  "
0 0f x ，则  f x 在点 0x 取得极大值． 

（2）如果  "
0 0f x ，则  f x 在点 0x 取得极小值． 

注意：  若  "
0 0f x ，不能用第二充分条件，这时仍需用第一充分条件讨论． 

上述［例 2-52］利用第二充分条件来求也可以，先对函数   3 21
3 3

3
f x x x x   求一阶

导数，得到驻点 1 1x  ， 2 3x  ．再求出二阶导数
" 2 2f x x  ，然后将得到的驻点 1 1x   ，

2 3x  代入二阶导数，得  " 1 4 0f     ，则   14
1

3
f   是极大值；

" 3 4 0f  ，则   3 6f   

是极小值． 

综上所述，下面给出求极值的一般步骤： 

（1）确定函数的定义域，并求出函数的驻点和尖点（可能极值处）． 

（2）用定理判断这些点是否为极值点． 

（3）求出极值点处的函数值，就得函数在所求定义区间上的极值． 

三、函数的最值与优化问题 

函数的最值可在区间内部（极值点处）取得，也可在区间端点取得，于是求函数最大（小）

值的步骤如下： 

（1）求出所有可能极值点（驻点和尖点）． 

（2）求出这些点和端点处的函数值． 

（3）将这些函数值进行比较，其中最大（小）者即为最大（小）值． 

特别地，若函数在区间内只有一个极值，则该极大（小）值即为函数在区间内的最大（小）

值；若函数在区间上单调增加（减少），则最值在区间端点取得． 

［例 2-54］ 求函数   
2

1

x
f x

x
 在区间

1
1

2
    

， 上的最大值与最小值． 
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解：   2

2+ )

(1 )

x x
f x

x
  

 
（

，由   f x   0 得 1 20 2x x   ， ．因为 2 2x  不在区间
1

1
2

       
，

内，应舍去，由
1 1 1

( ) (0) 0 (1)
2 2 2

f f f    ， ， 比较得函数 ( )f x 最大值为
1

2
，最小值为 0． 

［例 2-55］ 如图 2-15 所示，工厂铁路线上 AB

段的距离为 100km，工厂 C 距 A 处为 20km，AC 垂

直于 AB．为了运输需要，要在 AB 线上选定一点 D

向工厂修筑一条公路．已知铁路每公里货运的运费与

公路上每公里货运的运费之比 3∶5，为了使货物从供

应站B 运到工厂C 的运费最省，问D 点应选在何处？ 
解： 设 (km)AD x ，则 

 (100 )(km)DB x ，
2 220CD x 2400 (km)x   

再设从 B 点到 C 点需要的总运费为 y，那么 5 3y k CD k DB   （ k 是某个正数），即

25 400y k x  3 (100 ) (0 100)k x x  ≤ ≤ ． 

于是问题归结为： x 在[0 100]， 内取何值时目标函数 y 的值最小？ 

先求 y 对 x的导数：
2

5
( 3)

400

x
y k

x
   

 
，解方程 0y 得 15(km)x ． 

由于 0 400xy k  ， 15 380xy k  ， 100 2

1
| 500 1

5
xy k   ，其中以 15 380xy k  为最小，

因此当 15(km)AD x  时总运费最省． 

［例 2-56］ 某房地产公司有 50 套公寓要出租，当租金定为每月 180 元时，公寓会全部

租出去．当租金每月增加 10 元时，就有一套公寓租不出去，而租出去的房子每月需花费 20

元的整修维护费．试问房租定为多少可获得最大收入？ 

解： 设房租为每月 x 元，租出去的房子有
180

50
10

x      套 

每月总收入为 ( )R x ( 20)x  
180

50
10

x            

 ( ) ( 20) 68
10

x
R x x

      ，
1

( ) 68 ( 20)
10 10

x
R x x

               70
5

x  

令 ( ) 0R x   ，得到 350x   （唯一驻点），因为   1
0

5
R x     ＜ ，所以在 350x  时取得

极大值，故每月每套租金为 350 元时收入最高．最大收入为
350

( ) (350 20) 68
10

R x
     
 

 

10890 ( )元 ． 

四、用 MATLAB 求极值和最值 

1．MATLAB 求函数的极值 

在 MATLAB 中求函数的极值可以用 fminbnd 命令，其调用格式如下： 

 

图 2-15 
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［x，fv］=fminbnd（f，a，b） 

功能：求一元函数 f 在区间（a，b）内的极小值，f 为字符串，输出 x 为极小值点，fv

为极小值． 

［例 2-57］ 求函数 2( ) 5f x x x  在（-3，1）内的极小值． 

解： 输入命令： 

 f='x^2+5*x'； 

 [x，fv]=fminbnd（f，-3，1） 

输出结果为： 

x = 

   -2.5000 

fv = 

   -6.2500 

2．MATLAB 求函数的最小值 

在 MATLAB 中求函数的最小值可以用 fminbnd 命令，其调用格式如下： 

［x，vfal］=fminbnd（f，x1，x2） 

功能：返回函数 f 在区间［x1，x2］上的最小值点 x 和最小值 vfal ． 

［例 2-58］ 求函数 2( ) ( 1) 5f x x   在［0，2］上的最小值． 

解： 输入命令： 

[x，fval]=fminbnd（'（x-1）^2-5'，0，2） 

输出结果为： 

x = 

    1.0000 

fval = 

    -5 

说明：  

（1）MATLAB 没有提供计算在给定区间上函数 ( )y f x 的最大值的命令，要求最大值，

可对函数作变换：令 ( )z y z f x    ，即 ，则求函数 ( )y f x 的最大值问题转化为

求函数 z 的最小值问题． 

（2）如果结果出现更复杂的情况，可参看相关书籍或在 MATLAB 软件中寻求帮助． 

五、导数的应用案例 

1．经济应用——边际分析 

在经济工作中进行定量分析和决策时，经常用到“边际”这个概念来描述一个经济变量

相对于另一个经济变量的变化情况．设产量（或销售量）为 x ，按第 1 章成本函数、收入函

数、利润函数定义，我们称 ( ) ( ) ( )C x R x L x   ， ， 分别为边际成本函数、边际收入函数、边际
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利润函数．考虑边际成本函数，当产量在 0x 水平上有改变量 x 时，总成本函数的改变量

0 0d ( )x xC C C x x      ，特别地，若取 1x  ，则有 0( )C C x   ．因此，在产量为 0x 水平

上的边际成本值表示为在产量为 0x 水平上每增加一个单位产量所需要增加的成本的近似

值．边际收入值、边际利润值含义类似． 

［例 2-59］某种产品的成本 C （万元）是产量 x （万件）的函数 3( ) 0.02C x x   
20.4 6 100x x  （万元）．试问当生产 =10x （万件）时，从降低单位成本的角度看，继续提

高产品的产量是否得当？ 

解： =10x 时的总成本为 3 2(10) 0.02 10 0.4 10 6 10 100=100C        （万元），此时

平均成本
10

10 = 10
10

— C
C（ ） （元 /件），当 =10x 时的边际成本 3 2(10) 0.02 0.4C x x    （  

106 100 4xx     ） （元/件）．比较 =10x 时的平均成本和边际成本可以看出，继续提高产量，

可以降低产品的单位成本． 

2．经济应用—— 弹性分析 

弹性概念是经济学中的另一个重要概念，用来定量地描述一个经济变量对另一个经济变

量变化的灵敏程度．我们定义需求函数 = ( )Q Q P 对销售价格 P 的相对变化率称为需求弹性函

数，记为
( )

( )=
( )

Q P
P P

Q P



． 

类似地可定义供给弹性函数和收益弹性函数． 

根据这个定义，需求函数在销售价格 0P 水平上对销售价格的相对变化率 0P （ ）称为需求

函数在销售价格 0P 水平上的需求弹性值．该定义还说明，在销售价格 0P 水平上，若销售价格

的变动幅度为 1%，则需求函数的变动幅度为 0 %P （ ） ． 

［例 2-60］某商品的需求函数 5= ( )=100e
P

Q Q P ，求在销售价格为 10 的水平上的需求弹

性值． 

解： 需求弹性函数为
5

5

( ) 20e
( )= =

( ) 5
100e

P

P

Q P P
P P P

Q P
 

 

 

    

所以在销售价格为 10 的水平上的需求弹性值为
10

10 = 2
5

   （ ） ． 

上述计算结果说明，在商品销售价格为 10 的水平上，若降价 1%，则需求量增加 2%．负

号表示需求量为销售价格的单调减少函数． 

3．计算机中应用 

［例 2-61］ 日常生活中我们习惯采用十进制数，但计算机为何采用二进制数表示和存

储数据信息呢？ 

我们先来研究不同数制表示数的“能力”．一种数制表示数的能力，可由当位数固定时其

所能表示的数的个数以及所需的“设备状态”个数来衡量． 

一般地，n位 x进制数字能表示 0～ 1nx 这 nx 个数字，而其实现则需要 nx 个设备状态． 
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现在来研究两个问题： 

（1）要表示 0～ K -1 这 K 个数，当设备状态数 N 给定时，应该用几进制表示数，才能使

所表示的数的范围最大？ 

（2）要表示 0～ K -1 这 K 个数，应该用几进制表示数，才能使实现时所需的设备状态数

N 为最少？ 

解： （1）设用 x 进制，用 n位数，则 N = n x ，因此
N

n
x
．这时能表示的数字的个数

N
n xK x x  ．要使表示的数的范围最大，即使 K 为最大，应有

d
0

d

K

x
，即

d
( )

d

N

xK
x

x
    

ln

2

(1 ln )
(e ) 0

N N
x

x x x
Nx

x

    

于是 ex  时， K 为最大，或者说 e进制为最佳． 

（2）设用 x 进制，若用 n位数字，则能表示 0～ 1nx 这 nx 个数字，因此设
N

n xK x x  ，

即
ln

ln

K
n

x
 ， 这 时 N = n x ， 即

ln

ln

x K
N

x
 ， 要 使 N 为 最 小 ， 应 有

d
0

d

N

x
 ， 即

2

d ln ln (ln 1)
( ) 0

d ln ln

N x K K x

x x x
    ， 

于是 ex  时， N 为最小，还是 e进制为最佳． 

但 e是个无理数，不是整数，故 e进制不实用．与 e最接近的整数是 3，2 也很接近，因

此三进制为最佳，二进制为次佳．但采用三进制时每位数字需要三种状态，采用二进制时每

位数字需要两种状态，后者实现更容易，如开关的开与关等都是设备的两种状态．因此，权

衡在能力强弱和实现难易方面的利弊，人们选择采用二进制． 

4．水果的最佳采摘时间模型 

［例 2-62］在苹果成熟季节，老王为采摘和出售苹果的时间犯愁．如果本周采摘，每棵

树可采摘约 10kg 苹果，此时，批发商的收购价格为 3 元/kg，如果每推迟一周，则每棵树的

产量会增加 1kg，但批发商收购苹果的价格会减少为 0.2 元/kg，8 周后，苹果会因熟透而开

始腐烂．问老王第几周采摘，收入最高？ 

解： （1）模型准备 

此题为求第几周采摘，老王每棵苹果树的收入最高，其中收入=产量 单价． 

（2）模型假设与变量说明 

① 假设采摘按整周考虑，不考虑分期采摘情形． 

② 假设老王采摘苹果后立即卖给批发商． 

③ 假设本周每棵树可采摘苹果 10kg，且最近 8 周内每推迟一周，一棵苹果树会多长出

等质的苹果 1kg． 

④ 假设第 x 周采摘时每棵树的收入为 ( )R x 元， 0x 对应本周． 

（3）模型分析与建立 

第 x 周采摘时每棵树可采摘的苹果数量为 ( ) 10Q x x ，此时，苹果的销售单价为
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( ) 3 0.2p x x  ，所以第 x 周采摘时老王所得收入为 

 2( )= ( ) ( ) (10 )(3 0.2 ) 30 0.2R x Q x p x x x x x      ． 

（4）模型求解 

( )=1 0.4R x x  ，令 ( )=R x 0，得 x =2.5，得最大收入 31.25R 元． 

也可用 MATLAB 求解，为确定 ( )R x 取最值的大致区间，我们先画出 ( )R x 的图像，输入： 

>> syms x 

>> y=30+x-0.2*x^2； 

>> ezplot（y，[-10，20]） 

得 ( )R x 的图像如图 2-16 所示． 

 

图 2-16 

显然从图中可以看到，最大值在[ 5,10] 中可取到，输入命令： 

[x，fval]=fminbnd（'-30-x+0.2*x^2'，-5，10） 

得到输出： 

x = 

    2.5000 

fval = 

  -31.2500 

由于 fminbnd 命令只能求最小值，所以我们把 ( )R x 转换成 2( ) 30 0.2R x x x     ．由于

假设 x 只能取整数，因 (2) (3) 31.25R R  （元），故在第 2 周或第 3 周采摘获利最佳，此时

每棵苹果树的收入为 31.25 元． 

思考题 2.7  

函数的极大（小）值与最大（小）值区别在哪里？ 
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练习题 2.7 

1．下列函数在指定区间 ( )    ， 上单调减小的是（   ）． 

A．sinx          B．e x            C．x 2            D．3–x 

2．下列结论正确的有（    ）． 

A． 0x 是 f（x）的极值点，且 0( )f x 存在，则必有 0( )f x = 0 

B． 0x 是 f（x）的极值点，则 0x 必是 f（x）的驻点 

C．若 0( )f x = 0，则 0x 必是 f（x）的极值点 

D．使 ( )f x 不存在的点 0x ，一定是 f（x）的极值点 

3．函数 2( 1)y x  的单调增加区间为                    ． 

4．函数 23( 1)y x  的驻点是                      ． 

5．求函数
4

3

4

x
y x  的单调区间与极值． 

6．某厂生产一批产品，其固定成本为 2000 元，每生产一吨产品的成本为 60 元，对这种

产品的市场需求规律为 1000 10q p （ q为需求量， p 为价格）．试求： 

（1）成本函数，收入函数；      

（2）产量为多少吨时利润最大？ 

7．试证当 1x  时， e ex x＞ ． 

8．设某产品的价格 P 与销售量 x 的关系为 10
5

x
P  ，求销售量为 30 时的总收益、平均

收益与边际收益． 

9．某高档商品因出口需要，拟用提价的办法压缩国内销售量 20%，该商品的需要弹性

系数为-2～-1.5，问应提价多少？ 

习题 A 

一、判断题（对的打“√”，错的打“×”） 

1．若函数 ( )f x 在 0x 点可导，则 0 0( ) [ ( )]f x f x   ．（  ） 

2．若 ( )f x 在 0x 处可导，则
0

lim ( )
x x

f x
 一定存在．（  ） 

3．函数 ( )f x x 在其定义域内可导．（  ） 

4．若 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，则 ( )f x 在 ( , )a b 内一定可导．（  ） 

5． ( ) ( )e , e ( )f x f xy y f x      已知 则 ．（  ） 

6．函数

22 , 1
( )

ln , 0 1
4

x x
f x x

x

 
   
  

≥

＜ ＜
在 1x  处可导．（  ） 

7．若 ( ) ,nf x x 则 ( ) (0) !nf n ．（  ） 
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8． 2d( ) 2ax b ax  ．（  ） 

9．若 ( )f x 在 0x 点不可导，则 ( )f x 在 0x 不连续．（  ） 

10．函数 ( )f x x x 在点 0x  处不可导．（  ） 

二、填空题 

1． 2( ) ln 1f x x  ，则 (0)f  _________． 

2．曲线 3y x 在点 (1,1)处的切线方程是________． 

3．设 e ee ln exy x x    ，则 y =______． 

4． sin(e 1)xy   ， dy  _______． 

5．设 2 22 exy x  ，则 y =________． 

6．设 eny x  ，则 ( )ny =________． 

7．曲线 exy x  在点 (0 1)， 的处的切线方程是_______． 

8．若 ( )u x 与 ( )v x 在 x处可导，则
( )

[ ]
( )

u x

v x
=_________． 

9．设 ( )f x 在 0x 处可导，且 0( )f x A ，则 0 0

0

( 2 ) ( 3 )
lim
h

f x h f x h

h 

   
用 A 的代数式

表示为_______． 

10．导数的几何意义为________________________． 

11．曲线
1

y
x

 在 (1,1)处的切线方程是___________． 

12．函数 3 2sin( 1)y x x  的微分 dy __________． 

13． ny x （ n  是正整数）的 n阶导数是________． 

三、选择题 

1．设 ( )f x 在点 0x 处可导，则下列命题中正确的是 （  ）． 

A．
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x 

 
 

 存在   B．
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x 

 
 不存在 

C．
0

0( ) ( )
lim

x x

f x f x

x  

 
存在   D． 0

0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x  

 
不存在    

2．设 ( )f x 在点 0x 处可导且
0

0 0

1
lim

( 2 ) ( ) 4x

x

f x x f x   ，则 0( )f x 等于 （  ）． 

A．4   B．– 4     C．2   D．–2 

3．设 
2 1 1 0

( )
1 0 2

x x
f x

x

   
  

 

， ＜ ≤

， ＜ ≤
 ，则 ( )f x 在点 x = 0 处 （  ）． 

A．可导  B．连续但不可导   C．不连续  D．无定义 
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4．设 (0) 0f   ，且 
0

( )
lim
x

f x

x 
 存在，则 

0

( )
lim
x

f x

x 
＝ （  ）． 

A． ( )f x    B． (0)f    C． (0)f   D．
1

(0)
2

f   

5．函数 ( )e f xy  ，则 "y （  ）． 

A． ( )e f x     B． ( )e "( )f x f x  

C． ( ) 2e [ '( )]f x f x   D． ( ) 2e {[ '( )] "( )}f x f x f x  

6．函数 ( ) ( 1)xf x x  的导数为 （  ）． 

A． ( 1)xx x    B． 1( 1)xx      C． lnxx x  D． ( 1) [ ln( 1)]
1

x x
x x

x
  


 

7．函数 ( )f x  在 0x x 处连续，是 ( )f x  在 0x  处可导的 （  ）． 

A．充分不必要条件   B．必要不充分条件 

C．充分必要条件    D．既不充分也不必要条件 

8．已知 lny x x  ，则 (10)y  （  ）． 

A． 9

1

x
    B． 9

1

x
    C． 9

8!

x
  D． 9

8!

x
  

9．函数 ( )
x

f x
x

 在 0x   处 （  ）． 

A．连续但不可导    B．连续且可导 

C．极限存在但不连续   D．不连续也不可导 

10．函数 
1, 0

( )
1, 0

x
f x

x

 
    

≥

＜
 ，在 0x  处 （  ）． 

A．左连续  B．右连续  C．连续  D．左、右皆不连续 

11．设 e ex xy    ，则 y    （  ）． 

A． e ex x    B． e ex x    C． e ex x  D． e ex x  

12．设 
1

( 2)
1

f x
x

   ，则 ( )f x  （  ）． 

A． 2

1

( 1)x
 

 
  B． 2

1

( 1)x
 

 
  C．

1

1x
  D．

1

1x
  

13．已知函数 2lny x ，则 dy  （  ）． 

A．
2

dx
x

   B．
2

x
   C． 2

1

x
  D． 2

1
dx

x
 

14．设 

2

1
cos , 0

( ) 0, 0

1
tan , 0

x x
x

f x x

x x
x

 
 
 

  
 
 
 

＜

＞

 ，则 ( )f x  在 0x 处（  ）． 

A．极限不存在   B．极限存在，但不连续   

C．连续但不可导   D．可导  
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15．已知 siny x ，则  (10)y   （       ）． 

A． sin x    B． cos x    C． sin x   D． cos x  

四、计算题 

1．求下列函数的导数 y  ． 

（1） 2cos 3y x       （2） 2ln( 1 )y x x x    

（3） 2 2ln( )y x x a       （4） 2 1
(1 )arctan cos

2
y x x x    

2．设 2 2( )f x x a a   ，求 ( 2 )f a  ． 

3．设 ln( )y xy  确定 y  是 x  的函数，求
d

d

y

x
． 

4．方程 e e 0y x xy    确定 y  是 x  的函数，求 y ． 

5．设 2 2 sin 0y x y   ，求 y  ． 

6．求下列函数的微分 dy  

（1）
1 1

ln cosy
x x

       （2） ln(ln )y x  

（3） 1 3e cosxy x        （4） cos2e xy   

（5） 3 coscos e xy x x       （6）
2e x

y
x

  

7． ln tan
2

x
y   ，求 'y  及 dy ． 

8． 2
2

1
ln 5 cosy x

x
    ，求 y  及 dy ． 

9． lny x x  ，求 y  ． 

10．已知 ( ) sin 3f x x  ，求 
π

( )
2

f   ． 

11．求函数 4 28 2y x x   在[-1，3]上的单调区间和极值． 

12．求函数
2

32
( ) ( 1)

3
f x x x   的单调区间和极值． 

五、应用题 

1．某车间靠墙壁盖一间长方形小屋，现有存砖只够砌 20 米长的墙壁，问应围成怎样的

长方形才能使这间小屋的面积最大？ 

2．设某产品的需求函数为 100 5q p ，求边际收入函数，以及 20q 、50 和 70 时的

边际收入． 
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习题 B 

一、选择题 

1．设 arctan 2y x  ，则 y （  ）． 

A． 2

1

1 4x 
  B． 2

1

1 4x
 

 
  C． 2

2

1 4x
  D． 2

2

1 4x
  

2．设  2 lny x x y x    ，则 （    ）． 

A． 2ln x    B． 2ln x +1  C． 2ln x +2  D． 2ln x +3 

3．若 ( ) arcsin(2 )f x x  则 ( )f x =（    ）． 

A． cos(2 )x   B． 2cos(2 )x   C．
2

2

1 4x
 

 
 D．

2

2

1 4x 
 

4．若 ( ) ln cosf x x    则 ( )f x  =（     ）． 

A． tan x   B． cot x    C． 2sec x   D． 2sec x  

5．设 cosexy  ，则   0y    （   ）． 

A． sin1 cos1  B． sin1 cos1   C． sin1 cos1 D． sin1 cos1  

6．设 0m  ，
2

20

sin
lim
x

mx

x 
 （      ）． 

A．0    B． 2

1

m
   C．1   D 2m  

7．设 cose xy  ，求 y （0）=（    ）． 

A．0    B．1   C．e   D．e-1 

8． 3 2( ) 3 9 4f x x x x    ，则 ( )f x 的极大值点是（    ）． 

A． x =-1   B． x =3   C． x =1   D． x =-3 

9． 0"( ) 0f x  是 ( )f x 在 0x 取得极值的（    ）．  

A．必要条件  B．充分条件  C．充分必要条件 D．都不是 

10． ( )f x =
1

e x

x
 

  
 
 

   
0

0

x

x 
≤

  ，则 ( )f x 在 0x （   ）． 

A．间断   B．连续但不可导 C． '( )f x = 1 D． '( )f x =1 

11．函数 ( )f x = 3 2x 在 0x =0 点（    ）． 

A．连续不可导 B．连续可导  C．不连续但可导 D．不连续不可导 

12． ( )f x = 21 x ，则 "(0)f =（   ）． 

A．0    B．1   C．–1   D．不存在 

13． ( )f x = 3 21
1

3
x x  在[-2，2] 上的最小值是（    ）． 

A． (0)f   B． ( 2)f     C． (2)f    D．无最小值 

 



第 2章 导数与微分 

 
95 

14．设   f x = 2

2 3x x ，  f x 单调增加区间（    ）． 

A．  0  ，   B．   0   ，    C． 2  ，   D．
1

2
        

，  

15．设   
2 1

sin  0

0             0

x x
f x x

x

     
   

，

，

，则 f x 在点 0x 处（    ）． 

A．极限不存在 B．极限存在但不连续 C．连续但不可导 D．可导 

16．设 cos 2y x x ，则   y x （    ）． 

A． cos 2 2 sin 2x x x     B． cos 2 2 sin 2x x x  

C． cos 2 sin 2x x x     D． cos 2 sin 2x x x  

17．设   f x lnx x ，则下列结论中正确的是（    ）． 

A．   f x 在  0  ， 单调增大  B． f x 在 0  ， 单调减小 

C．   f x 在  0  ， 有极大值  D． f x 在 0  ， 有极小值 

18．设 ( )f x 在 0x x 可导，下列各式中等于 '
0( )f x 的是（    ）．          

A． 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x  

   
   B． 0 0

0

( 2 ) ( )
lim
x

f x x f x

x  

   
   

C． 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x f x x

x  

  
   D． 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x  

   
 

19．已知

e 0

( ) 0 0

2 1 0

x x

f x x

x x

  
    
   

， 则 ( )f x 为（    ）． 

A．当 x→0 时，极限不存在   B．当 x→0 时，极限存在    

C．当 x=0 处，连续    D．当 x=0 处，可导 

20．   2ln(1 )f x x  函数 单调增加区间（    ）． 

A． ( 0)  ，   B． (1 )  ，   C． (0 ) ，   D． ( 1)  ，  

21．设 y = sin3

3

x
，则 y =（    ）． 

A．
2sin

3

x
  B． 23sin

3

x
  C． 2sin cos

3 3

x x
 D．

23sin cos
3 3

x x
 

22．设
1

e xy
 

 ，则 dy=（    ）． 

A．
1

e dx x
   B．

1

e dx x    C．
1

2

1
e dx x

x

 
  D．

1

2

1
e dx x

x

 
 

二、填空题 

1．函数 2( ) arctan 2f x x ，则 '( )f x =_____________．     

2．函数 2( ) 1f x x  ，则 '( )f x =_____________． 

3．
1

ln ey x x
x

   ，则 'y  _____________．                
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4．数 2( ) ln(1 )f x x  的驻点为 x  _____________． 

5．函数 ( ) arctanf x x ，则 '( )f x =_____________． 

6．
0

sin 3
lim

tan 2x

x

x 
 _____________． 

7．已知
1

arctany
x

 ，则 1' |xy  =_____________． 

8．若函数 4y x ，则 (4)y  _____________． 

9．若
( ) ( )

( ) lim
f x x f x

f x
x

    
 

，则
( ) ( )

lim
f x x f x x

x

    
_____________． 

三、计算题 

1．求抛物线 2y x 在点（2，4）处的切线方程． 

2．求下列函数的导数 'y ． 

（1） ln siny x       （2）
1

sin
1

x
y

x
  

（3） 3 cos(1 ) xy x       （4）
e

e ln
x

xy x
x

   

（5）
2cose xy   

3．已知 ( ) 2e ( 1)xf x x  ，求 '( ) "( )f x f x， ． 

4．设   2

1 2

2

ax x
f x

x b x

  
  

  

， ≤

，
，问 ,a b为何值时， f x 在 x=2 处可导． 

5．已知隐函数 ( )y y x 由方程 sin e 0yy x  确定，求 dy ． 

6．设   1

1
f x x

x
  ，求  f x 在区间

3
10

2
 
  

， 的最大值和最小值． 

7．求下列极限． 

（1）
0

ln(1 )
lim

e 1xx

x
 

      （2）
0

1 1
lim( )

e 1xx x 
  

8．讨论函数 f x 2e xx  的单调区间和极值． 

9．求函数 2( ) ln( 1)f x x x   的单调区间及其极值． 

四、应用题 

1．在直角边分别为 a b， 的直角三角形中内接一个矩形，求最大的矩形面积． 

2．设某商品的需求函数为 ( )=12
2

p
Q p  ，求： 

（1）需求弹性函数； 

（2）当 6p  时的需求弹性，并说明其经济意义． 
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第 3 章 不定积分与定积分 

  数学文化——莱布尼茨的故事 

戈特弗里德·威廉·凡·莱布尼茨，德国最重要的自然科学家、数学家、物理学家、历史学家

和哲学家，一位举世罕见的科学天才，和牛顿同为微积分的创建人．他的研究成果还遍及力学、

逻辑学、化学、地理学、解剖学、动物学、植物学、气体学、航海学、地质学、语言学、法学、

哲学、历史、外交等．“世界上没有两片完全相同的树叶”就是出自他之口，他还是最早研究

中国文化和中国哲学的德国人，对丰富人类的科学知识宝库做出了不可磨灭的贡献． 

17 世纪下半叶，欧洲科学技术迅猛发展，由于生产力的提高和社会各方面的迫切需要，

经各国科学家的努力与历史的积累，建立在函数与极限概念基础上的微积分理论应运而生了． 

微积分思想，最早可以追溯到希腊由阿基米德等人提出的计算面积和体积的方法．1665

年牛顿创始了微积分，莱布尼茨在 1673—1676 年间也发表了微积分思想的论著． 

以前，微分和积分作为两种数学运算、两类数学问题，是分别加以研究的．卡瓦列里、

巴罗、沃利斯等人得到了一系列求面积（积分）、求切线斜率（导数）的重要结果，但这些结

果都是孤立的，不连贯的． 

只有莱布尼茨和牛顿将积分和微分真正沟通起来，明确地找到了两者内在的直接联系：

微分和积分是互逆的两种运算．而这是微积分建立的关键所在．只有确立了这一基本关系，

才能在此基础上构建系统的微积分学，并从对各种函数的微分和求积公式中，总结出共同的

算法程序，使微积分方法普遍化，发展成用符号表示的微积分运算法则．因此，微积分“是

牛顿和莱布尼茨大体上完成的，但不是由他们发明的”． 

然而关于微积分创立的优先权，在数学史上曾掀起了一场激烈的争论．实际上，牛顿在

微积分方面的研究虽早于莱布尼茨，但莱布尼茨成果的发表则早于牛顿． 

莱布尼茨 1684 年 10 月在《教师学报》上发表的论文《一种求极大极小的奇妙类型的计

算》，是最早的微积分文献．这篇仅有六页的论文，内容并不丰富，说理也颇含糊，但却有着

划时代的意义． 

牛顿在三年后，即 1687 年出版的《自然哲学的数学原理》的第一版和第二版也写道：“十

年前在我和最杰出的几何学家莱布尼茨的通信中，我表明我已经知道确定极大值和极小值的方

法、作切线的方法以及类似的方法，但我在交换的信件中隐瞒了这方法，……这位最卓越的科

学家在回信中写道，他也发现了一种同样的方法．他并诉述了他的方法，它与我的方法几乎没

有什么不同，除了他的措词和符号之外．”（但在第三版及以后再版时，这段话被删掉了）． 
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因此，后来人们公认牛顿和莱布尼茨是各自独立地创建微积分的． 

牛顿从物理学出发，运用集合方法研究微积分，其应用上更多地结合了运动学，造诣高

于莱布尼茨．莱布尼茨则从几何问题出发，运用分析学方法引进微积分概念，得出运算法则，

其数学的严密性与系统性是牛顿所不及的． 

莱布尼茨认识到好的数学符号能节省思维劳动，运用符号的技巧是数学成功的关

键之一．因此，他所创设的微积分符号远远优于牛顿的符号，这对微积分的发展有极

大影响．1713 年，莱布尼茨发表了《微积分的历史和起源》一文，总结了自己创立微

积分学的思路，说明了自己成就的独立性． 

  基础理论知识 

微分学中所研究问题的做法是从已知函数 f x 出发求其导数 f x ，即所谓的微分运

算．微分运算的重要意义已经通过列举许多应用给予说明．但是我们也应该看到，许多实际

问题不是要寻找某一函数的导数，而是恰恰相反，从已知的某一函数的导数   f x 出发求其

本身   f x ，这便是所谓的积分运算．显然，积分运算是微分运算的逆运算．另外积分运算也

为后面定积分的运算奠定了基础． 

本章主要介绍一元函数积分学．一元函数积分学主要包括两部分内容：不定积分与定积

分．主要知识有不定积分概念、性质、求不定积分的基本方法以及定积分的概念、计算及应用． 

3.1 不定积分概念与性质 

【引例】  设曲线上任一点 ( )x y，M 处，其切线的斜率为 2x ，若这曲线过原点，求这曲

线方程． 

我们已经知道曲线的切线的斜率就是它的导数，那引例问题就是已知一个函数的导数，

求这个函数的问题．这类问题就是本节要介绍的不定积分．本节将介绍不定积分的概念、性

质与求不定积分的最简单方法——直接积分法． 

一、不定积分概念 

1．原函数 

定义 3-1  在某区间 I 上，若有 

( ) ( )F x f x   或 d ( ) ( )dF x f x x  

则称函数 ( )F x 是函数 ( )f x 在该区间上的一个原函数． 

例如，在区间 ( )    ， 内，因为 2( ) 2x x  ，所以 2x 是 2x 在 ( )   ， 内的一个原函数． 

又如
51

5
x 是函数 4x 在区间 ( )    ， 上的一个原函数，因为

5 41
( )
5

x x ， ( )x      ， ． 
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设C 为任意常数，因为 
51

( )
5

x C  = 4x ，所以
51

5
x C 也是 4x 的原函数，C 每取定一个

实数，就得到 4x 的一个原函数，从而原函数不是唯一的．因此，原函数有如下特性： 

若函数 ( )F x 是函数 ( )f x 的一个原函数，则 

（1）对任意的常数C ，函数族 ( )F x C 也是 ( )f x 的原函数． 

（2）函数 ( )f x 的任意两个原函数之间仅相差一个常数． 

定理 3-1  设函数 ( )F x 是函数 ( )f x 在区间 I 上的一个原函数，则 ( )F x C 是函数 ( )f x

在区间 I 上的所有原函数，其中C 为任意常数． 

2．不定积分 

定义 3-2  函数 ( )f x 的所有原函数称为 ( )f x 的不定积分，记为 

( )df x x  

其中符号  为积分号， ( )f x 称为被积函数， ( )df x x 称为积分表达式， x 称为积分变量． 

如果 ( )F x 为 ( )f x 的一个原函数，则根据定义有 

 ( )df x x = ( )F x C  

其中C 为任意常数，称为积分常数，不定积分与原函数是整体与个体的关系． 

例如，如前所述有 

 
22 dx x x C   

 4 51
d

5
x x x C   

［例 3-1］ 求 sin dx x  

解： 因为  ( cos ) sinx x ，所以 cos x 是 sin x 的一个原函数，因此 

 sin d cosx x C    

［例 3-2］ 求下列不定积分． 

（1） dxa x                      （2） dax x    ( 1)a   

解： （1）被积函数 ( ) xf x a ，因为 ( )xa lnxa a ，故 

 
1

( ) ln
ln ln

x
xa

a a
a a

   xa ， 

于是 

 dxa x =
1

ln
xa C

a
 

（2）注意到 1 1
( )

1
a ax x

a
   

 
，故

11
( )

1
ax

a
 = ax  

于是 
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 dax x =
11

1
ax C

a
 

 

二、不定积分的几何意义 

函数 ( )f x 的不定积分 ( )df x x是一族积分曲线，这一

族积分曲线可由其中任何一条沿着 y 轴平行移动而得

到．在每一条积分曲线上横坐标相同的点 x 处作曲线的切

线互相平行，其斜率都是 ( )f x ，如图 3-1 所示． 

［例 3-3］ 求通过点 1 2， ，切线斜率为 2x 的曲线． 

解： 设所有曲线为 ( )y F x ，由题意知， 

( ) 2y F x x   

因为 2( ) 2x x  ，所以积分曲线族为 

 22 dy x x x C     

即                             2y x C  

已知所求曲线通过点  1,2 ，于是有 22 1 C ，解得 1C ，故所求曲线为 

 2 2 1y x  ． 

三、不定积分的性质 

性质 1  求不定积分与求导数或求微分互为逆运算，即 

（1）
d

[ ( )d ] ( )
d

f x x f x
x

   或 d[ ( )d ] ( )df x x f x x   

（2） ( )d ( )F x x F x C     或 d ( ) ( )F x F x C   

这些等式，由不定积分定义立即可得，需要注意的是，一个函数先进行微分运算，再进

行积分运算，得到的不是这一个函数，而是一族函数，必须加上一个任意常C ． 

性质 2  被积分函数中不为零的常数因子 k 可移到积分符号外，即 

( )d ( )dkf x x k f x x    

性质 3  函数代数和的不定积分等于函数的不定积分的代数和，即 

[ ( ) ( )]d ( )d ( )df x g x x f x x g x x       

上式可推广到有限个函数的代数和的情形，即 

 1 2 1 2[ ( ) ( ) ( )]d ( )d ( )d ( )dn nf x f x f x x f x x f x x f x x             

四、基本积分公式 

由于不定积分是求导（或微分）的逆运算，所以根据导数基本公式就可以得到对应的基

本积分公式： 

 

图 3-1 
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1． dk x kx C   ； 

2． 11
d

1
a ax x x C

a
    （ 1a   ）； 

3．
1

d ln | |x x C
x

   ； 

4． d
ln

x
x a

a x C
a

      （ 0a 且 1a ）； 

5． e d ex xx C    ；  

6． sin d cosx x x C     ； 

7． cosd sinx x C    ； 

8． 2

1
d tan

cos
x x C

x
   ； 

9． 2
2

1
sec d d tan

cos
x x x x C

x
      ； 

10． 2
2

1
csc d d cot

sin
x x x x C

x
       ； 

11． sec tan d secx x x x C   ；  

12． csc cot d cscx x x x C    ； 

13．
2

1
d arcsin arccos

1
x x C x C

x
    

 
 ； 

14． 2

1
d arctan arccot

1
x x C x C

x
    

 ． 

前 8 个公式是求不定积分的基础，必须熟记．利用基本积分公式和不定积分的性质，可

以直接计算一些简单的不定积分，这种方法一般称为直接积分法． 

［例 3-4］ 求 3 1
(3 4 3)dx x x

x
     

解： 由不定积分的性质和基本积分公式得 

 3 1
3 d 4 d d 3 dI x x x x x x

x
        （*） 

=
3 1 1 11 1

3 4 ln | | 3
1 3 1 1

x x x x C      
 

 

=
4 23

2 ln | | 3
4

x x x x C     

说明： （*）表示此处用 I 表示所求不定积分，以后均如此． 

［例 3-5］ 求
2( 1)
d

x
x

x

 
  

解： 将被积函数化简，得 
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3 1 1

2 2 2d 2 d dI x x x x x x
 

     =
5 3 1

2 2 2
2 4

2
5 3

Cx x x   

直接用基本积分公式和不定积分的运算性质计算不定积分，计算范围有限．有时须先将

被积函数进行恒等变形，便可求得一些函数的不定积分． 

［例 3-6］ 求
2

2 2

2 1
d

(1 )

x
x

x x

 
   

解： 将被积函数作恒等变形后再求积分 

 I =
2

2 2

2 1
d

(1 )

x
x

x x

 
  =

2 2

2 2

(1 )
d

(1 )

x x
x

x x

  
  =

2

2 2
d

(1 )

x
x

x x  
2

2 2

1
d

(1 )

x
x

x x

 
   

= 2 2

1 1
d d

1
x x

x x
   

1
arctan x C

x
    

［例 3-7］ 求 2sin d
2

x
x  

解： 利用三角函数的降幂公式：
2 1

sin (1 cos )
2 2

x
x  于是 

 I =
1

(1 cos )d
2

x x  =
1 1

d cos d
2 2

x x x   =
1 1

sin
2 2

x x C  

思考题 3.1 

“若一个函数存在原函数，则必有无穷多个”，这句话对吗？ 

练习题 3.1 

1．填空题 

（1）设 ( ) sin cosf x x x  ，则 ( )df x x            ， 

( )df x x             ． 

（2）设
2( )d e ( 2 2)xf x x x x C    ，则 ( )f x             ． 

（3）设 e x 是 ( )f x 的一个原函数，则 ( )df x x                   ， 

( )df x x           ， e ( )dx f x x               ． 

2．单项选择题 

（1）设 C 是不为 1 的常数，则函数
1

( )f x
x
的原函数不是（    ）． 

A． ln x    B． ln x C    C． ln Cx   D． lnC x  

（2）设 ( )f x 的一个原函数为 ln x ，则 ( )f x （    ）． 

A．
1

x
   B． 2

1

x
     C． lnx x   D． ex  

（3）设函数 ( )f x 的导函数是 xa ，则 ( )f x 的全体原函数是（    ）． 

A．
ln

xa
C

a
      B．

2ln

xa
C

a
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C． 1 22ln

xa
C x C

a
      D． 2

1 2lnxa a C x C  

（4） ( )df x x 指的是 ( )f x 的（    ）． 

A．某一个原函数     B．所有原函数     

C．唯一的原函数     D．任意一个原函数 

（5）如果函数 ( )F x 是函数 ( )f x 的一个原函数，则（    ）． 

A． ( )d ( )F x x f x C      B． ( )d ( )F x x f x C   

C． ( )d ( )f x x F x C      D． ( )d ( )f x x F x C   

（6）在函数 ( )f x 的积分曲线族中，所有的曲线在横坐标相同的点处的切线（    ）． 

A．平行于 x 轴  B．平行于 y 轴  C．相互平行  D．相互垂直 

3．求下列不定积分． 

（1） 3
3

1
(3 3 )dxx x

x
       （2）

2

2
(sin )d

1
x x

x
 

 
  

（3）
2(2 3)
d

x
x

x

 
      （4）

4

2

2
d

1

x
x

x  

（5） 2 2

1
d

(1 )
x

x x       （6）
9

d
3

x
x

x  

（7） 2sin d
2

x
x       （8）

21 cos
d

1 cos 2

x
x

x

 
  

4．已知某曲线在任一点处的切线斜率等于该点横坐标的倒数，且曲线通过点 (e 2)， ，试

求此曲线的方程． 

3.2 不定积分的积分方法 

【引例】  如何求 cos3 dx x ？ 

在基本积分公式中有 cos d sinx x x C  ，但这里不能直接应用，因为被积函数 cos3x 是

一个复合函数．用直接积分法所能计算的不定积分是非常有限的，因此，有必要进一步研究

不定积分的求法．本节主要讲述换元积分法和分部积分法这两种基本的积分方法，其中换元

积分法可分为第一换元积分法与第二换元积分法．  

一、第一换元积分法（凑微分法） 

回到引例，求 cos3 dx x ． 

为了套用基本积分公式中 cos d sinx x x C   这个积分公式，先把原积分作如下变形，然

后进行计算． 

 
1

cos3 d cos3 d(3 )
3

x x x x   3x u令 =  
1

cos d
3

u u  =
1

sin
3

u C  
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 3u x 回代  
1

sin 3
3

x C  

容易验证：
1

( sin 3 ) cos3
3

x C x   ，所以以上算法是正确的． 

这种积分的基本思想是先凑微分式，再作变量代换 ( )u x ，把要计算的积分化为基本

积分公式中所具有的形式，求出原函数后再换回原来变量，这种积分法通常称为第一换元法

或凑微分法． 

一般地，被积函数若具有 ( ( )) ( )f x x   形式，则可用第一换元积分法（凑微分法）． 

定理 3-2  设函数 ( )u x 可导，若 ( )d ( )f u u F u C  

则    ( ( )) ( )df x x x    ( ( ))d ( )f x x     

( )x u  令  ( )df u u = )F u C（  

( )u x  回代  ( ( ))F x C  

［例 3-8］ 求不定积分 cos5 dx x  

解： 方法一： 取 5u x ，则
1

d d
5

x u  可推出 d 5du x 所以 

 I =
1 1 1 1

cos5 d cos d cos d sin sin 5
5 5 5 5

x x u u u u u C x C          

方法二： I =
1

cos5 d cos5 d 5
5

x x x x   （ ） 5x u令  
1

cos d
5

u u 
1

sin
5

u C   

 5u x 回代  
1

sin 5
5

x C  

［例 3-9］ 求
1

d
2

x
x  

解： 方法一：
1 1

d d( 2)
2 2

x x
x x

  
   ，取 2u x  ，则 d dx u ， 

所以    I =
1

d
2

x
x 

1
d( 2)

2
x

x
 

  
1

du
u

 ln | |u c ln 2x c    

方法二： I =
1

d
2

x
x   

1
d( 2)

2
x

x
  

   x u令 +2  
1

du
u

ln | |u c   

5u x回代   ln | 2 |x C  

［例 3-10］ 求
1

2

1
e dx x

x  

解： 因 2

1 1
( ) ( )
x x

    ，所以取
1

u
x

 ， 

于是 I =
1

2

1
e dx x

x 
1

1
e d( )x

x
   

1

e d e eu u xu C C         

［例 3-11］ 求 24 dx x x  
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解： 因 2(4 ) 2x x   ，所以取 24u x  ， 

于是 I= 2 21
4 d(4 )

2
x x   =

1

2
1

d
2

u u =
3

2
1 2

2 3
u C   

3
2 2

1
(4 )

3
x C  

［例 3-12］ 求
3ln

d
x

x
x  

解： 因
1

(ln )x
x

 ，所以取 lnu x ， 

于是 I = 3 1
ln dx x

x 3ln d(ln )x x 3du u  41

4
u c 41

ln
4

x C  

［例 3-13］ 求 tan dx x  

解： 因为
sin 1

tan (cos )
cos cos

x
x x

x x
   ，所以令 cosu x ，  

于是 I =
1

( sin )d
cos

x x
x

 
1

d(cos )
cos

x
x

   
1

du
u

  ln | |u C   

ln | cos |x C    

［例 3-14］ 求
20(2 3 ) dx x  

解： 因 (2 3 ) 3x   ，所以令 2 3u x  ， 

于是 I = 20 20 211 1 1 1
(2 3 ) ( 3)d d

3 3 3 21
x x u u u C          =

211
2 3

63
x C （ - ）  

当运算熟练以后，所选新变量 ( )u x  只要记在心里，不必写出来． 

［例 3-15］ 求 2

4 6
d

3 4

x
x

x x

 
   

解： 注意到
2 1

( 3 4) 2 3 (4 6)
2

x x x x      ， 于是 

 I = 2

2 3
2 d

3 4

x
x

x x   =
2

2

1
2 d( 3 4)

3 4
x x

x x
 

   = 22ln | 3 4 |x x C   

［例 3-16］ 求
2cos dx x  

解： 因
2 1 cos 2

cos
2

x
x  ，于是 

 I =
1 1 1

(1 cos 2 )d cos 2 d(2 )
2 2 4

x x x x x     =
1 1

sin 2
2 4

x x C  

一般地，如果所遇到的不定积分能化为下列形式之一时，就可以考虑到用换元积分法进

行求解． 

1．
1

( )d ( )df ax b x f u u
a

    0a     其中u ax b  

2． 2 1
( )d ( )d

2
xf ax b x f u u

a
     0a        其中 2u ax b  

3．
1

( )d 2 ( )df x x f u u
x

       其中 u x  
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4．
1

(ln )d ( )df x x f u u
x

        其中 lnu x  

5． e (e )d ( )dx xf x f u u        其中 exu  

6． cos (sin )d ( )dxf x x f u u       其中 sinu x  

7． sin (cos )d ( )dxf x x f u u        其中 cosu x  

二、第二换元积分法（拆微分法） 

【引例】 求
1

d
x

x
x

 
  

分析  此题中，被积函数中含有根式 1x ．若视 1x t ，即用 t 代换 1x  ，则被

积函数中的根式可以去掉，为了将被积函数中的积分变量 x换成 t ，须先由 1x t  解出 x，

得到 21x t  ． 

对于被积函数中含有根式的某些不定积分，也可以利用换元积分法进行求解．求解这类问

题的主要原则就是通过引进新的变量将被积函数中的根号去掉，此方法称为第二换元积分法． 

引例计算过程如下． 

设 1x t  ，则 21x t ， d 2 dx t t ，于是 

I  换元   2 d
t

t t
t

  21+
 

  恒等变形  
2 2

1 1
d 2 (1 )d

1 1

t
t t

t t

 
  

   
21+

2  

运用积分公式   arctant t C2（ - )+  

1t x  回代 =  arctan 1)x x C  2( -1  

此例给出的解题思路和计算过程就是第二换元积分法． 

［例 3-17］ 求
1

d
2(1 )

x
x   

解： 为将被积函数中根号去掉，取 x t 则 2x t ，所以 d 2 dx t t ，于是有 

 I =
2

d
2(1 )

t
t

t  1
(1 )d

1
t

t
  

  ln |1 |t t c   = ln(1 )x x c   

［例 3-18］ 求 3

1
d

3 1

x
x

x  

解： 为将被积函数中根号去掉，取 3 3 1x t ，可得
3 1

3

t
x  ，则 2d dx t t ．于是有 

 

3

2

1
1

3 d

t

I t t
t

  
  

41
( 2 )d

3
t t t   

5
21

( )
3 5

t
t C   

5 2

3 31 1
[ (3 1) (3 1) ]

3 5
x x C     
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231
( 2) (3 1)

5
x x C    

三、分部积分法 

换元积分法虽然能计算很多积分，但遇到形如 ln dx x ， sin dx x x， e dn axx x ， cos dnx x x 
等积分时，用换元积分法还是无法计算，这就需要另一种基本积分法——分部积分法．分部

积分法也是求不定积分的主要方法．下面介绍分部积分公式． 

设函数 ( )u u x ， ( )v v x 都有连续的导数，由微分法 

 [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x          

两端积分得 

 ( ) ( )u x v x = ( ) ( )d ( ) ( )du x v x x u x v x x      

移项，有 

 ( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )du x v x x u x v x v x u x x       （3-1） 

简写作 

 d duv x uv u v x       （3-2） 

或 d du v uv v u     （3-3） 

式（3-2）或式（3-3）就是分部积分公式． 

说明： 

1．公式的意义 

对一个不易求出结果的不定积分若被积函数 ( )f x 可看做是两个因子的乘积 

 ( ) ( ) ( )f x u x v x  

则问题就转化为求另外两个因子的乘积 ( ) ( ) ( )f x v x u x 作为被积函数的不定积分，右端

或者可直接计算出结果，或者较左端易于计算，这就是用分部积分公式的意义． 

2．选取 ( )u x 和 ( )v x 的原则 

若被积函数可看做是两个函数的乘积，那么其中哪一个应视为 ( )u x ，哪一个应视为 ( )v x 

呢？一般考虑如下： 

（1）选作 ( )v x 的函数，必须能求出它的原函数 ( )v x ，这是可用分部积分法的前提． 

（2）选取 ( )u x 和 ( )v x ，最终要使公式（3-1）式右端的积分 ( ) ( )dv x u x x 较左端的积分

( ) ( )du x v x x  易于计算，这是用分部积分法要达到的目的． 

分部积分法中的关键问题是 ( )u x 的选取，一般情况下，如果被积函数是幂函数与指数函

数（或正弦、余弦函数）的乘积时，把幂函数选作 ( )u x ；如果被积函数是幂函数与对数函数

（或反三角函数）的乘积时，则应把对数函数（或反三角函数）选作 ( )u x ． 

［例 3-19］ 求 e dxx x   
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解： 被积函数可看做两个函数 x 与 ex 的乘积，用分部积分法计算． 

设u x ， exv   ，则 1 exu v  ， ，于是 

 I = e e 1dx xx x  = e ex xx C  

再看另一种情况： 

若设 exu v x   ， ，则
21

e
2

xu v x   ， ，于是 

 2 21 1
e d e e d

2 2
x x xx x x x x     

此时，上式右端的积分比左端的积分更难于计算，这样选取 ( )u x 和 ( )v x 显然是失效的． 

有的积分需连续两次或更多次用分部积分法方能得到结果． 

［例 3-20］ 2e dxx x   

解： 被积函数可看做 2x 与 e x 的乘积，用分部积分法，设 2 e xu x v     ， ，则 

 2u x， e xv    ，于是 I =
2e 2 e dx xx x x     

对上式右端的不定积分再用一次分部积分公式． 

设u x ， e xv   ，则 1 e xu v    ， ，有 

 e d e e dx x xx x x x        = e ex xx C     

将结果代入原不定积分，有 

 I = 2e 2( e e )x x xx x C         

= 2e ( 2 2)x x x C      

［例 3-21］ 求不定积分 sin dx x x  

解： 令u x ， sin ,v x 则 1 cosu v x    ， ，于是 

 I = cos cos 1dx x x x    = cos sinx x x C   

［例 3-22］ 求 ln dx x x  

解： 被积函数是 x与 ln x 的乘积，由于尚不知道函数 ln x 的原函数，故 

设 lnu x ， v x ，则
21

2

x
u v

x
   ， ，于是 

 I =
2

21 1
ln d

2 2

x
x x x

x
  =

2 21 1
ln

2 4
x x x C  

在用分部积分法公式时，也可不写出u 和 v 而直接用公式（3-3）． 

［例 3-23］ 求 e sin dx x x  

解： I sin dexx  e sin e dsinx xx x   = e sin e cos dx xx x x  

= e sin cos dex xx x = e sin e cos e sin dx x xx x x x   

可以看到连续两次用分部积分法，出现了“循环”现象，所以上式可视为关于 e sin dx x x 
的方程，移项得 
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 2 e sin d e sin e cosx x xx x x x C    

故            
1

e sin d e (sin cos )
2

x xx x x x C     

［例 3-24］ 求 e dx x  

解： 令 x t ，则 2 d 2 dx t x t t  ， ，于是 

 e d =2 e d 2 d(e ) 2 e 2 e dx t t t tx t t t t t       

2 e 2e 2e ( 1) 2e ( 1)t t t xt C t C x C         

说明：在积分运算过程中，有时需要同时使用换元积分法与分部积分法． 

思考题 3.2  

你能说出分部积分法中选取 ( )u x 和 ( )v x 的原则吗？ 

练习题 3.2 

1．用换元积分法求下列不定积分． 

（1）
50(2 1) dx x       （2） 2

1
d

(2 3)
x

x    

（3）
1

d
4 3

x
x        （4） sin(5 4 )dx x      

（5） 2
d

4

x
x

x        （6） 2

2
d

4 5

x
x

x x    

（7）
e

d
e 1

x

x
x

       （8） 24 1dx x x  

（9）
2ln

d
x

x
x       （10）

1
d

ln
x

x x  

（11） e cose dx x x      （12）
1

e dx x
x  

（13） 2

1
d

9 4
x

x       （14） 2

1 1
sin dx

xx  

（15）
3cos sin dx x x     （16）

2cos dx x x  

2．求下列不定积分． 

（1） cos 4 dx x x      （2）
2 cos dx x x  

（3） e dxx x       （4）
4e dxx x 

       

（5）
2e dxx x       （6）

2 sin dx x x  

（7）
2 ln dx x x      （8）

2ln( 1)dx x      

（9） cos dx x      （10） e cos 2 dx x x  
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3．已知 ( )f x 的原函数是
sin x

x
，求 ( )dxf x x  ． 

3.3 定积分的概念 

【引例】  如何求曲边梯形的面积？ 

由连续曲线 ( )y f x ( 0)≥ ，直线 x a ，x b  （ a b ）

和 0y   （即 x 轴）所围成的平面图形 aABb称为曲边梯形，

如图 3-2 所示． 

这个四边形，由于有一条边为曲边，所以不能用初等数

学知识计算面积．按下述程序计算曲边梯形的面积 A． 

1．分割——分曲边梯形为 n个小曲边梯形 

任意选取分点 

0 1 2 1n na x x x x x b ＜ ＜ ＜ ＜ ＜  

把区间[ ]a b， 分成 n个小区间 0 1 1 2 1[ ] [ ] [ ]n nx x x x x x ， ， ， ， ， ， ， 

简记为                  1[ ]i ix x ， ， 1 2i n，， ，  

每个小区间的长度是 

 1i i ix x x   ， 1 2i n ，， ，  

其中最长的记为 1
max{ }i

i n
x x  

≤≤
 

过各分点作 x轴的垂线，这样，原曲边梯形就被分成 n个

小曲边梯形（如图 3-3 所示），第 i 个小曲边梯形的面积记为

iA ， 1 2i n ，， ， ． 

2．近似代替——用小矩形的面积代替小曲边梯形的面积 

在每一个小区间 1[ ]( 1 2 )i ix x i n  ， ，， ， 上任选一点 i ，

用与小曲边梯形同底，以 ( )if 为高的小矩形的面积 ( )if ix

近似代替小曲边梯形的面积（如图 3-3 所示），这时有 

 ( )i i iA f x    ， 1 2i n，， ，  

3．求和——求 n个小矩形面积之和 

n个小矩形构成的阶梯形的面积
1

( )
n

i i
i

f x 
 
 ，是原曲边梯形面积的一个近似值，即有 

 
1 1

( )
n n

i i i
i i

A A f x 
  

       

4．取极限——由近似值过渡过到精确值 

分割区间   ,a b 的点数越多，即 n越大，且每个小区间的长度 ix 越短，即分割越细，阶

梯形的面积即和数
1

( )
n

i i
i

f x 
 
 与曲边梯形面积 A 的误差越小，但不管 n多大，只要取定为有

 

图 3-2 

 

图 3-3 
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限数，上述和数都只能是面积 A的近似值，现将区间 ,a b 无限的细分下去，并使每个小区间

的长度 ix 都趋于零，这时，和数的极限就是原曲边梯形面积的精确值： 
 

0
1

lim
n

i ix
i

A f x 
  

 

   （ ）
 

这就得到了曲边梯形的面积．这个面积就是本节要讲的定积分． 

定积分是高等数学的重要概念之一，它是从几何、物理等学科的某些具体问题中抽象出

来的，因而在各个领域中有着广泛的应用．不定积分是一个函数，定积分则是一个数值．求

一个函数的原函数，叫做求它的不定积分；求一个函数相应于闭区间的一个带标志点划分的

和关于这个划分的参数趋于零时的极限，叫做这个函数在这个闭区间上的定积分．由此我们

引入定积分定义． 

一、定积分概念 

1．定积分定义 

定义 3-3  设函数 ( )f x 在闭区间  a b， 上有定义，用分点 

0 1 2 1n na x x x x x b   ＜ ＜ ＜ ＜ ＜  

把区间   a b， 任意分割成 n个小区间 1[ ]i ix x ，      ( 1 2 )i n，， ，  

其长度      1i i ix x x      ( 1 2 )i n ，， ，  

并记      1
max{ }i

i n
x x   

≤≤
 

在每个小区间 1[ ]i ix x ， 上任取一点 i ，作乘积的和式 

1

( )
n

i i
i

f x 
 
  

当 0x  时，若上述和式的极限存在，且这极限与区间 a b， 的分法无关，与点 i 的取

法无关，则称函数 ( )f x 在  a b， 上是可积的，并称此极限值为函数 ( )f x 在  a b， 上的定积分，

记为 

( )d
b

a
f x x  

即             
0

1

( )d lim ( )
nb

i ia x
i

f x x f x 
   

     

其中 ( )f x 称为被积函数， ( )df x x 称为被积表达式， x称为积分变量，a称为积分下限，b 称

为积分上限，  a b， 为积分区间． 

说明：  

理解定积分的概念，应该注意以下几点： 

（1）定积分 ( )d
b

a
f x x 表示一个数值，这个值取决于被积函数 ( )f x 和积分区间   a b， ，而

与积分变量用什么字母无关，即 
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 ( )d ( )d
b b

a a
f x x f t t    

（2）在定积分的定义中，我们总是假设 a b＜ ．如果b a＜ ，则 

 ( )d ( )d
b a

a b
f x x f x x     

即颠倒积分上、下限时，必须改变定积分的符号，特别有 

 ( )d 0
a

a
f x x  

关于函数的可积性，有下述定理： 

定理 3-3  如果函数 ( )f x 在区间  a b， 上连续或者 ( )f x 在区间  a b， 上有界且只有

有限个间断点，则 ( )f x 在  a b， 上可积． 

如果函数 ( )f x 在区间  a b， 上可积，则 ( )f x 在 a b， 上有界，即无界函数一定不可积． 

2．定积分的几何意义 

按定积分的定义，由连续曲线 ( ) 0y f x ≥ ，直线 x a ， x b（ a b＜ ）和 x 轴所围成的

曲边梯形（如图 3-4 所示），其面积 A是作为曲边的函数 ( )y f x 在区间  a b， 上的定积分． 

 ( )d
b

a
A f x x   

当 ( ) 0f x ≤ ，由曲线 ( )y f x ，直线 x a ， x b  （ a b＜ ）和 x 轴所围成的平面图形是

倒挂在 x 轴上的曲边梯形（如图 3-5 所示），这时定积分 ( )d
b

a
f x x 在几何上表示该曲边梯形面

积的负值，其面积 ( )d
b

a
A f x x   ． 

当 ( )f x 在区间 a b， 上有正有负时，如图 3-6 所示，则定积分 ( )d
b

a
f x x 在几何上表示各

个阴影部分面积的代数和，即面积 

 ( )d ( )d ( )d
c d b

a c d
A f x x f x x f x x      

       

图 3-4        图 3-5       图 3-6 

［例 3-25］ 用定积分的几何意义说明等式
1 2

1

π
1 d

2
x x

 
   成立． 

解： 曲线 21y x ， [ 1,1]x  是单位圆在 x轴 

上方的部分（如图 3-7 所示）．由定积分的几何意义可知，上半圆的面

积正是函数 21y x  在区间[-1，1]上的定积分；而上半圆的面积为

π

2
．故有等式

1 2

1

π
1 d

2
x x

 
  ． 图 3-7 
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对于对称区间上的奇偶函数求定积分，按定积分的几何意义，根据图像的几何对称性（见

图 3-8）易得如下结论： 

在区间   a a ， 上， 

若 ( )f x 是偶函数，即 ( ) ( )f x f x  ，则
0

( )d 2 ( )d
a a

a
f x x f x x

 
   ． 

若 ( )f x 是奇函数，即 ( ) ( )f x f x   ，则 ( )d 0
a

a
f x x

  ． 

 

图 3-8 

［例 3-26］ 
2 4

2
sin dx x x

   

解： 因为 4 sinx x为奇函数，所以
2 4

2
sin dx x x

  0． 

二、定积分的性质 

以下总假设所讨论的函数在给定的区间上是可积的；在作几何说明时，又假设所给函数

是非负的． 

性质 1  常数因子 k 可提到积分符号前． 

( )d ( )d
b b

a a
kf x x k f x x    

性质 2  代数和的积分等于积分的代数和． 

[ ( ) ( )d ( )d ( )d
b b b

a a a
f x g x x f x x f x x       

这个性质还可以推广到有限多个函数的情形． 

性质 3  （定积分对积分区间的可加性） 

如果积分区间  a b， 被点 c 分成两个区间 a c， 和 c b， ，则  

d d d
b c b

a a c
f x x f x x f x x   （ ） （ ） （ ）  

注意： 性质 3 中的点c在   a b， 之外时，其结论仍成立．事实上，当 a b c＜ ＜ ，由于  

d d d
c b c

a a b
f x x f x x f x x     （ ） （ ） （ ）  

于是得 

d d d d d
b c c c b

a a b a c
f x x f x x f x x f x x f x x         （ ） （ ） （ ） （ ） （ ）  

当 c a b＜ ＜ 时，证法类似． 
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性质 4  如果在区间  a b， 上，总有 ( ) 1f x  

则有                      1d = d
b b

a a
x x b a    

性质 5  （比较性质）若函数 ( )f x 和 ( )g x 在区间 a b， 上总有 ( ) ( )f x g x≤ ，则有       

( )d ( )d
b b

a a
f x x g x x  ≤  

说明：若在同一积分区间比较两定积分的大小，只要比较被积函数的大小即可，特别有

( )d ( ) d ( )
b b

a a
f x x f x x a b  ≤ ＜ ． 

性质 6  （估值定理）如果函数 ( )f x 在区间 a b， 上的最大值为 M ，最小值为 m ，那

么 ( ) ( )d ( )
b

a
m b a f x x M b a   ≤ ≤  

性质 7  （积分中值定理）如果函数 ( )f x 在区间 a b， 上连续，那么在   a b， 上至少存

在一点  ，使 ( )d ( )( )  ( )
b

a
f x x f b a a b     ≤ ≤  

性质 7 的几何意义是：由曲线 ( )y f x ，直线 x a ， x b  （ a b＜ ）和 x 轴所围成的曲

边梯形面积等于区间 a b， 上某个矩形面积，这个矩形的底是区间 a b， ，高为区间   a b， 内

某点  处的函数值 ( )f ，如图 3-9 所示．  

 

图 3-9 

由定理得到的  

 
1

( ) ( )d
b

a
f f x x

b a
    

称为函数 ( )f x 在区间  a b， 上的平均值． 

［例 3-27］ 可以通过几何图形去验证 

（1）
1 1 1

0 0 0

3 7
(2 3 )d 2d 3 d 2

2 2
x x x x x          

（2）
2π π 2π

0 0 π
sin d sin d sin d ( ) 0x x x x x x S S         

（假设
π

0
sin dx x 所表示的积分图形面积为 S） 

［例 3-28］ 比较下列积分的大小． 
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（1）
2

1
ln dx x 与

2 2

1
ln dx x  

（2）
1

0
e dx x 与

21

0
e dx x  

解： （1）在区间[1，2]上，因 0 ln 1x≤ ≤ ，所以 2ln lnx x≥ ， 

故                           
2 2 2

1 1
ln d ln dx x x x  ≥  

（2）在区间[0，1]上，因 2x x≥ ，而 ex 是增函数，即
2

e ex x≥ ， 

故                              
21 1

0 0
e d e dx xx x  ≥  

［例 3-29］ 估计定积分
1

1
e dx x- 的值的范围． 

解： 因为函数 exy 在［-1，1］上单调增加，所以其最大值为 e，最小值为
1

e
，由估

值定理有
1

-1

2
e d 2e

e
x x ≤ ≤ ． 

［例 3-30］ 求函数 siny x 在区间 0 π， 上的平均值． 

解： 平均值为
π

0

1 2
sin d

π 0 π
x x   ． 

思考题 3.3  

定积分 ( )d
b

a
f x x 的几何意义是由曲线 ( )y f x ，直线 x a ， x b  （ a b＜ ）和 x 轴所

围成的曲边梯形的面积，对吗？ 

练习题 3.3 

1．填空题 

（1）
d

( )d
d

b

a
f x x

x   =  ． 

（2）设 ( )f x  在 [ ]a b， 上连续，则 ( )d ( )d
b b

a a
f x x f t t    =  ． 

2．用几何图形说明下列各式对否． 

（1）
π

0
sin d 0x x ＞       （2）

π

0
cos d 0x x ＞  

（3）
1

0

1
d

2
x x          （4） 2 2 2

0

π
d 0)

4

a
a x x a a   （ ＞  

3．利用定积分的几何意义求下列定积分的值． 

（1）
1 2

1
1 dx x

 
        （2）

1

0
3 dx x  

（3）
1

1
dx x

         （4）
π

π
sin dx x

   

4．利用定积分的性质，判别下列各式对否． 

（1）
1 1 2

0 0
d dx x x x  ≤      （2）

π π

2 2
0 0

d sin dx x x x ≤  
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（3）
2 22 3

1 1
d dx x x x  ≤      （4）

π π

4 4
0 0

sin d cos dx x x x  ≤    

5．估计定积分
1 2

0
1+ )dx x （ 的值的范围． 

6．计算函数 2y x 在 [ 2 2] ， 区间上的平均值，并求出当 x 在 [ 2 2]， 上取何值时函数值

恰等于该平均值． 

3.4 牛顿—莱布尼茨公式与定积分计算 

在上一节我们引进了定积分的概念，如果直接利用定义计算定积分，一般来说是很困难

的．因此，我们必须寻求一种计算定积分的简便而有效的方法．由牛顿和莱布尼茨提出的微

积分基本定理则把定积分和不定积分两个不同的概念联系起来，解决了定积分的计算问题． 

一、微积分基本公式 

定理 3-4  （牛顿—莱布尼茨公式）若函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续， ( )F x 是 ( )f x 在

[ , ]a b 上的一个原函数，则 

 ( )d ( ) ( ) ( )
b

a

b
f x x F b F a F x

a
                

上式称为牛顿－莱布尼茨公式，它是微积分学中的一个基本公式．通常用 ( )
b

F x
a
表示

( ) ( )F b F a ． 

该公式的证明在本章后面的知识拓展里面，可供读者参阅．下面通过具体的例题计算一

些简单的定积分． 

［例 3-31］ 求
1 2

0
dx x  

解： 因为 3 21

3
x

   
 

，根据牛顿—莱布尼兹公式得： 

 
1

1 2 3

0
0

1 1 1
d 0

3 3 3
x x x      

［例 3-32］ 求定积分
3

1
| 2 | dx x

 
   

解： 首先将被积函数中的绝对值符号去掉，因为 

 
2

2
2

x
x

x

  
     

   
1 2

2 3

x

x

≤ ≤

＜ ≤
 

所以，
3

1
2dx x

 
  

2 3

1 2
(2 )d ( 2)dx x x x

 
      

2 22 31 1
(2 ) +( 2 )

1 22 2
x x x x   

 =
9 1

2 2
＝5 

在计算定积分时，有时候不能直接找出原函数，需要利用基本初等函数的运算性质，将
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被积函数进行恒等变形后再计算． 

［例 3-33］ 
π

0
4sin cos d

2 2

x x
x  

解： 原式
π

0
2sin dx x  

π

0
2 sin dx x   

 π
02 cos 2 cos π cos0x     4  

［例 3-34］  9

4
1 2 dx x x   

解： 原式

9
1 3

9 2 3 2 3 22 2
4

4

2 2 2 233
2 d 3 9 2 4

3 3 3 3
x x x x x

                                     

［例 3-35］ 
1

0
2 3 4 dx x x x    

解： 原式     
1

1 1 1 0

0 0
0

24 1 23
2 3 4 d 24 d 24 24

ln 24 ln 24 ln 24

x
x xx x           

前面我们学习了用换元积分法和分部积分法求已知函数的原函数，而用牛顿－莱布尼茨

公式计算定积分时，就是要先求出被积函数的一个原函数．因此，计算某些定积分时也要使

用这些方法． 

二、定积分的换元积分法 

定理 3-5  若函数 ( )f x 在区间[ ]a b， 上连续，设 ( )x t 使之满足： 

（1） ( )t 是区间[ ] ， 上的单调连续函数； 

（2） ( ) a   ， ( ) b ； 

（3） ( )t 在区间[ ] ， 上有连续的导数 ( )t ， 

则         ( )d
b

a
f x x  ( )x t  ( ( )) ( )df t t t

 

 
     

［例 3-36］ 求
1

20
d

1

x
x

x  

解： 按不定积分的第一换元积分法，设 21u x ，则 d 2 du x x  

当 0x  时， 1u ；当 1x 时， 2u ，于是 

 I =
2

1

1 1
d

2
u

u 
21

ln
12

u 1
ln 2

2
  

若不写出新的积分变量，则无须换限，可如下书写： 

 
1

20
d

1

x
x

x 
1 2

20

1 1
d(1 )

2 1
x

x
  

  2 11
ln(1 )

02
x  1

ln 2
2

  

［例 3-37］ 求
21

0
2 e dxx x  

解： 取 2u x ，则 d 2 du x x ，当 0x 时， 0u ；当 1x 时 1u ，于是 
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21

0
2 e dxx x 

1

0
e du u 

1
e

0
u e 1   

［例 3-38］ 求
2

π
1 2
π

1 1
sin dx

xx  

解： 按不定积分的第一换元积分法思路 

 
2 2 2

ππ π
1 12 1

ππ π

1 1 1 1 1
sin d sin d( ) cosx

x x x xx
     ＝

π
cos cos π 1

2
  

如用新的积分变量，则令
1

u
x

 ，则 2

1
d du x

x
  ，当

1

π
x 时， πu ， 

当
2

π
x  ，

π

2
u  ，于是 

 
2 π π

2π 2
1 2 π
π

1 1 π
sin d sin d cos cos cos π 1

2π
x u u u

xx
        

［例 3-39］ 
4

0

1
d

1
x

x  

解： 取 x t ，则 2 d 2 dx t x t t  ， ，当 0x 时， 0t ；当 4x 时， 2t  ，于是 

 
4 2 2

0 0 0

1 2 2
d d (2 )d

1 11

t
x t t

t tx
   

       

=
2 2

2 2ln(1 ) 4 2ln 3 4 ln 9
0 0

t t       

［例 3-40］ 求
1 2 2

1
( 3 sin cos )dx x x x x

 
   

解： 因为3x 与 2sin cosx x 都是对称区间[ 1 1]， 上的奇函数 

所以
1

1
3 d 0x x

 
  ，

1 2

1
sin cos d 0x x x

 
  

   
1 2 2

1
( 3 sin cos )dx x x x x

 
   ＝

1 2

1
dx x

 
＝

1 2

0
2 dx x 3 1

0

2
=

3
x

2

3
 

［例 3-41］ 若 ( )f x 在  0 1， 上连续，证明
π π

2 2
0 0

(sin )d (cos )df x x f x x    

证明： 设
π

2
t x  ，则

π

2
x t  ， d dx t ．当 0x 时，

π

2
t ；当

π

2
x  时 0t  ． 

左边   
π π

0
2 2

π
0 0

2

π
sin d (cos )d (cos )d

2
f t t f t t f x x

                     右边 

三、定积分的分部积分法 

设函数 ( )u u x ， ( )v v x 在区间[ ]a b， 上有连续的导数，则 

 d d
b b

a a

b
uv x uv u v x

a
       或     d d

b b

a a

b
u v uv v u

a
    

这就是定积分的分部积分公式． 
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［例 3-42］ 求
1 2

0
e dxx x  

解： 解法一：令u x ， 2e xv   ，则 1u ，
21

e
2

xv   

 有
1 12 2 2

0 0

11 1
e d e e d

02 2
x x xx x x x    ＝

2 2 11 1
e e

02 4
x ＝

2 21 1
e (e 1)

2 4
  

           
21

(e 1)
4

   

解法二： 
1 12 2

0 0

1
e d d( e )

2
x xx x x   ＝

12 2

0

11 1
e e d

02 2
x xx x  ＝

2 2 11 1
e e

02 4
x  

     =
21

(e 1)
4

  

［例 3-43］ 求
π

0
sin 2 dx x x               

解： 注意到 sin 2 dx x x =
1

d( cos 2 )
2

x x  

所以有
π π

0 0

1
sin 2 d d(cos 2 )

2
x x x x x    ＝

π

0

π1 1
cos 2 cos 2 d

02 2
x x x x     

                
ππ 1

sin 2
02 4

x   ＝
π

2
 

［例 3-44］ 求
2ln 2 3

0
e dxx x  

解： 注意到 
2 2

2 e d dex xx x  ，于是 

 
2 2ln 2 ln 23 2

0 0

1
e d de

2
x xx x x   ＝

2 2ln 22 2

0

1 1ln 2
e e d

2 20
x xx x   

=
21 ln 2

ln 2 e
2 0

x ＝
1

ln 2
2
 

［例 3-45］ 求
2 2

1
ln dx x x  

解： 注意到
2 31

ln d ln d( )
3

x x x x x ，于是 

 
2 22 3

1 1

1
ln d ln d( )

3
x x x x x   ＝

23 3

1

21 1
ln d(ln )

13 3
x x x x   

=
3 28 1

ln 2
13 9

x =
8 7

ln 2
3 9

 

思考题 3.4   

定积分的换元积分法应注意什么？ 
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练习题 3.4 

1．填空题 

（1）定积分 
1

21
d

1

x
x

x 
   ． 

（2）定积分

1
1

1 2
2

1
e dx x

x  = ． 

2．设函数
21

( )
2

x
f x

x

 
  

 
   

0 1

1 2

x

x

≤ ≤

＜ ≤
，求

2

0
( )df x x ． 

3．求下列定积分． 

（1）
π

0
( π)cos dx x x       （2）

21

20
d

1

x
x

x  

（3）
π 3

0
(1 sin )dx x       （4）

9

1

1
dx

x x  

（5）
1 2 2

0
1 dx x x        （6）

π
52

0
cos sin dx x x  

（7）
4

1

1
d

x
x

x

 
       （8）

4

0

1
d

1
x

x  

（9）
π

2
0

sin 2 dx x       （10）
1

0
e dxx x  

（11）
e

1
ln dx x        （12）

3

0
d

1

x
x

x   

  知识拓展 

3.5 变上限定积分、广义积分 

一、变上限的定积分 

设函数 ( )f x 在区间[ ]a b， 上连续，若 [ ]x a b， ，由定理 3-3

可知定积分 ( )d
x

a
f x x 存在．该式中， x 即表示积分变量，又表

示积分上限，为区别起见，把积分变量换成字母 t ，改写成 

        ( )d
x

a
f t t ， [ ]x a b，  

上式可看做是积分上限 x 的函数，其定义域是区间[ ]a b， ，

记为 ( )x ，即 

 ( ) ( )d
x

a
x f t t     [ ]x a b，  

通常称上式为变上限的定积分． 

图 3-10 
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( )x 的几何意义是右侧直线可移动的曲边梯形的面积，如 x 给定后，面积 ( )x 也随之

给定． 

如图 3-10 所示．曲边梯形的面积 ( )x 随 x 位置的变动而改变，且 x 给定后，面积 ( )x 也

随之给定． 

定理 3-6  （原函数存在定理）若函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，则函数 

( ) ( )d
x

a
x f t t    ， [ ]x a b，  

在区间[ ]a b， 上可导，并且它的导数是 

d
( ) ( )d ( )

d

x

a
x f t t f x

x
     ， [ ]x a b，  

证明：设 ( )x a b ， ，并设 x 获得增量 x ，且使得 [ ]x x a b  ， ，由函数 ( )x 的定

义，有 

 ( ) ( )d
x x

a
x x f t t 

  
     

 则 = ( ) ( ) ( )d ( )d ( )d
x x x x x

a a x
x x x f t t f t t f t t   

    
           

 ( ) ( )f x x x x       ， ，  

 所以
0 0

( ) lim lim ( ) lim ( ) ( )
x x x

x f f f x
x  

    
     

      
 

 

该定理的重要意义： 

（1）积分上限的函数 ( ) ( )d
x

a
x f t t   就是 ( )f x 在区间[ ]a b， 上的一个原函数，肯定了连

续函数的原函数是存在的． 

（2）初步揭示了积分学中的定积分与原函数之间的联系． 
［例 3-46］ 求下列函数 ( )x 的导数． 

（1） 2

2
( ) 1 d

x
x t t         （2）

5

2

2
( ) d

3 2x

t
x t

t t
  

   

解： （1） 2 2

2
( ) ( 1 d ) 1

x
x t t x       ． 

（2）首先将变下限积分化为变上限积分，即 

 
5

2 25

2 2
( ) d d

3 2 3 2

x

x

t t
x t t

t t t t
    

       

于是    25

2
( ) ( d )

3 2

x t
x t

t t
     

   ＝ 25

2
( d )

3 2

x t
t

t t
 

  ＝－ 2

2

3 2

x

x x 
． 

［例 3-47］ 设
2

2

0
( ) ln(1 )d

x
x t t    ，求 ( ) (1)x   及 ． 

解：     
2 22 2 2 4

0
( ) ln(1 )d ln 1 2 ln(1 )

x
x t t x x x x 

                        

4

1
(1) 2 ln(1 ) 2ln 2

x
x x 

 
    ． 
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［例 3-48］ 求极限

3

0
20

ln(1 )d
lim

x

x

t t

x 

  ． 

解： 这是一个
0

0
型的未定式，因此由洛必达法则有 

 
3

0
20 0 0

ln(1 )d ln(1 3 ) 3 3 3 9
lim lim lim

2 2 2

x

x x x

t t x x

x xx   

     
   ． 

二、广义积分 

在解定积分时，我们假设函数 ( )f x 在闭区间[ ]a b， 上有界，即积分区间是有限的，被积

函数是有界的．现从两方面推广积分概念． 

（1）有界函数在无限区间上的积分．被积函数 ( )f x 有界，特别 ( )f x 为连续函数，而

积分区间为[ )a   ， 或 ( ]b ， 或 ( )    ， ． 

（2）无界函数在有限区间上的积分．被积函数在积分区间[ ]a b， 上无界． 

1．有界函数在无限区间上的广义积分 

定义 3-4  设函数 ( )f x 在无穷区间[ )a  ， 上连续，则称记号 

( )d
a

f x x
  

  

为无限区间上的广义积分，取b a＞ ，若极限 

lim ( )d
b

ab
f x x

     

存在，则称广义积分 ( )d
a

f x x
  

 收敛，并以此极限值为 ( )d
a

f x x
  

 的值，即 

( )d lim ( )d
b

a ab
f x x f x x

  

   
    

若上述极限不存在，则称广义积分 ( )d
a

f x x
  

 发散． 

类似的，函数 ( )f x 在无限区间 ( , ]b  上的广义积分 ( )d
b

f x x
  

，用极限 

 lim ( )d
b

ab
f x x

          ( )a b＜  

来定义它的敛散性． 

函数 ( )f x 在无限区间 ( , )   的广义积分 ( )df x x
  

  
则定义为 

 ( )d ( )d ( )d
c

c
f x x f x x f x x

    

    
      

其中 c 是任一有限数，当且仅当 ( )d
c

f x x
   与 ( )d

c
f x x

  

 都收敛时， ( )df x x
  

  
才收敛；否则，

( )df x x
  

   发散． 

［例 3-49］ 求广义积分
0

e dx x
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解： 取 0b  ，则 

 
0 0

e d lim e dx x

bb
x x

     
  

0
lim e lim 1 e 1x b

bb b      
    

所以，该广义积分收敛，其值为 1． 

［例 3-50］ 计算广义积分
0

cos dx x
    

解： 取 0a＜ ，则 

 
0 0

cos d lim cos d
aa

x x x x
     

     0
lim sin lim sin

aa a
x x

      
    

显然，上述极限不存在，所以 
0

cos dx x
  

 发散． 

2．无界函数的广义积分 

定义 3-5   设函数 ( )f x 在区间 a b， 上连续，当 x a 时， ( )f x   ．任取

0 b a  ＜ ＜ ，如果极限 

0
lim ( )d

b

a
f x x

      

存在，则称此极限值为函数 ( )f x 在区间 ,a b 上瑕积分，记为 ( )d
b

a
f x x ，即 

( )d
b

a
f x x 0

lim ( )d
b

a
f x x

      

此时，称瑕积分 ( )d
b

a
f x x 收敛，点 a称为瑕点．如果极限

0
lim ( )d

b

a
f x x

     不存在，则称瑕积分

( )d
b

a
f x x 发散． 

类似的，可定义瑕积分 

 ( )d
b

a
f x x   0

lim ( )d
b

a
f x x

 

 

 

  （ 0 b a＜ ＜ ，b 是瑕点） 

( )d
b

a
f x x   ( )d ( )d

c b

a c
f x x f x x   （ a，b 是瑕点，  ,c a b ） 

当上式右端两个瑕积分都收敛时，称瑕积分 ( )d
b

a
f x x 收敛．否则，称瑕积分 ( )d

b

a
f x x 发散． 

［例 3-51］ 
  

3

20
3

1
d

1
x

x  
    

解： 因为  
  

21
3

1
lim

1
x

x
 

  
 

，所以 1 是瑕点，于是 

    
  

  
31

3 33
20
3 0

1
d 3( 1) 3 2 1

1
x x

x

  
      

     
  

［例 3-52］ 
2

1

1
d

ln
x

x x  

解： 因为  
1

1
lim

lnx x x  
   ，所以 1 是瑕点，于是  
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2

2 2 2 2 2

1
1

1 1 1 1
d ln ln 2 ln 1 ln 2

ln 2 2 2
x x

x x
            

 

思考题 3.5  

变上限积分函数的重要意义是什么？ 

练习题 3.5 

1．求下列函数 ( )F x 的导数． 

（1） 2

0
( ) 1 d

x
F x t t        （2）

2
2

0
( ) sin d

x
F x t t t   

（3）
0

( ) ln(1 )d
x

F x t t       （4）
21 2( ) e dt

x
F x t t   

2．求下列极限． 

（1）

3

0
20

sin d
lim

x

x

t t

x 

       （2）

2

0
40

ln(1 )d
lim

x

x

t t

x 

   

3．下列广义积分是否收敛？若收敛，求出广义积分值． 

（1）
0

e dx x
           （2） 30

1
dx

x

  

  

（3） 2e

1
d

ln
x

x x

  

       （4） 20
d

1

x
x

x

  

  

  数学实验 

3.6 实验——用 MATLAB 求不定积分和定积分 

用 MATLAB 的符号积分命令 int 来求解不定积分问题是非常有效的．有时候也可以用

trapz 进行数值积分．具体的使用命令如表 3-1 所示． 

表 3-1 

命令 功能 

int（s） 对符号表达式 s 中确定的符号变量计算不定积分 

int（s，v） 
对符号表达式 s 中指定的符号变量 v 计算不定积分，只求出表达式 s 的一个原函数，

后面没有带任意常数 C 

int（s，a，b） 符号表达式 s 的定积分，a，b 分别为积分的上、下限 

int（s，x，a，b） 符号表达式 s 关于变量 x 的定积分，a，b 分别为积分的上、下限 

trapz（x，y） 
梯形积分法，x 时表示积分区间的离散化向量，y 是与 x 同维数的向量，表示被积函

数，z 返回积分值 
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可以用 help int，help trapz 等查阅有关这些命令的详细信息，下面通过一些具体的例子说

明它的使用． 

［例 3-53］ 用符号积分命令 int 求 2

ln
d

(1 )

x
x

x   

解： MATLAB 输入命令为： 

syms  x； 

int（log（x）/（1-x）^2） 

结果为： 

ans= 

log（-1+x）-log（x）*x/（-1+x） 

［例 3-54］ 用符号积分命令 int 计算积分
2 sin dx x x  

解： MATLAB 输入命令为： 

syms x； 

int（x^2*sin（x）） 

结果为： 

ans = 

-x^2*cos（x）+2*cos（x）+2*x*sin（x） 

如果用微分命令 diff 验证积分正确性，MATLAB 输入命令为： 

syms x； 

diff（-x^2*cos（x）+2*cos（x）+2*x*sin（x）） 

结果为： 

ans = 

x^2*sin（x） 

在 int 命令中加入积分限，就可求得函数的定积分值． 

［例 3-55］ 求
1

0

1
d

1
x

x  

解： MATLAB 输入命令为： 

syms  x； 

int（1/（1+x），x，0，1）； 

结果为： 

ans= 

log（2） 

借助 double 命令可求得积分的数值结果． 

［例 3-56］ 求
2

0

e
d

2

x

x
x

 

  

解： MATLAB 输入命令为： 
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syms  x； 

d=int（exp（-x）/（x+2），x，0，2）； 

double（d）  

结果为： 

ans= 

    0.3334 

当求解定积分问题时，还可以使用 MATLAB 的数值积分命令 trapz．与 int 不同，这个命

令的被积函数是数值函数，而 int 的被积函数是符号函数． 

［例 3-57］ 计算数值积分
2 4

2
dx x

   

解： 先用梯形积分法命令 trapz 计算积分
2 4

2
dx x

 
，MATLAB 输入命令为： 

x=-2：0.1：2；    %积分步长为 0.1 

y=x.^4； 

trapz（x，y） 

结果为： 

ans =  

12.8533 

实际上，积分
2 4

2
dx x

  的精确值为
64

=12.8
5

．如果取积分步长为 0.01，MATLAB 输入命令

为： 

x=-2：0.01：2；      %积分步长为 0.01 

y=x.^4； 

trapz（x，y） 

结果为： 

ans = 

12.8005 

考虑步长和精度之间的关系．可用不同的步长进行计算，一般来说，trapz 是最基本的数

值积分方法，精度低，适用于数值函数和光滑性不好的函数． 

如果用符号积分法命令 int 计算积分
2 4

2
dx x

  ，输入 MATLAB 输入命令为： 

syms x； 

int（x^4，x，-2，2） 

结果为： 

ans = 

64/5 
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［例 3-58］ （广义积分）计算广义积分
2

(sin )
50e d
x

x
x

  

  
． 

解： MATLAB 输入命令为： 

syms x； 

y=int（exp（sin（x）-x^2/50），-inf，inf）； 

vpa（y，10） 

结果为： 

ans = 

15.86778263． 

思考题 3.6  

在用 MATALB 求积分时，应用注意什么？ 

练习题 3.6 

1．用 MATLAB 命令计算下列积分． 

（1） 2 2

2
d

(1 )

x
x

x

 
                        （2） 2

d
(1 )

x
z

z      

（3）
1

0
ln(1 )dx x x                       （4）

ln

sin
2 d

t

t
x x  

2．在同一窗口计算下列积分． 
2

2 2

1
d

( 2 2)

x
I x

x x

 
 

   ，
π/2

0

cos
d

sin cos

x
J x

x x


 ，
2

0
dxK x

 
   e  

  知识应用 

3.7 定积分的应用 

当我们要计算一个具体的量Q时： 

（1）在区间  a b， 上任取一个微小区间 dx x x ， ，然后写出在这个小区间上的部分量

Q 的近似值，记为 d ( )dQ f x x （称为Q的微元）； 

（2）将微元 dQ 在  a b， 上无限“累加”，即在 a b， 上积分，得 

 d ( )d
b b

a a
Q Q f x x     

上述两步解决问题的方法称为微元法． 

说明： 关于微元 d ( )dQ f x x ，我们有两点要说明： 

（1） ( )df x x 作为 Q 的近似表达式，应该足够准确，确切地说，就是要求其差是关于 x 

的高阶无穷小，即 ( )d ( )Q f x x o x    ，称做微元的量 ( )df x x ，实际上就是所求量
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的微分 dQ ． 

（2）具体怎样求微元呢？这是问题的关键，需要分析问题的实际意义及数量关系．一般

按在局部   dx x x ， 上以“常代变”、“直代曲”的思路（局部线性化），写出局部上

所求量的近似值，即为微元 d ( )dQ f x x ． 

一、定积分在几何上的应用——平面图形的面积计算 

由定积分的几何意义可知，由两条连续曲线 ( )y g x ， ( )y f x 及两条直线 x a x b  ，  

( )a b＜ 所围成的平面图形的面积按如下方法求得： 

如图 3-11 所示，取横坐标 x 为积分变量，它的取值区间为 a b， ，闭区间   a b， 上任一

小区间   dx x x ， 上窄条的面积近似于高为 f x g x 底宽为 dx 的小矩形的面积，即面积 S

的微元为  d dS f x g x x      ，以 d dS f x g x x     为被积表达式，在闭区间   a b， 上

作定积分，得   

     d
b

a
S f x g x x       

若在   a b， 上 f x ≥   g x 不成立，可以证明      d
b

a
S f x g x x   ． 

若平面图形是由连续曲线  x y ， x y  以及直线 y c ， y d   c d＜ 围成（如

图 3-12 所示），同样可证 

   d
d

c
S y y y    

［例 3-59］ 求由曲线 1xy  ，直线 y x 和 2x 所围图形的面积． 

解： 首先，画出草图（如图 3-13 所示），求出曲线 1xy 和直线 2x 的交点 P 的横坐

标，联立方程
1xy

y x

  
   

，求解得
1

1

1

1

x

y

  
   

，
2

2

1

1

x

y

  
   

（舍去）， 

∴ P 点坐标为 (1 1)， ，易知积分区间为[1 2]， ，且在[1 2]， 上
1

x
x

≥ ，所以有 

 
2

1

1
[ ]dS x x

x
   2 2

1

1
( ln ) |
2

x x  3
ln 2

2
    

      

图 3-11            图 3-12       图 3-13 

［例 3-60］ 求由曲线 2y x 与 22y x x  所围图形的面积．  

解： 首先，画出草图（如图 3-14 所示），求出两曲线交点坐标， 
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由

2

22

y x

y x x

   
 

    
得 2 2

1 22 0 1x x x x x    ，  

∴两交点坐标分别为 (0 0) (1 1)， 和 ， ，积分区间为

[0 1]， ． 

又在区间 [0 1]， 上有 2 22x x x ≥ ，所以有： 

   1 2 2 2 1 3 1
0 00

2 2 1
2  d 1

3 3 3
S x x x x x x         

［例 3-61］ 求由直线 1y x  与曲线 2 2 6y x  所围图形的面积．      

解： 首先，画出草图（如图 3-15 所示），求出两曲线交点坐标，由 2

1

2 6

y x

y x

   
 

   
  得

两交点坐标分别为  1 2 ， 及   5 4， ． 

 

图 3-15 

由于图形的下边曲线是由不同的方程构成的，因此应该将整个图形看成由两部分构成，

一部分面积记为 1S ，一部分面积记为 2S ．所以 

 

   

    

1 5

1 2 3 1

1 5 5

3 1 1

51 53 3
2

2 2

3 1 1

2 6 2 6  d 2 6 1  d

2 6d 2 6d ( 1)d

2 1 1 16 56
2 6 2 6 6 18

3 3 2 3 3

S S S x x x x x x

zx x x x x x

x x x x

 

  
 

   
 

   

                 

      

                

  
    

此面积也可以转化为关于 y 来积分，此时 

   
4

4 2 3 2

2
2

1 1 1
1 3 d 4 18

2 6 2
S y y y y y y

 
 

                            

二、定积分在几何上的应用——旋转体的体积 

由一个平面图形绕这平面内的一条直线旋转一周而成的立体就称为旋转体．这条直线称

为旋转轴．例如直角三角形绕它的一直角边旋转一周而成的旋转体就是圆锥体，矩形绕它的

一边旋转一周就得到圆柱体． 

 

图 3-14
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设一旋转体是由曲线 ( )y f x ，直线 x a x b  ， 及 x 轴

所围成的曲边梯形绕 x 轴旋转一周而成（见图 3-16），则可用

定积分来计算这类旋转体的体积． 

取横坐标 x 为积分变量，其变化区间为 ]a b［ ， ，在此区

间内任一点 x  处垂直 x 轴的截面是半径等于 ( )y f x 的

圆，因而此截面面积为 

   22( ) π π ( )A x y f x  ． 

所求旋转体的体积为 

   22π d π ( ) d
b b

a a
V y x f x x    ． 

用类似方法可推得由曲线 ( )x y ，直线 ( )y c y d c d ， ＜ 及 y 轴所围成的曲边梯形绕

y 轴旋转一周而成的旋转体（见图 3-17）的体积为  

   22π d π ( ) d
d d

c c
V x x y y      

［例 3-62］ 求曲线 3 2 0y x x y  ， ， 所围成的区域绕 x轴旋转所产生的旋转体的体积． 

解：   
272 23

0
0

π 128
π d π

7 7

x
V x x

     ． 

［例 3-63］ 求由椭圆
2 2

2 2
1

x y

a b
  所围成的图形绕 x轴旋转而成的旋转体（称为旋转椭圆

球体）的体积． 

         

图 3-17       图 3-18 

解： 这个旋转体可以看做是由半个椭圆
2 2a

y a x
b

  及 x轴围成的图形绕 x轴旋转一

周而成的立体（如图 3-18 所示），于是所求体积为 

 

2
2 2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 3 2

2 2 00

π( ) d π ( )d

2 1 4
π ( ) d 2π ( ) π

3 3

a a

a a

a n

a b
V a x x a x x

b a

b b
a x x a x x ab

a a

  
    

     

  

 
 

当 =a b R 时，旋转体即为半径为 R 的球体，它的体积为
2 34 4

π = π
3 3

ab R ． 

 

图 3-16 
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三、定积分在经济中的应用 

［例 3-64］ 设某产品在时刻 t 总产量的变化率为 2( ) 100 12 0.6P t t t    （单位/小时），

求从 2t  到 4t  这两小时的总产量． 
解： 因为总产量 ( )P t 是它的变化率的原函数，所以从 2t 到 4t 这两小时的总产量

为 
4

2
(4) (2) ( )dP P P t t     

4 2 2 3 4
22

(100 12 0.6 )d (100 6 0.2 ) 260.8t t t t t t        （单位）． 

［例 3-65］ 某企业每月生产某种产品 q 单位时，其边际成本函数为 ( )=5 +10C q q （单位：

万元），固定成本为 20，边际收益为 ( )=60R q （单位：万元）．求 

（1）每月生产多少单位产品时，利润最大？ 

（2）如果利润达到最大时的产量再多生产 10 个单位，利润将有什么变化？ 
解： （1）因为 ( )= ( ) ( )=60 (5 10) 50 5L q R q C q q q       ．要使利润最大，应有 ( )=0L q ，

即50 5 =0q ，得 =10q ，又 ( ) 5 0L q    ＜ ，唯一驻点 =10q 即为最大值点，所以当每月生产 10

个单位产品时利润最大． 

（2）再多生产 10 个单位产品时，利润变化为 

 
20 20 2 20

1010 10

5
[ ( ) ( )]d (50 5 )d (50 ) 250

2
L R q C q q q q q q              

所以，再多生产 10 个单位产品，利润将减少 250 万元． 

四、定积分的其他应用 

［例 3-66］ 高速公路上汽车总数模型．从 A 城市到 B 城市有条长 30km 的高速公路，

某天公路上距 A 城市 x km 处的汽车密度（每千米多少辆车计）为 ( ) 300 300sinx    
(2 0.2)x  ．请计算该高速公路上的汽车总数． 

解： 1．模型假设与变量说明 

（1）假设从 A 城市到 B 城市的高速公路是封闭的，路上没有其他出口． 

（2）设高速公路上的汽车总数为 W． 

2．模型的分析与建立  

利 用 微 元 法 ， 在 [ d ]x x x ， 路 段 上 ， 可 将 汽 车 密 度 视 为 常 数 ， 车 辆 数 为

d [300 300sin(2 0.2)]dW x x   ，所以高速公路上的汽车总数为 
30

0
[300 300sin(2 0.2)]dW x x     

3．模型求解 

解法一：
30 30

0 0

300
300d sin(2 0.2)d(2 0.2)

2
W x x x       

30
0[300 150cos(2 0.2)] 9278x x     

    解法二：用 MATALB 计算 
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      >>syms x 

      >>int（300+300*sin（2*x+0.2），x，0，30） 

      ans= 

          9.2779e+003 

所以高速公路上的汽车总量约为 9278 辆． 

［例 3-67］ 在纯电阻电路中，有一正弦电流 m( ) sini t I t 经过电阻 R ，求 ( )i t 在一个周

期上的平均功率（其中 mI  、 均为常数）． 

解： 由电路知识得电路中的电压u 和功率 P 分别为 

 2 2
m msin ( sin )u iR RI t P i R R I t      ，  

因此功率 P 在
2π

0
  
    
， 上的平均功率为 

 

2π 2π2
2 2 m
m0 0

1 cos 2
sin d d

2π 2π 20

RI t
P RI t t t      

 
  

1-
=  

2π2
m

0
cos 2 )d( )

4π

RI
t t    (1-

 

2
m m m2 2

RI I U
1 1

= = （其中 m m=U I R ） 

思考题 3.7 

微元法的思想是什么？ 

练习题 3.7 

1．填空题 

（1）椭圆
2

2 1
3

y
x  的面积 S              ． 

（2）曲线 y x 与 1 4y x  ， 所围平面图形的面积 S             ． 

（3）曲线 lny x 与直线
1

e
e

x x  ， 及 0y 所围平面图形的面积 S            ． 

（4）曲线 e ex xy y    ， 及 1x  所围图形的面积 S            ． 

（5）曲线 e ex xy y    ， 及 1x  所围平面图形绕 x 轴旋转的体积 xV =           ． 

（6）曲线 3y x 及 0 1y x  ， 所围平面图形绕 y 轴旋转的旋转体体积 yV         

2．计算题 

（1）求由曲线 2xy 与 1y x ， 1x 所围平面图形面积． 

（2）求由
2

2

4

x
y x y  ， 及 1y  所围平面图形的面积． 

（3）求由曲线 2y x 及其他在点  1 1， 的法线与 x 轴所围平面图形的面积． 

（4）求由曲线 e e 0xy y x  ， ， 所围平面图形绕 x 轴旋转的旋转体的体积． 

（5）求由曲线 2 2y x y x y x   ， ， 所围平面图形绕 x 轴旋转的旋转体的体积． 
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（6）求由曲线
1

y
x
与 1 2x x  ， 及 x 轴所围平面图形绕 y 轴旋转的体积． 

（7）求圆   2 21 1x y  绕 y 轴旋转所形成的旋转体的体积． 

3．某产品的边际成本为 2( ) 2 40 1163C x x x    ，固定成本为 4000，求产量为 30 时的

总成本． 

4．经科学家研究知，在 t 小时细菌总数是以每小时繁殖 2t 百万个细菌的速率增长的，求

第一个小时内细菌的总增长量． 

习题 A 

一、填空题 

1．
1

d
1

x
x

 
  ________． 

2．设 e sinx x  是 ( )f x  的一个原函数，则 ( )f x  = ________． 

3． 5y x  的原函数是 __________． 

4．分方程 2 2d d 0x x y y   的通解是 __________． 

5．函数 ________ 的原函数是 ln(5 )x ． 

6．函数 3y x   是 ________  的一个原函数． 

7．定积分  
1 3 2

1
sin dx x x

   = _________． 

8．
d

( )d
d

b

a
f x x

x   =  __________． 

二、选择题 

1．若 ( ) ( )f x g x    ，则必有（  ）． 

A． ( ) ( )f x g x      B． ( )d ( )df x x g x x   

C． d '( )d d '( )df x x g x x     D． d ( )d d ( )df x x g x x   

2．下列等式中，正确的是（  ）． 

A． d ( )d ( )f x x f x      B．
d

( )d ( )d
d

f x x f x x
x

   

C．
d

( ) ( )
d

f x f x C
x

     D． d ( )d ( )df x x f x x  

3．设 d ( ) d ( )f x g x   ，则下列各式不一定成立的是 （  ）． 

A． ( ) ( )f x g x      B． ( ) ( )f x g x   

C． d ( ) d ( )f x g x      D． d ( )d d ( )df x x g x x     

4．已知函数 ( )f x 的导数是 sin x ，则 ( )f x =（  ）． 

A． cos x   B． cos x C   C． sin x   D． sin x C  
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5．若
2 2( )d e xf x x x C    ，则 ( )f x （  ）． 

A． 22 e xx   B． 2 22 e xx    C． 2e xx    D． 22 e (1 )xx x  

6．下列各式中，正确的是 （  ）． 

A．
21

0
0 e d 1x x ≤ ≤     B．

21

0
1 e d ex x ≤ ≤  

C．
21 2

0
e e d ex x ≤ ≤     D．以上都不对 

7．曲线 y x 及抛物线 2y x 所围平面图形的面积 S （  ）． 

A．
1

6
   B．6   C．

1

2
   D．

1

3
 

8．若曲线 y x 与 y kx所围平面图形的面积为
1

6
，则 k （  ）． 

A．0    B．1   C．2   D．2 

三．计算与应用题 

1．求不定积分  
e

d
e 1

x

x
x

 
 ． 

2．求不定积分 
e

d
2e 1

x

x
x ． 

3．求不定积分
4

2
d

1

x
x

x ． 

4． (1 e ) d e dx xy y x  求方程 满足 1 0xy  的特解． 

5．求不定积分 3e dxx x． 

6．计算 
3

0
d

1

x
x

x ． 

7．求不定积分 ln dx x x． 

8．求定积分  
9

1

1
dx

x x ． 

9．求在区间 [0 2π]， 上，由 x 轴与 siny x  所围成的图形的面积． 

10．求曲线 2 1y x   与 1y x    围成的图形的面积． 

11．某厂日产 q 吨产品的总成本为 ( )C q 万元，已知边际成本为
25

( ) 5C q
q

   （万元/

吨）．求日产量从 64 吨增加到 100 吨时的总成本的增量． 

习题 B 

一、填空题 

1．设   f x 连续，且    
e

d
x

x
F x f t t



  ，则 'F x        ． 
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2．设     1

2 0

1
2 d

1
f x f x x

x
  

  则   1

0
df x x         ． 

3．设   
0

1 d
x

y t t   ，则 y 的极小值为       ． 

4．  π 3

π
sin cos dx x x x

 
                 ． 

5． 2
d 1

4

k
x

x

  

    ，则 k              ． 

6．
2 2

0
4 4dx x x                 ． 

7．设   f x 为连续函数，则 ( )d
a

a
f x x =                 ． 

8．曲线 lny x 与直线
1

, e
e

x x  及 0y 所围平面图形的面积 S       ． 

二、选择题 

1．设 ( ) ( )F x G x   ，则 （  ）． 

A． ( ) ( )F x G x  为常数    B． ( ) ( )F x G x 为常数 

C． ( ) ( ) 0F x G x       D．
d d

( )d ( )d
d d

F x x G x x
x x

    

2．下列函数在区间  1 1 ， 上可用牛顿—莱布尼兹公式的是 （  ）． 

A．
21

x

x 
   B．

1

x
   C．

3

1

x
   D．

21

x

x 
 

3．设在   ,a b 上，    0, ' 0, '' 0f x f x f x＞ ＜ ＞ 记   1

1 0
dS f x x  ，     2S f b b a   ，

    3 2

b a
S f b f a

       ，则有（  ）． 

A． 1 2 3S S S＜ ＜       B． 2 1 3S S S＜ ＜  

C． 3 1 2S S S＜ ＜       D． 2 3 1S S S＜ ＜  

4．已知   0 1f  ， 1 2f  ，   ' 1 3f  ，则   1

0
'' dxf x x （  ）． 

A．1     B．2   C．3   D．4 

5．下列积分为零的是 （  ）． 

A． 0dx     B．
1

31

1
dx

x    C．
1 2 2

1
tan dx x x

 
 D．

π

3
π

3

sin
d

cos

x x
x

x 

 
  

6．下列广义积分收敛的是（  ）． 

A． 21

1
dx

x

  

    B．
1

0

1
dx

x   C．
1

20

1
dx

x   D．
1

1
dx

x

  

  

7．   
π

20072
π

2

1 sin dx x x x
 

    （  ）． 

A．0     B．1   C．2   D． 2  
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8．设   f x 为线性函数，且     1 1 2

1 1
d d 1f x x f x x

  
   则 （  ）． 

A．   1

2
f x x        B．   1

2
f x x   

C．   3 1

2 2
f x x       D．   3 1

4 2
f x x   

 

三、综合题 

1．设   f x 在  0,1 连续，且满足     13 2

0
4 3 df x x x f x x   ，求 f x ． 

2．讨论方程 40

1
3 1 d 0

1

x
x t

t
  

  在区间 0,1 内实根的个数． 

3．求
 2

2

2

0

0 2

0

e d
lim

e d

x t

xx t

t

t t 

 
 

． 

4．设     
2

d
x

a

x
F x f t t

x a
  其中 f 为连续函数，求 lim

x a
F x

 ． 

5．设平面图形由 exy ， ey ， 0x 围成， 

（1）求此平面图形的面积．  

（2）将上述平面图形绕 x轴旋转，求所形成的旋转体的体积． 

6．求曲线 2 2y x 与曲线 2 2y x在点
1

1
2

 
  

， 处的法线所围图形的面积． 

7．求由曲线 2 22y x y x  ， 所围平面图形分别绕 x 轴与 y 轴旋转所得旋转体的体积

xV 及 yV ． 

8．如图 3-19 所示，设曲线
2 0 1y x x ≤ ≤ ，问 t 为何值时，图

中的阴影部分面积 1S 与 2S 之和 1 2S S 最小． 

9．某圆形城市的人口分布密度（人/km2）是离开市中心的距离

(km)r 的函数 ( ) 1000(8 )P r r  人/km2． 

（1）假设城市边缘人口密度为 0，那么该圆形城市的半径 r 是多

少千米？ 

（2）求该城市的人口总数？ 

 

图 3-19 



第 4章 常微分方程 

 
137 

第 4 章 常微分方程 

  数学文化——杰出的数学家欧拉 

欧拉 1707 年 4 月 15 日生于瑞士巴塞尔，1783 年 9 月 18 日卒于俄

国圣彼得堡．他生于牧师家庭，15 岁在巴塞尔大学获学士学位，翌年得

硕士学位．1727 年，欧拉应圣彼得堡科学院的邀请到了俄国．1731 年接

替丹尼尔·伯努利成为物理教授．他以旺盛的精力投入研究，在俄国的

14 年中，他在分析学、数论和力学方面作了大量出色的工作．1741 年受

普鲁士腓特烈大帝的邀请到柏林科学院工作，达 25 年之久．在柏林期间

他的研究内容更加广泛，涉及行星运动、刚体运动、热力学、弹道学、

人口学，这些工作和他的数学研究相互推动．欧拉这个时期在微分方程、

曲面微分几何以及其他数学领域的研究都是开创性的．1766 年他又回到了圣彼得堡． 

欧拉是 18 世纪数学界最杰出的人物之一，他不但在数学上作出伟大贡献，而且把数学用

到了几乎整个物理领域．他又是一个多产作者．他写了大量的力学、分析学、几何学、变分

法的课本，《无穷小分析引论》、《微分学原理》、《积分学原理》都成为数学中的经典著作．除

了教科书外，他的全集有 74 卷． 

18 世纪中叶，欧拉和其他数学家在解决物理问题过程中，创立了微分方程这门学科．值

得提出的是，偏微分方程的纯数学研究的第一篇论文是欧拉写的《方程的积分法研究》．欧拉

还研究了函数用三角级数表示的方法和解微分方程的级数法等． 

欧拉引入了空间曲线的参数方程，给出了空间曲线曲率半径的解析表达式．1766 年他出

版了《关于曲面上曲线的研究》，建立了曲面理论．这篇著作是欧拉对微分几何最重要的贡献，

是微分几何发展史上的一个里程碑．欧拉在分析学上的贡献不胜枚举．如他引入了 Γ 函数和

B 函数，证明了椭圆积分的加法定理，最早引入了二重积分等．数论作为数学中一个独立分

支的基础是由欧拉的一系列成果所奠定的．他还解决了著名的组合问题：歌尼斯堡七桥问

题．在数学的许多分支中都常常见到以他的名字命名的重要常数、公式和定理． 

欧拉是科学史上最多产的一位杰出的数学家，据统计，他那不倦的一生，共写下了 886

本书籍和论文，其中分析、代数、数论占 40%，几何占 18%，物理和力学占 28%，天文学

占 11%，弹道学、航海学、建筑学等占 3%，彼得堡科学院为了整理他的著作，足足忙碌了

47 年． 

 

莱昂哈德·欧拉 
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  基础理论知识 

4.1 常微分方程的基本概念 

在许多科技领域里，常会遇到这样的问题：某个函数是怎样的并不知道，但根据科技领

域的普遍规律，却可以知道这个未知函数及其导数与自变量之间满足某种关系．下面我们先

来看几个例子． 

【引例 1】  设一物体的温度为 100℃，将其放置在空气温度为 20℃的环境中冷却． 根

据冷却定律：物体温度的变化率与物体和当时空气温度之差成正比，设物体的温度T 与时间 t

的函数关系为 ( )T T t ，则可建立起函数 ( )T t 满足方程 

 
d

( 20)
d

T
k T

t
                  

其中 k ( 0)k  为比例常数，且根据题意， ( )T T t 还需满足条件 0| 100tT   ，这就是物体冷却

的数学模型．                  

【引例 2】  设一质量为m 的物体只受重力的作用由静止开始自由垂直降落．根据牛顿

第二定律：物体所受的力 F 等于物体的质量m 与物体运动的加速度 成正比，即 F m  ，

若取物体降落的铅垂线为正向朝下，物体下落的起点为原点，并设开始下落的时间是 0t  ，

物体下落的距离 s与时间 t 的函数关系为 ( )s s t ，则可建立起函数 ( )s t 满足方程 

 
2

2

d

d

s
g

t
                  

其中 g 为重力加速度常数，且根据题意， ( )s s t 还需满足条件 0| 0ts  ，这就是自由落体运

动的数学模型． 

【引例 3】  已知一条曲线过点（1,2），且在该直线上任意点 P（x, y）处的切线斜率为

x2 ，求这条曲线方程． 

设所求曲线的方程为 y=f（x），我们根据导数的几何意义，可知 y=f（x）应满足方程：
d

2
d

y
x

x
 

及 1| 2xy   ． 

我们发现这些方程中含有未知函数 y 的导数或微分，这类方程称为微分方程． 

一、微分方程基本概念 

定义 4-1  凡含有未知函数的导数或微分的方程叫微分方程．未知函数是一元函数的

微分方程叫常微分方程．未知函数是多元函数的微分方程叫偏微分方程．微分方程中出现的

未知函数的最高阶导数的阶数称为微分方程的阶． 

本章我们只讲解常微分方程——简称微分方程．如
d

2
d

y
x

x
 ， 2 3 exy y y     是微分方
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程，
d

2
d

y
x

x
 是一阶微分方程． 2 3 exy y y      是二阶微分方程． 

一般地， n阶常微分方程的一般形式为 

 ( )( , , , , ) 0,nF x y y y y                

其中 x为自变量， ( )y y x 是未知函数． 

二、微分方程的解 

在研究实际问题时，首先要建立属于该问题的微分方程，然后找出满足该微分方程的函

数（即解微分方程），对这个函数，我们给出如下定义． 

定义 4-2  把某个函数代入微分方程中，能使方程成为恒等式，我们称这个函数为该

微分方程的解． 

微分方程的解可能含有也可能不含有任意常数．含有相互独立的任意常数，且任意常数

的个数与微分方程的阶数相等的解称为微分方程的通解（一般解）．如 21
2

2

1
CtCgts  是

方程
2

2

d

d

s
g

t
 （自由落体运动模型）的通解． 

注意： 

（1）这里所说的相互独立的任意常数，是指它们不能通过合并而使得通解中的任意常数

的个数减少． 

（2）通常，微分方程的一般解里，含有一些任意常数，其个数与微分方程的阶数相同． 

许多微分方程都要求寻找满足某些附加条件的解，此时，这类附加条件就可以用来确定

通解中的任意常数，这类附加条件称为初始条件，也称为定解条件．带有初始条件的微分方

程称为微分方程的初值问题．确定了微分方程的通解中的任意常数后，就得到了微分方程的

特解．由于通解中含有任意常数，所以它还不能完全确定地反映某一客观事物的规律性．要

完全确定地反映事物的规律性，必须确定这些常数的值．因此用来确定任意常数以从一般解

得出一个特解的附加条件的个数也与微分方程的阶数相同． 

如 2y x C  是方程
d

2
d

y
x

x
 的通解． exy 是方程 y y 的特解． 

［例４-１］ 验证下列给出的函数是否为所给微分方程的解． 

（1）
C

Cxy
1

 ，   012  yyyx  

（2） e yy x C  ， 1)1(  yyx  

解：（1）将
C

Cxy
1

 及其导数 Cy  代入方程的左端，得到 
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左
2 1

( ) 1 0xC Cx C
C

      右 

因此，
C

Cxy
1

 是所给微分方程的解． 

（2）等式 e yy x C  左右两边都对 x求导，得 

1 e yy C y    ，则
1

1 e y
y

C
  

 
，又 e yC y x ，所以

xy
y




1

1
，代入微分方程得 

左边=   


 1
1

1
1

xy
yx 右边  

所以， e yy x C  是方程 1)1(  yyx 的解． 

［例４-2］  确定下列函数中 21,CC 的值，使函数满足所给的初始条件． 

1 2( )e , (0) 4, (0) 2xy c c x y y       

解：将 4,0  yx 代入 1 2( )e xy C C x  得 41 C ． 

1 2( )e xy C C x  求导并代入 41 C 得 

2 2 2 2e (4 )e ( 4 )ex x xy C C x C C x           

将 2,0  yx 代入得 22 C ． 

所以 41 C ， 22 C  

三、微分方程解的几何意义 

微分方程的（特）解 )(xy  的图形是一条曲线，称为微分方程的积分曲线．而对于通

解 ),,,( 1 nCCxy  ，由于其中含有任意常数项，因此它对应着平面上的一族曲线，称为

微分方程的积分曲线族． 

思考题 4.1 

1．任意微分方程都有通解吗？  

2．微分方程的通解中包含了它所有的解吗？ 

练习题 4.1  

1．指出下列各微分方程的阶数． 

（1） 2' 2 ' 0xy yy x                    （2） 2 '' ' 0x y xy y   

（3） (7 6 )d ( )d 0x y x x y y             （4）
2

2

d d 1
0

dd

Q Q
L R Q

t Ct
   

2．指出下列各题中的函数是否为所给微分方程的解． 

（1） 2' 2 , 5xy y y x   

（2） ( 2 ) ' 2x y y x y   ，由方程 2 2x xy y C  确定的隐函数 ( )y y x  

（3） 2'' 2 ' 0, exy y y y x     

（4） 2'' 1 ' , ln sec( 1)y y y x     



第 4章 常微分方程 

 
141 

3．在下列各题给出的微分方程的通解中，按照所给的初始条件确定特解． 

（1） 2 2
0, | 5xx y C y      

（2） 1 2 π πsin( ), | 1, ' | 0x xy C x C y y       

4．写出由下列条件确定的曲线所满足的微分方程：曲线在点 ( , )x y 处的切线斜率等于该

点横坐标的平方． 

4.2 可分离变量的微分方程 

在上一节引例 3 中，我们遇到一阶微分方程 

 
d

2
d

y
x

x
  

或写成                             d 2 dy x x  

把上式两端积分，就得到这个方程的通解 

 2y x C  

但并不是所有的一阶微分方程都能这样求解，例如，对于一阶微分方程 

 2d
2

d

y
xy

x
  （4-1） 

就不能像上面那样用对两端直接积分的方法求出它的通解．这是因为微分方程（4-1）的右端

含有未知函数 y ，积分 

 22 dxy x  

求不出来，这是困难所在．为了解决这个困难，在微分方程的两端同时乘以 2

1
dx

y
，使方程

（4-1）变为 

 2

1
d 2 dy x x

y
  

这样，变量 x与 y 分离在等式的两端，然后两端积分，得 

 
21

x C
y

    

或                              

 2

1
y

x C
   （4-2） 

其中，C 是任意常数． 

可以验证函数（4-2）确实是微分方程（4-1）的解．又因函数（4-2）含有一个任意常数，

所以它是一阶微分方程（4-1）的通解． 

通过这个例子可以看到，在一个一阶微分方程中，若两个变量同时出现在方程的某一端，

就不能直接用积分的方法求解．但如果能把两个变量分开，使方程的一端只含变量 y 及 dy ，

另一端只含变量 x及 dx ，那么就可以通过两端积分的方法求出它的通解． 
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一、可分离变量的微分方程的定义 

定义 4-3  设有一阶微分方程  
d

( , )
d

y
F x y

x
  

如果其右端函数能分解成 ( , ) ( ) ( )F x y f x g y ，即有 

d
( ) ( )

d

y
f x g y

x
  

则称该方程为可分离变量的一阶微分方程，其中 )(),( xgxf 都是连续函数． 

例如，
d d d

, e , cos
d d d

x yy x y y
y x

x y x x
    都是可分离变量的微分方程，而莱布尼兹方程

d

d

y

x
  

2 2x y 则不是． 

求解可分离变量的方程的方法称为分离变量法，现在说明其求解方法． 

二、可分离变量的微分方程的解法 

如果 0)( yg ，我们可将方程改写成
d

( )d
( )

y
f x x

g y
 ，这叫做分离变量．两边积分，得

到所满足的隐函数方程 

 
d

( )d
( )

y
f x x C

g y
    

（这里我们把积分常数C 明确写出来，而把
d

, ( )d
( )

y
f x x

g y  分别理解为 )(,
)(

1
xf

yg
的某一

个原函数，如无特别声明，以后也作这样的理解．） 

［例 4-3］求微分方程
d

2
d

y
xy

x
 的通解． 

解：分离变量
d

2 d
y

x x
y

 ； 

两端积分
1

d 2 dy x x
y

   ，则 2
1ln | |y x C  ； 

即   
2 2

1 1| | e e ex C C xy    ，所以
2

1e eC xy    

因为 1eC 是一个不为零的任意常数，把它记为C ，所以得到通解为 

 
2

exy C  

可以验证，当 0C 时， 0y  也是原方程的解，故上式中的C 可为任意常数． 

［例 4-4］求微分方程 0cossin  xyxy 满足初始条件
π

3
2

y
  
    的特解． 

解：原方程可化为
d

sin cos
d

y
x y x

x
  

分离变量：
1 cos

d d
sin

x
y x

y x
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两端积分： Cxy lnsinlnln   

所以，原方程的通解为 xCy sin ．将初始条件
π

3
2

y
  
    代入可得 3C ． 

所以所求特解为 xy sin3 ． 

［例 4-5］求解方程 2d ( 1)d 0y x x y   并求满足初始条件： 1,0  yx 的特解． 

解：分离变量得              2

1 1
d d

1
y x

xy
  

  

两边积分                    2

1 1
d d

1
y x

xy
  

    

得                         Cx
y

 |1|ln
1

  

因而，通解为
Cx

y



|1|ln

1
，这里C 是任意常数． 

为了确定所求的特解，以 1,0  yx 代入通解中以决定任意常数C ，得到 1C ．因

而，所求特解为
1|1|ln

1




x
y ． 

三、齐次微分方程 

1．齐次微分方程的定义 

定义 4-4  形如                   
d

d

y y
f

x x
                             （4-3） 

的一阶微分方程称为齐次微分方程，简称齐次方程． 

例如 
2 2( )d ( 2 )d 0xy y x x xy y     

是齐次方程，因它可化为 
2

2

2

d

d 2 1 2

y y
y xy y x x

yx x xy
x

       
     

 

齐次方程（4-3）中的变量 x 与 y 一般是不能分离的． 
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2．齐次微分方程的解法 

第一步：作变量代换
x

y
u  ，即 uxy  ，所以

d d

d d

y u
u x

x x
  ． 

第二步：代入原方程
d

( )
d

u
f u u x

x
  ，即

d ( )

d

u f u u

x x
 为可分离变量的方程

d d

( )

u x

f u u x
 

 ． 

第三步：两端积分，当 0)(  uuf 时，得 1

1
d ln

( )
u C x

f u u


 ． 

第四步：求 x，令   1
d

( )
u u

f u u
  

  ，将
x

y
u  代入得通解 e

y

xx C
 
 
  ． 

说明：  但如果 ( ) 0f u u  有实根 1 2 ku u u， ， ， ，那么 iy u x （i=1，2，…，k）都是

被丢掉的特解，应该补上． 

［例 4-6］求解方程
d

tan
d

y y y

x x x
  ． 

解：这是齐次方程，令
x

y
u  即 uxy  ，于是

d d

d d

y u
x u

x x
 ，代入原方程得 

 
d

tan
d

u
x u u u

x
    

    整理得                         
d tan

d

u u

x x
  

分离变量得                    
d d

tan

u x

u x
  

两边积分                     
d d

tan

u x

u x
    

得                     1ln | sin | ln | |u x C  ， 1C 是任意常数 

整理后，得到                 1
sin

eCu

x
  

令 1ecC   ，得到             sin u Cx  

代回原变量                   sin
y

Cx
x
 ． 
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此外，方程
d tan

d

u u

x x
 还有解 tan 0u    即 sin 0u ． 

如果在通解 sin u Cx中允许 0C  ，则 0sin u 也就包括在通解中，这就是说，方程的

通解为 sin u Cx ．代回原来的变量，得到原方程的通解为 sin
y

Cx
x
 （这里 c 为任意常数）． 

［例 4-7］求解微分方程 cos d cos d 0
y y

x y x x y
x x

          

解：变量代换，令
x

y
u  ，则 uxy  ， d d dy u x x u ． 

代入原方程： ( cos )d cos ( d d ) 0x ux u x x u u x x u     

化简得：
1

cos d du u x
x

    

两端积分： Cxu  lnsin  

所以，微分方程的通解为 Cx
x

y
 lnsin ． 

［例 4-8］求方程
2 2 d d

d d

y y
y x xy

x x
  满足初始条件 11 xy 的特解． 

解：原方程可化为

2( )d

d 1

y
y x

yx
x

 
 

 

设
x

y
u  ，则 uxy  ，于是      

d d

d d

y u
u x

x x
   

代入上面方程得               
d

d 1

u u
x

x u
  

分离变量，得                    
1 1

d d
u

u x
u x

  

两边积分，得               Cxuu lnlnln   

将
x

y
u  代入上式即得原方程的通解  C

x

y
y lnln   

即                           e
y

xy C  

由 11 xy 可定出 1eC   

于是所求的特解为 1
e

y

xy
 

 ． 

思考题 4.2 

可分离变量的微分方程和齐次方程，解法有区别吗？两者之间有什么区别和联系？ 
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练习题 4.2 

1．求下列可分离变量微分方程的通解． 

（1） ' ln 0xy y y   

（2）
2

2

1
'

1

y
y

x

 
 

 
 

（3） 2 2sec tan d sec tan d 0x y x y x y   

（4） (e e )d (e e )d 0x y x x y yx y      

（5） cos sin d sin cos d 0x y x x y y   

（6） 2d ( 4 )d 0y x x x y    

2．求下列齐次方程的通解． 

（1） 2 2' 0xy y y x     

（2）
d

ln
d

y y
x y

x x
  

（3） (1 2e )d 2e (1 )d 0
x x

y y x
x y

y
     

3．求下列可分离变量微分方程满足所给初始条件的特解． 

（1） 2
0' e , | 0x y

xy y 
    

（2） π

2

'sin ln , | e
x

y x y y y
 

  

（3） 0

π
cos d (1 e )sin d 0, |

4
x

xy x y y y 
     

4．求下列齐次方程满足所给初始条件的特解． 

（1） 2 2
0( 3 )d 2 d 0, | 1xy x y xy x y       

（2） 1( 2 ) ' 2 , | 1xx y y y x y       

4.3 一阶线性微分方程 

一、一阶线性微分方程定义 

定义 4-5  形如： 
d

( ) ( )
d

y
P x y Q x

x
  或 )()( xQyxPy                   （4-4） 

的方程称为一阶线性微分方程．其中函数 ( )P x 、 ( )Q x 是某一区间Ｉ上的连续函数，且 ( )Q x 称

为自由项． 

当 0)( xQ 时微分方程（4-4）称为齐次的；当 0)( xQ 时微分方程（4-4）称为非齐

次的． 
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二、一阶线性齐次方程的解法 

齐次线性微分方程 0)(  yxPy 是可分离变量方程． 

分离变量： 
1

d ( )dy P x x
y

   

两端积分：
1

d ( )d , ln ( )d lny P x x y P x x C
y

         

得齐次方程的通解为 ( )d
e

P x x
y C

    

三、一阶线性非齐次微分方程的解法 

一阶线性非齐次微分方程与其对应的齐次微分方程的差异在于自由项 )(xQ ，因此可以

设想它们的解也应该有一定的联系而又有一定的差别． 

下 面 试 图 利 用 方 程
d

( ) 0
d

y
P x y

x
  的 通 解 ( )d

e
P x x

y C
   的 形 式 去 求 出 方 程

d
( ) ( )

d

y
P x y Q x

x
  的通解．显然，如果 ( )d

e
P x x

y C
 中 C 恒保持为常数，它必不可能是

d
( ) ( )

d

y
P x y Q x

x
  的解．我们设想：在 ( )d

e
P x x

y C
   中，将常数C 变化为 x 的待定函数 )(xC ，

使它满足方程
d

( ) ( )
d

y
P x y Q x

x
  ，从而求出 )(xC ．为此，设一阶非齐次方程通解为 

 ( )d
( )e

P x x
y C x

     

两边关于 x 求导，得 

 

( )d ( )d

( )d

d
( )e ( )e [ ( )]

d

( )e ( )

P x x P x x

P x x

y
C x C x P x

x

C x P x y

  

 

      

    
 

将其代入到方程 

 ( )d
( )e ( ) ( ) ( )

P x x
C x P x y P x y Q x

       

整理得                      ( )d
( )e ( )

P x x
C x Q x

   

即                          
( )dd ( )

( )e
d

P x xC x
Q x

x

  

于是                   
( )d

( ) ( )e
P x x

C x Q x C   

因此，一阶线性非齐次微分方程
d

( ) ( )
d

y
P x y Q x

x
  的通解为 

 
( )d ( )d

e [ ( )e ]
P x x P x x

y Q x C
    

总结上面的求解过程，将线性齐次微分方程通解中的常数C 变为待定的函数 )(xC ，然

后代入非齐次方程求出 )(xC ，这样的方法叫做常数变易法．  

所以，一阶线性非齐次微分方程通解公式为： 
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( )d ( )d
e ( )e d

p x x p x x
y Q x x C

            =
( )d ( )d ( )d

e e ( )e d
P x x P x x P x x

C Q x x
   

   

注意： ( )d
e

P x x
C

 为齐次方程通解，
( )d ( )d

e ( )e d
P x x P x x

Q x x
   为非齐次方程特解． 

［例 4-9］求微分方程 xxyy x cose2
2

 的通解． 

解法一：原方程对应的齐次方程 02
d

d
 xy

x

y
分离变量，得 

 xx
y

y
d2

d
 ， 

两边积分，得 xx
y

y
  d2

d
， 2ln | |y x C  ， 

 
2 2

ln | | ln e ln ln( e )x xy C C   ，
2

e xCy  ， 

用常数变易法，设
2

e)( xxCy  代入原方程，得  

 xxC xx cosee)(
22

 ， 

即                           '( ) cosC x x ， 

则                      CxxxxC   sindcos)( ， 

故原方程的通解为 )(sine
2

Cxy x   （C 为任意常数）． 

解法二：这里 ( ) 2P x x ， xxQ x cose)(
2

 代入通解的公式得 

)decose(e
d2d2 2

 


Cxxy
xxxxx

 

        = )decose(e
222

Cxx xxx    

= )dcos(e
2

Cxxx  = )(sine
2

Cxx  （C 为任意常数）． 

［例 4-10］求方程
x

x
y

x
y

sin1
 的通解．                            

解： 这里
1 sin

( ) , ( )
x

P x Q x
x x

   

直接代入通解公式，
( )d ( )d

e [ ( )e ]
P x x P x x

y Q x C
   得 

1 1
d dsin

e [ e ]
x x

x xx
y C

x

   =
1

( cos )x C
x

   

小结：一阶微分方程的解法主要有两种：分离变量法，常数变易法．常数变易法主要适

用线性的一阶微分方程，若方程能化为标准形式 )()( xQyxPy  ，也可直接利用公式 
( )d ( )d

e ( )e d
P x x P x x

y Q x x C
  （ ）求通解． 

思考题 4.3 

怎样判断一阶线性微分方程齐次与非齐次？举例说明． 
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练习题 4.3 

1．求下列微分方程的通解． 

（1）
d

e
d

xy
y

x
         （2）

d
3 2

d
   

（3） sin' cos e xy y x          （4） ' tan sin 2y y x x  

（5） 2( 1) ' 2 cos 0x y xy x        （6） ' 2 4y xy x  

（7） 22 d ( 6 )d 0y x y x y        （8） ln d ( ln )d 0y y x x y y   

2．求下列微分方程满足所给初始条件的特解． 

（1） 0' tan sec , | 0xy y x x y      

（2） ππ

sin
' , | 1x

y x
y y

x x
     

（3）
cos

π

2

' cot 5e , | 4x

x
y y x y

 
     

（4）
2

13

2 3
' 1, | 0x

x
y y y

x
 

 
    

  知识拓展 

4.4 二阶线性微分方程 

一、二阶线性微分方程的定义 

定义 4-6  形如 
2

2

d d
( ) ( ) ( )

dd

y y
P x Q x y f x

xx
                            （4-5） 

的方程称为二阶线性微分方程．其中 ( )P x 、 ( )Q x 及 ( )f x 是自变量 x的已知函数，函数 ( )f x 称

为微分方程（4-5）的自由项． 

当 ( )P x 和 ( )Q x 是常数，和 x 无关时，方程成为 

 
2

2

d d
( )

dd

y y
P Qy f x

xx
   ， 

这个方程称为二阶线性常系数微分方程． 

当 ( ) 0f x  ，方程成为 

 
2

2

d d
( ) ( ) 0

dd

y y
P x Q x y

xx
    

这个方程称为二阶线性齐次微分方程．相应地，当 ( ) 0f x  ，方程称为二阶线性非齐次

微分方程． 

当 ( )P x 和 ( )Q x 是常数，且 ( ) 0,f x  方程成为 
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2

2

d d
0

dd

y y
P Qy

xx
    

这个方程称为二阶线性常系数齐次微分方程． 相应地，当 ( )P x 和 ( )Q x 是常数，但

( ) 0f x  时，方程称为二阶线性常系数非齐次微分方程． 

二、二阶线性齐次微分方程解的结构 

定理 4-1  如果函数 1( )y x 与 2 ( )y x 是方程
2

2

d d
( ) ( ) 0

dd

y y
P x Q x y

xx
  的两个解，则 

1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x   

也是该方程的解，其中 1 2,C C 是任意常数． 

证 明 时 只 要 设 1( )y x 与 2 ( )y x 是 方 程
2

2

d d
( ) ( ) 0

dd

y y
P x Q x y

xx
   的 解 ， 再 将

1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x  代入方程左端，这时等式成立，从而定理得证． 

定理 4-1 表明，用
2

2

d d
( ) ( ) 0

dd

y y
P x Q x y

xx
  的两个特解 1( )y x ， 2 ( )y x 可以构造出它的无

数多个解 1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x  ；根据通解的定义，如果 1 2,C C 是相互独立的任意常数，那么

它就是方程的通解．因此， 1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x  是不是方程
2

2

d d
( ) ( ) 0

dd

y y
P x Q x y

xx
  的通解，

就要看 1 2,C C 是不是相互独立的，而这一点是由 1( )y x ， 2 ( )y x 之间的关系确定的． 

如果存在不全为零的常数 1 2,k k ，使 1 1 2 2( ) ( ) 0k y x k y x  ，则称 1( )y x ， 2 ( )y x 线性相关，

否则称为线性无关． 

如果 1( )y x ， 2 ( )y x 线性相关，那么其中一个函数就可表示为另一函数的常数倍，不妨设

1( )y x = 2 ( )ky x ，于是 1 1 2 2 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )y C y x C y x C ky x C y x Cy x     ，说明这个解中实际

上只含有一个任意常数，因此它不是方程
2

2

d d
( ) ( ) 0

dd

y y
P x Q x y

xx
  的通解． 

定理 4-2  如果 1( )y x 与 2 ( )y x 是方程
2

2

d d
( ) ( ) 0

dd

y y
P x Q x y

xx
  的两个线性无关的特

解，则 

1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x   

就是方程
2

2

d d
( ) ( ) 0

dd

y y
P x Q x y

xx
   的通解，其中 1 2,C C 是任意常数． 

例如：容易验证 1( ) exy x 和 2
2 ( ) e xy x  都是二阶线性齐次微分方程 3 2 0y y y      的

解，而 1( )y x 与 2 ( )y x 是线性无关的，因此 1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x  是该方程的通解，其中 1 2,C C

是任意常数． 
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三、二阶线性非齐次微分方程解的结构 

定理 4-3  设 y 是方程
2

2

d d
( ) ( ) ( )

dd

y y
P x Q x y f x

xx
   的一个特解，而Y 是其对应的齐次

方程
2

2

d d
( ) ( ) 0

dd

y y
P x Q x y

xx
   的通解，则 

y Y y  

就是二阶非齐次线性微分方程
2

2

d d
( ) ( ) ( )

dd

y y
P x Q x y f x

xx
   的通解． 

证明：将 y Y y  代入方程
2

2

d d
( ) ( ) ( )

dd

y y
P x Q x y f x

xx
   的左边，得 

2

2

d d
( ) ( )

dd

y y
P x Q x y

xx
   

( ) ( )Y y P x Y y Q x Y y     
                 

             ( ) ( ) ( ) ( )Y y P x Y y Q x Y y                          

             ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )Y P x Y Q x Y y P x y Q x y               

             ( ) ( )( ) ( )y P x y Q x y         

( )f x  

故 y Y y   是方程
2

2

d d
( ) ( ) ( )

dd

y y
P x Q x y f x

xx
   的解，又因为Y 中含有两个相互独立的

任意常数，所以 y Y y  是方程
2

2

d d
( ) ( ) ( )

dd

y y
P x Q x y f x

xx
   的通解． 

定理 4-4  设 1y 与 2y 分别是方程 

1( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x       

与                      2( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x       

的特解，则 1 2y y   是方程 

1 2( ) ( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x f x        

的特解． 

例如：容易验证
1

( ) e
2

xy x    是二阶线性非齐次微分方程 2 e xy y y        的一个特解，

而 2
1 2e ex xy C C    是对应的二阶线性齐次微分方程 2 0y y y    的通解，因此

2 e xy y y        的通解为 

 2
1 2

1
e e e

2
x x xy C C      

根据上述定理，求二阶线性非齐次微分方程的通解归结为求其一个特解 y 及其对应的二

阶线性齐次微分方程的两个线性无关的解 1( )y x 和 2 ( )y x ． 
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然而，求 y ， 1( )y x 和 2 ( )y x 仍然是相当困难的，下面仅当 ( )P x 和 ( )Q x 是常数时给出解法． 

四、二阶线性常系数齐次微分方程解的结构 

二阶线性常系数齐次微分方程 
 0y py qy      

是齐次线性微分方程的特殊情况，因此，根据定理 4-2 可知，只要求出它的两个线性无关的

特解，就可以确定它的通解． 

二阶线性常系数齐次微分方程 0y py qy      的特点： , ,y y y  之间仅差一个常数因子，

而指数函数 e xy   就恰好具备这一特点，只要选取适当的 值，就能使它满足方程

0y py qy      ． 

将 e xy   ， e xy   ， 2e xy      代入方程，得 

 2e ( ) 0x p q      

由于 e 0x  ，所以 

 2 0p q     

上式称为方程 0y py qy    的特征方程，它的两个根则称为方程的特征根． 

如上所述，求方程 0y py qy    解得问题转化为求其特征根的问题．下面根据代数方

程 2 0p q     的根的判别式的符号的不同，分以下三种情况讨论． 

1．当 2 4 0p q    时，特征方程 2 0p q    有两个不相等的实根 

 
2

1,2

4

2

p p q
 

   
  

由于
1

1 2

2

( )e
e

e

x
x

x

 
  

 
   常数，所以 1

1 e xy  ， 2
2 e xy  是方程 0y py qy    的两个线性

无关的特解，故其通解为 y  1
1e

xC + 2
2e xC  ． 

2．当 2 4 0p q    时，特征方程 2 0p q    有两个相等的实根 

 1 2 2

p     

此时只能找到 0y py qy    的一个特解 2
1 e

p
x

y
 

 ．要求出通解，还必须找到方程的另

外一个特解 2y ，且
2

1

y

y
常数．事实上，可以验证 2

2 e
p

x
y x

 
 是方程的一个特解 2y ，且

2

1

y

y
 常数，所以此时方程的通解为 y  2

1e
p

x
C

 + 2
2 e

p
x

C x
 ． 

3.当 2 4 0p q    时，特征方程 2 0p q    有两个共轭的复根 

 1 2i , i        ，其中
24

,
2 2

q pp  
 

    

从而得到方程 0y py qy      的两个线性无关的特解 

 1
1 e xy  ， 2

2 e xy   
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为了便于应用，利用欧拉公式 ie cos isin    ，得 

 1 e (cos isin )xy x x    ， 2 e (cos i sin )xy x x     

由定理 4-1 可知 

 1 1 2

1
( ) e cos

2
xY y y x    ， 2 1 2

1
( ) e sin

2
xY y y x     

也是方程的两个特解，且线性无关．所以，方程 0y py qy    的实函数形式的通解为 

 y  
1 2e ( cos sin )x C x C x    

［例 4-11］  求微分方程 2 0y ay y     的通解． 

解：原方程对应的特征方程为 2 2 1 0r ar   ，
2

1,2

2 4 4

2

a a
r

 
 = 2 1a a  ， 

（1）当 1a  ，即 1a 或 1a   时，特征方程有两个不相等的实根  

 2
1 1r a a   ， 2

2 1r a a  ， 

故原方程的通解为 

 2 2( 1) ( 1)
1 2e ea a x a a xy C C       

（2）当 1a  ，即 1a 或 1a   时，特征方程有两个相等的实根 1 2r r a  

故原方程的通解为 1 2( )eaxy C C x   

（3）当 1a  ，即 1 1a  时，特征方程有两个共轭复根 2
1,2 i 1r a a    

故原方程的通解为 

 2 2
1 2e ( cos 1 sin 1 )axy C a x C a x     

综上所述，求二阶线性常系数齐次微分方程通解的步骤如下： 

第一步，写出方程 0y py qy    的特征方程 2 0p q    ， 

第二步，求出特征方程的两个特征根 1 2,  ． 

第三步，根据表 4-1 给出的三种特征根的不同情形，写出 0y py qy    的通解． 

表 4-1 

特征方程 2 0p q    的根 微分方程 0y py qy     的通解 

有两个不同特征实根 1  2  y 1
1e

xC + 2
2e

xC   

有两个相同特征实根 1 = 2  y 2
1e

p
x

C
 + 2

2 e
p

x
C x

  

有一对共轭复根 1,2     i  y
1 2e ( cos sin )x C x C x    

五、二阶线性常系数非齐次微分方程解的结构 

根据定理 4-3，求二阶线性常系数非齐次微分方程 
 ( )y py qy f x       

的通解归结为求其一个特解 y 及其对应的二阶线性齐次微分方程 

 0y py qy      

的两个线性无关的解 1( )y x 和 2 ( )y x ．而对应的齐次微分方程 0y py qy    的通解我们已经
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讨论过了，这里只需讨论如何求 ( )y py qy f x     的一个特解 y 即可．在实际当中，求解

非齐次方程的特解 y ，往往比求对应的齐次方程的通解困难得多，表 4-2 我们直接给出当

( )f x 为两种常见形式时用待定系数法求方程 ( )y py qy f x    的特解的形式． 

表 4-2 

自由项 ( )f x 的形式 特解的形式的设法 

( ) ( )e x
mf x P x  

不是特征根 
* ( )e x

my Q x    

是特征单根 
* ( )e x

my xQ x    

 是二重特征根 
* 2 ( )e x

my x Q x    

1( ) ( )e cosx
mf x P x   或

2 ( ) ( )e sinx
mf x P x    

①令 i     ，构造辅助方程 y py qy    = ( )e x
mP x   

②求出辅助方程的特解 *
1 2iy y y   

③则 1y 是方程 y py qy     1( )f x 特解 

 2y 是方程 y py qy     2 ( )f x 特解 

注 意 ：表中的 ( )mP x 为已知的 m 次多项式， ( )mQ x 为待定的 m 次多项式，如
2

2( )Q x Ax Bx C   （ , ,A B C 为待定常数）． 

［例 4-12］  求微分方程 4 exy y x    满足初始条件 0 0xy  ， 0 1xy    的特解． 

解：对应齐次方程的特征方程为 2 1 0  ，特征根 1,2 1  ．故对应齐次微分方程的

通解为 1 2e ex xy C C  ． 

因为 1  是特征方程的单根，所以设特解为  *
0 1( )exy x b x b   

代入原方程得  0 1 02 2 4 4b b b x x    

比较同类项系数得  0 1b  ， 1 1b   ，从而原方程的特解为 * ( 1)exy x x   

故原方程的通解为  y  
1 2e ex xC C   ( 1)exx x   

由初始条件 0x 时， 0y y  ，得 
1 2

1 2

0 ,

2 ,

C C

C C

  
   

 

从而 1 1C  ， 2 1C  ．因此满足初始条件的特解为 

 y  e ex x ( 1)exx x   

［例 4-13］  求微分方程 24 8 e sin 2xy y y x      的通解． 

解：对应的齐次微分方程的特征方程 2 4 8 0   ，特征根 1,2 2 2i  ．于是所对

应的齐次微分方程通解为 

 2
1 2e ( cos 2 sin 2 )xy C x C x   

为了求原方程 24 8 e sin 2xy y y x      的一个特解，先求辅助方程 

 (2 2i)4 8 e xy y y                

的特解． 

由于 2 2i   是特征方程的单根，且 ( ) 1mP x 是零次多项式．所以设辅助方程
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(2 2i)4 8 e xy y y        的特解为 (2 2i)e xy Ax   ，代入原方程，化简得 

 (4 4i) 8i 4[ (2 2i) ] 8 1A Ax A Ax Ax      ， 

比较同类项系数，得 4 i 1A  ，
1 i

4i 4
A     

所以，辅助方程 (2 2i)4 8 e xy y y        的特解为 

 2i
e (cos 2 isin 2 )

4
xy x x x    = 21

e (i cos 2 sin 2 )
4

xx x x   

其虚部
21

e cos 2
4

xx x 即为所求原方程 24 8 e sin 2xy y y x      的特解． 

因此原方程通解为 

 2
1 2e ( cos sin )xy C x C x  21

e cos 2
4

xx x  

小结：在设微分方程 ( )e x
my py qy P x      的特解时，必须注意把特解 *y 设全，如：

2( )mP x x ，那么 2
0 1 2( )mQ x b x b x b  ，而不能设 2

0( )mQ x b x ．另外，微分方程的特解都

应是满足一定初始条件的解，上面所求的特解 *y 一般不会满足题设的初始条件，因此需要从

通解中找出一个满足该初始条件的特解． 

思考题 4.4 

试写出二阶常系数齐次及非齐次微分方程解的结构？ 

练习题 4.4 

1．求下列微分方程的通解． 

（1） '' ' 2 0y y y        （2） '' 4 ' 0y y   

（3） '' 0y y        （4） '' 6 ' 13 0y y y   

（5）
2

2

d d
4 20 25 0

dd

x x
x

tt
      （6） '' 4 ' 5 0y y y   

2．求下列各微分方程的通解． 

（1） 2 '' ' 2exy y y        （2） 2'' exy a y   

（3） 22 '' 5 ' 5 2 1y y x x       （4） '' 3 ' 2 3 e xy y y x      

（5） '' 5 ' 4 3 2y y y x        （6） 3'' 6 ' 9 ( 1)e xy y y x     

  数学实验 

4.5 实验——用 MATLAB 求微分方程 

在 MATLAB 中主要用 dsolve 来求解微分方程．命令格式为： 

s=dsolve（'方程 1'，'方程 2'，…，'初始条件 1'，'初始条件 2' …，'自变量'）． 

说明：  在以上命令格式中，用字符串方程表示所求解微分方程，自变量默认值为 t ．导
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数用 D 表示，2 阶导数用 D2 表示，以此类推．S 返回解析解． 

［例 4-14］  求解下列微分方程． 

（1） bayy '  

（2） 1)0(',0)0(,)2sin(''  yyyxy  

（3） 1)0(',1)0(',','  gffgggff  

解：（1）输入命令： 

s=dsolve（'Dy=a*y+b'，'x'） 

结果为： 

s = 

-（b – C1*exp（a*x））/a 

（2）输入命令： 

s=dsolve（'D2y=sin（2*x）-y'，'y（0）=0'，'Dy（0）=1'，'x'） 

结果为： 

s=  

（5*sin（x））/3 - sin（2*x）/3 

（3）输入命令： 

s=dsolve（'Df=f+g'，'Dg=g-f'，'f（0）=1'，'g（0）=1'）； 

simplify（s.f）          %s 是一个结构 

simplify（s.g） 

结果为： 

ans = 

exp（t）*（cos（t）+ sin（t）） 

ans = 

exp（t）*（cos（t）- sin（t）） 

［例 4-15］  求解微分方程 

 1)0(,1'  ytyy  

解：输入命令： 

s=dsolve（'Dy=-y+t+1'，'y（0）=1'，'t'）； 

simplify（s）   %以最简形式显示 s 
结果为： 

ans=t + 1/exp（t） 

注意： 利用 dsolve 命令可以很方便地求得常微分方程的通解和满足给定条件的特解．但

须注意在建立方程时 , ,y y y     ，应分别输入为 Dy，D2y，D3y，…，且一般需要指明自变

量． 

［例 4-16］  求二阶常微分方程 2 2exy y y      的通解． 
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解：输入命令： 

y=dsolve（'2*D2y+Dy-y=2*exp（x）'，'x'） 

  结果为： 

y= 

  exp（1/2*x）*C2+exp（-x）*C1+exp（x） 

上面 dsolve 命令中的第二个参数‘x’用来指明自变量 x．如果省略该参数，MATLAB

将以 t 为自变量来给出方程的解． 

［例 4-17］  求初值问题
2 2 3d
e 1

d
(1) 0

y y
x x

x
y

    
 
   

的解． 

解：输入命令： 

y=dsolve（'x^2*exp（2*y）*Dy=x^3+1'，'y（1）=0'，'x'） 

结果为： 

y= 

log（x^2 - 2/x + 2）/2． 

思考题 4.5 

在利用 MATLAB 求解微分方程中系统默认的自变量为 t，所以对 t 求导，末尾是否可以

不加 t，而对 x 求导，是否一定要加自变量 x？ 

练习题 4.5 

1．写出求解常微分方程
d 1

d

y

x x y
 

 的 MATLAB 程序． 

2．利用 MATLAB 求常微分方程的初始值问题 0

d
3 8, | 2

d x

y
y y

x    的解． 

3．利用 MATLAB 求常微分方程的特解． 

 

2

2

d d
4 29 0

dd
(0) 0, '(0) 15

y y
y

xx
y y

 
   

 
    

 

4．写出求常微分方程组
2

d
5 e

d
d

3 e
d

t

t

x
x y

t
y

x y
t

      
 
      

通解的 MATLAB 程序． 
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  知识应用 

4.6 常微分方程的应用 

函数是事物的内部联系在数量方面的反映，如何寻找变量之间的函数关系，在实际应用

中具有重要意义．在许多实际问题中，往往不能直接找出变量之间的函数关系，但是根据问

题所提供的情况，有时可以列出含有要找的函数及其导数（或微分）的关系式．这就是所谓

的微分方程，从而得出微分方程模型．下面通过一些具体的实例介绍具体的实际应用过程，

望读者能从中得到启发． 

一、人口预测模型 

由于资源的有限性，当今世界各国都注意有计划地控制人口的增长，为了得到人口预测

模型，必须首先搞清影响人口增长的因素，而影响人口增长的因素很多，如人口的自然出生

率、人口的自然死亡率、人口的迁移、自然灾害、战争等诸多因素，如果一开始就把所有因

素都考虑进去，则无从下手．因此，先把问题简化，建立比较粗糙的模型，再逐步修改，得

到较完善的模型． 

［例 4-18］ （马尔萨斯（Malthus）模型）英国人口统计学家马尔萨斯（1766—1834）

在担任牧师期间，查看了教堂 100 多年人口出生统计资料，发现人口出生率是一个常数，于

1789 年在《人口原理》一书中提出了闻名于世的马尔萨斯人口模型，他的基本假设是：在人

口自然增长过程中，净相对增长（出生率与死亡率之差）是常数，即单位时间内人口的增长

量与人口成正比，比例系数设为 r ，在此假设下，推导并求解人口随时间变化的数学模型． 

解：设时刻 t 的人口为 ( )N t ，把 ( )N t 当作连续、可微函数处理（因人口总数很大，可

近似地这样处理，此乃离散变量连续化处理），据马尔萨斯的假设，在 t 到 t t  时间段内，

人口的增长量为 
 ( ) ( ) ( )N t t N t rN t t      

并设 0t t 时刻的人口为 0N ，于是 

 

0

d

d
( )

N
rN

t
N t N

   
 
  

 

这就是马尔萨斯人口模型，用分离变量法易求出其解为 

 0( )
0( ) er t tN t N    

此式表明人口以指数规律随时间无限增长． 

模型检验：据估计 1961 年地球上的人口总数为 93.06 10 ，而在以后 7 年中，人口总数

以每年 2%的速度增长，这样 0 1961t  ， 9
0 3.06 10N    ， 0.02r ，于是 

 9 0.02( 1961)( ) 3.06 10 e tN t     

这个公式非常准确地反映了在 1700—1961 年间世界人口总数．因为，这期间地球上的人
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口大约每 35 年翻一番，而上式断定 34.6 年增加一倍（请读者证明这一点）． 

但是，后来人们以美国人口为例，用马尔萨斯模型计算结果与人口资料比较，却发现有

很大的差异，尤其是在用此模型预测较遥远的未来地球人口总数时，发现存在更令人不可思

议的问题，如按此模型计算，到 2670 年，地球上将有 36 000 亿人口．如果地球表面全是陆

地（事实上，地球表面还有 80%被水覆盖），我们也只得互相踩着肩膀站成两层了，这是非

常荒谬的．因此，这一模型应该修改． 

［例 4-19］（罗捷斯蒂克（Logistic）模型）马尔萨斯模型为什么不能预测未来的人口呢？

这主要是地球上的各种资源只能供一定数量的人生活，随着人口的增加，自然资源环境条件

等因素对人口增长的限制作用越来越显著，如果当人口较少时，人口的自然增长率可以看做

常数的话，那么当人口增加到一定数量以后，这个增长率就要随人口的增加而减小．因此，

应对马尔萨斯模型中关于净增长率为常数的假设进行修改． 

1838 年，荷兰生物数学家韦尔侯斯特（Verhulst）引入常数 mN ，用来表示自然环境条件

所能容许的最大人口数（一般说来，一个国家工业化程度越高，它的生活空间就越大，食物

就越多，从而 mN 就越大），并假设将增长率等于
( )

1
m

N t
r

N

 
   

，即净增长率随着 ( )N t 的增加

而减小，当 ( ) mN t N 时，净增长率趋于零，按此假定建立人口预测模型． 

解：由韦尔侯斯特假定，马尔萨斯模型应改为 

 0

0 0

d
1

d

( )

N N
r N

t N

N t N

  
      

   

 

上式就是逻辑模型，该方程可分离变量，其解为 

 
0( )

0

( )

1 1 e

m

r t tm

N
N t

N

N
  

 
  

      
 

下面，我们对模型作一简要分析． 

（1）当 t   ， ( ) mN t N ，即无论人口的初值如何，人口总数趋向于极限值 mN ． 

（2）当 0 mN N  时，
d

1 0
d m

N N
r N

t N

  
       

，这说明 ( )N t 是时间 t 的单调递增函数． 

（3）由于
2

2
2

d 2
1 1

d m m

N N N
r N

N Nt

   
         

，所以当
2

mN
N  时，

2

2

d
0

d

N

t
，

d

d

N

t
单增；当

2
mN

N  时，
2

2

d
0

d

N

t
 ，

d

d

N

t
单减，即人口增长率

d

d

N

t
由增变减，在

2
mN
处最大，也就是说在

人口总数达到极限值一半以前是加速生长期，过这一点后，生长的速率逐渐变小，并且迟早

会达到零，这是减速生长期． 

（4）用该模型检验美国从 1790 年到 1950 年的人口，发现模型计算的结果与实际人口在

1930 年以前都非常吻合，自从 1930 年以后，误差越来越大，一个明显的原因是在 20 世纪 60
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年代美国的实际人口数已经突破了 20 世纪初所设的极限人口．由此可见该模型的缺点之一是

mN 不易确定，事实上，随着一个国家经济的腾飞，它所拥有的食物就越丰富， mN 的值也就

越大． 

（5）用逻辑模型来预测世界未来人口总数．某生物学家估计， 0.029r ，又当人口总数

为 93.06 10 时，人口每年以 2%的速率增长，由逻辑模型得 

 
1 d

1
d m

N N
r

N t N

 
    

 

即                     
93.06 10

0.02 0.029 1
mN

      
 

从而得                      99.86 10mN   ， 

即世界人口总数极限值近 100 亿． 

值得说明的是：人也是一种生物，因此，上面关于人口模型的讨论，原则上也可以用于

在自然环境下单一物种生存着的其他生物，如森林中的树木、池塘中的鱼等，逻辑模型有着

广泛的应用． 

二、市场价格模型 

对于纯粹的市场经济来说，商品市场价格取决于市场供需之间的关系，市场价格能促使

商品的供给与需求相等（这样的价格称为（静态）均衡价格）．也就是说，如果不考虑商品价

格形成的动态过程，那么商品的市场价格应能保证市场的供需平衡，但是，实际的市场价格

不会恰好等于均衡价格，而且价格也不会是静态的，应是随时间不断变化的动态过程． 

［例 4-20］  试建立描述市场价格形成的动态过程的数学模型 ． 

解：假设在某一时刻 t ，商品的价格为 ( )p t ，它与该商品的均衡价格间有差别，此时，

存在供需差，此供需差促使价格变动．对新的价格，又有新的供需差，如此不断调节，就构

成市场价格形成的动态过程，假设价格 ( )p t 的变化率
d

d

p

t
与需求和供给之差成正比，并记

( , )f p r 为需求函数， ( )g p 为供给函数（ r 为参数），于是 

 
    

0

d
,

d
(0)

p
f p r g p

t
p p

         
   

 

其中 0p 为商品在 0t  时刻的价格，  为正常数． 

 

若设 ( , )f p r ap b   ， ( )g p cp d ，则上式变为 

 

0

d
( ) ( )

d
(0)

p
a c p b d

t
p p

         
 
   

 （4-6） 

其中 , , ,a b c d 均为正常数，其解为 
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( )

0( ) e a c tb d b d
p t p

a c a c
               

下面对所得结果进行讨论： 

（1）设 p 为静态均衡价格 ，则其应满足  

 ( , ) ( ) 0f p r g p   

即                  a p b c p d     

于是得
b d

p
a c

  
 

，从而价格函数 ( )p t 可写为 

 ( )
0( ) ( )e a c tp t p p p        

令 t    ，取极限得  

 lim ( )
t

p t p
   

 

这说明，市场价格逐步趋于均衡价格．又若初始价格 0p p ，则动态价格就维持在均衡

价格 p 上，整个动态过程就化为静态过程． 

（2）由于 

             
( )

0

d
( ) ( )e

d
a c tp

p p a c
t

         

所以，当 0p p 时，
d

0
d

p

t
， ( )p t 单调下降向 p 靠拢；当 0p p时，

d
0

d

p

t
， ( )p t 单调增加

向 p 靠拢．这说明：初始价格高于均衡价格时，动态价格就要逐步降低，且逐步靠近均衡价

格；否则，动态价格就要逐步升高．因此，式（4-6）在一定程度上反映了价格影响需求与供

给，而需求与供给反过来又影响价格的动态过程，并指出了动态价格逐步向均衡价格靠拢的

变化趋势． 

三、混合溶液的数学模型  

［例 4-21］  设一容器内原有 100L 盐，内含有盐 10kg，现以 3L/min 的速度注入质量

浓度为 0.01kg/L 的淡盐水，同时以 2L/min 的速度抽出混合均匀的盐水，求容器内盐量变化

的数学模型． 

解：设 t 时刻容器内的盐量为 ( )x t kg，考虑 t 到 dt t 时间内容器中盐的变化情况，在 dt 时

间内 

容器中盐的改变量 注入的盐水中所含盐量－抽出的盐水中所含盐量 

容器内盐的改变量为 dx ，注入的盐水中所含盐量为 0.01 3dt ，t 时刻容器内溶液的质量

浓度为
( )

100 (3 2)

x t

t  ，假设 t 到 dt t 时间内容器内溶液的质量浓度不变（事实上，容器内的

溶液质量浓度时刻在变，由于 dt 时间很短，可以这样看）．于是抽出的盐水中所含盐量为

( )
2d

100 (3 2)

x t
t

t  ，这样即可列出方程 
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2

d 0.03d d
100

x
x t t

t
   

即 

 
d 2

0.03
d 100

x x

t t
   

又因为 0t  时，容器内有盐10 kg，于是得该问题的数学模型为 

 

d 2
0.03

d 100

(0) 10

x x

t t

x

      
 
 
   

 

这是一阶非齐次线性方程的初值问题，其解为 

 
4

2

9 10
( ) 0.01(100 )

(100 )
x t t

t

 
   

 
 

下面对该问题进行一下简单的讨论，由上式不难发现： t 时刻容器内溶液的质量浓度为  

 
4

3

( ) 9 10
( ) 0.01

100 (100 )

x t
p t

t t

 
   

  
 

且当 t    时， ( ) 0.01p t ，即长时间地进行上述稀释过程，容器内盐水的质量浓度将趋于

注入溶液的质量浓度． 

溶液混合问题的更一般的提法是：设有一容器装有某种质量浓度的溶液，以流量 1V 注入

质量浓度为 1C 的溶液（指同一种类溶液，只是质量浓度不同），假定溶液立即被搅匀，并以 2V

的流量流出这种混合溶液，试建立容器中质量浓度与时间的数学模型． 

首先设容器中溶质的质量为 ( )x t ，原来的初始质量为 0x  ， t  =0 时溶液的体积为 2V ，在

d t 时间内，容器内溶质的改变量等于流入溶质的数量减去流出溶质的数量，即 

 1 1 2 2d d dx C V t C V t  ， 

其中， 1C 是流入溶液的质量浓度， 2C 为 t 时刻容器中溶液的质量浓度， 2
0 1 2( )

x
C

V V V t
 

  
，于

是，有混合溶液的数学模型 

 1 1 2 2

0

d

d
(0)

x
C V C V

t
x x

    
 
   

 

该模型不仅适用于液体的混合，而且还适用于讨论气体的混合． 

四、药品在液体中的运动规律模型 

［例 4-22］  一质量为m 的药品由静止开始沉入某种液体，当下沉时，液体的反作用力

与下沉速度成正比，求此药品在液体中的运动规律． 

解：设药品在液体中的运动规律为 ( )x x t ，由题意，有 
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2

2

0 0

d d

dd
d

0 , 0
dt t

x x
m mg k

tt
x

x
t  

 
    

 
    

 （ 0k  为比例系数） 

方程变为                     
2

2

d d

dd

x k x
g

m tt
  

齐次方程的特征方程为  2 0
k

r r
m

 ， ( ) 0
k

r r
m

 ， 1 0r ， 2

k
r

m
  

故原方程所对应的齐次方程的通解为  
1 2e

k
t

m
cx C C

 
  ， 

因 0  是特征单根，故可设 px at ，代入原方程，即得 
mg

a
k

 ， 

故 p

mg
x t

k
 ，所以原方程的通解 

 
1 2e

k
t

mx C C
 

  
mg

t
k

  

由初始条件得 
2

1 2

m g
C

k
  ，

2

2 2

m g
C

k
  

因此药品在液体中的运动规律为  
2

2
( ) (1 e )

k
t

mmg m g
x t t

k k

 
    

五、体内药物分析模型 

［例 4-23］  某人突然开始强烈气喘，医生立即给他一次性注射 43.2mg 茶碱药物，可以

想象药物是进入了一个容积为 35000mL 的分隔区间（这一容积就是人体内药物可以达到的空

间的总体积），药物离开病人身体的速度与体内药量的多少成正比，比例常数为 0.082，试求

体内药物浓度的数学模型． 

解：为了简单期间，不妨提出以下假设：①假设病人身体内最初不含这种药物；②设 t

时刻人体内的药物量为 ( )x t mg（从注射时计），一次注入体内的药物量为 D，人体体液的总

体积为 V=35000mL． 

根据题意，药物离开人体的速度
d ( )

d

x t

t
与体内药量 x 成正比，即 

 

d ( )

d
(0)

x t
kx

t
x D

   
 
   

 

对方程
d ( )

d

x t
kx

t
  分离变量，得 

 
d ( )

d
x t

k t
x

   

两边积分                     
d ( )

d
x t

k t
x
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即                          ln | ( ) |x t kt C   

则通解为                      ( ) e ktx t C  

根据 x（0）= D 得，C D ，从而  ( ) e ktx t D  

药物的浓度为              
( ) e

( )
ktx t D

c t
V V

   

根据题意，初始条件为 D= 43.2，k = 0.082，V= 35000，则药物浓度为 

 
0.08243.2e

( )
35000

t

c t
 

  

六、刑事侦查中死亡时间的鉴定模型 

［例4-24］  某地发生一起谋杀案．刑侦人员测得尸体温度为30℃，此时是下午4点整．假

设该人被谋杀前的体温为 37℃，被杀两小时后尸体温度为 35℃，周围空气的温度为 20℃，

试推断谋杀是何时发生的？ 

解： 1．模型假设与变量说明 

（1）假设尸体温度按牛顿冷却定律开始下降，即尸体冷却的速度与尸体温度和空气温度

之差成正比． 

（2）假设尸体的最初温度为 37℃，两个小时后尸体温度为 35℃，且周围空气的温度保持

20℃不变． 

（3）假设尸体被发现时的温度是 30℃，时间是下午 4 点整． 

（4）假设尸体的温度为 H（t）（t 从谋杀时计）． 

2．模型的分析与建立 

由于尸体的冷却速度
d

d

H

t
与尸体温度 H 和空气温度之差成正比，设比例系数为 k（k>0

为常数），则有 

 
d

( 20)
d

H
k H

t
    

初始条件为 H（0）=37． 

3．模型求解 

方法 1：
d

( 20)
d

H
k H

t
   分离变量得

d
d

20

H
k t

H
  ，两端积分得 20 e ktH C    ． 

把初始条件为 H（0）=37 代入上式得 =17C ，于是满足问题的特解为 20 17e ktH    ，

根据两小时后尸体温度为 35℃这一条件，有 235 20 17e k   ，求得 0.063k ，于是尸体的温

度函数为： 
 0.06320 17e tH     

将 30H  代入上式，求得（小时）． 

方法 2：上述计算较麻烦，用 MATLAB 求解，过程如下： 

>> dsolve（'DH=-0.063*（H-20）'，'H（0）=37'）   %求尸体的温度函数 
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ans =  

17/exp（（63*t）/1000）+ 20 

>> solve（'30=20+17/exp（63*t/1000）'，'t'）   %求 t 的值  

ans =  

-（1000*log（10/17））/63 

>>-（1000*log（10/17））/63    %转化为具体数值 

ans = 

    8.4227 

于是可以判断谋杀发生在下午 4 点尸体被发现前的 8.4 小时左右，即是在上午 7 点 36 分

左右发生的． 

思考题 4.6 

用微分方程求解具体问题的一般步骤和方法是什么？ 

练习题 4.6 

1．在空气中自由落下初始质量为 0m 的雨点均匀地蒸发着，设每秒蒸发m ，空气阻力和

雨点速度成正比，如果开始雨点速度为零，试求雨点运动速度和时间的关系． 

2．静脉输入葡萄糖是一种重要的医疗技术，为了研究这一过程，设 ( )G t 是 t 时刻血液中

的葡萄糖含量，且设葡萄糖以每分钟 k 克的固定速率输入到血液中，与此同时，血液中的葡

萄糖还会转化为其他物质或转移到其他地方，其转化速率与血液中的葡萄糖含量成正比． 

（1）列出描述这一情况的微分方程，并求此方程的解； 

（2）确定血液中葡萄糖的平衡含量． 

3．人工繁殖细菌，其增长速度和当时的细菌数成正比． 

（1）如果 4 小时的细菌数为原细菌数的 2 倍，那么经过 12 小时应有多少？ 

（2）如果在 3 小时的细菌数为 410 个，在 5 小时的细菌数为 44 10 个，那么在开始时有

多少个细菌？ 
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习题 A 

一、选择题 

1．微分方程中的（  ）中包含了它所有的解． 

A．通解   B．特解   C．初始解  D．初始值 

2．微分方程 3 2 4 5( ''') 3( '') ( ') 0y y y x   的阶数是（  ）． 

A．4 阶   B．3 阶   C．2 阶   D．1 阶 

3．方程 2 2'xy x y y   是（  ）． 

A．齐次方程  B．一阶线性方程 C．伯努利方程 D．可分离变量方程 

4．微分方程
2 2 2d

d

y
x x y

x
 是 （  ）． 

A．一阶可分离变量方程   B．一阶齐次方程 

C．一阶非齐次线性方程   D．一阶齐次线性方程 

5．下列方程中，是一阶线性微分方程的是（  ）． 

A． 2( ') 2 ' 0x y yy x       B． 2 ' 0xy yy x   

C． 2' 0xy x y       D． (7 6 )d ( )d 0x y x x y y     

6．方程 'xy y x  满足初始条件 1| 1xy  的特解是（  ）． 

A． lny x x x       B． lny x x Cx  

C． 2 lny x x x       D． 2 lny x x Cx  

7．微分方程 2xy y 的通解为（  ）． 

A． 2y x   B． 2y x c  C． 2y Cx   D． 0y  

8．微分方程 'xy y 满足 (1) 1y 的特解是（  ）． 

A． y x    B． y x C   C． y Cx   D． 0y  

9．微分方程 2' sin( )( ') 5 0y xy y y x   是（  ）． 

A．一阶微分方程     B．二阶微分方程 

C．可分离变量的微分方程   D．一阶线性微分方程 

10．微分方程 ' 2y xy 的通解为（  ）． 

A．
2

exy C   B． exy C   C．
2

exy C   D．

2

2e

x

y C  

二、填空题 

1．微分方程 3 4( ') '' 3 0y y y y  的阶数为     ． 

2．微分方程
d

0
d

y
y

x
  的通解是     ． 

3．微分方程 ' 2 0y xy  的通解     ． 

4．微分方程 ' ex yy  的通解是     ． 
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5．一阶线性微分方程 ' ( ) ( )y P x y Q x  的通解为     ． 

三、计算题  

1．求下列可分离变量微分方程的通解． 

（1） d dy y x x  

（2）
d

ln
d

y
y y

x
   

（3）
d

e
d

x yy

x
  

（4） tan d cot d 0y x x y   

2．求下列方程满足给定初始条件的解． 

（1）
d

( 1) (0) 1
d

y
y y y

x
   ，  

（2） 2 2( 1) ' 2 0, (0) 1x y xy y  -  

（3） 23' 3 , (2) 0y y y   

（4） 2 2 2 2( )d ( )d 0, (1) 1y xy x x yx y y       

3．求解下列齐次方程． 

（1） 2 2( 2 )d d 0y xy x x y    

（2） ' tan
y

xy y x
x

   

（3） ' ( ) ln
x y

xy y x y
x

     

（4） 2 2'xy x y y    

4．求解下列一阶线性微分方程． 

（1）
d

2 4
d

y
xy x

x
   

（2） 21
' 2( 2)

2
y y x

x
   

 
 

（3）
d

3 2
d

  
 

   

（4）
2

' 2 e cosxy xy x   

5．求解下列微分方程的特解． 

（1） '' 4 ' 3 0, (0) 6, '(0) 10y y y y y      

（2） 4 '' 4 ' 0, (0) 2, '(0) 0y y y y y      

6．求解下列二阶线性常系数非齐次微分方程． 

（1） '' 3 ' 2 exy y y x    

（2） '' exy y x    

（3） '' 4siny y x   

（4） '' cos 2y y x x   
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7．建筑构件开始的温度为 100℃，放在 20℃的空气中，开始的 600 秒温度下降到 60℃．问

从 100℃下降到 25℃需要多长时间？ 

习题 B 

一、选择题 

1．设 1 2( ), ( )y x y x 是某个二阶常系数非齐次线性方程 '' ' ( )y py qy f x  的两个解，则下

列论断正确的是（  ）． 

A． 1 1 2 2( ), ( )C y x C y x （ 1 2,C C 为常数）一定也是该非齐次方程的解 

B．当
1

2

( )

( )

y x

y x
常数时， 1 1 2 2( ) ( )C y x C y x 是该非齐次方程的通解 

C． 1 2( ) ( )y x y x 是对应齐次方程 '' ' 0y py qy  的解 

D． 1 2( ) ( )y x y x 是对应齐次方程 '' ' 0y py qy  的解 

2．下列方程中为一阶线性方程的是（  ）． 

A． 2' exy xy       B． ' exyy xy   

C．
1

'y
x y

      D． ' cosy y x  

二、填空题 

1．微分方程的阶是指      ． 

2．微分方程的通解是指      ．     

3．已知 2e , ex xy y  是某个二阶常系数齐次线性方程的两个解，则该方程为      ． 

4．设 1 2( ), ( )y x y x 是二阶常系数齐次方程的两个解，则 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )C x y x C x y x 是该

方程通解的充分必要条件是            ． 

三、计算题 

1．写出下列微分方程的特解形式． 

（1） 2'' 2 ' 1y y x    

（2） 3'' 6 ' 9 e xy y y    

（3） '' e xy y x   

（4） '' 2 ' 5 e sin 2xy y y x     

（5） '' 4 ' sin 2 3cos 2y y x x    

2．求下列微分方程的通解． 

（1） ' ln (ln 1)xy x y x x   

（2）
d e

d 2 e

y

y

y

x y x
 

 
 

（3） '' 4 sin cosy y x x   

3．求下列微分方程满足初始条件的特解． 
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（1） 2
1

1
' ln 0, |

2xx y xy x y       

（2） 2
0 0'' 2 ' e ( 3), | 2, ' | 2x

x xy y x x y y         

4．一质量为m 的潜水艇从水面由静止状态开始下潜，所受阻力与下降速度成正比（比

例系数为  ），求潜水艇下潜深度 y 与时间 t 的函数关系． 
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附录 A 基本初等函数的图像、定义域和性质 

名称 解析式 定义域和值域 图像 特性 

幂函数 ( )y x  R

依 的不同而

异，但在 (0, )  

内都有定义 

 

经过点（1，

1），在第一象

限内，当 α>0

时，y 为增函

数；当 α<0

时，y 为减函

数 

指数函

数 
( 0, 1)

xy a

a a

 
  

( , )

(0, )

x

y

    
   

  

图像在 x

轴的上方，都

经过点（0，

1），当 0<α<1

时，y 为减函

数；当α>1时，

y 为增函数 

对数函

数 

log

( 0, 1)
ay x

a a

 
  

(0, )

( , )

x

y

  
    

  

图像在 y

轴的右侧，经

过点（1，0），

当 0<α<1 时，

y 为减函数；

当 α>1 时，y

为增函数 

三角函

数 
siny x  

( , )

[ 1, 1]

x

y

    
  

  

奇函数，周

期为 2 π ，图

像在两直线

y=-1，y=1 之

间 
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（续表）    

名称 解析式 定义域和值域 图像 特性 

三角函

数 

cosy x  
( , )

[ 1, 1]

x

y

    
  

  

偶函数，周

期为 2π，图

像在两直线

y=-1，y=1 之

间 

tany x  

π
π

2
( )

( , )

x k

k Z

y

  

 
    

  

奇函数，周

期为 π ，在

π π
,

2 2
       

内

单调增加 

coty x  
π( )

( , )

x k k Z

y

 
  

  

奇函数，周

期为 π ，在

(0 π)， 内单

调减少 

反三角 

函数 

arcsiny x 

[ 1, 1]

π π
[ , ]

2 2

x

y

 

  
  

奇函数，单

调增加，有界 

arccosy x 

[ 1, 1]

[0, π]

x

y

  
 

  
单调减小，有

界 
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（续表） 

名称 解析式 定义域和值域 图像 特性 

 arctany x 
( , )

π π
( , )

2 2

x

y

  

 
  

奇函数，单

调增加，有界 

 arccoty x
( )

(0 π)

x

y

     
 

，

，
  

单调减小，

有界 
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附录 B  初等数学常用公式和相关知识选编 

一、乘法公式 
1． 2 2 22a b a ab b   ( )  

2． 3 3 2 2 33 3a b a a b ab b     ( )  

3． 2 2a b a b a b    ( )( )  

4． 2 2 3 3a b a ab b a b    ( )( )  

5． 0 1 1 2 2 2 00 1n n n n k n k k n n
n n nn na b c a b c a b c a b c a b c a b          ( ) +  

二、一元二次方程 
1．一般形式： 2 0( 0)ax bx c a    

2．根的判别式： 2 4b ac   

（1）当∆＞0 时，方程有两个不等的实根 

（2）当∆=0 时，方程有两个相等的实根 

（3）当∆＜0 时，方程无实数根（有两个共轭复数根） 

3．求根公式：
2

1,2

4

2

b b ac
x

a

   
  

4．根与系数的关系： 1 2 1 2

b c
x x x x

a a
       

三、不等式与不等式组 
1．一元一次不等式的解集． 

若 ax+b＞0，且 a＞0，则
b

x
a

 ＞  

若 ax+b＞0，且 a＜0，则
b

x
a

 ＜  

2．一元一次不等式组的解集：设 a＜b 

（1）  x a x bx b
     

（2）x a x ax b
    

（3）x a a x bx b
     

（4）  x a
x b
   空集  

3．一元二次不等式的解集：设 1 2x x、 是一元二次方程 2 0ax bx c a   （ 0）的根，且

1 2x x ，其根的判别式∆=b2-4ac 
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类型 ∆>0 ∆=0 ∆<0 
2 0

( 0)

ax bx c

a

  


 
1x x 或 2x x  

2

b
x

a
   x R  

2 0

( 0)

ax bx c

a

  


 
1 2x x x   空集 空集 

四、指数与对数 

1．指数 

（1）定义 

正整数指数幂： 
*· ·

n
na a a a n N  

个

（ ）
 

零指数幂： 0 1a a  （ 0） 

负整数幂：
*1

0n
n

a a n N
a

    （ ， ） 

有理指数幂： *0 1
n

m nma a a m n N m   （ ， ， , ） 

（2）幂的运算法则 

① · 0m n m na a a a m n R    （ ， ， ） 

② 0m n m na a a m n R   ·（ ） （ ， ， ） 

③ = 0 0n n na b a b a b n R   （ ） （ ， ， ） 

2．对数 

（1）定义 

如果 0 1ba N a a  （ ，且 ），那么，b 称为以 a为底 N 的对数，记为 loga N b  

其中， a称为底数， N 称为真数．以 10 为底的对数叫做常用对数，以 e≈2.71828… 

为底的对数叫做自然对数，记为 log Ne ，或简记为 ln N． 

（2）性质 

①N>0 

② log 1=0a  

③ log 1a  a  

④ loga Na N  

（3）运算法则 

① log ( ) log log 0 0a a aM N M N M N    （ ， ） 

② log log log 0 0a a a

M
M N M N

N
    （ ， ） 

③ log log 0n
a aM n M M  （ ） 

④
1

log log 0n
a aM M M

n
 （ ） 

⑤
log

log 0)
log

b
a

b

N
N N

a
  （  
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五、等差数列与等比数列 

 等差数列 等比数列 

定义 
从第 2 项起，每一项与它前一项之差

都等于同一个常数 

从第 2 项起，每一项与它前一项之差都等

于同一个常数 

一般形式 1 1 1, , 2 ,a a d a d  （d 为公差） 2
1 1 1, , ,a a q a q （q 为公比） 

通项公式 1 ( 1)na a n d    1
1

n
na a q  

前 n 项和公式 1( )

2
n

n

n a a
S


 或 1

( 1)

2n

n n
S na d


   1(1 )

1

n

n

a q
S

q

  
 

或 1

1
n

n

a a q
S

q

  
  

中项公式 a 与 b 的等差中项
2

a b
A

   a 与 b 的等比中项G ab   

注：特殊地， 

1
1 2 3

2

n n
n

       （ ）
 

2 3

1 1 1 1
1

2 2 2 2n
         

拆项公式
1 1 1

1) 1n n n n
  

 （
；

1 1 1 1

)n n k k n n k
  

  
（ ）

（
 

六、排列、组合 

1．排列 

 = 1 2 1m
np n n n n m    （ ）（ ）（ ） 

特殊地， 

 !n
np n  

规定 

 m
n

n
p

n m
 !

（ ）!
 

2．组合 

 
1 1

=
m

m n
n m

m

p n n n m n
c

m m n mp

   
  

 
（ ）（ ） ！

！ ！（ ）！
 

式中， n m N m n， ∈ ，且 ≤  

规定 0 1nc   

性质（1） m n m
n nc c  

（2） 1
1

m m m
n n nc c c 

    

七、点与直线 
1．平面上两点间的距离 

设平面直角坐标系内两点 1 1 1 2 2 2P x y P x y（ ， ）、 （ ， ），这两点间的距离为 

 
1 2 1 2 1 2P P x x y y  2 2（ ） （ - ）  
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2．直线方程 

（1）直线的斜率 tan 180k    。 。（0 ≤ ） 

如果 1 1 1 2 2 2P x y P x y（ ）、 （ ）是直线上两点，那么，这条直线的斜率为 

 

 
（2）直线的几种形式 

①点斜式．已知直线过点 0 0 0P x y（ ， ），且斜率为 k ，则该直线方程为 

 0 0y y k x x  （ ） 

②斜截式．已知直线的斜率为 k ，且在 y 轴上的截距为b ，则该直线方程为 
 y kx b  

③一般式．平面内任一直线的方程都是关于 x和 y 的一次方程，其一般形式为 

 0Ax By C A B   （ ， 不全为零） 

（3）几种特殊的直线方程 

平行于 x 的直线方程： 0y b b  （ ） 

平行于 y 的直线方程： 0x a a  （ ） 

x轴： 0y   

y 轴： 0x   

3．点到直线的距离 

平面内一点 0 0 0P x y（ ）到直线 0Ax By C   的距离为 

 
0 0

2 2

Ax By C
d

A B

 
 

 
 

4．两条直线的位置关系 

设两条直线方程为 

 1 1 1l y k x b  ： 或 1 1 1 0A x B y C   

 2 2 2l y k x b ： 或 2 2 2 0A x B y C   

（1）两直线平行的充要条件： 

 1 1 1
1 2 1 2

2 2 2

A B C
k k b b

A B C
    且 或  

（2）两直线垂直的充要条件： 

 1 2 1 2 1 2= 1 0k k A A B B    或  

八、三角函数 

1．角度与弧度的换算 

 360 =2 =  ° 弧度， ° 弧度  

 1 = 0.017453
180


° 弧度  

2 1
2 1

2 1

y y
k x x

x x

 
  

 
（ ）
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180

1 = 57 17 44.8"'
    

°
弧度 °  

2．特殊角的三角函数值 

  0 6

  
4

 
3

 
2

  

sin   0 2

  2

2
 3

2
 1 

cos   1 
3

2
 2

2
 

2
 0 

tan   0 
3

3
 1 3  不存在 

cot   不存在 3  1 
3

3
 0 

3．同角三角函数间的关系 

（1）平方关系 
 2 2 2 2 2 2sin cos 11 tan sec 1 cot cscx x x x x x     ， ，  

（2）商的关系 

 
sin cos

tan cot
cos sin

x x
x x

x x
  ，  

（3）倒数关系 

 
1 1 1

cot sec csc
tan cos sin

x x x
x x x

   ， ，  

4．三角公式 

（1）加法定理 

 sin cos cos sinx y x y x y  （ ）=sin  

 cos cos sin sinx y x y x y （ ）=cos  

 
tan tan

tan
1 tan tan

x y
x y

x y
 

 
（ ）=  

（2）倍角公式 
 sin 2 2sin cosx x x  
 2 2 2 2cos 2 cos sin 2cos 1 1 2sinx x x x x       

 2

2 tan
tan 2

1 tan

x
x

x
  

（3）半角公式 

 2 1 cos
sin

2 2

x x  

 2 1 cos
cos

2 2

x x  
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1 cos 1 cos sin

tan
2 1 cos sin 1 cos

x x x x

x x x

 
   

 
 

（4）积化和差公式 

   1
sin cos sin sin

2
x y x y x y   （ ）+ （ ） 

   1
cos sin sin sin

2
x y x y x y   （ ）- （ ） 

   1
cos cos cos cos

2
x y x y x y   （ ）+ （ ） 

   1
sin sin cos cos

2
x y x y x y    （ ）- （ ） 

（5）和差化积公式 

 sin sin 2sin cos
2 2

x y x y
x y

    

 sin sin 2cos sin
2 2

x y x y
x y

    

 cos cos 2cos cos
2 2

x y x y
x y

    

 cos cos 2sin sin
2 2

x y x y
x y

     

（6）万能公式 

 

2

2 2 2

2 tan 1 tan 2 tan
2 2 2sin cos tan

1 tan 1 tan 1 tan
2 2 2

x x x

x x x
x x x

 
   

   
； ；  

（7）负角公式 
 sin sin cos cos tan tanx x x x x x       （ ） ， （ ） ， （ ）  

arcsin arcsin arccos arccosx x x x      （ ） ， （ ）  
arctan arctanx x  （ ）  

九、三角形的边角关系 

1．直角三角形 

设△ABC 中，∠ 90C 。，三边分别是 a b c， ， ，面积为 S ，则有 

（1）∠ A  90B 。 

（2） 2 2 2a b c  （勾股定理） 

（3） sin cos tan
a b a

A A A
c c b

   ， ，  

（4）
1

2
S ab  
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2．斜三角形 

设△ABC 中，三边分别是 a b c， ， ，面积为 S ，外接圆半径为 R ，则有 

（1）∠A+∠B+∠C=180． 

（2） 2
sin sin sin

a b c
R

A B C
   （正弦定理） 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

2

3

cos

a b c bc A

b a c ac B

c a b ab C

   

   

   （余

（ ）

弦定理）

 

（4）
1

sin
2

S ab C  

十、圆、球及其他旋转体 

1．圆 

周长： 2C r r  （ 为半径） 

面积： 2S r   

2．球 

表面积： 24S r  

体积：
34

3
V r   

3．圆柱 

侧面积： =2S rh h 侧 （ 为圆柱的高） 

全面积： =2S r r h 全 （ ） 

体积： 2πV r h  

4．圆锥 

侧面积： =S rl l 侧 （ 为圆锥的母线长） 

全面积： =S r r l 全 （ ） 

体积：
21

3
V r h   
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附录Ｃ  习题答案 

思考题 1.1 
1．不是 2．对 3．不可以，如 2arcsin , 2y u u x   4．略 

练习题 1.1 

1．（-1，1）       2． ( 1) 3f   ， (0) 1f ， (1) 3f  ，图形略 

3．（1）奇函数   （2）偶函数   4．（1） 2 , cos , 1y u u v v x    

（2） lg , sin , 1y u u v v x    

5．设长方形另一边长为 y cm（ 2 250y x  ），则 2 250A xy x x   平方厘米，定义

域为 0 50x  ，即（0，50） 

思考题 1.2 

不一定 

练习题 1.2 

1．（1）不存在   （2）极限为 2      （3）极限为 0     （4）不存在 

2．（1）不存在   （2）不存在 

3．（1）极限为 5  （2）极限为 4 

4．（1）左极限=右极限=1，所以
0

lim ( ) 1
x

f x
  

  （2）左极限=-1，右极限=1，所以
0

lim ( )
x

f x
 不存在 

思考题 1.3 

不对 

练习题 1.3 

1．（1）
1

2
    （2）6     （3）

1

2
     （4） 5  

2．（1）
3

4
   （2）

3

5
     （3）

1

2
    （4） 3e    （5） 2e    （6） 1e  

思考题 1.4 

1．不一定       2．可以 
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练习题 1.4 

1．（1）      （2）0    （3）   

2．（3）、（4）为无穷小量，（1）、（2）为无穷大量 

思考题 1.5 

1．是      2．对 

练习题 1.5 

1．（1）
0 0

lim ( ) 1, lim ( ) 1
x x

f x f x
    

  ，不连续    （2）
0 0

lim ( ) lim ( ) 1
x x

f x f x
    

 ，连续 

2．（-1，1）     3．（1）0    （2）0     （3）1 

思考题 1.6 

不对 

练习题 1.6 

1．（1）高阶   （2）低阶     2．（1）
3

2
     （2）0 

3．（1） 2x  ，无穷间断点； 3x   ，可去间断点 

  （2） 0x  ，无穷间断点 

4．设 3( ) 1f x x x   ，则 ( )f x 在[0，1]内是连续的，且 (0) 1 0, (1) 1 0f f    ，故在

区间（0，1）内至少存在一点  ，使 ( ) 0f  ，即方程 3 1 0x x   在区间 (0,1) 内至少存在

一个根． 

5．由于
2

lim ln
2x

x
  

不存在，故函数曲线没有水平渐近线．由于
2

0
lim ln

2x

x
 

   ，故函数曲

线有垂直渐近线 0x  ． 

思考题 1.7 

能 

练习题 1.7 

1．（1）输入命令：sin（3*pi/5）+log（3）/log（21）-0.23^4+452^（1/3）-sqrt（43） 

输出结果：ans = 

2.4261 

  （2）输入命令：4*cos（4*pi/7）+3*（2.1^8）/sqrt（645）-log（2） 

输出结果：ans = 

   43.0950 

  （3）输入命令：syms  x  y 

                  x=[1 2 3 4 5]； 

y=sin（x）+2*x 
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输出结果：y = 

    2.8415    4.9093    6.1411    7.2432    9.0411 

2．（1）输入命令：syms x y 

x=-1：0.01：1； 

x=x+eps； 

y=x.*sin（1./x）； 

plot（x，y，'R'） 

  （2）输入命令：x=-3：0.1：3； 

y1=x.^2； 

y2=x.^3； 

plot（x，y1，x，y2） 

3．（1）输入命令：syms x 

limit（（exp（2*x）-1）/x） 

输出结果：ans = 

2 

（2）输入命令：limit（（（2*x+3）/（2*x-1））^（x+1），x，inf） 

输出结果：ans = 

              exp（2） 

（3）输入命令：limit（（1/x）^tan（x），x，0，'right'） 

输出结果：ans = 

              1 

（4）输入命令：syms  x  m  n 

limit（sin（m*x）/tan（n*x）） 

输出结果：ans = 

m/n 

思考题 1.8 

略 

练习题 1.8 

1．
π

π

sinπ
lim ( ) lim 2 sin lim 2π 2πn

n n n
n

l n nR R R
n      

          ． 

2．略 

3． 0ektA （生长函数，k 为生长率） 

4．略（百度可查） 
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习题 A 

1． 2ln , , siny u u v v x    

2 ．设圆柱底面半径为 r ，则由题意得圆柱高为 3( )H R r ，则圆柱体积

2 2π 3π( ) ,0V r H R r r r R   ≤ ≤  

3．（1）0   （2）1  （3）
2

3
   （4） 2e    （5） 2e     （6）0   （7）2   （8）1 

4． 2x        5． 1x 处连续， 1x  处不连续 

6．输入命令：syms  x 

limit（log（1+2*x）） 

输出结果：ans = 

0 

7．同阶（等价）     8．约 74.01 万元 

9．设 ( ) e 2xf x x   ，则 ( )f x 在[0，2]内是连续的，且 2(0) 1 0, (2) e 4 0f f     ，

故在区间（0，2）内至少存在一点  ，使 ( ) 0f  ，即方程 e 2x x 在区间（0, 2）内至少有

一个根． 

10．水平渐近线 1y ，垂直渐近线 1x ． 

习题 B 

1．（1）1  （2）1  （3） 2e   （4）0 

2． 4a  ，b =4      3． 1a  

4．连续区间： ( , 1) ( 1,1) (1, )       ， 1x 是无穷间断点， 1x  是可去间断点 

5．求极限命令：syms x 

limit（exp（1/x）+1，x，inf） 

输出结果：ans = 

2 

6．以时间 t 为横坐标，以沿上山路线从山下宾馆到山顶的路程 s为纵坐标．设第一天早

上 8 时的路程为 0，山下到山顶的总路程为 d ，第一天的行程设为 ( )s f t ，则

(8) 0, (17)f f d  ；第二天的行程设为 ( )s g t ，则 (8) , (17) 0g d g  ． 

又设 ( ) ( ) ( )h t f t g t  ，由于 ( ), ( )f t g t 在区间［8，17］上分别连续，所以 ( )h t 在区间［8，

17］上连续．又 (8) (8) (8) 0, (17) (17) (17) 0h f g d h f g d        ，由推论（根的存在

定理）知，在区间［8，17］内至少存在一点 0t ，使 0( ) 0h t ，即 0 0( ) ( )f t g t ． 

这说明在早上 8 时至下午 5 时之间存在某一时间 0t t ，使得路程相等，即小明两天在同

一时间经过路途中的同一地点． 

7．没有水平渐近线，垂直渐近线 1x  ． 
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思考题 2.1 

不可导． 

练习题 2.1 

1．B       2．2 

3．
2

0 0

( ) (0)
(0) lim lim 0

0x x

f x f x
f

x x   
  

 
     

0 0

( ) (0)
(0) lim lim 1

0x x

f x f x
f

x x   
  

       

故 (0)f  不存在  

4． 2 ( )f a  

思考题 2.2 

0 0

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )
[ ( ) ( )] lim lim

h h

u x h v x h u x v x u x h u x v x h v x
u x v x

h h h  

                 
 

( ) ( )u x v x    

练习题 2.2 

1．（1） 2
2

1
3 3y x

x
           （2） cos 2 ln 2 7ex xy x     

（3） ( e ) e (e ) e e ( 1)ex x x x x xy x x x x x            

（4）
1 3

2 2
1

3
2

y x x
  

           （5） 2tan
sec ln

x
y x x

x
    

（6） 3

sin 2cosx x x
y

x

    

（7） 2

(1 ln ) (1 ln ) (1 ln )(1 ln )

(1 ln )

x x x x
y

x

       
  

         
2

1 1
(1 ln ) (1 ln )

(1 ln )

x x
x x

x

    
 

 
 2

2

(1 ln )x x
 

  

2．－1 

思考题 2.3 

对 xy x 两边取对数，得 

 ln lny x x  

两边关于 x求导，得 

 
'

ln 1
y

x
y

  

所以 ' (ln 1)xy x x   



附录Ｃ  习题答案 

 
185 

练习题 2.3 

1．（1） 9' 30(3 1)y x          （2）
2 2e ( )xy x  2

2 exx  

（3）
1

2
3

2 (ln 2)sin 2
2

x xy x       （4） 2sin(2 5)y x   

（5）
1sin 1e (sin )x

xy    
1sin 1 1e cos ( )x

x x 
1

2

sin1 1e cosx
xx

   

（6） 2

2
'

1

x
y

x
  

2．
1 1

sin 0 1 cos 0
2 2

x y y x y yy       将方程 两边对 求导数有 ， 

d 2

d 2 cos

y
y

x y
   

 
得  

3． 2( ) (1 2 )e tf t t    

思考题 2.4 

1．错       2．对 

练习题 2.4 
1．（1） 2(2 sin cos )dx x x x x         （2） cosd e sin dxy x x   

（3） 2

sin 2
d ( )d

cos 1

x x
y x

x x


 


=（ 2

2
tan

1

x
x

x
  ） dx  

（4）函数变形为 xy x x ，两边取对数有 ln( ) lny x x x ，两边对 x 求微分得 

 
d d

ln d d
y x

x x x
y x

  
  

所以 

 d [ (ln 1) 1]dxy x x x    

2．（1）1.01     （2）0.5151 

思考题 2.5 

略． 

练习题 2.5 

1．
1

1
ln 2

 ．     2．略． 

3． ( ) 1( 1) ( 1)!n n ny n x     ． 

4．（1）
1

8
    （2）0    （3）

1

2
      （4）0 

思考题 2.6 

可以． 
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练习题 2.6 

（1） exp( ) * (cos( ) sin( ))x x x    （2） log( ) / ( * (1 (log( ) ^ 2)))x x sqrt x  

（3） 2 42 * x                （4） (sin( ) ^ 2) *sin(2* )x x x  

思考题 2.7 

极大（小）值是局部领域内的，最大（小）值是整体区间内的． 

练习题 2.7 

1．D    2．A     3．（ 1, )        4． 1x  

5．函数的定义域为 ( , )    

 3 2 23 ( 3)y x x x x      

令  0,y   驻点 1 20, 3x x   

列表  

x  ( ,0)  0  (0,3)  3 (3, )   

y   0  0 + 

y     极小   

由上表知，单调减区间为 ( ,3)  ，单调增区间为 (3, ) ，极小值 
27

(3)
4

y    

此题也可以用二阶导数来判别：  
2

0
3 6 , 0

x
y x x y           不能确定 0x 处是否取极值， 

3
9 0,

x
y      得

27
(3)

4
y   是极小值 

6．（1）成本函数 ( )C q = 60 q +2000 

因为  1000 10q p ，即
1

100
10

p q  ， 

所以  收入函数 ( )R q = p  q =（
1

100
10

q ） q = 21
100

10
q q     

  （2）因为利润函数 ( )L q = ( )R q - ( )C q  =
21

100
10

q q -（60 q +2000） 

= 40 q - 21

10
q -2000  

且                ( )L q =（40 q - 21

10
q -2000 ) =40- 0.2 q  

令 ( )L q = 0，即 40- 0.2 q = 0，得 q = 200，它是 ( )L q 在其定义域内的唯一驻点．所以，

q = 200 是利润函数 ( )L q 的最大值点，即当产量为 200 吨时利润最大． 

7．证明：令 ( ) e exf x x ，易见 ( )f x 在 ( , )   内连续，且 (1) 0f ， ( ) e exf x    ． 

当 1x  时， ( ) e exf x   0 ，可知 ( )f x 为 ( ,1] 上的严格单调减小函数，即 

 ( ) (1) 0f x f   
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当 1x  时， ( ) e exf x   0 ，可知 ( )f x 为[1, ) 上的严格单调增加函数， 

即 ( ) (1) 0f x f   

故对任意 1,x  有 ( ) 0,f x  即 e e 0x x  ，所以 e ex x． 

8．总收益为 120，平均收益为 4，边际收益为-2． 

9．10%～13.3%. 

习题 A 

一、判断题 

1．错；2．对；3．错；4．错；5．错；6．错；7．对；8．错；9．错；10．错 

二、填空题 

1．0     2． 3 2 0y x    

3． e 1 1
e exx

x
      4．  cos e 1 e dx x x  

5．  22 ln 2 2xx x    6．n! 

7． 2 1 0y x      8．
        

  

' '

2

u x v x u x v x

v x

         
   

 

9．5A     10．函数在一点的导数等于函数图形上对应点的切线斜率 ． 

11．
1 3

0
2 2

y x     12．
2 2 4 23 sin 1 2 cos 1 dx x x x x    

13． ( )o x     14．n! 

三、选择题 

1．A  2．D  3．B  4．B  5．D  6．D  7．B  8．C  9．D 

10．B  11．A    12．A  13．A  14．C  15．C 

四、计算题 

1．（1） 6cos3 sin 3 3sin 6y x x x      

（2）   ' 2

2 2
ln 1 1

1 1

x x
y x x

x x x

 
          

 

（3） '

2 2 2 2

1
1

x
y

x x a x a

  
         

 

（4） ' 1
2 arctan sin 1

2
y x x x    

2． ( 2 )f a   ＝
2 3

3
      3．

'

e y

y y
y

xy x x
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4． ' e

e

x

y

y
y

x

 
 

 
       5．

' 2

2 cos
y

y
 

  

6．（1）
2

1
sin

d d
x

xy x
x

 
      （2）

1
d d

2 ln
y x

x x
  

（3）   1 3d e 3cos sin dxy x x x       （4） cos2d 2sin 2 e dxy x x   

（5）  2 3 cosd 3 cos sin sin e dxy x x x x x    （6）
2 2

2

2e e
d d

x xx
y x

x

 
  

7．

2 2sec sec1 12 2,d d
2 2tan tan

2 2

x x

y y x
x x

    

8． 2
3

2
2 siny' x x

x
    ， 2

3

2
d 2 sin dy x x x

x
   （ ）  

9．
1

y''
x

     10．9 

11．  

  

34 16 0 0 2

[ 1,0 0 0,2) 0 2, 0

[ 1,0 2,3] 0,2

(2) 0

y' x x y' x x

y' y' y'

f f

     
    
  

 极小值

解： ，令 得 或

在 ）上， ；在( 上， ；在( 3]上，

在 ）（ 上单调递增，在 上单调递减

＝

 

12．( ,1)  和 (2, ) 上单调递增，在（1，2）上单调递减，
1

(2)
3

f f极小值＝ ，
2

(1)
3

f f  极大值＝  

五、应用题 

1．如右图，设一边长为 x 米，另一边长为 y 米，则由题意得 2 20x y  ，

设面积为 2, (20 2 ) 2 20 , ( ) 4 20s s xy x x x x s x x          ，当 x =5 时，

( ) 0s x   为唯一驻点，所以砌二边长为 5 米，另一边长为 10 米的长方形小屋时

面积最大． 

2．边际收入函数为
1

( ) (100 2 )
5

R q q   ， 20q 、50 和 70 时的边际收入

分别为 (20) 12 ,  (50) 0 , (70) 8R R R        

习题 B 

一、选择题 

1．D  2．D  3．D  4．D  5．D  6．D  7．A  8．D  9．D  10．C  11．A  12．C  

13．A  14．D  15．D  16．B  17．D  18．D  19．B  20．C  21．C  22．D 
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二、填空题 

1． 4

4

1 4

x

x 
   2．

21

x

x 
   3． e 1

2

1 1
ex

x x
                   

4．0     5． 2

1

1 x
   6．

3

2
 

7．
1

2
     8．24    9． 2 ( )f x  

三、计算题 

1． 4 4 0y x    

2．（1）
cot

2

x
y'

x
                            

（2）
2

1 1 1
2cos

1 11

x
y'

x xx

   
  

                                     

（3）
2

3 cos 3
3

3 cos
(1 ) sin ln(1 )

1
x x x

y x x x
x

    
 

（ - ）                   

（4）
2

e
e ln

x
xy' x

x
   

（5）
2cos2sin cos e xy' x x   

3．   e (4 1)e
( ) 2e 1        ( ) 2e 2e +

2

x x
x x x x

f x x f x x
x x x

          

4． 4, 5a b   

5．
e

d d
cos e

y

y
y x

y x
  

 
 

6．
91

( ) , ( ) 3
9

f x f x  最小最大  

7．（1）1         （2）
1

2
 

8． 22 e e e (2 )x x xy x x x x         

   令 0, 0 2y x   则 或  

   当 ( ,0) 0,x y     时， 则递减； 

当 (0,2) 0,x y   时， 则递增； 

当 (2 + ) 0,x y    ， 时， 则递减； 

所以   2

4
2

e
f f极大值＝ ＝ ， 0 0f f极小值＝ ＝  

9．
2

1
( ) 0

1
f x

x
   

 
，所以 ( , )    为函数的单调增区间，没有极值． 
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四、应用题 

1．矩形边长分别为 ,
2 2

a b
时，最大面积为

4

ab
． 

2．（1）需求弹性函数为
24

p

p  ； 

  （2）当 6p  时的需求弹性为
1

0.33
3

   ，说明当价格上涨 1%时，商品的需求量约

将下降 0.33%． 

思考题 3.1 

对 

练习题 3.1 

1．（1） sin cosx x c   ， sin cosx x c    

  （2） 2exx   

  （3） e   e    x xc c x c      ， ，  

2．（1）D   （2）B    （3）C    （4）B    （5）C    （6）C 

3．（1） 4
2

1 1 3
3

4 ln 32

x

x x c
x

     （2） cos 2arcsinx x c   

  （3）
5 3 1

2 2 2
8

8 18
5

x x x c     （4） 32
2 2arctan

3
x x x c   

  （5）
1

arctan x c
x

      （6）
3

2
2

3
3

x x c  

（7）
1

( sin )
2

x x c      （8）
1

( tan )
2

x x c  

 

4． ln 1y x   

思考题 3.2 

略 

练习题 3.2 

1．（1） 511
(2 1)

102
x c     （2）

1

4 6
c

x
  

  （3）
1

4 3
2

x c       （4）
1

cos(5 4 )
4

x c  

  （5） 21
ln( 4)

2
x c      （6） 

21
ln 4 5

2
x x c   

  （7） ln(e 1)x c       （8）
3

2 2
1

(4 1)
12

x c  
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（9） 31
(ln )

3
x c      （10） ln ln x c  

（11） sin ex c       （12） 2e x c  

（13）
1 3 2

ln
12 3 2

x
c

x

 
     （14） 

1
cos c

x
 

（15） 41
cos

4
x c       （16） 21

sin
2

x c  

2．（1）
1 1

sin 4 cos 4
4 16

x x x c    （2） 2 sin 2 cos 2sinx x x x x c   

  （3） e ex xx c    （4） 4 41 1
e e

4 16
x xx c     

  （5） 2e 2 e 2ex x xx x c      （6） 2 cos 2 sin 2cosx x x x x c       

  （7） 3 31 1
ln

3 9
x x x c     （8） 2 2ln( 1) 2( arctan )x x x x c       

  （9） 2 sin 2cosx x x c   （10）
1

e (cos 2 2sin 2 )
5

x x x c     

3．
2sin

cos
x

x c
x

      

思考题 3.3 

不对 

练习题 3.3 

1．（1）0        （2）0 

2．（1）对        （2）错      （3）对     （4）对 

3．（1）
π

2
        （2）

3

2
      （3） 0      （4） 0  

4．（1）错        （2）错      （3）对     （4）对 

5．［1，2］ 

6．
4

3
，

2 3

3
  

思考题 3.4 

定积分的换元积分法应注意积分区间的变化 

练习题 3.4 

1．（1） 0   （2） 2e e  

2．
11

6
 

3．（1） 2     （2）
π

1
4

     （3）
4

π
3
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（4） 2ln 2     （5）
π

16
     （6）

1

6
 

（7）
π

2( 3 )
3

    （8） 2(2 ln 3)    （9）1 

（10）1    （11）1     （12）
8

3
 

思考题 3.5 

略 

练习题 3.5 

1．（1） 21 x     （2） 3 42 sinx x  

  （3） ln(1 )x     （4）
22e xx  

2．（1） 
9

2
     （2）

1

2
 

3．（1）1   （2）发散   （3）1   （4）发散 

思考题 3.6 

略 

练习题 3.6 

1．（1）int（'-2*x/（1+x^2）^2'）得  ans = 1/（1+x^2）  

（2）int（'x/（1+z^2）'，'z'）得  ans = atan（z）*x   

（3）int（'x*log（1+x）'，0，1）  得 ans = 1/4   

（4）int（'2*x'，'sin（t）'，'log（t）'）得：ans = log（t）^2-sin（t）^2   

2．syms x  

    f=（x^2+1）/（x^2-2*x+2）^2； 

    g=cos（x）/（sin（x）+cos（x））； 

    h=exp（-x^2）； 

    I=int（f） 

J=int（g，0，pi/2） 

K=int（h，0，inf）  

结果为： 

  I =1/4*（2*x-6）/（x^2-2*x+2）+3/2*atan（x-1） 

  J =1/4*pi 

  K =1/2*pi^（1/2）  

思考题 3.7 

略 
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练习题 3.7 

1．（1） 3π      （2）
5

3
      （3）

2
2

e
        （4）

1
e 2

e
  

（5）  2 2π
e e 2

2
       （6）

2
π

5
 

2．（1）
1 1

ln 2 2
    （2）

4

3
    （3）

4

3
 

（4）  2π
e 1

2
   （5）

62
π

15
  （6） 2π   （7） 22π  

3． 3 22
( ) 20 1163 4000

3
C x x x x    ，产量为 30 时的总成本 (30) 38890C  

4．
1

ln 2
 

习题 A 

一、填空题 

1． ln 1x C   2． e sinx x   3． 61

6
x C    4． 3 3x y C  

5．
1

x
       6． 23x      7．0       8．0  

二、选择题 

1．C  2．D  3．A  4．B  5．D  6．B  7．A   8．B 

三、计算与应用题 

1． 2 e 1x C      2．
1

ln(2e 1)
2

x C  

3． 3 arctanx x x C      4． 2 1 e
2ln

1 e

x

y   

5． 3 31 1
e e

3 9
x xx C     6．

8

3
 

7． 2 21 1
ln

2 4
x x x C     8． 2ln 2  

9．4      10．9/2 

11．280（万元） 
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习题 B 

一、填空题    

1．   e ex xf f x      2．
π

12
  3．

1

2
  4．0     

5．
2

π
          6．2  7．0   8．

2
2

e
 

二、选择题 

1．B  2．A  3．B  4．B  5．D  6．A  7．C  8．C 

三、综合题 

1．   3 23
4

2
f x x x     2． 0f x 在 0,1 有且仅有一个实根 

3．2 4． 2a f a  

5．（1）1   （2）
21

π (e 1)
2

    6．
16

3
 

7． 
44

= π
15xV    ，

4 7
=π 2

3 6yV
        

8．当
1

4
t  时 1 2S S 最小 

9．（1） r =8（km） 

  （2）
512000π

536165
3

 （人） 

思考题 4.1 

1．不一定     2．是的 

练习题 4.1 

1.（1）一阶；  （2）二阶；  （3）一阶； （4）二阶 

2.（1）是；   （2）是；  （3）不是； （4）是 

3.（1） 2 2 25y x  ； （2） cosy x   

4. 2'y x  

思考题 4.2 

略 

练习题 4.2 
1．（1） ecxy  ；（2） arcsin arcsiny x C  ；（3） tan tanx y C ； 

（4） (e 1)(e 1)x y C   ；（5） sin sinx y C ；（6） 4( 4)x y Cx   
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2.（1） 2 2 2y y x Cx   ；（2） ln 1
y

Cx
x

 ；（3） 2 e
x

yx y C  

3.（1） 22e e 1y x  ；（2） ln csc coty x x  ；（3） e 1 2 2 cosx y   

4.（1） 3 2 2y y x  ；（2） 2 2 π
arctan ln( ) ln 2

4

y
x y

x
     

思考题 4.3 

略 

练习题 4.3 

1．（1） e ( )xy x C   ；（2） 32
e

3
C    

（3） sin( )e xy x C    ；（4） 2cos 2cosy C x x   

（5） 2

1
(sin )

1
y x C

x
  ；（6）

2

2 e xy C   

（7） 2 31

2
x y Cy  ；（8） 22 ln lnx y y C   

2.（1） secy x x ；（2）
1

(π 1 cos )y x
x

    

（3） cossin 5e 1xy x   ；（4） 2

1
1

3 32 e xy x x   

思考题 4.4 

略 

练习题 4.4 
1.（1） 2

1 2e ex xy C C  ；（2） 4
1 2e xy C C   

（3） 1 2cos siny C x C x  ；（4） 3
1 2e ( cos 2 sin 2 )xy C x C x    

（5）
5

2
1 2( )e

t
x C C t  ；（6） 2

1 2e ( cos sin )xy C x C x   

2.（1） 2
1 2e e e

x
x xy C C     （2） 1 2 2

1
cos sin e

1
xy C ax C ax

a
    

（3）
5

3 22
1 2

1 3 7
e

3 5 25

x
y C C x x x

 
     （4） 2 2

1 2

3
e e ( 3 )e

2
x x xy C C x x       

（5） 4
1 2

11
e e

2 8
x x x

y C C      （6） 3 2 3
1 2

1 1
( )e ( )e

6 2
x xy C C x x x     

思考题 4.5 

MATLAB 系统默认的自变量是‘t’，所以遇到自变量为‘t’的，都可以省略，但遇到其

他变量，必须在命令后面指出变量． 
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练习题 4.5 

1.dsolve（'Dy=1/（x+y）'，'x'） 

2.dsolve（'Dy+3*y=8'，'y（0）=2'，'x'） 

ans =8/3-2/3*exp（-3*x） 

3.dsolve（'D2y+4*Dy+29*y=0'，'y（0）=0，Dy（0）=15'，'x'） 

ans =3*exp（-2*x）*sin（5*x） 

4.[X，Y]=dsolve（'Dx+5*x+y=exp（t），Dy-x-3*y=exp（2*t）'，'t'） 

X=simple（x）%将 x 简化 

Y=simple（y） 

思考题 4.6 

略 

练习题 4.6 

1．这是一个动力学问题，设时刻 t 雨点运动速度为 ( )v t ，这时雨点的质量为 0( ),m mt 于

是由牛顿第二定律知  

 0 0

d
( ) ( ) (0) 0

d

v
m mt m mt g kv v

t
      

这是一个一阶线性方程，其通解为 

 0 0
d d

e ( e d )
k k

t t
m mt m mtv C g t


  

    

 0 0( ) ( )k mg
m mt C m mt

m k
     

 
 

由 (0) 0v  ，得
0

m k

mg
C m

m k
 ， 

故              
0 0 0( ) ( )

m k
k mmg g

v m mt m m mt
m k m k

 

    
  

 

2．（1）根据题意，设 a为比例常数，则   

 
d

d

G
k aG

t
   

解此方程，得    

 ( ) e atk
G t C

a
   

(0)G 表示最初血液中葡萄糖的含量，所以  (0)
k

G C
a

  

即                         (0)
k

C G
a

    

这样便得到                ( ) ( (0) )e atk k
G t G

a a
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（2）当 t    时， e 0at  ，所以  ( )
k

G t
a

  

故血液中葡萄糖的平衡含量为 
k

a
． 

3．设 t 时刻的细菌数为 q（t），由题意建立微分方程
d

, 0
d

q
kq k

t
  

求解方程得 ektq c 再设 t = 0 时，细菌数为 0q ，求得方程的解为 0ektq q  

（1）由 0(4) 2q q 即 4
0 0e 2kq q 得

ln 2

4
k   

 
ln 2

1212 4
0 0 0(12) e e 8kq q q q    

（2）由条件 3 4 5 4
0 0(3) e 10 , (5) e 4 10k kq q q q      

比较两式得
ln 4

2
k  ，再由

ln 4
33 42

0 0 0(3) e e 8 10kq q q q     

得 3
0 1.25 10q    

习题 A  

一、选择题 

1．A  2．B  3.A  4．B  5．C  6．A  7．C  8．A  9．A  10．C  

二、填空题 

1.2    2. e xy C     3.
2

e xy C  4. (e )e 1 0x xC    

5．
( )d ( )d ( )d

e e ( )e d
P x x P x x P x x

y C Q x x
       

三、计算题 

1.（1） 2 2x y C   （2） ee
xCy     （3） e ey x C  

（4） 1sin cos e , 0Cy x C C   

2.（1） 1y    （2） 2

1

ln 1 1
y

x
 

    （3） 3( 2)y x  和 0y （4）
1 1

2e e x yx

y

 
    

3.（1） ( ) , 0x y x Cy y      （2） sin
y

Cx
x

  

（3） ln(1 )
y

Cx
x

      （4） arcsin ln ,
y

Cx y x
x

   

4.（1）
2

e 2xy C        （2） 2( 2)( 4 )y x x x C     

（3） 3 32
e ,3 e 2

3
C C           （4）

2

e (sin )xy x C   

5.（1） 34e 2ex xy       （2）
1 1

2 22e e
x x

y x
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6.（1） 2 2
1 2

1
e e ( 1)e

2
x x xy C C x x     （2） 1 2

1
cos sin e

2
xy C x C x x     

（3） 1 2cos sin 2 cosy C x C x x x    （4） 1 2

1 4
cos sin cos 2 sin 2

3 9
y C x C x x x x     

7．2400 秒 

习题 B 

一、选择题 

1．D 2.C 

二、填空题 

1．微分方程中出现的导数的最高阶数 

2．微分方程的解中含有任何常数，且任意常数的个数与微分方程的阶数相同 

3． '' 3 ' 2 0y y y    4. 1

2

( )

( )

y x

y x
常数 

三、计算题 
1.（1） 2( )x ax bx c  （2） 2 3e xax （3） ( )e xax b （4） e ( cos 2 sin 2 )xx a x b x   

（5） cos 2 sin 2a x b x  

2.（1）
ln

C
y x

x
  （2） 2e ( )yx y C    

（3） 1 2cos 2 sin 2 cos 2
8

x
y C x C x x    

3.（1） 21
(1 ln )

2
x

x
 （2） 2 2e ( 1)ex xy x x      

4．
2 2

2 2
e

t
mm g m g mg

y t
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